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1 Wahrscheinlichkeitsmodell und
statistisches Modell

Sei (2 = (w),B(Q)) ein meBbarer Raum. 2 ist die Menge von Elementarereignissen w
und B() ist eine o—-Algebra von Teilmengen (zufélligen Ereignissen) aus €2.
Sei ferner Po = P (-) ein Mafl auf B(2) mit den Eigenschaften:

(i) Pa(B) >0 VB e B(Q),
(i) Pa(9) = 1,
(iii) Po(U2,By) = rey Pa(By) fir B,NB; =0,i # j.
Definition 1.1 Das Tripel (©2,B(Q2), Pq) heifit allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum.

Wir betrachten nun eine mefibare Abbildung X : © — X und x = X (w). Diese Abbil-
dung ist in Bild 1.1 dargestellt.

Sei B(X) eine o-Algebra von Teilmengen aus X. Dann bedeutet die Mefibarkeit der
Abbildung X, dafl

X1 A)=(w: X(w)e A)eB(Q) VAecBX).

Die Funktion X = X (-) heiit Zufallsgroe. Die ZufallsgroBe X : 2 — X besitzt auf dem

/

Abbildung 1.1: Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsgrofie

mefibaren Raum (X, B(X)) das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl P(A) = Po(X1(A)).



Definition 1.2 Das Tripel (X,8(X),P) heifst Wahrscheinlichkeitsmodell.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist das Mafl P(A) fiir jedes A € B(X) wohlbekannt
und ihr Hauptinhalt besteht darin, Wahrscheinlichkeiten fiir interessierende Ereignisse
und darauf aufbauende Kenngréflen zu berechnen.

Eine ganz andere Situation liegt in der mathematischen Statistik vor. Hier nimmt man
an, daff auf (£2,B(Q)) ein ,,wahres“ Wahrscheinlichkeitsmafl P* existiert. Dieses Ma8
ist unbekannt. Die elementaren Ereignisse sind ebenfalls unbekannt und kénnen nicht
beobachtet werden. Beobachtet werden kénnen nur die Ergebnisse eines zufilligen Expe-
rimentes. Sei X = () der Stichprobenraum, der alle moglichen beobachtbaren Resultate
enthélt. Da jedem zufilligen Experiment eine mefibare Abbildung X : € — X und
x = X(w) entspricht, betrachtet man wiederum den Raum (X,B(X),P), jedoch das
MafB P ist nicht oder nur teilweise bekannt. Daher mufl man eine Familie von Verteilun-
gen Px = (Py, 0 € O) betrachten, wobei O ein Parameterraum ist. Durch die Parameter
werden die Verteilungen voneinander unterschieden. Diese Familie mufl bestimmte Ei-
genschaften besitzen. So muf} jedes 6 eineindeutig eine Verteilung aus dieser Familie
definieren, d.h. V6, # 0 JA . Py, (A) # Py, (A). Wir setzen stets voraus, dafl die Familie
PBx = (Py, 0 € O©) die ,wahre* Verteilung Py enthilt. Mittels eines statistischen Expe-
rimentes soll aus der Familie By eine Verteilung ausgewéhlt werden, die der , wahren*
Verteilung moglichst gut entspricht.

Auf der Grundlage des allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumes (€2,8(€2),P) wird ein
zufilliges Experiment durch die Abbildung X : Q — X durchgefiihrt; als Resultat erhélt
man die statistischen Daten X (w) = x. Hierbei sei z fixiert und bekannt, das wahre Maf}
Py« ist unbekannt. Mit Hilfe von = werden Aussagen iiber Py., oder, was das gleiche
ist, iber 0* getroffen. Diese Aussagen nennt man statistische Schlufiweisen (statistical
inference) und das Tripel (X, B(X), Bx = (Pxg, 0 € ©)) nennt man statistisches Modell.

Definition 1.3 Unter einem statistischen Modell versteht man das Tripel

(X,B(X%),B) mit
- X = (x) - Stichprobenraum
- B(X) - o-Algebra iber X
- B = (Pp, F €F) - eine Familie von Verteilungen auf (X,B(X)).

Es ist giinstig, jede Verteilung F(-) € § eindeutig durch einen Parameter § € © zu
charakterisieren. © ist der Parameterraum und Eindeutigkeit der Zuordnung bedeutet,
dafl verschiedenen Werten von 6 verschiedene Verteilungen aus der Familie § entspre-
chen. Dieser Zugang ist auch bei nichtparametrischen Aufgabenstellungen méoglich. Dar-
auf wird spéter in Zusammenhang mit nichtparametrischen Schétzungen eingegangen.
Dann bezeichnen wir mit Fy(-) oder F(-,6) die Verteilungsfunktion F(-) € §, die durch
den Parameter 6 bestimmt wird. Im folgenden bezeichnen wir mit Py = P, die entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsverteilung. Damit besteht das statistische Modell aus dem
Tripel
(X = (), B(X), F= (P, 0 € 0)).



Héufig nimmt man an, daf§ die wahre Verteilung P* = Py. € P ist. Es ist jedoch auch
moglich, anhand statistischer Daten zu iiberpriifen, ob P* € 3 gilt.

Bei statistischen Untersuchungen arbeitet man mit den erhaltenen statistischen Daten.
Bei Berechnungen werden diese statistischen Daten z € X in neue Groflen y umgeformt.
Diesen Ubergang kann man als Abbildung von ¥ in 2), y € 2) auffassen. Diese Abbil-
dung mufl ohne Kenntnis des unbekannten Verteilungsgesetzes erfolgen konnen. Damit
kommen wir zu dem wichtigen Begriff der Statistik.

Definition 1.4 Die Abbildung Y : X — ) heifst Statistik, wenn

(i) sie nicht vom unbekannten Parameter abhingt,
(i1) sie (B(X), B(Y)) - mefbar ist, d.h. wenn
B=Y 'A)=(v:Y(z) € A) € B(X) VA€ B(Y),

(71) jede Einpunktmenge {y} zu B(Y) gehort, d.h.
Ay(y) = (z:Y(z) =y) € B(X),Vy € B(Y).

Die Menge Ay (y) heifit Atom der Statistik Y zum Niveau y.

Die Genauigkeit statistischer Schliisse hdngt im wesentlichen vom Grad der Information
ab, die aus einem statistischen Experiment gewonnen wird. In der klassischen Stati-
stik ist im allgemeinen der Stichprobenumfang die wesentliche Einflulgrofie. In der Zu-
verlassigkeitsstatistik spielen Stichproben anderer Struktur, z. B. zensierte Daten, eine
wesentliche Rolle. Wir betrachten dazu ein einfithrendes Beispiel.

Beispiel 1.1 Gegeben seien n gleichartige Systeme, die jeweils aus m verschiedenen
Elementen bestehen. Damit sind insgesamt n - m Elemente vorhanden, jeweils n von der
Sorte ¢, i = 1,...,m. Die Elemente werden fortlaufend numeriert: (i,1),...,(i,n), i =
1,...,m, ist die Numerierung der i-ten Sorte von Elementen und das j-te System be-
steht aus den Elementen (1, 7),...,(m,j), j =1,...,n. Jedes Element mit der Nummer
(i,7) hat zwei Zustande:

7 _ 0, wenn das Element ausgefallen ist,
K 1, wenn das Element intakt ist,

und jedes System sei nur intakt, wenn alle seine Elemente intakt sind. Dieses ist der
typische Fall einer Reihenschaltung. Dann gilt fiir das j—te System

0, wenn das j—te System ausgefallen ist,

Vj= 20 Zaj o Zmj = { 1, wenn das j—te System intakt ist.

Die Zusténde der Elemente Z;; seien unabhéngige und fiir jede Sorte ¢ identisch verteilte
ZufallsgroBen mit P(Z;; = 1) = p;.
Fiir den Erwartungswert von Z;; erhalten wir

EZij=1-P(Z;=1)+0-P(Z; =0)=p; .



Sei ps = P(¥; = 1) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das j-te System intakt ist. Dann
erhédlt man aus der Unabhéngigkeit der Zusténde

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind py, . .., p,, bekannte Gréfien, mittels derer Wahr-
scheinlichkeiten fiir interessierende Ereignisse berechnet werden kénnen. So ist z.B.

n el =
Z(l)pé(ps) Lo Ds=1-ps

1>k

die Wahrscheinlichkeit, daf§ mindestens k£ Systeme intakt sind.

In der mathematischen Statistik dagegen sind die wahren Intaktwahrscheinlichkeiten
P, ..., ps, der Elemente oder p des Systems unbekannt und sollen mittels einer Beobach-
tung ndherungsweise bestimmt werden. Wir nehmen an, dafl uns die Intaktwahrschein-
lichkeit p% des Systems interessiert und betrachten zwei mégliche Stichprobenrdume. Im
ersten Fall, der im folgenden mit X, bezeichnet wird, kann man alle Elemente der Matrix
(Zij), i =1,...,m, j =1,...,n, beobachten. Dabei steht v fiir vollstdndige Information.
Die Anzahl der Elemente im Stichprobenraum X, ist in diesem Fall card X, = 2™, da
n - m Elemente vorhanden sind und jedes Element 2 Zustdnde annehmen kann.

In zweiten Fall beobachtet man nur die Zustédnde der n Systeme, d.h. den Vektor
(¥y, ..., ¥,). Der Stichprobenraum wird hier mit X,, bezeichnet und u steht fiir unvoll-
standige Information. Die Anzahl der Elemente in diesem Stichprobenraum ist card X, =
2",

Im Falle vollstandiger Information kann die Intaktwahrscheinlichkeit des Systems aus
den Intaktwahrscheinlichkeiten der Elemente ermittelt werden. Fiir die Elemente ist die
relative Haufigkeit

1 n
Ai:_ Zi'7 :17 ) Ai:%v 0?1
D ”;:1 js 0 m, p —[0,1]

eine mogliche Punktschétzung der unbekannten Wahrscheinlichkeit.

Die Intaktwahrscheinlichkeit des Systems p ist eine Funktion der Intaktwahrscheinlich-
keiten der Elemente: p; = pi-p5 - - - pi, und kann daher im Falle vollstandiger Information
durch

A m A m 1 n
=TT (2502
i=1 i=1 Jj=1
geschétzt werden. Da alle Faktoren Z;; unabhéngig sind, gilt fiir den Erwartungswert
dieser Schétzung

Epys = 11 (% EEZU) = 11 (%W%) = Ds



und damit ist die Punktschéitzung p,s erwartungstreu.
Im Falle unvollsténdiger Information sind nur die Gréflen ¥; beobachtbar, daher muf
man eine andere Punktschétzung betrachten:

N
puS:E;\I’j-

Diese Punktschétzung ist ebenfalls erwartungstreu. Da ¥; = [, Z;; ist, gilt

B — E (%znzﬁ) s (Hzij) S Tn=n
j=1 =1

7j=1 =1 =1 i=1

Damit haben wir gezeigt, dafy beide Schiatzungen erwartungstreu sind. Es ist jedoch klar,
dafl mehr Information zu einer besseren Schéatzung fithren muf}. Das wird deutlich, wenn
man die Varianzen der Schétzungen betrachtet. Man kann sich leicht davon iiberzeugen ,
daB Var(p,s) < Var(p,s) ist und damit vollstédndige Information zu genaueren Schéitzun-
gen fiihrt. o



2 Lebensdauerverteilungen

2.1 Der Begriff der Lebensdauerverteilung

Definition 2.1 Die Funktion F(s) = P(S < s), s > 0 heifft (Lebensdauer—) Vertei-
lungsfunktion. F(s) =1 — F(s) = P(S > s) ist die Wahrscheinlichkeit, daf bis zur Zeit
einschlieflich s kein Ausfall stattgefunden hat und heift Uberlebens— oder Zuverlissig-
keitsfunktion (survival function).

Diese beiden Funktionen sind in Abbildung 2.1 dargestellt. F'(s) und F(s_) sind rechtssei-
tig stetig. Bezeichnen wir mit F'(s—) = limy, o F'(s — h), so erhalten wir F(s—) = P(S >
s), F(s—) = P(S < s). Die Funktion F'(s—) ist linksseitig stetig. Die Verteilungsfunk-

S/

.

Abbildung 2.1: Lebensdauerverteilungsfunktion und Uberlebensfunktion

tion F(+) besitzt einen Sprung im Punkt u, wenn AF(u) = F(u) — F(u—) > 0. Es sei
angemerkt, dafl P(S = u) = AF(u) gilt (siehe auch Abbildung 2.1).

Alle Spriinge der Lebensdauerverteilungsfunktion kénnen summiert werden und stellen
den reinen Sprunganteil dieser Funktion dar:

F(s) =" AF(u).

u<s

Der stetige Anteil der Lebensdauerverteilungsfunktion kann nun folgendermafien defi-

niert werden:
FO(s)=F(s) = > AF(u) .

u<s



Damit besteht jede Verteilungsfunktion aus einem stetigen Anteil und einem reinen
Sprunganteil: F(-) = F@(.) 4 F)(.) .

Bemerkung: Man kann beweisen, dafl der stetige Anteil der Verteilungsfunktion wie-
derum aus einem absolut stetigen Anteil F®9(-) und einem singuliren Anteil F(°)(.)
besteht: F(-) = F@)(.) + FGA(.) | Fiir jeden absolut stetigen Anteil existiert eine

Dichte f(-) so, da8
ac) / f s>0

gilt und jeder singuldre Anteil ist stetig, wobei alle Wachstumspunkte in einer Menge
vom Lebesgue-Maf3 0 liegen.
Damit 148t sich jede Lebensdauerverteilungsfunktion in folgender Form darstellen:

F(s) = FD(s) + FtI(s /f s>0.

In der Zuverldssigkeitstheorie arbeitet man héufig mit absolut stetigen Modellen. In
diesem Fall gilt

F9(\)=0, F*9()=0, F(s):/sf(u)du,SZO.

In der Statistik sind jedoch auch reine diskrete Modelle sehr wesentlich, bei denen

ist.

Im folgenden soll der wichtige Begriff der Ausfallrate (hazard intensity function) ein-
gefiihrt werden. Dazu benétigen wir einen allgemeineren Begriff des Diffentials, der
bei Lebesgue—Stieltjes—Integralen Verwendung findet. Wir definieren das Differential als
dF(u) == P(u < S < u+du) = F(u + du—) — F(u—), wobei du infinitesimal klein
ist. Wenn in einer Umgebung des Punktes u die Funktion F' stiickweise konstant mit
einem Sprung in w ist, dann gilt dF'(u) = AF (u). Bei absolut stetigen Funktionen F gilt
dF'(u) = f(u)du. Wir fixieren nun einen Zeitpunkt v und nehmen an, daf§ das Element
bis zu einer beliebigen Zeit u' < u intakt war. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf das
Element zur Zeit u ausfallt, unter der Bedingung, dafl es vor u intakt war, ist dann

P{u< S <u+du}n{S>u}) _

Pu<S<u+dul|S>u) =

P(S > u)
_ Plu<S<u+du) dF(u)
- P(S>u)  Fu-)’

Integriert man diese Beziehung, so erhélt man eine neue Funktion H(-) : RT — R* :

H(s) ::/0 Fus)’ s>0. (2.1)




Als Spezialfille ergeben sich im im Fall absolut stetiger Verteilungen das Riemannsche

Integral: (W
_ [ S
H(s) = /0 Flu) du

und im Fall diskreter Verteilungen die Summe:

H(s)=Y Afw)

u<s F(’U,—)

Es gilt also

AF Fu—)—F

AR _Fwo)-Fw _ 0
F(u—) F(u—)

Die Funktion H(-) nennt man Hazardfunktion oder integrierte Ausfallrate. H(-) ist nicht-

fallend, rechtsseitig stetig und kann Spriinge der Hohe < 1 besitzen. Wie die Verteilungs-
funktion besitzt auch die Hazardfunktion folgende Darstellung:

AH (u)

H(s) = H(s) + HOs) = HO(s) + HU(s) + HOs)
wobei der Sprunganteil und der absolut stetige Anteil durch
H(s) =Y AH(u) bzw. H“)(s)= / h(u) du
u<s 0
gegeben sind. Wenn man mit absolut stetigen Modellen arbeitet, gilt wiederum

H(d)(-) = H(sc)(.) 0

und man erhélt )
H(s) = / h(u) du . (2.3)
0

In diesem Falle nennt man h(u) Ausfallrate (hazard intensity function). Wenn F(-) stetig
ist, so folgt aus F(u—) = F(u)

H(s) = /0 S C%F<—(5)> — _1nF(s) = In Fis) (2.4)
und umgekehrt: B
F(s) =exp(—H(s)) . (2.5)

Die Gleichungen (2.4) und (2.5) bestimmen im Falle stetiger Modelle eine eineindeutige
Beziehung zwischen H(-) und F'(-).

Satz 2.1 Im allgemeinen Fall gilt

F(s) = exp(—H")(s)) [J(1 - AH(u)) . (2.6)

u<s



Bemerkung: Die Integraldarstellung (2.1) besitzt beziiglich F(-) eine eindeutige Lo-
sung. Diese Losung ist die in Gleichung (2.6) dargestellte Funktion F(-). Eine ausfiihr-
liche Darstellung des Beweises und andere wesentliche Fakten findet man in GILL, JO-
HANNSEN.

Die Formeln (2.1) und (2.6) bestimmen im allgemeinen Fall eine eineindeutige Beziehung
zwischen H(-) und F'(-).

2.2 Momente von Lebensdauerverteilungen

In diesem Abschnitt sollen Momente einer zufilligen Lebensdauer sowie der bedingte
Erwartungswert definiert werden.
Wir bezeichnen den Erwartungswert von S mit

Me = My, = /OootdF(t) = /Ootf(t)dt,

0

wobei der letzte Term fiir absolut stetige Verteilungen gilt. Das zweite Moment wird mit

Mpy = / t2dF(t) ,
0

die Varianz mit

2

F— Mp2 — (mF,1)2

o
und das k—te Moment mit

Mgy = / thdE(t) .
0

bezeichnet. Fiir Lebesgue-Stieltjes-Integrale besitzt die Formel der partiellen Integration
folgende Form:

Gl(S)GQ(S) — G1(0>G2(0) = /OS Gl(t) dGQ(t) + /OS GQ(t) dGl(t) =

_ / SGl(t—)ng(t)—l— / S Go(t—)dGy(t) + Y AGy(t)AGs(t) .

0 0 0<t<s

Wenn das k—te Moment existiert (my, < 00), so kann man durch partielle Integration
mit s = oo, G1(t) = F(t), Go(t) = t*, t > 0 eine niitzliche Beziehung erhalten:

Mpy = / tFdF(t) = —/ tFdF(t) = —t*F(t) | +/ k-t"'E(t—)dt =
0

0 0

— k/oo tHTE(t—)dt = k/oo t*VE(t) dt (2.7)

0

da lim; o, t*F(t) = 0, wenn my, < oo ist. Speziell erhilt man also fiir den Erwartungs-

wert o o
sz/ F(t—)dtz/ F(t)dt .
0 0

10



Wir fithren nun die Begriffe bedingte Verteilung und bedingter Erwartungswert ein.

Wir betrachten zwei zuféllige Vektoren X € RP, Y € R?und ihre gemeinsame Verteilung
Pxy(A, B), wobei A und B beliebige Borelmengen mit A € RP und B € R? sind. Die
Randverteilung des zufélligen Vektors X ist durch Px(A) = Pxy (A, RY) gegeben. Als
Randverteilung fiir Y erhélt man entsprechend Py (B) = Px y(R?, B).

Definition 2.2 Wenn fiir beliebige Borelmengen A und B die Beziehung
nyy(A, B) = / Py|X<B7fL’>P)((dZL') (28)
A

gilt, so nennt man den Integrationskern Py x (-, x) bedingte Verteilung der Zufallsgrife
Y beziiglich eines (beliebigen) gegebenen Wertes x der Zufallsgrifie X .

Die Existenz der bedingten Verteilung Py x (-, x) folgt dabei aus dem Satz von RADON—
NikoDYM. Wenn eine Dichtefunktion existiert, so nimmt die Gleichung (2.8) folgende
Form an:

pxy(7,y) = pyix(y, )px(x), wobei Py x(B,z)= / py|x(y, x)dy. (2.9)
B

Da fiir beliebige feste x die bedingte Verteilung Py x (-, x) eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung darstellt, kann man Erwartungswerte betrachten, z.B.

/ 9(y)Pyx(dy,z) . (2.10)
R4

Definition 2.3 Die fiir beliebige Werte x von X definierte Zufallsgrifie E(g(Y)|X) mit

Blo(v)le) = [ gl)Prixlin.a) (.11)

heifst bedingte Erwartung der Zufallsgrofie g(Y') beziiglich X .

Als Beispiel einer bedingten Verteilung wird im néchsten Abschnitt eine bedingte Nor-
malverteilung betrachtet.

2.3 Einige spezielle Verteilungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige spezielle Verteilungen, die nicht nur in der
Zuverlassigkeitstheorie, sondern auch in vielen anderen Anwendungsgebieten eine we-
sentliche Rolle spielen.
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2.3.1 Die Binomialverteilung

Wir betrachten eine Folge voneinander unabhéngiger Versuche &, &, .. .. In jedem die-
ser Versuche interessieren uns nur zwei Versuchsausgénge (das Eintreten eines zufélligen
Ereignisses A bzw. des komplementiren Ereignisses A). Wir setzen voraus, dafl die Wahr-
scheinlichkeit von A in jedem Versuch die gleiche ist: P(A) = p (0 < p < 1). Eine solche
Folge von Versuchen heiflt Bernoullisches Versuchsschema.

Ausgehend von diesem Versuchsschema untersuchen wir die Zufallsgrofie X — zufillige
Anzahl der Versuche (von insgesamt n Versuchen), in denen A eintritt, d.h. die absolute
Héaufigkeit des Ereinisses A in n unabhéngigen Wiederholungen eines zufélligen Versuchs.
X kann die Werte 0, 1,...,n mit den zugehérigen Einzelwahrscheinlichkeiten

POx =) = () )

annehmen.

Definition 2.4 FEine diskrete Zufallsgroffe X unterliegt einer Binomialverteilung mit
den Parametern n und p, falls sie die Einzelwahrscheinlichkeiten

n

pee =0 = () -prt =00

besitzt.

Fiir Erwartungswert und Varianz gelten

E(X) = np, Var(X) = np(1 — p).

2.3.2 Die geometrische Verteilung

Wir nehmen nun an, dafl die Folge von Versuchen beim erstem Miflerfolg abgebrochen
wird und untersuchen die Verteilung der Zufallsgréfie Y: Anzahl der Versuche bis zum
ersten Miflerfolg im Bernoulli-Versuchsschema. Offensichtlich kann Y die Realisierungen
1,2,... mit den Einzelwahrscheinlichkeiten P(Y = k) = (1 — p) p*~! besitzen.

Definition 2.5 FEine Zufallsgriffe Y unterliegt einer geometrischen Verteilung mit dem
Parameter 0 < p < 1, wenn sie die Finzelwahrscheinlichkeiten

P(Y =k)=(1-pp~" (k=12,.)
besitzt.

Erwartungswert und Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsgréfie sind durch

EY)=——, Var(Y) = 17

gegeben.
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2.3.3 Die Poissonverteilung

Wenn im Bernoullischen Versuchsschemas die Anzahl n der unabhéngigen Versuche ist
sehr grof}; die Wahrscheinlichkeit p,, = P(A) des interessierenden Ereignisses A in jedem
einzelnen Versuch (bei einer Serie von n Versuchen) jedoch sehr klein werden, so lassen
sich unter den Voraussetzungen

n—o00, p,—0, np,—A>0

fiir X die Einzelwahrscheinlichkeiten

PLIN

als Grenzwerte der Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung herleiten.

(k=0,1,2,...)

Definition 2.6 Eine diskrete Zufallsgrifie X unterliegt einer Poissonverteilung mit dem
Parameter A > 0, wenn sie die Einzelwahrscheinlichkeiten

)\k‘
P(X =k)= Fe_)‘ (k=0,1,2,...)
besitzt.
Fiir Erwartungswert und Varianz erhélt man:
— — 2N 2
E(X) = Zkge_ =)\ Var(X) = Zkz He‘ — A=,
k=0 k=0

d.h. Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung sind gleich.

Bemerkung 1: Die Poissonverteilung hat besondere Bedeutung in der Theorie Poisson-
scher Punktprozesse.

Bemerkung 2: Zwei unabhéngige Zufallsgréfien sind genau dann poissonverteilt, wenn
ihre Summe poissonverteilt ist.

Wir betrachten nun einige wesentliche stetige Verteilungen.

2.3.4 Die Normalverteilung

Die Normalverteilung ist eine der wesentlichsten Verteilungen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Definition 2.7 FEine stetige Zufallsgrofie W mit der Dichtefunktion

firla) = () = s ep(- D). aeR

2mo?

heifst normalverteilt mit den Parametern p und o?.
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Die beiden Parameter p und o? stellen Erwartungswert und Varianz der Normalvertei-
lung dar.

Wir betrachten nun einen zufilligen Vektor W, = (Wi, ..., W,,). Wenn E(W}?) < oo,
so kann man den Erwartungswertvektor p = (p1,..., ), E(Wi) = i und die Kova-
rianzmatrix X = (oy,;) mit B

Okl = E(Wk - ,uk)(VVZ - /Lz)

betrachten. Im Fall m = 2 besitzen die Elemente der Kovarianzmatrix folgendes Ausse-
hen: o1; = 07 und 099 = 03 stellen die Varianzen der ersten bzw. zweiten Komponente
dar und 015 = poy01, wobei p der Korrelationskoeffizient mit [p| < 1 ist. Wenn die Ko-
varianzmatrix den Rang m besitzt, d.h. wenn detY¥ > 0, so existiert die inverse Matrix
¥7! = (6™) und man kann eine mehrdimensionale Dichte definieren.

Definition 2.8 Fine m-dimensionalen stetige Zufallsgréfie W, unterliegt einer m-di-

mensionalen Normalverteilung mit dem Erwartungswertvektor p = (p, ... )T und
der Kovarianzmatriz ¥ = (o), k,l =1,...,m, wenn sie die Dichtefunktion
1
P (81, es5m) = 2m)2(dets) 72
1 m
X eXp <—§ kzl_:l(sk — )™ (s — Ml))

und die Verteilungsfunktion

t1 tm
¢H’E<tl’ oo ,tm) = / / ()0&,2(517 s 7Sm> d81 PN dsm

besitzt.

Beispiel 2.1 Im Falle m = 2 besitzen die Kovarianzmatrix und ihre Inverse das folgende
Aussehen:

O'% pPO102 1 1 O'% —pPoi109
2= 2 ’ X =5 2 2
pPO102 lop oioy(1—p?) —pPo102 01
und wir erhalten folgende Dichte der zweidimensionalen Normalverteilung:
1
SOM,Z(SMSQ) =

X
- (2m)a109(1 — p?)1/2
X exp (_‘7%(51 — 111)? — 2p0109(s1 — pi1) (2 — pi2) + 01 (s2 — ,u2)2) '

2003(1 - p?)

Diese zweidimensionale Dichte 148t sich beziiglich der beiden Verdnderlichen s; und s
folgendermafen zerlegen:

@E,E(Sla 82) = Souzﬂ—p%(sl—pl),ag(l—pz)(52)90111,0% (Sl) :
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Damit ist die gemeinsame Dichte darstellbar als Produkt der Dichte der ersten Kompo-
nente und einer bedingten Dichte der zweiten Komponente unter der Bedingung W; = s;
(vergleiche Formel (2.9)). Die bedingte Dichte der zweiten Komponente ist wiederum
normalverteilt mit dem Erwartungswert ps + pg—f(sl — p11) und der Varianz o3(1 — p?). ©

2.3.5 Die logarithmische Normalverteilung

Definition 2.9 Die zufillige Gréifie S > 0 heifit logarithmisch normalverteilt, wenn
In S einer Normalverteilung unterliegt.

Damit erhélt man fiir die logarithmische Normalverteilung

F(s):P(Sgs):P(lnSSIHS)ZCD(lns_HJ) ,5>0.

g

2.3.6 Die Exponentialverteilung
Definition 2.10 Fine stetige Zufallsgrofie X mit der Verteilungsfunktion:

= )s ..
F,\(s):{l e firs>0, A>0

0 sonst

heifst exponentialverteilt mit dem Parameter \.

Die Dichtefunktion dieser Verteilung ist:

e ™™ fiir x>0, A >0,

Jx(z) = { 0 sonst .

Die Momente k-ter Ordnung ergeben sich aus Formel 2.7:

> 1 > k!
Mg, x = k:/ VRt dt = k/ tF e M dt = -
0 0 /\

Speziell erhélt man fiir Erwartungswert und Varianz

1 1
E(X) =~ und Var(X) = vk

Die Exponentialverteilung verfiigt iiber eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften. Die
wichtigste dieser Eigenschaften ist die Gedéchtnislosigkeit.
Betrachten wir die Restlebensdauer eines Elementes

S—t, t< S
St:{ 0. (>3, (2.12)
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Dabei gilt {S; > 0} genau dann, wenn {S > t}. Die bedingte Wahrscheinlichkeit F(s)
des Ereignisses, dafl in der Zeit von ¢ bis t+s kein Ausfall stattfindet unter der Bedingung,
daBl vor der Zeit t kein Ausfall war, kann dann folgendermaflen berechnet werden:

Fuls) = P(S; > s,5 > 1) _ P(S>t+s) _ FA_(t+s) _ e A(E+s) _ s
P(S >t) P(S > 1) F\(t) e

Damit hangt die Wahrscheinlichkeit davon, dafl das Element nach ¢ Zeiteinheiten wei-
tere s Zeiteinheiten ausfallfrei arbeitet, nicht vom Zeitpunkt ¢ ab. Die Restlebensdauer
besitzt die gleiche Verteilung wie die Lebensdauer eines neuen Elementes.

2.3.7 Die zweiparametrische Exponentialverteilung

Definition 2.11 FEine Zufallsgrifie S heifit zweiparametrisch exponentialverteilt mit
den Parametern A > 0 und ty > 0, wenn sie die Uberlebensfunktion

F(t) =P(S > t) = exp(—\(t — to))
fiir t > to und F(t) =1 fiirt <ty besitzt.

Der Erwartungswert dieser Verteilung ist durch

1

gegeben. Diese Familie von Verteilungen ist sehr gut geeignet, um das Ausfallverhalten
technischer Erzeugnisse zu beschreiben, bei denen ein Ausfall erst nach einer , Inkuba-
tionszeit“ eintreten kann und nach dieser Inkubationszeit keine Alterungserscheinungen
auftreten. Die Ausfallrate dieser Verteilung hat die Form

h(s) = A(s > ty),

d.h. sie ist konstant fiir alle s > .

2.3.8 Verteilungen vom Pareto-Typ

Definition 2.12 FEine Zufallsgrifie S gehdrt zur Familie der Verteilungen vom Pareto—
Typ §ps mit den Parametern o > 0, 3> 0 und p > 0, wenn sie die Uberlebensfunktion

_ Q A 1 ’ n
F@)—(m) —<W> , (s=p)T=(s—p) VO

«

besitzt.
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Hierbei sind « ein Mafistabsparameter, 3 ein Formparameter und p ein Anfangspara-
meter. Fiir « = p erhélt man die bekannte Paretoverteilung.

Verteilungen vom Pareto-Typ kann man als Mischung von Exponentialverteilungen an-
sehen. Betrachten wir eine ZufallsgroBe S mit der Uberlebensfunktion F'(s) = exp{—As},
wobei A wiederum eine zufillige GroBe ist, die die Dichtefunktion exp(—\) besitzt. Dann
erhélt man aus der Formel {iber die totale Wahrscheinlichkeit fiir die Verteilung von S

Fls) = P(S<s)= /oo P(S < s|A = A) exp(—\) d\ =
= /000(1 —exp(—As)) exp(—A) d\ =

_ /Oooexp(—k)dk—/Oooexp(—)\(5+1))d)\:1— !

(s+1)27

d. h. eine Verteilung vom Pareto-Typ mit den Parametern « =1, # =1 und p = 0.

2.3.9 Weibull-Verteilungen

Definition 2.13 Eine Zufallsgrofie S gehort zur Familie der zweiparametrischen Wei-
bull-Verteilungen § ., mit den Parametern o > 0 und 3 > 0, wenn sie die Uberlebens-

funktion
F(s) = exp (- (2)6>

fiir s > 0 besitzt und zur Familie der dreiparametrischen Weibull-Verteilungen § ., mit
den Parametern o > 0, > 0 und pu, wenn sie die Uberlebensfunktion

o)

Die Weibull-Verteilung gehort zur Klasse der Extremwertverteilungen®. Diesen Vertei-
lungen liegt folgende Modellvorstellung zugrunde: Ein System besteht aus vielen ein-
zelnen Teilen mit den zufélligen Lebensdauern S;,7 = 1,...,n, von denen jedes fiir das
Funktionieren des Systems wesentlich ist, d.h. der Ausfall des Systems erfolgt zur Zeit
Sy = min(Sy, ..., S,). Wenn die Anzahl der Elemente des Systems und gleichzeitig die
Lebensdauer jedes Elementes grofl werden, so a8t sich die Weibullverteilung als Grenz-
lebensdauer des Systems herleiten (vgl. GUMBELL). Dabei mufl man voraussetzen, daf
alle S;, i = 1,2, ... identisch verteilt sind oder zumindest ihre Uberlebensfunktionen fiir
grofle Argumente asymptotisch identisch sind.

fiir s > p besitzt.

!Da die vollstandigsten Resultate in der Theorie der Extremwertverteilungen, zu denen die Weibullver-
teilung gehort, von GNEDENKO stammen, heifit diese Verteilung in der russischsprachigen Literatur
Weibull-Gnedenko—Verteilung.
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Die Zugehorigkeit der Weibullverteilung zur Klasse der Extremwertverteilungen wird
deutlich, wenn die Uberlebenswahrscheinlichkeit in folgender Form geschrieben wird:

F(t) = exp (— <§>ﬂ) =exp(—exp(f(lns —Ina))) =

s —a
- (cn((5).

wobei s’ =Ins, o/ =Ina und /' = 37! sind.

Auflerdem ist offensichtlich, dafl die Familie der Weibull-Verteilungen abgeschlossen
beziiglich der Minimumbildung ist. Wenn die zufélligen Lebensdauern S;, i = 1,...,n
zur Familie §y ., gehoren, so erhilt man fiir das Minimum:

Fso(t) = P <U<si > s>> _ (F(s))" =

i=1
B s\?\ 5\P TN
= exp|—"n (a) =exXp | — <J) mi o = W .

Damit gehort die Verteilung des Minimums ebenfalls zur Familie der zweiparametrischen
Weibullverteilungen.

2.3.10 Verteilungen mit Lage— und MalBstabsparameter

Familien zweiparametrischer Verteilungen konnen u.a. folgendermafien konstruiert wer-
den. Es wird eine Verteilungsfunktion Fy(s) (im allgemeinen mit bekannten Parametern
oder in einer standardisierten Version) vorgegeben. Alle Verteilungen aus der entspre-
chenden Familie ergeben sich dann aus Fy(s) durch Einfiihrung zweier Parameter p und

o o) (S;M)

oder, allgemeiner,

P = £ (SL2E) i g(o) 1 (5.

In dieser Familie sind p ein Lageparameter und « ein Mafistabsparameter. Diese Ver-
teilungen werden verwendet, wenn man gewisse Eigenschaften des Verteilungsgesetzes
voraussetzt (z.B. eine bestimmte Form der Ausfallrate) und durch die Parameter eine
Anpassung der Daten an das Modell vornimmt. Einige der in diesem Abschnitt vorge-
stellten Verteilungen lassen sich so darstellen, dafl sie zur Familie der Verteilungen mit
Mafstabs— und Lageparameter gehoren.

Zum Schluf} sollen nun noch zwei Verteilungen vorgestellt werden, die durch ihre Aus-
fallrate definiert sind.
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2.3.11 Gomperz—Makeham—Verteilungen

Definition 2.14 Fine Zufallsgrofie S gehort zur Familie der Gomperz—Makeham—Ver-
teilungen § ¢y s mit den Parametern hg > 0, hy > 0 und hy # 0, wenn sie die Ausfallrate

h(s) = ho + hi exp(hss)
fiir s > 0 besitzt.

Verteilungen dieser Art erhélt man z.B., wenn ein Ausfall auf zwei verschiedene Ursachen
beruhen kann. Sei S = min(S;,.S2), wobei die beiden Ausfallursachen den Verteilungs-
gesetzen

Sy ~ Fi(s) = exp(—hgs), Sy~ Fy(s) = exp (—/ hi exp(hau) du)
0

unterliegen und nicht bekannt ist, aus welcher Ursache der Ausfall erfolgte. Man kann
sich leicht davon iiberzeugen, dafl sich die Ausfallraten der Verteilung als Summe der
Ausfallraten der beiden Ursachen ergibt, da

F(s) = Fi(s)Fsy(s),
f(s) = fi(s)Fa(s) + fa(s)Fi(s)

s)
= —f<8 = S S
hs) = Fgpay — M)+ ).

2.3.12 Cox’sche Verteilungen

Definition 2.15 FEine Zufallsgrifie S gehirt zur Familie der Cox’schen Verteilungen
S, wenn sie die Ausfallrate

h(s) = ho(s) exp(gz + hy)
fiir s > 0 besitzt.

Cox’sche Verteilungen sind als parametrische oder halbparametrische Verteilungen be-
kannt. Auch in diesem Fall wird die Verteilungsfamilie durch ihre Ausfallrate definiert.
Als Beispiel fiir parametrische Cox’sche Verteilungen stellen wir uns vor, dafl ein Ele-
ment mit weibullverteilter Lebensdauer unter bekannten dufleren Bedingungen arbeitet,
welche Einflul auf den Zustand des Elementes haben. Seien z.B. x eine bestimmte Tem-
peraturstufe und y eine bestimmte Luftfeuchtigkeit. Wir nehmen weiterhin an, dafl die
zuféllige Lebensdauer S; des Elementes unter diesen Bedingungen die Ausfallrate

h(s) = (g)ﬁ exp(gx + hy)

besitzt. Der erste Faktor in dieser Funktion ist die Ausfallrate der Weibull-Verteilung
und der zweite Faktor spiegelt den Einflul der &ufleren Bedingungen wieder. Wenn g >
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0 und h > 0 sind, so spielen Temperatur und Feuchtigkeit eine negative Rolle und
verschlechtern den Zustand des Elementes. Somit erhilt man eine Verteilung mit den
vier Parametern (o, 3, g, h).

Héaufig werden Cox’schen Verteilungen als halbparametrische Verteilungsfamilie betrach-
tet, indem dem ersten Faktor hy keine vorgegebene Form zugeschrieben wird. In diesem
Fall definiert man eine Cox’sche Verteilung iiber die Ausfallrate

h(s) = ho(s) exp(gz + hy) ,

wobei hg(s) unbekannt ist. Dieser Zugang wird hiufig verwendet, um den Einfluf} von
Umweltbedingungen auf die Lebensdauer eines Erzeugnisses zu beschreiben.
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3 Nichtparametrische
Lebensdauerverteilungen

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten in der Zuverléssigkeitstheorie verwendeten Le-
bensdauerverteilungen vorgestellt werden. In den ersten beiden Abschnitten werden
nichtparametrische Familien von Verteilungen, die auf Alterungsbegriffen beruhen, vor-
gestellt. Der dritte Abschnitt ist einer kurzen Darstellung der wichtigsten parametrischen
Verteilungsfamilien gewidmet.

3.1 Die Familie der IFR—Verteilungen

Wir beginnen die Betrachtungen mit der oft verwendeten Familie von Verteilungen mit
wachsender Ausfallrate.

Sei S die zufillige Lebensdauer eines Elementes mit der Uberlebensfunktion F'(s). Wir
nehmen an, daf das Element bereits eine Zeit ¢ iiberlebt hat (F(¢) > 0) und bezeichnen
mit F(s) die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf in einem folgenden Intervall (¢, + s] der

Lange s kein Ausfall stattfindet:

— F(t—ks)'

P =5

Definition 3.1 Die Verteilungsfunktion F(-) besitzt eine wachsende Ausfallrate, wenn
fiir jedes s > 0 und t; < to o o
F(t F(t
(hits) Flta+s) (3.1)
F(ty) F(ts)
qilt, d.h. wenn die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit monoton wachsend ist. Die Familie
solcher Verteilungsfunktionen heifst Familie von Verteilungen mit wachsender Ausfallrate

(increasing failure rate) und wird mit §pr bezeichnet.

Bemerkung: Einige Autoren definieren die Familie §zy iiber die Monotonie der Aus-
fallrate h(u) aus dem Abschnitt 2.1. Das setzt jedoch die Existenz einer Dichte voraus,
so daf} wir die obige allgemeinere Definition bevorzugen. Besitzt F(t) eine Dichte, so ist
(3.1) dquivalent dazu, daB h(s) monoton wéchst. Diese Aussage folgt sofort mittels der
Beziechungen (2.3) und (2.5), da

F(t+s) _ exp(— [ h(u)du)
F(t) exp(— [y h(u)du)

— exp(— /t " hwdu)
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Einen Spezialfall in dieser Familie stellen die altersunabhéngigen Verteilungen dar. Von
diesen Verteilungen fordern wir, dafl

—— F(t+ s) =
Ft(s) - F(t) - F(S)

gilt.
Beispiel 3.1 Wir betrachten die Familie §5 von Exponentialverteilungen mit der Uber-

lebensfunktion B
Fls)=e™M=e*"cF,.

Es handelt sich hier um eine einparametrische Familie von Verteilungen mit dem Parame-
ter A, © = (A: X > 0) oder mit dem Parameter § = £, © = (6 : 0 > 0). Es wurde schon
gezeigt, dafl diese Familie von Verteilungen iiber die Eigenschaft der Altersunabhingig-
keit verfiigt. Sie ist die einzige Familie unter den stetigen Lebensdauerverteilungen mit
dieser Eigenschaft. Setzt man ndmlich voraus, dafi eine stetige Verteilungsfunktion F'(t)
eine konstante Ausfallfate h(u) = A, u > 0, besitzt, so erhdlt man aus (2.3) und (2.5)

F(t) = e oM = ¢ 4 >0,
und damit die Exponentialverteilung. o

Beispiel 3.2 Nun betrachten wir eine weitere Familie von Verteilungen, die in der Zu-
verléssigkeitstheorie hdufig verwendete Weibullverteilung § .. Es handelt sich hier um
eine zweiparametrische Familie mit der Uberlebensfunktion

F(s,0) = F(s,a,3) = ¢/’
und dem Parameter

0=(o,0), ©=((c,0): «a>0,8>0).

Fiir diese Familie erhalt man

F(t+s) <t+s>6 (t)ﬁ
—— — =€eXp | — + — .
F(t) « o
Um zu untersuchen, wann die Weibullverteilung zur IFR-Familie gehort, betrachten wir
die Funktion g(t) = (¢t + s)% — t°.

Wenn ¢(t) monoton wachsend fiir wachsende t ist, so liegt F' in der Familie § . Bildet
man die Ableitung dieser Funktion:

dg(t) _ 1 e s\A-1
7_5(t+s)ﬁ L gt~ = pt? 1((1+¥) —1) ,

so gilt dil—sf) > 0 fiir 8 > 1, d.h. die Weibullverteilung gehort zur IFR-Familie, wenn 3 > 1
ist. Fiir 8 = 1 erhélt man den Spezialfall der Exponentialverteilung, also eine konstante
Ausfallrate oder Altersunabhéngigkeit. Wenn 5 < 1 ist, gehort die Weibullverteilung
nicht zur Familie der IFR—Verteilungen. o
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Im folgenden sollen einige Eigenschaften der IFR-Familie aufgefiihrt werden.

Satz 3.1 Fine Verteilungsfunktion F' € §pn besitzt hochstens einen Sprung. Wenn sie
einen Sprung besitzt, so handelt es sich um einen Sprung auf 1.

Beweis: Wir nehmen an, dal die Verteilungsfunktion F' im Punkte t einen Sprung
AF(t) > 0 besitzt, jedoch nicht auf 1 springt. Dann existiert ein Punkt ¢ > t so,
daB F(t') < 1 und F(¢) > 0 sind. Die Menge aller Spriinge ist abzihlbar, jedoch
die Menge der Punkte auf dem Intervall (¢,¢) ist {iberabzdhlbar. Daher kann man ein
s:t <t+s <t finden, so dal ¢t + s ein Stetigkeitspunkt von F(-) ist, d.h.

F(t+s)—)=F(t+s).
Da F(t) <1, F(t) > 0 und AF(t) > 0 gilt, erhiilt man

Flt+s)  F((t+s)—) - F((t+s)—) lim F(t — hy, +s) |

F(t) F(t—) — AF(t) F(t—=)  hlo F(t—hy,)

Daher gilt fiir geniigend grofie n

F(t —hy, +s) _ F(t+s)

F(t—hy) F(t)

und man hat einen Widerspruch zur Annahme, dafl F' € §ipr.

Damit ist bewiesen, daf eine Verteilungsfunktion aus der Familie der IFR—Verteilungen

keine Spriinge besitzen kann, aufler einem letzten Sprung auf 1 (Abbildung 3.1). O
F(s)4

%
rd

Abbildung 3.1: Mogliches Sprungverhalten einer Verteilungsfunktion aus der IFR-
Familie

Folgerung 3.1 Fir Verteilungsfunktionen F € §pr und F(s) <1 gilt

F(s) = e H) (3.2)
wobei H(s) die im Abschnitt 2.1 definierte Hazardfunktion ist.
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Beweis: Diese Eigenschaft folgt sofort aus der Stetigkeit der Funktion F(s) auf dem In-
tervall [0, 5|, wenn F'(s) < 1. Selbstversténdlich ist H(s) ebenfalls eine stetige Funktion
auf [0, s]. 0

Satz 3.2 Fine Verteilungsfunktion F gehort genau dann zur Familie §,pn, wenn ihre
Hazardfunktion H(-) fir alle s : F(s) <1 eine stetige konvexe Funktion ist.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit. Sei F' € §pr. Dann folgt aus Satz 3.1,
daB F(-) eine stetige Funktion fiir alle s : F'(s) < 1 ist. Aus Folgerung 3.1 erhilt man,
daB fiir diese s auch H(-) eine stetige Funktion ist. Weiterhin gilt

F(t+s)* — s) — wobei s) —
Tt)—em( (H(t+s)— H(t))) wobei H(t+s)—H(t)T (t1).
Dann erhélt man s S
H(t+§)—H(t)SH(t+s)—H(t+§)

oder <
2H (t+5) < H(t+s)+ H(t)

Hieraus folgt

H<t+§) < H(t+s)+ H(t)

und damit die Konvexitét.

Sei nun H(+) eine stetige konvexe Funktion. Es soll gezeigt werden, daf diese Bedingung
fiir die Zugehorigkeit zur IFR-Familie hinreichend ist. Zuerst betrachten wir den Fall
zweier disjunkter Intervalle (t1,¢; + s] und (to,to + 8| mit ¢t < t;+ s <ty <to+s.

In Abbildung 3.2 ist eine konvexe Funktion dargestellt. Die Punkte A; und A, sowie

'

B,

|
|
|
|
l
|
|
|
\
{
|
t2+8

Abbildung 3.2: Das Verhalten einer konvexen Funktion

24



die Punkte B; und By werden durch Strecken verbunden, ebenfalls die Punkte A; und
Bs,. Fiir die dabei entstehenden Winkel gilt offensichtlich J¢; < J¢po < J¢3 und
tan ¢; < tan 3. Hieraus folgt

H(ty +s) — H(ty) H(ty +s) — H(ts)

tan ¢ = < tangs = ;
s s

H(t1+8)—H<t1)§H<t2+5)—H(t2), t1 <1y

und aus Ungleichung (3.1) unter Beriicksichtigung von (3.2) die Zugehorigkeit zur IFR—
Familie. Es bleibt der Fall sich iiberschneidender Intervalle zu betrachten. Sei t; < £ <
t1+ 8 <ty +s. Wir haben schon bewiesen, da H(t2) — H(t1) < H(ta +s) — H(t1 + ),
da es sich hierbei um nichtiiberschneidende Intervalle handelt.

Dann folgt

< H(ta+s)—H(t1+s)+ H(t1 +s) — H(ta) = H(ta +s) — H(t2) .

Somit erhalten wir, da8 die Funktionen H (¢ + s) — H(t) monoton wachsend und F;(s) =
exp (—(H(t + s) — H(t))) monoton fallend in ¢ sind. Damit gilt F' € Fr und der Satz
ist bewiesen. O

Folgerung 3.2 FEine Verteilungsfunktion F(-) € §pr und die dazugehdorige Hazardfunk-
tion H(-) sind absolut stetige Funktionen fir s: F(s) <1 .

Beweis: Es wurde schon bewiesen, dafl H eine stetige konvexe Funktion ist. Jede stetige

konvexe Funktion ist absolut stetig und hat eine monoton wachsende Ableitung (siehe
z.B. WALTER). Sei h(s) = dl;gs). Diese Ableitung existiert fast tiberall und ist wachsend,
also kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl h(-) eine rechts-
seitig stetige Funktion ist und h(s) < oo wenn F(s) < 1. Aus Folgerung 3.1 erhalt

man

dF(s)
ds
also besitzt F'(-) eine Ableitung und ist absolut stetig fiir alle s, fiir die F'(s) < 1 ist. O

= h(s)F(s) ,

Bemerkung: Wir haben IFR-Verteilungen allgemein definiert und im Gegensatz zur
herkémmlichen Definiton keine Existenz einer Dichte gefordert. Es zeigt sich jedoch,
dafl IFR-Verteilungen absolut stetig fiir alle s : F'(s) < 1 sein miissen.

Folgerung 3.3 Flir Verteilungen F' € §,n existieren alle Momente my, von F'.

Beweis: Seien Fi(-) und Fy(-) zwei Verteilungsfunktionen und Hy(-), Hy(-) die zugehori-
gen Hazardfunktionen. Wenn H(s) > Hs(s) ist und die Momente der Ordnung k& von
F, existieren, dann gilt my, , < my,,, denn nach (2.7) ist

My, x = k/ tkilﬁl(t) dt = /{2/ tkile*Hl(t) dt <
0 0

< k/ th=le= 2O gt =, .
0

25



Seien nun F; € §pr und F; eine Verteilung mit der Hazardfunktion (Hs(t) = Hi(s)(t —
s)+ Hi(s)) V0, wobei a V b = max(a, b). Diese Hazardfunktion erhilt man, indem man
im Punkt A = (s, H(s)) eine Tangente an die Funktion H(-) legt (sieche Abbildung 3.3).
Die Funktion Hs(-) ist eine stetige konvexe Funktion, die die Bedingung Hy(t) < Hi(t)

y

Abbildung 3.3: Zwei Hazardfunktionen

erfiillt. Da
Mp, 1 = k/ t*Yexp (—(H}(s)(t — s) + Hy(s)) vV 0) dt < oo
0

fiir alle £ = 1,2,..., und my,, > my, ,, ist die Aussage bewiesen. O

Wir wollen nun klédren, ob es sich bei IFR-Verteilungen um parametrische Verteilungs-
familien handelt. Parametrische Verteilungsfamilien sind dadurch charakterisiert, dafl
ein endlichdimensionaler Parameterraum © C R™, m < oo so existiert, dafl jede Ver-
teilungsfunktion aus dieser Familie eindeutig durch einen Punkt des Parameterraumes
beschrieben werden kann (wie z. B. bei der Familie der Weibullverteilungen). Ist es nicht
moglich, einen endlichdimensionalen Raum © zu finden, so liegt eine nichtparametrische
Familie von Verteilungen vor.

Satz 3.3 Die Familie § - ist eine nichtparametrische Familie von Verteilungen.

Beweis: Wir betrachten eine parametrische Familie von Verteilungen §,, wobei eine
Verteilung aus dieser Familie durch

Ty = Fo(s) = exp (— /0 o) du)

mit h,(u) = hy fir s, 1 <u < s, k=1,...,r und der Parameterraum ©, durch

@r:((hly"';hm 81,"',Sr)1 hk+1>hk, Sk:—i-lzsk; k:O,...,T).
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51 S2 Sr—1  Sp

Abbildung 3.4: Der Parameter einer Verteilung aus §.

gegeben sind (siehe Abbildung 3.4). Die Dimension des Parameters ist 2r. Es ist offen-
sichtlich, da §, C §wr. Da r beliebig grofl gewihlt werden kann, gehort die IFR-Familie
zu den nichtparametrischen Familien von Verteilungen. O

Satz 3.4 (Beichelt, Franken) Fir F € §,., gilt

Mprrs * Mpg Mgy 2
EDICE (5) (33)
Speziell gilt fir k =1
My, < 2m% . (3.4)

Bemerkung: Es ist gut bekannt, daf fiir eine konvexe Funktion ¢, und eine nichtnega-
tive ZufallsgroBe S die Ungleichung ¢(E(S)) < E(¢(S)) (Jensensche Ungleichung) gilt.
Wihlen wir o(t) = t /% 5o erhalten wir

(E(Sk))(kﬂ)/k <E ((Sk)(k+1)/k) < E(Sk+1>

und daraus (E(Sk))l/k < (E(Sk+1))1/(k+l) E=1,2, ...
Mit dieser Ungleichung ist es moglich, jeweils die niedrigeren Momente durch die hoher-
en Momente abzuschétzen. Die im Satz 3.4 angegebene Ungleichung gestattet es jedoch,

hohere Momente durch Momente niedrigerer Ordnung abzuschéitzen, wenn die betrach-
tete Verteilung zur IFR-Familie gehort.

Satz 3.5 Sei F' € §pr. Dann gilt
(7’) F(‘S) > exp <_mip> fir s <mp=mg,,

(17) F(s) <exp(—w(s)s) fir s>my.

Wobei w(s) die Losung der Gleichung 1 — wm, = (1 — sw)e™"* ist.

27



Beweis: Die Aussage (i) des Satzes ist ein Spezialfall des folgenden Satzes 3.6 aus BAR-
LOW, PROSHAN. Wir bringen hier allerdings einen etwas anderen Beweis. Betrachten
wir zwei Abbildungen s — z = H(s), s > 0 und z — s = R(z), z > 0. Hierbei ist H(-)
die zu F gehorige Hazardfunktion und R(+) ist die Umkehrfunktion: R(-) = H~!(-). So-
mit gilt H(R(z)) = z. Diese beiden Funktionen sind in Abbildung 3.5 dargestellt. Wenn

Abbildung 3.5: Die Funktionen H(-) und R(-)

F € §wr , so sind H(-) und R(-) rechtsseitig differenzierbar. H(-) ist konvex und R(-)
ist konkav.

Nun betrachten wir den Punkt (z = 1,s = R(1)) und legen in diesem Punkt eine Tan-
gente an die Kurve R(+). Da R(-) konkav ist, gilt die Ungleichung

R(:) < RO)+ R() (= 1) mit R(1) =l R(1+ h})L - R

Da
dF(s) = —d(e ™ ®)) = e7HE) dH (5)

erhalten wir fiir das erste Moment
mF:/ de(s):/ se A dH(s) .
0 0

Fiihren wir jetzt im Integral die Substitution H(s) = z, s = R(2)
durch, so erhalten wir

my = /OOO R(z)e ?dz < /OOO[R(l) + R (1) (z—1)]e?dz =

_ R(1)/0°Oe—2dz+1~z'(1> /Ooo(z—l)e_zdz:R(l).
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Somit gilt m, < R(1) oder H(m;) < H(R(1)) = 1 und damit —HS:;F) <

Aus der Konvexitit von H(-) erhalten wir @ T (7 s), daraus folgt

1
mF'

H(s) < H(m) < i fir s <mg
s My M
Somit gilt
S
H(s) < —
() <
und damit

F(s) = e HE) > e=s/mF fiir s < my

und (7) ist bewiesen.
Zum Beweis der zweiten Ungleichung betrachten wir eine weitere Uberlebensfunktion

— et t<s,
GS(t)Z{ 0 t>s.

Die zu dieser Uberlebensfunktion gehorige Hazard—Funktion ist

wt, t<s,
HS(t):{ oo, t>s.

w wird nun so gewéhlt, da mp auch der Erwartungswert der Uberlebensfunktion G(t)
ist:
— ° —wt —ws 1 —e™ —ws
my = Gs(t)dt = | e dt+se " = ———— 4+ se“°.
0 0 w
Daraus folgt, dafl man w als eine Losung der Gleichung 1 —wmy = (1 — sw)e™™* suchen
muf}. Die Gleichung 1 — az = (1 — bz)e b besitzt fiir a < b eine eindeutige von Null

verschiedene Losung. In unserem Fall (sieche Abbildung 3.6) gilt das fiir s > my.

Abbildung 3.6: Die Losung der Gleichung bei s > mp
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Abbildung 3.7: Zwei Uberlebensfunktionen

Wenn wir nun annehmen, da8 fiir alle t < s F(t) > G(t), dann gilt

mF:/OOOF(t)dtz/OSF(t)dt>/OS@S(t)dt:mF

und wir erhalten einen Widerspruch. Also schneiden sich G4(+) und F(-) vor der Zeit
s. Dann gilt F(s) < G4(s—) = e s 5> my und damit ist die zweite Ungleichung
bewiesen. Abbildung 3.7 zeigt, wie die beiden Uberlebensfunktionen F(s) und e™"* aus-
sehen. O

Der néichste Satz zeigt, daBl die Schranken (durch Anwendung der Jensenschen Unglei-
chung) verbessert werden kénnen.

Satz 3.6 Wenn F € §pr, dann existieren alle Momente und es gilt mi/kk < m}pé(flﬂ) <

. sowie
_ exp(—t(EL)RY < mbik
R R A
0, t>mgh .

Den Beweis dieses Satzes findet man in BEICHELT, FRANKEN oder BARLOW, PROSHAN.

Der néchste Satz enthélt eine wichtige Eigenschaft der IFR—Verteilungen.

Satz 3.7 (Barlow, Proshan) Wenn Fy, s € §,pr , dann gehort die Faltung ebenfalls
zu dieser Familie: Fy x Fy € §pp.

Beispiel 3.3 Wir betrachten ein System aus zwei Elementen. Das erste Element besitzt
die zufillige Lebensdauer S;. Wenn es ausgefallen ist, tritt an seine Stelle das zweite
Element mit der zufélligen Lebensdauer Ss. Diese Arbeitsweise heifit in der Zuverlassig-
keitstheorie kalte Reserve. Das System besitzt dann die Lebensdauer S = S; + Sy und
die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls bis zur Zeit s ist

F(s) = /0 Fiu(s — u) dFy(u) = /0 Fy(s — u) dFy (u) .

30



Aus der Behauptung 3.7 folgt, dafi die Lebensdauer eines Systems mit kalter Reserve
zur [FR-Familie gehort, wenn die Verteilungsfunktionen F} und Fb zu dieser Familie
gehoren. o

3.2 Weitere nichtparametrische Familien von
Lebensdauerverteilungen

In diesem Abschnitt sollen andere nichtparametrische Verteilungsfamilien betrachtet und
ihr Zusammenhang mit der [IFR-Familie bzw. untereinander dargestellt werden.

Definition 3.2 Fine Lebensdauerverteilung heifst IFRA—Verteilung (increasing failure

rate in average), wenn (F(s))Y* monoton fallend fiir wachsende s ist.

Alle Verteilungsfunktionen mit diesen Eigenschaften bilden die Familie §prs. Interpre-
tiert man diese Eigenschaft geometrisch, so bedeutet das, daf§ fiir Verteilungen aus §ipra
die Funktion —In F() ein von Null ausgehendes Geradenbiischel von unten nach oben
durchquert (siehe Abbildung 3.8). Diese Interpretation ergibt sich daraus, da —2 In F'(+)

monoton wachsend ist und daher — In F(-) mindestens so schnell wie s wiichst.

—InF(s)

Abbildung 3.8: Das Verhalten der Uberlebensfunktion einer IFRA-Verteilung

Satz 3.8 Die Familie §,ppa enthdlt die Familie §pn (F1rr C Sirna)-

Beweis: Sei F' € rr. Dann gilt F(s) = e () wobei H(s) konvex ist.
Fiir konvexe Funktionen gilt

H(s)

1 (s1) unddaher (F(s))"* = exp(—H(s) /s) | (s1).
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Bemerkung: Eine Zufallsgrofie mit der Ausfallrate

0, s<0.5
h(s)=¢ 2, 05<s<1
1, s>1

Y

gehort zur IFRA-Familie. Da diese Ausfallrate nicht monoton wachsend ist, erhélt man
als Folgerung, dafl §pra \ Fier 7# 0 ist.

Definition 3.3 FEine Lebensdauerverteilung F(t) heifft NBU-Verteilung (new better than
used), wenn B L
F(t+s) < F(t)- F(s) Vt,s >0 (3.5)

Alle Verteilungen mit dieser Figenschaft bilden die Familie von NBU-Verteilungen §ysy.
Fiir alle ¢ : F(t) > 0 ist zu dieser Definition dquivalent, daf

— _ F(t+s) (s .
ﬂ@%~jﬁ5—§F()vti>m

d.h., daf} die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit'.eines Elementes, das bereits das
Alter t erreicht hat, kleiner ist als die entsprechende Uberlebenswahrscheinlichkeit eines
neuen Elementes.

Satz 3.9 Die Familie §yzy enthdlt die Familie §ppa (Sirpa C Snsv)-
Beweis: Sei I’ € §rra. Dann gilt
(F(t+s)/H < (F@0)*,  (F(t+ ) < (F(s)'.
Daraus folgt
(F(t+s)/") < F(t),  (F(t+5))"/"*) <F(s)
und durch Multiplikation der beiden Ungleichungen

(F(t+s))itis = F(t+s) < F(t) - F(s) .
Das ist jedoch die charakteristische Eigenschaft fiir die Familie der NBU—Verteilungen.O
Bemerkung: Eine Zufallsgrofie mit der in Abbildung 3.9 dargestellten Ausfallrate

0, s<1

1, 1<s<15
hs) = 0, 15<s<2

2, s> 2

besitzt eine Verteilungsfunktion, fiir die F' & §ipra, jedoch F € Fypy gilt. Als Folgerung
aus diesem Beispiel erhilt man, dafl Fypy \ Firra 7 0.

Wir betrachten nun bedingte Erwartungswerte fiir die Restlebensdauer S; = S —t unter
der Bedingung, dafl S > ¢ ist. Sei my(t) = E(S;|S > t) die erwartete Restlebensdauer.
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1.0 1.5 2.0 S

Abbildung 3.9: Eine Ausfallrate aus der NBU-Familie

Definition 3.4 Fine Lebensdauerverteilung F' heiffit NBUE—Verteilung (new better than

used in expectation), wenn sie einen endlichen Erwartungswert my besitzt und fir belie-
bige t > 0 die Ungleichung mg(t) < mp(0) = m gilt.

Satz 3.10 Die Familie Fypyp enthdlt die Familie §ysy (Snsv C Snovs)-

Beweis: Sei F' € §ypy. Dann folgt aus Gleichung (3.5)
"= > F(t
mp(t) = E(St]S>t):/ Ft(s)ds:/ (—+S)ds<
0 o F(t)
< [TFeds=me0) = m,. .
0

Wir wollen nun einige interessante Eigenschaften der Familie §ypuy betrachten, die durch
die vorher aufgefithrten Relationen der Verteilungsfamilien gleichzeitig auch Eigenschaf-
ten der anderen betrachteten Verteilungsfamilien sind.

Zu jeder Lebensdauerverteilung mit der Verteilungsfunktion F' kann eine Groéfie Ap(?)
folgendermaflen eingefiihrt werden:

Ap(t) = - /0 Flu)du, Ap(t) — —— /t " Fu) du

meg mg

mF:/OOOudF@):/OOOF(u—)du:/Ooof(u)du.

Es ist offensichtlich, da Ap(t) die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion besitzt. Sie
148t sich als asymptotische Verteilung der Vorwartsrekurrenzzeit eines stationdren FEr-
neuerungsprozesses interpretieren (siehe Abschnitt Erneuerungsprozesse).

Lemma 3.1 Fiir eine Verteilungsfunktion F qilt F' € §ypue genau dann, wenn

Ap(t) < F(t) Vt>0. (3.6)
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Beweis: Sei I’ € §Fypur. Dann gilt

szmF(t)=/0wﬁt(s)ds:/ow%ds:/tw5<“)du.

Hieraus folgt F(t) > [ Fm(—lf) du = Ap(t) und die Notwendigkeit der Ungleichung (3.6)
ist bewiesen. B
Nun sei F(t) > [~ P du. Dann erhilt man

mg
me > / _(u) du = / gds = / Fi(s)ds = mg(t)
¢ F(t) o F(t) 0
und damit ist die Ungleichung (3.6) auch hinreichend. O

Folgerung 3.4 A(t) = F(t) — A(t) > 0 fiir F € Fnsus.
Lemma 3.2 Aus F' € §yzur folgt
(i) fir die Ausfallrate ha, von Ap gilt h,,(t) = ——= > = falls h,, existiert,

mp(t) — mp

(i) Ap(t) <e t/me. Wt >0 .

Beweis:

(i) Die Dichte der Verteilung Ap(t) ist ap(t) = 5= = —=.

Damit erhalt man fiir die Ausfallrate "
B (1) = ae(t) F(t) _ 1 I S
o fl(t) F(u o Fl(u me(t) — m
R A

(ii) Unter Verwendung der in (i) gezeigten Ungleichung erhalten wir

A(t) = exp(—H, (1)) = exp(— /O ha (1) du) < exp(———) .

F

(]
Folgerung 3.5 Alle Momente von Ap(t) sind endlich:
mAF,k:/ tdeF(t) < 0 k:1,2, e e e
0
Beweis:
o0 o0 _ [e.o] t
mAF,k:/ t* dAL(t) :k/ tFr AL () dt < k/ tF exp(——) dt < o0 .
0 0 0 My
(]
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Folgerung 3.6 Wenn F' € §ysus, dann sind alle Momente von F' endlich: my, < oo ,
k=1,2,... .

Beweis:

00 00 F 00
M i z/ thdF(t) = k;/ tk—lmFﬁ dt = k-mF/ 1 dAL(t) < oo .
0 0 Mg

0

(I
Bemerkung: Fiir £ = 2 erhélt man
0 0 0
und damit m
Mpo =2Mpy - My, 1, Ma., = 5 =2 (3.7)
Mg
Satz 3.11 Fir F € Fypow gilt mp, < 2m?2 .
Beweis: Aus der vorhergehenden Bemerkung und Lemma 3.2 erhalten wir
o0 _ oo t
Mp o, = 2mF,1/ Ap(t) dt < 2mF71/ exp(— ydt =2m?2 | . (3.8)
0 0 Mg '

O
Die folgenden Sétze beinhalten Abschitzungen des Abstandes einer Verteilung F' €
Sxsue von der Exponentialverteilung 1 — e~t/mF  Zunichst bezeichnen wir mit IF) =

1— 27:52’2 > (0 und beweisen folgendes Lemma:
F,1

Lemma 3.3 Fiir jede Verteilung F € Fypp gilt [;° A(t) dt = 6(F) - my,,, wobei A(t) =

F(t) — Au(t) > 0 ist.

Beweis:
/ A(t) dt =/ (F(t) — Ap(t)) dt = my —/ Ap(t) dt = mp, — ma,.,
0 0 0

und aus (3.7) folgt weiter

/ A)dt = me, — 22 =y, (1 L ) = e, 6(F) .
0

Die folgenden Séitze dieses Abschnittes stammen von SOLOV’EV.

Satz 3.12 Fiir F € $ypue gilt

< Ag =supA(t) .

t>0

o) - ex(—0)
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Beweis: Zuniichst leiten wir eine geignete Darstellung fiir Az (¢) her. Aus dAr(®) _ _F®

dt mp
folgt o B
= i ) dAc(t) 4
A(t) = F(t) — Ap(t) = mp - Ap(t) = —myp pm Ap(t)
Somit geniigt Ap(t) der Differentialgleichung
dAg(t) -

me— + Ap(t) = —A(t)

mit der Anfangsbedingung A, (0) = 1.
Die Losung dieser Differentialgleichung ist

. t I t—s
At) =exp(—) = o [ o1 Als)ds

0 Mg
wobei exp(—t/my) die Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung ist und
die allgemeine Losung mit Hilfe der Greenschen Funktion miF exp(—(t—s)/myg) ermittelt
werden kann. Nun erhdlt man fiir A(¢):

A(t) = F(t) - Ae(t) = F(t) — exp(———) + — / exp(——2)A(s) ds

und durch Umstellen der Gleichung

F(t) — exp(———) = A(t) — i/o exp(——5) A(s)ds .

meg mg

t _t—s
Hieraus folgt einerseits wegen - [ ™ (s) ds > 0:
0

mpg

und andererseits wegen A(t) > 0:

F(t) — exp(———)> — - /exp(—t ~ 5\ A(s)ds >

me’ myg

F mg

t
1 t—s t
_ - Ao ds = —(1 — exp(———))Ag > —Ap .
= [T ds = (1 - exp(— )20 2~
0

Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen. O

Satz 3.13 Fiir jede Verteilungsfunktion F € §yzur gilt die Ungleichung

gm:\/z<1_ m)

2
2mFy1

7o) - (-

t
my)
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Beweis: Wir verwenden die Bezeichnung Ay = sup A(t) = A(ty), wobei ¢y der Punkt
>0

ist, in dem A(t) = F(t) — Ap(t) sein Maximum besitzt. Fiir ¢ < ¢, gilt

0
— > F — > F
= Ao—i—F(t)—/ —S)dS—F(t0)+/ ﬂds:
t mg to My
— to
_ — o d to—t
= A0+(F(t)—F(t0))—/ <u>du2Ao— AN -

t

Fiir t = 0 gilt A(0) =0 und 0 > Ay — 7;—(;, folglich ist ty — Agmy > 0. Aus Lemma 3.3
folgt

to t

00 0
S(F)my = /A(t) dt > / At)dt > / (Ao _lto _t) dt =
m
0 to—Ag mp to—Ao my ’
1 to 1 Agmp
= AO(AOmF)—m—F / (to—t)dt:Ang—m—F / sds =
to—Aog mp 0
1 (Agme\® A2m
_ A2 - 0w _ =o'ltr ‘
0 ( > ) 2

Damit erhalten wir 6(F)m, > AmE ey A% < 26(F). Somit ist Ag < /25(F). Da

2

auf Grund von Lemma 3.12 ‘F(t) - exp(—miF)‘ < Ay ist, folgt hieraus die Aussage des

Satzes. O

Schrankt man sich auf die engere Familie §zx ein, so 148t sich die Ungleichung in Satz
3.13 verschérfen:

Satz 3.14 Fir F € §pp gill die Ungleichung

<1—/1-26(F) Vt>0.

Wenn 6(F) — 0, so erhdlt man fir den Abstand

Fo) - exp(-0)

F(t) — exp(——)

F

sup <O(F)+o(6(F)) .

t>0

Bemerkung: Gehort eine Verteilung F'(-) zur Familie §ypyg, so ist die Gleichung 0(F') =
0 eine charakteristische Eigenschaft dafiir, dafl F' zur Familie der Exponentialverteilun-
gen gehort.
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Zum Schluf} dieses Abschnittes sei noch vermerkt, dafi es moglich ist, nichtparametri-
sche Familien von Verteilungen mit den umgekehrten Eigenschaften zu definieren, z.B.
Verteilungen mit fallender Ausfallrate (DFR-Verteilungen oder decreasing failure rate
Verteilungen), NWU-Verteilungen (new worse than used) usw.

Fiir diese Familien von Verteilungen konnen verschiedene andere Ungleichungen bewie-
sen werden, die jedoch iiber den Rahmen der Vorlesung hinausgehen.
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4 Ausfallmodelle

4.1 Abnutzungsmodelle

4.1.1 Die Birnbaum—-Saunders—Verteilung

Die Birnbaum—Saunders—Verteilung entsteht als Lebensdauerverteilung eines einfachen
Abnutzungsmodelles. Nehmen wir an, dafl eine zuféllige GroBe X (¢) den Zustand eines
Bauteiles zur Zeit t charakterisiert. Dieser Zustand @ndert sich nach der Beziehung

X(t)=pt+0ZVt, p>0,0>0, (4.1)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsgrofle ist, d.h. P(Z < z) = ®(z2).

So ein Modell heifit auch Modell mit einmaliger Wirkung des Zufalls: Fiir jedes spezielle
Bauteil wird die Realisierung einer normalverteilten Zufallsgrofle bestimmt und dann
verlauft der Abnutzungsprozef3 deterministisch.

Betrachten wir nun

dX(t) N oZ
a "

2/t

Man kann zeigen, daf§ fiir grofle ¢ diese Ableitung immer positiv ist. Damit werden
alle Trajektorien des Abnutzungsprozesses nach einer gewissen Zeit monoton wachsend
und iiberschreiten eine Grenze h > 0 zur zufélligen Zeit S(h) (siche Abbildung 4.1).
Wir wollen annehmen, daf die Uberschreitung von h zu einem Ausfall des Bauteles

A

8 ut + o/t

t S(h) fiir eine Trajektorie

Abbildung 4.1: Trajektorien des Abnutzungsprozesses bis zur Erstiiberschreitung

fithrt. Fiir die Verteilung der Erstiiberschreitungszeit benutzt man die Beziehung zu
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dem entsprechenden AbnutzungsprozeB: Die erste Uberschreitung von h erfolgt vor dem
Zeitpunkt s, wenn sich zur Zeit s der Prozefl oberhalb des Niveaus h befindet:

Fsop(s) = P(S(h) < s) = P(X(s) = h) = P(us + 0Z+/5 > h)
h — us h — us
o o ). (4.2)

Definition 4.1 Fine zufillige Grifle S mit der Verteilungsfunktion (4.2) heifst Birn-
baum—Saunders—Verteilung.

= P(Z> ) = &(

Damit enthélt die Familie der Birnbaum—Saunders—Verteilungen die drei Parameter =
(i, 0, h). Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung sind durch

— h o*
mF,l - M+ QNQ )
504

2 _ 2 _ p0°
O =My — (Mes)* = hﬁ + 47

gegeben.

4.1.2 Die Inverse GauBverteilung als Lebensdauerverteilung bei
speziellen Abnutzungsprozessen

Das Ausfallverhalten von technischen Erzeugnissen wird haufig durch Abnutzungspro-
zesse (Alterung, Verschleil, Ermiidung usw.) bestimmt. Typische Verldufe dieser Abnut-
zungsprozesse sind in Abbildung 4.2 dargestellt.

Das Zeitintervall I beschreibt Einlaufphasen, bei denen die Abnutzung einen degres-

Z(t)u

h

I 17 117

Abbildung 4.2: Verldufe von Abnutzungsprozessen

siven Verlauf aufweist, es folgt eine lineare Phase II und nach einer gewissen Zeit eine
progressive Phase III. Der Ausfall des Erzeugnisses erfolgt dann, wenn die Abnutzungs-
entwicklung das Niveau h erreicht hat.
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Mit Z(t) bezeichnen wir einen stochastischen ProzeB, der die Abnutzungsentwicklung
beschreibt. Fiir viele Anwendungsfille ist der WienerprozefS mit Drift ein geeignetes
Modell, da dieser ProzeB normalverteilte Zuwichse besitzt und die Normalverteilung
als Grenzverteilung bei der Uberlagerung vieler kleiner zufilliger Einfliisse auftritt. Hier
sollen kurz Modelle vorgestellt werden, die die Einlaufphase und die lineare Phase des
Abnutzungsverlaufes beschreiben.

Dazu betrachten wir einen stochastischen Prozef3

Z(t):{ zo+ X(t—ty), >t

Xy, t <ty ’ (43)

wobei die beiden Parameter zy und ¢y den Anfangszustand des Prozesses und den Ab-
nutzungsbeginn darstellen. Durch diese Parameter ist es moglich, die nichtlineare Ein-
laufphase des Abnutzungsprozesses zu beschreiben. Darauf kommen wir etwas spéter
noch einmal zuriick.

X () ist ein homogener Wienerprozed mit Drift, das heifit

X(t) = oW (t) + put (4.4)

wobei W (t) der Standard-Wienerproze$ ist. Damit sind die Zuwéchse X (¢) — X (s) un-
abhéngig und normalverteilt mit den Parametern

E(X(t) — X(s)) = u(t — s), Var(X(t) — X(s)) = o(t — s) .
Der Mittelwert und die Varianzfunktion des Prozesses sind dann durch

E(Z(t)) = xo+ u(t—to),
Var(Z(t)) = o*(t —ty)

gegeben, wobei p die Abnutzungsintensitiit und o2 der Varianzparameter des Prozesses
sind. Damit enthélt der Abnutzungsprozefl vier Parameter, die eine gute Anpassung
des Modells an die praktischen Gegebenheiten ermdglichen. Die Parameter p und o2
kennzeichnen den Prozefiverlauf. Die beiden Anfangsparameter xq und t, ermoglichen
es, nichtlineare Einlaufphasen zu beriicksichtigen. Sie enthalten als Spezialfélle sowohl
einen normalverteilten Anfangszustand des Abnutzungsteiles (z. B. herstellungsbedingt
oder um damit die degressive Einlaufphase abzufangen) als auch eine , Inkubationszeit,
d.h. eine Zeitspanne bis zum Einsetzen des Abnutzungsverlaufes:

Ist tg > 0, so hat man eine ,, Inkubationsphase® bis zur Zeit ¢, vorzuliegen; ist ¢y < 0, so
erhdlt man zur Zeit t = 0 einen normalverteilten Anfangszustand mit des Parametern

E(Z(O)) = Xg— ,uto =9+ ,Ltlt(]’ ,
Var(Z(0) = —o%to = o2[to| .

Die Unabhéngigkeit der Zuwéchse des Wienerprozesses ermoglicht es auch, relativ ein-
fach Verfahren der klassischen Statistik auf die Beobachtung des Prozesses zu diskreten
Zeitpunkten zu verallgemeinern.
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Vergleicht man die Darstellung (4.4) mit der Formel (4.1), so sieht man, daf in beiden
Féllen eine lineare Mittelwertfunktion ut mit einer ,zufilligen“ Wirkung oW (t) bzw.
o Z+/t iiberlagert wurde. Die ersten beiden Momente des zufilligen Anteils sind gleich:

EocW(t) = EoZVt =0,

E(cW (1)) = E(cZV1t)? = ot

jedoch unterscheiden sich die beiden Modelle wesentlich.

Wihrend im Modell (4.1) fiir jede Realisierung der Zufall nur einmal wirkt und dann die
Trajektorie deterministisch verlauft, wird im Modell (4.4) die Mittelwertfunktion durch
einen Wienerprozef iiberlagert.

Wir berechnen nun die Dichte der resultierenden Lebensdauerverteilung als Dichte der
Erstiiberschreitungszeit eines Niveaus h. Sei wieder S(h) die zufillige Zeit des ersten
Uberschreitens des Niveaus h. Die einfache Herangehensweise aus dem vorigen Abschnitt
ist hier ungeeignet. Wegen des dortigen deterministischen Verlaufes und der Monotonie
der Trajektorien iiberschreitet jede Trajektorie genau einmal das Niveau h. Im hier
betrachteten Fall ist es jedoch moglich, daff der Wienerprozefl das Niveau h tiberschreitet
und danach wieder unterschreitet. Wir suchen also die Verteilung von

S(h) = inf(t: Z(t) > h).

Aus der Formel iiber die totale Wahrscheinlichkeit und der Markoveigenschaft fiir den
Wienerprozef} erhalten wir folgende Integralgleichung:

P(Z(t) > 2) — / P(Z(t) > 2|S(h) = =) dFsm(2) =

to

= / P(Z(t) > z|Z(z) = h) dFsu(2) - (4.5)

to

Die Beziehung (4.5) sagt aus, daf§ der Wienerprozel zum Zeitpunkt ¢ die Hohe = > h
erreicht hat, wenn er zur Zeit z das Niveau h erstmalig {iberschreitet und in der Zeit
(t — z) den Zuwachs (z — h) besitzt (siche Abbildung 4.3).

Wir betrachten hier der Einfachheit halber die Losung der Integralgleichung (4.5) fiir
den Fall = 0,29 = 0,%y = 0. In diesem Fall ist Z(t) = cW(¢) und

P(Z(t) > 2) = P(oW(t) > z) = P(WT? > Ji\ﬁ) - E(Uiﬁ) ,
da W)

—7 einer Standardnormalverteilung unterliegt.
Weiterhin gilt:

P(Z(t) > h|Z(z) =h) = P(Z(t)—h>0[Z(z) = h) =
= P(Z(t)— Z(2) > 0|Z(z) = h) .
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X(t)

Abbildung 4.3: Eine Trajektorie des Wienerprozesses mit Drift bis zur Erstiiberschrei-
tung

Da der Wienerproze unabhéngige Zuwéchse besitzt, ist Z(t) — Z(z) unabhéngig von
Z(z). Der Zuwachs Z(t) — Z(z) = (W (t) — W(z)) ist normalverteilt mit dem Erwar-
tungswert 0. Daher gilt

P(Z(t) — Z(2) > 0|2(2) = h) = P(Z(t) — Z(2) > 0) = % |

Aus Gleichung (4.5) erhdlt man nun

1

P(Z(6) > 1) = [ 5 dFen(2) = 3Fsan(®)

Dann folgt fiir die Verteilung der zufilligen Erstiiberschreitungszeit

W) h = h
i >(T—\/%)_2<I>(J t)

Fsm(t) = 2P(Z(t) > h) = 2P(

und fir die Dichte

dFspy(t) _d®(5%)

t = = 2 —
fs@m)(t) o o

( h ) h h exp( h?
= X —_——
7 oVt otd? o2t P00

Definition 4.2 FEine Verteilung mit der Dichtefunktion (4.6) heifit Inverse Gaufivertei-
lung.

), t > 0. (4.6)

43



Die Herleitung der Dichte fiir den allgemeinen Fall p # 0 ist wesentlich komplizierter.
Man kann sich jedoch leicht davon iiberzeugen, daf3
h — h — xo — p(t —to))?
To eXp(_( 5002 1 0))
2n0%(t — to)? 202(t — 1)

fsa(t) = ), t >t (4.7)

Losung der folgenden Differentialgleichung fiir die Dichte fgap(-) ist:

fzw(r) = /t fswy(2) fz(-z (v —h)dz . (4.8)

Die Integralgleichung (4.8) ist das Analogon zu (4.5). Wenn eine Dichte existiert, so 148t
sich Gleichung (4.5) (mit dem Argument z) ableiten und man erhélt (4.8).
Integriert man die Dichte (4.7), so erhélt man die Verteilungsfunktion

Fsny(t) = P(S(h) <t)

1(
_ & +exp(ZE 20— Lt >t
( . e ) ()% Y e ) 0
Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung sind im Fall {y = 2o =0
_h 9 B ho?
mFs(h)J - ; ) UFs(h) - F .

Man beachte, dafl im Fall 4 = 0 der Erwartungswert der inversen Gaufiverteilung nicht
existiert.

Die hier vorgestellten Modelle lassen sich verallgemeinern. Man kann statt einer linearen
Mittelwertfunktion andere Funktionen oder Transformationen des Wienerprozesses be-
trachten. Statt des Wienerprozesses konnen auch andere Prozesse, z.B. spezielle Klassen
von Punktprozessen zur Beschreibung des Abnutzungsverhaltens verwendet werden.

4.2 Einfiihrung in die Erneuerungstheorie mit einigen
Anwendungen in der Zuverlassigkeitstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir das Ausfallverhalten und die Zuverldssigkeit reparierba-
rer Erzeugnisse betrachten. Dazu nehmen wir an, dal nach jedem Ausfall das betrach-
tete Element sofort (d.h. die Austauschzeit ist vernachlédssigbar klein) durch ein neues
Element desselben Typs ersetzt wird (bzw. so repariert wird, dafl es wieder als neues
Element angesehen werden kann).

Wir beschranken uns hier auf einige Aussagen der Erneuerungstheorie, soweit sie fiir die
kiinftigen Abschnitte von Interesse sind. Eine ausfiihrliche Darstellung der Erneuerungs-
theorie findet sich in Cox, SMITH oder ASMUSSEN.

Sei S; die zuféllige Lebensdauerzeit des ersten Elements, Sy die des zweiten usw. Wir
betrachten die Folge von Lebensdauerzeiten (5;);>1 und die Folge (T);>1, T; = S1 +
.. +.S;, Ty = 0 der zugehorigen Ausfallzeiten. Die beiden Folgen sind in Abbildung 4.4
dargestellt.
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Abbildung 4.4: Ein Erneuerungsprozefl

Definition 4.3 Die Folge (T;)i>1,T; < Ti+1 heifst gewohnlicher Erneuerungsproze8,
wenn die zugehorige Folge (S;)i>1 mit S; = T;—T;—1, Ty = 0 eine Folge unabhdngiger und
identisch verteilter Zufallsgrofien mit der Verteilungsfunktion P(S; < s) = F(s), F(0) =
0 ust.

Sind nur die Zeiten zwischen den Ausfillen Ss, Ss, ... identisch mit F(s) verteilt und
besitzt die zufillige Zeit Sy bis zum ersten Ausfall die Verteilungsfunktion Fy(-), so heifst
(T})i>1 allgemeiner oder verzogerter Erneuerungsprozes.

Im Zusammenhang mit einem Erneuerungsprozef} sind einige andere Prozesse von Inter-
esse.

Definition 4.4 Die Anzahl der Erneuerungen (oder die Anzahl der ausgefallenen Ele-

mente) im Intervall [0, t]

NE(t) =) I(Ty < t)

k=1

heifst Zahlproze3. Die zufillige Zeit seit der letzten Erneuerung
RE(t) =1 TNE(t)

heifst Riickwértsrekurrenzzeit des Prozesses. Die zufillige Zeit bis zur nédchsten Erneue-

rung
VE(t) = TNE(t)+1 —1

heifst Vorwértsrekurrenzzeit des Prozesses.

Zunéchst betrachten wir gewdhnliche Erneuerungsprozesse, in denen alle .S; die Vertei-
lungsfunktion F'(s) besitzen. Dann erhalten wir fiir die Verteilung des k-ten Erneue-
rungszeitpunktes T},

P(T, <t) =P(S1+ ... + S, < t) = F**(t)

wobei F**(t) die k—fache Faltung der Verteilungsfunktion F(t) ist, die aus einer Rekur-
sionsbeziehung

t
F®() = F*ED  P(t) = /F*(kl)(t —u)dF(u), FO)=1
0
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bestimmt werden kann.
Fiir den Erwartungswert der Anzahl der Erneuerungen bis zur Zeit ¢ erhélt man dann

o0

HE(t) =ENP(t) =E) LT, <t) =) P(Tp<t)=> FW(). (4.9)
k=1 k=1

k=1

Man kann beweisen, dafl die Reihe (4.9) mit der Geschwindigkeit einer geometrischen
Reihe konvergiert.

Definition 4.5 Die Funktion HE(t) = ENE(t) (erwartete Anzahl von Ausfillen bis zur
Zeit t) heifft Erneuerungsfunktion des gewdhnlichen Erneuerungsprozesses.

Satz 4.1 Die Erneuerungsfunktion ist die eindeutige Losung der Integralgleichung
HE(t) = F(t) + / HE(t —u)dF(u) . (4.10)

Beweis: Geméafl Formel (4.9) gilt

HE(t) = +ZF*(’“ Do F(t +ZF* « F(t

= F(t)+ /F (t —u) dF (u) = /(ZF t—u)ch(U):

k=17
= +/HEt—udF()
0

Die Eindeutigkeit der Losung beweisen wir nur fir den Fall F((t) <1 V¥t > 0.

Seien HE(t) und HF(t) zwei Losungen der Erneuerungsgleichung (4.10). Dann erhélt
man fiir die Differenz

t

D(t) = HE(t) — HE(1) = / (HE(t - u) — HE(t - u)) dF (u)
und damit fiir alle ' < ¢
DY) < / D(t' — )| dF(u) < sup|D(E)F(t) W' <t

<t
0

Daraus folgt
sup |D(t')] < sup [D(#)|F(t)

<t <t
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Das ist nur moglich, wenn D(t') =0 V' <t. O
Bemerkung: Analog zu diesem Satz kann bewiesen werden, daf fiir das zweite Moment

Hy(t) = E(NF(t)* = Y _(2k = )F M (t)

o

gilt (siehe Cox). Man erhilt dann die Gleichung
t
HE(t) = HE(t) + 2/ HE(t —u) dH" (u),
0

und hieraus eine Ungleichung fiir das zweite Moment
HY(t) < HE(t) + 2(HE(1))? . (4.11)

Satz 4.2 Seien (T});>1 ein allgemeiner Erneuerungsprozeff und HE(t) == ENE(t) die
Erneuerungsfunktion dieses Prozesses. Dann gilt

HE(t) = Fy(t) + / HE(t — ) dF (u)

wobei HE(t) die Erneuerungsfunktion des zugehdrigen gewdhnlichen Erneuerungsprozes-
ses ist.

Der Beweis dieses Satzes ist vollig analog zum Beweis der Integralgleichung (4.10), je-
doch fiir die Verteilungsfunktion der Zeit bis zur ersten Erneuerung wird jeweils Fg(t)
eingesetzt.

Bemerkung: Fiir absolut stetige Funktionen Fj(s) und F'(s) existieren die entspre-
chenden Dichten fy(s) und f(s). In diesem Fall kann neben der Erneuerungsfunktion die
Erneuerungsdichte

_ dH"(s)

- ds

W (s)

betrachtet werden.
Fiir die Erneuerungsdichten des gewohnlichen und allgemeinen Erneuerungsprozesses
erhélt man dann die Integralgleichungen

hE(t) = £(t) —|—/hE(t—u)f(u) du

bzw.
t

BE(H) = folt) + / BE(t — ) fo(u) du

Die Losung der Integralgleichungen fiir Erneuerungsfunktionen und Erneuerungsdichten
ist u. a. mit Hilfe von Laplace-Transformationen moglich.
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Ist g(-) eine reellwertige Funktion von s mit endlicher Variation, so wird ihre Laplace—
Transformierte §(z) durch

9(z) = 76_25 dg(s)

definiert. Die Laplace-Transformierte §(z) existiert unter einigen schwachen Vorausset-
zungen, die fiir £ und H” erfiillt sind. Seien F(z) und Fy(z) die Laplace-Transformierten
von den Verteilungen F(s) und Fy(s) und H”(z) bzw. HY (2) die Laplace-Transformierten
der Erneuerungsfunktionen H¥(s), HI(s) fiir den gewdhnlichen bzw. allgemeinen Er-
neuerungsprozef.

F(z) und Fy(z) konnen als Erwartungswerte der zufilligen GroBen e *% interpretiert
werden :

F(2) =Ee ™% =23 .. Fyz)=Ee*".

Diese Erwartungswerte existieren fiir beliebige z > 0, da e *% < 1 ist. Aus der Un-
abhéangigkeit der S; folgt fiir die Laplace-Transformierte der k-fachen Faltung

/e 2 dF* M) (s) = Be 2115 — Fe=#%1 | Ee~*5% = (F(2))F.
0

Daraus erhalt man

() - / e d ZF* 9= [eape
_ f’; _m) | (1.12)

Damit existiert HZ(z) und ist durch (4.12) definiert. Analog erhilt man fiir den allge-
meinen Erneuerungsprozef

FTE(\ FO(Z)
B =150

Fiir einige Verteilungsfunktionen ist es moglich, die Laplace-Transformierten zu berech-
nen, die Erneuerungsfunktion im Bildraum zu bestimmen und die Riicktransformation
durchzufiihren. Die grofite Schwierigkeit bereitet hierbei die Riicktransformation. Ist
diese analytisch nicht moglich, kann man numerische Verfahren verwenden. Haufig be-
schriankt man sich auch auf die Laplace-Transformierte der Erneuerungsfunktion, da
hieraus z.B. Momente berechnet werden koénnen.

(4.13)

Beispiel 4.1 Wir betrachten einen gewohnlichen Erneuerungsprozef3, in dem die Zei-
ten zwischen zwei Erneuerungen S;, ¢ = 1,2, ... einer Exponentialverteilung unterlie-
gen (dieser Prozef heiit homogener Poissonprozef und wird im néchsten Abschnitt aus
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anderer Sicht néher untersucht). In diesem Fall erhdlt man fiir die Erneuerungsfunk—
tion HE(t ) = At (siche Ubungsaufgaben). Da in diesem Fall m;, = 1 ist, gilt also
HE(t) = - Die Erneuerungsfunktion ist somit eine lineare Funktion 1n t. Diese Ei-
genschaft helﬁt Stationaritéit des Erneuerungsprozesses. o

Wir betrachten nun allgemeine Erneuerungsprozesse hinsichtlich ihrer Stationaritét.

Satz 4.3 (Satz von Blackwell) Sei F() eine stetige Lebensdauerverteilung mit my , <
o0o. Dann gilt fir beliebige s

S

lim (H(t + ) — BE (1)) = (4.14)

mpyl

Sei weiterhin Q(t) eine beschrinkte nichtwachsende Funktionen auf dem Intevall [0, 00)

mit [} Qi(u) du < oo. Dann gilt
o/

Den Beweis dieses Satzes findet man in FELLER, Bd. 2. Aus dem Satz von Blackwell
lassen sich verschiedene asymptotische Aussagen iiber die Verteilungen der beiden Rekur-
renzzeiten, der Varianz des Zahlprozesses u.a. ableiten. Dies wollen wir nun am Beispiel
der Verteilung der Vorwértsrekurrenzzeiten demonstrieren.

Dazu betrachten wir die Groie Ap( fo

t—o0

hm/@t—u dHy(u

Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen des Satzes von Blackwell gilt fir die Verteilung
der Vorwdrtsrekurrenzzeit eines Erneuerungsprozesses

lim P(VE(t) > s> A (s) = mlF’Z 7?@) du .

Beweis: Sei G4(+) die Verteilungsfunktion der Vorwirtsrekurrenzzeit Gy(s) = P(VE(¢) <
s), d.h. die Wahrscheinlichkeit, daf§ der nichste Ausfall vor Ablauf der Zeit s erfolgt,
wenn wir uns im Zeitpunkt ¢ eines Erneuerungsprozesses befinden.

Dann folgt aus der Formel iiber die totale Wahrscheinlichkeit

P(VE() > s) = (Sl>t+s+2/ (Spe1 >t —u+ ) dF*® (u) |

k=17

wobei F*((.) = Fy(-). Zur Interpretation dieser Formel dient Abbildung 4.5: V(t) ist

grofler als s, wenn entweder die erste Erneuerung spéter als t + s erfolgt oder wenn zum
Zeitpunkt u die k-te Erneuerung stattgefunden hat (0 < ¢t < w,k = 1,2...) und die
(k + 1)—te Erneuerung erst nach Ablauf der Zeit ¢t — u + s erfolgt. Hieraus erhilt man
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{VE(#)>s}=

={Sk+1>t—u+s}

/’/ \\\
% % % v | y
0 T 15 T, =u t t+s T

Abbildung 4.5: Die Vorwiértsrekurrenszeiten

P(VE(t) > s)
¢
= P(S1>t+s)+ /P(SNE(t)+1 >t —u+ s|Tyep = u) dHg (u) =

0
t

= Fo(t—l—s)—l—/?(t—u—l—s)dﬁ[f(u).

Wir wenden nun den Satz von Blackwell mit Q(u) = F'(u+s) an. Fiir ¢ — oo konvergiert
der erste Summand gegen 0 und der zweite gegen

1
mp,1

[ F(u+ s) du. Daraus erhalten wir die geforderte Aussage. O
0

Bemerkung 1: Der Satz von Blackwell 148t sich fiir den Beweis vieler anderer Aus-
sagen verwenden. Zum Beispiel sind héufig genauere Aussagen iiber das Verhalten der
Erneuerungsfunktion als in Formel (4.14) oder Aussagen iiber das Verhalten der Varianz
des Z#hlprozesses von Interesse. Durch geeignete Wahl der Funktion Q(t) im Satz von
Blackwell erhélt man z.B. fiir gewohnliche Erneuerungsprozesse

HE(t) = L ( Tez 1) + g1(t)

2
2mp,1

mit g (t) — 0 fiir £ — oo und

2

2
F 1 My, Mg 3

Var (N¥(t)) =

3 92 mA 3
ms, 2mg,  3m

mit go(t) — 0 fiir t — oo.
Bemerkung 2: Weiterhin 148t sich zeigen, dafl der Zahlprozefi asymptotisch normal-
verteilt ist: Fiir beliebige = gilt

(X0
Var NE(t)

§a:>—><1>(x), t — oo,

wobei ®(-) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Die asymptotische
Normalverteilung kann zur ndherungsweisen Bestimmung von oberen und unteren Gren-
zen fiir die Anzahl von Ausfillen in einem gegebenen Zeitintervall genutzt werden.
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Wir betrachten nun eine sinnvolle Verallgemeinerung von Erneuerungsprozessen. Die
Reparaturzeit soll nicht mehr vernachléssigbar klein sein, sondern eine zuféllige Zeit U;
in Anspruch nehmen. Ein Prozefl dieser Art ist in Abbildung 4.6 dargestellt.

Sl SQ SS

/ /1 / 1 /

Abbildung 4.6: Ein alternierender Prozef3

Nach einer Arbeitszeit S; folgt jeweils eine Reparaturzeit U;. T seien die Ausfallzeit-
punkte und 7} die Zeitpunkte, zu denen eine Reparatur beendet wird und die (z + 1)-te
Arbeitsperiode beginnt. Wir nehmen an, dafl die Reparatur eine vollsténdige ist, d.h.
nach der Reparatur wird das Element als neu angesehen.

Die Arbeitszeiten besitzen wieder die Verteilungsfunktion F(s) = P(S; < s) und die
Reparaturzeiten besitzen die Verteilungsfunktion G(s) = P(U; < s),i = 1,2,... Die U;
seien unabhéngig von den S;,71 =1,2,....

Definition 4.6 Die Folge (T},T");>1 heifst gewohnlicher alternierender Prozefl. Unter-
liegt Sy einer anderen Verteilung Fy(s) = P(S1 < t), so nennt man (T!,T}");>1 allgemei-
nen alternierenden Prozef.

Analog zu Erneuerungsprozessen lassen sich auch hier verschiedene Aussagen beweisen.
Betrachten wir einen gewohnlichen alternierenden ProzeB mit stetigen Verteilungen
F(t) und G(t). Die Erwartungswerte dieser beiden Verteilungen seien endlich: my, <
00, Mg, < 00.

Wenn wir nun nur die Folge (77);>; betrachten, so erhalten wir einen allgemeinen Er-
neuerungsprozefl mit Fy(s) = F(s) und der Verteilung der Wartezeiten zwischen zwei
Erneuerungen F(s) = F % G(s), da F(s) = P(S; + U_y < s), i = 1,2,.... Die Er-
neuerungsfunktion dieses Prozesses bezeichnen wir mit HZ'(¢) und aus dem Satz von
Blackwell folgt

S

H (t+ s) — Hi\(t) —

— t—o00.
Myp1 + Mg

Ebenso einfach 1&8t sich die asymptotische Verfiigharkeit eines Elementes bestimmen.
Nehmen wir an, daf ein Element die beiden Zustinde {X = 0} fiir ,,ausgefallen” und
{X = 1} fiir ,intakt" annehmen kann. Die Verfiigbarkeit des Elements ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl sich das Element im arbeitfahigem Zustand befindet. Aus der Formel
iiber die totale Wahrscheinlichkeit erhalten wir

p(t) = P(X () = 1) = F(t) + / Ft — ) dHA(u) (4.15)
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Wendet man hierauf den Satz von Blackwell mit Q(t —u) = F(t —u) an, so erhélt man,
daf der zweite Term (und damit auch p(t)) fiir £ — oo gegen

1

meg1

Mg 1

/ Qu) du = =L —
0 mega

Mp,1 + Mg 1

konvergiert.
Bemerkung: Wenn in diesen Modellen myg 1 > mq 1, so gilt #ﬂzm

erhélt man wieder die Beziehungen der einfachen Erneuerungstheorie.

~ 1 und damit

Beispiel 4.2 Betrachten wir einen alternierenden Prozef8 mit F(s) = 1 — e und
G(s) = 1 — e . Dann 148t sich die Gleichung (4.15) mittels Laplace-Transformation
explizit 16sen und man erhélt

p(t) = T 4 e - 0

- —Hty
Ap )\+u€ )

In diesem Beispiel wird deutlich, inwieweit sich asymptotische und exakte Verfiighar-
keit voneinander unterscheiden: Die Differenz beider Grofien ist ein exponentiell schnell
abklingender Term. Somit kann man schon nach relativ kurzer Einlaufphase die asym-
ptotischen Ergebnisse zur Beschreibung der Arbeit des Bauteiles nutzen. o

Bei Erneuerungsprozessen treten haufig Summen auf, wobei die Anzahl der Summanden
zufillig ist. Fiir diese Summen spielt die folgende Waldsche Identitét eine zentrale Rolle.

Satz 4.5 (Identitit von Wald) Sei (S;);>1 eine Folge unabhingiger und identisch
verteilter Zufallsgrifien mit der Verteilungsfunktion F(-) und my, < oo. Weiterhin sei
C' eine zufillige Grofse mit Realisierungen aus den natirlichen Zahlen, p; = P(C' = 1)
und EC < co. Das Ereignis {C > i} sei unabhdingig von S;, i =1,2,.... Dann gilt

C
E(Z SZ) = m,,-BC .
=1

Beweis:

E(Z Si) = EiSiI(C > i) = iESiI(C > i) =

i=1 i=1 i=1

= ZESiP(C >1i) = me . Zpk = My, Zk’ cprp = mp EC .
i=1 i=1 k=i k=1

O

Folgerung 4.1 Fiir die Vorwdirtsrekurrenzzeit eines gewdhnlichen Erneuerungsprozesses
gilt EVE(t) =m, ,(HP(t) + 1) —t.
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Beweis: Das Ereignis {N¥(t) > ¢ — 1} hingt nur von Si,...,S;_; ab. Daher ist das
Ereignis { N¥(t) + 1 > i} unabhiingig von S;. Die Vorwértsrekurrenzzeit ist durch

NE(t)+1
VE(t) = Typger —t mit Tyegyq = Z Si
i=1

definiert. Dann erhalt man aus der Waldschen Identitat

NE@#)+1
EVE(t) = E( > si> —t=me (HP () +1) —t .
i=1
O

Erneuerungsprozesse stehen in engem Zusammenhang mit Poissonschen Punktprozessen,
die im néchten Abschnitt betrachtet werden.

4.3 Poissonsche Punktprozesse

Wir betrachten zunéchst eine spezielle Verteilung der Wartezeiten in einem Erneue-
rungsprozefl. Sei Sy, S, ... eine Folge unabhéngiger und identisch exponentialverteilter
ZufallsgroBen mit der Uberlebensfunktion

F(s)=P(S>s)=e™.

Mit (T,)n>1 bezeichnen wir wieder die Folge der Ausfallzeitpunkte T,, = """ | S;. Des-
weiteren bezeichnen wir fiir einen fixierten Zeitpunkt ¢ mit W(0,¢] die zuféllige Anzahl
von Ausfallszeitpunkten T; im Intervall (0,¢], d.h. W(0,t] = max(d : Ty < t). Ty ist
der letzte Erneuerungszeitpunkt vor der Zeit ¢ und Ty (41 ist der erste Erneuerungs-
zeitpunkt nach der Zeit ¢ (Abbildung 4.7). Dann ist Sy = Two — Tw(o,g-1 nicht
exponentialverteilt.

Dieser zum Erneuerungsprozefi gehorende Zahlprozefl W(0, ¢] entspricht der Grofie N (t)

0 T, T, T3 Ty (o, t Tw(o,q+1
Abbildung 4.7: Ein Erneuerungsprozef3

aus dem letzten Abschnitt. Wir verwenden jedoch von jetzt an die fiir Punktprozes-
se iibliche Bezeichnung. Durch diesen Z&hlproze kann der gesamte Erneuerungsprozefl
beschrieben werden. Man kann sich leicht {iberlegen, dafl sich aus alleiniger Kenntnis
von U(0,t] (auch ohne Annahme exponentialverteilter Wartezeiten) alle Erneuerungs-
zeitpunkte bestimmen lassen. Die Anzahl der Erneuerungen bis zur Zeit ¢ und die Er-
neuerungszeitpunkte sind durch folgende Beziehung miteinander verbunden:

(U(0,8] >d} = {Ty <t} = {Si +Sat - +8; <t}
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Setzen wir nun eine Exponentialverteilung fiir die Zeiten S; voraus, so lafit sich die
Verteilung des Zahlprozesses explizit bestimmen:

P(W(0,t] > d) = P(Ty < t) = F*(t).

Es ist also die d-fache Faltung der Exponentialverteilung zu berechnen. Das kann mit
Hilfe von charakteristischen Funktionen oder auch auf direktem Wege mit vollstandiger
Induktion erfolgen. Das Resultat ist wohlbekannt: Die Summe d unabhéngiger exponen-
tialverteilter Zufallsgroflen unterliegt einer Erlangverteilung der Stufe d:

P(U(0,t] >d) = F*(t) =1 —

Hieraus lassen sich die Einzelwahrscheinlichkeiten der Anzahl der Erneuerungen berech-

nen: .
O

k! '

Somit ist die Anzahl der Erneuerungen bis zur Zeit ¢ poissonverteilt mit dem Parameter

At.

Es ist leicht zu sehen, dafi die Anzahl der Erneuerungen ¥(s,t] auf dem Zeitintervall

(s,t] poissonverteilt mit dem Parameter A(t — s) ist:

P(U(0,t] =d) =P(¥(0,t] > d) —P(¥(0,t] >d+1) =

> o))
“YMs<n<n, P =d)= M e
i=1 .

Weiterhin folgt sofort aus der Unabhéingigkeit der Wartezeiten S; und der Gedéchtnis-
losigkeit der Exponentialverteilung, daf§ die Anzahlen von Erneuerungen auf disjunkten
Zeitintervallen (¢;,t; + s;] unabhingig voneinander sind:

m

P(W(titi+si] =k, i=12,...) = HP(‘I’(E’,TZ‘ + 5] = ki)
fﬁI‘ (tz,t,—l—sz]ﬂ(tj,t]—l—sj]:@,2%]
Wir definieren nun den homogenen Poissonprozef3.

Definition 4.7 Die zufillige Folge von Punkten (T,),>1 heifit (homogener) Poissonpro-
zef3 mit dem Intensitditsparameter X, wenn fir den zugehdrigen Zihlprozefs

U(0, ¢ :iIT<t
i=1

die folgenden beiden Figenschaften erfillt sind:

(i) Der Zihlprozef U(t,t + s| ist fir alle t,s > 0 poissonverteilt mit dem Parameter
AS,
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(i1) Die W(t;, t; + s;] sind unabhingig fir t; +s; < tiy1, 1 =1,2,....m;m=1,2,... .

Bemerkung 1: In KONIG, SCHMIDT findet man den Beweis, daf diese Definition dqui-
valent zur Definiton des homogenen Poissionprozesses als Erneurungsproze3 mit expo-
nentialverteilten Wartezeiten ist.

Bemerkung 2: Statt der Eigenschaft (i) kann zur Definition des Poissonprozesses auch
folgende Eigenschaft verwendet werden:

(i") P(U(t,t+s] =0) =e?,
siche KALLENBERG.

Nun soll eine allgemeine Klasse von Prozessen eingefiithrt werden. Dazu betrachten wir
eine Abbildung t — H(t), wobei H(t) eine wachsende Funktion mit H(0) = 0 ist.
Wir werden, wenn es nicht anders gesagt wird, stetige Funktionen H(-) betrachten.
Durch diese Transformation wird der Poissonprozefl mit dem Intensitétsparameter A = 1
(andere Parameter kénnen mit der Funktion H (-) erzeugt werden) in einen neuen Prozef§
(T )n>1 abgebildet. Der zu diesem neuen Proze gehorende Zahlproze wird mit Wy (0, ¢]
bezeichnet. Fiir ihn erhilt man:

P(Uy(0,t] =d) = Hg)de—ff“) :

Jetzt konnen wir Poissonprozesse allgemeiner definieren.

Definition 4.8 Fine zufillige Punktfolge (T),)n>1 heifit (inhomogener) Poissonscher
Punktprozel mit der Erwartungswertfunktion H(t), wenn

(i) der Zihlprozef U(t,t +s| = > o~ 1T, € (t,t + s|) in jedem Intervall (t,t + s]
poissonverteilt mit dem Parameter H(t + s) — H(t) ist,

(i1) fiir jede Folge von disjunkten Intervallen (ti,t1+s1], ..., (tm, tim + Sm] mit t;+s; <
tir1 die Zufallsgroflen V(t;, t; + s;) i = 1,2,...,m unabhingig voneinander sind,
m=12,... .

Bemerkung: Wenn H (t) eine stetige Funktion ist, so kann auch fiir den inhomogenen
Poissonproze$ in der Definition die Eigenschaft (i) durch folgende Eigenschaft (i’) ersetzt
werden:

(i’) fiir jedes Intervall (¢,t + s] gilt
P(U(t,t+s] =0) =exp(—[H(t+s) — H(1)]).
Den Beweis dazu findet man ebenfalls in KALLENBERG.

Poissonsche Punktprozesse besitzen eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften. Um die-
se Eigenschaften nachzuweisen, fithren wir vorher noch als Hilfsmittel den Begriff der
erzeugenden Funktion ein.
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Definition 4.9 Seit VU eine Zufallsgriffe mit ganzzahligen Realisierungen und den Fin-
zelwahrscheinlichkeiten P(U = k) = pg, k=0,1,..., > 7~ prx = 1. Die Funktion

G(z) = Z Fpp =Bz
k=0

heifit erzeugende Funktion der Zufallsgroffe W.

G(-) kann als Funktion einer komplexen Verdnderlichen angesehen werden. Innerhalb
des Kreises (z : |z| < 1) ist sie analytisch. Es besteht ein eineindeutiger Zusammen-
hang zwischen G(-) und den Einzelwahrscheinlichkeiten; alle Einzelwahrscheinlichkeiten
konnen aus G(-) bestimmt werden:

1 d*G(z)
okl dzk

Pk
z=0

Der Nutzen von erzeugenden Funktionen zeigt sich in folgendem Lemma:

Lemma 4.1 Vq,...,V,, seien unabhdingige ganzzahlige Zufallsgrofien mit den erzeu-
genden Funktionen G1(z),...,Gn(2). Dann besitzt die Zufallsgrifie ¥ = Uy +--- + ¥,
die erzeugende Funktion G(z) = G1(2) -+ - Gpn(2).

Beweis: Fiir die erzeugende Funktion der Summe erhalten wir
G(z) = Ez¥ = Exitlettlm — Bl p0m)
Aus der Unabhéngigkeit von Wy, ..., ¥, folgt fiir den Erwartungswert des Produktes
G(z) =Ez" - B2V = G1(2) - - - G(2).
(]

Folgerung 4.2 Die Summe von m unabhdngigen poissonverteilten Zufallsgrofien mit
den Erwartungswerten p; (i = 1,...,m) ist wieder poissonverteilt mit dem Erwartungs-
wert (L = 1 + flg + -+ Ly

Beweis: U; (i = 1,...,m) hat die erzeugende Funktion G;(z) = e*~1. Aus Lemma 4.1
erhélt man fiir die erzeugende Funktion der Summe Wy + Wy + --- + U,

G(Z) = 6#1(2—1) e e/’l‘m(z_l) — e(#l“l‘""i‘#m)(z—l) .

Wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung besitzt nur die Poissonverteilung mit dem
Erwartungswert g = pq + po + - - - + p,, diese erzeugende Funktion. O
Bemerkung: Fiir poissonverteilte Zufallsgrofien gilt auch die umgekehrte Aussage: Ist
die Summe ¥ = ¥; + U, unabhéngiger Zufallsgréflen poissonverteilt, so sind auch die
Summanden W;, ¥, poissonverteilt.
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Satz 4.6 Gegeben seien die unabhingigen Poissonschen Punktprozesse (11 ,)n>1, - - -,
(Tonn)n>1 mit den Erwartungswertfunktionen Hy(t),..., Hy,(t). Dann ist die Superpo-
sition (T;n, © = 1,...,m)p>1 auch ein Poissonscher PunktprozefS mit der Erwartungs-
wertfunktion H(t) = Hy(t) + - -+ + H,,(t).

Die Superposition ist in Bild 4.8 dargestellt.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf fiir die Superposition die beiden Eigenschaften der Defi-
nition 4.8 erfiillt sind. Eigenschaft (i) folgt aus Folgerung 4.2 und Eigenschaft (ii) folgt
aus der Eigenschaft (ii) fiir jeden der Punktprozesse (7;,,)n>1- O
Wir betrachten nun ein in der Zuverléssigkeitstheorie haufig auftretendes Modell — das

Nr.d.x Prozesses

Tml Tm2

"

|

\

| Ty
3

T21 T22

2
. Tll T12 T13

t

Abbildung 4.8: Die Uberlagerung von Erneuerungsprozessen

Verhalten eines Bauteils bei Minimalreparatur.

Das Element besitze die Verteilungsfunktion F(-). Sei S die zufillige Zeit bis zum ersten
Ausfall. Zum Zeitpunkt S = s erfolgt ein Ausfall, das Element wird sofort repariert
(wobei die Reparaturzeit vernachléssigbar klein ist) und nach der Reparatur ist der Zu-
stand des Elementes der gleiche wie vor dem Ausfall, d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit
F(t)/F(s) erfolgt kein Ausfall im Intervall (s,¢]. Diese Art von Reparatur nennt man
auch Minimalinstandsetzung und die Ausfalle Minimalausfille. Wenn zur Zeit T, wieder
ein Ausfall erfolgt, wird wiederum minimal instandgesetzt, usw.

Die Ausfallzeitpunkte des Elementes bilden eine zuféllige Punktfolge (77,)n>1.

Satz 4.7 Die Zeit bis zum Ausfall eines Elementes sei eine stetige Zufallsgrofse mit der
Verteilungsfunktion F(-). Dann ist die Folge (T,)n>1 der Zeitpunkte aller Minimalin-
standsetzungen ein Poissonscher PunktprozefS mit der Erwartungswertfunktion H(t) =
—In F(t), d.h. der Erwartungswert der Anzahl von Ausfillen im Intervall (0,t] ist gleich
der Hazardfunktion an der Stelle t: EV(0,t] = H(t).

Beweis: Unter der Voraussetzung der Minimalinstandsetzung behélt das Element nach
einem Ausfall immer sein urspriingliches Alter. Daher gilt

F(t+s) ‘

P(U(t,t + 5] = 0) = 0
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Im Abschnitt 2.1, Gleichung (2.4) wurde bewiesen, daf fiir stetige Verteilungen F'(-) die
Beziehung F(t) = exp(—H (t)) gilt. Damit erhdlt man

exp(—H(t + 5))
exp(—H (1))

und Bedingung (i’) der Definition 4.8 des Poissonschen Punktprozesses ist bewiesen.
Die Bedingung (ii) folgt sofort aus der Definition der Minimalinstandsetzung. Da das
Element sein urspriingliches Alter behélt, hédngt ein Ausfall nicht davon ab, ob schon
Ausfille stattgefunden haben oder nicht und damit sind die Anzahlen von Instandset-
zungen in disjunkten Intervallen unabhéngig voneinander. O

P(U(t,t+ 5] =0) = = exp(—(H(t + s) — H(t)))

Als néchstes betrachten wir ein System aus m unabhéngigen Elementen. Jedes Element
hat eine stetige Verteilungsfunktion Fj(-), j = 1,...,m. Jedes Element wird bei Ausfall
sofort minimalinstandgesetzt.

Satz 4.8 Die Punktfolge aller Ausfille in einem System mit Minimalreparaturen ist ein
Poissonscher Punktprozef$ mit der Erwartungswertfunktion

m

Hy(t) =Y Hi(t), Hi(t)=—InFt).

i=1

Beweis: Aus Satz 4.7 folgt, daf die Folge (T;,)n,>1 von Ausfallzeitpunkten des i-ten
Elementes ein Poissonscher Punktprozef§ mit der Erwartungswertfunktion H;(t) ist. Die
Punktprozesse der einzelnen Elemente sind unabhéngig voneinander. Daher folgt aus

Satz 4.6, daf8 die Superposition (7, , ¢ =1,...,m),> dieser Punktprozesse wieder ein
Poissonscher Punktprozefl mit der Erwartungswertfunktion H(t) = Hy(t)+ - -+ Hp, (1)
ist. O

Bemerkung: Wenn das Alter des Elementes nach der Reparatur Null ist, so nennt man
diese Reparatur Erneuerung. Wenn die Lebensdauerverteilung des Elementes eine Ex-
ponentialverteilung ist, dann ist die Ausfallintensitdt des Elementes immer gleich grof,
und die beiden Modelle unterscheiden sich nicht voneinander. Im allgemeinen Fall erhélt
man jedoch wesentliche Unterschiede.

Nach der Uberlagerung oder Superposition von Poissonschen Punktprozessen betrachten
wir jetzt die Verdiinnung eines solchen Prozesses. Sei (T},),>1 ein zufélliger Punktproze8.
Jeder Zeitpunkt 7T,, wird entweder mit der Wahrscheinlichkeit ¢ aus dem Prozefl gestri-
chen oder verbleibt im Prozefl mit der Wahrscheinlichkeit p = 1 — ¢. Dieses Vorgehen
heifit unabhingige Verdinnung mit der Wahrscheinlichkeit q.

Wir fiithren nun eine Folge {A,},>1 ein. Wird 7, gestrichen, so ist A, = 1, ansonsten
ist A, = 0. Die Folge {A,,},>1 ist eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zu-
fallsgroBen mit P(A,, = 0) = p, P(A, = 1) = ¢, ¢ + p = 1. Durch das Streichen von
Zeitpunkten erhélt man aus der Folge (7),),>1 eine neue Punktfolge (77),>1 . V(t,t + s
und W'(¢,t 4 s| seien wieder die zu diesen Prozessen gehorigen Zihlprozesse. Dann gilt

Ut t+s] =Vt t+5] — (A1 +Ds+ -+ Agpirs) -
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Lemma 4.2 Gegeben seien eine poissonverteilte Zufallsgréfie ¥ mit dem Parameter p
und eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsgrofien { A, }n>1 mit P(A,, =
1) =q, P(A, =0)=p, p+q=1. Dann ist die Zufallsgrifse

o YA Ay =12
P 0 U =0

ebenfalls poissonverteilt mit dem Parameter pp.

Beweis: Die Summe der A;, i = 1,...,r unterliegt einer Binomialverteilung mit den
Parametern r und ¢, d.h.

PAj+-+A, =1) = (?)qlpr—z_

Aus der Formel iiber die totale Wahrscheinlichkeit folgt

k+1

P(V,=k) = iP(ZAi:l | w:mz) PV =Fk+1) =

> (k + l) Ik MkH o h — f: (k+1)! qlpkukule—u(mq) _

(]

p
—\ 1 (k+1)! UK (k+1)!
> l k k o0 l
S (W?;;(jﬂ) —— (p:!) ey (qlA!L) R
=0 =0
k
_ (p:!) —

O

Satz 4.9 Sei (T,,)n,>1 ein Poissonscher PunktprozefS mit der Erwartungswertfunktion
H(t). Nach unabhingiger Verdinnung mit der Wahrscheinlichkeit q erhdlt man wieder
einen Poissonschen Punktprozefs mit der Erwartungswertfunktion H,(t) = pH(t), t > 0.

Beweis: Es ist nun offensichtlich, dafi die Bedingungen (i’) und (ii) der Definition 4.8

eines Poissonschen Punktprozesses erfiillt sind:

(i’) folgt aus Lemma 4.2 und (ii) folgt aus der Unabhéngigkeit der Anzahl der Erneuerun-

gen in disjunkten Intervallen des Ausgangsprozesses und der unabhéngigen Verdiinnung.
O

Wir wollen nun den Begriff von Punktprozessen verallgemeinern, indem wir jeden Punkt
T,, mit einer Marke Y,, versehen. Die Marken Y, seien sowohl untereinander als auch vom
Proze8 (T,),>1 unabhéngig. Wir erldutern dieses Modell an einem Beispiel:

Beispiel 4.3 Zwischen zwei Stadten gibt es eine Gasfernleitung. Man registriert alle
Ausfallzeiten (7},),>1 und die Absténde (B,,),>1 der Ausfallpunkte der Leitung von der
Stadt A. (7},)n>1 und (B,)n>1 sind unabhéngig. In Abbildung 4.9 ist gut sichtbar, dafl
damit z.B. die am meisten gefdhrdeten Abschnitte der Gasfernleitung bestimmt werden
konnen, z.B ist der Abschnitt (a,b) der Leitung nicht zuverldssig. In diesem Beispiel
bezeichnen die Marken den Abstand des Ausfallpunktes zur Stadt A. o
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Abbildung 4.9: Ausfallzeiten und Ausfallpunkte einer Gasfernleitung

Als weiteres Beispiel aus der Zuverlassigkeitstheorie kann man annehmen, daf die Punkte
T, Ausfallzeitpunkte darstellen und zu jedem Zeitpunkt 7,, die zufallige Reparaturdauer
Y, registriert wird.

Definition 4.10 Fine zufdllige Punktfolge
((Tn, Yn))nzl = ((Tl, Yi), .. (Tn, Yn)7 .. ) mit 0 < Tn < Tn+1

heifst markierter PunktprozeB. Jeder zufillige Zeitpunkt T,, besitzt seine zufdllige Marke
Y.

Wenn Y,, € R!, besitzt der markierte PunktprozeB ((7},,Y,))n>1 Realisierungen in der
Ebene, wenn Y,, € R?, besitzt er Realisierungen im R? und wenn Y,, € R, so liegen die
Realisierungen im R"*!.

Somit nennt man eine beliebige (nicht notwendig Poissonsche) zuféllige Folge von Punk-
ten (X,,)n>1, wobei die X, zufillige Punkte im Raum R* sind, zufilligen Punktproze8
im RF.

Jedem PunktprozeB (X, )n>1, X, € R¥ kann ein Maf zugeordnet werden, indem die
Borelsche Menge B das ganzzahlige Maf}

=> 1I(X, € B) (4.16)
n=1

erhalt.
Im weiteren betrachten wir nur den zweidimensionalen Fall.

Definition 4.11 Das in (4.16) definierte Maf ¥ : B(R?) — (0,1,2,...) heifit Zihl-
maf und der Erwartungswert von ¥ : u(B) = EV(B) heifft Momentmaf erster Ordnung
des Punktprozesses X,,.
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Verschiedene Arten der Markierung fithren zu verschiedenen Punktprozessen. Wir be-
trachten die einfachsten, jedoch hdufig anwendbaren Arten.

Definition 4.12 Man nennt eine zufdillige Punktfolge ((T,,,Yy))n>1 Poissonschen Punkt-
prozeBl mit dem Momentmaf erster Ordnung u(B) = EV(B), B € B(R?), wenn

(i) fiir jede Menge B die zufillige Grifie

il ((T,,Y,) € B)
n=1

poissonverteilt ist

(i) fir alle disjunkten Mengen By, B, ..., By, m =2,3,... die Groflen ¥(By), ...,
V(B,,) unabhingig voneinander sind.

Bemerkung 1: Es geiigt, wenn die Eigenschaft (ii) nur fiir Rechtecke B; erfiillt ist.
Daraus folgt dann ihre Giiltigkeit fiir beliebige Borelsche Mengen.

Bemerkung 2: Ein Poissonscher Punktprozef ((7,,Y,))n>1 hat eine charakteristische
Eigenschaft, die zur Simulation solcher Prozesse genutzt werden kann. Um sie zu erldu-
tern, betrachten wir eine beliebige Menge B mit p(B) < oco. Dann ist die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses {V(B) = k}:

Nun teilen wir B in m disjunkte Mengen B;, [ = 1,...,m mit B;N By = (, | # I’ und
B = J;*, B;. Dann ist das Momentma8 1. Ordnung u(B) = ", u(B;). Wir betrachten
die nun die bedingte Wahrscheinlichkeit

POU(B) = ki, [ =1,...m | W(B) = k) =
I ek (u(&))’“...(uwm))’“m
N(g)ke—u(B) kil k! \ p(B) 1(B)

Das ist eine Polynomialverteilung. Die Simulation erfolgt in zwei Stufen. Zuerst wird
die Realisierung k einer poissonverteilten Zufallsgrofle simuliert. Dann wird die Menge
B in disjunkte Teilmengen zerlegt. Nun kann man k£ unabhéngige ,, Wiirfe® simulieren,
wobei u(B')/u(B) die Wahrscheinlichkeit ist, daf ein auf B geworfener Punkt sich in B’
befindet.

Als néchstes zeigen wir, wie man durch eine unabhéngige Markierung Poissonsche Punkt-
prozesse konstruieren kann. Wir betrachten einen zufilligen Versuch mit den moglichen
Ausgéngen Aj, ..., A,,. Diese Versuchsausgéinge treten mit den Wahrscheinlichkeiten
Pis-- -, Pm €in. Der Versuch wird £ mal unabhéngig voneinander durchgefiihrt. Bezeich-
nen wir nun mit A; die zuféllige Anzahl des Auftretens des Ereignisses A; in k& Versuchen,
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i =1,...,m. Der Vektor A = (Ay,...,A,,) besitzt eine Polynomialverteilung besitzt,

d.h.
k!

P(A1:k17""Am:km>:Wplfl"'pfnm

mit k1—|—+km:k,p1+pm:1

Vereinigt man zwei der Versuchsausginge B = A; U A;;1, so erhdlt man wieder ei-
ne Polynomialverteilung mit m — 1 Versuchsausgidngen und den Wahrscheinlichkeiten
(P15 -+ s Pic1 Di + Pit1, Dit2s - - - Pm)-

Jetzt nehmen wir an, daf§ auch die Anzahl A der Versuche zufillig ist. Dann gilt folgendes
Lemma:

Lemma 4.3 Sei die zufillige Anzahl A der Versuche poissonverteilt mit dem Parameter
. Dann sind die zufilligen Grofien Aq, ..., Ay, unabhdngig und ebenfalls poissonverteilt
mit den Parametern upy, ..., upm, d.h.

e*ﬂpi.

P(Ay =k, A = k) =[]

(p;)*i
k;!
=1

Beweis: Aus der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten erhalten wir

P(Ay =k, ..., A, =ky) =
=PA=A1+-+A,=kA =k,.... A, =k,) =
k! u”

Da ki + -+ k,, = kund p; + - - - p,, = 1, erhélt man weiter

kil pkm
P(AL=ki,..., A =kn) = uu(kﬁm%m)efu(p1+--~pm) —

kil k!

k1 km

— (/’Lpl) . (/“me> e HPL . .. pTHPm
k! k!
und damit die obige Aussage. O

Satz 4.10 Sei (T},),>1 ein Poissonscher Punktprozef§ mit der Erwartungswertfunktion
H(t), t > 0 und (Y,)n>1 eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsgriofien
mit der Verteilungsfunktion P(Y, < y) = G(y). Dann ist der zufillige Punktprozefs
((T51, Y3))n>1 €in Poissonscher Punktprozef auf dem R* mit dem Momentenmafs erster

Ordnung
ue) = [ /( ) dc().

Beweis: Wir betrachten eine Menge B = (t,t+ s] x (a,b]. Sei {A = V(t,t+s| =k} das
Ereignis, daf & Punkte des Poissonschen Punktprozesses (7),),>1 im Intervall (¢,t + s
liegen. Das Ereignis (7;,Y;) € (t,t + s] x (a,b] kann nun interpretiert werden als eine
zufillige Anzahl A von Versuchen mit den beiden Ausgéingen A; = (Y; € (a,b]) und
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= (Y; ¢ (a,b]). Die Wahrschelnhchkelten fiir diese Ausginge sind p = P(A4;) =
P( . € (a,b]) = G(b) — = fa dG(y) und ¢ = P(A3) = 1 — p. Dann folgt aus
Lemma 4.3, daB

= I(Ty, Y,) € (t,t + 5] X (a, b))
n=1

eine poissonverteilte Zufallsgrofie mit dem Erwartungswert
EV(B) =p[H(t+ s) — H(t)] = [G(b) — G(a)][H(t + s) // dH (u) dG(y

ist. Somit ist die Bedingung (i) in Definition 4.12 erfiillt.

Die Bedingung (ii) wird folgendermaflen bewiesen:

Wie in Abbildung 4.10 dargestellt, werden die disjunkten Rechtecke aufgespalten. Seien
{(t;,a;)} alle Punkte, die Eckpunkte von Rechtecken sind. Ordnet man die ¢; und a;,

ant+—————————
B56 B66
3(6% ———————————————— |
6) ——————— — _—
|
u Byr | Bsy Bsy }
@) ——————— —
a(3) +—— ‘ BSS ‘
a Byy Bsy J Bso }
2 [ —_ —
0 T ]
| | L | L1,
L) te) i@ tw ) te) te)

Abbildung 4.10:

so erhélt man die beiden Folgen t(;) < t) < -++ <ty und apy < ap) < -+ < agp).
Mit B;; = (t@), tasny] % (ag), ag+1)] wird das Rechteck bezeichnet, dessen linker unterer
Punkt (t(i), CL(j)) ist.

Wir betrachten nun alle Rechtecke Bjj,, ..., B;j, innerhalb eines Intervalls (¢, t(41)]-
Aus Lemma 4.3 folgt, da alle U(B;;) j = j1, o Jk, unabhéngig und poissonverteilt
mit dem Parameter [H (t;1) — H(t))][G(ag+1)) — G(ag))] sind. Weiterhin folgt aus der
Definition des Poissonprozesses (1},),>1, dafl die Groflen W(B;;) unabhéngig von den
Groen W(By ) fiir i' # i sind, da sie auf disjunkten Intervallen definiert sind. Damit
sind alle {U(B;;)} unabhéngige Ereignisse und die Bedingung (ii) ist ebenfalls erfiillt. O

Beispiel 4.4 Sei (T,,),>1 ein Poissonscher Punktprozel mit der Erwartungswertfunkti-

on H(t) = M und G(y) = 4 eine Gleichverteilung auf dem Intervall (0, h]. Dann erhélt

63



man auf dem Rechteck (0, k] x (0, 7] einen Poissonschen Punktproze§ mit dem Momen-
tenmaf} erster Ordnung p(B) = A - [(B), wobei I(B) das Lebesguesche Maf} auf R? ist.
o

Eine weitere wichtige Figenschaft Poissonscher Punktprozesse ist ihre Invarianz ge-
geniiber unabhéngigen Verschiebungen. Zunéchst soll so eine unabhéngige Verschiebung
erklart werden. Wir betrachten einen Poissonschen Punktprozefl auf der Ebene. Der
Punkt (¢,y) wird jeweils in den Punkt (¢ 4+ y,y) abgebildet. Diese Verschiebung ist in
Abbildung 4.11 dargestellt. Sie bewirkt, dafl z.B. aus einem Rechteck ein Parallelogramm

A

(Tn+Yn,Yn)
Yy b —f————

t Tn Tn+Yn

Abbildung 4.11: Eine Transformation markierter Punktprozesse

wird.

Betrachten wir einen Poissonschen Punktproze (75,),>; und markieren wir diesen Pro-
zefl unabhéngig mit (Y},),>1 mit der Verteilungsfunktion G(¢). Das Momentmaf erster
Ordnung fiir diesen markierten Punktproze8 ((75,,Y,))n>1 ist wegen Satz 4.10

u(B) = [[ anwac).

Betrachtet man nun einen Bereich B = ((u,y) : u+y <t,u >0,y > 0), so wird aus
diesem Bereich bei der oben beschriebenen Transformation B’ = ((v',y) : v’ < t). B
ist ein Rechteck, d.h. man wéhlt B so, dal man nach der Transformation ein Rechteck
erhélt. Damit erhédlt man fiir das Momentmaf erster Ordnung

w) = [[ anwacw = [ ([ aow)an -
) )

B=((uy) : uty<t

_ /tG(t—u)dH(u) — G H(t) = H*G(1)

d.h. man erhélt die Faltung der beiden Funktionen H(¢) und G(t).
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Definition 4.13 Sei (Y,,)n,>1 eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufalls-
grofsen mit G(y) = P(Y, <vy). Der Punktprozef$ (T))n,>1 mit

nl?

k=1,2,...) (4.17)

heifit unabhéngige Verschiebung des Punktprozesses (T,)n>1 mit der Verteilungsfunktion
G.

Die Gleichung (4.17) bedeutet hierbei, da8 die Punkte nach ihrer Verschiebung wieder
fortlaufend numeriert werden.

Satz 4.11 Die unabhdingige Verschiebung (T)),>1 eines Poissonschen Punktprozesses
(T)n>1 mit der Erwartungswertfunktion H(t) ist wieder ein Poissonscher Punktprozefs
mit einer Erwartungswertfunktion H'(t) = H * G(t).

Beweis: Es sind wieder die Bedingungen (i) und (ii) der Definition des Poissonschen
Punktprozesses zu priifen. Zuerst wird eine unabhéngige Markierung

(Tn)nz1 = ((Tn, Ya) Jnz1

durchgefiihrt. Aus Satz 4.10 folgt, dal ((7,,,Yy))n>1 ein Poissonscher Punktprozei auf
dem R? mit dem Momentmaf erster Ordnung

-/ /() dH () dG(y)

ist. Die unabhéngige Verschiebung des Punktprozesses erhilt man, wenn man nun den
neuen transformierten Punktprozefl auf die Gerade projiziert (siche Abbildung 4.12).
Betrachten wir als Bereich B ein Parallelogramm mit den Eckpunkten (¢t — b,b), (¢ +

b)) (—bisb)

B B’
(Th,Yn) (Tn+Yn,Yn)
L N S N B

a I I
(t—a,a (tfaJrs,a)'\

Abbildung 4.12: Eine unabhéngige Verschiebung

s —b,b), (t —a,a) und (t + s — a,a). Bei der oben beschriebenen Transformation wird
aus diesem Parallelogramm ein Rechteck B’. Die Anzahl der Punkte des Prozesses in
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diesem Bereich dndert sich bei der Transformation nicht, d.h. ¥(B) = V/(B’). Da ¥(B)
poissonverteilt ist, ist auch W/ (B’) poissonverteilt und Bedingung (i’) gilt.

Ebenso einfach folgt Bedingung (ii): Die disjunkten Mengen Bj,..., B/, erhalten wir
aus den disjunkten Mengen By, ..., B,,. Da die ¥;(B;) unabhéngig sind, sind auch die
U!(B}) unabhéngig und (ii) gilt. Damit erhalten wir, daf die Punkte (7}, 4+ Y},),>1 einen
Poissonprozef ergeben. O

Fiir die hier vorgestellten Modelle gibt es sehr viele Anwendungen in der Bedienungs—
und Zuverlassigkeitstheorie. Einige werden im folgenden Abschnitt vorgestellt.

4.4 Perkolationsmodelle

In diesem Abschnitt werden Modelle untersucht, bei denen Schocks die Ursache fiir
den Ausfall darstellen. Nehmen wir an, dafl ein System der Einwirkung von Schocks
ausgesetzt ist. Diese Schocks erfolgen zu zufélligen Zeitpunkten 7). Wir nehmen an,
daB die Folge (7},)n>1 ein Poissonscher Punktprozefi mit der Erwartungswertfunktion
H(t) = At ist. Der n-te Schock habe die Kraft Y,. Die Folge (Y},),>1 ist eine Folge
von unabhéngigen und identisch verteilten ZufallsgroBen mit der Verteilungsfunktion
G(y) = P(Y,, < y). Damit ist (7,,,Y,)n>1 ein markierter Punktprozes.

Zuerst soll nun die Wahrscheinlichkeit F(t) dafiir bestimmt werden, da§ das System trotz
der Einwirkung der Schocks im Zeitintervall (0, ¢] intakt ist. Sei W(0,¢] = >, I(T,, < t)
die Anzahl der Schocks im Intervall (0,t¢]. Wenn das System nach Einwirkung eines
Schocks von der Stirke Y noch intakt ist, so bezeichnen wir dieses Ereignis mit {A(Y') =
1}. Sei Q(y) die Wahrscheinlichkeit, da8 das System nach einem Schock mit der Kraft
Y = y intakt ist. Aus der Formel {iber die totale Wahrscheinlichkeit erhalten wir

n=1

= Y P(AM) =1)---P(A(Y,) = DP(V(0,1] = n) =

n! n!

e (3 [T @wacw ) e (- (1- [ Qwacm ) x).

Damit ist folgender Satz bewiesen:

= Yo =8 e =S ([Tamacm) S e -

Satz 4.12 Die Lebensdauer eines Systems unter Schockeinwirkung ist exponentialver-

teilt mit dem Parameter A(1 — [;° Q(y) dG(y)).

Wir betrachten jetzt ein Schockmodell mit Schadensakkumulation , z.B. kénnen durch
Stromschwankungen Schéden an Leitungen hervorgerufen werden. Das System ist wieder
der Einwirkung von Schocks ausgesetzt, die zu den Zeitpunkten (7},),>1 auftreten und
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eine allméhliche Beschdadigung des System hervorrufen. Jede Beschéddigung durch einen
Schock zur Zeit T, ist eine skalare zuféllige Grofle X,, > 0,n = 1,2, .... Die Beschidigun-
gen akkumulieren sich, d.h. nach dem n-ten Schock ist die Beschidigung des Systems
X;+---4+X,. Nehmen wir an es existiert ein solches R, dafl das System intakt ist, wenn
X, +---+ X, < R. Uberschreitet das Ausmaf der Beschiadigungen die Grenze R, so fallt
das System aus. Tritt ein Ausfall auf Grund von Schadensakkumulation ein, so nennt
man dieses Ausfallmodell Perkolationsmodell. Bezeichnen wir mit v(¢) die Nummer des
Schocks, der den Ausfall hervorruft, d.h.

v=minn: X;+ -+ X, >R).

Wir berechnen wieder die Wahrscheinlichkeit F(t), dal das System withrend des Inter-
valls (0, t] ausfallfrei arbeitet. Aus der Formel iiber die totale Wahrscheinlichkeit erhalten
wir
F(t) = P(T,>t)=P(Ty >t)U(X; <R, T1<t<T2)U
U(X1+ + X, <RT, <t<Th)U--)=

= ZP 0,t] =n) -P(Xy1+ -+ X, <R|Tp, <t <Tpyy) .

Nehmen wir nun zusétzlich an, daf (7},),>1 ein Poissonscher Punktprozef§ mit der Er-
wartungswertfunktion H(t) = At ist, daB (X,,),>1 eine Folge unabhéngiger und identisch
verteilter Zufallsgrofen mit der Verteilungsfunktion G(s) ist und dafl die Folge (X,)n>1
unabhéngig von der Folge (7},),>1 ist, so erhalten wir

F(t) = i (A;‘)n eMP(X, 4+ X, <R) =
= i (A;)n e . G*™(R) . (4.18)

I
=)

n

Hierbei ist G*(-) die n-fache Faltung der Verteilungsfunktion G(-). ~ Wir betrachten wir
ein weiteres Perkolationsmodell. Nehmen wir an, dafl ein Werkstoff der Linge L und der
Breite B betrachtet wird, d.h. wir beschrinken uns hier auf das zweidimensionale Modell.
Der Werkstoff kann in bestimmten Punkten (x,y) Defekte besitzen. Diese Defekte sind
die Urspriinge von Rissen. Risse wachsen mit der Geschwindigkeit v in y—Richtung nach
oben und nach unten, so da§ die Grenzen des Risses mit dem Ursprung in (x,y) nach
der Zeit ¢ in den Punkten (x,y — vt) und (z,y + vt) liegen. Ein Ausfall liegt vor, wenn
der Rif} beide Seiten des Werkstoffes erreicht hat, wenn er sich also durch den gesamten
Werkstoff zieht (siehe Abbildung 4.13). Modelle dieser Art heilen Perkolationsmodelle.
Wenn der Ursprung des Risses im Punkt (z,y) mit y < B liegt, so erfolgt der Ausfall
zur Zeit vy beim Erreichen der oberen Seite des Werkstoffes ist y > 2, so erfolgt der
Ausfall zur Zeit £ beim Erreichen der unteren Seite. Wir nehmen an, daﬁ die Urspriinge
der Risse einen Poissonschen Punktprozefl im R? mit der Intensitit Ay darstellen. Dann
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Perkolatio

Abbildung 4.13: RiBentwicklung in Werkstoffen

ist die Wahrscheinlichkeit, da die Anzahl ¥ der Risse gleich k£ ist:

M BL)*
P(U = k) = %e—koﬂ . (4.19)

Wenn k = 0 ist, hat man einen Werkstoff ohne Defekte. Diese Wahrscheinlichkeit ist

p="P(U =0)=e B

Wenn U = £ ist, dann entspricht die bedingte Verteilung fiir die Lage der Ursprungs-
punkte (z1,y1),- -, (zg, yx) der Risse einer Stichprobe von unabhéngigen und identisch
verteilten Grofien auf dem Rechteck [0, L] x [0, B] (siche Abschnitt 2.3). Damit besitzt
die Koordinate Y; des Punktes (X;,Y;) eine gleichmiBige Verteilung mit der Dichte %

B
. Es folgt, dafl die Wahrscheinlichkeit eines ausfallfreien Funktionieren des Werkstoffes

wahrend der Zeit s

— B -Y; B Y; B
(%

(%

B
[z (B-—y dy [Py dy
— /0 I< . >S>B+/§I(’U>S)B_

B A (B 5 L, s< 4,
FA(B—sv d d
— _y+ Y 2(B—sv)’ B<S§§,
0 By g B B 2v v
? 0, 5> %
ist. Die zugehorige Dichtefunktion ist
20 _ B B

=—I(—<s<—). 4.20
o) = S5 <5< ) (420

Haben wir nun k& Ursprungspunkte fiir gewisse Risse (l)efekte), so ist die Wahrschein-
lichkeit, daf bis zur Zeit s keine Perkolation erfolgt, (G(s))*. Aus der Formel iiber die
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totale Wahrscheinlichkeit folgt aus (4.19)

= — N LB)* _
Fo(s) = Z(G(S))k % o~ MLB _ ,MLBG(s) | ,~XLB _ ,~XLBG(s)
k=0 :

und aus (4.20)
fo(s) i G_AoLBG(S) . AoLBg(S)

hO(S) - F()(S) - e—)\OLBG(s) -
2% (B B B B
- )\OLB~§UI<% <s< E) :2)\0Lv1<% <s< ;> .

Bemerkung 1: Wenn die Geschwindigkeit v der Rilausbreitung nicht konstant ist, son-
dern zufillig, z.B. v = v; mit p und v = v mit 1 — p, so erhédlt man unterschiedliche
Verteilungen.

Bemerkung 2: Fiir alle s > £ gilt F(s) = e7 %L = const.

Ein realistischeres Modell besteht in folgendem. Wir nehmen an, dafl neue Defekte nach
einen markierten Poissonschen Punktproze (T,,, (X, Y,))s,>1 mit dem Intensitdtspara-
meter A\; entstehen. Im Zeitpunkt 7), entsteht ein Defekt im Punkt (X,,,Y},), wobei die
Lage des Punktes gleichméfig iiber [0, L] x [0, B] verteilt ist. Wenn zur Zeit 7T;, ein Defekt
entstanden ist, so folgt spéter zur Zeit T, + .5,, eine Perkolation. Die Wahrscheinlichkeit
P(S, > s) = G(s) wurde schon berechnet. Alle (S,),>; sind unabhéingig und identisch
verteilt mit der Verteilungsfunktion G(s). Also erhalten wir die im Abschnitt 2.3 be-
schriebene unabhéngige Verschiebung fiir den Poissonschen Punktprozefl und wenn wir
die Perkolationszeitpunkte neu ordnen:

T, = m>11{1(Tn +Sy), Ty = m>11{1(Tn +Sp: T, + 8, >Ty), ...,

dann erhalten wir aufgrund von Satz 4.11 wieder einen Poissonschen Punktproze3 mit
der Erwartungswertfunktion H;(t) = H x G(t), wobei in unserem Fall H(t) = At ist.
Fiir diesen Fall folgt

! 2v_( B B v 2
H+G(t) = /Al(t—s)—vl(%§3<—) d5:/ Al(t—s)—vds:
0

B v B B
0, t< £,
= Mt —B/2w)?, BE<i< B
M (t —3B/4v), t>L.

Bezeichnen wir fiir dieses Modell die Ausfallintensitiat mit hy(¢), so erhdlt man fiir diese
Grofe

0, t< L,
dH x G(t
hl(t):T(): Al(%t_l% Q_B;St<%7
>\17 tZ%

Diese Ausfallrate ist in Abbildung 4.14 dargestellt.
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hi(s)

Abbildung 4.14: Die Ausfallintensitit eines zweiten Perkolationsmodelles
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5 Punktschatzungen fiur
Lebensdauerverteilungen und ihre
Parameter bei
Zuverlassigkeitsauswertungen

5.1 Datenstrukturen in der Zuverldssigkeitsanalyse

In der Zuverlassigkeitstheorie treten hdufig Datenstrukturen auf, die sich von der klassi-
schen vollstandigen Stichprobe unterscheiden. Daher ist es notig, schon bei der Planung
eines statistischen Experimentes die entstehende Datenstruktur zu beriicksichtigen, um
einerseits gute Verfahren auszuwéhlen und andererseits spezielle statistische Verfahren
fiir diese Datenstrukturen zu entwickeln .
Der Fall der vollstandigen Stichprobe ist gut bekannt. In diesem Fall beobachtet man
die Daten

x= (51, ..., Sn) (5.1)

wobei die (57, S, ..., S,) unabhingig und identisch verteilte Zufallsgrofien mit der Ver-
teilungsfunktion F*(s),s > 0 sind. Wir interpretieren die S;, ¢ = 1,...,n, als Lebens-
dauern von Elementen. F*(-) ist unbekannt. Wir nehmen jedoch an, daff man schon
einige Informationen iiber F*(-) besitzt, z. B. die Information F*(-) € §, wobei § eine
bekannte Familie von Verteilungsfunktionen ist.

Héaufiger treten in der Praxis zensierte Lebensdauerdaten auf.

Beispiel 5.1 Es wird eine Priifung von n Elementen ey, ..., e, durchgefiihrt. Das Ele-
ment e; hat die zufillige Lebensdauer 5;, ¢« = 1,...,n. Man kann jedoch bei der Priifung
nicht warten, bis alle Elemente ausgefallen sind; der Versuch wird zur Zeit T" abgebro-
chen. Damit beobachtet man nur die zufilligen Lebensdauern, die kleiner als T' sind.
Von den restlichen Elementen weil man nur, daf ihre Lebensdauer grofler als 7" ist. Bei
der Durchfithrung dieses Versuchs erhdlt man an Stelle von (5.1) die Daten

r=(S1AT, ..., Sy ANT) mit aAb=min(a,b).

Dieser Versuchsplan mit fest vorgegebenem 7" wird mit [n, O, T'| bezeichnet. Das Symbol
,O“ bedeutet ,ohne Reparatur”, d.h. bei Ausfall ist die Beobachtung des entsprechen-
den Elementes beendet. Diese Art des Beobachtungsabbruches wird auch mit Typ I -
Zensierung (von rechts) bezeichnet. Es ist moglich, den Versuchsplan zu verallgemeinern,
indem jedes Element seinen eigenen Zensierungszeitpunkt erhélt. Dann erhélt man den
Plan [n,0,T},...,T,]. o
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Beispiel 5.2 Haufig legt man vor der Durchfithrung des Versuchs nicht die Zeit des
Beobachtungsabbruches, sondern die Anzahl der ausgefallenen Elemente fest. Bezeichnen
wir mit Sy < ... < S die geordneten Ausfallszeitpunkte, so wird bei diesem Plan
der Versuch zur zufélligen Zeit ¢ = S(, ) abgebrochen.

Hier erhélt man die statistischen Daten

r=(S1 A Strnys > Sn N S(r,n))

oder
= (S, Sen) > Stmy) -

Wenn aulerdem auch noch bekannt ist, welche Elemente in welcher Reihenfolge ausge-
fallen sind, d.h. man kennt iy,...,2. : Si1 = S, .., S = S@,n), dann liegen Daten
der Form

T = (ilvsilai%sz?a BRI ir;'sir)

VOr.
Erfolgt der Beobachtungsabbruch nach einer vorgegebenen Anzahl von ausgefallenen
Elementen, so spricht man von Typ-II-Zensierung oder einem Versuchsplan [n,O,r].
Auch dieser Versuchsplan kann verallgemeinert werden:
Zum Zeitpunkt S(; ) wird bei k; Elementen die Beobachtung abgebrochen, zum Zei-
punkt S,y bei weiteren k; Elementen und zum Zeitpunkt S, erfolgt der Beobach-
tungsabbruch bei den noch verbleibenden k, Elementen. (r + k; + ...+ k., = n). Diesen
Plan bezeichnen wir mit [n, O,k +1,..., k. + 1].

o

Die Stichprobenpléne [n,O,T] und [n,O,r| aus den Beispielen 5.1 und 5.2 sind in Ab-
bildung 5.1 dargestellt.

A

1 —X

T T T
T Sany Sem) St

Abbildung 5.1: Die Stichprobenpléine [n, O, T] und [n, O, r]

Beispiel 5.3 Wenn die statistischen Daten aus der Beobachtung eines Erneuerungspro-
zesses gewonnen werden, so nennt man den auftretenden Stichprobenplan [N, E, T'] mit
T — Abbruchzeit der Beobachtung. Dieser Fall tritt dann auf, wenn Bauteile eines Sy-
stems hinsichtlich ihrer Lebensdauer untersucht werden. Féllt ein Bauteil aus, so wird es
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im allgemeinen repariert oder ersetzt und das System setzt seine Arbeit fort. Wir setzen
hier voraus, dafl die Reparatur - bzw. Erneuerungsdauer gegeniiber der Zeit zwischen
zwei Ausfillen vernachlissigbar klein ist. Wir betrachten hier eine Verallgemeinerung
des Stichprobenplanes und lassen zu, dafl die Zeit des Beobachtungsabbruches bei jeder
Realisierung des Erneuerungsprozesses unterschiedlich sein kann. Diese Verallgemeine-
rung bringt keine zusétzlichen Schwierigkeiten mit sich, ist jedoch fiir Anwendungen sehr
wesentlich. Da der Zeitparameter oftmals nicht die real ablaufende Zeit, sondern z.B.
gefahrene Kilometer oder die tatséchliche Betriebszeit sein kann, erhélt man eine Trans-
formation der Zeitachse und damit unterschiedliche Zeiten des Beobachtungsabbruches.
In der Statistik fiir Erneuerungsprozesse unterscheidet man zwei Herangehensweisen. In
der ersten Herangehensweise sind die Parameter der Verteilung der Zeit zwischen zwei
Ausfillen (d.h. die Parameter der Lebensdauerverteilung) von Interesse. Im zweiten Fall
spielt die zugrundeliegende Lebensdauer eine untergeordnete Rolle und man mdchte
Groflen wie z.B. die Erneuerungsfunktion usw. schitzen. Wir wollen uns hier nur mit
der Schétzung der Parameter der zugrundeliegenden Lebensdauer befassen. Beziiglich
der zweiten Herangehensweise sei auf HARTLER verwiesen.

o

Beispiel 5.4 Es ist auch moglich, Stichprobenpléne zu betrachten, bei denen man noch
weniger Informationen aus dem Versuch erhélt. Z. B. kann fiir jedes Element e; eine
Zeit T; festgelegt werden, zu der das Element iiberpriift wird. Zu diesem Zeitpunkt wird
festgestellt, ob das Element ausgefallen oder intakt ist, d.h. man hat nur die Information
dariiber, ob der Ausfall des Elementes e; vor oder nach der Zeit T; erfolgte. Verwendet
man die Bezeichnung §; = 1 fir das Ereignis {S; < T;} und §; = 0 fiir {S; > T;}, so
konnen die Daten in der Form

= (T1,01;...; T, 0n)

dargestellt werden.

Diese Art der Information erhilt man auch bei ,,Dosis-Effekt“—Versuchen, auf die im
Abschnitt 5.3 im Zusammenhang mit den verallgemeinerten Likelihoodprinzip noch ei-
gegangen wird. o

o Sei
X = (z) der Stichprobenraum. Teilmengen aus diesem Raum B; C X sind Ereignisse; im
Beispiel 5.4 kénnte z.B. das Ereignis B ={d§; =0, ¢ = 1,...,n} beobachtet werden. Alle
Ereignisse zusammen erzeugen die o-Algebra B(X). Jede Verteilungsfunktion F'(-) aus
der Familie § definiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (X,98(X)). Das bedeutet,
daB es im Prinzip (manchmal jedoch mit erheblichen Schwierigkeiten) moglich ist, fiir
jedes Ereignis B € B die Wahrscheinlichkeit davon zu berechnen, dafl dieses Ereignis
als Ergebnis des zufilligen Versuches auftritt. Diese Wahrscheinlichkeit wird mit P (B)
bezeichnet. Da die Verteilungsfunktion jedoch nicht vollsténdig bekannt ist, erhélt man
fiir jedes B eine Menge von Wahrscheinlichkeiten

(Pr(B), F(-) €5) .
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In dieser Menge liegt die , wahre* Wahrscheinlichkeit Pp-(B), da nur eine Verteilung
F*(-) € § die ,wahre” Verteilungsfunktion ist. Wir betrachten im folgenden absolut
stetigen Verteilungen F(-) € @), In diesem Fall existiert eine Dichte:
dF(s)
fo ="
Im folgenden sollen nun fiir einige Datenstrukturen die Dichte bzw. die Verteilung der
Stichprobe herleiten.

Beispiel 5.5 Betrachten wir den Fall einer vollstdndigen Stichprobe mit den Daten
1'2(81, teey Sn)eRn

Wenn die Beobachtungen unabhéngig sind, ist die gemeinsame Dichte der Stichprobe
das Produkt der Dichten der einzelnen Beobachtungen:

f(@) = fs1,.ossn) = fs1) - o - flsn) -

Beispiel 5.6 Fiir den Stichprobenplan [n,O,T] aus Beispiel 5.1 betrachten wir das
Ereignis B = {genau d Ausfille der Elemente i1, . .., i, fanden in den Intervallen (sq, s+
ds1), ..., (Sa,Sq + dsq) statt}.

Dann erhélt man die Wahrscheinlichkeit

Pr(B) = f(s1)ds1 -+ f(Sa)dsq (F(T))”_d

oder die Dichte B i
fr(st, .oy sa) = f(s1) ==+ f(sa) (F(T))" . (5.2)
Wenn nur die Ausfallszeitpunkte bekannt sind, jedoch nicht, um welche Elemente es sich

handelt, so mufl man alle Moglichkeiten der Anordnung von d Ausféllen bei n Elementen
betrachten, d.h. es werden ('}) Dichten der Form (5.2) summiert und man erhélt

n — n—d
e ) = () 0 -+ flsa) (FC) (5:3)
Ebenfalls vollig natiirlich ist es, die Dichte fiir die geordneten Ausfallzeitpunkte
S1) <S@) < ..., <539 (54)

zu betrachten.
Dann bestehen n Moglichkeiten fiir den ersten Ausfall, (n — 1) fiir den zweiten usw. und
die Dichte der Stichprobe hat die Form

fF(S(l)a Ceey S(d)) = n(n - 1) . (n —d+ 1) f(S(l), ceey S(d)) (F(T)) (55)

Die Dichten (5.2) — (5.5) sind ein Beispiel dafiir, wie sich das Aussehen der Dichte der
Stichprobe bei unterschiedlicher Information &ndert. In diesem Beispiel handelt es sich
nur um einen konstanten Faktor, der fiir weitere statistische Untersuchungen keine Rolle
spielt. Es treten jedoch Fille auf, bei denen wesentliche Unterschiede bei unterschiedli-
cher Information vorliegen. o

n—d
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Beispiel 5.7 Die Grundgesamtheit besitze die Verteilungsfunktion F'x(¢) und die Ver-
teilungsdichte fx(¢). Im Falle des Stichprobenplanes [n, E, T}, ..., T,,] werden n voneinan-
der unabhéngige Betrachtungseinheiten unter Beobachtung genommen, bei jedem Aus-
fall erfolgt eine sofortige vollstdndige Erneuerung und die Beobachtung der i—ten Be-
trachtungseinheit wird zur Zeit T; abgebrochen (i = 1, ...,n). Als statistische Informati-
on liegen von dieser Stichprobe folgende Daten vor:

NF = NE(T;) — zufillige Anzahl von Ausfillen der i-ten Betrachtungseinheit,

X, ..., X;ye — Ausfallabstédnde der i—ten Betrachtungseinheit, i =1, ..., n.

Auflerdem lverfﬁgt man noch iiber die Information, dafl zwischen letztem Ausfall und
Beobachtungsabbruch eine ausfallfreie Arbeit wihrend der Zeit

nF
RE(T) =T, =) Xy
j=1

erfolgte.

Es ist ausreichend, die Likelihoodfunktion fiir eine Realisierung zu bestimmen. Da die n
Betrachtungseinheiten unabhéngig voneinander sind, ergibt sich die Likelihoodfunktion
der Gesamtbeobachtung als Produkt der Likelihoodfunktionen L;(-,-), i = 1,...,n fir
die Beobachtung des Erneuerungsverlaufes eines Elements.

Nach LIPTSER, SHIRYAEV ist das Wahrscheinlichkeitsmafl eines Erneuerungsprozesses
P, absolut stetig beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles Py des standardisierten Pois-
sonprozesses und es gilt

Z_E’z)(t’:E(')) = exp /ln As(z()) dz(s) + /(1 —A(x()ds | . (5.6)

0 0

Im hier betrachteten Fall ist z(-) eine Realisierung des Zahlprozesses, d.h. eine Funktion
mit folgenden Eigenschaften:

1. z(0) =0
2. z(t) ist stiickweise konstant und rechtsseitig stetig,
3. z(t) ist nichtfallend und es gilt z(t + 0) — z(t) = Az(t) € {0,1}.
Diese Funktion besitzt Spriinge zu den Zeitpunkten s;, in denen eine Erneuerung erfolgte:

Si1 = Ti1, Si2 = Ti1 + Xi2, -y Sid; = Ti1 + ... + Tyg,

mit d; — Anzahl der Erneuerungen in der i-ten Realisierung und z;;—Realisierungen der
ZufallsgroBen X;;. Die Abbruchzeit der Beobachtung ist ¢ = T; und As(t) ist die der
Realisierung z(-) entsprechende Ausfallrate zum Zeitpunkt s:

)\s(x()) = hX(S - 3ij>> Sij <8 < Sij41, Sio = 0,7=0,..4d;
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mit hx(s) = fx(s)/(Fx(s)) — Ausfallrate der Grundgesamtheit X.
Damit erhélt man:

t N dals). — . NG
0/1nxs<x< Daale) = Dot =
d; d; .
= Zln Fx(zij) — ‘ In(Fx () (5.7)
und
t d; Tij TE(T1)
/(1—/\S(x()))ds: ‘ /(1—hX(u))du+ / (1 —hx(u))du=
d;
- Z(% +In(Fx(x35)) +r7(T;) + m Fx (r(T;)) =
= ilnﬁx(:@j) +In Fx(r®(T) + Ty , (5.8)

wobei r¥(T;) die der Realisierung des Erneuerungsprozesses entsprechende Riickwiirts-
rekurrenzzeit ist.

Setzt man nun (5.7) und (5.8) in (5.6) ein, so erhdlt man fiir die Beobachtung einer
Realisierung des Erneuerungsprozesses:

Z—i;(t,x(-)) = exp (Z In fx(zi;) + InFx(r(T})) + 7;-) : (5.9)

wobei der letzte Faktor exp(7;) keinen Einflufl auf statistische Untersuchungen besitzt.o
Beispiel 5.8 Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Daten der Form
T = (Tl,él, ceey Tn75n> (510)

aus dem Beispiel 5.4. Fiir das Element e; ist §; = 1 mit der Wahrscheinlichkeit F° (T;)
und 6; = 0 mit der Wahrscheinlichkeit F'(7;). Zusammengefafit 148t sich das Beobach-
tungsergebnis des i-ten Elementes als

(F(T) (F (1)

aufschreiben. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, Beobachtungsdaten der Form (5.10) zu
erhalten,

Pr(e) = [T (P (Fr)' ™™

=1
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Im einfithrenden Kapitel, Abschnitt 1 wurde der Begriff der Statistik definiert. Die wich-
tigste Unterscheidung einer Statistik von anderen Funktionen von Zufallsgroflen besteht
darin, dafl die Statistik keine unbekannten Parameter enthélt. Das soll in den beiden
folgenden Beispielen verdeutlicht werden.

Beispiel 5.9 S sei eine exponentialverteilte zuféllige Grofle, d.h.
P(S>s)=e*, X >0.

A* ist der unbekannte wahre Parameter. Die Grofle A*S' ist exponentialverteilt mit dem
Parameter 1:

P(A'S >s)=P(S > i) — e NG =0,

)\*
Damit ist zwar die Verteilung von A*S unabhéngig vom unbekannten Parameter, jedoch
die Grofle selbst enthélt A* und ist damit keine Statistik. o

Beispiel 5.10 Wir betrachten eine nach dem Stichprobenplan [n, O, r] erhaltene Stich-
probe = (S(1n), - - -, Srn)). Die Gesamtpriifzeit (total time on test) 7, in diesem Stich-
probenplan ist

T, = S(l,n) + -+ S(r—l,n) + (n —r—4 1)5’(7"’”) .

T, ist eine Statistik: T, : X — R!, da alle in der Definition 1.4 geforderten Eigen-
schaften erfiillt sind. Wenn wir annehmen, daf3 die Zeit bis zum Ausfall exponentialver-
teilt ist, kann die Verteilung von 7T, bestimmt werden. Im Zeitintervall (S(; ), S(Z-+17n)],
i=0,...,n—1, Son =0, werden jeweils n — i Elemente gepriift. Daher gilt

T, = nS(Ln) + (77, — 1)(5(2,,1) — S(l,n)) + -+ (n —7r—+ 1)(5(71,“) — S(T,Ln)) .

Aus den Eigenschaften der Exponentialverteilung folgt, dal der Ausfall eines von i Ele-
menten mit der Wahrscheinlichkeit (e=**)? erfolgt. Dann erhiilt man

P)\(TLS(Ln) > ul) = P, (S(l,n) > %) = (6_)‘%) = e M ,

u
P,\((n — 1)(5(27@ — S(l,n)) > u2) = P)\ ((S(Q’n) — S(l,n)) > " _2 1) =

w n—1
= (ei)\nfl) = 6_>\u2 .

usw. Daher kann 7). als Summe von n unabhéngigen und identisch exponentialverteilten
zufélligen Groflen betrachtet werden. Man kann zeigen, dafl

P)\(Tr > t) =

d. h. die Statistik unterliegt einer Erlangverteilung der Stufe r mit dem Parameter \.
Wir bemerken, daf§ in der Verteilung der Statistik 7, wieder der , wahre“ Parameter
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A auftritt, daher wurde die Bezeichung P, gewéhlt. Betrachten wir die Verteilung der
zufilligen Grofle AT, (das ist keine Statistik), so erhalten wir

t td
PA()\TT > t) = P)\<Tr > X) = —e

<

Der wahre Parameter 6* bzw. die wahre Verteilung Py-, aus der die Daten stammen, ist
unbekannt. Wir wollen nun aus den Daten den Parameter 6* schéitzen, d.h. wir wollen
eine Statistik 7" = T'(x) so finden, dafl der Abstand zwischen #* und 7" méglichst klein
wird. Eine Mindestforderung an T besteht darin, dal alle Realisierungen von 7" in ©
liegen.

Definition 5.1 FEine Statistik T : X — O, die den Stichprobenraum in den Parameter-
raum abbildet, heiffit Punktschitzung 0 = T'(x), wobei x die Stichprobe ist.

Natiirlich sind nicht alle Statistiken dieser Art sinnvolle Punktschétzungen. Liegen z.B.
Daten aus der vollstdndigen Beobachtung von exponentialverteilten Lebensdauern vor,
d.h. X = (51,...,5,),s0ist T, = S1 + -+ + S, zwar eine Punktschitzung im obigen
Sinne fiir den unbekannten Parameter A*, jedoch keine sinnvolle. Es ist gut bekannt, dafl
1/T,, eine bessere Punktschéitzung fiir A* ist und die korrigierte Grofie

~ n—1 n—1
T, Si++ S,

eine erwartungstreue Punktschétzung ist. Aus diesen Ausfithrungen ist ersichtlich, daf3
die Definition einer Punktschétzung sehr allgemein ist und auch praktisch nicht sinnvolle
Punktschéatzungen umfaflt. Es gibt jedoch noch Félle von Punktschéatzungen, die durch
diese Definition nicht erfafit werden. Das zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5.11 Wir betrachten den Fall der klassischen Stichprobe, d.h. es liegen Daten
X = (S1,...,8,) vor. Alle S; (i = 1,...,n) sind unabhéngig und identisch verteilt mit
der Verteilungsfunktion F'(s) € §. Fiir die ,wahre“ Verteilungsfunktion F*(s) soll eine
Punktschétzung ermittelt werden. Der Parameterraum O ist in diesem Fall die Menge
aller Funktionen 3.

Bekanntlich ist die empirische Verteilungsfunktion eine gute Punktschétzung fiir die
unbekannte Verteilung, d.h. wir betrachten

n

Fo(s) = %ZI(& < s) (5.11)

A

als Punktschitzung fiir F*(-). F,,(-) bildet X in § ab. Sie ist damit eine Punktschétzung
im Sinne der obigen Definition, wenn § alle Verteilungsfunktionen, z.B auch Sprungfunk-
tionen enthélt. Weifl man jedoch, dafl die wahre Verteilungsfunktion stetig ist, so erhélt
man keine Punktschéitzung im Sinne der Definition, obwohl auch eine stetige Verteilung
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durch die Schéatzung (5.11) beliebig genau angenéhert werden kann. Um das zu beheben,
mufl man statt des Parameterraumes © die Vervollstindigung © betrachten. Dazu wird
eine Metrik d(6;, 0,) fiir alle Paare (61, 6,) € © definiert und © enthiilt neben © alle die
Parameterwerte, deren Abstand zu 6 € © beliebig klein werden kann:

O={0:3(0p)n>1 d(0,0,) >0, n—oo, 6,€0}.

Aufgrund des Beispieles modifizieren wir die Definition 5.2:

Definition 5.2 Wenn eine geeignete Metrik d auf © definiert ist und eine dieser Me-
trik entsprechende Vervollstindigung © des Parameterraumes gegeben ist, so heifit eine
Statistik T : X — © Punktschétzung.

Im folgenden verstehen wir unter einer Punktschétzung immer eine Punktschéatzung im
Sinne von Definition 5.2.

5.2 Parameterschdtzungen fiir Lebensdauerverteilungen
— das Maximum-Likelihood—Prinzip

Wir betrachten ein statistisches Modell
(%, B(X), P = (Py,0 € @))

Zur Bestimmung des unbekannten wahren Parameters 6 aus der Menge © wird wegen
ihrer guten asymptotischen Eigenschaften (Konsistenz, asymptotische Erwartungstreue
und asymptotisch minimale Varianz) haufig die Maximum-Likelihood-Methode verwen-
det. Dazu bendétigt man die Dichtefunktion der Beobachtung, die wir hier allgemein de-
finieren wollen.

Zunéchst betrachten wir eine dominierte Familie von Verteilungen 8 = (Py, 0 € ©), fiir
die die Dichte p(z, ) = dc%(x) beziiglich eines Mafles 1 auf B(X) existiert.

Durch die Dichtefunktion p(-, -) ist eine Oberfliache definiert (siche Abbildung 5.2). Wenn
wir auf dieser Oberfliache 6 fixieren und die Schnittlinie p(-, ) betrachten, erhalten wir
eine Dichte aus obiger Familie. Fixiert man dagegen = und betrachtet diese Schnittlinie,
so erhélt man eine andere Funktion, die wir mit L(-, x) bezeichnen wollen. Natiirlich gilt
fiir jeweils fixierte x und 6

L0, x) = p(x,0) .
Die andere Bezeichnung ist nur gewéhlt, um die Abhéngigkeit vom unbekannten Para-

meter zu betonen.

Definition 5.3 Die Funktion L(-,x) heifit Likelihoodfunktion.
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X

Abbildung 5.2: Die Dichte p(-,6) und die Likelihoodfunktion L(-, z)

Beispiel 5.12 Sei x = (s(1), ..., 5()) eine Stichprobe, die aufgrund des Stichprobenpla-
nes [n, O, r| erhalten wurde.

Die Lebensdauer der Grundgesamtheit sei Weibullverteilt mit der Uberlebensfunktion
und der Dichte

B (51

F(s) = exp(=(s/a)),  f(s) =" (2) exp(—(s/a)’) .

Dann besitzen die statistischen Daten auf dem Konus

K, = ((5(1), ...,S(T)) 0 < S < ... < S(T))
beziiglich des Lebesgue-Mafles dju = ds(y - - - ds(,y die Dichte

bl ) = (ﬁ () eXp<—<s<z->/a>ﬁ>) exp(—(n ~ (s )

=1

mit 0 = (o, 8), «>0,3>0,0 =R32.
Hierbei bezeichnen wir mit nll das Produkt nl'l = n(n — 1)---(n — r + 1). Fiir die
Likelihoodfunktion erhalten wir somit

o= ({1 ) e (o (£ 00,

Die Likelihoodfunktion ist abhéngig von x und fiir 1 # x5 erhélt man im allgemeinen
auch L(0,x,) # L(0,x2). In Abbildung 5.3 ist die Likelihoodfunktion der Weibullver-
teilung fiir zwei verschiedene Stichproben dargestellt. Hierfiir wurden jeweils n = 50
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Realisierungen einer weibullverteilten Zufallsgrofle mit den Parametern a = a = 1000
und 3 = b = 2 simuliert. Abbildung 5.4 enthélt die Niveaulinien der Likelihoodfunktion
fiir diese Stichproben. Fiir das Modell der Weibullverteilung kann bewiesen werden, daf3

Abbildung 5.3: Die Likelihoodfunktion fiir zwei Stichproben z; und z-

a a

Abbildung 5.4: Niveaulinien der Likelihoodfunktion fiir zwei Stichproben z; und -
eine eineindeutige Zuordnung zwischen x und L(-, z) besteht. o

Es gibt jedoch auch Beispiele, in denen keine eineindeutige Zuordnung zwischen Stich-
probe und Likelihoodfunktion besteht.

Beispiel 5.13 Wir betrachten wieder den Stichprobenplan [n, O, r], jedoch die Familie
der zweiparametrischen Exponentialverteilungen

Spa=(F(): F(s) = exp(=A(s — p)), s >0, 0= (A, u) €RL) .



Fiir die Dichte der Stichprobe erhalten wir in diesem Fall

pla,0) = nMT(sq) > p) [T Xexp(=A(s) — 1) exp(—=A(n — r) (s — p) =

i=1

r—1
= nlI\I(sqy > p) exp (—)\(Z s+ (n—r+1)sq)) + n)\,u) :

i=1

Betrachten wir nun zwei Stichproben @' = (s{,), ..., s(,)) und 2" = (s{}, ..., s(,). Dann ist

p(a’,0) = p(x”, 0) fiir beliebige 6 € O genau dann, wenn
r—1 r—1
s(1y = {1y und Z s+ (n—r+1)s(,) = Zs’(’i) +(n—r+1)sp,.
i=1 i=1

Die GroBe >0~} s + (n — 7+ 1)s¢,y ist die Gesamtpriifzeit (total time on test). Wenn
statistische Schlufolgerungen auf der Grundlage der Likelihoodfunktion getroffen wer-
den, braucht man in diesem Beispiel also nur noch die Zeit des ersten Ausfalles und die
Gesamtpriifzeit zu kennen. o

Bemerkung 1: Fiir den Stichprobenplan [n, O, r] und einige andere Pline ist es manch-
mal giinstig, in der Likelihoodfunktion statt der Dichten die Ausfallraten zu verwenden.
Mit h(s,0) = f(s,0)/Fg(s) erhdlt man fiir den Plan [n, O, ]

L(9,x) = p(z,0) = nl" H h(s (), 0) HE(%)) (Fo(se))" "

Bemerkung 2: Aus analytischen Griinden verwendet man héufig statt L(6,z) die lo-
garithmierte Likelihoodfunktion

[(0,) :==InL(0,z) VOe€O.

Bemerkung 3: L(-,z) bzw. [(-,x) konnen als Statistik angesehen werden. Betrachten
wir die Menge aller moglichen z-Schnitte £ = (L(-,x),x € X). Weiter sei B(L) die o-
Algebra, die man aus den Mengen

Bag = (L(-,x) : L(0,2) <a) Ya€eR'0€O

erhdlt. Dann ist die Likelihoodfunktion eine Abbildung L(-,-) : X = () — £ und diese
Abbildung ist mefibar.

Da L(-,z) als Funktion iiber alle § € © betrachtet wird und damit nicht vom unbekann-
ten Parameter 6* abhéangt, erfiillt sie die Forderungen an eine Statistik.

Definition 5.4 Fine Punktschitzung 6 : X — © heifit Maximum-Likelihood-Schétzung
des wahren unbekannten Parameters 6%, wenn

L(0,x) = max L(0,z) . (5.12)
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Wir werden fiir beliebige Punktschitzungen das Symbol 6 und fiir Maximum-Likelihood—
Schitzungen das Symbol 6 verwenden.

Maximum-Likelihood—Schétzungen (5.12) besitzen unter bestimmten Voraussetzungen
sehr gute Eigenschaften (siehe z.B. LEHMANN). Man kann jedoch auch Beispiele finden,
in denen 6 nicht existiert, nicht eindeutig ist bzw. keine guten Eigenschaften besitzt.

Beispiel 5.14 Die Grundgesamtheit sei auf dem Intervall [§ — 1,6 + 1] gleichm#Big
verteilt, d.h. Fy(z) =2 — 0+ 5,2 € [0 — 3,0 + 1]. Dann erhélt man z.B. fiir klassische
Stichproben [n, O, n]

1

1
LO,x) =1 €0 —=,0+—].
O.0) =1, si€lb—5,0+5]

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist in diesem Fall nicht eindeutig. Alle § € [S(n) —

%, Sy + %] sind Maximum-Likelihood—-Schétzungen. o

Bemerkung 1: Soll eine Funktion g() € R' des unbekannten wahren Parameters 6 mit
der Maximum-—Likelihood—Methode geschétzt werden, so ist die Schiatzung der Funktion
gleich der Funktion der Schéitzung:

9(0) = 9(9) .

Bemerkung 2: Héufig kann man das Maximum der Likelihoodfunktion mittels der
partiellen Ableitungen ermitteln :

Oln L(0, x) B
00; -
Beispiel 5.15 Wir betrachten wieder die Stichprobe x = (s(1), ..., 5(,) fiir den Stichpro-

benplan [n, O, r]. Die Grundgesamtheit unterliege einer Exponentialverteilung: F(s) =
e~*s. Dann erhélt man fiir die Likelihoodfunktion

1=1,....m.

r—1
L\ x)=n" X" exp (—A(Z s@ +(n—r+ 1)s<r>)> :

i=1
Die logarithmierte Likelihoodfunktion hat die Form

r—1

(A 2) =In(") +rIn(A) = A s+ (n—7r+1)sg) -

=1

Das Maximum dieser Funktion kann aus der Likelihoodgleichung

(N, x) —
o (Zs(i) +(n—r+1)s,))=0

=1

ermittelt werden. Man erhilt dann
r

\ = .
Siis@ + (n—7r+1)sg)
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Die Punktschétzung ist nicht erwartungstreu. Sie 18t sich jedoch explizit berechnen.
Damit ist auch der Erwartungswert berechenbar und gegebenenfalls kann die Schétzung
auf Erwartungstreue korrigiert werden. Wesentlich héufiger liegt der Fall vor, dal die
Maximum-Likelihood-Gleichung zur Bestimmung von € nichtlinear ist.

Beispiel 5.16 Die statistischen Daten werden wieder nach dem Stichprobenplan [n, O, r|
gewonnen, wir nehmen jedoch an, daf§ die Grundgesamtheit einer Weibullverteilung mit
0 = (o, §) unterliegt.

Die logarithmierte Likelihoodfunktion ist in diesem Fall

T

10, 2) =Innl +rIng+ (3 -1) Zlns(i) —rflna — a‘ﬁ(z S(ﬁi) + (n— r)s’(gr)).
i=1

=1

Daraus erhélt man die beiden Maximum-Likelihood—Gleichungen

al(Q,ZL‘) _ o (Z (BZ) + (n — 7”)5’(6;))6047[371 =0,

g a 'L
oL, x) —— s
: = —+ Inspy—rlna—a? $7 In s +
3 3 § : ) (E (1) sy

+ (n— )(ﬂr)lns( —i—aﬁlnaZs n—rs(ﬁr)):0.

Die erste dieser Gleichungen 148t sich nach « auflésen und liefert die Maximum-Likeli-
hood—Schétzung fiir  in Abhéngigkeit von :

omatn= (£ 0-02)) o

Diese Beziehung fiir o kann in die zweite Gleichung eingesetzt werden und man erhélt
eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung von (3:

r B
> ic1 Sy s + (n— r)s’ ( ) In sy Z Insg,
E::l 8/(61) + (n - T) (r)
Man kann beweisen, dafi diese Gleichung eine eindeutige Losung besitzt. o

Beispiel 5.17 Wir betrachten eine Weibullverteilte Grundgesamtheit, deren Vertei-
lungsfunktion und Verteilungsdichte folgende Form besitzen:

Fy()=1—¢ @ fx(t)=Ba Pt e @’ t>0.

Desweiteren betrachten wir den Stichprobenplan [N, E,T;]. Die Likelihoodfunktion ist
fiir diesen Stichprobenplan geméf (5.9):

n

0.5, H(ﬂi iy 1exp(—<%>ﬁ)exp(—(rEfi)w)). (.19

i=1
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Zur Ermittlung von Punktschédtzungen der beiden unbekannten Parameter nach der
Maximum-Likelihood-Methode wird die Likelihoodfunktion (5.14) logarithmiert, nach
den unbekannten Parametern differenziert, die Ableitungen werden Null gesetzt und das
entstehende Gleichungssystem wird gelost. Die Losung hat die Form:

n d; n 3 n d; 3
1 . Doy gy Inay; B > (L) e P (T) + 300, P xg In;; —0 (5.15)
37 Yo, S PR Y, Y ol |

n 3 n d; 3
Dict rP(T;)P + Dict Zj:l ZL‘Z
22;1 d;
Die Losung von (5.15) erfordert die Verwendung numerischer Methoden, wéhrend bei
bekanntem [ die Schitzung fiir o explizit ermittelt werden kann.

af =

(5.16)

o

Diese Beispiele zeigen, dafl die Losung der Maximum-Likelihood—-Gleichungen Schwie-
rigkeiten bereiten kann. Bei zensierten Beobachtungen sind die Maximum-—Likelihood—
Gleichungen héaufig nicht explizit losbar, insbesondere wenn dim©® = m > 1 ist. Eine
Moglichkeit zur numerischen Bestimmung der Maximum-Likelihood—Schétzungen ist
die gut bekannte Newton-Raphson-Methode. Bei dieser Methode wird mit Hilfe der Li-
nearisierung der Likelihoodfunktion eine Folge 0(k),d(k + 1), ... von Naherungen fiir die
Schétzung des unbekannten Parametervektors 6 = (64, ...,0,,) € © ermittelt. Sei (k)
die k—te Ndherung. Wir betrachten die Taylorentwicklung der Likelihoodgleichungen

oL, z)  OlO(k),xz) = *O(k),x)

= ————=(0; — 0;(k 0—6(k)|) .
o 8 Do agan (s~ (8 + o0 = o)
Da die Schatzung so bestimmt werden soll, daf3 %;’ix) =0 fir i = 1,...,m gilt, wird die
(k + 1)-te Naherung aus
o(O(k),z) ~= l(0(k),r) ,
=7 ——— 2 (0(k+1)— 0,k =1,.. 5.17
0T T agas, TSGR (5.17)
ermittelt.

Damit ist in jedem Néherungsschritt ein System linearer Gleichungen der Ordnung m zu
l6sen. Fiir viele Aufgaben konvergiert die Folge 0(k) gegen die Maximum-Likelihood—
Schitzung 6 fiir k — oo.

Es gibt jedoch auch Beispiele, bei denen die Newton-Raphson-Methode versagt.

Beispiel 5.18 Wir betrachten n unabhéngige und identisch verteilte Beobachtungen
einer Mischverteilung der Form

f(%,e):p
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mit 6 = (p, \,0?)!. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf die Likelihoodfunktion
in diesem Fall (wie iiberhaupt bei Mischverteilungen) eine Struktur aufweist, die auch
die numerische Losung der Likelihoodgleichungen fast unmoglich macht. o

Fiir diese Art Probleme ist hdufig der sogenannte EM (expectation—maximization)—
Algorithmus geeignet. Eine ausfiihrlichere Erlauterung des EM—Algorithmus sowie Be-
dingungen der Konvergenz der EM-Folge gegen die Maximum-Likelihood—-Schétzung
findet man in WU. Andere Beispiele sind in CoX, OAKES angefiihrt.

5.3 Nichtparametrische Schatzungen von
Lebensdauerverteilungen. Das verallgemeinerte
Maximum-Likelihood—Prinzip

In diesem Abschnitt wenden wir uns nichtparametrischen statistischen Methoden zu.
Wir werden verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzungen zuerst fiir den Fall
vollstandiger Beobachtungen herleiten und dann dieses Prinzip auf Daten der Art ,, Dosis—
Effekt”, wie im Abschnitt 5.1 beschrieben, anwenden.

Betrachten wir das allgemeine statistische Modell

(X = (z), BX), B=(Py, 0€0)).

Das verallgemeinerte Likelihoodprinzip ist auch dann anwendbar, wenn 8 = (Py, 6 € ©)
eine nichtdominierte Verteilungsfamilie ist. Wir betrachten fiir jedes Paar Py,, Py, € B
das Mal © = Py, + Py,. Dann sind Py, und Py, absolutstetig beziiglich u, d.h. aus
w(B) = Py, (B) + Py, (B) = 0 folgt, dal Py, (B) = 0 bzw. Py, (B) = 0 sind. Nach dem
Satz von Radon-Nikodym existiert eine Dichte p(z,61,0:) fiir das MaB Py, beziiglich
=Py + Py, dh. VB € B(X) gilt

/ P01, 02) ldz) = Py, (B).

B

Die Dichte p(x, 0y, 63) hingt nicht nur von 6; , sondern auch von 6, ab.
Analog findet man eine Dichte p(z, s, 60;) fiir Py, mit

/p(x,ﬁg,é?l) pu(dr) = Py, (B), VB € B(X).

Die beiden Dichten p(-, 61, 602) und p(-, 0o, 0;) unterscheiden sich voneinander, d.h. es ist
nicht moglich, fiir alle x gleiche Werte zu erhalten:

p(x701792) §é p<x792791) .

!Diese Verteilung wurde benutzt, um Daten iiber den Abstand von Flugzeugen auf Start- und Lan-
debahnen eines japanischen Flughafens auszuwerten. Dabei stand eine Stichprobe vom Umfang
n ~ 10000 zur Verfiigung (Rewiew of RGCSP — WP/158, 13/12/88, Report of Agenta Item 1,
Annex C)
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Analog zur Likelihoodfunktion im vorigen Abschnitt kann man wieder eine Funktion
p(-, -, ) iiber X x O x © = ((x,601,65)), p:X x O x0O — [0,00) von 3 Veranderlichen
betrachten. Wenn man 6,, 6, fixiert, so erhdlt man als Schnitt eine Funktion von zx.
Wenn man dagegen x fixiert, erhélt man eine Funktion L = L(-, -, x). Dabei gilt wieder
fur jeden Punkt: (x,0y,02) L(0y,02, ) = p(x,0;,0s) (siehe auch Abbildung 5.5). L(-, -, z)

L(.7 . ) y

Abbildung 5.5: Die verallgemeinerte Likelihoodfunktion

ist eine Funktion auf © x ©. Diese Funktion kann man wieder als Statistik betrachten,
da sie jeder Beobachtung x aus dem Stichprobenraum X einen Wert (in diesem Falle
eine Funktion der beiden Parameter 6; und 6,) zuordnet.

Definition 5.5 Die Funktion L(-,-,x) heifst verallgemeinerte Likelihoodfunktion. Die
Grifle L(0y, 04, x) heif§t Likelihood fiir 6, beziiglich 0.

Beispiel 5.19 Sei z = (s1, ..., s,) die vollstindige Beobachtung von unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsgrofien mit der Verteilungsfunktion Fy(-) aus der Familie §,. =
(Fp, 6 € ©) der absolut stetigen Verteilungen. Dann existieren fiir beliebige Fy, F, €
§.. die entsprechenden Dichten f(s,0;) = dFy(s)/ds, i = 1,2 und fiir die Dichte der
beobachten Stichprobe erhélt man

p(x,0;) = f(s1,6:) - fsn,0i), i=12.

Da fiir jedes B € R™

/ (H f(Si, (91) + Hf(si, 92)) dSl R dSn = Pgl (B) + PQQ(B) = [L(B)

B N\ i=
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gilt, besitzt das Mafl Py, 4+ Py, die Dichte

n

Hf(sz’, 01) + H f(si,09) .

i=1 i=1

Hieraus erhalt man fiir Py, die Dichte

f[lf(siv 01)

H F(50.00) + 1 £(50,62)

i=1

p(x791a92) =

(5.18)

Wahrscheinlichkeiten einer Menge B € R™ konnen mit dieser Dichte folgendermafien
berechnet werden:

/p($701792) M(dsl, 7d$n) =
B

ﬁ f(si,01) n n
/ _ i=1 _ (H f(5i701> +Hf<$l,@2)> dsy -+ ds, =
B 11;[1 f(si,01) + ] f(s4,62) \i=1 P

=1
= / Hf(Si,€1> d81 cee dSn = P91 (B) .
B =1
o

Beispiel 5.20 Wir betrachten wieder eine vollstdndige Beobachtung, nehmen jedoch
an, dafl die beiden moglichen Verteilungsgesetze Fp, und Fp, zur Familie der reinen
Sprungfunktionen gehéren,

Fy(s) =Y AF(u;), Fy(o0)=1.

In diesem Falle kénnen natiirlich nur solche s; beobachtet werden, in denen die Ver-
teilungsfunktion einen Sprung besitzt. Bezeichnen wir die Menge aller Spriinge mit

U(01,05) = (u: AFy, (u) + AFp,(u) > 0), so gilt s; € U(bh,02), i =1, ... ,n.
Fiir die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung erhélt man

P (X =) = [[AF(s1), z€X.
=1

Die Menge X enthilt alle solche & = (u;,, ... u;, ), fiir die u;, € U(61,60;). X ist abzédhlbar.
Auf X betrachten wir nun das Maf u:

M({‘%}) = H AFy, (ulk) + H AF@z(uik)'

k=1 k=1
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Dann hat der Punkt # € X die Dichte

H AF@l (ulk>
p(E,01,60;) = ———— :
H AF91 (qu) + H AF92 (uzk)
k=1 k=1
Hiervon kann man sich leicht iiberzeugen, da einerseits Py, (Z) = [] AFp, (u;,) und
k=1

andererseits
Py, (7) :l/mfﬁh@nwmdszﬁh%mqﬂ>=
H AFp, (ui,)

{1 AFa () + 11 AP () |

(H AFgl (uzk) + H AFGQ (u,k)> = H AF¢91 (ulk)

gilt. Ebenso wie im vorigen Beispiel folgt hieraus fiir beliebige Teilmengen B € X

Po,(B)= Y  P@E) = Y / p(, 01, 605) du(z)

TEB TEB
iEU(Gl,GQ) zeU 91 ,02)

— [ pl b au).
I€eB

Damit erhalt man im diskreten Fall

[T AF,(s)
L(6y,05,2) = — = .
H AFy, (si) + [T AFp,(si)

= i=1

<

Wir kommen nun zur Formulierung des allgemeinen Likelihood—Prinzips. Dabei werden
alle statistischen Schlufifolgerungen mit Hilfe der verallgemeinerten Likelihoodfunktion
L(-,-,x) gezogen.

Definition 5.6 FEine Punktschitzung 0 : X — © heifit verallgemeinerte Maximum-—
Likelihood—Schétzung, wenn fiir jedes 6 € ©

L(O(x),0,2) > L(0,0(x), ) .
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Im folgenden werden wir die Bezeichnung 6, (z)(>)f,(z) benutzen, wenn

L(01(x),0z(x),x) > L(02(x),0:(x),x) .

Damit ist 6(z) eine verallgemeinerte Maximum- Likelihood-Schétzung, wenn
O(x) (>) 6 fiir beliebige 6 € ©.

Beispiel 5.21 Wir betrachten wieder den Fall einer Stichprobe aus vollstdndigen Be-
obachtungen = = (s1, ... s,), wobei die s;, ¢ = 1, ..., n Realisierungen unabhéngiger
und identisch verteilter Zufallsgrofien S; mit einer Verteilungsfunktion F(-) € § sind. §
sei die Familie aller Verteilungsfunktionen, d.h. wir treffen keine Voraussetzungen iiber
die Stetigkeit des Verteilungsgesetzes. Sei Fy, (-) eine Verteilungsfunktion, die Spriinge
in den Punkten s; besitzt. Dann gilt

Po, (x) = H AF(s;) .

Sei nun Fy, (-) eine beliebige andere Verteilungsfunktion. Die verallgemeinerte Likelihood-
funktion hat dann die Form

-

I
—

AFgl (Sz)

L(QhQQ,CL’) = !

n

[ AR (s9) + f[ AFy,(s:)

=1

Ist AFp,(s;) = 0 fiir einen der Beobachtungswerte s;, so gilt [[ AFp,(s;) = 0 und damit
i=1

L(6,,0,x) = 1. Andererseits ist in diesem Fall L(fs,60,,2) = 0. Damit erhélt man 1 =
L(6,0,2) > L(02,6,,x) und nach dem verallgemeinerten Likelihood-Prinzip ist Fp, (+)
der Verteilungsfunktion Fy,(-) vorzuziehen. Damit ist die Schétzung eines beliebigen
Verteilungsgesetzes unter den Funktionen zu suchen, die Spriinge in den Punkten s;, ¢ =
1, ..., n besitzen. Um nun die verallgemeinerte Likelihood—Schétzung zu bestimmen,
mufl man F,(z) so finden, daB

AF,(s;) = AF(s;) 5.19
E (si) V%gﬁzl (si) (5.19)
da dann auch

[TAF(s) [T AFy,(s)

i=1 i=1

v

[T AFu(s:) + TT Ay (s) ﬁlaﬁn(sz») + ﬁlAFQQ(si) |

Wie schon bemerkt, suchen wir F,(z) unter den Verteilungsfunktionen, die Spriinge in
den Punkten s; besitzen. Wir gehen zur geordneten Stichprobe z) < z@) < ... < 2
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tiber, wobei z; = min(s; : i = 1.,...,n) < 2o = min(s; : 5, > 21y, 1 = 1,...,n) ist. Seien
d; die Anzahl der Beobachtungen sg) : d; = Y I(s; = z4)), di + ... + dpy = n und p;
i=1

n k
die Sprunghéhen p; = AFy(zy)), j = 1, ..., k. Dann folgt [[ AFy(s;) = Hp;lj mit
L i

=1

k
> pj = 1. Somit erfordert die Losung der Gleichung (5.19) solche p; zu finden, daf
j=1

k

k k
[15 = max (Hpj'lj DY pi=1 0<p;< 1) :
j=1 Jj=1

Jj=1

Wendet man die Lagrange-Methode an, erhilt man

k k
d;
H:Hpj —>\< pj—1>—>max
j=1

Jj=1

und hieraus . k
8H dl d;
—=—I[p7 -r=0, 1=1, ..,k pi=1.
oo p ey ’ Z ]

=1

Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man
. d
d; l
A=n 7 =—, I=1, ...k
lep] y D n ) ) )

und damit ist die verallgemeinerte Maximum-Likelihood—Schétzung eine Funktion mit
Spriingen AF,(2jy) = d;/n:

Fu(s)= ) AF.(zp) = %Zl(si <s).

Jiz(j)<s =1

Das Ergebnis des Beispiels 5.21 kann in folgendem Satz zusammengefafit werden:

Satz 5.1 Flir vollstindige Beobachtungen ist die empirische Verteilungsfunktion

n

E(s) = %Z I(s; < s)

eine verallgemeinerte Mazimum—Likelihood—Schditzung der unbekannten Verteilungsfunk-
tion F(s).
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Bemerkung: Setzt man diese Schiatzung in Formel (2.1) ein, so erhédlt man eine Maxi-
mum-Likelihood-Schéatzung fiir die Hazardfunktion

- " I(s; < 8)
Hn(5>22m mit Yn 8 ZI

=1

Es ist gut bekannt, dal die empirische Verteilungsfunktion viele interessante Eigen-
schaften besitzt. Einige dieser Eigenschaften folgen auch daraus, dafl sie die eindeutig
bestimmte Maximum-Likelihood-Schétzung ist. Wir beschrinken uns hier auf die Be-
trachtung von Erwarungswert und Varianz dieser Schitzung. Fiir den Erwartungswert
erhélt man

n

EFn(s):E(%ZI(Sigs) ZE (9; < s)) ZF

i=1
Damit ist die Schatzung erwartungstreu. Fiir die Varianz der Schitzung erhélt man

Var(F,(S)) = %F(S)F(s) |

Beispiel 5.22 Wir wenden nun das verallgemeinerte Likelihood-Prinzip auf Dosis—
Effekt—Daten an. Daten dieser Art werden auf folgende Weise gewonnen: Man untersucht
die Elemente ey, ..., e,. Auf das i—te Element wird jeweils ein Schock der Starke ¢; (Do-
sis) ausgeiibt. Danach kann festgestellt werden, ob das Element ausgefallen (§; = 1) oder
noch intakt ist (6; = 0) (Effekt). Wir nehmen an, daf die ¢; unabhéngig voneinander
sind. Sie unterliegen jedoch keiner identischen Verteilung, da der Ausfall davon abhéngt,
welche Kraft ¢; auf das Element ausgeiibt wurde. Die Funktion

F(t;) = P{s, = 1}

heilt Dosis—Effekt—Funktion. Sie ist in Abbildung 5.6 dargestellt. Man kann sich vor-

A

0 tmin t; tmax

Abbildung 5.6: Die Dosis—Effekt—Funktion

stellen, dafl jedes Element eine kritische Grenze S; besitzt. Wenn S; < t;, dann fallt das
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Element aus, d.h. §; = 1 bzw. bei S; > t; ist §; = 0. Damit erhdlt man §;, = I(S; < ¢;).
Die Beobachtungsdaten haben die Form

gegeben. Es soll nun eine Punktschitzung F,(s) ermittelt werden. Dazu verwenden wir
wieder die verallgemeinerte Likelihoodfunktion

L(Fy(), Fo(+), @) = — =

[T B3 (15 F (1)1 + T Falt) 5 Fa(t:)-

i=1 =1

Wie bereits frither in diesem Abschnitt muB eine Schitzung F,(-) so ermittelt werden,
dafl

n

ﬁFTL(tZ)é/L(]_ — Fn(ti>>1_5i — max F(tl)él(l . F(ti>)1_5i ’

wobei F,(-) eine nichtfallende Funktion ist. Logarithmiert man diesen Ausdruck, so
erhdlt man

n

1nﬁF(ti)‘5"(1 —F)'™ = Y (G F(t) + (1-6)In(l - F(t) =

-2 (50 g + 0= 890 g )

Bezeichnen wir mit F; = F'(¢;) und

n

1
R(Fy, ., F,) =) (51- In— + (1= )n _1F> :
i=1 7 7

so ist eine Folge 0 < F, <..<F,<1sozu bestimmen, daf}

n

Z <5i lnFi +(1—46;)In ! = ) = min  R(F, .., F,).

P i 1-F VO<F <. <Fp<1

Fiir die Funktion R(-) 1a8t sich mit Hilfe der Theorie isotonischer Schitzungen (vergleiche
BELYAEV, CHEPURIN, ROBERTSON, WRIGHT, BARLOW, BARTHOLOMEW, BREMNER,
BRUNK) eine sogenannte Cauchy—Funktion finden. Diese Funktion ist auf Teilmengen
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Q = (ty, -, ti) < (t1, ..., t,) aller Punkte (¢;, ..., t,) definiert. Eine Funktion
K (Q) auf diesen Teilmengen heifit Cauchy-Funktion, wenn fiir zwei disjunkte Teilmengen

Q1,Q2: QiNQr=92
min(K(Q1), K(Q2)) < K(Q1UQ2) <max(K(Q1), K(Q2))

gilt. Betrachten wir nun die Funktion

K(Q) = i(m cQ)/ Y1t eQ). (5.20)

1=

Diese Funktion ist eine Cauchy—Funktion. Mit dieser Cauchy—Funktion K (@) 148t sich
nun das Minimum von R(Fi, ..., F,,) auf folgende Weise ermitteln:

Wir nehmen Einpunktmengen {¢,}, ..., {¢,} und berechnen die entsprechenden Cauchy—
Funktionen

K({t:}) =61, ooy K({ta}) =6,

Nun iiberpriifen wir die Ungleichung K ({t;}) < K({t2}). Ist diese Ungleichung nicht
erfiillt, so vereinigt man {¢; } und {t5} zur Menge {t;, t5} und definiert auf dieser Menge
K({t1, to}) = 2112,

Diese Funktion vergleicht man nun mit K ({¢3}) usw. Das Ziel des Algoritmus besteht
darin, eine nichtfallende Funktion zu bestimmen. Dabei wird in jedem Schritt bei einer
verletzten Ungleichung das Uberpriifen abgebrochen, die entsprechenden Mengen werden
vereinigt und man beginnt im néchsten Schritt die Uberpriifung der Ungleichungen von
vorn. Hat man solche Mengen {t1, ..., t,, },

{tui+1s ooy tunty oo {tug1s ooy o, } gefunden, dafl

K{t1, ..., tn,}) < K{tvi+1, - tn}) < ooy, < K{ty41, - t,})

so ist die gesuchte Schitzung der Verteilungensfunktion

K({tl, ceey tu1}>7 0<s< tul

n . <
Fn(S) _ K({thrla ) tyg}), tul < s < tVQ

K{t,,,, - tn}), t, <s.

Betrachten wir dazu ein Zahlenbeispiel:

Es wurden 8 Versuche durchgefiihrt und dabei die Daten

/11 25 34 39 41 53 71 80
VLo 1 0 1 1 0 1 1

gewonnen.

94



In den folgenden Schritten werden jeweils in der ersten Zeile die Teilmengen der Num-
mern des Versuches und in der zweiten Zeile der entsprechende Wert der Cauchy—
Funktion dargestellt.

1. Schritt {(1)} {i} {g} {4t {5} {6} {7} {8
9. Schritt {1} {2,3} {4} {5} {6} {7} {8}
0 1/2 1 1 0
3. Schritt {1} {2,3} {4} {56} {7} {8}
0 1/2 1 1/2
4. Schritt {1} {2,3) {4,5,6) {7} {8}

0 1/2 2/3 11

Damit ist der Algorithmus beendet und man hat die Schéitzung

0, 0<s<25
. 1/2, 25<s<39
Fy(s) =
2/3, 39<s<T71
1, 71<s
erhalten. o

Durch das verallgemeinerte Maximum-—Likelihood—Prinzip ist es moglich, nichtparame-
trische Schatzungen zu bestimmen.
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6 Tests und Konfidenzschatzungen
basierend auf Zuverlassigkeitsdaten

6.1 Graphische Methoden in der Zuverlassigkeitstheorie

Graphische Methoden haben in den letzten Jahren nicht an Bedeutung verloren. Solange
die Ausstattung mit Computern mangelhaft war, boten verschiedene Spezialpapiere die
Moglichkeit, eine Verteilungsannahme sehr rasch auf graphischem Wege zu iiberpriifen.
Man konnte annehmen, dafl diese Hilfsmittel mit der Entwicklung von Arbeitsplatzcom-
putern und entsprechender Statistiksoftware tiberfliissig geworden wéiren. Gerade die An-
wendung komfortabler Software birgt jedoch die Gefahr in sich, daf formal statistische
Methoden auf Daten angewandt werden, fiir die sie nicht anwendbar sind. Graphische
Methoden bieten die Moglichkeit, gewisse Eigenschaften der Stichprobe zu erkennen und
eine Auswahl geeigneter Methoden zu treffen.

Natiirlich wird man heute nicht mehr mit Spezialpapieren arbeiten, sondern diese ,,Pa-
piere* programmieren. Daher sollen in diesem Abschnitt einige wichtige und interessante
graphische Methoden dargestellt werden.

Eine statistische Hypothese besteht im allgemeinen in der Behauptung: ,,Der wahre Pa-
rameter 6* liegt in einer Teilmenge ©; des Parameterraumes ©“. Wie schon im Abschnitt
5.3 erldutert, lassen sich auf diese Weise sowohl parametrische als auch nichtparametri-
sche Aufgabenstellungen formulieren.

Wir betrachten also ein statistisches Modell

(% = (2),B(X),P=(H,0¢c ®)>

und wollen auf Grundlage einer Beobachtung = entscheiden, ob die Hypothese 6* € ©;
abzulehnen ist oder nicht.

Die geometrische Idee graphischer Verfahren besteht darin, die Daten = so umzuformen,
daf} verschiedene Hypothesen leicht voneinander unterschieden werden kénnen. Betrach-
ten wir als Beispiel die 3 Annahmen

O, = Feu=(F():F(s)=e),

9, — &FR=<F<~>:h<s>:§(3 t(s 1),
0y — sDFR:<F<->:h<s>:§(?)¢<s 1y,

96



d.h. wir wollen entscheiden, ob die Stichprobe zu einer Verteilung mit konstanter Ausfall-
rate, mit wachsender Ausfallrate oder mit fallender Ausfallrate gehort. Dazu versuchen
wir eine solche Abbildung zu wéhlen, dafl die transformierte Verteilungsfunktion eine
lineare, konvexe oder eine konkave Funktion bildet, die dann optisch gut voneinander
unterschieden werden koénnen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl F'(-) eine monotone Verteilungsfunktion mit
der Dichte f(s) = dF(s)/ds > 0 und dem Erwartungswert my,; < oo ist. Dann la8t sich
fir jedes p € [0, 1] das Quantil s, der Ordnung p bestimmen:

F(sp) =p, sp=F(p)

Das Quantil erhélt man aus der Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion, und natiirlich
gelten
F(FYp)=p, F'(F(s)=s.

Bezeichnen wir mit ps = F(s), so gilt weiterhin

%_dF_l(p)_ 1 1 -0
dp dp dF(s), flsp) =
ds °7
Wir betrachten nun die Abbildung 7% : [0, 1] — [0, 1]
. F~1(p)
Tr(p) = / F(u)du . (6.1)
Mgy

Da sich der Erwartungswert aus my, = [ F(u) du (vergleiche Abschnitt 2.2) berechnen

0
148¢t, folgt aus Formel (6.1), dafl Tr(-) nichtfallend ist und dal Tp(0) = 0 und Tr(1) =1
gelten. Ein mogliches Aussehen dieser Funktion ist in Abbildung 6.1 dargestellt.

A

0 1

Abbildung 6.1: Die Funktion Tx(p)
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Nun betrachten wir die Ableitung dTF ( ).

F~1(p)
dTp(p) 1 d — 1 = dFT'(p)
dp B mFld_p< / F(U) du) B Mg, F(F (p)) dp B
0
B 1—p 1 B 1 1 _ 1 1
B mgq f(sp) B Mg, f(sp) B me, h(sp) ’ (62)

1 —F(sp)

wobei h(s) = 1% F 7 die Ausfallrate ist.
Aus dieser Herleltung lassen sich beziiglich der 3 aufgefithrten Annahmen ©,, 0, und
O3 drei Folgerungen ableiten.

Folgerung 6.1 Wenn F € §,, so gilt Tr(p) = p.

In diesem Fall ist h(s,) = X, mp, = + und damit erhélt man %p(p) = %% =1
Damit gilt Tr(p) = 50 dTFpp ) dp’ = p und die Abbildung Tx(-) ist eine Gerade vom
Punkt (0,0) in den Punkt (1,1). O

Folgerung 6.2 Wenn F € § 5\ S5, 0 ist Tp(+) eine streng konkave Funktion, deshalb
liegt sie oberhalb der Diagonalen Tr(p) = p aus Folgerung 6.1.

Diese Folgerung ist offensichtlich, da h(s,) T (s, T) bedeutet, daf§ die Ableitung %(m
p
eine fallende Funktion ist und damit Tr(p) konkav ist. O

Ebenso offensichtlich ist die dritte Folgerung fiir Verteilungen mit fallender Ausfallrate:

Folgerung 6.3 Wenn F € §pp\T 5.1, s0 ist Tr(+) eine streng konvexe Funktion, deshalb
liegt sie unterhalb der Diagonalen Tg(p) = p aus Folgerung 6.1.

Damit haben wir Verteilungsgesetze mit konstanter, wachsender bzw. fallender Ausfall-
rate voneinander unterschieden. Wir betrachten nun eine Punktschétzung Fn(s) und eine
Schétzung des Mittelwertes my ,, die aus der Stichprobe ermittelt werden. Die Abbildung
T wird auf diese Schiatzungen angewandt:

Ty (p) = Al / }%n(u) du .

mg
0

Ein graphischer Test besteht nun darin, die Funktion T (p) graphisch darzustellen und
anhand des Verlaufes zu entscheiden, welche der 3 Annahmen zutrifft.

In Abbildung 6.2 sind drei Funktionen T} (p) dargestellt. Dazu wurden jeweils 50 Aus-
falldaten mittels der Weibullverteilung simuliert, und zwar fiir das linke Bild mit einem
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Abbildung 6.2: Drei TTT-Plots fiir simulierte Ausfalldaten

Formparameter b = 0.5 (DFR—Verteilung), fiir das mittlere Bild mit einem Formpara-
meter b = 1.0 (Exponentialverteilung) und fiir das rechte Bild mit einem Formpara-
meter b = 2.0 (IFR-Verteilung). Die Abbildung F(-) — Tx(-) nennt man auch total-
time-on-test-Abbildung oder TTT-Plot. Diese Bezeichnung kommt daher, dal im Falle
vollstéandiger Beobachtung
Fo(s) = ! Zl(si > s)
i=1

und daher

t(s) := n/f(u) du = syl(sqy < 8) + ... + saeI(sae) < s) + (n—d(s))s,
0

dh.n [; F(s)ds ist die Gesamtpriifzeit bis zum Zeitpunkt s. Bei vollstindiger Beobach-
tung erhélt man als Schétzung des Erwartungswertes

n
1
me, = — g S
n <
=1

und damit A
1 / - t(s,)
T: = —=— [ nFL(u)du=—+,
F; (p) 21:1 s; / ( ) t(Sl)
wobei §, = F~'(p) und t(s,) bzw. t(s;) die Gesamtpriifzeiten bis zur Zeit s, bzw.

$1 = S(y) sind.

Bei gr;p)hischen Tests wird also anhand eines Bildes optisch entschieden, welche der An-
nahmen getroffen werden kann. Natiirlich ist diese Entscheidung keineswegs eindeutig
und sehr subjektiv. Es gibt verschiedene Mo6glichkeiten, diese Entscheidung zu objekti-
vieren. Wenn die Datenmenge geniigend grof ist, kann man z.B. die Daten x zufillig
in zwei gleiche Teilmengen z’ und z” teilen. Dann berechnet man jeweils mit diesen
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Teilmengen die Punktschétzungen FT; und FTZ und vergleicht die beiden dazugehorigen
Graphiken T (.) und Tz~ (.). Wenn man fiir beide Teilmengen zu der gleichen Entschei-

dung kommt wie fiir die ungeteilten Daten z = z'Uz", so kann man relativ sicher sein,
dafl die Datenmenge geniigend grofl und die Entscheidung richtig ist.

Nicht nur im Zusammenhang mit graphischen Methoden, sondern bei jedem Test stellt
sich die Frage, wie sicher die getroffene Entscheidung ist. Um diese Frage zu beantworten,
miissen die Entscheidungsregeln, wann welche Hypothese abzulehnen ist, exakt formu-
liert werden und auflerdem mufl der zuféllige ProzeB T (.) beziiglich seiner Variabilitét
genauer untersucht werden. Wenn die Entscheidungsregneln exakt formuliert sind, so ist
es moglich, die Untersuchung des Prozesses TFJL(‘) mit Simulation durchzufiihren.

Wir wollen hier noch eine andere Méglichkeit der Verwendung graphischer Methoden
vorstellen. Diese Moglichkeit basiert auf den sogenannten Wahrscheinlichkeitspapieren.

Beispiel 6.1 Wir nehmen wieder an, daf} eine vollstéindige Beobachtung vorliegt. Seien
Xmy = (S1,...,5,) die Stichprobe und S, ..., S(n,n) die zugehorige Variationsreihe.
Die S;, i = 1,...,n seien unabhéngig und identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion
F(s) = ®(=#), d.h. wir untersuchen die Hypothese, daf die Grundgesamtheit einer
Normalverteilung mit den Parametern 6 = (u,0),0 > 0 unterliegt. Wir betrachten
nun solche Abbildungen, in denen jedem Punkt (s,p), 0 < p < 1 ein Punkt (s,u,)
zugeordnet wird, wobei u, durch die Gleichung ®(u,) = p definiert ist. Damit bilden
wir die Verteilungsfunktion F'(s) = ®(*=£) in eine Funktion auf der Ebene R* ab. Wenn
F(s) = ®(=*) = p ist, dann wird der Punkt (s,p) in den Punkt (s, uy)) abgebildet.
Daher wird die Funktion F'(s) = ®(*=*) oder - = up(, in die Gerade

1
UF(s) = = (6.3)

Q@

abgebildet, d.h. jede Verteilungsfunktion der Normalverteilung bildet bei so einer Ab-
bildung eine Gerade. Die Gerade (6.3) geht durch den Punkt (u,0) und besitzt den
Anstiegswinkel tan(¢) = 1/0. Je kleiner die Varianz o ist, umso steiler ist die Gerade.
Wenn wir nun die empirische Verteilungsfunktion F),(s) in dieser Abbildung darstellen,
dann werden die Punkte (s, Fo(Smy)) der Variationsreihe in die Punkte (s, u: )
abgebildet. Ist die Annahme einer Normalverteilung richtig, dann liegen diese Punkte in
der Néhe der entsprechenden Punkte (s, 2 — £), d.h. sie bilden annéhernd eine Gerade.
Die beschriebene Abbildung ist als Spezialpapier (das sogenannte Wahrscheinlichkeits-
netz) erhéltlich.

Natiirlich a8t sich diese Idee auf alle Verteilungsfamilien der Form §p, .y = {Fo(=£)

, 0
(1, 0) € ©® C R?} oder auch der Form gy o) = {Fo(g(sc)r_“), 6 = (n,0) € © CR?
wobei ¢(s) eine monoton wachsende stetige Funktion ist, anwenden.

Lol

Als letztes wollen wir noch ein ,, Wahrscheinlichkeitspapier”, und zwar das fiir Extrem-
wertverteilungen betrachten.
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Beispiel 6.2 Sei Fw. = (F(-) : F(s) = exp(—(£)?),s > 0,a > 0,3 > 0). Die Uberle-
bensfunktion kann in der Form

F(s) = exp(—exp(B(Ins — Ina)))

geschrieben werden. Ist nun Fy(s) die Funktion Fp(s) = exp(—exp(s)), s € R! und
betrachten wir die beiden Parameter 1 = Ina und ¢ = 1/, so erhalten wir die Familie

— Ins—pu
S Fo(-)n() = (F(')  Fo(

),s>0,a>0,5>0> )

o

Sei w, ein Quantil, das durch Fy(w,) = p definiert ist, d.h. exp(— exp(w,)) = p. Dann
erhélt man w, = Inln %. Die Abbildung (s,p) — (Ins, Inln %) liefert dann wieder das

gewiinschte Ergebnis: die Kurve (S,Fo(ln%g)) wird in die Gerade (¢, =£) abgebildet.
Diese Abbildung ist wieder lokal stetig und die Punkte der empirischen Verteilungsfunk-
tion (Ins(; ), Inln(1/(i/n))) weichen nur wenig von der Geraden ab, wenn die Hypothese
einer Weibullverteilung wahr ist. Damit hat man auch hier wieder eine Entscheidungs-
regel, bei der man allerdings wieder auf Intuition angewiesen ist. o

In vielen Statistik—Programmpaketen findet man graphische Methoden in Form soge-
nannter (QQ)—plots, wobei QQ fiir ,, Quantil-Quantil“ steht. Die Idee dieser QQ)—plots
besteht in folgendem. Wir fiihren eine Folge von statistischen Versuchen durch und er-
halten die Folge statistischer Daten z,,z,,...,z,,.... Jeder dieser Vektoren kann z.B.
das Resultat einer Lebensdauerpriifung nach dem Stichprobenplan [m, O, r] sein. Fiir
jede der Stichproben wird der Wert einer Statistik 7'(-) berechnet, die bei Richtigkeit
einer uns interessierenden Hypothese asymptotisch fiir n — oo einer bekannten Ver-
teilung unterliegt, z.B. der Standardnormalverteilung oder einer Exponentialverteilung
mit bekanntem Parameter \o. Die Werte der Statistik T; = T'(z;), ¢ = 1,...,n werden
geordnet und die Punkte (ug/(n41), Tir)) werden im Q@Q—plot dargestellt, wobei g/ (n1)
das Quantil zur Ordnung k/(n + 1) der bekannten Grenzverteilung (im Falle der Ex-
ponentialverteilung z.B. ug/(1) = —/\ioln(l — RLH)) ist. Zwei typische QQ—plots aus
BELYAEV, LINDKVIST sind fiir den Fall einer asymptotischen Standardnormalverteilung

in Abbildung 6.3 dargestellt.

' ' 1
wWw N P O P N W
1 1 1

W N P O P N W

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Abbildung 6.3: Zwei QQ—plots

Wir bemerken noch, dafl diese Herangehensweise auch auf zensierte Daten anwendbar
ist, wenn man fiir diese Daten eine konsistente Punktschétzung F),(-) findet.
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6.2 Signifikanztests

Im letzten Abschnitt wurden graphische Verfahren betrachtet, mit denen Hypothesen
iiber den Typ der Lebensdauerverteilung gepriift werden konnten. Diese Verfahren, mit
denen man sich schnell einen Uberblick iiber den Typ der Verteilung verschaffen konnte,
hatten jedoch den wesentlichen Nachteil, dal man dabei auf Erfahrung und Intuition
angewiesen war. Es fehlte vor allem an einer klar formulierten Entscheidungsregel, mit
der man sich fiir oder gegen eine Hypothese entscheidet. Daher wenden wir uns in diesem
Abschnitt den Signifikanztests zu, fiir die unter bestimmten Bedingungen klare Entschei-
dungsregeln existieren. Der Nachteil dieser Signifikanztests wird etwas spéter diskutiert.

Nehmen wir an, dafl die Hypothese mathematisch exakt formuliert werden kann. Z.B.
konnte die Hypothese lauten Hy : 6* € O, d.h. der unbekannte wahre Parameter liegt
im Bereich ©y.

Wir haben bereits erwéhnt, dal mit dieser Formulierung auch nichtparametrische Pro-
bleme erfafit werden konnen. Nach Durchfithrung des statistischen Experimentes erhélt
man die Daten x und man mochte aufgrund dieser Daten mit grofler Wahrscheinlich-
keit zu einer richtigen Entscheidung kommen. Diese grole Wahrscheinlichkeit bezeich-
nen wir mit (1 — «), wobei fiir @ — die sogenannte Irrtumswahrscheinlichkeit — héufig
a=0.1; a =0.05 oder a = 0.01 verwendet wird.

Desweiteren sei 1" eine Statistik T : X — ¥, deren Verteilung fiir 6* € O, (also bei
Giltigkeit der zu priiffenden Hypothese) unabhéingig von 6* ist. Sei Py diese Verteilung
der Zufallsgrofie 7. Nun definieren wir eine Teilmenge By = By(«) so, dafl

Po(TeBo) SOJ.

Ist die Hypothese richtig, so ist also die Wahrscheinlichkeit, dafl T" Werte aus B an-
nimmt, klein. Das fithrt dazu, dafl bei T" € B, die Hypothese abgelehnt wird, da die
Daten der Hypothese signifikant widersprechen. Diese Tests nennt man Signifikanztests.
Dabei ist « die Wahrscheinlichkeit, eine Hypothese abzulehnen, obwohl sie richtig ist.
Dieser mogliche Fehler heifit Fehler erster Art. Somit ist a die Wahrscheinlichkeit, einen
Fehler erster Art zu begehen. Die Statistik 1" heifit Testgrofie oder Priifgroffe und By
heiflt kritischer Bereich.

Beispiel 6.3 Wir betrachten nun die Durchfithrung eines Tests am Beispiel des Para-
meters A der Exponentialverteilung.

Die Zufallsgréfle X sei exponentialverteilt mit dem Parameter \. Es liegen Beobachtun-
gen Ty, ..., T(»y nach dem Stichprobenplan [n,O,r] vor. Die Likelihoodfunktion ist fiir

diesen Fall : .
L()\, T(l), . T(r)) = (Z) H e M (e_AT(r))N_T
i=1

und als Punktschétzung nach der Likelihood-Methode erhélt man

r

A= — .
Y T+ (N =1)T
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Da S, = >'_ T, + (N — 1)1}, einer Erlangverteilung unterliegt, kann diese Gréfle als
Teststatistik verwendet werden.
Ein Test wird nach folgenden Punkten durchgefiihrt:

1. Aufstellen der Nullhypothese Hy : A = Aq.
2. Vorgabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit o (z.B. a = 0.01, 0.05, 0.1).

3. Wahl einer geeigneten Priifgrofie T'.
Diese Priifgrofle ist eine Funktion der Stichprobe und ihre Verteilung ist vollstandig
bekannt. In unserem Fall kann gezeigt werden, dafl die Grofe

o -
2r— =2\ T+ (N —nr)I,
st o(; ( 7)Ty)

~
total time of  test

einer y?-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden unterliegt.

4. Ermittlung des kritischen Bereiches By aus der Beziehung
P)\O(T S B0|H0) = Q.
Je nach ein— oder zweiseitiger Fragestellung kann ein Test aus

P/\O(Q/\()ST S Bo) =

als By = (x}_,(2r),00) oder By = ([O,X%(Zr)] U [X%_%(QT), oo]) bestimmt werden,
wobei 2 (2r) das Quantil der y?—Verteilung mit 2r Freiheitsgraden zur Ordnung
« 1st.

5. Als letztes wird eine Realisierung von 2\yS, berechnet und die Hypothese abge-
lehnt, wenn diese Realisierung in By liegt.

o

Diese Art Test ist ein Signifikanztest. Seine Durchfiihrung ist nur moglich, wenn man ei-
ne geeignete Priifgrofle findet, deren Verteilung vollstédndig bekannt ist. Bisher haben wir
nur iiber die zu priifende Nullhypothese gesprochen. Es ist jedoch natiirlich, neben dieser
Nullhypothese eine Alternativhypothese H; zu betrachten, H, : 0* € ©;, ©, N6y = (.
Nehmen wir an, dafl H; richtig ist. Dann ist es moglich, dal die Realisierung der
Priifgrofle nicht im kritischen Bereich By liegt, die Nullhypothese also nicht abgelehnt
wird, obwohl H; richtig ist. Diesen Fehler nennt man Fehler zweiter Art. Die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers zweiter Art bezeichnet man gewohnlich mit 3. Im allgemeinen héngt
[ von 0* € ©; ab.

Bei den oben angefiihrten Punkten der Konstruktion eines Signifikanztests hatten wir
keine Moglichkeit, Einflul auf den Fehler zweiter Art zu nehmen. Im allgemeinen ist 3
umso grofer, je kleiner « ist.
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Wenn es mehrere Moglichkeiten fiir die Konstruktion eines Tests gibt, so wird man
natiirlich den verwenden, der bei gegebenem « ein kleineres 3 besitzt. Unter den Signi-
fikanztests gibt es beste (mdchtigste) Tests, d.h. Tests, deren Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers zweiter Art minimal wird. Nach dem Lemma von Neyman und Pearson (sie-
he z.B. RAO oder LEHMANN) besteht ein solcher bester Test fiir einfache Hypothesen
Hy: 6" =60y und Hy : 0* = 6, in folgendem:

Als Priiferéfle wird der Likelihoodquotient

L(61,X)/L(6y, X)
gewahlt. Der kritische Bereich wird aus der Beziehung

L(6y,X)
Po [X: ———=£>96 —
90< L(QO,X)_’:UG%) !
bestimmt. Das bedeutet, man mufl § so bestimmen, dal die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {L(01, X)/L(0y, X) > ¢} gleich der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit
« ist.

Beispiel 6.4 Wir betrachten wieder die Exponentialverteilung und den Stichproben-
plan [n, O, r|. Fir den Likelihoodquotienten erhilt man

L(&l, T(l), e T(r)) _ ngl Ae ML [G_AlT(T)]N*T
L(007 T(1)7 ) T(T)) H::l )\OeiAOTi [e_)\OT(T)]NiT
_ (&)6_()‘1_)‘0)(22:1Ti+T(r)(N_7')) )
Ao

Hier sieht man, dafl der Likelihoodquotient die gleiche Teststatistik liefert, wie im Bei-
spiel 6.3. Hieraus folgt, dafl der dort vorgeschlagene Test ein bester Test ist. o

An diesen Beispielen sieht man, dal die Durchfithrung eines Signifikanztestes vor allem
zwei Schwierigkeiten bereitet : Man muf} eine Priifgrofle 7' finden, deren Verteilung bei
richtiger Nullhypothese vollstdndig bekannt ist und man muf} einen kritischen Bereich B,
so wihlen, dafl die Irrtumswahrscheinlichkeit eingehalten wird. Wir wollen diese Frage
nun theoretisch etwas mehr durchleuchten.

Sei Hy : 8" € ©p eine Alternativhypothese. Wenn nun aus der Beobachtung die Daten
X, = (Xy,...,X,) vorliegen und n — o0, so wollen wir natiirlich fordern, daf§ eine
richtige Entscheidung getroffen wird. Das heifit, wenn ©; N ©y = () und 6* € O, so soll
die Wahrscheinlichkeit H, abzulehnen fiir n — oo gegen 1 konvergieren.

Definition 6.1 FEin Test (T, By) heifit (©g,01) - konsistent, wenn fir 6* € ©,
lim Pg(T(l’n) € Bo) =1 Vo € O .
FEin (0, ©1) - konsistenter Test (T, By) heifit Signifikanztest zum Signifikanzniveau (1 —

a), wenn
Pg(T(l’n) € Bo) < a, 0 e 0O,.
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Wir betrachten nun konsistente Tests an einer Reihe von nichtparametrischen Aufga-
benstellungen.

Beispiel 6.5 Der Kolmogorov - Smirnov - Test.

Bei diesem Test sind zwei Stichproben Y (ny) = (Y1,...,Ys,) und Z(ng) = (21, ..., Zn,)
gegeben. Es kann sich hierbei z.B. um 2 Temperaturmessungen handeln und man mochte
die Frage entscheiden, ob zwischen den beiden Stichproben ein Unterschied besteht oder
ob sich die unterschiedlichen Meflwerte aus Zufallsabweichungen erkléren lassen.

Sei X (n) die Stichprobe (Y1, ..., Yo, Z1, ..., Zny ), = ny+n9. Wir bezeichnen mit Fi(s) =
P(Y; < s) und Fy(s) = P(Z; < s) die Verteilungen der beiden Stichproben und nehmen
an, dafl es sich um stetige Verteilungen handelt. Der zu testende Parameter besteht aus
diesen beiden Verteilungsgesetzen 6 = (Fi(+), F»(+)). Wenn die Nullhypothese darin be-
steht, daf} die beiden Stichproben der gleichen Verteilung unterliegen, so erhalten wir
©o = {(F1(-), F2(-)) + Fi(-) = F2())} und ©1 = {(F1(-), F2()) : Fi(-) # Fa(-)}. Mit
Fi,,(-) und F5,,(-) bezeichnen wir die entsprechenden empirischen Verteilungsfunktio-
nen

. 1 &
Fi,(s) = —)» [(V;<s) und
m =1
. 1 &
Fy 0, (s) — I(Z; < s)
n2 =1
Wir betrachten nun die Teststatistik
ning ~ ~
T(x(n)) = sup |Fi . (8) — Fon,(5)] -
(@) = = 5up | By (5) = P ()

Wenn die Nullhypothese giiltig ist, so ist die Verteilung dieser Grofle unabhéngig von
F(-) = Fi(-) = F5(-). Daher konnen wir den kritischen Bereich By = ((—00, —tp.a) U
(tn.a,00)) aus

P mo)(T(@(n)] > tha) = a

bestimmen.
Da |T(X(n))| — oo fiir n — oo gilt, erhalten wir aulerdem

lim P(Fl(.)7F2(.))(|T(I(’rL))| > C) =1.

min(nq,ng)—o00

Damit erhalten wir einen konsistenten Test bei beliebiger Alternativhypothese. o

Der Test aus Beispiel 6.5 kann auch auf den Stichprobenplan [n, O, T] verallgemeinert
werden, wenn 7' fiir beide Stichproben gleich ist.

Beispiel 6.6 In diesem Beispiel betrachten wir den Fall, daff die Nullhypothese nur
eine einzige Verteilungsfunktion Hy : F(-) = Fy(-) enthélt (einfache Nullhypothese). Wir
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nehmen wieder an, da§ Fy(-) stetig ist. Damit ist ©¢ = {0y}, 6y = Fy(+). Als Alternative
sollen alle anderen Verteilungsfunktionen in Betracht kommen:

O1 = {F(): F() # Fo()} .

Die Untersuchungen werden nach dem Stichprobenplan [n,O,n] durchgefiithrt. Damit
erhiilt man die statistischen Daten X (n) = (X1, ..., X,,), X; € RL

Die Statistik T,,(X(n)) = nsup, [Fu(s) — Fo(s)] mit F(s) = 230 I(X; < s) -
empirische Verteilungsfunktion — ist unabhingig von Fj, wenn die Hypothese richtig ist:
F*(-) = Fy(-). Sie kann daher als Teststatistik verwendet werden.

Die Verteilung von T,,(X(n)) :

Ka(y) = P (v sup |F(s) — Fo(s)| < )

heifit Kolmogorov—Verteilung. Fiir diese Verteilung existieren Tabellen der Quantile
k(n,p) (z.B. in SMIRNOV, DUNIN-BARKOVSKI):

Ko (k(n,p)) =p -

Damit kann das kritische Niveau aus
PFO(')(\/ESHP |Fn(8> - FO(S)l > k(na 1— Oé)) =

bestimmt werden.
Wenn n — oo und F*(-) # Fy(-), so gilt

PF*(,)(\/ﬁsgp |Eu(s) — Fo(s)| > k(n,1 —a)) — 1

und wir haben auch hier wieder einen (01, ©,) - konsistenten Signifikanztest zum Signi-
fikanzniveau (1 — «). o

Der in diesem Beispiel betrachtete Fall einer einfachen Nullhypothese ist gerade der
einfachste Fall. Wesentlich interessanter (und praktisch relevanter) ist es, wenn die Null-
hypothese eine Familie von Verteilungen enthélt, wenn man z.B. entscheiden will, ob eine
Verteilung zur Familie der Weibullverteilungen gehort. Diese Fragestellung betrachten
wir im néchsten Beispiel.

Beispiel 6.7 Sei ©g = Fw., d.h. die Nullhypothese besteht darin, daf§ die betrachte-
te Grundgesamtheit einer zweiparametrischen Weibullverteilung unterliegt: F'(s,a,b) =
e~ (5/9)" Die Parameter sind hier nicht weiter spezifiziert. Die Beobachtung wird wieder
nach dem Stichprobenplan [n, O, n| durchgefiihrt, d.h. wir erhalten die Daten X (n) =
(S1, .., Sp). Mit G, und I;n bezeichnen wir die Maximum-Likelihood-Punktschétzungen
der beiden unbekannten Parameter. Betrachten wir nun wieder die Statistik

T,(X(0) = ViTsup| () = Fls.n. )]
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Man kann beweisen, daf fiir n — oo die Verteilung von 7,,(X (n)) unabhéngig von den
wahren Parametern a* und b* ist, wenn die wahre Verteilung F*(s) = F(s,a*,b*) €
Sw.. Damit ist es auch hier moglich, asymptotisch das kritische Niveau k(n,1 — «) zu
bestimmen:

lim P g po) (v/Rsup |Eu(8) — F(5, i, by)| > k(n,1 —a)) =a.

Weiterhin kann man beweisen, da8 fiir F*(-) € Sw.
lm Ppey(vrsup |F(s) — F(an, by)| > k(n,1 —a)) =1.

Somit erhélt man auch in diesem Fall einen (©p = Fw., 1 = §F\Fw.)—Kkonsistenten
Test. Wir bemerken jedoch, dal man hier einen kritischen Bereich nur asymptotisch
bestimmen kann. In diesem Fall existieren auch keine Tabellen und man ist fiir die
Bestimmung des kritischen Bereiches auf Simulationsuntersuchungen angewiesen. o

Auf die oben gezeigte Art und Weise konnen verschiedene Signifikanztests fiir die unter-
schiedlichen Aufgabenstellungen konstruiert werden.

In den letzten Beispielen war es teilweise nicht moglich, die Verteilung der Testgrofie
exakt zu bestimmen. Einen Ausweg bieten asymptotische Methoden, die jetzt vorgestellt
werden. Wir fithren nun folgende Regularitétsvoraussetzungen R1 und RI ein:

R1: (i) © ist eine offene Teilmenge des R™ mit der gew6hnlichen Euklidischen Metrik
und die Menge aller x € X, fiir die die Likelihoodfunktion definiert ist, hingt

nicht vom unbekannten Parameter 0 € © ab.

(ii) Es existieren die partiellen Ableitungen 811(9 x), i=1,...,m fur die logarith-

mierte Likelihoodfunktion einer Beobachtung 11(0,2) = ln Li(0,z), v € X.
(iii) Eq (%) <00 V€O, i=1,..,m.
(iv) Fiir eine beliebige Statistik T;, = T,,(X(n)), fiir die Eg | T;,(X(n)) |*< oo und
EyT,(X(n)) = g(0) gilt, ist

g (Tn@<n>>8l<nvgg<n>>) LI

N (O

wobei

I(n,0,X(n)) = le (6, X;) (6.4)
die logarithmierte Likelihoodfunktion fur dle Beobachtung aus n statistischen
Experimenten ist.

RI: Die Fishersche Informationsmatrix fiir eine Beobachtung

X; X;
I,(0) = (Egah(gé J)all(;e’k J)>, ik=1,...,m

besitzt den vollen Rang, d.h. es gilt detl;(#) > 0.
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Bemerkung: Die Regularititsvoraussetzung R1(iv) ersetzt die iibliche Voraussetzung,
beim Erwartungswert Differentiation und Integration vertauschen zu konnen.

Neben den Regularitéitsvoraussetzungen R1, die Bedingungen an die ersten Ableitun-
gen der Likelihoodfunktion stellen und der Voraussetzung RI, die gewéhrleistet, dafi die
Fishersche Informationsmatrix nicht entartet, fiihren wir nun noch Regularitétsvoraus-
setzungen R2 an die zweiten partiellen Ableitungen der Likelihoodfunktion ein.

R2: (i) Es existieren alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

8211(9 x)
— k=1,.
aezaek ) Y Y ’m
(i)
9%, (0, X))
By | ———~ L k=1,... .

(iii)
o11(6, X;) L (0, X;) 021,(0, X;)
Ep = By
20, 0, 00,00,

(iv) Die zweiten partiellen Ableitungen sind stetig und fiir den lokalen Stetigkeits-

modul 2L(0,x) %6, x)
wire(0,7) = su 10, 2)  ZavT )
ke(6:) ,,,EBF(@)< 960,00, 96,00,

mit v € X, 0 € ©) und B.(0) = (0" : | 0" — 0 ||< e, 0" € O) gilt:
Fiir beliebige # € © und beliebige 6 > 0 findet man so ein € = (6, 0), daB

i k=1,..., mVY¥0eO.

ngi,k.,s(@, X]) S 52 .

Satz 6.1 Sei (én>n21 eine Folge konsistenter Maximum-—Likelihood—Schétzungen fiir den
wahren Parameter 0*. Die Regularitdtsvoraussetzungen R1, R2 und RI seien erfillt.
Dann ist die Folge (6,)n>1 auch \/n-konsistent, /n—asymptotisch normalverteilt und
fiir den Abstand vom wahren Parameter 0 gilt fiir n — oo

lim £ (Vn(0,(X(n)) - 0%)) =
Vi(n, 0, X(n))
NG

Die asymptotische Normalverteilung der Maximum-Likelihood-Schétzungen kann ver-
wendet werden, um Parametertests zu konstruieren. Eine andere Herangehensweise er-
gibt sich aus dem Likelihoodquotienten.

Wenn die Verteilung einer geeigneten Priifgréfie nicht mehr bestimmt werden kann, so
wird der Likelihoodquotient selbst als Priifgrofle verwendet und seine asymptotische
Verteilung benutzt. Hier gilt fiir unabhingige und identisch verteilte Beobachtungen
X(n) = (X3, ..., X;,) unter den Regularitdtsvoraussetzungen R1, RI und R2:

n—oo

= lim £ (]1;1(9*) ) =Py 11 () - (6.5)

lim £(2(In L(6,, X (n)) —In L(6*, X (n)))) = x*(k)

n—oo
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wobei k die Dimension des interessierenden Parameters 6* und 6, seine Maximum-—
Likelihood—Schétzung sind.

Dieses Ergebnis 148t sich folgendermaflen verallgemeinern. Wenn der Parameter 6 =
(01, ..., 0k, O 41, ..., 0n) € O aus den k interessierenden Komponenten 6y, ..., 6, und den
(m—k) storenden (nuisance) Komponenten 6,1, ..., 0,, besteht, so entspricht der Nullhy-
pothese Hy eine Untermenge Oy = ((0Y, ..., 6?0k 1, ..., 6,,)), in der die stérenden Kompo-
nenten 0.1, ..., 0, beliebige Werte so annehmen konnen, daf (69, ...,09 0;.4,....,0,) € ©
ist. In diesem Fall unterliegt der logarithmierte Likelihoodquotient

2(In L(6,, X (n)) — In L(0°, X (n)))

asymptotisch fiir n — oo einer y?—Verteilung mit k Freiheitsgraden, wobei 0, die
Maximum-Likelihood—Schiitzung aller Komponenten und 6° die Maximum-Likelihood—
Schétzung der storenden Komponenten fiir 8* € © sind.

Beispiel 6.8 Wir betrachten eine Weibull-Verteilung mit dem Parameter 6 = (a, b) bei
vollstandiger Beobachtung aller Ausfallszeiten x;, i = 1,...,n (dieser Weg 148t sich bei
zensierten Daten vollig analog durchfiihren). Es soll bei hinreichend grofiem Stichprobe-
numfang n die Hypothese b = 1 gegen b > 1 getestet werden. Der Parameter a ist im
Modell vorhanden, jedoch fiir die Fragestellung nicht von Interesse.

Dann erhélt man fir z(n) = (zq, ..., 2,):

2(In L(é,x(n)) —vln L(0,,x(n))) =
= 2(In L(an, by, 2(n)) — In L(@°, by, z(n)) =

= 2(nln5n + (Bn - 1) Zlnxi — nb, Ind, — Z(&)bn -

a
i=1 =1 "

_nlnbo — (bO — 1) Zlnxz + nbo lnag + Z(%)bo )
i=1 =1 "

1
wobei @ = (L 377 a¥) ™ ist.

Ist diese Grofle groBer als das Quantil der y?—Verteilung mit 1 Freiheitsgrad, so besteht
Grund, die Hypothese § = 1 abzulehnen. o

6.3 Konfidenzschatzungen

Wir wollen zunichst die asymptotische Normalverteilung bzw. die asymptotische y*-
Verteilung des Likelihoodquotienten anwenden, um im Fall von Beobachtungen nach
dem Stichprobenplan [n, E, T;] Konfidenzschitzungen zu bestimmen. Zunéchst muf fiir
die Likelihoodfunktion (5.9) die Fishersche Information berechnet werden. Wir setzen
voraus, daf die Dichte fx(z;;) dreimal stetig differenzierbar beziiglich aller Parameter
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ist. Dann gilt fiir die i-te Realisierung des Erneuerungsprozesses:
d;
InLi(F(-),2) =Y In fx(zi;) + m(Fx (r¥(T1)))
j=1
dln L,(F(-),z) zd: Oln fx(wy) | On(Fx(r"(Ty))
0, B 96y, 00, ’

Jj=1

O*In L;(F(-),x) & 9%In fx(zij) N 0*In Fx(r®(T;))

00,00, : 00,00, 00,00,

Jj=1

Somit werden zur Berechnung der Fisherschen Information Groflen der Art

bendtigt, wobei
9% In fx(Xy;) 2) (B P In(Fx(rf(T))))
doon o L) =50 ‘

Die Berechnung dieser Gréflen ist eng mit der Erneuerungsfunktion verbunden. Sei

12(X;;) = — (6.7)

HE(t) = E(NE(t) Z kP(NEPt) = k)

die Erneuerungsfunktion der betrachteten Grundgesamtheit mit

k41
P(NZEt) =k) = (Z X <t< ZX,]> =P(Sik <t < Sipt1) =

Jj=1 Jj=1

= // fX(xil)---fX(xik+1>dxil---dxikJrl-

Sik <t <Si k41

: k
mit s;;, = ZFI zij, k=1,2,..., so=0.
Zuerst gilt fiir den Erwartungswert der Summe einer zufilligen Anzahl von zufélligen

GroBen
(ZW > ZE(ZZZ) i) _k:)>.

Hierbei ist I(-) die Indikatorfunktion und NF = NF(T;) ist die zufillige Anzahl der
Erneuerungen bis zur Zeit 7.
Nun gilt fiir einen Ausdruck der Art E(I®®(X;;)[(NF = k)) :

)

E(I®(X;)I(N / / (ij) [x (i) fx (Tang1) dzin... dviia

s <T; <s; k41
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mit s;z = x;1 + ... + x5, — Sprungzeitpunkte.
Da alle X;; identisch verteilt sind, kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit j = 1
betrachten. Dann erhélt man:

E(I (X INF = k) =

=

1(2)(2Ui1)fx(37¢1) //fX(xQ)fX(xszrl) dl’il---dfﬂz‘,kﬂ =
A

1P (2)P(NF(T; = i) = k — 1) fx (xq1) dway

7

N

mit A = (si — s < T} — si1 < Sij+1 — Si1). Damit erhélt man fiir Ey:

E, = k-EBIP(X)HINF = k) =

NE

i

1

~

2

l(2)(l’zl) f: k?P(N,F(T; — Sil) =k — 1)fx(1711) d$¢1 .

k=1

Il
o

P(NE(T, = sn) =k —1) = i(k: — DP(NE(T, —sn) =k —1) +

k=1

ng

£
Il
—

+ P(NE(T; — si) =k —1) = HE(T; — 2) + 1

WE

B
Il

1

gilt, erhélt man schlieflich fiir F;

E, = /Z(Q)(x)fx(x) dzr + /1(2)(:70)HE(TZ» — ) fx(x)dx . (6.8)

Nun wird die Groéfle E, betrachtet.
Ey = BILOWE(T)) = BT - 5,p)) =

E(LNT; = Su)UNS = k)) =

WE

b
Il

0

= ELP(T)I(Xy > T))) + i E(L®(T; — Sy )I(NF = k)) .
k=1

Zur Berechnung dieser Erwartungswerte wird die gemeinsame Verteilung der Riickwérts-
rekurrenzzeit eines Erneuerungsprozesses und der Anzahl der Ausfille bendtigt. Diese
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gemeinsame Verteilung ist gegeben durch:
T;
PUET) <t NE =) = [ (Fx(Ti - 2) dFi:)
T—t

mit r¥(T;) — Riickwiirtsrekurrenzzeit und Fj,(z) = P(Sq < 2).

Dann gilt
By = LOT)(Fx(T))+
> / LT, — s3) do,, P(rP(T3) < s, NE(t) = k) =
k=1 0

N R N S

— LO(T)(Fx(T)) + / LO(T, — t)(Fx(T; — ) dH"(2). (6.9)

Damit erhilt man fiir die Information einer Realisierung des Erneuerungsprozesses aus

(6.8) und (6.9):

L)(T;) = / 12(x) fx (x) de + / 12 (x — ) fx(x) do+
+L(T)(Fx(Ty)) + / LT, — 2)(Fx(T, — x)) dH" (). (6.10)

Hierbei sind [?(z) und L®(x) die fiir die Information benétigten negativen zweiten
Ableitungen nach den unbekannten Parametern, die in (6.7) definiert wurden.

Die genauere Berechnung der Information erfordert eine erneuerungstheoretische Ana-
lyse der auftretenden Groéflen bei Kenntnis der konkreten Erneuerungsfunktion. Dieses
wird nun am Beispiel der Weibullverteilung demonstriert.

Beispiel 6.9 Wir betrachten wieder eine Weibullverteilte Grundgesamtheit mit

Fy()=1—¢ & fxt)=Ba PP e @)’ ¢t>0.
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Die Information fiir eine Realisierung des Erneuerungsprozesses ist bei unterschiedlichen
Abbruchzeiten T; der Mittelwert der Informationen aus n Realisierungen und kann daher
geméf (6.10) folgendermafien berechnet werden:

y_1lx~0
Ilgl) = Ezllgl)(Ti) :
i=1

Seien die beiden Parameter §; = § und #; = «. Setzt man nun Verteilungsdichte,
Verteilungsfunktion und Erneuerungsfunktion der Weibullverteilung in (6.10) ein und
benutzt zur Vereinfachung die Beziehungen E(0InL;/005) = 0 (s = 1,2), so erhilt
man folgende Fishersche Information:

n NE
1 X Xii
Iy = —Z(E(NZEHE > (E2)P (=) | +

nf3? i1 = @
r(T;) r(T;)
E )8 1n? 2P
ve (e )
n NE
1 . Tii\P
1y = > [BWH+E (> m (2
12 no p ( 7 )+ = n CY> 9
o B S v E
Iy = WZE(]\Q). (6.11)
=1

Die weitere Berechnung der in (6.11) auftretenden Gréfien erfordert die numerische Be-
stimmung der Erneuerungsfunktion der Weibullverteilung und damit in Zusammenhang
stehender Groflen. Fiir praktische Anwendungen kénnen jedoch alle schwer zugénglichen
Werte durch ihre Schitzungen ersetzt werden (siehe Beispiel 6.10).

o
Es soll nun gezeigt werden, wie die asymptotische Normalverteilung der Maximum-—
Likelihood—Schétzungen und der Likelihoodquotient benutzt werden kénnen, um Kon-
fidenzschéatzungen fiir die interessierenden Parameter zu ermitteln. Sind alle oder meh-
rere der in der Verteilung auftretenden Parameter von Interesse, so werden gemeinsame
(simultane) Konfidenzschitzungen angegeben. Dieses ist bei der Verwendung asympto-
tischer Methoden moglich, da die gemeinsame asymptotische Verteilung der Maximum-—
Likelihood—Schétzungen bekannt ist. Es ist auflerdem auch sinnvoll, da fiir praktische
Anwendungen die Konfidenzschéitzungen der Parameter benutzt werden, um Konfi-
denzschéatzungen fiir andere interessierende Parameter abzuleiten.
Hat man fiir jeden Parameter unabhéngig von den anderen ein Konfidenzintervall er-
mittelt, so ist der gemeinsame Konfidenzbereich durch einen Quader gegeben, der durch
Hyperebenen im R? begrenzt wird. Leitet man nun aus diesem Konfidenzbereich Kon-
fidenzschatzungen fiir interessierende Parameter ab, so hat man einen starken Einfluf3
der Ecken zu verzeichnen. ,,Optimistische® bzw. , pessimistische“ Varianten liegen immer
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an einem der Eckpunkte des Quaders, denen jedoch nur geringe Wahrscheinlichkeit zu-
kommt. AuBerdem stimmt bei voneinander abhéngigen Parameterschiitzungen die Uber-
deckungswahrscheinlichkeit des Quaders nicht mehr mit dem vorgegebenen Konfidenz-
niveau iiberein. Wir schlagen deshalb eine alternative Herangehensweise vor: Es werden
gemeinsame Konfidenzschétzungen fiir die Parameter der Lebensdauerverteilung ermit-
telt.

Zur Konstruktion der Umrandung eines gemeinsamen Konfidenzbereiches fiir den Para-
metervektor 8 = (61, ...,0,,) der Verteilung wird eine Niveaulinie der m-dimensionalen
Normalverteilung so bestimmt, dafl in ihr die Wahrscheinlichkeitsmasse (1 — «) liegt
(a—Irrtumswahrscheinlichkeit). Diese Niveaulinie ist durch die quadratische Form

0 —0)"T," (0 —0) < Xi-a (6.12)

gegeben, wobei § = (04, ...,0,,) der Parameter, § die Maximum-Likelihood-Schétzung
des Parameters, Iy die Fishersche Informationsmatrix und x;,,_, das (1 — a)-Quantil
der x*-Verteilung mit m Freiheitsgraden sind.

Dabei sollten solche Parametervarianten gewéhlt werden, fiir die eine schnelle Konver-
genz gegen die asymptotische Normalverteilung vorliegt. In diesem Fall wird das ge-
forderte Konfidenzniveau auch schon bei relativ kleinen Stichproben erreicht. Konfi-
denzschitzungen fiir andere interessierende Gréflen erhélt man, indem die Berandung
des ermittelten Konfidenzbereiches ,,abgelaufen* wird. Dieses Verfahren liefert auflerdem
erfahrungsgemaéf kleine Konfidenzbereiche.

Auf die Frage der Parameterwahl gehen wir spéater noch einmal ein.

Beispiel 6.10 Wie in den vorigen Beispielen betrachten wir die Weibullverteilung und
den Stichprobenplan [n, F, T]. Zunéchst macht es sich erforderlich, die zur Berechnung
der Information I ﬁ), 12(;) und [ 1(5) benotigten Erwartungswerte zu bestimmen. Wie schon
erwihnt, besteht eine Moglichkeit darin, die auftretenden Erwartungswerte durch ihre
Schétzungen zu erstzen. Man arbeitet dann statt mit der erwarteten Information mit

der geschéitzten Information:

i=1 i=1 \j=1
(BT g, BT,
+3 (L) )
=1
1 n n d; T . 62 n
g d, L6 SR N 6.13
12 o (i:1 + ; (j:1( & ) ) 22 71062 ; ( )
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Nun kann man folgenden simultanen Konfidenzbereich bestimmen. Seien

¢ = %(ZMZ <i<%>51n<%>ﬁ> +

j=1

+ Z((T éﬂ))ﬁln(r ((iTi))B)> : 02:%2&',

=1
d;

6= (e (L)) 8-

j=1

so erhélt man obere und untere Grenzen fiir 3:

B/(1+B) <p<p/(1-B) ¢ o,
<p< mi “\nce, -

Innerhalb dieser Grenzen variiert « fiir jedes 3 in

< « 2 ~ 2
g‘—quagCa—q mit A:\/Xll—a_5201@2 i (6.14)
B+gf+A B+gB—A nCs s

Damit hat man einen simultanen Konfidenzbereich fiir die beiden Parameter der Wei-
bullverteilung bestimmt.

o
Wir betrachten nun eine alternative Herangehensweise - die Verwendung des Likelihood-
quotienten. Der Likelihoodquotient ist bereits aus der Testtheorie bekannt. Dort besitzt
er bekannterweise optimale Eigenschaften. Er ist der méchtigste Test zum Priifen einer
Hypothese bei einer einfachen Alternativhypothese. Um die Ergebnisse der Testtheorie
auch fiir Aufgaben der Konfidenzschitzungen verwenden zu konnen, wird auf den Zusam-
menhang dieser Problemstellungen zuriickgegriffen: Zum Konfidenzbereich gehort jeder
Punkt im m—dimensionalen Parameterraum, der als Nullhypothese bei der gegebenen
Punktschitzung (PriifgroBe) nicht abgelehnt wird.
Die ersten asymptotischen Entwicklungen des Likelihoodquotienten stammen von BART-
LETT und wurden von LAWLEY verallgemeinert. Es wurde dabei gezeigt, daf fiir regulére
statistische Experimente der Likelihoodquotient asymptotisch einer y?-Verteilung un-
terliegt. Die Konvergenzgeschwindigkeit gegen die Grenzverteilung ist O (n™!) mit n—
Stichprobenumfang, d.h. die Konvergenzordnung ist um eine Gréflenordnung besser als
bei der Verwendung der asymptotischen Normalverteilung der Maximum-Likelihood—
Schétzungen. Aulerdem bietet die Entwicklung des Likelihoodquotienten die Moglich-
keit, einen Korrekturterm, den sogenannten Bartlettfaktor, zu bestimmen. Auf die Be-
rechnung des Bartlettfaktors wird am Ende dieses Abschnittes eingegangen. Weitere Vor-
teile des Likelihoodquotienten bestehen in der Parameterinvarianz und in der Moglich-
keit, Storparameter zu beriicksichtigen. SchliefSlich ist es bei der Verwendung des Like-
lihoodquotienten nicht mehr nétig, die Fisher-Information zu berechnen.
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Wir stellen nun die Herangehensweise zur Bestimmung von Konfidenzschétzungen bei
Verwendung des Likelihoodquotienten vor.

Der m—dimensionale Parameter @ bestehe aus den k interessierenden Parametern §%) =
(A1, ...,6;) und den (m — k) Stérparametern (nuisance parameters) 8% = (641, ... ,6,)
(k < m). Die Likelihoodstatistik w ist durch

w=2 (1nL(é) ~InL (9)) (6.15)

definiert. Dabei sind 6 die Maximum-Likelihood-Schitzungen der Stérparameter in
Abhéngigkeit von den interessierenden Parametern.
Ein Konfidenzbereich ist dann durch die Ungleichung

w < XE s (6.16)
gegeben.

Beispiel 6.11 Wir betrachten wieder die Weibullverteilung und den Stichprobenplan
[n, B, T]. Wenn beide Parameter unbekannt und von Interesse sind, so gilt p = k = 2.
Logarithmiert man die Likelihoodfunktion (5.14) aus Beispiel 5.17, so erhdlt man fiir
l=InL(«a, 5, 2):

n dl n dz

l:ndlnﬂ—ndlna-l-(ﬁ—1)Zzlnxiﬂ’_z
i=1

i=1 j=1

(@)Ki(@)ﬁ,

—1 j=1 i=1

wobei d = 1 ~ > i, d; die durchschnittliche Anzahl der Ausfille pro Realisierung ist. Unter
Benutzung "der Likelihood- Gleichung %5 an 5.6 = 0 erhilt man:

InL(B3,&,z) —In L(B,a) = ndIn (é) —nd (Blnd—ﬁlna) +

E
+(8 ~ 5;211nxw—nd+;zl(x”> i(rEim)ﬁ

Damit ist die Umrandung des simultanen Konfidenzbereiches durch folgende Gleichung
gegeben:

n d;
2(ndln(g>—nd(ﬁlnd—ﬁlna) + (B—ﬁ)zzlﬂl‘z‘j—

i=1 j=1

—nd—l—ii(%)ﬁ%-i(rEgTi))ﬁ) = —2InJ, (6.17)

i=1 j=1 =1

da x3, 5 = —2In¢ ist. Die Vorteile des Konfidenzbereiches (6.17) gegeniiber den im
Beispiel 6.10 hergeleiteten Konfidenzbereichen auf der Grundlage der asymptotischen
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Normalverteilung der Maximum-Likelihood-Schitzungen sind die h6here Konvergenzge-
schwindigkeit und damit eine hohere Genauigkeit, sowie die relativ einfache Berechnung
des Konfidenzbereiches (sieche KAHLE). Gleichung (6.17) mufl zwar numerisch gelost
werden, man braucht jedoch keine Approximation der Erneuerungsfunktion und damit
im Zusammenhang stehender Grofien. Aus Gleichung (6.17) ist auBerdem ersichtlich,
daB n und d den gleichen Einflul auf die Grole des Konfidenzbereiches besitzen. Der
Konfidenzbereich wird umso kleiner, je grofier n bzw. d sind. o

Im folgenden stellen wir die allgemeine Herangehensweise bei der Ermittlung von Kon-
fidenzschétzungen vor.
Wir betrachten das statistische Modell

(X,B(X),B = (Ps,0 € 09)) .

Die Daten, die man im Resultat eines statistischen Experimentes erhélt, sind Werte
der Zufallsgrofe X. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X € B bezeichnen wir in
Abhéngigkeit vom Wert des Parameters 6 mit Py(B) oder mit Py(X € B), wobei Py € .
Der Zufallsgrofe X wird ein System €(0) von zufilligen Untermengen des Parameter-
raumes © zugeordnet. Dafiir geben wir eine Zahl v,0 < v < 1 vor und ordnen jedem 6
eine Untermenge B(#) € B(X) so zu, daf

Po(X € B()) > .

Damit erhdlt man das Mengensystem B, (X) = {B(6) : B(§) C X, 6 € O} aller solcher
Untermengen. Mittels B, (%) wird jedem x € X eine Untermenge C'(z) C O zugeordnet,
die alle diejenigen Parameterwerte ¢’ enthélt, fir die  in B(6’) enthalten ist, also

C(x):={0":2€ B(#)} .

Sei nun €(O©) = {C(z) : x € X} das System aller solcher Untermengen. Das Ereignis
{X € B(0)} tritt genau dann ein, wenn {# € C(X)}. Damit ist {¢ € C(X)} nur eine
dquivalente Schreibweise fiir {X € B(0)}. Es gilt

Py(0 € C(X)) = Py(X € B(0)) > 7 . (6.18)

Dieses bedeutet, dafl die ,zufillige“ Menge C'(X) den wahren Parameter 6 mit einer
Wahrscheinlichkeit > « enthélt (siehe auch Abbildung 6.4).

Definition 6.2 Fin Mengensystem € = (C(z) : x € X), fir das fir beliebige 0 die
Beziehung (6.18) gilt, heifst System von Konfidenzmengen zum Konfidenzniveau «y oder
System von y-Konfidenzmengen. Die Zahl o = infgeq Py(6 € C(X)) heifst Konfidenz-

niweau des Systems von v-Konfidenzmengen, vy < 7.

In Anwendungen ist es haufig erforderlich, Konfidenzschitzungen fiir eine reelle Funktion
g(0*) des unbekannten wahren Parameters 0* zu bestimmen. Fiir die Konfidenzgrenzen
einer Funktion fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:
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Abbildung 6.4:

Definition 6.3 FEine Zufallsgrifie g_(X) bzw. g, (X) heifit untere bzw. obere v—Konfi-
denzgrenze fiir den Wert der Funktion g(-) : © — R, wenn fiir beliebige € ©

Po(g-(X) < g(0) =~ bzw. Py(g(f) < g(X)) > .

Das zufillige Intervall I(X) = [g-(X), g+(X)] heifit yv~Konfidenzintervall fir den Wert
der Funktion g(-), wenn fir beliebige 0 € ©

Py(g-(X) < g4+(X)) =1 und Py(g-(X) < g(0) < g+(X)) > 7.

Bei Verwendung eines geeigneten Systems von y—Konfidenzmengen lassen sich y—Konfi-
denzgrenzen und ~y—Konfidenzintervalle bestimmen.

Satz 6.2 Sei €(X) = (C(x) : x € X) ein System von y-Konfidenzmengen der Menge
©. Wenn g_(-) und g, (-) B(X)-mefbar sind, dann sind untere und obere y—Konfidenz-
grenzen bzw. ein y—Konfidenzintervall fiir den Wert der Funktion g(0*) durch g_(X) =

infpec(z) 9(0), 9+(X) = suPpec(y) 9(0) baw. 1(X) = [9_(X), 9+ (X)] gegeben.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Beziehungen

9(0)) 2 (x:0€C(z)) = (z:2 e BB)),
g+(@)) 2 (x:0 € C(x)) = (z: 2 € B(0)) ,

( ) < g4(x)) = (x:9-(x) < g(0)) N (x: g(0) < gy ()

und den sich daraus ergebenden Ungleichungen fiir die Wahrscheinlichkeiten:

£}

=
\_/S\_/
INIAIA

Po(g-(X) < g(0)) = Po(X € B(0)) > v,
Po(g(0) < g4+(X)) > Po(X € B(9)) > v,
P(g_(X) < g(0) < g4(X)) > Py(X € B(#)) > v . m

Beispiel 6.12 Wir betrachten Konfidenzschitzungen fiir die Wahrscheinlichkeit der
ausfallfreien Arbeit eines Elementes innerhalt eines gegebenen Zeitintervals. Die Da-
ten sollen das Ergebnis einer sogenannten Binomialpriifung sein, d.h. die Ausfallzeiten
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selbst werden nicht registiert. Wir nehmen an, dal n Elemente einer Priifung unterzo-
gen wurden und £ Ausfille registiert wurden. Die zufi llige Anzahl der ausgefallenen
Elemente unterliegt einer Binomialverteilung:

P(X =d) = (Z)pd(l )" d=0,..n, 0<p<1. (6.19)

Sei desweitern
l

n
Bl(n,p)=Pk< X <I)= ()M— n—d, 6.20
k(p)(__);dp( p) (6.20)
Zur Bestimmung von Konfidenzgrenzen geben wir £; > 0 und €5 > 0 vor und bezeichnen
mit v =1 — (g1 + €2) > 0 das Konfidenzniveau. Seien df = d7(n,p) und d = d; (n,p)
natiirliche Zahlen, die durch die Beziehungen

d3 d¥ -1
By (n,p) > 1—e3> By “(n,p), (6.21)
und d-—1 d-
By (n,p) <e1 < By (n,p). (6.22)
eindeutig bestimmt sind. Da
" _
bilden die Intervalle
B(p) = [d; (n,p),d](n,p)] 0<p<1, (6.24)

wobei die ganzzahligen Werte d7 = d_ (n,p) und d = df(n,p) den Gleichungen (6.21)
und (6.22) geniigen, ein System von B, (X)—Mengen. Somit ist jede Menge C,(d), d =
1,...,n, von Werten von p, die bei fixiertem d in mindestens eines der Intervalle aus B, (X)
fé 1lt, ein y-Konfidenzintervall. Da d (n, p) und d (n, p) nicht fallende Treppenfunktion
in p sind, erhéd It man fiir C,(d) Intervalle C,(d) = [p (n,d), p7 (n,d)], deren R4 nder
aus

Bi(n,p3(n,d)) =1—e3, B{'(n,p;(n,d)=c¢. (6.25)

bestimmt werden. Die Gleichungen (6.22) heilen Clopper - Pearson - Gleihungen. o

Bemerkung: Wenn eine Binomialpriifung von n Elementen im Intervall [0,7] durch-
gefithrt wird und die Lebensdauer jedes Elementes als exponentialverteilt vorausgesetzt
wird:p=1—e?* A=1In l%p, so erhé It man aus dem Konfidenzintervall fiir p

p, (n,d) <p < pi(n,d)
ein dquivalentes Intervall fiir A :

1l 1 <)\<11 1
— N ———F — In .
T 1= p(nd) = =T " pi(nd)
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Beispiel 6.13 Wir fiihren eine Priifung von n Elementen gemé&fl dem Stichprobenplan
[n,0,7] durch, d.h. bei Eintritt des r-ten Ausfalls wird die Beobachtung abgebrochen.
Seien die Lebensdauern der Elemente exponentialverteilt mit der Verteilungsfunktion
F(t) =1 —e ™, t > 0. Desweiteren bezeichnen wir mit S; < Sy < ... S, die zufilligen
Ausfallszeiten. Wie im vorigen Kapitel im Beispiel 5.10 gezeigt wurde, unterliegt die
Gesamtpriifzeit

S(r) =nSay+ (n—=1)(S2 — Say) + ...+ (n =1+ 1)S4) — Se-1)
einer Gammaverteilung mit der Dichte

)\7’87’71 e
pals) = ] 1)!6 ., s>0.
Die Zufallsgrofe 2\S(r) unterliegt einer x2-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden und der
Dichte 2%(‘; 11),6 2%, Wir bezeichnen mit X2(2r) das Quantil dieser y*-Verteilung zur
Ordnung u. Im Fall » = 1 ist dieses Quantil explizit bestimmbar

x2(2) =2In (6.26)

1—7
da die y%-Verteilung mit zwei Freiheitgraden gerade eine Exponentialverteilung ist. Wenn
g1 >0, e>0und y=1— (g1 + &2) > 0 gegeben sind, dann gilt fiir beliebige A > 0:

P (50 (20 < 50) < gt (20)
= P(Xgl(zr) <2)\S(r < x?_@(??")) =7. (6.27)

Fithren wir nun in Ubereinstimmung mit oben die Bezeichnungen X = S(r), ¥ =
(0,00), ©® = (0,00), 6 = A ein, dann folgt aus 6.27, dafl

1

5 )\Xsl (2r),

B = | .

1
X1 52(2T)] , A>0

ein System von B, (X)-Mengen bildet. Zur Bestimmung der y-Konfidenzmengen miissen
die Ungleichungen 55x2 (2r) < S(r) < 5:x3_.,(2r) nach X aufgeldst werden. In diesem
Beispiel erhalten wir aus 6.27

2 2
P X81<2r) S )\ S X1—52(2T) _
25(r) 25(r)
Damit stellt das Intervall mit den zufélligen Grenzen
X2, (2r) X3 .,(2r)
25(r) 7 28(r)

ein y-Konfidenzintervall fiir den Parameter A bei Daten nach dem Stichprobenplan
[n, O, r] dar. o
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Die beschriebene Herangehensweise zur Bestimmung von y-Konfidenzmengen kann auch
dann verwendet werden, wenn die Lebensdauerverteilung der Elemente mehrere unbe-
kannte Parameter § = (61, ..., 0x) enthilt und wenn es gelingt, eine Funktion g(, X) zu
finden, deren Verteilung nicht vom unbekannten Parameter § abhingt. In diesem Falle
kann man wieder fiir beliebige Konfidenzniveaus v solche Mengen G, bestimmen, daf

Po(9(X,0) € Gy) = 7. (6.28)

Je nach Fragestellung kann G, durch G, = (X : ¢(X,0) < g,) oder G, = (X :
9(X,0) > g,) oder, bei zweiseitige Fragestellung durch G, = (X : ¢. < ¢(X,8) < g1-.)
bestimmt werden, wobei ¢, g- g1— nicht vom unbekannten Parameter  abhéngen. Wir
illustrieren diese Herangehensweise am Beispiel einer Lebensdauerverteilung mit zwei
unbekannten Parametern.

Beispiel 6.14 n Elemente werden einer Lebensdauerpriifung gemafl dem Stichproben-
plan [n,O,n] unterzogen. Mit Sj, ..., S,, bezeichnen wir wieder die Ausfallzeitpunkte.
Die Lebensdauern der Elemente seien unabhéngig voneinander und identisch logarith-
misch normalverteilt mit der Verteilungsfunktion F'(s) = & (m%) Die logarithmische
Normalverteilung besitzt die Dichte

1 _1(ns—p)?

ez 2 5>0, 0= (u0%

,0) =
pls _) 2mos

und damit erhalten wir die Likelihoodfunktion

1 i 1 1(Ins;—p
L0, 51, 8,) = ——— [ =e3(5") 6.29
(_a S1y.-4y S ) (27T)n/20'n E Sie ( )
Da die Zufallsgréfien X; = In S; einer Normalverteilung N;(u, 0?) unterliegen, erhalten
wir als Maximum-Likelihood-Schiitzungen fiir y und o2

N — 1 o 1 - —\2
SRR WA EEICE (6.30)

Mit den Bezeichnungen z,, = (z1,...,%,), ; = Ins;, i = 1,...,n 0= (ftn, 02) erhalten
wir fiir die Likelihoodfunktion

1 n . — 2
InL(9,z,) = —gln(%) — glna2 -5 Z_; <x - ”) , (6.31)
fiir die Likelihoodfunktion an der Stelle 8
L@, z,) = —ﬁln(27r) e - liu
e 2 2 "2 — a2
1 n
_ _g In(27) — gln SO g (6.32)

=1
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und fiir den Likelihoodquotienten

QIH%:—nln%i(xia_f)z—n—i(xi;ﬁ)Q. (6.33)

r=n i=1

Wir betrachten nun die Zufallsgrofie

L0, X))

Znr<=n

X)=2In ——F
S (SR

(6.34)

die durch Gleichung 6.33 definiert ist, wobei die Beobachtungen z; durch die entspre-
chenden Zufallsgroflen X; und die Punktschidtzungen durch g, = X, = %ZLI X,

62 = L5 (X; — X)? ersetzt wurden. Die Verteilung der ZufallsgroBe g(6, X) hingt

n n
nicht von den unbekannten Parametern ab, daher kénnen wir den Fall yu = 0, 0% = 1
betrachten. Hierfiir erhalten wir

9((0,1),X,) = —nln (1 > (i z)2> + Zx2 —n. (6.35)

n -
=1

Wenn g, ein Wert ist, fiir den

dann gilt fiir die wahren Parameter p und o?

P(,u,aQ)(g(/% J2)7in> < 97) =7.

Somit kénnen y-Konfidenzmengen C. (z) fiir (1, 0?) aus dem Mengensystem B, = (z.
g(n, 0%, X,,) < g,) ermittelt werden:

n

Cy(zn) = (1,0%) + g(p, 0%, X0) < g5) (6.36)
Zur Bestimmung von g, bestimmen wir die Verteilung von (6.34) fiir den Fall = 0,
0? = 1. Dazu definieren wir die beiden Zufallsgrofen Z;(n) = £ 37" | X; und Zs(n) =
75 2zt (X7 — 1). Thre ersten und zweiten Momente sind EZi(n) = EZy(n) = 0,

EZi(n) = EZZ(n) = 1, EZ1(n)Zy(n) = 0. Fiir das Verteilungsgesetz von Z;(n) gilt
L(Z1(n)) = N1(0,1) und die Verteilung von Z(n) it sich leicht aus einer x2-Verteilung
bestimmen. Aus dem Zentralen Grenzwertsatz erhélt man fir n — oo L£(Z2(n)) —
N:1(0,1). Da auBerdem Z;(n) und Zy(n) unkorrelliert sind, sind sie asymptotisch un-
abhingig und Z%(n) + Z2(n) unterliegt asymptotisch einer y?-Verteilung mit zwei Frei-
heitgraden. Somit erhdlt man aus (6.34)

g((0,1),X,) = —nln (1 — %Zf(n) + \/gzg(n)> +V2nZ,y(n), (6.37)
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und unter Verwendung der Markov-Ungleichung

P (%Zf(n) + \/g | Zy(n) |> 6)
(1, 2 1
< < (EEZI(") + \/;E | Z>(n) |> <<

n n

(1 " z<Ez§<n>>1/2>

Somit folgt

U(n) := —%Zf(n) + \/%Zg(n) =0,(1), n—o0. (6.38)

Wiederum unter Verwendung der Makov-Ungleichung erhalten wir

Ly

%21 (n) = o0,(1), \/%Zf(n)ZQ(n) =0p(l), n—o0. (6.39)

y Es gilt fast sicher, dal 1 + U(n) = 13" (X; — X)? > 0. Daher kénnen wir die

Beziehung
2

In(1+y)=1— % +uwly), (6.40)

benutzen, wobei | w(y) |<| y |*> wenn | y |< 1/2. Nun folgt aus (6.38) fiir n — oo
Vi(n) = g((0,1), X,)I(| U(n) |= 1/2) = 0,(1) (6.41)

und

n(U(n) — %UQ(TL) +w(Um)I| Un) |=1/2) = 0,(1), (6.42)
da I(| V(n) |>0) <I(| U(n) |> 1/2). Vollig analog folgt aus

I(n [ Un) [1(1 U(n) [=1/2) > 0) < I(
I(n | U*(n) | 1(| U(n) [ 1/2) > 0) <1
I(n [ w(U(n)) [I(| U(n) = 1/2) > 0) <I(| U(n) |=

daf3
nmax(| U(n) |, | U*(n) |, [ w(U(n)) DI(| U(n) [> 1/2) = 0,(1). (6.43)
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Nun erhalten wir aus (6.38) bis (6.43)
9((0,1), X)) = g((0,1), X, )I(| U(n) |< 1/2) + 0,(1)
= -0 (v - 500+ w ) + VEnzato)

(1 =I([ U(n) [= 1/2) + 0p(1)

= -gzz<n>+@22<n>-g(-ng<n>+@z2<n>) +0,(1)

= Z30) — VEA() — o= ZE) + | 2ZE0) 2an) + Za0) + VIl

= Z%n)+ Zi(n) + op(1), n—oo.

) (und damit auch von g(u,0?), X,,)
gegen eine y2-Verteilung mit zwei Freiheitgraden. Das Quantil zur Ordnung ~ ist, wie
schon erwahnt, 21In ﬁ Damit erhélt man eine asymptotische y-Konfidenzmenge aus

—nln (%i(xi;Tf)+Zn:(x¢;u)2_n§21n1i7 (6.44)

=1 i=1

Somit konvergiert die Verteilung von ¢((0,1), X

Die Umrandung dieses Konfidenzbereiches ist eine Linie, die mittels Niveaulinenpro-
grammen oder durch Modellierung ermittelt werden kann. o

Der in diesen Beispielen angewendete Weg ist fiir viele andere statistische Modelle an-
wendbar. Hierfiir miissen lediglich die Regularitdtsvoraussetzungen des letzten Kapitels
erfiillt sein. Unter diesen Voraussetzungen unterliegt der logarithmierte Likelihoodquo-
tient 21n £ mit L=1L0,,xz,), L=L(®,z,) und der Maximum-Likelihood-Schéitzung 6,
asymptotisch fiir n — oo einer y?-Verteilung mit k Freiheitgraden. Die Konvergenzge-
schwindigkeit gegen die Grenzverteilung ist hierbei O (%) Somit kénnen asymptotische
~v-Konfidenzintervalle aus )

L(0,x,)

ermittelt werden. Dieser Weg wurde bereits im vorigen Abschnitt beschrieben.

21n
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7 Nichtparametrische Schatzungen fiir
zensierte Daten

7.1 Produkt-Limit-Schatzer

Wir nehmen zunéchst an, dafl die der Stichprobe zugrundeliegende Verteilung diskret
mit Realisierungen a; < ag < ... ist. Die zugehderigen (unbekannten) Einzelwahrschein-
lichkeiten seien pj;, j = 1,2,....

Weiterhin sei h;, j =1,2,... die diskrete Ausfallrate, das heit die Wahrscheinlichkeit
eines Ausfalls zur Zeit j unter der Bedingung, daf3 bisher kein Ausfall stattgefunden hat:

I 1—F(aj) P(X>6Lj) Pj+Pjr1+ ...

Nun kann die Uberlebensfunktion F(t) folgendermafien durch die diskrete Ausfallrate
ausgedriickt werden:

Fity=J] a-hy). (7.1)

jZCLjSt
Beweis: Sei [ ein Index so, dafl a; <t und a;; > t. Dann erhalten wir

Fity = J[Q-h)=0-h)(1—ha) ... (1— )

Jia; <t

() () (52
_ (N (st (pat
" e o) )

jiaj>t

Damit ist ein nichtparametrischer Schétzer der Uberlebensfunktion:

Ft)=[] (1-%) ,

j:ajgt

wobei die Groflen izj Maximum-Likelihood-Schétzer fiir h; sind. Die Berechnung dieser
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Schétzer erfolgt folgendermafien:

L

In (L)

(P<X1 = CLZ-))&- (P(Xl > ai))l—éi

1

n
1=

! !

Ausfall Zensierung

pi = h; - P(X; > a;)

i=1 j=1
n i1—1
= H H(l - h‘])
i=1 j=1
n n i—1
D Gl (h)+> ) In(1—hy)
i=1 i=1 j=1
n n—1 n
D an(h)+ > > In(1—hy)
i=1 j=1i=j+1 )

Zn:&-ln(hi)+n2_:(n—i—1)ln(1—hi).

Sei d; die Anzahl von Ausfillen bei a;, r; die Anzahl von verbleibenden Elementen bei

a; und r; — d; die Anzahl von Zensierungen (Zle r; = n)

k

In(L) =Y rln(hy) + (11— di) In (1 — hy)

=1

Dann ergibt die Maximierung

hy=—.
Ty

Definition 7.1 Die Stichprobenfunktion

Fit)=[] ( —%) (7.2)

jra;<t J

heifst Produkt-Limit-Schéatzer oder Kaplan-Meier-Schétzer.
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Die gewdhnliche empirische Verteilungsfunktion ist ein Spezialfall des Produkt-Limit-
Schétzer. Die Herleitung fiir steige Verteilungen erfolgt analog.

7.2 Actuarial Schitzung
Wir betrachten eine stetige Verteilung mit stiickweise konstanter Ausfallrate.

iy — A

_I—F(t):pj (aj—1 <t <a; und ay=0).

Die Zensierung erfolgt ebenfalls nach einem zufélligen Mechanismus mit einer Ausfallrate
hc = /\j (aj—l <t< C(,j) .

Von Interesse sind Schitzungen der Intensitdten p;, die Zensierungsintensitdten \; sind
nuisance Parameter. Wir betrachten das j-te Intervall, fiir das die Uberlebenswahrschein-
lichkeit geschitzt werden soll. Seien b; = a; —a;_; die Intervallinge und r;_; die Anzahl
der zur Zeit a;_; noch lebenden Elemente. Dann besteht die Beobachtung aus

(i) r; — d; — m; unzensiert iiberlebenden Elementen,
(ii) d; Elementen, die im Intervall ausfallen,
(iii) m; Elementen, die im Intervall zensiert werden.

Die einzelnen Beitréage zur Likelihoodfunktion sind
(i) exp(=b(p+ X)),
(i)
p

b
/0 pexp(—px) exp(—Az)dx = p—i-—)\(l —exp(=b(p+N)),

(iii)
/0 Aexp(—Az) exp(—px)dr = p_f_%(l —exp(=b(p+ 1)) .

Fiir eine iibersichtlichere Schreibweise wurden die Indizes j und j — 1 weggelassen. Die
Loglikelihoodfunktion ist somit

A
—(r—=d—m)b(p+ )+ leg(p—i—L)\) +m 10g<p+—)\) + (d4+m)log(1 —exp(=b(p+\))) .
Die Maximierung dieser Likelihoodfunktion fithrt zu

d r—d—m
bd T ) log( . ). (7.3)

p=-

127



Wenn b klein ist, dann ist (d+m)/r ebenfalls klein und der Logarithmus kann durch die
ersten Glieder der Taylorreihe approximiert werden:

r—d—m d+m d+m 1(d+m)?
log(—— ) =log(l — ——) ~ — - = :
og(—— ) =log(1 - T & S S
Damit erhélt man fiir die Schiatzung der Ausfallrate
. d ld(d+m) (d+m). 4 d (d+m) .,
bp=—4+—-———--—-4+0 =——(1+4+0 .
p r+2 r? +0( r ) r—%(d+m)( +0( r )
Die Schétzung
b= 1 d; (7.4)
Toby (o = g(dy +my)) '

wird gewohnlich zur Schitzung der Ausfallrate fiir Intervalldaten (wie z. B. in Ster-
betafeln) verwendet. Zur Interpretation kann man sich vorstellen, dal die zensierten
Elemente die Hilfte der Zeit gelebt haben.

7.3 Schatzung der integrierten Hazard-Funktion

Es ist moglich den Schétzer der integrierten Hazard-Funktion auds der Schétzung der
iiberlebensfunktion zu ermitteln:

H(t) = —In(F (1))
Gebrauchlicher ist jedoch der folgende Schétzer:
. d;
Hit)= ) 2 =0
Jraj<t J a; <t

Wenn keine Zensierung vorliegt und alle Beobachtungen voneinander verschieden sind,
nimmt der Schétzer die folgende einfache Form an:

k
A 1
jzln—i—l—j

wobei die a;,_die geordneten Ausfallzeitpunkte sind.
Das heifit: H(ax) ist der erwartete Wert der k-ten Order-Statistik in einer Standard-
Exponentialverteilung.
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8 Proportional Hazard und
Accelerated Life Testing

8.1 Accelerated life testing

Wir nehmen an, daf§ zweiunterschiedliche Lebensbedingungen vorliegen, z. B. zwei Be-
handlungen, die durch eine Variable z mit den Werten z = 1 oder z = 1 gekennzeichnet
sind. Die Uberlebensfunktion bei z = 0 sei Fy(t), die bei z =1

Fi(t) = F(t;1) = Fo(ut) |
wobei 1 eine Konstante ist. Daraus folgt:

filt) = fo(yr)

hi(t) = Yho(¥t)
Dieses Modell kann so interpretiert werden, daf} einer Uberlebenszeit t unter z = 0 eine
Uberlebenszeit ;7 unter z = 1 entspricht. Dann gilt: Ty = %

Bei mehreren moglichen Werten der erkldrenden Variablen (Kovariaten) wird angenom-
men, dafl eine Funktion ¢ (z) so existiert, dafi folgendes gilt:

F(t;z) = Fo(ty(2))
f(t2) = foltd(z)) - (z)
h(t;z) = ho(ty(2)) - ¥(z)

mit ¢(0) = 1 wenn z = 0 die Standardbedingung ist. Daraus ergibt sich:

¥(2)
Zur Bestimmung der GroBen ¢(z) kann der folgende Ansatz dienen: Sei 1o = E(log(7y)),
dann gilt
log(T) = po — log(¥(2)) +¢

wobei € eine Zufallsgroe mit E(e) = 0 ist und die Verteilung von e nicht von z abhéngen
soll.
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Manchmal ist es nicht nétig, 1(z) ndher zu spezifizieren. Wenn es jedoch nétig ist, wird
eine parametrische Form von 9

¥(z; )
gewahlt. Da 1(z; 8 > 0 und ¢(0; 3) = 1 sind, ist ein natiirlicher Kandidat fiir ¢ (z; 5)
B
Um0 =" mit f=|
By

Dann konnen die unbekannten Parameter 8 mittels des lineares Regressionsmodells
log(T) = po — 372 + €

ermittelt werden.

Zur Modelliiberpriifung werden die empirischen Quantile t(()a) und t§“) berechnet:
o= 1= R
b = 1-F'()

und unter der Bedingung F(t) = Fo(¢t) folgt

(a)
ot
tg ) — 0

(8
d. h. ein qq-Plot ergibt eine Gerade.

Ein allgemeineres Modell umfaft zeitabhéngige erklérende Variable Z(t) so, dafl die Zeit
transformiert wird. Damit besitzt ein Individuum, gegeben durch Z(t), eine Zeitachse
t) die sich relativ zu t© entwickelt:

= 1
R ACE))
Es folgt: "
t© = (Z(u))du = p(t(2))
0
Damit sind die Ausfallzeiten sind durch
T =~ (Tp)
gegeben und es gilt
F(t,Z(.) = Folp(t)
f(t,Z(0) = (Z@)fo((t))
ht, Z(.) = $(Z(t)ho(v(t))
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8.2 Proportional Hazard

Die einfache Form eines proportional hazard Modells besteht in der Annahme

h(t;2) = P(2) - ho(t) — mit  9(0) =1.

¥ (z) ist diesmal jedoch keine Zeittransformation, Verteilungsfunktion und Dichte lassen
sich folgendermaflen durch die Basisgrofien ausdriicken:

F(t;z) = [Fo]*¥
fltiz) = Y()[Fo(t)t] " fo(t)

Im allgemeinen wird auch hier die Funktion ¢(z) in einer parametrischen Form

W(z,8) = e’'*

betrachtet.

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zum accelerated life model. Damit die Mo-
delle iibereinstimmen, muf} eine Funktion x(z) so existieren, dafl folgendes gilt:

(Fe)™ = Ft-x(2)

(
—(2) - log(F(t)) = —log(F(t-x(2))

log(¥(2)) + log(—log(F(t))) = log(—log(F(t-x(2))))

mit ¢t = 7, t- x(z) = e - eX?) G(7) = log(—log(7)) und A(2) = log(x(z)) ergibt sich
somit:

log(¢(2)) + G(1) = G(7 + A(2))
Damit dies gilt, muf3

G(r) =kt +d und kA(z) =log(x(2))
gelten, wobei mit d und k£ Konstanten sind. Somit erhalten wir

G(r) = log(—log(F(e")))

= k-7+a
—log(F(e7)) = €M™ .e”
FleT) = e (e mit p=ek

F(t) = e @"

Somit sind die beiden Modelle ganau im Fall einer Weibull-Verteilung identisch.

Wir betrachten nun genauer ein parametrisiertes Modell:

h(t,z) = ¢(z,B)ho(t)
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wobei sich z iiber die Zeit (fiir ein Individuum) nicht &ndert.
In der Praxis werden 3 mogliche Parametrisierungen verwendet:

Wz, B) = 7 log-linear  (meist verwendete)
= 140372 linear
= log(1+ p%2) logistic

Welche der Form verwendet wird, kann durch Fitten einer iibergeordneten Familie ent-
schieden werden, zum Beispiel enthélt

Wz, B k) = (1+ kBT 2)

das lineare (k = 1) und das loglineare (k — 0) Modell als Spezialfille.
Nun soll 3 bei vollsténdig unbekanntem hg(t) geschétzt werden. Wir betrachten zunéchst
den Fall, daf} keine Zensierung vorliegt und fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

® 7,...,T, seien die geordneten Ausfallzeitpunkte,
e 7; sei die Marke des Objektes, welches zur Zeit 7; ausfillt (y; = [, wenn ¢, = 73),

o R(1;) = {i :t; > 7;} sei die Menge aller Elemente unter Risiko gerade vor dem
j-ten geordneten Ausfall und r; die Lénge von R(7;).

Beispiel:

R(m) = {1,2,3,4}
R(m) = {1,2,4}
R(rs) = {1,2}
R(ms) = {2}

Die Groflen 7; und +; sind gemeinsam &dquivalent zur Originalstichprobe. Da hy un-
bekannt ist, konnen die 7; keine Information {iber 3 geben. Daher betrachten wir die

Groflen ;. Die gemeinsame Verteilung p(iy, . .., 4,) der ; iiber alle Permutationen von
(1,...,n) kann explizit bestimmt werden. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(y; = i|H;),
wobel H; = {m,...,7j,41,12,...,1j_1} die Vergangenheit bis zum j-ten geordneten Aus-

fallzeitpunkt darstellt, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl i zur Zeit 7; ausfillt,
unter der Bedingung, dafl ein Element des Risk-sets R(7;) ausfillt:

_ hm)wl)
Zken(fj) hue(75) zken(fj) ¥ (k)

Man sieht, dass P(vy; = i|H;) unabhéngig von 7y, ..., 7; ist.
Daraus folgt fiir die gemeinsame Verteilung (Likelihoodfunktion):

P(y; = ilH;)

(V(k) = (2, 0)) -

n
p(il, e ,Zn) = Hpj(ij“l? e ,ij_l)
j=1

. Y (iy)
]-1;[1 > ker(ry) V(K)
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Wir betrachten wieder das Beispiel:
n=3 , =4, =1, nu=2

darausfolgt:
¥(3)
PBAL2) = ST o) T o)
() W(1) ¥(2)

V(L) +03) +¢4) 1) +9(2) $(2)
Bei Zensierung kann auf gleiche Weise vorgegangen werden, wenn die Zensierung sofort
nach einem Ausfall erfolgt. Da die Zensierung kaum Einfluf} auf 3 besitzt, kann das
angenommen werden.
Seien d die Anzahl der Ausfille und 71 < 7 < ... < 74 die geordneten Ausfallzeiten.
Dann 14t sich die gesamte Argumentation wiederholen, nur beinhaltet H; jetzt auch
die Zensierung in (0, 7;) und

d

Y(iy)

L= .
1S Smeris
Beispiel
R1 = (1,2,3,4)
Ry = (172)
Rs = (2)
A, B,C — mogliche Ausfallzeiten des zensierten Elementes
1 2
. u(3) _w) )

(1) +9(2) +¢B)+¢(4) (1) +v(2) $(2)

= Summe der 3 moglichen Terme fiir einen Ausfall

des zensierten Elementes:

L e )
@) + @) + @) B0 + (@) + ()
U b
P +9(2) %)
. ¥(3) R

Ableiten der log-Likelihoodfunktion:

o . :
S5l = )
0? . :
a5.05."" = v
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=) llogw(z‘)) — log (Z w(k>>] => b

7 kER;

O ) _ i, (b)
Oy () Dper, (k)

Betrachten log-linearen Hazard:

P(z,8) = *
wr(z) = ZMW)
wrs (Z) = Zirzisw(i)
zir - Wert der r-ten Komponente der erkldarenden Variablen fiir das i-te Subjekt
- alz ZkERi ZkreﬁTZk
= Zir —
a0, ZkeRi Zk,,eBTZ’“
= Zir — Azr(ﬁ)

zir - Wert der erkldrenden Variablen des ausgefallenen Subjektes
A (B) - gewichtetes Mittel der selben Variablen iiber das gesamte Risk set

Schétzung der Baseline Hazard-Funktion

1. Wenn hg parametrisch spezifiert ist:

ho(t, ®)

entweder gemeinsame Likelihood 1(3, ¢) wird maximiert, oder [(5, ¢) (conditional
likelihood) wird maximiert.

2. Haufiger sind nicht parametrische Schatzungen:
einfacher Schétzer:

H(t) = Z H;(y;) — total cumulative hazard
i=1
it ot wenn noch nicht ausgefallen
Y=\ ¢ oder t; bei Zensierung oder Ausfall

Da fiir H(t) gilt: t
1o = [ ¥ v

JER(w)
folgt:
. d.
Hy(t)=) ————
T <t ZZGR(T]') w(l)
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8.3 Mischverteilungen und Frailty-Modelle

Unterschied zu Proportional Hazard: die erkldrende Variable ist unbekannt und nicht
mef3bar!

Sei

h(t) = Y -hy(t) Y ist Zufallsvariable
ho = 1 . Exponentialverteilt (A wird in Y getreckt)
hy = pBtP1 . Weibullverteilung.

Y heifit mischende Verteilung (mixture distribution)
Wenn Y = y (fixiert): bedingte Verteilung (conditional distribution), beobachtet wird
eine Randverteilung, wenn Y wegintegriert ist, mit marginal hazard w(t).

S(HY) = exp{ - Y/Ot ho(t)dt}

Darausfolgt:
S(t) =ES(t|Y)

Wir betrachten nun einige Beispiele:

1.
Y — { n p
Y2 I1—p
fiir y; =1 und y, = —1:
I—p
hi(t)=1-2
Q pe=2 — (1 —p)
h(t) ist fallend.
2.
S(tlY) = exp{-Yt7}
1
— 9(5 0—1 _9
fr () y° " expq y}—r( 5)
9 5
S(t) = —_—
®) (tﬁ + 6)
Pareto fallende Ausfallrate.
3. Weibull.
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Mischung beider Modelle (proportional Hazard und frailty):
BE) = ho(t)exp{z + v}
— Y (w, ) ho(t) exp{f'z}
——

=Y , da sowieso alles unbekannt ist.

Darausfolgt:
_o(t) exp{f'z}
h(t) = T
1+ Agexp{f'z} -3

(durch Ausintegrieren und weglassen des Skalenparameters. § = 6.)
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A Wahrscheinlichkeitsmodell
Exponentialverteilung1

A.1 Einparametrige Exponentialverteilung

Wir betrachten zunéchst die einparametrische Exponentialverteilung
F(t)=1—exp(—=At), t>0, A>0. (A1)

Die Beobachtungen lassen sich auf verschiedene Weise gewinnen:

1. Es werden n Elemente vom Zeitpunkt ¢ = 0 an beobachtet. Sie fallen in einer
zufilligen Reihenfolge aus. Die Beobachtung wird nach einer fest vorgegebenen
Anzahl von Ausfillen » = r* beendet. Die Beobachtungsdauer ist zufallig.

2. Es werden n Elemente vom Zeitpunkt t = 0 an beobachtet. Ausgefallene Elemente
werden sofort durch neue ersetzt. Das beeintriachtigt die Giiltigkeit des Wahr-
scheinlichkeitsmodells nicht, weil die Exponentialverteilung durch die Konstanz
der Ausfallrate die Eigenschaft , gebraucht so gut wie neu* hat. Die Beobachtung
wird nach einer fest vorgegebenen Anzahl von Ausfillen » = r* beendet. Die Be-
obachtungsdauer ist zufallig.

3. Es werden n Elemente vom Zeitpunkt ¢ = 0 an beobachtet. Sie fallen in einer
zufélligen Reihenfolge aus. Die Beobachtung wird nach einer fest vorgegebenen
Zeit t = t* beendet. Die Anzahl der Ausfille r ist zufillig.

4. Es werden n Elemente vom Zeitpunkt ¢ = 0 an beobachtet. Ausgefallene Elemente
werden sofort durch neue ersetzt. Die Beobachtung wird nach einer fest vorgege-
benen Zeit ¢t = t* beendet. Die Anzahl der Ausfille r ist zufillig.

Diese vier Méglichkeiten der Datengewinnung sind bei der Schitzung zu unterscheiden.
Sie werden getrennt beschrieben.

A.1.1 Beendigung beim r*-ten Ausfall ohne Ersetzen der
ausgefallenen Elemente

Die Beobachtung wird beendet, wenn die vorgegebene Anzahl von r* Ausfillen erreicht
ist. In diesem Fall ist r < n eine feste Grofle, und die Testdauer ¢,y ist zuféllig. Die

!Der Anhang ist vollstiindig dem Buch HARTLER entnommen
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Ausfalldaten bilden die Folge (1) < tg) <. t(. Die Likelihood-Funktion lautet in
diesem Fall:

H/\Te_kt(ﬁe_)‘(”—”)t(r) —\e _)‘[ 2= 1t(i)+(n_r)t(T)} . (A2)

(n—r)t 3 (n—r)

L(A[r) =

Man erhélt daraus die Maximun-Likelihood-Schétzung fiir A in der Form:

;\ B T
> ity +(n =1t

Den Nenner von A.3 bezeichnet man als summierte Lebensdauer (total time on test) S,

(A.3)

S, —Zt (n—r) tiry - (A.4)

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ) ist in diesem Fall eine erwartungstreue Schitzung
fiir A und besitzt Minimalstreuung.

Das Vertrauensintervall fiir A\ wird mit Hilfe der y?-Verteilung gebildet. Epstein und
Sobel zeigten, dafi die Grofe 27’()\\5\) einer y2-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden folgt,
wenn A die unbekannte wahre Ausfallrate bedeutet. Somit 148t sich ein Vertrauensinter-
vall fiir A auf dem Vertrauensniveau (1 — ) durch das oder die entsprechenden Quantile
der y2-Verteilung bilden. Die y?-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden wird symbolisch mit
x*(2r) bezeichnet, das Quantil mit x?(2r). Man erhélt auf dieser Grundlage

1. die einseitige obere Vertauensgrenze fiir A

2
Moo = Xl—;—;%) (A.5)
2. die einseitige untere Vertrauensgrenze fiir A
2(2r

o= 22 (A6)

3. die zweiseitige untere und obere Vertrauensgrenze fiir A
WL Lo A = 1) (A7)

2 25, ’ 2 25, ‘

Wird in A.1 statt A der Parameter ¥ = A~! verwendet, so ist die Maximum-Likelihood-
Schétzung fiir ¥ einfach der zu A.3 reziproke Ausdruck

192 [Ztu n—r () . (A8)

Die Grenzen der Vertrauensintervalle folgen durch entsprechende Umstellungen aus den

Gleichungen A.5 bis A.7:
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1. einseitige untere Vertauensgrenze fiir v

2S5,
1905 — N 2R (Ag)
Xl—a(2r)
2. einseitige obere Vertrauensgrenze fiir v
285,

Do = A.10
e = 2 0

3. zweiseitige untere und obere Vertrauensgrenze fiir ¢

285, 285,
Vo = —5—-~ , VYo =— (A.11)
L @) FT e

Aus den Formeln A.5 bis A.11 ergibt sich, dal die Breite des Vertrauensintervalls ent-
scheidend durch r = r* beeinflufit wird. Wahlt man r* grof8, so wird auch S, grof}; die
x2-Verteilung hat eine entsprechend gréBere Anzahl von Freiheitsgraden, und es ergeben
sich relativ engere Vertauensgrenzen.

Fiir die Planung von Versuchen ist es wichtig zu wissen, in welcher Zeit etwa die r*
Ausfille auftreten kénnen. Diese Zeit héngt natiirlich vom wahren und unbekannten
Wert A\ ab. Aber es interessiert auch die relative Verldngerung der Beobachtungsdauer
bei einer Bergroflerung von r*. Nach Epstein erhédlt man den Erwartungswert der Zeit
bis zum r-ten Ausfall durch die Beziehung

- 1
i=1

Bild A.1 zeigt fiir ¥ = 1 und n = 10,20,50,100 den Quotienten » iiber dem Erwar-

tungswert der Zeit bis zum r-ten Ausfall E((.y|n). Fiir kleinere Werte von = stimmen

die Kurven fast iiberein; spiirbare Unterschiede treten erst bei grofien Werten > auf.
Fiir praktische Zwecke und relativ kleine Werte - reicht es daher meistens, die aus dem

empirischen Quantil F(t.)) = = folgende Naherung

n

E(t(,«)|n) ~ 1J1n (A.13)

n—r

zu verwenden. Diese Kurve ist fiir n = 100 im Bild 4.1 gestrichelt dargestellt.

In der Praxis beschrankt sich die Parameterschiatzung nur selten auf die Aufgabe, \ oder
¥ zu schétzen. Meistens sind auch davon abgeleitete Groflen zu ermitteln. eine solche
Grofle ist das Quantil ¢, das durch die Beziehung

Pt <t,) =7

definiert ist. Fiir die Exponentialverteilung folgt durch Umstellung von Gleichung A.1

1
-7

ty =71In | (A.14)
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Abbildung A.1: Erwartungswert der Zeit bis zum r-tem Ausfall

Der Wert ¢, gibt die Zeit an, die mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit (1 — )
iberlebt wird. Die Maximum-Likelihood-Schétzung von ¢, erhilt man durch Einsetzen

von A.8 in A.14: .

|
In der Praxis sind auch die Vertrauensgrenzen ¢, o, t1- 0der ¢, o, t, 1o von Bedeutung.
Sie heiflen Toleranzgrenzen und haben die Bedeutung

t;:@ln

(A.15)

Plla<,)>1—a . (A.16)

Je nachdem, ob man eine untere, obere oder zweiseitige Toleranzgrenze fiir ¢, wiinscht,
wird A.9, A.10 oder A.11 in A.14 eingesetzt. Die einseitige untere Toleranzgrenze ¢, ,
auf dem Vertrauensniveau (1 — «) hat also die Gestalt

tho = 25, In 1
Toxda2r) 1y

(A.17)

Sie gibt die Zeit an, von der mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o gesagt werden kann,
daB sie von den betrachteten Elementen mit der Wahrscheinlichkeit (1 — ) iiberlebt
wird.
In manchen praktischen Fillen benotigt man die Uberlebenswahrscheinlichkeit zu einem
festen Zeitpunkt ¢’. Sie wird mit

R(t") = e (A.18)
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bezeichnet. Die Schétzung erhdlt man, wenn in A.18 fiir A die Maximum-Likelihood-
Schétzung A (nach A.3) eingesetzt wird, d.h.

Rt) =™ . (A.19)

Eine untere, obere oder zweiseitige Vertrauensgrenze folgt entsprechend durch Einsetzen
von A.5; A.6 oder A.7 in A.18. Die untere Vertrauensgrenze R(t'), auf dem Vertrauens-
niveau (1 — «) hat also die Gestalt

2
Xl—oa(Qr) /
Hoe=r| (A.20)

R(t)o =exp | —
Sie gibt die Uberlebenswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ an, die mit der Irrtumswahr-
scheinlichkeit « fiir die Elemente der untersuchten Grundgesamtheit gilt.

Beispiel A.1 Es sei n = 50 und r* = 15. Im Test ergaben sich die Ausfallzeitpunkte
tay =401 h tisy =470 h L) =691 h
tery = 965 h tigy =1377h 19 =1462 h
tao) = 1498 h  t(y;) = 1674 h 19 = 1902 h
tasy = 1907 h  tay = 2299 bt = 2312 h

Die summierte Lebensdauer betréagt nach Gleichung A.4
S5 = 17654 + 35 - 2312 = 98574 h

Daraus folgt der Schéitzwert fiir A

. 15
A=——=15-10""h"
98574 ’
Nun soll die einseitige obere Vertrauensgrenze fiir A af dem Vertrauensniveau 1 — o =
0,9 berechnet werden. Dazu wird Gleichung A.5 verwendet. Aus der Tabelle der x>2-

Verteilung erhalten wir den Wert x§ ¢(30) = 40, 3; dann folgt aus A.5
Xoo =2,0-10"*h~!
Der4wa}11re Wert A ist also mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,1 kleiner als 2 -
1AOuBell“1der.n soll das 0,01-Quantil ¢y, geschitzt werden, d.h. der Zeitpunkt, der von 99%
der Elemente iiberlebt wird. Nach Gleichung A.15 erhélt man
too1 = 66 h

Die untere Toleranzgrenze fiir ¢yo; auf dem Vertrauensniveau 0,9 folgt aus A.17 und
betragt
00101 =49 h
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Das bedeutet: Man kann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von oo = 0, 1 sage, dafi 99%
der Elemente linger als 49 h leben werden.
Schliefllich sei noch die Uberlebenswahrscheinlichkeit von ¢ = 1000 h zu schitzen. Nach
Gleichung A.19 gilt A
R(t") = 0,86
Die untere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau 0,9 ist nach Gleichung A.20
R(t/)[)’l - 0, 815

Das bedeutet: Man kann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,1 sagen, dafl min-
destens 81, 5% der Elemente langer als 1000 h leben werden. &

A.1.2 Beendigung nach t* Stunden ohne Ersetzen der ausgefallenen
Elemente

Die Beobachtung wird zu einem vorgegebenen Zeitpunkt ¢* beendet. Dabei ist die Anzahl
der Ausfille r zufillig. Es gilt stets 7 < n, und es kann auch der Fall » = 0 eintreten.
Die Ausfalldaten bilden die Folge t(l) <t < ... <ty <t Die Likelihood-Funktion
lautet:

L) = Ve St reonr] (A.21)

@—ﬂ
Daraus folgt die Maximum-Likelihood-Schétzng

-

2ic e+ (n—r)t*

Fiir 7 = 0 wird auch A = 0. In diesem Fall hat die Likelihood-Funktion die Gestalt
LAt r=0) = e Mt

A= (A.22)

Das Maximum dieser Funktion liegt dann am Rande ihres Definitionsgebiets bei A = 0.
Der Nenner von A.22 ist wieder die summierte Lebensdauer

Spr = Z toy +(n—rit" . (A.23)

Sie ist von t* abhéngig. Dadurch verédndert sich die Likelihood-Funktion mit wachsen-
dem ¢* zwischen den Ausfillen kontinuierlich. Zu jedem Ausfallzeitpunkt ergibt sich aber
eine sprunghafte Anderung der Likelihood-Funktion und damit auch des Schiitzwerts A.
Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist in diesem Fall nicht erwartungstreu. Fiir grofles
n und r sind die Eigenschaften dieser Schétzung jedoch denen nach Gleichung A.3 dhn-
lich.
Bei der Bildung des Vertrauensintervalls fiir A ist zu beriicksichtigen, daf§ r eine Zu-
fallsgrofe ist. Fiir die wahre Ausfallrate X ist die Ausfallwahrscheinlichkeit p durch die
Beziehung

p=1—e (A.24)
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bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, in einer n-Elemente-Stichprobe genau r Ausfille
zu erhalten, ergibt sich fiir bekanntes p aus der Binomialverteilung

r

pT:<n)pr<1_p)(n—T) , r=0,1,...,n . (A.25)

Nach der Beobachtung liegen n und r fest. Die Frage nach dem Vertauensintervall bedeu-
tet, festzustellen, welchen p- bzw. A\-Werte bei gegebenem n zu den r Ausfillen gefiihrt
haben kénnen. Dazu wird A.25 als Betaverteilung abgesehen. Die Vertrauensgrenzen fiir
p auf dem Vertrauensniveau 1 — a ergeben sich durch ie entsprechenden Quantile der
Betaverteilung mit den Parametern a = r + 1 und b = n —r + 1. Wird mit B,(a,b) das
Quantil der Betaverteilung bezeichnet, so erhilt man die Vertrauensgrenzen fiir A durch
die fiir p aus A.24. Es folgt somit

1. die einseitige obere Vertauensgrenze

1 1
Moo =—1 A2
! t*nl—Bl_a(r—i-l,n—r—i-l) (4.26)

2. die einseitige untere Vertrauensgrenze

1 1

Ao = —1 A.27
t*nl—Ba(r+1,n—r+1) ( )
3. die zweiseitige untere und obere Vertrauensgrenze
1 1
Ae = —1In
2 t* 1=Ba(r+1,n—r+1)
(A.28)

A 1 !
_a = —In
7 t* 1=DBia(r+1,n—r+1)

Die Schétzung fiir ¥ erhélt man als reziproken Wert zu A nach Gleichung A.22; und die
Vertrauensgrenzen fiir ¢ folgen durch entsprechende Umstellungen aus den Gleichun-
gen A.25 bis A.28. Ahnlich verhélt es sich mit der Schitzung des y-Quantils t, und
der Uberlebenswahrscheinlichkeit R(t'); sie werden wie im vorigem Abschnitt aus den
Schétzwerten fiir A und den Vertrauensgrenzen abgeleitet.

Beispiel A.2 Die Beobachtung aus Beispiel 1 wird bis zum Zeitpunkt t* = 2500 h
durchgefiihrt. Es ist also n = 50,7 = 15. Die Ausfallzeitpunkte sind die im Beispiel 1
angegebenen Zahlen. Aus Gleichung A.23 erhélt man

Soso0 h = 17654 + 35 - 2500 = 105154 h
Also ist 15
A= =1,43-107* h*
105154 ,43-10
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Der Schiatzwert fiir A ist natiirlich etwas kleiner als der im Beispiel 1, denn die Zeit
zwischen den letzten beiden Ausfillen bei 2312 h und 2500 h verlief ohne Ausfall. Daraus
folgt ein kleinerer Schétzwert der Ausfallrate.

Nun soll die einseitige obere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau 1 — a = 0,9
berechnet werden Dazu wird das 0,9-Quantil der Betaverteilung By o(16,36) bendtigt.
In der Tabelle der Betaverteilung sind aber nur die unteren Quantile angegeben. Auf
Grund der Symmetriebeziehung erhéilt man das gesuchte 0,9-Quantil.

Aus der Tabelle erhédlt man mit Hilfe einer linearen Interpolation den Wert

By1(36,16) = 0,60

Daraus folgt
By 9(16,36) = 0,40

und nach Gleichung A.26
oo =2,0-107*h!

Steht keine Tabelle der Betaverteilung zur Berfiigungm, so wird die F-Verteilung mit
my = 2a und my = 2b Freiheitsgraden verwendet. Mit Hilfe einer linearen Interpolati-
on finden wir in der Tabelle der F-Verteilung, die in vielen Lehrbiichern iiber mathe-
matische Statistik enthalten ist, den Wert Fjo(32,72) = 1,46. Daraus folgt der Wert
By o(16,36) = 0,39 und M\gg = 2,0- 1074 h™". O

Lebensdaueruntersuchungen ohne Ersetzen der ausgefallenen Elemente, die zum Zeit-
punkt t* beendet werden, treten in der Praxis héufig in solchen Féllen auf, in denen
die genauen Ausfallzeitpunkte ¢;) nicht ermittelt werden konnen, weil nur die Anzahl
der Ausfille zu festen Zeitpunkten erfafit wird. Dadurch wird die exakte Berechnung
der summierten Lebensdauer S;= unmoglich. Eine Schiatzung von A kann dann mit Hil-
fe der Maximum-Likelihood-Schéatzung fiir p durch die Beziehung A.24 erfolgen. Die
Maximum-Likelihood-Schétzung fiir p ist einfach

p=_ . (A.29)

n
Daraus folgt der Schiatzwert X' fiir A in der Form

UL N

t* n—r

(A.30)

Im Beispiel 2 ist n = 50,7 = 15 und ¢* = 2500 h. Daraus folgt N =1,43-10"*h™!; der
Schétzwert stimmt in diesem Fall sogar mit A {iberein.

A.1.3 Beendigung nach r* Ausfdllen mit Ersetzen der ausgefallenen
Elemente

Die Beobachtung wird beendet, wenn die vorgegebene Anzahl von r* r* > 0, Ausfillen
erreicht wurde. Der Zeitpunkt £(,) ist eine Zufallsgrofie. Weil ausgefallene Elemente sofort
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durch neue ersetzt werden, befinden sich stets n Elemente im Versuch. Die Ausfallrate
fir die n-Elemente-Stichprobe ist gleich (n)), und die Likelihood-Funktion lautet fiir
r=r*

LAr*) = (nA) e ™Mo (A.31)
Daraus erhélt man die Maximum-Likelihood-Schétzung
« r
\ = A.32
i (A.32)

Im Nenner steht wieder die summierte Lebensdauer, die in einem Versuch mit Ersetzen
der ausgefallenen Elemente einfach das Produkt aus Stichprobenumfang und Beobach-
tungsdauer ist. Somit ist Gleichung A.32 ein Analogon zu A.3 und hat auch diselben
Eigenschaften. Insbesondere ist \ eine erwartungstreue Schitzung. Den Schétzwert fiir
¥ = A! erhilt man einfach als reziproken Wert zu .

Das Vertrauensintervall fiir A\ beruht auf der y2-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden. Wird
die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ausfallzeitpunkten z; = ;) —t;—1), 1 =
L,...,7r,z9 = 0, gebildet, so 148t sich der letzte Ausfallzeitpunkt ¢(,) in Form einer Sum-
me der z; ausdriicken:

t(r) = Z xZ;
i=1

Aus den Eigenschaften des Poissonschen Prozesses folgt, dafi die x; einer Exponentialver-
teilung mit dem Parameter (n)\) geniigen. Die Summe von r unabhéngigen Zufallsgrofien
mit einer durch einen Parameter (n)\) charakterisierten Exponentialverteilung ist eine
Zufallsgrofle mit einer zweiparametrigen Gammaverteilung, und zwar mit den Parame-
tern b = r und v = (n)). Die Gammaverteilung wiederum ist einer x?-Verteilung mit
2r Freiheitsgraden folgt. Die Vertrauensintervalle stimmen im betrachteten Versuchstyp
also mit denen nach Gleichung A.5 bis A.7 iiberein; lediglich die summierte Lebensdauer
wird in der Form

S(T) = nt(r) (A33)

berechnet.

In einem Versuch, der nach der vorgegebenen Anzahl von Ausfillen r* beendet wird, ist
die Beobachtungsdauer eine Zufallsgrofle. Der Erwartungswert der Zeit bis zum r-ten
Ausfall hingt natiirlich von A bzw. ¢ = A~! ab. Es gilt

E(t|n) = 9= (A.34)
n

Die relative Zeiteinsparung durch die Vergréferung von n oder durch die Verringerung
von r kann mit Hilfe von A.34 beurteilt werden. Es ist in der Praxis zu beachten, dafl
die Breite des Vertrauensintervalls durch r stark beeinfluf3t wird. Deshalb sollte r* nicht
zu klein gewéahlt werden.

Beispiel A.3 Ein Versuch mit n = 10 Elementen soll bis zum dritten Ausfall (r* = 3)
durchgefiihrt werden. Ausgefallene Elemente werden sofort ersetzt (man bendétigt also
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insgesamt 12 Elemente). Es wurde ¢ = 750 h ermittelt. Nach Gleichung A.32 erhéilt

man den Schatzwert 5
N=— —4.10*h!
A 7500 0

Auflerdem sollen die zweiseitigen Vertrauensgrenzen fiir A auf dem Vertrauendsniveau
(1 —a) = 0,9 berechnet werden. Dazu wird Formel A.7 benutzt. In einer Tabelle findet
man die x*-Werte x§5(6) = 1,64, x§ ¢5(6) = 12,6. Durch einsetzen in A.7 erhélt man
Moos = 1,1-1074 h™' Nggs = 8,4-107* h™".

Wire der Versuch statt mit 10 Elementen mit 100 Elementen durchgefiihrt und ebenfalls
nach dem dritten Ausfall beendet worden, so hétte er sehr viel schneller zum Zeil gefiihrt.
Angenommen, der dritte Ausfall wére entsprechend dem Erwartungswert der Zeit bis
zu dem betreffenden Ausfall nach Gleichung A.34 schon zum Zeitpunkt ¢y = 75 h
aufgetreten, so hitte die Schétzung folgende Werte ergeben:

3

N = — —4.10*n!
7500 0

5 1,64

A = 2 —1.1-10*nt
0,05 15000 0

) 12.6

A = ——_—=84-107"h!
0,95 15000 8,4-10

Die Werte stimmen mit denen im ersten Fall {iberein; der Vorteil beim Einsatz von 100
Elementen liegt also nur in der Zeiteinsparung.
Waéren n und r proportional vergroflert worden, d.h. n = 100 und r* = 30, und wére der
dreifligste Ausfall entsprechend A.34 zum Zeitpunkt £3g) = 750 h aufgetreten, so ergibe
sich 30

A

= ——=4-10"h"
75000 !

Aus der Tabelle der y2-Verteilung mit 60 Freiheitsgraden erhilt man X3,05(60) = 43,2,
X3.95(60) = 79, 1. Daraus folgt

43,2
~ 150000

79,1

= . 1 —4 h_l
150000 5310

0,05 =2,9-10*h™" | Ao,95 =

ein gegeniiber dem ersten Fall engeres Vertrauensintervall. Es ist bedingt durch dir um-
fangreichere experimentelle Information. Der Versuch hatte gegeniiber dem ersten Fall
den 10-fachen Elementeaufwand bei gleicher Beobachtungsdauer. &

A.1.4 Beendigung nach t* Stunden mit Ersetzen der ausgefallenen
Elemente

Die Beobachtung wird nach einer vorgegebenen Zeit t* beendet. Ausgefallene Elemen-
te werden sofort ersetzt, so daf§ sich wiahrend der gesamten Beobachtungsdauer stets n
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Elemente im Versuch befinden. Die Anzahl der Ausfiille r > 0 ist eine zufillige Grofe.
Wie im vorhergehenden Fall folgt die Zeit zwischen den Ausfillen einer Exponential-
verteilung mit dem Parameter (n\). Die Likelihood-Funktion hat die zu A.31 analoge
Form

LOtY) = (nA)"e™™" (A.35)
Daraus erhélt man als Maximum-Likelihood-Schétzung den Ausdruck
. r
\ = A.36
nt* ( )
Im Nenner steht wieder die summierte Lebensdauer

Bei der Konstruktion von Vertrauensintervallen fiir A ist die Zufélligkeit von r zu beriick-
sichtigen. Die im Versuch mit Ersetzen der ausgefallenen Elemente auftretende Folge von
AUsfilen kann durch einen Poissonschen Prozefl mit der Intensitidt nA beschrieben wer-
den. Es gilt fiir die Anzahl der Ausfille  bei festem n und A im Zeitintervall [0, t*] die
Poisson-Verteilung

P(X=r)= %e"\"t*(Ant*)’" , r=0,1,2,... (A.38)
Nach dem Experiment steht r fest, und es sind die Grenzen fiir A zu finden, die mit der
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1 — o zum beobachteten r gefithrt haben kénnen. Die
Poisson-Verteilung wird zu diesem Zweck so betrachtet, als wire A die Zufallsgroe und r
ein fester Wert. Es besteht zwischen der Poisson-Verteilung und einer Gammaverteilung
folgende Beziehung;:

0 *\r+1 A
Z ,l‘e”\"t*()\nt*)i = % / u"eT" M du (A.39)
i=r+1 v (7’ + ) 0
Dadurch kann jedem Quantil der Poisson-Verteilung ein zur gleichen Wahrscheinlichkeit
gehorendes Quantil der Gammaverteilung zugeordnet und eine untere (obere) Grenze
fiir r in eine obere ( untere) Grenze fiir A transformiert werden. Da r eine ganze Zahl
ist, &8t sich fiir beliebige A-Grenzen nicht immer eine r-Grenze mit genau der gleichen
Wahrscheinlichkeit finden. In solchen Fillen verwendet man die néchstmdogliche Grenze;
das ist die zur ganzen Zahl r gehorende Grenze, fiir die das Vertrauensniveau etwas grofier
als 1 — «v ist. Die Gammaverteilung ist mit der y2-Verteilung verwandt, mit der, weil sie
in Tabellenform vorliegt, die Vertrauensgrenzen fiir A bevorzugt berechnet werden. Man
erhalt

1. die einseitige obere Vertauensgrenze

Xl (2r+2)

AM-—a
! 25,

(A.40)
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2. die einseitige untere Vertrauensgrenze

2
Xa(27)
\, = 2o\ =/ A.41
“7 928, (A-41)

3. die zweiseitige untere und obere Vertrauensgrenze

2 2
Xﬁ 2r X_g 27”+2
LN L (A2

A e
28, > 172 25,

[NIfe)

Die unterschiedliche Anzahl von Freiheitsgraden hat ihre Ursache in der Ganzzahligkeit
von 7. Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist fiir die unteren Grenzen in der Regel etwas
kleiner als a bzw. é

Beispiel A.4 Wie im Beispiel 3 wird die Beobachtung mit n = 10 Elementen durch-
gefiihrt. Ausgefallene Elemente werden sofort ersetzt. Der Versuch dauert bis zum Zeit-
punkt ¢* = 1000 h. Es wurden r = 3 Ausfille beobachtet. Daraus folgt

X 3
A=——=3-10""hn"
o000 > 10

Die geschéitzte Ausfallrate ist kleiner als im Beispiel 3; denn die Zeit zwischen 750 h und
1000 h verging ohne einen weiteren Ausfall. Es sei wieder die zweiseitige Vertrauensgrenze
auf dem Vertrauensniveau 1 — a = 0,9 zu berechnen. In der y?-Tabelle findet man die
Werte x§ 5(6) = 1,64, x§.95(8) = 15, 5. Durch Einsetzen in Gleichung A.42 erhilt man

)\0,05 =38,2- 10_5 h_l s /\0795 =78 10_4 h_1

Tabelle 1: Die wichtigsten Formeln dieses Abschnittes

Funktion | Beendigungsregel

t* ,’,,*

Mit Ersatzt Ohne Ersatz Mit Ersatz Ohne Ersatz
S nt* Sty +(n—r)t* nt () Siqtay + (n—7r)te
A 5 s s s
L()\) (n)\>r€—)\S (nvilr)!)\'re—/\s (n)\)re—)\S (n:L!T)I)\re—AS

2 (2r) 1 1 2 (2r) 2(2r)

Aa X 25 7 In 1B, (r+1L,n—r+1) X 25 X 25

xXi_(2r) 1 1 Xi_a(27) xXI_a(2r)
Al-a 25 Tl v e oy 25 25
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A.2 Zweiparametrische Exponentialverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
Ft)l —exp[-At—1t))] ., t>t>0 , A>0 (A.43)

enthélt zwei unbekannte Parameter, die auf der Basis von Beobachtungswerten geschétzt
werden sollen. Wie im Fall der einparametrigen Form der Exponentialverteilung kénnen
die Daten in verschiedener Weise gewonnen werden: mit und ohne Ersetzen der aus-
gefallenen Elemente, mit Beendigung des Versuchs nach r* Ausfillen oder nach der
vorgegebenen Beobachtungsdauer ¢*.

A.2.1 Beendigung beim r*-ten Ausgall ohne Ersetzen der
ausgefallenen Elemente

Die Beobachtung wird beendet, wenn die vorgegebene Anzahl von Ausfillen r* erreicht
worden ist. Die Versuchsdauer ¢, ist zuféllig und 7* < n eine feste Zahl. Die Ausfalldaten
bilden die Folge ;) < t9) < ... < 1. Die Likelihood-Funktion hat die Gestalt

LA to|r™) =

. ﬁ!r)! Nexp{ - A[i(t@ —to)+ (=)l —t)] } . (A49)

Daraus folgt als Maximum-Likelihood-Schétzung fiir die Parameter A und ¢, das Paar
von Gleichungen

N ° T
fo=ta), A= — . A.45
W Y it t@ + (n—1)te) —nta ( )

Wird in A.43 statt A der Parameter ¥ = A~! verwendet, so ist U einfach der zu \
reziproke Wert.

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist im zweiparametrigen Fall verbesserungs- fahig;
denn die nach Gleichungen A.45 gewonnenen Schétzwerte sind nicht erwartungstreu und

besitzen nicht die kleinstmogliche Varianz. Eine verbesserte Schétzung erhélt man durch
die Ausdriicke

ty = " i 1t(1) — ﬁ [;t(i) + (n— T)t(r)
(A.46)
N (r—1)
Yicite + (0 —1)te) —ntq)
Dieses Schétzverfahren ist erwartungstreu und besitzt Minimalvarianz. Es wurde von
Epstein beschrieben.

Zur Konstruktion der Vertrauensintervalle fiir £, und A benutzt man ie Eigenschaften
der Zufallsgrofien

h = 277,)\(t(1) — to) (A.47)
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und

2(r—1)A
)\/
Die GroéBen h und g sind voneinander unabhéingig; h folgt einer y2-Verteilung mit zwei

Freiheitsgraden und ¢ einer x2-Verteilung mit 2(r — 1) Freiheitsgraden. Somit besitzt
der Quotient

g= (A.48)

2(r—1)h
29
eine F-Verteilung mit m; = 2 und my = 2(r — 1) Freiheitsgraden.

Die Vertrauensgrenzen fiir t, werden mit Hilfe der F-Verteilung gebildet, indem in A.49
fir W das entsprechnde Quantil der F-Verteilung eingesetzt wird. Ist F,(2,2r — 2) das
durch

PW < F,))=x (A.50)
definierte Quantil, do ergibt sich als untere Vertrauensgrenze fiir ¢, der Wert
Fi_o(2,2r —2)
to;lfa - t(l) - n}\/ (A51)

Als obere Vertrauensgrenze fiir ¢y verwendet man den ersten Ausfallzeitpunkt ¢(;). Das

Intervall P (2 5 2)
1—al\4, 2" —
{tu) - o 715(1)} (A.52)

ist somit ein Vertrauensintervall fiir ¢, auf dem Vertrauensniveau (1 —a). Es gibt mit der
Irrtumswahrscheinlichkeit o an, in welchem Zahlenbereich der Parameter ¢y zu erwarten
ist.

Bei der Berechnung der Vertrauensgrenzen fiir ¢y 148t sich eine ereinfachte Methode zur
Bestimmung von F, anwenden. Ist F, das durch Gleichung A.50 definierte Quantil der
F-Verteilung mit m; = 2 und my = 2(r — 1) Freiheitsgraden, so 148t sich folgender
Zusammenhang herstellen:

P = [ (L)(ll) - 1} (r—1) . (A.53)

-7

Diese Beziehung ermoglicht die Berechnung von Vertrauensgrenzen fiir ¢, auch ohne die
Verwendung von Tabellen der F-Verteilung.

Zur Berechnung der Vertrauensgrenzen fiir A’ wird von der durch A.48 definierten Grofle
ausgegangen. Sie folgt einer y?-Verteilung mit 2(r — 1) Freiheitsgraden. Somit lassen sich
folgende Vertrauensgrenzen berechnen:

1. die einseitige obere Vertauensgrenze

_ X%—a(27ﬂ - 2)

Al—a
! 251"71

(A.54)
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2. die einseitige untere Vertrauensgrenze

2
Xa(2r —2)
N, = &o A.
o 25 (A.55)

3. die zweiseitige untere und obere Vertrauensgrenze

2 2
Xa(2r —2) Xi_a(2r —2)

Aa = 22— Moo =—32 | A .56

2 25’1”—1 7 3 2Sr—l ( )

Dabei ist S,_; die durch die Beziehung
S,«_l == Z t(i) + (n - r)t(r) — nt(l) (A57)
i=1

definierte summierte Lebensdauer, d.h. die Summe der Zeit, die alle Elemente zwischen
den Zeitpunkten t(;) und ¢,y gelebt haben. Die Vertrauensgrenzen fiir 9" erhilt man aus
den Gleichungen A.54 bis A.56 nach den iiblichen Umstellungen.

Beispiel A.5 Esist n = 50 und r* = 5 vorgegeben. Folgende Ausfallzeitpunkte wurden
beobachtet: 1y = 625 h, to) = 752 h, £3) = 819 h, £y = 901 h, {5y = 970 h. Die
summierte Lebensdauer nach Gleichung A.57 betrdagt S, = 16467 h. Nach Gleichung
A.46 erhélt man die Schiatzwerte

N=24-10"h"", t/=543h.

Auflerdem sollen fiir A die obere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau 1—a = 0,95
und fiir ¢, die untere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau 1 —a = 0,95 bestimmt
werden. Aus einer Tabelle der y*-Verteilung entnimmt man den Wert X3 45(8) = 15, 5.
Daraus folgt

Nogs =4,7-107* h™!

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,05 ist die wahre Ausfallrate A nicht
groBer als 4,7-107* h ™.
Aus einer Tabelle der F-Verteilung mit m; = 2 und my = 8 Freiheitsgraden entnimmt
man den Wert Fj95(2,8) = 4,46 , der auch nach Gleichung A.53 berechnet werden
kann. Somit ergibt sich nach A.51 als untere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau
1 —a=0,95 fir ty der Wert

t0;0795 =253 h

Das bedeutet, dafl sich auf der Basis der Beobachtungswerte sagen 1a3t: Der wahre Pa-
rameter ¢y ist mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,05 grofer als 253 h. <&
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A.2.2 Beendigung zum Zeitpunkt t* ohne Ersetzen der
ausgefallenen Elemente

Die Beobachtung wird zu einem festen Zeitpunkt beendet, und die Anzahl der Ausfille
ist zuféllig. Es gilt » < n. Der Fall » = 0 ist moglich. Allerdings erhélt man dann keine
Schétzung fiir die beiden Parameter ¢y und A. Die Grundlage fiie die Parameterschétzung
bildet die Beobachtungsdauer und die Folge der Ausfallzeitpunkte (1) <t < ... < t,.
Die Likelihood-Funktion lautet:

L()\, to't*) -

MTZWV“p{_%é:Wn—%%H”—”““*@”' (A.58)

Daraus lassen sich fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung folgende Gleichungen herlei-

ten:
r

Z:zl Lty + (n—r)t*— nt() '
Die Berechnung von Vertrauensgrenzen fiir ¢y und A ist in diesem Fall nicht ohne weiteres
moglich, weil die Eigenschaften der Schitzwerte vom wahren ¢, abhédngig sind. Daher

sind in der Praxis Experimente, die bei einer fest vorgegebenen Anzahl von Ausfillen
beendet werden vorzuziehen.

~

fo=tay, A=

(A.59)

A.2.3 Beendigung beim r*-ten Ausfall mit Ersetzen der
ausgefallenen Elemente

Die Beobachtung wird beendet, wenn die vorgegebene Anzahl von Ausfillen r* erreicht
worden ist. Ausgefallene Elemente werden sofort ersetzt, so daf} sich stets n Elemente im
Versuch befinden. Man braucht insgesamt (n + r — 1) Testelemente. Die Versuchsdauer
t(r ist eine Zufallsgrofe.

Das Modell A.43 bedeutet, dafl bis zum Zeitpunkt ty keine Ausféille moglich sind und
das ab t = ty das Ausfallverhalten durch einen Poissonschen Prozefl mit der Intensitét
(n\) beschrieben werden kann. Die Likelihood-Funktion hat also die zu A.31 analoge
Form

LA to|r™) = (nA)" exp {—nA(t() —to} - (A.60)
Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schatzungen

r

T Aee ——
o n(te) —tw)

(A.61)

Wie bei Experimenten ohne Ersetzen der ausgefallenen Elemente lassen sich die Schétzun-
gen A.61 noch verbessern. Erwartungstreue Schiatzungen mit Minimalstreuung sind ge-
geben durch die Gleichungen

r 1 r—1
f = topy — ty, N=—— =
0 (1) r— 1 (r) n(t(r) _ t(l))

= — (A.62)
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Die Konstruktion der Vertrauensintervalle entspricht dem Fall ohne Ersetzen der ausge-
fallenen Elemente (siehe Abschnitte vorher). Es werden enabhéngige Hilfsgroflen h und g
benutzt, wie sie durch Gleichungen A.47 und A.48 definiert sind. Daraus folgt fiir ¢y, das
Vertrauensintervall nach Gleichungen A.51 und A.52, und die Vertrauensintervalle fiir A
erhilt man aus Gleichungen A.54 bis A.56, wobei die summierte Lebensdauer durch

Sr—l = n(t(r) — t(l)) (A63)
gegeben ist.

Beispiel A.6 Ein Versuch mit n = 10 Elementen soll bis zum dritten Ausfall (r* = 3)
durchgefiihrt werden. Ausgefallene Elemente werden sofort ersetzt. Es wurden £;) = 620
h und #(3) = 1250 h ermittelt.

Nach Gleichung A.62 erhilt man die Schitzwerte N = 3,2-107* h™', ¢} = 305 h. Fiir
to soll die untere Vertrauensgrenze auf dem Vertrauensniveau 1 — a = 0,95 berechnet
werden. Dazu ist Gleichung A.51 anzuwenden. In einer Tabelle der F-Verteilung findet
man fiir F{ g5 mit m; = 2 und my = 4 Freiheitsgraden den Wert 6,94 , den man auch
nach Gleichung A.53 ausrechnen kann. Daraus folgt die untere Vertrauensgrenze

to00s = —1,6 - 10° h

Die Vertrauensgrenze ist negativ und daher Null zu setzen. Setzt man in A.51 den Wert
to;1—a = 0 ein, so findet man durch Umstellen von Gleichungen A.51 und A.53, da8§ dazu
ein Vertrauensniveau von 0,75 gehrt. Aus den vorhandenen Daten kann man also nur
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,25 auf einen Parameter ¢ty > 0 schlieflen. Fiir
A sollen zweiseitige Vertrauensgrenzen auf dem Vertrauensniveau 1 — a = 0,9 bestimmt
werden. Dazu sind die Gleichungen A.56 zu benutzen. Einer Tabelle der y2-Verteilung
mit vier Freiheitsgraden entnimmt man die Werte

x3,05(4) = 0,711
Xoos(4) = 9,49

Da S,_1 = 6300 h ist, folgen die Grenzen

Moos = 5,6-107°h7!
Mgs = T7,5-107*h™!

A.2.4 Beendigung zum Zeitpunkt t* mit Ersetzen der ausgefallenen
Elemente

Der Versuch wird zum Zeitpunkt t* beendet; ausgefallene Elemente werden sofort ersetzt.
Die Anzahl der Elemente wiahrend der Beobachtung ist stets gleich n. Die Anzahl der
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Ausfille r ist zufillig. Es kann also der Fall » = 0 eintreten, der keine Schiatzung von
to und A erlaubt. Das Modell einer zweiparametrigen Exponentialverteilung bedeutet,
daB bis zum Zeitpunkt ¢y keine Ausfille moglich sind und das das Ausfallverhalten fiir
die Zeit t > to durch einen Poissonschen Prozef mit der Ausfallrate (nA) beschrieben
werden kann. Analog zu A.60 lautet die Likelihood-Funktion:

LA to|t") = (nA\)" exp {—nA(t" —to} . (A.64)

Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schétzungen

r

to=t A=——
0 (1) » n(t* — t(l))

(A.65)
Wie bei Experimenten mit Beendigung zum Zeitpunkt ¢t* ohne Ersetzen der ausgealle-
nen Elemente ist auch hier die Berechnung von Vertrauensintervallen fiir {5 und A nicht
allgemein moglich; denn der Wert ¢y hat einen Einflul auf die Varianz der Schétzwerte.
So sind Experimente, die nach einer fest vorgegebenen Anzahl von Ausféllen r* beendet
werden, im Hinblick auf die Datenauswerung giinstiger.

Tabelle 2: Die wichtigsten Formeln dieses Abschnittes

Funktion | Beendigungsregel
t* T*
Mit Ersatzt Ohne Ersatz Mit Ersatz Ohne Ersatz
S n(t* — t(l)) Z:zl tay + (n—r)t*— nt(1) n(t(T,) — t(l)) Z:Zl Ly + (n— T)t(,,.) —ni)
A s s s 5
to tay ta) ta) tay
)\/ _ _ r—1 r—1
S S
S S
t6 - - t(l) T n(r—1) t(l) T n(r—-1)
2 (2r—2) 2 (2r—2)
Ao - - X 25 x 25
X5 _o(2r—2) Xi_a(2r—2)
Al-a - - 25 25
lo;1—a - - tay — w ta) — W
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