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Kapitel 1
Grundlagen

Wir stellen in diesem Abschnitt Aussagen iiber gewohnliche und partielle Differen-
tialgleichungen zusammen, die wir in den folgenden Abschnitten {iber numerische
Methoden benétigen. Verweise mit dem Zusatz MI (z.B. Satz 28.1 MI) beziehen sich
dabei auf die Skripten “Mathematik fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften I
- IV”, z.B. Satz 28.1 ML

1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

/

y' = f(z,y), ylzo) =1y". (1.1)

Dabei ist y die gesuchte Funktion und y(z) = y° € IR™ der vorgegebene Anfangs-

wert.

Fiir die Herleitung von Existenz- und Eindeutigkeitsresultaten wurde in Satz 28.1 MI
die Anfangswertaufgabe (1.1) in eine Integralgleichung umgeformt. Wir werden diese

Integralgleichung in Kapitel 3 verwenden, um numerische Verfahren zu begriinden.

Satz 1.1. Se:

foQ=Ay): [v—w|<a [ly—y’| <} —R"

stetig und y : I := [xg — a,xo + a] — R" mit (x,y(z)) € Q fir alle x € I. Dann

sind dquivalent
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(1) y ist in I stetig differenzierbar und lost die Anfangswertaufgabe
y'(z) = f(z,y(x)) firalexel, y(z) =1y’

(11) y ist in I stetig und erfillt die Integralgleichung
y(z) =y’ + /f(t,y(t)) dt, =€ 1. (1.2)
xo

Wendet man auf die Integralgleichung (1.2) den Fixpunktsatz fiir kontrahierende

Abbildungen an, so erhélt man

Satz 1.2. (Satz von Picard und Lindel6f)

Es sei Q = {(x,y) € R"™ : |z — x| < a, [[y—y°| < b}, sei f: Q — R"
stetig auf Q mit || f(z,y)|| < M fir alle (z,y) € Q, und es erfille f eine Lipschitz
Bedingung bzgl. y auf @), d.h.

1f(z,y) = f(z, 2)|| < Llly — 2|

fir alle (x,y),(x,2) € Q.
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

Y = flz.y), ylzo) =y°

eine eindeutige Losung y(x), die (wenigstens) auf dem Intervall [xg — o, xo + o] mit

= mi —) d ert ist.
a := min (a,M) efiniert is

In Satz 28.2 MI wurde dieses Ergebnis direkt (durch Konstruktion einer Folge von
Funktionen, die gleichméBig gegen eine Losung von (1.2) konvergiert) gezeigt, da
der Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen im Funktionenraum nicht zur

Verfiigung stand.

Mit dem Fixpunktsatz von Schauder erhélt man

Satz 1.3. (Existenzsatz von Peano)
Es sei Q :={(z,y) e R"™ : |z —xo| <a, |ly—y°|| <b}, sei f: Q— IR™ stetig

b
auf Q mit || f(x,y)|| < M fir alle (x,y) € Q und sei a = min(a, M)

Dann besitzt die Anfangswertaufgabe

/

Yy :f(xay)a y(l’o) :yO

eine Losung, die in [xvo — o, xo + o definiert ist.
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Bemerkung 1.4. Die Eindeutigkeit kann nicht mehr garantiert werden, denn die
Funktion f(z,y) = y/|y| ist stetig, aber ¥ = /|y|, y¥(0) = 0, ist nicht eindeutig
16sbar. O

Um die Abhéngigkeit der Losung der Anfangswertaufgabe (1.1) von den Anfangs-

werten und von Parametern zu diskutieren, wurde das Lemma von Gronwall benutzt.

Satz 1.5. (Lemma von Gronwall)

Es sei ¢ : I :=[xg — a,x0+ a] — R stetig, und es gelte mit o, 3 > 0

0<oé(z) <a+p

7 o(t)dt|  fiir allex € 1.

T

Dann gilt
o(x) < aexp(flr —xzol)  fir allex € 1.

Fiir die Abhéngigkeit der Losungen von den Anfangswerten erhédlt man hiermit
(vgl. Satz 28.7 MI):

Satz 1.6. FEs seien die Voraussetzungen des Satzes von Picard und Lindelof erfiillt,

und es sei L die Lipschitz Konstante von f in Q). Dann gilt
ly (s 20, y°) — y(50, 2°) || < H70llg0 — 20
fiir alle 2° € R™ mit ||2° — y°|| < b und alle © € [vo — o, zo + al, fiir die

|y (z;20,2%) —y°|| <D

qgilt.

Wir betrachten nun Anfangswertaufgaben, bei denen die rechte Seite von einem
Parameter A € IR™ abhéngt:

y, = f(m,y, A): y(ZE()) = yO‘ (13)
Hierfir gilt (vgl. Satz 28.9 MI)

Satz 1.7. Die Funktion f besitze auf der Menge

Q :={(z,y. ) : |t~z Sy =9 <b A=A < ¢}
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stetige partielle Ableitungen erster Ordnung bzgl. der Komponenten von y und .

Dann ist y(x; X) stetig differenzierbar auf M. Dariberhinaus existieren alle gemisch-
ten zweiten partiellen Ableitungen bzgl. x und der Komponenten von X, und diese

sind stetig.

Die Matrizfunktion Z(x;\) 1= a%y(x; A) ist Losung der Anfangswertaufgabe
Z'(x;A) = if(x (x;N),N)Z(x;X) + if(:z: (T; X)), A) (1.4)
i - ay ) y ) ) ) a)\ ) y ) ) ) .
Z(l’o; )\) = 0.

Auf Satz 1.7. kann man die Frage nach der Abhéngigkeit der Losung einer Anfangs-

wertaufgabe von den Anfangswerten zuriickfithren. Man erhélt hiermit

Korollar 1.8. Ist die Funktion f : Q — IR"™ stetig differenzierbar, so hingt die
Lisung y(xz; 29, y°) der Anfangswertaufgabe

/

Yy :f(xay)a y(l’o) :yO

stetig differenzierbar von xy und y° ab.

Die Matrizfunktion Z(x) : (x5 30,y°) ist Losung der Anfangswertaufgabe

oy

Z'(z) = %f(:r,y(x;mo,yo)) Z(x), Z(xo) = E, (1.5)

wobei E € R™™ die Einheitsmatriz bezeichnet.

0
Die Funktion w(z) := E y(z;20,y°) ist Lisung der Anfangswertaufgabe
Zo

w(z) = %f(x,y<x;xo,y°>>w<x>, w(z0) = —(v0,5"). (1.6)

Bemerkung 1.9. Satz 1.7. und Korollar 1.8. gelten entsprechend fiir héhere Ab-
leitungen. Ist z.B. f : @ — IR™ eine C™-Funktion, so ist auch y(z;xo,y°) eine
C™-Funktion aller Variablen. O

Wir betrachten nun lineare Systeme
Y = A(z)y + b(z) (1.7)

Hierfiir existiert die Losung einer Anfangswertaufgabe auf dem ganzen Intervall, auf
dem A und b stetig sind. Es gilt
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Satz 1.10. Die lineare Anfangswertaufgabe

y' = A(z)y +b(z), y(xo) =19’

mit stetigen Funktionen A : [a,b] — R™™ b : [a,b] — R" bzw. A : R — IR,
b : IR — IR™ besitzt eine eindeutige Lisung, die auf ganz |a,b] bzw. IR definiert ist.

Wie fiir lineare Gleichungssysteme gilt

Satz 1.11. Die allgemeine Losung von (1.7) lautet

Y(2) = ys(2) + yn(2).

Dabei ist ys eine spezielle Losung von (1.7) und yp(z) die allgemeine Losung des

zu (1.7) gehorenden homogenen Differentialgleichungssystems
Y = A@)y. (1.8)

Die Losungen des homogenen Systems y' = A(x)y bilden offenbar einen Vektor-

raum. Eine Basis dieses Vektorraums kann man auf folgende Weise bestimmen:

Wir wihlen ein o € IR und eine Basis v',...,v™ des IR". Dann besitzt

jede der Anfangswertaufgaben
y/:A(J;) y7 y(x()) :v]7 ] - ]‘7"'7n7
eine eindeutige Lisung y’(z).
Definition 1.12. Ist y',... y" eine beliebige Basis des Lésungsraums von (1.8),

so heift Y (z) := (y'(z),...,y"(z)) ein Fundamentalsystem oder eine Funda-

mentallésung von (1.2).

Satz 1.13. FEs seien y',...,y" n Lisungen des homogenen Systems y' = A(z)y
und Y (z) := (y'(2), ..., y"(x)).

Dann gilt

(i) IstY ein Fundamentalsystem von (1.8), so ist die allgemeine Losung von (1.8)
gegeben durch y(z) =Y (z) a, ¢ € IR™.

(1) Y ist genau dann ein Fundamentalsystem von (1.8), wenn fir ein o € IR die

Matriz Y (xq) requldr ist.

(iii) Ist Y (xo) reguldr fir ein xy € IR, so ist Y (x) reguldr fir alle x € IR.
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Ist eine Fundamentallosung Y des homogenen Systems bekannt, so kann man die

Losung des inhomogenen Problems durch Variation der Konstanten ermitteln.

Satz 1.14. FEs sei Y (x) ein belicbiges Fundamentalsystem des homogenen Pro-

blems y' = A(x)y.

Dann st

y(@) =Y (2)(Y (o) 4° + / Y U(t) b(t) dt) (1.9)
die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe )
Y = A(z)y +b(x), ylzo) ="
Ist (1.7) ein lineares System mit konstanten Koeffizienten:
Yy =Ay, AcR™, (1.10)

so kann man ein Fundamentalsystem mit Methoden der linearen Algebra bestimmen.

Besitzt A die Jordansche Normalform

A=VJv-!
mit
A1 0
J1 0 .
J: , J]: ) .' ,j:L...,m,
0 T o]
0 Aj
und sind v, ..., v" die zu dem Jordan Kistchen J ; gehorenden Spalten von V', so
sind

1
vl exp(Az), (zv! + v?) exp(Az), (5 ol 4+ rv? + '03) exp(Az),

1
o ((k 1 A AR 'vk) exp(Ar)

linear unabhéngige Losungen von (1.8). Fasst man diese Losungen zu den verschie-
denen Késtchen zusammen, so erhélt man insgesamt ein Fundamentalsystem von

(1.8).

Wir geben noch eine andere Gestalt einer Fundamentallésung an. Dazu definieren

wir zunichst fiir A € €

| —

eA = Z S Al
=0 J-

<
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Dann ist
Y(z):= v A

die durch Y (0) = E normierte Fundamentalmatrix und
y(z) = Ay + /e_At b() dt} (1.11)
0

ist die Losung der Anfangswertaufgabe

y =Ay+b, y(0) =y

Man beachte, dass diese Gestalt der Fundamentallosung und der Losungsformel
niemals zur praktischen Berechnung, sondern nur fiir qualitative Uberlegungen ver-

wendet werden.

Wir betrachten nun die lineare (2-Punkt) Randwertaufgabe

Ly(r) = y/(x) ~ Cx)y(x) = r(x) } (1.12)

Ry := Ay(a)+ By(b) =c
wobei A, B € IR™™, ¢ € IR" und stetige Funktionen C : [a,b] — IR™™ und

r : [a,b] — IR™ gegeben sind. Hierfiir gilt

Satz 1.15. Gegeben sei die lineare Randwertaufgabe (1.12). Es sei Y (x) ein Fun-

damentalsystem von y' = C(x)y. Dann sind dquivalent:
(i) Die Randwertaufgabe hat fiir jede stetige rechte Seite r(x) und jeden Vektor
c € IR" eine eindeutig bestimmte Ldsung.
(ii) Die homogene Randwertaufgabe
Yy =C(x)y, Ay(a)+ By(b) =0
hat nur die triviale Losung y(z) = 0.
(iii) Die Matriz D := AY (a) + BY (b) ist reguldr.

Fiir die Randwertaufgabe (1.12) kann man eine geschlossene Losungsformel angeben,

die aber (dhnlich wie die Losungsformel (1.11) fiir Anfangswertaufgaben mit Hilfe

der Fundamentalmatrix exA) nur fiir theoretische Zwecke verwendet wird.
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Die homogene Randwertaufgabe
Ly(x) =0, Ry=0,

besitze nur die triviale Losung y(x) = 0, und es sei Y (z) die Fundamentallésung

von

mit Y (a) = E.

Nach Satz 1.15. ist die Matrix D := A + BY (b) regulér, und daher ist die Matrix

(A+BY () "'BY () - E }Y(t)l N NRE)

G(z,t) = Y (2) { (A+BY (b)) ' BY(b)

,t>x

fir alle z € [a,b] und alle t € [a, b] definiert.

Definition 1.16. Die Matriz G(z,t) aus (1.13) heifst die Greensche Matrix der
linearen Randwertaufgabe (1.12).

Satz 1.17. FEs sei die Randwertaufgabe (1.12) eindeutig losbar und Y (z) Funda-
mentallosung von y' = C(x)y mit Y (a) = E. Dann ist mit der Greenschen Matriz
G(z,t) aus (1.13) die Losung von (1.12) darstellbar als

y(@) =Y () (A+BY (b)) et /G(x, 1) r(t) dt.

a

Fiir eine grofle Klasse linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung erhélt man

die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen aus dem folgenden Satz.

Satz 1.18. FEs set
Ly .= —y" + p(x)y + q(x)y, a <z <D, (1.14)

mit p,q € Cla,b] und q(x) > 0 fir alle x € [a,b].

Dann gilt

Ly(z) > 0 fir alle x € [a,b], y(a) >0, y(b) >0 = y(z) >0 fir alle x € [a, b)].
(1.15)
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Beweis: Angenommen y nimmt in s € [a, b] ein negatives Minimum an:
y(s) = min y(z) <O0.

Dann gilt wegen y(a) > 0 und y(b) > 0 sogar a < s < b, und
y(s) <0, ¥'(s) =0, y'(s) > 0.

Wegen der Stetigkeit von y gibt es eine Umgebung U C [a, b] von s mit y(z) < 0 fiir
alle x € U. Es gilt

—y"(x) + p(x)y () > —q(z)y(x) >0 fiir alle z € U.

Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit

erhélt man
—(p(z)y'(x)) >0 fiir alle z € U,

und hieraus durch Integration unter Beriicksichtigung von '(s) =0
Y(x)<O0firzeU, x>s und y(z)>0firzel v <s.

Da die Funktion y in s ihr Minimum annimmt, muss y in U — und mit demselben

Schluss in ganz [a,b] — konstant gleich y(s) < 0 sein im Widerspruch zu y(a) > 0.

i
Ein Randwertproblem mit der Eigenschaft (1.15) heifit invers monoton.
Aus der Inversmonotonie folgt insbesondere, dass die Randwertaufgabe
Ly(z) = f(z), a<z <b, yla) =7, y(b) =2, (1.16)

fiir jede stetige rechte Seite f und fiir alle 71,7, € IR eine eindeutige Losung besitzt,
denn das homogene Problem ist nur trivial 16sbar. Gilt ndmlich Ly(z) = 0, y(a) = 0,
y(b) = 0, so folgt aus Satz 1.18. y(x) > 0 fiir = € [a, b], und da zugleich L(—y) > 0,
(—y)(a) > 0, (=y)(b) > 0 gilt, ist auch —y(x) > 0 fir x € [a,b]. Zusammen folgt
also y(z) = 0, und wegen Satz 1.15. die eindeutige Losbarkeit von (1.16).

Aus Satz 1.17. folgt, dass die Greensche Funktion von L mit Dirichletschen Randbe-

dingungen nichtnegativ ist, denn existiert ein (Z,t) € (a,b) X (a,b) mit g(x,t) < 0,

so gibt es wegen der Stetigkeit von g ein ¢ > 0 mit g(z,t) < 0 fiir alle (z,t) €
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(T —e,@+e)x (t—e,t+¢). BEssei f € Cla,b] mit f(z) = 0 fiir |2 —# > ¢ und
f(z) > 0 fiir |z — £| < € und y die Lésung von

Dann gilt
b t+e
y(@) = [g@ s dt = [ g@nf)dt <0,

wihrend aus der Inversmonotonie y(z) > 0 fiir alle « € [a, b] folgt.

1.2 Partielle Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

n

Lu(@) := > ajp(®) oy, () + 3 b;(2) vy () + c(@) u(@) = f(z).  (L17)

jik=1 j=1
Dabei sind ai, bj,c, f : R" D Q —= 1R, 5,k =1,...,n, gegebene stetige Funktionen
und € ein Gebiet im IR". Wir beschranken uns meistens auf den Fall eines ebe-
nen Systems (n = 2). Die Matrix A := (aj;) nehmen wir ohne Beschréankung der

Allgemeinheit als symmetrisch an.

Eine Funktion v € C*(2) heifit eine klassische Losung der Differentialgleichung
(1.17), wenn die Gleichung (1.17) in jedem Punkt aus 2 erfiillt ist.

Wir unterscheiden drei Typen, elliptische, parabolische und hyperbolische Differenti-
algleichungen. Fiir verschiedene Typen sind verschiedene Aufgabentypen sachgeméaf
(d.h. eindeutig 16sbar, wobei die Losung stetig von den Eingangsdaten abhéngt) und
physikalisch sinnvoll. Die Theorie und die numerische Behandlung sind bei den ver-

schiedenen Typen sehr unterschiedlich.

Definition 1.19. Besitzt die Matriz A(x) Eigenwerte einheitlichen Vorzeichens,
so heifst (1.17) elliptisch im Punkt x, ist A(x) regulir und hat ein Eigenwert
von A(x) ein anderes Vorzeichen als die ibrigen n — 1 Eigenwerte, so heifst die
Gleichung (1.17) hyperbolisch in x, ist schliefllich die Matriz A(x) singuldr, so
heifst die Differentialgleichung (1.17) parabolisch in x.

Ist die Gleichung in allen Punkten von ) elliptisch oder hyperbolisch oder parabo-

lisch, so nennt man sie elliptisch oder hyperbolisch oder parabolisch in 2.
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Fiir n > 4 betrachtet man zusdtzlich noch ultrahyperbolische Probleme. Dies
sind Aufaben, bei denen alle Figenwerte von A von Null verschieden sind und es
wenigstens zwei positive und zwei negative Eigenwerte gibt. Wir werden hierauf nicht

weiter eingehen.

Man kann eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung stets auf eine der fol-

genden Normalformen transformieren.

Ist die Differentialgleichung elliptisch, so lautet die Normalform
Anu+b'Vu+cu=f (1.18)

mit dem n—dimensionalen Laplace Operator

und gewissen Funktionen b;, ¢ und f.

Speziell fiir b; = 0, ¢ = 0 heifit Gleichung (1.18) Poisson Gleichung. Gilt zusétzlich

f =0, so erhilt man die Potentialgleichung.

Die Normalform der hyperbolischen Aufgabe lautet

0
Uy = Npqu + bV, _qu + bna—vz +cu+ f, (1.19)
wobei .
— 0

JAVERIEES —
' = Ox}

und 5 5

T
vn_l — (a—xl,,ax—n_l)

sich nur auf die (Orts-) Variable x beziehen.

Speziell firb; =0, :=1,...,n, c=0und f =0 erhélt man die Wellengleichung

U = A1

Die Normalform der parabolischen Aufgabe lautet
w =N u+b'V,_utcu+ f. (1.20)
Ein typischer Vertreter ist die Warmeleitungsgleichung

Uy = Anflua



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

wobei n — 1 wieder die Raumdimension bezeichnet.

Etwas allgemeinere Klassen von Differentialgleichungen, bei denen die obige Klas-
sifizierung ebenfalls verwendet wird, sind die halblinearen und die quasilinearen

Differentialgleichungen.

Definition 1.20. Die Differentialgleichung

ijzjl &ij(w)axiaxju — f(a,u, V),

in der die Funktion u und thre ersten Ableitungen auch nichtlinear auftreten kinnen,
der Hauptteil aber nur von den unabhdngigen Variablen xi,...,x, abhdingt, heifst

halblinear .

Die Differentialgleichung

n 82
Z a;;(x, u, Vu)axiaxju = f(x,u, Vu),

1,7=1

die linear in den zweiten Ableitungen ist, wobei der Hauptteil auch von u und/oder

den ersten Ableitungen von u abhdngt, heifst quasilinear.

Wie bei den gewohnlichen Differentialgleichungen kann man nur dann eine eindeu-
tige Losung einer Differentialgleichung erwarten, wenn man zusétzlich Anfangsbe-

dingungen oder Randbedingungen vorgibt.

Im linearen (und halblinearen) Fall hingt der Typ der Differentialgleichung nur
von dem betrachteten Punkt & € 2 ab. Im quasilinearen Fall kann der Typ der
Differentialgleichung nicht nur von @, sondern auch von der Losung u (also von den

Randwerten oder Anfangswerten) abhéngen.

Definition 1.21. Fine Differentialgleichung
Lu=f

mit zusdtzlichen Anfangs- und/oder Randbedingungen heifst sachgemifl, wenn sie

eindeutig losbar ist und die Losung stetig von den Eingangsdaten abhdngt.

Die Forderung der stetigen Abhéngigkeit (auch Stabilitét) ist bei physikalischen Pro-

blemen sinnvoll, da Eingangsdaten haufig aus Messungen gewonnen werden, d.h. nur
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bis auf eine gewisse Genauigkeit bekannt sind. Werden diese Eingabedaten in ge-
wissen Grenzen variiert, so sollte sich die Losung des Problems nicht zu dramatisch

andern, da sonst die Losung wertlos ist.

Durch elliptische Differentialgleichungen werden in der Regel Gleichgewichtszustéan-
de beschrieben (z.B. stationdre Temperaturverteilungen in einem Kérper), durch
hyperbolische oder parabolische Gleichungen zeitabhéngige Probleme (z.B. Ausbrei-
tung von Wellen oder die zeitliche Entwicklung einer Temperaturverteilung). Es ist
daher anschaulich klar, dass man fiir elliptische Probleme zusétzlich Randbedingun-
gen vorzugeben hat und fiir die beiden anderen Typen Anfangs- und Randbedin-

gungen.

1.2.1 Elliptische Probleme

Wir betrachten zunéchst die elliptische Differentialgleichung

Lu(x) = — Y ajn(®) Ug,e, () bj(x) uy, () +c(x) u(x) = f(x), zcQCR"
7,k=1 j=1
(1.21)
und setzen voraus, dass sogar ein g > 0 existiert mit
ajk(x)€& > o ijz fir alle € 2 und alle §; € IR. (1.22)
k=1 j=1

In diesem Fall sind nach dem Rayleighschen Prinzip sogar alle Eigenwerte der Matrix
A(x) fir jedes x € Q grofler oder gleich oy, also von einem Vorzeichen, und L ist

elliptisch. Die Differentialgleichung (1.21) heifit dann gleichmé8ig elliptisch .

Wir stellen uns vor, dass durch die Gleichung (1.21) die stationdre Temperaturver-
teilung in einem Korper €2 beschrieben wird. Dann sind die folgenden Randvorgaben
physikalisch sinnvoll:

u(x) = g(x), =€ . (1.23)

mit einer gegebenen Funktion g : 02 — IR. Dies bedeutet, dass der Wéarmeaus-
tausch zwischen dem Koérper und seiner Umgebung so perfekt ist, dass die Ober-
flachentemperatur des Korpers gleich der gegebenen Umgebungstemperatur g(x)
ist. Die Randwertaufgabe (1.21), (1.23) heifit erste Randwertaufgabe oder Diri-
chletsche Randwertaufgabe .

Daneben betrachtet man die Bedingung

0

a—nu(az) =g(x), x € (1.24)
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mit gegebenem g : 92 — IR, wobei n den &ufleren Normalenvektor auf 02 bezeich-
net. Hier wird der Warmefluss durch die Oberflache des Koérpers vorgegeben. Speziell
fiir g = 0 ist also die Oberflache perfekt isoliert. Die Randwertaufgabe (1.21), (1.24)

heifit zweite Randwertaufgabe oder Neumannsche Randwertaufgabe .

Realistisch ist fiir das stationdre Wéarmeleitungsproblem die Randbedingung

a(x)u(z) + b(w)a%u(

mit gegebenen Funktionen a,b, g : 02 — IR. Hierdurch wird z.B. beschrieben, dass

x)=g(x), x €I (1.25)

der Warmefluss durch die Oberfliche proportional zur Differenz der Umgebungs-

temperatur uy und der Temperatur des Korpers am Rande von €2 ist:
0
9 ) = ofug(@) — u(@))
(1.21), (1.25) heifit dritte Randwertaufgabe oder Robinsche Randwertaufga-
be.

Eindeutigkeitsresultate und die stetige Abhéngigkeit fiir elliptische Randwertauf-
gaben erhélt man leicht aus der Inversmonotonie des Differentialoperators L. Es

gilt

Satz 1.22. FEs sei  C IR" ein beschrinktes Gebiet, und es sei L gleichmdfig el-
liptisch mit ¢ > 0. Fiir die Funktionen v,w € C?(Q)NC(Q) seien die Ungleichungen

Lv(x) < Lw(x) fir alle x € Q, (1.26)
v(x) <w(x) fir adle x € 09, (1.27)

erfullt. Dann gilt
v(x) <w(x) fir ale x € Q. (1.28)

Den Beweis findet man in Protter, Weinberger [37]. Als Spezialfall erhélt man

Korollar 1.23. (schwaches Maximumprinzip)

Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.22. erfillt, und es gelte
c(x) >0 fir alle x € Q.
Fiir u € C(Q) N C%(Q) gelte
Lu(x) > 0 (bzw. Lu(x) <0) firxz

Ist das Minimum von u auf Q negativ (bzw. das Mazimum positiv), so wird es auf

dem Rand 0X) angenommen.
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Beweis: Das Minimum von u auf 02 ist negativ, denn gilt u(x) > 0 fiir alle
x € 09, so folgt mit Lu(z) > 0 in €, dass u(z) > 0 fiir alle z € Q gilt.
Es sei
uo 1= min u(x) <0
und v(x) = uo fiir alle £ € Q. Dann gilt
Lv(x) = c(x)up <0 < Lu(x) fir alle x € Q
und

v(x) <wu(x) fiiralle x € 0.

Daher folgt aus Satz 1.22.
up < u(x) fir alle ¢ € Q,
und die Funktion v nimmt ihr Minimum auf 0f2 an.

Das positive Maximum behandelt man im Falle Lu(x) < 0 genauso. 1

Bemerkung 1.24. Der Beweis zeigt, dass man im Falle ¢ = 0 auf die Vorzeichen-
voraussetzung fiir das Extremum verzichten kann. Insbesondere nimmt also eine
subharmonische Funktion ihr Maximum und eine superharmonische ihr Minimum
auf dem Rand 02 an, und eine harmonische Funktion nimmt Minimum und Maxi-

mum auf Jf2 an. O

Als erste Folgerung aus dem Maximumprinzip erhélt man ein Eindeutigkeitsresultat.
Korollar 1.25. Sei Q C IR™ offen und beschrinkt, und es sei c¢(x) > 0 fir alle
x € Q). Dann besitzt die Dirichletsche Randwertaufgabe

Lu(z) = f(x), x€Q, ulx)=g(x), xecd
hochstens eine Lésung.
Beweis: Sind uy,uy € C*(Q) N C(Q) zwei Losungen, so erfiillt v(x) := uy(x) —
ug(x) die homogene Randwertaufgabe

Lv(x) =0, €, wv(x)=0 e

Angenommen v besitzt ein negatives Minimum in 2, so wird dieses wegen Korol-
lar 1.23. auf dem Rand 02 angenommen im Widerspruch zu v = 0 auf 0€2. Genauso

fiihrt man die Annahme, dass u ein positives Maximum besitzt zum Widerspruch.
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Bemerkung 1.26. Die Voraussetzung, dass €2 beschrankt ist, ist wesentlich, denn
fir Q := IR x (0,27) ist u(z,y) := e”siny eine Losung der homogenen Randwert-
aufgabe

Au(z,y) =0, (2,97 €Q, wulz,y)=0, (z,9)" €.

Die Randwertaufgabe ist also nicht eindeutig losbar. O

Wir untersuchen nun die stetige Abhéngigkeit von den Randdaten.

Korollar 1.27. Sei Q C IR" offen und beschrinkt, L gleichmdfsig elliptisch, und
es sei c(x) > 0 fir alle x € Q. Seien u; € C*(Q) N C(Q), i = 1,2, Lisungen der

Randwertaufgaben
Lu(z) = f(x), x€Q, ulx)=gl(x), xecd.

Dann gilt

— < — .
max fuy () —up(@)| < max g1 (@) — ga(x)

Beweis: Mit v(x) := ui(x) — ug(x) folgt die Behauptung wegen Lv(x) = 0 fur
alle x € Q und v(x) = g1(x) — go(x) fiir & € 9 aus Korollar 1.23. i

Korollar 1.28. Sei Q C R" offen und beschrinkt, und seien u; € C*(Q) N C(£2),

i = 1,2, Lisungen der Randwertaufgaben
LU(ZD) = fz(w)> T Qa uz(w) = g(ZU), x € 0L
Dann gilt mit einer von den Funktionen f; und g unabhingigen Konstante C

max [uy () — uz(x)| < Cmax|fi(x) — fo()|- (1.29)

Beweis: Es sei R > 0 so grofl gewéhlt, dass
Qc{xzelR": ||z|: < R}
Es sei
lan(x)| < K, |bj(x)| < K, c(x) < K fiir alle x € Q und alle j,k € {1,...,n}.
SchlieBlich sei M > 0 so gewihlt, dass

M?*ay— K(M +1) > 1
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gilt mit der Elliptizitdtskonstante ag aus (1.22).

Hiermit definieren wir die Funktion

wiz) = (M7 — M) max | () — fo(e)

und vergleichen diese mit der Losung v(x) := ui(x) — us(x) der Randwertaufgabe
Lv(x) = fi(x) — fo(x) in Q, ov(x) =0 auf 00N.
Es gilt

Lu(@) = {MF (@) +(M? an(x) =M bi(z) — c(@) )M £ — £l
>0 >ag ?KH ?/I:

> (MPag— K(M +1)) MR e foll

>1

>1
> i = folle = fi(@) — (@) = Lo(@)
Ferner gilt nach Wahl von R
w(x) > 0=uv(x) firallex € .
Daher folgt aus Satz 1.22.

w (@) —up(x) = (@) < w(z) < max|w(@)] < M max |fi(@) = fa(e)].

Genauso folgt —w < v, und damit (1.29). i

Die drei Korollare besagen, dass die Randwertaufgabe
Lu(@) = f(z), ®cQ u@)=g(@), @ci,

fiir beschrénkte Gebiete 2 C IR" fast sachgeméaf ist : Es existiert hochstens eine
Losung, und diese héingt (bzgl. der Chebyshev Norm) stetig von den Funktionen f
und g ab. Zu zeigen bleibt “nur noch” die Existenz der Losung. Die Existenzfrage
ist jedoch fiir diese Vorlesung zu schwierig. Ohne zu prézisieren, was es bedeutet,
dass der Rand 0f2 geniigend glatt ist und dass die Koeffizientenfunktionen und die
rechten Seite f und g hinreichend glatt sind, erwéhnen wir, dass unter diesen Vor-
aussetzungen die Existenz einer klassischen Losung der Dirichletschen Randwert-
aufgabe (1.21), (1.23) gesichert werden kann. Die Priizisierungen und einen Beweis
findet man in Hackbusch [25].

Fiir die zweite und dritte Randwertaufgabe schliefen wir einige Bemerkungen an.

Wir beschrianken uns dabei auf den Laplace Operator.
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Die zweite Randwertaufgabe

Au(z) = f(x), =€, S—Z(m) =g(z), x € 9, (1.30)

ist sicher nicht eindeutig l6sbar, denn mit u(x) ist auch a(x) := u(x) + c fiir jede

Konstante ¢ € IR eine Losung.

Bis auf eine solche additive Konstante ist die Losung eindeutig, denn sind uq, us
Losungen der Randwertaufgabe (1.30), so 16st v(x) := u;i (@) — ug(x) die homogene

Aufgabe

Av(x) =0, ze€Q, S—Z(w) =0, xe€0,

und aus der ersten Greenschen Formel (vgl. IM III, Satz 25.73) folgt

0 = /v(w)g—:;(w)ab: /{v(w)Av(:n)—i—HVv(:B)Hg} da
o0 Q
= [IVo@)|} da.

d.h. Vo(z) =0 in 2, und daher v(x) = const.

Ferner ist die zweite Randwertaufgabe nicht fiir alle rechten Seiten f und alle Rand-

vorgaben ¢ losbar.

Wir betrachten zunéchst
Aw(x) =0, z €, %($) = h(x), =€ .

Ist w € C*(Q)NCYHQ) eine Losung, so gilt nach der ersten Greenschen Formel (mit
der Funktion ¢(x) = 1)

0 = / o) Aw(x) de = — / (Vo(z), Vw(z)) de + / ol@) - (@) do

= / h(x) do.
G1)

Ist u € C?(2) N CY(Q) eine Losung von

Au(z) = f(x), x€Q, g—z(a}) =g(x), x €, (1.31)

so withlen wir eine Funktion v(x) € C2(Q2) N CY(Q) mit Av(z) = f(x), = € Q, und

hiermit w(x) := u(x) — v(x).
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Dann gilt Aw(x) = 0, € , und nach dem ersten Teil folgt mit dem GauBschen

Integralsatz

ow ou ov

0 = —(x )do- —(x) do — %(a:)do
Q

8n 3"1
= /ga: do—/Av(m)dw = /g(w)dO—/f(w)dw
89 Q 2 &

Notwendig fiir die Losbarkeit von (1.30) ist also die Bedingung
/f(:c) dx = /g(w) do.
Q o9

Bemerkung 1.29. Die Losbarkeitsbedingung ist auch physikalisch einsichtig. Be-

schreibt ndmlich die Losung u von

Au(x) = f(x), x €, g—:i(m) =g(x), x €,

die stationdre Temperaturverteilung in einem Korper €, so ist [ f(x) de die Wérme-
Q
entwicklung in dem Kérper und [ g(x) do der Warmefluss durch den Rand (jeweils
o9

pro Zeiteinheit). Eine stationdre Temperaturverteilung kann sich sicher nur dann

einstellen, wenn diese beiden Gréflen iibereinstimmen. O

Ahnlich wie fiir die Neumannsche Randbedingung erhélt man Eindeutigkeitsaussa-
gen fiir die dritte Randwertaufgabe. Wir betrachten den Fall b(x) = 1, a(x) > 0,
a(x) # 0. Dann 16st die Differenz v(x) zweier Losungen wieder die homogene Auf-

gabe

Av(x) =0, z€Q, alx)v(z)+ S—Z(w) =0, xecd.

Aus der Greenschen Formel folgt wie eben

o
IA

/ IVo(@)|; de = / {v@)rv(@) + |Vo(@)|3} d

:aé()% :-/ x)do <0,

d.h. Vo(x) =0 in Q, also v(x) = const, und die Randbedingung

ov
%(m) + a(x)v(x) = a(x) - const =0

liefert wegen a(x) # 0 schliellich v(x) = 0.
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1.2.2 Parabolische Pobleme

Fiir parabolische Differentialgleichungen erhélt man Eindeutigkeitsaussagen und die
stetige Abhéngigkeit der Losung von Anfangs- und Randwerten wieder aus der In-

versmonotonie bzw. einem Maximumprinzip.

Anschaulich besagt das Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung: Bleibt die
Temperatur am Rande eines Korpers zu jeder Zeit und im Inneren zum Anfangs-
zeitpunkt unter einem Wert M und sind keine Warmequellen sondern nur Senken
vorhanden, so kann im Inneren des Korpers die Temperatur niemals den Wert M

iibersteigen.

Satz 1.30. FEs sei Q C IR" ein beschrinktes Gebiet und L (wie in (1.21)) ein
gleichmafSig elliptischer Differentialoperator mit c(x) > 0.

Die Funktionen v,w : Q x [0,T] — IR seien stetig und in Q x (0,T) zweimal
stetig partiell differenzierbar nach den Komponenten von x und einmal stetig partiell
differenzierbar nach t. Es gelte

0 0
— < — )
8tU+LU_ (%w—l—Lw in Qx(0,7)

v<w auf (02 x (0,7))U (22 x {0}).

Dann folgt
v(z,t) <w(x,t) fir alle (x,t) € Q x [0,T].

Den Beweis findet man wie fiir den elliptischen Fall in Protter, Weinberger [37].
Fast wortlich wie dort erhélt man als Folgerung ein Maximumprinzip, wobei man
wiederum im Falle ¢(x) = 0 auf die Vorzeichenvoraussetzung fiir das Maximum

verzichten kann:

Korollar 1.31. (Maximumprinzip)
FEs seien die Voraussetzungen von Satz 1.30. erfillt, und es gelte fir die Funktion

u€ C*HQx (0,T)NC(Q x[0,T]) die Ungleichung

gtu(a:,t) + Lu(zx,t) <0, fir alle (z,t) € Q x (0,7T).

Gilt dann

max u(x) > 0,
Te

so wird dieses Maximum von u auf der Menge (Qx {0})U(0Qx[0,T]) angenommen.
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Mit dem Maximumprinzip erhélt man (dhnlich wie im elliptischen Fall) die Eindeu-
tigkeit und stetige Abhéngigkeit der Losung (wenn sie existiert) von den Anfangs-
und Randdaten und der Inhomogenitat. Wir formulieren diese Ergebnisse in den
folgenden drei Korollaren. Auf die Beweise verzichten wir wegen ihrer sehr grofien

Ahnlichkeit mit den entsprechenden Aussagen fiir elliptische Probleme.

Korollar 1.32. (Eindeutigkeit)

Die erste Randwertaufgabe

Su(z,t) + Lu(z,t) = f(z,t) . (x.t)€Qx(0,T],
u(x,0) = , @ €€,
t) = P(m,t) , (x,t)€dx0,T],

@)
=
&

=3
B

besitzt hichstens eine Lésung.

Korollar 1.33. (Stetige Abhingigkeit von Anfangs- und Randdaten)

Losen die Funktionen u;, i = 1,2, die Anfangsrandwertaufgaben

Dui(w,t) + Lug(w,t) = flm,t) , (@,t)€Qx(0,T],
¢Z(CB) , &L - Q,
ui(z,t) = Yi(z,t) , (x,t) € 0Qx[0,T],

)
—

so gilt

max{|uy(x,t) — us(x,t)| : x €Q, t €[0,T]}

< max { max{|6 () — oo()| : @ € O}, }
B max{|yy(x,t) — Yo(x, )| : (x,t) € 0Q x [0,T]}

Korollar 1.34. (Stetige Abhingigkeit vom Quellterm)

Es seien u;, i = 1,2, Losungen der Anfangsrandwertaufgaben

%ui(m,t) + Lu;(x,t) = fi(x,t) , (x,t) € Qx (0,7,
Ui(wa O) = ¢(.’B> , e
ui(x,t) = U(x,t) , (x,t) €I x[0,T].

Dann gilt

max{|ui(x,t) — us(x, )| : £ € Q, t €[0,T]}
< T-max{|fi(z,t) — fo(zx,t)] : € Q, t €[0,T]}.
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Kapitel 2

Einschrittverfahren

2.1 Das Eulersche Polygonzugverfahren

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

y, = f(xvy)v y<a> = Yo, (21)

wobei die Losung y im Intervall [a, b] gesucht ist.

Dabei kann y auch vektorwertig, also (2.1) ein Differentialgleichungssystem erster

Ordnung sein.

Esseia =z <z <23 <...<zxy =:b eine (nicht notwendig dquidistante) Zer-
legung von [a, b]. Wir nehmen diese Zerlegung zunéchst als gegeben an. Tatséchlich
wird die Folge der x; im Verfahren mitbestimmt und an das Verhalten der Losung

der Anfangswertaufgabe angepasst.

Da f(z,,y(x,)) gerade die Steigung y'(z,) der gesuchten Losung y(x) von (2.1) ist,

gilt ndherungsweise bei nicht zu grofler Schrittweite h,, := x,11 — 2,

o (0(zes) = (@) % o ),
d.h.
Y(xn1) = y(xn) + b f(xn, y(x,)) + €n. (2.2)

Wir vernachléssigen nun in (2.2) den Fehler ¢,,. Dann wird die entstehende Gleichung

nicht mehr durch die Losung y(z,,) von (2.1) an den Knoten z,, erfiillt, sondern nur
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Abbildung 2.1: Knotenpunkte und Naherungswerte

noch durch Naherungswerte y,, fir y(z,). Wir bestimmen also die y,, ausgehend von

Yo durch das Verfahren

Yni1 = Yn + ho f(Tn,yn), n=0,1,...,N—1, (2.3)

wobei h,, := x,11 — x, ist.

Definition 2.1. Das durch (2.3) beschriebene Verfahren zur approximativen Ld-
sung der Anfangswertaufgabe (2.1) heifst das Eulersche Polygonzugverfahren .
Es wurde 1768 von L. Fuler beschrieben.

Beispiel 2.2.

besitzt die Losung y(x) = 5
—x

1 1
— — —— lief fah
100° 200 und 100 iefert das Verfahren
(2.3) Néherungen, deren Fehler in der Tabelle 2.1 enthalten sind. Man liest aus
der Tabelle ab, dass die Fehler bei Halbierung der Schrittweite ebenfalls halbiert

werden. O

Mit den aquidistanten Schrittweiten h =

Wir wollen nun im allgemeinen Fall den entstandenen Fehler abschétzen. Dieser

setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: Wir haben im n-ten Schritt die Losung
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Tabelle 2.1: Fehlertabelle von Beispiel 2.2.

T N =100 N =200 N =400
0.80 0.00E +0 0.00E +0 0.00E' +0
0.90 —7.09FE — 4 —3.57TE —4 —1.79F — 4
1.00 —1.79F — 3 —9.04FE — 4 —4.54F — 4
1.10 —3.49F — 3 —1.76E — 3 —8.84F — 4
1.20 —6.20E — 3 —3.13E -3 —1.57F — 3
1.30 —1.07F — 2 —5.43FE — 3 —2.73E -3
1.40 —1.86F — 2 —947FE -3 —4.7TE — 3
1.50 —3.30F — 2 —1.71F -2 —8.66F — 3
1.60 —6.48F — 2 —3.33F — 2 —1.69F — 2
1.70 —141F -1 —7.38FE — 2 —3.7TE — 2
1.80 —3.90F -1 —2.08E -1 —1.08F —1

Y(ZTny1; T, y(x,)) der Differentialgleichung ¢ = f(z,y) mit dem Anfangswert y(x,,)

an der Stelle z,, zu bestimmen. Statt dessen betrachten wir die Anfangswertaufgabe

y' = f(x,y), y(xn) = yn

mit dem “falschen” Anfangswert y,, und wir 16sen diese auch nur ndherungsweise,
indem wir den Abbruchfehler vernachléssigen. Tatsdchlich werden bei der Reali-
sierung des Verfahrens auf einem Rechner noch bei der Auswertung von f(z,,y,)
und den Rechenoperationen Rundungsfehler gemacht. Diese wollen wir aber bei den

folgenden Betrachtungen aufler Acht lassen.

Wir schreiben das Polygonzugverfahren in der Form

Yn+1 — Yn — hn f(xna yn) = 0. (24)

Setzt man hier an Stelle der Werte y,, die Werte y(x,) der Losung von (2.1) an den

Knoten x,, ein, so erhélt man (vgl. (2.2))
Y(@ni1) = Y(@n) = b [ (@0, y(@n)) =: €(@n, hn). (2.5)

Definition 2.3. &(xy,hy,) heifit der lokale Fehler (auch Abbruchfehler) des

Polygonzugverfahrens an der Stelle x,, bei der Schrittweite h,,.

Subtrahiert man die Gleichung (2.4) von (2.5), so folgt
Y(Tni1) = Yns1 = Y(@n) = Yn + "o (f (@0, Y(@0)) — [(Tn,Un)) + (T, ). (2.6)

Definition 2.4.
Ont1 = |Y(Tni1) — Ynsil

heifst der Fehler oder (zur besseren Unterscheidung) globale Fehler des Polygon-

zugverfahrens an der Stelle x,. 1.
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Um den globalen Fehler abschétzen zu kénnen, setzen wir voraus, dass f auf [a, b] xR

einer globalen Lipschitz Bedingung
|f(z,y) — f(z,2)| < Lly — 2| fiir alle y, 2z € IR und alle = € [a, D]

bzgl. y geniigt. Eine Lipschitz Bedingung in einem Rechteck (wie in dem Satz von
Picard-Lindelo6f) wiirde auch geniigen. Man miisste dann nur aufpassen, dass die

Néherungslosungen dieses Rechteck nicht verlassen.

Dann folgt aus (2.6) mit der Dreiecksungleichung und ¢, := (z,, hy,)
Ont1 < (1 + Lhy,) 0, + |enl, (2.7)

und durch vollstdndige Induktion erhélt man hieraus
n—1 n—1

6o < |00+ > lejl| -exp | D] by L], (2.8)
7=0 §=0

denn fiir n = 0 ist diese Aussage trivial, und ist (2.8) fiir ein n < N erfiillt, so folgt
Ont1 < (1+ Lhy,) b, + |en| < exp(Lhy) b + |en|

n—1 n—1
< exp(Lhy,) - <5o+ > |€j\) - exp (Z h; L) + |enl
=0

J=0

- (504-712_:1 \q\) - exp (Zn: h; L) + |ex]

Jj=0

(50 + zn: |5j|) - eXp (Xn: h; L)

IA

J=0

Es ist

und dy = |y(a) — yo| = 0. Daher folgt
511 S e(b_“)L ' |€j"

Bis auf eine multiplikative Konstante lasst sich der globale Fehler also durch die

Summe der lokalen Fehler abschatzen.

Wir setzen nun weiter voraus, dass die Losung y von (2.1) zweimal stetig differen-
zierbar ist. Dies ist z.B. erfiillt, wenn die rechte Seite f stetig differenzierbar in einer

offenen Menge ist, die
{(z,y(z)) - a <z < b}
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enthélt. Dann gilt nach dem Taylorschen Satz fiir den lokalen Fehler
ej =yl + hy) — y(z;) — hyy'(z;) = *h2 y'(x; + 0;h;)

mit einem 6; € (0, 1), und daher folgt fir den globalen Fehler

N—
5, < Z 21y (x; + 0;hy)|

L -y o,
< e ma W@l 2y

1 (b—a)L " =
< e max [y"(z)] _max b ]Z; h;

1
< Z(p— (b—a)L .
< 5 (b-ae argggb\ y" ()] jex by
= C- max h;

j=0,..,N—1

mit einer von den gewéhlten Schrittweiten h, unabhéingigen Konstante C'.

Hieraus liest man ab, dass bei Halbierung der Schrittweiten der Fehler ebenfalls
halbiert wird (vgl. Beispiel 2.2.). Man liest ferner ab, dass man O(6~1) Schritte des
Polygonzugverfahrens aufwenden muss, um den globalen Fehler § zu erreichen (fiir
den Fehler § = 107% also ¢ - 10° Schritte). Dies zeigt, dass das Eulersche Polygon-
zugverfahren fiir die Praxis nicht geeignet ist und dass man schnellere Verfahren

bendtigt.

Wie im Falle der Quadratur wird man in der Praxis nicht mit vorgegebenen Schritt-
weiten rechnen, sondern die Schrittweite dem Losungsverhalten anpassen. Dabei
schétzt man wie bei den adaptiven Quadraturformeln den lokalen Fehler mit Hilfe

einer zweiten Formel.

Wir verwenden hierzu zwei Schritte des Polygonzugverfahrens mit halber Schritt-

weite:

hy,
Yntl = Un + ) (@0, Yn)

. . B, b
ot = Gpid + 5 STt Gagt)

I, R
f(xn + 5 1 Yn + = f(xnyyn))

hy,

2 2
Fiir den lokalen Fehler gilt mit der Losung z(z) der Anfangswertaufgabe y' = f(x,y),
y(z,) =y, (im Falle z € C? [a, b]) nach dem Taylorschen Satz

€<l‘n, hn) = Z(l’n + hn) - (yn + hn f(xmyn)>
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= 2z(xn) + hy 2 (z) + % h22"(z,) + O(h2) — 2(2n) — hy 2/ (22)

_ ; B2 (2,) + O(hY) (2.9)

und genauso fiir die zusammengesetzte Formel

5(.77”, hn) = Z('In + hn) - gn-&-l
1 D,
= Yo+ o (20, Yn) + 5 hizﬁ@n) + O(hi) ~Yn — = f(Tn, Yn)

2 2
hy, hy, O h, 0 2
- ?(f(xmyn) + 9 o f(@n,yn) + o @_y (@ Yn) [ (@ yn) + O(h3,))
= () + ORY)

wegen

ﬂ@Z%ﬂ%mw:%ﬂ%ww+%ﬂ%m%ﬂﬂ

Durch Subtraktion dieser beiden Formeln erhilt man
~ 1 N/ 3
Yn+1 — Ynt1 = 1 hnz (xn) + O(hn>'

Setzt man dies in (2.9) unter Vernachlissigung des O(h3)-Terms ein, so erhilt man

die Schétzung fiir den lokalen Fehler

(T, hn) = O(Tn, hn) 1= 2(Jn+1 — Ynt1)- (2.10)

Zugleich erhdlt man mit

Unt1 = 20Unt1 — Ynt1

1 h,

eine Naherung fiir y(z, + h,) mit dem lokalen Fehler
E(Tp, b)) = 28(20, hyy) — e(wy, hy) = O(B3).

Verfahren mit dieser Eigenschaft werden wir Verfahren der Ordnung 2 nennen.

Die Formel (2.10) verwenden wir nun zur Schrittweitensteuerung :
Wir geben uns eine Toleranz 7 > 0 vor und bestimmen die Schrittweite in jedem
Schritt so, dass

lokaler Fehler =~ 7 (2.12)

gilt.
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Approximieren wir £(z,, h) durch &(x,, h) ~ vh?, so kann man v durch einen Pro-

beschritt der Linge H schéitzen:

1
v R ﬁ E(l’n, H)
Die optimale Wahl der Schrittweite wére nach (2.12)
2o W
7= [e(@n, )| = 3| - 17~ o (@, H),

d.h.

T

h=H, |
e (an, H)|

Der folgende MATLAB-Programmteil verwendet eine dhnliche Schrittweitenkontrol-

le bei gegebenen Startwerten x und y und gegebener Probeschrittlange h:

v=1.e-5%ones(1,n);
z = £(x,y);
while h>0
yl =y + hxz;
y2 y + h/2xz;
y2 = y2 + h/2 *x f(x+h/2,y2);
d=max (v,max(abs(y),abs(y1)));
phi = 2 * norm((y2 - y1)./d);
hneu = h * min(max(0.9*sqrt(tol/phi),0.2),10);

if phi > tol
h = hneu;
else
X = X + h;
y = 2%¥y2 - yi; ()
z = £(x,y);
h = min(b-x,hneu);
end
end

Bemerkung 2.5. Es wurde der absolute Fehler durch den “relativen” Fehler er-
setzt. Ferner wurde dabei der Betrag des Funktionswerts nach unten komponenten-

weise durch 1075 begrenzt. Zusitzlich wurde die “optimale” Schrittweite hneu mit
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Abbildung 2.2: Schrittweitenkontrolle in Beispiel 2.7.

dem Faktor 0.9 verkleinert. Dies verringert die Wahrscheinlichkeit, dass der néchste
Schritt verworfen wird. SchliefSlich wurde durch den minimalen Faktor 0.2 und den
maximalen Faktor 10 dafiir gesorgt, dass die Schrittweiten von Schritt zu Schritt
sich nicht zu stark &ndern. Die gewédhlten Konstanten 0.9, 0.2 und 10 lassen sich

durch keine Theorie begriinden, sondern haben sich in Codes bewéhrt. O

Bemerkung 2.6. Nach unserer Herleitung miisste in der Zeile (x) y = y1 stehen.
Da man aber ohne Mehrkosten die bessere Néherung y = 2 % y2 — y1 (Formel der
Ordnung 2) zur Verfiigung hat, verwendet man diese. Unsere Fehlerschétzung ist

damit in der Regel pessimistisch. O

Beispiel 2.7.

5
v =y y(08) =2

Mit 7 = 1le — 3 benétigt man 61 Funktionsauswertungen fiir die numerische Losung
im Intervall [0.8,1.8]. Der maximale absolute Fehler ist dabei 1.61 - 1072, der ma-
ximale relative Fehler 3.21e — 3, die maximale benutzte Schrittweite ist 3.52 - 1072
und die minimale Schrittweite ist 2.86 - 1073. Abbildung 2.2 zeigt die berechneten

Punkte; die Schrittweite wird kleiner bei grofierer Steigung.

Um dieselbe Genauigkeit mit dquidistanter Schrittweite zu erreichen, benotigt man

2776 Funktionsauswertungen. O
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2.2 Allgemeine Einschrittverfahren

Das behandelte Polygonzugverfahren ist die einfachste Methode der grofien Klas-
se der Einschrittverfahren, bei denen die Ndherung y,,; an dem neuen Punkt
Tpa1 = Tpn + hy allein aus der Ndherung y,, an der Stelle z,, und der Schrittweite h,,

berechnet wird. Einschrittverfahren haben also die folgende Gestalt

Yn+1 = Yn + hn Cb(xm Yn, hn) (213)

mit einer Verfahrensfunktion o.

Um die Giite von Einschrittverfahren zu beurteilen, fiihren wir die folgenden Begriffe

ein:

Definition 2.8. FEs sei z(x) die Losung der Anfangswertaufgabe

7= f(:L“, Z(l‘)), Z(IN) = Yn-

Dann heifst
e(h) :==z(xp+ h) — yn — h (20, Yn, h)

der lokale Fehler des durch (2.13) definierten Verfahrens.

Das Verfahren (2.13) heifit konsistent, falls (h) = o(h) gilt, es heiffit von der
Ordnung p, wenn e(h) = O(hP™Y) gilt.

Wie im Falle des Polygonzugverfahrens gilt:

Satz 2.9. FEs seien sie Niherungen y, von y(x,) mit dem Einschrittverfahren
Ynt+1 = Yn + hn®(xnayn7hn)7 n=0,1,... 7Na

berechnet.

Erfillt die Verfahrensfunktion ® eine Lipschitz Bedingung bzgl. y in [a,b] X IR (es

gentigt eine Umgebung der Lisung)
und ist das Finschrittverfahren konsistent von der Ordnung p

y(z + h) —y(@) — h@(z,y(x), )| < C - B, (2.15)
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so qilt fiir den globalen Fehler

18] = lyn — y(wa)| < C(b— a)e = 1P, (2.16)
wobet
h:= max h;
7=0,....N—

gesetzt 15t.

Beweis: Mit wortlich demselben Beweis wie fiir das Polygonzugverfahren erhélt
man aus (2.13) und (2.14)

n—1 n—1
O <exp | DALY gl
=0 =0

und mit (2.15) folgt

n—1 n—1
5n§ew(2mg-ZCw“

7=0 7=0
n—1
< exp(A(b—a))-C - max h?jz:;) h;

C(b—a)erb=) . pp,

IN

Bemerkung 2.10. Die Lipschitz Bedingung fiir die Verfahrensfunktion ® erhlt

man in vielen Féllen aus der Lipschitz Bedingung fiir die rechte Seite f. O

Bemerkung 2.11. Wie beim Ubergang von den Quadraturformeln zu summierten
Quadraturformeln verliert man beim Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler eine
h-Potenz. O

Beispiel 2.12. (Polygonzugverfahren) (Euler 1768)
Das einfachste Einschrittverfahren ist das in Abschnitt 2.1 betrachtete Eulersche

Polygonzugverfahren

O(z,y,h) = f(x,y).
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Beispiel 2.13. (Verbessertes Polygonzugverfahren)
(Coriolis 1837, Runge 1895)
Wir haben dieses Verfahren bereits durch Extrapolation aus dem Polygonzugver-

h
fahren mit den Schrittweiten h und 5 hergeleitet (vgl. (2.11)):

hy, hy,

Geometrisch kann man dieses Verfahren so interpretieren: Es wird zunéchst eine

h/n hn . . . .
Schétzung Ynsl = Yn t 7f(xn,yn) fiir y(mn + ?) ermittelt, und die hiermit

I, I, . . .
berechnete Néherung f (a:n + E,yn%) ~ 1 <xn + 7) fiir die Steigung von y im
ganzen Intervall [z, x, + h,] verwendet. Eine Veranschaulichung findet sich in der
linken Skizze in Abbildung 2.3.

Wir haben bereits gesehen, dass das verbesserte Polygonzugverfahren die Ordnung

2 besitzt. Erfiillt f eine Lipschitzbedingung
[f(z,y) — f(z,2)] < Lly — 2],
so erfiillt auch die Verfahrensfunktion
O(z,y,h) = f(x 4+ 0.5h,y + 0.5hf(x,y))
wegen

|(I)(£L',y, h) - @(%,2, h)’
|f(x+0.5h,y +0.5hf(z,y)) — f(z + 0.5h, 2+ 0.5hf(z, 2))|

< Lly+05hf(z,y) — (z + 0.5hf(z, 2))]
< L(ly — 2| + 0.5k f(z,y) — f(z,2)])

< L(ly— 2| +0.5hL]y — 2|)

< L(1405(b—a)l)|ly—z| =: Aly — 2|

eine Lipschitz Bedingung. Nach Satz 2.9. ist das verbesserte Polygonzugverfahren
also ein Verfahren der Ordnung 2. O

Beispiel 2.14. Eine naheliegende Idee, Verfahren hoherer Ordnung zu entwickeln,
liefert der Taylorsche Satz. Ist f differenzierbar, so erhédlt man wegen

V@) = () = Fol (@) + fy ey @)

= folw,y(x)) + fy(z,y(2)) f(z,y(x))
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Abbildung 2.3: Verbessertes Polygonzugverfahren / Verfahren von Heun

und

Yom +h) = (o) + by () + 513" (20) + O()

= W () P ) + Fy () () + O(R)
mit
O(z,y,h) = f(z,y) +0.50(fo(,y) + fy(2,y) f(2,9))

ein Kinschrittverfahren der Ordnung 2. Nachteil ist, dass man die Ableitung der

rechten Seite benétigt, deren Auswertung hiufig aufwendiger ist als die der Funktion.

Besitzt f hohere Ableitungen, so kann man auf dieselbe Weise Einschrittverfahren

héherer Ordnung bestimmen. O

Beispiel 2.15. (Verfahren von Heun) (Heun 1900)
Dem verbesserten Polygonzugverfahren verwandt ist das Verfahren von Heun, das in
der Literatur machmal auch Verbessertes Polygonzugverfahren genannt wird. Man

verwendet den Mittelwert zweier Naherungen

ki = f(xna yn)v ko := f(ZL’n + hn’y” + hnkl)

fiir die Steigung von y im Intervall [z, x, 1] und setzt hiermit

ki + Fo

Yn+1 = Yn + hn 9 .

Dieses Verfahren entspricht der Quadratur des Integrals in

Tn+41

y(ann) = y(ea) = [ flty@)at
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mit der Trapezregel, wenn man den unbekannten Punkt (2,11, y(z,41)) ersetzt durch
(Tna1, Yn + hnf(2n, yn)). Eine Veranschaulichung findet man in der rechten Skizze
von Abbildung 2.3.

Mit dem Taylorschen Satz kann man zeigen, dass fiir den lokalen Fehler

(h) = 2o + 1) = o — 5 (F ) + S+ B + b () = O0)

gilt, dass das Verfahren von Heun also wie das verbesserte Polygonzugverfahren die
Ordnung 2 besitzt. a

Beispiel 2.16. (explizite Runge-Kutta Verfahren) (Kutta 1901)

Explizite Runge-Kutta Verfahren sind Verallgemeinerungen der Einschrittverfahren
in Beispiel 2.12., Beispiel 2.13. und Beispiel 2.15.. Es wird ein gewichtetes Mittel von
Approximationen der Steigung der Losung y im Intervall [z, x,,1] bestimmt und

hiermit ein Schritt der Lange h,, ausgefiihrt. Es sei

kl = f(xmyn)

7j—1
ki = f(xn+ohnyn+hy Y Bicke), 7=2,...,8 (2.17)
=1
Yn+1 ‘= Yn + hn Z,YJ kj'
Jj=1

Die Koeffizienten «;, 3;,,v; werden dabei so gewé#hlt, dass das Verfahren maglichst

hohe Ordnung hat. s heifit die Stufe des Runge-Kutta Verfahrens. O

Als Beispiel betrachten wir die Herleitung von zweistufigen Runge-Kutta Verfahren.
Es gilt

Ynt1 = Yn + h(71k1 + 2ko)

= UYn+ h(71f(xna yn) + 72f<xn + agh, yn + hﬁmf(wm yﬂ))) (2-18)

Wir bestimmen die Parameter 7;, 72, as und (39 so, dass das Verfahren moglichst

groffe Ordnung hat.

Ist f € C? (und damit y € C?), so gilt nach dem Taylorschen Satz

Yot h) = yl@)+ by @)+ h () + B () + o)

= y(@) + hf(z,y(z)) + ;h2(fx(95, y(@)) + fy(z, y(2)) f (2, y(2)))

+éh3[ Fow + 2F Fay + P2fyy + fufy + £, y(@)) + o(h?)
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und

y(w) + h(n f(z,y(7) + v f(x + azh, y(x) + hBar f (2, y(z))))
= y(@) + hnf(z,y(r) + hylf + aahfe + Bahf, f + %(szh)Qfm

+azBo1h? fuy [ + ;(ﬁzlh)Qfoyy]@% y(x)) + o(h?).

Subtraktion und Ordnen nach Potenzen von h liefert

y(r +h) —y(x) — h(vf(z,y(x)) + 72 f (@ + ah, y(z) + hBa f(z,y(7))))
= h(l = —y)f(z,y(x))

+%h2[(1 — 270002) fir + (1 — 272021) f £, ) (%, y ()

P = 89203) s+ 201 — B200m) Fy
+(1 = 3%05) fyu 2 + fofy + [ (2, y(2)) + o(h?).

Da bei keiner Wahl der Parameter der Koeffizient bei h? fiir alle Funktionen f

verschwindet, konnen wir keine héhere Konvergenzordnung als 2 erreichen.

Fiir Verfahren der Ordnung 2 muss gelten
Nt =1 2na =1 290 =1 (2.19)

Dieses nichtlineare System von 3 Gleichungen in 4 Unbekannten besitzt unendlich

viele Losungen. Wahlt man v, als freien Parameter, so erhélt man die Losungsschar

1

Mm=1=7, ay= P = oo 2 # 0. (2.20)
V2

Die bereits betrachteten Verfahren der Ordnung 2 sind hierin enthalten. Fiir 75 =1
erhélt man das verbesserte Polygonzugverfahren, fiir v = 0.5 das Verfahren von

Heun.

Unter Verwendung von (2.19) geht der Term bei 23 iiber in

Hier ist die Summe der Betrige der Koeffizienten vor den partiellen Ableitungen
minimal fiir v, = 3. In diesem Sinne ist also die folgende Formel unter den Methoden
(2.18) optimal:

1 2 2
Yn+1 = YUn + Zhn<f(xm yn) + 3f('rn + ghn’ Yn + ghnf<xm yn))) (222)
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Tabelle 2.2: Verfahren der Ordnung 2

h verb. Poly. Heun optimal Taylor
1/5 1.0le+0 8.5le —1 9.58e — 1 1.16e + 0
1/10 4.34e — 1 3.38¢ — 1 4.02e — 1 5.25e — 1
1/20 1.47¢ — 1 1.07e — 1 1.34e — 1 1.86e — 1
1/40 4.27e — 2 2.98e — 2 3.84e — 2 5.5de — 2
1/80 1.14e — 2 7.82¢ — 3 1.02e — 2 1.51e — 2

1/160 2.96e — 3 2.00e — 3 2.64e — 3 3.92e — 3
1/320 7.5le — 4 5.04e — 4 6.69¢ — 4 9.99¢ — 4
1/640 1.89¢ — 4 1.27e — 4 1.48¢ — 4 2.52e — 4
1/1280 4.75e — 5 3.17e — 5 4.22e — 5 6.33e — 5

Damit ist nicht gesagt, dass (2.22) unter allen méglichen Formeln (2.18) bei Anwen-
dung auf eine spezielle Differentialgleichung das kleinste fithrende Fehlerglied hat,

da sich in der Entwicklung von

y(o +h) —y(z) = hd(z,y(z))

Terme mit entgegengesetztem Vorzeichen kompensieren kénnen. Andere Optima-
litdtskriterien sind denkbar (vgl. Grigorieff [22]).

Beispiel 2.17. Wir betrachten erneut
)2 5
v =y y(08) =5, v €[08,18].

Dann erhélt man mit dem verbesserten Polygonzugverfahren, dem Verfahren von
Heun, dem “optimalen” Verfahren aus (2.22) und dem Verfahren aus Beispiel 2.14.
die Fehler der Tabelle 2.2. a

Bevor wir Verfahren groflerer Ordnung als 2 angeben, schicken wir einige Bemerkun-
gen voraus iiber die mit einem s-stufigen Verfahren erreichbare Konsistenzordnung.
Diese Frage ist keinesfalls leicht zu beantworten, da die beim Taylorabgleich entste-
henden Bedingungsgleichungen nichtlinear in den Parametern sind. Eine sorgfiltige
Untersuchung mit Hilfe von Ordnungsbdumen findet man in Hairer, Norsett, Wanner
[27].

Die Zahl der zu erfiillenden Gleichungen steigt mit wachsender Ordnung p sehr stark

an, wie die folgende Tabelle zeigt:

Ordnung p 12345 6 7 8 9 10
Zahl der Gleichungen |1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205.
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Dabei wurden die Gleichungen

k—1
Zﬁk]’:ak, ]{5:2,...,m,
7=1

die wir stets als erfiillt annehmen, nicht mitgezahlt.

Gibt man die Ordnung p vor und bestimmt dazu die Stufenzahl s des Runge-Kutta

Verfahrens minimal, so gilt der folgende Zusammenhang

p|1 2345678 9 10
5\1234679101112.

Man sieht, dass sich mit wachsender Ordnung das Verhéltnis von erreichbarer Ord-
nung p zur Zahl der dazu nétigen Stufen (also zur Zahl der Funktionsauswertungen

in jedem Schritt) verschlechtert.

Entwickelt man (2.17) bis zu Termen mit A%, so sieht man unmittelbar:

Satz 2.18. Das Einschrittverfahren (2.17) ist genau dann konsistent, wenn gilt
> =1
j=1

Wir betrachten nun den Fall s = 4: Eine etwas mithsame Taylorentwicklung (ihnlich
wie im Fall s = 2; vgl. Gear [20], p. 32 fI) zeigt, dass man in der Darstellung des
lokalen Fehlers durch keine Wahl der Parameter den Koeffizienten bei h® unabhiingig
von f zum Verschwinden bringen kann. Es ist also die Ordnung p = 4 erreichbar. Die
acht Bedingungen der 10 Parameter (3 Gleichungen zur Bestimmung der Parameter

«; nicht mitgerechnet) lauten:

= Mmtrv+ry3+tn
= QoY+ Q37Y3 + QaYs

= a3y + a3y + agv

= 037 + @iy + ad

= a3fu374 + aBaays + a2f33273

= aszoufa3Vs + aauBaays + asasBaays

= 04%54374 + 043542’74 + 043532’73

[\ —
pu|'_‘w‘*‘oolv—tc>\>—w>|+~oolv—twlr—w~

= 3254371
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Die Parameter sind durch die vorstehenden Gleichungen nicht eindeutig bestimmt.
Wir geben 3 verschiedene Formeln an. Dabei verwenden wir das folgende Koeffizien-
tentableau, mit dem man Runge-Kutta Verfahren auf iibersichtliche Weise darstellen

kann:

ay | B

az | Bs1 Ps2

Qg ﬁsl ﬁsQ ﬁs,s—l
Yoo Y2 - Vs=1 s

Die uns bekannten Verfahren der Ordnung 2 kann man damit so schreiben

0
1

o= O

N[

1
1 1

Verfahren von Heun verb. Polygonzugverfahren optimales Verfahren

Am bekanntesten ist wohl das klassische Runge—-Kutta Verfahren (1895) der
Ordnung 4.

0
11
2| 2
2|0 3
110 0 1
11 1 1
6 3 3 6
Austiihrlich geschrieben lautet dieses
ki = f(xn:yn)
I, ha,
k2 = f(xn"i_ 27yn+?k1)
hn hn,
k?) = f(xn+?7yn+?k2>

k4 = f(xn+hnayn+hnk3)
kq —1-2]62 +2k3 + ky
6 .

Yn+1 = yn+hn
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Tabelle 2.3: Verfahren der Ordnung 4

h klassisch 3/8-Regel Kuntzmann
1/5 3.52¢ — 2 3.42¢ — 2 3.59¢ — 2
1/10 3.39¢ — 3 3.36e — 3 3.501le — 3
1/20 2.50e — 4 2.38e — 4 2.59e — 4
1/40 1.65e — 5 1.43e — 5 1.67e — 5
1/80 1.05e — 6 8.25e — 7 1.03e — 6

1/160 6.58¢ — 8 4.82e — 8 6.37e — 8
1/320 4.12e — 9 2.89¢ — 9 3.94e — 9

Weitere Verfahren der Ordnung 4 sind die 3/8—Regel (Kutta 1901)

0

1 1

5| 3

2 1

5|73 1

101 -1 1
1 3 3 1
§ 5 5 8

und die optimale Formel von Kuntzmann (Kuntzmann 1959)

0

2] 2

5| 5

31 _3 3

5 20 4

1| © _1 40
44 44 14

55 125 125 55
360 360 360 360"

Die 3/8-Regel verallgemeinert die Newtonsche 3/8-tel Regel (oder Keplersche Fassre-
gel oder pulcherima) der numerischen Integration. Die Formel von Kuntzmann erhélt
man &dhnlich wie im Falle s = 2, indem man die Parameter so bestimmt, dass die
Summe der Betrige der Koeffizienten im fithrenden Fehlerglied von y(z+h) —y(z) —
h®(z,y(x)) minimal wird.

Die klassische Runge-Kutta Regel ist die bekannteste, die 3/8-Regel hiufig die ge-

naueste der expliziten Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4.

Beispiel 2.19. Wir betrachten erneut
/ 2 5
yzy,MO&zé,xem&L&

Dann erhélt man mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren, der 3/8-Regel und

dem optimalen Verfahren von Kuntzmann die Fehler der Tabelle 2.3 O
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Eine Schrittweitensteuerung kann man fiir die Runge-Kutta Verfahren prinzipiell
wie fiir das Polygonzugverfahren durchfithren. Um den Fehler zu schétzen, kann
man zwei Schritte mit der halben Schrittweite ausfithren. Im Falle der klassischen
Runge-Kutta Verfahren hat man dabei die Funktion f an 7 zusédtzlichen Punkten
auszuwerten, so dass man in jedem Schritt insgesamt 11 Funktionsauswertungen

bendtigt.

Mit wesentlich weniger Aufwand kommt man bei den eingebetteten Runge—

Kutta Formeln aus:

Die Idee ist — &hnlich wie bei den Kronrod-Formeln zur Quadratur — von einer
Runge—Kutta Formel der Stufe s mit den Zuwéchsen kq, ..., ks und der Ordnung p
auszugehen und hierzu bei erhchter Stufenzahl o weitere kg1, ..., k, zu bestimmen,

so dass die Formel
Gnt = gn+ P (3 A5k + X k)
=1 j=s+1
eine hohere Ordnung ¢ als die Ausgangsformel hat.
Dann gilt fiir die lokalen Fehler ¢ = C h?™! + O(h**?) und € = O(h?') = O(hP*+?),

d.h. Jni1 — Y1 = C AP+ O(RPF?), und hiermit kann man bei vorgegebener Tole-

ranz die optimale Schrittweite wie vorher schétzen.

Man fiihrt also einen Probeschritt der Lange H aus, erhélt hieraus

O Yn1(H) — Ynia1(H)
=~ Hp+1 ’

und die Forderung |e(x,, h)| ~ |C|h**! = 7 liefert die neue Schrittweite

- 1/(p+1)
h—H ( i ) |
‘ynJrl(H) — Yn+1 (H)|

Wir geben einige eingebettete Formelpaare an:

Fehlberg (Ordnungen p = 2, ¢ = 3)

0

1 |1

111
2 |4 4
P=2|5 3
_ 9|1 1 2
=35 § 3
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England (Ordnungen p =4, g = 5)

0

1 1

2 2

111

2 1 1

1 0 —1 2

2 e 10 0 1

3 27 27 27

1|28 _125 546 54 378

5 625 625 625 625 625

4] 1 2 1
p=4] 3 0 3 6 0
el 35 162 125
q=05|35 0 0 3§ 336 336

Verner (Ordnungen p =5, ¢ = 6)

0
1 1
6 6
4 4 16
15 75 75
2 5 8 5
3 6 -3 3
5 | _165 55 _435 85
6 64 6 64 96
1 12 -8 4015 _ 1 88
5 612 36 255
1| _s23 124 _643 _ 81 24
15 15000 75 680 250 10625
1 3501 300 2907275 _ 319 24068 () 3850
1720 43 52632 2322 84065 26703
13 2375 5 12 3
P=95| i 0 551 16 &5 a1 0
_ 3 875 23 264 125 43
=6 45 0 %a 7 dos O Ti3ez 616

Wie beim Polygonzugverfahren mit Schrittweitensteuerung verwendet man bei die-
sen sehr frithen Formelpaaren im weiteren Verlauf der Integration die Néherung
fiir das Verfahren héherer Ordnung, obwohl der Fehler fiir das Verfahren niedrigerer
Ordnung geschétzt wurde. Fiir diese Ndherung liegt dann zwar keine Fehlerschitzung
vor, aber ein Anwender wird sich wohl kaum beschweren, wenn der Code eine hchere

Genauigkeit liefert als die Geforderte.

Neuere Formelpaare wurden so konstruiert, dass die neue Naherung y,.1 in ;.1
so gewéhlt ist, dass das im néchsten Schritt benétigte k1 = f(zni1,Yns1) be-
reits im letzten Schritt berechnet wurde. Verfahren dieses Typs werden als FSAL-
Verfahren (first evaluation of f for the next step same as last of the current step).
Bei ihnen bekommt man in jedem erfolgreichen Schritt eine Auswertung der rechten

Seite geschenkt.

Das bekannteste und wohl am h&aufigsten verwendete Verfahren, das auch in der

ODE-Suite von MATLAB als ODE45 implementiert ist, ist das Formelpaar von
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Dormand und Prince [16], das Runge-Kutta Verfahren der Ordnungen 5 und 4 kom-
biniert.

Fiir etwas schwéchere Genauigkeitsanforderungen wird eine Kombination von Ver-
fahren der Ordnungen 3 und 2 von Bogacki und Shampine [6] in der ODE-Suite von
MATLAB als ODE23 bereitgestellt.

Bogacki und Shampine (Ordnungen p = 3, ¢ = 2)

0

1 71

2 | 2

3 3

4 1

2 1 4
L |5 3 3
o2 1 1
P=335 3 5
—_9|l 7 1 1 1
9=2|5 1 3 3

Dormand und Prince (Ordnungen p =5, ¢ = 4)

0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 40
1 4 56 32
5 5 15 9
8 19372 _ 25360 64448 _ 212
9 6561 2187 6561 729
1 9017  _ 355 46732 49  _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
_ 35 500 125 2187 11
P=5| 34 0 1113 192 st 81V
— 4| 51719 0 7571 393 92097 187 1
9= 57600 16695 640 339200 2100 40°
Beispiel 2.20.
5)
/2 _
y =y, y(0.8) = _.
6
Um die Losung y(x) = 5 im Punkte b = 1.8 mit hochstens dem absoluten
—x

Fehler 0.0005 zu approximieren, benttigt man mit dem Formelpaar von Fehlberg
138 Funktionsauswertungen, mit dem von England 96, mit dem von Verner 84, mit
dem Paar von Dormand und Prince 49 und mit dem Paar von Bogacki und Shampine

187 Funktionsauswertungen. a
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2.3 Extrapolationsverfahren

Wir betrachten das Einschrittverfahren

der Ordnung p. Ist die Schrittfunktion ® geniigend oft differenzierbar (dies ist bei
Runge-Kutta Methoden eine Forderung an die Glattheit der rechten Seite f der
Differentialgleichung (2.1)), so gilt fiir den lokalen Fehler

y(x +h) —y(z) — hd(x,y(z NZH d;(x)h + O(hNT?). (2.24)
j=p+1

Es sei nun y,(z) := y, die Ndherung von y(a + nh), die man mit n dquidistanten
Schritten mit dem Verfahren (2.23) erhélt. Dann hat der globale Fehler die Grofie
O(h?). Wir zeigen, dass es eine Funktion e, gibt, so dass der globale Fehler geschrie-

ben werden kann als
un(z) = y(x) = ey(x)" + O(A*). (2.25)
Dazu betrachten wir die Funktion
Un(x) == yn(x) — ep(x)h? (2.26)
als die Ndherung, die man mit n Schritten eines Einschrittverfahrens
Jnt1 = G + h®(Tp, Y, 1) (2.27)
erhalten hat. Es gilt
Unt1 = Ynt1 — ep(Tn + )R
= Yp + h®(Tn, Yn, h) — ep(z,, + h)RP
= Un +h®(zn, gn + ep(2n) 07, h) — ep(wn + h)h" + ep(2n) P,
und daher ist die Schrittfunktion
O(z,7,h) = Oz, + e,(x)hP, h) — (ep(x + h) — ep(z)) AP~ (2.28)
Fiir den lokalen Fehler erhélt man
y(a+h) = y(@) — hd(z,y(2), h)
= y(@+h) —y(x) = h®(z,y(z) + ep(x)h", h) + (ep(x + h) — ep(x))h”
= yla+h) —y(z) = h(®(z,y(x),h) + 8%‘1)(%,2/(36)7 h)ep(x)h? + O(h"*))
+(ey(z + h) —ey(x))RP
= dpp1 ()P — aayq)(x, y(),0)e,(x)RPT + e%(w)h’ﬂrl + O(hPt?),
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und wegen

d.h.

folgt schliellich

y(a +h) - y(2) — hd(z, y(x), h)
- (dp+1<x>—%ﬂx,y(x))ep(x)+e;,<x>)hp+l+0<hp+2>. (2.29)

Damit wird durch (2.27) ein Verfahren der Ordnung p + 1 definiert, falls e, Losung

der Anfangswertaufgabe
, 0
) = 5o 1@ y())ep(w) = (o). ela) =0, (2.30)
ist. Nach Satz 2.9. gilt in diesem Fall
gn — y(z) = O(W"Y),

d.h.
yn(r) — y(@) = ep(x)h” + O(R*). (2.31)

Das obige Vorgehen kann man mit dem Einschrittverfahren (2.27) mit der Schritt-

funktionen ® wiederholen. Es hat die Konsistenzordnung p + 1 und erfiillt
O(x,y(z = f(x,y(x)).
yY\T), Y Y

Man erhéalt schlie3lich

Satz 2.21. Die Schrittfunktion ® des Einschrittverfahrens (2.23) sei hinreichend
glatt, und es gelte fir den lokalen Fehler die Entwicklung (2.24). Dann besitzt der

globale Fehler eine asymptotische Entwicklung
N .
(@) —y(x) =D ej(@)h + Ep(2)h™ (2.32)
Jj=p

wobei die e; Losungen linearer Anfangswertaufgaben der Gestalt (2.30) sind und Ej,
beschrankt auf [a,b] ist.
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Satz 2.21. wurde nur fiir dquidistante Schritte der Lénge h bewiesen. Bei unter-
schiedlichen Schrittlingen nehmen wir an, dass es eine Funktion 7 : [a,b] — R

gibt, so dass die Schrittlangen
Tpi1 — T = T(x0)h (2.33)

von einem Parameter h abhéngen. Dann geht die Entwicklung des lokalen Fehlers

iiber in

y(x +7(x)h) — y(x) — hr(2)®(z, y(2), T(2)h)
N+1
= > di(z)r(z)’ + O(RNT?), (2.34)
Jj=p+1
und mit d&hnlichen Schliissen wie oben erhélt man, dass Satz 2.21. auch bei variabler
Schrittweite richtig bleibt.

Satz 2.21. ist die Grundlage fiir Extrapolationsverfahren. Wir betrachten das Ein-
schrittverfahren (2.23) fiir die Anfangswertaufgabe (2.1). Es sei H > 0 eine Basis-

schrittlange. Wir wihlen eine Folge positiver ganzer Zahlen
ny<ng <ng<... (235)
und definieren hierzu die Schrittweiten

h; =

H
J n_J
Eine haufige Wahl ist die Romberg Folge 1,2, 4,8, 16,32, ..., oder die Bulirsch Folge
1,2,3,4,6,8,12,16,24,32, . ... Diese beiden Folgen haben sich bei der Extrapolati-
on zur numerischen Integration bewéhrt, da man dann mit der zusammengesetzten
Trapezregel auf jeweils vorher berechnete Trapezsummen zuriickgreifen kann, und
so ohne grofien zusétzlichen Aufwand N#herungen fiir kleine Schrittweiten bestim-
men kann. Bei Anfangswertaufgaben ist dies nicht der Fall, und hier ist hiufig die
harmonische Folge

1,2,3,4,5,6,...

die beste Wahl, da hiermit die Zahl der Funktionsauswertungen am langsamsten

steigt.

Ist eine Néherung y, fiir y(x,) bereits bekannt, so berechnen wir mit n; Schritten

der dquidistanten Schrittweite h; Néherungen

Yn, (T + H) =: Tj, (2.36)
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fiir y(z,, + H) und benutzen diese, um durch Extrapolation eine bessere Néherung

fur y(z,, + H) zu bestimmen. Dazu berechnen wir das Interpolationspolynom
p(h) =10+ Mph? + 1 hPH 4 e h? T2, (2.37)
das die Bedingungen
plh))=Ti1, i=3,j—1,7—2,...,5—k+1, (2.38)
erfiillt, und wéhlen

p(0) =mo =: Tj (2.39)

als neue Ndherung. (2.38) ist ein lineares System von k Gleichungen zur Bestimmung

der £ Unbekannten 1, 1p,. . ., Mp+k—2-

Offensichtlich kann 7} als Ndherungswert aus einem Einschrittverfahren mit der

Schrittweite H gedeutet werden.

Satz 2.22. Besitzt das Basisverfahren (2.23) die Konsistenzordnung p, so hat das
Finschrittverfahren, das T}, durch Interpolation bestimmt, die Konsistenzordnung

p+k—1.

Beweis: Berechnet man die 7;; ausgehend vom Punkt (z,y(z)), so gilt nach
Satz 2.21. (mit N =p+k—1)

Tii=ylx+ H)+ey(x+ HN + ...+ epppolr + H’)hf*ki2 + A (2.40)

mit
Ai = epira1(@ + H)W 4 By (o + H)RE

Wegen e, 4—1(x) = 0 gilt ep_1(z + H) = O(H), und wegen h; < H folgt
A; = O(HP™).
Ferner gilt nach (2.37) und (2.38)
Tia =10+ mpht + ... + fpr—ahl T2

Daher gilt

7.

H)p+k—2 B

o=yl H) 4 e+ H)) (1) - sz epncalot H) (5

(2.41)
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(2.41) ist ein lineares Gleichungssystem von k Gleichungen zur Bestimmung der k
Unbekannten no—y(z+H), (ny—ey(x+H))H?, ..., (1hprk—2—epyr—o(z+H))H T2,

und die Koeflizientenmatrix hat die Gestalt

+1 +k—2

L 1/nf 1/n§+1 e 1/n§+k_2

A- |1 I 1/nfTp 0 1 /nbT
................... e
Lo1/mb 0 nt o 1

Mit dhnlichen Argumenten wie in Mathematik I fiir die Vandermondesche Determi-

nante sieht man ein, dass die Matrix A regulér ist. Daher folgt

o — y(z + H)| < |A™ oo max|A] = O(H"™).

|
Ist 751 gegeben, so kann man die 7} ; mit dem Neville-Aitken Schema
Tir — T
T. =T, 4+ —2F  “J70F 249
PRI () — 1 (242)
(vgl. Mathematik IT) auf effiziente Weise bestimmen. Man erhélt die Werte
T
Ty T
T3 139 T3

T41 T42 T43 T44

Ein grofler Vorteil der Extrapolationsmethoden ist, dass in der ersten Spalte Néhe-
rungen der Ordnung p stehen, in der zweiten der Ordnung p + 1, in der dritten der
Ordnung p+2 usw. Man kann die Spalten als die Ergebnisse eingebetteter Verfahren

auffassen. Damit erhélt man eine billige Moglichkeit der Schrittweitenkontrolle.

Wihlt man eine grofie Zahl von Spalten in dem Neville-Aitken Schema, also eine
groffe Ordnung, so hat man als Preis zu zahlen, dass man sehr viele Funktions-
auswertungen fiir einen Schritt vornehmen muss. Andererseits wird man bei grofler
Konsistenzordnung grofle Schritte ausfithren kénnen, um eine vorgegebene Genau-
igkeit zu erreichen. Ist A die Zahl der nétigen Funktionsauswertungen, um T j
auszuwerten und Hj die optimale Schrittldnge im néchsten Schritt, so ist

Ak
~
die Arbeit pro Einheitsschritt. Man wird nun nicht nur die Schrittlinge optimal

Wki

wihlen, sondern zugleich die Ordnung des Verfahrens, so dass W} minimal wird.

Methoden zur Ordnungs- und Schrittweitenkontrolle sind in Hairer, Ngrsett, Wanner
[27] beschrieben und in dem FORTRAN77 Code ODEX umgesetzt.
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2.4 Software zu Einschrittverfahren

Das angegebene Verfahren von Dormand und Prince wird fiir geringe Genauigkeits-
anforderungen (relativer Fehler: 1073 — 1077) als die effizienteste Methode angesehen.
Fiir hohere Genauigkeitsanforderungen (relativer Fehler: 10~7 — 10711) gilt ein Ver-
fahren der Ordnung 8, das ebenfalls von Dormand und Prince publiziert wurde, mit
einem Fehlerschétzer der Ordnung 5 und einer Korrektur der Ordnung 3, die von
Hairer und Wanner vorgestellt wurden, als geeignet. Fiir sehr hohe Genauigkeitsan-

forderungen muss man Extrapolationsverfahren verwenden.

FORTRANTY7 Codes der Methoden von Dormand und Prince und das Extrapolati-
onsverfahren ODEX sind in dem Buch von Hairer, Norsett, Wanner [27] abgedruckt.

Man kann diese (oder auch C Versionen) erhalten unter
http://www.unige.ch/math/folks/hairer /software.html

In MATLAB sind als eingebettete Runge-Kutta Methoden fiir nicht-steife Anfangs-
wertaufgaben das Verfahren von Dormand und Prince der Ordnung 5 als ODE45
und fiir den Fall, dass keine sehr hohe Genauigkeit benotigt wird, das Verfahren von
Bogacki und Shampine (vgl. Shampine [45]) der Ordnung 3 als ODE23 implemen-

tiert.

ODEX wurde von D. Abendroth in MATLAB iibertragen und kann von
http://www.tu-harburg.de/mat/LEHRE /Scripte.html

geladen werden.

Weitere Sortware findet man in der Spiegelung der NETLIB in der elib des ZIB
http://elib.zib.de/netlib

in den Unterverzeichnissen ‘ode’ und ‘odepack’.

Das Konrad Zuse Zentrum fiir Informationsverarbeitung (ZIB), Berlin, stellt das
ODELab zur Verfiigung. Es enthélt eine Reihe von Losern fiir Anfangswertaufgaben,

mit denen die Verfahren getestet werden konnen. Das ODELab ist unter
http://newton.zib.de:8001/public/odelab/

zuganglich.
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Kapitel 3

Mehrschrittverfahren

Ein weiterer, haufig benutzter Verfahrenstyp zur numerischen Losung der Anfangs-

wertaufgabe

/

Y = f(z,y), y(a) = yo (3.1)

sind die linearen Mehrschrittverfahren, bei denen man zur Berechnung der Néhe-
rung y, ., die bereits ermittelten Naherungen v, 111, Yn1x—2, - - - , Yn verwendet. Dazu

macht man den Ansatz

k k
Z Ay Yn+v = h Z bV fn+l/ (32)
v=0 v=0
mit fr1, = f(Tpiv, Yntv), Wobel ay # 0 vorausgesetzt wird.

Ist by # 0, so kommt y,, auf beiden Seiten von (3.2) vor. Es muss dann in jedem
Schritt ein (i.a. nichtlineares) Gleichungssystem gelost werden, um y,,x zu bestim-
men. In diesem Fall heifit (3.2) implizites k-Schritt Verfahren. Ist b, = 0, so kann
man (3.2) sofort nach y,,x auflosen. In diesem Fall heiit (3.2) explizites k-Schritt

Verfahren.

Offenbar ist der erste Wert, den man mit (3.2) berechnen kann, y,. Neben dem gege-
benen Wert 1o miissen also zundchst Naherungen vy, ..., yx_1 fiir y(z1),...,y(xp_1)
zur Verfiigung gestellt werden. Diese kénnen z.B. mit einem Runge-Kutta Verfahren

berechnet werden.

Wegen a; # 0 konnen wir 0.B.d.A. a5 = 1 annehmen. Wir bestimmen die iibrigen

a,,b, nun so, dass (3.2) zu einem brauchbaren Verfahren wird.

Den lokalen Fehler von (3.2) erhilt man wieder, indem man die exakte Losung y(x)
von (3.1) in (3.2) einsetzt:
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Definition 3.1. Der lokale Fehler des k-Schritt Verfahrens (3.2) ist definiert
durch

k k
En =Y ayy(Tn+vh) —hY b,y (x, + vh). (3.3)

v=0 v=0

wobei y die Lisung der Anfangswertaufgabe (3.1) bezeichnet.

Das Verfahren (3.2) heifst konsistent, wenn e,(h) = o(h) gilt, es heifit von der
Ordnung p, wenn &,(h) = O(hP™) fiir alle geniigend glatten Funktionen y gilt.

Ist y (m + 1)-mal differenzierbar, so liefert der Taylorsche Satz

k m (1) 1
Y ('xn) DHBE 4 ' y(m+1)($n +0,vh) Vm+1hm+1)
v=0 n=0 e (m + 1)

1 N
' pHRAtL — y(m+1)($n + 6,vh) thm-i-l).
by S ! m/!
Damit das Verfahren konsistent ist, miissen sich die Glieder mit dem Faktor A° und

mit dem Faktor h' jeweils gegenseitig aufheben, d.h. es muss gelten

k

Zoau =0, Z(Va,, —b,)=0. (3.4)

v=0
Das Néachstliegende ist nun, die a,,b, so zu bestimmen, dass in &, moéglichst hohe

Potenzen von h abgeglichen werden.
Dies fiithrt zu einem linearen (wegen aj = 1 inhomogenen) Gleichungssystem.

Fir k = 2 erhilt man

a + a = -1 (siehe (3.4))
ar — bp — b — b = =2 (siehe (3.4))
ay — 2by — 4by = -4 (3.5)
ax — 3b; — 12by = -8
ap — 4by — 320, = -—-16
mit der Losung ap = —1, a; =0, by = %7 by = %7 by = %
Man erhélt also das implizite Verfahren der Ordnung 4:

h
Yn+2 = Yn T g (fn +4fnp1 + fn+2)-

Verlangt man, um die Auflésung einer nichtlinearen Gleichung (bzw. eines nichtli-
nearen Gleichungssystems) in y,.2 in jedem Schritt zu vermeiden, by = 0, d.h. ein

explizites Verfahren, so kann man nur die ersten vier Gleichungen von (3.5) erfiillen.
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Tabelle 3.1: AWA mit Anfangsfehler 107 (y = 1)

n Yn n Yn
0 1.00000000000000000 16 0.99997176556842504
1 1.00000000000000111 17 1.00014117215787590
2 0.99999999999999556 18 0.99929413921062160
3 1.00000000000002331 19 1.00352930394689310
4 0.99999999999988454 20 0.98235348026553560
5 1.00000000000057843 21 1.08823259867232314
6 0.99999999999710898 22 0.55883700663838543
7 1.00000000001445621 )
g 98888888882%{1(2)88111 L
. 34 —1.077058079E + 0008
10 0.99999999819299656 35 5.385290456 E —: 0008
Losung hiervon ist ag = —5, a; = 4, by = 2, by = 4, und man erhélt das explizite

Verfahren der Ordnung 3:

Ynt2 = _4yn+1 + 5yn + 2h(fn + 2fn+1)' (36)

Wendet man (3.6) auf die Anfangswertaufgabe ¢’ = 0, y(0) = 1 mit dem (z.B. durch
Rundungsfehler verfilschten) Anfangsfeld yo = 1, y1 = 1 + 107!° an, so erhilt
man Tabelle 3.1. Kleinste Anfangsfehler schaukeln sich also auf und machen das

Verfahren trotz der Ordnung 3 vollig unbrauchbar.

Die Fehlerordnung allein ist also kein geeignetes Mittel zur Bewertung eines Mehr-

schrittverfahrens.

Fiir den Fall f(z,y) = 0 lautet (3.6)

Ynio + 4Yni1 — Dy, = 0. (3.7)

Dies ist eine lineare homogene Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten.

Der Ansatz y, = A" fiir eine Losung von (3.7) fithrt auf die Bedingung
A2 A\ A =0
d.h. A2 +4X\ — 5 = 0 mit den Losungen \; = 1, Ay = —5.
Da (3.7) linear und homogen ist, ist auch
yn = AN} + BA) = A+ B(—5)", A,Be€R,

eine Losung (sogar die allgemeine Losung). Die Konstanten A und B kann man aus

dem Anfangsfeld yo und y; bestimmen. Man erhélt

1 1
Yn = 6(5‘% + 1) +(=5) g(yo —y1).
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Der zweite Term hiervon fiithrt dazu, dass sich die Fehler (bei alternierendem Vor-

zeichen) aufschaukeln.

Im allgemeinen Fall (3.2) héitte man statt (3.7) fiir f(x,y) = 0 die Differenzenglei-
k

chung Y a, y,+, = 0 mit der charakteristischen Gleichung
v=0

k
p(N) == a, N =0.
v=0

Sind Aq, ..., A, die verschiedenen Nullstellen von p mit den Vielfachheiten my, ..., m,,
so sind alle Losungen von .

Z ay Yntv =0

v=0
Linearkombinationen von A7, nA7Y, ... ,nmi*l)\?, j = 1,...,r (vgl. die allgemeine

Losung der homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten).

Fehler im Anfangsfeld yo, ..., yx—1 werden daher nicht verstiarkt, wenn |\;| <1 fur

alle Nullstellen A; von p gilt und die Nullstellen mit |\;| = 1 einfach sind.

Definition 3.2. Das Mehrschrittverfahren (3.2) heifst stabil, wenn fiir alle Null-
stellen \; des charakteristischen Polynoms p(\) gilt |X\;| < 1 und wenn die Nullstellen

mit |A\;| = 1 einfach sind.

Wegen der Konsistenzbedingung ist stets A = 1 eine Nullstelle von p. Gilt |\;| < 1
fiir alle anderen Nullstellen \; von p, so heifst das Verfahren stark stabil.

Die obigen Uberlegungen zeigen, dass die Stabilitit neben der Konsistenz die Min-
destanforderung an ein k-Schritt Verfahren ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass
konsistente und stabile Verfahren konvergieren (vgl. Hairer, Norsett, Wanner[27], p.
395). Dabei miissen wir die Definition der Konvergenz gegeniiber den Einschrittver-
fahren nun ein wenig modifizieren, da das Verfahren (3.2) nicht nur von dem in (3.1)

gegebenen Anfangswert yo abhéingt, sondern auch von dem gewéhlten Anfangsfeld

Yy ooy Yk—1-

Definition 3.3. Das lineare k-Schritt Verfahren (3.2) heifst konvergent , wenn
fiir jedes Anfangswertproblem (3.1)

y(xr) =y, — 0 fir h — 0 und n — oo mit xg + nh — x
gilt fiir alle Anfangsfelder yi(h), ..., yp—1(h) mit

y(zo + jh) —yj(h) =0 firh—0, j=1,....k—1.
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Das Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p, wenn fir jede Anfangswertauf-

gabe (8.1) mit geniigend glatter rechter Seite f es ein hg > 0 gibt mit
ly(zo + jh) —y; ()| < Ch” fiir h < he
fiir alle Anfangsfelder mit

ly(zo + jh) — y;(R)|| < Coh?  fiir h < hg und j =1,...,k— 1.

Fordert man in (3.5) neben by = 0 (Explizitheit), dass p(\) die Nullstellen \; =1
(Konsistenz) und Ay = 0 (um die Stabilitdt zu erzwingen) besitzt, so kann man nur
die ersten drei Gleichungen von (3.5) erfiillen und erhélt das explizite Verfahren der

Ordnung 2: .
Ynt+2 = Ynt+1 T 5 (_fn + 3fn+1)'

Wir geben nun einen Weg an, wie man stark stabile Mehrschrittverfahren konstru-
jeren kann. In Ubereinstimmung mit der Literatur numerieren wir dabei nun die an
der Mehrschrittformel beteiligten Néherungswerte mit v, i1, .., Yn, Ynr1, wobei
Yn—k+1s - - - » Yn als aus den vorhergehenden Schritten bekannt angenommen werden

und y,.1 in dem aktuellen Schritt zu bestimmen ist.

Fiir die Losung y der Anfangswertaufgabe (3.1) gilt

yan) —y(o) = [ y@d= [ fEy)ad (38)

Wir ersetzen daher bei gegebenen Niherungen y; ~ y(x;), j =n,n—1,...,n—k+1,

und damit bekannten Néherungen
fi=flzj,y;) = flz,y(x) =y (z5), j=nn—1,...,n—k+1,
die Funktion 3 im Integranden durch ihr Interpolationspolynom
pelly_y : plz;)=f;, j=nn—1,...,n—k+1,

und berechnen die neue Ndherung geméf

Tn+1

Yn+1 = Yn + / p(t) dt.

An der Lagrangeschen Integrationsformel

p(z) = 20 Fuss - U(), €5(z) = ﬁ(m — i)/ fg(xnj -

i#£] i#]



56 KAPITEL 3. MEHRSCHRITTVERFAHREN

erkennt man, dass
k-1 Tntt

Yn+1 = Yn T+ Z fn—j / gj(t) dt

7=0 Tn
tatsachlich die Gestalt eines k—Schritt Verfahrens hat.

Mit der Variablentransformation ¢ := x,, + h - s erhdlt man

Tt Lk—1 k-1
/ ej(t)dt:h./H(Hs)/H(i—j)ds:; hay.
i > i 2

Die Integrale iiber das Interpolationspolynom lassen sich also schreiben als

Tn+1

k—1
p(t) dt =h- Z ajfn—ju
=0

Tn
wobei die Koeffizienten «; unabhéngig von den y; und von den speziellen Knoten

x; und der Schrittweite h sind, und daher in Dateien bereitgestellt werden kénnen.

Die Mehrstellenformel erhilt damit die Gestalt

k—1

Ynt1 = Yn + 0Dy fuj.
§=0

Das charakteristische Polynom ist (man beachte die gednderte Numerierung der
Koeffizienten in der k-Schritt Formel)

pA) = N = X

mit der einfachen Nullstelle A = 1 und der (k — 1)-fachen Nullstelle 0. Die Mehrstel-

lenformel ist also stark stabil.

So konstruierte Mehrstellenformeln heiffen Adams—Bashforth Verfahren. Sie sind
explizit und aus der Fehlerdarstellung des Interpolationspolynoms erhélt man, dass

ihre Ordnung k ist. Die ersten Adams—Bashforth Formeln sind:

k=1: Y1 =yn+hfn
k=2: ypi1 =yn+05h3fn — fro1)
k=3: Yns1=yn+h(23f, —16f,_1+5fn_2)/12
=41 Ypp1 =Yn + h(55f, = 59fn1 + 37fn—2 — 9fn-3)/24
k=5 Yps1 = o+ h(1901f, — 2774F,_1 + 2616 f_o — 1274 f,_5 + 251 f,_4)/T20

Fiir k£ = 1 ergibt sich also das Eulersche Polygonzugverfahren.
Nachteil der Adams—Bashforth Formeln ist, dass bei ihrer Konstruktion das Inter-

polationspolynom p im Intervall [z, x,41] verwendet wird, wéhrend die Interpola-

tionsknoten auflerhalb dieses Intervalls liegen. Wir wissen bereits, dass der Fehler
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eines Interpolationspolynoms auflerhalb des kleinsten Intervalls [x,,_11, x,], das alle
Knoten enthélt, sehr schnell anwéchst. Es ist daher naheliegend, die Funktion ¢ in

(3.8) durch das Interpolationspolynom
pelly : plz;) = f(zj,y;),j=n+1lnn—-1,....n—k+1
zu ersetzen.

Wie eben kann man das Verfahren schreiben als

k
Yn+1 = Un +h Z ﬁjfn+1—j

j=0
mit
1 Tn+1 k k
Bj = 7 / H(t - ZBn+1—i)/ H(f’?nﬂ—j — Tny1-i) dt.
=0 =0
Tn g i#j

Diese Verfahren heiflen Adams—Moulton Verfahren. Sie sind wie die Adams—
Bashforth Verfahren stark stabil und haben die Ordnung k + 1 (Beachten Sie, dass
der Grad des Interpolationspolynoms hier k£ ist, beim Adams—Bashforth Verfahren

aber nur k — 1). Die ersten Adams-Moulton Formeln sind:

k=0: yny1 =yn+hfup
Ynt1 = Yn + 0.50(fry1 + fn)
=2 Ynp1 = Yn + WO frs1 +8fn — fu1)/12
Yni1 = Yn + PO fns1 + 190 — 5fn1 + fno)/24
k=141 Yny1 = Yn + (251,11 +646f, — 264f,_1 + 106 f,_o — 19f,_3)/720.

und fir k=5

Ynt1 = Yo+ W(AT5 frpy + 1427 f, — T98f 1 + 482fs — 173 fg + 27 fo_s) /1440,

Das Adams—Moulton Verfahren mit £ = 1 heifit das implizite Euler Verfahren,
dasjenige fiir k = 2 die Trapezregel.

Die Adams—Moulton Verfahren haben wesentlich bessere Konvergenzeigenschaften
als die Adams—Bashforth Verfahren gleicher Ordnung. Nachteilig ist, dass sie implizit

sind, man also in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu 16sen hat.

Man kombiniert daher beide Verfahren zu einem Pradiktor-Korrektor Verfahren
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Sind bereits Néherungen y; = y(z;), j = 0,...,n, bekannt (n > k), so bestimme
man mit dem Adams—Bashforth Verfahren der Ordnung £ eine vorlaufige Ndherung

k-1
Yo:=Yn+h Z j frj
j=0
fiir y(z,+1) und verbessere diese iterativ unter Benutzung der Adams—Moulton For-

mel der Ordnung k + 1:
k
ij’+1 = Un + h(ﬁOf(xn+l7gi> + Zﬁjfn+1fj)7 1= 07 17 e
j=1

Erfiillt f eine Lipschitz Bedingung und ist A geniigend klein gewahlt, so ist diese Ite-
ration konvergent. In der Regel geniigen ein oder zwei Verbesserungsschritte (sonst
ist die Schrittweite h zu grof). Das so gefundene 7; oder gy wird als y,,1 gewéhlt

und es wird der néchste Pradiktor-Korrektor-Schritt ausgefiihrt.

Eine typische Implementierung eines Pradiktor-Korrektor Verfahrens hat also die
folgende Gestalt: P (Auswertung der Pradiktorformel) E (Evaluation von f) C (Aus-
wertung der Korrektorformel) E (Evaluation von f) oder PECECE. Mit den Adams-
Bashforth und Adams-Moulton Formeln fir £ = 1 (dem expliziten Euler Verfahren
und der Trapezregel) erhilt man also das PECECE Verfahren

Yokt = Un + hfa

fﬂl = f(@Tn+1, yﬂl)

Ynit1 = Yo+ 05A(filds + f)
f7[12l1 = [(@n+1, yﬂﬂ

Yn+1 = Yn + 0~5h(fﬁl + fn)

frt1 = f('rnJrla yﬂl)

mD QO &3 Q =3

Vorteil der Mehrschrittverfahren ist, dass auch bei grofleren Ordnungen nur in jedem
Schritt eine Funktionsauswertung von f im expliziten Fall bzw. 2 oder 3 Auswer-
tungen beim Pradiktor-Korrektor Verfahren benétigt werden, wiahrend beim Ein-
schrittverfahren die Zahl der Funktionsauswertungen bei Steigerung der Ordnung
sehr rasch wéachst. Mehrschrittverfahren werden daher vor allem verwendet, wenn

die Auswertung von f sehr teuer ist.

Beispiel 3.4. Wir betrachten erneut die Anfangswertaufgabe

y =7 y(0.8) =5/6, 0.8 <z < 18.
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Mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren mit dquidistanter Schrittweite h =
1/64 ist der Fehler im Endpunkt 1.8 des Intervalls 2.55 - 107°. Hierzu muss die

rechte Seite an 4 - 64 = 256 Stellen ausgewertet werden.

Mit dem PECE Verfahren mit den Adams—Bashforth und Adams—Moulton Formeln
fir & = 5 erhdlt man einen vergleichbaren Fehler 2.53 - 107% mit der Schrittweite
h = 1/80. Hierzu bendtigt man zur Bestimmung des Anfangsfeldes vy, y2, y3, ¥4 mit
dem klassischen Runge-Kutta Verfahren 16 Funktionsauswertungen und fiir die wei-
teren 76 Schritte je zwei Auswertungen, isgesamt also 168. Das Pradiktor—Korrektor

Verfahren erfordert also wesentlich geringeren Aufwand. a

Nachteil der Mehrschrittverfahren ist, dass die Schrittweitensteuerung komplizierter

als beim Einschrittverfahren ist. Man muss

— entweder nicht dquidistante Knoten x,, z,_1,..., 2, 1 verwenden und kann
dann die o; bzw. 3; nicht einer Tabelle entnehmen, sondern muss sie nach
jeder Verdnderung der Schrittweite wahrend der nicht dquidistanten Phase

neu berechnen

— oder bei gedinderter Schrittweite h Néherung fir y(z, — j - 71) aus einem Inter-

polationspolynom berechnen.

Der zweite Zugang wird in Hairer, Ngrsett, Wanner [27] zusammen mit einer kom-

binierten Schrittweiten- und Ordnungskontrolle diskutiert.

In MATLAB ist als Funktion ODE113 ein PECE Verfahren von Adams-Bashforth-

Moulton zur Losung von nicht-steifen Anfangswertaufgaben implementiert.

Die Adams Formeln wurden durch numerische Berechnung des Integrals in (3.8)
konstruiert. Es gibt weitere Mehrschrittverfahren, die auf Integralgleichungen be-
ruhen, die der Anfangswertaufgabe (3.1) dquivalent sind. Betrachtet man z.B. die

Integralgleichung

Tn+1

y(@ni) = ylan1) = [ fty®)dt, (3.9)

Tn—1
und ersetzt man die unbekannte Funktion f(¢,y(t)) durch das Interpolationspolynom
zu den Daten (2, ki1, fo—ks1), -+ (Tn_1, fa_1), (Tn, fn), S0 erhilt man die expliziten
Nystrom Formeln. Fiir £ = 1 (und k = 2) ist dies die Mittelpunktregel

Yntl = Yn—1 + thn
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und fir k=3
Ynt+1l = Yn—1 + h(7fn - an—l + fn—2)/3-

Ersetzt man in (3.9) den Integranden f(¢,y(t)) durch das Interpolationspolynom zu
den Daten (Z,—g11, fa—ks1)s-- -5 (Tny fn), (Tna1, fnr1), so erhdlt man die impliziten

Milne—Simpson Formeln . Fiir £ = 0 ist dies das implizite Euler Verfahren

Yntl = Yn—1 T+ 2hfn+1

zur Schrittweite 2h, fiir K = 1 erhélt man erneut die Mittelpunktregel, fiir £ = 2 die

Milne Formel
Yn+1 = Yn—1 + h(fnJrl + 4fn + fn71>/3
und fiur k=4

Yna1 = Yn-1+ h(29 st +124f, +24f 1+ 4fn o — fn_3)/90.

Es ist klar, dass die Nystrom Formeln und die Milne-Simpson Regeln stabil, aber
nicht stark stabil sind, denn das zugehorige Polynom p(\) = (A2 — 1)A\*~2 besitzt
die einfachen Nullstellen 1 und —1 und die (k — 2)-fache Nullstelle 0.

Die bisherigen Mehrschrittverfahren basierten auf der numerischen Losung der In-
tegralgleichung (3.8) bzw. (3.9). Die folgende Klasse von Verfahren wird mit Hilfe

der numerischen Differentiation konstruiert.

Es seien bereits Naherungen y,, 1, - - . , Y, der Losung der Anfangswertaufgabe (3.1)
an den Knoten z,_ji1,...,x, bekannt. Um ¥, 11 =~ y(z,41) zu bestimmen betrach-
ten wir das Interpolationspolynom ¢ zu den Daten (,_g11,Yn—t+1)s -+, (Tn, Yn),
(Tna1, Yne1). Dann kann man ¢ nach der Newtonschen Darstellung des Interpolati-

onspolynoms mit den riickwértsgenommenen Differenzen
voyn = Yn, vj+1yn = vjyn - vjyn—l

schreiben als

a(s) = yl(n + sh) = Z(—l)j(‘s y 1)vfyn+1. (3.10)

=0 J
Der Unbekannte Wert vy, .1 wird nun so bestimmt, dass das Polynom ¢ die Differen-

tialgleichung an einem Gitterpunkt erfiillt:

¢ (Tnye) = f(@nse, Ynte), £ €{0,1,.. .}, (3.11)

Fiir ¢ = 0 erhdlt man explizite Formeln, und zwar fiir £ = 1 das explizite Euler
Verfahren und fiir £ = 2 die Mittelpunktregel. Die Formeln fiir £ > 3 sind instabil

und daher wertlos.
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Fiir £ = 1 erhélt man implizite Formeln, die BDF Methoden (backward differen-

tiation formulas)

k
Z VY1 = hfnia

J=0

o = (—1)jd%<_3; 1)

mit den Koeffizienten

s=1"
Mit
f—s+1 1 .
(-1)]( o ) = (s Ds(s+1)...(s +—2)
J J:
folgt
L. .
ap =0, ozj:;fur]21,
und daher
Y Vi1 = hfusr. (3.12)
j=1J

Fiir £ < 6 rechnet man leicht aus, dass gilt

k=1 " Yni1—Yn = hfni1

k=2 3ynt1 — 4Wn+Yn1=2"fni1

k=3 1 Myns1 — 18yn + 9Yn—1 — 2yn—2 = 6hfni1

k=4 : 2by,+1 — 48y, + 36y,_1 — 16y, o + 3yn_3 = 12hf, 11

k=5 : 137y,1 — 300y, + 300y,—1 — 200y, —2 + 75Yn—3 — 12y,,—4 = 60h f,, 11

k=6 : 14Ty,41 — 360y, + 450y,—1 — 400y,,_o + 225y,,—3 — 72y,—4 + 10y,—5 = 60h f,11.

Durch Diskussion des Polynoms
k1o, . :
pN) = 3 AT = 1)
=1

sieht man fiir £ < 6 leicht, dass diese BDF—Formeln stabil sind. Fiir £ > 7 sind sie
instabil (vgl. Hairer, Norsett, Wanner [27], p. 380).
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Kapitel 4

Steife Probleme

4.1 Motivation

Es gibt Differentialgleichungen mit Losungen, zu deren Approximation bei Anwen-
dung expliziter Verfahren viel kleinere Schrittweiten bendtigt werden, als man er-

wartet. Diese Probleme werden steif genannt.

Beispiel 4.1. Die Anfangswertaufgabe

y=-Ay—e")—e" y0)=1 (4.1)
besitzt fiir alle A € IR die eindeutige Losung y(x) = e~ 7.

Tabelle 4.1 und Tabelle 4.2 enthalten die Fehler der Ndherungslosungen bei konstan-
ter Schrittweite h = 0.01 fiir das Polygonzugverfahren, das verbesserte Polygonzug-
verfahren und das klassische Runge-Kutta Verfahren fiir die Parameter A = 1 und

A = 1000.

Tabelle 4.1: Fehler fiir A =1

x Polygonzug verb. Polygonzug Runge-Kutta
0.00 0.00E +0 0.00E + 0 0.00E +0
0.10 —4.55F —4 1.52E — 6 7.60F — 12
0.20 —8.24F — 4 2.75FE — 6 1.38E — 11
0.30 —1.12F — 3 3.73E — 6 1.87TE — 11
0.40 —1.35F — 3 4.50F — 6 2.25F — 11
0.50 —1.52E — 3 5.09FE — 6 2.55F — 11
0.60 —1.66F — 3 5.53F — 6 2.77TE — 11
0.70 —1.75E — 3 5.83FE — 6 2.92F — 11
0.80 —1.81E — 3 6.04FE — 6 3.02F — 11
0.90 —1.84F — 3 6.14F — 6 3.07FE — 11
1.00 —1.85E — 3 6.18E£ — 6 3.09F — 11
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Tabelle 4.2: Naherungen fiir A = 1000

x Polygonzug verb. Polygonzug Runge-Kutta

0.00 0.00E + 0 0.00E + 0 0.00E +0
0.01 —4.98F —5 1.25F -4 1.04E — 3
0.02 3.99F — 4 5.24F — 3 3.04F — 1
0.03 —3.64F — 3 2150 -1 8.83E +1
0.04 3.27TE — 2 8.82E + 0 257TE +4
0.05 —2.95F — 1 3.61E + 2 7TA48E +6
0.06 2.65E +0 1.48E + 4 2.18E +9
0.07 —239E +1 6.08E + 5 6.33E + 11
0.08 2.15E + 2 249E +7 1.84F 4 14
0.09 —1.93E + 3 1.02E+9 5.36E + 16
0.10 1.74F + 4 4.19E + 10 1.56E + 19

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 !
0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 4.1: Loésungen fiir A =1

Abbildung 4.1 und Abbildung 4.2 zeigen die Losungen der Anfangswertaufgaben

/

Y =-Ay—e")—e ", ylxo) =9

fiir verschiedene Werte von zy und yq fiir A =1 und A = 20.

Wir méchten die Losung y(x) = e™* von (4.1) fiir grofies A mit einem numerischen
Verfahren verfolgen. Durch (Rundungs- oder Verfahrens-) Fehler werden wir ein

wenig von der Losung weggefiihrt. Ist y,, # e™*", so konvergiert die Losung

Y(5 Ty Yn) = (g — e )e~NE=T0) 4 oo

der Anfangswertaufgabe fiir grofles \ sehr rasch gegen die quasi stationdre Losung

y(x) = e *. Die dem Betrage nach sehr grofle Steigung

—ZIn

?/(xn; L, yn) = _)\<yn - eixn) —€
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Abbildung 4.2: Losungen fiir A = 20

fithrt dazu, dass fiir das Euler Verfahren (und fiir die anderen Einschrittverfahren

genauso) iiber das Ziel hinausgeschossen wird und die Fehler sich aufschaukeln. 0O

4.2 Stabilitatsgebiete

Wendet man das Eulersche Polygonzugverfahren auf die Testgleichung

Yy =My, A<, (4.2)

an, so erhilt man bei konstanter Schrittweite h > 0

Ynt+1 = Yn + h)‘yna

und daher
Fuar
|14+ hA > 1

explodiert die numerische Losung v, und zwar ist dieses Aufschaukeln um so rascher,
je kleiner A ist, je schneller die Losung der Anfangswertaufgabe also abklingt. Das
Mindeste, was man von einem Verfahren erwarten muss, ist aber, dass die numerische

Losung bei nicht zu kleinen Schrittweiten ebenfalls abklingt.
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Abbildung 4.3: Implizites Euler Verfahren

Das einfachste Verfahren, dessen numerische Losung der Testgleichung (4.2) bei an-
nehmbaren Schrittweiten das Abklingverhalten der Losung der Anfangswertaufgabe

reproduziert, ist das implizite Euler Verfahren
Yyt =y + hf(2n, Y™,
Mit ihm erhélt man fiir (4.2)

Ynt+1 = Yn + h/\yn-‘rla

d.h.

Yp = (1_1h)\)ny0—>0 fiir n — oo

fiir jede Schrittweite h > 0. Man geht also einen linearen Schritt mit der Steigung
weiter, die in dem Richtungsfeld der Differentialgleichung dort herrscht, wo man
hinkommt (Abbildung 4.3 zeigt 6 Schritte des impliziten Euler Verfahrens fiir Bei-
spiel 4.1. mit A = —5 und der Schrittweite h = 1).

Der Preis, den man fiir dieses verbesserte Stabilitédtsverhalten zu zahlen hat, ist,

dass man im allgemeinen Fall in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem

F(y"t) =y —y" — hf(zn41, ") =0

zu 16sen hat. Dies kann man z.B. mit dem Newton Verfahren mit dem Startwert y"

tun.
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Bemerkung 4.2. Die Testgleichung (4.2) ist aussagekréftig fiir allgemeinere Sy-

steme, denn ist die Matrix A € IR™™ in dem linearen System
Yy =Ay+g (4.3)
diagonalisierbar und gilt
X1TAX = A =diag{\,..., \.}
mit einer reguldren Matrix X, so erhélt man mit der Variablentransformation z :=
X1y
Z =Xy =XTAXX 'y+ X lg=Az+X"'g= Az +g,

d.h. das entkoppelte System

Zzi=Nzj+g;, j=1,...,n (4.4)

Wendet man auf das System (4.3) ein Mehrschrittverfahren

Yyt +hY ] Bi(AyFT +gF ) =0

j=0 5=0

an, so ist dieses mit 2! := X 1y’ dquivalent zu
S ;2" + Y Bi(AZF T +gv ) =0,
§=0 j=0

d.h. zu dem Mehrschrittverfahren

Z Qjzik—j + hA; Z Bi(zik—j + Gix—j) =0, i=1,...,n,

=0 §=0

fiir die skalaren Gleichungen (4.4). O

Das Abklingverhalten des Mehrschrittverfahrens fiir das System (4.3) wird also be-
stimmt durch das Abklingverhalten fiir die skalaren Gleichungen (4.2) fiir die Eigen-
werte A = \; der Matrix A. Da diese nicht notwendig reell sind, auch wenn A nur
reelle Eintréige besitzt, miissen wir die Testgleichung (4.2) fiir A € € mit negativem

Realteil untersuchen.

Wendet man das explizite Runge-Kutta Verfahren (2.17) auf das System (4.3) an,

so ist dieses wieder dquivalent der Anwendung auf die skalaren Gleichungen. Das
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Abklingverhalten der numerischen Losung wird also wieder bestimmt durch das
Abklingverhalten fiir die Testgleichung (4.2). Man erhélt

ki == Ayn
j—1
kioo= Mua+hd Bk, j=2....s (4.5)
/=1
Yn+1 = yn+hz’yjk]

j=1

Setzt man die k; nacheinander ein, so folgt

Yn+1 = R(hA)yn
mit

S s j—1 s g1
R(z)=1+23 %+2"3 > b +2* 3 > vuibiwhee+ ... €11,
j=1 j=1k=1 j=1 k=1
und die Folge {y,} ist offenbar beschrénkt, wenn |R(z)| < 1 gilt. Beachten Sie, dass

diese Bedingung nur von z := hA abhéngt.

Wir definieren

Definition 4.3. Das Stabilitédtsgebiet S C C eines Verfahrens ist die Menge
aller z := hA € C, so dass fir alle Startwerte die erzeugte Folge {y,} mit der
Schrittweite h fiir die Testgleichung (4.2) beschrankt ist.

Das Stabilitdtsgebiet eines Verfahrens hat die folgende Bedeutung. Will man ein
lineares Differentialgleichungssystem y’ = Ay losen und besitzt die Matrix A die
Eigenwerte \;, 7 = 1,...,n, mit Re \; < 0, so kann man das System nur dann stabil
mit diesem Verfahren l6sen, wenn die Schrittweite h so klein gewéhlt ist, dass die

Zahlen h\; fiir alle j = 1,...,n in dem Stabilitdtsgebiet S des Verfahrens liegen.

Wiinschenswert ist fiir ein Verfahren, dass sein Stabilitatsgebiet die linke Halbebene

umfasst.

Definition 4.4. FEin Verfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben heifit A—
stabil, wenn gilt

SOC_:={2z€C: Rez<0}.
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Fiir das explizite Runge-Kutta Verfahren (2.17) der Stufe s ist die Funktion R ein
Polynom vom Héchstgrad s. Das Stabilitétsgebiet

S={z€C: |R(z)| <1}

ist daher mit Sicherheit eine beschréinkte Menge in €. Explizite Runge-Kutta Ver-

fahren sind also niemals A-stabil.

Beispiel 4.5. Fiir das (explizite) Polygonzugverfahren ist das Stabilitédtsgebiet

S

expliziter Euler — {zeC: [1+2[<1}

fiir das implizite Euler Verfahren

S.

impliziter Euler = {zeC:1-2[21}D>C..

Das implizite Euler Verfahren ist also A—stabil. a

Beispiel 4.6. Wendet man das verbesserte Polygonzugverfahren auf die Testglei-

chung an, so erhélt man
1 1 9

Es ist also

1
R(z)=1+2z+ 522.

Fiir das Verfahren von Heun erhalt

Ynt1 = Yn + g()\yn + AU+ hAya)) = (1+hA + %(h)\)Q)yn,

d.h. dieselbe Funktion R wie fiir das verbesserte Polygonzugverfahren. Das Stabi-
litdtsgebiet S = {z € € : |R(z)| < 1} ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Dass man fiir das verbesserte Polygonzugverfahren und das Verfahren von Heun
dieselbe Funktion R erhalten hat, ist kein Zufall. Besitzt das Runge-Kutta Verfahren
die Ordnung p, so gilt

R(z) = Z ﬁ + 0Pt fiir z — 0, (4.6)

denn die Losung der Anfangswertaufgabe ¢ =y, y(0) = 1, ist y(z) = €*, und daher

muss fiir die numerische Losung y; = R(h)yo = R(h) im ersten Schritt gelten

e” — R(z) = e" — R(h) = O(RP™) = O(2P*1).
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ormand-Prince 5

kl. Runge-Kutta

Heun

2k N

-35 -3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5

Abbildung 4.4: Stabilitatsgebiete von Runge-Kutta Verfahren

Da R ein Polynom ist, folgt hieraus (4.6)

Gilt zusétzlich s = p, so ist R ein Polynom vom Grade p, und es folgt

P
R(z) = Z—'
=07

Fiir das klassische Runge-Kutta Verfahren, die 3/8-Regel und das Verfahren von

Kuntzmann erhalt man also

1 1 1
R(z)=1+z+ §ZZ+ 623+ ﬂz‘l.

Auch hierfiir findet man das Stabilitdtsgebiet in Abbildung 4.4.

Das Verfahren von Dormand und Prince ist von der Ordnung p = 5 und benotigt
s = 6 Stufen (die siebte Stufe wird nur fiir die Fehlerschéitzung verwendet). Die
Funktion R hat also die Gestalt

2 23 24 2’5 6

1 L E s E
R(z) +z+2+6+24+120+az,

und durch direkte Rechnung erhélt man o = ﬁ. Auch hierfiir findet man das

Stabilitatsgebiet in Abbildung 4.4 O

Beispiel 4.7. Wendet man das k-Schrittverfahren

k k
Z AyYntv = h Z ben+V
v=0 v=0
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auf die Testgleichung ' = Ay an, so erhélt man

k
> (ay — 2b))Ynsw =0, 2 = hA. (4.7)

v=0
Bezeichnet (,(2), p = 1,...,¢, fir z € C die Nullstellen des charakteristischen

Polynoms
k

X=(C) =Y (ay, — zb,)¢" (4.8)

v=0
und ist 7, die Vielfachheit von (,, so sind die Losung von (4.7) Linearkombinationen

von

Cu(2)",nCu(2)", . ()" p=1,0 L
Damit besteht das Stabilitidtsgebiet S genau aus den Punkten z € C, fiir die [(,(z)| <
1 fiir alle Nullstellen (,(z) gilt und |, (z)| < 1 fiir alle mehrfachen Nullstellen.

Ist ((z) fiir ein z € C eine einfache Nullstelle von (4.8), so existiert eine lokale
Umkehrabbildung ¢ — z, und diese erhélt man durch Auflésung der Gleichung

k

Xz(g) = Z(au - Zbu)CV =0

v=0

nach z: i i
20 =D a3 bl (4.9)
v=0 v=0

Das Bild des AuBeren des Einheitskreises in der ¢-Ebene unter dieser Abbildung
beschreibt die Punkte, die nicht im Stabilitédtsgebiet S liegen. Damit begrenzt die
Bildkurve des Einheitskreises ¢ = €, 0 < § < 27, das Stabilititsgebiet. Genauer
liegen diejenigen Punkte der z-Ebene in S, die links von der orientierten Kurve

0 — z(e) liegen.

Fiir die Adams—Bashforth Formeln gilt

k—1

Yn+1 — Yn = h Z ann—Vv

v=0

und daher ist das Stabilitdtsgebiet bestimmt durch die Kurve
k—1 k—1 ’
2= (¢ =/ Xt = (€= 1)/ 3 araouHE, =
n=0 ©n=0

Fiir k£ =1 gilt z = { — 1. Die das Stabilitdatsgebiet begrenzende Kurve ist also 6 +—
e — 1,0 < 0 < 27, und dies ist der im mathematisch positiven Sinn durchlaufene
Kreis mit dem Mittelpunkt —1 und dem Radius 1. Damit ist das Stabilititsgebiet

S={zeC: |z+1] <1}
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-1 I I
-1 -0.5 0 05

Abbildung 4.5: Stabilitdtsgebiete von Adams—Bashforth Verfahren

Dies ist auch kein Wunder, denn das Adams—Bashforth Verfahren mit £ = 1 ist das

Polygonzugverfahren.

Fiir £ = 2, 3,4 sind diese Kurven in Abbildung 4.5 dargestellt. Die Stabilitatsgebiete
werden also sehr rasch kleiner. Beachten Sie, dass fiir £ = 4 nur das von der Kurve
umschlossene beschrénkte Gebiet der linken Halbebene links von der Kurve liegt.

Nur dies ist also das Stabilitatsgebiet fiir k = 4.

Fiir die Adams—Moulton Verfahren
k
Ynt1— Yn =h Z Bu fri1—v
v=0

erhélt man genauso die das Stabilitdatsgebiet umschlieBende Kurve
bkl /. 1 . k
2= (=Y Bt = (1 - E)/Zﬁk—uC“_ :
pn=0 ©n=0

Fiir k£ = 0 ist dies § — 1 — e d.h. der im negativen Drehsinn durchlaufene
Kreis mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius 1. Damit ist das Stabilitatsgebiet wie
in Beispiel 4.5. (man beachte, dass das Adams-Moulton Verfahren mit & = 0 das

implizite Euler Verfahren ist)
S={zeC:|z-1]>1}.
Fiir £k =1, die Trapezregel,
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ist die das Stabilitatsgebiet begrenzende Kurve

0 (1—c)/(05+05e7), 0<6<2m

9 = cos @ + isinf erhilt man die Darstellung

2sin 0
— —Z’
1+ cos@

unter Benutzung von €’

0 0<60<2m,

und dies ist die (zweimal) von unten nach oden durchlaufene imaginére Achse. Das
Stabilitatsgebiet ist damit die Halbebene

STrapezregel = {zeC:Rez<0}=C_.

Die Trapezregel ist also ebenfalls A—stabil.

Dieses Ergebnis kann man schneller so erhalten: Wendet man die Trapezregel auf

die Testgleichung an, so erhalt man

Ynt+1 = Yn + O'5h()\yn+1 + )‘yn)a

d.h.
e
Ynt1 = A\ — 2 Yn,
und damit ist )
z+
STrapezregel = {zeC: ’Z — 2’ <l1}=C..

Fiir k = 2, 3, 4 enthélt Abbildung 4.6 die Stabilitdtsgebiete der Adams—Moulton Ver-
fahren. Diese sind wie die der Adams—Bashforth Verfahren beschriankt, ihre Grofle

nimmt aber wesentlich langsamer ab. a

Fiir die BDF—Verfahren .
1
Z _vyynJrl = hfn+1
v=1 v
erhalt man
z = —(1—-=),
und hiermit die Stabilitdtsgebiete in Abbildung 4.7.

Fiir £ > 3 sind die BDF—Verfahren wieder nicht A—stabil. Sie haben aber die Eigen-

schaft, dass ein Sektor
Se i ={2z€ C : |arg(—2)| < a} (4.11)

in der komplexen Ebene im Stabilitatsgebiet enthalten ist.
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Abbildung 4.6: Stabilitdtsgebiete von Adams—Moulton Verfahren

S
~

-8} i

-10 I I I I
-8 -6 -4 -2 0 2 4

Abbildung 4.7: Stabilitdtsgebiete von BDF-Verfahren
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Bei vielen Anwendungen weifl man, dass die Eigenwerte der Linearisierung in einem
festen Sektor der Gestalt (4.11) liegen, so dass man stabiles Verhalten der numeri-
schen Losung fiir alle Schrittweiten erwarten kann, wenn das Stabilitatsgebiet des be-
nutzten Verfahrens diesen Sektor umfasst. Man betrachtet daher als Abschwéchung
der A-Stabilitit

Definition 4.8. FEin Verfahren heifit A(«a)—stabil, wenn sein Stabilititsgebiet den
Sektor der Gestalt (4.11) enthdlt. Es heifft A(0)—stabil, wenn es A(a)-stabil fiir

ein o > 0 1st.

Die BDF-Verfahren sind fiir 3 < k < 6 A(a)-stabil mit den Offnungswinkeln

k\ 1 2 3 4 5 6
a\900 90° 86.0° 73.3° 51.8° 17.8°

Wegen dieser (gegeniiber den Einschrittverfahren und den Adams-Bashforth und
Adams-Moulton Verfahren) wesentlich besseren Stabilititseigenschaften wurde die
BDF-Verfahren schon friih fiir steife Probleme vorgeschlagen (vgl. Curtiss, Hirsch-
felder [10]). Eine Reihe von Codes basiert auf diesen Methoden.

Wir haben bisher als A-stabile Verfahren nur das implizite Euler Verfahren (der
Ordnung 1) und die Trapezregel (der Ordnung 2) gefunden. Der néchste Satz von
Dahlquist [12] zeigt, dass man keine besseren A—stabilen Mehrschrittverfahren finden

kann. Einen Beweis findet man in Hairer, Wanner [28], p. 247 ff.

Satz 4.9. (Dahlquist)

(i) Explizite Mehrschrittverfahren sind niemals A—stabil.

(i1) Die Ordnung eines A-stabilen impliziten Mehrschrittverfahrens ist hochstens
2.

(i1i) Die Trapezregel (4.10) ist das A-stabile Verfahren der Ordnung 2 mit der

kleinsten Fehlerkonstanten.

Die Forderung der A-Stabilitét ist zwar einerseits zu stark (und muss daher zur
A(«a)-Stabilitdt abgeschwiicht werden), andererseits ist sie zu schwach und muss

verschérft werden. Es gibt A—stabile Einschrittverfahren wie die Trapezregel, deren
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12

y(x)=exp(-x)

0.8

Trapezregel, h=0.1

0.6
Trapezregel, h=0.2
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Abbildung 4.8: L-Stabilitét

Stabilitatsbereich genau die linke Halbebene ist. Besitzt dieses fiir die Testgleichung
die Gestalt y,,1 = R(z)y, mit einer rationalen Funktion R, so gilt |R(iy)| = 1 fiir
alle y € R, und daher

lim |R(z)| = lim _ |R(iy)| = 1.

Fee y—00, Y€

Dies bedeutet, dass zwar |R(z)| < 1 fiir alle z € C_ gilt, aber fiir z, die grofien
negativen Realteil haben, |R(z)| sehr nahe bei 1 liegt. Die Konsequenz ist, dass

steife Komponenten nur sehr langsam ausgedampft werden.

Beispiel 4.10. Wir betrachten wieder (vgl. Beispiel 4.1.) die Anfangswertaufgabe

fiir A = 1000. Abbildung 4.8 enthilt die Losung y(z) = e * und die numerischen
Losungen fiir das implizite Euler Verfahren mit der Schrittweite h = 0.2 und die
Trapezregel fiir die Schrittweiten h = 0.1 und h = 0.2.

Dieses Verhalten gibt Anlass zu der folgenden
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Definition 4.11. FEin Einschrittverfahren heifst L—stabil, wenn es A—stabil ist und

zusdtzlich gilt

lim R(z) = 0.

Z—00

Offensichtlich ist das implizite Euler Verfahren mit der Funktion R(z) = 1/(1 + 2)
L-stabil, nicht aber die Trapezregel mit der Funktion R(z) = (1 —0.5z)/(1 + 0.5z).

4.3 Implizite Runge—Kutta Verfahren

A-stabile Verfahren (oder wenigstens Verfahren mit einem grofleren Stabilitédtsge-
biet) kann man als Verallgemeinerung der expliziten Runge-Kutta Verfahren erhal-
ten. Bei diesen verwenden wir zur Berechnung von &; nur die Werte von y,, und k;,

1=1,...,5— L
Definition 4.12. Es seien 3;; € R, v € IR, ¢,7 =1,..., s, gegeben und o; mit
o= B, i=1,...s. (4.12)
j=1
Dann heifst das Verfahren

ki = f(xn"'aih;yn‘f‘hi@jkj), 1=1,...,s,
s = (4.13)
Ynt1 = Yn+h 21 viki

Runge-Kutta Verfahren mit s Stufen.
Bemerkung 4.13. Gilt 3;; = 0 fiir « < j, so handelt es sich um ein explizites

Runge-Kutta Verfahren. Gilt 3;; # 0 fiir ein ¢ < j, so nennen wir das Runge-Kutta
Verfahren implizit. O

Beispiel 4.14. Das implizite Euler Verfahren

Yn+1 = Yn T+ hf(anrl’ yn+1)

ist offenbar ein einstufiges implizites Runge-Kutta Verfahren. Ein weiteres nahelie-

gendes Verfahren ist die implizite Mittelpunktregel

kl = f(xn + %myn + %hlﬁ)

(4.14)
Yn+1 = yn+hk1;
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die offenbar ebenfalls ein einstufiges implizites Runge-Kutta Verfahren ist.

Die Trapezregel

1
Ynt1l = Yn + §h(f(xn7yn> + f(xn+17yn+1>)

kann als zweistufiges implizites Runge-Kutta Verfahren aufgefasst werden:
kl - f(xna yn)7
1 1
k2 = f(xn + h; Yn + h(§k1 + §k2))7

YUnt1 = yn+h(;kz1+;k‘2).

Wie in Kapitel 2 die expliziten Runge—Kutta Verfahren stellt man auch die impliziten

Verfahren iibersichtlich in einem Tableau dar:

7 511 512 . 515
D) ﬁzl Bag ... Pas
g ﬂsl 552 cee 555
Y Y2 e Vs

Hiermit erhalten die Verfahren aus Beispiel 4.14. die Gestalt

00 0
11 0.51]0.5
1 1

implizites Euler V. Mittelpunktregel Trapezregel.

Nachteil der impliziten Runge-Kutta Verfahren ist, dass die k; nicht nacheinander
berechnet werden konnen, sondern dass in jedem Schritt ein (i.a. nichtlineares) Glei-
chungssystem von s-N Gleichungen in den s- N Unbekannten ky, . . ., ks gelost werden
muss, wobei N die Dimension des Differentialgleichungssystems (2.1) bezeichnet. Ei-
ne naheliegende Frage ist, unter welchen Bedingungen das System (eindeutig) 1sbar

ist.

Satz 4.15. FEssei f : [a,b] xRN — IRY stetig und erfiille eine Lipschitz Bedingung
bzgl. des zweiten Arguments mit der Lipschitz Konstante L. Erfillt die Schrittweite
h > 0 die Bedingung

h < , (4.15)
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so ist das Gleichungssystem

klzf(.%n—l-CYzh,yn—l-hZﬁwk]), 1= 1,...,8, (416)
7=1

eindeutig losbar.

Beweis: Wir zeigen, dass die Abbildung

kontrahierend auf IR*" ist und daher einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

Es ist

= max [+ qihya+ Y Biky) = f(@a+ @iy, + 0 Y Byky)|
j=1

..... j=1 o
< igaXSLH(yn + hiﬁijkj) - (yn + hiﬁij%j)uoo
----- = j=1
= Lhim%}f Hi:lﬁij(kj k])H
iz
< LRI )i )il e 31
iz

Erfiillt die rechte Seite f nur eine Lipschitzbedingung in einer Umgebung von (z,, ¥y ),
so bleibt die Aussage des Satzes immer noch richtig, wobei die Schrittweite even-
tuell verkleinert werden muss, um zu sichern, dass das Argument von f in dieser

Umgebung bleibt.

Aus dem Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen folgt zugleich, dass die Fix-

punktiteration gegen die Losung (k;)i=1.._s von (4.16) konvergiert, wenn die Schritt-

weite h die Bedingung (4.15) erfiillt. Fiir steife Probleme ist diese Aussage aber
wertlos, da hierfiir i.a. die Lipschitzkonstante recht grof§ sein wird. Bei steifen Sy-
stemen muss das Gleichungssystem (4.16) immer mit dem Newton Verfahren oder

einer verwandten Methode gel6st werden.

Der Aufwand zur Losung des Systems (4.16) kann wesentlich verkleinert werden,
wenn das System (4.16) in s (oder weniger) Systeme der Dimension N zerféllt. Dies
ist dann der Fall, wenn die Berechnung von k; unabhéngig von den folgenden Werten
kjt1,....ks ist. Dies ist der Fall, wenn die Matrix ((;;) eine untere Dreiecksmatrix

ist.
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Stabilitaetsgebiet

Stabilitaetsgebiet

L L L L L L L L L L L L
14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 4.9: Stabilitatsgebiete des SDIRK Verfahrens der Ordnung 3

Definition 4.16. Das implizite Runge—Kutta Verfahren (4.13) heift diagonal im-
plizites Runge-Kutta Verfahren (DIRK—Verfahren ), wenn §;; = 0 fir alle
i < j gilt und By # 0 fiir wenigstens ein i € {1,...,s}.

Stimmen zusdtzlich alle Diagonalelemente tiberein, B; = B fir allei =1,...,s, so
heifst das Verfahren einfach diagonal implizit (SDIRK = singly diagonal implicit
Runge—Kutta method).

Beispiel 4.17. Zweistufige Verfahren der Ordnung 3 miissen die Bedingungen

1 1
N+ =1 o+ ey = 5 103 + Yo = 3

1
Y1(1 B + aaBrz) + Y2(a1fa + azfan) = 6
erfiillen.
Von Ngrsett wurde 1974 gezeigt, dass dieses Gleichungssystem unter der zusétzlichen

Voraussetzung, dass 12 = 0 ist (DIRK) und ;1 = fae (SDIRK) gilt, zwei Losungen

besitzt, die durch das folgende Tableau gekennzeichnet sind:

T T

_3+43
6

1—7(1-2r 7, T

05 05

Die Stabilitéitsgebiete sind in Abbildung 4.9 gegeben. Aus ihnen entnimmt man,
dass das Verfahren fiir 7 = (3 ++/3)/6 A-stabil ist, fiir 7 = (3 —1/3)/6 aber nicht.
O

Das Stabilitatsgebiet haben wir unter Verwendung des folgenden Lemmas bestimmt.
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Lemma 4.18. Wird das s—stufige implizite Runge—Kutta Verfahren (4.13) auf die
Testgleichung iy’ = Ay angewandt, so gilt

Ynt1 = R(AR)y,

R(z) =1+ 24%(I — 2B) e, (4.17)

wobet B = (ﬁij)z}j:l s und e = (1, ey 1)T

Beweis: Es gilt fir f(z,y) = \y

ki:/\(yn—i—hiﬁijkj), i=1,...,s,

=1
d.h. mit z := A\h
k= \y,e+:Bk <= k=M\y,(I—-2B)e,

und damit

Ynt1 = Yn + 0D yiki = yn<1 + 2y (T — zB)’le). |

i=1

Beispiel 4.19. Fiir das SDIRK Verfahren aus Beispiel 4.17. erhélt man hiermit

R(z) = 1+ 2(0.5,0.5) ((217—_712)2 1_072) R G)

z
— 1t (2424
+2(1—TZ)2( + 2z —472)
1+ (1—27)z+ (0.5 — 27 4+ 7%)22
B (1—172)2 '

Eine andere Moglichkeit, die Funktion R zu bestimmen, liefert die Cramersche Regel:

Lemma 4.20. Mit den Bezeichnungen von Lemma 4.18. gilt

R(:) = det(I — 2B + zexyT)
T T det(I — 2B)

Beweis: Wendet man das s-stufige Runge Kutta Verfahren auf die Testgleichung

an, so erhélt man vy, 1 aus y, mit Hilfe das linearen Gleichungssystems

(7 9 G2 = (6)
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Aus der Cramerschen Regel folgt
_ P(z)
Yn+1 = W!/n
mit

B I-:B e\ I-:2B+zey? 0\ T
P(z) = det ( T 1) = det ( T 1) =det(I — 2B + zey")

und

Q(z) = det(I — zB). |

Besitzt der Nenner Q)(z) der rationalen Funktion R(z) keine Nullstellen in der linken
Halbebene C_, so ist R(z) holomorph in €C_, und das Maximumprinzip fiir holomor-
phe Funktionen liefert die A—Stabilitdt jedes zu R(z) gehorenden Verfahrens, falls
nur

|R(iy)| <1 fiir alle y € R. (4.18)

Diese Bedingung wiederum ist dquivalent dazu, dass fiir das reelle Polynom

E(y) = |[Qiy)* — |P(iy)]” = Q(iy)Q(~iy) — P(iy) P(~iy) (4.19)
gilt
E(y) >0 fiir alle y € IR,
Fiir das SDIRK Verfahren aus Beispiel 4.17. gilt

E(y) = (1t — 0.5)%(47 — 1)y™.

Da fiir 7 > 0 der einzige Pol z = 1/7 in der rechten Halbebene liegt, ist dieses
Verfahren A-stabil fiir 7 > 0.25. Insbesondere ist das Verfahren der Ordnung 3
A-stabil fiir 7 = (3 + v/3)/6 und nicht A-stabil fiir 7 = (3 — 1/3)/6.

Lemma 4.21. Ist die Matriz B in dem impliziten Runge-Kutta Verfahren (4.13)

requldr und gilt eine der beiden Bedingungen

68j:’yj7 jzl,...,S, (420)
oder
=, t=1,...,s, (4.21)
so gilt
lim R(z) = 0. (4.22)

FEin A-stabiles Verfahren, das (4.20) oder (4.21) erfillt, ist also sogar L-stabil.
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Beweis: Die Bedingung (4.20) kann man schreiben als
B'e’ =7,
und daher gilt
lim R(z) = lim (1+ AT (I —z2B) 'e)=1-~"B'le=1—(e*)Te=0.
Die Bedingung (4.21) lautet Be! = v,e. Da B regulir ist, ist 7; # 0, und es folgt
lim R(z)=1-~4"Ble=1- l')/Tel =0. i

zZ— 00 ’yl

Ein eleganter Weg zur Konstruktion impliziter Runge-Kutta Verfahren hoher Ord-
nung ist die Kollokation. Er besteht darin, ein Polynom u(z) vom Grad s zu be-

stimmen, so dass die Ableitung (ein Polynom vom Grad s—1) an s gegebenen Stellen

Tn+azh, i =1,... s, mit dem Vektorfeld der Differentialgleichung iibereinstimmt,
d.h.

w(Tn) = Yn (4.23)

u'(z, +a;h) = flo, + ah,u(z, + b)), i=1,...,s. (4.24)

Die Naherung fiir die Lésung an der Stelle z,, + h ist dann
Yni1 = u(x, + h). (4.25)

Dass dieses Vorgehen als implizites Runge-Kutta Verfahren gedeutet werden kann,
sieht man so ein: Es sei

k,’i = Ul($n + Oélh)
Dann gilt nach der Lagrangeschen Interpolationsformal

t—Oék

W (2 + th) = Z ki), 6 =T (4.26)

kg 9 T Ok

Integriert man diese Gleichung, so erhélt man mit
ki = u(z,+ a;h)

0

1
Vi 32/
0

0;(t) dt
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die Formel (4.13) des Runge-Kutta Verfahrens, denn es gilt

1
Unt1 = u(z, +h)=u(z,)+ h/u’(:vn +th)dt
0

S 1 S
= yn+h2/kj€j(t)dtZ?/n+h2%‘kj-

=1} =1

7 zeigen bleibt

j=1
Dies folgt aus
ki = ul(xn + azh) = f(xn + Oéih, u(xn + azh))

und
w(@n + h) = yn+ h/u’(:cn 4 th)dt =y, + h/z W (20 + a;h)E (t) dt
0 0 J

J=1

= Yo+ hd Byu(z, +oyh) =y, + 0> Bk

=1 j=1

Fiir die Konsistenzordnung gilt

Satz 4.22. Dem Kollokationsverfahren zu den Knoten o ist in natirlicher Wei-

se eine Quadraturformel mit den Knoten a; und den Gewichten v; = fol 0;(t) dt
zugeordnet:
Tn+h s
/ F@)de =hS " f (@, + ajh) + O(AP). (4.27)
Tn j=1

Besitzt diese die Ordnung p, so hat das Kollokationsverfahren (4.23), (4.24), (4.25)
ebenfalls die Ordnung p.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage nur fiir lineare Differentialgleichungssysteme

y = Al2)y + F ().

Den Beweis fiir den allgemeinen Fall findet man in Deuflhard, Bornemann [14] p. 244
ff.

Nach Konstruktion gilt

u'(z) = A(z)u + f(z) + d(x)
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mit
Die Differenzfunktion

erfiillt die Anfangswertaufgabe
v'(x) = A(z)v(x) + d(x), v(z,) =0.

Ist V eine Fundamentalmatrix des homogenen Problems w' = A(z)w, so erhilt

man durch Variation der Konstanten
v(e) = V() [ VH©8(¢) de,

und damit

Tn+h
w(@n +h) — y(zn +h) = V (2, + h) / V-U(€)d(€) de

In

= AV (2, +h) D7V Han + ajh)d(x, + ajh) + O(RPT)

=1
= O(h"th), wegen 6(z, + ajh) =0, j=1...,s.

Nach diesem Ergebnis ist klar, welche Ordnung fiir implizite Runge-Kutta Verfahren

man durch Kollokation maximal erreichen kann und wie man diese erreicht.

Sind die a; die Knoten der Gaufischen Quadraturformel der Ordnung 2s, d.h. die
Nullstellen des s—ten (geschifteten) Legendre Polynoms

ds S S

e (x (1—2) ),

und sind ~; die zugehorigen Gewichte, so heifit das durch (4.23), (4.24), (4.25) de-
finierte implizite Runge-Kutta Verfahren s—stufiges Gaufl Verfahren . Das s-
stufige Gaufl Verfahren hat die Ordnung 2s.

Es kann keine impliziten Runge-Kutta Formeln der Stufe s mit hoherer Konsisten-
zordnung als 2s geben, denn sonst hétte man zugleich durch (4.27) eine Quadratur-

formel mit s Knoten und einer hoheren Ordnung als 2s gefunden.

Man kann ferner zeigen, dass das Gaul Verfahren der Ordnung 2s A-stabil ist (vgl.
Hairer, Wanner [28] p. 72).
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Das einstufige Gaufl Verfahren ist die implizite Mittelpunktregel, das zweistufige
Gaufl Verfahren wird durch das Tableau

1_ V3 1 1_ V3
27 6 1 17 6
1, V314 V3 1
2T % |17 % 4
‘ 1 1
2 2
gegeben und das dreistufige Verfahren durch
1 _ V15 5 2 _ V15 5 _ V15
27710 36 9 15 36 30
1|5 VB 2 5 VS
2 36 T 24 9 36 24
1, Vi5 | 5 , Vi5 2, V/Is 5
2t 0 (36t 50 ot 36
5 4 5
18 9 18

Entsprechend kann man mit den Quadraturformeln von Lobatto und von Radau
implizite Runge-Kutta Formeln herleiten. Die Radau Formeln sind charakterisiert
durch

011:0, ﬂu:ﬁlg:...:ﬁlszo oder Oészl, ﬁsj:'yj,jzl,...,s,

und die Lobatto Formeln durch

a1:0, 611:512:...:61520 und Oés:l, ﬁsj:’}/j, jzl,...,S.

Die Radau Formeln haben den Vorteil, dass k; oder kg explizit berechnet werden
kann, und bei den Lobatto Formeln konnen sogar k; und kg explizit berechnet wer-
den. Die Dimension des nichtlinearen Systems, das in jedem Schritt zu 16sen ist, sinkt
also gegeniiber den Gaufl Formeln. Der Preis dafiir ist, dass die Konsistenzordnung

der Radau Formeln nur 2s — 1 und der Lobatto Formeln nur 2s — 2 ist.

Wir geben die wichtigsten impliziten Formeln vom Radau und Lobatto Typ an:

Zweistufige Radau Formeln (der Ordnung 3) sind

1
0 3
1

3 1
1

4

und

W |wikr O
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d.h. die Trapezregel, und mit 3 Stufen (der Ordnung 4)

00 0 0
L5 8 _ 1
2124 2 24

1 4 1
lls & &

L4 1

6 6 6

4.4 Rosenbrock Verfahren

Wir haben bereits bemerkt, dass die nichtlinearen Gleichungssysteme, die in den
impliziten Runge-Kutta Verfahren auftreten, nicht durch sukzessive Iteration geltst
werden konnen, sondern dass eine Linearisierung verwendet werden muss. Um dies
zu umgehen, wurde von Rosenbrock [39] 1962 vorgeschlagen, nur den linearen Anteil
der rechten Seite mit einem impliziten Verfahren zu behandeln und den Rest mit

einem expliziten Verfahren. Wir erldutern das Vorgehen fiir das autonome System

y' = f(y) (4.28)

Dies bedeutet keine Einschriankung, denn das nichtautonome System
Y = [f(z,9)
kann man durch Hinzunahme der Differentialgleichung
=1

in ein autonomes System
/
= Qj’
¥ =1

transformieren.

(4.28) schreiben wir mit J := f'(y,,) als

Yy =(fy,) +JT(y—y,))+(fy) = fly,) =Ty —v,))

Wir zerlegen die rechte Seite also in die Linearisierung von f bei y,, (von der wir
annehmen konnen, dass sie fiir das steife Verhalten verantwortlich ist) und (bei
kleiner Schrittweite) einen kleinen Rest. Wir integrieren den linearen Anteil implizit
und den kleinen Anteil explizit. Da dabei von beiden Formeln der konstante Anteil

f(y,) — Jy,, exakt integriert werden wird, wenden wir die Idee auf die Zerlegung

Y =Jy(z) + (f(y(x)) — Jy(z)) (4.30)
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der rechten Seite von (4.28) an und berechnen hierfiir fiir i = 1,..., s die “Steigun-

b}

gen
i i—1 i—1

ki=J(y+hY Biks)+ (Fy+hY Bik) = J(y+h> Byk;).  (431)
j=1 =1 j=1

Beachten Sie, dass das aus (4.31) zu berechnende k; auf der rechten Seite nur linear
auftritt und nur die bereits bekannten k1, ..., k;_; auch im Argument der nichtlinea-

ren Funktion f. Man kann also k; aus einem linearen Gleichungssystem berechnen.

Definition 4.23. Fin Schritt eines linear impliziten Runge-Kutta Verfah-
rens oder Rosenbrock Verfahrens mit s Stufen fir das autonome System (4.28)

besteht aus den folgenden Schritten

(4) J = fly,)
N i1 . i1
(@) (I —hpuJ)k; = h ¥ (8 — Bij)Jk; + f(y, +h X Bik;),
j=1 j=1 (4.32)
1=1,...,s

In jedem Schritt sind s lineare Gleichungssysteme zu lésen. Eine weitere Vereinfa-
chung tritt ein, wenn man #&hnlich wie bei den SDIRK Verfahren By = [3 fordert.

Man benétigt dann nur eine LR-Zerlegung zur Losung der s Systeme.

Bemerkung 4.24. Wendet man das linear implizite Verfahren (4.32) auf die Test-
gleichung y’ = Ay an, so fallen alle Terme, die 3;; enthalten, heraus und wie fiir die

impliziten Verfahren sieht man, dass die Stabilitdtsfunktion wieder die Gestalt

R(z2) =1+ 24"(I —zB) ‘e

-----

Beispiel 4.25. Das einfachste linear implizite Runge-Kutta Verfahren ist das line-

ar implizite Euler Verfahren

(I =hf'(y )kt = f(y,)

(4.33)
yn+l = yn+hk1

Dieses besitzt dieselbe Stabilitatsfunktion wie das implizite Euler Verfahren und ist

daher ebenfalls L—stabil. Die Konsistenzordnung ist ebenfalls 1. O
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Beispiel 4.26. Von Steihaug und Wolfbrandt [50] wurde das folgende linear im-

plizite Runge-Kutta Verfahren zweiter Ordnung angegeben:

Wkl = f(yn>
Wky = f(y, + 2hk./3) — 4hdJk, (4.34)

h
yn+1 = yn + Z(kl + 3k2)7
wobei W =T — hdJ, J = f'(y,) und d = 1/(2 + v/2) ist.
Bemerkung 4.27. Wendet man das linear implizite Verfahren (4.32) auf das “au-

tonomisierte” System (4.29) an, so kann man die zu der Variablen = gehorige Glei-

chung explizit ausrechnen. Man erhélt die folgende Form des Verfahrens

0
J = a—f(xm yn)7
Yy , 9
~ 1—1
(I = hpud)k; = f(zn+aih,y, +h Y Bijk;) + 5iha_f<xna Yn)
o i=1 o (4.35)
+hJ .Zl(ﬁz‘j = Bij)kj, i=1,....s,
J:
j:
Dabei ist . .
o = Zﬁz‘j, 8; = B + Z(Bw — Bij)-
=1 =1
O

Beispiel 4.28. Fiir nichtautonome Anfangswertaufgaben erhélt das linear impli-
zite Euler Verfahren die Gestalt
0 0
I - h_ n k - ny In h_ ny In
( A Yokt = fny,)+ 5 (EnsYn) (4.36)
Y1 — Yy, + hkl

Rosenbrock Verfahren hoherer Ordnung wurden von Kaps und Rentrop (1979),
Shampine (1982) und van Veldhuizen (1984) konstruiert. Kaps und Ostermann
(1989) konstruierten eingebettete linear implizite Runge-Kutta Verfahren. Sie kon-
nen dhnlich leicht implementiert werden wie explizite Runge—Kutta Verfahren. Den
Code ROS4 findet man in

http://www.unige.ch /math /folks /hairer/



90 KAPITEL 4. STEIFE PROBLEME

Bemerkung 4.29. In der ODE-Suite von MATLAB ist als ODE23s das folgende
eingebettete Paar von linear impliziten Verfahren der Ordnungen 2 und 3 mit der

FSAL Eigenschaft implementiert:

fO = f(‘rmyn)
Wk, = f,+ hdt

fi = f(zn+0.5h,y, +0.5hk)
Wky = fi—ki+ Wk
Ypi1 = Y, +hke
fa = f('rn-‘rl?ynJrl)
Wky = fo—(6+V2)(ks— f1) —2(k1 — fo) + hdt
Fehler h(ki — 2ks + k3)/6

Q

mit d = 1/(2++/2), W = I — hdJ und

0 0
J =~ %f(xn,yn) und ¢ = %f(xn,yn).

War ein Schritt erfolgreich, so kann f, dieses Schrittes offenbar als f, des folgenden
Schrittes verwendet werden. Wéhlt man J als die Jacobi Matrix von f und nicht

nur als eine Approximation, so ist das Verfahren L-stabil.

Bemerkung 4.30. Eine weitere Verringerung des Rechenaufwands erzielt man,
wenn man die Jacobi Matrix (und ihre LR-Zerlegung) nicht in jedem Schritt neu
berechnet, sondern iiber einige Schritte fest ldsst. Um hierfiir eine Konsistenzord-
nung p zu sichern, muss man die Ordnung unabhéingig von der verwendeten Matrix
J bestimmen. Solche Verfahren wurden von Steihaug und Wolfbrandt (1979) kon-
struiert. Sie bezeichneten in ihrer Arbeit die Approximation der Jacobi Matrix mit
W. Diese Verfahren werden daher in der Literatur W Methoden genannt. O

4.5 Extrapolation

Auch Extrapolation kann mit Erfolg auf steife Systeme angewendet werden. Von
Bader und Deuflhard (1983) wurden Extrapolationsverfahren auf der Grundlage

der linear impliziten Mittelpunktregel untersucht.

Es sei
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eine Approximation der Jacobi Matrix. Fiir z; := x¢+ih und x := x¢+2mh berechne

man

(I =hJ)(y; —yo) = hf(xo,90), (4.37)
I =hI) Y1 —y)) = —T+hI)(y; —yiy) +20f (2, y;),  (4.38)
1=0,...,2m

Sp(z) = %(me—l - me+1)' (4.39)

(4.38) ist die linear implizite Mittelpunktregel. Um diese zu starten bendtigt man
y,. Diesen Wert beschafft man sich in (4.37) mit einem Schritt des linear impliziten

Euler Verfahrens.

Fiir Sy (z) gilt die folgende Entwicklung des Fehlers (vgl. Hairer, Wanner [28] p. 135)

Satz 4.31. FEs sei f hinreichend glatt, und es sei J eine beliebige Matriz. Dann
gilt fir das mit (4.37), (4.38), (4.39) bestimmte Sy (x) eine Fehlerentwicklung der
Gestalt

y(z) — Si(x) = ; e;(v)h* + h*2C(x, h) (4.40)

mit einer beschrankten Funktion C'.

Da in der Fehlerentwicklung nur gerade Potenzen von h auftreten, wird man zur

Extrapolation ein Polynom in h? verwenden. Mit

H
le = Shj(fE() + H), ]’Lj = n—
J

setzt man
Tjpr—Tj

(nj/nj-k)* =1

Dann erhélt man durch die T, fiir alle k& Approximationen der Ordnung 2k — 1

Tjpi1="Tjp+

unabhéngig von der Wahl von J.

Bemerkung 4.32. Die Matrix J in Satz 4.31. ist beliebig. Der der Extrapolation
zu Grunde liegende Prozess ist also eine W Methode. Die sich durch Extrapolation
ergebenden N#herungen kann man (wie man leicht nachrechnet) als Ergebnis von
W Methoden interpretieren. Satz 4.31. sagt daher, dass es W Verfahren beliebiger
Ordnung gibt. O
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Tabelle 4.3: Extrapolation der linear impliziten Mittelpunktregel
j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7

90°
90° 90°
90° 90° 90°

90° 89.3° 87.6° 87.3°

90° 88.8° 86.9° 86.1° 86.0°

90° 88.5° 87.3° 86.6° 86.4° 86.3°

90° 88.4° 87.4° 87.0° 86.8° 86.7° 86.7°

Tabelle 4.4: Extrapolation des linear impliziten Euler Verfahrens

j=1 j=2 j=3 Jj=4 J=3 Jj=6 J=7 j=38

90°

90° 90°

90° 90° 89.85°

90° 90° 89.90° 89.77°

90° 90° 89.93° 89.84° 89.77°

90° 90° 89.95° 89.88° 89.82° 89.87°

90° 90° 89.96° 89.91° 89.86° 89.82° 89.80°

90° 90° 89.97° 89.93° 89.89° 89.85° 89.83° 89.81°

Die erste Spalte des Extrapolationsschemas besteht offenbar aus A-stabilen Appro-
ximationen der Losung und man kann zeigen, dass auch T'99, T'3o und T's3 A—stabil
sind, die iibrigen T, aber nicht. Sie sind jedoch noch A(a)-stabil. Die Offnungs-

winkel der zugehorigen Sektoren sind in Tabelle 4.3 enthalten.

Sehr gute Ergebnisse erhélt man ebenfalls mit der Extrapolation mit dem linear

impiliziten Euler Verfahren

(I = hd)(Yir1 — Y;) = hf(Tir1, Y,)-
Es werden die Werte
Tj =y, (vo+ H)
mit den Schrittweiten h; := H/n; und n; = 1,2, 3,4, ... extrapoliert geméf

Ti,—T;_ 1%
(nj/mj—x) —1

Auch die T, sind A(a)-stabil mit den Offnungswinkeln der Tabelle 4.4.

Tpp1 =T+

Implementierungen der Extrapolationsverfahren einschliellich einer Ordnungs— und
Schrittweitensteuerung findet man fiir die linear impliziten Mittelpunktregel in den
Programmen METANT1 von Bader und Deuflhard und SODEX von Hairer und Wan-
ner, und fiir das linear implizite Euler Verfahren in dem Programm LIMEX von
Deuflhard und Nowak. SODEX findet man in
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http://www.unige.ch/math /folks/hairer/
und eine Ubertragung von D. Abendroth in MATLAB in
http://www.tu-harburg.de/mat/LEHRE /Scripte.html
Die Codes METAN1 und LIMEX sind in
ftp://elib.zib.de/pub/elib/codelib/

In MATLAB sind 2 Methoden zur Losung steifer Systeme implementiert. Das Pro-
gramm odelbs verwendet BDF-Formeln oder NDF Verfahren der Ordnung £k €
{1,2,3,4,5}. NDF sind Modifikationen der BDF Methoden, die ebenfalls A(«a)-stabil
sind. Sie besitzen eine etwas groflere Genauigkeit als die BDF-Methoden, wobei der
Offnungswinkel o des maximalen im Stabilitéitsgebiet enthaltenen Sektors aber nur

wenig verkleinert wird. Thre Konstruktion ist in Shampine, Reichel [47] beschrieben.

Das Programm ode23s verwendet ein Rosenbrock Verfahren der Ordnung 2, wobei
der Fehler mit einer Modifikation der Ordnung 3 geschéitzt wird. Es ist geeignet,

wenn die Genauigkeitsanspriiche nicht zu hoch sind.

Beispiel 4.33. Das folgende Beispiel, das die Entwicklung der Konzentrationen
dreier Komponenten in einer chemischen Reaktion beschreibt, wurde von Robertson
[38] 1967 angegeben und wird haufig verwendet, um die Eigenschaften von steifen

Losern zu demonstrieren:

yll = —004y1 —+ 104y2y3, yl(O) =
vh = 0.0dy; — 10%0y3 — 3 - 107y2, 42(0) =0
ys =3-107y3, y3(0) = 0.

Abbildung 4.10 zeigt die Losungen dieses Systems in halblogarithmischer Darstel-

lung.

Zur Losung dieses Systems im Intervall [0, 10°] (mit den voreingestellten Genauig-
keitsschranken) benotigt das NDF Verfahren odel5s 146 Schritte. Mit dem impliziten
Euler Verfahren bendtigt man 310 Schritte. Qualitativ dasselbe Bild erhélt man mit
dem Rosenbrock Verfahren ode23s mit 61 Schritten.

Der Versuch, die Aufgabe mit dem nicht fiir steife Probleme geeigneten Verfahren
0de23 zu l6sen, bendtigt in dem Intervall [0, 1] schon 860 Schritte. Einen Ausschnitt
des Graphen der zweiten Komponente der erzeugten Néaherungslosung findet man
in Abbildung 4.11. O
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Abbildung 4.10: Losungen von Beispiel 4.33. mit odel5s
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Abbildung 4.11: Losungen von Beispiel 4.33. mit ode23



4.6. ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN ZUR WAHL DER VERFAHREN 95

Es gibt viele (auch einander widersprechende) Definitionen der Steifheit. Haufig
wird gesagt, dass ein Problem steif ist, wenn es verschieden schnell abklingende
Losungen besitzt, z.B. weil die Jacobi Matrix der rechten Seite Figenwerte mit sehr

unterschiedlichen (negativen) Realteilen besitzt.

Dies trifft jedoch nicht den Kern. Will man das schnelle Abklingen von Lésungskom-
ponenten darstellen, so ist man gezwungen, die Losungen mit sehr kleinen Schritt-
weiten zu approximieren, und hierzu kann man dann ein explizites Verfahren verwen-
den, denn diese sind in der Regel billiger als implizite Verfahren. Will man dagegen
(wie in Beispiel 4.1.) eine sich langsam dndernde Losung verfolgen, was eigentlich
mit groBen Schrittweiten moglich sein sollte, und wird ein explizites Verfahren durch
sehr schnell abklingende Losungsanteile zu sehr kleinen Schrittweiten gezwungen, so

nennen wir ein Problem steif.

4.6 Abschlielende Bemerkungen zur Wahl der Ver-

fahren

Einer Anfangswertaufgabe sieht man nicht unmittelbar an, ob ihre Losung steif ist.
Es gibt einige Aufgabenklassen, bei denen man weif}, dass steife Losungen zu erwar-
ten sind wie z.B. Gleichungen, die chemische Reaktionen mit sehr unterschiedlichen
Reaktionsgeschwindigkeiten beschreiben, Systeme, die sich mit der Linienmethode
aus parabolischen oder hyperbolischen Anfangsrandwertaufgaben ergeben, oder sin-
gulér gestorte Probleme wie die van der Pol Gleichung mit sehr groffem Parameter.

In diesem Fall wird man sofort steife Loser verwenden.

Liegen keine guten Griinde dafiir vor, dass eine steife Losung zu erwarten ist, wird
man zuerst versuchen, das gegebene Problem mit einem nicht-steifen Loser zu be-
handeln, denn explizite (eigebettete) Runge-Kutta Verfahren oder Mehrschrittver-
fahren vom Adams Typ sind wesentlich billiger als steife Loser. Bei steifen Losern
hat man ja in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem zu losen und hierzu
die Jacobimatrix der rechten Seite oder eine Naherung davon in jedem Schritt zu be-
stimmen. Beobachtet man, dass der Losungsprozess nur sehr langsam voranschreitet,

wird man zu einem steifen Loser wechseln.

Runge-Kutta Verfahren ermoglichen eine einfache Schrittweitensteuerung, haben
aber den Nachteil gegeniiber den Adams Verfahren, dass in jedem Schritt die rechte

Seite an mehreren Stellen ausgewertet werden muss (fiir das Verfahren von Dormand
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und Prince der Ordnung 5 an 6 Stellen). Beim Pradiktor-Korrektor Verfahren kann
man hohe Ordnungen mit 2 (im Fall PECE) oder 3 (im Fall PECECE) Auswertun-
gen erreichen. Man wird daher ein Mehrschrittverfahren verwenden, wenn die Aus-
wertung der rechten Seite der Differentialgleichung sehr teuer ist. In beiden Fillen
wird man Verfahren hoher Ordnung nur dann verwenden, wenn die rechte Seite
der Differentialgleichung sehr glatt ist. Man verwendet ja den Taylorschen Satz, um

Methoden hoher Konsistenzordnung zu entwickeln.

Eine Regel fiir die Auswahl steifer Loser ist nicht so einfach zu formulieren. Einen
Anhaltspunkt geben die Stabilitdtsgebiete der Verfahren. BDF Formeln sind A(a)—
stabil, wobei fiir grofle Ordnungen die Winkel « klein sind. Wenn man weif3, dass die
Eigenwerte der Linearisierung der rechten Seite in der Ndhe der negativen reellen
Achse liegen (bei Linienmethoden fiir parabolische Aufgaben liegen sie sogar auf
der negativen reellen Achse), so wird man BDF Formeln wihlen. Weifl man, dass
Eigenwerte der Jacobimatrix néher an der imagindren Achse als an der negativen
reellen Achse liegen ( bei Linienmethoden fiir hyperbolische Probleme liegen sie auf
der imaginédren Achse), so wird man Rosenbrockmethoden oder Extrapolationsver-

fahren verwenden.



Kapitel 5

Differentiell-algebraische

Gleichungen vom Index 1

5.1 Einleitende Bemerkungen

Beispiel 5.1. Das ungedampfte mathematische Pendel (der Lénge 1 und der Mas-
se 1) wird unter Verwendung des Auslenkwinkels ¢ bekanntlich beschrieben durch
die gewohnliche Differentialgleichung

" = —gsin.

Verwendet man Euklidische Koordinaten (y1,y2) der Endmasse, so liefert das New-

tonsche Gesetz die Bewegungsgleichungen

"o
2A) 00 } (5‘1)

Yyg = —z2—yg
mit einem Lagrangeschen Parameter z(t). Zusétzlich muss die Nebenbedingung
vty =1 (5:2)
erfiillt sein. a
Bei der Simulation des dynamischen Verhaltens von Mehrkorpersystemen oder elek-
trischen Schaltkreisen treten héufig Systeme auf, die aus Differentialgleichungen und

aus algebraischen Gleichungen bestehen. In diesem Fall spricht man von differentiell-

algebraischen Systemen oder kurz DAE .
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Man hat dann das Differentialgleichungssystem auf der Mannigfaltigkeit zu 16sen, die
durch die algebraischen Gleichungen gegeben it. Klar ist, dass dies nur moglich ist,
wenn der Anfangspunkt auf der Mannigfaltigkeit liegt. Einen solchen Anfangsvektor

nennt man konsistent.

Die Theorie der differentiell-algebraischen Gleichungen ist wesentlich schwieriger als
die der gewohnlichen Differentialgleichungen und ist Gegenstand aktiver Forschung.
Einen Eindruck von der Theorie erhélt man in den Biichern von Ascher, Petzold [4]

oder Hairer, Wanner [28], eine ausfiihrliche Darstellung in Griepentrog, Mérz [21]
oder Hairer, Lubich, Roche [26].

5.2 Der Index eines DAE Systems

Die allgemeinste Form eines (autonomen) DAE Systems ist
F(u,u') =0. (5.3)

Dass wir ein von der unabhéngigen Variable unabhéngiges System betrachten, be-
deutet wieder keine Einschrinkung, denn wir konnen auch hier den allgemeinen Fall

durch eine zuséatzliche Gleichung ' = 1 auf den autonomen Fall zuriickfiihren.

Ist

O g
()

eine reguldre Matrix, so kann man nach dem Satz iiber implizite Funktionen die

Gleichung F'(u,u') = 0 nach ' auflosen, d.h. es gibt eine Funktion f mit
Fluu)=0 <+ u = f(u),

und das DAE System ist tatséchlich ein gewohnliches Differentialgleichungssystem

in impliziter Form.

Ist

8(1’ F(u,u)

singulér, so ist die Auflésung nach w’ nicht (notwendig) moglich. Haufig kann man
aber durch weiteres Differenzieren der DAE nach der unabhéngigen Variable ein

gewohnliches Differentialgleichungssystem fiir u aufstellen.
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Definition 5.2. Das differentiell-algebraische System
F(u,u')=0

besitzt den Index m, wenn m € IN die minimale Zahl von Differentiationen ist, so
dass das System
dm

,...,dx—mF(u,u/>20

d
F(u,u') =0, %F(u,u/) =0

aufgelost werden kann in ein Differentialgleichungssystem

hat als DAE den Indez 0.

Beispiel 5.4. Fiir das semi-explizite System differentiell-algebraischer Glei-

chungen
Yy =f(y,2)
0=g(y,2)
setzen wir voraus, dass
2 gy.2)
azg y7

requldr ist. Wir differenzieren die zweite Gleichung:
9 ;0 :
_ - -0
8yg(y,Z)?,l +5,9(y,2)z' =0,
und erhalten als Differentialgleichung fiir z
2= aw.) gy 2y, 2)

Das semi-explizite System hat also den Index 1.

Beispiel 5.5. Wir betrachten das semi-explizite System
Y =f(y 2)

0=g(y).
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Die erste Differentiation der zweiten Gleichung liefert

0= %g(y)y' = %g(y)f(y,Z)-

Die Losung des DAFE Systems liegt also nicht nur auf der Mannigfaltigkeit, die durch
0 = g(y) definiert ist, sondern (versteckt) auch auf der durch

0 %gw(y,z)

definierten.

Erneutes Differenzieren liefert

8 0g of dg of p

<f At ogayt Tage7 =0

Ist die Matriz gg a£ requldr, so erhdlt man hieraus

) dg of g df
2T (aZaz) ( (1) aga )

und das System besitzt den Index 2.

Beispiel 5.6. Das Pendelproblem in kartesischen Koordinaten besitz den Index 3,

denn als System 1. Ordnung hat es die Gestalt

?/i = Y2

Yy = —Ysi

yﬁ; = —Ysys — g
.2 2
= yity; —1

Differenzieren der letzten Gleichung liefert
0 = 2u13; + 2y3y5,
d.h. unter Benutzung der 1. und 3. Gleichung des Systems (5.4)
0= 1192 + Ysya- (5.5)

Durch erneutes Differenzieren erhdlt man

0= yyys + Y1y + Ysya + Ys¥s = Y5 — YsYi + Y3 — YsYs — 9Ys = Y3 + Yi — Y3 — s,
und hieraus folgt mit der dritten Differentiation
0= 2yoys + 2yays — 9Y3 — Y5
d.h. unter Benutzung von (5.4) und (5.5)

0= —y; — 39y
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5.3 Eine Einbettungsmethode

Wir betrachten der Einfachheit halber ein semi-explizites System von differentiell-

algebraischen Gleichungen

Wir setzen voraus, dass die Jacobi Matrix

0

5299.2) (53)

in einer Umgebung der Losung von (5.6), (5.7) regulér sei, so dass das System den
Index 1 besitzt. Dann kann man nach dem Satz iiber implizite Funktionen Gleichung
(5.7) lokal nach z auflésen, z = G(y), und die DAE (5.6), (5.7) geht iiber in die
gewohnliche Differentialgleichung

Yy = fy,G(y)). (5.9)

(5.9) heift die zu (5.6), (5.7) gehorige Zustandsraumgleichung.

Wenn die Funktion G' bekannt ist, liegt es natiirlich nahe, die Differentialgleichung
(5.9) numerisch mit einem der diskutierten Verfahren zu behandeln. La. ist aber nur
die Existenz der Funktion G durch den Satz {iber implizite Funktionen gesichert,
die explizite Auflosung von (5.7) aber nicht moglich. Man benétigt daher Verfahren

zur Losung von DAEs.
Eine Moglichkeit ist, anstatt (5.6), (5.7) die singulére Stérung

y = fly,2) (5.10)
ez’ = g(y,=2). (5.11)

fiir € > 0 mit einem der bekannten Verfahren zu behandeln und in dem resultierenden

Verfahren € = 0 zu setzen.

Wir demonstrieren das Vorgehen fiir das (implizite) Runge-Kutta Verfahren. Wen-
det man dieses auf (5.10), (5.11) an, so erhélt man im n-ten Schritt bei bekannten

Néherungen y" ~ y(z,) und 2" ~ z(z,)

Y, = y"+h) 8;f(Y; Z)) (5.12)
=1
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j=1

y"t o= y"+hY vf(Yi, Z;) (5.14)
=1

€Zn+1 = ez + hz’%g(Y“ Zz) (515)
=1

Ist die Matrix B := (f3;;) der Gewichte im Runge-Kutta Verfahren regulér, so erhélt

man aus (5.13)

=1
wobei B™! =: (w;;) bezeichnet. Setzt man diesen Ausdruck in (5.15) ein, so kann

man diese Gleichung durch e kiirzen. Setzt man schlieBlich noch € = 0 in (5.13), so

erhalt man das Verfahren

J:
0 = X (Y, 2) (5.1)
j=
i=1
Zn+1 = (1 — i ’%W@)Z” + i %wz-ij. (520)
1,j=1 i,7=1

Die numerische Losung (y" ™!, 2"™1) wird i.a. nicht auf der Mannigfaltigkeit liegen,
die durch g(y, z) = 0 definiert ist. Dies kann man jedoch erreichen, wenn man in
dem System (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) die Gleichung (5.20) ersetzt durch

g(y™ 2z = 0. (5.21)

In diesem Fall gilt wegen (5.18) Z; = G(Y;) und wegen (5.21) auch z"*! =
G(y™™). Das Verfahren (5.17), (5.18), (5.19), (5.21) ist daher fquivalent dem zu
Grunde liegenden Runge-Kutta Verfahren fiir die Zustandsraumgleichung (5.9). Es

heifit daher Zustandsraumverfahren.

Vorteil der Zustandsraummethode ist es, dass keine Konvergenztheorie notig ist. Die
Ergebnisse fiir gewohnliche Anfangswertaufgaben tibertragen sich sofort auf DAEs.
Man kann ferner das Verfahren sofort mit einem expliziten Runge-Kutta Verfahren
als Basis verwenden. Andererseit geben theoretische Ergebnisse iiber die Einbet-

tungsmethode Einsichten iiber singulér gestérte Probleme.
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5.4 Probleme mit Massenmatrizen
Viele differentiell-algebraische Probleme haben die Gestalt

Mu' = F(u) (5.22)
mit einer konstanten Matrix M. Das semi-explizite Problem (5.6), (5.7) ist ein

- (5 9). 0= (9)

Ist M regulér, so konnen wir jedes Verfahren der vorhergehenden Abschnitte auf

Spezialfall hiervon mit

das System
u' = M 'F(u)

anwenden und die entstehenden Formeln mit M multiplizieren, um zu einem Ver-
fahren fir die DAE (5.22) zu gelangen. Fiir ein implizites Runge-Kutta Verfahren

erhalt man auf diese Weise

MU, —u") = hYB,F(U) (5.23)
M(ut —um) = hi%F(Ui). (5.24)

Aus (5.23) erhilt man wie im letzten Abschnitt mit der Matrix B™' = (wy;)
hF(Ul) = ZwijM(Uj — ’l.l,n),
j=1

und das Runge-Kutta Verfahren erhélt die Gestalt

MU; -u") = h) B;F(U;) (5.25)
j=1
wt = (1= Y g )ut + 3 ;. (5.26)
i,j=1 ,j=1

Dieses Verfahren ergibt auch einen Sinn, wenn die Matrix M singulér ist. In diesem
Fall ist das System (5.22) #quivalent einem semi-expliziten System (5.6), (5.7), und
das Verfahren (5.25), (5.26) enspricht der Einbettungsmethode (5.17) — (5.20). Dies
sieht man so ein: Mit dem Gaufschen Eliminationsverfahren mit totaler Pivotsuche
kann man reguldre Matrizen S und T' bestimmen mit

I, O
M=S§ (0 0) T, (5.27)

wobei r den Rang von M bezeichnet.
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Setzt man (5.27) in (5.22) ein, multipliziert man mit S~! und verwendet man die

e (2)

(8) =sr (2)= (3) 28

ein semi-explizites Problem (5.6), (5.7). Ein Anfangswert u° ist konsistent, wenn
F(u") im Wertebereich der Matrix M liegt.

transformierten Variablen

so erhalt man

Setzt man (5.27) in (5.25), (5.26) ein und verwendet man die transformierten Va-

TU, =: (2) , Tu" = (’;) :

so geht das Verfahren (5.25), (5.26) iiber in die Formeln (5.17) — (5.20). Damit gelten
alle Resultate fir das semi-explizite Problem (5.6), (5.7) und die Einbettungsme-
thode auch fiir Probelme des Typs (5.22).

riablen

5.5 Mehrschrittverfahren

Auch Mehrschrittverfahren lassen sich leicht auf semi-explizite DAEs iibertragen.
Wendet man ein Mehrschrittverfahren auf die Einbettung (5.10), (5.11) einer semi-

expliziten DAE an, so liefert dies

k k
Z &iyn—&-i = h Z bif(,yn—i-i7 zn+i) (529)
i=0 =0
ey a;iz" = B big(y™t 2. (5.30)
i=0 i=0
Setzt man hier wieder € = 0, so erhélt man das eingebettete Verfahren
k . k '
Z aiynJrz = h Z bif(y““, zn+z) (531)
i=0 =0
k .
0 = h> bg(y™™, z"). (5.32)
=0

Dieser Zugang wurde erstmals von Gear fiir BDF Methoden fiir differentiell-alge-
braische Systeme vorgeschlagen und in einem ersten (sehr erfolgreichen) Code fiir
DAEs umgesetzt.

Wie vorher kann man (5.32) ersetzen durch

g(y"t*, 2"t =0
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und erhélt die zugehorige Zustandsraummethode. Ferner kann man das Verfahren

sofort auf das Problem (5.22) tibertragen und erhélt

k k
M> au™ =h> bF(u"). (5.33)
=0 i=0
Fiir Mehrschrittverfahren gilt das folgende Konvergenzresultat:

Satz 5.7. Das semi-explizite Problem (5.6), (5.7) erfiille die Voraussetzung (5.8).
Das Mehrschrittverfahren, das (5.31), (5.32) zu Grunde liegt, besitze die Ordnung
p, und es magen die Punkte 0 und oo im Stabilititsgebiet liegen. Ferner habe der
Fehler des Anfangsfeldes y’, 27, j = 0,...,k — 1, die Gréfie O(hP). Dann erfiillt
der globale Fehler

Y" —y(wn) = O(WF), 2" — z(zn) = O(W),

fir x, — xqg = nh < const.
Beweis: s. Hairer und Wanner [28], p. 383

Beispiel 5.8. Wir betrachten erneut Beispiel 4.33..

yi = —0.0dyy + 10%y2ys, y1(0) =1
Yy = 0.04y; — 10%y2y3 — 3 - 1O7y§, y2(0) =0
y; =3-107y3, y3(0) = 0.

Summiert man die drei Gleichungen, so folgt
Y1+ 5 +y3 =0, dh yi +yo + ys = const,
und aus den Anfangsbedingungen folgt y; + yo + y3 = 1.

Damit ist die Anfangswertaufgabe dquivalent dem differentiell-algebraischen Pro-

blem
Yy = —0.04y; + 1012, 1
yy = 0.0ly; 4+ 10%yez —3-107y3 ,  y(0) = <0> (5.34)
0 = yt+ytz—1 0
Natiirlich kann man hier die letzte Gleichung nach z; auflésen und erhélt die Zu-
standsraumgleichung
y1 = —0.04y, + 10%ys(1 — y1 — 1)

1
Covo=(p) 63
vy = 0.04y; + 10%ys(1 — y1 — y2) — 3+ 107y3 0 (

Mit ode15s der ODE-Suite von MATLAB erhélt man in allen drei Féllen die be-
reits bekannte Losung. Dabei werden (mit AbsTol=10"'%) fiir das Originalproblem
83345 flops, fiir (5.34) 89355 und fiir die Zustandsraumgleichung (5.35) 59250 flops
bendtigt. O
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Kapitel 6

Numerische Verfahren fiir

Randwertaufgaben

6.1 Anfangswertmethoden

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten sehr leistungsfahige numerische Me-
thoden zur Losung von Anfangswertaufgaben zusammengetragen. Wir wollen diese

Verfahren nun nutzen, um Randwertaufgaben numerisch zu losen.

Wir beginnen mit der linearen Randwertaufgabe zweiter Ordnung

y' +p@)y +a(@)y = f(z), a<z <b, yla)=a, y(b) =0, (6.1)
mit gegebenen stetigen Funktionen p, ¢, f € C[a, b] und gegebenen «, 5 € IR.

Wir schétzen die Anfangssteigung s; € IR der unbekannten Losung der Randwert-

aufgabe und l6sen die Anfangswertaufgabe

Y +p@)y +ql@)y = flz), a<z<b, yla)=q, y(a)=s. (6.2)

Dann wird die Losung y(z; s1) in der Regel nicht die zweite Randbedingung y(b) = /3

erfiillen.

Mit einer zweiten geschétzten Anfangssteigung so € IR, sy # s1, kbnnen wir die

Losung y(x; s2) der Anfangswertaufgabe

y' +p)y +q@)y = f(z), a<z<b yla) =0, y(a) = s. (6.3)
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bestimmen. Dann ist wegen der Linearitdt der Differentialgleichung

yi(x) = ty(z; s1) + (1 — t)y(x; s2) (6.4)

fiir jedes t € IR eine Losung der Differentialgleichung in (6.1), und es ist auch die
Anfangsbedingung

ty(a; s1) + (1 —t)y(a; s2) = «
erfiillt.
Den freien Parameter ¢ konnen wir nutzen, um auch die zweite Randbedingung zu
erfiillen. Ist y(b; s1) = y(b; s2), so lost
y(x) = y(z;s1) — y(a;80) Z 0
die homogene Randwertaufgabe

Y +p()y +qx)y=0, a<z<b, yla)=0, y(b) =0,

und daher ist die vorgelegte Aufgabe nicht eindeutig losbar. Sonst ist (6.1) eindeutig

l6sbar, und mit
B — y(b; 32)
y(b; s1) — y(b; s2)

t= (6.5)

ist y;(x) aus (6.4) die Losung.

Die Anfangswertaufgaben (6.2) und (6.3) wird man in der Regel nicht exakt 16sen
kénnen. Man kann jedoch mit den Methoden der vorhergehenden Abschnitte diese
Aufgaben effizient numerisch 16sen und mit den gewonnenen Approximationen den
Parameter ¢ aus (6.5) ermitteln. Insbesondere erhélt man damit den (approximati-
ven) Anfangswert

A

§:=ts) + (1 —1)sy

der Losung der Randwertaufgabe (6.1). Bestimmt man nun noch die Lésung der

Anfangswertaufgabe

y' + o)y +q@)y = f(x), a <z <b, yla) =a, y(a) =3, (6.6)

so ist diese eine Approximation der Losung von (6.1). Man hétte natiirlich auch die

Losung geméf

~

yi(x) = ty(z;s1) + (1 — Hy(a; s2)

bestimmen kénnen. Man benotigt dann aber die Losungen der Anfangswertaufgaben

(6.2) und (6.3) an denselben Knoten, so dass man diese Aufgaben nicht mit einer
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Methode mit Schrittweitensteuerung losen kann. Das vorgestellte Verfahren heif3t

Schieflverfahren oder genauer Einfach—Schie3verfahren.

Ahnlich kénnen wir bei der allgemeineren linearen Randwertaufgabe

y = Cla)y +f (6.7)
Ay(a) + By(b) = (6.8)

mit stetigen Funktionen C' : [a,b] — R™" und f : [a,b] — IR" und gegeben
A, B € R™" und ¢ € R™ vorgehen.

Wir wissen bereits, dass wir die Losung des Systems (6.7) schreiben konnen als
ya)=Y@)a+y(r), aclR" (6.9)
wobei Y (x) eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems
y' =C(z)y (6.10)

und y(z) eine spezielle Losung von (6.7) ist. Ferner ist die Randwertaufgabe (6.7),

(6.8) genau dann eindeutig l6sbar, wenn die Matrix
D := AY (a) + BY (b) (6.11)
regulér ist, und wir erhalten diese Losung, wenn wir in (6.9)
a = (AY (a) + BY (b)) '(c — Ay(a) — By(b)) (6.12)
setzen.

Mit diesem Vorgehen konnen wir die Losung numerisch bestimmen: Wir wéhlen
einen beliebigen Anfangsvektor yq (z.B. yo = 0) und bestimmen mit einem Verfah-

ren zur Losung von Anfangswertaufgaben die Losung y; der Anfangswertaufgabe

Yy =C(x)y+ f(z), yla)=y,,

zum inhomogenen Problem, sowie die Losungen yp1,...,Yn, der Anfangswertauf-

gaben
y/:C(.fE)y, y(&) :eja jzla"'7n>
zur homogenen Differentialgleichung. Dabei kann man natiirlich e',..., e" durch

jede andere Basis des IR" ersetzen.

Es sei

Y(JZ') = (yh,17 ce 7yh,n)
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die (numerische) Fundamentalmatrix des Systems (6.10), die durch Y (a) = E nor-

miert ist, und

&= (A+BY (1) (c~ Ay,(a) - By, ().
Dann erhélt man durch (numerische) Losung der Anfangswertaufgabe
Yy =Ca)y+ f(z), yla)=Y(a)a+y, (6.13)
die Losung der Randwertaufgabe (6.7), (6.8).

Natiirlich kann man das Losen der Anfangswertaufgabe (6.13) dadurch ersetzen,

dass man die Losung von (6.7), (6.8) bestimmt als
y(x) =D ayn;(r) + yi(2).
=1

Dies ist jedoch nur dann moglich, wenn alle Anfangswertaufgaben mit demselben
Gitter gelost worden sind. Damit ist die Verwendung eines Losers mit Schrittweiten—
oder Ordnungskontrolle ausgeschlossen. Ferner miissen die Losungen y; ; und y; an

allen Zwischenstellen gespeichert werden.

Bemerkung 6.1. Sind am linken Rand k& Anfangsbedingungen vorgegeben, sind
also die Randbedingungen gegeben durch

mit A, B € R™%" und é € R" ¥, so brauchen natiirlich die gegeben Anfangs-
bedingungen nicht variiert zu werden. Nehmen wir ohne Einschrénkung j; = ¢,
i =1,...,k an und setzen wir n := (yi(a),...,ye(a), M1, .., k)T, so haben wir

das lineare Gleichungssystem
An + By(bin) = &

zu l6sen, und daher nur n — k + 1 Anfangswertaufgaben zu behandeln. O

Wir iibertragen die Vorgehensweise nun auf nichtlineare Randwertaufgaben. Wir

betrachten das Differentialgleichungssystem
y' = f(z,y), a <z <D, (6.15)
mit den (nicht notwendig linearen) Zweipunkt-Randbedingungen

R(y(a),y(b)) = 0. (6.16)
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Dabei seien
f RxR'D>D; —»R", R:R"DDp—R"

stetig, und es erfiille f eine Lipschitzbedingung bzgl. y. Die Mengen Dy und Dpg

seien offen.

Nach dem Satz von Picard und Lindelof besitzt die Anfangswertaufgabe
Y =flry), yla)=mn, (6.17)
fiir alle § mit (a,m) € D eine eindeutige Losung
y(,m) : [a,a+d(n)) — R, (6.18)
wobei d(n) die Lange des Existenzintervalls von y(-,n) bezeichnet.

Die Randwertaufgabe kann man nun auf folgende Weise auf ein Gleichungssystem

zuriickfithren. Besitzt (6.15), (6.16) eine Losung g, so ist mit 7 := ¢(a)

g=y(7), df)>b—a,
und 7} ist eine Nullstelle der Funktion
F :R"> Dp—R", F(n):=R(n ybn)). (6.19)
Ist umgekehrt d(7) > b — a fiir eine Nullstelle 77 von F, so ist y(-,7) eine Losung

der Randwertaufgabe (6.15), (6.16). Damit ist gezeigt:

Satz 6.2. FEs sei

Dp={neR" : dn) > b—a, (n,y(b.m)) € Dr}.
dann gilt

ne€ Dp, F(n)=0 — y(-,m) lost (6.15),(6.16).

Damit ist die Randwertaufgabe (6.15), (6.16) dquivalent dem Nullstellenproblem
(6.19) im IR". Eine Funktionsauswertung von F' erfordert dabei das Losen einer
Anfangswertaufgabe (6.17). Dies wird mit einem der in den vorhergehenden Ab-

schnitten besprochenen Verfahren getan.

Zur Losung von F(n) = 0 verwendet man ein numerisches Verfahren. Das Newton
Verfahren lautet z.B.
n" =0 = F'(n") ' F(n"). (6.20)
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Ist f stetig partiell differenzierbar nach den Komponenten von y, so ist nach Ko-

rollar 1.8. y(-,n) differenzierbar nach den Anfangswerten 7;, und die Funktionen

, 0
z) = _y(vn)7 .]: 17"'7”7
on;

sind die eindeutigen Losungen der Anfangswertaufgaben

a ., 0 o .
) = J J = e) | —

Mit

erhélt man die Ableitung

F%ﬂ=55%f%%%hm%+&%5Mmy@mDZ@) (6.22)

Um einen Schritt des Newton Verfahrens fiir das Nullstellenproblem F(n) = 0

ausfithren zu konnen, muss man also (simultan) die Anfangswertaufgaben (6.17)
und (6.21) lésen.

Da die Ableitungen in (6.21) sehr kompliziert sein konnen, ersetzt man i.a. die

Matrix F'(n) durch eine Matrix von Differenzenquotienten:

0 1

—ybim) ~ —(y(bm, ..., + Anj, ... om) —y(bim) ). (6.23
5, fg (Wb (b:m)) )
Bei dieser Variante benétigt man in jedem Schritt die Losung von n + 1 Anfangs-

wertaufgaben des Typs (6.17).

Ein Verfahren, das in jedem Schritt nur die Losung einer Anfangswertaufgabe be-

notigt, ist das Broyden Verfahren:

Gegeben seien n° und S, € R™™
For £k =0,1,2,... do
Lose Sjs* = —F(n*);
I
ut = F(n*™) = F(n®);
(uk — S),s%)sk"

Siq1:= Sk +
1" 13

Das Broyden Verfahren und weitere sog. Quasi—-Newton Verfahren werden in
Dennis, Schnabel [13], p. 168 ff, motiviert und untersucht. Man kann zeigen, dass

das Broyden Verfahren lokal und superlinear gegen isolierte Nullstellen konvergiert.
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Abbildung 6.1: Losung von Beispiel 6.3.

Beispiel 6.3. Wir betrachten die nicht-autonome van der Pol Gleichung
Yy — (1 —y*)y +y=cosx (6.24)
mit periodischen Randbedingungen

y(0) =y(2m), y'(0) =y (2). (6.25)

Dieses Problem hat eine eindeutige Losung, deren Graph in Abbildung 6.1 gegeben

ist.

Mit dem Startvektor (2,0) erhélt man mit dem approximativen Newton Verfah-
ren, bei dem Néherungen fiir die Jacobi Matrix mit Differenzenquotienten berech-
net werden (Schrittweite A; = Ay = 0.1), und dem eingebetteten Verfahren von
Dormand und Prince zur Losung der Anfangswertaufgaben nach 4 Schritten eine

Néaherungslésung, fiir die ||y (0) — y(27)| < 107° gilt.

Mit dem Broyden Verfahren mit dem unsinnigen Startwert Sy = E erhélt man diese
Genauigkeit nach 8 Schritten. Verwendet man als ersten einen approximativen New-
ton Schritt, um zugleich einen geeigneten Startwert fiir Ay zu erhalten, so benétigt

man danach noch 5 Broyden Schritte.

Beachten Sie, dass fiir einen Newton Schritt in diesem Beispiel 3 Anfangswertauf-
gaben gelost werden miissen, wihrend das Broyden Verfahren nur das Losen einer
Anfangswertaufgabe pro Schritt erfordert. Das Broyden Verfahren fithrt also schnel-
ler zum Ziel als das approximative Newton Verfahren, wobei hier die Bestimmung

des Startwerts Ay mit dem Newton Verfahren sich nicht auszahlt. O
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Bei der Durchfithrung des Einfach—Schieverfahrens treten Schwierigkeiten auf, die

wir nun an zwei Beispielen erldautern wollen.

Beispiel 6.4. Wir betrachten die Randwertaufgabe
y' — 10y =0, y(0) =0, y(10) = 1. (6.26)

Dann ist offenbar

y(z;s) = %(emx - 1)

die Losung der Anfangswertaufgabe
y" =10y =0, y(0) =0, y'(0) =,

und die Losung der Randwertaufgabe (6.26) erhélt man fiir

_ 10
5= el00 _ 17

Stort man die Anfangssteigung im Bereich der Maschinengenauigkeit € ~ 10716, so
erhélt man

y(10;5 + £) — y(10;5) = 130(6100 — 1) ~ 2.69 - 102 ~ 10%,

d.h. wegen y(10;5) =1

y(10;5 +¢) ~ 10%.
Das Beispiel zeigt: Selbst wenn der Anfangswert § mit Maschinengenauigkeit be-
kannt ist, ist nicht gesichert, dass man y(x;§) im betrachteten Intervall genau be-
rechnen kann.
In diesem Beispiel gilt

\y(x; 31) - y(m; 52>| = O(ewx)’Sl - 52"

Der Einfluss fehlerhafter Daten wichst also exponentiell mit x. Allgemeiner gilt

(vgl. Satz 1.6.): Gentigt die rechte Seite einer Anfangswertaufgabe

/

Y = flz,y), yla) =n
einer Lipschitz Bedingung
1f(z,y) = f(z,2)|| < Llly — 2,
so gilt fiir die Losung y(x;n)
ly (s my) = y(zsmy)l| < Iy — mafle). (6.27)

Diese Abschéitzung zeigt, dass man durch Verkleinerung des Intervalls den Einfluss

fehlerhafter Anfangsdaten klein halten kann. O
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Beispiel 6.5. Das néchste Beispiel geht auf B.A. Troesch (1960) zuriick.

y" = 5sinh(5y), y(0) =0, y(1) = 1. (6.28)
Man kann zeigen, dass diese Randwertaufgabe eine eindeutige Losung y besitzt und
dass 0 < y(z) < z fiir alle = € [0, 1], und damit 0 < 3/(0) < 1 gilt.

Lost man die zugehorige Anfangswertaufgabe mit den Anfangssteigungen 3/(0) =
0.1-4,72=1,...,10, so erhidlt man in allen Fallen Exponenteniiberlauf. Der Grund
ist, dass fiir alle diese Werte fiir 3//(0) die Losung eine singuldre Stelle besitzt, die
im Intervall (0, 1) liegt.

Man kann fiir dieses Beispiel die Anfangswertaufgabe
y" = 5sinh(5y), y(0) =0, y'(0) = s (6.29)

mit Hilfe von elliptischen Funktionen exakt l6sen. Die Losung der Randwertaufgabe

besitzt die Anfangssteigung
y'(0) = 4.57504614 - 102

und eine singuldre Stelle in
s ~ 1.0329.

Diese liegt in unmittelbarer Nédhe des rechten Randes, und man kann elementar
zeigen, dass schon fiir y/(0) > 0.05 die singuldre Stelle im Intervall (0,1) liegt (vgl.
Stoer, Bulirsch [52]). Man muss also die Anfangssteigung sehr genau kennen, um

das Einfach—Schiefiverfahren iiberhaupt durchfiihren zu kénnen. O

In (6.27) haben wir gesehen, dass Losungen zu verschiedenen Anfangswerten expo-

nentiell auseinander laufen konnen wie

ly(z;my) — ylz;my)|| < [y — mylle™.

Man kann also erwarten, dass bei kleinen Intervalllingen das in den Beispielen ange-
sprochene Verhalten noch nicht auftritt. Wir zerlegen daher das Integrationsintervall
in Teilintervalle

a=11 <Ty<...<xy <Tny1 =D,

schitzen in jedem Teilintervall einen Anfangswert s;, j = 1,..., N, und losen die

Anfangswertaufgaben

Y = f(2,9;), vj <z <z, y,(75) = 5.
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)/

= X, =]
a=x, X, 3 X X5 Xg=b

Abbildung 6.2: Mehrzielmethode

Kann man diese Losungen y;(-; z;, 8;) stetig zusammensetzen,

xligjr_l_oyjq(w;xj—l, Sj-1) =8; = xiiggoyj(x%%s]')v
so gilt auch
xligl_oyé—l(f% -1 8i-1) = Mm@y (23250, 85-))

= flzj8) = lim y;(232;,85).

Es ist also die zusammengesetzte Funktion sogar stetig differenzierbar und erfiillt
im ganzen Intervall a < x < b die Differentialgleichung. Ist auch noch die Randbe-

dingung erfiillt, so haben wir die Randwertaufgabe gelost.

Wir betrachten nun das lineare System (6.7), (6.8)
Y =C(z)y+ f(z), Ay(a) + By(b) =c

genauer. Auf dem Teilintervall [x;, x;11] konnen wir die Losung der Differentialglei-

chung (6.7) schreiben als
y;(z) =Y (x)s; +v(z), 7 < v <y, (6.30)

Dabei ist Y j(x) eine Fundamentalmatrix des zu (6.7) gehorigen homogenen Pro-
blems, s; ist ein Parameter, und v;(z) ist eine spezielle Losung des Systems (6.7).

Man erhélt Y'; als (numerische) Losung der Anfangswertaufgabe

Y;(.Z') = C([E)Y], T; < T < Tjyi, Yj([Ej) = Fj, (631)
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mit einer vorgegebenen reguliren Matrix F'; € IR™™ und v; als (numerische)

Losung der Anfangswertaufgabe

vi(2) = C()vi(2) + f(2), x5 <@ < wj41, vi(25) =0 (6.32)
mit vorgegeben Vektoren 7.
Eine héufige Wahl ist F'; = E und n; = 0 fiir alle j.
Unser Problem ist es, die n- N Parameter s1, ..., s, aus den Stetigkeitsbedingungen

Y i(wj1)85 +vi(wi01) = Y (2i41) 8501 + v (201), 1 <j <N -1,
und den Randbedingungen
A(Y(a)s; +v1(a)) + B(Y n(b)sy +vn(D) = ¢

zu bestimmen. Beriicksichtigt man die Anfangsbedingungen, so ist dies das lineare

Gleichungssystem
—Y1($2) F, S1
—Y2(9C3) F; S2
~Y n-1(zn) Fy SN-1
AF1 BYN(b) SN
v1(22) — My
va(z3) — M3
= e ) (6.33)
vn-1(TN) — My
c— An, — Buy(b)
Es ist nun verlockend, die j—te Gleichung
=Y (@j41)8; + Fisj = v(x541) —
nach s;i; aufzulésen, hiermit sy, sy_1, ..., Sz aus der letzten Gleichung zu eli-

minieren, das entstehende lineare Gleichungssystem in s; zu 16sen und dann durch
Vorwirtseinsetzen sy, ..., sy zu ermitteln. Dieses Vorgehen kann jedoch instabil
sein. Fiir

Fij=Y; 1(zj), n; =v1(z))

ist es dem Einfach—Schiefiverfahren dquivalent.
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Stabile Methoden zur Losung von Systemen der Gestalt (6.33) (staircase system)
werden in Ascher, Mattheij, Russel [3], p. 303 ff, diskutiert.

Die Systeme (6.30), (6.31) sind fiir verschiedene j unabhéngig und kénnen daher
prinzipiell parallel gelost werden. Dazu muss allerdings die Zerlegung z; < ... <
xn+1 vorher festgelegt werden. Die Notwendigkeit, die Mehrzielmethode anzuwen-
den, rithrt hdufig daher, dass die Losungen der Anfangswertaufgaben bei gestorten
Anfangswerten sehr stark wachsen oder dass verschiedene Losungskomponenten der
linearen Systeme (6.30) verschieden stark wachsen und daher die Fundamentalma-
trix Y (z) nahezu linear abhéngige Spalten besitzt. In diesem Fall ist es sinnvoll,
das Wachstum der Losungen zu beobachten, bei Bedarf einen neuen Zwischenpunkt
x; zu wahlen, und eine neue Matrix F'; etwa durch Q) R-Zerlegung von Y ;_;(x;) zu

bestimmen.

Die Ubertragung der Mehrzielmethode auf nichtlineare Randwertaufgaben

Yy = f(z,y), a <z <y, R(y(a),y(d)) =0,

ist offensichtlich. Es sei a = x1 < x5 < ... < zy < zn41 = b eine (vorgegebene oder
wahrend des Losungsprozesses erzeugte) Zerlegung des Intervalls. Man bestimme

fiir j = 1,..., NV die (numerischen) Lésungen y;(z; 7, s;) der Anfangswertaufgaben

y, = f(x)y)v y(xj) = S,

und bestimme die s; so, dass die zusammengesetzte Funktion stetig ist und die

Randbedingungen erfiillt, d.h.

8o — Y1 (T2; 71, 81)
S5 — Yo(T3; 22, 52)
F(sy,...,8y) = : =0. (6.34)
SN —Yn_1(TN; TN_1,8N-1)

R(Sb ’!/N(b; TN, SN))

Die Jacobi Matrix von F' hat offenbar wieder Treppengestalt, so dass man die hierfiir
entwickelten Verfahren in den einzelnen Schritten des Newton Verfahrens verwenden
kann. Genauso bleibt diese Struktur fiir Differenzenapproximationen der Jacobi Ma-

trix erhalten. Das Broyden Verfahren léf3t sich jedoch nicht unmittelbar iibertragen.
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6.2 Differenzenverfahren

Die Idee der Differenzenverfahren ist (dhnlich wie bei Anfangswertaufgaben), die

Differentialgleichung nur auf einer endlichen Zerlegung
Jia=xg<m1<...<zN=0b

zu betrachten und die auftretenden Ableitungen durch Differenzenquotienten zu

ersetzen.

Wir betrachten zunéchst die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
=y +p@)y +a(@)y = f(z), a <z <, (6.35)

wobei p, q, f gegebene stetige Funktionen auf [a, b] sind, mit Dirichletschen Randbe-
dingungen

y(a) =71, y(b) = 1. (6.36)
Wir nehmen an, dass

q(z) >0 fir alle x € [a, b] (6.37)

gilt. Dann besitzt nach Satz 1.17. die Randwertaufgabe (6.35), (6.36) eine eindeutige
Losung .

Nach dem Taylorschen Satz gilt

yle +h) —y(x)

Y (z) = ; +O(h) fiir y € C?[a, b], (6.38)
Jo) = L&t Q_hy(”“" =M L om?) firy e Vol (6.39)
@) = YEEh - 2yh(f) YT Lo firye Ot (6.40)

Es liegt daher nahe, ein dquidistantes Gitter

zj:=a+jh, j=0,...,N, h:= b—Ta7
zu betrachten und die Ableitungen in (6.35) durch die zentralen Differenzen-
quotienten in (6.39) bzw. (6.40) zu ersetzen. Mit den Bezeichnungen p; := p(z;),
¢; = q(z;), fj == f(x;) erhélt man dann fiir die Ndherungen y; der Losung §(z;) in
den Knoten z; das lineare Gleichungssystem

—Yj+1 +§;yj Y D; Yj+1 2_hyj71

Yo =71, YN = 72 (6.42)
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Eliminiert man yo und yy mit Hilfe der Randbedingungen (6.42) aus (6.41), so ergibt

sich das lineare Gleichungssystem

Apyy, = fa (6.43)
zur Bestimmung von vy, := (y1,...,yn_1)", wobei
L ... h h
A, = ﬁtrldlag( —1—op 2+ h2q;, —1 + 5pj), (6.44)

T
fn= (f1 + h (L4 0.5hp1 )71, far - ooy [—2, o1+ h72(1 = 0-5hPN—1>72) . (6.45)

Um die Konvergenz nachzuweisen, vergleicht man die Losung des diskretisierten
Problems (6.43) mit der Restriktion der Losung des kontinuierlichen Problems auf

das Gitter.

Definition 6.6. FEs sei firy € Cla, b

Ry = (g(x1), ..., §(xn-1))"

die Restriktion auf die inneren Gitterpunkte. Das Differenzenverfahren (6.43) heifst

konvergent, falls

ln |74 = 91 = 0. (6.46)

Den Konvergenzbeweis kann man so fiithren:

1RG = ynlloo = 1AL (AnBAG — Anyp)lloo < 1AL ool AnRRY = Filloo.  (6.47)

Definition 6.7. Das Differenzenverfahren heifit konsistent, falls
lim [[An Ry — full = 0
gilt, es heifit konsistent von der Ordnung p, falls
|[ARRRY — fillo = O(R),
und es heifit stabil, falls es ein hg > 0 und ein C' > 0 gibt mit

| A < C  fiir alle h € (0, hy).
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Ist § € C*a,b], so folgt die Konsistenz von der Ordnung 2 sofort aus (6.39) und
(6.40), denn es gilt fir j =1,...,N — 1

(AnBig — £4),
gl - 23}}(;7]-) + g(zj41) +p(mj)ﬂ(3:j+1)2—hﬂ(xj_1) g(e)ile;) — f(z;)
= —y"(x;) + p(x;)y (z;) + qla;)y(a;) — fz;) + O(h?)

— o).

Die Stabilitat erhélt man mit Hilfe der folgenden Eigenschaften der Matrizen A,,.

Definition 6.8. Die Matriz B € R® heifit inversmonoton, falls fir y € IR¥
qgilt
By>0 — y>0, (6.48)

wobei die Ungleichungen komponentenweise gemeint sind.

Lemma 6.9. FEs sei hy := 2/ max,<,<p |p(x)|. Dann ist die Matriz A, inversmo-
noton fiir alle h € (0, hg)

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein y € IRV ! gibt mit A,y > 0 und y # 0. Es
sei je{l,...,N —1} mit

b= iy u <0
Aus
(Ahy>j >0
folgt
( —1- gpj)yjl +2y; + ( -1+ gpj)ijrl > —h2q;y; > 0,
und daher

Yi = %((1 + gpj>yj—1 + (1 - gpj>yj+1> = gYj-1+ By

Wegen h € (0, hy) ist a; > 0, 5; > 0, und wegen o;+0; = 1, y; < yj_1 und y; < y;+1
folgt
Y5 = Yj—1 = Yj+1-

Durch Wiederholung dieser Schlussweise erhalten wir, dass

Y=Y = ... =YN-1
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gilt. Dies ist aber nicht moglich, denn die erste Ungleichung lautet dann

1 1
(Apy) = ﬁ(@ + W2q)y + (—140.5hp1 )y ) = ﬁ(l + h?q + 0.5hp; )y1 < 0.

Inversmonotone Matrizen haben die folgenden Eigenschaften
Satz 6.10. FEs sei A € R™™ inversmonoton. Dann gilt

(1) A ist requlir.
(ii) Alle Elemente von A~ sind nichtnegativ.
(111) Ist w € IR™ mit (Aw); > 1 fiir alle j € {1,...,n}, so gilt
A oo < Jw]lcc-
Beweis: A ist reguldr, denn aus Ay = 0 folgt Ay > 0, d.h. y > 0, und zugleich
A(—y) >0, d.h. —y > 0; zusammen also y = 0.

Alle Elemente der inversen Matrix A™" sind nichtnegativ, denn wenn die Matrix

A™! = () ein negatives Element oy, besifle, so wiirde
(A_leg)k = < O,

gelten, und damit wiirde die Losung von Ay = e’ > 0 eine negative Komponente

besitzen.

Fiir die Zeilensummennorm gilt dann
A oo = [|[A €|, e:=(1,1,...,1)7.
Daher folgt aus Aw > e wegen der Inversmonotonie von A
w>Alte>0,

und damit
[wlleo > A" e]loe = [| A7 o0

|
Um die Stabilitdt des Differenzenverfahrens nachzuweisen, haben wir Vektoren w),

zu konstruieren mit wy, > 0 und A,w; > e, deren Maximumnorm ||wp||« nach

oben (gleichméBig bzgl. h) beschrinkt ist.
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Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall p(z) = 0. Die Losung v, des
linearen Gleichungssystems A,v, = e ist die Losung der diskreten Version der
Randwertaufgabe

—v" +q(z)v =1, v(a) =0, v(b) = 0.

Es sei |
w(z) = §(m —a)(b—1z)

die Losung der Randwertaufgabe

Dann gilt
—(w—v)"=1-(1=qg(x)v(z)) = g(x)v(z) 20, (w—v)(a) =0, (w—0v)(b) =0,
und aus der Inversmonotonie der Randwertaufgabe erhalten wir
w(z) > v(x) furalle x € [a,b].
Fiir die Restriktion
1 h? .
(Brw); = (w(z))) = (5 = a)(b—25)) = (I = 7))
gilt
1
(ApRpw); = §h2q(xj)j(N —Jj)+1>1, also A,Ryw > e.
Fiir jede Komponente von R,w hat man
L. - Looye 1 2
(Rpw)j = =h“j(N —j) < =h*N* = <(b—a)".
2 8 8
Daher ist das Verfahren im Fall p(z) = 0 stabil, und es gilt
_ 1
143 oo < I Bawlloe < 5(b—a)*,

Fiir den allgemeinen Fall p(x) # 0 kann man fir

ho <
"= 2max,<. [p(2)]
die Stabilitdtsungleichung

(b — a) max,<.<p [p(z)|
2 — ho max,<.<p [p(7)|

1
|45 e < (b= ) exp ( ) fiir alle h € (0, ho)

beweisen.

Damit erhalt man
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Satz 6.11. Unter der Voraussetzung (6.37) konvergieren die Losungen der diskre-
ten Aufgabe (6.43) von der Ordnung 2 gegen die Losung der Randwertaufgabe (6.35),
(6.36).

Bemerkung 6.12. Da die Matrix A, fiir h < 1/(2max,<,<p [p(x)|) eine diago-
naldominante Tridiagonalmatrix ist, kann man (6.43) problemlos durch Elimination

ohne Pivotsuche losen. O

Bemerkung 6.13. Wir haben nur die erste Randbedingung (6.36) betrachtet. Die

allgemeine Sturmsche Randbedingung

agy(a) — ary'(a) =71, Poy(b) + F1y'(b) = (6.49)

kann man diskretisieren durch einseitige Differenzenquotienten

QYo — Oé1y1 ; LU " Boyn + ﬁl% = Y2, (6.50)

oder durch zentrale Differenzenquotienten

Y1 — Y-

YN+1 — YN-1
.51
5 (6.51)

=M, ﬁOyN +BIT = 72

QolYo — 1

Im zweiten Fall nimmt man also zwei auflerhalb des Intervalls liegende Hilfspunkte
y_1:=a—hund yyy1 := b+ h hinzu. In diesem Fall muss man die Differentialglei-
chung auch in den Randpunkten zy = @ und xy = b durch (6.41) diskretisieren und

erhélt ein lineares Gleichungssystem in N + 3 Variablen.

Gilt ag, a1, 8o, 1 = 0 und ag + a; > 0, By + F1 > 0 sowie im Fall ¢(x) = 0 auch
ag + Bo > 0, so sind wieder die Randwertaufgabe und ihre Diskretisierung invers
monoton, und man erhélt wie oben die Stabilitat. Bei der Diskretisierung (6.50) ist
der lokale Fehler O(h), und die Ordnung 1 tibertrigt sich auf den globalen Fehler,
bei der Diskretisierung (6.51) erhélt man fiir den lokalen Fehler und dann auch fur
den globalen Fehler die Ordnung 2. O

Bemerkung 6.14. Wesentlich fiir unsere Betrachtungen ist, dass die Inversmono-
tonie der Randwertaufgabe sich auf das diskrete Problem vererbt. Diskretisiert man

die Randwertaufgabe

—y" +q(x)y = f(x), y(a) =, y(b) =1 (6.52)

durch
Ahyh = }h (6-53)
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mit
- 1 h? 10h? h?
A, = ﬁtrldlag( -1+ %1 2+ BT -1+ qu’-l—l)y (6.54)
- 1 1 h? 1
fn= <E<fo +10f1 + f2) + ﬁ(l - EQO)%; cee ﬁ(fj—l + 105+ fi+1) - -
1 1 h?
. E(fN—Q +10fn-1+ fn) + ﬁ(l - EQN)')Q)v (6.55)

so ist Ah fir alle

12

maXa<e<p |¢(T)]

h e (O,ho), hg = \/

invers monoton. Daher kann man wie vorher eine Stabilitdtsungleichung nachweisen,
und da der lokale Fehler in diesem Fall durch Ch* beschrinkt ist, erhilt man eine

Approximation der Ordnung 4.

Die Diskretisierung durch (6.54), (6.55) nennt man eine Mehrstellenformel (engl.:

Hermite formula). Weitere Mehrstellenformeln findet man in Collatz [9]. a

Bemerkung 6.15. Wir haben vorausgesetzt, dass ¢(z) > 0 in [a,b] gilt. Ohne
diese Voraussetzung ist die Randwertaufgabe und dann auch die Matrix Aj, nicht
notwendig invers monoton. Ist die Randwertaufgabe (6.35), (6.36) eindeutig lésbar,
so kann man (allerdings mit einem wesentlich aufwendigeren Beweis) eine Stabi-
litdtsungleichung fiir geniigend kleine A > 0 zeigen, und erhélt so die Konvergenz.
O

Fiir allgemeine lineare Systeme
Y =C(x)y+ f(z), a<z <D, (6.56)

Ay(a) + By(h) = (6.57)

kénnen wir darauf verzichten, dass die Zerlegung dquidistant ist. Wir betrachten
a=Tg< T <...<xny =0

Dann ist der Differenzenquotient

%, hj = LUj — ijl,
j
eine Approximation von y'(z;_1/2), j—1/2 := 0.5(x;—; + x;) durch den zentralen

Differenzenquotient, also eine Approximation der Ordnung 2.
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Hiermit liegen die Diskretisierungen

(1) = 5 (Cl)y+Clay )y 4o (Fla) +F ), 1< < N, (659
und
(w5~ 9y0) = 5 Cla, )y +yy) + Flyap) 1SG<N (659)

J

der Randwertaufgabe nahe. Ergénzt man diese um die Randbedingungen
Ay, + Byy =7, (6.60)

so erhélt man ein lineares System von (N + 1)n Gleichungen in den Unbekannten

Yo)---sYn-

Die Diskretisierung (6.58) heifit Trapezregel und die Diskretisierung (6.59) Mit-

telpunktregel oder auch Boxschema.

In beiden Féllen hat das lineare System die Blockgestalt

Sl R1 O (0 O Yy fl
0] SQ RQ 0] O Y, f2
O O O ... Sy Ry || yvos F
A O O .. O B Yy %
mit
1 1 1 1 1
S;= _h_jE - 50(%‘—1), R; = h_JE - 50(%‘)7 fi= §(f($j—1) + f(z;))

im Falle der Trapezregel und

1 1 1 1
Sj=—3 B~ 50(%'—1/2)7 R;j=FE- 50(%‘—1/2)7 Fi=Ff(rj-1)
J J

im Falle der Mittelpunktregel.

In jedem Fall hat also die Systemmatrix dieselbe Besetzungsstruktur wie bei der
Mehrzielmethode, und es konnen die dafiir entwickelten Verfahren auch fiir diese
Differenzenverfahren eingesetzt werden. Da man die Stabilitdt zeigen kann (vgl.
Ascher, Mattheij, Russel [3] p. 201) und das Verfahren konsistent von der Ordnung

2 ist, konvergiert es von der Ordnung 2.

Die Ubertragung auf nichtlineare Probleme ist offensichtlich. Wir verzichten darauf.

Klar ist, dass die linearen Gleichungssysteme, die man in dem Newton Verfahren
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fiir das diskrete Problem zu l16sen hat, wieder die Besetzungsstruktur wie in (6.61)
haben.

Verfahren hoherer Ordnung kann man konstruieren, indem man die Differentialglei-

chung
¥ = flz.y) (6.62)

iber das Teilintervall [z;_q, z;] integriert

Ty

y(z;) ~yla; ) = [ Flty®)d,

Tj—1

und das Integral der rechten Seite mit einer Quadraturformel behandelt.

Ersetzt man z.B. die Funktion

g(z) = f(z,y(z))

(komponentenweise) durch das kubische Polynom ¢, das die Bedingungen

d(rj1) =g(rj1), ¢(rj1) =g (z;1), ¢(v;) = g(v;), ¢'(z;) =g'(x)
erfiillt, so erhélt man nach Integration die Differenzenapproximation

oy 1 h;
P = U )+ F ) + T g + ), (669

wobei 5 5
f,(xjuyj> = a_xf(xjayj) + @f(xjvyj)f<xjvyj>
die totale Ableitung von f(x,y(z)) bezeichnet.

Das Differenzenverfahren (6.63), (6.60) hat die Ordnung 4. Nachteil ist aber, das
man die totale Ableitung von f benstigt.

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung ist die
Verwendung von (impliziten) Runge—Kutta Verfahren fiir die Differentialgleichung
(6.62) in jedem der Intervalle [z;_y1, x| (vgl. Ascher, Mattheij, Russel [3] p. 210 ff).

6.3 Variationsmethoden

Obwohl Variationsmethoden fiir gewdhnliche Randwertaufgaben praktisch kaum von
Bedeutung sind, sollen sie hier wegen ihrer leichten theoretischen Zugénglichkeit als

Vorbereitung fiir finite Elementmethoden fiir elliptische Probleme behandelt werden.
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Wir betrachten die lineare Randwertaufgabe

Ly(z) == —=(p(x)y') + q(x)y = f(z), a <z <b, yla)=y(b) =0.  (6.64)
Die in (6.35) behandelte Differentialgleichung kann man hierauf zurtickfithren, wenn
man (6.35) mit exp(— [ p(t) dt) multipliziert.

Wir setzen voraus, dass gilt
p € C'a,b], g € Cla,b], p(x) >0, q(x) > 0 fiir alle x € [a, b). (6.65)

Unter diesen Voraussetzungen besitzt (6.64) nach Satz 1.18. fiir alle stetigen rechten

Seiten f eine eindeutige Losung.

Ist y die Losung von (6.64), so gilt fiir alle v € C'[a, b] mit v(a) =0, v(b) =0

b

[ o@(p@)y' @) + a@y(@) de = [ () f(z)do,

a

und durch partielle Integration erhélt man

[0 @) (@) + g@)y(e)v(a@) de = [ o(@)f(x) da

fiir alle v € C'[a,b] : v(a) = v(b) = 0. (6.66)

(6.66) ist auch fiir y € C'[a,b] mit y(a) = y(b) = 0 sinnvoll, so dass wir (6.64) in ei-
ne Variationsgleichung in diesem Raum i{iberfiihrt haben. C*[a, b] (mit den iiblichen
Normen) hat aber fiir die folgende Theorie noch nicht geniigend schone Eigenschaf-

ten.

Definition 6.16. Die Funktionv : [a,b] — IR heifst absolut stetig in [a, b], wenn
fiir alle e > 0 ein 6 > 0 existiert mit der folgenden Eigenschaft:

Gilta <z; <2y <3< ...<Top_1 < To, < b mit Z?Zl(flfgj — T9j_1) < 6, so folgt

>y [v(@gi1) — v(xg))| < e

Offensichtlich ist jede absolut stetige Funktion auch gleichméfig stetig und jede
differenzierbare Funktion mit beschrankter Ableitung absolut stetig, denn nach dem

Mittelwertsatz gibt es (; € (29_1, z2;) mit

n
Z v(2gj-1) — V(w2 |—Z|U (G225 —@25-1) < sup [V (z)] -6 =¢,

a<z<b
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wenn man nur ¢ := £/ sup,<,<;, [v'(z)| wihlt.

Tatséchlich kann man zeigen, dass jede absolut stetige Funktion fast tiberall in [a, 0]

differenzierbar ist. Wir definieren hiermit den Sobolev Raum
b
H'(a,b) :={v : [a,b] — IR : v absolut stetig, /v’(:z:)2 dr < oo}

und weiter den Raum
Hj(a,b) :={v e H (a,b) : v(a) = v(b) = 0}.

Ersetzt man in den obigen Uberlegungen C'[a,b] durch H}(a,b), so gelangt man zu

der Variationsaufgabe

Bestimme y € Hj(a,b), so dass

b b
(y,v); == /(py’v' + qyuv) dx = /fv dr fiir alle v € Hy(a,b). (6.67)

Unabhéngig von dem Existenzresultat in Satz 1.18. fiir die Randwertaufgabe kann
man mit funktionalanalytischen Mitteln leicht zeigen, dass die Variationsaufgabe

eine eindeutige Losung besitzt. Es ist ndmlich

b

.00, = [ By @0 (@) + a@)y(e)o(e) do

a

ein inneres Produkt auf H}(a,b), H}(a,b) ist mit diesem inneren Produkt ein Hil-

bertraum, und
b
F(v) = /f(x)v(x) dx

ist ein stetiges Funktional auf H}(a, b). Daher liefert der folgende Satz die eindeutige
Losbarkeit der Variationsaufgabe (6.67).

Satz 6.17. (Darstellungssatz von Riesz) Fs sei F' ein stetiges, lineares Funk-
tional auf dem Hilbertraum V mit dem inneren Produkt (-,-),,. Dann gibt es genau

emny €V mit
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Beweis: In jedem Buch iiber Funktionalanalysis.

Dieses Vorgehen zeigt, dass die Variationsaufgabe (6.67) fiir wesentlich allgemeinere
Funktionen f eindeutig losbar ist. Ist z.B. f : [a,b] — IR stiickweise stetig auf [a, b],

so ist wieder ,
Fv) := /f(x)v(x) dx

ein stetiges lineares Funktional auf H}(a,b), und daher besitzt (6.67) eine eindeutige
Losung. Diese wird sicher an Unstetigkeitsstellen von f nicht zweimal differenzierbar
sein, und daher erfiillt y die Differentialgleichung in (6.64) nicht in jedem Punkt von
(a,b). Es ist y also sicher keine Losung der Randwertaufgabe (6.64). Wir nennen jede
Losung von (6.67) eine verallgemeinerte Losung oder schwache Lésung von
(6.64). Im Gegensatz dazu heifit eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die in
jedem Punkt x € (a, b) die Differentialgleichung in (6.64) und die Randbedingungen

erfiillt, eine klassische Lésung oder starke Lésung der Randwertaufgabe (6.64).

Man kann sogar noch allgemeinere rechte Seiten zulassen. Die Diracsche Delta Dis-

tribution

d(v) :==v(t)
definiert fiir ¢ € (a,b) ein lineares, stetiges Funktional auf H}(a,b). Daher besitzt
fiir jedes feste t € (a,b) die Variationsaufgabe

(y,v), = 6;(v) fiir alle v € H)(a,b)

eine eindeutige Losung y; € HJ(a,b). Diese ist nach Definition die verallgemeinerte

Losung der Randwertaufgabe

—(py')' + qy = 0, y(a) = y(b) = 0.

Man kann zeigen, dass fiir die Greensche Funktion g(z,t) der Randwertaufgabe
(6.64) y¢(x) = g(x,t) fur alle z,t € (a,b) gilt.

Die Variationsaufgabe (6.67) bietet die folgende Moglichkeit zur Diskretisierung der
Randwertaufgabe (6.64). Wir wihlen einen endlich dimensionalen Teilraum V}, von
Hj}(a,b) und bestimmen die Approximation yj, als Losung der endlich dimensionalen

Variationsaufgabe

Bestimme y;, € V}, so dass

(yn,v), = F(v) fiir alle v € V},. (6.68)
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Ist vq,...,v, eine Basis von V}, so besitzt y, € V) die Darstellung
n
Yh = > &vj,
j=1

und die endlich dimensionale Variationsgleichung (6.68) ist dquivalent dem linearen

Gleichungssystem

> (v vk & =F(u), k=1,...,n, (6.69)
7j=1

fiir die Koeffizienten &1, . . . | &,. Dieses ist eindeutig 16sbar, denn die Gramsche Matrix

Die eindeutige Losung von (6.68) heifit Ritz—Galerkin Losung bzgl. des Ansatz-

raumes V},.

Der Fehler von yj, 1a8t sich bzgl. der durch (-, -); induzierten Norm ||v||1 := \/(v,v),,

der sogenannten Energienorm, leicht abschétzen. Fiir alle v € V), gilt

Y= ynv)p = (¥, 0), = (Yn,0), = F(v) = F(v) =0, (6.70)
und damit wegen vy, — v € V}, und der Cauchy — Schwarzschen Ungleichung
ly = wnlls = W= vny—vm) == vy =)+ U= vy —v),
= W—wny—0) <lly—unlelly — vz

Daher folgt fiir y # vy
Iy =il < inf ly ol (6:7)

und fiir y = yy, ist diese Abschétzung trivial.

Das Ritz — Galerkin Verfahren liefert also die beste Approximation fiir y im Raum

V. in der Energienorm || - || ..

Tatséchlich interessiert man sich nicht so sehr fiir den Fehler in der Energienorm als

fiir den Fehler in der Maximumnorm.

Ist w € Hi(a,b), so gilt wegen w(a) = 0
= /w’(t) dt fiir alle z € [a, b].

Die Cauchy — Schwarzsche Ungleichung liefert

b

Qx)gjldtiw’(t)z (z—a /w )2 dt < ( b—a)/w’(t)th, (6.72)

a
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und daher folgt

b b
lwl} = [ @) + o)) dt = min p(e) [w'@? de

z€a,b]
a a

Y]

b o in p(e) - w(z)®

Damit ist gezeigt:

Satz 6.18. Es existiert ein C' > 0 mit

|w]loo < Cllw|l  fiir alle w € Hy(a,b). (6.73)
Bemerkung 6.19. Satz 6.18. bedeutet, dass die fir die Norm || - || bewiesene
Konvergenzgeschwindigkeit auch in der Maximumnorm eintritt. Wir weisen jedoch
ausdriicklich darauf hin, dass diese Aussage nur fiir eindimensionale Grundgebie-
te (a,b), also bei gewohnlichen Differentialgleichungen richtig ist. Schon fiir ebene

Gebiete, also bei allen partiellen Randwertaufgaben, gilt (6.73) nicht mehr. O

Bemerkung 6.20. Ist w € C'[a,b] mit w(a) = w(b) = 0, so folgt aus (6.72) sogar

lwli% < (b= a)*[lw']3

00

und daher
)l < (Ipllsollw % + lallsolw]2) (b = @) < Cllw'|1%. (6.74)

Ist also die Approximationsgiite fiir die Losung y in V;, bzgl. der Norm [|w|| := ||w'|| s
bekannt, so vererbt sich diese auf die Norm || - ||, und wegen Satz 6.18. gilt sie auch

fir ||wl|so- O

Beispiel 6.21. Es sei

Vi ={(x—a)(b—2)> aja’ : a; € R}.
=0
Nach dem Satz von Jackson (vgl. G. Meinardus: Approximation of Functions: Theory
and Numerical Methods) gilt fiir g € C*/a, b]
inf max ‘Z bjz! — g(ac)‘ < Con™*
b; z€la,b =0
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mit einer von n unabhéngigen positiven Konstante C. Wendet man dieses Resultat

auf

i( y(z) )

dzx \(b—z)(x — a)
an, so liefert (6.74)

it g = vl < Con™ (6.7
falls
y(x)
(b—x)(z —a)

k + 1 stetige Ableitungen in [a, b] besitzt.

Es ist ndmlich fiir alle p € 11,44

ly = (b —2)(x —a)p ()||L<C||—(y() (b= ) — a)p()) |l

d T
- 0l Gt - )]
- CH(b—l—a—Qx)((b_z)((xx)_a)—go(:c))+(b—a:)(x a)(ddx(b ;‘Z;(xx)_a)—ga’(m))Hoo
< cto-a =8 — - +i<b—a>20‘di<b_i§f§ — -4

Wahlt man nun ¢’ € II,, gemé&f (6.75) mit

d  y(z) S
dx (b—z)(x — a) #()

o0

¢:=0.5(a+b) und

so erhalt man

7| < (b—a)Con™F,

und damit
ly — (b —2)(z — a)p(x)||L <2CCH(b—a)n™ + %CC’O(b —a)n " = 0mF

Nach (6.71) ist daher n=* die Konvergenzordnung des Ritz — Galerkin Verfahrens
mit Polynomansétzen in der Energienorm, und nach Satz 6.18. auch in der Maxi-

mumnorm. O
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Tabelle 6.1: Fehler und Kondition zu Beispiel 6.22.
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n Fehler Kondition
1 1.39 £ — 02 1.00 £ 00
2 871 F —04 1.10 £ 01
3 413 F —05 1.76 E 02
4 1.72 E — 06 3.39 £ 03
5 6.01 £ — 08 729 E 04
6 1.88 £ — 09 1.69 E 06
7 449 E — 10 412 E 07
8 1.24 F —08 1.04 E 09
9 3.98 £ — 07 2.73 E 10
10 144 E — 05 734 E 11
11 5.86 E — 04 2.04 E 13
12 1.00 £ — 01 226 E 15

Trotz der guten Approximationseigenschaften von Polynomen sind die Ansatzfunk-
tionen des letzten Beispiels nicht zu empfehlen, denn erstens ist die Matrix des
diskretisierten Problems voll besetzt (man muss also n(n + 1) Integrale bestimmen
zur Aufstellung des diskreten Problems mit n Ansatzfunktionen), und zweitens ist

die Matrix in der Regel schlecht konditioniert.

Beispiel 6.22. Wir betrachten die Randwertaufgabe

mit der Losung

y(x) =14+ (e —1)x — €.
Wir wenden das Ritz — Galerkin Verfahren an mit den Ansatzfunktionen
vi(x) =a(l—z)2’™ j=1,2,....

Tabelle 6.1 enthélt die Fehler in der Maximumnorm und die Konditionen der Ma-
trizen Ay, fiir verschiedene Dimensionen n. Abbildung 6.3 enthélt die Losung und
ihre Ndherung fiir n = 1 und Abbildung 6.4 die Losung und ihre Néherung fiir den
Fall n = 12. O

Beispiel 6.23. Ein Funktionensystem, das bessere Eigenschaften als die Polynome

in Beispiel 6.21. besitzt, erhilt man auf folgende Weise. Es sei
a=xg <1 <...<x,=0>

eine nicht notwendig dquidistante Zerlegung des Intervalls [a,b]. Dann sei Vj, die

Menge aller stiickweise linearen Funktionen v, die in jedem der Teilintervalle [z;_1, x;],
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Abbildung 6.3: Ritz — Galerkin Verfahren zu Beispiel 6.22.; n = 1
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Abbildung 6.4: Ritz — Galerkin Verfahren zu Beispiel 6.22.; n = 12

j = 1,...,n, linear sind und die die Randbedingungen v(a) = 0 und v(b) = 0

erfiillen.

Offenbar bilden die Dachfunktionen (engl.: hat functions)

h%(l’ —xjq) o, fire; ., <o <
v(z) = Tlﬂ(xjﬂ—x) , fire; <z <wzyyy . j=1,...,n—1 (6.76)
0 , sonst

mit h; := x; — x;_1 eine Basis von V}, (vgl. Abbildung 6.5).
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Abbildung 6.5: Dachfunktionen

Die Dachfunktion v; hat den lokalen Tréger [z;_1,2;4+1], und eine Funktion v € V,

besitzt die Darstellung

Der Koordinatenvektor bzgl. der Basis der Dachfunktionen besteht also gerade aus

den Funktionswerten von v an den Knoten.

Ein wesentlicher Vorteil der Basis der Dachfunktionen ist, dass v;(z)v,(z) = 0 und

/.
J

A, tridiagonal ist. Bei der Aufstellung der diskreten Variationsaufgabe sind also

vi(x)vy(z) = 0 fiir alle j, k mit |j — k| > 1, gilt und dass damit die Steifigkeitsmatrix

nicht n? sondern nur 3n Integrale zu bestimmen. Zudem besteht der Triiger nur aus
zwei benachbarten Teilintervallen, wahrend er bei Polynomen als Ansatzfunktionen

das gesamte Intervall [a, b] ist.

Ist y € C?[a,b] die Losung der Randwertaufgabe (6.64) und

n—1
vy(®) = > _ yla;)v;(x)
j=1
die stiickweise lineare Funktion, die y in den Knoten z;, 7 = 0,...,n, interpoliert,

so kann man leicht mit Hilfe des Taylorschen Satzes zeigen, dass

ly— vyl =Oh), b= max h,

gilt. Damit gilt auch
inf Iy = vl = O().
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Man kann zeigen, dass keine bessere Abschitzung erreichbar ist (auch nicht, wenn
die Losung y glatter ist), und daher ist das Ritz — Galerkin Verfahren mit stiickweise
linearen Ansatzfunktionen ein Verfahren der Ordnung 1 (auch bzgl. der Maximum-

norm).

Speziell fiir die Randwertaufgabe
—y" = f(x),a <z <b, yla) =0, y(b) =0, (6.77)

erhdlt man fiir die Steifigkeitsmatrix A, = (a;i)

b z;
-1 1 1
e L i L
a zj 1
i Tjt1
1 1 1 1
? xj‘/'l h? x; hjz"’l h’] hj-‘rl
ZTj+1
—1 1 1
Ajj+1 = / : dr = — ,
hj+1 hj+1 hj+1

Ty

und fiir die rechte Seite

Zj+1

f(2) (241 — @) da.

Tj+1

fi= | f@ua)de

Tj—1

/ flx)(z —xj_q)de + Tt

1
hj Tj—1 Tj

Ist die Zerlegung dquidistant h; = (b—a)/n fiir alle j, so erhélt man als Steifigkeits-

matrix

1
A = Etridiag(—l7 2,—1),

die wir auch schon beim Differenzenverfahren (bis auf einen Faktor h, der aber auch
auf der rechten Seite auftritt) im letzten Abschnitt erhalten hatten. Die rechte Seiten

stimmen jedoch i.a. nicht iiberein.

Dass die Konvergenzordnung nur 1 ist, scheint im Widerspruch zu dem Ergebnis
in Abschnitt 6.2 zu stehen, dass das Differenzenverfahren die Konvergenzordnung
2 hat. Man beachte aber, dass C'h nur eine obere Schranke fiir den gleichméfigen
Fehler ist. Tatsdchlich geht der Fehler an den Gitterpunkten in der Maximumnorm

quadratisch gegen 0, wenn die Losung glatt genug ist. O

Beispiel 6.24. Wendet man auf die Randwertaufgabe
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Tabelle 6.2: Kondition bei stiickweise linearem Ansatz

n Kondition

2 1.00 E 00

4 5.82 £ 00

8 2.53 E 01
16 1.03 E 02
32 4.14 F 02
64 1.66 E 03
128 6.64 E 03
256 2.66 E 04
512 1.06 E 05
1024 4.25 FE 05

Tabelle 6.3: Kondition und Fehler in Beispiel 6.25.

n Kondition Fehler in Knoten Fehler
2 1.00 £ 00 240 EF — 03 3.01 £ —02
4 5.36 £ 00 592 F —04 7.59 E —03
8 2.30 £ 01 148 F — 04 1.91 F —03
16 9.37 £ 01 3.69 £ — 05 484 F — 04
32 3.76 E 02 921 EF —06 1.22 E—04
64 1.51 F 03 2.30 £ — 06 3.04 £ —05
128 6.03 £ 03 5.76 £ — 07 7.62 E — 06
256 241 EF 04 1.44 E — 07 1.91 F — 06
512 945 F 04 3.60 £ — 08 4.77 E — 07

das Ritz — Galerkin Verfahren an mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen auf
einem dquidistanten Gitter, so wichst die Kondition der Steifigkeitsmatrizen we-

sentlich langsamer als bei polynomialen Ansitzen (vgl. Tabelle 6.2).

Beispiel 6.25. Wir diskretisieren die Randwertaufgabe

1 1
_y"+y:1+§«’f—§x2, O0<z<l, z(0)=0, z(1) =0,

mit dem Ritz — Galerkin Verfahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen. Dann

erhélt man als Steifigkeitsmatrix die tridiagonale Matrix

1 121
Ah = Etrldlag(—l, 2, —].) +h- trldlag(é, g, 6)

Tabelle 6.3 enthélt die Konditionen der Steifigkeitsmatrizen, die maximalen Fehler in
den Knoten und die Fehler in der Maximumnorm im Intervall [0, 1]. Man sieht, dass
sowohl die maximalen Fehler in den Knoten als auch die Fehler in der Maximumnorm

in [0, 1] quadratisch gegen 0 konvergieren. O
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Wir betrachten nun den Fall der allgemeinen Sturmschen Randwertaufgabe
Ly = =(p(x)y) + q(x)y = f(z), a<x<b, (6.78)

aoy(a) —ary'(a) =0, Boy(b) + B1y' (b) =0 (6.79)
mit p € Cla,b], q, f € Cla,b], p(x) > 0 fiir alle x € [a,b], ¢(x) > 0 fiir alle z € [a, b],
Qp, 01, 607 61 Z 07 (Oég + a%)<ﬁ(2) +6%) > 0.

Dann ist es sinnlos, im Falle oy # 0 oder 3; # 0 fiir v € H'(a,b) das Erfiilltsein
der entsprechenden Randbedingungen zu fordern. v’(a) bzw. ¢'(b) muss ja nicht

existieren (auch nicht als einseitige Ableitung).
Setzt man
V ={ve H(a,b) : v(a) =0 falls oy = 0, v(b) = 0 falls 8; = 0}, (6.80)

so erhdlt man durch partielle Integration fiir alle v € V' und die Losung y von (6.78)

b

= pOb0) + Lr@v(a(e) + [y @) + ale)ylz)o(a) da
_ / f@) () da,

wobei der erste bzw. zweite Randterm weggelassen werden muss im Fall 5; = 0

bzw. oy = 0.

Damit ist y wieder Losung einer Variationsaufgabe
Bestimme y € V' mit
[y, v] = (y,v)p + (y,0)p = F(v) firallev eV, (6.81)

wobei V' wie in (6.80) gewihlt ist,
)y = [0 @0 (2) + a(@)y(z)o(e) de,

+ 29p(a)y(a)v(a), falls a; £0, B #0
o) & : falls oy =0, By #0
| sy, falls o 20, £ =0

0 sonst
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Man rechnet leicht nach, dass in jedem der Fille [-, -] ein inneres Produkt auf C'|a, b]
mit den Randbedingungen in (6.80) ist (falls nicht oy = 0, By = 0 und ¢(z) = 0 gilt),
und dies gilt auch fiir den Raum V. Wie vorher ist V' mit diesem inneren Produkt ein

Hilbertraum, und nach dem Rieszschen Darstellungssatz ist (6.81) eindeutig losbar.

Da die Losung der Randwertaufgabe (6.79) die Variationsaufgabe (6.81) 16st, muss
die Losung von (6.81) automatisch die Randbedingungen erfiillen, die nicht in V' ge-
fordert werden. Randbedingungen, in denen 3’ nicht auftritt, die also im Ansatzraum
V' erfiillt sein miissen, heiflen wesentliche Randbedingungen ; Randbedingun-
gen, in denen g’ auftritt, die also nicht durch Elemente des Ansatzraumes erfiillt
sein miissen, heiflen natiirliche Randbedingungen oder restliche Randbedin-

gungen.

Die Approximation verlauft fiir diesen Typ von Aufgaben wie vorher. Man wéhlt
einen endlich dimensionalen Teilraum V}, von V und eine Basis {vy,...,v,} von V},

und stellt hiermit die Ritz — Galerkin Gleichungen
> &lvj, vl = F(u), k=1,...,n,
j=1

auf. Diese sind eindeutig losbar, und fiir die Néherungslsung y = >°7_; §v; gilt

wieder die Fehlerabschiatzung in der Energienorm

— — < i — —l.
VIv = vney yel < inf \ly — v,y — 0]

Die hier beschriebenen Verfahren wurden erstmals von Ritz (1908/09) und Galer-
kin (1915) in Spezialféllen verwendet. Dabei begriindeten beide das Verfahren auf

verschiedene Weisen.

Ritz beschrieb das folgende Vorgehen: Definiert man auf V' (der Einfachheit halber
im Fall y(a) = y(b) = 0) das Funktional

J(v) == (v,v); —2F(v),
so gilt fiir alle v # y

(v, v)p = 2(y,v) + (W ¥) L — W Y);
(y,y), —2F(y) = J(y).

J() = (vv), =2F(v) = (v,0), = 2(y,v),

= (v—y,v—=y)— WY > Y,

Das Variationsproblem
J(v) =min!, veV, (6.82)
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ist also eindeutig l6sbar durch die Losung der Randwertaufgabe (6.64).

Ersetzt man (6.82) durch das endlichdimensionale Problem
J(v) =min!, v €V, :=span{vy,...,v,}, (6.83)

so ist dies ein quadratisches Optimierungsproblem

(I)(Sla--wgn . Zgjvj

b

/ (p(:v)(i: £;v5()) zi: &vj(x d:z: -2 / f(x) igjvj dz = min!

a

Notwendig fiir eine Losung ist

0
= a—fkq)<€1’ v 7§n)

2/ (p(x) ifjv; (z)vy,(x) + q(x) i &v;(z)v(x) — f(a:)vk(x)) de, k=1,...,n

d.h.

b

igj / (p(2)0!, ()0} () +q(2)v; () vy () doe = / Fl@)op(z)de, k=1,...,n. (6.84)

a

Dies sind gerade die Ritz — Galerkin Gleichungen, die eindeutig l6sbar sind. Da die
Hessematrix auf IR" positiv definit ist, liegt tatsdchlich ein Minimum vor, und dieses

ist eindeutig.

Galerkin betrachtete
Ay = —(py) +qu—f (6.85)

als Abbildung von
D(A) = {y € C*[a,8] : y(a) = y(b) = 0} € L¥(a,b) in L(a,b),

wobei L?(a,b) den Raum der (im Lebesgueschen Sinne) quadratisch integrierbaren

Funktionen bezeichnet.

Ist {v, : n € IN} C D(A) ein vollstéindiges Orthonormalsystem von L?(a,b), so ist
y genau dann Losung von A(y) = 0, wenn

b
/Ay(x)vn(az) de =0 fiir allen € IN (6.86)

a
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gilt. Eine Niherungslosung vy, erhdlt man, wenn man sich auf eine Teilmenge {v1, ..., v,}
beschrénkt, also Linearkombinationen der v; fiir v, betrachtet. Dann ist das System

(6.86) tiberbestimmt. Beschrénkt man sich auf
b
/Ay(x)vj(:c) de =0 firalleje{l,...,n} (6.87)

so erhélt man die Ritz — Galerkin Gleichungen.
Beide Zugénge sind Anlass fiir Verallgemeinerungen.

Man kann nicht—quadratische Funktionale .J in (6.82) zulassen und erhélt auf diesel-
be Weise wie oben Diskretisierungsmethoden fiir nichtlineare Differentialgleichungen
(Euler — Lagrange Gleichungen), oder man kann Funktionale betrachten, die auch
von 3" abhéngen, und erhilt so Verfahren fiir Differentialgleichungen vierter Ord-

nung.

Den Zugang von Galerkin kann man auf jede Gleichung im Hilbertraum, in dem
eine Orthonormalbasis existiert, anwenden, man kann die Orthogonalitdt in (6.86)
dadurch ersetzen, dass man fordert, dass die Projektion auf einen n—dimensionalen
Teilraum verschwindet. Diese Formulierung (Projektionsverfahren) ist dann auch

sinnvoll im Banachraum.



Kapitel 7

Differenzenverfahren fir

elliptische Randwertaufgaben

Bei der numerischen Behandlung elliptischer Randwertaufgaben mit Differenzen-
verfahren berechnet man wie bei den gewohnlichen Randwertaufgaben Néherungen
fiir die Losung auf einem rechteckigen Gitter, wobei die auftretenden Ableitungen
durch Differenzenquotienten ersetzt werden. Wir betrachten nur ebene Probleme.
Die Ubertragung auf rdumliche Probleme oder Probleme héherer Dimension ist of-
fensichtlich.

7.1 Das Modellproblem

Wir betrachten zunéchst das Modellproblem
—Au(z,y) = fl(z,y) fir (z,y) € Q:=(0,1) x (0,1) (7.1)
u(z,y) = g(z,y) fir (z,y) € 00 (7.2)
wobei f : @ — IR und g : 9Q — IR gegebene Funktionen sind.

Nach dem Taylorschen Satz gilt fiir u € C*:
1 1
w(@+hyy) = w(@y) + (@ g)h+ Sttea(2, )R + Stiea(@,y)h* + O

1 1

Daher ist

u(x — h,y) — 2u(z,y) + u(x + h,
R NG
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und genauso

u(x,y —h) —2u(x,y) +ulz,y + h
) = M) =) Euay ) | oy

und es folgt

du(z,y) —u(x,y — h) —u(x — h,y) —u(z + h,y) —u(z,y + h)

—A’U,(.Cl}, y) = 12

+O(h?)
(7.3)

falls {(&,n) : e —h<{<x+hy—h<n<y+h}C.

Fiir h = L ersetzen wir Q = (0,1) x (0,1) durch das Gitter
Qp, :={(ih,jh) : i,j € IN, (ih,jh) € Q}
und den Rand 02 durch das Randgitter
oy, :== {(ih,jh) : i,j5 € Ny, (ih,jh) € 002}.
Dann erfordert die Auswertung des diskreten Laplace Operators
Apufz,y) = %(u(m, y—h)+u(z—hy)+u(z+hy)+ulz,y+h) —du(z,y)) (7.4)

fir Punkte (x,y) € Qp, nur die Kenntnis von u in Punkten aus

Qh = Qh U th

Wir bestimmen daher N&éherungen U;; =~ u(ih,jh), i,j = 1,...,n — 1, aus dem

Gleichungssystem

1

ﬁ(élUi' - Ui,j—l - Ui—l,j - Uz‘+1,j - Ui,j+1) = f(ih,jh), Ly=1,....,n—1,

wobei wegen der Randbedingung
UOj = g<07]h>7 UjO - g<.]h70)7 Unj = g(lujh>7 Uj = g(]h7 1)

gesetzt wird.

Wihlt man die lexikographische Anordnung der Variablen
Uh = (Ulla Ul?a SR Ul,n—17 U217 U227 SR Un—l,n—27 Un—l,n—l)T7
so erhélt man ein lineares Gleichungssystem

AhUh = .fh7
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mit der Koeffizientenmatrix

B -1 O O O

1 |- B -1 O O
Ah—ﬁ O -1 B O O
O O O -1 B

4 -1 0 0 0
p_ |1 4 -1 0 0| o govtnn)
S R e

Um die Konvergenz zu untersuchen, betrachten wir wieder die Restriktion der Funk-

tion u auf das Gitter
Ryu = (u(h, h),u(h,2h),...,u(h, (n —1)h),u(2h,h),...,u((n — 1)h, (n — 1)),

die dieselbe Dimension hat wie die Lésung Uj, des diskreten Problems zur Schritt-

weite h.

Definition 7.1. Das Differenzenverfahren heifit konvergent, wenn
lim [[Up, = Rpul =0

gilt. Ezistiert ein C' > 0 und ein p > 0 mat
HUh — RhuH S Chp,

so konvergiert das Verfahren mindestens von der Ordnung p.

Die Konvergenz zeigt man wie fiir gewohnliche Randwertaufgaben, indem man die

Konsistenz und Stabilitat nachweist.

Definition 7.2. Die Diskretisierung heifit stabil (bzgl. der Mazimumnorm), wenn

es eine Konstante C' > 0 gibt mat
|A; oo < C  fiir alle Schrittweiten h. (7.5)

Sie heifst konsistent von der Ordnung k (bzgl. der Maximumnorm), wenn mit einer
Konstante K gilt
|ALRyu — RyAulls < KhE. (7.6)
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Ist u € C*(Q), so ist die Diskretisierung nach dem Taylorschen Satz konsistent von

der Ordnung 2, denn

(ApRpu — RpAu)(z,y)

= %(ﬁm(x,y) —u(z+h,y) —ulz—h,y) —ulz,y —h) —u(z,y + h))

—Ugy (ZE, y) - uyy(xa y)

1
= Ehg(umm(f, Y) + Uyyyy(z,1))
mit £ € (x — h,z+h)und n € (y — h,y + h), und damit gilt

1
AL Ry — RpAu|s < Eh2||u||c4(g). (7.7)
Die Stabilitdat erhdlt man wieder aus der Inversmonotonie der Matrix Aj,.

Lemma 7.3. Die Matriz Ay, ist invers monoton, d.h.

AU, >0 = U,>0.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, dass es ein U}, gibt mit
AhUh Z 0 und Uh \Z 0.

Es sei (i,7) € {1,...,n — 1}* mit

Uh(Zh,jh) = min Uh(az,y) < 0.

(z,9)€Q

Dann folgt aus (A,U})i; > 0

Uy (ih, jh) = 5 (Un((i=1)h, jh)+UL((i+1)h, jh)+U(ih, (j—1)h)+Un(ih, (j+1)h)),

RN

und dies ist nur moglich im Fall

Wiederholt man diese Argumentation mit den Nachbarn von U (ih, jh), so erhélt
man, dass U, konstant auf €2, ist, und die erste Gleichung des Systems liefert den

Widerspruch

AU, (h, h) — Up(2h, h) — Up(h, 2h) = 2U,(h, h) > 0.
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Tabelle 7.1: Differenzenverfahren
h ||Rhu — U h||oo

1/2 3.77E — 3
1/4 1.06E — 3
1/8 2.76E — 4
1/16 7.07E —5
1/32 1.77E — 5
1/64 444E — 6

Satz 7.4. Das Differenzenverfahren ist stabil. Es gilt
1

Al < =.
47 e <
Beweis: Es sei w(z,y) = 0.5(x — 2?) und wy, := Rpw. Dann gilt fiir alle Gitter-
punkte (zh, jh), fiir die auch die vier Nachbarn noch in €2, liegen, (Apwy);; = 1,
und fiir die iibrigen Gitterpunkte ist (A,wp);; > 1. Bezeichnet v, die Losung von

A,vy, = e, so folgt wy, > v, wegen der Inversmonotonie von Ay, und daher

_ 1
14, Moo = llvnllee < llwalloe = 3

Satz 7.5. Ist die Losung u von (7.1) viermal stetig differenzierbar in Q, so kon-

vergiert das Differenzenverfahren von der Ordnung 2.

Beweis: Es gilt

[Rvu = Uil = AL (AnRyu — AUp) oo < [[ A ool AnBru — Bif o
< ARy~ Rudulls < el
i
Beispiel 7.6. Wir betrachten das Poisson Problem
Au=0 inQ:=(0,1)x(0,1), (7.8)
u(z,y) = e cosy auf 0N (7.9)

mit der Losung

u(zx,y) = e” cosy,
die in 2 beliebig oft differenzierbar ist.

Mit dem Differenzenverfahren erhélt man die Fehler in Tabelle 7.1. Der Fehler wird
offenbar geviertelt, wenn die Schrittweite halbiert wird. Dies demonstriert die Kon-

vergenzordnung 2. a
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7.2 Die Neumannsche Randwertaufgabe

Wir betrachten nun die Neumannsche Randwertaufgabe im Quadrat.

—Au(z,y) = f(z,y) fir (z,y) € Q:=(0,1) x (0,1) (7.10)
%u(:ﬁ,y) = g(z,y) fir (z,y) € 00 (7.11)

wobei f : Q@ — R und ¢g : 992 — IR gegebene Funktionen sind und n der #ufere

Normalenvektor auf dem Rand 0f2 ist.
Fiir Q@ = (0,1) x (0,1) ist
0 0

%u(x, 0) = —uy(z,0) %u(;v, 1) = uy(x,1)
0 0
%U(O, y) - _ux(ov y) ) a—nu(la y) - uz(L y)

—u,(7h,0) = h Y Ujo — Uy) = g(jh,0), j=1,...,n—1
uy,(jh, 1) W (Upn — Ujn-1y)) = g(jh,1), j=1,...,n—1

—u,(0,7h) h ' (Uy; — Uy;) = g(0,7h), =1,...,n—1
u(1,5h) ~ b Uy — Un-nyy) = 9(1,jh), =1,...,n— 1.

Man erhélt (zusammen mit der Diskretisierung der Differentialgleichung) ein lineares
Gleichungssystem von (n + 1)? — 4 Gleichungen in den (n + 1)? — 4 Unbekannten
Uij, i,j:(),l,...,n,

(i,5) & £(0,0),(0,n), (n,0), (n,n)}.

Eliminiert man mit den Diskretisierungen der Randbedingungen die Funktionswerte

in den Randknoten, so erhilt man z.B. fiir die erste Gleichung

1
ﬁ(‘lUn — Up1 — Urg — Ura — Un)
1
= ﬁ(llUn — (UH + hg(O, h)) — (Uu + hg(h,())) — U12 — Ugl) = f(h, h),
d.h.
1
ﬁ(zUn —Uia = Un) = f(h,h) + hil(!](ha 0) + g(0, h)),

genauso fiir die néchste

1
h2 (3U12 - U11 — U13 — Ugg) f(h, 2]1) + h_lg(O, 2h)7
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u.s.w.

Insgesamt erhilt man (bei lexikographischer Anordnung) ein lineares Gleichungssy-

stem
AU, = §, (7.12)
mit _
B-1 -I O O O
I B -I O O
~ 1 O -I B O O
An=s | T )
O O o B I
O O O I B-1

3 -1 0 0 0
I S R 0 0
B=1|...............
0 0 0 4 -1
0 0 0 -1 3

Die Matrix A, ist symmetrisch und positiv semidefinit und singulér, denn fiir den
Vektor vy, := (1,1,...,1)T gilt
Ahvh =0.

Dies ist auch eine Basis des Nullraumes, denn ist w;, eine beliebige Losung des
homogenen Problems A, w);, = 0 und nimmt w;, sein Maximum wmax in (th,jh) €
Q) an, so hat w;, diesen Wert auch in allen Nachbarpunkten in €2, denn da die
Diagonalelemente von A, positiv sind und die Nichtdiagonalelemente nicht positiv
und da die Zeilensummen 0 sind, ist jede Komponente Mittelwert der benachbarten
Komponenten. Wiederholt man diesen Schluss, so erhéilt man, dass der Vektor wy,

konstant ist.

Das Gleichungssystem (7.12) besitzt also (wie das kontinuierliche Neumannsche Pro-
blem) entweder keine Losungen oder, wenn es eine Losung besitzt, so ist diese nur

bis auf eine additive Konstante bestimmt.

(7.12) ist genau dann losbar, wenn fiir die rechte Seite f,
~T .o ~T
frw, =0 fur alle wy, mit A, w, =0
gilt, und wegen Az = A, ist dies dquivalent zu

Z }h<m7y) :0;
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d.h. zu
—h* > fley)=h Y. glz.y)

(z.y)EQ (z,y) €0,
mit
8Qh = 08y, \ {<07 O)a (07 1)7 (17 0)7 (17 1)}
Diese Bedingung kann man als diskrete Version der Losbarkeitsbedingung
—/f(:v,y) d(z,y) = /g(fﬂ,y) ds
Q o0

fiir das kontinuierliche Problem auffassen.

Wir fassen zusammen.

Lemma 7.7. Das Gleichungssystem (7.12) ist genau dann losbar, wenn

((E,y)EQh (fD,y)GBQh
Sind U; und U3 zwei Losungen von (7.12), so gibt es eine Konstante ¢ mit U} —

U%:C“Uh.

Ist (7.12) 16sbar, so kann man am einfachsten die Losung auf folgende Weise be-
stimmen. Fiir einen festen Punkt (xg,y0) € €2 normiere man die Lésung durch die
zusatzliche Bedingung

u(zo,yo) = 0.

Dann ist das System (7.12) dquivalent dem System
AU, = fo, (7.14)

wobei Ah aus Ah dadurch entsteht, dass man die zu (xg,yo) gehorende Zeile und
Spalte streicht, und fh aus fh dadurch, dass man die zu (xg,yo) gehorende Kom-

ponente streicht.

A, ist dann regulédr, denn ist @, ein Element des Nullraumes von A, und erginzt
man W, durch eine Null in der zu (zo,yo) gehorenden Komponente, so erhilt man
offenbar einen Vektor wy,, der im Nullraum von A, liegt. Dieser wird jedoch durch

den Vektor v, = (1,1,...,1)T aufgespannt, und daher folgt w; = 0.

Beachten Sie, dass das System (7.14) stets losbar ist, auch wenn (7.12) keine Losung
besitzt. Es muss also die Losbarkeitsbedingung (7.13) iiberpriift werden. In der PDE
Toolbox zu MATLAB wird die Losbarkeit (des mit finiten Elementen diskretisierten
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Problems) nicht iiberpriift, und es wird in jedem Fall eine Losung ausgegeben ohne

jede Warnung.

Ein anderes Verfahren zur Losung des Systems (7.12) erhdlt man, indem man die

Dimension von (7.12) nicht reduziert, sondern das System erweitert.

Es sei weiterhin v, := (1,1,...,1)T. Wir betrachten fiir festes ¢ € IR das Glei-

o)) e

Satz 7.8. Das Gleichungssystem (7.15) ist stets losbar.

chungssystem

Ist X\ =0, so ist die Lisbarkeitsbedingung fir das System (7.12) erfillt, und Uy, ist

die durch U} vy, = 0 normierte Losung.

Ist X # 0, so ist das Gleichungssystem AU, = j"h nicht losbar.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass vy, orthogonal zu den Spalten von A,
ist. Daher gilt

Rang (A, vs) = (n—1)%.
Ferner ist (v}, 0) linear unabhéngig von den Zeilen der Matrix (Ah, vy,), und daher

besitzt die Systemmatrix von (7.15) den vollen Rang (n — 1)% + 1.
Die weiteren Behauptungen liest man unmittelbar aus dem System (7.15) ab. 1

Fiir die Diskretisierung (7.12) des Neumannschen Problems gilt der folgende Kon-

vergenzsatz:

Satz 7.9. Die Randwertaufgabe
—Au = fin Q, 2u:g auf 02
on

sei losbar, und es sei u € C*(Q) eine Lisung.

[ Un I :
FEs sei \ die Losung des diskreten Problems (7.15).
h

Dann gibt es ein ¢ € IR und von u und h unabhingige Konstanten C und C', so
dass gilt
[Bn(w) = Un = vl < Clhllullo ) + 7 ulloya)) (7.16)
und
[Anl < C'hllullor@)- (7.17)
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— X : innere Gitterpunkte
[ o:randnahe Gitterpunkte

Abbildung 7.1: Innere und randhahe Gitterpunkte

Beweis: s. Hackbusch [25] p. 71. i

Bemerkung 7.10. Unter Verwendung von zentralen Differenzen fiir die Randbe-
dingungen kann man auch fiir die Neumannsche Randwertaufgabe die Konvergenz-
ordnung 2 erreichen (vgl. Hackbusch [25] p. 73).

7.3 Die Poisson Gleichung in allgemeinen

Gebieten

Sei jetzt Q C IR? ein beliebiges Gebiet, (x, o) ein fester Punkt in IR* und fiir A > 0
Gy, = {(SL’Q —|—jh,y0 + kh) 2 7, ke Z}

ein Gitter in IR

Abweichend von den bisherigen Bezeichnungen zerlegen wir die Menge der Gitter-
punkte in € in die Menge €, der inneren Gitterpunkte (z,y), fiir die alle vier
Nachbarn (x — h,y), (x+h,y), (x,y—h) und (x,y+ h) und die Verbindungsgeraden

zu diesen Nachbarpunkten in © liegen, und mit
th = (Q N Gh) \ Qh

die Menge der randnahen Gitterpunkte.

In den inneren Gitterpunkten diskretisieren wir die Differentialgleichung wie vorher.
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Abbildung 7.2: Differenzengleichung in randnahen Gitterpunkten

Ist P € 0%y, so gibt es einen Randpunkt R € 0f2, der auf einer Gitterlinie mit P
liegt und dessen Abstand ¢ von P kleiner als h ist.

Wir nehmen an, dass man R so auswihlen kann, dass der in Richtung RP gele-
gene Nachbar ) von P ein innerer Gitterpunkt ist (dies kann man meistens durch

geniigend kleine Wahl von h erreichen).

Dann wéhlen wir als Differenzengleichung in dem Punkt P

o h

- mU(Q) = M—hg(R)’

d.h. wir bestimmen U (P) durch lineare Interpolation der Werte U(Q) und U(R) =
9(R).

AhUh(P) = U(P)

Zusammen haben wir damit fiir jeden Gitterpunkt (z,y) in €2 eine lineare Gleichung,

insgesamt also ein lineares Gleichungssystem
AhUh = } h
zur Bestimmung von Ndherungen U(x,y) = u(x,y) in allen Gitterpunkten in €.

Ist u € C*(Q), so geht der lokale Fehler der Differenzenapproximationen in inne-
ren Gitterpunkten und der Interpolationen in randnahen Gitterpunkten quadratisch
gegen 0. Wie in Abschnitt 7.1 kann man auch fiir dieses Problem eine Stabilitéts-
ungleichung nachweisen (was hier aber wesentlich mehr Technik erfordert). Daraus
erhdlt man (vgl. Hackbusch [25], p. 83)

Satz 7.11. Die Dirichletsche Randwertaufgabe

—Au=finQ, u=g aufdf)
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Tabelle 7.2: L—Bereich
h ||Rhu — Uh”oo

1/2 3.62E — 2
1/4 2.96E — 2
1/8 2.01F — 2
1/16 1.30E — 2
1/32 8.30E — 3
1/64 5.25F — 3

besitze eine Losung u € CH(Q), und es sei h > 0 so klein, dass die oben beschriebene
Interpolation in randnahen Gitterpunkten maoglich ist. Dann gibt es eine (von u und

h unabhdngige) Konstante C, so dass
|Un — Rpul| < W?|ullo2qy + CR?||ull

qgilt.

Beispiel 7.12. Die Voraussetzung u € C*4(Q) ist wesentlich. Die Differentialglei-
chung

Au=0 in Q:=(-1,1) x (=1,1) \ (=1,0] x (=1,0] (7.18)
mit den Randvorgaben (in Polarkoordinaten)

20+ m
3

u(r, o) = r?/*sin

besitzt die Losung
204+ 7

u(r, ) = r?/*sin

Die ersten Ableitungen wachsen bei Anndherung an den Punkt (0, 0) iiber alle Gren-

zen, so dass nicht einmal u € C*(Q) gilt.

Mit dem Differenzenverfahren erhélt man die Fehler in Tabelle 7.2. Man liest ab,

dass die Konvergenz wesentlich langsamer als quadratisch ist. O

Bemerkung 7.13. Eine andere Diskretisierung, die ebenfalls zu einem Verfahren
der Ordnung 2 fiihrt, bei dem die Fehlerkonstante allerdings kleiner ist als bei der
Interpolation, ist die Shortley—Weller Approximation. Bei ihr wird die Inter-
polation in randnahen Gitterpunkten durch eine Differenzenapproximation dhnlich

wie in inneren Gitterpunkten ersetzt.
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Wir betrachten nun noch den Fall der Neumannschen oder der dritten Randbedin-
gung

ol y)ule,y) + B y) oule ) = gley), (ey) €00 (719
Es sei P € 00}, ein randnaher Gitterpunkt. Wir fillen von P das Lot auf die Rand-

kurve 0. Dieses schneide im Punkt R den Rand und im Punkt () das Gitterquadrat,
in dem P liegt (vgl. Abbildung 7.2 rechts).

Gilt P = (x;,y;) und Q = (z,y,-1), so erhélt man aus dem Taylorschen Satz

a U(.Z'i,yj) - u(x7yj—l)
5 u\Tq, Yi) = + o(h ;
on ) = e O

sowie durch lineare Interpolation

T — Tj—1 T; — X
u(z,yj-1) = A (i1, Yj—1) + 3

u(:vi, yj_l) + O(h2) .

Hiermit kann man die Randbedingung diskretisieren:

0 = a(R)u(B) + BR) -u(R) ~ g(R)
= a(P)u(P) + B(P)~-u(P) ~ g(P) + O(h)
= a(P)u(P) — g(P)
B(P) T — X Ti— X

+\/m {U(P) — A w(xi—1,Yj-1) — N u(xi,yj_l)} +O(h) .

LaBt man die Restglieder O(h) fort, so erhélt man die Differenzengleichung

T; — X
TUi,j—1> .
(7.20)

Zusammen mit den Gleichungen fiir die inneren Gitterpunkte erhilt man also wieder

B(xi,y;) (U»» T T
ij

0= alz;,y;)Uij — g4
a(zi,y;)Uij — gij + B+ (2 — 2)? h

Ui—1j-1—

ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von Naherungen fiir die Losung in

den Gitterpunkten.

Bemerkung 7.14. Wie fiir gewohnliche Differentialgleichungen wurden auch fiir
partielle Randwertaufgaben Mehrstellenformeln entwickelt, um héhere Konvergenz-
ordnungen zu erreichen. Es gilt z.B. fiir u € C%(Q)

1

ﬁ(40u(x, y) — 8(u(x — h,y) + u(x + h,y) + u(z,y — h) + u(z,y + h))
= Au(z = h,y) + Au(z + h,y) + Au(z,y — h) + Au(z,y + h) — 8Au(z,y) + O(h?)
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Tabelle 7.3: Differenzenverfahren und Mehrstellenformel

h 5-Punkt-Diskretisierung Mehrstellenformel

1/2 3.77E — 3 5.61E — 07
1/4 1.06E — 3 8.61E — 09
1/8 2.76E — 4 1.36E — 10
1/16 7.07E — 5 2.16E — 12
1/32 1.77E — 5 8.59E — 14

Diskretisiert man mit dieser Formel die Differentialgleichung
—Au+ C<x7 y)u - f('ra y)v

so kann man fiir die entstehenden Matrizen wieder eine Stabilitdtsungleichung nach-
weisen und erhilt Konvergenz von der Ordnung 4, falls u € C%(Q) gilt. Weitere
Mehrstellenformeln findet man in Collatz [9] O

Beispiel 7.15. Wir betrachten wie in Beispiel 7.6. das Poisson Problem
Au=0 inQ:=(0,1) x (0,1), (7.21)

u(z,y) =e"cosy auf 0 (7.22)
mit der Losung
u(z,y) = e” cosy,
die in Q beliebig oft differenzierbar ist.
Tabelle 7.3 enthélt die Fehler mit der Mehrstellenformel und zum Vergleich noch
einmal die Fehler der Diskretisierung mit dem 5-Punkt-Stern. Bei Halbierung der

Schrittweite wird der Fehler ungefihr mit dem Faktor 1/16 multipliziert. Dies de-

monstriert die Konvergenzordnung 4. O

7.4 Allgemeinere Differentialoperatoren

Wir betrachten nur selbstadjungierte Differentialgleichungen, auf die man die Er-
gebnisse fiir die Poissongleichung leicht iibertragen kann. Allgemeinere Randwert-
aufgaben zweiter Ordnung werden in Hackbusch [25] oder in Grofimann, Roos [24]

diskutiert.
Es sei

0 (,0u 0 ([ Ou
u(zx,y) 5 <b8x> 3y <Cay> +au= fin (7.23)
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in einem beschrinkten Gebiet Q@ C IR? zusammen mit Dirichletschen oder Neu-

mannschen Randbedingungen oder Randbedingungen dritter Art.

Dabei seien
b,c € C’l(Q), a, f € C(Q),

und es seien die Vorzeichenbedingungen
b>0,¢>0,a>0inQ

erfiillt.

Wir iiberziechen die Ebene IR? mit einem #quidistanten Gitter. In randnahen Git-
terpunkten verwenden wir wieder die Diskretisierung der Randbedingungen durch
Interpolation. Wir miissen also nur die Diskretisierung der Differentialgleichung in

inneren Gitterpunkten beschreiben.

Fiir v € C? gilt fiir den zentralen Differenzenquotienten

und daher erhilt man fiir © € C* mit der Schrittweite 0.5h

Lu(z,y)
1 h Ou h h Ou h
1 h. ou h h. Ou h
i (ot PG ) - ey = - 5)
+ a(z, y)u(z,y) + O(h?)

= i (0o G fute )~ o] = 0o = ) [ute) = ato )]

| S

+c(x,y + g) [u(x, y+h)—u(x, y)] —c(x,y —

ﬂwaw—uwy—mD
+ al, y)ula,) + Oh).

= {% <b(x+ g,y) + b(x — g,y) + c(z,y + g) + c(z,y — g)) —|—a(x,y)}u(.r,y)
_th {b(x + ;L,y)u(x + h,y) + b(x — Z,y)U(ﬂf —h,y)

+e(x,y + g)u(:p,y +h) +c(z,y — g)u(x,y — h)} +O(h) .
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Durch Taylorentwicklung der rechten Seite sieht man, dass man sogar O(h) durch

O(h?) ersetzen kann.

Hiermit kénnen wir die Differentialgleichung in inneren Gitterpunkten diskretisieren.
Mit

h h
bit1/2,j := b(w; = 5:?/3‘), Cij12 = (@i, y; £ =), aij = alx;, y;)

2 )
erhdlt man
(AnU);; = {(bifl/Q,j + biv1/25 + Cijo12 + Ci,j+1/2) + h2aij} Uij
- {bi—l/Q,jUi—l,j +biv1/2,jUiv1,j + Cij—12Ui -1 + Ci,j+1/2Ui,j+1}
= h2fij .
Zusammen mit den Diskretisierungen der Randbedingungen in den randnahen Git-

terpunkten erhélt man ein lineares Gleichungssystem
AUy = £,

das die folgenden Besonderheiten aufweist.

— In jeder Zeile der Koeffizientenmatrix Ay, sind auler dem Diagonalelement nur

(hochstens) vier Elemente von Null verschieden.

— Die Diagonalelemente sind positiv, die iibrigen Elemente sind nicht positiv,

und die Zeilensumme in jeder Zeile von Ay ist nicht negativ.

— Verkleinert man die Schrittweite h, so wéchst die Zahl der Variablen wie
const - h 2.

Man hat also bei Problemen der Praxis mit sehr grofen Dimensionen zu rech-
nen. In Beispiel 7.12. haben wir bereits bei der Schrittweite h = 1/64 ein

lineares Gleichungssystem der Dimension n = 12033.

Fiir groffe und diinn besetzte lineare Gleichungssysteme wurden spezielle Va-
rianten des Gauflschen Eliminationsverfahrens und iterative Verfahren ent-
wickelt. Diese werden in den Vorlesungen “Numerische Lineare Algebra” und
“Numerik grofler Systeme” besprochen. Wir gehen in dieser Vorlesung nicht

darauf ein.

Die Konvergenzeigenschaften werden durch den folgenden Satz beschrieben:
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Satz 7.16. FEs gebe ein hg > 0, so dass fir alle h < hy fir P € 09y, die Interpo-
lation in der Diskretisierung der Randbedingungen mit einem inneren Gitterpunkt
Q mdglich ist und dass Qy, gitterzusammenhdngend ist (d.h. zwei Punkte aus €y,
lassen sich durch eine Kette benachbarter Punkte von Qy, verbinden). Dann ist das

Gleichungssystem
ApUp = fn

fiir jede rechte Seite f eindeutig losbar.

Ist u € C*(Q) eine Lisung der Randwertaufgabe, so gilt

||Uh — Rhu|| = O(hQ)

7.5 Idee der Methode der finiten Volumen

Finite Volumen Methoden (auch Box—Schemata) werden verwendet, um Dif-

ferenzenverfahren auf unregelméfigen Gittern fiir Erhaltungsgleichungen
divw(z,y) = f(z,y), (z,y) € Q (7.24)

zusammen mit Randbedingungen zu konstruieren. Dabei ist w ein (ebenes) Vektor-

feld auf 2. Wir beschreiben das Konstruktionsprinzip fiir den folgenden Spezialfall:

w(z,y) = —c(z,y)Vu(z,y). (7.25)
Dann ist
divaoy) = - (o) g awn) - o (o) gule). (126)

und speziell fiir ¢(z,y) = 1 erhdlt man

divw(z,y) = —Au(z, y).

Es sei Q2 ein polygonal begrenztes Gebiet, das in Dreiecke und Rechtecke zerlegt sei.

Diese Zerlegung heifit Primérzerlegung.

Wir setzen voraus, dass die Zerlegung zuléssig ist, d.h. dass der Durchschnitt zweier
Dreiecke oder Rechtecke der Zerlegung entweder eine gemeinsame Begrenzungsgera-
de ist, ein Punkt ist oder leer ist. Abbildung 7.3 zeigt eine Zerlegung eines Gebiets

in Dreiecke, die nur an der markierten Stelle unzuléssig ist.
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4

nicht zulassig

Abbildung 7.3: Zulassigkeit der Zerlegungen

Abbildung 7.4: Sekundérzerlegungen

Jedem Eckpunkt (x;,y;) der Primérzerlegung wird ein Gebiet D; einer Sekundér-

zerlegung zugeordnet durch
D; :={ (i) | (i) — (Z) l2 < || (;) — (?jj) ||2 fiir alle iibrigen Knoten (Z) }.
Abbildung 7.4 zeigt ein Element einer Sekundérzerlegung.

Integration der Differentialgleichung iiber D; liefert

—/div (c(x,y)Vu(z,y))d(x,y) = /f(x,y) d(z,y),

D;
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und mit dem Gaufischen Integralsatz folgt
0
~ [ clay)y @) ds = [ flay)d(,y).
oD; D;

Wir verwenden nun die folgenden Bezeichnungen: Es sei

I; die Menge der Indizes (z;,y;) benachbarter Eckpunkte,

0D;; das geradlinige Begrenzungsstiick von D;, das auf der Mittelsenkrechten
der Strecke von (z;,v;) nach (z;,y;), j € I, liegt,

(Tij, Uij) := 0.5((xs, vi) + (x5, y;)) der Mittelpunkt der Strecke von (x;,y;) nach
(xj? yj)?

Nij = |[(@i, yi) — (x,y;)| ihre Lange,
¢;; die Lénge der Strecke 0D,

w(D;) der Fliacheninhalt von D;

Dann gilt 5 5
/ C(If,y)a—U(l',y) ds = Z / C(ZE,y)—U<I’,y) ds
n — on
oD; JE ’8Dij
Approximiert man die Integrale der rechten Seite mit der Mittelpunktregel:

0 . 0
/ c(x,y)a—nu(m, y)ds = l;;c(Zyy, yij)a—nu(a:ij,yij),
8Dl‘j
und diskretisiert man die Normalableitung durch den zentralen Differenzenquotien-
ten

9 u(, y;) — ul@i, yi)
%u(xzjayz]) ~ L )\zj )

so erhalt man

0 -
/ C(l’,y)%u(%y) ds ~ Lije(Tij, §ij) v
ij

aDij

Approximiert man das Flachenintegral durch
| Flay) dla.y) ~ frip) p(D),
D;

so erhélt man schliellich die Diskretisierung

bij .
S, y:) p(D;) = Z %C(xija 9:i;) (Ui = U;)
jEIi 1]
fiir alle inneren Knoten der Primérzerlegung. Hierzu kommen noch Diskretisierungen

der Randbedingungen.
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Abbildung 7.5: Gitterverfeinerung bei finiten Volumen

Beispiel 7.17.
—Au= fin Q:=(0,1) x (0,1), wu = g auf 09.

Zerlegt man Q wie vorher in Quadrate der Seitenldnge h := 1/n, so gilt ¢;; =
Aij = h und p(D;) = h% und man erhilt dieselbe Diskretisierung wie bei dem

Differenzenverfahren.

Ein Vorteil des Verfahrens der finiten Volumen ist, dass man das Gitter (z.B. bei
einspringenden Ecken des Grundbereichs) miihelos verfeinern kann. Abbildung 7.5

zeigt, wie man diese Verfeinerung vornehmen kann.



Kapitel 8

Finite Elemente fiir elliptische

Randwertaufgaben

Die Idee der Methode der finiten Elemente besteht in einem bestimmten Konstrukti-
onsprinzip von endlich dimensionalen Funktionenrdumen als Ansatzraume fiir Ritz—
Galerkin—Verfahren fiir Variationsprobleme. Da eine Vielzahl elliptischer Randwert-
aufgaben eine Formulierung als Variationsaufgaben besitzen, ist die Methode der
finiten Elemente vor allem eine Methode zur Losung elliptischer Randwertaufgaben,
auch wenn es entsprechende Ansétze zur Losung parabolischer und hyperbolischer

Aufgaben gibt.

Mathematiker verweisen gern auf “ihren” Richard Courant, der wohl als erster 1943
die Idee formulierte und in einem Existenzsatz verwendete. Dennoch ist die Methode
der finiten Elemente in wesentlichen Punkten ab 1956 von Ingenieuren zur Lésung

von Problemen der konstruktiven Mechanik entwickelt worden.

8.1 Variationsmethoden

Wir betrachten in dem beschrankten Gebiet €2 C IR™ mit dem Rand 02 die lineare
Randwertaufgabe

—Au(zx) = f(x), €, u(x)=0, xc i, (8.1)

wobei f € C(Q) gegeben ist.
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Ist u € C?*(Q2) N C(Q) eine Losung von (8.1), so gilt fiir alle v € CH(Q) N C(2) mit
v(x) = 0 auf 9N

—/Au(w) co(x) de = /f(:n)v(w) dex. (8.2)
Q Q
Ist € ein Standardbereich, so folgt aus der Greenschen Formel
ou
/Au(:z:) co(x) de = —/(Vu(a:),Vv(m»daz + / a—(m)v(a}) do,
Q 0 s "
und wegen v(x) = 0 fiir & € 00

alu,v) = / (Vu(z), Vo(z)) do = / fla)v(z) dz = F(v) (8.3)
fiir alle v € V := {v € CHQ) N C(Q) : v =0 auf IQ}.

Genauso sind wir bei der Behandlung von gewchnlichen Differentialgleichungen in
Abschnitt 6.3 vorgegangen. Wir konnten dort sofort mit Hilfe der absolut stetigen
Funktionen einen Funktionenraum angeben, der durch das innere Produkt af(-,-)
zum Hilbertraum wurde, und erhielten mit dem Darstellungssatz von Riesz fiir li-
neare stetige Funktionale die eindeutige Losbarkeit der Variationsaufgabe (8.3). Bei

partiellen Differentialgleichungen ist dies nicht mehr ganz so einfach.

Allgemeiner als in Abschnitt 6.3 gehen wir aus von einem reellen Hilbertraum V' mit
dem inneren Produkt (-,-). Es seia : V x V — IR eine Bilinearform auf V' (d.h.
u +— a(u,v) ist fir jedes feste v € V ein lineares Funktional und v — a(u,v) ist fur
jedes feste u € V ein lineares Funktional) und F' ein stetiges lineares Funktional auf
V. Dann liefert der folgende Satz eine hinreichende Bedingung fiir die eindeutige

Losbarkeit der Variationsaufgabe

Bestimme v € V' : a(u,v) = F(v) furallev e V. (8.4)

Satz 8.1. (Lax — Milgram) Die Bilinearform a sei stetig , d.h. es existiere ein
M >0 mat
la(u,v)] < Ml - o]l fiir alle u,v €V, (8.5)

und V—elliptisch, d.h. es gebe ein o > 0 mit
a(u,u) > ollul|*  fir alleu € V. (8.6)

Dann besitzt das Variationsproblem (8.4) eine eindeutige Lisung t € V.
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Beweis: Wir zeigen den Satz von Lax—Milgram nur fiir symmetrisches a, d.h.
a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € V, (8.7)
den Beweis fiir den allgemeinen Fall findet man in Grofmann — Roos [24], p. 91.
Unter der Voraussetzung (8.7) wird durch
(u,v), = a(u,v), u,vevV,

ein inneres Produkt auf V' definiert, und wegen (8.5) und (8.6) gilt fiir die durch

|ullq :== 1/(u, u), induzierte Energienorm
allul* < |lull? < M||ul)* fiir alle u €V,
und damit sind || - || und || - ||, &quivalente Normen.

Der Rest folgt wieder aus dem Darstellungssatz von Riesz, da F' auch bzgl. || - ||a

stetig ist und daher eine eindeutige Darstellung
F(v) == (a,v), firalleveV
besitzt. 1
Man kann fiir unser Problem leicht einen unitdren Raum angeben, in dem die Vor-
aussetzungen von Satz 8.1. erfiillt sind.
Satz 8.2. Sei
X :={vel(Q)NCK) : v=0 auf 0N}

und fir u,v € X

(mu)::/(ammwyvv@gy+u@gmwndw. (8.8)

Q

Dann ist X mit (-,-) aus (8.8) ein (nicht vollstindiger) unitirer Raum, und F ist
stetig auf X . Ferner gelten die Bedingungen (8.5) und (8.6) mit X anstatt V.

Beweis: Dass (+,-) ein Skalarprodukt auf X ist, rechnet man leicht nach.

Nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung ist

\ﬂwl:‘/f@W@MﬂSJ/f@me/M@Mw

$ / f(w)zdw [ ((Vot@). Voa) + v(@)?) de = C - o],

IN
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und daher ist £’ beschrénkt, also stetig.

Fiir u,v € X folgt aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

la(u, v)| = / (Vu(z), Vo(z)) de

< |/ HVu(w>H%de [ Iveta)|3d
Q Q
< | [Uvu@| + v de [Ue@) + o)) da

=l o]l
Damit ist die Bilinearform a stetig.

Die Eliptizitéit erhélt man aus der folgenden Ungleichung von Poincaré.

Lemma 8.3. (Ungleichung von Poincaré) FEs sei  C R™ ein beschrinktes

Gebiet und fiir u € C1(Q)
July := \l/HVu(w)H%dw. (8.9)
Q

Dann gibt es eine Konstante C', die nur von € abhdngt, so dass

/u(m)2d:c < Oluf? (8.10)

Q

fuir alle
ue X ={ueC*(NCQ) : ulx) =0 auf ON}.

Beweis: Wegen der Beschrénktheit von €2 gibt es ein R > 0 mit ||| < R fiir

alle € Q. Wir setzen die Funktion v € X auf Q := [-R, R]™ fort zu

. u(x) fir x e
u(x) = . :
0 fir xeQ\Q

Dann ist @ stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Damit gilt fiir alle & € Q

1 —a(t,za, ..., xy)dt.
- 1 n

Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung folgt

/ 1dt - / 8xlu(:1;))2dt§2R7(£Elﬁ(m))2dt,
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und man erhalt schlie3lich

w(x) day, . .. dr,

—
=
8
e
QL
8
|
—
~g1
8
e
=¥
8
|
|
’;U\:U
|
’;U\pa

Q Q
R RE ,
< 2R/ .//(8—3:112(75,@, ,xm)) dtdx,, ...dx;
"R “R-R
2 9 _ 2 2 2
— 4R /(— ) dz < 4R /||Vu(a:)||2d:c.
8I1
Q
|
Aus der Poincaréschen Ungleichung erhalten wir nun fiir u € X
ll? = [ (IVu(@)3 + u(@)?) de < (1 + 4R?) [ |Vu(@) |3 da
0 Q
= (1 +4R%)a(u,u),
d.h. (8.6) mit o :=1/(1 + 4R?). |

Bemerkung 8.4. |u]; in (8.9) ist auf C*(2) nur eine Seminorm, d.h. eine Abbil-
dung |-|; : C'(Q) — IR, die homogen ist und fiir die die Dreiecksungleichung gilt,
die aber nicht notwendig definit ist. Aus der Poincaréschen Ungleichung folgt, dass

auf dem Raum X aber |- |; eine Norm ist, die der Norm || - || &quivalent ist:
Cillull < July < Calfu].

Die erste dieser Ungleichungen folgt aus der Poincaréschen Ungleichung und die

zweite ist trivial. O

Satz 8.2. legt nun nahe, als Hilbertraum die Vervollstéandigung von X bzgl. der durch

(-,+) induzierten Norm zu wihlen. Man erhilt dann den Sobolevraum H{(S2).

Damit erhélt man die Variationsgleichung

Bestimme u € Hy () : a(u,v) = F(v) fiir alle v € Hy(Q). (8.11)

Es ist klar, dass jede Losung u € C?(2) N C(Q) der Randwertaufgabe (8.1) auch
eine Losung der Variationsaufgabe (8.11) ist. Umgekehrt ist eine Losung von (8.11)
nur dann eine Losung der Randwertaufgabe (8.1), wenn u glatt genug ist, ndmlich

u € C?(Q) N C(Q). Wir nennen jede Losung von (8.11) eine schwache Lésung
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der Randwertaufgabe (8.1) und nennen (zur Unterscheidung) eine Losung u €
C%(Q) N C(Q) von (8.1) eine starke Lésung oder klassische Lésung von (8.1).

Einen anderen Zugang zum Sobolewraum H} () erhélt man iiber die folgende Ver-

allgemeinerung der Differenzierbarkeit: Fiir ¢ : €2 — IR bezeichnen wir mit

supp(¢) := {x € Q : ¢(x) # 0}

den Triger der Funktion ¢ (engl.: support). Es sei hiermit
C5o(Q2) :={¢ € C*™ : supp(¢) C Q}.

Beachten Sie, dass nach Voraussetzung €2 eine offene Menge ist und dass supp(¢) C
eine abgeschlossene Menge ist. Der Abstand von 0f) und supp(¢) ist also positiv,
und daher ist nicht nur ¢ auf dem Rand 02 gleich 0, sondern dies gilt auch fiir alle
Ableitungen von ¢.

Ist u € CHQ) N C(Q), so gilt nach dem Integralsatz von Gau mit dem duBeren

Normalenvektor nn auf 0f2

[ageeiie = - [gpoeneios e sine) e
0
— —Q/a—%¢(m)u<m) de

Man definiert daher

Definition 8.5. Die Funktion u : Q) — IR besitzt die verallgemeinerte Ablei-
tung oder schwache Ableitung v : Q@ — IR nach z;, wenn fir alle ¢ € C§°(Q2)
gilt

/v(m)¢(w) dx = —Q/u(:z:)aix]dw) dx.

Q
Besitzt u verallgemeinerte Ableitungen nach allen Komponenten, so bezeichnet Vu

den Vektor dieser schwachen Ableitungen.

Hohere Ableitungen definiert man (wie fiir die klassischen Ableitungen) nun induk-
tiv.

Wir bezeichnen mit H*(Q2) die Menge aller Funktionen u : Q — IR, fiir die alle
verallgemeinerten Ableitungen

a|a\ ’ | m
D% = ———u, a € N, |af := E o
ozt ... Qxam ’ 7

=1
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bis zur Ordnung ¢ existieren und die zusammen mit ihren Ableitungen (im Lebes-

gueschen Sinne) quadratisch integrierbar iiber 2 sind.

Man kann zeigen, dass H*(Q) mit dem Skalarprodukt

— / S Dou(z) Dov(x) da
Q lal<t
ein Hilbertraum ist. Man kann ferner zeigen, dass H}(€2) ein Teilraum von H'(2)
ist, der aus denjenigen Funktionen in H'() besteht, die (in einem verallgemeinerten

Sinne) die Randbedingungen u = 0 auf 02 erfiillen.

Wir geben nun eine fiir die numerische Behandlung von Differentialgleichungen be-
sonders wichtige Menge von Elementen von H}(Q) an, die fiir die Verwendung in

einem Ritz—Galerkin Verfahren in Frage kommen:
VEi={v e C(Q) : v stiickweise stetig differenzierbar, v(x) = 0 auf 9Q}. (8.12)

Dabei heifit v € C(Q) stiickweise stetig differenzierbar auf ), wenn es zu v
Normalgebiete ;, j = 1,..., N, (d.h. Gebiete, in denen der Gaufische Integralsatz
anwendbar ist) gibt, so dass gilt

N
Q=JQ, N =01firi#j, veC(Y), j=1,...,N.
=1

Es ist klar, dass diese Funktionen in H'(Q) liegen, denn fiir die stiickweise klassischen

Ableitungen von v in den Teilgebieten €2, gilt

/()aik dw_z/ axk @) dz

= _Z/&Bk dw+2/ x) cos(n;(x), e") do

7=190;

da die Oberflichenintergrale iiber die inneren Rénder der €2, sich gerade gegeneinan-
der wegheben und ¢ = 0 auf 0€2 gilt. Damit ist die aus den klassischen Ableitungen
auf den Teilgebieten zusammengesetzte Funktion verallgemeinerte Ableitung von v
und wegen v € C'(€);) ist diese Funktion beschrinkt und stiickweise stetig, und
daher quadratisch integrierbar. Wegen v = 0 auf 92 liegt v sogar in H} () (ohne

Beweis).
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Bemerkung 8.6. Wir haben nur den Laplaceoperator A betrachtet. Die Ergeb-
nisse gelten genauso fiir lineare, gleichméfig elliptische, formal selbstadjungierte

Differentialoperatoren

Lu(@) == - 3% -2 (a(a)

1,j= 181‘2

o,) Te@uE) = @), zeQCR”

wx) = 0, €
Dabei heifit der Operator formal selbstadjungiert, wenn er die Gestalt der linken
Seite von (8.13) hat, und er heifit gleichméiBig elliptisch , wenn es eine Konstante
a > 0 gibt mit

m

> aij(2)&E > o€l fiir alle € Q und alle € € IR™.

ij=1

Als Bilinearform der Variationsgleichung erhélt man dann

_ 3 / e g“ g;’ dx + / z)dz. (8.14)
J

1,j=1¢
]

Bemerkung 8.7. Wie in Abschnitt 6.3 kann man zeigen, dass die Losung von
(8.3) das quadratische Funktional

J(u) == a(u,u) — 2F(u)
auf V' minimiert und dass umgekehrt die Losung von
J(u) :=min!, u €V, (8.15)

die Variationsgleichung (8.3) 16st. O

Bemerkung 8.8. Bei Problemen der Elastizitétstheorie ist u(x) die Verschiebung
eines elastischen Korpers unter Einwirkung einer Kraft mit der Kraftdichte f. Die
Randbedingung u(x) = 0 auf 0 besagt dann, dass der Koérper am Rande einge-
spannt ist.
m 0 0
a(u,u) == > /azj( v o dw+/

= ox; 8%

1,7 Q
ist die innere Verformungsenergie, und das Funktional

1

J(u) = §a(u, u) — F(u)

beschreibt die potentielle Energie. Die Variationsaufgabe (8.15) ldsst sich also als

Energieminimierungsprinzip deuten. O
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Bemerkung 8.9. Wir ersetzen die Dirichletschen Randbedingungen durch die

Neumannsche Bedingung

0
— = f Q 1
anu(af:) 0 aufxed (8.16)

und fordern c(x) > 0 in Q. Dann bleiben alle Resultate erhalten, wenn man in X
und V* die Randbedingungen ersatzlos streicht. Dies liegt wieder daran, dass %u
keine wesentliche, sondern eine natiirliche Randbedingung ist; sie muss also nicht

von den Ansatzfunktionen erfiillt sein.

Bei der dritten Randbedingung oder bei gemischten Randbedingungen tritt in der
Bilinearform (8.14) zusétzlich noch ein Randintegral auf, das die Ableitung in Rich-
tung der Konormalen enthélt. Fiir den Laplace Operator fallen die Konormale und

die Normale zusammen, und man erhéilt fiir das Problem
. ou
—Au=finQ, u=0 auf I', I + a(x)u =0 auf I'y (8.17)
n
mit UL, =00, 1Ny =0, a : Ty — IR, a > 0, die Variationsaufgabe

a(u,v) = / (Vu, Vv) de + /a(m)u(m)v(m) do = /f(:v)v(m) dz fir alle v € 'V,

9)
(8.18)
wobei V' die Vervollstdndigung von
{fveC*(Q)NCH Q) : v(x) =0 auf I'y}
bzgl. des inneren Produktes (8.7) bezeichnet. O

Bemerkung 8.10. Ausgehend von (8.15) kann man auch gewisse nichtlineare Dif-

ferentialgleichungen in Variationsprobleme iiberfithren. Dem Problem

J(u) = /F(x,y,u,um,uy) d(z,y) =min!, u e CYQ)NC(Q), u(z,y) =0 auf ON
0

kann man als notwendige Bedingung die Euler-Lagrange Gleichung

_g 0 F_Qip—ng:OinQ, u = 0 auf 02,

gegeniiberstellen, und diese mit dem Ritz—Galerkin Verfahren behandeln. a
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8.2 Methode der finiten Elemente

Das Variationsproblem (8.3) (bzw. (8.14) bzw. (8.18)) kann man wieder mit dem

Ritz—Galerkin Verfahren diskretisieren.

Es sei V}, ein endlich dimensionaler Teilraum von H} () (bzw. in Bemer-
kung 8.9. des Raumes V der Elemente von H'(Q), die die wesentlichen
Randbedingungen v = 0 auf I'y erfiillen).

Bestimme als Ndherung fiir eine (verallgemeinerte) Losung der Rand-
wertaufgabe (8.1) die Losung der endlich dimensionalen Variationsauf-

gabe
up € Vi, alup,vp) = F(uy) fiir alle v, €'V, (8.19)

Ist {v1,...,v,} eine Basis von V},, so kénnen wir jedes v € V}, darstellen als
n
v:Z§jvj, 51,...,§n€IR,
j=1

und das Variationsproblem geht iiber in das lineare Gleichungssystem

n

[ > &i(Vui(@), Vu(@) de = [ f@)u(@)de, k=1,....n, (8.20)

j=1
denn sicher gilt
a(up,vy) = F(v,) fiir alle v, € V},

genau dann, wenn fiir alle Elemente der Basis vy, ..., v,
a(un,vj) = F(v;)
gilt.

Das Gleichungssystem (8.20) ist eindeutig losbar, wenn nur vy, ..., v, linear un-

abhéngig sind, denn die Koeffizientenmatrix

A= (/ (Vo (), Vor(@)) de)

Q

ist positiv definit. Es gilt ndmlich nach der Ungleichung von Poincaré

€A¢ = [ (S V0 (@), Ty & V(@) de
Q

1 n n
= 1+ 4R2 szlgjvj|l2 > O, falls Zgjvj 7—é 0.

=1
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Tabelle 8.1: Kondition in Beispiel 8.11.

Kondition

S

DN =
OO TTE= W

In der Praxis bereitet das Ritz—Galerkin Verfahren haufig grofle Schwierigkeiten:

(i) Es ist bei nicht ganz einfachen Gebieten ) schwierig, geeignete Funktionen

v1,...,0, zu finden, die die Randbedingungen erfiillen.

(ii) Die Aufstellung des Gleichungssystems erfordert wegen der dort auftretenden

Integrationen iiber Q2 grofien Rechenaufwand.
(i) Das Gleichungssystem ist sehr schlecht konditioniert, wenn man nicht sehr

spezielle Basen vy, ..., v, verwendet.

Beispiel 8.11.

—Au = flr,y) inQ:={(z,y) : 2*+y* <1}
v = 0 auf 0f)

Die variationelle Form lautet:

u€ Hy(Q) : /(VU,VU) d(z,y) = /fv d(x,y) fiir alle v € H(Q).
0 Q

Mit den Ansatzfunktionen

W@w%zl—wﬁ+ﬁij=Luqn

lautet die Koeffizientenmatrix der Ritz — Galerkin Gleichungen

A= 27T< , 4 '>z',j= .

und diese besitzt die Kondition in Tabelle 8.1. O

Die Schwierigkeiten werden weitgehend vermieden, wenn man V}, nach der Methode

der finiten Elemente konstruiert. Wir beschreiben kurz den einfachsten Fall.
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Abbildung 8.1: Dachfunktion
Es sei €2 ein polygonal berandetes Gebiet. Wir betrachten eine zuléssige Zerlegung
von 2 in Dreiecke (vgl. Abschnitt 7.5). Die Ecken der Dreiecke nennen wir Knoten.

Wir withlen V;, als die Menge aller auf € stetigen Funktionen, die auf 02 verschwin-
den und die auf jedem Dreieck mit einer in « und y linearen Funktion iibereinstim-

mern.

Offenbar sind die Funktionen aus V}, eindeutig bestimmt, wenn man ihre Werte an
den Knoten kennt (man erhilt dann das Element aus Vj, durch lineare Interpolation

in jedem Dreieck).

Sind P, ..., P, die in Q\ 99 liegenden Knoten, so kann man in natiirlicher Weise

eine Basis vy, ..., v, von V}, konstruieren durch die Forderung
Uk(Pj):(Skja k,jzl,...,n.

Diese Basisfunktionen heiflen wieder Dachfunktionen oder hat functions. Abbil-

dung 8.1 zeigt den Graphen einer Dachfunktion.

Jedes v € V), hat die Darstellung
Z (Py)vk(z,y)

Verwendet man diese Basis, so sind also die Entwicklungskoeffizienten gerade die
Funktionswerte an den Knoten. Eine wichtige Eigenschaft dieser Basis ist, dass v

nur in einer kleinen Umgebung von P, von Null verschieden ist.

Weitere Vorteile dieser Basis sind
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— v; ist auf allen Dreiecken identisch Null, die P nicht als Ecke besitzen. Damit
ist das Produkt v;vj identisch Null, wenn es kein Dreieck gibt, in dem beide
Knoten, P; und P, liegen. Dasselbe gilt fiir (Vuv,, Vuy).

Daher sind alle Elemente a;;, der Koeffizientenmatrix 0, fiir die es kein Dreieck
gibt, in dem sowohl P; als auch P liegt.

Die Matrix A ist also diinn besetzt. In jeder Zeile sind nur wenige Elemente
von 0 verschieden. Das spart Speicherplatz und kann beim Losungsprozess

genutzt werden.

— Da A positiv definit ist und diinn besetzt, kann man iterative Methoden zur
Losung des linearen Systems verwenden (z.B. cg Verfahren mit Prikonditio-

nierung).

— Da A diinn besetzt ist, hat man nur O(n) (nicht n?) Matrixelemente durch In-
tegration zu berechnen. Zudem ist der Integrationsbereich einfach (Dreiecke),

was die Integration erleichtert.

— Die Kondition wéchst wesentlich langsamer mit der Dimension als fiir die

meisten nicht lokalen Basen.

Beispiel 8.12. Wir betrachten die Randwertaufgabe

—Au = f(z,y)in D:=(0,1) x (0,1), w=0 auf dD. (8.21)
Wir zerlegen € zunéchst in Quadrate der Seitenliange h = 1/(m + 1) und danach
jedes Quadrat in zwei Dreiecke (vgl. Abbildung 8.2, links).

Wir koénnen leicht das zugehorige Gleichungssystem aufstellen: Besitzt Py die Koor-
dinaten (ih, jh) und bezeichnet Dy, ¢ = 1,...,6, die Dreiecke, auf denen die zu Py
gehorende Basisfunktion vy, nicht verschwindet (vgl. Abbildung 8.2, rechts), so gilt

7z.B. in

. X X . ) . Yy .
Dy :u(z,y) = (1 +i— E) U + (% —iy +j> Uit1,5 + (g - J) Uit 1,541
Also ist

Vi Vo = (=gt g~ + puga) (7o)
th (uij — Uiyr)
und daher

[V Vo dwdy = 3 (uy — wan).

Dy
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Abbildung 8.2: Zu Beispiel 8.12.

Behandelt man Ds, ..., Dg entsprechend, so erhélt man

6
/(VU)TVvk dedy = /(VU)TV’uk dx dy
D =1p,

1
= 5{ (uig = wir15) + (Uij — wiger) + (ugg — wim1y — Uijr + ugg)

(i — wi1g) + (g = wiion) + (W — Uijo1 — Uigaj + i) |

= AU — Ui1,j — i1 — Uim1,j — Uij—1.

Fiir die rechte Seite von (8.7) erhélt man
6
[ty dey) =Y [ fe ey dey) = fi
D =1 p,

Die Ritz—Galerkin Gleichungen
4Uij — Ui—15 — Ui+1,j — Ui -1 — Uij+1 = e, ,7=1,...,m,

haben also genau dieselbe Koeffizientenmatrix wie die Diskretisierung mit dem Dif-

ferenzenverfahren.

Die Konditionen der Koeffizientenmatrizen (und die Dimensionen) fiir verschiedene
Schrittweiten sind in Tabelle 8.2 enthalten. Sie wachsen viel langsamer als bei den

iiblichen globalen Ansatzfunktionen. O

8.3 Fehlerabschitzung

Bei den Differenzenverfahren lagen die Losung der Randwertaufgabe und die Losun-

gen der diskretiserten Probleme in verschiedenen Rdumen, und wir haben die Losun-
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Tabelle 8.2: Kondition in Beispiel 8.16.

m Kondition Dimension
1 1.00 £ 00 1
3 5.83 £ 00 9
7 2.53 £ 01 49

15 1.03 E 02 225

31 4.14 F 02 961

63 1.66 E 03 3969

gen der diskreten Probleme mit den Restriktionen der Losung des kontinuierlichen
Problems verglichen. Im Fall des Ritz — Galerkin Verfahrens kann man die Lésung

und die Ndherungslosungen direkt vergleichen.

Grundlage der Fehlerabschétzungen ist der folgende Satz, der haufig als Lemma

von Cea bezeichnet wird.

Satz 8.13. FEs sei a(-,-) eine stetige und V -elliptische Bilinearform
allul]? < a(u,u), |a(u,v)] < Mlul|-|jv|| fir alle u,v € V.

Dann sind fiir jedes stetige, lineare Funktional F auf V' die Variationsgleichungen
(8.4) und (8.19) eindeutig lisbar, und fir die Losungen uw € V' und uy, € Vj, gilt

M .
o=l < = inf = . (8.22)

Beweis: Die eindeutige Losbarkeit der beiden Variationsgleichungen folgt aus dem

Satz von Lax — Milgram.

Wegen V), C V folgt aus (8.4)
a(u,vp) = F(vy) fir alle v, € V4,

und unter Beachtung der Linearitit von a erhdlt man aus (8.19)
a(u — up,vp) =0 fiir alle vy, € V4,

und damit insbesondere

a(u — up,up) = 0.

Daher gilt
a(u — up,u —up) = alu — up,u —vy) fir alle vy, € Vj,,
und die Stetigkeit und V—-Elliptizitdt von a liefert

allu —up|* < M|u —upl| - lu — g fiir alle vy, € V4,
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woraus man die Ungleichung (8.22) erhilt. |

Werden die Ansatzriaume Vj, so gewéhlt, dass sie asymptotisch dicht in V' liegen,
gibt es zu jedem z € V und jedem € > 0 ein V}, (h > 0 geniigend klein) und ein
2z, € Vi, so dass ||z — z,]| < ¢, so folgt aus dem Lemma von Cea Konvergenz des
zugehorigen Ritz—Galerkin Verfahrens:

Tim (= | = 0.

Der Abstand von u vom Ansatzraum Vj, in (8.22) wird héufig mit Hilfe einer Pro-

jektion von u auf V,,, z.B. eines Interpolationsoperators Il : V — V,, abgeschétzt
durch

inf — <||lu— :
Jof flu = vall < flu — Tyu]

Hiermit erh&lt man z.B. das folgende Resultat

Satz 8.14. Es sei Q2 C IR? ein polygonal berandetes Gebiet. Die (verallgemeinerte)

Losung u der Randwertaufgabe
—Au=finQ, u=0 auf o

besitze (verallgemeinerte) Ableitungen zweiter Ordnung, die quadratisch integrierbar

seten.

Dann gilt fiir die mit der Methode der finiten Elemente mit stiickweise linearen C°-
Ansdtzen tiber Dreieckszerlequngen der Feinheit h erzeugte Niherungsldsung uy, die
Abschitzung

|l — unll1,0 < Chlulag

mit einer Konstante C > 0, falls die auftretenden Winkel in den beteiligten Drei-
ecken bei der Verfeinerung nicht beliebig spitz werden (eine solche Zerlegungsfolge

heiffit quasi—gleichméfig ).

Dabei ist

1/2
lull1.0 {/U—HL+u)ﬂ$w} ,

Q

1/2
h@Q_{/u bl +u)a%w} .

Q

Beweis: s. GroBmann, Roos [24], p. 179. |
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Tabelle 8.3: Fehler und Fehlerasymptotik

n Fehler Fehler/(h?|In h|)
144 0.241 £ — 03 0.700
541 1.610 £ — 03 0.698
2097 4.725 F — 04 0.690
8257 1.350 £ — 04 0.681
32769 3.925 £ — 05 0.697

Bemerkung 8.15. Dass der Fehler nur wie C' - h gegen 0 geht scheint im Wider-
spruch zu stehen zu Beispiel 8.16., nach dem die Koeffizientenmatrix des diskreten
Problems mit der Matrix iibereinstimmt, die man beim Differenzenverfahren erhélt,
und Satz 7.5. nach dem der Fehler quadratisch gegen 0 geht. Man beachte aber,
dass die Norm in Satz 8.14. die Sobolewnorm in H'(Q) ist, in der auch die ersten

Ableitungen von u beriicksichtigt sind.

Ist das Gebiet €2 polygonal berandet und konvex, so kann man zeigen, dass

Ju = unllo = J [(wle.) = wnle ) ey < CHuls, (823

mit einer von f unabhingigen Konstante C' gilt, und hieraus erh&lt man mit Hilfe

von inversen Ungleichungen die gleichméflige Fehlerabschitzung
|u — uplloo < Chluls. (8.24)
Wesentlich aufwendiger ist es, die Konvergenzordnung
lu — upllooe < Ch?|Inh| (8.25)

7zu beweisen. Diese ist nicht mehr verbesserbar. O

Beispiel 8.16. Wir betrachten die Randwertaufgabe
—Au(z,y) = —4in Q= {(z,y) : 2*+9* <1}, u=1 auf o0 (8.26)

mit der Losung

u(z,y) = 2* + 2.

Wir diskretisieren (8.26) mit linearen Elementen auf Dreiecken. Dann erhélt man
die Fehler in Tabelle 8.3. Die Fehlerasymptotik in (8.25) wird gut bestétigt. a
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8.4 Realisierung von Verfahren der finiten

Elemente
Ein Finite — Elemente —Programm besteht aus:

— Preprocessing:

o Beschreibung der Geometrie

e}

Eingabe der Koeffizientenfunktionen

e}

Eingabe der Randbedingungen

e}

Gittergenerierung

e}

Bestimmung des endlich dimensionalen Problems

(Steifigkeitsmatrix, rechte Seite)
— Losung des endlich dimensionalen Problems
— Postprocessing

o Aufbereitung der erhaltenen Ergebnisse
o Ableitung mittelbarer Resultate
o Graphische Darstellung der Losung

o Bewertung der Ergebnisse

Bei modernen Programmen sind die ersten beiden Schritte nicht mehr getrennt.
Aus dem Losungsprozess werden Informationen gezogen, um das Gitter lokal zu

verfeinern.

Zur Erzeugung eines (Ausgangs—) Gitters wird das Grundgebiet {2 zundchst mit ei-
nem regelméfigen Gitter iiberzogen, und dieses wird durch Verschiebung von rand-

nahen Gitterpunkten lokal an die tatséchliche Geometrie angepasst.

Abbildung 8.3 zeigt ein regelméafliges Startgitter und Abbildung 8.4 das daraus er-

zeugte Gitter auf dem konvexen Gebiet 2.

Unter Verwendung von lokalen Fehlerschitzungen (vgl. GroSmann, Roos [24], p.
234) wird im Losungsprozess erkannt, wo das Gitter verfeinert werden muss, um die

gewiinschte Genauigkeit zu erzielen. Das Ziel ist es, mit festem Rechenaufwand eine
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Abbildung 8.3: Regelméfliges Gitter

yd =

|~

/

Abbildung 8.4: Startgitter

moglichst hohe Genauigkeit zu erzielen, oder umgekehrt eine gewiinschte Genauig-
keit mit moglich geringem Aufwand zu erreichen. Dazu werden die Zerlegungen so

gesteuert, dass alle Dreiecke ungefihr gleichen Beitrag zum Gesamtfehler leisten.

Durch Halbierung aller Seiten wird ein Dreieck in vier kongruente Dreiecke unterteilt
und es werden die drei Nachbardreiecke so halbiert, dass die gesamte Zerlegung
zuldssig ist. In Abbildung 8.5 ist das dick markierte Dreieck in vier kongruente

Vierecke zerlegt.

Um zu vermeiden, dass bei weiterer Verfeinerung Dreiecke mit sehr spitzen Winkeln
entstehen, werden zusétzlich die halbierten Dreiecke markiert. Ist im Verlauf der
weiteren Verfeinerung die erneute Halbierung eines markierten Dreiecks erforder-
lich, so wird die vorhergehende Halbierung durch eine Zerlegung in vier kongruente
Dreiecke ersetzt (vgl. Abbildung 8.6).
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Abbildung 8.5:Gitterverfeinerung
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Abbildung 8.6: RegelméfBiges Gitter
Beispiel 8.17. Der Bereich 2 sei in Polarkoordinaten beschrieben durch
Q:={(r,p) : 0<r<1, =0.75m < p < 0.757}.
Wir betrachten die Randwertaufgabe
—Au =0, in €,
u=0, fir0<r <1, ¢ € {-0.757,0.757},

U = COS 2?@ firr=1, —0.751 < ¢ < 0.757

mit der Losung

2
u(r, ) = r?? cos ?90 (8.27)
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Tabelle 8.4: Fehler und Dimensionen in Beispiel 8.11.

Stufe | Fehler Dimension
0 1.72 E — 02 118
1 1.16 £ — 02 434
2 746 E —03 1663
3 4.74 FE — 03 6509

Lost man die Randwertaufgabe mit stiickweise linearen finiten Elementen mit der
PDE Toolbox von MATLAB, so erhélt man bei gleichméfiger Verfeinerung die ma-
ximalen Fehler in den Knoten in der Tabelle 8.4. Dabei werden diskrete Probleme
der angegebenen Dimensionen gelost. Wahlt man eine adaptive Verfeinerung aus-
gehend von dem grébsten der oben verwendeten Gitter, so erhélt eine maximalen
Fehler von 2.18 E — 03 in den Knoten, wobei ein lineares Gleichungssystem mit 286
Unbekannten gelost wird. Abbildung 8.7 enthélt links das gleichméBig verfeinerte
Gitter der Stufe 1 und rechts das adaptiv verfeinerte Gitter.

8.5 Weitere ebene Elemente

Wir beschreiben in diesem Abschnitt weitere Elementtypen, die fiir ebene elliptische
Probleme verwendet werden und die bessere Approximationseigenschaften haben als

die stiickweise linearen Elemente auf Dreieckszerlegungen.

8.5.1 Quadratische Ansitze in Dreiecken

Wir zerlege €2 wie vorher in Dreiecke T;. Knoten sind die Eckpunkte und die Sei-

tenmittelpunkte der Dreiecke, in denen die Funktionswerte vorgegeben werden.

Die Restriktionen der Ansatzfunktionen auf die Dreiecke sind quadratische Polyno-
me

u

5 (z,y) = a; + Bz + vy + 6;2° + €2y + (y°.

i
Die sechs Parameter «;, ..., (; kdnnen bei gegeben Werten in den Knoten eindeutig

durch Interpolation bestimmt werden.

Die zusammengesetzte Funktion ist stetig, denn iiber jeder Dreiecksseite ist u ein
quadratisches Polynom von einer Variablen, und dieses ist eindeutig durch die Funk-

tionswerte in den Endpunkten und dem Mittelpunkt der Seite bestimmt.



184 KAPITEL 8. FINITE ELEMENTE

éh % W&'
AIREIHKT
VAV

R

NN
CPAK

Abbildung 8.7: Verwendete Gitter in Beispiel 8.17.

8.5.2 Kubische Ansitze in Dreiecken

Wir zerlegen ) wie vorher in Dreiecke 7j.

Knoten sind die Eckpunkte und der Schwerpunkt jedes Dreiecks. In den Eckpunkten
werden der Funktionswert v und die beiden Ableitungen u, und w, vorgegeben, im

Schwerpunkt nur der Funktionswert.
Die Restriktionen der Ansatzfunktionenen auf die Dreiecke sind kubische Polynome

ul (z,y) = ap + aur + By + awr® + fory + Yoy’ + azaz® + By + yry® + S3y°.

D
Die zehn Parameter «, ..., d3 konnen bei gegeben Werten in den Knoten eindeutig

durch Interpolation bestimmt werden.

Die zusammengesetzte Funktion ist stetig, denn iiber jeder Dreiecksseite ist u ein
kubisches Polynom von einer Variablen, und dieses ist eindeutig durch die Funkti-
onswerte und Ableitungswerte (in Richtung der Seite) in den Endpunkten der Seite

bestimmt.

8.5.3 Bilineare Ansitze in Rechtecken

Wir zerlegen €2 in Rechtecke Q);.

Knoten sind die Eckpunkte jedes Rechtecks, in denen die Funktionswerte vorgegeben

werden.
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Die Restriktionen der Ansatzfunktionenen auf die Rechtecke sind bilineare Funktio-
nen

u

5 (@) = aj + Biz + 75y + dzy.
J

Die vier Parameter a;, ..., d; kénnen bei gegeben Werten in den Knoten eindeutig

durch Interpolation bestimmt werden.

Die zusammengesetzte Funktion ist stetig, denn iiber jeder Rechtecksseite ist u ein
lineares Polynom von einer Variablen, und dieses ist eindeutig durch die Funktions-

werte in den Endpunkten der Seite bestimmt.

8.6 Software

Vom Rechenzentrum der TU Hamburg-Harburg werden die kommerziellen Soft-
ware Pakete MARC/MENTAT und ANSYS und I-DEAS bereitgehalten. Die
Beratung hierfiir wird von Frau Bredehoft (Tel. 2526) durchgefiihrt. Eine Kurzbe-
schreibung findet man im WWW unter

http://www.tu-harburg.de/rzt /tuinfo /software /fem /

Einen Uberblick iiber Public Domain Software im Internet iiber finite Elemente

findet man auf der Seite “Internet Finite Element Resources” mit der URL
http://www.engr.usask.ca/~ macphed/finite/fe_resources/fe_resources.html

Wir erwidhnen besonders ein Public Domain Projekt:

KASKADE wird am Konrad Zuse Zentrum, Berlin, entwickelt. Es ist ein in C
(Version 2.1) bzw. C++ (Version 3.1) geschriebenes Paket zur Losung elliptischer
und parabolischer Differentialgleichungen unter Benutzung von raumlich adaptiven
finiten Elementen und von Mehrgittermethoden. Die Software und Dokumentation

konnen geladen werden von
http://www.zib.de/SciSoft /kaskade /index.en.html

Eine sehr schnelle M6glichkeit zur Losung einfacher partieller Differentialgleichungs-
probleme (elliptische Randwertaufgaben, Figenwertaufgaben, parabolische und hy-

perbolische Anfangsrandwertaufgaben) mit linearen Elementen auf Dreiecken bietet
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die PDE Toolbox zu MATLAB. Sie bietet eine sehr bequeme graphische Benut-
zeroberfliche zur Beschreibung der Geometrie des Problems und zur Eingabe der

Differentialgleichung und der Randbedingungen.

FEMLAB ist ein Programmpaket zur numerischen Losung gewohnlicher und par-
tieller Differentialgleichungen mit der Methode der finiten Elemente unter Verwen-
dung von adaptiver Gitterverfeinerung und automatischer Fehlerkontrolle, das auf
MATLAB aufsetzt. FEMLAB zusammen mit den Toolboxes 'Dynamical Structure

Analysis’ und ’Chemical Engineering’ ist am FB Mathematik vorhanden.



Kapitel 9

Parabolische

Anfangsrandwertaufgaben

9.1 Differenzenverfahren

Wir betrachten die Anfangsrandwertaufgabe der Wérmeleitungsgleichung

U — Upy = fz,t), O0<z<1, t>0
u(z,0) =up(x), O<z<l (9.1)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

Wir beschréinken uns auf dieses Modellproblem. Es ist klar, wie man die Ergebnisse
auf allgemeinere Differentialoperatoren und allgemeinere Randbedingungen {iber-

tragen kann.

Es ist naheliegend, die auftretenden partiellen Ableitungen durch Differenzenquoti-

enten zu ersetzen. Approximiert man u,, durch den zentralen Differenzenquotienten

Ugy (T, 1) ;(u(:ﬁ + h,t) — 2u(x,t) + u(z — h,t))

und u; durch den vorwartsgenommenen Differenzenquotienten
u(x,t) ~ l(u(gzr, t+ k) — u(z, t))
k
so erhélt man fiir die Naherungen

1
Uy ~u(ih,jk), h===, k>0, i=1,...,n—1, j=0,1,2,...
n
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Tabelle 9.1: Vorwérts-Dz.-Verfahren, h = 0.125, k = 0.1

t w(t,0.000)  w(t,0.125)  w(t,0.250)  w(t,0.375)  u(t,0.500)
00 00E+00 00E+00 00E+00 00E-+00 1.0E—10
0.1 0.0E+00 00E-+00 O00E+00 64E—10 —1.2E—09
02 00E+00 00E+00 41E—09 —15E—08 2.2E —08
0.3 0.0E+00 26E—08 —14E—07 35E—07 —45E—07
0.4 00E+00 —12E—06 4.1E—06 —7.9E—06 9.8E — 06
1.7 00E+00 21E+12 —39E+12 51E+12 —56E+ 12
1.8 00E+00 —50E+13 93E+13 —12E+14 13E+14
1.9 00E+00 12E+15 —22E+15 29E+15 —3.1E+15
20 00E+00 —28E+16 52E+16 —68E-+16 7.3+ 16

die Differenzengleichung

Uijt1 = Ui Uipr; —2U;5 + Uisy

2 e = fij,
oder mit r := k/h?
Uijoyr =rUisr; + (1 =2r)Ui; + Uit ; + kfij (9.2)
Da aus den Anfangsbedingungen die Werte Uy, ¢ = 0,...,n, bekannt sind, kann
man U;;, i = 1,...,n — 1, berechnen. Die Randbedingungen liefern Uy, = 0 = U,,;.

Damit hat man eine Naherung fiir u auf der ersten Zeitschicht ¢ = k. Danach kann
man genauso nacheinander Ndherungen auf den Zeitschichten t = jk, j = 2,3,.. .,

ermitteln. Das Verfahren (9.2) heifit explizites Differenzenverfahren .

Den lokalen Fehler des Verfahrens erhélt man durch Taylorentwicklung. Ist u viermal
stetig partiell differenzierbar nach x und zweimal stetig partiell differenzierbar nach

t, so gilt

Enk (.Ti,tj)
o wlzit + k?]i —u(witj)  ulw—hty) — 2“(22: tj) +u@ +hitj) Flanty)
= (i, t5) + O(k) — Uga (i, 1) + O(h?) + f(25,t;) = O(k) + O(h?).

Wir wenden das Verfahren (9.2) nun auf (9.1) an mit der rechten Seite f(z,t) =0
und der Anfangsfunktion ug(z) = 0 (und der Losung u(z, t) = 0). Dann liefert (9.2)
offenbar U;; = 0 fiir alle 7, j. Mit h = 0.125, k = 0.1 und der Stérung Usg = 1E — 10
erhdlt man die (unbrauchbaren) Ergebnisse aus Tabelle 9.1. Der Anfangsfehler

schaukelt sich auf, und das Verfahren ist offenbar instabil.

Tatséchlich gilt mit r = k/h?

\Uijii| = [rUic1 + (1= 2r)Us; +rUia; + ki
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Tabelle 9.2: Vorwérts-Dz.-Verfahren, h = 0.125, k = 0.0075
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t w(t,0.000) w(t,0.125) wu(t,0.250) wu(t,0.375) wu(t,0.500)
0.0000 0.0E+00 0.0E-+00 0.0E-+00 0.0E~+00 1.0E—10
0.0075 0.0E+00 0.0E+00 00E-+00 4.6E—11 8.0F —12
0.0150 0.0E+00 0.0E+00 2.1E—11 T74E—12 4.3E —11
0.0225 0.0E+00 9.7E—12 5.1E—12 3.0E—11 1.0E —11
0.0300 0.0E+00 3.1E—12 19E—11 94E—12 2.8E —11
0.0375 0.0E+00 89E—12 73E—12 22E—11 1.1E—11
0.7200 0.0E+00 9.0E—15 17E—14 22E—14 2.3E—14
0.7275 0.0E+00 84E—15 15E—14 20E—14 22F — 14
0.7350 0.0E+00 78E—15 14E—14 19E—14 2.0F — 14
0.7425 0.0E+00 72E—15 13E—14 17E—14 1.9E —14
0.7500 0.0E+00 6.7E—15 12E—14 16E—14 1.8F—14

dh. firl—-2r>0
max |U; j11| < max |U; | + kmax | f],

und durch mehrfache Anwendung dieser Ungleichung erhélt man
m—1

1%%(%1<Zm<ax Uil < lluolleo + & ]Zl max‘fw‘

Damit ist gezeigt, dass das explizite Differenzenverfahren unter der Bedingung 1 —
2r >0, d.h.
1
k< §h2 (9.3)
stabil ist. Genauer haben wir gezeigt: Fasst man die Naherungswerte der j—ten
Zeitschicht zu dem Vektor

U’ = (Uy,...,Us1;)"

zusammen, so bleibt unter der Stabilitdtsbedingung (9.3) die Maximumnorm dieser
Vektoren beschrankt. Das Verfahren ist also stabil bzgl. der (diskreten) Maximum-

norm.

In dem obigen Beispiel ist die Stabilitdtsungleichung mit h = 0.125 und k£ = 0.1
verletzt. Fiir h = 0.125 und k& = 0.0075 ist sie erfiillt. Man erhélt die Ergebnisse aus

Tabelle 9.2, und das Verfahren ist fiir diese Schrittweiten wie erwartet stabil.

Die Beschriankung (9.3) der Zeitschrittweite k ist bei kleinen Ortsschrittweiten h
aulerordentlich restriktiv und der Rechenaufwand, um eine feste Zeitschicht t =T
zu erreichen, wird unannehmbar grof. Um ein besseres Stabilitédtsverhalten zu er-
reichen, diskretisieren wir nun u; durch den riickwértsgenommenen Differenzenquo-

tienten:

(1) ~ u(x,t) — :(m,t - k‘)
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Man erhélt dann die Differenzengleichung (auf der Zeitschicht t = (j + 1)k )

Uijr1 = Ui Uicjr = 200 + Uigr 1
]{Z - h2 — fi,j+17

d.h. mit der Matrix By, = tridiag (—r, 1+ 2r, —r)
B Uit =UJ + kfi+l, j=0,1,2,..., (9.4)

wobei wie vorher U7 := (Uy;,...,U,_1;)" ist und f7 entsprechend definiert ist.

Anders als beim Verfahren (9.2) kann man hier nicht die Approximationen Uj ;4
auf der Zeitschicht ¢ = (j + 1)k nacheinander auf den bekannten Werten U;; der
Zeitschicht t = jk berechnen, sondern man hat auf jeder Zeitschicht ein lineares

Gleichungssystem zu losen. Ein Verfahren vom Typ (9.4) heifit implizit .

Genau wie fiir das Verfahren (9.2) gilt fiir den lokalen Fehler des Verfahrens (9.4)
5(h, k) = O(k) + O(h?).

Die Matrix By, ist (vgl. Kapitel 6) inversmonoton, und mit e = (1,...,1)T gilt
By, e > e. Daher gilt nach Satz 6.10.

1Bl <1,

und es folgt aus (9.4)

U7 oo < U7 oo + Kl loo < Nltolloc + 5 D2 1F 5 loc.
=0
Das Verfahren (9.4) ist also fiir alle Schrittweiten » > 0 und k& > 0 in der diskreten

Maximumnorm stabil.

Fiir das Beispiel erhélt man bei der Schrittweite k£ = 0.1 die Fehlerfortpflanzung aus
Tabelle 9.3.

Bessere Konvergenzeigenschaften als die Verfahren (9.2) und (9.4) hat das Crank—
Nicholson Verfahren , das man als Kombination der obigen Methoden auffassen
kann. Wir approximieren im Punkt (ih, (j + 0.5)k) die Ableitung u,, durch den
Mittelwert der zentralen Differenzenquotienten auf den Zeitschichten ¢ = jk und
t=(j+1)k:

1

W(Ui-&-l,j —2Ui; + Ui j + Uigr j41 — 2U; jq + Ui—l,j—f—l)

~
u(IJIL’ ~
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Tabelle 9.3: Riickwérts-Dz.-Verfahren, h = 0.125,k = 0.1
u(t,0.000) w(t,0.125) u(t,0.250) w(t,0.375) w(t,0.500)

0.0£+00 00E+400 O0.0E+00 1.0E—10
3I1E—-12 6.7E—-12 11E—-11 18E —11
22E—-12 43E—-12 6.0E—-12 68E —12
1.2 —-12 23E—-12 3.0FE—-12 33E —12
6.3 —-13 12E—-12 15E—-12 16E —12
00 32E—-13 bH9E—-13 T77E—-13 83FE—13
00 16E—-13 3.0E—-13 39FE—-13 42FE—-13

00 42E—40 7.7E—40 1.0E—39 L1.1E —39
00 21E—-40 39E—-40 5.1E—-40 b5.50FE —40
00 1.1E—-40 20E—-40 26E—40 28EFE —40
00 54E —-41 10E—-40 13E—-40 14FE —40
00 27E—41 bH.1E—-41 6.6FE—41 72F —41

o
&=
++
SO
[esNan]

SOLLLL, OO0
SOOI UL! DU WNOFO| ~+
SOO000 0000000
SOOI OO OOoOO
SEEEEEREEEEEE
+4+++
SO O
SO O

—_

und u,; durch den zentralen Differenzenquotienten

1
U R E(Uz’,jﬂ — Uy).

Dann erhélt man
—rUi 11+ 242U j1 — Ui jia = Ui+ (2= 2r) Ui+ 1Uspr s+ k(£ + £777)
d.h. mit der Matrix J = tridiag (—1,2, —1)
(2E +rJ) U™ = 2E —rJ)UI + k(f + 71, j=0,1,.... (9.5)
Fiir den lokalen Fehler von (9.5) erhdlt man mit dem Taylorschen Satz
e(k,h) = O(K*) + O(h?),

falls v dreimal stetig partiell differenzierbar nach ¢t und viermal stetig partiell diffe-

renzierbar nach x ist.

Die Stabilitdt bzgl. der diskreten Maximumnorm erhélt man wieder aus Satz 6.10.:

2F + rJ ist inversmonoton mit

—_

1B +7rd) Moo < 5

[\

(man verwende in Satz 6.10. den Vektor w = 0.5e), und daher folgt
; 1 , k. oo :
107 oo < SINCE = r )T floo + 5 (1 llse + 177 loo)-

Fiir » < 1 besitzt die Matrix 2FE — rJ nichtnegative Elemente, und man erhélt
hierfiir L
D7 oo < 1107 lloo + S llso + 17 ),
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und damit

max
J m—1

e

‘ L m=1 . .
107 oo < [Juolloo + 5 D Moo+ 1F7 oo
3=0

Das Crank-Nicholson Verfahren ist also bzgl. der diskreten Maximumnorm stabil,
falls r < 1, d.h. fiir & < h2.

Fiir allgemeine lineare parabolische Aufgaben mit variablen Koeffizienten des Typs

ou 0 du ou
5 %(a(;@,%—x) = bz, t) 5 — ez, Hu(x,t) = f(x,1) (9.6)
kénnen die Methoden zur Stabilitédtsuntersuchung in der diskreten Maximumnorm

tibertragen werden (vgl. Samarskij [40]).

Fiir die Warmeleitungsgleichung kann man die Stabilitédtsfrage bzgl. der Euklidi-
schen Norm auf folgende Weise behandeln, wobei wir uns der Einfachheit halber
auf den Fall f(z,t) = 0 zuriickziehen: Das explizite Differenzenverfahren kann man
schreiben als

Uit! = (E —rJ)U’ =: AU = AT'U°,

und es folgt
1T o < AT

Hieraus liest man unmittelbar ab, dass das Verfahren genau dann stabil ist in der
Euklidischen Norm, wenn |A,| <1 fiir alle Eigenwerte A\, von A gilt (Beachten Sie,

dass A symmetrisch ist und damit diagonalisierbar ist).

Wegen A = E — r - J sind die Eigenwerte von A

¢
Ae=1—ru, Wobeiug:2<1—cos—7r>, (=1, . n—1,
n

die Eigenwerte von J sind. Wegen 0 < pp < 4 gilt 1—4r < Ay < 1, und das Verfahren

ist stabil, wenn 1 — 4r > —1, d.h. wie fiir die diskrete Maximumnorm
Ly
k< §h : (9.7)

Das implizite Verfahren (9.4) ist (wie in der diskreten Maximumnorm) fiir alle
Schrittweitenverhédltnisse stabil, denn fiir die Eigenwerte A\ von B, = E + rJ

gilt A > 1, und daher liegen alle Eigenwerte von B,:}C im Intervall (0,1).

Das Crank—Nicholson Verfahren (9.5) kann mit der Matrix

C:=QR2E+rJ)'2E—rJ)
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Tabelle 9.4: Crank-Nicholson-Verfahren, h = 0.125,k = 0.1

t w(t,0.000) w(t,0.125)  w(£,0.250)  w(t,0.375)  wu(t,0.500)
00 00E+00 00E+00 O00E+00 00E+00 10E—10
01 00E+00 68E—12 16E—11 3.0E—11 —4.7E—11
02 00E+00 69FE—13 —26E—12 —1.7E—11 46E— 11
03 00E+00 —54F—13 26E—12 1.8E—11 —32E—11
04 00E+00 15E—12 11E—13 —14F—11 27E—11
05 00E+00 —14F—12 —73E—13 13E—11 —21E—11
06 00E+00 13FE—12 14E—12 —11F—11 17E—11
95 00E+00 18E—18 —34E—18 44F—18 —48E— 18
96 0.0E+00 —1.6E—18 29E—18 —3.8E—18 4.1E— 18
9.7 00E+00 13E—18 —24E—18 32FE—18 —35E— 18
98 00E+00 —1.1E—18 21E—18 —27E—18 3.0E—18
99 00E+00 95E—19 —18E—18 2.3E—18 —25E—18

100 0.0E+00 -81E—19 15E—18 —20E—18 2.1E—18

geschrieben werden kann als Ut = CU’, j = 0, 1,.... Daher sind die Eigenwerte

A¢ von C gegeben durch

2—rp
24’
und wegen gy > 0 gilt Ay € (—1,1) fiir alle » > 0.

Ao =

Das Verfahren von Crank und Nicholson ist also bzgl. der Euklidischen Norm fiir
alle Schrittweitenverhéiltnisse r stabil. Fiir die diskrete Maximumnorm ist dies nur
fir r <1 der Fall.

Die Tabelle 9.4 enthalt die Fehlerfortpflanzung des Verfahrens von Crank und Ni-
cholson fiir £ = 0.1 und h = 0.125.

Fiir Probleme der Raumdimension 2 geht man prinzipiell wie in dem eben betrach-

teten, eindimensionalen Fall vor. Das Warmeleitungsproblem lautet hier

ut:Auv (.ﬁ(},y,t)GQXIRJF

u(r,y,0) = uo(z,y), (v,y) € (9.8)
Ru(z,y,t) =0, (r,y) € 092, t > 0,

wobei © C IR? ein beschrinktes Gebiet ist und der Operator R eine der in Kapitel 7
besprochenen Randbedingungen beschreibt.

Wir diskretisieren bei festgehaltener Zeitschicht ¢ = ¢k den Differentialoperator Au
in Q unter Benutzung der Randbedingung Ru(z,y, (k) = 0, (z,y)T € 09, wie in
Kapitel 7 auf einem quadratischen Gitter der Maschenweite h mit der 5-Punkt-
Differenzenformel in inneren Gitterpunkten und durch Interpolation in den randna-
hen Gitterpunkten:

—ﬁAth
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Ersetzt man u; durch den vorwirtsgenommenen Differenzenquotienten, so erhélt

man das explizite Verfahren
Ul = (E—-rA,)U", (9.9)
wobei r := k/h* und U* := (U (ih, jh, lk)); ;.

Das Verfahren (9.9) ist stabil in der Euklidischen Norm, wenn alle Eigenwerte A,

der Matrix E — r A}, dem Betrage nach kleiner als 1 sind.

Ist Aj symmetrisch und positiv definit mit den Eigenwerten p,, > 0, so gilt
—l<A=1—ru <1

genau dann, wenn r < 2/ max, p,. Treten in A, keine Randterme auf (z.B. wenn Q
ein Rechteck und h passend ist), so gilt nach dem Satz von Gerschgorin max,, u, < 8,

1
und man erhélt Stabilitéit fiir » < 7 d.h. fiir
1
k< =h%
4

Unter dieser Bedingung sind alle Elemente von E — rAj, nichtnegativ, und man

erhélt wie im eindimensionalen Fall auch bzgl. der Maximumnorm Stabilitét.

Die Beschrénkung der Zeitschrittweite aus Stabilitdtsgriinden ist hier noch einschnei-

dender als im eindimensionalen Fall.

Diskretisiert man u; mit dem riickwéartsgenommenen Differenzenquotienten, so er-

hélt man das implizite Verfahren
(E+1rA,) U = U, (9.10)

bzw. durch Kombination von (9.9) und (9.10) das Verfahren von Crank und Nichol-
son

E +rA,) Ut = (2E —rA,) U, (=0,1.... (9.11)

Die Verfahren (9.9) und (9.10) sind wieder fiir alle Schrittweitenverhéltnisse r = k/h?
stabil in der Euklidischen Norm, sie erfordern aber, da hier die Matrix Aj, zwar noch
diinn besetzt aber nicht mehr tridiagonal ist, auf jeder Zeitschicht einen recht hohen

Rechenaufwand beim Losen des linearen Gleichungssystems (9.10) bzw. (9.11).

Um den Aufwand zu verkleinern, wurde von Peaceman und Rachford ein Verfahren
vorgeschlagen, bei dem in jedem Zeitschritt nur einige tridiagonale Gleichungssyste-
me zu l6sen sind. Die Idee ist, in jedem Schritt zwei verschiedene Differenzenappro-

ximationen fiir die Ableitungen bzgl. x und y zu kombinieren.
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Dazu wird zunéchst ein halber Zeitschritt ausgefiihrt:
2 1+1/2 14
. (U - Uij) (9.12)

L /oet1)2 041/2 041/2 L/ y ¢
= ﬁ (Ui+1,j - 2U’Lj + Ui*l,j ) + ﬁ (Ui,jfl - 2UU + Ui,j+l) .

Uy, wird also auf der Zeitschicht ¢ = (€+0.5)k und w,, auf der Zeitschicht ¢t = ¢k mit
dem zentralen Differenzenverfahren diskretisiert. Fiir jedes festgehaltene j ist dann

(9.12) ein lineares, tridiagonales Gleichungssystem, das man effizient 16sen kann.

Im zweiten Halbschritt wird w,, auf der Zeitschicht ¢t = (¢ + 0.5)k und w,, auf der
Schicht t = (¢ + 1)k diskretisiert:

2 e 0412
1 0+1/2 {+1/2 £4+1/2 1 f+1 0+1 0+1
=2 (Uz‘—I—l,j =2U; "+ U5 ) + 2 (Uij—&-l —2U;" + Ui,j—l)

und dies ist fiir jedes feste ¢ ein lineares Gleichungssystem mit tridiagonaler Koeffi-

zientenmatrix.

Das Verfahren, das durch (9.12), (9.13) gegeben ist, heifit Methode der alternie-

renden Richtungen.

9.2 Linienmethode

Im letzten Abschnitt haben wir alle auftretenden partiellen Ableitungen durch Dif-
ferenzenquotienten ersetzt und so die Anfangsrandwertaufgabe diskretisiert. Man
kann die Differentialgleichung auch nur bzgl. der Ortsvariablen diskretisieren und so
durch ein System von Anfangswertaufgaben ersetzen oder nur die Zeitvariable dis-
kretisieren und so die parabolische Anfangsrandwertaufgabe durch eine Folge von
elliptischen Randwertaufgaben ersetzen. In beiden Féllen nennt man das Vorgehen
eine Semidiskretisierung der Aufgabe. Genauer spricht man im ersten Fall, den
wir in diesem Abschnitt betrachten wollen, von einer Linienmethode oder manch-
mal auch vertikalen Linienmethode, im zweiten Fall von einem Rothe Verfahren

oder einer horizontalen Linienmethode.

Wir betrachten als einfithrendes Beispiel die eindimensionale Warmeleitungsglei-
chung
Up — Uz = f(z,1), O<z<1, t>0
u(z,0) =up(x), O0<z<l (9.14)
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0.
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Abbildung 9.1: Losungen fiir Beispiel 9.1.

Ersetzt man u,, auf einem dquidistanten Gitter der Maschenweite h = 1/n durch
zentrale Differenzenquotienten und betrachtet man die Differentialgleichung nur auf
den Linien {(z;,t) : t > 0}, j =1,...,n—1, so erhélt man das System gewohnlicher

Anfangswertaufgaben

L) = 2 (v (1)~ 205(0) + 03 (0) + flay, ), (9.15)

v;(0) =up(x;), j=1,...,n—1,

wobei sich aus den Randbedingungen vy(t) = 0 und v, (t) = 0 ergibt. v;(t) ist dabei

eine Ndherung fiir u(x;,t).

Wendet man auf (9.15) das Eulersche Polygonzugverfahren an, so erhélt man das
explizite Differenzenverfahren, das implizite Euler Verfahren fiir (9.15) liefert das
implizite Differenzenverfahren (9.4) und die Trapezregel das Crank—Nicholson Ver-
fahren (9.5).

Die Differentialgleichung in (9.15) kann man schreiben als

d L ..

—v=Av+ f(t), A= —ﬁtrldlag (—1,2,-1). (9.16)
Die Eigenwerte p; = —2n*(1 — cos(jm/n)), j =1,...,n—1, von A zeigen, dass das
System (9.15) fiir kleine Ortsschrittweiten h steif ist, so dass man es mit nichtsteifen
Losern nur mit sehr kleinen Zeitschritten behandeln kann. Die Eigenwerte liegen alle

auf der negativen reellen Achse, so dass zur Losung A(0)-stabile Verfahren geeignet

sind.
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Tabelle 9.5: Linienverfahren fiir Beispiel 9.1.

Loser |Schritte |rel. Fehler | flops
odelb5s 23 | 294e—-3 |1.24e+6
ode23s 19 | 9.40e —3 |1.70e +6

ode23 6224 | 1.70e — 3 [3.35e + 7
ode4b 19161 | 1.38e —3 |1.1le +8
odell3 9572 | 7.93e -3 |4.8le+7

Beispiel 9.1. Wir betrachten die Anfangswertaufgabe (9.14) mit f(z,t) = 0 und

uo(x) = sin(wz). Die Losung
u(z,t) = exp(—n2t) sin(mz)
ist in Abbildung 9.1 dargestellt.

Wendet man die 5 Loser der MATLAB 6.1 ODE-Suite mit der Ortschrittweite h =
0.01 an, so erhélt man Ergebnisse der Tabelle 9.5 Man liest ab, dass die steifen Loser

deutlich iiberlegen sind. O

Wir betrachten nun allgemeiner die parabolische Anfangsrandwertaufgabe

%u(w,t) + Lu(x,t) = f(x,t), £€Q, t>0
u(w,t) =0, x €N, t>0 (9.17)
u(x,0) = ug(x) x € (.

Dabei sei 2 C IR" ein beschréanktes Gebiet mit glattem Rand und L ein gleichméafig
elliptischer Differentialoperator. Wir beschréinken uns auf homogene Dirichletsche
Randbedingungen. Die Ubertragung auf andere Randbedingungen ist ohne Schwie-

rigkeiten moglich.

Ist das Grundgebiet eindimensional, so diskretisiert man den Differentialoperator L
durch ein Differenzenverfahren bzgl. z und erhélt wie oben ein System gewdhnlicher

Differentialgleichungen.

Ist n > 2 so verwendet man in der Regel eine finite Elementmethode oder ein finite
Volumen Verfahren. Dazu muss (9.17) in schwacher Form geschrieben werden. Wir
verzichten auf eine genaue Formulierung, da uns die benétigten Sobolevraume hier
nicht zur Verfiigung stehen. Gesucht ist eine Funktion u aus einem geeigneten Raum,
so dass

i(u(nﬁ),@ +a(u(-,t),v) = (f(-,t),v) fiir alle v € H}(Q)

dt (9.18)
u(+,0) = up.
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wobei a die dem Operator L zugeordnete Bilinearform bezeichnet (vgl. (8.14)) und

= [ f@)g(@) da

Wir wiihlen einen finiten Element Raum V,, C Hg(£2) und hierin eine Basis {¢1, . .., ¢m }

und bestimmen eine Funktion
up(@, t) = Y Us(t)d;() (9.19)

mit
CZ( n(5 1), o) + alun(-,t),vp) = (f(-,1),vy) fiir alle v, € V, }

Uh,('aO) = Up,0-

(9.20)

mit einer Approximation wuyo € Vj von ug, d.h. wegen (9.19)

iy Pj U iy Pj 1), i), .:17-'% )
S U+ Soaton )l = (00 =L |

Uh(O) = ’LLh70.

Bezeichnet M = ((92517 (bj))i,j:l 77777 m die Massenmatrix, K = (a(gzﬁi, ¢j))i,j:1

Steifigkeitsmatrix des Systems und f(t) = ((f(-,t), @) )i=1
Vektorfunktion U (t) := (U;(t))i=1

m, So erhélt man fiir die

-----

M—u+ Ku = f(t) (9.22)
mit der Anfangsbedingung fiir w(0), die sich aus up(0) = up ergibt.
Beispiel 9.2. Fiir die Anfangsrandwertaufgabe (9.14) liefert die Semidiskretisie-

rung mit linearen Elementen auf einer dquidistanten Zerlegung der Schrittweite h

die Anfangswertaufgabe (9.22) mit
h, ... Lo
M = gtrldlag(l,él, 1), K= Etrldlag(—l,Q, —1)
Dividiert man (9.22) durch h so erhélt man fiir u,, dieselbe Diskretisierung wie beim

Differenzenverfahren. O

Bemerkung 9.3. Nachteil bei der Semidiskretisierung mit finiten Elementen ist
das Auftreten der Massenmatrix M, die nur dann diagonal ist, wenn die Ansatz-
funktionen orthogonal sind bzgl. (-, ). In der Regel ist also Software zur Losung von

Anfangswertaufgaben des Typs

d
Y= f(t,y), y(0) =y,
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nicht unmittelbar anwendbar. Die Codes der MATLAB 6.1 ODE-Suite zur Losung
steifer Systeme sind so geschrieben, dass auch Anfangswertaufgaben der Gestalt

d
M-y = fty), y(0) =1y,

behandelt werden konnen. O

Bemerkung 9.4. Wurde die Semidiskretisierung mit linearen Elementen vorge-
nommen, so kann man die in Bemerkung 9.3. angesprochene Schwierigkeit durch
das sog. “lumping” umgehen. Die Massenmatrix wird ersetzt durch die Diagonal-

matrix

D = dlag (dl), dl = me
J

Dies lésst sich so interpretieren, dass die Elemente (¢;, ¢;) der Massenmatrix nicht
exakt ausgewertet wird, sondern mit Hilfe einer einfachen Quadraturformel (vgl.

GroBmann, Roos [24]. O

Wir haben hier die Idee der Linienmethode nur an linearen Anfangsrandwertauf-
gaben erldutert. Es ist klar, dass sie auch bei nichtlinearen Problemen oder bei
Systemen von parabolischen Gleichungen zur Semidiskretisierung verwendet werden
kann. Die entstehende gewohnliche Anfangswertaufgabe ist immer mit steifen Losern
zu behandeln. Die angesprochene Verteilung der Eigenwerte der Matrix A in (9.15)
ist typisch fiir parabolische Probleme. Ist der Operator L in (9.17) selbstadjungiert,
so besitzt die Matrix —M 'K nur negative Eigenwerte, und bei Verfeinerung der
Schrittweite h wachst der grofite gegen eine negative Zahl und der kleinste fallt unter

alle Grenzen. Die Anfangswertaufgabe (9.22) ist also bei kleinem h steif.

Linienmethoden zur Losung von parabolischen Anfangsrandwertaufgaben sind in

den meisten FEM Paketen enthalten.

In der PDE Toolbox von MATLAB werden ebene parabolische Probleme mit der

Linienmethode mit linearen finiten Elementen gelost.

Die Loser fiir steife Anfangswertaufgaben geben die Moglichkeit, die Schrittweite
bzgl. der Variablen t zu steuern. Schwierig ist es aber, die Ortsschrittweite an die
Losung anzupassen. Fiir Probleme der Raumdimension 1 wurde von U. Nowak das
Programmpaket PDEX1M erstellt, das eine lokale Anpassung der Schrittweiten in
Raum und Zeit erméglicht. Es ist fast public domain: Um es zu erhalten muss man
den Autor kontakten (nowak@zib.de).
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Neben den (vertikalen) Linienmethoden werden auch Rothe Verfahren oder ho-
rizontale Linienmethoden verwendet. Dabei wird fiir die Anfangsrandwertaufgabe

(9.17) eine Semidiskretisierung von u; mit dem impliziten Euler Verfahren

Ujp1 — Uy
WY | Ly (@) = [, 1), @ €0 (923

uj1(x) =0, x € 0f)
vorgenommen, wobei u; : & — IR eine Néherung fiir u(t;, ) auf der Zeitschicht
t = t; bezeichnet. Hierdurch wird die parabolische Aufgabe auf eine Folge von
elliptischen Randwertaufgaben zuriickgefithrt. Auf diese wendet man nun eine der
in Kapitel 7 oder Kapitel 8 besprochenen Methoden an. Es ist klar, dass man die fiir
elliptische Probleme entwickelten rdumlich adaptiven Verfahren auf jeder Zeitschicht

verwenden kann.

Die Rothe Methode kann sofort auf Systeme (auch nichtlinearer) parabolischer An-
fangsrandwertaufgaben iibertragen werden. Auf dieser Basis wurde am Konrad Zuse
Zentrum innerhalb des KASKADE Projekts (vgl. Kapitel 8) das Paket KARDOS
(KAskade Reaction DiffusiOn System) zur Behandlung von (rédumlich eindimensio-

nalen) Reaktions—Diffusions Problemen entwickelt. Es kann geladen werden von

http://www.zib.de/SciSoft /kardos/
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