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Kapitel O
Mathematische Hilfsmittel

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse zu mal3- bzw. wahrscheinlichkeitstheoretischen
Begriffen zusammengestellt, die in einer einflhrenden Vorlesung vielleicht nicht zur Spra-
che kamen. Ferner wird als funktionalanalytisches Hilfsmittel der auf dem Satz von Hahn-
Banach basierende Trennungssatz zitiert, der fir einige Beweise bendtigt wird.

0.1 Absolutstetigkeit und Aquivalenz

Ein ganz wesentlicher Kunstgriff in der Finanzmathematik besteht darin, neben dem eigent-
lichen Wahrscheinlichkeitsmald weitere zu betrachten, unter denen bestimmte Erwartungs-
werte verschwinden. Dabei interessiert man sich aber vorwiegend fur solche Mal3e, unter
denen die Mengen mit positiver Wahrscheinlichkeit dieselben wie unter dem urspringli-
chen Wahrscheinlichkeitsmald sind. SoléwuivalentenrMal3wechsel spielen auch in der
Statistik eine wichtige Rolle.

Seienu, v MalRe auf einem messbaren Ra(m.#).

Definition 0.1 Das Mal3v heil3tabsolutstetig bezuglichy, falls jede -Nullmenge auch
einev-Nullmenge ist. Man schreibt dafir < .

Dabei ist eing:-Nullmenge eine beliebige Teilmenge einer Menges .# mit u(N) =
0. Man fordert bei Nullmengen also nicht unbedingt die Messbarkeit. Dies ist bisweilen aus
technischen Grinden sinnvoll.

Definition 0.2 x und v heil3enaquivalent, falls 4 < v undrv < p. Man schreibt daftr

W~ .

Der Satz von Radon-Nikodym besagt, dass das dominierte Mal3 bei Absolutstetigkeit
schon eine Dichte bzgl. des dominierenden Mal3es besitzt.

Satz 0.3 (Radon-Nikodym) Seiu o-endlich. Dann sind aquivalent:

1. v hat einep-Dichte f (d. h.v(A) = [, fdu fir alle A € 7).
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4 KAPITEL 0. MATHEMATISCHE HILFSMITTEL

2. v < [

Die Dichte f =: j—: ist u-fast Gberall eindeutig.

0.2 Bedingte Erwartung

Bei einfachen Zufallsexperimenten hat man es in der Regel mit nur zwei unterschiedlichen
Informationsstanden zu tuMor dem Experimentiegt der Ausgang noch weitgehend im
Dunkeln, und man kann lediglich Wahrscheinlichkeiten fir die verschiedenen Ereignisse
angebenNach dem Experimefiingegen ist der eingetretene Zustand vollstéandig determi-
niert. Dies spiegelt sich auch bei Zufallsvariabl&nwider. Nach dem Experiment kennt
man X exakt, vorher gibt man sich z. B. mit dem Erwartungswef ) als ,erwartetem*
Mittelwert zufrieden.

Wenn sich Zufallsexperimente jedoch Uber einen langeren Zeitraum hinziehen, erscheint
diese Betrachtungsweise unangemessen. Mit dem Fortschreiten der Zeit werden die Vorstel-
lungen Uber den Ausgang des Experiments immer préaziser. Es erscheint daher wiinschens-
wert, Wahrscheinlichkeiten und Erwartungsweaté Grundlage der zum augenblicklichen
Zeitpunkt vorhandenen Informatiau betrachten. Dazu muss man jedoch zun&chst den
etwas vagen Begriff der vorhandenen Information mathematisch prazisieren. Es gehort zu
den aul3erordentlich fruchtbaren Ideen der Wahrscheinlichkeitstheorie, dies mit Hilfe von
o-Algebren zu bewerkstelligen, die ja in der Mal3theorie zunachst nur als Definitionsberei-
che von Mal3en in Erscheinung treten, fur die sich — wie etwa beim Lebesguemal’ — die
Potenzmenge als zu grol3 erweist.

Inwiefern steht nun eine-Algebra# fir den Umfang an Information, der zu einem
gegebenen Zeitpunkt zur Verfligung steht? Dies geschieht in der Formgdgssau die
Ereignisse enthalt, von denen wir schon zum gegenwartigen Zeitpunkt sicher sagen kdnnen,
ob sie eintreten oder nicht.

Betrachten wir dazu ein konkretes Beispiel. Wir wirfeln dreimal mit einem Wirfel und
bezeichnen die Ergebnisse &g, X5, X3. Nach dem ersten Wirfelwurf sind bereits all die
Ereignisse entschieden, die sich nur auf diesen ersten Wurf beziehen, z. B. das Ereignis
{X, ist geradé. Die zu diesem Informationsstand passeadilgebra®’ ist daher die von
der ZufallsvariablenX; erzeugte, d. ¢ = o(X;) = {X~}(B) : B € 4}. Aber auch die
Vorstellungen hinsichtlich noch nicht determinierter Ereignisse und Zufallsvariablen kdnnen
sich nach dem ersten Wurf gedndert haben. Zum Beispiel gilt fiir die Augensiraie+
Xo+ X3) = E(X,) + E(Xs) + E(X3) = 10,5; nach dem ersten Wurf hingegen erwarten
wir im Mittel X, + F(X,) + E(X3) = X3 + 7, da die Zufallsvariable; fur uns nun nicht
mehr zufallig ist.

Man bezeichnet diesen Erwartungswert auf Grundlage der Infornfatials bedingten
Erwartungswert gegeber’ und schreibtF(.X|%). Bedingte Wahrscheinlichkeitdassen
sich durch die DefinitionP(A|%¢) = E(14]|%) als Spezialfall bedingter Erwartungswerte
auffassen. Damit die Abbildung — P(A|%) aber auchr-additiv ist, wie man es von
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einem Wahrscheinlichkeitsmald erwartet, sind einige mafitheoretische Hirden zu Uberwin-
den, auf die hier nicht eingegangen werden soll. Wir beschranken uns daher auf bedingte
Erwartungswerte.

Seien((2, .#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum urid eine Unters-Algebra vonZ (d. h.
¢ C .F). Ferner seiX eineR-wertige Zufallsvariable.

Satz 0.4 Falls X nichtnegativ (oder integrierbar) ist, dann existiert eiRefast sicher ein-
deutigez’-messbare nichtnegative (bzw. integrierbare) Zufallsvaridh|& |¢’) derart, dass

/E(X|<5)dP:/XdP
C C
furalleC € ¥.

BeweisideeSei zunachsK > 0. Definiere ein Mal) := X P. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym hat@|, eine P|4-Dichte. Man zeigt dann, dass diese Dichte die gewinschten
Eigenschaften besitzt. Fir integrierbafégerlegt man wie tbliclkk = X+ — X . O

Definition 0.5 1. E(X|%) heilRtbedingte Erwartung von X gegeberis’.

2. E(X|%¥) kann durch die Festlegung(X|¢) := E(X1|%) — E(X~|%) auch noch
im Falle E(| X ||¢") < oo definiert werden.

Der bedingte Erwartungswert ist also implizit Uber gewlinschte Eigenschaften und nicht
explizit durch eine Formel festgelegt. In abzahlbaren Wahrscheinlichkeitsrdumen kann aber
auch eine explizite Definition angegeben werden (vgl. Ubungsaufgabe).

Eigenschaften 0.6Sei X nichtnegativ oder integrierbar. Dann gelten:
1. E(X|¥) = X, falls X ¢-messbar ist.
2. BE(X|¥) = E(X), fallsc(X) und% unabhéngig sind.
3. E(E(X|¥)) = E(X)
4. E(E(X|¥¢)|2) = E(X|2), falls 2 Unterv-Algebra voré ist.
5. Die AbbildungX — E(X|%) ist linear und monoton.

6. Fur die bedingten Erwartungswert gelten die Satze von der monotonen und der ma-
jorisierten Konvergenz sowie die Jensensche Ungleichung.

7. Fur¢-messbare§” — R gilt E(XY|¥) = E(X|¥)Y, falls die Ausdriicke sinnvoll
sind, d. h. fallsX, Y > 0 oder X, XY integrierbar sind. Insbesondere g#t(XY') =
E(E(X|?)Y).
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Lemma 0.7 SeienY eine Zufallsvariable und/ : R* x R — R derart, dassg(X,Y)
nichtnegativ oder integrierbar ist. FallX %-messbar und” unabhangig vor¥’ ist, dann

gilt:
E(g(X,Y)|%) = / 9(X.y)PY (dy).

Beweis.Sei zunachsg nichtnegativ. Im Zusammenhang mit dem Satz von Fubini wird ge-
zeigt, dass die Abbildung — [ g(z,y)P" (dy) Borel-messbar ist. Somit ist auch die Zu-
fallsvariable [ g(X,y)P" (dy) als Verkettung zweier messbarer Abbildungémmessbar.
Fir C € ¢ definiereZ := 1¢. Da (X, Z) unabh&ngig vort” ist, gilt P4 @ PY =
PX2Y) Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini folgt

Jo [a(X.9)PY(dy)dP = [ [g(X,y)ZP (dy)dP
= [ [ g(z,y)zPY (dy) PN (d(z, z))
= [g(z,y)zPN?V)(d(z, 2,y))
[9(X,Y)ZdP
— [.g(X,Y)dP,

woraus die Behauptung folgt.
Der Beweis fur integrierbareg X, Y') verlauft analog. Die Integrierbarkeit vati.X, Y)
folgt mit der obigen Rechnung angewandt g{fX’, Y)| undC = Q:

E(| [ 9(X,y)PY(dy)]) < E(J |9(X, 9)| P (dy)]) = E(|g(X,Y)]) < o0.

g

Bezeichnung.E(X|Y) := E(X|o(Y)) fur messbare AbbildungeXi : (2,.#) — (I',9)
mit Werten in einem messbaren Raiim ¥).

Die Eigenschafts’-Messbarkeitder bedingten Erwartung ist intuitiv so zu verstehen,
dassE(X|%) durch die Information ir¢” determiniert ist. Wenn nun die-Algebra®’ von
einer Zufallsvariablert” erzeugt ist, sollte man erwarten, dass si&tX |¢') als Funktion
vonY schreiben lasst. Die folgende Bemerkung zeigt, dass dies in der Tat der Fall ist.

Bemerkung.SeiY : (©2,.%) — (I',4) mit Werten in einem messbaren Raui¥). Dann

ist X genau danm (Y')-messbar, wenn es eine messbare Abbildungl’, %) — (R, %)
gibtmit X =goVY.

0.3 LP-Raume und Trennungssatz

Sei(Q2,.#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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Lemma 0.8 Fur p € [1, 00) ist
LP(Q, 7, P):={X:Q—R: X Z-messbarE(| X|?) < oo}

ein Banachraum bzgl. der NorfhX ||, := (E(|X[?))'/?, falls man P-fast sicher gleiche
Zufallsvariablen miteinander identifiziert.

Im strengen Sinne ist’ — || X ||, nur eine Seminorm, da auch fast sicher verschwinden-
de Zufallsvariablen den Wert 0 erhalten. Formal exakt kommt man zu einem Banachraum,
wenn man statt der Menge der Zufallsvariablen die Menge der Aquivalenzklassen unter der
Aquivalenzrelatiorfast sichere Gleichhebetrachtet. Wir folgen hier der iiblichen prakti-
schen, wenn auch etwas ungenauen Tradition, fast sicher gleiche Zufallsvariablen tberall
dort miteinander zu identifizieren, wo dies geboten erscheint (z. B. auch bei Gleichungen
Uber bedingte Erwartungswerte).

Definition 0.9 Fir X : Q — R definiere dag’>-wesentliche Supremundurch
esssup X := inf{o € R: X < « P-fast siche}.
Lemma 0.10
L>*(Q,.7,P) :={X :Q — R: X .#-messbafess sup | X| < oo}

ist ein Banachraum bzgl. der NorfnX ||, := ess sup | X|, falls manP-fast sicher gleiche

Zufallsvariablen miteinander identifiziert.

Lemma 0.11 L?(§2,.Z, P) ist sogar ein Hilbertraum bzgl. des Skalarprodukfs, V') —
E(XY).

Lemma 0.12 Fiir p € [1,00), ¢ € (1, 0] mit% + % = 1 ist L7 der Dualraum vonL? bzgl.
der Identifikationy (X) := E(XY) fur X € LP, Y € L.

Satz 0.13 (Trennungssatz)SeienX ein normierter Raum) C X abgeschlossen und
konvex;zo € X \ M. Danngibtesein’ € X' := {T: X — R : T linear und stetig und
a € Rderart, dasst’(z) < afur allez € M undz/(zy) > .

Der Beweis basiert auf dem Satz von Hahn-Banach, vgl. z. B. [Wer02], Theorem 111.2.5.
Anschaulich besagt der vorstehende Satz, dass man eine abgeschlossene, konvexe Men-

ge M und einen nicht in ihr liegenden Punig durch eine Hyperebene, namlich die Menge

{z € X : 2/(x) = a}, in dem Sinne voneinander trennen kann, dass alle Punkté/auf

der einen Seite, der Punkg hingegen auf der anderen Seite der Hyperebene liegen.



Kapitel 1
Diskrete stochastische Analysis

In der stochastischen Finanzmathematik fasst man Wertpapierkursverlaufe, wie man sie in
der Zeitung oder auf dem Bildschirm verfolgen kann, sitschastische Prozess# h. als
zufallige Funktionen der Zeit, auf. Auch die variierende Zahl der Wertpapiere im Anlage-
portfolio sowie das daraus resultierende Anlagevermogen fallen in diesen Rahmen. Die zu-
gehdorigen mathematischen Begriffe, die auch ganz unabhangig von der Finanzmathematik
angewandt werden, werden in diesem Kapitel vorgestellt. Wir beschranken uns dabei an die-
ser Stelle auf eine diskrete Menge von Zeitpunkten (etwa Tage, Minuten, Sekunden). Der
kontinuierliche Fall erfordert eine erheblich kompliziertere Theorie.

1.1 Stochastische Prozesse

Wie schon im vorigen Kapitel angedeutet, spielt die bis zum jeweiligen Zeitpunkt zur Ver-
fugung stehende Information eine wichtige Rolle. Entscheidungen wie z. B. der Kauf oder
Verkauf von Wertpapieren kdnnen ja nur auf dem derzeitigen Wissen Uber den Zustand des
Finanzmarktes oder der Welt grinden. Mathematisch wird diese Information durch den Be-
griff der Filtrierung ausgedrickt.

Definition 1.1 Eine Filtrierung (.%,).cn auf einem Wahrscheinlichkeitsrauff2, .7, P)
ist eine Folge vorr-Algebren.#,, ¢ % mit .%,, C %, furm < n. (Q, #,(Z,)nen, P)
heil3tfiltrierter Wahrscheinlichkeitsraum .

Die o-Algebra.#,, steht fir die bis zur Zeit angesammelte InformatioA. € .%,, bedeutet,
dass wir schon zur Zeit wissen, ob das Ereigni4 eintritt oder nicht.
Von nun an sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsrath .#, (.#,,).,.en, P) gegeben.

Definition 1.2 1. Einstochastischer ProzessX = (X, ),en iSt eine Familie von Zu-
fallsvariablen.

2. Ein Prozess( heil3tadaptiert, falls X,, .%,,-messbar ist fir alle € N.

8



1.1. STOCHASTISCHE PROZESSE 9

Dasn steht dabei wie oben schon fiir einen Zeitparameter. Ein stochastischer Prozess be-
schreibt also den zufalligen Zustand eines Systems durch die Zeit hindurch. Der Wertebe-
reich vonX,, ist UiblicherweiseR oder allgemeineR?, etwa wenn es sich be{,, um den
Kurs eines oder mehrerer Wertpapiere zum Zeitpunkndelt. Falls nichts anderes ver-
merkt ist, nehmen wir alle Prozesse als reellwertig an.

Adaptiertheit bedeutet, dass wir den derzeitigen Wert des Prozesses kennen, zumindest
insofern, als er von zufalligen Einflissen abhangt. Insbesondere ist jeder deterministische
Prozess adaptiert. Wir betrachten ab jetzt fast ausschlie3lich solche adaptierten Prozesse.

Bemerkung. Wir identifizieren einen Prozess manchmal auch mit einer Abbilduny :
Q) x N — R (bzw.R?) oder einer AbbildungX : Q — RY (bzw. (R%)Y). Er kann also auch
als Zufallsvariable aufgefasst werden, deren Werte FunktidhenR (bzw.RR9) sind.

Bezeichnung.
1. Adaptierte Prozesse nennen wir aditkrete Semimartingale

2. Wir benutzen die Notation— := n — 1 fur n € N\ {0}, 0— := 0. Ferner sei
AX, =X,—X,_.

Hier wie auch spater im Text verwenden wir vergleichsweise hochtrabende Bezeichnungen
fur ganz einfache Dinge (z. Btochastisches Integrélir eine Summe usw.). Die Idee ist,
eine moglichst weitgehende Analogie zur allgemeinen stochastischen Analysis zu erzielen,
wo die entsprechenden Begriffe und Ergebnisse oft einen hohen technischen Aufwand er-
fordern. Die hier behandelten zeitdiskreten Resultate lassen sich auch als Spezialfalle der
allgemeinen Semimartingaltheorie auffassen.

Etwas stérker als Adaptiertheit ist der folgende Begriff.

Definition 1.3 Ein Prozessy heiftvorhersehbar, falls X,, .%,,_-messbar ist flr alle € N.

Das bedeutet, dass der Wert \v&H ist schon kurz vor dem Zeitpunktbekannt ist. Vorher-
sehbare Prozesse spielen bei der stochastischen Integration eine zentrale Rolle.

Bislang ist offen, welche Gestalt die Filtrierung tatsachlich besitzt. Denkbar ist zumin-
dest im Rahmen des mathematischen Modells, dass unser ganzes nicht-deterministisches
Wissen aus der Beobachtung eines einzigen stochastischen ProYeses®a eines Aktien-
kursverlaufs, herrihrt:

Definition 1.4 Die Filtrierung (.%,,),en heiBtvon dem ProzessX erzeugt falls %, =
o(Xo,...,X,) furallen € N.

Zufallige Zeitpunkte, die nur insofern nicht deterministisch sind, als sie von zufalligen
Ereignissen in der Vergangenheit abhangen konnen, h&ildgpzeiten

Definition 1.5 Eine Stoppzeitist eine Abbildungl’ : © — NU {oo} mit {7 < n} € %,
fur allen € N.
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Eine aquivalente Definition isfT’ = n} € .%, fir allen € N. Anschaulich heif3t das,
dass wir aufgrund der uns zur Verfligung stehenden Informa#greu jedem Zeitpunkt
n entscheiden kénnen, ob wir ,Stopp!“ sagen missen oder nicht. Eine Stoppzeit ist z. B.
der erste Zeitpunkt, zu dem ein Vulkan ausbricht, sofern die Beobachtung des Vulkans in
der Informationsstruktuf.#, ).y enthalten ist. Auch jeder deterministische Zeitpunkt ist
eine Stoppzeit. Keine Stoppzeit ist hingegen der Zeitpgektau 3 Stunden vor dem Vul-
kanausbruchdenn dazu musste man in die Zukunft blicken kénnen. Auf Grundlage der
im Augenblick vorhandenen Information ist i. a. nicht sicher, ob dieser Zeitpunkt schon
gekommen ist.

Ein typisches Beispiel einer Stoppzeit ist die erste Eintrittszeit eines Prozesses in eine
Menge, etwa der Zeitpunkt, an dem der Aktienindex DAX zum ersten Mal die Schwelle
4000 uberwindet.

Lemma 1.6 Sei X ein R?-wertiges diskretes Semimartingal usde %?. Dann istT :=
inf{n € N: X,, € B} eine Stoppzeit.

BeweisSeit € N. Dann ist{T' < n} = U<, {X,, € B} € #,,da{X,, € B} € .%,, C
G, furm < n. O

Fur das ,Einfrieren” eines Prozesses ab einem gewissen Zeitpunkt gibt es einen eigenen
mathematischen Begriff.

Definition 1.7 Fur einen Prozes¥ und eine Stoppzeit’ ist der bei T gestoppte Prozess
XT definiert durchX! := Xpu,..

Ein gestoppter Prozess bleibt also ab der zugehoérigen Stoppzeit konstant.

1.2 Martingale

Der Martingalbegriff ist von zentraler Bedeutung fir die stochastische Analysis. Auch die
moderne Finanzmathematik wird in vielfaltiger Weise von ihm durchdrungen.

Definition 1.8 Ein Martingal (bzw. Submartingal, Supermartingal) ist ein adaptierter
stochastischer Prozess derart, das€/(| X,,|) < oo und E(X,|%#,,) = X, (bzw. > X,,,
< X,,) furallem,n € Nmitm <n.

Man kann sich unter einem Martingal z. B. das Spielkapital in einem fairen Spiel vor-
stellen. Als Beispiel sei etwa ein Roulettespiel betrachtet, wo der Einsatz bei Fall&oton
verdoppelt wird. Wir setzen Uber mehrere Ausspielungen hinw@guf Rotund bezeich-
nen den Spielkapitalprozess &ls Wenn nurRotmit Wahrscheinlichkeit fallt, dann sind
wir nach jeder Ausspielung im Mittel so reich wie vorher, dXhist ein Martingal. Fir die
(beschrankte) Zukunft ist im Mittel weder ein Gewinn noch ein Verlust zu erwarten.

In Wirklichkeit ist das Roulettespiel unfair zu Gunsten der Spielbank, da nur mit Wahr-
scheinlichkeit% Rotfallt. Daher entsprechen die realen Gegebenheiten eher einem Super-
martingal. Anlagen in risikobehaftete Wertpapiere wie etwa Aktien hingegen werden die
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meisten Anleger nur tatigen wollen, wenn zumindest im Mittel ein Gewinn zu erwarten ist,
d. h. wenn es sich um Submartingale handelt.

Lemma 1.9 Anstelle vor¥' (X, |-Z#,,) = X,, (bzw.>, <) fur m < n reicht es in der vorigen
Definition zu zeigen, dads(X,|.%,-1) = X,_1 (bzw.>, <) fur allen € N\ {0}.

BeweisWegenE (X, |.%, ) = E(E(X,|%#.-1)|%.—2) usw. folgt dies mit vollstandiger
Induktion. O

Die einfachsten Martingale erhalt man, indem man unabhéangige, zentrierte Zufallsva-
riablen sukzessive aufsummiert.

Beispiel 1.10Sei X1, X, ... eine Folge unabhangiger, integrierbarer Zufallsvariablen mit
E(X,) =0furn =1,2,... Dann wird durchS,, :=>"" | X,, und.%, :=o(Xy,..., X,)
ein MartingalS bzgl. (.%,,).en definiert.

Auch aus einer einzigen Zufallsvariablen kann man ein Martingal erzeugen.

Lemma 1.11 SeiY eine Zufallsvariable mit/(|Y'|) < co. Dann wird durchX,, := E(Y|.#,,)
fur n € N ein Martingal X definiert (dasvon Y erzeugte Martingal).

Beweis.Die Adaptiertheit ist offensichtlich. Die Integrierbarkeit folgt aus der Jensenschen
Ungleichung wege’'(|.X,,|) < E(|E(Y|.%,)|) < E(E(|Y]|]|.%,)) = E(|X,|) < co. Ferner
gilt E(X,.|-Z) = E(E(Y|Z)|%m) = E(Y %) = X, furm < n. 0

Umgekehrt kann man sich fragen, ob jedes Martingal von einer Zufallsvariablen erzeugt
wird. Das hiel3e, dass man die Menge der Martingale mit der Menge der integrierbaren Zu-
fallsvariablen identifizieren kénnte. Das ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall, sondern
nur unter einer zusatzlichen gleichgradigen Integrabilidtsbedingung oder wenn die Zeitin-
dexmenge (hieN) nach oben beschréankt ist, wie es in den folgenden Kapiteln der Fall sein
wird.

Beispiel 1.12Sei () ~ P ein Wahrscheinlichkeitsmal3. Dann heil3t das \g%nerzeugte

Martingal Z derDichteprozess vorny bzgl. P, und es giltZ,, = %.

Wenn man in Lemma 1.9 auf die Integrierbarkeit dgrverzichtet, erhalt man die etwas
groRere Klasse der lokalen Martingale.

Definition 1.13 Ein lokales Martingal ist ein adaptierter Prozess mit E(|X,|) < oo
sowie B (| X,||-Zn-1) < cound E(X,,|.-%,,—1) = X,,—1 fur allen € N\ {0}.

Der Begriff des lokalen Martingals ist weniger intuitiv als der des Martingals, lasst sich aber
in der stochastischen Analysis oft nicht umgehen, da er gré3ere Stabiltat unter Operationen
wie stochastischer Integration besitzt. Ein haufig auftretendes Problem besteht darin zu zei-
gen, dass ein vorliegendes lokales Martingal ein wirkliches Martingal ist (vgl. auch Lemma
1.25).
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Lemma 1.14 Jedes nichtnegative lokale Martingal ist ein Martingal.
Beweis Ubungsaufgabe O

Lemma 1.15 SeienX, Y lokale Martingale undV € N mit Xy = Yy. Dann gilt X,, =Y,
furn=0,...,N.

BeweisDies folgt induktiv firn = N, N —1,...,0. O

Lokale Martingale sind also durch ihren Wert in der Zukunft schon zu jedem friiheren
Zeitpunkt determiniert. Dies gilt allerdings nur in diskreter Zeit.

Wie wir gesehen haben, erwartet man bei einem Martingal fir die Zukunft im Mittel den
heutigen Wert. Ein allgemeiner Prozess hingegen kdnnte einen positiven, negativen oder
auch wechselnden Trend aufweisen. Dies wird durch die Doobsche Zerlegung formalisiert.
Sie zerlegt den Zuwachs.X,, eines beliebigen Prozesses in einen kurzfristigen, vorherseh-
baren Trend\ A4,, und eine zufallige Abweichung M,, von diesem Trend.

Satz 1.16 (Doob-Zerlegung)Sei X ein diskretes Semimartingal nfit(| X,,| < oo) fur alle
n € N. Dann l&sst sichX fast sicher eindeutig in der Form

X=X+t M+ A

zerlegen, wobel/ ein Martingal mit)M, = 0 und A ein vorhersehbarer Prozess mit = 0
sind. A heil3tKkompensatorvon X .

BeweisDefiniereA,, := > " | E(AX,,|%n-1) undM := X — X, — A. DannistAM,, =
AX, — E(AX,|#,-1). Offensichtlich ist\/ adaptiert, integrierbar un8(AM,,|.#,,—1) =
0.

Umgekehrt seiX = X, + M + A eine beliebige Zerlegung wie im Satz. Wegen der
Vorhersehbarkeit vord und der Martingaleigenschaft vav gilt dann

AA, = E(AA,|F, 1) = E(AX,|%,.1) — E(AM,|%,_1) = E(AX,|%,_1)
fur alle n, woraus die Eindeutigkeit folgt. O

Bemerkung.Falls X ein Submartingal (bzw. Supermartingal) ist, danlishonoton wach-
send (bzw. fallend).

1.3 Stochastisches Integral

Der zentrale Begriff der stochastischen Analysis ist das stochastische Integral, das im Zeit-
diskreten nichts anderes als eine Summe ist.
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Definition 1.17 SeiX einR?-wertiges diskretes Semimartingal ufidein R?-wertiger vor-
hersehbarer (oder zumindest adaptierter) Prozess. Untestbemmastischen Integralvon
H nachX versteht man das folgendermal3en definierte diskrete Semimartngal:

He+X, = / Hpd X =Y  H)AX,
0 m=1

Motivieren lasst sich das stochastische Integral sehr schon durch die folgende finanzmathe-
matische Anschauung, auch wenn es davon unabhangig entwickelt wurde. Dazu fassen wir,
wie wir es auch in den folgenden Kapiteln tun werd&nals den Kursverlauf einer Aktie
und H,, als die Anzahl an Aktien auf, die wir zur Zeitbesitzen. Durch die Kursédnderung
der Aktie zwischem — 1 undn andert sich nun unser Anlagevermdgen, namlich gerade um
H,(X, — X,.1) = H,AX,. Das Integralf » X,, steht also fur die kumulativen Handels-
gewinne oder -verluste zwischen den Zeitpunkiemdn, wie sie sich aus Kursanderungen
(und nicht etwa durch Kauf oder Verkauf von Wertpapieren) ergeben. Wenn wir ein Portfo-
lio aus mehreren Aktien besitzen, werd&nund H vektorwertig. H steht in diesem Fall
fur die Anzahl an Aktien vom Typ und X fur deren Kurs. Die Handelsgewinne zwischen
n — 1 undn ergeben sich nunmehr als Skalarprodiikt(X, — X,,_;) = HAX,. Auch
im vektorwertigen Fall 1&sst sich also das Integiab X, als kumulativer Handelsgewinn
auffassen.

Bei der obigen Interpretation muss man jedoch sehr vorsichtig sein, in welcher Reihen-
folge sich die Dinge zum Zeitpunkt ereignen. Wenn wiff,,(X,, — X,,_1) als den Kursge-
winn zum Zeitpunkt, deuten, bedeutet dies offenbar, dass wir unser Portfdligekauft
habenpevorsich der Aktienkurs vorX,,_; nachX,, geandert hat, also gewissenmal3en am
Ende des vorigen Zeitpunkis— 1, nachdem sich der Prejs,_; schon eingestellt hatte.
Daher erscheint es plausibel, dass wir zur Wahl ¥hnauch nur die bis zum Zeitpunkt
n — 1 gesammelte Information verwenden kénnen und insbesondere nicht denX}\Vert
der fur uns im Augenblick des Kaufs des Portfolios noch im Dunkeln liegt. Dies motiviert
auch zumindest aus finanzmathematischer Sicht, warum man sich Uberwiegend auf die Be-
trachtung vorhersehbarer Integranden beschréankt. Denn um die Adaptierthéitvdnzu
gewabhrleisten, wirde ja die Adaptiertheit vAinreichen.

Definition 1.18 SeienX, Y reellwertige diskrete Semimartingale. Unter #evariation
von X undY versteht man das durch

(X, Y], =) AX,AY,,
m=1

definierte diskrete Semimartinggl, Y|. Im Falle X = Y spricht man von dequadrati-
schen Variationvon X.

Die Kovariation ist — zumindest im zeitdiskreten Fall — vor allem fur die Regel der partiellen
Integration (vgl. Lemma 1.20) von Interesse.
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Definition 1.19 SeienX,Y Martingale derart, das&(|[.X,Y]|,) < oo fur allen € N.
Dann heif3t der Kompensator voX, Y| vorhersehbare quadratische Kovariationvon
X undY und wird mit (X, Y") bezeichnet. Im Fallé&( = Y spricht man wieder von der
vorhersehbaren quadratischen Variationvon X .

Bemerkung. Offenbar istA(X,Y),, = F(AX,AY,|%,_1) furn € N.

Die vorhersehbare quadratische Kovariation von Martingalen kann als eine Art dynami-
sche Verallgemeinerung der Kovarianz zentrierter Zufallsvariablen aufgefasst werden. Wir
benotigen sie aus technischen Grinden fur den Satz von Girsanow (Lemma 1.27) und im
Zusammenhang mit finanzmathematischen Fragestellungen in Kapitel 4.

Lemma 1.20 SeienX, Y diskrete Semimartingale urfd, i vorhersehbare Prozesse. Dann
gelten:

1. He(K*X)=(HK)*X
2. [H*X,K+Y]=(HK)*[X,Y]
3. die Regel departiellen Integration :

XY = XgYp+X_ Y +4+Y- X
= XYoo+ X_ Y +Y « X+ [X)Y]

4. FallsE(|[X,Y],]) <ocoundE(|[H * X, K « Y],|) < cofurallen € N, ist

(H*X,K+Y)=(HK)*(X,Y).

5. WennX ein lokales Martingal ist, dann istf « X ein lokales Martingal.
6. WennX ein Martingal undH beschrankt sind, dann i¢f « X ein Martingal.

7. WennX ein Supermartingal und/ nichtnegativ und beschrankt sind, dannfst X
ein Supermartingal.

8. WennX ein Martingal und?” eine Stoppzeit sind, dann ist audi ein Martingal.

9. WennX ein Supermartingal und’ eine Stoppzeit sind, dann ist auai ein Super-
martingal.

Intuitiv bedeuten die beiden letzten Regeln, dass ein gestopptes faires (bzw. unguinstiges)
Spiel fair (bzw. unginstig) bleibt. Man kann also bei dem oben betrachteten Roulettespiel
den mittleren Gewinn nicht dadurch steigern, dass man zu einem geschickt gewahlten Zeit-
punkt das Spielkasino verlasst.

Beweis. 1H « (K * X), = 5" | H\A(K + X), = S2" | Hy K AX,, = (HK) + X,
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2. Fur festes gilt

HeX,K+Y], = 3" _A(H*X),A(K+Y),
= 3" H,K,AX,AY,
= L (HK)mAX Y],
= (HK)+[X,Y]..

3. Fur festes: gelten

XnYn = XOYE) + anzl (XmYm - Xm—lym—l)
- XOYE) + Z:—Ln:l(Xm—l<Ym - Ym—l) + Ym(Xm - Xm—l))
= X Yo+ X_ Y, +Y X,

und

Y X, = Z;:1YmAXm
= Zn (Ym—lAXm + (Ym - Ym_l)AXm)

m=1

= Y.+ X, +[X,Y],..
4. Es reicht zu zeigen, dass die Zuwachse lbereinstimmen. Dies gilt wegen

A((HE) * (X, Y )n)

H, K, A X, Y,
HoyKoyE(A[X, Yo Zni)
E(H K\A[X, Yo Fni)
E(A[H « X,K *Y],| Fn_1)
A(H + X, K *Y),.

(B

5. Die Adaptiertheit vonH « X ist klar, daHd + X, eine Linearkombination#, -
messbarer Zufallsvariabler ist. Fire N\ {0} ist

E(|H « X,||#n-1) = E(|H < X,-1+ H,AX,||F1)
< E(H * Xpa| + [Ha|[AXG|[F0-1)
— H e X + [ HB(AX, |7, )

fast sicher endlich, dX ein lokales Martingal ist. Die Martingalbedingung folgt wegen

E(H * X,| 1) = E(H*Xp 1+ H,AXp|F0 1)
= H- Xn—l + HnE(AXn|ﬁn_1)

aus der lokalen Martingaleigenschaft van

6. Im Lichte der vorigen Eigenschatft ist nur noch die Integrierbarkeit iom X,, zu
zeigen. Diese folgt wegell « X,,| = |> " | H, AX, | <30 | [Hpl(1 X0 + [ Xm-1])
aus der Integrierbarkeit dé¥,,.
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7. Dies folgt analog zu 6.

8.,9.Definiere den Prozess durchH,, := 1;r>,;. H ist vorhersehbar, denn fir festes
nist{H, =1} = {T > n} ={T < n}¢ € Z#,_ . FerneristX” = X, + H + X, denn
Xo+ H X, = Xo+ X" AX,, = X,»r = XT. Mit Eigenschaft 6 bzw. 7 folgt die
Behauptung. O

Bemerkung.

1. Das stochastische Integidl+ X ist linear in H und X.

2. Die Kovariation[X, Y| und die vorhersehbare KovariatidX, Y') sind linear inX
undY'.

3. Die obigen Aussagen gelten auch fir vektorwertige Prozesse, sofern sich sinnvolle
Aussagen ergeben. Z. B. igt+ (K » X) = (HK) « X, falls K, X R¢-wertig sind.

Die 1t6-Formel ist im Zeitdiskreten nichts anderes als eine mehr oder weniger kompli-
ziert aufgeschriebene Teleskopsumme und spielt auch keine grof3e Rolle. In der zeitstetigen
Analysis ist sie dagegen von zentraler Bedeutung, weswegen wir sie hier der Vollstandigkeit
halber ebenfalls erwéhnen.

Satz 1.21 (It6-Formel) SeienX ein R¢-wertiges diskretes Semimartingal ufid R¢ — R
eine differenzierbare Funktion. Dann ist.X) ein diskretes Semimartingal, und es gilt:

X)) = f(Xo)+ D (f(Xm) = f(Xm))

= F(X0)+ OF (X)) * Xt 3 (F(Xm) = F(Xin) = OF (X ) TAX, )
m=1
Beweisdurch einfaches Nachrechnen. O

Bemerkung. Wenn die Springé& X ,klein® sind und f zweifach stetig differenzierbar ist,
dann gilt néherungsweise

f(Xn) = [(Xo) + (9F (X)) « X + % D95 f(X0) - [X°, X, (1.1)

1,j=1

(d. h.f(X,) = f(Xo) + f/(X2) « X, + 2 f7(X_) « [X, X], fir reellwertigesX).

Beweis.Die Naherungsformel folgt mit einer Taylorentwicklung 2. OrdnuifgX,,) ~
F(Xo) + 0f(Xno) TAX, + 305 f(Xno ) AXEAXY, O

Stochastische Exponentiadand Prozesse von multiplikativer Gestalt und spielen in der
stochastischen Analysis eine wichtige Rolle. Sie lassen sich gut finanzmathematisch illus-
trieren: WennAX,, als Zins zwischen den Zeitpunkten— 1 und n ausgeschuttet wird
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(d. h. ausl € bein — 1 werdenl + AX,, € zur Zeitn), dann gibt&'(X) an, wie sich ein
Anfangskapital vori € durch die Zeit hindurch mit Zins und Zinseszins entwickelt.

Definition 1.22 Sei X ein reellwertiges diskretes Semimartingal. Unter dstochasti-
schen Exponential&’(X') versteht man das diskrete Semimartingatlas die Gleichung

Z=1+7_-+X
lOst.
Fur das stochastische Exponential gibt es eine einfache explizite Darstellung.
Lemma 1.23 Es gilt&(X),, = [[_,(1 + AX,,).

BeweisDie Produktdarstellung zeigt man induktiv via

Ty =Ty + Zn 1 AX, = [[0(1+ AX,) (14 AX,) = [0 (1 + AX,).

m=1

Bemerkung. Wenn die Springé X ,klein® sind, dann gilt naherungsweise
1
E(X)n ~ exp (Xn — Xo - 51X, X}n). (1.2)
BeweisIn der Naherung((AX,,)?) ~ 0 gilt

exp(X, — Xo — %[X> Xln) = H:@:l exp(AXy) exp(—%(AXm)Q)
= L (T + AXp 4+ 5(AX0)? + 0((AX0)*) (1 = 5(AX0)° + 0((AXn)?))
= (L +AXy + 5(AX,)? = 5(AX,)? + o((AX)?))
~ [l _1+AX,,) =&(X),.
O

In der folgenden Rechenregel fur das stochastische Exponential taucht im Vergleich zur
gewoOhnlichen Exponentialfunktion noch ein Kovariationsterm auf.

Lemma 1.24 (Yorsche Fomel)Fir diskrete Semimartingal&’, Y gilt
EX)EY)=8X+Y +[X,Y]).
BeweisNach Lemma 1.20 gilt
EX)EY)=8(X)EY )+ EX)_«EY)+EY )« EX) + [(X),E(Y)]
1

)
+H(E(X)E(YL)) Y + (E(X)E(V)) * X + (E(X)E(YL)) + [X,Y]
= 1+ EX)EY))_ (Y +X+[X,Y])

und damit die Behauptung. O

Im Fall zeitlich homogener Prozesse fallen die Begriffe Martingal und lokales Martingal
zusammen.
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Lemma 1.25 Sei X ein diskretes Semimartingal mi; = 0 und derart, dass die Zuwachse
AX, furn = 1,2,... identisch verteilt und unabhangig va#,_; sind. WennX (bzw.
& (X)) ein lokales Martingal ist, dann isX (bzw.&' (X)) ein Martingal.

Beweis.Sei zunachsK ein lokales Martingal. Dann iE(|AX,|) = E(|AX,||.Zn-1) <
oo. Daher ist auclE (| X,,|) < oo und somitX ein Martingal.
Sei nuné’(X) ein lokales Martingal. Dann ist

E(|AXy]) = E(|AXy][F0) = E(JAE(X)1]|#) < o0

und somit
E(&(X)]) = E( [T+ AXm\) = T] BE(t + AX,]) = (B(1 + AX])" < oc.
m=1 m=1
Es folgt, das’(.X) ein echtes Martingal ist. O

Da die Definition des Martingals einen Erwartungswert beinhaltet, ist sie nicht invariant
unter Wechsel des Wahrscheinlichkeitsmal3es. Der folgende Satz zeigt, wie man anhand des
Dichteprozesses feststellen kann, ob ein Prozess ein Martingal unter einem gegebenen aqui-
valenten Wahrscheinlichkeitsmal3 ist. Solche MalRwechsel, unter denen gewisse Prozesse zu
Martingalen werden, spielen in der Finanzmathematik eine wichtige Rolle.

Lemma 1.26 Sei) ~ P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 mit Dichteprozesaind seiX ein
diskretes Semimartingak ist genau dann ein (lokaleg)-Martingal, wennX 7 ein (loka-
les) P-Martingal ist.

BeweisDie Adaptiertheit ist klar. Nach der verallgemeinerten Bayesschen Formel (Blatt 2,
Aufgabe 2) gilt
Zn—lEQ(|Xn||gn—l) = EP(|Zan||gn—1)a

d. h.Eg(| X,||-Z,.-1) ist genau dann endlich, wetity (|2, X, ||-%,.—1) endlich ist. Ebenfalls
aus der verallgemeinerten Bayesschen Formel ergibt sich

Zn—lEQ<Xn|JOZn—l) = EP<Zan|yn—l)

X ist genau dann ein lokale@-Martingal, wenn die linke Seite fin = 1,2,... mit
Z,_1X,_1 Ubereinstimmt. Analog isZ X ist genau dann ein lokaleB-Martingal, wenn
die rechte Seite fim = 1,2, ... mit Z,_, X,,_, Ubereinstimmt. Somit folgt die Aquivalenz
fur lokale Martingale.
Die entsprechende Aussage fur Martingale ergibt sich aus der Betrachtung der Integra-
bilitat:
Eq(|1Xa]) = Ep(42]X,]) = Ep(Ep(521.7.,)|Xal) = Bp(|Z, X)),
O

Der Satz von Girsanow liefert die Doob-Zerlegung eiffeBlartingals unter einem aqui-
valenten Wahrscheinlichkeitsm&in Abhangigkeit des Dichteprozesses vgn
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Lemma 1.27 (Girsanow) SeiQ ~ P ein Wahrscheinlichkeitsmal3 mit Dichteprozeéss
Ferner seiX ein Martingal mitX, = 0 und £(|[Z, X|,|) < oo fir alle n € N. Dann ist

1

X —
Z_

- (Z,X)
ein (Q-lokales Martingal, wobei die vorhersehbare Kovariation bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmal3e$’ zu verstehen ist.
BeweisFurC := {Z, = 0} qilt
Q(C) = EP(%lc) = Ep(Zy1c) =0,

also auchP(C') = 0 und somitZ,, # 0 fast sicher. Folglich ist der vorhersehbare Prozess
A := 4+ (Z,X) wohldefiniert. Nach Lemma 1.20 ist

(X —A)Z = XZ-AZ
= X o Z4Z +X+[2.X|-Z_+A—A+Z
= X 247 +X+(2Z.X]-(X,2)-A+Z

ein P-lokales Martingal. Die Behauptung folgt mit Lemma 1.26. g

Der Standard-Irrpfad ist gewissermal3en das einfachste Martingal Gberhaupt (nach den
konstanten Prozessen).

Definition 1.28 Seienp € (0, 1), a,b > 0. Unter einemeinfachen Irrpfad verstehen wir
ein Semimartingak’ mit X, = 0 derart, das§A X,,),en {0} Unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsvariablen sind mit

P(AX, =a)=1- P(AX, = -b) =p.
ImFalla=b=1,p= % sprechen wir von einerStandard-Irrpfad .

Nur sehr einfache Prozes&ewie der Standard-Irrpfad oder dessen asymmetrische oder
gestoppte Varianten besitzen die folgende Darstellungseigenschaft, dass sich jedes Martin-
gal bzgl. ihrer Filtrierung schon als stochastisches Integral dadthreiben lasst. Diese
Eigenschaft hangt in der Finanzmathematik eng mit der Vollstandigkeit von Markten zu-
sammen (vgl. Kapitel 3).

Satz 1.29 (Martingaldarstellungssatz)SeienX ein einfacher Irrpfad miup = b(1 — p).
Wenn(.%,,),cn die vonX erzeugte Filtrierung ist, dann gibt es fur jedes Martingakinen
vorhersehbaren Prozeg$ derart, dassy” = Y, + H « X.

BeweisDa AY,, o(AXy, ..., AX,)-messbar ist, gibt es eine Funktign: {—b,a}™ — R
mit AY, = f.(AXy,...,AX,). DaY ein Martingal ist, gilt

0= E(AYnlﬁn,l) = pfn<AX1, ey Aanla Cl) + (1 — p)fn(AXl, e 7Aanla —b)
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nach Lemma 0.7, also
%fn(AXla Ce ,Aanl, a) = _%fn(AXla Ce 7AXn717 —b) = Hn

Dann ist
HnAXn = fn<AX1, ey AXn_l, CL) = AYn

im FalleAX,, = a und analog fuA X,, = —b. O



Kapitel 2

Mathematische Marktmodellierung

In diesem Kapitel wird der allgemeine mathematische Rahmen abgesteckt, den wir zur Be-
handlung verschiedener konkreter Fragestellungen benétigen.

2.1 Wertpapiere und Handelsstrategien

In der stochastischen Finanzmathematik geht es tiberwiegend um Fragen, die mit dem Wert-
papierhandel zusammenhéangen. Im mathematischen Modell des Finanzmarktes kommen
daher vor allem zwei Arten von stochastischen Prozessen zum ThAgeipapierpreispro-
zessedie das Auf und Ab der Kurse beschreiben, ua@ndelsstrategiendie fir unser
eigenes Anlageportfolio stehen.

Gegeben sei eiR?"!-wertiges diskretes Semimartingal= (S°,. .., S9), derPreispro-
zesderd + 1 Wertpapiere am Markt.

Die ZufallsvariableS! gibt den Preis oder Kurs von Wertpapiezur Zeitn an. Konkrete
Modelle werden wir am Schluss des Kapitels kennenlernen.

Mit den Wertpapieren kdnnen wir handeln. Dies wird ebenfalls durch einen stochasti-
schen Prozess ausgedruckt.

Definition 2.1 EineHandelsstrategie(oder einPortfolio) ist einR¢*!-wertiger vorherseh-
barer Prozesg = (¢°, ..., ?%). Der WertprozessoderVermogensprozessles Portfolios
ist

V(p):=¢'S.

¢! bezeichnet die Anzahl der Wertpapiere vom Typ unserem Portfolio zur Zeit. Auch

diese ist in dem Sinne zuféllig, dass wir sie von zufélligen Ereignissen wie z. B. Kursent-
wicklungen der Aktien bis zum Zeitpunktabhangig machen kénnen. Dies erklart, warum

es sich bei Handelsstrategien um adaptierte Prozesse handeln sollte. Warum fordert man
aber Vorhersehbarkeit? Dies héangt, wie wir im letzten Kapitel schon angedeutet haben, mit
der zeitlichen Abfolge der Ereignisse zusammen. Zwischen den Zeitpunkteh und n

21
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andern sich sowohl die Kurse als auch das Anlageportfolio. Wir folgen der Konvention, dass
zunéachst das Portfolio vop,,_; zu ¢,, umgeschichtet wird und danach die Kursanderung
von S,,_; nach.s, stattfindet. Das neue Portfolip, wird also noch zu den Preisé#),_;
erworben. Insbesondere steht uns fir die Wahl wprlie Information tberS,, noch nicht

zur Verfuigung; wir kdnnen sie nur von den Ereignissen bis zuriZeit abhangig machen.

Dies wird gerade durch die Vorhersehbarkeit ausgedruckt. DerWygpt) schlieflich wird

nach der Kursdnderung der Wertpapiere bestimmt, also zu Prgjsévian beachte, dass

es sich in der Definition um ein Skalarprodukt handelt. Es werden also die Bestande der
verschiedenen Papiere aufsummiert. Bargeld im engeren Sinne ist im Modell Gbrigens nicht
vorgesehen. Stattdessen wird auch das Bankkonto, auf dem das nicht anderweitig angelegte
Vermogen ruht, als ein Wertpapier angesehen (vgl. Abschnitt 2.4).

In diesem einfihrenden Text beschranken wir uns auf einen in verschiedener Hinsicht
idealisierten Finanzmarkt. Wir nehmen an, dass sich Wertpapiere in beliebigen reellen — also
auch gebrochenen oder negativen — Stlickzahlen halten lassen. Dies erscheint vor allem bei
negativen Stickzahlen als abwegig. Es ist aber in der Praxis mit gewissen Einschrankungen
durchaus maoglich, Wertpapiere zu verkaufen, die man gar nicht bdssemyerkauf, wenn
zu einem spateren Zeitpunkt das entsprechende Gegengeschaft getatigt wird. Ferner treten
im mathematischen Modell keinerlei Transaktionskosten oder Dividendenausschittungen
auf, Guthaben- und Schuldenzinsen stimmen tberein, und die Kursentwicklung wird durch
unseren Handel nicht beeinflusst. Wir betrachten also weder sehr grof3e Anleger, die Preise
sehr wohl beeinflussen kénnen, noch sehr kleine, fiir die Transaktionskosten und Gebiihren
eine Rolle spielen. Ebensowenig passt dieser allgemeine Rahmen auf Markte, an denen so
wenig gehandelt wird, dass die Differenz zwischen Geld- und Briefkurs, also den Kursen
fur Kaufer und Verkaufer des Wertpapiers, nicht vernachléssigt werden kann.

Im Gegensatz zur den Wertpapierkursen kdnnen wir Gber die Handelsstrategie je nach
unseren Bedurfnissen selbst bestimmen. Wir beschranken uns allerdings ausschlief3lich auf
in folgendem Sinneselbstfinanzierendstrategien.

Definition 2.2 Eine Handelsstrategie heil3tselbstfinanzierend falls
(A@n)—rsn—l =
furn=1,2,...

Die Selbstfinanzierungsbedingung bedeutet, dass das Anlagevermdgen zwar zwischen den
verschiedenen Wertpapieren umgeschichtet werden kann, dass aber nach dem Zeitpunkt 0
weder Kapital zugefuhrt noch entnommen wird. Wenn man, wie im vorigen Kapitel moti-
viert, das stochastische Integral als kumulative Handelsgewinne bzw. -verluste interpretiert,
liefert das folgende Lemma eine intuitive Form der Selbstfinanzierungsbedingung. Der Wert
des Portfolios gleicht dem Anfangskapital zuztglich Kursgewinnen oder -verlusten aus dem
Handel mit den veschiedenen Wertpapieren.

Lemma 2.3 Eine Handelsstrategie ist genau dann selbstfinanzierend, wenn

Vip) =Vole) + ¢+ S.
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Beweis.

V() = Vo) + ¢ » S, fur allen > 0
= Ap'S), =@, AS, firallen > 1
— gplSn — 90;15'”,1 = gprTLSn — @ISn,l furallen > 1
= (Pp—@n_1) S,y =0flrallen > 1

U

Die mathematische Theorie wird dadurch stark vereinfacht, dass man nicht mit Wah-
rungseinheiten arbeitet, sondern die Kurse stattdessen als Vielfache eines beliebigen Refe-
renzwertpapiers, des sogenannikummeraires ausdrickt. Oft wahlt man daflr ein beson-
ders einfaches Wertpapier, z. B. eine risikolose festverzinsliche AnBayek(oder Spar-
kontd. Der Preisprozess des Numeraires$eidas ab jetzt als positiv vorausgesetzt wird.

R 1 1 d
S::—S:(l 5 S—)

Definition 2.4

S0 1507 g0
heiRtdiskontierter Preisprozess Ferner heifl3t

V(o) = gV(p) =3

diskontierter Wert- oderVermdgensprozessler Strategie».

Die Selbstfinanzierungsbedingung kann auch mit Hilfe von diskontierten Grél3en ausge-
druckt werden.

Lemma 2.5 Eine Strategiev ist genau dann selbstfinanzierend, wenn

~

Vip)=Vo+¢+ 5.

Beweis.Offenbar isty genau dann selbstfinanzierend, qu@on)Tgn,l = 0 for alle n.
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.3 fiianstelles. U

Man beachte, dass das stochastische Integrab im diskontierten Preisprozess nicht
vom Numeraireanteip” abhangt.

Die Selbstfinanzierungsbedingung schrankt die Wahtderl Wertpapiere durch eine
Nebenbedingung ein. Der folgende Satz zeigt aber, dass die Anlaijé/antpapiere stets
beliebig gewahlt werden kann und dass dadurch die Position im verbleibenden Wertpapier
(z. B. dem Numeraire) eindeutig festgelegt ist.

Lemma 2.6 Fr jeden vorhersehbaren Prozess', . . ., ¢?) und jeded/, € R existiert ein
eindeutiger vorhersehbarer Prozeg$derart, dassy = (', ..., ¢?) selbstfinanzierend ist
mit Vo () = Vb.
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BeweisNach dem vorigen Satz ist genau dann selbstfinanzierend, wenn

~

WS04+ (o o) T(SY, 8N, = Vo4 (@) o (S S,

d. h. genau dann, wenn

SOBL = %_’_((pl’“.’(pd).(5117”"S«d)n ( 1 730(1) (S Ad)n
= ‘/O—i_(gola-'wgpd).(Slv'-'asd)nfl_(go7-' , P );LF(S Sd)nfl'
Dies ist offenbar ein vorhersehbarer Prozess. O

Zusammen mit der Tatsache, dass der diskontierte Wertprozess einer selbstfinanzie-
renden Strategie nicht vom Numeraireanteip® abhangt, illustriert das vorige Lemma,
warum der Ubergang zu diskontierten GroRen die Buchfiihrung so sehr vereinfacht: Selbst-
finanzierende Strategiep kbnnen in kanonischer Weise mit ihren frei wahlbarkeletz-
ten Komponenteriy!, ..., ¢%) identifiziert werden. Fur die Berechnung des Wertprozes-
sesV(p) = SV (p) = S%Vp + ¢ » S) wird ¢° nicht benétigt. Wenn man sich tat-
sachlich einmal fur den Numeraireanteil interessiert, kann man diesen leicht z. B. durch
W = V() — (¢ ..., YT (S,..., 5% erhalten. Wir betrachten daher iiberwiegend dis-
kontierte Prozesse.

BezeichnungWir identifizieren gelegentlichS™, . .., 5%) mit (59, 5%, ..., 5%) und vorher-
sehbare Prozesse', ..., %) mit den selbstfinanzierenden Strategiefl, ¢!, . .., ©%) aus
Lemma 2.6 zd4 = 0.

2.2 Erster Fundamentalsatz der Preistheorie

In diesem Abschnitt sei ein Endzeitpunkt € N gegeben, d. h. die Indexmenge ist jetzt
{0,..., N} stattN,

In der Finanzmathematik nimmt man im allgemeinen an, dass ohne Anfangskapital kei-
ne risikolosen GewinneAfbitragegewinng erwirtschaftet werden kénnen. Man begriindet
dies intuitiv damit, dass solche Gelegenheiten von sogenannten Arbitragehandlern ausge-
nutzt und so unverziiglich zum Verschwinden gebracht werden, so dass sie, wenn Uberhaupt,
dann nur kurzzeitig und in geringem Umfang auftreten. In der Tat werden Wertpapiere oder
Devisen an verschiedenen Borsen zu sehr ahnlichen Preisen gehandelt. Andernfalls bestiin-
de ein Arbitragegeschaft darin, ein Wertpapier an einem Ort billig zu kaufen und am anderen
gleichzeitig teurer zu verkaufen. Statt auf Handel an verschiedenen Orten beziehen sich die
Arbeitragegewinne im Sinne der folgenden Definition auf Handel zu verschiedenen Zeit-
punkten.

Definition 2.7 Eine selbstfinanzierende Strategideil3tArbitrage , falls
Volp) =0, Vn(p) >0 P-fast sicher, P(Vx(y) > 0) > 0.

Der Markt heil3tarbitragefrei, falls keine solche Strategie existiert.
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Die unscheinbare Annahme der Arbitragefreiheit bildet eine wichtige Saule der stochas-
tischen Finanzmathematik. Oben haben wir motiviert, dass sie dazu fuihrt, dass die Kurse
der gleichen Wertpapiere an verschiedenen Orten ubereinstimmen. Die dynamische Ent-
sprechung besteht darin, dass Portfolios, deren Werte zu einem bestimmten Zeitpunkt in der
Zukunft Ubereinstimmen werden, auch schon zu jedem friiheren Zeitpunkt gleich viel wert
sind.

Lemma 2.8 Seieny, ¢ selbstfinanzierende Handelsstrategien Wit y) = Vi (¢). Wenn
der Markt arbitragefrei ist, dann gilv;,(¢) = V,,(¢) firn =0,..., N.

Insbesondere gilt in arbitragefreien Markteéh = V (), falls ¢ eine selbstfinanzierende
Strategie und € {0, ..., d} sind mitS%, = Vy(p).

Beweis Sonst wahle man und A € .%, so, dasd/, () — V,,(¢) > 0. Seien

(191 19d) _ 0 firm <n
I (s — (e ) La M=+ 1 N

und® die selbstfinanzierende Strategielzu= 0 aus Lemma 2.6. Dann gil,(¢) = 0 und

V(W) =

Dies ist Uberall nichtnegativ und positiv adf somit ist?) eine Arbitrage. Die zweite Aus-
sage folgt durch Betrachtung von

W'—{ 1 firj =i

0 sonst.

g

Der folgende Satz verknupft Arbitragefreiheit nditjuivalenten Martingalmal3erie
uns noch mehrfach in der Finanzmathematik begegnen werden. Intuitiv besagt der Satz,
dass arbitragefreie Markte unter hypothetischen Wahrscheinlichikeitals ein faires Spiel
aufgefasst werden kénnen, in dem sich Kursgewinne und -verluste im Mittel die Waage
halten. Unter dem ,wirklichen* Wahrscheinlichkeitsm&l3muss das nicht der Fall sein.
Dort wird man eher erwarten, dass riskante Wertpapiere im Mittel starker an Wert zunehmen
als risikolose, um einen Ausgleich fur das Verlustrisiko zu bieten.

Satz 2.9 (1. Fundamentalsatz der Preistheorieper Markt ist genau dann arbitragefrei,
wenn es eiraquivalentes Martingalmal3 gibt, d. h. ein Wahrscheinlichkeitsm&R ~ P
derart, dassS ein )-Martingal ist.
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Beim Beweis dieses Resultats spielt der Satz von Hahn-Banach eine zentrale Rolle.

BeweisDer untenstehende Beweis basiert auf [KS01]. Die Aussage folgt aus den Lemmata
2.14 und 2.15. O

Das folgende vorbereitende Lemma ist auch in der Statistik von Interesse.

Lemma 2.10 (Halmos-Savageur eine FamilieZ von endlichen Mal3en auf einem mess-
baren Rauni(2, %) sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1. & < pfireino-endliches Mafj: (d. h. P < p fur alle P € £2).

2. & ~ 2 fur eine abzahlbare Teilfamili&? von & (d. h. N ist genau dann einé’-
Nullmenge fir alleP € &7, wenn esP-Nullmenge fur alleP € 2 ist).

BeweisO. B. d. A. sei&Z eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmal3en. Sonst normiere man

entsprechend.
2=-1: Definierep := Y >~ 27"P, fur 2 = {P,, P, .. .}.
1=-2: Fur
R = {chpn t PPy, € Perca,. . €[0,1],)) ¢ = 1}
n=1 n=1

it Z <« pund & C Z. Es reicht zu zeigen, dass €y € Z existiert mit mitZ < Q.
(Man wahle dann? = {P,, P, ...} fur die zuQ, gehorigen Wahrscheinlichkeitsmalie
P, P, .. )

Definiere

C = {C € .7 : Esexistiertein) € Z mit Q(C) > 0 und% > 0 p-f.0. aqu} :

Sei(C,)nen €ine Folge ing mit 1 (C,) T supoey p(C). DefiniereCy, = U,,enC,,. Wenn
Qn € % zuC, gehort, dann isp_>° | 279 Dichte vonQy = >0, 27"Q,, alsoCy, €
%.

SeienQ € #Z, N € Z mit Qo(N) = 0. Es bleibt zu zeigen, dag(N) = 0. Definiere
C = {2 > 0} und G, = {%2 > 0}. WegenQo(N N Cy) = 0ist u(N N Cp) = 0, also
Q(N N Cy) = 0. FernerisQ(N N C§ NCY) = 0.

Unter der Annahm&@ (N NC§NC) > 0folgt NNCSNC € €, alsoCyU (NNCE N
C) € €. Das impliziert abep(Co U (N N CE N C)) > u(Cy) = supgeq 1(C), also einen
Widerspruch.

Zusammen folgQ(N) = Q(NNCy) + QINNCENCY)+Q(INNCFNC) =0. O

Das folgende Resultat enthélt bereits das zentrale Argument fir den Fundamentalsatz.
Allerdings erfordert der Beweis, dass die Merigeauf die dieses Lemma spéater angewandt
wird, abgeschlossen ist, einen hohen Aufwand. PasLemma 2.11 und die Zufallsvaria-
ble X, in Lemma 2.14 dienen Ubrigens nicht zum Beweis des Fundamentalsatzes, sondern
werden erst im Zusammenhang mit spateren Ergebnissen benétigt.
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Lemma 2.11 (Kreps-Yan) Sei K D —L! ein abgeschlossener konvexer Kegel (&h
abeschlossen, konvex{ € K fur alle ¢ € K,a > 0) mit K N L} = {0} (wobei
LY = {X € L' : X > 0 P-fast siche}). Ferner seiy € L'\ K. Dann gibt es ein
Wahrscheinlichkeitsmafy ~ P mit % € L>*(P)undEg(y) > 0und Eg(¢) < 0 fur alle
¢ e K.

BeweisNach Satz 0.13 gibt es fir jedess {y}ULL \{0} einz, € (L')’ = L* derart, dass
E(z,£) < E(z,z) furalle¢ € K. DaK ein Kegel ist, giltE(z,£) < 0 fur alle solchen, €.
Wegen—L! C K sind ferner alle, fast sicher nichtnegativ. Ause K folgt schlieBlich

E(zx) > 0furallex € {y} UL \ {0}. (2.1)

Wir kdnnen z, fur alle = so wahlen, das#(z,y) > 0: Sonst ersetze mag, durch
2= azy + (1 — a)z, flr geeignetese € (0, 1). WegenE(z,y) > 0 und E(z,z) > 0 gilt
namlichE(z%z) > 0 und E(z%y) > 0 fur gentigend kleine..

O. B. d. A. sei ferner, < 1 fast sicher fur aller. Sonst ersetze mat). durch —2—

%
Nach Lemma 2.10 existiert eine Folgs, ),.cn, SO dass

{2:,P:n €N} ~ {2, Pz e {ytULl\{0}}.

oo

Definierep := > > 27"%,,, T := l{m0}, @ := G- Furallen € Nist E(z,7) = 0,
alsoE(z,7) = 0furallex € L} . Wegenz € L und (2.1) folgtz = 0 fast sicher. Somit ist
@ aquivalent zuP. O

In der Wahrscheinlichkeitstheorie taucht bisweilen das Problem auf, dass zwar fur alle
w € Q ein X(w) mit gewissen gewinschten Eigenschaften existiert, dass aber nicht klar
ist, ob die resultierende Abbildun§ messbar bzgl. einer gegebenew\gebra auf(? ist.
Diese Messbarkeit zeigt man gewohnlich mit Hilfe von Satzen Uber messbare Auswahl.
Das folgende Lemma dient dazu, einen Verweis auf solche Resultate an dieser Stelle zu
umgehen.

Lemma 2.12 Sei(n, ).y €ine Folge voriR?-wertigen Zufallsvariablen miim inf,, . |7, |
< oo. Dann gibt es eine konvergente Folgg,),.cn vVonR4-wertigen Zufallsvariablen der-
art, dass(7,, )nen fur alle w € Q2 eine Teilfolge vorin,, ) ,en ist.

BeweisSeienr,, := 0 und
Tko := inf {m > Tp_10 ¢ |Ip™] — liminf [n,|| < %}
n—oo

fur k = 1,2,... Definieren.o := 1y, = > enMml{n=m) fUr & € N. Dann isti
messbar undup,, .y |77x.0| < co. Definiere fernety ; := 0 und

T = inf {m > Tho1,1 ¢ |[To] — liminf |77 o] < %}
n—oo

fur k = 1,2,... sowien, := 7,0 fur k& € N. Dann ist7,, messbar undj , (w) kon-
vergiert fiir allew € Q. Analog definiere man sukzessive Folgen;).en und Teilfolgen
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(Tki)ren fUri = 2,...,d, so dasgj, ;(w) konvergiert fur alles € 2 konvergiert. Wéhle nun
() ken = (T,d) ken- O

Wir definierenRy = {¢ * Sy : ¢ vorhersehbaR?-wertig} und Ay := Ry — L9,
wobei LY die Menge der fast sicher nichtnegativen Zufallsvariablen bezeichnet.

Lemma 2.13 Wenn der Markt arbitragefrei ist, sind y, Ry, R + Ry abgeschlossen bzgl.
stochastischer Konvergenz.

BeweisZu Ay : Wir fihren den Beweis durch Induktion nadh hier als Zahl der Handels-
intervalle verstanden. FiY = 0 folgt die Aussage aus der Abgeschlossenheit&#%nDie
Aussage sei glltig faN — 1. Seien(yx))ren €ine Folge von Strategie(y;;).cv €ine Folge
in L(jr, ¢ eine Zufallsvariable mi ;) * §N —r, — ( P-fast sicher furk — oco. Zu zeigen
ist, dass eine Stategjeund einr € L9 existieren mitt = ¢ + Sy — 7.

DefiniereA := {liminf)_. [pw) 1| = 0o} € F.

Fall 1: P(A) = 0. Nach Lemma 2.12 existiert eine fast sicher konvergefitemessbare
punktweise Teilfolge vor@go(k 1)kens 0. B d. A (@) 1) ken Selbst, etwa mit Grenzwegt; .
Somit glltz 2 gp AS e — ¢ — @ TAS, fast S|cher Nach Induktionsvoraussetzung

existiert eine Strateglgon)ne{Q nyundr € LY mit ¢ — o TAS, = Zn 2<pTAS —r, also

C=p- SN -
Fall 2: P(A) > 0. Auf A definierey ) == % far alle £ € N. Dann gilt

= lewal’ Sk = Tok) 1] (k 1
(Y * Sn — sk)14 — 0 fast sicher fuk — oo. Nach Lemma 2.12 existiert eine fast sicher
konvergente,7,-messbare punktweise Teilfolg€ ) 114)ren VON (Y(x)114)ken, €twa mit
Grenzwert),. Dann ist

N N
—0[ AS) = lim <Z2<w<k),n1A)TAsn - sklA) = ;wnASn —s

-----

@Z) Sy = s> 0und somltw Sy = 0 wegen der Arbitragefreiheit. Weg¢gn1| = laufA
existieren paarweise disjunkte Mengénp ..., A; € .F, mit A = UL A; undv? # 0 auf
A,;. Definiere

(p((ik) L

- — = auf A

Plk),1 = AL g V1 ¢
P(k),1 sonst.

Dann giltZ?, | = 0 auf A, und g, | AS; = ¢, AS;, denny) « S; = 0 nach Lemma 2.8.
O. B. d. A. kann alsad, = @ gewahlt werden. (Sonst gehe man zu einer modifizierten
Folge mit gleichem Grenzwert Gber.) Induktiv folgt, dass auch,_,...,A; = @ und
somitA = @ gewahlt werden kann.

Zu Ry: Dies wird analog zW v, jedoch mitr, = 0 fur alle &k € N bewiesen.

ZUR + Ry: O.B.d. A. seiSO = 0. Die Abgeschlossenheit beweist man zum Beispiel,
in dem man den Markt durch die Festlegung@n, := {@,Q}, S_; := (=1,0,...,0) um
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einen zusatzlichen Zeitpunktl erweitert. Dann entspricht die Menge
Ry = {ZnNzo SOIAS,L D vorhersehbaﬁRd-wertig}

in diesem erweiterten Markt der Meng@e+ Ry im urspriinglichen Markt. Man beachte
dazu, dass fur den obigen Beweis der Abgeschlossenheikyonur die Arbitragefreiheit
zwischenl und N benétigt wird. O

Lemma 2.14 Seien X, ..., X reellwertige Zufallsvariablen mifX, ¢ Ay. Wenn der
Markt arbitragefrei ist, gibt es ein aquivalentes Martingalma&mit 27?. € L>(P) der-
art, dassXo, ..., Xy € L'(Q) und Eg(X,) > 0.
BeweisDefiniereo := exp(— Y30, >0, |6l + 200 [X;]) € (0,1] und P’ := &P
Dann istP’ ein zu P &quivalentes WahrscheinlichkeitsmaR, unter d&nund X fiir i =
1,...,d,n=0,...,N,7=0,...,kintegrierbar sind. O. B. d. A. sdét’ = P, da die Ar-
bitragefreiheit invariant unter aquivalenten MaflRwechseln ist. Nach Lemma 2.A3 igb-
geschlossen bzgl. stochastischer KonvergenzL Digonvergenz stochastische Konvergenz
impliziert, istAyNL' abgeschlossen ib'. Wegen der Arbitragefreiheit giRyN L. = {0}
und somitdy N L} = {0} undAy N L, = {0}, wobeiL := L' N LY. Nach Lemma 2.11
gibt es ein Wahrscheinlichkeitsm&R~ P mit % € L*(P) derart, das€/p(Xp) > 0 und
Eq(¢) <Ofuralleg € Ayn L. Seiennum € {1,....,N},i € {1,...,d}, F € Z,_,
und definiere eine Strategjedurch

, +1 fallsm=n,j=i,weF

omlw) = { 0 sonst. !

Dann ist0 > Eqo(p * Sy) = Eg(x1pAS!), also Eg(AS:|.%,-1) = 0. Somit sind
St ..., 8% Q-Martingale. O

Lemma 2.15 Wenn eirAquivalentes lokales Martingalmal3Q existiert (d. h.QQ ~ P und
S ist (-lokales Martingal), dann ist der Markt arbitragefrei.

Beweis Sei ein Ré-wertiger vorhersehbarer Prozess mit Sy > 0. Wir zeigen induktiv,
dassEq(p * Sy|%,) = ¢ + S, > 0 fast sicher fim = N,...,0: Firn = N ist dies
offensichtlich. Fur den Induktionsschritt vamachn — 1 wird die Induktionsvoraussetzung
und die Tatsache verwendet, dassS‘ ein -lokales Martingal ist (vgl. Lemma 1.20(5)):

Eq(¢* S| Fuo1) = Eq(Eq(e* Sn|-F0)| Fur)
= @ Snfl.

alsop « Sy = 0 fast sicher. O
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2.3 Wertpapiere mit Dividenden

Bislang haben wir angenommen, dass auf die Wertpapiere keine Dividenden ausgeschuttet
werden. Dies ist insbesondere im Zusammenhang mit Anleihen, fir die ein regelméaliiger
Zinskupon gutgeschrieben wird, unsinnig. Aber auch Futuresvertrage, die wir im nachsten
Kapitel kennenlernen werden, kbnnen in geeigneter Weise als Wertpapiere mit Dividenden-
ausschuttungen aufgefasst werden. Wir erweitern daher den im Abschnitt 2.1 eingefihrten
Begriffsapparat auf diesen Fall.

Gegeben sei neben deRf*!-wertigen Wertpapierpreisprozessein weiteresR?+!-
wertiges diskretes Semimarting@l= (D°, ..., D4) mit Dy = (0, ...,0), derkumulative
Dividendenprozess D¢, steht fir die Dividenden, die fir Wertpapiét bis n bezahlt wer-
den, d. h. zum Zeitpunkt wird AD!, als Dividende ausgeschuittet.

Noch starker als im dividendenfreien Fall muss die Reihenfolge der Ereignisse beach-
tet werden. Zum Zeitpunkt finden drei Vorgénge statt: Das Portfolio wird ven_; zu
v, umgeschichtet, der Kurs der Wertpapiere andert sichSyon zu S,,, und Dividenden
A D, werden ausgeschuttet. Wir nehmen an, dass sie genau in dieser Abfolge stattfinden.
Durch die Dividendenzahlung andert sich das Portfolio, da wir auch das Bankkonto, dem
die Dividende gutgeschrieben wird, als ein Wertpapier auffassen (in der Regel als Nume-
raire). Wir interpretierenp,, als Portfolio vor Dividendenausschutturig,(¢) hingegen als
Wert des Portfolios nach der Dividendenzahlung zur ZeiDies motiviert die folgenden
Definitionen.

Definition 2.16 Eine Handelsstrategie(oder einPortfolio) ist ein R¢*!-wertiger vorher-
sehbarer Prozess= (°, ..., ¢%). Der WertprozessoderVermogensprozessles Portfo-
lios ist
V(p):=¢' (S+AD).
Eine Handelsstrategie hei3tselbstfinanzierend falls
SOISn—l = @I—I(Sn—l + ADn—l)

oder, anders ausgedruckt,
(A@n)TSn—l = @Z—lADn—l

furn=1,2,...
Das Analogon von Lemma 2.3 bildet
Lemma 2.17 Eine Handelsstrategie ist genau dann selbstfinanzierend, wenn
Vip) =Vole) + ¢+ (S+D).
Beweis Ubungsaufgabe O
Zur Vereinfachung der Buchfihrung arbeiten wir wieder mit diskontierten Gréf3en. Dazu

seien das Numerairewertpapigt als positiv vorausgesetzt und der diskontierte Preispro-
zessS wie bisher definiert.
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Definition 2.18
1

SO
hei3tdiskontierter Dividendenprozess Ferner heif3t

D= D

Vip) = SOV( ©)=¢ (S+AD)

diskontierter Wert- oderVermdgensprozessler Strategie».

Im Gegensatz zu den anderen diskontierten Gro3en wird der diskontierte Dividendenprozess
mit Hilfe eines stochastischen Integrals definiert. Dies fiihrt zum einen zur intuitiven Formel
AD, AD” fur die augenblicklicherAusschittungen und zum anderen dazu, dass sich die
Selbstfmanmerungsbedmgung in eingangiger Weise mit diskontierten Prozessen schreiben
lasst.

Lemma 2.19 Eine Handelsstrategie ist genau dann selbstfinanzierend, wenn

~

V(e) =Volp)+ ¢+ (S+D).

Beweis Offenbar isty genau dann selbstfinanzierend, wénny,)"S,_; = ¢, | AD,_,
fiir alle n. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.17 flanstelleS. O

Lemma 2.6 bleibt im Dividendenfall im Wortlaut giltig:
Lemma 2.20 Fir jeden vorhersehbaren Prozegs!, .

ein eindeutiger vorhersehbarer Prozessderart, da53p =
ist mitVy () = V4.

©?) und jedesl, € R existiert
(0%, ..., 7 selbstfinanzierend

Beweis Ubungsaufgabe O

Zur Betrachtung des Zusammenhangs von Arbitrage und &quivalenten Martingalmaf3en
sei wiederum ein endlicher Zeithorizont € N gegeben. Ferner setzen wir voraus, dass
auf das Numerairewertpapiéf keine Dividenden ausgeschittet werden (dDH.= 0).
Arbitrage wird wie in Abschnitt 2.1 definiert.

Aus der Tatsache, dass der Wertprozess selbstfinanzierender Strategien die gleiche Form
wie im dividendenfreien Fall, jedoch mit + D anstelleS besitzt, ergibt sich direkt, dass
sich der 1. Fundamentalsatz mit der entsprechenden Modifikation tUbertragen lasst.

Korollar 2.21 (1. Fundamentalsatz der Preistheorie)Der Markt ist genau dann arbitra-
gefrei, wenn es ein aquivalentes MartingalmaR $ii D gibt, d. h. ein Wahrscheinlich-
keitsmaR) ~ P derart, dassS + D ein Q-Martingal ist.
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2.4 Konkrete Marktmodelle

Die bisherigen allgemeinen Aussagen gelten ganz unabhangig von der Verteilung der Preis-
prozesse. Zur Berechnung von Preisen und Strategien in den nachsten Kapiteln kommen wir
aber um ein konkretes Modell nicht herum. Dessen Konstruktion ist eine delikate Aufgabe,
bei der unterschiedliche Zielsetzungen eine Rolle spielen. Es sollte der 6konomischen In-
tuition zumindest nicht widersprechen und im Rahmen der Finanzmathematik handhabbar
sein. Den entscheidenden Prifstein bildet aber die Vertraglichkeit mit realen Finanzdaten,
Uber die in der Regel mit statistischen Methoden entschieden werden muss. Wir stellen an
dieser Stelle ein einfaches Marktmodell flr zwei Wertpapiere vor.

Diese Anlageform sieht unser Finanzmarktmodell nicht vor. An seine Stelle tritt das
folgende festverzinslichBankkontq GeldmarktkontpSparkontg Anleihe

SY = S exp(rn) = Sg(1+7)" = Sp& (1), (2.2)

mitr € R, 7 :=e” — 1 und [, = n fur n € N. Es entspricht einer vollkommen risikolosen
Anlage mit festem Zins, der nicht in Wahrungseinheiten ausbezahlt, sondern diesem Spar-
konto gutgeschrieben und dadurch mitverzinst wird. Vereinfachend wird angenommen, dass
es sich bei dem Zingum eine deterministische Konstante handelt. Wegen seiner einfachen
Struktur bietet sich das Sparkonto als nattrlicher Numeraire an, auch wenn im Grunde jede
handelbare Anlage diese Rolle tibernehmen kénnte. Man beachte, dass die Existenz eines
solchen Wertpapiers nicht der Arbitragefreiheit im Sinne von Definition 2.7 widerspricht,
obleich das Sparkonto in gewissem Sinne risikolose Gewinne abwirft.

Das Sparkonto kann auch in negativen Stiickzahlen gehalten werden, was einem Kredit
entspricht, der mit derselben Rate wie ein mdgliches Guthaben verzinst wird. In der Reali-
tat ist die Zinsstruktur nattrlich wesentlich komplizierter als in diesem Modell mit festem
Zins. Es gibt lang- und kurzfristige Anlagen mit mehr oder weniger variablem Zins, der zu
verschiedenen Zeitpunkten ausbezahlt wird.

Als erstes und einziges nichttriviales Wertpapier betrachten wir A&ktie oder Fremd-
wahrung deren Kursverlauf in folgender Form angenommen wird:

Sp = Syexp(X,) =S [[ (1 + AX,,) = S36(X),. (2.3)

m=1
Hierbei seiemMA X, AX5, ... unabhangig und identisch verteilty, = 0 und

Xp= Y (A —1). (2.4)
m=1

Der Aktienpreisprozess hat im Prinzip dieselbe Struktur wie die Anleihe, nur dass hier der
,Zins“ AX,, fiir den Zeitraum vom — 1 bisn in zufalliger Weise variiert, verursacht etwa
durch den Eingang von unerwarteten Nachrichten und Informationen, die die Gewinnerwar-
tungen der Anleger und damit den Kurs positiv oder negativ beeinflussen.

Im klassischen Standardmarktmodell werden die taglichen logarithmischen Renditen
AX, zudem als normalverteilt vorausgesetzt, d. h. das Modell ist durch zwei Parameter
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i, o2 vollstandig bestimmt. Im Verhaltnis zu seiner einfachen Struktur beschreibt dieses
Modell reale Finanzdaten recht gut. Einer genaueren Untersuchung hélt es jedoch nicht
stand. Die immer wieder beobachteten typischen Abweichungen haben zur Betrachtung ei-
ner Vielzahl alternativer Modelle gefihrt.

Wir wollen dies kurz anhand eines Beispiels illustrieren. In Abb. 2.1 ist der Kursverlauf
des deutschen Aktienindex DAX von April 1991 bis April 2001 abgebildet. Eine Simulation
von Aktienindexdaten, die auf Gleichung (2.3) mit normalverteilten logarithmischen Rendi-
ten beruht, ist in Abb. 2.2 gegenubergestellt. Qualitativ sehen sich diese Kursverlaufe recht
ahnlich. Etwas aufschlussreicher ist die Darstellungé@iglichen logarithmischen Renditen

lo Sn
& Sn—l

in Abb. 2.3. Im Modell handelt es sich dabei um unabhé&ngige, identisch normalverteilte Zu-
fallsvariablen. Die tatsachlich beobachteten Daten weichen von einer entsprechenden Simu-
lation (Abb. 2.4) in zweierlei Hinsicht ab. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von
stylized factsZum einen treten grol3e Kursanderungen viel haufiger auf, als es dem Modell
(2.3) mit einer zu den Daten passenden Varianz entsphelaty tail3. Mehrmals traten im
dargestellten Zeitraum Kursanderungen von mehr als 6% auf. Dies kommt im Normalvertei-
lungsmodell im Mittel nur alle 1300 Jahre vor. Gerade solche Kursspriinge bergen aber ein
gewaltiges Anlagerisiko. Man sollte sich daher stets fragen, in welchem Mal3e die anhand
eines moglicherweise unpassenden Modells gewonnenen finanzmathematischen Resultate
auf reale Gegebenheiten angewandt werden kdnnen.

Der angesprochene Mangel liegt aber weniger im Modell (2.3) an sich, als vielmehr
in der Wahl der Normalverteilung begriindet. Diese wird gewdhnlich durch den zentralen
Grenzwertsatz motiviert, demzufolge sich die Summe vieler kleiner leidlich unabhangi-
ger Einflisse approximativ normalverteilt verhalt. Tagliche Kursanderungen kénnen aber
durchaus durch einzelne grof3e Kursanderungen dominiert sein, so dass die Normalvertei-
lungsannahme ihrer Grundlage entbehrt. Exemplarisch ist in Abb. 2.5 eine Simulation mit
einer Normal-invers-Gaul3schen Verteilung dargestellt, die im Vergleich zur Normalvertei-
lung bei gleicher Varianz mehr Masse in den Enden und im Zentrum besitzt.

Die Gegenuberstellung der Abbildungen 2.3 und 2.4, 2.5 macht jedoch noch einen wei-
teren Unterschied deutlich, der nun tatsachlich das Modell (2.3) betrifft. Grol3e und kleine
Kursanderungen treten im realen Datensatz jeweils gehauft@afi(ity clustering. Dieses
Verhalten kommt bei Prozessen mit unabhangigen, stationaren Zuwachsen nicht vor.
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Abbildung 2.1: Kursverlauf des DAX April 1992 — April 2001
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Abbildung 2.2: Kurssimulation nach Gleichung (2.3)
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Abbildung 2.3: Tagliche logarithmische Renditen des DAX
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Abbildung 2.4: Simulation taglicher normalverteilter Renditen
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Abbildung 2.5: Simulation taglicher normal-invers Gaul3scher Renditen



Kapitel 3
Bewerten und Hedgen von Derivaten

Unter Derivaten versteht man Wertpapiere oder Vertrage, deren Wert in mehr oder weniger
komplexer Weise vom Preis oder Kurs anderer, zugrundeliegender Wertpapiere oder Waren
abhangt. Oft handelt es sich dabei um Termingeschafte, d. h. es wird vertraglich vereinbart,
ein bestimmtes Geschéft in der Zukunft zu einem jetzt schon vereinbarten Preis zu tatigen.
Der Abschluss eines Termingeschafts kann einerseits dazu dienen, die eigene Abhangigkeit
von Kursschwankungen zu reduzieren, bedeutet aber fur die Gegenseite, einem moglicher-
weise grofRen Risiko ausgesetzt zu werden. Daher besteht eine der zentralen Fragen der
Finanzmathematik darin, wie das z. B. aus dem Verkauf eines Derivats entstehende Risi-
ko durch Handel mit den zugrundeliegenden Wertpapieren reduziert oder abgesichert (neu-
deutschgehedgtwerden kann. Eng damit zusammen hangt das ebenfalls wichtige Problem,
einen fairen oder in gewissem Sinne rationalen Preis fir ein Termingeschaft festzulegen.

Der Schlussel zur Beantwortung dieser Fragen liegt in der plausiblen Annahme der Ar-
bitragefreiheit, die wir schon im letzten Kapitel kennengelernt haben. Bisweilen hat diese
unscheinbare Annahme weitreichende Konsequenzen; in anderen Fallen dagegen hilft sie
nicht viel weiter.

Unser allgemeines Marktmodell besteht wie im letzten Kapitel aus einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraun?, ., (.%,,)n—o....n, P) mit EndzeitpunktN € N und einem
RI+1-wertigen WertpapierpreisprozeSs= (S°, ..., S%) mit positivem Numeraires®. Der
Markt sei arbitragefrei im Sinne von Definition 2.7. Der Einfachheit halber setzen wir vor-
aus, dass¥y = .# und.%, = {2, 2}. Das bedeutet, dass wir in unserem Marktmodell den
Anfangszustand als deterministisch oder festgelegt betrachten und dass der Zufall erst ab
Zeitpunkt 1 ins Geschehen eingreift.

3.1 Termingeschafte

Viele, wenn auch nicht alle tatsachlich gehandelten Termingeschéfte lassen sich durch eine
ZufallsvariableX beschreiben, die den Wert des Vertrages zum Endzeitpvrsktgibt. Wir
betrachten einige Beispiele.

1. Eineeuropaische KaufederCall-Optiongibt dem Besitzer das Recht, eine festgeleg-

36
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te Menge eines zugrundeliegenden Gutes an einem festgelegten Zeitpalhgkeéit)
zu einem festgelegten PreBdsisprei$ zu erwerben. Eine Verpflichtung zum Kauf
besteht nicht.

Eine solche Option lasst sich leicht als Zufallsvariaklelarstellen. Wenn der Markt-
preis des Gutes zum Falligkeitszeitpunkt unterhalb des Basispreises liegt, ist die Op-
tion wertlos; liegt er hingegen oberhalb, so ist der Wert der Option die Differenz von
Marktpreis und Basispreis. Selbst wenn namlich der Besitzer der Option kein Interes-
se am Erwerb des Gutes hat, kann er durch dessen sofortigen Verkauf zu Marktpreisen
diese Differenz als Gewinn realisieren. Eine Call-Option auf eine Einheit von Wert-
papierS! mit Falligkeit N und Basispreiss besitzt daher am Endzeitpunkt den
Wert

X = (Sy — K)" = max(Sy — K, 0).

Oft findet daher bei Optionsgeschéaften gar keine Lieferung mehr statt, sondern es wird
nur noch der entsprechende Zahlungsausgleich vorgenommen. Dies kann in der Pra-
Xis wegen auftretender Transaktions- und Lagerhaltungskosten durchaus einen Unter-
schied bedeuten, den wir aber im Rahmen der hier gemachten idealisierenden Annah-
men vernachlassigen.

Wird nur ein reiner Zahlungsausgleich vorgenommen, kann der Preis des zugrunde-
liegenden Gutes im Prinzip durch jede andere wohldefinierte Gro3e ersetzt werden,
auch wenn es sich nicht im engeren Sinn um einen Preis handelt. So gibt es z. B.
Optionen auf Indizes.

2. Die europaische VerkaufederPut-Optionentspricht direkt dem Call, nur dass hier
ein Recht auf Verkauf statt auf Kauf des Gutes besteht. Ansonsten gilt das oben Ge-
sagte. Eine Put-Option auf eine Einheit von Wertpapiemit Falligkeit NV und Ba-
sispreisK besitzt dementsprechend am Endzeitpu¥ilden Wert

X =(K-Sy".

3. Beiamerikanischen Call/Put-Optionéd@ann der Besitzer die Option zu jedem belie-
bigen Zeitpunkt bis zum Verfall austiben. Er muss also nicht bis zur Falligkeit warten.
Insofern liegt hier im Gegensatz zu den europaischen Optionen ein echtes Wahlrecht
vor. Dies erschwert die mathematische Behandlung, da der VerkaufeStiltiealter
der Option jetzt zusatzlich mit der Unsicherheit konfrontiert ist, zu welchem Zeitpunkt
das Kauf- bzw. Verkaufsrecht wahrgenommen wird. Amerikanische Optionen lassen
sich im allgemeinen nicht wie europaische in Form einer Zufallsvariablen ausdrucken.

4. Bei einemForward-Geschaft wird vertraglich vereinbart, eine festgelegte Menge ei-
nes zugrundeliegenden Gutes an einem festgelegten ZeitgtdlkgKeit) zu einem
festgelegten Preid=¢rwardpreig zu erwerben. Im Gegensatz zur Call-Option han-
delt es sich hier um eine Verpflichtung. Der Forwardpreis wird dabei so gewahlt, dass
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dieser Vertrag zu dem Zeitpunkt, an dem er geschlossen wird, nichts kostet. Man be-
achte den folgenden wichtigen, die Bezeichnungsweise betreffenden Unterschied zu
Call/Put-Optionen: Unter de@ptionspreisrersteht man im Gegensatz zum Forward-
preis nicht den Basispreis, zu dem das Gut bei Falligkeit gehandelt wird, sondern den
Preis, den die Option als eigenes Wertpapier hat.

Zur Darstellung in Form einer Zufallsvariablen betrachten wir ein Forwardgeschaft
auf eine Einheit von Wertpapiéf' mit Falligkeit NV, das am Zeitpunkt € {0,..., N}

zum Forwardprei®),, abgeschlossen wird. Der Wert des Forwards zum Zeitpikt
belauft sich dann auf

X =Sy -0,

denn statt des Marktpreiset, muss der Besitzer des Forwards ,nur* den verein-
barten Betrag),, zum Erwerb vonS! aufwenden, der allerdings auch hoher als der
Marktpreis sein kann.

5. Forward-Geschafte werden in der Regel zwischen zwei Parteven-the-countgr
abgeschlossen. Die bérsengehandelte Version Hifitre und unterscheidet sich
vom Forward durch ein buchhalterisches Detail, das das Verstandnis etwas erschwert.
Wahrend beim Forward erst am Falligkeitszeitpunkt Zahlungen erfolgen, geschieht
dies beim Future jeden Tag. Je nachdem, ob der Marktpreis des zugrundeliegenden
Gutes gestiegen oder gefallen ist, wird den Handelspartnern die entsprechende Preis-
anderung auf einem sogenannkdarginkontogutgeschrieben oder belastetgrking-
to-markej.

Formal kann man sich einen Future als einen Vertrag vorstellen, in den bzw. aus dem
man jederzeit ohne Kosten ein- und aussteigen kann. Diesem Vertrag ist ein zeitlich
veranderlicher Kurs, ddfuturespreisl,,, zugeordnet, der dem obigen Forwardpreis
ahnelt. Am Falligkeitszeitpunk¥ des Futures ist der Futurespreis wie beim Forward
durch den Preis eines zugrundeliegenden Gutes festgelegtl(z: B- S},). Solange

man den Future besitzt, wird einem jeden Tag die Futurespreisanderunrd/,
gegenuber dem Vortag gutgeschreiben bzw. belastet. Lasst man die anfallenden Zinsen
aul3er Acht, dann addieren sich die Gut- und Lastschriften zwischea NV also zu

Sk — U,, was der Auszahlung des Forwards entspricht, wenn man den Futurespreis
durch den Forwardpreis ersetzt. Wegen der taglichen Zahlungstrome lasst sich ein
Future im allgemeinen nicht als zufallige Auszahlung in Form einer Zufallsvariablen
darstellen.

3.2 Zweiter Fundamentalsatz der Preistheorie

Auch wenn nicht alle tatsachlich gehandelten Derivate in dieser Form darstellbar sind, nen-
nen wir.%y-mefl3bare ZufallsvariableX alternativ(zufallige) Auszahlung Derivat oder
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Option. Die ZufallsvariableX steht dabei fir den Wert des Vertrages zum Zeitpunkind

X
Sy
dementsprechend fur daiskontierte Auszahlung Wie oben angekindigt soll es um die
Frage gehen, zu welchem Preis der Vertrag zu einem friheren Zeitpuak{o,..., N}
gehandelt werden soll und wie das aus dem Verkauf eines Derivats resultierende Risiko
gemindert werden kann.

Bei einer duplizierbaren Ausahlung im Sinne der folgenden Definition macht es keinen
Unterschied, ob man die Option selbst oder das entsprechende duplizierende Pgrtfolio
besitzt — der Kontostand am Falligkeitszeitpunkt ist derselbe. Eine solche Option ist also im
dem Sinne Uberflissig der redundant, als sie in Form der dynamischen Handelsstrategie
ohnehin schon am Markt erhaltlich ist.

Definition 3.1 Eine zufallige Auszahlund( heil3tduplizierbar, falls eine selbstfinanzie-
rende Strategie mit X = Vi () existiert. In diesem Fall heildt (perfekte) Hedgingstra-
tegievon X.

Fur duplizierbare Auszahlungen erhalten wir sofort eine naheliegende Antwort auf die
Frage, wie wir uns gegen das Kursrisiko aus dem Verkauf einer solchen Option absichern
kdnnen. Man kauft sich einfach die duplizierende, selbstfinanzierende Strat&pe End-
wert V() dieses Portfolios gleicht dann die Zahlungsverpflichtungeim jedem Fall
exakt aus. Man ist also perfekt abgesichert apgredgt

Bemerkung. Eine zufallige Auszahlung ist offenbar genau dann duplizierbar, wenn €in
R und einR?-wertiger stochastischer Prozessnit

X:x+go°5N

existieren, wobeb' hier alsR¢-dimensionaler Prozes{é*l, cee S‘d) interpretiert wird (vgl.
Bezeichnung 2.1).

Wir betrachten eine zuféllige Auszahlung von nun an als eigenstandiges, gehandeltes
Wertpapiers*!, das zu jedem Zeitpunkt= 0, ..., N einen Preiss?*! besitzt. Das folgen-
de Korollar zeigt, dass die Arbitragefreiheit die Menge der mdglichen Derivatpreisprozesse
durch eine Martingalbedingung einschrankt. Die einzig moglichen Optionspreise sind dem-
gemal bedingte Erwartungswerte unter aquivalenten Martingalmaf3en.

Korollar 3.2 SeiX eine zufallige Auszahlung. Ein Derivatpreisprozg$s' mit S = X
fuhrt genau dann zu einem arbitragefreien Matk?, . .., S4*1), wenn ein aquivalentes
MartingalmaR( fir den Markt(S°, . . ., %) existiert mitX € L'(Q) und

Sitt = Eq(X|.7,)

furn=0,...,N.
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Beweis«: Dies folgt aus dem ersten Fundamentalsatz 2.9) @M far (S°,..., S+
ist.

=: Nach dem ersten Fundamentalsatz 2.9 existiert ein AWfar (S°, ... S41). Ins-
besondere isk = S%™ € LY(Q). O

In manchen Féllen legt die Arbitragefreiheit den Derivatpreisprozess sogar eindeutig
fest. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Auszahlung duplizierbar ist, wenn sie also in
Form einer Handelsstrategie schon am Markt erhéltlich ist. Es liegt nahe, dass ihr Marktpreis
dann mit dem Wert dieser duplizierenden Strategie Ubereinstimmt.

Satz 3.3 Fur jede zufallige Auszahlung sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1. X ist durch eine selbstfinanzierende Strategiguplizierbar.

2. Es gibt genau einen Derivatpreisprozets! mit X = S%, so dasgs?, ..., S41)
ein arbitragefreier Markt ist.

3. Fir jedes AMMQ mit X e L'(Q) fiihrt die DefinitionSe+! := Eq(X|.%,) zum
selben ProzesS?+!,

In diesem Fall giltS?t! = V().

Beweis1=-2: Zum Beweis der Existenz definiefé™! := V(). Definiere Sei) ein R**!-
wertiger vorhersehbarer Prozess mit (Sl, ey Sd“)N > 0. Wegen

¢.(S17.“7§d+1)N _ Zgzlw,g;ﬁwﬂ.(@.g)]v
Sy e S+ (¢ e 0) » Sy
— (w1+wd+l 1’.“’wd+wd+1gpd) 'S’N

und der Arbitragefreiheit vor§ ist ¢ « (S',...,S%1)y = 0. d. h. der erweiterte Markt
(S°,..., 841 ist arbitragefrei.

Fur den Beweis der Eindeutigkeit s&f*! nun ein beliebiges Semimartingal mit End-
wert X = Vy(p), so dass(S?, ..., S41) arbitragefrei ist. Nach Lemma 2.8 gilt dann
Qqa+l — V((p).

2=-3: Korollar 3.2

3=1: Wenn X nicht duplizierbar ist, existiert nach Lemma 2.14 ein AMMfiir S
mit X € L'(Q). Nach Satz 0.13, angewandt alf(Q), die abgeschlossene Teilmenge
M := (R4+Ry)NLY(Q) (vgl. Lemma 2.13) und,, := X € R+ Ry, gibtes eirt € L>(Q)
mit Eg({x) < Eg(&xo) furaller € (R + Ry) N L'(Q). DaR + Ry ein Vektorraum ist,
folgt Eg(¢x) = 0furallex € (R+ Ry) N LY(Q).

Definiere nunQ = (1 + ﬁ)@. WegenE () = 0 ist @ ein Wahrscheinlich-
keitsmaR. Ferner istz(z) = Eq(z) + gz-Eo(§r) = 0 fur allex € Ry N LY(Q).
Wie im Beweis von Lemma 2.14 folgt, dast, ..., S? @-Martingale sind. Es ist aber

~

E5(X) = Eq(X) + gra—Eq(fxy) > Eqg(X) und somitE5(X|#) # Eo(X| %),
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d. h. Aussage 3 gilt nicht fux . O

In der Situation des vorigen Satzes ist der Preisproséss der einzige, der insofern
fair ist, als kein Marktteilnehmer in Form von risikolosen Gewinnen vom Derivat profitieren
kann.

Definition 3.4 Falls eine zufallige Auszahluny duplizierbar ist, nennen wig?+! aus Satz
3.3 den(eindeutigen) fairen Preisprozesson X.

Fur duplizierbare Auszahlungen haben wir befriedigende Antworten auf das Absiche-
rungs- und das Bewertungsproblem gefunden. In glicklichen, aber leider eher seltenen Aus-
nahmefallen lasst sich schon jede zufallige Auszahlung duplizieren.

Definition 3.5 Der Markt hei3wollstandig, falls jede zuféllige Auszahlung duplizierbar
ist, fur die X beschrankt ist. Der Markt heierfekt, falls sogar jede zufallige Auszahlung
duplizierbar ist.

Neben der Arbitragefreiheit kann man auch die Vollstandigkeit mit Hilfe von aquivalen-
ten Martingalmal3en charakterisieren, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.6 (2. Fundamentalsatz der Preistheoriefrur einen arbitragefreien Markt sind &qui-
valent:

1. Der Markt ist perfekt.
2. Der Markt ist vollstandig.
3. Es gibt genau ein aquivalentes Martingalmal3.

Beweis1=-2: Das ist offensichtlich.

2—3: Fiir gegebened € .Zy definiere die zufallige Auszahlung := 1,. Nach Satz
3.3 (1=3) stimmt Eg(X|.%) = Q(A) fir alle AMM Q (berein. Somit gibt es nur ein
AMM.

3=-1: Dies folgt aus Satz 3.3 £31). O

Im allgemeinen lasst sich eine beliebige zufallige Auszahlung nicht duplizieren. Mit
Arbitrageargumenten kann der Anfangspreis dann nur zwischen einem unteren und einem
oberen Preis eingegrenzt werden.

Definition 3.7 Sei X eine zufallige Auszahlung.

7o(X) = sup {SgEQ(X) . Q AMM mit X € Ll(Q)}
heil3toberer Preisvon X.

7 (X) = inf {ngQ(X) L Q AMM mit X € Ll(@)}

heiltunterer Preis von X.
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Der folgende Satz zeigt nicht nur, dass die Menge der mdglichen Preise stets ein Intervall
ist. Er beantwortet zudem die Frage, wieviel Anfangskapitel nétig ist, um gegen das Risiko
aus dem Verkauf einer Option in jedem Fall gehedgt zu sein. Man benétigt mindestens den
oberen Preis der Option, um sich eine sol8uperhedgingstrategleisten zu kbnnen.

Satz 3.8 SeienX eine zufallige Auszahlung unde R.

1. Es existiert genau dann eine selbstfinanzierende Strategiet V,(¢) = = und
Vin(p) > X (bzw.Vy(p) < X), wennz > 7o (X) (bzw.zx < 7y (X)).

2. Falls X nicht duplizierbar ist, dann ist
{SgEQ(X) L Q AMM mit X ¢ Ll(Q)}
ein offenes Intervall (und andernfalls einelementig).

Beweis. 1= Seieny eine selbstfinanzierende Strategie Mit(¢) > X undQ ein AMM
mit X € L'(Q). DaV (i) ein Q-lokales Martingal ist, folgt induktiw,, (o) > Eqo(X|.%,)
firn = N,...,0. Wegeng, = Volp) > Eq(X|.%) = Eq(X) folgt = > 7mo(X). Die
Ungleichungr < 7 (X) folgt analog.

«<: Sonst istX ¢ {Gte: Sy : ¢ vorhersehbarer Prozéss L%, also X — & ¢
Ry — LO+ = Ay im Sinne von Abschnitt 2.2. Nach Lemma 2.14 gibt es ein AMMnit
X - & € L'Q) und Eg(X — &) >0, alsoX ¢ LY(Q) und Eg(X)S) > = > mo(X)
im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Aussage fur den unteren Preis folgt analog durch
Betrachtung vonr- X anstelleX.

2. {Eo(X)SY : Q AMM mit X € L'(Q)} ist ein Intervall, da die Menge der AMM
konvex ist.

Sei nunmo(X) = Eqo(X)SY fir ein AMM Q mit X € L'(Q). Sei fernery eine selbst-
finanzierende Strategie mif(¢) = mo(X) undVy(y) > X. Induktiv folgt

Eq(Vi(¢) = X|F0) = Val) = Eq(X|F,) 2 0

firn = N,...,0. WegenVy(p) — Eo(X|.%) = %?) - %?) = 0 folgt Vy(¢) = X, also
ist X duplizierbar. Analog ergibt sich die Aussage flr die untere Intervallgrenze. [J

Definition 3.9 Sei X eine zuféllige Auszahlung. Eine selbstfinanzierende Strategret
Vo(e) = mo(X) undVy(p) > X heildtbilligste Superhedgingstrategiefur X .
3.3 Beispiele

Wir betrachten nun einige konkrete Beispiele, in denen zufallige Auszahlungen dupliziert
und daher auch eindeutig fair bewertet werden konnen.
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3.3.1 Forward

Zur mathematischen Behandlung des Forwards betrachten wir eine zufallige Auszahlung der
FormX := S} — K furein K € R. Ferner nehmen wir an, daS% deterministisch ist, etwa

weil es sich bei dem Numeraire wie im Standardmarktmodell ohnehin um ein Wertpapier
mit festem Zins handelt oder weiP eine zur ZeitV fallige Nullkuponanleihe ist. Im Markt

S = (59, S') hat die konstante und damit selbstfinanzierende Strategie (—K/S%,1)

den WertV (p),, = S} — K%. WegenVy(¢) = Sy — K = X ist somitX duplizierbar,

und V (p) ist der einzige mit Arbitragefreiheit vertragliche Preisprozess des Derivats. Sei
nunn € {0,1,..., N} fest gewahlt. Der Forwardpre@, ist daskK, das das Derivat bei
Vertragsabschluss zur Zeitwertlos macht, d. h.

IS?V &1 Q0
Ein Forward lasst sich also schon dann perfekt hedgen, wenn eine Anleihe mit festem
Zins existiert, die am Falligkeitszeitpunkt des Forwards ausbezahlt wird. Uber den Preispro-

zess des zugrundeliegenden Wertpapiers missen jedoch keine Annahmen gemacht werden.

3.3.2 Future

Auf den ersten Blick scheint sich der Future der hier entwickelten Theorie durch seinen
komplexen Zahlungsstrom zu entziehen. Bei naherem Hinsehen lasst er sich jedoch als
Wertpapier mit — bisweilen negativen — Dividendenausschuttungen auffassen. Dessen Wert
an sich ist dabei stets 0, da Einstieg in den und Kiindigung des Vertrages jederzeit ohne Kos-
ten madglich sind. Da man pro Futuresvertrag zum ZeitpungeradeAU,, = U,, — U,,_;
gutgeschrieben bekommt, kann man den Futuresprails einen Dividendenprozess inter-
pretieren, der der Nebenbedingutig = S, genlgt.

Betrachten wir also formal den Markt, S*, (52, D?), wobeiS° wie immer der Nume-
raire,S! das Bezugswertpapier des Futures ($#t] D?) = (0, U) den Future als Wertpapier
mit Dividenden bezeichners? wird als vorhersehbar vorausgesetzt. Wenn dieser Markt ar-
bitragefrei ist, gibt es nach Korollar 2.21 ein Wahrscheinlichkeitsigafd P derart, dass
StundS? + D? = & « U Q-Martingale sind. O.B.d.A. ist dann auéh = S° « D? ein
-Martingal, da es nach Lemma 1.20 émlokales Martingal ist und) nach Lemma 2.14
so gewahlt werden kann, daSs@-integrierbar ist. Folglich ist

U, = Eo(Un|#,) = Eq(Sy| %)

furn = 0,..., N. Man beachte, dass hier nicht wie sonst dekontiertePreis einQ-
Martingal ist, sondern der Futurespreisprozess selbst. Da es sich dabei nicht um einen
Preisprozess im engeren Sinne handelt, widerspricht dies nicht der Arbitragefreiheit.
Falls das Sparkont8° deterministisch ist, folgt
SO

Un = Eg(SxS¥|.7a) = Sk Eo(Sx|F4) = 5185 = 51



44 KAPITEL 3. BEWERTEN UND HEDGEN VON DERIVATEN

d. h. der Futurespreis stimmt mit dem oben hergeleiteten Forwardpreis Uberein.

In diesem Fall lasst sich der Zahlungsstrom eines Futures durch Numeraire und Basis-
wertpapier duplizieren. Nach Abschnitt 2.3 gilt n&mlich fir den diskontierten Wertprozess
der nur aus dem Future bestehenden Strategie

A~

1 1 S%
V(p) =0+ =« D* =

SO e SO
Dies stimmt mit dem diskontierten Wert derjenigen selbstfinanzierenden Stratetié\n-
fangskapitaD Uberein, die zum Zeitpunkt geradey)! = i,—% Anteile des Basiswertpapiers
S* halt, '

Wir haben oben die Gleichheit von Futures- und Forwardpreisprozess im Falle determi-
nistischer Zinsen hergeleitet, ohne dass Verteilungsannahmghgemacht werden muss-
ten. Interessanterweise unterscheiden sich jedoch die zugehorigen Duplikationsstrategien.
Wahrend man einen verkauften Forward durch Kauf genau einer zugrundeliegenden Aktie
hedgt, enthalt das Duplikationsportfolio fur den Futsie/S° Aktien, also insbesondere
eine zeitlich variable Anzahl.

(995 = X . 5t

3.3.3 Europaische Call- und Put-Optionen im Binomialmodell

Européaische Call- und Put-Optionen sind in der Regel nicht duplizierbar. Nur in sehr einfa-
chen Marktmodellen wie dem hier vorgestellten Binomial- oder Cox-Ross-Rubinstein-Mo-
dell ist dies der Fall. Dieser Markt ist sogar vollstandig, d. h. jede zufallige Auszahlung lasst
sich fair bewerten und perfekt hedgen.
Der Markt bestehe aus einer Anleihe und einer Aktie wie in Abschnitt 2.4. Konkreter
seien
SO = S0(1+7)"

mit KonstantenS§ > 0, 7 > 0 und
=S [ +aX,)
m=1

mit einer Konstanter$] > 0 und unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvarlame’ﬁl,
., AXy,wobeiP(AX, =u—1)=p=1—-PAX,=d—1)mit0 <d < 1+7<u
undO < p < 1. Die Aktie kann in einer Zeiteinheit also nur um einen festen Prozentsatz
steigen oder um einen ebenfalls festen Faktor fallen. Der diskontierte Preisprozess lasst sich
darstellen als
2 _ S "1+ AX, -
1 0 o1
St H o i E (14 AX,),
wobei (X, ),—o... v durchX, := Z"mzl(% — 1) definiert sind.
Die Filtrierung(.%,,),—o,~ Sei vonS* erzeugt und# = %y wie bisher. Die gesamte
Information des Investors rihrt also aus der Beobachtung des Kursverlaufs her. Da sich je-

des der TupelS},...,S}), (S},..., 84, (AXy,...,AX,)und(Xy,..., X,) in messbarer
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Weise durch jedes der anderen Tupel ausdriicken lasst, wird die Filtrierung wahlweise auch
von S', AX oderX erzeugt.
Auf der Suche nach einem &aquivalenten Martingalmalf definiere@ wirP durch

Q(AXl =1,... ,AXN _ xN) _ q|{n€{1 ..... N}:znzﬁ—lﬂ(l - q)\{ne{l ..... N}:mn:ﬁ—lﬂ

mit ¢ := =<, Anhand dieser Definition sieht man sofort, das&, ..., AXy unter@
eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen ist @\ X, = - =qg=1- Q(AX, =
74 — 1). Inshesondere ishX,, unter@ unabhangig vow (AX1,...,AX, 1) = F,_1.
Wegen

Eo(AX,|Z._1) = Eo(AX,)

(s -+ (1-95H - 1)
1+7—du—1—7 u—1—7d—1-7
Jz;—d 147 + u—d 147 =0

ist X ein Q-Martingal. DaS! wegenS! = $1&(X) ein stochastisches Integral naghist,
ist es nach Lemma 1.20 ebenfalls érlokales Martingal und wegen der Beschrénktheit
sogar ein)-Martingal. Der betrachtete Markt ist also arbitragefrei nach Satz 2.9.

Zur Betrachtung der Vollstandigkeit S€ieine beliebige Zufallsvariable. Nach dem Mar-
tlngaldarstellungssatz 1.29 glbt es eine reelle Zahhd einen vorhersehbaren Prozéss
mitY =y+He+Xy=y + SN Aus der Bemerkung nach Definition 3.1 ergibt sich
die Vollstandigkeit des Marktes.

Insbesondere lassen sich europaische Call- und Put-Optionen perfekt hedgen. Wir wol-
len im folgenden deren Preis und Hedgingstrategie bestimmen. Sekdazy Sy — K)*
die Auszahlung einer européischen Call-Option mit Basisgkes R. Fur den diskontier-
ten Endwert der Aktie gilt

Sk = Sl<;¢r> ()™
mitU = |{n e {1,...,N}: AX, — 1}|. Offenbar istU unter() eine mit Parametern

N,q binomialvertellte Zufallsvanable. Ferner gii, > K/S% genau dann, wenn
log(K/Sy) — Nlog(d)
log(u/d)
Nach Satz 3.3 folgt fur den fairen Preis des européischen Calls:
S = Balgy)
= Eo((Sk —49)%)
= J(Sh - )1(K/s0 ) (Sh)dQ
= XL (a1 = @Y (S ()Y = &) Lo (0)
= S ano (n)ak(]' — )N (00 (n) = % 7]:7 0 ( )a"(1 = )" "L (a0 (n)
= SN, D)((a,0)) = LN, g)((a,0))
= S3B(N, 1= Q) ((—00, N —a]) — £b(N, 1 - g)((—00, N — a)),

U>a:=
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wobeib(N, p) die Binomialverteilung mit Parameteri, p bezeichnet und

u(l+7—d
_ ( )

14+7)(u—d)

u R—
T+l |

Analog ergibt sich

S = Ba(gr|Fa) = SN = n,1 = §)((—00, an]) — g-b(N —n, 1 — q)((—00, an)

o 108(5,/K) = (N —n)log(d)
" log(u/d) ’

FUr den undiskontierten, fairen Preisprozess der Option ergibt sich also
2 = SN —n,1-§)((=00,a,]) = KN —n,1 = q)((—00,a,]).  (3.2)

Zur Berechnung der Duplikationsstrategie schreibenSie= C/(S}, n) mit einer Funk-
tion C : Ry x {0,...,N} — R,, deren Gestalt sich sofort aus Gleichung (3.1) er-
gibt. Seip = (¢°, »') eine Hedgingstrategie des Calls durch Handel ggth S*), d. h.
Vn(p) = (S§ — K)* = S%. Fur den diskontierten Wertprozess gilt darify) = 52 und
somitAS2 = ¢! AS!. Im Falle eines steigenden Aktienkurses erhalten wir daraus

s C(Syun) — —C(S, y,n—1) = PLSL (1 — 1),

fur fallenden Kurs entsprechend

s_lgo(srlz—ﬁl’ n)— 501 C(Sp_i,n—1) = @igi—l(ﬁ —1).

Subtrahieren und Auflésen nach der Handelsstrategie ergibt fir den Aktienanteil in der Hed-
gingstrategie des Calls:
L C(S! ju,n) —C(S}_,d,n)
o Siau—d)

Den europdaischen Put behandelt man analog oder mit HilfeCd#sPut-Paritat (vgl.
Aufgabe 9 auf Blatt 3). Am Falligkeitsdatui gilt (S, — K)™ — (K — Sy)"™ = Sy — K.
Der faire Preis der zufalligen Auszahlung auf der rechten Seite betragt zum Zeitpunkt
geradeS! — K.89/5%;, wie in 3.3.1 gezeigt wurde. Aus Arbitragegriinden muf also fiir den
Call-PreisS? und den Put-Prei§? gelten:S? — S3 = S! — KS%/S furn € {0,...,N}.
Man erhalt schlief3lich

83 = KZEb(N = n, 1= q)((=00, b)) = SIB(N = n,1 = §)((—00, b))

als fairen Put-Preis zum Zeitpunkf wobei

_ log(K/S,) = (N —n)log(d)
log(u/d) '

b, :
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3.4 Amerikanische Optionen

In diesem Abschnitt kommen wir auf amerikanische Optionen zu sprechen. Diese passen
strenggenommen nicht in den Rahmen der entwickelten Theorie, da sie nicht wie europai-
sche durch eine einzige Zufallsvarible darstellbar sind. Wir verwenden daher den zentralen
Begriff Arbitragesinngemalf als risikolosen Gewinn im Rahmen der gegebenen Handlungs-
maoglichkeiten, ohne ihn exakt zu definieren.

Mathematisch ist einemerikanische Optiondurch ein diskretes Semimartingdlde-
finiert. Dabei stehiX,, fur die Auszahlung, die man bei Austiben der Option zum Zeitpunkt
n bekommit.

Bemerkung. Betrachtet sei ein Markt, an dem sowohl eine amerkanische Option mit Aus-
UbungsprozesX als auch eine européische Option mit EndauszahKipgyehandelt wer-

den. Wenn dieser Markt im anschaulichen Sinne arbitragefrei ist, dann muss die amerikani-
sche Option zu jedem Zeitpunkt mindestens so teuer wie die europaische sein. Andernfalls
kauft man die billige amerikanische Option und verkauft gleichzeitig die teurere europai-
sche. Den Differenzbetrag investiert man z. B. in den Numeraire. Am Endzeitpugldi-

chen sich die Auszahlung und die Verpflichtung- Xy der beiden Optionen aus, und es
verbleibt die Anlage im Numeraire als risikoloser Gewinn.

Der folgende Satz zeigt, dass das Recht, eine Call-Option vorzeitig austiben zu dirfen,
zu keiner Wertsteigerung des Derivats fuhrt.

Satz 3.101n einem MarktS = (59, 51, 52, .9%) seienS?, S die Preisprozesse eines euro-
paischen und eines amerikanischen Calls giufnit Basispreisk’ und Falligkeitszeitpunkt
N (d. h. Xy = (S} — K)* ist die Endauszahlung voff*, und X = (S' — K)* ist der
Ausiibungsprozess vér. Wenn der Numerair€® monoton wachsend ist und der Markt im
anschaulichen Sinne arbitragefrei ist, dann gift = S3.

Beweis Die obige Bemerkung zeigi? < S3. Falls.S? > S? nicht gilt, gibt es einen Zeit-
punktrn und eine Mengel € %, mit P(A) > 0undS? < S? auf A. Man konstruiere nun
die folgende selbstfinanzierende Handelsstrategie mit Anfangskapital @: Bisd nicht
gehandelt. Bei Eintreten voA® wird auch danach nicht investiert. Bei Eintreten van
hingegen verkaufe man eine amerikanische Option zum Bfeikaufe fiir einen Teil des
Erloses eine europaische Option und lege den Bgst S? in Anteilen des Numeraires
an. Falls der Kaufer der amerikanischen Option diese nicht vorzeitig ausiibt, gleichen sich
Auszahlung S}, — K)* und Zahlungsverpflichtung (S} — K)™ der beiden Optionen aus.
In diesem Fall verbleibt ein Gewinn aus der Anlage im Numeraire.

Was passiert, wenn der Stillhalter der amerikanischen Option diese zu einem Zeitpunkt
m < N auslbt? Er erhalt dann von uns den Ern@§, — K)© < S! — K, den wir
durch Leerverkauf eines Anteil$' zum PreisS}, finanzieren. Den verbleibenden Betrag
K legen wir im Numeraire an. Zum ZeitpunRf haben diese beiden Anlagen den Wert
—S1+ KS5%/S° > S'— K. Dieser moglicherweise negative Betrag wird vollstandig durch
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die fallige europaische Optio$®, = (S3, — K)™ kompensiert. Wie im Fall ohne vorzeitiges
Ausliben verbleibt uns ein risikoloser Gewinn aud der Anlage zum Zeitpunkir erhal-
ten somit einen Widerspruch zur Arbitragefreiheit. O

Falls der Numeraireprozes® konstant ist, gilt die Aussage von Satz 3.10 auch fir
Put-Optionen.

Der Ausuibungszeitpunkt einer amerikanischen Option kann als eine Stoppzeit aufge-
fasst werden, die moéglichst optimal gewahlt werden sollte. Insofern fihren amerikanische
Optionen auf ein Problemptimalen Stoppen®er folgende Satz zeigt, dass auch Snellsche
Hullen eng mit Stoppproblemen zusammenhangen, wo es darum geht, eine erwartete Aus-
zahlungE (X, ) Uber alle Stoppzeitenzu maximieren. Die in gewissem Sinne friheste und
spateste optimale Stoppzejtund, sind ebenfalls im Satz angegeben.

Definition 3.11 Sei X ein diskretes Semimartingal mi(|X,,|) < oo furn = 0,..., N.
Unter derSnellschen Hillevon X versteht man das durdhy := Xy und

Up = sup{X,, E(Ups1|%n)}
furn =N —1,...,0 rekursiv definierte diskrete Semimartingal.

Satz 3.12 Fur die Snellsche Hille eines diskreten Semimartingaigelten:
1. U ist das kleinste Supermartingal nait > X.

2.
U, = sup E(X,|%,) = E(X

| Fn) = E(X7,[F)
TET
firn =0,..., N, wobei.7, die Menge de{n,n + 1,..., N }-wertigen Stoppzeiten

bezeichne und

7r = inf{m >n:U, =X},
7o = inf{m >n:X,, > E(Uy1|Fm)} N N.

Beweis. 1Wir zeigen induktivE(|U,|) < oo undU,_1 > E(U,|#,-1) firn = N,...,0,
woraus die Supermartingaleigenschaft vorfiolgt. Furn = N ist U, = Xy integrierbar.
Die Ungleichung ist offensichtlich. Fir < N gilt nach Induktionsvoraussetzung

E(|Un]) < E(IXnl + |E(Una| F0)]) < E(IXal) + E(|Unsa]) < 0.

Die Supermartingalungleichung ergibt sich wieder direkt aus der Definition.

Far die Minimalitat betrachten wir ein weiteres Supermartingalimit X. Wir zeigen
V,, > U, durch Induktion naclh. = N, ..., 0. Firn = N ist nichts zu zeigen. Fiit < N
gilt V, > X,, und nach Induktionsvoraussetzuvig > E(V,.1|.%#,) > E(Un11|Z), also
auchV,, > U,,.
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2. Zunéachst einmal gilt fiir jede Stoppzeite .7,
E(X,|#,) < E(U|%,) = E(U}|%,) < U = U,

daU™ nach Lemma 1.20 ein Supermartigal ist. Wegenr, € .7, bleibt also nur noch zu
zeigen, das¥,, = E(X,|.7,) = E(X,,|Z,).

Wir zeigen induktiv, dasst(Uy | #m) = Uy, furm = N,... n. Firm = N ist
nichts zu zeigen. Fln < N seiA := {7y < m} € #,. Zunachstisti(1 U vm|-F ) =
E(14U,| %) = 14U,,. Ferner gilt nach Induktionsvoraussetzung

E(lACUvamfﬁm) = E(lACUva(m+1)|ym)
Ly E(E(Urpvinin) | Fm+1)|-Fim)
140 BE(Upi1| %)
= 14c¢U,,

daX,, < E(Uny1|Zn) auf AC.
Firm = n folgt U, = E(U,|.#,) = E(X;,|#,). Die Behauptung fur, zeigt man
analog. O

Wir betrachten nun einen vollstandigen, arbitragefreien Mgikt. . ., S¢) mit zugeho-
rigem aquivalenten MartingalmaR Ferner seb?+! der Preisprozess einer amerikanischen
Option mit Auszahlungsprozess. Das folgende Resultat zeigt, dass sich in vollstdndigen
Markten auch fir amerikanische Optionen ein eindeutiger Preis ergibt, wenn man in diesem
Rahmen sinngemal mit Arbitragefreiheit argumentiert. Statt dem durch die Endauszahlung
erzeugteny-Martingal erhalt man als Preisprozess hier das minimaBupermartingal,
das den Auszahlungsprozess dominiert.

Satz 3.13Wenn der Markt im anschaulichen Sinne arbitragefrei ist, ist der diskontierte

Derivatpreisprozes§?+! die Q-Snellsche Hillle voiX := 2.

Beweis Wir bezeichnen di€)-Snellsche Hiille voX mit U.

Falls S > U nicht gilt, gibt es einen Zeitpunkt und eine Menged € .%, mit
P(A) > 0 und S*' < U auf A. Man konstruiere nun die folgende selbstfinanzierende
Handelsstrategie mit Anfangskapital 0: Biswird nicht gehandelt. Bei Eintreten vat®
wird auch danach nicht investiert. Bei Eintreten winingegen kaufe man zur Zeiteine
amerikanische Option flr den Preigt!. Diesen Kauf finanziert man durch Leerverkauf der
Duplikationsstrategie der diskontierten Auszahlu‘ﬁ,g zum PreisEQ(XTf|%l) = U,SY.

Die verbleibende Differeng/,, — 5%')S° lege man in Anteilen des Numeraires an.

Zum Zeitpunktr; bt man die Option aus und erhalt dafiir, als Erl0s. Dieser Betrag
reicht gerade aus, um die obige Duplikationsstrategie aufzuldsen. Es verbleibt einem ein
risikoloser Gewinn aus der Anlage im Numeraire im Widerspruch zur Arbitragefreiheit.

Falls andererseit§*™! < U nicht gilt, dann gibt es einen Zeitpunktund eine Menge
B € %, mit P(B) > 0 undS$%t! > U auf B. Auch in diesem Fall kann man einen risi-
kolosen Gewinn erzielen. Nach Satz 1.16 und der folgenden Bemerkung lasStisicler
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FormU = M + A mit einem Martingall/ und einem monoton fallenden, vorhersehbaren
ProzessA mit Ay = 0 schreiben.

Wiederum handelt man nicht bisund auch nicht bei Eintreten vai®. Bei Eintreten
von B hingegen verkaufe man eine amerikanische Option zum Pféls Ein Teil des Erlo-
ses wird zum Kauf der Duplikationsstratgie der diskontirten AuszahMrgt A,, verwen-
det. Deren diskontierter Marktpreis zum Zeitpunkist Eq(My + A, |.#,) = M, + A,, =
U,. Es verbleibt also ein Re¢69t! — /)Y zur Anlage im Numeraire. Wenn der Still-
halter die Option zum Zeitpunkt austbt, erhalt er von uns die Pranke,. Diese kbnnen
wir vollstandig durch Verkauf der obigen Duplikationsstrategie finanzieren, deren aktueller
diskontierter Wert\/,,, + A,, > M,, + A,, = U,, > X,, ist. Auch in diesem Fall verbleibt
uns die Anlage im Numeraire als risikoloser Gewinn. O

Die Tatsache, dass*™ kein -Martingal sein muss, widerspricht tibrigens nicht der
Arbitragefreiheit, wie es vielleicht im Hinblick auf den ersten Fundamentalsatz 2.9 scheint.
Da man als Stillhalter der Option stets damit rechnen muss, dass der Inhaber die Option
ausubt, lassen sich negative Mengen der Option nur eingeschrankt halten. Daher gilt z. B.
Lemma 2.8 nicht fir amerikanische Optionen.

Selbst im einfachen Binomialmodell erhalt man fiir amerikanische Put-Optionen keinen
expliziten Ausdruck mehr fir den Wert, aber immerhin noch eine rekursive Formel. Da die
Preise von europaischem und amerikanischem Call Gbereinstimmen, muss dieser Fall nicht
erneut betrachtet werden.

Beispiel 3.14 Im Binomialmodell aus Abschnitt 3.3.3 séF der faire Preisprozess einer
amerikanischen Put-Option af mit Basispreisk € R, d. h. mit Auszahlungsprozess
Y = (K — SY)*. Wir zeigen, dass es konvexe, monoton fallende Funktiggen., gy :

R — R derart gibt, dass der diskontierte Preis die Fdtin= g, (S!) hat. g, ist rekursiv
gegeben durchy = (K/S$ — )™,

gul) = max (£ = 2)%, agar1(@725) + (1 = Qguir(a75))

Ferner gibt es eim,, € [0, K/S°] derart, dass
(S_IE - 37)+ > qgn-i—l(xﬁ) + (1 - Q)gn-&-l('r%) — T < Tn.

Anschaulich bedeutet das, dass man im %Ik x,, die Option unbedingt austben sollte,
da das Vermdgen auf andere Weise besser angelegt ist.

Den Beweis dieser Aussagen fuhren wir durch Induktion naehN, . .., 0, wobei wir
als zusatzliche Behauptung mitbeweisen, dass (K/S5 —z)* fir x < & (H5)N= Fur
n =N gilt §2, = (K/S% — S4)t = gn(S)) wie gewiinscht.

Fir den Induktionsschritt von + 1 nachn erhalt man nach Satz 3.13 und Lemma 0.7

~

82 = max ((& - S* Eq(82,117))

n

= max (& — $)", Bolgan(SH(1 + AX,0))| 7,))
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= max ((550 — S, a1 (SEs) + (1 — Q)9n+1(5’i$))
= gn(sﬁ)

Da nichtnegative Linearkombinationen und Maxima von monoton fallenden, konvexen Funk-
tionen wieder monoton fallend und konvex sind, besitzeryglidiese Eigenschaften.

Zum Nachweis der Zusatzbehauptung beachte man, dass in:Falg (*2)¥ =" auch
T < (1:7’)1\7*("*1) und somit nach Induktionsvoraussetzung

1+7
qgn1(275) + (1= Q)gnri(e7l) = q(& —zo)T+ (1 - )& e
" 147 nHI\YT47 9 1+7 q 147
_ S% _qu+1li-;(-1f 9 _ (Sﬁg _ m)*

gelten. Sei nun
z, :=sup{r € R: (50 — )t > h(z)}

SO ’
{reR: (— — )t ( )} C (=0 ,SO) Firz € [z, So)gllt wegen der Konvexitét von
)-

h offenbar(L; — 2)* < h(x

mit h( ) - qgn+1( 1+r) +( - Q>gn+1( 1+r) Dann IStK(lJJT)N_n < Ln S = denn



Kapitel 4
Varianz-optimales Hedgen

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass sich Derivate unter gewissen Bedingungen perfekt
hedgen lassen. Leider sind diese selbst fir Standardoptionen wie z. B. européische Calls
nur selten gegeben. Wenn man wesentlich tber das in Abschnitt 3.3.3 behandelte Binomial-
modell hinausgeht, lassen sich diese Auszahlungen in aller Regel nicht mehr duplizieren,
so dass der Bewertung und Absicherung mit Arbitrageargumenten weitgehend der Boden
entzogen ist.

Wir haben in Kapitel 3 jedoch auch das Superhedging kennengelernt, das den Gedanken
der perfekten Absicherung auf nicht duplizierbare Optionen Ubertragt. Leider erweist sich
das zum Erstellen der billigsten Superhedgingstrategie erforderliche Anfangskapital, also
der obere Preis der Option, in konkreten Marktmodellen als unverniinftig hoch. Oft besteht
z. B. wie in der einfachen, in Aufgabe 16 auf Blatt 4 betrachteten Situation die billigste Su-
perhedgingstrategie eines beliebigen europaischen Calls darin, die zugrundeliegende Aktie
zu kaufen.

In der Literatur wurde eine Reihe von Vorschldgen gemacht, wie man sich im allgemei-
nen zumindest teilweise gegen das Kursrisiko absichern konnte. Wir stellen hier ansatzweise
das Konzept des varianz-optimalen Hedgens vor. Die Idee besteht darin, die zufallige Aus-
zahlung so gut wie méglich durch ein handelbares Portfolio zu approximieren, wenn man
sie schon nicht duplizieren kann.

Das allgemeine Marktmodell sei das am Anfang von Kapitel 3 eingefiihrte. Der Ein-
fachheit halber beschranken wir uns auf den Fall, dass der diskontierte Wertpsoeizss
Martingal mit E(|Sy|?) < oo ist. Dies ist eine recht grobe, aber vielleicht in erster Nahe-
rung akzeptable Annahme. Fiur den allgemeinen Fall lassen sich verwandte, aber im Detail
deutlich aufwendigere Resultate zeigen. Ebenso wie in Kapitel 3 sei eine Optiegeben,
deren diskontierte Auszahlung := X/S% hier als quadratisch integrierbar vorausgesetzt
wird. Wir arbeiten in diesem Kapitel ausschliel3lich mit diskontierten Grof3en. Dies wird in
der Notation™ deutlich gemacht.

Die folgende Definition driickt aus, was unter einer besten Approximation verstanden
werden soll:

Definition 4.1 Wir nenneny varianz-optimale Hedgingstrategiefiir X, falls ¢ = 9 den
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erwarteten quadratischen Hedgefehler
E((Vn(0) - X)?)
uber alle alle selbstfinanzierenden Strategleninimiert.

Der erwartete quadratische Hedgefehler ist offenbar nur dann endlich,Ef@lis -
Sy)?) < co. Da¥ « S ein lokales Martingal ist, folgt induktiv fiin = N,...,0 auch
E((Y + 5,)?) < oo. Wir betrachten daher im folgenden nur Handelsstrategien, die diese
Integrierbarkeitsbedingung erfillen.

Lemma 4.2 Der diskontierte Vermt')gensprozdfés,p) einer varianz-optimalen Strategie
ist eindeutig, falls eine solche existiert.

BeweisFir eine weitere optimale Strategielefiniere) := (o+3)/2. Im Falle P(Vy (¢) #
V(@) > 0 gilt dann

B((wlw) - X)) = B(((

= E((Vn(p) = X))

im Widerspruch zur Optimalitat vop. Somit istVy () = Vi (&) fast sicher. (Dies kénnte
man alternativ auch direkt aus der Eindeutigkeit der Orthogonalprojektidi¥ iableiten.)
Nach Lemma 2.8 stimmen sogar die ganzen Vermégensprozesse uberein. O

Funktionalanalytisch formuliert handelt es sich bei dem diskontierten Endivért)
der varianz-optimalen Strategie um die Orthogonalprojektion der diskontierten Auszahlung
X im Hilbertraum L? auf den Unterraum der um eine additive Konstante verschobenen
stochastischen Integrale naShEin zentrales mathematisches Hilfsmittel zur Berechnung
varianz-optimaler Hedgingstrategien bildet die folgende Martingalzerlegung.

Satz 4.3 (Galtschuk-Kunita-Watanabe-Zerlegung)Sei V' ein Martingal mitVy € L2.
Dann lasst sich/ in der Form

V=Vot+te+S+M (4.1)

zerlegen, wobep ein vorhersehbareiR?-wertiger Prozess ist mip + S, € L2 fir n =
0,...,N und M ein zuS orthogonalesMartingal, d. h. M St ist ein Martingal flri: =
1,...,d. Die Martingaley « S undM sind eindeutig. Der Integrangd |6st die vektorwertige
Gleichung

d. h.
AV, S0 =Y @l A(S7,5%, (4.2)

furn=1,...,Nundi=1,...,d.
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BeweisNach Lemma 2.13 ist die Menge
R+ Ry = {v+ 9+ Sy : v € R, ¥ vorhersehbar uni*-wertig}
abgeschlossen bzgl. stochastischer Konvergenz. Somit ist
(R + Ry) N L? = {Vi(y) : ¢ selbstfin. Strategie mit,,(p) € L2 firn=0,..., N}

ein abgeschlossener Unterraum désSeienY = VN( ) € L? die Orthogonalprojektion
von Vy auf diesen Unterraum urid das durch” erzeugte Martlngal d. W, = E(Y|.Z#,).
Nach Lemma 1.20 gilt dantl = V (¢). SetzeM := V — U = V — V(). Als Differenz
von Martingalen istV/ ebenfalls ein Martingal.

DaY die Orthogonalprojektion ist, gilE((Vy — Y)Vy(9)) = 0 fir alle selbstfinan-
zierenden Strategief mit V() € L? firn = 0,..., N. Insbesondere ist, — V() =
E(Vy — V() = 0. (Betrachte dazu die selbstfinanzierende Stratégiet V() = 1 fir
alle n.) Wir erhalten somit (4.1).

Seiemn € {1,..., N} undA € .%,_,. Fir den durch

9 — 14, fallsj=iundm >n
™1 0 sonst.

definierten vorhersehbaren Prozédslgt

0 = E(Vw=Y)(®+Sy))
E(My1a(Sy = S, 1))
E(My148%) — E(E(My145%_||Z01))
E(Mx145%) — E(E(My|Z01)1451 )
= E(1aMySy) — E(14M, 1S ),

d. h. M S ist ein Martingal.

Da [M, S| = MS* — MySi — M_ + §* — 5" « M ein lokales Martingal und daher
wegen seiner Integrierbarkeit sogar ein Martingal ist, fdlgt, S) = 0. Aus (4.1) ergibt
sich(V,57) = ¢ = (3, 57) + (M, 57) = ¢+ (S, 57), woraus (4.2) folgt.

Zum Bewels der Eindeutigkeit séf Vo+ @S+ M eine weitere solche Zerlegung.
Dann ist(M — M, M — My={(@—¢)*S M- M> (p—p) (S, M — M)—Ound
somitM — M = 0 (z. B. wegen der Bemerkung nach Definition 1.19). O

Korollar 4.4 Sei

V=Vo+ (o' .., oY S+M
die Galtschuk-Kunita-Watanabe-Zerlegung des Martingals= E(X|.%,) beziiglichS =
(S',...,S%. Dann ist die im Sinne von Lemma 2.6(zl, . . ., ¢%) und zum diskontierten
Anfangskapitall, gehérende selbstfinanzierende Strategieine varianz-optimale Hed-
gingstrategie furX. Die Strategiep |10st die Gleichung

AV, 8) = 9T A(S, 9),
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im Sinne von (4.2). Der erwartete quadratische Hedgefehler ist

~ A

B((Vnlp) = X)%) = B((V ¢+ 8,V =+ S)x ). (4.3)

Beweis.Im Beweis von Satz 4.3 wurde gezeigt, dé?;;;s(go) = Vo + ¢ + Sy die Orthogo-
nalprojektion vonX auf {Vy (1) € L? : 9 selbstfinanzierende Strategiist. Somit isty
offenbar varianz-optimal.

Da M ein Martingal ist, ist

M?* — (M, M) =2M_+M + [M,M] — (M, M)

ein lokales Martingal, also wegen der Integrierbarkeit sogar ein Martingal. Somit erhalten
wir E(M%) = E({M, M)y), woraus wegen (4.1) Gleichung (4.3) folgt. O

Im Falled = 1 erhalt man die varianz-optimale Hedgingstrategie also als

Der Numeraireanteip® ergibt sich wie immer aus der Selbstfinanzierungsbedingung.



Kapitel 5
Portfolio-Optimierung

Als Laie kbnnte man meinen, in der Finanzmathematik gehe es vorrangig darum, Strategien
zu entwickeln, wie man mdglichst schnell reich wird. Das ist keineswegs der Fall. Dennoch
bildet das Problem, wie man sein Portfolio optimal zusammenstellen soll, durchaus eine
der klassischen Fragestellungen. Wir diskutieren in diesem Kapitel als eine der mdglichen
Varianten die Erwartungsnutzenmaximierung des Endvermogens.

Wie in den Kapiteln zuvor arbeiten wir in einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, Z,(Fn)n=o...n, P) mit Z, = {@, Q} und EndzeitpunkiV € N. Ferner sei ein arbitra-
gefreier WertpapierpreisprozeSs= (S, ..., S%) mit positivem Numeraires® gegeben.

Wir betrachten eine Anlegerin, die ihnr Endvermddén ) bei gegebenem Anfangska-
pital V;, maximieren mochte. Nun i$ty () aber eine Zufallsvariable, und die Tatsache, ob
eine Strategie besser als eine andere abschneidet, hangt davon ab, ob und welche Wertpa-
piere steigen oder fallen. Man muss sich also zunachst einmal Gedanken machen, was man
eigentlich maximieren oder optimieren mochte.

Der vielleicht spontane Gedanke, das mittlere Endvermdgen, also den Erwartungswert
E(Vn(y)) zu maximieren, erweist sich bei naherer Betrachtung als wenig attraktiv. Er tiber-
sieht, dass sie meisten Menschen risikscheu eingestellt sind. Ein solches Kriterium wirde
eine hochspekulative Anlage einem weitgehend risikolosen Sparbuch vorziehen, auch wenn
das Sparbuch nur eine geringfligig kleinere mittlere Rendite abwirft. Man betrachtet daher
eher Optimierungskriterien, die sowohl den Wunsch nach hoher erwarteter Rendite als auch
die Abneigung gegen mogliche Verluste widerspiegeln.

Ein klassischer Ansatz besteht darin, anstelle des mittleren Endvermégens den mittleren
NutzenE (u(Vy(¢))) zu maximieren, den einem dieses Vermégen beschert. Dieser Nutzen
wird durch eineNutzenfunktion : R — RU{—oco} ausgedruckt, die einem Geldbetrag den
Grad an Zufriedenheit zuordnet, den man damit verbindet. Man fordert aus offensichtlichen
Grinden, dass diese Funktion monoton wachst. Eine weitere wichtige Eigenschaft bildet
die Konvexitat. Sie bedeutet anschaulich, dass uns ein zusatzlicher Euro weniger Nutzen-
zuwachs bringt, als uns ein verlorener Euro an Ungliick bereitet. Durch diese Eigenschatft,
dass Verluste durch eine konkave Nutzenfunktion Gberproportional bestraft werden, flie3en
in das Optimierungsproblem ganz automatisch beide Ziele ein, namlich der Wille, Gewinne
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zu erwirtschaften, bei gleichzeitiger Scheu vor dem Risiko. Uber die Wahl der Nutzenfunkti-
on lasst sich der Grad der Risikoabneigung steuern. Klassische Nutzenfunktionen sind z. B.
die unten betrachteten Potenz- und Logarithmusfunktionen.

Definition 5.1 Jede monoton wachsende, streng konkave Funktiol®R — R U {—oco}

bezeichnen wir aldlutzenfunktion. Eine selbstfinanzierende Strategienit diskontiertem
Anfangskapital, und E((u(Vx(¢)))~) < oo heiRterwartungsnutzenoptimal fiir «, falls

¢ die Abbildungy — E(u(Vy(?))) tber alle solchen Strategighmaximiert.

Ein einfaches Konvexitatsargument zeigt, dass erwartungsnutzenoptimale Strategien im
wesentlichen eindeutig sind. Genauer bedeutet dies, dass ihr Wertprozess eindeutig festge-
legt ist. Fur die konkrete Handelsstrategie muss das, etwa bei Vorliegen redundanter Wert-
papiere, nicht gelten.

Lemma 5.2 Alle erwartungsnutzenoptimalen Strategieaur selben Nutzenfunktioanund
zum selben Anfangskapital besitzen fast sicher denselben (diskontierten) Wertpiazess

Beweis Angenommen, es gibt optimale Strategier mit P(Vy () = V(@) < 1. Fir
¥ = 3(p+ @) giltdann

im Widerspruch zur Optimalitat vog.

Somit stimmt das diskontierte Endvermdgen aller erwartungsnutzenoptimalen Strategi-
en ¢ (iberein. Nach Lemma 2.8 ist der ganze WertproZégs) unabhangig von der kon-
kreten optimalen Strategie. O

Die Berechnung von erwartungsnutzenoptimalen Strategien ist im allgemeinen nicht
einfach, da die Menge der Handelsstrategien sehr hochdimensional ist. Einen klassischen
Ansatz bildet diedynamische Programmierun@ei der man die optimalen Losungen mit
Hilfe eines rekursiven Verfahrens ermittelt, das dem &hnelt, das wir bei der Berechnung des
fairen Preises eines amerikanischen Puts im Cox-Ross-Rubinstein-Modell angewandt ha-
ben. Wir verwenden hier stattdessen Martingalmethoden, um in konkreten Féllen optimale
Lésungen zu bestimmen.

Das Herzstlick bildet das folgende hinreichende Kriterium fir Optimalitat. Es liefert
zwar keine erwartungsnutzenoptimale Strategie, erlaubt aber den Nachweis, dass eine gege-
bene Kandidatenstrategie tatsachlich optimal ist.

Satz 5.3 Seienu eine aufu~!(R) differenzierbare Nutzenfunktion undeine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie mit diskontiertem Anfangskapitahd E((u(Vy(¢)))~) < co.
Wenn das durch die Dichte .

dQ _ u'(Vn(p))

~

AP B(u(Vy(y)))
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definierte Wahrscheinlichkeitsm&Rein aquivalentes Martingalmal3 ist, dann ¢serwar-
tungsnutzenoptimal fir.

Beweis.O. B. d. A. istE((u(Vy(¢)))") < oo, day sonst unendlichen Erwartungsnutzen
besitzt. Sei) eine weitere selbstfinanzierende Handelsstrategie zum selben Anfangskapital
und mit E((u(Viy (1))~ < oo. Wegen der Konvexitét von gilt

A ~

u(V() = ulVi(9)) < o (V) (V@) = V()
= B2 -9) -5y, 6D

wobei Z den Dichteprozess vof) bzgl. P bezeichnet. D&y — ) « S nach Lemma 1.20
ein Q-lokales Martingal ist, isZ ((¢) — ¢) + S) nach Lemma 1.26 eif-lokales Martingal.
Die linke Seite von (5.1) hat einen integrierbaren Negativteil, also kann auf beiden Seiten

der Erwartungswert berechnet werden. Induktiv erhalt man fgrv —1,...,0:

und somitE(Zy (¢ — ) + Sy) = 0. Mit (5.1) folgt E(u(Vy (¥))) < E(u(Va(p))). O

Der vorige Satz zeigt erneut, welch zentrale Rolle aquivalente Martingalmalie in der
Finanzmathematik spielen. Ihre Existenz und Eindeutigkeit charakterisierten die Arbitrage-
freiheit bzw. Vollstandigkeit von Méarkten, und nun treten sie erneut im Zusammenhang mit
der Portfolio-Optimierung auf. Man beachte allerdings, dass dieses hinreichende Kriterium
nicht notwendig ist (vgl. Aufgabe 24 auf Blatt 6). Dies ist nur fur endliche Wahrscheinlich-
keitsraume (d. h. mif2| < o) allgemein der Fall.

Man kann Ubrigens zeigen, dass das obige Martingalghaifd in gewissem Sinne duales
Minimierungsproblem l6st, etwa dass es unter allen MartingalmalRen einen von der Nutzen-
funktion abhangigen Abstand z& minimiert. Auf diesen Zusammenhang soll hier jedoch
nicht ndher eingegangen werden.

Fir beliebige Marktmodelle ist die Bestimmung der optimalen Strategie im obigen Sinne
schwierig, wenn man von der logarithmischen Nutzenfunktion absieht, fir die man in sehr
allgemeinem Rahmen eine explizite Losung herleiten kann. Wir beschranken uns daher auf
ein zeitlich homogenes Marktmodell, das eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des
am Ende von Kapitel 2 vorgestellten Modells aus Aktie und festverzinslichem Wertpapier
darstellt. Das festverzinsliche Bankkonto sei dabei wie bisher von der Form in (2.2). Analog
zu (2.3) seien die Preisprozesse vbriskanten Wertpapieren dargestellt durch

Si = Spexp(X}) = Sy [[ (1 + AX}) = S (X7),

m=1

furi = 1,...,dundn = 0,..., N. Ahnlich wie zuvor seien dabe\ bzw. X R4-wertige
diskrete Semimartingale mX, = X, = 0, deren Zuwachsa X,, bzw. AX,, unabhéngig
von .%#, _; sind und deren Verteilung nicht vonabhangt. Der Zusammenhang v&nund
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X wird analog zu (2.4) beschrieben durtk? = ¢2X: — 1. Fiir die diskontierten Prozesse
ergibt sich

S, =5, [](1+AX;,) = Sie(X7),
m=1

mit X = 0 und AX} = 2% — 1. Man beachte, dass di@rschiedenen Wertpapiere
durchaus abhangig sein kénnen, nicht jedoch ihre relativen Wertanderungersezhiede-
nen Zeitpunkten

In diesem Rahmen sollen nun optimale Strategien fur Potenz- und Logarithmusfunktio-
nen bestimmt werden. Dazu wird das obige Martingalkriterium verwendet. Die Schwierig-
keit besteht vor allem darin, eine geeignete Kandidatenstrategie zu erraten, deren Optimali-
tat man mittels dieses Kriteriums beweisen kann. Dazu macht man einen Ansatz, der darin
besteht anzunehmen oder vielmehr zu hoffen, dass die L6sung von einer einfachen, durch
wenige Parameter bestimmten Struktur ist. Diese wahlt man anschlieBend so, wie es der
Beweis der Optimalitat erfordert.

Im obigen, zeitlich homogenen Marktmodell fihrt der Ansatz zum Ziel, dass die Anteile
des Vermdgens, die in die verschiedenen riskanten Wertpapiere investiert werden, durch die
Zeit hindurch deterministisch und konstant bleiben. Sie sind unten mit dem Vekier
zeichnet. Die tatsachliche Anzahl der Wertpapiere ist dann nattrlich von den gegenwartigen
Kursen und vom derzeitigen Vermégen abhangig. Der diskontierte Vermégensprozess und
der Numeraireanteib® ergeben sich durch die Selbstfinanzierungsbedingung.

Im Beweis gilt es noch eine Schwierigkeit zu Uberwinden. Die Kenntnisd@ylP
im hinreichenden Kriterium reicht im allgemeinen nicht aus, um festzustelled) ein
aquivalentes Martingalmass ist. Dazu bendétigt man den ganzen Dichtepfoz&ssh hier
fuhrt wieder ein Ansatz zum Ziel, ndmlich zu hoffen, dass die ProportionalitatZyoru
u'(V;,()) nicht nur fiir N, sondern auch zu friiheren Zeitpunkten gilt, auch wenn sich der
Proportionalitéatsfaktor durch die Zeit hindurch andert.

Satz 5.4 Seierp € (0, o0) undw die durch

Jjlfp ..
u(q}) — E fur z >0
—oo furz <0

definierte Nutzenfunktion. Im Falje= 1 ersetze man den obigen undefinierten Ausdruck
durchu(z) = log(z) fiir z > 0. Seiy € R? so gewahlt, dassT AX; > —1 fast sicher und

E( AX, _ ) = 0. (5.2)
(L+~yTAXy)P

Vn = Vog’(’ny()n,

Definiere

o=V, furi=1,....,d,
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~

SD?L = Vn-1— (9017 ce @d)z(’gla s 75@)”*1'
Dann isty eine erwartungsnutzenoptimale Strategiediimit diskontiertem Wertproze$s

BeweisWegen

lotweS = U (1+TL(EGTX) 5. X7)
= Vo (1+667X) - (47 X))
— V(X)) =V
ist V der diskontierte Wertprozess derZuund(¢', . . ., ¢%) gehérenden selbstfinanzieren-

den Strategie, deren Numerairekomponente daher wie oben angegeben ist. Definiere
a:=(E((1+ WTAXl)*p))l/p

und
Zy = ("E(y X)) 7P

firn =0,..., N.AusE(|AX;|/(1+~TAX;)?) < oo folgt leicht E(1/(1 + T AX,)P) <
00, Insbesondere existietit Ferner ist

E(lu(Va(p))) = 2 BT, 1 +4TAX,|17) <

1-p

.. 5 _ AX, ..
firp # 1, daB(|1+9TAX, [ 77) < E((lﬂTlAXl)p)+E((1+LTA)‘21)p)|y| < oo. Fliru = log
gilt immerhin noch

E((log(Viv(10)))™) < (log(V0))™ o5y B((log(1 +7TAX,))7) < oo,

daE((log(14+~TAX,))") < E(lﬁf&)m < 00. AUS

% -p N

folgt Z = &(M) mit M, :== 3" . ((a(1 +~+TAX,,))? — 1). Wegen

m=1

3 N _ E((1 TAX" P L?Z.n*
E(a™P(1+~TAX,) 7P| P ) = ((ET(WIMTA;?")"") St

sind M somit auchZ lokale Martingale. Da\/ unabhangige und stationare Zuwéchse hat,
sind M und Z nach Lemma 1.25 sogar Martingaleist somit der Dichteprozess des Wahr-
scheinlichkeitsmal3egg ~ P mit Dichte Z. Nach der Bayesschen Formel (Blatt 2, Aufga-
be 2) gilt

Eq(La(AX,)|[Zam1) = E(La(AX,) 2| F0m)
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firn=1,...,NundA € %% Insbesondere ish X, bezuglich@) unabhangig vor,, 4,
undAX;, ..., AX, sind identisch verteilt fiin = 1, ..., N. Ebenso folgt

EQ(AX,| 1) = B(AX,aP(1+7TAX,)™)
= E(AX,(14+~TAX,)P)a?=0

firi = 1,...,d, d. h. X’ ist einQ-lokales Martingal. Folglich ist auch’ = Si&(X") ein
(-lokales Martingal und nach Lemma 1.25 sogar@iMartingal. Mit Satz 5.3 folgt, dass
© erwartungsnutzenoptimal farist. O

Die Bedingung (5.2) entspricht einem System vbGleichungen mitl Unbekannten
7', ..., v% Auch wenn dieses Gleichungssystem nicht immer eine Losung besitzen muss,
so ist es in konkreten Modellen doch héaufig der Fall.

Da die optimale Strategie nur von der Ableitung der Nutzenfunktion abhéngt, lasst sich
der Logarithmus mit dem Fall = 1 identifizieren, der in der Definitiom — z'~7/(1 — p)
ausgenommen werden muss. In welcher Beziehung stehen die optimalen Strategien fur ver-
schiedenep zueinander? Dies lasst sich am besten im Rahmen einer linearen Naherung
untersuchen. Wenn die relativen Kursanderungyéfy, klein sind, kann man den Nenner in
(5.2) durch(1 + VTA)AQ)—P ~ 1 — pyTAX; approximieren. In dieser Naherung erhalt man
anstelle von (5.2) die quadratische Gleichu@g\ X,) ~ pE(AX;AX] )y, d. h.

1 n N -1 N
s (E(Axlej )) BE(AX)), (5.3)

falls die Matrix
E(AX,AX]) = Kov(AX,) + E(AX))(E(AX)))" ~ Kov(AX;)

invertierbar ist. Das Mischungsverhaltnis der verschiedenen risikobehafteten Wertpapiere
St ..., S%im optimalen Portfolio hangt im Rahmen dieser Approximation also nicht vom
Risikoaversionsparametgrab. Dieser steuert nur, wie das Vermégen auf Sparkonto und
riskante Wertpapiere verteilt wird. Vor allem im Fall einer einzigen Aktie erkennt man,
dass das optimale Portfolio in etwa proportional zur erwarteten Uberschuser(lﬁifél)
(verglichen mit dem Sparkonto) und antiproportional zur Vari&hz(AX,) ist. Da diese
Varianz in gewisser Weise das der Aktie innewohnende Risiko reprasentiert, erscheint diese
Form plausibel.

Es lohnt sich, sich kurz die allgemeine Struktur des optimalen Portfolios aus Satz 5.4
anzusehen. Es fallt auf, dass die Strategie nicht vom Anlagehomiz@tthangt. Dies steht
im Widerspruch zum héufig verbreiteten Anlagetipp, dass der Anteil riskanter Wertpapiere
wie etwa Aktien bei langfristiger Anlage hoher sein sollte, weil man dann besonders von der
hoheren Rendite profitiere und die Kursschwankungen auf lange Sicht weniger ins Gewicht
fallen. Das hier behandelte Optimierungskriterium spiegelt diesen Tipp nicht wider.

Durch Betrachtung der logarithmischen Rendite pro Zeiteinhéitz(Vy(¢)/Vs) kann
man die Wertentwicklung eines Portfoligs mit einem festverzinslichen Wertpapier der
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Form S}, = Sge™ vergleichen, fiir das der entsprechende Ausdrydkg(S3,/S5) =
konstant ist. Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn der bislang feste Anlagehori-
zont N sehr grol3 gewéhlt wird. Falls der Grenzwert existiert, bezeichnet

limy oo 37 log(Var () / Vo)

so etwas wie di¢angfristige Rendite pro Zeiteinheiim allgemeinen hangt diese natirlich
vom zufalligen Kursverlauf der Wertpapiere ab. Es ist also nicht zu erwarten, dass es eine
Handelsstrategie gibt, die sich in dieser Hinsicht unabh&ngig von der konkreten Realisation
als optimal erweist. Der folgende Satz zeigt jedoch, dass genau das der Fall ist: Auf lange
Sicht ist das zur logarithmischen Nutzenfunktion gehdrige Portfolio — das ja nach Satz 5.4
nicht vom AnlagehorizonlV abhangt — jeder anderen Handelsstrategie mit Wahrscheinlich-
keit 1 Uberlegen.

Satz 5.5 Es seip die Handesstrategie aus Satz 5.4 fur= log (d. h. furp = 1). Fur
jede andere selbstfinanzierende Handelstrategieum selben Anfangskapitad und mit
V() > 0 gilt dann

1 1 .
lim sup N log (V]\éw)) < lim Nlog (VA;/(,SO)) fast sicher.

N—oo 0 N—oo 0

BeweisZunachst beachte man, dass sie Strategaes Satz 5.4 nicht vom Anlagehorizont
N abhangt. O. B. d. A. sdi, = 1. Wir betrachten zunachst den Markt bis zu einem festen
EndzeitpunktV. Im Beweis von Satz 5.4 wurde gezeigt, d&ss- 1/V () der Dichtepro-
zess eines aquivalenten Martingalma®eist (da in diesem Fapp = 1, a = 1). Nach Lem-
nach Lemma 1.26 ein positivé%lokales Martingal, also ei?-Martingal (Lemma 1.14).
Da dies fur beliebigesv gilt, ist M := Zf/(@b) ein Martingal mit Indexmeng#l. Sei
e > 0. Nach einer der Doobschen Martingalungleichungen (siehe [JP04], Theorem 26.1) ist
e P(sup,sy M, > z) < E(My) = 1firz = e=". Somit ist

> et Plsup,sy log(My) > €) < 355 e < oo,

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gibt es fast sicher ein (vabhangiges)V, derart,
dasssup,,- y + log(M,) < e fir N > N,. Somit ist

lim supy_ o, +log(Viv (1)) < limsupy_, + log(Viv ().

Dalog(V(p)) = 3N log(1 + vTAX,,) eine Summe von unabh&ngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit integrierbarem Negativteil ist, ist der Ausdruck auf der rechten
Seite nach dem starken Gesetz der gro3en Zahlen fast sicher konvergent, d. h.laa kann
stattlim sup geschrieben werden und die Behauptung folgt. O

Am Ende dieses Kapitels soll aber ein Punkt nicht verschwiegen werden, der die An-
wendbarkeit der Ergebnisse betrifft. Um das optimale Portfolio berechnen zu kdénnen, be-
notigt man eine zuverlassige Schéatzung der gemeinsamen Verteilung der Wertpapiere. Wir
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betrachten dazu den besonders einfachen Fall einer einzelnen Aktie, die zehn Jahre lang
beobachtet wurde.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die taglichen logarithmischen Renditen

log(SL/SE 1) =log(l + AXY) = r +log(1 + AX?)

mit Parametermn+ /250 undo? /250 normalverteilt sind. Der Fakt@50 steht dabei fir die
Umrechnung von jahrlichen in (handels)tagliche Parameter. Wegen (5.31)7@51(5(1) ~
E(log(14+ AX")) gehty in etwa linear in das optimale Portfolio ein. Wir nehmen ferner an,
dass die mittlere Rendite im zehnjéhrigen Beobachtungszeitraum 5% pro Jahr Gber dem risi-
kolosen Zins lag und dass die Volatilitéat mit 25% pro Jahr sehr zuverlassig geschatzt wurde.
Anders formuliert lauten unsere Schatzungen aufgrund der letzten zehn.Jalr®5 und

o ~ 0,25. Wegen der Normalverteilungsannahme erhalten wir fir den unbekannten, tatséch-
lichen Parameter ein 95%-Konfidenzintervall vofi-0,10; 0,20]. Daran andert sich auch
dann nichts, wenn hochfregeunte wie z. B. minitliche Kursdaten flr den Beobachtungszeit-
raum vorliegen, sondern erst, wenn deutlich langere Zeitreihen zur Verfiigung stehen. Dann
aber stellt sich die Frage, ob noch von konstanten Parametern ausgegangen werden kann.

Mit anderen Worten kann selbst unter der stark vereinfachenden Annahme, dass sich
der Aktienkurs in den letzten zehn Jahren nach demselben, einfachen und fir die Zukunft
gultigen Modell verhalten hat, nicht einmal mit gro3er Sicherheit gesagt werden, ob die
Aktie Gberhaupt eine héhere durchschnittliche Rendite als das Sparkonto besitzt!

Dennoch liefern die obigen Sétze interessante qualitative Einsichten, die auch wertvoll
sind, wenn die tatsachlichen Parameter kaum bestimmbar sind. Dazu gehdrt die schon an-
gesprochene Struktur des Portfolios mit konstanten Anteilen, die vom Anlagehorizont un-
abhangig sind. Dazu gehort aber auch die Tatsache, dass es auf ganz lange Sicht ein in
fast-sicherem Sinne bestes Portfolio gibt.



Kapitel 6
Kohéarente Risikomessung

Wer an der Borse Geschafte wie etwa einen Futureshandel tatigt, die moglicherweise spate-
re Zahlungsverpflichtungen nach sich ziehen, muf3 zur teilweisen Absicherung des Risikos
ein Guthaben auf einem sogenanniarginkontohinterlegen. Auch bei anderen risiko-
behafteten Finanzgeschéaften gibt es ahnliche Vorkehrungen, z. B. in Form einer erh6hten
Eigenkapitalunterlegung. In der Arbeit [ADEH99] werden formale Kriterien diskutiert, de-
nen ein Marginsystem unabhangig von seiner konkreten Ausgestaltung gentigen sollte.

Wir gehen von einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsrauh %, (%, ) c0,13, P) wie
in den friheren Kapiteln aus, jedoch mit nur zwei Zeitpunkten 0, 1 undMit< oo,
Fo = {2,Q}, F = F = P(Q). Ferner seiS > 0 ein als risikolos erachtetes Wertpa-
pier mit S, = 1, etwa die Anlage auf einem Marginkonto bei der Bérse. Zufallsvariablen
X € R® =: & fassen wir als Endkapital zum Zeitpunkt 1 infolge eines zum Zeitpunkt
0 getatigten Geschaftes auf. Jeder solchen zum Zeitpunkt O eingegangenen Verpflichtung
soll eine Sicherheitsleistung X') zugeordnet werden, die zum Zeitpunkt O auf das Mar-
ginkonto Uberweisen werden muf3 (bzw. bei negativem Wert sogar abgebucht werden darf),
um das Geschéft tatigen zu durfen. An die Abbildutig— o(X) stellt man die folgenden
einleuchtenden Anforderungen.

Definition 6.1 Eine Abbildungp : .2 — R heil3tkoharentes Risikomal falls folgende
Bedingungen erfullt sind:

1. (Translationsinvarianzrir alleX € .2, z € R gilt o(X + Siz) = o(X) — x.
2. (Subadditivitat)Fir alle X, Y € Z qgilt o(X +Y) < o(X) + o(Y).

3. (Positive Homogenitatyur alle X € £, A € R, gilt o(AX) = \o(X).

4. (Monotonie)Fur alle X, Y € Z mit X <Y gilt o(X) > o(Y).

Das erste Axiom bedeutet, dass die nétige Sicherheitsleistung zweier Auszahlungen, die
sich um einen festen Betrag unterscheiden, gerade um einen entsprechenden Betrag diffe-
riert. Der VorfaktorS; hat mit der Verzinsung auf dem Marginkonto zu tun. Die Sicherheits-
leistung wird zum Zeitpunkd getatigt, die Auszahlung erfolgt dagegen zum Zeitpunkt
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Dal<€ zum Zeitpunki) geradeS; € am Zeitpunkil entsprechen, mussmit diesem Faktor
multipliziert werden.

Das zweite Axiom besagt, dass die fur ein Portfolio zu hinterlegende Sicherheit nicht
die Summe der Sicherheiten fur die Einzelgeschafte tbersteigt. Ferner soll die Sicherheits-
leistung gemal dem dritten Axiom nicht von der Grél3enordnung der Auszahlung abhangen,
sondern linear anwachsen. Dass ferner gro3ere Auszahlungen kleinere Sicherheiten erfor-
dern sollten (viertes Axiom), liegt auf der Hand.

Alternativ konnte man auch die Menge der Verpflichtunger £ betrachten, die ohne
zusétzliches Hinterlegen von Eigenkapital eingegangen werden dirfen. Denkbare Kriterien
fur eine derartige Akzeptanzmenge sind Inhalt der folgenden

Definition 6.2 Eine Menge« C .Z heil3tkoharente Akzeptanzmengefalls die folgen-
den Bedingungen erfullt sind:

1. Ly ={XeZ: X>0}Cdo.

2. L._nog =gfirL__ ={XeZ:X <0}

3. & ist konvex.

4. of ist ein positiv homogener Kegel, d. he7 C o7 flr alle A € R,.

Ahnlich wie oben lassen sich diese Kriterien anschaulich deuten: Nichtnegative Auszah-
lungen sind akzeptabel (1), streng negative inakzeptabel (2), Diversifikation ist winschens-
wert (3), und Akzeptabilitat ist unabhangig von der GroéRenordnung (4).

Den Zusammenhang zwischen den beiden obigen Begriffen verdeutlicht der folgende

Satz6.3 1. Wenn« eine koharente Akzeptanzmenge ist, dann definiert
0(X):=inf{lz eR: X + Siwv € &}
ein koharentes Risikomaf3, .

2. Wennp ein kohéarentes Risikomal ist, dann.igf := {X € £ : o(X) < 0} eine
abgeschlossene koharente Akzeptanzmenge.

3. In diesen Fallen gilt7, ) = & bzw.g(.,) = o.
Beweis.

1. Wegen der ersten zwei Bedingungervis{ X ) € R fur alle X € .Z.
Wegeninf{y e R: X + Si(z+y) € &} =inf{ly e R: X + Sy € &/} — z gilt die
Translationsinvarianz.

Aus den Bedingungen 3 und 4 folgX' + Y') + Si(z + y) € 7, falls X + S1z € &
undY + Syy € <7, also gilt die Subadditivitat vop.
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Fallso.,(X) < z, dann gilt wegen Bedingung 4X + \xS; € o furalle X € R,
alsop., (AX) < Az. Andererseits gill X + A\zS; ¢ &7 und somito,, (AX) > Az flr
alle X € (0,00), falls 0., (X) > x. Zusammen folgt die positive Homogenitét von.

SeienX <Y undz € Rmit X + S,z € «/. Dann ist
Y+Siz=X+Sz+ (Y -X)eod
wegen Bedingungen 1, 3, 4. Somit folgt die Monotonie yon
2. Wegen der positiven Homogenitat gi{t)) = 0, woraus wegen der Monotoni¢.X ) <
0 fur alle X € L, folgt.
Sei X € L__. Aus der Monotonie folgb(X) > p(0) = 0. Angenommen, es ware
o(X) = 0. Es existiert einx € (0,00) mit X + S1ov € L__. Wegen
0=0(0) < o(X + S1) = 0o(X) —a = —«

erhalten wir einen Widerspruch. Somitist . N .o/ = &.
Seien) € [0,1], X, Y € Z mit p(X), o(Y) < 0. Wegen

e(AX + (1= N)Y) < o(AX) + o((1 = N)Y) = Ao(X) + (1 = A)o(Y) <0

folgt die Konvexitat vongz,.
Bedingung 4 ergibt sich direkt aus der positiven Homogenitétoon
SeiX € £ mite:= 1o(X)>0.Fury € ZmitY <X + S gilt dann

o(Y) > o(X + Sie) = o(X) — e >0,
was die Offenheit vorZ \ <7, impliziert.

3. FurX € & gilt o,(X) < 0 und somitX € ,,). Mit o, C < und der
Abgeschlossenheit vow,, , folgt <7, ) = <.

SeienX € .Z,r € Rmit g(,)(X) < z. DannistX +S5,z € 4, alsoo(X+S51z) <0
und somitp(X) < x. Folglich isto < o(.,). Umgekehrt seieX € .2, x € R mit
o(X) < z,alsop(X+S51z) < 0und somitX + S5,z € 27,. Dann gilto ) (X +Si7) <
0 und dahep,,(X) < z. Folglich gilt aucho.,) < o. O

Kohéarente Risikomalie lassen sich mit Hilfe von Mengen sogenareraigemeinerter
Szenariend. h. durch Mengen von Wahrscheinlichkeitsmal3erf beiiarakterisieren. Ganz
vage erinnert die Situation an den ersten Fundamentalsatz 2.9, da auch hier ein 6konomisch
motivierter Begriff mathematisch mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsmal3en ausgertickt wird.
Dort waren die Anfangspreise von Wertpapieren Erwartungswerte der diskontierten End-
preise unter einem Martingalmalf3. Hier ist die Situation etwas andeks; oder besser
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—o(X) sollte nur mit einiger Vorsicht als Preis interpretiert werden. Insbesondere ist die
Abbildung o in der Regel nichtlinear. Daher tritt in der Darstellung unten ein Supremum
Uber eine Familie anstelle eines einzelnen Erwartungswertes auf. Zum zweiten haben wir
keinen Handel mit Wertpapieren vorgesehen, weswegen hier anstelle von Martingalmal3en
einfach Wahrscheinlichkeitsmal3e auftreten. Wie beim ersten Fundamentalsatzes spielt aber
ein Trennungssatz eine zentrale Rolle fir den Beweis.

Satz 6.4 Eine Abbildungo : . — R ist genau dann ein koharentes Risikomal3, wenn es
eine FamilieZ? von Wahrscheinlichkeitsmal3en &ugibt mit

o(X) = sup{EQ(—SilX) Qe ¥} furalleX € Z.

Hilfssatz 6.5 SeienU C R offene, konvexe Menge und= R"” mitz ¢ U. Dann existiert
ein\ e R" mit\"u < ATz furallez € U.

BeweisSiehe z. B. [RW98], Theorem 2.39. O

Beweis von von Satz 6.4=: Die Axiome rechnet man einfach nach.

= DefiniereE*(X) := o(—51X) furalle X € .. Dann gitE* (X +z) = E*(X) +z,
EX(X+Y) < EYX)+ EYY), EX(AX) = AE*(X), (X <Y = E*(X) < EXY)) fur
aleX)Y € Z,z € R, XA € R,.

Sei Xy € .Z. Es genugt zu zeigen, dass es ein Wahrscheinlichkeitgpre# ) derart
gibt, dasstg(Xo) = £*(Xo) und Eg(X) < E*(X) furalle X € .Z.

Wegen der positiven Homogenitéat konnen wir o. B. d. A. annehmen, [dgss,) = 1.
DefiniereU := {X €¢ £ : E*(X) < 1}.FurX € U,e := 1 - E*(X),Y < X + £ gilt
E*(Y) < 1, d. h.U ist offen. Wegen der Subadditivitat &t ferner konvex. Nach Hilfssatz
6.5 existiert eine lineare Abbildung: .2 — R mit v(X) < v(X,) furalle X € U.

Wegen0 € U isty(X,) > 0, also 0. B. d. Ay(Xy) = 1 = E*(X,). Somit gilt

E'(X)<1l=~(X)<1 (6.1)

faralle X € 2.

Wegen der Monotonie voR™ gilt (X < 0 = E*(X) < E*(0) = 0) fur X € .Z, also
MY (X) = —y(=AX) > —1fur A € (0,00) und nichtnegativeX € .. Somitisty(X) > 0
fur alle nichtnegativerX € .Z.

Aus (6.1) folgty(c) < 1 furc € (—oo, 1), alsoy(1) < 1. Umgekehrt iste*(2X, — ¢) =
2—c < 1furee (1,00),als02 —cy(1) = v(2X, — ¢) < 1 und dahery(1) > . Zusammen
folgt (1) = 1.

FurX € Z,ce Rmit E*(X) < cfolgt E*(X —c+1) < 1, also

YX)—c+1l=9X—-c+1) <1,
d. h.y(X) < ¢. Somitisty(X) < E*(X) fur alle X € .. Das Wahrscheinlichkeitsmaf3

Q@ : A — ~(14) hat nun die gewunschten Eigenschaften. O

Eine wichtige Rolle in der Praxis spielt der quantilbasi&déie-at-risk
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Definition 6.6 Seia € (0, 1) gegeben. Wir bezeichnen die Abbildung
VaR,: Z - R, X+— —inf{zeR:P(X < Siz)> a}
alsValue-at-risk zum Niveauo.

Der Value-at-risk ist jedoch im allgemeinen kein koh&arentes Risikomal3, da die Subad-
ditivitatsbedingung verletzt ist:

Beispiel 6.7 SeienS!, 5? unabhangige Wertpapiere mit(S; = 1) = 1 — P(S} = 0) =
0,009 fur i = 1,2. Ferner seiS) = S) = 1. Sei nunX; := —Sj fur i = 1,2. Dann ist
VaRg1(X;) = 0 furi = 1,2. WegenP(S] = 1 oderS? = 1) = 1 — 0,9912 > 0,01 ist
VaR(),Ol(%(Xl + X5)) > % > 0= %(VaRom(Xl) + VaRg 01(X2)).

Eine Alternative zum Value-at-risk bildet deehlimmste bedingte Erwarturign Sinne
der folgenden

Definition 6.8 Seia € (0, 1) gegeben. Wir bezeichnen die Abbildung
WCE, : & — R, X+ sup {E(—SL1X|A) . P(A) > a}

alsschlimmste bedingte Erwartungzum Niveauo.

Lemma 6.9 WCE,, ist ein koharentes Risikomal3 nviaR, < WCE,,.

BeweisWCE,, ist nach Satz 6.4 ein koharentes RisikomalR#la= {P(-|A) : P(A) > o}
eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmal3en@Qust.
Seienz € R, A := {X < Siz} mit P(A) > «. Dann ist
WCE,(X) > B(~L X|A) = -8 E(X|A) > ~ L5 = .

Es folgtVaR, (X) < WCE,(X). 0
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