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Aus dem allgemeinen biirgerlichen Gesetzbuch

ABGB § 1288. Wenn jemand die Gefahr des Schadens, welcher einen Andern ohne des-
sen Verschulden treffen konnte, auf sich nimmt, und ihm gegen einen gewissen Preis den
bedungenen Ersatz zu leisten verspricht; so entsteht der Versicherungsvertrag. Der Versi-
cherer haftet dabei fiir den zufélligen Schaden, und der Versicherte fiir den versprochenen
Preis.



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

1.1 Zinsen

Definition 1.1.1 Der Zinssatz (die Zinsrate) i bezeichnet die Zinsen, die in einem Jahr
auf ein Kapital 1 gezahlt werden (Kapitalinderung bezogen auf das Anfangskapital).
p = 1007 bezeichnet den Zinsfuf$ (in %). Wir nehmen ¢ > 0 an. Fiir viele Betrachtungen
wiirde 7 > —1 geniigen. Ferner

Aufzinsungsfaktor r := 1+ 1,

Abzinsungs-/Diskontierungsfaktor v := %,

Diskontrate, vorschiissiger Zinssatz d :== 1 —v
(Kapitalverdnderung pro Jahr bezogen auf das Endkapital).

Es gelten
1 7

= — d =
T [+
Mit K; = K(t) bezeichnen wir ein Kapital zur Zeit ¢ € [0, 00). Oft

=vi, dr=n1.

k
t=n+—, n,m,kelN,
m

n entspricht Jahren, m den betrachteten Perioden pro Jahr, z.B. 2, 4, 12, 360.

Eine nachschiissige Zahlung bezieht sich auf den vorangehenden Zeitraum, eine vorschiissi-
ge Zahlung auf den nachfolgenden Zeitraum.

Fiir Zinssatz ¢ und nachschiissige Verzinsung von Kapital K iiber ein Jahr erhalten wir

K1:K0+K0i:(1+i>K0:TKO,

umgekehrt
1
KO = _Kl = ’UKl.
r

Bei vorschiissiger Verzinsung mit Zinssatz d und jeweiliger Wiederanlage des zur Zeit 0
ausbezahlten Zinses ergibt sich

1
K1:K0+dK0+d2Ko+d3K0+...:ﬁKO:(lJri)KO,

d.h. die vorschiissige Verzinsung mit d entspricht der nachschiisigen Verzinsung mit .



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

Definition 1.1.2 Fiir die Verzinsung iiber mehrere Jahre verwenden wir die zusam-
mengesetzte (auch exponentielle, geometrische) Verzinsung gegeben durch

Kn=Ko(1+14)...(1414) = Ko(1+14)",

(. J

n—I\Trlal
oder allgemeiner fiir einen Zeitraum [0,¢], ¢ > 0,
Kt = (1 + 'l)t

Bemerkung 1.1.1 Neben der zusammengesetzten Verzinsung werden teilweise auch
die lineare Verzinsung K; = Ko(1 4 ti) oder die gemischte Verzinsung

Ky = Ko(1+0)1(1+ (¢ = [1])3),
wobei [t] = max{n € INy : n <t}, betrachtet.

Beispiel 1.1.1 Zahlungsstrom mit Zuzahlungen

Ein Zahlungsstrom (Ko, c1, .. ., ¢,) bestehend aus Grundkapital K, und weiteren Zahlun-
gen ¢ zur Zeit k, k= 1,...,n wird mit zusammengesetzter Verzinsung verzinst. Dann
ergibt sich

Kn = (1 + i)Kn,1 + ¢,
(T+4)((1+4)Kn-2+cp1) +cn
= (L+i)"Ko+ > _(1+i)" e,
k=1

umgekehrt ergibt sich bei Abzinsung der Barwert

V'K, = Ko+ Z vFep.

k=1

Definition 1.1.3 Der Barwert eines Zahlungsstromes (co, ¢y, ¢, ...) ist die Summe
aller auf den Vertragsbeginn abgezinsten Zahlungen. Ist ein Endzeitpunkt festgelegt, so
ist der Endwert die Summe aller auf diesen Endzeitpunkt aufgezinsten Zahlungen.
Zwei Zahlungsstrome heiflen dquivalent, wenn ihre Barwerte iibereinstimmen (Aquiva—
lenzprinzip).

Fiir das Aquivalenzprinzip kann man jeden beliebigen Zeitpunkt mit entsprechender

Auf- und Abzinsung wéihlen.
Zu dem Zahlungsstrom in Beispiel 1.1.1 ist es dquivalent,

f(o =Ko+ Z R,
k=1

zur Zeit 0 ohne weitere Zahlungen anzulegen.



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

1.2 Unterjahrige Verzinsung

Beispiel 1.2.1  Erfolgt statt der jéhrlichen Verzinsung mit 8% eine vierteljéhrliche
Verzinsung mit 8/4% = 2%, so gilt

K1 = Ko(1 +0.02)* ~ Ky(1 + 0.0824)

d.h. der nominellen Zinsrate von 8% (Kapitalzuwachs je Zeit und Kapitaleinheit) ent-
spricht die effektive (jihrliche) Zinsrate 8.24%.

Definition 1.2.1  Der nominelle Zinssatz i, fiiv die Konversionsperiode 1/m ergibt
sich aus dem effektiven Zinssatz i zu

im ::m((lﬂ')% —1), dh. ™=
und die nominelle Diskontrate d,, zu

1

dpm :zm(l—v%>:m<1—(1—d)ﬁ), d.h. =

Umgekehrt gelten ¢ = (1 +4,,,/m)™ — 1, d=1— (1 —d,,/m)™.

Wir kénnen 7, als Funktion der Konversionsperiode betrachten:

(1+)f—=1 _ rt—7°
t ot

im = f(1/m), wobei f:(0,00)—[0,00), f(t)=
d.h.

o : d ,
Wngréo Im = lg% f(t) = prid L In(r).

Der Grenzwert existiert, da (i,,)men fallend und durch 0 nach unten beschrinkt ist
(1 > 0), siehe auch Lemma 1.2.1.

Definition 1.2.2 ¢ :=In(r) = In(1 + ¢) heiit die Zinsintensitdt.

Es gilt
(1+i)f=r"= edt,

d.h. die jahrliche Verzinsung mit ¢ entspricht der kontinuierlichen Verzinsung mit 4.
Lemma 1.2.1  Fiir i > 0 gelten
Ad<dy<ds<...<6<..<iz<ip<i

sowie



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

Beweis: Wie oben schreibe i, = f(1/m) mit f(t) = rtT’l Unter Benutzung der Defi-
nition von § und der Reihendarstellung der Exponentialfunktion

eét_ ) k—1
ft)=— 1:52(2!

o
k=

Dar > 144 > 1, ist f monoton wachsend in ¢, daher 7,, monoton fallend in m.
Damit existiert auch der Grenzwert, der oben bereits berechnet wurde. Mit analoger
Argumentation erhalten wir die entsprechenden Aussagen fiir d,,. O

Definition 1.2.3 Der innere (effektive) Zinssatz eines Zahlungsstroms (co, ¢y, Gty - - ),
0 <ty <ty <... ist der Zinssatz unter dem der Barwert des Zahlungsstroms 0 wird.

Z.B. fiir (Ky,0,...,0,—Ky(1+414)"), entsprechend einer Anlage von K iiber n Jahre, ist
1 der innere Zinssatz.

Fiir Zahlungsstréme der Form (co, ..., ¢,) mit Zahlungen co,...,c,—1 > 0, ¢; > 0 fiir
mindestens ein j € {0,...,n — 1}, und ¢, = —C < 0 (der Anleger bekommt Geld) ist

zu losen X X
C= chr"’k = Z xR = £(9)
k=0 k=0

fiir 144 = e. Unter diesen Bedingungen ist f stetig und streng monoton wachsend, d.h.
eine eindeutige Losung existiert. Ist EZ;& ¢, < C,soisti>0.

Bemerkung 1.2.1 Bei kontinuierlicher Verzinsung wird die Dynamik der Kapitalent-
wicklung beschrieben durch die Differentialgleichung

K'(t) = K(t)5, te(0,00), K(0)=K,.

Lasst man allgemeiner zeitabhéngige stetige Zinsintensitéat 6 und stetige Zuzahlungen c
zu, so ergibt sich die Dynamik

K'(t) = K($)5(t) + c(t), te(0,00), K(0)= K,

mit Losung

t
K, = Koelod@)ds / efs 3w due(s) ds.
0
Dies ist eine Verallgemeinerung von Beispiel 1.1.1. Beachte, dass der Zinssatz ¢ dann

nicht mehr konstant wéare.

1.3 Zeitrenten

Eine Zeitrente ist ein Zahlungsstrom zu dquidistanten Zeitpunkten mit zu Beginn fest-
gelegter Zahlungsdauer und -hohe. Im Unterschied dazu héngt eine Leibrente vom Leben
einer oder mehrerer Personen ab.



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

Ewige Renten

Jedes Jahr wird eine Kapitaleinheit ausgezahlt.
Der Barwert der vorschiissigen ewigen Rente ist

Qs =1+v+v>+ ! !
i = vvi 4. =
o] 1—v d
der nachschiissigen ewigen Rente
2, .3 2 v_ 1
a;\:erv +v ...:va;‘:d:;,

der um [ Jahre aufgeschobenen ewigen Renten

l‘d;l = Uld;\, 1105 = Ula;l ,
der Renten mit m Zahlungen (der Hohe 1/m) pro Jahr

my 11 1 1 » 1 o & 1 1
a;\:—+—vm+—vm—|— L= — 'Um:71:—
m m m m < m(l—vﬁ) dp,
und
1
m) _vm _ 1
NES dm i

Tempordre Renten
Der Barwert fiir die vorschiissige n-jahrige temporéare Rente der Hohe 1 ist

1_ n
da:1+v+02+...+v"’1: Y

d )
und entsprechend wie fiir die ewigen Renten
_1—7}" ._(m)_l—v" (m)_l—?}n

Zusétzlich sind jetzt die Endwerte von Interesse. Diese werden mit einem entsprechenden
Kiirzel bezeichnet, wobei das 'a’ durch ein ’s’ ersetzt wird. Zum Beispiel

. n el r*—1
S =T +7r + ... +r= 7

und S7 = i1

2




1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

Steigende und fallende Renten

Wir betrachten eine moglich Klasse von steigenden Renten, die durch zwei Parameter be-
schrieben werden: Es erfolgen m Zahlungen pro Jahr, startend mit qu und diese Zahlun-
gen werden ¢ mal pro Jahr um mi erhoht (erste Auszahlung entspricht erster Erhohung).
q sei dabei ein Teiler von m. Die Barwerte der vorschiissigen und nachschiisigen ewigen
Renten sind

(194)%) = éagg + v éagg + v éaﬂz\) +
1= &
— ag)gkzzovq
m) .. 11
- aio)agi)—%d—q,
und 11
(1)) = vm (D)2 R

Fiir die entsprechenden temporéiren Renten gilt

= (q) n
a— —nv
( [(q)d)(ﬁlm) —( ﬂq)d%b) — o ﬂq)@%b) —"n d%” _ T
und @
a2 —nom"
7@ )™ |
(I¥a); im

Temporére fallende Renten, die dem umgekehrten Auszahlungsschema folgen, werden
mit einem "D’ anstatt eines "I’ bezeichnet. Aus der Beziehung (I (q)d)%'m) + (D(q)d)(am) =

(n+1/ q)d(am) folgt zum Beispiel
(9)

m _ ")

(D(q)d)a y

Achtung: Ist ein Parameter gleich 1, so wird er in der Regel nicht notiert, d.h. (I d)a
bezeichnet die jahrlich um eine Einheit steigende Rente.

Allgemeine Renten

Zu den Zeitpunkten 0, 1,2, . .. erfolgen Zahlungen cg, ¢, ¢y . . .. Dann ergibt sich (falls die
Reihe konvergiert!) der Barwert zu

(o]
a= E cp v
k=0

10



1 Zinsrechnung (Finanzmathematik)

Im Fall der Konvergenz gilt dann

) ) ) 1 .
a = coligg + (c1 — co)vig + (2 — cr)viig + ... = P (Co + ka(ck - Ck—l)) ;
k=1
wobei die Reihe konvergiert. Dies kann die Berechnung der Barwerte fiir gewisse Formen
steigender Renten vereinfachen.

1.4 Riickzahlung einer Schuld

Eine Anleihe ist ein Vertrag zwischen einem Glaubiger und einem Schuldner, wobei
der Glaubiger ein Kapital K ausleiht und der Schuldner ein beziiglich eines fixierten
Zinssatzes dquivalentes Kapital zuriickzahlt.
Bei der Tilgung durch Ratenzahlung iiber n Jahre wird ein konstanter Anteil K/n pro
Jahr zuriickgezahlt. Es variiert der Zinsendienst auf 7, auf das vor Zeit k geschuldete
Kapital K — (k—1)K/n, d.h. Z;, =i(1—(k—1)/n)K = i(n+1—k)K/n. Eine Rechnung
zeigt
Y (K/n+ Zo* =
k=1

<ivk+iivk(n+1—k)>

Az +i(n+1) a—|—z(la)—|)

A3 RIIR® 3™

(
(Ta—|+zna—| (da—nv"))
(

rag+n(l—v" )—ra;anv”)

d.h. die Zahlungen sind &quivalent zu dem geschuldeten Kapital.
Bei der Tilgung durch Annuititen sind die Zahlungen (Tilgung + Zinsendienst) jedes
Jahr konstant. Die konstante Zahlung, die Annuitiat A, bestimmt sich aus

Alv+...+0v") = Aay =K,
dh. A= K/ag=1iK/(1—-v").

Beispiel 1.4.1 FEine Kreditgeber verspricht fiir einen Kredit der Héhe K = 10000 €
einen effektiven Zinssatz i = 6,99%. Welchen monatlichen (m = 12) konstanten Raten
A,, entspricht das bei einer Riickzahlung iiber n = 6 Jahre?

Es gilt
mA, a%lm) =K,
somit Ki
A, = ——m 169,41 €.
m(1—om)

11



2 Sterblichkeit

2.1 Die Restlebensdauer

Definition 2.1.1 Die Zufallsvariable T, mit Werten in [0, c0) modelliere die Restle-
bensdauer eines x-jahrigen. Wird zwischen Frauen und Ménnern unterschieden, so wird
T, fur die Restlebensdauer einer y-jahrigen geschrieben (und weiterhin 7, fiir die der
Ménner). Dabei seien z,y > 0, meistens benutzen wir z,y € IN.

Zum zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmafl P bezeichne G, (t) = P(7, < t) die
Verteilungsfunktion von T,.

Annahme 2.1.1 Wir nehmen an, dass eine Dichte ¢,(t) = G (t) existiert und dass
die Stationarititsannahme

P(Tpys>t) =Pl >s+t|T, > s) (2.1)
fiir alle x, s,t > 0 erfiillt ist.

Standardméfig wird notiert

G.(t), t — jahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines z-jahrigen,
tPx = 1- G:v
s|tdx :G:v<3+t> _G:v<3) = P(S <T, < S+t)

)
(1), t — jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-jihrigen

Eine ’1’ wird nicht notiert, ¢, bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass ein x-jahriger
im folgenden Jahr stirbt.
Aus den Eigenschaften der Verteilungsfunktion (G,(0) = 0, lim; . G.(t) = 1, G mo-
noton wachsend) und der Existenz der Dichte folgt, dass ;q, (;p.) als Funktion von t
stetig, differenzierbar, wachsend (fallend) ist und es gelten oq, = 0 (op, = 1) sowie
limy o0 tdz = 1 (hmtﬂoo tPz = 0)
Unter der Stationaritdtsannahme (2.1) gilt

P(Tx > s+ t) s+tPzx

d.h. die t-jéhrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x + s-jahrigen stimmt mit der s+ t-
jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x-jdhrigen gegeben das s-jahrige Uberleben
iiberein. Entsprechend gilt

sfile = P(Tp < s+t Ty > s)P(Ty > 8) = P(Toqs < t)P(Ty > 5) = oDy tQats -

12



2 Sterblichkeit

Ferner folgt durch Iteration von (2.2)

n—1
k=0

d.h. die n-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit ist als Produkt der einjahrigen Uberle-
benswahrscheinlichkeiten darstellbar.

Definition 2.1.2 Die Lebenserwartung eines x-jéahrigen ist

=BT = [ tood.

Oft ist die folgende Identitét niitzlich:

Ey = / tggg(t)dt:/ tGL(t)dt
0 0

[e.e] d oo
= [ G wdd =ty [ et
0 0

_ /OOO o dt (:/OOOP(Tx>t)dt).

Beispiel 2.1.1 Es hat immer einen besonderen Reiz, die Sterblichkeit durch analyti-
sche Sterbegesetze zu beschreiben, z.B. nahm de Moivre (1724) an, dass Tj gleichverteilt
zwischen 0 und einem Héchstalter w sei, d.h.

gO(t) - %, Go(t) = P(Tg S t) = %

Aus der Stationarititsannahme folgt

e = P(T,>t)=P(Ty>x+1t|Ty > )
Plx<Ty<z+1)
1—P(Ty) <)
Go(z +t) — Go(z)
1 —Go(x)

w—x—1

- 1-

- 1—

wWw—

Damit "
Gx t)=1- z — ) t 07 )
()=1-pe=——, t€0w)

d.h. auch T, ist gleichverteilt, allerdings auf (x,w). Somit ist die (restliche) Lebenser-
wartung

De Moivre benutzte w = 86.

13



2 Sterblichkeit

Fiir realistischere Sterbegesetze modelliert man haufig die Sterblichkeitsintensitét.

Definition 2.1.3 Die Sterblichkeitsintensitit pi,.; des xz-jahrigen im Alter x + ¢ ist
gegeben durch
Dy = € Joparsds

also
__4a In(,ps)
Myt = i tPz) -

Beispiel 2.1.2 Im Fall von de Moivre, Beispiel 2.1.1 gilt

d 1
,uxH:—E(ln(w—x—t)—ln(w—x)):m, O<ti<w-—x,

Gompertz (1824) nimmt fir B >0, C' > 1 an
Upyr = BCT >0,
Makeham (1860) verfeinert den Ansatz durch die altersunabhéngige Konstante A > 0,
fort=A+BC*™ t>0,
und Weibull (1939) schlidgt polynomiales Wachstum vor (k > 0,n > 0),
fave =k (x4 1)" .

Zur Beschreibung der Sterblichkeit geniigen diese Modelle nicht. Man ist auf empirische
Daten angewiesen (siche Abschnitt 2.3 tiber Sterbetafeln).

2.2 Die abgerundete Restlebensdauer

Definition 2.2.1 Die gestutzte Restlebensdauer fiir einen z-jahrigen ist K, = [T,] und
der unterjahrige Anteil der Restlebensdauer ist U, =T, — K.

Es gilt

P(K,=k) = Ph<T,<k+1)=Plk<T,<k+1)

d.h. die Verteilung der diskreten Zufallsvariable K, ist bestimmt durch Wahrschein-
lichkeiten ¢k, xps, die sich unter Beriicksichtigung von (2.3) aus Sterbetafeln ablesen
lassen. Man fithrt die gestutzte Lebenserwartung eines x-jahrigen als

ein. Die unterjéhrige Restlebenszeit U, kann auf verschiedene Arten modelliert werden.

14



2 Sterblichkeit

Gleichverteilung, Linearitdt von ¢,
Sei U, gleichverteilt, d.h. P(U, <u) = u, u € [0, 1]. Dann gilt

, + 1
Cr = €p + = .
2
Lemma 2.2.1  Unter der Gleichverteilungsannahme sind K, und U, genau dann un-

abhdngig, wenn u v ,q, linear auf [0,1] ist.

Beweis: Die Unabhéngigkeit ist dquivalent zu P(U, < u| K, = k) = u fiir alle k € IN,,
u € [0,1]. Andererseits gilt per definitionem

uqr+k

Fiir US™ = L[mU,] ist

: L
P<U(m):j/m>:a7 .]:]‘7"'7m7

T

die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines bestimmten m-tel Jahres zu sterben.

Konstante Sterbeintensitat

Bei Annahme konstanter Sterbeintensitit pi,4, = ¢, u € (0,1), gilt

e =€ = () = ()"
und somit 1 S
P<Rx <u ‘ K, = ]{;) = sdw+k _ (px-i-k) .

Qz+k 1- Pz+k

U, und K sind also nicht unabhéngig.

Balducci-Annahme

Die teilweise in Nordamerika verwendete Balducci-Annahme nimmt 1, ¢, 1, = (1—u) qq,
u € (0,1) an. U, und K, sind wiederum nicht unabhéngig.

2.3 Sterbetafeln

Eine Sterbetafel ist (im wesentlichen) eine Tabelle von einjahrigen Sterbewahrscheinlich-
keiten. Diese liefern uns die Verteilung von K. In Abhéngigkeit der Modellierung von
U, lasst sich dann auch die Verteilung von 7T, bestimmen.

15



2 Sterblichkeit

Weitere Bezeichnungen sind [, fiir die Anzahl der Lebenden, definiert durch
lo =100000, ly11 = pgls,

d, = lp — l,41 fiir die Anzahl der Toten in (z,z + 1] und L, fir die bis z + 1 zu
durchlebenden Jahre, d.h. fiir gleichverteiltes U,

o lx + la:—l—l

Ly
2

Als Lebenserwartung wird in der Regel é, fir gleichverteiltes U, verwendet (und einfach
mit ’e,’ bezeichnet). Diese kann man dann berechnen aus

e}lx:ZLz.

z>x

Sterbetafeln werden fiir unterschiedliche Personengruppen erstellt.

Unterschieden werden Periodentafeln, bei denen die Sterbewahrscheinlichkeiten auf Grund-
lage der Sterbewahrscheinlichkeiten innerhalb einer Periode ermittelt werden und Ge-
nerationentafeln, in denen die Sterbewahrscheinlichkeiten neben dem Alter auch von
dem Geburtsjahr abhéngen. In Dekrementtafeln werden mehrere Ausscheideursachen
betrachtet (nicht nur Tod).

Ferner kann das Eintrittsalter von Bedeutung sein (z.B. bei Selektion durch einen Ge-
sundheischeck). Die entsprechenden Sterbewahrscheinlichkeiten eines (x + t)-jahrigen,
der im Alter x eingetreten ist, werden mit g4, notiert und in Selektionstafeln zusam-
mengefasst. Hierbei zeigt sich, dass nach einer gewissen Periode das Eintrittsalter haufig
unerheblich ist, das heifit man wird nur fiir eine Selektionsperiode p die unterschiedlichen
Q] Q[z]+15 - - - Q) +p—1 erfassen und dann mit den gemittelten ¢,4p, @pipt1, - . - fortsetzen.
Dies fiihrt zu Schlusstafeln.

Wird lediglich nach dem Alter abgestuft, so spricht man von einer Aggregattafel. In den
Beispielen werden wir zumeist die Sterbetafel 1990/92 fiir Osterreich verwenden.
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3 Versicherungsleistungen

In diesem Kapitel betrachten wir Leistungen des Versicherungsunternehmens (VU), die
vom Todeszeitpunkt des Versicherungsnehmers (Versicherten, VR) abhéngen.

3.1 Barwert und Nettoeinmalpramie

In dem Fall, dass wir nur jahrliche Zahlungen betrachten ist der Barwert einer Versiche-
rungsleistung fiir einen x-jéhrigen VR von der Gestalt

Z = Z 2 ik, =k}
k=0

wobei z;, > 0 die bereits abgezinsten Zahlungen im Falle dass der Tod in [k, k+1) eintritt

seien, und
1, weA,
1A(w):{ ) 5¢A weQ,

die Indikatorfunktion bezeichnet. Der Barwert ist also eine Zufallsvariable. Der Erwar-
tungswert des Barwertes,

E[Z] = sz P(K, =k) = sz kPx Gtk
k=0 k=0

wird Nettoeinmalprimie (NEP) genannt. Dies ist die Préamie die nach dem Aquivalenz-
prinzip fiir die Versicherung zu zahlen wire, wenn die Leistung mit nur einer Zahlung
bei Vertragsabschluss abgedeckt werden soll.

3.2 Erlebensfallversicherung

Eine n-jéhrige Erlebensfallversicherung ist eine Versicherung, bei der die Versicherungs-
summe n Jahre nach Vertragsabschluss ausgezahlt wird, falls der Versicherte noch lebt.
Andernfalls erfolgt keine Auszahlung.

Wir betrachten die normierte Auszahlung von einer Einheit. Beschrieben wird sie durch

Z = Un]-{Kzzn}

also
wEy = E[Z] = 0" ,p,, Var[Z] = 0™ ,pynq, -

17



3 Versicherungsleistungen

Mit E, := | E, folgt wegen der Stationaritédtsannahme

_ n _.n—1
nE:v = UV pPz =7 n—1Pz+1 U Pz

- n_1E$+1Ex = ... = rz+n—1-- - El‘

3.3 Todesfallversicherung

Auch Ablebensversicherung oder Risikoversicherung.

Einige Spezielle Versicherungen

(a) Eine n-jahrige (kurze) Todesfallversicherung zahlt die Versicherungssumme am Ende
des Todesjahres des VR aus, sofern der Tod innerhalb von n Jahren eintritt. Ansonsten
erfolgt keine Auszahlung.

Somit X
n— Ke+1 _
B ka1 vt Ky =0,...,n—1,
und
n—1
‘nAx =E[Z] = ks kPz Qotk -
k=0

(b) Fiir eine lebenslange Todesfallversicherung ergibt sich

Z — ’UKI+17 A:L' = ]E[Z] = Z’Uk+1 kp:v qx+k .
k=0

e e}

(c) Die um [ Jahre aufgeschobene n-jihrige Todesfallversicherung berechnet sich mit

I+n—1 Ky+1
B ka1 et Ky =1, 4 n -1,
yAvs
I+n—1
l|nAx = IE[Z] - Z 'UkJrl kPz Qz+k = lEx |nAx+l .
k=l

Speziell bezeichnet ; A, die [ Jahre aufgeschobene, lebenslange Todesfallversicherung. Es
gilt

(d) Die [ Jahre steigende n-jahrige Todesfallversicherung ist gegeben durch

—_

1— n—1
7 = (/{3 + 1)Uk+11{KI:k} + [ Z Uk+11{Kz:k} .
0 k=l

B
Il

18



3 Versicherungsleistungen

Also

n—1
In (IﬂA)JC = IE[Z] - ka-H mln{k + 17 l} kPz Qu+k -

k=0

Die lebenslang steigende Todesfallversicherung ergibt die NEP

(]A)x - Z U]H_l(k: + 1) kPz Qe+k -
k=0

Die entsprechenden fallenden Versicherungen werden mit "D’ anstatt "I’ bezeichnet.

Allgemeine Todesfallversicherung
Die allgemeine Todesfallversicherung ist von der Gestalt
Z = pf=tl

CK, 41, CK,41(w) = CRa(w)+1s

falls ¢, die Zahlung ist wenn der VR in [k — 1, k) stirbt. Es gilt

]E[Z] = Z CkJrlkarl kPz Qz+k -
k=0

Die NEP lésst sich aber auch auf die NEPn der Standardversicherungen zuriickfiihren.
Satz 3.3.1 Sei E[Z] < c0.

(ii) Falls ¢py1 = Cppo=---=0, so B[Z] =>7_ (ck — Crt1) A

Beweis: Siehe Vorlesung. U

Sofortige Auszahlung

In der Praxis zahlt ein VU bei der Todesfallversicherung die Versicherungssumme meist
unmittelbar nach dem Ableben des VR aus.

Annahme 3.3.1 Angenommen die unterjahrige Restlebenszeit U, sei gleichverteilt
auf (0,1) und unabhéngig von K.

Dann gilt fiir die lebenslange Todesfallversicherung mit sofortiger Auszahlung

7 =l
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3 Versicherungsleistungen

und
A, = E[Z] = E[p"] = E[p"=H 1] = B E[r' "] = A, E[r' ],
wobei . . .
Efr—0] = / P17 du = / e gy = T 1
0 0 lnr 5 ’
also ,
A,=2A

Fiir die allgemeine Todesfallversicherung mit sofortiger Auszahlung, gegeben durch
Z =v"c(T,), c:[0,00) — [0,00) messbar ,
kann die NEP im Fall IE[Z] < oo auf die jahrlichen Auszahlungen zuriickgefiihrt werden:

Satz 3.3.2  Es gelte Annahme 3.3.1 und E[Z] < oo fiir Z = vi=c(T,). Dann
00 1
(i) E[Z] = Z Dz Qo0 g, wobei ¢y = / ' e(k + u)du.
k=0 0

(i1) Ist die Auszahlungsfunktion ¢ von der Gestalt c(k +u) = c(k), u € [0,1), k € INy,
so berechnet sich die Konstante cyy1 aus (i) zu

Cht1 = %c(k:) :

Beweis: (i)

E[Z] = i]E[Z | K, = k] P(K, = k)

_ kaH]E[rl_U’”C(k +U,)| P(K, = k)

k=0

0 1
- Z kDx qx+kvk+1 / Tl_uc(k + u)du
k=0 0

o0 1
_ k+1 . _ 1-
= E kPz QeikV" " Crpy1  Mit cpyp = / r ek +u)du .
0
k=0

(ii) folgt mit der Rechnung, die wir oben fiir A, durchgefiihrt haben. U

Zum Beispiel ist fiir die am Jahresende steigende sofort auszahlende Todesfallversiche-
rung c¢(k +u) =k+ 1, u € [0,1), und daher

(1), = £ (14).
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3 Versicherungsleistungen

Thielesche Differentialgleichung
Es gilt

o0
_ k+1
Aa: - § v EPz Qe+k
k=0

o0

= Vet U Z 0P ko APe1 Qo1 ko
k=1
U Qx +Up:v A:erl (31)
= UV +vA1 —vq Apir - (3.2)

Die Zeile (3.1) hat die Interpretation, dass mit Wahrscheinlichkeit p, beim Uberleben des
kommenden Jahres eine Ablebensversicherung A,.; gekauft wird und im Todesfall die
Auszahlung 1 erfolgt. Die Zeile (3.2) ldsst sich interpretieren, dass der Betrag v A, auf
ein Konto gelegt wird (liefert Wert (1 4 ¢)v A,+1 = A,41 im néchsten Jahr) und um im
Todesfall den Restbetrag 1— A, zu erhalten, wird eine einjéhrige Todesfallversicherung
mit Auszahlung 1 — A,.; abgeschlossen (NEP v g, bei Auszahlung 1).

Noch einmal anders geschrieben,

Appid = Agy — Ay + v (1 = App), (3.3)

d.h. die vorschiissigen Zinsen entsprechen der héheren NEP plus einer einjédhrigen To-
desfallversicherung mit dem Restbetrag 1 — A, als Versicherungssumme.

Alle diese Gleichungen liefern eine Rekursionsgleichung fiir A,, A, 1. Einer Rekursions-
gleichung entspricht in stetiger Zeit eine Differentialgleichung.

Satz 3.3.3 (Thielesche lliﬁerentialgleichung) Die NEP einer sofort filligen lebenslan-
gen Todesfallversicherung A, gentigt der DGI

_ oA _
Ao = z 1—-A,).

Beweis: Siehe Vorlesung. U

Die Interpretation ist dhnlich wie die von Gleichung (3.3).

3.4 Gemischte Versicherung

Fiir die gemischte Versicherung, die eine Einheit am Ende des Todesjahres auszahlt, falls
der Tod in n Jahren eintritt, und bei Uberleben eine Auszahlung von einer Einheit nach
Ablauf der n Jahre leistet, ist der Barwert

7 UKerla Ka: S n— 17
] o K,>n
) xr )
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3 Versicherungsleistungen

d.h. Z = Zy + Z,, wobei Z; = v®* 11 -, 13 den Barwert einer kurzen Todesfallver-
sicherung und Z; = v"1yg,>,} den Barwert einer n-jéhrigen Erlebensfallversicherung
bezeichnet. Somit berechnet sich die NEP zu

3.5 Leibrenten

Eine Leibrente besteht aus Zahlungen zu dquidistanten Zeitpunkten, deren Dauer vom
Leben der versicherten Person(en) abhéngt.

Die Préamienzahlung des VR kann als Leibrente von VR an VU gesehen werden. Da
Prédmien zumeist vorschiissig gezahlt werden, konzentrieren wir uns im Folgenden auf
vorschiissige Leibrenten.

Einige Leibrenten

In (a)—(d) betrachten wir Leibrenten mit jahrlicher Auszahlung der Hohe 1.

(a) Die vorschiissige lebenslange Leibrente hat Barwert

1 — pfetl

Y=1+v4+0>+.. . +05 = R
also NEP
ad 1—A,
i, =B[Y] =) o*p, = .
k=0

(b) Die nachschiissige lebenslange Leibrente hat Barwert und NEP
Y=v+0*+.. .+, a,=d,—1.

Hier wird also angenommen, dass nach dem Tod keine Auszahlung erfolgt, im
Unterschied zu den Zeitrenten gilt also a, # v d,!

(c) Die hochstens n-jihrige (kurze) vorschiissige Leibrente hat Barwert

n—1
Y = Z Uk]_{Kzzk}

k=0
und NEP
n—1
Gy = E[Y] = ka KDz -
k=0

Es gilt 1 = ddx:a + Am:a .
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3 Versicherungsleistungen

(d) Die Leibrenten kénnen auch wieder um [ Jahre aufgeschoben werden. Dann ergibt
sich fiir die aufgeschobene, vorschiissige, lebenslange Leibrente

Y = Z Uk]_{[(xzk}
k=l

mit NEP

k ! k-1 .
V" pPe =V 1Py E VT piPart = 1By Apqy
I P

o o
yiy = E[Y] =
k=

und fiir die aufgeschobene n-jihrige

l\a’xﬂ = IEJJ d:v+l:ﬁ| .

(e) Analog der Bezeichnungsweise fiir Zeitrenten werden mit

Zk+1v kPz
k=0

die ewig steigende und mit

—1 n—1

3

0

B
Il
B

=m

die m Jahre steigende, hochstens n-jahrige, vorschiissige Leibrente bezeichnet. Fiir
die entsprechenden fallenden Leibrenten wird wiederum ein D’ anstatt eines "I’
geschrieben.

Unterjahrig auszahlende Leibrenten

Bei m Zahlungen pro Jahr der Hohe 1/m ergibt sich der Barwert

1 " 11— pRetU™ Kt
Y:—(l‘FU%‘F‘FUKx-FU}c )_%):— v T = v
m m 1-— vm dm
Wegen
A= ]E[UKerUém)] [E[pfe+! ]E[UU”EM) 1
m 1
1 w1 —
— Ay —em—a, T
= um UM 1 — pm
B vmd gl
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3 Versicherungsleistungen

folgt fiir die NEP

1= A 1 —ifin Ay i i A,

- d, dpm C imdy

Dabei entspricht i A, einer Todesfallversicherung, die am Ende des m-tel Jahres aus-
zahlt, in dem der Tod eintritt.

Im Grenzfall ergibt sich die stetig auszahlende Leibrente

1—A,
i, = lim @™ = 5 (3.4)
Rekursionsformel
Es gilt
iy =1+vp, Y 0 apert = 14 vian — 04y Gos,
k=1

d.h. die NEP setzt sich zusammen aus der sofortigen Zahlung 1, der diskontierten NEP
der zukiinfigen Rente minus einer Todesfallversicherung, die die zukiinftige Rente aus-
gleicht, falls der Tod im kommenden Jahr eintritt.

Fiir die kontinuierliche Leibrente erhalten wir aus Satz 3.3.2 unter Einsetzen von (3.4)
die Thielesche Differentialgleichung fiir die Leibrente

0
— G, = Gy — 1.
5 o (0 + pty) Gy
Leibrente fiir nicht ganzzahliges Eintrittsalter

Unter der Unabhéngigkeits- und Gleichverteilungsannahme gilt fiir ganzzahliges =, u €
(0,1) nach Lemma 2.2.1,

damit
 ktuPr kPruPetrk  kPe(l — U quyr)
kPx+u = - -
uPx uPx 1—-u Gz
und es folgt
. - l—u .  u—wug,.
Agpyu = kakpx-‘ru =T g ay + maxﬂ .
kf:() X xr
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4 Nettopramien und
Nettodeckungskapital

Nach dem versicherungsmathematischen Aquivalenzprinzip sollten Prémienzahlungen
fiir eine Versicherungsleistung so erfolgen, dass die Erwartungswerte der Barwerte iiber-

einstimmen.
Formal bedeutet das fiir den Verlust L des VU,

L=27-Y,

Z Barwert der Versicherungsleistung, Y Barwert der Prédmienzahlungen, dass nach dem
Aquivalenzprinzip

E[L] =0

zu sein hat. Derart bestimmte Pramien bezeichnen wir als Nettoprdmien. Im Falle, dass
bei Vertragsabschluss alles in einer Préamie zu zahlen ist, entspricht diese Pramie dem
Barwert der Versicherungsleistungen, der Nettoeinmalprimie (NEP). Ublicherweise wer-
den die Pramienzahlungen verteilt, wichtigster Spezialfall sind Pramien konstanter Hohe.

4.1 Nettopramien konstanter Hohe

Zum Beispiel fiir eine lebenslange Todesfallversicherung mit Versicherungssumme S wer-
de lebenslang jahrlich vorschiissig eine konstante Préamie II gezahlt.
Dann folgt aus dem Aquivalenzprinzip

S A, =1IId,.
Also 5 A
M= —"
Ay

ist die jahrliche Pramie.
Wird die Prédmie nur n Jahre gezahlt, so wire

IT= SAx.

Gy:7)

Bezeichnen wir mit

P.(B.), P.z(B.)
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4 Nettoprdmien und Nettodeckungskapital

die Nettopramien einer Versicherungsleistung mit Barwert B, bei lebenslanger bzw. n-
jahriger Pramienzahlung, so gilt also
S A, S A,
P(SA;) = SP(A;) = ——, Pop(SA) =~

. Gy

Die Indizierung am ’P’ beschreibt die Zahlungsmodalitiaten, entspricht also der Indizie-
rung der Leibrente. So schreiben wir fiir die monatliche Pramie einer n-jahrigen Todes-
fallversicherung

TLA{L'

Pm(:li)("Aﬂﬁ) — a2 -
7l PIEE)
7

Beispiel 4.1.1 Fiir eine n-jahrige Erlebensfallversicherung mit Pramienriickgewéhr,
die im Todesfall die bisher geleisteten Prémien am Ende des Todesjahrs nichtverzinst
zuriickerstattet, ist die konstante jahrliche Pramie

E
Il = - ne .
Qg — In(IA)J:

4.2 Allgemeine Nettopramien

Eine allgemeine Versicherung mit Pramienzahlung Il zur Zeit k£ und der Versicherungs-
leistung ¢ zur Zeit k (am Ende des Todesjahres), falls der Tod im vorangegangenen
Jahr eingetreten ist, konnen wir beschreiben durch den Verlust

L= Z UjJrleJrl 1{Kz:j} — kaﬂk 1{K,2k} . (41)
j=0 k=0

Dabei nehmen wir stets an, dass die Erwartungswerte beider Reihen endlich seien. Las-
sen wir dabei auch negative Prédmien zu, so kénnen auch Erlebensfallversicherungen
beschrieben werden (und damit auch gemischte). Die n-jéhrige Erlebensfallversicherung
mit konstanter Pramienzahlung und Auszahlung S entspricht zum Beispiel

Cj = 07 jZ 17
M, = Po(SaE), k=0,....n—1,
I, = -8S.

Die Prédmien in (4.1) sind Nettoprdmien, falls

E[L] = Zvj+10j+1 Pz Quj — Z V'l gpa = 0.
j=0 k=0

Beachte, dass die Nettopriamien durch diese Gleichung nicht eindeutig bestimmt sind.
Dazu braucht man eine weitere Bedingung an den Zahlungsmodus, zum Beispiel durch
Forderung konstanter Pramien oder einer Einmalprimie.
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4 Nettoprdmien und Nettodeckungskapital

4.3 Nettodeckungskapital

Wir betrachten die allgemeine Versicherung aus Abschnitt 4.2 und setzen stets voraus,
dass die betrachteten Prédmien Nettopramien sind. Es bezeichne pL den Verlust der
Versicherung vom Zeitpunkt k an, abgezinst auf den Zeitpunkt £, d.h.

kL = Zvj+17kcj+1 Tir,=jy — Z UjikHj Lk, >5 -
j=k j=k

Definition 4.3.1 Ist P(K, > k) > 0, so heifit der Erwartungswert des zukiinftigen
Verlustes zur Zeit k gegeben dass der Versicherte zur Zeit k noch lebt, Nettodeckungs-
kapital,

WVe = B[k L, | Ky > k] .

Lemma 4.3.1 FEs gqilt die prospektive Darstellung

o0 o0
B 11 A
Ve = E v’ Cktj+1 jPax+k Qutk+j — E U]Hk-i-j jPx+k
j=0 7=0

und die retrospektive Darstellung

k—1 k—1
1 , ,
KVe = E ( E vl jpe — E U]HCJ‘H jPx qq:—l—j)

J=0 J=0

Beweis. Siehe Vorlesung. OJ

Bei den meisten Versicherungen ist das Deckungskapital positiv, d.h. die zukiinftige
erwartete abdiskontierte Leistung iibersteigt die zu erwartenden abdiskontierten Prami-
enzahlungen.

Lemma 4.3.2  Fliir die allgemeine Versicherung gelten

Ve = Veri1err — i + 0 poyr k1 Vas (4.2)
Iy = (venVe — £Ve) + 0 Garr(chrr — k+1Va). (4.3)
Beweis. Siehe Vorlesung. OJ

Wiihrend Gleichung (4.2) eine niitzliche Rekursionsformel liefert, bietet (4.3) eine schone
Aussage iiber die Struktur der Pramie. Der erste Teil

I = vV — £ Vi
wird als Sparprdmie bezeichnet, der zweite,

T
I}, = v quin(chrr — k1 Va)s
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4 Nettoprdmien und Nettodeckungskapital

als Ristkoprdmie. Bei positiver Risikopramie macht das VU einen Verlust beim Tod von
VR, bei negativer Risikoprédmie einen Gewinn. Letzteres ist bei der Erlebensfallversiche-
rung der Fall. Die Sparpréamie kann sowohl positiv als auch negativ sein. Negativ wird
sie zum Beispiel dann, wenn die Versicherung lénger 1duft als die Pramienzahlungen.
Die Pramien II}, £ > 0, heiflen natirlich, falls das Deckungskapital konstant gleich 0 ist.
Aus der Darstellung (4.2) folgt

I} =vqpik, k>0.

Bemerkung 4.3.1 Fiir die unterjidhrige Berechnung des Deckungskapitals unter der
Annahme gleichverteilter unterjahriger Restlebensdauer, unabhéngig von der gestutzten
Restlebensdauer, erhalten wir dhnlich wie am Ende von Abschnitt 3.5

1—u 1—gq,

huVo = ————
* 1 — UGz+k 1 — Ulz+k

1—
v Ve

Beispiel 4.3.1 Zur Entwicklung des Nettodeckungskapital mit der Laufzeit.
(a) Kurze Todesfallversicherung

(b) Erlebensfallversicherung

(c¢) Gemischte Versicherung

(d) Altersrente

Eine um [ Jahre aufgeschobene n-jahrige Leibrente, die durch Pramienzahlungen wihrend
der Aufschubzeit finanziert wird, kann mit

cg = cp=...=0,

l\.m:n
M = M=T,, ==

x:
Hl - Hl+1 —_ ... = Hl+n,1 — —1,
HH.n - Hl+n+1 == ... = 0

als Spezialfall der allgemeinen Versicherung angesehen werden. Uber die prospektive
Darstellung in Lemma 4.3.1 konnen wir dann berechenen

”dx:ﬂ .

kvx _ l—k|ax+k:;| - (‘ile ax—l—k:m\ ) k< la
Gy e TR k=1
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4 Nettoprdmien und Nettodeckungskapital

4.4 Satz von Hattendorf

Der Verlust im (k+41)-ten Jahr bezogen auf den Jahresanfang ist gegeben durch

0, K, <k,
Ay = Vg1 — Hy — Ve, K, =k,
Vi1 Ve — iy — x Vo, K > k.

Bei der Interpretation ist zu beachten, dass (4.2) geschrieben werden kann als

Ve + 1 = v (chr1Geik + k+1Va Patk)

(4.4)

wobei auf der linken Seite das Deckungskapital (die Reserve) plus die aktuelle Pramie
stehen, auf der rechten Seite der erwartete Barwert des am Ende des Jahres benotigten
Kapitals. Somit entspricht Ay dem am Jahresende tatséchlich benotigten Kapital minus

dem zu Jahresanfang zu erwartetenden Kapital, beides diskontiert.
Unter Benutzung von (4.3) erhalten wir

0 =0, K, <k,
A= —I +vlcksr — k41Va) = parnv(Crr1 — k1Ve), Ko =Fk,
—II}, = =ik V(Cht1 — k1Va), Ko >k

Unter Benutzung der Definitionen kann man nachrechnen, dass

L= Z ’UkAk,
k=0
d.h. der Gesamtverlust entspricht den abdiskontierten Verlusten der Einzeljahre.
Aus der Definition folgt sofort
E[A,| K, <k] =0,
es gilt aber auch wegen (4.4)

E[AL| K, > k] = E[A 1g,—n) | Ko > k] + E[A, Lk, o0y | Ko > K]
= (vegr — e — 6Va)@orn + (Vg1 Ve — i — £Va)Dai
= VChp1Gotk TV k1 Vo Dotk — (Ve +11) = 0.

Somit folgt
E[A;] = E[A; | K, < k|P(K, < k)+E[A; | K, > E|P(K, > k) =0.
Zur Berechnung der Kovarianz sei 0.B.d.A. j < k. Dann gilt

COV(Aj, Ak) = IE[AjAk]
= E[AA | K, < k|P(K, < k) + E[AA | K, > k| P(K, > k)
= 0-TE[A, | K, > k] yp, = 0.

Dieses iiberraschende Resultat ist der Satz von Hattendorf (1860):

29
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4 Nettoprdmien und Nettodeckungskapital

Satz 4.4.1
Cov(Aj,Ar) =0, j#k.

Es folgt
Var(L) = ZvaVar(Ak).
k=0

Dieser Satz ist also sehr niitzlich zur Berechnung des Risikos (in Form der Varianz des
Verlustes). Dazu miissen die einzelnen Varianzen berechnet werden. Fiir die allgemeine
Versicherung folgt mit der zweiten Darstellung in (4.5)

Var(Ay) = IE[A]
= E[A} | K, < k|P(K, < k) +E[A} | K, > k|P(K, > k)
= 0+ ((PHW(%H - k+1vx>>2qg:+k + (Gerv(Cryr — k+1vx>>2px+k) kPx
0 (Chr1 — w41Va)? k1D Goth-
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5 Einbeziehung der Kosten

5.1 Kostenarten

Unterschieden werden

e Abschlusskosten, a-Kosten
z.B. 60% einer Pramie oder ein gewisser Prozentsatz der Versicherungssumme,
einmal zu Beginn anfallend.

e Inkassokosten, -Kosten (allgemeine Verwaltungskosten)
z.B. 3% der laufenden Primie,
wéhrend der Pramienzahlungsdauer jahrlich anfallend.

e Verwaltungskosten, v-Kosten (EDV, Lohne,. . .)
z.B. 0.2% der Versicherungssumme,
iiber die ganze Versicherungsdauer jdhrlich anfallend.

Werden diese Kosten bei der Berechnung der Pramien beriicksichtigt, so sprechen wir von
ausreichenden Prdmien. Beriicksichtigt man bei der Berechnung des Deckungskapitals
die Kosten und ausreichende Préamien, so erhédlt man das ausreichende Deckungskapital.
Zur Kennzeichnung wird ein weiterer Index ’a’ oben rechts benutzt.

5.2 Ausreichende Pramien

Als Beispiel betrachten wir eine gemischte Versicherung mit Laufzeit n Jahre, Zahlungs-
dauer m Jahre und Versicherungssumme S. Die Nettopramie ist dann

S A,z

II:= me<5 A$;|) - ax:ﬁ

Wir wollen die ausreichende Pramie
I* = Pgﬁl(S Ax:ﬂ)
bestimmen und machen den Ansatz
Hadx:m = de:m + aS+ﬁHadmzm|+’ySdm:;|
also (nach Division durch d,.5)

" = I 4 11* 4 11° 4 117
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5 Einbeziehung der Kosten

mit den a-, (8-, y-Prdmien

da)'n
me— 25 gre, =g s
Q] [
Auflésen ergibt
e — i) “ 7 A
(1 - ﬁ)a’m:ﬂ

Entsprechende Formeln folgen fiir die Erlebensfall- und die Todesfallversicherung. Im
Fall einer um [ Jahre aufgeschobenen kurzen Todesfallversicherung ergibt sich

l|nAJ: +a+y amn_Jrl\

ana(S”nAl‘) —

5.3 Tarifpramie

Bisher wurden die Primienzahlungen nach dem Aquivalenzprinzip festgelegt. Dann ist
der erwartete Verlust zwar gleich 0, die Wahrscheinlichkeit fiir einen grofien Verlust, der
zum Bankrott fithren kann, kann aber immer noch nicht vernachléssigbar sein.

Die folgenden zwei Moglichkeiten werden benutzt:

(A) Es wird eine vorsichtige Kalkulation durchgefiihrt, z.B. basierend auf modifizierten
Sterbetafeln, niedrigeren Zinsen, hoheren Kosten (sogenannte Rechnungsgrundla-
gen 1. Ordnung). Die Prédmie wird dann aber immer noch als ausreichende Pramie
wie in Abschnitt 5.2 berechnet.

(B) Man benutzt realistische Rechnungsgrundlagen (2. Ordnung), aber bewertet das
Risiko und addiert jéhrlich einen Risikozuschlag zur Pramie hinzu.

Bei der Lebensversicherung ist das Vorgehen nach (A) iiblich, bei den Riickversicherun-
gen erfolgt in der Regel eine Risikobewertung.

Die so berechneten Pramien ergeben dann die Tarifprdmien. Eine Versicherungsgesell-
schaft muss aber einen Grofteil (z.B. 90%) ihres Gewinns wieder an die Versicherten
ausschiitten. Dies kann zu einer niedrigeren Zahlpréamie fithren.

5.4 Ausreichendes Deckungskapital
Definition 5.4.1 Das ausreichende Deckungskapital zV,' zur Zeit k ist der Erwar-
tungswert, bedingt auf das Uberleben { K, > k}, der Differenz der Barwerte der zukiinf-

tigen Leistungen und der anfallenden Kosten, abziiglich der zukiinftig zu zahlenden
Préamien.
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5 Einbeziehung der Kosten

Fiir eine n-jahrige Versicherung mit Versicherungssumme S, Prémienzahlung iiber m
Jahre und Verwaltungskosten v; im (j + 1)-ten Jahr setzen wir

n—1 i
me= 28 Lz WV e g
a$:m| a$m|
Dann
+aS 1{k:0} — Hadm+k:m\1{k<m}
+ (ﬁ " da:—i—k:m\ - BHCL ax-{—km\) 1{k<m} (53)
n—k—1

+ > W Dok — Wi gL hm) - (5.4)

=0

Die Anteile des Deckungskapitals in den Zeilen (5.2), (5.3), (5.4) werden mit ,V.&, ,V/
bzw. V) bezeichnet.

Bemerkung 5.4.1

(i) Zeile (5.1) entspricht der Versicherung gegen das eigentliche Risiko, (5.2), d.i. V.2,
einer Versicherung gegen die Abschlusskosten, ;V/” einer Versicherung gegen die Inkas-
sokosten und V) gegen die Verwaltungskosten.

(ii) Es gilt V# = 0, dieser Anteil braucht also nicht weiter betrachtet zu werden.

(iii) Ist v3 = ... = y,_1 =: 7, so folgt

VY =~ i B Ay .
kVy — fyax-l—k:n—k V= a’a:—l—k:m—k'
Q7]

Falls zusétzlich m = n gilt, so ist daher auch V) = 0.

5.5 Zillmerung

Da die Abschlusskosten gleich zu Beginn anfallen, wird der Anteil ,V* des Deckungs-
kapitals in (5.2) negativ fiir & > 1. Da negatives Deckungskapital unattraktiv fiir das
Versicherungsunternehmen ist, stellt sich die Frage, welche Abschlusskosten (im wesent-
lichen die Belohnung fiir den Versicherungsmakler) maximal gewéhrt werden konnen,
so dass das Deckungskapital positiv bleibt. Das Verfahren zur Bestimmung solch ei-
nes @ bezeichnet man als Zillmerung. Dabei werden die Verwaltungskosten aufler Acht
gelassen.

Definition 5.5.1 V., = V., + 1V, heifit das Zillmersche Deckungskapital und
a =max{a|,V, >0 firalle k=0,...,n}

heifit Zillmersches Maximum.
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5 Einbeziehung der Kosten

Fir £ > 0 gilt also nach (5.1) -(5.2)

_ iy
Vo= oVe— a5 HEm=A
A7)

Oft ist es der Fall (bei geeigneten Zinsen, Sterblichkeiten), dass

k= lyypmg fallend,
k — .V, zu Beginn steigend

sind. Dann geniigt es, das Zillmersche Deckungskapital im Jahr £ = 1 zu betrachten,
d.h. zu l6sen ist B
T a’l‘ m—
0=V, =V, —as——"1
Q)
d.h. .
1‘/;6 am:m

S da:—l—l:mfl

a
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6 Versicherungen auf verbundene
Leben

Wir betrachten jetzt Versicherungen, die vom Leben mehrerer Personen abhéngen, wie
zum Beispiel Witwen-, Waisenrenten, oder Risiko-Partnerversicherungen.

Die sogenannten Verbindungsrenten konnen zum Beispiel auf den ersten Tod (eher
uniiblich) oder den letzten Tod abgeschlossen sein. Im letzteren Fall kann man bei zwei
versicherten Personen den zweiseitigen und den einseitigen Ubergang unterscheiden, bei
denen an den verbleibenden Partner gezahlt wird bzw. nur einer der Partner begiinstigt
ist. Genauso sind Todesfallversicherungen auf den ersten und den letzten Tod gebrauch-
lich.

Wir gehen stets von p Personen aus.

Annahme 6.0.1 Die Restlebensdauern 77, ..., T, seien unabhéngig.

Beachte, dass dies eine starke Annahme ist, die in der Regel nicht erfiillt ist (zum Beispiel
bei alten Ehepaaren).

Es werden Gruppenzustidnde wu eingefiihrt, fiir die die Notation wie fiir eine Person
(u = z) benutzt werden kann. Viele Resultate erscheinen dann in analoger Form.

6.1 Der Zustand der verbundenen Leben
Der Zustand
UW=121:Tg:...:Tp

ist solange intakt wie alle Personen der Gruppe leben (joint-life status).
Fiir die "Uberlebenswahrscheinlichkeiten’ dieses Zustandes gilt dann

p
tPu tPxq:xs:...: Tp — P(Tu > t) - P(Txl Z t7 7Tazp Z t) - H tpa:ja
j=1
wobei
T, = min{T,,,...,T,,}.
Damit ist »
tQuzl_Htpmj-
j=1

Entsprechendes gilt fiir die gestutzte Restlebensdauer K, = min{K,,,..., K, }.
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6 Versicherungen auf verbundene Leben
Beispiel 6.1.1 Die Todesfallversicherung auf den ersten Tod hat Barwert
7 = pfutt

und daher die NEP

k=0

Beispiel 6.1.2 Fiir die Verbindungsrente auf den ersten Tod ergibt sich wie fiir ein
Leben der Barwert

k=0
und die NEP .
Azq:z:.czp — IE[Z] = ka kPxy:xo:..cxp
k=0
oder
. 1 Amlzmg....:xp
Qgy:xo:..0zp d

6.2 Der Zustand des letzten Lebens

Der Zustand
U=y :...:7p

ist intakt, solange noch mindestens eine Person der Gruppe lebt (last-survivor status).
Es ist fir T, = max{T,,,...,T;,}

p
Pu = P = P(TL 2 1) = P (U{Tm > t}) .

j=1
Mit dem Additionstheorem der Wahrscheinlichkeitstheorie (Siebformel) folgt

p p

pu=3 (17 ST P, >t Ty 2 ) =3 DS

j=1 1<i1<...<i<p j=1 I<in<..<i;<p
Mit der Abkiirzung
t __ E
S] - tpmilz...:xij

1<in <. <;<p

folgt also
p

tPzrm, = (—1)j+1S§ :
j=1

Auf der rechten Seite kommen nur die gut berechenbaren Uberlebenswahrscheinlichkei-
ten fiir verbundene Leben aus dem letzten Abschnitt vor.
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6 Versicherungen auf verbundene Leben

Beispiel 6.2.1 Fiir die Verbindungsrente auf den letzten Tod gilt

oo
_ k
Uz, — E U kPzraarap
k=0
00 p
k j+1 gk
= Ev 5(—1) S’
k=0  j=1
P e’}
= D (-1 oSt
j=1 k=0

Setzen wir

so ergibt sich

hS]

Uy = (—1)j+15§i-

Beispiel 6.2.2 Fiir die NEP einer Todesfallversicherung auf das letzte Leben kénnen
wir wie in Abschnitt 6.1 zeigen, dass

gilt. Mit der Bezeichnung

folgt

p N

Aml....:xp = (_1)J+1S}'Aa
=1

da

.. p G

1<i1<...<i;<p J

und

zp:(—l)j“ (p,) —1+(1-1)F=1.

j=1

6.3 Beispielaufgabe

Siehe Vorlesung.

37



6 Versicherungen auf verbundene Leben

6.4 Verallgemeinerungen

Die Resultate in den Abschnitten 6.1 und 6.2 kénnen entsprechend auch fiir n-jahrige
Versicherungen, unterjahrige Zahlungen oder in stetiger Zeit erhalten werden.

Man kann natiirlich noch allgemeinere Gruppenzustéinde betrachten. Zum Beispiel fiir
die Zustédnde, dass mindestens m Personen leben oder dass genau m Personen der Grup-
pe noch leben, lassen sich verallgemeinerte Additionstheoreme und darauf aufbauend
der Satz von Schuette-Nesbitt benutzen um die ’Uberlebenswahrscheinlichkeiten’ zu be-
stimmen.
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7 Verschiedene Ausscheideursachen

Anstatt von 'Restlebenszeit’ sprechen wir jetzt von ’Verbleibezeit’ und unterscheiden
mehrere Ausscheideursachen.

Ein naheliegendes Beispiel in der Lebensversicherung ist die Unterscheidung von Unfall-
tod und von nicht durch Unfall verursachtem Tod mit entsprechend unterschiedlichen
Auszahlungen.

7.1 Modellierung

Neben einer Zufallsvariablen T, die (wie bisher) die Verbleibezeit eines z-Jahrigen be-
schreibt, wird eine weitere Zufallsvariable J, eingefiihrt, deren Wert aus {1,...,n;} die
Ausscheideursache des jetzt x-Jéhrigen angibt.

Die Verteilung wird beschrieben durch substochastische partielle Verteilungsfunktionen

G, ;) =P(T, <t J,=j), j=1,...,n,

mit Dichten
d

g:v,j(t> = EGIJ(t)’ j = 1, <oy Ny,

von denen wir wieder annehmen wollen, dass sie stetig seien. Die Verteilung von T, ist
dann gegeben durch

Go(t) =P(T, <t) =) G (t) oder g,(t)=P(T, <t) =Y ga;lt).
j=1 j=1
Es werden die (t-jahrigen) partiellen Ausscheidewahrscheinlichkeiten

tqz,j = Ga:,j (t),

eingefiihrt und daraus die Ausscheidewahrscheinlichkeit

T

tdx = Z tqz,j

J=1

und die Verbleibewahrscheinlichkeit

tPe = 1 — 4z
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7 Verschiedene Ausscheideursachen

bestimmt. Die Stationaritdtsannahme muss jetzt durch die Vertraglichkeitsbedingung
P(Tpps >t Jops=j)=PTy >s+t, J, =51, >s), s>0,t>0,j=1,...,nj

ersetzt werden. Diese wollen wir im Folgenden stets voraussetzen. Dann folgen insbeson-
dere

sltdz,; = s+tdrj — sQzj = sPx tqz+s,j5)
k—1
kPz = pr-i-l'
=0

Damit sind wir in der Lage bei Kenntnis der partiellen Ausscheidewahrscheinlichkeiten

Qm—l—k,ja k:0,1,..., jzl,...,nj,

zum Beispiel wenn diese vertafelt sind, fiir die gestutzten Verbeleibezeiten K, = [T,] die
Verteilung zu bestimmen:

P(K:v =k, J, :J> = kPz Qu+tk,j-

Unter einer Linearititsannahme an die partiellen Ausscheidewahrscheinlichkeiten lielen
sich daraus dhnlich wie in Abschnitt 2.2 um Lemma 2.2.1 herum auch wieder Verteilun-
gen fur (7}, J,) bestimmen.

7.2 Allgemeine Ausscheideversicherung

Bei Auszahlung von cj11,; bei Ausscheiden im (k+ 1)-ten Jahr mit der Ursache j ist der
Barwert

Z = ci,qr,5 0"

und somit die NEP
E[Z] = Z Z Ck+1,jvk+1 kPz Qo+k,j -

j=1 k=0

Beispiel 7.2.1 Bestimmung der NEP einer 2-jahrigen Todesfallversicherung fiir einen
20-Jahrigen mit doppelter Auszahlung bei einem Unfalltod. Siehe Vorlesung.

7.3 Ausblick auf weitere Personenversicherungen

Die Lebensversicherung endet zumeist mit Tod, Ablauf oder Storno, d.h. bei Ende gibt
es endlich viele Ausscheideursachen. Dies ermoglicht die relativ einfache Modellierung
mit einer Zufallsvariablen fiir die Lebenszeit und eventuell einer weiteren fiir die Aus-
scheideursache.

Bei anderen Personenversicherungen wie zum Beispiel Kranken- oder Pensionsversiche-
rung ist héufig jederzeit ein Wechsel zwischen endlich vielen Zustdnden mdoglich. Diese
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7 Verschiedene Ausscheideursachen

Versicherungen koénnen daher addquat nur durch einen stochastischen Prozess (einer
Folge von Zufallsvariablen) beschrieben werden, der Werte in der Menge der moglichen
Zustande annimmt. Im einfachsten Fall kann eine Markovkette verwendet werden, deren
Ubergangswahrscheinlichkeiten dann auch entsprechenden Tafeln entnommen werden
konnen.

Zum Beispiel ist das der Fall fiir die Schdrtlin’sche Ausscheideordnung in der Pensions-
versicherung (1906), die die Zustédnde {Aktiver, Tod, Invalide, Storno, Alterspension}
unterscheidet. Fiir die relevanten Ubergangswahrscheinlichkeiten gibt es dann abgesehen
von den unternehmensspezifischen Stornowahrscheinlichkeiten entsprechende lénderspe-
zifische Tafeln.
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