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Vorwort

Optionen auf risikobehaftete Anlagen oder Waren, wie z.B. Aktien oder Erdgas, sind
zu einem wichtigen Instrument der Finanzwirtschaft geworden. Ein grofles Problem
fir den Ausgeber sowie fiir den Zeichner einer Option stellt die Frage der Bewer-
tung dar: Wie hoch sollte der Preis der Option zum Ausgabezeitpunkt sein? Dazu
kommt bei Optionen, deren Ausiibungszeitpunkt, wie z.B. bei amerikanischen Op-
tionen, nicht festgelegt ist, die Frage nach der optimalen Ausiibungsstrategie. Ein
entscheidender Beitrag zur Losung dieser Probleme wurde von Black und Scholes
erzielt. Deren Resultate wurden spdter mit einem Nobelpreis gewiirdigt.

Der von Black und Scholes erreichte Durchbruch basierte auf einer konsequenten An-
wendung mathematischer Methoden. Ihre Theorie verwendet sowohl den It6-Kalkiil,
also stochastische Methoden, als auch partielle Differentialgleichungen. Sie leiteten
die grundlegende partielle Differentialgleichung zur Bewertung von Optionen her,
die Black-Scholes Gleichung. Seit Erscheinen ihrer bahnbrechenden Arbeiten hat
sich dieser Bereich der Wirtschaftsmathematik rasant entwickelt und ist zu einer
anspruchsvollen und interessanten mathematischen Theorie geworden.

Dieses Skriptum ist aus einer Vorlesung zu dieser Thematik entstanden, die Prof.
Dr. Jan Prifl und PD Dr. Roland Schnaubelt im Sommersemester 2003 an der
Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg gehalten haben. Die Veranstaltung soll
periodisch angeboten werden und wendet sich an Studenten der Mathematik im
Hauptstudium, insbesondere sollte sie fiir Studenten der Wirtschaftsmathematik
ein Muss sein.

Ziel der Vorlesung ist es, eine Einfithrung in die mathematische Theorie der Bewer-
tung von Optionen zu geben. Voraussetzungen sind lediglich elementare Kenntnisse
iiber Analysis, Lineare Algebra und Stochastik, wie sie im Grundstudium vermittelt
werden. Die Vorlesung ist zweigeteilt; im zweiten Teil werden die weitergehenden
stochastischen Methoden bereitgestellt, die im ersten Teil, der eigentlichen Finanz-
mathematik, benotigt werden. Durch geeignete Organisation des Materials miissen
diese Teile nicht nacheinander sondern kénnen parallel gelesen werden: Pro Woche
befasst sich eine Vorlesung mit Finanzmathematik, die zweite mit den stochasti-
schen Hilfsmitteln. Dadurch kann ein langer, ”trockener” Vorspann vermieden wer-
den, die Vorlesung ist von Beginn an auch fiir Nichtstochastiker spannend.

An dieser Stelle moéchten wir uns noch herzlich bei Dipl. wirtsch.-math. Martin

Schultze bedanken, der das Skriptum mit viel Engagement erstellt hat.

Halle, Oktober 2005

Prof. Dr. Jan Priifl und PD Dr. Roland Schnaubelt
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Analysis der
Finanzmathematik






Kapitel 1

Diskrete Modelle

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Bewertung von Optionen auf risi-
kobehaftete Anlagen in einem Zeitschritt. Die grundlegenden Begriffe Hedging, No-
Arbitrage-Opportunity (NAO) und risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafie (RNW)
werden eingefiihrt und diskutiert.

1.1 Zwei Anlagen, zwei Zustinde

1.1.1 Wir betrachten zunéchst 2 Zeitpunkte:
t = 0 (Gegenwart) und
t =1 (Zukunft).

Weiterhin gebe es am Markt zwei Arten von Wertpapieren, ein risikoloses mit Zins-
rate r > 0 und ein risikobehaftetes (z.B. eine Aktie). Die Aktie habe den Wert

S :t=0
S, bzw. Sg :t=1 wobei S, > Sqy.

Eine Call-Option beschreibt nun das Recht die Aktie zur Zeit t = 1 zudem in t =0
festgelegten Preis K zu kaufen. Der Wert der Option zur Zeit ¢ = 1 betridgt damit

[Su - K]+ bzw. [Sd - K]+

Es stellt es sich aber die Frage, welchen Preis sollte die Option zur Zeitt = 0 haben?

Ein Portfolio ist ein Paar (o, ) € R?, wobei o die Menge an risikolos angelegtem
Geld beschreibt und 3 die Menge an Aktien. Somit hat das Portfolio zur Zeit t = 0
einen Wert von

a+ 38,

wenn 0.B.d.A. wir den Preis der risikolosen Anlage zur Zeit ¢ = 0 auf 1 normieren.

Wihlen wir nun ein Portfolio (a*, 5*), das dem Wert der Option in der Zukunft
entspricht, ein sog. Hedging-Portfolio, dann gilt

(1+7r)a™+ 58Sy =[Sy — K]4 =: Cy

(14 r)a* 4+ 8*Sqg = [Sqa — K]+ =: Cy,
also
Oy —Cy
B Su - Sd

Cy, —Cy

* 1 *: — _—
Ié] >0, (I1+7r)a Cy SuSude
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Ein solches Portfolio dient dem Verkidufer der Option zur Absicherung fiir die Zu-
kunft. Damit ergibt sich ein fairer Preis c fiir die Option zur Zeit ¢t = 0 von

c:=a" 4+ §%S,
das heifit
(1 + T)S — Sy
S, —Sq

Analog erhalten wir fiir den Preis p einer Put-Option, die das Recht des Verkaufs
der Aktie zum Preis K beinhaltet, als

c (qCy + (1 — q)Cq), mit g =

T 14

1
= — (qP, +(1—¢q)Py),
p 1+r(q + (1 —q)Py)

wobei
Pj:[K—S]‘]+, ]:U,d

Proposition 1.1 (Paritétsgesetz). Bei Optionen wie bisher betrachtet gilt stets

c=p+S— T
Beweis:
ey WS = K]y — [K — Sul+) + (1~ ¢)([Sa = K]+ — [K — Sa]+)
p= 1+7r
_ afSu— K) + (1 - q)(Ss— K)
1+7r

K

=5- 1+7

d

Falls (14 7)S € [Sq4, S, gilt, so ist ¢ eine Zahl im Intervall [0,1]. ¢ interpretieren
wir dann als risikoneutrale Wahrscheinlichkeit, mit der S, zu t = 1 eintritt. Bei ¢
entspricht die Aktie im Mittel der risikolosen Anlage:

(14+7)S=E,(S1),

wobei S7 die Zufallsvariable ist, die den Wert der Aktie zur Zeit ¢ = 1 beschreibt,
und E, die Erwartung zum Wahrscheinlichkeitsma8l Q = (¢, 1 — ¢) bezeichnet.

Demnach gilt auch
1

1 +r
und C] ist die Zufallsvariable, die den Wert des Portfolios zur Zeit t = 1 darstellt.

C Eq(Cl),

1.1.2 Ein Arbitrage ist ein Portfolio («, ) mit gegenwirtigem nichtpositivem
Wert, fiir das ein zukiinftiger positiver Wert zu erwarten ist. Formal bedeutet das

a+pBS<O0ANa(l+7)+6S;>0Aa(l+7)+55;>0

fiir 4,j = d,u und i # j. Die No-Arbitrage-Opportunity (NAO) ist nun eine Eigen-
schaft des Marktes, die besagt, dass es kein Arbitrage-Portfolio gibt.



1.1. ZWEI ANLAGEN, ZWEI ZUSTANDE 11

Proposition 1.2. Die NAO gilt genau dann, wenn (1 +1)S € (Sq4,Sy).

Beweis: Fiir die Implikation von links nach rechts setzen wir zunéchst o = —S und
[ = 1. Damit erhalten wir durch Anwendung der Definition der NAO:

Sq<S1=p5 <—-all+r)=S1+r).
Mit a = S und B = —1 erhalten wir analog
Sy > 81 =—-551 > a(l -‘r’l“) = S(l —|—’I“).

Die dufleren Terme beider Ungleichungen liefern damit das gewiinschte Ergebnis.
Fiir die Umkehrung existiert nun ein g € (0,1), so dass

(1+7)S=qSu+(1—q)S
gilt. Nehmen wir nun an, dass
a(l+r)+08S4>0A a(l+r)+8S,>0
ist, nicht aber beide mit Gleichheit erfiillt sind, so folgt nach Voraussetzung
a(l+r)+B(1+7r)S >0,

also schon
a+p6S >0

und damit NAO. O

Bemerkung 1.3. Jeder Preis aufler dem fairen liefert die Existenz eines Arbitrages
im um die Option erweiterten Markt.

Beweis: Sei u* der faire Preis einer Option, das heif3t
v =a*+ %S

mit einem Hedging-Portfolio (a*, 5*) fiir diese Option. Das Paar (a*, 5*) 15st als
Hedge das lineare Gleichungssystem

(1+7)a* + 58Sy =Z, und (1+7r)a*+ B*Sy = Zg,

wenn Z, und Z; den Optionsertrag bei steigendem beziehungsweise fallendem Ak-
tienpreis zur Zeit ¢t = 1 beschreiben. Sei nun der wirkliche Optionspreis u grofler als
u*, dann wéhlen wir das Portfolio 0 := (a* +u — u*, 8%, —1) im erweiterten Markt.
Dabei bezieht sich die dritte Komponente auf die Anzahl der gehaltenen Optionen.
Dieses Portfolio besitzt somit den Wert

ax+u—u"+4S—u=a" +6S—-u"=0
zur Zeit t = 0, sowie die moglichen Werte

I+r)(a"+u—u")+5"Sy —Zy=(14+7r)(u—u") >0 oder
I+r)(a*+u—u")+8Sqg—Zg=0+7r)(u—u")>0

zur Zeit t = 1. Damit stellt # im erweiterten Markt ein Arbitrage dar. Im Falle
u < u* ist entsprechend —6 ein Arbitrage des erweiterten Marktes. O
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1.1.3 Nun kénnen wir uns aber fragen, ob eine Option iiberhaupt ein sinnvolles
Finanzgut ist, schlielich scheint sie durch den gewéihlten Ansatz identisch mit einem
geeigneten Portfolio zu sein. Zur Begriindung der Existenz von Optionen dient uns
die folgende Risiko-Analyse: Sei p € (0,1) die subjektive Wahrscheinlichkeit eines
Individuums dafiir, dass S; = S,, und somit C; = C,, eintreten wird. Wir betrachten
nun die Gewinnraten R = (S; — S)/S der Aktie und T' = (C; — ¢)/c der Option. So
erhalten wir fiir den Erwartungswert mg und die Varianz (Volatilitéit) v von R

Mg = EP(R) _ pSu + (;—p)Sd —1,
U?S = Dzzz(R) = EP(R2) - E;D(R)2
2
o1 (B2 25
=p(1-p) (S“;Sd) ~

Analog erhalten wir fiir T

Satz 1.4. Sei
Q.= Cu = Cu §
o Su — Sd C

die Elastizitdt der Option. Dann gilt mit obigen Bezeichnungen
me —r=Qmg —7r) sowie v:= Q.
Insbesondere gilt [m. — ]y > [ms — 7]+ und v2 > v.

Beweis: Die zweite Behauptung folgt direkt aus der Definition der Elastizitdt. Die
erste Behauptung gilt wegen

Cy, —Cy
me—r=———(p—q)
Su—Sq
:Q —
g (P9
= Q(mg — ).

Es gilt weiter 2 > 1, woraus die behaupteten Ungleichungen folgen, denn Q > 1 ist
dquivalent dazu, dass

(Cu - Cd)S > (Su — Sd)c

gilt, mit einem fairen ¢ und dem risikoneutralem Wahrscheinlichkeitsmaf} also

S, — S,
(Cy—Cq)S > 1+Td(q0u+(1—q)0d)

8. —84[Cy—Cy
=TT Su_Sd((1+r)S—Sd)+Cd

B Co—Ca | Su—Sa
= (Cu=C)S - = Sat 5 Ca
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Diese Ungleichung ist wiederum &ugqivalent zu
CySaq > Su.Cl4,
mit den Definitionen von C,, und C, also zu
[Su — K]4+8a 2 [Sa — K]+ Su.
Diese Aussage ist nun aber wahr, da 0 < S; < S, nach Voraussetzung gilt. a

1.1.4 Betrachten wir nun unvollstindige Mdrkte, so gibt es in der Zukunft nicht
nur 2, sondern k > 2 viele Zusténde der Welt. Als Marktbestandteile gebe es weiter
eine risikolose Anlage und eine Aktie. Die stochastische Variable S; nimmt nun
die moglichen Werte aus {s, ..., sy} an. Der Wert des Portfolios (o, 3) in ¢t = 1
beschreibt sich dann mit Hilfe der Zufallvariable

H:=(1+ra+5p3

mit den Ausprigungen h; = (1+r)a+ s;5, wobei j =1, ..., k.

Die stochastische Variable H heifit dann replizierbar, falls es ein Portfolio («, )
gibt, so dass H = (1 + r)a + 510 gilt, dass heiit h; = (1 + r)a + s;8 fur alle
j=1,..k

Damit ist ([s;—K]4)¥_, im allgemeinen nicht replizierbar, das bedeutet ein Hedging
der Option ist i.a. nicht moéglich. Somit lésst sich auch nicht unbedingt ein expliziter
Preis fiir die Option angeben, aber ein Intervall der Form

(1, 220y B,

in ,
QeP 1+71 gep 1+

falls inf < sup.

In dieser Intervallangabe setzen wir H = [S; — K]+ im Fall einer Call-Option und
H = [K — S1]+ im Fall eines Puts sowie P die Menge risikoneutraler Wahrschein-
lichkeiten. Eine Wahrscheinlichkeit @) heifit nun risikoneutral, wenn

Eqg(S1)=(1+1r)S

gilt. Genauer bedeutet das:
k
Q= (qj);?:1 g >0V =1,..,k, qu =1, qusj =(14r)S.

Wir sehen leicht, dass P # () genau dann gilt, wenn

Sqg:= min s; < (14+7r)S <S8, := max_ s;.
Jj=1,...,k j=1,...,k

Nun koénnen wir das folgende Resultat zeigen:

Proposition 1.5. Seien g : R — R konvex, Sy und S, wie oben definiert und gelte
Sa < (1+7)S < S,. Dann gelten auch

(@) supgep Eq(g(S1)) = g(Su) 25055 + (Sg) 2230 und

() infoerEg(g(s1) > o((1 + 1)),

In (b) gilt die Gleichheit, falls (14 1)S = s; fir ein j € {1,..., k} ist.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst (a). Nach den Definitionen von S; und S, haben wir
Sa < s < S, fiur jedes j € {1,...,k} und damit die Existenz von \; € [0, 1] mit
sj = AjSy + (1 — Aj)Sq. Da g konvex ist, folgt

k k
Eq(g(S1) =Y ai9(s;) =Y _ a;9(A;Su+ (1= A;)Sa)
j=1

j=1
k k
< 9(80) Y aiNi +9(50) Y a1 = X))
1 j=1

j=
= q9(Su) + (1 = ¢)g(Sa)
mit ¢ = . ¢;A; € [0,1]. Andererseits ist

k k k
(1+T)S= ZQij:Squ]‘/\j-‘rSd 1—ZQj)\j
j=1 j=1 j=1

= ¢S, + (1 —q)Sq,

also
(1 + T)S — Sy

Sy — Sa

Es folgt die Ungleichung

sup Eq(9(S1)) < qg(Su) + (1 = q)g(Sa)-

QeP
Die Umkehrung erhalten wir mit der Wahl einer Folge (g;), mit ¢;, — 0 falls
Sq < 55 < Sy.
Fiir (b) betrachten wir die Jensen-Ungleichung

9((1+7)5) = g(Eq(51)) < Eq(9(51))-

Damit gilt also schon
9((1+ 1)) < inf Eq(g(S1).

Ist (14 7)S = s;, dann ergibt eine Folge ¢;, — 0 fiir i # j und ¢;, — 1 die
Gleichheit in (b). O

1.2 d+1 Anlagen, k Zustinde

1.2.1 Wir betrachten wie zuvor die beiden Zeitpunkte ¢ = 0 und ¢t = 1, eine
risikolose Anlage mit dem Preis S° > 0 zur Zeit ¢ = 0 und nun d risikobehaftete
Anlagen mit Preisen S* (i = 1,...,d) zur Zeit t = 0.

V bezeichnet im Folgenden die Matrix der Anlagenpreise zur Zeit t = 1, das heif}t

Der obere Index steht dabei fiir die Anlage und der untere fiir den Zustand. Daher
gilt fir alle j =1, ...,k
U? =(1+7)8°
wobei wir weiterhin annehmen, dass r > 0 gilt. Ein Portfolio wéchst in diesem Kon-
text auch in seiner Dimension. Ein Portfolio § € R?*! hat daher den Wert S - 6 zur
%eit t=0mit S =(S%..,5) und V; -0 = Z?:o v;ﬂi = (V6), im Zustand j zur
eit t = 1.
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Bezeichnung 1.6. Seien u,v € R",n € N, so schreiben wir u > v genau dann,
wenn u' > v* fir jedes i = 1,...,n gilt.
Entsprechendes gilt fiir >.

Definition 1.7. (i) Ein Portfolio 0 heifit Arbitrage, falls gilt

S-0<0AVI=0 oder S-0<0AVH>0ANVOF#DO.

(i) Es gilt NAO, falls es kein Arbitrage gibt.

Bemerkung 1.8. NAO gilt genau dann, wenn fiir jedes 6 folgende Implikation gilt:

S-0<0ANVOI>0 = S-0=0AVO=0.

Satz 1.9. NAO gilt genau dann, wenn es ein 3 € R¥ gibt, so dass 3 > 0 und
S =VTB. Die B; (j =1,...,k) heifen dann Zustandspreise.

Beweis: Gehen wir zunéchst von der Existenz eines solchen [ aus, so gelten fiir alle
Portfolios 6 die folgenden Implikationen:

(i) VO=0 = 0=p6-(VO)=(WV"3)-0=2S5-60und

(i) VO>0AVO#A0 = 0<pB-(VO)=VT3)-0=2S-0,

also gilt NAO.
Gelte nun NAO, so definieren wir

— k+1 ., _ —st d+1 | _ —St
U: zeR Dz v r,r €R R v und

U ist somit ein linearer Teilraum des R¥+!1, W ist kompakt und konvex.

Firze UNW ist z; > 0Vj, >, 2; =1 und 2 = (20,21) mit 29 = =S -z > 0 und
2! = Vax > 0. Die letzten beiden Eigenschaften widersprechen aber der NAO, also
ist UNW = 0.

Mit dem Trennungssatz von Minkowski (vgl. Elliott, Kopp [15, Theorem 3.1.1])
folgt die Existenz eines 3 = (8, ') € R**! sowie die Existenz einer reellen Zahl b,
so dass die Ungleichungen

z-0=0<b<w-06 VzeUweW

gelten. Wegen w = (0, ...,0,1,0,...,0) € W (1 an j-ter Stelle) ist dabei 3; > 0 fiir

edeb J - O7 1’ ceny k AUb
z = S xr = S v f()lgt
{/ L:E

(=S -x)By+ B (Vz) =0 Vo R

Wihlen wir 0.B.d.A. 3y = 1, so gilt (S — VTB) .z = 0 fiir jedes x € R4 und
damit S = VT3, also die Behauptung. O

Zur Interpretation der ﬁ} (j =1,...,k) dienen uns die folgenden Uberlegungen:
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Essind S = VT3 und 8% = (147)S° 32, B}, also 1 = 3~ (1+7)8;. Damit definiert
Q = (g;)5=, mit ¢; := (1+ )8} ein Wahrscheinlichkeitsma$§ auf dem R¥, so dass
S = 1/(1 +r)VTQ gilt. Q ist damit ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf
(RNW).

Mit § € R+ gilt also

1
1+7r

1 1
(V7Q) 6= 1=Q-(VO) =

.0 = =
s 1+7r

Eq (V).

Fiir die Gewinnrate (vj —5%)/S* der i-ten Anlage ergibt sich bestiitigend:

r.

E U;—Si _EQ(v;.)—Si_(l—i—r)Si—Si_
@ N S B St N

Definition 1.10. FEin Markt heifit vollstdndig, falls V' surjektiv ist.

Man beachte bei dieser Definition, dass ein Markt nur dann vollstéindig sein kann,
wenn k < d+ 1 gilt.

Korollar 1.11. Ist der Markt vollstindig, so gibt es hochstens ein RNW.

Beweis: Ist V surjektiv, dann ist V7 injektiv und damit 3 eindeutig bestimmt, also
auch das RNW. o

Korollar 1.12. Ist der Markt vollstindig und gilt NAO, so existiert genau ein
RNW Q. Fiir eine Option mit Ertrag z € RF ist der faire Preis gegeben durch

1
1+r

Eq(2).

Beweis: Die erste Behauptung folgt direkt aus Satz[I.9und Korollar [[.11]} Mit Hilfe
der angegebenen Konstruktion von @) folgt dann die zweite Behauptung analog zum
Beweis von Bemerkung [I.3] O

Ist der Zustand einer Call-Option auf die Anlage i zur Zeit ¢t = 1 gleich j, so hat
sie dann den Wert [v; — K] 4. Damit ergibt sich ein fairer Preis fiir diese Option als

k
i 1 i
¢ = m;qj[vj_K}Jr

= BV — K.

Analog erhalten wir den fairen Preis einer Put-Option auf die Anlage i als

i 1 i
p = mEQ([K* Vv ]+)~

Proposition 1.13. Auch in diesem Fuall gilt die Put-Call-Paritit fir jede risikobe-
haftete Anlage.
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Beweis:
4 , 1 4 ,
t—pt = Eo([V'- K| —[K-V*
¢ =1 = = Bol(V = Kl — [K —V'],)
VieK
_ ! (1+T)Si—
T 147 1+7r
) K
=gt _
1+r

a

1.2.2 Betrachten wir nun auch hier unvollstindige Mirkte. Es sei z € R* ein ge-
setzter Zielwert fiir mogliche zukiinftige Portfoliowerte und es gelte NAO. Aulerdem
definieren wir zu z die folgenden Mengen:

M(z):=1{0-S:V0>z} sowie M(z):=1{0-5:V0<z}

Diese Mengen sind nichtleer. Im Beweis des folgenden Satzes zeigen wir, dass M (z)
(M(z)) nach unten (oben) beschrénkt ist. Nach Stroth [27], Korollar 21.15] existieren
somit

S(z) :=min M(z) und S(z) := max M(z).

S(z) kann dabei als Verkaufspreis und S(z) als Kaufpreis fiir den Zielwert z be-
trachtet werden.

Satz 1.14. Es gelte NAO und P bezeichne wieder die Menge der RNW (vgl. S.
Dann sind
(a)

S
(b)  S(z) = infgep =22,

insbesondere also S(z) < S(z).

Beweis: Aufgrund der Dualitédt der Aussagen zueinander geniigt es, (a) zu zeigen.
Dazu sei 6 wie in der Definition, also V6 > z, und @ ein RNW. Dann gilt

Eq(z)=Q-2<Q - (V) =(V'Q)-0=(1+7)S-0,

also

Eq(2) _. =
< . : > =
Trr S inf{6-S :Vl>z}=25(2)

und damit auch

Sei nun 6 so, dass § - S = S(z) und V@ > z gelten. Mit dem Satz von Kuhn und
Tucker (vgl. Lange [22, Proposition 4.2.1]) folgt dann die Existenz von §; > 0 mit

k
S=Y BV; =0 und B;((V); —z) =0
j=1

fir alle j = 1,..., k. Es folgt
S=v's,

also

(VIB)-0=3-(VO) =Y Bi((VO); — 2)+B- 2
A
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und daher

S S0 g. s Ea®)
S(z)=5-6=p g=t

Da damit S° = (1 + r)S° Zj B; gilt, ist Ej g; = 1. Es sei ferner Q das RNW, das
wir in Satz erhalten haben. Fiir kleines € > 0 setzen wir

Qe = (1 - E)Q + 6@;
dann ist Q. ein RNW und

lim o, () = Eq(z) = (1+7)5(2).

Somit folgt die Behauptung. O

Satz 1.15. Es gelte NAO, S(z) < S(z), und es sei z € R* fest. Dann gilt
S(2) < S(z) < S(2)
fiir jeden Preis S(z), der keine Arbitrage zuldsst.
Beweis: Annahme: S(z) > S(z). Also gibt es ein 6 mit
S(z)>60-Sund Vo > 2.

Es folgt
—z+V0>0und —S(z)+6-5<0.

Da S(z) der Preis ist, der keine Arbitrage zulésst, folgt mit NAO
z=VOund S-0=5(z2),

also

S(z) <S(z) =85-0<85(z),

im ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes. Die zweite Ungleichung folgt
analog. O

Ist V surjektiv, so gibt es also ein 6y, so dass

1+7r
Voy = 5 ,
1+7r

also ein Portfolio, dass einer risikolosen Anlage entspricht, ein Hedging Portfolio.

1.3 Optimaler Konsum und Portfoliowahl

Seien Ry > 0 das Vermdgen zur Zeit t = 0, R; > 0 die Einkiinfte im Zustand j zur
Zeit t =1, Cp > 0 der Konsum zur Zeit ¢ = 0 und C; > 0 der Konsum im Zustand
j zur Zeit t = 1. Mit diesen Bezeichnungen und der Annahme, dass konsumiertes
Vermogen nicht in ein Portfolio 8 investiert werden kann, ergeben sich folgende
Vertréglichkeiten:

(i) Ro>Co+0-S (t=0>} (1.1)
(1) R; =2C;—(VO); (t=1) '
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fiir alle j. Sei weiter u = u(C) eine Nutzenfunktion, das heift u € C(R¥™;R U
{—00}) N C((0, 00)k*+1; R) mit

(i)  Ou(0) = ;’—gj >0 Vj=0,..,k,
(#4)  w ist strikt konkav und
(ii1) limg, o 0ju(C) =00 Vj=0,..,k.

Typische eindimensionale Nutzenfunktionen sind:

u(C)=C% a€(0,1) oder u(C)=1logC.

Satz 1.16. Sei u eine Nutzenfunktion, dann besitzt das Problem

u(C*) = max{u(C) : C erfillt (L.I)}

genau dann eine Ldsung, falls NAO gilt. Diese optimale Liosung ist eindeutig be-
stimmt und streng positiv.

Beweis: 1.Schritt: Sei zunichst C* = (Cf, C'*) optimal mit Portfolio 6*.
Annahme: 0% sei ein Arbitrage, also

S 0% <0 und VO* > 0, aber nicht beide gleich 0.

Wir betrachten C’ := (C§ — S - 0%, C™* + V). C’ erfiillt (1.1) mit 6 = 0* + 6%, da
(Gh erfiillt:

d
Co—8-0"+> (07 +6)S; =C; +0" - S< Ry
1=0
d .
G + (V) = Y (6 +67)vj = Cf = V8" < R;.
1=0

Da u Nutzenfunktion ist, insbesondere also streng wachsend, folgt u(C*) < u(C”),
was einen Widerspruch zur Optimalitit von C* darstellt. Also existiert kein Arbi-
trage, es gilt NAO.

2.Schritt: Gelte nun NAO. Wir zeigen nun, dass

_qT
M :={(C,0) : C’erﬁilltund&J.N( 5 )}

eine kompakte Menge ist, denn dann liefert der Satz vom Maximum die Existenz
einer optimalen Losung.
Annahme: Sei (C™,0™) C M mit |§"| — oo. Dann gilt 0.B.d.A.

en
0" =— —0"#0
1671
und ([1.1))(i) ergibt
Ry — C¥ Ry
S < ————% < = -0,
1671 167

also nach dem Grenziibergang
S0 <0.
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Es folgt weiter mit (1.1])(ii)

C"—-R _—-R
Vo > > — =0,
0" 0]
also in der Grenze
Ve > 0.

Beide Ungleichungen liefern uns mit NAO, dass V& =0 und S - 6/ = 0 gelten, also

1
0 =0,da b e N (_gT) . Das aber ist ein Widerspruch zur Annahme. Also sind
die ™ beschrénkt und damit auch die C™, das heifit, M ist kompakt.

3.Schritt: Seien C* und C** mit 6* und 6** zwei verschiedene optimale Losungen.
Da (1.1} eine konvexe Menge beschreibt, erfiillt auch C' := (C* + C**)/2 diese
Bedingung. u ist streng konkav und C* # C**, also folgt

=y o w(C) +u(C)

w0 > —————— =y

(]

u(C).
Dieser Widerspruch impliziert die Eindeutigkeit der Losung.

4.Schritt: u ist streng wachsend, also muss die optimale Lésung Bedingung (1.1)
mit Gleichheiten erfiillen:

Ry=C;+6*-S und
Rj =C; — (Vo7);.
Da Ry, R; > 0 sind, ergibt sich fiir hinreichend kleine € > 0
Ci+e(@-5)>0 und
C; —e(Vor); > 0.
Nun lassen sich Ry und R; zerlegen in

Ro= Ci+e0-S)+(1—€)f*-S
—_—
=:C}, =:0
Rj = C]* — e(VH*)] —(V (1 — 6)9*)j,
\—/_/ W
::C} =0

wobei das so erzeugte C’ (1.1)) erfiillt. u ist konkav, also gilt

k
w(C") > u(C*) + eByu(C)(S - 0%) — eZaju(c')(vo*)j.

Mit
b g* .S :j=0
T =(ver); ci=1,..k
gilt somit
k
u(C') = u(C*) + €Y du(C)h;.
j=0

Wiére nun CF = 0, dann hétten wir dyu(C’) — oo fiir e — 0 und hy > 0. Analog
erhalten wir fiir C; = 0 die Konvergenz 9;u(C") — oo fiir ¢ — 0 und (V6*); <0,
also fiir hinreichend kleine € > 0
k
Zaju(C’)hj >0

=1
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im Widerspruch zur Optimalitidt von C*. Daher muss C* strikt positiv sein. O

Satz [I.16] erlaubt eine weitere Interpretation risikoneutraler Wahrscheinlichkeiten
und liefert eine weitere Methode zu ihrer Bestimmung. Ist ndmlich C* das Optimum
gemif Satz so ergibt die Lagrange-Funktion

L(C,0;\) =u(C) = X(Co+6-S—Ry) — A\ - (C—VO—R)
fiir (C*,6*) und den Lagrange-Multiplikator A\* die Relationen
Veu(C*) — A* =0,

23S0+ (VIA*)g =0 und
=S+ (VA9 = 0.

Folglich ist
A* = Veu(Cr),

und nach Eigenschaft (i) einer Nutzenfunktion sind die partiellen Ableitungen Oxu
streng positiv, also

T ) - T [ YeuC)
S=VIT\/X) =V (aou(C*)>'

7= (G )

Es sind damit

sowie
Co+6-S =Ry und
C—-Ve =R,
also die Restriktionen erfiillt.

Man beachte, dass ein solches § durch die Wahl einer Nutzenfunktion festgelegt
wird, aber es gibt natiirlich viele solcher Funktionen!
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Kapitel 2

Diskrete dynamische Modelle

In diesem Kapitel betrachten wir die gleiche Situation wie in Kapitel 1, aber mit
endlich vielen diskreten Zeitschritten, wobei die Zustédnde durch einen (endlichen)
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) beschrieben werden. Die Preise zu den Zeiten
n € {1,..., N} sind nun Zufallsvariablen, wie auch die Portfolien. Die NAO wird neu
formuliert und mit Hilfe von MartingalmajSen charakterisiert. Schliefilich kénnen
Optionen mittels solcher Mafle bewertet werden.

2.1 Setting

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F; };V:O eine Filtration, also Fy =
{0,Q} C F, C .. C Fy = F. Ferner beschreibe S, : Q — R4+ mittels S,, = (S%)%,
die Preise der d + 1 Anlagen zur Zeit t = n fiir n = 0, ..., N, wobei die 0-te risikolos
ist. O.B.d.A. normieren wir die Preise dabei so, dass S§ = 1 und S% = (1 + r)"
sind, r sei also die Zinsrate der risikolosen Anlage.

Weiterhin nehmen wir an, dass (S,)Y_, {F,}-adaptiert ist (S, ist also fiir jedes
n Fp-messbar) und die Momente bis zur zweiten Ordnung existieren, das heifit
Sp € Lo(Q, Fp, P;RIHL),

Definition 2.1. Fine Portfolio-Strategie ist eine Familie von d+1-dimensionalen
Zufallsvariablen 0 = (0,)N_,, so dass 0% F,_1-messbar fiir jedes n = 1,...,N und
jedes i =0,...,d ist, und S, - 6, € L1(P) gilt.

0, heifit Portfolio zur Zeit t = n.

Vo(0) :== S, - 0, ist der Wert der Portfolio-Strategie zur Zeit t = n. Fir den ge-
genwertigen Portfoliowert Vy(0) definieren wir zusdtzlich 0y = 0.

Man beachte, dass V,,(0) unter den gegebenen Voraussetzungen F,-messbar ist.

Bemerkung 2.2. Eine Familie von Zufallsvariablen (X,,))_,, fiir die jedes X,
schon F,,_j-messbar ist, nennen wir vohersagbar.

Definition 2.3. FEine Portfolio-Strategie heif$t selbstfinanzierend, falls
gn : Sn = 6n+1 ' Sn

fir allen=1,...,.N — 1 gilt.

23
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Definition 2.4. (i) Ein Arbitrage ist eine selbstfinanzierende Portfolio-Strategie
0 mit

(@) P(Vo(0) =0) =1,

(B) P(Vn(0)>0)=1 und

(v) P(Vn(8) >0)>0.

(ii) NAO bedeutet, dass der Markt kein Arbitrage zuldsst.

Bemerkung 2.5. Gelten («) und (5), so ist () dquivalent zu

() Ep(Vn(0)) > 0.

Definition 2.6. Zwei Wahrscheinlichkeitsmafle P,Q auf (Q,F) heifien dquiva-
lent, falls gilt
PA)=0 < Q(A)=0 VAerF.

Um die Preise und Portfoliowerte der verschiedenen Zeitpunkte vergleichbar zu
machen, sollen diese abgezinst werden:

s Sn S,
R IS R
. V(0 .
V,(6) = 1+(7~;n =0, S,

::AS,L (;)anl'gnfl
= =0, AS, + 0,1 - ASy 1 +... 40y Sur VE=1,...n.

(*) folgt mit der Selbstfinanzierung des 6.
Speziell bedeutet das fiir den Wert der Strategie 6

N
VN(Q): ZgnASn+00SO und

n=1

Vn(0) = (1 +7)NVn(6),

wobei g - So = 0y - Sy das zur Zeit ¢ = 0 investierte Kapital beschreibt.

2.2 Aquivalente Martingalmafe

Proposition 2.7. Sei Q ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafy derart,
dass (Sn)h_q ein (d + 1)-wertiges Q-Martingal ist und V,,(0) € L1(Q) fiir jedes
n=0,...,N. Dann ist auch (V,(0))N_, ein Q-Martingal. Es gilt NAO.

n=0
Beweis: (S‘n)ﬁfzo ist Q-Martingal genau dann, wenn S, € L(Q) fir allen =0,..., N
und es gelten die nachfolgenden Eigenschaften:

(i) (S,) ist {F,}-adaptiert
(17) Eg(Snt1]Fn) = Sn Fp-fs., also Eg(AS,41|F,) = 0.

Wir zeigen also die entsprechenden Eigenschaften fiir (V,(6)).
(i): folgt aus Definition
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(ii):
EQ(Va1(0)|Fn) = Va(8) = EQ(Vy1(6) — Vi (0)[Fn)

= IEQ(enJrl : A5A’n+1|'7: )

© Gt Eo(ASnir|Fa) =0
—_——

=0
Somit ist (V;,(#))N_, also ein Q-Martingal. Die Gleichung (*) folgt hierbei aus der

Fn-Messbarkeit der stochastischen Variable 6,,1.
Es verbleibt uns noch zu zeigen, dass NAO gilt:

Eq(Vn(0)) = Eq(E (V (O)|Fn-1)) = Eq(V-1())
Vo(0) = Vo(0) = bo - So

Sei nun V5(0) = 0 und P(Vy(#) > 0) = 1. Mit der Q-Martingaleigenschaft und der
Aquivalenz beider Mafle ergibt sich

Eq(Vn(6) =0,

——
>0
also .
P(Vy(0) > 0) =0.
Es gilt folglich NAO. a

Definition 2.8. Fin zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs Q, fir das (gn)nNzo
ein Martingal bildet, heifit risikoneutrales Martingalmajf3 (RNMM).

Satz 2.9 (Fundamentalsatz). Es gelte NAO, F sei endlich. Dann gibt es ein
zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs Q, so dass (Sy) ein Q-Martingal bildet.
Dabei ist dQ = Z dP mit einem beschrdnkten Z.
Es gilt dann nach Proposition fiir den Wert der Portfoliostrategie 6 zur Zeit
t=mn

Eq(V,(0)) = Vo (8) = by - So.

Beweis: In einem ersten Schritt definieren wir die Mengen
C={XeLi(P): X>0,Ep(X)=1}und

V ={X € Li(P): 36 selbstfinanzierende Strategie mit V5(6) =0, Vy(0) = X}.

C ist somit kompakt und konvex und V sogar ein endlich dimensionaler Teilraum
(da F als endlich angenommen wurde). NAO impliziert, dass beide Mengen disjunkt
sind: Ware X € C NV, so gibe es ein  mit den Eigenschaften:

(a) Vo(0) = 0 = P(Vp(0) =0) =1,
(B) Vn(0) = = P(Vy(0)>0) =1,
() Ep(X)= P(VN( ))=1 = P(Vy(0)>0)>0.

Damit wire 6 ein Arbitrage, also ein Widerspruch zur NAO.
Der Trennungssatz eines Kompaktums von einer abgeschlossenen Menge liefert nun
die Existenz eines Funktionals ¢ € Lo (P) und die zweier Skalare bg,b; mit der
Beziehung

(P|V) < by < by <{(@|X) VW eV XeCl.
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Mit V' = 0 sehen wir, dass by > 0 ist. Somit ist ¢ > 0, nach Normierung gilt ferner
E(¢) = 1. Weiter sehen wir fiir X = y4/P(A), dass by < [, ¢/P(A)dP gilt. Dabei
ist A € F beliebig mit P(A) > 0.

In einem zweiten Schritt definieren wir nun mit Hilfe des ¢ das zu P &quivalente
Wahrscheinlichkeitsmafl ) mittels

@mwzﬁawzmmm-

Da V ein linearer Raum ist, kénnen wir in den obigen Ungleichungen V' durch ¢tV
(t € R) ersetzen und erhalten damit

sgn(t)(4|V) < bo/[t]-

Der Ubergang zu den Grenzen oo in ¢ liefert somit
0= (¢|V) = / PVdP = / VdQ =Eq(V) YV eV.
Q Q

Im dritten Schritt nehmen wir uns ein 6* = {6*}N_, mit 0% € Ly(Q, F,_1, P;R?),
also eine Strategie beziiglich der risikobehafteten Anlagen. Diese ergéinzen wir zur
selbstfinanzierenden Strategie 8, indem wir

(@) 00:=-20.80 (=V%0)=0 )

(i5) 00,4 =00+ 30 (0} —0:,1)S,  (n=0,..,N —1; beachte: S = 1)
setzen. Damit ist 6 := (6°,60*)T vorhersagbar und V,,(6) € L;(P). Ferner ist 6
selbstfinanzierend, denn

d
Ons1 - S = 00190 + Z 01150,
i=1

d
= 0050+ > 0.5,
=1
=0,-5,.
Damit gilt also
N ) N .
Vo(0) =0=Eq(Vn(0) =Eq(D_ 0n-AS,) => Eq(f - AS,)
n=1 n=1

n=1
Wiihlen wir nun 6% = Eg(AS,,|F,_1), so ergibt sich
N A~
0= Z EQ(EQ(ASn‘}—an)Z)-
n=1

Daraus folgt schon, dass ]EQ(ASn|.7:n_1) = 0 fiir jedes n ist, also
EQ(‘SAvn‘]:nfl) = EQ(Snfﬂfnfl) = Sn71~

{8, }N_, bildet somit ein Q-Martingal. O
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Bemerkung 2.10. Die Definition eines Arbitrage fiir den Fall N = 1 ist hier
schwicher formuliert als in Kapitel [[} Das Analogon zu Kapitel [] ist:

0 ist Arbitrage << Vp(0) <0 A P(Vn(0) >0) =1 A Ep(Vn(0)) > 0.

Offenbar ist ein Arbitrage im Sinne von Definition [2.4]ein Arbitrage in diesem erwei-
terten Sinn. Die Umkehrung gilt jedoch auch, denn NAO im Sinne von Definition
[2:4] impliziert die Existenz eines dquivalenten Martingalmafies @@ gem#fl Satz 2.9
Ist nun 6 ein Arbitrage im erweiterten Sinn, so gilt

0 < Eq(Vn(8)) =Eq(d - So) = o - So <0,

also ein Widerspruch.

2.3 Vollstindige Markte und Bewertungen

Definition 2.11. X heifit replizierbar, falls es eine selbstfinanzierende Strategie
0 gibt, so dass X = Vi (0) gilt. Ein solches 0 heifit Hedging-Strategie fir X .
Ein Markt heifit vollstindig, falls jedes X € L1(P) replizierbar ist.

Ist X replizierbar, so gilt mit geeignetem 6

X N .

m = VN(G) = VO(Q) +29”'AS7"

n=1

Seien Q ein beliebiges RNMM und X beschriankt. Dann ist

X al .
Eq ((1+7“)N) =Eq(Vo(0) + > _ Eq(6n - AS,)

n=1
N

=Vo(0) + Y Eq(Eq(fn - ASy|Fuo1))

n=1

N
=Vo(0) + Y Eq(0n - Eq(AS,|Fu1))

n=1 -0

= Vo (0).

Proposition 2.12. (i) Ist der Markt vollstindig, so gibt es hichstens ein RNMM.
(ii) Ist der Markt vollstindig und gilt NAO, so ist der Wertprozess (V,,(0)))_, der
X replizierenden Portfolio-Strategie 8 P-f.s. eindeutig bestimmt durch

Vi(0) = (1 +7)""NEq(X|F,), n=0,..,N.

Beweis: (i) Seien @ und Qo zwei RNMM. Mit obiger Uberlegung erhalten wir also
fiir jedes replizierbare und beschrinkte X

Eq, (X) = Eq, (X).

Da der Markt vollsténdig ist, haben wir diese Beziehung also fiir alle beschrinkten
X. Damit gilt aber schon @1 = Q2.
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(ii) Nach dem Fundamentalsatz (vgl. Satz beziehungsweise Satz [2.15)) existiert
ein RNMM . Damit gilt fiir jede das X replizierende Strategie § und jeden Zeit-
punkt n € {0,..., N}

74(0) = Eq(Vn(0)15,) = 2R,

da (V,,(9))N_, ein Q-Martingal bildet (vgl. Proposition . Wir haben damit
Va(0) = (1+1)" " VEQ(X|Fn),

der Wertprozess (V;,(0)))_, ist also P-f.s. eindeutig bestimmt und somit unabhéingig

vom replizierenden 6, da nach (i) @ eindeutig ist. O

Bemerkung 2.13. Da wir Optionspreise iiber den entsprechenden Wert einer
Hedging-Strategie bestimmen, sind in einem vollstdndigen Markt bei geltender NAO
die Preise zu jedem Zeitpunkt wohldefiniert. Diese fairen Preise sind die einzigen
im erweiterten Markt arbitragefreien.

Betrachten wir nun speziell einen Call auf die Anlage i (i = 1,...,d), das heifit mit
X =[S — K]4, so erhalten wir zur Zeit n den Preis

cn(0) = (1 +7)""VEQ([Sk — K]+|Fn)-

n

Analog erhalten wir fiir den européischen Put auf Anlage 4, also mit X = [K —S%]+,
zur Zeit n den Preis

Pn(0) = (1 +7)""VEQ([K — Sy]+|Fn).

In dieser Darstellung sehen wir auch, dass wieder die Paritéit zwischen européischen
Put und Call besteht:
n(0) = pn(0) = (L +7)""VEq([Sy — K]+ — [K — Sy]+[Fn)
= (1+7r)" N Eq(Sy|Fn) — K]
=S —(1+7r)" VK.

Satz 2.14. Fir jede der d risikobehafteten Anlagen i (i = 1,...,d) gilt zu allen
Zeitpunkten n (n =0, ..., N ) die Put-Call Paritit europdischer Optionen, das heifit

¢ (6) = pi,(6) = S} — (1 +1)" VK.

mn

Beweis: vgl. Herleitung. )

Abschlielend zu diesem Kapitel 148t sich also feststellen, dass zunéchst das RNMM
@ und eine Strategie 6 (eine Hedging-Strategie) gesucht sind, bevor entsprechende
Preise bestimmt werden konnen. Dies kann zum Beispiel iiber ein Optimierungs-
problem geschehen (vgl. Dana, Jeanblanc [I1]), indem man den Wohlstand zur Zeit
N maximiert:

max{Eq(U (Vi (#)) mit Vo(6) = . Vi (6) > 0},

wobei U eine Nutzenfunktion wie in Abschnitt [[.3] ist.
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2.4 Der Fundamentalsatz fiir beliebige Zustands-
raume

In diesem Abschnitt wollen wir uns nocheinmal dem Fundamentalsatz, also Satz
widmen, nun aber im allgemeineren Fall beliebiger Zustandriume (2, F, P).
Die Zeitmenge bleibt unverindert T = {0,1,..., N}, und die betrachtete Filtration
F = {F.}ner habe 0.B.d.A. die Eigenschaften 7y = {0,Q} und Fy = F. Die
allgemeinere Formulierung des Satzes lautet dann:

Satz 2.15 (Fundamentalsatz). Es gelte NAO, der Zustandsraum sei wie oben
beschrieben. Dann gibt es ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaff Q), so dass

(Sn)ner ein Q-Martingal bildet. Dabei ist dQ = Z dP mit einem beschrinkten Z.
Weiter gilt fiir den Wert der Portfoliostrategie 0 zur Zeitt =n

Eq(Va(6)) = Vo(6) = 6o - So.
Fiir den Beweis benttigen wir aber noch den folgenden Satz:

Satz 2.16. Seien Y : Q@ — R™ messbar und C C F eine Unter-o-Algebra. Dann
sind die beiden nachstehenden Aussagen dquivalent:
(i)  Es gibt kein beschrinktes C-messbares 6 : Q@ — R™ mit Y -0 > 0 P-f.s. und
P(Y-6>0)>0,
(i) Es gibt ein beschrinktes Z : Q8 — R mit Z > 0 P-f.s., E(Z]Y]) < oo und
E(ZY|C) =0.

Beweis: Diesen Beweis werden wir zunéchst nur fiir beschréinktes Y fithren, und in
diesem Fall nicht nur die genannte Aquivalenz zeigen, sondern mittels eines Ring-
schlusses zusiitzlich die Aquivalenz von (i) und (ii) zu

(iii) K NLT ={0} und

(iv) K- L nL{ = {0},
wobei der Kegel K durch

K :={Y -0 : 0 ist beschrinkte C-messbare m-dimensionale Zufallsvariable}

definiert ist, LT = L (€, F, P) bedeutet und der Abschluss im L;-Sinn zu verste-
hen ist. Danach tibertragen wir dann die Aussage des Satzes auch auf unbeschriankte
Y.

Schritt 1 ((ii)=(i)): Seien @ eine m-dimensionale beschrinkte und C-messbare Zu-
fallsvariable, so dass Y - 6 > 0 P-f.s. gilt, und Z wie in (ii). Dann folgt

E(Y-0Z|C)=6-E(YZ|C) =0,
also auch
E(Y -62)=0.

Da nach Voraussetzung dieser Integrand nichtnegativ ist, gilt P-f.s. Y -0Z = 0, und
wegen Z > 0 sogar Y -0 =0 P-f.s., also (i).

Schritt 2 ((i)= (iii)): Nehmen wir an, es gebe ein f # 0 in K N L. Dann gibt es
zunéichst ein A € F mit P(A) > 0 und f(A) > 0. Weiterhin gibt es nach Definition
des Kegels K ein C-messbares beschrinktes 0, so dass f =Y -6 > 0 gilt. Damit
haben wir dann auch

PY-0>0)=P(f>0)>P(A) >0,

also ein Widerspruch zu (i).
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Schritt 8 ((iii)=(iv)): Sei also f € K — L} NL], dann existieren eine Folge h,, € L}
sowie eine Folge beschrénkter C-messbarer 6,,, so dass

0<f=1lmY-0,—h, P-fs

n—oo

gilt. Wegen h,, > 0 erhalten wir somit die Ungleichungen

(1) 0< f<liminfY -6, P-fs.

n—oo

Wir definieren nun die folgenden Teilmengen von 2
Q :={w: liminf |0,| < 1},
n—oo
Q. ={w: k—1<liminf|d,| <k} keNk>2,

Qo= J &% ud Q. :=0Q\Q.

keN

Diese Mengen liegen aufgrund der C-messbarkeit der 6,, in C. Damit kénnen wir
jetzt ein geeignetes Grenzelement 6., konstruieren. Ist dabei w € g, so gibt es
genau ein k € N mit w € Q. Wir wihlen in diesem Fall
On, ——

Ooo(w) € HP(?) N B1(0),
wobei HP die Menge der Haufungspunkte bezeichnet. Diese Wahl ist moglich, da
der Schnitt aufgrund der Konstruktion der € nichtleer ist und die 6,, beschrénkt
sind. Im Fall von w € Q. wihlen wir

GAMEHHQP.

O : 2 — R™ ist somit wieder C-messbar und beschrinkt, das heifit YV - 0, € K.
Aufgrund der Beschrénktheit beider Groflen und des endlichen Mafles von €2, liegt
dieses Produkt auch in L;. Weiter haben wir YV - 6 > 0, denn mit (1) wissen wir

—-e<Y -0,

fiir jedes € > 0 und alle n > N (e). Dividieren wir diese Ungleichung nun auf Qj, durch
k beziehungsweise auf Q, durch |6,,| und betrachten die Grenzwerte konvergenter
Teilfolgen, so erhalten wir die gewiinschte Ungleichung fiir jeden Haufungspunkt
von 0,,/k beziehungsweise von 6,,/|0,|, insbesondere also auch fiir ... Wir haben
somit Y - 0o € K N LT, nach Voraussetzung also

(2) Y . 0o=0 P-fs. auf Q.

Fiir w € Qo, das heifit w € Qy, fir ein k € N, erhalten wir mit (1) und (2)

0

Enl AN

<liminfY - % <Y 0, =0 P-ts.,

n—oo

also
(3) f=0 P-Afs. auf Q.

Sei nun w € Q. Gilt Y(w) = 0, so impliziert auch hier (1) schon f(w) = 0. Fiir
Y (w) # 0 muss wegen (2) im eindimensionalen Fall m = 1 bereits 0 (w) = 0 gelten,
was auflerhalb einer Nullmenge auf 2., aber nicht moglich ist, da nach Konstruktion
P-£3. |050(Qso)| = 1 gilt. Damit ist fiir m = 1 die Behauptung gezeigt.
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Fiir m > 2 fithren wir im Induktionsschritt eine Dimensionsreduktion um eins durch.
Die Induktionsannahme lautet daher: die Implikation (i7) = (iv) gilt im m — 1
dimensionalen Fall, die Dimension geht dabei iiber ¥ in den Kegel K = K(Y') ein.
Auf Q. definieren wir nun k& = k(w) := 7 den Komponentenindex, fiir den 6, am
groBten ist, also |05 > 62| fiir alle j = 1,...,m gilt. Damit ist [6%,| > L > 0 fiir
jedes w € Nuo, wegen 0o (Qoo)| = 1. Wir withlen nun so ein w € Q4 beliebig aber
fest, dann haben wir mit (2)

0=Y 0 :Zm@o = Z Y0l + V6%,
i=1 i=1,i#k

also

m i
Vi=— > Y.

i=1,i#k o0

Wir habe somit weiter fiir dieses w

YoOp= Y Yif + Y0k

i=1,i#k
= > 3@-(9;—9;095).
i=1,i#k o0

Wir definieren nun (m — 1)-dimensionale Zufallsvariablen Y und ,, durch

?, — { 07 w € QO
i Yixgi<ky + YiriX{izky, @ € Qoo

und

= . i ) it1
(92 - zg 92) X{i<k} T (93?1 - 9551 92) X{izk}, W € Qoo

Damit sind auch Y beschrinkt, die 6,, C-messbar und nach Konstruktion von k
beschrinkt, das heifit Y - 0,, € K(Y). AuBerdem gilt mit der Wahl dieser Zufallsva-
riablen auf Q..

Y -0,=Y -0,

Wiihlen wir weiter h,, € LT als

E L O7 OJEQO
e hp, we€Q,

dann ist mit (3)

0<f=limY-0,—h, P-fs. inganz,

also f € K(Y) — L N L] und nach Induktionsannahme somit

f=0 P-fs.

Schritt 4 ((iv)=(ii)): Sei A € F mit P(A) > 0. Dann ist die charakteristische
Funktion x4 # 0, nach Voraussetzung gilt damit x4 ¢ K — L. Nun ist im L,
die Menge B := K — Li abgeschlossen und konvex, nach dem Trennungssatz von
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Hahn-Banach existiert also ein Funktional Z € Lo, = Lo (92, F, P), das x4 von B
strikt trennt, das heif3t

(4)  Z(xa)>sup{Z(f—g): fe K,ge L{}.

Betrachten wir dabei die speziellen Funktionen f =0 € K und g, = nx{z<o} € LT,
so erhalten wir die Ungleichung

(5) E(Zxa) = Z(xa) >sup—Z(g,) = supE(—Zg,) = supn/ |Z|dP > 0.
n n {Z<0}

n
Wegen der Beschrinktheit der rechten Seite gilt daher P({Z < 0}) = 0, also
Z>0 P-fs.,

im Allgemeinen aber nicht Z > 0 P-f.s.. Verwenden wir nun ¢ = 0 € L] in (4), so
erhalten wir

E(Zxa) = Z(xa) > sup Z(f) = sup E(Zf) = sup E(ZY - 0),
feK feK 0

wobei sich das letzte Supremum auf die Menge der C-messbaren und beschrankten
0 bezieht. Die Beschranktheit der rechten Seite

supE(ZY - 0) =supE(0 - E(ZY]C))
0 0
impliziert nun, dass E(ZY'|C) P-f.s. schon 0 sein muss. Dass
E(Z|Y|) = / Z|Y|dP < oo
Q

gilt, folgt schon aus Z € L, daY als beschréinkt angenommen wird und €2 endliches
Ma#f besitzt. Ein so konstruiertes Z = Z 4 erfiillt somit schon alle Bedingungen der
Aussage (ii) bis auf die strikte Positivitdt. Wir suchen daher noch ein Element Z
der nichtleeren Menge

H:={Z€Lo: Z>0P-fs. E(ZY|C) =0P-fs.}

mit P({Z = 0}) = 0. Dazu definieren wir p als die infimale Wahrscheinlichkeit, dass

ein Z aus H gleich 0 ist:
p:= jnf P({Z =0}).

Dann wéhlen wir eine Minimalfolge (Z,,) C H, so dass P({Z,, = 0}) —p_0 P gilt,

und setzen
Z
Do i= g—n 1
~m 2

Damit ist auch Z,, € L, denn

|Zoo‘oo < ZZ_n = 17
neN

Zso > 0, da Z,, > 0 fiir jedes n € N und

2777,
E(ZY|C) =) W1E(ZnY|C) =0,
neN nioco
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da schon alle E(Z,Y|C) gleich 0 sind. Also gehért auch Z, zu H. Weiter haben wir
damit, nach Konstruktion von Z., und der Wahl von Z,,:

P < P({Zoo = 0}) = P([{Zn = 0}) < P({Z0 = 0}) >n—co D,
neN

also P({Z = 0}) = p. p ist somit beziiglich seiner Definition sogar ein Minimum,
das an der Stelle Z, € H angenommen wird. Damit bleibt zu zeigen, dass p = 0
gilt. Nehmen wir nun p > 0 an, dann hat die Menge

A:={Z,=0}

positive Wahrscheinlichkeit. Nach obiger Konstruktion gibt es daher ein zu A gehori-
ges Z4 € H. Setzen wir schliefllich

Z:=Zs + Za,
so gehort auch Z wieder zu H und es gilt
6) P{Z=0})=P({Zx=0}N{Za=0})=p—P({xa=1}n{Zs>0}).
Wegen der Trennungseigenschaft (5) gilt

E(Zaxa) = Za(xa) > 0.

Somit existiert eine Menge Q € F mit P(Q2) > 0, so dass Z4(Q2) > 0 und ya(Q) =1
gelten. Somit erhalten wir mit (6) aber

P{Z=0}) <p-P(Q) <p,
also einen Widerspruch zur Minimalitét von p beziiglich solcher Wahrscheinlichkei-
ten.

Schritt 5 ((i)< (ii) fir unbeschrinkte Y ): Die Implikation (ii)=-(i), wie in Schritt
1 gezeigt, ist unabhéngig von der Beschranktheit des Y. Es geniigt daher die Um-

kehrung zu zeigen. Gilt also (i) fiir Y, so auch fiir das beschriinkte Y := %IY\ Die
Giiltigkeit des Satzes fiir beschrinkte Y haben wir schon gezeigt, das heif3t es gibt
ein beschriinktes Z > 0 zu Y mit den Eigenschaften aus (ii). Mit Z := %IY\ haben
wir also o

(a) Z > 0 ist beschrinkt, (b) E(Z|Y]) =E(Z]Y]) < co und

(c) E(ZY|C)=E(ZY|C) = 0.
Damit gehort Z zu Y, es gilt also (ii). O

Bemerkung 2.17. Im Falle der trivialen o-Algebra C = {f),Q} ist der Satz
dquivalent zu Satz [[.9]in Abschnitt [I.2]

Beweis des Fundamentalsatzes [2.15: Nach Voraussetzung gilt die NAO, also gibt
es auch kein Arbitrage in einzelnen Zeitschritten. Gébe es ein Arbitrage im n-ten
Schritt, dann gibt es ein F,,_i-messbares a mit S’H_l -a = 0, Sn -a > 0 und
P(S, -a > 0) > 0. Wihlen wir also eine Strategie 6, die im n-ten Schritt das
Arbitrage-Portfolio o nutzt und sonst seinen Wert {iber die risikolose Anlage hilt,
also

bp=61=0=...=0,_1=0, O,=aund b, =...=0§ = (5, ,0,...,0),

so stellt diese ein Arbitrage im Sinne von Definition dar.
Wir definieren nun die Zuwichse des abgezinsten Preisvektors in n-ten Zeitschritt

AS, =S, — S’n,l, n=1,..,N.
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Damit haben wir die Zerlegung
N N
Sy =Y ASp+ 8= AS;+S,.
k=1 k=1

Nun wenden wir Satz [2.16] mittels Riickwirtsinduktion auf die Zufallsvariable

N
Y =ASE( [[ %17
Jj=n-+1

in jedem einzelnen Zeitschritt an, wobei wir F = F,, und C = F,,_; wihlen. Die
NAO in den Einzelschritten liefert die Eigenschaft (i) des Satzes, also resultiert
wegen (ii) ein F,,_1-messbares beschrinktes Z,, mit

N
Z, > 0P-£5. und E(Z,ASE( [[ Zj|Fn)|Far) =0.

j=n+1
Damit gilt
N N
E(AS, [[ Zi1Fa-1) =E(ZuASE( [] Zj1F)|Far) =0
j=n Jj=n+1
und folglich
N N N N
ESy [[2) = Z H ) +E(So [ ] 25)
J=1 n=1 j=1 j=1
N n—1 N
= ) _E(E(AS, Hzm ) [T 2) + SeE(T ] 2)).
n=1 j=n j=1 j=1

=0

also
R N N
E(Sy [ i) = SoB(] | 2)-
j=1

Wir definieren nun das Mafl @) mittels
1 N
Q(A):i/ ZjdP, AcF.
E(I15: Z)) Ja 13

Damit ist @) dquivalent zu P und es gilt EQ(S N) = Sp = Sy. Weiterhin haben wir
firmn=1,...N

IEQ(S'n|~7:n—1) EQ(AS |‘7:n 1)+EQ( n— 1|]:n 1)

]_ N ~
= ——=— Ep(AS, | | Zj|Frz1) + Sn—s
E([1;2, Z)) U
n—1
1
=—v—|[ ZEp(AS,E HZ|f)Z|f 1) 481
N II P P n— n—
E(Hj:l Zj) j=1 j=n+1

=0
= On—1;

also die Martingaleigenschaft von (S’n)ndr beziiglich des Mafles Q. O



Kapitel 3

Amerikanische Optionen I

Ab jetzt sollen sogenannte amerikanische Optionen betrachtet werden. Im Gegen-
satz zu den bisher untersuchten europdischen Optionen kénnen sie nicht nur zum
Endzeitpunkt T sondern zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ < T ausgeiibt werden. Der
amerikanische Call beinhaltet also das Recht, die zugehorige risikobehaftete Anla-
ge zum Ausiibungspreis K innerhalb des Zeitraumes [0,7] zu erwerben. T heifit
Verfallszeitpunkt.

Man sieht leicht, dass es aufwendiger sein wird, an faire Preise fiir diese Optionen
zu kommen, da sie eben nicht nur einen Ausiibungszeitpunkt besitzen. Es ist aber
auch sofort plausibel, dass der Preis einer amerikanischen Option immer mindestens
so hoch sein wird wie der einer entsprechenden européischen Option, da mit ihr
mehr Rechte und Moglichkeiten erworben werden. Wie nun aber genau sind diese
Optionen zu bewerten zu Zeitpunkten ¢ € [0,T] und insbesondere fiir t = 0?7 Wie
sehen zugehorige Hedging Strategien aus?

In diesem Kapitel soll dazu der diskrete Fall betrachtet werden. Es sei dafiir n = ¢
aus dem diskreten Zeitintervall T = {0, 1,..., N }.

3.1 Die Snell-Hiille

Es sei (Q,F, P,{Fn}ner) die stochastische Basis mit {F, }ner als Filtration, wobei
wie bisher Fy = {Q,0} und Fy = F ist.

Weitere Bezeichnungen seien wie gehabt: SO > 0 ist der Preis der risikolosen Anlage
zur Zeit n, also SO = SY(1 + 7)™ mit » > 0, und S? (i = 1,...,d) die Preise der d
risikobehafteten Anlagen zur Zeit n. Der Wert eines Calls auf die Anlage i betrigt
also zur Zeit n Z, = [S! — K]+ und der eines Puts Z,, = [K — S!];. Allgemein ist
der Wertprozess {Z, }ner ein adaptierter stochastischer Prozess.

In diesem Kapitel nehmen wir an, es existiert ein zu P dquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmafl Q) auf 2, so dass {Sn}ne']l‘ mit S, 1= S,/S% ein Q-Martingal bildet und
dQ = Z dP mit einem beschrinkten Z gilt. Weiter sei der Markt vollstdndig, das
heifit jedes Z,, ist durch eine selbstfinanzierende Portfolio Strategie replizierbar.
Wie sieht nun der faire Preis U,, zur Zeit n aus? Nun, um keine Arbitragemdoglich-
keiten zuzulassen, miissen gelten:

(a) Un = Zy,
(01) Un-1> Zn-_1,

U
(b2) Un-1> S¥_1Eq <SQI|}—N—1)
N
sowie zu (bl) und (b2) entsprechende Eigenschaften fiir frithere Zeitpunkte. Wir

35
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definieren daher induktiv (startend mit (a)) fiir n = N, ..., 1

U
Up—1 := max {Zn_l, SY_Eq (SS fn—l) } )

die Snell-Hiille der Z,.

Proposition 3.1. {0n} = {U,,/S%} ist adaptiert und bzgl. Q ein Supermartingal,
das heift es gilt Eg(Uni1|Fn) < Un fir alle n. {U,} ist das kleinste Supermartingal,
das {Z,} dominiert. Auferdem dominiert {U,} den Preisprozess der zugehérigen
europdischen Option {t,} = {Eq(Zn|Fn)}.

Beweis: Es gilt nach Definition

U, =max{Z,,Eq(U,+1|Fn)} > no
(2 Eo(Unnr| Fu)) {EanHm).

Die obere Ungleichung besagt, dass {Un} das {Zn} dominiert, und die untere, dass
{U,} ein Supermartingal ist.

Sei {V,} ein weiteres Supermartingal mit Y, > Z, fiir jedes n € T. Damit gilt
zundichst Yy > Zy = Uy. Aus Yit1 > Un+1 folgt aber

Y, > { I@Q(Yn-i-lu:n) > EQ(Un-&-l‘fn)

mnH

also auch Y;, > max{Z,,Eq(Uy11|Fn)} = U,. Damit ist gezeigt, dass {U,} das
kleinste dominierende Supermartingal ist.

Die letzte Behauptung ist klar fiir n = N. Gelte sie nun fiir n € {1,..., N}. Dann
folgt

Un—l > EQ(Uv’n|~7:n—1)
> Eo(Eq(Zn|Fn)|Fro1) = Eo(Zn|Fn-1),

mittels Riickwértsinduktion also die Behauptung. O

3.2 Stoppzeiten

Definition 3.2. FEine Zufallsvariable 7 : Q — T heifit Stoppzeit (bzgl. {F,}ner),
falls {w: 7(w) =n} € F, (oder dquivalent dazu {w : 7(w) < n} € F,) fir jedes
n €T gilt.

Sei jetzt {X,} ein adaptierter Prozess und 7 eine Stoppzeit. Dann definieren wir
X7 := Xyar mit n A7 :=min{n, 7}, das heifit

Xi(w), k< 71(w)

Xi(w) = { Xy @), k>7(w).

Proposition 3.3. Sei {X,,} adaptiert und T eine Stoppzeit. Dann ist auch {X]}
adaptiert. Ist {X,} ein (Super-)Martingal, so auch {X}.
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Beweis: X lasst sich als Teleskopsumme schreiben, der Form
n
Xp = Xo+ Y 05(X; — X;1)
j=1

mit ¢j = X{j<7}- Da
{fw: j<T(W)} =N w: j>7W)}=N{w: j—1>7(w)} € Fj_1,

€Fj 1

sind die ¢; F;_1-messbar, also vorhersagbar, und damit die {X]} adaptiert.
Sei nun {X,,} ein (Super-)Martingal. Dann ist

Eq(Xn|Fn-1) = EQ(Xo|Fn-1) + ZEQ(¢j(Xj = Xj-1)|Fn-1)

Jj=1

=Xo+ Y ¢;(E(X;|Fa1) — Xj1)

Jj=1

n—1
= Xo+ Y ¢(X; — X; 1)+ ¢n (EQ(Xn|Fu1) = Xn1)
o -

20 =(<)0
n—1
= ()Xo + Z ¢5(X; — Xj-1)
j=1

:XT

n—1»

also auch {X7} ein (Super-)Martingal. O

Die Snell-Hiille {Un} ist ein Supermartingal. Gilt nun Z, < U, fiir ein n € T, so ist
U, = EQ(Un+1|fn). Dabher ist es naheliegend eine geeignete Stoppzeit einzufiihren.
Wir definieren

7™ (w) := min{n : Up(w) = Zp(w)}

als die minimale Stoppzeit fiir {Un}

Proposition 3.4. 7% (wie oben definiert) ist eine Stoppzeit und {U*} := {U7"} ist
ein Q-Martingal.

Beweis: Zur ersten Aussage: Es gilt

{T*:O}:{UQZZO}E.FO und

k—1
{T* :k}:{f]k :Zk}ﬂ ﬂ {ﬁj >Zj} € Fr,
———— jo ———
E€EFk E€EF;CFk

also ist 7* eine Stoppzeit. R
Zur zweiten Aussage: Wir schreiben U;' wieder als Teleskopsumme

Up=Uo+ > ¢;(U; = Uj1),
j=1

wobei ¢; = x{j<r-}. Damit ist UZH —U* = ¢py1(Ungr — Up), also
EQ(Uns1 = UnlFa) =Eq( gniy (Unir = Un)lFn)
——

Fn-messbar

= ¢n+1(EQ(ﬁn+1‘fn) - Un)
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Ist ¢ny1 =1, so gilt 7* > n + 1 und damit (wegen der Definition von 7*) Un > Zy,
sowie (wegen der Definition von U,,) Eq(Un+1|F,) = Up.
Somit gilt fiir alle n € T R .

EqUny —UnlFn) =0,

also ist {U*} ein Q-Martingal. O
Korollar 3.5. Es gilt Uy = Eq(Z,|Fo) = sup, Eq(Z,|Fy), wobei T die Stoppzeiten
durchliuft.
Beweis: {U} ist Martingal, also ist
Uy = Uonr- = Ug

=Eq(Ux|Fo) = EQ(Unnr+|Fo)

= Eq(Uy+|F0) = Eq(Z;+|Fo)

< sup Eq(Z,|Fo).

Andererseits ist 7 Stoppzeit, also {U; } ein Supermartingal, das heif}t
Uo = U§ > Eq(UX|Fo) = Eq(Ur|Fo) > Eq(Z:|Fo).

Damit gilt auch Uy > sup, Eq(Z,|Fo), also die Behauptung. O

Definition 3.6. U, heifit fairer Preis der Option auf die Anlage zur Zeit n = 0.

Speziell zeigt sich hier die schon zu Beginn erwihnte Eigenschaft Uy > EQ(Z ~|Fo),
dass der Wert amerikanischer Optionen nicht kleiner als der der entsprechenden
européischen sein kann.

Bemerkung 3.7. Allgemeiner als im Korollar beschrieben gilt:

Uy = Eq(Z.:|Fn) = sup Eq(Z-|Fn)

>N

mit 7*(w) := min{k > n : Up(w) = Z(w)}. Der Beweis dazu erfolgt analog dem
des Korollars.

Vergleichen wir nun auch diese Preise zur Zeit n mit denen der européischen Op-
tionen (also fiir 7 = N), so haben wir wieder die erwartete Ungleichung.

Definition 3.8. Eine Stoppzeit T heifit optimal bzgl. {Z,}, falls gilt:

Eq(Z,|Fo) = supEq(Zs|Fo).

Mit dieser Definition gilt der folgende Satz:

Satz 3.9. FEine Stoppzeit T ist genau dann optimal, wenn

(a) Z.="U, fs. und
(b) U7 ist Q-Martingal

gelten. Insbesondere ist wegen (a) und Korollar 7 die kleinste optimale Stopp-
zeit.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die Implikation: Aus (a) und (b) folgt, dass 7 optimal
ist. Mit dem Korollar [3.:5] und den Voraussetzungen ist
SupEQ(ZU|70) = Uo

= Eq(U%|Fo) = Eq(U:|Fo)
=Eq(Z-|Fo).

Nach Definition ist 7 also optimal.

Bleibt zu zeigen, dass fiir optimales 7 (a) und (b) folgen. Sei also 7 optimal. Dann
haben wir mit Korollar 3.5

Us = Eq(Z:\F) < Bq(U,|Fy).
Da {U7} aber ein Supermartingal ist, gilt zudem
Eq(Ur|Fo) = Eq(U|%0) < UF = Uo.
Diese Ungleichungen implizieren Gleichheiten. Es folgt damit

EQ(UT - ZT |]:0) =0,

>0

also U, = Z, P-f.s. und somit (a).
Um (b) zu zeigen, benutzen wir wieder die Supermartingaleigenschaft von {U}. Es
gelten

Uo = U > Eq(U;|Fo)
sowie

Eq(Ur|Fn) = Eq(UR|Fn)
=EqQ(EQ(UL|FN-1) [Fn)
N—————
<U%_,

< ... <EQU7|F,) =Ur.
Setzen wir die zweite Ungleichung in die erste ein, so erhalten wir mit (a)

Uo > EQ(U;U:O) > EQ(EQ(ﬁf|fn)|f0)

=Eq(U:) =Eq(Z:) = Uo.

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der Optimalitét der Stoppzeit 7. Es gilt also
Eq(U]|Fo) = Up fiir jedes n € T. Weiter haben wir

0 < Eq(Uy; —Eq(Uy 1 Fn) | F0)

>0

= Eq(Ur|F0) — Eq(Eq(Ur 11 |F0)|F0)
= Eq(Uy|F0) = Eq(Up41|F0) = 0

also U7 = Eq(U7 1| Fn), das heiBt {U} ist ein Martingal, und damit gilt (b). O
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3.3 Die Doob-Zerlegung

Lemma 3.10. Sei {Xn} ein Supermartingal. Dann lisst sich X,, fir jedes n € T
zerlegen in . . .
Xn = Mn - A’ru

wobei {M,} ein Martingal ist, Ag = 0 und {A,} vorhersagbar und nicht fallend ist.
{M,} und {A,} sind dabei eindeutig bestimmi.

Beweis: Vgl. Satz [7-4 im Stochastikteil! ]

Die Zerlegung eines Supermartingals wie in Lemma [3.10] heifit Doob-Zerlegunyg.

Definition 3.11. Mit {A,} aus der Doob-Zerlegung von {U,} definieren wir

(@) 1= min{n € {0,....N —1}: A, 1(w) >0}, An(w) >0
MmN, sonst

als die maximale Stoppzeit fir ein Supermartingal.

Proposition 3.12. 7., ist die grofite optimale Stoppzeit fiir {Un}

Beweis: Wir zeigen die Aussage in 4 Schritten.
Schritt 1: Es gilt nach Definition [3.11

{Tmax = k} = {Ak(w) = O}Q{AkJrl(w) > 0} € Fr,

EFrk—1CFr SV

also ist Tmax nach Definition [3.2] eine Stoppzeit.

Schritt 2: Definition B.11] liefert uns weiter

o _ _

Unmax - UTxnax/\n - MTxnax/\n - ATrnax/\n
=0

=M

Tmax

— AfTmax
An = M mex,

also ist {0}““} wegen den Eigenschaften der Doob-Zerlegung ein Q-Martingal.

Schritt 3: Es ist
N-1

Urae = X =81 UN + D Xrne=} Ui
j=0
N—1

= X{ = N}EN O X{rummemi} Max{ Z;, B (Uj 41| F5)}-
=0

Auf der Menge {w : Tmax = j} gelten AjH > 0 und Aj = 0 sowie
Eq(Uj1|F) = Bq(M;11|F;) — Eq(A;1|F))
= Mj — Aj+1 < Mj = Uj.

=7

Tmax *

Somit ist U

Tmax
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Die Schritte 2 und 3 implizieren nun mit Satz dass Timax €ine optimale Stoppzeit

ist.

Schritt 4: Sei T eine weitere optimale Stoppzeit mit P(T > Tiax) > 0. Dann gilt
Eq(U|Fo) = Eq(M;|Fo) — Eq(Ar|Fo) < Uy = supEq(Us| Fo)-

—Uo >0

Damit kann 7 aber nicht mehr optimal sein. Also ist Tymax schon die gréfite optimale
Stoppzeit fiir {Up,}. 0

3.4 Hedging

Die fairen Preise einer Option mit Ertragsprozess {Z,,} haben wir bereits bestimmt.
Sie sind

Z

Un = Zn, U, = S2sup Eg <gfn) (n=N—1,..,0).
>N Sq—

Die entsprechenden Werte einer européischen Option erhalten wir mit der festen

Stoppzeit 7 = N, also
0

Up = g—SEQ(ZMFn).
N
Fiir eine Hedging-Strategie betrachten wir nun eine Strategie, die dem Schutz des
Optionsverkiufers dient. {U,} = {M, } —{A,} sei die Doob-Zerlegung der abgezin-
sten Optionspreise. Da wir den Markt als vollstdndig angenommen haben, existiert
eine Portfolio Strategie 0, die My repliziert, also gilt

N
My = Vn(0) = Vo(0) + Y _0; - AS;.
j=1

Nun ist {V;,(0)} wieder ein Q-Martingal, also gilt
Vn(e) = EQ(VN(QN}—n) = ]EQ(MNU:H) = M,

Damit haben wir U, = Vn(Q) — A, fiir jedes n € T und, da die A,, nichtnegativ
sind, V,,(0) > U,,. Diese Ungleichung hiingt dabei nicht von der gewiihlten Hedging
Strategie 6 ab, da ihr Wertpozess schon durch die zu replizierende Zufallsvariable
und das eindeutig bestimmte RNMM @ gegeben ist (vgl. Proposition ii)).

Aus den letzten Abschnitten wissen wir bereits: Die optimale Zeit zum Ausiiben
der Option ist eine Stoppzeit 7. Solange U,, > Z,, gilt, wird nicht ausgeiibt, daher
muss gelten UT = ZT. Dies fiihrt zu einer natiirlichen Wahl von 7 = 75, = 7. Es
darf auch nicht nach 7,. ausgeiibt werden, denn fiir n > 7.y gilt An > 0 und
damit U, <V, (diese fiir den Verkéufer giinstige Wahl kann fiir den Optionsinhaber
nicht optimal sein). Da dieser Fall also im Optimalfall nicht eintreten kann, ist die
angegebene Strategie 6 schon eine optimale Hedging Strategie. Ist 7 < 75 S0 ist
{U; } ein @Q-Martingal und somit 7 eine optimale Stoppzeit.

Zusammenfassend also gilt:

Satz 3.13. Sei{Z,} der Ertragsprozess einer amerikanischen Option. Dann gelten:
(a) Der faire Preis der Option ist zur Zeit n

Zr
U, = 52 sup Eg (50|}—"> ,

T>n
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insbesondere also Uy = sup, Eq(Z;/S2|Fo).
(b) Eine optimale Hedging Strategie 0 ist gegeben durch VN(Q) = My, wobei My
von dem Martingal der Doob-Zerlegung der Snell-Hiille zu {Z,} stammt. Es ist
N-1
VN (0) = Zn + > (Z; — Eo(U;1|Fy)).
§=0

Dies folgt aus der Darstellung (2) in Abschnitt .
(c) Wihlt der Inhaber der Option eine optimale Stoppzeit T, so gibt es keine Arbi-
tragemdglichkeit fir den Verkiufer und der Inhaber realisiert den Gewinn V.(0).

Nun koénnen wir uns noch die Frage stellen: Was wird bei amerikanischen Optionen
aus der Paritdtsrelation?

Dazu fixieren wir 0.B.d.A. S§ = 1 und betrachten einen Call, also Z,, = [S! — K],
mit dem Preis Uy = sup, Eq(Z; /59) und einen entsprechenden Put, das heifit
Zyn =K — S!]+, mit Preis Uy = sup, Eg(Z,/S2). Mit diesen Daten gilt

U = swEq( [Si— K, /S9)
T N——
=81 —K+[K—-5i]¢
< supEq (i — K/5%) + Uy

= 5 — KinfEq((5) ™) + U,

also

Up — Uy < S — KinfEg((S2)™1).

Allgemeiner kénnen wir analog bestimmen, dass

Up—Un <8l — SOK sup Eq((S2) 7| Fn).

T>n
Wir haben auflerdem fiir den Preis u,, des zugehorigen européischen Calls
un = SpEQ([Sy — K1+/S¥|Fn)
> SpEq(Sk — K/SY1Fn)
= 508, — SpK/SY
. g0 .
=85, -K g >8, - K,
S
N
—~—
<1
da die Anlage 0 mit einer positiven Zinsrate verzinst wird. Damit gilt jedenfalls
uy > Sy, — K und u, > 0, also u, > [S! — K|t = Z, fir jedes n. Da {d,} zudem
ein -Martingal ist, folgt U,, = 4, also U,, = u,, fiir jedes n.
Der Wert eines amerikanischen Calls ist folglich gleich dem Wert eines entsprechen-
den européischen Calls. Aber: Dies ist fiir Verkaufsoptionen im allgemeinen falsch.

3.5 Konsum-Investment-Strategie

Es sei ¢ = {c¢p fner €in Prozess, der fiir ¢,, > 0 Konsum (Verbrauch) bedeutet, sowie
im Fall ¢, < 0 fiir zusétzliche Investitionen steht. Damit dndert sich die Definition
der selbstfinanzierenden Portfolio Strategie 6 im folgenden Sinne:

(1) On—1-Sn-1—cp="0p-Sp_1.
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Beachte, dass dies die F,,_1-messbarkeit von ¢, impliziert. Eine zulissige Konsum-
Investment-Strategie (ZKI-Strategie) ist somit ein Paar (6, ¢) vorhersagbarer Pro-
zesse, das (1) erfiillt.

Wir haben

(Z) Vi — Voot :AVnZHn'(Sn_Sn—l)_Cn:en'AS"_C”
(i) Va=Vo+ X, 050 AS; = 30 ¢
(it)) Vi=Vot+ 25165 A8 =371 ¢

wobei S; = Sj/S? und é; = cj/S;Ll bedeuten.
Sei (0, ¢) eine ZKI-Strategie mit ¢, > 0 fiir alle n € T. Dann gilt mit (iv)
EQ(AVh|Fam1) = Eq(0h - ASulFarr) — Eq(ealFao)
= 0, Eg(AS,|Fr1) —én <O0.
—_———
=0

{V,,} ist in diesem Fall also ein Q-Supermartingal.

Sei jetzt {U,} ein Q-Supermartingal, {U,} = {M,} — {A,} seine Doob- Zerlegung
und @ die selbstfinanzierende Strategie (im herkdmmlichen Sinne) mit My = 0n-S.
Dann ist . R .

EqQ(Un|Fn) = EQ(My|Fn) — Eq(AN|Fn),

und wegen Oy - Sy = 6 - So + Zjvzl 6, - AS']-

Eq(My|F,) =0y - So + 293‘ - AS;.

j=1
Damit gilt
U, =M, — A,
= Eq(My|F,) - 4,

:90~S’0+29joA,§'j *ZAA]‘.
j=1

Jj=1

Wir setzen nun ¢; = (1 + r)j_lAflj und 9, := 6, + (d,,0), wobei dy = 0 und
dp =dp—1+ ¢y fiir n =1,..., N ist. Dann bildet (¥, ¢) eine ZKI-Strategie.
Diese Uberlegungen ergeben das folgende Resultat:

Korollar 3.14. Sei {Z,}ner der Ertragsprozess einer amerikanischen Option.
Dann gibt es eine ZKI-Strategie (0,c), die die Snell-Hiille {Uy,}ner repliziert, al-

so dass . .
Un:90~30+29j-ASj—Zéj
j=1 j=1

gilt, wobei ¢; > 0 fiir jedes j =1,...,n ist.
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Kapitel 4

Das Black-Scholes-Modell

Dieses Kapitel bildet das Kernstiick der Vorlesung, ndmlich die Black-Scholes Theo-
rie zur Bewertung européischer Optionen im zeitkontinuierlichen Fall. Im Gegensatz
zum diskreten Fall sind die Preisprozesse S} nicht beliebige adaptierte stochastische
Prozesse, sondern es wird angenommen, dass sie stochastischen Differentialgleichun-
gen geniigen. Wir werden zeigen, dass es ein dquivalentes Martingalmafl @ gibt, so
dass die abgezinsten Preise ein Martingal bilden, dass NAO gilt und dass der Markt
vollsténdig ist. Die fairen Preise sind von der Form w(¢,S), und 6; = Vu(t,S;)
ist eine zugehoérige Hedging-Strategie, wobei u(t,z) der berithmten Black-Scholes
Gleichung geniigt. Der mit einem Stern gekennzeichnete Abschnitt, der sich mit
der analytischen Behandlung der Black-Scholes Gleichung befasst, kann beim Lesen
iibersprungen werden.

4.1 Setting

Die Situation aus den letzten Kapiteln soll jetzt zeitstetig betrachtet werden. Dafiir
sei J := [0,T] das zugrunde gelegte Zeitintervall. (Q, F, P) sei wie gehabt ein
vollsténdiger Wahrscheinlichkeitsraum mit der vollstédndigen Filtration {F; }iec, al-
SO

Fo={0,QYUNCF, CF CFr=F Vstels<t,

wobei N = {N € F : P(N) = 0} bedeutet. Es gebe wieder d + 1 Anlagen, die
0-te risikolos, die restlichen d risikobehaftet, mit Preisen S : Q@ — R (i = 0,...,d)
zur Zeit t € J. {Si} = {[S?,..., ST} € La(J x QR4 sei der {F;}-adaptierte
vektorwertige Preisprozess.

Wir nehmen an, S; sei durch stochastische Differentialgleichungen gegeben. Formal
bedeutet das:

1) dSyY = r(t)SPdt, o Sp=1
dS} = p'(t)Sidt + 377, 0(1)S{dB],  Sj # 0 als AW gegeben,
wobei ¢ = 1,...,d und t € J. r € Lo (J) ist die deterministische Zinsrate der risi-
kolosen Anlage zur Zeit ¢, u* € Loo(J x Q) die Wachstumsraten, o} € Loo(J x Q)
die Varianzen (Volatilitéten) und {B;}cs eine m-dimensionale Brownsche Bewe-
gung mit unabhéngigen Komponenten Bj. Ferner nehmen wir an, dass F; die ver-
vollstéindigte von den {B,}<; induzierte o-Algebra ist. {u(t)} und {o}(t)} seien
adaptierte Prozesse, dass heiBt p'(t) und o?(t) sind Fy-messbar. Wir definieren

plt) = (' (), (1) und o (t) = (05(t))i-

45
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(1) bedeutet eigentlich:

S9=1+ fot r(1)S%r
Si=Si+ fy wi(r)Sidr + X7, [y oi(r)SLdB,

wobei die Integrale iiber die dBZ als Ito-Integrale zu verstehen sind. Beachte, dass
wir 0.B.d.A. S§ # 0 fiir alle i annehmen kénnen, da S§ = 0 schon S} = 0 ergibt.
AuBerdem gilt Sy € La(P).
Weiter sei fiir t € J

0= {Gt} = {[gto» ey gﬂT}

eine Portfolio-Strategie, dass heifit 6 ist {F;}-adaptiert und 0iS! € Lo(J x Q) fiir
jedes i = 0, ...,d. Startet man also mit einem Anfangskapital von x, so betrégt das
Kapital unter 0 zur Zeit ¢t € J:

t d t
x—l—/ QT-dST:a:+Z/ 0idSt.
0 iz0 0

Definition 4.1. Eine Portfolio-Strategie 6 finanziert (repliziert) ein X € Lo(P),
falls

t
Or-Sr =X und et-StZQO'S()-f—/QT'dST YVt e J.
0

Gibt es zu X ein finanzierendes 0, so heifft X finanzierbar (replizierbar). Wir
bezeichnen dann 0, - Sy als fairen Preis der Option mit Ertrag X.

Bemerkung 4.2. Die Begriffe in Definition [4.1] sind analog zu denen in Kapitel
Die erste Bedingung an eine finanzierende Strategie entspricht Vy(6) = X (T = N)
und die zweite der Selbstfinanzierungsbedingung. Diese lasst sich formal als

thSt—l—thdSt:O

schreiben.

Definition 4.3. FEine selbstfinanzierende Portfolio-Strategie 6 heiffit Arbitrage,
falls gelten:

(i)  P(0o-So=0)=1,
(ZZ) P(QT . ST Z O) =1 und
(i) P(fp-Sp>0)>0 (das heifft Ep(fr - S) > 0).

NAO gilt, falls es kein Arbitrage gibt.

Definition 4.4. Der Markt heifst vollstindig, falls jedes X € Lo(P) repliziert
werden kann.

Auch die abgezinsten Preise seien analog zum vorigen Kapitel definiert, dass heifit

hier fiir t € J: .
S, = exp (/ r(s)ds) St,
0

insbesondere also S? = 1. Die It6-Formel (vgl. Theorem und Korollar [10.8))
liefert dann mit (1):

dS} = (u'(t) — r(t))Sidt + S} > ol(t)dB].

Jj=1
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4.2 Aquivalente Martingalmafe

Definition 4.5. Ein Wahrscheinlichkeitsmaff Q auf (0, F) heifit (fir den Markt)
ristkoneutral, falls

(i) Q ist dquivalent zu P und
(ii) {St}ies bildet ein Martingal beziiglich @Q,
also Sy € L1(Q) und Eq(S|Fs) =Ss Vs, t € J, s <t.

Wir nennen risikoneutrale Mafle (RNM) deshalb auch dquivalente Martingalmafe

Beim Wechsel von P zu @) kénnen sich die Integrabilitéitseigenschaften eines Portfo-
lios # d&ndern. Deswegen wird im Folgenden das zugrunde liegende Maf} in der Regel
angegeben. Insbesondere schreiben wir

Vo(Q) :={h € Ly(J x QA ® Q) : h ist Fy-adaptiert}.

Proposition 4.6. Es gelte NAO. Dann sind die (fairen) Preise P-f.s. eindeutig
bestimmdt.

Beweis: Wir betrachten nur die Zeit ¢t = 0. Angenommen die Preise sind nicht
wohldefiniert. Dann gibt es zwei Portfolien 6 und ¢, die die Option replizieren und
zur Zeit t = 0 unterschiedlichen Wert besitzen. O.B.d.A. wiirde also gelten:

Op - St =wr-Sp und 6Oy-Sy < pg-Sy P-fs..

0O.B.d.A. sei weiter r = 0, da der Zinseffekt der Anlage 0 auch in den Preisen
der restlichen Anlagen beriicksichtigt werden kann, ohne dass deren Struktur dabei
veréndert wird, also SY = 1. Daraus definieren wir nun die Portfolien ¢ := 6 — ¢
und 1 := ¢ + v, mit v = [~ - Sp,0, ..., 0]T > 0. Daraus folgt
1;0 : SO = 07
¢t'5t—7/)0'5’0:wt'st—i/JO'SOS?:l/;t'St und

t t
vooSi—voeSo= [ wrdS, =[G, ds,, also
0 0

t
wt-stzwo-sw/ by - dS,.
0

1) ist also selbstfinanzierend und es gilt
Yr - Sr =1r - Sr — Py - SoS3 =0 — by - Sp > 0.

Damit ist 1) ein Arbitrage, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Proposition 4.7. Sei {S;} ein Q-Martingal (Q ~ P) und 0 eine selbstfinan-
zierende elementare Portfolio-Strategie, dass heifit 6 = Z?:olX[ti,tiﬂ)ei mit
0; € Loo(Q, Fy,). Dann ist auch {V;} = {0, - S;} ein Q-Martingal. Insbesondere gilt
NAO fiir elementare Strategien.

Beweis: Wir wihlen ¢ > s. O.B.d.A. sei t = t;41 und s = t; (I > k), sonst verfeinern
wir entsprechend die Zerlegung ¢; von J. Mit S; := Sy, gilt dann

t l
Vt:f/s‘f‘/HT'dST:‘A/s+ZQi'(;§i+1—;§Z‘) und damit
s i=k
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l A~ A
Eq(VilFo) = Ve+ > Eq(b; - (Sis1 — Si)|Fr,)
i=k
l A A
=Vi+ Y Eq(Eq(th - (Sis1 — S)|F2)|Fu,)
i=k

l
=Vi+ > Eq(0i-Eq(Sit1 — SilF1,) 1 Fe,)
i=k

=0

=V,

also die Behauptung. Insbesondere folgt aus Vo = 6y - So = 0 schon IEQ(VT) =0,
also gilt NAO. |
Hier kénnte man beliebige Preisprozesse S, zulassen! Aber diese Proposition ist in-
sofern unbefriedigend, als dass nur elementare Portfolio-Strategien zugelassen sind.
Allerdings gibt es fiir beliebige Preisprozesse S; bereits in der Definition von V;
Schwierigkeiten. Daher stammt die Annahme, dass S; einer stochastischen Diffe-
rentialgleichung geniigt.

Nehmen wir nun an, es existieren {F;}-adaptierte 77/ € Loo(J x Q) mit
(2) W) -r) =) ot
j=1

fiir jedes i = 1, ...,d, also
pu(t) —r(t) = o)y,
dann gilt

(3)  dS; = (u'(t) = r(t))Sidt + 5] > ol(t)dB] = S} Y ai(t) (v/dt + dBY).

; ; ——
3=t =t ::dBt*j

Wir suchen nun ein zu P &quivalentes Wahrscheinlichkeitsmafi @@ auf F, so dass
{B;} eine BB beziiglich {F;} auf (2, F, Q) ist. Wenden wir dazu das Theorem von
Girsanov (vgl. Theorem [12.5) mit {h:} = {—7:} an, so erhalten wir das gewiinschte
MaB Q. Nach (3) bilden die abgezinsten Preise {S;} = {So + fot S,0.dB*} ein Q-
Martingal.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von « ist die Surjektivitidt von o ()
fiir jedes t € J, also Rang o(t) = d. Aquivalent dazu sind die Injektivitit von o7 (t)
beziehungsweise die positive Definitheit von o(t)oT (¢).

Damit erfiillt

y(t) = o () (o ()" ()7 (u(t) — (1)
die Gleichung (2).
Damit v aus Ly, ist, benstigen wir die Beschriinktheit von (oo
dquivalent zu

Y=t was wiederum

(c(t)oT()E|E) > ale], teJ, E€R? P-fs. (4.1)

ist, mit einem a > 0 unabhingig von ¢ und . Schliefllich erhalten wir fiir jede
selbstfinanzierende Portfoliostrategie 6 (bzgl. Q)

A0y - 8,) = e~ Jor@dsqg, . 8,) — r(t)e Jo T()dsg, . G, qt
= e_-[J T(s)dsat . dSt — r(t)e_ fUt T(s)dset . Stdt
= et . dgt
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und somit
A A T A A
EQ(QT . ST) = EQ(@() . So) + EQ(/ 9: . (dlag(S;k)onB:) = EQ(90 . S()),
0

wobei S¢ =[S}, ..., ST und 6; = [0}, ...,09]7T bedeuten, so dass NAO gilt.

Theorem 4.8. Es gelten die Standardannahmen des Kapitels und die Bedingung
mit einem « > 0. Dann existiert ein RNM Q (dquivalent zu P), so dass {St}
ein Martingal bzgl. {Fi} in (Q,F, Q) ist. Insbesondere gilt dann NAO (bzgl. Q).

Bemerkung 4.9.

(i) Nach (3) und Proposition [12.4| mit M, = Si gilt Sy € L,(Q) fiir alle
p € [1,00). Theorem und Proposition zeigen ferner, dass
dQ = MpdP mit My € L,(P) fiir alle p € [1,00). Somit gilt auch
S; € L,(P) fiir alle p € [1,00). Die Normen von S; sind in beiden Réumen
gleichméBig beschrinkt bzgl. ¢t € J.
(i)  Zur Giiltigkeit der Implikation: NAO = JRNM Q
vgl.Delbaeu, Schachermayer[13]!

(iii) Sp > 0P-f.s., wenn Sy > 0 (nach (3) und Proposition mit M, = S?).

Korollar 4.10. Es gelten die Voraussetzungen des Theorems [{.8, Dann ist der
Markt vollstindig (bzgl. Q). Der faire Preis zur Zeit t € J einer europdischen
Option mit Ertrag X € La(Q) ist gleich

e I TR (X 7).

Beweis: Sei X € La(Q, Fr,Q) gegeben und X := e~ Jo m(®)ds X Dann ist (Vi) =
{Eq(X|F:)} ein Q-Martingal, wobei das @ aus dem Theorem stammt. Der
Darstellungssatz fiir Martingale (vgl. Theorem besagt nun, dass b/ € V2(Q)
existieren, so dass V; = Vj + fg hs - dB} fiir jedes t € J gilt. Wir konnen nun das
System hi = 3%, ol (t)6iS! durch

07 = (diag(57)) " 'o(t) (o™ ()o ()~ he

16sen. Dabei ist S > 0, da S > 0, also diag(S;) invertierbar. Dann folgt mit (3)

0; - dS; = 07 - (diag(S;)ovdB;)
= hy - dB} = dVj.
Man beachte auch, dass 07 - 5! € V5(Q) fiir jedes i = 1,...,d gilt. Wir setzen nun
09 := V, — 05 - S;‘ und V; := elo 7()ds17, Dann gelten Vi = X, V; = 60; - S; mit der
Strategie 6 = {0;} = {[6?,6;T]T} und
Gt . dSt = 9t . d(C[J T(s)dsévt) = 9,5 . 6[(; T(S)dsdgt + Gt . r(t)efot T(S)dsgtdt
=07 - elo T qSx 4 r (1) V,dt = dV.
Also ist 6 selbstfinanzierend und repliziert X, das heiffit der Markt ist vollstéindig.

Der faire Preis ist dann 6, - Sy = V4, wie in der Behauptung.
O
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4.3 Die Black-Scholes Gleichung

Mit den Annahmen und Bezeichnungen

— Bf m unabhéngige Brownsche Bewegungen

— Si>0 i=1,...d

- F die von {B;}s<; erzeugte vervollstdndigte o-Algebra
— 1€ Lo(J) J =[0,T]

- ot eC(J) i=1,...d, j=1,...m

— W€ Lyo(J xQ) adaptiert

— Ja>0: (ool €le) > alé)?, te J, e RE

haben wir bereits folgendes System stochastischer Differentialgleichungen zur Be-
schreibung der zukiinftigen Preise der d + 1 Anlagen:

" ds? = r(t)Sdt, Sp=1
dsi = Si((Mdt + 37, o} ()dB]), Sp>0 (i=1,..d).

Ziel und Idee ist es nun die selbstfinanzierende Portfolio-Strategie # und die fairen
Preise zur Zeit ¢ zu finden, indem man sich eine Ertragsfunktion g € C(R%) vorgibt
mit g > 0 sowie |g(z)] < C(1+ |z|), und ¢(S}) =: Z repliziert. Dabei ist wieder
Sr = (S}, ..., 8HT.

Y; :=0; - S; ist dann der faire Preis zur Zeit ¢ mit der Endbedingung Y = Z.
Mogliche Funktionen fiir g sind zum Beispiel:

g(z) = [2* — K], bei einem Call auf Anlage k

g(z) = [K — 2], bei einem Put auf Anlage k.
Die Grundidee besteht nun im Ansatz:
4)  Yi=u(t,S5)).

Dabei gilt es u(t,z) fiir t € J und = = (2!, ...,2¢) € R% zu bestimmen.
u besitzt eine Endbedingung der Form u(T, S %) =Yr =7 = g(S}) € La(P) N
15(Q), also

u(T,z) = g(z), zeR%L.

Die It6-Formel auf die Ansatz-Gleichung angewendet und die Gleichungen (1) liefern

d
dY; = Qpudt + ) diudSi + Z Sioiof SFoLosu | dt

i=1 i,k,l
i L i i
= | Ou+ zi:@iuSt,u + 3 Zk: (; o*lo'lk> SiSFoLOu | dt+
+ Z (Z JéSf@m) dBJ.
j i

Andererseits ist Y; = 0, - Sy = 07 - S} +69SY. Mit der Selbstfinanzierungsbedingung
ergibt sich somit
d}/;g = Gt . dSt
= 09r(t)SPdt + ) 0iS;uidt + Z Z 0,Siol(t)dB].
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Der Koeffizientenvergleich beider Darstellungen nach Satz ergibt im stochasti-
schen Teil
oy (diag(S;)Vu) = o (diag(S)6;)-

Da o7 injektiv ist, heifit das Sid;u = 05} fiir alle i, wihlen wir also
(I) 0 =0wu(t,S;), i=1,...4d.

Der Koeffizientenvergleich im deterministischen Teil liefert
Do+ V(a7 )u )+ oo - (ding(S7)V ucing(57)) = 09, S0 +0;-(ding(7 ).
Durch Einsetzen von (I) verbleibt uns

Ou + %(JtotT) - (diag(S;)V2udiag(S;)) = 6%, SY.

Da
u(t,S;) =Y, =07 - Sf + 075}

ist, gilt mit (T)
098) =u—0; - Sf =u—Vu-S;.

Wir wahlen also
(1) 60 = (S0)"(ult, S}) — Vau(t, Sp) - Sp).
Das durch (I) und (II) definierte 6 erfiillt
0 - Sy = u(t,S;) und d(0; - S¢) = 6, - d(Sy), te€J

Setzen wir nun noch (IT) in den deterministischen Teil des Koeffizientenvergleichs ein
und ersetzen wieder S} durch z, so erhalten wir die partielle Differentialgleichung

(I11) Oru + % (ovol) : (diag(x)Vudiag(x)) = r4(u — 2 - Vu), z € (0,00)%
——

=:a¢

Damit ist die berithmt gewordene Black-Scholes Gleichung in d Dimensionen zu
16sen:

(BS) { Oyu + % sz aik(t)z;xr0;0pu = r(t)(u— ), z;0u), x; >0,teJ
u(T,z) = g(x).

Man beachte, dass das Problem (BS) nicht mehr vom Drift p; abhiingig ist!

Bei a(t) = o(t)oT(t) handelt es sich nach Voraussetzung um eine symmetrische,
gleichmiBig beschrinkte und gleichméfig positiv definite Matrix. Daher ist (BS)
parabolisch in umgekehrter Zeitrichtung.

Die starke Ausartung der Koeffizienten in (BS) auf 9R% kénnen wir mittels Euler-
Transformation beseitigen: ‘

Wir ersetzen z durch e¥, das heiBt z° durch e¥’, und v durch v mit der Eigenschaft

v(t,y) = u(t,x) = u(t,e’) = v(t, log x).
Fiir die ersten partiellen Ableitungen erhalten wir damit

z'0su(t, r) = dyu(t,log x)
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und fiir die zweiten partiellen Ableitungen

z'27 9;05u(t, ), i F ]

0idju(t,log ) = (@0;) (@ o), 2) = { (x1)202u(t, z) + 2*O;u(t,z), i=j.

Die Differentialgleichung fiir v lautet damit

1 1
Oyv + 5 zz]: Qij (t)@iajv = ’I“(t) <1} — z@: 6111) + 5 zz: aii(t)aiv.
Die Zeitrichtung kénnen wir nun noch durch zeitliche Spiegelung umkehren. Hierzu

ersetzen wir ¢ durch ¢’ := T — ¢ und v durch w mit w(t,y) = v(T — ¢,y). Damit
erhalten wir nun die transformierte BS-Gleichung in w der Form:

(BS) { dw— a(t') : Viw = —r(t)w + bgt’) -Vyw, teJyeR?
w(0,y) = wo(y) = g(e”)

mit bi(t') = r(t') — a(t')/2.

Satz 4.11. Es gibt hichstens eine Losung u € CH2([0,T) x (0,00)%) N C([0,T] x
(0,00)4) won (BS) mit |u(t,z)| < C(1 + |z|) fiir (t,z) € J x (0,00)¢ und héchstens
eine Losung w € CH2((0,T] x RN C([0,T] x RY) won (BS’) mit |w(t,y)| < Cel!
fiir (t,y) € J x R mit Konstanten C, o > 0.

Beweis: Wegen der Eindeutigkeit der Euler-Transformation sowie der Linearitét von
(BS) und (BS’) reicht es, (BS’) mit wy = 0 zu betrachten. Sei also w eine Losung
von (BS’) mit w(0) = wy = 0 und den Eigenschaften aus der Behauptung. Wir
werden nun w < 0 zeigen. Durch Betrachtung von —w folgt dann schon w = 0 und
somit der Satz. Wihlen wir dazu eine Funktion xy € C?(R) mit x(s) > (1 + a)]s]
fiir s € R sowie x’, X" beschriinkt, und setzen dann ¢(y) = [ eX¥*) fiir y € R%. Es
sei ferner L = 9; — La(t') : V2 —b(t') -V, +r(t'). Dann ist | Lo| < A fiir ein A > 0.
Wenn w(tg, yo) > 0 fiir ein (to, yo) € J xR%, so gilt to > 0 und w(to, yo) —dp(yo) > 0
fiir ein hinreichend kleines § > 0. Wegen der Wachstumsvoraussetzung nimmt die
Funktion h(t,y) := e *w(t,y) — dp(y) ihr strikt positives Maximum an einer Stelle
(t1,y1) € (0,T] x R? an. Dort gilt

Oth(t1,y1) >0, Vyh(t1,51) =0 und Vgh(tl,yl) ist negativ semidefinit.
Somit ergibt sich
a(t)) : Vih(ty, y) = tr(a(t))Vih(ty, y1)) = tf(a(ti)lmvih(h,yl)a(ti)lm) <0,

da (a(th)"/2Vh(t,yi)a(ty) ' /2€l€) = (Vih(tr, yo)a(t)) "/ ?€la(t;)/2€) < 0 fiir jedes
¢ € RY gilt. Somit ist (A + L)h(t1,y1) strikt positiv. Andererseits gilt

A+ L)h = -5 p —0Lp <0,

also ein Widerspruch. O

Bemerkung 4.12 (Anwendbarkeit der It6-Formel und Setting). Wir ha-
ben schon gesehen, dass {Si} € Va(P) N Va(Q) fiir alle i = 0,1, ...,d. Ferner zeigt
Proposition dass S! > 0 P-f.s. und somit auch S, > 0 P-f.s. gilt.

Weiter haben wir nach Bemerkung fiir den Put:

u € CH2([0,T) x (0,00)%) N BC([0,T] x (0,00)%)
{ Opu, x;0;u, 2;2;0i;u € BO([0,T — €] x (0,00)%)
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mit € > 0. Aufgrund der Paritéit (P) (vgl. Abschnitt [4.5.7)) erfiillt « im Falle des
Calls die gleichen Eigenschaften mit der Ausnahme, dass hier nur

u(t, z)] < C(1 + |z])

gilt. Man kann aber zeigen, dass die Ito-Formel fiir u(¢,S;) in dieser Situation
genauso gilt. Dafiir muss man im Beweis der Itd-Formel (vgl. Theorem den
Schritt 3 wie folgt abéndern:

Man wendet Schritt 3 zunéchst auf die Funktion xru (k fest) an, wobei (xi) eine
Folge von Abschneidern mit den folgenden Eigenschaften ist:

Xk € C?(RY), 0<xx <1,

supp xx C {x € R?: x; > 1/k fiir alle j = 1, ..., d},
Xk(z) =1, wenn x; > 2/k fiir alle j =1, ..., 4,
10jxk] < Ck und |0;xk| < CK2.

Mit Hilfe des Satzes von der dominierenden Konvergenz und den oben aufgefiihrten
Wachstumseigenschaften von u folgt dann die It6-Formel im Grenzwertfall & — oo.
Ferner folgt aus Bemerkung und der noch folgenden Eigenschaft (P) (vgl.
Abschnitt , dass z;0;u € B([0,T] x (0,00)%) im Falle eines Calls und eines Puts
ist. Somit gilt {6 - S} € Va(P) N V2(Q), und 6 aus (I) und (II) ist in der Tat
eine selbstfinanzierende Portfolio-Strategie, die den Ertrag ¢(S5.) repliziert. Dies
rechtfertigt den Ansatz (4) fiir die fairen Preise.

4.4 Die explizite Losung der BS-Gleichung

Der schnellste und direkteste Weg die BS-Gleichung zu 16sen geht iiber Fourier-
Transformation von (BS’) in der y-Variable. Die transformierte Gleichung hat die

Gestalt
{ O + 5 (a(t)E|E)w = —r(t)d + o(€ - b(t'))D
w(0) = .

Damit kénnen wir ihre Losung durch Variation der Konstanten direkt hinschreiben:
1 t
0(t.6) = &) exp (~5(Qicl0) = [ (T~ s +1(elote))
0

mit Q; = fg a(T — s)ds und bo(t) = fot b(T — s)ds.
Betrachten wir nun die Dichte der Gauf3ischen Normalverteilung, also

1 1, 4
%W(x) = WGXP (—2(0 (x — p)|x — M)) )

und deren Fourier-Transformation
- 1
(€)= xp (50610 ) exp (a(€l).

so konnen wir die Losung der transformierten Gleichung wieder riicktransformieren.
Damit erhalten wir

BE)  wlten) =exp (= [ r(r=s)ds) [ vl =9 e 61ds
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fiir w, und nach Umkehrung der Euler-Transformation und Reversion der Zeit fiir
u den folgenden Ausdruck:

T
u(t,x) = exp (— / r(s)ds> | e p,(lozz = s)as

mit P, = ftT a(s)ds, bt = —ftT(r(s) —ai;i(8)/2)ds, €5 = (e, ...,e%¢)T und logz =
(log 1, ...,log xq)T.
Die Black-Scholes Formel (BSF) lautet somit

T
(BSF)  u(t.) = exp (‘/ r<s>ds> [, 9@ 0g )

a y' 1Ly

Bemerkung 4.13. Sei g und somit wg beschriankt, was im Falle des Puts zutrifft.
Dann liefert (BSF?), dass w € BCY2([e, T] x RY)NBC([0, T] x RY) fiir € > 0. Folglich
gelten

u € CH2([0,T) x (0,00)%) N BC([0,T] x (0,00)%)

Opu, x;0;u, x;2;0;;u € BO([0,T — €] x (0,00)%)

fir 7,5 =1,...,d mit € > 0. Wenn g global lipschitz ist und kompakten Triger hat,
dann ist z;0;u € B([0,T] x (0,00)%). Dies gilt zum Beispiel fiir den Put.

Betrachten wir nun den Spezialfall d = 1, a(t) = o2, r(t) = r fiir einen Call, also

g(x) = [z — K]4, so erhalten wir durch Einsetzen in (BSF) den fairen Preis

c(t, )

(T oK - (_ (log(x/y) + (T — ) (r — 02/2))2> dy.

- o\/2n(T —t) Jk Y 2(T —t)o?

Mit den Substitionen

o log(@/y) + (T —t)(r—o?/2)

, t'=T—t und
ovT —t

_ log(z/K) +t'(r —o%/2)

St
N oVt

vereinfacht sich die Darstellung auf
c(t,z) = 2$(SL + oV¥) — Ke " ¢(SL),

wobei ¢ die Verteilungsfunktion der Gaufschen Normalverteilung ist, also

swr= L [ era

Héufig findet man diese Losung auch in der Form:

clt,z) = zd(di(t',2)) — Ke " ¢(dao(t', x))
mit  dy(t',z) = St + oVt und dy(t',x) = SL.
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4.5 Die Griechen der BS-Formel

Betrachten wir nun die BS-Formel fiir den Call mit d = 1 und o, > 0 konstant.
Dann haben wir

c(t,x) = xd(d(T —t,z)) — Ke " T=D(d(T — t,2) — o/T — 1)
mit ¢(s) = 1/v2m [° e 2dr und d(t', z) = 1/(ovV/T) (log(x/K) + t'(r + 02/2)).
Im Folgenden stehe d fiir d(T — ¢, x) und ¢ fiir T — ¢.

Die Griechen der BS-Formel sind partielle Ableitungen dieser und definiert, wie in
den folgenden Abschnitten beschrieben.

4.5.1 Das Delta
A(t, z) := Oyc(t, ). Damit also
A(t,x) = ¢(d) + 2/ (d)0pd — K™ ¢/ (d — oV/1')0pd

= ¢(d> —+ <\/£;76d2/2 _ [i;i;ed2/2+d0\/t7t/02/2> 87;d
7T T

x 2 K X ’ 2 2 ’ 2
_ ¢(d) + ( 67d /2 . 767t (r+o /2)€7d /2€t (r+0°/2) amd
V2T Vor K

= ¢(d).

Insbesondere ist Delta immer positiv. Blicken wir zuriick zur Herleitung der BS-
Gleichung, so sehen wir, dass das Delta gerade der Anteil der risikobehafteten An-
lage im Portfolio ist. Da dieser also nicht negativ werden kann, ist es fiir das Modell
nicht einschriankend, keinen Leerverkauf zuzulassen. Leerverkauf zuzulassen wiirde
bedeuten, dass ein Verkauf der risikobehafteten Anlage moglich ist, auch wenn man
diese gar nicht besitzt.

4.5.2 Die Volatilitat Sigma

o ist die Volatilitdt des Preisprozesses {S;}, denn wir haben den Ansatz iiber die
stochastische Differentialgleichung dS; = wS;dt + 0S;dB; gewiahlt. Der analoge
Koeffizient im Differential von ¢ muss also die Volatilitdt der Option sein. Die It6-
Formel liefert dafiir

1
dey = (Ope + Sy Oz + 5025':289230)& + (05} 0,¢)dBy.

*
oS}
Ct

Daher definiert ¥ :=
Weiter definieren wir

0,.c die Volatilitéit des Optionspreises.

B S: . . xaxc(t,l‘)
nim L0t S)) baw. ta) = =

die Flastizitdt des Optionspreises auf den zugehorigen Anlagenpreis. Damit gilt
3. = no. Die Elastizitét ist aber stets grofer als 1, denn wir haben

¢(d)
vp(d) — Ke ™ ¢(d — ov/t))

>0

n(t’ .13) =

3

das heift der Preis der Option reagiert iiberproportional auf Anderungen des Preises
der Anlage.
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Analog sei auch der Drift der Option definiert, also

fhe 1= %(@c + pxdye + %2332856).
Damit gilt

2

pe — 1 = — (¢ + prdyc + %x2agc —rc)

Al O

2
(0sc + radyc+ %f@gc — re+purdyc — redye)

=0 wegen (BS)
1
= — — ax
- (1 —r)xdyc
=n(p—r)
(Man vergleiche diese Fakten mit der Risikoanalyse im Abschnitt )

4.5.3 Das Gamma
[(t,x) := 0%c(t,z). Also

[(t,z) = 0, A(t,z) = 0,p(d(t', x))
Iy
= — - 0d
\/27‘(‘6
L _pp 11
V2T oVt

1,
Mﬁ¢(d)>o.

Damit ist ¢(t, ) eine streng wachsende konvexe Funktion.

4.5.4 Das Theta
O(t,z) = Opc(t,x)). Also
O(t,z) = — Oec(t, x)

- I¢/(d)at'd o Keirt,d’/(d - U\/;/)(at’d N 2L\/t7) + Krefrt/(ls(d — 0\/757)

=2/ (d)
¢ (d) + Kre ™ ¢(d — oV/t') > 0.

oxr
2/t

Mit abnehmender Restlaufzeit verliert die Option also an Wert.

4.5.5 Das Rho
R(t,z) := Orc(t, x). Also
R(t,z) = 2¢/(d)d,d — Ke " ¢/(d — oV/1') Ord + Kt'e " ¢(d — oV/t')

=2/ (d)
=Kt'e " ¢(d — aVt') > 0.

Eine wirtschaftliche Interpretation dieses Vorzeichens kénnte wie folgt lauten: Wenn
der Zins steigt, so wird die risikolose Anlage attraktiver, so dass die Nachfrage nach
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der risikolosen Anlage steigt und die der Option sinkt. Um dieser Nachfragever-
schiebung entgegen zu wirken, muss sich daher auch der Wert der Option bei dem
hoheren Zins schneller erhthen, um als Alternative konkurrenzfihig zu bleiben. Es
steigt also effektiv auch die Verzinsung der Option.

4.5.6 Das Vega
Vega(t, x) := dyc(t, z). Also
Vega(t, z) = 2¢/(d)0yd — Ke ™ ¢/ (d — oV/t')(8pd — V')
=VIKe ¢/ (d— ov/T) > 0.

Der Preis der Option steigt mit der Volatilitdt der risikobehafteten Anlage.

4.5.7 Die Paritat

Wir betrachten hier gleich den allgemeinen Fall. Seien dazu d € N, r € L;(J) und
o € C(J) beliebig, dann gilt auch hier die Parititsgleichung, wie sie schon in den
ersten Kapiteln nachgewiesen wurde, das heif}t

(P) ek(t, Sy) — pr(t, S)) = Sf — Kexp <—/t r(7)d7> .

Dabei 16st ¢ (BS) mit g(z) = [z — K]+, ¢k ist also der Preis fiir den Call auf die
Anlage k, und py, 16st (BS) mit g(z) = [K—x]+, pr ist also der Preis des zugehorigen
Puts. Da (BS) linear ist, ist ¢ — pr demnach die Losung zu g(x) =z — K.
Damit reduziert sich die Behauptung fiir die Giiltigkeit der Paritéit wegen der Ein-
deutigkeit der Losungen von (BS) auf:

Proposition 4.14. u(t,z) = x; — Kexp(— ftT r(7)dr) ist Lésung von (BS) mit
g(x) = — K.

Beweis: Die Endbedingung mit dem geforderten g gilt offensichtlich. Bleibt also

zu zeigen, dass u auch der Differentialgleichung geniigt. Bestimmen wir dafiir die
notigen Ableitungen von wu, so erhalten wir:

T
O = — Kr(t) exp (—/t T(T)dT) ,

O;u = d;, und

Das Einsetzen dieser Werte in die BS-Gleichung ergibt dann
1 T
Oru + iaijxizjaﬁju = —Kr(t)exp —/ r(T)dr
t

T
=r(t)xr — Kr(t)exp (—/t ’I“(T)dT) —r(t)xg
=r(t) - (u—x;0;u),

und liefert damit die Behauptung. O
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Unter Verwendung der Darstellung des Preises eines Calls fiir konstantes r und o
aus dem vorherigen Abschnitt im eindimensionalen Fall, liefert uns die Paritit den
fairen Preis des zugehorigen Puts als

p(t,x) =c(t,z) — x4+ Ke™
= qu(S;’ +oVt)—z+ Ke ™ — Kef’“t/(b(Sf;)
= Ke " ¢(—SL) — vp(—St — oVT').
Dabei gilt ¢/ =T — ¢ und

gt _ log(z/K) +t'(r — 0?/2)
T U\/y .

4.6 (*) Analytische Behandlung von (BS)

In diesem Abschnitt wollen wir eine Methode zur Behandlung von (BS) vorstel-
len, die unabhingig von der konkreten Losungsformel ist und somit auch auf all-
gemeinere Probleme angewendet werden kann. Sie liefert auflerdem Aussagen fiir
das Verhalten bei ¢t — T'. Startpunkt der folgenden Betrachtungen soll das Pro-
blem (BS’) sein. Die Euler-Transformation hat hierbei das Halbraumproblem in ein
Ganzraumproblem {iberfithrt. Die Annahmen sind

re C(J), J=10,T),
o € O(J;Rm) und
(@()o™ (t)el€) = al¢? VEERLE J,

wobei b;(t) = r(t) — a;(t)/2 und a(t) = o(t)oT (t) gelten.
Fixieren wir nun ein 8 € (0, 1) und beschreiben damit den kleinen Holderraum:

X = buc®(R?) = {u € Cy(RY) : 2&2% =:[u]g < o0

h) —
und \flbi&»lo [ulz +h)|5 u(z)l =0 glm. in :c}
Damit ist X ein Banachraum mit der Norm |u|g := |u|oo + [u]g.

Wir setzen fiir t € J
(A(t))u(z) = —%a(t) :V2ul(z) + r(t)u(z) — b(t)Vu(z), =R
A(t) ist ein Differentialoperator mit dem Definitionsbereich
Xa = D(A(®t) = buc® P (RY) := {u € buc’ (RY) : 9;0;u € buc’ (R} .

Somit ist A € C(J, B(X4; X)) und (BS’) lésst sich als abstraktes Cauchy-Problem
schreiben:
w(t) + Alt)w(t) = f(?)

w(0) = wp.

cr
Fiir die Behandlung von (CP) ist die folgende Aussage (ohne Beweis) hilfreich:
Satz 4.15 (Da Prato-Grisvard [12]). Es gibt genau dann genau eine Losung w

von (CP) mit
w e O(J; Xa)NCHIT; X),
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wenn
(1) feC(J;X) und
{ (Z’L) wy € X4

gelten. Die Lésung hingt dann stetig von den Daten ab.

Damit erhalten wir direkt:

Korollar 4.16. Sei wy € buc>T?(RY) fiir ein 3 € (0,1). Dann besitzt (BS’) genau
eine Ldsung

w € C(J;buc® P (RY)) N CH(J; buc® (RY)).
Insbesondere ist w € BC12(J x R?).

Wie aber transformiert sich nun buc” (R?%) mittels der inversen Euler-Transformation?
Offenbar gilt mit
v(z) =w(logz), = >0
die Aquivalenz
v e Cb(Ri) S W e Cb(Rd),

aber schon fiir BUC ist dies falsch.
Nun gilt mit den Vereinbarungen e¥ = z, e
log7; und I = [1,...,1]7

h — T, ehi = Ty, (27)i = iy, (logT); =

[w(y +h) —wy)| _ [v(e?™") —v(eY)|

|h|? ; |h|?
_ (@ 1) —v(2)|
|h|?
) —w(@)| r-1°
=18 log 7|8
| \ g
(@ - 7) —v(z)]
c@.a)-
fir 7 — I. Daher definieren wir
X = Thuc’ (RY) == {v € Cp(R%): sup oz ) = v@)l < 0
z,7>0 |7' - Hl’g
und lim —\v(:c 7) —v(@)| =0,.
T—I |T — H|B

Diese Uberlegungen ergeben:
Korollar 4.17. Seien vy, z;0;v0, 2;7;0;0jv0 € Tbuc?(RL) fiir ein 8 € (0,1). Dann
besitzt (BS) genau eine Lisung
v e C(J; Thuc?(RE)) N CH2((0,T) x (0,00)%)
mit z;0;v, 2;2;0;0;v, dv € C(J; Tbuc® (RL)).
Bei dieser Betrachtungsweise treten aber Probleme auf:

(i) der Put:
Hier gilt g(z) = [K — xx]4, also

wo(y) = g(e¥) = [K — "], € C'7(RT) N Cy(RY),
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aber wg ¢ buc*?(R?) fiir alle 8 € (0,1).

(ii) der Call:

Hier ist g(z) = [z — K]+ unbeschrinkt, also wichst wg(y) = [e¥* — K], exponentiell.
Wir haben aber einen Eindeutigkeitssatz fiir (BS’) mit exponentiell beschrinktem
wo, so dass wir die Paritit nutzen konnen, um solche g auf das Problem (i) zuriick-
zufithren. Daher beschranken wir uns auf die Betrachtung des Puts.

Einen Ausweg bietet der Ansatz von Angenent [I] fiir das Cauchy Problem (CPI):

u+Au= f teJ
(CPI) { u(0) = wug.

Darin ist —A Generator einer beschrinkten analytischen Halbgruppe in X. Wir
definieren fiir a € (0,1)

Da(a,0):={z e X : [t'"*Ae x| < Cund t'"*Ae "z —_0 0}.

Mit |2]a,0 = |Z| + sup,c s [t1~*Ae~ 2| ist Da(a, 0) ein Banachraum.
Fiir 41 € (0,1) und einen Banachraum Y setzen wir nun

Ci_pu(J;Y) ::{u :(0,T] = Y stetig : tlin% t' 71y (t) = 0 und

oy = sup 8 a0y < o .
teJ

Cl_,(J;Y) ::{u € CY((0,T);Y) : w,0pu € Oy, (J; Y)}

sowie
Z() = 01,/1(‘]; DA(Oé,O))
Z1 = C_,(J;Da(a,0)) N C1—p(J; D+ 1,0)).

Fiir u € Z; setzen wir y(u) = u(0). Dies ist nach Clement, Simonett [9, Remark
2.1] wohldefiniert. Angenents Resultat lautet dann:

Theorem 4.18. Sei —A der Generator einer beschrinkten analytischen Halbgruppe
in X, a,u € (0,1). Dann ist

d
(% + A7) Zy — (Zo, Da(a+ 1, 0))

ewn Isomorphismus.

Beweisidee: Wir wollen zeigen, dass die Losung w von (CPI) in Z; liegt, wenn
ug € Da(a+ p,0) und f € Zp. In einem ersten Schritt zeigen wir die Aussage fiir
f =0: In diesem Fall gilt u(t) = e~ 4*ug. Also ist

[Au]l—/L,DA(a,O) < 00

dquivalent zu
S := sup [t' M T Aem AT Aem M| < oo.
t,redJ
Fiir S haben wir jedoch die Abschéitzung

il 2 2 _A(t
S = sup Tt DA A
,T

< O'sup |Ae™ Aug|s! 7H7 mit s = (t+17)/2
s>0

< 00,
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wenn ug € Da(a+ p,0).
In einem zweiten Schritt zeige man die Aussage fiir up = 0: Hier ist

u(t) = e A% f(s)ds

Zudem haben wir

tlmrrl=a ge=A7 4 e_A(t_S)f(s)ds
0

< C sup tiTrrlTe /75 w (s)|ds
t,red 0 t—s+T
(2) Cl|fllz, sup thppl-a /t 1 ds
- *tred o (t—s+T)2xsln
s§= to ! 1 do t
C||f||Zo t,S‘]er tl tr - a/o (1 — 0+ T/t)2fo¢ ol—n ' {2—atl—p
do - gh1

1
=C hl—a/
20308~ |, ot

(6)
< M < o0,

wobei h = 7/t gesetzt wurde, und mit den Erklidrungen

©) Sz = SUPJSI_“Tl_“|A6_ATf(S)\ <00
S, TE
/2 do-gt~! /2 dg-gt~?
(6) { 0 T < Jo /2= = < Clamyrs
do-oc"~ . C
f1/2 (I—o+h)2—> Sthl/Z (1—o+ =<C fO (7‘—|—h)2 @ T pl-er
a
Clement und Simonett [9] konnten Angenents Resultat mittels Lokalisierung in ¢

auf den zeitabhingigen Fall verallgemeinern. Damit kénnen wir nun das Problem
fiir den Put 16sen. Dazu sei A(t) wie oben in Da(«,0) = buc?*(R?) definiert, wobei
a € (0,1/2) sei und p € (0,1). Man kann zeigen, dass —A(t) eine beschrinkte
analytische Halbgruppe erzeugt. Gilt nun 2(« + p) < 1, so ist fiir g(x) = [K — ]+

g € C* (RN NBUCR?) — buc?@TM(RY) = D (a + 11, 0).
Folglich existiert genau eine Losung
u € ZoN Zy — CH2((0,T] x RY),

also eine Losung mit der gewiinschten Regularitét.
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Kapitel 5

Amerikanische Optionen II

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit amerikanischen Optionen im zeitkon-
tinuierlichen Fall. Diese Situation ist wesentlich komplexer als der diskrete Fall,
daher beschrinken wir uns auf 2 Anlagen, also nur eine risikobehaftete. Wir fithren
zunichst das kontinuierliche Analogon zur Snell-Hiille ein und leiten daraus die
Bewertungsformel und die optimale Hedging-Strategie her. Danach befassen wir
uns mit der Preisfunktion, die ein freies Randwertproblem fiir die eindimensiona-
le Black-Scholes Gleichung erfiillt. Mittels Penalty-Approximation lisst sich dieses
Problem schwach 16sen, und schlielich leiten wir eine Darstellungsformel fiir die
Losung her. Auch hier kann der mit einem Stern gekennzeichnete Abschnitt beim
ersten Lesen iibersprungen werden.

5.1 Setting

Wir betrachten nun also das Zeitintervall T = [0,T]. (Q,F, P) sei der zugrunde
gelegte vollstindige Wahrscheinlichkeitsraum, {B;}ier eine Brownsche Bewegung
mit der natiirlichen und vervollstindigen Filtration {F;}:er. Wir betrachten nur
2 Anlagen, die Anlage 0 sei risikolos, mit der Zinsrate r versehen, und die Anlage
1 risikobehaftet. Die Wachstumsprozesse der zugehorigen Preise seien beschrieben
durch

dSY = rSPdt, S8=1 = S)=e"

dStl = /JltStldt—FJStldBt, Sé >0
mit der Volatilitdt o > 0 und dem adaptierten Drift p; € Loo(T x ).
Bemerkung 5.1. Es gilt

Sl = SherBrem o t2elo wads

Dies folgt nach Proposition und der Ito-Formel.
Definition 5.2. Eine Portfolio Strategie 0 = {0, = (09,0})},cr ist ein adaptier-
ter Prozess, fiir den gilt

T
Ep(/ 0:S¢)%dt) < o0, i =0,1.
0

Ein Konsum-Prozess ist ein P-f.s. stetiger, adaptierter, nicht fallender, bei 0
startender Prozess C = {Cy}iet, das heifst es gibt eine P-Nullmenge N, so dass fir
allew ¢ N und t > s gilt: Cy(w) ist stetig in t und Cy(w) > Cs(w).

Fin Konsum-Investment-Prozess (KI-Prozess) ist ein Paar (6,C), wobei 0

63
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eine Portfolio Strategie und C' ein Konsum-Prozess ist.
FEin KI-Prozess heifit selbstfinanzierend, falls der Wert-Prozess {V;(0)}teT mit

Vi(0) =6,-S, =8t +0}S}

die Bedingung
t t
Vi)~ Va(o) = [ otds+ [ olast-c,
0 0

t t t
= / re"*0%ds +/ 011 Stds —|—/ 0loStdB, — Cy
0 0 0

fiir jedes t € T erfillt.

Bemerkung 5.3. Die Selbstfinanzierungsbedingung in Definition[5.2]bedeutet kurz
geschrieben:
dby - Sy +dby - dSy +dCy =0, teT

und entspricht damit der diskreten Version aus Abschnitt

Mit den Erkenntnissen aus Kapitel 4] wissen wir, dass es genau ein zu P dquivalen-
tes Wahrscheinlichkeitsmafl @ gibt, so dass der abgezinste Wertprozess der Aktie
{S}} = {S}e "'} ein Q-Martingal bildet. Es gilt

dQ Tw—r L[ (=)
= _ B, — = AU
1P exp( /0 - dB; 2/0 -2 dt |,

und {Bj }ier, definiert durch dB; = dB; + (ut — r)/o dt, ist eine Brownsche Bewe-
gung bzgl. Q. Damit ist

dS} = rStdt + 0StdB;  baw. dS} = oStdB},
und fiir den Wert-Prozess gilt folglich
t t
V2 (0) = Vo +/ rVs(0)ds —|—/ 00lStdBr — C; bazw.
0 0
. t R t
Vi(0) = Vo +/ S9ledB: — C, —/ re”"*Cyds,
0 0
wobei C; = e~} bedeutet.

Wir treffen weiter folgende Notationen:

Bezeichnung 5.4. 7: Q — T ist stets Stoppzeit bzgl. {F;}ier, also {T <t} € F
oder {t <1} € F;.

Wir schreiben t < 7 <t genau dann, wenn P({w: 7(w) ¢ [t,t]}) =0 gilt.

1 R — Ry heifit Ertragsfunktion, falls 1 stetig und linear beschrinkt ist, also
P(z) < M(1+ |z]) fir z € R.

Beispiele fiir solche Ertragsfunktionen sind [z — K], [K — x|+ oder |K — z|.

Beispiel 5.5. Sei U C R? offen und {X;} ein Re-wertiger adaptierter Prozess mit
stetigen Pfaden. Dann ist

Ty (w) :=inf{t >0: X(w) ¢ U}

eine Stoppzeit.
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Beweis: Es gibt abzithlbar viele offene Mengen U,, mit U = |JU,, und U,, C Uy, 41.
Die Behauptung folgt dann aus

{w:ww) >t}=] [) {w: Xi(w) €U}, teT

n rel0,tNQ

Definition 5.6. Sei u(t,z) der zur Option P auf Anlage 1 gehérige Preisprozess
mit Ertragsfunktion 1. Eine erweiterte Handelsstrategie in (S°, S, P) ist ein
Quadrupel (0,C, 1,k), wobei (0,C) ein KI-Prozess, T eine Stoppzeit und k € R die
Menge an bis T gehaltenen Optionen ist, so dass firt > 7 gilt

{ ) = 02 +01S1/S? + ky(S7)/S?
0l = 0

Diese ist selbstfinanzierend, falls gilt:
Vi(0)
Ci

Definition 5.7. Es gilt NAO, falls es keine selbstfinanzierende erweiterte Han-
delsstrategie gibt mit

0) + [509dS0 + [, 01dSt — Cy, t<T
Cr, t>T.

(i) Vr(0)>0 P-fs. und 03+ 0,S}+ky(SE) <0 bzw.
(ii) Vr(0) >0 P-fs. und 03+ 05St+ ky(SE) =0.

5.2 Hedging und Bewertung

Definition 5.8. Sei {X;};cr eine nichtleere Familie nichtnegativer Zufallvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Dann definieren wir das Supremum
sup;c; X; als eine Zufallsvariable X* mit den folgenden Eigenschaften:

(1) X; <X* P-fs. firjedesi€ 1.
(it) IstY eine Zufallsvariable, die (i) erfillt, so gilt X* <Y P-f.s..

Bemerkung 5.9. Das in Definition definierte Supremum existiert fiir positive,
messbare Zufallsvariablen. Es ist nicht unbedingt ein punktweises Supremum (vgl.
Karatzas, Shreve [I8, Anhang A]).

Satz 5.10. Sei X; := sup,«, <7 Eq(e """ (SH)|F;). Damit gilt X; € L1(Q, Fi, Q)
sowie Xy > (S}). (X heifst fairer Preis der Option P mit Ertragsfunktion .)
Wenn v zusdtzlich beschrinkt ist, gibt es Strategien 60 und 0! sowie einen Kon-
sumprozess C, so dass

t t
X, = Vi(6) = Vo(6) + / PV, (0)ds + / 001 S1dB! — C,
0 0

fir jedes t € T gilt.

Beuweisskizze: Wir definieren J; := sup,«, <7 Eg(e™"4(S})|F;). Wir haben dann
Ji € Li(Q,F;,Q) (vgl. Karatzas, Shreve [I8, Proposition D.2]) und {J;} ist das
kleinste Q-Supermartingal, das {e "1/ (S})} dominiert (vgl. Karatzas, Shreve [I8] S.
353 und Theorem D.7]). (Genauer gesagt ist J; dabei nur f.s. durch diese Gleichung
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gegeben, wobei die Ausnahmemenge von ¢ abhéingen kann.) {J;} heifit Snell-Hiille
von {e~")(S})}. Die Supermartingaleigenschaft von {J;} zeigt man wie folgt:
Sei 7* eine optimale Stoppzeit fiir ¢, also

1) Eqle ™ ¢(Sk)|F) = Ji,
dann ist
Eq(Ji|Fs) = Eq(Eq(e™™ ¥(Sk)

=Eq(e "™ ¥(SL)|F)
< sup Eq(e y(SH|F) < .
t<7<T

Fo)lFs)

Dabei kénnen wir fiir 7% zum Beispiel
(2) pe(w) =inf{s > t: J,(w) = e (St (w))}

wihlen (vgl. Karatzas, Shreve [I8, Theorem D.12]; Die Bedingung D.29 kann mit
Bemerkung und der Doobschen Ungleichung (vgl. Satz bewiesen werden).
Da ¢ Ertragsfunktion ist, ist {J;} rechtsstetig, regulir und gehort zur Klasse DL,
das heifit die Menge {J, : 7 < T, 7 ist Stoppzeit} ist gleichméBig integrierbar fiir
alle T > 0 (vgl. Karatzas, Shreve [I8, Theorem D13]). Die Doob-Meyer-Zerlegung
(vgl. Theorem und Bemerkung liefert dann {J;} = {M;} — {4}, wobei
{M;} ein rechtsstetiges Q-Martingal und {A;} stetig und nichtfallend ist mit Ay =
0. Wenn 1 beschrinkt ist, dann ist {J;} beschrinkt. In diesem Fall liefert der
Beweis der Doob-Meyer-Zerlegung in Protter [26, S. 109], dass M € Lo(Q). Der
Martingaldarstellungssatz (vgl. Theorem besagt nun, dass es ein 7 € V2(Q)
gibt, so dass M, = My + [ 5dB: gilt. X, = e J, erfiillt damit

dXt = ’I”Xtdt + e”th = ’I"Xtdt + e”mdBf — e”dAt.
Der Koeffizientenvergleich mit
dVi(0) = r(0fe™ + 0; S})dt + ¢S} 0;dB; — dC;

liefert die gesuchten Strategien und den gesuchten Konsum der Form

dC’t = BrtdAt
0p = e /(0S))
9? = Jt - nt/O'.

Bemerkung 5.11. (i) Vergleich mit Kapitel

Un = 52 sSup EQ(ZT/S,Q\]—-”),

N>1>n

also analoges Ergebnis mit Z, ~ ¢ (SL), n ~ t und SY ~ e".
(ii) Vergleich mit européischen Optionen: Es gilt dort speziell 7 = T'. Somit erhalten
wir auch im kontinuierlichen Fall die bekannte Ungleichung

X; > Eq(e " T=4)(S%)|F;) = Preis der entsprechenden europiischen Option

(vgl. Korollar [4.10)).
(iii) Ein Hedge ist eine KI-Strategie (6, C') mit V;(6) > X, fiir jedes t € T.
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Satz 5.12. Sei v beschrinkt. Fin Optionspreis Yo # Xo (Xo wie in Satz
liefert eine Arbitrage in dem um die Option erweiterten Markt.

Beweis: Es gelte > Xo. Dann withlen wir den KI-Prozess (6°,6',C) wie im
- k

Beweis von Satz [5.10} Wir wéhlen weiter 7 eine feste Stoppzeit und k = —1, das
heifit eine Option wird verkauft, sowie
éo _ 9?, te [0, T]
! 02 +0re™"TSL —(SH)e™"T, te (T,

Cw’t = Ct/\‘ra
wobei 5,52 den Anteil der Option zum Preis Y; im Portfolio darstellt, um eine erwei-
terte Handelsstrategie zu erhalten. Nach Satz gilt
X, =0%"" +0LS! > (S}), also auch
VT(é) = erTé% Z 0.
Weiter haben wir
09 + 0555 + 02Yo = Xo — Yo < 0,

also ist der KI-Prozess ein Arbitrage und somit ein Widerspruch zur Voraussetzung,
der die Annahme unmoéglich macht.

Fiir den verbleibenden auszuschliefenden Fall Y, < X, funktioniert der Beweis
analog. Wir wihlen hierbei 7 = po aus (2) und erhalten im Vergleich zum ersten
Fall entsprechend umgekehrte Vorzeichen (vgl. Elliott, Kopp [15, Theorem 8.2.5]). O

5.3 Das Komplementarititsproblem

Wir definieren den Preis der amerikanischen Option zur Zeit ¢ und fiir den Aktien-
preis x durch
u(t, ) == Eq(X,[S} = z),

wobei X; durch Satz gegeben ist. Somit folgt aus (1)
u(t, @) = Eq(Eq(e™" " ~9(57.)|F1)|S; = 2)
= Eq(e™ " (SIS} = @)

< sup Eq(e "TYy(81)[S) = x).
TE[L,T]

Andererseits liefert Satz fiir jede Stoppzeit 7 € [t, T
Eq(X:|S! = ) > Eq(Eq(e ™" "w(S)IF)IS; = z)
— Bqle " (sh)|St = )

Daraus folgt

u(t, ) = Sup Eq(e T Yy(5:7)),
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wobei S® der durch

dSt* = rSY¥ds + oSbTdBY, s>t
Sht = g

definierte Ito-Prozess ist.

Bemerkung 5.13. (i) Vergleich mit européischen Optionen (7 = T') fiir beschriank-
tes ¢: Die Feynman-Kac Formel angewendet auf (BS) liefert fiir den Preis eu-
ropéischer Optionen wu(t, x)

u(t,@) = Eqle T 0p(85) L ue(t,a).
Die Gleichung (3) kann man genauso wie im Satz zeigen, da nach Bemerkung
die Tto-Formel fiir u, und S} gilt. Dann folgt fiir den européischen Call:

Eq(e " 9[S5" — K]y) = Eq(e " TI(K — S5"]4 + S5 — K))
=p(t,x) + ]EQ(S“;””) — Ke 7Tt
=p(t,z) +x— Ke (Tt — c(t, ),

da § ein Q-Martingal ist und die Paritit gilt. Somit haben wir also u(t, 2) > ue(t, )
auch fiir den Call.

(ii) Wegen der schwachen Eindeutigkeit stochastischer Differentialgleichungen (vgl.
@ksendal [25, Lemma 5.3.1]) haben Sy, und S%¢ (s > 0) diegleichen Verteilungen
bzgl P (vgl. Oksendal |25, S. 108]). Fiir ¢ € T betrachten wir Stoppzeiten o bzgl.
{Fs+t|s > 0}. Dann gilt

u(t,z) = sup  Eo(e "79(Si,)) = sup  Eqe "79(S0")).
0<o<T—t 0<o<T—t

Somit ist u(-, z) fiir festes x eine fallende Funktion.

Proposition 5.14. ¢(z) = [x — K]y ist die Ertragsfunktion einer Kaufoption. Mit
dieser gilt u(t,x) = uc(t,z) fir allet € T,z > 0.

Beweis: Da die >-Relation gilt, muss nur noch die <-Relation gezeigt werden. Dazu
sei 0.B.d.A. t =0 und 7 € [0, T] eine Stoppzeit. Es ist nach dem Optional-Sampling
Theorem (vgl. Karatzas, Shreve [I8, Problem 1.3.23])

Eq([St — e " K]4|F;) > Eq(St — e "M K| F;)
> S& —e¢ K,

wobei die o-Algebra F, aus den A € F besteht, mit AN{r <t} € F, fur allet € J.
Durch Ubergang zum Positivteil erhalten wir also

Eq([S; — e TK]y) < Eq(Bq([ST — ¢ T K]4|F;)) = ue(0,2),

und der Ubergang zum Supremum bzgl. der Stoppzeit 7 liefert schlieBlich (0, z) <
ue(0, ) und damit die Behauptung. O
Satz 5.15. Seiu € C1=27([0,T) x R.)NC(T x Ry) mit |u(t,z)| < C(1+ |z|) fiir
alle (t,x) € T x (0,00), dpu, xdyu, 2202u € BC([0,T — €] x (0,00)) fiir jedes € > 0

sowie

1) u(ta (E) 2 f(m)v (t,.’t) €T x R+

2) Ou—Au < 0, fa. (t,x) e T xRy
3) (Ou— Au)(f —u)= 0, fa (t,x) e T xRy
B

(
kP4 |
( WT,x)= f(z), zeRy,
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wobei A der BS-Operator ist, also

1
A= —5023:282 — 120y + 7.

Dann gilt

ult,z) = sup Eqle™" "0 f(55%))

Insbesondere besitzt (KP) hichstens eine Lisung.

Beweis: (exemplarisch fiir t=0) Definiere
t
My := e "u(t, SF) — / e~ " (0su — Au)(s, ST)ds.
0

Wir behaupten, dass {M;} ist ein Q-Martingal. Die Ité-Formel (vgl. Theorem m
und Bemerkung |4.12)) ergibt

d(e™"tu(t, S7)) = [~re"tu(t, ST) + e " Oyul(t, ST)]dt+
+ e " Oult, ST)AST + e—””;é’iu(t, SE)(SE)?dt
o [ — ru(t, 57) + dyu(t, 57) + rogult, S7) 57+
+ U;agu(t, 53)(55)2] dt + e " Oul(t, S¥)o ST dBy
= e " (Qpu — Au)(t, ST)dt + e "t dyu(t, SF)o STAB; .

Damit gilt dM; = e~ "0, u(t, S¥)oSTdB;, dass heifit

¢
M, = M, +/ e " 0yu(s, ST)oSTdBY .
0

Q—Martingal

Mittels der nun gezeigten Behauptung folgt durch optional sampling (vgl. Karatzas,
Shreve [I7, Theorem 1.3.22 und Problem 1.3.23])

Eq (M) = Eq(Mo) = u(0, )

fiir eine beliebige Stoppzeit 7 € T. AuBerdem gilt wegen (KP2) M; > e~ "tu(t, S¥),
also mit (KP1)

Eq(M;) = Eq(e"u(r, %)) = Eq (e~ F(S2)).

Es gilt also
u(0,x) = Eq(M;) = Eq(e™"" f(57))

und damit auch
4) u(0,z) > sup Eg(e™" f(S%)).

0<r<T

Setzen wir nun 7 = inf{t € T : w(t,SF) = f(S¥)} dann ist 7 eine Stoppzeit (vgl.
Beispiel [5.5)). Fiir ¢ < 7 gilt wegen (KP3) (9;u — Au)(t, Sf) = 0 und damit

() u(0,2) =Eq(M;) =Eq(e™""u(r,57)) = Eq(e™"" f(57))-

Aus (4) und (5) folgt somit die Behauptung. O
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Bemerkung 5.16. (KP) steht fiir Komplementaritidtsproblem, da wegen (KP3)
immer eines, (KP1) oder (KP2), mit Gleichheit erfiillt sein muss.

Theoretischem Interesse dient nun der Vergleich einer amerikanischen Option mit
einer entsprechenden nie endenden Option, das heifit mit 7" = co. Dazu betrachten
wir das zu (KP) gehorige stationédre Problem

Uoo() > f(2)
—Auee < 0
—Atoo (oo — f) = 0.

In diesem Fall erhalten wir

Korollar 5.17. Sei us, € C?~(Ry) mit |uso(z)| < C(1 + |z|) fiir alle z € (0, 00)
und 20pUoo, 102Uy € BC((0,00)) die Lisung des zu (KP) gehérigen stationdren
Problems. Dann gilt

i (2) = sUD B (¢~ £(812))

T>t

fiir jedes t > 0. Insbesondere ist us > u auf T x Ry, wobei v die die Lisung von
(KP) bezeichnet.

Beweis: Die erste Behauptung erhalten wir mit einem #hnlichen Argument, das wir
fiir den Beweis von Satz[5.15] benutzt haben. Wir ersetzen hierbei lediglich die Funk-
tion u durch e, T' durch oo und lassen 9; weg. Die gewiinschte Darstellung fiir uq
ergibt sich somit fiir jedes ¢ > 0. Vergleichen wir nun die Darstellungen von u aus
Satz mit der von us, bei gleichem t, so erhalten wir die zweite Behauptung. O

5.4 Das freie Randwertproblem der BS-Gleichung
Wir zerlegen nun den Bereich T x R4 in C UR mit

C:={(t,z): ult,x) > f(z)} und R:={(t,x): u(t,z)= f(x)}.

C beschreibt den Bereich, in dem BS gilt und somit die Option gehalten wird, und
OC C R beschreibt den freien Rand, bei dessen Erreichen die Option ausgeiibt
werden sollte. In diesem Abschnitt wollen wir unsere Uberlegungen auf den ameri-
kanischen Put beschrinken, das heiit auf die Ertragsfunktion f(z) = [K — x]4.

Proposition 5.18. Im Fualle des amerikanischen Puts ist jeder Randpunkt aus
0.C(t) des Fortsetzungsgebietes fiir t € [0,T) kleiner als der Ausibungspreis K.

Beweis: Um diese Behauptung zeigen zu kénnen, definieren analog zu C ein theoreti-
sches Fortsetzungsgebiet C, fiir das entsprechende européische Problem. Wir sehen
leicht mit Hilfe der Eigenschaften der Losung u. und der Ertragsfunktion f, das
dessen Rand sich schreiben la3t als

0:Ce(t) = pe(t) :== x, wobel u.(t,z) = f(z) = [K — z]+ gilt.
Da u, nun fiir ¢ € [0,T) echt positiv ist, folgt zunéchst
pe(t) < K

fiir alle ¢t € [0,T). Nach Bemerkung [5.13| (i) wissen wir aber auch, dass stets v, < u
gilt. Da f und u,. im Fall des Puts monoton fallende und konvexe Funktionen sind
(vgl. Abschnitt , folgt demnach auch

max{0,C(t)} < pe(t) < K
fiir alle t € [0,T), also die Behauptung. O



5.4. DAS FREIE RANDWERTPROBLEM DER BS-GLEICHUNG 71

Satz 5.19. Im Falle eines amerikanischen Puts entartet der Rand 0,C(t) zu einer
Funktion p(t) firt € [0,T). Diese Funktion ist nicht fallend.

Beweis: Wir definieren zunéchst die Funktion p = p(t) als Teil des Randes durch
p(t) :=inf{z: u(t,z) > [K — T+ VI >z}

fiir t € [0,7T), also als ersten Schnittpunkt der Lésung u mit der Ertragsfunktion f
von rechts betrachtet. Diese Funktion ist offenbar der in Frage kommende Kandidat.
Es bleibt uns also zu zeigen, dass es keine weiteren Punkte auf dem Rand des
Fortsetzungsgebietes C gibt, auler den durch (¢, p(t)) beschriebenen. Dazu definieren
wir uns weiter das Gebiet ”links” von p als

G:=A{(t,x): t€(0,T), € (poc, p(t))}-

Dabei beschreibt p., den kleinsten Randpunkt des zugehorigen stationdren Pro-
blems, also p, := inf ICs mit

Coo :={Z : uso(z) > f(2)}.
Auf dem parabolischen Rand von G gilt nun
(6)  ulta) = f(z) = [K —a]y = K — .

Dies liefert uns fiir ¢t = T' die Endbedingung von (KP), fiir x = p(t) die Definition
von p und fiir & = po, (sogar fiir x < ps) die Definition von po, und Bemerkung
5.13| (i), denn in diesem Fall gilt uo, = f und damit f = us > u > f. Die Gleichheit
(6) folgt mit Proposition da auf G

x<p(t)€dlC(t) < K
gilt. Nehmen wir nun an, dass die Funktion

w(t,x) :=u(t,x) — f(x)

ein positives Maximum in (tg,z9) € G besitzt. Somit haben wir zo < K und
w(to, o) > 0, also
O0< K —x29= f(io) < U(t07$0).

Da u aber Losung von (KP) ist, muss die Differential(un)gleichung von (KP) in
einer Umgebung von (tg, xo) mit Gleichheit erfiillt sein. Also ist u dort glatt und es
gelten in (g, zo)

w=0u=0, dw=0,u+1=0 und 6§w=8§u§0.

Damit bekommen wir den Widerspruch

2
0=0u— Au= Owu + 1x28§u—|—m¢3¢u —ru <0

N——
<0 "—’<0 <0 >0

bei Auswertung an der Stelle (to,xo). Also existiert kein positives Maximum von
w in G. Wenn ein positives Maximum bei tg = 0 angenommen wird, so gilt dort
Oyw = Oyu < 0, so dass man ebenfalls einen Widerspruch erhélt. Es gilt somit w < 0
auf G und damit u < f auf G. AuBerdem gilt stets u > f, da u Losung von (KP)
ist, also stimmt u in G mit f iiberein, das heifit G C R. Damit gibt es aber keine
weiteren Randpunkte ”links” von p, wir haben also

9xC(t) = p(t).
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Die zweite Behauptung folgt dann aus der Definition von p und der Bemerkung

BT '
Fiir 2 = p(t) gilt damit u(t, p(t)) = f(p(t)) = [K — p(t)]+ = K — p(t) und das
Fortsetungsgebiet 148t sich schreiben als C = {(¢, z) :

]
x> p(t)} eiter gilt
(t

ult, p(t) + h) —ult, p(t)) _ f(p(t) +h) = flp ))
h - h

in der Grenze fiir h — 0 also

(7)) Ouult,p(t) = f'(p(t)) = —1

Proposition 5.20. Anstelle von (7) gilt sogar die Gleichheit, also

Ozult, p(t)) = f'(p(t)) = —1.

Beweis: Sei D = {(t,x) : ¢ € [t1,t2] C (0,T) A p(t) —e <z < p(t) + €}, dann
folgt mit (KP2)

2
0> // (atu + %x28§u + radyu — Tu) dx dt
D

to 2
= / (Opu — 2ru)dz dt + / (%;ﬁ@mu + rou)

p(t)+e
dt — // o’z ude dt
p(t)—e
/ (Opu — 2ru + o*u)dx dt

(t)+€ to (t)+e
dt—/ o2zu ”(t) Cdt
p(t)—e t ’

/ (Opu — 2ru + o*u)dx dt

o2
—|—/ (?x Ozt + rau)

2

# [ (00 + P0uto) +0 - G- 27 i) - 0 ) a

+(r—o?% /t ((pt) + ulp(t) + ) — (p(t) — I F(p(t) — )t

0+ 072 /; p(t)? (Dxulp(t)") — f'(p(t)) dt,

>0

also dzu(t, p(t)™) = f'(p(t)) und damit die Behauptung. O

Somit erfiillt eine Lésung v von (KP) auch die folgende starke Formulierung dieses
Problems: Gesucht sind p(t) und w(t, 2) mit

Opu + %xzagu + 7zl u — ru = 0, €10, 7),z > p(t)
u t, t)) = t 3 a
(SKP) dult pl) = -1, <0
p(T)= K

u beschriankt.

Die Beschranktheit liefert uns dabei Satz zusammen mit der Beschrinkt-
heit der Ertragsfunktion f im Falle eines Puts. Umgekehrt erfiillt eine Losung
u € C1=27([0,T] x (0,00)) N C([0,T] x Ry) von (SKP) auch (KP) (wobei man
u(t,z) = f(z) fiir x < p(t) setzt).
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Satz 5.21. Seiu € C1=27(]0,T] x (0,00))NC([0,T] x Ry) eine Lésung von (SKP)
mit |0yu(t,x)| < C(1+|z|) fir 0 <t <T —e. Dann gelten fiir x > p(t):

(t)  wu(t,z)>0

(15)  Opu(t,x) <0
(i73) Owu(t,z) <0
(iv)  Q2u(t,r) >0

Beweis: (i) folgt aus dem starken Maximumprinzip.
(ii) folgt mittels starken Maximumprinzip und

Opy + 02 /2220%uy + (1 + 0220ty + 71Uy — TUy = 0,

ug (T, x) = 0 sowie u,(t, p(t)) = —1.

(iii) Es gilt dyuy + 02/22202u; + rad,us — ruy = 0. Nach Bemerkung ii) gilt
Oru < 0. Somit zeigt das starke Maximumprinzip die strikte Ungleichung.

(iv) folgt direkt aus der DGL und den Eigenschaften (i)-(iii). O

Mit Hilfe der starken Formulierung kénnen wir nun auch die analytische Losung uqo
des stationéren Problems fiir den amerikanischen Put bestimmen. Der freie Rand
entartet dann sogar zu einem Punkt p.,, da auch er unabhéngig vom Zeitpunkt ¢
sein muss. Das entsprechende stark formulierte freie Randwertproblem lautet damit

—Aus = 0, T > Poo
(8) 1 Usc(pc) = K = pos
u'oo(poo) = -1,

wobei eine beschrankte Funktion u., und ein positiver Randwert po, als Losung
gesucht werden. Die Beschrianktheit der Losung im Falle des Puts liefert uns Korollar
mit der Beschriinktheit der Ertragsfunktion f.

Satz 5.22. Das Problem (8) besitzt in BC?(pso,o0) die Lisung

ir-t2(2)

K
1+ 1/’

mit dem Randpunkt
Poc =

wobei y = 2r/a? bedeutet.

Beweis: Wir fithren zum Losen der Differentialgleichung zunéichst wieder die Euler-
Transformation durch, das heifit

Y=z, € :=p und v(y) = ux(x).

Damit erhalten wir das zu l6sende freie Randwertproblem

2 2

L) + - G ) -l = 0, y>0
v(@)= K —¢€°
V()= —ef

Die charakeristische Gleichung dieses Problems

02 2

722—&-(7"—%)2—7':0
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besitzt offensichtlich die Losungen
z17=1 und 20 =—-—— =1.

Damit hat v die Gestalt
v(y) = ae’ + fe 7Y,

wobei die Beschrénktheit von us, beziehungsweise von v noch a = 0 liefert. Die
Randbedingungen ergeben weiter

p VK K 04

_ _ _ : _ _ 1+
e = =— = sowie == ,
Po = 7% v 14+1/y b v Poc
also )
o(y) = Loidrem,
Y

Die Umkehrung der Euler-Transformation liefert dann

-2 ()

5.5 (*) Existenz von Lésungen und deren Appro-
ximation

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz einer Losung fiir das schwache Problem
(KP) nachweisen, deren Eindeutigkeit wir schon in Abschnitt gezeigt haben.
Dazu betrachten wir nun das Euler-transformierte und zeitreflektierte Problem, das
heifit

Ow+Aw> 0 (t,z) € (0,T] xR
y w > (t,z) € (0,7 xR
(KP)S (gt Aw)w —g) = 0 (ta)  (0.7] x R

w0,:)= g yeR,
wobei hier A der transformierte BS-Operator ist, also

0.2

0% 5
A= _7ay + (7 —71)0y + 1,
und g(y) = f(e¥) = [K —eY]4 sowie w(t,y) = u(T —t,e¥) bedeuten. Als numerisches

Verfahren wollen wir die Penalty-Approximation nutzen, das heifit

Oywy + Awy + Bywy = 0
PA
mit dem Storterm Bywy := —%[g — wy]4 fiir A > 0.

5.5.1 Da —A eine analytische Halbgruppe in L,(R) erzeugt, liefert uns der Fix-
punktsatz von Banach die eindeutige Existenz der Losung wy von (PAy) im Raum
C(T; L,(R)). Nun ist

wrlt,y) = e Mgfy) + (e 5 1loly) — wnC)]0)

also
wy € C*(T; Lp(R)) N C(T; W2*(R))
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fiir p € [1,00) und o € (0,1), sofern g € W2%(R) ist, beziehungsweise
wy € C(T; Loo (R)) N O(T; buc®™(R))

fiir p = oo und « € (0, 1), sofern g € buc**(R) gilt.
Byw, besitzt dieselbe Regularitéit, mit maximaler Regularitdt bedeutet das also

wx € Hy(T; Ly(R)) N Ly(T; H (R))
fiir p € (1,00), falls g € W;ﬁ/p gilt, und nach [I2] Da Prato, Grisvard
wy € CH(T;buc**(R)) N C(T; buc*T2*(R))

fir p = oo, falls g € buc®+2%(R) gilt. Also sind die wy regulir, wenn g gut genug
ist. Die Anfangsregularitdt von g lasst sich nun mit Clement-Simonett beziehungs-
weise mit Priif}-Simonett durch Einfiihrung von ¢-Gewichten noch driicken. Fiir das
Gewicht t!~# geniigen dann

g € Da(a+ p,0) = buc®@H) (R)

mit p > 0 fiir p = oo beziehungsweise
1

g€ Dap— 1;711) = W2r2/7(R)
mit p > % fiir p € (1, 00).
5.5.2 Fiir p = oo definieren wir nun den mengenwertigen Operator

Bw :={v € Lo(R) : v <0, v=0 auf B(y) fiir w(y) > g(y)}
mit D(B) = {w € Loo(R) : w > g}. Ferner setzen wir
(A+ B)w=Aw+ Bw mit D(A+ B)=D(A)N D(B).

Satz 5.23. Der Operator A+ B wie oben definiert ist in Lo (R) stark m-akkretiv
fiir g € C1=(R), wenn es ein g. € Loo(R) gibt, so dass

/ (Ag)hdy < / gshdy
R R
fiir jedes h € WH(R) (im schwachen Sinne) gilt.

Beweis: Der Beweis erfolgt in 2 Schritten. Zunéchst werden wir die Akkretivitét
von A + B), gleichméflig in A zeigen und danach die Konvergenz fiir A\ — 0.

Schritt 1: Wir betrachten die Gleichung der Penalty-Approximation mit der rechten
Seite f fiir das zugehorige stationéire Problem, also

1
(Sy) Awy + Bywy = Awy, — X[g —wy]|4 = f.

Diese ist dquivalent zur Fixpunktgleichung

wa= (A4 )7+ 39)+ 3 (A+ 1) Twa— gl = Tun,

Es gilt
_ 1 1,4 _
[ Twy — TW| o SX [(A+ X) loo—oo * [[wx — gl — [Wx — gl+ |
Sl L |wx — Whloo
A r+1/A

_ 1
147N

|wx — Wiloo,
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also ist T' eine strikte Kontraktion, sofern r > 0 ist. T" ist beziiglich des Lo, (R) eine
Selbstabbildung, da wy — [wx — ¢]+ eine ist, sofern g € Lo (R) gilt. Damit besitzt
(Sa) nach dem Kontraktionsprinzip zu jedem f,g € Lo (R) genau eine Losung
wy € Lo (R), wodurch auch w’ und w” in diesem Raum liegen. Es folgt ferner mit

Awy; + Bhwy; = fi

fir ¢ = 1, 2, dass

[wa1 —wx 2] < fi = fol + wag — wa 2l

T 147 1+7rA

also

1
lwa,1 — waz| < ;|f1 — fal

gilt. Damit ist aber A + B akkretiv in Lo (R), gleichméfig in A.
Schritt 2: Wir betrachten weiter das Problem (Sy). Im Satz (s.u.) zeigen wir
|Bywy|oo < C. Daraus folgt nun |Awy|so < C und damit fiir A — 0 mit Arzela-

Ascoli wy — w und dywy — Oyw lokalgleichméBig sowie Awy A f —w fiir ein
v € Loo(R) und ein w € BUC?~ (R). Also gilt

. 1
(vlh) = Jim(Byuws|h) =~ Jim | {lg — wi].chdy

fiir alle h € L;(R). Damit folgt v < 0, also Aw > f f.i.. Ware nun w(yo) < g(yo)
fiir ein yo € R, dann gilt wegen Stetigkeit schon w(y) < g(y) — € in einer Umgebung
B, (yo), also auch

wia(y) < g(y) —€/2 in B,(yo) fiir A < Ae.

Mit einem Abschneider x folgt dann

1
(vlx) = —hm /g w)] Xdy<—hm—-g——oo,
ox 2
also ein Widerspruch. Ebenso folgt v = 0 in einer Umgebung eines Punktes iy € R
mit w(yo) > g(yo). Damit und mit den Voraussetzungen des Satzes folgt, dass
w € BUC?~(R) Losung des stationiiren Problems

Aw
(S) w
(Aw — f)(w — g)

auf R ist. Somit ist A + B m-akkretiv, die starke m-Akkretivitét folgt mit » > 0. O

f
g
0

v Iv

Mit dem Satz [5.23] folgt nun auch, dass das Problem

{&w-ﬁ—(A—i—B)w 0
0,)= 9

in Loo(T x R) wohlgestellt ist. Weiter ist der erzeugte Halbfluss strikt kontraktiv,
konvergiert also gegen die Losung des stationdren Problems, das heifit

wW(t, ) 2tooo Woo I Loo(R).

5.5.3 Seinun also Ag < g, fiir ein g. € Loo(R), was im Falle des Puts offensichtlich
erfiillt ist. Dann finden wir die folgenden a-priori Schranken:
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Satz 5.24. Mit den Annahmen wie zuvor gelten
‘BAU))\|OO < |g*|oo und |atw>\|oo < ‘Ag|007 falls g e D(A)
Bewets: Es ist

1
Orwy + Awy + Bywy = Oywy + Awy — X[g — w,\]+ =0,

mit v := g — w) also
1
0w + Av + X[U]Jr = Ag.
Diese Gleichung multiplizieren wir nun mit [v]4 und erhalten somit

0.2
0u6(0) + A6(v) + 36(0) = Ag - [oly — 5 (0,06 ()

—_——
>0

< gx - [U]-H

wobei ¢(s) := 1[s]2 und A := A+r = 7%285 + (U—; —r)9y + 2r bedeuten. Mit dem

Kern k{7272 yon e=(A+r+2/3t 4150

EATTT2A () = 2;0 2N g [y (02 /2 )]

erhalten wir dann
t
9(v) < kT G(vo) + / kT (g (9] )ds.
0
Da wir wy (0, -) = g betrachten wollen, ist vo = 0, also auch ¢(vy) = 0. Damit folgt

t
([ s ) - supg. -suplel
0

Y N
_2(T+1/)\) * |00 + ooy

N | =
=,
er
Il
S
—
<
S—
INA

also

[[v] 4o < g+l oo

b
r+1/\

und damit, wegen den Definitionen von B) und v,

1+7A
also die erste Behauptung.

Fiir die zweite Ungleichung differenzieren wir die Differentialgleichung (PA)) nach
t und erhalten

{ 8tv—|—Av+§v-X: 0
v(0,") =vo = —Awx(0,) + %[g —wx (0, )]+ = —Ag,

wobei hier v := dywy und x = X{y>w,} bedeuten. Nach Multiplikation mit v
bekommen wir nun

1
&ng—i—Avw—&—Xz}z-X:O,

also )
L s L s Lo o 2 _ T o
= . =: <
8t(2v )—|—A(2v ) )\v X 5 (Oyv) 21} f <0,
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und damit 1 1 1
5112 = e_At(§v§) +e A« f< e_At(§v8).

Folglich ist, nach Definition von v,

|0iwaloo < €7 |voloo < [Agoe-

Nach Satz gilt nun
|Baxwi oo + |0iwia|oo + [Awr|oe < M,

falls wy (0, -) = g € D(A) ist. Es folgt die Beschriinktheit von {wy} € BCY?(T x R),
und mit Arzela-Ascoli gilt fiir eine Teilfolge fiir A — 0

wy — w, Oywy — Oyw gleichméBig auf Kompakta in T x R,

* * *
wy — w, Awy — Aw, Bywy =W

sowie w € BC1727(T x R). Dabei l6st w f.ii.

{ ow+Aw= w

w(ov ) = g
Da Bywy < 0 gilt, folgt auch w < 0, also dyw + Aw > 0. Wie im elliptischen Fall
sehen wir w > ¢ und dass aus w > g die Gleichung 9w + Aw = 0 folgt (vgl. hierzu
Schritt 2 im Beweis von Satz |5.23]). Damit ist w die Losung von (KP’) und es gilt

insbesondere
w € BO'™?7(T x R).

Also hat w und damit auch u, die Losung des nicht transformierten Problems,
die geforderte Regularitit zur Anwendung der Ité-Formel (vgl. Theorem und
Bemerkung [4.12]) im Modell.

5.6 Darstellungsformel fiir die Losung

Wir betrachten in diesem Abschnitt das freie Randwertproblem der Black-Scholes
Gleichung fiir den amerikanischen Put in starker Formulierung (vgl. Abschnitt ,
das heifit

Opu + %zx%)gu +redzu—ru= 0, tel0,T),z>p(t) >0
uw(T,z) = [K—z]4
ult, (1) = (K —p(0))s, (ult,2) > [K —a]4)
duult, plt) = 1

u beschrénkt.
Nach der Euler Transformation, das heifit mit
y=logx, 0 =1logp und u(t,z)=v(t,y),
erhalten wir das Problem

8tv+%28§v+(r—%2)8yv—rv: 0 te[0,T),y > 6(t)

U(T7 y) = [ - ey]+
o(t, 0(t) = [K — W] = [K = p(t)]+
ay(t,0(1) = —e"® = —p(t)

v beschrankt.
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Zur Losung des Problems, bestimmen wir zunéchst die Grundlésung der adjungier-
ten Gleichung

o? o?
Ow — 78511} +(r— ?)auw +rw=0

mittels Fourier-Transformation in y. Die transformierte Gleichung

{ i + (|2 + (r = G )€ + )i

0
w(0,6) = 1

besitzt die Losung

1D(t, 6) = e_éﬂf‘z—lﬁ(r—%)te_rt.

Durch Anwendung der inversen Fourier-Transformation erhalten wir nun die Grund-
l6sung

242
e Tte 3oz (W= (r=)t)

v(t,y) =
2nto
1 : y 2 (r—o2/2)%+2
= e 202t eﬁ(r_%)tefrte_ 202¢
2nto
2 2 2
= 1 e_2<y72te_y(%_a%)efrte_t;?-%%_%t
2nto
1

2
1 1 & 2
_ e wTie ¥ 52) e 5(5+%)°

2mto

Um nun eine Darstellung fiir v(¢,y) zu finden, seien ¢t € [0,T) und y > (¢) fixiert,
sowie t. =t + € und ¢(s,z) = v(s — t,z — y). Dann ist

T d o) ;
L= / + | (005:2) [ T )0(s, 2z
T

= —/ (v(s,0(5)) — [K — ")) 6(s,0(5))db(s)

e ~
T

+ 0:0) 0sv(s,2)d(s,2) + (v(s,2) — [K — €°]4)0s0(s, 2)dz ds.

t
te
Durch Einsetzen der Differentialgleichungen fiir ;v und 0s¢ erhalten wir

I = /: /:) K—‘ja;v(s,z) — %Q)Byv(&z) 4 Tv(s,z)) 6(s, 2)

2

+ (v(s,2) — [K — e]4) (";a§¢7(5, 2) = (r — %)ayqs(s, 2) — rols, z))] dzds,
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nach partieller Integration also

T 2 o2 [T oo
1= [ G oo+ G [ [ @panee2)izds
T 0_2
f/ T (0 — [ — *©)1,)0,0) (s, 6(s))ds

/ /9( ((Oyv + X(0(s),m) (2)€7) Oy D) (s, 2)dz ds

r—— K — €*]40y¢(s, z)dzds
// }10,6(5,2)

" / E /9 = @ K =060,z

wobei k = log K ist. Es ist also weiter

ay(vqb)(s,z)dz ds
6(s)

T 2 0.2
= [ (G0 0)05.805) = T (015,000)) = [ = ")) 0,005, 005)

=0

0.2
+ (= T )u(s.0(3))0(s. (s >>)

- — e“0y¢(s, z)dzds + ( 7"7— —€%)0y0(s, z)dz ds
711 A
+T/te /9(8)(1( —e*)o(s, z)dz ds,

also nach erneuter partieller Integration

T2 o?
I = /t —T-p()9(5,6(5)) + (r = ) (K = p(s))é(s,0(s))ds

2/ [\ i iyt s / (K = pls))6(s,0(6))ds

+7°/ / szdzds—i—r/ / K —e*)¢(s,z)dzds
0(s) 0(s)

+r/ (K —€") o(s,k)ds.
te S——~—
=0
In dieser Darstellung heben sich einige Terme gegenseitig auf, so dass
T

_ _fK / (s, 0(s s——K (6(s, %) — 6(s,6(5)))

te
+ TK/ / (s, z)dz ds
te JO(s)

T K 0_2 T
= TK/ / (s, z)dzds — —K/ (s, Kk)ds
te Jos) 2 i

gilt, und wir haben

hm[—rK/ (;Ssz)dzds——K/ ¢(s,k)d
0(s)
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Andererseits ist

= [ ) - (K= LT s
0(T)

=0

— [ 0tz - K = )00, )z,
0(te)

und da y(e,z —y) — d(z — y) fiir e — 0, ist
lirr(l) I = —v(t,y) + [K —eY],, fallsy > 0(t).

Fiir v(t,y) erhalten wir damit
o2 T T rk
v(t,y) = [K —eY]L + —K/ (s, k)ds — TK/ o(s,2)dz ds,
2 ¢ Jogs)

und zusammenfassend unter Anwendung der Definition von ¢ die Darstellungsfor-
mel in der Form

Ko?

vt y) = [K — e’y +

T
/ v(s —t,k—y)ds

2 )
T K
er/ / v(s —t,z—y)dzds
t 0(s)

fir t € T und y > 0(t), wobel z = e¥, k = log K, 0(t) = log p(t) sowie

v(t,y) = e "exp(—(y — (r — 02 /2)t)?/(20%t)) /V 202t

gelten. Diese Darstellung dhnelt allerdings der Darstellung des transformierten Prei-
ses v, der zugehorigen européischen Option noch nicht wirklich. Aus Abschnitt
erhalten wir mittels der Paritét fiir diesen transformierten Preis

veltsy) = Ke—' 6 (Ii—y —;1:/;702/2)16’) v (m—y—ir\‘/}:cﬂ/?)t’) ’

wobei k = log K den transformierten Ausiibungspreis, ¢’ = T —t die Restlaufzeit der
Option und ¢ die Verteilungsfunktion der Gaufischen Normalverteilung bedeuten.
Wir wissen nun bereits, dass der Preis der amerikanischen Option stets mindestens
so hoch ist, wie der der européiischen, also miifite sich doch auch der Wert der in der
amerikanischen Option enthaltenen zusétzlichen Rechte explizit bestimmen lassen.
Dazu transformieren wir die gewonnene Darstellung noch ein wenig, und nutzen
dabei die spezielle Gestalt der Grundlosung « aus. Somit ist

Yt y) = 1t - —a? /22
2nto

_ Z\Zﬁb, <y - (7”0\/;2/2)t> 7

wobei ¢’ die Dichte der GauBschen Normalverteilung beschreibt. Setzen wir nun
dieses Ergebnis in unsere Darstellung von v ein, so erhalten wir

B Ko? t'e’”, k—y—(r—o2%/2)s
i) = K= ey B [y (BRI g
—rK
" /0\

e~ s [FTY z—(r—o02/2)s
& ( dz ds.
0'\/5 0(s+t)—y U\/g
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Das innere Integral des letzten Summanden kénnen wir nun auflésen und erhalten

v(t,y):[K—ey]++KU2 /Ot' e"”s¢,<m—y—(7‘—02/2)3) i

| 2 o5 o5
"“K/ot Mn—y—;g 0—2/2>s> L, <e<s+t> —%(r—o—?/msﬂ .

Fiihren wir jetzt eine partielle Integration am zweiten Integral durch, so bekommen
wir

o(ty) = [K — V], +rK Ot/ e (9(5 +t) - iﬁ(’" - "2/2)5> ds
L Ke e (ﬁ —y —U(:“/; 02/2)8> y

t v —(r—o2/2 _ —52/9 2
+K/ g k—y—(r—oc?/2)s K—1y . r—o*/ n o ds,
0 /s 205\/s 20/s 20+/s

¢

also

g S —y—(r—o? S
v(t,y):[K,ey]++rK/o e%(e( + 1) g;\/g( /2) >ds
’ K—1Y — /,1_0.2 /
+Kert¢< y a(\/?' /2)t>_KX(_OOVK,)(y)—I;X{H}(y)

g —rs 4/ Hiyi(rfo'2/2)s K=Y 7’+O’2/2
*K/o ¢ ¢’< e Hzasﬁ* wﬁds'

Unter Verwendung der Struktur der Dichte ¢’ kénnen wir das letzte Integral mittels
quadratischer Ergénzung umschreiben zu

oo ot o
0

oy/s 2084/ 204/s
_ — K+ g / K—y—(T+02/2)8 K=Y T+02/2
=t [ (S ) [ R e

B : " d k—1y—(r+02%/2)s
__eu/o d3¢< =i )ds,

und bekommen somit

'U(t,y) = [K - eybr - KX(—oo,n)(y) + 6yX(—oo,.A‘f,) (y)
—i—rK/t e (9(8 +t)—y—(r— 0‘2/2)8) s
0

o\/s
! &—y—(r—02/2)t’)_ Y (ﬁ—y—(r+a2/2)t’)
+ Ke </>< o7 el T ;
also
v —y—(r—0o%/2)s
v(t,y) = +rK ; e " (0(S+t) Z;\/g( /2) )ds

+Ke ¢ (“90(7;/502/2%’) Yy (ny ;1:/;02/2)t') |
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Beziehen wir schliefllich die oben angegebene Gestalt von v, mit ein, so ist

olty) = velt.g) + 7K [ "o (9‘5 ) ?jf;g(’” Lt 2)5> s

=:1>0

wobei das Integral I den nichtnegativen Zuschlag fiir das vorzeitige Ausiibungsrecht
der amerikanischen Option bezeichnet.
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Kapitel 6

Bedingte Erwartungen

6.1 Definition

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : 2 — R eine stochastische Variable
mit X > 0 oder X € Li(P), so dass der Erwartungswert

E(X) = Ep(X) = /QX(w)dP(w) € RU {00}

wohldefiniert ist.

Mit F = X~1(B), wobei B die o-Algebra der Borelmengen beschreibt, gibt es
keine kleinere Unter-o-Algebra C von F, fiir die X messbar ist. Andererseits ist
die Abbildung w — E(X) konstant, also messbar beziiglich der trivialen o-Algebra
{0,9Q}. X selbst ”beinhaltet” also alle seine Informationen, E(X) hingegen nur sehr
wenige.

Weifl man nun a priori, dass die relevanten Mengen zu einer echten Unter-o-Algebra
C von F gehoren, so geniigt es, entsprechend weniger Informationen iiber X zu
haben. Der Begriff der bedingten Erwartung liefert genau dieses.

Bevor wir nun die abstrakte Konstruktion ausfithren, betrachten wir noch einen

-k
Spezialfall. Sei @ = |J;_, B; eine disjunkte Zerlegung von © mit P(B;) > 0 fiir
jedes j € {1,...,k}. Sei weiter Fy die durch {Bj}.?zl erzeugte o-Algebra. Dann
bilden wir die Mittelwerte
1
P(B;) Jp,

XdP, j=1,..,k

und fassen sie zu einer neuen Zufallsvariable Xy zusammen:

k
1 X%=Y (P(lBj)/B,XdP> X5,

j=1

wobei xp, die charakteristische Funktion von Bj; bezeichnet. Dieses X ist nun
Fo-messbar, da Xo auf den Atomen B; von Fy konstant ist. Es gilt

1
Xoszi/ XdP-/ dP:/ XdP
/Bj P(B;) J3, B; B;

fiir jedes j = 1,..., k, also auch

(2) /B XodP = /B Xdp
8

7
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fiir alle B € Fy. Xg heidt bedingte Erwartung von X beziiglich der ”Hypothese” Fy.
Wir beachten dabei, dass X die beiden Bedingungen:

(1)  Xo ist Fo-messbar
(i) es gilt die Beziehung (2)

erfiillt. Diese beiden Eigenschaften kénnen nun im Fall einer beliebigen Unter-o-
Algebra C von F zur Definition der bedingten Erwartung E(X|C) von X unter der
"Hypothese” C herangezogen werden.

Definition 6.1. Sei C eine Unter-o-Algebra von F. FEine stochastische Variable Y
heifst bedingte Erwartung von X beziiglich der Hypothese C, falls die Bedingungen

(i) Y ist C-messbar
(i) [,YdP = [, XdP fir jedes C €C

erfullt sind.

6.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die natiirliche Frage, die sich aufgrund der Definition [6.1]stellt, ist die nach Existenz
und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung. Erst die Klarung dieser Frage recht-
fertigt dann die Bezeichnung E(X|C). Dieses ist nun Inhalt des in diesem Abschnitt
zentralen Satzes:

Satz 6.2. Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit X > 0 oder X € L1(P) sowie
C eine Unter-o-Algebra von F. Dann existiert eine Zufallsvariable Y mit Y > 0
beziehungsweise Y € L1(P) auf 2, die C-messbar ist und

(3) /yWP:/imm Vo ec
C C

erfullt. Y ist dabei bis auf P-fast sicher Gleichheit eindeutig bestimmit.

Beweis: Dieser Beweis beruht auf dem Satz von Radon-Nikodym (vgl. Bauer [2]
Satz 17.10]). Hierzu wéhlen wir X > 0 und Py und @ seien die Einschrénkungen
von P beziehungsweise X P auf den Mafiraum (€2, C). Wegen

mm=LXM

ist Q(C) = 0 fiir jedes C € C mit Py(C) = P(C) = 0, also ist ) schon Py-stetig.
Nach Radon-Nikodym gibt es daher eine Py-f.s. eindeutig bestimmte und C-messbare
Funktion Y > 0 mit

MQ=LW%=AWR

dass heifit Y ist eine bedingte Erwartung von X beziiglich C geméafl der Definition
61

Ferner ist Y P-f.s. eindeutig bestimmt, denn ist Y eine weitere bedingte Erwartung
von X beziiglich C, so gilt {Y =Y’} eCund P{Y =Y'}) =R ({Y =Y'}) =1
Es bleibt uns nun noch die Behauptung fiir X € L;(P) zu zeigen. Dafiir zerlegen
wir X = X7 — X~ in Positiv- und Negativteil. Damit erhalten wir C-messbare

Funktionen Y* > 0 mit
/Yidpz/ X*TdP < >
c c
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fiir jedes C' € C. Insbesondere sind Y+ € Ly(£,C, Py). Es folgt nun (3), wenn wir
Y =YT - Y~ setzen. Ist Y/ = Y'* — Y'~ cine weitere bedingte Erwartung mit
Y’ >0, so gilt

/ (YT +Y'")dP = / (YT +Y7)dP
C C

fiir jedes C € C, also YT + Y/~ =Y'T + Y~ P-fs. und damit Y =Y’ P-fs.. O

Bezeichnung 6.3. Die bedingte Erwartung von X unter der Hypothese C schreiben
wir als E(X|C). Wird dabei C von Zufallsvariablen Z; fir i € I erzeugt, das heifit
C=o0({Z :i€l}), soschreiben wir auch E(X|Z;, i € I) = E(X|C). Mittels der
speziellen Zufallsgrofie X = xa definieren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A unter C als P(A|C) = E(xalC).

6.3 Eigenschaften und Charakterisierung

Der folgende Satz fasst nun die wichtigsten Eigenschaften der bedingten Erwartung
zZusammen:

Proposition 6.4. Seien X(,,),Y integrierbare (oder nichinegative) Zufallsvariablen
auf (Q, F, P), C eine Unter-o-Algebra von F und «, (8 reelle (nichtnegative) Zahlen.
Dann gelten:

(a) E(E(X|C) = E(X), E(X|{8,0})=E(X)
b) X ist C-mefbar = E(X|C) = X P-fs.
X =Y P-fs. = E(X|C) = E(Y|C) P-fs.
X = a (konstant) = E(X|C) = a P-f.s.
E(aX + BY|C) = aE(X|C) + BE(Y|C) P-f.s.
X <Y P-fs. = E(X|C) <E(Y|C) P-fs.
E(X[C)| < B(XIC) Ps
X, >0, X, mon. wachsend = sup,, E(X,|C) = E(sup,, X,,|C) P-f.s.
Xo — X P-fs., |Xn| < |Y| P-fis., Y € Ly(P)
= lim,, 00 E(X,|C) = E(X|C) P-f.s. und in L1 (Fp).

SEESEERER

(
(
(
(
(
(
(
(i

Beweis: Die Beweise aller Aussagen sind relativ einfach. Exemplarisch zeigen wir
hier nur (e), die Linearitét. Es gilt

/CE(X\C)dP:/CXdP, /CIE(Y|C)dP:/CYdP

fiir jedes C' € C, also auch
/ (aE(X|C) + BE(Y|C))dP = / (aX + BY)dP
c c

fiir jedes C € C. Die Eindeutigkeit der bedingten Erwartung ergibt dann (e).
Man merke sich diese Argumentation, die wesentlich auf der Eindeutigkeit der be-
dingten Erwartung beruht! O

Noch ist die bedingte Erwartung ein recht unhandliches Konstrukt. Daher liefert
uns der folgende Satz eine niitzliche Charakterisierung der bedingten Erwartung.

Proposition 6.5. Seien X, Y > 0 beziehungsweise X, Y € Ly(P) Zufallsvariablen,
C C F eine Unter-o-Algebra und Y messbar beziiglich C. Y ist genau dann P-f.s.
die bedingte Erwartung von X unter C, wenn

(4) /Q ZYdP = /Q ZXdP
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fiir alle nichtnegativen beziehungsweise alle beschrdnkten C-messbaren Z gilt.

Beweis: Wissen wir (4), so wihlen wir Z = y¢ fiir C € C. Damit erfiillt Y die Defi-
nition der entsprechenden bedingten Erwartung von X. Umgekehrt folgt mittels der
Definition zunéchst (4) fiir alle elementaren Funktionen. Durch Approximation
folgt dann die Behauptung. O

Hieraus ergeben sich nun weitere wichtige Eigenschaften der bedingten Erwartung,
die ihre Glattung beschreiben.

Proposition 6.6. Seien X,Y > 0 Zufallsvariablen auf (2, F, P), C,C; C F Unter-
o-Algebren, dann gelten:

(a) Y ist C-messbar = E(XY|C) = YE(X|C)
(b) E(VE(X|C)[C) = E(Y|O)E(X|C)
(¢) C1CCy = E(E(X|C2)|C1) = E(E(X|C1)|C2) = E(X]|Cy).

Selbiges gilt fir X, Y € L1(P).

Beweis: Fiir den Beweis nutzen wir die Charakterisierung der bedingten Erwartung
aus Proposition [6.5] Da nun Y, Z C-messbar sind, gilt

/ (ZY)E(X|C)dP = [ (2Y)XdP = | Z(YX)dP = | Z(YE(X|C))dP,
Q Q Q Q

folglich somit (a). Die Behauptung (b) ist nun eine direkte Folgerung aus (a), da
die bedingte Erwartung unter C auch C-messbar ist. Es verbleibt uns noch (c) zu

zeigen. Es ist
/ E(X|Cs)dP = / XdP
C C

fiir jedes C' € Cq, also auch fiir alle C' € Cy. Ferner gilt fir C' € C; die Gleichung
JoE(X|C)dP = [, XdP. Damit folgt aber schon

E(E(X|C)[C) = E(X[Cy).

Da nun E(X|Cy) Ci-messbar also auch Co-messbar ist, folgt andererseits mit (a)
E(E(X|C1)|C2) = E(X]|Cy),

und damit die Behauptung. O

Lemma 6.7. Seien (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Q ein zu P dquivalen-

tes Wahrscheinlichkeitsmafl mit dQQ = MdP und C C F eine Unter-o-Algebra. Sei

ferner X eine nichtnegative Zufallsvariable oder X € Li(P) mit XM € Li(P).
Dann gilt

Ep(XM|C)
Eo(X|C) = ———.
o(X10) = 5 T
Beweis: vgl. vorlesungsbegleitende Ubungsaufgaben! a

Bemerkung 6.8. Fiir d-dimensionale Zufallsvariable X definiert man
E(X|C) := (E(X1|C), ..., E(X4[C))T.

Es gelten somit die Eigenschaften der bedingten Erwartung des Abschnittes auch
im vektorwertigen Fall.
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6.4 Die Jensen-Ungleichung

Diesen Abschnitt widmen wir der berithmten Jensen-Ungleichung im Zusammen-
hang mit bedingten Erwartungen.

Satz 6.9. Sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X € Li(P) und g : R — R
konvex. Dann gilt

9(E(X)) < E(g(X)).
Beweis: Sei p die Verteilung von X und 0.B.d.A. g > 0. Aufgrund der Stetigkeit

von g gilt
N .
g </N Idu(I)) =g <hm;331k (,U(Izk) - N(zik1))>
= llng(xszM(xlk) - u’(xik—l))
k

-/ " g@du(a)

< / g(@)du(x) = E(g(X)).
Folglich ist
9(E(X)) = 9( lim / wdu(%)) < E(g(X)).

N —oo —N

Diese Ungleichung ldsst sich nun auch auf bedingte Erwartungen iibertragen.

Korollar 6.10. Sei X € Li(P), g : R — R konvex und C C F eine Unter-o-
Algebra. Dann gilt
9(E(X]C)) < E(9(X)IC)  P-fs..

Insbesondere ist
IE(X[C)|” <E(|X|"IC) P-f.s.

firp>1.

Beweis: Seien a,b € R mit ax + b < g(x) fiir jedes € R. Diese Zahlen existieren,
da g konvex ist. Damit gilt nun

aB(X|C)+b=E(aX +b|C) <E(g9(X)|C) P-fs..
Weiter ist

g(zo) = sup{azo + b: az + b < g(z) auf R}
a,b

(vgl. Bauer [3] (3.27)]), also
G(E(X[C)) < E(g(X)[C) P-Ls.

Ist also X € Lo(P), so zeigt dieses Korollar, dass E(X|C) € Ly(92,C, Py) und
[E(XC)IZ, < E(E(IX[?C)) = E(X[*) = XIL,.
Ferner gilt E(E(X|C)|C) = E(X]C), dass heifit
E(-[C) : Lao(Q, F, P) — L2(Q,C, Fy)

ist eine Projektion. Tatséchlich ist E(-|C) die orthogonale Projektion.
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Satz 6.11. Seien C eine Unter-o-Algebra von F und Hr := Lo(Q2, F, P) sowie
He := Ly(Q,C, Py). Dann ist der Operator E(-|C) der bedingten Erwartung die
orthogonale Projektion von Hx auf den abgeschlossenen Teilraum H¢e von Hr.

Beweis: Es ist fir Y € He

/Q(X—IE(X|C))YdP: /QXYdP—/QE(XYw)dP

= E(XY) — E(E(XY|C))
= E(XY) - E(XY) = 0.
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Martingale

7.1 Setting und Definition

Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T eine geordnete Menge und {F; }ier
eine wachsende Familie von Unter-o-Algebren von F, dass heifit

s, teT,s<t = Fs; CF;.

Man sagt dann, F = {F; }ser ist eine Filtration. Die Indexmenge T heifit Zeitmenge.
Typische Beispiele fiir T sind:

(a) diskret: T={0,1,...N}, T=Ny, T=7%Z

(b) kontinuierlich: T =[0,7], T=Ry, T=R.
Des Weiteren sei {X;}ier eine Familie reeller integrierbarer Zufallsvariablen, in-
diziert mit derselben Indexmenge. Man sagt, dass X = {X;}ier an die Filtrati-
on F adaptiert ist, wenn jedes X; (Fy, B)-messbar ist, wobei B die o-Algebra der
Borelmengen beschreibt. X wird auch stochastischer Prozess genannt. Das Tupel
(Q, F, P,F) wird manchmal auch als stochastische Basis bezeichnet.
Ist X ein stochastischer Prozess, so gehort zu X die sogenannte kanonische Filtration

F=oc({X7'(B): s<t}), teT.

FO := {F?},er ist damit die kleinste Filtration, an die X adaptiert ist.

Ist nun (2, F, P,F) eine stochastische Basis, so kénnen wir die bedingten Erwar-
tungen E(X;|Fs) bilden und mit X, vergleichen. Dies fiihrt uns dann zum Begriff
des Martingals:

Definition 7.1. Sei (Q, F, P,F) eine stochastische Basis. Der stochastische Prozess
X = {Xi}ier heift

(a) Submartingal, falls Xs <E(Xt|Fs),

(b) Supermartingal, falls Xs > E(X|F,) beziehungsweise

(¢) Martingal, falls Xs = E(X¢|Fs)
fiir jedes s <t mit s,t € T erfillt ist.

Bemerkung 7.2. (i) X ist genau dann ein Martingal, wenn X gleichzeitig Sub- und
Supermartingal ist. X ist genau dann ein Supermartingal, wenn —X = {—X;}ier
ein Submartingal ist.

(ii) X ist genau dann ein Submartingal, wenn

/XsdPg/Xth
A A

fiir jedes A € F;s und s,t € T mit s < ¢ erfiillt ist. Fiir Martingale und Supermar-
tingale gilt die analoge Charakterisierung.

93
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Die Implikation von links nach rechts folgt dabei durch Integration iiber A € Fj
unter Verwendung der Definition der bedingten Erwartung. Die Umkehrung
sehen wir so:

Es ist

/ (E(X¢|Fs) — Xs)dP >0

fiir jedes A € Fs und s,t € T mit s < ¢t. Nun ist E(X;|Fs) — X5 Fs-messbar, es
kann also
A={w: (E(X¢|Fs) — X;)(w) < 0}
gewéhlt werden. Dann folgt aber P(A) = 0, also E(X,|F,) > X,.
(iii) Offensichtlich kann in den Definitionen stets s < ¢ angenommen werden.

(iv) Ist X ein Martingal, so kénnen wir also X, fir s < t aus X; und Fy zuriick-
gewinnen. Die Vergangenheit des Prozesses ist in der Filtration gespeichert, die
momentane Zufallsvariable X; geniigt, um die Vergangenheit des Prozesses rekon-
struieren zu kénnen.

(v) Ist T diskret, also zum Beispiel T = {0, 1, ..., N} so geniigt beispielsweise fiir die
Submartingaleigenschaft der Nachweis von

fiir jedes n € {0,1,..., N — 1}.
Mit dieser Bedingung folgt dann

Xn—l < E(Xn‘]:n—l) < E(E(Xn+1|]:n>|]:n—1) = IE()(n+l|~7:n—1)

fiir jedes n € {1,2,..., N — 1}. Die Behauptung folgt somit nach Induktion.
(vi) Ist X ein Submartingal, so gilt

E(X,) < E(E(X:|Fs)) = E(X)

fiir jedes s,¢ € T mit s < ¢. Also ist die Funktion ¢ — E(X;) wachsend. Fiir
Martingale gilt daher E(X;) = konstant beziiglich ¢ € T, weshalb hiufig E(X;) =0
angenommen wird.

7.2 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir uns ein paar einfache Beispiele fiir Martingale an-
schauen.

(i) Folgendes ist das kanonische Beispiel eines Martingals. Sei F eine Filtration auf
(Q,F, P) und X eine reelle integrierbare Zufallsvariable auf (€2, F, P). Dann setzen
wir

X: = E(X|F)

fir t € T. Damit ist X ein Martingal, denn mit den Eigenschaften der bedingten
Erwartung folgt:

E(Xtu:e) = E(E(X|‘7:t)|FQ) = E(XU:G) =X

fiir jedes s,t € T mit s <t.

(ii) Sei (X, )nen eine Folge reeller integrierbarer Zufallsvariablen auf (2, F, P). X,
interpretieren wir als die Auszahlung aus einem Spiel zum Zeitpunkt n. Die Filtra-
tion definieren wir kanonisch, also durch

Fn=0({X.'(B): k<n}).
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Ein Spiel heifit nun fair, falls E(Xy) = 0 und E(X,,11|F,) = 0 fiir jedes n > 0 gilt.
Der Gesamtgewinn des Spielers nach n Versuchen

Sp=>_ X

ist dann ein Martingal, denn
E(Snt1|Fn) = E(Xny1lFn) + E(Sn|Fn) = Sn.

Analog fiihren die Bedingungen E(X) > 0 und E(X,,1|F,) > 0 fiir jedes n > 0 zu
einem Submartingal. In diesem Fall hat der Spieler gegeniiber dem Spieleanbieter
Vorteile.

(iii) Ein faires Spiel wird insbesondere durch unabhiingige Zufallsvariable X,, mit
E(X,) = 0 beschrieben (vgl. Korollar [8.12).

7.3 Eigenschaften

Der folgende Satz fisst einige wichtige Eigenschaften von Sub-, Super- und Martin-
galen zusammen:

Satz 7.3. Seien F eine Filtration auf (Q, F, P) und X, Y F-adaptierte stochastische
Prozesse auf (Q, F, P). Dann gelten die folgenden Eigenschaften:
(a) Sind X und Y Sub-, Super- oder Martingale, so auch
aX + Y = {aX; + fYi}rer mit o, B € Ry
(b) Sind X und Y Martingale, so auch aX + 8Y mit «, 8 € R.
(¢) Sind X und Y Submartingale, so auch max{X,Y} = {max{Xy, Y} }ter.
(d) Ist X ein Submartingal, so auch Xt = {X;" }ier.
(e) Ist X ein Submartingal, so auch g(X) = {g(X¢) hter mit einer
wachsenden, konvexen Funktion g : R — R, falls g(X;) € L1(P) fiir jedes t.
(f) Ist X ein Martingal, so ist g(X) ein Submartingal mit einer konvezen
Funktion g : R — R, falls g(X;) € L1(P) fiir jedes t.
(9) Ist X ein Martingal, dann sind |X|, XT, X~ und |X|P (p>1)
Submartingale, falls | X|P € L1(P) fiir jedes t.
(h) SeiX ein Martingal, T = Ny und {Uy, }nen, ein weiterer F-adaptierter
Prozess. Sei ferner der Prozess Y definiert durch Yo = Xo und
Y1 =Y, + U, - (Xpny1 — Xn). Dann ist auch Y ein Martingal, falls
X, U, € Lo(P) fiir jedes n.

Beweis: Die Beweise aller Aussagen folgen direkt aus der Definition [7.1] und den
Eigenschaften der bedingten Erwartung. Exemplarisch wollen wir daher nur (e)
und (h) beweisen.

(e) bekommen wir mit Hilfe der Jensen-Ungleichung (vgl. Satz und Korollar
6.10). Damit ist also

9(Xs) < g(E(X¢|Fs)) < E(g(X0)|Fs).

Fiir (h) benutzen wir zunéchst die Definition des Prozesses Y und die Linearitét
der bedingten Erwartung. Wir haben also

E(Yyi1|Fn) = E(YalFn) + E(Un - (Xng1 — Xn)|F).

Y,, wird dabei aus den Zufallsvariablen X, ..., X,, und Uy, ...,U,_1 zusammenge-
setzt, ist somit also F,-messbar, dass heifit Y ist F-adaptiert. Damit haben wir

E(Y,|Fn) = Ya.
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Weiter bekommen wir mit der Adaptiertheit des Prozesses U und der Martingalei-
genschaft von X

E(Uy, - (Xn+1 — Xn|Fn) = UnE(Xp41 — Xn|Fn) = U, - 0,

also
E(}/n—&-l‘fn) = Yn + 0= Yn

7.4 Doob-Zerlegung und Doobsche Ungleichungen

Satz 7.4 (Doob-Zerlegung). Sei (Q, F, P,F) eine stochastische Basis, die Zeit-
menge diskret, das heifft T = {0,...,n} oder T = Ny, und X ein Supermartingal.
Dann lisst sich X,, (n € T) zerlegen in

wobei M = {M,, }ner ein Martingal und A = {A, }ner ein wachsender Prozess ist,
mit Ag = 0 und A, ist F,_1-messbar fir n € T, n > 1. Desweiteren ist diese
Zerlequng P-f.s. eindeutig bestimmd.

Beweis: Wir setzen My := X und Ap := 0. Gilt die Eigenschaft (1) fiir die Indizes
n und n + 1, so folgt

X1 = Xn = M1 = My = (Any1 — An),
also mit der Martingaleigenschaft von Ml und der Messbarkeitseigenschaft von A
E(Xpi1|Fn) — Xn = —E(Aps1 — Ap|Fn) = A — Anga.
Wir definieren somit A, induktiv als
Aps1 = A + X, — E(Xp11|Fn)-
Da X ein Supermartingal ist, ist A wegen dieser Definition wachsend. Die F,-

messbarkeit des A, ist durch die Adaptiertheit des X gegeben, denn

n

(2)  Appi= Z(Xj — E(Xj41|%5))-

Jj=0

Damit ist der Prozess A gem#fl den Anforderungen des Satzes konstruiert. Setzen
wir nun wegen (1)
M, = X, + An7

so bleibt noch zu zeigen, dass M ein Martingal bildet. Die Adaptiertheit sehen wir
direkt an der Definition, die Martingaleigenschaft kénnen wir nachrechnen:

E(Mp41]Fn) = E(Xpi1|Fn) + Anta
— A+ Xy = M,

Es bleibt somit noch die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen. Dazu nehmen wir
an, dass wir eine weitere solche Zerlegung durch M und A gegeben haben. Dann
bildet

M-M=A-A
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ein Martingal, da M und M Martingale sind, das vorhersagbar ist, da A und A
vorhersagbar sind. Es gilt also

An — Zn = E(An - Zn|]:n—1) = An—l - Zn—l P-fs.
fir alle n = 1,..., N. Insbesondere haben wir auch
M-M=A-A=A4;,-A4,=0 P-fs.,

also die Behauptung. O

Definition 7.5. Sei X ein stochastischer Prozess mit Zeitmenge T = J. X besitzt
(P-f.s.) stetige Pfade, falls die Abbildung t — Xi(w) auf J fir (f.a.) w € Q stetig
18t.

Bemerkung 7.6. (i) Wenn T diskret ist, sind die Pfade trivialerweise stetig.
(i) Wenn X P-fs. stetige Pfade mit der Nullmenge N € F besitzt, so hat der
Prozess X mit

5 | Xi(w), teT,w¢N
Xi(w) { 0, teT,weN
stetige Pfade.

Wir definieren nun zu einem Prozess X

X{(w):= sup [X,(w)|
seT,s<t

fiir alle ¢t € T und alle w € 2. Hat X stetige Pfade fiir T = [0, 7T, so ist

(3) X/ (w)= lim max

n—oo k=0,...,2"

[RRRE}

X(k-27"tw)|, teT,we,

also ist X" fiir jedes ¢ eine Zufallsvariable.

Satz 7.7 (Doobsche Ungleichungen). Sei X ein Martingal mit stetigen Pfaden.
Dann gelten firt e T
(a) aP(X] > a) <E(|Xy|) fir alle a > 0 sowie
(b) Xi€ Ly(P) fireinp>1,teT = || X/, < 23|I Xz,
insbesondere gilt dann auch X5 € L,(P) firs <t, s T.
Diese Aussagen gelten entsprechend auch fiir nichtnegative Submartingale.

Beweis: Es gentiigt den Satz fiir nichtnegative Submartingale zu zeigen, da wir sonst
X durch |X] ersetzen.

Schritt 1 (diskrete Zeit): Seien also T = {0, ..., N} die Zeitmenge und o > 0 eine
feste Zahl. Dann defineren wir eine Zufallsvariable 7 als ersten Zeitpunkt, zu dem X
das Niveau « erreicht, das heifit 7(w) := min{m € T : X,,(w) > a} bezichungsweise
7(w) := oo, falls es kein solches m € T gibt. Damit ist 7 eine sogenannte Stoppzeit
(vgl. Kapitel, denn es gilt

{r<k}={weQ:rw)<k}=|J{weQ: Xpn>a}leF, keT

m<k
und somit auch {7 = k} € Fj, fiir alle k € T. Es gilt ferner
{X5 =z a} ={r <n}

und aus X, ) (w) > a fiir 7 < n folgt

QX {r<n} < XTX{Tgn} = Z XmX{T:m}
0<m<n
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Damit und da X ein Submartingal ist, erhalten wir

aP(X': 2 Oé) = aE(X{TSn}) < Z ]E(X’mX{T:m})
0<m<n
< Z E(XnX{tau:m}) = ]E(Xn Z X{T:m})
0<m<n 0<m<n

< E(XnX{TSn}) < E(Xn)
also die Behauptung (a).
Die Aussage (b) folgt nun aus dem folgenden Lemma
Schritt 2 (zeitstetig): Nach (3) gilt 0 < x{x7>a)(w) = liMp—oo X(x;, >a) (W) < 1,
wobei X/, (w) := maxg<g<on X(k - 27", w) < X bedeutet. Mit dem Satz von
Lebesgue erhalten wir nun lim,, .., P(X},, > ) = P(X] > a), mit (a) fiir diskre-
te Zeitmengen (Schritt 1) also aP(X; > «) < E(X;). Damit erhalten wir durch
nochmalige Anwendung des Satzes von Lebesgue

1 1
aP(X] > a) = lim (a— %)P(Xt* >a— %) < E(Xy),

k—oo -

das heifit die Behauptung (a).
Verwenden wir fiir X; wieder die Darstellung (3), so liefert das Lemma von Fatou

X715 = E(( lim XF,)P) < liminf B((X7,)"),
n— 00 ’ n— 00 ’
also mit dem Resultat (b) fiir diskrete Zeitmengen (Schritt 1) auch
* p
1 X¢ ]y < EHXth-
O
Lemma 7.8. Seien X,Y nichtnegative Zufallsvariablen mit Y € L,(P) fir ein
p>1und aP(X > a) <E(YXx{x>a}) fiir « > 0. Dann gilt
p
X1l < ﬁl\YHp

Beweis: Sei X,, := min{X,n} mit n € N, dann ist X,, € L,(P) fiir jedes n und die
Paare X,,,Y erfiillen die Voraussetzungen. Es gilt

(4) =2? :p/ xpfldx:p/ mpflx[o}zl(a:)da:.
0 0

Setzen wir dabei z = X,,, so erhalten wir unter Verwendung des Satzes von Fubini
und den Voraussetungen

BOXD) = E(p [ 2 xo.x, (2)da)
0

—p [ @ [ Nox@dodo=p [ a7 2eP(X, > 2)ds

0 Q 0

< p/ 2P PE(Y X(x, 20} dT = PE(Y/ 2P X (0,x,] (@) dx).
0 0

Wenden wir nun wieder (4) an, jetzt mit p — 1 und z = X,,, so liefert uns die
Holderungleichung

p -1
Py < P
E(X) < T BV XL

p -1
< IVl
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also »
| Xnllp < EIIYllp-

Damit liefert nun das Lemma von Fatou die Behauptung fiir X:
1 Xl = (B( lim X2))'/P

n—oo

< (liminf E(XP))Y/P < Ll||y|p-
p_

Bemerkung 7.9. d-dimensionale Martingale X definiert man analog. Sie besitzen
die entsprechenden Eigenschaften. Man beachte aber, dass hier Y, definiert durch
Y, := |X¢|2, ein Submartingal bildet, denn Yy = |E(X;|Fy)|2 < E(Yi|Fs) fiir s € T,
s < t.
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Kapitel 8

Der Wiener Prozess

8.1 Gauflsche Zufallsvariable

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B die Borelsche o-Algebra im R? sowie
X : Q — R? eine (F, B)-messbare Zufallsvariable.

Definition 8.1. Die Fourier-Transformierte px der Verteilung Px von X heifit
charakteristische Funktion zu X:

ox(©) =B = [ ¥ Dap) = [ @)
Q Rd

fiir € € R, Dabei ist
Px(B) = P(X"'(B))

mit B € B die Verteilung von X.

Definition 8.2. Fine Zufallsvariable X heiffit Gauflverteilt oder Gauflsch mit
Mittelwert m € R? und Kovarianz Q € R, falls Q symmetrisch und positiv
semi-definit ist, sowie

ox(€) = eUElm) o— 3 (QE18)

fiir jedes &€ € RY gilt. Wir schreiben
X ~ N, Q).

Bemerkung 8.3. (i) Sei ) positiv definit. Dann existiert die Dichte der Verteilung
einer Gaufschen Zufallsvariable und sie besitzt die Darstellung

_ 1 L -1/2 2
Im,@(z) = WQXP <2|Q (x —m)|" ).
Das folgt aus der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation und

6w —1Q VA @-m) /2 g,

1
et xdzzi/ e
/Rd 9m.Q(@) V@) Zdet Q Jra
N / QP ytm) ol 2
Ve Ja

1 1/2#12
_ (%)dezs-m(@s\s)/z /Rd e—lu—@ e 2

= e ElmM)=(QER)/2 — ().

101
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(ii) Sei X = x, so besitzt X die charakteristische Funktion ¢ (&) = e*(¢l%0),

(iii) Ist X ~ N(m,Q) mit einem positiv definiten @, so besitzt X wegen (i) die
Dichte g, . Damit gilt

E(X) = /Rd Tgm,o(x)dr =m

und
d
(zi —mg)(zj — mj)gm,Q(BC)dﬂf} =Q.

ij=1

B - (X~ m)) = { [

d

Also sind die Bezeichnungen Mittelwert fiir m und Kovarianz fiir () in Definition

gerechtfertigt.
(iv) Seien X ~ N (m,Q), n € R* und R € R**4 5o ist

Y :=n+ RX ~ N(n+ Rm, RQR"),
denn

oy (€) = E(e" €M) = €M E (BT E1X))
— UEIn) gu(RTEIm) ,—(QRTE|RT€) /2

_ H€ln+Rm) ,—(RQRT¢[€)/2.

(v) Sei X,, ~ N(my, Q) eine Folge Gaulischer Zufallsvariablen, die P-f.s. gegen
eine Zufallsvariable X konvergieren. Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert ¢x,
punktweise gegen ¢x fiir n — oo, also m,, — m und @Q,, — . Dann ist auch X
GauBsch mit X ~ N (m, Q).

Definition 8.4. Die Zufallsvariablen X1, ..., Xy mit X; : Q — R% (i = 1,...,k)
heiffen unabhdngig, falls die von ihnen erzeugten o-Algebren auf € unabhingig
sind, das heifst falls die gemeinsame Verteilung von (Xi, ..., Xy) das Produkt der
einzelnen Verteilungen der X; ist, also

k
P(X, € By,.... Xy € By) = HP(XZ» € B;)

i=1
fiir alle B; € B.
Bemerkung 8.5. (i) Seien X7, ..., X} unabhéingig sowie fi, ..., fr Borel-messbare

Funktionen. Dann sind auch die Zufallsvariablen f;(X1), ..., fx(X)) unabhingig,
denn

P(fi(X;) € Bi,i=1,..,k) = P(X; € f'(Bi), i =1,....k)

K3

[[Pxi € 71 (B) =[] P(£:(X:) € By).

=1 =1

<.

(ii) Seien X; F;-messbare Zufallsvariablen fiir ¢ = 1, ..., k, wobei F; C F unabhingi-
ge o-Algebren sind. Dann sind auch Xj, ..., X} unabhéngig.

(iii) Die Zufallsvariablen X7, ..., X} sind genau dann unabhingig, wenn ihre gemein-
same Verteilung, also die von X = (X3, ..., X} ), gleich dem Produkt der Einzelver-
teilungen ist, das heifit

Px =Px, ®..® Px,.
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Satz 8.6. Die Zufallsvariablen X1, ..., Xy sind genau dann unabhdngig, wenn

k
E(e" Zi=18%5) H@x (&)

gilt, wobei X;,&; € R% ist.

Beweis: Sei X = (X1, ..., Xx) € R? die entsprechend zusammengesetzte Zufallsva-
riable mit d = 2521 d; und & = (&1, ..., & ). Dann gilt

E(e'>i=16%) = B(e* %) = /Rd e dPx (z) = /Rd ' Xi=1 87 Py (2),

mit der Unabhéngigkeit der X; also

k k
k Y. P
E(elzjzl 3 XJ) = I | /Rdj e'si x’dPXj = | I ‘PXj(fj)-
j=1 ; Jj=1

Fiir die Umkehrung definieren wir das Produktma$ y = Px, ® ... ® Px,. Wegen des
Satzes von Fubini erhalten wir

/Rd zﬁzdu H/Rd et 7dPX x] HSOX f]

Die Gleichung besagt damit

/Rd elgxdu(x) — ]E(elzj:l §j-Xj) — /Qelf‘X(w)dP(w) — @X(&)

Die Eindeutigkeit der Fourier-Transformation liefert uns also y = Px und damit
die Behauptung. |

Korollar 8.7. Seien X1, ..., X unabhdngige Gaufsverteilte Zufallsvariablen mit den
Dimensionen di, ...,dy. Dann ist auch X = (Xq,..., Xx) Gaufverteilt mit der Di-

. k
mension d =3 ;_, d;

Beweis: Es gilt
E(elf'x) =E(e' Y, Ej'Xj).

Wegen der Unabhéngigkeit der X; haben wir somit

k k k
(e'X) H e Xy = H ox, (&) = H 6 mi o= (Qi€51€5)/2
j=1 j=1 j=1
also
E(elg'x) etlm —(Q€1€)/2
mit
my Qi 0 -+ 0
mo 0 Qy -+ 0
m= . und Q= ) ) .
My 0 0 - Qn



104 KAPITEL 8. DER WIENER PROZESS

Definition 8.8. Seien X,Y € Lo(P) zwei Zufallsvariablen mit zweitem Moment.
X und Y heiffen unkorreliert, falls

E(XiY;) = E(X;)E(Y;)
fir alle i,j gilt.

Bemerkung 8.9. (i) Seien X,Y unkorrelierte Zufallsvariablen gleicher Dimension
mit der Eigenschaft E(X) - E(Y) = 0. Dann ist

E(X+Y) (X+Y)) =E(X-X)+2E(X)-E(Y)+EY -Y)=EX - X)+E(Y -Y).

(ii) Seien X,Y unkorrelierte Zufallsvariablen und a € R4 sowie b € R% . Dann
sind auch X — a und Y — b unkorreliert, denn

E((Xi — a;)(Y; — b)) = E(XiY)) — a;E(Y;) — b;E(X:) + asb;
= (E(Xi) — ai)(E(Y;) — bj).

(iii) Speziell gilt fiir unkorrelierte Zufallsvariable X, Y
E((Xi — E(X:)(Y; - E(Y;))) = 0.

Satz 8.10. Seien X,Y je eine dy- beziehungsweise ds-dimensionale Zufallsvaria-
blen, unabhdingig und quadratisch integrierbar. Dann sind X und Y unkorreliert.

Beweis: Aus Pixy)=Px, ®..® del QPy, ®..® Pyd2 und Fubini folgt

BUXGY) = [ Xi(w)Yy(w)dP = 7iy; P x v (2,9)
Q Ré1 x R92

= /Rd /Rd z;y;dPy (y)dPx ()
_ / 2Py, () / ydPy, (y) = E(X)E(Y;)
R R

Definition 8.11. Sei C C F eine Unter-o-Algebra. Eine Zufallsvariable X heif$t
unabhédngig von C, wenn {X~1(B), B € B} und C unabhingig im Sinne von De-
finition sind.

Korollar 8.12. Sei die Zufallsvariable X unabhdngig von C, wobei C C F eine
Unter-o-Algebra ist. Dann gilt

E(X) =E(X|C).
Beweis: Wir haben mit obigen Satz
/ XdP =E(xcX) =E(xc)E(X) = / E(X)dP.
c c

fiir alle C' € C, also die Behauptung nach Definition [6.1 O

Satz 8.13. Seien Xy, ..., Xi Gaufverteilte Zufallsvariablen mit den Dimensionen
dy,...,dg. X1,..., Xy sind genau dann unabhingig, falls X = (X1,..., Xk) Gaufisch
ist und die X; paarweise unkorreliert sind.
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Beweis: Die Implikation von links nach rechts folgt schon aus Satz und Korollar
Fiir die Umkehrung liefert uns die Unkorreliertheit der X; die Kovarianzmatrix
Q" von X als

X =E((X; - E(X))(X; - E(X;))) = { %j, ij

Fiir den Mittelwertvektor m~ von X gilt mJX =m;. Da X Gaufisch ist haben wir

mit £ = (&1, ...,&k) in den zu den X; gehorigen Dimensionen

E(e'Zi=18Xi) = oy (€) = 6™ e~ (Q7€10)/2

k k
— H 6 m o —(Q;€51€5)/2 — H (PX-(fj)-
j=1 j=1
Der Satz [8.6] liefert dann die Behauptung. O

8.2 Definition des Wiener Prozesses

Der Wiener Prozess wird auch Brownsche Bewegung oder Brownscher Prozess ge-
nannt. Die Frage nach seiner Existenz wurde erstmals von Einstein gestellt, von
Wiener spéter dann bewiesen. Was aber die Brownsche Bewegung genau ist, klirt
die folgende Definition:

Definition 8.14. Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und T = [0,T] oder
T =R, die Zeitmenge. Dann ist eine (eindimensionale beit = 0 startende) Brown-
sche Bewegung (kurz BB) ein reellwertiger stochastischer Prozess B = {Bi}ier
mit den Eigenschaften:
(a) t+— Bi(w) ist stetig fiir jedes w € Q
(b) (Biy,...,By,) ist Gaufssch fiir jedes n € N und tq,...,t, € T, wobei
By =0, E(B:) =0 und E(B;Bs) = min{t,s} =:t A s firt,s €T gilt.

Bemerkung 8.15. Wenn ¢ — B (w) fir w € Q\ N stetig ist, wobei P(N) = 0
und (b) gelten, dann kénnen wir By(w) fiir ¢ > 0 und w € N gleich 0 setzen und
erhalten somit eine BB im Sinne der Definition [8.14

Anstelle der Eigenschaft (b) in Definition gibt es noch eine alternative Cha-
rakterisierung der Brownschen Bewegung;:

Satz 8.16. Die Eigenschaft (b) in Definition st dquivalent dazu, dass P-
f-s. Bo =0 gilt, die Zuwichse By, B, — By, ..., By, — By, , unabhdngig sind, fir
jede Wahl von Zeitpunkten 0 < t1 < ... < t,(< T) mit einem n € N, und dass die
Zuwichse Gaufverteilt sind, gemdfs By — Bs ~ N(0,t — s) mit s,t € T und s < t.

Beweis: Zeigen wir zunéchst, dass aus (b) die genannten Eigenschaften folgen. Dazu
definieren wir ABy, = By, — By, _, als den k-ten Zuwachs fiir £ = 1,...,n bei einer
solchen wachsenden Folge von Zeitpunkten und einem n € N. Dabei wahlen wir
to = 0. Mit (b) haben wir somit

E(ABkABl) = E(Bthtz - Btqutz - Bthtl—l + Btk—lBtl—l)
=t Nt —tp 1t N —t N1 +t—1 ANt

o te—teey, k=1
=1 o, k1,
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also unkorrelierte Zuwéchse. Da nach Voraussetzung (B, ..., By, ) Gaufsch ist, ist
wegen Bemerkung [8.3| (iii) auch der Vektor der Zuwéchse Gaufisch, und diese sind
wegen ihrer Unkorreliertheit somit unabhéngig (vgl. Satz . Die Verteilungspa-
rameter der Zuwichse bestimmen sich als

E(Bt - Bs) = E(Bt) - E(Bs) =0

und

E((By — B,)?) =t —2(tAs)+s=1t—s

fiir s < t, also die Behauptung.
Fiir die Umkehrung wissen wir sofort

E(B;) = E(B: — Bo) =0

und
Bt - Bt —B() NN(O,t)

Das zweite Moment eines Zuwachses bestimmt sich nach Voraussetzung somit als
t — s =E((B; — Bs)?) = E(B}) — 2E(B,B,) + E(B2) =t — 2E(B;B;) + s,
also
E(BiBs)=(t+s—(t—s))/2=s=tAs

fir s < t < T. Nach Korollar ist AB := (ABy,...,AB,) Gaufisch, also mit
Bemerkung (iii) auch B := (By,, ..., By, ), da BT = A- ABT mit

1 0 0

11 0
A= .

11 1

Bemerkung 8.17. Auf jedem Wahrscheinlichkeitsraum, der abzéhlbar viele un-
abhéingige Gauflverteilte Zufallsvariablen zulésst, gibt es mit Zeitmenge T = R,
oder T = [0, 7] einen stochastischen Prozess B, so dass B eine BB ist (vgl. Krylov
[20, Theorem II.2.6]).

Sei daher im Weiteren B stets eine BB auf dem zugrunde liegenden Wahrscheinlich-
keitsraum mit gegebener Zeitmenge. Thr ist mit FZ = {FF},cr eine vervollstindigte
Filtration, die kanonische, zugeordnet, die durch

FP=0({Bs: s <t)UN =0c({B;'(A): s<t, Ac BHUN

gegeben ist, wobei N := {N € F : P(N) = 0} die Menge der Nullmengen be-
schreibt. Hierbei und im Folgenden nehmen wir an, dass (Q, F, P) vollstindig ist.

8.3 Eigenschaften des Wiener Prozesses

Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes gelten nun

Satz 8.18. Sei B eine BB (T =Ry oder T =[0,T]). Dann gelten:
(a) B;— Bs und FB sind unabhingig fir 7 <s < t(<T) und

(b)  die Markov-Eigenschaft: P(B, € A|FP) = P(B, € A|Bs).
Insbesondere gilt auch B(B; — Bs|F2) = E(B; — B,) = 0.
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Beweis: Beweisen wir zunéchst die Aussage (a). Dazu wihlen wir
0<s1 <5 <..<si=8<t
fiir ein n € N beliebig. Also ist B; — B unabhéngig von
o:=0(Bs, —Bs,_,,...;Bs; — Bo) =0(Bs,, ..., Bs, ).

Da n und die s; beliebig gewéhlt sind, ist B, — B, unabhéingig von o({B, : r < s})
und somit auch von FZ.
Fiir den Beweis der Aussage (b) setzen wir D := Ay x As € B x B. Damit gilt

P((B; — Bs, Bs) € D|FP) = E(x(B,-B.cA}X{B.cA} | FL),

da x{B,ca,} FP-messbar ist also

P((B; — By, Bs) € DIFY) = x(B.c 4.} E(X(B,~B.ca,}|FL).
(a) liefert uns nun
P((By — Bs, Bs) € DIFP) = x(B.cat B(X{B,—B.cA1})

= X{B.eA:}E(X{B,~B.cA,}|Bs)
= P((Bt — B, Bs) € D|BS).

Die soeben gezeigte Beziehung gilt nun fiir jedes D € B® B. Setzen wir nun speziell
D :={(z,y) : *+y € A} fir A € B, dann ist (B, — By, Bs) € D &quivalent zu
By € A. Also liefert uns die gezeigte Beziehung

P(B; € A|FP) = P(B; € A|B,).

Satz 8.19. SeiB eine BB. Dann sind { B; }ser und { B —t}ier Martingale beziiglich
FB.

Beweis: Die Adaptiertheit beider Prozesse ist offensichtlich, da FZ die durch B
erzeugte Filtration umfasst. Es bleibt also noch die Martingaleigenschaft in beiden
Féllen nachzurechnen. Wir haben

E(B/|FF) = B(B, - B,|FF) + B,,
mit Satz (a) also
E(B;|F2) =E(B; — Bs) + B, = 0 + B.
Fiir den zweiten Prozess betrachten wir nun die bedingte Erwartung
E(B2|FE) = B((B, — By FE) + 2E(B B FF) — E(BY|FP).
Der Satz (a) und die Martingaleigenschaft von B liefern uns somit

E(B}|FP) = E(B; — Bs)?) + 2B,E(B;|F?) — B?
=t—s+2B2 - B2

dat > s, also
E(B} —t|F8) = B? — s.
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Bemerkung 8.20. (a) Ist B eine BB mit Zeitmenge T = R, dann auch
(i)  {—Bi}ter mit der Filtration F5,
(i) {ﬁBat}te’ﬂ‘ (> 0) mit der Filtration {F5},cr und
(iii)  {Bits — Bs}eer (s > 0) mit der Filtration {FZ  }ier.

(b) Ist B eine BB, so ist X = {X; }1er mit

2
X; =exp (oth — C;t)

fir @ > 0 ein Martingal.
(c) Die Aussagen von Satz und Satz gelten auch fiir die nicht vervollstindig-
te Filtration {oc({Bs : s < t})}ter von B.

Beweis von Bemerkung (b): Da F® auch durch X erzeugt wird, ist X ein adap-
tierter Prozess. Die Martingaleigenschaft sehen wir wie folgt: Wegen ¢ > s > 0, gilt
By — B; ~ N(0,t — s). Damit ist

22
E( e =9 dx,

ea(Bths)) _ / 00T 1
R \/27(t—s)
nach quadratischer Ergénzung also

z—a(t—s))2 o2 o2
- 2?5735)) dx . eT(t_s) e eT(t_s)_

E(

eO‘(Bt,_Bs)) :/ 1 e
R \/27(t — s)

Das Integral ergibt 1, da der Integrand die Dichte einer N (a(t — s),t — s)-verteilten
Zufallsvariable ist. Damit haben wir

(’2
E(X,|FP) = e T 'E(e*(BmBe)eBe| FB)

_ 67§t+o¢BsE(ea(Bths)) ~ X,

also die Behauptung. O

Satz 8.21. Seien 0 < s <t < oo undt;, =s+ (t —s)i-27" fir jedesn € N eine
Zerlegung des Intervalls [s,t], wobei i die Werte 0, ...,2"™ durchliuft. Sei weiter X,

definiert durch
2m—1

Dann gelten:
() (X — (t— 5))) < oo
(b)) Xn —nooo (t—8) P-fos.
(¢) B(,w) ¢ BV,.(Ry) fir fast alle w €
(d) B(-,w) ist nirgends differenzierbar fir fast alle w € Q.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir jedoch noch das folgende Lemma:

Lemma 8.22. Sei {Y, },en eine Folge von Zufallvariablen mit Y- E(Y,?) < co.
Dann gilt Y, —n—oo 0 P-f.s..

Beweis: Die Tschebyscheffsche Ungleichung ergibt fiir jedes n > 0 die Beziehung
P(Y? > n) < E(Y?)/n fiir eine Zufallsvariable mit zweitem Moment. Fiir die Y,
bedeutet dies nach Voraussetzung

o0 o0

Y P >n) <) E(YD)/n <o,

n=1 n=1
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also
o0
Z P(K? > 77) —N—oo 0.
n=N
Setzen wir nun

Ap={Y?>n}, By:=|J A, uwnd B.:= () Bn,
n>N N>1

dann wissen wir , dass P(Bs) = 0 ist und Y,?(w) < n auf B fiir hinreichend grofies
n gilt. Da nun = 1/k > 0 mit k& € N beliebig klein gewiihlt werden kann, erhalten
wir also Y, —,_,00 0 P-fs.. O

Beweis des Satzes[8.21: Wir definieren zunichst die Zuwiichse
ABiﬂl = Bti+1,n, - By

Diese sind nach Satz fiir festes n € N allesamt unabhéngig, also auch ihre
Quadrate. Da Unabhingigkeit schon Unkorreliertheit impliziert (vgl. Satz [8.10)),
folgt somit

i,n"®

B((X, — (L 8)?) = 3 B[(ABy)* — (t—5) - 27")?)
=0
1250 S E[(AB)? — 27t — 8)(AByy)? — 2t — 5)]
i=0 j=it+1
= Y E[(ABi) — (t—s) 2]
=0
denn 27"(t — s) = E((AB; ,,)?) fiir jedes i € {0, ...,2" — 1}. Damit gilt weiter

on_1 2
L (t—8))?) = 272(t — 5)? R
E((Xn = (t—5))7) =277"(t );E (2—n(t—s)> e

wobei jedes Y;,, := AB;,/\/27"(t — s) eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable ist.
Somit haben wir

-1

E((Xn — (¢t —5)*) =272t —5)> Y E(Yi, -2V, +1)
i=0
=272"(t —5)%.2.2".

Die Konvergenz der geometrischen Reihe liefert uns nun (a). Lemma liefert
dann X, —, 0 t — s P-f.s., also (b).
Die Behauptung (c) beweisen wir indirekt. Nehmen wir also an, B(-,w) ist in BV, 4
fiir Zeitpunkte s, € T mit s < t. Dann erhalten wir die Abschéitzungen

sup [AByu(w)| - Y |AB A (W)]

(2

sup [AB; n(w)] - [[B(w)l|Bv,

IN

Xn(w)

IA

Die Norm ist nach Annahme beschrinkt und das Supremum geht fiir n — oo gegen
0, da die Pfade einer BB P-f.s. stetig sind. Andererseits wissen wir bereits, dass die
X, (w) P-f.s. den Grenzwert t — s fiir n — oo besitzen. Also haben wir mit

0<t—s= lim X,(w)<0
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einen Widerspruch konstruiert. Die Annahme muss falsch sein, also gilt (c).
Zum Beweis der Aussage (d) sei hier beispielsweise auf Bauer [3| Korollar] verwie-
sen. d

Bemerkung 8.23. Es gilt der Satz von Kolmogorov-Prohorov (vgl. Bauer [3|
Satz 39.4]):

Sei X ein stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden (P-f.s.) und der Zeitmenge
T = Ry. Gelte weiter

Ja>0,b>1,¢>0: B(X; — X,|?) < c|t — 5]’

fiir s,t € T. Dann ist die Funktion {¢t — X;(w)} P-f.s. in C’b%(']l‘).

Speziell erhalten wir mit diesem Satz fiir X = B und den Konstanten ¢ = 2”1 und
b = 2" mit einem n € N die Zeitregularitdt der BB P-f.s. als

{t — Bt(w)} e 0(271'71)/27““ (R+),

also
{t — Bi(w)} € C*(Ry) P-fs. fiir jedes a € [0,1/2).

8.4 Die mehrdimensionale Brownsche Bewegung

Es seien B!, ...,B™ unabhiingige eindimensionale BBs auf (2, F, P), das heit die
Zufallsvariablen (Btll,... Bl), ..., (B, ..., B{") sind unabhingig fiir alle t1,...,t, >

I tn

0 und n € N. Dann heifit B := (B',...,B™)” m-dimensionale BB. Sie besitzt
folgende Eigenschaften:

E(Bt) = 0, E(B%Bg) = (Sij min{t, S},
(Biy, -, By, ist Gauflverteilt sowie
(Bt,, Bt, — Bty ..., B, — By, _,) ist Gaufiverteilt und unabhéngig

fiir alle t,s,t1,....tp, € T, t; < t3 < ... < ty,n € Nund i,j € {1,...,m}. Die
Verteilung der Zuwéichse lésst sich genauer charakterisieren als

B, — Bs ~N(0,|t —s|I), t,seT.
Wir definieren zu B die vervollstindigte kanonische Filtration FZ durch
FPi=o({Bl:s<t,j=1,..,m})UN,

mit V' = {N € F: P(N) = 0}. Damit ist B ein Martingal beziiglich FZ, da Satz
[8.18 entsprechend fiir die m-dimensionale BB gilt.



Kapitel 9

Das Ito-Integral

9.1 Das Problem der Formulierung stochastischer
Integrale

Ziel dieses Kapitels soll es sein, das stochastische Integral

b
/ f(t,w)dB(w)

zu definieren, wobei f : [a,b] x @ — R eine reellwertige Funktion und B eine
eindimensionale BB beziiglich Zeitmenge T ist. Ein Problem dabei ist, dass die
Funktion ¢ — By(w) P-f.s. nicht von beschriankter Variation auf J := [a,b] C T ist!
Wir wollen es trotzdem versuchen und dabei die Eigenschaften der BB geeignet
nutzen. Auf jeden Fall sollte das Integral die Eigenschaft

b
(1) / dB; = By — B, P-fs.

erfiillen, wobei a,b € Ry beliebig sind mit a < b. Betrachten wir nun die beiden

Funktionen
n—1

filt,w) = Z Bt (w)X(t;,t541) (1)
j=0

und
n—1

fa(t,w) == Z By, (W)X[tj,tﬁl)(t)
§=0

mit einer Zerlegung a = tg < t1 < ... < t, = b des Zeitintervalls J = [a,b]. Bei
Verfeinerung dieser Zerlegung wiirde man erwarten, dass sowohl

b
/ f1(t,w)dB(w)

als auch

b
/ fa(t,w)dB(w)

b
/ B:dB;

111

gegen das Integral
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konvergieren. Nun ist mit der Forderung (1)

j+1
L .7/ fi(t, w)dBy(w ZBt / dBy(w ZBt AB;

mit AB; = By, — By, und

n—1

I _/ folt,w)dBy(w) = Y _ By, AB;.

7=0

Damit gilt unter Verwendung der Eigenschaften bedingter Erwartungen und der
der BB

E(I,) = Z]E (B,,AB;) = ZE(IE(Bt].ABj|Ft].))

_ Z]E B,,E(AB, |-7:t = ZE(BtJ' E(AB;)) =0,
r ——

aber

E(I;) = Y E((AB;)®)+ > E(B;,AB;))

J

=E((AB)*) =) (tin —t;) =b—a.

J
Daher treffen wir die Annahme, dass der Prozess {f(t,-)}ics FP-adaptiert ist. f;
besitzt nun diese Eigenschaft, fo aber nicht!

9.2 Definition des Ito-Integrals

Definition 9.1. Seil < p < co. Dann definieren wir die Klasse der FP -adaptierten
L,-Funktionen als

V, i=Vy(J) == {f € Lp(J x Q) : {f(t,")}ies ist FP-adaptiert}.

Hierbei verstehen wir die Adaptiertheitsbedingung wie folgt: Fiir eine Aquivalenz-
klasse in L, (J x ) existiert ein adaptierter Reprasentant. Dies ist dquivalent dazu,
dass jeder Reprasentant fiir fast alle ¢ F;-messbar ist. Aus dieser Beobachtung folgt,
dass V,, ein Banachraum ist.

Fiir die Klasse V5 soll nun das Ito-Integral definiert werden.

Definition 9.2. Sei f € V.o einfach, das heifit f = >, frXity trir), wobei fi
Zufallsvariablen sind und die ti, eine Zerleqgung des Intervalls J = [a,b] bilden.
Dann definieren wir das zugehdorige stochastische Integral als

/ f t w dBt ka Btk+1 Btk)

Das folgende Lemma ist zentral.

Lemma 9.3. Sei f € Vo einfach. Dann gilt

/|f (1)%dt) = //|ftw )2dP dt
- /Q\/ f(t)dBt|2dP:E(|/:f(b‘)dBt2)
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Beweis: Sei AB; wieder der i-te Zuwachs By, , — By, der BB bei der entsprechenden
Zerlegung des Intervalls J = [a, b]. Dann ist laut Definition

b
B [ F0dB) = Y B ABAE)
a 17‘7
=2) E(fifjABAB;) + ) E(f}(AB)?).
i<j i
Sei i < j, dann sind f;, f;, AB; messbar beziiglich ]-"tlj und AB; ist unabhéngig von
.7:5. Damit haben wir fiir jeden Summanden der Doppelsumme
E(fif;AB;AB;) = E(E(fi f;AB;AB; | F))
= E(fif;ABE(AB;|F]))
E(f:f,AB;E(AB;)) = 0.
——

=0

Fiir die quadratischen Glieder der Summe hingegen erhalten wir

3

E(ff(AB;)?) = E(E(f (AB:)*| )
5 | Fe))

E
= E(ffE(AB)%)) = E(f2)(tit1 — ta)-
——

Mit diesen Ergebnissen folgt somit unter Verwendung der Definition des Lebesgue-
Integrals und des Satzes von Fubini

b
B [ OBE) = 3Bt 1)

b b
— [ B =B([ 5w,
also die Behauptung. a

Fiir allgemeine Funktionen f € V5 verwenden wir nun Approximation.
Lemma 9.4. Sei f € V,,, 1 < p < 00. Dann gibt es eine Folge einfacher f, € Vi
mit fn, —nooc [ in V.

Beweis: O.B.d.A koénnen wir fiir diesen Beweis f € V., annehmen, was wir in
einem ersten Beweisschritt zeigen werden. Danach werden wir den Beweis fiir diese
f fiihren.

Schritt 1: Sei f € V,,. Dann setzen wir

n, f>n
gni=% f, —n<f<n
-n, f<—n.

Damit ist g, € Voo und g, —n—oo f in V. Beachte, dass g, FP-adaptiert ist. Es
geniigt nun, die Behauptung fiir die g,, zu zeigen.

Schritt 2: Sei f nun in V... Dann definieren wir eine Folge von Treppen durch

1 1 )
J §t<ij€Z7n€N.

w"(t) = on on on’




114 KAPITEL 9. DAS ITO-INTEGRAL

Wiéhlen wir s € [0,1], so setzen wir weiter
his(t,w) == f(Yn(t —s)+s,w), teJ wel

Wegen ¢, (t) € (t —27™,¢], also t — 27" < P, (t — s) + s < t, ist hy s € Vo und
einfach, und es gilt
hms(taw) = f(t - Tn,saw)

mit einem 7, s —pn—oo 0 bei festem s. Somit haben wir

J I = b 6yt = O
J

fiir jedes s € [0, 1]. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt dann

1
/O /J||f(t,-)—hn,s(t,-)ngp(},)dtds )

Also existeren ein s € [0, 1] und eine Teilfolge ny, so dass

hnk,s —k—00 f in Vp

Definition 9.5. Sei f € V. Dann setzen wir

/ fdB, = Lo(P)- lim fndBt,

wobei f, € Vi einfach sind mit f, —n 0o [ in Va. Dieses stochastische Integral
heifst Ité-Integral von f.

Bemerkung 9.6. (i) Die Definition des Ito-Integrals ist unabhiingig von der Wahl
der Folge, denn ist g, € V,, einfach eine weitere Folge mit g, —,—oo f in V3, so
folgt fn — gn —n—oo 0 in Vo. Lemma liefert dann

b
E( / fudB, - / ndByP) / [ — gul?dt) = .

(ii) Die Abbildung f — f: f(t)dBy ist eine Isometrie von Vo nach Lo(P), die It6-
Isometrie.

9.3 Eigenschaften des It6-Integrals

Die wichtigsten Eigenschaften des Ito-Integrals enthélt der folgende Satz:

Satz 9.7. Seien f,g, f, € Vo. Dann gelten
(a) fbdet f det—i—f faB; fura<c<b
() | (af—i—ﬁg)dBt—af det+ﬁf gdB; fiir alle o, 8 € R,
(c) [, dBy= By — Ba,
(4) E(J den =0,
(e) f; fdBy ist FP-messbar,
(1) E( [, fdB?) = E(J, | f[*dt) und
(9)  fn—nooo f inVoe [P fadB; —n oo [ fdB; in Lo(P).
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Beweis: Alle Aussagen dieses Satzes folgen mehr oder weniger direkt aus der Defini-
tion des Integrals, insbesondere durch die angegebene Approximation. Exemplarisch
wollen wir daher nur (e) beweisen:

Die Zufallsvariablen X,, := f fn(t)dBy, wobei die f, die Approximierenden der
Funktion f sind, sind }"b -messbar, und eine Teilfolge konvergiert P-f.s. gegen

X = f; f(t)dB;. Da F? die P-Nullmengen enthilt, ist auch X FP-messbar. O

Schauen wir uns nun ein Beispiel fiir das It6-Integral an. Wir betrachten die Folge

2" —1

Z Bt"X[t" tJH) )

wobei die {7 = j - 27" - ¢ eine Zerlegung des Intervalls [0,¢] fiir jedes n € N bilden.
Es gilt f,(t) =n—oo f = Bt in Vo, denn

1 1
I = 15 =3 / BB, — By it = 5 Y (61 — 7 < 5270 0).

J
Nun ist mit ABj = B,g;zr1 — Bt;@

t
/ BydB, = lim fn( JdBs = lim ZBtnAB»
0

n—oo n—oo

ST
J

1 2
7B — lim 5Z(AB]-)

J

und
E((>_(AB;)? ZIE ABj) + 12 = 2t(AB;)* + Y (AB)) )2)
J i#]
= Z B(At;)? + 12 — 2 AL + Y At At
i)

_22 (At}) ZAtAt —¢?

= 22 At))? =2-27"t =, 0.

Damit ergibt sich das Ito-Integral zu
¢
1 t
/ B,dB, = =B — -,
0 2 2

im Widerspruch zur Intuition aus dem Deterministischen. Hier wiirde man erwarten,
dass

t 1
/ BydB, = —B?
2
0

ist.
Theorem 9.8. Sei f € V. Dann gelten
(a) {fo s)dBs }t>0 und {( fo B)? — fot |f(s)|?ds}i>0 sind Martingale

bezughch FB

(b) Es gibt einen FB-adaptierten stochastischen Prozess It, der P-f.s. stetige
Pfade besitzt und in (t,w) messbar ist, so dass I = fo s)dBs fiir alle
t >0 P-fs. gilt.
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adaptiert. Nach Lemmal9.4| gibt es einfache f,, € Vi, d1e in Ly(J x Q) gegen f kon-
vergieren. Mit diesen ist der Prozess { fg | fn(s)|?ds} adaptiert und fiir jedes feste ¢

Beweis: (a) Nach Satz ‘( ) sind die Prozesse {fo s)dBg} und {( fo s)dBs)?}
a

konvergiert die zugehorige Zufallsvariable in Lo(P) gegen fot |f(s)|?ds. Somit sind
beide Prozesse in der Behauptung FZ-adaptiert. Es geniigt nun die Martingaleigen-
schaft jeweils fiir die approximierenden f, zu zeigen.

Sei also f € Vo einfach, ¢; die zugehdrige Zerlegung von [0,t], AB; = By,,, — By,
die zur BB gehorigen Zuwéchse und s € [0,¢], wobei 0.B.d.A. s = t;, fiir ein k ist.
Dann gilt

ol /O F(r)dB.|FP) = / " f(r)B, +E( / F(7)dB, | FP)

/ f(T)dB. + > E(f;AB;|FF)

j>k

/f JB, + 3 E(E(f,AB,|FE)|FP)

>k

/f JB, + 3 E(f; E(AB,|FE) |FP)
\w—/

j>k
= /S f(r)dB
0

=0

also die Behauptung fiir den ersten Prozess. Auf dhnliche Weise erhalten wir auch

/f )dB,)?FE) = ZEfzf]ABAB |FB)

= 2ZE (fifiAB:AB;|FP)|FP)

i<j

+ZIE (f7(ABy)*|FE)|FE)

=2 ZIE filiABE(AB;|FP) | FP)
i<j T

+ZE (f7 E(AB))*| ) |77)
—,_/

tit1—1;

/ f(r)%dr|FP).
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Folglich gilt mit J, := [) f(7)dB;,
/ f(r)dB;) / f(r)%dr|FB)
—E(J} - / F(7)%dr|FP)
=E((J; — Jo)? + 2JiJs — JHFP) - / f(r)2dr — ]E(/t f(r)%dr|FB)
/ f(1)2dr|FB) 4+ 2J, B(J,|FB) —J% -
——

~([ 1mas2 - [ ey

und somit die Behauptung fiir den zweiten Prozess.
(b) Ist f € V einfach mit der Zerlegung ¢; des Intervalls [0, 77, so ist

Cfr)dr—E /f J2dr| FP)

0

k—1

f dB _Z.fj Bt;+1 _Btj)+fk(Bt_Btk)7

falls ¢, <t < tp41 gilt. Dies zeigt die schon die Stetigkeit des Pfades, da B stetige
Pfade besitzt.
Ist nun f € V5, so approximieren wir f durch einfache f,, € V.. Dann setzen wir

I(t) /Otf(s)st, und I, ( /fn

Da {I,, — I,,} ein Martingal ist, gilt mit der Doobschen Ungleichung (vgl. Abschnitt

St

P(sup [1,(t) = In(t)] > €) < SE((In(T) — In(T))%) —nmeo 0

0<t<T €
fiir jedes feste € > 0. Zu € = 2% gibt es daher ein n; mit

P( sup |L,(t) — Ln(t)| > 27]“) <27k n,m > ng.
0<t<T

0.B.d.A. wihlen wir die Folge nj nun wachsend und setzen n = np; und m = ny,.
Dann folgt
P( sup Ly () = Ly (0)] > 277) <27F) keN.
0<t<

Definieren wir jetzt

Ap:={w: sup |Ink+1 (t,w) — Ly, (t,w)| > 27]6}7

o<t<T
so folgt
[e.e] oo
00> Y P(A) =E(> xa,),
k=1 k=1

also ), xa, < oo P-f.s.. Daher gibt es eine P-Nullmenge N € F, so dass es zu
jedem w ¢ N ein k(w) gibt mit w ¢ Ay, fiir alle k > k(w). Das bedeutet aber

sup |In, , (t,w) — I, (t,w)| < 2~k

0<t<T

k
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fiir k > k(w), also gilt fiir alle w ¢ N

l o]
sup_|In, (t,w) = Ln, () <Y 277 <Y 277 —pnp 00 0.
j=k j=k

0<t<T

Daher konvergiert I, (t,w) fir w ¢ N und gleichméflig in ¢ gegen eine messbare
Funktion I : J x © — R mit stetigen Pfaden. Andererseits konvergiert I, (¢,-) in
Lo(P) gegen fg f(s)dBs. Somit gilt fiir alle ¢ > 0

I(t,w) = /Otf(s)dBS P-fs..
a

Bemerkung 9.9. Im Folgenden verwenden wir als It6-Integral stets die stetige
Modifikation I; aus Theorem [9.8] Beachte, dass I; auch ein Martingal beziiglich F?
ist.

Bemerkung 9.10 (mehrdimensionales It6-Integral). Sei B eine m-dimensio-
nale BB mit vervollstdndigter Filtration FZ. Weiter seien uj, € Lo(J x Q) FB-
adaptiert fiir alle j = 1,...,d und k = 1, ..., m. Dann schreiben wir

= U1 57...7 Uu fT.
/JutdBt = [zk:/l x(t)dB zk:/] ar(t)dBY]

Dieses d-dimensionale Ito-Integral hat die analogen Eigenschaften wie das eindi-
mensionale [t6-Integral.

Beweis: Zuerst beachte man, dass {B] }4o ein FP-Martingal ist und dass B} — BJ
unabhiingig von F2 ist fiir jedes j = 1,...,d und jedes t > s > 0 (vgl. Abschnitt
. Deswegen kann man die eindimensionalen It6-Integrale fot u;ji(t)dBY beziiglich
FZ genauso definieren wie in Abschnitt Fiir dieses Integral gelten Satz und
Theorem entsprechend beziiglich FZ. Das oben eingefiihrte d-dimensionale It6-
Integral ist somit wohldefiniert und erfiillt ebenfalls die Entsprechungen von Satz
[0 und Theorem [0.8 Hierbei ist nur die Itd-Isometrie nicht sofort klar. Es reicht
die Isometrie fiir d = 1 und einfache u = (3, u¥xp, +,,,))7; zu zeigen. Dann gilt
aber

E(|/ut-dBt\2) =E(|Y ufAB|?) = ) E(ufulABFAB!)
J ki

k,l,i,7
= Y E(ufulE(ABFABIFE)) + 2> E(uful ABFE(ABLFP))
ki i<j
k,l
= Y E(ufu})E(ABFABY) = E((uf)*)E((ABf)?)
ikl ik

= uf)?) - At; = u(t)|?dt).
—%E((J) At E</J|<t>| dt)



Kapitel 10

Die Ito-Formel

10.1 Ito-Prozesse

Definition 10.1. Seien B eine eindimensionale BB auf der Zeitmenge T = [0, T
oder T =Ry, Xo P-f.s. konstant, u € Vi und v € V5. Dann heifst X, definiert durch

X (w) = Xo(w) +/0 u(s,w)der/o v(s,w)dBs(w), teJ

ein Ité-Prozess, wobei J = T gilt. Aquivalent zur definierenden Gleichung schreibt
man formal auch

Xilt=o = Xo
Bemerkung 10.2. (i) It6-Prozesse haben P-f.s. stetige Pfade.
(ii) It6-Prozesse sind i.a. keine Martingale.

(iii) It6-Prozesse sind FP-adaptiert (vgl. Anfang des Beweises von Theorem [9.8fa)).

Lemma 10.3. Seien u,v € Vo und der zugehorige Ito-Prozess

¢ ¢
X =Xo+ / u(s)ds + / v(s)dBs
0 0

ein P-Martingal. Dann ist w =0 f.4i. in J x Q.

Beweis: O.B.d.A. seien P-f.s. Xog = 0 und v = 0, da {Xo + fg v(s)dBs} ein P-
Martingal ist. Wir wéhlen eine Zerlegung ¢; von J mit der Feinheit §. Damit gilt

Ep(Xi) - 2EP(Xt7:Xt7:—1) + ]EP(thi—l)

-

H
I
-

N
ZEP((Xt7 - Xti—l)z) =
i=1

EP(Xt%) - QEP(Xti—l EP(Xti

Fti—l)) + EP(Xt21>1)

=X, _

|
\MZ

@
Il
-

1

Ep(X7) —Ep(X}_))

Il
.MZ

s
Il
—

=Ep(X7) — Ep(X3) = Ep(X7).

119
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Weiter erhalten wir mit der Holder-Ungleichung die Abschétzung

EP((Xti - Xti—1)2) =Ep </t\7 ’U,(S)dS)

<t —ti) / " Ep(ju(s))ds.

ti—1

Somit gilt

N
Bp(X§) = D Ep((Xi = X)) <6 | Juls)PdsdP =50 0.
i=1 X

Es folgt 0 = X; = Ep(Xp|F:) fiir alle £ und damit fst u(r,w)dr = 0 fiir fast alle
t > s und fast alle w € Q. Daraus folgt v =0 f.i. in J x Q. O

Satz 10.4. Die Koeffizienten u,v € Vy eines Ité-Prozesses sind f.s. (also f.i. in
J x Q) eindeutig bestimmit.

Beweis: Sei
¢ ¢ ¢ ¢

X ::/ u(s)ds—l—/ v(s)dBS:/ ﬂ(s)ds—i—/ v(s)dBs =: X4,
0 0 0 0

dann ist {X; — X;} ein Martingal, so dass nach Lemma fs. u = u gilt. Die
Gleichheit von v und v folgt dann aus der Ito-Isometrie. a

Theorem 10.5 (It6-Formel). Sei X ein [t6-Prozess und
g € BC' (J xR;R)NC(J; BC?*(R))

eine beschrinkte stetige Funktion mit im Wesentlichen beschrinkten partiellen Ab-
leitungen 0yg, Opg und d2g. Definieren wir Y; = g(t, X;) fiir jedes t € J, dann ist
Y ebenfalls ein It6-Prozess, und es gilt

{ dYy = Oyg(t, Xy)dt + 0,9(t, X¢)d Xy + 502g(t, Xi)(dXy)?
Y=o = 9(0, Xo)

mit der Konvention (dt)? = dt - dB; = 0 und (dBy)? = dt.

Bemerkung 10.6. (i) Ausformuliert lautet die It6-Formel:

1
dY; = |:atg(t7Xt) + 0p9(t, Xy )u(t) + 5659(’5, Xo)v*(t) | dt + 0,9(t, Xi)v(t)dBy.

(ii) In Integralform lautet die It6-Formel:
K 1
)/t = g(oa XO) + / |:8tg(87 XS) + 8Ig(S,X3)’U,(S) + iaig(S7XS)v2(s) ds
0

t
+/ 0:9(s, Xs)v(s)dBs.
0
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Beispiele:
(i) Wir setzen X = B, also u = 0 und v = 1, sowie g(t,z) = 2?/2. Dann folgt mit

der Ito-Formel B2 p
t

d{ =) =—=+ BB

( 9 > 5 + biaby,

also das Ito-Integral
t
B2/2=1/2+ / B,dB;
0

in derselben Form, wie schon in Kapitel [9] zu Fufl gezeigt.

(ii) Dieses Beispiel zeigt die Regel der partiellen Integration fiir Tt6-Integrale. Sei
dafiir f € C*(J). Wir withlen dann g(t,z) = f(t) -  und wieder X = B. Dann ist
mit der It6-Formel

d(f(t)By) = f'(t)Bedt + f(t)dB

oder in integrierter Form

(B, = /0 F'(3)Buds + /0 f(s)dB,.

Somit folgt die Regel der partiellen Integration der Form

/Otf(s)st — f()B, — /Ot F(s)B.ds.

Da nun B stetige Pfade besitzt, lédsst sich diese Formel verallgemeinern zu

/0 ' f(s)dB. = £(1)B, ~ /0 ' BLdf(s)

fiir f € BV (J).

10.2 Beweis der Ito-Formel

Zur Erinnerung wiederholen wir an dieser Stelle noch einmal das Theorem [10.5| zur
It6-Formel:
Sei X ein Ito-Prozess und

g € BC'"(J x R;R) N C(J; BC*™(R))

eine beschrinkte stetige Funktion mit im Wesentlichen beschrinkten partiellen Ab-
leitungen 0yg, Opg und O2g. Definieren wir Y; = g(t, X;) fiir jedes t € J, dann ist
Y ebenfalls ein It6-Prozess, und es gilt

{ dYy = 0Oig(t, X¢)dt + 0,g(t, X1)d Xy + %agg(t,Xt)(dXtV
Y=o = 9(0, Xo)

mit der Konvention (dt)? = dt - dB; = 0 und (dB;)? = dt.

Beweis des Theorems [10.5 Schritt 1: Sei zuniichst g € BC®(J x R) und u,v € Va.
Dann wihlen wir gleichméBig beschrinkte einfache Funktionen u™,v™ € Vo, mit

u” —,—0o v und v" —, oo v In V.

Weiterhin sei 0 = ¢ < ¢ < .. <}y, = T fiir jedes n € N eine gemeinsame
Zerlegung des Zeitintervalls J = [0,7] zu u und v, X" der zu «"™ und v™ gehorige
It6-Prozess,

n .._ 4n n n .__ n n
At =t — 17, AXP = X7 — Xp,
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AB} := By — Bir und Agj = g(t?’Jrl,X%H) - g(t?,X%L)

jeweils fir j = 0,..., N, — 1. Es gilt damit X}* —,, o Xt in La(P) gleichmiBig in
teld.
Fiir ¢ € [t7, 1}, ;) ist nun

-1
9(t, X7") = (0, X§) + > Ag} +g(t, X7") — g(t7, X71),
=0

mit der Taylor-Formel und g} := g(t7, X{») also
1—1
g(t, XP) =g + > (0eg) A} + 0ng) AXT)
7=0

-1
+Z( 07 g (AT + 00,97 ATAX] + a,gj (AX]) > Z
j=0

wobei die Restglieder R} = O((At})? + [AX7'|?) sind, da g € BC?(J;R). Dabei
haben wir 0.B.d.A. t = t}' gesetzt. Nun sind die partiellen Ableitungen von g bis
zur Ordnung 2 sowie g selbst gleichméBig beschrankt und global lipschitz. Also gilt
mit t? = t?n —n—oo bt

0p07g} = 00l g(t], X ) —n—oe 07 0Lg(t, Xe)

in Ly(P), gleichmiBig in t € J, fiir 0 < o, 8 < 2 und o + B < 2. Damit folgen die
Konvergenzen (i)-(vi):

(i)

-1

Zatgj At} —n—oo / Org(s, Xs)ds in Lo(P), glm. in t € J.
7=0

(ii) Mit u := u™(t}) und v} = v"(t}) ist:
Z Ougt AXT = Z Ougiul ALY + Z Ougi v ABY

—n—oo / 5‘mg(s,X(5))u(s)ds+/ 0:9(s, X(s))v(s)dBs in Ly(P),
0 0

da die Integranden in Ly(J x §2) konvergieren.

(iii)

-1 1

Jj=0 J
(iv)

-1
> 00,97 ATAXT = Zh” H(AL) +Zh" PALABY.

=0
::h;‘
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Die erste Summe geht wie (iii) gegen 0 in Lo(P). Die zweite Summe behandeln wir
mit a7 := h7v}' und der Hélder-Ungleichung wie folgt:

-1 -1
E(]) af AtFABF?) = > E(afa} ABAB})AL} At}
j=0 1,7=0
-1
<MD\ JALAL AL ALY
4,7=0

<M-6,-T?> =, 0.

(ZB)?) —nmse 0in Ly(P) wie in (iv).

Z T(AX])? Zh" 1AL

+2Zh”u"v"At"AB" Zh" ")2(ABP)>.

J 707

Die ersten beiden Summen gehen wieder wie in (iii) und (iv) gegen 0 in Ly (P), glm.

in t € J. Die letzte Summe behandeln wir mit a? := h% (v7)? wie folgt: Es ist
-1 -1
E((D_af((AB})? = At)?) = Y E(afa}((AB})? = Af)((AB}) — At}))
Jj=0 4,5=0
=2 E(ala}((AB}")> — At})E((AB})? - At} FR))
i<j
=0

-1
+ ) E((a})*((AB})? — At})?)

T‘ <.
|
o

< CY E((ABN") +2ALE((AB))?) + (At})?

~ .
Il
= o

<O (Af)?

INg

7=0
<C-T-6p —pooo 0.

Damit haben wir also

Z " (AXD)? ,Hoo/ 5029(s, X())2ds in Lo(P).
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Insgesamt haben wir somit bisher gezeigt, dass
t
1
(0.0 = (0. 0) + [ |oug(s, )+ duglo Ko + G2t X2 s
0

t
+ / D295, Xa)vsdB,,
0
also
1
dg(t, X;) = {3t9(t,Xt) + 0,9(t, Xy )uy + iaig(ta Xt)“?} dt 4 0.g(t, X;)vidBy,

sofern u,v € Voo und g € BC3(J x R) gelten.

Schritt 2: Sind nun v € Vi, v € Vs beliebig, so approximieren wir u und v punktweise
und in V; beziehungsweise in V5 durch v”,v™ € V, wobei |u™| < |u| und [v™| < |v|
punktweise gelten. Die Funktionen 99%g(t, XJ) sind punktweise konvergent gegen
020Pg(t, X;) und gleichmiBig beschrinkt. Also liefert der Satz von Lebesgue be-
ziehungsweise der Ito-Isomorphismus die Behauptung fiir allgemeine v € V; und
v € Vi, sofern g € BC3(J x R) ist.

Schritt 3: Ist nun g € BC'~2~(J x R), dann approximieren wir g durch Funktionen
gn € BC?(J x R) in BC%!(J x R), so dass 0;g,, und 92g,, gleichmiBig beschriinkt
sind, also g, global lipschitz in ¢ und 0, g, global lipschitz in x ist, gleichméfig in n.
Dies kann zum Beispiel durch Friedrichs-Mollifier geschehen. Der Satz von Lebesgue
und der Ité-Isomorphismus ergeben dann auch die Behauptung fiir

g € BC'™*7(J x R).
O

Bemerkung 10.7. Fiir allgemeine g € C1727(J x R) benétigen wir eine Erwei-
terung des It6-Integrals (vgl. Karatzas, Shreve [I7]). Beschrinken wir uns auf das
oben eingefiihrte Ito-Integral im Rahmen der Lo-Theorie, so brauchen wir Wachs-
tumsbedingungen an die Ableitungen von g der Form:

(1) 10eg(t,2) < C(1+ |z]), [92g(t, x)| +929(t,2)| < C.

Damit ist also selbst lineares Wachstum von g noch zugelassen. Wenn g € C*~27 (J x

U) fiir ein offenes Intervall U C R ist, (1) gilt und X; € U P-f.s., so gilt ebenfalls
die It6-Formel. Man muss hierfiir im Beweis nur Schritt 3 geeignet abédndern.

Ohne Beweis notieren wir noch die mehrdimensionale Version der Ito-Formel:

Korollar 10.8 (mehrdimensionale Ité6-Formel). SeiX ein d-dimensionaler It6-
Prozess, also

= tu S S . tv S !
Xku)ka(m/o o >d+§/0 (s)dB!

fiir jedes k = 1, ...,d mit m unabhdngigen BBs B!, ...,B™. Dabei sind up € Vi und
vg € Vo fiir jedes k € {1, ...,d} und jedesl € {1,...,m}. Sei weiter
g € BC'(J x RLR™) N C(J; BC*™ (RYR™)).

Dann ist der durch Yy = g(t,X;) definierte Prozess Y ein n-dimensionaler Ité-
Prozess, und es gilt firk=1,...,n:

1
d(Yk)t = 8tgk(t7Xt)dt + azgk(tht) -dXy + §aggk(taXt) : (dXthtT)
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mit den Konventionen (dt)? = dtdB! = dBldt = 0 fiir jedes | € {1,....m} sowie
(dBydBT) = Idt. Genauer gilt also firk =1,...,n:

t d
Yi(t) = gr(0, Xo) + / Orgr (s, Xs)ds + Z/ 0591 (s, Xs)uj(s)ds
0 =iJo

d m .
1
+ 2 Z Z/o 0;0; g1 (s, Xs)vi(s)vji(s)ds

i,j=11=1
d m t
+ZZ/ 8jgk(87Xs)vjl(S)dBi.
j=11=1"0

Beispiel 10.9. In diesem Beispiel wollen wir das stochastische Differential vom
Produkt zweier Prozesse betrachten. Dazu seien v, z € Loo(J x ) und u, w € La(J X
Q) FP-adaptiert. Die Prozesse X und Y seien beschrieben durch die stochastischen
Differentialgleichungen

dXt = utdt + UtdBt
d}/t = wtdt + thBt.

Ferner seien v;Yy, 2: X; € Lo(P). Fiir die Funktion g wéhlen wir nun g(¢, z,y) = zy.
Mit der It6-Formel (m = 1, d = 2) folgt dann
d(X.Y;) = Opgdt + 0,9d X, + 0ygdY;
1 1
+ 5079(dX0)* + 07, gd X, - dY: + S07g(dY7)’
=YidX; + X4 dY; + dX; - dY;.

Die intgerierte Form liefert also
t t
XY = XoYo + / (Ysus + Xgws + vs25)ds + / (Yyvs + X425)dBs.
0 0

Die Anwendung der Itd-Formel ldsst sich rechtfertigen, indem man in Beweisschritt
3 die folgende Approximation verwendet:

In(2,y) = on(T)n(y)

mit @, (z) = z fiir [2| < n, |p@)| < |z] und ||}, |[so, |[¥n||ec < ¢ sowie entsprechen-
des fiir ,,.

Bemerkung 10.10. Wie auch vorher ist ein lineares Wachstum von g und d;¢g in
x zugelassen. Lassen wir die Beschrinktheitsbedingungen an g fallen, so gilt auch
diese It6-Formel nur fiir den erweiterten Begriff des [t6-Integrals.
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Kapitel 11

Stochastische
Differentialgleichungen

11.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
Wir betrachten in diesem Kapitel die stochastische Differentialgleichung
(1) dSt = b(t, St)dt + O'(t, St)dBt

fir t € J = [r,T] C T mit Anfangswert S¢|;—, = S,. Dabei sind
(i) B eine m-dimensionale BB mit (vervollstindigter) kanonischer
Filtration FB,
(i)  b: Jx QxR — R messbar und {b(t, -, 7) }ses FP-adaptiert
fiir jedes x € R,
(iii) o: J x QxR — R¥>™ messbar und {o(t, -, z)}scs FE-adaptiert
fiir jedes x € R,
In diesem Abschnitt interessiert uns nun die Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen dieser Differentialgleichung. Was wir dabei unter einer Losung verstehen, erklart
uns die folgende Definition:

Definition 11.1. Fin stochastischer Prozess S = {Si}iey heifit Lésung von (1),
falls S € Lo(J x Q) FB-adaptiert ist (S € Va), P-f.s. stetige Pfade besitzt und

t t
(2) Sy =S, +/ b(&SS)ds—&—/ o(s,Ss)dBs

fiir jedes t € J erfillt ist.

Um Losungen von (1) im Sinne der Definition zu erhalten, sind weitere An-
nahmen erforderlich:

(H1) Lipschitz-Bedingungen in x:

|b(t,w,x) — b(t,w,T)

z B(t,w)|z — x|, P-fs.Vr,z R4 tecJ
‘O’(t,w,.ﬁ(f) - U(tawaj) fY(

| <
| < t,w)|r —z|, P-fs. Vo, 2R te J.
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Damit gilt nun der folgende Satz:

Satz 11.2. Seien (i), (ii), (iii) sowie (H1) und (H2) erfiillt. Seien weiter der An-
fangswert S; € Lo(P) FE-messbar, B € Loo(2; La(J)) und v € Loo(J x Q). Dann
besitzt (1) genau eine Ldsung S im Sinne von Definition m

Beweis: Die Idee dieses Beweises ist das Kontraktionsprinzip, also der Fixpunktsatz
von Banach. Dazu versehen wir V5 mit der Norm

T
X = / ¢ 2 E(X2)ds,

wobei a > 0 spéter gewéhlt wird. Es sei X € V5, und wir setzen Y := b(s, X;) sowie
Zs := o(s,X) fir s € J. Nach unseren Voraussetzungen sind die so definierten
Prozesse Y und Z auf J x 2 messbar und FB-adaptiert. Aufilerdem zeigen (H1) und
(H2), dass Y € Ly (J; L2(2)) und Z € Lo(J x Q) gelten. Somit kénnen wir (®X),
durch die rechte Seite von (2) definieren, also

t t

(BX), == S, + / b(s, X,)ds + / o(s, X,)dB,

T T

fir t € J und X € Vo. Gem#B Kapitel [J] ist der Prozess ®X in (¢,w) messbar,
FB_adaptiert und besitzt P-f.s. stetige Pfade. Ferner gehort der Prozess

t

(@0} = (5. + |

t
b(s,0)ds +/ o(s,0)dBs}
zu Vs, aufgrund von (H2) und der It6-Isometrie. Nun ist

t t

(@X)t:(d)o)t—i-/ (b(s,XS)—b(&O))ds—i—/ (s, X.) — o(s,0))dB,.

T T

Also folgt ®X € Vo, wenn ||[PX — ®Y|| < oo fiir alle X, Y € V; gilt. Wir zeigen nun
sogar

19X — @Y|| < KX - Y|

flir 0 <k <1lund X,Y € V5. Dies konnen wir durch geeignete Wahl von « erreichen.
Es ist

5 (b(s, X,) — b{s, ¥:))ds)? < E( / [bls, X.) — b(s, ¥:)lds)?)
<B(([ B(6)1X. — YildsP)
<m(([ sy / X, - Vi)
< sup [ B(s)ds- / TE(X, - Y2[?)ds

weQ Jr

t
< Cf/ E(|X, — Ys|?)ds,



11.2. BEISPIELE 129

wobei C] := supQ(fTT B(s)%ds)/? = |8]L(:Ls()) ist. Damit folgt aus der Young-
schen Ungleichung

t T s
l / (b(s, X.) — b(s, Y))ds||? = / e 20 / (b(p. X,) — b(p, Y,))dp)*)ds
T s
< 012/ / em 2P 2 R(|1 X, — Y, [} dpds
2
< hx -y
@]
Weiterhin haben wir mit der Ito-Isometrie

E( / (0(5, X.) — 0(s, Ya))dB, %) / l0(s, X,) — o (s, Y2)[2ds)
sE(/ +(5)?| X, — Y, [ds)
- / E((s)*|X, — Y [?)ds

t
< sup (s,w)?- / E(|X, — Y [?)ds
JIxQ T

=:C2

womit folgt, dass
t T s
I / (0(5, X,) — o (s, Y2))dBs | = / e~ 20 / (0(p. X,) — 0l(p.Y,))dB,))ds
T s

< (722/ / e~ 2als=Pe 2 R(| X, — Y, [})dpds
2

< SZjx - v
(0]

Insgesamt haben wir also

Cp + Oy
V2«

fir X, Y € V5. Damit ist ® eine strikte Kontraktion auf Vs, falls zum Beispiel

Ch+ Cs <1
Voa T2

gewdhlt wird. Das Kontraktionsprinzip ergibt dann die Behauptung. a

10X — @Y|| < —=—=[|X - Y]]

also V2(C1 + C9)) <

11.2 Beispiele

(i) Lineare Gleichung mit additivem Rauschen:
Wir betrachten das eindimensionale Problem

(3) dSt = AtStdt + ('}'tdBt7

firte J=[1,T], A€ Loo(2; La(J)) und 0 € Loo(J x ), wobei A und o adaptiert
sind. Nach Satz[11.2] existiert ein eindeutiger Losungsprozess S = {S; }1cs von (3),
den wir nun berechnen wollen.
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Setzen wir dazu
t
X, =e /- Asds g,

so folgt mit der Regel {iber Produkte der It6-Formel

dX; = d(e” s 4+49) 8, 4 = Jr Asdogs, 1 d(e 7 Ad%) g,
— — Aje [T A Gt 4 e ST Asdsgg, _ A e [T Asds g g,
= — At€7 f: Asdsstdt + At67 f: Asdsstdt +e f: AstO'tdBt,

also

t
X=X, + / e~ 7 Avdrg dB,

und somit (wegen der Definition von X;)

¢
Sy = el+ Asds g —|—/ els Apdp 5 dB,.

T

(ii) Lineare Gleichung mit multiplikativem Rauschen:
Wir betrachten hier das eindimensionale Problem

(4) dSt = /,LStdt + O'StdBt

fir t € J = [r,T], wobei p und o positive Konstanten sind und S; > 0 gilt. Seien
S; die eindeutige Losung von (4) und € > 0. Wir nehmen an, dass S; > 0 gilt, und
setzen

Y :==log(S; + ¢).
Es sei g.(z) = log(z + €) fiir > 0 und g.|zg_ € BC?. Dann ergibt die It6-Formel
(vgl. Bemerkung [10.7)
St 0'2 Stz
Ay = -t
¢ ('LLSt—i—e 2 (S +e)?

St
dt dBy.
> +USt+€ ¢

Nun konvergiert S;(S; + €)™ gegen 1 in Lo(J x Q) fiir € — 0. Folglich konvergiert
{Y} gegen den Itd-Prozess {Y;} := {log S;} mit

t t
Yt:YT+(u—02/2)/ ds+a/ dB,

T T

— Y, + (= 0?/2)(t—7) + o(B, — By)

Damit ist
S, = Yt — o (Bi=Br) | e(Ahrfz/?)(t*T)JrYr_

Somit ist

S, = Srev(Bt—BT)+(#—02/2)(t—T)
ein Kandidat fiir die eindeutige Lésung von (4). Dabei erscheint der Term e=0/2(t=7)
iiberraschend, da er im deterministischen Fall nicht auftreten wiirde. Er kommt
ausschlieBlich vom Zusatzterm der Ito-Formel stochastischer Integrale gegeniiber
deterministischer Integrale. Man sieht wie im Beweis zu Proposition dass Sy
tatséchlich (4) 16st.
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11.3 Die Feynman-Kac Formel
In diesem Abschnitt betrachten wir die stochastische Differentialgleichung

dZt = b(t, Zt)dt —+ O'(t, Zt)dBt
(5) P

deren Losung wir mit {Z;" },¢[, ) bezeichnen. Hierbei sind J := [0, T], 7,¢ € J mit
<t zeR

b € buc®(J x RGRY) und o € buc®(J x RYR>™)

mit einem « € (0, 1) sowie B eine m-dimensionale BB mit kanonischer vervollstdndig-
ter Filtration FZ. Dabei ist

buc®®(J x RGRY) = {f € buc(J x RLRY) : f(t,-) € buc® (R RY)

und sup ||f(¢,)||ce < o0}
ted

Weiter seien b,o global lipschitz in z, gleichmiBig in ¢, oo gleichmiBig positiv
definit und r € C(J) eine reellwertige Funktion. Dazu betrachten wir die partielle
Differentialgleichung

(6) { owu(t,z) + b(t, x) - Veult,z) + 2o(t,z)oT (t,z) : Viu(t,z) = r(t)u(t,z)
wT,z) = g(z)

fir r € R? und ¢ € J. Sei nun g € buc®(RY). Dann besitzt die Gleichung (6) genau
eine Losung

u € CY([0,T); buc®(RY)) N C([0, T); buc*T*(RY)) N C(J; buc®(R?)),

vgl. Buttu [8, Theorem 2.2] und Lunardi [23, Abschnitt 3.1.3] (siehe auch: Lunardi
[23] Theorem 5.1.9]).

Satz 11.3 (Feynman-Kac Formel). Die Ldisung von (6) hat die Darstellung
u(tv ZL’) - E(e_ ftT T(S)dsg(Z;’t))’
fir x € R* und t € J.

Beweis: Sei u(t,z) die Losung von (6). Fiir t = T ist die Behauptung klar. Fiir
t €10,T) ergibt die Itd-Formel

d(eftT ”'(s)dsu(t, zZim) = —r(t)eftT 7'(S)dsu(t, Z7Tdt
+ el TS (g (t, ZETVdt + Voult, Z5T) - dZy + %Viu(t, Z5V(dZy)?]
= e TS [y (tyu(t, ZET) + Bpu(t, ZET) + b(t, ZET) - Vault, Z57)
+ %U(t, ZE Mo (t, Z57) : Viu(t, ZPT)|dt
+ el TSt 25T - o (t, Z8T)dB,.
Da « nun aber (6) lost, verbleibt

(el (e, Z97)) = el TOBY (e, 297 - o(t, 27TV B,.
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Damit folgt
elr-c TSy (T — €, Z57 ) = 7 sy (7 zomy 4

T
+ / e sy (e, Z5Ta (t, 257 )dB,,

fiir den Erwartungswert also

E(el e sy _ 257 ) = E(e)7 "%y (r, ) +0

= e[;T T(S)dsu(T’ (E)
wegen Z¥" = x. Wir haben somit im Grenzwert fiir € — 0
ulr,z) = e I OSE(g(257)),

also die Behauptung. O



Kapitel 12

Erginzende Resultate iiber
stochastische Prozesse

Auch in diesem Kapitel bezeichnen wir wie gehabt die zugrunde liegende stetige
Zeitmenge mit J := [0,T] = T, B := {B; }+c als eine m-dimensionale BB und mit
FB := {FP}ics die durch die BB induzierte vervollstindigte Filtration.

12.1 Ein Darstellungssatz fiir Martingale

Theorem 12.1 (Martingal-Darstellungssatz). (a) SeiY € Ly(Q, FZ, P). Dann
gibt es einen FB-adaptierten Prozess X = {X;}ies € La(J x Q;R™) mit

T
Y =E(Y) +/ X, - dB,.
0

(b) Sei Y = {Y;}1es ein Martingal beziiglich FB mit Y, € Lo(P) fiir alle t € J.
Dann gibt es einen FB-adaptierten Prozess X = {X;}ies € La(J x Q;R™) mit

t
Y, = E(Yo) +/ X, - dBs.
0
Beweis: Wir fithren den Beweis fiir m = 1, der allgemeine Fall kann analog bewie-
sen werden. Dazu zeigen wir zunéichst, dass aus der Aussage (a) schon (b) folgt.

Verwenden wir fiir Y in (a) die Zufallsgrofie des Endzeitpunktes, also Yr aus (b),
dann erhalten wir die Existenz eines Prozesses X, so dass

T
Yr =E(Yr) —|—/ XsdBs
0
gilt. Da Y ein Martingal ist folgt demnach mit diesem X

T
Y, = E(Vr|F2) = E(E(Yr) |F2) + E( / X, dB.|FP)
N—— 0

=Y,

t T
:E(Yo)+/ XSdBSJrE(/ X, dB,|FP),
0 t

=0

also (b). Den Beweis von (a) vollziehen wir in 3 Schritten und betrachten dabei die
Menge
H .= { f=elo MdBa—g [T R (s e p () einfach}.

133
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Schritt 1: Das h, das ein f € H definiert, lasst sich mit einer geeigneten Zerlegung
(tx)X_, des Intervalls J schreiben als

= Z th[tk,thrl)(t)
k

Damit und mit den Vereinbarungen ABj := By, , — By, und Aty := t 41 — 1,
erhalten wir
E(ePfOT h(s)st) _ E(H ephkABk), p>1.
k

Die Unabhéngigkeit der A By untereinander und deren Verteilungen liefern uns also
(epjo s)dB _ H]E e;DhchBk)

e~ T /ZAtk efy2/2
_ H/ephk:r — H/ephky\/Atk dy
\/27TAtk b R \/27‘(

- Hep hkAtk/2 — GTfO hg(s)ds < 00
k

Damit gilt H C L,(Q, FE, P) fiir jedes p > 1, insbesondere also

H C Ly(Q, FE, P).

Schritt 2: Sei nun g € Lo(Q, FB, P) eine Zufallsvariable mit der Eigenschaft
E(fg) =0
fiir jedes f € H, dann folgt

0 = E(gezk hkABk—% Zk hi) = E(gezk hkABk)e_%Zk hi7

also
]E(geZk MeBe ) =0

fir alle A, € R. Mit der analytischen Fortsetzung erhalten wir
E(ge' 2x B ) =
fiir alle A\ € C, also auch
E(E(g|By,, ... Biy )e' =+ 25 ) = 0,
und mit gn = E(g| By, , ..., Biy ), dPY := gndP folgt
0= Epn(e'2rMBu) = SDIL;Z B, (A);

wobei ¢ die charakteristische Funktion, also die Fourier-Transformierte, bezeichnet.
Die Eindeutigkeit der Fourier-Transformation liefert nun

N _
PBtlwa - 07

tN

folglich ist
PN({By,,...,Biy} €0) =0
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fiir alle O € BV, also auch PY(A) = 0 fiir jedes A € o(By,, ..., Bty ). Daher ist fiir
jedes solche A

/E(g|Bt1,...,BtN)dP:/gdP:O.
A A

Da diese Eigenschaft fiir jedes f € H gilt, ist also auch die Wahl der Zerlegung (¢x)
von J beliebig dafiir, und es folgt
/ gdP =0
A

fiir alle A € FE. Also ist g = 0 P-f.s. und somit H schon dicht in Ly($2, FE, P).

Schritt 3: Sei nun
f; = elo Me)dBa—5 [ h?(s)ds

dann ist fr € H und es gilt mit der It6-Formel (vgl. Beweis von Proposition [12.4)
dfy = h(t)ftdBm
also wegen fo =1
T
fr=1 +/ h(s)fsdBs.
0

Damit erhalten wir

T
B(fr) = 1+E([ A(s)fdB.) =1,

wegen der Martingaleigenschaft des Ito-Integrals. Zusammen ergeben die letzten
beiden Gleichungen

T
fr — E(fr) = /0 h(s)f.dB.,

also die Behauptung fiir fr € H. Das Bild des It6-Isomorphismus ist abgeschlossen
und mit Schritt 2 dicht in {f € Lo(Q, FE, P) : E(f) = 0}, woraus (a) folgt. O

Bemerkung 12.2. Aus Schritt 1 des Beweises folgt, dass {Z;}1c s mit

7, = exp ( /O ' h(s)dB. - % /0 t h2(s)ds)

fiir jedes h € Lo(J) ein Lo-Martingal ist. Vergleiche hierzu auch mit dem noch
folgenden Abschnitt

12.2 Levys Theorem

Theorem 12.3 (Levy). Sei X = {X;}er, ein m-dimensionaler stochastischer
Prozess auf (Q,F, P) mit Xo = 0 und X; € L2(Q;R™) fiir alle t > 0. Dann ist X
genau dann eine BB, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(a) X besitzt P-f.s. stetige Pfade,
(b) X ist beziiglich F = {Fi }rer, mit Fy = o0({Xs: s <t})UN ein Martingal,
wobei N' = {N € F: P(N) =0} bedeutet, sowie
(c) {XuX] —tI}ier, ist beziiglich F ein Martingal.
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Beweis: Dass eine BB die Eigenschaften (a)-(c) besitzt, ist uns seit Kapitel [8| be-
kannt. Es geniigt somit nur die Umkehrung zu zeigen, wobei wir uns wieder auf den
Fall m = 1 beschridnken. Dazu behaupten wir, dass das stochastische Integral

b
/ fidX,

wohldefiniert ist. Schauen wir zuriick in Kapitel [0} so sehen wir, dass wir zur Kon-
struktion des stochastischen Integrals lediglich die zwei Eigenschaften

(i) E(X:;— X4|Fs) =0 und

(i) E((X;— X,)?|F)=t—s
fiir alle s < ¢ verwendet haben. Offenbar ist (i) d4quivalent zu (b), und die Rechnung

E((Xy = X,)*|1Fs) = B(X7 = 2X, X, + XJ| )
= B(X7? — t|F.) + t — 2X.E(Xe| Fo) + X7
= X2 _s4t-2X24+X2=t—5s

zeigt, dass (ii) von den Bedingungen (b) und (c) impliziert wird. Somit ist unsere
Behauptung tiber die Wohldefiniertheit des Integrals gerechtfertigt.

Sei nun g(x) = €%* mit einem ¢ € R. Die Ito-Formel (in der Version Karatzas,
Shreve [I7, Theorem 3.3.3]) ergibt dann

1
dg(X,) = e X1dX, — 552625& dt,

also . )
1
9(Xy) = g(Xs) — 552/ erderJrzg/ e“XdXx,.

Folglich haben wir
GE(Xe=X0) _ %52 /t GO =X) g e /t GEX =X g
s s
Bilden wir nun den Erwartungswert, so erhalten wir
E(elé(Xt—Xs)) -1— %52 /t]E(QZE(XT—Xs))d77

da E(f: e¥(Xr=Xo)dX ) = 0 ist. Wir kénnen nun folgern, dass
E(e(Xe=Xe)) = o= 387 (t=s)

ist, also dass die Zuwiichse X; — X N(0,t — s)-verteilt sind. Desweiteren definieren
wir die Zuwéchse AX; := X;, ., — X, fiir eine beliebige Folge von Zeitpunkten
0<ty<ty <..<ty <oo. Ferner gilt

1 t
E(e )| F) =1~ 552/ E(e X=X |7, )dr,
also
E(e€(Xe=Xo)|F,) = ¢3¢ (1=9)

fiir s < t. Daraus folgt

N—-1 N-2

B(J] e98%) =E(]] e 0B Fn 0|7, )
§=0 §=0

N-2
— e_%glz\ffl(tN_thl)]E( H elfjAXj)7
3=0
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durch Induktion also

E(e'Ts 58%5) = He*%@“t]‘
j
_ HE(ezEjAXj) = H@ij(gj),
j j

Mit dem Satz folgt damit, dass AXj, ..., AXy_1 unabhingig sind, also besitzt
X unabhéingige Zuwéchse. Der Satz und die Voraussetzung (a) identifizieren X
nun als eine BB. O

12.3 Das Theorem von Girsanov

Proposition 12.4. Sei {h;};c; ein FB-adaptierter Prozess mit h € Loo(JxQ;R™).
Dann ist M = { M, }1cj mit

¢ 1/t
M; = exp (/ hs - dBg — 7/ |h5|2d8)
0 2 Jo

ein Martingal beziglich FB mit M, € L,(P) firp e [1,00) und dMy; = Mhy - dB;
fiir alle t € J.

Beweis: (1) Wir zeigen zunéchst die Martingaleigenschaft unter der Annahme, dass
M € Lo(J x ) ist. Dazu setzen wir

g@) =" und gu(z) = x(a/n)
mit einem Abschneider y € C§°(R), dessen Triger in B2(0) = {z € R: |z| < 2}

liegt, der identisch 1 auf B1(0) = {x € R : |z| < 1} ist und dessen Bild in [0, 1]
liegt. Weiter definieren wir

t 1 t
X, ::/ hs-st—f/ |hs|2ds,
0 2 0

Zy = g(X:) und  Z] = gn(Xy).

sowie

Es gelten nun

Z{ —n—oo Zt fs.und |Z7| < | Zy]

fiir alle n und ¢, also

7" — Z, in Ly(J x Q).
Mit
/ 1 /
(@) = ga(w) + —g(x)x' (@/n) und

@) = () + 2 g (2/m) + ()" (z/n)
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ergibt die [t6-Formel

1
dz{ = g, (X:)dX; + 592(Xt)dXt -dXy

1 1
= g, (X¢)hy - dB; — igé(Xtﬂhtlet + §gZ(Xt)|ht|2dt

+ gl [ ZgN O /) + g (XN (/)| a

[ 1
= Ztn + nZtX/(Xt/’I’L):| ht . dBt

1 M1 1
+ 5|ht|2 Eth’(Xt/n) + TLQZtX”(Xt/n)] dt,
also

2 =1 [ 5P (K m) (X ) s
+ / Zo(X(X2 /) + X (Xe/n) /m)h - dB,.

Da nun {Z;} = M € Lo(J x Q) nach Annahme sowie h € Lo (J x Q)™ nach
Voraussetzung gelten, folgt fiir n — oo

t
Zt:1+/ Zshs'st,
0

also

dZt - Ztht . dBt

Damit ist {Z;} = M ein Ly-Martingal.

(ii) Es bleibt uns nun zu zeigen, dass M € Lo(J x Q) gilt. Betrachten wir hierzu
zunéichst den Fall m = 1. Dafiir withlen wir ein h € Lo (J x Q) einfach, also
h = 3 hiXity by fliv eine Zerlegung (t) von J. Es folgt mit den Zuwéchsen
ABk = Btk+1 - Btk

N-1
E(EP Jot hsdBS) — E( H 6phkABk)
k=0
N-1
= EE([] e 2575 )
k=0
N-2
= E( H ephkABkE(ePhN—lABN—l|ftB )
N-1//7
k=0

da h adaptiert ist.
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Weiterhin gilt

ZOO P "
E(eth—lABN71|ftB;\]71) =E( o h%_(ABy_1) |_7:5v71)
n=0

> p n n
=Y S JE((ABy-1)"|FE )

= n!
S EB(AB
= Y W E(ABy-1)"),
n=0
sowie
™ LI (AtN1)"/2/ o
E((ABy_1)" :/76 WiN—d Jp = N2 ne=y /24
BBy = | Jrnins Vo A
0, n ungerade
B { (Aty_1)"/? fRy”e_f/z%, n gerade.

Partielle Integration und Induktion ergibt nun

2z —y?/2 dy _ / 2(z—1) ,—y%/2 dy
e — =(2z—-1 e —
/Ry V2T ( ) Ry V2

(2z1)(223)-...~122(_2f(;_1)1!)!,

also

= p?* 2z —1)!
]E(eth71ABN71|_7:tl?v71) — Z p h2z ( Z ) '(AtN—l)Z

L (22) VT 21 (2 - 1)
_ i pQZ . (Athl)z h2z
g 27 2! N-l

2
< Bl Aty

Insgesamt erhalten wir somit durch Induktion

5 N-—-2
Py < G%thliﬁtz\f—lE( H ephkABk)
k=0

E(|6f0t hsdB,

N-1 5 5
< [ et = HInET,
k=0

Sei nun h € V,, dann approximieren wir dieses h durch einfache, gleichméBig
beschriankte A" punktweise und in Lo(J X ). Damit gilt

t 1 t t 1 t
xr ::/ h?-dBS—f/ |R"%ds — oo Xi ::/ hs-st—f/ |hs|?ds
0 2 0 0 2 0

in Ly(P) und punktweise fiir eine Teilfolge, und folglich auch
Xt — oo e Xt
punktweise P-f.s.. Das Lemma von Fatou und der Satz von Lebesgue liefern damit
B 7) = B Jim e

< liminf E(ePX?)

n—oo

2
< &Il
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Somit ist gezeigt, dass eXt =: M; gleichmiBig in L,(P) beschriinkt ist. Der Fall
m > 1 folgt schlieflich mit Holder. O

Theorem 12.5 (Girsanov). Seien B eine m-dimensionale BB und {hi}icy ein
m-dimensionaler P -adaptierter Prozess mit h € Loo(J x Q;R™). Weiter seien ein
Prozess Ml := {M; }+c; und ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q definiert durch

t 1 t
M, := exp (/ hs - dBg — 7/ |hs|2ds)
0 2 0

dQ := MrdP.

Dann ist Ml ein Martingal beziiglich FP auf (Q, F, P) mit My € Lo(P) fiir allet € J,
Q auf (O, F) zu P dquivalent und B* := { B} }1cy mit

sowie

t
B} =B, —/ heds
0

eine BB auf (O, F,Q).

Beweis: Nach Proposition ist M ein Martingal zu FZ mit M; € Ly(P) fiir alle
t € J, und es gilt

t t
Mt:MO+/ Mshs-st:1+/ M,h, - dBs,
0 0

also M; > 0 und E(M;) = E(Mp) = 1. Insbesondere ist @ ein zu P #quivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl. Somit bleibt uns noch zu zeigen, dass B* eine BB beziiglich
Q ist. Offenbar hat B* Q-f.s. stetige Pfade, da @ dquivalent zu P ist, und damit B
solche besitzt. Nun ist

Eq(Ui|FP) = Ep(MrU,|FP) JEp(My|FE)
= Ep(UEp(Mr|FP)|FE) /M,
= Ep(UM;|FB) /M,

fiir s <t < T und fiir jedes FP-adaptierte {U,}, wegen Lemma und der Martin-
galeigenschaft des M. Wir betrachten nun

(i) Uy = By: Es gilt nach Beispiel und Proposition [12.4]

d(M;B}) = MydB; + B;dM; + dM,dB;
= — Myhdt + MydBy + Bf My(hy - dBy) + (Myhy - dBy)(dBy — hydt)
= — Myhydt + MydB, + Bf My(hy - dBy) + Myhydt
= M,dB, + M,B; (h; - dBy),

also ist {M;B]} ein P-Martingal, da jede Komponente von B wieder eine BB zu P
ist. Damit folgt

]EP(MtB?‘fsB) _ MSB:

Eq(Bj|FP) = 2= =

- B
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(ii) Uy, = B B;T — I (das heiBt U = Bf*Bsl — 6y, fiir k,1 = 1,...,m): Hier gilt
mit Beispiel

d(UPY = B*dB;t + BHdB;* + dB;*dB;' — §idt = Bi*dB;' + B'dB;",
also

d(MUFY = UF dM, + MdU' + M, dU
= MU' by - dBy + My(B;*dB! — B*nldt + Bi'dBF — Bi'hFdt)
+ (Myhy - dBy)(B;*dB! — B;*hnldt + B'dBF — B}'hkdt)
= MU' hy - dB; + M,B}*dB! + M, B;'dBF.

Damit sind {MtUtk’l} P-Martingale fiir alle k,I = 1,...,m, also auch {M;U;} =
{My(B;B;T — tI)} und es gilt

Ep(Mq(B; BT — t1)|F5)
M,

M (BIBIT — sI)

_ %

Eq(BiB" —tI|F7) =

= B:BT —sI.

Das Theorem von Levy (vgl. Theorem [12.3)) impliziert nun, dass B* eine BB beziig-
lich @ ist. O

Bemerkung 12.6. Im Beweis des Satzes von Girsanov haben wir das Theorem
von Levy verwendet, in dessen Beweis wir auf die [t6-Formel fiir lokale Martingale
aus Karatzas, Shreve [I7] zuriickgegriffen haben. Im Falle des Prozesses B* im Satz
von Girsanov kann man auf diesen Verweis (auf eine hier nicht gezeigte Aussage)
verzichten:

Im Beweis von Levys Theorem benétigen wir die Ité-Formel fiir X; = Bj. Unser
Beweis aus Theorem [10.5 kann iibertragen werden, wenn man zusétzlich zu (a), (b)
und (c) in Levys Theorem (Theorem [12.3) weif, dass

c(At)? und

gelten. Dies iiberpriift man leicht fiir X; = B; — fg hsds, da h beschrinkt ist.

12.4 Die Doob-Meyer Zerlegung

In diesem letzten Abschnitt wollen wir noch das Theorem zur Doob-Meyer Zerle-
gung ohne Beweis angeben (fiir den Beweis vgl. Karatzas, Shreve [I7, Theoreme
1.4.10 und 1.4.14]). Dazu definieren wir zunéchst die Klasse DL von stochasti-
schen Prozessen. Ein Prozess X gehort genau dann zur Klasse DL, wenn die Menge
{X, : 7 < T ist Stoppzeit} gleichmdf$ig integrierbar ist fir alle T > 0. Dabei
heift eine Familie {X; : i € I'} integrierbarer Zufallsvariablen gleichmé#Big integrier-
bar, falls f{IXi\>a} | X;|dP gleichméBig in i € I gegen 0 konvergiert fiir & — 0o. Des-
weiteren bendtigen wir die Begriffe des natiirlichen Prozesses und des reguldren
Submartingals. Ein natiirlicher Prozess X ist ein wachsender Prozess mit Xy = 0
und

E(M,X,) =E(| M,_dA,)
(0.1]
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fiir alle beschrénkten rechtsseitig stetigen Martingale {1}, }. Ein Submartingal {X,}
heifit regulir, wenn fiir jede wachsende Folge (7,) < T von Stoppzeiten mit der
Eigenschaft 7,, =, 7 (7 ist ebenfalls Stoppzeit)

E(X7,) —n—oo E(X7)
gilt.

Definition 12.7. FEine Filtration F = {F; };er heifit rechtsstetig, falls

Fo= ) F
s>t,seT

fiir jedes t € T gilt.

Theorem 12.8 (Doob-Meyer Zerlegung). Sei X ein rechtsseitig stetiges Sub-
martingal beziiglich der vollstindigen rechtsstetigen Filtration F = {F;}. X gehdre
der Klasse DL an. Dann gibt es (t,w)-f.s. genau einen wachsenden, natiirlichen
und rechtsseitig stetigen Prozess {A:} mit Ay = 0 sowie ein rechisseitig stetiges
Martingal { My} beziiglich T mit

{Xe} = {Me} + { A}
{A:} ist genau dann stetig, wenn X regulir ist.

Bemerkung 12.9. (i) Ist X ein Supermartingal, so dass —X die Voraussetzungen
des Theorems erfiillt, so ist die Zerlegung der Form

{Xe} = {Me} — {A}.

(i) Die durch eine BB induzierte vervollstindigte Filtration F? ist stets rechtsstetig
(vgl. Bauer [3| Lemma 50.12]).
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