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1 TOPOLOGISCHE R�AUME: GRUNDBEGRIFFE 1

1 Topologische Räume: Grundbegriffe

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Ein System O von Teilmengen von X hei�t

Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erf�ullt sind:

(T1) ∅ ∈ O, X ∈ O

(T2) Jeder Durchschnitt endlich vieler Mengen aus O geh�ort zu O. �Aquivalent
dazu ist: O1, O2 ∈ O ⇒ O1 ∩O2 ∈ O.

(T3) Jede Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O geh�ort zu O. Das hei�t:
Oi ∈ O, i ∈ I ⇒ ⋃

i∈IOi ∈ O.

Das Paar (X,O) hei�t topologischer Raum. (Manchmal schreiben wir nur X

statt (X,O), falls klar ist, was O ist.) Elemente O ∈ O hei�en offene Mengen.

Beispiele:

(i) X sei eine Menge, O := {∅, X}. O hei�t die indiskrete Topologie auf X.

(ii) X sei eine Menge, O := P(X) die Menge aller Teilmengen von X (inklusive ∅
und X). O hei�t die diskrete Topologie auf X.

(iii) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Bezeichne

O := {O ⊆ X : ∀x ∈ O ∃ε > 0 : Uε(x) ⊆ O} ∪ {∅}

O ist eine Topologie (�Ubungsaufgabe).O hei�t die von der Metrik d induzierte

Topologie.

Ist speziell X = Rd und d(x, y) =

√∑d
k=1 |xk − yk|2, x = (x1, . . . , xd) und y =

(y1, . . . , yd), so hei�t die von d induzierte Topologie die nat�urliche Topologie

auf Rd. (Vergleiche Analysis: Normen auf Rd induzieren gleiche Topologie!)

Ist X ⊆ Rd, so ist Xmit der obigen Metrik (eingeschr�ankt auf X) ein metrischer

Raum. Die induzierte Topologie auf X hei�t nat�urliche Topologie auf X.

Man beachte, da� die diskrete Topologie durch die diskrete Metrik

d(x, y) =

{
1 x 6= y

0 x = y

induziert wird (�Ubungsaufgabe).

(iv) Sei X eine Menge, P eine disjunkte Partition von X. (P ist ein System von

paarweise disjunkten Teilmengen von X, deren Vereinigung ganz X ergibt:

P = {Pi : i ∈ I} mit Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j, X =
⋃

i∈I Pi.)

O :=
{
O ⊂ X : O =

⋃
i∈J,Pi∈P

Pi, J ⊆ I
}
∪ ∅

ist eine Topologie auf X und hei�t Partitionstopologie.

Als konkretes Beispiel sei X = N und P = {{2k − 1, 2k} : k ∈ N}. O�en

in dieser Topologie sind alle Teilmengen O von N, die folgende Bedingung

erf�ullen: 2k ∈ O, k ∈ N ⇒ 2k− 1 ∈ O.
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(v) X = [−1, 1].

O := {O ⊆ X : {0} ∩O = ∅ oder (−1, 1) ⊆ O} ∪ {∅}

O ist eine Topologie (
"
Entweder{Oder{Topologie\).

(vi) Sei X eine linear geordnete Menge mit Ordnung <. Bezeichne f�ur y, z ∈ X die

"
o�enen Intervalle\ (y, z) := {x ∈ X : y < x < z}

O :=
{
O ⊆ X : O =

⋃
y,z∈X

(y, z)
}

O ist Topologie und wird Ordnungstopologie genannt.

(vii) Sei X eine nichtendliche Menge.

O := {O ⊆ X : X \O ist endlich } ∪ {∅}

O ist Topologie und wird ko�nite Topologie oder Topologie endlicher Kom-

plemente genannt.

Definition 1.2 Sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X hei�t

abgeschlossen, falls X \A o�en ist. Sei

A := {A ⊆ X : X \A ∈ O} = {A ⊆ X : A abgeschlossen }.

Proposition 1.3 Sei (X,O) ein topologischer Raum. Dann gelten:

(A1) ∅ und X sind abgeschlossen (∅, X ∈ A )

(A2) Jede Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-

sen. �Aquivalent dazu ist: A1, A2 ∈ A ⇒ A1 ∪A2 ∈ A .

(A3) Jeder Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-

sen. Das hei�t: Ai ∈ A , i ∈ I ⇒ ⋂
i∈IAi ∈ A .

Beweis. Folgt direkt aus den Rechenregeln der Komplementbildung. �

Diese Rechenregeln besagen mehr noch, da� (A1), (A2), (A3) gleichwertig zu (T1),

(T2), (T3) sind. Man hat somit:

Satz 1.4 Sei X eine Menge. Ein System A von Teilmengen erf�ulle (A1), (A2),

(A3). Dann gibt es genau eine Topologie O, f�ur die das System der abgeschlos-

senen Mengen gleich A ist.

Definition 1.5 Sei (X,O) topologischer Raum, x ∈ X. Eine Teilmenge U ⊆ X

hei�t Umgebung von x, wenn ein O ∈ O existiert mit x ∈ O ⊆ U. U (x) :=

{U ⊆ X : U Umgebung von x} hei�t Umgebungssystem von x.

Ist B ⊆ X, so hei�t U Umgebung von B, falls O ∈ O existiert mit B ⊆ O ⊆ U.

Proposition 1.6 Sei (X,O) topologischer Raum. Eine Teilmenge B ⊆ X ist

o�en genau dann, wenn sie Umgebung eines jeden ihrer Punkte ist.
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Beweis. Ist B ∈ O, so ist B Umgebung von x f�ur alle x ∈ B. Sei umgekehrt B

Umgebung eines jeden x ∈ B. Das hei�t: Zu jedem x ∈ B existiert Ox ∈ O mit

x ∈ Ox ⊆ B. Folglich gilt B =
⋃

x∈BOx ∈ O wegen (T3). �

Proposition 1.7 Sei (X,O) ein topologischer Raum. F�ur jedes x ∈ X bezeichne

U (x) = {U ⊆ X : U Umgebung von x } das Umgebungssystem von x. Dann

gelten:

(U1) U (x) 6= ∅, x ∈ U f�ur jedes U ∈ U (x).

(U2) U ∈ U (x), U ⊆ V ⇒ V ∈ U (x) (d.h. U (x) ist abgeschlossen gegen�uber

Bildung von Obermengen).

(U3) U,V ∈ U (x) ⇒ U ∩ V ∈ U (x) (d.h. U (x) ist abgeschlossen gegen�uber

Bildung endlicher Durchschnitte).

(U4) Zu U ∈ U (x) ∃V ∈ U (x) : U ∈ U (y) ∀y ∈ V.

Beweis. U (x) 6= ∅, da X ∈ U (x). Die weiteren Aussagen von (U1) und (U2) sind

o�ensichtlich.

zu (U3): Es existieren O1
x, O

2
x ∈ O mit x ∈ O1

x ⊆ U, x ∈ O2
x ⊆ V . Damit gilt

x ∈ O1
x ∩O2

x ⊆ U ∩ V , d.h. U ∩ V ∈ U (x).

zu (U4): Es gibt O ∈ O mit x ∈ O ⊆ U. Setze V := O. Da V o�en ist, ist V

Umgebung aller seiner Punkte, also auch die Obermenge U. �

Satz 1.8 Sei X eine Menge. Erf�ullt die Abbildung x → U (x), X → P(P(X)) die

Bedingungen (U1), (U2), (U3), (U4), so existiert genau eine Topologie O auf

X, so da� f�ur jedes x ∈ X das Umgebungssystem UO(x) (das durch O bestimmt

wird) gleich dem Funktionswert U (x) ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer passenden Topologie O.

O := {U ⊆ X : U ∈ U (x) f�ur alle x ∈ U} ∪ {∅}.

O ist tats�achlich eine Topologie. (T1) ist erf�ullt, da X ∈ U (x) f�ur alle x ∈ X

wegen (U2). F�ur (T2) betrachte U1, U2 ∈ O. Ist x ∈ U1 ∩ U2, so ist x ∈ U1 und

x ∈ U2. Nach De�nition von O ist U1 ∈ U (x) und U2 ∈ U (x). Mit (U3) ist

U1 ∩ U2 ∈ U (x). Somit gilt U1 ∩ U2 ∈ O. F�ur (T3) seien Ui ∈ O, i ∈ I. Ist

x ∈
⋃

i∈IUi, so ist x ∈ Ui0
f�ur ein i0 ∈ I, also Ui0

∈ U (x). Mit (U2) ist auch⋃
i∈IUi ∈ U (x), und somit

⋃
i∈IUi ∈ O.

Bezeichne nun UO(x) das Umgebungssystem von x, das durch O bestimmt wird.

Wir haben zu zeigen: U (x) = UO(x) f�ur alle x ∈ X. Sei U ∈ UO(x), d.h. ∃V ∈ O
mit x ∈ V ⊆ U. Mit V ∈ O ist insbesondere V ∈ U (x) und mit (U2) U ∈ U (x).

Damit wissen wir UO(x) ⊆ U (x). Sei nun U ∈ U (x). Um U ∈ UO(x) zu zeigen,

m�ussen wir ein W ∈ O �nden mit x ∈ W ⊆ U. Setze W := {y ∈ X : U ∈ U (y)}.

Wir haben x ∈ W ⊆ U, wobei die Inklusion mit (U1) folgt. Es gilt auch W ∈ O,
d.h. W ∈ U (y) f�ur alle y ∈W. Tats�achlich gilt f�ur y ∈W, da� U ∈ U (y) ist. Mit
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(U4) existiert ein V ∈ U (y) mit U ∈ U (z) f�ur alle z ∈ V . Nach De�nition von W

ist V ⊆W, und mit (U2) ist dann auch W ∈ U (y).

Bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien O1 und O2 Topologien mit UO1
(x) =

U (x) = UO2
(x) f�ur alle x ∈ X. Mit Proposition 1.6 werden aber die o�enen Mengen

durch die Umgebungssysteme festgelegt. �

Bemerkung: Wir k�onnen festhalten, da� Topologien �uber die Begri�e
"
o�en\,

"
abgeschlossen\ oder

"
Umgebung\ �aquivalent charakterisiert werden k�onnen.

Als n�achstes untersuchen wir, wie man ausgehend von Mengensystemen Topologien

bzw. Umgebungssysteme generieren kann.

Definition 1.9 Sei (X,O) ein topologischer Raum. Ein Subsystem B ⊆ O hei�t

Basis von O, falls jedes O ∈ O (O 6= ∅) Vereinigung von Elementen aus B ist.

Ein Subsystem S ⊆ O hei�t Subbasis von O, falls alle endlichen Durchschnit-

te von Elementen aus S eine Basis von O bilden. (Eine Subbasis von O wird

auch Erzeugendensystem genannt.)

Basen von Topologien lassen sich folgenderma�en charakterisieren.

Satz 1.10 (1) Sei (X,O) ein topologischer Raum und B ⊆ O. B ist Basis

von O genau dann, wenn zu jedem x ∈ X und U ∈ U (x) ein B ∈ B

existiert mit x ∈ B ⊆ U.

(2) Sei B ⊆ P(X). Gilt X =
⋃

B∈B B, so ist B eine Basis einer Topologie O
genau dann, wenn zu B1, B2 ∈ B und x ∈ B1 ∩ B2 ein B3 ∈ B existiert

mit x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2.

Beweis.

(1) Sei B eine Basis von O. Ist U ∈ U (x), so existiert V ∈ O mit x ∈ V ⊆ U.

Da B eine Basis von O ist, gilt x ∈ V =
⋃

B∈B,B⊆V B. Somit existiert B ∈ B

mit x ∈ B ⊆ V ⊆ U. Umgekehrt sei O ∈ O. Wir haben zu zeigen: O =⋃
B∈B,B⊆O B. Da die Inklusion

"
⊇\ o�ensichtlich ist, betrachte x ∈ O. Mit

der Voraussetzung gibt es B ∈ B mit x ∈ B ⊆ O, also gilt x ∈
⋃

B∈B,B⊆O B.

(2) Sei B eine Basis von O, B1, B2 ∈ B ⊆ O (B1 ∩ B2 6= ∅). Da B1 ∩ B2 ∈ O gilt

B1 ∩ B2 =
⋃

B∈B,B⊆B1∩B2
B. Somit existiert zu x ∈ B1 ∩ B2 ein B3 ∈ B mit

x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2.

F�ur die umgekehrte Implikation zeigen wir, da�

O :=
{ ⋃

B∈B ′

B : B ′ ⊆ B
}
∪ {∅}

eine Topologie auf X ist, und B eine Basis von O ist (letzteres ist klar). Wir

haben ∅, X ∈ O, also (T1). Seien O1, O2 ∈ O. Dann gilt

O1 ∩O2 =
⋃

B∈B1

B ∩
⋃

B∈B2

B =
⋃

B1∈B1,B2∈B2

B1 ∩ B2.
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F�ur x ∈ O1 ∩ O2 existieren also B1 ∈ B1, B2 ∈ B2 mit x ∈ B1 ∩ B2.

Nach Voraussetzung gibt es Bx ∈ B mit x ∈ Bx ⊆ B1 ∩ B2, und wir haben

O1 ∩O2 =
⋃

x∈O1∩O2
Bx, d.h. O1 ∩O2 ∈ O, also (T2). Seien Oi ∈ O, i ∈ I.

Dann sind Oi =
⋃

B∈Bi
B, i ∈ I, und folglich

⋃
i∈IOi =

⋃
B∈

S
i∈I Bi

B ∈ O,
also (T3).

�

Beispiel: Sei X = {0, 1, 2}, S = {X, ∅, {0, 1}, {1, 2}}. S ist keine Basis, denn {0, 1} ∩
{1, 2} = {1} /∈ S . S ist Subbasis der TopologieO = S∪{{1}} = {X, ∅, {0, 1}, {1, 2}, {1}}.

Allgemein haben wir als Folgerung von Satz 1.10(2):

Korollar 1.11 Sei X eine Menge, S ⊆ P(X), (∅, X ∈ S ). Dann ist S Subbasis

einer Topologie O auf X.

Beweis. Bezeichne

B =
{ ⋂

B∈S ′

B : S ′ ⊆ S endlich
}
.

B ist Basis einer Topologie O wegen Satz 1.10(2). �

Übungsbeispiel: Sei Rd mit der nat�urlichen Topologie O versehen. Dann ist B =

{U 1
n
(y) : n ∈ N, y = (y1, . . . , yd) ∈ Qd} eine Basis von O. (Benutze Satz 1.10(1))

Zum Ende dieses ersten Paragraphen geben wir noch einige Bezeichnungsweisen an

und ein kleines Resultat.

Definition 1.12 Sei (X,O) ein topologischer Raum und x ∈ X. Ein System

S(x) ⊆ U (x) hei�t Umgebungsbasis von x, falls zu U ∈ U (x) ein V ∈ S(x)

existiert mit x ∈ V ⊆ U.

Definition 1.13 Sei (X,O) ein topologischer Raum. Man sagt:

(1) X erf�ullt das 1. Abz�ahlbarkeitsaxiom, falls jedes x ∈ X eine abz�ahlbare

Umgebungsbasis besitzt.

(2) X erf�ullt das 2. Abz�ahlbarkeitsaxiom, falls X eine abz�ahlbare Basis besitzt.

Beispiele:

(1) Jeder metrische Raum erf�ullt das 1. Abz�ahlbarkeitsaxiom. ({U 1
n
(x) : n ∈ N}

bilden Umgebungsbasis von x.)

(2) Jeder topologische Raum, der das 2. Abz�ahlbarkeitsaxiom erf�ullt, erf�ullt auch

das erste. (Dies folgt aus dem n�achsten Satz.) Ein topologischer Raum, der

das 1. Abz�ahlbarkeitsaxiom erf�ullt, mu� nicht das zweite erf�ullen (Betrachte

(R,P(R)). F�ur jedes x ∈ R ist {{x}} eine Umgebungsbasis von x, also gilt das

1. Abz�ahlbarkeitsaxiom. Jede Basis B f�ur P(R) mu� Mengen der Form {x}

enthalten. Also ist B �uberabz�ahlbar.)
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Satz 1.14 Sei (X,O) ein topologischer Raum. Ein Mengensystem B ⊆ O ist

Basis von O genau dann, wenn f�ur jedes x ∈ X das Mengensystem B(x) = {B ∈
B : x ∈ B} eine Umgebungsbasis von x ist.

Beweis. Sei B Basis von O. Ist x ∈ X, U ∈ U (x), so gibt es ein O ∈ O mit

x ∈ O ⊆ U. Da O =
⋃

B∈B,B⊆O B, existiert ein B ∈ B mit x ∈ B ⊆ O ⊆ U. Somit

ist B ∈ B(x) und B ⊆ U, d.h. B(x) Umgebungsbasis von x.

Ist umgekehrt B(x) Umgebungsbasis von x und O ∈ O, so ist O Umgebung von x

f�ur alle x ∈ X. Also existieren Bx ∈ B(x) mit x ∈ Bx ⊆ O, d.h. O =
⋃

x∈O Bx. B

ist also Basis von O. �
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2 Kern– und Abschlußbildung

Wir kennen die Begri�e Abschlu� (oder H�ulle) bzw. Kern (oder Inneres) einer Menge

M ⊆ X, falls (X, d) ein metrischer Raum ist. F�ur topologische R�aume f�uhrt man

analog ein:

Definition 2.1 Sei (X,O) ein topologischer Raum, M ⊆ X eine Teilmenge.

Wir bezeichnen
◦
M := {x ∈M : M ∈ U (x)}

den (o�enen) Kern von M (oder Inneres von M). Ein Punkt x ∈
◦
M hei�t

innerer Punkt von M.

Man beachte:
◦
M ⊆M, wobei

◦
M durchaus leer sein kann (zum Beispiel

◦
Q = ∅, falls

man R mit der nat�urlichen Topologie versieht).

Proposition 2.2 Sei (X,O) ein topologischer Raum, M ⊆ X. Dann gilt:
◦
M ist

die gr�o�te o�ene Teilmenge in M (bez�uglich der Ordnung in P(X) durch
"
⊆\).

Beweis. Sei x ∈
◦
M. Dann existiert Vx ∈ O mit x ∈ Vx ⊆ M (da M ∈ U (x)).

Somit ist
◦
M ⊆

⋃
x∈

◦
M
Vx ⊆ M einerseits. Andererseits liegt jede o�ene Teilmenge

vonM in
◦
M. Dies sieht man so ein: Ist U ⊆M o�en und x ∈ U, so giltM ∈ U (x).

Folglich ist x ∈
◦
M, also U ⊆

◦
M. Zusammen hat man

◦
M =

⋃
x∈

◦
M
Vx. Insbesondere

ist
◦
M o�en, und (wie gezeigt) gilt U ⊆

◦
M, falls U ∈ O, U ⊆M. �

Korollar 2.3 Sei (X,O) topologischer Raum, M ⊆ X. Es ist M ∈ O ⇐⇒ M =
◦
M, und es gelten f�ur alle A,B ⊆ X

(K1)
◦
X = X,

(K2)
◦
A ⊆ A,

(K3) (
◦
A)◦ =

◦
A,

(K4) (A ∩ B)◦ =
◦
A ∩

◦
B.

Ferner gelten: A ⊆ B ⇒ ◦
A ⊆

◦
B und

◦
A ∪

◦
B ⊆ (A ∪ B)◦.

Beweis. Die erste Aussage und (K1), (K2), (K3) folgen direkt aus Proposition 2.2,

ebenso die letzte Aussage. Die vorletzte Behauptung folgt mit der De�nition des

Inneren. Bleibt (K4) zu zeigen. Mit Proposition 2.2 ist
◦
A ∩

◦
B ⊆ (A ∩ B)◦. Mit

der vorletzten Aussage gilt (A ∩ B)◦ ⊆
◦
A, (A ∩ B)◦ ⊆

◦
B. Zusammen hat man

◦
A ∩

◦
B = (A ∩ B)◦. �

Dual zur o�enen Kernbildung ist die H�ullenbildung.
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Definition 2.4 Sei (X,O) topologischer Raum, M ⊆ X. Ein Punkt x ∈ X hei�t

Berührungspunkt von M, falls f�ur jede o�ene Umgebung U ∈ U (x) gilt: U ∩
M 6= ∅. Wir bezeichnen

M := {x ∈ X : x ist Ber�uhrungspunkt von M }

= {x ∈ X : M ∩U 6= ∅ f�ur alle U ∈ U (x)}

die (abgeschlossene) Hülle von M (oder Abschluß von M).

Man beachte: M ⊆M.

Proposition 2.5 Sei (X,O) ein topologischer Raum, M ⊆ X. Dann gilt: M ist

die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enth�alt.

Beweis. Sei x ∈ X \M. Dann existiert Ux ∈ O mit Ux ∩M = ∅, d.h. Ux ⊆ X \M.

Somit gilt
⋃

x∈X\MUx ⊆ X \M. Da o�ensichtlich X \M ⊆
⋃

x∈X\MUx, haben wir

M ⊆ X \
⋃

x∈X\M

Ux ⊆M

einerseits. Andererseits umfa�t jede abgeschlossene Obermenge von M die Menge

M. Dies folgt so: SeiM ⊆ A, A abgeschlossen. Ist x ∈ X\A, so gilt wegenM∩X\A =

∅ und X \ A o�en, da� x /∈ M. D.h. X \ A ⊆ X \M oder M ⊆ A. Zusammen hat

man

M = X \
⋃

x∈X\M

Ux.

Insbesondere ist M abgeschlossen, und (wie gezeigt) gilt M ⊆ A, falls M ⊆ A, A

abgeschlossen. �

Korollar 2.6 Sei (X,O) topologischer Raum, M ⊆ X. Dann gilt: M ist abge-

schlossen ⇐⇒ M = M. Es gelten ferner f�ur alle A,B ⊆ X:

(H1) ∅ = ∅,

(H2) A ⊆ A,

(H3) A = A,

(H4) A ∪ B = A ∪ B.

Es gelten auch: A ⊆ B ⇒ A ⊆ B und A ∩ B ⊆ A ∩ B.

Beweis. Mit Proposition 2.5 folgen sofort die erste Behauptung, (H1), (H2), (H3)

und die beiden letzten Behauptungen.

Zu (H4): Mit eben ist A ⊆ A ∪ B, B ⊆ A ∪ B, also A ∪ B ⊆ A ∪ B. Andererseits ist
A ∪ B die kleinste abgeschlossene Menge, die A∪B umfa�t. Folglich A ∪ B = A∪B.

�
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Proposition 2.7 Sei (X,O) ein topologischer Raum, M ⊆ X. Dann gelten

X \
◦
M = X \M, X \M = (X \M)◦.

Beweis. Man verwende Proposition 2.2 und Proposition 2.5. �

Satz 2.8 Sei X eine Menge.

(1) Sei k : P(X) → P(X) eine Abbildung, die die Axiome

(K1) k(X) = X,

(K2) k(A) ⊆ A,
(K3) k(k(A)) = k(A),

(K4) k(A ∩ B) = k(A) ∩ k(B)

f�ur alle A,B ∈ P(X) erf�ullt (vergleiche 2.3, man sagt: k ist ein Kern{

Operator). Dann existiert genau eine Topologie O auf X, so da�
◦
A = k(A)

f�ur alle A ∈ P(X) gilt, wobei
◦
die o�ene Kernbildung bez�uglich O ist.

(2) Sei h : P(X) → P(X) eine Abbildung, die die Axiome

(H1) h(∅) = ∅,
(H2) h(A) ⊇ A,
(H3) h(h(A)) = h(A),

(H4) h(A ∪ B) = h(A) ∪ h(B)

f�ur alle A,B ∈ P(X) erf�ullt (vergleiche 2.6, man sagt: h ist ein H�ullen{

Operator). Dann existiert genau eine Topologie O auf X, so da� A =

h(A) f�ur alle A ∈ P(X) gilt, wobei die abgeschlossene H�ullenbildung

bez�uglich O ist.

Beweis. Wir zeigen nur (1). (Nachweis von (2) sei als �Ubungsaufgabe empfohlen.)

Existenz: Setze O := {U ⊆ X : k(U) = U}. O ist ein Topologie auf X. Mit (K1) gilt

X ∈ O, und wegen (K2) gilt ∅ ∈ O. Somit ist (T1) erf�ullt. Seien U1, U2 ∈ O, d.h.
k(U1) = U1, k(U2) = U2. Folglich gilt mit (K4) k(U1 ∩ U2) = k(U1) ∩ k(U2) =

U1 ∩U2, d.h. U1 ∩U2 ∈ O. Also gilt (T2). F�ur den Nachweis von (T3) zeigen wir

eine Folgerung von (K4):

Ist A ⊆ B, so gilt k(A) ⊆ k(B). (∗)

Mit A ⊆ B gilt A ∩ B = A, folglich k(A) ∩ k(B)
(K4)
= k(A ∩ B) = k(A) und somit

k(A) ⊆ k(B).

Mit (∗) zeigt man (T3) folgenderma�en: Seien Ui ∈ O, i ∈ I, also k(Ui) = Ui.

Mit (∗) ist k(Ui) ⊆ k
(⋃

i∈IUi

)
f�ur alle i ∈ I, somit

⋃
i∈I k(Ui) ⊆ k

(⋃
i∈IUi

)
. Mit

(K2) folgt andererseits k
(⋃

i∈IUi

)
⊆
⋃

i∈IUi =
⋃

i∈I k(Ui). Somit ist
⋃

i∈IUi ∈ O.
(Man beachte: (K3) wurde bisher nicht benutzt).

Nun zeigen wir: k(A) =
◦
A f�ur alle A ∈ P(X). Mit (K3) ist k(A) ∈ O f�ur alle

A ∈ P(X). Da
◦
A die gr�o�te o�ene Teilmenge von A ist, gilt k(A) ⊆

◦
A ⊆ A. Wendet
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man (∗) darauf an, so folgt k(A)
(K3)
= k(k(A)) ⊆ k(

◦
A) = k(A). Da

◦
A ∈ O, gilt

k(
◦
A) =

◦
A, und es folgt k(A) =

◦
A.

Mit der Charakterisierung aus Korollar 2.3
"
A o�en ⇐⇒ A =

◦
A\ folgt die

Eindeutigkeit der Topologie. �

Bemerkung: Topologien k�onnen also �uber folgende Konzepte bestimmt werden:

"
o�en\ oder

"
abgeschlossen\ oder

"
Umgebungen\ oder

"
Kern\ oder

"
H�ulle\. Die

beiden letzten Zug�ange gehen auf K. Kuratowski (1896{1980, Warschau) zur�uck.
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3 Stetige Abbildungen

Der folgende Paragraph besch�aftigt sich mit der Stetigkeit, dem Begri�, der Abbil-

dungen beschreibt, welche die Struktur topologischer R�aume erhalten.

Definition 3.1 Seien (X,O) und (X ′,O ′) zwei topologische R�aume. Eine Ab-

bildung f : X → X ′ hei�t

(a) stetig im Punkt x ∈ X, falls gilt:

∀U ′ ∈ U (f(x)) ∃U ∈ U (x) : f(U) ⊆ U ′.

(b) stetig, wenn f in jedem Punkt x ∈ X stetig ist.

Satz 3.2 (Charakterisierung lokaler Stetigkeit)
Seien (X,O) und (X ′,O ′) topologische R�aume. Sei f : X → X ′ eine Abbildung.

F�ur x ∈ X sind dann �aquivalent

(i) f ist stetig in x.

(ii) Es gibt eine Umgebungsbasis V (x) von x und eine Umgebungsbasis

V ′(f(x)) von f(x) mit:

∀V ′ ∈ V ′(f(x)) ∃V ∈ V (x) : f(V) ⊆ V ′.

(iii) ∀U ′ ∈ U (f(x)) : f−1(U ′) ∈ U (x).

(iv) Es gibt eine Umgebungsbasis V ′(f(x)) von f(x) mit:

∀V ′ ∈ V ′(f(x)) : f−1(V ′) ∈ U (x).

Beweis. (i) ⇒ (ii): W�ahle V (x) = U (x) und V ′(f(x)) = U (f(x)). Dann ist (ii) per

de�nitionem erf�ullt.

(ii) ⇒ (iii): Sei U ′ ∈ U (f(x)). Dann existiert ein V ′ ∈ V ′(f(x)) mit V ′ ⊆ U ′ (da

V ′(f(x)) Umgebungsbasis). Nach (ii) existiert dann ein V ∈ V (x) mit f(V) ⊆ V ′,

also V ⊆ f−1(V ′) ⊆ f−1(U ′). Da V (x) eine Umgebungsbasis bildet, folgt insbeson-

dere V ∈ U (x). Nach Proposition 1.7(U2) ist dann aber auch f−1(U ′) ∈ U (x).

(iii) ⇒ (iv): W�ahle V ′(f(x)) = U (f(x)).

(iv) ⇒ (i): Sei U ′ ∈ U (f(x)). Dann existiert ein V ′ ∈ V ′(f(x)) mit V ′ ⊆ U ′ (da

V ′(f(x)) Umgebungsbasis). F�ur U = f−1(V ′) gilt dann nach (iv): U ∈ U (x). Ferner

gilt f(U) ⊆ V ′ ⊆ U ′, also ist f stetig in x. �

Proposition 3.3 Seien (X,O), (X ′,O ′) und (X ′′,O ′′) topologische R�aume. Sei-

en ferner f : X → X ′ und g : X ′ → X ′′ Abbildungen. Dann gilt:

f stetig in x ∈ X und g stetig in f(x) ∈ X ′ ⇒ g ◦ f stetig in x.
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Beweis. ∀U ′′ ∈ U (g ◦ f(x)) : ∃U ′ ∈ U (f(x)) : g(U ′) ⊆ U ′′, da g stetig. Zu U ′

existiert aber auch U ∈ U (x) : f(U) ⊆ U ′, da f stetig ist, somit g◦ f(U) ⊆ g(U ′) ⊆
U ′′.

�

Satz 3.4 (Charakterisierung globaler Stetigkeit)
Seien (X,O) und (X ′,O ′) topologische R�aume und f : X → X ′ eine Abbildung.

Dann sind �aquivalent:

(i) f ist stetig.

(ii) ∀M ⊆ X : f(M) ⊆ f(M).

(iii) ∀A ′ ∈ A ′ gilt: f−1(A ′) ∈ A (Urbilder abgeschlossener Mengen sind ab-

geschlossen).

(iv) ∀O ′ ∈ O ′ gilt: f−1(O ′) ∈ O (Urbilder o�ener Mengen sind o�en).

(v) Es gibt eine Subbasis M ′ von O ′, so da�

∀M ′ ∈ M ′ : f−1(M ′) ∈ O.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Sei x ∈M und U ′ ∈ U (f(x)). Da f stetig ist, also insbesondere

stetig in x, existiert U ∈ U (x) : f(U) ⊆ U ′. Da x ∈ M, also x Ber�uhrungspunkt

von M, gilt U ∩M 6= ∅. Daher gilt

∅ 6= f(U ∩M) ⊆ f(U) ∩ f(M) ⊆ U ′ ∩ f(M),

folglich ist f(x) ∈ f(M) (Ber�uhrungspunkt). Die Folgerung gilt f�ur alle x ∈M, also

f(M) ⊆ f(M).

(ii) ⇒ (iii): Sei A ′ ∈ A ′. SetzeM := f−1(A ′). Da f(M) ⊆ A ′ folgt f(M) ⊆ A ′ = A ′.

Nach (ii) ist f(M) ⊆ f(M) = A ′, somit M ⊆ f−1(A ′) = M ⊆M, also M = M, d.h.

M ∈ A .

(iii) ⇒ (iv): Sei O ′ ∈ O ′, also {O ′ ∈ A ′. Nach (iii) folgt

X \ f−1(O ′) = {
(
f−1(O ′)

)
= f−1

(
{O ′) ∈ A ,

also f−1(O ′) ∈ O.

(iv) ⇒ (v): W�ahle M ′ = O ′. Dann ist (iv) gleich (v).

(v) ⇒ (i): Sei x ∈ X beliebig, U ′ ∈ U (f(x)). Zu zeigen: ∃U ∈ U (x) : f(U) ⊆ U ′.

Bezeichne B ′ die von M ′ durch endliche Schnitte erzeugt Basis. Dann gilt wegen

(v):

∀B ′ ∈ B ′ : f−1(B ′) ∈ O (∗)

(Jedes B ′ ∈ B ′ ist endlicher Durchschnitt von Mengen aus M ′; deren Urbilder

sind nach (v) o�en, also ist f−1(B ′) Schnitt endlich vieler o�ener Mengen, demnach

selbst o�en.)

Da U ′ Umgebung ∃W ′ ∈ O ′ : f(x) ∈ W ′ ⊆ U ′ und W ′ =
⋃

B ′∈B ′,B ′⊆W ′ B ′ (da

B ′ Basis). W�ahle ein B ′ mit f(x) ∈ B ′ ⊆ W ′, woraus folgt f−1(B ′) ∈ O (wegen
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(∗)). Ferner ist x ∈ f−1(B ′), also f−1(B ′) ∈ U (x) und f ◦ f−1(B ′) ⊆ B ′ ⊆ U ′. Da x

beliebig aus X gew�ahlt war, folgt (i) f�ur alle x ∈ X. �

Beispiele:

(i) (X,O) = (X ′,O ′). Dann ist idX : X → X ′, x 7→ x stetig.

Aber: X = X ′ = {0, 1}, O = {∅, {0}, X} und O ′ = {∅, {1}, X ′}. Dann ist weder

idX noch idX ′ stetig!!

(ii) (X,Odis), (X ′,O ′) beliebig. Dann ist jedes f : X → X ′ stetig.

(iii) (X,O) beliebig und (X ′,O ′
indis). Dann ist jedes f : X → X ′ stetig.

(iv) Seien a, b ∈ R, a < b.

X := C([a, b]) = {f | f : [a, b] → R, f stetig }

d(f, g) := sup
x∈[a,b]

{
|f(x) − g(x)|

}
Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. Die von dieser Metrik erzeugte Topologie

hei�t Topologie der gleichmäßigen Konvergenz.

Übungsaufgabe: Konstruiere eine Abbildung f : (R,Okan) → (R,Okan), so da�

gilt:

f stetig in x ⇐⇒ x ∈ R \ Q.

Bemerkung: Das Bild einer o�enen Menge unter einer stetigen Abbildung mu�

selbst nicht o�en sein!

Beispiel: Die Abbildung f : (R,Okan) → (R,Okan), x 7→ 1
1+x2 ist stetig, aber f(R) =

(0, 1] ist nicht o�en!

Analoges gilt f�ur abgeschlossene Mengen (Beispiel: f(x) = arctan x).

Definition 3.5 (i) Eine Abbildung f : (X,O) → (X ′,O ′) hei�t offen, wenn

∀O ∈ O gilt: f(O) ∈ O ′.

(ii) Eine Abbildung f : (X,O) → (X ′,O ′) hei�t abgeschlossen, wenn

∀A ∈ A gilt: f(A) ∈ A ′.

Bemerkung: Der folgende Begri� beschreibt eineindeutige Abbildungen zwischen

topologischen R�aumen.

Definition 3.6 Eine Abbildung f : (X,O) → (X ′,O ′) hei�t Homöomorphis-

mus, wenn gilt:

(i) f bijektiv,

(ii) ∀O ∈ O gilt: f(O) ∈ O ′ (d.h. f ist o�en),
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(iii) ∀O ′ ∈ O gibt es O ∈ O : f(O) = O ′ (d.h. f ist stetig).

Existiert ein Hom�oomorphismus zwischen zwei topologischen R�aumen, so hei-

�en diese homöomorph zueinander bzw. topologisch äquivalent.

Notation: Man schreibt dann (X,O) ∼= (X ′,O ′) oder nur kurz X ∼= X ′.

Satz 3.7 (Charakterisierung von Homöomorphismen)
Seien (X,O) und (X ′,O ′) topologische R�aume und f : (X,O) → (X ′,O ′) eine

Abbildung. Dann sind �aquivalent:

(i) f ist Hom�oomorphismus.

(ii) f ist bijektiv, stetig und abgeschlossen.

(iii) f ist bijektiv und sowohl f als auch f−1 sind stetig.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Zu zeigen: f ist abgeschlossen. Sei A ∈ A , dann istO := {A ∈ O.
Nach (i) existiert O ′ := f−1(O) ∈ O ′, d.h. A ′ := {O ′ ∈ A ′. Nun gilt

A = {O = {
(
f−1(f(O))

)
= {
(
f−1(O ′)

)
= f−1

(
{O ′) = f−1(A ′),

folglich ist A ′ = f(A), also f(A) ∈ A ′.

(ii) ⇒ (iii): Zu zeigen: f−1 ist stetig. Sei A ∈ A . Dann ist (f−1)−1(A) = f(A) ∈ A ′,

da f abgeschlossen ist. Also ist f−1 stetig.

(iii) ⇒ (i): Zu zeigen ist: f o�en. Sei O ∈ O. Dann gilt f(O) = (f−1)−1(O) ∈ O ′, da

f−1 stetig ist. �

Proposition 3.8 Sind (X,O), (X ′,O ′) und (X ′′,O ′′) topologische R�aume und

f : (X,O) → (X ′,O ′) und g : (X ′,O ′) → (X ′′,O ′′) Hom�oomorphismen, dann ist

auch g ◦ f ein Hom�oomorphismus.

Bemerkungen:

(i) Ist f Hom�oomorphismus, so auch f−1.

(ii) Die Relation ∼= de�niert eine �Aquivalenzrelation unter topologischen R�aum-

en.

Übungsaufgabe: Man �uberlege sich Gegenbeispiele, die zeigen, da� in Satz 3.7

wirklich drei Eigenschaften von f notwendig sind, also

(i) f bijektiv, f stetig 6⇒ f−1 stetig.

(ii) f bijektiv, f o�en 6⇒ f stetig.
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4 Vergleich von Topologien

Definition 4.1 Seien T1 = (X,O1) und T2 = (X,O2) zwei Topologien auf X.

(i) T1 hei�t feiner als T2, wenn O2 ⊆ O1.

(ii) In diesem Fall hei�t T2 dann gröber als T1.

Notation: T2 ≤ T1 (man denke an
"
⊆\).

Satz 4.2 Seien T1, T2 zwei Topologien auf X. Dann sind �aquivalent:

(i) T2 ≤ T1

(ii) ∀x ∈ X : U2(x) ⊆ U1(x)

(iii) idX : (X,O1) → (X,O2) ist stetig.

(iv) A2 ⊆ A1

(v) ∀M ⊆ X :
|1

M ⊆
|2

M

(vi) ∀M ⊆ X :
◦2

M ⊆
◦1

M.

Beweis. (i) ⇒ (ii): klar.

(ii) ⇒ (iii): klar wegen Satz 3.2(iii).

(iii) ⇒ (iv): klar wegen Satz 3.4(iii).

(iv) ⇒ (v): klar wegen Satz 3.4(ii).

(v) ⇒ (vi): klar wegen Proposition 2.7.

(vi) ⇒ (i): Sei O ∈ O2. Dann hat man

O =
◦2

O
(vi)
=

◦1

O ⊆ O ⇒ O =
◦1

O ⇒ O ∈ O1

�

Bemerkungen:

(i) Statt feiner/gr�ober liest man auch st�arker/schw�acher.

(ii)
"
Feiner\ hei�t, es gibt mehr o�ene Mengen, d.h. es kann mit o�enen Mengen

feiner unterschieden werden.

Beispiele:

(i) Die diskrete Topologie (d.h. O = P(X)) ist die feinste Topologie auf einem

Raum X.

(ii) Die indiskrete Topologie ist die gr�obste Topologie auf einem Raum X.

(iii) X = R. Tkof ≤ Tkan.



4 VERGLEICH VON TOPOLOGIEN 16

Im Rest dieses Abschnitts betrachten wir zwei
"
universelle\ Konstruktionen, um

�uber Aussagen bez�uglich des Verhaltens stetiger Abbildungen Topologien in gr�o�e-

ren (vgl. Produkttopologie) bzw. kleineren (vgl. Quotientenraumtopologie) R�aumen

zu bekommen.

Definition 4.3 F�ur eine Menge X und eine Familie von topologischen R�aumen

(Xi,Oi)i∈I mit einer Familie von Abbildungen (fi : X → Xi)i∈I de�niert man die

Initialtopologie bez�uglich (fi)i∈I als diejenige Topologie, welche die folgende

Eigenschaft besitzt:

(IT) F�ur einen beliebigen topologischen Raum Y ist eine Abbildung g : Y → X

genau dann stetig, wenn fi ◦ g ∀i ∈ I stetig ist.

Y
g //

fi◦g !!C
CC

CC
CC

CC
(X, I)

fi

��
Xi

I Initialtopologie auf X bez�uglich (fi)i∈I.

Satz 4.4 Auf einer Menge X gibt es bez�uglich einer Familie (fi : X → Xi)i∈I von

Abbildungen in eine Familie von topologischen R�aumen (Xi,Oi)i∈I genau eine

Initialtopologie. Sie ist die gr�obste Topologie auf X, f�ur die alle Abbildungen fi
stetig sind. Die Menge S =

⋃
i∈I Mi, wobei Mi =

{
f−1
i (O) : O ∈ Oi

}
, de�niert

eine Subbasis von (X, I).

Beweis. Eindeutigkeit: Seien I1 und I2 zwei Topologien auf X, die (IT) erf�ullen.

Betrachte das Diagramm

(X, Ik)
id //

fi $$JJJJJJJJJJ
(X, I2)

fi

��
Xi

k = 1, 2.

Nach (IT) folgt f�ur k = 2, da� (da id : (X, I2) → (X, I2) stetig) alle fi : (X, I2) → Xi

stetig sind (i ∈ I).

Nach (IT) folgt aber f�ur k = 1 dann auch, da� id : (X, I1) → (X, I2) stetig ist.

Folglich ist I1 feiner als I2.

Analog folgt aber auch, da� I2 feiner ist als I1, also I1 = I2.

Konstruktion: Wenn I die Initialtopologie auf X ist, so folgt aus (IT), da� fi◦id = fi
stetig ist ∀i ∈ I.

(X, I)
id //

fi◦id $$H
HHHHHHHH
(X, I)

fi

��
Xi

I mu� also die Mengen aus S enthalten (beliebige Vereinigung o�ener Mengen

sind o�en). Die durch S erzeugte Topologie ist (nach De�nition der Stetigkeit) die
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gr�obste Topologie, bez�uglich derer alle fi stetig sind (mindestens die Mengen aus

S m�ussen o�en sein).

Sei nun O die durch die Subbasis S erzeugte Topologie. Dann bleibt zu zeigen: O
erf�ullt (IT).

Ist g : Y → (X,O) stetig, so ist fi ◦ g stetig (da fi stetig, vgl. Proposition 3.3). Sind

umgekehrt alle fi ◦ g, i ∈ I, stetig, so gen�ugt es nach Satz 3.4(v) zu zeigen, da� die

Urbilder der Mengen aus S unter g o�en sind.

F�ur S ∈ S existiert nach De�nition von S ein j ∈ I und ein O ∈ Oj, so da�

S = f−1
j (O). Folglich ist

g−1(S) = g−1
(
f−1
j (O)

)
= (fj ◦ g)−1(O)

o�en in Y, da fj ◦ g stetig. �

Beispiele:

(i) (X ′,O ′) beliebiger topologischer Raum, f : X → X ′ Abbildung. Dann de�niert{
f−1(O ′) : O ′ ∈ O ′} eine Subbasis der Initialtopologie bez�uglich f. Diese

Topologie hei�t auch inverses Bild von O ′ bez�uglich f.

(ii) X = Rn, (Xi,Oi) = (R,Okan), pi : Rn → R i{te Projektion. I hat Subbasis

S =
{
p−1

i (Oi) : Oi ∈ Okan
}

= {R×R×· · ·×R×Oi×R×· · ·×R | Oi ∈ Okan}

Folglich hat man als Basis B(S ) = {O1 × · · · ×On | Oi ∈ Okan}.

Es gilt:Okan ⊆ von S erzeugte Topologie ⊆ Okan, also (Rn, I) = (Rn,Okan),

d.h. Okan ist gr�obste Topologie bez�uglich derer alle Projektionen stetig sind.

Allgemeiner: Sei (X ′,O ′) topologischer Raum, g : X ′ → Rn Abbildung mit

g(x ′) =
(
g1(x ′), . . . , gn(x ′)

)
. Dann ist

g stetig ⇐⇒ pi ◦ g stetig ∀i = 1, . . . , n ⇐⇒ gi stetig ∀i = 1, . . . , n,

d.h. Stetigkeit von g ist �aquivalent zur Stetigkeit aller Koordinatenfunktionen.

Übungsaufgabe: Betrachte den Hilbertraum `2 der Folgen reeller Zahlen (ai)i∈N
mit

∑∞
i=0 a

2
i < ∞ und der Metrik

d
(
(ai), (bi)

)
=

√√√√ ∞∑
i=0

(ai − bi)2.

Zeige:

(i) Die Projektionsabbildungen pj : `2 → R mit pj

(
(ai)i∈N

)
= aj sind stetig

∀j ∈ N.

(ii) Die Metrik de�niert nicht die Initialtopologie bez�uglich (pj)j∈N. Hinweis:

Betrachte die Konvergenz der Folge xj = (δij)j∈N.
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Definition 4.5 F�ur eine Menge X und eine Familie von topologischen R�aumen

(Xi,Oi)i∈I mit einer Familie von Abbildungen (fi : Xi → X)i∈I de�niert man

die Finaltopologie bez�uglich (fi)i∈I als diejenige Topologie, welche die folgende

Eigenschaft besitzt:

(FT) F�ur einen beliebigen topologischen Raum Y ist eine Abbildung g : X → Y

genau dann stetig, wenn g ◦ fi ∀i ∈ I stetig ist.

(X,F)
g // Y

Xi

fi

OO

g◦fi

<<zzzzzzzzz

F Finaltopologie auf X bez�uglich (fi)i∈I.

Satz 4.6 Auf einer Menge X gibt es bez�uglich einer Familie (fi : Xi → X)i∈I

von Abbildungen auf einer Familie topologischer R�aume (Xi,Oi)i∈I genau eine

Finaltopologie. Sie ist die feinste Topologie auf X, f�ur die alle Abbildungen

fi : Xi → X stetig sind. Die o�enen Mengen von F sind die Mengen
⋂

i∈I

{
O ⊂

X : f−1
i (O) ∈ Oi

}
.

Beweis. Der Nachweis ist klar nach De�nition der Stetigkeit. Die Eindeutigkeit

zeigt man wie in Satz 4.4. �

Beispiele:

(i) (X ′,O ′) beliebiger topologischer Raum, g : X ′ → X Abbildung.

F =
{
M ⊆ X : g−1(M) ∈ O ′}

ist Finaltopologie auf X bez�uglich g. F hei�t auch direktes Bild von O ′

unter g.

(ii) Sei I eine induktiv geordnete Menge (d.h. jede linear geordnete Teilmenge

besitzt eine obere Schranke; linear geordnet hei�t, es gilt jeweils a ≤ b oder
b ≤ a).
(Xj,Oj)j∈I Familie topologischer R�aume der Art, da� f�ur j < k (j, k ∈ I)

gilt Xj ⊂ Xk und Oj = Ok|Xj
. (D.h. Topologie auf Xj wird durch Injektion

ijk : Xj ↪→ Xk aus der Topologie von Xk erzeugt)

Auf X =
⋃

j∈I Xj hei�t die Finaltopologie bez�uglich (ij : Xj ↪→ X)j∈I die

schwache Topologie auf X.

Beispiel: Limes{R�aume R∞, S∞ oder P∞
aus den Systemen (Rn)n∈N, (Sn)n∈N oder (Pn)n∈N.

Eine Folge
(
xk = (xkj

)j∈N
)
k∈N konvergiert (im Sinne der Finaltopologie)

genau dann gegen x = (x1, x2, . . .), wenn die Folgen (xkn)n∈N gegen xk kon-

vergieren. (Konvergenz im topologischen Sinne folgt in den n�achsten Paragra-

phen).
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5 Teilräume, Quotienten– und Produkträume

Der folgende Paragraph besch�aftigt sich mit der Frage, wie aus topologischen R�aum-

en weitere konstruiert werden k�onnen, die ihre Struktur von den Konstruktionsvor-

bildern erben. Der sicherlich h�au�gste Fall ist die Suche nach einer Topologie auf

einer Teilmenge eines topologischen Raumes (X,O).

Definition 5.1 Sei (X,O) ein topologischer Raum und Y ⊆ X eine Teilmenge.

Dann de�niert die kanonische Injektion i : Y ↪→ X eine Initialtopologie auf

Y. Diese Topologie hei�t induzierte Topologie (oder auch: Spurtopologie,

Relativtopologie) von O bez�uglich Y. Notation: OY.

Das Paar (Y,OY) wird (topologischer) Unterraum genannt.

Proposition 5.2 Sei (X,O) topologischer Raum und Y ⊆ X eine Teilmenge.

Dann gilt:

(i) OY = O ∩ Y = {Y ∩O : O ∈ O}.

(ii) AY = A ∩ Y = {Y ∩A : A ∈ A }.

Ferner gilt f�ur Z ⊆ Y:
(OY)Z = OZ.

Beweis.

(i) OY ist das inverse Bild von O bez�uglich i : Y ↪→ X.

(ii) Sei A ′ ∈ AY , d.h. A
′ = Y \ (Y ∩O) f�ur ein O ∈ O. Dann gilt

A ′ = Y \ (Y ∩O) = Y \O = Y ∩ {O = Y ∩A

mit A = {O ∈ A . Also ist AY ⊆ Y ∩A .

Umgekehrt gilt f�ur Y ∩A mit A ∈ A

Y ∩A = Y ∩ {O = Y \O = Y \ (Y ∩O) ∈ AY ,

also Y ∩A ⊆ AY .

Zusatz: Nach (i) ist (OY)Z = OY ∩ Z = O ∩ Y ∩ Z = O ∩ (Y ∩ Z) = O ∩ Z = OZ. �

Übungsaufgabe: F�ur y ∈ Y gilt UY(y) = Y∩U (y). Ebenso lassen sich Basen und

Subbasen von O durch Schnittbildung auf OY �ubertragen.

Beispiele:

(i) (X,Odis), Y ⊆ X ⇒ OY = Odis.

(ii) (R,Okan), Y := Z ⇒ OY = Odis,

aber: F�ur Y := Q ist OY 6= Odis, da zum Beispiel {1} ∈ Q nicht als Schnitt

von Q mit einer o�enen Menge aus Okan dargestellt werden kann!
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(iii) (Rn,Okan), Y := Rm mit m < n ⇒ OY = Okan.

Bemerkung: Sei (X,O) topologischer Raum und Y ⊆ X Teilmenge und (X ′,O ′)

beliebiger topologischer Raum, sowie f : X ′ → Y eine Abbildung. Nach (IT) ist f

stetig genau dann, falls i ◦ f stetig ist. Ist g : X → X ′ eine stetige Abbildung, so ist

g|Y → X ′ stetig, denn:(
g|Y
)−1

(O ′) = Y ∩ g−1(O ′) ∈ OY , O ′ ∈ O ′.

Übungsaufgabe: Sei M ⊆ Y und (Y,OY) Unterraum von (X,O). Wie verhalten

sich

(1)
|Y

M zu
|X

M ∩ Y,

(2)
◦Y

M zu
◦X

M ∩ Y,

(3) ∂YM =
|Y

M \
◦Y

M zu ∂XM ∩ Y?

Definition 5.3 Sei (Mi)i∈I eine Familie von Mengen Mi ⊆ X, wobei (X,O)

ein topologischer Raum ist.

(i) (Mi)i∈I hei�t Überdeckung von Y ⊆ X, wenn Y ⊆
⋃

i∈IMi.

(Mi)i∈I hei�t �Uberdeckung von X, wenn X =
⋃

i∈IMi.

(ii) Eine �Uberdeckung (Mi)i∈I hei�t

{ o�en, wenn alle Mi ∈ O, i ∈ I,
{ abgeschlossen, wenn alle Mi ∈ A , i ∈ I,
{ lokal endlich, wenn ∀x ∈ X : ∃U ∈ U (x) : Mi ∩ U 6= ∅ f�ur nur

endlich viele i ∈ I.

Satz 5.4 (Heftungslemma)
Sei (Mi)i∈I eine

(1) o�ene, oder

(2) lokal endliche, abgeschlossene

�Uberdeckung eines topologischen Raumes (X,O). F�ur alle i ∈ I seien stetige

Abbildungen (bez�uglich OMi
) fi : Mi → (X ′,O ′) gegeben mit

∀i, j ∈ I : fi|Mi∩Mj
= fj|Mi∩Mj

. (∗)

Dann existiert genau eine stetige Abbildung f : X → X ′ mit f|Mi
= fi ∀i ∈ I.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit: Sei x ∈ X : ∃i ∈ I : x ∈ Mi, de�niere

f(x) := fi(x). (∗) garantiert, da� f wohlde�niert ist. Eindeutigkeit per Konstruktion.
Stetigkeit folgt.
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Lemma 5.5 Sei (Mi)i∈I eine

(1) o�ene, oder

(2) lokal endlich, abgeschlossene

�Uberdeckung eines topologischen Raumes (X,O). Dann gilt ∀A,O ⊆ X:

(a) O ∈ O ⇐⇒ O ∩Mi ∈ OMi
∀i ∈ I.

(b) A ∈ A ⇐⇒ A ∩Mi ∈ AMi
∀i ∈ I.

Beweis. Zu (1): Nach Proposition 5.2(i) gibt es f�ur alle Oi ∈ OMi
(i ∈ I) ein

O ′ ∈ O mit Oi = Mi ∩ O ′. Da Mi o�en ist, folgt Oi ∈ O. Sei nun O ⊆ X mit

O ∩Mi ∈ OMi
∀i ∈ I.

O = X ∩O =

(⋃
i∈I

Mi

)
∩O =

⋃
i∈I

(Mi ∩O︸ ︷︷ ︸
∈O

) ∈ O.

Die Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(i).

Sei weiter A ⊆ X mit A ∩Mi ∈ AMi
∀i ∈ I. Dann gilt:

Mi ∩ {A = Mi \A = Mi \ ( Mi ∩A︸ ︷︷ ︸
abg. in Mi

) ∈ OMi
.

(a)⇒ {A ∈ O oder A ∈ A . Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(ii).

Zu (2): Wir zeigen zuerst (b):

Nach Proposition 5.2(ii) gibt es f�ur alle Ai ∈ AMi
(i ∈ I) ein A ′ ∈ A : Ai =

Mi∩A ′. DaMi abgeschlossen, folgt Ai ∈ A . Sei A ⊆ X mit A∩Mi ∈ AMi
∀i ∈ I.

Dann gilt

A = A ∩ X =

(⋃
i∈I

Mi

)
∩A =

⋃
i∈I

(Mi ∩A). (∗)

Sei x ∈ {A. Da die �Uberdeckung lokal endlich ist, gibt es U ∈ U (x) : U∩Mi 6= ∅ f�ur
nur endlich viele i ∈ I. Seien diese i1, . . . , in. Ferner existiert O ∈ O : x ∈ O ⊆ U.
Betrachte Û = U ∩

⋂n
j=1 {(Mij

∩A). Dann gilt Û ∈ U (x), denn:

x ∈ {A ⊆ {Mij
∪ {A = {(Mij

∩A) ∀j = 1, . . . , n.

Also ist

x ∈ O ∩
n⋂

j=1

{(Mij
∩A)︸ ︷︷ ︸

o�en in X

⊆ Û.

Ferner ist Û ⊆ {A, denn

Û ∩A (∗)
= Û ∩

⋃
i∈I

(Mi ∩A) =
⋃
i∈I

Û ∩Mi ∩A

=
⋃

i∈I\{i1,...,in}

Û ∩Mi ∩A ⊆
⋃

i∈I\{i1,...,in}

U ∩Mi 6= ∅.
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Mit Û ∈ U (x) und Û ⊆ {A folgt {A o�en bzw. A ∈ A .

Die Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(ii).

Zu (a): Sei O ⊆ X mit O ∩Mi ∈ OMi
∀i ∈ I. Dann ist Mi ∩ {O = Mi \ (Mi ∩O),

und damit {O ∈ A , d.h. O ∈ O.

Die Umkehrung gilt nach Proposition 5.2(i). �

Beweis der Stetigkeit zu Satz 5.4. Sei O ′ ∈ O ′. Dann ist Mi ∩ f−1(O ′) =

f−1
i (O ′) (nach Konstruktion von f). Nun gilt f−1

i (O ′) ∈ OMi
(wegen Stetigkeit von

fi) (i ∈ I beliebig). Nach Lemma 5.5(a) folgt aber sowohl f�ur (1) als auch f�ur (2),

da� dann f−1(O ′) ∈ O, d.h. f ist stetig. �

Bemerkung: Die Voraussetzung
"
lokal endlich\ im Fall (2) ist wesentlich! Man

�uberlege sich ein Gegenbeispiel (�Ubungsaufgabe). (Es gen�ugt, sich ein Gegenbeispiel

zu Lemma 5.5(2)
"
⇐\ zu �uberlegen).

Definition 5.6 Eine Abbildung f : X → X ′ von einem topologischen Raum

(X,O) in einen topologischen Raum (X ′,O ′) hei�t Einbettung, wenn f ein

Hom�oomorphismus von (X,O) auf den Unterraum (f(X),O ′
f(X)) ist.

Satz 5.7 Eine Abbildung f : X → X ′ von einem topologischen Raum (X,O) in

einen topologischen Raum (X ′,O ′) ist genau dann eine Einbettung, wenn f

injektiv und stetig ist, sowie

∀O ∈ O : f(O) ∈ Of(X).

Beweis. Klar nach De�nition 3.6. �

Beispiele:

(i) m,n ∈ N, m < n:

i : (Rm,Okan) −→ (Rn,Okan),

(x1, . . . , xm) 7−→ (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)

ist eine Einbettung des Rm in den Rn.

(ii) sin : (R,Okan) → (R2,Okan), x 7→ (x, sin x) de�niert eine andere Einbettung

von R in R2.

(iii) Man kann S1 in R3 durch Kleeblattschlinge einbetten.

[Bild]

Einbettungen von S1 in R3 hei�en auch Knoten.

(iv) F�ur x ∈ R sei [x] die gr�o�te ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

Sei 0 < γ < 1 irrational.

f : Z → [0, 1), n 7→ nγ− [nγ]

ist injektiv und f(Z) dicht in [0, 1). Mit (Z,Odis) ist f stetig, aber keine
Einbettung (f ist nicht o�en!).
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Definition 5.8 Sei (Xi,Oi) eine Familie topologischer R�aume und X =
∏

i∈I Xi

mit den Projektionen pi : X → Xi, i ∈ I. Die Produkttopologie (X,O) auf X

wird durch die Basis

B =
{ ⋂

k∈K

p−1
k (Ok) : Ok ∈ Ok, K endliche Teilmenge von I

}
de�niert. (X,O) hei�t Produktraum (oder topologisches Produkt der R�aume

Xi).

Bemerkungen:

(i) S =
{
p−1

i (Oi) : Oi ∈ Oi, i ∈ I
}
ist eine Subbasis der Produkttopologie.

(ii) Nach Konstruktion sind die Projektionen pi : X → Xi (i ∈ I) stetig und o�en.

(im Allgemeinen sind die pi jedoch nicht abgeschlossen! Beispiel: (R2,Okan),

A = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1} ist abgeschlossen in R2, aber p1(A) = R \ {0} ist

nicht abgeschlossen in R!)

(iii) Die Produkttopologie ist die Initialtopologie auf X bez�uglich (pi)i∈I.

(iv) Sind alle Xi A2{R�aume und ist I h�ochstens abz�ahlbar, so ist auch (X,O)

A2{Raum. (A2{Raum hei�t X erf�ullt das 2. Abz�ahlbarkeitsaxiom)

F�ur x = (xi)i∈I ∈ X und Vi(xi) Umgebungsbasen von xi ∈ Xi ist

V (x) :=
{∏

i∈I

Vi : Vi ∈ Vi(xi) f�ur h�ochstens abz�ahlbar viele i ∈ I

und Vi = Xi sonst
}

eine Umgebungsbasis f�ur x (Nachpr�ufen: �Ubungsaufgabe).

Somit gilt: Sind alle Xi A1{R�aume und ist I h�ochstens abz�ahlbar, so ist auch

(X,O) A1{Raum.

Man kann A1{ bzw. A2{Produktr�aume charakterisieren, indem man fordert,

da� h�ochstens abz�ahlbar viele Xi nicht die indiskrete Topologie tragen.

Beispiele:

(i) (R,Okan) =: Xi ⇒ (Rn,Okan) = (Rn,Oprod).

(ii) X1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} Kreislinie, X2 = [a, b] mit a, b ∈ R, a < b,

beide mit kanonischer Topologie. X1×X2 ist hom�oomorph zu einem Kreisring.

(iii) (Xi,Odis
i ) ∀i ∈ I: X =

∏
i∈I Xi

� ist |I| < ∞: (X,Oprod) = (X,Odis)

� ist |I| = ∞: (X,Oprod) = (X,Odis), falls |Xi| ≥ 2 f�ur nur endlich viele

i ∈ I, denn
{x} = {(xi)i∈I} =

∏
i∈I

{xi} ∈ Bprod,

andernfalls m�u�te {x} =
∏

i∈I{xi} eine Menge aus Bprod enthalten, was

unm�oglich ist.
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(iv) f : (X,O) → (X ′,O ′) Abbildung von topologischen R�aumen. Der Unterraum

G(f) := {(x, x ′) ∈ X× X ′ : x ′ = f(x)} von (X× X,Oprod) hei�t Graph von f.

Übungsaufgabe: f ist genau dann stetig, wenn g : x 7→ (x, f(x)) eine Ein-

bettung von X in X× X ′ ist.

(v) n ∈ N, Xn := {0, 2} mit Odis. X =
∏

n∈N Xn mit Oprod.

T :=
⋂∞

m=1 Tm mit T1 := [0, 1
3 ] ∪ [2

3 , 1], T2 := [0, 1
9 ] ∪ [2

9 ,
1
3 ] ∪ [2

3 ,
7
9 ] ∪ [8

9 , 1], Tj

(j ≥ 3) entsprechend.

[Bild]

T hei�t Cantor’sches Diskontinuum.

Bemerkungen:

(i) T ist nicht abz�ahlbar.

(ii) T ist abgeschlossen in (R,Okan).

(iii) T ist nirgends dicht in [0, 1], d.h.
◦

T = ∅ (T enth�alt keine inneren Punkte,
oder T = ∂T).

Die Abbildung f : X → T , (xn)n∈N 7→ x1

3 + x2

9 + · · · + xn

3n + · · · =
∑∞

n=1
xn

3n

de�niert einen Hom�oomorphismus.

Hinweis:

(a) Initialtopologie auf X bez�uglich f ist gleich der Produkttopologie (T ver-

sehen mit der Unterraumtopologie von R).

(b) f ist bijektiv (beachte:
∑∞

n=2
2

3n = 1
3 ).

Satz 5.9 Sei (Xi,Oi)i∈I eine Familie topologischer R�aume, X =
∏

i∈I Xi der

Produktraum und pi : X → Xi, i ∈ I, die Projektionen. Dann gilt:

(i) Die Produkttopologie ist die gr�obste Topologie, f�ur die alle Projektionen

stetig sind.

(ii) Eine Abbildung g : Y → X, Y topologischer Raum, ist genau dann stetig,

wenn gi := pi ◦ g stetig ∀i ∈ I sind.

Beweis.

(i) Satz 4.4.

(ii) De�nition 4.3. �

Satz 5.10 Seien (Xi,Oi)i∈I und (Yi,Gi)i∈I zwei Familien topologischer R�aume

und (fi : Xi → Yi)i∈I eine Familie von Abbildungen. Die Abbildung

f :
∏
i∈I

Xi −→ ∏
i∈I

Yi, (xi)i∈I 7−→ (f(xi))i∈I

ist genau dann stetig, wenn fi ∀i ∈ I stetig sind.
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∏
i∈I

Xi f //

pj

��

fi◦pi

""E
EE

EE
EE

EE

∏
i∈I

Yi

qj

��
Xj

fj // Yj

Beweis. Bezeichne pi :
∏

i∈I Xi → Xi (i ∈ I) und qi :
∏

i∈I Yi → Yi (i ∈ I) die
Projektionen.

Sind alle fi stetig, so folgt die Stetigkeit von f aus Satz 5.9(ii), da fi ◦ pi = qi ◦ f.

Sei nun f stetig und (ai)i∈I ein Punkt aus
∏

i∈I Xi. F�ur alle j ∈ I sei

sj : Xj → ∏
i∈I

Xi, xj 7→ (zi)i∈I

mit zj :=

{
ai f�ur i 6= j

xj f�ur i = j.

Die Abbildungen sj sind nach Satz 5.9(ii) stetig, denn

Xj
sj //

idXj   A
AA

AA
AA

AA

∏
i∈I

Xi

pj

��
Xj

Dann ist
∏
i∈I

Xi f //
∏
i∈I

Yi

qj

��
Xj

sj

OO

fj // Yj

ein kommutatives Diagram, folglich fj = qj ◦ f ◦ sj sind stetig ∀j ∈ I. �

Definition 5.11 Sei (X,O) ein topologischer Raum und ∼ eine �Aquivalenrela-

tion auf X. Sei ferner p : X → X/∼ die kanonische Projektion von X auf die

Menge der �Aquivalenzklassen. Die Finaltopologie auf X/∼ bez�uglich p hei�t

Quotiententopologie auf X/∼. Der Raum (X/∼,Oquot) hei�t dann Quotien-

tenraum (oder auch Faktorraum).

Satz 5.12 Sei (X,O) topologischer Raum, ∼ eine �Aquivalenzrelation auf X und

p : X → X/∼ die kanonische Projektion. Dann gilt:

(i) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie, f�ur die p stetig ist (d.h.

M ⊆ X/∼ ist o�en ⇐⇒ p−1(M) o�en in X).

(ii) Eine Abbildung g : X/∼ → Y, Y topologischer Raum, ist genau dann stetig,

wenn g ◦ p stetig ist.

Beweis.

(i) Satz 4.6.

(ii) De�nition 4.5. �
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Beispiele:

(i) x ∼ y :⇐⇒ (x > 0 ∧ y > 0) ∨ (x ≤ 0 ∧ y ≤ 0) ⇒ R/∼ = {0, 1} mit O ={
∅, {1},R/∼

}
ist hom�oomorph zum Sierpinski–Raum (d.h.

{
∅, {0}, {0, 1}

}
als

Topologie auf {0, 1}).

Beachte:

(a) Projektion p : R → R/∼ ist nicht o�en, da p
(
(−1, 0)

)
= {0} !

(b) O ist nicht p(Okan), da {0} /∈ O, aber {0} = p
(
(−1, 0)

)
∈ p(Okan)

(ii) (Rn,Okan) und x ∼ y :⇐⇒ x− y ∈ Zn (x, y ∈ Rn).

Tn := Rn/∼ hei�t n–dimensionaler Torus.

n = 1: T1 ∼= S1

[Bild]

n = 2: T2 ∼= S1 × S1

[Bild]

(iii) Betrachte g : S1 → S1, (x, y) 7→ (x,−y) und de�niere auf dem Produkt

(S1,Okan)× ([0, 1],Okan) die �Aquivalenzrelation

(u, ξ) ∼ (v, η) :⇐⇒

v = g(u) ξ = 0 ∧ η = 1

u = g(v) ξ = 1 ∧ η = 0

u = v 0 < ξ = η < 1.

f�ur u, v ∈ S1 und ξ, η ∈ [0, 1].

[Bilder]

Dann hei�t F := S1 × [0, 1]/∼ Kleinsche Flasche.

Bemerkung: Ist f : X → X ′ eine Abbildung, so de�niert

x ∼ y :⇐⇒ f(x) = f(y)

eine �Aquivalenzrelation auf X/∼ =: X/f.

f induziert dann eine Abbildung ~f : X/∼ → X ′, ~x 7→ f(x) (~x bezeichnet die �Aquiva-

lenzklasse von x).

Dann gilt: ~f stetig ⇐⇒ f stetig.

Diese �Uberlegung f�uhrt zur Identi�zierungstopologie (siehe sp�ater) auf X ′.
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6 Trennungseigenschaften

Bei allgemeinen topologischen R�aumen kann es durchaus passieren, da� sich ver-

schiedene Punkte x, y nicht durch noch so kleine Umgebungen trennen lassen (d.h.

Ux∩Uy = ∅). Wir nehmen im Folgenden immer an, da� Xmindestens zwei Elemente

besitzt.

Definition 6.1 Sei (X,O) ein topologischer Raum. X hei�t T0{Raum, falls von

je zwei verschiedenen Punkten x, y ∈ X, x 6= y wenigstens einer eine Umgebung

besitzt, die den anderen nicht enth�alt. D.h. ∃Ux ∈ U (x) mit y /∈ Ux oder

∃Uy ∈ U (y) mit x /∈ Uy.

Satz 6.2 Ein topologischer Raum (X,O) ist genau dann ein T0{Raum, falls f�ur

alle x, y ∈ X, x 6= y gilt {x} 6= {y}.

Beweis. Sei {x} 6= {y}. Dann gilt x /∈ {y} oder y /∈ {x} (denn w�are x ∈ {y}, so folgt

{x} ⊆ {y} und w�are auch y ∈ {x}, so folgt {y} ⊆ {x}. Also {x} = {y} im Widerspruch

zur Voraussetzung.)

Ist x /∈ {y}, so ist X \ {y} eine o�ene Umgebung von x, die y nicht enth�alt. Ist

y /∈ {x}, so ist X \ {x} eine o�ene Umgebung von y, die x nicht enth�alt. Also gilt die

T0{Eigenschaft.

Ist umgekehrt X ein T0{Raum, so existiert (o.E.) eine Umgebung Ux ∈ U (x) mit

y /∈ Ux. Dann ist x /∈ {y} (denn x ∈ {y} hei�t U ∩ {y} 6= ∅ f�ur alle U ∈ U (x),

vergleiche De�nition 2.4), folglich {x} 6= {y}. �

Eine st�arkere Trennungseigenschaft ist, falls in T0 das
"
oder\ durch

"
und\ ersetzt

wird.

Definition 6.3 Sei (X,O) ein topologischer Raum. X hei�t T1{Raum, falls von

je zwei verschiedenen Punkten x, y ∈ X, x 6= y jeder eine Umgebung besitzt,

die den anderen nicht enth�alt. D.h. ∃Ux ∈ U (x) mit y /∈ Ux und ∃Uy ∈ U (y)

mit x /∈ Uy.

O�ensichtlich ist jeder T1{Raum auch ein T0{Raum. Der Sierpinski{Raum ist T0{

Raum, aber nicht T1{Raum (X = {0, 1} mit O =
{
∅, {0}, {0, 1}

}
).

Satz 6.4 Ein topologischer Raum (X,O) ist genau dann ein T1{Raum, falls f�ur

alle x ∈ X gilt: {x} = {x} (d.h. {x} ist abgeschlossen).

Beweis. Sei X ein T1{Raum und x ∈ X. F�ur y ∈ X \ {x} (d.h. y 6= x) existiert

Uy ∈ U (y) mit x /∈ Uy, also Uy ⊆ X\{x}, d.h. X\{x} ist o�en, also {x} abgeschlossen.

Ist umgekehrt {x} abgeschlossen f�ur jedes x ∈ X, und ist y ∈ X, y 6= x, so ist X \ {x}

eine o�ene Umgebung von y, die x nicht enth�alt. Genauso ist X \ {y} eine o�ene

Umgebung von x, die y nicht enth�alt. �

Eine Trennungseigenschaft, die von metrischen R�aumen erf�ullt wird, ist die T2{

Eigenschaft.
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Definition 6.5 Sei (X,O) ein topologischer Raum. X hei�t T2{Raum (oder

Haussdor�{Raum), wenn je zwei verschiedene Punkte x, y ∈ X, x 6= y dis-

junkte Umgebungen besitzen. D.h. ∃Ux ∈ U (x), Uy ∈ U (y) mit Ux ∩Uy = ∅.

O�ensichtlich ist jeder T2{Raum auch ein T1{Raum. Die Umkehrung gilt nicht, wie

folgendes Beispiel zeigt.

Sei X unendlich. O bezeichne die Topologie der endlichen Komplemente: O = {O ⊆
X : X \ O endlich } ∪ {∅}. X ist T1{Raum, da {x} = X \ (X \ {x}) abgeschlossen ist.

X ist nicht Hausdor�sch. Denn w�are x ∈ Ox ⊆ X, y ∈ Oy ⊆ X, Ox, Oy o�en und

Ox∩Oy = ∅, so gilt X = X\(Ox∩Oy) = (X\Ox)∪(X\Oy), also w�are X Vereinigung

zweier endlicher Mengen, ein Widerspruch.

Jeder metrische Raum (X, d) ist T2{Raum. Sind x, y ∈ X, x 6= y, d(x, y) =: r > 0.

Dann gilt U r
2
(x) ∩U r

2
(y) = ∅.

Satz 6.6 Sei (X,O) ein topologischer Raum. �Aquivalent sind

(i) X ist ein T2{Raum.

(ii) F�ur jedes x ∈ X gilt: {x} =
⋂

A∈A ,A∈U (x)A.

(iii) Die Diagonale ∆ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X × X ist abgeschlossen in X × X
(X× X versehen mit der Produkttopologie).

Beweis. (i) ⇒ (ii): Betrachte x, y ∈ X, y 6= x. Seien Ox, Oy ∈ O mit x ∈ Ox,

y ∈ Oy, Ox ∩Oy = ∅. Dann ist A = X \Oy abgeschlossen, x ∈ Ox ⊆ X \Oy, d.h.

X \ Oy ist abgeschlossene Umgebung von x. Ferner ist y /∈ A. Dies gilt f�ur jedes
y ∈ X, y 6= x, woraus {x} =

⋂
A∈A ,A∈U (x)A folgt.

(ii) ⇒ (iii): Angenommen ∆ w�are nicht abgeschlossen, dann existieren x, y ∈ X,

x 6= y mit (x, y) ∈ ∆. Mit Voraussetzung (ii) existiert A abgeschlossen, A ∈ U (x)

mit y /∈ A. Da A Umgebung von x ist, existiert Ox ∈ O mit x ∈ Ox ⊆ A. Bezeichne
Oy = X\A. Dann gilt Ox∩Oy = ∅, (x, y) ∈ Ox×Oy, und somit (Ox×Oy)∩∆ = ∅.
Ox × Oy ist aber eine Umgebung von (x, y) ∈ X × X, und mit (x, y) ∈ ∆ mu�

(Ox ×Oy) ∩ ∆ 6= ∅ gelten, ein Widerspruch.

(iii) ⇒ (i): Seien x, y ∈ X, x 6= y, also (x, y) /∈ ∆ = ∆. Somit existiert eine Umgebung

W von (x, y) in X × X mit W ∩ ∆ = ∅. Dann existieren (De�nition 5.8 und Satz

5.9(i)) Ox ∈ O, Oy ∈ O mit x ∈ Ox, y ∈ Oy mit Ox ×Oy ⊆W ⊆ (X×X) \∆. Das

hei�t aber Ox ∩Oy = ∅. �

Der n�achste Schritt erweitert die Trennungseigenschaften von Punkten auf Teilmen-

gen.

Definition 6.7 Sei (X,O) ein topologischer Raum. X hei�t T3{Raum, wenn

jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeder Punkt x ∈ X \ A disjunkte

Umgebungen besitzen. D.h. ∃UA Umgebung von A, Ux ∈ U (x) mit UA∩Ux = ∅.

Die T3{Eigenschaft ist keine Verst�arkung von T2,T1,T0. Ist X mindestens zweiele-

mentig, und O die indiskrete Topologie, so ist (X,O) nicht T0{, aber T3{Raum.
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Definition 6.8 Ein T3{Raum, der gleichzeitig T1{Raum ist, hei�t regulär.

Ein regul�arer Raum ist notwendigerweise ein T2{Raum. Sind n�amlich x, y ∈ X,

x 6= y, so ist {y} abgeschlossen wegen T1. Mit T3 gibt es U{y} ∈ U (y), Ux ∈ U (x)

mit U{y} ∩Ux = ∅.

Es gibt T2{R�aume, die nicht T3{Eigenschaft haben. Zun�achst geben wir eine Cha-

rakterisierung von T3{R�aumen an.

Satz 6.9 Ein topologischer Raum (X,O) ist ein T3{Raum genau dann, wenn

zu jedem x ∈ X und U ∈ U (x) ein V ∈ O existiert mit x ∈ V und V ⊆ U.

(Mit anderen Worten: X ist genau dann ein T3{Raum, wenn die abgeschlosse-

nen Umgebungen eines jeden Punktes eine Umgebungsbasis bilden, vergleiche

De�nition 1.13).

Beweis. Sei X ein T3{Raum, U ∈ U (x), ohne Einschr�ankung U o�en. Da A = X\U

abgeschlossen ist, existieren UA o�ene Umgebung von A und V ∈ U (x), V o�en,

mit UA ∩ V = ∅. Somit ist V ⊆ X \ UA. Da X \ UA abgeschlossen ist, gilt V ⊆
X \UA ⊆ X \A = U.

Bilden umgekehrt die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis und ist

x /∈ A, A abgeschlossen. Dann gilt x ∈ X \ A. Mit der Voraussetzung gibt es ein

V ∈ O mit x ∈ V , V ⊆ X\A. Setzt manW := X\V ∈ O, so giltW = X\V ⊆ X\V ,

also V ∩W = ∅ und W = X \ V ⊇ A, d.h. T3 gilt. �

Nat�urlich stellt sich wieder die Frage nach der Abgrenzung zwischen regul�aren to-

pologischen R�aumen und Hausdor�{R�aumen. Man sieht leicht, da� jeder regul�are

Raum ein T2{Raum ist. Ist n�amlich x, y ∈ X, x 6= y, so ist wegen der T1{Eigenschaft

{x} abgeschlossen. Mit y ∈ X \ {x} existieren mit der T3{Eigenschaft disjunkte Um-

gebungen von {x} und y. Also ist die T2{Eigenschaft erf�ullt.

Wir geben nun ein Beispiel eines Hausdor�{Raumes an, der nicht regul�ar ist (also

T3 nicht erf�ullt).

Sei X = R. Wir de�nieren ein Umgebungssystem U (x) auf R. Sei x ∈ R, n ∈ N, und
setze Un(x) := {x+ kn : k ∈ N0} und de�niere

U (x) := {U ⊆ R : U ⊇ Un(x) f�ur ein n ∈ N}.

Wir zeigen, da� (U1),(U2),(U3),(U4) von Proposition 1.7 gelten.

(U1),(U2) sind o�ensichtlich erf�ullt. Sind U1, U2 ∈ U (x), so gibt es n1, n2 ∈ N mit

U1 ⊇ Un1
(x), U2 ⊇ Un2

(x). Sei n = kgV(n1, n2). Mit Un1
(x) ∩ Un2

(x) ⊇ Un(x)

folgt U1∩U2 ⊇ Un(x), d.h. U1∩U2 ∈ U (x). Somit ist (U3) erf�ullt. Nun zu (U4): Sei

U ⊇ Un(x). Wir setzen V := Un(x) und zeigen U ∈ U (y) f�ur alle y ∈ V = Un(x).

Da y = x + kn, k ∈ N0, ist Un(y) = {(x + kn) + ln : l ∈ N0} = {x + (k + l)n :

l ∈ N0} ⊆ Un(x) ⊆ U. Das hei�t U ∈ U (y) f�ur alle y ∈ V . Mit Satz 1.8 bestimmt

U (x) genau eine Topologie O auf R, die U (x) als Umgebungssystem besitzt.

Wir zeigen: (R,O) ist T2{Raum. Seien x1, x2 ∈ R, x1 6= x2. Ist x1 − x2 /∈ Z, so ist

U1(x1) ∩ U1(x2) = ∅. W�are n�amlich y ∈ U1(x1) ∩ U1(x2), so gilt x1 + k1 = y =

x2 + k2, also x1 − x2 = k2 − k1 ∈ Z, ein Widerspruch.
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Ist x1 − x2 ∈ Z, setze m = |x1 − x2| ∈ N. Dann gilt U2m(x1) ∩U2m(x2) = ∅. Denn
w�are y ∈ U2m(x1) ∩U2m(x2), so ist x1 + k12m = y = x2 + k22m f�ur k1, k2 ∈ N0.

Folglich m = |x1 − x2| = 2m|k2 − k1|, also 1
2 = |k2 − k1|, ein Widerspruch.

Insgesamt haben wir (R,O) ist Hausdor�sch.

Um zu zeigen, da� (R,O) nicht T3{Raum ist, �uberlegen wir

(a) x− km ∈ Um(x), wobei x ∈ R, k ∈ N0, m ∈ N.
Dazu hat man Un(x − km) ∩ Um(x) 6= ∅ zu zeigen f�ur alle n ∈ N. Dies gilt

wegen y := (x− km) + kmn ∈ Un(x− km) und y = x+ (kn− k)m ∈ Um(x).

(Insbesondere liegen immer negative y in Um(x).)

(b) A := {x ∈ R : x ≤ 0} ist abgeschlossen.
Dazu zeigen wir, da� R \ A o�en ist. Sei x > 0. Da Un(x) ⊆ [x,∞) ⊆ R \ A,

gibt es also eine Umgebung von x, die ganz in R \ A liegt. Folglich ist A

abgeschlossen.

Betrachte x = 1 und A ⊆ R. Angenommen es gibt U1 ∈ U (1) und UA o�ene

Umgebung von A mit U1 ∩UA = ∅. Dann ist U1 ⊇ Um(1) f�ur ein m ∈ N. Hiermit

gilt Um(1) ⊆ R \ UA, also Um(1) ⊆ R \ UA ⊆ R \ A. Daraus folgt A ∩ Um(1) = ∅
im Widerspruch zu (a).

Definition 6.10 Sei (X,O) ein topologischer Raum. X hei�t T4{Raum, wenn

je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen A und B von X disjunkte Umge-

bungen besitzen. D.h. ∃UA Umgebung von A und UB Umgebung von B mit

UA ∩UB = ∅.

Aus der T4{Eigenschaft folgt nicht T3. X = {0, 1} mit O =
{
∅, X, {0}

}
erf�ullt T4, aber

nicht T3.

Definition 6.11 Ein T4{Raum, der gleichzeitig T1{Raum ist, hei�t normal.

Ein normaler Raum ist notwendigerweise ein T3{Raum. Ist n�amlich A eine abge-

schlossene Teilmenge von X und x ∈ X \ A, so ist wegen T1 die Menge {x} abge-

schlossen, mit T4 existieren UA und U{x} Umgebungen von A bzw. {x} mit leerem

Schnitt. Folglich ist X ein T3{Raum.

Satz 6.12 Ein topologischer Raum (X,O) ist ein T4{Raum genau dann, wenn

zu jeder abgeschlossenen Menge A ⊆ X und jeder Umgebung UA von A eine

(o�ene) Umgebung VA von A mit VA ⊆ UA existiert.

Beweis. Sei X als T4{Raum vorausgesetzt. Ist A ⊆ UA Umgebung (ohne Ein-

schr�ankung UA o�en) von A, so ist B := X \ UA abgeschlossen und A ∩ B = ∅.
Folglich existieren VA, VB o�ene Umgebungen von A bzw. B mit VA ∩ VB = ∅.
Insbesondere VA ⊆ X \ VB ⊆ X \ B = UA, da X \ VB abgeschlossen ist.

F�ur den Nachweis der umgekehrten Implikation betrachte A,B ⊆ X abgeschlossen

mit A ∩ B = ∅. Dann ist U := X \ B o�en und A ⊆ U. Mit der Voraussetzung
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existiert Umgebung VA von A mit VA ⊆ U. Man setze UB := X \ VA. Dann gilt

B = X\U ⊆ X\VA = UB, UB ist o�en und UB = X\VA ⊆ X\VA, also UB∩VA = ∅.
�

Folgendes Resultat bringt viele Beispiele f�ur normale R�aume.

Proposition 6.13 Jeder metrische Raum (X, d) ist ein normaler (topologi-

scher) Raum.

Beweis. Seien A,B ⊆ X abgeschlossen und A ∩ B = ∅. Zu a ∈ A ⊆ X \ B existiert

εa > 0mit U2εa(a) ⊆ X\B, und zu b ∈ B ⊆ X\A existiert εb > 0mit U2εb
(b) ⊆ X\

A. Setze U :=
⋃

a∈AUεa(a) ∈ O und V :=
⋃

b∈BUεb
(b) ∈ O. Dann gilt U ∩ V = ∅

(und nat�urlich A ⊆ U, B ⊆ V). Angenommen x ∈ U ∩ V . Dann ist x ∈ Uεa(a) f�ur

ein a ∈ A und x ∈ Uεb
(b) f�ur ein b ∈ B. Mit der Dreiecksungleichung erhalten

wir aber d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < εa + εb ≤ 2max{εa, εb}. Das bedeutet

a ∈ U2εb
(b) ⊆ X \A oder b ∈ U2εa(a) ⊆ X \ B, was nicht sein kann. �

Zur Vererbung der Trennungseigenschaften auf Unterr�aume k�onnen wir herleiten:

Satz 6.14 Jeder Unterraum (mit der induzierten Topologie) eines Ti{Raumes

ist ein Ti{Raum f�ur i = 0, 1, 2, 3. Jeder abgeschlossene Unterraum eines T4{

Raumes ist ein T4{Raum.

Beweis. Sei Y ⊆ X, OY sei die induzierte Topologie auf Y. T0, T1, T2 sind klar. Zu

T3: Sei A ⊆ Y abgeschlossen, x ∈ Y, x /∈ A. Nun existiert A ′ ⊆ X abgeschlossen mit

A ′ ∩ Y = A. Es mu� x /∈ A ′ gelten, sonst w�are x ∈ A. Mit der Voraussetzung an

(X,O) gibt es U ′, V ′ ∈ O mit A ′ ⊆ U ′, x ∈ V ′, U ′ ∩ V ′ = ∅. Setze U = Y ∩ U ′,

V = Y ∩ V ′, und man hat U ∩ V = ∅, A ⊆ U, x ∈ V , U,V ∈ OY .

Zu T4: Sei Y abgeschlossen, sowie A,B ⊆ Y abgeschlossen mit A ∩ B = ∅. Nun
existieren A ′ ⊆ X, B ′ ⊆ X abgeschlossen mit A = A ′ ∩ Y, B = B ′ ∩ Y. (Die
A ′,B ′ brauchen nicht disjunkt zu sein!) Da Y abgeschlossen ist, sind auch A und B

abgeschlossen in X (A,B ∈ A ). Deshalb existieren U ′, V ′ ∈ O, A ⊆ U ′, B ⊆ V ′ mit

U ′ ∩ V ′ = ∅. Setze U = U ′ ∩ Y, V = V ′ ∩ Y. Dann gilt U,V ∈ OY , A ⊆ U, B ⊆ V
und U ∩ V = U ′ ∩ V ′ ∩ Y = ∅. �

Beispiel: Ein Unterraum eines T4{Raumes mu� nicht T4 sein. Sei X = {a, b, c, d}.

O =
{
∅, {d}, {b, d}, {c, d}, {b, c, d}, X

}
ist eine Topologie auf X. X ist damit ein T4{

Raum. Es ist n�amlich A =
{
∅, X, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}

}
. Somit ist von je zwei

abgeschlossenen disjunkten Mengen stets eine die leere Menge. (X,O) ist also tri-

vialerweise ein T4{Raum.

Sei Y = {b, c, d} mit der induzierten Topologie OY =
{
∅, {d}, {b, d}, {c, d}, Y

}
. Die

abgeschlossenen Mengen in Y sind AY =
{
∅, Y, {b}, {c}, {b, c}

}
. {b} und {c} besitzen

aber keine disjunkten Umgebungen, wie man sofort sieht.
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7 Trennungseigenschaften und stetige Funktionen

Proposition 7.1 Sei X ein topologischer Raum, Y ein Hausdor�{Raum, f, g :

X → Y seien stetig. Dann ist {x ∈ X : f(x) = g(x)} abgeschlossen.

Beweis. Setze ϕ : X → Y×Y, ϕ(x) =
(
f(x), g(x)

)
. ϕ ist stetig, denn ϕ

(
f−1(Uf(x))∩

g−1(Ug(x))
)
⊆ Uf(x) × Ug(x), Uf(x), Ug(x) Umgebungen von f(x), g(x). Nun gilt

ϕ−1(∆) = {x ∈ X : f(x) = g(x)}, ∆ die Diagonale in Y × Y. ∆ ist abgeschlossen, da

Y ein Hausdor�{Raum ist. Also ist ϕ−1(∆) abgeschlossen mit Satz 3.4. �

Korollar 7.2 Sei X ein topologischer Raum, Y ein Hausdor�{Raum, f, g : X →
Y seien stetig. Gilt f(x) = g(x) f�ur alle x ∈ D, D ⊆ X dicht (d.h. D = X), so ist

f = g.

Beweis. D ⊆ {x ∈ X : f(x) = g(x)} impliziert X = D ⊆ {x ∈ X : f(x) = g(x)} mit

Proposition 7.1. �

Korollar 7.3 Seien X und Y Hausdor�{R�aume, f : X → Y stetig. Dann ist

Gf :=
{(
x, f(x)

)
: x ∈ X

}
⊆ X× Y abgeschlossen. (Gf ist der Graph von f).

Beweis. Bezeichne ϕ : X× Y → Y, ϕ(x, y) = y und ψ : X× Y → Y, ψ(x, y) = f(x).

Beide Abbildungen sind stetig. Folglich ist

Gf =
{
(x, y) ∈ X× Y : ϕ(x, y) = ψ(x, y)

}
=

{(
x, f(x)

)
: x ∈ X

}
abgeschlossen. �

Satz 7.4 (Urysohn) Sei (X,O) ein topologischer Raum. X ist ein T4{Raum

genau dann, wenn zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A und

B eine stetige Funktion f : X → [0, 1] existiert mit f|A = 0 und f|B = 1. (Dabei

tr�agt [0, 1] die nat�urliche Topologie.)

Beweis. Sei zuerst die Existenz von f vorausgesetzt. Sind A,B ⊆ X abgeschlos-

sen, A ∩ B = ∅, und f : X → [0, 1] stetig mit f|A = 0 und f|B = 1. Setze

U := f−1
(
(−∞, 1

2 )
)
, V := f−1

(
(1

2 ,∞)
)
. Es gilt A ⊆ U, U o�en, B ⊆ V , V o�en, und

U ∩ V = ∅.

Nun zur Umkehrung: Bezeichne D :=
{

m
2n : n ∈ N0, m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ 2n

}
. D ist

dicht in [0, 1]. Denn sind 0 ≤ a < b ≤ 1 und n ∈ N mit 1
2n <

b−a
2 , sowie m ∈ N0

mit m
2n ≥ a, m minimal mit dieser Eigenschaft, so gilt

a ≤ m

2n
≤ b. (∗)

W�are n�amlich b ≤ m
2n , so w�are auch m−1

2n > b− b−a
2 = b+a

2 ≥ a, im Widerspruch

zur Minimalit�at von m. Mit (∗) folgt D = [0, 1].

Wir konstruieren im ersten Schritt eine Abbildung t 7→ Ut, D → O mit t1 < t2 ⇒
Ut1

⊆ Ut2
. Dazu zerlege

D =

∞⋃
n=0

Dn, Dn :=
{m
2n

: 0 ≤ m ≤ 2n, m ∈ N0

}
.
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Dazu benutzen wir Rekursion �uber n mit
⋃n

l=0Dl und starten in der Rekursion

mit D0 = {0, 1}, U1 := X \ B ∈ O. Dann ist A ⊆ X \ B = U1. W�ahle nun U0 ∈ O
gem�a� Satz 6.12 mit A ⊆ U0, U0 ⊆ U1. Seien nun mit Induktionsvoraussetzung Ut

konstruiert f�ur t ∈
⋃n

l=0Dl =
{

m
2l : l = 0, . . . , n; 0 ≤ m ≤ 2l

}
, Ut ∈ O, Us ⊆ Ut

falls s < t; s, t ∈
⋃n

l=0Dl.

Sei t ∈ Dn+1 \
⋃n

l=0Dl, t = 2k+1
2n+1 (Z�ahler gerade ⇒ t ∈ Dn). F�ur Dn 3 t1 =

2k
2n+1 < t <

2k+2
2n+1 = t2 ∈ Dn gilt bereits Ut1

⊆ Ut2
. Mit Satz 6.12 existiert V ∈ O

mit Ut1
⊆ V , V ⊆ Ut2

.

Setze Ut = V . F�ur den Nachweis der geforderten Eigenschaft haben wir vier F�alle

zu unterscheiden:

(i) s < t, t ∈ Dn+1 \
⋃n

l=0Dl, s ∈
⋃n

l=0Dl. Dann ist s ≤ 2k
2n+1 <

2k+1
2n+1 = t, und

mit der Induktionsvoraussetzung und Konstruktion Us

I.V.
⊆ U 2k

2n+1

Konstr.
⊆ Ut.

(ii) s < t, s ∈ Dn+1 \
⋃n

l=0Dl, t ∈
⋃n

l=0Dl. Dann ist s = 2k+1
2n+1 <

2k+2
2n+1 ≤ t und

folglich Us

Konstr.
⊆ U 2k+2

2n+1

I.V.
⊆ Ut.

(iii) s < t, s, t ∈ Dn+1 \
⋃n

l=0Dl. Es gilt
2j+1
2n+1 = s < t = 2k+1

2n+1 , j < k. Folglich

s < 2j+2
2n+1 ≤ 2k

2n+1 < t, also Us ⊆ U 2j+2

2n+1
mit Konstruktion und ebenso

U 2k

2n+1
⊆ Ut. Daraus folgt Us ⊆ Ut.

(iv) s < t, s, t ∈
⋃n

l=0Dl. Es gilt Us ⊆ Ut mit der Induktionsvoraussetzung.

Im zweiten Schritt geben wir nun die gesuchte Funktion an und zeigen die geforderte

Trennungseigenschaft. Wir de�nieren

f : X → [0, 1], f(x) := inf{t ∈ D : x ∈ Ut} =

{
0 falls x ∈ Ut f�ur alle t ∈ D
sup{t ∈ D : x /∈ Ut} sonst.

Ist x ∈ A, so gilt x ∈ A ⊆ U0 ⊆ Ut f�ur alle t ∈ D, also f(x) = 0. Ist x ∈ B, so gilt

x /∈ X \ B = U1, also f(x) = 1.

Bleibt noch die Stetigkeit von f zu zeigen.

F�ur 0 ≤ s < t ≤ 1 gilt f−1
(
(s, t)

)
= f−1

(
[0, t)

)
∩ f−1

(
(s, 1]

)
, also reicht zu zeigen,

da� f−1
(
[0, s)

)
und f−1

(
(s, 1]

)
f�ur 0 < s < 1 o�en sind. Nun gilt:

(a) f(x) < s ⇐⇒ x ∈ Ut f�ur ein t ∈ D, t < s

(b) f(x) > s ⇐⇒ x /∈ Ut f�ur ein t ∈ D, t > s

und folglich f−1
(
[0, s)

)
=
⋃

t∈D,t<sUt ∈ O und f−1
(
(s, 1]

)
=
⋃

t∈D,t>s(X \ Ut) ∈
O. Also sind wir fertig, falls (a) und (b) gezeigt.

Nachweis von (a): F�ur die Beweisrichtung von rechts nach links beachte, da� aus

x ∈ Ut f�ur t < s, t ∈ D folgt: x ∈ Ur f�ur alle r ∈ D, r ≥ t, also f(x) ≤ t < s.

Ist umgekehrt f(x) < s, so existieren n ∈ N0, k ∈ {0, . . . , 2n} mit f(x) < k
2n < s.

Setze t = k
2n . W�are x /∈ Ut, so w�are f(x) ≥ t, ein Widerspruch. Also ist x ∈ Ut und

(a) ist gezeigt.
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Schlie�lich zeigt man (b) analog: Ist x /∈ Ut f�ur ein t ∈ D, t > s, so ist x /∈ Ur f�ur

alle r ∈ D, r ≤ t, also f(x) ≥ t > s. Umgekehrt folgt aus f(x) > s die Existenz von

n ∈ N0, k ∈ {0, . . . , 2n} mit f(x) > k
2n > s. Setze t = k

2n . W�are x ∈ Ut, so gilt

x ∈ Ur f�ur alle r ∈ D, r > t. Somit f(x) ≤ t, ein Widerspruch. Also ist x /∈ Ut und

(b) ist gezeigt. �

Vergleicht man die Trennungseigenschaften
"
normal\ und

"
regul�ar\, dr�angt sich

folgende Frage auf: Ist X regul�ar, A abgeschlossen, x /∈ A. Existiert dann f : X →
[0, 1] stetig mit f(x) = 1, f|A = 0? Die Antwort ist nein. E. Hewitt (1946) hat

gezeigt, da� es regul�are R�aume gibt, auf denen jede stetige reellwertige Funktion

konstant ist.

Definition 7.5 Ein topologischer Raum (X,O) hei�t vollst�andig regul�ar, falls

X ein T1{Raum ist und (V) gilt:

(V) zu x ∈ X, U ⊆ X o�en, x ∈ U existiert f : X → [0, 1] stetig mit f(x) = 1,

f|X\U = 0.

Bemerkungen:

(1) Ist Y ⊆ X, X vollst�andig regul�ar, so ist Y auch vollst�andig regul�ar.

Ist n�amlich y ∈ Y, V ⊆ Y o�en, so existiert U ⊆ X o�en mit V = U ∩ Y.
Es existiert f : X → [0, 1] mit f(y) = 1, f|X\U = 0. Setze g = f|Y . Dann gilt

g(y) = 1 und g|Y\V = 0.

(2) Ist X normal, so ist X vollst�andig regul�ar.

Tats�achlich sind mit x ∈ U, U o�en, die Mengen {x} und X \ U disjunkte

abgeschlossene Mengen. Mit dem Satz 7.4 existiert f : X → [0, 1] stetig mit

f(x) = 1, f|X\U = 0. Insbesondere ist jeder metrische Raum vollst�andig regul�ar

(vergleiche Proposition 6.13).

(3) Ist X vollst�andig regul�ar, so ist X regul�ar.

Mit Satz 6.9 haben wir zu zeigen: zu x ∈ U o�en existiert V o�en mit x ∈
V ⊆ V ⊆ U. Nun existiert f : X → [0, 1] stetig mit f(x) = 1, f|X\U = 0. Setze

V := f−1
(
(1

2 ,∞)
)
, Q := f−1

(
[1
2 ,∞)

)
. Dann ist Q ⊆ U, Q abgeschlossen, sowie

x ∈ V ⊆ Q, V o�en. Also x ∈ V ⊆ V ⊆ Q ⊆ U.

Die Umkehrungen von (2) und (3) gelten nicht.

Hinsichtlich der Fortsetzung von stetigen Funktionen ist die T4{Eigenschaft beson-

ders wichtig.

Lemma 7.6 Sei X ein T4{Raum, A ⊆ X abgeschlossen. f : A → [−λ, λ], λ ≥ 0,
sei stetig. Dann existiert g : X → [

− λ
3 ,

λ
3

]
stetig mit |g(x) − f(x)| ≤ 2λ

3 f�ur alle

x ∈ A.

Beweis. Ohne Einschr�ankung ist λ > 0. Setze B1 :=
{
x ∈ A : f(x) ≤ −λ

3

}
,

B2 :=
{
x ∈ A : f(x) ≥ λ

3

}
. Dann gilt B1 ∩ B2 = ∅; B1, B2 sind abgeschlossen in
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A. Da A abgeschlossen ist, sind B1 und B2 auch abgeschlossen in X. Mit Satz 7.4

existiert h : X → [0, 1], h|B1
= 0 und h|B2

= 1.

Wir setzen g : X → [
− λ

3 ,
λ
3

]
, g(x) = 2λ

3 h(x)− λ
3 . Zu zeigen ist, da� |g(x)−f(x)| ≤ 2λ

3

f�ur alle x ∈ A. Wir haben dazu drei F�alle zu unterscheiden:

(i) x ∈ B1: Dann ist f(x) ≤ −λ
3 , also |g(x) − f(x)| = | − λ

3 − f(x)| = −λ
3 − f(x) ≤

−λ
3 + λ = 2λ

3 .

(ii) x ∈ B2: Dann ist f(x) ≥ λ
3 , also |g(x)− f(x)| = |λ3 − f(x)| = f(x)− λ

3 ≤ λ− λ
3 =

2λ
3 .

(iii) x ∈ A \ (B1 ∪ B2): Dann ist |f(x)| ≤ λ
3 und |g(x)| ≤ λ

3 , also |g(x) − f(x)| ≤
|g(x)| + |f(x)| ≤ 2λ

3 .

�

Satz 7.7 (Tietze) X ist ein T4{Raum genau dann, wenn zu jeder abgeschlos-

senen Teilmenge A ⊆ X und jedem beschr�ankten Intervall I ⊆ R und jedem

f : A → I stetig eine stetige Funktion g : X → I existiert mit g|A = f.

Beweis. Sei zuerst die Existenz der Erweiterungen vorausgesetzt. Seien A,B ⊆ X

abgeschlossen und A ∩ B = ∅. A ∪ B ist abgeschlossen. De�niere f : A ∪ B → [0, 1]

durch f(a) = 0 f�ur alle a ∈ A, f(b) = 1 f�ur alle b ∈ B. Nun ist A = (A∪B)∩X \B,

also ist A o�en in A∪B. Ebenso ist mit B = (A∪B)∩X \A auch B o�en in A∪B.
Damit ist klar, da� f stetig ist, denn alle Urbilder von f sind ∅, A ∪ B, A oder B.

Mit der Voraussetzung existiert eine stetige Funktion g : X → [0, 1] mit g|A∪B = f.

Insbesondere ist g|A = 0, g|B = 1. Mit der
"
einfacheren\ Implikation des Satzes von

Urysohn folgt, da� X T4{Raum ist.

Sei nun X als T4{Raum vorausgesetzt. Sei A ⊆ X abgeschlossen, f : A → I stetig.

Wir k�onnen I = [−1, 1] annehmen. Denn ist I = [a, b], a < b (da� I abgeschlossen

ist, k�onnen wir o�ensichtlich durch Vergr�o�erung des Wertebereichs erreichen), so

ist ϕ : [a, b] → [−1, 1], ϕ(t) = 2
b−at +

(
1 − 2b

b−a

)
. Betrachte dann statt f die

Funktion f ′ = ϕ◦ f. Zu f ′ existiert dann (nachdem wir den Nachweis f�ur I = [−1, 1]

gef�uhrt haben) ein g ′ : X → [−1, 1] mit g ′|A = f ′. Setze dann g = ϕ−1 ◦ g ′. Die
Funktion g : X → [a, b] ist stetig und g|A = ϕ−1 ◦ g ′|A = ϕ−1 ◦ ϕ ◦ f = f. Sei

also f : A → [−1, 1] stetig. Wir konstruieren gn : X → R und �nden die gesuchte

Funktion als Grenzwert der gn. Wir zeigen: Es existieren gn, hn : X → R stetig mit

gn+1 = gn + hn und

(1) gn : X → [
− 1+

(
2
3

)n
, 1−

(
2
3

)n]
(2) |f(x) − gn(x)| ≤

(
2
3

)n
f�ur alle x ∈ A

(3) hn : X → [
− 1

3

(
2
3

)n
, 1

3

(
2
3

)n]
mit

∣∣f(x) −
(
gn(x) + hn(x)

)∣∣ ≤ (2
3

)n+1
f�ur alle

x ∈ A.

Wir f�uhren die Konstruktion der gn, hn rekursiv. F�ur n = 1 benutze Lemma 7.6.

Damit existiert g1 : X → [
− 1

3 ,
1
3

]
stetig mit |f(x) − g1(x)| ≤ 2

3 f�ur alle x ∈ A. Nun
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betrachte f − g1|A : A → [
− 2

3 ,
2
3

]
. f − g1|A ist stetig. Nochmals mit Lemma 7.6

existiert h1 : X → [
− 1

3 ·
2
3 ,

1
3 ·

2
3

]
stetig mit |(f− g1|A)(x) − h1(x)| ≤

(
2
3

)2
f�ur alle

x ∈ A. g1 und h1 erf�ullen die Eigenschaften (1), (2), (3).

Seien nun g1, . . . , gn, h1, . . . , hn bereits passend gefunden. Wie festgehalten ist

gn+1 = gn + hn. Dann gelten:

zu (1): gn+1(x) = gn(x)+hn(x) ≤ 1−
(

2
3

)n
+ 1

3

(
2
3

)n
= 1−

(
2
3

)n+1
und gn+1(x) ≥

−1+
(

2
3

)n
− 1

3

(
2
3

)n
= −1+

(
2
3

)n+1
.

zu (2): |f(x) − gn+1(x)| =
∣∣f(x) −

(
gn(x) + hn(x)

)∣∣ ≤ (2
3

)n+1
nach Eigenschaft (3)

f�ur n.

zu (3): Betrachte f − gn+1|A : A → [
−
(

2
3

)n+1
,
(

2
3

)n+1]
. Mit Lemma 7.6 existiert

hn+1 : X → [
− 1

3

(
2
3

)n+1
, 1

3

(
2
3

)n+1]
stetig mit |hn+1(x)−(f−gn+1|A)(x)| ≤

(
2
3

)n+2
.

Damit ist die rekursive Konstruktion von gn, hn erledigt.

Die (gn)n∈N, g : X → R bilden eine Cauchy{Folge in dem Banachraum Cb(X)

(Cb(X) = {f : X → R : stetig, beschr�ankt}) mit der Supremumsnorm ‖ · ‖∞. Es gilt

n�amlich f�ur m > n

‖gn − gm‖∞ = sup
x∈X

|gn(x) − gm(x)| = sup
x∈X

∣∣m−1∑
k=n

hk(x)
∣∣ ≤ sup

x∈X

m−1∑
k=n

|hk(x)|

(3)
≤ 1

3

m−1∑
k=n

(2
3

)k ≤ 1

3

∞∑
k=n

(2
3

)k −→ 0 mit n → ∞.

Da Cb(X) vollst�andig ist, existiert g : X → R stetig, beschr�ankt mit limn→∞ ‖g −

gn‖∞ = 0. Mit (2) gilt f(x) = g(x) f�ur alle x ∈ A und der Satz ist gezeigt, falls

I = [a, b].

Bleibt zu �uberlegen, ob die Wertebereiche von g auch halbo�ene bzw. o�ene Inter-

valle sind, falls dies bei f der Fall war.

Sei I = [a, b). Ohne Einschr�ankung kann man a = 0, b = 1 annehmen. Ist f :

A → [0, 1) (⊆ [0, 1]), so existiert nach dem gerade Gezeigten ein ~g : X → [0, 1]

stetig mit ~g|A = f. Dann ist B = {x ∈ X : ~g(x) = 1} abgeschlossen, und au�erdem

A ∩ B = ∅, da ~g(A) = f(A) ⊆ [0, 1). Mit dem Lemma von Urysohn (Satz 7.4) gibt

es g ′ : X → [0, 1] stetig mit g ′|A = 1, g ′|B = 0. Setze nun g(x) := min{~g(x), g ′(x)},

g : X → [0, 1]. F�ur g gilt: g|B = g ′|B = 0, und f�ur x ∈ X \ B gilt g(x) ≤ ~g(x) < 1.

Damit ist g : X → [0, 1) stetig. Au�erdem gilt g|A = ~g|A = f.

F�ur den Fall I = (a, b] ist ohne Einschr�ankung a = −1, b = 0. Betrachte −f statt

f, und man ist fertig.

Bleibt noch I = (a, b). Ohne Einschr�ankung ist a = −1, b = 1. Zu f : A → (−1, 1)

stetig setze f+(x) = max{f(x), 0} und f−(x) = max{−f(x), 0}. Es gilt f+ : A → [0, 1)

ist stetig und f− : A → [0, 1) ist stetig und f = f+ − f−. Wir wissen inzwischen, da�

stetige Funktionen g+ : X → [0, 1), g− : X → [0, 1) existieren mit f+ = g+|A und

f− = g−|A. Setze g = g+ − g−. Dann hat man g : X → (−1, 1) stetig und g|A = f.

�
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Das folgende Beispiel belegt, da� man beim Satz von Tietze nicht auf die Abge-

schlossenheit von A verzichten kann.

Sei X = [0, 1] (mit der nat�urlichen Topologie) und A = (0, 1]. Betrachte f : (0, 1] →
[−1, 1], f(x) = sin 1

x . f ist stetig. Es kann kein g : [0, 1] → [−1, 1] stetig geben mit

g|(0,1] = f. Denn egal wie man g(0) ∈ [−1, 1] w�ahlt, es gibt x > 0 beliebig klein mit∣∣ sin 1
x − g(0)

∣∣ ≥ 1.
Folgende Resultate sollten als �Ubungsaufgabe bearbeitet werden.

Proposition 7.8 Sei (X,O) ein topologischer Raum, der das 2. Abz�ahlbar-

keitsaxiom erf�ullt (abz�ahlbare Basis f�ur O). Dann sind �aquivalent:

(a) X ist vollst�andig regul�ar

(b) X ist metrisierbar (d.h. O wird durch eine Metrik de�niert)

(c) X ist normal.

Beweis. �Ubung.

Beispiel: (�Ubung)

Sei X = R2 \
({

(0, 0)
}
∪

{(
1
n , y

)
∈ R2 : y 6= 0, n ∈ N

})
mit der von R2 induzierten

nat�urlichen Topologie. Betrachte folgende Relation R auf X:

(x, y)R(z,w) :⇐⇒ x = z.

Man zeige: Der Quotientenraum X/R ist Hausdor�sch, aber nicht vollst�andig regul�ar

(nicht einmal regul�ar). X hingegen ist vollst�andig regul�ar.



8 ZUSAMMENH�ANGENDE R�AUME 38

8 Zusammenhängende Räume

Definition 8.1 Ein topologischer Raum (X,O) hei�t zusammenhängend, falls

gilt:

X = U1 ∪U2, U1, U2 ∈ O, U1 ∩U2 = ∅ ⇒ U1 = ∅ oder U2 = ∅.

Eine Teilmenge Y ⊆ X hei�t zusammenh�angend in X, falls (Y,OY) zusam-

menh�angend ist.

Bemerkung:

(1) (X,O) ist zusammenh�angend genau dann, wenn gilt:

X = A1∪A2, A1, A2 ∈ A , A1∩A2 = ∅ ⇒ A1 = ∅ oder A2 = ∅.

(2) (X,O) ist zusammenh�angend genau dann, wenn ∅ und X die einzigen zugleich

o�enen und abgeschlossenen Teilmengen von X sind.

Beispiele:

(1) (X,P(X)) (diskrete Topologie). Y ⊆ X ist zusammenh�angend genau dann,

wenn Y = {x}, x ∈ X.

(2) (X, {∅, X}) ist zusammenh�angend (vergleiche Bemerkung (2)).

(3) X = Q ⊆ R mit induzierter Topologie (6= diskrete Topologie).

Y ⊆ Q ist zusammenh�angend ⇐⇒ Y = {x}.

Ist n�amlich Y zusammenh�angend und x, y ∈ Y, x < y (ohne Einschr�ankung),

so w�ahle a ∈ R\Q mit x < a < y. Dann gilt Y =
(
Y∩ (−∞, a)

)
∪
(
Y∩ (a,∞)

)
,

Y ∩ (−∞, a) und Y ∩ (a,∞) sind o�en und disjunkt und beide nichtleer, da

x ∈ Y ∩ (−∞, a) und y ∈ Y ∩ (a,∞).

Insbesondere ist Q nicht zusammenh�angend (Q ist total unzusammenh�angend,

siehe sp�ater).

Lemma 8.2 Sei Y ⊆ (X,O). Y ist zusammenh�angend (in X) genau dann, wenn

gilt:

U1, U2 ∈ O, Y ⊆ U1∪U2, Y∩U1∩U2 = ∅ ⇒ Y ⊆ U1 oder Y ⊆ U2.

Beweis. Y zusammenh�angend (in X) ist �aquivalent zu: (U1∩Y)∪ (U2∩Y) = Y und

(U1∩Y)∩(U2∩Y) = ∅ ⇒ U1∩Y = ∅ oder U2∩Y = ∅. Da (U1∩Y)∩(U2∩Y) = ∅
�aquivalent zu Y∩U1∩U2 = ∅ und (U1∩Y)∪(U2∩Y) = Y �aquivalent zu Y ⊆ U1∪U2,

folgt schlie�lich die Behauptung, da die rechten Seiten unter den Voraussetzungen

�aquivalent sind. �

Lemma 8.3 Seien Yi ⊆ X, i ∈ I, zusammenh�angende Teilmengen (in X) mit⋂
i∈I Yi 6= ∅. Dann ist

⋃
i∈I Yi zusammenh�angend (in X).
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Beweis. Seien U1, U2 ∈ O mit
⋃

i∈I Yi ⊆ U1 ∪ U2 und
(⋃

i∈I Yi

)
∩ U1 ∩ U2 =

∅. Wir nehmen an, da�
⋃

i∈I Yi 6⊆ U2. Dann gibt es i0 ∈ I mit Yi0
6⊆ U2. Da

Yi0
zusammenh�angend ist, mu� Yi0

⊆ U1 gelten (Lemma 8.2 angewendet auf Yi0
;

Yi0
⊆ U1 ∪U2, Yi0

∩U1 ∩U2 = ∅!).

Daraus folgt: Yi ⊆ U1 f�ur alle i ∈ I. Tats�achlich ist ∅ 6=
⋂

i∈I Yi ⊆ Yi0
⊆ U1, also

Yi ∩U1 6= ∅ f�ur alle i ∈ I und somit Yi ⊆ U1. Folglich
⋃

i∈I Yi ⊆ U1. �

Korollar 8.4 Seien Y1, . . . , Yn ⊆ X zusammenh�angende Teilmengen mit Yk ∩
Yk+1 6= ∅ f�ur k = 1, . . . , n− 1. Dann ist

⋃n
k=1 Yk zusammenh�angend.

Beweis. Induktion �uber k: ~Yk := Y1 ∪ . . . ∪ Yk ist zusammenh�angend mit Induk-

tionsvoraussetzung. Mit ~Yk ∩ Yk+1 6= ∅ folgt aus Lemma 8.3, da�
⋃k+1

i=1 Yi zusam-

menh�angend ist. �

Satz 8.5 Die zusammenh�angenden Teilmengen von R sind genau die Inter-

valle (d.h. [a, b] f�ur −∞ < a ≤ b < ∞; (a, b) f�ur −∞ ≤ a < b ≤ ∞; (a, b] f�ur

−∞ ≤ a < b < ∞; [a, b) f�ur −∞ < a < b ≤ ∞ und ∅).

Beweis.

(i) Als erstes zeigen wir, da� [a, b], a ≤ b zusammenh�angend ist. Angenommen

[a, b] = A ∪ B, A ∩ B = ∅, A,B ∈ A und A 6= ∅, B 6= ∅. Da A und B

abgeschlossen und beschr�ankt sind, gilt x := supA ∈ A und y := supB ∈ B.
Andererseits sind A und B auch o�en in [a, b]. Insbesondere existiert δ > 0

mit (x−δ, x+δ)∩ [a, b] ⊆ A. Also ist x = b. Die gleiche Argumentation liefert

y = b, im Widerspruch zu A ∩ B = ∅.

(ii) Nun zeigen wir die folgende �Aquivalenz

(∗) M ⊆ R ist zusammenh�angend ⇐⇒
f�ur alle x1, x2 ∈M, x1 ≤ x2 gilt [x1, x2] ⊆M.

Beweis von (∗).
"
⇐\: Sei x ∈M fest, y ∈M. Betrachte [x, y] falls y ≥ x oder

[y, x], falls y < x. Nach Voraussetzung ist [x, y] ⊆M bzw. [y, x] ⊆M. Damit

gilt

M =
⋃

y∈M,y≥x

[x, y] ∪
⋃

y∈M,y<x

[y, x]

([x, y], [y, x] zusammenh�angend wegen (i)).

Da
⋂

y∈M,y≥x[x, y] ∩
⋂

y∈M,y<x[y, x] 3 x, folgt mit Lemma 8.3, da� M

zusammenh�angend ist.

"
⇒\: Sei M zusammenh�angend vorausgesetzt. Angenommen es existeren

x, y ∈M, x < y mit [x, y] 6⊆M, so hei�t dies, da� ein a ∈ R \M existiert mit

x < a < y. Dann gilt f�ur U1 = (−∞, a)∩M, U2 = (a,∞)∩M:M = U1∪U2,

U1, U2 o�en in M, U1 ∩ U2 = ∅, aber x ∈ U1, y ∈ U2. D.h. M ist nicht

zusammenh�angend, ein Widerspruch.
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(iii) Wir benutzen nun die Charakterisierung von (∗). IstM ein Intervall, so erf�ullte

M die rechts{stehende Eigenschaft in (∗), ist also zusammenh�angend.

Erf�ulltM umgekehrt diese Eigenschaft (weilM zusammenh�angend vorausge-

setzt ist), so �uberlegen wir, da� M ein Intervall ist. Tats�achlich erh�alt man

mit Fallunterscheidung:

1. Fall: M beschr�ankt. Dann existieren infM, supM in R.

(a) infM, supM ∈M (ii)⇒ [infM, supM] ⊆M⇒ [infM, supM] = M.

(b) infM ∈ M, supM /∈ M. seien xn ∈ M monoton wachsend mit

limn→∞ xn = supM ⇒ [infM,xn] ⊆ M f�ur alle n ∈ N ⇒⋃∞
i=1[infM,xn] ⊆M. Mit xn → supM gilt sogar

⋃∞
i=1[infM,xn] =

M. Andererseits ist
⋃∞

i=1[infM,xn] = [infM, supM).

(c) infM /∈M, supM ∈M,

(d) infM /∈M, supM /∈M,

2. Fall: M nicht nach unten beschr�ankt und nach oben beschr�ankt,

3. Fall: M beschr�ankt nach unten und nicht nach oben beschr�ankt,

4. Fall: M beidseitig unbeschr�ankt,

werden analog behandelt. �

Kehren wir zu allgemeinen topologischen R�aumen zur�uck.

Proposition 8.6 Sei (X,O) topologischer Raum, A ⊆ X sei zusammenh�angend,

und f�ur B ⊆ X gelte A ⊆ B ⊆ A ⊆ X. Dann ist auch B zusammenh�angend.

Beweis. Sei B ⊆ U1∪U2, U1, U2 ∈ O, B∩U1∩U2 = ∅. Dann ist auch A ⊆ U1∪U2,

A ∩U1 ∩U2 = ∅. Da A zusammenh�angend ist, gilt (ohne Einschr�ankung) A ⊆ U1

(vergleiche Lemma 8.2). Aus A ⊆ U1, A ∩ U1 ∩ U2 = ∅ folgt A ∩ U2 = ∅, also
A ⊆ X \ U2. Da X \ U2 abgeschlossen ist, folgt B ⊆ A ⊆ X \ U2. B ⊆ X \ U2,

B ⊆ U1 ∪U2 impliziert B ⊆ U1. Mit Lemma 8.2 ist B zusammenh�angend. �

Bemerkung: Mit Proposition 8.6 hat man insbesondere:

A zusammenh�angend ⇒ A zusammenh�angend.

Satz 8.7 Sei (X,O) topologischer Raum, ∅ 6= M ⊆ X sei zusammenh�angend.

Dann existiert eine gr�o�te zusammenh�angende Teilmenge in X, die M enth�alt.

Die gr�o�te zusammenh�angende Teilmenge von X, die x ∈ X (M = {x}) enth�alt,

hei�t die Zusammenhangskomponente von x. Es gelten:

(a) Jede zusammenh�angende Teilmenge von X liegt in (exakt) einer Zusam-

menhangskomponente.

(b) Zusammenhangskomponenten sind abgeschlossen.

(c) Verschiedene Zusammenhangskomponenten sind disjunkt.
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Beweis. Sei ∅ 6= M zusammenh�angend. O�ensichtlich gilt:

M ⊆
⋃

Y⊆X zushgd.
M⊆Y

Y und M ⊆
⋂

Y⊆X zushgd.
M⊆Y

Y.

Mit Lemma 8.3 ist
⋃

Y⊆X zushgd.
M⊆Y

Y zusammenh�angend (dies ist die gr�o�te zusam-

menh�angende Menge, dieM enth�alt). Mit Proposition 8.6 folgt, da�
⋂

Y⊆X zushgd.
M⊆Y

Y

auch zusammenh�angend ist. Also ist
⋂

Y⊆X zushgd.
M⊆Y

Y abgeschlossen, insbesondere ist

(b) gezeigt.

(a) ist klar. Bleibt (c) zu pr�ufen. W�aren K1, K2 zwei Zusammenhangskomponenten

mit K1 ∩ K2 6= ∅. Dann w�are K1 ∪ K2 zusammenh�angend (Lemma 8.3). Mit der

Maximalit�at folgt K1 = K2. �

Definition 8.8 Ein topologischer Raum X hei�t total unzusammenhängend,

wenn f�ur jedes x ∈ X die Zusammenhangskomponente von x gleich {x} ist.

Beispiel: Das Cantorsche Diskontinuum (siehe Seite 24) ist total unzusammen-

h�angend.

In enger Verbindung zum Begri� Zusammenhang steht der Zwischenwertsatz.

Proposition 8.9 Seien X und Y zwei topologische R�aume, X sei zusammen-

h�angend. Ist f : X → Y stetig, so ist auch f(X) zusammenh�angend.

Beweis. Indem wir f : X → f(X) betrachten, k�onnen wir f surjektiv annehmen. Ist

M ⊆ f(X) o�en und abgeschlossen, so ist auch f−1(M) o�en und abgeschlossen in

X. Somit ist f−1(M) = ∅ oder f−1(M) = X. f−1(M) = ∅ impliziert M = ∅, und
f−1(M) = X impliziert M = Y. D.h. Y = f(X) ist zusammenh�angend. �

Korollar 8.10 Sei X zusammenh�angend, f : X → R stetig. Sind s, t ∈ f(X), so

nimmt f jeden Wert zwischen s und t an.

Beweis. Mit Proposition 8.9 ist f(X) ⊆ R zusammenh�angend. Mit dem Beweis-

schritt (ii) von Satz 8.5 folgt direkt die Behauptung. �

Mit Blick auf den Euklidischen Raum Rd ist das folgende Resultat zu kartesischen

Produkten wichtig.

Satz 8.11 Seien (Xi)i∈I topologische R�aume. Es gilt: X =
∏

i∈I Xi ist zusam-

menh�angend genau dann, wenn alle Xi, i ∈ I, zusammenh�angend sind.

Beweis. Ist X =
∏

i∈I Xi zusammenh�angend, so ist mit Proposition 8.9 auch

pi(X) = Xi zusammenh�angend (pi : X → Xi Projektion).

Die umgekehrte Beweisrichtung wird in drei Schritten bearbeitet.
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(1) I = {1, 2}, X = X1 × X2, X1, X2 zusammenh�angend. Zu x1 ∈ X1, x2 ∈ X2

betrachte die stetigen Abbildungen

X2 → {x1}× X2 y 7→ (x1, y)

X1 → X1 × {x2} x 7→ (x, x2)

Mit Proposition 8.9 sind {x1} × X2 und X1 × {x2} zusammenh�angend. Mit

Lemma 8.3 ist ({x1} × X2) ∪ (X1 × {x2}) zusammenh�angend, da (x1, x2) ∈
({x1}× X2) ∩ (X1 × {x2}). F�ur festes x2 ∈ X2 betrachte⋃

x2∈X2

({x1}× X2) ∪ (X1 × {x2}).

Diese Menge ist zusammenh�angend wiederum mit Lemma 8.3, denn f�ur jedes

y ∈ X2 gilt: (x1, y) ∈
⋂

x2∈X2
({x1}×X2)∪ (X1× {x2}). Nun ist aber X1×X2 =⋃

x2∈X2
({x1}× X2) ∪ (X1 × {x2}).

(2) I endlich. Mit Induktion folgt:
∏

i∈I Xi ist zusammenh�angend (Schritt wie in

(1)).

(3) I beliebig. Sei x = (xi)i∈I ∈ X =
∏

i∈I Xi. K = K(x) sei die Zusammenhangs-

komponente von x. Wir zeigen K = X. Es gen�ugt zu zeigen, da� K dicht in

X liegt, da K abgeschlossen ist. Eine Basis der Topologie von X bilden die

Mengen

U =

n⋂
k=1

p−1
ik

(Uik
), Uik

⊆ Xik
o�en.

Zu zeigen ist K∩U 6= ∅ f�ur alle derartigen U. W�ahle yik
∈ Uik

, k = 1, . . . , n,

fest, und setze y = (yi)i∈I mit

yi :=

{
yik

f�ur i = ik, k = 1, . . . , n

xi f�ur i /∈ {i1, . . . , in}.

Damit ist y ∈ U. Wir zeigen nun: Es gibt eine zusammenh�angende Teilmenge

S ⊆ K mit x, y ∈ S. Dann gilt ja S ⊆ K = K(x), also y ∈ K, d.h. y ∈ K∩U 6= ∅.
Setze also

S :=
{
z ∈ X : zi = xi f�ur alle i /∈ {i1, . . . , in}

}
.

Damit ist x, y ∈ S. S ist auch zusammenh�angend. Dazu betrachte folgende

Abbildung

n∏
k=1

Xik
→ S, (zi1

, . . . , zin) 7→ z = (zi)i∈I,

wobei zi =

{
zik

f�ur i = ik, k = 1, . . . , n

xi f�ur i /∈ {i1, . . . , in}.

Diese Abbildung ist stetig. Mit (2) und Proposition 8.9 ist S zusammenh�an-

gend. �

Zum Abschlu� dieses Abschnitts sei noch der Begri� des Wegzusammenhangs er-

l�autert.
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Definition 8.12 Sei X ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung w :

[0, 1] → X hei�t Weg (oder Bogen) in X. X hei�t wegzusammenhängend, wenn

es zu x, y ∈ X einen Weg w in X gibt mit w(0) = x, w(1) = y. Eine Teilmenge

Y ⊆ X hei�t wegzusammenh�angend, falls (Y,OY) wegzusammenh�angend ist.

Proposition 8.13 Ein wegzusammenh�angender Raum X ist auch zusammen-

h�angend.

Beweis. W�ahle x ∈ X fest. Zu jedem y ∈ X existiert wy : [0, 1] → X stetig mit

wy(0) = x, wy(1) = y. wy([0, 1]) ist zusammenh�angend mit Proposition 8.9. Da x ∈⋂
y∈Xwy([0, 1]) ist mit Lemma 8.3 auch X =

⋃
y∈Xwy([0, 1]) zusammenh�angend.

�

Die Umkehrung von Proposition 8.13 gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigen

wird.

Die Resultate 8.9 und Satz 8.11 gelten sinngem�a� auch f�ur wegzusammenh�angende

R�aume (�Ubungsaufgaben).

Beispiel: Bezeichne X :=
{
(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1

}
⊆ R2 und Y :=

{
(x, sin π

x ) : 0 <

x ≤ 1
}
⊆ R2. Man beachte X ⊆ Y und Y ist wegzusammenh�angend (Nachweis zur

�Ubung).

Es gilt: X ∪ Y ist zusammenh�angend, aber nicht wegzusammenh�angend.

Beweis dazu: Y ist wegzusammenh�angend, also auch zusammenh�angend. Mit Y ⊆
X ∪ Y ⊆ Y ist X ∪ Y zusammenh�angend (siehe Proposition 8.6).

X ∪ Y ist nicht wegzusammenh�angend. Angenommen es gibt w : [0, 1] → X ∪ Y
stetig mit w(0) = (0, 0) und w(1) = (1, 0). Schreibe w(t) = (w1(t), w2(t)), w1, w2

stetig. Da X ⊆ X ∪ Y abgeschlossen, ist auch w−1(X) ⊆ [0, 1] abgeschlossen. Mit

w(0) = (0, 0) gilt 0 ∈ w−1(X). Bezeichne s = supw−1(X). Da w−1(X) abgeschlossen

ist, haben wir s ∈ w−1(X), insbesondere gilt w1(s) = 0. Wir zeigen nun, da� w2

nicht stetig in s ist. Ohne Einschr�ankung nehmen wir an, da� w2(s) ≤ 0 (w2(s) ≥ 0
behandelt man analog). Es gilt 0 ≤ s < 1 (da w(1) = (1, 0) /∈ X). F�ur alle δ > 0
mit s + δ ≤ 1 gilt dann w1(s + δ) > 0 (sonst (w1(s + δ), w2(s + δ)) ∈ X, d.h.

s+δ ∈ w−1(X), aber s ∈ supw−1(X)). W�ahle n ∈ N: 0 = w1(s) < 2
4n+1 < w1(s+δ).

Mit dem Zwischenwertsatz existiert t ∈ (s, s + δ) mit w1(t) = 2
4n+1 . Dann ist

w2(t) = sin π(4n+1)
2 = 1, also w2(t) −w2(s) ≥ 1, d.h. w2 ist nicht stetig in s, ein

Widerspruch. �
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9 Konvergenz und Filter

In metrischen R�aumen l�a�t sich Konvergenz �uber Folgen de�nieren. In allgemei-

nen topologischen R�aumen reicht dieser Begri� jedoch nicht aus. Dieser Abschnitt

beschreibt die allgemeineren Begri�e, die zu einem Verst�andnis von Konvergenz in

topologischen R�aumen f�uhren.

Definition 9.1 (Konvergenz von Folgen in topologischen Räumen)
Eine Folge (xn)n∈N von Punkten eines topologischen Raumes (X,O) konver-

giert gegen einen Punkt x ∈ X (in Zeichen xn → x), falls f�ur alle U ∈ U (x)

ein n0 ∈ N existiert mit xn ∈ U ∀n ≥ n0. x hei�t dann auch Limespunkt.

Ein Punkt x ∈ X hei�t Häufungspunkt der Folge (xn)n∈N, falls f�ur alle U ∈
U (x) gilt: |{i ∈ N : xi ∈ U}| = ∞ (d.h. in jeder Umgebung von x liegen unendlich

viele Folgenglieder).

Bemerkung: Es gen�ugt, sich auf eine Umgebungsbasis zu beschr�anken.

In metrischen R�aumen lassen sich topologische Begri�e wie Ber�uhrpunkt, Rand-

punkt oder Stetigkeit �uber Folgen de�nieren. In beliebigen topologischen R�aumen

gilt das nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel: Sei (X,O) =
∏

R(R,Okan), also X = RR = Abb(R,R). Punkte in X werden

mit f = (f(t))t∈R identi�ziert. Umgebungsbasis ist das Mengensystem{∏
t∈R

Ut : Ut ∈ U (f(t)), t ∈ R, wobei Ut = R f�ur t ∈ R \ E, E ⊆ R endlich
}

o.B.d.A. kann man

Ut = Bε(f(t)) = {s ∈ R : |f(t) − s| < ε} (t ∈ E)

setzen. Damit folgt∏
t∈R

Ut =
{
g ∈ X : ∀t ∈ E : |f(t) − g(t)| < ε

}
=: V(f, E, ε).

Die Umgebungsbasis wird dann durch

V(f) := {V(f, E, ε) : E ⊆ R, E endlich, ε > 0}

de�niert.

Eine Folge (fi)i∈N konvergiert nach dieser Topologie gegen f ∈ X genau dann, wenn

∀V(f, E, ε) : ∃i0 ∈ N : ∀i ≥ i0 : fi ∈ V(f, E, ε)⇐⇒ ∀E ⊆ R, E endlich : fi → f auf E⇐⇒ ∀t ∈ R : fi(t) → f(t)⇐⇒ (fi)i∈N konvergiert punktweise gegen f

Die hier beschriebene Topologie hei�t Topologie der punktweisen Konvergenz
auf Abb(R,R).
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Wir zeigen nun, da� es f�ur die Menge M := {f ∈ X : f(R) ⊆ {0, 1}, f(t) =

1 f�ur fast alle t ∈ R} einen Punkt im Abschlu� von M gibt, der durch keine Fol-

ge in M erreicht werden kann.

Betrachte dazu f0(t) ≡ 0 (Nullfunktion).

Behauptung 1: f0 ∈ M. Zu zeigen: jede Umgebung V(f0, E, ε) schneidet M. Be-

trachte

g ∈ X, g(t) :=

{
0 t ∈ E
1 t ∈ R \ E.

Dann gilt g ∈M und g ∈ V(f0, E, ε) f�ur alle ε > 0. Also ist f0 ∈M.

Behauptung 2: Keine Folge (fi)i∈N in M konvergiert gegen f0. Es gibt endliche

Mengen Ei ⊆ R mit fi(t) = 1 f�ur alle t ∈ R \ Ei (i ∈ N). Falls also fi gegen f0
konvergiert, so gilt

t ∈
⋂
i∈N

R \ Ei = R \
⋃
i∈N

Ei : f0(t) = 1,

wobei
⋃

i∈N Ei 6= R, da
⋃

i∈N Ei h�ochstens abz�ahlbar. Das w�are aber ein Wider-

spruch zu f0 ≡ 0.

Bemerkung (ohne Beweis): Im Gegensatz zur Topologie der gleichm�a�igen Kon-

vergenz auf einem abgeschlossenen Intervall ist die Topologie der punktweisen Kon-

vergenz nicht metrisierbar. Ein Grund daf�ur ist das Fehlen des 1. Abz�ahlbarkeits-

axioms.

Proposition 9.2 Sei (X,O) ein topologischer Raum, der das 1. Abz�ahlbar-

keitsaxiom erf�ullt.

(a) F�ur M ⊆ X, M 6= ∅ und x ∈ X gilt:

x ∈M ⇐⇒ ∃(xi)i∈N ⊆M : xi −→
i→∞ x.

(b) F�ur O ⊆ X gilt:

O ∈ O ⇐⇒ ∀(xi)i∈N ⊆ X :
(
xi → x ∈ O ⇒ ∃i0 ∈ N : xi ∈ O ∀i ≥ i0

)
(c) F�ur A ⊆ X gilt:

A ∈ A ⇐⇒ ∀(xi)i∈N ⊆ A :
(
xi → x ⇒ x ∈ A

)
.

Beweis.

(a)
"
⇒\: Sei x ∈ M. Da X A1{Raum, existiert eine abz�ahlbare Umgebungsbasis

V(x) = {Vi : i ∈ N} von x. Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei Vi+1 ⊆
Vi f�ur alle i ∈ N (sonst gehe zu V1, V1 ∩ V2, . . . , V1 ∩ . . . ∩ Vi, . . . �uber). Da

x ∈M gilt Vi ∩M 6= ∅ f�ur alle i ∈ N. W�ahle ein xi ∈ Vi ∩M pro i ∈ N. Dann
folgt (xi)i∈N → x.

"
⇐\: Sei (xi)i∈N ⊆M, xi → x, d.h. f�ur alle U ∈ U (x) gibt es ein i0 ∈ N mit

xi0
∈ U, also xi0

∈ U∩M. Also ist U∩M 6= ∅ f�ur alle U ∈ U (x), d.h. x ∈M.
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(b)
"
⇒\: klar, da O ∈ U (x).

"
⇐\: Sei A := {O. Wir zeigen: A ist abgeschlossen. Nach (a) existiert zu x ∈ A
eine Folge (xi)i∈N ⊆ A mit xi → x. Annahme: x /∈ A, also x ∈ O. Dann gibt

es ein i0 ∈ N mit xi ∈ O = {A f�ur alle i ≥ i0, im Widerspruch zu xi ∈ A f�ur

alle i ∈ N, also A ⊆ A ⊆ A.

(c)
"
⇒\: Sei A ∈ A und (xi)i∈N ⊆ A mit xi → x. Annahme: x /∈ A, also

x ∈ {A ∈ O. Nach (b) existiert ein i0 ∈ N mit xi ∈ O f�ur alle i ≥ i0, im

Widerspruch zu xi ∈ A f�ur alle i ∈ N.

"
⇐\: Sei x ∈ A. Nach (a) existiert eine Folge (xi)i∈N mit xi → x. Dann sagt

die Voraussetzung aber, da� xi → x ∈ A, also A = A. �

Übungsaufgabe: Sei (X,O) ein topologischer A1{Raum. Sei (X ′,O ′) ein topolo-

gischer Raum und f : X → X ′ eine Abbildung. Dann gilt f�ur x ∈ X:

f stetig in x ⇐⇒ ∀(xi)i∈N ⊆ X mit xi −→
i→∞: f(xi) −→

i→∞ f(x).

Eine dem obigen Beispiel ad�aquate Konvergenztheorie liefert der Begri� des Filters,

die auf H. Cartan 1937 zur�uckgeht.

Definition 9.3 (a) Ein Mengensystem F ⊆ P(X) hei�t Filter auf X, wenn

gilt:

(i) F 6= ∅ und ∅ /∈ F .
(ii) F ∈ F und F ⊆M ⇒ M ⊆ F , wobei M ⊆ X.
(iii) F1, . . . , Fn ∈ F ⇒ ⋂n

i=1 Fi ∈ F , wobei n ∈ N.

(b) Ein Teilsystem G ⊆ F hei�t Filterbasis (oder Raster) f�ur einen Filter

F auf X, wenn gilt

∀F ∈ F ∃G ∈ G : G ⊆ F.

Beispiele:

(i) Sei X eine Menge mit ∅ 6= A ⊆ X. Dann ist F := {F ⊆ X : A ⊆ F} ein Filter

auf X. B := {A} ist eine Basis f�ur F .

(ii) Sei (X,O) topologischer Raum. Die Menge U (x) der Umgebungen eines Punk-

tes x ∈ X ist ein Filter auf X, der Umgebungsfilter von x.

(iii) Sei (xi)i∈N eine Folge in einer Menge X. Das System B der Mengen Bk := {xi :

i ≥ k}, k ∈ N, de�niert eine Filterbasis f�ur einen Filter F auf X. F hei�t der

von der Folge (xi)i∈N erzeugte Filter.

F�ur eine verallgemeinerte Konvergenztheorie kann man f�ur einen Punkt x ∈ X sein

Umgebungssystem als Indexmenge f�ur
"
Folgen\ nehmen. Dies ist der Grundgedanke

des Filterkonzepts. Bevor wir zur Konvergenz von Filtern gelangen, folgen noch ein

paar allgemeinere Begri�e.
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Definition 9.4 (a) Ein Filter F hei�t frei, wenn
⋂

F∈F F = ∅, und fixiert,

wenn
⋂

F∈F F 6= ∅.

(b) Seien F1,F2 zwei Filter auf X. F1 hei�t feiner als F2 und entsprechend

F2 gröber als F1, wenn F1 ⊇ F2.

(c) Ein Filter F auf X hei�t Ultrafilter, wenn es keinen Filter auf X gibt,

der echt feiner ist als F .

Beispiele:

(i) B :=
{
(a,∞) : a ∈ R

}
ist Basis eines Filters F auf R. F hei�t Fréchet–

Filter auf R. Dies ist ein freier Filter.

(ii) Der Umgebungs�lter eines Punktes ist ein �xierter Filter.

Satz 9.5 Jeder Filter F ist in einem Ultra�lter enthalten.

Beweis. Sei Φ die Menge aller Filter, die feiner sind als F . Φ ist durch ⊆ eine

geordnete Menge. SeiΦ1 eine linear geordnete Teilmenge vonΦ. Dann ist
⋃
F∈Φ1

F
eine obere Schranke von Φ1 (beachte:

⋃
F∈Φ1

F ist wieder ein Filter; (i) ist klar;

(ii), (iii) klar, da F ∈ Φ1 alle Filter sind). Φ ist demnach induktiv geordnet. Nach

dem Zornschen Lemma besitzt Φ ein maximales Element G. Dies ist der gesuchte
Ultra�lter. �

Bemerkung: Dieser Ultra�lter ist i.a. jedoch nicht eindeutig bestimmt.

Satz 9.6 F ist genau dann ein Ultra�lter auf X, wenn f�ur alle A ⊆ X entweder

A ∈ F oder X \A ∈ F gilt.

Beweis.
"
⇒\: Da A ∩ (X \ A) = ∅ kann es in einem Filter F keine zwei Mengen

F1 und F2 geben mit F1 ⊆ A und F2 ⊆ X \ A. Also schneiden alle Elemente aus

F entweder A oder X \ A. Angenommen F ∩ A 6= ∅ f�ur alle F ∈ F . Dann ist

{F∩A : F ∈ F } eine Basis f�ur einen Filter G, der feiner ist als F und A enth�alt. Da

F Ultra�lter ist, folgt F = G. Der Fall F ∩ {A f�ur alle F ∈ F wird analog gef�uhrt.

Sei nun f�ur alle A ⊆ X entweder A ∈ F oder {A ∈ F . Annahme: G sei feiner als

F , d.h. es gibt G ∈ G mit G /∈ F , also X \ G ∈ F ⊆ G. Da aber G und {G nicht

zugleich in G sein k�onnen, haben wir einen Widerspruch zu (iii). Also mu� F schon

Ultra�lter gewesen sein. �

Korollar 9.7 Ein Filter F auf X ist genau dann ein �xierter Ultra�lter, wenn

F = {F ⊆ X : x ∈ F} f�ur ein x ∈ X.

Definition 9.8 Sei (X,O) ein topologischer Raum.

(a) Ein Filter F konvergiert gegen x ∈ X (in Zeichen: F → x), falls F ⊇
U (x). x hei�t dann Limespunkt von F .
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(b) x ∈ X hei�t Berührpunkt des Filters F , falls F∩U 6= ∅ f�ur alle U ∈ U (x)

und f�ur alle F ∈ F . Die Menge der Ber�uhrpunkte eines Filter ist demnach⋂
F∈F F.

Beispiele:

(i) Sei (xn)n∈N Folge in einem topologischen Raum (X,O). F sei der von (xn)n∈N
erzeugte Filter auf X. Dann gilt f�ur x ∈ X:

x ist H�aufungspunkt von (xn)n∈N ⇐⇒ x ist Ber�uhrpunkt von F .

(ii) Der Fr�echet{Filter auf R besitzt keine Ber�uhrpunkte.

(iii) (X,O) sei topologischer Raum und ∅ 6= A ⊆ X eine Menge. A ist genau die

Menge der Ber�uhrpunkte des Filters F := {F ⊆ X : A ⊆ F}.

Satz 9.9 Sei X eine Menge. Ein Punkt x ∈ X ist genau dann Ber�uhrpunkt eines

Filters F auf X, wenn es einen Filter G auf X gibt mit folgenden Eigenschaften:

(i) G ist feiner als F .

(ii) G konvergiert gegen x.

Beweis.
"
⇒\: Sei x Ber�uhrpunkt des Filters F . Dann de�niert {U ∩ F : U ∈

U (x), F ∈ F } eine Filterbasis eines Filters G. Klar ist: G ist feiner als F und

konvergiert per de�nitionem gegen x.

"
⇐\: Da G → x gilt f�ur alle U ∈ U (x) U ∈ G. Ebenso gilt f�ur alle F ∈ F F ∈ G, da
F ⊆ G. Folglich ist U∩ F 6= ∅ (da G ein Filter ist), d.h. x ist Ber�uhrpunkt von F . �

Der folgende Satz ist das Analogon zu Proposition 9.2.

Satz 9.10 Sei (X,O) ein topologischer Raum.

(a) F�ur M ⊆ X, M 6= ∅ und x ∈ X gilt

x ∈M ⇐⇒ ∃ Filter F auf X: M ∈ F und F → x.

(b) F�ur O ⊆ X gilt

O ∈ O ⇐⇒ ∀ Filter F auf X: (F → x ∈ O ⇒ O ∈ F)

(c) F�ur A ⊆ X gilt

A ∈ A ⇐⇒ ∀ Filter F auf X mit A ∈ F : (F → x ⇒ x ∈ A)

Beweis.

(a)
"
⇒\: Sei x ∈M. Dann ist {U ∩M : U ∈ U (x)} Basis eines Filters G. M ∈ G
und per de�nitionem U (x) ⊆ G, d.h. G → x.

"
⇐\: Wegen F → x folgt U ∩M 6= ∅ f�ur alle U ∈ U (x), falls M ∈ F , d.h.
aber x ∈M.
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(b)
"
⇒\: SeiO ∈ O und F ein Filter mit F → x ∈ O. Dann existiert einU ∈ U (x)

mit U ⊆ O. Wegen U (x) ⊆ F folgt U ∈ F und damit O ∈ F .

"
⇐\: Wir zeigen: A := {O ∈ A . Sei x ∈ A. Nach (a) existiert ein Filter F
auf X mit A ∈ F und F → x. Annahme: x /∈ A, d.h. x ∈ O, dann ist nach

Voraussetzung O ∈ F , also O ∩A 6= ∅, da O ∩A ∈ F , ein Widerspruch. Also

ist A ⊆ A ⊆ A.

(c)
"
⇒\: Sei A ∈ A und F ein Filter mit F → x, A ∈ F . Annahme: x /∈ A, d.h.
x ∈ {A =: O ∈ O. Nach (b) folgt dann O ∈ F , was abermals den Widerspruch

A ∩O 6= ∅ erzeugt. Also ist x ∈ A.

"
⇐\: Sei x ∈ A. Nach (a) gibt es einen Filter F auf X mit A ∈ F und F → x.

Nach Voraussetzung folgt dann aber x ∈ A, d.h. A ⊆ A ⊆ A. �

Bemerkung: Der Beweis folgt analog dem Beweis von Proposition 9.2, denn dort

liegt bereits das abstraktere Konzept des Filters zugrunde.

Übung: Seien (X,O) und (X ′,O ′) zwei topologische R�aume und f : X → X ′ eine

Abbildung. Man zeige:

f stetig in x ∈ X ⇐⇒ ∀ Filter F auf X gilt:
(
F → x ⇒ f(F) → f(x)

)
.

f(F) ist dabei der von {f(F) : F ∈ F } erzeugte Filter auf X ′. Dieser Filter wird auch

Bildfilter genannt.

Wir zeigen nun noch eine interessante Charakterisierung von Hausdor�{R�aumen.

Satz 9.11 Ein topologischer Raum (X,O) ist genau dann ein Hausdor�{Raum,

wenn f�ur alle Filter F auf X gilt

(F → x ∈ X und F → y ∈ X) ⇒ x = y. (∗)

Beweis.
"
⇒\: Sei F → x und F → y ein solcher Filter auf X. Dann gilt f�ur alle

U ∈ U (x) und f�ur alle V ∈ U (y): U ∩ V ∈ F , insbesondere U ∩ V 6= ∅. W�are

x 6= y, so widerspricht dies der T2{Eigenschaft, nach der insbesondere zwei o�ene

Umgebungen existieren, die x und y trennen.

"
⇐\: X besitze die Eigenschaft (∗). Annahme: x sei kein T2{Raum. Dann existieren

x, y ∈ X, x 6= y, so da� ∀U ∈ U (x) und ∀V ∈ U (y): U ∩ V 6= ∅. Dann de�niert

{U ∩ V : U ∈ U (x), V ∈ U (y)} die Basis eines Filters F auf X. Da U (x) ⊆ F
und U (y) ⊆ F folgt F → x und F → y mit x 6= y, was im Widerspruch zur

Voraussetzung steht. �

Bemerkung: Hausdor�{R�aume sind also genau die topologischen R�aume, in denen

konvergente Filter einen eindeutigen Limes besitzen. Insbesondere gibt es R�aume,

in welchen der Limes nicht eindeutig ist.

Beispiel: Betrachte (X,Oindis) mit |X| ≥ 2. Sei F der von X erzeugte Filter, also

F = {X}. Dann gilt: F → x f�ur alle x ∈ X, denn U (x) = {X} = F .

Der Rest dieses Abschnitts stellt noch eine Verallgemeinerung von Folgen vor, die

ab und an einmal auftaucht. In der topologischen Literatur werden jedoch zumeist

Filter verwendet.
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Definition 9.12 (a) Eine Menge I hei�t gerichtet, wenn auf ihr eine Rela-

tion ≤ mit den folgenden Eigenschaften de�niert ist:

(i) ∀i ∈ I : i ≤ i.
(ii) i1 ≤ i2, i2 ≤ i3 ⇒ i1 ≤ i3 (i1, i2, i3 ∈ I).
(iii) i1 ≤ i2 und i2 ≤ i1 ⇒ i1 = i2 (i1, i2 ∈ I).
(iv) zu i1, i2 ∈ I gibt es ein i3 ∈ I mit i1 ≤ i3 und i2 ≤ i3.

Mit i1 < i2 bezeichnet man Elemente, f�ur die i1 ≤ i2 und nicht i2 ≤ i1
gilt.

(b) Ein Netz (oder eine Moore–Smith Folge) in einer Menge X ist eine

Abbildung Φ : I → X, i 7→ xi einer gerichteten Menge I in die Menge X.

Man schreibt auch (xi)i∈I statt Φ.

Beispiele:

(a) Jede Folge (xn)n∈N ist ein Netz mit Indexmenge N.

(b) Sei (X,O) ein topologischer Raum und x ∈ X. Das Umgebungssystem U (x)

wird bez�uglich der Relation
"
⊆\ zu einer gerichteten Menge. Man de�niert:

(xU)U∈U (x) konvergiert gegen x, wenn f�ur alle U ∈ U (x) : xU ∈ U.

Allgemein de�niert man:

Definition 9.13 Ein Netz (xi)i∈I in einem topologischen Raum (X,O) hei�t

konvergent gegen x ∈ X, falls f�ur alle U ∈ U (x) gilt: ∃i0 ∈ I : xi ∈ U ∀i ≥ i0.

Damit ist der folgende Satz ein Analogon zu Proposition 9.2 und die darauf folgende
�Ubung.

Satz 9.14 Seien zwei topologische R�aume (X,O) und (X ′,O ′) gegeben.

(a) F�ur A ⊆ X gilt: x ∈ A ⇐⇒ ∃ Netz (xi)i∈I in A mit xi → x.

(b) Eine Funktion f : X → X ′ ist stetig in x ∈ X genau dann, wenn f�ur alle

Netze (xi)i∈I in X mit xi → x gilt:
(
f(xi)

)
i∈I

→ f(x) in X ′.

Beweis. Analog Proposition 9.2(a) und die folgende �Ubung. �
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10 Kompaktheit

Definition 10.1 Sei (X,O) topologischer Raum. X hei�t kompakt, falls jede

o�ene �Uberdeckung von X eine endliche Teil�uberdeckung von X besitzt. D.h.

ist X =
⋃

S∈S S, S ⊆ O, so gibt es S1, . . . , Sn ∈ S mit X =
⋃n

i=1 Si.

M ⊆ X hei�t kompakt, falls (M,OM) kompakt ist.M ⊆ X hei�t relativ kompakt,

falls M ⊆ X kompakt ist.

Proposition 10.2 X ist genau dann kompakt, wenn jede Familie (Ai)i∈I, Ai ∈
A mit

⋂
i∈IAi = ∅ endlich viele Ai1

, . . . , Ain mit
⋂n

j=1Aij
= ∅ enth�alt.

Beweis. Folgt direkt mit Komplementbildung. �

Proposition 10.3 Ist X kompakt, A ⊆ X abgeschlossen, so ist A kompakt.

Beweis. Bilde S ⊆ OA eine �Uberdeckung von A, d.h. A =
⋃

S∈S S. Dann existieren

S ′ ∈ O mit S = S ′ ∩ A. Betrachte S ′ = {S ′ : S ∈ S} ∪ {X \ A}. S ′ ist eine o�ene
�Uberdeckung von X. Somit existieren S ′1, . . . , S

′
n mit X =

⋃n
i=1 S

′
i ∪ (X \ A) und

folglich A =
⋃n

i=1 S
′
i ∩A =

⋃n
i=1 Si. �

Proposition 10.4 Sei (X,O) ein Hausdor�{Raum, M ⊆ X. Ist M kompakt, so

ist M abgeschlossen.

Beweis. Man hat X \ M o�en zu zeigen. Sei x ∈ X \ M. Zu jedem y ∈ M exi-

stieren Uy(x) ∈ U (x) o�en und U(y) ∈ U (y) o�en mit Uy(x) ∩ U(y) = ∅, da X
Hausdor�sch ist. Nun istM =

⋃
y∈M(M∩U(y)), und daM kompakt ist, existieren

y1, . . . , yn ∈ M mit M =
⋃n

i=1(M ∩ U(yi)). Somit gilt M ⊆
⋃n

i=1U(yi). Setze

V(x) :=
⋂n

i=1Uyi
(x). V(x) ist eine o�ene Umgebung von x, und wir haben

V(x) ∩M ⊆
( n⋂

i=1

Uyi
(x)
)
∩
( n⋃

j=1

U(yj)
)

= ∅,

denn w�are z ∈
(⋂n

i=1Uyi
(x)
)
∩
(⋃n

j=1U(yj)
)
, so ist z ∈ Uyi

(x) f�ur alle i = 1, . . . , n

und z ∈ U(yj) f�ur ein j ∈ {1, . . . , n} im Widerspruch zu Uyj
(x) ∩U(yj) = ∅. �

Satz 10.5 Sei [a, b] ⊆ R, R mit der nat�urlichen Topologie. Dann ist [a, b] kom-

pakt.

Beweis. Sei S eine o�ene �Uberdeckung von [a, b]. Man bezeichne

M :=
{
x ∈ (a, b] : es existieren S1, . . . , Sn ∈ S: [a, x] ⊆

n⋃
i=1

Si

}
.

Wir zeigen:

(1) M 6= ∅,
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(2) b = supM,

(3) b ∈M.

Zu (1): Sicher existiert ein S ∈ S. F�ur S ′ ⊆ R o�en gilt dann S = S ′ ∩ [a, b], und

somit existieren γ, δ ∈ R mit a ∈ (γ, δ) ⊆ S ′. Das hei�t auch [a, δ) ⊆ S und dann[
a, a+δ

2

]
⊆ S. Insbesondere gilt a+δ

2 ∈M.

Zu (2): Angenommen es w�are c := supM < b. Dann ist c ∈ (a, b) und sicherlich

existiert S ∈ S mit c ∈ S. Dann existieren α,β ∈ R mit a < α < c < β < b und

(α,β) ⊆ S. Da c = supM existiert x ∈Mmit α < x ≤ c, d.h. [a, x] wird von endlich
vielen S1, . . . , Sn ∈ S �uberdeckt, also wird [a, β) von S1, . . . , Sn und S �uberdeckt,

und schlie�lich
[
a, c+β

2

]
auch von S1, . . . , Sn und S �uberdeckt. Insbesondere ist

c+β
2 ∈M, im Widerspruch zu c = supM.

Zu (3): Mit b = supM existiert S ∈ S mit b ∈ S. Dann existiert γ ∈ R mit γ < b

und (γ, b] ⊆ S, und folglich y ∈ R mit γ < y ≤ b, y ∈ M. Insbesondere gilt

[a, y] ⊆
⋃m

j=1 Sj und somit [a, b] ⊆ [a, y] ∪ (γ, b] ⊆
⋃m

j=1 Sj ∪ S, d.h. b ∈M.

Mit dem gerade gezeigten Punkt (3) ist bewiesen, da� [a, b] kompakt ist. �

Satz 10.6 (Heine–Borel) Eine Teilmenge von R ist kompakt genau dann,

wenn sie beschr�ankt und abgeschlossen ist.

Ist C ⊆ R beschr�ankt, so existieren a, b ∈ R mit C ⊆ [a, b]. Da C abgeschlossen

ist und [a, b] kompakt ist, ist auch C kompakt. Ist C ⊆ R kompakt, so ist auch C

abgeschlossen, weil R Hausdor�sch ist. Schlie�lich gilt C =
⋃

x∈C

(
(x − 1, x + 1) ∩

C
)
, und somit existieren x1, . . . , xn ∈ C mit C ⊆

⋃n
i=1(xi − 1, xi + 1), d.h. C ist

beschr�ankt. �

Proposition 10.7 Seien X, Y topologische R�aume, f : X → Y stetig. Ist X kom-

pakt, so ist auch f(X) ⊆ Y kompakt.

Beweis. Sei die Topologie auf Y mit O bezeichnet. Ist f(X) =
⋃

S∈S S, S ⊆ Of(X),

so ist S = S ′ ∩ f(X) mit S ′ ∈ O. Da f stetig ist, sind alle f−1(S) = f−1(S ′) o�en in

X, und es gilt X =
⋃

S∈S f
−1(S). Da X kompakt ist, existieren S1, . . . , Sn ∈ S mit

X =
⋃n

i=1 f
−1(Si), woraus f(X) =

⋃n
i=1 f(f

−1(Si)) =
⋃n

i=1 Si folgt. �

Korollar 10.8 Ist X ein kompakter Raum, Y ein Hausdor�{Raum und f : X →
Y stetig, so ist f abgeschlossen (f(A) abgeschlossen f�ur alle A ⊆ X abgeschlos-

sen).

Beweis. Mit der Abgeschlossenheit von A ⊆ X ist A kompakt, und somit f(A)

kompakt, also f(A) abgeschlossen. �

Korollar 10.9 Ist X kompakt, Y Hausdor�sch und f : X → Y bijektiv und stetig,

so ist f ein Hom�oomorphismus.
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Beweis. Zu zeigen ist: O ⊆ X o�en impliziert f(O) ⊆ Y o�en. Mit Korollar 10.8 ist

f(X \O) abegschlossen. Mit der Bijektivit�at von f gilt: f(O) = Y \ f(X \O). Also ist

f(O) o�en. �

Korollar 10.10 Ist (X,O1) ein Hausdor�{Raum, O2 feiner als O1 und (X,O2)

kompakt, so gilt O2 = O1.

Beweis. Man verwende Korollar 10.9 mit f = idX : (X,O2) → (X,O1). �

Satz 10.11 Jeder kompakte T2{Raum ist normal (d.h. T1 und T4).

Beweis. T1 ist klar, da T2 auch T1 impliziert. Bleibt T4 zu zeigen (d.h. disjunkte

abgeschlossene Mengen lassen sich trennen).

Seien also A,B abgeschlossen in X mit A ∩ B = ∅. Folglich gilt f�ur festes x ∈
A: F�ur alle y ∈ B existiert Uy(x) und Vx(y) o�en mit Uy(x) ∩ Vx(y) = ∅, also
B =

⋃
y∈B

(
Vx(y) ∩ B

)
. Da B abgeschlossen und X kompakt folgt nach Proposition

10.3, da� B kompakt ist, d.h. es es gibt eine endliche Menge Bx ⊆ B mit B ⊆⋃
y∈Bx

Vx(y) =: Vx. Nun ist Wx :=
⋂

y∈Bx
Uy(x) o�en (da Bx endlich) und es gilt

Wx ∩ Vx = ∅, denn

Wx ∩ Vx =
⋂

y∈Bx

Uy(x) ∩
( ⋃

y∈Bx

Vx(y)
)

⊆
⋃

y∈Bx

( ⋂
z∈Bx

(
Uz(x) ∩ Vx(y)︸ ︷︷ ︸
= ∅ f�ur z = y

))

Wir haben damit f�ur alle x ∈ A ein Wx o�en, Vx ⊇ B o�en mit Wx ∩Vx = ∅. Da A
abgeschlossen und X kompakt folgt abermals nach Proposition 10.3, da� A kompakt.

Da A ⊆
⋃

x∈AWx, existieren also x1, . . . , xn ∈ A mit A ⊆
⋃n

i=1Wxi
=: W. W ist

ebenfalls o�en.

Setze nun V :=
⋂n

i=1 Vxi
. Dann ist V o�en und B ⊆ V (da alle Vx Umgebungen

von B sind). Ferner ist

W ∩ V =

n⋃
i=1

Wxi
∩

n⋂
j=1

Vxj
=

n⋃
i=1

( n⋂
j=1

Wxi
∩ Vxj︸ ︷︷ ︸

=∅ f�ur i=j

)
= ∅.

�

Übung: Zeige: Jeder kompakte T3{Raum ist T4{Raum.

Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung in der Funktionalanalysis.

Satz 10.12 (Tychonoff, 1930) Sei X =
∏

λ∈Λ Xλ mit Xλ 6= ∅ und Λ 6= ∅ ein

Produktraum. Dann gilt:

X kompakt ⇐⇒ Xλ kompakt f�ur alle λ ∈ Λ.

Der Beweis dieses Satzes wird �uber Filter gef�uhrt. Deshalb zeigen wir zuvor ein

Hilfsresultat.
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Lemma 10.13 Sei X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-

sagen �aquivalent:

(i) X ist kompakt.

(ii) Jeder Filter auf X besitzt einen Ber�uhrpunkt.

(iii) Jeder Ultra�lter ist konvergent.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Annahme: Sei F ein Filter auf X, der keinen Ber�uhrpunkt

besitzt. Dann ist (F)F∈F eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit leerem

Durchschnitt. (zur Erinnerung: x ist Ber�uhrpunkt von F : ∀U ∈ U (x) ∃F ∈ F :

F ∩U 6= ∅,
⋂

F∈F F ist die Menge aller Ber�uhrpunkte.)

Nach Proposition 10.2 existiert ein endliches Teilsystem {F1, . . . , Fk} ⊆ F mit

k⋂
j=1

Fj = ∅.

Dies ist ein Widerspruch zur Filtereigenschaft (vergleiche De�nition 9.3(i) und (iii)).

(ii) ⇒ (iii): Nach Voraussetzung hat jeder Ultra�lter einen Ber�uhrpunkt. Dieser

Punkt mu� aber nach Satz 9.9 bereits Limespunkt des Filters sein (Ber�uhrpunkt⇐⇒ Limespunkt eines feineren Filters).

(iii) ⇒ (i): Annahme: ((Ui)i∈I sei eine o�ene �Uberdeckung von X, die keine endliche

Teil�uberdeckung besitzt. Dann gilt f�ur alle J ⊆ I, J endlich: AJ := X\
(⋃

i∈JUi

)
6= ∅.

Die Mengen dieser Art sind paarweise nicht disjunkt. Diese Mengen bilden damit

die Basis eines Filters auf X, der nach Satz 9.5 in einem Ultra�lter F enthalten ist.

Nach Voraussetzung konvergiert F gegen ein x ∈ X (d.h. U(x) ⊆ F). Dann mu�

gelten: x ∈ Ui f�ur ein i ∈ I, also Ui ∈ F (sonst w�are F ∪ {Ui} feiner als F). Nach
Konstruktion mu� aber auch X\Ui ∈ F gelten (da {i} auch eine endliche Teilmenge

von I ist). Widerspruch zu Satz 9.6. �

Beweis des Satzes von Tychonoff (10.12).

"
⇒\: Da X Produktraum sind die Projektionen stetig. Nach Proposition 10.7 sind

demnach alle Xλ, λ ∈ Λ kompakt.

"
⇐\: Seien umgekehrt alle Xλ, λ ∈ Λ, kompakt. Sei F ein Ultra�lter auf X. Dann

ist der Bild�lter pλ(F) f�ur jedes λ ∈ Λ ebenfalls ein Ultra�lter.

Beweis: Sei λ ∈ Λ beliebig aber fest. Sei M ⊆ pλ(X). Nach Satz 9.6 ist entweder

p−1
λ (M) ∈ F oder p−1

λ ({M) ∈ F . Sei nun B eine Basis von F . Dann existiert ein

B ∈ B mit B ∈ p−1
λ (M) oder B ∈ p−1

λ ({M). Dann folgt pλ(B) ⊆ pλ

(
p−1

λ (M)
)
⊆M

oder pλ(B) ⊆ pλ

(
p−1

λ ({M)
)
⊆ {M, also M ∈ pλ(F) oder { ∈ pλ(F). Nach Satz 9.6

ist pλ(F) dann ein Ultra�lter.

Da nun Xλ kompakt ∀λ ∈ Λ, konvergiert jeder Filter pλ(F) gegen ein xλ ∈ Xλ

(nach Lemma 10.13(iii)). Die Konvergenz aller Projektionen pλ(F) ist �aquivalent

zur Konvergenz des Filters F im Produktraum (�Ubung!). Nach Lemma 10.13(iii)

ist X aber dann auch kompakt. �
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Korollar 10.14 (Heine–Borel im Höherdimensionalen)
Eine Teilmenge C ⊆ Rn ist genau dann kompakt, wenn C abgeschlossen und

beschr�ankt ist.

Beweis.
"
⇐\: Da C beschr�ankt, existiert a, b ∈ R mit C ⊆ [a, b]n. Nach Satz 10.5

ist [a, b] kompakt und nach Satz 10.12 auch [a, b]n. Nun ist C = C ∩ [a, b]n und

da C abgeschlossen, folgt nach Proposition 10.3, da� C kompakt ist.

"
⇒\: Sei nun C kompakt. Da Rn ein T2{Raum ist, folgt mit Proposition 10.4, da� C

abgeschlossen ist. Weiter sagt Proposition 10.7 dann, da� pi(C) kompakt in Ri = R

sind f�ur alle i = 1, . . . , n. Nach Heine{Borel (vergleiche Satz 10.6) sind alle pi(C)

beschr�ankt. Seien ai, bi (i = 1, . . . , n) diese Schranken, d.h. pi(C) ⊆ [ai, bi]. Setze

a := mini=1,...,n ai und b := maxi=1,...,n bi. Dann gilt C ⊆ [a, b]n. �

Bemerkung: Die Beschr�anktheit gilt allgemeiner, d.h.: Sei (X, d) ein kompakter

metrischer Raum. Dann existiert ein M ≥ 0 mit d(x, y) ≤M f�ur alle x, y ∈ X.

Übung: Zeigen Sie: Sei X ein topologischer Raum. Jede unendliche TeilmengeM ⊆
X hat einen H�aufungspunkt.

Bemerkungen:

(i) Es gibt eine Vielzahl von Abwandlungen des Kompaktheitsbegri�es. So for-

dert etwa Bourbaki zur endlichen �Uberdeckungseigenschaft noch die T2{Ei-

genschaft. Unser Begri� hier hei�t dann quasikompakt.

Ein weiterer Begri� ist
"
folgenkompakt\, d.h. jede Folge in X besitzt eine

konvergente Teilfolge. Dies setzt nat�urlich dann das 1. Abz�ahlbarkeitsaxiom

voraus, damit dieser Begri� mit dem unseren �ubereinstimmt.

(ii) Eine Teilmenge M ⊆ X hei�t relativ–kompakt, wenn M kompakt ist. Es

gilt:

(a) M relativ{kompakt, A ⊆M, dann folgt A relativ{kompakt.

Beweis: A ⊆M ⇒ A kompakt nach Proposition 10.3, da A abgeschlos-

sen in M.

(b) M1, . . . ,Mn relativ{kompakt, dann folgt
⋃n

j=1Mj relativ{kompakt.

Beweis:
⋃n

j=1Mj ist kompakt und abgeschlossen (zu zeigen, aber leichte
�Ubung).

n⋃
j=1

Mj =

n⋃
j=1

Mj ⇒ n⋃
j=1

Mj kompakt.
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11 Lokalkompakte Räume

Definition 11.1 Ein topologischer Raum X hei�t lokalkompakt, wenn jeder

Punkt x ∈ X eine kompakte Umgebung besitzt, d.h.

∀x ∈ X : ∃U o�en und K kompakt : x ∈ U ⊆ K.

Bemerkungen:

(i) Klar gilt: X kompakt, dann ist X lokalkompakt.

(ii) Auch hier setzen die meisten Autoren zus�atzlich die T2{Eigenschaft voraus.

Satz 11.2 Sei (X,O) ein lokalkompakter T2{Raum und K ⊆ X eine kompakte

Teilmenge.

(a) Zu jeder o�enen Umgebung U von K existiert eine o�ene Umgebung V

von K mit V ⊆ U, V kompakt, also K ⊆ V ⊆ V ⊆ U.

(b) Insbesondere hat jeder Punkt x ∈ X eine Umgebungsbasis aus kompakten

Mengen.

Beweis. Zu (b): Sei x ∈ X, U o�en, x ∈ U. Da X lokalkompakt, existiert eine

kompakte Umgebung C ∈ U (x). Dann ist (U ∩ C)◦ eine o�ene Umgebung von x.

Bezeichne W := (U ∩ C)◦. (C,Orel) ist ein kompakter T2{Raum, also ist (verglei-

che Proposition 10.4) (C,Orel) normal, also (vergleiche Bemerkung nach De�niti-

on 6.11) (C,Orel) regul�ar. Nach Satz 6.9 existiert ein V ∈ Orel, V ∈ U (x), mit

x ∈ V ⊆ V ⊆ U, also V ⊆W ⊆ U.

Behauptung: V ∈ U (x) bez�uglich O, denn: Zu V ∈ Orel existiert O ∈ UO(x) mit

O ∩ C = V . Dann ist O ∩W ∈ O. Also ist x ∈ O ∩W ⊆ (O ∩ C) ∩W = V ∩W ⊆
V ⊆ V ⊆ U. (V kompakt nach Proposition 10.3).

Zu (a): Sei K ⊆ X kompakt und U ⊇ K o�en. Zu zeigen: es gibt W o�en mit

K ⊆W ⊆W ⊆ U, W kompakt.

Nach (b) existiert zu x ∈ K ein W(x) o�en mit W(x) kompakt und W(x) ⊆ U. Da
K kompakt folgt,

⋃
x∈KW(x) enth�alt endliche Teil�uberdeckung, also

K ⊆
n⋃

j=1

W(xj) =: W.

W =
⋃n

j=1W(xj) ⊆ U, W kompakt, da endliche Vereinigung kompakter Mengen.

�

Korollar 11.3 Jeder lokalkompakte T2{Raum ist regul�ar.

Beweis. T1 ist wegen T2 klar und T3 folgt mit Satz 11.2 aus Satz 6.9 (X T3, wenn

abgeschlossene Umgebungen eine Umgebungsbasis bilden). �

Beispiele:
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(i) X kompakt, also ist X lokalkompakt (klar: w�ahle X als kompakte Umgebung).

(ii) (X,Odis) ist lokalkompakt, da {x} ∈ U (x) und kompakt.

(iii) (Rn,Okan) ist lokalkompakt (w�ahle abgeschlossenes und beschr�anktes Inter-

vall um x).

(iv) X kompakter T2{Raum, x0 ∈ X. Dann ist X0 := X \ {x0} lokalkompakt.

Beweis: X ist T1, also gibt es f�ur alle x ∈ X0 ein U ∈ U (x) mit x0 /∈ U.

Da X lokalkompakt gibt es ein K ∈ U (x), K kompakt, mit K ⊆ U, folglich

x ∈ K ⊆ X0. Wir werden sp�ater zeigen (Stichwort: Kompakti�zierung), da�

jeder lokalkompakte Raum auf diese Weise entsteht.

(v) Vorsicht: Unterr�aume lokalkompakter R�aume sind im Allgemeinen nicht lo-
kalkompakt.

Beispiel: (R,Okan), Q ⊆ R. W�are Q lokalkompakt, m�u�ten nach Satz 11.4

O ∈ Okan und A ∈ Akan existieren mit Q = O∩A. Dann w�are aber R = Q ⊆
A = A und folglich Q = O, was im Widerspruch zu

◦
Q = ∅ steht.

Satz 11.4 Sei (X,O) ein lokalkompakter T2{Raum und Y ⊆ X. Dann gilt:

Y lokalkompakt ⇐⇒ ∃O ∈ O ∃A ∈ A : Y = O ∩A.

Beweis.
"
⇒\: Wir zeigen: Y ∈ OY , denn dann gibt es ein O ∈ O mit Y = O ∩ Y.

Sei x ∈ Y. Da Y lokalkompakt, gibt es K ∈ UY(x), K kompakt, und ein U ∈ U (x)

mit K = U ∩ Y. Da U Umgebung, existiert ein O ′ ∈ O mit x ∈ O ′ ⊆ U. Also

Y ∩O ′ ⊆ Y ∩U = K ⊆ Y, d.h. V := Y ∩O ′ ∈ UY(x).

Behauptung: V ⊆ Y ∩O ′.

Beweis: Sei y ∈ V und U ′ ∈ U (y). Da O ′ ∈ U (y) ist U ′ ∩O ′ ∈ U (y). Da ferner

y ∈ Y ist (U ′∩O ′)∩Y 6= ∅ (wegen Abschlu�). Dann ist aber auch U ′∩ (Y∩O ′) 6= ∅,
d.h. jede Umgebung von y schneidet Y ∩O ′, also y ∈ Y ∩O ′.

Damit erhalten wir:

V ⊆ Y ∩O ′ ⊆ K = K ⊆ Y und V ∈ UY(x) sowie V ∈ OY .

Folglich ist V o�en in Y.

"
⇐\: (1) Nach Satz 6.14 ist Y auch ein T2{Raum. Satz 11.2(b) sagt dann, da� jedes

O ∈ O lokalkompakt ist (wegen kompakter Umgebungsbasis).

(2) Zu A ∈ A und x ∈ A existiert ein K ∈ U (x), K kompakt, da X lokalkompakt.

Nach Proposition 10.3 ist A∩K ∈ UA(x) kompakte Umgebung von x in A, also ist

auch A lokalkompakt.

Gilt nun Y = O ∩ A mit O ∈ O, A ∈ A , so ist O nach (1) lokalkompakt und

O ∩A ∈ AO. Folglich ist O ∩A = Y nach (2) lokalkompakt. �

Wir wollen nun zeigen, wie sich lokalkompakt auf Produktr�aume �ubertr�agt.
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Satz 11.5 Sei (X,O) =
∏

i∈I(Xi,Oi) Produktraum. Dann gilt:

X lokalkompakt und T2 ⇐⇒ (i) Xi lokalkompakt und T2 ∀i ∈ I
(ii) Xi kompakt bis auf endlich viele i ∈ I

Beweis.

"
⇒\:

(i) W�ahle ein x0 ∈ X und betrachte f�ur j ∈ I fest aber beliebig

Yi :=

{
{x0

i } falls i 6= j,

Xj falls i = j.

Dann ist Y :=
∏

i∈I Yi
∼= Xj ("

Parallele zu Xj\).

Nun ist Yi ∈ Ai. Dann ist auch Y ∈ A (Projektion und Einbettung sind stetig

und damit A :=
∏

i∈IAi ∈ A ⇐⇒ Ai ∈ Ai ∀i ∈ I). Ferner ist Y = X ∩ Y.
Nach Satz 11.4 ist Xj dann lokalkompakt. T2 folgt aus Satz 6.14.

(ii) Da X lokalkompakt, existiert zu x ∈ X eine kompakte Umgebung K ∈ U (x).

Nach der De�nition der Produkttopologie gibt es eine Basis B :=
{ ∏

i∈IOi :

Oi ∈ Oi und Oi = Xi bis auf endlich viele i ∈ I
}
, d.h. es gibt B ∈ B mit

x ∈ B ⊆ K und B =
∏

i∈IOi, Oi =

{
Xi i ∈ I \ E

Oi i ∈ E
, wobei E ⊆ I endlich.

F�ur i ∈ I \ E folgt: Xi = pi(B) ⊆ pi(K) ⊆ Xi, also nach Proposition 10.7

Xi = pi(K) kompakt.

"
⇐\: Wir zeigen zun�achst: X ist T2{Raum. Seien x, y ∈ X, x 6= y, dann gibt es j ∈ I
mit xj 6= yj. Da Xj T2{Raum existiert U ∈ Uj(xj) und V ∈ Uj(yj) mit U ∩ V = ∅.

Dann sind
∏

i∈IUi mit Ui =

{
Xi i 6= j

U i = j
und

∏
i∈I Vi mit Vi =

{
Xi i 6= j

V i = j
die

gesuchten Umgebungen in X.

Bleibt zu zeigen: Jedes x = (xi)i∈I ∈ X besitzt eine kompakte Umgebung.

Nach Voraussetzung existiert E ⊆ I, E endlich, mit Xi kompakt f�ur alle i ∈ I \ E.

Da Xi lokalkompakt existiert Ki ∈ Ui(xi), Ki kompakt, f�ur alle i ∈ E. Sei weiter
Ki = Xi f�ur alle ∀i ∈ I \ E. Setze K :=

∏
i∈I Ki. Dann ist K ∈ U (x) und nach Satz

10.12 (Tychono�) ist K kompakt. �

Bemerkungen:

(i) Man kann in Satz 11.5 auch auf die T2{Bedingung auf beiden Seiten verzich-

ten.

(ii) Die im Beweis verwendete Aussage �uber Trennung und Produktr�aume gilt

allgemeiner:∏
i∈I

Xi Tk{Raum ⇐⇒ ∀i ∈ I : Xi ist Tk{Raum (k = 0, 1, 2).
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Wir kommen nun zur Umkehrung von Beispiel (iv).

Satz 11.6 (Einpunkt–Kompaktifizierung, Alexandroff)
Sei X ein lokalkompakter T2{Raum. Dann existiert ein kompakter T2{Raum ~X,

so da� X hom�oomorph zu einem Teilraum von ~X ist, dessen Komplement nur

aus einem Punkt besteht. ~X ist selbst bis auf Hom�oomorphie eindeutig. ~X hei�t

die Einpunkt–Kompaktifizierung oder Alexandroff–Kompaktifizierung von

X. Der neue Punkt wird oft als unendlich ferner Punkt bezeichnet.

Beweis. Bezeichne ∞ einen Punkt, der nicht zu X geh�ort. Setze ~X := X∪ {∞}. Auf
~X de�nieren wir eine Topologie:

O ~X := O ∪
{
M ⊆ ~X : M = ~X \ K, K ⊆ X kompakt

}
.

Dies ist eine Topologie, denn es gilt:

(1) Endliche Vereinigungen kompakter Mengen eines T2{Raumes sind selbst ein

kompakter T2{Raum (Proposition 10.4: endliche Vereinigungen kompakter

Teilmengen eines T2{Raumes sind abgeschlossen. Proposition 10.3: abgeschlos-

sene Teilmengen eines kompakten Raumes sind kompakt. Satz 6.14: T2 vererbt

sich auf Teilr�aume.)

(2) (~X\K)∩X ist o�en in X (da nach Proposition 10.4 K abgeschlossen, also X\K

o�en in X und (~X \ K) ∩ X = X \ K).

(3) In einem kompakten T2{Raum sind Durchschnitte kompakter Mengen kom-

pakt (Durchschnitt abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen und Proposi-

tion 10.3).

(4) Der Durchschnitt einer kompakten T2{Menge mit einer abgeschlossenen Men-

ge ist kompakt (nach Proposition 10.3 ist der kompakte T2{Raum abgeschlos-

sen, demnach der Schnitt wieder abgeschlossen und nach Proposition 10.4

auch kompakt).

Wegen (1) und (2) sind endliche Durchschnitte o�ener Mengen von ~X o�en. Wegen

(3) und (4) sind Vereinigungen o�ener Mengen von ~X o�en. (O1) klar, da ∅ ∈ OX

und ~X = ~X \ ∅ und ∅ kompakt.

Nach Konstruktion ist ~X \ {∞} ∼= X.

~X ist T2, da X T2{Raum und {∞} l�a�t sich von y ∈ X trennen, da y eine kompakte

Umgebung besitzt (sei diese K) und folglich gibt es U ∈ U (y) mit y ∈ U ⊆ K,

V := ~X \ K ist Umgebung von ∞ und U ∩ V = ∅.

~X ist kompakt, da jede o�ene �Uberdeckung eine Menge der Form ~X\K, K kompakt,

enth�alt und K sich durch endlich viele Mengen �uberdecken lassen mu�.

Eindeutigkeit: Sei Y ein weiterer Raum, der die Voraussetzungen des Satzes erf�ullt.

Sei X ′ ⊆ Y der zu X hom�oomorphe Unterraum.

~X ⊇ ~X \ {∞} = X ∼= X ′ ⊆ Y
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Sei ∞ ′ der neue Punkt in Y und f : X → X ′ der Hom�oomorphismus. De�niere

F : ~X → Y durch F|X := f und F(∞) := ∞ ′. F ist bijektiv, da f bijektiv ist. F|X
ist stetig wegen der Hom�oomorphie von f. Sei O ∈ OY o�ene Umgebung von ∞ ′.

Dann ist Y \ O abgeschlossen und folglich kompakt, da Y kompakter T2{Raum

(Proposition 10.3). Ist K ′ ⊆ X ′ kompakt, mu� nach Proposition 10.7 auch f−1(K ′)

kompakt sein. Damit ist f−1(Y \ O) kompakt und folglich eine o�ene Umgebung

von ∞ in ~X. Demnach ist F auch in ∞ stetig. Analog folgt die Stetigkeit von F−1.

F ist also ein Hom�oomorphismus. �

Definition 11.7 Ein topologischer Raum X hei�t σ{kompakt, falls X =
⋃∞

j=1 Kn

mit Kn kompakt. Ist X zus�atzlich lokalkompakt und ein T2{Raum, so hei�t X

abzählbar im Unendlichen.

Satz 11.8 Sei X ein lokalkompakter T2{Raum. Dann sind �aquivalent:

(a) X ist abz�ahlbar im Unendlichen.

(b) Der Punkt ∞ in der Einpunkt{Kompakti�zierung besitzt eine abz�ahlbare

Umgebungsbasis.

(c) Es existiert eine Folge (Un)n∈N o�ener Mengen in X mit

(i) Un kompakt f�ur alle n ∈ N,
(ii) Un ⊆ Un+1 f�ur alle n ∈ N,
(iii) X =

⋃
n∈NUn.

Beweis. (b) ⇒ (a): Sei ~X die Einpunkt{Kompakti�zierung von X. Die o�enen

Mengen um den Punkt ∞ sind nach Konstruktion von der Art O = ~X \ K mit

K kompakt in X. Sei {Vn}n∈N die abz�ahlbare Umgebungsbasis von ∞ in ~X. Dann

folgt ~X \ Vn ist kompakt in X. Da {∞} =
⋂∞

n=1 Vn, denn alle abgeschlossenen

Umgebungen von ∞ enthalten eine Menge Vn und wegen T2 (vergleiche Satz 6.6(ii))

{∞} =
⋂

A∈U (∞)∩A A, folgt

X = ~X \ {∞} = ~X \

∞⋂
n=1

Vn =

∞⋃
n=1

~X \ Vn

mit ~X \ Vn kompakt, d.h. X ist σ{kompakt.

(c) ⇒ (b): Nach Voraussetzung existiert eine Folge (Un)n∈N o�ener Mengen mit (i)

| (iii). Dann ist ∞ ∈ ~X \Un =: Vn, Vn o�en in ~X.

Wir zeigen: zu V o�en in ~X, ∞ ∈ V , existiert Vn mit Vn ⊆ V . K := ~X \ V ⊆ X

und K kompakt. Da X
(iii)
=
⋃

n∈NUn existieren n1, . . . , nN mit K ⊆
⋃N

i=1Uni
. Sei

m := max{n1, . . . , nN}. Dann giltUni
∈ Um f�ur alle i = 1, . . . ,N wegen (ii). Folglich

ist K ⊆ Um

(ii)
⊆ Um, also V ⊇ ~X \Um = Vm.

(a) ⇒ (c): Sei nun X =
⋃∞

n=1 Kn, Kn kompakt. Dann ist ~X \ Kn =: Vn o�ene

Umgebung von ∞ in ~X. Nach Satz 11.2(a) existiert eine o�ene Umgebung W1 von∞ mit W1 ⊆ V1 (beachte: {∞} ist abgeschlossen in ~X und damit kompakt) mit

W1 kompakt in ~X. De�niere U1 := ~X \ W1, also U1 o�en in X ′, also U1 o�en
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in X, da X o�en in X ′ und U1 ⊆ X. Da W1 ⊆ V1 = ~X \ K1 folgt K1 ⊆ U1.

U1 = ~X \W1 = ~X \
◦
W1 = ~X \ W1 abgeschlossen in ~X, also kompakt in ~X, also

kompakt in X.

Konstruiere nun induktiv Wn+1 ⊆ (~X \ Kn) ∩ Wn analog. Die so konstruierten

Mengen erf�ullen (i) | (iii):

(i) bereits gezeigt.

(ii) Un = ~X \Wn ⊆ ~X \Wn+1 = Un+1.

(iii) Kn ⊆ Un und X =
⋃∞

n=1 Kn, also X =
⋃∞

n=1Un.

�

Bemerkungen:

(i) Ein topologischer Raum hei�t Lindelöf–Raum, falls jede o�ene �Uberdeckung

von X eine abz�ahlbare Teil�uberdeckung besitzt.

(ii) Ein topologischer Raum hei�t abzählbar kompakt, wenn jede abz�ahlbare

o�ene �Uberdeckung von X eine endliche Teil�uberdeckung besitzt.

(iii) Ist X T2{Raum gilt:

regul�ar ⇐ normal⇑ ⇑
lokalkompakt ⇐ kompakt ⇒ σ{kompakt ⇒ Lindel�of⇓ ↑ 2. AA

abz. kompakt⇑ ↓ 1. AA

folgenkompakt

(iv) Ist (X, d) metrischer Raum, dann sind kompakt, abz�ahlbar kompakt und fol-

genkompakt �aquivalent.
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12 Stone–Čech–Kompaktifizierung

Satz 12.1 Sei (X,O) ein vollst�andig regul�arer Raum. Dann existiert ein kom-

pakter Hausdor�{Raum β(X) mit

(1) X ist dichter Teilraum von β(X) (eigentlich: X ist hom�oomorph zu einem

dichten Teilraum von β(X).)

(2) Jedes f ∈ Cb
R(X) l�a�t sich eindeutig fortsetzen zu einem ~f ∈ CR(β(X)) =

Cb
R(β(X)).

Beweis. Zu f ∈ Cb
R(X) w�ahle If ⊆ R kompaktes Intervall mit f(X) ⊆ If. Mit dem

Satz von Tychono� ist (mit der Produkt{Topologie) I =
∏

f∈Cb
R

(X) If kompakter

Hausdor�{Raum (T2: �Ubungsaufgabe).

Betrachte folgende Abbildung: ϕ : X → I, (ϕ(x)f)f∈Cb
R

(X) = f(x). varphi ist injek-

tiv. Ist x 6= y, so w�ahle Umgebung U von x mit y /∈ U. Da X vollst�andig regul�ar

ist, gibt es f ∈ Cb
R(X) mit f(x) = 1 und f(y) = 0. Das hei�t ϕ(x)f 6= ϕ(y)f, also

ϕ(x) 6= ϕ(y). Also ist ϕ : X → ϕ(X) ⊆ I bijektiv. Setze β(X) := ϕ(X) ⊆ I. Dann ist

β(X) ein kompakter Hausdor�{Raum.

Zu (1): ϕ : (X,O) → (ϕ(X),prodϕ(X)) ist ein Hom�oomorphismus. Bezeichne σ

diejenige Topologie, die durch f−1(U), U ⊆ R o�en, auf X erzeugt wird. (f1(U)

bilden Subbasis von σ.) Da f−1(U) ∈ O gilt σ ⊆ O. Es gilt sogar σ = O. Denn ist

U ∈ O, x ∈ U, so existiert fX : (X,O) → [0, 1] stetig mit fX(x) = 1, f|X\U = 0.

Somit haben wir x ∈ f−1
X

(
(1

2 ,∞)
)
⊆ U, und folglich U =

⋃
x∈U f

−1
X

(
(1

2 ,∞)
)
∈ σ.

Das hei�t O ⊆ σ.

Die Produktopologie prodϕ(X) auf ϕ(X) besitzt als Basis die Mengen

U =
∏

f∈Cb
R

(X)

(
Uf ∩ϕ(X)

)
,

Uf o�en in If und Uf = If bis auf endlich viele Ausnahmen. Dies ist aber genau die

schw�achste Topologie, so da� alle Projektionen pf|ϕ(X) → If stetig sind (Projektion

auf f{te Koordinate).

Zusammengefa�t: O ist die schw�achste Topologie, so da� alle x 7→ f(x) stetig sind.

prodϕ(X) ist die schw�achste Topologie, so da� ϕ(x)
pf7→ ϕ(x)f = f(x) stetig ist. Das

hei�t ϕ ist ein Hom�oomorphismus.

Zu (2): Existenz: Zu f setze ~f = pf|β(X). Man beachte: pf ∈ Cb
R(I), also ist ~f ∈

Cb
R(β(X)). Es gilt ~f|ϕ(X) = pf|ϕ(X) = f (als Funktion auf ϕ(x)).

Eindeutigkeit: Ist g : β(X) → R stetig mit g|ϕ(X) = f, so gilt g = ~f (siehe Korollar

7.2). �

Bemerkung: Hinsichtlich der Norm auf Cb
R(X) bzw. Cb

R(β(X)) gilt:

sup
x∈X

|f(x) − g(x)| = sup
z∈β(X)

|~f(z) − ~g(z)|.

Dies gilt, da X ⊆ β(X) dicht und f, g stetig.
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Korollar 12.2 Ein topologischer Raum X ist vollst�andig regul�ar genau dann,

wenn X hom�oomorph ist zu einem Teilraum eines kompakten Hausdor�{Rau-

mes.

Beweis. Die eine Implikation ist exakt Satz 12.1. Ist umgekehrt Y kompakt Haus-

dor�sch, so ist Y vollst�andig regul�ar, denn Y ist normal (Satz 10.11). Folglich ist X

vollst�andig regul�ar, vergleiche Paragraph 7. �

Bisher haben wir nur β(X) de�niert. Die n�achsten �Uberlegungen zeigen, da� β(X)

durch (1) und (2) in Satz 12.1 charakterisiert sind.

Sei X ein topologischer Raum, K = R oder K = C.

Der Vektorraum Cb
K(X) ist mit der Multiplikation eine Algebra �uber K. Mit der

Supremums{Norm ist Cb
K(X) eine Banach{Algebra. Bezeichne

∆ = ∆(Cb
K(X)) = {h : Cb

K(X) → K : h stetiger K{Algebra{Homomorphismus auf K}

∆ wird versehen mit der schw�achsten Topologie, so da� f�ur jedes f ∈ Cb
K(X) die

Abbildung

Ff : ∆ → K, Ff(h) = h(f)

stetig ist. Eine Umgebungsbasis von h0 ∈ ∆ wird gebildet durch

U(h0; ε, f1, . . . , fn) = {h ∈ ∆ : |h(fi) − h0(fi)| < ε, i = 1, . . . , n}

∆ ist ein Hausdor�{Raum. Denn ist h1 6= h2, so existiert f ∈ Cb
K(X) mit h1(f) 6=

h2(f), und dann gilt mit ε = 1
2 |h1(f) − h2(f)|

U(h1; ε, f) ∩U(h2; ε, f) = ∅.

kerh = {f ∈ Cb
K(X) : h(f) = 0} ist ein abgeschlossenes Ideal in Cb

K(X). (Da h

stetig ist, ist kerh = h−1({0}) abgeschlossen. Da h(gf) = h(g)h(f) ist kerh Ideal.)

Ferner gilt h(1) = 1. Die Kodimension von kerh in Cb
K(X) ist 1, denn mit dem

Isomorphisatz gilt Cb
K(X)/kerh

∼= K.

Sei x ∈ X. Durch hx(f) := f(x) ist ein K{Algebra{Homomorphismus auf Cb
K(X)

erkl�art. hx ist auch stetig wegen

|hx(f) − hx(g)| = |f(x) − g(x)| ≤ ‖f− g‖∞.
hx ist auch surjektiv. Zu λ ∈ K gibt es n�amlich ein f ∈ Cb

K(X) mit hx(f) = f(x) = λ.

Folglich ist hx ∈ ∆ f�ur alle x ∈ X.

Durch x 7→ hx, X → ∆ ist also eine Abbildung de�niert.

Satz 12.3 Sei X ein kompakter Hausdor�{Raum. Dann ist x 7→ hx, X → ∆ ein

Hom�oomorphismus von X auf ∆.

Beweis. X ist als kompakter Hausdor�-Raum vollst�andig regul�ar. F�ur x 6= y exi-

stiert also ein f ∈ Cb
K(X) mit f(x) 6= f(y), d.h. hx(f) 6= hy(f). Folglich ist x 7→ hx

injektiv.
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x 7→ hx ist auch stetig. Ist n�amlich x0 ∈ X, ε > 0, f1, . . . , fn ∈ Cb
K(X), so existiert

Ux0
Umgebung von x0 mit fi(Ux0

) ⊆ Uε(fi(x0)) f�ur i = 1, . . . , n. Insbesondere gilt

|hx(fi) − hx0
(fi)| < ε f�ur alle x ∈ Ux0

und i = 1, . . . , n.

Wir zeigen nun, da� x 7→ hx, X → ∆ surjektiv ist. Da X kompakt ist, folgt dann,

da� x 7→ hx ein Hom�oomorphismus ist von X auf ∆ mit Korollar 10.9. Der Nachweis

der Surjektivit�at erfolgt in mehreren Schritten.

Sei h ∈ ∆, und bezeichne I := kerh ⊆ Cb
K(X). Setze

E := {x ∈ X : f(x) = 0 f�ur alle f ∈ I}

(H�ulle von I). Mit E =
⋂

f∈I{x ∈ X : f(x) = 0} ist E ⊆ X abgeschlossen.

Setze f�ur abgeschlossene Teilmengen F ⊆ X (F = ∅ zugelassen)

IF := {g ∈ Cb
K(X) : g|F = 0}.

(IF ist ein Ideal.) O�ensichtlich gilt mit der De�nition: I ⊆ IE (denn f�ur f ∈ I gilt
f|E = 0). Wir zeigen nun:

(1) I = IE.

(2) E = {x} f�ur ein x ∈ X.

Falls (a) und (b) gezeigt sind, folgt h = hx. Tats�achlich gilt f�ur jedes f ∈ Cb
K(X)

folgendes: (
f− f(x)1

)
(x) = 0, also f− f(x)1 ∈ I{x} = IE = I.

Das bedeutet h(f − f(x)1) = 0, also h(f) = f(x)1, sprich h(f) = hx(f). Also haben

wir (a) und (b) zu zeigen.

Zu (a): Wir f�uhren zu F ⊆ X abgeschlossen ein weiteres Ideal ein.

JF := {g ∈ Cb
K(X) : suppg ∩ F = ∅},

wobei suppg := {x ∈ X : g(x) 6= 0}.

O�ensichtlich gilt JE ⊆ IE. Wir zeigen nun

(a1) JE ⊆ IE liegt dicht.

(a2) JE ⊆ I.

Falls dies gezeigt ist, folgt

IE = JE ⊆ I = I ⊆ IE,

also I = IE, d.h. (a) gilt.

Zu (a1): Sei f ∈ IE, ε > 0. Setze K =
{
x ∈ X : |f(x)| ≥ ε

2

}
. K ist abgeschlossen (also

K kompakt) und K ∩ E = ∅, da f|E = 0. Mit Satz 11.2 existiert U o�ene Umgebung

von K mit K ⊆ U ⊆ U ⊆ X \ E. Mit dem Satz von Urysohn existiert h : X → [0, 1]

stetig mit h|K = 1, h|X\U = 0. Insbesondere gilt supph ⊆ U ⊆ X \ E, also h ∈ JE,
und damit hf ∈ JE. Schlie�lich ist auch |hf(x) − f(x)| ≤ ε f�ur alle x ∈ X (denn:
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(hf − f)|K = 0 und |hf(x) − f(x)| = |h(x) − 1| |f(x)| < 2ε
2 f�ur x /∈ K). Somit ist

gezeigt, da� JE dicht in IE ist.

Zu (a2): Hierzu zeigen wir: Ist K ⊆ X kompakt, K∩E = ∅, so existiert ein h ∈ I und
U o�en mit U ⊇ K mit h(x) > 0 f�ur alle x ∈ U (∗).

Zu x ∈ K existiert fx ∈ I mit fx(x) 6= 0 (da x /∈ E). F�ur gx = fx · fx ∈ I gilt dann
gx(x) > 0 und gx(y) ≥ 0 f�ur alle y ∈ X. Mit der Stetigkeit von gx existiert eine

Umgebung Ux von x mit gx(y) > 0 f�ur alle y ∈ Ux. Da K kompakt ist, existieren

endlich viele x1, . . . , xn mit K ⊆
⋃n

i=1Uxi
=: U. Setze h =

∑n
i=1 gxi

∈ I. h ist die

gesuchte Funktion in (∗). (Da h|E = 0 ist U ∩ E = ∅.)

Sei nun f ∈ JE, K = supp f, also K ∩ E = ∅. Mit (∗) existiert h ∈ I mit h(x) > 0 f�ur

alle x ∈ U o�en, K ⊆ U, U ∩ E = ∅. Setze

g(x) :=

{
f(x)/h(x) falls x ∈ U
0 falls x /∈ U.

Wir haben zu zeigen, da� g : X → K stetig ist. Stetigkeit in x /∈ K ist klar. Denn

X\K ist o�en und g|X\K = 0. F�ur x ∈ K w�ahle Umgebung Ux ⊆ U mit h(x) ≥ δ > 0
f�ur alle y ∈ Ux (δ > 0 vorgegeben). Dann gilt f�ur y ∈ Ux∣∣∣∣ f(y)h(y)

−
f(x)

h(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

h(y)h(x)
|f(y)h(x) − f(x)h(y)|

≤ 1

h(y)h(x)
|f(y)h(x) − f(x)h(x)| +

1

h(y)h(x)
|f(x)h(x) − f(x)h(y)|

=
1

h(y)
|f(y) − f(x)| +

|f(x)|

h(y)h(x)
|h(x) − h(y)|

≤ 1

δ
|f(y) − f(x)| +

|f(x)

δ2
|h(x) − h(y)|.

Nun ist klar, da� g in x stetig ist, da f und h in x stetig sind. Damit gilt g ∈ Cb
K(X).

Da f|x\K = 0 und g|X\K = 0 gilt h · g = f. Da h ∈ I ist f = h · g ∈ I. Damit ist auch

(a2) gezeigt, und damit (a).

Bleibt (b) nachzuweisen.

E ist nichtleer. W�are E = ∅, so ist IE = Cb
K(X) = I = kerh (mit (a)). Dann ist h = 0

im Widerspruch zur vorausgesetzten Surjektivit�at von h.

Wir nehmen nun x1, x2 ∈ E, x1 6= x2. Dann existieren f1, f2 ∈ Cb
K(X) mit f1(x1) = 1,

f1(x2) = 0 und f2(x1) = 1, f2(x2) = 0. Wir betrachten nun den Quotientenraum

Cb
K(X)/kerh, der mit dem Isomorphiesatz Dimension 1 hat, und zeigen, da� f1 +

kerh, f2 + kerh linear unabh�angig sind, was einen Widerspruch liefert. Gilt λ1f1 +

λ2f2 + kerh = kerh f�ur λ1, λ2 ∈ K, so haben wir λ1f1 + λ2f2 ∈ kerh = I. Es gilt

λ1f1(x1) + λ2f2(x1) = λ1 und λ1f1(x2) + λ2f2(x2) = λ2 einerseits und (λ1f1 +

λ2f2)(x1) = 0 und (λ1f1 + λ2f2)(x2) = 0 andererseits mit x1, x2 ∈ E. D.h. λ1 =

λ2 = 0.

Somit ist E = {x} f�ur ein x ∈ X, und der Nachweis ist komplett. �

Proposition 12.4 Seien X und Y topologische R�aume und ϕ : X → Y ein

Hom�oomorphismus. Dann gilt: Durch Φf(y) := f(ϕ−1(y)), f ∈ Cb
K(X), y ∈ Y ist

ein isometrischer K{Algebra{Isomorphismus von Cb
K(X) auf Cb

K(Y) gegeben.
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Ist andererseits Φ : Cb
K(X) → Cb

K(Y) ein isometrischer K{Algebra{Isomor-

phismus, so de�niert ϕh(g) := h(Φ−1g), h ∈ ∆(Cb
K(X)), g ∈ Cb

K(Y), einen

Hom�oomorphismus von ∆(Cb
K(X)) auf ∆(Cb

K(Y)).

Beweis. Bei der ersten Aussage folgt die Isometrie direkt mit

sup
y∈Y

|Φf(y)| = sup
y∈Y

|f(ϕ−1(y))| = sup
x∈X

|f(x)|.

Der Nachweis, da� Φ ein K{Algebra{Isomorphismus von Cb
K(X) auf Cb

K(Y) ist, ist

einfach zu f�uhren (�Ubungsaufgabe).

Nun zur zweiten Behauptung. Als erstes hat man zu zeigen, da� ϕh ∈ ∆(Cb
K(Y)).

Die K{Algebra{Homomorphie ist direkt einzusehen. ϕh ist stetig als Komposition

zweier stetiger Abbildungen. ϕh ist surjektiv, da Φ−1 und h surjektiv sind.

Als n�achstes zeigen wir, da� ϕ : ∆(Cb
K(X)) → ∆(Cb

K(Y)) bijektiv ist. Gilt ϕh1 =

ϕh2, so ist h1(Φ−1g) = h2(Φ−1g) f�ur alle g ∈ Cb
K(Y), also h1 = h2. Ist ferner

~h ∈ ∆(Cb
K(Y)), so setze h(f) := ~h(Φ(f)), f ∈ Cb

K(X). Es gilt: h ∈ ∆(Cb
K(X)) und

dann ϕh = ~h, d.h. ϕ ist surjektiv.

ϕ ist auch stetig. (Dies reicht aus Symmetriegr�unden f�ur die Hom�oomorphie). Sei

h0 ∈ ∆(Cb
K(X)), ~h0 := ϕh0. Betrachte

Uε,M(~h0) = {~h ∈ ∆(Cb
K(Y)) : |~h(g) − ~h0(g)| < ε f�ur g ∈M},

M ⊆ Cb
K(Y) endlich, und setze

Wε,Φ−1(M)(h0) = {h ∈ ∆(Cb
K(X)) : |h(f) − h0(f)| < ε f�ur f ∈ Φ−1(M)}.

Dann gilt ϕ(Wε,Φ−1(M)(h0)) ⊆ Uε,M(~h0). �

Verbinden wir Proposition 12.4 und Satz 12.3, so erh�alt man folgende interessante

Aussage.

Korollar 12.5 Seien X und Y kompakte Hausdor�{R�aume. Dann existiert ein

isometrischer K{Algebra{Isomorphismus von Cb
K(X) auf Cb

K(Y) genau dann,

wenn X und Y hom�oomorph sind.

Beweis. Sind X und Y hom�oomorph, so folgt mit Proposition 12.4, da� Cb
K(X) und

Cb
K(Y) isometrisch isomorph sind. Umgekehrt folgt mit der zweiten Aussage von

Proposition 12.4, da� ∆(Cb
K(X)) und ∆(Cb

K(Y)) hom�oomorph sind. Mit Satz 12.3

sind dann X und Y hom�oomorph. �

Korollar 12.6 Sei (X,O) vollst�andig regul�ar, und seien β1(X) und β2(X) zwei

kompakte Hausdor�{R�aume, so da� f�ur beide R�aume die Eigenschaften (1)

und (2) aus Satz 12.1 gelten. Dann sind β1(X) und β2(X) hom�oomorph.

Beweis. Mit Eigenschaft (2) sind Cb
R(β1(X)) und Cb

R(β2(X)) isometrisch isomorph

zu Cb
R(X). Mit Korollar 12.5 sind also β1(X) und β2(X) hom�oomorph. �
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Definition 12.7 Ist (X,O) vollst�andig regul�ar, so hei�t β(X) die Stone{ �Cech{

Kompakti�zierung von X. (Nach Korollar 12.6 ist β(X) bis auf Hom�oomorphie

eindeutig festgelegt.)

Definition 12.8 Sei (X,O) ein topologischer Raum, Y kompakter Hausdor�{

Raum. Y hei�t Kompaktifizierung von X, falls X hom�oomorph zu einem dich-

ten Teilraum von Y ist.

Satz 12.9 Sei (X,O) vollst�andig regul�ar. Jede stetige Abbildung ϕ : X → Y, Y

ein kompakter Hausdor�{Raum, l�a�t sich fortsetzen zu einer stetigen Abbil-

dung ϕ̂ : β(X) → Y.

Beweis technisch aufwendig, wird hier nicht gef�uhrt.

Korollar 12.10 Ist Y eine Kompakti�zierung von X, also ϕ : X → ϕ(X) ⊆ Y

ein Hom�oomorphismus, ϕ(X) = Y, so existiert eine stetige Fortsetzung ϕ̂ :

β(X) → Y, die surjektiv ist. (Dies bedeutet: β(X) ist feiner als jede andere

Kompakti�zierung von X.)

Beweis. Sei ϕ̂ : β(X) → Y die stetige Fortsetzung von ϕ : X → Y. Dann gilt:

ϕ̂(β(X)) ist kompakt, also abgeschlossen. Somit

Y = ϕ(X) ⊆ ϕ̂(β(X)) = ϕ̂(β(X)) ⊆ X,

und folglich ϕ̂(β(X)) = Y. �

Beispiel: N mit diskreter Topologie. Q ∩ [0, 1] ist abz�ahlbar. Sei f : N → Q ∩ [0, 1]

bijektiv (und stetig, da N diskret). Mit Satz 12.9 ([0, 1] ist kompakt) existiert eine

stetige Fortsetzung f̂ : β(N) → [0, 1]. f̂(β(N)) ⊆ [0, 1] ist kompakt, also abgeschlos-

sen. Somit gilt:

[0, 1] = Q ∩ [0, 1] = f(N) ⊆ f̂(β(N)) = f̂(β(N)) ⊆ [0, 1],

also f̂(β(N)) = [0, 1]. Stone{�Cech{Kompakti�zierung bringt
"
Sprung\ in der M�ach-

tigkeit.

Interessant ist nat�urlich die Frage, unter welchen Bedingungen die Teilmenge X

o�en in β(X) ist. Dazu zeigen wir ein Hilfsresultat.

Lemma 12.11 Sei (X,O) ein Hausdor�{Raum, Y ⊆ X dicht, Y lokalkompakt.

Dann ist Y o�en in X.

Beweis. Wir zeigen: Ist y ∈ Y, so existiert W ⊆ X, W ∈ O mit y ∈ W ⊆ Y. Dann
ist Y ∈ O.

Sei U ⊆ Y eine kompakte Umgebung von y in Y, und setze V :=
◦
U = Inneres von U

in Y. Dann ist y ∈ V und V
Y ⊆ U (da U abgeschlossen), also V

Y
kompakt in Y und

dann V
Y
kompakt in X. Da X T2{Raum ist, ist V

Y
abgeschlossen in X. Damit gilt

V
Y ⊇ VX

. Da V o�en in Y ist, existiertW ∈ O (o�en in X) mit V = Y∩W. Wir zeigen
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W ⊆ Y, womit unsere obige Aussage nachgewiesen ist. Dazu zeigen wir: W
X ⊆ VX

.

Sei dazu x ∈WX
. Ist O ∈ O eine Umgebung von x, so gilt O∩W 6= ∅. Da O∩W ∈ O

und Y in X dicht liegt, folgt O ∩W ∩ Y 6= ∅. Folglich ist O ∩ V = O ∩ (Y ∩W) 6= ∅,
und somit x ∈ V

X
. Zusammengefa�t gilt: W

X ⊆ V
X ⊆ V

Y ⊆ U, insbesondere

W ⊆WX ⊆ U ⊆ Y. �

Satz 12.12 Sei (X,O) vollst�andig regul�ar. Es gilt dann: X ⊆ β(X) ist o�en in

β(X) genau dann, wenn X lokal kompakt ist. (Beachte: Ist σ die Stone{ �Cech{

Topologie auf β(X), so gilt O = σX.)

Beweis. Ist X ⊆
(
β(X), σ

)
o�en, so ist (X, σX) = (X,O) lokalkompakt (klar, oder

benutze Kapitel 11: X lokalkompakt, Y = A ∩ U, A abgeschlossen, U o�en ⇒ Y

lokalkompakt). Ist umgekehrt X lokalkompakt, so besagt Lemma 12.11, da� X ⊆
β(X) o�en ist. �

Korollar 12.13 Sei X lokalkompakter Hausdor�{Raum. Y ⊆ X ist lokalkom-

pakt genau dann, wenn Y = A ∩U, U o�en in X, A abgeschlossen in X.

Beweis. Ist Y = A ∩ U, so zitiere Kapitel 11. Ist Y ⊆ X lokalkompakt, so gilt:

Y ⊆ Y ⊆ X. Mit Lemma 12.11 ist Y o�en in Y. Das hei�t: Es gibt U o�en in X mit

Y = U ∩ Y. Setze nun A = Y. �


