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1 TOPOLOGISCHE RAUME: GRUNDBEGRIFFE 1

1

Topologische Raume: Grundbegriffe

Definition 1.1 Se: X eine Menge. Ein System O von Teilmengen von X heifit
Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(T1) 0 e O, XeO

(T2) Jeder Durchschnitt endlich vieler Mengen aus O gehort zu O. Aquivalent

dazu ist: 01,0, € 0O = 0;N0, € O.

(T3) Jede Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O gehért zu O. Das heyft:

0i€0,iel = [Ji; 01 € 0.

Das Paar (X,0) heift topologischer Raum. (Manchmal schreiben wir nur X
statt (X, 0), falls klar ist, was O ist.) Elemente O € O heifien offene Mengen.

Beispiele:

(i)
(i)

(iii)

X sei eine Menge, O := {(), X}. O heifit die indiskrete Topologie auf X.

X sei eine Menge, O := P(X) die Menge aller Teilmengen von X (inklusive ()
und X). O heifit die diskrete Topologie auf X.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Bezeichne

O={0CX:¥xe€03e>0: U (x) COU{D}
O ist eine Topologie (Ubungsaufgabe). O heifit die von der Metrik d induzierte
Topologie.

Ist speziell X = R4 und d(x,y) = \/Z]‘z:] Xk —yxl?, x = (x1,...,xq)undy =
(Yy1,...,Ya), so heilt die von d induzierte Topologie die natiirliche Topologie
auf RY. (Vergleiche Analysis: Normen auf R¢ induzieren gleiche Topologie!)

Ist X C RY, so ist X mit der obigen Metrik (eingeschrinkt auf X) ein metrischer
Raum. Die induzierte Topologie auf X heifit natiirliche Topologie auf X.
Man beachte, dal die diskrete Topologie durch die diskrete Metrik

aixul={ X7

induziert wird (Ubungsaufgabe).

Sei X eine Menge, P eine disjunkte Partition von X. (P ist ein System von
paarweise disjunkten Teilmengen von X, deren Vereinigung ganz X ergibt:
P={Pi:icimit PiNP; =0,1#j, X =i Pi-)

o={ocx:0= |J P,IcIjul

ie],PieP
ist eine Topologie auf X und heifit Partitionstopologie.

Als konkretes Beispiel sei X = N und P = {{2k — 1,2k} : k € N}. Offen
in dieser Topologie sind alle Teilmengen O von N, die folgende Bedingung
erfiilllen: 2k e O, keN = 2k—1€ O.
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(v) X=[-1,11.
O={0CX:{0lNnO=0 oder (-1,1)C O}U{}
O ist eine Topologie (,, Entweder—-Oder—Topologie“).

(vi) Sei X eine linear geordnete Menge mit Ordnung <. Bezeichne fir y,z € X die
,offenen Intervalle“ (y,z):={x € X: y<x <z}

O::{OQX: 0= U (y,z)}

y,zeX

O ist Topologie und wird Ordnungstopologie genannt.
(vii) Sei X eine nichtendliche Menge.
O :={0 C X: X\ O ist endlich } U {0}

O ist Topologie und wird kofinite Topologie oder Topologie endlicher Kom-
plemente genannt.

Definition 1.2 Se: (X, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit
abgeschlossen, falls X\ A offen 1st. Sex

o ={ACX: X\Ae€O}={A CX: A abgeschlossen }.
Proposition 1.3 Se: (X,O) ein topologischer Raum. Dann gelten:

(A1) O und X sind abgeschlossen (0,X € o7 )

(A2) Jede Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen st abgeschlos-
sen. Aquivalent dazu ist: Aj,A, e o/ = ATUA, € &.

(A3) Jeder Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen. Das hef$t: Ay € Z,1€l = ;AL € L.

iel
Beweis. Folgt direkt aus den Rechenregeln der Komplementbildung. (|

Diese Rechenregeln besagen mehr noch, dafi (A1), (A2), (A3) gleichwertig zu (T'1),
(T2), (T3) sind. Man hat somit:

Satz 1.4 Sei X eine Menge. Fin System of von Teilmengen erfille (A1), (A2),
(A3). Dann gibt es genau eine Topologie O, fir die das System der abgeschlos-
senen Mengen gleich </ 1ist.

Definition 1.5 Se: (X, O) topologischer Raum, x € X. Eine Teilmenge U C X
heist Umgebung von x, wenn ein O € O ezistiert mit x € O C U. Z(x) =
{UC X: U Umgebung von x} heift Umgebungssystem von x.

Ist B C X, so heifst U Umgebung von B, falls O € O ezistiert mit B C O C U.

Proposition 1.6 Se: (X,O) topologischer Raum. Fine Teilmenge B C X st
offen genau dann, wenn sie Umgebung eines jeden threr Punkte ist.
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Beweis. Ist B € O, so ist B Umgebung von x fiir alle x € B. Sei umgekehrt B
Umgebung eines jeden x € B. Das heifit: Zu jedem x € B existiert O, € O mit

x € O, C B. Folglich gilt B =J, .5 Ox € O wegen (T3). O

Proposition 1.7 Se: (X, O) ein topologischer Raum. Fr jedes x € X bezeichne
% (x) ={U C X: U Umgebung von x } das Umgebungssystem von x. Dann
gelten:

(U1) % (x) #0, x € U fiir jedes U € % (x).

(U2) Ue % (x), UCV = Ve %(x) (d.-h. %(x) st abgeschlossen gegeniiber
Bildung von Obermengen).

(U3) WV e Z(x) = UNV e %(x) (d.h. % (x) st abgeschlossen gegeniiber
Bildung endlicher Durchschnitte).

(U4) ZuUeZ(x)IVeX(x): Ue X(y) Yy e V.

Beweis. % (x) # 0, da X € % (x). Die weiteren Aussagen von (Ul) und (U2) sind
offensichtlich.

zu (U3): Es existieren 01,02 € O mit x € O} C U, x € 02 C V. Damit gilt
x€0lN0OZCcuUunV,dh UNV e Z(x).

zu (U4): Es gibt O € O mit x € O C U. Setze V := O. Da V offen ist, ist V
Umgebung aller seiner Punkte, also auch die Obermenge L. O

Satz 1.8 Sei X eine Menge. Erfiillt die Abbildung x — % (x), X — P(P(X)) die
Bedingungen (U1), (U2), (U3), (U4), so ezistiert genau eine Topologie O auf
X, so daf8 fir jedes x € X das Umgebungssystem %o (x) (das durch O bestimmt
wird) gleich dem Funktionswert % (x) ust.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer passenden Topologie O.
O:={UCX: Ue () fiir alle x € U}U{D}.

O ist tatsichlich eine Topologie. (T1) ist erfiillt, da X € % (x) fiir alle x € X
wegen (U2). Fiir (T2) betrachte U;,U; € O. Ist x € Uy NUy, so ist x € U; und
x € U,. Nach Definition von O ist Uy € % (x) und U, € % (x). Mit (U3) ist
Uy NUy; € Z(x). Somit gilt Uy NU, € O. Fiir (T3) seien U; € O, 1 € L. Ist
x € Uier Ui, so ist x € Uy, fiir ein ip € I, also U;, € %(x). Mit (U2) ist auch
Uier Ui € 7 (x), und somit | J;; U; € O.

Bezeichne nun %»(x) das Umgebungssystem von x, das durch O bestimmt wird.
Wir haben zu zeigen: % (x) = Zo(x) fiir alle x € X. Sei U € %p»(x), d.h. IV € O
mit x € V C U. Mit V € O ist insbesondere V € % (x) und mit (U2) U € % (x).
Damit wissen wir Zo(x) € Z (x). Sei nun U € % (x). Um U € %p(x) zu zeigen,
miissen wir ein W € O finden mit x €¢ W C U. Setze W :={y € X: U e Z(y)}.
Wir haben x € W C U, wobei die Inklusion mit (U1) folgt. Es gilt auch W € O,
d.h. W e % (y) fur alle y € W. Tatséchlich gilt fir y € W, daB8 U € % (y) ist. Mit
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(U4) existiert ein V € % (y) mit U € % (z) fiir alle z € V. Nach Definition von W
ist V C W, und mit (U2) ist dann auch W € % (y).

Bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien O und O, Topologien mit %, (x) =
U (x) = o, (x) fir alle x € X. Mit Proposition 1.6 werden aber die offenen Mengen
durch die Umgebungssysteme festgelegt. O

Bemerkung: Wir kénnen festhalten, dafl Topologien iiber die Begriffe ,offen“,
»abgeschlossen“ oder ,,Umgebung® dquivalent charakterisiert werden kénnen.

Als nachstes untersuchen wir, wie man ausgehend von Mengensystemen Topologien
bzw. Umgebungssysteme generieren kann.

Definition 1.9 Se: (X, Q) ein topologischer Raum. Ein Subsystem 2 C O heif3t
Basis von O, falls jedes O € O (O # () Vereinigung von Elementen aus A ist.

Ewn Subsystem . C O heifit Subbasis von O, falls alle endlichen Durchschnait-
te von Elementen aus . eine Basis von O bilden. (Eine Subbasis von O wird
auch Erzeugendensystem genannt.)

Basen von Topologien lassen sich folgendermaflen charakterisieren.

Satz 1.10 (1) Sei (X,0) ein topologischer Raum und B C O. # ist Basis
von O genau dann, wenn zu jedem x € X und U € Z(x) ein B € A
existiert mit x € B C U.

(2) Ser # C P(X). Gilt X = Jgc B, s0 ist # eine Basis einer Topologie O
genau dann, wenn zu B1,By € & und x € By N B, ein By € A existiert
mit x € B3 C B; NBs.

Beweis.

(1) Sei £ eine Basis von O. Ist U € % (x), so existiert V € O mit x € V C U.
Da % eine Basis von O ist, gilt x € V =g 4 pcy B- Somit existiert B € #
mit x € B C V C U. Umgekehrt sei O € O. Wir haben zu zeigen: O =
Ugez sco B- Da die Inklusion ,, 0 offensichtlich ist, betrachte x € O. Mit
der Voraussetzung gibt es B € # mit x € B C O, also gilt x € Ugcp pco B

(2) Sei A eine Basis von O, B1,B, € Z C O (B1NB, #0). Da By NB, € O gilt
Bi1NB; = UBegB,BgBlﬂBz B. Somit existiert zu x € B; N B, ein B3 € 4 mit
x € B3 C By N Bs.

Fir die umgekehrte Implikation zeigen wir, dafl
o={B: B cz}u0
BeB’

eine Topologie auf X ist, und 2 eine Basis von O ist (letzteres ist klar). Wir
haben (), X € O, also (T1). Seien 0,0, € O. Dann gilt

O01NnN0O;y = U BN U B= U B; N B,.

Be%, Be%, B1€%B,,B.e%B>
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Fir x € O; N O, existieren also By € %, B, € %4, mit x € B; N B,.
Nach Voraussetzung gibt es By € % mit x € By C By N B, und wir haben
01N0; = Uermoz By, dh. O3 N0, € O, also (T2). Seien O; € O, i€ L
Dann sind Oy = Ugcp, B, 1 € 1, und folglich (J;; Oi = UBeUiGI g, B €O,
also ('T3).

O

Beispiel: Sei X ={0,1,2}, . ={X,0,{0,1},{1,2}}. . ist keine Basis, denn {0,1} N
{1,2} ={1} ¢ .. . ist Subbasis der Topologie O = .ZU{{1}} = {X,0,{0, 1},{1,2},{1}}.

Allgemein haben wir als Folgerung von Satz 1.10(2):
Korollar 1.11 Sei X eine Menge, ¥ C P(X), (0,X € ). Dann ist .¥ Subbasis
etner Topologie O auf X.

Beweis. Bezeichne

%’:{Bg,B: ! C ¥ endlich }

2 ist Basis einer Topologie O wegen Satz 1.10(2). |

Ubungsbeispiel: Sei RY mit der natiirlichen Topologie © versehen. Dann ist % =
{Ui(y): neN, y=(y1,...,ya) € Q4} eine Basis von O. (Benutze Satz 1.10(1))

Zum Ende dieses ersten Paragraphen geben wir noch einige Bezeichnungsweisen an

und ein kleines Resultat.

Definition 1.12 Se: (X,0) ein topologischer Raum und x € X. Ein System
S(x) C Z(x) heifst Umgebungsbasis von x, falls zu U € % (x) ein V € &(x)
extstiert mit x € V C U.

Definition 1.13 Se: (X, O) ewn topologischer Raum. Man sagt:

(1) X erfillt das 1. Abzdhlbarkeitsaziom, falls jedes x € X eine abzdhlbare
Umgebungsbasis besitzt.

(2) X erfillt das 2. Abzdhlbarkeitsaziom, falls X eine abzdhlbare Basis besitzt.
Beispiele:

(1) Jeder metrische Raum erfiillt das 1. Abz&dhlbarkeitsaxiom. ({U
bilden Umgebungsbasis von x.)

(x): neN}

3=

(2) Jeder topologische Raum, der das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, erfiillt auch
das erste. (Dies folgt aus dem né&chsten Satz.) Ein topologischer Raum, der
das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, mufl nicht das zweite erfiillen (Betrachte
(R,P(R)). Fiir jedes x € R ist {{x}} eine Umgebungsbasis von x, also gilt das
1. Abzihlbarkeitsaxiom. Jede Basis & fiir P(R) mufl Mengen der Form {x}
enthalten. Also ist & iiberabzdhlbar.)



1 TOPOLOGISCHE RAUME: GRUNDBEGRIFFE 6

Satz 1.14 Se: (X,0) ewn topologischer Raum. Ein Mengensystem % C O 1ist
Basis von O genau dann, wenn fir jedes x € X das Mengensystem %(x) ={B €
A . x € B} etne Umgebungsbasis von x 1st.

Beweis. Sei & Basis von O. Ist x € X, U € Z(x), so gibt es ein O € O mit
x € 0 CU. Da O =Jgecypco B, existiert ein B € # mit x € B C O C U. Somit
ist B € #(x) und B C U, d.h. #(x) Umgebungsbasis von x.

Ist umgekehrt B(x) Umgebungsbasis von x und O € O, so ist O Umgebung von x
fiir alle x € X. Also existieren B, € #(x) mit x € Bx € O, d.h. O = {J,.o Bx. #
ist also Basis von O. ]
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2 Kern— und Abschluf3bildung

Wir kennen die Begriffe Abschlufl (oder Hiille) bzw. Kern (oder Inneres) einer Menge
M C X, falls (X, d) ein metrischer Raum ist. Fiir topologische Raume fiihrt man
analog ein:

Definition 2.1 Set (X,0) ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge.
Wir bezeichnen
M:={xeM: MeZ(x)}

den (offenen) Kern von M (oder Inneres von M). Ein Punkt x € M heifst
innerer Punkt von M.

Man beachte: M C M, wobei M durchaus leer sein kann (zum Beispiel QOQ = (), falls
man R mit der natiirlichen Topologie versieht).

Proposition 2.2 Se: (X,0) ein topologischer Raum, M C X. Dann gilt: M ist
die grifSte offene Teilmenge in M (beziiglich der Ordnung in P(X) durch ,C“).

Beweis. Sei x € M. Dann existiert Vi € Omit x € Vy, C M (da M € Z(x)).
Somit ist M C Uxeﬁ/[ V, € M einerseits. Andererseits liegt jede offene Teilmenge

von M in M. Dies sieht man so ein: Ist U C M offen und x € U, so gilt M € % (x).
Folglich ist x € M, also U C M. Zusammen hat man M = Uxel\o/l Vi. Insbesondere

ist M offen, und (wie gezeigt) gilt U C I\O/l, falls U € O, U C M. O

Korollar 2.3 Sez (X,0) topologischer Raum, M C X. Esist M€ O < M=
I\O/l, und es gelten fir alle A,B C X

(K1) X=X,

(K2) A CA,

(K3) (A)° = A,

(K4) (ANB)° =ANB.
Ferner gelten: ACB = /?‘\QIOB und/Z\U]OSQ (AUB)°.

Beweis. Die erste Aussage und (K1), (K2), (K3) folgen direkt aus Proposition 2.2,
ebenso die letzte Aussage. Die vorletzte Behauptung folgt mit der Definition des
Inneren. Bleibt (K4) zu zeigen. Mit Proposition 2.2 ist ANB C (ANB)°. Mit
der vorletzten Aussage gilt (A N B)° C R, (ANB)® C B. Zusammen hat man
ANB=(ANB). 0

Dual zur offenen Kernbildung ist die Hiillenbildung.
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Definition 2.4 Se: (X,0) topologischer Raum, M C X. Ewn Punkt x € X heifit
Bertihrungspunkt von M, falls fir jede offene Umgebung U € % (x) gilt: UN
M # (. Wir bezeichnen

M = {x € X: x ist Beriihrungspunkt von M }
= {xeX: MNU#0D fir alle U € % (x)}

die (abgeschlossene) Hiille von M (oder Abschlufl von M).
Man beachte: M C M.

Proposition 2.5 Sei (X,0) ein topologischer Raum, M C X. Dann gilt: M ist
die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enthdlt.

Beweis. Sei x € X\ M. Dann existiert U, € O mit U, "M = (), d.h. U, C X\ M.
Somit gilt ngX\ﬂ U, € X\ M. Da offensichtlich X\ M C ngX\ﬂ U,, haben wir

McX\ [ UM
xeX\M

einerseits. Andererseits umfafit jede abgeschlossene Obermenge von M die Menge
M. Dies folgt so: Sei M C A, A abgeschlossen. Ist x € X\A, so gilt wegen MNX\A =
() und X \ A offen, daB x ¢ M. D.h. X\ A C X\ M oder M C A. Zusammen hat
man

Insbesondere ist M abgeschlossen, und (wie gezeigt) gilt M C A, falls M C A, A
abgeschlossen. |

Korollar 2.6 Sez (X, ) topologischer Raum, M C X. Dann gilt: M 1st abge-

schlossen &< M = M. Es gelten ferner fiir alle A,B C X:

(H1) 0 =9,
(H2) A CA,
(H3) A=A,

Es gelten auch: ACB = ACBund ANBCANB.

Beweis. Mit Proposition 2.5 folgen sofort die erste Behauptung, (H1), (H2), (H3)
und die beiden letzten Behauptungen.

Zu (H4): Mit ebenist AC AUB, BC AUB, also AUB C A UB. Andererseits ist
A U B die kleinste abgeschlossene Menge, die A UB umfaft. Folglich AUB = AUB.

O
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Proposition 2.7 Se: (X,0) ein topologischer Raum, M C X. Dann gelten
X\M=X\M, X\M=(X\M)°.

Beweis. Man verwende Proposition 2.2 und Proposition 2.5. (]

Satz 2.8 Set X eine Menge.

(1) Sei k:P(X) = P(X) etne Abbildung, die die Aziome
X

(K1) k(X) =X,
(K2) k(A) C A,
(

(

(K3) k(k(A)) =Kk(A),
(K4) k(ANB) =%k(A)Nk(B)
fur alle A,B € P(X) erfullt (vergleiche 2.8, man sagt: k st ein Kern—

Operator). Dann ezistiert genau etne Topologie O auf X, so dafd A= k(A)
fiir alle A € P(X) gilt, wober ° die offene Kernbildung beziiglich O 1ist.

(2) Seit h:P(X) = P(X) eine Abbildung, die die Aziome

(H1) h(D) =
(H2) h(A) D

(H3) h(h ) h(A),
(H4) h(AUB) =h(A) Uh(B)

fir alle A,B € P(X) erfillt (vergleiche 2.6, man sagt: h st ein Hillen—
Operator). Dann existiert genau eine Topologie O auf X, so dafi A =
h(A) fir alle A € P(X) gilt, wobet ~ die abgeschlossene Hullenbildung
beziiglich O ust.

Beweis. Wir zeigen nur (1). (Nachweis von (2) sei als Ubungsaufgabe empfohlen.)

Existenz: Setze O :={U C X: k(U) = U}. O ist ein Topologie auf X. Mit (K1) gilt
X € O, und wegen (K2) gilt ) € O. Somit ist (T1) erfiillt. Seien U;, U, € O, d.h.
k(U;) = Uy, k(Uz) = U,. Folglich gilt mit (K4) k(U; NnUz) = k(U;) Nk(Uz) =
U; NUy,, d.h. Uy NU; € O. Also gilt (T2). Fiir den Nachweis von (T3) zeigen wir
eine Folgerung von (K4):

Ist A C B, so gilt k(A) C k(B). (%)

Mit A C B gilt ANB = A, folglich k(A) Nk(B) '~ k(A N B) = k(A) und somit
K(A) C k(B).

Mit (x) zeigt man (T3) folgendermafen: Seien U; € O, i € I, also k(U;) = Uj.
Mit () ist k(U;) € k(U161 U8 ) fiir alle i € I, somit (J;; k(U;) C k(UieI Ui). Mit
(K2) folgt andererseits k ({J;c; Ui) € User Ui = Use k(Uy). Somit ist | ;; Us € O.
(Man beachte: (K3) wurde bisher nicht benutzt).

Nun zeigen wir: k(A) = A fiir alle A € P(X). Mit (K3) ist k(A) € O fir alle
A € P(X). Da A die grofte offene Teilmenge von A ist, gilt k(A) C A C A. Wendet
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man (x) darauf an, so folgt k(A) (3 k(k(A)) C k(/?‘\) = k(A). Da A e O, gilt

k(f\) = /Z\, und es folgt k(A) = A.

Mit der Charakterisierung aus Korollar 2.3 ,A offen <= A = A« folgt die
Eindeutigkeit der Topologie. a

Bemerkung: Topologien kdnnen also tiber folgende Konzepte bestimmt werden:
,offen® oder ,abgeschlossen” oder ,,Umgebungen” oder , Kern“ oder ,Hille“. Die
beiden letzten Zugéinge gehen auf K. Kuratowski (1896-1980, Warschau) zurtick.
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3 Stetige Abbildungen

Der folgende Paragraph beschaftigt sich mit der Stetigkeit, dem Begriff, der Abbil-
dungen beschreibt, welche die Struktur topologischer Raume erhalten.

Definition 3.1 Seien (X,0) und (X’,O’) zwe: topologische Raume. Eine Ab-
bildung f: X — X' heift

(a) stetig im Punkt x € X, falls gult:

U eZ(f(x)) IUe#(x): f(U)ycu'.

(b) stetig, wenn f in jedem Punkt x € X stetig 1st.

Satz 3.2 (Charakterisierung lokaler Stetigkeit)
Seien (X,0) und (X’,O’) topologische Rdume. Sei f : X — X’ eine Abbildung.
Fiir x € X sind dann dquivalent

(v) f ist stetig in x.

(11) Es gibt eine Umgebungsbasis ¥ (x) von x und eine Umgebungsbasis
V' (f(x)) von f(x) mit:

wWiev'(f(x)) Ive¥(x): f(V)CV.

(111) YU’ € % (f(x)): f1(U)eZ(x).
(v) Es gibt eine Umgebungsbasis V' (f(x)) von f(x) mait:

Ve v'(f(x)): (V') eXx).

Beweis. (i) = (ii): Wahle ¥ (x) = % (x) und ¥’ (f(x)) = % (f(x)). Dann ist (ii) per
definitionem erfillt.

(ii) = (iii): Sei U’ € % (f(x)). Dann existiert ein V' € ¥/(f(x)) mit V' C U’ (da
¥’ (f(x)) Umgebungsbasis). Nach (ii) existiert dann ein V € ¥ (x) mit f(V) C V/,
also VC f~1(V/) C f1(U’). Da ¥ (x) eine Umgebungsbasis bildet, folgt insbeson-
dere V € % (x). Nach Proposition 1.7(U2) ist dann aber auch f~'(U’) € % (x).

(iii) = (iv): Wahle ¥/ (f(x)) = Z (f(x)).

( v) = (i
V' (f(x))
gilt f(U)

): Sei U' € % (f(x)). Dann existiert ein V' € ¥/(f(x)) mit V/ C U’ (da
Umgebungsba:ﬂs) Fiir U = f~"(V’) gilt dann nach (iv): U € % (x). Ferner
C V' C U, also ist f stetig in x. O

Proposition 3.3 Seten (X, 0), (X',0’) und (X", 0") topologische Raume. Sei-
en ferner f: X — X’ und g: X’ — X" Abbildungen. Dann gilt:

f stetig in x € X und g stetig in f(x) € X’ = gof stetig in x.
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Beweis. VU" € % (gof(x)): IU € Z(f(x)): g(U) C U”, da g stetig. Zu U’
existiert aber auch U € % (x) : f(U) C U/, da f stetig ist, somit gof(U) C g(U’) C
u”.

O

Satz 3.4 (Charakterisierung globaler Stetigkeit)
Seien (X,0) und (X’,O’) topologische Rdume und f : X — X’ eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(z) f ist stetig.

(ii) YM C X: (M) C f(M).

(111) VA' € o' gilt: f71(A’) € &/ (Urbilder abgeschlossener Mengen sind ab-
geschlossen).

(v) YO' € O’ gilt: £-1(0’) € O (Urbilder offener Mengen sind offen).
(v) Es gibt eine Subbasis A’ von O’, so daf

VM e’ (M) e 0.

Beweis. (i) = (ii): Sei x € M und U’ € % (f(x)). Da f stetig ist, also insbesondere
stetig in x, existiert U € % (x) : f(U) C U’. Da x € M, also x Beriihrungspunkt
von M, gilt UN M # (). Daher gilt

0 #f(UNM) Cf(U)nf(M) C U Nf(M),

folglich ist f(x) € f(M) (Beriihrungspunkt). Die Folgerung gilt fiir alle x € M, also
f(M) C f(M).

Nach (ii) ist f(M) C f(M) = A’, somit M C f~'(A’)
Me .

(ii) = (iii): Sei A’ € o7'. Setze M := f~1(A’). Da f(M) C A’ folgt f(M) C A’ = A".
= o)

(iii) = (iv): Sei O’ € O, also LO’ € &7’. Nach (iii) folgt
X\f'(0")=C(f'(0") =f"(CO") € #,

also f~1(0') € O.

(iv) = (v): Wahle .’ = O'. Dann ist (iv) gleich (v).

(v) = (i): Sei x € X beliebig, U' € % (f(x)). Zu zeigen: U € % (x) : f(U) C U".
Bezeichne %’ die von .#' durch endliche Schnitte erzeugt Basis. Dann gilt wegen
(v):

VB'e #': f'(B)eO (%)
(Jedes B’ € A’ ist endlicher Durchschnitt von Mengen aus .#’; deren Urbilder

sind nach (v) offen, also ist ' (B’) Schnitt endlich vieler offener Mengen, demnach
selbst offen.)

Da U’ Umgebung IW’ € O': f(x) € W' C U und W' = g, p/cw B’ (da
' Basis). Wahle ein B’ mit f(x) € B’ C W', woraus folgt f~'(B’) € O (wegen
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(*)). Ferner ist x € 1 (B’), also f~'(B’) € % (x) und fof~'(B’) C B’ C U’. Da x
beliebig aus X gewéhlt war, folgt (i) fiir alle x € X. O

Beispiele:

(1) (X,0) =(X',0’). Dann ist idx : X — X', x — x stetig.
Aber: X = X' ={0,1}, O = {0,{0}, X} und O’ = {0,{1},X’}. Dann ist weder
idx noch idy- stetig!!

(i1) (X, Ogs), (X', O’) beliebig. Dann ist jedes f: X — X’ stetig.

(iii) (X, O) beliebig und (X', O/ ;. ). Dann ist jedes f: X — X’ stetig.

indis

(iv) Seien a,b € R, a < b.

X = C(la,b]) ={f|f:[a,b] = R, fstetig }
d(f,g) = sup {If(x)—g(x)I}
x€la,b]

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. Die von dieser Metrik erzeugte Topologie
heifit Topologie der gleichméfligen Konvergenz.

Ubungsaufgabe: Konstruiere eine Abbildung f : (R, Ogan) — (R, Oxan), so daB
gilt:
f stetigin x <= xeR\Q.

Bemerkung: Das Bild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung mufl
selbst nicht offen sein!

Beispiel: Die Abbildung f: (R, Ogan) — (R, Oxan), X — ]J:j ist stetig, aber f(R) =
(0, 1] ist nicht offen!

Analoges gilt fiir abgeschlossene Mengen (Beispiel: f(x) = arctanx).
Definition 3.5 (i) Eine Abbildung f: (X,O) — (X',0’) heift offen, wenn
VO e O gilt: f(0) €O
(it) Eine Abbildung f: (X,0) = (X', O’) heiffit abgeschlossen, wenn

VA € o/ qilt: f(A) e o',

Bemerkung: Der folgende Begriff beschreibt eineindeutige Abbildungen zwischen
topologischen Raumen.

Definition 3.6 Eine Abbildung f : (X,0) — (X’,0’) heiit Homdomorphis-
mus, wenn gult:

(i) f bijektiv,

(11) YO € O gilt: f(O) € O’ (d.h. f st offen),
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(111) YO’ € O gibtes O O: f(O)=0' (d.h. f ist stetig).

Ezistiert esn Homéomorphismus zwischen zwet topologischen Raumen, so het-
Ben diese homdéomorph zueinander bzw. topologisch dquivalent.

Notation: Man schreibt dann (X, 0) = (X’, O’) oder nur kurz X = X'.

Satz 3.7 (Charakterisierung von Homdomorphismen)
Seien (X,0) und (X’,0’) topologische Rdume und f : (X,0) — (X', O’') eine
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(z) f ist Hom&omorphismus.

(11) f ist byjektiv, stetig und abgeschlossen.

(111) f ist bijektiv und sowohl f als auch f~! sind stetig.
Beweis. (i) = (ii): Zu zeigen: f ist abgeschlossen. Sei A € .7, dann ist O := CA € O.
Nach (i) existiert O’ :=f'(0) € 0/, dh. A’ :=(00’ € &’. Nun gilt
A =00 =C(f'(f(0))) =C(f'(0") =f"(CO") = T(A"),
folglich ist A’ = f(A), also f(A) € &"’.

(ii) = (iii): Zu zeigen: f~! ist stetig. Sei A € 7. Dannist (f~')"'(A) = f(A) € &/,
da f abgeschlossen ist. Also ist f~' stetig.

(iii) = (i): Zu zeigen ist: f offen. Sei O € ©. Dann gilt f(O) = (f~')~1(0) € O/, da
f~1 stetig ist. O

Proposition 3.8 Sind (X,0), (X',0’) und (X”,0") topologische Rdume und
f:(X,0) = (X',0") und g : (X',0") — (X", O0") Hombéomorphismen, dann ist
auch gof ein Homéomorphismus.

Bemerkungen:

(i) Ist f Homdomorphismus, so auch .
(ii) Die Relation = definiert eine Aquivalenzrelation unter topologischen Rium-

€I.

Ubungsaufgabe: Man iiberlege sich Gegenbeispiele, die zeigen, da8 in Satz 3.7
wirklich drei Eigenschaften von f notwendig sind, also

(i) f bijektiv, f stetig A f! stetig.

(i) f bijektiv, f offen %A f stetig.
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4 Vergleich von Topologien

Definition 4.1 Seten 77 = (X,01) und T2 = (X, 0;) zwer Topologien auf X.

(1) T heift feiner als T, wenn O, C Oj.

(11) In diesem Fall heifit T, dann gréber als 7.
Notation: 7; <77 (man denke an ,,C“).

Satz 4.2 Seien 77,7, zwer Topologien auf X. Dann sind dquivalent:

(1) ZT<T

(1) Vx € X:  (x) C % (x)
(112) idx : (X, 07) = (X,03) ist stetig.
(w) o C

N
<!

(v) YMCX: M

°1

(vi) YMC X: M

IN
<

Beweis. (i) = (ii): klar.

(i1) = (iil): klar wegen Satz 3.2(iii).
(iii) = (iv): klar wegen Satz 3.4(iii).
(iv) = (v): klar wegen Satz 3.4(ii).

(v) = (vi): klar wegen Proposition 2.7.
(vi) = (i): Sei O € O;. Dann hat man

°2 (vi

'0co = 0=0 = 0eo0,

Bemerkungen:

(i) Statt feiner/grober liest man auch starker/schwécher.
(ii) ,,Feiner heilt, es gibt mehr offene Mengen, d.h. es kann mit offenen Mengen
feiner unterschieden werden.
Beispiele:
(i) Die diskrete Topologie (d.h. O = P(X)) ist die feinste Topologie auf einem
Raum X.
(ii) Die indiskrete Topologie ist die grobste Topologie auf einem Raum X.

(111) X=R. ,-Hcof < Ean-
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Im Rest dieses Abschnitts betrachten wir zwei ,universelle” Konstruktionen, um
iiber Aussagen beziiglich des Verhaltens stetiger Abbildungen Topologien in gréfie-
ren (vgl. Produkttopologie) bzw. kleineren (vgl. Quotientenraumtopologie) Radumen
zu bekommen.

Definition 4.3 F4r eine Menge X und eine Famzlie von topologischen Rdumen
(Xi, O1)ie1r mit etner Familie von Abbildungen (fi : X — Xi)ic1 definiert man die
Initialtopologie beztiglich (fi)ic1 als diejenige Topologie, welche die folgende
Eigenschaft besitzt:

(IT) Fir einen beliebigen topologischen Raum Y ist eine Abbildung g:Y — X
genau dann stetig, wenn f; o g Vi € 1 stetig st.

Y — (X,7) 7 Initialtopologie auf X beziiglich (f;)ic;-

Satz 4.4 Auf einer Menge X gibt es beziiglich einer Famalie (f; : X — Xi)ie1 von
Abbildungen in eine Famalie von topologischen Rdumen (Xi, Oi)ic1 genau eine
Initialtopologie. Sie ist die grobste Topologie auf X, fiir die alle Abbildungen f;
stetig sind. Die Menge . =, ; #, wobet .M = {f;1 (0): O€ (’)i}, definzert
etne Subbasis von (X,T).

icl

Beweis. Eindeutigkeit: Seien Z7 und 7, zwei Topologien auf X, die (IT) erfiillen.
Betrachte das Diagramm

(X,T) == (X,Z2) k=12,
\ \Lﬂ
fi
Xi
Nach (IT) folgt fiir k = 2, daf8 (daid: (X,Z2) — (X, Z) stetig) alle f; : (X,Z5) — X;
stetig sind (i € I).

Nach (IT) folgt aber fiir k = 1 dann auch, daB id : (X,Z;) — (X,Z2) stetig ist.
Folglich ist Z; feiner als Z>.

Analog folgt aber auch, dal Z> feiner ist als Z;, also Z7 = Z>.

Konstruktion: Wenn 7 die Initialtopologie auf X ist, so folgt aus (IT), daf} f;oid = f;
stetig ist Vi € 1.

(X,7) =% (X,7)
\ iﬂ
fioid

X3

Z muB also die Mengen aus . enthalten (beliebige Vereinigung offener Mengen
sind offen). Die durch . erzeugte Topologie ist (nach Definition der Stetigkeit) die
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grobste Topologie, beziiglich derer alle f; stetig sind (mindestens die Mengen aus
. miissen offen sein).

Sei nun O die durch die Subbasis . erzeugte Topologie. Dann bleibt zu zeigen: O
erfullt (IT).

Ist g:Y — (X, O) stetig, so ist f; o g stetig (da f; stetig, vgl. Proposition 3.3). Sind
umgekehrt alle f; o g, 1 € I, stetig, so gentigt es nach Satz 3.4(v) zu zeigen, daf3 die
Urbilder der Mengen aus . unter g offen sind.

Fir S € % existiert nach Definition von ./ ein j € I und ein O € Oj, so daf
S =f;1(0). Folglich ist

g7 '(S) =g ' (f;1(0)) = (f; 0 g) ' (O)
offen in Y, da fj o g stetig. ]
Beispiele:
(1) (X’,O’) beliebiger topologischer Raum, f : X — X’ Abbildung. Dann definiert

{f*1 (0" : 0O’ e O’} eine Subbasis der Initialtopologie beziiglich f. Diese
Topologie heifit auch inverses Bild von O’ beziiglich f.

(i) X =R", (Xi, 0;) = (R, Ogan), pi : R™ — R i~te Projektion. 7 hat Subbasis
S = {p;1(0i): 0; e Okan} ={RxRx--XxRxOixRx---xR|O; € Owan}

Folglich hat man als Basis #(.¥) ={07 x -+ X O, | O; € Oxan}-

Es gilt: Oxan € von . erzeugte Topologie C Oyan, also (R™,Z) = (R™, Oxan ),
d.h. Okay ist grobste Topologie beziiglich derer alle Projektionen stetig sind.

Allgemeiner: Sei (X’,O’) topologischer Raum, g : X’ — R™ Abbildung mit
g(x") = (g1(x"),...,gn(x’)). Dann ist

g stetig <= piogstetigvVi=1,....n & g;stetigvVi=1,...,n,

d.h. Stetigkeit von g ist aquivalent zur Stetigkeit aller Koordinatenfunktionen.

Ubungsaufgabe: Betrachte den Hilbertraum €% der Folgen reeller Zahlen (aj)ien
mit } °;a? < oo und der Metrik

Zeige:
(i) Die Projektionsabbildungen p; : {* — R mit pj((ai)ien\]) = a; sind stetig
Vj e N.

(ii) Die Metrik definiert nicht die Initialtopologie beziiglich (pj)jen. Hinweis:
Betrachte die Konvergenz der Folge x; = (8ij)jen-
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Definition 4.5 F4r eine Menge X und eine Famalie von topologischen Rdumen
(Xi, O1)ier mat ewner Familie von Abbildungen (fi : Xi — X)icr definiert man
die Finaltopologie beziiglich (f;)ic1 als diejenige Topologie, welche die folgende
Ergenschaft besitzt:

(FT) Fir einen beliebigen topologischen Raum Y ist eine Abbildung g: X =Y
genau dann stetig, wenn go fi Vi € [ stetig 1st.

(X, F) ——=Y F Finaltopologie auf X beziiglich (f)icr.

Satz 4.6 Auf einer Menge X gibt es beztiglich einer Famalie (fi : Xi — X)ier
von Abbildungen auf einer Famalie topologischer Ridume (Xi, Oi)ic1 genau eine
Finaltopologie. Sie ist die feinste Topologie auf X, fir die alle Abbildungen
fi : Xi = X stetig sind. Die offenen Mengen von F sind die Mengen () {O -
X: f;1(0) € 0;}.

iel

Beweis. Der Nachweis ist klar nach Definition der Stetigkeit. Die Eindeutigkeit
zeigt man wie in Satz 4.4. ]

Beispiele:

(i) (X’,O’) beliebiger topologischer Raum, g : X’ — X Abbildung.
F={MCX: g 'M)e0’}

ist Finaltopologie auf X beziiglich g. F heifit auch direktes Bild von O’
unter g.

(ii) Sei I eine induktiv geordnete Menge (d.h. jede linear geordnete Teilmenge
besitzt eine obere Schranke; linear geordnet heifit, es gilt jeweils a < b oder
b < a).

(Xj,0j)je1 Familie topologischer Raume der Art, daf fir j < k (j,k € I)
gilt X; C Xy und O; = Oklx;. (D.h. Topologie auf X; wird durch Injektion
ik 1 Xj < Xk aus der Topologie von Xy erzeugt)

Auf X = UjeIXi heifit die Finaltopologie beziiglich (i; : X; — X)jer die
schwache Topologie auf X.

Beispiel: Limes—Rdume R, S* oder P>

aus den Systemen (R™)nen, (S™)nen oder (P™)en-

Eine Folge (lk = (ij)jeN)k e konvergiert (im Sinne der Finaltopologie)
genau dann gegen x = (x1,x2,...), wenn die Folgen (xk, Jnen gegen xi kon-
vergieren. (Konvergenz im topologischen Sinne folgt in den néchsten Paragra-
phen).
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5 Teilrdume, Quotienten— und Produktriume

Der folgende Paragraph beschéaftigt sich mit der Frage, wie aus topologischen Raum-
en weitere konstruiert werden kénnen, die ihre Struktur von den Konstruktionsvor-
bildern erben. Der sicherlich haufigste Fall ist die Suche nach einer Topologie auf
einer Teilmenge eines topologischen Raumes (X, O).

Definition 5.1 Se: (X,0) ewn topologischer Raum und Y C X eine Tetlmenge.
Dann definiert die kanonische Injektion i : Y — X eine Initialtopologie auf
Y. Diese Topologie heifit induzierte Topologie (oder auch: Spurtopologie,
Relativtopologie) von O beziiglich Y. Notation: Oy.

Das Paar (Y,Oy) wird (topologischer) Unterraum genannt.
Proposition 5.2 Se: (X,0) topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge.
Dann gult:

(1)) Oy =0NY={YNO: O e O}

(1)) K= NY={YNA: A e}

Ferner qult fiir ZC Y:
(Oy)z =0z.

Beweis.

(i) Oy ist das inverse Bild von O beziiglich i:Y — X.
(ii) Sei A’ € &, d.h. A’ =Y\ (YNO) fiir ein O € O. Dann gilt
A=Y\ (YNO)=Y\O0=YNlO=YNA

mit A =00 € &. Also ist @4 C YN <.
Umgekehrt gilt fiir YN A mit A € &

YNA=YNLO=Y\0=Y\(YNO) € o4,

also YNA C 2A.

Zusatz: Nach (i) ist (Oy)z=0yNZ=0NYNZ=0N(YNZ)=0NZ=07.0

Ubungsaufgabe: Fiir y € Y gilt %y (y) = YN% (y). Ebenso lassen sich Basen und
Subbasen von O durch Schnittbildung auf Oy iibertragen.

Beispiele:

(i) (X) Odis)) Y C X = OY = Odis-

(11) ([Raokan)r Yi=2 = OY :Odis’

aber: Fir Y := Q ist Oy # Ogjs, da zum Beispiel {1} € Q nicht als Schnitt
von Q mit einer offenen Menge aus Oy, dargestellt werden kann!
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(i) (R™,Okan), Y:=R™mit m<n = Oy = Ogan.

Bemerkung: Sei (X, O) topologischer Raum und Y C X Teilmenge und (X', O')
beliebiger topologischer Raum, sowie f : X’ — Y eine Abbildung. Nach (IT) ist f
stetig genau dann, falls i o f stetig ist. Ist g : X — X’ eine stetige Abbildung, so ist
gly — X’ stetig, denn:

(gly) '(0)=Yng'(0) ey, 0 €0

Ubungsaufgabe: Sei M C Y und (Y, Oy) Unterraum von (X, ©). Wie verhalten
sich
Y X
(1) M zu MNY,
oy °X
(2) MzuMnNY,
(3) 0yM = M\ M zu d0xM N Y?

Definition 5.3 Se: (Mi)ic1 eine Famalie von Mengen M; C X, wobet (X,O)
ewn topologischer Raum 1st.

(1) (Mi)ie1 heifft Uberdeckung von Y C X, wenn Y C Uier Mi.
(Mi)ier heipt Uberdeckung von X, wenn X = Uier Mi.
(i1) Eine Uberdeckung (M;)ic1 heifit

— offen, wenn alle My € O, i€ 1,
— abgeschlossen, wenn alle M; € o/, 1€ 1,

- lokal endlich, wenn Vx € X : JU € Z(x) : MinU # 0 fir nur
endlich viele i € 1.

Satz 5.4 (Heftungslemma)
Set (Mi)ie1 eine

(1) offene, oder

(2) lokal endliche, abgeschlossene

Uberdeckung eines topologischen Raumes (X,0). Fir alle i € 1 seien stetige
Abbildungen (beziiglich Opm, ) i : My — (X', 0') gegeben mat

Vi,jel: filminm; = filminm; - (%)
Dann ezistiert genau eine stetige Abbildung f: X — X' mat flm, =fi Vie L
Beweis. Existenz und Eindeutigkeit: Sei x € X : 3i € I : x € M, definiere

f(x) := fi(x). () garantiert, dal f wohldefiniert ist. Eindeutigkeit per Konstruktion.
Stetigkeit folgt.
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Lemma 5.5 Sei (My)ic1 eine

(1) offene, oder

(2) lokal endlich, abgeschlossene
Uberdeckung eines topologischen Raumes (X,0). Dann gilt YA, O C X:

(a) 00 < ONM;eOm, Viel
(b)) Acd — ANM;e€a, Viel

Beweis. Zu (1): Nach Proposition 5.2(i) gibt es fiir alle O; € Om, (1 € I) ein
O’ € O mit Oy = My N O’. Da M; offen ist, folgt O; € O. Sei nun O C X mit
ONM;eOm, Viel

O—XﬂO—<UMi)ﬂO—U(MiﬁO)€O.

i€l i€l o
Die Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(i).
Sei weiter A C X mit AN My € @/m, Vi € L. Dann gilt:

MiﬂEA:Mi\A:Mi\(MimA)EOMi.
bg. in M
abg. in M;

(:a>] CA € O oder A € /. Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(ii).
Zu (2): Wir zeigen zuerst (b):

Nach Proposition 5.2(ii) gibt es fiir alle A; € o, (i € ) ein A’ € & : A; =
M;iNA’. Da M; abgeschlossen, folgt A; € &7. Sei A C X mit ANM; € o/, Vi€ L
Dann gilt

AzAﬂXz(UMi)ﬂA:U(MiﬂA). (%)

iel iel

Sei x € CA. Da die Uberdeckung lokal endlich ist, gibt es U € % (x) : UNM; # 0 fiir
nur endlich viele i € I. Seien diese iy,...,1,. Ferner existiert O € O: x € O C U.
Betrachte U =UnN ﬂ;; [](Mi]. N A). Dann gilt U € % (x), denn:

x € LA €My, UCA =C(My; nA)  Vj=1,...,n

Also ist

n
xe0n (LM nA)C U
| —

1
) offen in X

Ferner ist U C CA, denn

ina 2 unlJminAa)=JunMinA

iel iel

J UnMinAc U unmi#0.
€N (i1,0mrin) L€ (i1, in)
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Mit U € % (x) und U C CA folgt CA offen bzw. A € o7.
Die Umkehrung ist klar nach Proposition 5.2(ii).

Zu (a): Sei O € X mit ONM; € Opm, Vi € L. Dann ist M; NCO = M; \ (M; N O),
und damit (O € &7, d.h. O € O.

Die Umkehrung gilt nach Proposition 5.2(i). O

Beweis der Stetigkeit zu Satz 5.4. Sei O’ € O’. Dann ist My N f'(0’) =
f.1(O’) (nach Konstruktion von f). Nun gilt f; ' (O’) € Om, (wegen Stetigkeit von

1

fi) (i € I beliebig). Nach Lemma 5.5(a) folgt aber sowohl fiir (1) als auch fiir (2),
daB dann f~'(0’) € O, d.h. f ist stetig. O

Bemerkung: Die Voraussetzung ,lokal endlich® im Fall (2) ist wesentlich! Man
iiberlege sich ein Gegenbeispiel (Ubungsaufgabe). (Es geniigt, sich ein Gegenbeispiel
zu Lemma 5.5(2) ,<“ zu iiberlegen).

Definition 5.6 Eine Abbildung f : X — X’ von einem topologischen Raum
(X,0) in einen topologischen Raum (X', O') heifft Einbettung, wenn f ein
Homdéomorphismus von (X, O) auf den Unterraum (f(X),(’)é(X)) 1st.

Satz 5.7 Eine Abbildung f: X — X' von einem topologischen Raum (X,O) in
ewnen topologischen Raum (X', O') st genau dann eine Einbettung, wenn f
injektiv und stetig ist, sowte

YO e€O: f(O) € Of(x).

Beweis. Klar nach Definition 3.6. O

Beispiele:

(i) mneN, m<n:

i: (IRm,(’)kan) — ([Rn,okan)»

(x1,...,%m) — (x1,...,%m,0,...,0)
ist eine Hinbettung des R™ in den R™.

(ii) sin : (R, Ogan) — (R?, Okan), X — (x,sinx) definiert eine andere Einbettung
von R in R2.

(iii) Man kann S' in R durch Kleeblattschlinge einbetten.
[Bild]
Einbettungen von S' in R3 heifien auch Knoten.

(iv) Fir x € R sei [x] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.
Sei 0 <y < 1 irrational.

f:Z—1[0,1), n— ny — ny]

ist injektiv und f(Z) dicht in [0,1). Mit (Z, Og;s) ist f stetig, aber keine
Einbettung (f ist nicht offen!).
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Definition 5.8 Se: (Xi, O;) eine Famalie topologischer Raume und X = [ [;.; Xi
mat den Projektionen pi : X — Xi, i € 1. Die Produkttopologie (X,0) auf X
wird durch die Basis

B = { ﬂ p,ﬂ (Ox): Ok € Oy, K endliche Teilmenge von 1 }
keK

definiert. (X, Q) heiyt Produktraum (oder topologisches Produkt der Riume
Xi).

Bemerkungen:

i) = {pf1 (0i): O €04, i€ I} ist eine Subbasis der Produkttopologie.

(ii) Nach Konstruktion sind die Projektionen p; : X — X; (i € I) stetig und offen.
(im Allgemeinen sind die p; jedoch nicht abgeschlossen! Beispiel: (R?, Ogan),
A ={(x,y) € R?: xy > 1} ist abgeschlossen in R?, aber p;(A) = R\ {0} ist
nicht abgeschlossen in R!)

(iii) Die Produkttopologie ist die Initialtopologie auf X beziiglich (pi)icr-
(iv) Sind alle X; A2-R&ume und ist [ hochstens abzdhlbar, so ist auch (X, O)
A2-Raum. (A2-Raum heifit X erfiillt das 2. Abzahlbarkeitsaxiom)

Fiir x = (xq)ier € X und ¥;(x;) Umgebungsbasen von x; € X;j ist

V(x) = {Hvi 1 Vi € ¥(xy) fiir héchstens abzdhlbar viele i € 1
iel

und V; = X, sonst }

eine Umgebungsbasis fiir x (Nachpriifen: Ubungsaufgabe).
Somit gilt: Sind alle X; A1-R&ume und ist I hochstens abzahlbar, so ist auch
(X,0) Al-Raum.

Man kann Al- bzw. A2-Produktrdume charakterisieren, indem man fordert,
dafl hochstens abzdhlbar viele X; nicht die indiskrete Topologie tragen.

Beispiele:

(1) ([R,Okan) = Xi = ([Rnaokan) = (IRn)Oprod)-

(i) X7 ={(x,y) € R?: x? +y? = 1} Kreislinie, X, = [a,b] mit a,b € R, a < b,
beide mit kanonischer Topologie. X; x X, ist hom6omorph zu einem Kreisring.

(i) (Xi,O8%) Vi€l X =Ty X
e ist [I] < oo: (Xyoprod) = (X»Odis)

o ist |I] = co: (X, Oproa) = (X, Ouais), falls [Xi| > 2 fiir nur endlich viele
i€, denn
i = {xa)ier) = [ [oxi) € oroa,
iel
andernfalls miifite {x} = [ [;.{xi} eine Menge aus %04 enthalten, was
unmoglich ist.
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(iv) f:(X,0) — (X’,O’) Abbildung von topologischen Rdumen. Der Unterraum
G(f) :={(x,x") e X x X": x" =1(x)} von (X x X, Oprod) heifit Graph von f.
Ubungsaufgabe: f ist genau dann stetig, wenn g : x — (x, f(x)) eine Ein-

bettung von X in X x X ist.

ne N, Xn — {0,2} mit Odis- X = HnEN Xn mit Oprod-
7= oy T mit T 2= 0,51 U517, T2 = 10,51 W15, 31U 15, 51U IS, 1, T
(j > 3) entsprechend.

[Bild]

T heilt Cantor’sches Diskontinuum.

Bemerkungen:

(i) T ist nicht abzahlbar.
(ii) T ist abgeschlossen in (R, Oxan)-

(iii) Tist nirgends dicht in [0,1],d.h. T = () (T enthlt keine inneren Punkte,
oder T = 9T).

Die Abbildung f: X —= T, (xn)new — 5+ +--+ 30+ =3 o

definiert einen Homdomorphismus.

Hinweis:

(a) Initialtopologie auf X beziiglich f ist gleich der Produkttopologie (T ver-

sehen mit der Unterraumtopologie von R).

(b) f ist bijektiv (beachte: Y % , & = I).

n=23n

Satz 5.9 Set (Xi, Oi)ic1 eine Famailie topologischer Rdume, X = []..; Xi der

Produktraum und p; : X — Xi, 1 € 1, die Projektionen. Dann gult:

iel

(1) Die Produkttopologie ist die grébste Topologte, fiir die alle Projektionen
stetig sind.

(11) Eine Abbildung g:Y — X, Y topologischer Raum, ist genau dann stetig,
wenn gi ;= pi o g stetig Vi € I sind.

Beweis.

(i) Satz 4.4.

i1) Definition 4.3. |
(i)

Satz 5.10 Seien (Xi, Oi)ic1 und (Yi, % )ic1 zwer Familien topologischer Raume
und (fi : Xi — Yi)ie1 etne Famalie von Abbildungen. Die Abbildung

f: HXi — HYi, (xi)ier — (f(xi))ier

i€l iel

1st genau dann stetig, wenn f; Vi € I stetig sind.
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Beweis. Bezeichne p; : [[;c;Xi = Xi (i€ ) und gi : [[;;Yi — Vi (i € 1) die
Projektionen.

Sind alle f; stetig, so folgt die Stetigkeit von f aus Satz 5.9(ii), da fi op; = gi o f.

Sei nun f stetig und (ai)ic1 ein Punkt aus [ [;; Xi. Fiir alle j € I sei

sj X5 — HXi, X = (zi)ier
il

) a; fliri#j
mit z; 1= i
x; fiir i =j.

Die Abbildungen s; sind nach Satz 5.9(ii) stetig, denn

Xj o Dann ist IIX £, TI"
iel iel iel
idx;
£
Xj Xj — Yi
ein kommutatives Diagram, folglich f; = q; o f o s; sind stetig Vj € L. O

Definition 5.11 Sei (X, 0) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenrela-
tion auf X. Sei ferner p : X — X/~ die kanonische Projektion von X auf die
Menge der Aquivalenzklassen. Die Finaltopologie auf X/. beziiglich p heift
Quotiententopologie auf X/... Der Raum (X/~,Oguot) heifit dann Quotien-
tenraum (oder auch Faktorraum).

Satz 5.12 Sei (X, O) topologischer Raum, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und
p: X — X/ die kanonische Projektion. Dann gilt:

(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie, fiir die p stetig ist (d.h.
M C X/~ ist offen &= p~ (M) offen in X).
(1) Eine Abbildung g: X/~ — Y, Y topologischer Raum, ist genau dann stetig,

wenn gop stetig ist.

Beweis.

(i) Satz 4.6.

(ii) Definition 4.5. O
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Beispiele:

B x~y &= x>0Ay>0 V x<0Ay<0 = R/~={0,1mit O =
{0,{1},R/~} ist homBomorph zum Sierpinski-Raum (d.h. {0,{0},{0,1}} als
Topologie auf {0, 1}).

Beachte:

(a) Projektion p: R — R/~ ist nicht offen, da ‘p((—T,O)) ={0}!
(b) O ist nicht p(Ohan), da (0} ¢ O, aber (0} = p((~1,0)) € P(Ogan)

(ii) (R™, Okan) und x ~y &= x—y € Z™ (x,y € R™).
T™ := R™/. heiit n—dimensionaler Torus.

n=1 T'z=¢s]

[Bild]

[Bild]

(iii) Betrachte g : S — S, (x,y) — (x,—y) und definiere auf dem Produkt
(ST, Oxan) x ([0, 1], Oxan) die Aquivalenzrelation

v=g(u) £=0An=1
(w,&) ~(vn) = u=gv) £&=1An=0
u=v 0O<&=m<1.

fiir u,v e S" und &, € [0,1].
[Bilder]

Dann heifit F:=S' x [0,1]/~ Kleinsche Flasche.

Bemerkung: Ist f: X — X’ eine Abbildung, so definiert
x~y = f(x) =f(y)
eine Aquivalenzrelation auf X/ =: X/¢.

f induziert dann eine Abbildung f: X/ — X/, & — f(x) (% bezeichnet die Aquiva-
lenzklasse von x).

Dann gilt: f stetig <= f stetig.

Diese Uberlegung fiihrt zur Identifizierungstopologie (siehe spater) auf X'.
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6 Trennungseigenschaften

Bei allgemeinen topologischen Rédumen kann es durchaus passieren, dafl sich ver-
schiedene Punkte x,y nicht durch noch so kleine Umgebungen trennen lassen (d.h.
U,NUy = ). Wir nehmen im Folgenden immer an, da X mindestens zwei Elemente
besitzt.

Definition 6.1 Se: (X, O) ewn topologischer Raum. X heift To—Raum, falls von
je zwet verschiedenen Punkten x,y € X, x # y wenigstens einer eine Umgebung
besitzt, die den anderen nicht enthdlt. D.h. U, € % (x) mit y ¢ U, oder
Uy € Z(y) mitx ¢ Uy,

Satz 6.2 Ein topologischer Raum (X, 0) st genau dann ein To—Raum, falls fiir
alle x,y € X, x £y gult {x} # {y}.

Beweis. Sei {x} # {y}. Dann gilt x ¢ {y} (Lder yié {x! (de&n wire x € [y}, so folgt
{x} € {y} und wére auch y € {x}, so folgt {y} C {x}. Also {x} = {y} im Widerspruch
zur Voraussetzung.)

Ist )Qé [y}, so isL X \ {y} eine offene Umgebung von x, die y nicht enthilt. Ist
y ¢ {x}, so ist X\ {x} eine offene Umgebung von y, die x nicht enthalt. Also gilt die
To—Eigenschaft.

Ist umgekehrt X ein To-Raum, so existiert (o.E.) eine Umgebung Uy € % (x) mit
y ¢ Ux. Dann ist x ¢ {y} (denn x € {y} heifit UN{y} # (¢ fur alle U € % (x),
vergleiche Definition 2.4), folglich {x} # {y}. |

Eine stirkere Trennungseigenschaft ist, falls in Ty das ,,oder* durch , und“ ersetzt
wird.

Definition 6.3 Se: (X, O) ewn topologischer Raum. X heift Ty —Raum, falls von
je zwet verschiedenen Punkten x,y € X, x # y jeder eine Umgebung besitzt,
die den anderen nicht enthalt. D.h. U, € % (x) mit y ¢ U, und Uy € % (y)
mat x & Uy.

Offensichtlich ist jeder T;—Raum auch ein To—Raum. Der Sierpinski-Raum ist To—
Raum, aber nicht Ti-Raum (X = {0, 1} mit O = {0,{0},{0, 1}}).

Satz 6.4 Ewn topologﬁcher Raum (X, O) ist genau dann ein Ty —Raum, falls fir
alle x € X gult: {x} = {x} (d.h. {x} ist abgeschlossen).

Beweis. Sei X ein Ty-Raum und x € X. Fir y € X\ {x} (d.h. y # x) existiert
Uy, € % (y) mit x ¢ Uy, also U, C X\{x}, d.h. X\{x} ist offen, also {x} abgeschlossen.

Ist umgekehrt {x} abgeschlossen fiir jedes x € X, und ist y € X, y # x, so ist X \ {x}
eine offene Umgebung von y, die x nicht enthalt. Genauso ist X \ {y} eine offene
Umgebung von x, die y nicht enthalt. O

Eine Trennungseigenschaft, die von metrischen Raumen erfiillt wird, ist die T,-
Eigenschaft.
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Definition 6.5 Se: (X,0) ein topologischer Raum. X heifft T,—Raum (oder
Haussdorff-Raum), wenn je zwei verschiedene Punkte x,y € X, x # y dis-
junkte Umgebungen besitzen. D.h. Uy € % (x),Uy € % (y) mit U, NU, = 0.

Offensichtlich ist jeder T,—Raum auch ein Ty—Raum. Die Umkehrung gilt nicht, wie
folgendes Beispiel zeigt.

Sei X unendlich. O bezeichne die Topologie der endlichen Komplemente: O = {O C
X : X\ O endlich }U{(}. X ist T;—Raum, da {x} = X \ (X \ {x}) abgeschlossen ist.
X ist nicht Hausdorffsch. Denn ware x € O, C X, y € Oy C X, Oy, Oy offen und
0xNOy =0, sogilt X = X\ (OxNOy) = (X\Ox)U(X\Oy), also ware X Vereinigung
zweier endlicher Mengen, ein Widerspruch.

Jeder metrische Raum (X, d) ist T,-Raum. Sind x,y € X, x #y, d(x,y) =1 > 0.
Dann gilt Uz (x) N Uz (y) = 0.

Satz 6.6 Sei (X,0) ein topologischer Raum. Aquivalent sind

() X st esn To—Raum.

(1) Fir jedes x € X gult: {x} = Nacy aca (x) A

(u12) Die Diagonale A = {(x,x) : x € X} C X x X ist abgeschlossen in X x X
(X x X versehen mit der Produkttopologie).

Beweis. (i) = (ii): Betrachte x,y € X, y # x. Seien Oy, 0y € O mit x € Oy,
y € Oy, OxN Oy =0. Dann ist A = X\ O, abgeschlossen, x € O, C X\ Oy, d.h.
X\ Oy ist abgeschlossene Umgebung von x. Ferner ist y ¢ A. Dies gilt fiir jedes
y € X, y # x, woraus {x} = ﬂAe%,Ae%(x) A folgt.

(ii) = (iii): Angenommen A wéire nicht abgeschlossen, dann existieren x,y € X,
x #y mit (x,y) € A. Mit Voraussetzung (ii) existiert A abgeschlossen, A € % (x)
mity ¢ A. Da A Umgebung von x ist, existiert O, € O mit x € O, C A. Bezeichne
Oy = X\ A. Dann gilt O,NOy =0, (x,y) € Ox x Oy, und somit (Ox x Oy)NA = 0.
Oy x Oy ist aber eine Umgebung von (x,y) € X x X, und mit (x,y) € A muB
(Ox x Oy) NA # () gelten, ein Widerspruch.

(iii) = (i): Seienx,y € X, x # Y, also (x,y) ¢ A = A. Somit existiert eine Umgebung
W von (x,y) in X x X mit WN A = (). Dann existieren (Definition 5.8 und Satz
5.9(1)) Ox € O, Oy € O mit x € Oy, y € Oy mit Ox x Oy CW C (X x X)\ A. Das
heifit aber Ox N Oy = 0. (]

Der nachste Schritt erweitert die Trennungseigenschaften von Punkten auf Teilmen-
gen.

Definition 6.7 Set (X,0) ein topologischer Raum. X heifst T3—Raum, wenn
jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeder Punkt x € X\ A disjunkte
Umgebungen besitzen. D.h. 3Ux Umgebung von A, U, € % (x) mit UaNU, = 0.

Die T;—Eigenschaft ist keine Verstarkung von T,,T7,Tp. Ist X mindestens zweiele-
mentig, und O die indiskrete Topologie, so ist (X, @) nicht Ty—, aber Ts3—Raum.
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Definition 6.8 Ein T;—Raum, der gleichzeitig Ti—Raum 1st, hetfSt reguldr.

Ein reguldrer Raum ist notwendigerweise ein T,—Raum. Sind ndmlich x,y € X,
x # vy, so ist {y} abgeschlossen wegen T;. Mit T3 gibt es Uy, € Z (y), Ux € % (x)
mit U{y} N UX = @

Es gibt T,—Raume, die nicht T;—Eigenschaft haben. Zunachst geben wir eine Cha-
rakterisierung von Tz3—Raumen an.

Satz 6.9 Ewn topologischer Raum (X, ) ist ein T3—Raum genau dann, wenn
2u jedem x € X und U € % (x) ein V € O existiert mit x € V und V C U.
(Mit anderen Worten: X ist genau dann ein T3—Raum, wenn die abgeschlosse-
nen Umgebungen eines jeden Punktes eine Umgebungsbasts bilden, vergleiche
Definition 1.13).

Beweis. Sei X ein T3-Raum, U € % (x), ohne Einschrénkung U offen. Da A = X\ U
abgeschlossen ist, existieren U offene Umgebung von A und V € % (x), V offen,
mit Uy NV = (. Somit ist V C X\ Ua. Da X\ Ua abgeschlossen ist, gilt V C
X\Ua CX\NA=1U.

Bilden umgekehrt die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis und ist
x ¢ A, A abgeschlossen. Dann gilt x € X\ A. Mit der Voraussetzung gibt es ein
VEOmitx eV, VCX\A. Setzt man W :=X\V € O, sogilt W=X\V CX\V,
also VAW =0 und W=X\V DA, dh. T3 gilt. O

Natiirlich stellt sich wieder die Frage nach der Abgrenzung zwischen reguléren to-
pologischen Raumen und Hausdorfi-Raumen. Man sieht leicht, daf jeder regulare
Raum ein T,-Raum ist. Ist ndmlich x,y € X, x # y, so ist wegen der T;-Eigenschaft
{x} abgeschlossen. Mit y € X \ {x} existieren mit der T;—Eigenschaft disjunkte Um-
gebungen von {x} und y. Also ist die T,—Eigenschaft erfiillt.

Wir geben nun ein Beispiel eines Hausdorff-Raumes an, der nicht reguldr ist (also
T; nicht erfiillt).

Sei X = R. Wir definieren ein Umgebungssystem % (x) auf R. Sei x € R, n € N, und
setze U, (x) :={x +kn: k € No} und definiere

% (x)={UCR: UDUp(x) fiir ein n € N}.
Wir zeigen, da8 (U1),(U2),(U3),(U4) von Proposition 1.7 gelten.

(U1),(U2) sind offensichtlich erfillt. Sind Uy, U, € % (x), so gibt es ny,n, € N mit
U; O Uy, (x), Uz 2 Uy, (x). Sei n = kgV(ng,na). Mit Uy, (x) N Uy, (x) 2 Un(x)
folgt UyNU, D Uy (x), d.h. UyNU, € % (x). Somit ist (U3) erfiillt. Nun zu (U4): Sei
U D Un(x). Wir setzen V := U, (x) und zeigen U € % (y) fiir alle y € V = U, (x).
Day =x+kn, k € N, ist Un(y) ={(x+kn)+In: 1 e No}={x+(k+Un:
L€ No} € Upn(x) C U. Das heifit U €  (y) fiir alle y € V. Mit Satz 1.8 bestimmt
% (x) genau eine Topologie O auf R, die % (x) als Umgebungssystem besitzt.

Wir zeigen: (R, Q) ist T,—~Raum. Seien x1,%; € R, x1 # x2. Ist x;1 —x2 ¢ Z, so ist
U (x1) NUq(x2) = 0. Ware namlich y € Uq(x7) N Uq(x2), so gilt x; + k1 =y =
x2 + k2, also x1 —x2 =k, — kg € Z, ein Widerspruch.



6 TRENNUNGSEIGENSCHAFTEN 30

Ist x1 —x, € Z, setze m = [x; — x2| € N. Dann gilt Uz (x1) N Uzm(x2) = 0. Denn
ware y € Uz (x1) N Uz (x2), so ist x1 + k12m =y = x2 + kp2m fiir kq,k; € Np.
1

Folglich m = [x1 — x2| = 2m|kz — k4], also 5 = [ka — k1|, ein Widerspruch.

Insgesamt haben wir (R, Q) ist Hausdorffsch.

Um zu zeigen, daBl (R, O) nicht T3—Raum ist, {iberlegen wir
(a) x —km € Uy, (x), wobei x € R, k € No, m € N.
Dazu hat man U,,(x — km) N U, (x) # 0 zu zeigen fiir alle n € N. Dies gilt
wegen Yy := (x —km)+kmn € U, (x —km) und y = x+ (kn—k)m € U, (x).
(Insbesondere liegen immer negative y in Uy, (x).)

(b) A:={x € R: x < 0} ist abgeschlossen.

Dazu zeigen wir, da8 R \ A offen ist. Sei x > 0. Da U,,(x) C [x,00) C R\ A,
gibt es also eine Umgebung von x, die ganz in R \ A liegt. Folglich ist A
abgeschlossen.

Betrachte x = 1 und A C R. Angenommen es gibt U; € %(1) und U offene
Umgebung von A mit U; NUx = (). Dann ist Uy D Uy, (1) fiir ein m € N. Hiermit

gilt U, (1) € R\ Ua, also U, (1) C R\ Ua € R\ A. Daraus folgt ANU,,(1) =0
im Widerspruch zu (a).

Definition 6.10 Se: (X,0) ein topologischer Raum. X heiffit T4—Raum, wenn
je zwer disjunkte abgeschlossene Teilmengen A und B von X disjunkte Umge-

bungen besitzen. D.h. FUp Umgebung von A und Up Umgebung von B mat
Ua NUg = 0.

Aus der T4—Eigenschaft folgt nicht T3. X ={0,1} mit O = {(7), X, {0}} erfiillt T4, aber
nicht T3.

Definition 6.11 E:in T4,—Raum, der gleichzeitig Ti—Raum ist, heifst normal.

Ein normaler Raum ist notwendigerweise ein T3—Raum. Ist ndmlich A eine abge-
schlossene Teilmenge von X und x € X\ A, so ist wegen T; die Menge {x} abge-
schlossen, mit T existieren Ua und U, Umgebungen von A bzw. {x} mit leerem
Schnitt. Folglich ist X ein T3—Raum.

Satz 6.12 Ein topologischer Raum (X, O) ist etn Ty—Raum genau dann, wenn
zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jeder Umgebung Ua von A eine
(offene) Umgebung Va von A mit Vo C Ua existiert.

Beweis. Sei X als Tq—Raum vorausgesetzt. Ist A C Uax Umgebung (ohne Ein-
schrankung U offen) von A, so ist B := X\ Ua abgeschlossen und A N B = 0.
Folglich existieren Va, Vg offene Umgebungen von A bzw. B mit Vo N Vg = 0.
Insbesondere VA € X\ Vg € X\ B = Upx, da X\ Vg abgeschlossen ist.

Fir den Nachweis der umgekehrten Implikation betrachte A, B C X abgeschlossen
mit AN B = (. Dann ist U := X \ B offen und A C U. Mit der Voraussetzung
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existiert Umgebung VA von A mit V4 C U. Man setze Ug := X \ V. Dann gilt
B = X\U C X\ VA = Ug, Ug ist offen und Ug = X\ Va C X\ Va, also UgNVa = 0.
O

Folgendes Resultat bringt viele Beispiele fiir normale Raume.

Proposition 6.13 Jeder metrische Raum (X,d) st ein normaler (topologi-
scher) Raum.

Beweis. Seien A,B C X abgeschlossen und ANB = 0. Zu a € A C X\ B existiert
€q > 0mit Uy, (a) C X\B,undzub € B C X\A existiert ¢, > 0 mit U, (b) C X\
A. Setze U :=J,cp Ue,(a) € O und V= Jycp Ue, (b) € O. Dann gilt UNV =)
(und natiirlich A C U, B C V). Angenommen x € UN V. Dann ist x € U, _(a) fir
ein a € A und x € U, (b) fiir ein b € B. Mit der Dreiecksungleichung erhalten
wir aber d(a,b) < d(a,x) + d(x,b) < €q + €p < 2max{eq, ¢p}. Das bedeutet

a€ Uy, (b) CX\ A oder b e Uy, (a) C X\ B, was nicht sein kann. a

Zur Vererbung der Trennungseigenschaften auf Unterrdume konnen wir herleiten:

Satz 6.14 Jeder Unterraum (mat der induzierten Topologie) eines T;—Raumes
ist ein Ty—Raum fir i = 0,1,2,3. Jeder abgeschlossene Unterraum eines T—
Raumes 1st ein T4—Raum.

Beweis. Sei Y C X, Oy sei die induzierte Topologie auf Y. Ty, Ty, T, sind klar. Zu
T;5: Sei A C Y abgeschlossen, x € Y, x € A. Nun existiert A’ C X abgeschlossen mit
A'NY = A. Es mufl x ¢ A’ gelten, sonst ware x € A. Mit der Voraussetzung an
(X,0) gibtes W,V €c Omit A’ C U, xecV,UNV =0 Setze U =YN U,
V=YNV/,und man hat UNV =0, AC U, xeV, UV eOy.

Zu T4: Sei Y abgeschlossen, sowie A,B C Y abgeschlossen mit A N B = (). Nun
existieren A’ C X, B’ C X abgeschlossen mit A = A’NY, B = B'NY. (Die
A’,B’ brauchen nicht disjunkt zu sein!) Da Y abgeschlossen ist, sind auch A und B
abgeschlossen in X (A, B € «7). Deshalb existieren U', V' € O, A C U/, B C V' mit
wWnv =0.8etze U=UWNY,V=V'NY. Dann gilt U,Ve Oy,ACUBCV
und UNV=UNV'NY=0. O

Beispiel: Ein Unterraum eines Ty—Raumes muf} nicht T4 sein. Sei X = {a, b, ¢, d}.
0= {@,{d}, {b, d},{c, d},{b,c, d},X} ist eine Topologie auf X. X ist damit ein Ty4—
Raum. Es ist ndmlich &/ = {Q],X,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}. Somit ist von je zwei
abgeschlossenen disjunkten Mengen stets eine die leere Menge. (X, O) ist also tri-
vialerweise ein Ty—Raum.

Sei Y = {b,c,d} mit der induzierten Topologie Oy = {@,{d},{b, d},{c, d},Y}. Die
abgeschlossenen Mengen in Y sind @ = {(Z),Y,{b},{c},{b,c}}. {b} und {c} besitzen
aber keine disjunkten Umgebungen, wie man sofort sieht.
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7 Trennungseigenschaften und stetige Funktionen

Proposition 7.1 Se: X ewn topologischer Raum, Y ein Hausdorff-Raum, f,g:
X — Y seten stetig. Dann st {x € X: f(x) = g(x)} abgeschlossen.

Beweis. Setze ¢ : X = YxY, ¢(x) = (f(x), g(x)). @ ist stetig, denn @ (" (Ug(x))N
g! (Ug(x))) C Uy X Ugx), Ug(x), Ug(x) Umgebungen von f(x), g(x). Nun gilt
@ "(A) ={x e X: f(x) = g(x)}, A die Diagonale in Y x Y. A ist abgeschlossen, da
Y ein Hausdorff-Raum ist. Also ist @~ '(A) abgeschlossen mit Satz 3.4. (Il

Korollar 7.2 Se: X ein topologischer Raum, Y ein Hausdorff-Raum, f,g: X —
Y seien stetig. Gilt f(x) = g(x) fiir alle x € D, D C X dicht (d.h. D = X), so ist
f=g.

Beweis. D C {x € X: f(x) = g(x)} impliziert X =D C {x € X : f(x) = g(x)} mit
Proposition 7.1. (|

Korollar 7.3 Seien X und Y Hausdorff-Rdume, f : X — Y stetig. Dann st
Gr:= {(x,f(x)) X E X} C X X Y abgeschlossen. (G ist der Graph von f).

Beweis. Bezeichne ¢ : X XY =Y, ¢(x,y) =yund P : X xY =Y, ¥(x,y) = f(x).
Beide Abbildungen sind stetig. Folglich ist

Ge={(xu) €XxY: @lx,y) =b(xu)} = {(xf(x): x € X}

abgeschlossen. O

Satz 7.4 (Urysohn) Se: (X,0) ein topologischer Raum. X ist ein T4—Raum
genau dann, wenn zu je zwet disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A und
B eine stetige Funktion f: X — [0,1] ezistiert mit fla =0 und flg = 1. (Dabei
trdgt [0,1] die natirliche Topologie.)

Beweis. Sei zuerst die Existenz von f vorausgesetzt. Sind A,B C X abgeschlos-
sen, ANB = 0, und f : X — [0,1] stetig mit f][a = 0 und flg = 1. Setze
U:=f""((—00,7)), V:i=f1((},00)). Es gilt A C U, U offen, B C V, V offen, und
unv=40.

Nun zur Umkehrung: Bezeichne D := {Z—"k tmENy, MENy, 0<m< 2“}. D ist
dicht in [0,1]. Denn sind 0 < a<b <1 und n € N mit 21,1 < bg—a, sowie m € Ny
mit 5% > a, m minimal mit dieser Eigenschaft, so gilt

m
m <b. (*)
Ware namlich b < J%, so wére auch ";1 >b— bza = szra > a, im Widerspruch

zur Minimalitdt von m. Mit (x) folgt D = [0, 1].

a<

Wir konstruieren im ersten Schritt eine Abbildung t — Uy, D - O mit t; <t, =
U, C Uy,. Dazu zerlege

D= |JDn, Dn;:{zﬁn: 0<m<2", meNo}.
n=0
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Dazu benutzen wir Rekursion iiber n mit J{_, D und starten in der Rekursion
mit Dy ={0,1}, U; := X\ B € O. Dann ist A C X\ B = U;y. Wahle nun Uy € O
gemaB Satz 6.12 mit A C Uy, Uy C U;. Seien nun mit Induktionsvoraussetzung U,
konstruiert fir t € U{l:o D, = {2—“} :1=0,....n; 0<m< 21}, U, € 0, U C Uy
falls s < t; s,t € J;_o D1.

Sei t € Dny1 \Uo Dy, t = 3541 (Zéhler gerade = t € Dy). Fiir Dy 3t =
2,%51 <t< %ELZ =t € Dy, gilt bereits Uy, C Uy,. Mit Satz 6.12 existiert V € O
mit Ut] Q V, A\ Q Utz.

Setze Uy = V. Fiir den Nachweis der geforderten Eigenschaft haben wir vier Félle
zu unterscheiden:

(i) s<t,t€Dny1 \UiLo D1, s € Uy Di. Dann ist s < 525+ < 2&41 = und
Konstr.

— LV,
mit der Induktionsvoraussetzung und Konstruktion Uy C U 21 C U.
n

(ii) s<t, s € Dny1 \UjLo D1, t € Uj_o D1. Dann ist s = ?ﬁﬂ < ?,fi,z <tund

onstr.

. — K - ILV.
folglich Uy C Uzksr2 C Uy.

an+1

(iif) s <t, 5,t € Dny1 \ Uiy Du- Es gilt I =s <t =2 j < k Folglich

s < ?nt% < 2%% < t, also Ug € U242 mit Konstruktion und ebenso

- 2n+1

U_2«  C Uy. Daraus folgt Ug C Uy.

on+T

(iv) s<t,s,t € U, D1 Es gilt Us C Uy mit der Induktionsvoraussetzung.

Im zweiten Schritt geben wir nun die gesuchte Funktion an und zeigen die geforderte
Trennungseigenschaft. Wir definieren

0 fallsx € Uy flirallet € D

f:X—1[0,1], f(x):=inf{te D: x € U} =
sup{t e D: x ¢ Uy} sonst.

Ist x € A,sogilt xe A C Uy C Uy flr alle t € D, also f(x) = 0. Ist x € B, so gilt
x & X\ B =1Ujy, also f(x) =1.
Bleibt noch die Stetigkeit von f zu zeigen.

Fir 0 <s<t<1giltf! ((s,t)) =f! ([O,t)) nf! ((s, 1]), also reicht zu zeigen,
daB3 ! ([O, s)) und f! ((s, 1]) fiir 0 < s < 1 offen sind. Nun gilt:

(a) f(x)<s < xe U, fireinteD,t<s
(b) f(x) >s & x¢ U, fireinte D, t>s

und folglich f~' ([O,s)) = UteD,t<s U¢ € O und ! ((s, H) = UteD’bs(X \Uy) €
O. Also sind wir fertig, falls (a) und (b) gezeigt.

Nachweis von (a): Fiir die Beweisrichtung von rechts nach links beachte, dal aus
x €Uy fir t<s, t €D folgt: x € U, fiir alle r € D, r > t, also f(x) <t <s.

Ist umgekehrt f(x) < s, so existieren n € Ny, k € {0,...,2"} mit f(x) < ZL“ <s.
Setze t = 2% Wire x ¢ Uy, so wire f(x) > t, ein Widerspruch. Also ist x € U und
(a) ist gezeigt.
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Schlieflich zeigt man (b) analog: Ist x ¢ U, fiir ein t € D, t > s, so ist x ¢ U, fiir
aller € D, r <, also f(x) >t > s. Umgekehrt folgt aus f(x) > s die Existenz von
n € Ny, k € {0,...,2™"} mit f(x) > ZLH > s. Setze t = zin Wire x € Uy, so gilt
x € U, fiir alle r € D, v > t. Somit f(x) < t, ein Widerspruch. Also ist x ¢ U; und

(b) ist gezeigt. O

Vergleicht man die Trennungseigenschaften ,normal“ und ,regular“, drangt sich
folgende Frage auf: Ist X reguldr, A abgeschlossen, x ¢ A. Existiert dann f : X —
[0,1] stetig mit f(x) = 1, fla = 0?7 Die Antwort ist nein. E. Hewitt (1946) hat
gezeigt, daBl es reguldre Raume gibt, auf denen jede stetige reellwertige Funktion
konstant ist.

Definition 7.5 E:in topologischer Raum (X,O) heifst vollstdndig reguldr, falls
X ein Ty—Raum st und (V) gult:

(V) zux € X, UC X offen, x € U ezistrert f : X — [0,1] stetig mit f(x) =1,
flxyu = 0.

Bemerkungen:

(1) Ist Y C X, X vollstandig regulér, so ist Y auch vollstdndig regulér.
Ist ndmlich y € Y, V C Y offen, so existiert U C X offen mit V. =UNY.
Es existiert f : X — [0,1] mit f(y) =1, flx\u = 0. Setze g = fly. Dann gilt
g9(y) =1 und gly\v = 0.

(2) Ist X normal, so ist X vollstdndig regulér.

Tatsachlich sind mit x € U, U offen, die Mengen {x} und X \ U disjunkte
abgeschlossene Mengen. Mit dem Satz 7.4 existiert f : X — [0, 1] stetig mit
f(x) =1, flx\u = 0. Insbesondere ist jeder metrische Raum vollstandig regulér
(vergleiche Proposition 6.13).

(3) Ist X vollstdndig regulér, so ist X regular.

Mit Satz 6.9 haben wir zu zeigen: zu x € U offen existiert V offen mit x €
V C 'V C U. Nun existiert f: X — [0, 1] stetig mit f(x) =1, flx\u = 0. Setze
Vi=f"1 ((%, oo)), Q:=f" ([%, oo)). Dann ist Q C U, Q abgeschlossen, sowie
Xx€VCQ,Voffen. Alsoxe VCVCQCU.

Die Umkehrungen von (2) und (3) gelten nicht.

Hinsichtlich der Fortsetzung von stetigen Funktionen ist die T4—Eigenschaft beson-
ders wichtig.

Lemma 7.6 Sei X ein Ty—Raum, A C X abgeschlossen. f: A — [—A,A], A >0,
set stetig. Dann existiert g : X — [— %, %] stetig mat |g(x) — f(x)] < 23—)‘ flir alle
x € A.

Beweis. Ohne Einschréankung ist A > 0. Setze By := {x € A : f(x) < -3},
B, = {x e A: f(x) > %} Dann gilt B; N B, = 0; By, B, sind abgeschlossen in
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A. Da A abgeschlossen ist, sind B; und B, auch abgeschlossen in X. Mit Satz 7.4
existiert h: X — [0,1], hlg, =0 und hlg, = 1.

Wir setzen g : X — [—%, %}, g(x) = %‘h(x)—%. Zu zeigen ist, daB |g(x)—f(x)| < &

fiir alle x € A. Wir haben dazu drei Falle zu unterscheiden:

(i) x € By: Dann ist f(x) < —%, also |g(x) — f(x)| = | —
_A+}\: 22
3 3

w[>
|
-
&
Il
|
w|>
|
—
x
AP
IN

(i1) );Ae B,: Dann ist f(x) > %, also |g(x) —f(x)| = I%—f(x)l = f(x)—% < ?\—% =

?.

(iii) x € A\ (B7 UB;): Dann ist [f(x)| < % und |g(x)| < %, also |g(x) — f(x)] <
lg(x)| + If(x)] < 2.

Satz 7.7 (Tietze) X ist ein T4—Raum genau dann, wenn zu jeder abgeschlos-
senen Teilmenge A C X und jedem beschrdnkten Intervall I C R und jedem
f: A — 1 stetig eine stetige Funktion g: X — 1 existiert mit gla = 1.

Beweis. Sei zuerst die Existenz der Erweiterungen vorausgesetzt. Seien A, B C X
abgeschlossen und ANB = (. A UB ist abgeschlossen. Definiere f : AUB — [0, 1]
durch f(a) =0 fiir alle a € A, f(b) =1 fiir alle b € B. Nun ist A = (AUB)N X\ B,
also ist A offen in A UB. Ebenso ist mit B = (AUB)N X\ A auch B offen in A UB.
Damit ist klar, daf8 f stetig ist, denn alle Urbilder von f sind (), A U B, A oder B.

Mit der Voraussetzung existiert eine stetige Funktion g : X — [0, 1] mit glaus = T.
Insbesondere ist g|a =0, g|g = 1. Mit der ,einfacheren” Implikation des Satzes von
Urysohn folgt, dafl X T4—Raum ist.

Sei nun X als Ty—Raum vorausgesetzt. Sei A C X abgeschlossen, f : A — [ stetig.
Wir kénnen I = [—1,1] annehmen. Denn ist [ = [a,b], a < b (daB I abgeschlossen
ist, kénnen wir offensichtlich durch VergroBerung des Wertebereichs erreichen), so
ist @ : [a,b] — [-1,1], @o(t) = bf—at + ( — %). Betrachte dann statt f die
Funktion f’ = @ of. Zu f’ existiert dann (nachdem wir den Nachweis fiir [ = [—1, 1]
gefiihrt haben) ein g’ : X — [—1,1] mit g’|a = f’. Setze dann g = @' o g’. Die
Funktion g : X — [a,b] ist stetig und gla = @ ' og/la = @ 'o@of = f. Sei
also f: A — [—1,1] stetig. Wir konstruieren g, : X — R und finden die gesuchte
Funktion als Grenzwert der g,,. Wir zeigen: Es existieren gn,h, : X — R stetig mit
gn+1 = gn t+ hn und

(1) gn: X2 [-1+($)"1-(3)"]
(2) If(x) — gn(x)| < (3)" fiir alle x € A

(3) hn: X = [ 1(2)™ 1(2)M mit [f(x) — (gn(x) + ha(x))] < (2)

1 fir alle

Wir fithren die Konstruktion der g, h,, rekursiv. Fiir n = 1 benutze Lemma 7.6.

Damit existiert g7 : X — [f 15, %] stetig mit [f(x) — g1 (x)| < % fiir alle x € A. Nun
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betrachte f — gi]|a : A — [f %, ﬂ f — g1|a ist stetig. Nochmals mit Lemma 7.6
existiert hy : X — [— 1.2 1. 7] stetig mit |(f — g1]a)(x) — hi(x)] < (3) fir alle

x € A. g7 und hy erfilllen die Eigenschaften (1), (2), (3).

Seien nun ¢g1,...,9n, hi,...,h, bereits passend gefunden. Wie festgehalten ist
gn+1 = gn + hn. Dann gelten:

zu (1): gny1(x) = gn(x) +ha(x) < 71— (%)n+1§(%)n =1- (%)n+1 und gn1(x) >
)= ()

u (2): [f(x) = gns1(x)| = [f(x) = (gn(x) + hn(x))| < (5)" "1 nach Eigenschaft (3)
fiir n.

zu (3): Betrachte f — gni1/a 1 A —) [— (%)nﬂ, (%)nﬂ]. Mit Lemma 7.6 existiert

1 L 2
et X = [=3(3)" 1(2)™] stetig mit [hy o (x)—(f—gns1la) (¥)] < (3)"
Damit ist die rekursive Konstruktion von g, h, erledigt.

Die (gn)nen, 9 : X — R bilden eine Cauchy-Folge in dem Banachraum CP°(X)
(CP(X) ={f:X — R: stetig, beschrénkt}) mit der Supremumsnorm || - ||o,. Es gilt
namlich fiir m > n

[gn —gmlle = suplgn(x) —gm(x)l = sug‘ Z hk(x)’ < sug Z lhi(x)
XE — X€ _

xeX

INS
w\

mZ % <—i(%)k—>0 mit n — oo
= 3 _3k:n 3 )

Da Cy(X) vollstandig ist, existiert g : X — R stetig, beschrankt mit lim, _, ||g —
gnlle = 0. Mit (2) gilt f(x) = g(x) fur alle x € A und der Satz ist gezeigt, falls
I =[a,b].

Bleibt zu liberlegen, ob die Wertebereiche von g auch halboffene bzw. offene Inter-
valle sind, falls dies bei f der Fall war.

Sei I = [a,b). Ohne Einschrdnkung kann man a = 0, b = 1 annehmen. Ist f :

— [0,1) (C [0,1]), so existiert nach dem gerade Gezeigten ein § : X — [0, 1]
stetig mit §|a = f. Dann ist B ={x € X: §(x) = 1} abgeschlossen, und auferdem
ANB=0,daJ(A)=1(A) C[0,1). Mit dem Lemma von Urysohn (Satz 7.4) gibt
es g’ : X — [0, 1] stetig mit g’|a = 1, g'|p = 0. Setze nun g(x) := min{J(x), g’ (x)},
g: X — [0,1]. Fiir g gilt: glg = g'|g = 0, und fiir x € X\ B gilt g(x) < g(x) < 1.
Damit ist g : X — [0, 1) stetig. AuBerdem gilt gla = §la = f.

Fiir den Fall I = (a, b] ist ohne Einschrankung a = —1, b = 0. Betrachte —f statt
f, und man ist fertig.

Bleibt noch I = (a,b). Ohne Einschrankung ist a=—1,b=1.Zuf: A — (—1,1)
stetig setze f*(x) = max{f(x),0} und f (x) = max{—f(x),0}. Es gilt f* : A — [0, 1)
ist stetigund f~ : A — [0, 1) ist stetig und f = f* —f~. Wir wissen inzwischen, daf}
stetige Funktionen g™ : X — [0,1), g~ : X — [0, 1) existieren mit f* = g*|5 und
f~ =g |a. Setze g = g™ — g~ . Dann hat man g: X — (—1,1) stetig und g|lp = f.
([l
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Das folgende Beispiel belegt, dal man beim Satz von Tietze nicht auf die Abge-
schlossenheit von A verzichten kann.

Sei X [0,1] (mit der natiirlichen Topologie) und A = (0, 1]. Betrachte f: (0,1] —
[—1,1], f(x) = s1n . T ist stetig. Hs kann kein ¢ : [0,1] — [—1, 1] stetig geben mit
g| 0, ” = f. Denn egal wie man g(0) € [—1,1] wahlt, es gibt x > 0 beliebig klein mit
|s1n —g(0)] > 1.

Folgende Resultate sollten als Ubungsaufgabe bearbeitet werden.

Proposition 7.8 Set (X,0) ein topologischer Raum, der das 2. Abzdhlbar-
keitsaziom erfillt (abzdhlbare Basis fir O). Dann sind dquivalent:

(a) X st vollstdndig reguldr
(b) X ist metristerbar (d.h. O wird durch eine Metrik definiert)

(c) X ist normal.

Beweis. Ubung.
Beispiel: (Ubung)

Sei X = R?2\ ({(0,0)} U{(%,y) ER*: y#0,ne D\l}) mit der von R? induzierten
natiirlichen Topologie. Betrachte folgende Relation R auf X:

(XaU)R(Z)W) — X =2Zz.

Man zeige: Der Quotientenraum X/ ist Hausdorffsch, aber nicht vollstdndig regulér
(nicht einmal reguldr). X hingegen ist vollstandig regulér.
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8 Zusammenhingende Riume

Definition 8.1 Ein topologischer Raum (X, O) heifst zusammenhdngend, falls
gult:

X=U;ul,, U;,U; €0, U]ﬂUzZ@ = U]:@ oder Uzzw

Eiwne Teilmenge Y C X heifft zusammenhdngend wn X, falls (Y,Oy) zusam-
menhdngend 1st.

Bemerkung:

(1) (X,0) ist zusammenh&ngend genau dann, wenn gilt:

X=AjUA;, A1,Ayed, A1NA, =0 = A1 =0 oder A, =0.

(2) (X, O) ist zusammenhingend genau dann, wenn () und X die einzigen zugleich
offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X sind.

Beispiele:

(1) (X,P(X)) (diskrete Topologie). Y C X ist zusammenh&ngend genau dann,
wenn Y = {x}, x € X.

(2) (X,{0,X}) ist zusammenhingend (vergleiche Bemerkung (2)).
(3) X =Q C R mit induzierter Topologie (# diskrete Topologie).
Y C Q ist zusammenhédngend = Y = {x}.

Ist ndmlich Y zusammenhéngend und x,y € Y, x <y (ohne Einschrankung),
so wahle a € R\Q mit x < a < y. Dann gilt Y = (YN (—o00,a)) U (YN(a,o0)),
YN (—oo,a) und YN (a,c0) sind offen und disjunkt und beide nichtleer, da
x€YN(—oo,a) undy € YN (a,oo).

Insbesondere ist Q nicht zusammenhéngend (Q ist total unzusammenhéngend,
siehe spater).

Lemma 8.2 Set Y C (X,0). Y ist zusammenhdngend (in X) genau dann, wenn
gult:

U, U, €0, YCU;UU,, YAU NU, =0 = YCU; oder YCU,.

Beweis. Y zusammenhéngend (in X) ist dquivalent zu: (W; NY)U (U NY) =Y und
(WiNY)N(U2nY)=0 = UWiNY=0oder U;NY =0.Da (UNY)N(UNY) =0
aquivalent zu YNU;NU, = @ und (U;NY)U(U,NY) = Y aquivalent zu Y C U; UU;,
folgt schliefllich die Behauptung, da die rechten Seiten unter den Voraussetzungen
aquivalent sind. a

Lemma 8.3 Seten Y; C X, i € I, zusammenhdngende Teitlmengen (in X) mat
Nic1 Yi # 0. Dann ist | J;c; Yi zusammenhdngend (in X).
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Beweis. Seien U;,U; € O mit UieIYi C U; U Uy und (UieIYi) NUNU, =
(. Wir nehmen an, daf (J;c;Yi € Uz. Dann gibt es ip € I mit Y;, € U,. Da
Yi, zusammenhangend ist, mufl Y;, C U; gelten (Lemma 8.2 angewendet auf Y ;
Yio C Uy UUy, Yio NUNU; = @')

Daraus folgt: Y; C Uy filir alle i € I. Tatsachlich ist () # Mic1 Yi € Vi, € Uy, also

YiNnUy # 0 fiir alle i € I und somit Y; € Uy. Folglich (J;; Y1 € Us. O
Korollar 8.4 Seien Yq,...,Y, C X zusammenhdngende Teilmengen mat Yy N
Yei1#0 firk=1,...,n—1. Dann ist UE:] Yk zusammenhdngend.

Beweis. Induktion iiber k: ?k =Y U...UYy ist zusammenh&angend mit Induk-
tionsvoraussetzung. Mit Yy N Yy 1 # 0 folgt aus Lemma 8.3, daB U]i(:]] Y; zusam-
menhéngend ist. |

Satz 8.5 Die zusammenhdangenden Teilmengen von R sind genau die Inter-
valle (d.h. [a,b] fir —co < a < b < oo, (a,b) fir —co < a<b < oo, (a,b] fir
—c0<a<b<oo;[ab) fir—oco<a<b<oound().

Beweis.

(i) Als erstes zeigen wir, daB [a, b], a < b zusammenhingend ist. Angenommen
[a,b] = AUB, ANB =0, A,B € o/ und A # (), B+# (. Da A und B
abgeschlossen und beschrankt sind, gilt x := supA € A und y :=supB € B.
Andererseits sind A und B auch offen in [a, b]. Insbesondere existiert & > 0
mit (x—56,x+6)N[a,b] C A. Also ist x = b. Die gleiche Argumentation liefert
y = b, im Widerspruch zu AN B = (.

(ii) Nun zeigen wir die folgende Aquivalenz

() M CR ist zusammenhédngend —
fiir alle x1,x2 € M, x1 < x2 gilt [x1,%2] € M.

Beweis von (*).,<%: Sei x € M fest, y € M. Betrachte [x,y] falls y > x oder
[y, x], falls y < x. Nach Voraussetzung ist [x,y] € M bzw. [y, x] € M. Damit

gilt
M = U [x,y] U U [u,x]

yeM,y>x yeM,y<x
(Ix,yl, [y, x] zusammenhéngend wegen (i)).

Da MNyemysxUl N Nyemy<x¥, X 3 x, folgt mit Lemma 8.3, da8 M
zusammenhangend ist.

»=% Sel M zusammenhangend vorausgesetzt. Angenommen es existeren
X,y € M, x <y mit [x,y] € M, so heiflt dies, dal ein a € R\ M existiert mit
x < a <y. Dann gilt fiir Uy = (—o0,a)NM, Uy = (a,c0)NM: M = U; UU5,
U;,U; offen in M, U; NU, = @, aber x € Uy, y € U,. D.h. M ist nicht
zusammenhdngend, ein Widerspruch.
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(iii) Wir benutzen nun die Charakterisierung von (*). Ist M ein Intervall, so erfiillte
M die rechts—stehende Eigenschaft in (x), ist also zusammenhangend.

Erfillt M umgekehrt diese Eigenschaft (weil M zusammenhéngend vorausge-
setzt ist), so liberlegen wir, da8 M ein Intervall ist. Tatsdchlich erh&lt man
mit Fallunterscheidung:

1. Fall: M beschrankt. Dann existieren inf M, sup M in R.
(a) inf M,supM e M (1:1>) [inf M, supM] C M
= [inf M,supM] = M.
(b) infM € M, supM ¢ M. seien x, € M monoton wachsend mit
imp oo Xn = supM = [infM,x,] C M fiir allen ¢ N =
U5, linf M, x] € M. Mit x,, — sup M gilt sogar [ J; ; [inf M, x| =
M. Andererseits ist Uf; linf M, x] = [inf M, sup M).
(c) infM ¢ M, supM € M,
(d) infM ¢ M, supM ¢ M,
2. Fall: M nicht nach unten beschrankt und nach oben beschrinkt,
3. Fall: M beschrankt nach unten und nicht nach oben beschrinkt,

4, Fall: M beidseitig unbeschrénkt,

werden analog behandelt. O

Kehren wir zu allgemeinen topologischen Rdumen zuriick.

Proposition 8.6 Se: (X, Q) topologischer Raum, A C X set zusammenhdngend,
und flir B C X gelte A C B C A C X. Dann ist auch B zusammenhdngend.

Beweis. Sei B C U;UlU,, Uy, U; € O, BNU;NU, = (. Dann ist auch A C U; UU,,
ANU; NU, =(@. Da A zusammenhingend ist, gilt (ohne Einschrénkung) A C U,
(vergleiche Lemma 8.2). Aus A C Uy, AnNU;NnU; = 0 folgt AnU; = 0§, also
A C X\ U. Da X\ U, abgeschlossen ist, folgt B C A C X\ U,. B C X\ Uy,
B C U; UU; impliziert B C U;. Mit Lemma 8.2 ist B zusammenhangend. O

Bemerkung: Mit Proposition 8.6 hat man insbesondere:

A zusammenhangend = A zusammenhéngend.

Satz 8.7 Sei (X,0) topologischer Raum, B # M C X sei zusammenhangend.
Dann existiert eine gréfite zusammenhdangende Tetlmenge in X, die M enthdlt.

Die gréfte zusammenhdngende Teilmenge von X, die x € X (M = {x}) enthilt,
heift die Zusammenhangskomponente von x. Es gelten:
(a) Jede zusammenhdngende Teilmenge von X liegt in (ezakt) einer Zusam-
menhangskomponente.

(b) Zusammenhangskomponenten sind abgeschlossen.

(c) Verschiedene Zusammenhangskomponenten sind disjunkt.
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Beweis. Sei () # M zusammenhingend. Offensichtlich gilt:

Mc |J Y uwmd Mc ()
YCX zushgd. YCX zushgd.
MCY MCY

Mit Lemma 8.3 ist |Jvcx sushga. Y zusammenh8ngend (dies ist die gréfite zusam-
MCY

menhédngende Menge, die M enthalt). Mit Proposition 8.6 folgt, da8 (ycx sushga. Y
MCY
auch zusammenhéingend ist. Also ist (ycx zushga. Y abgeschlossen, insbesondere ist
MCY

(b) gezeigt.

(a) ist klar. Bleibt (c) zu priifen. Waren Ky, K, zwei Zusammenhangskomponenten
mit K; N K; # 0. Dann wire K; U K, zusammenhingend (Lemma 8.3). Mit der
Maximalitat folgt K; = K;. ([l

Definition 8.8 Ein topologischer Raum X heifit total unzusammenhdngend,
wenn fur jedes x € X die Zusammenhangskomponente von x gleich {x} 1st.

Beispiel: Das Cantorsche Diskontinuum (siehe Seite 24) ist total unzusammen-
hangend.

In enger Verbindung zum Begriff Zusammenhang steht der Zwischenwertsatz.

Proposition 8.9 Seien X und Y zwet topologische Raume, X set zusammen-
hdngend. Ist f: X — Y stetig, so ist auch f(X) zusammenhdngend.

Beweis. Indem wir f : X — f(X) betrachten, kdnnen wir f surjektiv annehmen. Ist
M C f(X) offen und abgeschlossen, so ist auch f~'(M) offen und abgeschlossen in
X. Somit ist £~ 1'(M) = 0 oder f (M) = X. f (M) = 0 impliziert M = (), und
f~1(M) = X impliziert M =Y. D.h. Y = f(X) ist zusammenhingend. O

Korollar 8.10 Se: X zusammenhdngend, f: X — R stetig. Sind s,t € f(X), so
nimmt f jeden Wert zwischen s und t an.

Beweis. Mit Proposition 8.9 ist f(X) C R zusammenhingend. Mit dem Beweis-
schritt (ii) von Satz 8.5 folgt direkt die Behauptung. O
Mit Blick auf den Euklidischen Raum R¢ ist das folgende Resultat zu kartesischen

Produkten wichtig.

Satz 8.11 Seien (Xi)ic1 topologische Rdume. Es gilt: X = [ [,
menhdngend genau dann, wenn alle X, i € I, zusammenhdngend sind.

X; 18t zusam-

Beweis. Ist X = [];.;X; zusammenhéngend, so ist mit Proposition 8.9 auch
pi(X) = X; zusammenhéngend (p; : X — X; Projektion).

Die umgekehrte Beweisrichtung wird in drei Schritten bearbeitet.
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(1)

I ={1,2}, X = X; x X3, X3,X; zusammenh&ngend. Zu x; € Xj, x2 € X3
betrachte die stetigen Abbildungen

X2 = X1} x X Yy (x1,Y)

X1 = Xy x {x2} x = (x,%2)

Mit Proposition 8.9 sind {x;} x X, und X; X {x,} zusammenhingend. Mit
Lemma 8.3 ist ({x1} x X2) U (X7 x {x2}) zusammenhingend, da (x1,x2) €
(fx1} x X2) N (X7 x {x2}). Fiir festes x, € X, betrachte

U talxX2) U (X x {x2}).

x2€X2

Diese Menge ist zusammenhangend wiederum mit Lemma 8.3, denn fiir jedes
y € X, gilt: (x1,y) € mxzeXz ({x1} x X2)U (X7 x{x2}). Nun ist aber X7 x X; =
Us,ex, {31} x X2) U (Xq x {x2}).

I endlich. Mit Induktion folgt: [
(1))-

I beliebig. Sei x = (xi)ier € X = [ [;<; Xi- K = K(x) sei die Zusammenhangs-
komponente von x. Wir zeigen K = X. Es geniigt zu zeigen, dafl K dicht in
X liegt, da K abgeschlossen ist. Eine Basis der Topologie von X bilden die
Mengen

ic1 Xi ist zusammenhéngend (Schritt wie in

n
U= ﬂ pi_,j (Ui, ), Uy, C X, offen.
k=1

Zu zeigen ist KNU # ) fir alle derartigen U. Wahle y;, € Ui, k=1,...,n,
fest, und setze y = (yi)ier mit

Yiy fﬁri:ik,k:L...,n
Yi =
' xi  firid {ir,...,in}.

Damit ist y € U. Wir zeigen nun: Es gibt eine zusammenhéngende Teilmenge
S C Kmit x,y € S. Dann gilt jaS C K =K(x), alsoy € K,d.h. y € KNU # 0.
Setze also

S:= {ZE X: zy =x fur allei¢{11,...,in}}.

Damit ist x,y € S. S ist auch zusammenhéngend. Dazu betrachte folgende
Abbildung

n
Hxik_)s» (Ziyy ooy Ziy) 2 2= (Zi)ier,
k=1

. Ziy fﬁri:ik,k:L...,n
wobel z; =

xi  firi¢{i,...,in}

Diese Abbildung ist stetig. Mit (2) und Proposition 8.9 ist S zusammenhin-
gend. O

Zum Abschlufl dieses Abschnitts sei noch der Begriff des Wegzusammenhangs er-
lautert.
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Definition 8.12 Se: X ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung w :
[0,1] — X heift Weg (oder Bogen) in X. X heifst wegzusammenhdingend, wenn
es zu x,y € X etnen Weg w in X gibt mit w(0) =x, w(1) =y. Ewne Teilmenge
Y C X hefst wegzusammenhdngend, falls (Y, Oy) wegzusammenhdngend ist.

Proposition 8.13 Ein wegzusammenhangender Raum X ist auch zusammen-
hangend.

Beweis. Wahle x € X fest. Zu jedem y € X existiert wy : [0,1] — X stetig mit

wy (0) = x, wy (1) =y. wy ([0, 1]) ist zusammenh&ngend mit Proposition 8.9. Da x €

ﬂyGX wy ([0, 1]) ist mit Lemma 8.3 auch X = UyGX wy ([0, 1]) zusammenh&ngend.
([l

Die Umkehrung von Proposition 8.13 gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigen
wird.

Die Resultate 8.9 und Satz 8.11 gelten sinngeméaf auch fiir wegzusammenhéngende
Raume (Ubungsaufgaben).

Beispiel: Bezeichne X := {(O,y) 1<y < 1} CR?und Y := {(x, sin): 0<
x < 1} C R?. Man beachte X C Y und Y ist wegzusammenh&ngend (Nachweis zur
Ubung).

Es gilt: X U Y ist zusammenhéangend, aber nicht wegzusammenhangend.

Beweis dazu: Y ist wegzusammenhingend, also auch zusammenhédngend. Mit Y C
XUY CYist XUY zusammenhéngend (siehe Proposition 8.6).

X UY ist nicht wegzusammenhingend. Angenommen es gibt w : [0,1] — X UY
stetig mit w(0) = (0,0) und w(1) = (1,0). Schreibe w(t) = (w1 (t),w2(t)), wi,w;
stetig. Da X C X UY abgeschlossen, ist auch w—'(X) C [0, 1] abgeschlossen. Mit
w(0) = (0,0) gilt 0 € w—'(X). Bezeichne s = supw~' (X). Daw~'(X) abgeschlossen
ist, haben wir s € w—'(X), insbesondere gilt w1 (s) = 0. Wir zeigen nun, da w,
nicht stetig in s ist. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, da w,(s) < 0 (wa(s) > 0
behandelt man analog). Es gilt 0 < s < 1 (da w(1) = (1,0) ¢ X). Fiir alle 6 > 0
mit s + 6 < 1 gilt dann wi(s + 8) > 0 (sonst (wi(s + 8),wa(s +98)) € X, d.h.
s+5 €w (X),aber s € supw ' (X)). Wahle n € N: 0 =wi (s) < 7727 < wi(s+9).
Mit dem Zwischenwertsatz existiert t € (s,s + 6) mit wq(t) = ﬁ.
wy(t) = sinw =1, also wa(t) —w3(s) > 1, d.h. w; ist nicht stetig in s, ein
Widerspruch. a

Dann ist
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9 Konvergenz und Filter

In metrischen Raumen laft sich Konvergenz iiber Folgen definieren. In allgemei-
nen topologischen Rdumen reicht dieser Begriff jedoch nicht aus. Dieser Abschnitt
beschreibt die allgemeineren Begriffe, die zu einem Verstandnis von Konvergenz in
topologischen Rdumen fiihren.

Definition 9.1 (Konvergenz von Folgen in topologischen Riumen)

Eiwne Folge (xn)nen von Punkten eines topologischen Raumes (X,0) konver-
giert gegen einen Punkt x € X (in Zeichen x, — x), falls fir alle U € % (x)
emn ng € N existrert mit x, € UVYn > ng. x hetfft dann auch Limespunkt.

Ewn Punkt x € X heyft Hiufungspunkt der Folge (xn)new, falls fir alle U €
U (x) gilt: (L€ N: x4 € U} = 0o (d.h. in jeder Umgebung von x liegen unendlich
viele Folgenglieder).

Bemerkung: Es geniigt, sich auf eine Umgebungsbasis zu beschranken.

In metrischen Rdumen lassen sich topologische Begriffe wie Beriithrpunkt, Rand-
punkt oder Stetigkeit iiber Folgen definieren. In beliebigen topologischen Raumen
gilt das nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel: Sei (X,0) = [[(R, Okan), also X = R¥ = Abb(R, R). Punkte in X werden
mit f = (f(t))ier identifiziert. Umgebungsbasis ist das Mengensystem

{Hut - Uy € Z(f(t)),t € R, wobei U; =R fiir t € R\ E, E C R endlich}
teR

0.B.d.A. kann man
Uy =B (f(t)) ={s e R: [f(t)—s| < ¢} (te k)
setzen. Damit folgt

[Tui={oeX: vtek: [fly—gtl<e} = VIfEe).
teR

Die Umgebungsbasis wird dann durch
U(f) :={V(f,E,e): ECR, E endlich, ¢ > 0}
definiert.

Eine Folge (f;)icn konvergiert nach dieser Topologie gegen f € X genau dann, wenn

YV(f,E,e): o e N: Vi>ip: fi € V(f,E ¢€)
&< VECR, Eendlich: f; —» fauf E
— VteR: fi(t) - f(t)
& (fi)ien konvergiert punktweise gegen f

Die hier beschriebene Topologie heiit Topologie der punktweisen Konvergenz
auf Abb(R,R).
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Wir zeigen nun, dafl es fiir die Menge M = {f € X : f(R) C {0,1}, f(t) =
1 fiir fast alle t € R} einen Punkt im Abschlu8 von M gibt, der durch keine Fol-
ge in M erreicht werden kann.

Betrachte dazu fo(t) = 0 (Nullfunktion).

Behauptung 1: fo € M. Zu zeigen: jede Umgebung V/(fo,E, ¢) schneidet M. Be-

trachte
0 tekE
gc Xa g(t) =
1 teR\E

Dann gilt g € M und g € V(fo, E, ¢) fiir alle ¢ > 0. Also ist fo € M.

Behauptung 2: Keine Folge (fi)ien in M konvergiert gegen fo. Hs gibt endliche
Mengen E; C R mit fi(t) = 1 fir alle t € R\ E; (i € N). Falls also f; gegen fo
konvergiert, so gilt
te [JR\E: =R\ [JE::  folt) =1,
ieN ieN

wobei (i Eit # R, da (J; Ei hochstens abzéhlbar. Das wére aber ein Wider-
spruch zu fy = 0.

Bemerkung (ohne Beweis): Im Gegensatz zur Topologie der gleichmé&Bigen Kon-
vergenz auf einem abgeschlossenen Intervall ist die Topologie der punktweisen Kon-
vergenz nicht metrisierbar. Ein Grund dafiir ist das Fehlen des 1. Abzahlbarkeits-
axioms.

Proposition 9.2 Se: (X,0) ein topologischer Raum, der das 1. Abzdhlbar-
keitsaziom erfillt.
(a) Fir M C X, M #0 und x € X gilt:

xeM — El(xi)ieh\l CM: x4 — X.

imo0
(b) Fir O C X gult:

00 < V(xi)ien CX: (Xi—)XGO = JdipeN: xi€OViZio)
(¢) Fir A CX gilt:

Acog V(Xi)ieNgAZ(Xi—)X:}XEA).
Beweis.

(a) ,=“: Sei x € M. Da X Al-Raum, existiert eine abzihlbare Umgebungsbasis
U(x) ={V;: 1€ N} von x. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei Vi 1 C
V; fiir alle i € N (sonst gehe zu Vi,Vi NV,,...,ViN...NV,,... Uber). Da
x € M gilt V; "M # () fiir alle i € N. Wahle ein x; € Vi "M pro i € N. Dann
fOlgt (Xi)ieN — X.

2= Sel (xi)iew € M, xi — x, d.h. fiir alle U € % (x) gibt es ein iy € N mit
xi, € U, also x;, € UNM. Also ist UNM # () fiir alle U € % (x), d.h. x € M.



9 KONVERGENZ UND FILTER 46

(b) ,=“: klar, da O € % (x).
»<": Sei A := [O. Wir zeigen: A ist abgeschlossen. Nach (a) existiert zu x € A
eine Folge (xi)ien € A mit x; — x. Annahme: x ¢ A, also x € O. Dann gibt

es ein ip € N mit x; € O = CA fiir alle i > 1o, im Widerspruch zu x; € A fiir
alleie N, also A C A CA.

(c) = Sei A € & und (xi)ien € A mit x; — x. Annahme: x ¢ A, also
x € CA € O. Nach (b) existiert ein iy € N mit x; € O fiir alle i > iy, im
Widerspruch zu x; € A fiir alle i € N.

»<": Sei x € A. Nach (a) existiert eine Folge (x;)ien mit x; — x. Dann sagt

die Voraussetzung aber, dafl x; — x € A, also A = A. ([l

Ubungsaufgabe: Sei (X, ) ein topologischer A1-Raum. Sei (X', ©’) ein topolo-
gischer Raum und f : X — X’ eine Abbildung. Dann gilt fir x € X:

fstetigin x < V(xi)iew € Xmit x; —: f(xi) — f(x).

1— 00 1— 00

Eine dem obigen Beispiel addquate Konvergenztheorie liefert der Begriff des Filters,
die auf H. Cartan 1937 zuriickgeht.

Definition 9.3 (a) Ein Mengensystem F C P(X) heift Filter auf X, wenn
gult:
(i) F#Dund O & F.
(i) FEF undFCM = MCF, wobet M C X.
(1) F1,...,Fn € F = N, Fi € F, wobei n € N.
(b) Ein Teilsystem G C F heifst Filterbasis (oder Raster) fir einen Filter

F auf X, wenn gilt
VFe F3GegG: GCF

Beispiele:

(i) Sei X eine Menge mit ) # A C X. Dann ist F :={F C X: A C F} ein Filter
auf X. & .= {A} ist eine Basis fiir F.

(ii) Sei (X, O) topologischer Raum. Die Menge 7% (x) der Umgebungen eines Punk-
tes x € X ist ein Filter auf X, der Umgebungsfilter von x.

(iii) Sei (xi)ien eine Folge in einer Menge X. Das System B der Mengen By := {x; :
i >k}, k € N, definiert eine Filterbasis fiir einen Filter F auf X. F heifit der
von der Folge (xi)icny erzeugte Filter.

Fir eine verallgemeinerte Konvergenztheorie kann man fiir einen Punkt x € X sein
Umgebungssystem als Indexmenge fiir ,,Folgen“ nehmen. Dies ist der Grundgedanke
des Filterkonzepts. Bevor wir zur Konvergenz von Filtern gelangen, folgen noch ein
paar allgemeinere Begriffe.
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Definition 9.4 (a) Ein Filter F heifit frei, wenn (. F = 0, und fixiert,
wenn (\per F#0.

(b) Seien Fy,F, zwetr Filter auf X. F; heifst feiner als F, und entsprechend
F> grober als Fi, wenn F1 O F>.

(c) Ein Filter F auf X heifst Ultrafilter, wenn es keinen Filter auf X gibt,
der echt feiner ist als F.

Beispiele:

(i) % = {(a,oo) T a€ IR} ist Basis eines Filters F auf R. F heifit Fréchet—
Filter auf R. Dies ist ein freier Filter.

(ii) Der Umgebungsfilter eines Punktes ist ein fixierter Filter.
Satz 9.5 Jeder Filter F st in etnem Ultrafilter enthalten.

Beweis. Sei @ die Menge aller Filter, die feiner sind als F. @ ist durch C eine
geordnete Menge. Sei @ eine linear geordnete Teilmenge von ®. Dann ist | Feo, &
eine obere Schranke von @y (beachte: (Jzq, F ist wieder ein Filter; (i) ist klar;
(ii), (iii) klar, da F € @ alle Filter sind). @ ist demnach induktiv geordnet. Nach
dem Zornschen Lemma besitzt @ ein maximales Element G. Dies ist der gesuchte
Ultrafilter. ]

Bemerkung: Dieser Ultrafilter ist i.a. jedoch nicht eindeutig bestimmt.

Satz 9.6 F ist genau dann ein Ultrafilter auf X, wenn fir alle A C X entweder
A € F oder X\ A € F gult.

Beweis. ,=% Da AN (X\ A) = () kann es in einem Filter F keine zwei Mengen
Fi; und F, geben mit F; € A und F, C X\ A. Also schneiden alle Elemente aus
F entweder A oder X \ A. Angenommen FN A # () fiir alle F € F. Dann ist
{FNA: F € F} eine Basis fiir einen Filter G, der feiner ist als F und A enthalt. Da
F Ultrafilter ist, folgt 7 = G. Der Fall FN CA fiir alle F € F wird analog gefiihrt.

Sei nun fiir alle A C X entweder A € F oder CA € F. Annahme: G sei feiner als
F, dh.esgibt G € Gmit G ¢ F, also X\ G € F C G. Da aber G und CG nicht
zugleich in G sein kénnen, haben wir einen Widerspruch zu (iii). Also mufl F schon
Ultrafilter gewesen sein. (]

Korollar 9.7 Ein Filter F auf X st genau dann ein fizierter Ultrafilter, wenn
F={FCX: x €F} flir ein x € X.

Definition 9.8 Se: (X, 0) ein topologischer Raum.

(a) Ein Filter F konvergiert gegen x € X (in Zeichen: F — x), falls F D
U (x). x heifst dann Limespunkt von F.
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(b) x € X heift Beriihrpunkt des Filters F, falls FNUW # 0 fir alle U € % (x)
und fir alle F € F. Die Menge der Beruhrpunkte eines Filter ist demnach

NrerF
Beispiele:

(1) Sei (xn)nen Folge in einem topologischen Raum (X, O). F sei der von (xn )nen
erzeugte Filter auf X. Dann gilt fiir x € X:

x ist Haufungspunkt von (xn)nenw <= x ist Berithrpunkt von F.

(ii) Der Fréchet—Filter auf R besitzt keine Berithrpunkte.
(iii) (X,O) sei topologischer Raum und () # A C X eine Menge. A ist genau die
Menge der Beriithrpunkte des Filters F:={F C X: A C F}.

Satz 9.9 Se: X eine Menge. Ein Punktx € X 1st genau dann Berthrpunkt eines
Fulters F auf X, wenn es einen Filter G auf X gibt mit folgenden Eigenschaften:

() G st feiner als F.
(11) G konvergiert gegen x.
Beweis. ,=“: Sei x Beriihrpunkt des Filters F. Dann definiert {UNF : U €

% (x), F € F} eine Filterbasis eines Filters G. Klar ist: G ist feiner als F und
konvergiert per definitionem gegen x.

»<=“Da g — x gilt fiir alle U € % (x) U € G. Ebenso gilt fiir alle F€ F F € G, da
F C G. Folglich ist UNF # () (da G ein Filter ist), d.h. x ist Berithrpunkt von F. O

Der folgende Satz ist das Analogon zu Proposition 9.2.

Satz 9.10 Se: (X,0) ein topologischer Raum.

(a) Fir M C X, M #( und x € X gilt
xEM <& 3 Filter F auf X: MeF und F —x.
(b) Fir O C X gult
0ce® < VFilterFaufX: (F—-x€0 = 0¢cXF)
(c¢) Fur A CX gult
Acw & V FiterF auf XmitAcF: (F—=x = x€cA)

Beweis.

(a) ,=“: Sei x € M. Dann ist {UNM : U € % (x)} Basis eines Filters G. M € G
und per definitionem % (x) C G, d.h. G — x.

& Wegen F — x folgt UNM #£ ) fiir alle U € % (x), falls M € F, d.h.
aber x € M.
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(b) ,=“:Sei O € O und F ein Filter mit 7 — x € O. Dann existiert ein U € % (x)
mit U C O. Wegen % (x) C F folgt U € F und damit O € F.

»<* Wir zeigen: A := (O € 7. Sei x € A. Nach (a) existiert ein Filter F
auf X mit A € F und F — x. Annahme: x ¢ A, d.h. x € O, dann ist nach
Voraussetzung O € F, also ONA #(, da ONA € F, ein Widerspruch. Also
ist ACACA.

(c) y=: Sei A € & und F ein Filter mit 7 — x, A € F. Annahme: x ¢ A, d.h.
x € CA = O € O. Nach (b) folgt dann O € F, was abermals den Widerspruch
AN O # () erzeugt. Also ist x € A.

»<": Sei x € A. Nach (a) gibt es einen Filter F auf X mit A € F und F — x.
Nach Voraussetzung folgt dann aber x € A, d.h. ACACA. |

Bemerkung: Der Beweis folgt analog dem Beweis von Proposition 9.2, denn dort
liegt bereits das abstraktere Konzept des Filters zugrunde.

Ubung: Seien (X, ®) und (X’,©’) zwei topologische Raume und f : X — X’ eine
Abbildung. Man zeige:

f stetigin x € X <=V Filter F auf X gilt: (]—' - x = f(F) - f(x)).
f(F) ist dabei der von {f(F): F € F} erzeugte Filter auf X’. Dieser Filter wird auch
Bildfilter genannt.

Wir zeigen nun noch eine interessante Charakterisierung von Hausdorff-Raumen.

Satz 9.11 Ewn topologischer Raum (X, Q) ist genau dann ein Hausdorff-Raum,
wenn fir alle Filter F auf X gilt

(FoxeXund FoyeX) = x=uy. (%)

Beweis. ,=“: Sei F — x und F — y ein solcher Filter auf X. Dann gilt fiir alle
U € %(x) und fiir alle V € Z(y): UNV € F, insbesondere U NV # (. Ware
x # Yy, so widerspricht dies der T,—Eigenschaft, nach der insbesondere zwei offene
Umgebungen existieren, die x und y trennen.

2<% X besitze die Eigenschaft (). Annahme: x sei kein T)—Raum. Dann existieren
x,y € X, x #y, sodaB VU € Z(x) und VYV € Z (y): UNV =# (). Dann definiert
{Unv: Ue %(x), Ve %(y)} die Basis eines Filters F auf X. Da Z(x) C F
und Z(y) C F folgt F — x und F — y mit x # y, was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht. (|

Bemerkung: Hausdorff-Raume sind also genau die topologischen Raume, in denen
konvergente Filter einen eindeutigen Limes besitzen. Insbesondere gibt es Raume,
in welchen der Limes nicht eindeutig ist.

Beispiel: Betrachte (X, Oingis) mit [X| > 2. Sei F der von X erzeugte Filter, also
F ={X}. Dann gilt: F — x fiir alle x € X, denn % (x) = {X} = F.

Der Rest dieses Abschnitts stellt noch eine Verallgemeinerung von Folgen vor, die
ab und an einmal auftaucht. In der topologischen Literatur werden jedoch zumeist
Filter verwendet.
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Definition 9.12 (a) Eine Menge | heiyft gerichtet, wenn auf thr eine Rela-
tion < mit den folgenden Eigenschaften definiert ist:

(1) viel: 1i<Ai.
(i) 11 <ip, 2 <1z = 11 <iz3 (i1,iz,i3 €1).
(112) 11 <1y und iy <14 = 11=1 (i,iel).

(1) zu iy, i €1 gibt es ein i3 € I mat i1 < i3 und iy <i3.

Mt 17 < i, bezeichnet man Elemente, fir die i1 < i, und nicht i; < iy
gult.

(b) Ein Netz (oder eine Moore—Smith Folge) in einer Menge X ist eine
Abbildung © : 1 — X, i — x4 ewner gerichteten Menge 1 in die Menge X.
Man schreibt auch (xi)ic1 statt ©.

Beispiele:

(a) Jede Folge (xn)new ist ein Netz mit Indexmenge N.

(b) Sei (X, O) ein topologischer Raum und x € X. Das Umgebungssystem % (x)
wird beziiglich der Relation ,,C“ zu einer gerichteten Menge. Man definiert:
(xu)uea (x) konvergiert gegen x, wenn fiir alle U € %/ (x) : xy € U.

Allgemein definiert man:

Definition 9.13 Ein Netz (xi)ic1 tn einem topologischen Raum (X,O) heifit
konvergent gegen x € X, falls fir alle U € % (x) gult: Fip € 1: x; € UVi> .

Damit ist der folgende Satz ein Analogon zu Proposition 9.2 und die darauf folgende
Ubung.

Satz 9.14 Seien zwei topologische Rdume (X, 0) und (X’,O’) gegeben.

(a) Fiir ACX gilt: x€A <<= 3 Netz (xi)ie1 tn A mit x; — x.

(b) Ewne Funktion f: X — X' st stetig in x € X genau dann, wenn fur alle

Netze (xi)ie1 tn X mit x;y — x gult: (f()q))ieI — f(x) mm X'.

Beweis. Analog Proposition 9.2(a) und die folgende Ubung. |



10 KOMPAKTHEIT 51

10 Kompaktheit

Definition 10.1 Se: (X,O) topologischer Raum. X heiflit kompakt, falls jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung von X besitzt. D.h.
st X =ges S, ©C O, so gibt es S1,...,5, €6 mit X =i, Si.

M C X heft kompakt, falls (M, Om) kompakt 1st. M C X heyft relativ kompakt,
falls M C X kompakt ist.

Proposition 10.2 X ist genau dann kompakt, wenn jede Familie (A;)ic1, Ai €
o mit (;c; Ai = 0 endlich viele Ay, ..., Aq, mit ﬂ?ﬂ Ay, =0 enthdlt.

Beweis. Folgt direkt mit Komplementbildung. O
Proposition 10.3 Ist X kompakt, A C X abgeschlossen, so ist A kompakt.

Beweis. Bilde & C O eine Uberdeckung von A, d.h. A = Usee S- Dann existieren
S’ € Omit S=S'NA. Betrachte &’ ={S’: S € S}U{X\ A}. &’ ist eine offene
Uberdeckung von X. Somit existieren Si,...,Sh mit X = UL, S{U(X\A) und
folglich A = ™, S!NA =", Si. O

Proposition 10.4 Se: (X,0) ein Hausdorff-Raum, M C X. Ist M kompakt, so
1st M abgeschlossen.

Beweis. Man hat X \ M offen zu zeigen. Sei x € X\ M. Zu jedem y € M exi-
stieren Uy (x) € % (x) offen und U(y) € % (y) offen mit U, (x) N U(y) = 0, da X
Hausdorffsch ist. Nun ist M = UyEM(MﬂU(y)), und da M kompakt ist, existieren
Y1,--»Yn € M mit M = [J_;(M N U(y;)). Somit gilt M C Ui, U(yi). Setze
V(x) := N, Uy, (x). V(x) ist eine offene Umgebung von x, und wir haben

V(x) "M C ((n]uyi(x)) N (OU(yj)) — 9,
i=1 j=1

denn wire z € (i, Uy, (x)) N (Ui, U(y;)), soist z € Uy, (x) fiirallei=1,...,n
und z € U(y;) fiir ein j € {1,...,n} im Widerspruch zu Uy, (x) N U(y;) = 0. O

Satz 10.5 Sei [a,b] C R, R mit der natirlichen Topologie. Dann st [a,b] kom-
pakt.

Beweis. Sei G eine offene 'U'berdeckung von [a,b]. Man bezeichne

M := {x € (a,b]: es existieren S;,...,S,, € &: [a,x] C U Si}.

i=1

Wir zeigen:

(1) M#0,
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(2) b=supM,

(3) be M.

Zu (1): Sicher existiert ein S € &. Fiir S’ C R offen gilt dann S = S’ N [a, b], und
somit existieren y,8 € R mit a € (y,8) C S’. Das heifit auch [a,5) C S und dann
[a, “TH’} C S. Insbesondere gilt 242 € M.

Zu (2): Angenommen es wére ¢ := supM < b. Dann ist ¢ € (a,b) und sicherlich
existiert S € G mit ¢ € S. Dann existieren «,3 € Rmit a < a < ¢ < 3 < b und
(x, ) C S. Dac = sup M existiert x € M mit & < x < ¢, d.h. [a, x] wird von endlich
vielen Sq,...,S,, € & iiberdeckt, also wird [a,3) von Sq,...,S,, und S iiberdeckt,
und schliefllich [a, CZB} auch von Sq,...,S,, und S iiberdeckt. Insbesondere ist
# € M, im Widerspruch zu ¢ = sup M.

Zu (3): Mit b = sup M existiert S € G mit b € S. Dann existiert y € R mit y < b
und (y,b] C S, und folglich y € R mit v < y < b, y € M. Insbesondere gilt
[a,y] € Ui, S; und somit [a,b] C [a,ylU (v,b] C U, S;US, dh. b e M.

Mit dem gerade gezeigten Punkt (3) ist bewiesen, dafl [a, b] kompakt ist. |

Satz 10.6 (Heine—Borel) Eine Teilmenge von R ist kompakt genau dann,
wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Ist C C R beschrénkt, so existieren a,b € R mit C C [a,b]. Da C abgeschlossen
ist und [a, b] kompakt ist, ist auch C kompakt. Ist C C R kompakt, so ist auch C

abgeschlossen, weil R Hausdorffsch ist. Schlieflich gilt C = (J, ¢ ((x —1,x+1)Nn
C), und somit existieren x1,...,x, € C mit C C [J_;(x; — 1,x; + 1), d.h. C ist
beschrankt. |

Proposition 10.7 Seien X,Y topologische Rdume, f: X — Y stetig. Ist X kom-
pakt, so ist auch f(X) CY kompakt.

Beweis. Sei die Topologie auf Y mit O bezeichnet. Ist f(X) = (Jscs S, © € Of(x),
soist S=S'Nf(X) mit S’ € O. Da f stetig ist, sind alle f~'(S) = f~'(S’) offen in
X, und es gilt X = Jgcg f~1(S). Da X kompakt ist, existieren S7,...,S, € & mit
X =Ui, f1(S1), woraus f(X) = Ui, f(f'(S1)) = Ui, Si folgt. O

i=1

Korollar 10.8 Ist X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f: X —
Y stetig, so ist f abgeschlossen (f(A) abgeschlossen fiir alle A C X abgeschlos-
sen).

Beweis. Mit der Abgeschlossenheit von A C X ist A kompakt, und somit f(A)
kompakt, also f(A) abgeschlossen. O

Korollar 10.9 Ist X kompakt, Y Hausdorffsch und f : X — Y byektiv und stetig,
so ist f exn Homdéomorphismus.
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Beweis. Zu zeigen ist: O C X offen impliziert f(O) C Y offen. Mit Korollar 10.8 ist
f(X\ O) abegschlossen. Mit der Bijektivitat von f gilt: f(O) = Y\ f(X\ O). Also ist
f(O) offen. a

Korollar 10.10 Ist (X,01) ewn Hausdorff-Raum, O, feiner als O und (X, O;)
kompakt, so gilt O, = O;.

Beweis. Man verwende Korollar 10.9 mit f =idx : (X,02) — (X, 01). |
Satz 10.11 Jeder kompakte To—Raum ist normal (d.h. Ty und T4).

Beweis. T; ist klar, da T, auch Ty impliziert. Bleibt T, zu zeigen (d.h. disjunkte
abgeschlossene Mengen lassen sich trennen).

Seien also A,B abgeschlossen in X mit A N B = (. Folglich gilt fiir festes x €
A: Fir alle y € B existiert Uy (x) und Vi(y) offen mit Uy (x) N Vi (y) = 0, also
B = UyeB (Vx(y) N B). Da B abgeschlossen und X kompakt folgt nach Proposition
10.3, dafl B kompakt ist, d.h. es es gibt eine endliche Menge By C B mit B C
UyeB x(y) =t Vx. Nun ist Wy := [, Uy(x) offen (da By endlich) und es gilt
W, = (), denn

winve = N wn( U vw)

UEBX yEBX
c U (ﬂ (uz(x)mvx(w))
yeBx \zeBy
=Qfirz=y

Wir haben damit fiir alle x € A ein W, offen, V,, D B offen mit W, NV, = (. Da A
abgeschlossen und X kompakt folgt abermals nach Proposition 10.3, dafl A kompakt.
Da A C [Jyca Wi, existieren also x1,...,%X, € A mit A C UL, Wy, = W. W st
ebenfalls offen.

Setze nun V := (\;_; Vi,. Dann ist V offen und B C V (da alle V, Umgebungen
von B sind). Ferner ist

n n n n
WnV=| )W, N ()]V W, NV, ) =0.
O n A=Y Auan)

=0 flir i=j
Ubung: Zeige: Jeder kompakte T;—Raum ist T;—Raum.
Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung in der Funktionalanalysis.

Satz 10.12 (Tychonoff, 1930) Sei X = [],cA Xa mit Xy # 0 und A # () ein
Produktraum. Dann gilt:

X kompakt <<= X, kompakt fir alle A € A.

Der Beweis dieses Satzes wird iiber Filter gefiihrt. Deshalb zeigen wir zuvor ein
Hilfsresultat.
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Lemma 10.13 Se: X ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(1) X ist kompakt.
(vt) Jeder Filter auf X besitzt einen Berihrpunkt.

(v11) Jeder Ultrafilter ist konvergent.

Beweis. (i) = (ii): Annahme: Sei F ein Filter auf X, der keinen Beriihrpunkt
besitzt. Dann ist (F)res eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X mit leerem
Durchschnitt. (zur Erinnerung: x ist Beriithrpunkt von F: VU € %(x) IF € F :

FAU#0, NperFist die Menge aller Beriihrpunkte.)

Nach Proposition 10.2 existiert ein endliches Teilsystem {Fq,...,Fc} C F mit

k
NF =0.
j=1

Dies ist ein Widerspruch zur Filtereigenschaft (vergleiche Definition 9.3(i) und (iii)).

(ii) = (iil): Nach Voraussetzung hat jeder Ultrafilter einen Berithrpunkt. Dieser
Punkt mufl aber nach Satz 9.9 bereits Limespunkt des Filters sein (Beriithrpunkt
<= Limespunkt eines feineren Filters).

(iii) = (i): Annahme: ((Uj)icr sei eine offene Uberdeckung von X, die keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Dann gilt fiir alle ] C 1, J endlich: Aj := X\ ( Uies Ui) #0.
Die Mengen dieser Art sind paarweise nicht disjunkt. Diese Mengen bilden damit
die Basis eines Filters auf X, der nach Satz 9.5 in einem Ultrafilter F enthalten ist.
Nach Voraussetzung konvergiert F gegen ein x € X (d.h. U(x) C F). Dann mufl
gelten: x € U; fiir ein i € I, also U; € F (sonst wéare F U {U;} feiner als F). Nach
Konstruktion mufl aber auch X\ U; € F gelten (da {i} auch eine endliche Teilmenge
von [ ist). Widerspruch zu Satz 9.6. O

Beweis des Satzes von Tychonoff (10.12).

»=" Da X Produktraum sind die Projektionen stetig. Nach Proposition 10.7 sind
demnach alle X,, A € A kompakt.

» &4 Seien umgekehrt alle X, A € A, kompakt. Sei F ein Ultrafilter auf X. Dann
ist der Bildfilter p(F) fiir jedes A € A ebenfalls ein Ultrafilter.

Beweis: Sei A € A beliebig aber fest. Sei M C px(X). Nach Satz 9.6 ist entweder
p)T] (M) € F oder p;1 (CM) € F. Sei nun £ eine Basis von F. Dann existiert ein
B € # mit B € py' (M) oder B € py ' ((M). Dann folgt p(B) C pa(py ' (M)) €M
oder p(B) C pa(py ' (CM)) C CM, also M € px(F) oder C € p,(F). Nach Satz 9.6
ist pA(F) dann ein Ultrafilter.

Da nun X, kompakt VA € A, konvergiert jeder Filter p)(F) gegen ein x) € Xj)
(nach Lemma 10.13(iii)). Die Konvergenz aller Projektionen py(F) ist dquivalent
zur Konvergenz des Filters 7 im Produktraum (Ubung!). Nach Lemma 10.13(iii)
ist X aber dann auch kompakt. O
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Korollar 10.14 (Heine—Borel im Hoherdimensionalen)
Eine Teilmenge C C R™ st genau dann kompakt, wenn C abgeschlossen und
beschrdnkt 1st.

Beweis. ,,<“: Da C beschrankt, existiert a,b € R mit C C [a, b]™. Nach Satz 10.5
ist [a, b] kompakt und nach Satz 10.12 auch [a,b]™. Nun ist C = C N [a, b]™ und
da C abgeschlossen, folgt nach Proposition 10.3, dafli C kompakt ist.

»=": Sel nun C kompakt. Da R™ ein T,—Raum ist, folgt mit Proposition 10.4, da3 C
abgeschlossen ist. Weiter sagt Proposition 10.7 dann, da8 p;(C) kompakt in R; = R
sind fiir alle i = 1,...,n. Nach Heine-Borel (vergleiche Satz 10.6) sind alle p;(C)
beschrankt. Seien ai,b; (1 =1,...,n) diese Schranken, d.h. p;(C) C [ay, bi]. Setze
a:=mini—7 _ na; und b:=max;—7 . bi. Dann gilt C C [a,b]™. O

..........

Bemerkung: Die Beschrianktheit gilt allgemeiner, d.h.: Sei (X, d) ein kompakter
metrischer Raum. Dann existiert ein M > 0 mit d(x,y) < M fiir alle x,y € X.

Ubung: Zeigen Sie: Sei X ein topologischer Raum. Jede unendliche Teilmenge M C
X hat einen Haufungspunkt.

Bemerkungen:

(i) Es gibt eine Vielzahl von Abwandlungen des Kompaktheitsbegriffes. So for-
dert etwa Bourbaki zur endlichen Uberdeckungseigenschaft noch die T,—Ei-
genschaft. Unser Begriff hier heiit dann quasikompakt.

Ein weiterer Begriff ist ,folgenkompakt“, d.h. jede Folge in X besitzt eine
konvergente Teilfolge. Dies setzt natiirlich dann das 1. Abz&dhlbarkeitsaxiom
voraus, damit dieser Begriff mit dem unseren iibereinstimmt.

(i) Eine Teilmenge M C X heifit relativ—kompakt, wenn M kompakt ist. Es
gilt:
(a) M relativ-kompakt, A C M, dann folgt A relativ—kompakt.
Beweis: A C M = A kompakt nach Proposition 10.3, da A abgeschlos-
sen in M.
(b) My,..., M, relativ-kompakt, dann folgt U]TL:1 M; relativ—kompakt.
?eweis: U)Tl:] M; ist kompakt und abgeschlossen (zu zeigen, aber leichte
Ubung).

n n
M; = U Mj = U M; kompakt.
j=1 j=1 j=1

-
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11 Lokalkompakte Riume

Definition 11.1 Ein topologischer Raum X heifst lokalkompakt, wenn jeder
Punkt x € X eine kompakte Umgebung besitzt, d.h.

vx € X: JU offen und K kompakt: xe& U C K.

Bemerkungen:

(i) Klar gilt: X kompakt, dann ist X lokalkompakt.

(i1) Auch hier setzen die meisten Autoren zusitzlich die T,—Eigenschaft voraus.

Satz 11.2 Se: (X,0) ein lokalkompakter To—Raum und K C X eine kompakte
Teilmenge.

(a) Zu jeder offenen Umgebung U von K existiert eine offene Umgebung V
von K mit VC U, V kompakt, also KCV CV CU.

(b) Insbesondere hat jeder Punkt x € X eine Umgebungsbasts aus kompakten
Mengen.

Beweis. Zu (b): Sei x € X, U offen, x € WU. Da X lokalkompakt, existiert eine
kompakte Umgebung C € % (x). Dann ist (U N C)° eine offene Umgebung von x.
Bezeichne W := (U N C)°. (C,O,¢) ist ein kompakter T,—Raum, also ist (verglei-
che Proposition 10.4) (C, O¢) normal, also (vergleiche Bemerkung nach Definiti-
on 6.11) (C,Ope) reguldr. Nach Satz 6.9 existiert ein V € O, V € % (x), mit
xeVCVCUalsoVCWCLU.

Behauptung: V € % (x) beziiglich O, denn: Zu V € O existiert O € %»(x) mit
ONC=V.Dannist ONW e 0. Alsoist xc ONWC(ONC)NW=VNWC
V C V C U. (V kompakt nach Proposition 10.3).

Zu (a): Sei K C X kompakt und U D K offen. Zu zeigen: es gibt W offen mit
KCWCWC U, w kompakt.

Nach (b) existiert zu x € K ein W(x) offen mit W(x) kompakt und W(x) C U. Da
K kompakt folgt, | J,.x W(x) enthélt endliche Teiliiberdeckung, also

K< W) =W
j=1

= U?;] W(x;) € U, W kompakt, da endliche Vereinigung kompakter Mengen.

O g

Korollar 11.3 Jeder lokalkompakte To—Raum ist reguldr.

Beweis. Ty ist wegen T, klar und T; folgt mit Satz 11.2 aus Satz 6.9 (X T3, wenn
abgeschlossene Umgebungen eine Umgebungsbasis bilden). ]

Beispiele:
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(i) X kompakt, also ist X lokalkompakt (klar: wahle X als kompakte Umgebung).
(i) (X, Ogqjs) ist lokalkompakt, da {x} € % (x) und kompakt.

(iii) (R™, Ogap) ist lokalkompakt (wahle abgeschlossenes und beschrénktes Inter-
vall um x).

(iv) X kompakter T,—Raum, xo € X. Dann ist Xo := X\ {xo} lokalkompakt.
Beweis: X ist Tq, also gibt es fiir alle x € Xy ein U € % (x) mit xo ¢ U.
Da X lokalkompakt gibt es ein K € % (x), K kompakt, mit K C U, folglich
x € K C Xo. Wir werden spater zeigen (Stichwort: Kompaktifizierung), daf3
jeder lokalkompakte Raum auf diese Weise entsteht.

(v) Vorsicht: Unterrdume lokalkompakter Rdume sind im Allgemeinen nicht lo-
kalkompakt.

Beispiel: (R, Oran), Q € R. Ware Q lokalkompakt, miiten nach Satz 11.4
O € Okan und A € e,y existieren mit Q = O N A. Dann wire aber R = Q C
A = A und folglich Q = O, was im Widerspruch zu (OQ = () steht.

Satz 11.4 Se: (X,0) ein lokalkompakter To,—Raum und Y C X. Dann gilt:

Y lokalkompakt << dJ0cO3dAec&: Y=0NA.

Beweis. ,,=“: Wir zeigen: Y € Oy, denn dann gibt es ein O € O mit Y = 0 N Y.
Sei x € Y. Da Y lokalkompakt, gibt es K € %y(x), K kompakt, und ein U € % (x)
mit K = UNY. Da U Umgebung, existiert ein O’ € O mit x € O’ C U. Also
YNO'CYNU=KCY,dh V:=YNO’ € %(x).

Behauptung: VC YN O’.

Beweis: Seiy € Vund U € Z(y). Da O’ € (y) ist W' N O’ € % (y). Da ferner
y € Yist (U'NO')NY # () (wegen AbschluB). Dann ist aber auch U’/ N(YNO') # 0,
d.h. jede Umgebung von y schneidet YN O’, alsoy € YN O’.

Damit erhalten wir:
VCYNO/'CK=KCY und Ve %(x) sowie Ve Os.
Folglich ist V offen in Y.

»&E“ (1) Nach Satz 6.14 ist Y auch ein T,—Raum. Satz 11.2(b) sagt dann, da8l jedes
O € O lokalkompakt ist (wegen kompakter Umgebungsbasis).

(2) Zu A € & und x € A existiert ein K € % (x), K kompakt, da X lokalkompakt.
Nach Proposition 10.3 ist ANK € %a (x) kompakte Umgebung von x in A, also ist
auch A lokalkompakt.

Gilt nun Y =0NA mit O € O, A € &, so ist O nach (1) lokalkompakt und
ONA € 4. Folglich ist O N A =Y nach (2) lokalkompakt. O

Wir wollen nun zeigen, wie sich lokalkompakt auf Produktrdume iibertragt.
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Satz 11.5 Sei (X,0) = [[ic;(Xi, 0i) Produktraum. Dann gilt:

X lokalkompakt und T, <— (1) Xi lokalkompakt und T, Viel
(i1) X kompakt bis auf endlich viele i € 1

Beweis.

«.
e

(i) Wéhle ein x° € X und betrachte fiir j € I fest aber beliebig

Y. e (x9} fallsi#j,
FUOlXy fallsi=j.
Dann ist Y:=]];c Yi = X; (,Parallele zu X;“).
Nun ist Y; € . Dann ist auch Y € &/ (Projektion und Einbettung sind stetig
und damit A :=[[;.;Ai € & & A; € & Viecl) Fernerist Y =XnNY,
Nach Satz 11.4 ist X; dann lokalkompakt. T, folgt aus Satz 6.14.

(ii) Da X lokalkompakt, existiert zu x € X eine kompakte Umgebung K € % (x).
Nach der Definition der Produkttopologie gibt es eine Basis & = { [Tic1Oi:
O; € Of und Oy = X; bis auf endlich viele i € I}, d.h. es gibt B € & mit

Xy 1eI\E
x€BCKundB=]],,;01,0i={ " . \E obei E C I endlich.

O; 1et
Fir i € T\ E folgt: X; = pi(B) C pi(K) C Xj, also nach Proposition 10.7
Xi = pi(K) kompakt.

» <" Wir zeigen zundchst: X ist T,-Raum. Seien x,y € X, x #y, dann gibt es j € I
mit x; # y;. Da Xj T,—Raum existiert U € %;(x;) und V € %(y;) mit UNV = 0.

Dann sind []

X i . i
ooy Ui mit U = {ul 1753 und [T, Vi mit Vi = {vl Y Gie

i=j i=j
gesuchten Umgebungen in X.

Bleibt zu zeigen: Jedes x = (xi)ic1 € X besitzt eine kompakte Umgebung.

Nach Voraussetzung existiert E C I, E endlich, mit X; kompakt fiir alle 1 € T\ E.
Da X, lokalkompakt existiert K; € %;(xi), K; kompakt, fiir alle i € E. Sei weiter
Ki = X; fiir alle Vi € I\ E. Setze K := [ ;. Ki. Dann ist K € %(x) und nach Satz
10.12 (Tychonoff) ist K kompakt. O

Bemerkungen:
(i) Man kann in Satz 11.5 auch auf die T,-Bedingung auf beiden Seiten verzich-
ten.

(ii) Die im Beweis verwendete Aussage iiber Trennung und Produktrdume gilt
allgemeiner:

HXi Ty-Raum <<= Viel: X;ist k-Raum (k=0,1,2).
iel
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Wir kommen nun zur Umkehrung von Beispiel (iv).

Satz 11.6 (Einpunkt—Kompaktifizierung, Alexandroff)

Sei X ein lokalkompakter T,—Raum. Dann ezistiert ein kompakter To—Raum X,
so daff X hom&omorph zu einem Teilraum von X ist, dessen Komplement nur
aus einem Punkt besteht. X ist selbst bis auf Homéomorphie eindeutig. X heifdt
die Einpunkt—Kompaktifizierung oder Alexandroff-Kompaktifizierung von
X. Der neue Punkt wird oft als unendlich ferner Punkt bezeichnet.

Beweis. Bezeichne co einen Punkt, der nicht zu X gehort. Setze X := X U{oo}). Auf
X definieren wir eine Topologie:

Oz :=0U{MCX: M=X\K, KC X kompakt}.

Dies ist eine Topologie, denn es gilt:

(1) Endliche Vereinigungen kompakter Mengen eines T,—Raumes sind selbst ein
kompakter T,—Raum (Proposition 10.4: endliche Vereinigungen kompakter
Teilmengen eines T,—Raumes sind abgeschlossen. Proposition 10.3: abgeschlos-
sene Teilmengen eines kompakten Raumes sind kompakt. Satz 6.14: T, vererbt
sich auf Teilrdume.)

(2) (X\K)NX ist offen in X (da nach Proposition 10.4 K abgeschlossen, also X\ K
offen in X und (X \ K) N X = X\ K).

(3) In einem kompakten T,—Raum sind Durchschnitte kompakter Mengen kom-
pakt (Durchschnitt abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen und Proposi-
tion 10.3).

(4) Der Durchschnitt einer kompakten T,—Menge mit einer abgeschlossenen Men-
ge ist kompakt (nach Proposition 10.3 ist der kompakte T,—Raum abgeschlos-
sen, demnach der Schnitt wieder abgeschlossen und nach Proposition 10.4
auch kompakt).

Wegen (1) und (2) sind endliche Durchschnitte offener Mengen von X offen. Wegen
(3) und (4) sind Vereinigungen offener Mengen von X offen. (O1) klar, da ) € Ox
und X = X\ 0 und @ kompakt.

Nach Konstruktion ist X \ {oo} = X.

X ist T,, da X T,-Raum und {oo} 138t sich von y € X trennen, da y eine kompakte
Umgebung besitzt (sei diese K) und folglich gibt es U € % (y) mit y € U C K,
V := X\ K ist Umgebung von co und UNV = 0.

X ist kompakt, da jede offene Uberdeckung eine Menge der Form X\ K, K kompakt,
enthalt und K sich durch endlich viele Mengen iiberdecken lassen mu$.

Eindeutigkert: Sei Y ein weiterer Raum, der die Voraussetzungen des Satzes erfiillt.
Sei X’ C Y der zu X hom6omorphe Unterraum.

XD X\{ool=X=X'CY
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Sei co’ der neue Punkt in Y und f : X — X’ der Homéomorphismus. Definiere
F: X — Y durch Flx := f und F(oco) := oo’. F ist bijektiv, da f bijektiv ist. Flx
ist stetig wegen der Homdomorphie von f. Sei O € Oy offene Umgebung von oo’.
Dann ist Y\ O abgeschlossen und folglich kompakt, da Y kompakter T,—Raum
(Proposition 10.3). Ist K’ C X’ kompakt, mu8 nach Proposition 10.7 auch f~'(K’)
kompakt sein. Damit ist f~'(Y \ O) kompakt und folglich eine offene Umgebung
von oo in X. Demnach ist F auch in oo stetig. Analog folgt die Stetigkeit von F~'.
F ist also ein Homdomorphismus. a

Definition 11.7 Ein topologischer Raum X heifst co—kompakt, falls X = U;’; Kn
mat Ky, kompakt. Ist X zusdtzlich lokalkompakt und ein T;—Raum, so heifst X
abzdhlbar im Unendlichen.

Satz 11.8 Se: X ewn lokalkompakter T,—Raum. Dann sind dquivalent:

(a) X st abzdhlbar im Unendlichen.

(b) Der Punkt co in der Einpunkt-Kompaktifizierung besitzt eine abzdhlbare
Umgebungsbasis.

(c) Es existiert eine Folge (Un)new offener Mengen in X mat

(i) U, kompakt fiir alle n € N,
(1) U, C Uy, fiir alle n € N,
(111) X =Unep Un-

Beweis. (b) = (a): Sei X die Einpunkt-Kompaktifizierung von X. Die offenen
Mengen um den Punkt oo sind nach Konstruktion von der Art O = X \ K mit
K kompakt in X. Sei {Vn)nen die abzihlbare Umgebungsbasis von oo in X. Dann
folgt X \ V, ist kompakt in X. Da {c0} = M_; Vn, denn alle abgeschlossenen
Umgebungen von co enthalten eine Menge V,, und wegen T, (vergleiche Satz 6.6(ii))

{00} = Maew (00)nar Ay T0lgt
X=X \{oo} =X\ ] Va = |J X\ Va
n=1 n=1

mit X \ V,, kompakt, d.h. X ist o-kompakt.

(c) = (b): Nach Voraussetzung existiert eine Folge (U ), en offener Mengen mit (i)
— (iii). Dann ist co € )Z\Hn =: Vy,, V, offen in X.

Wir zeigen: zu V offen in X, co € V, existiert V,, mit V;, C V. K := X\ V C X
und K kompakt. Da X @ Unen Un existieren nq,...,ny mit K C U]i\':1 Uy, . Sei
m:=max{nj,...,nn}. Danngilt U,,, € Uy, flirallei =1,..., N wegen (ii). Folglich

(i) -
st KC Uy € Uy, also VO X\ Uy = Vi

(a) = (c): Sei nun X = |J,_; Kn, K, kompakt. Dann ist X\ Kn =V, offene
Umgebung von oo in X. Nach Satz 11.2(a) existiert eine offene Umgebung W; von
oo mit W7 C V; (beachte: {co} ist abgeschlossen in X und damit kompakt) mit
W, kompakt in X. Definiere U; := X \ Wy, also U; offen in X’, also U; offen
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in X, da X offen in X’ und U; € X. Da W; C V; = X\ K; folgt K; C Uj.
U; = X\W; = X\ \/OV1 = X\W, abgeschlossen in X, also kompakt in X, also
kompakt in X.

Konstruiere nun induktiv W, C (X\ Kn) N Wiy analog. Die so konstruierten
Mengen erfiillen (i) — (iii):

(i) bereits gezeigt.
(i) Up =X\ Wy CX\ Wy 1 =Uny.
Kn

(iii) CUp und X =J;_; Ky, also X = [Jo_; Un.

Bemerkungen:

(i) Ein topologischer Raum heifit Lindel6f—Raum, falls jede offene Uberdeckung
von X eine abzdhlbare Teiliiberdeckung besitzt.

(ii) Ein topologischer Raum heifit abzihlbar kompakt, wenn jede abzdhlbare
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(iii) Ist X T,—Raum gilt:
regular & normal

1 i
lokalkompakt <« kompakt = o—kompakt = Lindeldf
472 AA
abz. kompakt
11 AA
folgenkompakt

(iv) Ist (X, d) metrischer Raum, dann sind kompakt, abzdhlbar kompakt und fol-
genkompakt dquivalent.
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12 Stone—Cech-Kompaktifizierung

Satz 12.1 Se: (X,0) ein vollstindig requldrer Raum. Dann existiert ein kom-
pakter Hausdorff-Raum ((X) mit

(1) X ist dichter Teilraum von B(X) (eigentlich: X ist homdomorph zu einem
dichten Teilraum von $(X).)

(2) Jedes f € CR(X) ldft sich eindeutig fortsetzen zu einem fe Cr(B(X) =
CR(B(X)).

Beweis. Zu f € CR(X) wahle Iy C R kompaktes Intervall mit f(X) C I;. Mit dem
Satz von Tychonoff ist (mit der Produkt—Topologie) I = ercn‘;(x) I kompakter

Hausdorff-Raum (T,: Ubungsaufgabe).

Betrachte folgende Abbildung: ¢ : X — I, ((p(x)f)fecug(x) = f(x). varphi ist injek-
tiv. Ist x # y, so wahle Umgebung U von x mit y ¢ U. Da X vollstandig regulér
ist, gibt es f € CE(X) mit f(x) = 1 und f(y) = 0. Das heifit @(x)¢ # @(y)s, also
©(x) # @(y). Also ist @ : X — @(X) C I bijektiv. Setze f(X) := @(X) C I. Dann ist
B(X) ein kompakter Hausdorffi—-Raum.

Zu (1): ¢ : (X,0) — (@(X),prod,(x)) ist ein HomSomorphismus. Bezeichne o
diejenige Topologie, die durch f~'(U), U C R offen, auf X erzeugt wird. (f'(U)
bilden Subbasis von ¢.) Da f~'(U) € O gilt o C O. Es gilt sogar 0 = O. Denn ist
U e O, x € U, so existiert fx : (X,0) — [0,1] stetig mit fx(x) = 1, flx\u = 0.
Somit haben wir x € f; ((%,oo)) C U, und folglich U = [J, oy f;(1 ((%,oo)) € o.
Das heifit O C o.

Die Produktopologie prod,, x) auf @(X) besitzt als Basis die Mengen

u= J] (UrneX),

feCR(X)

U¢ offen in I und U¢ = If bis auf endlich viele Ausnahmen. Dies ist aber genau die
schwéchste Topologie, so daf} alle Projektionen p¢|,(x) — Ir stetig sind (Projektion
auf f-te Koordinate).

Zusammengefafit: O ist die schwachste Topologie, so dafl alle x — f(x) stetig sind.
prod, x, ist die schwachste Topologie, so dafl ¢(x) PS o(x)¢ = f(x) stetig ist. Das
heifit ¢ ist ein Homéomorphismus.

Zu (2): Existenz: Zu f setze f = Ptlp(x). Man beachte: ps € Cg(I), also ist fe
CR(B(X)). Es gilt f~|(p(x) = Pfle(x) = f (als Funktion auf ¢(x)).

Eindeutigkeit: Ist g : B(X) — R stetig mit gl,(x) = f, so gilt g = f (siehe Korollar
7.2). O

Bemerkung: Hinsichtlich der Norm auf C8(X) bzw. CE(B(X)) gilt:

sup [f(x) —g(x)| = sup [f(z) —§(z)l.
xEX z€B(X)

Dies gilt, da X C 3(X) dicht und f, g stetig.
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Korollar 12.2 Ein topologischer Raum X ist vollstindig reguldr genau dann,
wenn X homéomorph ist zu einem Teilraum eines kompakten Hausdorff—Rau-
mes.

Beweis. Die eine Implikation ist exakt Satz 12.1. Ist umgekehrt Y kompakt Haus-
dorffsch, so ist Y vollstdndig reguldr, denn Y ist normal (Satz 10.11). Folglich ist X
vollstandig regular, vergleiche Paragraph 7. |

Bisher haben wir nur B(X) definiert. Die nichsten Uberlegungen zeigen, da8 (X)
durch (1) und (2) in Satz 12.1 charakterisiert sind.

Sei X ein topologischer Raum, K = R oder K = C.

Der Vektorraum CE(X) ist mit der Multiplikation eine Algebra iiber K. Mit der
Supremums—Norm ist C&(X) eine Banach—Algebra. Bezeichne

A =A(CR(X)) ={h: CZ(X) — K: h stetiger K-Algebra-Homomorphismus auf K}

A wird versehen mit der schwachsten Topologie, so dafl fiir jedes f € Cﬁ(X) die
Abbildung
Fe: A=K, Fe(h) =h(f)

stetig ist. Eine Umgebungsbasis von hy € A wird gebildet durch
U(hg;e,f1,...,fn) ={h € A: |h(fi) —ho(fy)|<e, i=1,...,n}

A ist ein Hausdorff-Raum. Denn ist hy # h;, so existiert f € CE(X) mit hy(f) #
h,(f), und dann gilt mit ¢ = %ll’n (f) — hy ()]

U(hy;e, f) N U(hy; e, f) = 0.

kerh = {f € CY(X) : h(f) = 0} ist ein abgeschlossenes Ideal in CZ(X). (Da h
stetig ist, ist ker h = h~'({0}) abgeschlossen. Da h(gf) = h(g)h(f) ist ker h Ideal.)
Ferner gilt h(1) = 1. Die Kodimension von kerh in CY(X) ist 1, denn mit dem
Isomorphisatz gilt CP(X)/kern = K.

Sei x € X. Durch h,(f) := f(x) ist ein K-Algebra—Homomorphismus auf Cg(X)
erklart. h, ist auch stetig wegen

Ihae(f) — hx (@) = [f(x) — g(x)| < | — 9|0

h, ist auch surjektiv. Zu A € K gibt es nimlich ein f € CZ(X) mit h, (f) = f(x) = A.
Folglich ist h, € A fiir alle x € X.

Durch x — hy, X — A ist also eine Abbildung definiert.

Satz 12.3 Se: X ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist x — h,, X = A ein
Homéomorphismus von X auf A.

Beweis. X ist als kompakter Hausdorff-Raum vollstédndig reguldr. Fiir x # y exi-
stiert also ein f € CZ(X) mit f(x) # f(y), d.h. hy(f) # hy(f). Folglich ist x — h,
injektiv.
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x 5 hy ist auch stetig. Ist ndmlich xo € X, ¢ > 0, f1,...,fn € CZ(X), so existiert
U,, Umgebung von xo mit f;(U,,) C U(fi(xo)) fiir i =1,...,n. Insbesondere gilt
[ha(fi) —hy, (fi)l < e fiir alle x € Uy, und i=1,...,n.

Wir zeigen nun, dafl x — hy, X — A surjektiv ist. Da X kompakt ist, folgt dann,
daBl x — hy ein Hom6omorphismus ist von X auf A mit Korollar 10.9. Der Nachweis
der Surjektivitat erfolgt in mehreren Schritten.

Sei h € A, und bezeichne I :=kerh C CE(X). Setze
E:={x e X: f(x) =0 fiir alle f € I}
(Hiille von I). Mit E = (N {x € X: f(x) =0} ist E C X abgeschlossen.
Setze fiir abgeschlossene Teilmengen F C X (F = () zugelassen)
Iri={g € CE(X): glf = O}

(If ist ein Ideal.) Offensichtlich gilt mit der Definition: I C I¢ (denn fir f € I gilt
flge = 0). Wir zeigen nun:

(1) I=1g.

(2) E={x] fiir ein x € X.
Falls (a) und (b) gezeigt sind, folgt h = h,. Tatséchlich gilt fiir jedes f € CP(X)

folgendes:
(f— f(x)])(x) =0, alsof—f(x)1el,y=Ig=1L

Das bedeutet h(f — f(x)1) = 0, also h(f) = f(x)1, sprich h(f) = h,(f). Also haben
wir (a) und (b) zu zeigen.

Zu (a): Wir fithren zu F C X abgeschlossen ein weiteres Ideal ein.

Jr:={g € CR(X): suppgNF =0},

wobei supp g :={x € X: g(x) # 0}.

Offensichtlich gilt Jg C Ig. Wir zeigen nun

(al) Je C Ig liegt dicht.

(a2) ]E g I.

Falls dies gezeigt ist, folgt
[e=Je CI=1CIE,

also I = I, d.h. (a) gilt.

Zu (al): Sei f € Ig, € > 0. Setze K = {x e X: [f(x)| > %} K ist abgeschlossen (also
K kompakt) und KN E = (), da flg = 0. Mit Satz 11.2 existiert U offene Umgebung
von K mit KC U C U C X\ E. Mit dem Satz von Urysohn existiert h: X — [0, 1]
stetig mit hlx = 1, hlx\u = 0. Insbesondere gilt supph C U C X\ E, also h € Jg,
und damit hf € Jg. SchlieBlich ist auch [hf(x) — f(x)| < ¢ fir alle x € X (denn:
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(hf —f)lx = 0 und [hf(x) — f(x)| = [h(x) — 1] [f(x)| < 25 fiir x ¢ K). Somit ist
gezeigt, dafl Jg dicht in I ist.

Zu (a2): Hierzu zeigen wir: Ist K C X kompakt, KNE = (), so existiert ein h € I und
U offen mit U D K mit h(x) >0 firallex e U (x).

Zu x € K existiert f, € I mit f,(x) # 0 (da x & E). Fiir g, = f - fx € I gilt dann
gx(x) > 0 und g4(y) > 0 fiir alle y € X. Mit der Stetigkeit von g, existiert eine
Umgebung U, von x mit g,(y) > O fiir alle y € U,. Da K kompakt ist, existieren
endlich viele x1,..., %, mit K C [Ji_; Uy, = U. Setze h =) I | gy, € . hist die
gesuchte Funktion in (*). (Da hlg =0ist UNE =0.)

Sei nun f € Jg, K =suppf, also KNE = @. Mit () existiert h € I mit h(x) > 0 fiir
alle x € U offen, K C U, UNE = (). Setze

(x) = f(x)/h(x) fallsx e U
"o falls x ¢ U.

Wir haben zu zeigen, dafl g : X — K stetig ist. Stetigkeit in x ¢ K ist klar. Denn
X\ K ist offen und glx\k = 0. Fiir x € K wéahle Umgebung U, C U mit h(x) > 6 >0
fir alle y € Uy (6 > 0 vorgegeben). Dann gilt fiir y € U,

fly)  flx) 1

h(y) h(x)| = h(y)h(x)
1

WH(U)}L(X) —f(xJh(x)| +

1 If(x)|
——Ify) = fX) + =
h(y) h(y)h(x)

1 If(x)
< gWU) —f(x)[+ 57
Nun ist klar, da g in x stetig ist, da f und h in x stetig sind. Damit gilt g € CE(X).
Da flynk =0 und glxox =0 gilt h-g=f. Dahelist f =h-g € I. Damit ist auch
(a2) gezeigt, und damit (a).

[f(y)h(x) — f(x)h{y)|

IN

[h(x) —h(y]l.

Bleibt (b) nachzuweisen.

E ist nichtleer. Wire E = (), so ist Iz = C%(X) = [ = ker h (mit (a)). Dann ist h =0
im Widerspruch zur vorausgesetzten Surjektivitdt von h.

Wir nehmen nun x1,x2 € E, x1 # x. Dann existieren f1, f; € CR(X) mit f1(x1) =1,
fi(x2) = 0 und f2(x7) = 1, f2(x2) = 0. Wir betrachten nun den Quotientenraum
CP(X)/xer n, der mit dem Isomorphiesatz Dimension 1 hat, und zeigen, da88 f; +
ker h, f» +ker h linear unabhéngig sind, was einen Widerspruch liefert. Gilt A;f; +
A2fy +kerh = kerh fiir Aq, A, € K, so haben wir A;f; + Axf, € kerh = [. Es gilt
Afr(x1) + A2f2(x1) = Ap und Aqfi(x2) + Axf2(x2) = A, einerseits und (Af; +
A2f2)(x1) = 0 und (A1f7 + A2f2)(x2) = O andererseits mit x;,x, € E. D.h. Ay =
A2 =0.

Somit ist E = {x} fiir ein x € X, und der Nachweis ist komplett. a
Proposition 12.4 Seien X und Y topologische Rdume und @ : X — Y en

Homdéomorphismus. Dann gilt: Durch ®f(y) :== f(o~'(y)), f € CR(X), y € Y st
ein isometrischer K—Algebra—Isomorphismus von C%(X) auf CE(Y) gegeben.
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Ist andererseits ® : CY(X) — CR(Y) ein isometrischer K-Algebra—Isomor-
phismus, so definiert @h(g) := h(® 'g), h € A(CE(X)), g € CY(Y), einen
Homéomorphismus von A(CE(X)) auf A(CE(Y)).

Beweis. Bei der ersten Aussage folgt die Isometrie direkt mit

sup |Of(y)| = sup [f(@ ' (y))| = sup[f(x)].

yey yey xeX
Der Nachweis, da8 @ ein K-Algebra-Isomorphismus von CP(X) auf CP(Y) ist, ist
einfach zu fiihren (Ubungsaufgabe).

Nun zur zweiten Behauptung. Als erstes hat man zu zeigen, da @h € A(CE(Y)).
Die K-Algebra—Homomorphie ist direkt einzusehen. @h ist stetig als Komposition
zweier stetiger Abbildungen. ¢h ist surjektiv, da ® ' und h surjektiv sind.

Als nichstes zeigen wir, dal ¢ : A(CR(X)) — A(CE(Y)) bijektiv ist. Gilt ¢hy =
@hy, so ist hy (@~ 'g) = hy(®'g) fiir alle g € CE(Y), also hy = h,. Ist ferner
h € A(CE(Y)), so setze h(f) := h(D(f)), f € CR(X). Bs gilt: h € A(CE(X)) und
dann @h = h, d.h. ¢ ist surjektiv.

@ ist auch stetig. (Dies reicht aus Symmetriegriinden fiir die Hom6omorphie). Sei
ho € A(CE(X)), ho := @ho. Betrachte

Uem(ho) = {h e A(CR(YV)) + [R(g) —holg)l < e fiir g € M,
M C CE(Y) endlich, und setze
W o-1m)(ho) ={h € A(CR(X)) : [n(f) —ho(f)] < ¢ fiir f € @~ T(M))}.
Dann gilt (W, ¢-1(m)(ho)) € Ue m(ho). 0
Verbinden wir Proposition 12.4 und Satz 12.3, so erhalt man folgende interessante

Aussage.

Korollar 12.5 Seien X und Y kompakte Hausdorff-Rdume. Dann existiert ein
isometrischer K—Algebra—Isomorphismus von CZ(X) auf CP(Y) genau dann,
wenn X und Y homéomorph sind.

Beweis. Sind X und Y homéomorph, so folgt mit Proposition 12.4, dal CZ(X) und
CP(Y) isometrisch isomorph sind. Umgekehrt folgt mit der zweiten Aussage von
Proposition 12.4, da8 A(CP(X)) und A(CH(Y)) homdomorph sind. Mit Satz 12.3
sind dann X und Y hom&omorph. (|

Korollar 12.6 Sez (X, O) vollstandig reguldr, und seten B1(X) und p2(X) zwer
kompakte Hausdorff-Raume, so daf fir beide Rdume die Eigenschaften (1)
und (2) aus Satz 12.1 gelten. Dann sind 31(X) und 2(X) homéomorph.

Beweis. Mit Eigenschaft (2) sind C3(B1(X)) und CB(B2(X)) isometrisch isomorph
zu CB(X). Mit Korollar 12.5 sind also 1(X) und f2(X) homdomorph. O
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Definition 12.7 Ist (X, O) vollstindig reguldr, so heifit 3(X) die Stone—Cech—
Kompaktifizierung von X. (Nach Korollar 12.6 ist 3(X) bis auf Homdéomorphie
eindeutig festgelegt.)

Definition 12.8 Se: (X,0) ein topologischer Raum, Y kompakter Hausdorff—
Raum. Y heifst Kompaktifizierung von X, falls X homdomorph zu etnem dich-
ten Teilraum von Y ist.

Satz 12.9 Sei (X, O) vollstdndig reguldr. Jede stetige Abbildung @ : X —» Y, Y
ewn kompakter Hausdorff-Raum, lGf8t sich fortsetzen zu einer stetigen Abbil-
dung @ : B(X) =Y.

Beweis technisch aufwendig, wird hier nicht gefiihrt.

Korollar 12.10 Ist Y eine Kompaktifizierung von X, also ¢ : X — @(X) C Y
ein HomGomorphismus, @(X) = Y, so existiert eine stetige Fortsetzung § :
B(X) — Y, die surjektiv ist. (Dies bedeutet: 3(X) ist feiner als jede andere
Kompaktifizierung von X.)

Beweis. Sei ¢ : B(X) — Y die stetige Fortsetzung von ¢ : X — Y. Dann gilt:
® (B (X)) ist kompakt, also abgeschlossen. Somit

Y =@(X) C 9(B(X)) = o(B(X)) X,
und folglich ¢(B(X)) =Y. O
Beispiel: N mit diskreter Topologie. Q N [0, 1] ist abzdhlbar. Sei f : N — Q N[0, 1]
bijektiv (und stetig, da N diskret). Mit Satz 12.9 ([0, 1] ist kompakt) existiert eine

stetige Fortsetzung T: B(N) — [0, 1]. f(B(N)) C [0, 1] ist kompakt, also abgeschlos-
sen. Somit gilt:

0,11 =QN[0,1 = f(N) < f(B(N)) = f(B(N)) < [0, 1],
also f(B(N)) = [0, 1]. Stone—Cech-Kompaktifizierung bringt , Sprung* in der Méch-
tigkeit.

Interessant ist natiirlich die Frage, unter welchen Bedingungen die Teilmenge X
offen in 3(X) ist. Dazu zeigen wir ein Hilfsresultat.

Lemma 12.11 Sez (X,0) ewtn Hausdorff-Raum, Y C X dicht, Y lokalkompakt.
Dann st Y offen in X.

Beweis. Wir zeigen: Ist y € Y, so existiert W C X, W € O mit y € W C Y. Dann
ist YeO.

Sei U C Y eine kompakte Umgebung von y in Y, und setze V := U = Inneres von U
inY.Dannisty € Vund Al C U (da U abgeschlossen), also v kompakt in Y und
dann VY kompakt in X. Da X T,—Raum ist, ist VY abgeschlossen in X. Damit gilt
Al ) V*.DaVoffenin Y ist, existiert W € O (offen in X) mit V = YNW. Wir zeigen
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W CY, womit unsere obige Aussage nachgewiesen ist. Dazu zeigen wir: w C v~
Seidazu x € W*. Ist O € O eine Umgebung von x, so gilt ONW # 0. DaONW € O
und Y in X dicht liegt, folgt O NWNY # . Folglich ist ONV =0n(YNW) #0,
und somit x € v~ Zusammengefafit gilt: w* - Ve - v C U, insbesondere
wWcwicucy. O

Satz 12.12 Se: (X, O) vollstindig reguldr. Es gilt dann: X C B(X) st offen in
B(X) genau dann, wenn X lokal kompakt ist. (Beachte: Ist o die Stone—Cech—
Topologie auf B(X), so gilt O = 0x.)

Beweis. Ist X C (B(X), 0) offen, so ist (X, 0x) = (X, O) lokalkompakt (klar, oder
benutze Kapitel 11: X lokalkompakt, Y = A N U, A abgeschlossen, U offen = Y
lokalkompakt). Ist umgekehrt X lokalkompakt, so besagt Lemma 12.11, dal X C
B(X) offen ist. |

Korollar 12.13 Se: X lokalkompakter Hausdorff-Raum. Y C X st lokalkom-
pakt genau dann, wenn Y = ANU, U offen in X, A abgeschlossen in X.

Beweis. Ist Y = A N U, so zitiere Kapitel 11. Ist Y C X lokalkompakt, so gilt:
Y C Y C X. Mit Lemma 12.11 ist Y offen in Y. Das heifit: Es gibt U offen in X mit
Y=UnNY. Setze nun A =Y. O



