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Topologie — WS05/06 — TU Berlin —i@ter M. Ziegler

Vorbemerkungen

Die Topologie ist eine wichtige, klassische Disziplin deatiematik, die sich mit interessanten Objek-
ten beschftigt (die Kleinsche Flasche, Bings Haus, Mannigfalti¢de, Linsenaume, Knoten ...). lhr
Studium en detail ist aufandig (ein riesiges Gebiet mit vielen subtilen Teil-Thearund Methoden);
hier soll es hingegemur* um eineUbersicht und Eirifhrung, fir Anwender* gehen.

Fur einen sehr theoretischen Teil der Mathematik wie die Tagie mag es merkirdig klingen, wenn
von Anwendungerder Rede ist. In der Tat ist aber die Topologie nicht nur eiaeetteoretischsten
und hochentwickeltsten Gebiete der sggeinen Mathematik*, mit bemerkenswerten Erfolgen und Pro-
blemldsungernin diesem Fach. Sie hat im Laufe des zwanzigsten Jahrhundetts a

1. Begriffe und Konzepte bereitgestellt, dig tlie gesamte Mathematik wichtig sind, etwa den Begriff
der,Kompaktheit",

2. eine grolRe Vielfalt von wichtigeMethoden und Hilfsmittelaur Losung mathematischer Probleme
in anderen Gebieten beigesteuert — etwa eine grofRe Viethalt, Fixpunkts@tzen*, die man zum
Beispiel zum Beweis der Existenz von periodischésuingeniir Systeme von partiellen Differenti-
algleichungen einsetzen kann, und

3. wachst auch langsam die Einsicht, dass topologische Methenateh direkt fir Anwendungen aul3er-
halb der Mathematilanwendbarsein kbnnen — ich verweise etwa auf den neuen Bahapology
for Computing* [Zam05].

Dies ist also eine Grundlagen-Vorlesung — gaimfur Mathematiker — die sich an alle richtet, die wohl
nicht in Topologie diplomieren wollen, aber topologischegBiffe, Resultate, Methoden und Konzepte
verstehen wollen und eventuell gldandwerkszeug* brauchen werden.

Dementsprechend werden in der Vorlesung Grundlagen dergemheoretischen) Topologie wie auch
wesentliche Punkte der Algebraischen Topologie dardeddeals soll pazise und konkret genug gesche-
hen, um ein sicheres Formulieren von topologischen Faktemrzbglichen, um solche sicher anwenden
zu kdnnen. Ich will aber auch die Beweisideen vermitteln, ausedanan lernt, warum das alles funk-
tioniert — aber ohne Durclifirung der komplizierterer@hgeren Beweise, die jeder Hauptfach-Topologe
natirlich irgendwann durcharbeiten sollte.

Einteilung (der Topologie, wie auch der Vorlesung):

— Die mengentheoretische Topolodiefert wichtige Definitionen, Begriffe und Grundlagen.sAStu-
diengebiet war sie jahrzehntelang ein wichtiges Forschgelgiet, inzwischen singlie Grundlagen
geklart'. Wir werden uns nur kurz damit aufhalten, aber in died®eneich zentrale Konzepte wie
Stetigkeit, Kompaktheit, Trennungsaxiome usw. kenneeler

— Die niedrigdimensionale Topologieefasst sich mit der Topologie vondehen ( =2-dimensionale
Mannigfaltigkeiten) und mit den Analoga der Dimensibond4, sowie damit zusammeahgenden
Fragen (z. B. Knotentheorie). Das ist brennend aktuelenemderem wegen der aktuellen Fortschritte
von G. Perelmann (St. Petersburg) in Bezug auf die Pag@armutung und Thurstons Geometrisie-
rungsvermutungd = 3). Wir wollen hier nicht sehr tief eindringen, aber zumindébersicht geben,
die grundlegenden Begriffe (Mannigfaltigkeiten!) versta, die Hauptresultatéif Dimension2 be-
schreiben undifr d = 3, 4 die wesentlichen Ergebnisse und Fragen formulieren.

— Die algebraische Topologikefert algebraische Hilfsmittel und Kriterieif die Unterscheidung von
Raumen, die (Nicht-)Existenz von Abbildungen etc. Diesddtiittel sind allemal wichtig auchif
die niedrig-dimensionale Topologie, aber auch viubr die Topologie heraus. Man unterscheidet als
Teilgebiete dabei unter andereglomotopietheoriéFundamentalgruppe!lfomologietheori€die sog.
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Homologiegruppen)Differentialtopologig(die insbesondere den Fall von glatten Mannigfaltigkeiten
behandelt).

Dieses Skript zur Vorlesung ist absichtlich sehr knapp fehaEs soll eine veélssliche Grundlage
bilden, die einem ggf. das Mitschreiben der gesamten Mangsrspart — aber nicht die Vorlesung
selbst. far detailliertere Motivation, Eridrungen, lllustrationen verweise ich erstens auf Vorlgsumd
Ubungen, zweitens aber auch auf die angegebene Literatuaugn Sie doch mal auf jeden Fall in die
Bicher von anich [An80] und Ossa [0ss92] (auf deutsch) sowie von StillvielOEtund Munkres
[Mun00,[Mun84] rein!

Ansonsten — fragen Sie mich, sprechen Sie mit mir! Meldens&ile zum Beispiel auch, wenn Dinge
(im Skript) unklar sind, ungzise wirken, oder nicht plausibel klingen. Ich bin auch gmpd, Druck-
und Denkfehlern interessiert und arbeite entsprechendei®dline-Version des Skipts kontinuierlich
Korrekturen ein.
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1 Topologische FRaume

In diesem Abschnitt versammeln wir grundlegende DefingmmrmBegriffe und Konzepte sowie wich-
tige Resultate der sognengentheoretischen TopologMeine wichtigsten Quelle sind dabei Munkres
[Mun0Q] und &nich [An80]. Genauigkeit im Umgang mit solchen Grundlagen ishaieshalb itig,
weil wir es in der Topologie nicht nur mjschbnen, anschaulichen® topologischealRnen zu tun be-
kommen, sondern unausweichlich etwa jomendlichdimensionalen” Objekten wie Funktiorémmen;
und wir missen uns eben auch absichern gegen die Pathologien dezmilesgyetischen Topologie (sie-

he etwa[[SS70]).

Definition 1.1 (Topologischer Raum, offene Mengeriin topologischer Raunist ein Paar X, O),
bestehend aus einer Mengeund einer Famili€? C 2X von Teilmengen, die dieffenen Mengedes
topologischen Raums heilR3en, und deren Komplementatdjeschlossenen Mengdes Raums heil3en,
so dass

(T1) 0, X € O: die leere Menge und die Grundmenge sind offene Mengen
(T2) jede Vereinigung von offenen Mengen ist offen,
(T3) jede Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengeaffen.

Es folgt: endliche Vereinigungen, und beliebige Schnitigen, von abgeschlossenen Mengen sind ab-
geschlossen. Ein Durchschnitt von beliebig vielen offeNemgen, und eine Vereinigung von beliebig
vielen abgeschlossenen Mengen, sind im Allgemeinen nitémh dzw. abgeschlossen.

Konvention:O wird nicht explizit genannt, der topologische Raum wird Kiibezeichnet.

Definition 1.2 (Umgebung, Basis)Eine offene Teilmeng& C X, die x enthalt, heil3t(offene) Umge-
bungvon z. Die offenen Umgebungen bestimmen die Topologie (das hei®tfamilieO der offenen
Mengen): eine Menge ist offen, wenn sie zu jedem ihrer Puaikie Umgebung eniit.

Eine Umgebungsbasi&,. fur x € X ist eine Menge von offenen Umgebungen so dass jede offene
Umgebung vonz eine Umgebung aud enthalt. Eine Menge von offenen Mengéh heil3tBasisder
Topologie, wenn sie zu jedem Punkt eine Umgebungsbasiélenth

Jede Basi® bestimmt eindeutig die Topologié ist die Menge aller Vereinigungen von Mengen &us
(Dabei wird() als Vereinigung einer “leeren Menge von offenen Teilmerigeterpretiert.)
Beispiele.
1. DerR" ist ein topologischer Raum, mit der Topologie
O = {U CR"™: furjedesr € U enthalt U einec-UmgebungB.(z) vonx}
2. IstX eine Menge, so igtX, 2X) ein topologischer Raum* heilt diediskrete Topologi@uf X.
3. Ist(X,d) ein metrischer Raum, so ist
Oq := {U C X : furjedesr € U gibtes eine > 0mit {z € X : d(z,y) <e} CU}

eine Topologie; die-Umgebunged/. (z) := {z € X : d(x,y) < €}, furz € X unde > 0, bilden

eine Basis.
4. Eine interessante Topologie &ierhalt man mit

P = {ACZ: furjedesr € A enthalt A eine arithmetische Folge+ Zb, fur einb # 0}.
In dieser Topologie ist jede nicht-leere offene Menge ufiendJede Folge: + Zb ist aber auch
abgeschlossen. Folgt daraus, dés¢—1,1} = (J,p(0 + pZ) abgeschlossen ist?

Beispiel(p-adische Zahlen)Fir jede Primzahl definiert die Festlegupgd, = p™" fura = %pl’ mit
(p,bc) = 1, und|0[, = 0 eine Norm auf den rationalen Zahlen, gi@dische NormDies definiert eine
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Metrik und damit eine Topologie ad, in der Zahlen nah beeinander liegen, wenn sie gicin um hohe
Potenzen vomp unterscheiden®. Siehe Ebbinghaus etlal. [Et8d, Kap. 6].

UbungsaufgabeEine Menge3 C 2X von Teilmengen vorX ist Basis einer Topologie wenn gilt:

(1) jedesr € X liegtin einer MengeB € B, und

(2) wennz im Schnitt zweierB’, B” € B liegt, so gibtes eilB € Bmitxz € B C B'N B”.
UbungsaufgabeDie ilbliche Euklidische Metrik, dié; -Metrik, die Taximetrik/., und die allgemeine-
ren/,-Metriken bestimmen alle dieselbe, dig@dliche” Topologie auf denR™.

Definition 1.3 (Quadertopologie/ProdukttopologieAuf einem ProduktX := [],.; X; von topologi-
schen Rumen bilden

e die Produktd [, ; U; von offenen Teilmenget’; C X; die Basis deQuadertopologieuf X, und
e die Produktd [,.; U; von offenen Teilmengety; C X;, wobeiU; C X; nur endlich oft gelten darf,
die Basis deProdukttopologieauf X .

Ist I endlich, so stimmen Quadertopologie und Produkttopoldgierein. Insbesondere ist dibliche
Topologie aufR™ auch die Produkttopologie aif,c¢; 3 R = R".

Definition 1.4 (Unterraum) IstY C X eine Teilmengedr einen topologischen RaufX, ©O), so wird
dadurchY zu einemUnterraum mit derinduziertenTopologie, deren offene Mengen dlsN Y fur
U € O gegeben sind.

Beispiele. Die ,ubliche” Topologie aufR™ induziert Topologien auf allen Teilmengen. Insbesondere
sind damit Topologien definiert auf demdimensionalen BalB™ := {x € R" : ||z|| < 1}, den
Einheitsviirfel 1™ fur I := [0, 1], derEinheitsspbre S*~! := {z € R" : ||z| = 1}, etc.

Definition 1.5 (Stetige Abbildung, Ho@omorphismus, EinbettungEine Abbildungf : X — Y zwi-
schen topologischend&imen isstetigwenn das Urbildf ~!(U) jeder offenen Mengé& C Y offen (in
X) ist.

Eine Bijektionf : X — Y heiRtHomdomorphismusvennf und f ~! beide stetig sindX undY heiRRen
dannhormbomorph wir notieren dies mit’ = Y.

EineEinbettungst eine injektive stetige Abbildung : X — Y, die einen Hordomorphismus zwischen
X und dem Unterraunfi(X) C Y ergibt.

UbungsaufgabeZeige, dass die Teilmende: € R” : z; = 0} ¢ R™ (mit der induzierten Topologie)
hombomorph ist z4R™~! (mit der Produkttopologie).
Zeige, dass der offene Einheitsb@lt € R™ : [z < 1} C R™ (mit der induzierten Topologie)
homdomorph ist zUR™ (mit derliblichen Topologie).

UbungsaufgabeMan zeige: Die Produkttopologie ist djgrobste* Topologie auf der Produktmenge
[L; Xi (also die Topologie mit der minimalen Familie offener Menpdiir die die Projektionenr; :
[I; Xi — X; stetig sind.

Unter Abbildungernverstehen wir im Folgenden immetetigeAbbildungen, wenn nicht explizit etwas
Gegenteiliges gesagt wird.

Es ist nicht a priori klar, wie man digDimension* eines (gutartigen) topologischen Raums detnie
sollte. Zu zeigen ist dann, daB$* undR" fur m > n nicht hombomorph sind, und es dann auch keine
EinbettungR™ — R™ gibt. Dies ist nicht einfach; zu diesem Zwecke ist im Rahmenmengentheore-
tischen Topologie umfangreich®imensionstheorie entwickelt worden (siehe etwa Mentyézni28]).
Die ,Invarianz der Dimension* (zuerst 1911 von Luitzen Bro] bewiesen) zeigt man am
besten mit Hilfsmitteln deHomologietheorieinsbesondere mit Hilfe lokaler Homologiegruppen.

L uitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966, Topolgtygyitionist,
http://ww* groups. dcs. st-and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemati ci ans/ Brouwer . ht mi


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Brouwer.html

Beispiel([MunQ0, §44]). Die Peano-Kurvast eine stetige, surjektive Abbildung : [0, 1] — [0, 1]2.

Definition 1.6 (Zusammenéngend/wegzusammedaingend) Ein topologischer RaurX istzusammerdmgend
wenn er nicht als disjunkte Vereinigudg = A’UA” von zwei nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen
geschrieben werden kann.

Er istwegzusammeu#ngend wenn es iir jedez’, 2" € X eine stetige Abbildung : [0,1] — X gibt

mit f(0) = 2’ und f(1) = 2", einenWeg vonz’ nachx”.

Lemma 1.7. Jeder wegzusammedningende Raum ist zusammangend.

Beispiele.Die RaumeR", die Balle B" := {z € R" : ||z|| < 1}, die Einheitsvirfel ™ fur I := [0, 1]
sind wegzusammeidngend fir n > 0.

Die Einheitssptre S"~! := {z € R" : ||z|| = 1} ist wegzusammerémgend @r » > 1. Aber: S° ist
unzusammeringend (zwei Punkte)i~! = () ist zusammenréngend.

UbungsaufgabeJeder wegzusammeiahgende Raum ist zusamménigend.
Beispiel. Die “topologist’s sine curve’S := {(z,sin(1)) : # > 0} U {(0,y) : =1 <y < 1} C R? st

T

zusammenangend, aber nicht wegzusammangend.

Definition 1.8 (Trennungsaxiomé [Mun00, Chap. 4Fin topologischer RaunX heift

(T1) Ti-Raumwenn jeder Punkt abgeschlossen ist, d. h. wenn es,ztf € X, 2’ # 2” eine offene
MengeU” gibt mitz’ ¢ U” undz” € U”;

(Ty) T>-Raum oderhausdorffsd, wenn es zu', 2" € X, 2’ # 2 disjunkte offend)’, U"” gibt mit
2 e U'undz” € U”;

(T5) Ts-Raum oderregular, wenn jeder Punkt abgeschlossen&f)(und es zu jedem abgeschlossenen
A" C X unda’ ¢ A”, disjunkte offend’’, U” gibt mitz’ € U' und A” C U”;

(Ty) T4-Raum odernormal wenn jeder Punkt abgeschlossen &t)(und es zu disjunkten abgeschlos-
senen Menged’, A” C X disjunkte offend/’, U” gibt mit A C U’ und A” C U”.

Offenbar gilt

.hormal (I;) = reguhr (T5) = hausdorffsch’k) = T1".
Beispiel. Die “reelle Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt” &lif (73), ist aber nicht hausdorffsch.

Satz 1.9(Urysohn—LemnB [Mun0Q, Thm. 33.1]) WennX normal ist undA, B C X disjunkte ab-
geschlossene Teilmengen sind, dann kann man zwisthe B stetig interpolieren, d. h. es gibt eine
stetige Abbildung : X — [0, 1] mit f(a) = 0und f(b) = 1 furallea € A,b € B.

Satz 1.10(Urysohns Metrisierungssat®un00, Thm. 34.1]) Jeder regure topologische Raum mit
einer abahlbaren Basis ist metrisierbar, d. h. es gibt dann eine Meirauf X, die die vorgegebene
Topologie erzeugt.

Definition 1.11 (Kompaktheit) Ein topologischer RaunX heiRtkompaktwenn jeddJberdeckung von
X durch offene Mengen eine endliche Tdierdeckung hat.

Eine TeilmengeC' C X ist kompakt wenn jedeUberdeckung durch offene Teilmengen vanheine
endliche Teiliberdeckung haiquivalent dazu: der topologische Rathimit der induzierten Topologie
als Unterraum betrachtet) ist kompakt.

2Felix Hausdorff, 1868—1942, Topologe und Lyriker, von deazls in den Selbstmord getrieben,
http:// ww* groups. dcs. st - and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemati ci ans/ Hausdorff. htn

3pavel Samuilovich Urysohn, 1898-1924, russischer Togglott 26 beim Schwimmen in Frankreich ertrunken,
http:// ww* groups. dcs. st-and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemati ci ans/ Urysohn. ht ni


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hausdorff.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Urysohn.html

Proposition 1.12(Uber Kompaktheit)

1. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menggejéddr.abgeschlossene Teilraum eines
kompakten Raums) ist kompakt.

2. Jede kompakte Teilmenge eines hausdorffschen Raums éstchlbossen.

3. Jedes Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen édotgl ist kompakt.

4. Eine stetige Funktiory : X — R nimmt auf jeder nicht-leeren kompakten TeilmedgeC X
Maximum und Minimum an.

5. Eine Teilmengel C R" ist genau dann kompakt, wenn sie begeikt und abgeschlossen ist.

Satz 1.13([Mun0Q, Thm. 26.6]) WennX kompakt und” hausdorffsch ist, dann ist jede bijektive stetige
Abbildungf : X — Y ein Honbomorphismus.

Satz 1.14(Satz von Tychondff [Mun0Q, Thm. 37.3]) Jedes Produkt von kompakterainen (mit
Produkt-Topologie) ist kompakt.

Beispiel. Damit ist[0, 1] ein kompakter topologischer Raum.
UbungsaufgabeDer Einheitsball in/?(N) ist nicht kompakt.

UbungsaufgabeDas Produkf0, 1] x [0, 2] x [0, 1] x -+ mit der Produkttopologidst kompakt, nach
dem Satz von Tychonoff. Dieselbe Menge ist auch ein Untemrdas Raumg?(N) = {(z1,22,...) :
D1 x? < oo der quadratsummierbaren Folgen, auf dem die Topologiehdiie?-Metrik definiert ist

— und dieser Unterraum ist auch kompakt. Ist das dersellm@dgische Raum?

Definition 1.15(Kompakt-offene Topologiejir Funktionenaume) SeienX undY topologische Rume.
Dann macht man die Mengg X, Y') aller stetigen Abbildungen mit déompakt-offenen Topologk
einem topologischen Raum: ihre offenen Mengen sind dieivegrengen von endlichen Schnitten der
Mengen vom Typ

S(C,U) = {feC(X,Y): f(C)CU}

fur kompakteC' € X und offenel/ C Y.

Die MengernC(X,Y) bilden eine,Subbasis‘ der Topologie.
Beispiel. WennX = {z} ein Punkt ist, dann ist(X, Y) hombomorph zuy .

UbungsaufgabeSei X ein topologischer Raum] eine Menge. Dann ist die Produkttopologie auf
[I;c; X (wobei alle Faktoren gleiclX” sind) genau die kompakt-offene Topologie auf dem RaXim
aller stetigen Abbildungelfi : I — X, wenn man/ mit der diskreten Topologie ausstattet.

4Andrei Nikolaevich Tikhonov, 1906—1993, russischer Tope, bewies dies als Zwanzidjriger,
http://ww* groups. dcs. st-and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemati ci ans/ Ti khonov. ht m


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Tikhonov.html
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2 Simplizialkomplexe

Manche topologische &ime (und viele interessante) kann mamangulieren” — und damit hat man
dann ein einfaches, kombinatorisches Mod@tlden Raum, einegSimplizialkomplex®. Meine Skizze
basiert auf Munkres [Mun84] und Matéek [Mat03], wobei ich in Notation und Terminologie eher

[Mat03] folge.
Definition 2.1. Ist F' = {vg, v1, ..., v} C R™ eine Menge vork + 1 affin unabkangige Punkten, so ist

k
o =conv{vg, ..., vk} = {Aovo + -+ + Agvp € R" : )\ 20,2,_0& =1}

ein k-dimensionaler Simpleader kurzk-Simplex Die Simplexer = conv(G) fur G C F heil3en die
Seitenfichenbzw. Seitenvon ¢. (Damit sindo und () Seiten vorno. Alle anderen Seiten voa heiRen
dannnicht-trivial.)

Je zweik-dimensionale Simplexe sind affin isomorph, also insbesmtondomorph (beiaglich der
vom jeweiligenR"™ induzierten Unterraumtopologie). Elrdimensionaler Simplex isiif £ = 0 ein
Punkt (Ecke"), fur k = 1 eine Strecke,Kante"), fur & = 2 ein Dreieck (2-Seite*), fur k = 3 ein
Tetraeder, usw. Wir schreibéri(o) fur die Menge der Ecken vom. Achtung: jederk-dimensionale
Simplex hatk + 1 Ecken. Er ist horamomorph zuB*. Man fasst oft die leere Menge als Simplex der
Dimension—1 auf (mit0 Ecken).

Definition 2.2. Ein (geometrischer) Simplizialkomplexist eine Menge von Simplexen iR (fur ein
N > 0) die folgende Eigenschaften éft:

(K1) 0 e A
(K2) Furo € A liegen auch alle SeitenC o in A
(K3) Fire, o’ € Aisto N o’ eine Seitenfiche vorr und vono’.

Die Eckenmeng®& (A) von A ist die Menge allep € RY so dasgv} eine Ecke vom\ ist.
Die Dimensionvon A, notiertdim A, ist die maximale Dimension eines Simplexe\n

Ein Unterkomplexst eine nicht-leere Teilmenge vah die wieder ein Komplex ist, also (K2) éit.
Das k-Skelettvon A ist der UnterkomplexA(*)| der aus allen Simplexen der Dimensiodchstensk
besteht.

Beispiele.Ist o ein Simplex, so ist die Menge aller Seiten verein Komplex (den wirliblicherweise
wieder mito bezeichnen).

Die Menge aller echten Seiteafihenconv(G), G C F, vono = conv(F') heit derRanddo von o.
Der Rand eine&-Simplex ist fir £ = 0 leer, fur £ = 1 besteht er aus zwei Punktediy & = 2 ist er ein
Dreiecksrand, etc. Er ist hasomorph zus*—!.

Definition 2.3. Ist A ein Simplizialkomplex inR™, so ist dasPolyedervon A der topologische Raum
||Al|, der auf der Grundmendg A (demTragervon A) durch die folgende Topologie gegeben ist: eine
TeilmengeA C |J A ist abgeschlossen bzw. offen genau dann, wémno fur jeden Simplex € A
abgeschlossen bzw. offen ist.

WennA endlich ist, dann ist die Topologie ajiA|| die vonR™ auf| J A induzierte Unterraumtopologie.

Beispiel. A := {0, {0}} U {{1} : n € N} ist ein0-dimensionaler Simplizialkomplex, und hat damit
die diskrete Topologie. Dagegen ist in der Unterraumtagielaufl J A C R die Teilmengg|J A)\{0}
nicht abgeschlossen.



Bemerkun@.4. Die Topologie auf|A|| kann alsQuotiententopologi®zgl. der surjektiven Abbildung
Y oen® — Usea o = ||All von der Summe (disjunkten Vereinigung) beschrieben werdtsndie
,feinste" Topologie aufiA||, beZiglich der die Abbildungr stetig ist. (Siehd [Mun84;20].)

Wenn wir im Folgenden von topologischen Eigenschaften fvaiesdorffsch, kompakt, zusamménh
gend) eines Komplexes reden, dann istimmer das Polyedéfaieplexes gemeint.

Lemma 2.5. Jeder Simplizialkomplex ist hausdorff4dh).

Ein Simplizialkomplex ist dann und nur dann kompakt, weneratlich ist (d. h., aus endlich vielen
Simplexen besteht).

Ein Simplizialkomplex ist genau dann zusamnd@gend, wenn er wegzusamméangend ist.

Definition 2.6. Ein topologischer RaunX heif3ttriangulierbar, wenn er zu einem Simplizialkomplex
A homdomorph istX = ||A]|.

Beispiele.Die Balle B™ sind triangulierbar (durch den Komplex eineslimensionalen Simplexes).
Die SprarenS™~! sind triangulierbar (durch den Randkomplex eineSimplexes).

Beispiel. Die Standard-TriangulierungesR™ hat Eckenmengg&" und die Mengeq{+°, ... ,v*} c Z"
als Simplexe, ifir die alle Komponenten vowt — v? (fiir j > i) entwede oder1 sind.

Beispiele.Die ,reelle Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt® ist nicht triaifigrbar (weil sie nicht haus-
dorffsch ist).

Die MengeQ der rationalen Zahlen ist (mit déblichen Topologie) nicht triangulierbar (weil sie -
bar ist, misste der zugehige Komplex0-dimensional sein, hat dann aber die diskrete Topologie).
Beispiele(Schonflies-Theorem/Alexanders gaimte Spkre) Wenn f : S — R? eine Einbettung ist,
dann gibt es eine Triangulierung v, in der f(S') das Bild eines Unterkomplexes ist.

Wennf : S?2 — R3 eine Einbettung ist, dann gibt es nicht unbedingt eine udisrung vonR?, in der
f(S?) das Bild eines Unterkomplexes ist.

Definition 2.7 (Simpliziale Abbildungen) Eine simpliziale Abbildungf : A — A’ ist eine Funktion
f:V(A) — V(A") mit der Eigenschaft, das&ifjeden Simplex € A das Bild der Eckenmendé(o)
die Eckenmenge eines Simplexesifist, der dann mitf (¢) notiert wird.

Fiuro € Aundf: A — A’ gilt automatisch immedim f (o) < dimo.

Lemma 2.8. Jede simpliziale Abbildung : A — A’ induziert eine stetige Abbildungf|| : ||A| —
||A’|| der zugebrigen Polyeder, durchlineare Fortsetzung auf die Simplexe*:

11 Aor® 4+ - - 4+ A — Ao f(00) + - + Apf(0F).

Definition 2.9 (Abstrakter Simplizialkomplex)Ein abstrakter Simplizialkomplek  ist ein nicht-leeres
SystemK C 2V von endlichen Teilmengen einer Menjedas unter Teilmengenbildung abgeschlossen
ist, d. h., so dass mit jeder Men@ec K auch jede Teilmenge vosiin K liegt.

Die Vereinigungsmeng® (K) := |J K ist die Eckenmengeon K. Die MengenS € K heiRen die
Seitervon K. lhre Dimensionist durchdim(S) := |S| — 1 gegeben.

Definition 2.10 (Simpliziale Abbildungen; isomorph)Eine simpliziale Abbildungf : K — K’ zwi-
schen Simplizialkomplexe&™ und K ist eine Funktionf : V(K) — V(K’), die Seiten vonk auf
Seiten vonK'’ abbildet, d. h., so das§S) € K' furalleS € K gilt.

Eine simpliziale Abbildungf : K — K’ ist einlsomorphismusvennf : V(K) — V(K') bijektiv ist
und eine Bijektion zwischen den Seiten vBnund vonK” induziert, d. h., wend’ = {f(S) : S € K}.
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Definition 2.11. Fur jeden geometrischen Simplizialkompl&xist die MengeKa := {V (o) : 0 € A}
der Eckenmengen der SimplexeAnein abstrakter Simplizialkomplex, d&skenschemaon A.

Wenn ein abstrakter SimplizialkompleX zu einem KomplexK'a isomorph ist, dann hei3A eine
Realisierungvon K.

Lemma 2.12. WennA, A’ zwei Realisierungen von isomorphen Kompleked sind, dann sind A||
und||A’|| hombomorph.

Ubungsaufgabeledes endliche Mengensystem definiert einen Simplizigikexnwenn man es um alle
Teilmengen erweitert. So ist etwa

A = {{1,2,3},{1,4},{2,4},{4,5}, und alle Teilmengen davon

ein Simplizialkomplex. Man zeichne eine Realisierung!

Beispiele.In der kombinatorischen Optimierung studiert man abstr&implizialkomplexe, die Gra-
phen zugeordnet werden, darunter deiabhangigkeitskompleX(G) C 2" und denMatchingkomplex
M(G) C 2F eines endlichen Graphei(V, E).

Den Schachbrettkomples,, , kann man als den Matchingkomplex eines vélfgtigen bipartiten Gra-
phen definieren),, ,, := M (K, ).

Beispiele.Man kann topologische &ime definieren/konstruieren, indem man kombinatorisoé €i-

angulierung angibt. So beschreiben wir TriangulierungemKreisband (Zylinder), Mbiusband, Torus
und der Kleinschen Flasche durdidentifikationen am Rand" eines triangulierten Rechtecks.

Proposition 2.13. Fur jeden abstrakten Simplizialkomplé&k erhalt man eine kanonische Realisierung
wie folgt: SeiV = V(K) die Eckenmenge vald, und seiF.(V, R) der R-Vektorraum aller Funktionen
f 'V — R mit endlichem Tager. SeiF.[K] C F die Teilmenge derjenigen Funktiongne F(V,R),
fur die

1. der Trager{v € V : f(v) # 0} ein Simplex aug ist,

2. alle Funktionswerte (v) nicht-negativ sind, und

3. die Summe aller Funktionswerte gleitfwst.

Dann istF[K] das Polyeder eines Simplizialkomplexes, Herealisiert.

UbungsaufgabeFiir eine simpliziale Abbildung : A — A’ von geometrischen Simplizialkomplexen
ist || f|| genau dann ein Hodomorphismus, wenn die zuggfge simpliziale Abbildung von abstrakten
SimplizialkomplexenKa — K/ €in Isomorphismus ist.

Jeder Simplizialkomplex auf < oo Ecken ist ein Unterkomplex ein¢s — 1)-dimensionalen Simplex,
kann also inR"~! realisiert werden.

UbungsaufgabeJeder endliche Simplizialkomplex der Dimensior: oo kann geometrisch irfR++1
realisiert werden.

Die , Toblerone-Triangulierung” des Torus miEcken, und die Triangulierung niitEcken (der Casar-
Torus — siehe[[Lut02]) sind inR? realisierbar. Es ist aber nicht klar, ob jeder trianguéi€forus im

R? geradlinig dargestellt werden kann — das ist ein altes RropHas auf Gmbaum|[[Gii03, p. 253]
zuriickgeht. Realisierungen von#ehen imR? sind ein aktuelles Forschungsthema — siehe die For-
schergrupp®olyedrische Richenan der TU Berlin,

http://www. mat h. tu- berlin. de/ geonetri e/ ps/|

Satz 2.14(Satz von Steinitz 1922 [Zie95, Lect. 3]Jede Triangulierung vow? kann imR3 realisiert
werden (sogar als Randkomplex eines simplizialen konvesigtops).
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Definition 2.15(Mannigfaltigkeit) Einen-dimensionale Mannigfaltigkeist ein nicht-leerer hausdorff-
scher Raum\/ in dem jeder Punkt € M eine Umgebung hat, die Z&* hombomorph ist.

Eine kompakte Mannigfaltigkeit (ohne Rand, wie hier defit)ibeil3t auclgeschlossen

Beispiele.Genannt seien hiet-dimensionale Mannigfaltigkeiten; dieSphare mitg > 0 Henkeln; die
SprarenS™—1, die projektive RumenRP”~!; der n-dimensionale Torug™ := (S')", die Gruppen
SQ(n), SAQ(n), U(n), SU(n), sowie als nicht-kompakte Beispieke’, SL(n), GL(n), ...

Satz 2.16(Rado 1924/Moise 1952 [Moi77])Alle kompakten Mannigfaltigkeiten der Dimension< 3
sind triangulierbar.

Durch Kombination von Resultaten von Casson und von Freadsiahe [AM90, S. xvi]) erhlt man
Beispiele vord-Mannigfaltigkeiten die nicht triangulierbar sind. Ob exh Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionn > 4 gibt, die nicht triangulierbar sind, ist aber noch nicht Igek

Minimale Triangulierungen von Mannigfaltigkeiten sinchektuelles Forschungsthema — siehe etwa
Bjorner & Lutz [BLOQ]. So ist etwa nicht gedit, vieviele Ecken eine Triangulierung vaif® x S™
wirklich haben muss.

Beispiele.Die reelle projektive EbenBP? hat eine Triangulierung mit Ecken (aus dem Ikosaeder kon-
struiert). Allgemeiner er@lt man aus jedem zentralsymmetrischen simplizialen Bplger Dimensiom,

in dem gegeinberliegende Ecken keine gemeinsamen Nachbarn habedrgingulierung vorRP™ 1,
zusammen mit einer simplizialen Abbildusg—! — RP"~ 1.

Definition 2.17. Semialgebraische Mengeind die Teilmengen deR™, die man als bsungsmengen
von polynomialen Gleichungen und (strikten oder nichkgtn) polynomialen Ungleichungen éih

Satz 2.18(Referenz?) Jede semialgebraische Menge ist triangulierbar.
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Topologie — WS05/06 — TU Berlin —i@ter M. Ziegler

3 Homotopiegruppen

Die Homotopiegruppen eines topologischen Raums algdbraischelnvarianten, mit denen man im
Prinzip Raume unterscheiden kann, die nicht nur nicht Bomorph, sondern nicht einmal homotopie-
aquivalent sind. Obwohl sie im allgemeinen (etwia Komplexe) notorisch schwer zu berechnen sind,
sind sie dennoch fundamental ... Wir beginnen mit dem Koindep,Homotopie".

Definition 3.1. SeienX, Y topologische Rume. Zwei stetige Abbildungefig : X — Y sindhomotop
notiert f ~ g, wenn die eine in die andere deformiert werden kann, d. mpvwes eine stetige Abbildung
H : X x I — Y gibt (eineHomotopig, die zwischenf und g interpoliert, mitH (z,0) = f(z) und
H(z,1) = g(x)furallez € X.

Lemma 3.2. Homotopie definiert eindquivalenzrelation auf der Menge der (stetigen) Abbildemg
von X nachY. Die Menge der Homotopieklassen wird i, Y| bezeichnet.

Beispiel. Die Homotopieklassen i{z}, Y] entsprechen den Wegzusammenhangskomponenteyi.von

Definition 3.3. Zwei topologische RumeX, Y sind danrhomotopi@équivalent notiert X ~ Y, wenn
es stetige Abbildungelfi: X — Y undg : Y — X gibt, so dasg o f zur ldentifatidx : X — X auf
X homotop ist, undf o g zuidy homotop ist, so dass algo g ~ idx undg o f ~ idy gilt.

Beispiele.R" ~ B" ~ {0}; R"\{0} ~ S"~ 1.

In dieser Definition riissenf und g weder injektiv noch surjektiv sein. Homotopaiguivalenz ist eine
Aquivalenzrelation (wie der Name sagt). DAguivalenzklassen dazu hei3Elomotopietypen

Definition 3.4. Ein topologischer RaunX ist kontrahierbar wenn er den Homotopietyp eines Punktes
hat, das heil3t, wenn e#rfeinen gquivalent: jeden) Punkf, € X eine Homotopie gibt zwischen der
konstanten Abbildung : X — X, z — 1, und der Identdtidy : X — X.

Begriffe in diesem Umfeld: Retraktion, Deformationsr&tran, starke Deformationsretraktion. Es gibt
aus Perspektive der mengentheoretischen Topologie garcteeBdazu, siehé [Bor67], [HuB5].

Definition 3.5. Ein Simplizialkomplexk ist kollabierbar, wenn er durctelementare Kollapsauf eine
einzelne Ecke reduziert werden kann: dabei entfernt maeilgwine nicht-maximale Seite&afihe, die
in nur einer maximalen Seiteafthe enthalten ist, zusammen mit allen sie enthaltendéenSei

Der Versuch, Homotopéguivalenz durchAquivalenz bzgl. elementaren Kollabierungs- und Antikol-
labierungsschritten und Antikollabierungs-Schrittenezsetzen, ist aughrlich studiert und in Bcher
gegossen wordengimple homotopy type“; vgl[ [Coh73])).

Beispiel. Ein 1-dimensionaler endlicher Simplizialkomplex (endlicha@a@h) ist kollabierbar, wenn er
einBaumist, also zusammerdimgend ist und keine Zykel erél. In jedem elementaren Kollaps wird ein
Blatt entfernt [Terminologie aus der Graphentheorie].

Beispiel(Bings Haus) ,Bings Haus* mit zwei Zimmern (siehe etwa Hatcher [Hat02,Jpist kontra-
hierbar, aber nicht kollabierbar. Borsuks Version davarise Art Kleinsche Flasche. Alternativ dazu
der “dunce hat” (Narrenkappe").

Definition 3.6. Fur £ > —1 heil3t ein topologischer Rauk k-fach zusammerdmgend(kurz k-zusam-
menfingend, wenn er nicht-leer ist, und jede stetige Abbildufig S¢ — X mit 0 < ¢ < k zu einer
konstanten Abbildung homotop itquivalent dazu:ifr jedes/ mit —1 < ¢ < k kann jedesf : S — X
zu einer AbbildungF’ : B! — X fortgesetzt werden.
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Fur ¢ = —1 bedeutet die Bedingung, da&snicht-leer sein muss.if ¢ = 0 fordert sie Wegzusammen-
hang. Einl-zusammenangender Raum heif3t aueinfach zusamme#hgend Er ist dann also nicht-
leer, wegzusammei@hgend, und jede Schleife in dem Rauésdt sich in dem Raum zusammenziehen.

Lemma 3.7. k-Zusammenhang ist eine Invariante des Homotopietyps: \Wehnzusammerdngend
ist, dann auch jeder zX homotopiéquivalente Raum.

Satz 3.8.5™ ist (n — 1)-zusammer#mgend, aber nicht-zusammerdngend., > —1.

Beweis.Jede stetige Abbildung : S* — S™ lasst sich unter Ausnutzung von Kompaktheit in eine
~gutartige” (also etwa: 8tkweise spérisch-lineare) Abbildung deformieren. Diese st £ < n nicht
surjektiv, und damit leicht in eine konstante Abbildungatetiierbar.

Fur den zweiten Teil verwendet man algebraische Hilfsmittela den Abbildungsgrad: Dieseildt
»mit Vorzeichen", wie oft ein,generischer* Punkt im Bild von der Abbildurigberdeckt wird. Diese
GroRe ist fir alle generischen Punktee S™ gleich, und siedndert sich unter Deformation nichtiiF
die Identi&t ist siel, fur jede konstante Abbildung ist die O

Dass die Identé#tid : S™ — S™ wesentlichist, also nicht homotop zu einer konstanten Abbildung
(nullhomotop, ist eine nichttriviale Aussage. Wir notieren sie wie folg

Korollar 3.9. S™ ist nicht kontrahierbar.

Es ist leicht zu sehen, dass dieses Korollar Bmouwerschen Fixpunktsafmuivalent ist:
Satz 3.10(Brouwers Fixpunktsatz)Jede stetige Abbildung”t! — B"*+! hat einen Fixpunkt.

Beweis.Wennid : S™ — S™ nullhomotop ist, dann auch id. Die Nullhomotopie liefert eine stetige
Abbildungld : B"*! — sm c B"*!, die fixpunktfrei ist — Widerspruch!

Umgekehrt sejf : B"*1 — B! fixpunktfrei, und seh(z) der Schnittpunkt vors™ mit dem Strahl,
der vonf(x) ausgehend durchgeht. Dannist : B"*! — B"*! stetig, und auf dem Rand die Ideatit
liefert also eine Nullhomotopidif id. O

Ohne Beweis geben wir das folgende, tiefliegendere Resultat

Satz 3.11(siehe Spaniefgpa66, p. 405]) Sei X ein triangulierbarer Raum. WenX fur alle £ > 0
k-zusammerdngend ist, dann isk” kontrahierbar.

Mit dem Begriff des einfachen Zusammenhangsiken wir eines der wichtigsten Probleme der Ma-
thematikiiberhaupformulieren(ein Clay-Problem, und vielleicht gerade von Perelman(Begebst
worden . ..):

Vermutung 3.12(Die Poincaé-Vermutung) Jede einfach-zusammeirigende geschlosseBdannig-
faltigkeit ist honbomorph zus3.

UbungsaufgabeDie Menge (GruppepU(2) ¢ C2*? ist eine einfach-zusammeiihgende3-Mannig-
faltigkeit. Zeige: sie ist homomorph zus3.

Statt topologischer ®ume betrachtet man in der Topologie oft besser/einfachenipaare.

Definition 3.13. Raumpaaresind Paaré X, A), wobei X ein topologischer Raum ist, undl C X ein
Unterraum. Dabei kann malk mit (X, ()) identifizieren. Ein PaafX, {z(}) heitpunktierter Raum
der Punktzy € X heil3t dann deBasispunktStetige Abbildungerf : (X, A) — (Y, B) sind stetige
AbbildungenX — Y, die zugtzlich f(A) C B erfullen missen. Abbildungen zwischen Raumpaaren
frg:(X,A) — (Y, B) sindhomotopwenn esH : (X x I, A x I) — (Y, B) gibt mit H(x,0) = f(z)
undH(x,1) = g(z) fur allex € X. Hombomorphie und Homotopéguivalenz éir Raumpaare definiert
man ebenfalls analog zu den Definitionéin fopologische Bume.
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Definition 3.14. Bezeichne wiedef = [0, 1] das Einheitsintervall, undl = {0, 1} seine Endpunkte.

Fur einen topologischen Rautd mit Basispunktzy € X ist jede stetige Abbildung : (I,0I) —

(X, {zo}) eingeschlossener WéggineSchleif¢ in X.

Die Mengem (X; o) := [(I,0I), (X, {zo})] von Homotopieklassen von geschlossenen Wegen heif3t
die Fundamentalgruppéodererste Homotopiegrupperon X (zum Basispunkig). Auf ihr wird eine
Verkniipfung definiert durclry] o [y/] := [y % +/], mit

o 2t furt € [0, 4]
v () = {,Y/(Qt —1) furte [%,i]-

UbungsaufgabeBeweise, dass; (X ; x,) mit dieser Verkiipfung in der Tat eine Gruppe ist.

Bemerkung3.15 Die Fundamentalgruppe; (X; zo) ,sieht' nur die Wegzusammenhangskomponente
des Basispunktes.

UbungsaufgabeWenn X wegzusammeriingend ist, dannangt die Gruppenstruktur vom (X; zo)
nicht vom Basispunkt ab (d. hiif verschiedene Basispunkte &lthman isomorphe Gruppen).

Daher schreibt man oft; (X ) fur die Fundamentalgruppe eines (wegzusamraegénden) Raumx .
Beispiele.m (R™) = {co}; genausoiir jeden kontrahierbaren Raum;.(S™) = {co} furn > 1.

Lemma 3.16. Fur PolyederX = ||A|| hangt die Fundamentalgruppe (X; z¢) nur vom2-Skelett ab.

Beweis. Regularisierung, wie im Beweis zu Satz]3.8 skizziert: jedbl&@fe kann in dad-Skelett ge-
druckt werden, jede Homotopie in dasSkelett. O

Satz 3.17(Stillwell [Sti93, Sect. 4.1]) Die Fundamentalgruppe eines (0.B.d.A. zusamraegénden)
von Simplizialkomplexes kann man wie folgt durch ErzeugerRelationen darstellen: S& ¢ A()

ein aufspannender Baum imaSkelett. Fir jeden Knotene; seiw; der eindeutige direkte Weg ifi von
der Basiseckeg zux;.

Dann bestimmt jede Kante i; = z;2; € AW\T eine SChIeifel}ieijwj_l, und jedes Dreieck =
zizjr, € A2 ergibt eine RelatiorR,,. Damit ist

<gij HUTHIS A(l)\T ‘ R,:0€ A(Q) >
eine Darstellung vomr; (A) durch Erzeuger und Relationen.

Beweis.Jede Schleife mit Ausgangspunif |asst sich in einen geschlossenen Kantenweg mit Ecken-
folge xg,z1,...,xNn_1,2ny = xo deformieren. Dieser ist homotop zu einer Verkettung vonFeem
(woeo1wy M) (wierpwy ') ... (wy_1en—1 nvwy'), die ein Produkt von entweder trivialen Schieifetir(f
eii+1 € T) oder Erzeugern der angegebenen Art ist @yjit= gj_l-l).

Genausodsst sich jede Homotopie zwischen Wegen in Einzelschriftkegen, die einzelne Dreiecke
Uiberstreichen. Jeder Dreiecksumlayf:; xo20 1asst sich ir(wieijwj‘l)(wjejkw,;l)(wkekiwi‘l) defor-
mieren, und dies ergibt (je nachdem, ob ein, zwei oder dreingelvierten Kanten aufRerhalb liegen)

eine Relation vom Ty@;;, gi;jgjx 00€rg;;g;igu- O

Beispiel. Die Fundamentalgruppen von Graphérd{mensionalen Komplexen) sind freie Gruppen.
Insbesondere gilt; (S1) = Z.

Proposition 3.18(Jede endlich-erzeugte Gruppe ist Fundamentalgruphejeder endlichen Gruppen-
prasentationG = (gi,...,9s | R1,..., R¢) gibt es einen endlichen zweidimensionalen Simplizialkom-
plex Ag mit Fundamentalgruppé& = m (Ag).
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Satz 3.19(Seifert—van Kampen [Sti93, p. 125])Venn sich ein Raun¥ als VereinigungX = X; U X5
zweier offener Mengen mit wegzusamnégendem Schnitt darstelleasist, der gemeinsame Basis-
punktzq im SchnittX; N Xs gewahlt wird, und die Fundamentalgruppen durch

7T1(X1) = <a1,...,am ’ Rl,...,Rn>, 7'[‘1(X2) = <b1,...,bp | Sl,...,Sq>

und
7T1(X1 ﬂXQ) = <01,...,C$ ‘ Tl,...,Ty>

gegeben sind, dann diilt man die Fundamentalgruppe véa = X; U X, als
m(X1UX2) = (a1,....am, b, by | Ry Ry Sty S UnV L UV,

wobeiU; bzw.V; jeweils eine Pasentation vory; durch die Erzeuget; vonm;(X;) bzw. durch die
Erzeugerm;, vonm(X3) sind.

Man beachte, dass in der Beschreibung ¥90X; U X5) die Relationer{1, ..., T, vonm(X; N X3)
keine Rolle spielen.

Korollar 3.20. 1 (S™) ist fur n > 1 trivial.

Beweis. UberdeckeS™ durch zwei kontrahierbare offene Teilmengen, etwa durfénet-Umgebungen
der oberen bzw. unteren Hemigph. Die Schnittmenge ist dann homotdgmjaivalent zusS"~!, also
wegzusammerangend firn > 1. O

Weitere Anwendung: Analyse von Knotengruppen durch DeBi4) und Schreier (1924); siehe Still-
well [Sti93, Chap. 7]. Insbesondere kann man damitldieisknotert,, ,, (m,n > 2 teilerfremd) klas-
sifizieren, dereiKnotengrupperfFundamentalgruppen der Komplemente) durch

T (R\Tn) = (a,b | a™b™")

gegeben sind: bis auf Reflektion des Raums,Tind, = 7, ,, sind die Knotengruppen nicht isomorph,
also auch die Knoten nicliiquivalent. Siehe Stillwell [Sti93, Sects. 4.2.1, 7.1].

Bemerkung3.21 (Siehe[[Sti82, Sti93])Das Wortproblemfir Gruppen (alsoifr ein gegebenes Wort
beZiglich einer gegebenen Gruppeagentation zu entscheiden, ob das Wort das neutrale Eletaent
Gruppe darstellt) ist nach Novikov (1955) nicht entschaidBaraus folgen weitere Nichtentscheidbar-
keitsresultate in der Topologie.

Das Hondomorphie-Problemifr 2-dimensionale Komplexe ist effektid$bar (d. h., man kennt einen
Algorithmus daiir), aber das Homotopietyp-Problem ist nicht entscheidkeil man das Wortproblem
in Gruppen nichtdsen kann, gibt es keinen endlichen Algorithmus, der zunye2lelimensionalen end-
lichen Simplizialkomplex entscheiden kann, ob er kontdbar ist.

Das Honbomorphieproblemifr die 3-dimensionale Spire ist effektiv bsbar (Rubinstein und Thomp-
son [Rub97]; vgl. King[[Kin04]), das Hodomorphieproblemifr die 5-dimensionale Sgire ist aber
unlosbar. Genauso ist das Hoomorphieproblemiir 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten usgbar (Mar-
kov 1958).

Schon in der Rihzeit der Topologie wurde bemerkt (von Reideme@teiass man bei Arbeit mit der

Fundamentalgruppe Gefalauft, lediglich schwierige topologische Probleme in sange algebraische
Probleme zlilbersetzen.

SKurt Reidemeister, 1893-1971, Pionier der Gruppen- undt&mbeorie, und Dichter;
http://ww groups. dcs. st - and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemat i ci ans/ Rei denei ster. ht m
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Die hoheren Homotopiegruppen der $pén werden oft als,, (X, {zo}) := [(S",{e1}), (X, {{z0}})]
definiert — da ist aber nicht so leicht zu sehen, wie/warum dearfElemente “addieren” kann. Man
kann die Homotopiegruppen auch dlguivalenzklassen von Abbildungeid™, 01") — (X, {{zo}})
auffassen. Dass das dasselbe ergibt, folgt zum Beispidblendem Satz:

Lemma 3.22. Fur jeden Raum mit BasispunkX’, {z(}) gibt es eine kanonische Bijektion zwischen den
Mengen von Homotopieklassen von Abbildungen

(5" {er}), (X {zo})] «— [(I",01"), (X, {z0})].

Beweis.Jede Abbildung; : (I™,01™) — (X, {zo}) bildetoI™ auf{z(} ab, sie ist also automatisch auf
OI™ konstant.

Betrachten wir nun den Quotientenragit /01", ), in dem der gesamte Rand desVurfel zu einem
einzigen Punkt identifiziert wird. Nach Definition der Quotiententopolegnduziert jede Abbildung
g : (I"/oI",x) — (X, A) auch eine Abbildung : (I",0I") — (X, A), die aufoI™ konstant ist.
Umgekehrt induziert aber auch jede Abbildung (I™,01") — (X, A), die aufoI™ konstant isteine

stetige Abbildungj : (I"/0I™, x) — (X, A), durchg(z) := g(x) furz € 0I"™, undg(z) := g(x) sonst.

Damit erhalten wir eine Bijektiof(1",01"), (X, {zo})] «— (I"/OI", %), (X, {z0})].

Schlie3lich ist(I™/0I™, x) homdmorph zu(S™, {e; }). O

Definition 3.23. Sei (X, {x¢}) ein Raum mit Basispunkt. Diedheren Homotopiegrupperon X sind
definiert als
(X5 x0) = [(I",01"), (X, {x0})].
Die Verknipfung kann dann aus dem Nebeneinandersetzen-Wiirfeln abgeleitet werdefy|o[+/] :=
[y ], mit
V(Qtl,tg,...,tn) furt, € [0, %]
1

v (t1,ta, ..., ty) =
v 7(1 2 n) {7,(2t1_]—7t2a"‘7t") furtle[%7 ]

Satz 3.24(Funktor!). Die Homotopiegruppen sind Invarianten des Homotopietyjosnotopiéquiva-
lente Raume haben isomorphe Homotopiegruppen.

Jede stetige Abbildung zwischen topologischénrRen mit Basispunkt : (X, {zo}) — (Y,{wo})
induziert Gruppenhomomorphismen zwischen den entsprdehédHomotopiegruppen:

fo (X5 20) — (Y5 90)

wobeiid : X — X die Identitit auf 7 (X; o) induziert, und @ir Abbildungenf : X — Y und
g:Y — Zgiltdass(go f)x = g4 o f4. Dabei induzieren homotope Abbildungen denselben Gruppen
homomorphismus. Homotogiguivalenzen induzieren Gruppenisomorphismen.

Bemerkun@.25 7o(X;x0) ist nur eine Menge mifBasispunkt’, vidhrendr (X; xo) eine Gruppe ist.
Die hoheren Homotopiegruppen, (X; zp), n > 2, sind sogar kommutative (abelsche) Gruppen.
Wenn X wegzusammeréngend ist, danndngt die Grupper, (X;x() bis auf Isomorphie nicht vom
Basispunkt ab, und man schreibt def, (X).

Der Isomorphismus ist aber nur dann kanonisch, wErginfach-zusammeidimgend ist — anderenfalls
riskiert man,Monodromieeffekte* (Bewegung des Basispunkts entlanglgessener Wege liefert nicht-
triviale Automorphismen der Fundamentalgruppe).

Ist X = ||AJ| ein Polyeder, danndngt diek-te Homotopiegruppey (X; zo) jeweils nur vom(k + 1)-
Skelett ab.

Homotopiegruppenvertragen sich® mit einigen Grundkonstruktionen von tagiéchen Rumen sehr
gut; dazu gebiren Produkte, aber auch sq&inhangungen®.
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Proposition 3.26(Homotopiegruppen von Produkterjlomotopiegruppen von Produkten:
(X X Y5 (20,90)) = mn(X;20) X T (Y 90)-

Definition 3.27 (Kegel/Einfangung) Der KegeICQne(X) Uber einem Raun¥ ist das Bild des Pro-
dukts X x [0, 1] (desZylindersuber X) unter derAquivalenzrelationv, die alle Punktdz, 1), z € X
identifiziert.

Die Einhangungsusp(X ) eines Raums ist das Bild vonX x [—1,1] unter derAquivalenzrelation-,
die alle Punktdz, 1), z € X miteinander identifiziert, und genauso alle Pungte-1), y € X.

In beiden Rllen wahlt man die feinste Topologie, unter der die Identifikes@iobildung : X x [0, 1] —
(X x [0,1])/~ = cone(X) bzw.p : X x [-1,1] — (X x [-1,1])/~ = susp(X) stetig ist, also die
Quotiententopologie.

Der Kegelcone(X) Uber einem Raum ist immer kontrahierbar. Eine AbbildyngX — Y ist genau
dann nullhomotop (also homotop zu einer konstanten Abhgdluwenn sie sich zu einer Abbildung
F : cone(X) — Y erweitern &sst.

Offenbar ist die Einingung einer Sgire wieder (horomorph zu) eine Sgtre: susp(S™) = S™+.
Auch ganz elementarberlegt man sich, dass as jedesk einen Homomorphismus

o (X5 m0) — T (susp(X); zg)
gibt. (Der naheliegende Homomorphismiys: 7, (X; xg) — 71 (susp(X); xo) ist aber trivial.)
Satz 3.28Freudenthals Eirdingungslemma [Hat02, Cor. 4.23BeiX ein(n—1)-zusammerdngender,
triangulierbarer Raum mit Basispunkt (zum BeispieX = S™).

Dann istoy, : mi(X;x0) — mrr1(susp(X); xg) ein Isomorphismudif £ < 2n — 1, und surjektiv @ir
k=2n-—1.

Das Einfangungslemma von Freudenthal ist Grundlage der Betraghvom sog.,stabilen Homotopie-
gruppen“, d. h., statt,,(X; z¢) betrachtet man das Verhalten vop,.,,, (susp™ X; x() fur grof3em, also
die entsprechendidnere Homotopiegruppe nach oftmaligem Eingen.

Satz 3.29(Homotopiegruppen von Sgaren 1)

m(S™) ={e}fur0 <k <mn;

T (S™) = Z, mitidg» Erzeuger;

7 (SY) = {e} furn > 1;

73(5?) = Z, mit derHopf-AbbildungS® — S2, (21, z2) — (22129, 2121 — 20%3) als Erzeuger.

In diesen Koordinaten ist die Hopf-Abbildung als Abbildu@ig > S* — S? ¢ C x R gegeben. Man
kann sie aber auch, zum Beispiel, als Abbildunag z3) +— 21 /22, S* — CU {oc} = CP! auffassen.

Satz 3.30(Homotopiegruppen von Sgkren II: Satz von Serré [Spd66, pp. 515/516])

man—1(S™) ist fur alle geradem > 2 die direkte Summe vdhmit einer endlichen Gruppe. Alle anderen
Homotopiegruppen von Saten(S™), k > n, sind endlich,

(Beweis:,Spektralsequenzen® vgiraserungen”)

Die Berechnung der Homotopiegruppen der &g ist ein zentrales Problem der Topologie, insbeson-
dere der Homotopietheorie, aber auch schwierig, und esagitit keine einfache Antwort. Siehe die
letzteUbungsaufgabe auf der letzten Seite der klassischen Mapbigrvon Spanier aus dem Jahr 1966:
UbungsaufgabéSpanier[[Spag6, p. 520]Beweise, dass

(a):7r5(52) = 7o

(b): 76(S?) ist eine Gruppe mit2 Elementen

(©): (S 2 716(S3) @ Z

(d): mp43(S™) ist furn > 5 eine Gruppe mi24 Elementen.
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Topologie — WS05/06 — TU Berlin —i@ter M. Ziegler

4 Homologie

Die Homologiegruppen eines topologischen Raums hédteriche ,funktorielle” Eigenschaften wie
die Homotopiegruppen, sind aber effektiv berechenbahé¢siag opaz-Modul vonpol yrmake|[GJE]
[GJa]!), und in verschiedener Hinsicht einfacher handaabb auch wenn diggeometrischen Topolo-
gen* das nicht so wahrhaben wollen (vgl. etwa Stillwell @8tip. 171]). Meine Hauptquelléf Homo-
logietheorie ist Munkres [Mun845ff].

Wir entwerfen hier zuachst ganz konkret die Konstruktion von “simplizialer” Hologie von (endli-
chen) Simplizialkomplexen. Es handelt sich hierbei um @lnoechaus elementare und explizite Kon-
struktion. Im Gegensatz zu vielen anderen Dingen, die jgageben ein Simplizialkomplex‘ der Reihe
nach,hinkonstruieren® kann, ist das bemerkenswerte hier, das€tgebnigopologisch invarianist:
verschiedene Triangulierungen desselben Raumes habeargetschiedlich viele Ecken, Kanten, etc.
— aber, wie wir sehen werden, dieselbe Homologie!

Zielvorstellung:Hy(X) = Z", wennX ,r k-dimensionale bcher hat'.

Definition 4.1 (Orientierung) Sei{vo, . .. , v; } die Eckenmenge einésSimplexo. Zwei lineare Anord-
nungen der Eckenmenge heif3auivalent, wenn sie sich durch eine gerade Permutatiaraaiteiden.
Die Aquivalenzklassen heiRen d@rientierungervon o. (Also hat fir & > 0 jederk-Simplex genau
zwei Orientierungen.) Wir schreibény, . . ., vg] fur die durchuy < --- < v gegebene Orientierung,
und —[v, ..., v fir die umgekehrte Orientierung.

Wenn wir die Eckenmenge vah linear anordnen, dann ergibt dies automatidgotjédden Simplex eine
Orientierung.

Fur das Folgende fixieren wir eine abelsche Grupgpals Koeffizientenbereichwir konstruieren die
»Homologie eines Simplizialkomplexes mit KoeffizientenGh. Dabei ist primar anG = Z gedacht;
wichtig sind aber auclir = R, C, Q, Z,, jeweils als additiv-geschriebene Gruppe interpretiardem
Fall, dasg~ die additive Gruppe einesdfpers ist, werden die Kettengruppen etc., die wir jetztraefi
ren, alle zu Vekto@umen, und die Gruppenhomomorphismen zu linearen (Vektors-)Abbildungen,
was beim Rechnen hilft. Wenn nichts anderes gesagt, nehrinémmer an, dass: = 7Z gewahlt ist.
Insbesondere sind in der Notation immer dann, wenn keinéikmntengruppe genannt ist, ganzzahlige
Koeffizienten gemeint.

Definition 4.2 (Ketten) SeiA ein Simplizialkomplex. Eing-Kettein A mit Koeffizienten inG ist eine
formale Linearkombination
S oo

O’EA(k)
von orientierterk-Simplexen aug\, mit ¢, € G, wobei nur endlich viele Koeffizienten nicht-null sein
darfen und jeder Simplex nur mit einer der beideagtichen Orientierungen auftritt.

Die Menge allerk-Ketten in A mit Koeffizienten inG ist die k-te Kettengruppe®i(A; G) von A.
Zwei k-Ketten werden addiert, indem wir die Koeffizienten vor ddhen orientierten Simplexen (mit
derselben Orientierung!) addieren uagh = (—c,)o’ setzen, wenw’ die andere Orientierung van
ist.

Fur k£ < 0 und fur £ > dim A setzen wirCy(A; G) := 0, wobei wir hier und im Folgender)" als
Kurznotation fir die  triviale Gruppe“({0}, +) mit genau einem Element verwenden.

Ck(A;Z) ist eine freie abelsche Gruppe vom Rahgwobei f, = fi(A) die Anzahl dek-Seiten vonA
bezeichnet: Wenn wir von jedeiSimplex eine Orientierung augivlen, so bestimmt dies eine Basis.
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Definition 4.3 (Randabbildung)Die k-te Randabbildungst der Gruppenhomomorphismds : C(A; G) —
Cr—1(A; G), der durch Werte auf der Basis wie folgt definiert ist:

k
Ot oo, on] = D (=) [vo, .., Ty, vk

1=0

Der Rand einer Ecke ist Nullgy[vy] = 0. Der Rand einer Kante istEnd- minus Anfangsecke®,
O1[vo, v1] = [v1] — [vo]. Der Rand eines Dreiecks ist die Summe (Folge) seiner dratgeten Rand-
kanteno, [2}0, VU1, ’Ug] = [’Ul, UQ] — [2}0, 2}2] + ['U(], ’Ul], USW.

UbungsaufgabeMan tiberpiife, dass die Randabbildung wohldefiniert ist (man also gachder Per-
mutation der Ecken eiaquivalentes Ergebnis bekommt), und dags’ = —0yo gilt, wenno, o’ die
beiden Orientierungen einésSimplexA sind.

Definition 4.4 (Zykel). Die k-te Zykelgruppeon A (mit Koeffizienten inG) ist die Gruppe
Zp(A; Q) = ker(0y) = {ce€ Cr(A;G) : Oc = 0}.

Die ZykelgruppeZ,(A; Z) ist eine Untergruppe einer freien abelschen Gruppe, albstdeei [Mun84,
Lemma 11.2]. Im endlich-erzeugten Fall ist der Rang der Kykgpe lochstens der Rang der Ketten-
gruppe. Achtung: dies bezieht sich nur auf den Eall= 7Z von ganzzahligen Koeffizienten. Analog
lasst sich das handhaben, wetrdie additive Gruppe einesdfpers ist — dann haben wir es mit Vek-
torraumen zu tun, und die dort betrachteten Untergruppen sidérimat Untervektoaume. kir noch
allgemeineres;, etwaG = Z,4, darf manC'(A; G) = G7x zwar immer noch frei nennen, und eine Basis
(der Kardinalitt f;,) davon verwenden, aber eine Untergruppe @h ist dann nicht mehr unbedingt
von der FormG™.

Beispiele: wie sehen Zykel aus.
Intuition: man stelle sich das Bild einer Sjplenabbildung vor, und abstrahiere . .. (vgl. Kreck [Kre])

Definition 4.5 (Rander) Die k-te Randergruppevon A (mit Koeffizienten inG) ist die Gruppe
Bi(A;G) = im(Okt1) = {Ok41d : d € Cri1(A;G)}

Die Randergruppd®(A; G) ist eine Untergruppe vofi, (A; G), also wieder eine freie abelsche Gruppe.

Lemma 4.6(8% = 0). Es gilt:
Rander von Rndern sind Null;

d. h., alle Rinder sind Zykel;
d.h.,Bi(A;G) € Zp(A; G);
d.h.,0p 0011 =0 fur alle k.

Beweis.Es geitiigt, dies auf Basiselementen voi(A; G)) nachzurechnen:

k k
Op—1 0 Oklvo, .- vk] = Op1 D (=1)[vo, .., Biyenoon] = > (=1 Oh—1vo, .., Ty - ., v
=0 =0
k 'i—l k
= Z(—l)Z (_1)J[U0a y Ujy 7{}\27 ,Uk] + Z(_l)Z Z (_1)j 1[”07 5 Uiy 7@3 7vk]
i=0 =0 =0 Jj=i+1
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Definition 4.7 (Homologie) SeiA ein Simplizialkomplex. Dig:-te Homologiegruppe voi mit Koef-
fizienten inG ist
Hy(A;G) = Z(A;G) / Br(A; G).

Die ganzzahligen Homologiegruppéf).(A; Z) sind Quotientengruppen der Zykelgruppen — sie sind
im allgemeinen nicht frei: Wir erhalten ein Ergebnis von Berm

H - Zﬁ @ Ztl@ztg@”'@ztr

mit¢; > 2undt; | t2 | --- | tx. Dabei istrank H := 3 derRangder GruppeH: dies ist die maxima-
le Anzahl von Elementenjif die alle Linearkombinationen mi-Koeffizienten verschieden sind. Die
Gruppel' (H) := Zt, ® Zt, ® - - - @ Zy, ist die Torsionsuntergruppaller Elemente endlicher Ordnung
in H. Es qgilt H/T(H) = 7 (Struktursatzifir endlich-erzeugte abelsche Grupgen [Mun84, Thm. 4.3]).

Wenn wir mitGG die additive Gruppe eines Koeffizientémpershaben, dann arbeiten wir hier mit Vek-
torraumen, und bekommen Quotientenvekiome.

Lemma 4.8. Hi(A;G) = {0} fur k > dim A und fir & < 0.
Hy(A;7Z) ist eine freie abelsche Gruppéyrfk = dim A.

Proposition 4.9. Die nullte Homologiegruppe ist freflo(A; G) = G%.
Die nullte Bettizahl5 ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenter\von

Beweis. Zy(A; G) = Co(A; G) ist frei, mit Basis{[v] : v € A},
By(A; G) identifiziert man mit der Untergruppe aller Ketteiir flie auf jeder Zusammenhangskompo-
nente die Koeffizientensumme gleiglist.

Wahlt man also aus jeder Zusammenhangskomponent&ne Eckey aus, dann bilden die entspre-
chendenAquivalenzklassen vonr)y] eine Basisiir Zo(A; G)/Bo(A; G) = Ho(A; G). O

Bemerkungt.10. Homologie von endlichen Simplizialkomplexen ist effekiisrechenbar: mit Hilfe von
ganzzahlig-elementaren Zeilen- und Spaltenoperatioaen knan jede ganzzahlige Matrix asiith
Normalform (SNF)ringen. Dies ist theoretisch schnell (in Polynomzeit) dedigen, und auch prak-
tisch effektiv (etwa it opaz|implementiert).

Im Falle von Korperkoeffizienten reichen Rangberechnungen:
dim Hy(Ap; F) = dim Zp(Ag; F)/Br(Ag; F)
= dim Zy(Ag; F) — dim B (Ay; F)
= dimker d; — dimim 911
= fr —rank O — rank Oy 1.
Korollar 4.11. Fur G = Z,Q oderR hat diek-dimensionale Homologie denselben Rakhg
rank Hk(Ak, Z) = dimQ Hk(Ak, Q) = dimR Hk(Ak, ]R) = fk — rank 8k — rank 8k+1.

Allgemeiner: Die,universellen Koeffiziententheoreme" der Homologiethegeben Rezepte daf wie
manHy(Ag; G) aus den GruppeH(A; Z) und Hy_1(A; Z) berechnen kanin [Mun84, Thm. 55.1].

In einer Zerlegung
Hy(AZ) = 7P © 2y, @24, @ - DL,

heiRt 3, = rank Hi(A;Z) die k-te Betti-Zahlvon A. Die ¢;, mit ¢1|t2] ... |t (wie oben) heiRen die
Torsionskoeffizienteser k-ten Homologiegruppe voA.
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Definition 4.12 (Reduzierte Homologie)Zur Konstruktion dereduzierten Homologiegruppetefiniert
man den Rand einer Ecke nicht als Null, sonderro@g] := [|, entsprechend der leeren Menge.

Es ergibt sich darau€_;(A; G) = G. Der Augmentierungshomomorphismus= 9y : Co(A; G) —
C_1(A; G) ist surjektiv.

Somit giltimmerHy(A; G) = Ho(A;G) & G, und H,(A; G) = Hy(A; G) fir k # 0.

Lemma 4.13(Homologie eines Kegels)eder Kegel hat verschwindende reduzierte Homologie:
H(cone(A);Z) = 0 fur alle k.

Lemma 4.14(Homologie eines Simplexranded)er Rand des:-Simplex hat folgende reduzierte Ho-

mologie: - furk=n—1
Hi(00::G) = {G S
0 sonst.

Damit hat man auch die Homologie von kontrahierbaréumen bzw. defn — 1)-Sphare berechnet,
modulo topologischer Invarianz (siehe unten!).

Es istublich, H.(A; G) fur die Folge der Homologiegruppen vanzu schreiben, also
Hy(A;G) = (Ho(A;G), Hi(A;G), ..., Ha(A; G))

furd = dim A.

Beispiele(Homologie von einigen Rlchen; vgl.[[Mun84§6]).
2-Sphare: H.(S%Z) = (Z,0,7).

Torus: H,(T;Z) = (Z,7%, 7).

Sphare mitg Henkeln: H,.(My; Z) = (Z,7%9,7,).

projektive Ebene:H, (RP?; Z) = (Z, Zs,0).

zwei verklebte projektive Ebenert, (RP2#RP?; Z) = (Z,Z @ Z»,0).
Kleinsche FlascheH, (K;Z) = (Z,7Z & Z,0).

projektive Ebene mit HenkelH,.(RP2#T; Z) = (Z,7* ® 71, 0).

Lemma 4.15(Orientierbarkeit von MannigfaltigkeitenseiM eine zusammegngende, geschlossene,
triangulierte d-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Dann gilt entwede ;(M; Z) = Z, dann heil3tM orientierbaroder es giltH,(M; Z) = 0, dann heil3t
M nicht orientierbarin beiden Rllen gilt H;(M; Zs) = Zs.

(Die Orientierbarkeit langt nicht von der Triangulierung ab.)

Beispiel. Die Schachbrett-Komplexa,,, ,, sind in letzter Zeit intensiv studiert worden. lhre Homatog
enthalt 3-Torsion: Erst vor kurzem gelang Shareshian und Wachs [SMWNaéchweis, dass sie auohr
3-Torsion (und evtl9-Torsion) enthalten. Siehe [Wad03].

Satz 4.16(topologische Invarianz; FunktorPie Homologiegruppen sind Invarianten des Homotopie-
typs: SindA, A’ homotopi@quivalent, so giltH(A; G) = H(A'; G) fur alle k.

Weiter induziert jede stetige Abbildurig: ||A| — [|T'|| Gruppenhomomorphismén. : Hy(A) —
H(T"), so dass gilt(k o h), = k. o hs. Die Identiitid : ||A|| — ||A| induziert die Ident#t id, :
Hi(A) — Hi(A) fur alle k.

BeweislJbersicht: (1) simpliziale Abbildungen induzieren Homomorphismgn von Kettenkomple-
xen, und damit Abbildungelfi. in Homologie

(2) kettenhomotope Abbildungen ergeben denselben Honginsonus in Homologief, — gy = 0D+
Do, und damitf, = g.
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(3) Unterteilungen, simpliziale Approximation
(4) Unterteilungsoperator
(5) homotope Abbildungen sind nach geeigneter Untertgikettenhomotop. 0

Definition 4.17 (Kettenkomplex, Kettenabbildungfin Kettenkomplex’. ist eine Folge(C)xecz von
abelschen Gruppen, mit Homomorphisnégn Cy, — Cy_1, die 0,_10; = 0 erflllen.
EineKettenabbildungf : C. — CY, ist eine Familie von Gruppenhomomorphismgyy, : Ci, — C}.,
die 8]2]0#7]6 = f#,k,lak : Ck(K) — Ckfl(L) erfullt.

Lemma 4.18(Simpliziale Abbildungen induzieren Kettenabbildungen)
Seif : K — L simplizial, dann definiert

[f(vo),..., f(vk)] wenndief(v;) alle verschieden sind,
f# . [UQ,...,Uk] —
0 sonst
eineKettenabbildung’y : C,.(K) — Ci(L).
Beweis. Fallunterscheidundif» = f»0 angewandt aufvy, . . . , vy] ergibt
k . —_—

S (=1 f (o), Fi), -, f(0r)]

=0
wenn allef (v;) verschieden sind, und ergibtsonst. O

Lemma 4.19 (Kettenabbildungen induzieren Homomorphismen in Homieldlun84, Thm. 12.2])
Jede Kettenabbildungy : C.(K) — C.(L) induziert vernige f.[c] := [fxc] Homomorphismen
fr: H(K) — Hi(L).

Dabei induziert die Identitt id : K — K die Identi&itid, : H.(K) — H.(K), und es gilt immer
(fog)s = fiogs

Beweis.Der wesentliche Teil ist, dagé wohldefiniert ist, also das Ergebnis nicht vom Regantanten

der Homologieklassg] abhangt. Dazu set + d¢’ ein anderer Re@isentant voric] = [¢ + O¢']; dafur
erhalten wirf,[c + O] = [fuc+ frOc] = [fuc+ Ofuc] = [f4c]. O

Definition 4.20 (Kettenhomotopien) Eine Kettenhomotopiewischen simplizialen Abbildungef g :
K — L ist eine Familie von indexeifnenden Homomorphisméy, : Cj(K) — Ciy1(L), die fu i —
94k = Opr1Dp+ D10y : Cp(K) — Ci(L) erfllt — woftr wir kurz f — g4 = 0D+ DO schreiben.

Lemma 4.21([Mun84, Thm. 14.2]) Kettenhomotope Abbildungehg : K — L induzieren dieselbe
Abbildungf. = g« : H,(K) — Hy(L) in Homologie.

Beweis.Rechnung: Seic] eine Homologieklasse (alscein Zykel,0c = 0), so ist
fild = [fgc] = [(9# + DO+ 0D)c)] = [gyc + 0Dc+ DOc] = [guc + 0Dc] = [guc] = gi[c].

Hier gelten die erste und letzte Gleichheit nach Definiti@s ¢Homomorphismus in Homologie, die
zweite wegen Kettenhomotopie, die dritte wegen Homomarphs, die vierte weit Zykel ist, die
vorletzte weil die Homologieklassenodulo Rander* definiert ist. O

Definition 4.22 (Unterteilung) Eine Unterteilung eines (geometrischen) SimplizialkoempkA ist ein
Komplex A’, fur den jeder Simplex’ € A’ in einem Simplexs € A enthalten ist, und so dass umge-
kehrt jeder Simplex € A eine Vereinigung von endlich vielen Simplexehe A’ ist.
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WennA'’ eine Unterteilung vor\ ist, so gilt{ J A = [ J A’ (gleicher Tager), und|A|| = || A

Definition 4.23 (Link, offener Stern, geschlossener Ster8gi F' eine nichtleere Seiteithe in einem
(abstrakten) Simplizialkomplek'. Der Sternvon F' ist der UnterkomplesStar i F' aller Seitenz € K,

fur die U G € K gilt. Die Deletionvon F' ist der Unterkomplexiel i F aller SeitenG € K, fur die

G 2 F qilt. Der Link von F' ist der UnterkompleXinky F' aller SeitenG € K, furdieGNF = ()

und F UG € K gilt. Es ist alsoStarg F' N delg F' = linkg F' = OF. Insbesondere giltiir Ecken
linkg v = Starg v Ndelg v.

In einem geometrischen Simplizialkompl&xsind Linklink o und Sterrbtara o Unterkomplexe, also
abgeschlossene Teilmengen. Man betrachtet dort aucbftiren Sterstara o := [|A|| \ || dela o||.
Dieser ist eine offene Teilmenge vérh||. Er lasst sich auch als die Menge aller Punkte beschreiben, die
im relativ Inneren eines Simplexesc A liegen, defs enthalt.

Die offenen Sterne der Ecken bilden eine offéheerdeckung des PolyedéfA||.

Beispiele. Die stellare Unterteilungdes Komplexed< bzgl. einer nicht-leeren Seiteatihe F' erhalt
man, indem mar¥’ und alleF' enthaltenden Seite@dithen entfernt, und einen neuen Simpléx {vr}
fur jede Seite eirifgt, die mit£ in einer Seite enthalten ist (so dassg F' aberG U F € K qilt).
Topologische Beschreibung: der offene Stern vorwird entfernt, und ein Kegeliber Staryx F' N
dely F' = linky F' * OF wird eingefigt.)

Die baryzentrische Unterteilungl K hat die Baryzentren der nichtleeren Seiten yoals Eckenmenge,
wobei die Simplizes vosd K den Ketten von Seiterifthen vonk” entsprechen.

Fur endliche Simplizialkomplex& kann die baryzentrische Unterteilusd K als Folge von stellaren
Unterteilungen konstruiert werden: man unterteilt allégeSdlachen in einer geeigneten Reihenfolge, so
dass @ir SeitenF’ C G die SeiteGG vor der SeiteF' unterteilt wird.

Definition 4.24 (Sternbedingung)Eine stetige Abbildung von Polyedein: ||A|| — ||T'|| erfullt die
Sternbedingungwenn jeder offene Stern einer Ecke in den offenen Sterrr &oke abgebildet wird,
das heil3t, dass e8rfjede Eckey € ||A|| eine Eckew € T gibt mit

h(stara v) C starpw.

Lemma 4.25. Erfulle b : |A| — ||T'|| die Sternbedingung. &le ir jede Eckey € A(?) eine beliebige
Eckef(v) € I' mit h(stara v) C starr f(v). Dies definiert eine simpliziale Abbildurfg: A — T, so
dassf undh~ homotop sind.

Verschiedene solche Abbildunggésind immer kettenhomotop.

Definition 4.26 (Simpliziale Approximation) Eine simpliziale Approximatiowon i : ||A| — ||T'|| ist
eine simpliziale Abbildungf : A — T, bei der fir alle Eckenv € A die Bedingungh(stara v) C
starp f(v) erfulltist.

Satz 4.27(Simpliziale Approximationlun84,§16]). Wennh : ||A|| — ||T'|| stetig ist, dann gibt es eine
simpliziale Approximatiorf : A’ — T, fur eine Unterteilung\’ von A.

WennA endlich ist, dann gibt es sogar eine simpliziale Approxiomaf : sd’¥ A — T, fur ein N > 0.

Beweis.Im zweiten Fall unterteilt man so oft baryzentrisch, bis@iernbedingung €iflt ist. Dies Bsst
sich deshalb erreichen, weil in jeder baryzentrischen ttiteng der Durchmesser desifiten Simplex
um einen konstanten Faktor schrumpft, und man daher nadiclergtlen Schritten die Lebesgue-Zahl
der Uberdeckung vor|A|| durch die Urbilderh—!(starp v) der offenen Sterne im Bild unterschreitet:
Die Lebesgue-Zahtiner offenerUberdeckung ist die @fte Zahl)\, so dass jedé-Umgebung eines
Punktes in einer offenen Menge déberdeckung enthalten ist. Sie isrfjedeUberdeckung eines kom-
pakten (!) metrisierbaren Raumes positiv. O

24



Korollar 4.28. Jede stetige Abbildung : ||A|| — ||T|| mit dimA < dimTI ist homotop zu einer
Abbildung, die nicht surjektiv ist.

Korollar 4.29. Fur m < n sind alle stetigen Abbildungen: S™ — S™ nullhomotop.

Lemma 4.30(UnterteilungsoperatoiMun84, Thm. 17.2]) Ist A’ eine Unterteilung vor\, so gibt es
eine eindeutige Kettenabbildung: C(A) — C.(A’) mit |[A\(o)| C |o]| fur alle o € A, die Ecken auf
Ecken abbildet) : [v] — [v].

Weiter existiert eine simpliziale Approximatign A" — A der Identiit. g, und  sind bis auf Ketten-
homotopie inverse Kettenabbildungen. InsbesonderegindH,(A’) — H.(A) und A, : H.(A) —
H,(A') inverse Isomorphismen der Homologie vdrund A'.

Definition 4.31 (Konstruktion vonh.). Seih : |A]| — ||T']] stetig, seif : A’ — T eine simpliziale
Approximation, und sek : C.(A) — C.(A’) der zugebrige Unterteilungsoperator.

Dann isth, := f. o As : Hp(A) — Hg(T") dervon h induzierte Homomorphismus in simplizialer
Homologie fur k& > 0.

Lemma 4.32([Mun84, Thm. 18.1]) Die Abbildunger, : Hp(A) — H(T') sind wohldefiniert, das
heif3t, bei anderer Wahl der Unterteilunyf und der simplizialen Approximatiofierhéalt man dennoch
dieselberGruppenhomomorphismen.

Damit folgt jetzt auch die Homotopie-Invarianz der Homa&glie wir schon als Satz 4.16 behauptet
hatten:

Satz 4.33(Homotopie-Invarianz der Homologie [Mun84, Thms. 19.2,5]9 Homotope Abbildungen
h,¢ : ||A| — ||T'|| induzieren kettenhomotope Abbildungep, { : Cy(A’) — Cy(I') und damit
denselben Homomorphismbs = ¢, : Hy(A) — Hy(T') in der Homologie.

Jede Homotopidquivalenzh : ||A|| — ||I'|| induziert Isomorphismen,, : Hj(A) — H (') in
Homologie.

Korollar 4.34 (Invarianz der Dimension)Die n-Splaren sind @ir verschiedene, nicht hondomorph,
und auch nicht homotopégjuivalent.

Die reellen RumeR" sind fir verschiedene nicht hondomorph.
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Topologie — WS05/06 — TU Berlin —i@ter M. Ziegler

5 Euler- und Lefschetz-Zahlen

5.1 Abbildungsgrad

Als Anwendung der Homologietheorie erhalten wir jede Memhgearianten: die elementarsten sind
die Euler-Charakteristik eines Raumes und der Grad eindur8pabbildung, die &tkste vielleicht die
Lefschetz-Zahl.

Dahinter steckt eine starke Verbindung von dem, was sicllenfSimplexen (also auf den Ketten) tut,
und den zugedrigen Abbildungen in der Homologie, diSpurformel* von Hopf.

Die Darstellung hier basiert auf Munkrés [Mun8421,22].

Definition 5.1 (Abbildungsgrad) Jede stetige Abbildung : S* — S™ induziert einen Gruppenhomo-
morphismush, : H,(S™;Z) — H,(S™;Z), der jedes Element voH,,(S™;Z) = Z auf seind-faches
abbildet. Das dadurch definieddeg i := d € Z heif3t derGrad (oder derAbbildungsgragivon h.

Beachte hier: die Grupp#,,(S™; Z) istisomorph zW, aber der Isomorphismus ist nicht eindeutig:idaf
mussen wir einen Fundamentalzyklys € Z,,(S™; Z) auswahlen, also eine Summe allerSimplexe
in der alle Simplexe konsistent orientiert sind — also edréentierungder Splkare. Wenne,, so ein
Fundamentalzyklus ist, dann istc,, der andere. Der ErzeugeirfH,,(S™;Z) ist dannc,], und dieser
wird beim Isomorphismu#/,,(S™; Z) = Z mit der1 € Z identifiziert.

Lemma 5.2. Fir stetigeg, h : S™ — S™ gilt:

(1) Homotope Abbildungen ~ h haben denselben Gratbg g = deg h.

(2) Die Identitit hat Gradl, alsodegid = 1.

(3) Bei Verkettung multiplizieren sich die Abbildungsgradies(g o h) = deg g - deg h.

(4) Wenn sichh zuh : Bntl — S" fortsetzendsst, so istleg h = 0.

(5) Die Reflektion in einer Hyperebendxg, x1, ..., z,) — (—zo, z1,...,z,), hat Graddeg = —1.
(6) Die Antipodenabbildung : z — —x hat Graddega = (—1)"".

Hier wird nicht bewiesen, dass auch die Umkehrung von Tgigilt: zwei Abbildungeny, i haben den-
selben Gradleg g = deg h genau danmwenn sie homotop sind. Dies liegt am Zusammenhang zwischen
der n-ten Homotopiegruppél,,(X; z¢) und dern-ten Homologiegruppéd,, (X;Z) — der Hurewicz-
Homomorphismuist fur dien-Sphare ein Isomorphismus.

Beweis. (1), (2) und [() folgen aus den allgemeinen Eigenschafterddech stetige Abbildungen in-
duzierten Homomorphismen in HomologieiurH4) betrachteh = hoi: S* — Bl — §" und
die zugelrigen Homomorphismeh, = h, o i, : H,(S") — Hn(B"™) = {0} — H,(S"). Fur
(5) durfen wir annehmen, das#® die ,,oktaedrische" Triangulierungédgt, die durch diex + 1 Koordi-
natenhyperebenen "1 induziert wird. Der Fundamentalzyklusc C,,(S™;Z) wird dann offenbar
auf ryc = —c abgebildet. Daraus folgt auchl (6), weildurch Hintereinanderadgfrung vonn + 1
Spiegelungen entsteht. O

Korollar 5.3. Es gibt keineRetraktionB"*! — S, d. h. keine stetige Abbildung”*! — S, die alle
Punkter € S™ auf sich selbst abbildetdsthalt).

Dieses Korrollar istquivalent zu der Aussage, dass fienicht kontrahierbar ist (Korolldr 3].9).

Beweis. Die Retraktion viare eine Fortsetzung der Ideititd : S™ — S™, misste also nach Teill(4) des
Lemmas Grad haben, aber nach Telll(2) den Grad O
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Daraus folgt, wie damals besprochen, der Brouwersche RktpatZ 3.10. Aber wir &nnen aus dem
Abbildungsgrad noch mehr Fixpunktze ableiten.

Korollar 5.4. Jede Abbildung, : S™ — S™ mitdeg h # (—1)"*! hat einen Fixpunkt.

Beweis.Wennh keinen Fixpunkt hat, danndkinen wir eine Homotopi# ~ a konstruieren. O

Korollar 5.5. Jede Abbildung: : S — S™ mitdegh # 1 hat bildet einen Punkt € S™ auf seinen
Antipodenpunktz ab.

Beweis.Betrachtez o h. O

Korollar 5.6 (Satz vom Igel;,hairy ball theorem®) Auf derS™ gibt es dann und nur dann ein Tangenti-
alvektorfeld ohne Nullstelle, wennungerade ist.

Aquivalent: eine stetige Abbildung: 5™ — S™ mit (z, v(x)) = 0 fur alle z € S™ gibt es genau dann,
wennn ungerade ist.

Beweis. Fur gerades: 4+ 1 kann man miw(xo, z1, ..., Tn—1,2,) := (1, —Z0, ..., Tn, —Tp—1) SO €IN

Vektorfeld definieren.

Ein nullstellenfreies Vektorfeld kann so normiert werddass||v(x)|| = 1 gilt. Damit definiert es eine
Abbildungv : S™ — S, die weder Fixpunkte und noch Antipodenpunkte hat, alsd rgn letzten
beiden Korollaren Gradegv = 1 unddegv = (—1)"*! hat. O

Sehr viel tiefliegender ist die Fragejrfwelchen die n-Sphare parallelisierbar ist alson linear un-
abhangige nullstellenfreie Vektorfelder zAdst. Die Antwort (genauif n € {0, 1,3, 7}!) hangt eng
mit der Existenz von Divisionsalgebren zusammen,; die \fé&kder bekommt maniir » = 1 aus den
komplexen Zahleny(z) := iz fir z € S' ¢ R? = C), furn = 3 aus durch Multiplikation mit den
Einheiteni, j, k der nicht-kommutativen Hamilton’schen Quaternioneniatg@l, und furn = 7 aus der
nicht-kommutativen und nicht-assoziativen acht-dimenaien Cayley’'schen Oktonionenalgeliramit

S7 c R® = 0. Die Nicht-Existenz von reellen Divisionsalgebren einederen Dimension alk, 2, 4, 8
wird in der Tat mit Methoden der algebraischen Topologieibsan — einen anderen Beweis kennt man
nicht!

Noch sehr viel tiefliegender ist die Frage, wie viele lineaabfangige Vektorfelder es denn auf der
n-Sphare geben kann — diese wurde 1962 von Adams mit Hilfe der (Bctven so benannten) Adams-
Spektralsequenzen und sehr vj&l-Theorie* (einer verallgemeinerten Homotopietheoriayiesen.

Ich verweise fir eine spannende Diskussion dieser Fragen auf,dahlen“-Band von Ebbinghaus et
al. [EHH"™92, Kap. 11].
5.2 Euler-Charakteristik

SeiK ein endlicher Simplizialkomplex. Wir hatten aus der Defaritvon H, (K'; G) := ker 0y / im O 41
ja schon hergeleitet, dass

rank Hy(K;G) = (ranka(K; G) — rank@k) — rank O 1, Q)

und zwar gilt dies sowohl im Fall: = Z, wo ,rank” den Rang der abelschen Gruppe bezeichnet, als
auch wenrZ die additive Gruppe einesdfpers ist: in dem Fall isfrank” die Dimension eines endlich-
dimensionalen Vektorraums.

Die Gleichungl(LL) ist ziemlich aufschlussreich:
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e rank Cx(K; G) = f; ist die Anzahl dek-dimensionalen Seiten voR. Diese fangt auch nicht von
der Koeffizientengruppe vo@ ab.
Die Parametef;. eines lbchstens:.-dimensionalen Komplexe&™ fasst man zuny-Vektor

f*(K) = (f()aflvf?a' . 7fn)

zusammen.
e (O = rank Hi(K;G) ist die k-te Bettizahl vonK . Diese Fangt im allgemeinen durchaus von der
gewahlten Koeffizientengruppe ab; genauer/deutlich@renalsady (K'; G) zu schreiben.
Der Betti-Vektordes Komplexeds ist damit

ﬁ*(Ka G) = (ﬂﬂu/@l?ﬁQu CIEa 7/6n)

e Es liegt nahe, von der Forméll (1) alternierende Summen gefbilso dass sich diealRge der Rand-
operatoren wegheben. Didghfrt zur Euler-Poinc&-Gleichung, die wir alsdchstes angeben.

Beispiel. BezeichnetRPZ die minimale Triangulierung der projektiven Ebene &uEcken (die man
durch Indetifikation gegeiberliegender Ecken des Ikosaedersaéijhso ist f(RPZ) = (6,15,10),
B(RPZ,Z) = (1,0,0), und3(RPZ, Z3) = (1,1,1).

Satz 5.7(Euler—Poinca-Formel) Fur jeden endlichen Simplizialkomplex der Dimensiogilt
fo—fitfo—faxt- -+ (=1)"fn = Bo—Br1+Pa—Bs+---+(=1)"By (2)

Beachte: Die Summanden der linken Seite der Formel sindhamalig vonG; das ist fir die rechte Seite
nicht wahr. Die Summanden der rechten Seé&aden nicht von der geihlten Triangulierung voR K ||
ab, sie sind topologisch invariant, was wiederiimdie Komponenten der linken Seite nicht stimmt.

Definition 5.8 (Euler-Charakteristik)Die Euler-Charakteristileines triangulierbaren topologischen Raums
mit Homologiegruppen endlichen Ranges ist die alterndgeedumme

X(X) = Po—Bi+PB2—Pst... = Y (—1) rank H;(X; Z).
>0

Die reduzierte Euler-Charakteristik(.X) wird entsprechend durch die reduzierten Homologiegruppen
gegeben. Esistalsg(X) = —1 + x(X).

Beispiele.Jeder kontrahierbare Raum hat dieselbe Euler-Charatitexie derR™,
x(X) = x(R") = 1,

also die reduzierte Euler-CharakterisfikX ) = x(R") = 0.
Die Splaren haben Euler-Charakteristik

X(8") = 14+ (=1)"

also reduzierte Euler-Charakterisfks™) = (—1)".
Die reellen projektiven RumeRP™ haben Eulercharakteristik

X(RP") =

1+(-1)" |1 mnungerade
2 ~ ]l0 ngerade

weil sich bei der zweildlttrigenUberlagerungsabbildung™ — RP”™ (vgl. Abschnit{6.2) die Euler-
Charakteristik halbiert: Jede Triangulierung VBR" liefert eine zentralsymmetrische Triangulierung
von S™, in der jederk-Simplex inRP™ genau zwek-Simplexen vonS™ entspricht.
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Korollar 5.9. Fur jede triangulierten-Spltare (etwa den Randkomplex ein@s+ 1)-dimensionalen
simplizialen Polytops) mif; Simplexen der Dimensiargilt

fo—fi+tfoF . ()" = 1+ (=1)"
Beispiel. Wir betrachtemff), dask-dimensionale Skelett desdimensionalen Simplexi (< k < n).

Es gilt

5 - () faro<i<h
"o sonst.

Damit isty(AL)) = Zfzo(—l)"(?jll). Vergleich mit dem Simplex ergibt, dags = 1 und ansonsten
G; = 0, aul3er (Mglicherweise)3.. Aus der Euler—PoincarFormel erBlt man

Br. = zk: (=) <7Zill>’

i=—1

und diek-te Homologiegruppe eindsdimensionalen Komplexes ist immer frei, also

Z furi =0,
Hy(AW.7) ~ {78 furi=k,
0 sonst.

5.3 Hopf-Spurformel

Verallgemeinerung vor [1): die hier auftretendeinBe kann man auch als Spur der Idénttuffassen
— und dann auf Spuren von Kettenabbildungen von simplizi8elbstabbildungen zu verallgemeinern.
Das fuhrt direkt zur Hopf’'schen Spurformel.

Spur einer quadratischen Matrix ist duralace A = ). a;; gegeben. Wenn wir als eineUbergangs-
matrix betrachten, die Wahrscheinlichkeiten odé@ukigkeitena;; angibt, mit denen man voinnachj;
geht, dann misst die Spur, wie oft maam Ort bleibt‘. In einer solchen Interpretation (oder algeb
isch) ist leicht zu sehen, dassice(AB) = trace(BA) gilt: dies st _; ; a;;b;;. (Dto. etwa fir passende
nicht-quadratische Matrizemd € Z™*™ und B € Z™*™.) Wenn B invertierbar ist, so folgt daraus
trace(B~'AB) = trace A; so ist die Spur eines Endomorphismus wohldefiniert (basistiingig).
Dies gilt auch, wenn wir etwa mit ganzzahligen Matrizéne Z™*" hantieren, die Homomorphismen
fa: Z™ — Z™ darstellen.

Satz 5.10(Hopf-Spurformel) Sei K ein endlicher Simplizialkomplex, und set K — K eine simpli-
ziale Abbildung, so induziert dies Endomorphisnfgn Cy,(K;Z) — Ci(K;Z). Fur diese gilt

> (=D trace(fy, C(K;Z) = > (—1)"trace(f., Hy(K; Z)/T(Hy(K; Z)))
k>0 k>0

im Fall von ganzzahligen Koeffizienten, wol&iH ) := {x € H : kx = 0 fureink > 0} die Torsions-
untergrupperon H bezeichnet, und

> (=D trace(fy, Ch(K;G)) = > (=1)" trace(fo, Hy(K; G))

k>0 k>0

im Fall eines KoeffizienteikpersG.
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Beweis. Selbstiiberlegen sollte man sich, dags : Hy(X;Z) — H(X;Z) eine Abbildungf. :
Hy(X:Z)/T(Hp(X;Z)) — Hp(X;Z)/T(Hi(X;Z)) induziert — weil jeder Gruppenhomomorphis-
mus, wief,, Torsionselemente auf Torsionselemente abbildet.

Als weiteres Element braucht man ein Analogon der Rangfbrmavie am Beginn von Abschnitt
diskutiert, aber eben mjSpur statt Rang“. Der Rest des Beweises findet sich dann ben§k|
Thm. 22.1] fir den ganzzahligen Fall; derdKper-Fall ist einfacher, vgl. [Oss92, Satz 5.9.3]. O

Der Spezialfallf = id ist die Euler—Poinc&-Formel5.7.

5.4 Lefschetz-Zahl und -Fixpunktsatz

Analog zur rechten Seite der Euler—Poir&&ormel, der Euler-Charakteristik, ist die rechte Sede d
Hopf-Spurformel eine wichtige numerische Invariante vopaiogischen Selbstabbildungen:

Definition 5.11 (Lefschetz-Zahl) Sei K ein endlicher Komplex, und séi: | K|| — | K| eine stetige
Abbildung. Dann heif3t

A(h) == (=1)* trace(hu, Hy(K; Z) /T (Hy(K; Z)))
k>0

die Lefschetz-Zahlon h.

Die Lefschetz-Zahl ist eine Invariante der Homotopiekdassomotope Abbildungen induzieren diesel-
ben Homomorphismen in Homologie, und haben deshalb dieselftschetz-Zahl.

Intuition: die Lefschetz-Zahl ist ein Mafdif die Euler-Charakteristik der Fixpunktmenge.

Satz 5.12(Lefschetz-FixpunktsatzMun84, Thm. 22.3]) Sei K ein endlicher Komplex, und séi :
IIK|| — || K| eine stetige Abbildung. Wer(h) # 0 ist, dann hath einen Fixpunkt.

Beweis-SkizzeSeih fixpunktfrei. Die Lefschetz-Zahl ist unabhgig von der ge@hlten Triangulierung,
also auch invariant unter Unterteilungen viAn Daher dirfen wir zurachsti so fein unterteilen, dass
fur alle Eckerv die Bedingung:(Stark v) N Starg v = () gilt (Kompaktheit!).

Im zweiten Schritt wirdK” weiter unterteilt, so dags eine simpliziale Approximatiorf : K’ — K hat.
Diese ist homotop zi, hat also dieselbe Lefschetzzat{lf) = A(h) hat.

Nun sei) : C\(K) — C.(K') der Unterteilungsoperator. Dann isb fu : C(K') — C.(K') eine
Kettenabbildung, diéw.. induziert. Und @ir diese Kettenabbildung sind alle Spur@nJeder Simplex
o € K ergibt unter\ eine Summe von Simplexen vdtY, deren Bilder untef., wegen der Feinheit der
Unterteilung und wegen der Sternbedingung in der simpémidpproximation alle disjunkt za sind.
Die Spurformel liefert damit\ (k) = 0. O

Lemma 5.13. trace( f«, Ho(K;Z)) ist die Anzahl der Komponenten vé, die auf sich selbst abge-
bildet werden. Wenik” zusammer#émgend ist, dann isf, = id, : Ho(K;Z) — Hy(K;Z) und damit
trace(f«, Ho(K;Z)) = 1.

Beispiele.

Aidg) = x(K).

A(const: K — K) = 1.

A(f:8"— 8S") =1+ (—1)"deg(f).

Beispiel. Sein > 0. Furh : S™ — S™ist A(h) = 1+ (—1)" deg h. Damit folgt aus dem Lefschetzschen
Fixpunktsatz, dasgeg a = (—1)"*!, denn die Antipodenabbildungist fixpunktfrei.
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Ein topologischer Raum heizyklisch wenn alle seine reduzierten Homologiegruppen verschavind
das heil3t, wentl(X;Z) = Z und H,(X; Z) = {0} fur allek # 0 ist. Jeder kontrahierbare Raum ist
azyklisch, aber es gibt auch azyklischaurne, die nicht kontrahierbar sind.

Korollar 5.14. WennK ein endlicher, azyklischer Komplex ist, dann hat jede géef\bbildungh :
| K|l — || K| einen Fixpunkt.

Dieses Korollar ist eine starke Verallgemeinerung des ®mischen Fixpunktsatzes!

5.5 Der Satz von Borsuk—Ulam

Ein ausgesprochen anwendungsreiches Resultat (sieh83Mabekommen wir mit dem Lefschetz-
Fixpunktsatz,fast umsonst".

Satz 5.15(Borsuk’scher Antipodensatz; Borsuk—Ulam-Satz; sichat(8]). Wenn eine stetige Abbil-
dungf : S™ — S™ antipodentreust (alsof(—x) = — f(x) fur alle z € S™), dann giltn < m.

Beweis.Sei f : S™ — S™ stetig und antipodentreu mit > n. Die Ubliche Einbettung : S™ — 5™
ist ebenfalls antipodentreu. Damit erhalten wir ein ardgr@treueg o g : S™ — S™.

Weiter kdnnen wir S™ fein genug und zentralsymmetrisch so unterteilen, dasg; eine simpliziale
Approximation hat. Wegen Zentralsymmetrie treten die &¢fic g) laut Spurformel gehlten Simplexe
paarweise auf, und daraus folgtf o g) = 0 mod 2: die Lefschetz-Zahl ist gerade.

Es ist aber aucly : S™ — S™ null-homotop fir n < m, denn diem-Sphare ist ja(m — 1)-zusam-
mentangend. Damit ist aber augho g nullhomotop, d. h. homotop zu einer konstanten Abbildurag, h
also Lefschetz-Zahl: Widerspruch! O

Satz 5.16(Aquivalente Versionen zum Borsuk—Ulam-Satz)

(BU1) (Borsuk’s “Satz I")Eine antipodentreue Abbildungy: S™ — S™ kann nicht nullhomotop sein.

(BU2) (Borsuk’s “Satz II")Jede Abbildungf : S™ — R™ identifiziert Antipoden, d. h. es gibte 5™
mit f(z) = f(~a).

(BU3) Jede symmetrische Abbildurig S™ — R", f(—x) = —f(«x), hat eine Nullstelle.

(BU4) (Borsuk’s “Satz IlI” / Lyusternik—Schnirelman (1980 Greene (2002))n jeder Uberdeckung
Fy, ..., F, vonS™, in der jede Mengé’; entweder offen oder abgeschlossen ist, &ittine der
Mengen zwei antipodale Punkte.

Beweis. Die Version (BU1) haben wir schgmitbewiesen®: Wir haben ja gezeigt, dgéantipodentreu
impliziert dassA(f) gerade ist, ithrend jedes nullhomotopfedie Lefschetz-ZahA(f) = 1 hat.

Die nachsten Resultate leitet man leicht und direkt aus der Augsgeersion (BU) von Sakz 5.115 ab, etwa
in der Reihenfolge (BW=-(BU3)=—(BU2).

Die Implikation (BU3)=(BU4) folgt zurachst fir den Fall, dass allé; abgeschlosserind, durch
Betrachtung vory : S" — R", z — (dist(x, F1),...,dist(z, F},,)). Nach (BU3) gibt es ein: € 5™
mit f(z) = f(—x) = y. Isteiny; = 0, so giltx, —z € F;. Sind alley; # 0, so giltz, —x € Fy. Der
Fall eineroffenenUberdeckung folgt nun, indem man zeigt, sich jede offeiberdeckung durch eine
abgeschlossene verkleineasst: fir jeden Punkt: € S™ betrachte einen kleinen offenen Ball, dessen
Abschluss in einem def; enthalten ist. Dann verwende Kompaktheit (endlichelifitdeckung). Der
Fall einerallgemeineriJberdeckung folgt nun, weil man jede abgeschlossene atgiffceie Menge zu
einer offenen, antipodenfreien vedgsern kann: unter Verwendung von Kompaktheit existiert

e := 3 min{max{dist(z, F}), dist(—z, F;)} : € S"}} > 0
und man kanrF; durch die offene Menge aller Punkte ersetzen, die MpoAbstand< ¢ haben. O
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6 Mannigfaltigkeiten

Das Studium und (soweit aglich ...) die Klassifikation der Mannigfaltigkeiten (vddefinition[2.15)
sind ein Hauptthema und eine (dsbare, vgl. Bemerkurig 3.21) Hauptaufgabe der Topologie.

6.1 Klassifikation der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten

Die 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten heiRen adthchen Im Folgenden betrachten wir nur zusam-
menlangende Fchen, ohne Rand, und kompakt. Sie sind triangulierbaz[Z5286).

Beispiele sind: die Sgire S?, der TorusI™? = S' x S, die reelle projektive EbenRP?, die Kleinsche
Flaschek?, die Sptare mitg Henkeln), (wobei M, = S?, M, = T2 ist), die projektive Ebene mit
Henkeln, etc.

Zusatzlich um,Anfiigen eines Henkels* betrachtet man auch .gagnahen einer Kreuzhaube*: man
schneidet aus der&the eine kleine Kreisscheibe heraus, und identifizieigegeriberliegenden Rand-
punkte, die daraus entstehen. Aalfien einer Kreuzhaube a8t erzeugfRP2.

UbungsaufgabeDas, Anfiigen eines Henkels* reduziert die Eulercharakteristikuis erllt Orien-
tierbarkeit.

Das, Aufnahen einer Kreuzhaube" reduziert die Eulercharakteristik . Die dabei entstehendedehe
ist nicht orientierbar.

Definition 6.1 (Orientierbare und nichtorientierbaredehen vom Geschlech).
Die FlacheM,, die man durch Ariigen vong > 0 Henkeln an die€-Splare erlalt, heiBtorientierbare
Flache vom Geschlecht

Die FlacheM, die man durch Aufahen vory > 1 Kreuzhauben auf dig-Sptare erfalt, heiBtnicht-
orientierbare FEche vom Geschlecht

Orientierbarkeit einer zusammeirtgenden Flche kann man aily(M;Z) = 7Z erkennen. Wegen
x(My) = 2 —2g bzw. x(M,) = 2 — g lassen sich die Bchen aus Definition 8.1 an ihrer Homolo-
gie unterscheiden.

Satz 6.2(Klassifikation der 2-Mannigfaltigkeiten; vgl. Ossa [O8s@bschnitt 3.8])
Jede zusammedahgende, geschlossepdMannigfaltigkeit ist zu einer eindeutigendéhe vom Typ//,
oder vom TypV/; honbomorph.

Zusammen@ngende Fchen, die bamlich Orientierbarkeitund Euler-Charakteristikibereinstimmen,
sind also hordaomorph.

Insbesondere impliziert dies Relationen von der Fodmei Kreuzhauber= eine Kreuzhaube und ein
Henkel".

BeweisskizzeVerwende, dass jede 2-Mannigfaltigkeit triangulierbar is

Zusammenfassung von Dreiecken ergibt eine Darstellungiadseinzige-Zelle, mit Identifikation der
Kanten am Rand. Damit ist jed@eMannigfaltigkeit gegeben durch ein Wort der Form

-1 -1
(1090301 Gy~ AyQ5030, A5 . . .

der Lange2m, in der jeder Buchstabe genau zweimal vorkommt, evitl. iiewer
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Umgekehrt stellt jedes solche Wort einé&he dar. Beispieleia~! entspricht eines?, aa ergibtRP2.
Die Flache ist orientierbar genau dann, wenn jeder Buchstabeigémanal invertiert (und einmal nicht
invertiert) vorkommt.

Nun fuhrt man eing,Normalisierungsprozedur durch: in einer endlichen Folga Schritten, die das

Flachenwort vereinfachen, den Hoomorphietyp der FElche aber nicht vandern, wird jedes Wort
entweder in die Formlal‘1 (die S?) gebracht, oder in

-1, -1 -1, -1 -1 -1
A10907 "Gy~ A304G3 Gy ... Agg_1G40o, 109,

mit g > 1 transformiert, was\/, darstellt, oder in die Form

a1y agay ... aa,

mit g > 1 gebracht, die\/; ergibt.

Die Einzelschritte der Normalisierungsprozedur sindzlgefasst:

1. Triviale Modifikationen: zyklische Vertauschung,

Umorientierung einer Kante (Ersetzung vqrdurchalfl),

Zusammenfassen aufeinanderfolgenden Kanten (Ersetrenvweimal auftretendem;a; durcha,),
Beiziehen einer Kante (Auslassen vgn; ),

Ecken-Reduktion (ergibt Schema eineitidHe mit nur einer Ecke),

Kreuzhauben-Normierung,

Henkel-Normierung (ergibt Schemirf\/,),

. Henkel-Elimination (ergibt SchemarfM’)

Fur die Details verweise ich auf Os$a [0Ss92, Abschnitt 3.8]. O

oA wN

Bemerkungs.3. Dieser auf Brahana [Bra?1] zickgehende Beweis ist konstruktiv: er kann zur algo-
rithmischen Berechnung des Typs eineadfle (und z.B. von Homologie-Erzeugern etc.) verwendet
werden; vgl. Francis & Weeks [FW99] sowie aktuell Lazaruale[LPVV01].

Korollar 6.4. Zusammendingende geschlosseRdviannigfaltigkeiten mit derselben Homologie (i
Koeffizienten) sind hodmmorph.

Beweis.Es istH..(My; Z) = (Z,7%g, L), sowie H.(M,; ) = (2,79~ & Z3,0). O

Korollar 6.5. Die Fundamentalgruppe der orientierbarendéhe M/, vom Geschlechy (¢ > 0) hat
eine Piasentation der Form

~ -1 -1 -1 -1 —1 —1
T(My) = (ai,az,... a2 : ayagay 'ay " azagaz‘ag’ - Agg—102g09, 105, =1 ).
Die Fundamentalgruppe der nichtorientierbarerﬁEheMé (g > 1) vom Geschlechj ist

m(M,) = (a1,a2,...,aq: aja; asay - agag:1>

Proposition 6.6(Abelianisierung der Fundamentalgrupptf02, Sect. 2.A]) SeiX triangulierbar und
zusammer#dmgend. Dann ist die erste Homologiegrupipg( X ; Z) von X kanonisch isomorph zukbe-
lianisierungr (X)2 := 71(X)/[r1(X), 71(X)] der Fundamentalgruppe; (X) = w1 (X; x).

Beweis.Jede Schleife repsentiert eine Homologieklasse, und homotope Schleifatinbmen die-
selbe Homologieklasse. (Beweis entweder durch simpéizigproximation, oder durch Bsentation
der Fundamentalgruppe durch Kanten und Dreiecke bzgl.riyaam). Verkipfte Schleifen entspre-
chen offenbar einer Summe von Homologieklassen. Also gilgieen kanonischen Homomorphismus
p:m(X) — Hi(X;Z).
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Die Kommutatoruntergruppe (X), 1 (X)] liegtim Kern des Homomorphismus, @& (X'; Z) abelsch
ist. Also gibt es einen kanonischen Homomorphismusr (X)/[71(X), m1(X)] — H1(X; Z).

Der Homomorphismus ist surjektiv, weil man zu jedem 1-Zykel eine Schleife koniren kann, die
ihn induziert (verwende z. B. wieder Spannbaum).

Der Homomorphismus ist injektiv: Siehe Hatcher [Hat02, p§7,168], insbesondere die geometrische
Erklarung am Ende des Beweises. OJ

Also kann man die zusammeidrigenden FElchen auch an ihren Fundamentalgruppen erkennen/ausein-
anderhalten, denf (M; Z) = Z29 und Hy (M/; Z) = 2971 & Zs.

Der Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppe und Horeohadi auch ein @herdimensionales
Analogon: nur wird da alles einfacher, weil dieheren Homotopiegruppen abelsch sind: In der ersten
Dimension, in der Homologie- bzw. Homotopiegruppe nichtidl sind, sind sie insbesondere isomorph
— wenn der Raum einfach-zusamméngend ist. Dies ist der Satz von Hurewicz [Spa66, p. 398]; er
hat weitere Erweiterungen, etwa dass jede Abbildung zwisdinfach-zusammeahgen Rumen, die

in jeder Dimension Homologie-Isomorphismen erzeugt, satioe Homotopiaquivalenz ist (Satz von
Whitehead[[Hat02, Thm. 4.5]).

6.2 Uberlagerungen

Definition 6.7 (Uberlagerungen)Eine surjektive Abbildung : M — M heitUberlagerungwenn es
fur jedesr € M eine Umgebund/,. gibt, so dass das Urbild~!(U,) eine disjunkte Vereinigung von
offenen Mengen inV/ ist, die alle vorp hombdomorph aut/, abgebildet werden.

Im Allgemeinen werden wiNrnuﬂberlagerungen von Mannigfaltigkeiten betrachten. Wehaine Man-
nigfaltigkeit ist, dann aucti/.

Wennp : M— M Uberlagerung einer zusammeémtyenden Mannigfaltigkeit/ ist, so hat das Urbild
p~Y(z) fur jedesz € M dieselbe Kardinalét. Im Fall von|p~—!(x)| = k < 0 sprechen wir von einer
k-blattrigenoderk-fachenUberlagerung

Lemma 6.8 (Eulercharakteristik votberlagerungen)Wennp : M — M einek-facheUberlagerung
ist, so giltx (M) = kx(M).

Beispiel. Fassen wirS! als Teilmenge vorC auf, so definierp : S — S!, z — 2* einek-blattrige
Uberlagerung @r & > 0).

Wenn es eine nichttriviale endlichéberlagerungr : M — M (also mitl < k < oo) gibt, wie fur S*
und fur T = St x S, soist nach der Eulercharakteristik-Gleichup(@/) = 0.

Bemerkunds.9. Die , Typen von* zusammerimgenderUberlagerungen einer gegebenen zusammen-
hangenden Mannigfaltigkeit/ hangen eng mit den Untergruppen der Fundamentalgrap¥ ) zu-
sammen, unddnnen durch diese klassifiziert werden.

Grob gilt dabei;, Je kleiner die Untergruppe, dest@@ger die entsprechentiberlagerung.“ Insbeson-
dere entspricht {fr gutartige Rume, etwa triangulierbare) der trivialen Untergruppe e&imdeutig be-
stimmte gbRteUberlagerung, die einfach-zusammaéngend ist, die sogenannigiverselleUberlage-
rung, die bis auf Aquivalenz* (die man genau definieren muss/kann) eindésitig

All dies soll hier nicht iaher behandelt werden; siehe z.[B. [Mun00, Chap. 13].

Beispiel. Die Flachen kann man in vielen verschiedenen Darstellungentkiestn, zum Beispiel auch
alsUberlagerungen. So et man z. B.Mj, durch Anfugen von% Henkeln ariRP? = M (fur unge-
radesh) und durch Aniigen von% Henkeln ank? (fur gerades). Aus dieser Darstellung sieht man
leicht, dassV/] eine zweifachéJberlagerung hat, die orientierbar und damit zu eingghombomorph
ist (nach Klassifikationssatz).
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Die Eulercharakteristik-Rechnung nach Lenima 6.8 ergibbh@a-2g = x (M) = 2x(M;) = 2(2—h),
alsog =h — 1.

Beispiel. ZweifacheUberlagerungr : S™ — RP™, also

0 nungerade,
1 ngerade.

X(RPY) = 4(1+(-1)") = {

Proposition 6.10. Jede zusamme&hgende nichtorientierbare Mannigfaltigkéif hat eine kanonische
zusammer#dngende orientierbare zweifachiberlagerungp : M — M.

Beachte aberRP"™ ist fur ungerades > 1 orientierbar. In diesem Fall ist die antipodale Abbildung
a: S"™ — S" orientierungserhaltend. Jedoch 8t — RP" fir jedesn > 1 die universelle (einfach
zusammen&ingendeUberlagerung voiRP™. Fiir n = 1 ist diese durcliR — S = RP!, z s €@
gegeben.

Proposition 6.11. Sei X ein topologischer Raum, auf dem eine endliche Gruppe (vgm{Betrien”)
frei operiert, also so dass

e jedemg € G ein Homdmorphismusy(g) : X — X zugeordnet ist,

e p(1)=idx : X — X undy(gh) = ¢(g9) o p(h) : X — X qilt,

* o(g9)(x) # zgiltfarg # 1

Dann ist die Projektion : X — X/G, z — [z] = {¢(g)(z) : g € G} eineUberlagerungsabbildung.
Dasselbe gilt auch im Fall von unendlichen Grupp@nwenn man fordert, dass die Gruppenaktion
» eigentlich diskontinuierlich” ist, also so, dass jedes X eine Umgebund/,. hat, fur die die Mengen
g(Uy) alle disjunkt sind.

Beispiele.G = Zy operiert frei aufS™, mit ¢(0) = id und¢(1) = a (die ,antipodale Wirkung").
G = Z, operiert frei aufs?"~! ¢ C™ durch die Multiplikation mitp-ten Einheitswurzelny> 2).

G = Z, hat keine freie Operation af*", fur p > 2: das geht nicht wegen Lemrha .8, denn dann
misstey (S*"/Z,) = 2 gelten,

Lemma 6.12([Hat02, p. 71]) WennX wegzusammerngend, einfach-zusammemugend und lokal-
wegzusammeingend” ist (diese Bedingung idirftriangulierbaresX erfullt), und die GruppeZ ei-
gentlich diskontinuierlich und frei auX’ operiert, dann istr; (X/G) = G.

Beispiel. Die GruppeG = Z operiert frei aufX = R mit p(2)(z) := = + z. Wir erhaltenX /G =
R/7Z = S* mit 1 (S1) = Z.

Die GruppeG' = Z? operiert frei aufX = R? mit (21, 20) (21, 12) := (z1 + 21, 2 + 22). Wir erhalten
X/G=R?/7* = T? mitm (T?) = Z2.

6.3 Einige 3-Mannigfaltigkeiten

Wahrend die fundamentalen Frag@mer 2-Mannigfaltigkeiten mit Satz 6.2 gékt sind, stellen un8-
Mannigfaltigkeiten vor offenbar schwierige Probleme ligi@ie Poinca-Vermutund 3.12). In diesem
Abschnitt wollen wir hauptchlich Beispiele von interessanten (Klassen und Konstmsgmethoden
von) 3-Mannigfaltigkeiten pasentieren.

Beispiel(Der Dodekaederraum, eine Poingdiomologiespare; siehe [BLO0]) Den Dodekaederraum
¥3 erhalt man aus dem regalen 3-dimensionalen Dodekaeder durch Verkleben jedégr8kiche mit
der gegeiiberliegenden nach einer Rotation a6 = 36°. Man Uberzeugt sich, dass der entstehende
Raum eine3-Mannigfaltigkeit ist, die die Homologie der 3-Sate hat:H. (3%, Z) = (Z,0,0,Z). Die
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Fundamentalgruppe ist aber nicht-trivial, sie hat 120 Eeta (vgl. Seifert—Threlfal[ [ST34,62]). Sie
ist die,binare lkosaedergruppe”, wie man aus einer Darstellung deskadlerraums als Quotient der
3-Sphare sieht — siehe unten. Elementar kann man sich die Danstgll

(23 = (a,b:ad® = (ab)? = b®)

herleiten, aus der man auch sieht, dass die Abelianisidrivig ist. Ich verweise auf die Diskussion/
Rechnung in Seifert & Threlfall [ST3462], die Originalreferenz von 1934. Das ganze Kapitel 9eies
Buches istfir uns interessant und sehr gut anglich.

Der 2-dimensionale Raum, den Dodekaederraums, den man dunctifilkition desRandesdes Dode-
kaederraums bekommt, ist ein einfaches Beispiel eines Raemazyklisch ist (alle reduzierten Homo-
logiegruppen verschwinden), aber eine nichttriviale Famentalgruppe @mlichI) hat.

Die folgende Klasse von Mannigfaltigkeiten hat Tietze @p8ingeftihrt.

Beispielg(Linsenume) Seil < ¢ < p, mit teilerfremderp undg.

Auf dem Ball B* werden die Punkte € 9B* = S* undy(x) identifiziert, wobei marp(x) ausz durch
“Rotation um die Polachse um den Winkelq/p, und dann Reflektion an d&quatorebene” entsteht.
Der Quotientenraum ist eiriedimensionale, kompakte, orientierbare MannigfaltigkeerLinsenraum
L(p, q). Zum Beispiel istL.(2, 1) = RP3.

Die Konstruktion vonL(p, ¢) involviert einefreie Aktion von Z,, auf dem RandB? = S?, so dass
wir 7(5%/Z,) = Z, erhalten. Das Innere d&sBallesandert die Fundamentalgruppe nicht, deshalb
ist m1(L(p,q)) = Zp, und damit auchH(L(p,q);Z) = Z,. Die Homologie der Linse@ume ist
H.(L(p,q);Z) = (Z,Zy,0, Z). Damit sind Homologie und Fundamentalgruppe uraigig vong!

Alternative Darstellung: Man kanh(p, ¢) auch als Quotient?/Z, erhalten, wobei die Aktion durch
(21, 22) — ((&)921, Epza) = (€2™9/Pzy, 2™/P ) gegeben ist (vergleiche [Hat02, Example 2.43]).

Satz 6.13(Klassifikation der Linserdume)
Klassifikation beiglich Honbomorphie:L(p, ¢) = L(p,¢') genau dann, wenn

q¢ = +1mod p oder ¢ =qmodp.
Klassifikation beizglich Homotopie&quivalenzi(p, q) ~ L(p, ¢') genau dann, wenn
¢ = +a’qmod p fireina € Z.

Von diesem Satz ist dedann®-Teil jeweils elementar-geometrisch, dasir-dann® ist schwierig (wo-
bei die wesentlichen Teile von Reidemeister bzw. Whitehgldistet wurden); vgl. Munkres [MunB4,
§840,69].

Korollar 6.14. Die LinsenaumeL(7,1), L(7,2) sind homotopigquivalent, aber nicht hodomorph!

Ein weiterer, interessanter Aspeki(3, 1) hat keinen orientierungsumkehrenden Hamorphismus!

6.4 Mehr Beispiele

Weitere Konstruktionsmethodeiirf3-Mannigfaltigkeiten (alle wichtig . ..) werden hier nur kuange-
sprochen. Siehe (klassisch) Seifert & Threlfall [ST34, K@pund (modern) Stillwell[Sti93, Chap. 8].

Proposition 6.15(Heegaard-Zerlegungen (Heegaard 1898))

Jede orientierbare kompakgMannigfaltigkeit ohne Randakst sich durch Verkleben von zwei Henkel-
korpern vom Geschlecht (mit Rand hordomorph zul/,) erzeugen. Die Zerlegung val in zwei
Henkellorper mit Rand hoi@omorph zul/, hei3t eineHeegaard-Zerlegung vom Geschleght
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Beweis. Wir hatten schon referiert, dadg triangulierbar ist. Br eine solche Triangulierung betrachten
wir nun eine bhrenbrmiges-Umgebung (“tubular neighborhood”) désSkeletts. Der Rand dieser Um-
gebung ist eine zusammedrigende orientierbazMannigfaltigkeit, also vom Typ\/, fur geeignetes
g=0.

Man Uiberlegt sich, dass sowohl die Umgebung als auch ihr Komgaéim A/ hombomorph zu einem
Henkellorperist. O

Die 3-Mannigfaltigkeiten von Heegaard-Geschlethtdie man also durch Verkleben von zwei \Volltori
konstruieren kann, sind genatl, S? x S, und die Linser&ume.

Proposition 6.16(Erzeugung von 3-Mannigfaltigkeiten durch Chirurgie ...)

Jede zusammedahgende orientierbare 3-Mannigfaltigkeit kann durch Gingie entlang eines Knotens
oder einer Verkettung (“link”) erzeugt werden: man bohrsaleinen oder mehrere Volltori aus dé?
geraus, und setzt die Volltori andersverdrillt') wieder ein.

Proposition 6.17(... und als verzweigt&lberlagerungen (Hilden 1974/Montesinos 1976))
Jede zusammea#hgende orientierbare 3-Mannigfaltigkeit kann &lberlagerung mis-facher Verzwei-
gung entlang eines Knotens aus de$plare erzeugt werden.

Zum Nachlesen dieser Dinge wird das Knotentheorie-BuchRaimfsen[Rol90] empfohlen.

Eine scline, aktuelle und sehr anschaulich-konkfgtersichtiiber (weitere) Konstruktionsmethoden
fur 3-Mannigfaltigkeiten, wie etwa di8eifert-Mannigfaltigkeitegibt Lutz [LutO3].

6.5 Einige Lie-Gruppen

Weitere interessante und wichtige Beispiele liefert diedrie der Matrixgruppen — Gruppen, die diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeiten sind, unitfdie die Gruppenoperationen stetig und differenzierlvat, s
heiRernLie-Gruppen

Beispiele(Einige Lie-Gruppen)

Die MatrixgruppenGL(n, R), GL(n,C), SL(n,R) und SL(n, C) (fur n > 1) sind Mannigfaltigkeiten
der Dimensiom?2, 2n2, n2 — 1 bzw.2n? — 2.

Dabei sindGL(n,C) und SL(n, C) Beispiele fir komplexe Mannigfaltigkeitervon denen hier nicht
weiter die Rede sein wird. (Weitere Beispiele: giRiemannschen Mannigfaltigkeitet?,.)

Die MatrixgrupperO(n), SO(n), U(n) undSU(n) (firn > 1) sind sogar kompakte Mannigfaltigkeiten,
der Dimensioﬁ%, "22*1, n? bzw.n? — 1. Die meisten davon sind zusammaéniyend (Gegenbeispiel:
O(1) = SY; O(n) hat zwei Komponenten.)

Weitere Beispiele: symplektische Gruppen, Spin-Grupp¥n, k), insbesO(3, 1).

SO(2) 2 U(1) = St

Die GruppeSO(3) = RP3: Fur diese Hordomorphie ordnet man jedem Vektore B? eine Rotation
mit der AchseRv um den Winkelr|v| zu.

Die GruppeSO(3) hat die doppelté&berlagerung : SU(2) — SO(3), die ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Es isBU(2) = $3. Siehe[[Krd96, Satz 6.5].

In SO(3) liegt als Untergruppe die Gruppe der Rotationen (orieatigserhaltenden Symmetrien (Rota-
tionen) des regélren Dodekaeders/lkosaeder, lkiesaedergruppé, mit || = 60. DurchUberlagerung
erhalt man daraus dibinare lkosaedergruppmit 120 Elementen, deren Abelianisierung trivial ist. Als
SU(2)/I ergibt sich der Dodekaederraum als Quotient aus &iberlagerungsabbildung.
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7 Exakte Sequenzen

Definition 7.1 (Exakte Sequenzenkine (endliche oder unendliche) Folge von abelschen Gruppd
Homomorphismen

D A B Ay B oAy oA,
hei3t einkomplex wenn die Hintereinanderaligfrungi o i,_1 zweier Abbildungen immer die Nullab-
bildung ergibt, wenn alsom i, C ker i, gilt fur allek.

Die Folge ist eineexakte Sequenwenn dabei jeweilsmi,_; = keri; gilt, wenn der Komplex also
~keine Homologie hat".

Beispiel. Einekurze exakte Sequeist eine exakte Sequenz der Form
0— Ay % Ay 2 A3 — 0

Die Exaktheitsbedingungen bedeuten dabei, dasarjektiv ist, mitker i = Ao, oderaquivalent dazu,
dassi; injektiv ist, mit cokeri; = As.

Ublicherweise sind von einer kurzen exakten SequenzenEaveie gegeben (evtl. mit Informatidier
eine Abbildung), der dritte Term ist zu rekonstruieren.Dahuss man aber Abbildungen kennen: Wenn
etwaA; = A, = Zist, dann istA3 = 7Z, wenni; eine Multiplikation mit+n ist; insbesondere ist
As = {0} im Fall vonn = 1.
Insbesondere ist die mittlere Gruppe durch A; und Az im Allgemeinen nicht bis auf Isomorphie
festgelegt: Wenn

0 - 7Z — A — Zy — 0,

exakt ist, dann é&nnteA = 7Z oderA = 7 @ Z» gelten.

Ubungsaufgabeln einer kurzen exakten Sequenz ist der Rang der mittlerep@rgleich der Summe
der Range der beideaulR3eren Gruppen.

Dto. entwickelt man die Definitioneriif exakte Sequenzen von Vektdumen (und lineare Abbildun-
gen), und @ir exakte Sequenzen von Kettenkomplexen (und Kettenabigkeh).

Beispiel(Homologie eines PaarsMan fixiere eine Koeffizientengruppé (etwaG = 7Z), die im fol-
genden immer verwendet, aber nicht explizit notiert wird.

Sei X ein SimplizialkomplexA C X ein Unterkomplex. Dann igt(A) eine Untergruppe voé' (X),
und die Quotientengruppgs (X, A) := Cx(X)/Cx(A) ist wieder frei: die Simplexe vo, die nicht in
A liegen, induzieren eine Basis. Dabei ist

0 = Cp(A) — Cr(X) — Cr(X,A) — 0

eine kurze exakte Sequenz.

Der Randoperator vot', (X ') induziert auch einen Randoperatar (X, A): Fur ¢ € Cy(X) und
a € Ci(A) definiert mard|c| := [Oc], und weilda in C_1(A) liegt (4 ist Unterkomplex!) erflt man
J[c+ a] = [0c + da] = [O¢], so dass der Randoperatbauf Cy (X, A) wohldefiniert ist.

Damit ertalt man einen Kettenkomplex.(X, A), dessen Homologie dieelative Homologie vonX
moduloA heif3t.
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Beispiele(reduzierte/relative Homologie)

Hy(X;G) = H(X,0;G): gewdbhnliche Homologie ist (isomorph zur) Homologie relatiwr 2eeren
Menge.

Hi(X:G) = Hy(X,{zo}; G): reduzierte Homologie ist (isomorph zur) Homologie relatii einem
Basispunkt.

Interpretationen:

(1) Die relative Homologie verwendet Zykel, deren Rand tinkhr Null sein muss, sondern nur4h
landen muss.

(2) Die relative Homologie voX, A) ist die reduzierte Homologie des Quotientenrautis!, in dem
A zu einem,Basispunkt’ kontrahiert wird.

Beispiel. Es gilt
7 furk =
Hk(ansnfl’Z) ~ { mn,
0 sonst

Es gibt eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen:
0 — C(A) 5 CuX) & Cu(X,A) — 0.
Sie bedingt, dass die Homologie véi von A, und vonX modulo A, eng zusammerdmgen.

Proposition 7.2 (Zick-Zack-Lemma,[[Mun84, Lemma 24.1]Wo die langen exakten Sequenzen her-
kommen*) Jede kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen erzeulitrejaeexakte Sequenz in Ho-
mologie.

Satz 7.3(Lange exakte Sequenz eines Paars [Mun84, Thm. 238]X ein Komplex undd C X ein
Unterkomplex, so gibt es eine lange exakte Sequenz

D= Hn(X,A) 5 Hy(A) B H(X) 5 Hu(X,A) 5 Ha(4) & -

wobei die Homomorphismeépundp.. durch Inklusionen : A — X bzw.p : (X, () — (X, A) induziert
sind.

Genauso eréllt man diese lange exakte Sequdirzéduzierte Homologie.

Woher kommt der,Randoperatord, : Hy(X,A) — Hi_1(A)? Jede Homologieklasse # (X, A)
wird durch eine Kette: € Cy(X) dargestellt, deren Rand ifi;_;(A) liegt; also wirdd,[c] := [Oc]
abgebildet.

Proposition 7.4 (Ausschneidung (Versioriif Komplexe) [Mun84, Thm. 9.1])Sind X’ und A Unter-
komplexe vorX mit X \ X' C A (d.h.AU X’ = X), so gilt

Hk(X/,X/ ﬂA) = Hk(X, A)

Das heil3t: die relative Homologigsieht nicht‘, was sich inA tut: wir kbnnen daherd abkegeln, oder
aber Teile vorA wegschneiden, ohne die relative Homologie z@mdern.

Insbesondere gilt diesif X’ := X\ A, den durchX\ A erzeugten Komplex:

Hy(X\A, X\ANA) = H,(X,A).
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Satz 7.5(Mayer—\ﬁetoris-8equem, Thm. 25.1]) Ist X = AUB fiuir Unterkomplexed, B C X,
so hat man eine lange exakte Sequenz

— Hy(ANB) — Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X) > Hy1(ANB;Z)
und genausalfr reduzierte Homologie.
Beweis.Es gibt eine ganz naheliegende kurze exakte Sequenz voanKethplexen, in die nur ein
Minuszeichen eingéigt werden muss:

0 — C(AnB) D c.4) e C.(B)

(i///

771-////)
—

C*(A U B) — 0.
Diese kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen induzeMédyer—Vietoris-Sequenz. O

Beispiele.Die disjunkte Vereinigungon zwei Raumen kann man mit der Mayer—Vietoris-Sequenz be-
handeln, und et mit AN B = 0, undH;(0; G) = 0 fur alle::

Hk(AL‘HB,G) = Hk(A,G) @Hk(B;G).

Die Einpunktverheftungon zwei Riumen kann man mit der Mayer-Vietoris-Sequeizreduzierte
Homologie behandeln, und éimit AN B = {zo}, und H;({zo}; G) = 0 fur alle::

Hy(AWB;G) = Hy(A;G) @ Hi(B;G).
Damit erfalt man zum Bespielir ein Bouquet (Einpunktverheftung) venk-Spraren:

~ "o firi=n
Hi(\ S%;z) = {0

sonst

Die EinhangungXX = susp X = X * S eines RaumsX lasst sich auch als Vereinigung von zwei

Kegeln schreibernsusp X = (X * z¢) U (X * z1). Die Mayer—Vietoris-Sequenz dafergibt leicht
Hy(susp X) = Hy_1(X).

Allgemeiner kann man den Join mit einer Menge yor> 1 Punkten behandeln, die wir m#, =

{xo,z1,...,zp—1} identifizieren; dabei verwendet man entweder Mayer-VietBequenz und Indukti-
on, oder aber relative Homologie, wobei

Hy(X % Zp, X % 20) & Hyp(X # {mo, 21}, X # m0)P .

Also ergibt sich N N
Hy, (X % Zp) = Hyp 1 (X)P~L,
Durch Induktion kann man damit dieeRme
EnZy = ZLp*---%17,
———
n-+1 Faktoren
behandeln, die sich dadurch auszeichnen, dass-dimmensionale,”{ — 1)-zusammenéingende Kom-
plexe mit einer freierZ,,-Aktion sind. Man erhlt
k=n
sonst.

_ 7, (p—=1)" !
Hy(EnZy, Z) = 0

Als Spezialélle entlélt dies die Homologie det-dimensionalen SgreS™ = F,,Z», wie des vollsandi-
gen bipartiten GrapheR(3 3 = E1Zs.

SLeopold Vietoris, 1891-2002! Sielfd t p: / / www. ans. or g/ not i ces/ 200210/ f ea- vi et ori s. pdf
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Genauso kann man versuchen, allgemein die Homologie edireszu berechnen, indem mahx Y in
zwei Teile zerlegt, von denen der eine Xuder andere zt' homotopiéquivalent ist (eine Retraktion
darauf zuésst), und die Schnittmenge 20 x Y homdomorph ist. Dalfir kann man problemlos eine
Mayer—Vietoris-Sequenz aufstellen. Das Problem lieghdaméchst in der Bestimmung der Homologie
des Produktsy x Y/, fur die wir im Folgenden dasikneth-Theorem angeben.

Satz 7.6(Kunneth-Theorenm [Mun84, Thm. 59.3JFur beliebige topologische®imeX, Y gibt es eine
exakte Sequenz

0= P H(X)2H(Y) - Hi(X xY) - € Hpy1(X)xHy(Y) — 0
pt+q=Fk pt+ag=k

wobei die Torsionsprodukie«* dann verschwinden, wenn man entwedéirperkoeffizienten werwen-
det, oder zumindest einer der Faktoren frei ist. Ansonstethauf [Mun84, p. 331] verwiesen.

Ganzahnlich zur simplizialen Version et man eine Mayer—Vietoris-Sequenz im Fall tédrerdeckung
X = Uy U U, durch zwei offene Mengen, aber der Beweisaufwand ist innemsé&ahmen gi3er, weil
wir nicht einfach mit simplizialer Homologie argumentiargdnnen. Siehe Munkres [MunB8433].

Definition 7.7 (Lokale Homologie[[Mun84§35]).
Die lokale Homologievon X an der Stellery € X ist die relative Homologi&d; (X, X \{zo}).

Diese Version der Definition funktioniert natich nicht in simplizialer Homologie:ifr diese kann man
aber H, (X, X\z¢) definieren, wobeiX\z, den Komplex bezeichnet, den man durcbsthen aller
Simplexe erhlt, diexq enthalten.

Aus lokaler Homologie et man sofort die Invarianz der Dimension:

Korollar 7.8 (Invarianz der Dimension)

Mannigfaltigkeiten unterschiedlicher Dimensioarken nicht hoomorph sein:iir innere Punkter,
einer n-dimensionalen MannigfaltigkeiX gilt H,, (X, X\{zo}) = Z, aber Hi(X, X\{zo}) =
fur k # n.

Genauso ist der Rand topologisch invariant:gstein Randpunkt, so gill, (X, X\{yo}) = 0 fur alle k.

Der algebraische Zugang zu Homologietheoiibar Kettenkomplexe ist auch deshalb wichtig, weil man
mit dem selben formalen Apparatchganz andere Homologietheorigefinieren kann, in denen dann
ganzahnliche/analoge Resultate gelten.

Als Beispiel sei hier disinguire Homologiegenannt und kurzdefiniert*:

Definition 7.9 (Singukre Homologie[[Mun84529]).

Ein singuBrer k-Simplex inX ist eine stetige Abbildund\, — X.

Einesingufre k-Kette mit Koeffizienten i ist eine formale Linearkombination vénSimplexen inX.
Die k-Simplizes inX liefern diesinguBre Kettengruppéy (X; G).

Nun definiert man den Rand eines Simplexes, undledamit einen Randoperatoy, : S,(X;G) —
Sk-1(X; G).

Nun definiert man Zyklen und@&hder wie in simplizialer Theorie, und élhdiesinguBren Homologie-
gruppenvon X mit Koeffizienten inG.

Die singuren Homologiegruppen werdéiblicherweise auch mit{(X; G) bezeichnet, weil (Satz,
nichttrivial) fir Komplexe singudre und simpliziale Homologiegruppen kanonisch isomoipth. s

Beachte: sing@dre Homologiegruppen sindifjedentopologischen Raum definiert, und es ist recht ein-
fach zu zeigen, dass sie Homotopie-Invarianten sindiDsf es sehr viel schwieriger, ohne Verwendung
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von Theorie singi@lre Homologiegruppen zu berechnen, weil schon die Kettgpgn keinen endlichen
Rang haben, man also keine Basen zur Hand hat.

Als Abschluss des Kapiteldber exakte Sequenzen: Algebraischere Formulierung deesSaon Seifert
und van Kampen, eben auch als kurze exakte Sequenz (voratieldchen Gruppen!):

Satz 7.10(Seifert—van KamperiMlun00, p. 431]) Wenn sich ein Rauri als VereinigungX = X; U X»
zweier offener Mengen mit wegzusamnérgendem Schnitt und gemeinsamem Basisptnkt X, N
X, darstellen &sst, mit Inklusioneiy, : X; — X, dann ist

7T1(X1) *7T1(X2) — 7T1(X1 UXQ) — 1

exakt:w(X) ist das Bild der durch(iy, i2) induzierten surjektiven Abbildung. Deren Kern ist der Nor-
malisator des Bildes vom; (X1 N Xs5) — m1(X1) * m1(X2)
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8 Zellkomplexe

Dass das Arbeiten mit Simplizialkomplexen wegen der grdRerahl von Simplexen in Triangulierun-
gen mihsam sein kann, haben wir schon gesehen. Hier werden zigmative Konzepte eingéffirt,
»CW-Komplexe" und,reguare CW-Komplexe*. CW-Komplexe wurden von J. H. C. Whitehaaden
Funfziger Jahren eingéhrt, und haben sich als Grundstruktur sehr schnell dusgtge— siehe [Hat02,
Chap. 0]. (Dabei steht die Bezeichnung QW¢ht fur die Initialen des Erfinders, sondern bezeichnet
~closure-finite* und,weak topology*.)

EineZelleist ein topologischer Raum, der Z2F hombomorph ist. Dabei ist die Dimensionder Zelle,
die wir auch als:-Zellebezeichnen. Staf;, konnten wir auclio, 1]¥ oder einerk-Simplex als,Modell*
verwenden — die kombinatorische Struktur von Zellen ishhfestgelegt (das war eben bei Simplizial-
komplexen anders).

Eineoffene Zelldgst ein topologischer Raum, der aut B* hombomorph (also zR¥).

Definition 8.1 (CW-Komplexe; regudre CW-Komplexe [Mun8438]). Ein CW-Komplexst ein Hausdorff-
RaumX mit einer ZerlegungX = (4 e,, in offene Zellen so dass

e FiIr jede Zellee,, gibt es eineharakteristische Abbildungine stetige Abbildung,, : B* — X, die
int B hombomorph auf, abbildet, und den RandB* = S*~! stetig in eine endliche Vereinigung
Menge von Zellereg, die alle kleinere Dimension alshaben niissen. Das Bildf,, (By,) wird mit &,
bezeichnet.

e Eine Teilmenged C X ist genau dann abgeschlossen, wenn jede Schnittménge, abgeschlos-
sen ist.

Eine alternativedquivalente) Beschreibung von CW-Komplexen geht wie fipigit02, p. 7]: Jeder CW-
Komplex X kann,per Induktioniiber die Dimension des Skeletts* aufgebaut werden.(D8kelett X"
besteht aus einer Menge von Ecken (mit diskreter TopoloDia$k-Skelett erfalt man durch Anheften
von k-Zellen in das(k — 1)-Skelett X*~!, wobei die Anheftung vor, = B* durch eine Abbildung
fo : OBF = §F=1 — X*=1 definiert wird, die im Bild nur endlich viele Zellen trefferad.

Endliche CW-Komplexe sind kompakt. Eine Teilmenge einesflexes ist genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen ist, und nur endlich viele Zellen trifft.

Beispiele.

S™: CW-Komplex mit einei0- und einem-Zelle.

M, eine Ecke2g Kanten, eine-Zelle.

RP"™: CW-Struktur mit genau einer Zelle in jeder Dimensigritir0 < k£ < n. Dask-Skelett ist eifRPF.
CP": eine2k-Zelle fur 0 < k < n, ohne ungerade-dimensionalen Zellen. RasSkelett ist einCP*.

Jeder nicht-leere CW-Komplex hat mindestens eine EckestEausammerdmgend genau dann, wenn
er wegzusammeimmgend ist, und das stimmt genau dann, wennld8kelett zusammerimgend ist.
(Das1-Skelett ist ein,(ungerichteter) Graph*’ im Sinne der Graphentheorie, dehMachkanten und
Schleifen haben kann.)

Definition 8.2 (CW-Paar) Ein CW-Paarist ein Paar (X,A), bestehend aus einem CW-Komptexind
einem Unterkomplex.

In jedem CW-KomplexX ist dask-SkelettX* ein Unterkomplex, also istX, X*) ein CW-Paar. Ge-
nauso ist X**+1, X*) ein CW-Paar.

CW-Komplexe sindiir viele Zwecke flexibler, und leichter handhabbarer alsglizialkomplexe:
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Proposition 8.3(Konstruktionen[[Hat02, pp. 8,9])
Sind X undY CW-Komplexe, von denen einer lokal-endlich ist, soXisk Y wieder ein CW-Komplex
(mit der Produkt-Topologie).

Ist (X, A) ein CW-Paar, so istX/A wieder ein CW-Komplex. Dieser hat eine Ecke a@msispunkt’,
und sonst einé-Zelle Uir jedek-Zelle vonX, die nicht inA liegt.

Ist X ein CW-Komplex, so istusp X wieder ein CW-Komplex, mit ein¢k + 1)-Zelle fur jede nicht-
leerek-Zelle vonX, plus zwei zugtzliche Ecken.

Wir verwendenf;, = f(X) fur die Anzahl de-dimensionalen Zellen voXx (wenn diese endlich ist).

Definition 8.4. Ein CW-Komplex istregular wenn die charakteristischen Abbildungén: B" — e,
Hombomorphismen sind, und das Bild jeweils eine endliche Vigeing von Zellen ist.

Jedek-Zelle wird also in einen Unterkomplex eingeklebt, dersir' homdomorph ist.

Reguhre CW-Komplexe sind triangulierbar (baryzentrische Wetking). Sie sind durch ihre Seiten-
halbordnung bis auf Hodomorphie festgelegt, also rein-kombinatorisch besbbagi (aber typischer-
weise mit sehr viel weniger Zellen als in einer Trianguliggy

Nicht jeder CW-Komplex ist triangulierbar (Beispiel/Bewesiehe[[Mun84, p. 218]).

Beispiele. S™ hat (minimale) Struktur eines reguken CW-Komplexes mit zwei Ecken, zwei Kanten,
etc.: baryzentrische Unterteilung liefert diektaedrische* Triangulierung mit(n + 1) Ecken und2”
Facetten-Simplexen).

Jedes konvexe-dimensionale Polytop hat die Seitenstruktur eines &rgul Zellkomplexes (hoto-
morph zuB™).

Lemma 8.5. Ist X ein CW-Komplex, so idtl, (X*, X+t 7) = zfx, und H;(X* X*~1,Z) = 0 sonst.

Definition 8.6 (Zellulare Homologie) Sei X ein CW-Komplex. Wir definieren dieellularen Ketten-
gruppendurch
Di(X;Z) = Hy(X*, X" 1;7)

und derzellularen Randoperatod, : Dy(X;Z) — Dy—1(X;Z) durch die Verkettung
O+ Hy(XF, XF12) &5 Hyy(XF12) 5 Hyoy (XF1 X% 7)

wobeid, der Randoperator aus der langen exakten Sequenz des(R&ars*—1) ist, undi, durch die
Inklusioni : (X;_1,0) C (X*=1, X*=2)induziertist, also aus der Paarsequenz des Padis!, X*~2)
stammt.

Die Homologie des KettenkomplexéB(X;Z), ) heildt diezellulire Homologievon X.

Lemma 8.7. Der zelluBre Randoperator etillt 9,1 o 9, = 0, definiert also wirklich einen Kettenkom-
plex.

Beweis. Dafur betrachtet man die Verkettuag o 0y 1:
Ho(XF X5 2) & Hyx%:2) & Hy (X, X42) % B (X42) 5 H (X9 X2 7)

und bemerkt, dass die beiden mittleren Abbildungen in degda exakten Sequenz des Pdaf§, X*—1)
aufeinanderfolgen, also zusammen eine Nullabbildungoenge O

Satz 8.8. Die zellure Homologie vonX ist kanonisch isomorph zur simplizialen Homologie von
(wennX triangulierbar ist) und zur sing@ren Homologie vork.
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Genauso definiert man zelire Homologie mit Koeffizienten, insbes. niit und Z,-Koeffizienten.
(Letztere ist oft leichter zu berechnen, weil man sich k&oggeriiber Orientierung der Zellen/Vorzeichen
machen muss.)

Beispiele.Die Homologie vonCP™ ergibt sich sofort als

Z fur0o<k<n,

Hoyp(CP™ Z) =
0 sonst,

weil der zellubre Kettenkomplex die Form

0—-Z—-0—-Z— ... -2 —0—72 — 0

hat und somit alle Homomorphismen Nullabbildungen sind.
FOr RP™ muss man etwasdnter arbeiten, edit

7 furi=0,

Zo furungerades 0 < i < n,
fur ungerades = n,

0 sonst

H;(RP"; Z) =

aber auch
Zo furo<i<
Hi(RP™; Zy) = {2 ==
0 sonst
was fur viele Anwendungen wichtiger und brauchbarer ist.

Beobachtung: WentX eine Zellzerlegung miff;, k-Zellen zuksst, so hat die zellate Kettengruppe
Dy(X;7Z) = Z/+ den Rangf;.. Die Homologiegruppé, (X ; Z) ist Quotientengruppe einer Untergrup-
pe davon, hat also aucldthstens Rangj.. Es gilt also

Br < fr

Dies ist die triviale Form der sogenannten Morse-Ungleigan, die sich deutlich versatfen lassen.
So gilt nicht nurg; < f1, sondern sogab, — 5o < f1 — fo. Usw.

Ausblick: Was ist Morse-Theorie?

»HOhen-* oder Distanzfunktionen auf Mannigfaltigkeiterféisn Morse-Funktionen; Morse-Funktionen
liefern Zellzerlegungen; der Morse-Komplex liefert Kohalmgie, oder zumindest Absétzungen (eben
durch die Morse-Ungleichungen). Die klassische QuelleidstzMilnor [Mil69].
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9 Kohomologie

Wir beginnen mit einer algebraischen Beschreibung.
Definition 9.1 (Kokettenkomplex) Ein Kokettenkomplex
C* = (Ck> dk)kEZ

ist eine Folge von abelschen Grupp@fi (beachte Notation: oberer Index bezeichnet Dimension) und
Homomorphismer” : C* — C*k*1 (beachte: dimensionsevhend), mit der Bedingung‘*! o d* = 0
fur allek.

Die Gruppen
H*(C) :=ker(d* : C* — ¥y /im(dF—1 . ¢ — )
heiRen dickohomologiegruppedes Komplexes.

Das, ko-* in den Bezeichnungen steht dabi&i Dualisierung, weswegen insbesondgtie Abbildungen
in die umgekehrte Richtung gehen".

Lemma 9.2. IstC, = (C}, 0;.) ein Kettenkomplex un@ eine abelsche Gruppe, und setzt n@h :=
Hom(Cy,, G) sowied®(f) := f o Op11, SO istC* := (C*, d*) ein Kokettenkomplex.

Sind C' und G abelsche Gruppen, so iBom(C, G) wieder eine abelsche Gruppe. It: C — C’
ein Gruppenhomomorphismus, so jt : Hom(C’,G) — Hom(C,G), h — f o h wiederum ein
Gruppenhomomorphismus.

Dabeiiiberlegt man sichifr Rechnungen, dagbom(Z/, Z) = 7/ gilt, und allgemeineHom(Z/, G) =
GY . I1st weiterf : Zf — 7" ein Homomorphismus, der durch die Mattixe Z/"*/ dargestellt wird,
so wird f* durch die transponierte Matrit” e Z/*/" dargestellt.

Definition 9.3 (Simpliziale/zellulare/singédre Kohomologie) Sei X ein topologischer Raum, evtl. ge-
geben durch einen simplizialen oder CW-Komplex, undseaine Koeffizientengruppe. S€i.(X;Z)
der zugebrige Kettenkomplexiir die (simpliziale, zellidre, bzw. sing@re) Homologie vonX mit
ganzzahligen Koeffizienten.

Die Kohomologie des nach LemrmaP.2 gewonnenen Kokettenlexe®
C*(X;G) = (C*(X;G) :=Hom(Cy(X;Z),G), d*: f s fodki1)
ist dann diesimpliziale, zellihre, bzw. sing@re Kohomologie vorX mit Koeffizienten ird.

Beispiel. Fur die reelle projektive Ebene haben wir eine Zellzerleguniiggenau einer Ecke, Kante und
2-Zelle, und damit den zellaren Kettenkomplex

0-722722%7 o0,
und der gibt die Homologiegruppen
Hy(RP%7Z) =0,  H(RP%Z)=7y,  Ho(RP%;Z)=7Z.
Dualisierung liefert den (zellaken) Kokettenkomplex
02722727 o0,
und damit die Kohomologie der projektiven Ebene:
H*(RP%Z) =7y,  H'(RP%:Z)=0, H°(RP%Z)="7Z.
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Analog zur geometrischen Beschreibung von Ketten, Zykk&mdern, etc. in simplizialer Theorie kann
man auch Koketten, Kozyklen, Kander etc. geometrisch beschreiben.

Eine k-dimensionale Kokette ist dabei eine Funktion, die jededimensionalem Simplex; einen
Wert f(o}) zuordnet. Den Korand et man wie folgt:df (75x11) = f(O7x+1) ist die Summaeiber alle
f-Werte vonk-Simplexen im Rand vom; ;. Siehe[Mun84£42].

Die , k-dimensionale Kohomologie mit Koeffizientend# ist ein kontravarianter Funktowon der Kate-
gorie der topologischen&ime (und stetigen Abbildungen) in die Kategorie der abels&Gruppen (und
stetigen Abbildungen): die Zuordnudg — H*(X; G) ordnet jedem topologischen Raum eine abelsche
Gruppe zu, und jeder stetigen Abbildung einen Gruppenhaoonpinismus. Allerdings geht der Homo-
morphismus in digumgekehrte Richtung‘f : X — Y induziert H(f) : H*(Y;G) — H*(X;G).

(Im Gegensatz dazu isk-dimensionale Homologie mit Koeffizienten @' ist ein (kovarianter) Funk-
tor, dennf : X — Y induziertHy(f) : Hx(X;G) — Hi(Y;G).)

Kohomologie kangt (wie Homologie) nur vom Homotopietyp ab: homotope Adiloigen entsprechen
demselben Homomorphismus in Kohomologie, Homotagigvalenzen induzieren Isomorphismen in
Kohomologie, und homotopégjuivalente Rume haben daher isomorphe Kohomologie.

Kohomologie kann direkt aus der Homologie berechnet wer@aame mit isomorpher (endlich-dimen-
sionaler) Homologie haben also isomorphe Kohomologie a@engilt: H*(X; Z) hat denselben Rang
wie Hy(X;Z), aber dieselbe Torsionsuntergruppe \ilg_; (X; Z). Kanonischere Formulierunigber
eine kurze exakte Sequenz — siehe [Mun84, Cor. 45.6/Thr].53.

Homologie und Kohomologie sind also allemalhnlich“. Das diackt sich zum Beispiel dadurch aus,
dass Homologie und Kohomologie (nicht-kanonisch) isorhosmd, wenn man Brperkoeffizienten
verwendet und die Homologie endlich-dimensional ist. Wainteressiert uns Kohomologie trotzdem,
wenn sie keine z@zliche Information en#élt? Sie hat zuszlich eine multiplikative Struktur, bildet
also einen Ring, deohomologiering

Definition 9.4 (Cup-Produkt) Sei R ein Koeffizientenring (etw& oder ein Korper). DasCup-Produkt
ist der Homomorphismus

U: HYX;R)® HYX;R) — H*"(X;R),
der durch die Diagonalabbildung
A: X — X xX, x— (x,1)
und die Produktabbildung
x : HY(X;R) @ HY(Y;R) — H*"*(X x Y; R)
des Kinneth-Theorems in Kohomologie [Muri84, Thm. 60.5] indtiziérd.

In simplizialer Theorie kann man das Cup-Produkt durchigiplkombinatorische Formeln darstellen.
Dazu reicht aber etwa der zelfuk Kettenkomplex nicht aus! Siehe Munkres [Mun84, p. 292].

Proposition 9.5. Sei X ein topologischer Raum. Die Kohomolog®, .., H*(X; R) hat mit dem Cup-
Produkt als Multiplikation die Struktur eines assoziatiRinges mit Eins. Er ist aber nicht kommutativ,
sondern eillt

ak UBE _ (_1)]6@/8[ Uak.
Jede stetige Abbildung : X — Y induziert damit einen Ring-Homomorphismus. Homotope IAbbi

dungen induzieren denselben Ring-Homomorphismus. Dsintier Kohomologiering eine Homotopie-
Invariante.
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Beispiele. H*(RP"; Zy) = Zy[t]/(¢"*1) [Mun84, Thm. 68.3] undd*(CP™; Z) = Z[t?]/(t*"*+?) sind
»abgeschnittene Polynomalgebren“. Daraus kann man ableiss fir m < n jede AbbildungRP" —
RP™ die Fundamentalgruppe trivial abbildet; daraus folgt zel. zweiter Beweis des Borsuk—Ulam-
Satze$§ 5.15; siehe [Mun84, p. 405].

Zur ,versteckten® Information in der Produktstruktur der Kohlwagie siehe aktuell [Zie93] und [FeiD3].

Bemerkun.6 (de Rham Kohomologie)Auf glatten Mannigfaltigkeiten bilden die Differentialimen
einen Kokettenkomplex, mit dé&wuRReren Ableitung als Korandoperator. Die zuigyaien Kohomologie-
gruppen heil3en dige Rham Kohomologiegruppedie sind mitR-Koeffizienten definiert (es gibt keine
natirliche Konstruktion mitZ-Koeffizienten). Differentialformen kann man aber mulggren — das
aufRere Produkt von Differentialformen induziert das CupdRkt fur de Rham Kohomologie.
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10 Mannigfaltigkeiten II: Poincar é-Dualitat

Zunachst stellen wir fest, dass man zu praktisch jeder Folgeabmischen Gruppel, Hi, Ho, . ..
einen CW-KomplexX konstruieren kann, der genau diese Homologiegruppenibag(Munkres[Mun84,
p. 231, Problem 4]). Es gibt nur Eins@mkungen vom Typ

e Hjistimmer frei,
e wennX Dimensionn hat, dann is#,,(X; Z) frei, und H;(X;Z) = 0 fur: > n,

Etwas entsprechendes isirfdie Homologie von Mannigfaltigkeiten nicht wahrifdas Folgende be-
trachten wirn-dimensionale Mannigfaltigkeiten die zusammangend, geschlossen (kompakt, ohne
Rand), und triangulierbar sind. Man kann die Diskussiontminologie-Mannigfaltigkeiterrweitern,

in denen der Link einer Ecke nur die Homologie einer &@ethaben muss (aber keine Sphsein muss).

Lemma 10.1. SeiM eine zusammeingende geschlossene triangulierbardannigfaltigkeit.

Dann ist entwedei,,(M;Z) = Z (wennM orientierbar ist), oderH, (M;Z) = 0 (wenn} nicht
orientierbar ist).

Im ersten Fall giltH™ (M ; Z) = Z, im zweiten Fall giltH,,(M,Z) = Zs.
Im nicht-orientierbaren Fall enthlt H,,_,(M;Z) einenZsy-Torsionssummanden (und ist sonst frei).

Offenbar gibt es hier also substantielle Eirgsckungen an die tiglichen Homologiegruppen. Viel weit-
reichender ist das folgende Resultat.

Satz 10.2(Poincaé-Dualitat [Mun84, Thm. 65.1]) SeiM eine zusammeidngende geschlossene trian-
gulierbaren-dimensionale (Homologie-)Mannigfaltigkeit. Dann gilt

Hy(M;G) = H" *(M;G)  furallek

fur beliebige Koeffizientengruppé&hwennM orientierbar ist, undiir G = Z, auch im nicht-orientier-
baren Fall.

Im Folgenden bezeichn®, := rank Hy(M;Z) die k-te Bettizahl vonM .
UbungsaufgabeFir jeden endlichen CW-Komplex (der keine Mannigfaltigleaitin muss) gilt

Br = rank Hy(M;Z) = dim Hy(M;Q) = rank H*(M;Z) = dim H*(M; Q).
(Hinweis: elementare lineare Algebra!)

Man prife dies, wie auch die Aussagen der PoigeBualitt, an der Homologie und Kohomologie von
M, bzw. Mg, die wir ja schon berechnet haben, die aber auch in ZeéuHomologie direkt hergeleitet
werden kann.

Korollar 10.3. Fur orientierbaren-Mannigfaltigkeiten gilt
Br = Bn—k;

die Folge der Betti-Zahlen ist also symmetrisch.

Fur nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten gilt dies aucfalls manZ,-Koeffizienten betrachtet, also
,Bk = dimZQ Hk(M, ZQ)
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Proof (Poincaé-Dualitat). Wir betrachten eine regate CW-ZerlegungX von M, und die dazu duale
ZerlegungX™*. Jederk-Zelle o, von X entspricht eindn — k)-Zelle o} in X*. Wenn M orientiert ist,
dann entspricht jeder Orientierung eirieZelle von X kanonisch eine Orientierung der zugeigen
dualen Zelle. (Beispiel,if n = 2, k = 1: jeder gerichteten Kante entspricht eine duale Kante,rdere
Richtung man durchRotation im Gegenuhrzeigersinn® (also unter Verwendurrggttebalen Orientie-
rung der Fache) bestimmt.)

Damit ergibt sich zur Berechung der zeivén Homologie vonX, und der zelluiren Kohomologie
von X*, Komplexe

D. 0—D,—Dp 11— ... 5Dy —Dyg—0
DY 0—-D'-D'— ... D"l D"

mit isomorphen Gruppe®; = D"~ * und mit denselbembbildungen/Matrizen. Also ergeben die
Komplexe auch isomorphe Homologi, (X; G) = H"*(X*; G).

Im nicht-orientierbaren Fall funktioniert das Orientigrgicht, das ist be¥,-Koeffizienten aber auch
nicht notig. O

Der vorstehende Beweis ist insofern problematisch, alKdmestruktion desdualen Zellkomplexes* nur
unter Vorsichtsmafinahmen funktioniert, wie der folgeneiéfimte Satz zeigt. Im Allgemeinen sind die
Zellen des dualen Komplexes keine topologischa@ieB weil die Rander, in die man Zellen einkleben
musste, nur Homologie-S@ahen sind (und nicht notwendigerweise topologischeag).

Die , VorsichtsmalRnahmen“ sind

e FUrn < 3 gibt es keine Probleme

e Arbeiten in der Kategorie von sog. PL-Mannigfaltigkeitegl{ Rourke & Sandersoh [RS[72]), oder

e Arbeiten mit Homologie-Mannigfaltigkeiten und dejdualen Block-Komplex®, @ir den zelluhre
Homologie/Kohomologie immer noch funktiert (vgl. Munkif4un84, §64]).

Satz 10.4(Double Suspension Theorem (Edwards [Edw75], Cannon [@]an7
Fir jede beliebige Homologi8-Spliare ¥3 ist die doppelte Einfingungsusp susp ¥ hombomorph
zuso.

Wir kdnnen problemlos eine Triangulierung der PoigeSplare konstruieren. Die doppelte Ednigung
erhalten wir als Simplizialkomplex mit vier zazlichen Ecken. Dies ergibt also eine Triangulierung der
5%, in der eine Kante als Link di&? hat; der duale Block-Komplex hat dann eingdiock’ cone 3,

der eben keine Zelle ist.

Mit der Poincaé-Dualitit hangen weitere wichtige Eigenschaften von Mannigfaltiggeeund ihrer Ko-
homologie zusammen. Wir geben hier eine Manifestation ifd¢aologiering an.

Satz 10.5(Duale Paarung)SeiM eine zusammewmgende triangulierbare geschlossen®lannigfal-
tigkeit. Ist M orientierbar, so induziert das Cup-Produkt eine Abbildung

U: H¥(M;Z)/Torsion ® H" *(M;Z)/Torsion — Z
die eineduale Paarungst. Genauso ist
U: HY(M;K) @ H" *(M;K) — K

eine nicht-degenerierte Bilinearforriirfbeliebigen Koeffizientenéfper K, bzw. fir K = Z, im nicht-
orientierbaren Fall.
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Daraus ergeben sich zum Bespiel die Behauptutigpen den Kohomologie-Ring der reellen bzw. kom-
plexen projektiven Bume, im vorherigen Kapitel!

Besonders interessant ist die Paarung aud Satz i0den Fallk = n — k, alsok = n /2 (fur gerades).
Dann definiertU eine Bilinearform aufd™/2(M; Z) / Torsion, die fir n = 0 mod 4 sogar symmetrisch
ist.

Dies kann man sich wiedeiif 2-Mannigfaltigkeiten elementaiiberlegen. Er 4-Mannigfaltigkeiten
hangt daran ein spektaldres Ergebnis der modernen Topologie. In der Formulier@ngenden wir,
dass i@ir einfach-zusamme#ingendes\/ die GruppeH*(M;Z) keine Torsion hat (denn sonstisste
auchH;(M;Z) Torsion haben.

Satz 10.6(Klassifikation der einfach-zusammemigenden 4-Mannigfaltigkeiten; Milnor (1958) und
Freedman (1986))Die Zuordnung

Homotopietypen von Aquivalenzklassen von
5 einfach-zusammeaéhgenden . nicht-degenerierten
" ) orientierbaren triangulierbaren symmetrischen Bilinearformef’
4-Mannigfaltigkeiten (ZN; ()

die jeder4-Mannigfaltigkeit die GruppeZ?(M;Z) und die darauf durch das Cup-Produkt gegebene
Bilinearform zuordnet, ist injektiv und surjektiv.

Damit sind also die Homotopietypen solcher Mannigfaltighe durch rein algebraisch-zahlentheoreti-
sche Objekte klassifiziert.

Ich verweise auf Milnor & Husemoller [MH73[ir mehr Information in diese Richtung.
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