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1 Homotopie und Fundamentalgruppe

1.1 Einfiihrung in die Topologie

Ich erinnere an den vertrauten Begriff der Stetigkeit von Funktionen mehrerer
reeller Verdnderlicher. Es bezeichne || || : R* — R die euklidische Norm,

x| = /22 + ... + a2 fir o = (21,...,2,) € R™

Definition 1.1.1. Seien A C R", B C R™.

1. Eine Abbildung f : A — B heifit stetig im Punkt z € A genau dann,
wenn es fiir beliebiges € > 0 stets ein 6 = d. > 0 gibt derart, daf§ fiir
z € Aaus ||z — z|]| < folgt || f(x) — f(2)| <e.

2. Eine Abbildung f : A — B heifit stetig genau dann, wenn sie stetig
ist in jedem Punkt z € A.

3. Eine Abbildung f : A — B heifit ein Hom6omorphismus genau
dann, wenn sie stetig und bijektiv ist und ihre Inverse f~!' : B — A
auch stetig ist.

4. A und B heilen hom6omorph genau dann, wenn es einen Homdoo-
morphismus von A nach B gibt.

Wir schreiben kurz A = B fiir die Aussage “A ist homdomorph zu B”.
Anschaulich bedeutet das, dafl sich A durch “Verbeulen und Verbiegen” aus
B erhalten 1a88t. Zum Beispiel sind je zwei offene Intervalle in R homéomorph,
und “Die Oberfldche einer Kaffeetasse (mit einem Henkel) ist homdomorph
zur Oberfliche eines Rettungsrings”. Man bezeichnet die Topologie deshalb
auch scherzhaft als “Gummigeometrie”. Zur Motivation gebe ich nun einige
typische Probleme aus der Topologie.

1. Invarianz der Dimension: Man zeige R” = R™ = n = m.

2. Es bezeichne stets S™ = {x € R""! | ||z|| = 1} die n-dimensionale
Kugelschale oder n-Sphire. Es ist also S™' =0, S° = {+1, -1}, S!
die Kreislinie, S? die Kugelschale und so weiter. Man zeige, daf es fiir
n > 0 keine stetige Injektion S® — R” gibt. (Als Ubung empfehlen sich
die Falle n = 0, 1. Der Fall n = 2 wird in 1.7.8 erledigt, der allgemeine
Fall ergibt sich als Konsequenz aus 6.3.29.)

3. Man zeige, daf der Rettungsring, auch genannt der (zweidimensionale)
Torus S* x S! nicht homdomorph ist zur 2-Sphire S2.



4. “Ein Igel 148t sich nicht kdimmen ohne Wirbel”. In Formeln zeige man:
Es gibt keine stetige Abbildung x : S — S? derart, dafi k() senkrecht
steht auf z fiir alle x € S2.

5. Es bezeichne stets D" = {z € R" | ||z|]] < 1} die n-dimensionale
Vollkugel. Es ist also D° ein Punkt, D' = [~1,+1] ein kompaktes
Intervall, D? die abgeschlossene Kreisscheibe und so weiter. Man zeige,
daB jede stetige Abbildung f : D" — D™ einen Fixpunkt hat. (Diese
Aussage heiBt der Brouwer’sche Fixpunktsatz. Als Ubung empfehlen
sich wieder die Félle n = 0, 1.)

In mathematisch nicht ganz so préaziser Formulierung will ich auch noch die
Klassifikation zusammenhéngender geschlossener Flachen besprechen. Ich ge-
be zunéchst eine Definition, die notwendig etwas unbeholfen ist, da eine ef-
fiziente Sprache ja in dieser Vorlesung gerade erst entwickelt werden soll.

Definition 1.1.2. Eine Teilmenge F' C R" (fiir beliebiges n) heiit eine ge-
schlossene topologische in R" eingebettete d-Mannigfaltigkeit genau

dann, wenn F' kompakt ist und es fiir jeden Punkt p € F' eine offene Teil-
menge U C R” gibt mit p € U und U N F = RY.

Beispiele fiir geschlossene d-Mannigfaltigkeiten sind die Sphiren S?¢. Wir wer-
den in 7?7 zeigen, daf} jede geschlossene 1-Mannigfaltigkeit homéomorph ist
zu einer endlichen disjunkten Vereinigung von Kopien von S!. Eine geschlos-
sene 2-Mannigfaltigkeit nennen wir auch eine geschlossene Fliche. Beipiele
fiir geschlossene Flichen sind die Kugelschale S?, der Torus S' x S!, oder
auch die Oberfliche einer massiven Acht (die homoomorph ist zur Ober-
flache einer dickwandigen Suppentasse mit zwei Henkeln). Ein etwas kompli-
zierteres Beispiel fiir eine geschlossene Fléche ist die sogenannte Klein’sche
Flasche, die man erhélt, indem man bei einer Flasche den Flaschenhals
langzieht, umbiegt, ihn von aussen unter Durchdringung der Flaschenwand
ins Innere der Flasche schiebt, dann ein kreisrundes Loch in den Boden
der Flasche schneidet, und schliellich die Flaschenoffnung in das Loch un-
ten am Boden einklebt. Genauer erhélt man so in der Anschauung noch
keine geschlossene Fldache in unserem Sinne, da sich unsere Fliche selbst
iiberschneidet an der Stelle, an der der Flaschenhals in die Flasche eindringt.
In der vierten Dimension jedoch kann man diese Selbstiiberschneidung ver-
meiden. Stellen wir uns dazu die vierte Koordinate als Farbe vor und malen
unsere Flasche so changierend an, dafl der Flaschenhals und der Flaschenbo-
den rot, der Flaschenkorper aber blau sind, dann ist klar, dafl unsere Flache
ohne Selbstiiberschneidung im vierdimensionalen Raum liegt, und das ist
dann wirklich unsere Klein’sche Flasche. Die Klein’sche Flasche ist nicht



homdomorph zu einer Teilmenge des R3, wie wir in 11.7.19 beweisen wer-
den. Im folgenden Satz brauchen wir noch das beriihmte Md&biusband, das
man erhélt, wenn man einen Papierstreifen einmal verdrillt zu einem Ring
verklebt. Der Rand des Md&biusbandes ist eine einzige geschlossene Kreislinie.

Satz 1.1.3 (Klassifikation der geschlossenen Flichen). Jede zusam-
menhdngende geschlossene Fldche ist homéomorph zu genau einer der im
folgenden beschriebenen Fldchen:

o Man nehme die Kugelschale S?, schneide in diese 2g kreisrunde Locher
hinein und verbinde diese Licher paarweise durch g hohle Henkel, fiir
g=0,1,2,...

e Man nehme die Kugelschale S?, schneide in diese g kreisrunde Lécher
hinein und klebe Mdébiusbdinder in diese Locher ein, firg=1,2,...

Die Flidchen der ersten Liste heiflen die orientierbaren Flichen vom Ge-
schlecht g. Fiir g = 0,1, 2 erhélt man die Kugelschale, den Torus und die
Oberflache einer Kaffeetasse mit zwei Henkeln. Die Fliachen der zweiten Liste
heiflen die nichtorientierbaren Flidchen vom Geschlecht ¢. Fiir g = 1
erhiilt man die reelle projektive Ebene P2R aus ?7?, fiir ¢ = 2 die Klein’sche
Flasche. Die nicht orientierbaren Flachen zeichnen sich dadurch aus, dafl
man bei einem Rundweg als Spaziergédnger auf der Flache unter Umstanden
auf der anderen Seite der Fliche “mit dem Kopf nach unten” wieder am
Ausgangspunkt ankommt. Zum Nachdenken hier noch eine Frage: Welche
Flache unserer Liste erhédlt man, wenn man an die Klein’sche Flasche einen
Henkel anklebt? Jetzt gilt es aber zunéchst, einen préizisen und effektiven
Begriffsapparat fiir die Behandlung derartiger Fragestellungen aufzubauen.

1.2 Die Definition der Fundamentalgruppe

Definition 1.2.1. Seien X ein topologischer Raum und z,y € X Punkte.
Die Menge aller Wege von = nach y bezeichnen wir mit

QX,y,z) ={a:[0,1] — X | « ist stetig, a(0) =z, a(1l) =y}

Fiir zwei Wege 8 € Q(X, z,y) und a € Q(X,y,x) definieren wir ihre Ver-
kniipfung 3 x a € Q(X, z,x) durch

a(2t) 0<t<1/2;
sra = {65y 1S 2t

Diese Abbildung ist stetig nach 77, ist also in der Tat ein Weg. Weiter defi-
nieren wir fiir z € X den konstanten Weg ¢, durch ¢,(t) = x V¢ und bilden
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zu jedem Weg o € Q(X,y,x) den inversen Weg a € Q(X, z,y) durch die
Vorschrift a(t) = a(1 —t).

Definition 1.2.2. Seien x,y Punkte eines topologischen Raums X. Zwei
Wege «, 3 von x nach y heiflen homotop oder priaziser homotop mit festen
Endpunkten und wir schreiben o ~ 3 genau dann, wenn es eine stetige
Abbildung

h:l0,1 - X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- bzw. Ober-
kante unseres Quadrats mit o bzw. ( iibereinstimmt und auf der Vorder- und
Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedriickt fordern wir also h(t,0) =
a(t) und h(t,1) = G(t) fur alle ¢ € [0, 1] sowie h(0,7) = z und h(1,7) = y fiir

alle 7 € [0, 1]. Wir schreiben unter diesen Umstdnden auch kurz h : o ~ .

Beispiel 1.2.3. Gegeben X C R”™ konvex und z,y € X sind je zwei Wege
a, 5 € Q(X,y,z) homotop vermittels h(t,7) = (1 — 7)a(t) + 74(t).

Bemerkung 1.2.4. Bilder homotoper Wege sind homotop. Ist genauer eine
Abbildung f : X — Y stetig, so folgt aus h : @ >~ 3 schon foh: foa >~ fof.

Lemma 1.2.5. Fir einen topologischen Raum X und Punkte x,y € X st
Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge Q(X,y,x) aller Wege
von x nach y.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl gilt (1) a ~ «, (2) a ~ f = [ ~ «a, und
daB (3) aus a ~ § und § ~ v folgt a ~ . Wir iiberlassen dem Leser den
Beweis der beiden ersten Aussagen und zeigen nur die letzte Aussage. Sei
also h: a~ B und g : 3 ~ ~. Wir definieren f : [0,1]> — X durch

| h(t,27) 0<7<1/2
ft7) = { g(t,2r —1) 1/2<7<1.

Dann ist in der Tat die Abbildung f stetig, denn ihre Restriktionen auf die
abgeschlossenen Teilmengen [0, 1] x[0,1/2] und [0, 1] x [1/2, 1] sind es und wir
konnen 7?7 anwenden. Nach Konstruktion haben wir aber nun f: a~~. [

Definition 1.2.6. Die Menge aller Homotopieklassen von Wegen von einem
Punkt = zu einem Punkt y in einem Raum X notieren wir m (X, y,z), in
Formeln setzen wir also m(X,y,z) = Q(X,y,2z)/ ~ . Die Homotopieklasse
eines Weges « notieren wir [a].

Definition 1.2.7. Ein punktierter Raum (X, z) ist ein topologischer Raum
X mit einem ausgezeichneten Basispunkt x € X. Fiir einen punktierten
Raum (X, z) vereinbaren wir die Abkiirzungen Q(X, z,z) = Q(X, z) fiir die
Menge aller Wege mit Anfangs- und Endpunkt z und 7 (X, z, x) = m (X, x)
fiir die Menge aller Homotopieklassen derartiger Wege.
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Satz 1.2.8 (iiber die Fundamentalgruppe). Gegeben ein punktierter
Raum (X, x) induziert die Verkniipfung von Wegen eine Verknipfung auf
der Menge m (X, z) aller Homotopieklassen von Wegen mit Anfangs- und
Endpunkt z, und mit dieser Verknipfung wird m (X, x) eine Gruppe, die
Fundamentalgruppe des punktierten Raums (X, x).

Beweis. Die beiden ersten Aussagen des anschliefenden Lemmas 1.2.9 sagen
uns, dafl die Homotopieklasse der Verkniipfung von zwei Wegen nur von den
Homotopieklassen der verkniipften Wege abhingt. Die weiteren Aussagen
liefern das neutrale Element, die Inversen und das Assoziativgesetz. O]

Lemma 1.2.9. Wann immer die folgenden Verkniipfungen von Wegen sinn-
voll sind, gilt:

~

a~d =>axff~ad %
B =axfax

LEX Q2 ke

(axB)=pF*a

2
3
4. axQ>e, Ak >E
5
6. (ax )%y = ax(B%7)

Beweis. Wir zeigen nur beispielhaft die letzte Behauptung. Bezeichnet v :
[0,1] — [0, 1] die “Reparametrisierungsabbildung”, die stiickweise linear 1duft
zwischen den Eckwerten v(0) =0, v(1/4) = 1/2, v(1/2) = 3/4 und v(1) = 1,
so gilt

ax (Bx7) = ((axf)*xy)ov

Mit 1.2.4 reicht es v ~ id nachzuweisen. Aber nach 1.2.3 sind zwei Wege in
[0, 1] mit denselben Endpunkten stets homotop. O

Beispiel 1.2.10. Ist X C R" eine konvexe Teilmenge, so ist die Fundamen-
talgruppe von X fiir jeden Basispunkt x € X trivial.

Bemerkung 1.2.11. Versehen wir die Menge Q(X,y,x) mit der kompakt-
offenen Topologie und setzen h(t,7) = h.(t), so ist h nach ?? stetig ge-
nau dann, wenn die Abbildung [0,1] — Q(X,y,x), 7 — h, stetig ist. Mit
dieser Topologie heifit Q(X,y,z) der Wegeraum und zwei Wege sind ho-
motop genau dann, wenn sie zu derselben Wegzusammenhangskomponen-
te des Wegeraums gehoren. Speziell heifit Q(X, x) der Schleifenraum und
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m (X, z) ist die Menge der Wegzusammenhangskomponenten des Schleifen-
raums. Notieren wir mit m(Y") die Menge der Wegzusammenhangskompo-
nenten eines topologischen Raums Y, so haben wir demnach in Formeln
m(X,z) = m(QX,z)) und Lemma 1.2.5 erweist sich als Spezialfall der
allgemeinen Erkenntnis 77, dafl auf jedem topologischen Raum die Wegver-
bindbarkeit eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung 1.2.12. Sei f : (X,z) — (Y,y) ein Morphismus punktierter
Riume, das heifit eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(z) = y. So
definiert man einen Homomorphismus der Fundamentalgruppen

m(f)=fi: m(X,z) — m(Y,y)
@] = [foq]

Diese Abbildung ist wohldefiniert nach 1.2.4 und ein Gruppenhomomorphis-
mus, da stets gilt fo(ax3) = (foa)*(fof). Offensichtlich haben wir idy = id
und (go f)y = gy o fy wann immer f: (X,z) — (Y,y) und g : (Y,y) — (Z,2)
Morphismen punktierter Rdume sind. In der Terminologie, die in 2.2.1 ein-
gefithrt wird, ist die Fundamentalgruppe demnach ein “Funktor von der Ka-
tegorie der punktierten topologischen Raume in die Kategorie der Gruppen”.

Ubung 1.2.13. Sei X = U UV eine Uberdeckung von X durch zwei offene
Teilmengen U und V und es liege x € U NV im Schnitt. Ist U NV wegzu-
sammenhéingend und m (U, z) = m (V, z) = 1, so folgt 7, (X, z) = 1. Hinweis:
Man erinnere sich an den Uberdeckungssatz von Lebesgue ?7?.

Ubung 1.2.14. Die Fundamentalgruppen der Sphéren 1 (S™, *) sind trivial
fir n > 2. Hinweis: 1.2.13.

Bemerkung 1.2.15. Die Poincaré-Vermutung besagt, dafl jede zusammen-
héngende topologische kompakte 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand mit trivialer
Fundamentalgruppe homéomorph ist zur S2. Sie scheint neuerdings mit ana-
lytischen Methoden von G. Perelman bewiesen worden zu sein.

Ubung 1.2.16. Sei I C R" eine Teilmenge, die einen Untervektorraum der
Kodimension > 3 erzeugt, in Formeln dim(I)g < n — 3. So ist die Funda-
mentalgruppe des Komplements von I trivial, in Formeln 71 (R™\ I, %) = 1.

Ubung 1.2.17. Die Fundamentalgruppe einer punktierten kompakten
Mannigfaltigkeit ist stets endlich erzeugt. Hinweis: Bezeichne B = {v €
R™ | |[v]] < 1} den 1-Ball um den Ursprung und B = {v € R" | |jv| < 1}
seinen Abschluf}. Fiir unsere Mannigfaltigkeit X wahle man stetige Karten
01y, : R" — X derart, dafl die Bilder von B schon X {iberdecken. Fiir
jedes Paar von Indizes i, j mit i # j withle man eine endliche Uberdeckung

des Schnitts ¢;(B) N ;(B) durch zusammenhingende offene Teilmengen U},
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von ¢;(R™) N ¢;(R?). Fiir jedes v wihle man einen Weg ;5 von ;(0) nach
¢i(0), der erst innerhalb von ¢;(R") nach U}; lduft und dann innerhalb von
©;i(R™) nach ¢;(0). Seien 3; Wege von p = ¢;(0) nach ¢;(0) mit der ein-
zigen Einschrankung, dafl 3; der konstante Weg sein soll. So erzeugen die
Verkniipfungen 3; * 7i; * (5 die Fundamentalgruppe m (X, p).

Ubung 1.2.18. Die Fundamentalgruppe einer punktierten Mannigfaltigkeit
mit abzédhlbarer Basis der Topologie ist stets abzahlbar.

1.3 Die Fundamentalgruppe der Kreislinie

Bemerkung 1.3.1. Wir bestimmen nun die Fundamentalgruppe der Kreislinie
St ={z € C||z| = 1}. Man betrachte dazu die Abbildung

Exp: R — S!
t > cos(2mt) + isin(27t)

Mit der Euler’schen Formel kénnen wir auch schreiben Exp(t) = exp(2mit).
Das erklirt erstens unsere Notation und zweitens sieht man so leichter, daf3
Exp ein Gruppenhomomorphismus ist von der additiven Gruppe der reellen
Zahlen in die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen der Lange 1. An-
schaulich wickelt Exp die reelle Gerade auf die Kreislinie auf und aufgrund
des Faktors 27 haben wir Exp~'(1) = Z.

Satz 1.3.2 (Fundamentalgruppe der Kreislinie). Die Fundamental-
gruppe der Kreislinie ist isomorph zur additiven Gruppe der ganzen Zahlen.
Genauer ist die Abbildung, die jeder ganzen Zahln € Z die Homotopieklasse
des Weges [0,1] — S1, t — Exp(nt) zuordnet, ein Isomorphismus

Z = 71'1(51,1)
n [t — Expnt]

Bemerkung 1.3.3. Unter der Umlaufzahl eines Weges v € (S, 1) versteht
man das Urbild seiner Homotopieklasse [y] unter diesem Isomorphismus. In
anderen Worten ist also die Umlaufzahl von 7 diejenige ganze Zahl n € Z,
fiir die v homotop ist zum Weg t — Exp nt.

Beweis. Als erstes zeigen wir, dafl die Abbildungsvorschrift aus unserem Satz
einen Gruppenhomomorphismus definiert. Gegeben m,n € Z bezeichnen wir
mit (m + n-) den Weg t — m + nt aus Q(R, m + n,m). Da je zwei Wege in
R mit denselben Endpunkten homotop sind, haben wir

(n+m-)*(n) >~ ((m+n))
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Diese Homotopie bleibt bestehen, wenn wir beide Seiten mit Exp verkniipfen.
Dies Exp diirfen wir dann auf die beiden Faktoren des *-Produkts verteilen,
und da gilt Expo(n + m:) = Expo(m-) erkennen wir, daf§ unsere Abbil-
dungsvorschrift n — [Exp o(n-)] in der Tat einen Gruppenhomomorphismus
definiert. Um zu zeigen, daf} er ein Isomorphismus ist, konstruieren wir eine
inverse Abbildung. Der erste Schritt dazu ist die folgende

Definition 1.3.4. Ist Y ein topologischer Raum und f : Y — S* eine stetige
Abbildung, so heifit eine stetige Abbildung f : Y — R mit Expof = f auch
ein Lift oder eine Hochhebung von f.

Lemma 1.3.5. Seien Y zusammenhdingend, f :Y — St eine stetige Abbil-

dung und f, f : Y — R zwei Lifts von f. So gibt es k € Z mit f(y) = f(y)+k
fiir alle y € Y.

Beweis. Sicher gilt Exp(f(y)— f(y)) = 1, also f(y) fly) € Ztiralley € Y.
Ist nun Y zusammenhingend, so muf f ( ) — f(y) konstant sein. O]

Lemma 1.3.6. Jede stetige Abbildung f : [0,1] — St besitzt einen Lift.

Beweis. Exp liefert Homdomorphismen Exp, : (z,z+1) = S'\{Exp(z)} fiir
alle x € R, siche Ubung ??. Ist also f nicht surjektiv, liegt sagen wir Exp(z)
nicht in seinem Bild, so ist Exp,'of = f ein Lift und wir sind fertig. Weil
nun f gleichméfig stetig ist, finden wir 0 = ag < a1 < ax < ... < ap =1
derart, dafl f auf allen Teilintervallen [a;_1, a;] nicht surjektiv ist. Wir wéhlen

nun Lifts f; von fl|[a;_1,a;] fiir i = 1,...,k und konnen diese Lifts durch
Addition von Elementen von Z so abandern daf} stets gilt fz(az) fir1(ay).
Dann definieren wir f durch f|[a;, a;41] = f; und sind fertig. O

Lemma 1.3.7. Jede stetige Abbildung f : [0,1]> — St besitzt einen Lift.

Beweis. Wir zerlegen zuniichst unser Quadrat [0, 1]% in so kleine Schachfelder,
daB das Bild keines unserer Felder ganz S! ist. Die Einschrinkung von f auf
jedes dieser Felder 148t sich wie im Beweis zuvor leicht liften. Als néchstes
konzentrieren wir uns auf eine Zeile und dndern in dieser Zeile unsere Lifts
so um Konstanten aus Z ab, dafl sie auf dem Schnitt benachbarter Felder
zusammenpassen. So erhalten wir einen Lift auf der ganzen Zeile. Das machen
wir fiir jede Zeile, passen dann diese Lifts wieder aneinander an, und erhalten
so schliefflich einen Lift auf unserem ganzen Quadrat. O

Bemerkung 1.3.8. Sei z € S ein beliebiger Basispunkt. Fiir jeden geschlos-
senen Weg a € Q(S', z) definieren wir seine “Lift-Umlaufzahl” Um(«a) € Z
dadurch, daf} gilt



fiir jeden Lift & von a. Am Ende des Beweises werden wir sehen, dafl diese
Lift-Umlaufzahl mit der in 1.3.3 definierten Umlaufzahl iibereinstimmt, aber
bis dahin brauchen wir fiir unser neues Konzept noch eine eigenstéandige
Bezeichnung.

Proposition 1.3.9. Geschlossene Wege in der Kreislinie sind homotop ge-

nau dann, wenn sie dieselbe Lift-Umlaufzahl haben, in Formeln gilt fiir Wege
a, 3 € Q(S, z) also
a~ < Un(a) = Um(B)

Beweis. =.) Zu h: «a ~ [ finden wir mit Lemma 1.3.7 einen Lift h. Sicher
ist h auf der Unterkante des Einheitsquadrats ein Lift & von «, auf der
Oberkante ein Lift B von 3, und auf der Vorder- und Hinterkante wie h
konstant. Insbesondere haben wir &(0) = £(0) und &(1) = 3(1) und damit
folgt Um(ar) = Um(p).

<.) Um(a) = Um(fB) bedeutet, daB je zwei Lifts @ und § von a und 3 mit
demselben Anfangspunkt auch denselben Enpunkt haben. Nach 1.2.3 sind
dann aber & und [ homotop, und mit 1.2.4 folgt daraus o ~ (3. n

Unsere Abbildung Um : Q(S*, z) — Z induziert also eine Injektion
Um: 7 (S 2) = Z

und es reicht zu zeigen, daf sie linksinvers ist zur Abbildung aus unserem
Satz. In der Tat priift man ohne Schwierigkeiten Um|[Exp o(n-)] = n. O

Ubung 1.3.10. Ist o € Q(X, ) ein geschlossener Weg, so gibt es genau eine
stetige Abbildung & : S* — X mit o = & o Exp, und

dy (91 1) — m (X, 2)

ist unter unserer Identifikation m(S*, 1) = Z gegeben durch n — [a]™.

Ubung 1.3.11. Die Abbildung S* — S, z — 2" induziert auf der Fundamen-
talgruppe m;(S*, 1) die Abbildung ¢ — ¢ in multiplikativer Schreibweise,
also ¢ — nc in additiver Schreibweise.

Ubung 1.3.12. Ist Y ein kartesisches Produkt von endlich vielen reellen In-
tervallen, so besitzt jede stetige Abbildung Y — S* einen Lift.
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1.4 Anwendungen und Beispiele

Satz 1.4.1. Es gibt keine stetige Abbildung von einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe auf thren Randkreis, deren Einschrinkung auf besagten Randkreis die
Identitdt ist.

Beweis. Bezeichne D = {z € R? | ||z|| < 1} die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe und S' = {z € R? | ||z|| = 1} ihren Randkreis. Wir fiihren den
Beweis durch Widerspruch und nehmen an, es géibe solch eine stetige Abbil-
dung r : D — S mit r(z) = z fiir alle z € S'. Bezeichne i : S' — D die
Einbettung. Wir hétten also ein kommutatives Diagramm von topologischen
Réumen

st Y, D
N
id St

und erhielten mit 7; ein kommutatives Diagramm von Gruppen

m(Shx) — m(D,x)

N\ !
id m(Sh o)

Das ist aber unméglich, da ja gilt (D, z) = 1 nach 1.2.3 und 71 (S, 2) @ Z
nach 1.3.2. [

Satz 1.4.2 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Abbildung von der
abgeschlossenen Einheitskreisscheibe in sich selbst hat einen Fizpunkt.

Beweis. Sei f : D — D unsere stetige Selbstabbildung der Einheitskreis-
scheibe D. Wire f: D — D stetig mit f(z) # z fir alle z € D, so kénnten
wir eine Abbildung r : D — S! der Einheitskreisscheibe auf ihren Rand
S1 definieren durch die Vorschrift, da sie jedem z € D denjenigen Punkt
r(x) € S' zuordnet, “in dem der Strahl, der in f(x) beginnt und durch z
l4uft, die Kreislinie S* trifft”. Offensichtlich wire r stetig und r(z) = z fiir
alle z € S, im Widerspruch zum vorhergehenden Satz. O

Satz 1.4.3 (vom Igel). Es gibt keine stetige Selbstabbbildung der Kugel-
schale k : S* — S? derart, daf8 k(x) senkrecht steht auf z fiir alle x € S2.

Bemerkung 1.4.4. Man stelle sich vor, die Abbildung x ordne jedem Punkt x
auf der Haut eines Igels die Richtung x(z) des dort entspringenden Stachels
zu. Die Bedingung “k(z) steht senkrecht auf x” bedeutet, dafl die Stacheln
flach anliegen miissen, und unser Satz sagt, daf§ sich ein Igel nicht “wirbelfrei
kdmmen la8t”. Man beachte jedoch, dafl sich ein “Igel von der Form eines
Rettungsrings” durchaus wirbelfrei kimmen 148t.
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Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch und nehmen also an, es géibe so
eine Kdimmung r. Bezeichne S2 bzw. S? die nordliche bzw. siidliche abge-
schlossene Hemisphire und S' = S% N S? den Aquator. Fiir p € 52 be-
zeichne R;j die Rotation mit Rotationsachse in der Aquatorebene, die p auf
den Nordpol (0,0, 1) dreht. Dann ist p — R (x(p)) eine stetige Abbildung
ky + ST — S'. Analog definieren wir k_ : S2 — S'. Offensichtlich gilt fiir
alle p auf dem Aquator p € S die Beziehung

R (p) = sp(k-(p)),

wo s, : S' — S! die Spiegelung an der zu p senkrechten Geraden in der
Aquatorebene bezeichnet, die also p auf —p abbildet. Fassen wir S* ¢ C auf
als die komplexen Zahlen der Linge 1, so wird die Abbildung s : ST xSt — S1,
(p,z) +— sp(x) beschrieben durch die Formel (p, z) — —p?z~!. Wir erhalten
also
—ki(p)k-(p) =p* Vpe S

Das ist aber unméglich, denn p +— p? induziert auf m;(S*, 1) die Multiplikati-
on mit 2, wohingegen die linke Seite auf (S, 1) eine konstante Abbildung
liefert. In der Tat li3t sich die stetige Abbildung S — S, p +— —k, (p)k_(p)
ja faktorisieren in

gl A, (2 x %) "5 (8" x 8Y) mult o1 (71) g1
mit A(z) = (z, ), und die Fundamentalgruppe von (S% x 52) ist trivial, da
dieser Raum homéomorph ist zur konvexen Teilmenge D x D C R*. Dieser
Widerspruch beendet den Beweis. O

Satz 1.4.5 (Die Fundamentalgruppe von einem Produkt). Fir zwei
punktierte Raume (X, z) und (Y,y) induzieren die beiden Projektionen pr,
und pry von X XY auf X undY einen Isomorphismus

(m1(pry), m(pry)) : M (X X Y (2,9)) = m(X, ) x m(Y,y)

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie haben wir
schon mal eine Bijektion

QX xY,(r,y)) — QX,z) xQ(Y,y)

@ —  (pry oa, pry o),

und ebenso nach der universellen Eigenschaft der Produkttopologie definiert
eine Abbildung H : [0,1] x [0,1] — X X Y eine Homotopie (mit festen
Endpunkten) von Wegen « und 3 genau dann, wenn pr; oH eine Homotopie
von pr; oo und pr; of3 definiert fiir i = 1, 2. O]
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Beispiel 1.4.6. Der Rettungsring S* x S! hat also die Fundamentalgruppe
Z x 7 (fur jeden Basispunkt). Anschaulich liefert ja auch jeder geschlossene
Weg auf dem Rettungsring zwei Umlaufzahlen: “Wie oft der Weg um die
Luftkammer lduft” und “Wie oft er um den (imagindren) Matrosen im Ring
lauft”.

Ubung 1.4.7 (Jeder Mensch hat einen Haarwirbel). Man zeige: Es gibt keine
stetige Abbildung x : S% — S? von der oberen Hemisphére in die Sphére,
die auf dem Aquator konstant ist und so, daB x(z) senkrecht steht auf z fiir
alle x € S%.

1.5 Homotopie zwischen Abbildungen

Definition 1.5.1. Seien f,g:Y — X stetige Abbildungen. Eine Homoto-
pie von f nach g ist eine stetige Abbildung

H:Y x[0,1] — X

derart, daB gilt H(y,0) = f(y) und H(y,1) = g(y) fur alle y € Y. Man sagt,
f ist homotop zu g und schreibt f ~ g genau dann, wenn es eine Homotopie
von f nach g gibt.

Bemerkung 1.5.2. Dieser Begriff von homotop deckt sich fiir Wege nicht mit
unserem Begriff aus 1.2.2. Zur Unterscheidung nennt man Wege, die homotop
sind im Sinne des vorhergehenden Abschnitts, préaziser homotop mit festen
Endpunkten.

Proposition 1.5.3. Gegeben topologische Riume X,Y ist die Relation ~
eine Aquivalenzrelation auf der Menge Top(X,Y') aller stetigen Abbildungen
von X nachY.

Beweis. Wir zeigen nur die Transitivitat
f~~gundg>~h= f~h

Seien F, G Homotopien von f nach ¢ bzw. von ¢ nach h. So definiert man
eine Homotopie H von f nach h durch

F(z,27) 0<7<1/2

H(w7) = {G@ﬂr—n 1/2<7<1. -

Definition 1.5.4. Die Aquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f bezeich-
nen wir mit [f] und nennen sie die Homotopie-Klasse von f. Gegeben
topologische Raume X, Y bezeichnen wir mit Hot(X,Y) die Menge der Ho-
motopieklassen von stetigen Abbildungen von X nach Y. In der Literatur ist
hierfiir auch die Notation [X, Y| gebrauchlich.
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Bemerkung 1.5.5. Hier ist etwas Vorsicht geboten, denn fiir Wege o hat nun
das Symbol [a] zwei verschiedene Bedeutungen. Im Zweifelsfall ist bei Wegen
immer die Homotopieklasse von o unter Homotopie mit festen Endpunkten
gemeint.

Beispiel 1.5.6. Sei D C R™ eine konvexe Teilmenge und Y ein beliebiger
topologischer Raum. So sind je zwei stetige Abbildungen f,g : Y — D
homotop. In der Tat ist H(y,7) = 7f(y) + (1 — 7)g(y) eine Homotopie.

Proposition 1.5.7. Seien f,g: Y — X stetige homotope Abbildungen, in
Formeln f ~ g. So gilt auch ho f ~ hog fiir jede stetige Abbildung h : X — Z
und foh ~ goh fir jede stetige Abbildung h : Z —'Y.

Beweis. Ist H : Y x|[0,1] — X eine Homotopie von f nach g, soist hoH : Y X
[0,1] — Z eine Homotopie von ho f nach hog und Ho(hxid) : Zx[0,1] — X
eine Homotopie von f o h nach g o h. O

Bemerkung 1.5.8. Da nach der Proposition die Homotopieklasse einer Ver-
kniipfung von stetigen Abbildungen nur von den Homotopieklassen der ver-
kniipften Abbildungen abhéngt, konnen wir eine Verkniipfung von Homoto-
pieklassen definieren durch die Vorschrift [f] o [g] = [f o g].

Definition 1.5.9. Eine Abbildung heiffit nullhomotop genau dann, wenn
sie homotop ist zu einer konstanten Abbildung. Ein topologischer Raum X
heiffit zusammenziehbar genau dann, wenn er nicht leer ist und die Identitét
idx auf X nullhomotop ist.

Bemerkung 1.5.10. Ausgeschrieben bedeutet “zusammenziehbar” also: Es
gibt einen Punkt zy € X und eine stetige Abbildung H : X x [0,1] — X
mit H(z,0) = zo, H(z,1) = z fiir alle € X. Zum Beispiel ist jede konvexe
Menge D C R™ zusammenziehbar.

Definition 1.5.11. Eine stetige Abbildung f : X — Y heiflt eine Homotopie-
Aquivalenz genau dann, wenn es eine stetige Abbildung g : Y — X gibt mit
fog~idy und go f ~idx . Zwei topologische Rdume heiflen homotopie-
#quivalent genau dann, wenn es eine Homotopie-Aquivalenz vom einen zum
anderen gibt.

Bemerkung 1.5.12. Zum Beispiel ist X zusammenziehbar genau dann, wenn
X homotopiedquivalent ist zu einem Punkt.

Ubung 1.5.13. Ist Y beliebig und X zusammenziehbar, so sind je zwei Ab-
bildungen f,g : ¥ — X homotop. Ist zusétzlich Y wegzusammenhéngend,
so sind auch je zwei Abbildungen X — Y homotop.

Ubung 1.5.14. Ein zusammenziehbarer Raum ist stets wegzusammenhéngend.
Ubung 1.5.15. Die Einbettung S™ < R"*'\0 ist eine Homotopie-Aquivalenz.
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1.6 Homotopie und Fundamentalgruppe

Bemerkung 1.6.1. Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen der
Fundamentalgruppe und Homotopie. Zunéchst interessieren wir uns dafiir,
wie die Fundamentalgruppe vom Basispunkt abhéngt. Falls es keinen Weg
von z nach y gibt, haben (X, z) und (X, y) nichts miteinander zu tun.
Gibt es aber einen Weg, so erhalten wir isomorphe Gruppen. Genauer gilt
der folgende

Satz 1.6.2 (Wechsel des Basispunkts). Seien x,y zwei Punkte eines
topologischen Raums X. Jeder stetige Weg v von x nach y liefert einen Iso-
morphismus
iy m(X,x) S m(X,y)
[o] = [yxaxy™]

Bemerkung 1.6.3. Hier und im folgenden kiirzen wir (a*(3)*~y mit a3y ab,
fiir verkniipfbare Wege «, 8 und . Wo immer wir diese Notation verwenden,
wird es eh nicht auf die Klammern ankommen, da wir Wege nur bis auf
Homotopie betrachten.

Ubung 1.6.4. Homotope Wege liefern denselben Isomorphismus, in Formeln
¥~ 6 = ity = i5. AuBlerdem gilt 7,5 = iy o i5 flir verkniipfbare Wege v, 9,
und fiir einen konstanten Weg ¢ ist 7. die Identitét.

Beweis. a ~ o = y*axy ' ~yxa *~! nach Lemma 1.2.9, also ist i,
wohldefiniert. Man erkennt miihelos, dafl 7, -1 invers ist zu -, insbesondere ist
i, eine Bijektion. Um zu priifen, dafl i, auch ein Gruppenhomomorphismus
ist, rechnen wir

i([]x[B]) = [y (o B) x 771
iy([a]) x iy ([8]) = [(yxaxy ) x(y*Bxyh)

und sehen, das auf der rechten Seite in der oberen und unteren Zeile dieselbe
Homotopieklasse steht. O

Satz 1.6.5 (Homotopie und Fundamentalgruppe). Seien stetige Abbil-
dungen f,g : X — Y gegeben und sei H eine Homotopie von f nach g. Sei
xr € X gewdhlt und bezeichne v den Weg v(t) = H(z,t) von f(x) nach g(x).
So gilt g3 = iy 0 fy, d.h. es kommutiert das Diagramm

m(X,z) 2 m(Y, f(@)
| L,
m(X,z) 2 m(Y,gx)
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Beweis. Es gilt zu zeigen 77! % (go a) * v =~ (f o a) fiir alle a € Q(X, x0).
Es reicht dazu, eine Homotopie y7! * (g o a) * v ~ ¢ * (f o a) * € anzuge-
ben. Fiir 7 € [0, 1] bezeichne H, : X — Y die Abbildung z — H(z,7) und
v € QY,~(7),7(0)) das Anfangsstiick 7, (t) = v(t7) von ~y. Die gewiinschte
Homotopie wird dann geliefert von der Abbildung 7 +— h, = v= 1% (H,oa)x",.
Unsere Zwischenwege bestehen also darin, dafl wir erst «y ein Stiick weit gehen,
dann das mit der Homotopie deformierte f o« herumgehen und anschlieend
wieder mit v zuriickgehen. Wir {iberlassen dem Leser den Nachweis, dafl diese
Familie von Zwischenwegen die von einer Homotopie geforderte Stetigkeits-
eigenschaft hat. n

Korollar 1.6.6. Jede Homotopie-Aquivalenz induziert einen Isomorphismus
auf den Fundamentalgruppen. Jede nullhomotope Abbildung induziert die tri-
viale Abbildung auf den Fundamentalgruppen. Die Fundamentalgruppe eines
zusammenziehbaren Raums ist trivial.

Beweis. Ist u eine Homotopie-Aquivalenz, so gibt es nach Definition eine
Abbildung v in die andere Richtung mit v ov ~id und vou ~ id. Aus dem
Satz folgt, dafl dann (uov); = ugovy und (vou)y = vyouy Isomorphismen sind.
Daraus folgt aber sofort, dafl auch u; und v; Isomorphismen sein miissen. Die
anderen Aussagen des Korollars sind offensichtlich. O

Ubung 1.6.7. Man zeige, dafl jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen
Koeffizienten ein Nullstelle hat. (Hinweis: Hat unsere Polynomfunktion P :
C — C keine Nullstelle, so sind die Abbildungen P, : St — C\0, z — P(72)
alle homotop zur konstanten Abbildung F;.)

1.7 Selbstabbildungen der Kreislinie

Satz 1.7.1 (Selbstabbildungen der Kreislinie bis auf Homotopie).
Man erhdlt eine Bijektion zwischen der Menge der ganzen Zahlen und der
Menge aller Homotopieklassen von Selbstabbildungen der Kreislinie, indem
man jeder ganzen Zahln € 7 die Homotopieklasse des n-fachen Potenzierens
St — 81 2+ 2" zuordnet. In Formeln haben wir also eine Bijektion

7Z = Hot(S!,St)

n — [z 2"

Bemerkung 1.7.2. Mit dem Abbildungsgrad einer stetigen Selbstabbildung
der Kreislinie meint man das Urbild ihrer Homotopieklasse unter dieser Bi-
jektion. In anderen Worten ist also der Abbildungsgrad einer stetigen Selbst-
abbildung f : S — S! diejenige ganze Zahl n € Z, fiir die f homotop ist zu

z— 2"
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Beweis. Wir konstruieren explizit eine Inverse zur Zuordnung aus unserem
Satz. Dazu erinnern wir an unsere Abbildung Exp : R — St t — exp(27it).
Sei f: St — St stetig. Da wir den Begriff des Abbildungsgrads eben schon
vergeben haben, erkliren wir (nur fiir diesen Beweis) den “Liftungsgrad”
oder kurz grad f € Z von f durch die Formel grad f = f(l) — f(0), wo
f: [0,1] — R ein beliebiger Lift von f o Exp : [0,1] — St ist, d.h. eine
Abbildung derart, dafl das folgende Diagramm kommutiert:

f

0,1 — R
Exp | | Exp
gt i) gt

Nach 1.3.6 gibt es stets solch ein f, und es ist sogar eindeutig bis auf eine
additive Konstante aus Z. Folglich ist grad f wohldefiniert.

Lemma 1.7.3. Genau dann sind zwei Selbstabbildungen der Kreislinie ho-
motop, wenn sie denselben Liftungsgrad haben.

Beweis. Seien f,g : ST — S' gegeben und sei H : S' x [0,1] — S eine
Homotopie von f nach g. Nach 1.3.7 finden wir H : [0,1] x [0, 1] — R derart,
daf3 folgendes Diagramm kommutiert:

0,1 x 0,1 % R

Exp xid | 1 Exp
Stx 0,1 L gt

Es folgt H(0,7)— H(1,7) € Z V7, mithin ist diese Abbildung konstant und
wir erhalten grad f = grad g. Also haben homotope Selbstabbildungen der
Kreislinie denselben Liftungsgrad.

Seien umgekehrt f, g : S* — ST zwei stetige Selbstabbildungen der Kreis-
linie mit demselben Liftungsgrad. Es gilt zu zeigen, dafl sie homotop sind.
Seien dazu f,§ : [0,1] — R gewéhlt wie in der Definition des Liftungsgrads.
Wir definieren H : [0, 1] x [0,1] — R durch die Vorschrift

H(t, ) = (1=7)f () +79(t)
Aus grad f = grad g folgt nun H(0, 7)+grad f = H(1,7), also (Exp oH)(0,7) =
(Exp oH)(1, 7) fiir alle 7. Folglich gibt es eine Abbildung von Mengen H wie
in der unteren Zeile des Diagramms derart, daf§ das Diagramm kommutiert.
Da Exp xid : [0,1] x [0,1] — S* x [0,1] nach ?? eine Identifizierung ist, ist
dies H sogar stetig. Das ist dann die gesuchte Homotopie von f nach g. [J
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Nach dem Lemma liefert unser Liftungsgrad eine Injektion
grad : Hot(S', S') — Z

und aus den Definitionen folgt miihelos, dafl z +— 2" den Liftungsgrad n hat.
Der Satz ist bewiesen. ]

Ubung 1.7.4. Sei f : S* — S stetig. Fiir alle z € S* enthilt f~'(z) mindes-
tens | grad f| Punkte.

Ubung 1.7.5. Sei f : S — S stetig, z € S'. So kommutiert das Diagramm

m(shz) 2 m(Sf(2)
Um | l Um
z e Z

wo in der unteren Horizontale die Multiplikation mit (grad f) gemeint ist.
(Hinweis: Man ziche sich auf den Fall f(z) = 2" zuriick.)

Proposition 1.7.6. Jede stetige schiefsymmetrische Abbildung der Kreisli-
nie auf sich selbst hat ungeraden Abbildungsgrad und ist mithin surjektiv.

Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, da8 fiir f : S* — S! stetig mit f(—z) =
—f(z) Vx der Abbildungsgrad grad f notwendig ungerade ist. Nach 1.3.6
finden wir stets ein f : R — R, so dafl folgendes Diagramm kommutiert:

e
-

R
Exp | | Exp
g1 L g1
Aus f(—z) = —f(x) folgt f(t+ 3) € f@) + -+ Z fiir alle ¢, es gibt also ein
ke€Zmit f(t+3)=f(t)+L+k VteR Wir erhalten insbesondere
f) = JG)+5+k
F0) +1+ 2k
und folglich grad f =1+ 2k. O

Satz 1.7.7 (Borsuk-Ulam). Jede stetige schiefsymmetrische Abbildung von
der Kugelschale in die Ebene hat eine Nullstelle.
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Beweis. Gegeben f : S? — R? stetig mit f(—z) = —f(x) Vr € S? gilt
es zu zeigen, dafl ein x € S? existiert mit f(z) = 0. Sonst wiire jedoch
x — f(x)/||f(x)]| eine stetige schiefsymmetrische Abbildung g : S* — S*.
Die Einschrinkung von ¢ auf den Aquator S' € S? wiire also nicht nullhomo-
top nach Proposition 1.7.6, aber sie faktorisiert iiber die zusammenziehbare
nordliche Hemisphére S3 C S?. Widerspruch! O

Korollar 1.7.8. Fiir jede stetige Abbildung von der Kugelschale in die Ebene
gibt es ein Paar von gegentiberliegenden Punkten der Kugelschale, die auf
denselben Punkt der Ebene abgebildet werden.

Beweis. Sei h : S — R? unsere stetige Abbildung. Gibe es kein z € S?
mit h(z) = h(—x), So wire f : S* — R? f(x) = h(z) — h(—z) stetig und
schiefsymmetrisch ohne Nullstelle, im Widerspruch zum Satz 1.7.7 Borsuk-
Ulam. O]

Korollar 1.7.9 (Satz vom Butterbrot mit Schinken). Gegeben drei
kompakte Teilmengen des Raums gibt es stets eine Ebene, die alle drei Teil-
mengen jeweils in zwei volumengleiche Teile teult.

Bemerkung 1.7.10. Ist also ein Butterbrot mit Schinken gegeben und be-
trachtet man die Mengen der Punkte des Raums, an denen sich Schinken
bzw. Butter bzw. Brot befindet, so kann man mit einem Schnitt das Brot
so teilen, dal zwei Hungrige jeweils gleichviel vom Schinken, von der Butter
und vom Brot erhalten.

Beweis. Um dieses Korollar zu beweisen, miissen wir es zunéchst umformu-
lieren. Seien A, B,C C R? unsere drei Kompakta. Zunichst einmal finden
wir eine stetige Abbildung o : S? — R derart, da$ fiir alle z € S? die Ebene
durch den Punkt a(x)z mit Normalenvektor = die Menge A halbiert: Hat
A nicht Volumen Null, so ordnen wir zum Beispiel jedem x das maximal
mogliche a(x) zu, sonst diirfen wir a(z) eh beliebig wihlen. Sicher diirfen
wir weiter sogar o schiefsymmetrisch annehmen, indem wir sonst o durch
(1/2)(a(—z) — a(z)) ersetzen. Ebenso finden wir stetige schiefsymmetrische
B,7:5% — R fiir Bund C, und es gilt zu zeigen, dafl wir € S? finden mit
a(x) = p(z) = y(x). Nach dem Satz 1.7.7 von Borsuk-Ulam hat aber jede
stetige schiefsymmetrische Abbildung von der Kugelschale in die Ebene eine
Nullstelle, insbesondere auch die Abbildung

f: S — R?
z = (a(r) = B(x), B(x) — () O
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Korollar 1.7.11 (Lusternik-Schnirelmann). Gegeben eine Uberdeckung
der Kugelschale durch drei abgeschlossene Teilmengen enthdlt mindestens ei-
ne unserer drei Mengen ein Paar von gegeniiberliegenden Punkten.

Beweis. Wire S% = A; U Ay U As ein Gegenbeispiel, so kénnten wir stetige
schiefsymmetrische Funktionen f; : S* — R finden mit f;(z) = 1 fiir x € A;,
zum Beispiel indem wir mit den Funktionen d(A;, ) spielen. Dann koénnten
wir den Satz von Borsuk-Ulam 1.7.7 anwenden auf f = (fy, fo) : S? — R?
und finden so x € S? mit 2 € A;, £x € A,, also notwendig z, —x € A;. [
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2 Kategorien und Funktoren

2.1 Kategorien

Bemerkung 2.1.1. Wir nutzen den Homotopie-Begriff als motivierendes Bei-
spiel, um in die Sprache der Kategorien und Funktoren einzufiihren. Diese
Sprache ist dhnlich ausdrucksstark, grundlegend und elegant wie die Mengen-
lehre und gehort in den Rucksack jeder Mathematikerin und jedes Mathema-
tikers. Eine ausfiihrlichere Behandlung findet man zum Beispiel in | .

Definition 2.1.2. Eine Kategorie C besteht aus
a. einer Klasse von Objekten Ob(;

b. einer Menge Home(X,Y') oder kurz C(X,Y) von Morphismen fiir je
zwei Objekte X, Y € Ob(;

c. einer Abbildung C(X,Y)xC(Y,Z) — C(X, Z), (f,g) — go f fur je drei
Objekte X,Y, Z € C, der sogenannten Verkniipfung von Morphismen,

derart, daf folgende Axiome erfiillt sind:

1. Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt (fog)oh = fo(goh)
fiir Morphismen f, g und A wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll
sind;

2. Fiir jedes Objekt X € ObC gibt es einen Morphismus idy € C(X, X),
die Identitat auf X, so dafl gilt idyof = f und goidy = g fiir
Morphismen f, g wann immer diese Verkniipfungen sinnvoll sind. (Die
iiblichen Argumente zeigen, daf es fiir jedes X hochstens einen derar-
tigen Morphismus geben kann.)

3. Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt.

Beispiel 2.1.3. Unser erstes Beispiel ist die Kategorie C = Ens aller Mengen.
Ihre Objekte sind beliebige Mengen. Fiir zwei Mengen X,Y ist Ens(X,Y)
die Menge aller Abbildungen von X nach Y. Die Verkniipfung ordnet jedem
Paar (f, g) von Abbildungen ihre Komposition go f zu, und idy € Ens(X, X)
ist schlicht die “identische” Abbildung idx(z) =z Vo € X.

Bemerkung 2.1.4. Sei C eine Kategorie und seien in X,Y € ObC Objekte
von C. Statt f € C(X,Y) sagen wir auch “f ist ein Morphismus von X
nach Y” und schreiben kurz f : X — Y. Statt idx schreiben wir oft nur id .
Statt X € Ob(C schreiben wir oft kiirzer X € C. Die Morphismen von X zu
sich selber nennen wir die Endomorphismen von X und kiirzen sie ab mit

C(X, X) = C(X).
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Bemerkung 2.1.5. Die Anschauung suggeriert und die Logik zeigt, dal die
“Menge aller Mengen” ein logisches Absurdum ist. Um diese Fallen der Lo-
gik zu vermeiden, spricht man von der “Klasse aller Mengen” und fordert
allgemeiner, dafl die Objekte jeder Kategorie eine “Klasse” bilden sollen.
Fiir unsere Bediirfnisse ist dieses oberflachliche Verstandnis des Begriffs der
Klasse ausreichend. Wer es genauer wissen mochte, moge bei der Logik fra-
gen oder sich in | ] schlau machen. Eine Kategorie, deren Objekte eine
Menge bilden, heifit eine kleine Kategorie.

Bemerkung 2.1.6. Hier kommen einige Beispiele von Kategorien. Als Ver-
kniipfung von Morphismen ist fiir die Kategorien dieser Liste stets die Kom-
position von Abbildungen gemeint.

Kategorie Morphismen Kiirzel
{Mengen} alle Abbildungen Ens
{Monoide} Morphismen von Monoiden Mon
{Gruppen} Gruppenhomomorphismen Grp
{abelsche Gruppen} Gruppenhomomorphismen Ab
{topologische Rédume} stetige Abbildungen Top
{punktierte Mengen}  Abbildungen, Ens*
die den Basispunkt erhalten
{punktierte Raume} stetige Abbildungen, Top*
die den Basispunkt erhalten
{k-Vektorraume} k-lineare Abbildungen k-Mod, Mody,
{Nicht unitdre Ringe} Rng-Homomorphismen Rng
{Ringe} Ring-Homomorphismen Ring
{Kommutative Ringe} Ring-Homomorphismen Kring
{k-Algebren} k-Algebren-Homomorphismen —Alg,

Bemerkung 2.1.7. Unter einer Unterkategorie einer Kategorie versteht man
ein Paar bestehend aus einer Teilklasse von Objekten nebst Teilmengen der
Morphismenraume fiir je zwei Objekte unserer Teilklasse derart, dal die of-
fensichtlichen Bedingungen erfiillt sind. Eine Unterkategorie heifit voll genau
dann, wenn die fraglichen Teilmengen der Morphismenriume jeweils aus allen
Morphismen in der urspriinglichen Kategorie bestehen.

Bemerkung 2.1.8. Die Kategorie der k-Vektorrdume notiert man iiblicher-
weise k-mod und ihre Morphismenrdume Homy. Ich will jedoch erstens nach
Moglichkeit Kategorien und ihre Morphismenrdume mit denselben Kiirzeln
bezeichnen und mir zweitens das Symbol “Hom” aufheben fiir die sogenann-
ten “internen Hom-R&dume”, die uns spéiter zum Beispiel in 5.4.9 begegnen
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werden und unter denen man Vorschriften versteht, die zwei Objekten einer
Kategorie ein drittes zuordnen. Das Kiirzel “Mod” mit etwelchen oberen und
unteren Indizes wird stets stehen fiir abelsche Gruppen mit Zusatzstruktu-
ren, meist Operationen von Ringen oder Gruppen. Gehen diese Zusatzstruk-
turen aus dem Kontext hervor, so lassen wir die entsprechenden Indizes auch
manchmal weg. Fiir abelsche Gruppen ohne Zusatzstrukturen benutzen wir
stets das Kiirzel “Ab”.

Beispiel 2.1.9. Ein etwas komplizierteres Beispiel fiir eine Kategorie ist die
sogenannte Homotopiekategorie topologischer Raume Hot . Thre Objekte
sind topologische Raume, als Morphismen von einem Raum in einen ande-
ren nehmen wir jedoch die Menge Hot(X,Y') aller Homotopieklassen von
stetigen Abbildungen und erkléren ihre Verkniipfung in der offensichtlichen
Weise durch [f]o[g] = [f o g]. Fiir die Menge der Homotopieklassen von Ab-
bildungen zwischen zwei Rédumen ist auch die Notation Hot(X,Y) = [X, Y]
gebrauchlich.

Beispiel 2.1.10. Ein andersartiges Beispiel ist die Wegekategorie W = Wy
eines topologischen Raums X. Ihre Objekte sind die Punkte von X, die Mor-
phismenmenge W(x,y) besteht aus allen Homotopieklassen von Wegen mit
Anfangspunkt  und Endpunkt y, in Formeln

W(fL‘,y) = 7T1(X,y,fL‘)

und die Verkniipfung von Morphismen ist das Hintereinanderhéngen von
Wegen. Man benutzt Lemma 1.2.9, um die Axiome einer Kategorie zu priifen.

Beispiel 2.1.11. Fiir eine Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie
C° wie folgt: Man setzt

ObC°=0bCund C°(X,Y) =C(Y, X)

und erkldrt die Verkniipfung von Morphismen in C° in der offensichtlichen
Weise.

Beispiel 2.1.12. Fiir Kategorien A, B bildet man die Produkt-Kategorie
A x B wie folgt: Man setzt Ob(A x B) = Ob.A x Ob B, erkliart Morphismen in
der Produktkategorie als Paare von Morphismen in den Ausgangskategorien
und erklért die Verkniipfung von Morphismen in der Produktkategorie in der
offensichtlichen Weise.

Definition 2.1.13. 1. Ein Morphismus f € C(X,Y) in einer Kategorie
heifit ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso genau dann,
wenn es einen Morphismus g € C(Y, X) gibt mit f o g = idy und
gof=idx.
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2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heiflen isomorph genau dann,
wenn es einen Iso f : X — Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X =Y.

Beispiele 2.1.14. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Rdume Homdoo-
morphismen, Isomorphismen in der Homotopiekategorie Homotopiedquiva-
lenzen. In unserer Wegekategorie sind alle Morphismen Isomorphismen. Ka-
tegorien mit dieser Eigenschaft heiflen auch Gruppoide. Unsere Wegekate-
gorie wird manchmal als das fundamentale Gruppoid von X bezeichnet.

Bemerkung 2.1.15. Viele mathematische Fragestellungen lassen sich in der
Sprache der Kategorien dahingehend formulieren, daf man einen Uberblick
iiber alle Objekte einer Kategorie gewinnen will, wobei man zwischen isomor-
phen Objekten nicht unterscheidet. Man spricht dann auch von Isomorphie-
klassen von Objekten und Fragestellungen dieser Art heiflen Klassifikati-
onsprobleme. Zum Beispiel werden die endlichdimensionalen k-Vektorrdume
klassifiziert durch ihre Dimension, in der Einleitung hatten wir eine Klassi-
fikation der zusammenhéngenden geschlossenen Flachen angegeben, und die
Isomorphieklassen der Wegekategorie eines topologischen Raums sind schlicht
seine Wegzusammenhangskomponenten.

Bemerkung 2.1.16. Die Isomorphismen von einem Objekt X einer Kategorie
auf sich selber heiflen die Automorphismen von X. Sie bilden stets eine
Gruppe, die Automorphismengruppe C*(X) von X. Unsere Fundamen-
talgruppe (X, x) ist genau die Automorphismengruppe des Punktes x in
der Wegekategorie, in Formeln 7 (X, z) = Wx(z).

Definition 2.1.17. Ein Objekt F' einer Kategorie C heifit final genau dann,
wenn es fiir alle Y € C genau einen Morphismus von Y nach F' gibt, in
Formeln

C(Y,F)|=1 VY eC

Definition 2.1.18. Ein Objekt K einer Kategorie C heifit kofinal genau
dann, wenn es fiir alle Y € C genau einen Morphismus von K nach Y gibt,
in Formeln

C(K,Y)|=1 VY ecC

Bemerkung 2.1.19. Zwischen je zwei finalen (bzw. kofinalen) Objekten gibt es
offensichtlich genau einen Isomorphismus. Wir reden deshalb meist etwas lax
von dem finalen bzw. kofinalen Objekt und bezeichnen “das” finale Objekt
gerne mit pt fiir “Punkt” und Morphismen dahin mit ¢ fiir “konstant”.

Beispiele 2.1.20. In der Kategorie der Mengen sind die einpunktigen Mengen
die finalen Objekte und die leere Menge ist das einzige kofinale Objekt.
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Ubung 2.1.21. Man finde finale und kofinale Objekte in den Kategorien der
Gruppen, unitdren Ringe, topologischen Rdume.

Bemerkung 2.1.22. Gibt es in einer Kategorie eine Menge von Objekten der-
art, dal jedes Objekt isomorph ist zu einem Objekt aus besagter Menge,
so nennt man die Kategorie svelte. Insbesondere ist jede kleine Kategorie
svelte.

2.2 Funktoren

Definition 2.2.1. Seien A, B Kategorien. Ein Funktor F': A — B besteht
aus

a. einer Abbildung F': ObA — ObB, X — FX;

b. einer Abbildung F' : A(X,Y) — B(FX,FY), f — Ff fir je zwei
Objekte X, Y € Ob A,

derart, daf§ gilt

1. F(fog)=(Ff)o(Fg) fir beliebige verkniipfbare Morphismen f und
g aus der Kategorie A;

2. F(idx) = idpy fiir jedes Objekt X € A.

Bemerkung 2.2.2. Man gibt bei einem Funktor F' meist nur die Abbildung
X +— FX auf den Objekten an in der Hoffnung, dafl dadurch schon klar
wird, welche Abbildung f — Ff auf den Morphismen gemeint ist.

Beispiele 2.2.3. Unsere Fundamentalgruppe ist ein Funktor 7; : Top* — Grp
von den punktierten topologischen Rdumen in die Gruppen. Das “Vergessen
der Gruppenstruktur” definiert einen Funktor Grp — Ens von den Grup-
pen in die Mengen. natiirlich gibt es noch viele andere solche Vergiss-
Funktoren. Die Zuordnung, die jedem topologischen Raum X die Men-
ge mo(X) seiner Wegzusammenhangskomponenten zuordnet, ist ein Funktor
7o : Top — Ens. Indem wir die Komponente des ausgezeichneten Punktes
auszeichnen erhalten wir ebenso einen Funktor 7y : Top™ — Ens”. Ist C eine
Kategorie und X € C ein Objekt, so ist die Zuordnung

C(X,): C — Ens
Y — C(X.Y)

stets ein Funktor. Sind F' : A — B und G : B — C Funktoren, so ist auch
GoF : A — C ein Funktor. Und schlieSlich haben wir fiir jede Kategorie den
Identitiatsfunktor von besagter Kategorie in sich selber.
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Lemma 2.2.4. Ein Funktor bildet stets Isomorphismen auf Isomorphismen
ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter einem Funktor stets isomor-
phe Bilder.

Beweis. Sei I unser Funktor. Wir schliefen:

f ist Isomorphismus = Es gibt ¢ mit fog=1id und go f =id
= (Ff)o(Fg)=1id und (Fg)o (Ff)=1id
= F'f ist Isomorphismus. O]

Definition 2.2.5. Ein Funktor F' : A — B° heifit auch ein kontravarianter
Funktor von A nach B.

Bemerkung 2.2.6. Ausgeschrieben besteht ein kontravarianter Funktor von
A nach B aus einer Abbildung F' : Ob. A — Ob B sowie fiir je zwei Objekte
X,Y € A einer Abbildung F' : A(X,Y) — B(FY,FX) derart, daf§ gilt
F(id) =id und F(f og) = Fgo Ff fiir alle verkniipfbaren Morphismen f, g.

Beispiel 2.2.7. Die Zuordnung D, die jedem Vektorraum V' iiber einem Kor-
per k seinen Dualraum V* = Homy(V, k) zuordnet, ist ein kontravarian-
ter Funktor D : Mod;, — Modg, V +— V*. Natiirlich hdtten wir hier statt
Homy (V, k) ebensogut Mod(V, k) schreiben kénnen, aber die Notation be-
tont hier, dafl wir uns besonders fiir die Vektorraumstruktur auf besagter
Menge von Morphismen interessieren.

Beispiel 2.2.8. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C ist die
Zuordnung C( , X) : C — Ens stets ein kontravarianter Funktor.

Definition 2.2.9. 1. Ein Funktor F' : A — B heifit treu genau dann,
wenn er Injektionen F' : A(A, A") — B(F'A, FA") auf den Morphismen
induziert, fiir alle A, A’ € A.

2. Ein Funktor F': A — B heifit eine volltreu genau dann, wenn er Bi-
jektionen F': A(A, A') = B(FA, FA") auf den Morphismen induziert.

3. Ein Funktor F : A — B heiit eine Aquivalenz von Kategorien
genau dann, wenn er volltreu ist und zusétzlich eine Surjektion auf
Isomorphieklassen von Objekten induziert, wenn es also in Formeln fiir

alle B € Bein A € A gibt mit FA= B.

Beispiel 2.2.10. Sei k ein Koérper. Wir betrachten die Kategorie Modzd al-
ler endlichdimensionalen k-Vektorrdume mit linearen Abbildungen als Mor-
phismen. Weiter betrachten wir die Kategorie M = M(k) mit Objekten
Ob M = N und als Morphismen Matrizen mit Eintrdgen in £, in Formeln

M(m,n) = M(n x m, k)
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Die Verkniipfung von Morphismen in M sei die Matrix-Multiplikation. So
ist der offensichtliche Funktor n — k" eine Aquivalenz M (k) = Mod® .

Ubung 2.2.11. Jede Aquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwi-
schen den zugehérigen [somorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden
die endlichdimensionalen k-Vektorrdume klassifiziert durch ihre Dimension,
d.h. durch Elemente von N.

Ubung 2.2.12. Die Verkniipfung von zwei Aquivalenzen von Kategorien ist
wieder eine Aquivalenz von Kategorien.

2.3 Transformationen

Bemerkung 2.3.1. Bis hierher hat sich unsere Theorie in vertrauten Bahnen
bewegt: Wir haben nur eine neue Art von Strukturen erklért, die Kategorien,
und strukturerhaltende Abbildungen alias Morphismen dazwischen betrach-
tet, die Funktoren. Insoweit pafit alles noch in den geistigen Rahmen, den
man seit der linaren Algebra vom Studium von Vektorrdumen und linearen
Abbildungen gewohnt ist. Das Neue bei der Kategorientheorie ist nun, dafl
es auch “Morphismen zwischen Morphismen” gibt. Sie heiflen “Transforma-
tionen zwischen Funktoren” und sind das Thema dieses Abschnitts.

Definition 2.3.2. Seien A, B Kategorien und F,G : A — B Funktoren.
Eine Transformation 7 : F' — G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt
X € A einen Morphismus 7y € B(FX,GX) zuordnet derart, dafl fiir jeden
Morphismus f: X — Y in A das folgende Diagramm in B kommutiert:

FX X ax
Ffl L Gf
Fry X gy

Sind alle 7x Isomorphismen, so heifit 7 eine Aquivalenz von Funkto-
ren. Die Klasse aller Transformationen von F' nach G bezeichnen wir mit
Trans(F, G) oder, wenn zusétzliche Information wichtig ist, auch ausfiihrli-
cher mit Trans 4(F, G) oder sogar Trans 4 z(F,G).

Bemerkung 2.3.3. In der Literatur heiflen unsere Transformationen meist
“natiirliche Transformationen”. Diese Terminologie schien mir jedoch umstéand-
lich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden. Ich méchte zum Bei-
spiel unter der “natiirlichen” Transformation des Identitdtsfunktors auf der
Kategorie aller R-Vektorrdume in den Bidualraumfunktor gerne die in 2.3.4
gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die einzige Trans-
formation zwischen diesen Funktoren ist, aber wohl schon die “natiirlichste”.
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Beispiel 2.3.4. Sei k ein Koérper und B : Mod, — Mod;, der Funktor, der
jedem k-Vektorraum V seinen Bidualraum BV = V** zuordnet. So liefern
die Evaluationen 7y : V. — V** v — (f — f(v)) eine Transformation id — B
sowie eine Aquivalenz zwischen den Restriktionen dieser Funktoren auf die
Kategorie der endlichdimensionalen k-Vektorraume.

Beispiel 2.3.5. Sei k ein Korper und Mody, — Mod;, der Funktor, der jedem
Raum seinen Dualraum zuordnet. Sei weiter M = M(k) die Matrizenkate-
gorie aus 2.2.10 und M — M° der Funktor, der Matrizen transponiert. So
kommutiert das Diagramm

M - M°

! !
Mod, — Mod;,

bis auf Aquivalenz, d.h. die beiden darin als Verkniipfungen enthaltenen
Funktoren M — Mod}, sind dquivalent.

Beispiel 2.3.6. Sei k ein Korper. Gegeben zwei k-Vektorrdume V, W koénnen
wir die Menge Mody(V, W) versehen mit der Struktur eines k-Vektorraums.
Wollen wir besonders betonen, dafl wir diese Struktur meinen, so schreiben
wir Homy (V, W). Mit dieser Notation definieren die natiirlichen Abbildungen

V* @, W — Homy(V, W)

fiir k-Vektorrdume V, W eine Transformation zwischen den durch diese Vor-
schriften gegebenen Funktoren

Mod;, x Mod — Mody

und eine Aquivalenz, wenn wir uns im ersten Faktor auf endlichdimensionale
Réaume beschrénken.

Beispiel 2.3.7. Fiir jeden Funktor gibt es die identische Transformation
von besagtem Funktor zu sich selber. Sind 7 : ¥ - Gund o : G — H
Transformationen, so ist auch o o7 : F' — H eine Transformation.

Beispiel 2.3.8. Seien F,G : A — B Funktoren und 7 : F' — G eine Transfor-
mation. Gegeben ein weiterer Funktor H : B — C erhalten wir in offensicht-
licher Weise eine Transformation H7 : HF — HG. Gegeben ein weiterer
Funktor H : C — A erhalten wir in offensichtlicher Weise eine Transformati-
onTH : FH — GH.

Ubung 2.3.9. Gegeben Funktoren F,F' : A — B und G,G : B — C und
Transformationen o : F' — F’ sowie 5 : G — G’ gilt die Gleichheit SF oGa =
G'a o BF von Transformationen GF — G'F’.
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Bemerkung 2.3.10. Einen Funktor von einer Kategorie C in die Kategorie
der Mengen nennen wir kurz einen Mengenfunktor auf C. Gegeben eine
kleine Kategorie C bildet die Klasse aller Mengenfunktoren C — Ens mit
den Transformationen als Morphismen wieder eine Kategorie. Die zur Ka-
tegorie der Mengenfunktoren auf C opponierte Kategorie C”* kann man als
eine Art “Vervollstiandigung” von C interpretieren, da namlich, wie das gleich
anschlieBende Yoneda-Lemma 2.3.11 zeigt, die Vorschrift X — C(X, ) einen
volltreuen Funktor

cC—_C"

definiert. Diejenigen Mengenfunktoren auf C, die dquivalent sind zu Men-
genfunktoren im Bild von C — C”, heiflen darstellbare Funktoren. Ist
ein Mengenfunktor F' : C — Ens dquivalent zu C(X, ) fiir ein X € C,
so sagen wir, der Funktor F' werde dargestellt durch das Objekt X.
Zum Beispiel wird der Vergififunktor von den k-Vektorrdumen in die Men-
gen dargestellt durch den eindimensionalen Vektorraum k, der Vergififunk-
tor von den Gruppen in die Mengen durch die Gruppe Z, und der Funktor
7o : Hot — Ens, der jedem Raum die Menge seiner Wegzusammenhangskom-
ponenten zuordnet, durch den einpunktigen Raum.

Proposition 2.3.11 (Yoneda-Lemma). Sei C eine Kategorie, X € C ein
Objekt und F : C — Ens ein Mengenfunktor auf C. So liefert die Abbildungs-
vorschrift T — 1x(idx) eine Bijektion

Transe(C(X, ), F) = F(X)

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung in die andere Richtung.
Fiir beliebiges a € F/(X) betrachten wir dazu die Abbildungen

v: C(X,)Y) — F(Y)
[ = (Ff)(a)

Man priift ohne Schwierigkeiten, daf sie eine Transformation 7 : C(X, ) — F
bilden, die wir mit 7(a) bezeichnen. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, dafl die
Abbildung a +— 7(a) invers ist zu unserer Abbildung 7 — a(7) = 7x(idx)
aus dem Theorem. Dafiir miissen wir also priifen, da8 gilt a = a(7(a)) fiir
alle a € F(X) und 7 = 7(a(7)) fiir alle Transformationen 7 : C(X, ) — F.
Das iiberlassen wir dem Leser. ]

Bemerkung 2.3.12. Dual zu C” kann man natiirlich fiir jede kleine Kategorie
C auch die Kategorie CV aller kontravarianten Funktoren C — Ens betrachten
und erhélt mit X — C(, X) eine volltreue Einbettung C — CV.
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Ubung 2.3.13. Sei k ein Korper und id : Mod;, — Mody, der Identitétsfunktor.
Man bestimme alle Transformationen von diesem Funktor zu sich selber.

Ubung 2.3.14. Man betrachte die Homotopiekategorie punktierter Riu-
me Hot™, mit punktierten Rdumen als Objekten und Homotopieklassen fiir
basispunkterhaltende Homotopie als Morphismen. So wird die Fundamental-
gruppe aufgefafit als Funktor 7; : Hot* — Ens dargestellt durch die punk-
tierte Kreislinie. Die punktierte Kreislinie kann im Ubrigen versehen werden
mit der Struktur eines Gruppenobjekts in (Hot*)°, und das liefert in diesem
Kontext die Gruppenstruktur auf 7 (X, z).

Ubung 2.3.15. Sind zwei Funktoren fquivalent und ist der Eine eine Aquiva-
lenz von Kategorien, so auch der Andere.

Bemerkung 2.3.16. Ein Zugang zu der von Grothendieck konstruierten Ka-
tegorie der Schemata ist es, diese Kategorie zu realisieren als volle Unter-
kategorie der Kategorie Kring”, die wir erhalten, wenn wir die Kategorie der
kommutativen Ringe mit der notigen Sorgfalt bei Fragen der Mengenlehre in
der oben erklarten Weise vervollstdndigen. Der affine Raum der Dimension
n ist dann zum Beispiel der Funktor, der jedem kommutativen Ring R die
Menge R™ zuordnet, und der projektive Raum der Dimension n der Funktor,
der jedem kommutativen Ring R die Menge derjenigen direkten Summanden
D des R-Moduls R™! zuordnet, die “vom Rang Eins” sind in dem Sinne, da8
bei jedem Primideal p C R ihre Lokalisierung D, ein freier R,-Modul vom
Rang Eins ist. Man kann mit Schemata so effizient und geometrisch arbeiten,
daf} sie zum eigentlichen Arbeitspferd der algebraischen Geometrie geworden
sind.

2.4 Produkte in Kategorien

Definition 2.4.1. Sei C eine Kategorie und (X;);e; eine Familie von Ob-
jekten von C. Ein Produkt der X; ist ein Datum (P, (p;)icr) bestehend
aus (1) einem Objekt P € C und (2) Morphismen p; : P — X;, den so-
genannten Projektionen, derart daf§ gilt: Ist Y € C ein Objekt und sind
¢; - Y — X; Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus ¢ : Y — P mit
pioq=g¢q; Vi€ I. Wir notieren diesen Morphismus dann ¢ = (¢;)ie;-

Beispiele 2.4.2. In der Kategorie der Mengen ist P = [],., X; mit p; den
iiblichen Projektionsabbildungen ein Produkt der X;. Dasselbe gilt in der
Kategorie der topologischen Rdume, wenn wir P mit der Produkttopologie
versehen.

Bemerkung 2.4.3. Produkte in Kategorien sind im wesentlichen eindeutig,
falls sie existieren. Sind genauer (P, (p;)) und (P, (p;) zwei mogliche Produkte
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der Objekte X;, so gibt es aufgrund der universellen Eigenschaft von P genau
ein p: P — P mit p;op = p; und ebenso genau einp : P — P mit p;op = p;.
Weiter gibt es auch genau ein f : P — P mit p; o f = p;, und da sowohl
f =1id als auch f = p o p diese Bedingung erfiillen, folgt p o p = id. Ebenso
erhalten wir pop = id, mithin sind p und p zueinander inverse Isomorphismen.
Aufgrund dieser Eindeutigkeit sprechen wir ab jetzt meist von dem Produkt

und notieren es

iel
oder im Fall endlicher Familien X; x ... x X,, und benutzen fiir die Pro-
jektionen manchmal auch die Notation pry. . Morphismen in das Produkt
schreiben wir im Fall endlicher Familien auch (g, ...,¢,). Sind schlieBlich
Morphismen f: X — X' g:Y — Y’ gegeben und existieren die Produkte
X XY und X’ XY’ so benutzen wir die Abkiirzung (fopry,gopry) = fXg
und nennen diesen Morphismus den Produktmorphismus

fxg: XxY — X' xY'

Beispiele 2.4.4. Das Produkt iiber eine leere Familie von Mengen erklart man
als “die” einpunktige Menge, damit das Bilden von Produkten “assoziativ”
wird in einer Weise, die wir hier nicht néher prizisieren wollen. Das Produkt
iiber eine leere Familie in einer beliebigen Kategorie C verstehen wir analog
als “das” finale Objekt, da dann die offensichtliche Abbildung auch in diesem
Fall Bijektionen C(Y, [],c; X;) = [[;c; C(Y, X;) liefert. Wenn wir sagen, eine
Kategorie habe Produkte oder auch nur endliche Produkte, so fordern wir
also insbesondere auch die Existenz eines finalen Objekts.

Ubung 2.4.5. Man prizisiere und zeige die “Assoziativitiat” von Produkten,
die die Formel (X xY) x Z =2 X x (Y x Z) andeutet.

Bemerkung 2.4.6. Produkte in der opponierten Kategorie heiflen “Koproduk-
te”. Im folgenden sprechen wir diese Definition explizit aus.

Definition 2.4.7. Sei C eine Kategorie und (X;);c; eine Familie von Ob-
jekten aus C. Ein Koprodukt der X; ist ein Datum (K (e;);er) bestehend
aus einem Objekt K € C und Morphismen e; : X; — K derart, dafl gilt: Ist
Z € C ein Objekt und sind f; : X; — Z Morphismen, so gibt es genau einen
Morphismus f: K — Z mit foe; = f;, Viel.

Beispiele 2.4.8. In der Kategorie der Mengen ist das Koprodukt die disjunkte
Vereinigung [ [,.; X;. In der Kategorie der topologischen Réume gilt dasselbe.
In der Kategorie der punktierten topologischen Réume ist das Koprodukt
die Einpunktverbindung \/,_; X; = [[ X,/ ~, wo die Aquivalenzrelation
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~ dadurch erklirt sei, dafl alle Basispunkte der verschiedenen X; unter ~
eine Aquivalenzklasse bilden und die anderen Aquivalenzklassen einelementig
sind. In der Kategorie der abelschen Gruppen ist das Koprodukt die direkte
Summe.

2.5 Kartesische und kokartesische Diagramme

Definition 2.5.1. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X € C defi-
nieren wir ganz allgemein die Kategorie Cx der Objekte von C iiber X
wie folgt: Objekte von Cx sind Paare (Y,p) mit Y € C und p € C(Y, X),
Morphismen in Cx von einem Objekt (Y, p) in ein weiteres Objekt (Z, ¢) sind
Morphismen f : Y — Z in C mit g o f = p. Wir nennen sie auch Morphis-
men iiber X.

Definition 2.5.2. Dual definieren wir die Kategorie C* der Objekte von
C unter X wie folgt: Objekte von C¥ sind Morphismen p : X — Y von X

zu einem Objekt von C und Morphismen sind was der Leser sich denkt, so
daB wir haben (C°)x = (C*)°.

Beispiele 2.5.3. Zum Beispiel ist die Kategorie der punktierten topologischen
Raume Top* die “Kategorie der topologischen Raume unter dem einpunkti-
gen Raum”, und die Kategorie der Erweiterungen eines Korpers K ist die
Kategorie aller Korper unter K.

Bemerkung 2.5.4. Wir werden Kategorien auch fiir andere Bedeutungen mit
oberen und unteren Indizes versehen und koénnen nur hoffen, dafl aus dem
Kontext klar wird, welche Bedeutung jeweils gemeint ist.

Definition 2.5.5. Ein Diagramm der Gestalt

Cy

W Y
el la
z b x

in einer Kategorie C heifit kartesisch oder ein pull-back-Diagramm genau
dann, wenn es kommutativ ist und (W, ¢,, ¢,) ein Produkt ist in der Kategorie
Cx der Objekte von C iiber X, wobei wir W vermittels boc, = aoc, als
Objekt von Cx aufzufassen haben. Ausformuliert bedeutet das: Fiir jedes
weitere kommutative Diagramm in C der Gestalt

T 1,
gl la
7z b, x

gibt es genau einen Morphismus v : T"— W mit f =c,ou und g = ¢, o u.

36



Bemerkung 2.5.6. Nicht jedes Diagramm der Gestalt

Y
la
z b x

in einer beliebigen Kategorie 143t sich zu einem kartesischen Diagramm ver-
vollstandigen, aber wenn es sich vervollstindigen 1&t, dann ist diese Ver-
vollstandigung als ein Produkt in Cx im wesentlichen eindeutig. Wir erlauben
uns deshalb den bestimmten Artikel, schreiben W =Y X x Z und nennen
dieses Objekt den pull-back oder das Faserprodukt von Y mit Z iiber
X. Diese Terminologie hat den folgenden Hintergrund: Ist f : Y — X eine
Abbildung und x € X ein Punkt, so nennt man sein Urbild Y, = f~!(z)
auch die Faser von f iiber . Den pull-back in der Kategorie der Mengen
kénnen wir nun verstehen als ein “faserweises Produkt”, in der Kategorie der
Mengen gilt ndmlich

Vixx Z={(y,z) €Y x Z|aly) =b(z)}
und insbesondere haben wir (Y xx Z), =Y, x Z, fir alle z € X. Ahnlich er-
halten wir auch das Faserprodukt in der Kategorie der topologischen Raume,
hierzu miissen wir nur die Menge Y X x Z versehen mit der von der Produkt-
topologie auf Y x Z induzierten Topologie.
Ubung 2.5.7. Sei in einer Kategorie ein kommutatives Diagramm der Gestalt
X =Y - 7
l l l
X —- Y — Z

gegeben. Sind die zwei Quadrate kartesisch, so ist auch das einhiillende Recht-
eck kartesisch, mit den horizontalen Verkniipfungen als horizontalen Pfeilen.
Ubung 2.5.8. Ist i : Z < X die Einbettung eines Teilraums und f : Y —
X eine stetige Abbildung, so ist das folgende Diagramm kartesisch in der
Kategorie der topologischen Raume:

1z — v
Fl Lr
A — X

Ubung 2.5.9. Seien X,Y,Z Objekte einer Kategorie derart, dal Produkte
Z x X und Z x Y existieren. Fiir jeden Morphismus Y — X ist dann das
folgende Diagramm mit den offensichtlichen Morphismen kartesisch:

ZxXY — ZxX

! !
Y — X
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Definition 2.5.10. Kartesische Diagramme in der opponierten Kategorie
heiflen kokartesische Diagramme oder auch push-out-Diagramme. Aus-
geschrieben ist ein Diagramm der Gestalt

X 5 Y
bl lcy
7 Z W

also kokartesisch genau dann, wenn es kommutiert und wenn es fiir jedes
andere kommutative Diagramm

X LY
b L
7z 2

genau einen Morphismus u : W — G gibt mit f = uoc, und g = uoc,. Unsere
Eindeutigkeitsaussagen 2.5.6 fiir kartesische Diagramme gelten entsprechend
auch fiir kokartesische Diagramme.

Ubung 2.5.11. Der push-out in der Kategorie der Mengen bzw. der topologi-
schen Raume ist genau die Verklebung aus ?7.

Ubung 2.5.12. Ist in einem kartesischen oder kokartesischen Diagramm ein
Ursprungspfeil ein Isomorphismus, so auch der gegeniiberliegende Pfeil aus
dem pull-back bzw. in den push-out.

Ubung 2.5.13. In der Kategorie der abelschen Gruppen 148t sich jedes ent-
sprechende Diagramm zu einem kartesischen bzw. kokartesischen Diagramm
vervollsténdigen. Ist in einem kokartesischen Diagramm von abelschen Grup-
pen von zwei parallelen Pfeilen einer eine Surjektion, so auch der andere. Ist in
einem kokartesischen Diagramm von abelschen Gruppen ein Ursprungspfeil
eine Injektion, so auch der gegeniiberliegende Pfeil in den push-out. (Man ar-
gumentiere mit einer expliziten Konstruktion des push-out. Ein allgemeines
Argument wird in 7?7 gegeben.)

Ubung 2.5.14. In einem kartesischen Diagramm von Mengen

X LY
b | Lr
Z 2w

gilt fiir jede Teilmenge A C Z die Gleichheit a(b™'(A)) = f~1(g(A)) von
Teilmengen von Y.

Ubung 2.5.15. Jedes “Produkt” von kartesischen Diagrammen ist wieder ein
kartesisches Diagramm.
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3 Beschreibung einiger Fundamentalgruppen

3.1 Der Satz von Seifert und van Kampen

Satz 3.1.1 (Seifert-van Kampen). Sei der topologische Raum X Verei-
nigung X = U UV zweier offener Teilmengen U,V @ X. Sind U,V und ihr
Schnitt U NV wegzusammenhdngend, so ist fir jeden Basispunkt x € UNV
das folgende Diagramm von Gruppen kokartesisch:

mUNViz) — m(V,z)

! !
™ (U, z) — m(X,x)

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst, dal m; (X, x) erzeugt wird von den Bildern
von m (U, z) und m1(V, x). In der Tat kann man fiir jeden Weg v : [0,1] — X
mit v(0) = (1) = 2 eine Unterteilung 0 = ap < a1 < az < ... < a, =1
des Einheitsintervalls finden derart, daf§ gilt v[a;_1,a;] C U fir gerades i und
vlai—1,a;] C V fiir ungerades i. Fiir jedes i finden wir dann weiter einen Weg
B; in U NV von x nach v(a;). Wahlen wir nun v; : [0,1] — [a;_1, a;] stetig
mit v;(0) = a;_1, v;(1) = a; und bezeichnen mit 7; = v o v; das “i-te Stiick
von ", so gilt

V] =8 %y % Boca] .- BT % 1 % Bo)

und B, % ;% Bi_1 liegt in Q(U, ) bzw. Q(V, z) fiir gerades bzw. ungerades
i. Also wird (X, z) erzeugt von den Bildern von 7 (U, ) und m (V, x). Fiir
den weiteren Beweis verwenden wir eine andere Schreibweise und setzen U =
U, und V = U_. Sei nun in der Kategorie der Gruppen ein kommutatives
Diagramm

mUsNU_,z) — m(U_,x)

! Lr-

nUpz) 5 G

gegeben. Wir bezeichnen mit 7, den von der Einbettung induzierten Ho-
momorphismus 7, : m(U,,z) — m (X, x), fir 0 € {+,—}. Nach dem, was
wir eben bewiesen haben, gibt es hochstens einen Gruppenhomomorphismus
w: m(X,z) > G mit f, = uom, fir o € {+,—}. Es bleibt, die Existenz
von u zu zeigen. Wir brauchen dazu sorgféltige Notationen und schreiben
la]+, [a]-, [a] fiir die Homotopieklasse mit festen Endpunkten x von einem
Weg a in U, U_ oder X. Nach dem ersten Teil des Beweises laf3t sich je-

des ¢ € m (X, z) darstellen in der Form ¢ = [a,]...[a1] mit a; € QU,,, )
fiir geeignetes € : {1,...,7} — {+,—}, i — €. Wir wiirden natiirlich gern
definieren

u(e) = fe(larle,) - - Ja(la]e)
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Das einzige Problem besteht darin zu zeigen, dal jede andere Darstellung
¢ = [by]...[b1] mit einem moglichen n : {1,...,s} — {+,—} dasselbe u(c)
liefern mufl. Betrachten wir also die Menge F aller Folgen (a1, €1), (as,€2),
coy(ar,€) mit ¢ € {+,—} und a; € QU,,,x) fir alle i € {1,...,r} und
beliebigen r € N sowie die Abbildung

u:F — G, ((ar,€1)...,(ar,€)) — fe,(ar1) ..., fe(a,)

In F betrachten wir die Teilmenge F. aller Folgen mit ¢ = [a,]. .. [a1]. Wir
werden uns iiberzeugen, dafl man von jeder Folge aus F, zu jeder anderen
iitbergehen kann in endlich vielen Schritten der folgenden vier Arten:

1. Man ersetzt (a;, €;) durch einen anderen Vertreter (a;, €;) seiner Homo-
topieklasse, [a;]e, = [a]e, -

2. Falls ¢; = ¢;41 ersetzt man die Folgenglieder (a;,€;), (a;y1,€;41) durch
ihre Verkniipfung (a;;; * a;,€;). Dieser Schritt fithrt also zu einer um
eins kiirzeren Folge.

3. Man geht Schritt 2 riickwarts.

4. Man ersetzt den Weg (a;, €;) durch (a;, —¢;), falls das Bild von a; schon
in Uy NU_ liegt.

Haben wir das gezeigt, so folgt, dafl @ konstant ist auf F.. Damit ist u(c)
wohldefiniert und unser Satz ist bewiesen. Seien also (a;, €;)i—; und (b;,1;)5-,
zwei Folgen aus F.. Das bedeutet inshesondere, daf es in X eine Homotopie
mit festem Endpunkten gibt

he(ooo((ap*...a3) % ag)*ar) — (... ((bs % ...b3) % by) x by)

Unterteilen wir [0,1] x [0, 1] in kleine Schachfelder der Seitenldnge 1/N, so
wird nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue ?? fiir hinreichend groBes
N jedes abgeschlossene Schachfeld unter H(t,7) = h,(t) ganz nach U, oder
ganz nach U_ abgebildet. Fiir jeden Punkt p, der eine Ecke mindestens eines
Feldes ist, wihlen wir einen Weg ~, von x nach H(p), und zwar so, daf§ fiir
H(p)in Uy, U_, Uy NU- oder {z} auch der ganze Weg 7, in dieser Menge
verlauft. Sind p, ¢ benachbarte Ecken eines Schachfeldes, so bezeichnen wir
mit d,, : [0,1] — [0, 1] x[0, 1] die affine Abbildung mit d, ,(0) = ¢, d,4(1) = p
und definieren (p, q) € Q(X, z) als

(p,q) = 7;;_1 * (H odpg) %7

Ist po, p1, ..., pan eine Folge von Ecken, die man bei einer geeigneten Wan-
derung von py = (0,0) bis poy = (1,1) entlang der Kanten der Felder der
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Reihe nach aufsucht, und sind Vorzeichen o; € {4, —} gegeben derart, daf
die ganze Kante [p;_1,p;] unter H nach U,, abgebildet wird, so ist

({p2n, Pan-1), 02n) - - - ({P1, Do), O1)

eine Folge aus F.. Folgen dieser Art nennen wir “Schachbrettfolgen”. Es
ist nicht schwer einzusehen, dafl man zwischen je zwei Schachbrettfolgen in
endlich vielen Schritten der vier oben beschriebenen Arten hin- und hergehen
kann. Der wesentliche Punkt hierbei ist es, zu priifen, daf fiir ein von H ganz

nach U, abgebildetes Schachfeld mit Ecken

y oz
(- 2)
die Wege (z, w)* (w, z) und (z, y) *(y, z) in U, homotop sind. In der Tat folgt
aber aus 1.2.3 sofort d,,, * dy,» = d., * d,, in Q(Schachfeld, z, z). Nehmen
wir nun zusétzlich N = 25 an mit K > r, s und betrachten die Folge pg, p7,
.., pan der Ecken, die man bei einer Wanderung ldngs der unteren und der

rechten Kante des ganzen Schachbretts der Reihe nach aufsucht, so ergibt
sich mit etwas Nachdenken

[a1]e, = [(Pn/2 Pija—1) * - % (01, P0) e

und allgemeiner

I:a’l]eb = [(p(il?p;él—1> *o.X <p(_),zi_1+17p(J)ci_1>}€i

fiir geeignete N = a,, > ... > as > a3 = N/2 > oy = 0. Fiir i > N sind
die Wege (p7,p;7_;) eh konstant, wir konnen also in endlich vielen Schritten
von unserer Ausgangsfolge (a;,€;)l_; zu einer Schachbrettfolge der Gestalt
((p7, pj_1), 0;)3%, gelangen. Ebenso gelangen wir aber auch in endlich vielen
Schritten von (b;,7;)3-; zu einer Schachbrettfolge, und wir wissen ja schon,
dafl wir zwischen je zwei Schachbrettfolgen in endlich vielen Schritten hin-
und hergehen kénnen. O

Ubung 3.1.2. Sei M eine zusammenhéngende d-Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion d > 3 und E C M eine endliche Teilmenge. So induziert die Einbettung
M\E — M einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen.

3.2 Freie Gruppen

Definition 3.2.1. Gegeben eine Menge X definieren wir eine Gruppe F'X,
die freie Gruppe iiber X, wie folgt: Fiir n = 0,1,2,... betrachten wir
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zunédchst die Menge 7, X = {a: {1,...,n} — X x{+1,—1}}. Wir schreiben
a(i) = (ai, ;) und interpretieren die Elemente a € F,, X als endliche Worter

ai*ay® ...a5r. Wir haben also

FoX = {e} besteht nur aus einem Wort, dem “leeren” Wort e;
FX ={z,x7 | x e X};

FoX ={zy,z g,y a7y |2,y € X}

und so weiter.

Wir betrachten dann die “Menge aller Worter” FX = [[, F,X. Auf die-
ser Menge erkldrt man eine Verkniipfung, das “Hintereinanderschreiben von

Wortern”
FXxFX — FX

(a,b) — ab

Diese Verkniipfung ist offensichtlich assoziativ und die Léngen von Wértern
addieren sich. Sei nun ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf FX derart, dafl
gilt:

1. 2zt ~e~a iz Vo e X;
2. a~b=ca~cbund ac ~ bc Ya,b,c € FX.

Bezeichne FX = FX/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Die Klasse von
a € FX heifle [a]. Offensichtlich definiert die Verkniipfung auf FX eine
Verkniipfung auf F'X.

Satz 3.2.2. Mit dieser Verkniipfung ist FX eine Gruppe, die sogenannte
freie Gruppe tber der Menge X.

Beweis. Das Assoziativgesetz gilt schon in FX, also erst recht in F'X. Das
leere Wort e ist schon neutral in FX, also ist erst recht [e] neutral in FX.
Um die Existenz von Inversen nachzuweisen, betrachte man zu a € F,,X das
Element b € F, X gegeben durch

b(l) = (an—ia _5n—z‘)

1 1

Ist zum Beispiel a = zyxz~lyxz, so nehmen wir b = z o=y~ tzy 'z~ Dann

gilt offensichtlich [b][a] = [e]. O

Lemma 3.2.3 (Universelle Eigenschaft der freien Gruppen). Sei X
eine Menge und bezeichne can : X — FX, x — |[x] die kanonische Abbil-
dung von X in die freie Gruppe tiber X. Sei G eine Gruppe und ¢ : X — G
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eine Abbildung. So gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ : F X —
G mit ¢ o can = , im Diagramm

X — FX
N
G

Beweis. Man definiere ¢ : FX — G durch

En

Glait ... agr) = @(a1)™ ... p(an)™
Betrachten wir auf FX die Aquivalenz-Relation a ~, b < $(a) = ¢(b), so
erfiillt ~,, sicher die Bedingungen 1 und 2 an unsere Aquivalenzrelation auf
FX oben. Also ist ¢ konstant auf den Aquivalenzklassen zu ~ und definiert
eine Abbildung ¢ : FX — G mit ¢([a]) = ¢(a). Damit ist die Existenz von
@ gezeigt. Die Eindeutigkeit ist klar. ]

€1

Beispiel 3.2.4. Ist X = {z} eine einelementige Menge, so ist der Gruppen-
homomorphismus F X — Z mit [z] — 1 ein Isomorphismus.

Ubung 3.2.5. Man zeige, daB jedes Element unserer freien Gruppe FX ge-
nau einen Représentanten kiirzester Liange in FX hat, und dafl diese Re-
prasentanten genau die “unkiirzbaren Worte” aus FX sind. (Hinweis: Man
konstruiere eine Operation der Gruppe F'X auf der Menge aller unkiirzbaren
Worte.)

Ubung 3.2.6. Jede Abbildung von Mengen ¢ : X — Y setzt sich auf genau
eine Weise fort zu einer Abbildung von Gruppen Fp : FX — FY, und unser
F' ist so in natiirlicher Weise ein Funktor von den Mengen in die Gruppen.
Man zeige, dafl dieser Funktor F' kokartesische Diagramme zu kokartesischen
Diagrammen macht. Sind insbesondere X und Y zwei Mengen, so ist das
folgende Diagramm kokartesisch in der Kategorie der Gruppen:
F(XNnY) — FX
! !
FY — F(XUY)

Korollar 3.2.7. Sei I C C eine endliche Teilmenge. So gibt es fiir jeden Ba-
sispunkt * einen (unkanonischen) Isomorphismus zwischen der Fundamen-
talgruppe des Komplements von I und der freien Gruppe tiber I, in Formeln

m(C—1,%x) = FI

Beweis. Nach 1.6.6 diirfen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit anneh-
men, es sei I = {1,2,...,n}. Wir wenden nun den Satz von Seifert-van
Kampen an mit U = {z € C|Rez <n}und V={2€ C|Rez >n — 1}
und erhalten den Satz mit vollstdndiger Induktion aus der vorhergehenden
ﬂbung 3.2.6. ]
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3.3 Simplizialkomplexe und triangulierbare Flichen

Definition 3.3.1. Ist V ein reeller Vektorraum und M C V eine Teilmenge,
so definiert man die konvexe Hiille von M als als den Schnitt aller konvexen
Teilmengen von V, die M umfassen.

Bemerkung 3.3.2. Da ein beliebiger Schnitt von konvexen Teilmengen eines
reellen Vektorraums wieder konvex ist, kann man die konvexe Hiille auch
beschreiben als die kleinste konvexe Teilmenge von V| die M umfafit. Explizit
wird sie gegeben durch die Vorschrift

{ i Lipi

1=0

n>0, p €M, t>0, Ztizl}

1=0

Definition 3.3.3. Punkte pg,...,p, in einem reellen Vektorraum heiflen
affin unabhéngig genau dann, wenn es keinen (n—1)-dimensionalen affinen
Teilraum gibt, der sie alle enthélt. Dann bezeichnet man ihre konvexe Hiille
auch mit

A(p(b s 7pn)

und nennt sie den vollen Simplex mit Ecken py, ..., p,.

Beispiele 3.3.4. Wir vereinbaren A(()) = (). Es gilt A(p) = {p}. Zwei Punkte
p,q sind affin unabhéngig genau dann, wenn sie verschieden sind, und in
diesem Fall ist A(p, q) das “abgeschlossene Streckenstiick zwischen p und ¢”.
Drei Punkte p, ¢, r sind affin unabhéngig genau dann, wenn sie nicht auf einer
Geraden liegen, und in diesem Fall ist A(p, g,r) die “abgeschlossene Fliche
des Dreiecks mit Ecken p, ¢ und r”.

Bemerkung 3.3.5. Die Bezeichnung “Simplex” kann wohl zuriickgefiihrt wer-
den auf denselben Wortstamm wie “simpel”. In jedem Fall werden volle Sim-
plizes verwendet als einfachste Grundbausteine bei der Konstruktion kom-
plizierterer Rdume. Die Konstruktionsvorschrift ist dabei ein rein kombina-
torisches Datum, das wir gleich definieren und einen “Simplizialkomplex”
nennen werden. Den zugehorigen topologischen Raum nennen wir dann den
zugehorigen “Polyeder”.

Definition 3.3.6. Ein Simplizialkomplex K = (£, K) ist eine Menge F
mitsamt einem System K C P(E) von endlichen Teilmengen von E derart,
daf erstens gilt 0 € I, 7 C 0 = 7 € K sowie zweitens {e} € K fir alle
e € /. Wir nennen die Elemente von £ die Ecken und die Elemente von
KC die Simplizes unseres Simplizialkomplexes. Die Simplizes der Kardinaliét
(n + 1) nennen wir n-Simplizes und die Menge der n-Simplizes notieren
wir KC,,. Wir identifizieren oft stillschweigend die Menge E der Ecken mit der
Menge Ky der 0-Simplizes.

44



Beispiel 3.3.7. Fiir jede Menge F ist das System aller ihrer endlichen Teil-
mengen ein Simplizialkomplex.

Definition 3.3.8. Wir ordnen jedem Simplizialkomplex (E, ) einen topo-
logischen Raum A(KC) zu, den wir seinen Polyeder nennen. Als zugrunde-
liegende Menge nehmen wir

A(’C)={f:E—>R>o

Es gibt einen Simplex o € K mit (supp f) = o
und es gilt > . f(e) =1

Diese Menge ist enthalten im freien Vektorraum RFE iiber E aller Abbil-
dungen £ — R mit endlichem Tréger. Ist E endlich, so nehmen wir als
Topologie auf A(K) schlicht die Topologie, die induziert wird von der ka-
nonischen Topologie auf dem endlichdimensionalen reellen Vektorraum RE.
Im Allgemeinen versehen wir A(K) mit der Finaltopologie beziiglich aller
Inklusionen A(L) C A(K) von Polyedern endlicher Unterkomplexe £ C K.

Bemerkung 3.3.9. In Ubung 3.3.17 wird erklért, warum wir unsere Menge
nicht mit der Kofinaltopologie zur Familie der Auswertungen an allen Ecken
E unseres Komplexes versehen.

Bemerkung 3.3.10. Fiir alle 0 € K betrachten wir nun die Teilmenge A(o) C
A(K) aller f mit Triager in 0. Bezeichnen wir fiir e € E mit ¢ € RE das
zugehorige Element der Standardbasis und besteht o aus den n + 1 Ecken
€o, - --,n € B, 80 ist A(0) gerade die konvexe Hiille der é;, in Formeln

A(o) = A8y, ..., )

Unser Polyeder ist die Vereinigung aller dieser vollen Simplizes.

Bemerkung 3.3.11. Wir kénnen den Polyeder A(K) eines Simplizialkomple-
xes (F, K) oft auch in Vektorrdumen V' einer Dimension dim V' < |E| reali-
sieren. Ist genauer £ — V| e — e irgendeine Abbildung der Ecken in einen
reellen Vektorraum V. so gibt es genau eine lineare Abbildung RE — V
mit € — é. Ist diese Abbildung dariiber hinaus injektiv auf A(K) und ist
unser Vektorraum endlichdimensional und unser Simplizialkomplex endlich,
so induziert sie nach 7?7 einen Homoéomorphismus von unserem Polyeder mit
seinem Bild. Notwendig und hinreichend fiir die Injektivitét ist hier, dafl (1)
fiir jeden Simplex o € K seine Bildmenge ¢ C V affin unabhéngig ist in V'
und daf3 (2) fiir je zwei Simplizes o, 7 € K fiir die vollen Simplizes A(a) C V
gilt A(6) NA(T) = A(c N7). Unter diesen Voraussetzungen (1) und (2) lie-
fert unsere Abbildung also einen Homéomorphismus zwischen dem Polyeder
A(K) eines endlichen Simplizialkomplexes und der Vereinigung von vollen
Simplizes J,cc A() im endlichdimensionalen Vektorraum V.
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Definition 3.3.12. Eine simpliziale Abbildung ¢ von einem Simplizial-
komplex (F,K) in einen Simplizialkomplex (E’, K’) ist eine Abbildung auf
den Ecken ¢ : E — E' derart, dafl gilt 0 € K = (o) € K'. So eine simpli-
ziale Abbildung definiert eine stetige Abbildung ¢ : A(K) — A(K') zwischen
den zugehorigen topologischen Rdumen durch “affine Fortsetzung auf das
Innere der Simplizes”, in Formeln f +— ¢f mit

(h) =Y fle) VeeF

p(e)=e

Definition 3.3.13. Eine kombinatorische Fliche ist ein endlicher Sim-
plizialkomplex F derart, dafi gilt:

1. Jeder Simplex liegt in einem 2-Simplex.
2. Jeder 1-Simplex liegt in hochstens zwei 2-Simplizes.

3. Alle 2-Simplizes, die einen gegebenen 0-Simplex enthalten, lassen sich
so durchnummerieren als oy, 0s,...,0,, daf§ jeweils o; und o;,; eine
Kante gemeinsam haben, in Formeln |o; N oy 1| = 1 fiir 1 <i <.

Diejenigen 1-Simplizes, die nur zu einem einzigen 2-Simplex gehoren, nen-
nen wir die Randkanten unserer kombinatorischen Flédche. Gehort jeder 1-
Simplex zu genau zwei 2-Simplizes, so nennen wir unseren Simplizialkomplex
eine geschlossene kombinatorische Fliche oder auch eine kombinato-
rische Fliche ohne Rand.

Bemerkung 3.3.14. Es ist leicht zu sehen aber nicht ganz so leicht zu beweisen
(Ubung!), daB der zu einer geschlossenen kombinatorischen Fliche F gehorige
Polyeder A(F) eine geschlossene Fliche ist im Sinne unserer Definition 1.1.2,
in anderen Worten eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit.

Definition 3.3.15. Sei X eine geschlossene Fliche. Eine Triangulierung
von X ist ein Paar bestehend aus einer geschlossenen kombinatorischen Fléche
F und einem Homoéomorphismus A(F) = X.

Bemerkung 3.3.16. Rado [?, ?] hat gezeigt, dafl jede geschlossene Fliche eine
Triangulierung besitzt. Der Beweis ist nicht ganz einfach. In hoheren Di-
mensionen gibt es iibrigens auch durchaus kompakte topologische Mannig-
faltigkeiten, die nicht homdomorph sind zu Polyedern. Man nennt sie “nicht
triangulierbar”.

Ubung 3.3.17. Der Polyeder A(K) zu einem Simplizialkomplex (E,K) ist
stets Hausdorff und jede kompakte Teilmenge A C A(K) ist schon enthalten
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in einer Vereinigung von endlich vielen Simplizes. (Hinweis: Eine Teilmen-
ge von A(K), die jeden Simplex in hochstens endlich vielen Punkten trifft,
ist stets abgeschlossen und diskret.) Besteht unser Simplizialkomplex aus
abzahlbar vielen Kanten, die in einen zentralen Punkt hereinlaufen, so gilt
diese Aussage nicht die von den Auswertungen an allen Ecken induzierte
Kofinaltopologie!

Ubung 3.3.18. Fiir eine beliebige Menge E ist die Menge K aller endlichen
Teilmengen von E ein Simplizialkomplex. Den zugehorigen Polyeder schrei-
ben wir A(E) und nennen ihn den vollen Simplex mit Ecken E. Man
zeige, daf fiir £ # () der volle Simplex A(FE) zusammenziehbar ist.

3.4 Kilassifikation der geschlossenen Flichen

Bemerkung 3.4.1. Wir werden im folgenden den in 1.1.3 formulierten Satz
unter der Zusatzannehme der “Triangulierarkeit” beweisen. In anderen Wor-
ten klassifizieren wir die (triangulierbaren) geschlossenen Fliachen bis auf
Homdoomorphie. Dieser Abschnitt nimmt eine Sonderstellung ein insofern,
als die Argumentation nicht so weit in die formalen Details getrieben wird
wie in den anderen Abschnitten.

Definition 3.4.2. Sei F eine kombinatorische Fliache. Eine Zerschneidung
von F ist eine kombinatorische Fliche Z mit einer simplizialen Abbildung
¢ : Z — F, die auf den 2-Simplizes eine Bijektion ¢ : Z, = F, induziert.

Definition 3.4.3. Eine kombinatorische Fliche Z heifit ein Vieleck genau
dann, wenn der zugehorige Polyeder A(Z) homdomorph ist zur abgeschlos-
senen Kreisscheibe D? = {2z € C | |z| < 1}.

Lemma 3.4.4. Sei Z ein Vieleck und p : D* = A(Z) ein Homdomorphismus.
So ist das Bild der Kreislinie p(S*) die Vereinigung der Randkanten von Z.

Beweis. Das Komplement von S! kann man im topologischen Raum D? cha-
rakterisieren als die Menge aller Punkte z, die eine zusammenziehbare Um-
gebung U besitzen derart, da§ U \ z eine nichttriviale Fundamentalgruppe
hat. Das Komplement der Vereinigung der Randkanten in A(Z) kann man
genauso charakterisieren. O

Proposition 3.4.5. Jede zusammenhdngende kombinatorische Fliche besitzt
eine Zerschneidung zu einem Vieleck.

Bewers. Sei F unsere kombinatorische Fléache. Sicher gibt es eine Zerschnei-
dung von F in eine disjunkte Vereinigung endlich vieler Vielecke. Sei Z2 — F
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eine solche Zerschneidung mit der kleinstméglichen Zahl von Komponen-
ten. Nehmen wir einmal an, es gidbe hier mehr als eine Komponente. Dann
konnten wir also 2-Simplizes 0,7 € F; finden, die von verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten von Z herkommen. Da F zusammenhéngend ist,
kéonnten wir o, 7 in F durch eine Kette von 2-Simplizes 0 = 0g,01,...,0, =T
verbinden derart, daf3 gilt o;No;41 # 0. Aufgrund unserer Annahmen an eine
kombinatorische Fliche konnen wir sogar annehmen, dafl o;No;,1 jeweils ein
1-Simplex ist. Dann finden wir aber notwendig ein ¢ derart, dal o; und 0,4,
von verschiedenen Zusammenhangskomponenten von Z herkommen. Verkle-
ben wir nun diese beiden Zusammenhangskomponenten entlang der Rand-
kante o;N0o; 1, so erhalten wir eine Zerschneidung von F in weniger Vielecke,
im Widerspruch zur angenommenen Minimalitét. O]

Bemerkung 3.4.6. Sei nun F eine geschlossene kombinatorische Flache und
¢ : Z — F eine Zerschneidung zu einem Vieleck. Sicher werden unter ¢ die
Randkanten von Z paarweise identifiziert. Insbesondere ist also die Zahl der
Randkanten unseres Vielecks gerade. Die Identifizierungsvorschrift konnen
wir formal so aufschreiben:

Definition 3.4.7. Sei A eine endliche Menge, die wir in diesem Zusam-
menhang ein “Alphabet” nennen wollen, mit |A| = r > 0 Elementen, den
“Buchstaben”. Ein Flichenwort im Alphabet A ist eine Abbildung

{1,2,3,....2r} — Ax{1,-1}
i e (ali)e)

derart, dafl jeder Buchstabe genau zweimal als ein a(i) vorkommt.

Bemerkung 3.4.8. Wir schreiben Flichenworte in der Form a (1)) . .. a(2r)<?")
und nennen 2r die “Lénge” so eines Flachenworts. Beispiele fiir Flachenworte
im Alphabet A = {a,b} sind die Ausdriicke aabb~! und aba='b.

Definition 3.4.9. Gegeben ein Flachenwort w in r > 2 Buchstaben kon-
struieren wir eine geschlossene Fliache F'(w) wie folgt: Wir betrachten ein
regelméBiges 2r-Eck, mit 2r der Léange unseres Fliachenworts, schreiben die
Buchstaben unseres Flachenworts der Reihe nach an seine Kanten, und ver-
sehen jede Kante mit einem Pfeil im Gegenuhrzeigersinn bzw. Uhrzeiger-
sinn, je nachdem ob der Exponent ihres Buchstabens 1 bzw. —1 ist. Dann
verkleben wir jeweils die Kanten mit den gleichen Buchstaben so, dafl die
Spitzen der Pfeile jeweils identifiziert werden. Im Fall r = 1 erlauben wir
dem 2-Eck krumme Kanten und erhalten so zum Beispiel F(aa) = P*R und
F(aa™) = S'. Im Fall r = 0 definieren wir F'( ) = S*.
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Lemma 3.4.10. Der auf diese Weise zu einem Flichenwort w konstruierte
topologische Raum F(w) ist stets eine geschlossene Fliche.

Beweis. Die grofite Schwierigkeit scheint mir hierbei der Nachweis, dafl auch
die Bilder der Ecken unseres Vielecks im verklebten Raum F(w) eine zu ei-
ner offenen Kreisscheibe homéomorphe offene Umgebung besitzen. Um das
zu sehen, mufl man sich iiberlegen, dafl lokal um das Bild einer Ecke schlicht
“mehrere Winkelsegmente zu einer Kreisscheibe verklebt werden”. Wir iiber-
lassen die Details dem Leser. O

Satz 3.4.11 (Klassifikation der geschlossenen Flichen). Jede zusammen-
hangende (triangulierbare) Fliche ist homéomorph zur Fldache F(w) fir ge-
nau ein Flichenwort w aus der folgenden Liste:

1. arbia; by tagheas thy ! .agbgaglbgl mit g > 0.
2. ajaiagas . .. aga, mit g > 1.

Bemerkung 3.4.12. Dieser Satz prézisiert die in der Einleitung besprochene
Klassifikation der geschlossenen Fléchen 1.1.3.

Beweis. Zunéchst einmal listen wir einige fundamentale Operationen auf der
Menge aller Flachenworter auf, die offensichtlich den Homéomorphietyp der
zugehorigen Flache nicht &ndern. In den folgenden Formeln bedeuten a, b, ¢, d
mit und ohne Hut stets Buchstaben unseres Alphabets A, dahingegen bedeu-
ten u, v, w, z beliebige Abschnitte von Flachenwortern.

1. “Zyklisches Vertauschen” und “von hinten nach vorne Lesen”, in For-
meln F(vw) 2 F(wv) und F(w) = F(w™).

2. “Substituieren” von a~! fiir a, in Formeln F(va‘waz) = F(va™*wa™"z);

3. “Aufschneiden des Vielecks langs der Gerade zwischen zwei Ecken und

Zusammenkleben ldngs einer &ufferen Kante”, in Formeln

F(uwb=tzvb)
F(uz"tbw=tvb)

F(uavza™'w)
F(uavzaw)

e 11

Zau jedem Fliachenwort w definieren wir seine Eckenzahl als die Zahl der
Punkte in der zugehorigen Fliche F(w), die Bilder von Ecken unseres Viel-
ecks sind. Kombinatorisch betrachtet man auf der Menge der Ecken die
kleinste Aquivalenzrelation, unter der je zwei Ecken mit einer Ausgangskan-
te zum selben Buchstaben oder einer Eingangskante zum selben Buchstaben
dquivalent sind, und kann dann die Eckenzahl verstehen als die Kardina-
litat der Aquivalenzklassen. Mit dieser Terminologie haben wir eine letzte
fundamentale Operation:
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4. “Kiirzen”, in Formeln F(uava™) = F(uv) unter der Annahme, daf
die Enden der a-Kanten verschiedene Bilder in der verklebten Flédche
haben. Sind hier u oder v leer, so haben die Enden der a-Kanten auto-
matisch verschiedene Bilder und die Formel scheint mir offensichtlich.
Sind u und v nicht leer, so betrachten wir in unserem Vieleck das Vier-
eck mit den beiden a-Kanten als gegeniiberliegenden Seiten. Sein Bild in
der verklebten Fléache ist ein Zylinder, den wir zu einer Kreislinie iden-
tifizieren konnen, ohne den Homdéomorphietyp der verklebten Flédche
zu andern.

Lemma 3.4.13 (Eckenreduktion). Fiir jedes vorgegebene Flichenwort w
ist entweder F(w) eine Sphire, oder es gibt ein Flichenwort v mit Eckenzahl

1 und F(w) = F(v).

Beweis. Sei w ein Flachenwort mit Eckenzahl > 2 und mehr als einem Buch-
staben. Wir wéhlen einen Punkt P in F(w), der Bild einer Ecke unseres
Vielecks ist, und nennen diejenigen Ecken unseres Vielecks “gut”, die nach
P gehen. Die iibrigen Ecken nennen wir “schlecht” und geben im Verfahren
an, das entweder die Zahl der Ecken iiberhaupt oder die Zahl der schlechten
Ecken unseres Eckenworts verringert ohne die zugehorige Fléche zu &ndern.
Sei in der Tat a eine Kante von einer guten Ecke zu einer schlechten Ecke.
Drei Falle sind moglich:

1. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit demselben Expo-
nenten. In diesem Fall konnen sich nach unserer Annahme die a-Kanten
nicht beriithren. Wir schneiden dann zwischen den Anfangspunkten der
a-Kanten auf und verkleben ldngs der a-Kanten. So verringert sich die
Zahl der schlechten Ecken um 1.

2. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit verschiedenen Ex-
ponenten. In diesem Fall kénnen wir sie kiirzen. O

Jede (triangulierbare) Fldche ist also homéomorph zur Sphére oder zu ei-
ner Flache F(w) fur ein Flachenwort w mit Eckenzahl 1. Wir bemerken fiir
das folgende, daB sich die Eckenzahl beim Aufschneiden und Verkleben nicht
andert. Wir konnen und werden uns in der Folge auf Worte der Eckenzahl 1
beschrinken. Man beachte nun als Spezialfille des Aufschneidens und Ver-
klebens die beiden folgenden Regeln:

Kreuzhaubennormierung: F(ubvbw) 2 F(ubbv—'w), durch Aufschneiden
zwischen den Enden von b und Verkleben léngs b.
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Henkelnormierung: F(ubvdwb'zd'z) = F(uzwbdb—*d ‘vz), durch Auf-
schneiden zwischen den Enden von b und Verkleben lings d kommt man
zZu ubcibilzwdflvx, mit erneutem Aufschneiden zwischen den Enden
von d und Verkleben ldngs b ergibt sich dann das gewiinschte Resultat.

Unter Verwendung der ersten Regel normieren wir zunéchst Kreuzhauben, bis
wir ein Wort erreicht haben, bei dem jeder Buchstabe entweder als normierte
Kreuzhaube aa bzw. a=ta~! oder in der Form ...a...a™!... vorkommt. Im
letzteren Fall finden wir ein b derart, dafl unser Wort feiner sogar die Form

..a...b...a”'...b7' ... hat, denn sonst miifiten alle Buchstaben entweder
doppelt oder gar nicht zwischen a und a~! vorkommen, und dann hitten
Anfangs- und Endpunkt der a-Kanten verschiedene Bilder in der Flache, im
Widerspruch zu unserer Annahme, dafl die Eckenzahl 1 ist. Mit sukzessiven
Henkelnormierungen landen wir also bei einem Wort, das eine Verkettung
ist von Kreuzhauben cc und Henkeln aba='b~!. Unsere Regel zur Kreuzhau-
bennormierung liefert aber durch mehrfaches Anwenden auch die sogenannte
Henkelelimination, in Formeln

F(uccab™ a=tbw) F(ucba=téa™ bw)
F(ucac™tabbv)

F(uécaabbo)

111

so dal also jede Verkettung von Kreuzhauben und Henkeln, in der min-
destens eine Kreuzhaube auftritt, dieselbe Fliche liefert wie ein reines Pro-
dukt von Kreuzhauben. Damit ist gezeigt, dafl jede triangulierbare Flache
homdomorph ist zu mindestens einer Flache, die durch ein Flachenwort aus
unserer Liste beschrieben wird. Wir zeigen in 3.6, dafl diese Fldchen paarweise
nichtisomorphe Fundamentalgruppen haben. Daraus folgt, dafl sie paarweise
nicht homéomorph sind, und das beendet dann den Beweis des Klassifikati-
onssatzes. O

3.5 Gruppen durch Erzeugende und Relationen

Bemerkung 3.5.1. Ist G eine Gruppe und 7" C G eine Teilmenge, so hatten
wir in 7?7 den Schnitt iiber alle Untergruppen von G, die T umfassen, die von
T erzeugte Untergruppe genannt und mit (7') bezeichnet.

Definition 3.5.2. Sei GG eine Gruppe und 7" C G eine Teilmenge. Der Schnitt
iiber alle Normalteiler von G, die T' umfassen, heifit der von T erzeugte
Normalteiler ((T")). Er kann auch beschrieben werden als die Untergruppe

(T) =(gtg”' g€ G,teT).
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Lemma 3.5.3. Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und T C G
eine Teilmenge mit o(T) = {e}. So gibt es genau einen Gruppenhomomor-
phismus ¢ : G/{(T)) — G’ mit ¢ om = ¢, im Diagramm

G — G/{{T)
N
G/

Beweis. Nach Annahme gilt T" C ker ¢. Da ker ¢ stets ein Normalteiler ist,
folgt ((T')) C ker p. Jetzt folgt die Aussage mit Lemma ?7?. O

Definition 3.5.4. Sei X eine Menge und R C F'X eine Teilmenge der freien
Gruppe iiber X. Der Quotient FX/((R)) der freien Gruppe iiber X nach
dem von R erzeugten Normalteiler heifit die von der Menge X mit den
Relationen R erzeugte Gruppe. Meist werden die Relationen in der Form
a; = b; mit a;,b; € FX angegeben. Gemeint ist dann R = {[a;][b;] 7'}

Beispiel 3.5.5. Zum Beispiel ist die von zwei Elementen x und y mit der
Relation zy = yz erzeugte Gruppe isomorph zu Z x Z.

Bemerkung 3.5.6. Die Darstellung einer Gruppe durch Erzeugende und Re-
lationen ist nicht “effektiv’: Es gibt nachweislich keinen Algorithmus, der
bestimmt, ob so eine Gruppe endlich oder gar trivial ist.

Ubung 3.5.7. Sei eine Menge X die Vereinigung zweier Teilmengen X =
X U Xy mit Schnitt Xo = X3 N Xs. Seien R; C FX; Relationen (i =0, 1, 2).
Gilt zusitzlich Ry C ((R;)) fiir i = 1,2, so ist das folgende Diagramm ein

Pushout:
FXo/((Ro)) —  FXi/((R1))

| !
FXo/((R2)) — FX/((R1U Ry))

3.6 Die Fundamentalgruppen geschlossener Flichen

Satz 3.6.1 (Fundamentalgruppen geschlossener Flichen). Gegeben
ein Flachenwort w im Alphabet A mit Eckenzahl 1 wird die Fundamentalgrup-
pe der zugehorigen Fldche erzeugt von der Menge A mit dem Flichenwort
w als einziger Relation. Nehmen wir als Basispunkt = das Bild der Ecken
unseres Vielecks, so haben wir sogar kanonisch

™ (F(w), *) = FA/{(w))

Beweis. Sei p : Z — F die Projektion unseres Vielecks Z C R? auf unsere
Flache F' = F(w). Das Bild p(0Z) vom Rand unseres Vielecks in der Fliche

52



F(w) besteht aus |A| Kreislinien, die alle in einem Punkt zusammengeklebt
sind. So einen Raum nennt man auch ein Bouquet von Kreislinien. Jetzt
withlen wir fiir unser Vieleck Z die offene Uberdeckung Z = (Z\0) U Z°
und wenden den Satz von Seifert und van Kampen 3.1.1 an auf die offene
Uberdeckung

F = p(2\0) Up(Z2°)

unserer Flache durch die Bilder dieser Mengen. Hier liefert p einen Homoo-
morphismus von Z° auf sein Bild in F' und die Einbettung unseres Bouquets
von Kreislinien in p(Z\0) ist eine Homotopiedquivalenz. So ergibt sich ein
kokartesisches Diagramm von Gruppen

Z — 1
l !
FA — m(F(w),*)

wobei die Abbildung Z — FA die 1 € Z auf das Flachenwort w unserer
Fliche in F'A abbildet. Es folgt 71 (F(w),*) = FA/{{w)). O

Definition 3.6.2. Ist G eine Gruppe, so definiert man ihren maximalen
kommutativen Quotienten, auch genannt ihre Abelianisierung, als den
Quotienten G** = G/(G,G) nach dem Normalteiler (G,G) C G, der von
allen Kommutatoren ghg='h™! mit g, h € G erzeugt wird. Die Untergruppe
(G, G) heiit im iibrigen die derivierte Gruppe oder der Kommutator von

G.

Lemma 3.6.3. Sei G eine Gruppe. So ist G ist eine abelsche Gruppe, und
jeder Morphismus von G in eine abelsche Gruppe faktorisiert iiber G2P.

Beweis. Dem Leser tiiberlassen. O

Nun wird offensichtlich ein push-out-Diagramm in der Kategorie der Grup-
pen unter der Abelianisierung ein push-out-Diagramm in der Kategorie der
abelschen Gruppen, und die Abelianisierung einer freien Gruppe F'A ist die
freie abelsche Gruppe ZA aller endlichen formalen Linearkombinationen von
Elementen von A mit ganzzahligen Koeffizienten. Fiir den maximalen kom-
mutativen Quotienten 72 erhalten wir damit 72°(F(w),*) = ZA = 7Z29 im
Fall von g Henkeln und

TP (F(w),x) = ZA/2Z(cy + ...+ ¢,) X Z)27 x 79

im Fall von g Kreuzhauben. Da diese Gruppen paarweise nicht isomorph
sind, sind auch die zugehorigen Flachen paarweise nicht homéomorph. Das
beendet den Beweis des Klassifikationssatzes.
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Ubung 3.6.4. Die Abelianisierung der freien Gruppe iiber einer Menge ist
kanonisch isomorph zur freien abelschen Gruppe iiber besagter Menge.

Ubung 3.6.5. Ist X eine zusammenhingende geschlossene Fliche vom Ge-
schlecht g und E C X eine endliche nichtleere Teilmenge, so ist m (X \ E)
frei in 2¢g + |E| — 1 Erzeugern.

3.7 Push-out-Diagramme von Gruppen

Schon beim Satz von Seifert und van Kampen wird sich der Leser gefragt
haben, ob eigentlich jedes entsprechende Diagramm von Gruppen sich zu
einem kokartesischen Diagramm vervollstdndigen 148t. Das ist in der Tat der
Fall und soll nun bewiesen werden. Wir beginnen mit

Satz 3.7.1. Es gibt Koprodukte in der Kategorie der Gruppen.

Beweis. Wir zeigen nur, wie man ein Koprodukt von zwei Gruppen G und
(G5 konstruieren kann. Es heifit das freie Produkt der Gruppen G; und Go
und wird G * GGy notiert.

Nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe F'G iiber der Menge
G haben wir ja fiir jede Gruppe G genau einen Gruppenhomomorphismus
FG — G, dessen Verkniipfung mit can : G — FG die Identitit auf G ist.
Den Kern RG C F'G von diesem Gruppenhomomorphismus nennen wir die
“Relationen von G”. Wir definieren nun die Gruppe G; * G als

Gl * G2 = F(Gl II GQ)/<<RG1 U RG2>>,

wo wir der Einfachheit halber das Bild von RG; unter der von der Inklusion
induzierten Abbildung FG; — F(G; 11 G) auch mit RG; bezeichnet haben.
Wir behaupten nun, dafl diese Gruppe G; * G5 mit den offensichtlichen Ab-
bildungen can; : G; — G * G5 ein Koprodukt ist. In der Tat, ist irgendeine
Gruppe H gegeben mitsamt Abbildungen f; : Gy — H und fo : Go — H,
so erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus f : F(G; II Go) — H. Ist
zusétzlich f; ein Gruppenhomomorphismus, so liegt RG; im Kern von f. Sind
f1, fo Gruppenhomomorphismen, so definiert f mithin einen Gruppenhomo-
morphismus f : G1 * G, — H. O

Bemerkung 3.7.2. Man kann zeigen, dafl sich jedes Element von G * G5 in
eindeutiger Weise schreiben 148t als ein Produkt g;¢5...¢g, mit n > 0 und
gr € G nicht das neutrale Element und e(k) # e(k + 1) fir 1 < k < n.
Wie iiblich soll hier das leere Produkt mit n = 0 das neutrale Element von
G4 * G5 darstellen.
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Korollar 3.7.3. Jedes Diagramm von Gruppen

G 3B G,
o1l
G,

laft sich zu einem push-out-Diagramm vervollstindigen.

Beweis. Man nennt so einen push-out auch ein amalgamiertes Produkt
und bezeichnet ihn mit G *x¢ G2. Wir konstruieren unseren Pushout als den
Quotienten

G1# Ga/{{p1(2) ' pa(2) | 2 € G))

und iiberlassen es dem Leser, die universelle Eigenschaft zu priifen. ]
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4 Uberlagerungstheorie

4.1 TUberlagerungen

Definition 4.1.1. Eine stetige Abbildung p : U — U heiBt eine trivia-
le Uberlagerung genau dann, wenn es eine Zerlegung von U in paarweise
disjunkte offene Teilmengen gibt, die von p jeweils homoomorph nach U abge-
bildet werden. Eine stetige Abbildung p : X — X heifit eine Uberlagerung
genau dann, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt derart, dafl
die induzierte Abbildung p : p~}(U) — U eine triviale Uberlagerung ist. Wir
nennen U dann eine trivial tiberlagerte Umgebung von z. Der Definiti-
onsbereich X von p heift der Totalraum unserer Uberlagerung.

Bemerkung 4.1.2. Unter einer Trivialisierung einer Uberlagerung p : U —
U verstehen wir die Vorgabe von einem diskreten Raum F' mitsamt einem
Homéomorphismus ¢ : F x U = U derart, da gilt p o p=pry: F'xU—
U. Eine Uberlagerung ist trivial genau dann, wenn sie eine Trivialisierung
besitzt.

Bemerkung 4.1.3. Wir fordern von einer Uberlagerung nicht, da8 sie surjek-
tiv sein soll. Insbesondere ist fiir uns ) — X stets eine Uberlagerung. Wir
fordern auch nicht, dafl die Fasern konstante Kardinalitdt haben sollen. Eine
Uberlagerung mit dieser Eigenschaft nennt man eine Faserung mit dis-
kreter Faser. In der Funktionentheorie arbeitet man manchmal mit einem
etwas allgemeineren Uberlagerungsbegriff, die Uberlagerungen im Sinne der
obigen Definition wiirde man in dieser Terminologie unverzweigte Uber-
lagerungen nennen.

Beispiele 4.1.4. Die Abbildungen Exp : R — S exp : C — C* und
S™ — P"R sind Uberlagerungen. Ebenso ist fiir jeden diskreten Raum F
die Projektion pr, : F x X — X eine Uberlagerung. Als weiteres Beispiel
betrachte man Exp x Exp : R? — S! x S*. Sind allgemeiner f : X — X und
g:Y — Y Uberlagerungen, so auch f x g: X xY — X x Y.

Bemerkung 4.1.5. Ist p : X — X eine Uberlagerung, so ist die Kardinalitit
der Fasern p~!(z) konstant auf den Zusammenhangskomponenten von X. In
der Tat sind fiir jede Menge E die Mengen {z € X | [p~'(x)| = |E|} bzw.
{z € X | |p~'(z)| # |E|} aller Punkte z € X, deren Fasern p~!(z) dieselbe
bzw. nicht dieselbe Kardinalitdt wie E haben, offen in X, da sie mit jedem
Punkt auch jede trivial iiberlagerte Umgebung des besagten Punktes um-
fassen. Ist X zusammenhéngend, so nennt man die Zahl der Elemente einer
(gleichbedeutend jeder) Faser auch die Zahl der Bliitter der Uberlagerung.
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Definition 4.1.6. Eine stetige Abbildung p : E — X heifit étale (fran-
zosisch fiir “ausgebreitet”) genau dann, wenn jeder Punkt e € E eine offene
Umgebung U @ FE besitzt, die von p homéomorph auf eine offene Teilmenge

p(U) @ X abgebildet wird.

Beispiele 4.1.7. Die Identitat auf einem topologischen Raum ist stets étale.
Jede Uberlagerungsabbildung ist étale. Die Projektion unserer Gerade mit
verdoppeltem Nullpunkt R IT {0} aus ?? auf die Gerade R ist étale. Jede
Einbettung einer offenen Teilmenge ist étale. Jede Verkniipfung étaler Ab-
bildungen ist étale.

Ubung 4.1.8. Jede étale Abbildung ist offen. Sind f und g verkniipfbare ste-
tige Abbildungen und sind f und fg étale, so ist auch g étale. Jede surjektive
étale Abbildung ist eine Identifikation.

Ubung 4.1.9. Man gebe eine étale Abbildung an, die keine Uberlagerung ist.

Ubung 4.1.10. Ist p: X — X eine Uberlagerung und Y C X eine Teilmenge,
so ist auch p: p~}(Y) — Y eine Uberlagerung.

Ubung 4.1.11. Sindp: X - Y und ¢: YV — 7 Uberlagerungen und sind die
Fasern von ¢ endlich, so ist auch g o p eine Uberlagerung.

Ubung 4.1.12. Ist ein Raum lokal zusammenhingend, so ist jede Zusammen-
hangskomponente einer Uberlagerung dieses Raums auch selbst eine Uberla-
gerung besagten Raums.

4.2 Kategorien von Mengen mit Gruppenwirkung

Bemerkung 4.2.1. Wir gehen nun davon aus, dafl der Leser mit den grund-
legenden Begriffsbildungen zu Gruppenwirkungen vertraut ist, wie sie zum
Beispiel in 77 entwickelt werden.

Definition 4.2.2. Sei G eine Gruppe. Eine Abbildung ¢ : X — Y von einer
G-Menge X in eine weitere G-Menge Y heifit ein G-Morphismus oder auch
G-dquivariant genau dann, wenn gilt ¢(gz) = go(z) Vg € G,z € X. Mit
den #quivarianten Abbildungen als Morphismen bilden die G-Mengen eine
Kategorie, die wir bezeichnen mit G'-Ens oder Ens® .

Definition 4.2.3. Sei GG eine Gruppe. Eine G-Menge X heifit frei genau
dann, wenn alle Standgruppen trivial sind, wenn also in Formeln gilt (gz =
xfireinx € X) = (g = e). Eine Menge X mit einer freien transitiven
Operation einer Gruppe G heifit ein prinzipaler homogener Raum fiir
die Gruppe G oder auch kiirzer ein GG-Torsor.
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Beispiel 4.2.4. Ist k ein Korper, k* seine multiplikative Gruppe und V' ein
eindimensionaler k-Vektorraum, so ist V'\ 0 ein k*-Torsor.

Ubung 4.2.5. Jede Gruppe operiert auf der Menge aller ihrer Untergruppen
durch Konjugation. Die Bahnen dieser Operation nennt man Konjugations-
klassen von Untergruppen. Man erklire, in welcher Weise die transitiven
G-Mengen “klassifiziert werden durch die Konjugationsklassen von Unter-
gruppen von G”.

Definition 4.2.6. Sei X eine Menge und G eine Gruppe. Eine Rechtsope-
ration von G auf X ist eine Abbildung

XxG — X
(r,9) +— xg

derart, dal z(gh) = (xg)h fiir alle g,h € G, x € X, und daB gilt ze = =
fiir das neutrale Element e € G und alle x € X. Eine Menge mit einer
Rechtsoperation einer Gruppe G nennt man auch eine G-Rechtsmenge. Ist
Y eine andere G-Rechtsmenge und ¢ : X — Y eine Abbildung, so heifit ¢ ein
G-Morphismus oder auch G-dquivariant genau dann, wenn gilt ¢(zg) =
o(r)gVg e G,z € X.

Bemerkung 4.2.7. Jede G-Rechtsmenge X wird zu einer G-Menge durch die
Operation gr = xg~!, die Begriffsbildung einer G-Rechtsmenge ist also in
gewisser Weise obsolet. Sie dient im wesentlichen dem Zweck, in manchen
Situationen suggestivere Notationen zu ermdglichen.

Bemerkung 4.2.8. Die G-Rechtsmengen fiir eine Gruppe G bilden auch ei-
ne Kategorie, die wir bezeichnen mit Ens- G oder Ens® wenn wir vom Le-
ser erwarten, dafl er aus dem Kontext erschlieit, ob Linksoperationen oder
Rechtsoperationen gemeint sind.

Ubung 4.2.9. Man zeige, daB die Linksoperation von G auf sich selber einen
Isomorphismus induziert zwischen der Gruppe GG und der Automorphismen-
gruppe der G-Rechtsmenge G, in Formeln G = (Ens-G)*(G), g — (g-).
Ebenso haben wir G = (G-Ens)*(G), g — (-g71).

Ubung 4.2.10. Der Normalisator einer Untergruppe H in einer Gruppe G
ist definiert als die Untergruppe Ng(H) = {g € G | gHg™' = H} von
G. Man zeige, daf die Multiplikation von rechts mit g~! einen Isomorphis-
mus Ng(H)/H = (G-Ens)*(G/H) induziert zwischen der Quotientengrup-
pe Ng(H)/H und der Automorphismengruppe der G-Menge G/ H.

Ubung 4.2.11. Gegeben Gruppen H, G bezeichne H -Ens- G die Kategorie
aller Mengen X mit einer Linksoperation von H und einer Rechtsoperation
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von G derart, daB gilt (hx)g = h(zg) fir alle h € H, z € X und g € G. Man
erkldre, in welcher Weise die Objekte dieser Kategorie mit freier transitiver
Rechtsoperation von G klassifiziert werden durch G-Konjugationsklassen von
Gruppenhomomorphismen H — G.

Ubung 4.2.12. Ist C eine Kategorie, A € C ein Objekt und G = C*(A) seine
Automorphismengruppe, so haben wir stets einen Funktor C(A, ) : C —
Ens- G indem wir setzen fg = fog fir BeC, f € C(A,B), und g € C*(A).

4.3 Quotientenabbildungen als Uberlagerungen

Bemerkung 4.3.1. Unter einer Operation einer Gruppe auf einem Ob-
jekt einer Kategorie versteht man einen Homomorphismus von besagter
Gruppe in die Automorphismengruppe von besagtem Objekt. Reden wir zum
Beispiel von einer Operation einer Gruppe G auf einem topologischen Raum
X, so fordern wir implizit, fiir alle ¢ € G die Abbildung X — X, z — gz
stetig sein soll.

Definition 4.3.2. Eine Operation einer Gruppe G auf einem topologischen
Raum X heifit topologisch frei genau dann, wenn jeder Punkt x € X eine
Umgebung U besitzt, fiir die die Operation eine Injektion G x U — X liefert.

Beispiele 4.3.3. Die Gruppe Z" operiert topologisch frei durch Addition auf
R™. Die Gruppe {+1,—1} operiert topologisch frei durch Multiplikation auf
S™ und R™\0. Fiir festes k operiert die Gruppe der k-ten Einheitswurzeln
{2 € C| 2* = 1} topologisch frei auf C™\0.

Ubung 4.3.4. Jede freie Operation einer endlichen Gruppe auf einem Haus-
dorff-Raum ist topologisch frei.

Bemerkung 4.3.5. Ist X ein topologischer Raum mit einer Operation einer
Gruppe G, so geben wir dem Bahnenraum X/G die Quotiententopologie
beziiglich der Surjektion X — X/G. Man beachte, dal diese Surjektion so-
gar offen ist. Nach 77 ist dann auch Y x X — Y x (X/G) eine Identifikation
fiir einen beliebigen weiteren Raum Y, anders ausgedriickt liefert die offen-
sichtliche Abbildung einen Homdomorphismus (Y x X)/G =Y x (X/G).

Satz 4.3.6 (Quotientenabbildungen als ﬂberlagerungen). Ser X ein
topologischer Raum mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe G.
So ist die Surjektion auf den Bahnenraum p : X — X/G, x — Gz eine
Uberlagerunyg.

Beweis. Gegeben x € X und U eine offene Umgebung von x mit G xU — X
sind sowohl p : U — p(U) als auch G x U — p~!(p(U)) Homdomorphismen,
da diese Abbildungen beide bijektiv, offen und stetig sind. Folglich ist p(U)
eine trivial iiberlagerte Umgebung von Gz. O]
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Ubung 4.3.7. Ist in der Situation des Satzes H C G eine Untergruppe, so ist
auch X/H — X/G eine Uberlagerung.

4.4 Lifts und Decktransformationen

Definition 4.4.1. Seien p : X - X und f:Y — X stetige Abbildungen.
Eine stetige Abbildung f : Y — X mit po f = f heiBt ein Lift oder eine
Hochhebung von f. In der Kategorientheorie hatten wir so einen Lift einen
“Morphismus iiber X” genannt. Der Begriff Lift ist insbesondere gebréuch-
lich, wenn p : X — X eine Uberlagerung ist. Man veranschaulicht sich so
einen Lift durch das folgende kommutative Diagramm, das gleichzeitig auch
die Terminologie erklért:

SEPE

F
/
y 24

Satz 4.4.2 (Eindeutigkeit von Lifts). Seip: X — X eine Uberlagerung
und f:Y — X stetig. Seien f f zwes Lifts von f. Ist'Y zusammenhdingend
und gibt es z € Y mit f(z) = f( ), s0 gilt f = f.

Beweis. Wir zeigen: Die Mengen Y, = {y € YV | fly) = f(y)} und Y, = {y €
Y | f(y) # f(y)} sind beide offen. Aus z € Y, und Y zusammenhéngend folgt
dann Y, = (). Sei also y € Y ein Punkt. Man wihle eine trivial iiberlagerte
Umgebung U von f(y) und eine Trivialisierung p~(U) ~ F x U von p auf U.
Gegeben i € F kiirzen wir {i} x U als i x U ab. Seien nun 7, i € F' gegeben
durch f(y) € 7 x U und f(y) € 2 x U. Dann ist

W=F'GxU)nf'GxU)

eine Umgebung von y, und es gilt W C Y, falls y € Y, und W C Y, falls
y € Y,,. Mithin sind Y, und Y, beide offen. O

Definition 4.4.3. Seien p: X — X und ¢: X — X Uberlagerungen von X.
Ein Lift von p, als da heiBt eine stetige Abbildung d : X — X mit god =
p, heiBt auch eine Decktransformation zwischen unseren Uberlagerungen.
Wir erhalten so die Kategorie
Ubx

aller Uberlagerungen von X, mit Uberlagerungen als Objekten und Deck-
transformationen als Morphismen. Wir bezeichnen die Menge aller Deck-
transformationen zwischen zwei Uberlagerungen X und X eines Raums X
nach unseren Konventionen mit Topy (X X ). Die Automorphismen einer
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Uberlagerung heiBen auch ihre Deckbewegungen. Wir schreiben nach un-
seren Konventionen Topk (X) fiir die Gruppe der Deckbewegungen von X
iiber X.

Beispiele 4.4.4. Die Deckbewegungen unserer Uberlagerung Exp : R — S?
sind genau die Abbildungen R — R, z — x 4+ n fiir n € Z. Ist allgemeiner
X zusammenhédngend und operiert die Gruppe G topologisch frei auf X,
so sind die Abbildungen = — gx fiir ¢ € G genau die Deckbewegungen der
Uberlagerung X — G\ X. Das folgt aus dem Satz 4.4.2 iiber die Eindeutigkeit
von Lifts.

Bemerkung 4.4.5. Eine Decktransformation von einer Uberlagerung auf sich
selber muf3 keine Deckbewegung sein, vergleiche 4.8.6 fiir ein Gegenbeispiel.

Lemma 4.4.6. Jede Deckiransformation ist offen. Jede bijektive Decktrans-
formation ist ein Isomorphismus von Uberlagerungen.

Bemerkung 4.4.7. Mir ist nicht klar, ob jede Decktransformation bereits
selbst eine Uberlagerung sein muf}. Das gilt jedoch fiir lokal zusammenhé&ngen-
de Raume.

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der Ersten, die Erste aus 4.1.8
mit der Erkenntnis, daf jede Uberlagerungsabbildung étale ist. O

Ubung 4.4.8. Sei X — X eine Uberlagerung mit zusammenhéngendem To-
talraum X, und bezeichne G = TopX(X ) ihre Deckbewegungsgruppe. Man
zeige, dal G topologisch frei auf X operiert und dafl (G\X ) — X eine Uber-
lagerung ist.

Definition 4.4.9. Eine zusammenhingende Uberlagerung p : X — X der-
art, daf} die Gruppe der Deckbewegungen transitiv auf der Faser p~!(x) iiber
jedem Punkt x € X operiert, nennt man auch normal oder Galois oder
regulér.

Beispiel 4.4.10. Wir geben eine zusammenhéngende dreibléttrige Uberlage-
rung an, deren einzige Deckbewegung die Identitét ist. Diese Uberlagerung
ist also nicht normal. Man nehme dazu fiir X eine “Acht” in der Ebene. Die
Ausgénge des Mittelkreuzes unserer Acht numerieren wir mit 1 bis 4 derart,
daB die Ausginge 1 und 2 sowie 3 und 4 in der Acht verbunden sind. Uber
dem Mittelkreuz unserer Acht liegen in X drei Kopien dieses Mittelkreuzes
mit Ausgéngen 1;,...,4; fiir i = 1, 2, 3. Diese Ausgénge sollen nun in unserer
Uberlagerung verbunden sein nach dem Schema 1; mit 25, 15 mit 23, 13 mit
21 sowie 31 mit 45, 39 mit 4; und 33 mit 45. Wenn man in der Uberlagerung
auf dem Ast 1 aus einer Kreuzung herausfahrt kommt man also in der Etage
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dritber auf Ast 2 an, auler man startet schon in der obersten Etage: Dann
landet man ganz unten. Fahrt man aber auf dem Ast 3 aus der Kreuzung in
der obersten Etage, so kommt man in derselben Etage auf Ast 4 wieder an,
und startet man in einer der unteren Etagen wechselt man die Etage. Der
Leser mége sich selbst iiberlegen, daB diese Uberlagerung keine nichttrivialen
Deckbewegungen zulafit.

4.5 Universelle Uberlagerungen

Definition 4.5.1. Eine Uberlagerung (f( ,Z) — (X,x) eines punktierten
Raums (X, z) heiBt universell genau dann, wenn es fiir jede weitere Uber-
lagerung (X, 2) — (X, ) des besagten punktierten Raums genau eine basis-
punkterhaltende Decktransformation (X, %) — (X, &) gibt.

Bemerkung 4.5.2. In kategorientheoretischer Terminologie ist eine universelle
Uberlagerung punktierter Riume also ein kofinales Objekt in der Kategorie
aller punktierten Uberlagerungen eines gegebenen punktierten Raums. Ins-
besondere ist eine universelle Uberlagerung punktierter Riume eindeutig bis
auf eindeutigen Isomorphismus. Die universellen Uberlagerungen in der ba-
sispunktfreien Situation, wie wir sie gleich im Anschluf} definieren werden,
haben recht eigentlich gar keine universelle Eigenschaft und sind auch nur
eindeutig bis auf nicht-eindeutigen Isomorphismus.

Definition 4.5.3. Eine Uberlagerung p : X — X eines topologischen Raums
X heifit universell genau dann, wenn sie (1) surjektiv ist, wenn (2) beide
Réume nicht leer sind und wenn (3) fiir alle # € X die Uberlagerung von
punktierten Réumen (X,%) — (X,p(Z)) universell ist im Sinne der vorher-
gehenden Definition.

Beispiel 4.5.4. Die Uberlagerung Exp : R — S' ist universell, wie wir in
Kiirze zeigen werden.

Bemerkung 4.5.5. In der Literatur wird eine universelle Uberlagerung meist
definiert als eine surjektive Uberlagerung durch einen wegzusammenhingen-
den Raum mit trivialer Fundamentalgruppe. Diese Definition ist nach 4.8.1
fiir lokal zusammenziehbare Raume dquivalent zu unserer Definition.

Definition 4.5.6. Ein topologischer Raum heifit einfach zusammenhéng-
end genau dann, wenn er nicht leer ist und jede Uberlagerung unseres Raums
trivial ist.

Ubung 4.5.7. Man zeige, daB ein einfach zusammenhéngender Raum notwen-
dig zusammenhéngend ist.

62



Definition 4.5.8. Ein topologischer Raum heiffit wegweise einfach zusam-
menhingend genau dann, wenn er wegzusammenhéngend ist und seine Fun-
damentalgruppe zu einem und gleichbedeutend jedem Basispunkt trivial ist.

Bemerkung 4.5.9. Wir werden in 4.8.2 zeigen, daf ein zusammenhéngender
lokal zusammenziehbarer Raum einfach zusammenhéngend ist genau dann,
wenn er wegweise einfach zusammenhéngend ist. In der Literatur versteht
man unter “einfach zusammenhéngend” meist, was in unserer Terminologie
wegweise einfach zusammenhéngend heifit. Ich will jedoch die Fundamental-
gruppe erst einmal auflen vor lassen und die Uberlagerungstheorie in voller
Allgemeinheit entwickeln.

Lemma 4.5.10. Ein Raum ist einfach zusammenhdngend genau dann, wenn
die Identitit auf unserem Raum eine universelle Uberlagerung ist.

Beweis. Daf3 die Identitit auf jedem einfach zusammenhédngenden Raum ei-
ne universelle Uberlagerung ist, scheint mir im Lichte von 4.5.7 und 4.4.2
offensichtlich. Ist umgekehrt die Identitdt auf einem Raum Y eine universelle
Uberlagerung, so ist Y nicht leer. Ist dann p : Y — Y eine weitere Uberla-
gerung und wahlen wir y € Y, so konnen wir unter unseren Annahmen eine
Abbildung

ply) xY =Y

definieren, indem wir jedem Paar (7, z) das Bild von z unter dem eindeutig
bestimmten Lift (Y,y) — (Y,9) der Identitéit zuordnen. Sicher ist unsere
Abbildung stetig und offen. Wenden wir die Annahme des Lemmas auch
auf die anderen Punkte von Y an, so erkennen wir, dafl unsere Abbildung
zusitzlich bijektiv ist und damit unsere Uberlagerung Y — Y trivial. O

Lemma 4.5.11. Nichtleere reelle Intervalle sind einfach zusammenhdngend.

Beweis. Wir zeigen das nur fiir kompakte Intervalle, der allgemeine Fall
bleibt dem Leser zur Ubung. Wir benutzen das Kriterium aus 4.5.10. Sei
also p : U — [a, b] eine Uberlagerung. Aus Kompaktheitsgriinden finden wir
eine Unterteilung a = ag < a1 < ... < a, = b derart, dafl jedes der Teilin-
tervalle [a;_1, ;] trivial iiberlagert ist. Gegeben ein Punkt v € U finden wir
zunéchst ein ¢ mit p(u) € [a;_1,a;], dann einen Lift [a;_1,a;] — U der Ein-
bettung [a;_1,a;] — [a,b], deren Bild unseren Punkt u enthélt, und diesen
Lift konnen wir schlieBlich induktiv auf ganz [a, b] erweitern. O

Ubung 4.5.12. Das Quadrat [0,1]? und allgemeiner alle Hyperkuben [0, 1]"
sind einfach zusammenhéangend.

Lemma 4.5.13 (pull-back von ﬂperlagerungen). Jeder pull-back einer
Uberlagerung ist selbst wieder eine Uberlagerung.
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Beweis. Sei ein kartesisches Diagramm gegeben der Gestalt

vy % X
al Lp

y L x

Es gilt zu zeigen, da mit p auch g eine Uberlagerung ist. Sei dazu y € Y’
ein Punkt. Nach Annahme gibt es eine trivial iiberlagerte Umgebung U von
f(y) in X. Es reicht zu zeigen, dal V = f~}(U) dann auch trivial iiberlagert
ist. Das folgt aber leicht aus 2.5.7. O]

Satz 4.5.14 (Liften bei einfachem Zusammenhang). Sei f : (Y,y) —
(X, ) eine stetige Abbildung und (X, %) — (X, x) eine Uberlagerung. Ist' Y
einfach zusammenhdingend, so besitzt f genau einen Lift f : (Y,y) — (X, ).

Beweis. Wir betrachten das pull-back-Diagramm

A

Y xy X — X

! !
Y — X

Da Y einfach zusammenhédngend ist, mufl die linke Vertikale eine triviale
Uberlagerung sein. Wir finden also eine stetige Abbildung Y — Y x x X mit
y — (y, ). Verkniipfen wir diese stetige Abbildung mit der oberen Horizon-
tale, ergibt sich der gesuchte Lift. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz 4.4.2
iiber die Eindeutigkeit von Lifts, da ja Y zusammenhéingend ist nach Ubung
4.5.7. 0

Korollar 4.5.15. Jede surjektive Uberlagerung durch einen einfach zusam-
menhdngenden Raum ist universell.

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz. [

Bemerkung 4.5.16. Ich weif nicht, ob umgekehrt jede universelle Uberlage-
rung durch einen einfach zusammenhéngenden Raum geschehen mu#f.

Ubung 4.5.17. Sei w : X — X eine universelle Uberlagerung und G =

Topx (X) ihre Deckbewegungsgruppe. Man zeige, da8 G topologisch frei ope-
riert und daff u einen Homdomorphismus G\ X — X induziert.

Ubung 4.5.18. Fiir n > 1 betrachten wir den Kreis K,, C R? mit Radius 1/n,
der rechts von der y-Achse liegt und diese im Ursprung beriihrt. Man zeige,
daB der Raum X = J ., K, keine universelle Uberlagerung besitzt. Dieser
sogenannte Kreisraum dient oft als Gegenbeispiel.
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4.6 Operation der Fundamentalgruppe auf den Fasern

Definition 4.6.1. Sei p : X — X eine Uberlagerung, seien z,y € X zwei
Punkte, und sei v € Q(X,y,x) ein Weg von x nach y. So definieren wir eine
Abbildung von der Faser bei x in die Faser bei y

(7 :p7Hx) = p ' (y)

wie folgt: Da nach 4.5.11 das Intervall [0, 1] einfach zusammenhéngend ist,
gibt es nach 4.5.14 fiir jeden Punkt z € p~!(x) genau einen Lift 4, von v
mit Anfangspunkt 4,(0) = z. Wir definieren (7)(z) als seinen Endpunkt, in

Formeln (v)(z) = 7,(1).
Lemma 4.6.2. Seip: X — X eine Uberlagerung.

1. Sind x,y € X zwei Punkte und v ~ (3 homotope Wege vom einen
zum anderen, so liefern sie dieselbe Abbildung () = () zwischen den
Fasern.

2. Der konstante Weg ¢ bei x € X definiert auf der Faser p~'(z) die
identische Abbildung (e) = id.

3. Sind B und ~ verkniipfbare Wege in X, so gilt (3) o () = (B * 7).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die beiden anderen sind klar nach
den Definitionen. Sei H : [0,1] x [0,1] — X eine Homotopie (mit festen
Endpunkten) zwischen unseren Wegen, auf der vorderen bzw. hinteren Kante
unseres Quadrats haben wir also H(0,t) = ~(t) bzw. H(1,t) = ((t), und
H ist konstant auf der oberen und der unteren Kante. Da unser Quadrat
nach 4.5.12 einfach zusammenhiingend ist, gibt es fiir alle z € p~!(z) einen
Lift H : [0,1] x [0,1] — X von H mit H(0,0) = z. Nach dem Satz iiber
die Eindeutigkeit von Lifts ist dieser Lift konstant z auf der unteren Kante,
folglich ist er auf der vorderen bzw. hinteren Kante der Lift mit Anfangspunkt
z von v bzw. (. Da aber unser Lift auch konstant sein mufl auf der oberen

Kante, folgt (7)(z) = (3)(z). O

Bemerkung 4.6.3. Insbesondere ist auch fiir eine Homotopieklasse v von We-
gen die Abbildung () wohldefiniert.

Satz 4.6.4 (Faserfunktor). 1. Ist p - X — X eine Uberlagerung und
x € X ein Punkt, so definiert die Zuordnung v — (v) eine Operation
der Pundamentalgruppe m (X, z) auf der Faser p~*(z) iiber dem Basis-
punkt alias einen Gruppenhomomorphismus m (X, z) — Ens*(p~1(z)).
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2. Ist q : X — X eine zweite Uberlagerung und d - X — X eine Deck-
transformation, so ist die Einschrinkung d : p~'(z) — ¢ '(z) auf die
Fasern tber x eine m (X, x)-dquivariante Abbildung.

Bemerkung 4.6.5. Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, z) erhalten
wir also einen Funktor von seinen Uberlagerungen in die Mengen mit Opera-
tion der Fundamentalgruppe, indem wir jeder Uberlagerung von X ihre Faser
bei x zuordnen. Dieser sogenannte Faserfunktor F' = F, wird in Formeln
gegeben durch die Vorschrift

F=F,:Uby — m (X, z)-Ens
p =  p ()

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus dem vorhergehenden Lemma. Fiir Teil 2
miissen wir priifen, dafl gilt d o (y) = (y) od fiir alle v € m(X,x). Aber
fir [y] € m(X,z) und z € p~!(z) ist ja (y)(z) = .(1) fiir den Lift 4, von
~ in X mit Anfangspunkt z, und offensichtlich ist d o 4, genau der Lift Ya(z)
von 7 in X mit Anfangspunkt d(z). Wir erhalten also d{(y)(z) = d(5.(1)) =

Ya( (1) = (7)d(2). =

Definition 4.6.6. Eine Sequenz (X, z) — (Y,y) — (Z, z) von punktierten
Mengen heifit exakt genau dann, wenn das Urbild in Y des ausgezeichneten
Punktes z € Z genau das Bild von X — Y ist. Eine ldngere Sequenz von
punktierten Mengen heift exakt genau dann, wenn sie an jeder Stelle exakt
ist. Eine Gruppe fassen wir in diesem Kontext stets auf als eine punktierte
Menge mit dem neutralen Element als ausgezeichnetem Punkt. Eine Sequenz
von punktierten Mengen (X, z) — (Y,y) — (Z, z) heifit eine kurze exakte
Sequenz genau dann, wenn sie exakt ist in der Mitte im Sinne von 4.6.6
und wenn auflerdem f injektiv ist und g surjektiv. Wir notieren kurze exakte
Sequenzen meist (X, z) — (Y,y) = (Z, 2).

Bemerkung 4.6.7. Wir erinnern an den Funktor my : Top® — Ens*, der jedem
punktierten topologischen Raum (X, z) die punktierte Menge (X, z) seiner
Wegzusammenhangskomponenten zuordnet. Fiir eine diskrete Menge F' mit
ausgezeichnetem Punkt # € F haben wir also kanonisch mo(F, %) = (F, 7).

Satz 4.6.8 (Fundamentalgruppe von Uberlagerungen). Bezeichne p :
(f(,:i) — (X, x) eine Uberlagerung punktierter Riume und F = p~'(x) die
Faser iiber dem ausgezeichneten Punkt x von X. So erhalten wir mit v +—
(7)(Z) als mittlerer Abbildung eine exakte Seqenz

(X, &) — m (X, z) = m(F, ) — (X, %)
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Bemerkung 4.6.9. Statt die Injetivitat des ersten Pfeils durch <— anzudeuten,
héitten wir die Sequenz auch links durch die triviale Gruppe m1(F, Z) erwei-
tern konnen. Hat unsere Uberlagerung zusitzlich konstante Blitterzahl, so
konnen wir unsere Sequenz dariiber hinaus durch eine Surjektion auf 7y (X, x)
nach rechts erweitern. Sie ist dann das Schluf8stiick der sogenannten “langen
exakten Homotopiesequenz” zu einer sehr speziellen “Faserung”.

Bemerkung 4.6.10. Insbesondere sagt uns der Satz, dafi im Fall einer wegzu-
sammenhingenden Uberlagerung die Fundamentalgruppe der Basis m; (X, z)
transitiv operiert auf der Faser F' = p~!(x) iiber z, und dafl wir auch im all-
gemeinen Fall die Isotropiegruppe eines Punktes = aus der Faser unter dieser
Operation in kanonischer Weise identifizieren kénnen mit der Fundamental-
gruppe 7 (X, %) der Uberlagerung.

Beweis. Seien T,y € X beliebig und x,y € X ihre Bilder. So liefert nach
unseren Definitionen p eine Bijektion

AX,5,7) = {7y € UX,y,2) | (@) = 7},

und diese Bijektion induziert eine Bijektion auf Homotopieklassen. Setzen wir
7 = T, so ergibt sich die Injektivitat der ersten Abbildung und die Exaktheit
unserer Sequenz an der Stelle 7 (X, z). Lait sich ein Punkt § aus der Faser
F in X durch einen Weg a mit & verbinden, so liegt v = poa in 7 (X, z) und
wir haben 7 = () (7). Haben wir umgekehrt § = (v)(Z) fiir ein v € m (X, 2),

so verbindet der entsprechende Lift von v auch unsere beiden Punkte in X.
Das zeigt die Exaktheit unserer Sequenz an der Stelle my(F, Z). O]

Korollar 4.6.11 (Fundamentalgruppe eines Quotienten). Operiert ei-
ne Gruppe topologisch frei auf einem weqweise einfach zusammenhdingenden
Raum, so hat der Bahnenraum besagte Gruppe als Fundamentalgruppe.

Beweis. Sei X unser Raum und G unsere Gruppe. Bezeichne p : X — X/G
die Uberlagerungsabbildung. Sei # € X ein Punkt und p(z) = # sein Bild im
Quotientenraum. Per definitionem operiert G frei und transitiv auf der Faser
p~1(Z). Nach 4.6.8 operiert auch 7 (X/G, T) frei und transitiv auf der Faser,
und nach 4.6.4 kommutieren diese beiden Operationen. Das anschliefende
algebraische Lemma beendet den Beweis. O]

Lemma 4.6.12. Operieren zwei Gruppen G und H frei und transitiv auf
derselben Menge F' und kommutieren diese Operationen, in Formeln g(hp) =
h(gp) Vg € G, h € H, p € F, so sind die Gruppen G und H isomorph.

Bemerkung 4.6.13. Genauer liefert jedes Element x € F' einen Gruppeniso-
morphismus ¢ = ¢. : H — G vermittels der Vorschrift hx = ¢(h) 'z, und

besagter Isomorphismus ist unabhéngig von = genau dann, wenn die Gruppen
G und H abelsch sind.
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Beweis. Wir iiberlassen die formale Rechnung dem Leser und versuchen
stattdessen eher informell, die Aussage transparent zu machen. Da H frei
und transitiv operiert, ist die Abbildung

H — F
h — hzx

eine H-adquivariante Bijektion. Wir diirfen also /' = H annehmen. Die H-
dquivarianten Abbildungen ¢ : H — H, also die Abbildungen ¢ mit ¢(hf) =
ho(f) Vh, f € H, sind aber genau die Rechtsmultiplikationen mit Elementen
von H. Das ist der strukturelle Grund fiir unser Lemma. O

Beispiele 4.6.14. Aus dem Korollar folgt insbesondere m;(P"R) = {£1} fiir
n>2und m(S') ¥ m(R/Z) = Z.

Bemerkung 4.6.15. Ist ganz allgemein K irgendein algebraischer Abschlufl
von R, so setzen wir Zg (1) = ker(exp : K — K*) und finden kanonische
Isomorphismen 7 (K*) = Zg(1). Fiir unseren iiblichen Abschluff K = C
schreiben wir 27i1Z = Z¢(1) = Z(1) und unser allgemeiner Isomorphismus
spezialisiert zu einem kanonischen Isomorphismus 7;(C*) = Z(1), der inso-
fern “kanonischer” ist als die schlichte Identifikation besagter Fundamental-
gruppe mit Z, als er zum Ausdruck bringt, dal die komplexe Konjugation
auf der Fundamentalgruppe von C* die Multiplikation mit —1 induziert.

Ubung 4.6.16. Fordern wir im Korollar 4.6.11 nur X wegzusammenhéingend,
so erhalten wir fiir jedes x € X eine Surjektion m (X/G,z) - G mit Kern
m (X, ).

4.7 Klassifikation von Uberlagerungen

Satz 4.7.1 (Klassifikation von Uberlagerungen). Sei (X, z) ein zusam-
menhdngender lokal zusammenziehbarer punktierter Raum.

1. Wir erhalten eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zusam-
menhdngender punktierter Uberlagerungen p : (X,2) — (X,z) von
(X, ) und den Untergruppen von m (X, z) vermittels der Zuordnung

pr im{pﬂ : ﬂ-l()zvj:) - Wl(Xv l‘)}

2. Wir erhalten so auch eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen
zusammenhdngender Uberlagerungen von X und den Konjugationsklas-
sen von Untergruppen von m (X, x).
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Bemerkung 4.7.2. In der Literatur wird dieser Satz oft allgemeiner fiir “semi-
lokal einfach zusammenhéngende” Rdume bewiesen. Der hier gegebene Be-
weis funktioniert ohne Anderungen auch in diesem allgemeineren Kontext.
Ich habe es dennoch vorgezogen, mich auf lokal zusammenziehbare Raume
zu beschranken, da mir diese Bedingung weniger technisch scheint und da
sie alle mir bekannten Anwendungen abdeckt. In Wirklichkeit verstehe ich
diesen Satz als ein Korollar zum Satz iiber den Faserfunktor 4.8.4.

Beweis. Wir zeigen nur den ersten Teil, der Zweite folgt dann mit ?? und
4.6.8. Wir miissen zeigen, dafl unsere Zuordnung sowohl injektiv als auch
surjektiv ist. Wir beginnen mit der Injektivitdt und unterbrechen an dieser
Stelle den Beweis, um einige Ingredienzen bereitzustellen. O]

Satz 4.7.3 (Liftbarkeitskriterium). Sei p : (X, %) — (X,z) eine Uber-
lagerung, (Y,y) ein zusammenhdngender lokal wegzusammenhdingender punk-
tierter Raum und f : (Y,y) — (X, x) stetig. Genau dann ezistiert ein Lift f
von f, wenn in der Fundamentalgruppe m (X, x) die Inklusion im f; C im py
gilt.

Beweis. Wir veranschaulichen uns die Situation mit dem Diagramm
(X,7)
7 b

Y,y L (X

Existiert ein Lift f, so folgt Py © fﬁ = fy und damit im f; C imp;. Um die
andere Richtung zu zeigen, bilden wir das kartesische Diagramm

v L (%)
ql Ip
Y,y) L (Xx)

und behaupten, dal unter unseren Annahmen gy : 7r1(}~/, g) — m(Y,y) sur-
jektiv ist. Sonst gébe es namlich einen geschlossenen Weg v € Q(Y, y) mit
(M (g) # 9, also (f o v)(Z) # T da ja die obere Horizontale in unserem
Quadrat eine Bijektion ¢7'(y) — p~'(z) induziert, also [f o] € imp; im
Widerspruch zur Annahme. Aus unseren Voraussetzungen an die Topologie
von Y folgt aber mit 4.1.12, da} die Zusammenhangskomponenten von Y
selbst schon Uberlagerungen von Y sind und daf sie wegzusammenhingend
sind. Nach 4.6.8 bildet dann die Zusammenhangskomponente von § in Y eine
einblittrige Uberlagerung von Y, und die schenkt uns den gesuchten Lift. [
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Beweis der Injektivitit im Klassifikationssatz Sind (X, #) und (X, #) zusam-
menhingende punktierte Uberlagerungen derart, da8 die Bilder ihrer Funda-
mentalgruppen in 7 (X, z) zusammenfallen, so liefert uns das Liftbarkeitskri-
terium 4.7.3 Decktransformationen hin und zuriick, deren Komposition auf-
grund der Eindeutigkeit von Lifts jeweils die Identitdt sein mufl. Das zeigt
die Injektivitdt im Klassifikationssatz. Die Surjektivitdt wird nach einigen
Vorbereitungen im néchsten Abschnitt bewiesen. O]

4.8 Existenz universeller Uberlagerungen

Satz 4.8.1 (Existenz universeller Uberlagerungen). Jeder zusammen-
hingende und lokal zusammenziehbare Raum besitzt bis auf Isomorphismus
genau eine wequweise einfach zusammenhingende Uberlagerung, und diese ist
auch universell.

Beweis. Wir zeigen in diesem Beweis zunéchst einmal nur, dafl unser Raum
eine wegweise einfach zusammenhiingende Uberlagerung besitzt. Dazu wihlen
wir z € X fest und betrachten die Menge X aller Homotopicklassen von We-
gen mit Anfangspunkt x,

X = {y:[0,1] = X | v ist stetig, y(0) = z}/ ~

wobei ~ Homotopie mit festen Endpunkten meint. Die Homotopieklasse von
7 heifle wieder [y]. Insbesondere haben wir also eine Abbildung w : X - X,
[v] — (1), die jeder Homotopieklasse von Wegen ihren gemeinsamen End-
punkt zuordnet. Wir erkliren nun auf X eine Topologie. Fiir jeden stetigen
Weg v mit Anfangspunkt x und jede offene Umgebung V' seines Endpunktes
v(1) setzen wir dazu

U(v,V)=A{[B*~]|B:]0,1] — V ist stetig mit 5(0) = v(1)}

und betrachten auf X die von allen U (v, V) erzeugte Topologie. Offensicht-
lich ist w : X — X stetig, das Urbild von V ist ja gerade die Vereinigung
der U(y,V) iiber alle Wege v mit Endpunkt in V. Wir miissen zeigen, dafl
u eine Uberlagerung ist. Fiir z € X wihlen wir dazu eine offene wegzu-
sammenhingende Umgebung V' von z, die ganz in einer zusammenziehbaren
Umgebung enthalten ist. Betrachten wir nun die Abbildung

d:pl(z) x V — X, ([, v) = [B %11,

wo (3 :[0,1] — V irgendein stetiger Weg von z nach v ist, der ganz in V
verlduft. Aufgrund unserer Voraussetzungen an V ist ® wohldefiniert und
eine Injektion mit Bild v~ (V). Wir zeigen, dal ® ein Homdomorphismus
auf sein Bild ist.
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1. @ ist stetig. In der Tat, liegt ®([y],v) in U(a, W), so auch ®({[v]} x 1)
fiir jede offene wegzusammenhéngende Umgebung Vi von v in V N W.

2. @ ist offen. In der Tat, fiir wegzusammenhéngendes offenes V; C V' gilt
O({[y]} x V1) = U(B*~,1,) fur jeden Weg (3 : [0,1] — V mit 5(0) =
B(1) € Vi.

Also ist u : X — X eine Uberlagerung und wir miissen nur noch zeigen, dafl
die Fundamentalgruppe von X trivial ist. Bezeichne = € X die Klasse des
konstanten Weges z. Jeder Weg w : ([0,1],0) — (X, z) mit Anfangspunkt
z hat als Lift den Weg @ : ([0,1],0) — (X, %) gegeben durch &(s) = [w,]
mit ws(t) = w(st). Die Wege w; : [0,1] — X sind also Anfangsstiicke von
w, die so langsam durchlaufen werden, daf gilt ws(1) = w(s). Offensichtlich
hat & den Endpunkt [w]. Mit X ist also auch X wegzusammenhingend. Ist
weiter v € Q(X ,Z, ) ein Weg mit Anfangspunkt Z, so ist natiirlich v der
Lift mit Anfangspunkt & von w o~y € Q(X,p(Z),z), insbesondere ist der
Endpunkt Z = ~(1) von 4 genau v(1) = [u o] € X. DaB ~ geschlossen ist
bedeutet also genau [u o ] = [¢]. Diese Homotopie &8t sich nun liften und
zeigt, daB ~ homotop ist zum konstanten Weg ¢ € Q(X,Z). Mithin ist die
Fundamentalgruppe von X trivial. DaB die hier konstruierte Uberlagerung
bereits universell ist, zeigt das folgende Korollar, in dessen Beweis nur der
bereits bewiesene Teil des Satzes eingeht. ]

Korollar 4.8.2. Fin zusammenhdngender lokal zusammenziehbarer Raum
ist einfach zusammenhdngend genau dann, wenn er weqweise einfach zusam-
menhdngend 1st.

Bewers. Ist unser Raum einfach zusammenhédngend, so mufl die im Beweis
von 4.8.1 konstruierte wegweise einfach zusammenhingende Uberlagerung
schon die Identitdat sein. Ist umgekehrt X unser Raum und ist die Fun-
damentalgruppe von X trivial, so besitzt fiir jede punktierte Uberlagerung
p: (X,%) — (X, z) die Identitit f = id auf X einen Lift nach dem Liftbar-
keitskriterium 4.7.3. Mit 4.5.10 ist dann X einfach zusammenhéngend. [

Satz 4.8.3 (Deckbewegungsgruppe der universellen ﬂberlagerung).

Die Fundamentalgruppe eines zusammenhdngenden lokal zusammenziehbaren
Raums ist i.somorph zur Deckbewegungsgruppe seiner universellen Uberlage-
rung.

Beweis. Nach 4.5.17 operiert die Deckbewegungsgruppe auf dem Totalraum
jeder universellen Uberlagerung topologisch frei mit dem urspriinglichem

71



Raum als Quotienten. Nach 4.8.2 ist unter unseren Voraussetzungen die uni-
verselle Uberlagerung wegweise einfach zusammenhiingend. Der Satz folgt
nun aus Korollar 4.6.11 {iber die Fundamentalgruppe von Quotienten von
wegweise einfach zusammenhéngenden Rdumen nach topologisch freien Grup-
penoperationen. ]

Beweis der Surjektivitit im Klassifikationssatz. Genauer als im vorhergehen-
den Satz 4.8.3 formuliert liefert jeder Punkt z aus der Faser liber z in einer
universellen Uberlagerung X von X einen Isomorphismus

c=c;:m(X,2) > G

zwischen der Fundamentalgruppe von X und der Deckbewegungsgruppe G
unserer universellen Uberlagerung vermittels der Regel ¢(y)(%) = (7)~'(Z).
Ist eine Untergruppe H C m(X,z) gegeben, so bezeichnen wir ihr Bild
c¢(H) C G der Einfachkeit halber auch mit H und betrachten den Quoti-
enten H\X sowie die offensichtliche Abbildung

q: (H\X,Hi) — (X, )

Der Leser mag selbst nachpriifen, daf§ das die gesuchte zusammenhéngende
punktierte Uberlagerung ist mit im gy = H. O]

Satz 4.8.4 (iiber den Faserfunktor). Sei X ein zusammenhdngender lo-
kal zusammenziehbarer topologischer Raum und x € X ein Punkt. So ist
der Faserfunktor p — p~'(x) eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der
Uberlagerungen von X und der Kategorie der m (X, z)-Mengen

Ubx = m(X,z)-Ens

Bemerkung 4.8.5. Unter diesem Funktor entsprechen die zusammenhéngenden
Uberlagerungen von X nach 4.6.8 genau den transitiven (X, z)-Mengen.
Unser Klassifikationssatz 4.7.1 ergibt sich also mithilfe von 4.2.5 auch als ein
Korollar zum vorhergehenden Satz.

Beweis. Wir werden im iibernéchsten Abschnitt sogar eine noch allgemeinere
Aussage beweisen. Zunéchst miissen wir jedoch weitere Hilfsmittel aus der
Kategorientheorie bereitstellen. O

Bemerkung 4.8.6. Eine Decktransformation einer zusammenhéngenden Uber-
lagerung auf sich selber mufl keine Deckbewegung sein. Um ein Gegenbei-
spiel zu konstruieren, sucht man zunidchst Gruppen G D H derart, dafl
die G-Menge GG/ H nicht-bijektive G-dquivariante Selbstabbildungen besitzt,
d.h. dal es a € G gibt mit H ; aHa™'. Hier kann man zum Beispiel in
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G = SL(2,Q) die Untergruppe H aller oberen Dreiecksmatrizen betrachten
mit Einsen auf der Diagonale und einem ganzzahligen Eintrag in der oberen
rechten Ecke, und als a eine geeignete Diagonalmatrix nehmen. Nun kann
man zu jeder Gruppe einen lokal zusammenziehbaren Raum konstruieren,
der besagte Gruppe als Fundamentalgruppe hat. Der vorhergehende Satz
liefert dann das gesuchte Gegenbeispiel.

4.9 Adjungierte Funktoren

Bemerkung 4.9.1. Das Konzept adjungierter Funktoren gehort zu den Grund-
begriffen der Kategorientheorie. Ich habe seine Behandlung dennoch bis hier-
her hinausgezogert, da im folgenden Abschnitt 4.10 die ersten gehaltvollen
Anwendungen kommen.

Definition 4.9.2. Seien A, B Kategorien und L : A — B sowie R : B — A
Funktoren. Eine Adjunktion o« von L mit R oder in Kurzschreibweise
a: (L, R) ist eine natiirliche Aquivalenz

a:B(L,)>A(LR)

von Funktoren A° x B — Ens, d.h. eine Sammlung von “natiirlichen” Iso-
morphismen ayy : B(LX,Y) = A(X,RY) fir X € A, Y € B.

Bemerkung 4.9.3. Gegeben L und R kann es durchaus verschiedene Adjunk-
tionen o von L mit R geben. Gegeben zwei Tripel («, L, R) und (o/, L, R')
wie oben mit demselben L gibt es jedoch nach dem Yoneda-Lemma stets
genau eine Aquivalenz R = R’ derart, daf das Diagramm

B(LX,Y) 2 A(X,RY)
I l
B(LX,Y) % A(X,RY)

mit der durch diese Aquivalenz induzierten rechten Vertikale kommutiert. In
der Tat, fassen wir fiir festes Y unser Diagramm auf als Diagramm von Funk-
toren in X, so sagt uns das Yoneda-Lemma gerade, dafl die a priori durch
die Kommutativitdt des Diagramms erklérte natiirliche Transformation in
der rechten Vertikale bereits von einem eindeutig bestimmten Morphismus
RY = R'Y herkommen muf, und daB diese eindeutig bestimmten Morphis-
men eine Aquivalenz R = R’ liefern, ist dann nicht mehr schwer zu sehen.
Das Paar (a, R) ist also, wenn es denn existiert, durch den Funktor L im we-
sentlichen eindeutig bestimmt. Man benutzt deshalb meist den bestimmten
Artikel und nennt R den rechtsadjungierten Funktor zu L, wobei eigent-
lich nicht nur der Funktor R gemeint ist, sondern das Paar («, R). Ebenso

73



wird auch das Paar («, L) durch R im wesentlichen eindeutig festgelegt und
man nennt L. den linksadjungierten Funktor zu R. Spricht man von
einem adjungierten Paar (L, R), so ist der Leser gefordert, die vom Autor
gemeinte Adjunktion o von L und R aus dem Kontext zu erschlieflen.

Beispiel 4.9.4. Der Vergififunktor von den k-Vektorrdumen in die Mengen
hat als Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge X den freien k-
Vektorraum iiber der Menge X zuordnet, d.h. den Vektorraum aller Ab-
bildungen X — k, die nur an endlich vielen Stellen z € X verschieden sind
von Null. Der Vergififunktor von den Gruppen in die Mengen hat als Links-
adjungierten den Funktor, der jeder Menge die freie Gruppe iiber besagter
Menge zuordnet. Ist allgemein C eine Kategorie mit einem Funktor in die
Kategorie der Mengen und besitzt dieser Funktor einen Linksadjungierten,
so nennen wir den Wert des Linksadjungierten auf einer Menge X das freie
Objekt von C iiber X und notieren dies freie Objekt manchmal C(X).
In dieser Notation wire Grp(X) = FX die freie Gruppe tiber einer Menge
X und Kring"(T,...,T,) wire der Polynomring in n Variablen iiber einem
kommutativen Ring k, den man gewdhnlich k[T, ..., T,] notiert, wohinge-
gen Ring®(Ty, ..., T;,) den “Polynomring in nichtkommutierenden Variablen”
bezeichnen wiirde, den man gewohnlich k{73, ...,7T,} notiert.

Beispiel 4.9.5. Der Funktor Spek : Alg: — Top ist rechtsadjungiert zum
Funktor C : Top — Alg¢. . Diese Aussage ist der Kern der Argumentation in
7?7, wie wir gleich ndher ausfithren werden.

Beispiel 4.9.6. Gegeben ein Korper £ und ein k-Vektorraum FE ist der Funktor
E®y : Ling — Ling linksadjungiert zu Homy(FE, ) : Ling — Ling und der
Funktor Homy(F, ) : Ling — Lin} hat als Linksadjungierten den Funktor
Homy(F, ) : Lin} — Liny .

Bemerkung 4.9.7. Gegeben eine Adjunktion o von Funktoren (L, R) erhalten
wir eine Transformation & : id — RL durch die Vorschrift dx = ax rx(idpx),
d.h. ax : X — RLX ist das Bild der Identitdt unter dem Adjunktionsisomor-
phismus B(LX, LX) = A(X, RLX). In derselben Weise erhalten wir auch
eine Transformation & : LR — id.

Ubung 4.9.8. Gegeben eine Adjunktion o von Funktoren (L, R) ist die Ver-
kniipfung (&L) o (L&) die identische Transformation vom Funktor L zu sich
selber. Ebenso ist (R&)o(&R) die Identitét auf R. Sind umgekehrt Funktoren
L:A— Bund R: B — A gegeben und Transformationen ¢ : id — RL und
n : LR — id mit der Eigenschaft (Rn) o (eR) = id und (nL) o (Le) = id, so
gibt es genau eine Adjunktion o von Funktoren (L, R) mit & = € und & = 7.

Lemma 4.9.9. Seien gegeben Funktoren L : A — B und R : B — A und
eine Adjunktion o von L mit R.
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1. Genau dann ist & : id — RL eine Aquivalenz von Funktoren, wenn L
volltreu ist.

2. Genau dann ist & : LR — id eine Aquivalenz von Funktoren, wenn R
volltreu ist.

3. Sind & und & Aquivalenzen von Funktoren, so sind L und R Aquivalen-
zen von Kategorien. Man nennt L und R dann zueinander inverse
Funktoren.

Beweis. Gegeben A, A" € A kommutiert das Diagramm

A(A, A — B(LA,LA)

! !
A(A,RLA) = A(A,RLA)

wobei die obere Horizontale von L induziert ist, die linke Vertikale die Ver-
kniipfung ist mit &4 und die rechte die Adjunktion «. Das zeigt die erste
Aussage. Die zweite Aussage zeigt man genauso. Fiir die dritte Aussage be-
merkt man, dafl unter der Annahme LRB = B jedes B € B isomorph ist zu
einem Objekt der Gestalt LA. n

Bemerkung 4.9.10. Satz ?? zeigt also insbesondere, daf3 der Funktor C von
den kompakten topologischen Raumen in die C-Algebren volltreu ist.

Ubung 4.9.11. Sei ¢ : H — G ein Gruppenhomomorphismus. So besitzt der
offensichtliche Funktor G -Ens — H -Ens einen Linksadjungierten, den wir
prod$ notieren und der einer H-Menge X die G-Menge G xpy X aller H-
Bahnen in G X X unter der Operation h(g,z) = (gh™!, hx) zuordnet. Ebenso
besitzt er einen Rechtsadjungierten ind% : X — Ens” (G, X).

Bemerkung 4.9.12. In der Literatur heifit G x g X meist die “von X induzier-
te G-Menge”. Wir werden jedoch von der von X koinduzierten G-Menge
reden, um mit anderen Begriffsbildungen kompatibel zu bleiben. Ein Aus-
druck der Gestalt G x g X kann auch ein Faserprodukt bedeuten. Der Leser
muf} aus dem Kontext erschlielen, welche Bedeutung jeweils gemeint ist.

Ubung 4.9.13. Ist G eine Gruppe mit Untergruppen H, K und bezeichnet
L = H N K ihren Schnitt, so induziert die Multiplikation eine Bijektion
Hx; K> HK.

Ubung 4.9.14. Sei ¢ : H — G ein Homomorphismus topologischer Gruppen.
Bezeichnet Top® die Kategorie der topologischen Ridume mit einer stetigen
G-Operation, so besitzt der offensichtliche Funktor Top® — Top einen
Linksadjungierten, den wir prodg notieren und der einem H-Raum X den
G-Raum G x g X mit seiner Quotiententopologie zuordnet. Die Stetigkeit der
Operation von G folgt hier zum Beispiel mit 4.3.5.
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Bemerkung 4.9.15. Bezeichne [g, 2] € G xy X die Bahn von (g,z). Ist H C G
eine Untergruppe und kommt X schon von einer G-Menge her, so definiert
die Abbildung [g, x| — (gH, gx) eine G-dquivariante Bijektion

Gxyg X >G/HxX

Ubung 4.9.16. Der Adjungierte einer Verkniipfung ist die Verkniipfung der
Adjungierten, als da heifit: Gegeben Funktoren R: A — Bund R’ : B — C
mit Linksadjungierten L und L' ist auch (Lo L/, R'o R) ein adjungiertes Paar
in kanonischer Weise.

4.10 Der abstrakte Faserfunktor

Bemerkung 4.10.1. Wir wollen nun unsere Uberlagerungstheorie unter ei-
nem noch abstrakteren Blickwinkel verstehen, einerseits als Modellfall und
Anwendungsbeispiel fiir kategorientheoretische Methoden, andererseits um
die Verwandschaft zur Galoistheorie herauszuarbeiten. Ist C eine Kategorie,
A € C ein Objekt und G = C*(A) seine Automorphismengruppe, so haben
wir stets einen Funktor in die G-Rechtsmengen

C(A, ):C — Ens-G

indem wir setzen fg = fog fir BeC, f € C(A,B) und g € C*(A). Unser
Satz 4.8.4 iiber den Faserfunktor 148t sich nun verallgemeinern wie folgt:

Satz 4.10.2 (iiber den abstrakten Faserfunktor). Seip: X — X eine
universelle Uberlagerung und G = Top)X((X ) ihre Deckbewegungsgruppe. So
liefert der Funktor TopX(X', ) eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der
Uberlagerungen von X und der Kategorie der G-Rechtsmengen

T =Topy(X, ):Uby 5 Ens-G

Bemerkung 4.10.3. Unser bisheriger Faserfunktor F' = F, : Uby — Ens
ist dquivalent zu T gefolgt vom vergellichen Funktor, genauer liefert jeder
Punkt Z aus der Faser iiber z eine solche Aquivalenz 7 = ¢ T X — FX,
d — d(z). Aufgrund dieser Aquivalenzen nennen wir 7 auch den abstrak-
ten Faserfunktor. Ist X zusammenhdngend und lokal zusammenziehbar,
so liefert 4.8.3 zusammen mit 4.6.12 einen Isomorphismus c; : m (X, z) = G.
Fassen wir dann T als Funktor nach Ens-G auf und F' als Funktor nach
(X, z)-Ens und betrachten dariiber hinaus den Funktor C, der die G-
Rechtsoperation durch Inversenbildung in eine Linksoperation verwandelt
und diese G-Linksoperation dann mithilfe von ¢z in eine Linksoperation
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von (X, z), so liefert 7 sogar eine Aquivalenz C o T 5 F von Funkto-
ren Uby — m(X,z)-Ens. In Formeln ausgedriickt haben wir also unter
diesen Umsténden ein Diagramm von Funktoren

Uby &  Ens-G
I le
Uby & m (X, x)-Ens
das “kommutiert bis auf Aquivalenz von Funktoren”. Da C offensichtlich eine
Aquivalenz von Kategorien ist, ist hier T eine Aquivalenz von Kategorien
genau dann, wenn dasselbe gilt fiir F. Mithin folgt der Satz 4.8.4 iiber den
Faserfunktor aus dem Satz iiber den abstrakten Faserfunktor.

Beweis von 4.10.2. Wir konstruieren zunéchst einen Funktor in die Riickrich-
tung. Ist F' eine Menge mit einer Rechtsoperation von G, so bilden wir eine
Uberlagerung

FxgX—X

von X wie folgt: Wir betrachten auf F x X die Operation von G gegeben
durch g(m,#) = (mg~", ¢&) und bezeichnen mit F xg X den Bahnenraum
FxgX = G\(F x X). Bezeichne [m, ] € F x¢X die Bahn von (m, #). Da G
topologisch frei operiert auf X nach 4.5.17, ist F xg X — X, [m, ] — u(%)
nach 4.3.6 eine Uberlagerungsabildung. Den in dieser Weise konstruierten
Funktor in die Riickrichtung bezeichnen wir mit A, in Formeln

A= xgX :Ens-G — Uby

Als néchstes erkldren wir eine Adjunktion (A4, T'). Gegeben eine G-Rechtsmenge
F und eine Uberlagerung p : X — X gilt es, eine natiirliche Bijektion

Ens~%(F, Topx (X, X)) = Topx(F x¢ X, X)
anzugeben. Man erhélt sie durch Einschranken der offensichtlichen Bijektion
Ens(F, Top(X, X)) = Top(F x X, X)

auf die Fixpunkte einer geeigneten G-Operation auf beiden Seiten. Jetzt
miissen wir nach 4.9.9 nur noch zeigen, daf§ die durch unsere Adjunktion
definierten Transformationen id — T'A und AT — id Aquivalenzen sind.
Das iiberlassen wir dem Leser. ]

Bemerkung 4.10.4. Die vorstehende Theorie ist strukturell eng verwandt mit
der Galoistheorie. Um Technikalitdten zu vermeiden erkléare ich diese Ver-
wandschaft nur im Fall einer endlichen Galoiserweiterung K /K mit K al-
gebraisch abgeschlossen. In diesem Fall kann man den Hauptsatz der Ga-
loistheorie dahingehend interpretieren, daf der Funktor Kring( ,K) der
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K-linearen Korperhomomorphismen nach K eine Aquivalenz von Kategori-
en

{endliche Kérpererweiterungen von K} = {transitive Gal(K /K )-Mengen}
definiert, fiir Gal(K/K) = (Kring®)*(K) die Galoisgruppe. Die Katego-

rie der zusammenhéngenden Uberlagerungen kann in diesem Licht aufgefafit
werden als ein geometrisches Analogon zur opponierten Kategorie der Ka-
tegorie der Korpererweiterungen und die universelle Uberlagerung ist ein

geometrisches Analogon fiir den algebraischen Abschluf.

Ubung 4.10.5. Sei X zusammenhingend und lokal zusammenziehbar und sei
(X .%) — (X, ) eine zusammenhingende Uberlagerung. So ist die Gruppe
der Deckbewegungen Top% (X) isomorph zu N/m(X,%) mit N C m (X, z)
dem Normalisator von 7y (X, ). Hinweis: 4.2.10.

4.11 Die Zopfgruppe

Definition 4.11.1. Sei X,, die Menge aller Teilmengen von C mit genau n
Elementen. Wir geben X, eine Topologie vermittels der Identifikation

X, = S,\(C" — A)

fir A C C” die grofle Diagonale, d.h. die Menge aller n-Tupel komplexer
Zahlen, in denen mindestens eine Zahl doppelt vorkommt. Die Fundamen-
talgruppe von X, heiit die Zopfgruppe in n Stringen, englisch braid
group, franzosisch groupe de tresses. Als Basispunkt nehmen wir meist
«={1,2,...,n}.

Bemerkung 4.11.2. Die Elemente der Zopfgruppe kann man durch Bilder
darstellen wie etwa

fiir ein Element vy € 7;(X3). Das Bild stellt im Raum R?* = C x R die
Menge {(z,t) | z € ~(t)} dar, mit ¢ als senkrechter Koordinate und mit
der Konvention, daf§ Punkte mit groflerem Imaginérteil weiter hinten liegen
mogen. Die Verkniipfung in unserer Zopfgruppe bedeutet in dieser Anschau-
ung schlicht das “Aneinanderhéngen” solcher “Zopfe”.
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Notation 4.11.3. Bezeichne s; € m(X,,*) fir 1 < i < n — 1 die Klasse
des Weges, unter dem der Punkt ¢ durch die untere Halbebene nach ¢ + 1
wandert und gleichzeitig der Punkt ¢ + 1 durch die obere Halbebene nach 1.
Alle anderen Punkte sollen unter s; auf ihren Platzen bleiben. In Formeln
setzen wir also

si(t)={1,...;i—1, (i +1/2—e""/2), (i+1/2+e""/2) i+2,...,n}

Satz 4.11.4 (Erzeuger und Relationen der Zopfgruppe). Die Zopf-
gruppe in n Stringen wird dargestellt durch die Erzeuger Si,...,Sp—1 mit
den sogenannten Zopf-Relationen

sisj = s;s;  falls |i — j| > 1;
$iSjS; = s;8:8;  falls |i — j| = 1.

Bemerkung 4.11.5. In der Anschauung {iberzeugt man sich leicht, dafl die
s; die Zopfgruppe erzeugen die Zopfrelationen erfiillen. Hier verstellt das
formale Argument nur den Blick. Das eigentliche Problem ist, zu zeigen, dafl
nicht noch weitere Relationen benétigt werden.

Bemerkung 4.11.6. Wir schicken dem Beweis einige allgemeine Uberlegungen
zu Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten voraus.

Definition 4.11.7. Eine Teilmenge N einer d-Mannigfaltigkeit M heif3t ei-
ne n-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn es fiir jeden
Punkt y € N eine offene Umgebung U @ M gibt und einen Hom6omorphis-
mus U = R? mit UNN = R” x 0. Ein derartige offene Menge U nennen wir
auch eine plattbare Umgebung von y € N. Die Differenz d — n heifit auch
die Kodimension der Untermannigfaltigkeit N in M.

Proposition 4.11.8. Sei M eine Mannigfaltigkeit und N @ M eine ab-
geschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension > 3. So induziert fiir
beliebiges p € M\ N die Einbettung einen Isomorphismus

WI(M\Nap) = 71-1(]\4ap>

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir M zusammen-
héngend annehmen. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Sei B C N eine
abgeschlossene Teilmenge, U @ M eine plattbare Umgebung eines Punktes
von N, und p € U\B. So haben wir nach Seifert-van-Kampen ein kokartesi-
sches Diagramm.

m(U\B,p) — m (U, p)

! |
m(M\B,p) — m((M\B)UU,p)
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und da nach 1.2.16 die obere Horizontale ein Isomorphismus ist, muss das-
selbe nach 2.5.12 auch fiir die untere Horizontale gelten. Jetzt zeigen wir
die Surjektivitdt von m (M\N,p) — w1 (M, p) im allgemeinen. Ist in der Tat
v € Q(M, p) ein Weg, so wird v[0, 1]N N iiberdeckt von endlich vielen plattba-
ren Umgebungen Uy, ..., U,. Nach unserer Voriiberlegung haben wir jedoch
einen Isomorphismus

m(M\N,p) = m(M\N)UT, U... UT,,p)

und [y] € m; (M, p) liegt sicher im Bild der rechten Seite. Also liegt [y] auch im
Bild von 7 (M\N, p) unter dem von der Einbettung induzierten Homomor-
phismus auf den Fundamentalgruppen. Ahnlich zeigen wir die Injektivitét: Ist
v € Q(M\N, p) nullhomotop in M, sagen wir vermittels A : [0, 1]x[0, 1] — M,
so 148t sich eine Homotopie mit dem konstanten Weg sicher in einem geeig-
neten (M\N)UU; U...UU, realisieren, mit pldttbaren U;, und dann nach
unserer Voriiberlegung sogar in M\ N. O]

Ubung 4.11.9. Fiir N @ M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 2 ist die von der Einbettung M \ N — M auf den Fundamen-
talgruppen induzierte Abbildung immer noch surjektiv.

Ubung 4.11.10. Allgemeiner induziert unter den Voraussetzungen der Propo-
sition sogar fiir jede Teilmenge A C N die Einbettung M \ A — M einen
Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen.

Beweis des Satzes. Wir beginnen mit dem Fall n = 3 und berechnen zunéchst
die Fundamentalgruppe 71 (C?\ A) einer Uberlagerung von Xs. Wir interpre-
tieren Elemente von C*\ A als die Angabe von drei paarweise verschiedenen
Punkten in der Ebene C, wobei wir jedoch im Unterschied zu X3 noch wis-
sen, welcher Punkt hier der Erste bzw. der Zweite bzw. der Dritte ist. Wir
dndern die Fundamentalgruppe von C?\ A nicht, wenn wir den zweiten Punkt
festhalten, formal ist also die Einbettung

{(z,y) € (C*) |z #y} — CN\A
(z,y) +— (2,0,y)

eine Homotopiedquivalenz. Wir geben der linken Seite den Namen M und
betrachten die Uberdeckung M = M, U M_ durch die offenen Teilmengen

M, = M\{(z,\x)|0< A< 1}
M- = M\{(My,y) |0 <A <1}

mit Schnitt M, N M_ = {(x,y) € M | Ryogz # Rogy}. Stellen wir uns den
festen Punkt als die Sonne vor und z bzw. y als die Erde bzw. den Mond,
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die sich jedoch vollig unabhéngig voneinander bewegen diirfen, so ist M, die
Menge aller Konstellationen “ohne Sonnenfinsternis” und M_ die Menge aller
Konstellationen “ohne Mondfinsternis”. Jetzt haben wir Homotopiedquiva-
lenzen

Stx St — M,, (z,w) — (z,2w)
Stx St — M-_, (z,w) — (2z,w)
St — M.NM_, z o (—z2)

und wenn wir Basispunkte 1 € S, (1,1) € S' x S* und (—1,1) € M wiihlen,
erhalten wir mit etwas komplizierteren Ausdriicken auch basispunkterhal-
tende Homotopiedquivalenzen, indem “wir unsere beiden Komponenten um
geeignete Punkte p auf der reellen Achse kreisen lassen”, in Formeln

Stx St — M., (z,w) — (=p—2(1-p), —p+w(l+p))
Stx St — M., (z,w) — (p—z(14p), p+w(l-—p)

fiir beliebig fest gewihltes p mit 0 < p < 1/2. Unsere dritte Homotopiedqui-
valenz S' — M, N M_ von oben erhilt schon die Basispunkte. Wie man
anschaulich schnell einsieht und unschwer formalisiert, kommutieren mit un-
serer Wahl von Basispunkten nun die beiden Diagramme

mp(S1) = m(MyiNM-)
diag | !

~

m(SY) x T (SY) & m(Stx St S m1(My)

und wir erhalten isomorphe pushout-Diagramme

m(MoNM.) — m (M) z ¥ 7oz
! | diag | !
T (M_) —  m(M) Z®Z — m(C3\A)

Man sieht so, dal m;(C3\A) erzeugt wird von den Klassen g, uy,u_ der drei
Wege

g . t — ( _627rit ’ 07 627rit )
714_ Dt ( —1 ) 07 p—i_(l_p)eQﬂit )
-t (—p—(1=p)e 0, 1 )

fiir beliebiges festes p mit 0 < p < 1/2, wo wir nur die beiden Relationen
guy = uyg und gu_ = u_g fordern miissen. Wir behaupten, daf§ die Bilder
unserer drei Wege in der Zopfgruppe m(X3) gegeben werden durch

up s

u_ — S5

g = (3152)32(5231)3
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Das scheint mir anschaulich evident. Formal kann man zum Beispiel in C3\ A
den Weg g1/ von (—1,0,1) nach (1,0, —1) betrachten mit g/2(t) = g(2t)
sowie die Wege $; und 55 gegeben durch

Sp:0t = ( —=1/2—€"t/2 | —1/24€")/2 | 1 )
So: t — | -1 ;o 1/2—emt )2 0 1/24em /2 )

und linear interpolieren zwischen den Wegen § /2 und (7 0 3;) * (0 0 53) * 5;
fiir Permutationen o,7 € &3 der drei Koordinaten derart, dafl die Wege
verkniipfbar sind. Dasselbe gilt symmetrisch, wenn wir die Indizes 1 und 2
vertauschen. Driicken wir diese linearen Homotopien dann herunter auf X5
und verkniipfen, so ergibt sich die dritte (und komplizierteste) der obigen
Behauptungen, d.h. g — (s152)® = (s251)%. Jetzt betrachten wir formal die
Gruppe Bs, die erzeugt wird von zwei Elementen s und ¢t mit den Relationen
sts = tst. (Es tut mir leid, den Buchstaben t erst als Parameter eines Weges
und nun gleich darauf in dieser vollig anderen Bedeutung zu verwenden.
Beide Notationen sind jedoch derart gebrauchlich, dafl diese Kollision mir ein
kleineres Ubel scheint, als es eine génzlich uniibliche Wahl der Bezeichnungen
wére.) Wir erhalten ein kommutatives Diagramm von Gruppen

m(C3\A) — By - S

I l I
Wl(cg\A) — 7T1(X3) - 83

mit s — s; und t — sy in der mittleren Vertikale und hoffentlich sonst offen-
sichtlichen Morphismen. Als erstes folgt, daf§ die Horizontale oben links eine
Injektion ist. Weiter ist klar, dal die Verkniipfung in der oberen Horizontale
trivial ist. Als néchstes iiberlegt man sich explizit, dafl ihr Bild genau der
Kern von B3z — 83 ist. Der wesentliche Punkt hierbei ist, zunéchst die Nor-
malitat dieses Bildes nachzuweisen. Nun findet man aber in Bs in der Tat
die Identitét
ts?t™! = (st)3s 22,

und mit dieser Identitéit folgt die Normalitét ohne weitere Schwierigkeiten.
Jetzt beachten wir, dafl fiir einen Normalteiler N einer Gruppe G und a,b €
G, x € N gilt

ab€ N < arb = ara 'ab € N

Um zu erkennen, ob die Klasse eines Gruppenworts in ker(B; — S3) liegt,
miissen wir nur alle Potenzen s™ fiir m € Z reduzieren zu s bzw. e falls
m € 27 bzw. m ¢ 27 und analog fiir ¢, bis wir bei einem Wort ankommen, bei
dem keine negativen Potenzen auftreten und bei dem die Buchstaben s und ¢
alternieren. Unser urspriingliches Wort war im Kern genau dann, wenn dieses
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alternierende Wort eine durch 6 teilbare Lénge hat. Diese Beschreibung des
Kerns zeigt nun, da eben das Bild von 7 (C*\ A) in Bs normal ist, mit unserer
allgemeinen gruppentheoretischen Uberlegung wie behauptet die schwierige
Inklusion D und damit die Gleichheit

1 ((C3 \ A) = kel‘(Bg — Sg)

und damit folgt durch Diagrammjagd in der Tat By — m(X3). Der Fall
n = 3 ist erledigt. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Dazu halten wir
n fest, schreiben kurz X,, = X, und betrachten die Abbildung

k: X — N
E +— n—|Re(F)

fiir | Re(F)| die Kardinalitéit der Projektion von E auf die reelle Achse. In X
betrachten wir die Teilmengen 7, = k~(v) sowie Z<, = k~1({0,1,...,v}).
Zum Beispiel besteht Z, aus allen n-elementigen Teilmengen von C derart,
dafl die Realteile ihrer Elemente paarweise verschieden sind, und Z; besteht
aus allen n-elementigen Teilmengen, in denen es genau zwei Punkte gibt
mit demselben Realteil. Offensichtlich ist Z, zusammenziehbar, alle Z<, sind
offen, und Z, ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension
v in Z<,. Proposition 4.11.8 und Ubung 4.11.9 liefern uns damit fiir einen
beliebigen Basispunkt in Zj eine Surjektion und viele Isomorphismen

~ ~

7T1(Z§1) — 771(Z§2) — ... — 7T1(Z§n_1) = 7T1(X)

Wir untersuchen nun zunéchst m(Z<;). Sicher zerfillt Z; in Zusammen-
hangskomponenten
Zy=ZluZiu...uzrt

wo Z! aus allen n-elementigen Teilmengen E € Z; besteht derart, dafi bei
einer Aufziahlung zi,...,z, von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(z;) =

Re(z;41). Bezeichnen wir ganz allgemein mit X, 1% den Raum aller n-elementi-
gen Teilmengen von {z € C | a < Re(z) < b}, so haben wir offensichtlich

Homotopiedquivalenzen

X, — XY < zuz
{z,y} — {1,...,i—1,2,y,i+2,...,n}

folglich ist my(Zy U Z%) frei erzeugt von s;. Mit Induktion und dem Satz von
Seifert-van-Kampen folgt, daf§ fiir jede Teilmenge T" C {1,...,n — 1} die
Fundamentalgruppe m1(Zy U U,cr Z1) frei erzeugt ist von den s; mit ¢ € T
Insbesondere erzeugen die s; schon mal unsere Zopfgruppe, und wir miissen
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uns nur noch um die Relationen kiimmern. Sicher zerfallt auch Z5 in Zusam-
menhangskomponenten
Zy= [ 2’

1<i<j<n

WO Zé’j aus den n-elementigen Teilmengen F € Z; besteht derart, dafl bei
einer Aufzéhlung xi,...,z, von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(x;) =
Re(z;11) und Re(z;) = Re(z;41). Wir setzen Z2, = Z,U Zi U Z] U Z4’ und
bemerken, daf diese Menge offen ist in X,,. Im Fall i < j — 1 haben wir eine
Homotopiedquivalenz

X2[i,i+1] ><X2[j,j+1] N Z;JQ
{z,y},{z,w}) — {1,2,...,i—1L,z,y,....7—1,z,w,...,n}

die zeigt, dafl Wl(Zgg) erzeugt wird von s; und s; mit der einzigen Relation
sis; = s;js;. Im Fall 2 = 7 — 1 haben wir Homotopiedquivalenzen

[i,i+2] i+l
X3 < 3 = Ly

{z,y,2} — {1,...;i—1,2,9,2i+3,...,n}

die mit dem bereits behandelten Fall n = 3 zeigen, daf Wl(ZZi;l) erzeugt
wird von s; und s;;; mit der einzigen Relation s;s,,115; = Si+18i;¢+1- Sei nun
R C{(i,j) |1 <i<j < n} eine beliebige Teilmenge. Wir behaupten, daf
m(Z< U U(m.)eR Zé’j) erzeugt ist von $i,...,s,_1 mit den Zopfrelationen
fir alle (i,7) € R. In der Tat folgt das nun mit Seifert-van-Kampen und
vollstéandiger Induktion iiber |R|. Der Satz ergibt sich, wenn wir R maximal
moglich wahlen. ]
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5 Singulidre Homologie

5.1 Simpliziale Homologie

Definition 5.1.1. Fiir jede Menge A betrachten wir die abelsche Gruppe
ZA aller Abbildungen f : A — Z, die nur auf endlich vielen Elementen von A
Werte ungleich Null annehmen. ZA ist in kategorientheoretischer Sprache die
freie abelsche Gruppe ZA = Ab(A) iiber A. Die Elemente von ZA fassen
wir auf als (endliche) formale Linearkombinationen von Elementen von A
und schreiben sie f = > a)A mit ay = f(A) € Z und A € A. Wir haben
eine offensichtliche Abbildung A — ZA, und jede Abbildung ¢ : A — G
von der Menge A in eine abelsche Gruppe G 148t sich auf genau eine Weise
zu einem Gruppenhomomorphismus ¢ : ZA — G ausdehnen, den wir die
lineare Fortsetzung von ¢ nennen.

Definition 5.1.2. Sei £ = (F, K) ein Simplizialkomplex im Sinne von 3.3.6.
Wir betrachten fiir ¢ > 0 die freie abelsche Gruppe ZK, iiber der Menge
der ¢-Simplizes von K. Wahlen wir eine Anordnung < auf der Menge E der
Ecken von K, so konnen wir fiir ¢ > 1 Gruppenhomomorphismen

0= 8§ . ZICq — Z’Cq_l

erkldren als die linearen Fortsetzungen der Abbildungen K, — ZK,_;, die
auf einem ¢-Simplex gegeben werden, indem wir seine Ecken der Gréfle nach
durchnummerieren als ey < e; < ... < ¢, und dann setzen

{eo,. - vegt = > (=1)eo,. - 6i,. e}
0<i<q

Wie {iblich bedeutet hier die “Tarnkappe” iiber e;, dafi diese Ecke aus dem
Simplex wegzulassen ist. Die Gruppenhomomorphismen 0 heiflen die Rand-
operatoren. Wir erhalten damit fiir jede Anordnung < der Menge E der
Ecken eine Sequenz von Gruppen

2ok, Sk, 2 7k,

und man priift leicht 9 o 9 = 0 an jeder Stelle. Um zu zeigen, dafl unsere
Sequenz von der gewéhlten Anordnung von E “im wesentlichen” gar nicht
abhéngt, bilden wir die Menge

K,={0:{0,....q} = E|{0(0),...,0(q)} € K,}

aller “g-Simplizes mit Anordnung” und den Quotienten

S,K=172K,/(com — (sgnm)o |0 € Ky, 7 € Syy1)
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in dem zwei ¢g-Simplizes mit Anordnung, die sich nur in ihrer Anordnung und
da um eine Permutation 7 unterscheiden, bis auf das Vorzeichen dieser Per-
mutation miteinander identifiziert werden. Diesen Quotienten S,K nennen
wir die Gruppe der simplizialen ¢-Ketten von IC. Dieselbe Formel wie
eben induziert auch Randoperatoren qu — qu,l und man priift, daf§ diese
Randoperatoren Gruppenhomomorphismen 0 = 9, : S,K — S,_1K induzie-
ren. Auf diese Weise erhalten wir eine Sequenz von abelschen Gruppen

AN AN SN o

den Komplex der simplizialen Ketten, die kanonisch isomorph ist zur
zuvor konstruierten Sequenz und die nicht mehr von der Wahl einer An-
ordnung auf den Ecken unseres Simplizialkomplexes abhingt. Um mit Be-
schriankungen der Indizes keinen Arger zu kriegen, setzen wir unsere Sequenz
ins Negative fort durch Null und vereinbaren also S,k = 0 fiir ¢ < 0.

Bemerkung 5.1.3. Anschaulich mag man sich eine 0-Kette vorstellen als eine
endliche formale Linearkombination von Ecken mit ganzzahligen Koeffizien-
ten; eine 1-Kette als eine endliche formale Linearkombination von orientier-
ten Kanten, wobei eine Kante mit umgekehrter Orientierung als das Negative
der urspriinglichen Kante aufzufassen ist; den Rand einer orientierten Kante
als Anfangspunkt minus Endpunkt; eine 2-Kette als eine endliche formale
Linearkombination von orientierten Dreiecksflichen, wobei eine Fldche mit
umgekehrter Orientierung als das Negative der urspriinglichen Fliche auf-
zufassen ist; und den Rand einer orientierten Fliache als die Summe ihrer
drei Kanten versehen mit der Orientierung, fiir die sie einen Rundweg um
die Fléche in einer durch die Oientierung der Flache gegebenen Laufrichtung

bilden.

Bemerkung 5.1.4. Jeder Simplizialkomplex hat genau einen (—1)-Simplex,
namlich die leere Menge, und es mag natiirlich erscheinen, als S_1/C = 7Z die
freie abelsche Gruppe tiber der Menge der (—1)-Simplizes zu nehmen. Diese
Variante unserer bisherigen Definitionen werden wir spéter noch ausfiihrlich
diskutieren, sie fithrt zur sogenannten reduzierten Homologie.

Definition 5.1.5. Sei K ein Simplizialkomplex. Wir definieren
Z,K =ker9, die Gruppe der simplizialen ¢-Zykel;

B,K =im 0,4, die Gruppe der simplizialen ¢-Rénder (engl. boundaries);

H,KX = Z,K/B,K die ¢-te simpliziale Homologiegruppe von K.
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Bemerkung 5.1.6. Anschaulich “zéhlen die verschiedenen Homologiegruppen
verschiedene Arten von Lochern im Polyeder A(K)”. Zum Beispiel ist HoK
nach 5.2.11 die freie abelsche Gruppe iiber der Menge der Zusammenhangs-
komponenten von A(K), die ja durch eine gewisse Art von Lochern vonein-
ander getrennt werden; H;/C ist nach 5.5.2 der maximale abelsche Quotient
der Fundamentalgruppe und beschreibt so eine andere Art von Lochern; Ho K
schlieBlich ist nach 11.7.16 fiir einen endlichen Simplizialkomplex in R? die
freie abelsche Gruppe iiber der Menge der beschrénkten Zusammenhangs-
komponenten des Komplements, d.h. die freie abelsche Gruppe iiber den
“Kavitédten” unseres Polyeders. Die h6heren Homologiegruppen beschreiben
ghnliche Phanomene in hoheren Dimensionen, fiir die ich leider keine raum-
liche Anschauung mehr anbieten kann.

Bemerkung 5.1.7. Unser Ziel ist zu zeigen, dafl unsere simplizialen Homo-
logiegruppen nur vom topologischen Raum A(K) abhidngen und nicht von
der gewéhlten Triangulierung. Dazu erkldren wir ganz allgemein fiir einen
beliebigen topologischen Raum seine “singuldren Homologiegruppen” und
zeigen ganz am Schlufl dieses Abschnitts in 5.9.2, daf} sie in der Tat fiir den
Polyeder A(K) eines endlichen Simplizialkomplexes I mit den simplizialen
Homologiegruppen von K {ibereinstimmen.

5.2 Definition der singuldren Homologie

Definition 5.2.1. Sei ¢ > 0. Der topologische Raum

Aq:{(xo,...,:vq)ERq+1 0<z <1, inzl}

heifit der ¢-te Standardsimplex. Es ist also A ein Punkt, A; ein Geraden-
segment, Ay eine Dreiecksfliche, A3 ein massiver Tetraeder und so weiter.

Definition 5.2.2. Eine stetige Abbildung ¢ : A, — X von A, in einen
topologischen Raum X heifit ein singulédrer ¢-Simplex von X.

Bemerkung 5.2.3. Das Adjektiv singulér ist hier in dem Sinne zu verstehen,
dafl wir auer der Stetigkeit keine Forderungen an o stellen. Wir erlauben also
auch nicht-injektive, ja sogar konstante o als Simplizes, so dal das Adjektiv
singuldr zumindest auf einem groflen Teil unserer singuldren Simplizes recht
gut pafit.

Definition 5.2.4. Wir bezeichnen mit

S, X = ZTop(Ag, X)
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die riesige freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller ¢-Simplizes von X und
nennen ihre Elemente singuléire ¢g-Ketten. Zum Beispiel ist die Gruppe der
singuldren Null-Ketten kanonisch isomorph zur freien abelschen Gruppe iiber
X, in Formeln Sy X = ZX. Um mit Beschrinkungen der Indizes keinen Arger
zu kriegen, vereinbaren wir dariiber hinaus S, X = 0 fiir ¢ < 0.

Definition 5.2.5. Fiir ¢ > 1 und 0 < i < ¢ betrachten wir die i-te Kan-
tenabbildung ' ’
R AVIR AW

die an der i-ten Stelle die Koordinate Null einfiigt. Dann erkldren wir fiir alle
q einen Gruppenhomomorphismus 0 = 9, : S, X — S,-1X, den sogenannten
Randoperator: Fiir ¢ < 0 setzen wir schlicht 9, = 0 und fiir ¢ > 1 erkldren
wir d, durch die Vorschrift, daf§ fiir jeden singuléren g-Simplex o gelten soll

q

0(0)=> (~1)ook'

1=0

Natiirlich sind die Elemente von S, X eigentlich formale Z-Linearkombinationen
von ¢-Simplizes und die Definition sagt uns, dafl wir unser auf den Simplizes
definiertes O linear auf alle Ketten auszudehnen haben.

Lemma 5.2.6. Es gilt ;-1 09, = 0.

Beweis. Wir miissen nur fiir jeden ¢-Simplex o mit ¢ > 2 priifen, daB gilt
Og—1 © 94(0) = 0. Nun priift man sofort, daB gilt k! o k}_, = ki o k! falls
1 > j. Es folgt

Og-1004(0) =013 1 o(=1)'c ok’

=Y, VaJ >

und wir sehen, dafl sich in dieser Doppelsumme die Terme mit ¢ > j und die
Terme mit ¢ < j gegenseitig aufheben. L]

Definition 5.2.7. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren
Z,X =ker9, die Gruppe der singuléren ¢-Zykel;
B,X =im0,; die Gruppe der singulidren ¢-Rénder (engl. boundaries);

H,X =Z7,X/B,X die ¢-te singulire Homologiegruppe von X.

Die Nebenklasse in H,X eines Zykels ¢ € Z,X heifit seine Homologieklasse
und wird mit [¢] € H,X bezeichnet.
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Bemerkung 5.2.8. Die Zykel und Rénder sind natiirlich Untergruppen in der
Gruppe aller Ketten, nach 5.2.6 gilt genauer B,X C Z,X C S,X. Deshalb
ist es auch iiberhaupt nur méglich, die Quotientengruppe H,X = Z,X/B,X
zu bilden.

Bemerkung 5.2.9. Spéter werden wir noch andere Homologietheorien kennen-
lernen. Die hier vorgestellte Theorie heifit genauer die singulére Homologie
mit ganzzahligen Koeffizienten. Wollen wir besonders betonen, dafl wir
die singuldre Homologie meinen, schreiben wir statt H,X genauer H, ;i“gX .

Bemerkung 5.2.10. Auf den ersten Blick sehen unsere Homologiegruppen sehr
unhandlich aus: Es sind Quotienten einer riesigen abelschen Gruppe durch
eine fast ebenso riesige Untergruppe. Wir werden aber sehen, dafl unsere H,
so schone Eigenschaften haben, dafl man sie dennoch fiir viele interessante
R&ume berechnen kann.

Beispiel 5.2.11 (Homologie eines Punktes). Fiir den einpunktigen Raum
X = pt gilt Ho(pt) = Z und H,(pt) = 0 fiir ¢ # 0. In der Tat gibt es fiir
jedes ¢ > 0 genau einen ¢-Simplex in pt, also gilt S,(pt) = Z fiir alle ¢ > 0
und die Randabbildung 0, verschwindet fiir ¢ ungerade und ¢ < 0, ist aber
ein Isomorphismus fiir ¢ > 2 gerade.

Beispiel 5.2.12. Sei X =[] X,, die Zerlegung von X in seine Wegzusammen-
hangskomponenten. So haben wir kanonisch

H,X = P H, X,

In der Tat gilt S,X = @ S5,X,, und der Randoperator 0, ist mit dieser
Zerlegung vertréglich.

Beispiel 5.2.13. Die nullte Homologie HyX eines topologischen Raums X
ist die freie abelsche Gruppe iiber der Menge my(X) der Wegzusammenhangs-
komponenten von X, in Formeln

H(]X = Zﬂ'o(X)

In der Tat reicht es nach dem vorhergehenden Beispiel zu priifen, dafl gilt
HyX = Z fiir nichtleeres wegzusammenhéngendes X. Wir haben eine natiirli-
che Abbildung, die sogenannte Augmentation

€:5X — 7, Zax:vHZax,

und es reicht, fiir wegzusammenhéngendes X die Formel kere = im0; zu
zeigen. Nun wird aber im 0y erzeugt von allen formalen Summen x — y mit
x,y € X, denn je zwei Punkte lassen sich durch einen Weg verbinden. Daraus
folgt dann sofort ker e = im 0.
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Lemma 5.2.14 (Homologie konvexer Mengen). Ist K C R" eine kon-
vexe Teilmenge, so gilt H, K =0 fiir g > 0.

Bewers. Ist K leer, so ist eh nichts zu zeigen. Sonst zeichnen wir einen be-
liebigen Punkt p € K aus und definieren fiir ¢ > 0 den Prismen-Operator

P=PF,: S;K — Sqn K

der “jeden ¢-Simplex durch Verbinden mit dem ausgezeichneten Punkt p
zu einem (q + 1)-Simplex erweitert.” Formal definieren wir P auf Simplizes
o : A, — K dadurch, dal Po der Simplex Po : Ay — K sein soll mit
(Po)(1 =7, 7x0,...,724) = (1 = 7)p + 10 (20, . . ., 7,) fiir alle 7 € [0, 1]. Hier
ist Po stetig, da [0,1] x A, — Ayqq, (T,20,...,24) — (1 =7, 720,...,7T2,)
nach ?7 eine Identifizierung ist. Nun setzen wir P linear auf Ketten fort und
priifen die Relation 0P + PO =id : S,K — S,K fiir ¢ > 0. In der Tat gilt ja

I(Po) = Zogjﬁqﬂ(_l)j(PU) Okéﬁ
P(0o) = Zogqu(—l)jP(aokg)

und priift leicht die Formeln (Po) o k., = o und (Po) okl = P(c o ki™)
fir 1 < j < g+ 1. Also haben wir in der Tat P + P0 = id auf ¢-Ketten mit
q > 0, damit gilt im Fall ¢ > 0 fiir jeden Zykel z € Z,K schon 0Pz = z und
z ist ein Rand. O

5.3 Funktorialitit der Homologie

Bemerkung 5.3.1. Wir erkldaren in diesem Abschnitt fiir jede stetige Abbil-
dung f : X — Y Gruppenhomomorphismen H,(f) = f. : H, X — H)Y
derart, dafl die H, Funktoren werden von der Kategorie der topologischen
R&ume in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Definition 5.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X — Y definieren
wir Gruppenhomomorphismen S, f : S;.X — S,Y, indem wir jedem Simplex
o: A, — X den Simplex foo : A; — Y zuordnen und dann auf S,X linear
fortsetzen.

Lemma 5.3.3. Gegeben f: X — Y stetig und q € Z beliebig gilt 0,0 S, f =
Sq—1f 00y, d.h. es kommutiert das Diagramm

s, x L5y

01l 1o

S, X sy
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Beweis. Wir miissen das nur auf jedem ¢-Simplex o : A, — X priifen. Es
gilt aber in der Tat

(Og054f)(0) = 04(foo0) ,
— S(-lifoook
= (Sg-1f029,)(0) L

Bemerkung 5.3.4. Das Lemma zeigt, dal S,f Zykel auf Zykel und Rénder
auf Réander abbildet. Fiir einen ¢-Zykel z in X héngt also die Homologieklas-
se seines Bildes (5,f)(z) in Y nur von der Homologieklasse von z ab. Wir
erhalten somit einen Gruppenhomomorphismus

Hf: HX — HY
[2] = [(Sef)(2)]

Man sieht leicht, da8§ gilt H,(f o g) = H,(f) o H,(g) und H,(id) = id, also
erhalten wir fiir alle ¢ € Z einen Funktor H, : Top — Ab.

Ubung 5.3.5. Sei X = [[X,, eine Zerlegung von X in paarweise disjunkte
offene Teilmengen und i, : X,, — X die jeweilige Einbettung. So definieren
die H,(i,) : Hy(X,) — Hy(X) einen Isomorphismus €@ H,(X,,) — H,(X).
Bemerkung 5.3.6. Wir wiederholen die vorhergehenden Argumente noch ein-
mal in einer ausgefeilten Sprache und fiithren dazu die Kategorie der “Ket-
tenkomplexe” ein.

Definition 5.3.7. Ein Kettenkomplex oder Komplex von abelschen
Gruppen ist ein Paar C = (C,0), wo C eine Familie (C,),ez abelscher
Gruppen ist und 0 eine Familie von Gruppenhomomorphismen 0, = Gqc :
Cy — Cy—y fiir ¢ € Z derart, daB gilt

04-100, =0 fiir alle ¢.

Ein Morphismus s : C' — D von Kettenkomplexen, auch Kettenabbildung
genannt, ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen s, : C; — D, derart,
daB gilt 9 o s, = s4-1 0 9 fiir alle ¢ € Z oder, etwas salopp geschrieben,
Jos = sod. Wir erhalten so die Kategorie Ket = Ket(Ab) aller Komplexe
von abelschen Gruppen. Analog erkldart man fiir einen beliebigen Ring R
die Kategorie Ket(R-Mod) = Ketp aller Komplexe von R-Moduln.

Bemerkung 5.3.8. Fiir dieselbe Struktur ist auch noch eine andere Termino-
logie {iblich. Ganz allgemein nennt man eine abelsche Gruppe C mit einer
Zerlegung C' = P 42 C, eine graduierte abelsche Gruppe und ist zusétz-
lich ein Gruppenhomomorphismus 0 : C' — C gegeben mit 0(C,) C Cy_;
und 9% = 0, so nennt man das Paar (C,9) eine differentielle graduierte
abelsche Gruppe oder kurz eine dg-Gruppe mit Differential 0.
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Beispiel 5.3.9. Zum Beispiel ist fiir jeden topologischen Raum X der Kom-
plex der singuldren Ketten (SX,0) ein Kettenkomplex. Fiir jede stetige Ab-
bildung f : X — Y bilden nach Lemma 5.2.6 die S,(f) eine Kettenabbildung
Sf:SX — SY und da gilt S(fog) =S(f)oS(g) sowie S(id) = id erhalten
wir so einen Funktor

S : Top — Ket

Definition 5.3.10. Fiir jedes ¢ € Z definieren wir einen Funktor, die g-te
Homologiegruppe eines Kettenkomplexes

H,: Ket — Ab
C ~— H,/(C)=kerd,/imd,

Auf den Objekten ist das schon mal in Ordnung und wir miissen nur noch
erkldren, wie ein Morphismus von Kettenkomplexen s : C' — D Morphismen
auf der Homologie H,(s) : H,(C) — H,(D) definiert. Aus 0” o s = so
9 folgt aber s(imd°) C im I, s(ker d°) C ker 9 und damit induziert
s Morphismen H,(s) : H,(C) — Hy(D). Wieder sieht man leicht, daf8 gilt
H,(sot) = H,(s) o H,(t) und H,(id) = id, unser H, ist also ein Funktor fiir
alle ¢ € Z. Manchmal betrachten wir auch den Funktor

H : Ket — Ket

der einem Komplex die Gesamtheit seiner Homologiegruppen zuordnet, auf-
gefalt als Komplex mit Differential Null.

Bemerkung 5.3.11. Wir erhalten mit diesen Begriffsbildungen und Notatio-
nen unsere Funktoren der singuldren Homologiegruppen H, : Top — Ab als
die Verkniipfungen H, = H, o S von Funktoren

Top S Ket 24 Ab

und konnen nur hoffen, daf die doppelte Bedeutung des Symbols H, den Le-
ser nicht verwirrt. Man iibertrigt die Begriffsbildungen Zykel, Rand, Ho-
mologieklasse auf beliebige Kettenkomplexe C' und schreibt ker 9, = Z,C
fir die Zykel, im 0,41 = B,C fiir die Rénder und [¢] € H,C fiir die Homolo-
gieklasse eines Zykels ¢ € Z,C.

5.4 Homotopie-Invarianz

Bemerkung 5.4.1. Der néchste Satz ist schon ein sehr starkes Hilfsmittel zur
Berechnung der singuléren Homologiegruppen H,. Er impliziert zum Beispiel,
daB ein zusammenziehbarer Raum dieselbe Homologie hat wie ein Punkt. Die
Homologie konvexer Mengen 5.2.14 konnen wir dennoch nicht als Korollar
ableiten, da ihre Kenntnis in den hier gegebenen Beweis eingeht.
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Satz 5.4.2 (Homotopie-Invarianz). Homotope stetige Abbildungen indu-
zieren dieselben Abbildungen auf der Homologie.

Bemerkung 5.4.3. Wir werden das im Folgenden durchgefiihrte Beweisverfah-
ren spéter formalisieren zum “Satz {iber azyklische Modelle 8.1.10” und damit
auch eine Verallgemeinerung dieses Satzes zeigen, die sogenannte “Kiinneth-
Formel” iiber die Homologie von Produkten.

Beweis. Bezeichnet f,g : X — Y unsere homotopen stetigen Abbildungen,
so behauptet der Satz fiir alle ¢ die Gleichheit H,(f) = H,(g) von Abbildun-
gen H, X — H,Y. Es gilt also zu zeigen, daf} fiir jeden Zykel z € Z9X die
Differenz (S,f)(z) — (S,9)(2) ein Rand in Y ist. Anschaulich ist das recht
klar: Unsere Differenz ist eben “der Rand des Gebiets, das von besagtem
Zykel wihrend der Homotopie von f nach g iiberstrichen wird”. Etwas for-
maler sei h : X x [0,1] — Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichnen wir
die Inklusionen X — X x [0,1],  — (z,t) mit i, so gilt f = hoip und
g = hoi;y. Es reicht nun, H,(iy) = H,(i1) zu zeigen, denn daraus folgt mit
der Funktorialitdt der Homologie schon

Hy(f) = Hy(h) o Hy(io) = Hy(h) o Hy(i1) = Hy(g)

Die Formel H,(iy) = H,(i1) bedeutet, daf fiir jeden Zykel z € Z7X die Dif-
ferenz seiner Bilder (S,ig)(2) — (Sy4i1)(2) ein Rand ist. Um das nachzuweisen
reicht es, eine Familie von Morphismen

§=106,=10"1:8,X — Sy1(X x[0,1])

fir ¢ € Z zu konstruieren derart, daf gilt 90 + 60 = Syi1 — Syip, denn dann
ist (9401)(2) — (Sqi0)(2) = 06z ein Rand fiir jeden Zykel z € Z,X. Es ist
bequem, solch eine Familie zu konstruieren als Transformation, wo wir beide
Seiten auffassen als Funktoren in X von den topologischen Raumen in die
abelschen Gruppen. Dann kénnen wir uns némlich stiitzen auf eine Variante
des Yoneda-Lemmas. Bezeichne dazu 7, € S,(4,) den tautologischen g¢-
Simplex id : A; — A,.

Lemma 5.4.4. Sei G : Top — Ab ein Funktor. So liefert das Auswerten auf
dem tautologischen q-Simplex eine Bijektion zwischen der Menge der natiirli-
chen Transformationen von S, nach G und der Menge G(4,), in Formeln

Trans(S, G) — G(4A,)
(5 = 5Aq(7—q)
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Beweis. Das gilt auch viel allgemeiner: Ist C eine Kategorie und A € C
ein Objekt, so konnen wir den Funktor ZC(A, ) : C — Ab bilden, und
ist G : C — Ab ein anderer Funktor, so liefert die Abbildungsvorschrift

0 — 0a(ida) eine Bijektion Trans(ZC(4A, ), G) — G(A). Wir iiberlassen die
Details dem Leser zur Ubung. O]

Wir hatten gesehen, dafl wir nur fiir alle topologischen Rédume X und alle
¢ € Z Morphismen 6 = §, : S;X — S;11(X x [0,1]) konstruieren miissen
derart, daf3 gilt

65q + 5q_1(3 == Sqil - Sq’io (*)q

Wir konstruieren die ¢, als Transformationen 6, : Sy — Fyq, mit Fiypq 1 X —
Sg+1(X x[0,1]) wie oben. Sie werden dann nach 5.4.4 schon durch die Angabe
jeweils eines Elements 0,(1,) = V, € Sy+1(A, x [0,1]) eindeutig festgelegt
und wir miissen nur unsere V, so wéhlen, dafl die obigen Gleichungen (x),
erfiillt sind. Da (%), aber eine Gleichung von Transformationen S, — Fy, ist,
gilt sie wieder nach dem Lemma immer, wenn sie nach Auswerten auf dem
tautologischen Simplex 7, € S,(A,) gilt, also genau dann, wenn gilt

(004 + 64-10)(7q) = (Sqir — Sqio)(7g)
in S,(A, x [0,1]). Fir V, = §,(7,) bedeutet das genau
OVy = (Sqgta = Syl — 04-19)(7g)

Man beachte, dafl hier die rechte Seite von d,_;, also von V,_; abhéngt.
Wir wéhlen nun mogliche V; induktiv und nehmen an, dafl die V; fiir ¢ <
q — 1 schon konstruiert sind und die Gleichungen (x); fiir i < ¢ — 1 gelten.
Als Basis der Induktion diirfen wir V; = 0 fiir ¢ < 0 nehmen und als Vj
irgendeinen singuldren Simplex A; — Ay x [0,1], der die Endpunkte des
Geradensegments A; “in der richtigen Reihenfolge” auf die Endpunkte des
Geradensegments A x [0, 1] abbildet. Da nun nach Lemma 5.2.14 fiir ¢ > 0
gilt H,(A, x [0,1]) = 0, kénnen wir eine ¢g-Kette in A, x [0, 1] fiir ¢ > 0 als
Rand schreiben genau dann, wenn sie ein Zykel ist. Wir finden fiir ¢ > 0 also
unser V;, wie gewiinscht genau dann, wenn gilt

8(qu'1 - Sqio - 5q_18)(7q) =0
Das zeigen wir induktiv, indem wir unter Verwendung von (x),_; rechnen

8(Sqi1 — Sqio — (5q_18) = (Sq_lil — Sq_lio — 8(5(]_1)8
= 5,00
=0 0
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Bemerkung 5.4.5. Der vorhergehende Beweis motiviert die folgende allgemei-
ne Definition.

Definition 5.4.6. Zwei Kettenabbildungen f, g : A — B von Kettenkomple-
xen heiflen kettenhomotop oder kurz homotop genau dann, wenn es eine
Familie ¢, : A, — By41 von Gruppenhomomorphismen gibt mit f, — g, =
Og+104 + 04-10, fiir alle gq.

Bemerkung 5.4.7. Eine Kettenabbildung heiffit nullhomotop genau dann,
wenn sie homotop ist zur Nullabbildung. Per definitionem sind zwei Ket-
tenabbildungen kettenhomotop genau dann, wenn ihre Differenz nullhomotop
ist. Ist weiter goh eine Verkniipfung von Kettenabbildungen und ist eine der
beiden kettenhomotop ist zur Nullabbildung, so auch die Verkniipfung. Wir
konnen deshalb die Homotopiekategorie der Kettenkomplexe abel-
scher Gruppen definieren, mit Kettenkomplexen von abelschen Gruppen
als Objekten und Homotopieklassen von Kettenabbildungen als Morphismen.
Wir notieren sie Hot(Ab) oder Hotyy, oder auch einfach nur Hot, wenn aus
dem Kontext klar sei sollte, dafl nicht die Homotopiekategorie topologischer
R&ume gemeint ist. Isomorphismen in einer Homotopiekategorie von Kom-
plexen nennen wir auch Homotopiedquivalenzen.

Bemerkung 5.4.8. Unsere Argumente von eben zeigen, daf§ die Homologie-
gruppen ganz allgemein Funktoren H, : Hot(Ab) — Ab definieren. Weiter
haben wir gezeigt, dafl homotope Abbildungen f, g kettenhomotope Abbil-
dungen Sf, Sg auf den singuléren Ketten liefern. Bezeichnen wir wie bisher
mit Hot die Homotopiekategorie topologischer Rdume, so erhalten wir mithin
ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top > Ket(Ab) 24 Ab

| l |
S H,

Hot — Hot(Ab) — Ab
Insbesondere induziert eine Homotopiedquivalenz stets Isomorphismen auf
der Homologie.

Ubung 5.4.9. Seien (C,0°) und (D, 0”) Kettenkomplexe. So definieren wir
einen Kettenkomplex Hom(C, D) durch die Vorschrift

(Hom(C, D)); = [ [ Hom(Cy, Dyss)

mit Differential 9(f) = 0P o f — (=1)/If 0 9%, wo wir |f| = i schreiben falls
gilt f € (Hom(C, D)),;. Man zeige, daB gilt 9(9(f)) = 0, dafl die Nullzykel ge-
rade die Kettenabbildungen von C' nach D sind, in Formeln Z, Hom(C, D) =
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Ket(C, D), und daf die nullte Homologie in natiirlicher Weise identifiziert
werden kann mit dem Raum der Morphismen von C' nach D in der Homo-
topiekategorie der Kettenkomplexe, in Formeln Hy Hom(C, D) = Hot(C, D).
In dhnlicher Weise erhalten wir natiirliche Abbildungen

HHom(C, D) = Hom(HC, HD)

Ubung 5.4.10. Sei C' ein Komplex von Vektorrdumen. Man zeige, daf es in
der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe von Vektorrdumen genau einen
Isomorphismus C = HC' gibt, der auf der Homologie die offensichtliche
Identifikation HC' = H(HC) induziert.

5.5 Erste Homologie und Fundamentalgruppe

Bemerkung 5.5.1. Der Klarheit halber schreiben wir in diesem Abschnitt
anders als sonst [[7]] fiir die Homotopieklasse mit festen Endpunkten eines
Weges und wie iiblich [z] fiir die Homologieklasse eines Zykels.

Satz 5.5.2 (Hurewicz-Isomorphismus). Bezeichne ¢ : Ay — [0,1] die
Projektion auf die zweite Koordinate.

1. Fiir jeden punktierten Raum (X, x) gibt es genau einen Gruppenhomo-
morphismus von der Fundamentalgruppe in die erste singuldre Homo-
logiegruppe (X, ) — H1(X) mit [[]] — [y o c] fir alle v € Q(X, x).

2. Fiir jeden wegzusammenhdngenden punktierten Raum induziert dieser
Gruppenhomomorphismus einen Isomorphismus zwischen der Abelia-
nisterung der Fundamentalgruppe und der ersten singuldren Homolo-
giegruppe, den sogenannten Hurewicz-Isomorphismus

(X, )™ 5 H(X)

Beweis. 1. Offensichtlich definiert die Vorschrift v — [y o ¢] eine Abbil-
dung can : Q(X,z) — Hy(X). Um zu zeigen, dafl sie auf Homotopieklassen
von Wegen konstant ist, geben wir eine alternative Beschreibung. Bezeich-
ne Exp : [0,1] — S! unsere iibliche Abbildung ¢ +— exp(27it). Da Exp eine
Identifikationsabbildung ist, gibt es zu jedem geschlossenen Weg v € Q( X, x)
eine stetige Abbildung 4 : S — X mit v = 4 o Exp. Betrachten wir nun
in der Kreislinie S' den 1-Zykel 2 = Expoc € Z;(S'), so kénnen wir unsere
Abbildung von Q(X, z) nach H;(X) auch schreiben als

7= yod = (Hiy)l4
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Sind nun v, 4 € Q(X, z) homotop mit festen Endpunkten, so sind 4 und 3
homotope Abbildungen von S! nach X, da auch Exp x id eine Identifizierung
ist. Wir erhalten damit

[[y]] = [1A]]

H.j3 nac? Homotopieinvarianz
(Hﬁ])[z] = (H1f)[4]
c

Folglich definiert die Vorschrift [[y]] — [y o ¢ in der Tat eine wohlbestimmte
Abbildung 7 (X,z) — H;(X). Wir missen fiir den ersten Teil nur noch
zeigen, daf} sie ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir die
affine Abbildung p : Ay — [0,1] mit (1,0,0) — 0, (0,1,0) — 1/2 und
(0,0,1) + 1. Offensichtlich gilt fiir beliebige v,3 € Q(X, ), ja sogar fiir
zwei beliebige verkniipfbare nicht notwendig geschlossene Wege in S;(X) die
Identitat

(Bxy)op)=yoc—(Bry)oc+foc
und daraus folgt in H;(X) die Gleichung [(5*y)oc] =[yoc] +[B o]

2. Da H;(X) abelsch ist, definiert die Abbildung aus Teil 1 einen Gruppen-
homomorphismus
can : m (X, z)* — H(X)

Wir nehmen nun X wegzusammenhéngend an und wéhlen fiir jeden Punkt
y € X einen Weg o, € Q(X,y,x) von x nach y. Dann definieren wir einen
Gruppenhomomorphismus

S1(X) — m (X, z)*

durch die Vorschrift, dal er einen 1-Simplex ¢ : A; — X abbilden moge auf
die Klasse des geschlossenen Weges w(o) = a, * (0 oc™!) x q, fiir 2 = (0, 1)
und y = o(1,0) die Enden unseres 1-Simplex. Wir zeigen nun, daf§ dieser
Gruppenhomomorphismus alle Rander in By (X) auf das neutrale Element
von (X, ) wirft. In der Tat, der Rand eines 2-Simplex 7 : Ay — X
wird unter unserem Gruppenhomomorphismus abgebildet auf [[a, * (7 o k) *
ay]], wo u = 7(0,0,1) das Bild einer Ecke von Ay ist und %k : [0,1] — A,
den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in dieser Ecke bezeichnet, der einmal
auf dem Rand von Ay umlauft in einer Richtung, die der Leser sich selber
iiberlegen moge. Da aber schon k selber homotop ist zum konstanten Weg,
gilt dasselbe fiir die obige Verkniipfung. Folglich definiert unsere Vorschrift
einen Gruppenhomomorphismus in der umgekehrten Richtung

w: Hi X — 7 (X, z)™
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Es bleibt zu zeigen, daf er invers ist zu dem in Teil 1 konstruierten Homomor-
phismus can. Um wocan = id nachzuweisen, wihlen wir einen geschlossenen
Weg v € Q(X, z) und erkennen, dafl unter unserer Verkniipfung seine Klas-
se abgebildet wird auf die Klasse von @, * v * a, in m;(X,z)*". Das zeigt
w o can = id. Um can o w = id nachzuweisen bemerken wir, daf§ nach dem
Schlufl des Beweises des ersten Teils gilt

can(w(o)) — 0 = Qg(1,0) © ¢ — Qp0,1y © ¢ modulo By (X).

Definieren wir also ¢ : SoX — 51X durch y — ay o ¢, so ist can(w(o)) — o
homolog zu ddo fiir jeden 1-Simplex o und nullhomolog fiir jeden 1-Zykel
a € Z1X, in Formeln [can(w(a))] = [a] Va € Z1 X. O

5.6 Relative Homologie

Definition 5.6.1. Ist (X, A) ein Raumpaar, als da heifit ein topologischer
Raum X mit einer Teilmenge A, so definiert die Einbettung A — X Inklu-
sionen S;A — S, X auf den Gruppen der singuldren g-Ketten, fiir alle ¢ € Z.
Die Quotientengruppe bezeichnen wir mit

S,X/S,A = S,(X, A)

und nennen ihre Elemente relative ¢-Ketten. Wir geben der Quotientenab-
bildung S, X — S5,(X, A) keinen Namen.

Bemerkung 5.6.2. Die Gruppe der relativen g-Ketten S,(X, A) ist auch in
natiirlicher Weise isomorph zur freien Gruppe iiber der Menge aller ¢-Simplizes
o : Ay — X, deren Bild nicht in A enthalten ist. Diese Sichtweise zeigt, da8
auch die relativen Ketten eine freie abelsche Gruppe bilden.

Definition 5.6.3. Man tiberzeugt sich leicht, daf} es eindeutig bestimmte
Gruppenhomomorphismen 0, : S,(X, A) — S,_1(X, A) gibt derart, dafi auch
das rechte Quadrat im folgenden Diagramm kommutiert:

SA  — S, X - S(X,A)
0, 1 O | 0, 1
SqflA — Sqle —» Sq,1<X, A)

Es ist klar, daB S(X, A) mit diesem Differential ein Kettenkomplex wird,
d.h. es gilt 0 0 9 = 0 und wir definieren die relativen Homologiegruppen von
unserem Raumpaar als die Homologie dieses Kettenkomplexes, in Formeln

H,(X,A) = H,(S(X,A)) =ker9,/im d,,
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Die Elemente von ker 5q heiflen auch die relativen g-Zykel, die Elemente von
im J,41 die relativen g-R&nder und fiir einen relativen Zykel ¢ bezeichnet
wieder [c| seine Homologieklasse.

Beispiel 5.6.4. Wir haben Hy([z,y],{z,y}) = Z, fir z < y in R. Die-
se Aussage konnen Sie sich als Ubung hier schon iiberlegen, wir erhalten
sie spéter auch als einen Spezialfall von 5.8.4. Wir haben nach 5.8.5 auch
H,(D?,8') = Z. Einen Erzeuger dieser relativen Homologie kann man wie
folgt finden: Man schneidet den Kuchen D? wie i{iblich in Stiicke und be-
trachtet jedes der Stiicke mit einer geeigneten Orientiering als 2-Simplex.
Die formale Summe dieser Simplizes hat dann als Rand nur den Rand des
Kuchens selber und bildet folglich einen relativen Zykel, von dem man mit-
hilfe des zweiten Teils von 5.8.4 zeigen kann, dafl seine Klasse in der Tat die
relative Homologie erzeugt.

Definition 5.6.5. Ein Morphismus von Raumpaaren f : (X, A) —
(Y, B) ist per definitionem schlicht eine stetige Abbildung f : X — Y mit
f(A) C B. So ein f induziert eine Abbildung H,f auf der relativen Homo-
logie. Genauer definiert man zunéchst S, f : S,(X, A) — S, (Y, B) durch die
Bedingung, daf§ auch das rechte Quadrat im folgenden Diagramm kommu-
tiert:

S, A = S, X = S,(X,A)

| l !
SB — S)Y — S,Y,B)

Dann priift man, dafl diese S,f sogar mit den Differentialen kommutieren
und so einen Morphismus von Kettenkomplexen

Sf:S(X,A) — S(Y,B)

definieren. Dieser Morphismus liefert dann schliellich auf der Homologie die
gewiinschten Morphismen H,f : H, (X, A) — H,(Y, B).

Bemerkung 5.6.6. Man priift, dal wir auf diese Weise sogar einen Funktor
S : {Raumpaare} — {Kettenkomplexe}
erhalten. Durch Verkniipfung mit den Homologie-Funktoren
H, : {Kettenkomplexe} — {Abelsche Gruppen}
konnen wir also unsere relativen Homologiegruppen verstehen als Funktoren
H, : {Raumpaare} — {Abelsche Gruppen}

Die Definition der relativen Ketten schenkt uns natiirliche Morphismen S X —
S(X,A) und damit H, X — H,(X, A). Es ist klar nach den Definitionen, dafl
H,X — H,(X,0) stets ein Isomorphismus ist.
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Ubung 5.6.7. Die folgenden Funktoren von den Raumpaaren in die abelschen
Gruppen sind natiirlich dquivalent:

1. (X, A) — Ho(X, A)

2. (X, A) — {Die freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller Wegzu-
-sammenhangskomponenten von X, die A nicht treffen}

Definition 5.6.8. Scien f,g : (X, A) — (Y, B) zwei Morphismen zwischen
Raumpaaren. Eine Homotopie von f nach g ist ein Morphismus von
Raumpaaren H : (X x I,A x I) — (Y, B) derart, dafl gilt H o iy = f
und Ho1i; =g.

Ubung 5.6.9. Man zeige: Sind zwei Morphismen f,g : (X, A) — (Y, B) ho-
motop, so induzieren sie dieselben Abbildungen H,f = H,g : H,(X,A) —
H,(Y, B) auf den relativen Homologiegruppen. (Hinweis: Man wiederholt den
alten Beweis.) Man zeige durch ein Beispiel, dafl es nicht ausreicht nur vor-
auszusetzen, dafl f und ¢ als Abbildungen X — Y sowie als Abbildungen
A — B jeweils zueinander homotop sind.

5.7 Die lange exakte Homologiesequenz

Bemerkung 5.7.1. Wir werden im folgenden zu jedem Raumpaar (X, A) Mor-
phismen 0 = 0, : H (X, A) — H,_1(A) konstruieren derart, daf§ die Sequenz

o= H (X, A) = Hy(A) —» Hy(X) —» H(X,A) — H,1(A) — ...

exakt ist, wenn wir als Morphismen diese d und die von den Einbettungen
(A,0) — (X,0) — (X, A) induzierten Abbildungen nehmen. Ist genauer
[c] € Hy(X, A) eine relative Homologieklasse, so représentieren wir [¢] durch
einen relativen ¢-Zykel ¢ € S,(X,A) und diesen durch eine ¢-Kette ¢ €
S,X. Dann ist 9¢ € S,_1 A ein (¢ — 1)-Zykel und wir nehmen als 9[¢] seine
Homologieklasse. Daf§ wir so eine wohldefinierte Abbildung erhalten und dafl
mit diesen Abbildungen die oben angegebene Sequenz exakt ist, folgt aus
dem anschliefenden Satz 5.7.2, angewandt auf die “kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen”

SA < 5X — S(X, A)

Unsere Sequenz heifit die lange exakte Homologiesequenz des Raum-
paares (X, A).

Satz 5.7.2. Sei C' <5 C % O” eine kurze exakte Sequenz von Ketten-
komplexen, als da heifit C;, — C; — C soll fiir alle q eine kurze exvakte
Sequenz von abelschen Gruppen sein.
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1. Es gibt fiir jedes q genau einen Homomorphismus
o:H,C" — H, ,C'

derart, daf gilt d|¢"] = [¢] fiir Zykel ' € C”, ¢ € C'_, genau dann,

q q
wenn es ¢ € Cy gibt mit pc = ¢ und dc = ic.

2. Mit diesen Homomorphismen erhalten wir eine exakte Sequenz, die ab-
strakte lange exakte Homologiesequenz

.— H,C¢" - HC' - HC— HC" — H, 1C" — ...

Beweis. Das folgende Diagramm stellt alle im Beweis benétigten Gruppen
und Abbildungen dar:

1
Corr = G

! !
C; — —» C(’]'
! ! !
cll— 1 7 Lg1 = (l]/— 1
! !
;—2 — Lg—2

Jetzt beginnen wir mit der eigentlichen Argumentation. Ist ¢ € CY/ ein Zykel
und ¢ € C; ein Urbild, in Formeln pc = ¢”, so folgt pdc = 0c” = 0 und mit
Exaktheit bei C;_; gibt es ¢’ € C;_; mit ic’ = dc. Dies ¢’ muf} sogar ein Zykel
sein, denn es gilt id¢ = dic’ = 9*c = 0 und 4,5 ist injektiv.

Wir wollen gerne d[¢] = [¢/] setzen und miissen zeigen, daB die Homolo-
gieklasse [¢] weder von der Wahl von ¢’ noch von der Wahl von ¢ abhéngt.
Aber sei sonst b € CJ,; gegeben und sei ¢ abgeédndert zu ¢” + 9b”. Wir
finden b € Cyyq mit pb = b”. Wahlen wir ¢ € C, mit pé = ¢’ 4+ 9", so folgt
p(¢ —c—0b) =0, also ¢ — ¢ — db =il fiir ' € C}. Ist nun 9¢ = ic so folgt
i(¢ — ) =10l und somit [¢] = [¢] wie gewiinscht.

Damit ist also  definiert und wir iiberlassen dem Leser den Nachweis,
daB dies d durch die im ersten Teil des Satzes angegebene Eigenschaft cha-
rakterisiert wird. Es bleibt nur die Exaktheit unserer Sequenz nachzuweisen.
Man folgert miihelos aus den Definitionen dafl die Verkniipfung je zweier
aufeinanderfolgender Morphismen verschwindet, also ker D im . Wir miissen
noch ker C im an jeder Stelle zeigen.

Bei H,C folgt aus [¢] — 0 fiir ¢ € Z,C sofort pc = Jb" und die Surjekti-
vitit von Cgp — C7 4 liefert uns b € Cyyq mit pb = 1", also p(c — 9b) = 0.
Dann gibt es aber nach der Exaktheit von C; — C, — C7 ein ¢’ € C] mit
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ic’ = ¢ —0b und notwendig ist ¢ ein Zykel und [¢] — [c¢—0b] = [¢|. Bei H,C"
folgt aus [¢"] — 0, daB fiir jedes Urbild ¢ € C, mit ¢ — ¢” gilt dc = i’ fiir
einen Rand ¢ = 90" in C;_,. Dann ist aber ¢ — i’ € C, ein Zykel und [c"]
das Bild von [¢ —ib'] € H,C. Bei H,_1C" folgt aus [¢'] — 0 ja ic’ = Jc fir
¢ € Cy und dann mufl pc € C7 ein Zykel sein mit [pc] — [c/]. Der Satz ist
bewiesen. O

Bemerkung 5.7.3. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomple-
xen mit kurzen exakten Zeilen
O/ PN C s C//

l ! l
D/ [N D s D//

ist auch das folgende Diagramm kommutativ:
- H(C — HC — HC'" — H,_,C" —
l ! l !
- HD — HD — HD'" —H, D —
Das folgt aus der Funktorialitdt von H, fiir die ersten beiden Quadrate und
aus der Konstruktion von 0 fiir das dritte Quadrat. Inbesondere kommutieren
fiir jeden Morphismus f : (X, A) — (Y, B) von Raumpaaren mit den Randab-
bildungen der jeweiligen langen exakten Homologiesequenzen die Diagramme
Hy(X,A) — Hg(A)
! l
H,(Y,B) — ¢-1(B)

Korollar 5.7.4. Sei f : (X, A) — (Y, B) ein Morphismus von Raumpaaren.
Sind Hyf - H X — H)Y und H,f : H{A — H,B Isomorphismen, so haben
wir auch auf der relativen Homologie einen Isomorphismus

H,f:Hy (X,A) — H,(Y,B)

Beweis. Das folgt aus der langen exakten Homologiesequenz mit dem an-
schliefenden Fiinferlemma. O

Lemma 5.7.5 (Fiinferlemma). Wir betrachten ein kommutatives Dia-
gramm, von abelschen Gruppen der Gestalt

A —- B —-— (C — D — FE
i ! i ! !
A/ N B/ N CY/ N D/ s E'l

Sind die beiden Horizontalen exakte Sequenzen und sind alle Vertikalen bis
auf die mittlere Isomorphismen, so ist auch die mittlere Vertikale ein Iso-
morphismus.
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Beweis. Diese Diagrammjagd iiberlassen wir dem Leser. Man bemerke, dafl
wir sogar bei der Vertikale ganz links nur die Surjektivitdt verwenden und
bei der Vertikale ganz rechts nur die Injektivitat. O]

Bemerkung 5.7.6. Sind X DY D Z topologische Rdume, so haben wir eine
lange exakte Sequenz

L Hy(X)Y) = Hy(Y, Z) > Hy(X, Z) — H(X,Y) = H, 1 (Y, Z) ...

die man die lange exakte Homologiesequenz des Tripels (X,Y,7)
nennt. Man erhélt sie aus der kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen

SY/SZ — SX/SZ — §X/8Y,

die hinwiederum eine Konsequenz des noetherschen Isomorphiesatzes ist.

Ubung 5.7.7. (Neunerlemma). Sei gegeben ein kommutatives Diagramm
von (kommutativen) Gruppen mit kurzen exakten Zeilen der Gestalt

A3‘—>Bg—»03

! ! !
Ay — By — ()
! ! !

A — B —» G

und seien die senkrechten Kompositionen jeweils Null. Sind zwei der Spalten
kurze exakte Sequenzen, so auch die Dritte. (Hinweis: Man benutze die lange
exakte Homologiesequenz. Im Fall nichtkommutativer Gruppen bleibt aller-
dings nur die Diagrammjagd.) Man folgere den noetherschen Isomorphiesatz.

Ubung 5.7.8. Eine kurze exakte Sequenz A’ — A — A” von abelschen Grup-
pen heifit spaltend genau dann, wenn es einen Isomorphismus A = A’ @ A”
gibt derart, daf das folgende Diagramm kommutiert, mit o’ — (a’,0) und
(@’,a") + a” in der unteren Horizontalen:

A/ SN A s A//

| L I
A/ PN AI @ AI/ s A//

Man zeige, daf fiir eine kurze exakte Sequenz A" — A — A” von abelschen
Gruppen gleichbedeutend sind: (1) Die Sequenz spaltet; (2) Die Surjektion
A — A” besitzt ein Rechtsinverses; (3) Die Injektion A" < A besitzt ein
Linksinverses.

103



Bemerkung 5.7.9. Man nennt ganz allgemein eine Surjektion, die ein Recht-
sinverses besitzt eine spaltende Surjektion und eine Injektion, die ein
Linksinverses besitzt, eine spaltende Injektion.

Ubung 5.7.10. Eine abelsche Gruppe F heiBt frei genau dann, wenn sie iso-
morph ist zur freien abelschen Gruppe ZM {iber einer geeigneten Menge M.
Man zeige, dal jede Surjektion von einer beliebigen abelschen Gruppe auf
eine freie abelsche Gruppe spaltet.

Ubung 5.7.11. Sei gegeben ein kommutatives 3 x 3-Diagramm von Ketten-
komplexen mit exakten Zeilen und Spalten

Al N A s A//

l ! !
B/ N B s B//
l ! !

Cl N C s C//

So kommutiert das Diagramm der Randoperatoren der zugehorigen langen
exakten Homologiesequenzen bis auf ein Vorzeichen, genauer kommutiert das
Diagramm
q1e' % H,_C
ol 1l -a
Hq—l A" g 2 A’

5.8 Ausschneidung

Bemerkung 5.8.1. Bevor wir wirklich in groflem Stil Homologie ausrechnen
konnen, miissen wir noch den Ausscheidungssatz zeigen.

Satz 5.8.2 (Ausschneidung). Sei (X, A) ein Raumpaar und L C A eine
Teilmenge, deren Abschluf im Inneren von A liegt, in Formeln L C A°.
So liefert die Finbettung (X — L, A — L) — (X, A) Isomorphismen auf den
relativen Homologiegruppen, in Formeln

H (X —L,A— L)% Hy(X, A)

Bemerkung 5.8.3. Wir stellen den Beweis zuriick und geben zunéchst eini-
ge Anwendungen. Bezeichne 0A, C A, den anschaulichen Rand 0A, =
{(zo,...,2n) € A, | ; = 0 fiir mindestens ein i} des n-ten Standardsimplex.

Satz 5.8.4. 1. Die relativen Homologiegruppen H,(A,,0A,) der Stan-
dardsimplizes relativ zu ihrem Rand werden gegeben durch

7 q=mn;

Ho(Bn, 080) = { 0 sonst.
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2. Die Klasse [1,] des tautologischen Simplex T, ist ein Erzeuger der re-
lativen Homologiegruppe H, (A, 0A,).

Beweis. Fiir n =0 ist A,, ein Punkt und 0A,, die leere Menge und der Satz
ist unsere Aussage 5.2.11 iiber die Homologie eines Punktes. Den allgemei-
nen Fall folgern wir durch vollstdndige Induktion. Dazu betten wir A, ein
in A,11, indem wir als letzte Koordinate eine Null anfiigen, und betrach-
ten in A, die Spitze p = (0,0,0,...,1), die der Seitenfliche A, C A, 4,
gegeniiberliegt. Weiter betrachten wir die Vereinigung A,,.; C A, aller
Seitenflachen, die p enthalten, und die Isomorphismen

Hq(Am aAn) o Hq(aAnJrl - D An+1 _p) = Hq(aAn+17An+1)

die von den Einbettungen aufgrund der Homotopieinvarianz und der Aus-
schneidung von p induziert werden. Die Randabbildung zur langen exakten
Homologiesequenz des Tripels (A1, 0,11, Ayi1) liefert weiter Isomorphis-
men

Hqul (An+17 aAnJrl) = Hq(aAn+17 An+1)

und damit folgt die erste Behauptung durch Induktion. Unter diesen ganzen
Isomorphismen geht weiter die Klasse [1,11] € H,i1(Apy1, 04, 41) iiber in
(—=1)"* 7] € H, (A, 0A,), und so ergibt sich auch die zweite Behauptung
mit vollstandiger Induktion. O

Korollar 5.8.5. Firn > 0 wird die Homologie des n-Balls relativ zu seinem
Rand gegeben durch die Formeln

_ 7 q=n;
n n—1\ ~ )
Hy(D",5777) = { 0 sonst.
Beweis. Das folgt mit 7?7 aus 5.8.4. m

Korollar 5.8.6. Die Homologiegruppen der Sphiren S™ werden fiir
n > 1 gegeben durch

m ~ ) 4 q=0 odern;
H,y(5") = { 0 sonst.

Die Nullsphire S° besteht schlicht aus zwei Punkten, wir haben also Hy(SY) =
Z® 7 sowie Hy(S°) =0 fiir ¢ > 0.

Beweis. Das ergibt sich aus dem vorhergehenden Korollar mit der langen
exakten Homologiesequenz des Raumpaars (D", S™). O]
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Korollar 5.8.7. Fiirn > 0 und jeden Punkt p € R™ gilt

H,(R" R —p):{ 0 sonst.

Insbesondere sind R™ und R™ fiir n # m nicht homdéomorph.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen.
Die Einbettung (D", 5" ') — (R™",R™ — 0) induziert nun aufgrund der Ho-
motopieinvarianz 5.4.2 und 5.7.4 Isomorphismen auf den relativen Homolo-
giegruppen. [

Korollar 5.8.8. Sein > —1. Es gibt keine stetige Abbildung r : D"t — S™,
deren Finschrinkung auf S™ die Identitdt ist.

Beweis. Sei 1 : S — D"l die Einbettung. Aus r o ¢ = id folgt, dafl die
Verkniipfung
H,S" — H,D""' — H,S"

von Hr mit Hi die Identitat ist. Die Identitat auf Z kann aber nicht iiber
0 faktorisieren und das erledigt den Fall n > 1. Im Fall n = 0 argumentiert

man analog, daf§ die Identitéit auf Z? nicht iiber Z faktorisieren kann. Der
Fall n = —1 ist eh klar. ]

Satz 5.8.9 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Abbildung f :
D™ — D™ des abgeschlossenen n-Balls auf sich selber besitzt einen Fizpunkt.

Beweis. Sonst kénnte man eine stetige Abbildung r : D* — S™~! konstruie-
ren durch die Vorschrift, daf§ »(z) der Punkt ist, in dem der Strahl, der von
r(z) ausgeht und durch z 1iuft, die Sphiire S"~! trifft. Das stéinde jedoch im
Widerspruch zum vorhergehenden Korollar 5.8.8. ]

Bemerkung 5.8.10. Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen zum Beweis
des Ausschneidungssatzes. Die zentrale Rolle spielen hier die Unterteilungs-
operatoren U, : S,X — S,X, die jeden Simplex “baryzentrisch untertei-
len”. Wir konstruieren sie als natiirliche Transformationen U, : S, — S,.
Um solche natiirlichen Transformationen festzulegen, brauchen wir ja nach
Lemma 5.4.4 nur Uy(7,) € S,(4,) anzugeben. Fiir jede konvexe Teilmenge
K eines R™ und jeden Punkt p € K erinnern wir dazu an den Prismen-
Operator P = B, : 5,K — S,41K. Dann setzen wir U, = 0 fiir ¢ < 0
und definieren wir U, fiir ¢ > 0 induktiv vermittels der Uy(ry) = 7 und
U,(1,) = PU,_1(07,) falls ¢ > 0, wo P den Prismenoperator beziiglich des
Schwerpunkts qul(L 1,...,1) von A, bezeichnet.
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Lemma 5.8.11. Die Unterteilung U : SX — SX ist eine Kettenabbildung.

Beweis. Es gilt zu zeigen 0U, = U,_,0 fiir alle ¢. Wir zeigen die Gleichheit
durch Induktion iiber g. Natiirlich reicht es, die Gleichheit auf 7, zu zeigen.
Die Félle ¢ = 0, 1 iiberlassen wir dem Leser. Fiir ¢ > 2 haben wir

oU,(1,) = 0OPU,10(1,)
(—P0 +1d)U,-10(Ty)
= Uq—la(Tq)

die erste Gleichung nach Definition, die Zweite da 0P + PO = id auf S,A,
fir ¢ > 1, die Dritte da OU,—; = U;_20 nach Induktion. O

Lemma 5.8.12. Die Unterteilung ist in natiirlicher Weise kettenhomotop
zur Identitdt, es gibt in anderen Worten natirliche Transformationen

Ty - 5S¢ — S¢

mit 01, + T,—10 = U, —id fiir alle q. Insbesondere induziert U die Identitdit
auf der Homologie.

Bemerkung 5.8.13. Dies Lemma wird sich spéter als eine Konsequenz des
Satzes iiber azyklische Modelle 8.1.10 erweisen.

Beweis. Wir versuchen induktiv mogliche natiirliche Transformationen 7}, zu
finden und missen nur 7,(7,) € S,11(4,) angeben. Wir kénnen mit 7_; =
To = 0 beginnen und miissen dann induktiv die Gleichungen

aTq(Tq) = _Tq718<7'q) + Uq(Tq) — Tq

losen. Da H,(A,) = 0 fiir ¢ > 1 geht das, wenn die rechte Seite ein Zykel ist.
Dazu rechnen wir stur (mit der Induktionsannahme)
—0T,—1(07,) + 0Uy(1,) — 01y =
= (T4—20 — Uy—1 +1d)(07) + 0Uy(74) — 974
=0 O
Definition 5.8.14. Gegeben eine (nicht notwendig offene) Uberdeckung V C
P(X) eines topologischen Raums X bezeichne S;’ X C §,X die freie Gruppe

iiber allen denjenigen Simplizes, die ganz in einem der V € V liegen. Wir
nennen S;jX die Gruppe der V-feinen Ketten.
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Satz 5.8.15 (iiber feine Ketten). Sei V eine Uberdeckung eines Raums
X derart, dafS selbst die offenen Kerne der Mengen aus )V schon X diberde-
cken, in Formeln X = {Jy, V°. So induziert die Einbettung S¥X — SX
vom Komplex der V-feinen Ketten in den Komplex aller singuldren Ketten
Isomorphismen auf allen Homologiegruppen.

Bemerkung 5.8.16. Mit 9.1.7 wird aus diesem Resultat sogar folgen, dafl
SYX — SX eine Homotopiesiquivalenz ist.

Beweis. Mit der langen exakten Homologiesequenz miissen wir nur zeigen,
daf3 die Homologie von SX/SY X verschwindet. Nun bilden unsere Abbildun-
gen U und T sicher SYX auf sich selber ab und induzieren also Operatoren
U, T auf dem Quotienten. Offensichtlich ist auch U homotop zur Identitét
vermittels 7 und liefert also die Identitéit auf den Homologiegruppen von
SX/SYX. Fiir jedes q und jede Kette v € S,X gibt es aber nach dem an-
schliefenden Lemma 5.8.17 ein n > 0 mit U™y € S;’X, also U™y = 0 fiir
3 € 5,X/SYX die Nebenklasse von . Wir folgern Hy(SX/SVX)=0. O

Lemma 5.8.17. Sei V eine offene Uberdeckung von X. Fir jedes q und jede
Kette v € S,X gibt esn >0 mit Uy € S;’X.

Beweis. Es reicht sicher, das Lemma fiir jeden Simplex v : A, — X zu
zeigen. Nun sieht man, dal der maximale Durchmesser eines Simplex, der
mit von Null verschiedenem Koeffizienten in U"(7,) vorkommt, fiir n — oo
beliebig klein wird. Insbesondere ist fiir n > 0 nach dem Uberdeckungssatz

von Lebesgue jeder solche Simplex ganz in einer der Mengen (V) mit
V € V enthalten. Das bedeutet aber gerade U™y € S;X. O

Satz 5.8.18 (Ausschneidung). Sei (X, A) ein Raumpaar und L C A eine
Teilmenge, deren Abschluf3 im Inneren von A liegt, in Formeln L C A°.
So liefert die Finbettung (X — L, A — L) — (X, A) Isomorphismen auf den
relativen Homologiegruppen, in Formeln

H (X —L,A— L)% Hy(X, A)

Beweis. Wir betrachten die Uberdeckung X = AU (X — L), geben ihr den
Namen V und bilden ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen der
Gestalt

S(A—L) = SA®S(X-1) —» SX

! ! !
S(X-L) — SXa&S(X-L) - SX
! !

!
S(X—L,A—L) — S(X, A) — SX/SVX
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wo die beiden oberen horizontalen Inklusionen die “diagonalen” Einbettun-
gen z +— (z,z) sein sollen und die folgenden Surjektionen die Differenzen
(x,y) — x—y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale dann auch
exakt, und da nach 5.8.15 die Homologie von SX/SYX verschwindet, folgt
unser Satz aus der langen exakten Homologiesequenz. O]

Bemerkung 5.8.19. Sei X = X; U X, ein topologischer Raum mit einer Uber-
deckung V durch zwei offene Teilmengen. Wir betrachten die Einbettungen

(X1 NX) % X, &% X
und erhalten eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
S(Xl N Xg) — SXl s>, SXQ —» SVX

Hier fassen wir die Elemente der direkten Summe als Spaltenvektoren auf, die
erste Abbildung wird gegeben durch die Spaltenmatrix (Siy, Si)!, und die
zweite durch die Zeilenmatrix (Sj;, —S72). Nehmen wir nun die lange exakte
Homologiesequenz und verwenden die von der Einbettung S¥X — SX in-
duzierten Identifikationen H,(SYX) = H,X, so erhalten wir die sogenannte
Mayer-Vietoris-Sequenz, eine lange exakte Sequenz der Gestalt

CLCH (X1 N Xo) = Hy(X1) @ Hy(Xs) — Hy(X) — Hy (X1 N X5) ..

Die ersten beiden Abbildungen dieser Sequenz werden gegeben durch die
Spaltenmatrix (H,ii, Hyiz)" und die Zeilenmatrix (H,j1, —H,j2), die dritte
Abbildung ist nicht ganz so leicht explizit anzugeben.

Ubung 5.8.20 (Relative Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei X ein topologi-
scher Raum und seien U,V @ X zwei offene Teilmengen. So haben wir eine
lange exakte Sequenz

H (X, UNV) = H(X,U)® Hy(X,V) = H(X,UUV) = H,_(X,UNV)

Ubung 5.8.21. Sei (X, A) ein Raumpaar. Bezeichne X/A den Raum mit Quo-
tiententopologie, der entsteht, wenn man A zu einem Punkt identifiziert. Man
zeige: Gibt es U mit A C U C X derart, daf§ die Einbettungen A — U und
AJA — U/A Homotopiedquivalenzen sind, so liefert die offensichtliche Ab-
bildung Isomorphismen

H,(X,A) = H(X/A, AJA)
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5.9 Homologie von Simplizialkomplexen

Bemerkung 5.9.1. Sei K ein Simplizialkomplex und A(K) der zugehorige Po-
lyeder. Wir wéhlen eine Anordnung < der Menge F der Ecken von K. Ist
o € K, gegeben als 0 = {ep, ..., e,} mit eg < e; < ... < ey, so definieren wir
in S;A(K) den singuldren ¢-Simplex

(o) : A, — A(K)

durch die Vorschrift (xo,...,x,) — x¢éo + ...+ 2,6, in den Notationen aus
3.3.10. Insbesondere ist also (o) ein Homdomorphismus A, = A(o). Die
von allen (o) mit o € K, erzeugte Untergruppe von S,A(K) notieren wir
SPEA(K) und nennen sie die Gruppe der geordnet simplizialen Ketten
von K. Offensichtlich bilden die geordnet simplizialen Ketten einen Unter-
komplex S®A(K) C SA(K) im Komplex aller singulédren Ketten von A(K),
und offensichtlich ist dieser Komplex in kanonischer Weise isomorph zum
Komplex der simplizialen Ketten aus 5.1.

Satz 5.9.2 (Simpliziale gleich singulire Homologie). Sei K ein Sim-
plizialkomplex. Fir jede Anordnung der Ecken von IC induziert die Inklusion
von Kettenkomplexen S®A(K) — SA(K) Isomorphismen auf allen Homolo-

giegruppen.

Bemerkung 5.9.3. Aus 9.1.7 wird dann folgen, dafl die fragliche Inklusion
sogar eine Homotopiedquivalenz ist.

Beweis. Wir schreiben kurz A(K) = X und setzen fiir k € Z

Xk = U A(o)

o€y, ¢<k

Dieser Raum heif3t das k-Skelett von K. Nun betrachten wir fiir alle k£ das
folgende kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten

Zeilen:
Sost PN Sost+1 s Sost+1/Sost

! ! |
SXk — SXk+1 - SXk+1/SXk

Das zugehorige Diagramm von langen exakten Homologiesequenzen schrei-
ben wir
Ce H;SH(X]H_l, Xk) — Hngk — Hngk—i-l — Hgs(Xk_H, Xk) e

1 l l l
oo Hyppt (X, X)) — H X — HyXpn —  Hy(Xpyr, Xi) ...
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und werden nun durch Induktion {iber k zeigen, dafl HP Xy — H X ein
Isomorphismus ist fiir alle k£ und ¢. Fiir £ < 0 ist das klar. Im anschlieSenden
Lemma 5.9.4 werden wir zeigen, daBl H*(Xgy1, Xi) — Hy(Xpy1, Xp) ein
[somorphismus ist fiir alle ¢ und alle k. Der Induktionsschritt besteht dann
im Anwenden des Fiinferlemmas, und unter der Zusatzannahme X = X, fiir
k > 0 ist unser Satz damit bereits bewiesen. Im allgemeinen bemerken wir
zuséatzlich, dafl nach 3.3.17 jede singulére Kette von X schon in einem Xj

liegt und iiberlassen den Rest des Beweises der Leserin bzw. dem Leser zur
Ubung. O

Lemma 5.9.4. Die offensichtlichen Abbildungen auf den relativen Ketten
liefern Isomorphismen H$( X1, Xp) = Hy(Xgy1, Xi).

Beweis. Die linke Seite ist hier die Homologie eines Komplexes, der nur im
Grad k + 1 lebt. Genauer ist HPS | (Xgy1, Xi) frei erzeugt von den Klassen
@T) fiir o € Kyi1, und bei g # k + 1 verschwindet unser Komplex mitsamt
seiner Homologie. Wir untersuchen nun die rechte Seite H,(Xgi1, Xx) und
betrachten dazu das “verdickte k-Skelett” Uy C Xj.1, das wir erhalten, in-
dem wir aus Xy die Schwerpunkte aller (k£ + 1)-Simplizes entfernen. Die
beiden Einbettungen

(Xkt1, Xi) = (Xpg1, Up) = (Xpg1 — Xi, U — Xi)

induzieren Isomorphismen auf der relativen Homologie: Die Linke nach 5.7.4
und 5.4.2, da X — U, eine Homotopiedquivalenz ist; Die Rechte mit Aus-
schneidung des k-Skeletts Xj. Das Raumpaar ganz rechts ist aber schlicht
die disjunkte unzusammenhingende Vereinigung iiber alle (k + 1)-Simplizes
0 € Ki41 der Raumpaare (A°(0), A°(0) —b(0)), wo wir A°(o) fiir den “offe-
nen” Simplex schreiben und mit b(o) = ﬁ(po + ...+ pr) den Schwerpunkt
von A(c) bezeichnen. Zusammenfassend induzieren also die offensichtlichen
Abbildungen Isomorphismen

Hy( X1, Ux) = D, Hy(A%(0), A%(0) = b(0))

| 1
Hq(X;Tm’Uk) — ?B Hy(A(o), A(o) = b(0))
! l

Hy(Xir1, Xp) — D, Hy(A(0),0A(0))

wo die Summen jeweils tiber alle (k + 1)-Simplizes 0 € Ky, laufen und wir
mit OA(c) dhnlich wie in 5.8.4 das k-Skelett von A(o) bezeichnen. Nach 5.8.4
wissen wir aber, dafl H,(A(c),0A(0)) verschwindet fir ¢ # k+ 1 und daB es
fir ¢ = k + 1 frei ist vom Rang 1 und erzeugt wird von der Klasse von (o).
Das zeigt das Lemma. O
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Korollar 5.9.5. Ist IC ein Simplizialkomplex, so bendtigt man hochstens |ICy|
Erzeuger fir die Gruppe H,(A(K)).
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6 Anwendungen der singuldren Homologie

6.1 Einbettungen von Sphiren in Sphéiren

Satz 6.1.1 (Jordan-Brouwer). Seien n,r > —1 und sei s* C S™ eine
Teilmenge der n-Sphdre, die homdomorph ist zur r-Sphdre S™. So haben wir

r>n Unmaglich;

r=mn Impliziert S™ = s";

r=mn—1 Dann hat S™ — 5" genau zwei Zusammenhangskomponenten,
und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist s";

r<n-—2 Dann ist S" —s" zusammenhdingend.

Bemerkung 6.1.2. Im Rahmen der Garbentheorie werden wir in 11.7.17 einen
kiirzeren Beweis der zentralen Aussage 6.1.8 geben kénnen. Der elementarere
Beweis hier wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschéftigen. Als Vor-
bereitung auf den Beweis beginnen wir mit einer Diskussion der sogenannten
“reduzierten Homologie”. Diese Variante der Homologie hilft auch sonst oft,
Sonderbetrachtungen im Grad Null zu vermeiden.

Definition 6.1.3. Fiir jeden Raum X kann man den Komplex SX der sin-
guléren Ketten verlangern zu einem Komplex SX mit S X =5, X firqg # -1
und S_; X = Z, wo 8y : SoX — S_1X gegeben wird durch dle sogenannte
Augmentation € : > n,x — > n,. Offensichtlich erhalten wir so wieder
einen Funktor S : Top — Ket und definieren dann die reduzierten Homo-
logiegruppen von X durch die Vorschrift

H,(X) = H,(5X)

Bemerkung 6.1.4. Fir X # () gilt H(X) = 0 fir ¢ < 0, fiir die leere
Menge erhalten wir jedoch ﬁ_l(Q)) = Z. Gegeben eine abelsche Gruppe G
bezeichne ganz allgemein G[g] den Komplex mit G im Grad ¢ und Nullen
sonst. Speziell meint also Z[—1] den Kettenkomplex mit Z im Grad —1 und
Nullen sonst. Wir haben eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
Z]-1] — SX — SX. Mit der zugehéorigen langen Homologiesequenz erhal-
ten wir H, X = ﬁI X fiir ¢ > 0 und im Fall X # () eine kurze exakte Sequenz
HOX — HOX —» 7, mithin nach 5.7.10 und 5.7.8 einen (allerdmgs nicht
kanonischen) Isomorphismus HyX = HoX & Z. Es gilt also HyX = 0 ge-
nau dann, wenn X leer oder wegzusammenhéngend ist, und die reduzierte
Homologie von Sphéren wird fiir alle n > —1 gegeben durch

- -~ Z n=q;
A,(57) = { G

0 sonst.
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Bemerkung 6.1.5. Fiir ein Raumpaar (X, A) folgt aus der kurzen exakten Se-
quenz von Kettenkomplexen SA < SX — SX / SA auch eine lange exakte
Sequenz fiir Raumpaare in der reduzierten Homologie, wobei natiirlich gilt
SX/SA=SX/SA und folglich H,(X,A) = H,(X, A). Homotope Abbildun-
gen f,g: X — Y induzieren auch auf der reduzierten Homologie dieselben
Abbildungen: Um das zu sehen reicht es, unsere Kettenhomotopie Sf ~ Sg
durch Null auf S_; X = Z fortzusetzen. Die Mayer-Vietoris-Sequenz und ihr
Beweis iibertragen sich ebenso ohne Schwierigkeiten in die reduzierte Homo-
logie. Der folgende Beweis ist eine erste Illustration fiir die Niitzlicheit der
reduzierten Homologie.

Proposition 6.1.6. Seir > 0 und ¢ : [0,1]" — S™ eine stetige Injektion mit
Bild im ¢ = ([0, 1]"). So gilt H,(S™ —im ) = 0 fir alle q.

Beweis. Nach 7?7 ist ¢ ein Homdomorphismus auf sein Bild. Da S™ nie zusam-
menziehbar ist, folgt S™ # im ¢. Wir konnen uns also auf ¢ > 0 beschréinken.
Dafiir machen wir eine Induktion iiber r und geben dazu der Aussage der
Proposition den Namen P(r). Nach Konvention ist [0,1]° ein Punkt und
S™ — x ist zusammenziehbar, ja sogar homéomorph zu R” fiir alle x € S™.
Das liefert unsere Induktionsbasis P(0).

Sei nun P(r — 1) bekannt, sei ¢ : [0,1]” — S™ eine stetige Injektion und
sel z € SQ(S” —1im ) ein (reduzierter) ¢-Zykel, ¢ > 0. Es gilt zu zeigen, daf
z ein Rand ist. Fiir I C [0, 1] setzen wir

Ur=5"— o x[0,1]""

und kiirzen Uyy = U; ab. Nach unserer Induktionsannahme P(r — 1) gibt es
fir alle ¢t € [0, 1] ein w; € S;11U; mit dw, = z. Mit Kompaktheitsargumenten
folgt, dafl sogar gilt w, € S,41Up fiir eine geeignete Umgebung B von ¢
in [0, 1]. Mit zusétzlichen Kompaktheitsargumenten gibt es dann eine Folge
0=t <t <...<ty =1derart, daB fiir alle ¢ ein w; € Sq1Up,_, 1
existiert mit dw; = z. Die Aussage P(r) folgt nun mit Induktion iiber i,

wenn wir noch die anschlieBende Folgerung aus unserer Induktionsannahme
P(r — 1) bemerken. O

Lemma 6.1.7. Seir > 1 und es gelte P(r — 1). Sei ¢ : [0,1]" — S™ eine
stetige Injektion. Seien gegeben 0 < a < b < ¢ < 1. Gibt es Ketten u €
Sg+1Ulap) und v € Sg11Upg mit Ou = Ov, so gibt es auch eine Kette w €
Sq+1Uja,q mit Ow = Ou = Ov.

Beweis. Sicher gilt

Ulap) U Upe) = Uy und Upg ) N Up ) = Upa g
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Die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie liefert uns nun
I:IqulUb - F[qU[a,C} - I:IqU[a,b] D [:[qU[b,c] - [:[qu

Da hier das rechte und linke Ende verschwindet nach P(r — 1) steht in der
Mitte ein Isomorphismus. O

Satz 6.1.8. Seien r,n > —1 und sei s" C S™ eine Teilmenge der n-Sphdre,
die homdéomorph ist zur r-Sphdre S™. So gilt

f{q(sn_sr) {Z q:n_r_la

I

0 sonst.
Beweis. Wir machen wieder eine Induktion iiber r. Fiir r = —1 ist die Aussa-
ge schon bekannt. Ist nun r > 0, so schreiben wir s = s, Us_ als Vereinigung
von zwei abgeschlossenen Hemisphiiren mit Schnitt s, Ns_ = s~ = §771,

Wir wenden die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz an auf X, = S™ — s,
esist also X; UX_ =8"—s"1tund X; N X_ = 85" — s" und wir erhalten
mit Proposition 6.1.6 Isomorphismen H,,,(S™ — s"~) = H,(S"™ — s"), also
induktiv H,(S™ — 5") = Hyy (8™ — s°) 2 Hyyry1 (S™). O

Beweis von Jordan-Brouwer. Der Fall r > n ist unmdglich, da I:Iq stets ver-
schwindet fiir ¢ < —1. Im Fall 7 = n haben wir $” = 5", denn H_,(X) # 0
bedeutet X = ). Im Fall r < n—2 haben wir Hy(S"—s") = 0 aber $"—s" # 0.
Es folgt Ho(S™ — s") = Z, und damit hat S™ — s" genau eine Wegzusam-
menhangskomponente, die auch die einzige Zusammenhangskomponente sein
muB. Im Fall » = n — 1 haben wir Hy(S" — s") & Z, also Ho(S™ — s") = 7>
und damit hat S™ — s" genau zwei Wegzusammenhangskomponenten. Da
bei einer offenen Teilmenge von S™ jeder Punkt eine wegzusammenhéngende
Umgebung hat, sind das auch die Zusammenhangskomponenten von S™ — s”.

Jetzt miissen wir nur noch im Fall r = n — 1 zusétzlich zeigen, daf§ s" !
im AbschluB jeder der beiden Zusammenhangskomponenten von S™ — s"1
liegt. Fiir ein beliebiges € s ! und eine beliebige offene Umgebung U von
xin S™ finden wir eine Teilmenge A C s"~! mit x € A derart, daf gilt A C U
und "' — A = [0,1]"1. Wir setzen s"!' — A = e. Nach 6.1.6 ist S™ — ¢
wegzusammenhéngend. Verbinden wir nun zwei Punkte aus verschiedenen
Zusammenhangskomponenten von S — s"~1 in S™ — e durch einen Weg o,
so muB ¢ durch A laufen. Ist o(t) bzw. o(s) der erste bzw. letzte Punkt von
o in A, so liegen fiir kleines € > 0 notwendig o(t — €), o(s + ¢€) in U, aber in
verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von S™ — s"~ 1. Jede offene
Umgebung U von z trifft also beide Komponenten von S™ — s"~1, O
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Korollar 6.1.9. Sein > 2 und sei s"~ 1 C R" eine Teilmenge, die homdo-
n—1

morph ist zur (n — 1)-Sphire S™~'. So zerfillt ihr Komplement R™ — s mn
2wei Zusammenhangskomponenten, deren Rand jeweils s~ ist.

Bewers. Man fasse R™ auf als das Komplement eines Punktes in S™. O

Bemerkung 6.1.10. Der Spezialfall n = 2 des vorhergehenden Korollars heif3t
der Jordan’sche Kurvensatz. Er besagt grob gesprochen, daf§ jede ge-
schlossene Kurve in der Ebene die Ebene in zwei Zusammenhangskompo-
nenten zerlegt.

Ubung 6.1.11 (Invarianz von Gebieten). Seien U,V C R” zwei Teilmen-
gen, die homdomorph sind als topologische Raume. Ist U offen, so ist auch V'
offen. (In der Funktionentheorie nennt man offene Teilmengen der komplexen
Zahlenebene auch Gebiete, daher die Terminologie.)

Bemerkung 6.1.12. Sind S, 5" C S™ disjunkte Teilmengen, die homéomorph
sind zu S? bzw. S? mit p4+q = n—1, so kann man ihre Verschlingungszahl
v(S,5") € N definieren als den Betrag des Bildes der Eins unter Z & H,(S) —
H,(S" — S') = Z. Mehr dazu findet man in [?].

6.2 Homologie und Orientierung

Satz 6.2.1 (Homologie und Orientierung). Ist n > 0 eine natirli-
che Zahl und g € GL(n,R) eine invertierbare reelle Matriz, so induziert
die stetige Abbildung g : R" — R"™ auf den reduzierten Homologiegruppen
H,_1(R" —0) die Multiplikation mit dem Vorzeichen der Determinante von
g, in Formeln

det g ~ .
Hg=|—=):H,1(R"=0 n-1(R" =0
= (Tagy) Ao (B =0) = Fa@ =0
Bemerkung 6.2.2. Wir verwenden hier die Konvention, nach der die Identitét

auf dem Nullvektorraum die Determinante 1 hat.

Beweis. Wie man in der linearen Algebra zeigt, bilden fiir n > 1 die Elemen-
te von GL(n, R) mit positiver bzw. negativer Determinate gerade die beiden
Wegzusammenhangskomponenten von GL(n,R). Elemente g, h aus dersel-
ben Wegzusammenhangskomponente liefern offensichtlich homotope Abbil-
dungen g,h : (R" — 0) — (R™ — 0). Wenn wir also den Satz fiir ein g mit
det g < 0 zeigen, so folgt er in voller Allgemeinheit. Nun betrachten wir den
anschaulichen Rand 0A,, des n-ten Standardsimplex wie in 5.8.3 und die
Homotopiedquivalenzen

(R" —0) — (R™™ —R(1,1,...,1)) <« 0A,,
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wo die linke Einbettung als letzte Koordinate eine Null anfiigt und in der
Mitte die Gerade durch den Nullpunkt mit Richtungsvektor (1,1,...,1) her-
ausgenommen wird. Nehmen wir n > 2 an, so halt die Vertauschung der
ersten beiden Koordinaten unsere beiden Teilrdume fest. Der Satz folgt so
fiir n > 2 mit dem kanonischen Isomorphismus H,(A,,dA,) = Nn,l(ﬁAn)
aus dem anschlieBenden Lemma. Die Félle n = 0,1 iiberlassen wir dem Le-
ser. [

Lemma 6.2.3. Sein > 2 und sei g : A, — A, die stetige Abbildunyg,
die gegeben wird durch die Vertauschung der beiden ersten Koordinaten. So
induziert g auf der relativen Homologie H,(A,,0A,) die Multiplikation mit
—1, in Formeln

Beweis. Wir betrachten in A,, den singuldren (n + 1)-Simplex
o:Api — A,

der die Ecken von A, ,; auf die Ecken von A, abbildet wie im Folgenden
angegeben (unter einer Ecke von A, steht jeweils ihr Bild)

€0,€1,€2,€3,...,En41
€0,€1,€0,€2,...,€y

und der auf ganz A, 4, affin ist. Wir erkennen
0o € T, + (5,9) (1) + Sn(0A,)
und folgern [7,] + (H,g)[r,] = 0 in H,(A,, 0A,). O

Korollar 6.2.4 (Vektorfelder auf Sphiren). Genau dann gibt es auf
der n-Sphdre S™ ein nirgends verschwindendes stetiges Vektorfeld, wenn ihre
Dimension n ungerade ist.

Beweis. Ein Vektorfeld ist fiir uns eine stetige Abbildung v : S® — R»*!
derart, dal v(x) senkrecht steht auf z fiir alle z, in Formeln x L v(z) Vo € S™.
Ist n ungerade, so konnen wir ein mogliches v angeben durch

v(To, ..., Tpn) = (T1, =T, Ty —T1, .oy Ty1, —Ty)

In jedem Fall kénnen wir ein nirgends verschwindendes Vektorfeld v auf
Lange eins normieren. Es definiert dann eine Familie von Abbildungen ¢y :
S™ — S wo ¢y(x) der Punkt ist, an dem man landet, wenn man von z in
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Richtung v(z) fiir die Zeit ¢ auf dem entsprechenden Grofikreis um die Sphére
lauft, in Formeln ¢;(x) = (cost)z + (sint)v(z). So erhalten wir nun offen-
sichtlich eine Homotopie zwischen der Identitdt und der Antipodenabbildung
a = p;:S" — S" z+ —z. Da aber die Einbettung S" — (R —0)
eine Homotopiedquivalenz ist und da folglich gilt H,(a) = (—1)"*! auf

H,(R"™ —0), ist das nur fiir ungerades n moglich. O

Ubung 6.2.5. Seien A, B @ R" offene Umgebungen des Ursprungs und g :
A = B ein Diffeomorphismus mit g(0) = 0. So kommutiert das Diagramm

H,(A,A—0) — H,(B,B—0)

! !
H,(R",R" —0) — H,(R",R"—0)

mit dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante det(dyg) als unterer Hori-
zontale. (Hinweis: Fiir vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ur-

sprung gilt [|g(p) — (dog)(®)|| < [|(dog)(P)]].)

6.3 Orientierung und Fundamentalzykel

Bemerkung 6.3.1. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt x € M ist
die relative Homologie H,,(M, M — x) frei vom Rang 1 nach Ausschneidung
5.8.18 und den Resultaten 5.8.7 {iber die Homologie von Sphéren.

Definition 6.3.2. Eine Orientierung einer n-Mannigfaltigkeit ist eine Zu-
ordnung w, die jedem Punkt z € M einen Erzeuger w, von H,(M, M — x)
zuordnet und zwar so, dafl gilt: Fiir alle x € M gibt es eine Umgebung U
von z und ein Element wy € H,,(M,M — U) mit wy — w, fir alle y € U
unter der natiirlichen Abbildung H,(M,M —U) — H,(M, M —y).

Definition 6.3.3. Eine Mannigfaltigkeit, die mindestens eine Orientierung
besitzt, heifit orientierbar. Unter einer orientierten Mannigfaltigkeit
verstehen wir eine Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Orientierung.
Eine Orientierung auf M induziert in offensichtlicher Weise eine Orientierung
auf jeder offenen Teilmenge von M.

Lemma 6.3.4. Stimmen zwei Orientierungen w,n einer zusammenhdng-
enden Mannigfaltigkeit M 1iberein in einem Punkt, so sind sie gleich.

Beweis. Sei x € M gegeben mit w, = n,. Wir zeigen, daf} es eine Umgebung
U von z gibt mit w, = n, Vy € U. Sicher diirfen wir dazu annehmen
M = R™. Per definitionem gibt es einen offenen Ball U um x und Elemente

118



wy,nu € H,(R",R" — U) mit wy +— w, und ny +— 1, Yy € U. Da aber fiir
so ein U die Einbettung Isomorphismen

H,(R",R" —U) = H,(R",R" — y)

induziert fiir alle y € U folgt in der Tat w, =7, Vy € U. Die Mengen M4
aller x € M mit w, = £n, sind folglich offen. Damit ist M = M, II M_
eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teimengen und da nach Annahme
M nicht leer ist und M zusammenhéngend folgt w = 7. O

Definition 6.3.5. Etwas formaler betrachten wir die Menge

or = ory = H H,(M,M — x)

zeM

und versehen sie mit der Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen
der Gestalt O(U,wy) = {w, |z € U} fir U @ M und wy € H,(M, M —U).
Wir nennen ory; die Orientierungsgarbe von M.

Bemerkung 6.3.6. In der Tat ist orp; — M eine Uberlagerung nach dem
anschlieBenden Lemma und damit der étale Raum einer “Garbe auf M” in
der Terminologie, wie wir sie in 10.4 einfiihren. In dieser Terminologie ist
die Orientierungsgarbe iibrigends gerade die Garbifizierung der “Priagarbe”
Uw— H,(M,M —U,).

Lemma 6.3.7. 1. Ist V @ M eine offene Teilmenge, so haben wir mit
den offensichtlichen Abbildungen ein kartesisches Diagramm

ory — Ory

! !
V. — M

2. Die natiirliche Projektion ory; — M ist eine Uberlagerungsabbildung.

Beweis. 1. Zunéchst zeigen wir, dafl die durch die natiirlichen Abbildungen
H,(V,V —z) = H,(M, M — ) definierte Injektion can : ory — orys stetig
ist. Es gilt also zu zeigen, daff die Urbilder aller O(U,wy) offen sind. In der
Tat konnen wir das Urbild einer solchen Menge aber schreiben als

can 1 (O(U,wy)) = U Oy (W, wy|w)

w @ Unv,wcv
wo wir mit wy|w das Bild von wy unter

H,(M,M —U) — H,(M,M —W) < H,(V,V —W)
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meinen und mit Oy ( , ) die definitionsgeméfien Erzeuger der Topologie auf
ory bezeichnen. Ahnlich aber einfacher erkennt man, daf unsere Injektion
can : ory — ory, offen ist. Mithin tragt ory die von orj; induzierte Topologie,
und dann folgt ohne weitere Schwierigkeiten, dal unser Diagramm kartesisch
ist.

2. Sei B C R™ der offene Einheitsball und p : orgr — R” die Projektion. Wir
versehen H,(R", R" — B) mit der diskreten Topologie und sind fertig, sobald
wir gezeigt haben, daf§ die offensichtliche Abbildung einen Homéomorphismus

H,(R",R" — B) x B> p~(B)

definiert. Unsere Abbildung ist offensichtlich bijektiv. Sie ist offen, da fiir
U Bund w € H,(R",R" — B) das Bild von {w} x U genau O(U,wy) ist,
mit wy dem Bild von w unter der offensichtlichen Abbildung. Sie ist stetig, da
die Topologie auf p~!(B) auch schon erzeugt wird von den Mengen O(U, wy/)
mit U @ B ein in B enthaltener offener Ball und wy € H,(R", R"—U). Dann
existiert aber offensichtlich ein w € H,(R",R" — B) mit w — wy. O

Ubung 6.3.8. Die faserweise Addition or x,;or — or sowie das faserweise
Negative or — or sind stetig, und der Nullschnitt M — or ist auch stetig.

Bemerkung 6.3.9. Die Teilmenge or* C or, die gerade aus allen Erzeugern
von H, (M, M —x) fiir die verschiedenen x € M besteht, ist eine zweiblattrige
Uberlagerung von M und eine Orientierung von M ist nichts anderes als ein
Lift M — or* der Identitat auf M. Insbesondere ist M orientierbar genau
dann, wenn or* — M eine triviale Uberlagerung ist, und 6.3.4 ist auch eine
Konsequenz aus dem Satz 4.4.2 iiber die Eindeutigkeit von Lifts. Ist M zu-
sammenhingend und z € M fest gewihlt, so liefert diese Uberlagerung eine
Operation der Fundamentalgruppe 7 (M, ) auf einer zweielementigen Men-
ge alias einen Homomorphismus 71 (M, z) — {#1} und M ist orientierbar
genau dann, wenn diese Orientierungsdarstellung konstant ist.

Ubung 6.3.10. Eine einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit ist stets ori-
entierbar, und sogar allgemeiner jede Mannigfaltigkeit, deren Fundamental-
gruppe keinen Normalteiler vom Index zwei besitzt.

Ubung 6.3.11. Fiir jede Mannigfaltigkeit M ist der Raum ory; eine orientier-
bare, ja sogar eine in natiirlicher Weise orientierte Mannigfaltigkeit.

Satz 6.3.12 (Fundamentalzykel). Sei M eine kompakte zusammenhdngen-
de orientierbare n-Mannigfaltigkeit. So ist die n-te Homologiegruppe H, M
von M frei vom Rang 1, genauer definiert die offensichtliche Abbildung fiir
alle x € M Isomorphismen

H,M = H,(M,M — )
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Beweis. Um beim Beweis dieses Satzes die notige Flexibilitdat zu haben, zei-
gen wir im folgenden gleich die allgemeinere Aussage 6.3.16. [

Bemerkung 6.3.13. Ist (M, w) eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so
gibt es nach dem Satz genau ein wy, € H,M mit wy, — w, Vr € M.
Dies wy; heifit der Fundamentalzykel der orientierten Mannigfaltigkeit M,
obwohl es natiirlich eigentlich kein Zykel ist, sondern vielmehr eine Homolo-
gieklasse.

Bemerkung 6.3.14. Ist eine kompakte orientierbare Manningfaltigkeit M mit
einer Triangulierung M = A(K) versehen und haben wir eine vollsténdige
Ordnung auf den Ecken Iy von K gewahlt, so konnen wir jedem n-Simplex
o € K, ein Vorzeichen sgn(o) zuordnen derart, dafl ) . sgn(o)(o) ein
Zykel ist. Ist M auch noch zusammenhéngend, so gibt es genau zwei derartige
Zykel und ihre Homologieklassen sind genau die beiden Erzeuger von H, M.

Definition 6.3.15. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M und eine Teilmenge
A C M nennen wir einen Lift A — ory; der Einbettung A < M auch einen
(stetigen) Schnitt iiber A der Orientierungsgarbe . Die Gruppe der Schnitte
iiber A notieren wir
['(A;or) =TA

Der Trager eines Schnitts s € 'A ist die Menge supp s C A aller derjenigen
Punkte, an denen er von Null verschieden ist. Dieser Trager ist stets abge-
schlossen in A. Wir bezeichnen mit I'A C I'A die Untergruppe aller Schnitte
mit kompaktem Triger.

Satz 6.3.16 (iiber hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten). Sei M
eine n-Mannigfaltigkeit und A @ M eine abgeschlossene Teilmenge. So haben
wir Hy(M, M — A) =0 fir ¢ > n und fir ¢ = n induziert die offensichtliche
Abbildung einen Isomorphismus zwischen der n-ten relativen Homologie des
Komplements von A und der Gruppe der Schnitte mit kompaktem Trdger von
A in die Orientierungsgarbe, in Formeln

j=ja: Hy(M,M — A) ST.A
Beweis. Um Schreibarbeit zu sparen kiirzen wir H, (M, M — A) = H,(—A)

ab und bemerken zunéachst:

Lemma 6.3.17. Sind Ay, Ay abgeschlossen in M und gilt der Satz fiir Ay, Ay
und A1 N As, so gilt er auch fiir Ay U As.

Beweis. Das folgt aus dem kommutativen Diagramm

Hn+1(—A1ﬁA2) — Hn(—AlLJAQ) — Hn(—Al)@Hn(—AQ) — Hn(—A1ﬂA2)

1 ! ! !
0 — Fc(AlUAz) — T AP A — FC(AlmAQ)
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mit exakten Zeilen, wo wir oben die relative Mayer-Vietoris-Sequenz 5.8.20
benutzt haben. O

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfillen bis zur allgemeinen
Situation.

1. Ist M = R" und A C R" ein kompakter Quader (dem wir auch Seiten der
Léange Null erlauben), so gilt der Satz ganz offensichtlich, da fiir jeden Punkt
p € A die Einbettung R” — A < R" — p eine Homotopiedquivalenz ist.

2. Ist M = R™ und A C R” kompakt, so gilt der Satz. In der Tat, gegeben
z € S;R™ mit 0z € S, (R" — A) finden wir € > 0 und £ C R" endlich mit

AcA=Jt+[0.q"

tek

und 0z € S, (R™ — A'). Es folgt, daB [2] € H,(R",R" — A) das Bild von
[z] € H,(R",R" — A’) ist. Nun gilt der Satz fiir unsere “Wiirfelmenge” A’
nach 1 und dem Lemma. Das zeigt unsere Behauptung im Fall ¢ > n. Im Fall
q = n zeigen wir zunéchst die Injektivitét ja[z] = 0 = [2] = 0. Dazu wihlen
wir unsere Wiirfelmenge A’ zusétzlich so klein, dafl jeder Wiirfel von A" die
Menge A trifft. Dann ist die Restriktion I'A” — T"A injektiv und aus ja[z] = 0
folgt jar[z] = 0 und damit [z] = 0 sogar in H,(R",R" — A"). Das zeigt die
Injektivitdat von j4. Um die Surjektivitdt von j4 zu zeigen, argumentieren
wir dhnlich: Jeder stetige Schnitt s € T'A ist lokal konstant und gleichméafig
stetig, 148t sich also stetig auf eine geeignete kompakte Wiirfelmenge A’ aus-
dehnen und kommt damit sogar von einer Klasse aus H,(R™, R" — A’) her.

3. Ist M beliebig und A kompakt, so konnen wir A schreiben als eine endliche
Vereinigung von Kompakta, die jeweils ganz in einer Karte enthalten sind.
Dann sind wir fertig nach 2 und dem Lemma.

4. M 148t sich einbetten als offene Teilmenge mit kompaktem Abschluf in
eine groBere n-Mannigfaltigkeit X, in Formeln M @ X mit M kompakt, und
A @ M ist eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von M. Bezeichnen wir
den Rand von M in X mit OM = M — M, betrachten die lange exakte
Sequenz des Tripels

(X, X —OM,X — (M U A))

und beachten, dai 9M und OM U A kompakt sind, so folgt fiir ¢ > n schon
0=H, (X —0M,X — (0M U A)) und durch Ausschneiden von X — M auch
0= H,(M,M —A). Im Fall ¢ = n erhalten wir mit derselben Ausschneidung
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ein kommutatives Diagramm

0 — Hp(M,M—-A) — Hp(X,X—(0MUA)) — Hp(X,X—0M)

1 ! !
0 — r.A — T (OMUA) — Te(0OM)

mit exakten Zeilen, wo die zweite horizontale Abbildung der unteren Zeile
einen Schnitt mit kompaktem Tréager fortsetzt durch Null. Die Behauptung
folgt mit dem Fiinferlemma.

5. Der allgemeine Fall. Sei zunéchst ¢ > n und z € S;M ein Reprisentant
von w € H,(M, M — A). So finden wir U @ M mit z € S,U und U kompakt.
Nach dem vorhergehenden Punkt verschwindet die Klasse von z schon in
H,(U,U—A), also erst recht in H,(M, M —A) und es folgt H,(M,M—A) =0
fiir ¢ > n. Im Fall ¢ = n beachten wir fiir U @ M das kommutative Diagramm

H,(U,U—=A) — Hy,(M,M— A)

l l
FC(AQU) — r.A

wo die untere Horizontale ausdehnt durch Null. Ist U kompakt, so ist die
linke Vertikale ein Isomorphismus nach dem vorigen Schritt. Aber jedes w €
H,(M,M — A) wird représentiert von einem z € S,M, wir finden dann
U @ M mit U kompakt und z € S,U und so kommt w schon her von einem
[z] € H,(U,U— A). Das zeigt die Injektivitéit von j4. Die Surjektivitit zeigen
wir dhnlich: Fiir jedes s € I'.A gibt es U @ M mit U kompakt und s €
[.(ANU) und dann kommt s sogar schon her von H,(U,U — A). O

Korollar 6.3.18. Ist M eine zusammenhdngende aber nicht kompakte oder
nicht orientierbare n-Mannigfaltigkeit, so gilt H,M = 0.

Korollar 6.3.19. Ist A C R" kompakt mit k Zusammenhangskomponenten
und haben wir k < oo, so gilt H, (R" — A) 2 Z*.

~

Beweis. Wir haben H,(R", R"—A) 5 H,_;(R"— A) nach der langen exakten
Homologiesequenz und der linke Raum ist isomorph zu I'.A = Z* nach dem
Satz. O

Bemerkung 6.3.20. Dies letzte Korollar ist ein Spezialfall der sogenannten
“Alexander-Dualitdat” 11.7.16.

Definition 6.3.21. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von kompakten
orientierten zusammenhédngenden n-Mannigfaltigkeiten. Seien wy, € H, M
und wy € H,N die Fundamentalzykel. Der Abbildungsgrad von f ist die
ganze Zahl grad f € Z, die gegeben wird durch die Gleichung

frwnr = (grad flwn
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Bemerkung 6.3.22. Insbesondere ist eine Abbildung wie in der Definition mit
von Null verschiedenem Abbildungsgrad stets surjektiv, da nach 6.3.18 gilt
H,(N —p) =0 Vp € N und da jede Abbildung, deren Bild einen Punkt
p nicht enthilt, faktorisiert als M — (N — p) — N. Des weiteren haben
homotope Abbildungen nach 5.4.2 denselben Abbildungsgrad.

Definition 6.3.23. Sei f : M — N eine stetige Abbildung von orientierten
n-Mannigfaltigkeiten. Ist ¢ € M ein isolierter Punkt der Faser iiber f(q),
d.h. gibt es eine offene Umgebung U @ M von ¢ mit UN f~1(f(q)) = {q}, so
definieren wir den lokalen Grad von f bei ¢ als die ganze Zahl grad, f € Z,
die gegeben wird durch die Gleichung

Jewg = (gradq Pwr@

fir f. : H,(U,U — q) — H,(N,N — f(q)), wobei es dem Leser iiberlassen sei
zu priifen, daf dieser lokale Grad nicht von der Wahl von U abhéngt.

Satz 6.3.24 (iiber den Abbildungsgrad). Sei f : M — N eine stetige
Abbildung von kompakten orientierten zusammenhdngenden n-Mannigfaltig-
keiten. Sei p € N gegeben mit endlichem Urbild. So gilt

grad f = Z grad, f

q€f~1(p)
Bewers. Wir nummerieren die Punkte aus der Faser iiber p als qq,...,q,
und wéhlen fiir sie paarweise disjunkte offene Umgebungen Uy, ..., U,.. Dann

betrachten wir das kommutative Diagramm

! ! !
H,N — Hy(N,N —p) = Hu(N,N—-p)

wobei der letzte Isomorphismus der oberen Horizontalen durch Ausschnei-
dung und eine relative Version von 7?7 entsteht. O

Ubung 6.3.25. Man bestimme die lokalen Abbildungsgrade der nichtkonstan-
ten Polynomfunktionen P : C — C.

Ubung 6.3.26. Ist f : M — N eine étale Abbildung von n-Mannigfaltigkeiten
und x € M ein Punkt, so gibt es genau einen Isomorphismus H,, (M, M —
r) = H,(N,N — f(z)), der fiir alle Umgebungen U von x, die homdomorph
auf ihr Bild abgebildet werden, vertrdglich ist mit den von f induzierten
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Isomorphismen H,, (U, U —x) = H,(f(U), f(U) — f(z)). Wir erhalten so ein
kartesisches Diagramm
ory — OIn

! !
M — N

Insbesondere 148t sich jede Orientierung von N “zuriickziehen” zu einer Ori-
entierung von M.

Ubung 6.3.27. Jede Operation einer Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit in-
duziert eine Operation auf der Orientierungsgarbe, die vertrdglich ist mit
der faserweisen Addition. Operiert eine Gruppe D topologisch frei auf einer
Mannigfaltigkeit M, so ist auch M/D eine Mannigfaltigkeit und die obere
Horizontale aus 6.3.26 induziert einen Homdomorphismus

(OI“M>/D :> OI“(M/D)

Ubung 6.3.28. Die Kugelschalen S” sind orientierbar fiir alle » > 0. Fiir
r > 1 sind sie auch zusammenhiingend und die Antipodenabbildung S™ = S”
bildet einen Fundamentalzykel ab auf sich selber fiir » ungerade und auf sein
Negatives fiir r gerade. Der reell projektive Raum P"R ist orientierbar fiir
r =0 und r > 1 ungerade, jedoch nicht fiir » > 1 gerade.

Ubung 6.3.29. Eine injektive stetige Abbildung zwischen zusammenhéngen-
den orientierten kompakten Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension kann nie
den Abbildungsgrad Null haben und ist folglich stets surjektiv. Sobald wir
mit Koeffizienten in Z/2Z arbeiten kénnen, wird sich herausstellen, daf§ das
auch ohne die Voraussetzung der Orientierbarkeit gilt.

6.4 Homologie von endlichen Zellkomplexen

Definition 6.4.1. Sei Y ein topologischer Raum, n > Ound f : S" ! — Y ei-
ne stetige Abbildung. (Im Fall n = 0 verstehen wir D™ = {0} und S"~! = 0.)
Wir betrachten auf der disjunkten Vereinigung D"11Y die Aquivalenzrelation
~ erzeugt von r ~ f(r) Vr € S" ! und bilden den Quotienten

X =(D"1IY)/ ~

In dieser Situation sagen wir, der Raum X entstehe aus Y durch Ankleben
einer n-Zelle vermittels f. (Im Fall n = 0 ist X schlicht die disjunkte
Vereinigung von Y mit einem Punkt.)

Satz 6.4.2 (Anklebesequenz). Ist Y Hausdorff und entsteht X aus Y
durch Ankleben einer n-Zelle vermittels einer stetigen Abbildung f : S ! —
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Y, so ist X auch Hausdorff und es gibt in der reduzierten Homologie eine

lange exakte Sequenz
L= l:lqém_1 — ]:IqY — ﬁqX — ﬁq_lS”_l —

wobei die erste Abbildung von der Verklebung f induziert wird und die zweite
von der Einbettung Y — X. Insbesondere gilt H Yy & H X firq#mn,n—1.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen zur mengentheoretischen
Topologie von X. Da wir f als stetig annehmen, liefert die Einbettung ¥ —
X einen Homoomorphismus auf ihr Bild. Sicher ist dieses Bild auch abge-
schlossen. Weiter priift man leicht, dafl auch X Hausdorff ist. Insbesondere
ist das Bild von D™ als Kompaktum abgeschlossen in X. Wir betrachten nun
den Nullpunkt 0 € D", bezeichnen sein Bild in X mit 0 € X und behaupten

Lemma 6.4.3. Die Einbettung Y — X — 0 ist eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Wir bezeichnen fiir y € Y bzw. v € D™ mit [y] bzw. [v] sein Bild in
X und zeigen, daf3 die Abbildung

(X-0) x [0,1] — X—0
(] » 7) = ly Vyeyv
([v] , ) +— [ro/|lv]|+ (1 —=T)v] Yvoe D"

wohldefiniert und stetig ist. Nur die Stetigkeit ist hier ein Problem. Nach ?7?
reicht es, die Stetigkeit auf Y x [0, 1] und auf dem Bild von (D™ —0) x [0, 1]
nachzuweisen. Ersteres ist eh klar, fiir Letzteres miissen wir nur Stetigkeit auf
dem Bild von Rx [0, 1] fiir alle abgeschlossenen Kreisringe R = {1 > ||[v|| > €}
mit € > 0 zu zeigen. Diese sind aber kompakt, und da X Hausdorff ist liefert
die Einschrankung R x [0, 1] — (X —0) x [0, 1] eine Quotientenabbildung auf
ihr Bild. Die Aussage folgt. O]

Jetzt betrachten wir den offenen Ball B® C D" und die offene Uberdeckung
X = (X —0)U B". Da die reduzierte Homologie von B™ identisch verschwin-
det, hat die zugehorige Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie
die Gestalt

- f{q(Bn —0) — F[q(X —0) — [:Iq(X) - qul(Bn —0) —
und es bleibt uns nur, im kommutativen Diagramm

B"—0 — D'"—(0 « S

l ! !
X-0 — X-0 «< Y
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mit Homotopiedquivalenzen in den Horizontalen zur reduzierten Homolo-
gie iiberzugehen und so in unserer Mayer-Vietoris-Sequenz H,(B" — 0) —
H,(X —0) durch H,S"' — H,Y zu ersetzen. O

Korollar 6.4.4 (Homologie von Zellkomplexen). Entsteht X aus der
leeren Menge durch sukzessives Anheften endlich vieler Zellen und heften
wir dabei keine Zellen der Dimension > d an, so gilt H,X =0 fiir ¢ > d und
H,X ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe fiir alle q € Z.

Beweis. Man benutze fiir die zweite Aussage, dafl bei einer kurzen exakten
Sequenz abelscher Gruppen A" — A — A” die Mitte endlich erzeugt ist
genau dann, wenn die Enden es sind. O

Beispiel 6.4.5 (Homologie der komplex projektiven Riume). Der P"C
ergibt sich aus dem P" 'C durch Anheften einer 2n-Zelle. Eine solche An-
heftung ist zum Beispiel

F . D — P"C
2= (20, 2n-1) = (2053 20-131 = []2]])

Wir erhalten also

s o | Loq=0,2,...,2n;
Hy(P C):{ 0 sonst.

Entsteht allgemeiner X aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften
von Zellen gerader Dimension, so verschwindet H,X fiir ungerades ¢ und fiir
gerades ¢ ist H,X eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gerade die Anzahl
der angehefteten ¢-Zellen ist.

Ubung 6.4.6. Man bestimme die Homologie der quaternionalen projektiven
Réaume.
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7 Koeflizientenwechsel

7.1 Homologie mit Koeffizienten

Definition 7.1.1. Sei G eine abelsche Gruppe. In unseren bisherigen Argu-
menten kénnen wir stets G statt Z schreiben und erhalten so allgemeinere
Funktoren, die Homologie bzw. reduzierte Homologie mit Koeffizi-
enten in G von topologischen Réumen oder Raumpaaren in die abelschen
Gruppen. Zum Beispiel definieren wir die ¢-te Homologie

Hq(XSG)

eines Raums X mit Koeffizienten in G, indem wir die Homologie des Kom-
plexes S(X; G) der singuldren Ketten mit Koeffizienten in G nehmen, wobei
Sq(X; G) schlicht die Menge aller endlichen formalen Ausdriicke > n,o be-
zeichnet mit n, € G und n, = 0 fiir alle bis auf endlich viele Simplizes
o: A, — X. Wir schreiben ﬁq(X ; G) fiir die reduzierten Homologiegruppen
und H,(X, A; G) fir die relativen Homologiegruppen mit Koeffizienten in G.

Bemerkung 7.1.2. Es wird auch andersherum ein Schuh daraus: Halten wir
den Raum X fest, so wird G — H,(X;G) ein Funktor von der Kategorie
der abelschen Gruppen in sich selber. Ist insbesondere R ein Ring und G
ein R-Modul, so werden die Homologiegruppen mit Koeffizienten in G auch
R-Moduln in natiirlicher Weise.

Bemerkung 7.1.3. Die meisten der bisher bewiesenen allgemeinen Aussa-
gen, insbesondere Homotopieinvarianz, lange exakte Homologiesequenz, Aus-
schneidung, Mayer-Vietoris-Sequenz und Anklebesequenz gelten in der Ho-
mologie mit Koeffizienten genauso mit demselben oder fast demselben Be-
weis. Bei den bisherigen speziellen Resultaten zur Homologie und reduzierten
Homologie von Punkten und Sphéren kann man direkt priifen, dafl alle Argu-
mente ebenso mit Koeffizienten GG funktionieren und wir nur im Endresultat
jeweils G statt Z erhalten. Wir werden in 7.6.1 zeigen, dafl Ahnliches allge-
mein gilt, solange die Homologiegruppen mit Koeffizienten in Z alle frei sind
iiber Z.

Definition 7.1.4. Fiir einen beliebigen topologischen Raum X setzt man
by(X) = dimg H,(X; Q) € NTI {oc}

und nennt diese Zahl die ¢-te Betti-Zahl von X. Sind alle Betti-Zahlen
endlich und verschwinden sie fiir ¢ > 0, so heifit ihre alternierende Summe

X(X) =) (=1),(X) € Z

die Eulercharakteristik von X.
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Bemerkung 7.1.5. Wir haben x(X) = | X]| fiir einen endlichen diskreten Raum
mit |X| Punkten. Es ist auch fir allgemeinere Rédume oft sinnvoll, x(X)
als eine Verallgemeinerung der “Zahl der Punkte von X” aufzufassen. Wir
schreiben bei einem beliebigen Korper

X(Xik) =) (—1)%dimy, Hy(X; k)

wann immer fast alle Summanden verschwinden, so dafl der Ausdruck sinnvoll
wird. Natiirlich gilt auch x(X;k) — 1 =) (—1)?dimy H,(X; k).

Satz 7.1.6 (Eulercharakteristik von Zellkomplexen). Der Raum X
entstehe aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von endlich vielen
Zellen. Set ¢, die Zahl der verwendeten q-Zellen und sei k ein Kérper. So
wird die Eulercharakteristik von X gegeben durch die Formel

X(Xik) =D (~1)%,

Beweis. Ist ... — A; 5 A;_1 — ... eine lange exakte Sequenz von endlichdi-
mensionalen Vektorraumen und verschwinden von den A; alle bis auf endlich
viele, so gilt

S(=1)idim A; = > (—1)Y(dimker d; + dim im 0;)
>°(—1)"(dim ker 9; 4+ dim ker 9;_;)
=0

Schreiben wir unsere Sequenz um zu
.—Dgp1 = B, —-Cy— Dy — By — ...
so gilt natiirlich
> (-1)7dimC, =Y (~1)dim B, + Y (—1)?dim D,
Mit unserer Anklebesequenz folgt x(X;k) — 1 = x(Y;k) — 1+ (—1)", wenn

X aus Y durch Ankleben einer n-Zelle entsteht. Der Satz ergibt sich nun mit
Induktion. O

Korollar 7.1.7 (Eulercharakteristik von Simplizialkomplexen). Sei K
ein endlicher Stmplizialkomplex. So ist seine Euler-Charakteristik fir jeden
Korper k gegeben durch

XAK) k) = (=)7K,
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Beweis. Das folgt natiirlich aus dem vorhergehenden Satz. Wir geben noch
einen alternativen Beweis. Ist zunéchst A ein Komplex endlichdimensionaler
k-Vektorraume und verschwinden von den A; alle bis auf endlich viele, so gilt

Z(_l)i dimy A; = Z(—l)i dimy, H; A

Man nennt die linke Seite hier auch die Eulercharakteristik des Ketten-
komplexes A und die Gleichung besagt dann, daf} ein Kettenkomplex dieselbe
Eulercharakteristik hat wie seine Homologie. Das folgt dhnlich wie oben aus
den Gleichungen

dimA; = (ker9;) + dim(im 9;)
dim H;A = dim(ker 9;) — dim(im ;1)

Diese Erkenntnis wenden wir dann an auf den Komplex S°(A(K); k) der
geordneten simplizialen Ketten mit Koeffizienten in &, dessen Homologie ja
nach 5.9.2 genau die Homologie von A(K) mit Koeffizienten in k ist. ]

Korollar 7.1.8 (Euler’scher Polyedersatz). Sei A(F) = S? eine Trian-
gulierung der Kugelschale. So gilt |Fo| — |Fi| + | Fz| = 2, in Worten

| Ecken| — |Kanten| + | Flichen| = 2

Bemerkung 7.1.9. Dies Resultat von Euler, ein Vorldufer der Homologietheo-
rie, hat der Euler-Charakteristik ihren Namen gegeben.

Ubung 7.1.10. Ein Komplex C' € Kety, von Vektorrdumen iiber einem Korper
k ist stets homotop zu seiner Homologie. Fassen wir genauer die Homologie
HC wie immer auf als Komplex mit trivialen Differentialen, so gibt es in der
Homotopiekategorie der Kettenkomplexe von k-Vektorrdumen genau einen
Isomorphismus HC' = C, der auf der Homologie die offensichtliche Identifi-
kation H(HC') = HC' induziert.

7.2 Homologie von Mannigfaltigkeiten

Bemerkung 7.2.1. Ganz genauso wie in 6.3 definieren wir fiir jede n-Mannig-
faltigkeit M und jede abelsche Gruppe G die Orientierungsgarbe mit
Koeffizienten in G und zeigen fiir jede abgeschlossene Teilmenge A @ M,
daB gilt H, (M, M —A; G) = 0 fiir ¢ > n und daf die offensichtliche Abbildung

einen Isomorphismus

j=ga: Hy(M,M — A;G) S T.A
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induziert, wobei rechts die Schnitte mit kompaktem Trager von A in die
Orientierungsgarbe mit Koeffizienten in G' zu verstehen sind. Man erkennt
ohne Schwierigkeiten, daf8 die fragliche Orientierungsgarbe gerade die Uber-
lagerung ist, die von der Operation der Fundamentalgruppe auf G' vermittels
der Orientierungsdarstellung aus 6.3.9 herkommt. Daraus folgt, daf} fiir eine
kompakte zusammenhédngende n-Mannigfaltigkeit M und einen beliebigen
Punkt x € M die kanonische Abbildung

H,(M;G) — H,(M,M — z;G)

ein Isomorphismus ist fiir M orientierbar und eine Injektion mit Bild die
Fixpunkte der Multiplikation mit (—1) fiir M nicht orientierbar.

Satz 7.2.2. Gegeben eine abelsche Gruppe G verwenden wir im folgenden
die Notation Go = {a € G | a+ a = 0} fir die Fizpunkte der Multiplika-
tion mit (—1). Die Homologie der reell projektiven Riume P"R mit
Koeffizienten in G wird dann gegeben durch

(G q=0;
G/2G 0<q<n, q ungerade;
G 0<q<n, qgerade;

Hy(P"R; &) = G 0 <qg=mn, q ungerade;
Go 0<qg=mn, q gerade;
0 q>n.

Beweis. Wir kiirzen fiir diesen Beweis H,(X;G) = H,X und P"R = P" ab.
Fiir n > 0 geht P"™ aus P" hervor durch Ankleben einer (n+1)-Zelle und die
verklebende Abbildung ist schlicht die offensichtliche zweifache Uberlagerung
S™ — P". Wir haben also H,P"*' = H,P" fiir ¢ # n + 1,n und HP"*' =0
fiir ¢ > n + 1 sowie eine exakte Sequenz

0— ]jInHIP”H — I:InS" — I:In[P’" — I;Tn]P’"Jrl —0

Es reicht zu zeigen, dafl hier der mittlere Pfeil die Nullabbildung ist fiir n
gerade bzw. unter geeigneter Identifikation der Enden die Multiplikationsab-
bildung (2:) : G — G fiir n > 0 ungerade. Der Fall n = 0 ist eh klar. Fiir
n > 0 betrachten wir nun das kommutative Diagramm aus dem Beweis von
6.3.24 mit Koeffizienten in GG. Genauer betrachten wir um p € P" eine trivial
iiberlagerte offene Umgebung U, die homoomorph ist zu einem offenen Ball.
Wir haben dann 771 (p) = {p1, p2} und 7= 1(U) = U, [1U, fiir geeignete offene
Umgebungen U; von p; in S™. Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm

HTLS” - Hn(Snasn_ﬂ-il(p)) - Hn(UlaUl_pl)@Hn(U%UZ_p?)
! ! ]

~

131



Mit a : S™ — S™ der Antipoden-Abbildung kommutiert nun das Diagramm

~

H,S™ = H,(5",S"—p) < H,(Uy,Ui—pm) = H,(UU-p)
la la la |
H,S™ = H,(5",S"—py) & H,(Us,Uy—p2) = H,(UU—p)

Da aber die Antipodenabbildung auf der n-ten reduzierten Homologie der
Sphire S™ die Multiplikation mit (—1)""! induziert, ist die Verkniipfung
H,S™ — H,(P",P" — p) das (1 + (—1)"!)-fache eines Isomorphismus. [

7.3 Tensorprodukt

Definition 7.3.1. Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-
Linksmodul. So definieren wir eine abelsche Gruppe M ®g N, das Tensor-
produkt von M mit N iiber R, als Quotient der freien abelschen Gruppe
Z(M x N) iiber dem kartesischen Produkt M x N durch die von allen Aus-
driicken

(mr,n) — (m,rn)
(m+m';n) — (m,n)— (m',n)
(m,n+n") — (m,n)—(m,n)

mit m,m’ € M, n,n" € N, r € R erzeugte Untergruppe. Die Nebenklasse
von (m,n) schreiben wir m ® n.

Bemerkung 7.3.2. Prinzipiell konnten wir auch fiir zwei R-Linksmoduln M, N
in dhnlicher Weise eine abelsche Gruppe T'(M, N) definieren als einen Quo-
tienten wie eben mit (rm,n) — (m,rn) anstelle von (mr,n) — (m,rn). Fir
nichtkommutative Ringe erweist sich eine derartige Konstruktion jedoch als
wenig hilfreich, da sie keine guten Eigenschaften hat: Als Illustration mag
der Leser priifen, dal in dem Fall, dafl R der Schiefkérper der Quaternionen
ist, alle in dieser Weise gebildeten T'(M, N) schlicht Null werden.

Definition 7.3.3. Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul, N ein R-Links-
modul, und A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung b : M x N — A heifit
R-bilinear genau dann, wenn fiir alle m,m’ € M, n,n’ € N und r € R gilt:

b(mr,n) = b(m,rn)
b(m+m/;n) = b(m,n)+b(m' ,n)
b(m,n+n') = b(m,n)+b(m,n’)

Satz 7.3.4 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Sei R ein
Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul.

1. Die Abbildung M x N — M ®r N, (m,n) — m @ n ist R-bilinear.
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2. Wann tmmer b : M x N — A eine R-bilineare Abbildung in eine
abelsche Gruppe A ist, gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
b: M ®r N — A derart, daf§ gilt b(m @ n) = b(m,n) fir alle m € M,
n € N.

Beweis. Standard. O

Bemerkung 7.3.5. Keineswegs jedes Element eines Tensorprodukts ist von
der Form m ®n, die Elemente dieser Gestalt erzeugen jedoch das Tensorpro-
dukt als abelsche Gruppe. Besitzt weiter ein Element eines Tensorprodukts
eine Darstellung in der Gestalt m ® n, so besitzt es meist sogar viele ver-
schiedene Darstellungen dieser Gestalt. Geben wir eine Abbildung von einem
Tensorprodukt in eine abelsche Gruppe A an durch eine Vorschrift der Ge-
stalt m®n — b(m,n), so ist der Leser implizit gefordert, die Bilinearitéat der
Abbildung b : M x N — A zu priifen, und gemeint ist dann die durch die
universelle Eigenschaft definierte Abbildung b: M ®r N — A.

Bemerkung 7.3.6. Aufgrund der universellen Eigenschaft definieren speziell
R-lineare Abbildungen f : M — M', g : N — N’ einen Gruppenhomomor-
phismus f®g: MRrN — M'@g N', m®@n — f(m)®g(n) und wir erhalten
so einen Funktor

(Mod- R) x (R-Mod) —  Ab
(M , N) — M®&gN

Bemerkung 7.3.7. Sind S, R Ringe, so versteht man unter einem S-R-Bimodul
eine abelsche Gruppe M mit einer Struktur als S-Linksmodul und einer
Struktur als R-Rechtsmodul derart, daf} gilt

(sm)r =s(mr) Vse SmeDMreR

Wir notieren die Kategorie aller S-R-Bimoduln als S -Mod- R. Aufgrund der
Funktorialitat ist das Tensorprodukt automatisch auch ein Funktor

(S-Mod- R) x (R-Mod-T) — (S-Mod-T)

fiir beliebige Ringe S, R, T, die Operation von S bzw. T geschieht schlicht
durch s(m ® n) = (sm) ® n, (m @ n)t = m ® (nt). Ist speziell R ein kom-
mutativer Ring, so ist das Tensorprodukt von zwei R-Moduln in natiirlicher
Weise wieder ein R-Modul. Diesen Fall lernt man oft zuerst kennen.

Bemerkung 7.3.8 (Tensorieren mit dem Grundring). Ist R ein Ring und
M ein R-Modul, so ist R®r M — M,r ® m — rm ein Isomorphismus mit
Inversem m — 1® m. Fiir diese Eigenschaft ist es wesentlich, dafl in unseren
Konventionen Ringe stets eine Eins haben und Moduln stets unitér sind.
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Lemma 7.3.9. Das Tensorprodukt vertauscht mit direkten Sum-
men. Genauer definiert die offensichtliche Abbildung fiir eine beliebige Fa-
milie von Moduln (N;) einen Isomorphismus

M ®g (@ Ni) = @(M ®r N;)

Beweis. In der Tat haben wir sowohl fiir die linke als auch fiir die rechte
Seite S offensichtliche bilineare Abbildungen can; : M x N; — S und diese
sind universell: Ist irgendeine abelsche Gruppe A gegeben und eine Familie
von bilinearen Abbildungen b; : M x N; — A, so gibt es jeweils genau einen
Gruppenhomomorphismus b : S — A mit b; = b o can, . n

Bemerkung 7.3.10. Das Tensorprodukt vertauscht keineswegs mit beliebigen
Produkten.

Definition 7.3.11. Eine Sequenz A’ — A — A” von abelschen Gruppen
heifit rechtsexakt genau dann, wenn sie exakt ist bei A und wenn zusétzlich
A — A” eine Surjektion ist.

Lemma 7.3.12. Das Tensorprodukt ist rechtsexakt. Ist genauer R ein
Ring, M ein R-Rechtsmodul und N' — N — N" eine rechtsexakte Sequenz
von R-Linksmoduln, so ist MQrN' — MQrN — MQrN" eine rechtsexakte
Sequenz von abelschen Gruppen.

Beweis. Daf hier die Surjektivitit erhalten bleibt, ist offensichtlich. Daf3 die
Verkniipfung auch nach dem Tensorieren verschwindet ebenso. Wir kiirzen
fiir diesen Beweis ® g = ® ab und haben also eine Surjektion

cok( M@ N' - M® N) - M e N”

Wir miissen zeigen, daf sie eine Injektion ist. Nun ist aber M x N” — cok,
(m,n) — m®n fiir n € N eine wohldefinierte R-bilineare Abbildung und
induziert folglich eine Abbildung M ® N” — cok. Man sieht, dafl wir so eine
inverse Abbildung zu unserer Surjektion cok - M ® N” erhalten haben. [

Bemerkung 7.3.13. Die drei vorstehenden Lemmata gelten analog auch fiir
den anderen Tensorfaktor.

Lemma 7.3.14. Ist M ein R-Rechtsmodul und m C R ein Rechtsideal, d.h.

ewn Untermodul des R-Rechtsmoduls R, und betrachten wir in M den Unter-
modul mM = {> a;m; | a; € mym; € M}, so induziert die Multiplikation
etnen natirlichen Isomorphismus

(R/m) @r M = M/mM
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Beweis. Das folgt, indem wir auf m < R — R/m den Funktor ® g M anwen-
den. O]

Beispiel 7.3.15. Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht linksexakt: Wen-
det man auf die Multiplikation (2:) : Z — Z den Funktor ®;7Z/27Z an, so
erhalt man die Nullabbildung Z /27 — Z/27.

Definition 7.3.16. Eine abelsche Gruppe heifit torsionsfrei genau dann,
wenn die Multiplikation mit jeder von Null verschiedenen ganzen Zahl auf
unserer Gruppe eine Injektion induziert.

Lemma 7.3.17. Ist M eine torsionsfreie abelsche Gruppe und N' — N eine
Injektion, so ist auch M ®z N' — M ®z N eine Injektion.

Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist M frei nach 7?7 und das Lemma folgt
aus 7.3.9. Wir fithren nun den allgemeinen Fall darauf zuriick. Jedes Element
t € M®7N'ist ja Bild eines t; € M;®7 N’ fiir eine geeignete endlich erzeugte
Untergruppe M; C M. Geht ¢ nach Null in M ®z N, so auch in My ®7z N fiir
eine geeignete endlich erzeugte Untergruppe My C M mit M; C M,. Nach
dem bereits behandelten Fall verschwindet damit ¢; schon in M, ®z N’ und
erst recht in M ®z N’ und es folgt ¢ = 0. ]

Bemerkung 7.3.18. In einer Sprache, die wir spéter einfithren werden, hort
sich dieser Beweis so an: Fiir endlich erzeugte Gruppen gilt das Lemma,
da sie frei sind. Eine beliebige torsionsfreie Gruppe ist der direkte Limes
ihrer endlich erzeugten Untergruppen, das Tensorprodukt kommutiert mit
direkten Limites, und direkte Limites sind exakt.

Ubung 7.3.19. Ist N/ < N — N” eine spaltende kurze exakte Sequenz von
R-Moduln, so bleibt die Sequenz exakt unter M ®p . Insbesondere ist also
das Tensorieren iiber einem Korper stets exakt.

Ubung 7.3.20. Seien R,S Ringe und M € Mod-S, N € S-Mod-R und
L € R-Mod Moduln. So ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus
(M ®sN)®r L= M ®s (N Qg L).

Ubung 7.3.21. Sei S — R ein Ringmomomorphismus. Ist M ein S-Modul
und (m;);e; eine Basis von M, so bilden die 1 ® m; eine Basis des R-Moduls
R ®gs M.

Ubung 7.3.22. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus derart, daf8 S als
Ring erzeugt wird vom Bild ¢(R) von R mitsamt den Inversen der Elemente
aus @(R) N S*, so ist fir M € Mod-S und N € S-Mod die kanonische
Abbildung eine Bijektion

M®r NS5 MesN
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Speziell erhalten wir unter den entsprechenden Voraussetzungen M @z N —
M ®p/m N und M @z N = M ®q N.

Ubung 7.3.23. Sind M’ — M — M” und N’ — N — N” rechtsexakte
Sequenzen von Rechts- bzw. Linksmoduln iiber einem Ring R, so ist auch
die Sequenz (M’ ®@gr N)® (M @r N') = M @g N - M" @ N” rechtsexakt.

Ubung 7.3.24. Gegeben Vektorraume V, V', W, W iiber einem Korper k lie-
fert das Tensorieren von Abbildungen eine Injektion

Hom(V, V') @, Hom(W, W') — Hom(V @, W, V' @, W')

Ubung 7.3.25. Gegeben ein Rechtsmodul M iiber einem Ring R erhalten wir
aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ein adjungiertes Paar
von Funktoren (M®pg, Ab(M, )) zwischen den Kategorien R-Mod und Ab.
(In groBerer Allgemeinheit wird das in 77 diskutiert.)

7.4 Erste Anwendungen in der Homologietheorie

Proposition 7.4.1. Ist C € Ket ein Kettenkomplex von abelschen Gruppen
und M eine abelsche Gruppe, so definiert die Vorschrift [c] @ m +— [c @ m]
Homomorphismen

(HyC) @z M — Ho(C @z M)

Ist M torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen.

Beweis. Die offensichtlichen vertikalen Abbildungen liefern ein kommutatives
Diagramm

(B,C)@z M — (Z,C)@z M — (H,C)®zM
l l
B(C®z M) — Z,(C&zM) — Hy(C®zM)

in dem auch die obere Horizontale rechtsexakt ist nach 7.3.12 rechtsexakt ist
und das deshalb die behauptete Abbildung auf der Homologie induziert. Ist
M torsionsfrei, so ist die obere Horizontale auch exakt und bei Vertikalen
sind Isomorphismen und induzieren deshalb einen Isomorphismus auf der
Homologie. O

Ubung 7.4.2. Fiir jede abelsche Gruppe M und jeden topologischen Raum
X und jedes m € M und jede ¢-Kette ¢ € 5,X erkldren wir die g-Kette
me € S,(X; M) mit Koeffizienten in M in der hoffentlich offensichtlichen
Weise. Dann liefert die Abbildung m ® ¢ — mc Isomorphismen M ®75,X =
Sq(X; M) fiir alle ¢ und sogar einen Isomorphismus von Komplexen M ®g
SX = S(X;M).
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Korollar 7.4.3. Ist X ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe,
so liefert die Vorschrift m ® [c] — [mc| natirliche Homomorphismen

M @z Hy(X) — Hy(X; M)
Ist M torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen.

Beweis. Die vorhergehende Proposition 7.4.1 liefert uns Homomorphismen
M ®z H)(X) — Hy (M ®z SX), m® [c] — [m ® ¢], und Ubung 7.4.2 liefert
uns weiter Isomorphismen H,(M ®7 SX) = H,(X; M), [m®c| — [mc. O

7.5 Torsionsprodukt von abelschen Gruppen

Definition 7.5.1. Gegeben eine abelsche Gruppe N betrachten wir den
freien Z-Modul ZN {iiber der Menge N und die offensichtliche Surjektion
ZN — N mit ihrem Kern KN und bilden die kurze exakte Sequenz

KN < ZN — N,

die sogenannte Standardauflésung von N. Gegeben eine weitere abelsche
Gruppen M konstruieren wir eine dritte abelsche Gruppe M x; N, das Tor-
sionsprodukt von M und N, indem wir die Standardauflésung von N mit
M tensorieren und vorne den Kern der eben nicht notwendig mehr injektiven
Abbildung betrachten, in Formeln

M xz N = ker(M ®z KN — M ®z ZN)

Bemerkung 7.5.2. Unser Torsionsprodukt ist in natiirlicher Weise ein Funktor
Ab x Ab — Ab. Wir kiirzen fiir den Rest dieses Abschnitts ®7 ab zu ®
und *z zu *. Die Bezeichnung “Torsionsprodukt” kommt von einigen der
Eigenschaften unserer Konstruktion her, die im folgenden Satz aufgelistet
werden.

Proposition 7.5.3 (Eigenschaften des Torsionsprodukts).
1. Fir beliebige abelsche Gruppen M und N gilt M « N = N x M.
2. Sind M oder N torsionsfrei, so gilt M x N = 0.

3. Fiir eine beliebige abelsche Gruppe A und jede natirliche Zahl n > 0
gilt (Z/nZ) « A= {a € A|na=0}.
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4. Jede kurze exakte Sequenz M' — M —» M" von abelschen Gruppen
definiert eine lange exakte Sequenz, die sogenannte Torsionssequenz

0 - Mx*xN — M+«N — M'xN —
— M®N — M®N —» M'®N — 0,

die natirlich ist in der kurzen exakten Sequenz M’ — M — M" und in
N. Analoges gilt, wenn wir ausgehen von einer kurzen exakten Sequenz
im zweiten Faktor.

5. Das Torsionsprodukt vertauscht mit beliebigen direkten Summen.

Beweis. Wir beginnen mit der explizit angegebenen Sequenz in 4. Nach 7.3.17
ist
M@ KN — M®KN — M'® KN
| | |
M ®ZN — M®ZN — M'QZN

eine kurze exakte Sequenz von (vertikalen) Kettenkomplexen und unsere Se-
quenz wird konstruiert als die zugehorige lange exakte Homologiesequenz:
Der Kern der vertikalen Morphismen ist ja jeweils ein Torsionsprodukt, und
der Kokern ist wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts kanonisch iso-
morph zu dem entsprechenden Tensorprodukt. Das definiert die exakte Se-
quenz in 4. Wir zeigen nun 1 und 2 und die analoge Sequenz in 4 zusammen.
Ist M torsionsfrei, so folgt M x N = 0 mit 7.3.17 aus der Definition des Tor-
sionsprodukts. Das ist schon mal die erste Hélfte von 2. Wenden wir nun die
lange exakte Sequenz aus 4 an auf die Standardauflésung KM — ZM — M
von M, so definiert der Randoperator einen Isomorphismus

M« N 5 ker(KM ®; N — ZM ®7 N)

und wir folgern 1 und die analoge Sequenz in 4 und die andere Hélfte von
2. Nun folgt 3, wenn wir die Sequenz aus 4 betrachten fiir die kurze exakte
Sequenz Z LZ 7 /nZ, und beachten, dafl Z*x A = 0 nach 2 bereits bekannt
ist. Schliefflich folgt 5 aus der entsprechenden Aussage fiir das Tensorprodukt
7.3.9. O

Ubung 7.5.4. Das Torsionsprodukt M =N von zwei abelschen Gruppen besitzt
keine Elemente unendlicher Ordnung. (Hinweis: Man zeige (M*N)®;Q = 0).

Ubung 7.5.5. Der Beweis der Proposition liefert uns sogar einen kanonischen
Isomorphismus 7y 5 : M * N = N* M. Man zeige, dafl gilt 7y y o7y = id.
(Hinweis: Es gilt, ein grofies kommutatives Diagramm zu malen mit exakten
Zeilen und Spalten. Das Problem ist, dafl ich mir nicht genau iiberlegt habe,
ob das nicht vielmehr —id sein sollte. Eigentlich kdme mir das verniinftiger
vor.) Ich hétte auch gerne ein glattes Argument fiir 757 s = id (oder —id?.)

138



7.6 Das universelle Koeffiziententheorem

Satz 7.6.1 (Universelles Koeffiziententheorem der Homologie).
Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe. So haben wir fir
jedes q eine natirliche kurze exakte Sequenz

Hy(X) @7 G — Hy(X;G) — Hy1(X) #7 G,
die (in unnatirlicher Weise) spaltet.

Bemerkung 7.6.2. Dasselbe gilt fiir relative Homologie und mit Koeffizienten
in einem beliebigen Hauptidealring. Die Spaltung kann fiir festes X natiirlich
in G gewahlt werden, aber nicht bei festem allgemeinen G natiirlich in X.

Bewers. Tensorieren wir die kurze exakte Sequenz KG — ZG — G iiber
7 mit dem Komplex von freien abelschen Gruppen SX, so erhalten wir mit
7.4.2 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

Bilden wir die exakte Homologiesequenz und beachten die Isomorphismen
(H,SX) ®2 ZG = Hy(SX ®z ZG) und (H,SX) ®7 KG = H,(SX @z KG)
nach 7.4.1, so ergibt sich mit der Abkiirzung H,(SX) = H, die lange exakte
Sequenz

Hq®zKG—>Hq®ZZG—>Hq(X,G)—> q_1®zKG—>Hq_1®ZZG

und dann mit der Rechtsexaktheit von ® und der Definition von * und 7.6.3
wie gewiinscht eine kurze exakte Sequenz

Hy(X) ®2 G — Hy(X;G) > Hy1(X) %2 G

Es bleibt zu zeigen, daf sie spaltet. Aber die kurze exakte Sequenz Z, X —
SqX — B, 1 X spaltet, da B;_1X C S,_1X frei ist nach 7.6.4, wir finden
nach 5.7.8 also ein Linksinverses S, X — Z,X der Einbettung der Zykel in die
Ketten und das induziert die gesuchte Spaltung H,(X;G) — Hy(X)®zG. O

Bemerkung 7.6.3. Ist A — B — C — D — FE eine exakte Sequenz, so ist
(cok(A — B)) — C — (ker(D — E)) eine kurze exakte Sequenz.

Satz 7.6.4. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.

Bemerkung 7.6.5. Der anschlieende Beweis zeigt allgemeiner: Jeder Unter-
modul eines freien Moduls iiber einem Hauptidealring ist frei. Die Haupt-
arbeit besteht darin, auch nicht notwendig endlich erzeugte Gruppen bzw.

Moduln zu behandeln.
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Beweis. Sei I eine Menge und U C ZI eine Untergruppe. Wir betrachten die
Menge aller Paare (J, B) wo J C I eine Teilmenge ist und B eine Z-Basis
des Schnitts U NZJ. Diese Menge ist nicht leer und ist induktiv geordnet. Sie
besitzt also nach Zorns Lemma ein maximales Element (J,,, B,,,) und es gilt
zu zeigen J,, = I. Aber sonst sei ¢ € I — J,,,. Das Bild von UNZ(J,,, U{i}) in
Zi unter der offensichtlichen Projektion ist von der Form rZi fiir ein r € Z.
Ist 7 # 0, so wihlen wir ein Urbild u von r¢ in U und (J,,, U {i}, B,,, U {u})
wire ein groferes Paar. Ist r = 0, so wére schon (J,, U {i}, B,,) ein groBeres
Paar. In jedem Fall steht J, # [ im Widerspruch zur Maximalitdt von
(Jms Bm)- O
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8 Produkte

8.1 Homologie von Produkten

Bemerkung 8.1.1. Gegeben topologische Rdume X, Y scheint mir anschaulich
klar, dal man natiirliche Produktabbildungen

(HpX) x (HyY) = Hppo(X X Y)

erwarten darf. Suchen wir zum Beispiel das Produkt von zwei Klassen vom
Grad 1, und werden diese Klassen représentiert durch geschlossene Wege
in X bzw. Y, so liefern diese Wege zusammen eine Abbildung des 2-Torus
nach X x Y, und jede Triangulierung dieses 2-Torus liefert einen 2-Zykel im
Produkt, dessen Klasse wir dann als das Produkt unserer beiden 1-Klassen
nehmen wollen. Diese Anschauung werden wir im folgenden zur Definiti-
on des “Kreuzprodukts der Homologie” formalisieren und zeigen, wie uns die
“Kiinneth-Formel” erlaubt, die Homologie eines Produkts aus der Homologie
seiner Faktoren zu berechnen. Arbeiten wir zur Vereinfachung mit Koeffizi-
enten in einem Korper k, so liefert nach dieser Formel das Kreuzprodukt
sogar Isomorphismen

P H,(X;k) @, Hy(Yik) = Hy(X x Y5 k)

pt+q=n
Wir beginnen nun die formale Arbeit.

Definition 8.1.2 (Tensorprodukt von Komplexen). Sind C, D Kom-
plexe von Rechts- bzw. Linksmoduln iiber einem Ring R, so bildet man einen
Komplex von abelschen Gruppen C' ®pg D, ihr Tensorprodukt, durch die
Vorschrift (C' ®@g D), = P C, ®g D, mit dem Differential d(c ® d) =
de®d+ (—1)e® ad.

p+q=n

Bemerkung 8.1.3. Wir haben in dieser Situation offensichtliche Abbildungen

E@(j@hgfal) — fﬂHﬂ(ngRl))
[[@[d [c®d]

Verschwinden unsere beiden Komplexe in allen Graden, die man von Null
aus in Richtung der Pfeile erreicht, so liefert die natiirliche Abbildung sogar
einen Isomorphismus HyC @ HyD = Hy(C ®p D) als Konsequenz aus der
Rechtsexaktheit des Tensorprodukts, vergleiche 7.3.23.

Satz 8.1.4 (Eilenberg-Zilber). Von der Kategorie der Paare topologischer
Réaume in die Kategorie der Kettenkomplexe betrachte man die beiden Funk-
toren (X,Y)— S(X xY) und (X,Y) — SX ®z SY.
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1. Es gibt eine Transformation von Funktoren
Tx,y) : SX ®z 5Y — S(X xY),

die auf der nullten Homologie dieselbe Abbildung induziert wie der of-
fensichtliche Isomorphismus SoX @z SoY — So(X x Y).

2. Fiir jede solche Transformation sind die Kettenabbildungen 7(xyy fiir
alle X, Y Homotopiedquivalenzen.

3. Je zwei solche Transformationen T und 7' bestehen aus homotopiedqui-
valenten Kettenabbildungen, d.h. gegeben zwei solche Transformationen
7 und 7' haben wir T(xyy ~ T(’Xy) fiir alle X, Y.

Bemerkung 8.1.5. Dieser Satz liefert uns eine wohlbestimmte Aquivalenz zwi-
schen Funktoren von der Kategorie der Paare topologischer Rdume in die Ho-
motopiekategorie der Kettenkomplexe, die Eilenberg-Zilber-Aquivalenz

Eine Kettenabbildung 7(xy) wie im Satz, die diese Aquivalenz “materiali-
siert”, nennen wir eine Eilenberg-Zilber-Abbildung. Will man ihre an-
schauliche Bedeutung verstehen, so mag das in 8.2.2 gegebene explizite Bei-
spiel fiir derartige Abbildungen helfen. Wir wollen den Satz mithilfe der Me-
thode der “azyklischen Modelle” beweisen und fithren dazu nun die notige
Terminologie ein.

Definition 8.1.6. Sei A eine Kategorie. Eine Basis eines Funktors
F:A— Ab

ist eine Familie (M;, m;);c; von Paaren bestehend aus einem Objekt M; € A
und einem Element m; € F/(M;) ihres Bildes unter unserem Funktor derart,

daf fiir jedes A € A die (F'f)(m;) mit i € I und f € A(M;, A) eine Z-Basis
von F(A) bilden.

Beispiel 8.1.7. Fiir alle ¢ > 0 ist die einelementige Familie (A, 7,) eine Basis
des Funktors der ¢g-Ketten S, : Top — Ab. Das ist genau die Aussage von
5.4.4.

Proposition 8.1.8. Seien F,G : A — Ab zwei Funktoren und (M;, m;)cr
eine Basis von F. So haben wir eine Bijektion

Trans(F,G) — [l,c; G(M;)
T — (TM,L-(mi))ieI
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Beweis. Diese Verallgemeinerung von 5.4.4 iiberlassen wir dem Leser. O]

Definition 8.1.9. Sei A eine Kategorie und M C Ob A eine Teilmenge. Ein
Funktor F' : A — Ab heifit frei mit Modellen in M genau dann, wenn er
eine Basis (M;, m;);e; besitzt derart, daf alle M; zu M gehoren.

Satz 8.1.10 (iiber azyklische Modelle). Seien F,G : A — Ket zwei
Funktoren von einer Kategorie A in die Kategorie der Kettenkomplexe abel-
scher Gruppen und bezeichne F, G, : A — Ab die homogenen Komponenten
der jeweiligen Komplexe. Sei M eine Menge von Objekten von A. Wir neh-
men an, dafs gilt F, = 0 fir ¢ < 0 und daf$ alle F}, frei sind mit Modellen
in M. Wir nehmen weiter an, dafs fir alle M € M die Homologie H,(GM)
verschwindet fir alle ¢ > 0. So gilt

1. Fir jede Transformation T : HyF' — HoG ¢ibt es eine Transformation

f:F—Gmitt=Hyf.

2. Sind f, f': F — G zwei Transformationen mit Hyf = Hof', so sind f
und f' natirlich kettenhomotop. Genauer gibt es dann Transformatio-

nen 6, Fy — Gy mit f — f/' = 06 + 60.

Bemerkung 8.1.11. Ein Komplex, dessen Homologie identisch verschwindet,
heifit azyklisch. Die wesentliche Voraussetzung des vorhergehenden Satzes
1Bt sich dahingehend formulieren, dafl “G in echt positiven Graden azy-
klisch sein soll auf den Modellen von F”. Man beachte weiter die enge Ver-
wandschaft zwischen diesem Satz und dem Hauptlemma der homologischen
Algebra 9.1.5 in der Aussage ebenso wie im Beweis.

Beweis. 1. Notgedrungen setzen wir f, = 0 fiir ¢ < 0. Um eine Transformati-
on fy : Fy — G anzugeben reicht es, die Bilder z; € Go(M;) von m; € Fy(M;)
anzugeben, fiir (M;, m;) eine Basis von Fj. Diese Bilder konnen wir sicher
als Zykel wihlen derart, dafi auf der Homologie gilt 7 : [m;] — [z]. Dann
kommutiert notwendig das Diagramm

r L za
l !
HoF Z HyG

und dariiber hinaus gilt df, = f,—10 fiir alle ¢ < 0. Jetzt miissen wir nur
noch fiir ¢ > 0 Transformationen f, : F, — G, konstruieren derart, daf gilt
df, = f,—10. Das machen wir induktiv. Ist (M;, m;) eine Basis von F, so
reicht es aus, f;(m;) € G4(M;) so festzulegen, daB gilt

3fqmj = fq_lam]’ VJ
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Im Fall ¢ = 1 finden wir solche fi(m;), da nach Konstruktion von f, die
Verkniipfung fo0 : FiM; — GyM; faktorisiert iiber ByGM;. Fiir ¢ > 1 folgt
aus unserer Annahme H,_;GM; azyklisch, daf wir solche f,(m;) finden wenn
nur gilt df,_10m; = 0. Das folgt hinwiederum aus der per Induktion schon
bekannten Formel 0f,_1 = f,20.

2. Ahnlich wie im Beweis des ersten Teils konstruieren wir beginnend mit
0, = 0 fiir ¢ < 0 induktiv Losungen 0, der Gleichungen

06, = fy— [l — 8,10

und finden solche Losungen fiir ¢ = 0, da fo — f in den Réndern ByG landet
und fiir ¢ > 0, da wir induktiv haben

8(fq - fé - 5q718) = (qul - féfl - a5@/71)8
= 5,500
=0 ]

Beweis von Filenberg-Zilber. Der Funktor (X,Y") — S, (X xY) ist offensicht-
lich frei mit Basis ((A,, A,), diag), wobei diag : A,, — A, x A,, die diagonale
Einbettung diag € S, (A, x A,) ist. Der Funktor (X,Y) — (SX ®z SY),
ist frei mit Basis ((Ap, Ay), 7p @ Ty)ptq=n- Nach dem Satz tiber azyklische
Modelle in Verbindung mit 8.1.3 reicht es zu zeigen, dafl beide Funktoren auf
ihren eigenen Modellen und den Modellen des anderen Funktors azyklisch
sind, daf§ also die hoheren Homologiegruppen der Komplexe S(A, x A,) und
SA, ®z7SA, verschwinden. Die erste Aussage folgt daraus, da§ A, x A, kon-
vex ist. Um die zweite Aussage einzusehen, bilden wir den Kettenkomplex
Z[0], der nur im Grad Null lebt und dort Z ist. Nun betrachtet man die
Folge von Kettenabbildungen S(A,) — S(pt) — Z[0] und erkennt, daf sie
Homotopiedquivalenzen sind (zum Beispiel mit 5.4.8 fiir die erste Abbildung
und expliziter Rechnung fiir die zweite, oder mit 9.1.7). Es folgt eine Homo-
topiedquivalenz SA, ®z SA, — Z[0] ®z Z[0] und so die Azyklizitdt dieses
Komplexes. [

Definition 8.1.12. Ist R ein Ring und sind X, Y topologische Réaume, so
liefert die Vorschrift (¢ ® d) ® 7 — ¢ ® rd Isomorphismen von R-Bimoduln

(SX ®zSY)®z R = S(X;R)®r S(Y; R)

zum Beispiel, da die so definierte Abbildung eine Basis fiir die Linksoperation
von R in eine ebensolche iiberfithrt. Damit definiert jede Eilenberg-Zilber-
Abbildung bis auf Homotopie wohlbestimmte Kettenabbildungen, ja sogar
Homotopiedquivalenzen

S(X;R)®@r S(Y;R) — S(X xY; R)
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Die nach 8.1.3 auf der Homologie induzierten Abbildungen schreibt man in

der Form
H,(X;R) x H(Y;R) — pig(X X Y R)
(c,d) — cxd

und nennt sie das Kreuzprodukt der Homologie.

Lemma 8.1.13. Sind C, D Kettenkomplexe von Vektorrdaumen tber einem
Korper k, so liefern die natirlichen Abbildungen Isomorphismen

P H,(C) @ Hy(D) > H,(C @ D)

ptq=n

Bewers. Offensichtlich ist das Tensorprodukt von Kettenkomplexen ein Funk-
tor Ket(Lin- R) x Ket(R-Lin) — Ket(Ab). Er geht sogar auf die Homotopie-
Kategorien iiber: Sind f, g : C — C" Kettenhomomorphismen und ist § eine
Kettenhomotopie zwischen f und g, in Formeln 604 06 = f — g, so ist d ®id
eine Kettenhomotopie zwischen f ® id und g ® id. Analoges gilt fiir den
zweiten Tensorfaktor und das Tensorprodukt definiert damit in der Tat auch
einen Funktor

Hot(Lin- R) x Hot(R-Lin) — Hot(Ab)

Nach 5.4.10 gibt es in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe von k-
Vektorrdumen eindeutig bestimmte Isomorphismen HC = C und HD =
D, die auf der Homologie die offensichtlichen Identifikationen induzieren. Es
folgt eine Homotopiedquivalenz HC ® HD = C ® D, die den gewiinschten
Isomorphismus HC @ HD = H(C ® D) induziert. O

Satz 8.1.14 (Kiinneth-Formel mit Koeffizienten in einem Kérper).
Fiir zwei beliebige topologische Riume X,Y und Homologie mit Koeffizienten
in einem Korper k definiert das Kreuzprodukt der Homologie Isomorphismen

P H.(X:k) @ Hy(Yik) S Ho(X x Y k)

ptq=n

Beweis. Fir diesen Beweis vereinbaren wir die Abkiirzungen H (X; k) = HX
und S(X; k) = SX sowie ®; = ®. Unser Lemma 8.1.13 und die Homoto-
piedquivalenz SX ® SY — S(X x Y) liefern in der Tat auf der Homologie
Isomorphismen

HX @ HY H(X xY)

I I
H(SX)® H(SY) S H(SX ®SY)S H(S(X xY)) 0
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Satz 8.1.15 (Kiinneth-Formel). Gegeben topologische Riume X und Y
liefert das Kreuzprodukt der Homologie die erste Abbildung einer natirlichen
kurzen exakten Sequenz

P HX@,HY) = H(X xY) > P (H,XxHY)

p+q=n p+g=n—1
die in unnatirlicher Weise spaltet.

Bemerkung 8.1.16. Arbeitet man allgemeiner mit Koeffizienten in einem
Hauptidealring, so gilt dieselbe Formel mit demselben Beweis. Insbesondere
erhalten wir so die Kiinneth-Formel mit Koeffizienten in einem Korper als
Korollar. Ich habe nur deshalb einen separaten Beweis dieser Formel gegeben,
da dieser mir einfacher schien als der Beweis im allgemeinen Fall.

Beweis. Ist C' ein Komplex, so bezeichnen wir mit C[1] den “um eins gegen
die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex”, in Formeln (C[1]), = C,—1
bzw. bei Kokettenkomplexen (C[1])? = C9') und ersetzen zusitzlich den
Randoperator 0 durch —9. Diese Vorzeichenwahl fithrt dazu, dafl die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

(Ce D)1 = (Ch))e D

induziert. (Die offensichtliche Abbildung (C'® D)[1] = C @ (D[1]) ist jedoch
keine Kettenabbildung, statt der offensichtlichen Abbildung mufl man in die-
sem Fall c®d — (—1)lc® d nehmen um eine Kettenabbildung zu erhalten.)
Sicher haben wir nun eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

ZX — §X - BX|1]

wobei vorne und hinten Komplexe mit Differential Null stehen. Tensorieren
wir iiber Z mit dem freien Komplex SY, so erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz von Kettenkomplexen

ZX®SY — SX®SY - BX[1|®SY

Da ZX und BX auch aus freien abelschen Gruppen bestehen und Differential
Null haben, hat die zugehdrige lange exakte Homologiesequenz die Gestalt

(BX[1) @ HY )t —
. (ZX®HY), — H,(SX®SY) — (BX[]®HY), —
— (ZX®HY), 1 —

Man {iberzeugt sich miihelos, dafl die Randabbildungen hier schlicht von
den Einbettungen der Rénder in die Zykel induziert werden, so daf} sich
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aufgrund der kurzen exakten Sequenz BX — ZX — HX und der exakten
Tor-Sequenz eine natiirliche kurze exakte Sequenz ergibt der Gestalt

(HX ® HY ), — Ho(X X Y) = (HX * HY ),

Um eine Spaltung dieser Sequenz anzugeben, wihlen wir einfach Linksinverse
der Einbettungen ZX — SX, ZY — SY : Solche Linksinverse existieren,
da ja die jeweiligen Kokerne BX, BY frei sind als Untergruppen der freien
abelschen Gruppen SX, SY. ]

Ubung 8.1.17. Seien A, B Ringe und M € Ket(Lin- A), X € Ket(A-Lin- B)
und N € Ket(Lin- B) Komplexe. So erhalten wir einen Isomorphismus von
Komplexen

Hom_p(M ®4 X, N) = Hom_4(M,Hom_g(X, N))

gegeben durch ¢ — ¢ mit ¢(m)(z) = p(m ® x), und der induzierte Isomor-
phismus auf den Nullzykeln liefert ein adjungiertes Paar ( ® 4 X, Hom_5(X, ))
von Funktoren zwischen Ket_4 und Ket_g.

Ubung 8.1.18. Sind C, D zwei Komplexe von Rechts- bzw. Linksmoduln iiber
einem Ring R, soist v : C @ D — D ®pe C, c® d +— (—1)Illld @ ¢ ein
Isomorphismus von Kettenkomplexen.

Bemerkung 8.1.19. Arbeiten wir in Ubung 8.1.17 statt mit Rechts- mit Links-
moduln M € Ket(A-Lin), X € Ket(B-Lin-A) und N € Ket(B-Lin), so
haben wir analog

Homp(X ®4 M, N) = Homa(M, Homp (X, N))

vermittels ¢ + @ mit ¢(m)(z) = (—1)"I#lp(r ® m). Daraus erhalten wir
insbesondere ein adjungiertes Paar (X®, , Hompg(X, )) von Funktoren zwi-
schen Kety4 und Ketg .

8.2 [Eine explizite Eilenberg-Zilber-Abbildung

Bemerkung 8.2.1. Um zusétzliche Anschauung bereitzustellen, gebe ich eine
mogliche Eilenberg-Zilber-Abbildung auch noch explizit an. Wir werden diese
explizite Form nicht benétigen, deshalb fithre ich den Beweis nicht aus. Wir
betrachten fiir n = p + ¢ alle affinen injektiven Abbildungen

wiA, = A, x A,

die Ecken auf Paare von Ecken werfen und die “in jeder Komponente mo-
noton wachsen auf den Ecken”. So eine Abbildung entspricht eindeutig einer
Injektion

w=(,0):{0,...,n} = {0,...,p} x {0,...,¢}
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mit monoton wachsenden o und . Man erkennt, dafl notwendig gilt w(0) =
(0,0), w(n) = (p,q) und daB beim Ubergang von i zu i + 1 entweder o oder
B (aber nicht beide) um 1 wachsen. Man kann sich so ein w vorstellen als
einen Weg von (0,0) nach (p, ¢), der in jedem von n Zeitschritten entweder
eins nach oben oder eins nach rechts gehen darf. Die Flache unterhalb dieses
Weges im Quadrat [0, p] x [0, g] notieren wir n(w), in Formeln

n(w)= Y (Bl+1)=B0)(a(+1) - al)))

0<i<j<ptq

Unsere w : A, — A, x A, sind die n-Simplizes einer Triangulierung von
A, x Ay, aber das ist nur fiir die Anschauung von Belang. Jetzt definieren
wir Homomorphismen

SpX ®z 5 — Sptq(X xY)
CRT = S (=)@ (o x 1) ow

und erhalten so eine Transformation von Funktoren von der Kategorie aller
Paare topologischer Rdume in die Kategorie der Gruppen.

Lemma 8.2.2. Diese Homomorphismen definieren eine mdogliche Eilenberg-
Zilber-Abbildung

Beweis. Unsere Abbildung tut offensichtlich das Richtige in der nullten Ho-
mologie. Wir miissen also nur priifen, dal sie wirklich fiir alle X,Y eine
Kettenabbildung ist. Das iiberlassen wir dem Leser. O]

Definition 8.2.3. Die Abbildungen

)\P

prg =N 18y = Aprgund ppy = plt Ag = Ay,

die hinten ¢ Nullen anhéngen bzw. vorne p Nullen davorschieben, heiflen die
p-Vorderseite bzw. die g-Hinterseite unseres Standardsimplex. Hier steht
A fir “links” und p fiir “rechts”.

Lemma 8.2.4. Schreiben wir einen beliebigen n-Simplex A, — X x Y in
der Form (o,7) mit o : A, — X, 7: A, — Y und definieren Abbildungen

A: S(XxY) - (SX®z5Y),
(o,7) =Y g O @ 1

so erhalten wir eine natiirliche Kettenabbildung A : S(X xY) — SX ®7 SY,
die Alexander-Whitney-Abbildung, und diese Abbildung reprdsentiert
das Homotopie-Inverse zu einer und jeder Filenberg-Zilber-Abbildung.
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Beweis. Die im Lemma definierte Abbildung tut offensichtlich das Richtige
in der nullten Homologie. Wir miissen also nur priifen, daf3 sie wirklich eine
Kettenabbildung ist, fiir alle X, Y. Dazu rechnen wir

0A(0,7) = ) (Z(—niavki@mu (—1)1’2(—1)0Ap®mqki)

p+qg=n \1=0 7=0

wobei wir die a priori undefinierten Ausdriicke o A\°.? und 7p°k° als Null zu
interpretieren haben. Ebenso finden wir auch

n

Ad(o,T) = Z(—l)” Z okV A\ @ Tk p°

v=0 a+b=n—1

Fiir die entsprechenden Abbildungen mit Werten in A, fiir n = a+b+1 gilt
nun

e NHE falls 0 <v <a+1;
B A fallsa+1<v <n;

b — ov falls 0 < v < q;
= PPk fallsa < v <n.

Damit konnen wir Ad(e, 7) umschreiben zu
a b
Z <(_1)u Zg)\a—i-lk,u ® pr + (_1)a+1+u Za)\a ® pr+1kﬂ+1>
a+b+1=n v=0 u=0

und wenn wir in der ersten Summe p = a + 1, ¢ = b, ¢ = v substituieren und
in der Zweiten p=a, ¢ =0+ 1, j = p+ 1 ergibt sich

p—1 q
Ad(o,m) =) (Z(—l)ia/\pki@)qu—F (—1)pZ(—1)ja/\p®qukj)

ptg=n \i=0 j=1
wobei wir die erste Summe im Fall p = 0 und die Zweite im Fall ¢ = 0 als

Null zu verstehen haben. Es folgt 0A(o, 7) = Ad(0o, 7). O

8.3 Eigenschaften des Kreuzprodukts

Bemerkung 8.3.1. Sei fiir diesen Abschnitt R ein beliebiger Koeffizientenring.
Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir H(X; R) = HX und ®p = ®.

Proposition 8.3.2 (Eigenschaften des Kreuzprodukts).
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Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X — X und g : Y — Y’
gilt fir beliebige c € H,X und d € H)Y in H, (X' xY’) die Formel

(fxc) x (gud) = (f X g)s(c x d)

Einheit: Bezeichnet 1 € Hy(pt) den kanonischen Erzeuger der Homologie
eines Punktes, so gelten unter Unterdriickung der Notation fir die von

den offensichtlichen Identifikationen pt xX =2 X = X X pt auf der
Homologie induzierten Isomorphismen die Gleichungen

lxc=c=cx1

Assoziativitéat: Gegeben XY, Z topologische Riume und a,b, c zugehirige
Homologieklassen gilt unter Unterdriickung der Notation fir die von
den natiirlichen Identifikationen (X XY )xZ =2 X XY xZ = Xx (Y xZ)
auf der Homologie induzierten Isomorphismen in der Homologie von
X XY x Z die Gleichung

(axb)xec=ax(bxc)

Graduierte Kommutativitit: Gegeben topologische Riume X,Y bezeich-
net: X xY —Y x X die Vertauschung (x,y) — (y,x). Fir beliebige
homogene Homologieklassen ¢ € HX und d € HY gilt in H(Y x X)
bei kommutativem Koeffizientenring R die Formel

(e x d) = (=1)lldg x ¢

Beweis. Natiirlichkeit: Das folgt aus dem anschlieBenden kommutativen Dia-
gramm in der Kategorie der Kettenkomplexe

SX®SY — S(XxY)
| |
SX'®8Y — S(X'xY)

mit Eilenberg-Zilber-Abbildungen in den Horizontalen und hoffentlich offen-
sichtlichen Abbildungen in den Vertikalen.

Finheit: Wir zeigen nur die erste Gleichung 1 x ¢ = c¢. Bezeichnet pr :
pt xX — X die Projektion auf die zweite Koordinate, so lautet die prézi-
se Formulierung unserer Behauptung ja pr,(1 x ¢) = ¢. Um das zu zeigen,
betrachten wir das Diagramm

S(pt) ® SX —  S(pt xX)
e®id | ! | pr
R0 ®Sx ™'  S5Xx
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und behaupten, dafl es kommutiert in der Homotopiekategorie der Ketten-
komplexe fiir alle X. Dazu hinwiederum fassen wir alle Ecken des Diagramms
auf als Funktoren von den topologischen Rdumen in die Kettenkomplexe und
alle Pfeile als Transformationen und miissen mit dem Satz iiber azyklische
Modelle 8.1.10.2 nur zeigen, da} das induzierte Diagramm in der nullten
Homologie kommutiert fiir alle X. Das ist aber klar.

Assoziativitat: Nach 8.3.4 ist fiir drei Kettenkomplexe A, B, C' die offensichtli-
che Abbildung (A® B)®C — A®(B®C') ein Isomorphismus. Wir diirfen des-
halb bei solchen Tensorprodukten die Klammern weglassen, ebenso wie bei
Produkten topologischer Rdume. Dann betrachten wir das durch Eilenberg-
Zilber-Abbildungen gegebene Diagramm von Kettenkomplexen

SX®S(Y x2)
/ N\
SX®SY ®SZ S(X xY x Z)

N /!
S(X xY)®SZ

Aus dem Satz iiber azyklische Modelle folgt dhnlich wie im vorhergehen-
den Punkt, dafl unser Diagramm kommutiert in der Homotopiekategorie der
Kettenkomplexe. Gehen wir nun zur Homologie iiber, so folgt die behauptete
Assoziativitat des Kreuzprodukts.

Graduierte Kommutativitdt: Wir erinnern an unseren Vertauschungsmorphis-
mus D®C, c®d +— (—1)14d® ¢ aus 8.1.18 und betrachten wir das folgende
Diagramm von Funktoren aus der Kategorie der Paare topologischer Rdume
in die Kategorie der Kettenkomplexe:

SX®SY — S(XXY)
v | 1 St
SY  SX — S(Y x X)

Hier sind mit X, Y variable topologische Rdume gemeint und die Horizon-
talen sind Eilenberg-Zilber-Abbildungen. Um zu zeigen, dafl dies Diagramm
fiir beliebige Rdume X, Y kommutiert in der Homotopiekategorie der Ketten-
komplexe, miissen wir wie beim ersten Punkt nach dem Satz iiber azyklische
Modelle 8.1.10.2 nur zeigen, dafl es kommutiert in der nullten Homologie. Das
ist jedoch offensichtlich. Die graduierte Kommutativitat des Kreuzprodukts
folgt durch Ubergang zur Homologie. O]

Ubung 8.3.3. Man zeige, daB sich jede Eilenberg-Zilber-Transformation auf
genau einen Weise zu einer Transformation

S(X,A) @z S(Y,B) > S( X xY, X xBUAXY)
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zwischen Funktoren auf Paaren von Raumpaaren fortsetzen l1at, die eine von
allen Wahlen unabhéngige Aquivalenz von Funktoren in die Homotopiekate-
gorie liefert. Wir erhalten so das Kreuzprodukt der relativen Homologie

H(X,A) @, HY,B) - HX XY, X x BUAXY)

Bei Koeffizienten in einem Korper ist das Kreuzprodukt auf der relativen
Homologie wieder ein Isomorphismus. Man folgere, dafl es fiir ungerades n
keinen topologischen Raum X geben kann derart, dafl X x X homoéomorph
ist zu R™. Insbesondere gibt es salopp gesagt keine Wurzel aus dem R3.

Bemerkung 8.3.4. Man sieht ohne Miihe, dal ganz allgemein die offensicht-
liche Abbildung ¢ ® (d ® e) — (¢ ® d) ® e einen Isomorphismus von Ketten-
komplexen C' ®g (D ®g E) — (C ®r D) ®5 E liefert, wobei R, S Ringe sind
und wir fiir C' einen Komplex in Lin- R, fiir D einen Komplex in R-Lin-.S
und fiir £ einen Komplex in S'-Lin nehmen.

8.4 Differentielle graduierte Algebra

Bemerkung 8.4.1. Fiir eine orientierte kompakte n-Mannigfaltigkeit ohne
Rand M darf man erwarten, dafl sich der anschauliche Schnitt zweier Zy-
kel formalisieren 1483t zu einer bilinearen Paarung

Hy, yM X Hy_ oM — Hy,_ (g M

Das ist auch in der Tat der Fall, aber die Konstruktion dieses sogenannten
Schnittprodukts ist nicht einfach und wird uns lange beschéaftigen. Wir kon-
struieren in den folgenden Abschnitten den Kohomologiering, den man zwar
fiir einen beliebigen topologischen Raum recht miihelos erhilt, fiir den ich
jedoch keine Anschauung anbieten kann. Eine interessante Quelle zur Ent-
wicklung der Theorie ist | |. Im folgenden Abschnitt treffen wir zunéchst
einige rein algebraische Vorbereitungen.

Definition 8.4.2. Eine differentielle graduierte abelsche Gruppe mit einer
Kettenabbildung R ®7 R — R, die sie zu einem Ring macht, heifit ein diffe-
rentieller graduierter Ring oder kurz dg-Ring.

Bemerkung 8.4.3. Einen Ring R mit einer Graduierung der zugrundeliegen-
den additiven Gruppe derart, daf gilt R,R; C R;y; Vi,j € Z nennt man
einen graduierten Ring. Nach unserer Definition ist das dasselbe wie ein
dg-Ring mit Differential Null. Ein dg-Ring ist ausgeschrieben ein gradu-
ierter Ring R mit einem Differential d : R — R auf der zugrundeliegen-
den graduierten abelschen Gruppe derart, daf§ die graduierte Leibniz-Regel
d(ab) = (da)b + (—1)lla(db) gilt.
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Ubung 8.4.4. In einem graduierten Ring gilt stets 1 € Ry. In einem dg-Ring
gilt stets d(1) = 0. (Man multipliziere erst die Eins mit homogenen Elementen
und dann die homogenen Komponenten der Eins mit der Eins.)

Bemerkung 8.4.5. Die Struktur eines dg-Rings tritt in der homologischen Al-
gebra sehr haufig auf. Die Homologie eines dg-Ring trigt nach 8.1.3 stets in
natiirlicher Weise die Struktur eines graduierten Rings, genauer bilden die
Kozykel einen graduierten Teilring und die Korénder ein graduiertes beidsei-
tiges Ideal im Ring der Kozykel.

Definition 8.4.6. Ein differentieller graduierter Modul oder kurz dg-
Modul iiber einem dg-Ring A ist eine dg-Gruppe M mitsamt einem Homo-
morphismus von dg-Ringen A — End M.

Bemerkung 8.4.7. Homomorphismen von dg-Gruppen A — End M konnen
wir nach ?? identifizieren mit Homomorphismen von dg-Gruppen A ® M —
M, und unser urspriinglicher Homomorphismus ist ein Ringhomomorphis-
mus genau dann, wenn der so gebildete Homomorphismus die Bedingungen
erfiillt, die man iiblicherweise von der Operation eines Rings auf einem Modul
fordert.

Bemerkung 8.4.8. Ist (A, d) ein dg-Ring, so definiert man den opponierten
dg-Ring A°, indem man dieselbe dg-Gruppe zugrunde legt und nur die Mul-
tiplikation abédndert, indem man die Abbildung v : A® A — A® A aus 8.1.18
vor die Multiplikation A ® A — A davorschaltet. Explizit wird demnach die
neue Multiplikation gegeben durch die Vorschrift a*b = (—1)I**lba. Die ana-
loge Regel a x m = (—1)l9Immq identifiziert dann dg-Moduln iiber A° mit
“dg-Rechtsmoduln” iiber A, deren Definition hoffentlich offensichtlich ist. Ist
die Identitit auf einem dg-Ring ein Isomorphismus A = A°, d.h. gilt fiir
alle homogenen a,b € A die Regel ab = (—1)11®lba, so heiBit unser dg-Ring
graduiert kommutativ oder auch superkommutativ.

8.5 Der Kohomologiering

Definition 8.5.1. Gegeben ein topologischer Raum X und eine abelsche
Gruppe G definieren wir ganz allgemein

SY(X;G) = Hom(S,X, G) = Ens(Top(A,, X),G)

fir S,X = S,(X;Z) und nennen die Elemente dieser Gruppe singulire
Koketten von X mit Koeffizienten in G.

Bemerkung 8.5.2. Wir kénnen S?(.X; ) also auch interpretieren als die Grup-
pe aller Abbildungen von der Menge der g-Simplizes nach G. Die Gruppe der
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singuldren Ketten S,(X;G) mit Koeffizienten in G besteht im Gegensatz
dazu nur aus allen fast tiberall verschwindenden solchen Abbildungen.

Bemerkung 8.5.3. Per Definitionem ist S7(X; G) gerade die homogene Kom-
ponente vom Grad —¢ im Komplex Hom(SX, G), wie er in 5.4.9 definiert
wird. Wir vereinbaren nun die Konvention, nach der obere Indizes bei einem
Komplex bedeuten sollen, daf ein Differential in Richtung wachsender Indi-
zes gemeint ist. Im Allgemeinen kann man diese Regel € = C_, schreiben,
aber in konkreten Situationen wie zum Beispiel hier tragt die Stellung des
Index zusétzliche Information.

Definition 8.5.4. Eine Kokette ¢ € S9(X; G) nennen wir auch eine Kokette
vom Grad ¢ und schreiben |c| = g. Den Wert einer Kokette ¢ € S7(X; G)
auf einer Kette z € S, X notieren wir (c, z) € G. Sprechen wir ohne néhere
Spezifizierung von singuldren Koketten, so meinen wir meist Koeffizienten in
Z. Den Randoperator des Komplexes S*(X;G) = Hom(SX, G) nennen wir
den Korandoperator.

Definition 8.5.5. Gegeben eine abelsche Gruppe G definieren wir ganz all-
gemein einen Funktor Ab — Ab°, A — Hom(A, G). Das Bild eines Morphis-
mus f : A — B unter diesem Funktor ist die transponierte Abbildung
ft:Hom(B,G) — Hom(A, G), in Worten das “Verkniipfen mit f7.

Bemerkung 8.5.6. Explizit wird der Korandoperator gegeben durch die Vor-
schrift § = —(=1)20" : SY(X;G) — S9(X;G) oder noch expliziter durch
die Vorschrift (dc, z) = —(—1)ll(c, 0z).

Bemerkung 8.5.7. Wir haben nun kontravariante Funktoren konstruiert von
den topologischen Rdumen in die Komplexe abelscher Gruppen als die Kom-
position

Top — Ket — Ket®

wo der erste Funktor gegeben ist durch X — SX und der zweite durch
C' — Hom(C,G). Im Fall G = 7Z notieren wir die Komposition S*, also
X — §*X auf den Objekten und f — S*f auf den Morphismen.

Definition 8.5.8. Im Kontext von Morphismen in Richtung wachsender
Indizes bezeichnet man die Rénder, Zykel und Homologiegruppen meist als
Korinder Bi(C, Kozykel Z¢C, Kohomologiegruppen HiC.

Definition 8.5.9. Die Kohomologiegruppen unseres Komplexes S*(X;G)
der singuldren Koketten von X mit Koeffizienten in G heilen die singuléren
Kohomologiegruppen von X mit Koeffizienten in G und werden be-
zeichnet mit

HY(S™(X; G)) = Hg,o (X5 G) = HY(X; G)
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Offensichtlich erhalten wir so kontravariante Funktoren von den topologi-
schen Réumen in die abelschen Gruppen H%( ,G) : Top — Ab°. Das Bild
einer stetigen Abbildung f : X — Y unter diesem Funktor notieren wir
Hif = f*: HY — H?X und haben also (f o g)* = ¢g* o f*.

Bemerkung 8.5.10. Wir konnen auch die Zuordnung G — HY(X; G) fiir festes
X auffassen als einen Funktor von den abelschen Gruppen in sich selber.
Ist insbesondere G ein Modul tiber einem Ring R, so erbt HY(X;G) diese
Struktur.

Bemerkung 8.5.11. Wenden wir die natiirliche Abbildung H Hom(C, D) —
Hom(HC, HD) aus 5.4.9 an mit C' = S, X und D dem Komplex, der nur im
Grad Null lebt und dort G ist, so erhalten wir eine Abbildung HY(X;G) —
Hom(H, X, G) alias eine Z-bilineare Abbildung, die Kronecker-Paarung

HI(X;G)x HX — G

(c, 2) — (¢, 2)

Ist G ein Modul iiber einem Ring k, so erhalten wir analog einen natiirlichen
Homomorphismus H9(X;G) — Homy(H,(X;k),G) von Linksmoduln iiber
k, wobei die k-Operation auf dem Hom-Raum herkommt von der Rechtsope-
ration von k auf H,(X;k). Arbeiten wir mit Koeffizienten in einem Korper
k, so ist nach 5.4.10 die Kohomologie schlicht der Dualraum der Homologie,
die Kronecker-Paarung definiert genauer Isomorphismen

HY(X;k) = Hom(H,(X; k), k)
Ich kann mir die Kohomologiegruppen nur vorstellen als den Dualraum in
diesem Sinne der fiir mich vergleichsweise noch anschaulichen Homologie-
gruppen.
Proposition 8.5.12 (Komultiplikation von Ketten). Fir jeden topolo-

gischen Raum X ist die Abbildung A : SX — SX ®z SX, die auf Simplizes
gegeben wird durch die Vorschrift

o Z oA ® op?
p+q=|o]|
ein. Homomorphismus von Kettenkomplexen und erfillt die Bedingung der

Koassoziativitit (A ®id) o A = (Id®A)o A: SX — SX ® SX ® SX.

Beweis. Die fragliche Abbildung erhéilt man als die Verkniipfung SX —
S(X x X) — SX ®z SX des direkten Bildes unter der Diagonale mit der
Alexander-Whitney-Abbildung aus 8.2.4. Das ist auch der Grund, aus dem
sie A notiert wird. Als eine Verkniipfung von Kettenabbildungen sie eine
Kettenabbildung. Die Koassoziativitét ist offensichtlich. O]

155



Definition 8.5.13. Sei X ein topologischer Raum. Die Verkniipfung

unserer kanonischen Abbildung C* ® D* — (C ® D)* aus 7?7 im Spezialfall
C = D = SX mit der Transponierten unserer Komultiplikation A aus 8.5.12
wird notiert in der Form

a®@b—aUb

und heifit das cup-Produkt auf den singuliren Koketten. Die Bezeich-
nung “cup” (Tasse auf Englisch) erinnert an die Form des Symbols. Offen-
sichtlich werden so die singulidren Koketten zu einem dg-Ring und ihre Homo-
logie erbt die Struktur eines graduierten Rings. Er heifit der singulire Ko-
homologiering unseres Raums und wird mit H*X oder genauer mit Hg X
bezeichnet. Die Multiplikation im Kohomologiering notieren wir auch U und
nennen sie das “cup-Produkt auf der Kohomologie”.

Bemerkung 8.5.14. Explizit wird fiir Koketten a € SPX, b € S9X der Wert
von a U b auf einem Simplex o : A, — X gegeben durch die Formel

(aUb,0) = (—=1)"{a,0 0 NP)(b,0 o p?)

Proposition 8.5.15. Der Kohomologiering eines topologischen Raums ist
stets graduiert kommutativ.

Bemerkung 8.5.16. Das cup-Produkt auf den singulédren Koketten ist keines-
wegs graduiert kommutativ, das gilt erst nach dem Ubergang zur Kohomo-
logie. Wir geben den Beweis im néchsten Abschnitt in einem allgemeineren
Rahmen.

8.6 Das Kreuzprodukt der Kohomologie

Noch durchstylen! Viel klar mit Tensorkategorie-Formalismus.

Notation 8.6.1. Sei fiir diesen Abschnitt R ein beliebiger kommutativer Koef-
fizientenring. Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen wir H*(X; R) = H*X und

®R:®ab.

Definition 8.6.2. Gegeben topologische Rdume X,Y definieren wir das
Kreuzprodukt der Kohomologie

HPX @ HYY — HPYY(X xY)
a®b — axb
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wie folgt: Zunichst vereinbaren wir der Ubersichtlichkeit halber fiir A einen
R-Modul die Abkiirzung Hom(A, R) = A*. Sicher haben wir fiir R-Moduln
A, B stets einen Homomorphismus A* @ B* — (A ® B)* gegeben durch
(f ® g)(a®b) = f(a)g(b). Sind nun X, Y topologische Ridume, so definie-
ren wir unser Kreuzprodukt auf der Kohomologie, indem wir den Effekt der
Komposition

S*X®SY - (SX®SY) — S(X xY)

auf der Kohomologie betrachten, mit einer dualisierten Eilenberg-Zilber-Ab-
bildung als Abbildung rechts und einem Spezialfall der in ??7 erklarten Ket-
tenabbildung links, gegeben durch (f ® g,z ® y) = (—1)191#l f(2)g(y), und
dann noch die Abbildung H*X ® H*Y — H*(S*X ® S*Y) aus 8.1.3 davor-
schalten.

Proposition 8.6.3 (Eigenschaften des Kreuzprodukts).

Natiirlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X — X und g:Y — Y’
gilt fiir beliebige c € HPX' und d € H1Y' in HPT1(X x Y') die Formel

(f*e) x (g°d) = (f x g)"(c x d)

Einheit: Bezeichnet 1 € H(pt) den kanonischen Erzeuger der Homologie
eines Punktes, so gelten unter Unterdriickung der Notation fiir die von
den Identifikationen pt x X =2 X = X X pt auf der Kohomologie indu-
zierten Isomorphismen die Gleichungen

Ilxec=c=cx1

Assoziativitat: Gegeben X,Y, Z topologische Rdume und a,b,c zugehdrige
Kohomologieklassen gilt unter Unterdriickung der Notation fiir die von
den Identifikationen (X xY) X Z =2 X xY x Z = X x (Y x Z) auf
der Kohomologie induzierten Isomorphismen in der Kohomologie von
X xY x Z die Gleichung

(axb)xec=ax(bxc)

Graduierte Kommutativitit: Gegeben topologische Raume X,Y bezeich-
net: X xY — Y x X die Vertauschung der Faktoren (z,y) — (y,x).
Fiir beliebige homogene Kohomologieklassen ¢ € H*X und d € H*Y
gilt in H*(Y x X)) die Formel

™(ex d) = (=1)lg x ¢
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Beweis. Um das zu zeigen gilt es zunéchst, alle Diagramme aus dem ent-
sprechenden Beweis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie zu dualisie-
ren. Dann gilt es jedoch weiter, die Kommutativitdt einiger Diagramme von
abstrakten Kettenkomplexen zu priifen, die wir im folgenden ohne Beweis
angeben.

Natiirlichkeit: Gebeben C' — C, D — D; Kettenabbildungen kommutiert

das Diagramm
C*®@ D" —— (C® D)*

l !

Ct® D —— (C1® Dy)*

FEinheit: Hier ist nichts zusétzlich zu priifen.

Assoziativitdt: Wir betrachten das Diagramm mit hoffentlich offensichtlichen
Morphismen

SX@SY®SZ — (SX@SY)®5Z — (SX®SY®SZ)

l !
SHXxY)®S*Z — (S(XxY)®SZ)*
!
S X xY x Z)

Das bereits im Beweis der Natiirlichkeit benutzte Diagramm zeigt, dafl auch
dies Diagramm kommutiert. Setzen wir oben links ein Tensorprodukt TQy® 2
von Représentanten der jeweiligen Kohomologieklassen ein, so kommt unten
ein Représentant von (x X y) X z heraus. Nun ist die rechte Vertikale unseres
Diagramms ja gerade einer der beiden mdglichen Wege im Diagramm aus
dem Beweis der Assoziativitét fiir das Kreuzprodukt der Homologie, duali-
siert. Malen wir dasselbe Diagramm fiir die andere Klammerung, so sind also
die rechten Vertikalen in beiden Diagrammen homotopiedquivalent. Um den
Beweis zu beenden benétigen wir dann nur noch, dafl auch die obere Hori-
zontale unseres Diagramms nicht von der Wahl der Klammerung abhingt,
also die Kommutativitat von

(A® B)*® C*
/ N\
A*® B*® C* (A B C)*
N\ /
A @ (BoC)

Deren Nachweis iiberlassen wir der Leserin oder dem Leser.
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Graduierte Kommutativitit: Hierzu bendtigen wir zusétzlich nur noch die

Kommutativitit von
A*®R B —— (A@B)*

| |
B*® A* —— (B® A)*

deren Nachweis wir wieder dem Leser {iberlassen. O

Satz 8.6.4 (Cup-Produkt durch Kreuzprodukt). Sei X ein topologi-
scher Raum und A : X — X x X, x — (x,z) die Diagonale. So gilt fiir
beliebige a,b € H*X die Formel

aUb=A%(axb)

Beweis. Das folgt, wenn wir das Kreuzprodukt auf der Kohomologie mit-
hilfe der Alexander-Whitney-Abbildung aus 8.2.4 berechnen. Sollte besseren
Beweis mat azyklischen Modellen geben. Genauer betrachten wir die Ket-
tenabbildungen

S*X ®S*X — (SX ® SX)* — S*(X x X) 2 5*°X

mit der Transponierten der in 8.2.4 erklarten Alexander-Whitney-Abbildung
an der vorletzten Stelle und priifen, dafl diese Komposition gerade unser
U-Produkt auf den Koketten ist. Die Vorzeichen aus der Definition des U-
Produkts entsprechen hier gerade den Vorzeichen aus der Definition der Ket-
tenabbildung S*X ® S*X — (SX ® SX)* nach ?7?. O

Korollar 8.6.5 (Graduierte Kommutativitit des Cup-Produkts). Sei
X ein topologischer Raum. So gqilt fiir beliebige a,b € H*X die Formel

aUb=(-1)lPtpyq

Beweis. Das folgt aus der graduierten Kommutativitit des Kreuzprodukts.
Genauer gilt fiir 7 : X x X — X x X die Vertauschung der Faktoren die
Formel 70 A = A und damit erhalten wir

aUb= A% xb)=A7(axb) = (—DA* (b xa) = (-DlMpua O

Bemerkung 8.6.6. Schon wenn X und Y unendliche diskrete Mengen sind, ist
das Analogon der Kiinneth-Formel fiir die Kohomologie falsch, selbst mit Ko-
effizienten in einem Korper. Nehmen wir jedoch an, alle Homologie-Gruppen
des Raums X seien frei oder, noch allgemeiner, projektiv iiber dem gew&hlten
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Koeffizientenring, so haben wir ja nach 9.1.9 einen kanonischen Isomorphis-
mus SX ~ HX in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe. Nehmen wir
dann zusétzlich (fiir den vorletzten Isomorphismus) alle Homologiegruppen
als endlich erzeugt an, so folgt

SHX XY)~ (SX®SY) ~ (HX®SY) = (HX)*®S'Y = (H*X ®S*Y)

und dann auf der Kohomologie H*X ® H*Y = H*(X x Y) vermittels des
Kreuzprodukts.

8.7 Die Homologie als Modul iiber der Kohomologie

Definition 8.7.1. Gegeben ein topologischer Raum X betrachten wir die
Verkniipfung von Kettenabbildungen

SFXRSX -5 XRSX®SX —-SX

wobei der erste Morphismus gegeben wird durch id ®vA mit A der Komul-
tiplikation auf den singuldren Ketten aus 8.5.12 und v der Vertauschung der
Tensorfaktoren aus 77, der zweite Morphismus dahingegen durch das Aus-
werten S*X ® SX — R aus ??. Diese Verkniipfung notieren wir

b z—bNz

und nennen sie das cap-Produkt. Wieder erinnert die Bezeichnung “cap”
(Miitze auf Englisch) an die Form des Symbols.

Bemerkung 8.7.2. Das cap-Produkt macht SX zu einem dg-Modul iiber 5* X.
Das priift man zum Beispiel mit Hilfe der Adjunktionsformel

(a,bNz) ={(aUb,z) Vze SX, a,be S*X,

die ihrerseits leicht aus der Definition folgt. Explizit wird das cap-Produkt
einer Kokette b € SYX mit einem Simplex z = o : A,, — X gegeben durch

bNo = (=1)P%b,op?)ac AP

Definition 8.7.3. Gegeben ein dg-Ring R heifit eine differentielle graduier-
te Gruppe M mit einer Kettenabbildung R ®z M — M, die sie zu einem
R-Modul macht, ein differentieller graduierter Modul oder kurz dg-
Modul iiber unserem dg-Ring.
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Bemerkung 8.7.4. Ganz allgemein versteht man unter einem graduierten
Modul iiber einem graduierten Ring R einen R-Modul M mitsamt einer
Graduierung M = @,, M* derart, daB gilt R*M7 C M' fir alle i, j € Z.
Nach unserer Definition ist das dasselbe wie ein dg-Modul mit Differential
Null iiber R aufgefalt als dg-Ring mit Differential Null. Ein dg-Modul iiber
einem beliebigen dg-Ring (R, d) ist ausgeschrieben ein graduierter R-Modul
M mit Differential d derart, da8 gilt d(am) = (da)m + (—1)1%a(dm) fiir alle
homogenen a € R und alle m € M.

Bemerkung 8.7.5. Nach 8.1.3 ist die Kohomologie HM eines dg-Moduls M
iiber einem dg-Ring R in natiirlicher Weise ein graduierter Modul iiber der
Kohomologie HR von R. Konkret bilden die Zykel ZM = ker d von M einen
Modul iiber dem Ring ZR der Zykel von R, die Bilder BM = d(M) bilden
darin einen Untermodul, und auf dem Quotienten HM = ZM /BM operiert
das Ideal der Bilder BR C ZR durch Null, so daf3 die Operation von ZR
faktorisiert {iber die behauptete Operation von HR auf H M.

Bemerkung 8.7.6. Unter unserem cap-Produkt wird SX, aufgefafit als diffe-
rentielle graduierte Gruppe vermittels (S,X) = (SX)~¢ und Differential 0,
ein dg-Modul iiber S*X. Speziell wird also nach 8.7.5 fiir jeden topologischen
Raum X die totale Homologie HX = P, H,X ein Modul iiber dem Ko-
homologiering H*X. Wir notieren diese Operation auch mit N und erhalten
so das cap-Produkt auf der Homologie

N: "X x H,  , X — H, X

Ubung 8.7.7. Ist f : X — Y stetig, b € HPY und z € H, X, so gilt die
Formel f.(f*0Nz) =bN (fez).
Bemerkung 8.7.8. Ist A C X eine Teilmenge, so ist S*(X, A) als Kern des
Ringhomomorphismus S*X — S*A ein unter dem Korandoperator stabiles
graduiertes Ideal von S*X und somit H*(X, A) ein graduierter nicht notwen-
dig unitérer Ring sowie ein H*X-Modul von rechts und links. Des weiteren
ist SA C SX ein dg-Untermodul fiir die Operation von S*X und das cap-
Produkt definiert somit eine Operation auf dem Kokern S(X, A), in Formeln
N:HPX x Hy (X, A) — H, (X, A). Das Merkwiirdigste ist jedoch die Vari-
ante

N:HY(X,A) x Hy ,(X,A) —» HX
Um sie zu erhalten gilt es zu bemerken, dafl das dg-Ideal S*(X,A) C S*X
den dg-Untermodul SA C SX annulliert.
Ubung 8.7.9. Gegeben z € H,, (X, A) kommutiert das Diagramm

HP(X,A) —  HPX
Nz | 1Nz
HX — H/(X,A)
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Satz 8.7.10 (Poincaré-Dualitét). Fir jede kompakte orientierte Mannig-
faltigkeit definiert das cap-Produkt mit dem Fundamentalzykel einen Isomor-
phismus von threr Kohomologie mit ihrer Homologie.

Bemerkung 8.7.11. Ist also in Formeln M eine kompakte orientierte n-Man-
nigfaltigkeit und w € H, M ihr Fundamentalzykel, so liefert das cap-Produkt
mit w fiir alle p einen Isomorphismus

MNw: H"M = H,_,M

Bemerkung 8.7.12. Dieser Satz und sein Beweis gelten mit Koeffizienten in
einem beliebigen kommutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so
benotigt man nicht einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit.

Bemerkung 8.7.13. Fiir zwei Homologieklassen komplementérer Dimension
a € HM und 8 € H,_,M einer orientierten n-Mannigfaltigkeit ist hof-
fentlich anschaulich klar, was ihre Schnittzahl « - § € 7Z sein sollte, die
die Schnittpunkte von reprasentierenden Zykeln “in generischer Lage” mit
geeigneten, von der Orientierung abhéngigen Vorzeichen zéhlt. Der Isomor-
phismus aus dem obigen Satz liefert eine Definition solcher Schnittzahlen
im kompakten Fall: Wir suchen a € H" PM, b € HPM mit a = a N wyy,
B = bNwy und setzen
a-f={(aUbwy)

Wir werden unsere geometrische Interpretation der so definierten Schnitt-
zahlen spéter rechtfertigen. Ebenso wird die graduierte Kommutativitiat des
cup-Produkts zeigen, daf} fiir die Schnittzahlen in einer n-Mannigfaltigkeit
gilt a- 3 = (=1)n=leD=180 3. o Nach der Adjunktionsformel {a U b,wy,) =
(a,bNwyr) und unseren Definitionen entsprechen sich unter den Identifika-
tionen der Poincaré-Dualitét fiir einen beliebigen kommutativen Koeffizien-
tenring die drei Paarungen

Hy(M:k) x Hoo(Mik) —k (0,8) — a8
H" P (M; k) x Hpp(M;k) —k, (a,8) —  (a,p)
H"P(M;k) x  HP(M;k) —k, (a,b) +— {(aUbywy)

Falls die Paarung in der Mitte eine Bijektion des linken Raums auf den
Dualraum des rechten Raumes induziert, insbesondere fiir Koeffizienten in

einem Korper oder falls H,,_,_1(M;Z) eine freie abelsche Gruppe ist, so folgt
dasselbe fiir die beiden anderen Paarungen.

Bemerkung 8.7.14. Der Satz liefert uns auch allgemeiner eine Definition des
Schnittprodukts auf der Homologie von M: Man iibertragt schlicht das cup-
Produkt auf der Kohomologie mithilfe der Isomorphismen aus dem Satz in
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die Homologie. Allerdings sind wir noch nicht in der Lage, die Briicke von
dieser Definition bis zur Anschauung zu schlagen.

Bemerkung 8.7.15. Um einen anschaulichen Beweis der Poincaré-Dualitét zu
geben, verallgemeinert man zunéchst unseren Satz 5.9.2 iiber den Zusam-
menhang von singulédrer und simplizialer Homologie von endlichen Simplizi-
alkomplexen auf Raume, die statt aus Simplizes in dhnlicher Art aus kompli-
zierten kompakten konvexen Polyedern zusammengesetzt sind, wie zum Bei-
spiel die Oberflichen der platonischen Koérper. So kann die Homologie der
Sphére mithilfe einer Dodekaeder-Zerlegung berechnet werden durch einen
Komplex der Gestalt Z'? — 730 — Z2° fiir die 12 Flichen, 30 Kanten und
20 Ecken. Gehen wir nun iiber zur “dualen” Zerlegung in kompakte konvexe
Polyeder, im Beispiel zur ikosaedralen Zerlegung der Sphére in 20 Flachen
mit 30 Kanten und 12 Ecken, so kann man den Komplex, der urspriinglich die
Homologie berechnet, in natiirlicher Weise identifizieren mit dem Komplex,
der beziiglich dieser dualen Zerlegung die Kohomologie berechnet. Da aber
Homologie und Kohomologie von der Zerlegung génzlich unabhéngig sind,
ergibt sich H;M = H" ‘M fiir jede orientierte kompakte triangulierbare
n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es ist nicht allzu schwer, diese Skizze zu ei-
nem richtigen Beweis auszubauen, siehe zum Beispiel [S7]. Wir werden jedoch
einen anderen Weg gehen, der Triangulierbarkeitsvoraussetzungen vermeidet
und auch abgesehen davon zu allgemeineren Resultaten fiihrt. Genauer wol-
len wir unseren Satz durch eine Art Induktion {iber alle offenen Teilmengen
beweisen und werden dazu eine Version formulieren, die auch nichtkompakte
Mannigfaltigkeiten einbezieht. Das benétigt einige algebraische Vorbereitun-
gen.

8.8 Woanders

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

SX = SX ®SX
S(X x X)

mit unserer Komultiplikation A aus 8.5.12, einer Alexander-Whitney-Abbildung
¢ wie in 8.1.4 und dem Bild A, unter der Diagonalen X — X x X. Al-
le drei Funktoren in den Kettenkomplexe sind in jedem Grad frei mit Ba-
sis {(Ap, )} bzw. {(A, I Ay, 41 ® i2)}pigen WO 41,19 die Inklusionen von
A, bzw. A, in A, IT A, bezeichnen, bzw. {(A, II A,,7)} mit dem Simplex
T = (i1,12) : Ay — (A, T A,) x (A, ITA,). Nach dem Satz iiber azyklische
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Modelle 8.1.10 kommutiert also unser Diagramm bis auf Homotopie, wenn es
kommutiert nach Hy, und das ist klar. Dualisieren wir nun das Diagramm,
so folgt a Ub = A*(a x b) wie gewiinscht. O
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9 Ausbau der Kohomologietheorie

9.1 Ein Kriterium fiir Homotopieidquivalenzen

Bemerkung 9.1.1. Um bequem unsere bisher bewiesenen Resultate von der
Homologie auf die Kohomologie {ibertragen zu kénnen, entwickeln wir in die-
sem Abschnitt zunéchst noch weitere Methoden der homologischen Algebra.
Ist A” — A — A” eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber einem Ring
R und ist M ein weiterer R-Modul, so ist die induzierte Sequenz

LinR(M, A,) — LinR(M, A) — LinR(M, A”)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl keineswegs wieder eine
Surjektion sein.

Definition 9.1.2. Sei R ein Ring. Ein R-Modul P heifit projektiv genau
dann, wenn jeder surjektive Homomorphismus A — A” von R-Moduln eine
Surjektion Modg(P, A) = Modg(P, A”) induziert.

Beispiele 9.1.3. Gegeben ein Ring R ist jeder freie R-Modul projektiv. Sind
P’ P" zwei R-Moduln und ist ihre Summe P’ & P” projektiv, so auch die
Summanden P’ und P”. Uber einem Ring der Gestalt R = R’ x R" fiir zwei
Ringe R’, R” ist also R’ x 0 ein projektiver Modul, der jedoch nicht frei ist
falls R und R” verschieden sind von Null.

Lemma 9.1.4. Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist projektiv genau dann, wenn
er direkter Summand eines freien Moduls ist.

Bewers. Natiirlich ist jeder direkte Summand eines freien Moduls projektiv.
Ist umgekehrt P projektiv, so finden wir einen freien Modul F' und eine Sur-
jektion F' — P. Nach Annahme induziert sie eine Surjektion Modg(P, F) —
Modg(P, P) und jedes Urbild der Identitidt auf P ist dann eine Spaltung der
Surjektion F' — P. O]

Satz 9.1.5 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien gegeben
R ein Ring, P ein Komplex projektiver R-Moduln mit P, = 0 fir ¢ <0 und
C' ein Komplex von R-Moduln mit H,(C') = 0 fir ¢ > 0. So induziert das
Bilden der nullten Homologie eine Bijektion zwischen Homotopieklassen von
Kettenabbildungen und R-linearen Abbildungen

HOtR<P, C) = MOdR(H()P, H()C)

Beweis. Als erstes zeigen wir die Surjektivitét. Sei 7 : HyP — HyC' gegeben.
Wir beginnen unsere Konstruktion einer Kettenabbildung f : P — C| indem
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wir notgedrungen setzen f, = 0 fiir ¢ < 0. Wegen der Projektivitdt von F,
finden wir fy: Py — ZyC derart, dafl das Diagramm

r L zc
l !
H,P ~ H,C

kommutiert. Dann landet die Verkniipfung fo0 : P, — ZyC sogar in ByC
und wegen der Projektivitdt von P; finden wir f; : P, — C{ mit df; =
fo0 : Pi — Cy. Haben wir bis zu einem ¢ > 1 induktiv f, bereits gefunden
mit df, = f,—10, so gilt df,0 = 0, wegen H,C' = 0 landet also f,0 in B,C
und wegen der Projektivitdt von P,y finden wir f,41 @ Ppy1 — Cyqq mit
O0fg+1 = f,0 und die Induktion lauft. Das zeigt die Surjektivitdat. Um die
Injektivitdt zu zeigen miissen wir priifen, dafl der Kern unserer Surjektion
verschwindet, daf also eine Kettenabbildung f : P — C| die auf der nullten
Homologie die Nullabbildung induziert, schon nullhomotop ist. Wir suchen
also unter dieser Voraussetzung s, : P, — Cyyq mit f, = 5,10 + 0s, fiir
alle ¢. Wieder beginnen wir notgedrungen mit s, = 0 fiir ¢ < 0. Da f, nach
Annahme in ByC landet finden wir auch sofort sg mit fy = dsg. Haben wir
bis zu einem ¢ > 0 induktiv s, bereits gefunden mit f, = Js, + 5,10, so
folgt O(fy41 — $40) = (fy — 0s4)0 = 0 und f, 41 — 5,0 landet in B,,C als da
heifit, es gibt s,1 mit f,41 — 5,0 = 0s441. Das zeigt die Injetivitét. O

Definition 9.1.6. Wir nennen einen Komplex beschrinkt in Richtung
der Pfeile genau dann, wenn wir in Richtung der Pfeile gehend ab einer
Stelle nur noch C; = 0 treffen.

Satz 9.1.7 (Kriterium fiir Homotopiedquivalenzen). Sei R ein Ring
und seien P, Q) zwei in Richtung der Pfeile beschrinkte Komplexe von projek-
tiven R-Moduln. Induziert eine Kettenabbildung f : QQ — P Isomorphismen
auf allen Homologiegruppen, so ist f bereits eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Das folgt durch zweifaches Anwenden der anschlieSfenden techni-
schen Proposition. O

Proposition 9.1.8. Sei R ein Ring, P ein in Richtung der Pfeile beschrdnk-
ter Komplex von projektiven R-Moduln und C ein beliebiger Komplex von
R-Moduln. Induziert eine Kettenabbildung f : C — P Isomorphismen auf
allen Homologiegruppen, so besitzt f ein Rechtsinverses in der Homotopieka-
tegorie, d.h. es gibt h : P — C mit fh ~idp.

Beweis. Wir konstruieren fiir eine beliebige Kettenabbildung f : C' — P
einen Komplex K = K(f), den sogenannten Abbildungskegel von f wie
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folgt: Wir setzen K,, = C,,_1 @& P,, fassen die Elemente dieser Summe als
Spaltenvektoren auf und definieren den Randoperator 0% : K, — K,_;

durch die Matrix
ok _ -9 0
— roor

Man priift miihelos 9% 0 9% = 0. Bezeichnet C[1] den verschobenen Komplex
mit (C[1]), = Cn_1 und Randoperator 9l = —3¢, so ergibt sich mit den
offensichtlichen Abbildungen eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-
xen

P — K(f)—»C[],

und man iiberzeugt sich, dafl der Randoperator der zugehorigen langen exak-
ten Homologiesequenz gerade H f : H,C — H, P ist. Ist speziell H f ein Iso-
morphismus fiir alle n, so ist der Abbildungskegel K ( f) exakt nach der langen
exakten Homologiesequenz, und ist zusétzlich P ein in Richtung der Pfeile
beschréankter Komplex von projektiven R-Moduln, so ist nach dem Haupt-
lemma der homologischen Algebra 9.1.5 die Kettenabbildung P — K(f)
nullhomotop. Setzen wir so eine Homotopie an als Spaltenmatrix (h,d)*, so
ergibt sich die Matrixgleichung

(7 )G )

Nach Ausmultiplizieren bedeutet die erste Zeile, daf§ h : P — C eine Ket-
tenabbildung ist und die zweite, dafl fh homotop ist zur Identitat auf P. [

Ubung 9.1.9. Hat ein in Richtung der Pfeile beschriankter Komplex C' von
projektiven R-Moduln projektive Homologie, so ist er homotopiedquivalent
zu seiner Homologie. Fassen wir genauer die Homologie HC' wie immer auf
als Komplex mit trivialen Differentialen, so gibt es in der Homotopiekatego-
rie der Kettenkomplexe genau einen Isomorphismus HC = C, der auf der
Homologie die offensichtliche Identifikation H(HC') = HC' induziert.

9.2 Eigenschaften der Kohomologie

Lemma 9.2.1. Sind alle Homologiegruppen eines topologischen Raums X
mit Koeffizienten in einem Ring k freie Linksmoduln diber k, so induziert die
Kronecker-Paarung mit Koeffizienten fiir jeden k-Modul G Isomorphismen

HI(X:G) = Mody(H, (X k), G)
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Bemerkung 9.2.2. Die Kohomologie eines topologischen Raums X mit Ko-
effizienten in einem Korper k ist insbesondere schlicht der Dualraum der
Homologie, in Formeln HY(X; k) = H, (X;k)*. Wenden wir das Lemma an
mit k = Z, so erhalten wir Formeln fiir die Kohomologie eines Punktes, die
Kohomologie von Sphéren etc. mit beliebigen Koeffizienten.

Beweis. Nach 9.1.9 ist unter unseren Voraussetzungen der Komplex S(X; k)
als Komplex von Linksmoduln homotop zu seiner Homologie H(X; k). Also
ist auch der Komplex S*(X; G) = Homy(S(X; k), G) homotop zum Komplex
Homy(H(X; k), G). O

Ubung 9.2.3. (Beliebige Koeffizienten.) Sei X = [[ X,, eine Zerlegung von
X in paarweise disjunkte offene Teilmengen und i,, : X,, — X die jeweilige
Einbettung. So definieren die H(i,,) : H1(X) — H9(X,) einen Isomorphis-
mus H9(X) = [] H4(X,). Dasselbe gilt allgemeiner, wenn wir nur fordern,

daB es fiir v # w keinen Weg von einem Punkt aus X, zu einem Punkt aus
X, gibt.
Bemerkung 9.2.4. Wir definieren weiter die relative Kohomologie eines

Paares als die Kohomologie des Komplexes S(X, A; G) = Ab(S,(X, A),G)
der relativen Koketten und erhalten so einen Funktor

H?: {Raumpaare} — {Abelsche Gruppen}°

Lemma 9.2.1 gilt mit demselben Beweis auch fiir die relative Kohomolo-
gie. Gegeben ein Raumpaar (X, A) liefern die (spaltenden) kurzen exakten
Sequenzen S;A — S, X — S,(X,A) mittels Dualisierung kurze exakte Se-
quenzen SYA « S1X «— S X, A). Die kurze exakte Sequenz der Komplexe
der singuléren Koketten liefert wiederum die lange exakte Kohomologie-
sequenz

0— H°(X,A) - H°X — H'A— H'(X,A) — ...

mit einem im Raumpaar (X, A) natiirlichen Randoperator. Dasselbe gilt auch
mit beliebigen Koeffizienten. Wir iibertragen beispielhaft noch einige weitere
Aussagen auf die Kohomologie.

Satz 9.2.5 (Homotopie-Invarianz). Sind f,g : X — Y homotope Ab-
bildungen, so induzieren sie dieselben Abbildungen HI(f) = H(g) auf der
Kohomologie.

Beweis. Sind f und g homotop, f ~ g, so sind nach 5.4.8 die induzierten
Abbildungen Sf und Sg kettenhomotop, S f ~ Sg. Dasselbe gilt dann auch
fiir die transponierten Abbildungen auf den Koketten, S*f ~ S*g und so
erhalten wir dann wie gewiinscht HI(f) = H%(g). O
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Satz 9.2.6 (Ausschneidung). Sei (X, A) ein Raumpaar und V C A eine
Teilmenge mit V- C A°. So liefert die Einbettungi: (X —V,A-V) — (X, A)
von Raumpaaren Isomorphismen auf den relativen Kohomologiegruppen, in

Formeln
HY(X,A) = HY(X -V,A-V)

Beweis. Nach dem Ausschneidungssatz induziert Si : S(X —V,A—-V) —
S(X,A) Isomorphismen auf der Homologie und ist mithin nach 9.1.7 ei-
ne Homotopiedquivalenz. Dann ist auch die transponierte Abbildung S*i :
S*(X,A) — S*(X —V,A—V) eine Homotopiedquivalenz und induziert mit-
hin Isomorphismen auf der Homologie. ]

Ubung 9.2.7. Man leite in der Kohomologie in Analogie zu 5.8.19 und 5.8.20
eine Mayer-Vietoris-Sequenz und eine relative Mayer-Vietoris-Sequenz her.

Bemerkung 9.2.8. Ist KC ein Simplizialkomplex mit einer Anordnung der Men-
ge seiner Ecken, so ist die Einbettung S®A(K) — SA(K) aus 5.9.2 eine
Homotopiedquivalenz nach 9.1.7. Folglich erhalten wir durch Anwenden von
Hom( ,Z) wieder ein Homotopiedquivalenz, die wir S} A(K) «— S*A(K) no-
tieren und die mithin Isomorphismen von den singuldren Kohomologiegrup-
pen von A(K) mit den Kohomologiegruppen des Komplexes SXA(K) liefert.
Die Elemente von SIA(K) kann man auffassen als unendliche formale Line-
arkombinationen von ¢g-Simplizes, formal haben wir eine kanonische Bijektion
SELA(K) = Ens(K,, Z). Der Korandoperator ordnet einem ¢-Simplex die for-
male Summe mit geeigneten Vorzeichen aller (¢+1)-Simplizes zu, die unseren
g-Simplex enthalten. Im Gegensatz zur Homologie fallt es mir jedoch schwer,
diese “simpliziale Kohomologie” mit Anschauung zu fiillen.

9.3 Erweiterungen von abelschen Gruppen

Bemerkung 9.3.1. Um unsere Kohomologiegruppen aus den Homologiegrup-
pen berechnen zu kénnen, brauchen wir Erweiterungen. Unter einer Erwei-
terung einer abelschen Gruppe A durch eine abelsche Gruppe B versteht man
zunéchst einmal eine kurze exakte Sequenz B — E — A. Eine zweite solche
Erweiterung B <— E’ — A heifit isomorph zu unserer ersten Erweiterung
genau dann, wenn es einen Isomorphismus £ = E’ gibt, der das Diagramm

B — FE — A

| ! |
B — FEF — A

zum Kommutieren bringt. Wir werden uns im folgenden iiberlegen, dafl die
Isomorphieklassen von derartigen Erweiterungen eine Menge bilden, welche
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Eigenschaften besagte Menge hat, und wie wir sie zu gegebenen A und B
effektiv berechnen koénnen. Die eigentliche Arbeit beginnen wir mit einem
etwas kiinstlichen aber formal einfacheren Zugang zu besagter Menge und
etablieren erst danach den Zusammenhang zwischen beiden Zugéngen.

Definition 9.3.2. Gegeben zwei abelsche Gruppen M, N erkldren wir eine
dritte abelsche Gruppe Ext(M, N), die Gruppe aller Erweiterungen von
M durch N, auf englisch und franzosisch extensions, durch die Vorschrift

Ext(M, N) = cok(Hom(ZM, N) — Hom(K M, N))
fir KM — ZM — M die Standardauflésung von M aus 7.5.1.

Bemerkung 9.3.3. Offensichtlich ist Ext ein kovarianter Funktor in der zwei-
ten und ein kontravarianter Funktor in der ersten Variablen. Ist M frei, so
spaltet die Sequenz KM «— ZM — M und wir folgern Ext(M, N) = 0.

Proposition 9.3.4. Jede kurze exakte Sequenz N' — N — N" von abelschen
Gruppen definiert eine lange exakte Sequenz, die sogenannte Ext-Sequenz
im zweiten Eintrag

0 — Hom(M,N') — Hom(M,N) — Hom(M,N") —
—  Ext(M,N') — Ext(M,N) — Ext(M,N") — 0,

die natirlich ist in der kurzen exakten Sequenz N' — N — N" und in M.

Beweis. Nach 7.6.4 ist auch KM frei. Wir betrachten nun die kurze exakte
Sequenz von (vertikalen) Komplexen

Hom(KM,N') — Hom(KM,N) — Hom(KM,N")
T 7 T
Hom(ZM,N') — Hom(ZM,N) — Hom(ZM,N")
und nehmen die zughorige lange exakte Homologiesequenz. O

Ubung 9.3.5. Man zeige, daB wir eine Bijektion

Erweiterungen von A durch B,
bis auf Isomorphismus

} ~ Bxt(A, B)

erhalten, indem wir jeder kurzen exakten Sequenz B — E — A das Bild
in Ext(A, B) der Identitdt auf A unter dem Randoperator der zugehorigen
Ext-Sequenz im zweiten Eintrag zuordnen. Hinweis: Gegeben ein Element
e € Ext(A, B) wéhle man einen Reprasentanten é : KA — B und bilde
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durch pushout in die Mitte ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

der Gestalt
KA — ZA — A

l l |
B — E — A

Bemerkung 9.3.6. Ist A’ — A — A” eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Gruppen und ist M ein weitere abelsche Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M, A’) — Hom(M, A) — Hom(M, A")

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl keineswegs wieder eine
Surjektion sein. Ist dhnlich B’ — B — B” eine kurze exakte Sequenz von
abelschen Gruppen und ist N ein weitere abelsche Gruppe, so ist die indu-
zierte Sequenz

Hom(B", N) — Hom(B, N) — Hom(B’, N)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil mufl ebensowenig eine Surjekti-
on sein. Unsere Erweiterungsgruppen sind in gewisser Weise Korrekturterme
fiir diese Phénomene. Im ersten Fall ist das die Bedeutung von 9.3.4. Um es
zweiten Fall zu zeigen, miissen wir zunédchst das Konzept injektiver abelscher
Gruppen diskutieren.

Definition 9.3.7. Sei R ein Ring. Ein R-Modul I heifit injektiv genau
dann, wenn fiir jede Injektion B’ — B von R-Moduln die induzierte Abbil-
dung Modg(B, ) — Modg(B’, I) surjektiv ist, wenn sich also jeder Homo-
morphismus B’ — [ auf B ausdehnen laft.

Beispiele 9.3.8. Ist k ein Korper, so ist jeder k-Modul injektiv als k-Modul
(aber natiirlich nicht notwendig als abelsche Gruppe). Einen injektiven Z-
Modul nennen wir eine injektive abelsche Gruppe. Die abelsche Gruppe Q
ist injektiv, wie die gleich anschlieende Proposition zeigt. Alternativ kénnen
wir auch argumentieren, daff gilt Ab(M,Q) = Modg(Q ®z M, Q) nach ??
und daf} die rechte Seite ein exakter Funktor in M ist nach 7.3.17.

Definition 9.3.9. Eine abelsche Gruppe heifit divisibel genau dann, wenn
fiir jede von Null verschiedene ganze Zahl der durch die Multiplikation mit
dieser Zahl gegebene Endomorphismus unserer Gruppe surjektiv ist.

Proposition 9.3.10. 1. FEine abelsche Gruppe I ist injektiv genau dann,
wenn gilt Ext(M, 1) =0 fir alle M.

2. FEine abelsche Gruppe ist injektiv genau dann, wenn sie divisibel ist.
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3. Jeder Quotient einer injektiven abelschen Gruppe ist injektiv.
4. Jede abelsche Gruppe lafit sich in eine Injektive einbetten.

Bemerkung 9.3.11. Analoges gilt mit einem analogen Beweis auch fiir Moduln
iiber beliebigen Hauptidealringen.

Beweis. 1. Fiir I injektiv folgt Ext(M, ) = 0 aus der Definition. Sei umge-
kehrt I eine abelsche Gruppe mit Ext(M, ) = 0 fiir alle M. Gegeben eine
Injektion B’ < B gilt es, jeden Morphismus B’ — I zu einem Morphismus
B — I auszudehnen. Dazu bilden wir das pushout-Digramm

B — B
! l
I — Y

mit einer Injektion in der unteren Horizontalen nach 2.5.13. Vervollstédndigen
wir diese untere Horizontale zu einer kurzen exakten Sequenz I — Y — K
und bilden dazu die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag 9.3.4 mit M = K, so
folgt, dal die Surjektion Y — K spaltet alias ein Rechtsinverses besitzt. Mit
5.7.8 folgt, dafl dann auch die Injektion I <— Y spaltet, und ein Linksinverses
Y — I dazu liefert dann die gewiinschte Ausdehnung.

2. Ist I injektiv, so induziert fiir alle n # 0 die Injektion (n-) : Z — Z eine
Surjektion Hom(Z, I') - Hom(Z, I) alias (n-) : I — I. Jede injektive abelsche
Gruppe ist also divisibel. Die Umkehrung zeigen wir mit dem Zornschen
Lemma. Sei I divisibel, A’ C A eine Untergruppe und ¢’ : A" — [ ein
Homomorphismus. Es gilt, ¢’ auf ganz A auszudehnen. Wir betrachten dazu
die Menge aller Paare (A;, ¢1) mit A; einer Untergruppe von A oberhalb von
A’ und ¢, einer Fortsetzung von ¢’ auf A;. Die Menge aller derartigen Paare
ist in offensichtlicher Weise induktiv geordnet, wir finden also eine maximale
Ausdehnung (Amax, Pmax). Ware hier nicht A, = A, so konnten wir ein a
im Komplement wéahlen und das kokartesische Diagramm

Amax — Amax + <CL>

bilden. Da [ divisibel ist, konnen wir die Einschrinkung von ., léngs
der linken Vertikale ausdehnen léngs der oberen Horizontale zu sagen wir
0o : (@) — I, und @pax und ¢, zusammen liefern dann eine Ausdehung
von . auf den pushout. Das aber widerspricht der Maximalitdt unserer
Ausdehnung.
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3. Das folgt direkt aus 2, oder auch aus 1 mit der Ext-Sequenz 9.3.4.

4. Eine derartige Einbettung liefert nach 3 und 2.5.13 die rechte Vertikale
des pushout-Diagramms

ZM — M
! !
QM — 1 ]

Proposition 9.3.12. 1. Seien M und N abelsche Gruppen. Ist M frei
oder N injektiv, so gilt Ext(M, N) = 0.

2. Fiir jede abelsche Gruppe A und eine beliebige natirliche Zahl n > 0
haben wir Ext(Z/nZ,A) = A/nA.

3. Gegeben eine kurze exakte Sequenz M' — M — M" wvon abelschen
Guppen und eine weitere abelsche Gruppe N haben wir eine exakte
Ext-Sequenz im ersten Eintrag

0 — Hom(M”",N) — Hom(M,N) — Hom(M' /N) —
— Ext(M",N) — Ext(M,N) — Ext(M' N) — 0

4. Gegeben eine abelsche Gruppe M und eine Familie von abelschen Grup-
pen (N;) ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Bxt (0, TT ) = T Bxt(M, V)

5. Gegeben eine Familie von abelschen Gruppen (M;) und eine abelsche
Gruppe N st die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext (@ M, N) = T Ext(M;, N)
Beweis. 1. Den Fall M frei haben wir schon besprochen, der Fall N injektiv

folgt direkt aus den Definitionen.

3. Wir wihlen eine Einbettung von N in eine injektive abelsche Gruppe [
und vervollstdndigen zu einer kurzen exakten Sequenz N — [ — [”. Nach
9.3.10 ist auch I” eine injektive abelsche Gruppe, und unsere Ext-Sequenz
im zweiten Eintrag liefert eine exakte Sequenz

Hom(M, N) — Hom(M, I) — Hom(M, I") — Ext(M, N)

In anderen Worte ist also Hom(M, N) der Kern des mittleren Morphismus
und Ext(M, N) sein Kokern. Gegeben eine kurze exakte Sequenz M" — M —
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M" betrachten wir nun die kurze exakte Sequenz von (vertikalen) Komplexen

Hom(M',I") — Hom(M,I") — Hom(M" I")
T T T
Hom(M',I) <— Hom(M,I) — Hom(M" I)

und nehmen die zughorige lange exakte Homologiesequenz.

2. Hierzu miissen wir nur unsere lange exakte Sequenz im ersten Eintrag
betrachten fiir die kurze exakte Sequenz Z <= Z — Z/nZ.

4 und 5 bleiben dem Leser iiberlassen. O

Satz 9.3.13 (Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie).
Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe. So haben wir
natirliche kurze exakte Sequenzen

Ext(H,1X,G) — HY(X;G) - Hom(H, X, G),
die in unnatirlicher Weise spalten.

Bemerkung 9.3.14. Will man aus Homologie von X mit Koeffizienten in ei-
nem Ring k die Kohomologie von X mit Koeffizienten in einem k-Modul G
berechnen, so leistet das im allgemeinen eine “Spektralsequenz mit Es-Term
Ext'(H;(X;k),G)”. In unserem speziellen Fall k = Z verschwinden alle Er-
weiterungen ab Grad zwei, wir notieren Ext' = Ext und besagte Spektralse-
quenz degeneriert zur Aussage des obigen Satzes. Das gilt allgemeiner nach
7.6.4 fiir k einen Hauptidealring oder ganz allgemein fiir alle Ringe derart,
daB jeder Untermodul eines projektiven Moduls projektiv ist. Derartige Ringe
heiflen erbliche Ringe, da sich bei ihnen “die Eigenschaft der Projektivitét
von Moduln auf alle Untermoduln vererbt”.

Beweis. Wir wihlen eine kurze exakte Sequenz G < I — I” mit I und damit
auch I” injektiv. Sie fiihrt zu einer kurzen exakten Sequenz von Komplexen

Hom(SX,G) — Hom(SX,I) - Hom(SX, I")

Da I und I” injektiv sind, sind die Funktoren Hom( ,7) und Hom( ,I”)
exakt und “kommutieren” folglich mit dem Bilden der Homologie in derselben
Weise, wie wir das in 7.4.1 fiir das Tensorieren mit torsionsfreien Moduln
gesehen hatten. Von der zugehdrigen langen exakten Kohomologiesequenz
ist also ein Ausschnitt

— Hom(H,;X,I) — Hom(H,X,I") —
— HY(X;G) — Hom(H,X,I) — Hom(HX,I") —

174



und Proposition 9.3.12 liefert uns wie gewiinscht kurze exakte Sequenzen
Ext(H,~1X,G) — HY(X;G) - Hom(H,X, G)

Es bleibt zu zeigen, dal unsere Sequenzen spalten. So eine Spaltung folgt
aber wie zu Ende des Beweises von 7.6.1 aus der Existenz einer Spaltung der
Einbettung Z,X — 5,X. [

Bemerkung 9.3.15. Sei allgemeiner C, irgendein Komplex von freien abel-
schen Gruppen und G eine weitere abelsche Gruppe. So liefert dasselbe Ar-
gument unkanonisch spaltende kurze exakte Sequenzen

Ext(H,+1C., G) — H'Hom(C\, G) - Hom(H,C,, G)

Ubung 9.3.16. Gilt Ext(P,N) = 0 fiir alle N, so ist P frei. Kann im allge-
meinen Ext(M, N) Elemente unendlicher Ordnung enthalten?

Bemerkung 9.3.17. Eine Vermutung von Whitehead dahingehend, daf fiir
eine abelsche Gruppe A gilt

Ext(A,Z) =0 = A frei

ist von Shelah | ] “gelost” worden: Ob die Vermutung stimmt oder nicht,
héngt von den Axiomen der Mengenlehre ab, die man zugrunde legt!

9.4 Direkte Limites

Definition 9.4.1. Eine partiell geordnete Menge (I, >) heifit filtrierend
genau dann, wenn es fiir je zwei Elemente aus [ ein Drittes gibt, dal grofier
ist als alle beide, in Formeln V1,7 € I 3k € I mit k£ > ¢ und k > j.

Definition 9.4.2. Sei (I, >) eine filtrierende partiell geordnete Menge.

1. Ein induktives System oder gerichtetes System iiber (I,>) in
einer Kategorie C ist eine Familie { M, };c; von Objekten mitsamt Mor-
phismen ¢j; : M; — M; fiir alle j > 7 derart, daBl gilt ¢i; 0 @i = Y
wann immer k > 7 > ¢ und ¢; = id fiir alle 3.

2. Ein direkter Limes oder induktiver Limes eines induktiven Systems
ist ein Objekt L mitsamt Morphismen can; : M; — L derart, dafl gilt
can; op;; = can; wann immer j > ¢ und daf§ die folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist: Gegeben ein Objekt N mitsamt Morphismen
fi © M; — N derart, da8 gilt f; o ¢;; = f; wann immer j > ¢ gibt es
genau einen Morphismus f : L — N mit f; = f o can; fiir alle i.
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Wie iiblich legt die universelle Eigenschaft das Datum (L, can;) fest bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir schreiben kurz L = lim M; fiir den direkten
Limes der M;.

Bemerkung 9.4.3. Bildet man zur partiell geordneten Menge (1, >) eine Ka-
tegorie Z mit ObZ = I und |Hom(s, j)| = 1 falls j > i, Hom(7, j) = () sonst,
so ist ein induktives System schlicht ein Funktor Z — C.

Beispiel 9.4.4. In der Kategorie der Mengen existieren direkte Limites: Die
Menge der Aquivalenzklassen in der disjunkten Vereinigung [[,., M; unter
der Aquivalenzrelation ~, die definiert wird durch die Vorschrift

m; ~m; < 3k €1 mit k> 7 und k > j so daB g (m;) = @ri(m;)

16st unser universelles Problem. Wir nennen diese Menge von Aquivalenz-
klassen ab jetzt den direkten Limes h_n>1MZ der M;. Sind speziell alle M;
Teilmengen einer Menge M und sind die ¢j; die Inklusionen, so liefert die
kanonische Abbildung eine Bijektion lim M; = Uier M C M.

Ubung 9.4.5. Gegeben ein gerichtetes System von Gruppen (oder abelschen
Gruppen, oder Ringen, oder Moduln) triagt sein direkter Limes als gerichtetes
System von Mengen in natiirlicher Weise die Struktur einer Gruppe (oder
einer abelschen Gruppe, oder eines Rings, oder eines Moduls) und wird mit
dieser Struktur ein direkter Limes in der jeweiligen Kategorie.

Bemerkung 9.4.6. In der Kategorie der abelschen Gruppen kénnen wir die
Existenz direkter Limites alternativ auch zeigen, indem den Quotienten von
D,c; M; bilden nach der Untergruppe, die erzeugt wird von allen m;—;;(m;)
fir e € I, 5 > 4 und m; € M;. In der Tat 16st dieser Quotient auch unser
universelles Problem.

Definition 9.4.7. Eine Teilmenge K C [ einer partiell geordneten Menge 1
heifit kofinal genau dann, wenn es fiir jedes ¢ € [ ein k € K gibt mit k£ > 4.

Lemma 9.4.8 (I"Jbergang zu einem kofinalen Teilsystem). Sei I eine
filtrierende partiell geordnete Menge, K C I ein kofinales System und M; ein
durch I indiziertes induktives System. Existiert der direkte Limes diber I, so
existiert auch der direkte Limes iiber K und der offensichtliche Morphismus
1st ewn Isomorphismus

lim My = lim M;

kek el
Beweis. Beide Seiten haben dieselbe universelle Eigenschaft. Man iiberzeuge
sich davon zunéchst im Spezialfall, dafl I ein grofites Element besitzt und
daBl K nur aus diesem einen Element besteht. ]
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Definition 9.4.9. Ein Morphismus von induktiven Systemen
(M;, pji) — (Ni, ¥50)

ist eine Familie von Abbildungen g¢; : M; — N; so daB gilt ©j; 0 g; = g; ©
wann immer j > 4. Fassen wir induktive Systeme als Funktoren auf, so sind
unsere Morphismen gerade die natiirlichen Transformationen.

Bemerkung 9.4.10. Aufgrund der universellen Eigenschaften liefert jeder Mor-
phismus von induktiven Systemen einen Morphismus auf den induktiven Li-
mites. Wir nennen eine Sequenz (M/) — (M;) — (M]") von induktiven Sys-
temen abelscher Gruppen exakt genau dann, wenn die zugehorige Sequenz
abelscher Gruppen M] — M; — M exakt ist fiir alle 1.

Satz 9.4.11 (Exaktheit des direkten Limes). Ist (M]) — (M;) — (M/")
eine exakte Sequenz von induktiven Systemen abelscher Gruppen, so erhalten
wir auch im direkten Limes eine exakte Sequenz

lim M/—lim M;—lim M/
— — —

Beweis. Bezeichne f;, g; unsere Morphismen und f, g ihre Limites. Sicher ist
die Verkniipfung auch im Limes Null. Ist andererseits can;(m;) ein Element
der Mitte, das nach Null geht, so folgt cany g;(m;) = 0, also ¢;g;(m;) = 0
fiir geeignetes j > i, also g;(¢;i(m;)) = 0 und folglich ist ¢;;(m;) = f;(m})
und can;(m;) = f can’;(m’). O

Ubung 9.4.12. Sei der topologische Raum X eine aufsteigende Vereinigung of-
fener Teilmengen, X = {J,.; U;. So gilt Hy(X) = lim H,(U;) und m (X, z) =

ie1 Vi
lim 71 (Ui, x), wo der zweite Limes natiirlich nur iiber alle ¢ mit z € U; lauft.

Ubung 9.4.13. Der direkte Limes kommutiert mit Tensorprodukten,
in Formeln liefert also die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

lim(M; ®p N) - (lim M;) ®r N

(Hinweis: Man verallgemeinere den Beweis fiir die Vertauschbarkeit von Ten-
sorprodukt und direkten Summen.)

9.5 Poincaré-Dualitat

Bemerkung 9.5.1. Wir wollen nun den Dualitétssatz von Poincaré 8.7.10
durch eine Art Induktion iiber die offenen Teilmengen beweisen und miissen
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dazu eine Version dieses Satzes fiir nicht notwendig kompakte Mannigfaltig-
keiten formulieren. Fiir einen Hausdorffraum X definieren wir seine Koho-
mologie mit kompaktem Tréger als den direkten Limes

HIX =lim H(X, X — K)
—)

wo der Limes iiber alle kompakten Teilmengen K C X lauft. Fiir jede of-
fene Teilmenge U C X haben wir eine Abbildung HIU — H?X als Limes
der Abbildungen HY(U,U — K) = HY(X,X — K) — H?X, wo die ersten
Abbildungen die Inversen zu den Ausschneidungsisomorphismen sind.

Ubung 9.5.2. Ist ein Hausdorffraum X eine aufsteigende Vereinigung offener
Teilmengen, X = J,.; Ui, so induzieren die eben erklérten Abbildungen einen
Isomorphismus lim H(U;) = HI(X).

Definition 9.5.3. Ein Simplizialkomplex heifit lokal endlich genau dann,
wenn jede seiner Ecken nur zu endlich vielen Simplizes gehort.

Ubung 9.5.4. Ein Simplizialkomplex ist lokal endlich genau dann, wenn der
zugehorige topologische Raum lokal kompakt ist. (Hinweis: 3.3.17.)

Bemerkung 9.5.5. Gegeben ein lokal endlicher Simplizialkomplex C mit einer
Anordnung seiner Ecken bilden die endlichen formalen Linearkombinationen
im Komplex S} A(K) der geordneten simplizialen Koketten einen Unterkom-
plex, den wir S5, /A(K) notieren und den “Komplex der simplizialen Koket-
ten mit kompaktem Tréger” nennen. Wir zeigen nun, dafl dieser Komplex die
Kohomologie mit kompaktem Trager H*A(K) berechnet. Nach 9.4.8 kénnen
wir ja bei der Definition der Kohomologie mit kompaktem Trager den di-
rekten Limes ebenso gut iiber alle Teilmengen K mit kompaktem Abschlufl

laufen lassen. Wieder nach 9.4.8 haben wir in unserem speziellen Fall auch

HIA(K) = lim H*(A(K), A(£))

wo L iiber alle Unterkomplexe £ C K lauft mit |IC\L| < oco. Nach 9.2.8 in
Verbindung mit dem Fiinferlemma wird nun aber die relative Kohomologie
H*(A(K), A(L)) berechnet durch den Komplex S%(A(K), A(L)) der relati-
ven simplizialen Koketten, den wir erkléaren als den Kern der offensichtlichen
Kettenabbildung

SEAK) — SELA(L)

Bilden wir den direkten Limes dieser Kerne, so erhalten wir gerade unseren
Komplex S’ /A(K), und wegen der Exaktheit des direkten Limes erhalten

0s,C
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wir schliellich kanonische Isomorphismen

HS, AK) = Hlim, S5(A(K), A(L))
= lim, HS3,(A(K), A(L))
lim, HY(A(K), A(L))

>~ HIAK)

12

Proposition 9.5.6 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir HY). Ist der Haus-
dorffraum X Vereinigung von zwei offenen Teilmengen X = U UV, so haben
wir eine lange exakte Sequenz

= HI(UNV)— H(U)® H(V) — HI(X) - HTHUNV) — ...

Beweis. Sind K € U und L C V kompakt, so haben wir nach 9.2.7 eine
natiirliche lange exakte Sequenz

HY(X,X—(KNL)) —» HY(X,X - K)®H(X,X L) — HY(X,X - (KUL))

Die Proposition ergibt sich mit Ausschneidung und Ubergang zum direkten
Limes iiber alle K und L. O

Bemerkung 9.5.7. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit und w eine Orientierung auf
M. So definiert w nach 6.3.16 fiir alle kompakten Teilmengen K C M ein
Element wy € H,(M, M — K), das cap-Produkt mit wy definiert Abbildun-
gen

Nwg : H{(M,M — K) — H,,_ M

und durch Ubergang zum direkten Limes erhalten wir Abbildungen
Nw: HIM — H,_ M

die vertriiglich sind mit dem Ubergang zu offenen Teilmengen von M. Mit
diesen Abbildungen kénnen wir nun formulieren:

Satz 9.5.8 (Allgemeine Poincaré-Dualitét). Gegeben eine orientierte n-
Mannigfaltigkeit M mit Orientierung w induziert unsere Abbildung Nw aus
9.5.7 fiir alle ¢ Isomorphismen

Nw: HIM = H,_,M

Bemerkung 9.5.9. Dieser Satz gilt mit demselben Beweis fiir Koeffizienten in
einem beliebigen kommutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so
bendtigt man noch nicht einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit.
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Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 9.5.10. Sind U,V C M offen und gilt der Satz fiir die n-Mannigfaltig-
keiten U,V und U NV, so gilt er auch fir U U V.

Beweis. Das folgt sofort mit dem Fiinferlemma aus dem Diagramm

—  HIUNV) — HIU®HIV -  HiUW) —  HIMYUNV)—

! 1 ! !
o Hy o(UNV) — H, JUSH, ,V — H, UUV) — H, . (U"V)—

sobald wir zeigen kénnen, daf§ dies Diagramm kommutativ ist. Es reicht, fiir
beliebige kompakte K C U und L C V die Kommutativitit des Diagramms
zu zeigen, das man erhélt, wenn man die obere Zeile durch die entsprechende
relative Mayer-Vietoris-Sequenz ersetzt. Wir kiirzen U UV = X ab und
bezeichnen die offene Uberdeckung X — (K N L) = (X — K) U (X — L) mit
V. Die kurze exakte Sequenz auf den singuldren Ketten

S(X-KUL)— S(X-K)®S(X—-L)—» S (X -KnL)

liefert durch Dualisieren die oberste Horizontale im folgenden grofien kom-
mutativen Diagramm:

Sy(X—KNL) —  S*X-K)&S*(X—-L) — S*(X—KUL)
T T T
5*(X) - S*X@®S*X - S X
T T T

SH(X,X-KNL) — S*X,X-K)®S*(X,X-L) — S*(X,X—KUL)

wo alle Vertikalen kurze exakte Sequenzen sind, die untere linke Ecke durch
die Exaktheit der vertikalen Sequenz definiert ist und die untere Zeile ex-
akt ist nach dem Neunerlemma. Die lange exakte Kohomologiesequenz die-
ser untersten Zeile ist bis auf einige Identifikationen gerade unsere rela-
tive Mayer-Vietoris-Sequenz der Kohomologie. Wahlen wir nun fiir wgyy,
einen Repriisentanten in S, X, der fein ist beziiglich der offenen Uberde-
ckung X = (V- K)U(U - L)U(UNV), und fassen die Kettenkomplexe der
singuldren Ketten auf als Kokettenkomplexe, die nur in Indizes < 0 leben,
so definiert das Cap-Produkt mit so einem Reprédsentanten die vertikalen
Morphismen eines kommutativen Diagramms

SH(X,X—KNL) — S*(X,X—K)®S*(X,X-L) —» S*(X,X—KUL)
! ! !
S(UNV) s SU®SV — SW(UUV)

fir W die Uberdeckung X = U UV von X. Das liefert dann das gesuchte
kommutative Diagramm von langen exakten Sequenzen. ]
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Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfillen bis zur allgemeinen
Situation.

1. Der Satz gilt fiir M = R". Dann bilden ja die abgeschlossenen Bélle D,
schon ein kofinales System unter allen kompakten Teilmengen von R"™ und
Nw : H"(R",R™ — D,) — Hy(R") = Z ist schlicht das Auswerten einer
Kohomologieklasse auf der Homologieklasse w € H,(R™,R™ — D,), also ein
Isomorphismus fiir 0 < r < oc.

2. Der Satz gilt fiir jede offene konvexe Teilmenge des R", denn so eine
Teilmenge ist schon homéomorph zu R".

3. Der Satz gilt fiir jede endliche Vereinigung offener konvexer Mengen in R™.
Mit Induktion, 2 und Lemma 9.5.10.

4. Ist M eine aufsteigende Vereinigung von offenen Teilmengen U; und gilt
der Satz fiir alle U;, so gilt er auch fiir M. In der Tat gilt H,(M) = liL>an(Ui)

und H?M = lim H?(U;) nach Ubung 9.4.12 und 9.5.2.

5. Der Satz gilt fiir jede offene Teilmenge des R™. In der Tat 148t sie sich als
abzéhlbare Vereinigung offener Bélle schreiben.

6. Der Satz gilt fiir jede Mannigfaltigkeit. In der Tat finden wir nach 4 und
dem Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge, fiir die der Satz
gilt. Wire sie nicht schon die ganze Mannigfaltigkeit, so konnten wir sie
nach dem Lemma und 5 noch durch eine Karte vergrofiern, im Widerspruch
zur Maximalitét. []

Korollar 9.5.11. Istt ein Erzeuger der zweiten Kohomologiegruppe H*P"C,
so liefert der offensichtliche Ringhomomorphismus einen Isomorphismus

Z[t]/ (" = H*P"C

Beweis. Es gilt zu zeigen, dafi das Produkt eines Erzeugers von H* mit ei-
nem Erzeuger von H?? stets ein Erzeuger von H?**2% ist. Im Fall p+ ¢ = n
folgt das aus 8.7.13. Im Fall p + ¢ > n ist eh nichts zu zeigen. Im Fall
p+ q =m < n verwendet man den nach 6.4.5 und 9.2.1 surjektiven Ringho-
momorphismus H*P"C — H*P™C. O]

Ubung 9.5.12. Man definiere fiir jeden Hausdorffraum ein cup-Produkt auf
seiner Kohomologie mit kompaktem Trager. (Fiir eine Mannigfaltigkeit ent-
spricht es unter dem Isomorphismus der Poincaré-Dualitdt dem anschauli-
chen Schnittprodukt auf der Homologie.)
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9.6 Endlichkeitsaussagen fiir Mannigfaltigkeiten

Satz 9.6.1 (Wilder). Die Homologiegruppen von kompakten Mannigfaltig-
keiten sind stets endlich erzeugt. Ist allgemeiner X eine Mannigfaltigkeit und
K C X eine kompakte Teilmenge, so ist das Bild von H,K — H,X endlich
erzeugt fir alle n € Z.

Bemerkung 9.6.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch fiir Mannigfaltig-
keiten mit Rand und fiir Homologie mit Koeffizienten in einem noetherschen
Ring.

Beweis. Per Induktion iiber n mithilfe der anschlieenden Proposition. [

Proposition 9.6.3. Sei X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum und n > 0
eine natirliche Zahl. Wir nehmen an, daf gilt:

1. Fiir jedes Paar M C W wvon Teilmengen von X mit M kompakt und
W offen in X st das Bild von H, M — H, W endlich erzeugt;

2. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung mit endlich erzeugter n-ter
Homologie.

So ist im(H, K — H,X) endlich erzeugt fiir jedes Kompaktum K C X.
Beweis. Wir betrachten in der Potenzmenge von X die Teilmenge

K ist kompakt und besitzt eine offene
K=< KcX| Umgebung U @ X derart, daf} das Bild
von H,U — H,X endlich erzeugt ist

Nach unseren Annahmen besitzt jeder Punkt von z eine Umgebung aus K.
Aus K € K und L @ K folgt weiter ohne Schwierigkeiten L € K. Kénnen
wir zeigen, dafl mit zwei Kompakta L und K stets auch ihre Vereinigung
zu K gehort, so gehort offensichtlich jede kompakte Teilmenge von X zu K
und wir sind fertig. Seien also K, L € K und U,V @ X offen mit K C U
und L C V und im(H,U — H,X) und im(H,V — H,X) endlich erzeugt.
Da X nach Voraussetzung lokal kompakt ist, finden wir sicher auch U; @ U,
VieVmit KCU; CUy CUund LCV; CViCV und Uy, V; kompakt.

Dann betrachten wir das kommutative Diagramm

H,(U;uV)) — H,1(UynV)

! !
HUeHV — H,(UUV) — H, (UnV)
! !

HX®H,X — H,X
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Das Bild der linken Vertikale ist endlich erzeugt nach Wahl von U und V. Das
Bild der rechten Vertikalen ist endlich erzeugt nach Annahme 1, angewandt
auf M = Uy NV, und W = U N V. Die mittlere Horizontale ist exakt als
Teil einer Mayer-Vietoris-Sequenz. Dann muf aber nach dem anschlieBenden
Lemma auch das Bild der Komposition in der mittleren Vertikalen endlich
erzeugt sein und es folgt LU K € K. O]

Lemma 9.6.4. Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von abelschen Grup-
pen der Gestalt

A — B
! l
¢ - D — FE
! !
F —- G

Ist das Bild der beiden dufleren Vertikalen C'F und BE endlich erzeugt und
st die mittlere Horizontale exakt bei D, so ist auch das Bild der Komposition
AG in der mittleren Vertikalen endlich erzeugt.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. O
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10 Garben und ihre Kohomologie

10.1 Die erste Cech-Kohomologie und ihre Bedeutung

Definition 10.1.1. Sei X ein topologischer Raum und n > 1 eine positive
natiirliche Zahl. Eine n-blittrige Uberlagerung von X ist per definitio-
nem eine stetige Abbildung p : X — X mit der folgenden Eigenschaft: Es
existiert eine offene Uberdeckung & C P(X) von X derart, da8 es fiir alle
U € U Hombomorphismen

iv:p H(U) S Ux{1,...,n}

gibt, die vertrédglich sind mit den offensichtlichen Projektionen beider Seiten
auf U. Solch eine Familie von Homoomorphismen (iy)yey nennen wir eine
Trivialisierung unserer Uberlagerung.

Definition 10.1.2. Wir kiirzen {1,...,n} = F ab und bezeichnen mit S,, die
Gruppe der Permutationen von F), versehen mit der diskreten Topologie. Jede
Trivialisierung (iy/)yey unserer Uberlagerung iiber einer offenen Uberdeckung
U liefert fiir beliebige U,V € U eindeutig bestimmte und nach ??7 stetige
Abbildungen

Puv - unv — Sn

T Qpy

derart, daf gilt (iyy o iy )(z, f) = (z, 05, (f)) Yz € UNV, f € F. Wir nen-
nen diese Abbildungen die Verklebungsfunktionen unserer Trivialisierung
(iv)veu-
Bemerkung 10.1.3. Gegeben U, V,W € U haben wir offensichtlich

Oy o Ptw = ¢hw YreUNnVnw

Definition 10.1.4. Sei X ein topologischer Raum, & C P(X) eine offene
Uberdeckung von X und G eine topologische Gruppe, deren Verkniipfung
wir mit T notieren. Die Menge Z'(U;G) der Cech-1-Kozykel beziiglich
U mit Werten in G ist definiert als die Menge aller moglichen Wahlen von
stetigen Abbildungen ¢yy : UNV — G fiir alle (U, V) € U x U derart, daB
fiir beliebige U, V,W € U auf dem Schnitt U NV NW gilt

vuv Tovw = puw

Lemma 10.1.5. Sei X ein topologischer Raum und U eine offene Uberde-
ckung von X. So liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion
n-blittrige Uberlagerungen von X mit
einer Trivialisierung (iy)vey tber U, bis auf = ZYU;S,)
trivialisierungsvertrdaglichen Isomorphismus
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Bemerkung 10.1.6. Ist q : X — X eine zweite n-blittrige Uberlagerung mit
einer Trivialisierung {iber  durch gewisse jy : ¢71(U) = U x F, so verstehen
wir unter einem trivialisierungnsvertriaglichen Isomorphismus eine bijektive
Decktransformation d : X = X derart, dafl gilt jy od = iy fiir alle U € U.
Mit dieser Prézisierung wird klar, daf§ die Abbildung in unserem Lemma
wohldefiniert ist.

Beweis. Um die Bijgktivitéit zu zeigen, konstruieren wir eine Umkehrabbil-
dung. Gegeben ein Cech-1-Kozykel (¢pv)uvey bilden wir fiir jedes U € U
die einpunktige Menge {U}, betrachten auf dem Raum

H{U}xeF

veu
die Aquivalenzrelation ~, die erzeugt wird von
V.o, ) ~ Uz, 080 (f) YUV EU, x€UNV, feF

und betrachten den Raum X der Aquivalenzklassen mit der Quotiententopo-
logie, der Projektion auf die mittlere Koordinate X — X und der offensicht-
lichen Trivialisierung {iber Y. Es bleibe dem Leser {iberlassen zu zeigen, dafl
diese Konstruktion invers ist zum Bilden der Verklebungsfunktionen. O

Definition 10.1.7. Nun nehmen wir an, wir hétten fiir dieselbe Uberlage-
rung p : X — X iiber derselben offenen Uberdeckung U eine zweite Trivia-
lisierung gegeben durch gewisse iy : p~1(U) — U x F. Dann erkliren wir
stetige Abbildungen
vp: U — S,
T o Yp

durch die Gleichungen (iy o i;')(z, f) = (z,¢&(f)) Vo € U, f € F. Wir
nennen diese 1y die Ubergangsfunktionen zwischen unseren beiden Tri-
vialisierungen (ir7) und (7y).

Bemerkung 10.1.8. Die Verklebungsfunktionen ¢y zu unserer zweiten Tri-
vialisierung (7;7) lassen sich durch die Verklebungsfunktionen ¢y zu unserer
ersten Trivialisierung (iy;) und die Ubergangsfunktionen zwischen den beiden
Trivialisierungen ausdriicken vermittels der Formel

Ghy =Uh oy o (W)™t VzeUNnV

Definition 10.1.9. Sei X ein topologischer Raum, U eine offene Uberde-
ckung von X und G eine topologische Gruppe. Zwei Cech-1-Kozykel ¢, ¢ €
ZY(U; G) heiBen kohomolog und wir schreiben ¢ ~ ¢ genau dann, wenn es

185



eine Familie ) = (¢¥y)yey von stetigen Funktionen ¢y : U — G gibt derart,
daB fiir beliebige U,V € U auf dem Schnitt U NV gilt

Guv = Yo Toov Ty

Diese Relation “kohomolog” ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aqui-
valenzklassen notieren wir

H(U;G) =2 U;G) /) ~

und nennen sie die erste Cech-Kohomologie fiir die Uberdeckung U/
mit Werten in der topologischen Gruppe G.

Bemerkung 10.1.10. Unser H'(U; G) ist im allgemeinen keine Gruppe, son-
dern nur eine Menge mit einem ausgezeichneten Punkt, ndmlich der Klas-
se des trivialen 1-Kozykels. Ist jedoch die Gruppe G kommutativ, so sind
Z U;G) und H'(U; G) auch kommutative Gruppen in natiirlicher Weise.

Lemma 10.1.11. Sei X ein topologischer Raum und U eine offene Uberde-
ckung von X. So liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion

n-blattrige tiber U trivialisierbare
Uberlagerungen von X, = HYU;S,)
bis auf Isomorphismus

Beweis. Dem Leser tiberlassen. O

Bemerkung 10.1.12. Ist U eine Uberdeckung von X und V eine weitere Uber-
deckung durch weniger offene Mengen, in Formeln ¥V C U, so haben wir eine
offensichtliche Abbildung H'(U;G) — H'(V;G), die den ausgezeichneten
Punkt in den ausgezeichneten Punkt iiberfiihrt.

Definition 10.1.13. Wir nennen eine offene Uberdeckung I von X gesiittigt
genau dann, wenn sie mit einer Menge auch alle ihre offenen Teilmengen
enthélt, wenn also aus U e Y/ und V @ U folgt V e U.

Definition 10.1.14. Sei X ein topologischer Raum und G eine topologische
Gruppe. Die erste Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in der
topologischen Gruppe G ist die punktierte Menge

H'Y(X;G) = lim H'(U; G)

die wir erhalten als den direkten Limes iiber alle geséttigten offenen Uber-
deckungen unseres Raums. Hierbei bilden wir den direkten Limes in der Ka-
tegorie der punktierten Mengen.
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Satz 10.1.15 (Erste Cech-Kohomologie und Uberlagerungen). Sei
X ein topologischer Raum. So liefert das Bilden von Verklebungsfunktionen
fiir Trivialisierungen beziiglich offener Uberdeckungen eine Bijektion

{ n-bldttrige Uberlagerungen von X, } ~ I:Il(X;Sn)

bis auf Isomorphismus

Beweis. Das ergibt sich aus den vorhergehenden Definitionen und Lemmata.
Die Details bleiben dem Leser iiberlassen. O

Ubung 10.1.16. Jeder Cech-Kozykel beziiglich einer Uberdeckung ¢ 148t sich
fortsetzen zu einem Cech-Kozykel beziiglich der Uberdeckung V O U durch
alle offenen Teilmengen der Mengen aus Y. Die Klasse dieser Fortsetzung in
der Cech-Kohomologie ist unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung.

Proposition 10.1.17. Sei X ein lokal zusammenziehbarer topologischer Raum
und G eine diskrete abelsche Gruppe. So haben wir eine natirliche Bijektion
zwischen der ersten singuldren Kohomologie und der ersten Cech-Kohomologie

HY(X;G) S HY(X;G)

Bemerkung 10.1.18. Wir werden spéater noch sehr viel starkere Aussagen in
dieser Richtung kennenlernen. Der im Anschlufl an 10.1.25 gegebene Beweis
soll im wesentlichen Anschauung vermitteln. Wir fithren die dabei benétigten
Definitionen gleich im Kontext topologischer Gruppen ein, obwohl zunéchst
nur der Fall von abelschen Gruppen mit diskreter Topologie relevant ist.

Definition 10.1.19. Sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Raum Y heifit
topologisch frei genau dann, wenn jeder Punkt y € Y eine offene G-stabile
Umgebung U besitzt, die isomorph ist zu einem G-Raum der Gestalt W x GG
fiir irgendeinen topologischen Raum W.

Definition 10.1.20. Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologi-
scher Raum. Ein G-Torsor auf X, auch genannt ein G-Hauptfaserbiindel,
ist ein Paar (F,p) bestehend aus einem topologisch freien G-Rechtsraum
E, dem Totalraum, mitsamt einer fiir die triviale G-Wirkung auf X &qui-
varianten stetigen Abbildung p : £ — X, der Projektion, derart, dafl die
Projektion einen Homdomorphismus £/G = X induziert. Ein Morphismus
von G-Torsoren auf X ist eine stetige G-aquivariante Abbildung iiber X.

Bemerkung 10.1.21. Ist G eine Lie-Gruppe und X eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und ersetzt man in der obigen Definition iiberall das Wort “ste-
tig” durch “differenzierbar” und den Begriff “topologischer Raum” durch
“differenzierbare Mannigfaltigkeit”, so erhélt man die Definition eines diffe-
renzierbaren G-Hauptfaserbiindels auf X.
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Ubung 10.1.22. Wir erhalten eine Bijektion
{S,-Torsoren auf X}/~ = {n-blittrige Uberlagerungen von X}/

durch £ — E xg, {1,...,n} bzw. in der umgekehrten Richtung, indem wir
einer n-blittrigen Uberlagerung p : X — X zuordnen die Menge E = 1L, E.
fir £, = Ens*({1,...,n},p ' (x)) mit der offensichtlichen S,-Operation und
Projektion auf X und einer geeigneten Topologie.

Ubung 10.1.23. Sei G eine topologische Gruppe. Ordnen wir jedem Element
g € G den G-Torsor auf S* zu, der entsteht aus [0, 1] x G durch die Identifi-
kation (0, h) ~ (1, gh), so erhalten wir eine Bijektion

70(G) = {G-Torsoren auf S'}/~

Ubung 10.1.24. Jeder Morphismus von Torsoren ist ein Isomorphismus. Die
Automorphismen des G-Torsors X x G iiber X konnen identifiziert werden
mit den stetigen Abbildungen X — G. Genauer erhalten wir eine Bijektion
Top(X,G) = Top$(X x @) durch die Vorschrift f — f mit f(z,g) =
(z, f(z)g).

Bemerkung 10.1.25 (Erste Cech-Kohomologie und Torsoren). Sei X
ein topologischer Raum, G eine topologische Gruppe und p : £ — X ein G-
Torsor auf X. Wihlen wir fiir E eine trivialisierende geséttigte offene Uberde-
ckung U von X und iiber U eine Trivialisierung (iy)yey von E durch die Wahl
gewisser iy € Top§i(p~*(U),U x G) und erkliren fiir U,V € U die Verkle-
bungsfunktionen ¢py € Top(U NV, G) durch die Vorschrift (i oiy')(x, g) =
(z, ouv(x)g), so bilden die pyy einen Cech-Kozykel, dessen Kohomologie-
klasse nur von E abhéngt, und wir erhalten so eine Bijektion

G-Torsoren auf X, ~ v
{ bis auf Isomorphismus } - H(X;6)
wobei rechts die Cech-Kohomologie mit Werten in der topologischen Gruppe
G gemeint ist. Der Beweis lauft vollstdndig analog zum Beweis von 10.1.15
und bleibt dem Leser iiberlassen.

Beweis von 10.1.17. Da beide der zu vergleichenden Kohomologien in der
Proposition einer disjunkten Vereinigung topologischer Rdume das Produkt
der jeweiligen Kohomologiegruppen zuordnen und da X nach Annahme ins-
besondere lokal zusammenhéngend ist, diirfen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit X zusammenhdngend annehmen. Dann liefert aber unter un-
seren Annahmen der Faserfunktor zu einem beliebigen Punkt x € X nach
4.8.4 fiir unser diskretes G eine Aquivalenz von Kategorien

{G-Torsoren auf X} = { 71 (X, z)-Mengen mit einer freien }

transitiven Rechtsoperation von GG
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wobei auf der rechten Seite zu verstehen ist, dal die Rechtsoperation von G
mit der Linksoperation von 7 (X, ) kommutieren soll. Die Isomorphieklassen
auf der rechten Seite entsprechen nun eineindeutig den G-Konjugationsklassen
von Gruppenhomomorphismen 71(X,z) — G, zum Beispiel nach 4.2.11. Im
Fall einer kommutativen Gruppe G entsprechen sie insbesondere eineindeutig
der Menge Grp(m; (X, x), G) aller Gruppenhomomorphismen von der Funda-
mentalgruppe nach G, und diese Menge kénnen wir erst identifizieren mit
Ab(H, X, ) nach Hurewicz 5.5.2 und dann mit der singulédren Kohomolo-
giegruppe H'(X; G) nach dem universellen Koeffiziententheorem 9.3.13. [

Ubung 10.1.26. Ist der topologische Raum X einfach zusammenhéngend, so
besteht H'(X; G) fiir jede diskrete Gruppe G nur aus einem Punkt.

10.2 Vektorraumbiindel und Cech-Kohomologie

Definition 10.2.1. Sei K entweder R oder C oder der Schiefkorper der
Quaternionen H und sei X ein topologischer Raum.

1. Ein “Mochtegern-Biindel von K-Vektorrdumen” oder kurz ein “Mochte-
gern-K-Biindel” £ = (E,p) = (p: E — X) auf X besteht aus einem
topologischen Raum p : F — X iiber X, dem Totalraum FE mit
der Projektion p, sowie einer K-Vektorraumstruktur auf jeder Faser
E, = p_l(m)'

2. Ein Morphismus von Mochtegern-K-Biindeln ist eine stetige Abbil-
dung h : E — F iiber X derart, daf fiir alle x € X die auf den Fasern
induzierte Abbildung h : E, — F), eine K-lineare Abbildung ist.

3. Der Raum X x K" mit seiner offensichtlichen Struktur als Méchtegern-
K-Biindel heifit das konstante n-dimensionale K-Biindel auf X.

4. Ein n-dimensionales (topologisches) K-Biindel auf X ist ein n-
dimensionales Mochtegern-K-Biindel (E,p), bei dem jeder Punkt z €
X eine Umgebung U besitzt derart, dal das induzierte Mochtegern-
K-Biindel (p : p~}(U) — U) auf U isomorph ist zum konstanten n-
dimensionalen K-Biindel U x K" auf U.

Bemerkung 10.2.2. Die Automorphismengruppe des konstanten K-Biindels
X x K™ ist kanonisch isomorph zur Gruppe der stetigen Abbildungen von
X nach GL(n, K). Genauer erhalten wir eine Bijektion Top(X, GL(n,K)) =
Aut(X x K") vermittels f — f mit f(z,v) = (z, f(z)v). Hier fassen wir
v € K" als Spaltenvektor auf und verstehen im Fall der Quaternionen unter
einem H-Vektorraum einen H-Rechtsmodul.
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Bemerkung 10.2.3. Ganz genauso wie im vorhergehenden Abschnitt erhalten
wir auch Bijektionen

{n-dimensionale K-Biindel auf X} /~ — H'(X;GL(n,K))

Wir kénnen auch direkt jedem GL(n,K)-Torsor £ das n-dimensionale K-
Biindel £ X¢pn,x) K" zuordnen und erhalten dann ein kommutatives Drei-
eck von Bijektionen, an dessen drei Fcken I[somorphieklassen von Vektor-
raumbiindeln, Isomorphieklassen von Torsoren und H'(X; GL(n,K)) stehen.

Bemerkung 10.2.4. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und ersetzt
man in der obigen Definition iiberall das Wort “stetig” durch “differenzier-
bar” und den Begriff “topologischer Raum” durch “differenzierbare Man-
nigfaltigkeit”, so erhélt man die Definition eines n-dimensionalen diffe-
renzierbaren K-Biindels auf X. Um die Klassifikation differenzierbarer
Biindel in derselben Weise behandeln zu kénnen wie die Klassifikation topo-
logischer Biindel, fithren wir im folgenden Abschnitt allgemeiner Prigarben
und ihre Cech-Kohomologie ein.

Beispiele 10.2.5. Das Tangentialbiindel an eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit der Dimension n ist ein n-dimensionales differenzierbares (und damit
erst recht ein n-dimensionales topologisches) R-Biindel.

Definition 10.2.6. Seien I’ und X topologische Rdume. Ein Faserbiindel
mit Faser F' auf X ist ein topologischer Raum p : Y — X iiber X derart,
daB jeder Punkt von X eine Umgebung U besitzt, fiir die p : p~'(U) — U
als topologischer Raum iiber U isomorph ist zu pry : U x F' — U.

Beispiel 10.2.7. Ein Faserbiindel mit diskrgter endlicher Faser F' der Kardi-
nalitdt n ist dasselbe wie eine n-blattrige Uberlagerung.

Ubung 10.2.8. Ist F ein topologischer Raum, auf dem eine topologische Grup-
pe G wirkt, und ist E ein G-Torsor auf einem Raum X, so ist F xg F' ein
Faserbiindel {iber X mit Faser F. Ist speziell F = {1,...,n} und G = S,
so erhalten wir ein kommutatives Dreieck, an dessen drei Ecken die Men-
ge der Isomorphieklassen von n-blittrigen Uberlagerungen, die Menge der
Isomorphieklassen von S,-Torsoren und die Menge H'(X;S,) stehen.

10.3 Prigarben und héhere Cech-Kohomologie

Definition 10.3.1. Fiir einen topologischen Raum bilden wir die Kategorie
seiner offenen Teilmengen mit allen offenen Teilmengen als Objekten und den
Inklusionen als Morphismen. Insbesondere ist in dieser Kategorie also jeder
Morphismenraum entweder einelementig oder leer.
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Definition 10.3.2. Sei X ein topologischer Raum und C eine Kategorie. Eine
Pragarbe (englisch presheaf, franzosisch prefaisceau) auf X mit Werten
in C ist ein Funktor

{offene Teilmengen von X }° — C

Ein Morphismus von Prégarben ist eine natiirliche Transformation von
Funktoren. Eine Prigarbe mit Werten in der Kategorie der abelschen Grup-
pen heifit eine abelsche Pragarbe.

Bemerkung 10.3.3. Manche Autoren betrachten nur Pragarben von Gruppen
oder sogar nur von abelschen Gruppen und fordern dann von jeder Prégarbe
zusitzlich, dafl der entsprechende Funktor der leeren Menge eine einelemen-
tige Gruppe zuordnen soll. Diese Zusatzannahme scheint mir im Lichte der
obigen allgemeinen Definition jedoch unnatiirlich.

Bemerkung 10.3.4. Ausgeschrieben ist eine Pridgarbe F von Gruppen auf
einem Raum X also eine Zuordnung

U F(U)
F U — o
V F(V)

die jeder offenen Menge U @ X eine Gruppe F(U) zuordnet und jeder In-
klusion V' C U von offenen Teilmengen von X einen Homomorphismus
von Gruppen pf; : F(U) — F(V), die sogenannte Einschrinkungsabbil-
dung, und man muf} von diesen Daten noch fordern, da8 gilt p% = id und
v opy = plf falls W € V C U. Ein Element s € F(U) heit ein Schnitt
von F iiber U. Statt p(s) schreiben wir meist s|y oder auch s|V. Ein
Morphismus von Prigarben f : F — G ist eine Familie von Gruppenho-
momorphismen fi; : F(U) — G(U) derart, da8 gilt p; o fr = fv o p, fiir alle
V C U, wo wir mit py; links die Restriktionsabbildungen der Prigarbe G und
rechts die Restriktionsabbildungen der Pridgarbe F meinen. Im Diagramm
also soll kommutieren

FU) — GU)
i !
FV) — G(V)

Beispiel 10.3.5. Sei X ein topologischer Raum. Die Zuordnung, die jeder
offenen Menge U @ X den komplexen Vektorraum C(U) aller stetigen kom-
plexwertigen Funktionen auf U zuordnet und jeder Inklusion V' @ U die Re-
striktion C(U) — C(V'), ist eine Prédgarbe C von C-Vektorraumen auf X, die
Priagarbe der stetigen komplexwertigen Funktionen.

191



Beispiel 10.3.6. Ist allgemeiner X ein topologischer Raum und G eine topo-
logische Gruppe, so bilden die stetigen Abbildungen von offenen Teilmengen
von X nach G eine Priagarbe Cq = Cg x von Gruppen auf X, die Prigarbe
der stetigen G-wertigen Funktionen. Wahlt man auf G die diskrete To-
pologie, so notiert man diese Prigarbe oft G x und spricht von der Pragarbe
der lokal konstanten G-wertigen Funktionen. Fiir jeden topologischen
Raum X haben wir zum Beispiel Homomorphismen von abelschen Pragarben
ZX — RX — C]R,X‘

Beispiel 10.3.7. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so bilden die
komplexwertigen C*°-Funktionen eine Prigarbe C* von komplexen Vektor-
raumen auf X. Wir haben dann einen natiirlichen Homomorphismus C* — C
von Préagarben von C-Vektorrdumen auf X.

Beispiel 10.3.8. Ist allgemeiner X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und
G eine Lie-Gruppe, so bilden die differenzierbaren Abbildungen von offenen
Teilmengen von X nach G eine Prigarbe C& = C&'x von Gruppen auf X,
die Prégarbe der differenzierbaren G-wertigen Funktionen.

Beispiel 10.3.9. Gegeben ein topologischer Raum X, ein Punkt z € X und
eine Gruppe A definieren wir eine Préagarbe von Gruppen A, auf X durch
die Vorschrift A,(U) = A falls x € U und A,(U) = 1 sonst. Diese Prégarbe
heifit der Wolkenkratzer bei x mit Faser A.

Ubung 10.3.10. In der Kategorie der abelschen Prigarben auf einem topolo-
gischen Raum gibt es beliebige Summen und Produkte.

Definition 10.3.11 (der Cech-Kohomologie einer Priigarbe). Sei F
eine abelsche Prégarbe auf einem topologischen Raum X. Gegeben eine offene
Uberdeckung U C P(X) von X definieren wir den Komplex

L= CUUF) L CTN U F) —

der Cech-Koketten fiir &/ mit Koeffizienten in F als den Komplex der
abelschen Gruppen

CusFr) = I Fen..nuy,

(Uo,....Uq) €U+

wo wir C4(U; F) =0 setzen fiir ¢ < 0 und wo die Randoperatoren d wie folgt
erklirt werden: Ein ¢ € C?(U;F) ist ja ein Tupel gewisser ¢(Uy, ..., U,) €
FUyn...NnU,). Wir setzen dann

(d)(Uo, -, Upr) = > (=1%o, ... Ui, ... Upe) (U N ... N Uy

0<i<q+1
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wobei die “Tarnkappe” iiber U; wie iiblich bedeuten soll, daf§ man U; aus dem
Schnitt wegzulassen hat. Man priift die Formel dd = 0, unsere Konstruktion
liefert also wirklich einen Komplex. Die Kohomologie dieses Komplexes nen-
nen wir die Cech-Kohomologie von X beziiglich I/ mit Koeffizienten
in F und bezeichnen sie mit

HIC*(U; F) = HI(U; F)

Die Cech-Kohomologie H9(X;F) von X mit Koeffizienten in F ist
definiert als der direkte Limes iiber alle geséttigten offenen Uberdeckungen
U von X der Cech-Kohomologien fiir diese Uberdeckungen, in Formeln

HY(X;F) = liL)an(L{;}")

Bemerkung 10.3.12. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so erhalten
wir genau wie in 77 Bijektionen

{differenzierbare reelle Geradenbiindel auf X} /= 5 H'Y(X;CX)
{differenzierbare komplexe Geradenbiindel auf X} /= = HY(X;CX)

Verallgemeinert man die Definition der punktierten Menge H 1(X; G) fiir ei-
ne topologische Gruppe G in der offensichtlichen Weise zur Definition einer
punktierten Menge H'(X; G) fiir eine beliebige Prigarbe G von Gruppen auf
X, so erhalten wir allgemeiner Bijektionen

{differenzierbare n-dimensionale K-Biindel auf X}/ = = H'(X; CoLnx))
Allerdings kann man in dieser Allgemeinheit keine hoheren Kohomologie-
gruppen mehr definieren.

Ubung 10.3.13. Die Cech-Kohomologie beziiglich einer Uberdeckung U kom-
mutiert mit beliebigen Produkten von abelschen Prigarben. (Fiir die Cech-
Kohomologie selbst ist das im allgemeinen vermutlich falsch.)

Lemma 10.3.14 (Die Cech-Kohomologie von Wolkenkratzern). Ist
X ein topologischer Raum, U eine offene Uberdeckung von X und A, der
Wolkenkratzer am Punkt x € X mit einer abelschen Gruppe A als Faser, so
qilt

HYU; A,) = 0 fiir g > 0.
Beweis. Wir wihlen U € U mit z € U und definieren fiir ¢ > 0 die Abbildung
6 =0y : CTY(U; A,) — C9(U; A,) durch die Vorschrift

(51/})<U07 SR UQ) = WU; U07 SR UQ)

Eine kurze Rechnung zeigt d + dd = id auf C9(U; A,) fiir ¢ > 0, folglich ist
fiir ¢ > 0 jeder g-Zykel ein Rand. ]
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Bemerkung 10.3.15. Im Fall einer diskreten abelschen Gruppe G fallen die
im vorherigen Abschnitt definierten Gruppen H'(U; G) bzw. H'(X;G) mit
den hier definierten Gruppen H'(U; G x) bzw. H'(X; Gx) zusammen. Im Fall
einer allgemeinen topologischen abelschen Gruppe G fallen die im vorherigen
Abschnitt definierten Gruppen H'(U; G) bzw. H'(X; G) zusammen mit den
hier definierten Gruppen H'(U;Cq) baw. H'(X;Cg).

Bemerkung 10.3.16. Sei G eine abelsche topologische Gruppe. Nach 77 de-
finiert die Restriktion fiir jede offene Uberdeckung & von X Isomorphismen
Top(X,G) = H°(U;Gx), folglich haben wir auch im direkten Limes einen
Isomorphismus Top(X,G) = H°(X;Gx). Insbesondere erhalten wir fiir je-
den zusammenhingenden Raum X und diskretes G die Formel H(X; Gx) =
G. Das steht im Gegensatz zur singuliren Kohomologie, bei der ja H(X; G) =
G abgesehen vom Extremfall G = 0 nur dann gilt, wenn X wegzusammen-
héngend ist. Fiir lokal wegzusammenhéngende Réume X haben wir jedoch
wieder einen kanonischen Isomorphismus

H(X;Gx) = H'(X;G)

zwischen der nullten Cech-Kohomologie mit Koeffizienten in der Prigarbe
G x und der nullten singuldren Kohomologie mit Koeffizienten in G.

10.4 Garben und ihre étalen Riume

Bemerkung 10.4.1. Alle Préagarben, die bisher von Belang waren, besitzen
noch eine zusétzliche Eigenschaft, die es erlaubt, eine geometrische Anschau-
ung zu entwickeln. Diese zusétzlich Eigenschaft, die die “Garben” unter den
Priagarben auszeichnet, ist im Folgenden von entscheidender Bedeutung.

Definition 10.4.2. Eine Garbe F (englisch sheaf, franzosisch faisceau)
von Mengen (bzw. Gruppen, bzw. Ringen) auf einem topologischen Raum
X ist eine Prigarbe von Mengen (bzw. Gruppen, bzw. Ringen) derart, dafl
die folgende Verklebungsbedingung erfiillt ist: Gegeben ein System U C
P(X) von offenen Teilmengen von X und gegeben fiir alle U € U Schnitte
sy € F(U) mit

sulvaw = swlvaw YU W el

gibt es auf der Vereinigung V' = | J;, U genau einen Schnitt s € F(V) mit
S|U = Sy YUelU

Ein Homomorphismus von Garben ist ein Homomorphismus der zugrun-
deliegenden Pragarben.
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Bemerkung 10.4.3. Unsere Verklebungsbedingung mit & = () impliziert, daf
fir eine Garbe F von Mengen F(() stets aus genau einem Element besteht.

Bemerkung 10.4.4. Wir kénnen allgemeiner Garben erkldren mit Werten in
jeder Kategorie, die beliebige Produkte zuldafit. Eine Garbe wird dann wie-
der definiert als eine Prégarbe, die zusétzlich eine “Verklebungsbedingung”
erfiillt, daf§ namlich fiir jedes System U von offenen Teilmengen von X mit
Vereinigung V' im Diagramm

FV)-1]Fru)= [ Fwnw)

Uveld (UW)eu?

mit hoffentlich offensichtlichen Morphismen der erste Morphismus der Ega-
lisator der beiden weiterfithrenden Morphismen ist. Das hinwiederum soll
bedeuten, daf (1) seine Verkniipfung mit den beiden weiterfithrenden Mor-
phismen denselben Morphismus liefert und dafl (2) jeder Morphismus in die
Mitte mit dieser Eigenschaft eindeutig iiber den ersten Morphismus faktori-
siert. Die Kategorie der Garben auf X mit Werten in C notieren wir C/X
oder C,x. Fiir eine Garbe F mit Werten in C ist F(0) stets ein finales Objekt
von C.

Bemerkung 10.4.5. Die Kategorie der Garben von Mengen auf einem topo-
logischen Raum X notieren wir also Ens /X oder Ens/x . Eine Garbe mit
Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen nennen wir eine abelsche
Garbe. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem topologischen Raum
X notieren wir Ab /X oder Ab/x .

Bemerkung 10.4.6. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem Raum X und
eine offene Uberdeckung U von X liefern die fiir jede abelsche Prigarbe de-
finierten Abbildungen Isomorphismen F(X) = H(U; F) = H°(X;F). Das
gilt sogar fiir eine beliebige Garbe von Gruppen und in gewisser Weise sogar
von Mengen, nur haben wir in diesem Fall die fragliche Kohomologiegruppe
bzw. Kohomologiemenge nicht erklért.

Beispiel 10.4.7. Ist p : E — X eine stetige Abbildung, so erhalten wir eine
Garbe von Mengen § = SF auf X durch die Vorschrift

S(U) =Topx(U,E) ={s:U — E | s ist stetig und p(s(z)) =z Vo € U}

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir nennen sie die Garbe
der Schnitte von p und erhalten so einen Funktor von der Kategorie der
R&ume iiber unserem Raum in die Kategorie der Garben von Mengen auf
unserem Raum

S : Topy — Ens/x
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Beispiel 10.4.8. Die Pragarben Gy fiir eine (diskrete) Gruppe G oder allge-
meiner Cq x fiir eine topologische Gruppe G sind Garben von Gruppen.

Beispiel 10.4.9. Unsere Pragarben von differenzierbaren Funktionen auf einer
Mannigfaltigkeit und unsere Wolkenkratzer sind Garben.

Beispiel 10.4.10. Sei A eine nichttriviale Gruppe. Die Pragarbe, die jeder
offenen Teilmenge von X einfach die feste Gruppe A zuordnet, mit der Iden-
titdt als Restriktion, ist keine Garbe: Der leeren Menge wird nédmlich nicht
die triviale Gruppe zugeordnet. Selbst wenn wir unser Beispiel so abdndern,
dal wir der leeren Menge ausnahmsweise die triviale Gruppe zuordnen, ist
unsere Pragarbe noch keine Garbe, wenn es nichtleere unzusammenhéngende
offene Teilmengen in unserem Raum gibt. Denn dann zerlegen wir diese in
zwei echte disjunkte offene Teilmengen, wahlen dort als Schnitte verschiedene
Elemente von A und kénnen diese Vorgabe nicht “zu einem Schnitt auf der
ganzen offenen Menge zusammenkleben”.

Ubung 10.4.11. In der Kategorie der abelschen Garben auf einem topologi-
schen Raum gibt es beliebige Produkte, und sie stimmen {iberein mit den
Produkten in der Kategorie der Pragarben. (Fiir direkte Summen siche ?7.)

Definition 10.4.12. Ein étaler Raum F = (F, p) iiber X ist ein topologi-
scher Raum E mitsamt einer étalen Abbildung p : £ — X. Ein Morphismus
von étalen Riumen iiber X ist eine stetige Abbildung, die vertréglich ist
mit den Projektionen auf X.

Ubung 10.4.13. Jede étale Abbildung ist offen. Insbesondere ist nach 4.1.8
jeder Morphismus von étalen Rdumen offen, speziell also jeder Schnitt einer
étalen Abbildung auf einer offenen Menge.

Satz 10.4.14 (Garben und ihre étalen Riume). Der Funktor S, der
jedem Raum tber X die Garbe seiner Schnitte zuordnet, definiert eine Aqui-
valenz von Kategorien

S - étale Raume ~ Garben von Mengen
' tiber X auf X

Beispiele 10.4.15. Der étale Raum der Garbe Gx ist G x X. Der étale Raum
des Wolkenkratzers auf der reellen Gerade mit Faser Z/2Z am Nullpunkt
X = R ist unsere reelle Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird den Rest dieses Abschnitts struk-
turieren. Genauer konstruieren wir in 10.4.17 einen Funktor ét sogar von
Pragarben auf X zu topologischen Rédumen iiber X, erhalten aus 10.4.20 ei-
ne Adjunktion (ét,S), weisen in 10.4.21 nach, dafl ét bereits in den étalen
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Raumen iiber X landet und zeigen schliefllich in 10.4.22 und 10.4.24, daf
unser adjungiertes Paar, wenn wir es einschrinken von beliebigen Rdumen
tiber X auf étale Rdume und von beliebigen Prégarben aut X auf Garben,

das Kriterium 4.9.9 fiir ein Paar adjungierter Aquivalenzen von Kategorien
erfiillt. ]

Definition 10.4.16. Gegeben ein Pragarbe F von Mengen auf einem topo-
logischen Raum X definieren wir ihren Halm F, an der Stelle x € X als den
Limes
Fp =lim F (U)
Usz

wo unser Limes wie angedeutet iiber alle offenen Umgebungen U @ X von x
laufen soll. Gegeben z € U G X und s € F(U) einen Schnitt bezeichnen wir
mit s, € F, sein Bild im Halm.

Definition 10.4.17. Gegeben ein Pragarbe F von Mengen auf einem topo-
logischen Raum X definieren wir ihren étalen Raum, notiert ét(F) oder
kiirzer F, als die disjunkte Vereinigung der Halme

F=1]%

zeX

mitsamt der natiirlichen Projektion p : F — X. Gegeben U @ X und s €
F(U) definieren wir einen Schnitt §: U — F durch 3(x) = s,. Wir versehen
F mit der Finaltopologie in Bezug auf die Familie aller dieser Abbildungen
§. Bezeichnet pEns, y die Kategorie der Prdgarben von Mengen auf X, so
erhalten wir auf diese Weise einen Funktor

ét : pEns,y — Topy

Bemerkung 10.4.18. Wir werden in 10.4.21 zeigen, daf} in der Situation der
vorhergehenden Definition die Abbildung p : 7 — X stets étale ist, und so
die Bezeichnung von F als étalen Raum rechtfertigen.

Bemerkung 10.4.19. Gegeben E € Topy liefert das Auswerten von Schnitten
eine stetige Abbildung ét(SE) — E iiber X. Gegeben F € pEns,y liefert
umgekehrt s +— § einen Homomorphismus von Prégarben F — S(ét F).

Proposition 10.4.20. Gegeben ein topologischer Raum X liefern die Mor-
phismen der vorhergehenden Bemerkung 10.4.19 im Sinne von 4.9.8 eine
Adjunktion (é,S) zwischen den Funktoren ét : pEns,y — Topy und S :
Topy — pEns,x.
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Beweis. Es gilt nach 4.9.8, fiir jede Pragarbe F von Mengen auf X und jeden
topologischen Raum E iiber X zu zeigen, dafl im Viereck

Topy (ét F, E) — pEns,y(S(ét F),SE)

T !
Topx (ét F,ét(SE)) pEns, v (F,SE)

einmal im Kreis herumgehen die Identitét induziert auf der oberen linken und
der unteren rechten Ecke. Die restlichen Details dieses Beweises iiberlassen
wir dem Leser. O

Lemma 10.4.21. Sei F eine Prdgarbe von Mengen auf einem Raum X.

1. Die 5(U) mitU @ X und s € F(U) bilden eine Basis fir die Topologie
des étalen Raums von F.

2. Die Projektion p : F — X ist étale.

3. Ein Schnitt iber V @ X in F ist stetig genav dann, wenn jedes x € V
eine offene Umgebung U G V besitzt derart, daf$ unser Schnitt auf die-
ser Umgebung U dbereinstimmt mit einem § fir geeignetes s € F(U).

Beweis. 1. Wir zeigen zunichst, daf alle §(U) offen sind in F. Dazu gilt
es nachzuweisen, da W = ¢t 1(3(U)) offen ist in V, fiir alle V @ X und
t € F(V). Aber wir haben ja

trEU) ={zeUnNV | s, =t,},

und da aus s, = t, folgt s|o = t|p fiir eine hinreichend kleine offene Umge-
bung O von z, ist #~*(3(U)) in der Tat stets offen in V und damit 5(U) offen in
F. Damit gilt insbesondere t(W) = 5(U)NE(V) fir W =t~ 1(5(U)) @ X, folg-
lich bilden unsere 5(U) ein System von offenen Mengen, das stabil ist unter
endlichen Schnitten. Daf} sich schliellich jede offene Menge als Vereinigung
von solchen 3(U) schreiben 148t, folgt aus der Definition der Finaltopologie.

2. Der zweite Teil des Lemmas folgt sofort aus dem ersten.

3. Fiir den dritten Teil bemerken wir, dafl offensichtlich jeder Schnitt mit
besagter Eigenschaft stetig ist. Ist umgekehrt ¢ : V' — F ein Schnitt und
ist © € V gegeben, so hat t(x) € F, die Gestalt t(x) = s, fir geeig-
netes s € F(W) und W @ V eine Umgebung von z. Ist ¢ stetig, so folgt
U =t"135W)) eV, und das ist die gesuchte offene Umgebung von z mit
tly = § fiir s = s|p. O

Lemma 10.4.22. Ist p: E — X ¢étale, so ist die Adjunktionsabbildung ein
Isomorphismus ét(SE) = E.
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Beweis. Nach 10.4.21 ist die linke Seite auch étale iiber X. Nach 10.4.13
reicht es also zu zeigen, dal unsere Adjunktionsabbildung bijektiv ist, d.h.
daf sie Bijektionen auf allen Halmen induziert. Da p étale ist, gibt es fiir jedes
e € F eine offene Umgebung U von = = p(e) und einen Schnitt s : U — F
mit s(x) = e. Also ist unsere Abbildung auf den Halmen surjektiv. Ist V @ X
eine weitere offene Umgebung von p(e) und ¢ € F(V') ein weiterer Schnitt mit
t(z) = e, so stimmen s und ¢ notwendig iiberein auf der nach 10.4.13 offenen
Umgebung W = p(s(U) Nt(V)) von x in X. Also ist unsere Abbildung auf
den Halmen auch injektiv. O

Lemma 10.4.23. 1. Stimmen zwei Schnitte einer Garbe auf allen Hal-
men tiberein, so sind sie gleich.

2. Induziert ein Morphismus von Garben Bijektionen auf allen Halmen,
so ist er ein Isomorphismus.

Beweis. Die Herleitung der ersten Aussage bleibt dem Leser iiberlassen. Fiir
den Nachweis der zweiten Aussage sei ' — G unser Morphismus. Aus 1 folgt,
da$ fiir alle U @ X die induzierte Abbildung F(U) — G(U) injektiv ist. Wir
miissen zeigen, dafl diese Abbildungen auch surjektiv sind. Gegeben s € G(U)
gibt es jedoch fiir alle x € U ein t, € F, mit t, — s,. Dies t, ist der Halm
eines Schnitts t(,) € F(U(x)) fiir eine geeignete offene Umgebung U(z) @ U
von z, und wenn wir U(x) hinreichend klein wihlen, diirfen wir annehmen
t@)|v@) — S|u). Dann aber erfiillen die ¢,y aber die Verklebungsbedingung
und verkleben zu einem Schnitt ¢t € F(U) mit t — s. O

Lemma 10.4.24. Fir jede Garbe F liefert die Adjunktion einen Isomor-
phismus F = S(6t F).

Beweis. Nach 10.4.23 miissen wir nur zeigen, dafl unser Morphismus auf al-
len Halmen Bijektionen induziert oder gleichbedeutend, dafl er unter ét eine
Bijektion liefert. Nach unseren allgemeinen Erkenntnissen iiber adjungierte
Funktoren 4.9.8 faktorisiert jedoch die Identitat auf ét F in kanonischer Wei-
se als ét F — ét(S(ét F)) — ét F, und nach 10.4.22 angewandt auf F = ét F
ist hier die zweite Abbildung ein Isomorphimus. Dasselbe gilt dann auch fiir
die erste Abbildung und das Lemma folgt. O]

Ubung 10.4.25. Sei X ein topologischer Raum und = € X ein Punkt. Der
Halmfunktor Ab,x — Ab, F + F, hat als Rechtsadjungierten den Wolken-
kratzerfunktor A +— A,.

Bemerkung 10.4.26. Ist F eine Garbe von Funktionen auf X, zum Beispiel
die Garbe der differenzierbaren Funktionen auf einer offenen Teilmenge des
R™ oder allgemeiner einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so nennt man
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die Elemente der Halme F, meist Funktionskeime, in unserem Beispielfall
also “Keime differenzierbarer Funktionen an der Stelle z”.

Bemerkung 10.4.27. Der étale Raum der Garbe der stetigen reellwertigen
Funktionen auf R ist nicht Hausdorff: Die Nullfunktion und die Funktion
x — sup{z, 0} haben verschiedene Keime an der Stelle Null, aber dieselben
Keime an allen echt negativen Stellen. Die beiden Keime an der Stelle Null
lassen sich also nicht durch offene Umgebungen im étalen Raum trennen.

Bemerkung 10.4.28. Der étale Raum ét O der Garbe O der holomorphen
Funktionen auf C ist Hausdorff aufgrund der Eindeutigkeit der lokalen ana-
lytischen Fortsetzung. Die Zusammenhangskomponente eines holomorphen
Funktionskeims f € ét O erhélt vermittels der lokalen Homdomorphismen
mit C in natiirlicher Weise die Struktur einer Riemann’schen Fléche, der
Riemann’sche Fliache des Funktionskeims f. Zum Beispiel erhalten wir
als Riemannsche Flache der n-ten Wurzel eine zusammenhéngende n-blétt-
rige Uberlagerung von C*.

Definition 10.4.29. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem Raum X und
p : F — X ihr étaler Raum. Gegeben eine beliebige Teilmenge A C X
definieren wir die Garbe F|4 auf dem Raum A als die Garbe zum étalen
Raum p~!'(A) — A und nennen sie die Einschrinkung von F auf A.
Weiter setzen wir

F(A) =T(4;F)={s: A— F|sist stetig und p(s(z)) = v Vo € A}

und nennen die Elemente dieser Menge die Schnitte von F iiber A. Per
definitionem haben wir zum Beispiel F, = F({z}) fir alle z € X.

Bemerkung 10.4.30. Im Gegensatz zu Pragarben konnen wir also bei Garben
Schnitte iiber beliebigen (nicht notwendig offenen) Mengen betrachten. Die
Schnitte einer Garbe iiber dem ganzen Raum nennen wir auch die globalen
Schnitte von F und notieren sie

F(X)=T(X;F)=TF

10.5 Pfeilexakte Kategorien

Definition 10.5.1. Ein Objekt einer Kategorie heifit ein Nullobjekt genau
dann, wenn es final und kofinal ist. Existiert ein Nullobjekt, so ist es eindeutig
bis auf eindeutigen Isomorphimus. Wir sprechen deshalb meist von dem
Nullobjekt und notieren es 0. Gegeben zwei Objekte A, B in einer Kategorie
mit Nullobjekt nennen wir den Morphismus A — B, der iiber das Nullobjekt
faktorisiert, den Nullmorphismus und notieren ihn 0 : A — B.
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Definition 10.5.2. Sei f : B — (' ein Morphismus in einer Kategorie mit
Nullobjekt.

1. Ein Kern von f ist ein Morphismus ¢ : (ker f) — B mit fi = 0 derart,
daf} jeder Morphismus g : A — B mit fg = 0 eindeutig faktorisiert
iiber 4, als da heifit, es gibt genau einen Morphismus g : A — (ker f)
mit g = ig.

2. Ein Kokern von f ist dual ein Morphismus p : C' — (cok f) mit
pf = 0 derart, dal jeder Morphismus g : C' — D mit gf = 0 eindeutig
faktorisiert iiber p : B — (cok f).

3. Einen Kokern eines Kerns von f nennen wir auch ein Bild von f und
notieren es B — (im f).

4. Einen Kern eines Kokerns von f nennen wir dual ein Kobild von f
und notieren es (coim f) — C.

Bemerkung 10.5.3. Per definitionem sind Kerne und Kokerne und ebenso
Bilder und Kobilder eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, falls sie
existieren. Wir sprechen deshalb meist von dem Kern, dem Kokern etc.

Definition 10.5.4. 1. Ein Morphismus ¢ : B — C in einer Kategorie
heifit ein Monomorphismus oder Mono und als Adjektiv mono ge-
nau dann, wenn fiir zwei beliebige Morphismen f, f : A — B aus
gf = gf schon folgt f = f’. Wir notieren Monomorphismen oft < .

2. Ein Morphismus g : B — (' in einer Kategorie heiffit ein Epimor-
phismus oder Epi und als Adjektiv epi genau dann, wenn fiir zwei
beliebige Morphismen h,h’' : C' — D aus hg = h'g schon folgt h = h'.
Wir notieren Epimorphismen oft —» .

Ubung 10.5.5. Die Verkniipfung von zwei Monos ist mono. Ist eine Ver-
kniipfung hg mono, so auch g. Die Verkniipfung von zwei Epis ist epi. Ist
eine Verkniipfung ¢ f epi, so auch g.

Ubung 10.5.6. In einer Kategorie mit Nullobjekt zeige man die folgenden
Aussagen und formuliere ihre Dualen: (1) Der Kern eines Nullmorphismus ist
die Identitéat auf dem Ausgangsobjekt. Ein Morphismus mit Kern 0 induziert
einen Isomorphismus auf sein Bild. (2) Besitzt f : A — B einen Kern und
ist ¢ : B — C ein Mono, so haben wir ker f = kergf. (3) Gegeben ein
kartesisches Diagramm ist jeder Kern eines Morphismus im Diagramm auch
ein Kern des gegeniiberliegenden Morphismus.
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Bemerkung 10.5.7. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt. Per definitionem
sind Kerne stets Monos und Kokerne stets Epis. Fiir jeden Morphismus f :
B — C mit Kern, Bild, Kokern und Kobild gibt es genau einen Morphismus
f':im f — coim f, mit dem das folgende Diagramm kommutativ wird:

kerf — B — imf
l Ly

cok f « (C <« coimf

Definition 10.5.8. Eine Kategorie heifit pfeilexakt genau dann, wenn sie
(1) ein Nullobjekt besitzt, wenn (2) jeder Morphismus einen Kern und einen
Kokern hat und wenn zusétzlich (3) fiir jeden Morphismus f der induzierte
Morphismus im f — coim f ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 10.5.9. Die opponierte Kategorie einer pfeilexakten Kategorie ist
offensichtlich auch eine pfeilexakte Kategorie.

Bemerkung 10.5.10. Iversen | ] nennt unsere pfeilexakten Kategorien
kiirzer exakt und iibernimmt damit in etwa die Terminologie von Buchs-
baum [ ], der allerdings von seinen exakten Kategorien etwas mehr for-

dert als Iversen. In der Literatur versteht man unter einer exakten Kategorie
inzwischen fast immer abweichend davon eine exakte Kategorie im Sinne
von Quillen | ]. Die Terminologie “pfeilexakt” fiithre ich ein, um diese
Inkonsistenzen aufzulosen.

Ubung 10.5.11. In einer pfeilexakten Kategorie zeige man die folgenden Aus-
sagen. (1) Fiir einen Morphismus f : A — B sind gleichbedeutend: (a) f ist
epi, (b) cok f = 0 und (c) im f = B. Man formuliere auch die duale Aussage.
(2) Genau dann ist ein Morphismus ein Isomorphismus, wenn er mono und
epi ist. (3) Ist A - B — (' eine Komposition eines Epi mit einem Mono, so
ist B das Bild dieser Verkniipfung.

Definition 10.5.12. Eine Sequenz A L. B % Cin einer pfeilexakten Ka-
tegorie heifit exakt genau dann, wenn gilt gf = 0 und wenn zusétzlich die
induzierte Abbildung im f — ker g ein Isomorphismus ist. Sie heifit eine kur-
ze exakte Sequenz genau dann, wenn zusétzlich f mono ist und g epi. Eine
langere Sequenz heifit exakt genau dann, wenn sie exakt ist an jeder Stelle.

Bemerkung 10.5.13. Eine exakte Sequenz ist offensichtlich auch exakt in der
opponierten Kategorie. Wir werden in 12.1 in beliebigen pfeilexakten Ka-
tegorien zu jeder kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen die lange
exakte Homologiesequenz herleiten.
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Ubung 10.5.14. Eine Sequenz ... — A9' — A% — A%l — in einer
pfeilexakten Kategorie ist exakt genau dann, wenn fiir die Faktorisierungen
A=l — K9 < AY in einen Epi gefolgt von einem Mono die offensichtlichen
Sequenzen K7 — A — Kt fiir alle ¢ kurz exakt sind.

Ubung 10.5.15. Eine absteigende Filtrierung F auf einem Vektorraum V
ist eine Folge von Teilraumen

D F2W o PRy o L

mit n € Z. Wir machen die filtrierten Vektorrdume zu einer Kategorie, in-
dem wir die filtrierungserhaltenden linearen Abbildungen als Morphismen
nehmen. Man zeige, dafl es in dieser Kategorie Kerne und Kokerne gibt, daf3
aber die kanonische Abbildung coim f — im f kein Isomorphismus sein muf.

Bemerkung 10.5.16. Ist diese Abbildung doch ein Isomorphismus, so heifit f
strikt vertriglich mit den Filtrierungen.

Beispiele 10.5.17. Die Kategorie aller abelschen Gruppen ist pfeilexakt. Die
Kategorie aller Gruppen besitzt zwar ein Nullobjekt und zu jedem Morphis-
mus Kern und Kokern, ist jedoch nicht pfeilexakt. Die Kategorie aller Moduln
iiber einem festen Grundring ist pfeilexakt.

Beispiel 10.5.18. Die Kategorie aller Komplexe von abelschen Gruppen ist
pfeilexakt und unsere kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen aus
5.7.2 sind genau die kurzen exakten Sequenzen in unserem hier rein kateg-
orientheoretisch definierten Sinne. Ahnliches gilt fiir die Kategorie aller ge-
richteten Systeme von abelschen Gruppen iiber einer vorgegebenen partiell
geordneten Indexmenge.

Beispiel 10.5.19. Allgemeiner ist die Kategorie aller Komplexe in einer pfei-
lexakten Kategorie bzw. die Kategorie aller gerichteten Systeme in einer pfei-
lexakten Kategorie iiber einer vorgegebenen partiell geordneten Indexmenge
wieder eine pfeilexakte Kategorie. Ganz allgemeinen ist fiir jede kleine Ka-
tegorie I die Kategorie aller Funktoren von [ in eine pfeilexakte Kategorie
mit natiirlichen Transformationen als Morphismen wieder eine pfeilexakte
Kategorie.

Beispiel 10.5.20. Insbesondere bilden die abelschen Prigarben auf einem to-
pologischen Raum eine pfeilexakte Kategorie: Nullobjekt ist Pragarbe, die
jeder offenen Menge die triviale Gruppe zuordnet und der Kern bzw. Kokern
eines Morphismus f : F — G werden gegeben durch

(ker /Y({U) = ker(F(U)—GWU)) V Uc X
(cok /Y(U) = cok(F(U)—GU)) V Uec X

mit hoffentlich offensichtlichen Restriktionen.
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Definition 10.5.21. Ein Funktor zwischen pfeilexakten Kategorien heif3t
linksexakt genau dann, wenn er Kerne zu Kernen macht; rechtsexakt ge-
nau dann, wenn er Kokerne zu Kokernen macht; und exakt genau dann,
wenn er linksexakt und rechtsexakt ist.

Ubung 10.5.22. Sowohl rechtsexakte als auch linksexakte Funktoren bilden
das Nullobjekt stets auf das Nullobjekt ab.

Ubung 10.5.23. Besitzt ein Funktor zwischen pfeilexakten Kategorien einen
linksadjungierten Funktor, so ist er linksexakt. Besitzt ein Funktor zwischen
pfeilexakten Kategorien einen rechtsadjungierten Funktor, so ist er rechtsex-
akt.

Ubung 10.5.24. Besitzt ein exakter treuer Funktor L zwischen pfeilexakten
Kategorien einen Rechtsadjungierten R, so sind die Adjunktionsabbildungen
M — RLM stets Monomorphismen.

10.6 Kerne und Kokerne fiir abelsche Garben

Satz 10.6.1. 1. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem festen to-
pologischen Raum ist eine pfeilezakte Kategorie.

2. Fine Sequenz von abelschen Garben ist exakt genau dann, wenn sie auf
allen Halmen exakte Sequenzen von abelschen Gruppen induziert.

Bemerkung 10.6.2. Der étale Raum der Bildgarbe ist also genau das men-
gentheoretische Bild der auf den étalen Rdumen induzierten Abbildung.

Bewers. Sicher besitzt unsere Kategorie ein Nullobjekt. Offensichtlich ist der
Pragarbenkern eines Morphismus f : F — G von abelschen Garben schon
selbst eine Garbe und sogar ein Kern von f in der Kategorie der abelschen
Garben. Mit der Exaktheit des direkten Limes folgern wir aus dieser Be-
schreibung, daf fiir alle z € X die Sequenz von Halmen

0— (ker f), — F. — G,
exakt ist. Um Kokerne zu konstruieren, miissen wir mehr arbeiten.

Definition 10.6.3. Sei C eine Priagarbe von Mengen auf einem topologischen
Raum X. Wir schreiben S(étC) = C* fiir die Garbe der Schnitte in den
etalen Raum der Prigarbe C und nennen C* die Garbifizierung von C. Die
Adjunktion 10.4.20 liefert uns einen kanonischen Morphismus von Prigarben

can:C — C*

der Bijektionen auf allen Halmen induziert und der fiir jede Garbe C ein
Isomorphismus ist.
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Lemma 10.6.4. Sei f : F — G ein Morphismus von einer Prigarbe in eine
Garbe. So gibt es genau einen Morphismus f : F© — G mit f ocan = f.

Beweis. Die Existenz folgt aus der Funktorialitdt der Garbifizierung, wir
haben genauer ein kommutatives Diagramm

f

F 5

canl 2lcan

F+ I Gt
mit f* = S(ét f). Die Eindeutigkeit folgt daraus, daf§ ein Garbenhomo-

morphismus durch seinen Effekt auf den Halmen schon eindeutig festgelegt
ist. O

Ubung 10.6.5. Ist F eine abelsche Prigarbe, so ist die Garbifizierung F+
in natiirlicher Weise eine abelsche Garbe und die kanonische Abbildung ein
Morphismus von abelschen Pragarben. Das Lemma gilt auch in dieser Situa-
tion mit demselben Beweis.

Wir kehren nun zum Beweis unseres Satzes zuriick. Der Kokern in der Ka-
tegorie der abelschen Priagarben eines Morphismus von abelschen Garben
f+F — G ist zwar im allgemeinen keine Garbe, aber seine Garbifizierung

cok f = (Priigarbenkokern von f)*

ist ein Kokern von f in der Kategorie der abelschen Garben aufgrund der uni-
versellen Eigenschaft der Garbifizierung 10.6.4, 10.6.5. Da die Garbifizierung
die Halme nicht adndert, folgt aus der Exaktheit des direkten Limes wieder,
daB fiir alle z € X die Sequenz von Halmen

Fr — Gz — (cok f), — 0
exakt ist. Wir folgern insbesondere, dafl die kanonische Abbildung
im f — coim f

auf allen Halmen Isomorphismen induziert. Dann ist sie aber nach 10.4.23
schon ein Isomorphismus und der erste Teil des Satzes folgt. Fiir einen Gar-
benhomomorphismus wissen wir bereits, dafl der Halm des Kerns der Kern
der auf den Halmen induzierten Abbildung ist, und desgleichen fiir den Ko-
kern. Damit folgt, daf§ eine exakte Sequenz von abelschen Garben auch exakte
Sequenzen auf allen Halmen liefert. Ist umgekehrt 7/ — F — F” exakt auf
allen Halmen, so ist die Verkniipfung Null nach 10.4.23 und die damit defi-
nierte kanonische Abbildung vom Bild des ersten Morphismus in den Kern
des zweiten ist ein Isomorphismus nach 10.4.23. ]
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Ubung 10.6.6. Das Bilden der globalen Schnitte ist ein linksexakter Funktor
von der Kategorie der abelschen Garben (auf einem gegebenen Raum) in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Ubung 10.6.7. Das Bilden des Halms an einem Punkt ist ein exakter Funktor
von der Kategorie der abelschen Garben (auf einem gegebenen Raum) in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Ubung 10.6.8. Die Garbifizierung ist ein exakter Funktor von der Kategorie
der abelschen Prégarben in die Kategorie der abelschen Garben.

Ubung 10.6.9. In der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen
Raum existieren direkte Limites, und der Halm eines direkten Limes ist der
direkte Limes der Halme.

10.7 Definition der Garbenkohomologie

Bemerkung 10.7.1. Die gleich folgende Definition der Garbenkohomologie
scheint mir verheerend unanschaulich. Leider kenne ich keine anschauliche
Definition dieses Konzeptes. Anstelle von Anschaulichkeit hat die Garbenko-
homologie jedoch sehr gute formelle Eigenschaften zu bieten, die es ermogli-
chen, sie in vielen Anwendungen zu identifizieren mit technisch im allgemei-
nen weniger gutartigen aber dafiir anschaulicheren oder gut berechenbaren
Theorien wie der singuliren Kohomologietheorie, der Cech-Kohomologie oder
der de-Rham-Kohomologie. In typischen Anwendungen kann man die Gar-
benkohomologie sogar mit mehreren derartigen Theorien identifizieren und
so bemerkenswerte Identitdten wie zum Beispiel den “Satz von de Rham”
erhalten.

Definition 10.7.2. Sei F eine abelsche Garbe auf einem Raum X.

1. Die Garbe der unstetigen Schnitte von F ist die Garbe GF, die
gegeben wird durch die Vorschrift

GF)U) =] %

zeU

fiir alle U @ X, mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir
haben eine kanonische Injektion F — GF gegeben durch s — (S;)zcv
fir s € F(U).

2. Die Godement-Auflésung von F ist der exakte Komplex von abel-
schen Garben

F—G'F—-G'F—. .
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den wir nach 10.5.14 erhalten durch die Vorschrift

G'F = GF
G'F = G(cok(F — GF)) und dann induktiv
GF = G(cok(G'2F — G71F)) fiir i > 2.

3. Die g-te Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in F ist
die abelsche Gruppe HY(X;F), die wir erhalten als die ¢-te Kohomo-
logiegruppe des Komplexes ... — 0 — I'G'F — T'G'F — ... der
globalen Schnitte der Godement-Auflésung von F, in Formeln

HY(X;F) = HY(T'G"F)

4. Jeder Morphismus von abelschen Garben F — F’ liefert in offensicht-
licher Weise einen Morphismus GF — GF' zwischen den Garben der
unstetigen Schnitte, dann induktiv einen Morphismus von Komplexen
von Garben G*F — G*F’, dann eine Kettenabbildung 'G*F — ['G*F’
und so schliellich Abbildungen zwischen den Kohomologiegruppen. Auf
diese Weise wird die ¢g-te Kohomologie ein Funktor von den abelschen
Garben auf X in die abelschen Gruppen

H?= HY(X; ):Ab,x — Ab

Bemerkung 10.7.3. Natiirlich haben wir HY(X;F) = 0 fiir ¢ < 0 und die
exakte Sequenz 0 — I'F — I'G°F — I'G'F nach 10.6.6 liefert einen kanoni-

schen Isomorphismus
I'F = HX;F)

Bemerkung 10.7.4. Wie bereits erwéhnt habe ich fiir die Bedeutung dieser
Definition im Fall ¢ > 0 keinerlei Anschauung. Wir werden jedoch fiir einen
“parakompakten” und lokal zusammenziehbaren Raum in 11.5.3 natiirliche
Isomorphismen zwischen der singuldren Kohomologie von X mit Koeffizi-
enten in der abelschen Gruppe G und der Garbenkohomologie von X mit
Koeffizienten in der konstanten Garbe Gx herleiten, in Formeln

H

sing

(X;G) = HY(X; Gx)

Weiter hoffe ich, Sie davon zu iiberzeugen, dafl unsere Garbenkohomologie
im allgemeinen ein sehr viel starkeres und flexibleres Werkzeug ist als die
singuldre Kohomologie.

Ubung 10.7.5. Man gebe solche Isomorphismen an im Fall ¢ = 0. Hierfiir
reicht die Annahme, daf§ X lokal wegzusammenhéngend ist.
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Bemerkung 10.7.6. Ist X ein topologischer Raum, F eine abelsche Garbe auf
X und A C X eine Teilmenge, so kiirzen wir ab HY(A; F|a) = HI(A; F).
Proposition 10.7.7. Ist F' — F — F" eine exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X, so sind die auf den Garben der
Godement-Auflosungen induzierten Sequenzen sogar exakte Sequenzen in der
Kategorie der abelschen Prigarben

gif/ N gz‘rlr_> gi:/:-//
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir von einer kurz-

en exakten Sequenz F' — F — F” ausgehen. Ergénzen wir sie zu einem
kommutativen Diagramm

F o F - F

! ! !
GF — GF — GF'
| ! |

ICI N IC — ’C/I

mit exakten Vertikalen, so ist die mittlere Horizontale exakt als Sequenz von
Pragarben nach Konstruktion. Dann ist sie erst recht exakt als Sequenz von
Garben und das Neunerlemma angewandt auf die Halme zeigt, dafl auch
die unterste Zeile exakt ist auf den Halmen, also exakt ist als Sequenz von
Garben. Die Proposition folgt durch Induktion. m

Definition 10.7.8. Sei 7' — F —» F” eine kurze exakte Sequenz von
abelschen Garben auf einem topologischen Raum X. Nach 10.7.7 fiihrt sie zu
einer kurzen exakten Sequenz von Komplexen von abelschen Gruppen

I'GF —TGF—TGF"
Die zugehérige lange exakte Homologiesequenz hat die Gestalt
HY(X;F')— H(X; F) = HY(X; F") = H'(X; F') = H' (X; F) — ...

und heifit die zur kurzen exakten Sequenz von Garben F' — F —» F”
gehorige lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie.

Ubung 10.7.9. In der Kategorie der Prigarben iiber einem gegebenen Raum
konstruiert man leicht beliebige Produkte, und dieselbe Konstruktion liefert
auch Produkte in der Kategorie der Garben. Diese Produkte vertauschen
mit dem Bilden der globalen Schnitte, aber ein Produkt von Epimorphismen
von Garben mufl nicht notwendig wieder ein Epimorphismus sein. Deshalb
vertauscht das Bilden von Produkten von Garben im allgemeinen nicht mit
dem Bilden der hoheren Kohomologiegruppen.

Bemerkung 10.7.10. Die Halme der Garbe der unstetigen Schnitte einer Gar-
be sind im allgemeinen viel grofler als die Halme der urspriinglichen Garbe.
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10.8 Welke Garben

Definition 10.8.1. Eine Garbe heifit welk (englisch flabby, franzosisch
flasque) genau dann, wenn sich jeder Schnitt auf einer offenen Teilmenge zu
einem globalen Schnitt fortsetzen laf3t.

Definition 10.8.2. Eine abelsche Garbe F auf einem topologischen Raum
X heifit azyklisch oder genauer I'-azyklisch genau dann, wenn alle ih-
re hoheren Kohomologiegruppen verschwinden, wenn also in Formeln gilt

HIY(X;F) =0 fiir ¢ > 0.
Satz 10.8.3. Alle welken abelschen Garben sind azyklisch.
Bemerkung 10.8.4. Wir zeigen das im Anschlul an das folgende Lemma.

Lemma 10.8.5. Sei F' — F — F" eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X.

1. Ist F' welk, so induziert der Epimorphismus F — F' eine Surjektion
I'F — TF" auf den globalen Schnitten.

2. Sind F' und F welk, so ist auch F" welk.

Beweis. 1. Sei s” € I'F” ein globaler Schnitt. Wir betrachten die Menge
aller Paare (U, sy) mit U G X und sy € F(U) einem Urbild von s”|;;. Diese
Menge ist in natiirlicher Weise induktiv geordnet und besitzt nach Zorn ein
maximales Element. Wire nun (U, sy) so ein maximales Element und wére
U # X, so fanden wir x € X\U und aufgrund der Surjektivitat F, — F
eine offene Umgebung V' von x sowie sy € F(V) mit sy — s”|y. Es folgte

svlvav — sulvay € F(UNV)

und setzen wir diese Differenz fort zu einem Schnitt ¢, € F'(V) tiber V
der welken Garbe F’, so stimmen (sy — ty) und sy iiberein auf U NV und
verkleben folglich zu einem Urbild von s” auf UUV/, das sy fortsetzt. Das steht
jedoch im Widerspruch zur Maximalitidt von (U, sy) und es war doch U = X.
2 folgt aus 1, da die Restriktionen welker Garben auf offene Teilmengen
wieder welk sind. O

Beweis von 10.8.3. Die Garbe GF der unstetigen Schnitte in eine Garbe F
ist stets welk. Zerlegen wir die Godement-Auflésung unserer Garbe in kurze
exakte Sequenzen

F — G'F —» K!
]Cl%glf—»l(?
K* — GF — K
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so erkennen wir mit dem Lemma, dafl fiir welkes F alle Garben in diesen
kurzen exakten Sequenzen welk sind, so daf} alle unsere Sequenzen kurz exakt
bleiben unter I'. Das zeigt aber, dafl der Komplex 0 — I'’¥ — I'G°F —
I'G'F — ... exakt ist. ]

10.9 Erste Cech-Kohomologie als Garbenkohomologie

Theorem 10.9.1. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem topologischen
Raum X haben wir einen natiirlichen Isomorphismus zwischen ihrer ersten
Cech-Kohomologie und ihrer ersten Garbenkohomologie, in Formeln

H(X:F) = H'(X: F)

Bemerkung 10.9.2. Dieses Theorem soll untere anderem dazu beitragen, un-
sere Anschauung von der durch 10.1.25 bereits mit Anschauung gefiillten
Cech-Kohomologie auf die von ihrer Definition her in meinen Augen vollig un-
anschauliche Garbenkohomologie zu iibertragen. In [?] wird gezeigt, daf die
Cech-Kohomologie und die Garbenkohomologie auf “parakompakten” Rium-
en sogar in allen Graden iibereinstimmen.

Beweis. Bezeichne C den Prigarbenkokern von F < GF und C* seine Gar-
bifizierung. Wir haben also eine kurze exakte Sequenz von Prdgarben F —
GF — C und eine kurze exakte Sequenz von Garben F — GF — Ct. Wir
haben H'(X;GF) = 0, nach 10.3.14 und 10.3.13 verschwinden fiir ein Pro-
dukt von Wolkenkratzergarben sogar alle hoheren Cech-Kohomologiegruppen
beziiglich jeder offenen Uberdeckung. Des weiteren liefert eine kurze ex-
akte Sequenz von Prigarben uns eine lange exakte Sequenz in der Cech-
Kohomologie, zunéchst beziiglich jeder offenen Uberdeckung und dann auch
im Limes. Das liefert Exaktheit der oberen Horizontale im Diagramm

0 — HYX;F) — HYX;GF) — H°X;C) — H' (X;F) — 0
l l l
0 - H'X;F) — HYX;GF) — HX;CY) — H'X;F) — 0

Die untere Zeile ist exakt als Teil einer langen exakten Garbenkohomologie-
Sequenz, es gilt ndmlich H'(X;GF) = 0 nach 10.8.3, da eine GF stets welk
ist. Nach 10.4.6 sind in unserem Diagramm die beiden linken Vertikalen Iso-
morphismen. Sobald wir das auch fiir die dritte Vertikale gezeigt haben, sind
wir fertig. Das benotigt jedoch einige Vorbereitungen. Unter einer lokalen
Préagarbe von Mengen auf einem topologischen Raum X verstehen wir eine
Pragarbe von Mengen C derart, daf fiir jede Familie ¢ von offenen Teilmen-
gen von X mit Vereinigung V' = (J; o, U die Restriktionsabbildungen eine
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Injektion

cv)— [[cw)
veu
liefern. Setzen wir U = (), so erkennen wir insbesondere, daf fiir eine lo-
kale Priagarbe stets gilt C(()) = 0. Das anschlieBende Lemma zeigt uns nun,
daf unser Pragarbenkokern C von F — GF eine lokale Préagarbe ist, und das
néichste Lemma etabliert dann fiir abelsche lokale Prigarben C den gewiinsch-
ten Isomorphismus H°(X;C) = H°(X;C*) und beendet damit den Beweis
des Satzes. m

Lemma 10.9.3. Ist £ — F ein injektiver Homomorphismus von abelschen
Garben, so ist sein Pragarbenkokern C eine lokale Prdgarbe.

Beweis. Sei U ein System offener Teilmengen und V' = | J,;, U seine Verei-
nigung. Wir betrachten das Diagramm

EV) — F(V) —» C(V)

| | l
[ew) = I1x0) - [IcU)
l l l

[[EUNU) — [[FUNU) — [[CUNU)

als eine kurze exakte Sequenz von (senkrechten) Kettenkomplexen und be-
nutzen die lange exakte Homologiesequenz. O]

Lemma 10.9.4. Ist X ein topologischer Raum und C eine lokale abelsche
Prdgarbe auf X, so liefert die kanonische Abbildung einen Isomorphismus
zwischen der nullten Cech-Kohomologie der Prigarbe C und den globalen
Schnitten ihrer Garbifizierung C*, in Formeln

H(X:C) S T1Ct

Beweis. Zunédchst bemerken wir fiir eine lokale Prédgarbe C und beliebige
offene Teilmengen U C X die Inklusionen C(U) — [], .y Co- Wir folgern In-
klusionen H°(U;C) «— I'C* und durch Ubergang zum direkten Limes die In-
jektivitéit der kanonischen Abbildung. Um die Surjektivitét zu zeigen, miissen
wir zu jedem s € I'C™ ein Urbild finden. Nach 10.4.21 gibt es aber eine offene
Uberdeckung ¢ von X und fiir jedes U € U ein sy € C(U) mit 5y = sy,
und da C lokal ist haben wir sy|uny = sv|unvy YU,V € U. Folglich liefern
die (sy)pey ein Element in HO(U;C). Wir diirfen aber unsere Uberdeckung
U ohne Beschrinkung der Allgemeinheit geséttigt annehmen und erhalten so
in der Tat das gesuchte Urbild von s in H°(X;C). O
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Beispiel 10.9.5. Sei X ein topologischer Raum. Die lange exakte Sequenz zur
von der Exponentialabbildung induzierten kurzen exakten Garbensequenz
2miZyx — Cc — Ccx liefert die obere Horizontale im Diagramm

H'(X;Ccx) — H*(X;2miZy)

I

H'(X;Cex) I

komplexe Geradenbiindel auf X, o

{ bis auf Isomorphismus } H*(X; Zx)

wo wir links die Identifikationen aus 10.9.1 und 10.2.2 benutzen und rechts
durch 27i teilen. Das Bild eines komplexen Geradenbiindels £ unter dieser
Verkniipfung heifit die erste Chern’sche Klasse von £ und wird bezeich-

net mit
c(L) € HX(X;Zx)

Wir werden in 11.4.4 und 11.4.5 sehen, dafl auf “parakompakten” Réumen die
Gruppen H?(X;Cc) verschwinden fiir ¢ > 0, so dafl unser ganzes Diagramm
aus Bijektionen besteht. Auf parakompakten Raumen werden demnach kom-
plexe Geradenbiindel “klassifiziert durch ihre erste Chern’sche Klasse”.
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11 Beispiele zur Garbenkohomologie

11.1 Ein Spektralsequenzargument

Definition 11.1.1. Ein Doppelkomplex A = (A7 0,0) ist eine durch
7 x 7. parametrisierte Familie AP? von abelschen Gruppen mitsamt Grup-
penhomomorphismen @ = 9P : AP4 — APTL4 ynd § = §7 : AP4 — APatl
derart, daB gilt 9> = 0, 62 = 0 und 9§ = 0. Gegeben ein Doppelkom-
plex A bilden wir einen Komplex (Ao, d), seinen Totalkomplex durch die

Vorschrift
A= @

ptg=n
mit Differential da = da + (—1)Pda fiir a € AP9.

Bemerkung 11.1.2. Wir denken uns p nach rechts und ¢ nach oben aufgetra-
gen und betrachten in unserem Doppelkomplex die Spaltenkomplexe AP*
sowie die Zeilenkomplexe A*9. Verschwinden alle AP¢ mit p < 0 oder ¢ < 0,
so sprechen wir von einem Doppelkomplex im ersten Quadranten. Zu
einem Doppelkomplex im ersten Quadranten erkldren wir den senkrech-
ten Kernkomplex K als den Komplex der Kerne “langs der y-Achse”, in
Formeln

K; =ker(9 : A% — A")

Wir haben eine offensichtliche injektive Kettenabbildung K; — Ay, vom
senkrechten Kernkomplex in den Totalkomplex.

Satz 11.1.3 (Eine entartete Spektralsequenz). Sei A = (AP7,0,9) ein
Doppelkomplex im ersten Quadranten. Sind alle seine Zeilen exakt an allen
Stellen AP? mit p # 0, so induziert die Kettenabbildung Ky — Ay auf der
Kohomologie Isomorphismen

H'K; 5 H" Ay

Beweis. Wir beginnen mit einem Spezialfall.

Lemma 11.1.4. Sei gegeben ein Doppelkomplex im ersten Quadranten. Sind
alle seine Zeilen exakt, so ist auch sein Totalkompler exakt.

Beweis. Sind nur endlich viele Zeilen unseres Doppelkomplexes von Null ver-
schieden, so kénnen wir vollstédndige Induktion anwenden. Dazu betten wir
die oberste von Null verschiedene Zeile ein in den Totalkomplex. Der Kokern
dieser Einbettung ist der Totalkomplex eines Doppelkomplexes mit exakten
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Zeilen aber einer Zeile weniger. Zu der so konstruierten kurzen exakten Se-
quenz von Kettenkomplexen bilden wir dann die lange exakte Homologiese-
quenz und unsere Induktion lauft. Haben wir einen beliebigen Doppelkomplex
im ersten Quadranten vor uns, so stimmt sein Totalkomplex bis zum Grad n
iiberein mit dem Totalkomplex zum Doppelkomplex der untersten n Zeilen,
also konnen wir uns auf den bereits behandelten Fall zuriickziehen. O]

Jetzt folgern wir den Satz. Der Kokern der Einbettung Ky < Ay ist ndmlich
der Totalkomplex eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen. Nach der Pro-
position ist er damit azyklisch und die Behauptung folgt nun aus der langen
exakten Homologiesquenz. O]

11.2 Kohomologie und azyklische Aufl6sungen

Definition 11.2.1. Unter einer Auflésung einer abelschen Garbe F verste-
hen wir einen exakten Komplex F — A% — A! — A2 — ... von abelschen
Garben. Eine Auflésung heifit azyklisch genau dann, wenn alle A® azyklisch
sind.

Definition 11.2.2. Gegeben eine Auflosung F — A* einer abelschen Garbe
betrachten wir den Doppelkomplex im ersten Quadranten A”? = I'G7.AP und
beachten, daf} sein senkrechter Kernkomplex kanonisch isomorph ist zu I'G4F
hat sein waagerechter Kernkomplex zu ' A?. Weiter hat unser Doppelkomplex
nach 10.7.7 exakte Zeilen an allen Stellen aufler bei p = 0. Folglich liefern
die Morphismen K_, — Ay, « K; auf der Kohomologie Morphismen, die
sogenannten kanonischen Morphismen

can: H"TA* — H"F

~

als die Verkniipfungen H"T'A* = H"K_, — H" Ay, — H"K; < H"TG*F.
Bemerkung 11.2.3. Ist ein kommutatives Diagramm

F — A" - A' - A2 —
! ! ! !
G — B - B' - B —

gegeben mit Auflésungen von abelschen Garben F bzw. G als Zeilen, so
kommutiert mit den offensichtlichen Vertikalen und den eben konstruierten
kanonischen Abbildungen als Horizontalen das Diagramm

HTA* — H'F
! !
HTB* — HG
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Satz 11.2.4 (Kohomologie und azyklische Auflésungen). Die Koho-
mologie einer abelschen Garbe lifit sich berechnen als die Kohomologie des
Komplexes der globalen Schnitte einer beliebigen azyklischen Aufiosung. Ist
genauver F — A* eine azyklische Auflosung, so sind unsere kanonischen
Morphismen aus 11.2.2 Isomorphismen

~

HTA* — H1F

Beweis. Sind alle A* azyklisch, so sind im Doppelkomplex, der unsere ka-
nonischen Abbildungen definiert, auch alle Spalten exakt aufler bei ¢ = 0.
Mithin induziert auch die Einbettung des waagerechten Kernkomplexes in
den Totalkomplex Isomorphismen auf der Kohomologie. O

11.3 Parakompakte Raume

Definition 11.3.1. 1. Ein System von Teilmengen U C P(X) eines to-
pologischen Raums X heifit lokal endlich genau dann, wenn jedes
x € X eine Umgebung besitzt, die hochstens endlich viele U € U triftt.

2. Sei X eine Menge und U C P(X) eine Uberdeckung von X. Eine Uber-
deckung V von X heifit eine Verfeinerung von U genau dann, wenn
jedes V €V in mindestens einem U € U enthalten ist.

3. Ein topologischer Raum heifit parakompakt genau dann, wenn er
Hausdorff’sch ist und sich jede offene Uberdeckung unseres Raums zu
einer lokal endlichen offenen Uberdeckung verfeinern 1a83t.

Ubung 11.3.2. Die Vereinigung iiber eine beliebige lokal endliche Familie ab-
geschlossener Mengen ist abgeschlossen. Ist eine Abbildung stetig auf jeder
der Teilmengen einer lokal endlichen Uberdeckung eines Raums durch abge-
schlossene Teilmengen, so ist sie schon selbst stetig.

Proposition 11.3.3 (Kriterium fiir Parakompaktheit). Besitzt ein Haus-
dorffraum eine abzdhlbare Uberdeckung durch offene Teilmengen mit kompak-
tem Abschluf, so ist er parakompakt.

Beweis. Indem wir zu geeigneten Vereinigungen iibergehen diirfen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sogar annehmen, unser Raum sei iiberdeckt
durch eine aufsteigende Folge Xy C X; C ... von offenen Teilmengen mit
kompaktem Abschlufl. Indem wir zu einer geeigneten Teilfolge iibergehen,
diirfen wir zusétzlich annehmen, daB fiir alle n gilt X, € X,;;. Um Son-
derbetrachtungen zu vermeiden setzen wir X,, = () fiir n < 0. Gegeben eine
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offene Uberdeckung U unseres Raums werden die Kompakta X, 11 — X,, je-
weils schon iiberdeckt von den U aus einem endlichen Teilsystem U, C U.

Die Schnitte U N (X102 — X,,—1) fir U € U, und n € Z bilden dann die
gesuchte lokal endliche Verfeinerung der Uberdeckung U. ]

Proposition 11.3.4. Jeder parakompakte Raum ist normal.

Beweis. Das folgt mit zweimaligem Anwenden des anschliefenden techni-
schen Lemmas, erst im Fall einer einpunktigen Menge B, dann im Allgemei-
nen. O

Lemma 11.3.5. Seien A, B disjunkte abgeschlossene Mengen in einem pa-
rakompakten Raum X. Zu jedem x € A gebe es disjunkte offene Teilmen-
gen U, V, @ X mit x € U, und B C V,. So gibt es auch disjunkte offene
UV eXmitACcU und BCV.

Beweis. Die U, mitsamt X\ A bilden eine offene Uberdeckung von X. Sei W
eine offene lokal endliche Verfeinerung dieser offenen Uberdeckung. Setzen wir
Wa={WeW|WnA=#0D}, soist jedes W € Wy in einem U, enthalten,
die Vereinigung U = [y ¢y, W ist offen, und wir haben A C U. Andererseits
besitzt jedes y € B eine offene Umgebung C), die nur endlich viele Mengen
Wi, ..., W, aus Wy trifft. Wéhlen wir nun z(i) € A mit W; C Uy, so ist
D, = C,NVy1yN...N V) offen und trifft iiberhaupt keine Menge aus Wjy.
Damit ist V =, 5 Dy offen mit VNU =0 und B C V. O

yeB

Proposition 11.3.6 (Schrumpfen offener I?berdeckungen). Ser X ein
parakompakter Raum und (Uy)ier eine offene Uberdeckung von X. So finden
wir eine offene Uberdeckung (V;)ier von X mit V; C U; Vi€ I.

Beweis. Aufgrund der Normalitdt von X besitzt jedes © € X eine offene
Umgebung W,, deren AbschluB in einem U; enthalten ist, sagen wir W, C
Ui(z). Sei W eine lokal endliche offene Verfeinerung der offenen Uberdeckung
von X durch die W,. So finden wir auch fiir jedes W € W ein i = (W)
mit W C Uiow). Dann setzen wir V; = Ui(W):j W und erhalten ‘7] Cc Uj, da
die Vereinigung einer lokal endlichen Familie abgeschlossener Mengen wieder
abgeschlossen ist. O

11.4 (Garben auf parakompakten Riumen

Proposition 11.4.1. Gegeben eine Garbe von Mengen auf einem parakom-
pakten Raum ldfst sich jeder Schnitt diber einer abgeschlossenen Teilmenge
auf eine offene Umgebung besagter Teilmenge fortsetzen.
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Beweis. Sei X unser Raum, A @ X unsere abgeschlossene Teilmenge und F
unsere Garbe. Gegeben s € F(A) finden wir sicher eine offene Uberdeckung
(Uy)ier von X und Schnitte s; € F(U;) mit s|U; N A = s;|]U; N A Vi. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit diirfen wir unsere Uberdeckung lokal endlich
annehmen. Nach 11.3.6 finden wir auch V; @ X mit V; C U; Vi und X =
Uies Vi- Jetzt setzen wir

W = {z € X | Alle s; zu Indizes i mit x € V; haben denselben Halm bei x}

Per definitionem gilt A C W und W ist offen. Da gilt s;][W NV, NV; =
s;|IWNV;NV; Vi,j verkleben die Schnitte s;|/W NV} zu einem Schnitt § auf
W, der s fortsetzt. O

Definition 11.4.2. Eine Garbe heifit weich (englisch soft, franzésisch mou)
genau dann, wenn sich jeder Schnitt iiber einer abgeschlossenen Teilmenge
zu einem globalen Schnitt fortsetzen 1af3t.

Beispiele 11.4.3. Jede welke Garbe auf einem parakompakten Raum ist weich
nach 11.4.1. Die Garbe der p-Formen auf einer parakompakten Mannigfaltig-
keit ist weich: Um das zu sehen, dehnt man einen Schnitt zunéchst mithilfe
von 11.4.1 auf eine offene Menge aus und biegt ihn dann in dieser offenen
Menge mithilfe einer C*°-Partition der Eins herunter nach Null, so daffl man
ihn weiter durch Null ausdehnen kann zu einem globalen Schnitt.

Ubung 11.4.4. Die Garbe Cx der stetigen C-wertigen Funktionen auf einem
parakompakten Raum ist weich.

Satz 11.4.5. Auf parakompakten Rdumen sind alle weichen abelschen Gar-
ben azyklisch.

Beweis. Das folgt genau wie bei den welken Garben aus dem anschliefenden
Lemma. O

Lemma 11.4.6. Sei F' — F — F" eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem parakompakten topologischen Raum X.

1. Ist F" weich, so induziert der Epimorphismus F — F" eine Surjektion
I'F — TF" auf den globalen Schnitten.

2. Sind F' und F weich, so ist auch F" weich.

Beweis. 1. Sei s” € TF" gegeben. Es gibt eine lokal endliche offene Uber-
deckung (U;)ier unseres Raums und s; € F(U;) mit s; — s"|U; Vi. Nach
11.3.6 finden wir eine weitere offene Uberdeckung (Vi)ier mit V; C U; Vi. Fiir

J C I setzen wir V; = UiE ; Vi. Nun betrachten wir die Menge aller Paare
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(sy,J) mit J C I und s; einem Schnitt von F iiber V, der auf s”|V; geht.
Auf dieser Menge erkldren wir ein partielle Ordnung durch die Vorschrift
(sr, K) < (s5,J) & (K C J und sg = s4]|Vk). Nach 11.3.2 ist unsere Men-
ge induktiv geordnet und besitzt folglich ein maximales Element. Sei (s, J)
solch ein maximales Element. Ware J # I, so gidbe es ¢ € I — J. Hier unter-
scheiden sich s; und s; auf V; N V; nur um einen Schnitt s} in ', der sich
nach Annahme auf ganz V; ausdehnen li8t. Also verkleben s; — s, und s; auf
V; UV zu einem Urbild von s” im Widerspruch zur Maximalitiit von (s, J).
Damit ist in der Tat I'F — ['F” eine Surjektion.

2. Das folgt sofort aus 1, da jede abgeschlossene Teilmenge eines parakompak-
ten Raums parakompakt ist und da die Einschrinkung einer weichen Garbe
auf eine abgeschlossene Teilmenge stets eine weiche Garbe bleibt. O

Bemerkung 11.4.7. Denjenigen Lesern, die bereits mit der Definition der de-
Rham-Kohomologie vertraut sind, konnen wir nun zeigen, wie sie mit der
allgemeinen Garbenkohomologie zusammenhéngt.

Korollar 11.4.8 (de-Rham-Kohomologie als Garbenkohomologie).
Auf einer parakompakten C*°-Mannigfaltigkeit X stimmt die de-Rham-Koho-
mologie tiberein mit der Garbenkohomologie der konstanten Garbe Rx.

Beweis. Der de-Rham-Komplex ist der Komplex der globalen Schnitte des
Komplexes der Garben der Differentialformen. Dieser Garbenkomplex ist ei-
ne Auflésung der konstanten Garbe Ry nach dem Poincaré-Lemma, und die
Garben der Differentialformen sind azyklisch nach 11.4.5, da sie nach 11.4.3
weich sind. Also berechnet unser Komplex nach 11.2.4 die Garbenkohomolo-
gie der konstanten Garbe Rx. [

Bemerkung 11.4.9. Die Exponentialsequenz aus 10.9.5 liefert eine weiche und
mithin azyklische Auflésung der konstanten Garbe Z auf jedem reellen Inter-
vall. Es folgt, daf§ ein reelles Intervall keine héhere Garbenkohomologie mit
Z-Koeffizienten besitzt. Allgemeinere Resultate in dieser Richtung werden
wir mit elementareren Methoden in ?? herleiten.

11.5 Singulidre Kohomologie als Garbenkohomologie

Bemerkung 11.5.1. Gegeben ein topologischer Raum X und ¢ > 0 betrachten
wir die Pragarbe der singulidren ¢-Koketten, die jeder offenen Menge
U @ X die Gruppe S%(U) der singuldren g-Koketten auf U zuordnet. Die
Garbifizierung dieser Priagarbe bezeichnen wir mit S% und nennen sie die
Garbe der lokalen singulidren ¢-Koketten. Die iiblichen Korandabbil-
dungen auf den Koketten induzieren Randabbildungen 8% — S%', damit
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wird 8% ein Komplex von Garben und die Kettenabbildung S*X — I'S%
liefert eine kanonische Abbildung

Hq

sing

X — HTSL

Bemerkung 11.5.2. Ist X lokal zusammenziehbar, so wird der Komplex der
lokalen singulidren Koketten nach der Augmentierung zu Zx — S% exakt:
Das muf ja nur auf dem Halm an jeder Stelle x € X gezeigt werden, dort hat
unser Komplex die Gestalt Z < lim S *(U), wobei es nach 9.4.8 nicht darauf
ankommt, ob wir den direkten Limes iiber alle offenen Umgebungen von
x, iiber alle Umgebungen, oder iiber alle zusammenziehbaren Umgebungen
bilden, und jetzt folgt die Behauptung aus der Exaktheit von direkten Limites
9.4.11. Wir erhalten so mithilfe von 11.2.2 fiir jeden lokal zusammenziehbaren
Raum kanonische Abbildungen

HITSy — HI(X;Zx)

Satz 11.5.3 (Singulidre Kohomologie als Garbenkohomologie). Auf
einem parakompakten lokal zusammenziehbaren Raum X stimmt die singuldre
Kohomologie tiberein mit der Garbenkohomologie der konstanten Garbe Zx,
genauer liefern die in 11.5.1 und 11.5.2 konstruierten kanonischen Abbildun-
gen Isomorphismen

e

sing

X 2 HTSE 5 HY(X; Zx)

Bemerkung 11.5.4. Dieselbe Aussage gilt mit demselben Beweis auch all-
gemeiner fiir Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen
Gruppe.

Beweis. Fir X parakompakt sind die Garben 8% weich nach dem anschlie-
Benden Lemma 11.5.5 und damit azyklisch. Nach 11.2.4 ist folglich die zweite
Abbildung in obiger Sequenz ein Isomorphismus. Immer unter der Vorausset-
zung X parakompakt zeigen wir dann in Lemma 11.5.10, dal auch die erste
Abbildung ein Isomorphismus ist. Der Satz folgt. O

Lemma 11.5.5. Auf einem parakompakten Raum sind die Garben der loka-
len singuldren Koketten weich.

Bemerkung 11.5.6. Sind alle offenen Teilmengen unseres Raums parakom-
pakt, so sind die Garben der lokalen singuldren Koketten nach 11.5.9 sogar
welk.
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Beweis. Sei X unser Raum. Einen Schnitt {iber einer abgeschlossenen Menge
A @ X konnen wir zunéichst nach 11.4.1 ausdehnen zu einem Schnitt s auf
einer offenen Umgebung U @ X von A. Da X nach 11.3.4 normal ist, finden
wir V @ X mit A C V C V C U. Jetzt konstruieren wir einen Endomorphis-
mus der Préagarbe der singuldren Koketten auf U, indem wir einem Schnitt,
d.h. einer Funktion auf den Simplizes diejenige neue Funktion zuordnen, die
dasselbe macht mit allen Simplizes aus V' und Null aus allen Simplizes, die
nicht ganz in V liegen. Lassen wir den auf der Garbifizierung induzierten
Endomorphismus auf unsere Ausdehnung s los, so erhalten wir eine Ausdeh-
nung 3, die auf U — V verschwindet. Damit kénnen wir unsere abgeénderte
Ausdehnung § dann aber durch Null fortsetzen auf ganz X. O

Definition 11.5.7. Wir sagen, eine Prégarbe F auf einem Raum X erlaubt
das Verkleben von Schnitten genau dann, wenn gegeben ein System U C
P(X) von offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V' = J,o, U und
gegeben fiir alle U € U Schnitte sy € F(U) mit

sulvaw = swlvaw YU W el

es stets einen Schnitt auf der Vereinigung s € F(V) gibt mit s|y = sy fur
alle U € U.

Proposition 11.5.8. Erlaubt eine Prdigarbe F auf einem parakompakten
Raum das Verkleben von Schnitten und gilt | F(0)| = 1, so gehen die globalen
Schnitte unserer Prdgarbe surjektiv auf die globalen Schnitte threr Garbifi-
zierung, i Formeln

FF - TF*t

Beweis. Sei s € TF* ein globaler Schnitt der Garbifizierung. Sicher finden
wir eine lokal endliche Uberdeckung X = Uic; Ui und 5; € F(U;) mit 3; —
s|U; fiir alle i € I. Sei V; eine Schrumpfung dieser Uberdeckung. Fiir jedes x €
X finden wir nun eine offene Umgebung W (z) mit x € U; = W(x) C U; und
v & V; = W(x)NV; = 0 und so, daB fiir alle i mit 2 € U; die §; zu demselben
Schnitt 5y € F(W(x)) einschréinken. Dann folgt aus W(x) N W(y) # 0
bereits, daf es einen Index ¢ gibt mit W (z), W(y) C U;, zum Beispiel tut
es jeder Index i mit € Vj, und dann gilt notwendig y € V; C U;. Also
verkleben die 5(,) zum gesuchten globalen Schnitt 5 € I'F mit 5+ s. O

Korollar 11.5.9. Fiir jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen
Abbildungen Surjektionen S1X — I'S%.

Beweis. Offensichtlich erlaubt fiir jedes ¢ > 0 die Priagarbe U — S9(U) das
Verkleben von Schnitten. Das Korollar folgt damit aus 11.5.8. m
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Lemma 11.5.10. Fir jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen
Abbildungen Isomorphismen
HgmgX = HTS%

Beweis. Wir vervollsténdigen unsere Surjektionen aus dem vorigen Lemma
zu einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen

K* < §*°X —» TS}

Mit der langen exakten Homologiesequenz reicht es zu zeigen, dafi K* azy-
klisch ist. Aber liegt ein Kozykel s € S*X im Kern der Surjektion, so gibt
es eine offene Uberdeckung ¢ von X derart, daB s verschwindet auf den U-
feinen Ketten, dafl also s schon im Kern K7 der Surjektion S*X — S;X
liegt. Diese Surjektion induziert aber Isomorphismen auf der Kohomologie
nach 5.8.16, folglich ist ihr Kern azyklisch, folglich gibt es sogar r € K7, mit
Or = s, folglich ist unser Kozykel s ein Korand. O

11.6 Angeordnete Cech-Kohomologie

Bemerkung 11.6.1. Will man Garbenkohomologie explizit berechnen, ist der
angeordnete Cech-Komplex ein sehr niitzliches Hilfsmittel. Man wihlt
dazu auf einer offenen Uberdeckung U eine totale Ordnung < und arbeitet
mit den angeordneten Cech-Koketten

CLU;F) = H FUyn...NnU,)

wo das Produkt wie angedeutet iiber alle streng monoton wachsenden Fol-
gen der Liange ¢ + 1 in U lauft. Das Differential wird definiert durch diesel-
ben Formeln wie beim Cech-Komplex aus 10.3.11. Die Kohomologie dieses
Komplexes notieren wir H%(U; F) und nennen sie die angeordnete Cech-

Kohomologie beziiglich der angeordneten Uberdeckung U, <).

Definition 11.6.2. Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe auf X,
und U eine offene Uberdeckung von X. Gilt fiir alle endlichen Schnitte von
v+ 1> 1 Mengen aus U und fiir alle ¢ > 0

HY(UyN...NU,; F) =0

so sagen wir, die Garbe F sei azyklisch fiir die Uberdeckung U.
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Theorem 11.6.3 (Berechnung der Kohomologie nach Cech). Sei X
ein topologischer Raum, F eine abelsche Garbe auf X und (U, <) eine ange-
ordnete offene Uberdeckung von X. Ist die Garbe F azyklisch fiir die Uber-
deckung U, so berechnet der Komplex der angeordneten Cech-Koketten schon
thre Kohomologie, in Formeln

HiU; F) = HY(X;F)

Bemerkung 11.6.4. Der Satz gilt mit einem entsprechend vereinfachten Be-
weis ganz genauso fiir unseren Komplex von Cech-Koketten “ohne Anord-
nung” aus 10.3.11. Wir fithren hier den etwas komplizierteren Beweis der
angeordneten Version durch, da diese Version expliziten Rechnungen besser
zuganglich ist.

Beweis. Wir beginnen mit dem Spezialfall einer Wolkenkratzergarbe.

Lemma 11.6.5. Die hiheren angeordneten Cech-Kohomologiegruppen eines
Wolkenkratzers verschwinden, in Formeln

HL(U; M) =0 fiir g >0

Beweis. Zunéchst einmal bemerken wir, daf die fragliche Kohomologie nicht
von der gewéhlten Anordnung abhéngt. In der Tat, ist eine zweite Anordnung

= gegeben, S0 erhalten wir einen Isomorphismus von Kettenkomplexen a :
CL(U; F) = C%(U; F) durch die Vorschrift

(@) (U, -, Uy) = sgn(0)y (Us (o), - - -, Us(o))

wo o € §, die Permutation ist mit Uy(g) < ... < Uy(g). Nun wihlen wir U € U
mit x € U und diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl
U das kleinste Element von U ist. Dann definieren wir

5 CLN U M,y) — CLU; M,)
durch die Vorschrift

(09) (Vo ..., Uy) = { ¥, Uob'--aUq) gigz

Wieder zeigt eine explizite Rechnung dd + dd = id auf C’% fiir ¢ > 0, mithin
ist der Komplex azyklisch fiir ¢ > 0. m

Wir konstruieren nun Homomorphismen HZ(U;F) — H?(X;F) wie folgt:
Wir betrachten die (waagerecht gedachte) Godement-Auflésung von F und
bilden einen Doppelkomplex von abelschen Gruppen, indem wir an jeder

222



Stelle “in senkrechter Richtung” den angeordneten Cech-Komplex nehmen.
In Kurzschreibweise betrachten wir also den Doppelkomplex

CL(U; G"F)

Da die Garben der Godement-Auflésung Produkte von Wolkenkratzern sind,
hat nach 11.6.5 unser Doppelkomplex exakte Spalten aulerhalb der z-Achse
und der waagerechte Kernkomplex ist offensichtlich I'GPF. Also ist die Ko-
homologie des Totalkomplexes dieselbe wie die des waagerechten Kernkom-
plexes und berechnet mithin die Garbenkohomologie von F. Andererseits ist
aber der senkrechte Kernkomplex genau der angeordnete Cech-Komplex von
F und so erhalten wir die gesuchten kanonischen Homomorphismen

HL(U; F) — HY(X;F)

Ist schliellich F azyklisch fiir 4, so hat unser Doppelkomplex exakte Zeilen
auflerhalb der y-Achse und der senkrechte Kernkomplex berechnet auch die
Kohomologie des Totalkomplexes. O

11.7 Kohomologie mit kompaktem Tréiger

Bemerkung 11.7.1. Nach unserer allgemeinen Konvention 7?7 nennen wir
einen Raum lokal kompakt genau dann, wenn sich jede Umgebung eines
Punktes zu einer kompakten Umgebung desselben Punktes verkleinern 1483t.
Wir fordern hier im Gegensatz zu den Konventionen bei Bourbaki noch nicht
einmal lokal die Hausdorff-Eigenschaft.

Definition 11.7.2. Sei F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum
X und sei s € F(A) ein Schnitt von F tiber einer Teilmenge A C X. So de-
finieren wir den Triger von s (englisch und franzosisch support) als die
Menge

supps ={xr € A|s, #0}

Ubung 11.7.3. Der Triger eines globalen Schnitts ist stets abgeschlossen.

Definition 11.7.4. Sei F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum
X. So definieren wir die Gruppe der Schnitte von F mit kompaktem
Tréager durch die Vorschrift

[.F=T.X;F)={s el'F|supps ist kompakt}
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Definition 11.7.5. Die ¢-te Kohomologie mit kompaktem Tréger ei-
nes Raums X mit Koeffizienten in einer abelschen Garbe F ist die ¢-te Ko-
homologiegruppe des Komplexes der Schnitte mit kompaktem Tréager der
Godement-Auflésung, in Formeln

HIF = HI(X; F) = HT.G'F
Ist A C X eine Teilmenge, so kiirzen wir HI(A; F|a) = HI(A; F) ab.

Definition 11.7.6. Eine Garbe heifit kompaktweich (englisch c-soft, fran-
zOsisch c-mou) genau dann, wenn sich jeder Schnitt iiber einer kompakten
Teilmenge zu einem globalen Schnitt fortsetzen 148t.

Bemerkung 11.7.7. Gegeben eine kompaktweiche abelsche Garbe auf einem
lokal kompakten Hausdorff-Raum X 1&t sich jeder Schnitt s {iber einem
Kompaktum K sogar zu einem globalen Schnitt mit kompaktem Tréger fort-
setzen. Um das zu sehen, wihlt man eine offene Umgebung U von K mit
kompaktem Abschluf}, setzt den Schnitt s durch Null fort auf den Rand U
von U, dehnt von K UQU weiter aus auf ganz X, und &ndert dann auflerhalb
von U ab zu Null.

Beispiele 11.7.8. Jede weiche Garbe auf einem Hausdorffraum ist kompakt-
weich. Jede welke Garbe auf einem lokal kompakten Hausdorff-Raum ist
kompaktweich, denn jedes Kompaktum besitzt eine offene Umgebung mit
kompaktem Abschluf}, auf dem man dann 11.4.1 anwenden kann.

Proposition 11.7.9. Fiir eine kompaktweiche abelsche Garbe F auf einem
lokal kompakten Hausdorff-Raum X verschwinden die hoheren Kohomologie-
gruppen mit kompaktem Trdger, in Formeln

HY(X;F)=0 firq>0
Beweis. Analog wie in 10.8.3 folgt das aus dem anschlieBenden Lemma. [

Lemma 11.7.10. Sei X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum und F' —
F — F" eine kurze exakte Sequenz von abelschen Garben auf X.

1. Ist F' kompaktweich, so induziert die Surjektion F — F" eine Surjek-
tion U'.F — T.F" auf den globalen Schnitten mit kompaktem Trdger.

2. Sind F' und F kompaktweich, so ist auch F" kompaktweich.

Beweis. 1. Sei s” ein Schnitt von F” mit Tréger im Kompaktum K. Wir
wihlen eine offene Umgebung U @ X von K mit kompaktem Abschlufl U.
Offensichtlich ist F’|7 weich, nach 11.4.6 finden wir also ein Urbild s €
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F(U) von s"|7. Wihlen wir noch eine Ausdehnung s’ € F'(U) von der Ein-
schréankung s|sy von s auf den Rand von U (im Sinne der mengentheoreti-
schen Topologie) und ersetzen s durch s—s’, so diirfen wir s|gy = 0 annehmen
und konnen s durch Null zu einem globalen Schnitt ausdehnen.

2. Fir K C X kompakt betrachten wir das Diagramm
F(X) — F'(X)

| l
F(K) — F'(K)

Die linke Vertikale ist surjektiv, da F kompaktweich ist. Die untere Horizon-
tale ist surjektiv nach 1, da mit " auch F'|x kompaktweich ist. Also ist die
rechte Vertikale surjektiv. O

Bemerkung 11.7.11. Jede kurze exakte Sequenz F' — F — F” von abel-
schen Garben auf einem lokal kompakten Hausdorff-Raum liefert also eine
kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen I'.G*F' — I'.G*F — ' .G*F"
und weiter eine lange exakte Sequenz in der Kohomologie mit kom-
paktem Tréger

o= HIF — HIF — HIF" — HMWF —

Ist F — A% — A' — ... eine Auflésung, so erhalten wir fiir alle ¢ analog
wie in 11.2.3 natiirliche Homomorphismen HT . A* — HYF. Gilt H.A' = 0
fiir ¢ > 0 und j > 0, so sind mit denselben Argumenten wie in 11.2.4 alle
diese Homomorphismen Isomorphismen

~

HT A* = HYF

Satz 11.7.12. Sei X lokal kompakt, Hausdorff und lokal zusammenziehbar.
So ist die singuldre Kohomologie mit kompaktem Trdger von X kanonisch iso-
morph zur Garbenkohomologie mit kompaktem Trdger der konstanten Garbe
Zx auf X, in Formeln
H!X = HY(X;Zx)

Bemerkung 11.7.13. Dieselbe Aussage gilt mit demselben Beweis auch allge-
meiner mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen Gruppe.

In diesem Zusammenhang sollte vielleicht die Funktorialitit der Garbenkoho-
mologie diskutiert werden, und warum sie mit der singuldren zusammenpaft.

Beweis. Ist zuniichst K @ X kompakt und U @ X offen mit U C K°, so kon-
struieren wir ein kommutatives Diagramm von Komplexen abelscher Grup-
pen
S K,K-U) — S*K —» SY(K-U)
| ! !

kery 17 — ISy —  I'Si_y
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wobei die beiden rechten Vertikalen Surjektionen sind nach 11.5.9, die rechte
untere Horizontale durch das Kommutieren des Diagramms definiert wird,
und kerjye ;; eben als ihr Kern erklirt sei. Wir haben dann kurze exakte Se-
quenzen als Zeilen, und da die beiden rechten Vertikalen nach 11.5.10 Isomor-
phismen auf der Kohomologie induzieren, trifft das auch fiir die linke Verti-
kale zu. Nach dem Ausschneidungssatz induziert nun jedoch die Restriktion
S*(X,X -U) — S*(K, K —U) Isomorphismen auf der Kohomologie. Weiter
hiingt kery;; gar nicht von K ab, sondern nur von der offenen Menge mit
kompaktem Abschlufl U, wir kénnen also unsere Notation abkiirzen zu kery; .
Da in einem lokal kompakten Raum sowohl die kompakten Mengen als auch
die offenen Mengen U mit kompaktem Abschluf} kofinal sind im System aller
Mengen mit kompaktem Abschluf}, erhalten wir nun

HIX = lim HYX,X —U) nach der Definition in 9.5.1,
= hLQU Hkery, nach unserer Voriiberlegung,
= Hilim kery; wegen der Exaktheit von lim,
—U —
= H'.S% nach der Definition von I'., und
= HIX;Zx) wie im Anschluf erklért wird:

Der letzte Schritt gilt, da die Garben S% eine Auflésung der konstanten Garbe
durch kompaktweiche, ja nach 11.5.5 sogar durch weiche Garben bilden. [

Satz 11.7.14. Ist X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum und A @ X eine
abgeschlossene Teilmenge, so liefert jede abelsche Garbe F auf X eine lange
exakte Sequenz

= HTYAF) - H(X — A F) —» HI(X; F) — H(A F) — ...

Beweis. Fiir jede kompaktweiche abelsche Garbe G auf X haben wir nach
11.7.7 eine kurze exakte Sequenz

Fc(X — A; g) — FC(X; g) - FC(A3 g)

Wenden wir diese Erkenntnis an auf die nach 11.7.8 kompaktweiche Godement-
Auflosung G*F und beachten, dafl auch G*F| 4 eine kompaktweiche Auflésung
von F|, ist, so folgt der Satz aus der langen exakten Homologiesequenz. [

Ubung 11.7.15. Ist X lokal kompakt Hausdorff und U @ X offen, so haben
wir wie im Beweis des vorhergehenden Satzes fiir jede abelsche Garbe F auf
X natiirliche Abbildungen HZ(U;F) — HZ(X;F). Man zeige, da8 sie fiir
lokal zusammenziehbares X und F = Zx unter unserer Identifikation aus
11.7.12 der Abbildung HIU — HZX aus 9.5.1 entsprechen.
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Korollar 11.7.16 (Alexander-Dualitét). Ist A @ R"™ eine abgeschlossene
Teilmenge und G eine abelsche Gruppe, so haben wir Isomorphismen

HY(A;G4) = Hy g (R — A;G)

Beweis. Wir wenden die Sequenz aus 11.7.14 an mit X = R”, verwandeln
darin zwei Garbenkohomologiegruppen mit kompaktem Tréger mithilfe von
11.7.12 oder genauer 11.7.13 in singuldre Kohomologiegruppen mit kompak-
tem Trager, und diese mit Poincaré-Dualitét 9.5.8 in gewdhnliche Homologie-
gruppen. Schliefllich gehen wir noch zur reduzierten Homologie {iber, wobei
wir bemerken, dafl die obere und die untere Horizontale im Diagramm

H/(X—-A) — HX
1 B
H/(X—-A) — H/X
fiir alle ¢ denselben Kern und Kokern haben. O

Korollar 11.7.17. Seien r,n > —1 und sei s C S™ eine Teilmenge der
n-Sphdre, die homdéomorph ist zur r-Sphdre S™. So gilt

gq(Sn_Sr) {Z q:n—r—l,

0 sonst.

I

Beweis. Wir erhalten wie eben mit Poincaré-Dualtitit und Ubergang zur
reduzierten Homologie eine lange exakte Sequenz

L= ]:]n_q(S” -5 — ﬁ]n_q(S") — HI(s";,Z) — ~n_q—1(5" —s") — ...

Fiir das weitere iiberlassen wir die Félle r = —1 und » = 0 dem Leser. Bei
r > 1ist HI(s";Z) nur fiir ¢ = 0 und ¢ = r von Null verschieden und dann
isomorph zu Z. Im Fall ¢ = 0 haben wir

H,(S") = HJ(S™Z) = HJ(s", Z),
fiir alle anderen ¢ gilt H,_,(S") = 0. Das Korollar folgt. O

Korollar 11.7.18. Ist A C R" eine kompakte Untermannigfaltigkeit der
Dimension (n — 1) mit k Zusammenhangskomponenten, so besteht ihr Kom-
plement R" — A aus (k + 1) Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Wir finden Hy(A; Z/2Z) = H" Y (A; Z/2Z) = Hy(R™ — A; Z,/27) mit
Poincaré-Dualitat und Alexander-Dualitdt. Man beachte hierbei, daf§ Poin-
caré-Dualitéit mit Koeffizienten in Z/2Z auch fiir nicht orientierbare Man-
nigfaltigkeiten gilt. O

227



Korollar 11.7.19. Fine kompakte aber nicht orientierbare (n — 1)-Mannig-
faltigkeit A kann nicht in den R™ eingebettet werden.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei A zusammenhéngend. Ist
A nicht orientierbar, so folgt

H" Y (A;Z) = 0= Hy(R" — A; Z)

und R" — A wére zusammenhéngend im Widerspruch zum vorhergehenden
Korollar 11.7.18. [

Korollar 11.7.20. Eine Homotopieklasse (a,b) in 71 (S* x S') 2 Z X Z kann
genaw dann durch einen auf [0,1) injektivem Weg dargestellt werden, wenn
a und b teilerfremd sind oder wenn gilt a = b = 0.

Beweis. Wir wenden die lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie mit
kompaktem Triger an auf den Fall X = S! x S! und das Bild eines injektiven
Weges A = S @ X und folgern eine exakte Sequenz

H'X — H!'A — H*(X — A)

Da H2(X — A) & Hy(X — A) frei ist iiber Z, mul H!X — H!A surjektiv
oder Null sein. Diese Abbildung wird jedoch unter geeigneten Identifikationen
H'X 27 ®7Z, H' A = Z gegeben durch die Zeilenmatrix (a, b). O

11.8 Der Satz von de Rham

In diesem Abschnitt setzen wir eine gewisse Vertrautheit mit Begriffsbil-
dungen und Resultaten der Differentialgeometrie voraus. Gegeben eine C°-
Mannigfaltigkeit X nennen wir die differenzierbaren Abbildungen A, — X
auch differenzierbare ¢-Simplizes, bilden die Gruppe der differenzier-
baren ¢-Ketten C*S5,X als die freie abelsche Gruppe iiber den differen-
zierbaren ¢-Simplizes und erhalten einen Unterkomplex C*SX C SX im
Komplex der singulédren Ketten von X.

Proposition 11.8.1. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. So ist die
FEinbettung der differenzierbaren Ketten in die singuldren Ketten

C*SX — SX

ewne Homotopiedquivalenz und induziert insbesondere Isomorphismen zwi-
schen der singuldren Homologie und der C*-singuldren Homologie und analog
fiir Kohomologie und beliebige Koeffizienten.
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Beweis. Nach 9.1.7 reicht es zu zeigen, dafl unsere Einbettungen Isomorphis-
men auf der Homologie induzieren. Weiter diirfen wir ohne Beschréankung
der Allgemeinheit X parakompakt annehmen, indem wir sonst beide Seiten
als direkten Limes {iber alle offenen parakompakten Teilmengen schreiben
und die Exaktheit des direkten Limes verwenden. Jetzt wéhlen wir irgend-
eine abelsche Gruppe G, wenden Hom( ,G) an auf die Einbettung in der
Proposition und erhalten Komplexe von Koketten C*S*(X; G) « S*(X; G).
Diese Komplexe induzieren ihrerseits Komplexe von Prégarben auf X, die
wir vergarben zu einer Surjektion von Komplexen von Garben
€Sy « Sig
Wir behaupten nun, dal im kommutativen Diagramm von Kettenabbildun-
gen
CxS*(X;G) « S*X;Q)
| |
[C*Syqs < TI'Skg

alle Abbildungen Isomorphismen auf der Kohomologie induzieren. Fiir die
rechte Vertikale folgt das aus 11.5.3, fiir die linke, indem man die dort gege-
benen Argumente wiederholt. Fiir die untere Horizontale folgt es, da C*Sk 4
und S ¢ beide azyklische Aufldsungen der konstanten Garbe Gx sind. Die
Aussage fiir die obere Horizontale ergibt sich als Konsequenz. Betrachten
wir nun den Kokern K, = cok(C*SX — SX), so folgt, daB Hom(K,, G)
azyklisch ist fiir alle G. Dann muf} aber nach dem universellen Koeffizienten-
theorem der Komplex K, von freien abelschen Gruppen schon selbst azyklisch
sein. O

Satz 11.8.2 (von de Rham). Sei X eine parakompakte differenzierbare
Mannigfaltigkeit und QX der R-Vektorraum der differenzierbaren q-Formen
auf X. So induziert die nach Stokes durch das Integrieren von q-Formen tiber
differenzierbare q-Ketten definierte Kettenabbildung

int : Q*X — C*S*(X;R)

einen Isomorphismus zwischen der de-Rham-Komologie von X und der C*-
singuldren Kohomologie von X mit reellen Koeffizienten.

Beweis. Hangen wir noch die Abbildung C>*S*(X;R) — I'C*S*(X;R) da-
hinter, so ist die Verkniipfung der Effekt auf den globalen Schnitten von einem
Morphismus zwischen zwei azyklischen Auflésungen der konstanten Garbe
Ry und induziert folglich Isomorphismen auf der Kohomologie. Andererseits
induziert auch die zusétzlich angehédngte Abbildung Isomorphismen auf der
Kohomologie, wie wir bereits im vorhergehenden Beweis erwdhnt haben. Der
Satz folgt. m
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12 Abstrakte homologische Algebra

12.1 Die lange exakte Kohomologiesequenz

-1
Definition 12.1.1. Gegeben ein Komplex ... — A1 %5 ¢ & ga+t
in einer pfeilexakten Kategorie erkldaren wir seine g-te Kohomologie als

HA = cok(AT" — ker d?)

Ubung 12.1.2. Wir setzen H9A = ker(cok d?! — A9*!). Man zeige, daB sich
das Diagramm B
HIA HIA
l !

kerd? «— A? — cokd?!

auf genau eine Weise durch einen Morphismus in der oberen Horizontalen
kommutativ ergénzen lafit, und dafl diese Ergénzung notwendig ein Isomor-
phismus ist.

Bemerkung 12.1.3. An dieser Stelle will ich einen technischen Punkt disku-
tieren, der spéter recht wichtig werden wird: Wir haben bei einer pfeilexakten
Kategorie zwar vorausgesetzt, dafl jeder Morphismus einen Kern besitzt, aber
keineswegs, daf§ dieser Kern eindeutig bestimmt sein soll. Um dennoch mit
gutem Gewissen von dem Kern und der Kohomologie und dergleichen reden
zu konnen, treffen wir einige Vereinbarungen.

Definition 12.1.4. Eine konstante Kategorie ist eine Kategorie, die dqui-
valent ist zu einer Kategorie mit einem einzigen Objekt und einem einzigen
Morphismus. Ein bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmtes
Objekt einer Kategorie A ist ein Funktor von einer konstanten Kategorie
nach A. Diese bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmten Objekte
von A sind die Objekte einer neuen Kategorie A, deren Morphismen wir wie
folgt erkliren: Gegeben X,Y € A, sagen wirals X : K — Aund Y : J — A,
setzen wir

AXY) = ] AX®),YG) |/~
(k.J)EXXT

mit einer Aquivalenzrelation ~, die der Leser ebenso selbst erraten muf wie
die Verkniipfung von Morphismen.

Bemerkung 12.1.5. Wir erhalten eine Aquivalenz von Kategorien A — A,
indem wir zu jedem Objekt A € A die konstante Unterkategorie K4 von A
mit dem einzigen Objekt A bilden und dem Objekt A den Einbettungsfunktor
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A : K4 — Azuordnen. Jeder Funktor A — B dehnt sich in kanonischer Weise
aus zu einem Funktor A — B. Dariiber hinaus konnen wir fiir die Aquivalenz
A — A einen adjungierten Funktor explizit konstruieren, indem wir ein durch
K induziertes System von durch gewisse 7, fiir £ € K indizierten Systemen
von Objekten von A in hoffentlich offensichtlicher Weise verwandeln in ein
durch [, x Ji indiziertes System von Objekten von A.

Bemerkung 12.1.6. Reden wir nun zum Beispiel mit bestimmtem Artikel von
dem Kern eines Morphismus f : A — B in A, so meinen wir das bis auf ein-
deutigen Isomorphismus wohlbestimmte Objekt ker f von A, das durch den
offensichtlichen Funktor von der konstanten Kategorie K C A4 aller Kerne

von f in die Kategorie A definiert wird, oder noch genauer den offensichtli-
chen Morphismus ker f — A in A.

Bemerkung 12.1.7. In Zukunft werden wir derlei Details meist unterschla-
gen und die Kategorie A kurzerhand auch mit A bezeichnen. Ich hoffe, da8
die vorhergehenden Bemerkungen den Leser iiberzeugt haben, dafl in dieser
Richtung zwar keinerlei echte Schwierigkeiten lauern. Dafiir aber lauern dort
Elefanten der Notation, vor denen man sich auch in Acht nehmen muf}, da
sie die Verstéindlichkeit leicht einmal erdriicken kénnen.

Satz 12.1.8 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei A LB C
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in einer pfeilexakten Kategorie.

1. Es gibt fiir jedes q genau einen Morphismus H1C' — HI A, der mit
den kanonischen Morphismen von ker(dec o g) = ker(g o dg) nach H1C
bzw. HITY A wvertréglich ist.

2. Mit diesen Morphismen erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. — H™'C - H'A — H'B — HIC — H'A — ...

Bemerkung 12.1.9. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst
am Ende dieses Abschnitts gegeben. Alle Anwendungen, die mir in den Sinn
kommen, betreffen Kategorien von Moduln iiber Ringen oder von abelschen
Garben, und diese Fille fithrt man leicht auf den bereits bewiesenen Fall der
Kategorie aller abelschen Gruppen zuriick.

Lemma 12.1.10. Sei in einer pfeilexakten Kategorie gegeben ein kommuta-
tives Diagramm mit exakten Zeilen

0o - A L B % C
la 1b lec
o - A = B = ([



1. Die induzierte Kernsequenz 0 — ker a — ker b — ker ¢ ist exakt.
2. Ist ¢ ein Monomorphismus, so ist auch 0 — coka — cokb exakt.

Beweis. 1 bleibt dem Leser {iberlassen, wir zeigen nur 2. Ist ¢ ein Mono-
morphismus, so folgt aus 1 die Exaktheit der oberen Zeile im kommutativen
Diagramm mit exakten Zeilen

0 — kera — kerb — 0 — 0

l l |
0O — A —- B — ckf — 0

und die duale Aussage zum ersten Teil liefert dann die Exaktheit (in der
Mitte, Exaktheit vorne erkennt man aus dem Diagramm) der oberen Zeile
im kommutativen Diagramm

0 — ima — imb — cokf — 0

l ! i
0 - A —- B — (¢

Hier ist die rechte Vertikale ein Monomorphismus nach unserer Annahme und
wir haben uns so auf den Fall zuriickgezogen, dafl a,b und c alle drei Mono-
morphismen sind. Unter dieser Voraussetzung sieht man jedoch explizit, daf3
a ein Kern ist fiir A" — cok b und daraus folgt, da A" — coka — cok b die
kanonische Faktorisierung in einen Epimorphismus und einen Monomorphis-
mus sein muf. O]

Lemma 12.1.11 (Schlangenlemma). Sei in einer pfeilezakten Kategorie
gegeben ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

A L B % ¢ = o
la Lb le
0 - a4 L p L ¢

Wir kiirzen ker(B — C') = K und cok(A — B') = K’ ab und behaupten: Es
gibt genau einen Morphismus ker ¢ — coka derart, dafi kommutiert

kerc «—~ K — B

! !
coka — K' «— DB

und mit diesem Morphismus erhalten wir eine exakte Sequenz

kera — kerb — ker ¢ — coka — cokb — coke
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Beweis. Das Diagramm

0 - kergy - B — C — 0

! ! !
0O — 0 — C =0 — 0

liefert mit dem vorhergehenden Lemma und seinem Dualen die Exaktheit der
obersten Zeile in der nun folgenden Erweiterung unseres Diagramms. Die Ex-
aktheit der untersten Zeile erhélt man dual, wir haben also ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

A — K — kerc — 0

| l !
A — B — C — 0
l l l
0O - A — B —
l l |

0 — coka — K' — ('

Diesem Diagramm sieht man die Existenz und Eindeutigkeit unseres Mor-
phismus ker ¢ — cok a nun unschwer an. Die Exaktheit unserer Sequenz bei
ker b erhdlt man durch Anwenden von Lemma 12.1.10 auf die Diagramme
mit exakten Zeilen

0 - kerf — A — imf — 0 0 - imf — B — (C

l l l l l 1

0 — kerf/ — A — imf — 0 0 - imf/ - B — C

Um die Exaktheit bei ker ¢ zu zeigen reicht es, die Exaktheit von
kerb — kerc — K’

nachzuweisen. Dazu betrachten wir das Diagramm

A —- K — kerc — 0
l ! !
A —- B — K — 0

und wenden ein letztes Mal Lemma 12.1.10 an. Da gilt ker(K — B') =
kerb folgt kerb — ker(kerc — K') und wir haben die Exaktheit bei kerc
nachgewiesen. Der Rest des Lemmas folgt mit Dualitét. O]

Herleitung der langen exakten Homologiesequenz. Wir erinnern uns ans 12.1.2
und wenden das Schlangenlemma an auf das Diagramm mit exakten Zeilen

cokd} " — cokdb! — cokdLt — 0

! ! !

0 — kerd," — kerdy' — kerdi™ O
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Ubung 12.1.12. Man zeige in einer beliebigen pfeilexakten Kategorie das
Fiinferlemma.

12.2 Additive und abelsche Kategorien

Definition 12.2.1. Eine additive Struktur auf einer Kategorie ist die
Vorgabe der Struktur einer Verkniipfung “Addition” auf allen Morphismen-
rdumen derart, dafl alle Morphismenrdume abelsche Gruppen werden und
alle Verkniipfungen von Morphismen bilineare Abbildungen.

Beispiel 12.2.2. Ein Kategorie mit einer additiven Struktur und einem ein-
zigen Objekt ist “dasselbe” wie ein Ring.

Definition 12.2.3. Eine Kategorie heifit additiv genau dann, wenn sie end-
liche Produkte hat und mit einer additiven Struktur versehen werden kann.
Eine Kategorie heifit abelsch genau dann, wenn sie additiv und pfeilexakt
ist.

Bemerkung 12.2.4. Wir werden im folgenden zeigen, dafl es auf Kategorien
mit endlichen Produkten hochstens eine additive Struktur geben kann. Bei
unserer Forderung nach endlichen Produkten mitgemeint ist die Forderung
nach einem finalen Objekt als dem Produkt iiber die leere Familie.

Bemerkung 12.2.5. Eine andere aber dquivalente Definition und viele weitere
Resultate findet man in | , , , ].

Lemma 12.2.6 (Kofinale Objekte als finale Objekte). In einer addi-
tiven Kategorie ist jedes finale Objekt bereits ein Nullobjekt.

Beweis. Wir halten zunéchst eine additive Struktur fest und bezeichnen mit
0 die neutralen Elemente der Morphismenraume fiir diese additive Struktur.
Sei nun K unser finales Objekt und A ein beliebiges Objekt. Sicher gibt
es dann genau einen Morphismus 0 = id : K — K. Fiir einen beliebigen
Morphismus f: K — A gilt also f = foid= fo0=0. O]

Bemerkung 12.2.7. Fiir jede additive Struktur sind nach dem vorhergehenden
Lemma die neutralen Elemente der Morphismenrdume genau die Morphis-
men, die iiber das finale Objekt faktorisieren. Die Nullmorphismen h&ngen
demnach von der Wahl der additiven Struktur schon einmal nicht ab.

Lemma 12.2.8 (Koprodukte als Produkte). Fir beliebige Objekte By,
By einer additiven Kategorie ist das Tripel (By X Bs,iy,i2) mit iy = (id, 0)
und iz = (0,id) ein Koprodukt von By und Bs.
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Beweis. Wir erhalten fiir jede additive Struktur i; opr; +isopr, = id auf
By x Bj, da beide Seiten nach Verkniipfen mit pr, wieder pr, liefern. Den
Rest des Beweises iiberlassen wir dem Leser. O

Lemma 12.2.9 (Eindeutigkeit der additiven Struktur). Gegeben eine
additive Kategorie gibt es nur eine Mdglichkeit, alle Morphismenrdume so
mit einer Addition zu versehen, dafS alle Verkniipfungen bilinear werden.

Beweis. Man kann die Summe von zwei Morphismen f,g: A — B beschrei-
ben als die Verkniipfung der Diagonale (id,id) : A — A x A mit dem durch
die Interpretation von A x A als Koprodukt und f und g festgelegten Mor-
phismus A x A — B. n

Bemerkung 12.2.10. In additiven Kategorien ist es bequem, Morphismen zwi-
schen endlichen Produkten von Objekten als Matrizen von Morphismen zwi-
schen den einzelnen Objekten zu schreiben. Die Morphismen (f,¢g) in ein
Produkt werden wir in Zukunft bei additiven Kategorien meist als Spalten-
matrizen (f, g)" schreiben, und eine Zeilenmatrix (f, g) wird abweichend von
den bisherigen Konventionen eine Morphismus von einem Produkt alias Ko-
produkt in das gemeinsame Zielobjekt von f und g meinen. Diese Schreibwei-
se hat den Vorteil, daf§ die Verkniipfung von Morphismen zwischen Produkten
durch das Produkt ihrer Matrizen dargestellt wird.

Beispiele 12.2.11. Sei R ein Ring. Die Kategorie aller freien R-Moduln von
endlichem Rang ist additiv. Die Kategorie aller R-Moduln ist sogar abelsch,
ebenso wie die Kategorie der abelschen Prégarben und die Kategorie der
abelschen Garben auf einem gegebenen topologischen Raum. Die opponierte
Kategorie einer additiven bzw. abelschen Kategorie ist stets auch additiv
bzw. abelsch.

Ubung 12.2.12. Genau dann ist ein Objekt einer additiven Kategorie ein
Nullobjekt, wenn die Identitdt auf besagtem Objekt der Nullmorphismus ist.

Definition 12.2.13. Ein Funktor F' : A — B zwischen additiven Katego-
rien heifit additiv genau dann, wenn fiir alle A, A" € A die offensichtliche
Abbildung von der Summe ihrer Bilder unter F' in das Bild unter F' ihrer
Summe ein Isomorphismus ist, in Formeln

~

FA@FA S F(Aa A)

So ein Funktor induziert auf den Morphismenrdumen stets Gruppenhomo-
morphismen F : A(A, A") — B(FA,FA’") und er bildet nach 12.2.12 auch
notwendig das Nullobjekt auf das Nullobjekt ab.

Ubung 12.2.14. Jeder rechtsexakte und jeder linksexakte Funktor zwischen
abelschen Kategorien ist additiv.
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12.3 Hohere derivierte Funktoren

Definition 12.3.1. 1. Ein Objekt I einer abelschen Kategorie A heifit
injektiv genau dann, wenn der Funktor der Homomorphismen in unser

Objekt A(,I): A — Ab° exakt ist.

2. Eine abelsche Kategorie hat genug Injektive genau dann, wenn es
von jedem Objekt einen Monomorphismus in ein injektives Objekt gibt.

3. Eine Auflésung (genauer: Rechtsauflésung) eines Objekts A einer
abelschen Kategorie A ist eine exakte Sequenz A — C° — C1 — ...
alias ein Komplex C*, der in negativen Graden verschwindet, mitsamt
einem Morphismus von Komplexen A[0] — C*, der einen Isomorphis-
mus auf der Homologie induziert.

4. Eine injektive Auflésung eines Objekts A einer abelschen Kategorie
A ist eine Auflésung von A durch injektive Objekte, d.h. eine Auflésung
A— 1% =TV — . mit I° I', ... injektiv.

Bemerkung 12.3.2. Wir kiirzen eine Auflosung oft ab mit A — C*. Gibt es
in A geniigend Injektive, so besitzt jedes Objekt eine injektive Auflésung.

Lemma 12.3.3. Die Kategorie aller Moduln tiber einem gegebenen Ring be-
sitzt genug Injektive, d.h. jeder Modul lGfst sich in einen injektiven Modul
einbetten.

Beweis. Sei R unser Ring. Der Vergissfunktor res% : R-Mod — Z-Mod be-
sitzt zum Beispiel nach 7.3.25 einen Rechtsadjungierten, ndmlich den Funktor
indY : N+ Modz(R, N). Wollen wir nun einen R-Modul M in einen injek-
tiven R-Modul einbetten, so beginnen wir mit einer Einbettung res? M — [
von M in eine injektive abelsche Gruppe, die es ja nach 9.3.10 geben muf,
und bilden dann die Verkniipfung

M — ind¥ resh, M — indf I

Hier ist das rechte Ende offensichtlich ein injektiver R-Modul und der rechte
Pfeil eine Injektion. Der linke Pfeil ist aber auch eine Injektion, entweder nach
10.5.24 oder explizit als die Einbettung Modg(R, M) < Modz(R, M). O

Ubung 12.3.4. In der Kategorie aller graduierten Moduln iiber einem gradu-
ierten Ring gibt es auch geniigend injektive Objekte.

Ubung 12.3.5. Ein Produkt iiber eine beliebige Familie von injektiven Ob-
jekten ist wieder injektiv.
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Satz 12.3.6 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien in ei-
ner abelschen Kategorie A gegeben ein Komplex C' mit HIC' = 0 fir ¢ > 0
und ein Komplex I injektiver Objekte mit 1?9 =0 fiir ¢ < 0. So induziert das
Bilden der nullten Homologie eine Bijektion

Hotu(C, 1) = A(HC, H°I)

Bewers. In der opponierten Kategorie zur Kategorie Modg der Moduln iiber
einem Ring R hatten wir das bereits bewiesen in 9.1.5. Der Beweis im All-
gemeinen ist mutatis mutandis derselbe. O

Bemerkung 12.3.7. Gegeben ein Morphismus f : A — B in einer abelschen
Kategorie und Auflésungen A — C* und B — D* verstehen wir unter einem
Lift von f einen Morphismus von Komplexen f : C*" — D*, der in der offen-
sichtlichen Weise mit f vertriglich ist. Mit f ist offensichtlich auch jeder dazu
homotope Morphismus ein Lift von f. Eine Homotopieklasse von Lifts nennen
wir einen Homotopielift. Das Hauptlemma der homologischen Algebra sagt
insbesondere, dafl fiir eine beliebige Auflosung A — C* und eine injektive
Auflésung B — J* jeder Morphismus f : A — B genau einen Homotopie-
lift [f] : C* — J* besitzt. Insbesondere bilden die injektiven Auflésungen
eines Objekts, wenn es {iberhaupt welche gibt, mit den Homotopielifts der
Identitédt als Morphismen eine konstante Kategorie Inj, .

Definition 12.3.8. Sei A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven
und F' : A — B ein linksexakter Funktor in eine weitere abelsche Katego-
rie. So definiert man zu F fiir jedes ¢ € N seinen i-ten rechtsderivierten
Funktor

RF:A—B

von der Kategorie A in die Kategorie B der bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus wohlbestimmten Objekte von B im Sinne von 12.1.3, indem man jedem
Objekt A € A den Funktor Inj, — B, I* — H'(FI*) von der konstan-
ten Kategorie der injektiven Auflésungen von A nach B zuordnet und jedem
Morphismus f: A — B das mit (J*, I*) € Injz X Inj, indizierte System von

Morphismen H([f] 1<) : H{(FI*) — HY(FJ*).

Bemerkung 12.3.9. Die Linksexaktheit von F liefert Aquivalenzen F = ROF.
Es ist {iblich, in der Notation zu vergessen, dafl unser Funktor nur in die
Kategorie der bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmten Objekte

von B geht und einfach so zu tun, als hiitten wir einen Funktor R°F' : A — B
definiert.
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Beispiel 12.3.10 (Erweiterungen als derivierte Funktoren). Die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen hat geniigend Injektive nach 9.3.10. Gege-
ben eine feste abelsche Gruppe M betrachten wir den linksexakten Funktor
F = Hom(M, ) : Ab — Ab. Sei N eine weitere abelsche Gruppe. Um
R'F(N) zu bestimmen, kénnen wir nach 9.3.10 eine injektive Auflésung der
Gestalt N — I° — I' wihlen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im
zweiten Eintrag die Gestalt

Hom (M, N) < Hom(M, I°) — Hom (M, I') — Ext(M, N)
und wir folgern kanonische Isomorphismen

Hom(M,N) i=0;
RIF(N) & Ext(M,N) i=1;

0 sonst.

Beispiel 12.3.11 (Garbenkohomologie als derivierter Funktor). In der
Kategorie der abelschen Garben auf einem Raum X sind nach 10.4.25 alle
Wolkenkratzer mit injektivem Halm injektive Objekte. Gegeben eine Garbe
F und eine Einbettung F, < I, von jedem Halm in eine injektive abelsche
Gruppe konstruieren wir die injektive abelsche Garbe Z = [[(/,). als Pro-
dukt der zu den Gruppen I, gehorigen Wolkenkratzer bei x, explizit haben
wir also
IU)=]]L VUeX
zelU

Die offensichtliche Einbettung F — 7 zeigt dann, daf3 die Kategorie der abel-
schen Garben auf X genug Injektive hat. Weiter sehen wir, dafl jede abelsche
Garbe F sogar eine Auflosung F — Z* durch welke injektive abelsche Garben
besitzt. (Wir werden spéter zeigen, dafl jede injektive Garbe welk ist, aber
das wollen wir hier noch nicht als bekannt voraussetzen.) Damit erhalten
wir fiir die Rechtsderivierten des linksexakten Funktors I' : Ab,x — Ab der
globalen Schnitte aus der Definition und 11.2.4 kanonische Isomorphismen

RT(F) =S HTT = HY(X; F)
und ebenso auf einem lokal kompakten Hausdorff-Raum X fiir die Rechts-
derivierten des linksexakten Funktors der Schnitte mit kompaktem Tréger
I'. : Ab,x — Ab kanonische Isomorphismen

~

RT.(F) > HT.I* = H(X; F)

Bemerkung 12.3.12. Wir erhalten weitere Beispiele durch Ubergang zu den
opponierten abelschen Kategorien. In diesem Zusammenhang sind die folgen-
den eigenstéindigen Sprechweisen {iiblich.
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Definition 12.3.13. 1. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt P € A
heifit projektiv genau dann, wenn der Funktor der Homomorphismen
von unserem Objekt A(P, ) : A — Ab exakt ist.

2. Eine abelsche Kategorie hat genug Projektive genau dann, wenn es
fiir jedes Objekt A einen Epimorphismus P — A gibt mit P projektiv.

3. Eine Linksauflésung eines Objekts A € A ist ein exakter Komplex
=0t A

4. Eine projektive Auflésung eines Objekts A € A ist eine Links-
auflosung P* — A mit P°, P~% ... projektiv.

Bemerkung 12.3.14. Gegeben eine abelsche Kategorie A mit geniigend Pro-
jektiven und ein rechtsexakter Funktor G : A — B in eine weitere abelsche
Kategorie erkldaren wir ganz analog zu 77 seine Linksderivierten

und haben insbesondere kanonische Isomorphismen L;G(A) = H'GP* fiir
jede projektive Auflosung P* — A von A.

Beispiel 12.3.15 (Nochmal Erweiterungen als derivierte Funktoren).
Gegeben eine feste abelsche Gruppe N betrachten wir den rechtsexakten
Funktor G = Hom( ,N) : Ab — Ab°. Um L;G(M) zu bestimmen, kénnen
wir nach 7.6.4 eine projektive Auflssung von M der Gestalt 0 — P! —
P°% — M wihlen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im ersten Eintrag
die Gestalt

Hom (M, N) < Hom(P", N) — Hom(P~*, N) — Ext(M, N)
und wir erhalten kanonische Isomorphismen
Hom(M,N) i=0;
LG(M) = { Ext(M,N) i=1;
0 sonst.

Ein Vergleich mit 12.3.10 zeigt, dal wir also unsere Ext sogar auf zweierlei
Weise als derivierten Funktor erhalten kénnen.

Beispiel 12.3.16 (Tor als derivierter Funktor). Fiir eine feste abelsche
Gruppe M betrachten wir den rechtsexakten Funktor G = M®z : Ab —
Ab Aus der Definition des Torsionsprodukts erhalten wir sofort kanonische
Isomorphismen

M ®Z N 1= 0;
L,G(N) = MxN i=1;
0 sonst.
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Lemma 12.3.17 (Lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren).

Sei F' ein linksexakter Funktor von einer abelschen Kategorie mit geniigend
Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Ist A — B — C' eine kurze
exakte Sequenz in der Ausgangskategorie, so gibt es in der Zielkategorie eine
lange exakte Sequenz

0— FA— FB— FC — R'F(A) — R'F(B) — R'F(C) — R*F(A)...

Bemerkung 12.3.18. Eigentlich hitten wir im vorhergehenden Satz gerne eine
schirfere Aussage: Statt der bloflen Existenz einer langen exakten Sequenz
wollen wir in Wirklichkeit auch wissen, daf} sie im Wesentlichen nicht von den
getroffenen Wahlen abhéngt und daf sie funktoriell ist in der Ausgangsse-
quenz. Das kann man alles in unserer jetzigen Sprache priifen, aber es scheint
mir sinnvoller, gleich den derzeit in der homologischen Algebra gebriuchli-
chen Formalismus einzufithren und die Schwierigkeit in diesem Kontext auf-
zulosen. Das alles geschieht in Abschnitt 12.4, genauer geben wir auch erst
in 12.4.13 unsere endgiiltige Definition der langen exakten Sequenz der deri-
vierten Funktoren.

Bemerkung 12.3.19. Als Spezialfille erhalten wir in unseren Beispielen: Die
lange exakte Ext-Sequenz im ersten bzw. zweiten Eintrag, die lange exakte
Tor-Sequenz im ersten bzw. zweiten Eintrag, die lange exakte Sequenz der
Garbenkohomologie und die lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie
mit kompaktem Trager.

Beweis. Gegeben injektive Auflosungen A — I* und C' — J* kénnen wir im
folgenden Diagramm in der Mitte induktiv von unten beginnend senkrechte
Pfeile ergénzen derart, dal die mittlere Senkrechte auch ein Komplex wird
und déis das ganze Diagramm kommutiert:

T T
[2 PN 12 o) J2 . J2
T T
J AR S b Jl —> J1
T T
]O PN IO o) JO .y JO
T T

A — B - C

Hierbei sollen die hoheren Horizontalen die offensichtlichen Morphismen sein,
die mittleren Vertikalen sind also zwei-mal-zwei-Matrizen der Gestalt

(35)
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fiir eine geeignete Kettenabbildung u : J — I[1]. Die lange exakte Homologie-
sequenz sagt uns nun, dafl auch die mittlere Vertikale in unserem Diagramm
exakt ist. Wenden wir dann unseren Funktor F' an und streichen die unterste
Zeile, so erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Bil-
den wir dazu die lange exakte Homologiesequenz, so ergibt sich der Satz. [

Definition 12.3.20. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und
F : A — B ein linksexakter Funktor in eine weitere abelsche Kategorie. Ein
Objekt J € A heifit F-azyklisch genau dann, wenn gilt

R'F(J) =0 fiir alle i > 0

Beispiele 12.3.21. Ein injektives Objekt ist F-azyklisch fiir jeden linksexak-
ten Funktor F. Eine I'-azyklische Garbe hatten wir kiirzer eine azyklische
Garbe genannt. Kompaktweiche Garben sind I'.~azyklisch auf lokal kompak-
ten Hausdorff-Rdumen nach 11.7.9.

Bemerkung 12.3.22. Injektive Auflésungen sind der Berechnung meist schwer
zuganglich und eher fiir theoretische Uberlegungen von Interesse. Fiir prakti-
sche Anwendung ist es bedeutsam, dal man die Derivierten eines gegebenen
Funktors F' auch schon iiber F-azyklische Auflosungen berechnen kann.

Proposition 12.3.23 (Derivieren mit azyklischen Auflésungen). Sei
A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven und F : A — B ein
linksexakter Funktor in eine weitere abelsche Kategorie. Sei A — J* eine
F-azyklische Aufiosung eines Objekts A € A. So haben wir kanonische Iso-
morphismen

H'FJ* 5 R'F(A)
Beweis. Sei A — I* eine injektive Auflosung von A und f* : J* — [I*
die bis auf Homotopie wohldefinierte Fortsetzung der Identitdt auf A nach
12.3.6. Genauer als in der Proposition formuliert werden wir zeigen, dafl die
Kettenabbildung

Ff* FJ"— FI*

[somorphismen auf der Homologie induziert. In der Tat: Da f* : J* — [I*
Isomorphismen auf der Homologie induziert, mufl die Homologie des Abbil-
dungskegels K (f*) identisch verschwinden. Dieser Abbildungskegel beginnt
im Grad —1 und wir kénnen ihn aufspalten in kurze exakte Sequenzen

Kfl PN KO N CO
CO SN Kl s C«l
cl — K?2 - (2

241



Aus der langen exakten Sequenz der derivierten Funktoren 12.3.17 folgt in-
duktiv, daf} alle in diesen kurzen exakten Sequenzen auftauchenden Objekte
F-azyklisch sind. Damit sehen wir dann, daf§ K(f*) exakt bleibt unter F),
und da nun FK(f*) = K(Ff*) exakt ist, muf} F'f* Isomorphismen auf der
Homologie induzieren. O

12.4 Ausgezeichnete Dreiecke

Bemerkung 12.4.1. Wir erinnern daran, daf§ wir fiir einen Komplex X =
(X™, d%) mit d* : X" — X" den Komplex X[1] definiert hatten, indem wir
den Komplex um eins gegen die Richtung der Pfeile verschieben, X[1]" =
X" und die Randoperatoren mit Minuszeichen versehen, d?([l] = —d}“.
Jede Kettenabbildung u : X — Y liefert in offensichtlicher Weise eine Ket-
tenabbildung u : X[1] — Y[1], hier fiigen wir also keine Vorzeichen ein.

Definition 12.4.2. Sei 7 eine additive Kategorie und Hot(Z) die Homoto-
piekategorie der Komplexe in 7.

1. Ein Dreieck in Hot(Z) ist die Vorgabe von Objekten und Morphismen
der Gestalt
X5y 5 z% X

2. Ein Morphismus von einem Dreieck in ein anderes Dreieck ist
ein Tripel von Morphismen (f, g, h) derart, daf§ das folgende Diagramm
mit unseren beiden Dreiecken in den Zeilen kommutiert:

X Y Z X[1]
A
X' Y’ 7' X'[1]

3. Ein Dreieck in Hot(Z) heifit ein ausgezeichnetes Dreieck (englisch
distinguished triangle) genau dann, wenn es isomorph ist zu einem
Dreieck der Gestalt

X35Y — K(u) — X[1]

mit u einer Kettenabbildung, K(u) dem Abbildungskegel von u und
den offensichtlichen Injektionen und Projektionen Y — K(u) — X|[1]
als weiteren Morphismen.

Proposition 12.4.3 (Drehen von Dreiecken). Sei T eine additive Kate-
gorie. Ist X Y — Z — X[1] ein ausgezeichnetes Dreieck in Hot(T), so ist

auch Y — Z — X[1] = Y[1] ein ausgezeichnetes Dreieck in Hot(T).
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit hat unser erstes Dreieck die
Gestalt

X5Y 2% K@ 2 X[
mit «, § den kanonischen Abbildungen. Es gilt also, eine Homotopiedquiva-
lenz v : K(a) = X|[1] anzugeben derart, dafl kommutiert

Y & Ku) — K() — Y[
I I vl I
Y 5 K@ — X[1] = Y[

Per definitionem haben wir K(a)* = Y™™ @& K(u)" = V" ¢ X" @ Y™
und der Randoperator wird gegeben durch die Matrix

—0Oy 0 0
Ok (a) = ( O 0 ) = 0 —-0x O
@ 8K(u) id u ay

Wir nehmen nun ¢ = (0,id, 0) und erhalten offensichtlich eine Kettenabbil-
dung derart, daf§ das mittlere Quadrat kommutiert. In die andere Richtung
nehmen wir ¢ = (—u,id,0)" : X[1] — K(a) und erkennen, daf} ¢ eine Ket-
tenabbildung ist und daf§ mit ¢ nach oben statt 1) nach unten das rechte
Quadrat kommutiert. Offensichtlich gilt 1¢ = id auf X[1]. Wir haben gewon-
nen, wenn wir die Homotopie ¢ ~ id zeigen. Dazu mufl man nur priifen,

dafB fiir

0 0 id
s=[00 0 |:K()""— K(a)
00 0
die Gleichung 9s + s0 = id —¢) erfiillt ist. m

Proposition 12.4.4 (Morphismen von Dreiecken). Sei Z eine additive
Kategorie. Gegeben ein kommutatives Diagramm in Hot(Z) der Gestalt

X —- Y — Z — X[
S
X —- Y — 7 — X[l

mit ausgezeichneten Dreiecken als Zeilen gibt es ein h : Z — Z derart, dafs
(f,g,h) ein Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken wird.

Bemerkung 12.4.5. Dieses h ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt,
sondern nur unter Zusatzannahmen, vergleiche 12.4.10.
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dafl
beide Dreiecke die Standarddreiecke fiir w bzw. @ sind mit Z = K(u) und
Z = K(@). Sei s" : X — Y"1 eine Homotopie, die die Kommutativitit des
ersten Quadrats liefert, also

sd+ds = gu — uf

Wir behaupten, dafl

_(f 0y, :
h(s g : K(u) — K(a)
eine Kettenabbildung ist und dafl mit diesem A die beiden anderen Quadrate

sogar kommutieren, ohne dafl man zu Homotopieklassen iibergehen muf.
Diese Rechnung iiberlassen wir dem Leser. O

Bemerkung 12.4.6. Ist A eine abelsche Kategorie, so definiert das Bilden der
Kohomologie eines Komplexes Funktoren H® : Hot(A) — A und natiirlich
haben wir H°(X[i]) = H'X fiir beliebiges X € Hot(A).

Lemma 12.4.7 (Homologiesequenz eines ausgezeichneten Dreiecks).

Ist A eine abelsche Kategorie und X — Y — Z — X|[1] ein ausgezeichnetes
Dreieck in Hot(A), so erhalten wir mit den natiirlichen Abbildungen eine
lange exakte Sequenz

. —>H'7Z - HX - HY - H'Z - H'X — ...

Beweis. Da wir nach 12.4.3 Dreiecke drehen koénnen reicht es, die Exaktheit
von HY — H°Z — H°X][1] zu zeigen. Dazu diirfen wir ausgehen von einem
Dreieck der Gestalt X - Y — K(u) — X[1], und dann haben wir schlicht
einen Ausschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen exakten
Sequenz von Kettenkomplexen Y «— K(u) — X[1] vor uns. O

Lemma 12.4.8. Ist T eine additive Kategorie und X —Y — Z — X|[1] ein
ausgezeichnetes Dreieck in Hot(Z), so bilden fir jedes Objekt W € Hot(Z) die
Homomorphismen nach W eine lange exakte Sequenz von abelschen Gruppen

. — Hotz(X, W) « Hotz(Y, W) « Hotz(Z, W) « Hotz(X[1], W) — ...

Bemerkung 12.4.9. Dasselbe gilt dual auch fiir die Morphismen von W in die
Objekte unseres ausgezeichneten Dreiecks.
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Beweis. In einem ausgezeichneten Dreieck ist die Komposition zweier aufein-
anderfolgender Morphismen stets null, also ist unsere lange Sequenz schon

einmal ein Komplex. Andererseits ist 0 — W 25 W — 0[1] stets ein ausge-
zeichnetes Dreieck, wir konnen also nach 12.4.4 ein kommutatives Diagramm

X - Y —- Z — X[

il !
0 - W S W — 0

stets kommutativ ergénzen, und das zeigt die Exaktheit unseres Komplexes
bei Hotz(Y, W). Drehen von Dreiecken nach 12.4.3 liefert den Rest. O

Ubung 12.4.10. Gegeben ein kommutatives Diagramm mit ausgezeichneten
Dreiecken in den Horizontalen

X —- Y —- 7 — X]]

! ! !
X =Y = 7 - X']

gibt es nach 77 einen Morphismus Z — Z’, der es kommutativ vervollstandigt.
Man zeige, daf§ unter der Annahme Hom(X[1], Z") = 0 dieser Morphismus
7 — 7' sogar eindeutig bestimmt ist.

Ubung 12.4.11. Gibt es zu einem Morphismus aus einem ausgezeichneten
Dreieck keinen von Null verschiedenen Morphismus in die Gegenrichtung, so
wird der fragliche Morphismus bereits durch die beiden anderen eindeutig
festgelegt. Sind also in Formeln X 5 YV % Z =5 X[1] ausgezeichnete
Dreiecke fiir zwei Morphismen r,s : Z — X[1] und gilt Hom(X[1], Z) = 0,
so folgt r = s.

Theorem 12.4.12 (Exakte Sequenzen als ausgezeichnete Dreiecke).
Sei A eine abelsche Kategorie mit gentigend Injektiven und T C A die
Kategorie aller injektiven Objekte von A. Bezeichne Hot®(T) die Kategorie
Hot’(Z) = {X € Hot(Z) | X7 =0 falls ¢ < 0 und H'X = 0 falls ¢ # 0}. So
qilt:

1. Das Bilden der nullten Homologie induziert eine Aquivalenz von Kate-
gorien H° : Hot’(Z) = A.

2. Das Bilden der nullten Homologie induziert eine Aquivalenz von Kate-
gorien

~

X =Y —>7-— X[1] —

in Hot(Z) mit X,Y,Z € Hot"(T)

ausgezeichnete Dreiecke
{ Sequenzen in A

kurze exakte }
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Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus 12.3.6. Fiir den Rest des Beweises
fithren wir eine bequeme Terminologie ein und nennen die im Satz beschrie-
benen ausgezeichneten Dreiecke von Hot(Z) “speziell”. Aus 12.4.7 folgt, dafl
H° aus jedem unserer speziellen ausgezeichneten Dreiecke eine kurze exak-
te Sequenz macht. Nach 1 liefert also H® schon mal einen treuen Funk-
tor von unserer Kategorie von speziellen ausgezeichneten Dreiecken in die
Kategorie der kurzen exakten Sequenzen aus A. Als néchstes zeigen wir,
dal unser Funktor surjektiv ist auf Isomorphieklassen von Objekten. Hier-
zu miissen wir uns daran erinnern, wie wir im Beweis von 12.3.17 zu ei-
ner kurzen exakten Sequenz A — B — (' mit injektiven Auflésungen
A — I" und C' — J* eine injektive Auflosung B — I* & J* der Mitte
gebildet hatten: Diese Auflosung war ndmlich gerade der Abbildungskegel
K (u) einer Kettenabbildung u : J[—1] — I, und das ausgezeichnete Dreieck
J[-1] — I — K(u) — J liefert mit Drehen ein ausgezeichnetes Dreieck
I - K(u) — J — I[1]. Jetzt miissen wir noch zeigen, daf§ unser Funk-
tor volltreu ist. Seien dazu zwei spezielle ausgezeichnete Dreiecke (XY, 7)
und (X', Y’ Z') gegeben. Jeder Morphismus der zugehorigen kurzen exakten
Sequenzen liefert ein Diagramm

X —- Y - Z - X[]

1 gl h | fl
X - Y - Z - X'

bei dem die beiden linken Quadrate kommutieren. Nun beachten wir
Hot(X([1],Z") =0

nach dem Lemma 12.3.6 iiber injektive Auflésungen und folgern aus 12.4.8
die Injektivitat von Hot(Z,Z") — Hot(Y, Z’). In anderen Worten ist unser
Morphismus h : Z — Z’ der einzige Morphismus von Z nach Z’, der das mitt-
lere Quadrat zum Kommutieren bringt. Andererseits gibt es aber nach 12.4.4
einen Morphismus von Z nach Z’, der alle drei Quadrate zum Kommutieren
bringt. Damit ist klar, da8 (f, g, k) schon ein Morphismus von Dreiecken sein
muf. O

Definition 12.4.13. Sei A eine abelsche Kategorie mit geniigend Injektiven.
Sei A — B — (' eine kurze exakte Sequenz in A und seien A — [*, B — J*
und C' — K* die zur Definition der R‘F gewihlten injektiven Auflssungen
von A, B und C. Bilden wir in Hot(A) das durch diese Daten eindeutig
bestimmte ausgezeichnete Dreieck

I'—J — K" — I"[1]
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und wenden F' an, so erhalten wir ein ausgezeichnetes Dreieck
FI* - FJ"— FK* — FI'[1]

in Hot(B). Die lange exakte Homologiesequenz dieses Dreiecks nennen wir
die lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren zu unserer kurzen
exakten Sequenz A — B — (. Diese lange exakte Sequenz hat also die
Gestalt

0— FA—FB— FC — R'FA— R'FB — R'FC — R’FA. ..

und sie ist natiirlich in dem Sinne, daf§ jeder Morphismus von kurzen exak-
ten Sequenzen zu einem Morphismus der zugehorigen langen exakten R'F-
Sequenzen fiihrt.

12.5 Abstrakte Interpretation des Kohomologierings

Definition 12.5.1. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Morphismus in der
Kategorie der Komplexe Kom(.A) oder auch in der Homotopiekategorie Hot(.A)
heifit ein Quasiisomorphismus genau dann, wenn er Isomorphismen auf der
Homologie induziert.

Definition 12.5.2. Ein Komplex in einer pfeilexakten Kategorie heifit be-
schrinkt gegen die Pfeile genau dann, wenn wir gegen die Richtung der
Pfeile gehend irgendwann nur noch das Nullobjekt treffen. Die Homotopie-
kategorie aller gegen die Pfeile beschrinkten Komplexe in einer additiven
Kategorie Z bezeichnen wir mit Hot™(Z).

Lemma 12.5.3. Sei A eine abelsche Kategorie. Ist A* — B* ein Quasiiso-
morphismus in Hot(A) und I* € Hot™ (A) ein gegen die Pfeile beschrinkter
Komplex von injektiven Objekten, so induziert die Verkniipfung mit unserem
Quasiisomorphismus eine Bijektion

HOtA(B*, ]*) = HOtA(A*, ]*)

Beweis. Vervollstandigen wir unseren Quasiisomorphismus durch seinen Ab-
bildungskegel K* zu einem ausgezeichneten Dreieck, so mufy dieser Abbil-
dungskegel K* exakt sein und wir folgern aus 12.3.6 in der Homotopiekate-
gorie Hot(K*[—1],I*) = Hot(K™*,I*) = 0. Mit der langen exakten Sequenz
12.4.8 folgt das Lemma. [

Ubung 12.5.4. Ein Quasiisomorphismus zwischen zwei injektiven gegen die
Pfeile beschriankten Komplexen ist stets eine Homotopiedquivalenz, in ande-
ren Worten ein Isomorphismus in Hot(A).
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Definition 12.5.5. Ist A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und
ist M € A gegeben, so kiirzt man die Derivierten des Funktors

F =Homyu(M, ): A— Ab°

meist ab mit R'F(N) = Ext’;(M, N) und bezeichnet sie als Erweiterungen.
Ich verwende fiir Erweiterungen in der abelschen Kategorie A die Notation

A(M, N)

Bemerkung 12.5.6. Natiirlich haben wir speziell AY(M, N) = A(M,N).
Ganz analog wie im Fall abelscher Gruppen kann man auch allgemein die
Elemente von AM(M, N) interpretieren als Isomorphieklassen von kurzen
exakten Sequenzen N — E — M in A.

Bemerkung 12.5.7. Sind M — I* und N — J* injektive Auflésungen, so
erhalten wir kanonische Isomorphismen

A(M,N) 5 HAM,J) nach 12.3.8,
= Hoty(M,J*[i]) nach 5.4.9,
= Hot(I*,J*[i]) mnach 12.5.3.

Definition 12.5.8. Die Interpretation aus 12.5.7 von Erweiterungen in einer
abelschen Kategorie mit genug Injektiven als Morphismen in der Homotopie-
kategorie zwischen geeignet im Grad verschobenen injektiven Auflésungen
liefert in natiirlicher Weise die sogenannten Yoneda-Produkte

A(M, N) x AV(N, L) — A9 (M, L)

als die Verkniipfung von Morphismen. Insbesondere erhalten wir fiir jedes
Objekt M € A den graduierten Ring seiner Selbsterweiterungen

A(M) = 5 A (M1, )

i>0

Bemerkung 12.5.9. Ist speziell X ein topologischer Raum und bezeichnet
Ab,x wie in 10.4.5 die Kategorie aller abelschen Garben auf X, so haben
wir kanonisch I'F = Ab,x(Zx,F) VF € Ab,x und folglich H*(X;F) =
Ab[/i;( (Zx,F). Auf diese Weise erhilt insbesondere

H*(X;Zy) = AbJy (Zy)

in natiirlicher Weise die Struktur eines graduierten Rings, den wir den gar-
bentheoretischen Kohomologiering von X nennen, um ihn von unserem
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singuldren Kohomologiering aus 8.5.13 zu unterscheiden. Offensichtlich trégt
die Kohomologie jeder abelschen Garbe in natiirlicher Weise die Struktur
eines graduierten Rechtsmoduls {iber dem garbentheoretischen Kohomolo-
giering.

Bemerkung 12.5.10. Ist Z eine additive Kategorie und sind I*, J* € KomZ
Komplexe in Z, so bilden wir wie in 5.4.9 den Komplex von abelschen Grup-
pen Hom(I*, J*). Speziell wird End(/*) unter der Verkniipfung von Morphis-
men ein dg-Ring.

Satz 12.5.11 (Abstrakte Interpretation des cup-Produkts). Ist X
ein parakompakter lokal zusammenziehbarer Raum, so ist die Identifikation
aus 11.5.3 ein Ringisomorphismus zwischen dem singuldren Kohomologiering
und dem garbentheoretischen Kohomologiering

H*

sing

X 5 ABJY (Zy)
Beweis. Wir beginnen damit, einige Begriffe bereitzustellen.

Definition 12.5.12. Eine Quasimorphismus von einem dg-Ring A in
einen dg-Ring B ist ein Paar (M, ¢) bestehend aus einem A-B-dg-Bimodul
M nebst einem homogenen Zykel ¢ € M, dessen Homologieklasse [c] eine
Basis von HM als H B-Rechtsmodul bildet. Ist zusétzlich [c] auch eine Basis
von HM als H A-Linksmodul, so nennen wir (M, ¢) eine Quasiiquivalenz.

Bemerkung 12.5.13. Jeder Quasimorphismus zwischen dg-Ringen liefert einen
Homomorphismus zwischen ihren Kohomologieringen, der dadurch charakte-
risiert werden kann, dafl [a] — [b] gleichbedeutend ist zu [a][c] = [c][b]. Ist
unser Quasimorphismus eine Quasidquivalenz, so ist besagter Homomorphis-
mus sogar ein Isomorphismus.

Um nun den Satz zu zeigen, wahlen wir eine injektive Auflésung Zyx — Z*
und faktorisieren sie mithilfe von 12.5.3 iiber die Auflosung durch lokale
singulére Koketten Zx — S% als Zx — Sy — Z*. Nach 12.5.13 reicht es zu
zeigen, dafl unsere Faktorisierung Sy — Z* eine Quasibasis des Komplexes

Hom(S%,Z")

ist, und zwar sowohl fiir die Linksoperation von EndZ* als auch fiir die
Rechtsoperation von S*X, die vom dg-Algebren-Homomorphismus S*X —
End 8%, ¢ — c U induziert wird. Der erste Teil dieser Behauptung folgt
mit 12.5.3 aus dem Quasiisomorphismus Sy — Z*. Fiir den zweiten Teil
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betrachten wir das kommutative Diagramm von Komplexen

S*X = S*X
! !
Hom(S%, S%) Hom(Zx, S%)
! !

Hom(S%,Z*) — Hom(Zx,Z*)

wo die obere linke Vertikale durch ¢ — ¢ U definiert ist und die anderen
Pfeile sich hoffentlich selbst erkldren. Nach 11.5.3 sind die rechten Vertika-
len Quasiisomorphismen. Nach 12.5.3 ist auch die unterste Horizontale ein
Quasiisomorphismus, folglich ist auch die Verkniifung in der linken Verti-
kalen ein Quasiisomorphismus. Des weiteren besteht die linke Vertikale aus
dg-Rechtsmoduln iiber S*X in natiirlicher Weise und die Morphismen sind
mit dieser Operation vertréglich. Das zeigt den zweiten Teil der Behauptung.
Auf diese Weise vermittelt also unser dg-Bimodul in der Tat einen Isomor-
phismus zwischen den beiden fraglichen Kohomologieringen, und es ist nicht
schwer zu sehen, daf§ dieser Isomorphismus iibereinstimmt mit dem in 11.5.3
konstruierten Isomorphismus. O

Ubung 12.5.14. Ist X eine parakompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit
und H*(Q*X) der Kohomologiering der differentiellen graduierten Algebra
Q*X der Differentialformen auf X, so hat man einen kanonischen Isomor-
phismus von R-Algebren H*(Q*X) = R-Mod!} (Rx).
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azyklisch, 143, 209
azyklisch fur die Uberdeckung, 221
azyklische Auflosung, 214
azyklische Modelle, 143

Basis eines Funktors, 142

Basispunkt, 9
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Berechnung der Kohomologie nach
Cech, 222

beschrankt in Richtung der Pfeile,
166

Betti-Zahl, 128

Bild, 201

bilinear, 132

Bimodul, 133
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Bouquet von Kreislinien, 53

braid group, 78

Bundel, 189

c-mou, 224
c-soft, 224
cap-Produkt, 160, 161



Cech-1-Kozykel, 184
cup-Produkt, 156

darstellbare Funktoren, 33

Deckbewegung, 61

Decktransformation, 60

derivierte Gruppe, 53

dg-Gruppe, 91

dg-Modul, 153, 160

dg-Ring, 152

differentielle graduierte abelsche Grup-
pe, 91

differentieller graduierter Modul, 153,
160

differentieller graduierter Ring, 152

differenzierbare g-Simplizes, 228
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differenzierbares K-Bundel, 190
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187

direkter Limes, 175
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divisibel, 171
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ten, 213

Dreieck, 242

Ecken, 44

Eckenreduktion, 50

Eckenzahl, 49

Egalisator, 195
Eilenberg-Zilber, 141
Eilenberg-Zilber-Abbildung, 142
Eilenberg-Zilber-Aquivalenz, 142
einfach zusammenhéngend, 62
Einheit, 150, 157
Einpunktverbindung, 35
Einschrankung, 200
Einschrankungsabbildung, 191
Endomorphismen, 25
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Epi, 201

Epimorphismus, 201

erbliche Ringe, 174

erlaubt das Verkleben von Schnit-
ten, 220

erste Cech-Kohomologie von X mit
Koeffizienten in der topolo-
gischen Gruppe G, 186

erste Cech-Kohomologie, 186

erste Chern’sche Klasse, 212

Erweiterung, 169

Erweiterungen, 248

Erweiterungen von M durch N, 170

etale, b7

etaler Raum, 196

Euler’scher Polyedersatz, 130

Eulercharakteristik, 128, 130

exakt, 66, 177, 202, 203

Ext-Sequenz im ersten Eintrag, 173

Ext-Sequenz im zweiten Eintrag, 170

extensions, 170

F-azyklisch, 241

faisceau, 194

Faser, 37

Faserbundel, 190

Faserfunktor, 65, 66

Faserprodukt, 37

feine Ketten, 107, 108

filtrierend, 175

final, 28

Fixpunktsatz von Brouwer, 15, 106

Fldachenwort, 48

flabby, 209

flasque, 209

frei, 57, 104
Untergruppe, 139

frei mit Modellen, 143

freie Gruppe, 41

freien k-Vektorraum, 74

freies Produkt, 54



fundamentales Gruppoid, 28
Fundamentalgruppe, 10
Fundamentalgruppe der Kreislinie,
12
Fundamentalzykel, 120, 121
Funferlemma, 102
Funktionskeime, 200
Funktor, 29
linksadjungierter, 74
rechtsadjungierter, 73

Galois, 61
Garbe, 194

Garbe der lokalen singularen g-Koketten,
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Garbe der Schnitte, 195
Garbe der unstetigen Schnitte, 206
garbentheoretischer Kohomologiering,
248
Garbifizierung, 204
geordnet simpliziale Ketten, 110
gerichtetes System, 175
gesattigt, 186
Geschlecht, 8
geschlossene Fliche, 7
geschlossene kombinatorische Fléche,
46
geschlossene Mannigfaltigkeit, 7
globaler Schnitt, 200
Godement-Auflosung, 206
graduiert kommutativ, 153
graduierte abelsche Gruppe, 91
Graduierte Kommutativitéat des Cup-
Produkts, 159
Graduierte Kommutativitat, 150, 157
graduierter Modul, 161
graduierter Ring, 152
grose Diagonale, 78
groupe de tresses, 78
Gruppe
Erzeugende und Relationen, 52
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Gruppe der simplizialen g¢-Ketten,
86
Gruppoid, 28

Halm, 197
Hauptfaserbundel, 187
Hauptlemma der homologischen Al-
gebra, 165, 237

Henkelelimination, 51
Hinterseite, 148
Hochhebung, 13, 60
homéomorph, 6
Homo6omorphismus, 6
Homologie, 128

eines Punktes, 89

Homologie der reell projektiven Raume,

131
Homologie konvexer Mengen, 90
Homologie von Zellkomplexen, 127
Homologiegruppe
eines Kettenkomplexes, 92
simpliziale, 86
singulare ; 88
Homologiegruppen der Spharen, 105
Homologieklasse, 88, 92
Homologiesequenz eines ausgezeich-
neten Dreiecks, 244
Homomorphismus von Garben, 194
homotop, 9, 17, 95
homotop mit festen Endpunkten,
9,17
Homotopie, 17
Homotopie von f nach g, 100
homotopie-dquivalent, 18
Homotopie-Invarianz, 93, 168
Homotopie-Klasse, 17
Homotopieaquivalenzen, 95
Homotopiekategorie, 27
Homotopiekategorie der Komplexe
abelscher Gruppen, 95



Homotopiekategorie punktierter Raume, Kobild, 201

34
Homotopielift, 237
Hurewicz-Isomorphismus, 96

identische Transformation, 32
Identitéat auf X, 25
Identitatsfunktor, 29
induktiver Limes, 175
induktives System, 175
injektiv, 171, 236
Injektive

genug, 236
injektive abelsche Gruppe, 171
injektive Auflosung, 236
injektive Moduln

genug, 236
Invarianz von Gebieten, 116
inversen Weg, 9
inverser Funktor, 75
Iso, 27
isomorph, 28
Isomorphieklasse, 28
Isomorphismus, 27

Jordan’scher Kurvensatz, 116

k-Skelett, 110
Kiinneth-Formel, 146
kanonische Abbildung, 42
kanonischen Morphismen, 214
Kantenabbildung, 88
kartesisch, 36

Kategorie, 25

Kern, 201
Kettenabbildung, 91
kettenhomotop, 95
Kettenkomplex, 91
Klassifikationsprobleme, 28
Klein’sche Flasche, 7
kleine Kategorie, 26
Koassoziativitat, 155
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Kodimension, 79

kofinal, 28, 176

kohomolog, 185

Kohomologie, 230

mit Koeffizienten, 207
mit kompaktem Trager, 224

Kohomologie mit kompaktem Tra-
ger, 178

Kohomologiegruppen, 154

koinduzierten G-Menge, 75

kokartesische Diagramme, 38

Kokern, 201

Kokette vom Grad ¢, 154

kombinatorische Fliche, 46

kombinatorische Flache ohne Rand,
46

Kommutator, 53

kompaktweich, 224

Komplex, 91

Konjugationsklassen von Untergrup-
pen, 58

konstante Kategorie, 230

konstanten Weg, 8

kontravarianter Funktor, 30

konvexe Hulle, 44

Koprodukt, 35

Korand, 154

Korandoperator, 154

Kozykel, 154

Kreisraum, 64

Kreuzprodukt der Homologie, 145

Kreuzprodukt der Kohomologie, 156

Kronecker-Paarung, 155

Kunneth-Formel mit Koeffizienten
in einem Korper, 145

kurze exakte Sequenz, 66, 202

kurze exakte Sequenz von Ketten-
komplexen, 100



lange exakte Homologiesequenz, 100,
101, 231

lange exakte Homologiesequenz des
Tripels (X,Y, Z), 103

lange exakte Kohomologiesequenz,
168

lange exakte Sequenz der derivier-
ten Funktoren, 240, 247

lange exakte Sequenz der Garben-
kohomologie, 208

Lift, 13, 60, 237

Liftbarkeitskriterium, 69

Liften bei einfachem Zusammenhang,
64

lineare Fortsetzung, 85

linksadjungierter Funktor, 74

Linksauflosung, 239

Linksderivierten, 239

linksexakt, 203

lokal endlich, 178, 215

lokal kompakt, 223

lokale Pragarbe, 210

lokaler Grad, 124

Mayer-Vietoris-Sequenz, 109

Mayer-Vietoris-Sequenz fur H, 179

Mengenfunktor, 33

Mono, 201

Monomorphismus, 201

Morphismen uber X, 36

Morphismus, 25, 189

Morphismus von étalen Raumen, 196

Morphismus von einem Dreieck in
ein anderes Dreieck, 242

Morphismus von induktiven Syste-
men, 177

Morphismus von Pragarben, 191

Morphismus von Raumpaaren, 99

mou, 217

Naturlichkeit, 150, 157
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Neunerlemma, 103

nichtorientierbaren Flachen vom Ge-
schlecht g, 8

normal, 61

Normalisator, 58

Normalteiler erzeugt von, 51

nullhomotop, 18, 95

Nullmorphismus, 200

Nullobjekt, 200

Nullschnitt, 120

nullte Homologie, 89

Objekt, 25

Objekte uber, 36

Objekte unter, 36

opponierte Kategorie, 27
opponierten dg-Ring, 153
orientierbare Flache, 8
orientierte Mannigfaltigkeit, 118
Orientierung, 116, 118
Orientierungsdarstellung, 120
Orientierungsgarbe, 119

parakompakt, 215

pfeilexakt, 202

Poincaré-Vermutung, 11

Poincaré-Dualitat, 162

Polyeder, 45

Pragarbe, 191

Pragarbe der differenzierbaren G-
wertigen Funktionen, 192

Pragarbe der lokal konstanten G-
wertigen Funktionen, 192

Pragarbe der singularen ¢g-Koketten,
218

Pragarbe der stetigen G-wertigen
Funktionen, 192

Pragarbe der stetigen komplexwer-
tigen Funktionen, 191

prefaisceau, 191

presheaf, 191



prinzipaler homogener Raum, 57
Produkt, 34

Produkt-Kategorie, 27
Produktmorphismus, 35
Projektion, 187, 189
Projektionen, 34

projektiv, 165, 239

projektive Auflosung, 239
pull-back, 37

pull-back von Uberlagerungen, 63
pull-back-Diagramm, 36
punktierter Raum, 9
push-out-Diagramme, 38

Quasiaquivalenz, 249
Quasiisomorphismus, 247
Quasimorphismus, 249

Rand, 92

Randoperatoren, 85

Randkante, 46

Raumpaar, 98

rechtsadjungierter Funktor, 73

Rechtsauflosung, 236

rechtsderivierte Funktoren, 237

rechtsexakt, 134, 203

Rechtsmenge, 58

Rechtsoperation, 58

reduzierte Homologie mit Koeffizi-
enten in G, 128

reduzierte Homologiegruppen, 113

regulér, 61

relative g-Rander, 99

relative Ketten, 98

relative Kohomologie, 168

relative Koketten, 168

relative Mayer-Vietoris-Sequenz, 109

Riemann’sche Flache des Funktions-
keims, 200

Satz vom Butterbrot mit Schinken,
23

Satz von Jordan-Brouwer, 113

Satz von Wilder, 182

Schchnitt, 200

Schema, 34

Schlangenlemma, 232

Schleifenraum, 10

Schnitt, 191

Schnitt der Orientierungsgarbe, 121

Schnitte mit kompaktem Trager, 223

Schnittzahl, 162

Schrumpfen offener Uberdeckungen,
216

Seifert-van Kampen, 39

senkrechter Kernkomplex, 213

sheaf, 194

Simplex

singularer, 87

Simplizes, 44

simpliziale Abbildung, 46

simplizialen ¢-Rander, 86

simplizialen ¢-Zykel, 86

Simplizialkomplex, 44

singulare g-Ketten., 88

singulare Homologie mit ganzzah-
ligen Koeffizienten, 89

singulare Kohomologiering, 156

singulare Koketten mit Koeffizien-
ten, 153

singularen g-Rander, 88

singularen ¢-Zykel, 88

singularen Kohomologiegruppen von
X mit Koeffizienten in G,
154

singularer ¢-Simplex, 87

soft, 217

spaltende Injektion, 104

spaltende Surjektion, 104

Spaltenkomplexe, 213

Standardauflésung, 137

Standardsimplex, 87

stetig, 6



stetig im Punkt, 6

strikt vertraglich mit den Filtrie-
rungen, 203

superkommutativ, 153

support, 223

svelte, 29

tautologischer Simplex, 93
Tensorprodukt, 132

von Komplexen, 141
topologisch frei, 59, 187
torsionsfrei, 135
Torsionsprodukt, 137
Torsionssequenz, 138
Torsor, 187
Torus, 6
totale Homologie, 161
Totalkomplex, 213
Totalraum, 56, 187, 189
Trager, 121
Trager von s, 223
Transformation, 31
transponierte Abbildung, 154
treu, 30
Triangulierung, 46
trivial uberlagerte Umgebung von

x., 56

triviale Uberlagerung, 56
Trivialisierung, 56, 184

Ubergang zu einem kofinalen Teil-
system, 176
Ubergangsfunktionen, 185
Uberlagerung
universelle, 62
unverzweigte, 56
Umlaufzahl, 12
universell, 62
universelle Eigenschaft, 42, 175
Universelle Eigenschaft des Tensor-
produkts, 132

259

Universelles Koeffiziententheorem der

Homologie, 139

Universelles Koefliziententheorem der

Kohomologie, 174
Unterkategorie, 26
Unterteilungsoperatoren, 106

Verfeinerung, 215
Vergiss-Funktor, 29
Verklebungsbedingung, 194
Verklebungsfunktionen, 184
Verkniipfung, 8, 25
Verschlingungszahl, 116
Vieleck, 47

volle Unterkategorie, 26

vollen Simplex mit Ecken E, 47

voller Simplex, 44
Vollkugel, 7
volltreu, 30

vom Igel, 15
Vorderseite, 148

Wegekategorie, 27
Wegeraum, 10

wegweise einfach zusammenhéngend,

63
weich, 217
welk, 209

Wolkenkratzer, 192

Yoneda-Lemma, 33
Yoneda-Produkt, 248

Zahl der Blatter, 56
Zeilenkomplexe, 213
Zerschneidung, 47
Zopf-Relation, 79
Zopfgruppe in n Strangen, 78
zusammenziehbar, 18

Zykel, 92
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