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1 Topologische Riaume und stetige Abbildungen

1.1 Metrische und topologische Riume

Ziel dieses Abschnittes ist die Erweiterung des Begriffs metrischer Raum zu dem des to-
pologischen Raumes und die Klarung, welche Begriffe und Aussagen in diesem erweiterten
Rahmen ihre Giiltigkeit behalten.

In der Analysis haben wir definiert:

Definition 1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Abbildung (der Metrik)
d: XxX—>R

mit folgenden Eigenschaften fiir alle z,y, 2z € X:

d(z,y) > 0und d(z,y) =0z =y (1)
d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie) (2)
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung) (3)

In einem metrischen Raum hatten wir dann erklirt, was eine Umgebung eines Punktes p ist,
némlich eine Teilmenge, die eine e-Kugel mit hinreichend kleinem Radius € > 0 und Zentrum
p enthilt. Eine Teilmenge von X heifit offen, wenn sie Umgebung fiir jeden ihrer Punkte ist.
Umgekehrt: Eine Menge ist eine Umgebung von p, wenn sie eine offene Menge enthélt, in der
p liegt. Basierend auf dem Begriff der Umgebung (nicht unbedingt der e-Umgebung!) oder,
wegen der letzten Bemerkung, auf dem Begriff der offenen Menge kann man dann die Be-
griffe abgeschlossen, Inneres, Randpunkt, abgeschlossene Hiille, kompakt, zusammenhdingend,
konvergent und stetig definieren. Und in den Beweisen der dariiber gezeigten Séitze spielte
die Metrik oft ebenfalls keine Rolle.!

Wichtige Eigenschaften offener Teilmengen eines metrischen Raumes X waren diese:

e Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen ist wieder offen. Das gilt ins-
besondere fiir die leere Vereinigung, die nach Definition die leere Menge ist.

e Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Teilmengen ist wieder offen. Das gilt
insbesondere fiir den leeren Durchschnitt, der nach Definition der ganze Raum X ist.

Und nur diese Eigenschaften offener Mengen gingen in die in der Fufinote zitierten Sétze
ein. Wir benutzen das zur

Definition 2 (Topologischer Raum). Seien X eine Menge und 7 eine Menge von Teil-
mengen von X.

T heifit eine Topologie fiir X, wenn 7 abgeschlossen ist gegeniiber beliebigen Vereinigungen
und endlichen Durchschnitten. Insbesondere sind dann (), X € 7. Die Elemente von 7 heiflen
in diesem Fall die offenen Mengen der Topologie, ihre Komplemente die abgeschlossenen
Mengen der Topologie.

Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Topologie fiir X. Man schreibt
dafiir auch gern (X, 7).

Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung von x € X, wenn es eine offene Menge UeT
mit x € U C U gibt.

1Konkret gilt das z.B. fiir die Sétze und Korollare 22, 25, 50, 62, 70, 73, 76, 77 der Analysis II. In den
Beweisen verwendete e-Umgebungen kann man problemlos durch allgemeine Umgebungen ersetzen.



Wie in der Analysis II kénnen wir dann fiir topologische Rédume die Begriffe abgeschlossen,
Inneres, Randpunkt, abgeschlossene Hiille, kompakt, zusammenhdngend, konvergent und ste-
tig definieren und dafiir die zitierten Sdtze beweisen. Auf einige Beispiele gehen wir gleich
noch ein.

Offenbar ist jeder metrische Raum auf natiirliche Weise ein topologischer Raum, aber es
gibt durchaus Topologien, die nicht von einer Metrik induziert sind. Das simpelste Beispiel
liefert die sogenannte Klumpentopologie : T besteht nur aus den notwendigsten Teilmengen,
néamlich aus ) und X . Enthilt X wenigstens zwei Punkte, so gibt es keine Metrik, deren offene
Mengen genau diese beiden sind. Die Klumpentopologie ist gewissemaflen das Gegenteil der
von der diskreten Metrik induzierten diskreten Topologie, in der alle Teilmengen offen sind:
T ist die Potenzmenge.

Die Frage der Metrisierbarkeit einer Topologie ist eine viel studierte Frage im Rahmen der
sogenannten mengentheoretischen Topologie, aber wir gehen darauf nicht ein. In der Funk-
tionalanalysis oder der Algebraischen Geometrie gibt es interessante und wichtige Beispiele
fiir nicht-metrisierbare Topologien.

Konvention. Wenn wir in Beispielen den R™ oder Banachrdume oder Teilmengen davon
als topologische Rdume verwenden, beziehen wir uns immer auf die von der Standardmetrik
induzierte Topologie, es sei denn eine andere explizit angegeben.

Definition 3 (Basis, Subbasis). Seien (X,7) ein topologischer Raum und B C 7 eine
Teilmenge von 7.

(i) B heiit eine Basis von T, wenn jede Menge aus 7 Vereinigung von Mengen aus B ist.

(ii) B heifit eine Subbasis von T, wenn jede offene Menge aus 7 Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von Mengen aus B ist.

Beispiel 4. Sei B C P(X) eine Teilmenge der Potenzmenge von X. Bildet man alle end-
lichen Durchschnitte von Mengen aus B und alle Vereinigungen von diesen, so erhilt man
eine Topologie fiir X mit B als Subbasis. So kann man also auf jeder Menge Topologien
erzeugen.

O

Beispiel 5. Die Menge der offenen e-Kugeln U, (z) des R™ bilden eine Basis der Topologie.
Auch wenn man sich auf rationales ¢ und Punkte mit rationalen Koordinaten beschrinkt,
erhélt man noch eine Basis.

O

Definition 6 (Spurtopologie, Relativtopologie). Seien (X, 7T) ein topologischer Raum
und A C X. Die sémtlichen Durchschnitte offener Mengen von X mit A bilden eine Topologie
fiir A, die von 7 induzierte Relativtopologie oder Spurtopologie T4 auf A.

Konvergenz, Kompaktheit, Zusammenhang, Stetigkeit.
Konvergenz von Folgen ist ein rein topologischer Begriff:

Definition 7 (Konvergenz). Eine Folge (z,,)nen im topologischen Raum X heifit konver-
gent gegen © € X, wenn jede Umgebung U von x fast alle Folgenglieder enthélt:

#{neN|z, ¢ U} < cc.

Bemerkung. Der Begriff der Cauchyfolge und damit der Begriff der Vollstindigkeit oder
die gleichmdf$ige Konvergenz von Funktionenfolgen sind keine rein topologischen Begriffe,
sie erfordern eine Metrik (oder doch eine zusétzliche Struktur).



Bei der eben definierten Konvergenz gibt es ein neues Phénomen:

Beispiel 8. Sei X = R versehen mit der Klumpentopologie. Dann ist die Folge
T, = (—=1)"
konvergent. Gegen welchen Punkt?

O

Der Limes von konvergenten Folgen in allgemeinen topologischen R&umen ist nicht eindeu-
tig. Um Eindeutigkeit zu erzwingen, braucht man eine zusétzliche Eigenschaft, die im Fall
metrischer Rdume von selbst erfiillt ist:

Definition 9 (Hausdorfl-Eigenschaft). Ein topologischer Raum X heifit ein Hausdorff-
raum oder Hausdorffsch, wenn gilt: Zu je zwei Punkten = # y in X gibt es disjunkte offene
Mengen U und V mit z € U und y € V. Man sagt, je zwei Punkte lassen sich durch disjunkte
Umgebungen trennen.

In Hausdorffschen topologischen Réumen ist der Limes einer konvergenten Folge eindeutig
bestimmt.

Man bezeichnet die Hausdorffeigenschaft auch als Trennungsaxiom Ts. Es impliziert, das
Trennungsaxiom T7: Jede einpunktige Teilmenge ist abgeschlossen. Finden Sie einen topo-
logischen Raum, in dem das nicht gilt!

Definition 10 (Kompakt). Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.? Eine Teilmenge eines topologi-
schen Raumes heifit kompakt, wenn sie in der Spurtopologie kompakt ist.

Beispiel 11 (Bolzano-Weierstraf3?). Ein Hdufungspunkt einer Folge ist ein Punkt, bei
dem in jeder Umgebung unendlich viele Glieder der Folge liegen. Eine Folge (2, )nen in
einem kompakten topologischen Raum besitzt einen Hiufungspunkt: Andernfalls gibe es zu
jedem x € X eine offene Umgebung U,, fiir die

#{n eN|z, e U,} < .

Endlich viele davon geniigen zur Uberdeckung von X im Widerspruch zur Unendlichkeit der
Folge.

Ist 2 ein Hiufungspunkt der Folge (z,) in einem metrischen Raum X, so kann man eine
Teilfolge (zn, )ken auswéhlen, fiir die

Ty, GU%H(‘%)

Diese Teilfolge konvergiert dann offenbar gegen x. Zusammen mit dem obigen Argument
erhéilt man den Satz von Bolzano-Weierstrafl: Jede Folge in einem kompakten metrischen
Raum enthéilt eine konvergente Teilfolge.

In topologischen Raumen ist das nicht unbedingt richtig, weil man keinen Ersatz fiir die
“kontrahierende” Folge von Kugelumgebungen Uﬁl (z) hat. Man braucht wiederum eine
zuséitzliche Eigenschaft: Hinreichend ist, dass der Raum das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt,
dass némlich jeder Punkt x eine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt: eine Folge (Uy)ren von
Umgebungen, so dass jede Umgebung U von x eines der Uy enthélt.

Ist dann z ein Haufungspunkt von (2, )neny und (Ug)ren eine Umgebungsbasis von z, so
setzt man Vi := Uy N ...U; und wihlt eine Teilfolge mit z,, € Vj. Die konvergiert dann
gegen .

2Manche Autoren nennen das quasi-kompakt und nennen X kompakt, wenn zusitzlich die Hausdorff-
Eigenschaft gilt.



Bemerkung: Das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom fordert die Existenz einer abzdhlbaren Basis fiir die
Topologie 7. Es impliziert das 1. Abzihlbarkeitsaxiom.

O
Beispiel 12. Zeigen Sie:
e Abgeschlossene Teilmengen von kompakten Raumen sind kompakt.

e Kompakte Teilmenge eines hausdorffschen(!) topologischen Raumes sind abgeschlos-
sen.

(Beschréinktheit ist in allgemeinen topologischen Rdumen gar nicht definiert.)
O

Definition 13 (Zusammenhang). Ein topologischer Raum heifit zusammenhingend, wenn
er nicht die disjunkte Vereinigung zweier offener nicht-leerer Teilmengen ist. Eine Teilmenge
eines topologischen Raumes heiffit zusammenhéngend, wenn sie in der Spurtopologie zusam-
menhéngend ist.

Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum genau dann zusammenhéngend ist, wenn die leere
Menge und der ganze Raum die einzigen Teilmengen sind, die gleichzeitig offen und abge-
schlossen sind.

Bei metrischen Réumen hatten wir gezeigt: Eine Teilmenge Y C X ist zusammenhéngend ge-
nau dann, wenn es nicht zwei disjunkte offene Teilmengen U VC X glbt sodass Y c UUV
uwmd UNY #+ 0 # V NY. Der schwierige Teil des Beweises (, => “-Richtung) war die Er-
weiterung disjunkter relativ offener Teilmengen U,V C Y zu disjunkten offenen Teilmengen
U,V C X. Dabei benutzte man wesentlich die Metrik. In allgemeinen topologischen Riiumen
klappt das nicht:

Beispiel 14. Die Menge X enthalte wenigstens drei verschiedene Punkte z,y, z. Wir defi-
nieren

T={0yu{y cX|zeY}.

T ist abgeschlossen gegeniiber Durchschnitt und Vereinigung, definiert also eine Topologie
auf X. Die Teilmenge A = {y, z} enthélt die in A offenen disjunkten Teilmengen U = {y} =
An{z,y} und V = {z} = An{x, z}. Aber diese lassen sich nicht zu disjunkten in X offenen
Teilmengen erweitern, weil jede solche den Punkt = enthélt.

O

Definition 15 (Stetigkeit). Eine Abbildung f : X — Y topologischer Riume heifit stetig
in x € X, wenn gilt: Fiir jede Umgebung V von f(z) ist f~1(V) eine Umgebung von .

Sie heif}t stetig auf X, wenn sie stetig in jedem x € X ist. Das ist dquivalent dazu, dass die
Urbilder aller offenen Mengen von Y offen in X sind oder dass die Urbilder aller abgeschlos-
senen Mengen abgeschlossen sind.

Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig (klar). Stetige Abbildungen bilden kom-
pakte bzw. zusammenhéngende topologische Rdume in kompakte bzw. zusammenhéingende
Mengen ab. Stetige reellwertige Funktionen auf einem kompakten topologischen Raum neh-
men ihr Maximum und Minimum an. Die Beweise kann man wortlich aus der Analysis II
iibernehmen.

Der Satz von der gleichméfligen Stetigkeit hingegen macht wieder nur in metrischen Rdumen
Sinn.

Definition 16 (Wegzusammenhang). Eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — X eines kom-
pakten Intervalls [a,b] in einen topologischen Raum X heifit ein Weg oder eine Kurve von
¢(a) nach ¢(b).
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Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdngend, wenn sich je zwei Punkte z,y € X
durch einen Weg von x nach y verbinden lassen, wenn es also einen Weg ¢ : [a,b] — Xmit
c(a) = z und ¢(b) =y gibt.

Zeigen Sie, dass wegzusammenhéngende topologische Rdume zusammenhéingend sind, dass
aber die Umkehrung nicht gilt.? Stetige Abbildungen bilden wegzusammenhingende topo-
logische Rdume auf wegzusammenhédngende Mengen ab.

Beispiel 17. Die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n) := {4 € End(R")| AA* =id und det A = +1}

ist fiir alle n > 2 wegzusammenhéngend beziiglich der “kanonischen” Topologie: End(R")
hat als endlich-dimensionaler R-Vektorraum eine ausgezeichnetet Topologie, die von einer
beliebigen Norm, zum Beispiel von der Operatornorm, induziert wird. Und SO(n) trigt
dann eben die Spurtopologie.

Beweis: Nach linearer Algebra existiert fir A € SO(n) eine ON-Basis des R", beziiglich der
A eine Darstellungmatrix der Form

Ay
As

Ay

besitzt, bei der die Matrizen A; jeweils von einer der folgenden Formen sind:
cos¢; —sing;
(sin 6 cosd, oder (+1)

Beachten Sie, dass der Eigenwert —1 wegen der Determinantenbedingung mit gerader Mul-
tiplizitdt vorkommt, so dass er durch 2 x 2-Késtchen mit ¢ = 7 erfafit wird.

Wir ersetzen ¢; jeweils durch t¢; und bezeichnen mit A(t) den zugehorigen Endomorphismus
beziiglich derselben Basis. Dann ist also A(1) = A, und t — A(1 — t) liefert eine stetige
Abbildung in SO(n) mit A(0) = id. Also ist SO(n) wegzusammenhéngend.

O

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der geometrischen Konstruktion von stetigen Abbildungen ist
das folgende

Lemma 18 (Klebelemma). Seien fo: Ay — Y und f1 : Ay — Y stetige Abbildung von
abgeschlossenen (offenen) Teilmengen Ag, A1 des topologischen Raumes X und sei

folaona, = filagna, -

Dann definiert f(x) := fi(z) fir x € A; eine stetige Funktion auf Ao U A;.

Beweis. Fiir abgeschlossenes Z C Y sind die f;l(Z) abgeschlossen in A; und, weil diese
abgeschlossen sind, auch in X. Damit ist f~1(Z) = f; '(Z) U f;*(Z) abgeschlossen in X
also in AgU A;. Die Urbilder abgeschlossener Mengen sind also abgeschlossen, und daher ist
f stetig. Analog mit offenen Mengen. O

3Ein (Gegen)beispiel findet man mit Hilfe des Graphen von sin %
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Definition 19 (Hom&omorphie). Eine bijektive stetige Abbildung mit stetigem Inversen
zwischen topologischen Riumen heifit ein Homdomorphismus. Zwei topologische R&ume
heiflen homdomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homéomorphismus gibt.

Beispiel 20. Die Abbildung = + tan %¢ liefert einen Homdomorphismus des offenen Inter-
valls | — 1, 1] auf R. Gibt es einen Homdomorphismus von | — 1, 1[ auf [-1, +1]? Gibt es einen
Homoomorphismus zwischen diesen beiden Intervallen, wenn man beide mit der diskreten
Topologie versieht?

O

Homo6omorphismen sind die Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Raume.
Zwei homoéomorphe topologische Rdume sind beziiglich ihrer topologischen Eigenschaften
gleich. Eine fundamentale Fragestellung der Topologie ist die ,,Klassifizierung®“ topologischer
Réume: Wann sind zwei solche homdomorph?

Zum Beispiel ist es klar, dass Sphiiren verschiedener Radien im R? (versehen mit der kanoni-
schen Spurtopologie) homdomorph sind, einen Homéomorphismus kénnen Sie leicht explizit
hinschreiben. Die Sphire ist sogar homéomorph zu Ellipsoiden oder zu sehr viel , krumme-
ren“ Flachen:

4

Aber ist die Sphére auch homéomorph zum Torus?

oS

Methoden, mit denen man diese Frage iiber das ,anschauliche Empfinden“ hinaus prézise
entscheiden kann, sind ein Ziel dieser Vorlesung.

Produkte und Quotienten topologischer Riume

Definition 21 (Produktopologie). Sind X und Y topologische Riume, so bilden die
Produkte offener Mengen von X und Y die Subbasis (sogar die Basis) einer Topologie fiir
X x Y, die Produkttopologie genannt wird.

Beispiel 22. Die Produkttopologie von R x R ist die Standardtopologie des R2.



Es ist klar, wie man die Produkttopologie auf endlichen Produkten X; x ... x X, definiert.

Satz 23. Seien X1,...,X, topologische Riume und sei
e I X — X
die Projektion auf den k-ten Faktor. Dann ist
{m ' (U) |1 <k <n und Uy C Xy, offen}

eine Subbasis der Produkttopologie auf 117, X;.

Beweis. Fiir 1 < k < n sei Uy eine offene Mengen aus Xj. Dann ist
Uy x...x U, =7, (U N ..o, YU,
und umgekehrt
7T,€_1(Uk) =X X X1 XU X Xgy1 X ..o X X,
Daher erzeugen beide Mengensysteme dieselbe Topologie. O

Offenbar enthélt die Produkttopologie gerade alle Mengen, die nttig sind, damit die Abbil-
dungen 7y, alle stetig sind, sie ist die grdbste Topologie, d.h. die mit den wenigsten offenen
Mengen, die diese Eigenschaft hat.

Auf dem unendlichen Produkt IT;c; X; kann man die sdmtlichen Produkte der Form IL;c;U;
mit U; offen in X; als Subbasis einer Topologie benutzen. Man entscheidet sich aber dafiir,
als Produkttopologie in diesem Fall wieder die grobste Topologie zu nehmen, in der alle 7
stetig sind: Eine Subbasis bilden die Mengen

N (Uy) = Wi U; Uy = X, fiir i # k.
Mit dieser Definition kann man den folgenden Satz beweisen, der nach Kelley vielleicht

der wichtigste einzelne Satz der (mengentheoretischen) Topologie ist. Lesen Sie dazu auch
Kapitel X, §1 im J&nich.

Satz 24 (Tychonoff). Das Produkt (beliebig vieler) kompakter Riume ist kompakt.

Fiir den Beweis vergleichen Sie irgendein Lehrbuch der mengentheoretischen Topologie. Ich
verzichte hier darauf, weil wir an anderen Richtungen der Topologie interessiert sind.

Definition 25 (Quotiententopologie). Sei X ein topologischer Raum und sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und

7: X = (X/~), x—n(z)=]z]
die kanonische Projektion. Die Menge
{U c (X)~) |7 YU) offen in X}

ist eine Topologie auf X/ ~, die Quotiententopologie. Sie ist die feinste Topologie auf X/ ~,
d.h. die mit den meisten offenen Mengen, beziiglich der die kanonische Projektion stetig ist.

Man stellt sich gern vor, dass X/ ~ aus X hervorgeht, indem man #quivalente Punkte
widentifiziert“. Entsprechend heifit die Quotiententopologie auch Identifizierungstopologie.

Priifen Sie die Eigenschaften einer Topologie fiir die Quotiententopologie nach!
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Beispiel 26. Auf R betrachte man die folgende Aquivalenzrelation:
T~y = zoy=Az

Beschreiben Sie R/ ~ und die Quotiententopologie darauf.

Beispiel 27. Auf R betrachte man die folgende Aquivalenzrelation:
x~y <= (z=y)V|z|=1=y|

Beschreiben Sie R/ ~ und die Quotiententopologie darauf. Zeigen Sie, dass in diesem Fall
die Projektion 7 : R — R/ ~ keine offene Abbildung ist, d.h. nicht alle offenen Mengen in
offene Mengen abbildet.

O

Beispiel 28 (Der reelle projektive Raum). Der reelle projektive Raum P™ ist die Menge
aller Geraden durch 0 im R"*!. Jede solche Gerade trifft die Einheitssphire S™ C R"*! in
einem Antipodenpaar. Deshalb kann man den Projektiven Raum auch verstehen als Quoti-
entenraum der Einheitssphire nach der Aquivalenzrelation

T~y <= x=d=y.

Man kann also definieren
pr=5"{x ~—a}

Die kanonische Projektion von S™ auf P™ ist offenbar 2:1 und surjektiv.

Wir versehen P™ mit der Quotiententopologie. Dann ist 7 stetig und P™ insbesondere weg-
zusammenhéngend und kompakt.

Fiir offenes V' C S™ ist 7~ 1(n(V)) die Vereinigung von V mit dessen Spiegelbild —V am
Ursprung, also offen, und daher ist 7(V') offen, d.h. 7 ist eine offene Abbildung: die Bilder
offener Mengen sind offen.

O

Beispiel 29 (Spiegelungsmodell). Die Abbildung f : P* — End(R™*!) des projektiven
Raumes in den Banachraum der Endomorphismen von R™"*! mit

f(2D(y) = —y + 2(z,y)z fir v € S*
definiert einen Homdomorphismus von P™ auf
{S € End(R"™!) | S* = S und S? = id und Rang(S — id) = n}.
Die Bijektivitét von f auf die Menge der Geradenspiegelungen ist klar, eine Gerade [x] wird

mit der Spiegelung f([x]) an [z] identifiziert. Zu zeigen ist, dass f und f~! stetig sind. Wir
zeigen zunichst die Stetigkeit von f: Fiir , 29 € S™ und y € R™*! ist

1(=y + (z, y)z) = (=y + (2o, y)zo) | = [(z — @0, y)z — (0, y)(z — z0) < 2]z — zo|[|yl|.
Also gilt fiir die Operatornorm

1f([z]) = f([zoD | < 2]z — ol

Daher ist die Abbildung f o : S® — End(R"*!) stetig auf S™. Folgern sie daraus die
Stetigkeit von f.
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Die Stetigkeit von f~1 ist auf direktem Wege nicht so leicht zu zeigen. Der Kern der Schwie-
rigkeiten besteht darin, dass man f~! nicht so leicht zu einer stetigen Funktion auf einer
offenen Teilmenge von End(R"*!) erweitern 1i8t. Aber es gibt eine viel einfacher Losung
des Problems durch den folgenden Satz.

O

Satz 30. Ist f: X — Y stetig und bijektiv und ist X kompakt und Y hausdorffsch, so ist f
ein Homoomorphismus, also f~' stetig.

Beweis. Vergleiche Beispiel 12. Das Urbilder einer abgeschlossenen, also kompakten Menge
A C X unter f~1ist f(A), also kompakt, also abgeschlossen. O

Beispiel 31. Auf [0,27] x [~1, 1] definieren wir eine Aquivalenzrelation: Wir nennen (1, y1)
und (z2, y2) dquivalent, wenn sie gleich sind, oder wenn |z —23| = 27 und y; +y2 = 0 ist. Der
Quotientenraum nach dieser Aquivalenzrelation heit das Mébiusband. Veranschaulichen Sie
sich die Aquivalenzrelation am Einheitsquadrat und finden Sie einen Homéomorphismus des
Mobiusbandes auf eine Teilmenge im R3.

O

15



1.2 Zerlegung der Eins und Erweiterung von Hom6omorphismen

Wir schieben hier einen relativ technischen Abschnitt ein, weil ein bifichen Technik im Um-
gang mit topologischen Begriffen geiibt werden muss, und weil die Zerlegung der Eins eine
wichtige Methode mit vielseitigen Anwendungen in der globalen Analysis und Geometrie ist.
Wir behandeln den C'*°-Fall im R", der fiir den weiteren Gang der Vorlesung, nédmlich fiir
die Mannigfaltigkeiten, wichtig ist. Es gibt eine Variante mit stetigen Funktionen in gewissen
topologischen Réumen. Dariiber mache ich am Ende des Abschnittes noch eine Bemerkung.

Definition 32 (Triger). Der Triger einer Funktion ¢ : X — R auf einem topologischen
Raum X ist definiert als die abgeschlossene Hiille der Menge aller 2 mit f(z) # 0:

supp ¢ := {z € X [¢(x) # 0}.

Lemma 33. Seien B C R”™ eine abgeschlossene Vollkugel. Dann gibt es eine nicht-negative
C*°-Funktion ¢ : R"™ — [0, oo[ mit supp ¢ = B.

Beweis. Die Funktion

e~r  firz > 0,
0 sonst.

ist nach Beispiel 168 der Analysis I eine C*°-Funktion. Ist B = {x | ||x — xo|| < r}, so leistet
deshalb

p(x) == — ||z — o|1?)
das Gewdiinschte. O

Satz 34 (Zerlegung der Eins). Sei (U,)aca eine Familie offener Mengen im R™ und

U= ] Us

a€A
Dann gibt es eine Folge (¢;)jen von C*-Funktionen auf U mit folgenden Eigenschaften:
(i) ¢j: U —[0,1] fiir alle j.

(i1) Jedes x € U hat eine offene Umgebung, auf der alle bis auf endlich viele der ¢,
verschwinden.

(iii) Zu jedem j € N gibt es ein a € A mit
supp ¢; C U,.
Der Tréger supp ¢; ist kompakt.

(iv) Fir jedes © € U ist
> ¢i(z) =1
§=0
Beachten Sie, dass wegen (ii) in der Summe nur endlich viele Term # 0 sind.

Die Folge (¢;) heifit eine zur Uberdeckung (U,,) passende Zerlegung der Eins.
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Beweis. Wir setzen fiir m >0

1

= " " >
K, :={z eR"|d(z,R \U)_erl

Fn{z e R"|||lz]| <m+1}.

Das ist der Durchschnitt einer abgeschlossenen und einer kompakten Menge, also kompakt
und offenbar in U enthalten. Weiter gilt

U Ko = U wnd Ky C Ko
meN

Wir setzen K_; = Ky = (0. Fiir alle m > 0 ist

U\Km—Q = U Uvoé\l(’m—2
a€cA

eine offene Menge, die die kompakte Menge K, \ [O{ m—1 enthélt. Wir betrachten nun alle
offenen Kugeln des R™, deren abgeschlossene Hiille in einer der offenen Mengen U, \ K2

liegen. Sie bilden eine offene Uberdeckung von U \ Kn—2 und damit von K, \ [O( m—1- Also

konnen wir endlich viele dieser Kugeln auswiihlen, die bereits K, \ ]O( m—1 uberdecken. Wir
machen das fiir alle m > 0 und erhalten nach Numerierung eine Folge (V) en von offenen
Kugeln mit folgenden Eigenschaften:

(i) Jedes V; liegt in einem U,.
(ii) Jedes K, trifft nur endlich viele der V] Weil jedes z € U in einem IO{ m liegt, besitzt
es eine Umgebung, die nur endlich viele der Vj trifft.
(iii) Es gilt N N
UVi= U Ea\EKn-1= | Kn =T
m=0

JEN m=0

Wegen (i) nennt man die Uberdeckung (V;)jen von U eine Verfeinerung von (Us)aca, Wegen
(74) nennt man sie lokal endlich.

Waéhlen wir zu jedem Vj eine Funktion p; wie im Lemma 33, so erfiillen diese Funktionen
die Bedingungen (ii) und (iii) des Satzes. Deshalb ist .- pi lokal eine endliche Summe,
also eine C*°-Funktion, die auf U positiv ist. Deshalb definiert

Pj
0 =
DD Ry
eine Funktionenfolge, die auch (i) und (iv) erfiillt. O

Wichtige Anwendungen der Zerlegung der Eins gibt es in der globalen Analysis beim “Zusam-
menstiickeln” lokaler Informationen. Wir machen das an einem Beispiel deutlich. Wichtige
weitere Beispiele bieten die Integration auf Mannigfaltigkeiten und der Satz von Stokes, vgl.
Analysis III, oder der Whitneysche Einbettungssatz, vgl. Guillemin/Pollack.

Beispiel 35. In der Analysis definiert man differenzierbare* Funktionen zun#chst nur auf of-
fenen Teilmengen. Spéter mochte man das verallgemeinern (zum Beispiel fiir differenzierbare
Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten). Man nennt dann eine Funktion f : R®* D M — R
differenzierbar auf der beliebigen Menge M C R™, wenn sie sich lokal differenzierbar auf eine
offene Menge fortsetzen liit: Wenn es zu jedem x € M eine offene Umgebung U, in R™ und
eine differenzierbare Funktion f, : U, — R gibt, fiir die

felmnv, = flunu,
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gilt.

Gibt es dann sogar eine “globale” differenzierbare Fortsetzung, also eine offene Umgebung
U von M und eine differenzierbare Funktion f: U — R mit f|y = f?

Wir wenden den Satz iiber die Zerlegung der Eins an auf die offene Uberdeckung (U, ) von
X :=JU,. Sei (¢;);jen eine passende Zerlegung der Eins und supp ¢; C U,,. Wir definieren
dann

e {1100 v,

0 sonst.

Das ist im allgemeinen auf dem Rand von U, unstetig. Aber weil ¢; auf dem Rand von Uy,
“langst verschwunden ist”, ist ¢; f; : R™ — R differenzierbar. Wegen der lokalen Endlichkeit,
d.h. der Eigenschaft (ii) des Satzes, ist auch

f:zz¢jfj R" =R
§=0

differenzierbar, und fiir x € M C X gilt
Fla) =D 0i@)fi(x) = | D ¢5(@) | f(z) = f(x).
§=0 §=0

O

Beispiel 36. Wir betrachten im R” x R* eine offene Umgebung G von R™ x {0} und wollen

zeigen, dass es dazu eine positive C°-
Funktion € : R® — R gibt, so dass R"

{(z.9) [yl <e(x)} c G

{llyll < (] R"
gilt.

Dazu wihlen wir zu jedem z € R™ eine offene
Umgebung U, in R™ und ein €, > 0, so dass

U, x U, (0) C G.

Wir withlen nun zur Uberdeckung (U,) von R™ eine passende Zerlegung (¢;) der Eins, wihlen
zu jedem j ein x; mit supp ¢; C U, und setzen

0 sonst.

€j(z) = {ijQSj(;v) fir v € Uy,

Weil der Tréger von ¢; in Uy, liegt, ist €; auf ganz R™ eine C*°-Funktion. Es ist positiv,
wo ¢; positiv ist. Weiter hat jeder Punkt € R” eine offene Umgebung, auf der alle bis auf
endlich viele der €; verschwinden. Daher definiert

e(x) := Z €;(z)
3=0

eine positive C*°-Funktion auf ganz R™. Fiir diese gilt (wegen > ¢; = 1)

e(x) = Z €z;05(x) <max{e,, | v € Uy, }.

€j(x)>0

4Statt differenzierbar kann man hier und im folgenden auch C'™ setzen.
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Also ist {x} x Ug(y)(0) C G fiir alle .
O

Beispiel 37 (C°°-Urysohn-Lemma). Seien A, B C R™ disjunkte abgeschlossene Mengen.
Dann gibt es eine C*°-Funktion ¢ : R™ — [0,1] mit ¢|4 =1 und ¢|p = 0.

Beweis als Ubungsaufgabe.

O

Hier will ich noch eine weitere Anwendung des Satzes iiber die Zerlegung der Eins geben,
um ein Lemma zu beweisen, welches einerseits eine interessante Frage der elementaren men-
gentheoretischen Topologie behandelt, andrerseits fiir uns spéter sehr wichtig sein wird, vgl.
Satz 121. Wir benutzen dabei nur die Tatsache, dass (¢; *(]0,00[)ien und die (supp ¢;)ien

2

offene bzw. abgeschlossene lokal endliche Verfeinerungen sind, die Summe der ¢; interessiert
hier nicht.

Lemma 38 (Erweiterung eines Homdomorphismus). Seien X ein topologischer Raum
und f : X — Y C R" ein lokaler Homoomorphismus auf eine Teilmenge Y des R™. Sei
Z C X eine Teilmenge, die durch f homdomorph auf f(Z) abgebildet wird. Dann gibt es
eine offene Umgebung G von Z in X, die durch f homdéomorph auf f(G) abgebildet wird.

Beweis. Sei g := (f|z)~!.

1. Schritt: Wir zeigen zuniichst: Es gibt eine Uberdeckung (U.)zez von Z mit in X offenen
Mengen U, so dass fiir alle z € Z gilt:

f2 = flu. ist ein Homéomorphismus auf eine offene Menge V, C Y. (4)
I ensz) = glvingz)- (5)

Beweis. Zu z € Z gibt es eine offene Umgebung U in X, auf der f ein Homtomorphismus
ist. Wegen der Stetigkeit von g gibt es eine offene Umgebung V' von f(z) in Y, so dass

gVNf(Z)cunz

Setze
V.:=VNfU) und U :=(flo) " (Va).

Istye V.Nf(Z),soist g(y) € UNZ und f(g(y)) =y, also (f|v) " (y) = g(y). Daraus folgt
Gleichung (5).

2. Schritt: Seien die U wie im ersten Schritt. Dann ist (V. = f(U.)), , eine offene Uberdeckung
von f(Z). Wir wihle dazu eine passende Zerlegung (¢;);en der Eins und setzen

W := ¢ (10, 00]).
Wir wéhlen weiter zu jedem j ein z; € Z mit
W; =supp¢; C Vs,

und setzen

Vj = sza Uj = fﬁl(‘/j)v fj = f|Uj-
Dann ist (W) eine lokal endliche Uberdeckung von f(Z) und

fi:U; =V
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ein Homoéomorphismus mit
7 vins@) = dlvingz)-

Wir setzen

W= Jw;
JEN
und R -
Wi={yeW|Vi;yeW;nW; = [y =f"')}
Offenbar ist f(Z) C W. Wir behaupten, dass W sogar eine offene Umgebung von f (Z)
enthilt.

Beweis. Sei y € f(Z). Dann gibt es dazu eine Umgebung H, C W, fiir die
J={j|HynW; #0}.

endlich ist. Wegen der Endlichkeit ist [J;, J,y(;szWj abgeschlossen und das Komplement
dieser Menge in H, eine offene Umgebung von y. Also kénne wir o.E. annehmen, dass

y € ﬂ w;.
jeJ
Dann ist (wegen der Endlichkeit von J) e V; eine offene Umgebung von y, und deshalb
o.E.
HyC (V.
jeJ

Weil y € f(Z) ist fj_l(y) = g(y) =: z fiir alle j € J und deshalb x € U, fiir alle j € J. Weil
flu, injektiv ist, bildet f die offene Umgebung e U; injektiv auf eine offene Umgebung

AU cNrun=NV
JjeJ jeJ jeJ
von y ab. Ist § € Hy N f((;c;Uj), so gilt fiir alle i, € J
FUT @) =a=F(7H@),
und daraus folgt f; () = fj_l(gj). Also ist Hy N f((;¢; Uj) eine offene Umgebung von y in
W,
3. Schritt: Schluss des Beweises.
Sei also H C W eine offene Umgebung von f (Z). Durch
gly) = [ () fiwy eWin H

erhélt man Abbildung § : H — X. Nach dem Klebelemma 18 ist § stetig und nach Kon-
struktion ein lokaler Homéomorphismus. Daher ist G := §(H) eine offene Umgebung von Z.
SchlieBlich gilt fiir alle y € H und = = §(y) € G

foily)=fofi(y) =y,
goflx)=4g(y) ==
Damit ist § ein stetiges Inverses von f|q. O

Bemerkung: Parakompakte Riume. Wir sind mit der Zerlegung der Eins gewisser-
maflen in eine andere Kategorie gerutscht: Statt tiber stetige Funktionen auf topologischen

20



Réumen reden wir iiber C'*°-Funktionen auf R™. Das ist ein Schritt in Richtung Differen-
tialtopologie, gerechtfertigt durch die Anwendungen, die wir im Auge haben. Aber auch in
allgemeineren topologischen Rdumen spielt die Zerlegung der Eins mit stetigen Funktionen
¢; eine wichtige Rolle. Zum Beispiel ist das (stetige) Urysohn-Lemma dort ein wichtiges
Ergebnis. Zur Konstruktion einer stetigen Zerlegung der Eins ist es wichtig, zu einer gegebe-
nen offenen Uberdeckung, eine lokal endliche Verfeinerung zu haben. Topologische Riume,
in denen jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Verfeinerung besitzt, nennt man para-
kompakt. Die Parakompaktheit ist tatséchlich d&quivalent zur Existenz einer (nicht notwendig
abz#hlbaren) Zerlegung der Eins mit stetigen Funktionen und den Eigenschaften des Satzes.

Beispiel 39. Die Mengen N hat ein Topologie
T={0}Uu{G CN|0eG}.

Priifen Sie, dass das eine Topologie ist. Jede nicht-leere offene Teilmenge enthélt also die 0.
Die offene Uberdeckung (U,, = {0,n})nen ist nicht lokal endlich, denn jede Umgebung von
1 trifft alle U,,. Sie besitzt auch keine lokal endliche Verfeinerung, weil sie gar keine echte
Verfeinerung besitzt. Also ist (N,7") nicht parakompakt.

O
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2 Uberlagerungen und die Fundamentalgruppe

’ In diesem Abschnitt sollen topologische Rdume immer hausdorffsch sein. ‘

2.1 Uberlagerung, Hochhebung und Homotopie

Definition 40 (ﬁb_erlagerung). Eine stetige Abbildung 7 : Y — X von topologischen
Raumen heifit eine Uberlagerung, wenn

jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U

besitzt, so dass 7~ 1(U) die disjunkte Vereini-

gung offener Mengen ist, deren jede durch 7
homoomorph auf U abgebildet wird. Wir nen- Y
nen U dann eine schlicht tiberdeckte Umgebung

von .

Kann man U = X wihlen, so heifit die
Uberdeckung trivial.

Der Raum X heifit die Basis und Y der To-

talraum der Uberlagerung. 7= ({x}) heifit die U -x
Faser iiber x. Sie ist eine diskrete Teilmenge
von Y und wird auch mit Y, bezeichnet.

Die Michtigkeit der Faser #Y, heifit die Blitterzahl der Uberlagerung iiber z. Sie ist lokal
konstant. Ist sie global konstant und endlich vom Wert k£ € N, so heifit 7 : ¥ — X eine
k-blattrige Uberlagerung.

Sind"7r1 : Y7 — X und 7y : Y5 — X Uberlagerungen, so heifit ¢ : Y1 — Y3 ein Isomorphismus
der Uberlagerungen, wenn ¢ ein Homéomorphismus und 7 o ¢ = 77 ist.

Beispiele 41. Die folgenden Abbildungen sind Uberlagerungen

(i) m: R — St ¢t e = cost+isint.
(i) exp: C — C\ {0}, 2 s €.

(i) 7: C\ {0} — C\ {0}, 2 — 2.

)

(iv) Die kanonische Projektion 7 : S™ — P™, vgl.

ot i
Beispiel 28. 1
D

O

Bemerkung. Eine Uberlagerung 7 : Y — X ist ein lokaler Homdomorphismus: Jeder Punkt
y € Y besitzt eine offene Umgebung, die durch 7 homdomorph auf eine offene Umgebung
von 7(y) abgebildet wird. Aber ein lokaler Homéomorphismus ist im allgemeinen noch keine
Uberlagerung. Finden Sie dafiir ein Beispiel.

Beispiel 42. Eine R-bilineare Abbildung
R" xR" — R", (2,y) — 2y

heifit eine Multiplikation und R™ zusammen mit einer solchen Multiplikation eine n-dimen-
sionale (reelle) Algebra. Ist xy = 0 nur fiir £ = 0 oder y=0, so heifit die Algebra eine
Divisionsalgebra. Beispiele liefern R und R? = C mit den iiblichen Multiplikationen. Der R*
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besitzt eine Divisionsalgebra-Struktur, die nicht mehr kommutativ, aber noch assoziativ ist,
genannt die Algebra H der Quaternionen. Auch auf dem R® kennt man eine Divisionsalgebra-
Struktur, die allerdings nicht einmal mehr assoziativ ist (Cayleysche Oktaven). Und das sind
tatséichlich alle reellen Divisionsalgebren. Bis heute gibt es fiir diese Tatsache keinen rein
algebraischen Beweis, man braucht Methoden aus der algebraischen Topologie!® Vergleichen
Sie Beispiel 53.

Wir wollen die Quaternionen kurz einfithren, um damit eine Uberlagerung S® — SO(3) der
Gruppe der speziellen orthogonalen Transformationen des R? zu beschreiben.

Wir bezeichnen die Einheitsvektoren des R* mit 1,1, j, k. Die Quaternionenmultiplikation
R* x R* — R* ist dann die reell-bilineare Abbildung mit
ij=k=-ji,jk=i=-kj, ki=j=—-ik
iZ=j2=k*=-1.
Wir definieren eine R-lineare Konjugation « — z wie im Komplexen durch
T=1i=—ij=—j k=K,
Bezeichnet ||z|| := /zZ die iibliche Norm des R*, so ist

lzyll = [l lyll.

Fiir
ge S ={zeH|lz|| =1}
ist daher die Abbildung
m(q) : H — H,z — qzq

eine orthogonale Transformation des Euklidischen R*, die den R® := Spann(i, j, k) in sich
iiberfiihrt. Also

7:8% = S0O(3).
Es ist leicht zu zeigen, dass 7~ Y(7m(q)) = {q, —q}, aber es ist nicht so einfach, direkt nachzu-
weisen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Wir verschieben das auf spéter, vgl. Beispiel 132.

Die Quaternionenmultiplikation liefert fiir S® eine Gruppenstruktur, und S° mit dieser
Struktur heift auch die Spingruppe Spin(3). Die Abbildung = ist ein Gruppenhomomor-
phismus (Spindarstellung).

Bemerkung. Jedes g € S? lift sich schreiben als

— COS — v SIn —
q 2 2

mit o € R und einem Einheitsvektor v € R? = Spann(i, j, k). Dann ist m(g) die Drehung um
den Winkel o mit der Achse v. Damit ist die Quaternionen-Beschreibung der Drehgruppe
SO(3) viel einfacher als die Matrix-Beschreibung]!

O

Definition 43 (Hochhebung). Seien 7 : Y — X
eine Uberlagerung und f : Z — X eine stetige Y

Abbildung. Eine stetige Abbildung f: Z — Y heif3t f y L

eine Hochhebung oder ein Lift von f, wenn wo f = f T

ist. 7 b%
f

5Vgl. Kapitel 10 des sehr schénen Buches Zahlen, Grundwissen Mathematik 1, Springer-Verlag 1983, ed.
H.-D. Ebbinghaus et al.
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Lemma 44 (Eindeutigkeitslemma). Seien 7 : Y — X eine Uberlagerung, Z zusam-
menhingend und fi1, fo : Z — Y Hochhebungen der stetigen Abbildung f : Z — X. Gilt

fl(zo) = f~2(20) fiir ein zy € Z, so folgt fi = f.

Beweis. Weil die f; stetig sind, ist

G={2€Z|fi(z) = fa(2)} C Z

abgeschlossen.®

Sei z € G und sei U eine schlicht iiberdeckte Umgebung von f (z). Dann gibt es also eine
Umgebung U von fi(z) = f2(2), die durch 7 := 7|5 homdomorph auf U abgebildet wird.
Die Menge f;*(U) N f5 *(U) ist eine offene Umgebung von z, auf der

- 1 - . -
f1=7TU O7T0°f1=7TU of=r

gilt. Damit ist G auch offen, also G = Z. O

Satz 45 (Hochhebung von Wegen). Sei 7w :Y — X eine Uberlagerung und sei
v:la b - X

ein Weg in X. Sei y, € Y mit w(y,) = v(a). Dann gibt es genau eine Hochhebung
v :la,b] =Y

von v mit ¥(a) = Ya.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem letzten Lemma.

Ist U C X eine schlicht iiberdeckte offene Menge, I C v~ !(U) ein Intervall, to € I und
Yo € Y mit w(yog) = v(to), so gibt es offenbar genau ein stetiges ¥ : I — Y mit J(¢o) = yo.

Nach dem Lemma von Lebesgue gibt es eine endliche Zerlegung

a=ty<ti1 <...<t,=0b,

6An dieser Stelle benutzen wir die Hausdorff-Eigenschaft von Y.

24



so dass y([tj—1,t;]) fiir jedes j in einer schlicht tiberdeckten offenen Menge U C X liegt. Ist
7 :[a,t;] = Y eine Hochhebung von v mit 4(a) = y, und t; < b, so sei so sei

Vi ltjtin] =Y

die Hochhebung mit 7/(t;) = 4(t;). Das liefert eine stetige Fortsetzung von 7 auf [a,t;41].
In endlich vielen Schritten erhélt man so die gewiinschte Hochhebung auf [a, b]. O

Das nachfolgende Beispiel ist im weiteren
Gang der Vorlesung von einiger Wichtig-
keit. Zum besseren Verstdndnis studieren Sie
zunéchst die nebenstehende Visualisierung der
doppelten Uberlagerung

w: St — 81 el s e%i?,

Beispiel 46.

Die  Abbildung zeigt eine dreifache
Uberlagerung der Acht-Figur X. Betrachten

Sie in der Acht den im Kreuzungspunkt

beginnenden Weg, der nacheinander die Y
rechte und linke Schleife im positiven Sinne

und danach die rechte und linke Schleife im

negativen Sinne durchliuft.” Heben Sie den

Weg beginnend mit dem untersten der drei

Faserpunkte iiber dem Kreuzungspunkt hoch. X
Wo endet die Hochhebung?

%@@ REW

Beispiel 47 (Umlaufzahl). Wir betrachten die Uberlagerung
C—-C\{0}, =z~ e~
Sei
v : [a,b) — C\ {0}
ein Weg. Wir wahlen p, + i¢, € C mit

ePaei®s = ~(a).

Das ist moglich. p, = In|vy(a)| ist eindeutig, ¢, eindeutig modulo 27. Nach dem Satz gibt
es genau einen Weg
p+ig:[a,b] — C,

so dass
p(a) = Pa; ¢(a) = ¢q,

und fiir alle ¢ ‘ .
A(t) = ePOFio(t) _ |7(t)|e“i’(t).

Man hat also eine Darstellung von v in Polarkoordinaten mit stetiger(!) Winkelfunktion.

Ist v geschlossen, also v(a) = 7(b), so folgt e'?(®) = () also

d(b) — p(a) = 2rm,m € Z.

"Den Weg bezeichnet man suggestiv auch mit aba=1b~1.
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Die Zahl m ist unabhéngig von der Wahl von p, + i¢, (warum?) und heifit die Umlaufzahl
von v um 0.

Definieren Sie die Umlaufzahl W (v, zo) eines geschlossenen Weges v : [a,b] — C um einen
Punkt zg € C\ v([a, b]).

O

Beispiel 48 (Satz von Borsuk/Ulam (n = 1)). Sei~ : [0,27] — C\ {0} ein geschlossener
Weg mit

y(r+1t)=—y() fir 0 <t <m.

Die Kurve ist also symmetrisch zum Ur-
sprung.

Sei y(t) = |y(t)[e’*® mit stetigem 6.
Dann ist t — ¢(7 +t) — ¢(7) auf [0, 7]
ebenfalls stetig,

und wegen der Symmetrievoraussetzung ist ¢(m + t) — ¢(t) ein ungerades Vielfaches von ,
das wegen der Stetigkeit nicht von ¢ abhéngt: Es gibt ein m € Z mit

o(m+t) — od(t) =7+ 2mm fiir alle 0 < ¢ < 7.
Es folgt
6(27) — 6(0) = B(2m) — $(r) + B(m) — (0) = 27 + dm.

Dabher ist
W(v,0) = 2m + 1 ungerade.

Bemerkung: Geschlossene Wege. Sei o : [a,b] — S, t — =

Ist 4 : S! — X eine stetige Abbildung, so

ist v := oo : [a,b] — X ein geschlossener

Weg. Umgekehrt gibt es zu jedem geschlosse-

nen Weg v : [a,b] — X eine eindeutig be- Y
stimmte stetige Abbildung 7 : S' — X mit

oo =1.

Deshalb kann man die Umlaufzahl W (v, zo)

auch fiir stetige Abbildungen GI

v: 8 — C\ {20} a b

definieren.
Beispiel 49. Der Satz von Borsuk-Ulam lautet in dieser Version dann so:

Ist v : S — R2\ {0} stetig mit
(=) = —y(x) fir alle z € S*,
so ist W(+,0) ungerade.
O

Definition 50 (Homotopie). (i) Eine Homotopie zwischen zwei stetigen Abbildungen
fo, f1: X — Y ist eine stetige Abbildung

H:Xx[0,1]—Y
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mit
H(.,0)=fy, H(.,1)=f1.

Zwei Abbildungen fo, f1 : X — Y heiflen homotop,wenn es zwischen ihnen eine Ho-
motopie gibt. Notation:

fo~ fi1.

(ii) Zwei Wege 1,72 : [a,b] — Y mit 1 (a) = vy2(a) und 1 (b) = ~2(b) heiflen homotop mit
festen Endpunkten, wenn es eine Homotopie H wie oben gibt, so dass

H(a,7) =~1(a) und H(b,7) = ~v1(b) fiir alle 7 € [0, 1].

H

1 /_$

0
a b

(iii) Haufig haben wir es mit geschlossenen Wegen zu tun, die wir auch Schleifen nen-
nen wollen. Ist v(a) = ~v(b) = yo, so nennen wir v eine Schleife in yg. Fiir Schleifen
betrachten wir eingeschrinktere Homotopiebegriffe:

a) Zwei Schleifen o, : [a,0] — Y heien frei homotop, wenn es zwischen ihnen
eine Homotopie H gibt, bei der H(a,7) = H(b,7) fiir alle 7 gilt, d.h. bei der
alle H(., ) geschlossene Wege sind. Das ist dquivalent dazu, dass die zugehorigen
Abbildungen 7o, : S* — Y homotop sind.

b) Zwei Schleifen vp,7; in yo heilen homotop (mit festem Anfangspunkt), wenn es
zwischen ihnen eine Homotopie H gibt, bei der H(a,7) = H(b,7) = yo fur alle 7
gilt.

Zeigen Sie, dass jeder der oben definierten vier Homotopiebegriffe eine Aquivalenzrelation
definiert.

Beispiel 51. Je zwei stetige Abbildungen fy, f1 : X — R™ sind homotop: Definiere

H(z,7):=(1—7)fo(x) + 7f1(x).

Wenn man aber den R™ zum Beispiel ersetzt durch R™\ {0}, so dndert sich das, weil im All-
gemeinen das Bild von H nicht den Nullpunkt auslafit. Konkret ist die Inklusionsabbildung
S1 < R?\ {0} nicht homotop zu einer konstanten Abbildung S' — R?\ {0}. Anschaulich
ist das klar, aber wie beweist man das?

O

Beispiel 52. Sei f: S™ — X stetig. Wir betrachten S™ als Teilmenge der Vollkugel D!

oder als “Aquator” der Sphére S™*1. Besitzt
f eine stetige Fortsetzung F auf D"*! oder s
8"+l 50 ist f homotop zu einer konstanten
Abbildung. Eine solche Homotopie wird im
zweiten Fall gegeben durch

H(z,7):=F((1—-1)x,/1—|(1—71)z]).
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Beispiel 53. Sei v : S — S™ ein tangentiales Einheitsvektorfeld auf der Sphéare S™, d.h.
es gelte (z,v(z)) = 0 fur alle z € S™. Die Abbildung

H(z,T) := cos(nt)x + sin(n7)v(z)

definiert dann eine Homotopie H : S™ x [0,1] — S™ zwischen H(.,0) = id und der Antipo-
denabbildung H(.,1) : z — —z.

Zwei Beispiele fiir Einheitstangentialfelder:
o Ist n = 2m — 1 ungerade, so hat man S™ C R?>™ = C™, und die Multiplikation mit der
komplexen Einheit ¢, also die Abbildung
T+ 4T = (—T2, 1, —T2m; T2m—1)
ist ein Einheitstangentialfeld.

e Hat man auf dem R" eine bilineare Multiplikation wie im Beispiel 42, fiir die wie bei den
Quaternionen oder komplexen Zahlen||zy| = ||z ||y|| gilt und der erste Einheitsvektor
e1 als neutrales Element operiert, so ist die Multiplikation mit einem Einheitsvektor
x eine orthogonale Abbildung, und deshalb ist

T — esr
ein Einheitstangentialfeld. Man nennet eine Multiplikation mit diesen Eigenschaften
auch eine orthogonale Multiplikation.

Auf den Einheitssphéren in gerad-dimensionalen Rdumen und in Rdumen mit orthogonaler

Multiplikation ist die Identitéit also homotop zur Antipodenabbildung.

Wir werden spéter zeigen, dass sie es auf gerad-dimensionalen Sphéren nicht ist. Das beweist,
dass es auf solchen Sphiiren also kein stetiges tangentiales Einheitsvektorfeld gibt (Igelsatz)
und damit auf dem R?™*+! keine orthogonale Multiplikation.

O

Satz 54 (Hochhebung von Homotopien). Sei w : Y — X eine Uberlagerung und sei
H :[a,b] x [0,1] — X eine Homotopie zwischen den Wegen vo = H(.,0) und y1 = H(.,1).
Sei 7 : [a,b] = Y eine Hochhebung von 7.

Dann gibt es genau eine Hochhebung H : [a,b] x [0,1] — Y von H mit H(.,0) = 7.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 45 zeigt man, dass man das Rechteck [a, b] x [0, 1] achsen-
parallel in endlich viele kleine abgeschlossene Rechtecke zerlegen kann, deren jedes von H
in eine schlicht {iberdeckte offene Menge abgebildet wird. Dann 148t sich also H auf jedem
dieser Rechtecke mit beliebig vorgegebenem Anfangswert eindeutig hochheben. Beginnend
mit den durch 4 gegebenen Anfangswerten hebt man H dann ,zeilenweise“ auf einem der
kleinen Rechtecke nach dem anderen.
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O

Korollar 55 (Monodromielemma). Seien vp,71 : [a,b] — X zwei Wege im Basisraum
X einer Uberlagerung m : Y — X, die zueinander homotop mit festen Endpunkten sind.
Dann haben die Hochhebungen von ~g und 1 mit demselben Anfangspunkt auch denselben
Endpunkt.

Ist insbesondere der geschlossene Weg v homotop zu einem konstanten Weg (nullhomotop
nennt man das auch), so ist jede Hochhebung von ~ wieder ein (ebenfalls nullhomotoper)
geschlossener Weg.

Beweis. Ist H : [a,b] x [0,1] — Y die Hochhebung einer Homotopie H von vy = H(.,0) zu
1 = H(.,1), so ist 7+ H(b,7) eine Hochhebung des konstanten Weges 7 +— H (b, 7), nach
dem Eindeutigkeitssatz also konstant. Deshalb ist H(b,0) = H (b, 1). O

Beispiel 56. Der Weg aba~'b~! aus Beispiel 46 in der Acht X ist nicht nullhomotop.
O

Als Anwendung von Satz 54 zeigen wir, dass die Umlaufzahl eines geschlossenen Weges in
R? eine ,,Homotopieinvariante® ist.

Satz 57. (i) Seizp € C und seienyy und 1 in C\ {20} geschlossene Wege, die in C\ {20}
frei homotop sind. Dann haben sie um zy dieselbe Umlaufzahl:

W (0, 20) = W (71, 20)-

(ii) Ist~ : [a,b] — C ein geschlossener Weg, und liegen zy und 2z, in derselben Zusammen-
hangskomponente von C\ v([a,b]), so gilt

W(’Ya ZO) - W(77 Zl)'

Beweis. Wir beweisen beide Teile gleichzeitig, indem wir gleichzeitig den geschlossenen Weg
Yo und den Punkt zy bewegen, wobei die beiden stets disjunkt bleiben. Beachten Sie, dass
fiir offene Mengen im R"™ Zusammenhang und Wegzusammenhang dquivalent sind. Sei also

H :la,b] x[0,1] = C

eine Homotopie von 7o nach 1 und z(¢) : [0,1] — C ein Weg von zy nach z1, so dass fiir alle
tund T

H(t,T) # z(7).
Die Homotopie
H'(t,7):=H(t,7) — 2(7) : [a,b] x [0,1] — C\ {0}
hat in der Uberlagerung exp : C — C\ {0} eine Hochhebung
H'(t,7) = |H'(t, 7)),
und

W35 25) = 5= (6(6,) — 6(a )

Weil ¢ aber stetig und ¢(b, 7) = ¢(a,7) mod 2r fiir alle 7 € [0, 1], ist die Differenzfunktion
konstant:

¢(b> O) - (b(aa O) = ¢(b7 1) - ¢(a7 1)'

Wi&hlt man entweder z(7) oder H(.,7) unabhéngig von 7, so erhélt man (i) bzw. (ii). O
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Korollar 58. Zwei geschlossene Wege in C\ {0} sind genau dann in C\ {0} homotop zu-
einander, wenn sie dieselbe Umlaufzahl um 0 haben.

Beweis. Zu (= ). Nach dem Satz haben homotope Wege dieselbe Umlaufzahl.

Zu («<). Sei andrerseits 7 : [a,b] — C\ {0} ein geschlossener Weg mit Umlaufzahl n € Z

und y(t) = |y(t)[e**®) mit stetigem ¢ : [a,b] — R. Dann ist also ¢(b) — $(a) = 27n. Setze
t—a t—a

010) = {4 (600) ~6la)) = 2mng

und definiere _
H(t7) = 32(0) = (7 + (1= D)y (1)) (07904700

Das ist eine Homotopie von vy = v durch geschlossene Wege in C\ {0} in den Weg

Y1 (t) := ()

Dieser Weg ist aber unabhéngig von <, némlich der harmonisch parametrisierte n-fach
(iurchlaufene Einheitskreis. Weil Homotopie eine Aquivalenzrelation ist, folgt daraus die
Aquivalenz von je zwei geschlossenen Wegen mit derselben Umlaufzahl. O

Beispiel 59. Wir benutzen nun die Umlaufzahl zu einem Beweis fiir den Fundamentalsatz
der Algebra:

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat eine Nullstelle.

Mit Polynomdivision und Induktion findet man dann, dass die Anzahl der Nullstellen eines
Polynoms vom Grade n > 0 genau n ist.

Zu zeigen ist also die Existenz einer Nullstelle fiir das Polynom
p(z) = apz" + a1z + ...+ a,, n>0,a0#0.

Offenbar diirfen wir annehmen, dass ag = 1 ist. Fiir z # 0 schreiben wir

a a
p(z):Zn'FalZnil-’-+anzzn(1+§+ﬁ)
—

=:q(2)
Fiir |z = R > 1 ist
(e < 2ol
und wenn wir R hinreichend grof3 wihlen, ist das < 1. Dann definiert aber
H(t,7) = (Re")" (14 (1 — 7)g(Re"))
eine Homotopie von H (t,0) = p(Re') nach H(t,1) = R"e™! in C\ {0}. Also gilt
W(p(Re™),0) = n.
Hatte p keine Nullstelle, so wére andrerseits

H'(t,7) :=p((1—T)Re")

eine Homotopie von p(Re®) in C\ {0} in einen konstanten Weg p(0) und die Umlaufzahl
= 0. Widerspruch!

O
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Beispiel 60. Hat man eine stetige Abbildung f : S? — R? mit f(z) # f(—=) fiir alle z, so
definiert

9(x) == f(z) — f(-=)
eine Abbildung g : S? — C\ {0} und die Einschriinkung auf S' C S? eine Abbildung
v : 5% > 8t — C\ {0}, die nach Beispiel 52 homotop ist zu einer konstanten Abbildung.
Daher ist W(~y,0) = 0. Andrerseits ist
V(=) = —y(2),

und nach dem Satz von Borsuk/Ulam ist W (v, 0) ungerade. Also hat jede stetige Abbildung
f: 5% — R? einen Punkt z mit f(z) = f(—z).

“Auf der Erde gibt es immer ein Antipodenpaar mit gleichem Luftdruck und gleicher Tem-
peratur.”

O
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2.2 Die Fundamentalgruppe

Definition 61. Seien 71,72 : [0,1] — X zwei Wege in einem topologischen Raum mit
v2(0) = 1 (1). Dann definiert man die Hintereinanderschaltung

1172 : [0,1] — X

durch
71(2t) fir 0 < ¢ < 3,

(2t —1) fir i <t<1.

1172(t) = {

Beachten Sie die Notation: Erst kommt «; und dann 7, im Gegensatz zur Komposition von
Abbildungen.

Im folgenden betrachten wir punktierte topologische Riume (X, ), d.h. topologische Rdume
X mit einem ausgezeichneten Punkt x¢p € X.® Eine stetige Abbildung f : (Y, v0) — (X, x¢)
ist eine stetige Abbildung f: Y — X mit f(yo) = 0.

Satz 62 (und Definition: Fundamentalgruppe). Sei (X, xz) ein punktierter topologi-
scher Raum.

(i) Wir betrachten die Menge der Schleifen in xq
v :[0,1] = X mit v(0) = (1) = =o.

Wir betrachten zwei Elemente darin als dqui})alent, wenn sie homotop mit festem An-
fangspunkt sind, vgl. die Definition 50. Die Aquivalenzklasse von v bezeichnen wir mit
[v] und die Menge der Homotopieklassen mit

7T1(X,l‘0).

(i) Durch [v1][v2] := [n72] wird auf m (X, x0) die Struktur einer Gruppe definiert. Sie
heifst die Fundamentalgruppe oder erste Homotopiegruppe von (X, xg).

Beweis. Zu (i1). Wir miissen zeigen

e Das Produkt ist wohldefiniert: Die Definition von [v1][72] ist unabhéngig von der Wahl
der Représentanten.

e Die Multiplikation ist assoziativ.

e Der konstante Weg vom Wert xg ist ein neutrales Element der Multiplikation, das wir
auch mit 1 bezeichnen.

e Der riickwirts durchlaufene Weg v =1 : ¢ — ~(1 — t) reprisentiert ein Inverses von [v].

Wohldefiniertheit. Fiir : = 1,2 sei
H;:[0,1] x[0,1] = X
eine Homotopie von ~; = H;(.,0) nach 4; = H;(.,1) mit H;(0,7) = xo = H;(1,7) fiir alle 7.

Wir definieren
H:[0,1] x[0,1] = X

8In anderem Zusammenhang versteht man unter einem punktierten Raum einen, aus dem ein Punkt
herausgenommen ist. Das ist ein anderes Konzept.
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durch

,T) =
Hy(2t —1,7) fir § <t<1

Auf der abgeschlossenen Menge {3} x [0, 1] stimmen die beiden Definitionen iiberein, deshalb
ist H nach dem Klebelemma 18 stetig. Und offenbar liefert es eine Homotopie zwischen 7179
und 7172 mit festen Endpunkten.

Assoziativitit. Gegeben seien drei Schleifen in xg 71, 72,3 Dann ist

71(2t) fiir 0 <t < 4,
Y1 (7273)(t) = § y2(4t —2) fiir § <t <3,
v3(4t —3) fiir 3 <t <1
und
71 (4) fiir 0 <t < %,
(172)73(t) = { y2(4t — 1) fir 3+ <t <L
v3(2t —1) fiir § <t <1
Die Abbildung
v (2(1 +7)t) fir0<t<i-7,
H(t,7) = pM4t—(2-7)) firj-2<t<3-1T
(D 1) fir d - T <<
liefert eine Homotopie mit festen Endpunkten zwischen diesen.
Die Behauptungen iiber Einselement und Inverses konnen Sie selbst beweisen. O

Bemerkung. Geschlossene Wege kann man sich natiirlich auch vorstellen als Abbildungen

von S', etwa mit der Bedingung v(1,0) = xq. Aber die Definition der Verkniipfung wird
dann léstiger.

Beispiel 63. Nach Korollar 58 liefert

[v] = W(v,0)

einen Isomorphismus

m (C\{0},1) ¢ Z.
Mit demselben Argument folgt
71'1(517 1) = 7.
O

Beispiel 64. Im Beispiel 46 haben wir in 7 (Acht, Kreuzungspunkt) ein Produkt mit
aba=1b~! # 1 gefunden. Also ist 7 (Acht, Kreuzungspunkt) nicht abelsch.

O
Beispiel 65. Fiir jedes g € R" ist
Wl(Rn,l’o) = {1}

Offenbar kann man nimlich jede Schleife in xp im R™ mit festem Anfangspunkt in den
konstanten Weg mit Wert zy homotopieren.

O
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Definition 66 (Einfach zusammenhingend). Ein wegzusammenhingender topologi-
scher Raum heifit einfach zusammenhdingend, wenn in ihm jede Schleife homotop zu einem
konstanten Weg ist, d.h. wenn 71 (X, x¢) fiir jeden Punkt zg € X trivial ist.”

Satz 67 (Unabhingigkeit vom Basispunkt). Sei X wegzusammenhingend und seien
xo, 71 € X. Sei o : [0,1] — X ein Weg von g nach x1 und o~1(t) := o(1 —t) der rickwirts
durchlaufene Weq. Dann definiert die Abbildung

G: [ o™ 0]

einen Isomorphismus

G :m (X, x0) = T (X, z1).
Die Fundamentalgruppen eines wegzusammenhingenden Raumes (fiir andere betrachtet man
die Fundamentalgruppe eigentlich nie) beziiglich verschiedener Basispunkte sind isomorph.
Man spricht deshalb oft einfach von der Fundamentalgruppe von X.

Beweis. Selbst. O

Satz 68 (und Definition). Sei f: (X,z9) — (Y,yo0) stetig. Dann induziert
Y= foy
einen Gruppenhomomorphismus
[t mi(X,@o) = m1(Y, yo).

Es gilt (f 0 g)x = f« 0 g« und id, = id.

Beweis. Selbst. O

Korollar 69. Homdéomorphe Riume haben isomorphe Fundamentalgruppen. Genauer in-
duziert ein Homéomorphismus f : (X, z9) — (Y,y0) einen Isomorphismus f. : m (X, z) —
m1 (Y, o).

Beispiel 70. C und C\ {0} sind nicht zueinander homéomorph.
O

Beispiel 71. Wir betrachten eine Schleife v : [0,1] — X in S™ mit n > 1. Nehmen
wir an, dass ihr Bild nicht die gesamt Sphére iiberdeckt, dass es also einen Punkt z €
S™\v([0,1]) gibt, so liefert die stereographische Projektion von diesem Punkt aus einen
Homdoomorphismus von S™\ {z} auf den R™. Diesen kénnen wir benutzen, um eine Homo-
topie von 7 mit festem Anfangspunkt in S™\ {z}, also erst recht in S™, zu einem konstanten
Weg zu konstruieren. Wir behaupten nun:

Jede Schleife in S™ ist homotop mit festem Anfangspunkt zu einer Schleife, die
nur aus endlich vielen Grolkreisbogen besteht und deshalb die Sphére nicht ganz
ausfiillt.

9Die Terminologie ist nicht ganz einheitlich: Bei uns impliziert einfach zusammenhingend auch den
Wegzusammenhang und damit den Zusammenhang.
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Wenn wir das gezeigt haben folgt, dass S™ fiir n > 1 einfach zusammenhéngend ist:

| m1(S",20) = (1} fiirn > 1.

Wir betrachten also v als stetige Abbildung in R"*1. Die Abbildung ist dann gleichméBig
stetig, und deshalb gibt es eine Zerlegung

0=ty <t <...<t, =1

mit
H’)/(t) — W(tifl)H <1 firallete [tifl,ti].

Das Wegstiick 7|y, , ] liegt also in einer offfenen Halbsphére mit Pol ~(¢;—1). Fiir ¢ in
diesem Intervall definieren wir die Sehne von ~(¢;—1) nach «(¢;) durch

t—1t;1

B(t) :==~(ti-1) + o——

(v(ti) = y(ti-1)),
und setzen

() £ 8
HET) = 000 + 780

Das ist eine Homotopie mit der gewiinschten Eigenschaft.

ti—1 <t <t

Satz 72. Seien fy, f1: (X, z0) — (Y, y0) homotop mit einer Homotopie H : X x [0,1] = Y.
Sei o(t) := H(xo,t). Dann induziert o einen Isomorphismus & : 71 (Y, y0) — m1(Y,y0), vgl.
Satz 67, und es gilt

(fo)x = 00 (f1)s 1 m(X,20) — T1(Y,v0)-

Ist insbesondere H(xo,T) = yo fir alle T, so ist o konstant und

(fo)s = (f1)s : T (X, 20) — m1(Y, %0)-

Beweis. Sei «y eine Schleife in zq. Setze o,(t) := H(zg,7t) und 4, := H(y,7). Dann ist
09,01 ein Weg von yo nach yo, und diese Abbildung liefert eine Homotopie von c¢o0g !
nach 015107 ! mit festem Anfangspunkt H(xo,0) = yo. Aus

[00%005 ] = [Fo] = (fo)«([7])

und
[o1i07 ] =60 (f1)«([7)-
folgt daher die Behauptung. O

Definition 73. (i) Zwei topologische Rdume X und Y heiflen homotopiedquivalent, wenn
es stetige Abbildungen f: X — Y und g : Y — X gibt, so dass

gOfNidX und ngNIdy
Die Abbildung f heifit dann eine Homotopiedqgivalenz zwischen X und Y.

(ii) Ein Teilraum X von Y mit Inklusionsabbildung ¢ : X < Y heifit ein Deformationsre-
trakt von Y, wenn es eine stetige Abbildung (eine Deformationsretraktion) r: Y — X
gibt, so dass i or ~ idy und r o i = idx. Eine Deformationsretraktion ist also eine
spezielle Homotopiedquivalenz.
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Aus Satz 72 folgt

Satz 74. Ist f: X — Y eine Homotopiedquivalenz und xg € X, so ist
ferm(X,m0) = 71 (Y, 90)

ein Isomorphismus.

Bemerkung. Mit der Fundamentalgruppe haben wir eine sogenannte algebraische Invari-
ante fiir den Homomorphietyp eines wegzusammenhéngenden topologischen Raumes gefun-
den: Zwei Rdume mit verschiedener Fundamentalgruppe sind nicht homéomorph. Die Gleich-
heit der Fundamentalgruppen andrerseits besagt natiirlich nicht, dass die Rdume homoo-
morph sind, dafiir finden Sie leicht Beispiele. Anders wird es, wenn man zusitzliche Voraus-
setzungen macht: So ist jede einfach zusammenhéngende kompakte (unberandete) Fliche
homomorph zur 2-Sphire S2. Dass auch jede kompakte einfach zusammenhiingende 3-
Mannigfaltigkeit homéomorph zu S? ist, ist der Inhalt der sogenannten Poincaré-Vermutung,
die zu den sieben Millionen-Dollar-Milleniumsproblemen der Clay-Stiftung gehort und ver-
mutlich gerade gelost worden ist.

Beispiel 75. Der R? und der R? sind im Sinne der linearen Algebra nicht zueinander iso-
morph, weil sie verschiedene Dimensionen haben. Sie sind auch nicht zueinander diffeomorph,
weil das Differential eines Diffeomorphismus einen Isomorphismus liefern wiirde. Aber sind
sie vielleicht zueinander homéomorph? Wenn es einen Homéomorphismus gébe, dann auch
einen zwischen R?\ {0} und R3\ {0} (warum?). Aber diese Riiume enthalten S und S? als
Deformationsretrakte. Eine Deformationsretraktion wird gegeben durch die radiale Projekti-
on auf die Sphére. Die Sphéren S* und $? haben aber nicht-isomorphe Fundamentalgruppen.
Also ist die Antwort “Nein”: R? und R? sind nicht zueinander hom6omorph.

Um diese Frage allgemein fiir R™ und R™ zu untersuchen braucht man Hilfsmittel (zum
Beispiel hohere Homotopigruppen), die wir noch nicht haben.

O

Beispiel 76. Die Acht X aus Beispiel 46 betrachten wir als Teilmenge von Y := C\ {—1,+1}.
Die in der Figur skizzierten Abbildung r ist eine Deformationsretraktion.

NIy

Die Abbildung (1 — 7)i o r + 7idy liefert eine Homotopie von ¢ o r nach idy. Also ist

WI(C\{_L+1}70) = 7r1(*X’O) %Wl(C\{O},l))fEZ.

nicht abelsch

Insbesondere sind C\ {0} und C\ {—1,+1} nicht homdomorph zueinander.
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Satz 77 (und Definition: Charakteristische Untergruppe). Sei 7 : (Y,y0) — (X, 7o)
eine Uberlagerung. Dann ist

Tt 11 (Y, y0) — mi (X, 2o)
injektiv. Das Bild dieser Abbildung
H(Yv yO) = 7T*(7T1(Y, yO)) cm (Xv xO)

heift die charakteristische Untergruppe der Uberlagerunyg.

Beweis. Sei 4 eine Schleife in yo. Dann gilt 7.([¥]) = 1 genau dann, wenn 7o % in (X, z)
homotop zum konstanten Weg ist. Eine solche Homotopie 148t sich aber hochheben, und
folglich ist auch 4 homotop zum konstanten Weg, d.h. [§] = 1. O

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Monodromielemmas 55: Mit festen End-
punkten homotope Wege haben Hochhebungen mit gleichen Endpunkten, aber die Voraus-
setzung der Homotopie lédsst sich abschwéchen.

Satz 78. Sei mw: (Y,y0) — (X,xz0) eine Uberlagerung. Seien ~o,v1 : [0,1] — X zwei Wege
von xg nach x1 und seien 79,71 Hochhebungen mit

70(0) = yo = 71(0).

Dann gilt

genau dann, wenn

o1 ~'] € H(Y, o).

Beweis. Zu (=). Tst 7(0) = yo = 71(0), so ist o9, ' definiert und es folgt 7o (J09; ') =
Yomi !, also
o ™1 = (G0 ') € H(Y, o)

Zu (<). Tst [yoy; '] € H(Y,yo), so gibt es einen in gy geschlossenen Weg 7 in Y mit

) B ~o(20) 0(2t) fir 0 <t < 4,
t) = t=9 _ = 1
mo(t) =om {71 N2t —1) n@—-2t) firj<e<1

Also ist f?(%) eine Hochhebung von ~y mit Anfangspunkt yo. Aus der Eindeutigkeit der
Hochhebung folgt 5(%) = 50(¢) und F0(1) = 5(3).

Ebenso ist (1 — %) eine Hochhebung von

t

moy(1— 5) = (1),

mit Anfangspunkt §(1) = yo, also 7(1 — £) = 71 (¢), und es folgt % (1) = ¥(3) = Jo(1). O
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Seien 7 : (Y, yg) — (X, z0) eine Uberlagerung und f : (Z, 29) — (X, zo) stetig. Wenn es eine
Hochhebung f: (Z,29) — (Y, yo0) gibt, ist f = 7o f und daher
fe(m(Z, 20)) € H(Y, 0)- (6)

Wir wollen zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist. Das gelingt aber nicht ohne
gewisse zusétzliche Voraussetzungen. Wege lassen sich hochheben, und wir wollen das be-
nutzen, um “ganz Z” hochzuheben. Sei z € Z. Wir definieren f(z) wie folgt: Wir withlen
einen Weg o von zg nach z, heben f oo mit Anfangspunkt yo hoch und definieren f (2) als

den Endpunkt fS/o—( 1) dieser Hochhebung. Das macht aber nur Sinn, wenn es wirklich einen
Weg von zy nach z gibt: Wir setzen voraus, dass

7 wegzusammenhéangend
ist.
Dann miissen wir zeigen, dass die Definition unabhéngig von der Wahl von o ist. dass also
fiir op und o7 von zp nach z gilt f o og(1l) = f ooy(1). Nach Satz 78 ist das erfiillt, wenn

H(Y,y0) 3 [(foo1)(foo2)™!] = filorooy ],

und durch die Bedingung (6) wird das gerade garantiert. Damit konnen wir also eine Hoch-
hebung f konstruieren. Bleibt noch zu zeigen, dass f stetig ist.Dazu wahlen wir um z eine
Umgebung U, so dass f(U) in einer schlicht iiberdeckten Umgebung V' von f(z) liegt. Sei 1%
eine Umgebung von f (2), die durch m homdomorph auf V' abgebildet wird. Verbindet man
z' € U mit z durch einen Weg 7: [0,1] — U in U, so ist o7 ein Weg von zg nach z’ und wir

erhalten R

F&) = (@ly) T f(Z)-
Also ist f in z stetig.? Dieses Argument setzt voraus, dass es in U eine vielleicht kleinere
Umgebung U’ von z gibt in der jedes 2z’ mit z durch einen Weg verbindbar ist, d.h. dass

Z lokal wegzusammenhéngend
ist. Genau bedeutet das:

Definition 79. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdingend, wenn jede
Umgebung eines Punktes eine wegzusammenhingende Umgebung des Punktes enthélt.

Fiir viele Rdume, zum Beispiel fiir Mannigfaltigkeiten ist das erfiillt, aber nicht fiir alle:

Beispiel 80. Sei Z die Vereinigung aller Parallelen zur z-Achse des R? mit rationaler y-
Komponente versehen mit der von R? induzierten Topologie. Dann ist keine Umgebung eines
Punktes von Z zusammenhingend. Vereinigt man Z mit der y-Achse, so erhélt man eine
zusammenhéngenden Raum, der aber ebenfalls nicht lokal-wegzusammenhéngend ist.

O

Ist 7 : Y — X eine Uberlagerung, so ist ¥ natiirlich lokal wegzusammenhiingend, wenn X
diese Eigenschaft hat, weil 7 ein lokaler Hom6omorphismus ist.

Wir haben nun den folgenden Satz bewiesen:

Satz 81 (Hochhebung von Abbildungen). Sei m: (Y,y) — (X, o) eine Uberlagerung,
sei (Z, z) ein punktierter wegzusammenhingender und lokal wegzusammenhingender Raum
und sei f: (Z,z0) — (X, x0) stetig. Dann gibt es eine Hochhebung

f : (Zv ZO) - (Y7 yO)

genau dann, wenn
f* (7T1 (Za ZO)) - H(Y7 yO)
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Korollar 82 (Isomorphiekriterium). Seien p; : (Yi,y;) — (X,x0) fir i = 1,2 zwei
Uberlagerungen. X,Y, und Ys seien zusammenhingend und lokal wegzusammenhingend.
Dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : (Y1,y1) — (Ya,y2) von Uberlagerungen mit Basis-
punkt genau dann, wenn die charakteristischen Untergruppen gleich sind.

Beweis. Ist ¢ : (Y1,y1) — (Ya,y2) ein Isomorphismus, so gilt

H<Y17y1) = (pl)*(ﬂ-1<Y1’yl)) = (pz)*(¢*(7r1(Y1,y1))) = H(YVQ’:UQ)'

=m2(Y2,y2)
Sind umgekehrt die charakteristischen Untergruppen
gleich, so 148t sich nach dem Hochhebungskriterium
die Abbildung P
Y p— Y
p1: (Y1,y1) — (X, 20) ! <~_ 2
P2
hochheben zu
1\ /D2
p1: (Y, y1) — (Y2, 92), X

und entsprechend findet man eine Hochhebung po.

Dann ist ps o p; eine Hochhebung von p; mit p3 o p1(y1) = y1. Daher ist ps o p; = idy, und
entsprechend fiir die umgekehrte Komposition: p; und p, sind zueinander inverse Isomor-
phismen. O

Korollar 83. Einfach zusammenhdingende lokal wegzusammenhingende Rdume haben nur
triviale Uberlagerungen.

Beweis. Seien Y — X eine solche Uberlagerung und z¢ € X. Weil 7 (X, z0) = {1}, gibt
es nach dem Hochhebungssatz zu jedem y € 7! ({zo}) eine Hochhebung ¢, : X — Y von
id: X — X mit ¢y(x¢) = y. Dann ist aber

¢: X x 7 ({zo}) = Y, (2,9) = dy(@)

ein Isomorphismus. Weil 7= ({z¢}) die diskrete Topologie trigt, ist ¢ nimlich ein lokaler
Homoomorphismus, und wir miissen nur zeigen, dass er injektiv und surjektiv ist.

o Injektivitéit: Aus ¢(x1,y1) = ¢(x2,y2) folgt durch Anwenden von 7, dass x1 = x3, also
¢y, (1) = ¢y, (x1). Dann sind die beiden Hochhebungen ¢,, und ¢,, von idx aber
gleich, und insbesondere gilt

Y1 = $1(x0) = P2(x0) = Y.

e Surjektivitiit: Sei § € YV, & = 7(g), und ¢ : X — Y die Hochhebung von idx mit
Anfangswert ¢(Z) = g. Aus der Eindeutigkeit der Hochhebung folgt dann

Y = Oy(a0)

und daher ¢y (5,)(Z) = ¥(Z) = 7.
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2.3 Gruppenoperationen und Decktransformationen

Definition 84. Seien Y ein topologischer Raum und G eine Gruppe.

(i) Eine Operation, Aktion oder Wirkung von G auf Y ist eine Abbildung
GXY =Y, (gy)—g-y
mit folgenden Eigenschaften:

g-(h-y)=(gh) yfir alle g,h € Gund y €Y,
1-y =y fiir das neutrale Element 1 € G uns alle y € Y,

y — g -y ist fiir jedes g € G ein HomGomorphismus von Y auf sich.

Mit anderen Worten ist g — ¢ - ... ein Homomorphismus von G in die Gruppe der
Homdomorphismen von Y. Man nennt das Paar (Y, G) oder kurz Y, wenn die Opera-
tion klar ist, einen G-Raum.

(i) Ist (Y, G) ein G-Raum, so nennt man

Gy:={g-ylgeG}

den Orbit oder die Bahn von y unter der Gruppenoperation. , Auf demselben Orbit*
definiert eine Aquivalenzrelation auf Y, und der Restklassenraum X = Y/G heifit der
Orbitraum der Operation.

Beispiele 85.

’ G \ Y \ Operation \ Orbitraum ‘
Z R (n,z) —x+n St
SO(n) R™ (A, z) — Az [0, 00
Zo ={-1,+1} Sn (£1,2) — 2 pP"
W, C (w, z) — wz C
W, C\{0} | (w,z)+— wz C\ {0}

In den letzten Zeilen bezeichne W, := {w € C|w™ = 1} die Gruppe der n-ten Einheitwur-
zeln. Der Orbitraum wird in diesem Fall reprasentiert durch einen Winkelbereich

. 2
{ré?j0< o< )

mit der Identifikation r ~ re¢i, und das ist homdomorph zu C bzw. C\ {0}.

O

Ein G-Raum hat eine kanonische Projektion auf den Orbitraum 7 : Y — X. Wir mdchten
wissen, wann das eine Uberlagerung ist. Dazu definieren wir

Definition 86. Eine Gruppenoperation G X Y — Y heiflt schlicht oder eigentlich diskonti-
nuierlich, wenn es zu jedem Punkt y € Y eine offene Umgebung V' gibt, so dass gilt

g#h = ¢g-VNh-V =0 fir alle g, h € G.

Die Operationen im Beispiel 85 sind abwechselnd schlicht bzw. nicht schlicht.
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Satz 87 (und Definition). Ist G XY — Y eine schlichte Gruppenoperation, so ist die
kanonische Projektion m:Y — X = Y/G eine Uberlagerung. Uberlagerungen, die auf diese
Weise entstehen, nennt man auch G-Uberlagerungen.

Beweis. Fiir beliebiges offenes V' C Y ist

) =gV

geG

offen in Y. Also ist 7 eine offene Abbildung. Seinuny € Y und z := n(y) = {g-y| g € G} der
Orbit von y. Wir wahlen eine offene Umgebung V' von y wie in der vorstehenden Definition
und setzen U := 7(V). Dann ist 7~ (U) die Vereinigung der offenen Menge g- V', und wegen
der Schlichtheit sind diese Mengen paarweise disjunkt.

Es bleibt zu zeigen, dass 7|4y : g -V — U fiir jedes g € G ein Homéomorphismus ist. Nach
Definition ist 7 stetig und nach Wahl von V' injektiv: Sind y1,y2 € g+ V und 7(y1) = 7(y2),
so gibt es h € G mit

h-yp = ya .
—_ X~
c(hg)V  €gV

Also ist h = 1. Weil 7 offen ist, ist schlieBlich auch (r|g.v) ™! stetig. O

Beispiel 88. Sei G die Gruppe von Homéomorphismen der Ebene, welche erzeugt wird von
den beiden Abbildungen

o (z,y) —(x+1,y),
B:(z,y) —(—z,y+1).

Man rechnet nach, dass a3 = Ba~'. Daher ist jedes Element der Gruppe von der Form
akﬁl : (l'7y) = ((_1)lm + kvy + l)

Ist
||ak/6l(xay) - (xay)H <1

folgt offenbar [ = 0 und dann k = 0, also o*3' = id = 1. Damit operiert die Gruppe schlicht
auf R2. Jeder Orbit enthilt ein (x,y) € [0, 1]?, und in diesem Quadrat liegen nur die Punkte

der Form
(0,y) und (1,y)

oder
(z,0) und (1 —x,1)

auf demselben Orbit. Der Orbitraum “ist” al-
so das Quadrat mit diesen Identifizierungen.
Er heifit die Kleinsche Flasche. Ein Modell
(mit Selbstdurchdringungen) dafiir stammt
von Thomas Banchoff.

Beachten Sie: Die Abbildung Z x Z — G, (k,l) — o¥ 3" ist eine Bijektion, aber kein Grup-
penhomomorphismus. Insbesondere ist G nicht abelsch!

O
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Definition 89 (Decktransformationen). Eine Decktransformation einer Uberlagerung
m:Y — X ist ein Homoéomorphismus ¢ : Y — Y mit 7o ¢ = 7, d.h. einer, der die Fasern
der Uberlagerung erhélt. Die Decktransformationen bilden eine Untergruppe Aut(Y/X) der
Gruppe aller Homéomorphismen von Y, die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung.
Die Decktransformationsgruppe operiert immer schlicht auf Y (Beweis?).

Beachten Sie: Zwei Decktransformationen einer zusammenhingenden Uberlagerung
™ (Y,y0) — (X, 20)

sind nach dem Eindeutigkeitslemma 44 gleich, wenn sie in einem Punkt iibereinstimmen.
Insbesondere ist also die Abbildung

Aut(Y/X) — Yo, ¢ é(yo)

injektiv. Die Ordnung der Decktransformationsgruppe ist hochstens so grofl wie die Méachtigkeit
der Faser.

Satz 90. Fine Uber'l.agerung m: (Y,yo) — (X,x0) mit zusammenhdingendem X und Y ist
genau dann eine G-Uberlagerung, wenn die Abbildung

Aut(Y/X) = Yo, ¢ ¢(yo)

surjektiv ist. In diesem Fall ist
G = Aut(Y/X).

Beweis. Ist die Uberlagerung eine G-Uberlagerung, so sind die Abbildungen y — g -y
Decktransformationen und

Yoo ={g9-wlg € G}
Also ist die Abbildung surjektiv.
Ist umgekehrt die Abbildung auf die Faser surjektiv, so setzt man G := Aut(Y/X). Zei-

gen Sie: Die Abbildung Y/G — X,Gy — 7(y) ist stetig, bijektiv und offen, also ein
Homdoomorphismus von Y/G auf X. O

Durch das Hochheben geschlossener Wege erhélt man eine Abbildung der Faser iiber dem
Anfangspunkt in sich, und nach dem Monodromielemma liefern homotope Wege dieselbe
Abbildung. Wir wollen das (unter gewissen Voraussetzungen) ausbauen zu einer Operation
der Fundamentalgruppe von X auf Y durch Decktransformationen.

Sei also 7 : (Y,y0) — (X, x0) eine Uberlagerung.
Fiir [y] € m(X,20) und z € Y

e wihlen wir einen Weg & : [0,1] — YV 0G)
von yo nach z, (also miissen wir Y als
wegzusammenhéingend voraussetzen) 5

e setzen o =moo " (7)
e und definieren ¢(z) := ¢[,(2) als den =

Endpunkt der Hochhebung von o mit 7
Anfangspunkt .

Ist das wohldefiniert? Sei 7 ein anderer Weg von yg nach z und 7 := 7 o 7. Dann haben
die Hochhebungen von o und 7 mit Anfangspunkt yg nach Satz 78 denselben Endpunkt,
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wenn
o(yr)™ = hller M~ € H(Y.y0).
Beachten Sie, dass 77! eine Schleife in yy und deshalb
o7 = [ro (677 1)) € H(Y, )

ist.

Eine Untergruppe H C G einer Gruppe G heifit ein Normalteiler, wenn
gHg™ ' =H (8)
fir alle g € G. Das ist dquivalent zu der Bedingung, dass die Multiplikation in
G eine Gruppenstruktur auf der Restklassenmenge
G/H ={gH|g € G}
induziert.

Ist H eine beliebige Untergruppe, so bildet die Menge Ny aller g, fiir die (8)
gilt, eine Untergruppe von G, den sogenannten Normalisator von H. Also ist H
genau dann normal, wenn Ny = G.

Unsere provisorische Definiton von ¢ : ¥ — Y funktioniert also, falls [y] im Normalisator
der charakteristischen Untergruppe H (Y,y0) liegt, insbesondere also, wenn H(Y,yo) ein
Normalteiler in 71 (X, zq) ist.

Definition 91. Eine Uberlagerung 7 : (Y, yo) — (X, o) heifit reguldr, falls H(Y,yo) ein
Normalteiler in 71 (X, zq) ist.

Wir untersuchen die Abbildung Ng(y,y,) 2 [7] — ¢}, genauer. Zunéchst zeigt man wie im
Beweis von Satz 81, dass ¢ stetig ist, falls X lokal wegzusammenhéngend ist. Weiter kann
man zeigen, wir verzichten aber darauf, dass die Abbildung

NH(Y,yo) — Aut(Y/X)
ein Gruppenhomomorphismus ist. Was sind Kern und Bild dieser Abbildung? Es gilt
o =idy <= ¢}1(¥0) =%
< [l eH w)

Der Kern ist also die charakteristische Untergruppe H (Y, yp). Ist weiter ¢ € Aut(Y/X) vor-
gegeben (und Y wegzusammenhéngend), so wihle einen Weg 4 von yo nach ¢(yp). Offenbar
ist dann

(b[wo’y} = ¢

Damit haben wir bewiesen:

Satz 92. Seiw: (Y,y0) — (X, x0) eine Uberlagerung mit zusammenhingendem Y und lokal
wegzusammenhdngendem X . Dann induziert die Vorschrift (7) einen kanonischen Gruppen-
isomorphismus

Ni(yo)/H(Y, y0) = Aut(Y/X).
Ist die Uberlagerung regulir, so hat man also
m1(X,20)/H(Y.y0) = Aut(Y/X).
Ist insbesondere Y einfach zusammenhingend, so ist die Uberlagerung requlir und

71'1(X, zo) = Aut(Y/X)
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Noch einmal: Die in (7) beschriebene Konstruktion liefert eine Operation der Fundamen-
talgruppe als Gruppe von Decktransformationen auf dem Totalraum Y der Uberlagerung,
wenn diese reguldr ist. Sonst operieren nur manche Homotopieklassen, ndmlich die im Nor-
malisator der charakteristischen Untergruppe. Ist Y einfach zusammenéngend, so ist die
Uberlagerung (natiirlich) regulir und die Fundamentalgruppe von X ist die Decktransfor-
mationsgruppe.

Als Anwendung berechnen wir einige Fundamentalgruppen.

Beispiel 93. Die Uberlagerung S™ — P™ ist eine zweiblittrige Uberlagerung und die Deck-
transformationsgruppe ist Zy = {id, —id}. Fiir n > 1 ist S™ einfach zusammenhingend
(und natiirlich zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend). Daher ist (fiir beliebi-
ges xg € P™)

7T1(Pn,1‘0)gZQ (n>1)

Geben Sie einen Reprisentanten fiir die nicht triviale Homotopieklasse an.

O
Beispiel 94. Auf R? operiert Z? schlicht vermége
(m,n), (z,y) — (x+m,y+n).
Der Quotientenraum T := R?/Z? ist der zweidimensionale Torus, und Z? ist die Deck-

transformationsgruppe der zugehorigen Uberlagerung R? — Z2. Weil R? einfach zusam-
menhéngend ist, ist fiir jeden Punkt zg € T

7T1(T, IQ) = ZQ.

O

Beispiel 95. Nach Beispiel 88 ist die Fundamentalgruppe der Kleinschen Flasche die Grup-
pe der Transformationen

des R?, eine Gruppe mit zwei Erzeugenden «, 8 und der Relation o8 = fa~!.

O

Reguliire Uberlagerungen sind angenehm, weil man dann nicht wissen muss, was ein Norma-
lisator ist. Aber die Definition ist natiirlich schwierig. Eine geometrischere Charakterisierung
liefert der

Satz 96 (Kriterium fiir regulire I"Jberlagerungen). Eine Uberlagerung
T (Y,y0) — (X, 20)

mit zusammenhdngendem Y und lokal wegzusammenhdngendem X ist genau dann reguldr,
wenn Aut(Y/X) auf der Faser transitiv operiert, d.h. wenn

{¢(y0) | ¢ € AU-t<Y/X)} = Y-

Beweis. Selbst. O
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Beispiel 97. Die Uberlagerung aus Beispiel 46 ist nicht regulir. Eine Decktransformation,
die den unteren Kreuzungspunkt in den mittleren abbildet, miisste die untere rechte Schlei-
fe der Uberlagerung in eine Schleife aus dem mittleren Kreuzungspunkt abbilden, deren
Projektion einfach geschlossen ist. Eine solche gibt es aber nicht.

O
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2.4 Klassifikation von Uberlagerungen

Wir untersuchen nun die Frage, ,wieviele® Uberlagerungen ein zusammenhingender und
lokal wegzusammenhingender Raum X besitzt. Wir wissen schon (Korollar 82), dass Uber-
lagerungen mit derselben charakteristischen Untergruppe isomorph sind. Also kénnen wir
préziser fragen, welche Untergruppen der Fundamentalgruppe von X als charakteristische
Untergruppen auftreten. Insbesondere ist es nach dem letzten Satz und den anschlieflen-
den Beispielen eine interessante Frage, ob es immer Uberlagerungen mit einfach zusam-
menhéngendem Totalraum Y, also mit charakteristischer Untergruppe {1} gibt, und wir
beginnen mit dieser Frage. Es ist nach dem Isomorphiekriterium klar, dass je zwei solche
isomorph sind. Wie steht es mit der Existenz?

Gegeben sei also (X, z) mit anstindigem X. Wenn es eine Uberlagerung 7 : (Y, 50) —
(X, zp) mit einfach zusammenhingendem Y gibt, erhalten wir y € Y, als Endpunkt der
Hochhebung von ¢ = 7 o & mit Anfangspunkt yg, wobei & ein Weg von yo nach y ist.
Zwei Wege 0q, 01 von zy zum selben Punkt z liefern mit gleichem Anfangspunkt hochgeho-
ben genau dann denselben Endpunkt, wenn [ooo 1] in der charakteristischen Untergruppe
liegt, die aber wegen des einfachen Zusammenhangs trivial ist. Also erhilt man denselben
Endpunkt genau dann, wenn die Schleife ogo; U mit festem Anfangspunkt homotop zum
konstanten Weg z ist.

Wenn man also eine einfach zusammenhéngende Uberlagerung Y von X konstruieren will,
ist es ein verniinftiger Ansatz zu definieren

Y :={lo]|o:]0,1] - X,0(0) = o}
7Y =X, [o]—0o(1)

Dabei ist die Aquivalenzrelation o ~ o1 gegeben durch
00(1) = 01(1) und opo; " mit festem Anfangspunkt homotop zum konstanten Weg.

Wir miissen Y mit einer Topologie versehen, mit der 7 eine Uberlagerung und Y einfach zu-
sammenhéngend wird. Die Idee fiir die Definition liegt auf der Hand: Eine offene Umgebung
von [o] sollte gebildet werden durch

U == {lo7]|7:[0,1] = U,7(0) = o(1)},
wobei U eine offene Umgebung von (1) sein soll. Beachten Sie, dass
[(007)(017) "] = [o077 o1 '] = [0007 ],

und deshalb
oo =lo1] = Uloy) = Upoy-

Man nennt V' C Y offen, wenn es zu jedem [o] € V ein U mit Uy,j C V gibt und priift nach,
dass das wirklich eine Topologie fiir Y definiert, in der 7 stetig ist.

Wir versuchen nun zu zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist. Die Idee ist wieder klar: Wenn
man U hinreichend klein wahlt, sollte

w:lor]—or(l) =7(1)

die Menge U,) hombomorph auf U abbilden. Die Projektion ist surjektiv, wenn U wegzu-
sammenhéngend ist, und wir verlangen deshalb, dass X lokal wegzusammenhéngend ist.
Damit W\UW injektiv ist, muss gelten

70(1) =n1(1) = [o7m] =[o7(1)].
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Wegen (070)(079) ™" = omom; ‘o~ geniigt es, wenn 7o7; © mit festem Anfangspunkt o(1)

homotop zur Konstanten ist. Gibt es um jeden Punkt in X solche Umgebungen? Die meisten
Beispiele X, die einem einfallen, sind lokal einfach zusammenhéngend: In jeder Umgebung
eines Punktes findet man eine einfach zusammenhéingende Umgebung dieses Punktes. Die
leistet dann das Gewdiinschte.

Aber einerseits ist das nicht fiir alle topologischen Riume der Fall, andrerseits ist das auch
etwas mehr als wir bendtigen: die Homotopie muss sich ndmlich nicht unbedingt in U ab-
spielen, nur Anfangs- und Endweg sind in U vorausgesetzt. Man nennt einen topologischen
Raum X semi-lokal einfach zusammenhdngend, wenn gilt: Jeder Punkt x € X besitzt eine
offene Umgebung U, so dass jeder in U enthaltene geschlossene Weg in X nullhomotop mit
festem Anfangs- und Endpunkt ist. Das ist genau die Bedingung, die wir bendtigen, und
eine solche Umgebung U ist dann von 7 schlicht iiberdeckt. Dafiir ist noch die Stetigkeit der
Umkehrabbildung zu zeigen. Tu das, lieber Leser!

Damit ist dann gezeigt:

Satz 98 (Existenz der universellen Uberlagerung). Jeder zusammenhingende, lo-
kal wegzusammenhdngende und semi-lokal einfach zusammenhdngende topologische Raum
X besitzt eine Uberlagerung mit einfach zusammenhingendem Totalraum. Diese ist (durch
ihre charakteristische Untergruppe) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte und heifit die
universelle Uberlagerung von X . Sie wird hiufig mit 7 : X — X bezeichnet.

Beispiele 99.

e Die kanonische Projektion R — S* ist die universelle Uberlagerung von S*.
e Die universellen Uberlagerungen von P" und vom Torus 72 haben wir oben betrachtet.
e Beispiel 42 liefert die universelle Uberlagerung S% — SO(3). Also ist

m1(SO(3),id) = Zos.

e Durch ein Induktionsargument kann man daraus folgern, dass 71 (SO(n),id) & Z, fiir
alle n > 2. Weil die Hochhebung in die universelle Uberlagerung aber eine Bijektion
71(X,20) — Yy, induziert, folgt umgekehrt, dass die universelle Uberlagerung von
SO(n) fiir alle n > 2 zweibléttrig ist. Der Totalraum wird mit Spin(n) bezeichnet.
Die Gruppenstruktur von SO(n) lisst sich zu einer Gruppenstruktur von Spin(n)
hochheben.

O

Es stellt sich nun heraus, dass wir die zu Eingang dieses Abschnittes gestellte Frage, wie-
viele Uberlagerungen von X es gibt, damit schon erledigt haben: Alle Untergruppen von
71 (X, o) kommen vor. Zu einer Untergruppe H C m(X,zo) kann man sich ndmlich aus

der universellen Uberlagerung auf folgende Weise eine Uberlagerung  : (Y,yo) — (X, z0)
mit H als charakteristischer Untergruppe konstruieren:

Mit 71 (X, 20) operiert auch H als Untergruppe von Aut(X/X) auf X und wir haben eine
Uberlagerung (X, %) — (X/H, Hig) =: (Y,yo). Ein Punkt in Y ist eine Restklasse HZ,
und weil alle Punkte & - Z in dieser Restklasse denselben Fufipunkt (Z) haben, kann man
eine Abbildung

7Y =X, Hiw— ()

definieren. Dann ist 7 stetig (Definition der Quotiententopologie) und man zeigt dass jede
von ) schlicht iiberdeckte offene Menge in X auch von 7 schlicht iiberdeckt wird (selbst, vgl.
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Tutorium). Also erhilt man eine Uberlagerung 7 : (Y, yo) — (X, x0). Was ist ihre charak-
teristische Untergruppe? Eine Schleife v in z( liegt in einer Homotopieklasse von H (Y, yo)
genau dann, wenn ihre Hochhebung in (Y,y) geschlossen ist, d.h. genau dann, wenn der
Endpunkt ihrer Hochhebung in ()~( ,Zo) in HZg liegt, d.h. wenn + in einer Homotopieklasse
von H liegt. Also ist H(Y,yo) = H.

Ist eine Uberlagerung 7 : (Y,50) — (X, o) vorgegeben und fithrt man die vorstehende
Konstruktion fiir H = H(Y,y,) durch, so haben (X/H, HZ,) und (Y,yo) also dieselbe
charakteristische Untergruppe und sind deshalb isomorph. Der Isomorphismus ist eindeutig
bestimmt, wenn man verlangt, dass er Hxg in yo iiberfithrt. Identifiziert man ()~( JH, HZ)
und (Y, yo) mit diesem Isomorphismus, so erhélt man also eine Kette

(X/H,Hio) — (Y,y0) — (X, o)

von Uberlagerungen. In diesem Sinne versteht man den

Satz 100 (Universalitit der universellen I"Jberlagerung)_.' Die wuniverselle
Uberlagerung von (X, xo) tberlagert jede andere zusammenhdingende Uberlagerung dieses
Raumes.

Dieselben Argumente zeigen: Ist (Z, z9) — (X, zo) eine weitere Uberlagerung und gilt fiir die
charakteristischen Untegruppen H(Z, z9) C H(Y,yo), so erhélt man auf kanonische Weise
eine Kette ~

(X/H, Hi‘o) — (Z, Zo) — (Yv, yo) — (X,LZ‘Q).

Damit erhalten wir:

Satz 101 (Klassifikation von Uberlagerungen). Sei (X, z¢) ein zusammenhingender,
lokal wegzusammenhdingender und semi-lokal einfach zusammenhdngender punktierter
Raum. Ordnet man jeder zusammenhingenden Uberlagerung m : (Y,y0) — (X, xo) ihre
charakteristische Untergruppe zu, so induziert das eine Bijektion H wvon der Menge der
Isomorphicklassen zusammenhdingender Uberlagerungen von (X, xq) auf die Menge der Un-
tergruppen von 71(X, o).

Einer Uberlagerung (Ya,y2) — (Y1,y1) entspricht dabei eine Inklusion H(Yy,y2) C H(Y1,y1)
der charakteristischen Gruppen. Die Umkehrung H™' erhdlt man, indem man eine Un-
tergruppe H C m1(X,z0) als Gruppe von Decktransformationen auf der universellen
Uberlagerung X wirken lisst und ihr die Isomorphieklasse der ,Quotienteniiberlagerung®
X/H — X zuordnet.

Regulire Uberlagerungen entsprechen Normalteilern der Fundamentalgruppe.

Diesen Satz kann man fast wortlich in den sogenannten Hauptsatz der Galoistheorie {iber
endliche Korpererweiterungen iibersetzen. Dem Raum (X, zg) entspricht eine Kérperer-
weiterung. Den Uberlagerungen von X entsprechen die Zwischenkdrper dieser Korpererweite-
rung und die Decktransformationen den Automorphismen der Koérpererweiterung. Regulére
Uberlagerungen entsprechen sogenannten galoisschen Zwischenkérpern.

Uber die Bedeutung der Uberlagerungstheorie fiir die Mathematik lesen Sie Kapitel IX,§8
im Jénich.
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3

Mannigfaltigkeiten

Wir wenden uns nun der Differentialtopologie zu, der Topologie mit Methoden der Analysis.
Dabei schrinkt man sich zwangsldufig ein auf Mannigfaltigkeiten statt beliebiger topologi-
scher Rédume und auf (beliebig oft) differenzierbare Abbildungen statt stetiger Abbildungen.
Diese Einschréankungen sind natiirlich sehr stark, aber sie bieten immer noch eine Fiille in-
teressanter Probleme und er6ffnen eben véllig neue Methoden. Dariiber hinaus lassen sich
die Ergebnisse oft durch eine Approximation von differenzierbaren auf stetige Abbildun-
gen verallgemeinern. Methoden dafiir bieten der Weierstralsche Approximationssatz oder
Faltungsoperatoren, vgl. Abschnitt 3.3

3.1

C*°-Mannigfaltigkeiten und -Abbildungen

Definition 102. Seien V, W endlichdimensionale Banachridume.

(i)

(i)

(iii)

Sei U C V offen. Eine Abbildung f: V D U — W heifit eine C*°-Abbildung, wenn sie
beliebig oft differenzierbar ist, d.h. wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung
existieren und stetig sind.

Sei X C V eine Teilmenge. Eine Abbildung f : VO X — W heifit eine C*°-Abbildung,
wenn sie sich lokal zu einer C*°-Abbildung auf offenen Mengen fortsetzen 148t, d.h.
wenn es zu jedem x € X eine offene Umgebung U und eine C*°-Abbildung f : U — W
gibt, so dass f|7nx = flonx-

Bemerkungen: 1. Fiir zwei lokale C'*°-Fortsetzungen fl und fz von f auf einer Umge-
bung von x € V ist im allgemeinen D, fl # D, fg, und daher ist das Differential D, f
zunéchst nicht definiert.

2. Mitttels Zerlegung der Eins haben wir gezeigt, dass sich jede C°°-Abbildung f: V D

X — W (global) zu einer C*°-Abbildung auf einer offenen Umgebung X fortsetzen
148¢.

Seien X C V.Y C W Teilmengen. Eine Abbildung f : V O X — Y heifit ein Dif-
feomorphismus, wenn sie bijektiv ist und f und f~!' C°°-Abbildungen sind. X und Y’
heiflen diffeomorph, wenn es zwischen ihnen einen Diffeomorphismus gibt.

Zeigen Sie, dass diffeomorph eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiel 103. Die Funktion ¢ : R — R mit

o(t) :=

0 firt <0
e~t fiirt>0

ist eine C'*°-Abbildung, vgl. Analysis I, Beispiel 168. Skizzieren Sie die Bildmenge der C'*°-
Abbildung(!)

c:R—-R? t— (o(t) — d(—t), p(t) + o(—t1)).

Beispiel 104. Im R™*! mit dem iiblichen Skalarprodukt bezeichne

S™ = {x € R™M | (x,2) = 1}

die Einheitssphéire und n € S™ einen Punkt (den ,,Nordpol“).

49



Dann ist die stereographische Projektion

1 X
o(x) .—n—m(x—n)

o(x)

ein Diffeomorphismus der Menge S™ \ {n} auf
die Menge {y € R™"! | (y,n) = 0}. Die letzte-
re Menge ist diffeomorph zum R™.

O

Definition 105 (Mannigfaltigkeit). Sei m € N. Eine Teilmenge X eines endlichdimensiona-
len Banachraumes V heifit eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit'®, wenn sie lokal diffeo-
morph ist zum R™, d.h. wenn es zu jedem = € X eine offene Umgebung U von = in X und
einen Diffeomorphismus

u: X DU —ulU) CR™
auf eine offene Teilmenge u(U) des R™ gibt.

Jeder solche Diffeomorphismus heifit eine Karte oder ein (lokales) Koordinatensystem um x,
und sein Inverses u ! : u(U) — X heifit eine (lokale) Parametrisierung von X um x.

Ist X eine Mannigfaltigkeit, so heisst Z C X eine Untermannigfaltigkeit von X, wenn es
selbst wieder eine Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall heifit dim M —dim Z die Kodimension
der Untermannigfaltigkeit.

Beispiel 106. Eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit in V' ist eine diskrete Punktmenge
X C V, d.h. eine Teilmenge, deren induzierte Topologie die diskrete Topologie ist.

O
Beispiel 107. Nach Beispiel 104 ist die m-Sphire S™ C R™+! eine m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit und fiir k < m ist S¥ := {x € S™ |2p49 = ... = T;y11 = 0} eine Untermannig-
faltigkeit von S™.

O

Beispiel 108 (Projektive Ebene). Im Beispiel 29 hatten wir die projektive Ebene iden-
tifiziert mit der Menge aller Spiegelungen an Geraden durch 0 im R3. Der Vorteil dieses
Modells ist, dass es in einen endlichdimensionalen Banachraum, nimlich End(R?) eingebet-
tet ist. Wir zeigen, dass

P?={S € End(R®)|S* = Sund S? = id # Sund det S = +1}.
eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Sei 79 € S% und H := {x € S?|{xg,z) > 0} die offene Halbsphire um zy. Dann ist
f: H — P? mit

f@)(y) = =y + 2{x,y)z
eine C°°-Homéomorphismus auf eine offene Umgebung f(H) von [zg] = 7(zo) in P?. Man
rechnet leicht nach, dass die Umkehrung gegeben wird durch
xo + Sxo

S —
w0 + Sao|

Sie ist also auch C°°. Weil H diffeomorph zu einer offenen Kreisscheibe in R? ist, gilt dasselbe
fiir f(H).
O

0oder ausfiihrlicher eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von V

50



Beispiel 109. In Analysis II hatten wir definiert:

Eine Teilmenge M C V eines endlichdimensionalen Banachraumes heiflt eine m-
dimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit von V| wenn sie lokal der Graph einer
C*°-Funktion iiber einem m-dimensionalen Untervektorraum von V ist.

Offenbar ist jede Mannigfaltigkeit im Sinne der Ana 2 auch eine Mannigfaltigkeit im Sinne
unserer neuen Definition, weil jeder m-dimensionalen Untervektorraum von V' diffeomorph
zum R™ ist. Zeigen Sie, dass auch die Umkehrung gilt.

O

Ich erinnere nun an den Rangsatz (Satz 167 der Analysis II)

Satz 110 (Rangsatz, Version 1). Sei f : V O G — W eine C*®-Abbildung der offenen
Menge G, wobei V' und W endllich dimensionale Banachrdume mit sind. Der Rang r von
D,f:V — W sei unabhingig von z € G.

Dann gibt es zu jedem = € G offene Umgebungen U von x in G und U von f(z) in W
und C>°-Diffeomorphismen ® und ® von U bzw. U auf offene Mengen ®(U) C R™ bzw.

O (U) C R™, so dass gilt

dofo & a1,y 2m) = (21,...,2,,0,...,0).

Lokal sehen C*°-Abbildungen f : V O G — W von konstantem Rang also bis auf Diffeomor-
phismen so aus wie lineare Abbildungen vom gleichen Rang. Damit sieht das Urbild eines
Punktes unter einer solchen Abbildung lokal so aus wie das Urbild eines Punktes unter einer
linearen Abbildung, also wie die leere Menge oder wie ein affiner Unterraum. Damit ist das
Urbild eine Mannigfaltigkeit der Dimension dim V' — r.

Das gilt insbesondere, wenn das Differential von f iiberall surjektiv, f also eine sogenannte
Submersion ist. Das ist genau der Satz dber gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten
aus der Analysis II. Er liefert viele Beispiele von Mannigfaltigkeiten: Die Sphére, die or-
thogonale Gruppe O(n) oder die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) als (Z)—dimensionale
Mannigfaltigkeiten im Raum der reellen n x n-Matrizen usw.

Davon gilt auch eine Umkehrung: Ist X C V eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, ist
r € X und u : U — R™ eine Karte um z, so ist u=1 : R™ D u(U) — V von konstantem
Rang m. Also gibt es lokale Diffeomorphismen ® um u(z) und ® um z, so dass

@ou’lo(Ifl(xl,...,zm) =(z1,...,Tm,0,...,0).

Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass

Uu——>
®:u(U) — R™ und dass ® : U — R* so gewiihlt
ist, dass U N M = U. Insbesondere ist ® ein Dif- u
feomorphismus einer offenen Umgebung U von @
in V auf eine offene Menge des ®(U) C R", (n = R" A
dim V'), und nach eventueller Verkleinerung von -,
j j l IR"

U ist X NU gerade @1 (R™ N &(U)). Anders ge- o
sagt: R"

m
R

XNU={zcU|Ppi(z)=...=,(x) =0}.

o1

>
>



Weil ® ein Diffeomorphismus ist, ist

(Prgt1yen., @) : U — RP™

eine Submersion mit X N U als Nullstellenmenge. Jede Mannigfaltigkeit ist also lokal “glei-
chungsdefiniert”.

Wir kénnen U weiter so verkleinern, dass ¢(U) eine Kugel mit Zentrum in R™ ist, so dass
die Orthogonalprojektion 7 : R — R™ diese Kugel in sich abbildet. Dann ist

71'::(%_107710&):[7—>M

eine C*°-Abbildung mit 7|,,~7 = id. Das halten wir als Lemma fest:

Lemma 111. Zu jedem Punkt x € X C 'V gibt es eine offene Umgebung U in'V und eine
C>-Abbildung 7 : U — X mit 7|y = id.

Als eine Konsequenz beweisen wir:

Lemma 112. FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann eine C°°-Abbildung, wenn es um
jedes v € X eine Karte u: U — R™ fiir X g¢ibt, so dass f ou™! eine C*-Abbildung ist.

Beweis. Fiir eine C*-Abbildung f, ist auch fou™! fiir jede Karte C°°, vgl. Definition 102.

Fiir die umgekehrte Richtung miissen wir um jedes z eine lokale Erweiterung von f zu einer
C>-Abbildung f : U — Y auf einer offenen Menge U C V finden. Die ist mit 7 wie oben
gegeben durch

for=(fou)o(uon).
—_— Y
€C> eC>

O

Definition 113 (Tangentialraum). Sei X C V eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und
x € X.Sei u:U — R™ eine Karte um z. Definiere den Tangentialraum von X in x als

T, X = {(z,v)|v € Dyyu "(R™)} C X x V.
Diese Definition ist unabhéingig von der gewéhlten Karte.

Beweis der Unabhdngigkeit. Sei © € X. Lokal um z ist X gleichungsdefiniert: X N U=
g~ ({0}), wobei g eine Submersion vom Rang dim V — m ist. Also ist dim Kern D,g = m.
Fiir jede Karte u um z ist aber g o u~! = {0} und deshalb Du='(R™) C Kern Dg. Aus
Dimensionsgriinden steht hier Gleichheit, und das beweist die Unabhéngigkeit der Definition
von der gewahlten Karte. O

Wichtige Bemerkung. Weil Du(x)ufl(Rm) ein Untervektorraum von V ist, wird T, X
durch
(x,v1) + (z,02) := (z,v1 +v2), A(z,v) := (z,\v)

zu einem m-dimensionalen Vektorraum. Diese Vektorraumstruktur ist fundamental fiir die
Verallgemeinerung der Analysis, ndmlich fiir die Idee der linearen Approximation, von Ba-
nachrdumen auf Mannigfaltigkeiten. Um dem Rechnung zu tragen (aber auch zur Verein-
fachung der Schreibweise) ignoriert man in der Notation meistens die z-Komponente (den
“FuBpunkt”). Man schreibt: ,Sei v € T, X*, wenn man meint “Sei (z,v) € T, X”.
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Das vereinfacht die Notation, bringt aber auch /’ (X1 V)

ein Problem, weil

T F# Ty = TxlXﬂTsz:@, v
wéhrend ein v € V' durchaus in verschiedenen
Tangentialrdumen liegen kann. Um dieses Pro- X
blem zu beseitigen, fiithrt man den Fulpunkt (x.,v)
x von v im Hinterkopf mit. 2

X

Damit ist also fiir eine offene Teilmenge X C V, insbesondere fiir X =V,

T,X=V.

Aus dem obigen Unabhéngigkeitsbeweis halten wir fest: Ist X gleichungsdefiniert, also

X =g7'({0},

so ist

T.X = D.g'({0}),

also der Kern von D,g.

Beispiel 114. Die Abbildung ¢ : End(R") — R™, A — AA* ist auf der offenen Menge

Aut(R™) aller invertierbarer Endomorphismen von konstantem Rang % (Beweis?) und

die orthogonale Gruppe O(n) := g~*({E}) deshalb eine ()-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Der Tangentialraum von O(n) in E ist der Kern von Dgg also

TpO(n) = {B|B = —B*}.

Definition 115 (Differential). Seien X C V und Y C W zwei Mannigfaltigkeiten,
f: X->Y

eine C'°°-Abbildung und z € X. Dann gibt es eine offene Umgebung U von z in V und eine
C>°-Abbildung f : U — W mit f|;~x = flgnx- Definiere eine lineare Abbildung

dof : T X — Ty)Y

durch ~
dy f(z,0) == (f(2), Dz f(v)).

Diese Abbildung heifit die Ableitung oder das Differential von f an der Stelle . Damit diese
Definition sinnvoll ist, miissen wir zweierlei zeigen:

L (f(x),Daf(v)) € Ty()Y

2. (f(z), D, f(v)) ist unabhingig von der gewshlten Erweiterung f, vgl. die Bemerkung
in der Definition 102.

Beweis. Ist Y lokal bei f(x) gegeben durch die Gleichung A = 0 und u eine Karte um z, so
ist also _
hofout=hofoul =0,



und daher landet das Bild von D, f(T,X) im Kern von Dy (4)h, also im Tangentialraum an
Y.

Nach der Kettenregel ist
Dm.fo -Du(gc)ui1 = Du(:c)(fo uil) = Du(ac)(f © uil)

unabhéngig von der Erweiterung. U

Bemerkungen.

1. Wenn wir von Abbildungen oder differenzierbaren Abbildungen zwischen Mannigfaltig-
keiten sprechen, meinen wir C'*°-Abbildungen, es sei denn, wir machen explizit andere
Voraussetzungen.

2. Lokal sehen Mannigfaltigkeiten und ihre differenzierbaren Abbildungen aus wie endlich-
dimensionale Banachrdume und ihre differenzierbaren Abbildungen im Sinne der Ana-
lysis. Beziiglich lokaler Karten v: X CU - R™ um z und @ : Y € U — R™ um f(z)
wird eine Abbildung f : X — Y beschrieben durch %o fou™! und ihr Differential d, f
durch Dy, () (o fo u~1). Im folgenden Diagramm habe ich die Definitionsbereiche der
Karten weggelassen, um es iibersichtlicher zu machen. In der oberen Zeile steht die
Mannigfaltigkeiten-Theorie, in der unteren die Analysis 2.

f
X — Y
u T lu
R™ — R"”
@ofoul
Fiir die Ableitungen hat man
dy f
TxX — Tf(w)Y
Dy@u™t 1 T Dagsapd™
R™ — R™

Dyzy(to fo u™l)

3. Das Differential einer (differenzierbaren) Abbildung f : V' O U — W einer offenen
Menge U im Punkt € U ist eine lineare Abbildung von D, f : V' — W. Im Gegensatz
dazu héngen Definitionsbereich und Zielbereich vom Differential einer C'*°-Abbildung
f+ X — Y zwischen Mannigfaltigkeiten vom jeweiligen Punkt ab:

dof T, X = 1T,Y.

4. Identifiziert man fiir offenes X = U C V und f : X — W den Tangentialraum 7T, X
auf die kanonische Weise mit V' und T'y,)W mit W, so ist

dof = Dof : V =W,

und wir unterscheiden in der Regel nicht zwischen diesen beiden Notationen.
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3.2 Tangential- und Normalbiindel

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele fiir zwei Mannigfaltigkeiten, die mit einer Mannig-
faltigkeit X C V' “mitgeliefert” werden, und die im weiteren Gang der Ereignisse eine Rolle
spielen werden.

Satz 116 (und Definition: Tangentialbiindel). Sei X eine m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit im endlichdimensionalen Banachraum V. Definiere

TX ={(z,v)|zeX,veT, X} CVxV

und
m:TX - X, (z,v)— .

Dann ist TX eine 2m-dimensionale Mannig faltigkeit und 7 eine Submersion. Man nennt
m:TX — X das Tangentialbiindel von X und 7 seine FuBlpunktprojektion.

Bemerkung. Fiir jedes # € X ist 7~ 1({z}) = T, X also ein Vektorraum. Das Tangenti-
albiindel ist damit der Prototyp eines sogenannten Vektor(raum)biindels iiber X.

Beweis. Ist ¢ : R™ D G — X eine lokale Parametrisierung fiir X, so liefert
P:GXR" =V XV, (2,y)— (8(x), Dadp(y))

nach Definition des Tangentialraums eine C*°-Bijektion von G xR™ auf die Menge {(x,v) |z €
G,v €T, X} CV x V. Nach Ketten- und Produktregel ist

Di(ay)®(a,b) = (Da¢(a), D3 d(a,y) + Dz (D).

Betrachtet man die Bilder von (a,0) und (0, b), so sieht man, dass dieses Differential iiberall
Hochstrang 2m hat. Also ist ® eine Immersion und nach dem Rangsatz ®(G x R™) eine
2m-~dimensionale Mannigfaltigkeit. Damit ist auch T'X eine solche.

7 ist als Einschrankung einer C'°°-Abbildung eine C°*°-Abbildung, und weil 7 o & = ¢ ist,
hat das Differential von 7 iiberall den Rang m, ist also eine Submersion. O

Mit dem typischen Bild fiir ein Vektorraumbiindel sieht das Tangentialbiindel so aus:

>
(/ﬁ\wektoren
Sy
TX
X
i

Y X

X .

Das reflektiert ganz und gar nicht die Vorstellung vom “tangentialen Tangentialraum”, und
iiberhaupt kann man sich schon aus Dimensionsgriinden T'X schwer vorstellen. Ein konkretes
Beispiel dazu ist das folgende:

95



Beispiel 117. T'X enthilt eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 2m—1, das sogenannte

FEinheitstangentialbiindel
T'X = {(z,v) € TX ||]v]| = 1}.

Das Einheitstangentialbiindel von S? ist also eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren
Punkte Paare (x,v) orthogonaler Einheitsvektoren im R sind. Jedes solche Paar lisst sich
durch = x v eindeutig zu einer ON-Basis des R?, also zu einer Matrix in SO(3) erginzen,
T*S? ist diffeomorph zu SO(3) oder, vgl. Beispiel 132, auch zum 3-dimensionalen projektiven
Raum P3.

O

Definition 118 (Vektorfeld). Eine (C*°-)Abbildung v : X — T'X mit mov = id, d.h. mit
v(x) € Ty X fiir alle z, heifit ein (tangentiales C*°-) Vektorfeld auf X.

Beispiele 119. Vektorfelder auf der Sphire S™ C R™*! kann man interpretieren als Abbil-
dungen v :— R™*! mit (x,v(z)) = 0 fiir alle 2. Beispiele dafiir haben wir bereits betrachtet.

Fiir festes A € O(n) ist die Linkstranslation
Ly:B— AB

eine C*°-Abbildung, und weil diese Abbildung sich zu einer linearen Abbildung auf End(R")
erweitert, ist dgLa(B) = AB € T4pO(n). Also ist fiir festes B € TpO(n) = {B| B* = —B}
die Abbildung

A— AB

ein Vektorfeld auf O(n), ein sogenanntes linksinvariantes Vektorfeld.

O

Wenn man (wie zum Beispiel Brdcker/Jinich) eine abstraktere Mannigfaltigkeitsdefiniton
ohne Bezug auf einen umgebenden Banachraum wahlt, kann man jeder Mannigfaltigkeit im-
mer noch Tangentialrdume und ein Tangentialbiindel zuordnen. Dagegen nimmt der Begriff
des Normalenbiindels einer Untermannigfaltigkeit expliziten Bezug auf einen umgebenden
Raum. Wir beschréinken uns hier allerdings auf einen Spezialfall von Untermannigaltigkeiten
eines Euklidischen Raumes.!!

Satz 120 (und Definition: Normalenbiindel). Sei X C RY eine m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit im Euklidischen Raum RN mit dem Standard-Skalarprodukt (., .). Wir definieren

1X = {(z,w) € X xRN | (v,w) =0 fiir alle v mit (z,v) € T,X} C RY xRV,
und
T lX - X, (z,w)— z.

Dann ist 1 X eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit und 7 eine Submersion. Man nennt
7: LX — X das Normalenbiindel von X in RY. Der Normalenraum 1, X := 7~ !({z}) in
x € X st gerade das orthogonale Komplement des Tangentialraumes T, X, wenn man beide
als lineare Unterrdume von RN betrachtet.

Beweis. Wir betrachten X lokal in einer offenen Menge U als gleichungsdefinierte Unter-
mannigfaltigkeit: X NU = ¢g~1({0}), wobei g : U — R¥ eine Submersion und k = N — m.

H1n der Differentialgeometrie betrachtet man auch Normalenbiindel von Immersionen in sogenannte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten. Sogar auf das Skalarprodukt im umgebenden Raum (also die Riemannsche
Metrik) kann man verzichten, wenn man Quotientenbiindel betrachtet.
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Dann ist fiir € X N U —unter Vernachlassigung der Fufpunkte—
T.X =KernD,g, 1,X = (Kern Dwg)l.

Die Transponierte D, g7 : R¥ — RN der linearen Abbildung D,¢ : RN — RF ist mittels der
Standard-Skalarprodukte auf R und R* gegeben durch

(Dag” (y),v) = (y, Dug(v)).

Insbesondere ist das Bild von D,g” gerade das orthogonale Komplement von Kern D,g. Ist
also ¢ : R™ D G — U eine lokale Parametrisierung fiir X, so ist

®:GxRF S RY xRN, (2,9) — (¢(2), (Do(y9)" (v))

eine Bijektion auf die Menge der Normalenrdume iiber ¢(G). Die Ableitung ist

Do) ®(a:b) = (D29(a), (D3 9(D2(a), )T (1) + (D)™ (1))

Wieder betrachten wir die Bilder von (a,0) und (0, ) (was uns die Betrachtung der kompli-
zierten 2. Ableitung erspart), und erhalten fiir ® konstanten Hochstrang m + k = N. Der
Rest des Beweises geht wie fiir das Tangentialbiindel. O

Das Normalenbiindel ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Geometrie, aber wir brauchen es
vor allem zu Beweis des folgenden

Satz 121 (Tubenumgebungssatz). Ist X C RN eine Mannigfaltigkeit, so gibt es eine
positive C*°-Funktion € : X —]0,00[, so dass die normale Exponentialabbildung

E:1X -RY (z,w)—z4w

die offene Umgebung
Ue :={(z,w) € LX||w| < e(x)}

des Nullschnitts
Z:={(z,0) € LX |z € X}

diffeomorph auf eine offene Umgebung von X in RN abbildet.

Dieser Satz wird aus folgendem Grunde wichtig fiir uns. Wenn wir eine differenzierbare Ab-
bildung f : Y — X “storen”, zum Beispiel bei der Konstruktion einer Homotopie durch
lineare Verbindungen im umgebenden Vektorraum, so geht die gestérte Abbildung gelegent-
lich nicht mehr in die Mannigfaltigkeit X, sondern landet (hoffentlich nah bei X) im umge-
benden Vektorraum. Dann kann man die Retraktionsabbildung r = o (E|y,) ™! benutzen,
um wieder eine Abbildung nach X zu konstruieren.

Beweis des Tubenumgebungssatzes. Wir wollen die Ableitung von E in Punkten (z,0) € Z
berechnen. Sei v : U — R™ eine Karte um z, (x,v) € T, X und (z,w) € L,X. Dann ist

c:t—u Nu(z) 4 tdyu(v))

ein Weg in X mit ¢(0) = v und
et (e(t),0)

ist ein Weg in 1 X. Fiir ihn gilt
Eoc(t) = c(t)
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und
Ay E(61(0)) = é(0) = v,

Ebenso finden wir fiir den Weg
ey it (x,tw)

die Komposition E o ¢3(t) = x + tw und die Ableitung
d(z,0)E(¢1(0)) = w.
Weil T, X + 1,X =R ist, ist also d(z,0)F von maximalem Rang N hat. Also gilt:
e Es gibt eine offene Umgebung des Nullschnitts Z C L X, auf der F ein lokaler Diffeo-
morphismus ist.
e E|z: (x,0) — z ist ein Homdomorphismus auf X C RY, die Inverse ist gegeben durch

x +— (z,0).

Nach dem Lemma 38 gibt es daher eine offene Umgebung G von Z in 1 X, die durch F
homdomorph auf eine offene Umgebung U von X in V abgebildet wird. Weil E ein lokaler
Diffeomorphismus ist, ist E|g sogar ein Diffeomorphismus.

Das Beispiel 36 iibertrégt sich wortlich auf Vektorbiindel und liefert eine positive C'°°-
Funktion € : X —]0, oo, so dass
Uc CG.

Darauf ist E natiirlich erst recht ein Diffeomorphimus und E(U,) ist eine offene Umgebung
von X in RN =V. O

Korollar 122. Zu jeder Untermannigfaltigkeit X C V eines endlichdimensionalen Banach-
raumes gibt es eine offene Umgebung U von X und eine C'*-Deformationsretraktion

r:U— X.
D.h. es gibt eine C*°-Abbildung R : U x [0,1] — U mit

R(.,,0)=idy, r:=R(,1):U— X,
R(z,t) =z fiir alle (z,t) € X x [0,1].

Beweis. Mit den Bezeichnungen des Satzes definiere

(Elu) ™' (2) = (2(2), w(2)) € LX

und

R(z,t) == E(z(2), (1 — t)w(z)).
O

Korollar 123. Ist f : V D X — W eine stetige Abbildung auf einer Mannigfaltigkeit, so
hat f eine stetige Fortsetzung auf eine offene Umgebung U von X in V. Wie im Beispiel
35 findet man dann auch eine stetige Fortsetzung auf ganz V.. Wenn X kompakt ist, findet
man eine solche mit kompaktem Trdger.
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Der folgende Satz ist eine andere Variante des Tubenumgebungssatzes:

Satz 124. Sei X C V eine Untermannigfaltigkeit eines endlichdimensionalen Banachraums
Vund r : U — X eine Retraktion wie im Korollar 122. Dann gibt es eine positive C™°-
Funktion € : X —]0,00[, so dass gilt

(i) Fir alle (x,v) € TX mit ||v] < e(x) ist x +v e U.
(i) Die nach (i) definierte Abbildung

E:U.:={(z,v) e TM||jv]| < e(x)} - X x X
(z,v) — (z,r(z+v))

bildet U, diffeomorph auf eine offene Umgebung von
A={(z,x)|[reX}CXxX

in X x X ab.

Der Satz liefert eine Interpretation wenigstens fiir “kurze” Tangentialvektoren: Das Paar
(z,y) von hinreichend benachbarten Punkten in X kann man deuten als Punkt € X und
einen “Ortsvektor” von x nach y. In der Theorie von Mannigfaltigkeiten ohne Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen iibernimmt deshalb eine solche Tubenumgebung von A die Rolle
des Tangentialbiindels.

Beweis. Wir berechnen wieder
A E : To0)TX — Ty X x X = T, X x T, X. (9)

Wie im Beweis des Tubenumgebungssatzes benutzen wir dazu eine Karte v um z und (z,v) €
T, X und betrachten zwei Wege in T'X, ndmlich

c1(t) == (v (u(z) + tdyu(v)),0) und co(t) := (z,tv).

Dafiir finden wir

d , - d -~
G (Eoc)(0) = (v,x), = (Eoe)(0) = (0,dor(v)) = (0,v).

Also ist das Differential injektiv und E auf einer Umgebung des Nullschnitts {(z,0) |z € X}
ein lokaler Diffeomorphismus, der den Nullschnitt injektiv abbildet. Damit geht der Beweis
wie oben. O
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3.3 (*°-Approximation

Satz 125 (Approximationssatz). Seien V und W endlichdimensionale Banachriume,
Y C W eine Mannigfaltigkeit und X C V eine kompakte Teilmenge. g : X — Y sei eine
stetige Abbildung, die auf einer abgeschlossenen Teilmenge C C X eine C'*°-Abbildung ist.

Dann gibt es eine zu g homotope C*°-Abbildung f : X — Y, die auf C mit g tbereinstimmd.
Zusatz. Ist € > 0, so kann man tberdies erreichen, dass in der Norm von W

lg(x) — f(z)|| <€ fiir allez e X.

Beweis. Vorbemerkungen.

— Sei ohne Einschrinkung V = RY, W = RM,

— Wir setzen ohne Beweis voraus, dass sich g zu einer stetigen Abbildung RY — R mit
kompaktem Trager fortsetzen 1af3t, die wir wieder mit g bezeichnen. Fiir Mannigfaltigkeiten
X haben wir das im Korollar 123 gezeigt, und in anderen Fillen, die uns interessieren, kann
man eine solche Fortsetzung direkt angeben.

Fiir beliebige kompakte Mengen X C RY (auch in allgemeineren topologischen Riumen)
gibt es immer eine solche stetige Fortsetzung (Erweiterungssatz von Tietze-Urysohn), aber
der Beweis ist schwierig, vgl. Jdanich.

1. Schritt. Wir approximieren g durch eine C*°-Abbildung f; : RY — RM,

Das Korollar 122 liefert eine offene Umgebung U von Y in R™ und eine Retraktion r : U —
Y. Weil X kompakt ist, ist d(f(X),RM \ U) > 0. Wir wihlen ein 7 > 0 mit

n < d(f(X),RM\U).

Weil ¢ stetig mit kompaktem Triger ist, ist es gleichméfig stetig. Es gibt also ein § > 0, so
dass fiir alle z, 2’ € RV gilt

le—al <5 = lg@) -9l <n.

Nun sei p : RY — [0, 1] eine C*°-Buckelfunktion mit

1 i |l < 62,
p(x)_{o fiir||z]| > 4.

und [on p(2)dz = 1. Definiere f; : RY — RM durch

filz) = /RN g(2)plx — 2)dz.

Nach einem Korollar zum Satz von Lebesgue ist f; eine C°°-Funktion. Weiter gilt fiir alle
xr e RN

o) = sl = | [ atiote =10z [ ot~ ayis

N

< [ o)~ gla)lp(e - )d= <.
RN
2. Schritt. Wir modifizieren f; zu einem f5, das auf C mit g iibereinstimmt.
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Sei G eine offene Umgebung von C' in X, auf der g eine C*°-Fortsetzung ¢ besitzt. Ohne
Einschrankung kénnen wir annehmen, dass
19(x) — g(@)| <n
fiir alle x € GN X. Sei ¢ : R™ — [0, 1] eine C*°-Funktion mit
¢|C = 17
supp ¢ C G.

Wir setzen § irgendwie auf R™ \ G fort. Dann ist ¢g C™ auf ganz R™. Also definiert

fa(x) = ¢(x)g(x) + (1 = o(2)) f1()-
eine C*°-Abbildung. Fiir sie gilt
fo=g=gauf C

und

[ fo(z) — g(@)|| = 9(@) + (1 = () fr(z) — g(2)||

(9(x) = g(@)) + (1 = ¢(x))(f1(z) — g(z))]|

_Jolm+ A =¢(@)n=n fixzeXnU,
(1—o(z))n<n fiir z € X \U.

Also liegt die Verbindungsstrecke von g(z) und f3(z) in U, und wir kénnen H : X x[0,1] = Y
definieren durch

H(z,t) :=r(tf2(x) + (1 - t)g(z)).
Das ist eine Homotopie in Y von g : X — Y in die C°°-Abbildung f := 7 o fs. Offenbar gilt
fle = gle-

Zum Zusatz. Wir haben
[ (x)=g(@)|| = [[rof2(z)—g(2)]| < [lrofo(z)—fa(x) |+ f2(z)—g(@)|| < [Irofa(x)—fa(z)]+n.
Im Tubenumgebungssatz ist
1E(y, w) = r(E(y, w))[| = [[w].
Durch Verkleinerung der Tubenumgebung U kénnen wir daher erreichen, dass
€

I o fa(z) = fa(2)]l < 3,

und nach Wahl von n < § erhalten wir || f(z) — g(z)[| <e. O

Korollar 126. Seien fo, f1 : X — Y zwei C*°-Abbildungen der kompakten Mannigfaltigkeit
X in die Mannigfaltigkeit Y, zwischen denen es eine stetige Homotopie gibt. Dann gibt es
zwischen thnen auch eine C'°°-Homotopie.

Beweis. Sei H : X x [0,1] — Y eine stetige Homotopie von fy nach f;. Nach dem Satz gibt
es eine C*°-Abbildung F : X x [0,1] — Y mit
F(.,00=H(.,0)=fo, F(,1)=H(,1)=f.

Daraus folgt die Behauptung. (Dass H und F homotop sind, ist hier ohne Belang.) O
Bemerkung. Im Fall des vorstehenden Korollars 148t sich die stetige Fortsetzbarkeit der
Abbildung H : X x [0,1] — W relativ einfach zeigen: Ist ¢ : R — [0, 1] eine stetige Funktion
mit kompaktem Tréger und ¢|jp 1] = 1, und setzt man H(z,t) := H(x,0) bzw. = H(z,1)
fir ¢t < 0 baw t > 1, so ist ¢(t)H (x,t) auf der Mannigfaltigkeit X x R C V x R stetig

mit kompaktem Trager und 148t sich wie im Korollar 123 zu einer stetigen Funktion mit
kompaktem Trager auf V' x R fortsetzen.
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3.4 Der Rang und die Topologie differenzierbarer Abbildungen

Mittels lokaler Karten verallgemeinert man den Rangsatz 110 auf Mannigfaltigkeiten:

Satz 127 (Rangsatz, Version 2). Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen Mannigfaltig-
keiten der Dimensionen m und n. Der Rang r von d, f : T, X — Ty )Y sei unabhingig von
zeX.

Dann gibt es zu jedem x € X Karten

o u:U—R™ fir X um x mit u(zx) =0 und
o i:U —R™ fir Y um f(x) mit a(f(z)) =0,
s0 dass auf w(U N f~Y0)) gilt:

o foutxy,...,xm) = (x1,...,2,.,0,...,0).

Definition 128. Sei f: X — Y eine C*°-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
(i) « € X heifit ein kritischer Punkt von f, wenn dgf : T, X — T,Y nicht surjektiv ist,
andernfalls ein reguldrer Punkt von f.

(ii) y € Y heifit ein kritischer Wert von f, wenn f~!({y}) mindestens einen kritischen
Punkt von f enthélt, andernfalls ein reguldrer Wert von f.

Definition 129. Sei f: X — Y eine C*°-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
(i) f heiBt eine Immersion, wenn das Differential d, f : T, X — T},)Y iiberall injektiv
ist.

(ii) f heiBt eine Submersion, wenn das Differential d f : T, X — Ty (,)Y iiberall surjektiv
ist.

(iii) f heit eine Finbettung, wenn f: X — f(X) C Y ein Diffeomorphismus ist.

Korollar 130. Sei f: X — Y wie im Satz.

(i) Ist f eine Immersion, so ist f lokal injektiv.

(i) Ist f eine Submersion, so ist [ eine offene Abbildung: es bildet offene Mengen in
offenen Mengen ab.

(iii) (Umkehrsatz) Ist dof : T, X — Ty)Y fiir ein x € X ein Isomorphismus, so bildet f
eine offene Umgebung von x diffeomorph auf eine offene Umgebung von f(x) ab.

(iv) (Urbildsatz) Ist y € Y ein requlirer Wert von f, so ist M := f~1({y}) eine Mannig-
faltigkeit der Dimension dim X — dimY, eine sogenannte Untermannigfaltigkeit von
X. Firxe M ist
T,.M =Kernd, f C T, X.

Die Beweise folgen unmittelbar aus dem Rangsatz.

Unter einer differenzierbaren Uberlagerung verstehen wir eine Uberlagerung 7 : ¥ — X von
Mannigfaltigkeiten, bei der 7 ein lokaler Diffeomorphismus ist.
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Satz 131 (Plattenwechsler-Satz). Sei f : Y — X eine C°-Abbildung zwischen gleich-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit kompaktem Y .

Sei Xy die Menge der requliren Werte von [ und f
Yy := f~1(Xo). Dann ist Yl
flyo : YO — XO

eine differenzierbare Uberlagerung mit endlicher
Bldtterzahl.

Gibt es insbesondere keine kritischen Punkte, so ist f : Y — X eine Uberlagerung.

Beweis. Seien x € X ein regulidrer Wert und y € f~!({z}). Dann wird nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung U, von y durch f diffeomorph auf eine offene Umgebung f(U,) C X
abgebildet. Insbesondere ist y der einzige Urbildpunkt von x in U,. Wir wihlen fiir jedes
y ein solches Uy,. Die Menge Y \ f~!({z}) ist offen und bildet zusammen mit den U, eine
offene Uberdeckung von Y. Weil Y kompakt ist, geniigen also endlich viele Uy,y.... Uy,
zur Uberdeckung von f~'({z}). Ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass die U,,
paarweise disjunkt sind.

Man ist geneigt, nun U := ﬂle f(Uy,) zu setzen. Dann werden die Uy, N f~!(U) diffeomorph
auf U abgebildet. Aber moglicherweise ragen noch andere ,,Zipfel“ von Y in f~!(U) hinein,
die f~1({x}) nicht treffen und deshalb bei unserer Konstruktion nicht beriicksichtigt wurden.

Deshalb miissen wir vorsichtiger sein: Die Menge Z := Y\ Ule Uy, ist abgeschlossen, also
kompakt, und daher ist f(Z) eine kompakte Teilmenge von X \ {z}. Wir setzen

k
U (n f(Uy») \/(2).

Dann ist f~!(U) die Vereinigung der disjunkten Mengen U,, N f~1(U), deren jede diffeo-
morph auf U abgebildet wird. O

Wir benutzen das zu einem zweiten Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Der
entscheidende Schritt dabei ist die Erweiterung der polynomialen Abbildung p : C — C
auf die sogenannte Riemannsche Zahlenkugel, ein Verfahren, das zum Standardrepertoir der
Funktionentheorie gehort.

Bezeichnet o, : R? D S? — R? die stereographische Projektion vom Nordpol N := (0,0, 1),
so definiert

o7 plos(@) fira £N
f) = {]\;_ firx =N

eine Abbildung f : % — S2, die auf S?\ {N} glatt ist. Wir zeigen, dass sie sogar auf ganz
5?2 glatt ist. Dazu bezeichnen wir die stereographische Projektion von —N aus mit o_. Dann
gilt fiir alle z € S?\ {N,—N}

1

@) =07t opooi(a) =0 o (9- 007" ) opo(os 00 oo (2)

=0 to(oyo0 ) topo(op oot oo (x) (10)

=
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Zur Berechnung von p betrachten wir neben-

stehende Abbildung. Aus ihr folgt, dass fiir N
z € C\ {0}
1 1
|z| = tana, |op oo~ '(2)] =cota = B ’ i
c,6'@ | Z
und daher
-1 z ]- ol
oro00_(2)=+—5=-.
2> 2 N
Also liefert p(z) = ap2™ + ... + a, mit ag # 0
. 1 z"
P(2) = === —— —.
p(%) ag+ a1z + ...+ apz
Das wird durch p(0) := 0 zu einer glatten Funktion auf einer Umgebung von 0 und nach

(10) ist f glatt in N = o_(0).

Wenn man vermoge der stereographischen Projektion die komplexe Ebene also mit dem
Komplement des Nordpols der Einheitssphére, der sogenannten Riemannschen Zahlenkugel,
identifiziert, 148t sich jedes komplexe Polynom also zu einer differenzierbaren Abbildung der
Sphaére in sich fortsetzen.

Die kritischen Punkte eine solchen Fortsetzung entsprechen gerade den Nullstellen von p’
(wir wissen schon, dass das nur endlich viele sind) und vielleicht dem Punkt V. Daher ist die
Menge der reguliren Werte von f zusammenhiingend und nach Satz 131 ist y — #f(y)
darauf konstant, alle reguldren Werte werden gleich oft angenommen. Daher ist f surjektiv
und insbesondere gibt es ein xo = o' (29) mit f(zo) = o' (0), d.h. p(zp) = 0.

Als weiteres Beispiel fiir den Plattenwechsler-Satz zeigen wir noch, dass die Spindarstellung
eine Uberlagerung ist.

Beispiel 132. Sei 7 : H D S — SO(3), ¢+~ q-.-q . Wir berechnen das Differential
der offensichtlichen Fortsetzung von 7 zu einer Abbildung H — End(R?) in ¢ € S%:

1 1, —1

—qrqg tvgT = q(q7! !

ve —xq v)g L.

Dym(v)(z) = vxq™
Der Kern ist gegeben durch die v, fiir die ¢~ 'v mit allen 2 € Spann(i, j, k) kommutiert, d.h.
fiir die ¢~ 'v reell oder v € Rgq ist. Das ist gerade das orthogonale Komplement zum Tan-
gentialraum von S in ¢. Also ist 7 : S* — SO(3) eine Immersion. Weil dimSO(3) = (3) =
3 = dim S? ist, kénnen wir den Plattenwechsler-Satz anwenden und erhalten, dass 7 eine
(2-blittrige) Uberlagerung ist. Daraus folgt dass SO(3) diffeomorph zum 3-dimensionalen

projektiven Raum P? ist.

O
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3.5 Satz von Sard

Die Ergebnisse des letzten Abschnittes haben gezeigt, dass reguldre Werte einer differen-
zierbaren Abbildung von besonderer Bedeutung sind. Der Satz von Sard zeigt, dass sie
gewissermafen der “Normalfall” sind.

Das Bild einer linearen Abbildung, deren Rang kleiner als die Dimension des Zielraumes ist,
hat eine niedrigere Dimension als der letztere und ist deshalb eine relativ “diinne” Teilmen-
ge, eine sogenannte Nullmenge. Der Satz von Sard verallgemeinert das auf differenzierbare
Funktionen.

Definition 133. (i) Ein Quader im R" ist eine Teilmenge der Form
Q = [a1,b1] X ... X [an, by].

Sein Volumen ist .

(@)= [0 = ).

i=1

(ii) Eine Teilmenge N C R™ heifit eine Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 eine Folge
(Qi)ien von Quadern gibt, so dass

N C U Qi und iﬂn(@i) <e.
i=0

€N

(iii) Eine Teilmenge N C X einer Mannigfaltigkeit heifit eine Nullmenge, wenn fiir jede
Karte u : U — R™ die Menge u(N NU) C R™ eine Nullmenge ist.

(iv) Eine Aussage iiber die Punkte einer Mannigfaltigkeit gilt fiir fast alle Punkte, wenn
sie fiir alle Punkte ausserhalb einer Nullmenge gilt.

Beispiel 134. Zeigen Sie, dass die abzihlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine
Nullmenge ist. Also ist Q C R eine Nullmenge. Hyperebenen im R"” sind Nullmengen.

O

Bemerkung. Man kann zeigen: Ist N C R” eine Nullmenge und i : N — R"™ ein Diffeo-
morphismus, so ist A(N) eine Nullmenge, vgl. Analysis III. Sind daher u;,us : U — R™ zwei
Karten fiir eine Mannigfaltigkeit X, ist N C X und ist u1 (N N U) eine Nullmenge, so ist
auch uz(N NU) = ug o uy *(uy (N NU)) eine Nullmenge. Daher ist N C X eine Nullmenge,
wenn es sich durch eine Familie von Karten v : U — R™ iiberdecken 1a8t, fiir die u(N NU)
eine Nullmenge ist.

Satz 135 (Sard). Sei f : X — Y eine C*°-Abbildung von Mannigfaltigkeiten. Dann ist
die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge in'Y . Insbesondere ist die Menge der
reguldren Werte dicht in'Y .

Beweis nach Milnor/Pontrjagin. Nach der Bemerkung geniigt der Beweis fiir den Fall von
Abbildungen
fR"D>DG—-R™

mit offenem G, und wir beschrinken uns darauf. Sei C' C G die Menge der kritischen
Punkte von f. Wir werden benétigen, dass f(C') Lebesgue-messbar ist. Das sieht man so: C
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ist abgeschlossen in G, also abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen. Also ist auch f(G)
die abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen und damit messbar.

Der Beweis benutzt Induktion iiber n, beginnend mit n = 0, fiir das die Behauptung wegen
RO = {0} trivial ist.

Sei die Behauptung also bereits fiir n — 1 bewiesen und sei & € G mit dz f(R") # R™. Wir
nehmen zunéchst an, dass
o1

7) #0 11
axl( ) ) ( )
insbesondere also m > 2. Wir definieren eine Abbildung

h:G—-RY xw (fi(z),z2,...,2,).

Die Funktionalmatrix von A in T ist

e
0 1 0
0 0 1

Also bildet h nach dem Umkehrsatz eine offene Umgebung V' von Z diffeomorph auf eine
offene Menge V'’ ab, und die kritischen Punkte der Abbildung

g:=foh ™t :V - R™

ist gerade die Menge
h(CNYV).

Die Menge der kritischen Werte von g ist daher f(C' NV). Jeder Punkt von V' ist von der
Form (fi(z),22,...,z,) und

g:(fl(x)vx%"'vxn)H(f1($)7'~~7fm(x)) (12)

Die Schnitte der Hyperebenen {t} x R"~! mit V'’ werden durch g also in die Hyperebenen
{t} x R™~1 abgebildet. Fiir festes ¢ sei

g {yeR"(ty) eV} - R
y = (92(t9), - gm (L y))
Nach (12) ist die Funktionalmatrix von g

, 1 0

Also ist (t,y) € V' kritisch fiir g genau dann, wenn y kritisch fiir g* ist. Nach Induktions-
voraussetzung sind die kritischen Werte von g* eine Nullmenge. Nach dem Satz von Fubini
ist eine messbare Menge eine Nullmenge, wenn alle ihre Durchschnitte mit einer Familie
paralleler Hyperebenen Nullmengen sind. Also ist f(C' N V') eine Nullmenge.

Bemerkenswerter Weise funktioniert dieser Beweis nur, wenn f in T nicht “zu kritisch”
ist, namlich wenn wenigstens eine partielle Ableitung gi; nicht verschwindet. (Wir hatten
aus Griinden einfacherer Notation ¢ = j = 1 angenommen.) Das erlaubte die Reduktion
der Dimension. Andernfalls, meint man, sollte die Behauptung erst recht gelten, aber der

Sachverhalt ist komplizierter. Wir setzen

Ci={x€G|D,f=0,...,D.f =0}
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Dann haben wir gezeigt: Stimmt der Satz fiir n — 1, so besitzt jeder Punkt x € C'\ C eine
offene Umgebung V', so dass f(C' NV) eine Nullmenge ist. Weil sich C'\ C; durch abzihlbar
viele solcher Umgebungen iiberdecken lésst, ist also f(C'\ C7) eine Nullmenge.

Wir zeigen als néchstes:
f(Ci\ Ciy1) ist eine Nullmenge fiir alle ¢ > 1. (13)

Sei T € C; \ C;41. Dann gibt es eine partielle Ableitung
o,

(%cjl e 6:5]-1.“

(7) # 0.

Wir nehmen der Einfachheit halber wieder an, dass j; = 1. Dann gilt, weil & € Cj,

N
W)= G om, @ =0,
aber 5
w , _
87331(%) # 0.
Die Abbildung
h:xe (w(x),ze,...,z,)

bildet eine offene Umgebung V' von Z diffeomorph auf eine offene Menge V' € R™ und C; NV
in die Hyperebene {0} x R™~! ab. Wir betrachten

gi=foh 1.V - R™
und

g:{yeR"|(0,y) € V'} - R™,
y — 9(0,y).

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Menge der kritischen Werte von g eine Nullmenge.
Fiir x € C; NV ist h(z) := (0,y) und y ein kritischer Punkt von g, weil in h=1(0,y) = x alle
Ableitung von f der Ordnung < i verschwinden. Also ist

J{y eR*1(0,y) e (CiNV)}) = f(C;NV)

eine Nullmenge. Jeder Punkt Z € C;\ C;4+1 besitzt also eine offene Umgebung V', so dass
f(C; NV), erst recht also f((C;\ Ciy1) N'V), eine Nullmenge ist. Abzdhlbar viele davon
iiberdecken C; \ Cit+1, und daraus folgt (13).

Schliellich zeigen wir:
f(C;) ist eine Nullmenge, wenn 4 > % (14)

Es geniigt zu zeigen, dass fiir jeden Wiirfel W in G das Bild f(C; N W) eine Nullmenge ist.
Nach dem Satz von Taylor gilt fir z €« C; "W und x + h e W

f(@+h) = f(z)+ R(h)

wobei sich das Restglied in der [°°- oder sup-Norm des R™ abschétzen 148t durch

max,eyw |[DITLf ;
i) < 2 LI g e

=:C
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Sei § die Kantenlédnge des Wiirfels. Wir unterteilen den Wiirfel in k™ Wiirfel der Kantenlédnge
0/k. Das Bild eines jeden Teilwiirfels, der einen Punkt von C; enthiilt, liegt dann in einem
Wiirfel der Kantenlidnge 20(%)”1, das Bild von C; also in der Vereinigung von Wiirfeln vom
Gesamtvolumen

Vol < kn2c(%>m(i+1) — 2cam(i+1)tkn—m(i+1).
Falls i +1 > > geht das fiir K — oo gegen 0. O

Bemerkung. Fiir C*°-Funktionen ist der Satz damit bewiesen. Wenn man schwéchere Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen betrachten will, spielen die Dimensionen der beteiligten
Ré&ume nicht nur im vorliegenden Beweis eine Rolle, sondern sie sind substantiell: Whitney
hat 1935 eine C'-Abbildung f : R? — R konstruiert, fiir die die Menge der kritischen Werte
ein nicht triviales Intervall enthilt, also keine Nullmenge ist. Wie genau die schwéchsten
Differenzierbarkeitsforderung in Abhéngigkeit von m und n aussieht ist (zu mindest mir)
nicht klar. Bei n < m reicht C!, unser Beweis hier braucht bei Dimensionsgleichheit C2. In
Sternberg, Lectures on Differential Geometry findet man einen Beweis fiir C"-Abbildungen
mit r > max(0,m —n).
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3.6 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir verallgemeinern den Mannigfaltigkeitsbegriff auf ,berandete* Mannigfaltigkeiten wie
etwa die Vollkugel D™ := {z € R™|||z|| < 1}. An die Stelle des R™ als fundamentaler
Modellraum tritt hier der obere Halbraum

H" :={(z1,...,2m) € R™ |z, > 0}.

Wir nennen

OH™ :={(21,...,2m) € R™ |z, =0} X R™!
den Rand von H™.

Definition 136. Eine Teilmenge X C V eines endlichdimensionalen Banachraums heifit
eine m-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit oder Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn sie
lokal diffeomorph zu H™ ist, d.h. wenn es um jeden Punkt z € X eine offene Umgebung U
und einen Diffeomorphismus w : U — H™ auf eine offene Teilmenge von H™ gibt. u heif}t
dann wieder eine Karte oder ein Koordinatensystem fir X.

Die Menge 0X aller Punkte, die unter einer Karte Punkten von H™ entsprechen, heifit der
Rand von X.

Abhéingig vom Zusammenhang nennt man berandete Mannigfaltigkeiten auch einfach Man-
nigfaltigkeiten, und solche mit X = () dann unberandete Mannigfaltigkeiten oder Mannigfal-
tigkeiten ohne Rand. Insbesondere bezeichnet man kompakte Mannigfaltigkeiten ohne Rand
als geschlossene Mannigfaltigkeiten.

Lemma 137. (i) Ein Randpunkt x € 0X wird von jeder Karte um x in OH™ abgebildet.

(i) 0X ist eine (m — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Weiter ist X \ 0X eine m-dimen-
stonale (unberandete) Mannigfaltigkeit. Die Einschrinkung einer Abbildung f : X — Y
auf 0X bezeichnen wir mit 0f := flox.

Beweis. Selbst. O

Bemerkung. Ist ¢ : H™ D G — W eine C*°-Abbildung von einer in H™ offenen Umgebung
von y € OH™ in einen Banachraum W, so liefert D,® : R™ — W fiir jede C*°-Erweiterung
® von ¢ auf eine offene Umgebung von y in R™ dieselbe lineare Abbildung, die wir deshalb
auch mit Dy¢ bezeichnen konnen. Deshalb kann man fiir innere wie fiir Randpunkte x
von X den Tangentialraum 7, X definieren wie in Definition 113. Er ist also immer ein m-
dimensionaler Vektorraum. Das Differential d, f : T, X — Ty(,)Y ist auch fiir Abbildungen
zwischen berandeten Mannigfaltigkeiten definiert.

Beispiel 138. Seien M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und f: M — R
eine Funktion mit 0 als reguldrem Wert. Dann ist

X:={xeM]|f(z)>0}

eine m-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit mit X = f~!({0}). Das folgt aus dem
Rangsatz, weil f in geeigneten Koordinaten um einen Punkt z mit f(z) = 0 die Form

Gofout(xy,...,xm) =12

besitzt. Die Karte @ fiir R um 0 kann man dabei so wihlen, dass t > 0 = a(t) > 0
(Spiegelung an 0). Dann liefert u|x eine Karte fir X um x. Fiir Punkte = in der offenen
Menge X \ 0X liefert natiirlich jede Karte fiir M um x auch eine solche fiir X.

O
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Ebenfalls mit dem Rangsatz beweist man

Satz 139 (Verallgemeinerter Urbildsatz). Seien X eine m-dimensionale berandete und
Y eine n-dimensionale unberandete Mannigfaltigkeit. Sei f : X — Y eine C*°-Abbildung,
und seiy €'Y ein regulirer Wert von f und von fl|gx.

Dann ist f~1({y}) eine (m — n)-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit mit Rand 0X N

F'{y}).

Vergleichen Sie dazu auch Milnor, p. 13.
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3.7 1-Mannigfaltigkeiten

Ein origindres Problem der Differentialtopologie ist die Klassifikation der differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten, was auch immer das konkret bedeuten mag. Einer der wichtigen Sétze in
diesem Bereich gibt eine vollstédndige Liste der zusammenhéngenden geschlossenen Flichen
bis auf Diffeomorphie. Fiir Mannigfaltigkeiten der Dimension > 4 ist dieses Problem be-
wiesenermaflen unlosbar. Hier geben wir bescheiden eine Klassifikation der 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten.

Satz 140 (Klassifikation der 1-Mannigfaltigkeiten). Sei X eine zusammenhdingende
1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist X diffeomorph zu S* oder einem der Intervalle
10,1, [0, 1] oder [0,1].

Wir folgen dem in Milnor gegebenen Beweis praktisch wortlich.

Wir nehmen an, dass V = R¥ mit der Euklidischen Norm ist, so dass ||.|| : V' \ {0} eine
C*>-Abbildung ist.

Eine Parametrisierung ¢ : R O U — X heifit eine Parametrisierung nach der Bogenlinge,
wenn ||¢(t)|| = || Dy¢(1)|| =1 fiir alle t € U. Ist 1) : J — X eine beliebige Parametrisierung
auf einem Intervall J, also insbesondere z/;(t) # 0 fiur alle t € J, und ist tg € J, so ist die
Bogenlingenfunktion s(t) := f:o [|¢b(7)||dr eine streng monotone Funktion auf .J und fiir

¢:8(J)— X,t1pos (1)

gilt
. . 1
P(t) = (s () = =1
P(s7H(t))
Also ist ¢ eine Parametrisierung nach der Bogenldnge fiir die auch von 1 parametrisierte
Teilmenge von X, und wir kénnen uns o.E. auf Parametrisierungen nach der Bogenlinge
beschrénken.

Der Kern des Beweises ist das folgende

Lemma 141. Sind ¢ : I — X und v : J — X zwei Parametrisierungen nach der Bogenlinge
auf Intervallen I und J, so hat ¢(I) N(J)) hdchstens zwei Komponenten.

e Hat es nur eine Komponente, so lafit sich ¢ fortsetzen zu einer Bogenlingenparametriserung

¢: 1 — X mit p(I) = ¢(I) Np(J)).

e Hat es zwei Komponenten, so ist X diffeomorph zu S*.

Beweis des Lemmas. Die Menge

I':= ¢ () = ¢~ (1) Np(T))

ist eine offene Teilmenge des Intervalls I und der Definitionsbereich der Funktion ¢)~! o ¢ :
I' — J. Die Ableitung dieser Funktion ist £1. Wir betrachten den Graphen I" von ¢! o ¢
als Teilmenge von I x J. Das ist gerade die Menge aller (s,t) € I x J mit ¢(s) = ¥(t),
und darum eine abgeschlossene Teilmenge von I x J, bestehend aus Geradensegmenten der
Steigung +1. Weil vy~ o¢ : I’ — J ein lokaler Diffeomorphismus ist, kénnen diese Segmente
nur auf dem Rand von I x J enden. Und weil 1/~! o ¢ injektiv ist, kann auf jeder der vier
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Seiten von I x J nur ein Segment enden. Daher hat I' und mit ihm ¢(I) N (J) hochstens
zwei Komponenten.

1. Fall: ' zusammenhingend. Sei h : R — R die Fortsetzung von ' o ¢ zu einer affinen
Funktion der Steigung +1.

Dann ist N
I'={sel|3(s,t)eT}y={tecI|hlt)ecJ}=Inh"1(J). fﬁphh
Daher ist

<o o) fir t € I,
9(t) = {1/; o h(t) fiirte h='(J).

Y

eine auf I U h™!(J) wohldefinerte Parametrisierung mit
Bildmenge ¢(I) U(J).

2. Fall: T hat zwei Zusammenhangskomponenten. Dann haben beide Komponenten dieselbe
Steigung, und wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass sie +1 ist, vgl. die Abbildung.

Nach eventueller Verschiebung von J ist dann v = d und
damit § = d und

a<b<c<d<a<p.

Wir setzen 0 = 2L und
a—a A

p
p(t) fira<t<d /

h(cos 0, sin 0) := {w(t) fir c <t < f3

=< o

Fir a <t; <dund ¢ < tg < 0 gilt ¢(t1) = ¥(t2) genau
dann, wenn

e c <ty =ty <d, oder

A4

e a<t; <bundty —a=1t; —a. Aber dann ist

27t 2 — t 27t
Tl _ ’/T((Ck a)—|— 1) :27T+ Tl
a—a a—a a—a

Daher ist A ist wohldefiniert und injektiv.

Weil ¢ und 1 lokale Diffeomorphismen sind, ist h(S?) offen in X, und weil S* kompakt ist, ist
h(S') kompakt, also abgeschlossen in X. Daher ist h(S') = X und h ein Diffeomorphismus
von St auf X. O

Beweis des Satzes. Jede Parametrisierung von X nach der Bogenlidnge 148t sich als eine
Parametrisierung nach der Bogenlénge auf ein (nicht unbedingt eindeutiges) maximales In-
tervall fortsetzen. Wir zeigen nun, dass eine solche maximale Parametrisierung ¢ : J — X
surjektiv auf X ist, wenn X nicht diffeomorph zu S ist. (Im letzteren Fall 18t ¢ einen Punkt
von S aus.) Wenn ¢(J) # X, hat ¢(J) einen Hiufungspunkt = € X \ ¢(J). Wir parame-
trisieren eine Umgebung von = in X nach der Bogenlinge. Anwendung des Lemmas liefert
dann eine Fortsetzung von ¢ auf ein groBeres Intervall im Widerspruch zur vorausgesetzten
Maximalitét.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Intervall in R diffeomorph zu einem der im Satz angegebenen
ist. Das ist aber leicht. O
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3.8 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Wir geben nun eine Anwendung der Resultate aus den letzten Abschnitten, indem wir be-
weisen:

Satz 142 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung der n-dimensionalen
Vollkugel D™ := {x € R™| Y. x? < 1} in sich hat einen Fixpunkt.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt ein solches g ohne Fixpunkt. Durch
x .
g(x) = g(m) fiir [|f| > 1

setzen wir g stetig auf R™ fort. Weil D™ kompakt ist, gibt es ein € mit ||g(z) — || > e >0
fiir alle 2, und nach dem Approximationssatz 125 gibt es eine C°°-Funktion f : D™ — D"
mit

1) =2l > llg(x) — 2ll — £ (@) — g(@)]| >
fiir alle z € D™. Also hat auch f keinen Fixpunkt.
Fiir z € D" ist dann {\f(z)+(1—-N)z |\ € R}
eine Gerade durch z und f(x), und es gibt
genau ein A(z) > 0, so dass

DN o

h(z) =z + Na)(z - f(z)) € "7}

auf der Einheitssphire liegt. Dann ist h eine
C*°-Abbildung (Beweis?) mit

hlgn-1 = idgn-1 . (15)

Das widerspricht aber dem folgenden O

Satz 143. Ist (X,0X) eine kompakte berandete Mannigfaltigkeit, so gibt es keine C*°-
Abbildung f: X — 0X mit flox =idox-

Beweis. Wir nehmen an, dass f : X — 0X eine solche Abbildung ist. Nach dem Satz von
Sard gibt es dann einen reguldren Wert y € X, und weil y natiirlich auch regulérer Wert
von id : X — OX ist, ist nach dem verallgemeinerten Urbildsatz Y := f~({y}) eine
kompakte berandete 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von X mit

Y = [ ({y}) noxX = {y}.

Andrerseits ist nach dem Klassifikationssatz die Anzahl der Randpunkte einer kompakten
berandeten 1-Mannigfaltigkeit gerade. Widerspruch! O
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4 Transversalitiat

4.1 Transversale Abbildungen

Der Urbildsatz hat eine Verallgemeinerung, die fiir die Differentialtopologie von zentraler
Bedeutung ist: Das Urbild einer Untermannigfaltigkeit ist wieder eine Untermannigfaltigkeit,
wenn ...7 Ja, wenn was? Dazu miissen wir den Begriff des reguliren Wertes einer Abbildung
verallgemeinern:

Definition 144 (Transversalitit). (i) Zwei Abbildungen f; : X; — Y, (i = 1, 2) heilen
transversal zueinander (Notation: fi M f3), wenn fiir alle 1 € X7 und x5 € X, gilt:

fi(x1) = folxe) = doy [1(Te, X1) + doy fo(Tiy Xo2) = Trz)Y.

(ii) Eine Abbildung f : X — Y heifit transversal zur Untermannigfaltigkeit Z C Y (No-
tation: fM Z), wenn f und die Inklusion ¢ : Z < Y transversal zueinander sind, d.h.
wenn fiir alle z € f~1(Z) gilt

(iii) Zwei Untermannigfaltigkeiten Z1,Zs C Y heien transversal zueinander (Notation:
Z1 M Zy), wenn ihre Inklusionen transversal zueinander sind, d.h wenn fiir jedes z €
Zy N Zsy
T.21+T,Zy =1T,Y.

Bemerkungen. 1. Wenn Z = {p} nur ein Punkt, also eine 0-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit ist, heifit “f transversal zu Z” also gerade “p ist regulérer Wert von f”.

2. Die Bedingung (16) lafit sich auch so formulieren: Die Komposition von d,f mit der
kanonischen Projektion

T, X S Tpo) Y 5 Ty Y/ T ) Z
ist surjektiv. Diese Formuierung hat auch eine lokale Variante: Z 148t sich lokal schreiben
als Urbild g=%({0}) des reguliren Wertes 0 einer Submersion g : Y D V — RF und die

Transversalitidt von f zu Z ist lokal dann dquivalent dazu, dass go f ebenfalls eine Submersion
ist.

Im Vergleich mit beliebigen Abbildungen und Untermannigfaltigkeiten représentieren die
transversalen Objekte relativ “iibersichtliche” geometrische Verhéltnisse:

Diese Abbildung demonstriert das fiir den Schnitt 1-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, aber
es ist klar, dass der nicht transversale Durchschnitt hoherdimensionaler Mannigfaltigkeiten
beliebig kompliziert werden kann. Deshalb sind wir an Transversalitiat sehr interessiert.

Lemma 145. Die Abbildungen f; : X; — Y, (i = 1,2) sind genau dann transversal zuein-
ander, wenn
fixfa: Xix Xo =Y XY, (21,72) = (fi(z1), f2(22))

transversal zur Diagonale A == {(y,y) |y € Y} ist.
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Beweis. Die Abbildung f; x fo : X1 X X9 — Y XY ist genau dann transversal zur Diagonalen
A, wenn fiir alle (z1,22) € X1 X X5 mit fi(x1) = fo(z) =: y die Komposition

d zq,T )(fl XfQ)
T(;c1,;c2)(X1 X X2) 1 2y T(y7y)(Y X Y) — (T(y,y)(Y X Y))/T(%y)A
surjektiv ist, d.h. vom Rang dimY ist. Das ist genau dann der Fall, wenn fiir ihren Kern

N = (2, 00)(f1 X f2)) " (T, A)

gilt
dim N = dim X; + dim Xy — dimY (17)
N ist aber auch der Kern der Abbildung
T11X1 X TwQXQ - TUK (Ula U2) = d911 fl(Ul) - d$2f2(v2)’ (18)

und diese ist genau dann surjektiv, wenn (17) gilt. Schlielich bedeutet die Surjektivitit der
Abbildung (18), dass
dl’l fl (Tlel) + dﬂﬂzf?(TIQXQ) = TyY

O

Satz 146 (Urbildsatz, allgemeine Version). Sei f : X — Y eine C*°- Abbildung ei-
ner berandeten Mannigfaltigkeit X in eine unberandete Mannigfaltigkeit Y und Z C'Y eine
unberandete Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. Seien f und 0f = flox : 0X =Y
transversal zu Z. Dann ist f~1(Z) eine berandete Untermannigfaltigkeit von X der Kodi-
mension k mit dem Rand 0f 1 (Z) = f~4(Z) N 0X.

Insbesondere ist der Durchschnitt zweier transversaler Untermannigfaltighkeiten wieder eine
Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Sei x € f~1(Z) und z = f(x). Dann gibt es eine offene Umgebung V von z in YV
und eine Submersion g : V — R* mit ZNV = g~1({0}). Sei U eine offene Umgebung von x
in X mit f(U) C V. Wegen der Transversalitiit ist 0 ein regulirer Wert von go f : U — RF
und d(go f) = godf : UNOX — R¥. Nach Satz 139 ist daher (go f)~1({0}) = f~%(2)
ebenfalls eine berandete Untermannigfaltigkeit der Kodimension k. O

Wir wollen nun zeigen, dass

e Transversalitéit (im kompakten Fall) eine stabile Eigenschaft ist: bei kleinen Stérungen
der Situation bleibt sie erhalten.

e Transversalitit eine generische Eigenschaft ist: Die “meisten” Abbildungen sind trans-
versal. Eine nicht transversale Abbildung kann man durch beliebig kleine Stérungen
transversal machen.

Um zu prézisieren, was “kleine Storung” oder “die meisten” bedeuten soll, kann man auf dem
Raum der Abbildungen eine Topologie einfiihren. Das ist méglich und sinnvoll, aber einiger-
maflen kompliziert, vgl. Golubitsky/Guillemin. Wir vermeiden diesen technischen Aufwand
durch die Betrachtung differenzierbarer Familien von Abbildungen.

Satz 147. Transversalitdt ist eine stabile Figenschaft: Seien X eine kompakte Mannigfal-
tigkeit, Z C Y eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit und F : X x [0,1] — Y eine
C-Homotopie von f = F(.,0). Nur X darf nicht-leeren Rand haben. Sind f und Of trans-
versal zu Z, so gibt es ein € > 0, so dass fs = F(.,s) und Ofs fir alle s < € transversal zu
Z sind.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen: Zu jedem x € X gibt es eine Umgebung U und ein € > 0,
so dass f¢|y und Ofs|unax transversal zu Z sind fiir alle s < e. Das kompakte X kann
man dann mit endlich vielen solcher Umgebungen iiberdecken und das kleinste zugehérige
€ wahlen. Sei also x € X.

Ist v ¢ f~1(Z), so gibt es, weil f~1(Z) abgeschlossen ist, eine offenen Umgebung von (z,0)
der Form U x [0,¢[ in X X [0,1] deren Bild in Y\ Z liegt. Also sind fs|y und 9f|ynox fiir
s < € transversal zu Z.

Ist andrerseits = € f~1(Z), so gibt es wie im Beweis des allgemeinen Urbildsatzes Umgebun-
gen U von z und V von z = f(z) und eine Submersion g : V — R*, so dass ZNV = ¢g~({0}),
go f: U — RF eine Submersion und U N f~1(Z) = (g o f)~1({0}) ist. Nach eventueller
Verkleinerung von U kénnen wir annehmen, dass fiir ein € > 0 und alle (Z,s) € U x [0, ¢[ die
Differentiale dz(g o fs) : Tz X — R* bzw. dz(go fs) : T:0X — R* surjektiv sind.

Ist dann Z := f(Z) € g~ 1 ({0}) = Z NV, so folgt
djfs(Tj;X) + TgZ = Tgy bzw. difS(TjaX) + TgZ = TgY
O

Wir wollen nun zeigen, dass Transversalitit eine “generische” Eigenschaft ist: “Die meisten”
Abbildungen sind transversal. Das liefern die beiden folgenden Sétze:

Satz 148 (Tranversalitiitssatz). Sei F': X xS — Y eine C*°-Abbildung zwischen Man-
nigfaltigkeiten, wobei nur X mnicht-leeren Rand haben darf. Sei Z C Y eine Untermannig-
faltigkeit. Die Abbildungen F' und OF := F|@x)xs seien beide transversal zu Z. Dann sind
die Abbildungen fs:=F(.,8); X =Y und 0fs = fslox : 0X — Y fiir fast alle s transversal
2u 7.

Als Korollar ergibt sich

Satz 149 (Homotopie-Transversalitiitssatz). Seien f : X — Y eine C™-Abbildung
einer (berandeten) Mannigfaltigkeit X in eine (unberandete) Mannigfaltigkeit Y und Z C'Y
eine unberandete Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es ein offene Kugel S in einem endlich-
dimensionalen Banachraum V und eine C*°-Abbildung F: X x S — Y mit f = F(.,0), so
dass die Abbildungen fs = F(.,s) und Ofs : 0X — Y fir fast alle s € S transversal zu Z
sind.

Jede Abbildung f : X — Y ldsst sich also durch “beliebig kleine homotope Storungen”
transversal zu Z machen.

Beweis von Satz 149. Sei Y C W fiir einen endlichdimensionalen Euklidischen Raum W.
Nach dem Tubenumgebungssatz 121 gibt es eine offene Umgebung U von Y in W und eine
Submersion 7 : U — Y mit r|y = id. Konstruieren Sie mit der Zerlegung der Eins eine
positive C°-Funktion € : Y — R, so dass {w € W|||lw —y|| < e(y)} C U fir jedesy € Y .

Sei S C W die offene Einheitskugel in W und
F:Xx8—W, (z,5) —r(f(z)+e(x)s).
Dann ist F(.,0) = f und wegen

d(LS)F(O, w) = df($)+6($)87’(€(£li>w) = E(:Z?)df(w)_,_e(w)sT(w)
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sind F' und OF Submersionen, also transversal zu Z. Aus dem Transversalitétssatz 148 folgt
die Behauptung. O

Beweis von Satz 148. Nach Satz 139 ist M := F~1(Z) eine Untermannigfaltigkeit von X x S
mit Rand OM = 9(X x S)N M = (0X x S) N M. Wir bezeichnen mit 7 : X x S — S die
Projektion auf den zweiten Faktor und zeigen:

e Ist s € S ein reguldrer Wert von 7|y : M — S, so ist fs M Z, und
e ist s € S ein reguliirer Wert von 97 : 9M — S, so ist df, M Z.

Dann folgt aus dem Satz von Sard die Behauptung.
Es geniigt der Beweis fiir reguléire Werte von 7, der “Randfall” geht genauso.

Seien y = fs(x) € Z und n € T,,Y. Wir miissen zeigen: Es gibt einen Vektor £ € T, X, so
dass

n—- dzfs(g) € TyZ

Weil F'M Z, gibt es (§0,00) € T(y,5X x S mit
n— d(LS)F(fo, O’Q) = Co S TyZ.

Und weil s ein reguldrer Wert von 7|y ist, gibt es (§1,01) € T(5,5)M mit

d(r,s)ﬂ—(glao—l) =00
Weil 7 einfach die Projektion auf den 2. Faktor ist, ist o1 = 09, und weil F(M) C Z, ist

d(w)S)F(fl,O'l) = Cl S TyZ.

Wir berechnen

de fs(§0 — &1) = d(e,)F (§0 — £1,0) = dz,5) F((€0,00) — (&1, 01))
= d(z,5)F (0, 00) — d(g,5)F(&1,01) =1 — (o — C1.
O

Bemerkung. Der Kern dieses Beweises ist ein einfaches algebraisches Lemma. Man nennt
eine Verkettung von linearen Abbildungen ezakt, wenn das Bild jeder dieser Abbildungen
gleich dem Kern der folgenden ist. Zum Beispiel bedeutet die Exaktheit von

viw_—o
dass f surjektiv ist.

Im obigen Beweis hat man ein kommutatives Diagramm

0
/!
T, X — T,Y/T,Z — 0
N /
T(p,s)(X x S)
/ N
Tiwy FH(2) - 7.8 — 0
N
0
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mit exakten Diagonalen. Zu zeigen ist, dass die obere Zeile exakt ist, falls die untere Zeile
exakt ist. Das beweist man durch “diagram chasing”.

Bei der Approximation beliebiger Abbildungen durch homotope transversale Abbildungen
ist es oft von Bedeutung, die Abbildungen dort, wo sie bereits “gut”, ndmlich transversal
sind, nicht zu &ndern. Das erfordert eine Verschiarfung des Homotopie-Transversalitéitssatzes.

Definition 150. Sei C' C X. Dann heifit f: X — Y auf C transversal zu Z C Y, wenn
dacf(TxX) + Tf(w)Z = Tf(I)Y fiir alle z € C.

Satz 151 (Fortsetzungssatz). Seien f: X — Y eine C*- Abbildung, Y unberandet und
Z C Y eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Sei C C X eine abgeschlossene Menge
und fMZ und Of M Z auf C.

Dann gibt es eine zu f homotope Abbildung g : X — Y, so dass gM Z und 0gM Z und auf
einer Umgebung von C gilt g = f.

Beweis. 1. Schritt. Es gibt eine Umgebung U von C, auf der f,0f M Z. Weil f~1(Z) ab-
geschlossen ist, impliziert * € C'\ f~(Z), dass auch eine Umgebung U, von x unter f im
Komplement von Z landet. Sei andrerseits € C' und f(x) € Z. Wir schreiben Z lokal um
f(x) als Nullstellenmenge einer Submersion h. Dann sind d,(ho f) und d,(ho df) surjektiv,
und dasselbe gilt dann fiir alle 2’ aus einer Umgebung U, von x. Dann sind aber f|y, und
Ofloxnu, transversal zu Z. Setze U := |J U,.

2. Schritt Es gibt eine offene Umgebung Uy von C mit Uy C U liegt. Wihle dazu zu jedem
x € C eine offene Umgebung, deren abgeschlossene Hiille in U liegt. Endlich viele davon
iiberdecken C und ihre Vereinigung Uy leistet das Gewiinschte.

3. Schritt. Sei (¢;) eine Zerlegung der Eins fiir die offene Uberdeckung (U, X \ Up) von X.
Dann erfiillt die C°°-Funktion
¢:= > ?;

supp ¢; CX \ Up
folgende Bedingungen
¢ = 0 auf der Umgebung Uy von C und ¢[x\y = 1.

Wir brauchen weiter
) =0 = dy,0=0.

Dazu koénnen wir ¢ einfach ersetzen durch ¢2.
Sei nun F': X x S — Y wie im Beweis von Satz 149 und G : X x S — Y definiert durch
G(z,s) = F(z, ¢(x)s).
Dann gilt
Gla,5) = F(2,0) = f(x)
falls ¢(z)s = 0, insbesondere also fiir s = 0 oder fiir x € Uy.

Wir zeigen, dass G,0G M Z sind. Wir erinnern daran, dass d, ¢ F(0,TsS) = Tr(y,5)Y war.

o Ist ¢(x) # 0, so ist deshalb
d(I’S)G(O, TSS) = d(z@(x)s)F(O, ¢($)TSS) = Tg(z’s)y
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o Ist ¢(x) =0, also d,¢ = 0, so folgt € U und

Aus der Transversalitit von f und 0f auf U folgt die von G und 0G.

Nach dem Transversalitéitssatz 148 gibt es ein s, fiir das g := G(., s) und dg beide transversal
zu Z sind. Nach Konstruktion ist g homotop zu f. O
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4.2 Schnittzahltheorie mod 2

Im folgenden betrachten wir unberandete Mannigfaltigkeiten X, Y, Z mit kompaktem X und
abgeschlossenem Z C Y. Wir setzen voraus, dass

dim X + dim Z = dim V.|

Ist dann f : X — Y transversal zu Z, so ist f~1(Z) eine abgeschlossene 0-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von X, wegen der Kompaktheit von X also eine endliche Punktmenge.
Wir definieren die mod-2-Schnittzahl von f mit Z als

L(f,2) = #f1(2) mod 2.

Lemma 152. Seien fo, f1 : X — Y homotop zueinander und transversal zu Z. Dann gilt

IQ(f0>Z) = IQ(th)

Beweis. Sei F' : X x[0,1] — Y eine Homotopie von fo nach f. Beachte, dass OF = F'|x 0,1}
gerade fo bzw. fi, also transversal zu Z ist. Daher ist erst recht FMZ auf C = 9X x [0,1].
Nach dem Fortsetzungssatz 151 kénnen wir deshalb annehmen, dass F'MZ und O0F M Z.
Damit ist F~1(Z) eine kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von X x [0, 1] mit
Rand

F=Y(Z)n{0,1} = f5(2) x {0} U £ (2) = {1}.

Nach der Klassifikation der 1-Mannigfaltigkeiten ist das eine gerade Anzahl von Punkten,
und daraus folgt die Behauptung. O

Definition 153 (mod-2-Schnittzahl). Sei f : X — Y eine C*°-Abbildung der kompak-
ten Mannigfaltigkeiten X in die Mannigfaltigkeit Y und sei Z C Y eine abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit von Y. Es gelte

dimX +dimZ =dimY.

Seien g : X — Y homotop zu f und transversal zu Z. Solche Abbildungen gibt es nach dem
Homotopie-Transversalitidtssatz 149. Dann definieren wir die mod-2-Schnittzahl von f mit
Z als

I2(f> Z) = IQ(gvz)
Nach dem Lemma ist diese Definition unabhéngig vom gewéhlten g.

Ebenfalls aus dem obigen Lemma folgt:

Lemma 154. Homotope Abbildungen haben dieselbe Schnittzahl.

Beispiel 155. Seien f: S' — R?\ {0} eine C*°-Abbildung, v € R?\ {0} und
Z:={tv|t >0}

Dann ist Z eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von Y = R?\ {0}, also I5(f, Z) defi-
niert. Nach “Stérung” von f durch eine Homotopie kénnen wir annehmen, dass f M Z. Dann
ist Iy(f, Z) = 0 oder I1(f, Z) = 1, je nachdem, ob f den Strahl Z eine gerade oder ungerade
Anzahl von Malen trifft.
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Wir betrachten f als geschlossenen Weg g(t) := t — f(e®) mit 0 < t < 27. Die im Beweis
von Korollar 58 konstruierte Homotopie von g in den Weg g; (t) = €™ mit der Umlaufzahl
n = W(g,0) liefert eine C°°-Homotopie von f in fi(e') = ™. Weil die Schnittzahl eine
Homotopieinvariante ist, und f; den Strahl Z offenbar genau n-mal transversal schneidet,
finden wir

L(f,Z) =W(g,0) mod 2.

Das gibt ein einfaches geometrisches Verfahren zur Bestimmung (leider nur der Paritét)
der Umlaufzahl. Wir werden das spéter verallgemeinern auf die “vollstdndige” Umlaufzahl.
Und wir werden mit dieser Methode auch eine Umlaufzahl in hoheren Dimensionen erkléren
kénnen.

O

Beispiel 156. Wir wollen auf S™ ein tangentiales Vektorfeld £ : S™ — T'S™ angeben und
nachrechnen, dass es transversal zum Nullschnitt Z = {(z,0) |z € S™} C T'S™ ist. Das ist
gleichbedeutend damit, dass £ und &y : S™ — T'S™, x — (x,0) transversal zueinander sind.

Wir wahlen einen festen Vektor z € S™ und definie-
ren

E(x) = (z,(z,x)x — 2).

Das Vektorfeld entsteht, indem man den Vektor —z

jeweils orthogonal in den Tangentialraum 7,S™ pro-

jiziert. Es hat Nullstellen fiir x = =+z. Also ist E(%)
¢ YZ) = {£z}, und wir miissen priifen, ob

A 8(T22S") + Ti42,00Z = T(42,0)(TS™).

Es gilt
do€(v) = (v, (z,v)x + (2, 2)v).
Fiir x = 2 erhalten wir wegen (x,v) =0
dy.£(v) = (v, %v).
Ebenso erhalten wir
dy.£(v) = (v,0).

Damit ist
dim (dizf(TiZSn) + dim diZ£<TizSn)) = 2n.

Also ist ¢ transversal zum Nullschnitt, und insbesondere folgt

I,(&,2)=0.
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Beispiel 157. Wir bezeichnen das Vektorprodukt des R mit [.,.] und definieren fiir festes
z € §% auf S? das tangentiale Vektorfeld

f(l‘) = (.13, [33, Z])

Dieses hat ebenfalls zwei Nullstellen +z und ist wegen

dz&(v) = (v, [v, 2])

ebenfalls transversal zum Nullschnitt. Also folgt wieder I5(§, Z) = 0. Im Gegensatz zum
Vektorfeld aus dem vorigen Beispiel kommutiert dieses mit der Antipodenabbildung « :
S? — 5%

dza(§(x)) = &(a(z)).

Deshalb induziert ¢ ein tangentiales Vektorfeld & auf der reellen projektiven Ebene P2 wel-
ches wegen der lokalen Diffeomorphie von S? und P? ebenfalls transversal zum Nullschnitt
ist und welches genau eine Nullstelle besitzt. Also gilt

L(¢,2Z) = 1.
O

Fiir Untermannigfaltigkeiten X,Z C Y komplementédrer Dimension, X kompakt und Z
abgeschlossen definiert man
I2(Xa Z) = IQ(ia Z)

wobei i — Y die Inklusionsabbildung ist: Man deformiert X homotop, so dass es transversal
zu Z wird, und z#hlt dann die (endlich vielen) Schnittpunkte.

Beispiel 158. Sind X,Z C S? zwei zu S' diffeomorphe Untermannigfaltigkeiten in S2,
so 1Bt sich i : X < S? homotop in einen Punkt in S?\Z deformieren und ist dann
transversal(!) zu Z. Also ist I3(X,Z) = 0, je zwei “Kreise” in S? haben verschwindende
mod-2-Schnittzahl. Andrerseits haben die in der Abbildung dargestellten Kreise im Torus
offenbar Schnittzahl 1. Deshalb ist der Torus nicht diffeomorph zu S2.

1,(X,2)=0 1,(X,2)=1

O

Fiir eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit X einer 2n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit Y ist insbesondere I5(X, X) definiert und heifit die mod-2-Selbstschnittzahl von
X.

Beispiel 159. Die GroBkreise auf S™ sind doppelte Uberlagerungen von Kreisen im projek-
tiven Raum P™. Letztere haben mod-2-Selbstschnittzahl 1. Folgern Sie daraus, dass diese
Kreise nicht nullhomotop sind.
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Beispiel 160. Wir verwenden die Notationen aus Beispiel 156. Die Abbildung
((I,O),t)H(I,t(<Z,QS>l‘—2)) Oétgl

ist eine Homotopie der Inklusion des Nullschnittes Z von T'S™ in eine transversale Position
mit 2 transversalen Schnittpunkten. Also ist I5(Z, Z) = 0.

O

Satz 161 (Randsatz). Sei X der Rand einer kompakten Mannigfaltigkeit W, f: X =Y
eine C*°-Abbildung und Z C Y eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit

dim X 4+ dim Z = dim Y.
Laft sich f zu einer C*°-Abbildung F : W — Y fortsetzen, so ist

IL(f,Z)=0.

Beweis. Sei F : W — Y eine solche Fortsetzung und sei G : W — Y homotop zu F
mit GAZ und g := OGM Z. Dann ist g homotop zu f, also Ix2(f,Z) = I2(g, Z). Nun ist
G~ 1(Z) eine 1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand g=1(Z), der nach
dem Klassifikationssatz eine gerade Anzahl von Punkten hat. O
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4.3 Abbildungsgrad und Umlaufzahl mod 2

Satz 162 (und Definition: mod-2-Abbildungsgrad). Seien X undY unberandete Man-
nigfaltigkeiten gleicher Dimension, X kompakt und Y zusammenhdngend. Sei f : X — Y
eine C'°-Abbildung.

Dann ist I(f,{y}) wunabhingig von y € Y. Wir nennen diese Zahl den mod-2-
Abbildungsgrad von f wund bezeichnen sie mit

deg2(f) = IQ(fa {y}> € {Oa 1}
Ist y ein requlirer Wert von f, so ist also

degy(f) = #f7'({y}) mod 2.

Beweis. Seien ¢ : {y} — Y die Inklusion, A C Y x Y die Diagonale und
f=fxt: Xx{y} =Y xY.

Dann gilt B
fM{y} (d.h. y regulédrer Wert von f) — fAA,

und weil f(z) =y < f x(z,y) € A, ist
IQ(f’ {y}) = 12(f7 A)

Ist 4/ € Y ein weiterer Punkt, so gibt es, weil Y wegzusammenhingend ist, eine Kurve
¢:[0,1] = Y von y nach ¢'. Dann ist aber

fe(@,y) := (f(x), c(t))
eine Homotopie von f und

L(f {y}) = L(fo,A) = L(f1.A) = L(f.{y'}).

Offenbar gilt

Satz 163. Der mod-2-Abbildungsgrad degy(f : X — Y) ist eine Homotopieinvariante und
degy(f) =0, falls f = OF fir eine C*°-Abbildung F : W — Y mit kompakter Mannigfaltig-
keit W und X = OW.
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Definition 164 (mod-2-Umlaufzahl). Sei f : X — R" eine C*°-Abbildung der kompak-
ten (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit X und sei z € R™\ f(X). Definiere

_ f-z
I ===

X — sn

Wir nennen
Wa(f,z) := degy(9)

die mod-2-Umlaufzahl von f um z.

Fiir v € S™71 ist
v regulidrer Wert von f <= gMh{v} <<= [fAZ:={z+tv|t>0}.

In diesem Fall ist
g {v) =FN2) =#{t > 0]z + tv € f(X)}
und deshalb
Wa(f,z) =#{t>0]|z+tv e f(X)} mod 2

Falls X C R" eine kompakte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit (eine sogenannte
Hyperfliche) ist und i : X — R™ die Inklusion bezeichnet, schreiben wir auch

WQ(X7 Z) = Wg(i, Z)

Lemma 165. Die Umlaufzahl Wa(f, z) ist stetig in z auf R™\ f(X) und invariant gegeniiber
Homotopie von f in R™\ {z}.

Beweis. Klar. O

Der Zusammenhang mit der “alten” Umlaufzahl fiir geschlossene Wege ist im Beispiel 155
geklart worden.

Satz 166 (Separationssatz von Jordan/Brouwer). Sei X eine kompakte unberande-
te zusammenhingende (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™, eine sogenannte
kompakte Hyperfliche. Dann hat das Komplement R™ \ X genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten, ndmlich eine beschrinkte {z € R™\ X |Wa(X,z2) = 1} und eine unbeschrinkte
{z e R"\ X | W)(X,z) =0}.

Die Vereinigung jeder dieser Komponenten mit X ist eine Mannigfaltigkeit mit X als Rand.

Die n = 2-Version dieses Satzes im stetigen (nicht im differenzierbaren) Fall ist der soge-
nannte Jordansche Kurvensatz. Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir ein Lemma {iber
das Normalenbiindel von Hyperflichen. Wir erinnern daran, dass Wegzusammenhang und
Zusammenhang fiir Mannigfaltigkeiten dasselbe sind.

Lemma 167. Seien 1L X das Normalenbiindel einer zusammenhdingenden Hyperfliche im
R™ und J CJ0,00][ ein Intervall. Wir setzen

17X = {(z,w) € LX |||w]| € J}.

Dann hat (17 X) héochstens zwei Wegzusammenhangskomponenten.
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Beweis. Weil 0 ¢ J, ist 17 X homotopiesiquivalent zum sogenannten Einheitsnormalenbiindel
1tx =1y,

und es geniigt der Beweis fiir diesen Fall.

Die Abbildung 110>[X — R, (z,w) ~— ||w|| hat 1 als reguliren Wert, und deshalb ist das
Einheitsnormalenbiindel 1'X C L X eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Die
Abbildung 7 : 1'X — X, (z,w) — x ist eine Uberlagerung. (Fiir den Beweis vgl. den Beweis
des Plattenwechslersatzes. Aber weil wir keine Kompaktheit vorausgesetzt haben, muss man
etwas anders argumentieren.)

Sind nun (x1,w), (v, w) € L'X, so withlen wir einen Weg ¢ : [0,1] — X von x nach z;
und heben diesen mit Anfangswert (x,w) hoch zu einem Weg ¢ : [0,1] — L'X. Dann
ist (1) = (z1,+w;). Daraus folgt, dass man jeden Punkt (z,w) € L'X mit einem der
beiden Punkte (21, +w;) durch einen Weg in L' X verbinden kann, 1! X hat hochstens zwei
Zusammenhangskomponenten. O

Beispiele 168. Das Einheitsnormalenbiindel von S? C R? kann man sich vorstellen wie
zwei weitere konzentrische Sphéren, es hat zwei Zusammenhangskomponenten: Einfach zu-
sammenhingende Riume haben nur triviale Uberlagerungen. In der folgenden Abbildung
ist nur die untere Hélfte dargestellt.

Das Einheitsnormalenbiindel vom Moebiusband ist hingegen zusammenhéngend. In der Ab-
bildung ist die Hochhebung eines Weges ldngs der zentralen Linie angedeutet.

1's?

5 7

) —=

O

Beweis zum Jordan/Brouwer. Die kompakte Untermannigfaltigkeit X hat eine e-Tuben-
umgebung U, und U \ X hat nach dem Lemma héchstens zwei Zusammenhangskomponen-
ten. Jede Zusammenhangskomponente von R™\ X trifft die Tubenumgebung U, und weil
die Vereinigung zusammenhingender offener Mengen mit nicht leerem Durchschnitt zusam-
menhéngend ist, hat R™\ X hochstens zwei Zusammenhangskomponenten. Die Abbildung
z — Wh(X, 2) ist auf jeder Zusammenhangskomponente konstant. Wenn sie also verschie-
dene Werte annimmt, gibt es genau zwei Zusammenhangskomponenten.
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Sei Z = z¢ + Ro, ||v|| = 1, eine Gerade trans-
versal zu X. Dann gilt fiir alle zg = xg + tov,
die nicht in X liegen

WQ(X7ZO) = #{t >ty ‘.’IJ()-Ft?) € X}

Wenn zy € X, so ist g wegen der Kompakt-
heit von X und der Transversalitit ein isolier-
ter Punkt von X N Z. Also gibt es t; > 0, so
dass

{1’0+t0| —tl Stgtl}mX:{(ﬂo}

Dann ist aber
WQ(X, Ty — tlv) = WQ(X, o + tl) +1

und Wy nicht konstant.

Es bleibt also nur der Existenznachweis fiir eine Gerade, die
e X trifft und

e X transversal schneidet.

Seien 29 € X und v € S""*N1,, X , so dass die Gerade Z = z¢+Rv also X in zg transversal
schneidet. Die Abbildung

F:(R\{0}) x S" ! = R" (s,w) — 20 + sw

hat das Differential
d(s,w)F(Tv g) =TW+ Sf

Der erste Summand spannt Rw, der zweite T,,S" ! = (Rw)* auf, weil s # 0. Die Abbildung
F ist also eine Submersion und damit transversal zu X. Nach dem Transversalitéitssatz gibt
es daher v’ beliebig nah bei v, so dass die Gerade xo + Rv’ die Mannigfaltigkeit X in allen
Punkten # xg transversal schneidet. Aber xq ist fiir alle v’ ein Schnittpunkt, und fiir v’
nah bei v ist Ty, X + T4y Z = Ty, X + R’ = T,,,R™. Das beweist die Existenz der gesuchten
Geraden.

Sei D; die Zusammenhangskomponente von R™\ X, in der W5 = 1 ist. Weil X kompakt ist,
ist W (X, z) = 0 fiir hinreichend grofes ||z||, also ist Dy beschrinkt.

Die Aussage, dass D; U X eine berandete Mannigfaltigkeit mit X als Rand ist, folgt schlief3-
lich aus dem Tubenumgebungssatz zusammen mit der im folgenden Korollar festgehaltenen
Tatsache. [

Als Konsequenz aus dem Beweis ergibt sich:

Korollar 169. Das Einheitsnormalenbiindel einer kompakten, zusammenhdngenden (unbe-
randeten) Hyperfliche im R™ hat zwei Zusammenhangskomponenten.

Satz 170 (Borsuk/Ulam). Sei f : S™ — S™ eine C*°-Abbildung mit

Dann gilt
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Beweis. Durch Induktion iiber n.
n = 1. Dieser Fall folgt aus Beispiel 48.

(n—1) — n. Sei "~ C S™ der “Aquator” von S™ und S, die offene obere Halbsphire.

Nach dem Satz von Sard ist f(S™1) eine Nullmenge, und es gibt einen reguliren Wert z
von f im Komplement von f(S™"~1). Wegen der Symmetrie von f ist auch —z ein regulirer
Wert, und

_ 1, .- _
degy f = #f1({2}) = 5#f ({2, =2} = #(f " ({z,=2}) N S4)  mod 2.

Seien {1, ...,x,} die verschiedenen Urbilder von {z, —z} in Sy, so dass also

deg, f =r mod 2. (19)
Dann gibt es ein € €]0, 1] und disjunkte kompakte Umgebungen B; der z; in S, die von f
diffeomorph abgebildet werden auf eine der “Kugel”’-Umgebungen

Dy ={7€S"|||lz = (&) < e},
Die Menge
W = §+ \ U éi
i=1
ist eine kompakte berandete Mannigfaltigkeit, mit
oW =8""'UdBU...UB,.

Wir bezeichnen mit 7 : R**! — (Rz)* die Orthogonalprojektion und identifizieren (Rz)*
mit R™. Dann definieren wir

g:= mof
~mo fll

Fiir alle i ist g|,p, ein Diffeomorphismus, also degy(glsz,) = 1. Weil fiir € S"~!

mefta)
D = o~ I

ist nach Induktionsvoraussetzung deg,(g|gn-1) = 1 und insgesamt

W — §nL.

degy(glow) =r+1 mod 2. (20)
Andrerseits ist nach dem Randsatz 161

degy(glow) = 0. (21)

Aus (19) bis (21) folgt die Behauptung. O

Korollar 171. Fiir jede stetige Abbildung g : S™ — R™ gibt es ein x € S™ mit

f(@) = f(=x).

Beweis. Annahme: f: S™ — R™ stetig mit f(x) # f(—=) fiir alle x.

Dann ist min || f(z) — f(—z)|| =: € > 0 und es gibt eine C'°-Approximation f; : S* — R"
von f, so dass
If1(z) — F(2)]| < % fiir alle z € S
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Datfiir folgt fi(x) # fi(—z) fiir alle z. Dann ist aber

fi(z) = fi(==)
g(x) =
= @ - ACal
eine wohl-definierte C°°-Abbildung von S™ nach S"~! C S™ mit g(—z) = —g(z). Als Ab-

bildung nach S™ ist g also nicht surjektiv, und deshalb ist deg,(g) 0. Andrerseits ist
deg,(g) = 1 nach dem Satz von Borsuk/Ulam. Widerspruch! O

Korollar 172. Man kann einen Apfel durch einen ebenen Schnitt so teilen, dass beide Teile
dieselbe Menge an Kalorien, Vitaminen und Schadstoffen enthalten.

Beweis. Wir betrachten den R? als eingebettet in den R?. Seien k,v, s : R®> — R die Dichte-
verteilungen der Kalorien, Vitamine bzw. Schadstoffe. Fiir z € S® C R* setzen wir

M(z) = {y € R?|(z,y) > (z,es)} = {y | w11 + T2y2 + T3y3 > 4}

Das ist also ein Halbraum im R3. Wir definieren f : S® — R? durch

f(x) = (/ kdu:a,/ vdu3,/ sdu:;)
M(z) M (z) M(z)

und setzen voraus, dassdass f € C°°. Dann gibt es ein x mit f(x) = f(—=z), d.h. von alle
drei Ingredienzien liegt genauso viel im Halbraum M (z) wie in seinem Komplement. O
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5 Schnittzahltheorie: Der orientierte Fall

5.1 Orientierte Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt meint “Basis” stets “geordnete Basis”.
Definition 173 (Orientierung von reellen Vektorridumen). Sei 0 < n < co.
(i) Zwei Basen eines n-dimensionalen R-Vektorraumes heilen gleichorientiert, wenn die

lineare Transformation, die die eine in die andere iiberfiihrt, positive Determinante
hat, andernfalls heiflen sie verschieden orientiert.

(ii) Gleichorientiert ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen eines Vektor-
raumes, und es gibt genau zwei Aquivalenzklassen. Jede Aquivalenzklasse heifit eine
Orientierung des Vektorraumes.

(iii) Ein Vektorraum zusammen mit einer Orientierung heifit ein orientierter Vektorraum.
Basen aus der Orientierung eines orientierten Vektorraumes heiflen positiv orientiert.

(iv) Die durch die Standardbasis des R™ gegebene Orientierung heifit die Standardorien-
tierung des R"™.

(v) Ein Isomorphismus zwischen orientierten Vektorrdumen heifit orientierungserhaltend
oder orientierungstreu, wenn er positiv orientierte Basen in positiv orientierte Basen

abbildet.

(vi) Eine Orientierung fiir den 0-dimensionalen Vektorraum {0} ist eine Zahl in {+1, —1}.

Eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen war eine Sequenz
0-USVIEW =0 (22)

von linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen, so dass an jeder Stelle U, V, W das Bild
der ankommenden Abbildung gleich dem Kern der ausgehenden Abbildung ist. Das bedeu-
tete Injektivitdt von i, Surjektivitdt von m und die von 7 induzierte Isomorphie

V/i(U) = w.
Jede Basis von W ist daher von der Form
(m(v1), .-, T™(Vn—m)), (23)
mit linear unabhingigen v; € V, und es gibt dazu eine Basis
(U1, .oy Um) (24)

von U, so dass

(U1, -+ s Vn—my 1(U1), -+ 5 8 (U)) (25)
eine Basis von V ist.
Definition 174. Sind U,V,W in einer kurzen exakten Sequenz orientiert, so heifit die

Sequenz kohdrent orientiert, wenn man die Basen in (23), (24) und (25) sémtlich positiv
orientiert wihlen kann. Beachten Sie die Reihenfolge in (25)!

Lemma 175. Sind zwei der drei (positiv dimensionalen) Vektorriume in einer kurzen ex-

akten Sequenz orientiert, so gibt es genau eine (induzierte) Orientierung des dritten, so dass
die Sequenz kohdrent orientiert ist.
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Beweis. Leicht. O

Definition 176 (Nullrdume). Ist V = {0} in der kurzen exakten Sequenz (22), so sind
auch U und W der Nullraum. In diesem Fall ist die Sequenz kohérent orientiert, wenn das
Produkt der drei Orientierungen +1 ist.

Ist nur einer der Rdume U oder W der Nullraum und orientiert mit +1 bzw. —1, so ist
der Homomorphismus zwischen den beiden anderen ein Isomorphismus und die Sequenz
kohérent orientiert, wenn dieser orientierungstreu bzw. -umkehrend ist.

Definition 177. Sind U und V orientierte Vektorrdume positiver Dimension, so ist die
Produkt- oder Summenorientierung von U x V bzw. U @V so definiert, dass die kanonische
kurze exakte Sequenz

0—-V->UxV->U=—0
bzw.
0-V->UpV ->U-—=0

in dieser Reihenfolge kohérent orientiert ist.

Definition 178 (Orientierung von Mannigfaltigkeiten). Sei X eine n-dimensionale
(moglicherweise berandete) Mannigfaltigkeit, n > 0.

(i) Eine Orientierung fiir X ist eine Funktion, die jedem Punkt z € X eine Orientierung
von T, M zuordnet und in folgenden Sinne stetig vom Punkt abhéngt: Um jeden Punkt
x € M gibt es eine Karte v : U — H", so dass dyu : T, X — R™ bezliglich der
Standardorientierung des R™ in jedem 2’ € U orientierungserhaltend ist. Eine Karte
mit dieser Eigenschaft heifit eine orientierte Karte.

Eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung heifit eine orientierte Man-
nigfaltigkeit.'

(ii) Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, wenn es eine Orientierung fiir
sie gibt, andernfalls heifit sie nicht orientierbar.

Eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit X besteht aus isolierten Punkten. Eine Orientierung
fiir X ist eine Funktion O : X — {+1, —1}.

Beispiel 179 (Orientierte Hyperflichen). Sei X C R"*! eine Hyperfliche. Dann hat
man fiir alle x € X eine kurze exakte Sequenz

0 T,X 5 T,R™ 5 1, X —0. (26)

i ist die Inklusion und 7 die Orthogonalprojektion. Der Tangentialraum 7T, R™*! ist auf ka-
nonische Weise = R™*! und trigt eine Standardorientierung. In jedem = € X gibt es genau
zwei Einheitsnormalenvektoren, die die zwei Orientierungen des 1-dimensionalen Raumes
1.X definieren. Eine stetige Auswahl zwischen diesen, also ein stetiges (und dann auto-
matisch C°°-)Einheitsnormalenfeld z — £(z) : X — 1'X gibt es genau dann, wenn das
Einheitsnormalenbiindel von X trivial ist. Ein solches Feld liefert vermoge (26) dann eine
Orientierung fiir X.

Natiirlich muss man die stetige Abhéngigkeit vom Fuflpunkt zeigen, und wir fiihren das hier
einmal beispielhaft vor:

12Um jeden inneren Punkt und, falls n > 2, auch um jeden Randpunkt einer orientierten Mannigfal-
tigkeit gibt es eine orientierte Karte, nicht aber um jeden Randpunkt einer 1-dimensionalen berandeten
Mannigfaltigkeit, vergleichen Sie das Bild zu Beispiel 188.
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Ist u = (u1,...,u,) : U — R" eine Karte fiir X und ist ¢ = u=! die zugehérige Parametri-
sierung, so ist fiir alle x € U

5(:5), du(a:)d)(el)a BERE) du(x)¢(en)

eine Basis des R"*!, die stetig von x abhiingt. Wihlt man U zusammenhingend, so ist
diese Basis also fiir alle oder fiir kein x € U positiv orientiert. Indem man ggf. u; durch
—uy ersetzt, kann man annehmen, dass sie fiir alle z positiv orientiert ist. Also haben wir
wirklich eine stetig vom Punkt abhéngige Orientierung fiir X.

Umgekehrt: Ist X orientiert, also alle T,, X orientiert, so liefert (26) eine Orientierung fiir
1,X und damit eine stetige Auswahl eines Einheitsnormalenfeldes.

O

Satz 180. Eine zusammenhingende Hyperfliche X C R"™1 n > 1 ist genau dann orien-
tierbar, wenn das Finheitsnormalenbiindel von X trivial ist, d.h. zwei Zusammenhangskom-
ponenten besitzt.

FEine kompakte unberandete zusammenhdngende Hyperfiiche des R™*! ist orientierbar, vgl.

Korollar 169.

Beispiel 181. z +— (z,7) ist ein Einheitsnormalenfeld fiir die Sphiire S™ C R™*!, und dieses
definiert eine Orientierung auf S™, die Standardorientierung von S™.

o

O

Beispiel 182. Das Mo6biusband hat ein zusammenhéngendes Einheitsnormalenbiindel und
ist deshalb nicht orientierbar.

O

Beispiel 183. Eine Orientierung des reellen projektiven Raumes P" induziert eine Orien-
tierung von S, so dass die kanonische Projektion 7 : S™ — P™ {iberall orientierungstreues
Differential hat. Die Abbildung D"*! — D"l 2+ —x hat das Differential —idgn+1. Sie
ist deshalb nur fiir ungerades n orientierungstreu. Deshalb ist auch die Antipodenabbildung
a: S™ — S™ beziiglich der Randorientierung aber natiirlich auch beziiglich der entgegenge-
setzten Orientierung von S™ nur fiir ungerades n orientierungstreu. Weil andrerseits moa = 7
ist, gibt es auf P™ hochstens fiir ungerades n eine Orientierung. Dafiir gibt es tatséchlich
eine, fiir die 7w : S™ — P™ mit einer vorgegebenen Orientierung von S™ orientierungstreu ist.

Die geraddimensionalen projektiven Riume P?™, insbesondere die projektive Ebene P? sind
also nicht orientierbar. Aus Satz 180 folgt daher, dass sich diese Mannigfaltigkeiten nicht als
Hyperflichen in den Euklidischen R2™*! einbetten lassen.

O
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Beispiel 184. Sei X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, und sei (z,y) € TX. Weil T, X
ein Vektorraum ist, hat man fiir jedes (z,y) € T, X einen kanonischen Isomorphismus 7, X =
T2,y (T X), und weil T, X C TX erhilt man einen Monomorphismus

Das Bild ist der Tangentialraum an die Faser, und mit der Fupunktprojektion 7 : TX — X
erhilt man eine kurze exakte Sequenz

i(a,y Az, )T
0— T, X ¥ T, (TX) ™" T,X — 0.

Eine Orientierung fiir 7, X liefert also eine solche fiir T{, ,)(7'X). Weil aber T, X in der Se-
quenz rechts und links vorkommt, liefert die entgegengesetzte Orientierung von 7T, X dieselbe
Orientierung fiir T(, ,)(7X). Deshalb besitzt 7X immer eine ausgezeichnete Orientierung,
egal, ob X orientiert, orientierbar oder nicht orientierbar ist.

Vielleicht verstehen Sie das besser, wenn Sie iiberlegen, wie man V' x V' mit einer Orientierung
versehen kann.

O

Satz 185. Fine zusammenhdngende orientierbare Mannigfaltigkeit besitzt genau zwei Ori-
entierungen.

Beweis. Selbst. O

Definition 186 (Randorientierung). Sei X eine berandete Mannigfaltigkeit. Fiir ¢ € 0X
hat man dhnlich wie im Hyperflichenfall eine kurze exakte Sequenz

0—T,(0X) =T, X - T,X/T,(0X) — 0. (27)

Der Quotientenraum ist eindimensional, und jeder Vektor v € T, X \ T (0X) reprisentiert
eine Basis darin.

v heilit nach auflen gerichtet, wenn in einer
(und dann in jeder) Karte v : U — H™ fiir X
um x

—du(v) € H™.

Andernfalls heifit v nach innen gerichtet.

Wir orientierenT, X/T,(0X) durch die nach .
auen gerichteten Vektoren. Ist X orientiert,

so liefert die exakte Sequenz (27) dann die i
Randorientierung von 0.X .

Eine Basis von T,,0X ist also genau dann positiv orientiert, wenn durch Voranstellen eines
nach auflen weisenden Tangentialvektors in T, X eine positiv orientierte Basis von T,X
entsteht.

Beispiel 187. Die Standardorientierung von R™ induziert eine Orientierung auf der abge-
schlossenen Vollkugel D™. Die dadurch induzierte Randorientierung auf S™ ist gerade die in
Beispiel 179 gegebene.

O
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Beispiel 188. Randorientierung einer zusammenhéngenden kompakten 1-dimensionalen
Mannigfaltigkeit.

+1

—

-1
O

Bemerkung. Nach dem Klassifikationssatz sind eindimensionale Mannigfaltigkeiten stets
orientierbar und die Summe der Randorientierungen einer kompakten 1-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit ist 0.

Beispiel 189. Ist X eine orientierte Mannigfaltigkeit ohne Rand und versieht man X x [0, 1]
mit Produktorientierung, so erhilt 9X x [0, 1] = (X x{0})U(X x{1}) eine Randorientierung.
Beziiglich dieser ist

X — 0X x [0,1],z — (z,1) orientierungstreu,
X — 90X x [0,1],x — (z,0) orientierungsumkehrend.

O

Definition 190 (Induzierte Orientierung). Sei f : X — Y eine C*°-Abbildung, Z C Y
eine Untermannigfaltigkeit und hochstens X berandet. Alle drei Mannigfaltigkeiten seien
orientiert. Fiir y € Z hat man dann eine exakte Sequenz

0—-T1,Z2—-1T,Y - T,Y/T,Z — 0.

die auf dem Quotientenraum 7,Y/T,Z eine Orientierung induziert.

Ist fMZ und Of M Z, so ist f~1(Z) eine Untermannigfaltigkeit von X, und fiir z € f~1(2)
erhalten wir mit y := f(z) eine kurze exakte Sequenz

0> Tof Y(2) —» TuX "% 1,y/1,2 - 0

Hier sind die beiden rechten Rdume orientiert, und wir definieren die induzierte Orientierung
von f~1(Z) durch die Forderung der Kohirenz.

Entsprechend erhilt man eine induzierte Orientierung fiir 9f~1(2).

Bemerkung. Eine Basis (vgi1,...,0y) von T,f~1(Z) ist genau dann positiv orientiert,
wenn fiir eine Ergénzung (v1, ..., v,,) zu einer positiv orientierten Basis von X gilt:

(dzf(v1),...,dsf(vg)) représentiert eine positiv orientierte Basis von Ty (,)Y /T, Z,

d.h. (dyf(v1),...,dsf(vr)) wird durch Nachstellen einer positiv orientierten Basis von
T(z)Z zu einer positiv orientierten Basis von Tp(,)Y.

Wir trainieren das an folgendem

Beispiel 191. Unter den Vorausetzungen des Satzes trigt

@) ~1(2)=0(f71(2))

zwei Orientierungen, eine durch df : 9X — Y induzierte und eine als Rand von f~1(Z).
Wie hidngen diese zusammen?
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Sei x € 9f~%(Z) und

(v1,...,0m) eine Basis von T, X (28)
mit folgenden Eigenschaften:
(Vkt2, ..., vm) sei eine Basis von T,.(0f(Z)), (29)
(Vks1,---,Um) sei eine Basis von Ty, (f~*(Z)) und w41 weise nach aussen. (30)
Dann ist
(modyf(vi),...,modyf(vr)) eine Basis von Ty,)Y /Ty Z. (31)

Wir kénnen die v; so wihlen, dass (31) und (28) positiv orientiert sind. Dann ist (30) eine
positiv orientierte Basis von T, f~!(Z) und damit (29) eine positiv orientierte Basis von
T.0f~Y(Z) als Rand von f~1(Z).

Andrerseits ist auch (vgi1,v1,- .,k (—1)Fvpia,...,v,,) eine positiv orientierte Basis von
T, X, und daher

(v1, ..., 08, (=1)*vp42,...,v,,) eine positiv orientierte Basis von T} (9X).
Dann ist aber

((—=1)*vk19, ..., v,) positiv orientiert beziiglich der von df induzierten Orientierung.

Also stimmen die beiden Orientierungen fiir 9f~1(Z) genau dann iiberein, wenn die Kodi-
mension von Z in Y, also die von f~1(Z) in X, gerade ist.

k=1, m=3
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5.2 Schnittzahl und Eulercharakteristik

In diesem Abschnitt seien X,Y, Z orientierte Mannigfaltigkeiten ohne Rand. X sei kompakt
und Z C Y eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Es gelte

dimX +dimZ =dimY.

Definition 192. Sei f : X — Y eine C*°-Abbildung f M Z. Dann ist nach der gemachten Di-
mensionsvoraussetzung f~!(Z) eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit von X, also eine
endliche Punktmenge. Nach den Definitionen 190 und 176 ist die Orientierung in z € f~*(Z)
definiert als +1, falls fiir positiv orientierte Basen (v1, ..., v, ) von T, X und (Wpt1, - - -, Wy)
von Ty Z die Basis

(def(v1)y. s daf(Vm), Wmigly ..., Wy)

von T, Y positiv orientiert ist. Andernfalls ist sie —1. Wir bezeichnen diese Zahl mit
I(z, f, Z). Die Schnittzahl von f mit Z ist dann definiert als

I(f,2) =Y I f 2).

zef~1(2)

Wir wollen diese Definition auf nicht transversale Abbildungen erweitern. Dazu beweisen
wir

Lemma 193. Sind fo,f1 : X — Y homotop und transversal zu Z, so folgt I(fo,Z) =
I(flvz)

Beweis. Nach dem Fortsetzungssatz 151 konnen wie annehmen, dass es eine Homotopie

F:X x[0,1] — Y von fy nach f; gibt, fiir die F'M Z. Natiirlich ist dann auch F M Z und
F~1(Z) eine kompakte 1-Mannigfaltigkeit mit Rand

F7H(Z)nX x{0,1} = fg (Z) U f{1(2)

Daher ist, vgl. Beispiel 191,

0= E Randorientierung in =
2€OF—1(Z)
= E Induzierte Orientierung in x
Beispiel 191

2€(dF)~1(Z)

Z I(J),fl,Z)— Z I(%fo,Z)

zefil(2) zefy '(2)
=+ (I(f1,2) - I(fo,Z)).

Beispiel 189

Das Vorzeichen + ist dabei egal, es ist aber (—1)dimY—dimZ — (_1)dim X O

Definition 194. Sei f : X — Y eine C'*°-Abbildung. Dann gibt es nach dem Homotopie-
Transversalititssatz eine dazu homotope C°°-Abbildung f; : X — Y mit f; M Z, und wir
definieren

I(f,2) == I(f1, 2).

Nach dem Lemma ist das unabhéngig von der Wahl von f;.

Aus der Transitivitéit der Homotopie folgt unmittelbar
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Satz 195 (Homotopieinvarianz der Schnittzahl). Sind fo, f1 : X — Y homotop zu
einander, so ist I(fo, Z) = I(f1,2).

Wie im mod-2-Fall zeigt man

Satz 196 (Randsatz). Ist W eine kompakte orientierbare berandete Mannigfaltigkeit mit
dimW =dimY + 1, und F: W — Y eine C*°-Abbildung, so gilt

I(OF,Z) =0

Unser néchstes Ziel ist es, die Unabhiingigkeit von I(f, Z) auch von “Homotopien von Z”
zu zeigen. Dazu definieren wir “symmetrisch” I(f, g) fiir zwei Abbildungen f : X — Y und
g:Z — Y, sodass I(f,Z) als Spezialfall g = ¢ : Z — Y erscheint.

Definition 197. Seien X,Y, Z orientierte Mannigfaltigkeiten, X und Z kompakt mit
dim X 4+ dim Z = dimY.

(i) Seien f: X — Y und g : Z — Y differenzierbar.

Wir versehen X x Z und Y X Y mit der Produktorientierung, vgl. Definition 177,
und die Diagonale A C Y X Y mit der Orientierung, fiir die ¥ — Ay — (y,y)
orientierungstreu ist. SchlieBllich sei f x g : X x Z — Y x Y, (x,2) — (f(x),g(2)).
Damit definieren wir

I(f,g) = (=)™ ZI(f x g, ).

(ii) Seien X,Z C Y Untermannigfaltigkeiten von Y. Dann ist die Schnittzahl I(X, Z)
definiert als Schnittzahl der entsprechenden Inklusionsabbildungen.

(iii) Ist dimY = 2dim X, so ist die Selbstschnittzahl I(X, X) definiert.
Wir erkliren nun den Faktor (—1)4™%. Sei fMg und seien z € X, z € Z Punkte mit
f(@)=9(2) =y
Dann ist f x gMA, (f x g)(z,2) = (y,y) und df (1, X) & dg(T.Z) =T,Y .

Wir definieren I(z,z, f,g) = +1, falls T,,Y die Direkte-Summen-Orientierung trégt, d.h.
falls positiv orientierte Basen

(v1,...,vm) eine positiv orientierte Basis von T, X,

(W1, -.,Wwy) eine positiv orientierte Basis von T, Z.
eine positiv orientierte Basis
(df (v1), ..., df (vm), dg(Wm+1), ..., dg(wy))

von T,Y liefern. Andernfalls setzen wir I(z, 2, f,g) = —1. Vergleich mit der Definition 192
zeigt I(x,z, f,g9) = I(z, f,Z), falls g : Z — Y die Inklusion ist.

Lemma 198. _
I(z,z, f,9) = (~1)"™7I((x,2), f x g,A).
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Beweis. Seien

(v1,...,vy) eine positiv orientierte Basis von T, X,

(W1, - .., Wy) eine positiv orientierte Basis von T, Z.
Dann ist wegen der Transversalitit
(df (v1), .., df (vm), dg(wm1), - - -, dg(wn)) (32)
eine Basis von T,Y und deshalb ist
((df (v1),0), ..., (dg(wn),0), (0, df (v1)), ..., (0, dg(wn)))

eine positiv orientierte(!) Basis von T, (Y x Y) = T,Y x T,Y. Diese Basis ist aber
dquivalent zur Basis

((df (01),0),...., (dg(wn), 0), (df (v1), df (v1)), - - -, (dg(wy), dg(wn))).

Basis von T(, ,)A

Deshalb représentiert

((df(’Ul), 0)7 L) (df(’Um), 0)7 (dg(wm+1)7 0)3 cey (dg(wn)? O)) (33)
genau dann eine positiv orientierte Basis von T, (Y x Y)/T(, A, wenn
((df(vl)vdf(vl))a-~~7(dg(wn)7dg(wn)) (34)

positiv orientiert in 77, ,)A ist, d.h. wenn (df (v1), ..., dg(w,)) positiv orientiert in 7,,Y", d.h.
wenn I (z,z, f,g) = +1 ist.

Andrerseits ist I((x, z), f X g) = +1 genau dann, wenn die positiv orientierte Basis

((v1,0), ..., (Vm, 0), (0,Wmt1), .-, (0,wy))

von T(, .)(X x Z) durch das Differential von f x g abgebildet wird auf die Représentanten

((df (v1),0), ... (df (vm), 0), (0, dg(wim+1)), - - -, (0, dg(wn)))- (35)

einer positiv orientierten Basis von T, (Y x Y)/T(, ,»A.
Der Grund fiir das Vorzeichen (—1)4mZ = (—1)"~™ liegt im Vergleich von (35) mit (33).
Modulo A gilt ndmlich

(0,dg(w;)) = (0,dg(w;)) + (—dg(w;), —dg(w;)) = (=dg(w;),0),
und deshalb représentiert (35) dieselbe Basis wie

((df(vl)’ 0)7 ) (df(vm)v 0)7 (_dg(wm+1)a 0)7 R (_dg(wn)v 0)) (36)
Letztere ist gleichorientiert mit (33) genau dann, wenn dim Z = n — m gerade ist. O
Das Ziel unserer Verallgemeinerung der Schnittzahl ergibt sich nun direkt aus Satz 195:

Weil Homotopien f; von fy nach f; und g; von gg nach g; eine Homotopie f; X g; von fg X go
nach f; X g1 induzieren, erhalten wir

Satz 199 (Homotopieinvarianz). Sind fo homotop zu fi und go homotop zu g1, so gilt

I(fo,90) = I(f1,91).

98



Satz 200. -
I(f.g) = (-1t X 4mZL(g, f).

Definition 201 (Eulercharakteristik). Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit.
Die Diagonale
A={(z,z)|ze X} CX xX.

ist eine Untermannigfaltigkeit halber Dimension von X x X.

X — A,z — (z,z) induziert eine Orientierung auf A, wihrend X x X eine kanonische
Orientierung tragt. Die Fulercharakteristik von X ist definiert als die Selbstschnittzahl von
ACXxX:

X(X) :=I1(AA).

Satz 202. Ist X eine kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit, so ist x(X) unabhingig von
der gewdhlten Orientierung.

Beweis. Ein Wechsel der Orientierung von X bewirkt in der obigen Definition einen Wechsel
der Orientierung von A. Das liefert fiir (A, A) einen doppelten Vorzeichenwechsel. O

Aus Satz 200 ergibt sich

Satz 203. Die Fulercharakteristik ungeraddimensionaler Mannigfaltigkeiten ist 0.

Die Eulercharakteristik ist also nur im geraddimensionalen Fall interessant. Trotzdem be-
trachten wir ein 1-dimensionales Beispiel, weil dabei die anschauliche Vorstellung noch greift:

Beispiel 204. Die Abbildung zeigt die Diagonale A in S! x S und in Rot eine homotope

Deformation der Inklusion A «— S! x St
in eine zu A transversale Untermannigfaltig-

keit. Die beiden Schnittpunkte haben offen- A

bar entgegengesetztes Orientierungsverhalten, A'

und deshalb ist
(81 = 0. d

S1

O

Bemerkung. Man kann die Eulercharakteristik auch fiir nicht orientierbares kompaktes
X definieren. Ist ndmlich f : A — X X X eine zu A transversale und zur Inklusion ¢ :
A — X x X homotope Immersion nah bei ¢, so ist f~1(A) eine endliche Punktmenge.
Fiir x mit f(x) € A kann man lokal eine Orientierung von X wéhlen, die dann eine lokale
Orientierung von A um f(x) & (z,z) induziert und die Definition von I(z, f, A) ermoglicht.
Weil die dann aber unabhéngig von der lokalen Orientierung ist kann man I(f, A) und damit
X(X) = I(A,A) definieren.
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5.3 Index von Vektorfeldern

Vorbemerkungen. Den Nullschnitt im Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit X kann
man betrachten als Untermannigfaltigkeit N = {(x,0) |z € X} von TX oder als Abbil-
dung (Vektorfeld) v : X — TX,z — (z,0). Wir verwenden beide Interpretationen. Das
Tangentialbiinde T'X besitzt eine Standardorientierung unabhéngig davon ob oder wie X
orientiert ist, vgl. Beispiel 184. Eine Orientierung von X induziert eine solche von N, so
dass v : X — N ein orientierungstreuer Diffeomorphismus wird.

Definition 205 (Index eines Vektorfeldes). Seien X eine orientierte kompakte Man-
nigfaltigkeit und £ : X — T'X ein C"°°-Vektorfeld. Dann heif3t

I(&, N).
der Index des Vektorfeldes &.

Beachten Sie: Die Familie & : z +— (1 — t)&(x) ist eine Homotopie von ¢ in den Nullschnitt
&1 =v:xz— 0. Daherist I({§, N) = I(N,N) und der Index in Wahrheit unabhiingig von &.
Er ist vielmehr eine Invariante von X:

Satz 206 (Indexsatz von Poincaré-Hopf). Fiir jedes Vektorfeld & auf einer kompakten,
orientierten Mannigfaltigkeit X ist

1€, N) = x(X)

Beweis. Der Satz 124 liefert einen Diffeomorphismus
E: ffe —- X xX

von einer offenen Umgebung U, des Nullschnittes N in T'X auf eine offene Umgebung von
Ain X x X und von N auf A. Dabei bleiben die Orientierungen erhalten, und deshalb ist
I(N,N)=1I(A,A).

Um zu zeigen, dass E die Orientierung erhélt, geniigt es zu zeigen, dass d(%O)E die Orien-
tierung erhélt. Ist (v1,...,v,) positiv orientiert in 7, X und definiert man ¢; : R — T'X,t —
(x,tv;), so ist

(dv(vy),...,dv(vy), ¢1(0),...,¢,(0)) = ((v1,0), ..., (vs,0),(0,v1),...,(0,v,))
eine positiv orientierte Basis von T{, 0)T' X, vgl. Beispiel 184.
Weil E(x,v) = (x,7(z +v)), vgl. Satz 124, ist
d(z,O)E(dV(Ui)) = d(z0) (E ov)(vi) = (vi, vi)
und

i(m, r(x + tv;))|t=0 = (0,v;).

dia o) B(E:(0) =

Die Basis
(v1,01) « ooy (Uny Un), (0,01), ..., (0,0p)

ist aber dquivalent zur Basis
(v1,0) ..., (v5,0),(0,v1),...,(0,vy,)

von T4 1) (X x X) = T, X ®T, X und daher positiv orientiert. Also erhélt E

rung von T'X. Und weil (vi,v1), ..., (Un,vn)) positiv orientiert in T(, - A ist, bildet F auch
den Nullschnitt N orientierungstreu auf A ab. O

v, die Orientie-
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Der Indexsatz wird erst interessant, wenn man ihn begreift als Werkzeug zur Berechnung
der Eulercharakteristik aus den Nullstellen eines zu N transversalen Vektorfeldes £. Fiir ein
solches ist ja

IEN)= > I(x,&N).
£(z)=0

Der Index des (transversalen) Vektorfeldes ist also die Summe seiner Indizes in den Null-
stellen.

Beispiel 207. Vergleiche Beispiel 184. Wir wihlen einen Vektor z € S™ und betrachten
folgende Vektorfelder S™ — T'S™:

E:x— (z,(z,2)x —2), v:zw— (z,0).

Dann gilt {(z) = v(2') <= z=12" = *=.

Wir finden
dE() = (&(z),v, (z,v)x + (z,2)v), dv(v) = (v(z),v,0).

Im folgenden lassen wir der Ubersicht wegen die FuBpunkte weg. In 2 = +z ist (z,v) = 0,
also

dy&(v) = (v, £v), di,v(v) = (v,0).
Die d¢- und dv-Bilder einer positiv orientierten Basis (v1, ..., v,) von Ty, S™ liefern
(v1,£v1), ..., (Upn, £vy), (v1,0),. .., (v, 0),
also eine Basis des Tangentialraums an 7°'S™. Diese ist gleichorientiert zu

(0,£v1),...,(0,£v,), (v1,0),..., (v, 0).

Fiir ungerades n sind die beiden Basen abhéngig vom Vorzeichen verschieden orientiert, die
Orientierungssumme ist 0. Fiir gerades n sind die beiden Basen gleichorientiert und auch
gleichorientiert mit

(v1,0), ..., (vp,0),(0,v1),...,(0,v,).

Damit sind sie positiv orientiert und die Oreintierungssumme ist 2. Wir erhalten

1€, v) 2 fiir n gerade,
) v =
0 sonst.

Korollar 208 (Eulercharakteristik der Sphére). Es gilt
2 fiir n gerade,
X(S") = {

0  fiir n ungerade.

Korollar 209. Besitzt die kompakte orientierte Mannigfaltigkeit X ein nirgends verschwin-
dendes Vektorfeld, so gilt
X(X) =0.
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Beispiel 210. Auf S' C Cist x — (z,iz) eine tangentiales Vektorfeld ohne Nullstellen. Also
ist x(S1) = 0. Das wussten wir schon. Auf dem n-dimensionalen Torus 7™ = S* x ... x S C
C" ist = +— iz ebenfalls ein Vektorfeld ohne Nullstellen und deshalb

x(I™) = 0.

O

Beispiel 211. Auf eine kompakten Fliche im R? definieren wir ein Vektorfeld durch die
tangentiale Orthogonalprojektion des Vektors —es. Das ist genau das fiir z = eg betrachtete
Vektorfeld auf der S? im Beispiel 207 mit Nullstellenindex +1 im Nordpol und Siidpol. Ver-
gleich der Abbildung von S? und T2 suggeriert, dass auch auf dem Torus Nord- und Siidpol
den Index +1 liefern, und damit y(7?) = 0 wird, ergeben die beiden anderen markierten
Nullstellen vermutlich jeweils —1. Fiihrt man diese Argumentation anschaulich fort, so findet
man fiir die sogenannte Brezelfliche die Eulercharakteristik x = —2.

O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer Formel fiir die lokale Berechnung des Nullstellen-
indexes eines transversalen Vektorfeldes. In lokalen Koordinaten ist ein Vektorfeld gegeben
durch eine Abbildung

Y:R®">U —R™

Wir nehmen an, dass Y(0) = 0 und Y in 0 regulér ist. Dann ist
I(0,Y,N) = +1
genau dann, wenn
(e1,doY (e1)),...,(em,doY (en)), (e1,0),...,(em,0)

eine positiv orientierte Basis des R™ x R™, also gleichorientiert zu

(e1,0),...,(em,0),(0,e1),...,(0,en)
ist. Die erste dieser Basen ist gleichorientiert mit

(0,doY (e1)),...,(0,doY (em)), (€1,0),..., (em,0),

die zweite bis auf eine Faktor (—1)™ gleichorientiert mit

(0,e1),...,(0,em), (€1,0),...,(en,0)

Also folgt
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Lemma 212.
I(0,Y,N) = (—1)" signdet doY.

Beachten Sie: Weil der (globale) Vektorfeldindex nur in geraden Dimensionen interessant
ist, ist das Vorzeichen wenig “stérend”.

Korollar 213. Sind X,Y kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten, so gilt

X(X xY) = x(X)x(Y).

Beweis. Sind € und n zum Nullschnitt transversale Vektorfelder von X bzw. Y, so ist £ x 7 :
XxY - T(X xY) =TX xTY ein Vektorfeld auf X x ¥ mit £ x n(z,y) = 0 <~
&(x) =0An(y) =0.Sind U : R™ — R™ und V : R® — R" lokale Darstellungen von &
bzw. n um eine Nullstelle, so ist (U, V) : R™T" — R™T" gine solche von & x i und weil
det D(U, V) = det DU det DV ist

I(('rvy)7£ x 1, Nx X NY) = I(x’§7NX)I(y7n’NY)'

Daraus folgt die Behauptung durch Summieren. O
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5.4 Abbildungsgrad

Definition 214 (Abbildungsgrad). Sei f : X — Y eine C°°-Abbildung der kompakten
orientierten Mannigfaltigkeit X in die orientierte Mannigfaltigkeit ¥ gleicher Dimension,
beide unberandet und Y sei zusammenhéngend. Dann ist der Abbildungsgrad von f definiert
als

deg(f) == I1(f,{y})

Dabei ist y € Y beliebig ist und {y} mit +1 orientiert. Nach Satz 199 ist das unabhingig
von der Wahl von y.

Ist fM{y}, d.h. ist y ein reguldrer Wert von f, so ist also
deg(f) = Z sign(dy f : T, X — T,Y).
z€f~1(y)
wobei das Signum +1 oder —1 ist, je nach dem d, f die Orientierung erhélt oder umkehrt.

Andert man die Orientierung von X oder Y, so éndert sich das Vorzeichen von deg(f).
Daher ist deg(f) fiir Selbstabbildungen f : X — X einer orientierbaren Mannigfaltigkeit
unabhéngig von der Wahl einer Orientierung.

Beispiel 215. Ist f : X — Y die Einschrinkung einer Abbildung F' : W — Y, wobei W
eine kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit mit Rand 0W = X ist, so ist nach Satz 196

deg(f) = 0.

O
Definition 216 (Umlaufzahl). Ist f: S™"! — R™ eine C*°-Abbildung und z ein Punkt

im Komplement des Bildes von f, so definiert man die Umlaufzahl von f um z als

f—=z -1 1)
;9T - 8m .
If— =l

W(f,2) := deg <

Lemma 217. Ist v € S™~! und Z der von z ausgehende Strahl in Richtung v:
Z ={z+tv|t >0},
mit der von R induzierten Orientierung, so ist

W(f,2) =1(f,2).

Beweis. Selbst. O

Wie im Beispiel 155 zeigt man, dass die obige Definition im Fall m = 2 mit der frither
definierten Umlaufzahl iibereinstimmt. Das Lemma gibt in diesem Fall ein Verfahren zur
Berechnung der Umlaufzahl durch “Vorfahrt Zahlen”.

Lemma 218. Abbildungsgrad und Umlaufzahl sind invariant gegeniiber Homotopien von f
inY bzw R™\ {z}.

Beweis. Klar. O
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Deshalb lassen sich deg(f) und W(f, z) durch homotope Approximation auch fiir nur stetiges
f definieren.

Wir benutzen nun den Abbildungsgrad zu einer neuen Beschreibung des Nullstellenindex
I(x,& N) eines Vektorfeldes. Wie am Schluss des letzen Abschnittes beschrinken wir uns
zunéchst auf den Fall

E=Y :R"DOU —-R™

mit Y (0) = 0 und reguléirem doY’, also einer transversalen Nullstelle. Wir bezeichnen mit S,
die (m — 1)-Sphére um 0 vom Radius e.

Lemma 219. Fiir alle hinreichend kleinen € > 0 ist

Y(z)
e * Se - Sey T =€
1Y ()]
definiert und hat Abbildungsgrad
deg(g.) = signdet dyY’ Lo 91 (—=1)™I(0,Y,N).
Beweis. Vorbemerkung. Es gilt
€ Y(z) . Y(z)
drpge(V) = ——— <de(v) —{dY (), ) ——— | .
1Y ()] 1Y ()17 1Y ()|

Bis auf den positiven Vorfaktor ist das also die zu Y (x) oder g.(x) orthogonale Komponente
von d,Y (v).

1. Fall: YV linear. Ist (va, ..., v,,) eine positiv orientierte Basis von T, S, so ist also (z,va, ..., Um)
eine positiv orientierte Basis von R™. Dann ist d,Y (v) = Y (v) und

(Y(x),Y(v2),...,Y (vn))

eine Basis von R™, deren Orientierung das (sign det Y')-fache der Standardorientierung ist.
Nach der Vorbemerkung ist diese Basis aber gleichorientiert mit der Basis

(9e(), dge(v2), - - - dwge(vm))

Also ist die Orientierung von (d;ge(v2),...,dzg:(vym)) das (signdet Y)-fache der Standard-
orientierung von 7, gﬁ(w)Sm_l und die Behauptung bewiesen.

2. Fall: Y beliebig. Weil dyY invertierbar ist, gibt es ein g > 0 mit

ldoY (z)|| > pllz|| fiir alle x.

Sei € > 0, so dass

o B.:={z||z|| <€} CU,
e Y|p, invertierbar ist, also g. definiert ist, und so dass

o |[Y(2) —doY(2)]] < & fiir alle x € B..
Dann ist fiir alle ¢t € [0,1] und 0 < ||lz]| <

11 =Y (2) + tdoY (z)[| = [[(1 = )(Y (z) = doY (2)) + doY (z)[| > gllxll > 0.
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Daher ist
(1=8)Y(z) +tdyY (2)

H(LB, t) =€ ”(1 . t)Y(x) —+ tdOY(SC)H

eine Homotopie von g, nach € . Aus dem 1. Fall folgt die Behauptung. O

Hd YH

In der Nihe einer reguléren Nullstelle hefert ein Vektorfeld nach Normierung also eine Selbst-
abbildung einer kleinen Sphiire um die Nullstelle und das (—1)4™X_fache von deren Abbil-
dungsgrad ist dann der Nullstellenindex des Vektorfeldes. Ich betone noch einmal, dass diese
Uberlegungen vor allem im geraddimensionalen Fall interessant sind.

Wir wollen nun zeigen, dass man den globalen Index eines Vektorfeldes auf einer kompakten
orientierten Mannigfaltigkeit X mit dieser Abbildungsgradformel auch dann ermitteln kann,
wenn die Nullstellen degeneriert, aber isoliert sind. Das folgt aus dem

Lemma 220. Sei Y : D™ — R™ eine C™-Abbildung der Vollkugel mit 0 ¢ Y (S™1).
Dann gibt es ein zu'Y homotopes Y : D™ — R™ mit Y M {0} undY = Y auf einer Umgebung

von 8™, Dafiir gilt
Y
= deg (
Sm) ¥

: (y
7

Beweis. Nach dem Fortsetzungssatz 151 gibt es ein Y wie im Lemma behauptet.

> Z signdet(d,Y).
Sm—1

Y (z)=0

Sei Y~1({0}) = {z1,...,2%}. Wir withlen um jedes z; eine (kleine) abgeschlossene Kugel

Dj, so dass die Kugeln paarweise disjunkt sind. Dann ist W := D™\ |J D, eine kompakte
berandete Mannigfaltigkeit, und Y/[|Y]| : OW — S™~! 148t sich auf W fortsetzen. Daher

ist nach dem Randsatz
deg(g Z deg < >

Damit folgt die Behauptung aus dem Lemma 219. 0

Beispiel 221. Wir betrachten noch einmal den Torus aus Beispiel 211 und skizzieren das
Vektorfeld in der Nihe seiner Nullstellen. Der Abbildungsgrad 148t sich direkt ablesen.

deg -1

O

Beispiel 222 (Gradientenfelder). Sei X eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und sei f : X — R eine C*°-Funktion. Fiir z € X ist d, f : T, — R linear, und weil
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T,.X vom R™ ein Skalarprodukt erbt, gibt es einen eindeutig bestimmten Tangentialvektor
grad, f € T, X mit
(grad,, f,v) =d,f(v) firallev e T, X.

Das definiert ein Vektorfeld grad f auf X. Die Nullstellen dieses Vektorfeldes sind die Null-
stellen von df. Die zweiten Ableitungen von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten sind proble-
matisch, aber mit einer Karte u kann man natiirlich die zweite Ableitung von f =foul:
R"™ D> u(U) — R berechnen. Ist d,f = 0, so ist D? )f = Hessy () f eine symmetrische

N u(x
Matrix. Setzt man voraus, dass det Hess,(,) f # 0, so ist grad f an der Stelle z transversal
zum Nullschnitt und

I(x,grad f) = (—1)™ sign det(Hess, () ).

O

Beispiel 223. Wir betrachten eine kompakte Fldche ohne Rand und triangulieren diese:

Wir zerlegen sie in (krummlinige) Dreiecke,
so dass je zwei abgeschlossene Dreiecke dis-
junkt sind oder eine ganze Seite gemeinsam
haben. Dann benutzen wir diese Triangulie-
rung zur Konstruktion eines Vektorfeldes wie
in der Abbildung angedeutet: Das Feld hat
Nullstellen in den Ecken, den Kanten “mitten”
und Flédchen“mitten” der Triangulierung. Da-
bei haben die Kantenmitten Index —1, die an-
dern Nullstellen Index +1.

Dann folgt
x(X) = #Ecken — #Kanten + #Flichen.

Das ist die sogenannte Fulersche Polyederformel. Man kann diese Formel — und eine hoher-
dimensionale Verallgemeinerung — zur Definition der Eulercharakteristik auch fiir nicht glatte
Ré&ume benutzen, die eine sinnvolle “Triangulierung” zulassen.

O
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5.5 Der Gradsatz von Hopf

Satz 224. Ist f : S™ — S™ eine C*°-Abbildung mit deg(f) = 0, so ist f homotop zu einer
konstanten Abbildung.

Beweis. Durch Induktion iiber n.
n = 1. Bereits erledigt, vgl. Beispiel 63.

(n—1) - n. Sei y € S™, so dass y und —y reguliire Werte von f sind. (Warum gibt es das?)

Dann sind f~*({y}) = {x1,..., 2%} mit paarweise verschiedenen z; und f~!({—y}) endliche
Punktmengen. Dafiir gilt:

Es gibt einen C*°-Diffeomorphismus g : D™ — g(D™) € S™\ f*({—y}),

37
so dass die x; im Inneren des Bildes von g liegen. (37)

Wir beweisen das spéter und betrachten die
Abbildung

Y:=0o0fog:D"—R",

wo o : S"\ {—y} — R™ die stereographische \fb Y
Projektion vom Punkt —y aus ist. Dann ist \
0¢Y(S" 1) und

k
Y :
deg(m|5n_1) = E signdet(d,,Y).

i—1 Gofog

Bis auf das Vorzeichen, das vom Orientie-
rungsverhalten der stereographischen Projek-
tion abhingt, ist die rechte Seite aber der Ab-
bildungsgrad deg(f) und damit = 0.

Daher ist nach Induktionsvoraussetzung
Y
1Yl

homotop zu einer konstanten Abbildung.

Wir schieben ein Lemma ein:

Lemma 225. Sei Y : D™ — R" eine C°-Abbildung mit 0 ¢ Y (S"~L, fir die ﬁbnq
homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Dann gibt es eine C*°-Abbildung Y : D™ — R™

mit
0¢Y(D"), Y =Y auf einer Ungebung von S™!.

Beweis des Lemmas. Sei H : S"~1 x [0,1] — S™~! eine solche Homotopie und H; = y/'.

Sei weiter € €]0, 1], so dass
1Y (2)|| > O fiir ||z > e.

Wir wihlen zwei C*°-Funktion ¢, : R™ — [0, 1] mit
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folgenden Eigenschaften:

¢ = 0 auf einer Umgebung von S™~ !,

¢ = 1 auf einer Umgebung von {z | ||z] < =
Y(z) = ||z|| auf einer Umgebung von ™1,

1 =1 auf einer Umgebung von {z | ||z|| < %},

> €. ’
9] > e 0 13 23 1 |

Damit definieren wir eine Abbildung ¥ : D™ — R" durch

) v () fir o] > 2,
V(@) = Hyw (27) (1= 0@y (520) ]+ 6(x))  fir § < ] < 2

/

. 1
y fiir [z < 3

o Fiir ||z]| ~ 1 ist Y(z) = Y (x).
o Fiir 2] ~ 2 ist V(@) = Y(i212) = Hoeo (2D ()]

o Fiir ||z]| =~ % ist }7(;5) — Hl(%) —y.

Dabher ist Y eine C°°-Abbildung. Weil
ist

H;Tl)xH = 1)(z) > € und H; in die Sphére abbildet,

Y (z) # 0 fiir alle z € D™. (38)
O

Beweis von Satz 224: Schluss. Mit Y wie im Lemma ist Y;(z) := (1 — )Y (z) + tY (z) eine
Homotopie von Y nach Y, die eine Umgebung von S~ ! fest 148t. Daher induziert sie eine
Homotopie f; von f = fy in eine Abbildung f; : S™ — S™, fiir die wegen (38)

y & f1(S").

Dann 148t sich f; aber entlang der Grofikreise durch —y in eine konstante Abbildung mit
Wert —y homotopieren. O

Im vorstehenden Beweis ist noch die Aussage (37) offen. Sie ergibt sich aus dem folgenden
Satz von allgemeinerer Bedeutung.

Definition 226 (Isotopie). Eine Isotopie auf einrer Mannigfaltigkeit Y ist eine Homotopie
(ht 1 Y — Y)o<i<1, bei der jedes hy ein Diffeomorphismus ist. Eine Isotopie hat kompakten
Triger, wenn hy(y) = y fiir alle ¢ € [0,1] und fiir alle y auflerhalb eines Kompaktums.

Satz 227 (Isotopielemma). Sei Y eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit und seien
y,z €Y. Dann gibt es eine Isotopie (hy) von Y mit kompaktem Triger und

ho = idy, hl(y) = Z.

Beweis. Wir nennen zwei Punkte y,z fiir die der Satz gilt isotop. Das ist offenbar eine
Aquivalenzrelation, und wir zeigen, dass die Aquivalenzklassen offen sind. Aus dem Zusam-
menhang von Y folgt dann, dass es nur eine Aquivalenzklasse, ndmlich Y, gibt.
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Es geniigt, folgendes zu zeigen: Fiir Y = R”™ und e > 0 gibt es eine offene Umgebung U von
y = 0 und zu jedem z € U eine Isotopie h; des R™, so dass

ho =id, hi(x) =z fir ||z]] > € und hy(0) = 2. (39)

Wir betrachten zunéchst den Fall n = 1. Sei € > 0 und p : R — R eine C*°-Funktion mit
Tréger in | — ¢, +¢[ und p(0) = 1. Wir definieren

hi(x) =+ tp(x)z.
Dann ist hy(z) = 1+ tp'(x)z, und weil p/(z) = 0 fiir |x| > ¢, ist p’ beschrénkt. Also ist fiir

hinreichend kleines |z| > 0 die Ableitung h; > 0 und h daher ein Diffeomorphismus. Die
Eigenschaften (39) sind klar.

Im Fall n > 1 wihlen wir Koordinaten so, dass z = (z1,0,...,0) ist, und betrachten
z1 +tp(z)p(/23 + ...+ 22)=
T2
ht(l‘l, seuy J,‘n) =
In
Wenn ||z|| = |z1| hinreichend klein ist, ist die Funktionalmatrix davon fiir alle (¢,z) inver-
tierbar. Weiter ist jedes h; bijektiv und es gilt (39) mit /2¢ statt e. O

Korollar 228. Sei Y eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit der Dimension > 1 (so
dass das Komplement eines Punktes wieder zusammenhdingend ist). Seien (y1,...,yx) und
(z1,...,2K) zwei k-tupel disjunkter Punkte in'Y . Dann gibt es eine Isotopie (hy) von hy = idy
mit kompaktem Triger und hi(y;) = z; fur alle j € {1,...,k}.

Beweis. Induktion iiber k. Der Fall kK = 1 ist mit dem Satz erledigt.

(k — 1) — k. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an auf die Mannigfaltigkeit Y\ {yx, 2 }
und finden eine Isotopie h} der Identitdt mit kompaktem Triger und h}(y;) = z; fiir
1 <i < k—1. Weil h(r) = « fiir x nah bei y, oder zp, kann man hj als Identitdt in
diese Punkte und damit zu einer Isotopie von ganz Y fortsetzen.

Ebenso findet man eine Isotopie h} von idy mit A} (y;) = yi, hy(2z;) = z; fiir alle ¢ <k —1
und ¢ € [0,1] und mit AY(yx) = 2.

Dann leistet hy = h} o h; das Gewiinschte. O

Beweis von (37). Wihle einen Diffeomorphismus g : D" — g(D") c S™\ f~*({y, —y}).
Wihle k verschiedene Punkte z1,. .., z; im Innern von §(D™). Dann gibt es nach dem Korol-
lar einen Diffeomorphismus von h : S™\ f~!({—y}) mit kompaktem Triger und h(z;) = z;.
Dann liegt h~* 0 §(D") im Komplement von f~!({—y}) und enthélt die z; im Inneren. [

Der Randsatz besagt: Ist W eine kompakte berandete zusammenhéngende orientierte Man-
nigfaltigkeit der Dimension n + 1, Y eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
F : W — Y eine C*°-Abbildung, so ist deg(F|sw) = 0. Wir zeigen nun fiir Y = S™ die
Umkehrung:

Satz 229 (Fortsetzungssatz). Sei W eine kompakte berandete zusammenhingende ori-
entierte Mannigfaltigkeit der Dimension n+ 1 mit OW =: X und f : X — S™ eine C*-
Abbildung mit deg(f) = 0. Dann lifst sich f zu einer C*°-Abbildung F : W — S™ fortsetzen.
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Beweis. 1. Schritt.die Abbildung f : X — S C R™*! besitzt eine C°°-Fortsetzung
Fy: W — R

Das zeigt man mit einer Zerlegung der FEins, vgl. Beispiel 35. Nach Satz 151 kénnen wir
iiberdies annehmen, dass 0 ein reguldrer Wert von Fj ist. Beachten Sie, dass 0 ¢ f(X).

2. Schritt. Aus dem Korollar zum Isotopielemma folgt die Existenz eines Diffeomorphismus
g: D" — W\ X, so dass die endlich vielen Punkte von Fj; *({0}) im Inneren von g(D"*!)

liegen. Dann ist W' := W \ g(D""!) eine Mannigfaltigkeit mit Rand g(S™) U X, die von Fp
in R"T1\ {0} abgebildet wird.

Nach dem Randsatz ist W (Fp|sw+,0) = 0, und
weil nach Voraussetzung deg f = 0, folgt

Fyog

8o gl

|gn) = 0.

Daher ist H?ﬁiﬁiuls" nach Satz 224 homotop zu

einer konstanten Abbildung, und nach Lemma
225 gibt es eine C*®-Abbildung G : D" —
R\ {0}, die auf einer Umgebung von S™
mit Fpo g iibereinstimmt. Dann definiert aber

F()(J?)

170 ()|

(Gog(2) s 1
F(z) = { [Gog Tl fir z € g(D"),
sonst.

eine Fortsetzung von f mit Werten in S™.

O

Satz 230 (Gradsatz von Hopf). Sei X eine kompakte, zusammenhingende orientierte n-
dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann sind fy, f1 : X — S™ genau dann homotop
zueinander, wenn deg(fo) = deg(f1).

Beweis. Sei W := X x [0,1] und X; := X x {i}. Dann ist OW = Xy U X; und die Rand-
orientierungen auf den X; liefern entgegengesetzte Orientierungen von X. Daher hat die
Abbildung f : OW — S™ mit f((x,4)) := fi(x) den Abbildungsgrad 0. Sie gestattet deshalb
eine C*°-Fortsetzung F' : W — S™. Das ist dann aber eine Homotopie von fy nach f;. O

Besitzt eine geschlossene orientierte Mannigfaltigkeit X ein nirgends verschwindendes Vek-
torfeld, so ist x(X) = 0 nach dem Satz ?? von Poincaré-Hopf. Wir zeigen nun die Umkeh-
rung:

Satz 231. Jede geschlossene orientierte zusammenhdingende Mannigfaltigkeit mit Fulercha-
rakteristik 0 besitzt ein nirgends verschwindendes Vektorfeld.

Beweis. Seien X eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit wie im Satz und g : D™ — g(D™) C X
ein Diffeomorphismus. Nach der Schnitttheorie gibt es ein Vektorfeld ¢ auf X mit nur endlich
vielen Nullstellen. Nach dem Isotopielemma koénnen wir annehmen, dass sie alle im Inneren
von g(D™) liegen. Nach dem Indexsatz von Poincaré-Hopf ist

dg~'o¢
0=x(X)=deg (M og|sn1) .
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Also hat
dg~to&og|gn-1: 8" — R™\ {0}

die Umlaufzahl 0 und besitzt daher eine C*°-Fortsetzung F': D™ — R™\ {0}, die auf einer
Umgebung von S™"~! mit dg—! o € o g iibereinstimmt. Definiert man £ auf g(D") durch

zi(g(z)) == d.g(F(2)),

so ergibt sich fiir z € 7!

£(9(2)) = dzg(dg™" 0 € 0 g(2)) = £(g(2)).

Setzt man also &(z) = &(z) fiir z ¢ g(D™), so erhilt man ein Vektorfeld ohne Nullstellen auf
X. O
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6 De Rham-Kohomologie

6.1 Der De Rham-Komplex einer Mannigfaltigkeit

Wir bezeichnen den Raum der Differentialformen vom Grad k auf einer offenen Menge
U C R mit QF(U) und setzen

Q" (U) := é OFU) = P k).
k=0 kEZ

Das A-Produkt liefert auf Q*(U) die Struktur einer sogenannten graduierten assoziativen
Algebra, mit
WAl =(—DMoAw fiirwe Q¥U),0 € QUU),

und die Cartansche Ableitung liefert einen Differentialoperator
d: QFU) — QL)
mit
d* =0,
dw A B) = (dw) A0+ (=1)Fw A (dF)  fiir w € QF(U).

Man schreibt auch
0- Q) L)% ... % anw) Lo (40)

Eine solche Sequenz mit d? = 0 heifit Differentialkomplex oder Kokettenkomplex (beim Ket-
tenkomplex erniedrigt d den Grad). (40) heit der De Rham-Komplez.

Ist f:V — U eine C*°-Abbildung, so definiert

frwe(ve, .o vk) == wpy (de f(v1), - - do for))
einen Homomorphismus gradierter Algebren
[T U) = 5 (V),
der mit d vertauscht.

Definition 232 (Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten). Sei X eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. Eine Differentialform w vom Grad k auf X ist eine Abbildung, die
jedem x € X eine alternierende k-Form w, € A*(T,X)* zuordnet, so dass fiir differenzierbare
Vektorfelder &5, ..., & die Abbildung

= we(&(x),. .., &(x))

differenzierbar ist. QF(M) und Q*(M) werden definiert wie fiir offenen Mengen des R”,
und auch das A-Produkt und die Zuriickholung f* werden einfach punktweise definiert und
behalten dieselben Rechenregeln wie im R™.

Cartansche Ableitung. Nur die Cartansche Ableitung kann man nicht wie im R"™ definie-
ren, weil die Formel

k+1

dw (v, ... vg1) = > (=17 710y w(vr, ..., Ty, Vks1)
j=1

die Existenz konstanter Vektorfelder v; voraussetzt, aber das macht auf einer Mannigfaltig-
keit im allgemeinen keinen Sinn.
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Aber es gibt auch auf Mannigfaltigkeiten einen Satz linearer Abbildungen
d: QF(M) — QFFL (M)

mit den gewohnten Eigenschaften. Sie sind charakterisiert durch eine der folgenden Glei-
chungen:

(i) Fiir alle f gilt
d(f*w) = f*(dw).
(ii) Fiir alle Koordinatenvektorfelder gilt
k+1 -
0 0 0 0 0
dw(=—, .. = Jl e ey )
w(6$1 8xk+1 Z (61‘1 ’ ’ 632]" ’ 81‘k+1

(iii) Fir alle Vektorfelder gilt

k+1

dw(&r, ... &) = Z(— Y w(rs . & i)

+Z D w((&, &1 60y Gy Erg).

1<J

Definition 233 (De Rham-Kohomologie). Sei X eine Mannigfaltigkeit. Fiir alle k € Z
definiere die k-te De Rhamsche Kohomologiegruppe als den Quotienten der geschlossenen
durch die exakten k-Formen:

H*(X) :={w e QFX) |dw = 0}/{d0 |6 € Q" 1(X)}.

Beispiele 234. Weil eine geschlossene Nullform eine lokal konstante Funktion ist, ist

HO (X) ~ RAnzahl der Zusammenhangskomponenten von X

Beachten Sie: H¥(U) = 0 bedeutet, dass jede geschlossene k-Form auf U ein Potential
besitzt, also exakt ist. Aus der Analysis ist fiir offenes U C R™ bekannt:

(i) Firn > 1 ist
H" HR"\{0}) #0

Zum Beispiel definiert

Wz (V1«0 Upeq) i= det(z,v1,...,0n-1)

[ER II”

eine geschlossene Form in Q" ~1(R"™\ {0}). Wire w = df, so nach dem Integralsatz von

Stokes
/ w— / do = / 6—0.
Sn—l Sn—l 85"71

Aber |, gn—1 w liefert das Volumen der (n — 1)-Sphére und ist also # 0.

(ii) Fiir n > 1 und zum R™ diffeomorphes U ist nach dem Poincaré-Lemma

H*(U) = 0 fiir alle k > 0.
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O

Differentialkomplexe, Kettenabbildungen und Kohomologie. Ein Differentialkom-
plex oder Kokettenkomplex C' ist eine Sequenz (oder auch eine direkte Summe @, C*) von
Vektorraumen und Homomorphismen

Aokt Lok 4ok 4
mit d? = 0.
Die Kohomologie von C ist

H(C)=H*(C) =@ H*(C)
kEZ
mit
H*(C) := (Kernd N C*)/(Bildd N C*).

Eine Kettenabbildung zwischen zwei Differentialkomplexen ist eine Familien von Homomor-
phismen, die mit den d-Operatoren vertauschen, also ein kommutatives Diagramm liefern:

<okt 4 ook 4 okt 4
Lf Lf Lr
ookt 4ok 4 okt 4

Definition 235 (Kohomologie mit kompaktem Triger). Betrachtet man im De Rham-
Komplex Q*(X) nur Formen mit kompaktem Trdger, so erhdlt man einen neuen Differen-
tialkomplex Q%(X), den De Rham-Komplex mit kompaktem Triger. Die zugehorigen Ko-
homologiegruppen heifien die De Rhamschen Kohomologiegruppen HY(X) mit kompaktem
Tréger.

Beispiel 236. Wir betrachten X = R.

HY(R) =0,
weil eine Funktion ¢ : R — R mit kompaktem Trager und d¢ = 0 die 0-Funktion ist.
Fiir die Berechnung von H!(R) betrachte die Sequenz

+oo
0— QUR) % QL(R) B

Wir haben gerade bemerkt, dass sie in Q2(R) exakt ist, d.h. dass d injektiv ist. Die Formen

in Q!(R) sind von der Form w = ¢dr mit einer Funktion ¢ mit kompaktem Triiger. Es ist

klar, dass jede reelle Zahl als Integral einer solchen darstellbar ist, d.h. dass die Sequenz in

R exakt ist. Den Kern von [ bilden schlieflich die ¢dz, fiir die ¢ eine Stammfunktion ® mit

kompaktem Triager besitzt, und das ist das Bild von d. Damit ist die Sequenz exakt und

H, (R) = Qc(R)/(d2(R)) = R.
O

Integration von Differentialformen. Im weiteren Gang dieser Vorlesung setzen wir vor-
aus, das fiir eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit X mit oder ohne Rand und fiir
w € Q7 (X) das Integral
[ e
X

115



definiert ist und dass fiir w € Q?1(X) der Stokessche Integralsatz gilt:

/dw:/ w.
X X

Das ist eine geringfiigige Verallgemeinerung der Situation in der Analysis III, wo X kom-
pakt vorausgesetzt wird. Die Methoden fiir die Definition und den Beweis des Stokes sind
dieselben: Zerlegung der Eins.
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6.2 Intermezzo: Kategorien und Funktoren.

Eine Kategorie besteht aus einer Klasse von Objekten, fiir alle Paare A und B von Objekten
einer Menge Hom(A, B) von Morphismen und fiir alle Objekte A, B, C einer Komposition

Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A4, C).
(f,9) = gof

Die Komposition soll assoziativ sein, und fiir alle Objekte A soll es in Hom(A, A) eine
Identitdt 14 geben.

Ein Beispiel bietet die Klasse der reellen Vektorriume mit den linearen Abbildungen als
Morphismen. Ein anderes Beispiel, bei dem die Morphismen keine Abbildungen sind, ist

die Klasse aller topologischen Raume mit den Homotopieklassen stetiger Abbildungen als
Morphismen. Ein weiteres Beispiel sind die Differentialkomplexe mit den Kettenabbildungen.

Ein kovarianter Funktor von der Kategorie K in die Kategorie £ ist eine Abbildung F, die
jedem Objekt A von K ein Objekt F'(A) von £ und jedem Morphismus f € Hom(A, B) einen
Morphismus F(f) € Hom(F (A), F(B)) zuordnet, so dass die Komposition und die Identitét
erhalten bleiben. Ein kontravarianten Funktor kehrt die Richtung der Morphismen um: Fiir
f € Hom(A, B) ist F(f) € Hom(F(B), F(A)).

Beispiele 237. Die Zuordnung

(fX—Y) = f0Y) -0 (X)
ist ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
und differenzierbaren Abbildungen in die Kategorie der Differentialkomplexe.

Fiir jedes k € Z ist H* ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten und Abbildungen in die Kategorie der R-Vektorrdume und linearen
Abbildungen.

O
0% () ist kein Funktor auf der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und Abbil-
dungen von solchen, weil f*w fiir w € Q%(Y) nicht notwendig kompakten Tréger hat.
Es gibt verschiedene “Reparaturmoglichkeiten”.
e Man kann sich auf kompakte Mannigfaltigkeiten beschrinken. Das ist langweilig, weil
dann Q*() = Q*().

e Man kann sich auf eigentliche Abbildungen beschrinken, bei denen das Urbild kom-
pakter Mengen kompakt ist.
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6.3 Poincaré-Lemmas

Seien X eine Mannigfaltigkeit und

T: X xR—- X, (z,0)— z,
s: X =X xR, zw (z,0).

Wir wollen zeigen:

Satz 238 (Allgemeines Poincaré-Lemma). Diese Abbildungen m und s induzieren in-
verse Isomorphismen der Kohomologie:

H*(X) 2= H*(X x R)

s*

Beispiel 239 (Poincaré-Lemma). Insbesondere impliziert das nach Induktion iiber n

R fir k=0,

0 sonst.

Hk(Rn) ~ Hk(Rn-‘rl) ~ {

Das wissen Sie schon aus der Analysis: Jede geschlossene k-Form (k > 0) auf einer stern-
formigen offenen Menge, insbesondere auf ganz R"™, ist exakt. Das ist das sogenannte Poin-
caré-Lemma, und eine Variante seines Beweises liefert auch die allgemeinere Aussage.

O

Beweis von Satz 238. Offenbar ist m o s = id. Wir miissen also nur zeigen, dass s o 7 in der
Kohomologie die Identitét induziert. Wir zeigen dazu: Es gibt eine sogenannte Kettenhomo-
topie

K:QFX xR) - Q*1(X xR)

mit
id—7" 05" = +(dK — Kd) (41)
Dann gilt fiir geschlossenes w € QF(X)
7 os'w=wTFdKw)
und damit 7* o s* = id auf dem Kohomologieniveau.

Konstruktion der Kettenhomotopie. Zunéchst liefert

T(gc,t)(X xR)=T,X ® T:R

eine Zerlegung von Q*(X x R) als direkte Summe von zwei C*°(X x R)-Moduln , die erzeugt
werden von

QR (X) bzw. 7 QLX) A dt.

Wir definieren
K(p(x, t)m*w) :==0 fiir w € Q¥(X)

und

K(6(z, )70 A dt) = ( /0 “sie, T)dT) 0 fiir 6 € OF1(X).
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Nachweis von (41). Fiir w € Q*(X) gilt

(dK — Kd)(¢m*w) = d0 — K(do N 7w + ¢pr*dw)

= () k(L A db) = (—1F () — B, 0w

ot

und andrerseits
(id—7" 0 s")pm*w = P(x, )" w — po som(x,t)m*w = (H(x,t) — ¢(x,0)) 7" w.

Fir 0 € QF~1(X) ist mit d¥¢ := d¢ — 224t
t
dK(¢pm*O Ndt) =d (/ ¢(x,T)dT 7r*0>
0

t t
= (=D oz, ) O Adt + / dX¢(x, 7)dr A T*0 + / ¢(x, 7)dr m*db
0 0

Kd(¢m*0 Ndt) = K (d¥¢ A0 A dt + ¢r™*df A dt)
t t
:/ qub(x,T)dT/\ﬁ*H—i—/ ¢(x, 7)dT T*dO
0 0

Also ist
(dK — Kd)(¢m*0 A dt) = (=1)*Lp(x, t)7*0 A dt.

Andrerseits ist s*dt = 0 und deshalb

(1— 7" 0 s*)¢m*0 A dt = ¢(x, )70 A dt.
O

Korollar 240 (Homotopieaxiom fiir die De Rham-Kohomologie). Homotope Abbil-
dungen induzieren dieselbe Abbildung der Kohomologie.

Beweis. Sei F': X x [0,1] — Y eine Homotopie von fo = F(.,0) nach f; = F(.,1). Ohne
Einschréankung konnen wir annehmen, dass sogar F': X x R — X. Definiere

$i: X > X xR,z (x,1), i€{0,1}
T X XR— X, (z,t) —x

Offenbar hitte man im Beweis von Satz 238 ebenso gut s; statt sg verwenden kénnen:
W*OS;:idH*(Xx]Rﬁ S;‘O’IT*:idH*(X).
Damit finden wir

fi*:(Fosi)*:s’;oF*:s:o(’]r*oszk))oF*:(s:ow*)OSSOF*:SEOF*

Korollar 241. Homotopiedquivalente Mannigfaltigkeiten haben dieselbe Kohomologie.

Beispiel 242. Fiir n > 0 ist

H*(S") = H*(R"™1\ {0}).
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Fiir die Kohomologie mit kompaktem Tréger sieht die Situation anders aus:

Ist 7 : X x R — X wieder die Projektion und 0 # w € Q3(X), so hat 7*w keinen kompakten
Triger mehr. Wie im Beweis von Satz 238 stellen wir fest, dass Q% (X xR) die direkte Summe
zweier Unterrdume ist, die erzeugt werden von Formen der Gestalt

oz, t)T*w, w e QF(X)
bzw.

Pz, )T O Adt, 6 € Q" H(X)

mit Koeffizienten ¢ mit kompaktem Trager. Insbesondere ist dann

do = (z, t)m*n + %dt n € QHX). (42)
Wir definieren eine Abbildung
e QF(X x R) — QF1(X)
durch
T (o2, )7 w) := 0,

7 (62, )70 A dt) = ( / ™ b t)dt) 0.

— 00

Man rechnet nach, dass dm, = m.d ist. Daher induziert 7, eine Abbildung
T H¥(X x R) — HF1(X).

Wir wollen eine Inverse dazu konstruieren und wihlen eine Form e(t)dt € Q(R) mit
fj;o e(t)dt = 1. Damit definieren wir

ex : QX)) = QX X R),w — (7*w) Ae(t)dt.

Auch e, kommutiert mit d, induziert also eine Abbildung auf der Kohomologie.

Satz 243 (Allgemeines Poincaré-Lemma fiir kompakten Triger). Die Abbildungen
T und ey induzieren inverse Isomorphismen der Kohomologie:

H*(X x R) 2 HF1(X)

€x

Beweis. Offenbar ist 7, o e, = id auf Q%(X). Zum Beweis, dass e, o 7, = id auf H*(X x R)
konstruieren wir wieder eine Kettenhomotopie

K:QFX xR) — QF (X xR)
wie folgt:

K(¢(z,t)m*w) =0

K(¢(z, )70 A dt) = ( o(z,t) /too e(t)dt /O; gb(:z:,t)dt) 0
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Es geniigt nun wieder zu zeigen, dass
id—e,m, = (—1)* 1(dK — Kd) auf Q¥(X x R). (43)
Beim Beweis benutzen wir die Notation aus (42).

Beweis von (43) fiir Formen vom ersten Typ. Sei w € QF(X). Dann gilt

(id —e,mms )Pz, ) w = Pz, )T w. (44)
Andrerseits ist
(dK — Kd)o(z, )m*w = d0 — K (@, )7 (n Aw) + (—1)F a(b” w A dt + ¢(, ) dw)
t “+o0
= (—1)k! (qﬁ(:c,t)/ e(t)dt[ g(fdt) W
= (=) oz, t)m*w, (45)

weil [T2° 924t = ¢(+00) — ¢(—00) = 0. Aus (44) und (45) folgt (43).

Beweis von (43) fiir Formen vom zweiten Typ. Fiir § € Q*~1(X) erhalten wir

(id —em)d(z, )T 0 A dt = p(x, )7 0 A dt — 7 (moip(, )70 A dt) A e(t)dt

= p(z, )T O A dt — 7 (/_:o B(x, t)dt 9) A e(t)dt
= ¢(z, )"0 A dt — ( /_ :)o é(z, t)dt) TONe(t)dt.  (46)

Die rechte Seite von (43) berechnen wir getrennt:
t t o]
(dK)(6(z, )70 A dt) = d (( / b(w, )t — / e(t)dt / <z>(x,t)dt) 7r*9)
t
= (¢(m,t)dt + (/ w(x,t)dt)w*n> AT

o(x,t)dt + /t e(t)dt( o Y(z, t)dt) 77*17) AT*0

(o o]
(L4

4 S(x, £)dt — / " eyt / h gb(:c,t)dt) df (47)

(Kd)(¢(z, )70 Adt) = K ((w(z, )y + ?dt) A0 A dt + ¢(x, t)mdf A dt)

=K (¢Y(z,)n*(n AN O) Adt + ¢z, t)7*dO A dt)
+o0o
(/ P(x, t)dt —/ e(t)dt 3 1/)(x,t)dt> T (n A 0)
+oo

+ ( /_ é(x,t)dt — /_ e(t)dt /_ ¢(x,t)dt> 7(d0)  (48)
Aus (46), (47) und (48) folgt (43). O

Beispiel 244 (Poincaré-Lemma mit kompaktem Triiger). Durch vollstindige Induk-
tion iiber n beweist man

R fiir k =n,

0 sonst.

1R - {
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Der Isomorphismus fiir die Top-Dimension wird durch die Integration gegeben. Ein Erzeu-
gendes von H(R™) ist gegeben durch

pdzi A ... Ndx,

mit einer Buckelfunktion p : R™ — [0, 1] mit kompaktem Triger und fRn pdxi A. .. Ndx, = 1.

Insbesondere folgt, dass die Kohomologie mit kompaktem Tréger fiir homotopiedquivalente
Réume im allgemeinen nicht gleich ist!

Beweis. Fiir w = ¢dxy A ... Adx, € Q*(R™) ist

+oo
M = (/ o(x1,. .. ,xn)dmn> dri A...Ndx,_1 € Q"*I(Rnfl)

— 00

und durch Iteration erhilt man

(7)) "w = o(xy1,...,x,)dxy ... dr, € Q°(RY) = R.
]Rn
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6.4 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

Eine Abbildung f : A — B von Differentialkomplexen ist eine Familie von Abbildungen
fF: AF — B*. Sie heift eine (Ko)kettenabbildung, wenn

fod=dof.

Satz 245 (Homologiesequenz). Eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen

0—-ALBL oo

induziert eine lange exakte Kohomologiesequenz
Lokt L et B) S HR ) Do HR(A) -

Dabei sind f* und g* die offensichtlichen von f und g induzierten Abbildungen und d* ist
wie folgt charakterisiert:
Sind

e b* € B* mit dgb* = 0 und
o aktl ¢ AR mit da*tl = 0 und fa**! = dbF,

so st
a0 ] = (o],

Beweis. Diagram chasing in folgendem Diagramm:

T T T

0 — Akt ER Bkl 9 ok+l
Td 1d 1d

0 — Ak L B* EN Cck — 0
7 T T

O

Wir beschreiben nun eine Situation, die zu einer solchen langen Kohomologiesequenz fiihrt,
was sehr niitzlich fiir die Berechnung von Kohomologiegruppen ist.
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Satz 246 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Seien U,V C X offen mit X = U U V. Wir
betrachten folgende Inklusionen

U
Y \2v
X unv
jV\ \/av

1%

Diese induzieren eine exakte Sequenz

a5 -0y

0— " (X)""H W)y e (V) V= U nv) — o,
die Mayer-Vietoris-Sequenz. Die davon induzierte lange exakte Sequenz der Kohomologie

LS HNX) - HRU) @ HYNV) - HFUNV) S HY(X) —

nennt man ebenfalls Mayer-Vietoris-Sequenz.

Beweis. Die Exaktheit an den Stellen Q*(X) und Q*(U) @ Q*(V) ist klar.

Exakheit an der Stelle Q*(U NV). Wir miissen zeigen, dass 9, — 9, surjektiv ist. Sei also

w € Q¥(UNV). Wir wiihlen eine Zerlegung {pr, pv } zur offenen Uberdeckung {U, V'} von X.
Dann hat py seinen Tréiger in U verschwindet also auf einer Umgebung von V' \ U. Deshalb
ist pyw differenzierbar auf V' und umgekehrt —py w differenzierbar auf U. Dann ist

(—pyvw, prw) € O (X) — Q*(U) & Q* (V)

und
0V = Op)(—pvw, pyw) = pyw + pyw = w.

Der Homomorphismus
d*: HXf(UNV) — H*1(X),

der sogenannten Randoperator der Mayer-Vietoris-Sequenz ist nach Konstruktion so gege-
ben: Ist mit den Bezeichnungen aus dem obigen Beweis

w=pyw + pyw € QU NV)

eine geschlossene k-Form, so stimmen —d(pyw) € QF1(U) und d(ppw) € QFH1(V) auf
UNYV iiberein und definiere daher eine (k+ 1)-Form n € Q*+1(X). Diese ist geschlossen und

[n] = d"[w].

Vergleichen Sie dazu das Diagramm

T T T
0 — QX)) — QLU e QHLY) — QML UNV) — 0

a1 a1 a1
0 — QX)) —  QNU)eQkV) — QfUNV) — 0
T T T
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Beispiel 247. Seien U und V zusammenhingend. Dann ist

1) e V) V= HU )
—— =
=R =R
(zy)  — y—=x
Das Bild der Abbildung wird also représentiert durch die global konstanten Funktionen auf
UnNV.Ist UNV zusammenhédngend, so ist 0j, — 0} surjektiv.

Besteht U NV aus zwei Zusammenhangskomponen-

ten A und B wie in der Abbildung, so ist das Bild ),
der Abbildung gegeben durch lokal konstanten Funk- .
tionen, die auf A und B denselben Wert haben, das

Bild ist also die Diagonale )

{(y =2,y —2)|z,y e R} CR%.

O
Beispiel 248.
HE(5™) {IR{ fiir k € {0,n},
0 sonst.
Ein Isomorphismus von H"(S™) auf R wir induziert durch
Qrs") - Rw w (49)
Sn
O

Beispiel 249 (Kohomologie der reellen projektiven Ebene P?). Die projektive Ebene
als obere Halbsphére mit Antipodenidentifikation auf dem Aquator kann man darstellen als
Vereinigung der offenen oberen Halbsphire U ~ R? und dem Bild V der oﬁ'enen“ Menge
unterhalb des 5. Breitenkreises. V' ist ein Mobiusband und homotopiedquivalent zum Aquator
P! ~ S'. Die Menge U NV ist homotopieéquivalent" zu einem Breitenkreis, also zu S' und
die Inklusion U NV < V entspricht der doppelten Uberlagerung S' — P!. Man erhilt

SHYU) e HO(V) 2 HOU V) 2 5 (P?)

YHW U)o H'(V) 2 H (U V) D H2(P?)

BHA(U)o H* (V) —
FEinsetzen der bekannten Kohomologiegruppen liefert

Bo 1 99 771/ p2y 1 B1 01 172/ P2y @2

—-RORSRI3H(P)-00R=>R=>H*(P*)=040—

Wir benutzen nun die Exaktheit dieser Sequenz. Nach Beispiel 247 ist 3y surjektiv, also
0o = 0 und «; deshalb injektiv.

Die Abbildung f3; ist gegeben durch (0,y) — 2y, ist also ein Isomorphismus. Also ist
Kern 5; = Bilday = 0.

Daher ist H!(P?) = 0.

Weil das Bild 3, = R, ist Kernd; = R, also 9; = 0 und damit 0 = Bild9; = Kernas =
H?%(P?).
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Damit haben wir gefunden:
R fiir k=0,
0 sonst.

H*(P?) = {
Ein dhnliches Argument liefert

R fiir K =0 oder 3,
0 sonst.

Hk(P3) = {

und allgemeiner

H*(P")

1%

R fiir £ = 0 oder k = n ungerade,
0 sonst.
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6.5 Mayer-Vietoris fiir kompakten Triger

Firw e Q(X)und f:Y — X hat f*w € Q*(Y) im allgemeinen keinen kompakten Triiger,
auch nicht, wenn Y eine offene Teilmenge von X ist. Deshalb kann man die Mayer-Vietoris-
Sequenz nicht einfach mit einem unter Index c¢ verzieren. Ist andrerseits U C X offen und
w € Q5(U), so kann man w trivial auf X fortsetzen und erhélt so eine Abbildung

Jw 2

(&

(U) = Q:(X).

Damit kann man wieder eine Mayer-Vietoris-Sequenz konstruieren.

Satz 250 (Mayer-Vietoris-Sequenz fiir kompakten Triger). Seien U,V offene Teil-
mengen der Mannigfaltigkeit X mit X = U U V. Die Inklusionen aus Satz 246 induzieren
eine exakte Sequenz

0= Q0 ) o :(v) T 0xw nv) o,

die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Formen mit kompaktem Triger.
Die davon induzierte lange exakte Sequenz der Kohomologie

— HYUNV) = HYU) & HY (V) - HY(X) 2> B (UNV) —

nennt man ebenfalls Mayer-Vietoris-Sequenz.

Beweis. Leicht. Wir zeigen nur die Exaktheit an der Stelle Q*(X), also die Surjektivitét. Sei
also w € QF(X) und sei wieder (py, pv) eine passende Zerlegung der Eins. In diesem Fall ist
puw € QF(U) und entsprechend fiir V und w = jy.ppw + jy«pyw. O

Beispiel 251. Die Kohomologie der Sphére mit und ohne kompaktem Tréger ist dieselbe.
Benutzt man Formen mit kompaktem Tréger und die iibliche Darstellung der Sphére als
Vereinigung zweier offene Biille E™ mit Durchschnitt U NV = S~ x R, so erhalten wir
zum Beispiel

HYUNV) S HNE")®HPE") 2 HMS™ — HMFY(UNV)
HUNV) — Ra&R — HMS") — 0

Wegen der Exaktheit in H(S™) ist 8 surjektiv, also
H!(S") =2 (R®R)/Kern g = (R®R)/Bild a.

Nehmen wir an, wir hétten schon gezeigt, dass H? 1(S"~1) = R. Dann gilt nach dem
Poincaré-Lemma mit kompaktem Triger H»(U N V) = R, und aus a(z) = (—z,z) folgt
H!(S™) = H"(S") &2R.

O
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6.6 Poincaré-Dualitit

Definition 252. Eine offene Uberdeckung (Ua)aca einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
heiflt gut, wenn alle nicht leeren Durchschnitte von endlich vielen der U, diffeomorph zum
R™ sind.

Satz 253. Jede Mannigfaltigkeit“besitzt eine gute Uberdeckung. Jede kompakte Mannigfal-
tigkeit besitzt eine endliche gute Uberdeckung.

Den Beweis fithren wir nicht vor, er benutzt Riemannsche Geometrie: Man wihlt auf X eine
Riemannsche Metrik und benutzt die Existenz geodétisch konvexer Umgebungen.

Satz 254. Fine Mannigfaltigkeit mit einer endlichen guten Uberdeckung hat endlich-
dimensionale Kohomologiegruppen.

Beweis. Aus der Mayer-Vietoris-Sequenz
H=YUnV)S HYU UV) S HEYU) @ HE (V)

folgt
H*(U uV) = Bild(r) @ Kern(r) = Bild(r) @ Bild(d*).
Sind also die Kohomologiegruppen von U,V und U NV endlich-dimensional, so auch die von

UUV. Der Beweis erfolgt nun durch vollsténdige Induktion iiber die Anzahl p der Mengen
in einer endlichen guten Uberdeckung der Mannigfaltigkeit X.

p = 0. Dann ist X diffeomorph zum R"™, und dessen Kohomologie ist endlich.

p—p+1. Sei Uy,...,Upq1 eine offene gute Uberdeckung von X. Dann hat (U; U ... U
Up)NU,41 eine gute Uberdeckung mit p Mengen und deshalb nach Induktionsvoraussetzung
endliche Kohomologie. Dasselbe gilt fiir U; U...UU, und Up11 und nach der Vorbemerkung
hat auch X = U; U...UUp4; endliche Kohomologie. O

Beispiel 255. Die Formen w, = (x_,;)g+y2 dx + (x_”%z]ﬂrw

und repriisentieren linear unabhingige Elemente von H'(R?\ Z x {0}). Das liefert also ein
Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit mit unendlich-dimensionaler Kohomologie.

dy mit k € Z sind geschlossen

O

Definition 256. Eine Paarung zweier endlich-dimensionaler Vektorrdume U und V ist eine
bilineare Abbildung
UV —-R, (u,v)— (u,v).

Ein solche heifit nicht-degeneriert, wenn die Abbildungen
U—-V* wuw{(u,.)

und
V-U" v—{(,v)

injektiv sind.

Offenbar sind dann beide Abbildungen Isomorphismen, und es gilt U 2 V* 2 V.
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Wir betrachten nun auf einer unberandeten n-dimensionalen orientierten Mannigfaltigkeit
Formen w € Q%(X),w’ € QF1(X) und § € Q" *(X),¢ € Q¥~1(X). Wir nehmen an, dass
w und 0 geschlossen sind. Dann ist
(WHd)YANO+dI)=wAb+dw' NO+wAdb +do' Adb
=wAbl
/ o
+dw' A0)—w A _d
=0
+dwA0") £+ dw N’
=0
/ / / 2/
+dWwW ANdO) LW Ad70
=0
=wA0+dn.

Nach dem Satz von Stokes ist daher

/X(w+dw’)A(9+d9’):/w/\9.

X
Die Abbildung
/ X))@ QT R(X) S R, (w,0) H/ WAB
X X

induziert deshalb eine Paarung

/X:H’“(X)®H§_"’(X)—>R, ([w],[@])H/Xw/\H.

Satz 257 (Poincaréscher Dualitétssatz). Ist X eine unberandete orientierte n- dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, die eine endliche gute Uberdeckung besitzt, so ist

| om0~ R (W)~ [ wno
X b'e
eine nicht-degenerierte Paarung. Also gilt
HM(X) = (HZ M) (2 HEH(X)). (50)

Ist X insbesondere kompakt, so ist also H*(X) = H"*(X).

Zur Vorbereitung auf den Beweis betrachten wir Mayer-Vietoris-Sequenzen. Die Sequenz
mit kompaktem Trager

—H"NUUV)—H *U)e H F(V) — HI FUNV) « HX YU UV) «
induziert eine exakte Sequenz der Dualrdume mit Pfeilen in umgekehrter Richtung:
— HTHU OV = HIHU) e BNV = HEN U AVY - HT O Yy -

Wir haben nun eine Abbildung der Mayer-Vietoris-Sequenz ohne kompakten Triger in diese
Sequenz:
HFUUV) — H*(U)® H* (V) —  HYUNV) —  HfYUUV)

al (1) Bl (2) vl (3) al (51)
HfUuv)y" — HMFUOY @ HI®V) — HMFFUNVY — HYFYUUY)®
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Die vertikalen Abbildungen sind dabei durch das Integral gegeben, z.B. ist

Blw+0)(w +6)= /

wAw +/0/\9’.
U \%

Lemma 258. Im Diagramm (51) sind die Zellen (1) und (2) kommutativ, die Zelle (3) ist
kommutativ bis auf das Vorzeichen.

Beweis. Wir betrachten nur die Zelle (3), die Kommutativitéit der beiden anderen ist nicht
schwer. Seien w € Q¥(UNV) und 0 € Q»~*~1({U UV) beide geschlossen. Wir miissen zeigen,

dass dann
/ d*w/\@zi/ w A d,0.
Uuv unv

Dabei sind d* : HY(UNV) — H-Y(U UV) bzw. d, : HF Y (U UV) - H* 85U NV)
die “Randoperatoren” der Mayer-Vietoris-Sequenzen. Ist (py, py) eine Zerlegung der Eins
zu (U, V) so gilt also:

e d*w wird repréasentiert durch eine Form mit
d*w|ly = —d(pyw) o —dpy Nw
d*wly = d(puw)

Insbesondere liegt der Tréger von d*w|y in V, also

suppd*w CUNV. (52)

e d.7 wird représentiert durch eine Form mit Trager in U NV fiir deren triviale Fort-
setzung auf U UV gilt:
di7|lv = d(puT)
d.ty =d(pyT) = dpy AT
dr=0

Damit erhalten wir

/ d*w/\T:/ d*w/\T:—/ dpy Nw A T.
Uuv (52) Junv unv

Andrerseits ist

/ w/\d*T:/ w/\dpv/\TZ:I:/ dpy Nw A T.
unv unv unv

Lemma 259 (Fiinferlemma). Sei

- A —- B —- (C —- D — FE —
ol Bl 4l 6L el
- A —- B —- (¢ —- D — FE —

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Wenn «, 3,0, € Isomorphismen sind, dann
ist auch v ein Isomorphismus.

Natiirlich gilt das dann auch, wenn die Zellen nur bis aufs Vorzeichen kommutativ sind.
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Beweis. Selbst: Diagram chasing. O

Beweis von Satz 257. Ahnlich wie der Satz 254 folgt die Poincaré-Dualitit nun aus dem
Diagramm (51) durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl p der Mengen einer guten
Uberdeckung. Wenn die Dualitéit fiir U,V und U NV gilt, dann nach dem Fiinferlemma
auch fir U U V.

p = 1. Die Kohomologiegruppen H*(R™) und H*(R™) erfiillen (50).

p — p+ 1. Die Dualitét gelte fiir alleMannigfaltigkeiten, die eine gute Uberdeckung mit p
Mengen besitzen. X besitze eine solche mit p + 1 Mengen U, ...,Up;t1. Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung die Dualitét fiir Uy U... U Up, fiir (U3 U...UU,) N Upsq und fir
Up+1 und damit auch fur X. O
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6.7 Anwendung der Sphirenkohomologie: Hopfinvariante

Wir beschreiben ein Anwendung der Sphérenkohomologie auf ein geometrisches Problem:
Gibt es Abbildungen einer Sphére in eine niedriger-dimensionale Sphére, die nicht homotop
zu einer konstanten Abbildung sind? Diese Frage wurde von Heinz Hopf 1931 positiv be-
antwortet. Wir geben einen Beweis fiir Abbildungen von S® nach S2. Die Konstruktion der
sogenannten Hopfinvarianten 148t sich dabei problemlos auf Abbildungen $?"~1 — S, n > 1
erweitern.

Sei also f : S3 — S? eine differenzierbare Abbildung. Wir wihlen ein w € Q%(S?) mit
Jg2 w = 1. Dann ist
df*w = f*dw =0,

weil Q3(S5?) = 0. Nach Beispiel 248 ist H2(S?) = 0, und deshalb gibt es n € Q1(S3) mit
dn = ffw.

Die Hopfinvariante von f ist nun definiert als

H(f):/sgnAdn-

Lemma 260. Die Hopfinvariante ist wohldefiniert, also unabhdngig von der Wahl von w
bzw n.

Beweis. Unabhiingigkeit von 7. Ist dij = f*w, so ist d(77 —n) = 0, also 7 = n + df fiir ein
phi € Q°(S?), weil H!(S%) = 0. Dann gilt aber

/(n+d¢)/\d(n+d¢)=/ nAdn+/ do A dn
S3 S3 S3

:/ nAdn+/ d(¢ A dn)
S3 S3
St;es/g3nAdn+O.

Unabhéingigkeit von w. Ist @ € Q2(5?) mit [, @ = 1 = [g w, so folgt [ (w — @) = 0.
Weil das Integral einen Isomophismus von H?(S?) auf R liefert, vgl. Beispiel 248, ist w — @
nullhomolog, d.h. es gibt § € Q(S?) mit © = w + df. Dann gilt mit 7 =7 + f*0

di=dn+ f*do = f*(w+df) = f*®

und

/ﬁAdﬁ
S3

(n+ £70) A (dn + df*0)

3

3

Ad A df*0 *OAd *(OAdO
n n+/s3n if +/sz 77+/sz(,_ )

=0

I
o oo

Ad +/ Adf*0 + O NAw
JNdn | If S“f(‘:o')

:/ 77/\d77—/ d(n/\f*9)+/ dn A f*0
53 53 e
= 77/\d77—/ 77/\f*9+/ f*(w/\ﬂ):/ n A dn.
/83 853 g2’ T 53
—_—— =

=0 Stokes
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Lemma 261. Homotope Abbildungen fo, fi : S3 — S? haben dieselbe Hopfinvariante.

Beweis. Sei F : S x [0,1] — S? eine Homotopie. Dann ist
dF*w = F*dw =0,
und weil H?(S3) x [0,1] = H?(S3) = 0 gibt es 7 € Q(S?) mit
dn = F*w.
Dafiir gilt einerseits

d(i7 A dif) = dﬁ/\dﬁ:/ F*(wAw) = 0.
53 53 s3>

Andrerseits liefert 7 eingeschrinkt auf die berandenden S eine 1-Form wie in der Definition
der Hopfinvariante, und deshalb ist nach dem Satz von Stokes

d(i A dn) =/

(7 A dif) — / (7 A dif) = H(f1) — H(fy)-
S3x {1} 53%{0}

S3
O

Offenbar hat eine konstante Abbildung Hopfinvariante 0. Wir zeigen nun im folgenden Bei-
spiel H(f) # 0 fiir die dort angegebene Abbildung. Damit ist diese also nicht homotop zur
Identitét.

Beispiel 262. Wir betrachten den Raum der Quaternionen
H=ReImHx~R".
Wir benutzen das normale Skalarprodukt auf R* und R? := Im H und die Identitit
xy=x xy—(r,y) firz,yeImH.

Fiir z € S und v € ImH ist dann (z,2v) = 0, also xv € T,,S. Die Abbildung f, die wir
untersuchen wollen, sei die bereits frither betrachtete:

f:8%— 8% 2 ziz !
Wir wihlen w € Q2(S5?) als
wy = det(x, ., .).
Dann ist [q, w = 47 und wir erhalten 4w H(f).
Zur Berechnung von f*w brauchen wir df. Es ist fiir v € ImH
1 1

1 -1

dy f(zv) = zviz™! — ziz " leve ™! = z(vi — iv)z~! = 2z(v x i)z

und daher

(f*w)e(zv, zw) = 4det(ziz™!, z(v x i)zt z(w x i)z~ )
=4 det(i,v x i, w x i) = 4det(i,v, w)

Wir schreiben das noch etwas um: Es gilt

det (i, v, w) = (4, v)(k, w) = (G, w)(k,v) = ({3, -) A (K, ) (v, w)
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und daher
(frw)z (v, 2w) = 4((2],.) A (2k, .)) (20, 20)

oder
(f*w)lﬂ = 4(.1‘], > A <$I€, >

Jetzt suchen wir eine Form n € Q'(S3) mit Dn = f*w. Das Einfachste ist probieren. Wir
setzen
Ny 1= —2(xi,.)

Dafiir finden wir

—2(0py (21, ) (zW) — Oy (i, .) (2V))
—2({xvi, zw) — (Twi, zv))
—2({vi,w) — (wi,v))

—2({v x i,w) — (w X i,v))

= 4det(i, v, w)

= (f*w)e(2v, zW).

(dn)e(zv, 2w) =

Also erhalten wir

ArH(f) = -8 /53 (@i, ) A (g, ) ANzk,.) = — /S3 det(z, ., .,.) = —8Volumen(S®) # 0.

ENDE
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