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1. Topologische Mannigfaltigkeiten

1.1. Lokal Euklidische Räume. Ein topologischer Raum heißt lokal Eukli-
disch wenn jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt die homöomorph zu einem Rn
ist, n ∈ N = {0, 1, 2, . . . }. Äquivalent dazu ist die Forderung, dass der Raum lokal
homöomorph zu einer offenen Teilmenge eines Rn ist. Dieses n kann natürlich von
Punkt zu Punkt varieren, wie man am Beispiel der disjunkten Vereinigung RntRm
beobachten kann. Ist allerdings U eine offene Umgebung von x die homöomorph zu
Rn ist, und ist V eine offene Umgebung von demselben Punkt x die homöomorph
zu Rm ist, dann muss n = m gelten. Dies folgt sofort aus dem folgenden Satz über
die Invarianz der Domäne. Ein Beweis dieses nicht trivialen Satzes findet sich zum
Beispiel in [SZ88, Satz 1.1.16] oder [H02, Theorem 2B.3].

Satz 1.1.1 (Brouwer). Sind U und V zwei homöomorphe Teilmengen des Rn,
und ist U offen, dann ist auch V offen.

In einem lokal Euklidischen Raum X kann man daher jedem Punkt x ∈ X eine
Zahl dimx(X) ∈ N zuordnen, indem man eine offene Umgebung U von x wählt die
homöomorph zu Rn ist, und dimx(X) := n setzt. Wegen Satz 1.1.1 ist dies wohl-
definiert und heißt die Dimension von X bei x. Die Abbildung dim(X) : X → N,
x 7→ dimx(X) ist lokal konstant, also konstant auf den Zusammenhangskompo-
nenten von X. Wir werden uns bald auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten ein-
schränken, und für diese ist die Definition der Dimension elementar, siehe Ab-
schnitt 2.1.

Ein lokal Euklidischer Raum ist lokal wegzusammenhängend, d.h. jeder Punkt
besitzt eine Basis aus wegzusammenhängenden Umgebungen. Die Wegzusammen-
hangskomponenten sind daher stets offen und abgeschlossen, und stimmen mit den
Zusammenhangskomponenten überein. Der Raum ist homöomorph zur disjunkten
Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten.

Ein lokal Euklidischer Raum erfüllt das Trennungsaxiom T1, d.h. sind x 6= y
zwei Punkte dann gibt es eine Umgebung U von x mit y /∈ U . Äquivalent, die
einpunktigen Teilmengen sind abgeschlossen. Ein lokal Euklidischer Raum ist im
Allgemeinen aber nicht Hausdorff, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei Z = {+,−}
eine zwei elementige Menge mit der diskreten Topologie. Betrachte X̃ := R × Z
mit folgender Äquivalenzrelation: (x,+) ∼ (y,−) genau dann wenn x = y 6= 0. Be-
zeichne mit X den Raum der Äquivalenzklassen mit der Quotiententopologie. Man
sieht leicht, dass X lokal homöomorph zu R ist. Allerdings ist X nicht Hausdorff,
da jede Umgebung von (0,+) nicht-leeren Durchschnitt mit jeder Umgebung von
(0,−) hat.

Ein lokal Euklidischer Hausdorff RaumX genügt dem Trennungsaxiom T3 1
2

und
ist daher vollständig regulär. Wir erinnern uns, dass ein Raum das Trennungsaxiom
T3 1

2
erfüllt falls für jede abgeschlossene Menge A und jeden Punkt x /∈ A eine stetige

Funktion f : X → [0, 1] existiert, sodass f(x) = 1 und f(y) = 0 für alle y ∈ A gilt.
Um soeine Funktion zu konstruieren wählt man eine offene Umgebung U von x und
einen Homöomorphismus ϕ : U → Rn mit U ∩ A = ∅ und ϕ(x) = 0. Wegen der
Hausdorff Eigenschaft ist die kompakte Teilmenge K := ϕ−1({x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1})
auch abgeschlossen, also V := X \K offen in X, und daher die Funktion

f : X → [0, 1], f(y) :=

{
max

{
0, 1− |ϕ(y)|

}
falls y ∈ U

0 falls y ∈ V
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stetig. Klarerweise erfüllt sie auch alle anderen geforderten Eigenschaften. Eine
wesentliche Eigenschaft vollständig regulärer Räume ist, dass ihre Topolgie durch
die Menge der stetigen Funktionen C(X, [0, 1]) bestimmt ist. Genauer, die offenen
Mengen {x ∈ X | f(x) 6= 0}, f ∈ C(X, [0, 1]), bilden eine Basis der Topologie, also
stimmt die Topologie vonX mit der gröbsten Topologie für die alle diese Funktionen
stetig sind überein. Wir werden dies im Beweis von Satz 1.1.2 unten verwenden.

Ein lokal Euklidischer Raum ist lokal kompakt, d.h. jeder Punkt besitzt eine
kompakte Umgebung und damit auch eine Basis aus kompakten Umgebungen.

Ein lokal Euklidischer Raum erfüllt das erste Abzählbarkeitsaxiom, d.h. jeder
Punkt besitzt eine abzählbare Umgebungsbasis. Im Allgemeinen wird ein lokal Eu-
klidischer Raum aber nicht das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllen. Jede überab-
zählbare disjunkte Vereinigung lokal Euklidischer Räume ist wieder lokal Eukli-
disch, erfüllt aber trivialerweise nicht das zweite Abzählbarkeitsaxiom. Die lange
Linie ist ein subtileres Beispiel eines zusammenhängenden lokal Euklidischen Haus-
dorff Raums der nicht das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt. Sie kann wie folgt
konstruiert werden, siehe [SS78, Beispiel 46].

Sei A eine überabzählbare Menge und ≤ eine Wohlordnung auf A, d.h. die
Relation ≤ ist reflexsiv, antisymmetrisch und transitiv, es gilt stets α ≤ β oder
β ≤ α, und jede nichtleere Teilmenge besitzt ein kleinstes Element. Nach einem
Satz von Zermelo läßt sich jede Menge wohlordnen, siehe zum Beispiel [J94, Letz-
tes Kapitel]. Auch dürfen wir annehmen, dass A ein größtes Element besitzt, da
man ja einfach ein größtes Element hinzufügen kann, ohne die Wohlordnung zu
stören. Bezeichne mit o das kleinste Element von A. Bezeichne mit ω1 das kleinste
Element von A für das das Intervall [o, ω1) := {α ∈ A | o ≤ α < ω1} überabzählbar
ist. Auf R := [o, ω1) × [0, 1) definieren wir eine lexikographische Ordnung durch
(α, s) ≤ (β, t) genau dann wenn α ≤ β und falls α = β zusätzlich s ≤ t. Wir verse-
hen R mit der Ordnungstopologie, d.h. die Intervalle (x, y) := {z ∈ R | x < z < y}
bilden eine Basis der Topologie. Der Raum R heißt der lange Strahl und kann als
Aneinanderfügung von überabzählbar vielen Intervallen [0, 1) verstanden werden,
ähnlich wie die Halbgerade [0,∞), die ja durch Aneinanderfügung abzählbar vieler
solcher Intervalle entsteht. Die lange Linie ist nun der Raum L := R \ {(o, 0)}.
Klarerweise ist R, und damit auch L, Hausdorff. Wir werden gleich sehen, dass für
jedes α ∈ [o, ω1) das Intervall [(o, 0), (α, 1)) ⊆ R homöomorph zum halboffenem
Einheitsintervall [0, 1) ⊆ R ist. Es folgt dann, dass L lokal Euklidisch und zusam-
menhängend ist. Da [o, ω1) überabzählbar ist, erfüllt L nicht das zweite Abzähl-
barkeitsaxiom. Auch ist L weder parakompakt noch metrisierbar, siehe Satz 1.1.2
unten.

Um einen Homöomorphismus [(o, 0), (α, 1)) ∼= [0, 1) zu konstruieren, bemerken
wir zuerst, dass für jedes α ∈ [o, ω1) das Intervall [o, α+1] höchstens abzählbar viele
Elemente enthählt. Hier bezeichnet α+ 1 den Nachfolger von α, d.h. das kleineste
aller Elemente von [o, ω1) das größer als α ist. Wähle eine Bijektion N→ [o, α+ 1],
n 7→ βn, mit β0 = o, β1 = α+ 1. Hat [o, α+ 1] nur endlich viele Elemente ersetzte
man N durch {0, 1, . . . , N} für geeignetes N ∈ N. Definiere induktiv eine Abbildung
ϕ : [o, α+ 1]→ [0, 1] mit ϕ(β0) = 0, ϕ(β1) = 1 und

ϕ(βn) = 1
2

(
ϕ
(
max{βi | i < n, βi < βn}

)
+ ϕ

(
min{βi | i < n, βi > βn}

))
(1)

für alle 2 ≤ n ∈ N. Dann ist ϕ strikt ordnungerhaltend. Man sagt ein Element hat
keinen Vorgänger falls es nicht von der Form γ + 1 ist. Für die eben konstruierte
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Abbildung ϕ gilt auch

hat γ ∈ (o, α+ 1] keinen Vorgänger dann ist sup{ϕ(ρ) | ρ < γ} = ϕ(γ). (2)

Letzteres folgt leicht aus (1) und der Tatsache, dass für γ ohne Vorgänger und ρ < γ
das Intervall [ρ, γ) stets unendlich viele Elemente enthält, andernfalls existierte ein
maximales Element in [ρ, γ) das dann der Vorgänger von γ sein müßte. Definiere

ϕ̃ : [(o, 0), (α, 1))→ [0, 1), ϕ̃((ρ, t)) := (1− t)ϕ(ρ) + tϕ(ρ+ 1). (3)

Dann ist (3) strikt ordnungserhaltend, insbesondere injektiv. Es ist aber auch sur-
jektiv, denn ϕ̃((o, 0)) = 0, und ist x ∈ (0, 1) und ρ das kleinste Element mit x < ϕ(ρ)
dann existiert wegen (2) ρ′ mit ρ′ + 1 = ρ, daher ϕ(ρ′) ≤ x < ϕ(ρ′ + 1) und damit
x ∈ ϕ̃({ρ′} × [0, 1)). Also ist (3) eine ordnungserhaltende Bijektion, und damit ein
Homöomorphismus.

Satz 1.1.2. Für einen lokal Euklidischen Hausdorff Raum sind äquivalent:
(i) Jede Zusammenhangskomponente besitzt eine kompakte Ausschöpfung,

d.h. es existiert eine Überdeckung mit kompakten Teilmengen {Kn}n∈N
sodass Kn ⊆ K̊n+1 für alle n ∈ N.

(ii) Jede Zusammenhangskomponente ist σ-kompakt, d.h. ist Vereinigung ab-
zählbar vieler kompakter Teilmengen.

(iii) Jede Zusammenhangskomponente ist Lindelöf, d.h. jede offene Überdeckung
besitzt eine abzählbare Teilüberdeckung.

(iv) Jede Zusammenhangskomponente genügt dem zweiten Abzählbarkeitsaxi-
om, d.h. besitzt eine abzählbare Basis der Topologie.

(v) Der Raum ist vollständig metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik die die
Topologie induziert und deren Cauchy Folgen alle konvergieren.

(vi) Der Raum ist metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik die die Topologie
induziert.

(vii) Der Raum ist parakompakt, d.h. jede offene Überdeckung besitzt eine lokal
endliche offene Verfeinerung.

Beweis. (i)⇒(ii) Dies ist trivial.
(ii)⇒(iii) Jeder σ-kompakte Raum ist Lindelöf. Ist nämlich U eine offene Über-

deckung, und {Kn}n∈N eine abzählbare Überdeckung mit kompakten Mengen,
dann wird jedes Kn schon von endlich vielen U1

n, . . . , U
kn
n ∈ U überdeckt, und

{U in | n ∈ N, 1 ≤ i ≤ kn} bildet eine abzählbare Teilüberdeckung von U .
(iii)⇒(iv) Jeder Lindelöf Raum der lokal das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt

genügt selbst dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom. Dies erlaubt nämlich eine abzähl-
bare offene Überdeckung {Un}n∈N zu wählen, sodass jedes Un das zweite Abzähl-
barkeitsaxiom erfüllt. Ist jetzt {V kn }k∈N eine abzählbare Basis der Topologie von
Un, dann ist {V kn }n,k∈N eine abzählbare Basis der Topologie des ganzen Raumes.

(iv)⇒(vi) Da die disjunkte Vereinigung metrisierbarer Räume wieder metri-
sierbar ist genügt es jede Zusammenhangskomponente zu metrisieren. Sei also X
ein zusammenhängender lokal Euklidischer Hausdorff Raum mit abzählbarer Basis.
Wir werden X in das abzählbare Produkt von Einheitsintervallen

∏
N[0, 1] einbet-

ten. Da letzteres metrisierbar ist, ist dann auch X als Teilraum eines metrischen
Raumes metrisierbar. Eine Metrik auf

∏
N[0, 1] die die Produkttopologie erzeugt ist

durch
d
(
(x0, x1, . . . ), (y0, y1, . . . )

)
:=
∑
n∈N

2−n|yn − xn|
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gegeben.
Um die gewünschte Einbettung zu konstruieren, erinnern wir uns, dass die

offenen Mengen Uf := {x ∈ X | f(x) 6= 0}, f ∈ C(X, [0, 1]), eine Basis der
Topologie von X bilden. Sei {Vk}k∈N eine abzählbare Basis der Topologie von X.
Für jedes Paar (k, l) ∈ N2 für das f ∈ C(X, [0, 1]) mit Vk ⊆ Uf ⊆ Vl existiert
wähle eine solche Funktion. Wir erhalten so abzählbar viele Funktionen {fn}n∈N.
Es ist {Ufn}n∈N eine Basis der Topologie, denn ist U ⊆ X offen und x ∈ U , dann
existiert l ∈ N mit x ∈ Vl ⊆ U , f ∈ C(X, [0, 1]) mit x ∈ Uf ⊆ Vl, und k ∈ N mit
x ∈ Vk ⊆ Uf , also existiert auch n ∈ N mit Vk ⊆ Ufn

⊆ Vl und daher x ∈ Ufn
⊆ U .

Definiere nun eine Abbildung

ι : X →
∏

N[0, 1], ι(x) :=
(
f0(x), f1(x), . . .

)
. (4)

Da jede Komponente stetig ist, ist auch (4) stetig. Da X dem Trennungsaxiom T1

genügt und {Ufn}n∈N eine Basis der Topologie bildet ist (4) injektiv. Die Menge
Wn := {(x1, x2, . . . ) | xn 6= 0} ist offen in

∏
N[0, 1], daher ist auch ι(Ufn) = ι(X) ∩

Wn offen in ι(X). Also bildet (4) die offenen Mengen Ufn
auf offene Mengen in ι(X)

ab. Da {Ufn
}n∈N eine Basis der Topologie ist, gilt dies für beliebige offene Mengen.

Damit ist (4) ein Homöomorphismus auf sein Bild, also eine Einbettung.
(vi)⇒(vii) Nach einem Satz von A.H. Stone ist jeder metrische Raum para-

kompakt. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [S69, Kapitel I.8.7]. Wir folgen
dem kürzeren Beweis in [O69]. Sei {Uα}α∈A eine offen Überdeckung des metrischen
Raums (X, d). Wähle eine Wohlordnung ≤ auf A. Bezeichne mit Bx(r) := {y ∈ X |
d(x, y) < r} den offenen Ball um x mit Radius r. Für α ∈ A und x ∈ Uα sei nxα ∈ N
die kleinste Zahl, sodass Bx(2−n

x
α) ⊆ Uα. Sei Sα die Menge der x ∈ Uα für die

β < α mit Bx(2−n
x
α) ⊆ Uβ existiert. Setze

Vα := Uα \
⋃
x∈Sα

Bx(2−(nx
α+1)).

Dann ist Vα offen und in Uα enthalten. Auch bildet {Vα}α∈A eine Überdeckung
von X. Sei dazu x ∈ X und α ∈ A das kleinste Element mit x ∈ Uα. Dann gilt:

Bx(2−(nx
α+2)) ∩By(2−(ny

α+1)) 6= ∅ ⇒ 2−(nx
α+2) ≤ 2−(ny

α+1). (5)

Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Fälle. Für y /∈ Bx(2−(nx
α+1)) gilt offen-

sichtlich 2−(nx
α+2) ≤ 2−(ny

α+1), denn sonst wäre Bx(2−(nx
α+2)) ∩ By(2−(ny

α+1)) = ∅.
Im anderen Fall, y ∈ Bx(2−(nx

α+1)), gilt By(2−(nx
α+1)) ⊆ Bx(2−n

x
α) ⊆ Uα, und daher

nyα ≤ nxα + 1 wegen der Minimalität von nyα. Aus (5) folgt sofort

Bx(2−(nx
α+2)) ∩By(2−(ny

α+1)) 6= ∅ ⇒ x ∈ By(2−n
y
α). (6)

Aus (6) und der Minimalität von α schließen wir

∀y ∈ Sα : Bx(2−(nx
α+2)) ∩By(2−(ny

α+1)) = ∅. (7)

Aus (7) folgt x /∈
⋃
y∈Sα

By(2−(ny
α+1)) und daher x ∈ Vα. Also ist {Vα}α∈A eine

offene Verfeinerung von {Uα}α∈A.
Die Überdeckung {Vα}α∈A ist zwar nicht notwendigerweise lokal endlich, aber

jeder Punkt x ∈ X ist in höchstens endlich vielen Vα enthalten. Sei dazu n0 ∈ N die
kleinste Zahl sodass α ∈ A existiert mit Bx(2−n0) ⊆ Uα. Für n0 ≤ n ∈ N sei αn ∈ A
das kleinste Element, sodass Bx(2−n) ⊆ Uαn . Offensichtlich gilt für n0 ≤ n ≤ m
auch αm ≤ αn. Da die Menge {αn | n ≥ n0} ⊆ A ein kleinstes Element besitzt
muss sie also endlich sein. Wir behaupten jetzt, dass jedes α ∈ A für das x ∈ Vα gilt
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von der Form α = αn für geeignetes n ∈ N ist. Es folgt dann, dass nur endlich viel
Vα den Punkt x enthalten. Sei also x ∈ Vα. Dann gilt klarerweise Bx(2−n

x
α) ⊆ Uα.

Für β < α muss aber Bx(2−n
x
α) 6⊆ Uβ gelten, denn sonst wäre ja x ∈ Sα und damit

x /∈ Vα. Also ist α das kleinste Element von A für das Bx(2−n
x
α) ⊆ Uα gilt. Es folgt

α = αn mit n = nxα.
Wir konstruieren eine lokal endliche Verfeinerung von {Vα}α∈A wie folgt. Für

x ∈ X sei
rx := 1

2 sup
{
r ≥ 0

∣∣ ∃α ∈ A mit Bx(r) ⊆ Vα
}
.

Für α ∈ A sei Tα ⊆ X die Menge aller x ∈ X für die Bx(rx) ⊆ Vα gilt, und α das
kleinste Element von A mit dieser Eigenschaft ist. Setzte

Wα :=
⋃
x∈Tα

Bx(rx/2).

Dann ist jedes Wα offen und in Vα enthalten. Auch bildet {Wα}α∈A eine Über-
deckung von X, denn ist x ∈ X dann existiert r > rx und α ∈ A mit Bx(r) ⊆ Vα.
Insbesondere existiert ein kleinstes α ∈ A mit Bx(rx) ⊆ Vα, und es folgt x ∈ Tα ⊆
Wα. Auch ist {Wα}α∈A lokal endlich. Da jeder Punkt x ∈ X nur in endlich vielen
Vα enthalten ist genügt es zu zeigen

Wα ∩Bx(rx/8) 6= ∅ ⇒ x ∈ Vα.

Sei also y ∈ Tα mit By(ry/2)∩Bx(rx/8) 6= ∅. Wir behaupten x ∈ By(ry) und damit
auch x ∈ Vα. Indirekt angenommen x /∈ By(ry). Wegen By(ry/2) ∩ Bx(rx/8) 6= ∅
muss rx/8 ≥ ry/2 und y ∈ Bx(rx/4) gelten. Es folgt dann By(5ry/2) ⊆ Bx(rx) und
daher By(5ry/2) ⊆ Vβ für ein β ∈ A. Dies widerspricht aber der Definition von ry.
Also ist {Wα}α∈A eine lokal endliche Verfeinerung von {Vα}α∈A und damit auch
eine lokal endliche Verfeinerung von {Uα}α∈A.

(vii)⇒(i) Jeder zusammenhängende parakompakte und lokal kompakte Raum
besitzt eine kompakte Ausschöpfung. Wähle eine lokal endliche offene Überdeckung
{Uα}α∈A sodass jedes Ūα kompakt und nichtleer ist. Wähle α0 ∈ A und setze
A0 := {α0}. Für k ∈ N definiere rekursiv Teilmengen Ak ⊆ A durch

Ak+1 :=
{
α ∈ A

∣∣ ∃β ∈ Ak : Uα ∩ Uβ 6= ∅
}
.

Da Ūβ kompakt und die Überdeckung {Uα}α∈A lokal endlich ist, können nur end-
lich viele Uα nichtleeren Durchschnitt mit Uβ haben. Daher sind alle Ak endlich.
Bemerke, dass Ak ⊆ Ak+1. Betrachte jetzt U :=

⋃
k∈N

⋃
α∈Ak

Uα. Als Vereinigung
offener Mengen ist U offen. Ist x /∈ U dann finden wir α ∈ A sodass x ∈ Uα, und es
gilt Uα∩U = ∅, andernfalls fänden wir nämlich k ∈ N und β ∈ Ak mit Uα∩Uβ 6= ∅,
also α ∈ Ak+1 und x ∈ U . Also ist U auch abgeschlossen und stimmt daher mit
dem ganzen Raum überein. Daher bilden Kn :=

⋃
α∈An

Ūα eine kompakte Über-
deckung. Es gilt tatsächlich Kn ⊆ K̊n+1, denn ist x ∈ Kn dann existiert α ∈ A
sodass x ∈ Uα, und β ∈ An mit x ∈ Ūβ , also Uα ∩ Uβ 6= ∅, daher α ∈ An+1 und
x ∈

⋃
α∈An+1

Uα ⊆ K̊n+1.
(v)⇒(vi) Dies ist trivial.
(vi)⇒(v) Sei X ein lokal Euklidischer Hausdorff Raum mit Metrik d. Da die

disjunkte Vereinigung von vollständig metrischen Räumen wieder vollständig me-
trisch ist dürfen wir X zusammenhängend annehmen. Betrachte den Raum X ×R
mit Metrik d′((x, s), (y, t)) := max{d(x, y), |t− s|}. Wir werden unten eine propere
Funktion f : X → R konstruieren, d.h. für kompaktes K ⊆ R ist auch f−1(K)
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kompakt. Da ι : X → X × R, ι(x) := (x, f(x)), eine Einbettung ist, induziert die
Metrik d′′(x, y) := d′(ι(x), ι(y)) die Topologie von X. Sie ist auch vollständig, denn
ist xn eine Cauchy Folge bezüglich d′′ dann ist f(xn) beschränkt, wegen der Pro-
perheit von f liegt die Folge xn daher in einer kompakten Teilmenge von X, muss
also konvergieren.

Um eine propere Funktion f : X → R zu konstruieren, wählen wir eine kompak-
te Aussschöpfung {Kn}n∈N, siehe (i). Für n ∈ N sind Kn und X \ K̊n+1 disjunkte
abgeschlossene Mengen. Da metrische Räume normal sind, ist das Lemma von Ury-
son, siehe etwa [S69, Satz 1 in Kapitel I.8.4] oder [J94, Kapitel 8.1], anwendbar, und
wir finden stetige Funktionen fn : X → [0, 1] mit fn|Kn

= 0 und fn|X\K̊n+1
= 1.

Dann ist f :=
∑
n∈N fn eine lokal endliche Summe und daher f : X → R eine

stetige Funktion. Sie ist proper, da f−1([n, n]) ⊆ Kn+1 für alle n ∈ N gilt. �

Definition 1.1.3 (Topologische Mannigfaltigkeiten). Eine topologische Man-
nigfaltigkeit, ist ein lokal Euklidischer parakompakter Hausdorff Raum.

Nach Satz 1.1.2 kann eine topologische Mannigfaltigkeit äquivalent als metri-
sierbarer lokal Euklidischer Raum definiert werden.

Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit und U ⊆ M offen, dann ist U eine
topologische Mannigfaltgkeit. Ist {Mα}α∈A eine Familie von topologischen Mannig-
faltigkeiten, dann ist auch ihre disjunkte Vereinigung

⊔
α∈AMα eine topologische

Mannigfaltigkeit. Das Produkt zweier topologischer Mannigfaltigkeiten ist wieder
eine topologische Mannigfaltigkeit. Jede Überlagerung einer topologischen Mannig-
faltigkeit ist wieder eine topologische Mannigfaltgkeit. Die Parakompaktheit der
Überlagerung kann wie folgt eingesehen werden. Sei π : M̃ →M eine Überlagerung
einer topologischen Mannigfaltigkeit, und sei U eine offene Überdeckung von M̃ .
Wegen der Überlagerungseigenschaft und weil M parakompakt ist gibt es eine lokal
endliche offene Überdeckung V von M sodass für alle V ∈ V die offene Teilmenge
π−1(V ) ⊆ M̃ homöomorph zu V ×ΛV mit diskretem ΛV ist. Mit V ist daher auch
π−1(V ) parakompakt. Also existiert eine lokal endliche Verfeinerung UV der offenen
Überdeckung {U ∩ π−1(V ) | U ∈ U} von π−1(V ). Dann ist =

⋃
V ∈V UV eine offene

Überdeckung von M̃ die U verfeinert, und es ist leicht einzusehen, dass sie auch
lokal endlich ist. Also ist M̃ parakompakt.

Jeder Raum der dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt ist separabel, d.h.
besitzt eine abzählbare dichte Teilmenge. Ist nämlich {Un}n∈N eine abzählbare
Basis der Topologie und xn ∈ Un, dann ist {xn}n∈N dicht. Nach Satz 1.1.2(iv)
ist also jede Zusammenhangskomponente einer topologischen Mannigfaltigkeit se-
parabel. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist genau dann separabel wenn sie
höchstens abzählbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt, und dies ist genau
dann der Fall wenn sie dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt. In der Literatur
[BJ73, J94, D76] wird von topologische Mannigfaltigkeiten manchmal auch Se-
parabilität gefordert, man beschränkt sich dann also auf höchstens abzählbar viele
Zusammenhangskomponenten. Verlangt man zusätzlich noch, dass die Dimension
beschränkt ist, erhält man genau jene Mannigfaltigkeiten die sich in einen RN ein-
betten lassen, vgl. Satz 1.3.2. Schließlich sei hier noch erwähnt, dass Separabilität
alleine nicht ausreicht. In [R90] findet sich ein Beispiel eines 2-dimensionalen zu-
sammenhängenden separablen lokal Euklidischen Hausdorff Raumes, der nicht dem
zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt und daher keine topologische Mannigfaltigkeit
im Sinne von Definition 1.1.3 darstellt.
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Die Bedeutung der Parakompaktheit in Definition 1.1.3 besteht darin, dass
sie es erlaubt gewisse globale Aussagen auf lokale zurückzuführen. Ein wichtiges
Hilfsmittel dabei sind Zerlegungen der Eins. Eine Familie von stetigen Funktion
{λα : M → [0, 1]}α∈A heißt Zerlegung der Eins falls die Träger

suppλα := {x ∈M | λα(x) 6= 0}
eine lokal endliche Familie {suppλα}α∈A bilden, und für alle x ∈M gilt∑

α∈A
λα(x) = 1.

Sie heißt einer gegebenen Überdeckung U untergeordnet falls für jedes α ∈ A ein U ∈
U existiert sodass suppλα ⊆ U . Ein Beweis des folgenden elementaren Resultats aus
der mengentheoretischen Topologie findet sich zum Beispiel in [J94, Kapitel VIII §5]
oder [S69, Kapitel I.8.6].

Satz 1.1.4. Ein Hausdorff Raum ist genau dann parakompakt, wenn jede offene
Überdeckung eine untergeordnete Zerlegung der Eins besitzt.

Man bemerke, dass die eine Richtung von Satz 1.1.4 trivial ist. Ist nämlich U
eine offen Überdeckung und {λα}α∈A eine untergeorndete Zerlegung der Eins, dann
ist {λα 6= 0}α∈A eine lokal endliche offene Verfeinerung von U . Für topologische
Mannigfaltigkeiten werden wir die Existenz untergeordneter Zerlegungen der Eins
in Abschnitt 2.4 zeigen, siehe Satz 2.4.1.

1.2. Beispiele topologischer Mannigfaltigkeiten. Als erstes Beispiel ei-
ner topologischen Mannigfaltigkeit ist natürlich Rn zu nennen. Aber auch alle of-
fenen Teilmengen des Rn sind topologische Mannigfaltigkeiten. Zum Beispiel kann

GL(Rn) :=
{
A ∈ L(Rn,Rn)

∣∣ detA 6= 0
}

als offene Menge in Rn2
aufgefaßt werden indem man lineare Abbildungen mit

Matrizen identifiziert. Also ist GL(Rn) eine n2-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit. Sie hat zwei Zusammenhangskomponenten, GL+(Rn) := {A | detA > 0}
und GL−(Rn) := {A | detA < 0}. Genauso ist

GL(Cn) :=
{
A ∈ L(Cn,Cn)

∣∣ detA 6= 0
}

eine 4n2-dimensionale zusammenhängende topologische Mannigfaltigkeit.
Die Sphäre mit der Spurtopologie

Sn :=
{
x ∈ Rn+1

∣∣ ‖x‖ = 1
}
⊆ Rn+1

ist eine kompakte zusammenhängende n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit. Die stereographischen Projektionen liefern lokale Homöomorphismen mit Rn.
Genauer, ist N := (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn der Nordpol dann ist

Sn \ {N} → Rn, (x0, . . . , xn) 7→
1

1− x0
(x1, . . . , xn)

ein Homöomorphismus. Genauso ist

Sn \ {S} → Rn, (x0, . . . , xn) 7→
1

1 + x0
(x1, . . . , xn)

ein Homöomorphismus, wo S := (−1, 0, . . . , 0) ∈ Sn den Südpol bezeichnet.
Der reelle projektive Raum mit der Quotiententopologie

RPn = (Rn+1 \ 0)/∼
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ist eine zusammenhängende kompakte n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit. Für 0 ≤ i ≤ n ist nämlich

Ui :=
{
[x0 : x1 : · · · : xn]

∣∣ xi 6= 0
}
⊆ RPn

offen und

ϕi : Ui → Rn, ϕi
(
[x0 : x1 : · · · : xn]

)
:=
(
x0
xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1
xi

, . . . , xn

xi

)
ein Homöomorphismus. Beispielsweise ist RP1 homöomorph zu S1.

Der komplexe projektive Raum mit der Quotiententopologie

CPn := (Cn+1 \ 0)/∼

ist eine kompakte, zusammenhängende 2n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit. Für 0 ≤ i ≤ n ist nämlich

Ui :=
{
[z0 : z1 : · · · : zn]

∣∣ zi 6= 0
}
⊆ CPn

offen und

ϕi : Ui → Rn, ϕi
(
[z0 : z1 : · · · : zn]

)
:=
(
z0
zi
, . . . , zi−1

zi
, zi+1
zi
, . . . , zn

zi

)
ein Homöomorphismus. Beispielsweise ist CP1 homöomorph zu S2.

1.3. Einbettungen in RN . Wir wollen hier noch folgendes elementare Ein-
bettungsresultat beweisen.

Satz 1.3.1. Jede kompakte topologische Mannigfaltigkeit läßt sich in RN für
hinreichend großes N ∈ N einbetten.

Beweis. SeiM eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit. O.B.d.A. sei n :=
dim(M). Für jeden Punkt x ∈M wähle eine offene Umgebung Ux von x und einen
Homöomorphismus ϕx : Ux → Rn. Da M kompakt ist, finden wir endlich viel
x1, . . . , xm ∈ M , sodass die offenen Mengen Vi := ϕ−1

xi
(Bn), 1 ≤ i ≤ m, schon M

überdecken. Hier bezeichnet Bn :=
{
z ∈ Rn

∣∣ ‖z‖ < 1
}

den offenen Einheitsball in
Rn. Betrachte die stetige Funktion λ : Rn → [0, 1], λ(z) := max{0, 1 − ‖z‖}. Für
1 ≤ i ≤ m ist dann

fi : M → Rn+1, fi(x) :=

{(
ϕi(x)λ(ϕi(x)), λ(ϕi(x))

)
falls x ∈ Uxi

0 falls x /∈ Uxi

stetig. Weiters ist fi|Vi
: Vi → Rn+1 injektiv, und es gilt fi(x) 6= 0 genau dann

wenn x ∈ Vi. Daher ist F := (f1, . . . , fm) : M → Rm(n+1) stetig und injektiv. Da
M kompakt ist, muss F ein Homöomorphismus auf sein Bild sein. Damit ist M in
RN mit N := m(n+ 1) eingebettet. �

Allgemeiner gilt der folgender Satz, den wir hier aber nicht beweisen wollen. Ein
analoges Resultat für differenzierbare Mannigfaltigkeiten werden wir ausführlich in
Kapitel 4 behandeln.

Satz 1.3.2. Jede n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit höchstens
abzählbar vielen Zusammenhangskomponenten läßt sich abgeschlossen in R2n+1 ein-
betten.
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1.4. Topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand. Bezeichne mit

Hn :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣ x1 ≥ 0
}
⊆ Rn

den abgeschlossenen Halbraum. Wir können Rn−1 als abgeschlossene Teilmenge
{(x1, . . . , xn) | x1 = 0} von Hn auffassen. Wir bemerken noch, dass Hn \ Rn−1

homöomorph zu Rn ist. Ein expliziter Homöomorphismus ist zum Beipiel durch
(x1, . . . , xn) 7→ (ln(x1), x2, . . . , xn) gegeben.

Definition 1.4.1 (Topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand). Eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein parakompakter Hausdorff Raum der lokal
homöomorph zu Rn oder Hn ist.

Äquivalent kann eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand auch als para-
kompakter Hausdorff Raum der lokal homöomorph zu einer offenen Teilmenge von
Hn ist definiert werden. D.h. für jeden Punkt x gibt es eine Umgebung U von x
und einen Homöomorphismus ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Hn sodass ϕ(U) ⊆ Hn offen ist.

Definition 1.4.2 (Geschlossene Mannigfaltigkeiten). Eine topologische Man-
nigfaltigkeit heißt geschlossen falls sie kompakt und randlos ist.

Satz 1.1.2 bleibt für Hausdorff Räume die lokal zu Rn oder Hn homöomorph
sind richtig. Jede offene Teilmenge einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand
ist wieder eine topologische Mannigfaltigkeit mir Rand. Ist {Mα}α∈A eine Familie
topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand, dann ist auch ihre disjunkte Vereini-
gung

⊔
α∈AMα eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Auch das Produkt

zweier topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand ist wieder eine topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Dies folgt aus der Tatsache, dass Hn × Hm homöomorph
zu Hn+m ist. Ein expliziter Homöomorphismus ist durch

Hn ×Hm → Hn+m(
(x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym)

)
7→ (x1y1, x2, . . . , xn, y1 − x1, y2, . . . , ym)

gegeben. Jede Überlagerung einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand ist wie-
der eine solche.

Der Rand ∂M einer topologischen Mannigfaltigkeit M mit Rand ist die Menge
aller Punkte, die keine Umgebung besitzten die homöomorph zu Rn ist.

Proposition 1.4.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist ∂M eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand und eine abgeschlossene Teil-
menge von M . Hat M Dimension n dann hat ∂M Dimension n− 1.

Beweis. Klarerweise ist ∂M eine abgeschlossene Teilmenge von M , insbeson-
dere wieder parakompakt. Ist U ⊆ M offen und ϕ : U → Hn ein Homöomor-
phismus dann muss ϕ(∂M ∩ U) ⊆ Rn−1 gelten. Aus Satz 1.1.1 folgt aber sogar
ϕ(∂M ∩ U) = Rn−1. Also ist ϕ|∂M∩U : ∂M ∩ U → Rn−1 ein Homöomorphismus
und damit ∂M lokal Euklidisch. �

Wir werden uns bald auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten beschränken, für
die werden wir Satz 1.1.1 nicht benötigen und bei der Behandlung des Randes mit
dem Impliziten Funktionensatz das Auslangen finden.

Das einfachste Beispiel einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand ist wohl
der Halbraum mit ∂Hn = Rn−1. Ein anderes Beispiel liefert der abgeschlossene
Einheitsball B̄n := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} mit ∂B̄n = Sn−1. Ist M eine topologische
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Mannigfaltigkeit ohne Rand dann ist M × [0, 1] eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand, und ∂(M× [0, 1]) = M×{0, 1}. Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand, U ⊆ M offen, und ϕ : U → Rn ein Homöomorphimus, dann ist N :=
M \ϕ−1(Bn) eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, und ∂N = ∂M tSn−1.
Sie entsteht aus M durch Herausbohren eines offenen Balls.

Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, dann heißt Int(M) := M \
∂M das Innere von M .

Proposition 1.4.4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist Int(M) eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand. Hat M Dimension n dann
auch Int(M). Ist M zusammenhängend, dann auch Int(M).

Beweis. Alles außer der letzten Behauptung ist offensichtlich. Um den Zusam-
menhang einzusehen sei A ⊆ Int(M) nichtleer, offen und abgeschlossen. Zu zeigen
ist A = Int(M). Betrachte den Abschluss Ā ⊆M . Dann gilt

A = Ā ∩ Int(M) und daher auch Ā \A = Ā ∩ ∂M. (8)

Es genügt zu zeigen, dass Ā ⊆M offen ist, denn dann folgt Ā = M und wegen (8)
auch A = Int(M). Es genügt also zu zeigen, dass jeder Punkt von Ā innerer Punkt
von Ā ⊆M ist. Für die Punkte in A ist dies offensichtlich. Sei also x ∈ Ā\A. Wegen
(8) finden wir eine offene Umgebung U ⊆ M von x die homöomorph zu Hn ist.
Dann ist U∩Int(M) homöomorph zu Hn\Rn−1. Da letzteres zusammenhängend ist
folgt U∩Int(M) ⊆ A. Da der Abschluss vonHn\Rn−1 ⊆ Hn mitHn übereinstimmt
folgt U ⊆ Ā. Also ist auch x innerer Punkt von Ā ⊆M . �

Wie M in einer Umgebung von ∂M aussieht wird durch folgenden Satz geklärt.
Ein elementarer Beweis findet sich etwa in [B62].

Satz 1.4.5. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ∂M . Dann
existiert eine offene Umgebung U von ∂M und ein Homöomorphismus ϕ : ∂M ×
[0, 1)→ U , sodass ϕ(x, 0) = x für alle x ∈ ∂M gilt.

Zuletzt sei hier noch eine Konstruktion erwähnt die es manchmal gestattet
gewisse Eigenschaften topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand aus analogen Ei-
genschaften von topologischen Mannigfaltigkeiten ohne Rand zu folgern. Sei M eine
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei Z := {+,−} eine zweielementige Men-
ge mit der diskreten Topologie. Definiere eine Äquivalenzrelation auf M ×Z durch
(x,+) ∼ (y,−) falls x = y ∈ ∂M . Der Quotientenraum DM := (M × Z)/∼ heißt
die Verdoppelung von M . Beispielsweise ist D(Hn) ∼= Rn, D(B̄n) ∼= Sn, und für
eine randlose Mannigfaltigkeit M gilt D(M × [0,∞)) ∼= M × R.

Proposition 1.4.6. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist DM eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand. Es gibt zwei abgeschlossene
Einbettungen ι+, ι− : M → DM die auf ∂M übereinstimmen und ι+(M)∪ι−(M) =
DM erfüllen.

Beweis. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Es ist leicht zu
sehen, dass DM wieder Hausdorff und parakompakt ist. Wir haben stetige Abbil-
dungen ι+ : M → DM , ι+(x) := [(x,+)] und ι− : M → DM , ι−(x) := [(x,−)]
und ι := ι+|∂M = ι−|∂M : ∂M → DM . Alle drei sind Homöomorphismen auf ihr
Bild, denn die Projektion π : M ×Z →M faktorisiert zu einer stetigen Abbildung
π̄ : DM → M und es gilt π̄ ◦ ι+ = π̄ ◦ ι− = idM . Ihre Bilder sind abgeschlossene
Teilmengen von DM und es gilt ι+(M) ∩ ι−(M) = ι(∂M).
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Offensichtlich ist DM \ι(∂M) ∼= Int(M)×Z lokal Euklidisch. Für ι(x) ∈ ι(∂M)
kann man wie folgt vorgehen. Wähle eine offene Umgebung U ⊆M von x und einen
Homöomorphismus ϕ : U → Hn. Definiere

ϕ̃ : ι+(U) ∪ ι−(U)→ Rn, ϕ̃(y) :=

{
ϕ(ι−1

+ (y)) falls y ∈ ι+(M)
τ(ϕ(ι−1

− (y))) falls y ∈ ι−(M)
(9)

wobei τ : Rn → Rn, τ(x1, . . . , xn) := (−x1, x2, . . . , xn). Beachte, dass dies wohl
definiert und bijektiv ist, und ι+(U) ∪ ι−(U) eine offene Umgebung von ι(x) ∈
DM bildet. Da ι+(U) und ι−(U) abgeschlossen in ι+(U) ∪ ι−(U) sind, ist eine
Menge A ⊆ ι+(U) ∪ ι−(U) genau dann abgeschlossen wenn A ∩ ι+(U) ⊆ ι+(U)
und A ∩ ι−(U) ⊆ ι−(U) abgeschlossen sind. Gleiches gilt in Rn. Eine Teilmenge
B ⊆ Rn ist genau dann abgeschlossen wenn B ∩ Hn ⊆ Hn und B ∩ τ(Hn) ⊆
τ(Hn) abgeschlossen sind. Da ϕ̃|ι+(U) = ϕ ◦ ι−1

+ : ι+(U) → Hn und ϕ̃|ι−(U) =
τ ◦ ϕ ◦ ι−1

− : ι−(U)→ τ(Hn) Homöomorphismen sind, folgt nun dass A ⊆ ι+(U) ∪
ι−(U) genau dann abgeschlossen ist wenn ϕ̃(A) ⊆ Rn abgeschlossen ist. Daher ist
(9) ein Homöomorphismus, und DM also eine topologische Mannigfaltigkeit ohne
Rand. �

Will man Mannigfaltigkeiten mit Rand in RN einbetten, kann man ähnlich
vorgehen wie im Beweis von Satz 1.3.1. Alternativ, können wir aber auch die Ver-
doppelungskonstruktion nützen um folgendes Korollar aus Satz 1.3.1 zu erhalten.

Korollar 1.4.7. Jede kompakte topologische Mannigfaltigkeit mit Rand läßt
sich in RN für hinreichend großes N ∈ N einbetten.

Beweis. Sei M eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit und DM ihre
Verdoppelung. Nach Proposition 1.4.6 istDM eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne
Rand, und M kann in DM eingebettet werden. Nach Satz 1.3.1 kann DM in RN für
geeignetes N ∈ N eingebettet werden. Die Komposition dieser beiden Einbettungen
liefert die gewünschte Einbettung von M . �

Genauso erhält man aus Satz 1.3.2

Korollar 1.4.8. Jede n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand
die höchstens abzählbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt läßt sich abge-
schlossen in R2n+1 einbetten.

1.5. 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Die 0-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten sind genau die diskreten Räume. Insbesondere ist eine zusammenhängende
0-dimensionale Mannigfaltigkeit homöomorph zum einpunktigen Raum {∗}.

Auch die 1-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten können leicht klas-
sifiziert werden. Zwei elementare Tatsachen werden dabei wesentlich sein. Erstens,
die zusammenhängenden offenen Teilmengen von R sind genau die offenen Inter-
valle. Zweitens, ist ϕ : (a, b) → (c, d) ein Homöomorphismus zwischen offenen In-
tervallen dann gilt entweder limt→b− ϕ(t) = c oder limt→b− ϕ(t) = d. Beides folgt
aus der Vollständigkeit von R.

Satz 1.5.1. Sei M eine zusammenhängende 1-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Ist M kompakt, dann ist sie homöomorph zu S1. Ist M
nicht kompakt, dann ist sie homöomorph zu R.

Beweis. Wir folgen der Anleitung in [D76, Kapitel 16.2, Aufgabe 6].
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Lemma 1.5.2. Sei U1 ⊆ M offen und ϕ1 : U1 → (a1, b1) ein Homöomorphis-
mus, a1 < b1 ∈ R. Sei U2 ⊆M offen und ϕ2 : U2 → (a2, b2) ein Homöomorphismus,
a2 < b2 ∈ R. Gilt weder U1 ∩ U2 = ∅ noch U1 ⊆ U2 oder U2 ⊆ U1 dann tritt genau
einer der folgenden drei Fälle ein:

(i) ϕ1(U1 ∩ U2) = (a1, c1) für ein a1 < c1 < b1.
(ii) ϕ1(U1 ∩ U2) = (d1, b1) für ein a1 < d1 < b1.
(iii) ϕ1(U1 ∩ U2) = (a1, c1) ∪ (d1, b1) für bestimmte a1 < c1 < d1 < b1.

Beweis von Lemma 1.5.2. Es ist nämlich ϕ1(U1 ∩ U2) ⊆ (a1, b1) offen, also
disjunkte Vereinigung offener Teilintervalle. Da U1 ∩ U2 6= ∅ muss es mindestens
ein solches Teilintervall geben. Keines dieser Teilintervalle ist von der Form (e, f)
mit a1 < e < f < b1. Andernfalls wäre ϕ−1

1 ([e, f ]) ⊆ M kompakt und, weil M
Hausdorff ist, daher abgeschlossen. Wegen ϕ−1

1 ((e, f)) = ϕ−1
1 ([e, f ])∩U2 wäre dann

auch ϕ−1
1 ((e, f)) ⊆ U2 abgeschlossen. Es ist aber ϕ−1

1 ((e, f)) ⊆ U2 auch offen, und
da U2 zusammenhängend ist würde ϕ−1

1 ((e, f)) = U2 folgen. Dies widerspräche
U2 6⊆ U1. Lemma 1.5.2 folgt sofort. �

Lemma 1.5.3. Tritt in Lemma 1.5.2 der Fall (i) oder (ii) ein dann kann ϕ1 zu
einem Homöomorphismus ϕ̃1 : U1∪U2 → (a1, b1+1) oder einem Homöomorphismus
ϕ̃1 : U1 ∪ U2 → (a1 − 1, b1) ausgedehnt werden.

Beweis von Lemma 1.5.3. Wir dürfen o.B.d.A. annehmen, dass (ii) gilt, der
andere Fall kann analog behandelt werden. Vertauschen wir in Lemma 1.5.2 die
Rollen von ϕ1 und ϕ2, dann sehen wir, dass entweder ϕ2(U1 ∩ U2) = (a2, c2) für
ein a2 < c2 < b2, oder ϕ2(U1 ∩ U2) = (d2, b2) für ein a2 < d2 < b2 gilt. Der
dritte Fall kann nicht eintreten da ja U1 ∩U2 nur eine Zusammenhangskomponente
besitzt. Wieder dürfen wir o.B.d.A. annhemen, dass ϕ2(U1 ∩ U2) = (a2, c2) für ein
a2 < c2 < b2 eintritt, der andere Fall kann analog behandelt werden. Betrachte den
affinen Homöomorphismus

ψ : [c2, b2)→ [b1, b1 + 1), ψ(t) :=
t− c2 + b1(b2 − c2)

b2 − c2
.

Definiere nun:

ϕ̃1 : U1 ∪ U2 → (a1, b1 + 1), ϕ̃1(x) :=

{
ϕ1(x) falls x ∈ U1

ψ(ϕ2(x)) falls x ∈ U2 \ U1

Dies ist klarerweise eine Ausdehnung von ϕ1 und bijektiv. Es bleibt zu zeigen,
dass ϕ̃1 ein lokaler Homöomorphismus ist. Da ϕ̃1|U1 = ϕ1 : U1 → (a1, b1) ein
Homöomorphismus ist, genügt es zu zeigen, dass ϕ̃1|U2 : U2 → (d1, b1 + 1) ein
Homöomorphismus ist. Da ϕ2 : U2 → (a2, b2) ein Homöomorphismus ist, reicht es
zu zeigen, dass die Komposition

ϕ̃1 ◦ ϕ−1
2 : (a2, b2)→ (d1, b1 + 1), ϕ̃1 ◦ ϕ−1

2 (t) =

{
ϕ1(ϕ−1

2 (t)) falls t ∈ (a2, c2)
ψ(t) falls t ∈ [c2, b2)

ein Homöomorphismus ist. Wir wissen, dass ϕ1 ◦ϕ−1
2 |(a2,c2) : (a2, c2)→ (d1, b1) ein

Homöomorphismus ist. Es bleibt also noch zu zeigen

lim
t→c2−

ϕ1(ϕ−1
2 (t)) = b1.

Die einizige andere Möglichkeit wäre limt→c2− ϕ1(ϕ−1
2 (t)) = d1, dies ist aber aus-

geschlossen da ja sonst jede Umgebung von ϕ−1
2 (c2) nicht leeren Durchschnitt mit
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jeder Umgebung von ϕ−1
1 (d1) hätte, was wegen ϕ−1

1 (d1) 6= ϕ−1
2 (c2) der Hausdorff

Eigenschaft von M widerspräche. �

Lemma 1.5.4. Tritt in Lemma 1.5.2 der Fall (iii) ein, dann ist U1 ∪ U2 = M
und M homöomorph zu S1.

Beweis von Lemma 1.5.4. Sei also ϕ1(U1 ∩U2) = (a1, c1)∪ (d1, b1) mit a1 <
c1 < d1 < b1. Vertauschen wir in Lemma 1.5.2 die Rollen von ϕ1 und ϕ2 dann muss
auch ϕ2(U1 ∩ U2) = (a2, c2) ∪ (d2, b2) für gewisse a2 < c2 < d2 < b2 gelten, da ja
U1 ∩ U2 zwei Zusammenhangskomponenten besitzt. Die Komposition

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : (a2, c2) ∪ (d2, b2)→ (a1, c1) ∪ (d1, b1)

ist ein Homöomorphismus also gilt entweder

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ((a2, c2)) = (a1, c1) und ϕ1 ◦ ϕ−1

2 ((d2, b2)) = (d1, b1)

oder
ϕ1 ◦ ϕ−1

2 ((a2, c2)) = (d1, b1) und ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ((d2, b2)) = (a1, c1) (10)

O.B.d.A. dürfen wir (10) annehemen, der andere Fall kann analog behandelt werden.
Wie im Beweis von Lemma 1.5.3 zeigt man

lim
t→c2−

ϕ1(ϕ−1
2 (t)) = b1 und lim

t→d2+
ϕ1(ϕ−1

2 (t)) = a1 (11)

und daher auch

lim
t→a2+

ϕ1(ϕ−1
2 (t)) = d1 und lim

t→b2−
ϕ1(ϕ−1

2 (t)) = c1.

Für hinreichend kleines ε > 0 gilt

ϕ1(ϕ−1
2 (a2 + ε)) ≤ b1 − ε und ϕ1(ϕ−1

2 (b2 − ε)) ≥ a1 + ε

und daher

ϕ−1
1

(
[a1 + ε, b1 − ε]

)
∪ ϕ−1

2

(
[a2 + ε, b2 − ε]

)
= U1 ∪ U2.

Also ist U1 ∪ U2 Vereinigung zweier kompakter Teilmengen. Da M Hausdorff ist
folgt, dass U1∪U2 ⊆M abgeschlossen ist. Andererseits ist U1∪U2 ⊆M auch offen,
und der Zusammenhang von M impliziert daher U1 ∪U2 = M . Wähle Homöomor-
phismen

ψ1 : (a1, b1)→
{
z ∈ S1 ⊆ C

∣∣ Im(z) > − 1
2

}
und

ψ2 : (a2, b2)→
{
z ∈ S1 ⊆ C

∣∣ Im(z) < 1
2

}
sodass

ψ1([c1, d1]) =
{
z ∈ S1

∣∣ Im(z) ≥ 1
2

}
und

ψ2([c2, d2]) =
{
z ∈ S1

∣∣ Im(z) ≤ − 1
2

}
sowie

lim
t→b1−

ψ1(t) = ψ2(c2) und lim
t→a1+

ψ1(t) = ψ2(d2).

Definiere nun:

Φ : U1 ∪ U2 = M → S1, Φ(x) =

{
ψ1(ϕ1(x)) falls x ∈ U1

ψ2(ϕ2(x)) falls x ∈ U2 \ U1
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Dies ist klarerweise bijektiv. Wie im Beweis von Lemma 1.5.3 zeigt man unter
Zuhilfenahme von (11) das

Φ ◦ ϕ−1
2 : (a2, b2)→

{
z ∈ S1

∣∣ Im(z) < 1
2

}
ein Homöomorphismus ist. Dann ist Φ|U2 : U2 →

{
z ∈ S1

∣∣ Im(z) < 1
2

}
ein

Homöomorphismus, daher Φ ein lokaler Homöomorphismus und also Φ ein Homö-
omorphismus. �

Lemma 1.5.5. Es existiert eine höchstens abzählbare Familie offener Teilmen-
gen {Vk}k=1,2,... von M mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Jedes Vk ist homöomorph zum Einheitsintervall (0, 1) ⊆ R.
(ii) Für alle k ≥ 1 gilt V1 ∪ · · · ∪ Vk 6⊆ Vk+1.
(iii) Für alle k ≥ 1 gilt Vk+1 6⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vk.
(iv) Für alle k ≥ 1 gilt Vk+1 ∩ (V1 ∪ · · · ∪ Vk) 6= ∅.
(v)

⋃
k Vk = M .

Beweis von Lemma 1.5.5. Wir werden die Vk ähnlich wie im Beweis von
Satz 1.1.2(vii)⇒(i) konstruieren. Da M parakompakt ist existiert eine lokal endliche
Überdeckung U von M , sodass jedes U ∈ U homöomorph zum Einheitsintervall
(0, 1) ⊆ R ist, und sodass Ū kompakt ist für alle U ∈ U . Da U lokal endlich ist
finden wir U1 ∈ U , sodass für alle U1 6= U ∈ U gilt U1 6⊆ U . Setze U1 := {U1}.
Definiere induktiv

Un+1 :=
{
U ∈ U

∣∣ ∃V ∈ Un, V ∩ U 6= ∅}.
Dann gilt Un ⊆ Un+1, für alle n ≥ 1. Alle Un sind endlich, da U lokal endlich und
jedes Ū kompakt ist. Da

⋃
n

⋃
U∈Un

U ⊆ M offen und abgeschlossen ist, folgt aus
dem Zusammenhang von M , dass

⋃
n

⋃
U∈Un

U = M gilt. Wir definieren jetzt {Vk}
indem wir zuerst die Elemente von U1 nummerieren, dann die Elemente von U2,
u.s.w. Insbesondere

⋃
n Un = {Vk}k. Offensichtlich erfüllt die Familie {Vk}k alle

gewünschten Eigenschaften, außer möglicherweise (iii). Durch Auslassen geeigneter
Vk erhält man dann eine Familie die (i)–(v) erfüllt. �

Der Beweis von Satz 1.5.1 kann nun leicht wie folgt geführt werden. Wir nehmen
an M ist nicht homöomorph zu S1. Dann ist zu zeigen, dass M homöomorph
zu R ist. Wähle eine Folge offener Teilmengen {Vk}k=1,2,... wie in Lemma 1.5.5.
Für k ≥ 1 setzte Uk := V1 ∪ · · · ∪ Vk. Dann gilt Uk ∩ Vk+1 6= ∅, Uk 6⊆ Vk+1,
Vk+1 6⊆ Uk. Wir definieren nun induktiv offene beschränkte Intervalle Ik ⊆ R und
Homöomorphismen ϕk : Uk → Ik sodass ϕk+1|Uk

= ϕk. Für k = 1 ist dies trivial.
Angenommen ϕi sind für i ≤ k schon konstruiert. Wir bemerken, dass Uk und Vk+1

die Voraussetzungen von Lemma 1.5.2 erfüllen. Der Fall (iii) in Lemma 1.5.2 kann
nicht eintreten da ja sonst, wegen Lemma 1.5.4, M homöomorph zu S1 wäre. Nach
Lemma 1.5.3 kann ϕk : Uk → Ik also zu einem Homöomorphismus ϕk+1 : Uk+1 =
Uk ∪ Vk+1 → Ik+1 ausgedehnt werden, wobei Ik+1 ⊆ R wieder ein beschränktes
offenes Intervall ist. Die {ϕk}k=1,2,... definieren eine Abbildung

Φ :
⋃
k Uk = M → I :=

⋃
k Ik, Φ(x) := ϕk(x) falls x ∈ Uk. (12)

Wir bemerken, dass I ⊆ R ein, möglicherweise nicht beschränktes, offenes Intervall
ist, jedenfalls aber I homöomorph zu R ist. Es genügt also zu zeigen, dass (12)
ein Homöomorphismus ist. Offenbar ist (12) bijektiv und ein lokaler Homöomor-
phismus. Es folgt, dass (12) ein Homöomorphismus ist. Damit ist der Beweis von
Satz 1.5.1 schließlich beendet. �
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Korollar 1.5.6. Eine 1-dimensionale zusammenhängende topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand ist zu genau einem der folgenden Räume homöomorph: R,
S1, [0,∞), [0, 1].

Beweis. Sei M eine 1-dimensionale zusammenhängende topologische Mannig-
faltigkeit mit Rand. Ist ∂M = ∅ dann muss, wegen Satz 1.5.1, M homöomorph zu
R oder S1 sein. Sei also ∂M 6= ∅. Nach Proposition 1.4.4 ist Int(M) eine zusam-
menhängende, nicht kompakte, 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Nach Satz 1.5.1, ist Int(M) homöomorph zu R.

Der Rand ∂M ⊆ M ist diskret. Man konstruiert leicht eine offene Umgebung
U von ∂M und einen Homöomorphismus ϕ : ∂M × [0, 1) → U , sodass ϕ(x, 0) = x
für alle x ∈ ∂M , vgl. Satz 1.4.5. Betrachte den Homöomorphismus

ψ : [0, 1)→ [ 14 , 1), ψ(t) :=

{
2t+1

4 falls t ≤ 1
2

t falls t ≥ 1
2

und definiere einen Homöomorphismus

Ψ : M →M \ ϕ
(
∂M × [0, 1

4 )
)
, Ψ(x) :=

{
ϕ((id∂M ×ψ)(ϕ−1(x))) falls x ∈ U
x falls x /∈ U

Wir schließen, dass M homöomorph zu einer abgeschlossenen echten Teilmenge von
Int(M) ∼= R ist und nicht-leeres Inneres hat. Da M zusammenhängend ist muss
es zu einem abgeschlossenen echten Intervall, also [0,∞) oder [0, 1], homöomorph
sein. �

In Dimensionen 2 ist das Klassifikationsproblem für Mannigfaltigkeiten klas-
sisch aber schwieriger, siehe etwa [H94, Chapter 9]. Selbst die einfach zusam-
menhängenden geschlossenen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten bereiten große
Schwierigkeiten. Die folgende Vermutung ist eines der Millennium Prize Problems
auf dessen Lösung das Clay Mathematics Institute einen $1,000,000 Preis ausgesetzt
hat.

Poincaré Vermutung. Jede einfach zusammenhängende geschlossene 3-di-
mensionale topologische Mannigfaltigkeit ist homöomorph zu S3.

Jüngst hat G. Perelman einige Arbeiten veröffentlicht in denen er mit Hilfe des
von R. Hamilton zu diesem Zweck eingeführten Ricci flow die sogenannte Thurston’s
Geometrization Conjecture beweist. Falls sie einer Überprüfung standhalten, würde
dies als Spezialfall auch die Poincaré Vermutung beweisen.

Ironischer Weise ist die höherdimensionale Version der Poincaré Vermutung
schon länger etabliert. Für n ≥ 5 wurde dies von S. Smale gelöst, dem dafür 1966
eine Fields Medaille verliehen wurde. Der Fall n = 4 wurde schließlich von M. Freed-
man bewiesen, auch er erhielt 1986 eine Fields Medaille für seine Arbeit.

Satz 1.5.7 (Smale, Freedman). Jede geschlossene n-dimensionale, n ≥ 4, topo-
logische Mannigfaltigkeit die homotopieäquivalent zu Sn ist, ist auch homöomorph
zu Sn.

Eine Klassifikation der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, n ≥ 4, ist nicht
möglich. Dies rürt daher, dass jede endlich präsentierte Gruppe als Fundamental-
gruppe einer kompakten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit auftritt, es aber keinen
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Algorithmus gibt der entscheidet ob zwei Präsentationen dieselbe Gruppe beschrei-
ben. Allerdings gibt es Klassifikationen für einfach zusammenhängende Mannigfal-
tigkeiten.

2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.1. Cr-Mannigfaltigkeiten. SeiM eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine
Paar (U,ϕ), wo U ⊆ M offen, ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rn ein Homöomorphismus und
ϕ(U) ⊆ Rn offen ist, heißt Karte von M . Eine Menge von Karten {(Uα, ϕα)}α∈A
heißt Atlas von M falls

⋃
α∈A Uα = M . Sind (U1, ϕ1) und (U2, ϕ2) zwei Karten,

dann ist
ϕ2 ◦ ϕ−1

1 : ϕ1(U1 ∩ U2)→ ϕ2(U1 ∩ U2)
ein Homöomorphismus zwischen offenen Mengen des Rn und wird als Kartenwech-
selabbildung bezeichnet.

Sei 1 ≤ r ≤ ∞. Ein Atlas A einer topologischen Mannigfaltigkeit M heißt Cr-
Atlas falls alle Kartenwechselabbildungen Cr sind. Da ϕ1◦ϕ−1

2 invers zu ϕ2◦ϕ−1
1 ist

folgt, dass alle Kartenwechselabbildungen Cr-Diffeomorphismen sind. Eine Karte
(U,ϕ) heißt kompatibel oder verträglich mit dem Cr-AtlasA fallsA∪{(U,ϕ)} wieder
ein Cr-Atlas ist. Ein Cr-AtlasA heißt maximal falls er nicht durch hinzufügen neuer
Karten vergrößert werden kann, d.h. ist eine Karte (U,ϕ) kompatibel mit A, dann
ist sie bereits in A enthalten, (U,ϕ) ∈ A. Ein maximaler Cr-Atlas für M wird als
Cr-Struktur auf M bezeichnet.

Definition 2.1.1 (Cr-Mannigfaltigkeiten). Sei 1 ≤ r ≤ ∞. Eine Cr-Mannig-
faltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit die mit einer Cr-Struktur ausge-
stattet ist. Genauer, eine Cr-Mannigfaltigkeit is ein Paar (M,D) wo M eine to-
pologische Mannigfaltigkeit und D eine Cr-Struktur auf M ist. Die Elemente der
Cr-Struktur werden als Karten der Cr-Mannigfaltigkeit bezeichnet. Eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit wird oft auch als C0-Mannigfaltigkeit bezeichnet. Unter einer
glatten Mannigfaltigkeit versteht man eine C∞-Mannigfaltigkeit.

Sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞. Sind ϕ : U → Rn und ψ : V → Rm
zwei Karten und x ∈ U ∩ V dann gilt n = m, da die Kartenwechselabbildung
ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) ein Cr-Diffeomorphismus ist und daher das Differential
D(ψ ◦ ϕ−1)ϕ(x) : Rn → Rm ein linearer Isomorphismus sein muss. Wir können also
die Dimension bei x ∈ M definieren indem wir eine Karte ϕ : U → Rn mit x ∈ U
wählen und dimx(M) := n setzten. Wir erhalten eine lokal konstante Funktion
dim(M) : M → N. Für differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist die Definition der
Dimension also wesentlich einfacher als für topologische Mannigfaltigkeiten, für die
wir ja den nicht trivialen Satz 1.1.1 benötigt haben.

Jeder Cr-Atlas bestimmt einen maximalen Cr-Atlas, man nehme einfach alle
Karten die mit ihm verträglich sind und verifiziere, dass dies tatsächlich einen Cr-
Atlas bildet der offensichtlich maximal ist. Daher bestimmt ein Cr-Atlas auf einer
topologischen Mannigfaltigkeit in eindeutiger Weise eine Cr-Struktur und macht
sie damit zu einer Cr-Mannigfaltigkeit. Für 0 ≤ s ≤ r ≤ ∞ ist daher jede Cr-
Mannigfaltigkeit in natürlicher Weise auch eine Cs-Mannigfaltigkeit.

IstM eine Cr-Mannigfaltigkeit und U ⊆M offen dann erbt U die Struktur einer
Cr-Mannigfaltigkeit indem man alle Karten auf U einschränkt. Ist {Mα}α∈A eine
Familie von Cr-Mannigfaltigkeiten, dann erbt die disjunkte Vereinigung

⊔
α∈AMα

die Struktur einer Cr-Mannigfaltigkeit. Sind M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten
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mit Atlanten AM = {(Uα, ϕα)}α∈AM
und AN = {(Vβ , ψβ)}β∈AN

dann bildet
{
Uα×

Vβ , ϕα × ϕβ
}

(α,β)∈AM×AN
einen Cr-Atlas für M × N , also erbt auch M × N die

Struktur einer Cr-Mannigfaltigkeit. Jede Überlagerung einer Cr-Mannigfaltigkeit
erbt die Struktur einer Cr-Mannigfaltigkeit.

Die identische Abbildung idRn : Rn → Rn ist ein C∞-Atlas für Rn und macht
Rn zu einer glatten Mannigfaltigkeit. Insbesondere sind alle offenen Teilmengen des
Rn auch glatte Mannigfaltigkeiten.

Die beiden Karten für Sn in Kapitel 1.2 bilden einen C∞-Atlas da die Karten-
wechselabbildung

Rn \ 0→ Rn \ 0, y 7→ y/‖y‖2

glatt ist. Die resultierende glatte Struktur heißt die Standardstruktur auf Sn.
Die Karten für RPn in Kapitel 1.2 bilden einen C∞-Atlas, da für 0 ≤ i < j ≤ n

die Kartenwechselabbildung{
(y1, . . . , yn) ∈ Rn

∣∣ yj 6= 0
} ϕj◦ϕ−1

i−−−−−→
{
(z1, . . . , zn) ∈ Rn

∣∣ zi+1 6= 0
}

(y1, . . . , yn) 7→
(
y1
yj
, . . . , yi

yj
, 1
yj
, yi+1
yj
, . . . ,

yj−1
yj

,
yj+1
yj

, . . . , yn

yj

)
glatt ist. Die resultierende glatte Struktur heißt die Standardstruktur auf RPn.

Genauso bilden die Karten für CPn in Kapitel 1.2 einen C∞-Atlas. Die resul-
tierende glatte Struktur heißt die Standardstruktur auf CPn.

2.2. Cr-Abbildungen. Ist M eine Cr-Mannigfaltgkeit dann kann man von
Cr-Funktionen auf M und Cr-Kurven in M sprechen. Allgemeiner hat man das
Konzept der Cr-Abbildungen zwischen zwei Cr-Mannigfaltigkeiten.

Definition 2.2.1 (Cr-Abbildungen). Es seien M und N zwei Cr-Mannigfal-
tigkeiten, 0 ≤ r ≤ ∞. Eine stetige Abbildung f : M → N heißt Cr-Abbildung, falls
für jede Karte (U,ϕ) von M und jede Karte (V, ψ) von N die Komposition

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(f−1(V ) ∩ U)→ ψ(V )

eine Cr-Abbildung ist. Die Menge aller Cr-Abbildungen von M nach N wird mit
Cr(M,N) bezeichnet. Eine C∞-Abbildung wird auch als galtte Abbildung bezeich-
net.

Bemerke, dass die Menge ϕ(f−1(V ) ∩ U) in Definition 2.2.1 offen in Rm ist,
da wir Stetigkeit von f voraussetzen. Wir forden daher die Cr-Eigenschaft für eine
Funktion die auf einer offenen Menge eines Rm definiert ist und Werte in einem Rn
hat, siehe Analysisvorlesung.

Sind M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, und ist f : M → N stetig und so,
dass für jedes x ∈M eine Karte (U,ϕ) von M mit x ∈ U und eine Karte (V, ψ) von
N mit f(x) ∈ V existieren für die

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(f−1(V ) ∩ U)→ ψ(V )

Cr ist, dann folgt f ∈ Cr(M,N). Man muss die Cr-Eigenschaft also nicht für alle
Karten eines maximalen Atlasses verifizieren.

Ist M eine Cr-Mannigfaltigkeit, dann ist die identische Abbildung idM : M →
M eine Cr-Abbildung. Sind f : M → N und g : N → P zwei Cr-Abbildungen,
dann auch ihre Komposition g ◦ f : M → P . Die Cr-Mannigfaltigkeiten und Cr-
Abbildungen bilden daher eine Kategorie.
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Ist M eine Cr-Mannighfaltigkeit, dann bildet Cr(M,R) mit punktweiser Ad-
dition und Multiplikation eine kommutative Algebra mit Eins.

Definition 2.2.2 (Diffeomorphismen). Sei 0 ≤ r ≤ ∞. Eine Cr-Abbildung
f : M → N zwischen Cr-Mannigfaltigkeiten heißt Cr-Diffeomorphismus falls es
eine Cr-Abbildung f−1 : N → M gibt, sodass f−1 ◦ f = idM und f ◦ f−1 = idN .
Die Menge der Cr-Diffeomorphismen wird mit Diffr(M,N) bezeichnet. Zwei Cr-
Mannigfaltigkeiten heißen Cr-diffeomorph, falls ein Cr-Diffeomorphismus f : M →
N existiert.

Die Cr-Abbildung f : R→ R, f(x) := x3, ist ein Homöomorphismus, aber kein
Cr-Diffeomorphismus, 1 ≤ r ≤ ∞. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung
muss also extra gefordert werden.

Ist M eine Cr-Mannigfaltigkeit und f : N → M ein Homöomorphismus, dann
gibt es auf N eine eindeutige Cr-Struktur, sodas f ein Cr-Diffeomorphismus wird.
Ist nämlichAM ein maximaler Cr-Atlas fürM , dann bildetAN := {(f−1(U), ϕ◦f) |
(U,ϕ) ∈ AM} einen maximalen Cr-Atlas fürN der f zu einem Cr-Diffeomorphismus
macht.

2.3. Teilmannigfaltigkeiten. Die Teilmengen einer Mannigfaltigkeit die lo-
kal wie Rk ⊆ Rn aussehen heissen Teilmannigfaltigkeiten. Genauer haben wir

Definition 2.3.1 (Teilmannigfaltigkeiten). Sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit,
0 ≤ r ≤ ∞. Eine Teilmenge S ⊆ M heißt Cr-Teilmannigfaltigkeit von M falls für
jeden Punkt x ∈ S eine Karte ϕ : U → Rm existiert, sodass x ∈ U und

ϕ(U ∩ S) = ϕ(U) ∩ (Rk × {0}) ⊆ Rn

für ein 0 ≤ k ≤ n. Jede solche Karte heißt Cr-Teilmannigfaltigkeitskarte für S bei
x.

Ist M eine Cr-Mannigfaltigkeit und S ⊆M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit, dann
erbt S die Struktur einer Cr-Mannigfaltigkeit. Genauer, die Einschränkung jeder
Teilmannigfaltigkeitskarte (U,ϕ) für S liefert eine Karte

ϕ|U∩S : U ∩ S → ϕ(U ∩ S) ⊆ Rk

für S. Diese bilden einen Cr-Atlas für S, und das macht S zu einer Cr-Mannigfal-
tigkeit. Die Inklusion ι : S →M ist dann eine Cr-Abbildung.

Trivialerweise ist jede offene Teilmenge einer Cr-Mannigfaltigkeit eine Cr-Teil-
mannigfaltigkeit.

Eine wichtige Möglichkeit Teilmannigfaltigkeiten zu bestimmen, ist durch An-
gabe von hinreiched regulären Gleichungen. Dazu erinnern wir uns an folgendes
zentrale Resultat aus der Analysis.

Satz 2.3.2 (Impliziter Funktionensatz, surjektive Form). Sei U ⊆ Rm offen und
f : U → Rn eine Cr-Abbildung, 1 ≤ r ≤ ∞. Sei weiters x ∈ U und das Differential
Dfx : Rm → Rn surjektiv. Dann existiert eine offene Menge W ⊆ U mit x ∈ W ,
eine offene Menge W ′ ⊆ Rm und ein Cr-Diffeomorphismus g : W ′ →W , sodass

(f ◦ g)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , yn)

für alle (y1, . . . , ym) ∈W ′.
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Für den Fall, dass diese Version des Impliziten Funktionensatzes nicht so geläufig
ist, sei hier noch kurz erläutert wie man sie aus dem Inversen Funktionensatz, siehe
[R53, Theorem 9.22], [D76, Section 10.2.5] oder [H93, Abschnitt 171], herleiten
kann.

Satz 2.3.3 (Inverser Funktionensatz). Sei U ⊆ Rn offen und f : U → Rn eine
Cr-Abbildung, 1 ≤ r ≤ ∞. Sei weiters x ∈ U und das Differntial Dfx : Rn → Rn
von f bei x invertierbar. Dann existiert eine offene Menge W ⊆ U mit x ∈W und
eine offene Menge W ′ ⊆ Rn sodass f |W : W →W ′ ein Cr-Diffeomorphismus ist.

Herleitung von Satz 2.3.2 aus Satz 2.3.3. Da Dfx surjektiv ist finden
wir eine lineare Abbildung λ : Rm → Rm−n, sodass (Dfx, λ) : Rm → Rn×Rm−n in-
vertierbar ist. Für das Differential der Cr-Abbildung h := (f, λ) : U → Rn×Rm−n,
bei x gilt Dhx = (Dfx, λ). Also ist Dhx invertierbar. Nach Satz 2.3.3 finden wir
eine offene Menge W ⊆ U mit x ∈W , eine offene Menge W ′ ⊆ Rn × Rm−n = Rm,
sodass h|W : W →W ′ ein Cr-Diffeomorphismus ist. Für den Cr-Diffeomorphismus
g := h|−1

W : W ′ → W gilt dann klarerweise f(g(y1, . . . , ym)) = (y1, . . . , yn) für alle
(y1, . . . , ym) ∈W ′. �

Definition 2.3.4 (Submersionen). Eine C1-Abbildung f : M → N heißt sub-
mersiv bei x ∈ M falls für eine (und dann jede) Karte (U,ϕ) von M mit x ∈ U ,
und eine (und dann jede) Karte (V, ψ) von N mit f(x) ∈ V das Differential
D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x) bei ϕ(x) surjektiv ist. Sie heißt submersiv oder Submersion
falls sie submersiv bei jedem x ∈M ist. Die Menge der Cr-Submersionen wird mit
Subr(M,N) bezeichnet.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.3.2 erhalten wir

Proposition 2.3.5. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞,
und sei f ∈ Cr(M,N) submersiv bei x ∈M . Dann existiert eine Karte ϕ : U → Rm
von M mit x ∈ U , und eine Karte ψ : V → Rn mit f(U) ⊆ V sodass

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , yn)

für alle (y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U) ⊆ Rm gilt.

Beweis. Wähle eine Karte ψ : V → Rn von N mit f(x) ∈ V . Wähle eine
Karte ϕ̃ : Ũ → Rm von M mit x ∈ Ũ und f(Ũ) ⊆ V . Da f bei x submersiv ist, ist
D(ψ ◦f ◦ ϕ̃−1)ϕ̃(x) surjektiv. Nach Satz 2.3.2 existiert eine offene Menge W ⊆ ϕ̃(Ũ)
mit ϕ̃(x) ∈W , eine offene MengeW ′ ⊆ Rm, und ein Cr-Diffeomorphismus g : W ′ →
W mit (ψ ◦ f ◦ ϕ̃−1 ◦ g)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , yn) für alle (y1, . . . , ym) ∈ W ′. Sei
U := Ũ ∩ ϕ̃−1(W ), und ϕ := g−1 ◦ ϕ̃|U : U →W ′. Dann ist ϕ : U → Rm eine Karte
von M mit x ∈ U und f(U) ⊆ V , und es gilt ψ ◦ f ◦ϕ−1(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , yn)
für alle (y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U) = W ′ ⊆ Rm. �

Proposition 2.3.6. Sei f : M → N eine Submersion. Dann ist f(M) ⊆ N
offen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Proposition 2.3.5, denn für n ≤ m ist die Ab-
bildung (y1, . . . , ym) 7→ (y1, . . . , yn) offen, d.h. offene Mengen werden auf offene
Mengen abgebildet. �

Definition 2.3.7 (Reguläre Werte). Sei f : M → N eine C1-Abbildung. Ein
Punkt y ∈ N heißt regulärer Wert von f , falls f submersiv bei jedem x ∈ f−1(y)
ist.
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Satz 2.3.8. Sei f : M → N eine Cr-Abbildung, 1 ≤ r ≤ ∞, und sei y ∈ N ein
regulärer Wert von f . Dann ist f−1(y) ⊆ M eine abgeschlossene Cr-Teilmannig-
faltigkeit. Ist dimM = m und dimN = n dann hat f−1(y) die Dimension m− n.

Beweis. S := f−1(y) ⊆ M ist abgeschlossen, da f stetig ist. Sei x ∈ S. Nach
Proposition 2.3.5 finden wir eine Karte ϕ : U → Rm von M mit x ∈ U und eine
Karte ψ : V → Rn von N mit f(U) ⊆ V , sodass (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y1, . . . , ym) =
(y1, . . . , yn) für alle (y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U) ⊆ Rm. Auch dürfen wir annehmen, dass
ψ(f(x)) = 0. Dann gilt klarerweise ϕ(U ∩S) = ϕ(U)∩({0}×Rm−n). Also ist (U,ϕ)
eine Cr-Teilmannigfaltigkeitskarte für S bei x. �

Mit Hilfe von Satz 2.3.8 können leicht Beispiele von Cr-Mannigfaltigkeiten
konstruiert werden. Wir wollen hier nur drei erwähnen.

Betrachtet man etwa die C∞-Funktion f : Rn+1 → R, f(x) := ‖x‖2 =
∑
i x

2
i .

Dann ist offensichtlich 1 ∈ R ein regulärer Wert von f . Aus Satz 2.3.8 folgt, dass
Sn = f−1(1) eine C∞-Teilmannigfaltigkeit von Rn+1 ist. Insbesondere erkennen
wir Sn als C∞-Mannigfaltigkeit ohne explizit einen Atlas anzugeben.

Sei Mn der Vektorraum der reellen n× n-Matrizen, und sei

O(n) :=
{
A ∈Mn

∣∣ AtA = I
}

die Teilmenge der orthogonalen Matrizen. Bezeichne mit Sn := {A ∈Mn | At = A}
den Teilraum der symmetrischen Matrizen. Für die C∞-Abbildung f : Mn → Sn,
f(A) := AtA, gilt offenbar f−1(I) = O(n). Für die Abbleitung von f bei A in
Richtung B finden wir

DfA(B) = ∂
∂t |0f(A+ tB) = AtB +BtA = AtB + (AtB)t.

Ist A ∈ O(n) und S ∈ Sn dann gilt für B := 1
2AS offensichtlich DfA(B) = S. Daher

ist das Differential von f bei jedem A ∈ O(n) surjektiv, also ist I ein regulärer
Wert von f . Nach Satz 2.3.8 ist daher O(n) = f−1(I) eine C∞-Teilmannigfaltigkeit
des Vektoraumes Mn. Für die Dimension gilt dimO(n) = dimMn − dimSn =
n2 − n(n+ 1)/2 = n(n− 1)/2.

Sei 0 ≤ g ∈ N. Dann ist

Σg :=
{
[z0 : z1 : z2] ∈ CP2

∣∣ zg+1
0 + zg+1

1 + zg+1
2 = 0

}
eine 2-dimensionale C∞-Teilmannigfaltigkeit von CP2. Dazu erinnern wir uns an
die Karten ϕi : Ui → C2, 0 ≤ i ≤ 2, von CP2 aus Abschnitt 1.2. Es reicht zu zeigen,
dass ϕi(Σg ∩ Ui) ⊆ C2 eine C∞-Teilmannigfaltigkeit ist. Für jedes 0 ≤ i ≤ 2 gilt
ϕi(Σg∩Ui) = {(y1, y2) | yg+1

1 +yg+1
2 = −1}. Nach Satz 2.3.8 reicht es zu zeigen, dass

−1 ∈ C ein regulärer Wert der Abbildung f : C2 → C, f(y1, y2) = yg+1
1 + yg+1

2 ist.
Für das Differential von f bei (y1, y2) giltDf(y1,y2)(ξ1, ξ2) = (g+1)(yg1ξ1+y

g
2ξ2). Für

yg+1
1 + yg+1

2 = −1 ist daher 0 6= Df(y1,y2) : C2 → C, also Df(y1,y2) surjektiv. Damit
ist−1 ein regulärer Wert von f und Σg eine 2-dimensionale C∞-Teilmannigfaltigkeit
von CP2. Da Σg ⊆ CP2 abgeschlossen und CP2 kompakt ist, ist auch Σg kompakt.
Auch sieht man leicht, dass Σg zusammenhängend ist.

Eine andere Möglichkeit Teilmannigfaltigkeiten als solche zu erkennen ist durch
Angabe einer geeigneten Parametrisierung. Dazu erinnern wir an folgendes Resultat
aus der Analysis.

Satz 2.3.9 (Impliziter Funktionensatz, injektive Form). Sei U ⊆ Rm offen und
f : U → Rn eine Cr-Abbildung, 1 ≤ r ≤ ∞. Sei weiters x ∈ U und das Differential
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Dfx : Rm → Rn bei x injektiv. Dann existiert eine offene Menge V ⊆ U mit x ∈ V ,
eine offene Menge W ⊆ Rn mit f(V ) ⊆ W , eine offene Menge W ′ ⊆ Rn und ein
Cr-Diffeomorphismus g : W →W ′ sodass

(g ◦ f)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0)

für alle (y1, . . . , ym) ∈ V gilt.

Wir geben auch für diese Version des Impliziten Funktionensatzes eine Herlei-
tung aus dem Inversen Funktionensatz an.

Herleitung von Satz 2.3.9 aus Satz 2.3.3. Da Dfx injektiv ist existiert
eine lineare Abbildung λ : Rn−m → Rn, sodass

Dfx + λ : Rm × Rn−m → Rn

(y1, . . . , yn) 7→ Dfx(y1, . . . , ym) + λ(ym+1, . . . , yn)

invertierbar ist. Für das Differential der Cr-Abbildung

h := f + λ : U × Rn−m → Rn

h(y1, . . . , yn) := f(y1, . . . , ym) + λ(ym+1, . . . , yn)

bei (x, 0) gilt Dh(x,0) = Dfx + λ. Also ist Dh(x,0) invertierbar. Nach Satz 2.3.3
finden wir eine offene Menge W ′ ⊆ U×Rn−m ⊆ Rn mit (x, 0) ∈W ′, und eine offene
Menge W ⊆ Rn sodass h|W ′ : W ′ → W ein Cr-Diffeomorphismus ist. Betrachte
den Cr-Diffeomorphismus g := h|−1

W ′ : W → W ′, und die offene Menge V :=
W ′ ∩ (Rm × {0}) ⊆ U . Dann gilt offensichtlich x ∈ V . Für (y1, . . . , ym) ∈ V
haben wir f(y1, . . . , ym) = h(y1, . . . , ym, 0, . . . , 0). Wir schließen f(V ) ⊆ W und
g(f(y1, . . . , ym)) = (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0) für alle (y1, . . . , ym) ∈ V . �

Definition 2.3.10 (Immersionen). Ein C1-Abbildung f : M → N heißt im-
mersiv bei x ∈ M falls für eine (und dann jede) Karte (U,ϕ) von M mit x ∈ U
und eine (und dann jede) Karte (V, ψ) von N mit f(x) ∈ V das Differential
D(ψ ◦f ◦ϕ−1)ϕ(x) bei ϕ(x) injektiv ist. Sie heißt immersiv oder Immersion falls sie
immersiv bei jedem x ∈ M ist. Die Menge der Cr-Immersionen, 1 ≤ r ≤ ∞, wird
mit Immr(M,N) bezeichnet.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.3.9 erhalten wir

Proposition 2.3.11. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞,
und sei f ∈ Cr(M,N) bei x ∈ M immersiv. Dann existieren eine Karte ϕ : U →
Rm von M mit x ∈ U und eine Karte ψ : V → Rn von N mit f(U) ⊆ V , sodass

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0)

für alle (y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U) ⊆ Rm gilt.

Beweis. Wähle ein Karte ψ̃ : Ṽ → Rn von N mit f(x) ∈ Ṽ . Wähle eine
Karte ϕ̃ : Ũ → Rm von M mit x ∈ Ũ und f(Ũ) ⊆ Ṽ . Nach Satz 2.3.9 finden
wir eine offene Menge U ′ ⊆ ϕ̃(U) mit ϕ̃(x) ∈ U ′, eine offene Menge W ⊆ Rn mit
(ψ̃◦f ◦ϕ̃−1)(U ′) ⊆W , eine offene Menge W ′ ⊆ Rn und einen Cr-Diffeomorphismus
g : W → W ′, sodass (g ◦ ψ̃ ◦ f ◦ ϕ̃−1)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0 . . . , 0) für alle
(y1, . . . , ym) ∈ U ′ gilt. Sei U := Ũ ∩ ϕ̃−1(U ′) ⊆ M und ϕ := ϕ̃|U : U → U ′ ⊆ Rm.
Dann ist (U,ϕ) eine Karte von M mit x ∈ U . Sei V := Ṽ ∩ ψ̃−1(W ) ⊆ N und
ψ := g ◦ ψ̃|V : V → W ′ ⊆ Rn. Dann ist (V, ψ) eine Karte von N und f(U) ⊆



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 23

V . Schließlich gilt auch (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0) für alle
(y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U) = U ′. �

Definition 2.3.12 (Einbettungen). Sei 1 ≤ r ≤ ∞. Unter einer Cr-Einbettung
versteht man eine immersive Cr-Abbildung f : M → N , sodass f : M → f(M) ein
Homöomorphismus ist, wobei f(M) ⊆ N die Teilraumtopologie trägt. Die Menge
der Cr-Einbettungen wird mit Embr(M,N) bezeichnet.

Man bemerke, dass für kompaktes M jede injektive Cr-Immersion f : M → N
ein Homöomorphismus auf sein Bild und damit eine Einbettung ist.

Satz 2.3.13. Sei f : M → N eine Cr-Einbettung, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann ist f(M)
eine Cr-Teilmannigfaltigkeit von N , und f : M → f(M) ein Cr-Diffeomorphismus.

Beweis. Sei S := f(M) ⊆ N und x ∈ M . Nach Proposition 2.3.11 finden wir
eine Karte ϕ : U → Rm von M mit x ∈ U und eine Karte ψ : V → Rn von N mit
f(U) ⊆ V , sodass

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y1, . . . , ym) = (y1, . . . , ym, 0, . . . , 0) (13)

für alle (y1, . . . , ym) ∈ ϕ(U). Da f : M → S ein Homöomorphismus ist können
wir durch Verkleinerung von V erreichen, dasss auch f(U) = S ∩ V gilt. Zusam-
men mit (13) folgt dann ψ(S ∩ V ) = ψ(V ) ∩ (Rm × {0}). Also ist (V, ψ) eine Cr-
Teilmannigfaltigkeitskarte für S bei f(x) und daher S eine Cr-Teilmannigfaltigkeit
von N . Nach Definition der Cr-Struktur auf Teilmannigfaltigkeiten ist ρ := ψ|S∩V :
S∩V → Rm eine Karte von S bei f(x). In dieser Karte gilt (ρ◦f◦ϕ−1)(y1, . . . , ym) =
(y1, . . . , ym). Also ist auch f−1 : S →M eine Cr-Abbildung und damit f : M → S
ein Cr-Diffeomorphismus. �

2.4. Differenzierbare Zerlegungen der Eins. Sei M eine Cr-Mannigfal-
tigkeit, 0 ≤ r ≤ ∞. Unter einer Cr-Zerlegung der Eins auf M versteht man eine
Familie von Cr-Funktionen {λα : M → [0, 1]}α∈A mit den folgenden beiden Eigen-
schaften:

(i) Die Träger supp(λα) := {x ∈M | λα(x) 6= 0} bilden eine lokale endliche
Familie, d.h. jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung die nur endlich
viele supp(λα) schneidet.

(ii) Für alle x ∈M gilt
∑
α∈A λα(x) = 1.

Ist U eine offene Überdeckung von M und gibt es für jedes α ∈ A ein U ∈ U , sodass
supp(λα) ⊆ U , dann heißt die Zerlegung der Eins der Überdeckung U untergeordnet.

Satz 2.4.1. Jede offene Überdeckung einer Cr-Mannigfaltigkeit besitzt eine ihr
untergeordnete Cr-Zerlegung der Eins, 0 ≤ r ≤ ∞.

Für den Beweis von Satz 2.4.1 benötigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 2.4.2. Es gibt eine C∞-Funktion φ : R → [0, 1], sodass φ−1(0) =
(−∞, 0] und φ−1(1) = [1,∞) gilt.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Funktion:

α : R→ [0, 1), α(t) :=

{
0 falls t ≤ 0
e−1/t falls t > 0

(14)
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Da ( ddt )
ne−1/t = Pn(1/t)e−1/t für gewisse Polynome Pn gilt, und weil jedes Polynom

P auch lims→∞ P (s)e−s = 0 erfüllt folgt leicht, dass (14) eine C∞-Funktion. Die
Funktion

φ : R→ [0, 1], φ(t) :=
α(t)

α(t) + α(1− t)
erfüllt dann alle gewünschten Eigenschaften. �

Lemma 2.4.3. Für jedes n ∈ N existiert eine C∞-Funktion βn : Rn → [0, 1]
sodass β−1

n (1) = B̄n(1) und β−1
n (0) = Rn \ Bn(2) gilt. Hier bezeichnet Bn(r) :=

{x ∈ Rn | ‖x‖ < r} den offenen Ball in Rn mit Mittelpunkt 0 und Radius r.

Beweis. Man setzte einfach βn(x) := φ(2 − ‖x‖), wobei φ eine Funktion wie
in Lemma 2.4.2 ist. �

Lemma 2.4.4. Sei U eine offenen Überdeckung einer Cr-Mannigfaltigkeit M ,
0 ≤ r ≤ ∞. Dann gibt es einen Atlas {ϕα : Uα → Rnα}α∈A mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) {Uα}α∈A ist eine lokal endliche Verfeinerung von U .
(ii) ϕα(Uα) = Rnα für alle α ∈ A.
(iii)

⋃
α∈A ϕ

−1
α (Bnα(1)) = M .

Beweis. O.B.d.A. sei M zusammenhängend und n = dim(M). Wähle eine
kompakte Ausschöpfung {Kk}k∈N wie in Satz 1.1.2(i). Setzte Kk = ∅ für k < 0.
Für jedes k ∈ N ist Kk \ K̊k−1 kompakt. Wir finden daher endlich viele Karten
{ϕik : U ik → Rn}i∈Ak

mit folgenden Eigenschaften:
a) Für jedes i ∈ Ak existiert U ∈ U mit U ik ⊆ U .
b) Für alle i ∈ Ak gilt U ik ⊆ K̊k+1 \Kk−2.
c) Für alle i ∈ Ak ist ϕik : U ik → Rn surjektiv.
d)
{
(ϕik)

−1(Bn(1))
}
i∈Ak

überdeckt Kk \ K̊k−1.

Betrachte die Familie von Karten {(U ik, ϕik)}k∈N,i∈Ak
. Wegen d) und

⋃
kKk = M

erfüllt sie (iii). Aus c) folgt (ii). Wegen a) bildet {U ik}k∈N,i∈Ak
eine offene Verfei-

nerung von U . Auch ist {U ik}k∈N,i∈Ak
lokal endlich, denn ist x ∈ M dann existiert

k mit x ∈ Kk ⊆ K̊k+1 und U il ∩ K̊k+1 = ∅ für alle l ≥ k + 3. Daher schneiden
höchstens endlich viele U il die offene Umgebung K̊k+1 von x. Damit ist auch (i)
verifiziert. �

Beweis von Satz 2.4.1. Sei also M eine Cr-Mannigfaltigkeit und U eine of-
fene Überdeckung. Wähle einen Atlas {(Uα, ϕα)}α∈A wie in Lemma 2.4.4. Seien
βn : Rn → [0, 1] wie in Lemma 2.4.3. Für α ∈ A definiere eine Funktion

λα : M → [0, 1], λα(x) :=

{
βnα

(ϕα(x)) falls x ∈ Uα
0 falls x /∈ Uα

Wegen Lemma 2.4.4(ii) und weil supp(βnα) ⊆ B̄nα(2) sind alle λα tatsächlich Cr-
Funktionen. Außerdem gilt supp(λα) ⊆ ϕ−1

α (B̄nα(2)) ⊆ Uα, also ist {supp(λα)}α∈A
lokal endlich und U untergeordnet, siehe Lemma 2.4.4(i). Beachte, dass die Summe
Λ(x) :=

∑
α∈A λα(x) lokal endlich ist und wegen Lemma 2.4.4(iii) stets Λ(x) > 0

gilt. Also ist Λ : M → (0,∞) eine Cr-Funktion, und {λα/Λ : M → [0, 1]}α∈A eine
Cr-Zerlegung der Eins die U untergeordnet ist. �
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Als Indexmenge der Partition der Eins kann man die Überdeckung der sie
untergeordnet sein soll verwenden. Dies ist oft unkomplizierter anzuwenden als
Satz 2.4.1.

Korollar 2.4.5. Sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 0 ≤ r ≤ ∞, und sei U eine
offene Überdeckung von M . Dann existiert eine Partition der Eins {λU}U∈U mit
supp(λU ) ⊆ U für alle U ∈ U .

Beweis. Nach Satz 2.4.1 gibt es eine Partition der Eins {µα}α∈A die U un-
tergeordnet ist. Für jedes α ∈ A wähle Uα ∈ U mit suppµα ⊆ Uα. Für U ∈ U sei
AU := {α ∈ A | Uα = U} und λU :=

∑
α∈AU

µα. Dann ist {λU}U∈U eine Partition
der Eins mit suppλU ⊆ U für alle U ∈ U . �

Ohne Regularitätsvoraussetzung ist Satz 2.3.8 falsch, jede abgeschlossene Teil-
menge ist Nullstellenmenge einer Cr-Funktion.

Satz 2.4.6 (Whitney). Sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 0 ≤ r ≤ ∞, und A ⊆
M abgeschlossen. Dann existiert eine Cr-Funktion f : M → [0,∞) mit A = f−1(0).

Der folgende Beweis von Satz 2.4.6 ist eine typische Anwendung von Zerlegun-
gen der Eins. Wir werden zuerst ein lokales Resultat, siehe Lemma 2.4.7, beweisen
und dann mit Hilfe einer geeigneten Partition der Eins das globale Resultat erhal-
ten.

Lemma 2.4.7. Sei A ⊆ Rn abgeschlossen. Dann existiert eine C∞-Funktion
f : Rn → [0,∞), sodass f−1(0) = A.

Beweis von Lemma 2.4.7. Sei U := Rn \ A. Dann ist U ⊆ Rn offen. Da Rn
das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt finden wir eine Folge xk ∈ U und rk > 0
sodass

⋃
k∈N B

n
xk

(rk) = U , wobei Bnx (r) := {y ∈ Rn | ‖y − x‖ < r} den offenen
Ball mit Mittelpunkt x ∈ Rn und Radius r > 0 bezeichnet. Sei φ : R → [0, 1] eine
C∞-Funktion wie in Lemma 2.4.2. Seien Ck > 0 Konstanten, die wir später noch
genauer spezifizieren werden. Für jedes k ∈ N ist dann

fk : Rn → [0,∞), fk(x) := Ckφ
(
2− 2‖x− xk‖/rk

)
eine C∞-Funktion, und es gilt:

(i) fk(x) 6= 0 genau dann wenn x ∈ Bnxk
(rk).

Wählt man die Ck > 0 hinreichend klein, dann gilt zusätzlich noch:
(ii) |fk(x)| ≤ 2−k für alle x ∈ Rn.
(iii) Für alle Partiellen Ableitungen der Ordnung j ≤ k gilt

∣∣ ∂jfk(x)
∂xi1 ···∂xij

∣∣ ≤ 2−k,
für alle x ∈ Rn.

Wegen (ii) konvergiert f :=
∑
k∈N fk gleichmäßig auf Rn. Wegen (iii) konvergiert

aber auch
∑
k∈N

∂jf
∂xi1 ···∂xij

gleichmäßig auf Rn. Daher ist f : Rn → [0,∞) eine

C∞-Funktion. Aus (i) folgt f(x) 6= 0 genau dann wenn x ∈
⋃
k B

n
xk

(rk) = U . Daher
gilt auch f−1(0) = A. �

Beweis von Satz 2.4.6. O.B.d.A. sei M zusammenhängend und dim(M) =
n. Sei U eine offene Überdeckung von M , sodass für jedes U ∈ U eine surjektive
Karte ϕU : U → Rn existiert. Nach Lemma 2.4.7 finden wir zu jedem U ∈ U eine Cr-
Funktion fU : U → [0,∞) sodass f−1

U (0) = U ∩ A. Sei {λU}U∈U eine Cr-Partition
der Eins wie in Korollar 2.4.5. Da suppλU ⊆ U kann λUfU : U → [0,∞) durch 0 zu
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einer Cr-Funktion λUfU : M → [0,∞) ausgedehnt werden. Da {suppλU}U∈U lokal
endlich ist, ist auch die Summe f :=

∑
U∈U λUfU lokal endlich, also f : M → [0,∞)

eine Cr-Funktion.
Ist x ∈ A und U ∈ U dann gilt (λUfU )(x) = 0, denn falls x ∈ U folgt dies

aus fU (x) = 0, und für x /∈ U haben wir nach Definition (λUfU )(x) = 0. Es folgt
A ⊆ f−1(0). Ist umgekehrt f(x) = 0 dann gilt (λUfU )(x) = 0 für alle U ∈ U , da
ja λUfU ≥ 0. Es existiert U ∈ U sodass λU (x) 6= 0. Für dieses U folgt x ∈ U und
fU (x) = 0. Daher x ∈ U ∩ A ⊆ A, und wir erhalten auch f−1(0) ⊆ A. Damit ist
f−1(0) = A, und der Beweis von Satz 2.4.6 abgeschlossen. �

3. Die Whitney Topologie

Wir werden in diesem Kapitel eine für die Differentialtopologie wichtige Topo-
logie, die Whitney oder Cr-Topologie, auf Cr(M,N) einführen, 0 ≤ r ≤ ∞. Diese
wird zwar im Allgemeinen nicht metrisierbar sein, jedoch hat Cr(M,N), wie wir in
Abschnitt 3.4 sehen werden, die Baire Eigenschaft — ein wesentliches Hilfsmittel
für Existenzsätze. Viel wichtige Teilmengen von Cr(M,N) sind bezüglich der Whit-
ney Topologie offen, etwa die (abgeschlossenen) Einbettungen, die Immersionen, die
Submersionen und die Diffeomorphismen, siehe Abschnitt 3.5 unten. Die Whitney
Topologie ist also fein genug, sodass diese für uns interessanten Mengen offen sind.
Andererseits werden wir in Abschnitt 3.6 sehen, dass Cr(M,N) in Cs(M,N) dicht
ist 0 ≤ s ≤ r ≤ ∞. Cs-Abbildungen lassen sich also durch Cr-Abbildungen ap-
proximieren. Die Whitney Topologie ist also in diesem Sinn auch nicht zu fein.
Die Offenheitsresultate zusammen mit den Dichtheitsresultaten werden dann sehr
schnell zu folgendem fundamentalen Ergebnis führen, siehe die Abschnitte 3.6 und
3.7. Jede Cr-Mannigfaltigkeit ist Cr-diffeomorph zu einer C∞-Mannigfaltigkeit,
1 ≤ r ≤ ∞. Sind zwei Cr-Mannigfaltigkeiten Cs-diffeomorph dann sind sie auch
Cr-diffeomorph, 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞. Grob gesprochen besagen diese Ergebnisse, dass
man beim Studium der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (d.h. r ≥ 1) o.B.d.A.
die zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten glatt (d.h. r =∞) annehmen darf. Diese
Resultate bleiben für r = 0 oder s = 0 nicht richtig. Es gibt topologische Mannig-
faltigkeiten die keine differenzierbare Struktur besitzen, und es gibt topologische
Mannigfaltigkeiten die mehrere nicht diffeomorphe differenzierbare Strukturen er-
lauben. Darauf können wir hier aber leider nicht eingehen.

Wir folgen in diesem Kapitel im Wesentlichen der Darstellung in [H94].

3.1. Die Graphentopologie Topologie auf C(X,Y ). Für zwei topologische
Räume X und Y werden wir in diesem Abschnitt eine Topologie auf dem Raum der
stetigen Abbildungen C(X,Y ) definieren und einige grundlegende Eigenschaften
besprechen. Wir werden dies später nur für topologische Mannigfaltigkeiten X und
vollständige metrische Räume Y verwenden. Meist wird auch Y eine topologische
Mannigfaltigkeit sein.

Seien alsoX und Y zwei topologische Räume. Bezeichne mit C(X,Y ) die Menge
der stetigen Abbildungen von X nach Y . Für f ∈ C(X,Y ) sei

Γf :=
{
(x, f(x))

∣∣ x ∈ X} ⊆ X × Y
der Graph von f . Für eine offenen Menge U ⊆ X × Y definiere

OU :=
{
f ∈ C(X,Y )

∣∣ Γf ⊆ U} ⊆ C(X,Y ).
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Beachte, dass OU ∩OV = OU∩V und OX×Y = C(X,Y ). Daher bilden die Mengen
OU , wo U die offenen Mengen in X × Y durchläuft, die Basis einer Topologie
auf C(X,Y ). Diese Topologie wird starke Topologie oder auch Graphentopologie
genannt. Bis auf Weiteres sei C(X,Y ) mit dieser Topologie versehen.

Proposition 3.1.1. Es seien X und Y zwei topologische Räume. Sei weiters
{Kα}α∈A eine lokal endliche Familie abgeschlossener Teilmengen von X, und sei
{Vα}α∈A ein Familie offener Teilmengen von Y . Dann ist{

f ∈ C(X,Y )
∣∣ ∀α ∈ A : f(Kα) ⊆ Vα

}
(15)

offen in C(X,Y ).

Beweis. Es ist {Kα×(N \Vα)}α∈A eine lokal endliche Familie abgeschlossener
Teilmengen von X × Y . Daher ist auch L :=

⋃
α∈AKα × (Y \ Vα) abgeschlossen in

X × Y , also

U := (X × Y ) \ L =
⋂
α∈A

(
(X \Kα)× Y

)
∪ (Kα × Vα)

offen in X × Y . Daher ist OU eine offene Teilmenge von C(X,Y ) die offenbar mit
(15) überein stimmt. �

Proposition 3.1.2. Sind X und Y Hausdorff dann auch C(X,Y ).

Beweis. Seien f1, f2 ∈ C(X,Y ) und f1 6= f2. Dann existiert x ∈ X mit
f1(x) 6= f2(x). Da Y Hausdorff ist, finden wir eine offene Umgebung V1 ⊆ Y von
f1(x) und eine offene Umgebung V2 ⊆ Y von f2(x) mit V1∩V2 = ∅. Da X Hausdorff
ist, ist die einpunktige Menge {x} abgeschlossen in X. Nach Proposition 3.1.1 sind

O1 :=
{
h ∈ C(X,Y )

∣∣ h(x) ∈ V1

}
und

O2 :=
{
h ∈ C(X,Y )

∣∣ h(x) ∈ V2

}
offen in C(X,Y ). Wegen fi(x) ∈ Vi gilt fi ∈ Oi, i = 1, 2. Da V1 ∩ V2 = ∅ gilt O1 ∩
O2 = ∅. Also werden f1 und f2 durch die offenen Mengen O1 und O2 getrennt. �

Proposition 3.1.3. Es seinen X, Y und Z drei topologische Räume und f :
Y → Z stetig. Dann ist f∗ : C(X,Y )→ C(X,Z), f∗(g) := f ◦ g, stetig.

Beweis. Sei U ⊆ X × Z offen. Da idX ×f : X × Y → X × Z stetig ist, ist
V := (idX ×f)−1(U) ⊆ X × Y offen. Offensichtlich gilt (f∗)−1(OU ) = OV , also ist
f∗ stetig. �

Sei d eine Metrik auf Y die die Topologie induziert. Für f ∈ C(X,Y ) und
ε ∈ C(X,R+), wobei R+ := (0,∞), ist die Menge

Uf,ε :=
{
(x, y) ∈ X × Y

∣∣ d(f(x), y) < ε(x)
}

offen in X × Y , und daher

Of,ε := OUf,ε
=
{
g ∈ C(X,Y )

∣∣ ∀x ∈ X : d(f(x), g(x)) < ε(x)
}

eine offene Umgebung von f in C(X,Y ).

Proposition 3.1.4. Sei X eine parakompakter Hausdorffraum und (Y, d) ein
metrischer Raum. Dann bilden die offenen Mengen Of,ε eine Umgebungsbasis von
f , wobei ε die Menge C(X,R+) durchläuft.
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Beweis. Sei f ∈ C(X,Y ) und U ⊆ X × Y offen, sodass f ∈ OU . Es genügt
ε ∈ C(X,R+) zu konstruieren, sodass

Uf,ε =
{
(x, y) ∈ X × Y

∣∣ d(f(x), y) < ε(x)
}
⊆ U. (16)

Dann ist Of,ε ⊆ OU und die Proposition bewiesen.
Da U ⊆ X × Y offen, Γf ⊆ U , und f stetig ist, finden wir zu jedem z ∈ X eine

offene Umgebung Uz von z und εz ∈ R+ sodass{
(x, y) ∈ Uz × Y

∣∣ d(f(x), y) < εz
}
⊆ U. (17)

Die Mengen {Uz}z∈X bilden eine offene Überdeckung von X. Da X parakompakt
ist, finden wir eine Partition der Eins {λz}z∈X die dieser Überdeckung untergeord-
net ist, siehe Korollar 2.4.5. Genauer, λz ∈ C(X, [0, 1]), suppλz ⊆ Uz, die Träger
{suppλz}z∈X bilden eine lokal endliche Familie, und

∑
z∈X λz = 1. Wir definieren

nun ε ∈ C(X,R+) durch ε :=
∑
z∈X λzεz.

Um (16) einzusehen sei (x, y) ∈ X × Y und d(f(x), y) < ε(x). Es ist zu zeigen
(x, y) ∈ U . Wähle z0 ∈ X, sodass λz0(x) 6= 0 und sodass εz ≤ εz0 für alle z ∈ X
für die λz(x) 6= 0. Dann gilt

d(f(x), y) < ε(x) =
∑
z∈X

λz(x)εz ≤
∑
z∈X

λz(x)εz0 ≤ εz0 .

Da x ∈ suppλz0 ⊆ Uz0 folgt nun aus (17), dass (x, y) ∈ U . �

Bemerkung 3.1.5. Ist X ein kompakter Hausdorff Raum und (Y, d) ein me-
trischer Raum, dann ist d′(f, g) := supx∈X d(f(x), g(x)) eine Metrik auf C(X,Y )
die die Graphentopologie erzeugt. Ist (Y, d) vollständig, dann auch (C(X,Y ), d′).
Dies folgt sofort aus Proposition 3.1.4.

Bemerkung 3.1.6. Ist X nicht kompakt, dann erfüllt C(X,Y ) im Allgemeinen
nicht das erste Abzählbarkeitsaxiom, und ist daher insbesondere nicht metrisier-
bar. Unter Zuhilfenahme von Proposition 3.1.4 sieht man zum Beispiel leicht, dass
C(R,R) nicht dem ersten Abzählbarkeitsaxiom genügt.

Bemerkung 3.1.7. Es sei X := (−1, 1), Y := [−2, 2] und Z := R mit den
üblichen Topologien. Seien weiters zn ∈ Z mit limn→∞ zn = z∞ und zn 6= z∞ für
alle n ∈ N. Für z ∈ Z bezeichne constz die konstante Funktion, constz(x) := z,
sowohl in C(X,Z) als auch in C(Y, Z). Da Y kompakt ist, gilt limn→∞ constzn

=
constz∞ in C(Y, Z), siehe Bemerkung 3.1.5. Aber in C(X,Z) konvergiert die Folge
constzn nicht, denn für ε ∈ C(X,R+), ε(x) := 1−|x|, ist Uconstz∞ ,ε eine Umgebung
von constz∞ die kein einziges constzn

enthält. Bezeichnet f : X → Y die kanonische
Einbettung, dann ist also die Abbildung f∗ : C(Y, Z) → C(X,Z), f∗(g) := g ◦ f ,
nicht stetig.

Proposition 3.1.8. Sei X ein parakompakter Hausdorff Raum und seien (Yi, di),
i = 1, 2, zwei metrische Räume. Dann ist die kanonische Abbildung

C(X,Y1 × Y2)→ C(X,Y1)× C(X,Y2) (18)

ein Homöomorphismus.

Beweis. Die Metrik d((x1, x2), (y1, y2)) := max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)} erzeugt
die Produkttopologie auf Y1 × Y2. Für (f1, f2) ∈ C(X,Y1 × Y2) = C(X,Y1) ×
C(X,Y2), und ε ∈ C(X,R+) gilt offensichtlich Od(f1,f2),ε = Od1f1,ε ×O

d2
f2,ε

. Daher ist
(18) ein Homöomorphismus, siehe Proposition 3.1.4. �
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Sei wieder X ein parakompakter Hausdorff Raum und (Y, d) ein metrischer
Raum. Wir sagen eine Folge fn ∈ C(X,Y ) konvergiert bezüglich d gleichmäßig ge-
gen f falls für alle ε > 0 ein n0 ∈ N existiert, sodass d(f(x), fn(x)) < ε für alle
n ≥ n0 und alle x ∈ X. Wir nennen eine Teilmenge Q ⊆ C(X,Y ) gleichmäßig ab-
geschlossen falls der Limes jeder gleichmäßig konvergenten Folge in Q wieder in Q
liegt. Schließlich erinnern wir uns noch daran, dass ein topologischer Raum Baire
Raum heißt falls jeder Durchschitt abzählbar vieler offener und dichter Mengen
wieder dicht ist. Ein berühmter Satz von Baire [S69, Kapitel II.3.9] besagt, dass
jeder vollständige metrische Raum die Baire Eigenschaft besitzt. Ist X ein kompak-
ter Hausdorff Raum und (Y, d) ein vollständiger metrischer Raum, dann ist daher
C(X,Y ) ein Baire Raum, siehe Bemerkung 3.1.5. Wir werden dies nicht verwenden
und folgendes allgemeinere Resultat zeigen.

Satz 3.1.9. Sei X ein parakompakter Hausdorff Raum und (Y, d) ein vollständi-
ger metrischer Raum. Dann ist jede nicht leere bezüglich d gleichmäßig abgeschlos-
sene Menge Q ⊆ C(X,Y ) ein Baire Raum bezüglich der starken Topologie.

Beweis. Sei An ⊆ Q eine Folge offener und dichter Teilmengen bezüglich der
starken Topologie. Sei U ⊆ Q offen und nicht leer. Es ist zu zeigen U ∩

⋂
nAn 6= ∅.

Da A0 offen und dicht ist, ist A0 ∩ U ⊆ Q offen und nicht leer. Nach Proposi-
tion 3.1.4 finden wir daher f0 ∈ A0 ∩ U ⊆ Q und ε0 ∈ C(X,R+) sodass

Q ∩ Ōf0,ε0 ⊆ A0 ∩ U,
wobei Ōf,ε :=

{
g ∈ C(X,Y )

∣∣ ∀x ∈ X : d(g(x), f(x)) ≤ ε(x)
}
. Wir dürfen ε0 ≤ 1

annehmen.
Es ist Q ∩ Of0,ε0 ⊆ Q offen und nicht leer. Da A1 ⊆ Q offen und dicht ist, ist

auch A1 ∩ Of0,ε0 ⊆ Q offen und nicht leer. Wir finden daher f1 ∈ A1 ∩ Of0,ε0 ⊆ Q
und ε1 ∈ C(X,R+), sodass

Q ∩ Ōf1,ε1 ⊆ A1 ∩ Of0,ε0 ⊆ Q ∩ Ōf0,ε0
und wir dürfen ε1 ≤ ε0/2 annehmen.

Rekursiv finden wir fn+1 ∈ An+1 ∩ Ofn,εn
⊆ Q und εn+1 ∈ C(X,R+) sodass

Q ∩ Ōfn+1,εn+1 ⊆ An+1 ∩ Ofn,εn ⊆ Q ∩ Ōfn,εn

und wir dürfen εn+1 ≤ εn/2 annehmen.
Da fn+1 ∈ Ofn,εn

, εn+1 ≤ εn/2 und ε0 ≤ 1 folgt

d(fn+1(x), fn(x)) < εn(x) ≤ 2−n

für alle n und alle x ∈ X. Da N vollständig metrisch ist konvergiert die Folge fn
gleichmäßig gegen ein f ∈ C(X,Y ). Da Q gleichmäßig abgeschlossen ist folgt f ∈ Q.
Auch gilt fn+k ∈ Q∩Ōfn+k,εn+k

⊆ Q∩Ōfn,εn für alle k ≥ 0. Daher f ∈ Q∩Ōfn,εn

für alle n ≥ 0. Insbesondere ist f ∈ Q ∩ Ōf0,ε0 ⊆ U , und f ∈ Q ∩ Ōfn,εn ⊆ An für
alle n ≥ 0. Also f ∈ U ∩

⋂
nAn und letzteres ist daher nicht leer. �

Aus Satz 1.1.2 und Satz 3.1.9 erhalten wir sofort

Korollar 3.1.10. Sind M und N zwei topologische Mannigfaltigkeiten, dann
ist C(M,N) ein Baire Raum.

Wir erinnern uns, dass eine stetige Abbildung (zwischen lokal kompakten Räum-
en) proper oder eigentlich heißt falls die Urbilder kompakter Mengen wieder kom-
pakt sind. Die Menge der properen Abbildungen X → Y wird mit Prop(X,Y )
bezeichnet.
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Proposition 3.1.11. Für zwei topologische Mannigfaltigkeiten M und N ist
die Menge der properen Abbildungen Prop(M,N) offen in C(M,N).

Beweis. Wähle eine lokal endliche offene Überdeckung V von N sodass V̄
kompakt ist für alle V ∈ V. Sei f ∈ C(M,N) proper. Betrachte die offene Menge

U :=
⋃
V ∈V

f−1(V )× V ⊆M ×N.

Dann gilt f ∈ OU . Es gilt aber auch OU ⊆ Prop(M,N). Denn ist g ∈ OU und
K ⊆ N kompakt dann trifft K nur endlich viele V1, . . . , Vk ∈ V. Es folgt

g−1(K) ⊆
⋃

1≤i≤k

f−1(Vi) ⊆
⋃

1≤i≤k

f−1(V̄i) (19)

denn ist x ∈ g−1(K) und (x, g(x)) ∈ U dann (x, g(x)) ∈
⋃

1≤i≤k f
−1(Vi) × Vi und

daher auch x ∈
⋃

1≤i≤k f
−1(Vi). Da f proper ist, ist

⋃
1≤i≤k f

−1(V̄i) kompakt. Da
g−1(K) abgeschlossen ist folgt aus (19) dass auch g−1(K) kompakt ist. Also ist g
proper und damit f ∈ OU ⊆ Prop(M,N). �

3.2. Jets. Wir werden in Abschnitt 3.4 eine Topologie auf Cr(M,N) definie-
ren die es gestattet auch die Ableitungen von Funktionen zu kontrollieren. Um die
Idee zu skizieren betrachten wir die Abbildung Cr(R,R) → C(R,Rr+1), f 7→ f̃ ,
f̃(x) := (f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x)). Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv,
wir können daher Cr(R,R) als Teilmenge von C(R,Rr+1) auffassen und mit der
Teilraumtopologie versehen. Diese Topologie heißt die Cr-Topologie auf Cr(R,R).

Will man dies auf Cr(M,N) verallgemeinern ist aufs Erste nicht ganz klar wel-
cher Raum die Rolle von Rr+1 übernehmen soll. In diesem Abschnitt konstruieren
wir für 0 ≤ r <∞ eine topologische Mannigfaltigkeit Jr(M,N) und eine injektive
Abbbildung jr : Cr(M,N) → C(M,Jr(M,N)). Die Whitney oder Cr-Topologie
auf Cr(M,N) wird dann definiert als die Teilraumtopologie die Cr(M,N) von der
Graphentopologie auf C(M,Jr(M,N)) erbt, siehe Abschnitt 3.4. Der Konstruktion
von Jr(M,N), 0 ≤ r <∞, und einiger seiner elementaren Eigenschaften ist dieser
Abschnitt gewidmet. Den Fall r =∞ werden wir dann in Abschnitt 3.3 behandeln.

Wir erinnern uns zuerst an die Kettenregel. Sind U ⊆ Rm, V ⊆ Rn offene
Teilmengen und f : U → V und g : V → Rp hinreichend differenzierbar, dann gilt
für die Abbleitungen

D(g ◦ f) = (Dg ◦ f) ·Df

Wenden wir nochmals die Kettenregel an erhalten wir

D2(g ◦ f) = (Dg ◦ f) ·D2f + (D2g ◦ f) · (Df ×Df)

Mittels Induktion sieht man, dass universelle (d.h. unabhängig von f und g) Kon-
stanten Λrl1,...,lk ∈ N existieren mit

Dr(g ◦ f) =
r∑

k=1

∑
1≤li≤r

l1+···+lk=r

Λrl1,...,lk(Dkg ◦ f) · (Dl1f × · · · ×Dlkf) (20)

Dies ist unter dem Namen Faà di Bruno Formel bekannt. Die tatsächlichen Werte
der Konstanten sind für uns hier nicht wichtig.
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Sei f ∈ Cr(M,N) und x ∈M . Ist (U,ϕ) eine Karte von M mit x ∈ U und sind
(Vi, ψi), i = 1, 2, zwei Karten von N mit f(x) ∈ Vi dann gilt wegen (20)

(Drf̄2)x̄ =
r∑

k=1

∑
1≤li≤r

l1+···+lk=r

Λrl1,...,lk(Dkψ̄)ȳ ·
(
(Dl1 f̄1)x̄ × · · · × (Dlk f̄1)x̄

)
(21)

wobei ψ̄ := ψ2 ◦ ψ−1, f̄i := ψi ◦ f ◦ ϕ−1, x̄ := ϕ(x), ȳ := ψ1(f(x)), also auch
f̄2 = ψ̄ ◦ f̄1 und f̄1(x̄) = ȳ1. Sind (Ui, ϕi) zwei Karten von M mit x ∈ Ui und ist
(V, ψ) eine Karte von N mit f(x) ∈ V , dann gilt

(Drf̃2)x̄2 =
r∑

k=1

∑
1≤li≤r

l1+···+lk=r

Λrl1,...,lk(Dkf̃1)x̄1 ·
(
(Dl1 ϕ̄)x̄1 × · · · × (Dlk ϕ̄)x̄1

)
(22)

wobei ϕ̄ := ϕ1 ◦ ϕ−1
2 , f̃i := ψ ◦ f ◦ ϕ−1

i , x̄i := ϕi(x), also auch f̃2 = f̃1 ◦ ϕ̄ und
ϕ̄(x̄2) = x̄1. Aus der Struktur der Formeln (21) und (22) folgt, dass die Taylor
Entwicklung der Ordnung r von ψ2 ◦ f ◦ ϕ1 bei ϕ2(x)

D(ψ2 ◦ f ◦ ϕ2)ϕ2(x), D
2(ψ2 ◦ f ◦ ϕ2)ϕ2(x) . . . , D

r(ψ2 ◦ f ◦ ϕ2)ϕ2(x)

die Taylorentwicklung der Ordnung r von ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 bei ϕ1(x)

D(ψ1 ◦ f ◦ ϕ1)ϕ1(x), D
2(ψ1 ◦ f ◦ ϕ1)ϕ1(x) . . . , D

r(ψ1 ◦ f ◦ ϕ1)ϕ1(x)

bestimmt. Insbesondere sehen wir, dass wenn für zwei Funktionen fi : M → N ,
i = 1, 2, mit f1(x) = f2(x), die Taylor Entwicklungen der Ordnung r bezüglich
zweier Karten (U,ϕ) und (V, ψ) mit x ∈ U und f1(x) = f2(x) ∈ V , bei ϕ(x)
übereinstimmen, d.h.

Dk(ψ ◦ f1 ◦ ϕ−1)ϕ(x) = Dk(ψ ◦ f2 ◦ ϕ−1)ϕ(x) 1 ≤ k ≤ r,
dann gilt dies auch für jedes andere solche Paar von Karten (U,ϕ) und (V, ψ).

Seien M und N zwei Cr–Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r < ∞. Betrachte Trippel
(x, f,W ), wo W ⊆ M offen, x ∈ W und f : W → N eine Cr–Abbildung ist.
Zwei solche Paare (x1, f1,W1) und (x2, f2,W2) heißen äquivalent falls x1 = x2,
f(x1) = f(x2) und falls für eine (und dann jede) Karte (U,ϕ) mit x1 ∈ U und
eine (und dann jede) Karte (V, ψ) mit f(x1) ∈ V die die Taylorentwicklungen von
ψ ◦ f1 ◦ ϕ−1 und ψ ◦ f2 ◦ ϕ−1 bei ϕ(x1) = ϕ(x2) bis zur Ordnung r übereinstim-
men, also Dk(ψ ◦ f1 ◦ ϕ−1)ϕ(x1) = Dk(ψ ◦ f2 ◦ ϕ−1)ϕ(x2) für alle 1 ≤ k ≤ r. Wir
bezeichnen mit Jr(M,N) die Menge der Äquivalenzklassen und mit [x, f,W ]r die
Klasse zu (x, f,W ). Die Elemente von Jr(M,N) heißen r-Jets und können als kar-
tenunabhängige Taylorentwicklung der Ordnung r verstanden werden. Wir haben
wohldefinierte source und target Abbildungen

σr : Jr(M,N)→M, σr([x, f,W ]r) := x (23)

und
τ r : Jr(M,N)→ N, τ r([x, f,W ]r) := f(x) (24)

Für 0 ≤ s ≤ r <∞ haben wir außerdem eine kanonische Abbildung

ιs,r : Jr(M,N)→ Js(M,N), ιs,r([x, f,W ]r) := [x, f,W ]s, (25)

uns es gilt ιt,s ◦ ιs,r = ιt,r, σs ◦ ιs,r = σr, τ s ◦ ιs,r = τ r für alle 0 ≤ t ≤ s ≤ r <∞.
Wir werden nun Jr(M,N) zu einer topologischen Mannigfaltigkeit machen. Sei

dazu ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rm eine Karte von M und ψ : V → ψ(V ) ⊆ Rn eine Karte
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von N . Bezeichne mit Lksym(Rm; Rn) den Vektorraum der symmetrischen k-linearen
Abbildungen (Rm)k → Rn. Betrachte die Abbildung:

θrψ,ϕ : Jr(U, V )→ ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn) (26)

θrψ,ϕ([x, f,W ]r) :=
(
ϕ(x), ψ(f(x)), D1(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x), . . . , D

r(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x)

)
Sie ist offensichtlich bijektiv, und die rechte Seite von (26) ist eine offene Menge in
einem RN . Wir können Jr(U, V ) als Teilmenge von Jr(M,N) auffassen. Sei AM
ein Atlas von M und AN ein Atlas von N . Wir versehen Jr(M,N) mit der feinsten
Topologie, sodass die Abbildungen

(θrψ,ϕ)−1 : ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ Jr(U, V ) ⊆ Jr(M,N)

stetig sind für alle (U,ϕ) ∈ AM und alle (V, ψ) ∈ AN . Eine Teilmenge S ⊆
Jr(M,N) ist also offen genau dann wenn (θrψ,ϕ)(S ∩ Jr(U, V )) offen ist für alle
(U,ϕ) ∈ AM und alle (V, ψ) ∈ AN .

Proposition 3.2.1. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r <∞.
Die Topologie auf Jr(M,N) hängt nicht von der Wahl der Atlanten auf M und
N ab. Jr(M,N) ist eine topologische Mannigfaltigkeit, die Abbildungen (26) sind
Karten für Jr(M,N). Weiters sind (23), (24) und (25) stetig. Im Fall r = 0 ist
(σ0, τ0) : J0(M,N)→M ×N ein Homöomorphismus.

Beweis. Sei ϕ : U → Rn eine Karte von M und seien ψi : Vi → Rm zwei
Karten von N . Dann gilt Jr(U, V1)∩Jr(U, V2) = Jr(U, V1∩V2) und θrψ2,ϕ

◦(θrψ1,ϕ
)−1

ϕ(U)×ψ1(V1∩V2)×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ ϕ(U)×ψ2(V1∩V2)×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)

ist gegeben durch

(x, y, λ1, . . . , λr) 7→(
x, ψ̄(y), (Dψ̄)y · λ1, . . . ,

r∑
k=1

∑
1≤li≤r

l1+···+lk=r

Λrl1,...,lk(Dkψ̄)y ·
(
λl1 × · · · × λlk

))

wobei ψ̄ := ψ2 ◦ψ−1
1 , siehe (21). Also ist θrψ2,ϕ

◦ (θrψ1,ϕ
)−1 stetig. Genauso folgt aus

(22), dass θrψ,ϕ2
◦ (θrψ,ϕ1

)−1 stetig ist für Karten ϕi von M und eine Karte ψ von N .
Also ist auch θrψ2,ϕ2

◦(θrψ1,ϕ1
)−1 =

(
θrψ2,ϕ2

◦(θrψ1,ϕ2
)−1
)
◦
(
θrψ1,ϕ2

◦(θrψ1,ϕ1
)−1
)

stetig.
Es folgt, dass die Topologie auf Jr(M,N) nicht von der Wahl der Atlanten abhängt.
Auch schließen wir daraus, dass Jr(U, V ) offen und (26) ein Homöomorphismus ist.
Also ist Jr(M,N) lokal Euklidisch.

Bezüglich Karten ϕ : U → Rm und ψ : V → Rn ist

ϕ ◦ σr ◦ (θrψ,ϕ)−1 : ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ ϕ(U)

die offensichtliche Projektion, also stetig. Es folgt, dass σr : Jr(M,N)→M stetig
ist. Genauso stimmt

ψ ◦ τ r ◦ (θrψ,ϕ)−1 : ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ ψ(V )
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mit der kanonischen Projektion überein, also ist auch τ : Jr(M,N)→ N stetig.
Auch die Stetigkeit von ιs,r : Jr(M,N)→ Js(M,N), 0 ≤ s ≤ r, ist offensicht-

lich, da wir ja Cr-Atlanten von M und N verwenden können um die Topologie auf
Js(M,N) zu beschreiben, und bezüglich Cr-Karten (U,ϕ) und (V, ψ) wie oben ist
die Komposition θsψ,ϕ ◦ ιs,r ◦ (θrψ,ϕ)−1

ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤s

Lksym(Rm; Rn)

die offensichtliche Projektion, also stetig.
Die Abbildung (σ0, τ0) : J0(M,N) → M × N ist stetig und offensichtlich

bijektiv. Sie ist aber auch ein lokaler Homöomorphismus, da für Karten (U,ϕ) und
(V, ψ)

(σ0 × τ0)|J0(U,V ) = (ϕ−1 × ψ−1) ◦ θ0ψ,ϕ : J0(U, V )→ U × V

ein Homöomorphismus ist.
Sind zwei Punkte in Jr(M,N) in einem Kartengebiet Jr(U, V ) enthalten können

sie leicht durch disjunkte offene Mengen getrennt werden, da ja RN Hausdorff ist.
Liegen sie nicht beide in einem Kartengebiet, dann müssen sie unter σ oder τ unter-
schiedliche Werte in M oder N haben. Da M und N Hausdorff sind können sie also
auch in diesem Fall leicht durch offene disjunkte Mengen getrennt werden. Daher
ist Jr(M,N) Hausdorff.

Nun zur Parakompaktheit.1 Sei M0 eine Zusammenhangskomponente von M
und N0 eine Zusammenhangskomponenten von N . Da σ und τ stetig sind ist
Jr(M0, N0) = (σ, τ)−1(M0×N0) offen und abgeschlossen in Jr(M,N). Jr(M0, N0)
ist sogar eine Zusammenhangskomponente von Jr(M,N), wir werden dies aber
nicht verwenden. Nach Satz 1.1.2 genügt es zu zeigen, dass Jr(M0, N0) dem zweite
Abzählbarkeitsaxiom genügt. Sei {(Ui, ϕi)}i∈N ein abzählbarer Atlas von M0 und
{(Vj , ψj)}j∈N ein abzählbarer Atlas von N0. Diese existieren, da jeder lokal endliche
Atlas einer zusammenhängenden Mannigfaltigkeit abzählbar sein muss, da ja eine
kompakte Ausschöpfung existiert, siehe Satz 1.1.2. Dann ist {Jr(Ui, Vj)}(i,j)∈N2

eine abzählbare offene Überdeckung von Jr(M0, N0). Jedes einzelne Jr(Ui, Vi) ist
homöomorph zu einer offenen Menge in einem RN erfüllt also das zweite Abzählbar-
keitsaxiom. Damit genügt auch Jr(M0, N0) dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom. �

Für f ∈ Cr(M,N) erhalten wir eine Abbildung

jrf : M → Jr(M,N), (jrf)(x) := [x, f,M ]r

die die r-Jet Verlängerung von f heißt. Es gilt τ r ◦ jrf = f und σr ◦ jrf = idM .

Proposition 3.2.2. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r <∞.
Dann ist für f ∈ Cr(M,N) die Abbildung jrf : M → Jr(M,N) stetig.

Beweis. Sei ϕ : U → Rm eine Karte von M und sei ψ : V → Rn eine Karte
von N sodass f(U) ⊆ V . Es genügt zu zeigen, dass die Komposition

θrψ,ϕ ◦ jrf ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ϕ(U)× ψ(U)×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)

1Das Argument das ich in der Vorlesung präsentiert habe war falsch!
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stetig ist. Offenbar gilt für y ∈ ϕ(U)

(θrψ,ϕ ◦ jrf ◦ ϕ−1)(y)

=
(
y, (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(y), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(y), . . . , D

r(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(y)

)
und dies hängt stetig von y ab, da f eine Cr-Abbildung ist. �

Für g ∈ Cr(N,P ), 0 ≤ r <∞, ist wegen (20)

gr∗ : Jr(M,N)→ Jr(M,P ), gr∗([x, f,W ]r) := [x, g ◦ f,W ]r (27)

eine wohldefinierte Abbildung, die σr ◦ gr∗ = σr und τ r ◦ gr∗ = g ◦ τ r erfüllt. Für
0 ≤ s ≤ r <∞ gilt außerdem ιs,r ◦ gr∗ = gs∗ ◦ ιs,r.

Proposition 3.2.3. Sind M , N und P drei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r <∞,
und g ∈ Cr(N,P ) dann ist die Abbildung gr∗ : Jr(M,N)→ Jr(M,P ) stetig.

Beweis. Sei ϕ : U → Rm eine Karte von M , ψ : V → Rn eine Karte von N
und ρ : W → Rp eine Karte von P sodass g(V ) ⊆ W . Dann gilt gr∗(J

r(U, V )) ⊆
Jr(U,W ). In den Karten θrψ,ϕ und θrρ,ψ ist θrρ,ψ ◦ gr∗ ◦ (θrψ,ϕ)−1

ϕ(U)× ψ(V )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rn)→ ϕ(U)× ρ(W )×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm; Rp)

gegeben durch, siehe (20),

(x, y, λ1, . . . , λr) 7→(
x, g(y), (Dg)y · λ1, . . . ,

∑
1≤k≤r

∑
1≤li≤r

l1+···+lk=r

Λrl1,...,lk(Dkg)y · (λl1 × · · · × λlk)

)

also stetig. �

Wenden wir Proposition 3.2.3 auf die kanonischen Projektionen π1 : N1×N2 →
N1 und π2 : N1 ×N2 → N2 an erhalten wir eine stetige Abbildung(

(π1)r∗, (π2)r∗
)

: Jr(M,N1 ×N2)→ Jr(M,N1)× Jr(M,N2). (28)

Proposition 3.2.4. Sind M , N1 und N2 drei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r <
∞, dann ist (28) ein Homöomorphismus auf

Jr(M,N1)×M Jr(M,N2) :=
{
(a, b) ∈ Jr(M,N1)× Jr(M,N2)

∣∣ σr(a) = σr(b)
}
.

Beweis. Offensichtlich ist

Jr(M,N1)×M Jr(M,N2)→ Jr(M,N1 ×N2)(
[x, f1,W1]r, [x, f2,W2]r

)
7→ [x, (f1, f2),W1 ∩W2]r

invers zu (28). Die Stetigkeit dieser Umkehrabbildung verifiziert man leicht in Kar-
ten. �
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3.3. ∞-Jets. Wir werden nun die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 auf den Fall
r = ∞ übertragen. J∞(M,N) wird als eine Art Limes der Räume Jr(M,N)
konstruiert. Fast alle der elementaren Eigenschaften für Jr(M,N) die wir in Ab-
schnitt 3.2 besprochen haben werden sich mühelos auf diesen Limes übertragen
lassen. Allerdings wird J∞(M,N) keine Mannigfaltigkeit, aber immerhin noch
vollständig metrisierbar sein, siehe Proposition 3.3.7 unten.

Für zwei C∞-Mannigfaltigkeiten M und N definieren wir die Menge der∞-Jets
durch

J∞(M,N) :=
{

(xr)r∈N ∈
∞∏
r=0

Jr(M,N)
∣∣∣ ∀0 ≤ s ≤ r <∞ : ιs,r(xr) = xs

}
und versehen J∞(M,N) mit der Teilraum Topologie von

∏∞
r=0 J

r(M,N). Der
Raum J∞(M,N) wird oft auch als inverser Limes des Systems

J0(M,N) ι0,1

←−− J1(M,N)← · · · ← Js(M,N) ιs,r

←−− Jr(M,N)← · · ·

bezeichnet und als J∞(M,N) = lim← Jr(M,N) geschrieben.
Für 0 ≤ r <∞ haben wir stetige Abbildungen

ιr,∞ : J∞(M,N)→ Jr(M,N), (xk)k∈N 7→ xr

und diese erfüllen ιs,r ◦ ιr,∞ = ιs,∞ für alle 0 ≤ s ≤ r <∞.

Proposition 3.3.1 (Universelle Eigenschaft). Sei X ein topologischer Raum
und seien fr : X → Jr(M,N) stetige Abbildungen sodass ιs,r ◦ fr = fs für alle
0 ≤ s ≤ r < ∞ gilt. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbildung f∞ : X →
J∞(M,N) mit ιr,∞ ◦ f∞ = fr für alle 0 ≤ r <∞.

Beweis. Die Abbildungen (fr)r∈N definieren eine stetige Abbildung f∞ : X →∏∞
r=0 J

r(M,N). Wegen der Kompatibilitätsbedingungen ιs,r ◦ fr = fs nimmt f∞
nur Werte in dem Teilraum J∞(M,N) an. Also ist f∞ : X → J∞(M,N) stetig, und
es gilt ιr,∞◦f∞ = fr nach Konstruktion. Die Eindeutigkeit einer solchen Abbildung
ist offensichtlich, da ja die Bedingungen ιr,∞ ◦ f∞ = fr alle Komponenten von f∞
festlegen. �

Bemerkung 3.3.2. Die universelle Eigenschaft in Proposition 3.3.1 bestimmt
J∞(M,N) und die Abbildungen ιr,∞ bis auf Homöomorphie. Genauer, sei J̃(M,N)
ein topologischer Raum und ι̃r : J̃(M,N) → Jr(M,N) stetige Abbildungen, 0 ≤
r <∞, sodass folgende universelle Eigenschaft gilt: Für jeden topologischen Raum
X und stetige Abbildungen fr : X → Jr(M,N) mit fs = ιs,r ◦ fr, 0 ≤ s ≤ r <∞,
existiert genau eine stetige Abbildung f̃ : X → J̃(M,N) sodass ι̃r ◦ f̃ = fr für
alle 0 ≤ r < ∞. Die universelle Eigenschaft von J∞(M,N) gibt uns eine eindeu-
tige stetige Abbildung g : J̃(M,N) → J∞(M,N) mit ιr,∞ ◦ g = ι̃r, 0 ≤ r < ∞.
Die universelle Eigenschaft von J̃(M,N) garantiert die Existenz einer eindeutigen
stetigen Abbildung h : J∞(M,N) → J̃(M,N) mit ι̃r ◦ h = ιr,∞. Die Komposition
g ◦ h : J∞(M,N) → J∞(M,N) erfüllt also ιr,∞ ◦ (g ◦ h) = ιr,∞, 0 ≤ r < ∞.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von J∞(M,N) folgt
g ◦ h = idJ∞(M,N). Genauso gilt für die Komposition h ◦ g : J̃(M,N) → J̃(M,N)
auch ι̃r ◦ (h ◦ g) = ι̃r, 0 ≤ r < ∞. Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universel-
len Eigenschaft von J̃(M,N) folgt nun h ◦ g = idJ̃(M,N). Also sind J∞(M,N) und
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J̃(M,N) homöomorph, dieser Homöomorphismus vertauscht ι̃r mit ιr,∞ und ist ein-
deutig mit dieser Eigenschaft. In diesem Sinn bestimmt also die universelle Eigen-
schaft den Raum J∞(M,N) zusammen mit den Abbildungen ιr,∞ : J∞(M,N) →
Jr(M,N). Alle topologischen Eigenschaften von J∞(M,N) können also aus der
universellen Eigenschaft in Proposition 3.3.1 hergeleitet werden, und wir werden
dies auch tun. Die explizite Konstruktion als Teilraum von

∏∞
r=0 J

r(M,N) ist nicht
wesentlich, sie sichert aber die Existenz des Raumes J∞(M,N) und der Abbildun-
gen jr,∞ : J∞(M,N)→ Jr(M,N).

Lemma 3.3.3. Die Topologie auf J∞(M,N) ist die gröbste, sodass die Abbil-
dungen ιr,∞ : J∞(M,N) → Jr(M,N) alle stetig sind, 0 ≤ r < ∞. Ist X ein
topologischer Raum, dann ist f : X → J∞(M,N) genau dann stetig wenn alle
ιr,∞ ◦ f : X → Jr(M,N) stetig sind, 0 ≤ r <∞.

Beweis. Es bezeichne J̃∞(M,N) die Menge J∞(M,N) versehen mit der gröb-
sten Topologie, sodass die Abbildungen ιr,∞ : J∞(M,N) → Jr(M,N) alle stetig
sind. Dann ist die identische Abbildung i : J∞(M,N)→ J̃∞(M,N) stetig. Da die
Abbildungen ιr,∞ : J̃∞(M,N) → Jr(M,N) stetig sind existiert nach Propositi-
on 3.3.1 eine stetige Abbildung g : J̃∞(M,N) → J∞(M,N) mit ιr,∞ ◦ g = ιr,∞,
0 ≤ r < ∞. Die stetige Komposition g ◦ i : J∞(M,N) → J∞(M,N) erfüllt
ιr,∞ ◦ (g ◦ i) = ιr,∞ ◦ idJ∞(M,N), 0 ≤ r < ∞. Nach der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt g ◦ i = idJ∞(M,N). Da i bijektiv muss i ◦ g : J̃∞(M,N)→
J̃∞(M,N) auch die identische Abbildung sein. Also ist i : J∞(M,N)→ J̃∞(M,N)
ein Homöomorphismus, die Topologien auf J∞(M,N) und J̃∞(M,N) stimmen da-
her überein. Die zweite Aussage des Lemmas folgt sofort aus der ersten. �

Lemma 3.3.4. Sind x, y ∈ J∞(M,N) und gilt ιr,∞(x) = ιr,∞(y) für alle 0 ≤
r <∞ dann ist x = y.

Beweis. Betrachte die zweielementige diskrete Menge Z := {a, b} und die
stetige Abbildung ϕ : Z → J∞(M,N) mit ϕ(a) := x und ϕ(b) := y. Sei weiters
constx : Z → J∞(M,N) die konstante stetige Abbildung, constx(a) = constx(b) =
x. Nach Voraussetzung gilt ιr,∞ ◦ϕ = ιr,∞ ◦ constx. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt ϕ = constx, also y = ϕ(b) = constx(b) = x. �

Lemma 3.3.5. Ist xn eine Folge in J∞(M,N) und konvergiert jede der Folgen
ιr,∞(x) in Jr(M,N), 0 ≤ r <∞, dann konvergiert auch xn.

Beweis. Betrachte den Raum N := {0} ∪ {1/n | n ∈ N+} ⊆ R mit der
Teilraum topologie. Für 0 ≤ r < ∞ definiere Abbildungen ϕr : N → J∞(M,N)
durch

ϕr(1/n) := ιr,∞(xn) und ϕr(0) := lim
n→∞

ιk,∞(xn).

Da ιr,∞(xn) konvergiert sind alle ϕr stetig. Ausserdem gilt ιs,r ◦ ϕr = ϕs, 0 ≤ s ≤
r < ∞. Ist nämlich 1/n ∈ N dann gilt ϕs(1/n) = ιs,∞(xn) = ιs,r(ιr,∞(xn)) =
ιs,r(ϕr(1/n)). Und bei 0 ∈ N gilt wegen der Stetigkeit von ιs,r auch ϕs(0) =
limn→∞ ιs,∞(xn) = limn→∞ ιs,r(ιr,∞(xn)) = ιs,r

(
limn→∞ ιr,∞(xn)

)
= ιs,r(ϕr(0)).

Nach Proposition 3.3.1 existiert also eine stetige Abbildung ϕ∞ : N → J∞(M,N)
mit ιr,∞ ◦ϕ∞ = ϕr. Wegen ιr,∞(ϕ∞(1/n)) = ϕr(1/n) = ιr,∞(xn) folgt ϕ∞(1/n) =
xn, siehe Lemma 3.3.4. Da ϕ∞ stetig ist folgt limn→∞ xn = limn→∞ ϕ∞(1/n) =
ϕ∞(0). Also konvergiert xn gegen ϕ∞(0).

�
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Nach Proposition 3.2.1 sind

σ∞ := σr ◦ ιr,∞ : J∞(M,N)→M und τ∞ := τ r ◦ ιr,∞ : J∞(M,N)→ N

stetig. Dies ist unabhängig von r, da σr ◦ ιr,∞ = σs ◦ ιs,r ◦ ιr,∞ = σs ◦ ιs,∞ und
τ r ◦ ιr,∞ = τ s ◦ ιs,r ◦ ιr,∞ = τ s ◦ ιs,∞, für alle 0 ≤ s ≤ r <∞.

Ist f ∈ C∞(M,N) dann sind alle r-Jet Verlängerungen jrf : M → Jr(M,N)
stetig, siehe Proposition 3.2.2, und es gilt ιs,r ◦ jrf = jsf , für alle 0 ≤ s ≤ r <∞.
Nach Proposition 3.3.1 existiert daher eine eindeutige stetige Abbildung

j∞f : M → J∞(M,N)

mit ιr,∞ ◦ j∞f = jrf , für alle 0 ≤ r < ∞. Die Abbildung j∞f : M → J∞(M,N)
heißt die ∞-Jet Verlängerung von f . Es gilt τ∞ ◦ j∞f = f und σ∞ ◦ j∞f = idM .

Ist g ∈ C∞(N,P ) dann sind alle gr∗ ◦ ιr,∞ : J∞(M,N)→ Jr(M,P ) stetig, siehe
Proposition 3.2.3, und es gilt ιs,r ◦ gr∗ ◦ ιr,∞ = gs∗ ◦ ιs,∞, für alle 0 ≤ s ≤ r < ∞.
Nach Proposition 3.3.1 existiert also eine eindeutige stetige Abbildung

g∞∗ : J∞(M,N)→ J∞(M,P )

die ιr,∞ ◦ g∞∗ = gr∗ ◦ ιr,∞ für alle 0 ≤ r <∞ erfüllt. Weiters gilt σ∞ ◦ g∞∗ = σ∞ und
τ∞ ◦ g∞∗ = g ◦ τ∞∗ .

Wenden wir dies auf die Projektionen πi : N1×N2 → Ni, i = 1, 2, erhalten wir
eine stetige Abbildung(

(π1)∞∗ , (π2)∞∗
)

: J∞(M,N1 ×N2)→ J∞(M,N1)×M J∞(M,N2). (29)

Proposition 3.3.6. Für drei C∞-Mannigfaltigkeiten M , N1 und N2 ist (29)
ein Homöomorphismus.

Beweis. Nach Proposition 3.2.4 ist jedes

βr :=
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)−1◦(ιr,∞×ιr,∞) : J∞(M,N1)×MJ∞(M,N2)→ Jr(M,N1×N2)

stetig und es gilt ιs,r ◦ βr = βs, für alle 0 ≤ s ≤ r < ∞. Nach Proposition 3.3.1
existiert eine eindeutige stetige Abbildung

β∞ : J∞(M,N1)×M J∞(M,N2)→ J∞(M,N1 ×N2) (30)

mit ιr,∞ ◦β∞ = βr. Wir werden zeigen, dass (30) invers zu (29) ist. Betrachte dazu

β∞ ◦
(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
: J∞(M,N1 ×N2)→ J∞(M,N1 ×N2).

Dann gilt für alle 0 ≤ r <∞
ιr,∞ ◦ β∞ ◦

(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
= βr ◦

(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
=
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)−1 ◦ (ιr,∞ × ιr,∞) ◦
(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
=
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)−1 ◦
(
ιr,∞ ◦ (π1)∞∗ , ι

r,∞ ◦ (π2)∞∗
)

=
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)−1 ◦
(
(π1)r∗ ◦ ιr,∞, (π2)r∗ ◦ ιr,∞

)
=
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)−1 ◦
(
(π1)r∗, (π2)r∗

)
◦ ιr,∞

= ιr,∞

und es folgt β∞ ◦
(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
= id wegen der Aussage über die Eindeutigkeit

in Proposition 3.3.1.
Weiters gilt für i = 1, 2 und alle 0 ≤ r <∞,

ιr,∞ ◦ (πi)∞∗ ◦ β∞ = (πi)r∗ ◦ ιr,∞ ◦ β∞ = (πi)r∗ ◦ βr = pri ◦ (ιr,∞ × ιr,∞) = ιr,∞ ◦ p∞i
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wobei pri : Jr(M,N1) ×M Jr(M,N2) → Jr(M,Ni) die kanonische Projektion be-
zeichnet. Wieder folgt (πi)∞∗ ◦ β∞ = p∞i aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposi-
tion 3.3.1. Also gilt auch

(
(π1)∞∗ , (π2)∞∗

)
◦ β∞ = (p∞1 , p

∞
2 ) = id, und damit ist (29)

ein Homöomorphismus mit inversem β∞. �

Proposition 3.3.7. Für zwei Cr-Mannigfaltigkeiten M und N , 0 ≤ r ≤ ∞,
ist Jr(M,N) vollständig metrisierbar. Es existieren sogar vollständige Metriken dM
auf M , dN auf N und dk auf Jk(M,N), 0 ≤ k ≤ r, mit folgenden Eigenschaften:

(i) dM (x, y) ≤ 1, dN (x, y) ≤ 1 und dk(x, y) ≤ 1, für 0 ≤ k ≤ r.
(ii) dM (σk(x), σk(y)) ≤ dk(x, y) sowie dN (τk(x), τk(y)) ≤ dk(x, y) und auch

ds(ιs,k(x), ιs,k(y)) ≤ dk(x, y), für 0 ≤ s ≤ k ≤ r und k <∞.
(iii) dM (σ∞(x), σ∞(y)) ≤ 2d∞(x, y) und dN (τ∞(x), τ∞(y)) ≤ 2d∞(x, y) so-

wie dk(ιk,∞(x), ιk,∞(y)) ≤ 2k+1d∞(x, y), für 0 ≤ k <∞, falls r =∞.
(iv) d∞(x, y) =

∑∞
k=0 2−(k+1)dk

(
ιk,∞(x), ιk,∞(y)

)
, falls r =∞.

(v) ∀ε > 0 ∃s ∈ N mit d∞(x, y) ≤ ε+ ds(ιs,∞(x), ιs,∞(y)), falls r =∞.

Beweis. Für 0 ≤ k ≤ r und k < ∞, existiert nach Proposition 3.2.1 und
Satz 1.1.2 eine vollständige Metrik d′k auf Jk(M,N). Eine einfache Rechnung zeigt,
dass auch d′′k(x, y) := d′k(x,y)

1+d′k(x,y) eine Metrik auf Jk(M,N) ist. Klarerweise gilt d′′k ≤
d′k, und für d′′k(x, y) ≤ 1

2 gilt auch d′k(x, y) ≤ 2d′′k(x, y). Daher erzeugt d′′k die selbe
Topologie wie d′k, und d′′k hat die selben Cauchyfolgen wie d′k. Also ist auch d′′k eine
vollständige die Topologie erzeugende Metrik auf Jk(M,N) und offensichtlich gilt
auch d′′k ≤ 1. Das selbe Argument zeigt, dass vollständige die Topologie erzeugende
Metriken dM und dN auf M und N existieren mit dM ≤ 1 und dN ≤ 1.

Nach Proposition 3.2.1 ist (σ0, τ0) : J0(M,N) → M × N ein Homöomorphis-
mus, also ist

d0(x, y) := max
{
dM
(
σ0(x), σ0(y)

)
, dN

(
τ0(x), τ0(y)

)}
eine vollständige die Topologie erzeugende Metrik auf J0(M,N) die klarerweise
auch d0 ≤ 1 erfüllt. Definieren wir induktiv

dk(x, y) := max
{
d′′k(x, y), d

k−1
(
ιk−1,k(x), ιk−1,k(y)

)}
erhalten wir vollständige die Topologie induzierende Metriken dk auf Jk(M,N),
0 ≤ k ≤ r und k <∞.

Ist r =∞ definieren wir d∞ durch (iv). Dann ist d∞ zumindest eine Semimetrik
auf J∞(M,N). Ist d∞(x, y) = 0 dann gilt dk(ιk,∞(x), ιk,∞(y)) = 0 und da dk

Metriken sind auch ιk,∞(x) = ιk,∞(y), 0 ≤ k < ∞. Aus Lemma 3.3.4 folgt nun
x = y. Also ist d∞ tatsächlich eine Metrik auf J∞(M,N). Offensichtlich gilt auch
d∞ ≤ 1.

Die Eigenschaften (i) bis (iv) sind klarerweise erfüllt. Für (v) wählen wir s ∈ N
sodass

∑
s<k 2−(k+1) ≤ ε und erhalten

d∞(x, y) =
∑
s<k

2−(k+1)dk
(
ιk,∞(x), ιk,∞(y)

)
+
∑

0≤k≤s

2−(k+1)dk
(
ιk,∞(x), ιk,∞(y)

)
≤
∑
s<k

2−(k+1) +
∑

0≤k≤s

2−(k+1)ds
(
ιs,∞(x), ιs,∞(y)

)
≤ ε+ ds

(
ιs,∞(x), ιs,∞(y)

)
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wobei wir für das erste Ungleichheitszeichen (i) und (ii) sowie ιs,k ◦ ιk,∞ = ιs,∞

verwendet haben.
Wegen (iii) hat die von d∞ erzeugte Topologie die Eigenschaft dass alle ιk,∞

stetig sind. Aus (v) folgt, dass sie die gröbste Topologie ist für die die ιk,∞ stetig
sind. Nach Lemma 3.3.3 stimmt sie daher mit der Topologie auf J∞(M,N) überein.

Schließlich ist noch zu zeigen, dass d∞ vollständig ist. Sei also xn eine Cauchy-
folge in J∞(M,N). Dann ist wegen (iii) auch ιk,∞(xn) eine Cauchyfolge in Jk(M,N),
für jedes 0 ≤ k <∞. Da die dk vollständig konvergiert ιk,∞(xn) für jedes 0 ≤ k <
∞. Aus Lemma 3.3.5 folgt nun, dass auch xn konvergiert. �

3.4. Die Cr-Topologie. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤
r ≤ ∞. Die r-Jet Verlängerung liefert eine Abbildung

jr : Cr(M,N)→ C(M,Jr(M,N)), f 7→ jrf. (31)

Wegen τ r ◦ (jrf) = f ist (31) injektiv.

Definition 3.4.1 (Whitney Topologie). Seien M und N zwei Cr-Mannigfal-
tigkeiten, 0 ≤ r ≤ ∞. Die gröbste Topologie auf Cr(M,N) für die (31) stetig ist,
also die Teilraumtopologie, heißt die (starke) Whitney Topologie oder Cr-Topologie
auf Cr(M,N).

Bemerkung 3.4.2. Nach Proposition 3.1.8 und weil J0(M,N) ∼= M ×N ist

C(M,J0(M,N))→ C(M,M)× C(M,N), g 7→ (σr ◦ g, τ r ◦ g)

ein Homöomorphismus, wobei alle drei Räume mit der Graphentopologie ausgestat-
tet sind. Es folgt sofort, dass die C0-Topologie auf C0(M,N) mit der Graphento-
pologie von Abschnitt 3.1 überein stimmt.

Proposition 3.4.3. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r ≤ ∞.
Dann ist Cr(M,N) Hausdorff.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 3.1.2 und Proposition 3.2.1. �

Proposition 3.4.4. Seien M und N zwei Cr-Manniggfaltigkeiten und 0 ≤ s ≤
r ≤ ∞. Dann ist die kanonische Inklusion Cr(M,N)→ Cs(M,N) stetig.

Beweis. Nach Proposition 3.1.3 folgt dies aus der Stetigkeit der Abbildung
ιs,r : Jr(M,N)→ Js(M,N), siehe Proposition 3.2.1 und Abschnitt 3.3 für den Fall
r =∞. �

Proposition 3.4.5. Seien M , N und P drei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r ≤
∞, und g ∈ Cr(N,P ). Dann ist die Abbildung g∗ : Cr(M,N)→ Cr(M,P ), g∗(f) :=
g ◦ f , stetig.

Beweis. Nach Proposition 3.1.3 folgt dies aus der Stetigkeit der Abbildung
ιs,r : Jr(M,N)→ Js(M,N), siehe Proposition 3.2.3 und Abschnitt 3.3 für den Fall
r =∞. �

Proposition 3.4.6. Es seien M , N1 und N2 drei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤
r ≤ ∞. Dann ist die kanonische Abbildung Cr(M,N1 × N2) → Cr(M,N1) ×
Cr(M,N2) ein Homöomorphismus.



40 STEFAN HALLER

Beweis. Die kanonische Abbildung

Jr(M,N1 ×N2)→ Jr(M,N1)× Jr(M,N2)

ist ein Homöomorphismus auf ihr Bild, siehe Proposition 3.2.4 und Proposition 3.3.6
für den Fall r =∞. Es folgt, dass auch

C(M,Jr(M,N1 ×N2))→ C(M,Jr(M,N1)× Jr(M,N2))

ein Homöomorphismus auf sein Bild ist. Da Jr(M,Ni) metrisierbar ist, siehe Pro-
position 3.2.1 und Proposition 3.3.7, ist

C(M,Jr(M,N1)× Jr(M,N2)) = C(M,Jr(M,N1))× C(M,Jr(M,N2))

ein Homöomorphismus, siehe Proposition 3.1.8. Zusammenfassend erhalten wir,
dass

Cr(M,N1 ×N2)→ Cr(M,Jr(M,N1))× C(M,Jr(M,N2))

ein Homöomorphismus auf sein Bild ist. Also ist auch die kanonische Identifikation
Cr(M,N1 ×N2) = Cr(M,N1)× Cr(M,N2) ein Homöomorphismus. �

Korollar 3.4.7. Es sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 0 ≤ r ≤ ∞, und E ein
endlichdimensionaler Vektorraum über K = R oder K = C. Dann sind Addition
Cr(M,E) × Cr(M,E) → Cr(M,E) und Multiplikation Cr(M,K) × Cr(M,E) →
Cr(M,E) stetig. Die gleiche Aussage gilt auch für komplexe Vektorräume.

Beweis. Da die Addition E×E → E und die Skalarmultiplikation K×E → E
glatte Abbildungen sind, folgt dies sofort aus den Propositionen 3.4.5 und 3.4.6. �

Bemerkung 3.4.8. Ist in Korollar 3.4.7 die MannigfaltigkeitM kompakt, dann
ist die Abbildung K→ Cr(M ; K), c 7→ constc, stetig, daher ist auch die Skalarmul-
tiplikation K×Cr(M,E)→ Cr(M,E) stetig, Cr(M,E) also ein topologischer Vek-
torraum. Ist M nicht kompakt, dann ist K→ Cr(M,K) nicht stetig und Cr(M,E)
kein topologischer Vektorraum, vgl. Bemerkung 3.1.7.

Um gut mit der Cr-Topologie arbeiten zu können, werden wir jetzt Umge-
bungsbasen von f ∈ Cr(M,N) mit Hilfe von Karten für M und N beschreiben.
Wir erinnern uns zunächst an die folgende Norm auf dem Vektorraum der k-linearen
Abbildungen Lk(Rm; Rn),

‖λ‖ := sup
0 6=ξi∈Rm

‖λ(ξ1, . . . , ξk)‖
‖ξ1‖ · · · ‖ξk‖

.

Ist U ⊆ Rm offen, K ⊆ U kompakt und f ∈ Cr(U ; Rn) dann definieren wir

‖f‖rK := max
{

max
x∈K
‖f(x)‖,max

x∈K
‖(D1f)x‖, . . . ,max

x∈K
‖(Drf)x‖

}
Wir werden gelegentlich folgendes einfache Lemma verwenden, dessen Aussage

etwas stärker ist als die bekannte Tatsache, dass stetige Funktionen auf kompakten
Mengen gleichmäßig stetig sind.

Lemma 3.4.9. Es seien (X, dX) und (Y, dY ) zwei metrische Räume, f : X → Y
stetig, K ⊆ X kompakt und ε > 0. Dann existiert ε′ > 0 sodass für alle x ∈ K und
y ∈ X mit dX(x, y) < ε′ auch dY (f(x), f(y)) < ε gilt.
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Beweis. Sei ε > 0. Da f stetig ist existiert für jedes x ∈ K ein δx > 0 sodass

y ∈ X, dX(x, y) < δx ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε/2. (32)

Da K kompakt ist finden wir endlich viele x0, . . . , xn ∈ K mit
⋃n
i=0Bδxi

/2(xi) ⊇ K,
wobei Br(z) := {a ∈ X | dX(a, z) < r}. Sei δ := 1

2 min0≤i≤n δxi
.

Sei jetzt x ∈ K, y ∈ X und d(x, y) < δ. Dann existiert 0 ≤ i ≤ n mit d(x, xi) <
δxi
/. Nach (32) gilt dann auch dY (f(x), f(xi)) < ε/2. Da d(xi, y) ≤ d(xi, x) +

d(x, y) ≤ δxi/2 + δ ≤ δxi/2 + δxi/2 ≤ δxi . Wieder nach (32) folgt d(f(xi), f(y)) ≤
ε/2. Zusammen erhalten wir d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), f(xi))+d(f(xi), f(y)) ≤ ε/2+
ε/2 = ε. �

Proposition 3.4.10. Es seien M und N zwei Cr–Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r ≤
∞, und f ∈ Cr(M,N). Es sei weiters {(Uα, ϕα)}α∈A ein lokal endlicher Atlas von
M , {(Vα, ψα)}α∈A ein Menge von Karten von N und Kα ⊆ Uα kompakt, sodass⋃
α∈AKα = M , und sodass f(Uα) ⊆ Vα für alle α ∈ A. Dann bilden die Mengen

{
g ∈ Cr(M,N)

∣∣∣ ∀α : g(Kα) ⊆ Vα, ‖ψα◦g◦ϕ−1
α −ψα◦f ◦ϕ−1

α ‖
rα

ϕα(Kα) < εα

}
(33)

eine Umgebungsbasis von f ∈ Cr(M,N) wobei εα ∈ R+ und rα ∈ N mit rα ≤ r
laufen. Ist r <∞ dann bleibt dies auch für rα = r richtig.

Beweis. Für α ∈ A ist

Wα ⊆ ϕα(Uα)× ψα(Vα)×
∏

1≤k≤rα

Lksym(Rmα ; Rnα)

gegeben durch

{
(x, y, λ1, . . . , λrα)

∣∣∣ ‖y − (ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α )(x)‖ < εα,

max
1≤k≤rα

‖λk −Dk(ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α )x‖ < εα

}
eine offene Teilmenge. Also ist auch

W ′α := (θrα

ψα,ϕα
)−1(Wα) ⊆ Jrα(Uα, Vα) ⊆ Jrα(M,N)

offen. Wegen der Stetigkeit von ιrα,r : Jr(M,N)→ Jrα(M,N) ist daher auch

W̃α := (ιrα,r)−1(W ′α) ⊆ Jr(M,N)

offen. Nach Proposition 3.1.1 ist also

W :=
{
h ∈ C(M,Jr(M,N))

∣∣ ∀α ∈ A : h(Kα) ⊆ W̃α

}
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offen in C(M,Jr(M,N)). Die Menge (33) stimmt mit (jr)−1(W) überein, denn:

g ∈ (jr)−1(W)⇔ jrg ∈ W

⇔ ∀α ∈ A : (jrg)(Kα) ⊆ W̃α

⇔ ∀α ∈ A : (jrαg)(Kα) ⊆W ′α
⇔ ∀α ∈ A ∀z ∈ Kα : (jrαg)(z) ∈W ′α
⇔ ∀α ∈ A ∀z ∈ Kα : (jrαg)(z) ∈ Jrα(Uα, Vα),

(θrα

ψα,ϕα
(jrαg)(z)) ∈W ′α

⇔ ∀α ∈ A ∀z ∈ Kα : g(z) ∈ Vα, (θrα

ψα,ϕα
(jrαg)(z)) ∈W ′α

⇔ ∀α ∈ A : g(Kα) ⊆ Vα,∀z ∈ Kα : (θrα

ψα,ϕα
(jrαg)(z)) ∈W ′α

⇔ ∀α ∈ A : g(Kα) ⊆ Vα,∀x ∈ ϕα(Kα) :

‖(ψα ◦ g ◦ ϕ−1
α )(x)− (ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α )(x)‖ < εα,

max
1≤k≤rα

‖Dk(ψα ◦ g ◦ ϕ−1
α )x −Dk(ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α )x‖ < εα

⇔ ∀α ∈ A : g(Kα) ⊆ Vα,
‖ψα ◦ g ◦ ϕ−1

α − ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α ‖

rα

ϕα(Kα) < εα,

⇔ g liegt in (33)

Also ist jede der Mengen (33) offen, und da sie offensichtlich alle f enthalten sind
sie Umgebungen von f ∈ Cr(M,N).

Es ist noch zu zeigen, dass jede Umgebung von f eine Menge der Form (33)
enthält. Wir wählen Metriken dk auf Jk(M,N), 0 ≤ k ≤ r wie in Proposition 3.3.7.
Nach Proposition 3.1.4 bilden{

g ∈ Cr(M,N)
∣∣ ∀z ∈M : dr(jrg(z), jrf(z)) < ε(z)

}
(34)

eine Umgebungsbasis von f ∈ Cr(M,N), wobei ε ∈ C(M,R+) läuft. Für fixes
ε ∈ C(M,R+) müssen wir also εα > 0 und rα ∈ N mit rα ≤ r konstruieren, sodass
(33) in (34) enthalten ist.

Für α ∈ A sei ε′α := minx∈Kα
ε(x) > 0. Ist r < ∞ setzte rα := r. Ist r = ∞,

dann wähle rα ∈ N sodass d∞(a, b) ≤ ε′α/2 + drα(ιrα,∞(a), ιrα,∞(b)
)

gilt, siehe
Proposition 3.3.7(v). Setzte ε′′α := ε′α/2. Dann gilt

drα(ιrα,r(a), ιrα,r(b)) < ε′′α ⇒ dr(a, b) < ε′α. (35)

Setzte

Oα := ϕα(Uα)× ψα(Vα)×
∏

1≤k≤rα

Lksym(Rnα ; Rmα)

und betrachte den Homöomorphismus(
θrα

ψα,ϕα

)−1 : Oα → Jrα(Uα, Vα)

sowie das Kompaktum

Lα := θrα

ψα,ϕα

(
(jrαf)(Kα)

)
⊆ Oα.
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Nach Lemma 3.4.9 existiert εα > 0 sodass gilt:

(x, y, λ1, . . . , λrα) ∈ Oα, (x̄, ȳ, λ̄1, . . . , λ̄rα) ∈ Lα,

‖x− x̄‖ < εα, ‖y − ȳ‖ < εα, max
1≤k≤rα

‖λk − λ̄k‖ < εα

⇒ drα

((
θrα

ψα,ϕα
)−1(x, y, λ1, . . . , λrα

)
,
(
θrα

ψα,ϕα
)−1(x̄, ȳ, λ̄1, . . . , λ̄rα

))
< ε′′α. (36)

Sei nun g in der Menge (33) bezüglich den soeben konstruierten rα und εα. Es
ist zu zeigen, dass g in (34) liegt. Für x ∈ ϕα(Kα) ist

θrα

ψα,ϕα

(
(jrαg)(ϕ−1

α (x))
)

=
(
x, (ψα ◦ g ◦ ϕ−1

α )(x), D(ψα ◦ g ◦ ϕ−1
α )x, . . . , Drα(ψα ◦ g ◦ ϕ−1

α )x
)
∈ Oα

und

θrα

ψα,ϕα

(
(jrαf)(ϕ−1

α (x))
)

=
(
x, (ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α )(x), D(ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α )x, . . . , Drα(ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α )x
)
∈ Lα

und es gilt

‖x− x‖ = 0 < εα,
∥∥(ψα ◦ g ◦ ϕ−1

α )(x)− (ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α )(x)

∥∥ < εα

sowie
max

1≤k≤rα

∥∥Dk(ψα ◦ g ◦ ϕ−1
α )x −Dk(ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α )x
∥∥ < εα.

Also folgt aus (36)

∀x ∈ ϕα(Kα) : drα

(
(jrαg)(ϕ−1

α (x)), (jrαf)(ϕ−1
α (x))

)
< ε′′α

und daher auch
∀z ∈ Kα : drα

(
(jrαg)(z), (jrαf)(z)

)
< ε′′α.

Wegen (35) gilt dann auch dr
(
(jrg)(z), (jrf)(z)

)
< ε′α ≤ ε(z). Da

⋃
αKα = M gilt

dr
(
(jrg)(z), (jrf)(z)

)
< ε(z) für alle z ∈M , also liegt g in (34). �

Bemerkung 3.4.11. Es bezeichne C̃∞(M,N) die Menge C∞(M,N) versehen
mit der gröbsten Topologie sodass alle Inklusionen C̃∞(M,N) → Cr(M,N), 0 ≤
r <∞, stetig sind. Dann ist die identische Abbildung C∞(M,N)→ C̃∞(M,N) ste-
tig. Ist M kompakt, ist dies sogar ein Homöomorphismus, siehe Proposition 3.4.10.
Ist M nicht kompakt, dann ist die Whitney Topologie echt stärker (d.h. größer) als
die Topologie auf C̃∞(M,N), siehe Proposition 3.4.10.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis folgender Verallgemeinerung von
Korollar 3.1.10 gewidmet.

Satz 3.4.12. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r ≤ ∞. Dann
hat Cr(M,N) die Baire Eigenschaft.

Für den Beweis von Satz 3.4.12 erinnern wir uns an folgendes Resultat aus der
Analysis.
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Satz 3.4.13. Sei U ⊆ Rm offen, fi ∈ Cr(U,Rn), g : U → Rn und λk : U →
Lksym(Rm; Rn), 1 ≤ k ≤ r <∞. Weiters gelte für jedes 1 ≤ k ≤ r

‖fi − g‖ → 0 und ‖Dkfi − λk‖ → 0

gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von U . Dann ist g ∈ Cr(U,Rn) und Dkg =
λk für alle 1 ≤ k ≤ r.

Beweis von Satz 3.4.12. Wähle vollständige die Topologie erzeugende Me-
triken dM auf M , dN auf N und dk auf Jk(M,N), 0 ≤ k ≤ r, wie in Propositi-
on 3.3.7. Nach Satz 3.1.9 hat jeder nichtleere bezüglich dr gleichmäßig abgeschlosse-
ne Teilraum von C(M,Jr(M,N)) die Baire Eigenschaft. Es genügt also zu zeigen,
dass das Bild von jr : Cr(M,N) → C(M,Jr(M,N)) bezüglich dr gleichmäßig
abgeschlossen ist.

Seien also fi ∈ Cr(M,N) und g ∈ C(M,Jr(M,N)) sodass für alle ε > 0 ein
i0 ∈ N existiert mit dr((jrfi)(x), g(x)) < ε für alle i ≥ i0 und alle x ∈M . Es ist zu
zeigen, dass f := τ r ◦ g ∈ C(M,N) eine Cr-Abbildung ist und jrf = g gilt.

Beachte, dass wegen limi→∞ jrfi(x) = g(x) die Stetigkeit von σr : Jr(M,N)→
M sofort σr(g(x)) = x liefert, also σr ◦ g = idM . Wegen Proposition 3.3.7(ii) gilt
für x ∈M

dN (fi(x), f(x)) = dN
(
τ r(jrfi(x)), τ r(g(x))

)
≤ dr

(
jrfi(x), g(x)

)
.

Also konvergiert auch (fi)i∈N bezüglich dN gleichmäßig gegen f .
Betrachte zuerst den Fall r <∞. Sei z ∈M fix. Wähle eine Karte ϕ : U → Rm

von M mit z ∈ U und eine Karte ψ : V → Rn mit f(x) ∈ V sodass f(U) ⊆ V
gilt. Da (fi)i∈N gleichmäßig gegen f konvergiert können wir durch Verkleinern von
U erreichen, dass für hinreichend große i ∈ N auch fi(U) ⊆ V gilt. O.B.d.A.
gelte fi(U) ⊆ V für alle i ∈ N. Setzte f̄i := ψ ◦ fi ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → Rn und
f̄ := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ Rn. Dann gilt für x ∈ ϕ(U)

(θrψ,ϕ ◦ jrfi ◦ ϕ−1)(x) =
(
x, f̄i(x), (Df̄i)x, . . . , (Drf̄i)x

)
(37)

und
(θrψ,ϕ ◦ g ◦ ϕ−1)(x) =

(
x, f̄(x), λ1(x), . . . , λr(x)

)
(38)

für gewisse λk : ϕ(U) → Lksym(Rm; Rn). Da jrfi bezüglich dr gleichmäßig gegen g

konvergiert, konvergiert auch jrfi ◦ ϕ−1 bezüglich dr gleichmäßig gegen g ◦ ϕ−1.
Nach Lemma 3.4.9 konvergiert θrψ,ϕ ◦ jrfi ◦ ϕ−1 bezüglich der Standardnorm auf
ϕ(U)×ψ(V )×

∏
1≤k≤r L

k
sym(Rm; Rn) gleichmäßig auf kompakten Teilmengen gegen

θrψ,ϕ ◦ jrg ◦ ϕ−1. Wegen (37) und (38) gilt also

‖f̄i − f̄‖ → 0 und ‖Dkf̄i − λk‖ → 0, 0 ≤ k ≤ r,

gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von ϕ(U). Aus Satz 3.4.13 folgt dass f̄ eine
Cr-Abbildung ist und Dkf̄ = λk gilt 0 ≤ k ≤ r. Also ist f |U ∈ Cr(U,N) und
jrf |U = g|U . Da z ∈M beliebig war folgt f ∈ Cr(M,N) und jrf = g.

Betrachte jetzt den Fall r = ∞. Es ist zu zeigen f ∈ C∞(M,N) und jrf = g.
Sei 0 ≤ k <∞. Nach Proposition 3.3.7(iii) konvergiert jkfi = ιk,∞ ◦j∞fi bezüglich
dk gleichmäßig gegen ιk,∞ ◦ g. Nach obigem schließen wir, dass τk ◦ (ιk,∞ ◦ g) =
f ∈ Ck(M,N) und jkf = ιk,∞ ◦ g gilt. Da dies für alle 0 ≤ k < ∞ gilt folgt
f ∈ C∞(M,N). Trivialerweise gilt jkf = ιk,∞◦j∞f . Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt daher j∞f = g. �
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3.5. Offene Teilmengen von Cr(M,N). Viele für die Differentialtopologie
wichtige Teilmengen von Cr(M,N) sind offen bezüglich der Whitney Topologie.
Dies ist ein Grund warum die Whitney Topologie so hilfreich ist. Einen anderen
werden wir in Abschnitt 3.6 kennen lernen.

Definition 3.5.1 (Propere Abbildungen). Eine stetige Abbildung f : M → N
heißt proper oder eigentlich falls für jede kompakte Teilmenge K ⊆ N das Urbild
f−1(K) ⊆ M wieder kompakt ist. Die Menge der properen Cr-Abbildungen wird
mit Propr(M,N) bezeichnet.

Proposition 3.5.2. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 0 ≤ r ≤ ∞.
Dann ist die Menge der properen Cr-Abbildungen Propr(M,N) offen in Cr(M,N).

Beweis. Da die Inklusion Cr(M,N)→ C0(M,N) stetig ist und

Propr(M,N) = Prop0(M,N) ∩ Cr(M,N)

gilt, folgt dies aus Proposition 3.1.11. �

Proposition 3.5.3. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞.
Dann ist die Menge der Cr-Immersionen Immr(M,N) offen in Cr(M,N).

Beweis. Da die Inklusion Cr(M,N)→ C1(M,N) stetig ist, und

Immr(M,N) = Imm1(M,N) ∩ Cr(M,N)

reicht es zu zeigen, dass Imm1(M,N) ⊆ C1(M,N) offen ist. Wir erinnern uns, dass
die Menge der injektiven linearen Abbildungen Rm → Rn offen in L(Rm,Rn) ist. Sei
I ⊆ J1(M,N) die Menge der 1-Jets [x, f,W ] sodass für eine (und dann jede) Karte
(U,ϕ) von M mit x ∈ U und eine (und dann jede Karte) (V, ψ) von N mit f(x) ∈ V
das Differential D(ψ◦f ◦ϕ)ϕ(x) injektiv ist. Dies ist eine offene Menge in J1(M,N).
Nach Proposition 3.1.1 ist daher O := {h ∈ C(M,J1(M,N)) | h(M) ⊆ I} offen in
C(M,J1(M,N)). Also ist auch Imm1(M,N) = (j1)−1(O) offen in C1(M,N). �

Proposition 3.5.4. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞.
Dann ist die Menge der Cr-Submersionen Subr(M,N) offen in Cr(M,N).

Beweis. Der Beweis kann genau wie der Beweis von Proposition 3.5.3 geführt
werden, nur verwendet man jetzt die Tatsache, dass die Menge der surjektiven
lineraren Abbildungen eine offen Teilmenge von L(Rm,Rn) bildet. �

Definition 3.5.5 (Abgeschlossene Einbettungen). Eine Cr-Einbettung f :
M → N heißt abgeschlossen falls f(M) eine abgeschlossene Menge von N ist. Die
Menge aller abgeschlossenen Cr-Einbettungen wird mit Embrcl(M,N) bezeichnet.

Man bemerke, dass eine abgeschlossene Einbettung auch eine abgeschlossene
Abbildung ist, d.h. für jede abgeschlossene Menge A ⊆ M ist f(A) wieder abge-
schlossen in N .

Lemma 3.5.6. Es gilt Embrcl(M,N) = Embr(M,N) ∩ Propr(M,N).

Beweis. Eine abgeschlossene Einbettung ist proper. Denn ist f ∈ Embrcl(M,N)
und K ⊆ N kompakt, dann ist f(N)∩K als abgeschlossene Menge einer kompakten
Menge wieder kompakt, und da f ein Homöomorphismus auf sein Bild ist, ist dann
auch f−1(K) ∼= f(N) ∩K kompakt.

Umgekehrt ist für jede propere Abbildung f : M → N das Bild f(N) ⊆ M
abgeschlossen. Sei dazu xn ∈ M eine Folge mit limn→∞ f(xn) = y ∈ N . Es ist zu
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zeigen, dass y ∈ f(M). Die Menge K := {f(xn) | n ∈ N}∪{y} ⊆ N ist kompakt. Da
f proper ist, ist auch f−1(K) kompakt. Also liegt die Folge xn in einer kompakten
Teilmenge von M . Durch Übergang zu einer Teilfolge können wir also annehmen,
dass xn konvergiert, limn→∞ xn = x. Die Stetigkeit von f liefert dann f(x) = y,
also ist y ∈ f(M). �

Satz 3.5.7. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann ist
die Menge der Cr-Einbettungen Embr(M,N) offen in Cr(M,N).

Für den Beweis von Satz 3.5.7 verifizieren wir zuerst folgendes lokale Resultat.

Proposition 3.5.8. Es seien U,W ⊆ Rm offen, sodass W ⊆ W̄ ⊆ U und
W̄ kompakt ist. Sei f ∈ Emb1(U,Rn). Dann existiert ε > 0 mit der folgenden
Eigenschaft. Ist g ∈ C1(U,Rn) und gilt ‖g−f‖1

W̄
< ε dann ist g|W ∈ Emb1(W,Rn).

Beweis. Indirekt angenommen die Proposition wäre falsch. Dann existiert eine
Folge gn ∈ C1(U,Rn) sodass

‖gn − f‖ → 0 und ‖Dgn −Df‖ → 0 (39)

gleichmäßig auf W̄ und sodass gn|W keine Einbettung ist. Da W̄ kompakt und f
eine Immersion ist folgt aus (39), dass für hinreichend großes n auch gn auf W
immersiv ist, vgl. den Beweis von Proposition 3.5.3. O.B.d.A sei jedes gn auf W
immersiv. Es kann gn|W̄ : W̄ → Rn nicht injektiv sein, denn sonst wäre gn|W̄
und damit auch gn|W ein Homöomorphismus auf sein Bild und daher gn|W eine
Einbettung.

Da gn|W̄ nicht injektiv ist finden wir xn 6= yn ∈ W̄ mit gn(xn) = gn(yn). Durch
Übergang zu einer Teilfolge dürfen wir annehemen, dass

xn → x ∈ W̄ , yn → y ∈ W̄ und
yn − xn
‖yn − xn‖

→ v 6= 0 ∈ Sm−1 ⊆ Rm.

Aus (39) folgt ‖f(yn)− f(xn)‖ → 0 also f(x) = f(y), und weil f injektiv ist auch
x = y. Weiters gilt

0 = gn(yn)− gn(xn) =
∫ 1

0

(Dgn)xn+t(yn−xn)(yn − xn)dt

also

Dfx(yn − xn) =
∫ 1

0

(
Dfx −Dfxn+t(yn−xn)

)
(yn − xn)dt

+
∫ 1

0

(Df −Dgn)xn+t(yn−xn)(yn − xn)dt

und daher auch

‖Dfx(yn − xn)‖
‖yn − xn‖

≤
∫ 1

0

∥∥Dfx −Dfxn+t(yn−xn)

∥∥dt
+
∫ 1

0

∥∥(Df −Dgn)xn+t(yn−xn)

∥∥dt. (40)

Wegen der Stetigkeit von Df und weil limn→∞ xn = x = y = limn→∞ yn gilt

‖Dfx −Dfxn+t(yn−xn)‖ → 0
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gleichmäßig für t ∈ [0, 1]. Aus (39) schließen wir

‖(Df −Dgn)xn+t(yn−xn)‖ → 0

gleichmäßig für t ∈ [0, 1]. Damit folgt aus (40)

‖Dfx(yn − xn)‖
‖yn − xn‖

→ 0,

und daher Dfx(v) = 0. Also ist Dfx nicht injektiv und wir erhalten einen Wider-
spruch zur Immersivität von f . �

Lemma 3.5.9. Es sei f ∈ Embr(M,N), 1 ≤ r ≤ ∞. Dann existiert ein
lokal endlicher Atlas {ϕα : Uα → Rnα}α∈A von M , eine Familie von Karten
{(Vα, ψα)}α∈A von N , sodass gilt:

(i) f(Uα) = Vα ∩ f(M), für alle α ∈ A.
(ii) ϕ : Uα → Rnα ist surjektiv für alle α ∈ A.
(iii)

⋃
α∈A ϕ

−1
α (B1) = M wobei B1 := {x ∈ Rnα | ‖x‖ < 1}.

(iv) Für jedes x ∈ M existiert eine Umgebung V von f(x) in N die nur
endlich viele der Vα trifft.

Beweis. Da f(M) ⊆ M eine Teilmannigfaltigkeit ist, siehe Satz 2.3.13, ist
f(M) \ f(M) abgeschlossen in M und damit N0 := N \ (f(M) \ f(M)) offen in
N . Es ist f : M → N0 eine abgeschlossene Einbettung. O.B.d.A. dürfen wir also
annehmen, dass f : M → N eine abgeschlossene Einbettung ist.

Sei AN ein lokal endlicher Atlas von N , sodass V̄ kompakt ist für jedes (V, ψ) ∈
AN . Betrachte die offene Überdeckung U := {f−1(V ) | (V, ψ) ∈ AN} von M . Nach
Lemma 2.4.4 existiert ein lokal endlicher Atlas {(Uα, ϕα)}α∈A der U untergeordet
ist und der (ii) und (iii) erfüllt. Für jedes α ∈ A wähle ein (Vα, ψα) ∈ AN mit
f(Uα) ⊆ Vα.

Nun zu (iv). Da AN lokal endlich ist genügt zu zeigen, dass für jedes (V, ψ) ∈
AN die Menge {α ∈ A | Vα = V } endlich ist. Sei also (V, ψ) ∈ AN . Dann ist
V̄ kompakt. Da f eine abgeschlossene Einbettung ist, ist f auch proper, siehe
Lemma 3.5.6, also ist f−1(V̄ ) kompakt. Aus der lokalen Endlichkeit von {Uα}α∈A
folgt {α ∈ A | Uα ∩ f−1(V ) 6= ∅} ist endlich. Also ist auch {α ∈ A | f(Uα) ⊆ V }
endlich, und damit kann es auch nur endlich viele α ∈ A mit Vα = V geben. Also
ist (iv) erfüllt.

Da f : M → f(M) ein Homöomorphismus ist, können wir durch Verkleinern
der Vα auch erreichen, dass auch (i) gilt. �

Beweis von Satz 3.5.7. Wegen Embr(M,N) = Emb1(M,N) ∩ Cr(M,N)
genügt es wieder den Fall r = 1 zu behandeln. Sei f ∈ Emb1(M,N). Wähle
{(Uα, ϕα)}α∈A und {(Vα, ψα)}α∈A wie in Lemma 3.5.9. Setze Kα := ϕ−1

α (B̄1),
Wα := ϕ−1

α (B2) und U ′α := ϕ−1
α (B3). Dann gilt

Kα ⊆Wα ⊆ W̄α ⊆ U ′α ⊆ Ū ′α ⊆ Uα und
⋃
α∈A

Kα = M.

Für α ∈ A betrachte die Einbettung

ψα ◦ f ◦ ϕ−1
α : B3 → Rmα .

Nach Proposition 3.5.8 existiert εα > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Ist h ∈
C1(B3; Rmα) und gilt ‖h − ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α ‖1B̄2
< εα dann ist h|B2 : B2 → Rmα eine
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Einbettug. Nach Proposition 3.4.10 und Proposition 3.1.1 ist

N1 :=
{
g ∈ C1(M,N)

∣∣∣ ∀α : g(Ū ′α) ⊆ Vα, ‖ψα ◦ g ◦ ϕ−1
α − ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α ‖1B̄2
< εα

}
eine offene Umgebung von f ∈ C1(M,N). Es gilt

g ∈ N1 ⇒ ∀α ∈ A : g|Wα
∈ Emb1(Wα, N). (41)

Da f : M → f(M) ein Homöomorphismus ist und weil f(ϕ−1
α (B1 1

2
)) ⊆ Vα,

finden wir offene Mengen Oα ⊆ Vα mit f(M) ∩ Oα = f(ϕ−1
α (B1 1

2
)). Da f(Kα)

kompakt ist und f(Kα) ⊆ Oα finden wir offene Mengen Lα ⊆ N mit f(Kα) ⊆
Lα ⊆ L̄α ⊆ Oα. Da f injektiv ist gilt L̄α∩f(M \Wα) ⊆ Oα∩f(M \ϕ−1

α (B1 1
2
)) = ∅,

und wir erhalten

f(Kα) ⊆ Lα ⊆ L̄α ⊆ Vα und f(M \Wα) ⊆ N \ L̄α.
Nach Proposition 3.1.1 ist

N2 :=
{
g ∈ C1(M,N)

∣∣ ∀α ∈ A : g(Kα) ⊆ Lα
}

(42)

eine offene Umgebung von f ∈ C1(M,N).
Betrachte die offene Menge

U := M ×N \
⋃
α∈A

(M \Wα)× L̄α ⊆M ×N.

Nach Lemma 3.5.9(iv) exitiert für x ∈ M eine Umgebung V von f(x) die nur
endlich viele der Vα trifft. Also M ×V eine Umgebung von (x, f(x)) die nur endlich
viele der (M \Wα)× L̄α trifft. Da (x, f(x)) /∈

⋃
α∈A(M \Wα)× L̄α folgt daher

(x, f(x)) /∈
⋃
α∈A

(M \Wα)× L̄α.

Daher ist Γf ⊆ U und

N3 :=
{
g ∈ C1(M,N)

∣∣ Γg ⊆ U}
eine Umgebung von f ∈ C1(M,N). Es gilt

g ∈ N3 ⇒ ∀α ∈ A : f(M \Wα) ⊆ N \ L̄α. (43)

Also ist N := N1 ∩N2 ∩N3 eine Umgebung von f ∈ C1(M,N) und es genügt
zu zeigen, dass sie nur aus Einbettungen besteht. Sei also g ∈ N . Wegen (41). (42)
und (43) gilt für alle α ∈ A:

(i) g|Wα ∈ Emb1(Wα, N),
(ii) g(Kα) ⊆ Lα und
(iii) g(M \Wα) ⊆ N \ L̄α.

Aus (i) und
⋃
α∈AWα = M folgt g ∈ Imm1(M,N). Es muss g aber auch injektiv

sein. Sind nämlich x 6= y ∈ M dann existiert α ∈ A mit x ∈ Kα. Falls y ∈ Wα

dann folgt aus (i) g(x) 6= g(y). Ist aber y /∈ Wα dann wegen (iii) g(y) /∈ Lα
und daher g(x) 6= g(y) weil ja g(x) ∈ Lα nach (ii). Es verbleibt zu zeigen, dass
g : M → g(M) ein Homöomorphismus ist. Sei x ∈ M und sei xn eine Folge in M
sodass limn→∞ g(xn) = g(x). Es genügt zu zeigen limn→∞ xn = x. Sei dazu α ∈ A
mit x ∈ Kα. Aus (ii) folgt g(x) ∈ Lα, und da Lα offen ist müßen fast alle g(xn)
in Lα liegen. Wegen (iii) liegen dann auch fast alle xn in Wα. Aus (i) folgt dann
limn→∞ xn = x. Damit ist g eine injektive Immersion und ein Homöomorphismus
auf sein Bild, also eine Einbettung. �
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Aus Lemma 3.5.6, Proposition 3.5.2 und Satz 3.5.7 erhalten wir sofort

Satz 3.5.10. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann ist
die Menge der abgeschlossenen Cr-Einbettungen Embrcl(M,N) offen in Cr(M,N).

Lemma 3.5.11. Sind M und N zwei zusammenhängende Cr-Mannigfaltigleiten,
dann gilt Diffr(M,N) = Embrcl(M,N) ∩ Subr(M,N).

Beweis. Klarerweise ist jeder Diffeomorphismus eine abgeschlossene Einbet-
tung und submersiv. Sei umgekehrt f eine submersive abgeschlossene Einbettung.
Dann ist f(M) ⊆ N als Bild einer abgeschlossenen Einbettung abgeschlossen. An-
dererseits ist f(M) ⊆ N als Bild einer Submersion auch offen, siehe Korollar 2.3.6.
Da N zusammenhängend ist folgt f(M) = N . Aus Satz 2.3.13 schließen wir, dass
f : M → N ein Diffeomorphismus ist. �

Satz 3.5.12. Seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann
ist die Menge der Cr-Diffeomorphismen Diffr(M,N) offen in Cr(M,N).

Beweis. Sind M und N zusammenhängend, dann folgt dies sofort aus Lem-
ma 3.5.11, Proposition 3.5.4 und Satz 3.5.10. Der allgemeine Fall kann wie folgt
behandelt werden. Sei f ∈ Diffr(M,N). Man bemerke, dass f eine Bijektion zwi-
schen den Zusammenhangskomponenten von M und den Zusammenhangskom-
ponenten von N induziert. Bezeichne mit {Mα}α∈A die Menge der Zusammen-
hangskomponenten von M . Für α ∈ A sei Nα die Zusammenhangskomponente
von N für die gilt f(Mα) = Nα. Dann ist fα := f |Mα

: Mα → Nα ein Cr-
Diffeomorphismus. Da Diffr(Mα, Nα) ⊆ Cr(Mα, Nα) offen ist, existieren offene
Mengen Uα ⊆Mα× Jr(Mα, Nα) mit fα ∈ (jr)−1(OUα

) ⊆ Diffr(Mα, Nα). Betrach-
te die offene Menge U :=

⋃
α∈A Uα ⊆M × Jr(M,N). Dann gilt f ∈ (jr)−1(OU ) ⊆

Diffr(M,N). Also ist Diffr(M,N) offen in Cr(M,N). �

Von trivialen Situationen abgesehen gilt Satz 3.5.12 im Fall r = 0 nicht. Die
Menge der Homöomorphismen ist nicht offen in C0(M,N). Dies kann schon an den
einfachsten Beispielen beobachtet werden, etwa M = N = S1 oder M = N = R.

3.6. Approximation. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass für 0 ≤
s ≤ r ≤ ∞ die Menge Cr(M,N) dicht in Cs(M,N) ist bezüglich der Whitney
Topologie auf Cs(M,N), siehe Satz 3.6.6. Man kann also Cs-Abbildungen durch
Cr-Abbildungen approximieren. Was genau dabei unter Approximation zu verste-
hen ist wird durch die Whitney Topologie präzisiert. Dies ist ein anderer Grund
dafür warum die Whitney Topologie so hilfreich ist. Zusammen mit der Offen-
heit von Diffs(M,N) in Cs(M,N), siehe Satz 3.5.12, erhalten wir aus dem Ap-
proximationssatz folgendes interesante Korollar. Sind zwei Cr-Mannigfaltigkeiten
Cs-diffeomeomorh, 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞, dann sind sie auch Cr-diffeomorph, siehe
Korollar 3.6.8.

Das wesentliche Hilfsmittel bei der Approximation von Abbildungen durch Ab-
bildungen mit höherer Differenzierbarkeit ist die Faltung. Wir wählen eine Funktion
β ∈ C∞(Rn,R) wie in Lemma 2.4.3 und definieren für σ ∈ (0,∞),

ρσ ∈ C∞(Rn,R+), ρσ(x) :=
β(2x/σ)∫

Rn ρ(2y/σ)dy
.

Dann gilt
supp(ρσ) ⊆ B̄σ = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ σ} (44)
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und ∫
Rn

ρσ(y)dy = 1. (45)

Ist f ∈ C(Rn,Rm) dann definiert man die Faltung ρσ ∗ f : Rn → Rm durch

(ρσ ∗ f)(x) :=
∫

Rn

ρσ(x− y)f(y)dy. (46)

Substituieren wir z = x− y erhalten wir auch die Formel

(ρσ ∗ f)(x) :=
∫

Rn

ρσ(z)f(x− z)dz. (47)

Lemma 3.6.1. Ist f ∈ C(Rm,Rn) dann gilt supp(ρσ ∗ f) ⊆ supp(f) + B̄σ.

Beweis. Ist (ρσ ∗ f)(x) 6= 0 muss es y ∈ supp(f) geben sodass auch x − y ∈
supp(ρσ) gilt. Es folgt x = y + (x − y) ∈ supp(f) + B̄σ. Wir schließen daraus
supp(ρσ ∗ f) ⊆ supp(f) + B̄σ = supp(f) + B̄σ, wobei letzte Gleichheit aus der
Kompaktheit von B̄σ folgt. �

Lemma 3.6.2. Ist f ∈ C(Rn,Rn), dann gilt ρσ ∗ f ∈ C∞(Rm,Rn).

Beweis. Da der Träger von ρσ kompakt ist dürfen wir in (46) Differentiation
und Integration verstauschen und erhalten induktiv

Dk(ρσ ∗ f)x(ξ1, . . . , ξk) =
∫

Rn

(Dkρσ)x−y(ξ1, . . . , ξk)f(y)dy

= (Dkρσ)(ξ1, . . . , ξk) ∗ f. �

Lemma 3.6.3. Ist f ∈ Cs(Rm,Rn) und 1 ≤ k ≤ s, dann gilt Dk(ρσ ∗ f) =
ρσ ∗Dkf .

Beweis. Aus (47) erhalten wir induktiv

Dk(ρσ ∗f)x(ξ1, . . . , ξk) =
∫

Rn

ρσ(z)(Dkfx−z)(ξ1, . . . , ξk)dz = (ρσ ∗Dkf)(ξ1, . . . , ξk)

für alle 1 ≤ k ≤ s. Also Dk(ρσ ∗ f) = ρσ ∗Dkf . �

Proposition 3.6.4. Es sei f ∈ Cs(Rm,Rn), 0 ≤ s < ∞, und ε > 0. Dann
existiert g ∈ Cs(Rm,Rn) mit folgenden Eigenschaften:

(i) g|B1 ∈ C∞(B1,Rn).
(ii) g|Rm\B2 = f |Rm\B2 .
(iii) ‖g − f‖s

B̄2
< ε.

Ist W ⊆ Rm offen und f |W ∈ Cr(W,Rm), 0 ≤ r ≤ ∞, dann kann g so gewählt
werden, dass auch g|W ∈ Cr(W,Rm).

Beweis. Nach Korollar 2.4.5 gibt es λ0, λ1 ∈ C∞(Rm,R+) mit λ0 + λ1 = 1
und supp(λ0) ⊆ Rm \B1 und supp(λ1) ⊆ B̄1 1

2
. Wir setzten

fi := λif ∈ Cs(Rm,Rn), i = 1, 2.

Dann gilt

f = f0 + f1, supp(f0) ⊆ Rm \B1, und supp(f1) ⊆ B̄1 1
2
.

Wähle 0 < σ ≤ 1
2 sodass für alle 0 ≤ k ≤ s gilt

x, y ∈ Rm, ‖x− y‖ ≤ σ ⇒ ‖(Dkf1)x − (Dkf1)y‖ < ε. (48)
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Dies ist möglich da Dkf1 als stetige Funktion mit kompakten Träger auch gleich-
mäßig stetig ist. Definiere

g1 := ρσ ∗ f1.
Nach Lemma 3.6.2 ist g1 ∈ C∞(Rm,Rn) und wegen Lemma 3.6.1 gilt

supp(g1) ⊆ B̄1 1
2

+ B̄σ ⊆ B̄1 1
2

+ B̄ 1
2
⊆ B̄2.

Für 0 ≤ k ≤ s und x ∈ Rm folgt aus Lemma 3.6.3 und (45)

Dk(g1 − f1)x = (Dkg1)x − (Dkf1)x =
∫

Rm

ρσ(z)
(
(Dkf1)x−z − (Dkf1)x

)
dz.

Wegen ρσ(z) ≥ 0, (48) und (45) erhalten wir daraus

‖Dk(g1 − f1)x‖ ≤
∫

Rm

∥∥ρσ(z)((Dkf1)x−z − (Dkf1)x
)∥∥dz.

=
∫

Rm

ρσ(z)
∥∥(Dkf1)x−z − (Dkf1)x

∥∥dz
<

∫
Rm

ρσ(z)ε = ε.

Dies impliziert
‖g1 − f1‖sB̄2

< ε. (49)

Definiere schließlich
g := g1 + f0 ∈ Cs(Rm,Rn).

Da g1 eine C∞-Abbildung ist und f0 auf B1 verschwindet, ist g|B1 ∈ C∞(B1,Rn).
Da g1 und f1 auf Rm \ B2 verschwinden folgt g = f0 + f1 = f auf Rm \ B2. Aus
(49) folgt ‖g − f‖s

B̄2
= ‖g1 − f1‖sB̄2

< ε. Ist f auf W schon Cr, dann gilt dies auch
für f0 = λ0f (da λ0 glatt ist) und damit auch für g = g1 + f0 (da g1 glatt ist.) �

Proposition 3.6.5. Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten und f ∈
Cs(M,N), 0 ≤ s ≤ r ≤ ∞. Sei weiters ϕ : U → Rm eine surjektive Karte für M
und ψ : V → Rn eine Karte für N sodass f(U) ⊆ V . In jeder Umgebung N von
f ∈ Cs(M,N) existiert g ∈ N mit folgenden beiden Eigenschaften.

(i) g ist Cr auf ϕ−1(B1).
(ii) g und f stimmen auf M \ ϕ−1(B2) überein.

Ist W ⊆ M offen und f auf W schon Cr dann kann g so gewählt werden, dass
auch g auf W wieder Cr ist.

Beweis. O.B.d.A. sei s < r also auch s <∞. Nach Proposition 3.4.10 existiert
ε > 0 sodass{
h ∈ Cs(M,N)

∣∣∣ ‖ψ◦h◦ϕ−1−ψ◦f◦ϕ−1‖sB̄2
< ε, h|M\ϕ−1(B2) = f |M\ϕ−1(B2)

}
⊆ N .

Wenden wir Proposition 3.6.4 auf ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ∈ Cs(Rm,Rn) an erhalten wir ḡ ∈
Cs(Rm,Rn) sodass gilt

(i) ḡ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 auf Rm \B2.
(ii) ḡ ist C∞ auf B1

(iii) ‖ḡ − ψ ◦ f ◦ ϕ−1‖s
B̄2

< ε

(iv) ḡ ist Cr auf ϕ(U ∩W ).



52 STEFAN HALLER

Definiert man jetzt

g ∈ Cs(M,N), g(x) :=

{
f(x) x ∈M \ B̄2

(ψ−1 ◦ ḡ ◦ ϕ)(x) x ∈ U

dann hat dies alle gewünschten Eigenschaften. �

Satz 3.6.6. Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, und 0 ≤ s ≤ r ≤
∞. Dann ist Cr(M,N) dicht in Cs(M,N).

Beweis. O.B.d.A. sei M zusammenhängend. Sei f ∈ Cs(M,N) und U ⊆M ×
Jr(M,N) offen sodass

f ∈ N :=
{
h ∈ Cs(M,N)

∣∣ ∀x ∈M : (x, jrf(x)) ∈ U
}
.

Zu zeigen ist N ∩ Cr(M,N) 6= ∅.
Wähle einen abzählbaren lokal endlichen Atlas {(Ui, ϕi)}i∈N und eine Fami-

lie von Karten {(Vi, ψi)}i∈N, sodass f(Ui) ⊆ Vi, ϕi : Ui → Rm ist surjektiv und⋃
i∈N ϕ

−1
i (B1) = M , siehe Lemma 2.4.4. Man bemerke hier auch, dass jeder lo-

kal endliche Atlas auf einer zusammenhängenden Mannigfaltigkeit schon abzählbar
sein muss, da nach Satz 1.1.2 eine kompakte Ausschöpfung existiert. Nach Propo-
sition 3.6.5 können wir induktiv Abbildungen gi ∈ N mit folgenden beiden Eigen-
schaften konstruieren:

(i) gi ist Cr auf ϕ−1
0 (B1) ∪ · · · ∪ ϕ−1

i (B1), für alle 0 ≤ i.
(ii) gi stimmt mit gi−1 auf M \ ϕ−1

1 (B2) überein, für alle 1 ≤ i.
Setzte jetzt g(x) := limi→∞ gi(x). Da {Ui}i∈N lokal endlich ist, existiert für jedes
x ∈M eine Umgebung U ⊆M für die {i ∈ N|U ∩Ui 6= ∅} endlich ist. Also existiert
i0 ∈ N mit

U ⊆M \ Ui ⊆M \ ϕ−1
i (B2) für alle i ≥ i0.

Es folgt g|U = gi0 |U , und daher auch (y, jsg(y)) ∈ U für alle y ∈ U . Wir schließen
g ∈ N . Auch folgt aus (i) und

⋃
i∈N ϕ

−1
i (B1) = M , dass g eine Cr-Abbildung ist.

Also g ∈ N ∩ Cr(M,N) und daher N ∩ Cr(M,N) 6= ∅. �

Satz 3.6.7. Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, und 1 ≤ s ≤ r ≤
∞. Dann ist Immr(M,N) dicht in Imms(M,N), Subr(M,N) dicht in Subs(M,N),
Embr(M,N) dicht in Embs(M,N), Embrcl(M,N) dicht in Embscl(M,N) und es ist
Diffr(M,N) dicht in Diffs(M,N). Für 0 ≤ s ≤ r ≤ ∞ ist auch Propr(M,N) dicht
in Props(M,N).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Dichtheit von Immr(M,N) ⊆ Imms(M,N).
Sei f ∈ Imms(M,N) und O ⊆ Cs(M,N) offen mit f ∈ O. Wir müssen g ∈
Immr(M,N) ∩ O finden. Nach Proposition 3.5.3 dürfen wir O ⊆ Imms(M,N)
annehmen. Nach Satz 3.6.6 existiert g ∈ Cr(M,N) ∩ O. Wegen Immr(M,N) =
Imms(M,N) ∩Cr(M,N) folgt g ∈ Immr(M,N) ∩O. Der Beweis für die Dichtheit
der Submersionen, der Einbettungen, der abgeschlossenen Einbettungen, der Dif-
feomorphismen und der properen Abbildungen ist der selbe, nur verwendet man
jetzt statt Proposition 3.5.3 die entsprechenden Resultate in Abschnit 3.5. �

Korollar 3.6.8. Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, und 1 ≤ s ≤
r ≤ ∞. Sind M und N Cs-diffeomorph dann sind sie auch Cr-diffeomorph.
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Beweis. Nach Vorraussetzung ist Diffs(M,N) 6= ∅. Nach Satz 3.6.7 ist die
Menge Diffr(M,N) dicht in Diffs(M,N). Also ist auch Diffr(M,N) nicht leer und
daher M Cr-diffeomorph zu N . �

Bemerkenswerterweise bleibt Korollar 3.6.8 für und 0 = s < r ≤ ∞ nicht rich-
tig. Es gibt nicht diffeomorphe differenzierbare Mannigfaltigkeiten deren zugrunde-
liegende topologische Mannigfaltigkeiten homöomorph sind. Etwa existieren auf S7

endlich viele paarweise nicht diffeomorphe glatte Strukturen. Aber auch auf R4 exi-
stieren exotische glatte Strukturen, hier sogar überabzählbar viele paarweise nicht
diffeomorphe! Für n 6= 4 allerdings, existiert auf Rn, bis auf Diffeomorphismus, nur
eine glatte Struktur, die Standardstruktur.

3.7. Kompatible C∞-Strukturen. Wir werden nun die Resultate aus den
vorherigen Abschnitten verwenden um folgendes fundamentale Resultat zu bewei-
sen, siehe Satz 3.7.2 unten. Jede Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, besitzt eine kom-
patible C∞-Struktur. Mit anderen Worten, jede Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞,
ist Cr-diffeomorph zu einer C∞-Mannigfaltigkeit.

Wir beginnen mit

Proposition 3.7.1. Es sei f ∈ Cr(Rm,Rm), 0 ≤ r < ∞, N eine Umgebung
von f in Cr(Rm,Rm), und U ⊆ Rm offen. Dann existiert eine Umgebung N ′ von
f |U ∈ Cr(U,Rm) sodass für jedes h ∈ N ′ die Funktion

g : Rm → Rm, g(x) :=

{
h(x) x ∈ U
f(x) x ∈ Rm \ U

(50)

g ∈ N erfüllt.

Beweis. Auf

Jr(Rm,Rm) = Rm × Rm ×
∏

1≤k≤r

Lksym(Rm,Rm)

betrachte die folgende, die Topologie erzeugende Metrik,

d
(
(x, y, λ1, . . . , λr), (x̄, ȳ, λ̄1, . . . , λ̄r)

)
:= max

{
‖x− x̄‖, ‖y − ȳ‖, ‖λ1 − λ̄1‖, . . . , ‖λr − λ̄r‖

}
Nach Proposition 3.1.4 existiert ε ∈ C(Rm,R+) sodass{

g ∈ Cr(Rm,Rm
)∣∣∣ ∀x ∈ Rm : d

(
jrg(x), jrf(x)

)
< ε(x)

}
⊆ N .

Nach Proposition 2.4.6 existiert µ ∈ C1(Rm, [0,∞)) sodass µ−1(0) = Rm \ U .
Definiere

N ′ :=
{
h ∈ Cr(U,Rm)

∣∣∣ ∀x ∈ U : d
(
jrh(x), jrf(x)

)
< min{ε(x), µ(x)}

}
.

Da für x ∈ U gilt min{ε(x), µ(x)} > 0, ist dies eine Umgebung von f |U ∈ Cr(U,Rm),
siehe Proposition 3.1.4.

Sei nun h ∈ N ′ und g durch (50) definiert. Es ist zu zeigen g ∈ N . Wir zeigen
zuerst g ∈ Cr(Rm,Rm). Dafür genügt zu zeigen a := g−f ∈ Cr(Rm,Rm). Sicherlich
ist a|U∪(Rm\Ū) eine Cr-Abbildung. Sei also x ∈ Ū \ U . Nach Konstruktion gilt

∀y ∈ Rm ∀1 ≤ k ≤ r : ‖a(y)‖ ≤ µ(y), ‖(Dka)y‖ ≤ µ(y).
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Da µ(x) = 0 und a(x) = 0, gilt ‖a(y) − a(x)‖ = ‖a(y)‖ ≤ µ(y) = |µ(y) − µ(x)|.
Also ist a bei x stetig, und wir erhalten

‖a(y)− a(x)‖
‖y − x‖

≤ |µ(y)− µ(x)|
‖y − x‖

.

Da x ein Minimum von µ ist gilt Dµx = 0 also limy→x
|µ(y)−µ(x)|
‖y−x‖ = 0. Es folgt

lim
y→x

‖a(y)− a(x)‖
‖y − x‖

= 0,

also ist a bei x differenzierbar und Dax = 0. Dies gilt für alle x ∈ Ū \ U also ist a
auf Rm differenzierbar. Wegen ‖Day −Dax‖ = ‖Day‖ ≤ µ(y) = |µ(y) − µ(x)| ist
Da bei x stetig und damit a ∈ C1(Rm,Rm). Wir erhalten daraus aber auch

‖Day −Dax‖
‖y − x‖

≤ |µ(y)− µ(x)|
‖y − x‖

,

und da limy→x
|µ(y)−µ(x)|
‖y−x‖ = 0 folgt wieder

lim
y→x

‖Day −Dax‖
‖y − x‖

= 0.

Also ist Da bei x differenzierbar, D2ax = 0. Damit ist a auf Rm zweimal diffe-
renzierbar. Wegen ‖D2ay − D2ax‖ = ‖D2ay‖ ≤ µ(y) = |µ(y) − µ(x)| folgt so-
gar a ∈ C2(Rm,Rm). Induktiv fortfahrend zeigt man, dass a ∈ Cr(Rm,Rm) und
Dka = 0 auf Ū \ U , 1 ≤ k ≤ r.

Damit ist g = f + a ∈ Cr(Rm,Rm) und es gilt Dkgx = Dkfx für x ∈ Ū \ U
und 1 ≤ k ≤ r. Also gilt auch d

(
jrg(x), jrf(x)

)
< ε(x) für alle x ∈ Rm und damit

g ∈ N . �

Wir erinnern uns, dass eine Cr-Mannigfaltigkeit ein Paar (M,Dr) ist, wobei
M eine topologische Mannigfaltigkeit und Dr ein maximaler Cr-Atlas ist. Der ma-
ximale Cr-Atlas wird auch Cr-Struktur bezeichnet, siehe Abschnitt 2.1. Ist s ≤ r
und Ds eine Cs-Struktur auf M , also (M,Ds) eine Cs-Mannigfaltigkeit, dann hei-
ßen Ds und Dr kompatibel falls Dr ⊆ Ds. Äquivalent, jede Karte in Dr ist auch
Karte in Ds. Äquivalent, die von Dr induzierte Cs-Struktur stimmt mit Ds überein.
Oder wieder äquivalent, die identische Abbildung idM : (M,Dr)→ (M,Ds) ist ein
Cs-Diffeomorphismus.

Satz 3.7.2. Jede Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, besitzt eine kompatible C∞-
Struktur.

Beweis. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit Cr-Struktur Dr. O.B.d.A. sei M
zusammenhängend und r < ∞. Wähle einen abzählbaren Atlas {(Ui, ϕi)}i∈N von
M , sodass jede Karte ϕi : Ui → Rm surjektiv ist, siehe Lemma 2.4.4. Für i ∈ N
setzte Wi := U0 ∪ · · · ∪ Ui. Dann gilt⋃

i∈N
Wi = M und Wi ⊆Wi+1 für alle i ∈ N.

Wir werden nun induktiv C∞-Strukturen D∞i auf Wi konstruieren, sodass gilt:
(i) D∞i |Wi−1 = D∞i−1 für alle 1 ≤ i.
(ii) D∞i ⊆ Dr|Wi

für alle i ∈ N.
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Wir definieren die C∞-Struktur auf W0 durch den Atlas {(U0, ϕ0)}. Da dieser Atlas
nur aus einer Karte besteht sind alle Kartenwechsel glatt also induziert dies eine
C∞-Struktur D∞0 auf W0. Dann gelten (i) und (ii) trivialerweise für i = 0.

Angenommen D∞0 , . . . ,D∞i−1 sind schon konstruiert und erfüllen (i) und (ii).
Nach Satz 3.5.12 finden wir eine Umgebung N von ϕi ∈ Cr

(
(Ui,Dr|Ui

),Rm
)

mit

ϕi ∈ N ⊆ Diffr
(
(Ui,Dr|Ui

),Rm
)
. (51)

Nach Proposition 3.7.1 existiert eine Umgebung N ′ von

ϕi|Wi−1∩Ui
∈ Cr

(
(Wi−1 ∩ Ui,Dr|Wi−1∩Ui

),Rm
)

sodass für jedes h ∈ N ′ die Funktion

g : Ui → N, g(x) :=

{
ϕi(x) x ∈ Ui \Wi−1

h(x) x ∈Wi−1 ∩ Ui
(52)

g ∈ N erfüllt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt D∞i−1|Wi−1∩Ui
⊆ Dr|Wi−1∩Ui

. Also
existiert nach Satz 3.6.7 ein h ∈ N ′ mit

h ∈ C∞
(
(Wi−1 ∩ Ui,D∞i−1|Wi−1∩Ui),Rm

)
.

Für die durch (52) definierte Abbildung gilt g ∈ N . Wegen (51) ist

g ∈ Diffr
(
(Ui, Dr|Ui

),Rm
)

also ist g : Ui → Rm eine Karte von Dr|Ui . Da

g|Wi−1∩Ui
= h ∈ C∞

(
(Wi−1 ∩ Ui,D∞i−1|Wi−1∩Ui

),Rm
)

istD∞i−1∪{(Ui, g)} ein C∞-Atlas fürWi. Wir bezeichnen die induzierte C∞-Struktur
auf Wi mit D∞i . Offensichtlich gelten jetzt (i) und (ii) auch für i.

Wir haben also C∞-Strukturen auf Wi, i ∈ N, konstruiert die (i) und (ii)
erfüllen. Wegen (i) und

⋃
i∈N Wi = M ist

⋃
i∈ND∞i ein C∞-Atlas für M . Bezeichne

die induziert C∞-Struktur auf M mit D∞. Wegen (ii) gilt D∞|Wi
= D∞i ⊆ Dr|Wi

für alle i ∈ N, also auch D∞ ⊆ Dr, wieder wegen
⋃
i∈N Wi = M . Also ist D∞ eine

mit Dr kompatible C∞-Struktur auf M . �

Korollar 3.7.3. Jede Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, ist Cr-diffeomorph zu
einer C∞-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei (M,Dr) eine Cr-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 3.7.2 existiert eine
kompatible C∞-Struktur D∞ auf M . Die Kompatibilität, D∞ ⊆ Dr, besagt gerade,
dass die identische Abbildung idM : (M,Dr)→ (M,D∞) ein Cr-Diffeomorphismus
ist. �

Bemerkung 3.7.4. Satz 3.7.2 bleibt für r = 0 nicht richtig. Es gibt topologische
Mannigfaltigkeiten die keine C∞-Struktur besitzten. Nach Satz 3.7.2 besitzen diese
dann auch keine C1-Struktur.

4. Transversalität

Wir werden uns in diesem Kapitel teilweise auf glatte Mannigfaltigkeiten und
Abbildungen einschränken. Es sei nochmals betont, dass wir glatte Mannigfaltig-
keit und glatte Abbildung synonym mit C∞-Mannigfaltigkeit und C∞-Abbildungen
verwenden, siehe Definition 2.1.1 und Definition 2.2.1.
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Wir werden in diesem Kapitel auch gelegentlich auf separable Mannigfaltig-
keiten stoßen. Wir erinnern uns, vgl. Ende des Abschnittes 1.1, dass ein topologi-
scher Raum separabel heißt wenn er eine abzählbare dichte Teilmenge enthält. Aus
Satz 1.1.2 folgt sofort die Äquivalenz folgender Aussagen über eine (topologische)
Mannigfaltigkeit M :

(i) M ist separabel.
(ii) M besitzt eine kompakte Ausschöpfung.
(iii) M ist σ-kompakt.
(iv) M ist Lindelöf.
(v) M genügt dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom.
(vi) M hat höchstens abzählbar viele Zusammenhangskomponenten.

Aus (v) folgt dann, dass Teilmannigfaltigkeiten separabler Mannigfaltigkeiten wie-
der separabel sind.

4.1. Nullmengen. In diesem Abschnitt werden wir eine Klasse von kleinen
Teilmengen in differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kennen lernen, die sogenannten
Nullmengen. Sie sind klein in dem Sinn, dass ihre Komplemente dicht sind. Und
sie haben die angenehme Eigenschaft, dass abzählbare Vereinigungen von Nullmen-
gen wieder Nullmengen sind, siehe Proposition 4.1.4. Wir werden den Begriff der
Nullmenge verwenden um den Satz von Sard zu formulieren, siehe Abschnitt 4.2.

Wir erinnern uns, eine Teilmenge S ⊆ Rn heißt Nullmenge falls für jedes ε > 0
eine Folge (xi)i∈N und eine Folge (ri)i∈N existieren sodass

S ⊆
⋃
i∈N

Bri
(xi) und

∑
i∈N

vol(Bri
(xi)) ≤ ε.

Dabei bezeichnet Br(x) := {y ∈ Rn | ‖y − x| < r} den Ball mit Radius r und
Mittelpunkt x, und vol(Br(x)) = 2πn/2rn

nΓ(n/2) bezeichnet sein Volumen. Äquivalent kann
man hier mit abgeschlossenen Bällen oder Würfeln arbeiten und erhält offensichtlich
den selben Begriff einer Nullmenge.

Proposition 4.1.1. Für Teilmengen in Rn gilt:
(i) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
(ii) Abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
(iii) Der (abgeschlossene) Einheitsball ist keine Nullmenge.
(iv) Das Komplement einer Nullmengen ist dicht.
(v) Ist U ⊆ Rn offen, f ∈ C1(U,Rn) und S ⊆ U eine Nullmenge, dann ist

auch f(S) eine Nullmenge.
(vi) Jeder echte Teilraum von Rn ist Nullmenge.

Beweis. (i) ist trivial. Nun zu (ii). Seien (Sk)k∈N Nullmengen in Rn und sei
ε > 0. Für jedes k ∈ N existieren Folgen (xki )i∈N und (rki )i∈N sodass

Sk ⊆
⋃
i∈N

Brk
i
(xki ) und

∑
i∈N

vol(Brk
i
(xki )) ≤ 2−(k+1)ε.

Es folgt⋃
k∈N

Sk ⊆
⋃

(k,i)∈N2

Brk
i
(xki ) und

∑
(k,i)∈N2

vol(Brk
i
(xki )) ≤

∑
k∈N

2−(k+1)ε = ε.

Also ist auch
⋃
k∈N S

k eine Nullmenge.
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Nun zu (iii). Für eine Teilmenge X ⊆ Rn bezeichne χX : Rn → {0, 1} die
Indikatorfuntion von X, χ(x) = 1 falls x ∈ X, und χX(x) = 0 falls x /∈ X. Für r > 0
und x ∈ Rn ist χBr(x) Riemann integrierbar und es gilt

∫
Rn χBr(x) = vol(Br(x)).

Überdecken die Bälle Bri(xi), i ∈ N, den Einheitsball B̄1, dann müssen wegen der
Kompaktheit von B̄1 schon endlich viele davon B̄1 überdecken. Also existiert k ∈ N
mit B1 ⊆ B̄1 ⊆

⋃k
i=1Bri

(xi) und damit χB1 ≤
∑k
i=1 χBri

(xi). Folglich

vol(B1) =
∫

Rn

χB1 ≤
∫

Rn

k∑
i=1

χBri
(xi) =

k∑
i=1

∫
Rn

χBri
(xi) =

k∑
i=1

vol(Bri
(xi)),

und daher kann B̄1 ⊆ Rn keine Nullmenge sein.
Nun zu (iv). Sei S ⊆ Rn eine Nullmenge. Indirekt angenommen Rn \S ist nicht

dicht in Rn. Dann existiert x ∈ Rn und ε > 0 sodass Bε(x) ⊆ S. Nach (i) ist daher
Bε(x) eine Nullmenge. Damit wäre jeder Ball mit Radius ε eine Nullmenge. Wegen
(ii) ist dann auch der Einheitsball eine Nullmenge, aber dies widerspricht (iii).

Um (v) zu zeigen bemerken wir zuerst, dass wegen (ii) o.B.d.A. S ⊆ BR(0) ⊆
B̄R′(0) ⊆ U für gewisse 0 < R < R′. Für x, x+ h ∈ B̄R′(0) gilt

|f(x+ h)− f(x)| =
∣∣∣∫ 1

0

(Dfx+th)(h)dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

‖Dfx+th‖|h|dt ≤ C|h|

mit C := supy∈B̄R′ (0)
‖Dfy‖. Es folgt f(Br(x)) ⊆ BCr(f(x)) für jeden Ball Br(x) ⊆

B̄R′(0). Ist jetzt ε > 0 gegeben, dann finden wir Folgen (xi)i∈N und (ri)i∈N mit

S ⊆
⋃
i∈N

Bri
(xi) und

∑
i∈N

vol(Bri
(xi)) ≤ ε/Cn.

Da S ⊆ BR(0) dürfen wir annehmen, dass Bri
(xi) ⊆ B̄R′(0) für alle i ∈ N. Es folgt

dann f(S) ⊆
⋃
i∈N f(Bri(xi)) ⊆

⋃
i∈N BCri(f(xi)) und∑

i∈N
vol(BCri

(f(xi))) = Cn
∑
i∈N

vol(Bri
(xi)) ≤ ε.

Damit ist also auch f(S) eine Nullmenge.
Um (vi) zu sehen genügt es wegen (v) und (i) zu zeigen, dass Rn−1 ⊆ Rn

eine Nullmenge ist. Nach (ii) genügt es zu zeigen, dass der Einheitsball Bn−1 ⊆
Rn−1 eine Nullmenge in Rn ist. Für k ∈ N kann man Bn−1 ⊆ Rn−1 durch kn−1

viele (n − 1)-dimensionalen Bälle mit Radius C/k überdecken, wobei C >
√
n− 1

unabhängig von k gewählt werden kann. Also kann auch Bn−1 ⊆ Rn durch kn−1

viele n-dimensionalen Bälle mit Radius C/k überdeckt werden. Die Summe der
n-dimensionale Volumina all dieser Bälle ist kn−1 vol(BnC/k) = Cnk−1 vol(Bn1 ) und
dies konvergiert gegen 0 wenn k →∞. Folglich ist Bn−1 ⊆ Rn eine Nullmenge. �

Definition 4.1.2 (Nullmengen in Mannigfaltigkeiten). Es sei M eine C1-
Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge S ⊆ M heißt Nullmenge von M falls für jede
Karte ϕ : U → Rn die Teilmenge ϕ(U ∩ S) ⊆ Rn eine Nullmenge ist.

Proposition 4.1.3. Ist A ein Atlas einer C1-Mannigfaltigkeit M dann gilt:
S ⊆ M ist genau dann Nullmenge wenn ϕ(U ∩ S) eine Nullmenge ist für alle
(U,ϕ) ∈ A.

Beweis. Angenommen ϕ(U ∩ S) ist Nullmenge für alle (U,ϕ) ∈ A, und sei
ψ : V → Rn eine beliebige Karte von M . Es ist zu zeigen, dass ψ(V ∩S) ⊆ Rn eine
Nullmenge ist. Als offene Teilmenge von Rn ist ψ(V ) σ-kompakt, d.h. Vereinigung
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abzählbar vieler kompakter Teilmengen. Daher existieren abzählbar viele (Ui, ϕi) ∈
A, i ∈ N, mit V ⊆

⋃
i∈N Ui. Nach Voraussetzung ist jedes ϕi(Ui ∩ S), also auch

ϕi(V ∩ Ui ∩ S), Nullmenge, i ∈ N. Nach Proposition 4.1.1(v) ist damit auch jedes
ψ(V ∩ Ui ∩ S) = (ψ ◦ ϕ−1

i )(ϕi(V ∩ Ui ∩ S)) Nullmenge, i ∈ N. Da

ψ(V ∩ S) =
⋃
i∈N

ψ(V ∩ Ui ∩ S)

ist nach Proposition 4.1.1(ii) auch ψ(V ∩ S) eine Nullmenge. �

Aus Proposition 4.1.1 und Proposition 4.1.3 erhalten wir sofort

Proposition 4.1.4. Für Teilmengen einer C1-Mannigfaltigkeit gilt:
(i) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
(ii) Abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
(iii) Das Komplement einer Nullmenge ist dicht.
(iv) Eine Teilmenge ist genau dann Nullmenge wenn ihr Durchschnitt mit

jeder Zusammenhangskomponente Nullmenge in dieser Zusammenhangs-
komponente ist.

Zu erwähnen wäre vielleicht noch folgende einfache Version des Satzes von Sard
die sich mühelos aus Proposition 4.1.1 herleiten läßt.

Proposition 4.1.5. Sei M eine separable Mannigfaltigkeit mit dim(M) = m,
sei N eine Mannigfaltigkeit mit dim(N) = n > m und sei f ∈ C1(M,N). Dann ist
f(M) Nullmenge in N .

Beweis. Es sei ϕ : U → Rm eine Karte von M und ψ : V → Rn ei-
ne Karte von N sodass f(U) ⊆ V . Da M separabel ist kann M mit abzähl-
bar vielen solchen Karten überdeckt werden und es genügt daher zu zeigen, dass
ψ(f(U) ∩ V ) Nullmenge ist, siehe Proposition 4.1.4(ii). Sei U ′ := ϕ(U) und setzte
g := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : U ′ → Rn. Dann ist also zu zeigen, dass g(U ′) ⊆ Rn Null-
menge ist. Es bezeichne ι : U ′ → U ′ × Rn−m die Inklusion ι(x) := (x, 0) und
π : U ′ × Rn−m → Rn die Abbildung π(x, y) := g(x). Dann gilt g = π ◦ ι. Nach
Proposition 4.1.1(vi) ist ι(U ′) Nullmenge. Nach Proposition 4.1.1(v) ist daher auch
g(U ′) = π(ι(U ′)) Nullmenge. �

Bemerkung 4.1.6. Die Separabilitätsvoraussetzung an M in Proposition 4.1.5
ist wesentlich wie an folgendem Beispiel beobachtet werden kann. Sei N eine glatte
Mannigfaltigkeit und n = dim(N) > 0. Sei M die 0-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit zugrundeliegender MengeN und diskreter Topologie.M hat also überabzählbar
viele Zusammenhangskomponenten. Die identische Abbildung M → N ist glatt,
aber ihr Bild stimmt mit N überein, ist also keine Nullmenge.

Bemerkung 4.1.7. Der Begriff der Nullmenge in topologischen Mannigfal-
tigkeiten ist nicht sinnvoll. Dies liegt daran, dass es Homöomorphismen gibt die
Nullmengen in Rn auf nicht-Nullmengen abbilden. Insbesondere bleibt Propositi-
on 4.1.1(v) für stetige f nicht richtig (flächenfüllende Kurven.)

Als erste Anwendung dieser sehr einfachen Version des Satzes von Sard, siehe
Proposition 4.1.5, soll folgendes Resultat dienen. In der Sprache der Homotopie-
theorie besagt es, dass für m < n die m-te Homotopiegruppe von Sn verschwindet,
πm(Sn) = 0. Insbesondere ist Sn einfach zusammenhängend für n ≥ 2.
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Satz 4.1.8. Es sei m < n und f : Sm → Sn stetig. Dann ist f nullhomotop,
d.h. es existiert y0 ∈ Sn und eine stetige Abbildung H : Sm × [0, 1] → Sn sodass
H(x, 0) = f(x) und H(x, 1) = y0 für alle x ∈ Sm.

Beweis. Nach Satz 3.6.6 existiert g ∈ C∞(Sm, Sn) mit |g(x) − f(x)| < 1 für
alle x ∈ Sm. Für jedes x ∈ Sm enthält die Strecke von f(x) nach g(x) nicht den
Nullpunkt. Also ist

F : Sm × [0, 1]→ Sn, F (x, t) :=
tg(x) + (1− t)f(x)
|tg(x) + (1− t)f(x)|

stetig und es gilt F (x, 0) = f(x) und F (x, 1) = g(x) für alle x ∈ Sm. Nach Pro-
position 4.1.5 und Proposition 4.1.4(iii) existiert y ∈ Sn \ g(Sm). Wähle einen
Homöomorphismus ϕ : Sn \ {y} → Rn, siehe Abschnitt 1.2. Definiere

G : Sm × [0, 1]→ Sn, G(x, t) := ϕ−1
(
(1− t)ϕ(g(x))

)
.

Dann gilt G(x, 0) = g(x) und G(x, 1) = y0 := ϕ−1(0), für alle x ∈ Sm. Man erhält
die gewünschte Abbildung H nun durch Komposition von F und G, genauer

H : Sm × [0, 1]→ Sn, H(x, t) :=

{
F (x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
G(x, 2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

. �

4.2. Der Satz von Sard. Wir erinnern uns an die Definition der regulären
Werte einer differenzierbaren Abbildung f ∈ C1(M,N), siehe Definition 2.3.7. Jeder
Punkt in N der nicht regulärer Wert ist heißt kritischer Wert von f . Der Satz von
Sard besagt grob gesprochen, dass fast jeder Wert einer glatten Abbildung regulär
ist. Genauer erinnern wir uns an folgenden Satz der Analysis. Ein Beweis findet
sich etwa in [J94, Kapitel 6], [H94, Kapitel 3.1] oder [M65, Chapters 2 and 3].

Satz 4.2.1 (Satz von Sard). Es sei U ⊆ Rm eine offene Teilmenge und f :
U → Rn glatt. Dann ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge.

Bemerkung 4.2.2. Für U ⊆ Rm offen und f ∈ Cr(U,Rn) mit

r > max{0,m− n}
gilt immer noch, dass die Menge der kritischen Werte eine Nullmenge ist. Ohne die
subtile Zusatzvorraussetzung an die Differenzierbarkeit von f wird der Satz falsch!

Satz 4.2.3 (Satz von Sard globale Version). Sei M eine separable glatte Man-
nigfaltigkeiten, N eine glatte Mannigfaltigkeit und f : M → N eine glatte Abbil-
dung. Dann ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge in N .

Beweis. Wähle einen lokal endlichen Atlas (Uα, ϕα)α∈A von M , und eine Fa-
milie von Karten (Vα, ψα)α∈A von N sodass f(Uα) ⊆ Vα für alle α ∈ A. Da M
separabel und der Atlas (Uα, ϕα)α∈A lokal endlich ist, kann A höchstens abzählbar
sein. Nach Proposition 4.1.4(ii) genügt es also zu zeigen, dass die Menge der kriti-
schen Werte von f |Uα : Uα → N eine Nullmenge bilden, für alle α ∈ A. Äquivalent
dazu, genügt es zu zeigen, dass die Menge der kritischen Werte von ψα ◦ f ◦ ϕ−1

α

eine Nullmenge bilden, für alle α ∈ A. Dies folgt aber aus Satz 4.2.1. �

Mittels Proposition 4.1.4(iii) erhalten wir sofort

Korollar 4.2.4 (Brown). Sei M eine separable glatte Mannigfaltigkeiten, N
eine glatte Mannigfaltigkeit und f : M → N eine glatte Abbildung. Dann ist die
Menge der regulären Werte von f dicht in N .
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Bemerkung 4.2.5. Wieder ist die Separabilitätsvorraussetzung an M essenti-
ell, vgl. Bemerkung 4.1.6.

Bemerkung 4.2.6. Ist dim(M) = m < n = dim(N) dann stimmt die Men-
ge der kritischen Werte von f ∈ C1(M,N) mit f(M) überein. In dieser Situation
besagt Satz 4.2.3, dass f(M) eine Nullmenge ist für f ∈ C∞(M,N), vgl. Proposi-
tion 4.1.5. Verwendet man die stärkere Version des Satzes von Sard, siehe Bemer-
kung 4.2.2, erhält man die volle Aussage von Proposition 4.1.5.

Der Satz von Sard, das Approximationsresultat Satz 3.6.6 und die Klassifikation
der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand führen zu einem analytischen Be-
weis des folgenden fundamentalen Resultats. Klassische Beweise mittels Homotopie-
oder Homologietheorie findet man in jedem Lehrbuch für algebraische Topologie,
siehe etwa [H02, Corollary 2.15] oder [SZ88, Satz 11.1.1].

Satz 4.2.7. Es gibt keine stetige Retraktion B̄n → Sn−1. Genauer, es gibt
keine stetige Abbildung vom abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball auf die
(n− 1)-dimensionale Einheitssphäre die die Punkte der Sphäre fixiert.

Beweis. Indirekt angenommen es gibt eine stetige Abbildung f : B̄n → Sn−1

mit f(x) = x für alle x ∈ Sn−1. Wähle eine stetige Abbildung φ : R → [0, 3] mit
φ(t) = 1/t für t ≥ 1/3, und definiere

f̃ : Rn → Sn−1, f̃(x) := f(φ(|x|)x).

Dann gilt
x ∈ Rn, |x| ≥ 1/3 ⇒ f̃(x) = x/|x|.

Nach Satz 3.6.6 finden wir eine glatte Abbildung g : Rn → Sn−1 mit |f̃(x)−g(x)| <
1 für alle x ∈ Rn. Beachte, dass daher für |x| ≥ 1/3 die Strecke von g(x) nach
f̃(x) = x/|x| nicht 0 ∈ Rn enthält. Wähle eine glatte Funktion λ : R→ [0, 1] sodass
λ(t) = 0 für alle t ≤ 1/3 und λ(t) = 1 für alle t ≥ 2/3 gilt, siehe Lemma 2.4.2.
Damit können wir eine glatte Abbildung

h : Rn → Sn−1, h(x) :=
(1− λ(|x|))g(x) + λ(|x|) x

|x|∣∣(1− λ(|x|))g(x) + λ(|x|) x
|x|
∣∣

definieren die auch

x ∈ Rn, |x| ≥ 2/3 ⇒ h(x) = x/|x| (53)

erfüllt. Insbesondere ist h eine Retraktion, h(x) = x für alle x ∈ Sn−1. Nach dem
Satz von Sard, siehe Korollar 4.2.4, existiert ein regulärer Wert y ∈ Sn−1 von
h. Nach Satz 2.3.8 ist h−1(y) eine abgeschlossene 1-dimensionale Teilmannigfal-
tigkeit von Rn. Zusammen mit (53) folgt, dass M := h−1(y) ∩ B̄n eine kompakt
1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist und ∂M = {y} gilt. Dies wider-
spricht aber der Tatsache, dass die Anzahl der Randpunkte einer kompakten 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeit gerade sein muss, siehe Korollar 1.5.6. Also kann
es keine stetige Retraktion B̄n → Sn−1 geben. �

Schließlich sei noch eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.2.7 erwähnt.

Satz 4.2.8 (Browerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung B̄n → B̄n be-
sitzt einen Fixpunkt.
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Beweis. Indirekt angenommen es gäbe eine fixpunktfreie stetige Abbildung
f : B̄n → B̄n. Dies erlaubt die Definition einer stetigen Abbildung g : B̄n →
Sn−1 indem x ∈ B̄n auf den Durchschnitt des Strahles von f(x) nach x mit Sn−1

abgebildet wird. Expliziter, g(x) := x+ t(x)(x− f(x)) mit

t(x) :=
−〈x, x− f(x)〉+

√
〈x, x− f(x)〉2 + (1− |x|2)|x− f(x)|2
|x− f(x)|2

.

Da g die Punkte in Sn−1 fix läßt ist g : B̄n → Sn−1 eine Retraktion. Dies wider-
spricht aber Satz 4.2.7, also muss f einen Fixpunkt besitzen. �

4.3. Transversalität. Für zwei differenzierbare Teilmannigfaltigkeiten A ⊆
M und B ⊆M wird deren Durchschnitt A ∩B i.A. keine Teilmannigfaltigkeit von
M sein. Betrachte etwa eine Cr-Mannigfaltigkeit M , 1 ≤ r ≤ ∞, eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge K ⊆ M und wähle eine Cr-Funktion f : M → R deren
Nullstellenmenge mit K übereinstimmt, siehe Satz 2.4.6. Dann sind A := M × {0}
und B := graph(f) := {(x, f(x)) | x ∈ M} Cr-Teilmannigfaltigkeiten von M × R.
Aber A ∩ B = {(x, 0) | x ∈ K} ist i.A. keine Teilmannigfaltigkeit. Der Begriff der
Transversalität liefert unter anderem ein brauchbares Kriterium welches garantiert,
dass der Durchschnitt zweier Teilmannigfaltigkeiten wieder eine Teilmannigfaltig-
keit ist, siehe Korollar 4.3.5.

Definition 4.3.1 (Transversalität). Es seien M , N und P drei C1-Mannigfal-
tigkeiten. Zwei Abbildungen f ∈ C1(M,N) und g ∈ C1(P,N) heißen transversal
falls für alle x ∈ M und alle z ∈ P mit f(x) = g(z) folgendes gilt: Für eine (und
dann jede) Karte ϕ : U → Rm von M mit x ∈ U , und eine (und dann jede) Karte
ρ : W → Rp von P mit z ∈W , und eine (und dann jede) Karte ψ : V → Rn von N
mit y := f(x) = g(z) ∈ V , gilt

img
(
D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x)

)
+ img

(
D(ψ ◦ g ◦ ρ−1)ρ(z)

)
= Rn, (54)

d.h. die Bilder der Differentiale

D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x) : Rm → Rn und D(ψ ◦ g ◦ ρ−1)ρ(z) : Rp → Rn

spannen zusammen ganz Rn auf. Ist A ⊆ N eine C1-Teilmannigfaltigkeit dann
heißt f transversal zu A falls die Inklusion ιA : A → N transversal zu f ist.
Zwei C1-Teilmannigfaltigkeiten A und B von N heißen transversal wenn die beiden
Inklusionen ιA : A→ N und ιB : B → N transversal sind.

Bemerkung 4.3.2. Jede Abbildung f ∈ C1(M,N) mit f(M)∩A = ∅ ist trans-
versal zu A. Eine submersive Abbildung ist transversal zu jeder Teilmannigfaltig-
keit. Auch ist jede Abbildung f ∈ C1(M,N) transversal zu N . Ist y ∈ N dann ist
eine Abbildung f ∈ C1(M,N) genau dann transversal zu der 0-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeit {y} ⊆ N wenn y ein regulärer Wert von f ist, siehe Abschnitt 2.3.
Gilt dim(M) = m, dim(N) = n, dim(A) = k und m + k < n dann ist eine Abbil-
dung f ∈ C1(M,N) genau dann transversal zu A falls f(M) ∩ A = ∅, da ja die
Bedingung (54) aus Dimensionsgründen nie erfüllt sein kann.

Der Begriff der Transversalität erlaubt die folgende Verallgemeinerung von
Satz 2.3.8.

Satz 4.3.3. Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, A ⊆ N eine Cr-
Teilmannigfaltigkeit und f ∈ Cr(M,N) transversal zu A, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann ist
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f−1(A) ⊆M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit. Gilt weiters dim(M) = m, dim(N) = n
und dim(A) = a dann hat f−1(A) die Dimension m− n+ a.

Beweis. Setze S := f−1(A) ⊆ M . Sei x ∈ S. Wähle eine Teilmannigfaltig-
keitskarte ψ : V → Rn mit f(x) ∈ V und ψ(V ∩ A) = ψ(V ) ∩ Rk ⊆ Rn. Betrachte
die offene Teilmenge U := f−1(V ) ⊆M . Es genügt zu zeigen, dass S ∩ U eine Cr-
Teilmannigfaltigkeit von U ist. Es bezeichne π : Rn → Rn/Rk = Rn−k die natürliche
Projektion. Dann ist g := π ◦ ψ ◦ f ∈ Cr(U,Rn−k) und es gilt S ∩ U = g−1(0). Da
f transversal zu A ist, ist 0 ein regulärer Wert von g. Nach Satz 2.3.8 ist daher
S ∩ U = g−1(0) eine Cr-Teilmannigfaltigkeit von U . �

Korollar 4.3.4. Ist f ∈ Subr(M,N) und ist A ⊆ N eine Cr-Teilmannig-
faltigkeit, dann ist f−1(A) ⊆ M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞. Gilt
weiters dim(M) = m, dim(N) = n und dim(A) = a dann hat f−1(A) Dimension
m− n+ a.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 4.3.3 und der Tatsache, dass f als Submer-
sion transversal zu A ist, siehe Bemerkung 4.3.2. �

Korollar 4.3.5. Sind A und B zwei transversale Cr-Teilmannigfaltigkeiten
von M , 1 ≤ r ≤ ∞. Dann ist auch A ∩ B ⊆ M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit. Ist
weiters dim(M) = m, dim(A) = a und dim(B) = b dann hat A ∩ B Dimension
a+ b−m.

Beweis. Es bezeichne ιMB : B →M die Inklusion. Dann ist ιMB eine Einbettung
und transversal zu A. Nach Satz 4.3.3 ist A ∩ B = (ιMB )−1(A) ⊆ B eine Cr-
Teilmannigfaltigkeit, d.h. die Inklusion ιBA∩B : A ∩ B → B ist eine Einbettung.
Als Komposition von Einbettungen ist ιMA∩B = ιMB ◦ ιBA∩B : A ∩ B → M auch eine
Einbettung. Nach Satz 2.3.13 ist also A∩B ⊆M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit. �

Bemerkung 4.3.6. Das Kriterium in Korollar 4.3.5 ist nur hinreichend, nicht
notwendig. Ist etwa A ⊆M eine Cr-Teilmannigfaltigkeit mit dimA < dimM , dann
sind A und B := A sicher nicht transversal, jedoch ist ihr Durchschnitt A∩B = A
wieder eine Teilmannigfaltigkeit.

4.4. Der Transversalitätssatz. Eine Version des Transversalitẗssatzes be-
sagt, dass für eine fixe glatte Teilmannigfaltigkeit A ⊆ N fast alle glatten f : M →
N transversal zu A sind, siehe Satz 4.4.8 unten. Wir werden in diesem Abschnitt das
“fast alle” präzisieren und eine stärkere Version des Transversalitätssates beweisen,
siehe Satz 4.4.7. Ein wesentliches Hilfsmittel wird der Satz von Sard sein, aber auch
die Baire Eigenschaft von C∞(M,N) werden wir verwenden, siehe Satz 3.4.12.

Wir sagen zwei Jets [x, f, U ] ∈ J1(M,N) und [z, g,W ] ∈ J1(P,N) sind trans-
versal wenn entwender f(x) 6= g(z) oder, falls y := f(x) = g(z), dann gilt bezüglich
einem (und dann jedem) Trippel von Karten ϕ, ψ : W → Rn, ρ von M , N , P um
x, y, z

img
(
D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x)

)
+ img

(
D(ψ ◦ g ◦ ρ−1)ρ(z)

)
= Rn.

Zwei Abbildungen f ∈ C1(M,N) und g ∈ C1(P,N) sind also genau dann transver-
sal wenn (j1f)(x) und (j1g)(z) transversal sind für alle x ∈M und alle z ∈ P , vgl.
Definition 4.3.1.

Lemma 4.4.1. Es sei M eine C1-Mannigfaltigkeit, A ⊆ N eine C1-Teilmannig-
faltigkeit und K ⊆ A sodass K ⊆ N abgeschlossen ist. Dann ist

T :=
{
γ ∈ J1(M,N)

∣∣ ∀y ∈ K : γ transversal zu (j1ιA)(y)
}
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offen in J1(M,N), wobei ιA : A→ N die kanonische Einbettung bezeichnet.

Beweis. Es sei γ = [x, f,W ] ∈ T . Gilt f(x) /∈ K dann hat wegen der Abge-
schlossenheit von K eine ganze Umgebung von γ ∈ J1(M,N) dieselbe Eigenschaft
und ist daher in T enthalten. Sei also f(x) ∈ K. Wähle eine Teilmannigfaltigkeits-
karte ψ : V → Rn mit ψ(A ∩ V ) = ψ(V ) ∩ Rk und f(x) ∈ V . Wähle weiters eine
Karte ϕ : U → Rm mit x ∈ U . Da γ ∈ T gilt

img
(
D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x)

)
+ Rk = Rn.

Diese Bedingung ist äquivalent dazu, dass der obere (n− k)×m-Block der n×m-
MatrixD(ψ◦f◦ϕ−1)ϕ(x) vollen Rang hat. Die Menge dieser Matrizen ist offen da sie
durch das Nichtverschwinden gewisser stetiger Funktionen (Minoren) beschrieben
werden kann. Ist also γ′ = [x′, f ′,W ′] hinreichend nahe bei γ dann gilt wieder

img
(
D(ψ ◦ f ′ ◦ ϕ−1)ϕ(x′)

)
+ Rk = Rn,

also ist γ′ transversal zu (j1ιA)(f ′(x)) und damit ist γ′ ∈ T . �

Proposition 4.4.2. Es sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, L ⊆ M
abgeschlossen, A ⊆ N eine Cr-Teilmannigfaltigkeit und K ⊆ A sodass K ⊆ N
abgeschlossen ist. Dann ist{

f ∈ Cr(M,N)
∣∣∣ ∀x ∈ L∀y ∈ K : (j1f)(x) ist transversal zu (j1ιA)(y)

}
(55)

offen in Cr(M,N). Insbesondere ist die Menge der f ∈ Cr(M,N) die transversal
zu einer abgeschlossenen Teilmannigfaltigkeit sind offen in Cr(M,N).

Beweis. Da die Inklusion Cr(M,N)→ C1(M,N) stetig ist dürfen wir o.B.d.A.
r = 1 annehmen. Nach Lemma 4.4.1 ist

T :=
{
γ ∈ J1(M,N)

∣∣ ∀y ∈ K : γ ist transversal zu (j1ιA)(y)
}

offen in J1(M,N). Also ist, siehe Proposition 3.1.1{
g ∈ C0(M,J1(M,N))

∣∣ g(L) ⊆ T
}

offen in C0(M,J1(M,N)). Daher ist auch{
f ∈ C1(M,N)

∣∣ (j1f)(L) ⊆ T
}

offen in C1(M,N). Da diese Menge mit (55) übereinstimmt folgt der erste Teil der
Proposition. Ist A ⊆ N eine abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit folgt die zweite
Aussage der Proposition aus der ersten mit K = A und L = M . �

Bemerkung 4.4.3. Ist A nicht abgeschlossen, dann ist die Menge der zu A
transversalen Abbildungen nicht notwendigerweise offen. Betrachte etwa die ein-
punktige Mannigfaltigkeit M = {∗}, N := R2, A := {(x, 0) | 0 < x < 1} und
die Einbettung f : M → N , f(∗) = (0, 0). Da f(M) ∩ A = ∅ ist f transversal
zu der Teilmannigfaltigkeit A. Aber für ε > 0 ist die Einbettung fε : M → N ,
fε(∗) := (ε, 0), nicht transversal zu A. Also existiert in jeder Umgebung von f eine
Abbildung die nicht transversal zu A ist. Folglich ist die Menge der zu A transver-
salen Abbildungen nicht offen.

Definition 4.4.4 (Residuale Teilmengen). Eine Teilmenge eines topologischen
Raumes heißt residual falls sie den Durchschnitt abzählbar vieler offener und dichter
Teilmengen enthält.
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Bemerkung 4.4.5. Offenbar sind abzählbare Durchschnitte residualer Mengen
wieder residual. Ist A ⊆ B und ist A residual dann auch B. Hat ein topologischer
Raum die Baire Eigenschaft (siehe den Absatz vor Satz 3.1.9) dann ist jede residuale
Menge dicht. Aus Satz 3.4.12 erhalten wir, dass residuale Teilmengen von Cr(M,N)
dicht sind, 0 ≤ r ≤ ∞.

Proposition 4.4.6. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Dann ist
Jr(M,N) in natürlicher Weise eine glatte Mannigfaltigkeit, 0 ≤ r <∞.

Beweis. Es seien AM und AN glatte Atlanten von M und N . Wir haben in
Proposition 3.2.1 eine Atlas {θrψ,ϕ}(ϕ,ψ)∈AM×AN

für Jr(M,N) konstruiert. Offen-
sichtlich sind seine Kartenwechselabbildungen (siehe Beweis von Proposition 3.2.1)
glatt, da AM und AN glatte Atlanten sind. �

Satz 4.4.7 (Transversalität für Jets). Es seinen M und N glatte Mannigfaltig-
keiten, 0 ≤ r < ∞, und A ⊆ Jr(M,N) eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Dann ist
die Menge der f ∈ C∞(M,N) für die jrf : M → Jr(M,N) transversal zu A ist,
residual (und daher insbesondere dicht) in C∞(M,N).

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes schreiten seien noch einige Folgerungen
und Anwendungen erwähnt.

Satz 4.4.8 (Transversalität). Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
A ⊆ N eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Dann ist die Menge der f ∈ C∞(M,N) die
transversal zu A sind, residual (und daher insbesondere dicht) in C∞(M,N).

Beweis. Betrachte die glatte Teilmannigfaltigkeit Ã := M × A ⊆ M × N =
J0(M,N). Offensichtlich ist f ∈ C∞(M,N) transversal zu A genau dann wenn j0f :
M → J0(M,N) transversal zu Ã ist. Also folgt die Behauptung aus Satz 4.4.7. �

Bemerkung 4.4.9. Obwohl wir oft nur an der Dichtheit einer Menge von Ab-
bildungen interessiert sind, hat die Formulierung mit Hilfe residualer Teilmengen
einen Vorteil den wir auch im Beweis von Satz 4.5.3 verwenden werden. Sind et-
wa Ai endliche viele glatte Teilmannigfaltigkeiten von N dann ist die Menge der
f ∈ C∞(M,N) die transversal zu allen Ai sind als Durchschnitt von residualen
Teilmengen wieder residual, insbesondere dicht. Wüßten wir bloß, dass die Menge
der f ∈ C∞(M,N) die zu einem einzelnen Ai transversal sind dicht in C∞(M,N)
ist, könnten wir nichts über die f ∈ C∞(M,N) die zu allen Ai transversal sind
schließen, da ja schon der Durchschnitt zweier dichter Teilmengen leer sein kann.

Beispiel 4.4.10 (Transversale Teilmannigfaltigkeiten). Es seien A und B zwei
glatte Teilmannigfaltigkeiten von M . Es bezeichne ιA ∈ Emb∞(A,M) die kanoni-
sche Inklusion. Nach Satz 3.5.7 ist Emb∞(A,M) offen in C∞(A,M). Nach Satz 4.4.8
existiert daher in jeder Umgebung von ιA eine glatte Einbettung f ∈ Emb∞(A,M)
die transversal zu B ist. Nach Satz 2.3.13 ist A′ := f(A) ⊆ M eine Teilmannig-
faltigkeit und transversal zu B. Grob zusammenfassend: “Beliebig nahe (bzgl. der
C∞-Topologie) an A existiert eine Teilmannigfaltigkeit A′ ⊆ M die transversal zu
B ist.”

Beispiel 4.4.11 (Morse Funktionen). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und f : M → R hinreichend differenzierbar. Ein Punkt x ∈ M heißt kritischer
Punkt von f falls D(f ◦ ϕ−1)ϕ(x) = 0 in einer (und dann jeder) Karte ϕ : U → Rm
von M mit x ∈ U . Ein kritischer Punkt x von f heißt nicht-degeneriert falls die
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Hessesche D2(f ◦ϕ−1)ϕ(x) ∈ L2(Rm; R) bezüglich einer (und dann jeder Karte) ϕ :
U → Rm vonM mit x ∈ U , eine nicht-degenerierte (symmetrische) Bilinearform ist.
Eine Funktion f heißt Morse Funktion falls jeder kritische Punkt nicht-degeneriert
ist. Sei A0 ⊆ J1(M,N) die Menge der 1-Jets [x, f,W ] sodass in einer (und dann
jeder) Karte ϕ von M gilt D(f ◦ ϕ−1)ϕ(x) = 0. Es ist leicht zu zeigen, dass A0 ⊆
J1(M,R) eine abgeschlossene glatte Teilmannigfaltigkeit ist, vgl. das allgemeinere
Resultat in Proposition 4.5.2 unten. Offensichtlich ist f eine Morse Funktion genau
dann wenn j1f : M → J1(M,R) transversal zu A0 ist. Nach Satz 4.4.7 ist die
Menge der glatten Morse Funktionen dicht in C∞(M,R). Nach Proposition 4.4.2
ist sie auch offen. Insbesondere existiert auf jeder glatten Mannigfaltigkeit eine
glatte Morse Funktion. Da die Menge der kritischen Punkte von f mit (j1f)−1(A0)
übereinstimmt, können wir aus Satz 4.3.3 schließen, dass die Menge der kritischen
Punkte einer Morse Funktion eine 0-dimensionale Teilmannigfaltigkeit (also eine
Menge isolierter Punkte) von M bilden. Morse Funktionen stellen ein wesentliches
Werkzeug bei der Untersuchung der Topologie von Mannigfaltigkeiten dar, siehe
etwa [M63].

Nun aber zum Beweis von Satz 4.4.7. Aus dem Satz von Sard erhalten wir
folgendes erste Resultat zur Existenz transversaler Abbildungen.

Proposition 4.4.12. Es seien M und P separable glatte Mannigfaltigkeiten,
N eine glatte Mannigfaltigkeit und A ⊆ N eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Weiters
sei F : P ×M → N glatt und transversal zu A. Dann ist die Menge der z ∈ P für
die

Fz : M → N, Fz(x) := F (z, x)

nicht transversal zu A ist eine Nullmenge.

Beweis. Nach Satz 4.3.3 ist Q := F−1(A) eine glatte Teilmannigfaltigkeit von
P × M . Als Teilmannigfaltigkeit einer separablen Mannigfaltigkeit ist Q wieder
separabel. Betrachte die Einschränkung der Projektion π : Q → P , π(z, x) := z.
Unter Zuhilfenahme von Karten ist es leicht zu sehen, dass für (z, x) ∈ Q die
Abbildung Fz : M → N bei x transversal zu A ist genau dann wenn π : Q → P
bei (z, x) ∈ Q submersiv ist. Für fixes z ∈ P erhalten wir also, dass Fz : M → N
transversal zu A ist genau dann wenn z ein regulärer Wert von π : Q → P ist.
Damit stimmt die Menge der z ∈ P für die Fz transversal zu A ist mit der Menge
der regulären Werte von π überein. Äquivalent, die Menge der z ∈ P für die Fz
nicht transversal zu A ist stimmt mit der Menge der kritischen Werte von π überein.
Nach Satz 4.2.3 ist die Menge der kritischen Werte von π eine Nullmenge, und der
Satz ist bewiesen. �

Proposition 4.4.13. Es sei 0 ≤ r < ∞ und A ⊆ Jr(B3,Rn) eine glatte
Teilmannigfaltigkeit. Ist f : B3 → Rn glatt, dann existiert in jeder C∞-Umgebung
von f eine glatte Abbildung g sodass gilt f(x) = g(x) für alle x /∈ B2, und sodass
jr(g|B1) : B1 → Jr(B1,Rn) transversal zu A ∩ Jr(B1,Rn) ist. Dabei bezeichnet
BR ⊆ Rm den offenen Ball mit Radius R.

Beweis. Wähle eine glatte Funktion µ : B3 → [0, 1], sodass µ(x) = 0 für
x /∈ B2, und µ(x) = 1 für x ∈ B1. Setzte

P := Rn ×
∏

1≤k≤r

Lk(Rm; Rn)
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und betrachte die Abbildung F : P ×B3 → Rn

Fy,λ1,...,λr
(x) := f(x) + µ(x)

(
y +

∑
1≤k≤r

λk(x, . . . , x)
)
.

Dann ist
G : P ×B1 → Jr(B1,Rn), Gp(x) := (jr(Fp|B1))(x)

submersiv, also transversal zu A∩Jr(B1,Rn). Nach Proposition 4.4.12 ist die Menge
der p ∈ P für die Gp transversal zu A ist dicht in P . Wähle nun p ∈ P hinreichend
nahe bei 0 sodass Gp transversal zu A ist und sodass g := Fp in der vorgegebenen
Umgebung von f liegt, vgl. Proposition 3.4.10. Dann ist jr(g|B1) = Gp transversal
zu A ∩ Jr(B1,Rn). Klarerweise gilt auch g(x) = f(x) für alle x /∈ B2. �

Lemma 4.4.14. Ist X ein Baire Raum und U ⊆ X offen, dann hat auch U die
Baire Eigenschaft.

Beweis. Seien {Ak}k∈N abzählbar viele offene und dichte Teilmengen von U .
Es ist zu zeigen, dass

⋂
k∈N Ak dicht in U ist. Betrachte Bk := Ak ∪ (X \ Ū).

Dann ist Bk offen und dicht in X. Da X die Baire Eigenschaft hat ist
⋂
k∈N Bk =

(
⋂
k∈N Ak) ∪ (X \ Ū) dicht in X. Also muss auch

⋂
k∈N Ak dicht in U sein. �

Beweis von Satz 4.4.7. O.B.d.A. seien M , N und daher auch Jr(M,N) zu-
sammenhängend. Dann sind M , N und Jr(M,N) separabel. Als Teilmannigfal-
tigkeit einer separablen Mannigfaltigkeit ist auch A separabel. Es sei K ⊆ A so,
dass K ⊆ Jr(M,N) abgeschlossen ist. Da A separabel ist kann es als abzählbare
Vereinigung von solchen K geschrieben werden. Es genügt daher zu zeigen, dass

T :=
{
f ∈ C∞(M,N)

∣∣ ∀x ∈M∀y ∈ K : (j1jrf)(x) ist transversal zu (j1ιA)(y)
}

dicht in C∞(M,N) ist. Denn nach Proposition 4.4.2 und weil jr : C∞(M,N) →
C∞(M,Jr(M,N)) stetig ist, ist T auch offen in C∞(M,N). Also wäre die Menge
der f für die jrf transversal zu A ist der Durchschnitt abzählbar vieler offener und
dichter Teilmengen und daher residual.

Um die Dichtheit von T zu zeigen sei g ∈ C∞(M,N). Da M separabel ist
finden wir einen lokal endlichen höchstenes abzählbaren Atlas surjektiver Karten{
ϕk : Uk → Rm

}
von M mit

⋃
k ϕ
−1
k (B̄1/2) = M , und eine Familie von Karten

ψk : Vk → Rn von N sodass f(Uk) ⊆ Vk für alle k. Betrachte

U :=
{
f ∈ C∞(M,N)

∣∣∣ ∀k : f(ϕ−1
k (B̄3)) ⊆ Vk

}
.

Dies ist eine offene Teilmenge von C∞(M,N) und g ∈ U , siehe Proposition 3.1.1.
Es genügt zu zeigen, dass T ∩ U dicht in U ist. Betrachte

Tk :=
{
f ∈ U

∣∣∣ ∀x ∈ ϕ−1
k (B̄1/2)∀y ∈ K : (j1jrf)(x) ist transversal zu (j1ιA)(y)

}
.

Nach Proposition 4.4.2 und weil jr : C∞(M,N)→ C∞(M,Jr(M,N)) stetig ist, ist
Tk offen in U . Nach Proposition 4.4.13 ist Tk dicht in U . Ausserdem gilt offensichtlich⋂

k

Tk = T ∩ U .

Nach Satz 3.4.12 und Lemma 4.4.14 hat U die Baire Eigenschaft. Also ist T ∩U als
abzählbarer Durchschnitt offener und dichter Teilmengen dicht in U . �
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4.5. Der Einbettungssatz von Whitney. In diesem Abschnitt werden wir
den Immersionssatz von Whitney, siehe Satz 4.5.3, und den Einbettungssatz von
Whitney, siehe Satz 4.5.6 herleiten. Ein Korollar davon, siehe Korollar 4.5.10, be-
sagt, dass jede zusammenhängende differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
m abgeschlossen in R2m+1 eingebettet werden kann. Im Wesentlichen stimmt also
der Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit wie wir ihn in Abschnitt 2.1 eingeführt
haben mit dem Begriff der differenzierbaren Teilmannigfaltigkeiten des Euklidischen
Raums überein. Der einzige Unterschied liegt in der Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten und einer Schranke an die Dimension, vgl. Korollar 4.5.11 unten.

Für m,n, k ∈ N mit 0 ≤ k ≤ min{m,n} bezeichne Bkn,m ⊆ L(Rm,Rn) die
Menge der linearen Abbildungen Rm → Rn mit Rang k.

Proposition 4.5.1. Bkn,m ⊆ L(Rm,Rn) ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit der
Dimension (m+ n− k)k.

Beweis. Wir identifizieren L(Rm,Rn) mit dem Vektorraum der reellen n×m-
Matrizen Mn,m. Es bezeichne GLm die Gruppe der invertierbaren m×m-Matrizen.
Die Gruppe GLn×GLm wirkt auf Mn,m von links durch

GLn×GLm×Mn,m →Mn,m, ρg,h(ϕ) := (g, h) · ϕ := gϕh−1,

wobei g ∈ GLn, h ∈ GLm, ϕ ∈ Mn,m. Für jedes Paar (g, h) ∈ GLn×GLm ist
ρg,h ∈ Diff∞(Mn,m) und es gilt auch ρg,h(Bkn,m) = Bkn,m. Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass diese Wirkung transitiv auf Bkn,m ist, d.h. für jedes ϕ ∈ Bkn,m
existiert (g, h) ∈ GLn×GLm mit ρg,h(ϕ0) = ϕ, wobei ϕ0 :=

(
Ik 0
0 0

)
∈ Mn,m und

Ik ∈ Mk,k die Einheitsmatrix bezeichnet. Es genügt daher zu zeigen, dass Bkn,m
lokal um ϕ0 ∈Mn,m eine glatte Teilmannigfaltigkeit ist.

Betrachte

U :=
{

(A B
C D )

∣∣∣ A ∈ GLk, B ∈Mk,m−k, C ∈Mn−k,k, D ∈Mn−k,m−k

}
⊆Mn,m.

Dies ist eine offen Umgebung von ϕ0 ∈Mn,m. Betrachte nun die Untergruppen

H1 :=
{(

A 0
B In−k

) ∣∣∣ A ∈ GLk, B ∈Mn−k,k

}
⊆ GLn

H2 :=
{(

Ik C
0 Im−k

) ∣∣∣ C ∈Mk,m−k

}
⊆ GLm

Beachte, dass H1 eine offene Teilmenge in Rnk und H2 eine offene Teilmenge in
R(m−k)k ist. Betrachte die glatte Abbildung

Φ : H1 ×H2 ×Mn−k,m−k → U, Φ(g, h,D) := g
(
Ik 0
0 D

)
h−1. (56)

Durch explizite Angabe der Umkehrabbildung ist es leicht zu sehen, dass (56) ein
Diffeomorphismus ist. Da H1×H2×Mn−k,m−k eine offene Teilmenge in Rnm ist, ist
also Φ−1 : U → H1 ×H2 ×Mn−k,m−k eine Karte von Mn,m. Da Φ(g, h,D) Rang k
hat genau dann wenn D = 0 gilt, bildet Φ−1 die Menge U ∩Bkn,m auf H1×H2×{0}
ab. Also ist Φ−1 eine Teilmannigfaltigkeitskarte von Bkn,m. �

Für k ∈ N bezeichne Ak ⊆ J1(M,N) die Menge der 1-Jets [x, f,W ] ∈ J1(M,N)
für die das Differential D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)ϕ(x) in einem (und dann jedem) Paar von
Karten (ϕ,ψ) Rang k hat.
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Proposition 4.5.2. Ak ⊆ J1(M,N) ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Gilt
dim(M) = m und dim(N) = n dann ist

dim(Ak) = m+ n+ (m+ n− k)k.

Beweis. Es sei ϕ : U → Rm eine Karte von M und ψ : V → Rn eine Karte
von N . Betrachte die Karte

θ1ψ,ϕ : J1(U, V )→ ϕ(U)× ψ(V )× L(Rm,Rn)
θ1ψ,ϕ([x, f,W ]) =

(
ϕ(x), ψ(f(x)), D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)x

)
von J1(M,N). Offensichtlich gilt

θ1ψ,ϕ(J1(U, V ) ∩Ak) = ϕ(U)× ψ(V )×Bkn,m.

Nach Proposition 4.5.1 ist ϕ(U)× ψ(V )×Bkn,m ⊆ ϕ(U)× ψ(V )× L(Rm,Rn) eine
glatte Teilmannigfaltigkeit der Dimension m + n + (m + n − k)k. Also ist Ak ⊆
J1(M,N) eine glatte Teilmannigfaltigkeit der Dimension m+n+(m+n−k)k. �

Satz 4.5.3 (Whitney). Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤
r ≤ ∞, der Dimension m bzw. n. Gilt 2m ≤ n dann ist Immr(M,N) offen und
dicht in Cr(M,N).

Beweis. Die Offenheit von Immr(M,N) haben wir bereits in Proposition 3.5.3
bewiesen, es ist also nur die Dichtheit zu zeigen. Nach Satz 3.7.2 dürfen wir anneh-
men, dass M und N glatte Mannigfaltigkeiten sind. Da C∞(M,N) ⊆ Cr(M,N)
dicht ist, siehe Satz 3.6.6, genügt es zu zeigen, dass Imm∞(M,N) ⊆ C∞(M,N)
dicht ist.

Eine Abbildung f ∈ C∞(M,N) ist immersiv genau dann wenn das Bild von
j1f : M → J1(M,N) keines der Ak schneidet, 0 ≤ k < m. Nach Proposition 4.5.2
und wegen m ≤ n+ 2 gilt

dimAk ≤ dimAm−1 = mn+ 2m− 1 für alle 0 ≤ k < m.

Weiters ist dim J1(M,N) = m+ n+mn. Aus 2m ≤ n schließen wir

m+ dimAk < dim J1(M,N) für alle 0 ≤ k < m.

Ist also 0 ≤ k < m und ist g : M → J1(M,N) transversal zu Ak dann gilt
g(M)∩Ak = ∅, siehe Bemerkung 4.3.2. Daher ist jedes f ∈ C∞(M,N) für das j1f :
M → J1(M,N) transversal zu A0, A1, . . . , Am−1 ist automatisch eine Immersion.
Nach Satz 4.4.7 und Bemerkung 4.3.2 ist die Menge der f ∈ C∞(M,N) für die j1f :
M → J1(M,N) transversal zu A0, A1, . . . , Am−1 ist, eine residuale Teilmenge und
daher dicht in C∞(M,N). Folglich ist auch Imm∞(M,N) ⊆ C∞(M,N) dicht. �

Bemerkung 4.5.4. Dieser Beweis stammt aus [H94, Chapter 3.2]. Ein etwas
konstruktiverer Beweis findet sich in [BJ73, Kapitel 7].

Korollar 4.5.5. Jede Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, der Dimension m
erlaubt eine Cr-Immersion nach R2m.

Satz 4.5.6 (Whitney). Es seien M und N zwei Cr-Mannigfaltigkeiten, 1 ≤
r ≤ ∞, der Dimension m bzw. n. Gilt 2m < n dann ist Embrcl(M,N) offen und
dicht in Propr(M,N).

Wir bezeichnen mit Immr
inj(M,N) die Menge der injektiven Cr-Immersionen

von M nach N , 1 ≤ r ≤ ∞. Wir starten den Beweis mit der folgenden
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Proposition 4.5.7. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, M separa-
bel, dim(M) = m, dim(N) = n und 2m < n. Dann ist Imm∞inj(M,N) dicht in
C∞(M,N).

Beweis. Nach Satz 4.5.3 ist Imm∞(M,N) dicht in C∞(M,N). Es genügt also
zu zeigen, dass Imm∞inj(M,N) dicht in Imm∞(M,N) ist. Sei also f ∈ Imm∞(M,N)
undO eine Umgebung von f ∈ C∞(M,N). Nach Proposition 3.5.3 ist Imm∞(M,N)
offen in C∞(M,N), wir dürfen daher o.B.d.A. annehmen, dass O ⊆ Imm∞(M,N).
Wähle eine offene Teilmenge U ⊆M × J∞(M,N) sodass{

f ∈ C∞(M,N)
∣∣ graph(j∞f) ⊆ U

}
⊆ O, (57)

siehe die Definitionen in Kapitel 3. Es ist ein injektives g ∈ O zu konstruieren.
Nach Proposition 2.3.11 besitzt jeder Punkt x ∈ M eine offene Umgebung U

sodass f |U eine Einbettung ist. Da M separabel ist finden wir also einen höchstens
abzählbare lokal endlichen Atlas von M von surjektiven Karten ϕk : Uk → Rm von
M und Karten ψk : Vk → Rn von N sodass

⋃
k ϕ
−1
k (B̄1) = M und sodass für alle

k gilt f(Uk) ⊆ Vk und f |Uk
∈ Emb∞(Uk, N). Wir werden nun induktiv eine Folge

gk ∈ C∞(M,N) mit folgenden Eigenschaften konstruieren:
(i) Für alle k ∈ N existiert eine offene Umgebung Wk von

⋃
i≤k ϕ

−1
i (B̄1)

sodass gk|Wk
eine Einbettung ist.

(ii) Für alle k ∈ N stimmt gk+1 mit gk auf M \ Uk+1 überein.
(iii) Für alle k ∈ N und alle x ∈M gilt (x, (j∞gk)(x)) ∈ U .

Ist dies gelungen, dann setzten wir g := limk→∞ gk. Wegen (ii) und weil {Uk}k
lokal endlich ist, ist dies ein lokal endlicher Limes, also g ∈ C∞(M,N). Aus (iii)
und (57) folgt g ∈ O. Schließlich folgt aus (i) die Injektivität von g.

Nun aber zur Konstruktion der Folge gk. Zuerst sei g0 := f welches natürlich
alle geforderten Eigenschaften erfüllt. Seien also die gi für i ≤ k schon konstruiert.
Wegen (i) ist

A := gk

(
Wk \ ϕ−1

k+1(B̄3)
)

eine glatte Teilmannigfaltigkeit von M . Nach Proposition 4.4.13 und wegen der
Offenheit der Einbettungen (siehe Satz 3.5.7) finden wir gk+1 ∈ C∞(M,N) das
(iii) erfüllt und sodass gk+1|ϕ−1

k+1(B3/2)
transversal zu A ist, und sodass gk+1 mit gk

auf M \ϕ−1
k+1(B̄2) übereinstimmt. Klarerweise gilt dann auch (ii). Wegen Satz 3.5.7

dürfen wir weiters annehmen, dass eine offene Umgebung W̃k+1 von
⋃
i≤k ϕ

−1(B̄1)
existiert auf der gk+1 eine Einbettung ist.

Wegen 2m < n folgt aus der Transversalität gk+1(ϕ−1
k+1(B3/2))∩A = ∅. Damit

ist gk+1 auf W̃k+1 ∪ ϕ−1
k+1(B3/2) injektiv. Klarerweise ist gk+1 auf dieser Menge

auch immersiv. Wähle nun eine offene Umgebung Wk+1 von
⋃
i≤k+1 ϕ

−1
i (B̄1) mit

kompakten Abschluss der in W̃k+1 ∪ ϕ−1
k+1(B3/2) enthalten ist. Dann ist gk+1|W̄k+1

ein Homöomorphismus auf sein Bild und also gk+1|Wk+1 eine Einbettung. Also ist
auch (i) erfüllt und der Beweis vollständig. �

Lemma 4.5.8. Immr
inj(M,N) ∩ Propr(M,N) = Embrcl(M,N), 1 ≤ r ≤ ∞.

Beweis. Da jede injektive propere Abbildung ein Homöomorphismus auf ihr
Bild ist gilt

Immr
inj(M,N) ∩ Propr(M,N) = Embr(M,N) ∩ Propr(M,N).

Die Aussage des Lemmas folgt daher aus Lemma 3.5.6. �
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Beweis von Satz 4.5.6. Die Offenheit der abgeschlossenen Einbettungen wur-
de bereits in Satz 3.5.7 gezeigt, es ist also nur die Dichtheit zu zeigen. Nach
Satz 3.7.2 dürfen wir o.B.d.A. M und N glatt voraussetzen. Nach Satz 3.6.7 ist
Prop∞(M,N) dicht in Propr(M,N). Also genügt es zu zeigen, dass Emb∞cl (M,N)
dicht in Prop∞(M,N) ist. Sei dazu f ∈ Prop∞(M,N). Es bezeichne N0 eine Zu-
sammenhangskomponente von N und M0 := f−1(N0). Da M0 offen und abge-
schlossen in M ist besteht es aus einigen Zusammenhangskomponenten von M , ist
also selbst eine Mannigfaltigkeit. Es genügt zu zeigen, dass Emb∞cl (M0, N0) dicht in
Prop∞(M0, N0) ist. Da f proper und N0 als separable Mannigfaltigkeit σ-kompakt
ist, muss auch M0 σ-kompakt und daher separabel sein. Wegen Proposition 4.5.7
und Proposition 3.5.2 ist Imm∞inj(M0, N0)∩Prop∞(M0, N0) dicht in Prop∞(M0, N0).
Nach Lemma 4.5.8 ist also Emb∞cl (M0, N0) dicht in Prop∞(M0, N0), und der Beweis
vollständig. �

Lemma 4.5.9. Es sei M eine separable Cr-Mannigfaltigkeit, und N ∈ N. Dann
existiert eine propere Cr-Funktion M → RN .

Beweis. Da M separabel ist hat sie höchstens abzählbar viele Zusammen-
hangskomponenten und besitzt daher eine kompakte Ausschöpfung K0 ⊆ K̊1 ⊆
K1 ⊆ K̊2 ⊆ · · · , siehe Satz 1.1.2. Für fixes i ∈ N wenden wir Korollar 2.4.5 auf
die offene Überdeckung (M \Ki) ∪ K̊i+1 = M an, und erhalten λi ∈ Cr(M, [0, 1])
mit λi|Ki = 0 und λi|M\K̊i+1

= 1. Betrachte f :=
∑

0≤i λi. Dies ist eine lokal
endliche Summe und daher f ∈ Cr(M,R). Außerdem gilt f−1([−i, i]) ⊆ Ki+1, für
alle i ∈ N. Also ist f proper. Damit ist auch g : M → RN , g(x) := (f(x), 0), eine
propere Cr-Funktion. �

Aus Satz 4.5.6 und Lemma 4.5.9 erhalten wir

Korollar 4.5.10. Jede separable Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞, der Di-
mension m läßt sich abgeschlossen in R2m+1 einbetten.

Um den Zusammenhang zwischen ‘abstrakten’ Mannigfaltigkeiten und dem Be-
griff der Teilmannigfaltigkeit eines Euklidischen Raumes genauer herauszustreichen
formulieren wird noch

Korollar 4.5.11. Sei M eine Cr-Mannigfaltigkeit, 1 ≤ r ≤ ∞. Dann sind
äquivalent:

(i) Es existiert N ∈ N sodass M diffeomorph zu einer Cr-Teilmannigfaltig-
keit von RN ist.

(ii) M hat höchstens abzählbar viele Zusammenhangskomponenten, und es
existiert m ∈ N sodass jede Zusammenhangskomponente von M Dimen-
sion höchstens m hat.
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