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1. Topologische Mannigfaltigkeiten

1.1. Lokal Euklidische Riume. Ein topologischer Raum heifit lokal Fukli-
disch wenn jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt die homéomorph zu einem R™
ist, ne N=1{0,1,2,... }. Aquivalent dazu ist die Forderung, dass der Raum lokal
homoéomorph zu einer offenen Teilmenge eines R™ ist. Dieses n kann natiirlich von
Punkt zu Punkt varieren, wie man am Beispiel der disjunkten Vereinigung R™ LUR™
beobachten kann. Ist allerdings U eine offene Umgebung von = die hom6omorph zu
R™ ist, und ist V eine offene Umgebung von demselben Punkt « die homdomorph
zu R™ ist, dann muss n = m gelten. Dies folgt sofort aus dem folgenden Satz iiber
die Invarianz der Domdne. Ein Beweis dieses nicht trivialen Satzes findet sich zum
Beispiel in [SZ88, Satz 1.1.16] oder [H02, Theorem 2B.3].

SATZ 1.1.1 (Brouwer). Sind U und V' zwei homdomorphe Teilmengen des R™,
und ist U offen, dann ist auch V offen.

In einem lokal Euklidischen Raum X kann man daher jedem Punkt z € X eine
Zahl dim,(X) € N zuordnen, indem man eine offene Umgebung U von z wiihlt die
homdomorph zu R™ ist, und dim, (X) := n setzt. Wegen Satz 1.1.1 ist dies wohl-
definiert und heifit die Dimension von X bei . Die Abbildung dim(X) : X — N,
x +— dim,(X) ist lokal konstant, also konstant auf den Zusammenhangskompo-
nenten von X. Wir werden uns bald auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten ein-
schrinken, und fiir diese ist die Definition der Dimension elementar, siche Ab-
schnitt 2.1.

Ein lokal Euklidischer Raum ist lokal wegzusammenhdngend, d.h. jeder Punkt
besitzt eine Basis aus wegzusammenhingenden Umgebungen. Die Wegzusammen-
hangskomponenten sind daher stets offen und abgeschlossen, und stimmen mit den
Zusammenhangskomponenten iiberein. Der Raum ist homéomorph zur disjunkten
Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten.

Ein lokal Euklidischer Raum erfiillt das Trennungsaziom Ty, d.h. sind = # y
zwei Punkte dann gibt es eine Umgebung U von z mit y ¢ U. Aquivalent, die
einpunktigen Teilmengen sind abgeschlossen. Ein lokal Euklidischer Raum ist im
Allgemeinen aber nicht Hausdorff, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei Z = {+, —}
eine zwei elementige Menge mit der diskreten Topologie. Betrachte X =RxZ
mit folgender Aquivalenzrelation: (z,4) ~ (y, —) genau dann wenn z =y # 0. Be-
zeichne mit X den Raum der Aquivalenzklassen mit der Quotiententopologie. Man
sieht leicht, dass X lokal homéomorph zu R ist. Allerdings ist X nicht Hausdorff,
da jede Umgebung von (0, +) nicht-leeren Durchschnitt mit jeder Umgebung von
(0, —) hat.

Ein lokal Euklidischer Hausdorff Raum X geniigt dem Trennungsaxiom T4 1 und
ist daher vollstdndig reguldr. Wir erinnern uns, dass ein Raum das Trennungsaxiom
T3 erfiillt falls fiir jede abgeschlossene Menge A und jeden Punkt x ¢ A eine stetige
Funktion f : X — [0,1] existiert, sodass f(z) =1 und f(y) = 0 fiir alle y € A gilt.
Um soeine Funktion zu konstruieren wahlt man eine offene Umgebung U von x und
einen Homdomorphismus ¢ : U — R”™ mit UN A = () und ¢(z) = 0. Wegen der
Hausdorff Eigenschaft ist die kompakte Teilmenge K := ¢~ *({z € R" | ||z|| < 1})
auch abgeschlossen, also V := X \ K offen in X, und daher die Funktion

max{0,1— |p(y)|} fallsyeU

[ X =01], fly):= {0 falls y € V
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stetig. Klarerweise erfiillt sie auch alle anderen geforderten Eigenschaften. Eine
wesentliche Figenschaft vollstéandig regulidrer Rdume ist, dass ihre Topolgie durch
die Menge der stetigen Funktionen C(X, [0, 1]) bestimmt ist. Genauer, die offenen
Mengen {z € X | f(z) # 0}, f € C(X,[0,1]), bilden eine Basis der Topologie, also
stimmt die Topologie von X mit der grobsten Topologie fiir die alle diese Funktionen
stetig sind iiberein. Wir werden dies im Beweis von Satz 1.1.2 unten verwenden.

Ein lokal Euklidischer Raum ist lokal kompakt, d.h. jeder Punkt besitzt eine
kompakte Umgebung und damit auch eine Basis aus kompakten Umgebungen.

Ein lokal Euklidischer Raum erfiillt das erste Abzdihlbarkeitsaxiom, d.h. jeder
Punkt besitzt eine abzéhlbare Umgebungsbasis. Im Allgemeinen wird ein lokal Eu-
klidischer Raum aber nicht das zweite Abzdhlbarkeitsaziom erfiillen. Jede iiberab-
zéhlbare disjunkte Vereinigung lokal Euklidischer Rdume ist wieder lokal Eukli-
disch, erfiillt aber trivialerweise nicht das zweite Abzihlbarkeitsaxiom. Die lange
Linie ist ein subtileres Beispiel eines zusammenhdngenden lokal Euklidischen Haus-
dorff Raums der nicht das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Sie kann wie folgt
konstruiert werden, siehe [SS78, Beispiel 46].

Sei A eine iiberabzihlbare Menge und < eine Wohlordnung auf A, d.h. die
Relation < ist reflexsiv, antisymmetrisch und transitiv, es gilt stets a < § oder
0 < «a, und jede nichtleere Teilmenge besitzt ein kleinstes Element. Nach einem
Satz von Zermelo 143t sich jede Menge wohlordnen, siehe zum Beispiel [J94, Letz-
tes Kapitel]. Auch diirfen wir annehmen, dass A ein grofites Element besitzt, da
man ja einfach ein gréfites Element hinzufiigen kann, ohne die Wohlordnung zu
storen. Bezeichne mit o das kleinste Element von A. Bezeichne mit w; das kleinste
Element von A fiir das das Intervall [o,w;) := {a € A| 0 < a < w;} iiberabzihlbar
ist. Auf R := [0,w1) X [0,1) definieren wir eine lexikographische Ordnung durch
(ar, 8) < (B,t) genau dann wenn a < 8 und falls o = g zusétzlich s < ¢t. Wir verse-
hen R mit der Ordnungstopologie, d.h. die Intervalle (z,y) :={z € R|z < z < y}
bilden eine Basis der Topologie. Der Raum R heifit der lange Strahl und kann als
Aneinanderfiigung von iiberabzihlbar vielen Intervallen [0,1) verstanden werden,
dhnlich wie die Halbgerade [0, 00), die ja durch Aneinanderfiigung abzihlbar vieler
solcher Intervalle entsteht. Die lange Linie ist nun der Raum L := R\ {(0,0)}.
Klarerweise ist R, und damit auch L, Hausdorff. Wir werden gleich sehen, dass fiir
jedes a € [o,w1) das Intervall [(0,0),(cr,1)) € R homoomorph zum halboffenem
Einheitsintervall [0,1) C R ist. Es folgt dann, dass L lokal Euklidisch und zusam-
menhéngend ist. Da [0,w;) iiberabzdhlbar ist, erfiillt L nicht das zweite Abz#hl-
barkeitsaxiom. Auch ist L weder parakompakt noch metrisierbar, siehe Satz 1.1.2
unten.

Um einen Homéomorphismus [(0,0), (a, 1)) 2 [0, 1) zu konstruieren, bemerken
wir zuerst, dass fiir jedes « € [0, w;) das Intervall [0, a+1] hochstens abzihlbar viele
Elemente enthihlt. Hier bezeichnet o + 1 den Nachfolger von «, d.h. das kleineste
aller Elemente von [0,w;) das grofier als « ist. Wihle eine Bijektion N — [0, o+ 1],
n — By, mit By = o0, f1 = o + 1. Hat [0, @ + 1] nur endlich viele Elemente ersetzte
man N durch {0,1,..., N} fiir geeignetes N € N. Definiere induktiv eine Abbildung
¢ fo,a+ 1] — [0,1] mit p(89) =0, p(1) =1 und

o(Bn) = %(g@(max{ﬁi i < n, B < Bu}) + p(min{B; | i < n, B > @n})) (1)

fiir alle 2 < n € N. Dann ist ¢ strikt ordnungerhaltend. Man sagt ein Element hat
keinen Vorgdinger falls es nicht von der Form ~ + 1 ist. Fiir die eben konstruierte
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Abbildung ¢ gilt auch
hat v € (0, & + 1] keinen Vorgénger dann ist sup{¢(p) | p < v} = ¢(7). (2)

Letzteres folgt leicht aus (1) und der Tatsache, dass fiir v ohne Vorgéinger und p <
das Intervall [p,~y) stets unendlich viele Elemente enthélt, andernfalls existierte ein
maximales Element in [p,v) das dann der Vorgéinger von v sein miiflte. Definiere

¢ :(0,0), (2, 1)) = [0,1),  &((p,1)) := (1 = t)(p) + t(p +1). ®3)
Dann ist (3) strikt ordnungserhaltend, insbesondere injektiv. Es ist aber auch sur-
jektiv, denn ¢((0,0)) = 0, und ist « € (0, 1) und p das kleinste Element mit x < ¢(p)
dann existiert wegen (2) p’ mit p’ + 1 = p, daher p(p’) < z < (p’ + 1) und damit
x € @({p'} x[0,1)). Also ist (3) eine ordnungserhaltende Bijektion, und damit ein
Homo6omorphismus.

SATZ 1.1.2. Fiir einen lokal Euklidischen Hausdorff Raum sind dquivalent:

(i) Jede Zusammenhangskomponente besitzt eine kompakte Ausschipfung,
d.h. es existiert eine Uberdeckung mit kompakten Teilmengen {Kn}nen
sodass K, C [O(n_,_l fiir alle n € N.

(ii) Jede Zusammenhangskomponente ist o-kompakt, d.h. ist Vereinigung ab-
zdihlbar vieler kompakter Teilmengen.

(iii) Jede Zusammenhangskomponente ist Lindeldf, d.h. jede offene Uberdeckung
besitzt eine abzdihlbare Teiliiberdeckung.

(iv) Jede Zusammenhangskomponente geniigt dem zweiten Abzihlbarkeitsaxi-
om, d.h. besitzt eine abzdihlbare Basis der Topologie.

(v) Der Raum ist vollstindig metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik die die
Topologie induziert und deren Cauchy Folgen alle konvergieren.

(vi) Der Raum ist metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik die die Topologie
induziert.

(vil) Der Raum ist parakompakt, d.h. jede offene Uberdeckung besitzt eine lokal
endliche offene Verfeinerung.

BEWEIS. (i)=-(ii) Dies ist trivial.

(ii)=(iii) Jeder o-kompakte Raum ist Lindeldf. Ist namlich U eine offene Uber-
deckung, und {K,},en eine abzéhlbare Uberdeckung mit kompakten Mengen,
dann wird jedes K, schon von endlich vielen U}, .. .7U7’j” € U iiberdeckt, und
{U! | n € N,1 <i < k,} bildet eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von U.

(iii)=(iv) Jeder Lindel6f Raum der lokal das zweite Abz&hlbarkeitsaxiom erfiillt
geniigt selbst dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom. Dies erlaubt ndmlich eine abzéhl-
bare offene Uberdeckung {U, }nen zu wihlen, sodass jedes U, das zweite Abzihl-
barkeitsaxiom erfiillt. Ist jetzt {V*}.cn eine abzihlbare Basis der Topologie von
U,, dann ist {Vf}n,keN eine abzihlbare Basis der Topologie des ganzen Raumes.

(iv)=(vi) Da die disjunkte Vereinigung metrisierbarer Riume wieder metri-
sierbar ist geniigt es jede Zusammenhangskomponente zu metrisieren. Sei also X
ein zusammenhéngender lokal Euklidischer Hausdorff Raum mit abzéhlbarer Basis.
Wir werden X in das abzéhlbare Produkt von Einheitsintervallen ][0, 1] einbet-
ten. Da letzteres metrisierbar ist, ist dann auch X als Teilraum eines metrischen
Raumes metrisierbar. Eine Metrik auf [[[0, 1] die die Produkttopologie erzeugt ist
durch

d((xo,ml, o)y (Yo, v,y - - )) = Z 27 yn — Ty

neN
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gegeben.

Um die gewiinschte Einbettung zu konstruieren, erinnern wir uns, dass die
offenen Mengen Uy := {z € X | f(z) # 0}, f € C(X,[0,1]), eine Basis der
Topologie von X bilden. Sei {V}}ren eine abzihlbare Basis der Topologie von X.
Fiir jedes Paar (k,l) € N? fiir das f € C(X,[0,1]) mit Vi C Uy C V] existiert
wéhle eine solche Funktion. Wir erhalten so abzéhlbar viele Funktionen {fy,}nen-
Es ist {Uy, }nen eine Basis der Topologie, denn ist U C X offen und = € U, dann
existiert { € Nmit z € V; C U, f € C(X,[0,1]) mit z € Uy C V}, und k € N mit
x € Vi, C Uy, also existiert auch n € Nmit V3, C Uy, € V; und daher x € Uy, CU.

Definiere nun eine Abbildung

v X = TIR0,1], o) = (fo(x), fi(),...). (4)
Da jede Komponente stetig ist, ist auch (4) stetig. Da X dem Trennungsaxiom T3
geniigt und {Uy, }nen eine Basis der Topologie bildet ist (4) injektiv. Die Menge
Wy :={(x1,22,...) | @, # 0} ist offen in [[[0, 1], daher ist auch «(Uy,) = ¢«(X) N
W, offen in +(X'). Also bildet (4) die offenen Mengen Uy, auf offene Mengen in ¢(X)
ab. Da {Uy, }nen eine Basis der Topologie ist, gilt dies fiir beliebige offene Mengen.
Damit ist (4) ein Homdomorphismus auf sein Bild, also eine Einbettung.
(vi)=(vii) Nach einem Satz von A.H. Stone ist jeder metrische Raum para-
kompakt. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [S69, Kapitel 1.8.7]. Wir folgen
dem kiirzeren Beweis in [069]. Sei {U, }aca eine offen Uberdeckung des metrischen
Raums (X, d). Wihle eine Wohlordnung < auf A. Bezeichne mit B, (r) := {y € X |
d(x,y) < r} den offenen Ball um z mit Radius r. Fiir « € A und z € U, sei n? € N
die kleinste Zahl, sodass Bw(Z_”g) C U,. Sei S, die Menge der x € U, fiir die
0 < o mit Bw(2_"3) C Up existiert. Setze

Vo i=Us\ |J Ba(27(a4D).
TESy

Dann ist V, offen und in U, enthalten. Auch bildet {V,},c4 eine Uberdeckung
von X. Sei dazu x € X und o € A das kleinste Element mit « € U,. Dann gilt:

Bo(2- 5 +D) ) B, (2~ (A £ ) =5 9= () < g (nht ), 5)

Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Fille. Fiir y ¢ B, (27 ("a*1) gilt offen-
sichtlich 27("a*2) < 2=(a+1) | denn sonst wire B, (2~ ("a2)) N B, (2~ ("a+1) = ¢.
Im anderen Fall, y € B,(2-("a+1)) gilt B, (27("aFV) C B,(27"a) C U,, und daher
nY < n® + 1 wegen der Minimalitit von n¥. Aus (5) folgt sofort

B, (2~ ety n B, (2~ t)) £ ) = 2 € B,(27"). (6)
Aus (6) und der Minimalitét von « schlieen wir
Yy € Sy : B,(2~(Me*2) 0 B, (27 (et ) = ¢ (7)

Aus (7) folgt © ¢ U,cs, B, (2~ (na+1)) und daher x € V,. Also ist {V,}aeca eine
offene Verfeinerung von {U,}aca-

Die Uberdeckung {Va}aca ist zwar nicht notwendigerweise lokal endlich, aber
jeder Punkt z € X ist in hochstens endlich vielen V,, enthalten. Sei dazu ng € N die
kleinste Zahl sodass « € A existiert mit B, (27") C U,. Fiirng <n € Nsei o, € A
das kleinste Element, sodass B, (27") C U,,, . Offensichtlich gilt fiir ng < n < m
auch «,, < a,. Da die Menge {a,, | n > no} C A ein kleinstes Element besitzt
muss sie also endlich sein. Wir behaupten jetzt, dass jedes a € A fiir das x € V,, gilt
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von der Form a = «,, fiir geeignetes n € N ist. Es folgt dann, dass nur endlich viel
V, den Punkt z enthalten. Sei also z € V,,. Dann gilt klarerweise Bz(2’”2) Cc U,.
Fiir # < a muss aber B, (27 ")  Ugs gelten, denn sonst wiire ja z € S, und damit
x ¢ V,. Also ist a das kleinste Element von A fiir das B, (27 ") C U, gilt. Es folgt
o = ap mit n =ng.

Wir konstruieren eine lokal endliche Verfeinerung von {V,, }oca wie folgt. Fiir
z € X sei

Ty 1= %sup{r >0 ’ da € A mit B,(r) C Va}.

Fiir o € A sei T, C X die Menge aller z € X fiir die B, (r;) C Vg gilt, und « das
kleinste Element von A mit dieser Eigenschaft ist. Setzte

Weo = | Balra/2).
x €Ty
Dann ist jedes W, offen und in V,, enthalten. Auch bildet {Wy,}aca eine Uber-
deckung von X, denn ist x € X dann existiert r > r, und a € A mit B,(r) C V.
Insbesondere existiert ein kleinstes o € A mit B, (r,) C V,,, und es folgt x € T, C
We. Auch ist {W,}aeca lokal endlich. Da jeder Punkt € X nur in endlich vielen
V., enthalten ist geniigt es zu zeigen

Wa N By(ry/8) # 0=z € V,.

Sei also y € Ty mit By(ry/2)NBy(r,/8) # 0. Wir behaupten = € By (r,) und damit
auch = € V,. Indirekt angenommen x ¢ B, (ry,). Wegen By (r,/2) N By(r;/8) # 0
muss r,/8 > 1, /2 und y € B, (r,/4) gelten. Es folgt dann By (5ry/2) C B,(r;) und
daher B, (5r,/2) C Vg fur ein 8 € A. Dies widerspricht aber der Definition von r,.
Also ist {W,}aca eine lokal endliche Verfeinerung von {V,}oc4 und damit auch
eine lokal endliche Verfeinerung von {U,}aca-

(vii)=(i) Jeder zusammenhéingende parakompakte und lokal kompakte Raum
besitzt eine kompakte Ausschopfung. Wiihle eine lokal endliche offene Uberdeckung
{Uqs}aea sodass jedes U, kompakt und nichtleer ist. Wihle ap € A und setze
A = {ap}. Fiir k£ € N definiere rekursiv Teilmengen Ay C A durch

Apsr:={a€ A| 3B € Ap: UaNUg # 0}

Da Ug kompakt und die Uberdeckung {Uqa}aca lokal endlich ist, konnen nur end-
lich viele U, nichtleeren Durchschnitt mit Ug haben. Daher sind alle Aj, endlich.
Bemerke, dass Ay, C Ayy1. Betrachte jetzt U := Upcny Unea, Ua- Als Vereinigung
offener Mengen ist U offen. Ist z ¢ U dann finden wir o € A sodass z € Uy, und es
gilt U,NU = 0, andernfalls finden wir ndmlich k¥ € N und 8 € Ay mit U, NUg # 0,
also @ € Apy1 und x € U. Also ist U auch abgeschlossen und stimmt daher mit

dem ganzen Raum {iberein. Daher bilden K, := J,c 4 Ua eine kompakte Uber-

deckung. Es gilt tatsédchlich K,, C Io(n+1, denn ist z € K,, dann existiert o« € A
sodass z € U,, und 8 € A, mit x € Ug, also U, NUs # 0, daher a € A, 11 und
x e UQGAH+1 Ua - Kn+1~

(v)=-(vi) Dies ist trivial.

(vi)=(v) Sei X ein lokal Euklidischer Hausdorff Raum mit Metrik d. Da die
disjunkte Vereinigung von vollstdndig metrischen Rdumen wieder vollsténdig me-
trisch ist diirfen wir X zusammenhéngend annehmen. Betrachte den Raum X x R
mit Metrik d'((z, s), (y,t)) := max{d(x,y), |t — s|}. Wir werden unten eine propere
Funktion f : X — R konstruieren, d.h. fiir kompaktes K C R ist auch f~1(K)
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kompakt. Da ¢ : X — X X R, «(z) := (z, f(x)), eine Einbettung ist, induziert die
Metrik d”(z,y) := d’'(¢«(x), t(y)) die Topologie von X. Sie ist auch vollsténdig, denn
ist x,, eine Cauchy Folge beziiglich d”’ dann ist f(z,) beschrinkt, wegen der Pro-
perheit von f liegt die Folge x,, daher in einer kompakten Teilmenge von X, muss
also konvergieren.

Um eine propere Funktion f : X — R zu konstruieren, wéhlen wir eine kompak-
te Aussschopfung { K, }nen, siehe (i). Fiir n € N sind K,, und X \ .[o(n+1 disjunkte
abgeschlossene Mengen. Da metrische Rdume normal sind, ist das Lemma von Ury-
son, siehe etwa [S69, Satz 1 in Kapitel 1.8.4] oder [J94, Kapitel 8.1], anwendbar, und
wir finden stetige Funktionen f, : X — [0,1] mit fn|k, = 0 und fulg g, ., =
Dann ist f := ) .y .fn eine lokal endliche Summe und daher f : X — R eine
stetige Funktion. Sie ist proper, da f~1([n,n]) C K, fiir alle n € N gilt. O

DEFINITION 1.1.3 (Topologische Mannigfaltigkeiten). Eine topologische Man-
nigfaltigkeit, ist ein lokal Euklidischer parakompakter Hausdorff Raum.

Nach Satz 1.1.2 kann eine topologische Mannigfaltigkeit dquivalent als metri-
sierbarer lokal Euklidischer Raum definiert werden.

Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit und U C M offen, dann ist U eine
topologische Mannigfaltgkeit. Ist { M, } a4 eine Familie von topologischen Mannig-
faltigkeiten, dann ist auch ihre disjunkte Vereinigung | |,. 4 M. eine topologische
Mannigfaltigkeit. Das Produkt zweier topologischer Mannigfaltigkeiten ist wieder
eine topologische Mannigfaltigkeit. Jede Uberlagerung einer topologischen Mannig-
faltigkeit ist wieder eine topologische Mannigfaltgkeit. Die Parakompaktheit der
Uberlagerung kann wie folgt eingesehen werden. Sei 7 : M — M eine Uberlagerung
einer topologischen Mannigfaltigkeit, und sei ¢ eine offene Uberdeckung von M.
Wegen der Uberlagerungseigenschaft und weil M parakompakt ist gibt es eine lokal
endliche offene Uberdeckung V von M sodass fiir alle V € V die offene Teilmenge
7=1(V) € M homgomorph zu V x Ay mit diskretem Ay ist. Mit V ist daher auch
7~ 1(V) parakompakt. Also existiert eine lokal endliche Verfeinerung Uy, der offenen
Uberdeckung {UN7~' (V) | U € U} von 7~ (V). Dann ist = |y, Uy eine offene
Uberdeckung von M die U verfeinert, und es ist leicht einzusehen, dass sie auch
lokal endlich ist. Also ist M parakompakt.

Jeder Raum der dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt ist separabel, d.h.
besitzt eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Ist némlich {U,},ecn eine abzihlbare
Basis der Topologie und z, € U,, dann ist {x,}nen dicht. Nach Satz 1.1.2(iv)
ist also jede Zusammenhangskomponente einer topologischen Mannigfaltigkeit se-
parabel. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist genau dann separabel wenn sie
hochstens abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt, und dies ist genau
dann der Fall wenn sie dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom gentiigt. In der Literatur
[BJ73, J94, D76] wird von topologische Mannigfaltigkeiten manchmal auch Se-
parabilitdt gefordert, man beschriankt sich dann also auf héchstens abzéhlbar viele
Zusammenhangskomponenten. Verlangt man zusétzlich noch, dass die Dimension
beschrinkt ist, erhélt man genau jene Mannigfaltigkeiten die sich in einen RY ein-
betten lassen, vgl. Satz 1.3.2. Schliellich sei hier noch erwéhnt, dass Separabilitit
alleine nicht ausreicht. In [R90] findet sich ein Beispiel eines 2-dimensionalen zu-
sammenhéngenden separablen lokal Euklidischen Hausdorff Raumes, der nicht dem
zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt und daher keine topologische Mannigfaltigkeit
im Sinne von Definition 1.1.3 darstellt.
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Die Bedeutung der Parakompaktheit in Definition 1.1.3 besteht darin, dass
sie es erlaubt gewisse globale Aussagen auf lokale zuriickzufiihren. Ein wichtiges
Hilfsmittel dabei sind Zerlegungen der FEins. Eine Familie von stetigen Funktion
{Aa : M — [0,1]}4ca heiit Zerlegung der Eins falls die Trdger

supp Ao == {z € M | Ao (x) # 0}
eine lokal endliche Familie {supp A, }ac4 bilden, und fiir alle z € M gilt

> Aalz) =1

acA

Sie heiBt einer gegebenen Uberdeckung U untergeordnet falls fiir jedes o € A ein U €
U existiert sodass supp A, C U. Ein Beweis des folgenden elementaren Resultats aus
der mengentheoretischen Topologie findet sich zum Beispiel in [J94, Kapitel VIII §5]
oder [S69, Kapitel 1.8.6].

_ Sarz 1.1.4. Ein Hausdorff Raum ist genau dann parakompakt, wenn jede offene
Uberdeckung eine untergeordnete Zerlequng der Eins besitzt.

Man bemerke, dass die eine Richtung von Satz 1.1.4 trivial ist. Ist ndmlich U/
eine offen Uberdeckung und {Aa}aca eine untergeorndete Zerlegung der Eins, dann
ist {A\q # 0}aca eine lokal endliche offene Verfeinerung von U. Fiir topologische
Mannigfaltigkeiten werden wir die Existenz untergeordneter Zerlegungen der Eins
in Abschnitt 2.4 zeigen, siehe Satz 2.4.1.

1.2. Beispiele topologischer Mannigfaltigkeiten. Als erstes Beispiel ei-
ner topologischen Mannigfaltigkeit ist natiirlich R™ zu nennen. Aber auch alle of-
fenen Teilmengen des R™ sind topologische Mannigfaltigkeiten. Zum Beispiel kann

GL(R") := {A € L(R",R") | det A # 0}

als offene Menge in R aufgefait werden indem man lineare Abbildungen mit
Matrizen identifiziert. Also ist GL(R"™) eine n?-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit. Sie hat zwei Zusammenhangskomponenten, GLT(R") := {A | det A > 0}
und GL™ (R™) := {A | det A < 0}. Genauso ist

GL(C") := {A € L(C",C") | det A # 0}

eine 4n?-dimensionale zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit.
Die Sphdre mit der Spurtopologie

Sno.— {J? c Rn+1 | ||l'|| —_ 1} g Rn+l
ist eine kompakte zusammenhingende n-dimensionale topologische Mannigfaltig-

keit. Die stereographischen Projektionen liefern lokale Homéomorphismen mit R™.
Genauer, ist N := (1,0,...,0) € S™ der Nordpol dann ist

1
S"\{N} —R", (2o, xp) — (X1, 20)
1-— i)
ein Homoomorphismus. Genauso ist
1
SVASI =R (@0resn) = (1)

ein Homoomorphismus, wo S := (—1,0,...,0) € S™ den Sidpol bezeichnet.
Der reelle projektive Rawm mit der Quotiententopologie

RP" = (R"*1\ 0)/~



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 9

ist eine zusammenhéngende kompakte n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit. Fiir 0 <7 < n ist ndmlich

U; :z{[mozmlz---:xn] ’xi;«éO}gRP"
offen und
p; U — R™ gpi([xo:xltn-::cn]) = (%‘Z,...,w;l,wgl,...,%)

ein Homoomorphismus. Beispielsweise ist RP* homéomorph zu S*.
Der komplexe projektive Raum mit der Quotiententopologie

CP" := (C"*1\ 0)/~

ist eine kompakte, zusammenh#ngende 2n-dimensionale topologische Mannigfaltig-
keit. Fiir 0 < 4 < n ist namlich

Ul' :{[zozlanzi;éO}g(CP”
offen und
i U; — R™, @i([zozzl:n-:zn]) = (’z—e,,zz‘l,z;l,,z—’)

ein Homdomorphismus. Beispielsweise ist CP' homomorph zu S2.

1.3. Einbettungen in RY. Wir wollen hier noch folgendes elementare Ein-
bettungsresultat beweisen.

SATZ 1.3.1. Jede kompakte topologische Mannigfaltigkeit 1t sich in RN fiir
hinreichend groffes N € N einbetten.

BEWEIS. Sei M eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit. O.B.d.A. sein :=
dim(M). Fiir jeden Punkt 2 € M wiihle eine offene Umgebung U, von = und einen
Homoomorphismus ¢, : U, — R™. Da M kompakt ist, finden wir endlich viel
Z1,...,T,m € M, sodass die offenen Mengen V; := go;il(B”), 1 < i < m, schon M
iiberdecken. Hier bezeichnet B" := {z € R" | ||z|| < 1} den offenen Einheitsball in
R™. Betrachte die stetige Funktion A : R™ — [0, 1], A(2) := max{0,1 — ||z||}. Fiir
1 <7 <mist dann

LMo R, i) m {(gai(a:)A(%(x)),A(%(x))) falls = € U,

0 falls « ¢ Uy,
stetig. Weiters ist f;|y, : Vi — R™™1 injektiv, und es gilt f;(z) # 0 genau dann
wenn z € V. Daher ist F := (f1,..., fm) : M — R™+D stetig und injektiv. Da
M kompakt ist, muss F' ein Homdomorphismus auf sein Bild sein. Damit ist M in
RY mit N :=m(n + 1) eingebettet. O

Allgemeiner gilt der folgender Satz, den wir hier aber nicht beweisen wollen. Fin
analoges Resultat fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten werden wir ausfiihrlich in
Kapitel 4 behandeln.

SATZ 1.3.2. Jede n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit hochstens
abzéhlbar vielen Zusammenhangskomponenten lift sich abgeschlossen in R?"+! ein-
betten.
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1.4. Topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand. Bezeichne mit
H" :={(z1,...,3,) €ER" | 21 >0} CR"

den abgeschlossenen Halbraum. Wir kénnen R™~! als abgeschlossene Teilmenge

{(z1,...,2,) | 71 = 0} von H™ auffassen. Wir bemerken noch, dass H™ \ R"~!
homoomorph zu R”™ ist. Ein expliziter Homéomorphismus ist zum Beipiel durch
(1,...,2n) — (In(x1),29,...,2,) gegeben.

DEFINITION 1.4.1 (Topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand). Eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein parakompakter Hausdorff Raum der lokal
homoéomorph zu R™ oder H™ ist.

Aquivalent kann eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand auch als para-
kompakter Hausdorff Raum der lokal homéomorph zu einer offenen Teilmenge von
H™ ist definiert werden. D.h. fiir jeden Punkt x gibt es eine Umgebung U von x
und einen Homdomorphismus ¢ : U — ¢(U) C H™ sodass p(U) C H™ offen ist.

DEFINITION 1.4.2 (Geschlossene Mannigfaltigkeiten). Eine topologische Man-
nigfaltigkeit heifit geschlossen falls sie kompakt und randlos ist.

Satz 1.1.2 bleibt fiir Hausdorff Rdume die lokal zu R™ oder H™ hom&omorph
sind richtig. Jede offene Teilmenge einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand
ist wieder eine topologische Mannigfaltigkeit mir Rand. Ist {My}aca eine Familie
topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand, dann ist auch ihre disjunkte Vereini-
gung | |, 4 Mo eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Auch das Produkt
zweier topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand ist wieder eine topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Dies folgt aus der Tatsache, dass H™ x H™ hom&omorph
zu H™t™ ist. Ein expliziter Homéomorphismus ist durch

H" x H™ — H7L+7n
((xla"' axn)a(y17"'7ym)) = ($1y17$2a--~733my1 —T1,Y2,- aym>

gegeben. Jede Uberlagerung einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand ist wie-
der eine solche.

Der Rand OM einer topologischen Mannigfaltigkeit M mit Rand ist die Menge
aller Punkte, die keine Umgebung besitzten die homéomorph zu R” ist.

PRrROPOSITION 1.4.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist OM eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand und eine abgeschlossene Teil-
menge von M. Hat M Dimension n dann hat OM Dimension n — 1.

BEwEIS. Klarerweise ist M eine abgeschlossene Teilmenge von M, insbeson-
dere wieder parakompakt. Ist U C M offen und ¢ : U — H" ein Hom&omor-
phismus dann muss (OM N U) C R*~! gelten. Aus Satz 1.1.1 folgt aber sogar
©(OM NU) = R"1 Also ist p|apny : OM NU — R™! ein Homdomorphismus
und damit OM lokal Euklidisch. O

Wir werden uns bald auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten beschrianken, fiir
die werden wir Satz 1.1.1 nicht bendtigen und bei der Behandlung des Randes mit
dem Impliziten Funktionensatz das Auslangen finden.

Das einfachste Beispiel einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand ist wohl
der Halbraum mit 0H™ = R™~!. Ein anderes Beispiel liefert der abgeschlossene
Einheitsball B" := {zx € R" | ||z|| < 1} mit 9B™ = S"~1. Ist M eine topologische
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Mannigfaltigkeit ohne Rand dann ist M x [0, 1] eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand, und 9(M x [0, 1]) = M x {0, 1}. Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand, U C M offen, und ¢ : U — R” ein Homdomorphimus, dann ist N :=
M \ ¢~ 1(B™) eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, und ON = oM U S" L.
Sie entsteht aus M durch Herausbohren eines offenen Balls.

Ist M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, dann heifit Int(M) := M \
OM das Innere von M.

PROPOSITION 1.4.4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist Int(M) eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand. Hat M Dimension n dann
auch Int(M). Ist M zusammenhingend, dann auch Int(M).

BEWEIS. Alles aufler der letzten Behauptung ist offensichtlich. Um den Zusam-
menhang einzusehen sei A C Int(M) nichtleer, offen und abgeschlossen. Zu zeigen
ist A = Int(M). Betrachte den Abschluss A C M. Dann gilt

A=ANInt(M) und daher auch A\ A= ANJM. (8)

Es geniigt zu zeigen, dass A C M offen ist, denn dann folgt A = M und wegen (8)
auch A = Int(M). Es geniigt also zu zeigen, dass jeder Punkt von A innerer Punkt
von A C M ist. Fiir die Punkte in A ist dies offensichtlich. Sei also x € A\ A. Wegen
(8) finden wir eine offene Umgebung U C M von z die homdomorph zu H™ ist.
Dann ist UNInt(M) homdomorph zu H™\R"~!. Da letzteres zusammenhéngend ist
folgt UNInt(M) C A. Da der Abschluss von H"\R"~! C H™ mit H™ iibereinstimmt
folgt U C A. Also ist auch z innerer Punkt von A C M. O

Wie M in einer Umgebung von OM aussieht wird durch folgenden Satz geklart.
Ein elementarer Beweis findet sich etwa in [B62].

SATZ 1.4.5. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand OM. Dann
existiert eine offene Umgebung U von OM und ein Homdomorphismus ¢ : OM X
[0,1) = U, sodass ¢(x,0) = x fiir alle x € OM gilt.

Zuletzt sei hier noch eine Konstruktion erwidhnt die es manchmal gestattet
gewisse Eigenschaften topologischer Mannigfaltigkeiten mit Rand aus analogen Ei-
genschaften von topologischen Mannigfaltigkeiten ohne Rand zu folgern. Sei M eine
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei Z := {4, —} eine zweielementige Men-
ge mit der diskreten Topologie. Definiere eine Aquivalenzrelation auf M x Z durch
(x,+) ~ (y,—) falls z = y € OM. Der Quotientenraum DM := (M X Z)/~ heifit
die Verdoppelung von M. Beispielsweise ist D(H™) = R", D(B") = S™, und fiir
eine randlose Mannigfaltigkeit M gilt D(M x [0,00)) & M x R.

PROPOSITION 1.4.6. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist DM eine topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand. Es gibt zwei abgeschlossene
FEinbettungen vy,v_ : M — DM die auf OM dbereinstimmen und vy (M)Ut_ (M) =
DM erfiillen.

BEWEIS. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand. Es ist leicht zu
sehen, dass DM wieder Hausdorff und parakompakt ist. Wir haben stetige Abbil-
dungen ¢y : M — DM, vy (z) == [(,+)] und ¢ : M — DM, v_(z) := [(z,—)]
und ¢ := vy |op = t—|onm 1 OM — DM. Alle drei sind Homdomorphismen auf ihr
Bild, denn die Projektion 7 : M x Z — M faktorisiert zu einer stetigen Abbildung
7T : DM — M und es gilt Toty = 7 ot_ = idys. Ihre Bilder sind abgeschlossene
Teilmengen von DM und es gilt v (M) Ne_ (M) = (OM).
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Offensichtlich ist DM\ t(OM) = Int(M) x Z lokal Euklidisch. Fiir ¢(z) € 1(OM)
kann man wie folgt vorgehen. Wihle eine offene Umgebung U C M von = und einen
Homd&omorphismus ¢ : U — H". Definiere

P13 (y)  falls y € 1y (M)
m(p(tZ () fallsy € v (M)

wobei 7 : R" — R", 7(x1,...,x,) := (—21,22,...,2,). Beachte, dass dies wohl
definiert und bijektiv ist, und ¢4 (U) U t—(U) eine offene Umgebung von v(z) €
DM bildet. Da ¢4 (U) und ¢_(U) abgeschlossen in ¢4 (U) U ¢_(U) sind, ist eine
Menge A C ¢ (U) U ¢_(U) genau dann abgeschlossen wenn A N ¢ (U) C ¢ (U)
und AN¢_(U) C +—(U) abgeschlossen sind. Gleiches gilt in R”. Eine Teilmenge
B C R"™ ist genau dann abgeschlossen wenn BN H™ C H™ und BN 7(H") C
T(H™) abgeschlossen sind. Da ¢[,, () = @ o 7' (U) — H™ und Pl =
Topor ' 11 (U) — 7(H"™) Hombomorphismen sind, folgt nun dass A C ¢4 (U) U
t—(U) genau dann abgeschlossen ist wenn @¢(A) C R™ abgeschlossen ist. Daher ist
(9) ein Homsomorphismus, und DM also eine topologische Mannigfaltigkeit ohne
Rand. O

¢ (U)Ue(U) = R" 9(y) 1={ (9)

Will man Mannigfaltigkeiten mit Rand in R¥ einbetten, kann man &hnlich
vorgehen wie im Beweis von Satz 1.3.1. Alternativ, kénnen wir aber auch die Ver-
doppelungskonstruktion niitzen um folgendes Korollar aus Satz 1.3.1 zu erhalten.

KOROLLAR 1.4.7. Jede kompakte topologische Mannigfaltigkeit mit Rand laft
sich in RN fiir hinreichend grofes N € N einbetten.

BEWEIS. Sei M eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit und DM ihre
Verdoppelung. Nach Proposition 1.4.6 ist DM eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne
Rand, und M kann in DM eingebettet werden. Nach Satz 1.3.1 kann DM in R¥ fiir
geeignetes N € N eingebettet werden. Die Komposition dieser beiden Einbettungen
liefert die gewiinschte Einbettung von M. (I

Genauso erhalt man aus Satz 1.3.2

KOROLLAR 1.4.8. Jede n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand
die hochstens abzdhlbar viele Zusammenhangskomponenten besitzt lqf$t sich abge-
schlossen in R2"+1 einbetten.

1.5. 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Die 0-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten sind genau die diskreten Rdume. Insbesondere ist eine zusammenhingende
0-dimensionale Mannigfaltigkeit homdomorph zum einpunktigen Raum {x}.

Auch die 1-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten kénnen leicht klas-
sifiziert werden. Zwei elementare Tatsachen werden dabei wesentlich sein. Erstens,
die zusammenhéngenden offenen Teilmengen von R sind genau die offenen Inter-
valle. Zweitens, ist ¢ : (a,b) — (¢, d) ein Homéomorphismus zwischen offenen In-
tervallen dann gilt entweder lim;_;— () = ¢ oder lim;_;,_ ¢(t) = d. Beides folgt
aus der Vollstandigkeit von R.

SATZ 1.5.1. Sei M eine zusammenhdngende 1-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Ist M kompakt, dann ist sie homdéomorph zu S*. Ist M
nicht kompakt, dann ist sie homdéomorph zu R.

Bewers. Wir folgen der Anleitung in [D76, Kapitel 16.2, Aufgabe 6].



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 13

LEMMA 1.5.2. Sei Uy C M offen und @1 : Uy — (a1,b1) ein Homéomorphis-
mus, a; < by € R. Sei Uy C M offen und @q : Uy — (ag, by) ein Homdomorphismus,
as < by € R. Gilt weder Uy NUs = 0 noch Uy C Uy oder Uy C Uy dann tritt genau
einer der folgenden drei Fille ein:

(i) (pl(Ul n Ug) = (al,cl) fd’l" ein a; < cp < by.
(ll) (p1(U1 N Ug) e (d1,b1) fﬂT’ e a1 < dy < by.
(111) (pl(Ul n Ug) = (al,cl) @] (dl, bl) fﬂ’f' bestimmte a1 < ¢1 < di < by.

BEWEIS VON LEMMA 1.5.2. Es ist némlich ¢1(U; NUs) C (aq,b1) offen, also
disjunkte Vereinigung offener Teilintervalle. Da U; N Uy # () muss es mindestens
ein solches Teilintervall geben. Keines dieser Teilintervalle ist von der Form (e, f)
mit a; < e < f < by. Andernfalls wiire ;' ([e, f]) € M kompakt und, weil M
Hausdorff ist, daher abgeschlossen. Wegen 7 *((e, f)) = @1 *([e, f]) NUs wiire dann
auch 7' ((e, f)) C Uy abgeschlossen. Es ist aber o7 !((e, f)) € Uy auch offen, und
da U, zusammenhiingend ist wiirde ¢ *((e, f)) = Us folgen. Dies widerspriiche
Uy € Uy. Lemma 1.5.2 folgt sofort. O

LEMMA 1.5.3. Tritt in Lemma 1.5.2 der Fall (i) oder (ii) ein dann kann o1 zu
einem Homdomorphismus @1 : U1UUs — (a1, b1+1) oder einem Homdomorphismus
@1 : U UUy — (a1 — 1,b1) ausgedehnt werden.

BEWEIS VON LEMMA 1.5.3. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass (ii) gilt, der
andere Fall kann analog behandelt werden. Vertauschen wir in Lemma 1.5.2 die
Rollen von ¢; und ¢y, dann sehen wir, dass entweder po(U; N Us) = (asg, o) fiir
ein ag < ¢g < by, oder o(U; NUs) = (da,be) fiir ein as < dy < by gilt. Der
dritte Fall kann nicht eintreten da ja U; NUs; nur eine Zusammenhangskomponente
besitzt. Wieder diirfen wir 0.B.d.A. annhemen, dass p2(U; NUs) = (ag, cg) fiir ein
as < ¢ < by eintritt, der andere Fall kann analog behandelt werden. Betrachte den
affinen Homéomorphismus

_ t—co+ by(ba —Cg)

’(/J: [Cg,bg)—> [bl,bl+1)7 Tﬁ(t) : b2762 :

Definiere nun:

e1(x) falls x € Uy
¢(¢2($)) falls x € Uy \ U,

Dies ist klarerweise eine Ausdehnung von ¢; und bijektiv. Es bleibt zu zeigen,
dass ¢; ein lokaler Homéomorphismus ist. Da @1|y, = ¢1 : Uy — (a1,b1) ein
Homdomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, dass @1|y, : Us — (di,b; + 1) ein
Homgomorphismus ist. Da ¢y : Uy — (az,bs) ein Homdomorphismus ist, reicht es
zu zeigen, dass die Komposition

¢1: U UUz — (a1,b1 + 1), $1() ::{

gpl(gp;l(t)) falls ¢t € (ag,c2)

~ -1 ~ —1
: (az,b di, b1 +1), t) =
P10, (az,ba) — (di, b ), Propy (1) {Wt) falls ¢ € [ca, bo)

ein Homoomorphismus ist. Wir wissen, dass 105 | (ay.c0) ¢ (@2, ¢2) — (d1,b1) ein
Homo6omorphismus ist. Es bleibt also noch zu zeigen

Jim (05 () = b

Die einizige andere Moglichkeit wiire lim; .., ¢1(p5 *(t)) = dy, dies ist aber aus-
geschlossen da ja sonst jede Umgebung von (5 1(02) nicht leeren Durchschnitt mit
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jeder Umgebung von o] !(d;) hiitte, was wegen @7 (d;) # @5 (ca) der Hausdorff
Eigenschaft von M widerspréche. ([

LEMMA 1.5.4. Tritt in Lemma 1.5.2 der Fall (iii) ein, dann ist Uy UUs = M
und M homdéomorph zu S*.

BEWEIS VON LEMMA 1.5.4. Sei also @1 (U1 NUs) = (a1,¢1)U(d1, by) mit aq <
c; < dj < by. Vertauschen wir in Lemma 1.5.2 die Rollen von ¢; und ¢ dann muss
auch ¢o(Uy NUs) = (az,c2) U (da, be) fiir gewisse as < ca < da < by gelten, da ja
U, NUs zwei Zusammenhangskomponenten besitzt. Die Komposition
w10 9051 : (ag, c2) U (dg,b2) — (a1, c1) U (dy,by)

ist ein Hombomorphismus also gilt entweder

p109y ((az,¢2)) = (a1,¢1) und @1 03" ((d2, b2)) = (dv, b1)
oder

P10y ((az,¢2)) = (di,b1) und @1 095 ((d2, b)) = (ar,e1)  (10)
0O.B.d.A. diirfen wir (10) annehemen, der andere Fall kann analog behandelt werden.
Wie im Beweis von Lemma 1.5.3 zeigt man

lim gpl(go;l(t)) =b; und lim cpl(@gl(t)) =q (11)
t—co— t—do+
und daher auch

lim @i(py (1) =di und - lim (i, (1) = 1.

t—az+
Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt
p1(pz (a2 +e)) <bi—e und pi(py (b2 —¢)) > a1 +e¢
und daher
-1 -1 _
o7 ([ar +,b1 —€]) Uy ' ([az +£,b2 —¢]) = Uy UUs.

Also ist U; U Us Vereinigung zweier kompakter Teilmengen. Da M Hausdorff ist
folgt, dass U3 UUs € M abgeschlossen ist. Andererseits ist Uy UUs € M auch offen,
und der Zusammenhang von M impliziert daher Uy U Uy; = M. Wihle Hombomor-
phismen

1 (a1,b1) — {z estcc | Im(z) > f%}

und
Yot (a,b2) > {z €5 CC|Im(2) < 3}
sodass
Yi(ler,di]) = {z € S' | Im(2) > 3}
und
Pa([e2,da]) = {z € " | Im(2) < —3}
sowie

tlilr)rlli P1(t) = a(c2) und . hm+ P1(t) = Ya(da).

—a1

Definiere nun:

U, Ul =M—S', d(z)= {W%(“)) falls z € Uy

Ya(p2(z)) fallsz € Uy \ Uy
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Dies ist klarerweise bijektiv. Wie im Beweis von Lemma 1.5.3 zeigt man unter
Zuhilfenahme von (11) das

®opyt: (ag,be) » {z€ 5" [Im(z) < 3}

ein Homdomorphismus ist. Dann ist ®|y, : Uz — {z € S' | Im(2) < 1} ein
Homoomorphismus, daher @ ein lokaler Homdomorphismus und also ® ein Homo-
omorphismus. (I

LEMMA 1.5.5. Es existiert eine hochstens abzdhlbare Familie offener Teilmen-
gen {Vi}r=1,2,... von M mit den folgenden FEigenschaften:
(i) Jedes Vi, ist homdomorph zum Finheitsintervall (0,1) C R.
(ii) Firallek>1 gt ViU~ UV € Vg1
(iii) Fir alle k > 1 gilt Vo € VAU U V.
(iv) Fir alle k > 1 gilt Vg N (ViU --- U V) # 0.
(v) Up Vi = M.

BEwEIs voN LEMMA 1.5.5. Wir werden die V, &dhnlich wie im Beweis von
Satz 1.1.2(vii)=>(i) konstruieren. Da M parakompakt ist existiert eine lokal endliche
Uberdeckung U von M, sodass jedes U € U hombomorph zum Einheitsintervall
(0,1) C R ist, und sodass U kompakt ist fiir alle U € U. Da U lokal endlich ist
finden wir Uy € U, sodass fiir alle Uy # U € U gilt Uy € U. Setze Uy := {U1}.
Definiere induktiv

Unpr :={U el |3V ell,, VNU #0}.

Dann gilt U,, C Uy, 41, fiir alle n > 1. Alle U, sind endlich, da U lokal endlich und
jedes U kompakt ist. Da U., UUeZ/ln U C M offen und abgeschlossen ist, folgt aus
dem Zusammenhang von M, dass U,, Uy ey, U = M gilt. Wir definieren jetzt {V}}
indem wir zuerst die Elemente von U; nummerieren, dann die Elemente von Us,
u.s.w. Insbesondere |J, U, = {Vi}r. Offensichtlich erfiillt die Familie {V}}, alle
gewiinschten Eigenschaften, auler moglicherweise (iii). Durch Auslassen geeigneter
Vi erhilt man dann eine Familie die (i)—(v) erfiillt. O

Der Beweis von Satz 1.5.1 kann nun leicht wie folgt gefithrt werden. Wir nehmen
an M ist nicht homdomorph zu S'. Dann ist zu zeigen, dass M hom&omorph
zu R ist. Wihle eine Folge offener Teilmengen {Vj}r=12,.. wie in Lemma 1.5.5.
Fiir k > 1 setzte Uy := Vi U--- U V. Dann gilt Uy N Vg1 # 0, Uy € Vi,
Vi+1 € Ug. Wir definieren nun induktiv offene beschriankte Intervalle I, C R und
Homéomorphismen ¢y, : Uy, — Iy, sodass ¢ii1|y, = ¢k. Fiir k = 1 ist dies trivial.
Angenommen ¢; sind fiir ¢ < k schon konstruiert. Wir bemerken, dass Uy und Vi1
die Voraussetzungen von Lemma 1.5.2 erfiillen. Der Fall (iii) in Lemma 1.5.2 kann
nicht eintreten da ja sonst, wegen Lemma 1.5.4, M homoomorph zu S wire. Nach
Lemma 1.5.3 kann ¢y, : U — Ij also zu einem Homoéomorphismus g4 : Ugy1 =
Ur U Viy1 — Ipy1 ausgedehnt werden, wobei I3 € R wieder ein beschréinktes
offenes Intervall ist. Die {¢ }x=1,2,.. definieren eine Abbildung

O: U, Us=M—1:=, I, O(z) := @i () falls z € Uy. (12)

Wir bemerken, dass I C R ein, moéglicherweise nicht beschrinktes, offenes Intervall
ist, jedenfalls aber I homdomorph zu R ist. Es geniigt also zu zeigen, dass (12)
ein Homsomorphismus ist. Offenbar ist (12) bijektiv und ein lokaler Homdomor-
phismus. Es folgt, dass (12) ein Homéomorphismus ist. Damit ist der Beweis von
Satz 1.5.1 schliefflich beendet. O
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KOROLLAR 1.5.6. Fine 1-dimensionale zusammenhdngende topologische Man-
nigfaltigkeit mit Rand ist zu genau einem der folgenden Rdume homdoomorph: R,
S, 10,00), [0,1].

BEWEIS. Sei M eine 1-dimensionale zusammenhéngende topologische Mannig-
faltigkeit mit Rand. Ist &M = () dann muss, wegen Satz 1.5.1, M homdomorph zu
R oder S! sein. Sei also OM # (). Nach Proposition 1.4.4 ist Int(M) eine zusam-
menh#ngende, nicht kompakte, 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ohne
Rand. Nach Satz 1.5.1, ist Int(M) hom6omorph zu R.

Der Rand OM C M ist diskret. Man konstruiert leicht eine offene Umgebung
U von OM und einen Homéomorphismus ¢ : OM x [0,1) — U, sodass ¢(z,0) =z
fiir alle z € OM, vgl. Satz 1.4.5. Betrachte den Homéomorphismus

2L falls ¢ <
t falls ¢ >

$:[0,1) = [,1), )= {

N[—= M=

und definiere einen Homdomorphismus

o((idaar x¥) (¢~ Y(z))) fallsz €U

UM — M\ (M x[0,7)), ¥(z):= {x falls x ¢ U

Wir schlieflen, dass M hom&omorph zu einer abgeschlossenen echten Teilmenge von
Int(M) = R ist und nicht-leeres Inneres hat. Da M zusammenhéngend ist muss
es zu einem abgeschlossenen echten Intervall, also [0, 00) oder [0, 1], homéomorph
sein. ([l

In Dimensionen 2 ist das Klassifikationsproblem fiir Mannigfaltigkeiten klas-
sisch aber schwieriger, siche etwa [H94, Chapter 9]. Selbst die einfach zusam-
menhéingenden geschlossenen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten bereiten grofie
Schwierigkeiten. Die folgende Vermutung ist eines der Millennium Prize Problems
auf dessen Losung das Clay Mathematics Institute einen $1,000,000 Preis ausgesetzt
hat.

POINCARE VERMUTUNG. Jede einfach zusammenhingende geschlossene 3-di-
mensionale topologische Mannigfaltigkeit ist homomorph zu S3.

Jingst hat G. Perelman einige Arbeiten verdffentlicht in denen er mit Hilfe des
von R. Hamilton zu diesem Zweck eingefiithrten Ricci flow die sogenannte Thurston’s
Geometrization Conjecture beweist. Falls sie einer Uberpriifung standhalten, wiirde
dies als Spezialfall auch die Poincaré Vermutung beweisen.

Ironischer Weise ist die hoherdimensionale Version der Poincaré Vermutung
schon lédnger etabliert. Fiir n > 5 wurde dies von S. Smale gelost, dem dafiir 1966
eine Fields Medaille verliehen wurde. Der Fall n = 4 wurde schliellich von M. Freed-
man bewiesen, auch er erhielt 1986 eine Fields Medaille fiir seine Arbeit.

SaTz 1.5.7 (Smale, Freedman). Jede geschlossene n-dimensionale, n > 4, topo-
logische Mannigfaltigkeit die homotopiedquivalent zu S™ ist, ist auch homdéomorph
zu S™.

FEine Klassifikation der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, n > 4, ist nicht
moglich. Dies riirt daher, dass jede endlich prisentierte Gruppe als Fundamental-
gruppe einer kompakten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit auftritt, es aber keinen
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Algorithmus gibt der entscheidet ob zwei Préisentationen dieselbe Gruppe beschrei-
ben. Allerdings gibt es Klassifikationen fiir einfach zusammenhéngende Mannigfal-
tigkeiten.

2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.1. C"-Mannigfaltigkeiten. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine
Paar (U,¢), wo U C M offen, ¢ : U — ¢(U) C R™ ein Homéomorphismus und
©(U) C R™ offen ist, heit Karte von M. Eine Menge von Karten {(Uy, ¢a)}aca
heiit Atlas von M falls (J,c4 Ua = M. Sind (Uy, 1) und (Us, @2) zwei Karten,
dann ist

w2001t p1(UrNUs) — @a(U1 N U2)
ein Homdomorphismus zwischen offenen Mengen des R™ und wird als Kartenwech-
selabbildung bezeichnet.

Sei 1 <r < oco. Ein Atlas A einer topologischen Mannigfaltigkeit M heif3t C"-
Atlas falls alle Kartenwechselabbildungen C” sind. Da 109, * invers zu pgop; * ist
folgt, dass alle Kartenwechselabbildungen C"-Diffeomorphismen sind. Eine Karte
(U, ¢) heifit kompatibel oder vertriglich mit dem C”-Atlas A falls AU{(U, )} wieder
ein C"-Atlas ist. Ein C"-Atlas A heifit mazimal falls er nicht durch hinzufiigen neuer
Karten vergroflert werden kann, d.h. ist eine Karte (U, ¢) kompatibel mit A, dann
ist sie bereits in A enthalten, (U, ¢) € A. Ein maximaler C"-Atlas fiir M wird als
C"-Struktur auf M bezeichnet.

DEFINITION 2.1.1 (C"-Mannigfaltigkeiten). Sei 1 < r < oo. Eine C”-Mannig-
faltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit die mit einer C"-Struktur ausge-
stattet ist. Genauer, eine C"-Mannigfaltigkeit is ein Paar (M, D) wo M eine to-
pologische Mannigfaltigkeit und D eine C"-Struktur auf M ist. Die Elemente der
C"-Struktur werden als Karten der C"-Mannigfaltigkeit bezeichnet. Eine topologi-
sche Mannigfaltigkeit wird oft auch als CO-Mannigfaltigkeit bezeichnet. Unter einer
glatten Mannigfaltigkeit versteht man eine C'°°-Mannigfaltigkeit.

Sei M eine C"-Mannigfaltigkeit, 1 <r < oco.Sind p : U - R*und ¢ : V — R™
zwei Karten und x € U NV dann gilt n = m, da die Kartenwechselabbildung
ot plU) — (V) ein CT-Diffeomorphismus ist und daher das Differential
Do <p_1)<p(x) : R™ — R™ ein linearer Isomorphismus sein muss. Wir kénnen also
die Dimension bei x € M definieren indem wir eine Karte ¢ : U — R” mit x € U
wihlen und dim, (M) := n setzten. Wir erhalten eine lokal konstante Funktion
dim(M) : M — N. Fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist die Definition der
Dimension also wesentlich einfacher als fiir topologische Mannigfaltigkeiten, fiir die
wir ja den nicht trivialen Satz 1.1.1 bendétigt haben.

Jeder C"-Atlas bestimmt einen maximalen C"-Atlas, man nehme einfach alle
Karten die mit ihm vertréiglich sind und verifiziere, dass dies tatséchlich einen C”-
Atlas bildet der offensichtlich maximal ist. Daher bestimmt ein C"-Atlas auf einer
topologischen Mannigfaltigkeit in eindeutiger Weise eine C"-Struktur und macht
sie damit zu einer C"-Mannigfaltigkeit. Fiir 0 < s < r < oo ist daher jede C"-
Mannigfaltigkeit in natiirlicher Weise auch eine C'*-Mannigfaltigkeit.

Ist M eine C"-Mannigfaltigkeit und U C M offen dann erbt U die Struktur einer
C"-Mannigfaltigkeit indem man alle Karten auf U einschrénkt. Ist {M,}aca eine
Familie von C"-Mannigfaltigkeiten, dann erbt die disjunkte Vereinigung | |, 4 Mo
die Struktur einer C”-Mannigfaltigkeit. Sind M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten
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mit Atlanten Ay = {(Ua, @a) }acay und Ax = {(V3,v%3)}sca, dann bildet {Ua X
VB, 9o X 98} (0 g)canxay €inen CT-Atlas fiir M x N, also erbt auch M x N die

Struktur einer C"-Mannigfaltigkeit. Jede Uberlagerung einer C"-Mannigfaltigkeit
erbt die Struktur einer C"-Mannigfaltigkeit.

Die identische Abbildung idg» : R™ — R"™ ist ein C°°-Atlas fiir R™ und macht
R™ zu einer glatten Mannigfaltigkeit. Insbesondere sind alle offenen Teilmengen des
R™ auch glatte Mannigfaltigkeiten.

Die beiden Karten fiir S™ in Kapitel 1.2 bilden einen C'*°-Atlas da die Karten-
wechselabbildung

R"\0—R"\0,  yw y/llyl?
glatt ist. Die resultierende glatte Struktur heifit die Standardstruktur auf S™.

Die Karten fiir RP™ in Kapitel 1.2 bilden einen C*°-Atlas, dafir0 <i < j <n
die Kartenwechselabbildung

n LPJO(pi_l n
{1, yn) €R™ |y #0} == {(21,..,20) ER™ | 241 # 0}
Y1 Yi 1 Yir1 Yiz1 Yit1 Yn
(Y1, ym) (y;""’yj’yj’ yi w0y w)
glatt ist. Die resultierende glatte Struktur heifit die Standardstruktur auf RP"™.
Genauso bilden die Karten fiir CP™ in Kapitel 1.2 einen C°°-Atlas. Die resul-
tierende glatte Struktur heifit die Standardstruktur auf CP™.

2.2. C"-Abbildungen. Ist M eine C"-Mannigfaltgkeit dann kann man von
C"-Funktionen auf M und C"-Kurven in M sprechen. Allgemeiner hat man das
Konzept der C"-Abbildungen zwischen zwei C"-Mannigfaltigkeiten.

DEFINITION 2.2.1 (C"-Abbildungen). Es seien M und N zwei C"-Mannigfal-
tigkeiten, 0 < r < co. Eine stetige Abbildung f : M — N heifit C"-Abbildung, falls
fiir jede Karte (U, ¢) von M und jede Karte (V,4) von N die Komposition

Yo fop tio(fTHV)NU) — ¥(V)

eine C"-Abbildung ist. Die Menge aller C"-Abbildungen von M nach N wird mit
C" (M, N) bezeichnet. Eine C*°-Abbildung wird auch als galtte Abbildung bezeich-

net.

Bemerke, dass die Menge ¢(f~*(V) N U) in Definition 2.2.1 offen in R™ ist,
da wir Stetigkeit von f voraussetzen. Wir forden daher die C"-Eigenschaft fiir eine
Funktion die auf einer offenen Menge eines R™ definiert ist und Werte in einem R"™
hat, siehe Analysisvorlesung.

Sind M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, und ist f : M — N stetig und so,
dass fiir jedes x € M eine Karte (U, ¢) von M mit z € U und eine Karte (V, ) von
N mit f(z) € V existieren fiir die

bofoplip(fTHV)NT) = ¢(V)

C" ist, dann folgt f € C"(M, N). Man muss die C"-Eigenschaft also nicht fiir alle
Karten eines mazimalen Atlasses verifizieren.

Ist M eine C"-Mannigfaltigkeit, dann ist die identische Abbildung idy; : M —
M eine C"-Abbildung. Sind f : M — N und g : N — P zwei C"-Abbildungen,
dann auch ihre Komposition g o f : M — P. Die C"-Mannigfaltigkeiten und C"-
Abbildungen bilden daher eine Kategorie.
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Ist M eine C"-Mannighfaltigkeit, dann bildet C"(M,R) mit punktweiser Ad-
dition und Multiplikation eine kommutative Algebra mit Eins.

DEFINITION 2.2.2 (Diffeomorphismen). Sei 0 < r < co. Eine C"-Abbildung
f: M — N zwischen C"-Mannigfaltigkeiten heiflit C"-Diffeomorphismus falls es
eine C"-Abbildung f~' : N — M gibt, sodass f~'o f =idy; und fo f~' = idy.
Die Menge der C"-Diffeomorphismen wird mit Diff" (M, N) bezeichnet. Zwei C"-
Mannigfaltigkeiten heiflen C"-diffeomorph, falls ein C"-Diffeomorphismus f: M —
N existiert.

Die C"-Abbildung f : R — R, f(z) := 23, ist ein Homomorphismus, aber kein
C"-Diffeomorphismus, 1 < r < oco. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung
muss also extra gefordert werden.

Ist M eine C"-Mannigfaltigkeit und f : N — M ein Hom6omorphismus, dann
gibt es auf N eine eindeutige C"-Struktur, sodas f ein C"-Diffeomorphismus wird.
Ist némlich Ay ein maximaler C"-Atlas fiir M, dann bildet Ay := {(f~1(U), pof) |
(U,¢) € Ay} einen maximalen C"-Atlas fiir N der f zu einem C"-Diffeomorphismus
macht.

2.3. Teilmannigfaltigkeiten. Die Teilmengen einer Mannigfaltigkeit die lo-
kal wie R¥ C R™ aussechen heissen Teilmannigfaltigkeiten. Genauer haben wir

DEFINITION 2.3.1 (Teilmannigfaltigkeiten). Sei M eine C"-Mannigfaltigkeit,
0 < r < 0. Eine Teilmenge S C M heifit C”-Teilmannigfaltigkeit von M falls fiir
jeden Punkt z € S eine Karte ¢ : U — R™ existiert, sodass € U und

p(UNS) =oU)N (R x {0}) CR"

fiir ein 0 < k < n. Jede solche Karte heifit C"-Teilmannigfaltigkeitskarte fiir S bei
x.

Ist M eine C"-Mannigfaltigkeit und S C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit, dann
erbt S die Struktur einer C"-Mannigfaltigkeit. Genauer, die Einschrinkung jeder
Teilmannigfaltigkeitskarte (U, o) fiir S liefert eine Karte

Oluns :UNS — oUNS) CR”

fiir S. Diese bilden einen C"-Atlas fiir S, und das macht S zu einer C"-Mannigfal-
tigkeit. Die Inklusion ¢ : S — M ist dann eine C"-Abbildung.

Trivialerweise ist jede offene Teilmenge einer C"-Mannigfaltigkeit eine C"-Teil-
mannigfaltigkeit.

Eine wichtige Moglichkeit Teilmannigfaltigkeiten zu bestimmen, ist durch An-
gabe von hinreiched reguldren Gleichungen. Dazu erinnern wir uns an folgendes
zentrale Resultat aus der Analysis.

SaTz 2.3.2 (Impliziter Funktionensatz, surjektive Form). Sei U C R™ offen und
f:U —=R" eine C"-Abbildung, 1 < r < co. Sei weiters x € U und das Differential
Df, : R™ — R™ surjektiv. Dann existiert eine offene Menge W C U mit x € W,
eine offene Menge W' C R™ und ein C"-Diffeomorphismus g : W' — W, sodass

(fog) Wi, s Um) = (Y15, Yn)
fiir alle (y1,.-.,ym) € W'.
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Fiir den Fall, dass diese Version des Impliziten Funktionensatzes nicht so gelaufig
ist, sei hier noch kurz erldutert wie man sie aus dem Inversen Funktionensatz, siche
[R53, Theorem 9.22], [D76, Section 10.2.5] oder [H93, Abschnitt 171], herleiten
kann.

SaTz 2.3.3 (Inverser Funktionensatz). Sei U C R™ offen und f: U — R™ eine
C"-Abbildung, 1 <1 < oo. Sei weiters x € U und das Differntial Df, : R® — R"
von f bei x invertierbar. Dann ezistiert eine offene Menge W C U mitx € W und
eine offene Menge W' C R™ sodass flw : W — W' ein C"-Diffeomorphismus ist.

HERLEITUNG VON SATZ 2.3.2 AUS SATZ 2.3.3. Da D f, surjektiv ist finden
wir eine lineare Abbildung A : R™ — R™™" sodass (Df;, A) : R™ — R xR™ ™" in-
vertierbar ist. Fiir das Differential der C™-Abbildung h := (f,\) : U — R" xR™™™,
bei x gilt Dh, = (Df,,\). Also ist Dh, invertierbar. Nach Satz 2.3.3 finden wir
eine offene Menge W C U mit € W, eine offene Menge W’ C R™ x R™~" = R™,
sodass hly : W — W’ ein C"-Diffeomorphismus ist. Fiir den C"-Diffeomorphismus
g = h|‘7V1 : W — W gilt dann klarerweise f(g(y1,---,Ym)) = (y1,.-.,yn) fiir alle
Y15+, Ym) € W'. O

DEFINITION 2.3.4 (Submersionen). Eine C*-Abbildung f : M — N heifit sub-
mersiv bei x € M falls fiir eine (und dann jede) Karte (U, ) von M mit z € U,
und eine (und dann jede) Karte (V,v) von N mit f(z) € V das Differential
Do fopt)ywm) bei o(x) surjektiv ist. Sie heiBt submersiv oder Submersion
falls sie submersiv bei jedem x € M ist. Die Menge der C"-Submersionen wird mit
Sub”(M, N) bezeichnet.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.3.2 erhalten wir

ProprosITION 2.3.5. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oo,
und sei f € C"(M, N) submersiv bei x € M. Dann existiert eine Karte ¢ : U — R™
von M mit x € U, und eine Karte ¢ : V — R™ mit f(U) CV sodass

1/10f090_1(y1>~--7ym) = (ylu"'7yn)
fiir alle (y1,...,ym) € @(U) CR™ gilt.

BewEls. Wihle eine Karte ¢ : V. — R™ von N mit f(z) € V. Wihle eine
Karte ¢ : U — R™ von M mit z € U und f(f]) C V. Da f bei x submersiv ist, ist
D(¢po fo@™!) 5, surjektiv. Nach Satz 2.3.2 existiert eine offene Menge W C (U)
mit p(x) € W, eine offene Menge W’ C R™, und ein C"-Diffeomorphismus g : W' —
W mit (o fop tog)y, - sYm) = (y1,...,yn) fiir alle (y1,...,ym) € W’. Sei
U:=Ung (W), und ¢ := g to@|y: U — W’ Dannist ¢ : U — R™ eine Karte
von M mit z € U und f(U) CV, und es gilt Yo for Y (y1,...,Ym) = (Y1, -+, Yn)
fiir alle (y1,...,ym) € p(U) = W' CR™. O

PROPOSITION 2.3.6. Sei f : M — N eine Submersion. Dann ist f(M) C N
offen.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition 2.3.5, denn fiir n < m ist die Ab-
bildung (y1,...,Ym) — (y1,...,Yyn) offen, d.h. offene Mengen werden auf offene
Mengen abgebildet. O

DEFINITION 2.3.7 (Regulidre Werte). Sei f : M — N eine C'-Abbildung. Ein
Punkt y € N heiit requlirer Wert von f, falls f submersiv bei jedem x € f~1(y)
ist.
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SATZ 2.3.8. Sei f: M — N eine C"-Abbildung, 1 <r < oo, und seiy € N ein
requlirer Wert von f. Dann ist f~1(y) C M eine abgeschlossene C™-Teilmannig-
faltigkeit. Ist diim M = m und dim N = n dann hat f~'(y) die Dimension m — n.

BEWEIS. S := f~!(y) C M ist abgeschlossen, da f stetig ist. Sei € S. Nach
Proposition 2.3.5 finden wir eine Karte ¢ : U — R™ von M mit x € U und eine
Karte 1 : V. — R™ von N mit f(U) C V, sodass () o f oo ) (y1,...,Ym) =
(y1,...,yn) fir alle (y1,...,ym) € ©(U) € R™. Auch diirfen wir annehmen, dass
¥(f(x)) = 0. Dann gilt klarerweise o(UNS) = o(U)N ({0} x R™~™). Also ist (U, ¢)
eine C"-Teilmannigfaltigkeitskarte fiir S bei x. (]

Mit Hilfe von Satz 2.3.8 konnen leicht Beispiele von C7"-Mannigfaltigkeiten
konstruiert werden. Wir wollen hier nur drei erwéhnen.

Betrachtet man etwa die C*°-Funktion f: R"*!' = R, f(z) = ||z|* = X, z2.
Dann ist offensichtlich 1 € R ein reguldrer Wert von f. Aus Satz 2.3.8 folgt, dass
S™ = f71(1) eine C°°-Teilmannigfaltigkeit von R"*! ist. Insbesondere erkennen
wir 8™ als C°°-Mannigfaltigkeit ohne explizit einen Atlas anzugeben.

Sei M, der Vektorraum der reellen n x n-Matrizen, und sei

O(n):={AeM,|A'A=1T}

die Teilmenge der orthogonalen Matrizen. Bezeichne mit S, := {A € M,, | A" = A}
den Teilraum der symmetrischen Matrizen. Fiir die C°°-Abbildung f : M,, — Sy,
f(A) := A'A, gilt offenbar f~!(I) = O(n). Fiir die Abbleitung von f bei A in
Richtung B finden wir

Dfa(B) = 2]0f(A+tB) = A'B+ B'A= A'B + (A'B)".

Ist A€ O(n) und S € S, dann gilt fiir B := 1 AS offensichtlich D f4(B) = S. Daher
ist das Differential von f bei jedem A € O(n) surjektiv, also ist I ein reguldrer
Wert von f. Nach Satz 2.3.8 ist daher O(n) = f~1(I) eine C*°-Teilmannigfaltigkeit
des Vektoraumes M,,. Fiir die Dimension gilt dimO(n) = dim M,, — dim S,, =
n?—n(n+1)/2=n(n-1)/2.

Sei 0 < g € N. Dann ist

Eg = {[ZO A ZQ] S (CPQ ‘ Zngl + ZiJJrl +Z§+1 = 0}

eine 2-dimensionale C*°-Teilmannigfaltigkeit von CP?. Dazu erinnern wir uns an
die Karten ¢; : U; — C2,0 < i < 2, von CP? aus Abschnitt 1.2. Es reicht zu zeigen,
dass ¢;(X, N U;) C C? eine C*°-Teilmannigfaltigkeit ist. Fiir jedes 0 < i < 2 gilt
0i(ByNU) = {(y1,92) | yIT +9§"" = —1}. Nach Satz 2.3.8 reicht es zu zeigen, dass
—1 € C ein reguliirer Wert der Abbildung f : C? — C, f(y1,y2) =y + I ist.
Fiir das Differential von f bei (y1,y2) gilt D f(y, o) (&1, &2) = (9+1)(y7&1+y5E2). Fiir
yIT 4yt = —1ist daher 0 # D fyspe) : C* — C, also D f(,, 4,) surjektiv. Damit
ist —1 ein regulédrer Wert von f und ¥, eine 2-dimensionale C*°-Teilmannigfaltigkeit
von CP2. Da g C CP? abgeschlossen und CP? kompakt ist, ist auch >4 kompakt.
Auch sieht man leicht, dass ¥, zusammenhéngend ist.

Eine andere Moglichkeit Teilmannigfaltigkeiten als solche zu erkennen ist durch
Angabe einer geeigneten Parametrisierung. Dazu erinnern wir an folgendes Resultat
aus der Analysis.

SATZ 2.3.9 (Impliziter Funktionensatz, injektive Form). Sei U C R™ offen und
f:U — R"™ eine C"-Abbildung, 1 < r < co. Sei weiters x € U und das Differential
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Df, : R™ — R™ bei x injektiv. Dann existiert eine offene Menge V. C U mitxz € V,
eine offene Menge W C R™ mit f(V) C W, eine offene Menge W' C R™ und ein
C"-Diffeomorphismus g : W — W' sodass

(gof)(yl""7ynl) = (y17"'7ym70""’0)
fir alle (y1,...,ym) €V gilt.

Wir geben auch fiir diese Version des Impliziten Funktionensatzes eine Herlei-
tung aus dem Inversen Funktionensatz an.

HERLEITUNG VON SATZ 2.3.9 AUS SATZ 2.3.3. Da Df, injektiv ist existiert
eine lineare Abbildung A : R~ — R", sodass

Dfy + A :R™® xR*™™ — R"
W1, yn) = Dfa(yis - ym) + AYmats - Yn)
invertierbar ist. Fiir das Differential der C"-Abbildung
hi=f+\:UxR"™™ - R"
h(ys, - yn) = f1 - Ym) + AWmr1s -5 Yn)
bei (z,0) gilt Dh(y0) = Dfs + A Also ist Dh, ) invertierbar. Nach Satz 2.3.3
finden wir eine offene Menge W' C U x R™~™ C R™ mit (z,0) € W’, und eine offene
Menge W C R™ sodass hly : W — W ein C"-Diffeomorphismus ist. Betrachte
den C7"-Diffeomorphismus g := h|1},1, : W — W/, und die offene Menge V :=
W' N (R™ x {0}) C U. Dann gilt offensichtlich z € V. Fiir (y1,...,ym) € V
haben wir f(y1,...,ym) = h(y1,-..,Ym,0,...,0). Wir schlieen f(V) C W und
g(f(y17 aym)) = (yla' "aym707"'70) fur a‘ue (y17~-~7ym) € V D

DEFINITION 2.3.10 (Immersionen). Ein C*-Abbildung f : M — N heifit im-
mersiv bei © € M falls fiir eine (und dann jede) Karte (U, @) von M mit x € U
und eine (und dann jede) Karte (V,¢) von N mit f(x) € V das Differential
D(po fop™t),(z) bel o(x) injektiv ist. Sie heifit immersiv oder Immersion falls sie
immersiv bei jedem x € M ist. Die Menge der C"-Immersionen, 1 < r < oo, wird
mit Imm" (M, N) bezeichnet.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2.3.9 erhalten wir

PRrROPOSITION 2.3.11. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oo,
und sei f € C"(M,N) bei x € M immersiv. Dann existieren eine Karte ¢ : U —
R™ von M mit x € U und eine Karte ¥ : V. — R™ von N mit f(U) CV, sodass

(Wofoo Wi, s ym)= Wi, Ym,0,...,0)
fir alle (y1,...,ym) € @(U) CR™ gilt.

BeEwEIs. Wihle ein Karte ¢ : V — R™ von N mit f(z) € V. Wihle eine
Karte » : U — R™ von M mit € U und f(U) C V. Nach Satz 2.3.9 finden
wir eine offene Menge U’ C @(U) mit ¢(z) € U’, eine offene Menge W C R™ mit
(o fo=1)(U’) C W, eine offene Menge W’ C R” und einen C"-Diffeomorphismus
g: W — W’ sodass (QOQZNJOfOQE*l)(yl,...,ym) = (Y1,---+Ym,0...,0) fiir alle
(Y1, .. ym) € U’ gilt. Sei U :=UN@~Y(U') C M und ¢ := @|ly : U — U’ C R™.
Dann ist (U,¢) eine Karte von M mit z € U. Sei V := V N4~ (W) € N und
Y = go 1/~J|V : V. — W' C R"™ Dann ist (V,%) eine Karte von N und f(U) C
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V. SchlieBlich gilt auch (¢ o f oo™ ) (y1,...,¥m) = Wi, Ym,0,...,0) fiir alle
(yl,...,ym)ecp(U):U’. d

DEFINITION 2.3.12 (Einbettungen). Sei 1 < r < co. Unter einer C"-Finbettung
versteht man eine immersive C"-Abbildung f : M — N, sodass f: M — f(M) ein
Homgomorphismus ist, wobei f(M) C N die Teilraumtopologie trigt. Die Menge
der C"-Einbettungen wird mit Emb" (M, N) bezeichnet.

Man bemerke, dass fiir kompaktes M jede injektive C"-Immersion f : M — N
ein Homoomorphismus auf sein Bild und damit eine Einbettung ist.

SATZ 2.3.13. Sei f: M — N eine C"-Einbettung, 1 < r < oco. Dann ist f(M)
eine C"-Teilmannigfaltigkeit von N, und f : M — f(M) ein C"-Diffeormorphismus.

BEWEIS. Sei S := f(M) C N und z € M. Nach Proposition 2.3.11 finden wir
eine Karte ¢ : U — R™ von M mit x € U und eine Karte ¢ : V.— R™ von N mit
f(U) CV, sodass

(wofogo_1>(yla"'7y’m) :(y17'~'7ym70ﬂ"'70) (13)

fiir alle (y1,...,ym) € @(U). Da f : M — S ein Homdomorphismus ist kénnen
wir durch Verkleinerung von V erreichen, dasss auch f(U) = SNV gilt. Zusam-
men mit (13) folgt dann (S NV) = (V)N (R™ x {0}). Also ist (V,v) eine C"-
Teilmannigfaltigkeitskarte fiir S bei f(x) und daher S eine C"-Teilmannigfaltigkeit
von N. Nach Definition der C"-Struktur auf Teilmannigfaltigkeiten ist p := ¥|gny :
SNV — R™ eine Karte von S bei f(x). In dieser Karte gilt (pofoe™1)(y1,...,ym) =
(Y1, -+, Ym). Also ist auch f=!: S — M eine C"-Abbildung und damit f : M — S
ein C"-Diffeomorphismus. U

2.4. Differenzierbare Zerlegungen der Eins. Sei M eine C"-Mannigfal-
tigkeit, 0 < r < oo. Unter einer C"-Zerlegung der Eins auf M versteht man eine
Familie von C"-Funktionen {A, : M — [0,1]}4c4 mit den folgenden beiden Eigen-
schaften:

(i) Die Tréager supp(Ay) := {x € M | Ao (z) # 0} bilden eine lokale endliche
Familie, d.h. jeder Punkt in M besitzt eine Umgebung die nur endlich
viele supp(\y) schneidet.

(ii) Fiir alle z € M gilt > .4 Aa(z) = 1.

Ist U eine offene Uberdeckung von M und gibt es fiir jedes a € Aein U € U, sodass
supp(Aa) C U, dann heifit die Zerlegung der Eins der Uberdeckung U untergeordnet.

SATZ 2.4.1. Jede offene Uberdeckung einer C”-Mannigfaltigkeit besitzt eine ihr
untergeordnete C"-Zerlegung der Eins, 0 < r < co.

Fiir den Beweis von Satz 2.4.1 bendtigen wir einige Vorbereitungen.

LEMMA 2.4.2. Es gibt eine C*°-Funktion ¢ : R — [0,1], sodass ¢~1(0) =
(—00,0] und ¢~ 1(1) = [1,00) gilt.

BEwEIS. Wir betrachten zuerst die Funktion:

0 falls t <0
e/t fallst >0

a:R—10,1), a(t) == {
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Da (4)ne~1/t = P, (1/t)e~/* fiir gewisse Polynome P, gilt, und weil jedes Polynom
P auch lim,_,o, P(s)e™® = 0 erfiillt folgt leicht, dass (14) eine C*°-Funktion. Die
Funktion

¢:R —10,1], o(t) ==

erfiillt dann alle gewiinschten Eigenschaften.

O

LEMMA 2.4.3. Fir jedes n € N existiert eine C>-Funktion 3, : R* — [0,1]
sodass (3,;1(1) = B™(1) und 3,1(0) = R™ \ B"(2) gilt. Hier bezeichnet B™(r) :
{z e R" | ||z|| < r} den offenen Ball in R™ mit Mittelpunkt O und Radius .

BEWEIS. Man setzte einfach §,(z) := #(2 — ||z]|), wobei ¢ eine Funktion wie
in Lemma 2.4.2 ist. t

LEMMA 2.4.4. Sei U eine offenen Uberdeckung einer C”-Mannigfaltigkeit M,
0 <r < oo. Dann gibt es einen Atlas {pq : Uy — R™ },ca mil folgenden FEigen-
schaften:

(1) {Uastaca ist eine lokal endliche Verfeinerung von U.
(ii) pa(Us) = R™ fiir alle a € A.
(i) Unea pa' (B (1)) = M.

BeEwEeis. O.B.d.A. sei M zusammenhéngend und n = dim(M). Wikle eine
kompakte Ausschopfung { Ky }ren wie in Satz 1.1.2(i). Setzte Ky = 0 fiir £ < 0.
Fiir jedes k € N ist K} \ Ki_1 kompakt. Wir finden daher endlich viele Karten
{pt : Ui — R"};c 4, mit folgenden Eigenschaften:

a) Fiir jedes i € Ay, existiert U € Y mit U} C U.
b) Fiir alle 1 € Ag gﬂt U]z - Kk+1 \ Ky _s.

c) Fiir alle i € Ay, ist o : Ul — R™ surjektiv.
d) {(%c)fl(Bn(l))}ieAk iiberdeckt K \ Ki_1.

Betrachte die Familie von Karten {(U}., ¢})}renica,. Wegen d) und J, K = M
erfiillt sie (iii). Aus c) folgt (ii). Wegen a) bildet {U} }renica, eine offene Verfei-
nerung von Y. Auch ist {U] ]i}keN,ie A, lokal endlich, denn ist € M dann existiert
k mit € Ky C Ky und U} N Ky = 0 fiir alle [ > k + 3. Daher schneiden
héchstens endlich viele U} die offene Umgebung K41 von z. Damit ist auch (i)
verifiziert. O

BEWEIS VON SATZ 2.4.1. Sei also M eine C"-Mannigfaltigkeit und U/ eine of-
fene Uberdeckung. Wéhle einen Atlas {(Uq, ¢a)}aca wie in Lemma 2.4.4. Seien
Brn i R™ — [0,1] wie in Lemma 2.4.3. Fiir a € A definiere eine Funktion

B, (0o(z)) falls x € U,

Aot M —1[0,1],  Aa(x) = {0 falls = ¢ U,
«@

Wegen Lemma 2.4.4(ii) und weil supp(8,,) € B"=(2) sind alle \, tatsichlich C"-
Funktionen. AuBerdem gilt supp(\,) € 51 (B™(2)) C Uy, also ist {supp(Aa)}aca
lokal endlich und U untergeordnet, siehe Lemma 2.4.4(i). Beachte, dass die Summe
A(w) := > ca Aa(x) lokal endlich ist und wegen Lemma 2.4.4(iii) stets A(x) > 0
gilt. Also ist A : M — (0,00) eine C"-Funktion, und {A,/A : M — [0,1]}neca eine
C"-Zerlegung der Eins die U untergeordnet ist. ([
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Als Indexmenge der Partition der Eins kann man die Uberdeckung der sie
untergeordnet sein soll verwenden. Dies ist oft unkomplizierter anzuwenden als
Satz 2.4.1.

KOROLLAR 2.4.5. Sei M eine C”-Mannigfaltigkeit, 0 < r < 0o, und sei U eine

offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine Partition der Bins {\u}uey mit
supp(Ay) C U fir alle U € U.

BEWEIS. Nach Satz 2.4.1 gibt es eine Partition der Eins {{4}aca die U un-
tergeordnet ist. Fiir jedes a € A wihle U, € U mit supp po C U,. Fiir U € U sei
Ay ={a € AUy =U} und Ay := >, 4, Ha- Dann ist {A\v}vey eine Partition
der Eins mit supp \y C U fiir alle U € U. O

Ohne Regularitéitsvoraussetzung ist Satz 2.3.8 falsch, jede abgeschlossene Teil-
menge ist Nullstellenmenge einer C"-Funktion.

SaTz 2.4.6 (Whitney). Sei M eine C"-Mannigfaltigkeit, 0 < r < oo, und A C
M abgeschlossen. Dann existiert eine C”-Funktion f : M — [0,00) mit A = f~1(0).

Der folgende Beweis von Satz 2.4.6 ist eine typische Anwendung von Zerlegun-
gen der Eins. Wir werden zuerst ein lokales Resultat, sieche Lemma 2.4.7, beweisen
und dann mit Hilfe einer geeigneten Partition der Eins das globale Resultat erhal-
ten.

LEMMA 2.4.7. Sei A C R™ abgeschlossen. Dann existiert eine C°-Funktion
f:R" —[0,00), sodass f~1(0) = A.

BEWEIS VON LEMMA 2.4.7. Sei U := R™ \ A. Dann ist U C R" offen. Da R"
das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt finden wir eine Folge xz € U und r;, > 0
sodass |J,cn By, (k) = U, wobei BY(r) := {y € R" | |ly — z| < r} den offenen
Ball mit Mittelpunkt € R™ und Radius 7 > 0 bezeichnet. Sei ¢ : R — [0, 1] eine
C*°-Funktion wie in Lemma 2.4.2. Seien C} > 0 Konstanten, die wir spater noch
genauer spezifizieren werden. Fiir jedes k € N ist dann

fe :R" = [0,00), fr(z):=Cro(2— 2|z — axl|/ri)
eine C'*°-Funktion, und es gilt:
(i) fx(x) # 0 genau dann wenn = € By (ry).

Wiéhlt man die Cy > 0 hinreichend klein, dann gilt zusétzlich noch:

(ii) |fe(z)] < 27F fiir alle z € R™.

(iii) Fiir alle Partiellen Ableitungen der Ordnung j < k gilt ‘%

fiir alle z € R"™.

Wegen (ii) konvergiert f := ), _ fx gleichméBig auf R™. Wegen (iii) konvergiert
aber auch )7, 81,13]7’;% gleichméBig auf R™. Daher ist f : R™ — [0,00) eine
C*°-Funktion. Aus (i) folgt f(x) # 0 genau dann wenn z € {J,, B}, (r) = U. Daher
gilt auch f~1(0) = A. O

<27k

BEWEIS VON SATZ 2.4.6. O.B.d.A. sei M zusammenhéngend und dim(M) =
n. Sei U eine offene Uberdeckung von M, sodass fiir jedes U € U eine surjektive
Karte ¢y : U — R” existiert. Nach Lemma 2.4.7 finden wir zu jedem U € U eine C"-
Funktion fi; : U — [0,00) sodass f;'(0) = U N A. Sei {\v}veu eine C™-Partition
der Eins wie in Korollar 2.4.5. Da supp Ay C U kann Ay fy : U — [0, 00) durch 0 zu
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einer C"-Funktion Ay fy : M — [0, 00) ausgedehnt werden. Da {supp Ay }uvey lokal
endlich ist, ist auch die Summe f := » ;;,, Av fu lokal endlich, also f : M — [0, 00)
eine C"-Funktion.

Ist z € Aund U € U dann gilt (A\yfu)(z) = 0, denn falls x € U folgt dies
aus fy(x) = 0, und fir ¢ U haben wir nach Definition (Ay fy)(xz) = 0. Es folgt
A C f71(0). Ist umgekehrt f(x) = 0 dann gilt (A\y fr)(z) = 0 fiir alle U € U, da
ja Ay fu > 0. Es existiert U € U sodass Ay (z) # 0. Fiir dieses U folgt € U und
fu(x) = 0. Daher x € UN A C A, und wir erhalten auch f~1(0) C A. Damit ist
f71(0) = A, und der Beweis von Satz 2.4.6 abgeschlossen. O

3. Die Whitney Topologie

Wir werden in diesem Kapitel eine fiir die Differentialtopologie wichtige Topo-
logie, die Whitney oder C"-Topologie, auf C"(M, N) einfithren, 0 < r < oco. Diese
wird zwar im Allgemeinen nicht metrisierbar sein, jedoch hat C" (M, N), wie wir in
Abschnitt 3.4 sehen werden, die Baire Eigenschaft — ein wesentliches Hilfsmittel
fiir Existenzsiitze. Viel wichtige Teilmengen von C"(M, N) sind beziiglich der Whit-
ney Topologie offen, etwa die (abgeschlossenen) Einbettungen, die Immersionen, die
Submersionen und die Diffeomorphismen, siche Abschnitt 3.5 unten. Die Whitney
Topologie ist also fein genug, sodass diese fiir uns interessanten Mengen offen sind.
Andererseits werden wir in Abschnitt 3.6 sehen, dass C"(M, N) in C*(M, N) dicht
ist 0 < s < r < oo. C*-Abbildungen lassen sich also durch C"-Abbildungen ap-
proximieren. Die Whitney Topologie ist also in diesem Sinn auch nicht zu fein.
Die Offenheitsresultate zusammen mit den Dichtheitsresultaten werden dann sehr
schnell zu folgendem fundamentalen Ergebnis fithren, siehe die Abschnitte 3.6 und
3.7. Jede C"-Mannigfaltigkeit ist C"-diffeomorph zu einer C'°*°-Mannigfaltigkeit,
1 < r < oco. Sind zwei C"-Mannigfaltigkeiten C*-diffeomorph dann sind sie auch
C"-diffeomorph, 1 < s < r < oco. Grob gesprochen besagen diese Ergebnisse, dass
man beim Studium der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (d.h. r > 1) 0.B.d.A.
die zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten glatt (d.h. r = co) annehmen darf. Diese
Resultate bleiben fiir 7 = 0 oder s = 0 nicht richtig. Es gibt topologische Mannig-
faltigkeiten die keine differenzierbare Struktur besitzen, und es gibt topologische
Mannigfaltigkeiten die mehrere nicht diffeomorphe differenzierbare Strukturen er-
lauben. Darauf kénnen wir hier aber leider nicht eingehen.

Wir folgen in diesem Kapitel im Wesentlichen der Darstellung in [H94].

3.1. Die Graphentopologie Topologie auf C(X,Y’). Fiir zwei topologische
Réume X und Y werden wir in diesem Abschnitt eine Topologie auf dem Raum der
stetigen Abbildungen C(X,Y) definieren und einige grundlegende Eigenschaften
besprechen. Wir werden dies spéter nur fiir topologische Mannigfaltigkeiten X und
vollsténdige metrische Rdume Y verwenden. Meist wird auch Y eine topologische
Mannigfaltigkeit sein.

Seien also X und Y zwei topologische Riume. Bezeichne mit C(X,Y") die Menge
der stetigen Abbildungen von X nach Y. Fir f € C(X,Y) sei

Fp:={(z,f(z)) |re X} C X xY
der Graph von f. Fiir eine offenen Menge U C X x Y definiere
Oy :={feC(X,)Y)|I;CU}CCX,Y).
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Beachte, dass Oy N Oy = Opny und Ox«y = C(X,Y). Daher bilden die Mengen
Oy, wo U die offenen Mengen in X x Y durchlduft, die Basis einer Topologie
auf C(X,Y). Diese Topologie wird starke Topologie oder auch Graphentopologie
genannt. Bis auf Weiteres sei C(X,Y) mit dieser Topologie versehen.

PRrROPOSITION 3.1.1. Es seien X und Y zwei topologische Rdume. Sei weiters
{Ka}aca eine lokal endliche Familie abgeschlossener Teilmengen von X, und sei
{Valtaca ein Familie offener Teilmengen von Y. Dann ist

{feCX,Y)|VaeA: f(K,) CVa} (15)
offen in C(X,Y).
BEWEIS. Esist {K, X (N\Vy,)}aca eine lokal endliche Familie abgeschlossener

Teilmengen von X x Y. Daher ist auch L := J,c4 Ko x (Y \ Vo) abgeschlossen in
X xY, also

U= (XxY)\L=[)((X\Kas)xY)U(Kq x Va)
a€cA
offen in X x Y. Daher ist Oy eine offene Teilmenge von C(X,Y") die offenbar mit
(15) iiberein stimmt. O
PROPOSITION 3.1.2. Sind X und Y Hausdorff dann auch C(X,Y).

BEWEIS. Seien fi,fo € C(X,Y) und f; # fo. Dann existiert * € X mit
fi(z) # fa(z). Da Y Hausdorff ist, finden wir eine offene Umgebung V3 C Y von
f1(z) und eine offene Umgebung Vo C Y von fa(x) mit V1NV, = . Da X Hausdorff
ist, ist die einpunktige Menge {x} abgeschlossen in X . Nach Proposition 3.1.1 sind

01 :={heC(X,Y)|h(z) €V1} und

Oy :={heC(X,Y)| h(z) € Va}
offen in C(X,Y). Wegen fi(z) € V; gilt f; € O;,i=1,2. Da Vi N Vo =0 gilt O1 N
Oy = (0. Also werden f; und fy durch die offenen Mengen @7 und O, getrennt. [

ProprosITION 3.1.3. Es seinen X, Y und Z drei topologische Rdume und f :
Y — Z stetig. Dann ist f, : C(X,Y) — C(X, Z2), f.(g) :== fog, stetig.

BEWEIS. Sei U C X x Z offen. Da idx xf : X xY — X X Z stetig ist, ist
V= (idx x f)7'(U) € X x Y offen. Offensichtlich gilt (f.)™!(Ov) = Oy, also ist
[+ stetig. O

Sei d eine Metrik auf YV die die Topologie induziert. Fiir f € C(X,Y) und
e € C(X,RT), wobei RT := (0, 00), ist die Menge

Upe = {(z,9) € X x Y | d(f(x),y) < e(z)}
offen in X x Y, und daher
Ope =0y, ={9€C(X,Y) | Vo € X :d(f(x),9(z)) <e(x)}
eine offene Umgebung von f in C(X,Y).

PROPOSITION 3.1.4. Sei X eine parakompakter Hausdorffraum und (Y,d) ein
metrischer Raum. Dann bilden die offenen Mengen Oy . eine Umgebungsbasis von
f, wobei e die Menge C(X,R™") durchliuft.
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BEWEIS. Sei f € C(X,Y) und U C X x Y offen, sodass f € Op. Es geniigt
e € C(X,R™") zu konstruieren, sodass

Uf75:{(:z:,y)€X><Y}d(f(:r),y)<5(x)} CcU. (16)

Dann ist Oy € Oy und die Proposition bewiesen.
DaU C X xY offen, I'y C U, und f stetig ist, finden wir zu jedem z € X eine
offene Umgebung U, von z und €, € R sodass

{(z,y) eU. x Y | d(f(x),y) <e.} CU. (17)

Die Mengen {U.}.cx bilden eine offene Uberdeckung von X. Da X parakompakt
ist, finden wir eine Partition der Eins {\,}.cx die dieser Uberdeckung untergeord-
net ist, siehe Korollar 2.4.5. Genauer, A\, € C(X,[0,1]), supp A, C U,, die Triger
{supp A. }.cx bilden eine lokal endliche Familie, und ) _y A, = 1. Wir definieren
nun € € C(X,RY) durch e := 3 ¢ A\ze..

Um (16) einzusehen sei (z,y) € X x Y und d(f(x),y) < e(x). Es ist zu zeigen
(z,y) € U. Wihle zg € X, sodass A, (z) # 0 und sodass €, < e, fiir alle z € X
fiir die A,(x) # 0. Dann gilt

d(f(x),y) <e(@) =Y M@)o < Y Ao(@)esy < ezp

zeX zeX
Da « € supp A, C U,, folgt nun aus (17), dass (z,y) € U. O

BEMERKUNG 3.1.5. Ist X ein kompakter Hausdorff Raum und (Y, d) ein me-
trischer Raum, dann ist d'(f,g) := sup,cx d(f(x), g(z)) eine Metrik auf C'(X,Y)
die die Graphentopologie erzeugt. Ist (Y, d) vollstindig, dann auch (C(X,Y),d’).
Dies folgt sofort aus Proposition 3.1.4.

BEMERKUNG 3.1.6. Ist X nicht kompakt, dann erfiillt C'(X,Y") im Allgemeinen
nicht das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, und ist daher insbesondere nicht metrisier-
bar. Unter Zuhilfenahme von Proposition 3.1.4 sieht man zum Beispiel leicht, dass
C(R,R) nicht dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt.

BEMERKUNG 3.1.7. Es sei X := (=1,1), Y := [-2,2] und Z := R mit den
iiblichen Topologien. Seien weiters z, € Z mit lim,, .o 2, = 2o Und 2, # 2o flr
alle n € N. Fiir z € Z bezeichne const, die konstante Funktion, const,(z) := z,
sowohl in C(X, Z) als auch in C(Y, Z). Da Y kompakt ist, gilt lim,,_, const,, =
const,__ in C(Y, Z), siche Bemerkung 3.1.5. Aber in C'(X, Z) konvergiert die Folge
const,, nicht, denn fiir e € C(X,RY), e(x) := 1 — ||, ist Ueonst. _, eine Umgebung
von const,__ die kein einziges const,, enthélt. Bezeichnet f : X — Y die kanonische
Einbettung, dann ist also die Abbildung f* : C(Y,Z) — C(X, Z), f*(9) :==go [,
nicht stetig.

PROPOSITION 3.1.8. Sei X ein parakompakter Hausdorff Raum und seien (Y;, d;),
1 =1,2, zwei metrische Riume. Dann ist die kanonische Abbildung

C(X,Yl><Y2)—>C(X,Y1)><C(X,Y2) (18)
ein Homdomorphismus.

BeEwEISs. Die Metrik d((x1,z2), (y1,¥2)) := max{di(x1,y1), d2(x2,y2)} erzeugt
die Produkttopologie auf Y7 x Y5. Fir (f1, f2) € C(X, Y1 x Ys) = C(X, Y1) x

C(X,Y), und e € C(X,R*) gilt offensichtlich Of,, | = O _ x OF _. Daher ist

(18) ein Homdomorphismus, siehe Proposition 3.1.4. O
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Sei wieder X ein parakompakter Hausdorff Raum und (Y,d) ein metrischer
Raum. Wir sagen eine Folge f, € C(X,Y) konvergiert beziiglich d gleichmiflig ge-
gen f falls fiir alle ¢ > 0 ein ng € N existiert, sodass d(f(x), fo(z)) < € fiir alle
n > ng und alle 2 € X. Wir nennen eine Teilmenge Q C C(X,Y) gleichmdfSig ab-
geschlossen falls der Limes jeder gleichméflig konvergenten Folge in @) wieder in @
liegt. Schliefllich erinnern wir uns noch daran, dass ein topologischer Raum Baire
Raum heifit falls jeder Durchschitt abzéhlbar vieler offener und dichter Mengen
wieder dicht ist. Ein berithmter Satz von Baire [S69, Kapitel 11.3.9] besagt, dass
jeder vollsténdige metrische Raum die Baire Eigenschaft besitzt. Ist X ein kompak-
ter Hausdorff Raum und (Y, d) ein vollsténdiger metrischer Raum, dann ist daher
C(X,Y) ein Baire Raum, siche Bemerkung 3.1.5. Wir werden dies nicht verwenden
und folgendes allgemeinere Resultat zeigen.

SATZ 3.1.9. Sei X ein parakompakter Hausdorff Raum und (Y, d) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Dann ist jede nicht leere beziiglich d gleichmdf$ig abgeschlos-
sene Menge Q C C(X,Y) ein Baire Raum beziiglich der starken Topologie.

BEWEIS. Sei A,, C @ eine Folge offener und dichter Teilmengen beziiglich der
starken Topologie. Sei U C @ offen und nicht leer. Es ist zu zeigen U N[, A, # 0.

Da Ag offen und dicht ist, ist Ag N U C @ offen und nicht leer. Nach Proposi-
tion 3.1.4 finden wir daher fy € AgNU C Q und g9 € C(X,RT) sodass

QN Oty C AN,
wobei Oy = {g € C(X,Y) | V& € X : d(g(z), f(z)) < e(x)}. Wir diirfen g9 < 1

annehmen.

Es ist @ N Oy, ¢, € Q offen und nicht leer. Da A; C @ offen und dicht ist, ist
auch A1 N Oy, ¢, C Q offen und nicht leer. Wir finden daher f; € A1 N Oy, € Q
und g1 € C(X,R"), sodass

QN @fl,sl CAin Ofo,eo ceN @fo,ao

und wir diirfen £; < £¢/2 annehmen.
Rekursiv finden wir f,11 € Ap41 N Oy, ¢, € Q und e,41 € C(X,RT) sodass

Q N @fn+175n+1 g An+1 N Ofnvgn g Q N @fn75n

und wir diirfen €41 < &,/2 annehmen.
Da fo41 € Oy, o, €nt1 < &,/2 und o < 1 folgt

d(fn+l($)7fn(x)) < En(m) < 2™
fir alle n und alle x € X. Da N vollstandig metrisch ist konvergiert die Folge f,
gleichmifig gegen ein f € C(X,Y). Da Q gleichmiflig abgeschlossen ist folgt f € Q.
Auch gilt frir € QN0 cniw € QNOy, o, fiiralle k > 0. Daher f € QN Oy, .,
fiir alle n > 0. Insbesondere ist f € QN Oyp o CU,und f € QNOy, . C A, fiir
alle n > 0. Also f € UN[), A, und letzteres ist daher nicht leer. O

Aus Satz 1.1.2 und Satz 3.1.9 erhalten wir sofort

KOROLLAR 3.1.10. Sind M und N zwei topologische Mannigfaltigkeiten, dann
ist C(M,N) ein Baire Raum.

Wir erinnern uns, dass eine stetige Abbildung (zwischen lokal kompakten Raum-
en) proper oder eigentlich heifit falls die Urbilder kompakter Mengen wieder kom-
pakt sind. Die Menge der properen Abbildungen X — Y wird mit Prop(X,Y)
bezeichnet.
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ProprosITION 3.1.11. Fir zwei topologische Mannigfaltigkeiten M und N ist
die Menge der properen Abbildungen Prop(M, N) offen in C(M,N).

BEwEIS. Wihle eine lokal endliche offene Uberdeckung V von N sodass V
kompakt ist fiir alle V € V. Sei f € C(M, N) proper. Betrachte die offene Menge

U= |J f'(V)xVCMxN.
Vey

Dann gilt f € Op. Es gilt aber auch Oy C Prop(M, N). Denn ist g € Oy und
K C N kompakt dann trifft K nur endlich viele Vi,...,V, € V. Es folgt

i) | e | o (19)

1<i<k 1<i<k

denn ist z € g7 (K) und (z,g(z)) € U dann (x,9(z)) € Uycjep, S (Vi) x Vi und
daher auch z € J, ;<) f~"(Vi). Da f proper ist, ist Uy <,<;, f~ (Vi) kompakt. Da
g~ 1(K) abgeschlossen ist folgt aus (19) dass auch g~!(K) kompakt ist. Also ist g
proper und damit f € Oy C Prop(M, N). O

3.2. Jets. Wir werden in Abschnitt 3.4 eine Topologie auf C" (M, N) definie-
ren die es gestattet auch die Ableitungen von Funktionen zu kontrollieren. Um die
Idee zu skizieren betrachten wir die Abbildung C”(R,R) — C(R,R" 1), f — f,
f(x) == (f(z), f'(x), f"(x),..., f")(x)). Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv,
wir kénnen daher C"(R,R) als Teilmenge von C(R,R"*!) auffassen und mit der
Teilraumtopologie versehen. Diese Topologie heifit die C"-Topologie auf C" (R, R).

Will man dies auf C" (M, N) verallgemeinern ist aufs Erste nicht ganz klar wel-
cher Raum die Rolle von R"*! iibernehmen soll. In diesem Abschnitt konstruieren
wir fiir 0 < r < oo eine topologische Mannigfaltigkeit J" (M, N) und eine injektive
Abbbildung j" : C"(M,N) — C(M,J"(M,N)). Die Whitney oder C"-Topologie
auf C"(M, N) wird dann definiert als die Teilraumtopologie die C" (M, N) von der
Graphentopologie auf C'(M, J" (M, N)) erbt, siche Abschnitt 3.4. Der Konstruktion
von J"(M,N), 0 <r < 0o, und einiger seiner elementaren Eigenschaften ist dieser
Abschnitt gewidmet. Den Fall r = co werden wir dann in Abschnitt 3.3 behandeln.

Wir erinnern uns zuerst an die Kettenregel. Sind U C R™, V C R" offene
Teilmengen und f: U — V und g : V — RP hinreichend differenzierbar, dann gilt
fiir die Abbleitungen

D(go f)=(Dgof) -Df
Wenden wir nochmals die Kettenregel an erhalten wir
D*(go f)=(Dgo f)-D*f+(D*go f)-(Df x Df)
Mittels Induktion sieht man, dass universelle (d.h. unabhéngig von f und ¢g) Kon-
stanten A7, € N existieren mit

D(gof) =" ot (DRgo f)- (DM f - x D ) (20)
k=1 1<l;<r
It l=r
Dies ist unter dem Namen Faa di Bruno Formel bekannt. Die tatsichlichen Werte
der Konstanten sind fiir uns hier nicht wichtig.
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Sei f € C"(M,N)und x € M. Ist (U, ¢) eine Karte von M mit x € U und sind
(Vi,1bi), i = 1,2, zwei Karten von N mit f(z) € V; dann gilt wegen (20)

(D" f2)z Z Z o (DR (DM fi)e x - x (D f1)z)  (21)

=1 1<l;<r
l1+ +lk—T
wobei w = Py 0 h” Lfi=wiofop™ 7 = ¢(x), 7 := ¥1(f(z)), also auch
fo=1o fi und f1(Z) = 7. Sind (Ul,%) zwei Karten von M mit z € U; und ist

(v, 1/)) eine Karte von N mit f(x) € V, dann gilt

(D" o)z Z S A (D f)ey (DY), x - x (D@)s,)  (22)

k=1 1<l;<r

i+ Hlg=r
wobei ¢ = 1 003, fi = o f oy, 3 = gi(x), also anch fo = fi 0 ¢ und
@(Z2) = Z1. Aus der Struktur der Formeln ( 1) und (22) folgt, dass die Taylor

Entwicklung der Ordnung r von 12 o f o ¢ bei po(x)

D(th20 f 092)py(), D> (W20 f 0 02) gy - - -» D" (W02 0 f 0 02) o ()
die Taylorentwicklung der Ordnung r von ¥ o f o gofl bei ¢ (z)

D(iro fo Sal)gol(x)’Dz(wl ofo 901)q;1(x) <oy D"(Yrofo Sﬁl)gal(x)

bestimmt. Insbesondere sehen wir, dass wenn fiir zwei Funktionen f; : M — N,
i = 1,2, mit f1(z) = f2(x), die Taylor Entwicklungen der Ordnung r beziiglich
zweier Karten (U, ) und (V,9) mit x € U und fi(z) = fa(z) € V, bei p(z)

iibereinstimmen, d.h.

Do fiop @)y =DFWo faop ™ pw 1<k,

dann gilt dies auch fiir jedes andere solche Paar von Karten (U, ¢) und (V, ).

Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < oo. Betrachte Trippel
(z, f,W), wo W C M offen, z € W und f : W — N eine C"-Abbildung ist.
Zwei solche Paare (x1, f1, W1) und (x2, fo, W2) heiflen dquivalent falls ;7 = xo,
f(z1) = f(x2) und falls fiir eine (und dann jede) Karte (U, ¢) mit 1 € U und
eine (und dann jede) Karte (V, ) mit f(z1) € V die die Taylorentwicklungen von
o firop lund o fy 09! bei p(x1) = p(xs) bis zur Ordnung 7 {ibereinstim-
men, also D¥(¢p o fi o W_l)ga(zl) = DF(iho fyo <p_1)<p(m) fir alle 1 < k < r. Wir
bezeichnen mit J"(M, N) die Menge der Aquivalenzklassen und mit [z, f, W], die
Klasse zu (z, f, W). Die Elemente von J" (M, N) heiflen r-Jets und kénnen als kar-
tenunabhéngige Taylorentwicklung der Ordnung r verstanden werden. Wir haben
wohldefinierte source und target Abbildungen

o’ J'(M,N)—- M, o (z,f,W]): =2z (23)
und
" J'(M,N)— N, 1"([z, f,W]):= f(z) (24)
Fiir 0 < s < r < oo haben wir aulerdem eine kanonische Abbildung
ST J (MO N) — J5(M,N), S ([x, f,W]y) = [, f, W]s, (25)

uns es gilt (4% 0157 = (b7 g% 015" = 0", 705" = 7" fiiralle 0 <t < 5 <7 < o0.
Wir werden nun J” (M, N) zu einer topologischen Mannigfaltigkeit machen. Sei
dazu ¢ : U — ¢(U) C R™ eine Karte von M und ¢ : V — (V) C R" eine Karte
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von N. Bezeichne mit L, (R™; R™) den Vektorraum der symmetrischen k-linearen

Abbildungen (R™)* — R". Betrachte die Abbildung:
0y, J" (U V) — o(U) H Lk (R™R") (26)
1<k<r

0 ol 1, W],) = (@<x>,w<f<x>>7D1<w 0 09 gy DT (W0 f o i)

Sie ist offensichtlich bijektiv, und die rechte Seite von (26) ist eine offene Menge in
einem RY. Wir kénnen J"(U, V) als Teilmenge von J"(M, N) auffassen. Sei Ay,
ein Atlas von M und Ay ein Atlas von N. Wir versehen J" (M, N) mit der feinsten
Topologie, sodass die Abbildungen
02,,) 7" (V) x ] L&mR™R") — J"(U,V)C J(M,N)
1<k<r
stetig sind fiir alle (U,p) € Ay und alle (V,¢) € Ay. Eine Teilmenge S C

J"(M,N) ist also offen genau dann wenn (6y, ,)(S N J"(U,V)) offen ist fiir alle
(U,p) € Apr und alle (V,9)) € An.

ProOPOSITION 3.2.1. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < co.
Die Topologie auf J"(M,N) hingt nicht von der Wahl der Atlanten auf M und
N ab. J"(M, N) ist eine topologische Mannigfaltigkeit, die Abbildungen (26) sind
Karten fir J"(M,N). Weiters sind (23), (24) und (25) stetig. Im Fall r = 0 ist
(0%,79) : JO(M,N) — M x N ein Homéomorphismus.

BEWEIS. Sei ¢ : U — R™ eine Karte von M und seien v¢; : V; — R™ zwei
Karten von N. Dann gilt J"(U, V1)NJ"(U, V2) = J"(U,ViNVz) und 0y, o (0, W)_

pU)xpy (VinVa)x [[ LEm@®™R™) — o(U)xe(VinVa)x [ L& (R™R™)
1<k<r 1<k<r

ist gegeben durch
("I"7y7>\1""7>\r) =

(wi(y)a( Z Z lrl,...,lk (Dquz)y : ()\l1 X X )\lk))

= 1<l;<r
l1+ Hlp=r

wobei 1 := 15 0 p !, siehe (21). Also ist 0y, .0 (GZJMP)*I stetig. Genauso folgt aus
(22), dass 0y, o (6y, )" stetig ist fiir Karten ¢; von M und eine Karte z{; von N.
Also ist auch 67, (0;2#}2 (03, 0)~ Do (9;1 022000, o)™ ) stetig.

o(0r, )t =
p2,p2 ( 1,41
Es folgt, dass die Topologie auf J" (M, N) nicht von der Wahl der Atlanten abhéngt.

Auch schlielen wir daraus, dass J" (U, V) offen und (26) ein Homdomorphismus ist.
Also ist J" (M, N) lokal Euklidisch.
Beziiglich Karten ¢ : U — R™ und @/1 :V—-R"i
poa”o ()" p(U) < ] L&m@®™R™) — o(U)

1<k<r

die offensichtliche Projektion, also stetig. Es folgt, dass ¢” : J"(M,N) — M stetig
ist. Genauso stimmt

o1 o (0] ,)7 p(U) x ] LEm@®™RY) — (V)

1<k<Zr



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 33

mit der kanonischen Projektion iiberein, also ist auch 7: J" (M, N) — N stetig.

Auch die Stetigkeit von %" : J"(M,N) — J*(M,N), 0 < s < r, ist offensicht-
lich, da wir ja C"-Atlanten von M und N verwenden kénnen um die Topologie auf
J*(M, N) zu beschreiben, und beziiglich C"-Karten (U, ¢) und (V, ) wie oben ist
die Komposition 8}, , o ¢™" o (92)7@)_1

pU) x (V) x ] LEm@®™R") = oU) x (V) x [ LEn(R™R")

1<k<r 1<k<s

die offensichtliche Projektion, also stetig.

Die Abbildung (0%,7°%) : J°(M,N) — M x N ist stetig und offensichtlich
bijektiv. Sie ist aber auch ein lokaler Homdomorphismus, da fiir Karten (U, ¢) und
(V,1)

(0" x 7)oy = (¢ xp )0 b : JUU,V) = U xV

ein Homéomorphismus ist.

Sind zwei Punkte in J” (M, N) in einem Kartengebiet J" (U, V') enthalten kénnen
sie leicht durch disjunkte offene Mengen getrennt werden, da ja RY Hausdorff ist.
Liegen sie nicht beide in einem Kartengebiet, dann miissen sie unter ¢ oder 7 unter-
schiedliche Werte in M oder N haben. Da M und N Hausdorff sind kénnen sie also
auch in diesem Fall leicht durch offene disjunkte Mengen getrennt werden. Daher
ist J"(M, N) Hausdorft.

Nun zur Parakompaktheit.! Sei My eine Zusammenhangskomponente von M
und Ny eine Zusammenhangskomponenten von N. Da o und 7 stetig sind ist
J"(My, No) = (0, 7)1 (My x Np) offen und abgeschlossen in J" (M, N). J" (Mg, No)
ist sogar eine Zusammenhangskomponente von J" (M, N), wir werden dies aber
nicht verwenden. Nach Satz 1.1.2 geniigt es zu zeigen, dass J"(My, Np) dem zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom geniigt. Sei {(U;, i) bien ein abzdhlbarer Atlas von My und
{(V}j,%;)};en ein abzéhlbarer Atlas von Ny. Diese existieren, da jeder lokal endliche
Atlas einer zusammenhingenden Mannigfaltigkeit abzihlbar sein muss, da ja eine
kompakte Ausschopfung existiert, siehe Satz 1.1.2. Dann ist {J"(Us, Vj)} i j)enz
eine abzihlbare offene Uberdeckung von J”(My, Np). Jedes einzelne J7(U;, V;) ist
homo6omorph zu einer offenen Menge in einem R¥ erfiillt also das zweite Abzéhlbar-
keitsaxiom. Damit geniigt auch J" (M, Ny) dem zweiten Abzéhlbarkeitsaxiom. O

Fir f € C"(M, N) erhalten wir eine Abbildung
Jf M= JY(M,N), (" f)(z):= [z, f,M],
die die r-Jet Verlingerung von f heifit. Es gilt 77 o 5" f = f und ¢” o j7 f = id .

PROPOSITION 3.2.2. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < co.
Dann ist fir f € C"(M,N) die Abbildung j"f : M — J"(M, N) stetig.

BEWEIS. Sei ¢ : U — R™ eine Karte von M und sei ¢ : V' — R"™ eine Karte
von N sodass f(U) C V. Es geniigt zu zeigen, dass die Komposition

0y, , 05" foe i) = U) x p(U) x [ L. (R™R")
1<k<r

1Das Argument das ich in der Vorlesung prisentiert habe war falsch!
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stetig ist. Offenbar gilt fiir y € p(U)

(005" for "))
= (1@ o f o™ )W) Do f o™ Vo s D (o fow ™ y)

und dies héngt stetig von y ab, da f eine C"-Abbildung ist. O

Fir g € C"(N,P), 0 <r < 00, ist wegen (20)
g::JT(M,N>—>JT(M,P), g:([xafaW]T> = [‘r’gof?W]T (27)

eine wohldefinierte Abbildung, die 0" o gf = ¢" und 7" o g = g o 7" erfiillt. Fiir
0<s<r<oogil auBerdem ¢*" o g, = g5 015"

PRrROPOSITION 3.2.3. Sind M, N und P drei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < oo,
und g € C"(N, P) dann ist die Abbildung g7 : J"(M,N) — J"(M, P) stetig.

BEWEIS. Sei ¢ : U — R™ eine Karte von M, ¢ : V — R" eine Karte von NV
und p : W — RP eine Karte von P sodass g(V) C W. Dann gilt ¢%(J"(U,V)) C
J"(U,W). In den Karten 6§y, , und 67 , ist 67 , o gl o (6], )7"

p(U) x (V) x [ LEu@®™RY) - oU) x p(W) x [ LEn(R™RP)
1<k<r 1<k<r

gegeben durch, siehe (20),

(z,y, AL A7)

(agg(y),(Dg)y D Z Z T lk(Dkg)y (A X x )Jk))

1<k<r 1<l;<r
it l=r

also stetig. ([

Wenden wir Proposition 3.2.3 auf die kanonischen Projektionen w1 : Ny X Ny —
N7 und 75 : N7 X No — Ny an erhalten wir eine stetige Abbildung

((7‘(’1):, (71'2):) : JT(M, N1 X NQ) — JT(M, Nl) X JT(M, Ng) (28)

PROPOSITION 3.2.4. Sind M, Ny und Ny drei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r <
00, dann ist (28) ein Homdomorphismus auf

J7(M,Ny) xag J"(M, Ny) = {(a,b) € J7(M, Ny) x J"(M, Ny) | 0" (a) = 0" ()}
BEWEIS. Offensichtlich ist
JT(M, Ny) % ar J7(M, Ng) — J"(M, Ny x Ny)
([, f1, Wil [, f2, Waly) = [z, (f1, f2), Wi N Wa),

invers zu (28). Die Stetigkeit dieser Umkehrabbildung verifiziert man leicht in Kar-
ten. g
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3.3. oco-Jets. Wir werden nun die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 auf den Fall
r = oo iibertragen. J*°(M,N) wird als eine Art Limes der Raume J"(M,N)
konstruiert. Fast alle der elementaren Eigenschaften fiir J"(M, N) die wir in Ab-
schnitt 3.2 besprochen haben werden sich miihelos auf diesen Limes {ibertragen
lassen. Allerdings wird J*°(M, N) keine Mannigfaltigkeit, aber immerhin noch
vollstdndig metrisierbar sein, siche Proposition 3.3.7 unten.

Fiir zwei C°°-Mannigfaltigkeiten M und NN definieren wir die Menge der co-Jets
durch

J®(M,N) := {(J:r)reN € ﬁ J"(M,N) ‘ VO<s<r<oo:>(z,) = a:s}
r=0

und versehen J°°(M,N) mit der Teilraum Topologie von [] 2, J"(M,N). Der
Raum J*° (M, N) wird oft auch als inverser Limes des Systems

JOOM,NY < JY M N) — - JS(M,N) < 7 (M, N) — -

bezeichnet und als J>°(M, N) = lim. J" (M, N) geschrieben.
Fiir 0 < r < oo haben wir stetige Abbildungen

S0 J®(M,N) — J'(M,N), (zk)ken — T
und diese erfiillen ¢*" 0 ™% = 1%° fiir alle 0 < s < r < oco.

PROPOSITION 3.3.1 (Universelle Eigenschaft). Sei X ein topologischer Raum
und seien f. : X — J"(M,N) stetige Abbildungen sodass 1*" o f, = fs fir alle
0 < s <r < oo gilt. Dann ezistiert eine eindeutige stetige Abbildung foo : X —
J®(M,N) mit ;"> o foo = fr fiir alle 0 <r < 0.

BEWEIS. Die Abbildungen (f,)ren definieren eine stetige Abbildung fo : X —
[172, J"(M,N). Wegen der Kompatibilitidtsbedingungen ¢*" o f, = f; nimmt fo
nur Werte in dem Teilraum J*° (M, N) an. Alsoist foo : X — J*°(M, N) stetig, und
es gilt 1™ o fo, = f, nach Konstruktion. Die Eindeutigkeit einer solchen Abbildung
ist offensichtlich, da ja die Bedingungen (™*° o f,, = f;- alle Komponenten von f
festlegen. |

BEMERKUNG 3.3.2. Die universelle Eigenschaft in Proposition 3.3.1 bestimmt
J>°(M, N) und die Abbildungen (> bis auf Homéomorphie. Genauer, sei J(M, N)
ein topologischer Raum und " : J(M, N) — J"(M, N) stetige Abbildungen, 0 <
r < 00, sodass folgende universelle Eigenschaft gilt: Fiir jeden topologischen Raum
X und stetige Abbildungen f, : X — J"(M,N) mit fy =" o f,, 0 < s <1 < 00,
existiert genau eine stetige Abbildung f : X — J(M,N) sodass i" o f = f, fiir
alle 0 < r < oo. Die universelle Eigenschaft von J°° (M, N) gibt uns eine eindeu-
tige stetige Abbildung g : J(M,N) — J(M,N) mit /"> og =i", 0 < r < o0.
Die universelle Eigenschaft von J (M, N) garantiert die Existenz einer eindeutigen
stetigen Abbildung h : J>°(M, N) — J(M, N) mit i" o h = /™. Die Komposition
goh : J°(M,N) — J®°(M,N) erfiillt also :"* o (goh) =, 0 < r < occ.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von J*° (M, N) folgt
goh =1idjear,n). Genauso gilt fiir die Komposition ko g : j(M, N) — J(M,N)
auch I" o (hog) =1", 0 <r < co. Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universel-
len Eigenschaft von .J(M, N) folgt nun ho g = id (a7, vy~ Also sind J>(M, N) und
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J (M, N) homéomorph, dieser Homéomorphismus vertauscht 2" mit ¢ und ist ein-
deutig mit dieser Eigenschaft. In diesem Sinn bestimmt also die universelle Eigen-
schaft den Raum J*° (M, N) zusammen mit den Abbildungen ("> : J*(M,N) —
J"(M,N). Alle topologischen Eigenschaften von J°°(M, N) konnen also aus der
universellen Eigenschaft in Proposition 3.3.1 hergeleitet werden, und wir werden
dies auch tun. Die explizite Konstruktion als Teilraum von [[ 2, J"(M, N) ist nicht
wesentlich, sie sichert aber die Existenz des Raumes J°°(M, N) und der Abbildun-
gen j7° : J®(M,N) — J"(M,N).

LEMMA 3.3.3. Die Topologie auf J*(M,N) ist die gribste, sodass die Abbil-
dungen "> : J*(M,N) — J"(M,N) alle stetig sind, 0 < r < oo. Ist X ein
topologischer Raum, dann ist f : X — J®°(M,N) genau dann stetig wenn alle
("o f: X — J(M,N) stetig sind, 0 < r < 0.

BEWEIS. Es bezeichne J* (M, N) die Menge J> (M, N) versehen mit der grob-
sten Topologie, sodass die Abbildungen (™% : J*°(M,N) — J"(M, N) alle stetig
sind. Dann ist die identische Abbildung i : J>°(M, N) — J>(M, N) stetig. Da die
Abbildungen ™% : J*(M,N) — J"(M, N) stetig sind existiert nach Propositi-
on 3.3.1 eine stetige Abbildung g : J®(M,N) — J®(M,N) mit ;" o g = /">,
0 < r < oo. Die stetige Komposition g o i : J*(M,N) — J*(M,N) erfillt
1" o (goi) = 1" oidje(ar,ny, 0 < 7 < co. Nach der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt g 0@ = id jeo (ar,n). Da i@ bijektiv muss iog : J>®(M,N) —
J>°(M, N) auch die identische Abbildung sein. Also ist i : J>°(M, N) — J>(M, N)
ein Homdomorphismus, die Topologien auf J°° (M, N) und .J>°(M, N) stimmen da-
her iiberein. Die zweite Aussage des Lemmas folgt sofort aus der ersten. (Il

LEMMA 3.34. Sind xz,y € J*(M,N) und gilt ;"> (x) = "*(y) fir alle 0 <
r < oo dann ist T = y.

BEWEIS. Betrachte die zweielementige diskrete Menge Z := {a,b} und die
stetige Abbildung ¢ : Z — J°(M,N) mit ¢(a) := z und ¢(b) := y. Sei weiters
consty, : Z — J*°(M, N) die konstante stetige Abbildung, const,(a) = const,(b) =
x. Nach Voraussetzung gilt ¢">°° o ¢ = 1">*° o const,,. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt ¢ = const,, also y = ¢(b) = const,(b) = x. O

LEMMA 3.3.5. Ist @, eine Folge in J*°(M,N) und konvergiert jede der Folgen
() in JT(M,N), 0 <r < oo, dann konvergiert auch .

BEWEIS. Betrachte den Raum N := {0} U{1l/n | n € Nt} C R mit der
Teilraum topologie. Fiir 0 < r < oo definiere Abbildungen ¢, : N — J*(M, N)
durch

or(1/n) :=1"(x,) und ¢.(0):= HILngO P ().

Da "% (x,,) konvergiert sind alle ¢, stetig. Ausserdem gilt ¢>" o ¢, = g, 0 <
r < oo. Ist némlich 1/n € N dann gilt ps(1/n) = 19°(x,) = 5" (1" (zy)
t>"(pr(1/n)). Und bei 0 € N gilt wegen der Stetigkeit von ¢*” auch ¢4(0
limy, o0 £ (20) = limy oo t57 (17 (2)) = 057 (limy oo 17 (z1)) = ¢ (0(0)).
Nach Proposition 3.3.1 existiert also eine stetige Abbildung ¢. : N — J*(M, N)
mit (" 0 pog = r. Wegen "> (poo(1/n)) = ¢r(1/n) =17 (2y) folgt @oo(1/n
Zn, siche Lemma 3.3.4. Da ¢4, stetig ist folgt lim, oo T, = lim, o Yoo (1/n
Yoo (0). Also konvergiert x,, gegen poo(0).

NG

O
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Nach Proposition 3.2.1 sind
0® i =0"0": J°(M,N)—- M und 7°:=7"0,":J°M,N)— N

stetig. Dies ist unabhéngig von 7, da ¢” 0 "> = ¢° 01" 0 "> = ¢° 01> und

Tr oM =75015" 0" = 7505 fiir alle 0 < s < r < oo.

Ist f € C*°(M,N) dann sind alle r-Jet Verlingerungen ;" f : M — J"(M, N)
stetig, siehe Proposition 3.2.2, und es gilt :" o j7f = j°f, fiir alle 0 < s < r < o0.
Nach Proposition 3.3.1 existiert daher eine eindeutige stetige Abbildung

J®f: M — J*(M,N)
mit (" o0 j°f = 57 f, fiir alle 0 < r < co. Die Abbildung j*°f : M — J*(M, N)
heiflt die co-Jet Verlingerung von f. Es gilt 7° 0 j°f = f und ¢ 0 j° f = idy.

Ist g € C°°(N, P) dann sind alle g} o™ : J*®°(M,N) — J" (M, P) stetig, siehe
Proposition 3.2.3, und es gilt ¢:>" o g} 0 1" = g% 015, fiir alle 0 < s < r < 0.
Nach Proposition 3.3.1 existiert also eine eindeutige stetige Abbildung

97"+ JZ(M,N) — J=(M, P)
die 1™ 0 g = g} 0™ fiir alle 0 < r < oo erfiillt. Weiters gilt ¢ 0 g2° = ¢°° und
700 g2 = gorZ.

Wenden wir dies auf die Projektionen 7; : N1 X No — N;, i = 1,2, erhalten wir

eine stetige Abbildung
((’/Tl)io, (FQ):O) : JOO(M, N1 X NQ) — JOC(M, Nl) XM JOO(M, NQ) (29)

PROPOSITION 3.3.6. Fiir drei C°°-Mannigfaltigkeiten M, N1 und Ny ist (29)
ein Homdomorphismus.

BEwEIs. Nach Proposition 3.2.4 ist jedes
ﬁr = ((7‘(1)17 (Fg)l) O(LT’OOXLT’OO) : JOO(M, ¢Z\71)><]\4Joo(]\47 Ng) — JT(M, Ny XNQ)

stetig und es gilt :*" o 7 = (%, fiir alle 0 < s < r < oo. Nach Proposition 3.3.1
existiert eine eindeutige stetige Abbildung

5% J%(M, Ny) x a1 J=(M, Na) — J¥(M, N; x N) (30)
mit ¢™%° 0 5 = ". Wir werden zeigen, dass (30) invers zu (29) ist. Betrachte dazu
B 0 ((m1)2°, (12)%°) : J°(M, Ny x Ny) — J®(M, Ny x Ny).

Dann gilt fiir alle 0 < r < o0

1720 3% 0 ()2, (m2)2°) = B o ((m1)2°, (m2)2°)
= ()7, (m2)5) ™ o (7% x ") o ((m1)%F, (m2) )
= ((m)2, (m2)7) 0 (17 0 (m1)2, 07 0 (m) )
= ((m)5 (m2)7) "o ()% 0 47, (ma)l 0 47)
= ()%, (m)2) ™ o (m)7, (m)7) 0 47

und es folgt B> o ((m1)°, (m2)$°) = id wegen der Aussage iiber die Eindeutigkeit
in Proposition 3.3.1.
Weiters gilt fiir ¢ = 1,2 und alle 0 <7 < oo,

V%0 (1) 0 B = (mi)L 00" 0§70 = (mi); 0 f7 = pj o (177 X 4"%) = 1" o p®



38 STEFAN HALLER

wobei pf : J"(M,Ny) xp J" (M, Ng) — J"(M,N;) die kanonische Projektion be-
zeichnet. Wieder folgt (m;)2° o °° = p$° aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposi-
tion 3.3.1. Also gilt auch ((1)$°, (72)$°) 0 > = (p§°,p5°) = id, und damit ist (29)

ein Homoéomorphismus mit inversem [3°°. (Il

ProrosiTION 3.3.7. Fiir zwei C"-Mannigfaltigkeiten M und N, 0 < r < oo,
ist J" (M, N) vollstindig metrisierbar. Es existieren sogar vollstindige Metriken dps
auf M, dy auf N und d* auf J*(M,N), 0 < k < r, mit folgenden Eigenschaften:

(i) dM(x y) <1, dy(z,y) <1 und d*(z,vy) § 1, fir0 <k <r.
(ii) dar(o®(z),0 ( ) < d¥(x,y) sowie dn(TF(x), 7% (y)) < d¥(x,y) und auch
d*(15k(x), 1k (y)) < d¥(z,y), fir 0 < s <k <r undk < co.
(ili) dar(0>(x),0(y)) < 2d>(x,y) und dy(7°°(x), 7°°(y)) < 2d>(z,y) so-
wie dF (1> (x), F°(y)) < 28F1d> (2, y), fir 0 < k < oo, falls r = oo
(iv) d>=(z,y) = Yoprp 2” FFDAE (Koo (z), koo (y)), falls r = o0
(v) Ye >0 3s € N mit d®(x,y) < e+ d°(1>®(x),>>®(y)), falls r = 00

BEwELs. Fir 0 < k£ < r und k£ < oo, existiert nach Proposition 3.2.1 und
Satz 1.1.2 eine vollstdndige Metrik dj, auf J k(M, N). Eine einfache Rechnung zeigt,

dass auch d(z,y) := % eine Metrik auf J*(M, N) ist. Klarerweise gilt d} <

d,, und fiir d}/(z,y) < 3 gilt auch dj (z,y) < 2d/(z,y). Daher erzeugt dj die selbe
Topologie wie dj,, und d} hat die selben Cauchyfolgen wie dj.. Also ist auch d} eine
vollstéindige die Topologie erzeugende Metrik auf J*(M, N) und offensichtlich gilt
auch d} < 1. Das selbe Argument zeigt, dass vollstédndige die Topologie erzeugende
Metriken dj; und dy auf M und N existieren mit dp; < 1 und dy < 1.

Nach Proposition 3.2.1 ist (¢°,7%) : JO(M,N) — M x N ein Homdomorphis-
mus, also ist

d°(z,y) = max{dM (Uo(x), ao(y)) ,dn (7’0(33), To(y))}

eine vollstindige die Topologie erzeugende Metrik auf JO(M, N) die klarerweise
auch d° < 1 erfiillt. Definieren wir induktiv

0" (2, ) = max{ (2, ), d* L (R (@), 1) )

erhalten wir vollstindige die Topologie induzierende Metriken d* auf J*(M, N),
0<k<rundk < cc.

Ist r = oo definieren wir d*° durch (iv). Dann ist d*° zumindest eine Semimetrik
auf J>®(M,N). Ist d°(z,y) = 0 dann gilt d*(:>(x),/*>°(y)) = 0 und da d*
Metriken sind auch (%°°(z) = %°°(y), 0 < k < oo. Aus Lemma 3.3.4 folgt nun
x = y. Also ist d*° tatsiichlich eine Metrik auf J*°(M, N). Offensichtlich gilt auch
d> <1.

Die Eigenschaften (i) bis (iv) sind klarerweise erfiillt. Fiir (v) wihlen wir s € N
sodass Z 2*(’”1) < ¢ und erhalten

doo x y ZQ (k+1) dk koo( oo Z 2= (k+1) dk kOO( ) . ,oo(y))
s<k 0<k<s
< Z2‘(k+1) + Z 9—(k+1) gs (stoo(x)7bs’oo<y))
s<k 0<k<s

<e+d (1(2), "7 (y))
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wobei wir fiir das erste Ungleichheitszeichen (i) und (ii) sowie (5% o JFo° = ;5%
verwendet haben.

Wegen (iii) hat die von d* erzeugte Topologie die Eigenschaft dass alle /%>
stetig sind. Aus (v) folgt, dass sie die grébste Topologie ist fiir die die (%> stetig
sind. Nach Lemma 3.3.3 stimmt sie daher mit der Topologie auf J°° (M, N) iiberein.

SchlieBlich ist noch zu zeigen, dass d*° vollstandig ist. Sei also x,, eine Cauchy-
folge in J°°(M, N). Dann ist wegen (iii) auch ¢(%°°(z,,) eine Cauchyfolge in J*(M, N),
fiir jedes 0 < k < co. Da die d* vollstéindig konvergiert +*:>°(x,,) fiir jedes 0 < k <
0o. Aus Lemma 3.3.5 folgt nun, dass auch z,, konvergiert. (I

3.4. Die C"-Topologie. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 <
r < oo. Die r-Jet Verldngerung liefert eine Abbildung

j":C"(M,N) — C(M,J"(M,N)), [frj"f. (31)
Wegen 7" o (j7f) = f ist (31) injektiv.

DEFINITION 3.4.1 (Whitney Topologie). Seien M und N zwei C"-Mannigfal-
tigkeiten, 0 < r < oco. Die grébste Topologie auf C"(M, N) fiir die (31) stetig ist,
also die Teilraumtopologie, heiit die (starke) Whitney Topologie oder C”-Topologie
auf C" (M, N).

BEMERKUNG 3.4.2. Nach Proposition 3.1.8 und weil J°(M, N) =< M x N ist
C(M,J*(M,N)) — C(M, M) x C(M,N), g+ (0" 0g,7"0g)

ein Hom6omorphismus, wobei alle drei Rdume mit der Graphentopologie ausgestat-
tet sind. Es folgt sofort, dass die C°-Topologie auf C°(M, N) mit der Graphento-
pologie von Abschnitt 3.1 {iberein stimmt.

ProprosITION 3.4.3. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < oco.
Dann ist C™ (M, N) Hausdorff.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition 3.1.2 und Proposition 3.2.1. [

PROPOSITION 3.4.4. Seien M und N zwei C"-Manniggfaltigkeiten und 0 < s <
r < oo. Dann ist die kanonische Inklusion C™(M,N) — C*(M, N) stetig.

BEWEIS. Nach Proposition 3.1.3 folgt dies aus der Stetigkeit der Abbildung
o7 JT(M,N) — J*°(M, N), siche Proposition 3.2.1 und Abschnitt 3.3 fiir den Fall

r = Q.

O

PrOPOSITION 3.4.5. Seien M, N und P drei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r
00, und g € C"(N, P). Dann ist die Abbildung g, : C"(M,N) — C"(M, P), g.(f) :
go f, stetig.

<

BEwEIS. Nach Proposition 3.1.3 folgt dies aus der Stetigkeit der Abbildung
o7 JT(M,N) — J*(M, N), siche Proposition 3.2.3 und Abschnitt 3.3 fiir den Fall
T = 00. ]

PRrROPOSITION 3.4.6. Es seien M, Ny und No drei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 <
r < oo. Dann ist die kanonische Abbildung C"(M,N; x Ng) — C"(M,N;y) x
C" (M, N3) ein Homdomorphismus.
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BEWEIS. Die kanonische Abbildung
JT(M,Nl X Nz) — JT(M, Nl) X JT(JM'7 NQ)

ist ein Hombomorphismus auf ihr Bild, siehe Proposition 3.2.4 und Proposition 3.3.6
fiir den Fall r = co. Es folgt, dass auch

C(M, JT(M,Nl X NQ)) — C(M, JT(M,Nl) X JT(M,NQ))

ein Homoomorphismus auf sein Bild ist. Da J" (M, N;) metrisierbar ist, siehe Pro-
position 3.2.1 und Proposition 3.3.7, ist

C(M,J"(M,Ny) x J'(M,Nz)) =C(M,J" (M,Ny)) x C(M,J" (M, N3))

ein Homdomorphismus, siehe Proposition 3.1.8. Zusammenfassend erhalten wir,
dass
C"(M,Ny x N3) — C"(M,J" (M, Ny)) x C(M,J" (M, N3))

ein Homdomorphismus auf sein Bild ist. Also ist auch die kanonische Identifikation
C"™(M, Ny x Ny) = C"(M,Ny) x C"(M, N2) ein Homdomorphismus. O

KOROLLAR 3.4.7. Es sei M eine C"-Mannigfaltigkeit, 0 < r < oo, und E ein
endlichdimensionaler Vektorraum tber K = R oder K = C. Dann sind Addition
C"(M,E)x C"(M,E) — C"(M, E) und Multiplikation C"(M,K) x C"(M,E) —
C" (M, E) stetig. Die gleiche Aussage gilt auch fir kompleze Vektorrdume.

BEWEIS. Da die Addition F x E — E und die Skalarmultiplikation Kx £ — F
glatte Abbildungen sind, folgt dies sofort aus den Propositionen 3.4.5 und 3.4.6. [

BEMERKUNG 3.4.8. Ist in Korollar 3.4.7 die Mannigfaltigkeit M kompakt, dann
ist die Abbildung K — C"(M;K), ¢ — const,, stetig, daher ist auch die Skalarmul-
tiplikation K x C™(M, E) — C"(M, E) stetig, C"(M, E) also ein topologischer Vek-
torraum. Ist M nicht kompakt, dann ist K — C" (M, K) nicht stetig und C" (M, E)
kein topologischer Vektorraum, vgl. Bemerkung 3.1.7.

Um gut mit der C"-Topologie arbeiten zu konnen, werden wir jetzt Umge-
bungsbasen von f € C"(M,N) mit Hilfe von Karten fiir M und N beschreiben.
Wir erinnern uns zunéchst an die folgende Norm auf dem Vektorraum der k-linearen
Abbildungen L*(R™;R"),

A
H)‘H = sup || (517 7516)” )
ozgerm [I§all - [1€k ]l
Ist U C R™ offen, K C U kompakt und f € C"(U;R"™) dann definieren wir
o 1 r
15 2= max{ max | £ (@) ], max | (D* ), ... max [|(D" ). |}

Wir werden gelegentlich folgendes einfache Lemma verwenden, dessen Aussage
etwas stérker ist als die bekannte Tatsache, dass stetige Funktionen auf kompakten
Mengen gleichméfig stetig sind.

LEMMA 3.4.9. Es seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume, f: X —Y
stetig, K C X kompakt und € > 0. Dann existiert € > 0 sodass fiir alle x € K und
y € X mit dx(z,y) < e’ auch dy (f(z), f(y)) < e gilt.
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BEWEIS. Sei € > 0. Da f stetig ist existiert fiir jedes x € K ein §, > 0 sodass

y € X,dx(z,y) <y = dy(f(2), f(y)) < e/2. (32)

Da K kompakt ist finden wir endlich viele zo, ..., z, € K mit |J;_, Bs,. /2 (z;) 2D K
wobei By.(z) :={a € X | dx(a,z) <r}. Sei § := § ming<j<n 0y, .

Sei jetzt x € K,y € X und d(x,y) < §. Dann existiert 0 < 4 < n mit
0z, /. Nach (32) gilt dann auch dy (f(z), f(z;)) < &/2. Da d(z;,y) <
d(x,y) < 0z,/24 0 < 5,/2 + 05, /2 < 6y,. Wieder nach (32) folgt d(f(x;
/2. Zusammen erhalten wir d(f(z), f(y)) < d(f(z), f(z;))+d(f(x;), f(y
g/2=¢.

PRrOPOSITION 3.4.10. Es seien M und N zwei C"—Mannigfaltigkeiten, 0 < r <
o0, und f € C"(M,N). Es sei weiters {(Uy, o) }aca ein lokal endlicher Atlas von
M, {(Va,Ya)taca ein Menge von Karten von N und K, C U, kompakt, sodass
Uaca Ko = M, und sodass f(Us) C Vo fiir alle o € A. Dann bilden die Mengen

{9€ CT(M,N) | Va: g(Ka) € Vs Ia0g09s" —tao fowa I, ) < 2a} (33)

eine Umgebungsbasis von f € C"(M,N) wobei e € RT und ro, € N mit ro < r
laufen. Ist r < co dann bleibt dies auch fir ro, = r richtig.

BEWEIS. Fiir a € A ist

Wa € Pa(Ua) X (Vo) % [] Loy (B R")
1<k<rq

gegeben durch

eine offene Teilmenge. Also ist auch

W/, = (0

o) (W) C ™ (Ua, Vi) € I (M, N)

offen. Wegen der Stetigkeit von (™" : J"(M,N) — J"(M, N) ist daher auch
W i= (")~ (W)) € J"(M,N)

offen. Nach Proposition 3.1.1 ist also

W:={heC(M,J (MN))|VaeA:hK,) < Wy}



42 STEFAN HALLER
offen in C(M, J"(M, N)). Die Menge (33) stimmt mit (57)~*(W) iiberein, denn:

ge(N W) & jTgew
eVaeA: (jg)(Ka) C W,
sVaeA: (j7g)(K,) C W,
SVaec AVze K, : (j™g)(z) € W,
SVae AVze K, : (7 g)(2) € J*(Ua, V),
O, (77 9)() € W,
SVae AVze Kyt g(z) € Vo, (O, (1"9)(2)) € W,
sSVaeA:g(K,) CVa,Vze Ky : (00, (17 9)(2)) € W,

Vo, Po

S VaeA:g(Ky) C Vo, Vo € pu(Ka):

(Yo 0go ‘p;l)(x) — (Yaofo @;1)(90)” < Ea;

k -1y _ Pk -1

(ax [|D¥(¢a 090 ¢a )e — DM (a0 f o gy )all <ea
SVae A:g(K,) CV,,

||1/)aOgO<p;1—¢aOng0;
< g liegt in (33)

e

Wa(Ka) < EO“

Also ist jede der Mengen (33) offen, und da sie offensichtlich alle f enthalten sind
sie Umgebungen von f € C"(M, N).

Es ist noch zu zeigen, dass jede Umgebung von f eine Menge der Form (33)
enthilt. Wir wihlen Metriken d* auf J*(M, N), 0 < k < r wie in Proposition 3.3.7.
Nach Proposition 3.1.4 bilden

{g e C"(M,N) | VzeM:d"(j"g(2),i" f(2)) < 6(2)} (34)

eine Umgebungsbasis von f € C"(M,N), wobei ¢ € C(M,RT) liuft. Fiir fixes
e € C(M,R*") miissen wir also &, > 0 und 7, € N mit r, < r konstruieren, sodass
(33) in (34) enthalten ist.

Fir o € A sei €], := mingex, £(x) > 0. Ist r < oo setzte ry 1= r. Ist r = oo,
dann wihle 7, € N sodass d*(a,b) < £,/2 + d"™ (L"=>°(a),">°(b)) gilt, siehe
Proposition 3.3.7(v). Setzte €/ := &/ /2. Dann gilt

d (" (a), /" (b)) < e = d'(a,b) < el (35)

Setzte

Oa = 0a(Ua) X Ya(Va) x [ Lhm®";R™)
1<k<rqs

und betrachte den Hom6éomorphismus

(9:/1,@&)71 100 — J™ (U, Va)

sowie das Kompaktum

Lo =0y, ((7" f)(Ka)) € Oa.



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 43

Nach Lemma 3.4.9 existiert €, > 0 sodass gilt:

(z,y, Ay A™) € Oy, (2,9, AL, ..., A7) € Lq,

o =l <o, lly =3l <o, max X=X <eo

= & (05 )T @ AL V), (0, ) T @A ) ) <l (36)
Sei nun ¢ in der Menge (33) beziiglich den soeben konstruierten r, und &,. Es
ist zu zeigen, dass g in (34) liegt. Fiir = € ¢ (K ) ist
O o (7 9) (05" (2)))
= (m (Yo 09093 ) (@), D(¥aogowy s, ..., D" (Yo ogo w;l)x) € Oa

und

0 oo (U7 )00 (2))
= (.’E, (Yoo fo 50;1)(x)7D(wa ofo w;l)z, coy DT (g0 fo 30;1):6) € L,
und es gilt

e -z =0<ea, ||(Waogop,") (@)= (Yaofop,")(z)|<eq
sowie

max || D*(¢a 0 g0 95")e — D (a0 fopit)el < ca

1<k<rq

Also folgt aus (36)

Va € pa(Ka) ™ ((579) (03 (@), 7 ) (03 (@) ) <<t
und daher auch

Ve € Ko d™((779)(2), (7™ f)(2)) < eq-
Wegen (35) gilt dann auch d” ((j7¢g)(z2), (" f)(z)) < el < &(z). DalJ, Ko = M gilt
d"((5"9)(2), (" f)(2)) < e(2) fiir alle z € M, also liegt g in (34). O

BEMERKUNG 3.4.11. Es bezeichne C* (M, N) die Menge C* (M, N) versehen
mit der grébsten Topologie sodass alle Inklusionen C°(M, N) — C"(M,N), 0 <
r < 00, stetig sind. Dann ist die identische Abbildung C>(M, N) — C°(M, N) ste-
tig. Ist M kompakt, ist dies sogar ein Homdomorphismus, siehe Proposition 3.4.10.
Ist M nicht kompakt, dann ist die Whitney Topologie echt stérker (d.h. grofier) als
die Topologie auf C* (M, N), siche Proposition 3.4.10.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis folgender Verallgemeinerung von
Korollar 3.1.10 gewidmet.

SATZ 3.4.12. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < oco. Dann
hat C"(M, N) die Baire Figenschaft.

Fiir den Beweis von Satz 3.4.12 erinnern wir uns an folgendes Resultat aus der
Analysis.
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SATZ 3.4.13. Sei U C R™ offen, f; € C"(U,R"), g : U — R™ und \* : U —
LE (R™R"), 1 <k <r<oo. Weiters gelte fiir jedes 1 <k <r

sym
Ifi =gl =0 und [|D*fi = X*|| =0

gleichmifig auf kompakten Teilmengen von U. Dann ist g € C"(U,R™) und D*g =
N firallel <k <r.

BEWEIS VON SATZ 3.4.12. Wihle vollstandige die Topologie erzeugende Me-
triken dy; auf M, dy auf N und d* auf J*(M,N), 0 < k < r, wie in Propositi-
on 3.3.7. Nach Satz 3.1.9 hat jeder nichtleere beziiglich d" gleichméflig abgeschlosse-
ne Teilraum von C (M, J" (M, N)) die Baire Eigenschaft. Es geniigt also zu zeigen,
dass das Bild von j" : C"(M,N) — C(M,J"(M,N)) beziiglich d" gleichméBig
abgeschlossen ist.

Seien also f; € C"(M,N) und g € C(M, J" (M, N)) sodass fiir alle € > 0 ein
10 € N existiert mit d"((§" f;)(x), g(z)) < € fiir alle i > ig und alle x € M. Es ist zu
zeigen, dass f:=71"og € C(M, N) eine C"-Abbildung ist und ;" f = g gilt.

Beachte, dass wegen lim;_,, j" fi(x) = g(z) die Stetigkeit von o” : J"(M,N) —
M sofort 0" (g(x)) = x liefert, also 0" o g = idps. Wegen Proposition 3.3.7(ii) gilt
firxe M

dy(fi(z), f(2)) = dn (77 (7" fi(@)), 7" (9(2))) < d" (5" fi(), g(@)).-

Also konvergiert auch (f;);en beziiglich dy gleichméBig gegen f.

Betrachte zuerst den Fall » < co. Sei z € M fix. Wihle eine Karte ¢ : U — R™
von M mit z € U und eine Karte ¢ : V. — R™ mit f(z) € V sodass f(U) C V
gilt. Da (f;)ien gleichméBig gegen f konvergiert kénnen wir durch Verkleinern von
U erreichen, dass fiir hinreichend grofie ¢ € N auch f;(U) C V gilt. O.B.d.A.
gelte fi(U) C V fiir alle i € N. Setzte f; := o fiop™ ' : p(U) — R™ und
fi=vofopt:pl)—R" Dann gilt fiir x € p(U)

(04,003 fiow ™ () = (2, fi(x),(Dfi)e,- - (D" fi)z) (37)

und
(05,0 090¢ (@) = (2, f(2), A (2),...,\"(2)) (38)
fiir gewisse A : p(U) — Lfym(Rm;R"). Da j" f; beziiglich d" gleichméfig gegen g

konvergiert, konvergiert auch j”f; o =1 beziiglich d" gleichméfig gegen g o ¢~ 1.

Nach Lemma 3.4.9 konvergiert 9;#7 0 j" fi o ¢! beziiglich der Standardnorm auf
e(U) x (V) x[[1<p<r Lk o (R™;R™) gleichméBig auf kompakten Teilmengen gegen
0;,,035"g 0@ Wegen (37) und (38) gilt also

Ifi—=fll—=0 wnd [[D¥fi =¥ =0, 0<k<w,

gleichmiiBig auf kompakten Teilmengen von ¢(U). Aus Satz 3.4.13 folgt dass f eine
CT-Abbildung ist und D*¥f = ¥ gilt 0 < k < r. Also ist f|y € C"(U,N) und
i"flu = glu. Da z € M beliebig war folgt f € C"(M,N) und j"f = g.

Betrachte jetzt den Fall r = co. Es ist zu zeigen f € C*°(M,N) und 5" f = g.
Sei 0 < k < co. Nach Proposition 3.3.7(iii) konvergiert j* f; = 1¥:°° 0 j* f; beziiglich
d* gleichmiflig gegen (¥ o g. Nach obigem schlieflen wir, dass 7% o (15> 0 g) =
f € CK¥(M,N) und jkf = /> o g gilt. Da dies fiir alle 0 < k& < oo gilt folgt
f € C®(M, N). Trivialerweise gilt j* f = 1¥*05° f. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 3.3.1 folgt daher j°f = g. ]



DIFFERENTIALTOPOLOGIE 45

3.5. Offene Teilmengen von C" (M, N). Viele fiir die Differentialtopologie
wichtige Teilmengen von C"(M, N) sind offen beziiglich der Whitney Topologie.
Dies ist ein Grund warum die Whitney Topologie so hilfreich ist. Einen anderen
werden wir in Abschnitt 3.6 kennen lernen.

DEFINITION 3.5.1 (Propere Abbildungen). Eine stetige Abbildung f: M — N
heifit proper oder eigentlich falls fiir jede kompakte Teilmenge K C N das Urbild
fYK) C M wieder kompakt ist. Die Menge der properen C"-Abbildungen wird
mit Prop” (M, N) bezeichnet.

ProPOSITION 3.5.2. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 0 < r < oco.
Dann ist die Menge der properen C"-Abbildungen Prop” (M, N) offen in C™ (M, N).

BEWEIS. Da die Inklusion C"(M, N) — C°(M, N) stetig ist und
Prop” (M, N) = Prop’(M, N) N C" (M, N)
gilt, folgt dies aus Proposition 3.1.11. |

ProrosiTION 3.5.3. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oco.
Dann ist die Menge der C"-Immersionen Imm" (M, N) offen in C™ (M, N).

BEWEIS. Da die Inklusion C"(M, N) — C'(M, N) stetig ist, und
Imm" (M, N) = Imm"' (M, N)NC"(M,N)
reicht es zu zeigen, dass Imm' (M, N) € C'(M, N) offen ist. Wir erinnern uns, dass
die Menge der injektiven linearen Abbildungen R™ — R” offen in L(R™,R"™) ist. Sei
I C JY(M,N) die Menge der 1-Jets [z, f, W] sodass fiir eine (und dann jede) Karte
(U, ) von M mit x € U und eine (und dann jede Karte) (V,4) von N mit f(x) € V
das Differential D(1po fo ), () injektiv ist. Dies ist eine offene Menge in J* (M, N).
Nach Proposition 3.1.1 ist daher O := {h € C(M, J*(M,N)) | h(M) C I} offen in
C(M,JY (M, N)). Also ist auch Imm* (M, N) = (1)~ (O) offen in C*(M,N). O

PRrROPOSITION 3.5.4. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oo.
Dann ist die Menge der C"-Submersionen Sub” (M, N) offen in C™(M,N).

BEWEIS. Der Beweis kann genau wie der Beweis von Proposition 3.5.3 gefiihrt
werden, nur verwendet man jetzt die Tatsache, dass die Menge der surjektiven
lineraren Abbildungen eine offen Teilmenge von L(R™,R™) bildet. (]

DEFINITION 3.5.5 (Abgeschlossene Einbettungen). Eine C"-Einbettung f :
M — N heifit abgeschlossen falls f(M) eine abgeschlossene Menge von N ist. Die
Menge aller abgeschlossenen C"-Einbettungen wird mit Emb(,(M, N) bezeichnet.

Man bemerke, dass eine abgeschlossene Einbettung auch eine abgeschlossene
Abbildung ist, d.h. fiir jede abgeschlossene Menge A C M ist f(A) wieder abge-
schlossen in V.

LEMMA 3.5.6. Es gilt Emb(;(M, N) = Emb" (M, N) N Prop” (M, N).

BEWEIS. Eine abgeschlossene Einbettung ist proper. Denn ist f € Emb[ (M, N)
und K C N kompakt, dann ist f(IN)NK als abgeschlossene Menge einer kompakten
Menge wieder kompakt, und da f ein Homomorphismus auf sein Bild ist, ist dann
auch f~1(K) = f(N) N K kompakt.

Umgekehrt ist fiir jede propere Abbildung f : M — N das Bild f(N) C M
abgeschlossen. Sei dazu x,, € M eine Folge mit lim, . f(x,) =y € N. Es ist zu
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zeigen, dass y € f(M). Die Menge K := {f(x,) | n € N}U{y} C N ist kompakt. Da
f proper ist, ist auch f~1(K) kompakt. Also liegt die Folge x,, in einer kompakten
Teilmenge von M. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kinnen wir also annehmen,
dass xz,, konvergiert, lim,,_.o x, = x. Die Stetigkeit von f liefert dann f(z) = vy,
also ist y € f(M). O

SATz 3.5.7. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < co. Dann ist
die Menge der C"-FEinbettungen Emb" (M, N) offen in C™ (M, N).

Fiir den Beweis von Satz 3.5.7 verifizieren wir zuerst folgendes lokale Resultat.

PROPOSITION 3.5.8. Es seien U,W C R™ offen, sodass W C W C U und
W kompakt ist. Sei f € Embl(U, R™). Dann existiert ¢ > 0 mit der folgenden
Eigenschaft. Ist g € C'(U,R™) und gilt ||g— f|I3;; < € dann ist g|lw € Emb! (W, R").

BEWEIS. Indirekt angenommen die Proposition wére falsch. Dann existiert eine
Folge g, € C1(U,R™) sodass

lgn = fIl =0 und [[Dgn, —Df||—0 (39)

gleichmiflig auf W und sodass g, |w keine Einbettung ist. Da W kompakt und f
eine Immersion ist folgt aus (39), dass fiir hinreichend grofies n auch g, auf W
immersiv ist, vgl. den Beweis von Proposition 3.5.3. O.B.d.A sei jedes g,, auf W
immersiv. Es kann g,|;; : W — R™ nicht injektiv sein, denn sonst wire g, |y
und damit auch g,|w ein Homéomorphismus auf sein Bild und daher g¢,|w eine
Einbettung.

Da g, |y nicht injektiv ist finden wir ,, # y, € W mit g,,(z,,) = gn(y»). Durch
Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir annehemen, dass

T, —wzxz €W, y,—y€W und M—?U#OESm_lng.
[

Aus (39) folgt || f(yn) — f(xn)|| — 0 also f(x) = f(y), und weil f injektiv ist auch
x = y. Weiters gilt

1
o=%%w%mw=/u%uﬂwﬂxw—%w
0

also

1
Dfaf(yn - xn) = / (Dfx - Dfa:,,Lth(y,,wa,,L))(yn - xn)dt
0

1
+/ (Df - Dgn)szrt(ynfzn)(yn - xn)dt
0
und daher auch

Dfl(yn_xn) !
HMM‘MH|§AHDh_DﬁﬁmnmNﬁ

1
+/ ||(Df_Dgn)$n+t(yn_$n) dt' (40)
0

Wegen der Stetigkeit von D f und weil lim,, oo p, = = y = limy, 00 Yy, gilt

HDfr - Dfxn+t(yn—xn)|| —0
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gleichméfig fiir ¢ € [0, 1]. Aus (39) schlieen wir

H(Df - Dgn)szrt(ynfzn)” —0
gleichméBig fiir ¢ € [0, 1]. Damit folgt aus (40)

DSl =)l

[yn — za|
und daher Df,(v) = 0. Also ist D f, nicht injektiv und wir erhalten einen Wider-
spruch zur Immersivitidt von f. O

LEMMA 3.5.9. Es sei f € Emb"(M,N), 1 < r < oco. Dann existiert ein
lokal endlicher Atlas {¢o : Uy — R"™},ca von M, eine Familie von Karten
{(Va, Vo) taca von N, sodass gilt:

(i) f(Uy) =Van f(M), fir alle o € A.

(il) ¢ : Uy — R™ st surjektiv fir alle o € A.

(iil) Unea @a'(B1) = M wobei By := {x € R" | ||z|| < 1}.

(iv) Fiir jedes x € M existiert eine Umgebung V wvon f(x) in N die nur
endlich viele der V,, trifft.

BEWEIS. Da f(M) C M eine Teilmannigfaltigkeit ist, sieche Satz 2.3.13, ist
f(M)\ f(M) abgeschlossen in M und damit Ny := N \ (f(M) \ f(M)) offen in
N. Esist f : M — Ny eine abgeschlossene Einbettung. O.B.d.A. diirfen wir also
annehmen, dass f : M — N eine abgeschlossene Einbettung ist.

Sei Ay ein lokal endlicher Atlas von N, sodass V kompakt ist fiir jedes (V1)) €
Ay Betrachte die offene Uberdeckung ¢ := {f~1(V) | (V,4) € Ax} von M. Nach
Lemma 2.4.4 existiert ein lokal endlicher Atlas {(Uy, ¥a)}aca der U untergeordet
ist und der (ii) und (iii) erfiillt. Fiir jedes o € A wéhle ein (V,,%,) € Ay mit
F(UL) C V.

Nun zu (iv). Da Ay lokal endlich ist geniigt zu zeigen, dass fiir jedes (V) €
An die Menge {a € A | V, = V} endlich ist. Sei also (V,9) € Ay. Dann ist
V kompakt. Da f eine abgeschlossene Einbettung ist, ist f auch proper, siehe
Lemma 3.5.6, also ist f~!(V') kompakt. Aus der lokalen Endlichkeit von {U,}aca
folgt {« € A | Uy N f7H(V) # 0} ist endlich. Also ist auch {« € A | f(U,) C V}
endlich, und damit kann es auch nur endlich viele @ € A mit V, = V geben. Also
ist (iv) erfiillt.

Da f: M — f(M) ein Homéomorphismus ist, kénnen wir durch Verkleinern
der V,, auch erreichen, dass auch (i) gilt. (]

BEWEIS VON SATZ 3.5.7. Wegen Emb" (M, N) = Emb'(M,N) n C"(M, N)
geniigt es wieder den Fall # = 1 zu behandeln. Sei f € Emb'(M,N). Wiihle
{(Uaspa) taca und {(Va, %)} aca wie in Lemma 3.5.9. Setze K, = ¢ (B1),
Wa = ¢, (B2) und U., := ¢ '(Bs). Dann gilt

Ko CWo CWo CU,CU,CUs und | J Ky=M.
a€cA
Fiir a € A betrachte die Einbettung
oo fogsl: By —R™.

Nach Proposition 3.5.8 existiert €, > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Ist h €
C1(Bs;R™e) und gilt |h — a0 fo 90;1”%2 < g, dann ist h|p, : By — R™= eine
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Einbettug. Nach Proposition 3.4.10 und Proposition 3.1.1 ist
N = {g € C'(M,N) | Vo : g(U4) € Vs a0 g0 03" = o f 003 15, < 2a }
eine offene Umgebung von f € C1(M, N). Es gilt

g € N1 =Va e A:glw, € Emb' (Wa, N). (41)

Da f: M — f(M) ein Homdomorphismus ist und weil f((pgl(Blé)) C V.,
finden wir offene Mengen O, C V, mit f(M) N O, = f(cp;l(Blé)). Da f(Ka)
kompakt ist und f(K,) € O, finden wir offene Mengen L, C N mit f(K,)
Lo C Ly CO,. Da f injektiv ist gilt L, N f(M\W,) C Oaﬂf(M\cp(;l(Blé)) =10,
und wir erhalten

f(Ka)gLagf/agVa und f(M\Wa)gN\EOL
Nach Proposition 3.1.1 ist
Ny ={g€C'(M,N)|Va€A:g(K,)C Lo} (42)

eine offene Umgebung von f € C1(M, N).
Betrachte die offene Menge

-
0

U:=MxN\ | J(M\W,)x Lo €M x N.
acA

Nach Lemma 3.5.9(iv) exitiert fir + € M eine Umgebung V von f(z) die nur
endlich viele der V,, trifft. Also M x V' eine Umgebung von (z, f(z)) die nur endlich
viele der (M \ Wa) X Ly, trifft. Da (z, f(2)) ¢ Upea(M \ Wa) X Ly, folgt daher

(@, f(2)) ¢ |J (M \Wa) x La.

acA

Daher ist I'y C U und
N3 :={geC'(M,N)|T,CU}
eine Umgebung von f € C*(M, N). Es gilt
gENs=VaecA: f(M\W,)C N\ Lqg. (43)

Also ist N := N7 NNy N N3 eine Umgebung von f € C*(M, N) und es geniigt
zu zeigen, dass sie nur aus Einbettungen besteht. Sei also g € N'. Wegen (41). (42)
und (43) gilt fur alle a € A:
(i) glw, € Emb!(Wa, N),
(i) 9(Ka) € Lo und
(iii) g(M\Wa) C N\ L.
Aus (i) und U,y Wa = M folgt g € Imm' (M, N). Es muss g aber auch injektiv
sein. Sind némlich x # y € M dann existiert a € A mit z € K. Falls y € W,
dann folgt aus (i) g(x) # g(y). Ist aber y ¢ W, dann wegen (iii) g(y) ¢ L
und daher g(z) # g(y) weil ja g(x) € L, nach (ii). Es verbleibt zu zeigen, dass
g: M — g(M) ein Homomorphismus ist. Sei « € M und sei x,, eine Folge in M
sodass lim,, . g(z,) = g(x). Es geniigt zu zeigen lim,_,o 2, = x. Sei dazu « € A
mit z € K,. Aus (ii) folgt g(z) € Lo, und da L, offen ist miiflen fast alle g(x,,)
in L, liegen. Wegen (iii) liegen dann auch fast alle x,, in W,. Aus (i) folgt dann
lim, o x, = x. Damit ist g eine injektive Immersion und ein Homéomorphismus
auf sein Bild, also eine Einbettung. [
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Aus Lemma 3.5.6, Proposition 3.5.2 und Satz 3.5.7 erhalten wir sofort

SATZ 3.5.10. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < co. Dann ist
die Menge der abgeschlossenen C"-FEinbettungen Emb,,(M, N) offen in C"(M, N).

LEMMA 3.5.11. Sind M und N zwei zusammenhdngende C”-Mannigfaltigleiten,
dann gilt Diff" (M, N) = Emb_,(M, N) N Sub” (M, N).

BEWEIS. Klarerweise ist jeder Diffeomorphismus eine abgeschlossene Einbet-
tung und submersiv. Sei umgekehrt f eine submersive abgeschlossene Einbettung.
Dann ist f(M) C N als Bild einer abgeschlossenen Einbettung abgeschlossen. An-
dererseits ist f(M) C N als Bild einer Submersion auch offen, siehe Korollar 2.3.6.
Da N zusammenhéingend ist folgt f(M) = N. Aus Satz 2.3.13 schlieflen wir, dass
f+ M — N ein Diffeomorphismus ist. O

SATZ 3.5.12. Seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 < r < oco. Dann
ist die Menge der C"-Diffeomorphismen Diff" (M, N) offen in C" (M, N).

BEWEIS. Sind M und N zusammenhingend, dann folgt dies sofort aus Lem-
ma 3.5.11, Proposition 3.5.4 und Satz 3.5.10. Der allgemeine Fall kann wie folgt
behandelt werden. Sei f € Diff" (M, N). Man bemerke, dass f eine Bijektion zwi-
schen den Zusammenhangskomponenten von M und den Zusammenhangskom-
ponenten von N induziert. Bezeichne mit {Mg}aca die Menge der Zusammen-
hangskomponenten von M. Fir a € A sei N, die Zusammenhangskomponente
von N fiir die gilt f(M,) = N,. Dann ist fo := fly, : My — N, ein C"-
Diffeomorphismus. Da Diff"(M,, Ny) € C"(M,, N,) offen ist, existieren offene
Mengen U, C M, X J" (Mg, Ny) mit fo € (7)1 (Op,) C Diff" (M, N, ). Betrach-
te die offene Menge U :=J,c4 Ua € M x J"(M,N). Dann gilt f € (j7)"(Ov) C
Diff" (M, N). Also ist Diff"(M, N) offen in C"(M, N). O

Von trivialen Situationen abgesehen gilt Satz 3.5.12 im Fall » = 0 nicht. Die
Menge der Homomorphismen ist nicht offen in C°(M, N). Dies kann schon an den
einfachsten Beispielen beobachtet werden, etwa M = N = S! oder M = N = R.

3.6. Approximation. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass fiir 0 <
s < r < oo die Menge C™(M, N) dicht in C*(M, N) ist beziiglich der Whitney
Topologie auf C*(M, N), siehe Satz 3.6.6. Man kann also C*°-Abbildungen durch
C"-Abbildungen approzimieren. Was genau dabei unter Approximation zu verste-
hen ist wird durch die Whitney Topologie préazisiert. Dies ist ein anderer Grund
dafiir warum die Whitney Topologie so hilfreich ist. Zusammen mit der Offen-
heit von Diff*(M, N) in C*(M, N), siehe Satz 3.5.12, erhalten wir aus dem Ap-
proximationssatz folgendes interesante Korollar. Sind zwei C"-Mannigfaltigkeiten
C*-diffeomeomorh, 1 < s < r < oo, dann sind sie auch C"-diffeomorph, siehe
Korollar 3.6.8.

Das wesentliche Hilfsmittel bei der Approximation von Abbildungen durch Ab-
bildungen mit hoherer Differenzierbarkeit ist die Faltung. Wir wihlen eine Funktion
B € C*(R", R) wie in Lemma 2.4.3 und definieren fiir o € (0, 00),

B2z /o)
y € R, RY), po(z) = ——c2l9)
pr € O b o) Jan P2y/0)dy
Dann gilt B

supp(ps) C B, = {z € R" | [[z|| < o} (44)
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und
/ po(y)dy = 1. (45)
Ist f € C(R™,R™) dann definiert man die Faltung p, * f : R™ — R™ durch
(e D) = [ pale =) )y, (46)
Substituieren wir z = x — y erhalten wir auch die Formel
(o D) = [ pal)fla = 2)d. (47)

LEMMA 3.6.1. Ist f € C(R™,R"™) dann gilt supp(p, * f) C supp(f) + B, .

BEWELS. Ist (p, * f)(7) # 0 muss es y € supp(f) geben sodass auch z —y €
supp(po) gilt. Es folgt « = y + (z — y) € supp(f) + B,. Wir schlielen daraus

supp(p, * f) < supp(f) + B, = supp(f) + B,, wobei letzte Gleichheit aus der
Kompaktheit von B, folgt. |

LEMMA 3.6.2. Ist f € C(R™,R"), dann gilt p, * f € C°(R™,R™).

BEWEIS. Da der Triiger von p, kompakt ist diirfen wir in (46) Differentiation
und Integration verstauschen und erhalten induktiv

DH(po Pty 16) = [ (D po)my(€rves 6007 Wiy

= (D¥po)(&1,..., &) * f. O

LEMMA 3.6.3. Ist f € C*(R™ R") und 1 < k < s, dann gilt D*(p, * f) =
pox DFF.

BEWEIS. Aus (47) erhalten wir induktiv

D*(po# f)a(1s- -1 6) = / Po(2)(D* fos) (&1, .. &x)dz = (po x D* ) (1. .. &)

fiir alle 1 < k < 5. Also D*(py * f) = po * D* f. O
PROPOSITION 3.6.4. Es sei f € C*(R™,R™), 0 < s < 00, und € > 0. Dann
existiert g € C*(R™,R™) mit folgenden Eigenschaften:
(i) glB, € C=(B1,R").
(ii) glrm\B, = flrm\B,-
Gii) flg — /113, <.
Ist W C R™ offen und flw € C"(W,R™), 0 < r < oo, dann kann g so gewdhit
werden, dass auch glw € C™(W,R™).
BewErs. Nach Korollar 2.4.5 gibt es A, A1 € C>®(R™,RT) mit \g + X\ = 1
und supp(Ag) € R™ \ By und supp(A1) € By1. Wir setzten
fi=MNf€CR™RY), i=1,2.
Dann gilt
f=fo+fi, supp(fo) SR™\ By, und supp(fi) € B,
Wihle 0 < 0 < % sodass fiir alle 0 < k < s gilt

ry R Jz—yl <o = (D) — (D*A),) <. (48)

1.
2
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Dies ist moglich da D¥ f; als stetige Funktion mit kompakten Triger auch gleich-
méafBig stetig ist. Definiere

g1 = po * f1.
Nach Lemma 3.6.2 ist g; € C*°(R™,R™) und wegen Lemma 3.6.1 gilt

supp(g1) C Blé + B, C Blé + B% C Bs.

Fiir 0 < k < s und = € R™ folgt aus Lemma 3.6.3 und (45)

Dk(gl - fl)z = (Dkgl)m - (Dkfl):r = /m pa(z)((Dkfl)zfz - (Dkfl)a:)dz

Wegen p,(z) > 0, (48) und (45) erhalten wir daraus
10501 = A2l < [ oo () (D f)oms = (D o))
RTIL
= [ pe@N D ) = (D i)tz

< /m po(2)e =e.

l91r = fulls, <e (49)

Dies impliziert

Definiere schliefilich

g:=g1+ fo € C°(R™ R").
Da g; eine C*°-Abbildung ist und fy auf B; verschwindet, ist g|p, € C*°(B1,R").
Da ¢; und f; auf R™ \ By verschwinden folgt g = fo + f1 = f auf R™ \ Ba. Aus
(49) folgt [lg — flI5, = llgr — f1ll5, <e- Ist f auf W schon C", dann gilt dies auch
fiir fo = Mof (da Ag glatt ist) und damit auch fiir g = g1 + fo (da g1 glatt ist.) O

PROPOSITION 3.6.5. FEs seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten und f €
C*(M,N), 0 < s <r < oco. Sei weiters p : U — R™ eine surjektive Karte fiir M
und ¢ : V. — R™ eine Karte fiir N sodass f(U) C V. In jeder Umgebung N von
f€C(M,N) existiert g € N mit folgenden beiden Eigenschaften.

(i) g ist C" auf p=*(By).

(i) g und f stimmen auf M \ ¢~1(Bs) iiberein.
Ist W C M offen und f auf W schon C” dann kann g so gewdhlt werden, dass
auch g auf W wieder C" ist

BEwEIS. O.B.d.A. sei s < r also auch s < co. Nach Proposition 3.4.10 existiert
€ > 0 sodass

{he 0t W) | Iohop™ ~ofor™ I, < 2, Mlang-rim) = flang-icsa } SN
Wenden wir Proposition 3.6.4 auf ¢ o f o o=t € C*(R™,R") an erhalten wir g €
C*(R™,R™) sodass gilt

(i) g=to fopt auf R™\ By,

(ii) gist C™ auf B

i

)
(it)) g—wofoplly, <e
(iv) g ist C" auf (U N W)
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Definiert man jetzt

fx) r €M\ By
(v rogop)(z) zeU

dann hat dies alle gewiinschten Eigenschaften.

g€ C*(M,N), g(z):= {

O

SATZ 3.6.6. Es seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, und 0 < s < r <
oo. Dann ist CT (M, N) dicht in C*(M,N).

Bewers. O.B.d.A. sei M zusammenhingend. Sei f € C*(M,N) und U C M X
J7(M, N) offen sodass

feN:={heC*(M,N)|VoeM: (z,j f(x)) €U}

Zu zeigen ist NN C" (M, N) # 0.

Wiéhle einen abzdhlbaren lokal endlichen Atlas {(U;, ¢;)}ien und eine Fami-
lie von Karten {(V;,v;)}ien, sodass f(U;) C Vi, ¢; : Uy — R™ ist surjektiv und
Uien gagl(Bl) = M, sieche Lemma 2.4.4. Man bemerke hier auch, dass jeder lo-
kal endliche Atlas auf einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit schon abzéhlbar
sein muss, da nach Satz 1.1.2 eine kompakte Ausschépfung existiert. Nach Propo-
sition 3.6.5 kénnen wir induktiv Abbildungen g; € N mit folgenden beiden Eigen-
schaften konstruieren:

(i) gi ist C™ auf o5 ' (By) U--- Up; 1(By), fiir alle 0 < i.
(ii) g; stimmt mit g;_; auf M \ @] *(Bs) iiberein, fiir alle 1 <.
Setzte jetzt g(x) := lim; o0 g;(x). Da {U; }ien lokal endlich ist, existiert fiir jedes
x € M eine Umgebung U C M fiir die {1 € N|JUNU; # 0} endlich ist. Also existiert
i € N mit
UCM\U; CM\p; (B fiir alle i > .

S

Es folgt glu = gi,|u, und daher auch (y, j°g(y)) € U fiir alle y € U. Wir schlieflen
g € N. Auch folgt aus (i) und |J;cy ¢; H(B1) = M, dass g eine C"-Abbildung ist.
Also g e NN C™(M, N) und daher NN C" (M, N) # (. O

SATZ 3.6.7. Es seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, und 1 < s <r <
00. Dann ist Imm" (M, N) dicht in Imm®(M, N), Sub” (M, N) dicht in Sub®(M, N),
Emb"(M, N) dicht in Emb®*(M, N), Emby,(M, N) dicht in Emb, (M, N) und es ist
Diff" (M, N) dicht in Diff*(M, N). Fir0 < s <r < oo ist auch Prop” (M, N) dicht
in Prop®(M, N).

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die Dichtheit von Imm”" (M, N) C Imm?®(M, N).
Sei f € Imm®*(M,N) und O C C*(M,N) offen mit f € O. Wir miissen g €
Imm"(M,N) N O finden. Nach Proposition 3.5.3 diirfen wir O C Imm?®(M, N)
annehmen. Nach Satz 3.6.6 existiert g € C"(M,N) N O. Wegen Imm"(M,N) =
Imm?*(M, N)NC" (M, N) folgt g € Imm" (M, N) N O. Der Beweis fiir die Dichtheit
der Submersionen, der Einbettungen, der abgeschlossenen Einbettungen, der Dif-
feomorphismen und der properen Abbildungen ist der selbe, nur verwendet man
jetzt statt Proposition 3.5.3 die entsprechenden Resultate in Abschnit 3.5. ([l

KOROLLAR 3.6.8. Es seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, und 1 < s <
r <oo. Sind M und N C*-diffeomorph dann sind sie auch C"-diffeomorph.
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BEwEIS. Nach Vorraussetzung ist Diff*(M, N) # (. Nach Satz 3.6.7 ist die
Menge Diff" (M, N) dicht in Diff*(M, N). Also ist auch Diff" (M, N) nicht leer und
daher M C"-diffeomorph zu N. O

Bemerkenswerterweise bleibt Korollar 3.6.8 fiir und 0 = s < r < 0o nicht rich-
tig. Es gibt nicht diffeomorphe differenzierbare Mannigfaltigkeiten deren zugrunde-
liegende topologische Mannigfaltigkeiten homdomorph sind. Etwa existieren auf S7
endlich viele paarweise nicht diffeomorphe glatte Strukturen. Aber auch auf R* exi-
stieren ezotische glatte Strukturen, hier sogar iiberabzéhlbar viele paarweise nicht
diffeomorphe! Fiir n # 4 allerdings, existiert auf R™, bis auf Diffeomorphismus, nur
eine glatte Struktur, die Standardstruktur.

3.7. Kompatible C*°-Strukturen. Wir werden nun die Resultate aus den
vorherigen Abschnitten verwenden um folgendes fundamentale Resultat zu bewei-
sen, siehe Satz 3.7.2 unten. Jede C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < 0o, besitzt eine kom-
patible C'*°-Struktur. Mit anderen Worten, jede C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo,
ist C"-diffeomorph zu einer C'*°-Mannigfaltigkeit.

Wir beginnen mit

PROPOSITION 3.7.1. Es sei f € C"(R™ R™), 0 < r < oo, N eine Umgebung
von f in C"(R™ ,R™), und U C R™ offen. Dann ezistiert eine Umgebung N’ von
flu € C™(U,R™) sodass fiir jedes h € N die Funktion
h(z) zeU

flz) zeR™\U (50)

g:R™ = R™  g(x) :—{

g €N erfiillt.
BEWEIS. Auf
J(R™R™) =R™ xR™ x [[ L&.(R™R™)

sym
1<k<r

betrachte die folgende, die Topologie erzeugende Metrik,
d((z,y, A' . A, (@5, A, L)
= max{||lz — z|, [ly — gl A" = AL, I = AT}
Nach Proposition 3.1.4 existiert € € C(R™,R™") sodass
{g € C"(R™, R™ )‘ Vo € R™ : d(j7g(x), 5" f(z)) < s(ac)} CN.

Nach Proposition 2.4.6 existiert u € C*(R™,[0,00)) sodass p~1(0) = R™ \ U.
Definiere

N = {h e C"(UR™) ’ Vo e U :d(j"h(x),j" f(z)) < min{s(x),u(x)}}.

Da fiir x € U gilt min{e(x), u(z)} > 0, ist dies eine Umgebung von f|y € C"(U,R™),
siehe Proposition 3.1.4.

Sei nun A € N’ und g durch (50) definiert. Es ist zu zeigen g € N'. Wir zeigen
zuerst g € C"(R™,R™). Dafiir geniigt zu zeigen a := g— f € C"(R™, R™). Sicherlich
ist a|yy@mm\oy eine C"-Abbildung. Sei also z € U \ U. Nach Konstruktion gilt

¥y €R™ VI <k <r:lla@)] < uly), 1(D*a)y]l < uly)-
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Da p(z) = 0 und a(z) = 0, gilt [la(y) — a(z)|| = [la(y)[| < w(y) = |[u(y) — p(@)l.
Also ist a bei x stetig, und wir erhalten

la(y) —a(@)]| _ |p(y) — p)]
ly—=l = ly—=zl

Da z ein Minimum von p ist gilt Dy, = 0 also lim,_., % = 0. Es folgt

1o o) —a@)
2y —al

)

also ist a bei z differenzierbar und Da, = 0. Dies gilt fiir alle z € U \ U also ist a
auf R™ differenzierbar. Wegen ||Da, — Dag| = ||Day| < p(y) = |pu(y) — p(x)] ist
Da bei z stetig und damit a € C'(R™, R™). Wir erhalten daraus aber auch

[Day — Dag|| _ |pu(y) — p(@)]

9

ly—zll = lly—=l
und da lim,_,, % = 0 folgt wieder
Da, — D
lim M =0.
vy — 2

Also ist Da bei z differenzierbar, D?a, = 0. Damit ist a auf R™ zweimal diffe-
renzierbar. Wegen || D?a, — D%a,| = ||D%a,| < ply) = |u(y) — u(x)| folgt so-
gar a € C%(R™,R™). Induktiv fortfahrend zeigt man, dass a € C™(R™,R™) und
Dfa=0auf U\U, 1<k <.

Damit ist g = f +a € C"(R™,R™) und es gilt D¥g, = DFf, fir 2 € U\ U
und 1 < k < r. Also gilt auch d(j7g(z), 5" f(z)) < e() fiir alle 2 € R™ und damit
geN. O

Wir erinnern uns, dass eine C"-Mannigfaltigkeit ein Paar (M, D") ist, wobei
M eine topologische Mannigfaltigkeit und D" ein maximaler C"-Atlas ist. Der ma-
ximale C"-Atlas wird auch C"-Struktur bezeichnet, siche Abschnitt 2.1. Ist s < r
und D* eine C*-Struktur auf M, also (M, D*) eine C*-Mannigfaltigkeit, dann hei-
Ben D* und D" kompatibel falls D" C D*. Aquivalent, jede Karte in D" ist auch
Karte in D*. Aquivalent, die von D" induzierte C*-Struktur stimmt mit D* iiberein.
Oder wieder dquivalent, die identische Abbildung idys : (M,D") — (M, D?®) ist ein
C*-Diffeomorphismus.

SATZ 3.7.2. Jede C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, besitzt eine kompatible C'*°-
Struktur.

BEWEIS. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit C"-Struktur D”. O.B.d.A. sei M
zusammenhéngend und r < co. Wihle einen abzdhlbaren Atlas {(U;, ;) }ien von
M, sodass jede Karte p; : U; — R™ surjektiv ist, sieche Lemma 2.4.4. Fiir « € N
setzte W; := Uy U --- U U;. Dann gilt

Uwi=M wnd Wi C Wiy, fiirallei € N.
iEN
Wir werden nun induktiv C'*°-Strukturen D7 auf W; konstruieren, sodass gilt:
(i) DPlw,_, =D fur alle 1 <.
(ii) Dg° C D7, fiir alle ¢ € N.
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Wir definieren die C'*°-Struktur auf Wy durch den Atlas {(Up, ¢0)}. Da dieser Atlas
nur aus einer Karte besteht sind alle Kartenwechsel glatt also induziert dies eine
C*>°-Struktur D§° auf Wy. Dann gelten (i) und (ii) trivialerweise fiir ¢ = 0.

Angenommen D§°,...,D7°, sind schon konstruiert und erfiillen (i) und (ii).
Nach Satz 3.5.12 finden wir eine Umgebung N von ¢; € C"((U;, D"|y,),R™) mit
@i € N CDiff" ((U;, D"|y,), R™). (51)

Nach Proposition 3.7.1 existiert eine Umgebung N’ von
901'|Wi71ﬁUi € CT((Wi—l N, DT|Wi71ﬂU1:)7Rm)
sodass fiir jedes h € N die Funktion

g:U;i = N, g(z):= {%’(x) x e U\ Wiy (52)

h(m) zeW,_1NU;

g € N erfiillt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt D, lw, ,nv; € D |lw,_,nu,- Also
existiert nach Satz 3.6.7 ein h € N’ mit

h e C®((Wi—1 NU;, Dy lwi v, ), R™).
Fiir die durch (52) definierte Abbildung gilt g € A/. Wegen (51) ist
g€ Diffr((Ui,DT|Ui),Rm)
also ist g : U; — R™ eine Karte von D"|y,. Da
glwi_1nv, =h € C¥((Wi—1 N U, D w,_ynws), R™)

ist D2, U{(U;, g)} ein C°-Atlas fiir W;. Wir bezeichnen die induzierte C*°-Struktur
auf W; mit Dg°. Offensichtlich gelten jetzt (i) und (ii) auch fur i.

Wir haben also C*°-Strukturen auf W;, i € N, konstruiert die (i) und (ii)
erfiillen. Wegen (i) und (J;cy Wi = M ist ;o D5° ein C°-Atlas fiir M. Bezeichne
die induziert C*°-Struktur auf M mit D>*°. Wegen (ii) gilt D>®|w, = D® C D"|w,
fiir alle 4« € N, also auch D> C D", wieder wegen |J;cy Wi = M. Also ist D> eine
mit D" kompatible C*°-Struktur auf M. O

KOROLLAR 3.7.3. Jede C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, ist C"-diffeomorph zu
einer C'°°-Mannigfaltigkeit.

BEWEIS. Sei (M,D") eine C"-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 3.7.2 existiert eine
kompatible C'*°-Struktur D> auf M. Die Kompatibilitat, D> C D", besagt gerade,
dass die identische Abbildung ids : (M, D") — (M, D) ein C"-Diffeomorphismus
ist. g

BEMERKUNG 3.7.4. Satz 3.7.2 bleibt fiir » = 0 nicht richtig. Es gibt topologische
Mannigfaltigkeiten die keine C°°-Struktur besitzten. Nach Satz 3.7.2 besitzen diese
dann auch keine C'-Struktur.

4. Transversalitit

Wir werden uns in diesem Kapitel teilweise auf glatte Mannigfaltigkeiten und
Abbildungen einschrinken. Es sei nochmals betont, dass wir glatte Mannigfaltig-
keit und glatte Abbildung synonym mit C°°-Mannigfaltigkeit und C*°-Abbildungen
verwenden, siche Definition 2.1.1 und Definition 2.2.1.
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Wir werden in diesem Kapitel auch gelegentlich auf separable Mannigfaltig-
keiten stolen. Wir erinnern uns, vgl. Ende des Abschnittes 1.1, dass ein topologi-
scher Raum separabel heifit wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge enthélt. Aus
Satz 1.1.2 folgt sofort die Aquivalenz folgender Aussagen iiber eine (topologische)
Mannigfaltigkeit M:

(i) M ist separabel.
(ii) M besitzt eine kompakte Ausschopfung.
(iii) M ist o-kompakt.
(iv) M ist Lindelof.
(v) M geniigt dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom.
(vi) M hat hochstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten.

Aus (v) folgt dann, dass Teilmannigfaltigkeiten separabler Mannigfaltigkeiten wie-
der separabel sind.

4.1. Nullmengen. In diesem Abschnitt werden wir eine Klasse von kleinen
Teilmengen in differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kennen lernen, die sogenannten
Nullmengen. Sie sind klein in dem Sinn, dass ihre Komplemente dicht sind. Und
sie haben die angenehme Eigenschaft, dass abzéahlbare Vereinigungen von Nullmen-
gen wieder Nullmengen sind, siehe Proposition 4.1.4. Wir werden den Begriff der
Nullmenge verwenden um den Satz von Sard zu formulieren, siche Abschnitt 4.2.

Wir erinnern uns, eine Teilmenge S C R™ heifit Nullmenge falls fiir jedes € > 0
eine Folge (z;);en und eine Folge (r;);cn existieren sodass

S C U By, (z;) und ZVOI(B” (z;)) <e.
i€N i€N
Dabei bezeichnet B,.(z) := {y € R™ | ||y — z| < r} den Ball mit Radius r und
Mittelpunkt z, und vol(B,.(x)) = i’;?nrz/g") bezeichnet sein Volumen. Aquivalent kann
man hier mit abgeschlossenen Billen oder Wiirfeln arbeiten und erhélt offensichtlich
den selben Begriff einer Nullmenge.

ProrOSITION 4.1.1. Fir Teilmengen in R™ gilt:

(i) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
) Abzdihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
(iii) Der (abgeschlossene) Einheitsball ist keine Nullmenge.
(iv) Das Komplement einer Nullmengen ist dicht.
) Ist U C R™ offen, f € CL(U,R") und S C U eine Nullmenge, dann ist
auch f(S) eine Nullmenge.
(vi) Jeder echte Teilraum von R™ ist Nullmenge.

BEWEIS. (i) ist trivial. Nun zu (ii). Seien (S*).eny Nullmengen in R™ und sei
e > 0. Fiir jedes k € N existieren Folgen (z%);cy und (r¥);cn sodass

Sk - U B, (xf) und ZVOl(BrF (xf)) < o—(k+1) .

1€EN i€N
Es folgt
Ustc U Buah) wd > vol(Bu(ah) < 27" e =e
keN (k,i)ENZ? (k,i)ENZ? keN

Also ist auch J; o S* eine Nullmenge.
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Nun zu (iii). Fiir eine Teilmenge X C R™ bezeichne xx : R* — {0,1} die
Indikatorfuntion von X, x(z) = 1 fallsz € X, und xx(z) =0fallsx ¢ X. Fiirr > 0
und z € R" ist xp, (,) Riemann integrierbar und es gilt fR" XB,(z) = Vol(Br(z)).
Uberdecken die Bille B,,(z;), i € N, den Einheitsball By, dann miissen wegen der
Kompaktheit von B; schon endlich viele davon B, iiberdecken. Also existiert k € N
mit By € By C Ule By, (z;) und damit xp, < Zle XB,, (x:)- Folglich

k k k
vol(B1) =/ XB, §/ > X, (@) = Z/ X8, () = Y _vol(Br, (),
R R™ =1 i=1/R" i=1

und daher kann B; C R"™ keine Nullmenge sein.

Nun zu (iv). Sei S C R™ eine Nullmenge. Indirekt angenommen R™\ S ist nicht
dicht in R™. Dann existiert £ € R™ und € > 0 sodass B.(x) C S. Nach (i) ist daher
B.(z) eine Nullmenge. Damit wire jeder Ball mit Radius ¢ eine Nullmenge. Wegen
(ii) ist dann auch der Einheitsball eine Nullmenge, aber dies widerspricht (iii).

Um (v) zu zeigen bemerken wir zuerst, dass wegen (ii) 0.B.d.A. S C Bg(0) C
Br/(0) C U fiir gewisse 0 < R < R'. Fiir x,z + h € Bg/(0) gilt

1 1
1@+ 1) = 1@ = | [ Dfesuit| < [ 101l bl < O

mit C := supyep,, (o) | Dfyll- Es folgt f(B,(x)) € Ber(f(2)) filr jeden Ball B,.(z) C
Br/(0). Ist jetzt € > 0 gegeben, dann finden wir Folgen (z;);ey und (7;);en mit

S C U B, (z;) und ZVOI(BH (z;)) <e/C™
i€N i€EN
Da S C Bg(0) diirfen wir annehmen, dass B,,(z;) C Br/(0) fiir alle i € N. Es folgt
dann f(S) C UieN f(Br (z:) € UieN Bey, (f(2)) und

S vol(Bey, (£(:)) = C 3 vol(By, (z:)) < e.
i€N i€N
Damit ist also auch f(S) eine Nullmenge.

Um (vi) zu sehen geniigt es wegen (v) und (i) zu zeigen, dass R"~! C R"
eine Nullmenge ist. Nach (ii) geniigt es zu zeigen, dass der Einheitsball B"~1 C
R™! eine Nullmenge in R™ ist. Fiir £ € N kann man B! C R* ! durch k™!
viele (n — 1)-dimensionalen Bille mit Radius C/k iiberdecken, wobei C' > /n — 1
unabhingig von k gewihlt werden kann. Also kann auch B"~! C R” durch k™!
viele n-dimensionalen Bille mit Radius C/k iiberdeckt werden. Die Summe der
n-dimensionale Volumina all dieser Biille ist k™! vol(Bg ) = C"k~1vol(B?) und

dies konvergiert gegen 0 wenn k — oco. Folglich ist B"~! C R" eine Nullmenge. [

DEFINITION 4.1.2 (Nullmengen in Mannigfaltigkeiten). Es sei M eine C*-
Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge S C M heiflt Nullmenge von M falls fiir jede
Karte ¢ : U — R™ die Teilmenge (U N S) C R™ eine Nullmenge ist.

PROPOSITION 4.1.3. Ist A ein Atlas einer C'-Mannigfaltigkeit M dann gilt:
S C M ist genau dann Nullmenge wenn (U N S) eine Nullmenge ist fir alle

(U, ) € A.

BEWEIS. Angenommen ¢(U N .S) ist Nullmenge fiir alle (U,¢) € A, und sei
¥ : V — R"™ eine beliebige Karte von M. Es ist zu zeigen, dass ¥(V N S) C R™ eine
Nullmenge ist. Als offene Teilmenge von R™ ist (V') o-kompakt, d.h. Vereinigung
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abzihlbar vieler kompakter Teilmengen. Daher existieren abzihlbar viele (U;, ;) €
A, i € N, mit V' C [J;n Ui Nach Voraussetzung ist jedes ¢;(U; N S), also auch
wi(VNU; NS), Nullmenge, i € N. Nach Proposition 4.1.1(v) ist damit auch jedes
Y(VNU;NS) = (¥op; ) p:(VNU;NS)) Nullmenge, i € N. Da

b(VnS)=Jy(vVnu;nSs)
€N
ist nach Proposition 4.1.1(ii) auch ¥(V N S) eine Nullmenge. O

Aus Proposition 4.1.1 und Proposition 4.1.3 erhalten wir sofort

PROPOSITION 4.1.4. Fiir Teilmengen einer C'-Mannigfaltigkeit gilt:

(i) Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.
(ii) Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
(iii) Das Komplement einer Nullmenge ist dicht.
(iv) FEine Teilmenge ist genau dann Nullmenge wenn ihr Durchschnitt mit
jeder Zusammenhangskomponente Nullmenge in dieser Zusammenhangs-
komponente ist.

Zu erwihnen wére vielleicht noch folgende einfache Version des Satzes von Sard
die sich miihelos aus Proposition 4.1.1 herleiten l4f3t.

PROPOSITION 4.1.5. Sei M eine separable Mannigfaltigkeit mit dim(M) = m,
sei N eine Mannigfaltigkeit mit dim(N) = n > m und sei f € C'(M,N). Dann ist
f(M) Nullmenge in N.

BEWEIS. Es sei ¢ : U — R™ eine Karte von M und ¢ : V. — R" ei-
ne Karte von N sodass f(U) C V. Da M separabel ist kann M mit abz#hl-
bar vielen solchen Karten iiberdeckt werden und es geniigt daher zu zeigen, dass
Y(f(U)NV) Nullmenge ist, siehe Proposition 4.1.4(ii). Sei U’ := »(U) und setzte
g :=1ofoet:U — R" Dann ist also zu zeigen, dass g(U’) C R™ Null-
menge ist. Es bezeichne ¢ : U’ — U’ x R*™ die Inklusion ¢(z) := (x,0) und
7w U xR*™ — R" die Abbildung n(z,y) := g(z). Dann gilt ¢ = 7 o ¢. Nach
Proposition 4.1.1(vi) ist «(U’) Nullmenge. Nach Proposition 4.1.1(v) ist daher auch
g(U") = w(+(U’)) Nullmenge. O

BEMERKUNG 4.1.6. Die Separabilitdtsvoraussetzung an M in Proposition 4.1.5
ist wesentlich wie an folgendem Beispiel beobachtet werden kann. Sei N eine glatte
Mannigfaltigkeit und n = dim(N) > 0. Sei M die 0-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit zugrundeliegender Menge N und diskreter Topologie. M hat also iiberabzéhlbar
viele Zusammenhangskomponenten. Die identische Abbildung M — N ist glatt,
aber ihr Bild stimmt mit NV iiberein, ist also keine Nullmenge.

BEMERKUNG 4.1.7. Der Begriff der Nullmenge in topologischen Mannigfal-
tigkeiten ist nicht sinnvoll. Dies liegt daran, dass es Homomorphismen gibt die
Nullmengen in R™ auf nicht-Nullmengen abbilden. Insbesondere bleibt Propositi-
on 4.1.1(v) fiir stetige f nicht richtig (flichenfiillende Kurven.)

Als erste Anwendung dieser sehr einfachen Version des Satzes von Sard, siehe
Proposition 4.1.5, soll folgendes Resultat dienen. In der Sprache der Homotopie-
theorie besagt es, dass fiir m < n die m-te Homotopiegruppe von S™ verschwindet,
Tm (S™) = 0. Insbesondere ist S™ einfach zusammenhéngend fiir n > 2.
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SATZ 4.1.8. Es sei m < n und f : 8™ — S™ stetig. Dann ist f nullhomotop,
d.h. es existiert yo € S™ und eine stetige Abbildung H : S™ x [0,1] — S™ sodass
H(z,0) = f(z) und H(z,1) = yo fir alle x € S™.

BeEwEIS. Nach Satz 3.6.6 existiert g € C*°(S™,S™) mit |g(z) — f(z)| < 1 fiir
alle z € S™. Fiir jedes x € S™ enthilt die Strecke von f(z) nach g(x) nicht den
Nullpunkt. Also ist

F:S™x[0,1] — S", F(z,t):= tg(@) + (1= ) f(z)

ltg(x) + (1 = 1) f(2)]
stetig und es gilt F(z,0) = f(z) und F(z,1) = g(z) fiir alle z € S™. Nach Pro-
position 4.1.5 und Proposition 4.1.4(iii) existiert y € S™ \ g(S™). Wéhle einen
Homéomorphismus ¢ : S™ \ {y} — R", sieche Abschnitt 1.2. Definiere

G:S™x[0,1] = 8™, G(z,t):=¢ ' ((1-t)e(g(z))).

Dann gilt G(z,0) = g(z) und G(z,1) = yo := ¢~ 1(0), fiir alle x € S™. Man erhlt
die gewiinschte Abbildung H nun durch Komposition von F' und G, genauer

F(z,2t) 0<t<1/2

. O
Gz,2t—1) 1/2<t<1

H:S™x[0,1] — 8", H(z,t):= {

4.2. Der Satz von Sard. Wir erinnern uns an die Definition der reguliren

Werte einer differenzierbaren Abbildung f € C'(M, N), siehe Definition 2.3.7. Jeder

Punkt in N der nicht regulérer Wert ist heifit kritischer Wert von f. Der Satz von

Sard besagt grob gesprochen, dass fast jeder Wert einer glatten Abbildung regulér

ist. Genauer erinnern wir uns an folgenden Satz der Analysis. Ein Beweis findet
sich etwa in [J94, Kapitel 6], [H94, Kapitel 3.1] oder [M65, Chapters 2 and 3].

SaTz 4.2.1 (Satz von Sard). Es sei U C R™ eine offene Teilmenge und f :
U — R"™ glatt. Dann ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge.

BEMERKUNG 4.2.2. Fiir U C R™ offen und f € C"(U,R™) mit
r > max{0,m —n}

gilt immer noch, dass die Menge der kritischen Werte eine Nullmenge ist. Ohne die
subtile Zusatzvorraussetzung an die Differenzierbarkeit von f wird der Satz falsch!

SaTz 4.2.3 (Satz von Sard globale Version). Sei M eine separable glatte Man-
nigfaltigkeiten, N eine glatte Mannigfaltigkeit und f : M — N eine glatte Abbil-
dung. Dann ist die Menge der kritischen Werte von f eine Nullmenge in N.

BEwEIs. Wihle einen lokal endlichen Atlas (U, o )aca von M, und eine Fa-
milie von Karten (V,,%4)aca von N sodass f(U,) C V, fir alle « € A. Da M
separabel und der Atlas (Uy, ©a)aca lokal endlich ist, kann A hochstens abzihlbar
sein. Nach Proposition 4.1.4(ii) geniigt es also zu zeigen, dass die Menge der kriti-
schen Werte von f|y, : Uy — N eine Nullmenge bilden, fiir alle a € A. Aquivalent
dazu, geniigt es zu zeigen, dass die Menge der kritischen Werte von 1, o f o 1
eine Nullmenge bilden, fiir alle & € A. Dies folgt aber aus Satz 4.2.1. |

Mittels Proposition 4.1.4(iii) erhalten wir sofort

KOROLLAR 4.2.4 (Brown). Sei M eine separable glatte Mannigfaltigkeiten, N
eine glatte Mannigfaltigkeit und f : M — N eine glatte Abbildung. Dann ist die
Menge der reguldren Werte von f dicht in N.
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BEMERKUNG 4.2.5. Wieder ist die Separabilitatsvorraussetzung an M essenti-
ell, vgl. Bemerkung 4.1.6.

BEMERKUNG 4.2.6. Ist dim(M) = m < n = dim(N) dann stimmt die Men-
ge der kritischen Werte von f € C*(M, N) mit f(M) iiberein. In dieser Situation
besagt Satz 4.2.3, dass f(M) eine Nullmenge ist fiir f € C°°(M, N), vgl. Proposi-
tion 4.1.5. Verwendet man die stirkere Version des Satzes von Sard, siche Bemer-
kung 4.2.2, erhélt man die volle Aussage von Proposition 4.1.5.

Der Satz von Sard, das Approximationsresultat Satz 3.6.6 und die Klassifikation
der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand fiihren zu einem analytischen Be-
weis des folgenden fundamentalen Resultats. Klassische Beweise mittels Homotopie-
oder Homologietheorie findet man in jedem Lehrbuch fiir algebraische Topologie,
siehe etwa [HO2, Corollary 2.15] oder [SZ88, Satz 11.1.1].

SATZ 4.2.7. Es gibt keine stetige Retraktion B® — S™ 1. Genauer, es gibt
keine stetige Abbildung vom abgeschlossenen n-dimensionalen FEinheitsball auf die
(n — 1)-dimensionale Einheitssphire die die Punkte der Sphire fiziert.

BEWEIS. Indirekt angenommen es gibt eine stetige Abbildung f : B® — S™~1
mit f(z) = x fiir alle x € S"~!. Wihle eine stetige Abbildung ¢ : R — [0, 3] mit
¢(t) = 1/t fiir t > 1/3, und definiere

fiRY = 8" f(2) = f(é(|a])).
Dann gilt

reR|z|>1/3 = flz)=2z/|z|
Nach Satz 3.6.6 finden wir eine glatte Abbildung g : R® — §"~! mit |f(z)—g(z)| <
1 fiir alle 2 € R". Beachte, dass daher fiir |z[ > 1/3 die Strecke von g(x) nach
f(z) = z/|x| nicht 0 € R™ enth&lt. Wihle eine glatte Funktion A : R — [0, 1] sodass

A(t) = 0 fir alle t < 1/3 und A(¢) = 1 fiir alle ¢ > 2/3 gilt, siche Lemma 2.4.2.
Damit kénnen wir eine glatte Abbildung

h:R"™ — S" 1 h(z):=

definieren die auch
xR |z| >2/3 = h(z)=21z/|z] (53)

erfiillt. Insbesondere ist h eine Retraktion, h(x) = z fiir alle x € S"~!. Nach dem
Satz von Sard, siche Korollar 4.2.4, existiert ein regulirer Wert y € S™ ! von
h. Nach Satz 2.3.8 ist h=!(y) eine abgeschlossene 1-dimensionale Teilmannigfal-
tigkeit von R™. Zusammen mit (53) folgt, dass M := h~!(y) N B™ eine kompakt
1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist und OM = {y} gilt. Dies wider-
spricht aber der Tatsache, dass die Anzahl der Randpunkte einer kompakten 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeit gerade sein muss, siche Korollar 1.5.6. Also kann
es keine stetige Retraktion B™ — S"~! geben. (]

Schlieflich sei noch eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.2.7 erwahnt.

SaTz 4.2.8 (Browerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung B™ — B™ be-
sitzt einen Fixpunkt.
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BEWEIS. Indirekt angenommen es gébe eine fixpunktfreie stetige Abbildung
f : B® — B™. Dies erlaubt die Definition einer stetigen Abbildung g : B® —
S"~1 indem z € B™ auf den Durchschnitt des Strahles von f(z) nach z mit S"~!
abgebildet wird. Expliziter, g(x) := z + ¢(x)(z — f(x)) mit

—(@z— f@) + V@~ f@)* + 0= [oP)|z — f@)

t(z) ==

|z — f(2)?
Da g die Punkte in S™~! fix 18t ist g : B — S™~! eine Retraktion. Dies wider-
spricht aber Satz 4.2.7, also muss f einen Fixpunkt besitzen. (I

4.3. Transversalitdt. Fiir zwei differenzierbare Teilmannigfaltigkeiten A C
M und B C M wird deren Durchschnitt A N B i.A. keine Teilmannigfaltigkeit von
M sein. Betrachte etwa eine C"-Mannigfaltigkeit M, 1 < r < oo, eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge K C M und wiéhle eine C"-Funktion f : M — R deren
Nullstellenmenge mit K iibereinstimmt, siehe Satz 2.4.6. Dann sind A := M x {0}
und B := graph(f) := {(z, f(z)) | x € M} C"-Teilmannigfaltigkeiten von M x R.
Aber AN B = {(x,0) | z € K} ist i.A. keine Teilmannigfaltigkeit. Der Begriff der
Transversalitét liefert unter anderem ein brauchbares Kriterium welches garantiert,
dass der Durchschnitt zweier Teilmannigfaltigkeiten wieder eine Teilmannigfaltig-
keit ist, siehe Korollar 4.3.5.

DEFINITION 4.3.1 (Transversalitiit). Es seien M, N und P drei C''-Mannigfal-
tigkeiten. Zwei Abbildungen f € C'(M,N) und g € C*(P, N) heiflen transversal
falls fiir alle x € M und alle z € P mit f(z) = g(z) folgendes gilt: Fiir eine (und
dann jede) Karte ¢ : U — R™ von M mit « € U, und eine (und dann jede) Karte
p: W — RP von P mit z € W, und eine (und dann jede) Karte ¢ : V' — R™ von N
mit y := f(z) = g(z) € V, gilt

img(D(to fop )yw)) +img(D(hogop ™)) =R, (54)
d.h. die Bilder der Differentiale
D@Wofop ™ )y :R™ =R und D($ogop™),.) R —R"

spannen zusammen ganz R™ auf. Ist A C N eine C'-Teilmannigfaltigkeit dann
heifit f transversal zu A falls die Inklusion t4 : A — N transversal zu f ist.
Zwei C'-Teilmannigfaltigkeiten A und B von N heiflen transversal wenn die beiden
Inklusionen ¢4 : A — N und tp : B — N transversal sind.

BEMERKUNG 4.3.2. Jede Abbildung f € C*(M, N) mit f(M)NA = () ist trans-
versal zu A. Eine submersive Abbildung ist transversal zu jeder Teilmannigfaltig-
keit. Auch ist jede Abbildung f € C*(M, N) transversal zu N. Ist y € N dann ist
eine Abbildung f € C1(M, N) genau dann transversal zu der O-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeit {y} € N wenn y ein reguldrer Wert von f ist, siehe Abschnitt 2.3.
Gilt dim(M) = m, dim(N) = n, dim(A4) = k und m + k < n dann ist eine Abbil-
dung f € C'(M, N) genau dann transversal zu A falls f(M) N A = (), da ja die
Bedingung (54) aus Dimensionsgriinden nie erfiillt sein kann.

Der Begriff der Transversalitit erlaubt die folgende Verallgemeinerung von
Satz 2.3.8.

SATz 4.3.3. Es seien M und N zwei C”-Mannigfaltigkeiten, A C N eine C”-
Teilmannigfaltigkeit und f € C"(M,N) transversal zu A, 1 < r < oco. Dann ist
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f~YH(A) C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit. Gilt weiters dim(M) = m, dim(N) =n
und dim(A) = a dann hat f~1(A) die Dimension m —n + a.

BEWEIS. Setze S := f~1(A) C M. Sei x € S. Wihle eine Teilmannigfaltig-
keitskarte ¢ : V — R™ mit f(z) € V und (V N A) = (V) NR*¥ C R™. Betrachte
die offene Teilmenge U := f~1(V) C M. Es geniigt zu zeigen, dass S N U eine C"-
Teilmannigfaltigkeit von U ist. Es bezeichne 7 : R — R"/R¥ = R"~* die natiirliche
Projektion. Dann ist g := oo f € C"(U,R" %) und es gilt SNU = g~1(0). Da
f transversal zu A ist, ist 0 ein reguldrer Wert von g. Nach Satz 2.3.8 ist daher
SNU =g~ 1(0) eine C"-Teilmannigfaltigkeit von U. O

KOROLLAR 4.3.4. Ist f € Sub"(M,N) und ist A C N eine C"-Teilmannig-
faltigkeit, dann ist f~1(A) C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit, 1 < r < oo. Gilt
weiters dim(M) = m, dim(N) = n und dim(A) = a dann hat f~(A) Dimension
m-—n+a.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Satz 4.3.3 und der Tatsache, dass f als Submer-
sion transversal zu A ist, sieche Bemerkung 4.3.2. [

KOROLLAR 4.3.5. Sind A und B zwei transversale C”-Teilmannigfaltigkeiten
von M, 1 <r < oco. Dann ist auch AN B C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit. Ist
weiters dim(M) = m, dim(A) = a und dim(B) = b dann hat AN B Dimension
a+b—m.

BEWEIS. Es bezeichne LABKI : B — M die Inklusion. Dann ist LAél eine Einbettung
und transversal zu A. Nach Satz 4.3.3 ist AN B = (1})"1(A) C B eine C"-
Teilmannigfaltigkeit, d.h. die Inklusion LﬁmB : AN B — B ist eine Einbettung.
Als Komposition von Einbettungen ist 4L 5 = M 0B 5 : AN B — M auch eine
Einbettung. Nach Satz 2.3.13 ist also AN B C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit. [

BEMERKUNG 4.3.6. Das Kriterium in Korollar 4.3.5 ist nur hinreichend, nicht
notwendig. Ist etwa A C M eine C"-Teilmannigfaltigkeit mit dim A < dim M, dann
sind A und B := A sicher nicht transversal, jedoch ist ihr Durchschnitt AN B = A
wieder eine Teilmannigfaltigkeit.

4.4. Der Transversalititssatz. Eine Version des Transversalittssatzes be-
sagt, dass fiir eine fixe glatte Teilmannigfaltigkeit A C N fast alle glatten f: M —
N transversal zu A sind, siehe Satz 4.4.8 unten. Wir werden in diesem Abschnitt das
“fast alle” prézisieren und eine stirkere Version des Transversalitéitssates beweisen,
siehe Satz 4.4.7. Ein wesentliches Hilfsmittel wird der Satz von Sard sein, aber auch
die Baire Eigenschaft von C*°(M, N) werden wir verwenden, siche Satz 3.4.12.

Wir sagen zwei Jets [z, f,U] € JY (M, N) und [z,g9, W] € J*(P,N) sind trans-
versal wenn entwender f(x) # g(z) oder, falls y := f(x) = g(z), dann gilt beziiglich
einem (und dann jedem) Trippel von Karten ¢, 1 : W — R"™, p von M, N, P um
z, Y, 2

img(D(o fop ™ )pw) +img(Dogop ),e) =R"
Zwei Abbildungen f € CY(M,N) und g € C*(P, N) sind also genau dann transver-
sal wenn (51 f)(z) und (j'g)(z) transversal sind fiir alle z € M und alle z € P, vgl.
Definition 4.3.1.

LEMMA 4.4.1. Es sei M eine C'-Mannigfaltigkeit, A C N eine C'-Teilmannig-
faltigkeit und K C A sodass K C N abgeschlossen ist. Dann ist

T :={yeJ'(M,N) | Vy € K : v transversal zu (G'ea)(w)}
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offen in JY(M, N), wobei 14 : A — N die kanonische Einbettung bezeichnet.

BEWEIS. Es sei v = [z, f,W] € T. Gilt f(z) ¢ K dann hat wegen der Abge-
schlossenheit von K eine ganze Umgebung von v € J*(M, N) dieselbe Eigenschaft
und ist daher in 7 enthalten. Sei also f(x) € K. Wéhle eine Teilmannigfaltigkeits-
karte ¢ : V — R™ mit (ANV) = (V) NR* und f(z) € V. Wihle weiters eine
Karte ¢ : U — R™ mit x € U. Da v € T gilt

img(D(¥o fop ')y + RF =R"
Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass der obere (n — k) x m-Block der n x m-
Matrix D(¢o f ogfl)w(w) vollen Rang hat. Die Menge dieser Matrizen ist offen da sie

durch das Nichtverschwinden gewisser stetiger Funktionen (Minoren) beschrieben
werden kann. Ist also 4/ = [2/, f’, W’] hinreichend nahe bei v dann gilt wieder

1mg<D(w © f/ © 9071)@(7;’)) + Rk = Rna
also ist ¢/ transversal zu (j1c4)(f'(z)) und damit ist v/ € 7. O

PROPOSITION 4.4.2. FEs sei M eine C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, L C M
abgeschlossen, A C N eine C"-Teilmannigfaltigkeit und K C A sodass K C N
abgeschlossen ist. Dann ist

{f € C"(M,N) |Vx € LWy € K : (j'f)(x) ist transversal zu (leA)(y)} (55)

offen in C"(M,N). Insbesondere ist die Menge der f € C"™(M,N) die transversal
zu einer abgeschlossenen Teilmannigfaltigkeit sind offen in C™ (M, N).

BEWEIS. Da die Inklusion C"(M, N) — C'(M, N) stetig ist diirfen wir 0.B.d.A.
r = 1 annehmen. Nach Lemma 4.4.1 ist

T :={yeJ'(M,N) ’ Vy € K : v ist transversal zu (j'ta)(y)}
offen in J1(M, N). Also ist, sieche Proposition 3.1.1
{g.€ COM,TH(M, N)) | g(L) € T}
offen in C°(M, JY(M, N)). Daher ist auch
{rect Ny | G'NHL) €T}

offen in C*(M, N). Da diese Menge mit (55) iibereinstimmt folgt der erste Teil der
Proposition. Ist A C N eine abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit folgt die zweite
Aussage der Proposition aus der ersten mit K = A und L = M. O

BEMERKUNG 4.4.3. Ist A nicht abgeschlossen, dann ist die Menge der zu A
transversalen Abbildungen nicht notwendigerweise offen. Betrachte etwa die ein-
punktige Mannigfaltigkeit M = {x}, N := R? A = {(2,0) | 0 < = < 1} und
die Einbettung f : M — N, f(x) = (0,0). Da f(M)N A = § ist f transversal
zu der Teilmannigfaltigkeit A. Aber fiir € > 0 ist die Einbettung f. : M — N,
fe(%) :== (&,0), nicht transversal zu A. Also existiert in jeder Umgebung von f eine
Abbildung die nicht transversal zu A ist. Folglich ist die Menge der zu A transver-
salen Abbildungen nicht offen.

DEFINITION 4.4.4 (Residuale Teilmengen). Eine Teilmenge eines topologischen
Raumes heifit residual falls sie den Durchschnitt abzahlbar vieler offener und dichter
Teilmengen enthélt.



64 STEFAN HALLER

BEMERKUNG 4.4.5. Offenbar sind abzéahlbare Durchschnitte residualer Mengen
wieder residual. Ist A C B und ist A residual dann auch B. Hat ein topologischer
Raum die Baire Eigenschaft (siehe den Absatz vor Satz 3.1.9) dann ist jede residuale
Menge dicht. Aus Satz 3.4.12 erhalten wir, dass residuale Teilmengen von C” (M, N)
dicht sind, 0 < r < 0.

PROPOSITION 4.4.6. FEs seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Dann ist
J"(M, N) in natirlicher Weise eine glatte Mannigfaltigkeit, 0 < r < co.

BEWEIS. Es seien Aj; und Ay glatte Atlanten von M und N. Wir haben in
Proposition 3.2.1 eine Atlas {0, .}, y)eanxay fiir J"(M, N) konstruiert. Offen-
sichtlich sind seine Kartenwechselabbildungen (sieche Beweis von Proposition 3.2.1)
glatt, da Ay, und Ay glatte Atlanten sind. O

SaTz 4.4.7 (Transversalitit fiir Jets). Es seinen M und N glatte Mannigfaltig-
keiten, 0 < r < oo, und A C J"(M,N) eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Dann ist
die Menge der f € C®(M,N) fir die j"f : M — J"(M,N) transversal zu A ist,
residual (und daher insbesondere dicht) in C*°(M,N).

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes schreiten seien noch einige Folgerungen
und Anwendungen erwéhnt.

SATZ 4.4.8 (Transversalitit). Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
A C N eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Dann ist die Menge der f € C*°(M, N) die
transversal zu A sind, residual (und daher insbesondere dicht) in C°°(M, N).

BEWEIS. Betrachte die glatte Teilmannigfaltigkeit A := M x A C M x N =
JO(M, N). Offensichtlich ist f € C*(M, N) transversal zu A genau dann wenn GOf -
M — J°(M, N) transversal zu A ist. Also folgt die Behauptung aus Satz 4.4.7. [

BEMERKUNG 4.4.9. Obwohl wir oft nur an der Dichtheit einer Menge von Ab-
bildungen interessiert sind, hat die Formulierung mit Hilfe residualer Teilmengen
einen Vorteil den wir auch im Beweis von Satz 4.5.3 verwenden werden. Sind et-
wa A; endliche viele glatte Teilmannigfaltigkeiten von N dann ist die Menge der
f € C>®(M,N) die transversal zu allen A; sind als Durchschnitt von residualen
Teilmengen wieder residual, insbesondere dicht. Wiiiten wir blof}, dass die Menge
der f € C*°(M, N) die zu einem einzelnen A; transversal sind dicht in C*°(M, N)
ist, kénnten wir nichts iiber die f € C°°(M, N) die zu allen A; transversal sind
schlieflen, da ja schon der Durchschnitt zweier dichter Teilmengen leer sein kann.

BEISPIEL 4.4.10 (Transversale Teilmannigfaltigkeiten). Es seien A und B zwei
glatte Teilmannigfaltigkeiten von M. Es bezeichne 14 € Emb™ (A, M) die kanoni-
sche Inklusion. Nach Satz 3.5.7 ist Emb™ (A, M) offen in C*°(A, M). Nach Satz 4.4.8
existiert daher in jeder Umgebung von ¢4 eine glatte Einbettung f € Emb™ (A, M)
die transversal zu B ist. Nach Satz 2.3.13 ist A’ := f(A) C M eine Teilmannig-
faltigkeit und transversal zu B. Grob zusammenfassend: “Beliebig nahe (bzgl. der
C*°-Topologie) an A existiert eine Teilmannigfaltigkeit A’ C M die transversal zu
B ist.”

BEISPIEL 4.4.11 (Morse Funktionen). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
und f : M — R hinreichend differenzierbar. Ein Punkt « € M heifit kritischer
Punkt von f falls D(f op™!),) =0 in einer (und dann jeder) Karte ¢ : U — R™
von M mit z € U. Ein kritischer Punkt x von f heifit nicht-degeneriert falls die
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Hessesche D*(fo@™!) 4y € L*(R™; R) beziiglich einer (und dann jeder Karte) ¢ :
U — R™ von M mit z € U, eine nicht-degenerierte (symmetrische) Bilinearform ist.
Eine Funktion f heifit Morse Funktion falls jeder kritische Punkt nicht-degeneriert
ist. Sei Ag C JY(M, N) die Menge der 1-Jets [z, f, W] sodass in einer (und dann
jeder) Karte ¢ von M gilt D(f o <p_1)<p(x) = 0. Es ist leicht zu zeigen, dass Ay C
JY(M,R) eine abgeschlossene glatte Teilmannigfaltigkeit ist, vgl. das allgemeinere
Resultat in Proposition 4.5.2 unten. Offensichtlich ist f eine Morse Funktion genau
dann wenn jlf : M — JY(M,R) transversal zu Ay ist. Nach Satz 4.4.7 ist die
Menge der glatten Morse Funktionen dicht in C°°(M,R). Nach Proposition 4.4.2
ist sie auch offen. Insbesondere existiert auf jeder glatten Mannigfaltigkeit eine
glatte Morse Funktion. Da die Menge der kritischen Punkte von f mit (5! f)~!(Ao)
iibereinstimmt, kénnen wir aus Satz 4.3.3 schlieflen, dass die Menge der kritischen
Punkte einer Morse Funktion eine 0-dimensionale Teilmannigfaltigkeit (also eine
Menge isolierter Punkte) von M bilden. Morse Funktionen stellen ein wesentliches
Werkzeug bei der Untersuchung der Topologie von Mannigfaltigkeiten dar, siehe
etwa [M63].

Nun aber zum Beweis von Satz 4.4.7. Aus dem Satz von Sard erhalten wir
folgendes erste Resultat zur Existenz transversaler Abbildungen.

PROPOSITION 4.4.12. Es seien M und P separable glatte Mannigfaltigkeiten,
N eine glatte Mannigfaltigkeit und A C N eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Weiters
sei F': Px M — N glatt und transversal zu A. Dann ist die Menge der z € P fiir
die
F,:M — N, F.(z):=F(z,x)

nicht transversal zu A ist eine Nullmenge.

BEWEIS. Nach Satz 4.3.3 ist Q := F~1(A) eine glatte Teilmannigfaltigkeit von
P x M. Als Teilmannigfaltigkeit einer separablen Mannigfaltigkeit ist Q) wieder
separabel. Betrachte die Einschriankung der Projektion 7 : Q — P, w(z,z) := z.
Unter Zuhilfenahme von Karten ist es leicht zu sehen, dass fiir (z,2) € Q die
Abbildung F, : M — N bei x transversal zu A ist genau dann wenn 7 : Q — P
bei (z,z) € @ submersiv ist. Fiir fixes z € P erhalten wir also, dass F, : M — N
transversal zu A ist genau dann wenn z ein reguldrer Wert von 7 : Q — P ist.
Damit stimmt die Menge der z € P fiir die F, transversal zu A ist mit der Menge
der reguliren Werte von 7 iiberein. Aquivalent, die Menge der z € P fiir die F,
nicht transversal zu A ist stimmt mit der Menge der kritischen Werte von 7 iiberein.
Nach Satz 4.2.3 ist die Menge der kritischen Werte von 7 eine Nullmenge, und der
Satz ist bewiesen. (|

PROPOSITION 4.4.13. Es sei 0 < r < oo und A C J"(B3,R"™) eine glatte
Teilmannigfaltigkeit. Ist f : Bs — R™ glatt, dann existiert in jeder C'°°-Umgebung
von f eine glatte Abbildung g sodass gilt f(x) = g(x) fir alle x ¢ Bs, und sodass
J"(g9lB,) : B1 — J"(B1,R") transversal zu AN J"(B1,R™) ist. Dabei bezeichnet
Br CR™ den offenen Ball mit Radius R.

BeEwEIs. Wihle eine glatte Funktion p : By — [0, 1], sodass p(z) = 0 fiir
x ¢ By, und pu(x) =1 fiir x € By. Setzte

P=R"x [[ L*®™R")
1<k<r



66 STEFAN HALLER

und betrachte die Abbildung F': P x B3 — R"
Py @) = f@) + 0@ (y+ Y M),

1<k<r
Dann ist
G:Px B — J(B,R"), Gy(x):= (" (Fpls,))(x)
submersiv, also transversal zu ANJ" (B, R™). Nach Proposition 4.4.12 ist die Menge
der p € P fiir die G), transversal zu A ist dicht in P. Wihle nun p € P hinreichend
nahe bei 0 sodass G, transversal zu A ist und sodass g := F}, in der vorgegebenen

Umgebung von f liegt, vgl. Proposition 3.4.10. Dann ist j"(g|p,) = G, transversal
zu AN J7(By,R™). Klarerweise gilt auch g(z) = f(x) fiir alle x ¢ Bs. O

LEMMA 4.4.14. Ist X ein Baire Raum und U C X offen, dann hat auch U die
Buaire Eigenschaft.

BEWEIS. Seien {Aj}ren abzihlbar viele offene und dichte Teilmengen von U.
Es ist zu zeigen, dass (), <y Ax dicht in U ist. Betrachte By := Ap U (X \ U).
Dann ist By offen und dicht in X. Da X die Baire Eigenschaft hat ist (), Br =
(Nien Ak) U (X \ U) dicht in X. Also muss auch (o A dicht in U sein. O

BEWEIS VON SATZ 4.4.7. O.B.d.A. seien M, N und daher auch J" (M, N) zu-
sammenhéingend. Dann sind M, N und J"(M, N) separabel. Als Teilmannigfal-
tigkeit einer separablen Mannigfaltigkeit ist auch A separabel. Es sei K C A so,
dass K C J"(M, N) abgeschlossen ist. Da A separabel ist kann es als abzdhlbare
Vereinigung von solchen K geschrieben werden. Es geniigt daher zu zeigen, dass

7= {f € C®(M,N) | Vo € MVy € K : (j'j" f)(x) ist transversal zu (leA)(y)}

dicht in C*°(M, N) ist. Denn nach Proposition 4.4.2 und weil ;" : C*°(M,N) —
C>™®(M,J"(M,N)) stetig ist, ist 7 auch offen in C°°(M, N). Also wire die Menge
der f fiir die j" f transversal zu A ist der Durchschnitt abzahlbar vieler offener und
dichter Teilmengen und daher residual.

Um die Dichtheit von 7 zu zeigen sei g € C*°(M, N). Da M separabel ist
finden wir einen lokal endlichen hdchstenes abziéhlbaren Atlas surjektiver Karten
{(pk Uy — Rm} von M mit (J, 90,;1(31/2) = M, und eine Familie von Karten
Yy : Vi = R™ von N sodass f(Uy) C Vj fiir alle k. Betrachte

U= {feC=N) | Yk f(o7"(By)) C Vi .

Dies ist eine offene Teilmenge von C*°(M, N) und g € U, siehe Proposition 3.1.1.
Es geniigt zu zeigen, dass 7 NU dicht in U ist. Betrachte

Ty = {f eu ‘ Vr € @El(Bl/z)Vy € K : (%" f)(x) ist transversal zu (leA)(y)}.

Nach Proposition 4.4.2 und weil j" : C*°(M,N) — C® (M, J"(M, N)) stetig ist, ist
Ty, offen in U. Nach Proposition 4.4.13 ist 7y, dicht in /. Ausserdem gilt offensichtlich

T =7nu.
k

Nach Satz 3.4.12 und Lemma 4.4.14 hat U die Baire Eigenschaft. Also ist 7 NY als
abzéhlbarer Durchschnitt offener und dichter Teilmengen dicht in i. (]
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4.5. Der Einbettungssatz von Whitney. In diesem Abschnitt werden wir
den Immersionssatz von Whitney, siehe Satz 4.5.3, und den Einbettungssatz von
Whitney, siehe Satz 4.5.6 herleiten. Ein Korollar davon, siehe Korollar 4.5.10, be-
sagt, dass jede zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
m abgeschlossen in R?™*! eingebettet werden kann. Im Wesentlichen stimmt also
der Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit wie wir ihn in Abschnitt 2.1 eingefiihrt
haben mit dem Begriff der differenzierbaren Teilmannigfaltigkeiten des Euklidischen
Raums iiberein. Der einzige Unterschied liegt in der Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten und einer Schranke an die Dimension, vgl. Korollar 4.5.11 unten.

Fiir m,n,k € N mit 0 < k < min{m,n} bezeichne B¥  C L(R™ R") die
Menge der linearen Abbildungen R™ — R™ mit Rang k. l

PROPOSITION 4.5.1. Bﬁ’m C L(R™,R™) ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit der
Dimension (m +n — k)k.

BeEwEIs. Wir identifizieren L(R™,R™) mit dem Vektorraum der reellen n x m-
Matrizen M, p,. Es bezeichne GL,, die Gruppe der invertierbaren m x m-Matrizen.
Die Gruppe GL,, x GL,, wirkt auf M, ,,, von links durch

GLy, X GLyy XMy n — My, pgn(p) := (g, h) - 0 := gph™ !,

wobei g € GL,,, h € GL,,, ¢ € M, ,. Fiir jedes Paar (g,h) € GL,, x GL,, ist

pg.n € Diff> (M, ) und es gilt auch py (B ,,) = Bf ,,. Aus der linearen Algebra

wissen wir, dass diese Wirkung transitiv auf BE  ist, d.h. fiir jedes ¢ € BJ

existiert (g,h) € GL, x GL,, mit pg n(po) = @, wobei ¢q := (I(;C 8) € My m und

I, € My, die Einheitsmatrix bezeichnet. Es geniigt daher zu zeigen, dass B,’j m

lokal um ¢ € M, ,, eine glatte Teilmannigfaltigkeit ist. ’
Betrachte

U:= {(é 5) ‘ AeGLy,BE€ Mym—i,CEMy_i,DE Mnfk,mfk} C My m.
Dies ist eine offen Umgebung von ¢ € My, ,,. Betrachte nun die Untergruppen
Hy = {(g Iﬂfik) ‘ AeCGL, B¢€ Mn_k,k} C GL,
Hs = {(16“ Imcik) ‘ Ce Mk,mfk} C GL,

Beachte, dass H; eine offene Teilmenge in R™ und H, eine offene Teilmenge in
RO™=F)k ist. Betrachte die glatte Abbildung

®: Hy x Hy x My_jym—r — U, ®(g,h,D):=g (% 5)h" (56)

Durch explizite Angabe der Umkehrabbildung ist es leicht zu sehen, dass (56) ein
Diffeomorphismus ist. Da Hy x Hy X My, _j, m—4 eine offene Teilmenge in R™™ ist, ist
also @' : U — Hy x Hy x My,_j ym—p eine Karte von M, ,,,. Da ®(g, h, D) Rang k
hat genau dann wenn D = 0 gilt, bildet ®~* die Menge UNBE | auf Hy x Hy x {0}
ab. Also ist ®~! eine Teilmannigfaltigkeitskarte von B,’j’m. O

Fiir k € N bezeichne A, C J'(M, N) die Menge der 1-Jets [z, f, W] € JY(M, N)
fiir die das Differential D(¢) o f 0 o™ 1),(,) in einem (und dann jedem) Paar von
Karten (¢, 1) Rang k hat.
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PROPOSITION 4.5.2. A C JY(M, N) ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit. Gilt
dim(M) = m und dim(N) = n dann ist

dim(Ag) =m+n+ (m+n—k)k.

BEWEIS. Es sei ¢ : U — R™ eine Karte von M und ¢ : V — R" eine Karte
von N. Betrachte die Karte

04, : JH(UV) = o(U) x (V) x LR™,R")
Oy o[z, f,W]) = (p(2),¥(f(2)), D@ o fop™)s)
von JY(M, N). Offensichtlich gilt
Oy o (JH (U, V) N A) = o(U) x (V) x By ..

Nach Proposition 4.5.1 ist o(U) x (V) x Bf . € p(U) x (V) x L(R™,R™) eine
glatte Teilmannigfaltigkeit der Dimension m + n + (m + n — k)k. Also ist Ay C
JY(M, N) eine glatte Teilmannigfaltigkeit der Dimension m+n+ (m+n—k)k. 0O

SaTz 4.5.3 (Whitney). FEs seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 <
r < oo, der Dimension m bzw. n. Gilt 2m < n dann ist Inm" (M, N) offen und
dicht in C"(M,N).

BeEwEIs. Die Offenheit von Imm" (M, N) haben wir bereits in Proposition 3.5.3
bewiesen, es ist also nur die Dichtheit zu zeigen. Nach Satz 3.7.2 diirfen wir anneh-
men, dass M und N glatte Mannigfaltigkeiten sind. Da C*°(M,N) C C" (M, N)
dicht ist, siehe Satz 3.6.6, geniigt es zu zeigen, dass Imm* (M, N) C C*(M, N)
dicht ist.

Eine Abbildung f € C*°(M, N) ist immersiv genau dann wenn das Bild von
jtf: M — JY(M, N) keines der Ay schneidet, 0 < k < m. Nach Proposition 4.5.2
und wegen m < n + 2 gilt

dimA, <dimA,,_1=mn+2m—1 firalle0<k<m.
Weiters ist dim JY(M, N) = m + n + mn. Aus 2m < n schlieflen wir
m + dim Ay, < dim J* (M, N) fiir alle 0 < k < m.

Ist also 0 < k < m und ist g : M — J'(M,N) transversal zu Ay dann gilt
g(M)N Ay = 0, siehe Bemerkung 4.3.2. Daher ist jedes f € C°°(M, N) fiir das j1f :

M — JY(M, N) transversal zu Ag, A1, ..., A,,_1 ist automatisch eine Immersion.
Nach Satz 4.4.7 und Bemerkung 4.3.2 ist die Menge der f € C*°(M, N) fiir die j' f :
M — JY(M, N) transversal zu Ag, Ay, ..., A,,_1 ist, eine residuale Teilmenge und

daher dicht in C*°(M, N). Folglich ist auch Imm* (M, N) C C*°(M, N) dicht. O

BEMERKUNG 4.5.4. Dieser Beweis stammt aus [H94, Chapter 3.2]. Ein etwas
konstruktiverer Beweis findet sich in [BJ73, Kapitel 7].

KOROLLAR 4.5.5. Jede C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, der Dimension m
erlaubt eine C"-Immersion nach R>™.

SaTz 4.5.6 (Whitney). FEs seien M und N zwei C"-Mannigfaltigkeiten, 1 <
r < oo, der Dimension m bzw. n. Gilt 2m < n dann ist Emb_,(M,N) offen und
dicht in Prop” (M, N).

T

Wir bezeichnen mit Imm; ;(M, N) die Menge der injektiven C”-Immersionen
von M nach N, 1 <r < oco. Wir starten den Beweis mit der folgenden
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PROPOSITION 4.5.7. Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, M separa-
bel, dim(M) = m, dim(N) = n und 2m < n. Dann ist Immgy; (M, N) dicht in
C>*(M,N).

BeEWwEIS. Nach Satz 4.5.3 ist Imm® (M, N) dicht in C*°(M, N). Es geniigt also
zu zeigen, dass Immg? (M, N) dicht in Imm®™ (M, V) ist. Sei also f € Imm™ (M, N)
und O eine Umgebung von f € C*°(M, N). Nach Proposition 3.5.3 ist Imm*° (M, N)
offen in C*°(M, N), wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass O C Imm®> (M, N).
Wile eine offene Teilmenge U C M x J°°(M, N) sodass

{f € C®(M,N) | graph(j~f) CU} C O, (57)

siehe die Definitionen in Kapitel 3. Es ist ein injektives g € O zu konstruieren.

Nach Proposition 2.3.11 besitzt jeder Punkt € M eine offene Umgebung U
sodass f|y eine Einbettung ist. Da M separabel ist finden wir also einen hochstens
abzéhlbare lokal endlichen Atlas von M von surjektiven Karten ¢y : Uy — R™ von
M und Karten ¢y, : Vi, — R”™ von N sodass ,, ¢;, ' (B1) = M und sodass fiir alle
k gilt f(Ux) C Vi und fly, € Emb™ (U, N). Wir werden nun induktiv eine Folge
gr € C°(M, N) mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

(i) Fiir alle k& € N existiert eine offene Umgebung Wy, von |, »; ' (B1)
sodass gi|w, eine Einbettung ist. -
(ii) Fiir alle k& € N stimmt gg1 mit g auf M \ Uy, iiberein.
(iii) Fir alle k € N und alle x € M gilt (z, (®g)(x)) € U.
Ist dies gelungen, dann setzten wir g := limg_oo gx. Wegen (i) und weil {Ug}
lokal endlich ist, ist dies ein lokal endlicher Limes, also g € C°°(M, N). Aus (iii)
und (57) folgt g € O. Schliellich folgt aus (i) die Injektivitét von g.

Nun aber zur Konstruktion der Folge gj. Zuerst sei gg := f welches natiirlich
alle geforderten Eigenschaften erfiillt. Seien also die g; fiir ¢ < k schon konstruiert.
Wegen (i) ist

A= gy (Wk \ @;Zil(B:s))
eine glatte Teilmannigfaltigkeit von M. Nach Proposition 4.4.13 und wegen der
Offenheit der Einbettungen (siehe Satz 3.5.7) finden wir gxy; € C°(M,N) das
(iii) erfiillt und sodass gk+1|¢;+11(33/2) transversal zu A ist, und sodass giy1 mit gx
auf M\wgil(Bg) iibereinstimmt. Klarerweise gilt dann auch (ii). Wegen Satz 3.5.7
diirfen wir weiters annehmen, dass eine offene Umgebung Wy 1 von <, ¢~ (B1)
existiert auf der gy eine Einbettung ist.

Wegen 2m < n folgt aus der Transversalitéit gk+1(gp,:i1(B3/2)) N A = (. Damit
ist gr41 auf Wk+1 U golgil(Bg/Q) injektiv. Klarerweise ist gr41 auf dieser Menge
auch immersiv. Wihle nun eine offene Umgebung Wi11 von ;< ¢ Y(B;) mit
kompakten Abschluss der in Wk+1 u Lp];il(Bg/Q) enthalten ist. Dann ist 9k+1‘Wk+1
ein Homoomorphismus auf sein Bild und also gry1|w,,, eine Einbettung. Also ist
auch (i) erfiillt und der Beweis vollsténdig. O

LEMMA 4.5.8. Imm] .(M,N)NProp”"(M,N) = Emb};(M,N), 1 <r < cc.

inj
BEWEIS. Da jede injektive propere Abbildung ein Homdomorphismus auf ihr
Bild ist gilt

Imm?,: (M, N) N Prop” (M, N) = Emb" (M, N) N Prop” (M, N).

inj

Die Aussage des Lemmas folgt daher aus Lemma 3.5.6. (]
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BEWEIS VON SATZ 4.5.6. Die Offenheit der abgeschlossenen Einbettungen wur-
de bereits in Satz 3.5.7 gezeigt, es ist also nur die Dichtheit zu zeigen. Nach
Satz 3.7.2 diirfen wir 0.B.d.A. M und N glatt voraussetzen. Nach Satz 3.6.7 ist
Prop™ (M, N) dicht in Prop” (M, N). Also geniigt es zu zeigen, dass EmbZy (M, N)
dicht in Prop® (M, N) ist. Sei dazu f € Prop®™ (M, N). Es bezeichne Ny eine Zu-
sammenhangskomponente von N und My := f~}(Np). Da My offen und abge-
schlossen in M ist besteht es aus einigen Zusammenhangskomponenten von M, ist
also selbst eine Mannigfaltigkeit. Es geniigt zu zeigen, dass Emb_y (M, Ny) dicht in
Prop™ (My, Np) ist. Da f proper und Ny als separable Mannigfaltigkeit o-kompakt
ist, muss auch My o-kompakt und daher separabel sein. Wegen Proposition 4.5.7
und Proposition 3.5.2 ist Immg?; (Mg, No)NProp™ (Mp, No) dicht in Prop™ (My, No).
Nach Lemma 4.5.8 ist also Emb_} (Mg, Ng) dicht in Prop™ (Mp, No), und der Beweis
vollsténdig. |

LEMMA 4.5.9. Es sei M eine separable C™-Mannigfaltigkeit, und N € N. Dann
existiert eine propere C”-Funktion M — RN .

BEWEIS. Da M separabel ist hat sie hochstens abzdhlbar viele Zusammen-
hangskomponenten und besitzt daher eine kompakte Ausschopfung Ky C f(l -
K, C 1%2 C ---, siehe Satz 1.1.2. Fiir fixes ¢ € N wenden wir Korollar 2.4.5 auf
die offene Uberdeckung (M \ K;) U K;41 = M an, und erhalten \; € C"(M, [0,1])
mit Ai|x, = 0 und Aifyn g, = 1. Betrachte f := > 0<i Ai- Dies ist eine lokal
endliche Summe und daher f € C"(M,R). AuBerdem gilt f=1([—i,i]) C K;y1, fiir
alle i € N. Also ist f proper. Damit ist auch g : M — RY, g(z) := (f(z),0), eine
propere C"-Funktion. ([

Aus Satz 4.5.6 und Lemma 4.5.9 erhalten wir

KOROLLAR 4.5.10. Jede separable C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < oo, der Di-
mension m Gt sich abgeschlossen in R2™1 einbetten.

Um den Zusammenhang zwischen ‘abstrakten’ Mannigfaltigkeiten und dem Be-
griff der Teilmannigfaltigkeit eines Euklidischen Raumes genauer herauszustreichen
formulieren wird noch

KOROLLAR 4.5.11. Sei M eine C"-Mannigfaltigkeit, 1 < r < co. Dann sind
dquivalent:

(i) Es existiert N € N sodass M diffeomorph zu einer C”-Teilmannigfaltig-
keit von RN ist.

(ii) M hat hochstens abzihlbar viele Zusammenhangskomponenten, und es
existiert m € N sodass jede Zusammenhangskomponente von M Dimen-
sion hdchstens m hat.
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