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Konventionen.

(1)

(2)

(13)

Ist X eine endliche Menge, so bezeichnet #X oder |X| ihre Kardinalitéit, d.h. die Anzahl ihrer
Elemente.

Ist m € M ein Element einer Menge M, und M —f> N eine Abbildung, so gibt es verschiedene
Moglichkeiten, das Bild von m unter f in N zu bezeichnen: f(m), mf, m/, 'm (z.B. wenn f ein
Automorphismus ist), f,, (z.B. wenn N eine aus Abbildungen bestehende Menge ist), ...

Sind a,b € Z, so schreiben wir [a,b] :={c € Z : a <c<b},]a,b] :={c€Z : a<c<b},
[a,b[:={c€Z : a<c<b} etc. Analog in anderen linear geordneten Mengen.

Sind a, b, m € Z, so schreiben wir a =, b, falls a — b € mZ.
Ein Ring ist ein Ring mit 1, nicht notwendigerweise kommutativ.

Ist R ein Ring, so bezeichnet R* := {r € R : es gibt ein s € R mit rs = sr = 1} seine Einheiten-
gruppe.

Sind m, n, a € Z, und ist n ein Teiler von am, so bezeichnen wir mit Z/mZ . Z/nZ die durch
x + mZ+—— ax + nZ definierte Abbildung.

Bisweilen kiirzen wir Z/a := Z/aZ ab fir a > 1.
Wir setzen N:={z € Z : z > 0}.

Sind « und y Elemente einer Menge, so setzen wir 0, := 1 falls =y, und 9, , :=0falls z # y
(Kronecker-Delta). Hierbei kann 1 auch die Identitdt auf einem Objekt und 0 ein Nullmorphismus
bedeuten.

1

Sind = und y Elemente einer Gruppe, so bezeichne %y := xyz~! resp. y® := 2~ 'yx das Konjugierte

von y mit x von links resp. rechts.

Ist U eine Untergruppe einer Gruppe G, geschricben U < G, so schreiben wir
CoU)={9geG: u=ufiraleuecU} fiur den Zentralisator von U in G, und
Neg(U):={g€ G : W =U} fir den Normalisator von U in G. Ist V < G, so schreibe
Ny (U) := VN Ng(U). Schreibe U < G fiir Ng(U) = G.

Ist g ein Element einer Gruppe G, so schreiben wir auch kurz g~ := g~! fiir sein Inverses. Dito
fiir einen Isomorphismus in einer Kategorie.



Kapitel 1

Homologische Algebra

1.1 Kategorien

Die elementare Theorie der Kategorien und Funktoren gilt als trivial, in demselben Sinne,
in dem auch die elementare Theorie der Vektorridume und linearen Abbildungen als trivial
gilt. Nichtsdestoweniger sollte sie geldufig sein. Weiteres, auch weniger Elementares, findet
sich in [15].

1.1.1 Definition

Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten unter folgenden Bedingungen.

e — Eine Menge Cy = ObC von Objekten (1).

— Eine Menge C; von Morphismen.

e Abbildungen

S
e —

C; —— Co
t

B E——

(engl. source, identity, target), welche
s0i = tot = idg,

erfilllen. Wir schreiben in aller Regel 1 = 1y := i(X) € C; fiir die Identitit auf
X €.

Fiir einen Morphismus f nennen wir s(f) das Start- und ¢(f) das Zielobjekt von f.
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Ein Morphismus f € C; mit s(f) = X und ¢(f) = Y wird auch X Ly geschrieben.
Die Gleichung s o7 =t o = id¢, besagt gerade, daf§ das Start- und das Zielobjekt

der Identitat auf einem Objekt X gerade wieder gleich X sind: X =
Wir schreiben Home(X,Y) = (X, Y) = (X,Y):={f€C : s(f) =X, t(f) =Y}
fiir die Menge der Morphismen von X nach Y.

e Fiir je drei Objekte X, Y und Z in Cy gibt es eine Kompositionsabbildung

(X7Y) X (Y7Z) - (X’Z)
f . 9 — fg (=g°f).
Wir werden also beide Kompositionsrichtungen verwenden. In grofleren Diagram-
men ist die “natiirliche” Schreibung fg bequemer zwecks Vermeidung gedanklicher
Knoten; hat man es mit vielen Elementen und wenigen Abbildungen zu tun, ist man

die “traditionelle” Schreibung g o f eher gewohnt. Die Bezeichnungen fg und g o f
sind synonym.

Folgende Axiome sollen gelten.

— Fir X Y % 2 "W ist (fg)h = f(gh) (Assoziativitit).
~ Fiir X Ly L Z st fly = fund 1lyg = g (Identitét).

Beispiel.

(1) Die Kategorie (Mengen) der Mengen hat als Objekte Mengen (!), und als Morphis-
men beliebige Abbildungen zwischen je zwei Mengen.

(2) Die Kategorie (Gruppen) der Gruppen hat als Objekte Gruppen (!), und als Mor-
phismen Gruppenmorphismen zwischen je zwei Gruppen.

(3) Die Kategorie (AbGruppen) der abelschen Gruppen hat als Objekte abelsche Grup-
pen (1), und als Morphismen Gruppenmorphismen zwischen je zwei abelschen Grup-
pen.

(4) Die Kategorie (Ringe) der Ringe hat als Objekte Ringe ('), und als Morphismen
Ringmorphismen zwischen je zwei Ringen.

(5) Die Kategorie (Top) hat als Objekte topologische Riume (1), und als Morphismen
stetige Abbildungen zwischen je zwei topologischen Raumen.

(6) Die Kategorie A hat als Objekte die linear geordneten Mengen A, := [0,n] fiir
n € N, und als Morphismen die ordnungserhaltenden (manchmal auch als monoton
bezeichneten) Abbildungen zwischen je zwei solchen Mengen.

!Hieriiber gibt es verschiedene Auffassungen. Wir stellen uns auf den Standpunkt, daf, wann immer
mengentheoretische Probleme auftreten kénnten, wir den Objektbereich hinreichend einschriinken. Bei
Interesse sei auf Grothendieck, SGA 4, Kapitel 1.0, verwiesen — dort wird erkldrt, was Universen und
beziiglich gegebener Universen kleine Mengen sind.



Beispiel. Sei R ein Ring. Ein R-(Links)modul ist ein Tupel (M, ¢) aus einer abelschen

Gruppe M, zusammen mit einem Ringmorphismus R —— End(M)°, wobei End(M) den
Endomorphismenring von M bezeichne, in welchem Multiplikation durch die Komposition
zweier Endomorphismen v und v in der Reihenfolge uv aufgefafit werde, und wobei aus
einem Ring E der entgegengesetzte Ring E° aus E durch Vertauschung der Multiplikati-
onsreihenfolge hervorgeht.

Héufig schreiben wir kurz M = (M, ¢), sowie rm := (m)(p(r)) fir r € R, m € M. Ein
Morphismus von R-Moduln von (M, ) nach (N,), auch R-lineare Abbildung genannt,

ist ein Morphismus M N N abelscher Gruppen derart, dafl das Diagramm

f

_>N

M
w(r)l P(r)
M f

—>N

kommutiert fiir alle 7 € R. In anderen Worten, es gelte (rm)f = r(mf) fir alle r € R
und alle m € M.

Die Kategorie der R-Moduln wird mit R-Mod bezeichnet.

Ist z.B. R = Z, so ist Z-Mod = (AbGliuppen). Genauer, die beiden Kategorien sind
dquivalent (s.u.), und wir verwenden die Aquivalenz als Identifikation.

Ist z.B. R = k ein Korper, so ist k-Mod die Kategorie der k-Vektorrdume und k-linearen
Abbildungen.

1.1.2 Eigenschaften von Morphismen

Sei C eine Kategorie, und sei X ., Y ein Morphismus darin.

1.1.2.1 Iso- und Automorphismen

Ist X =Y, so heifit X Tox ein Endomorphismus. Wir schreiben auch End X =
Ende X := (X, X).

Gibt es ein ¥ —%» X mit (X —f>Y—g>X) = (X —1>X), so heiBt X '+ Y Coretraktion.
Gibt es ein V-2 X mit (Y %+ X 2+ V) = (Y .+ Y), 5o heiBt X L~V Retraktion.
Beispiel. Der Morphismus Z/4Z . Z/2Z in Z-Mod ist keine Retraktion.

Ist X Ly Retraktion und Coretraktion, so heifit X Ly Isomorphismus, oder iso-
morph, auch oft X —A{»Y geschrieben. Gibt es dementsprechend Morphismen ¢, ¢’ mit
fg=1xund ¢'f =1y, sofolgt g=g'fg=g = ' = f".
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Ist X —I»X Iso- und Endomorphismus, so handelt es sich um einen Automorphismus.
Wir schreiben auch Aut X = Aute X := {f € End¢ X : f ist isomorph}. Ausgestattet
mit der Komposition bildet Aut X eine Gruppe.

Zwei Objekte X und Y in C heiflen isomorph, geschrieben X ~ Y, falls es einen Isomor-

phismus X Tf> Y gibt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf Cy. Die Isoklasse eines

Objektes X ist gegeben durch [X]:={Y €Cy : X ~Y}.

So z.B. kann man die Kardinalitét einer Menge M definieren als ihre Isoklasse [M] in der
Kategorie (Mengen).

Beispiel.
(1) Es ist per Definition Autnengen)[1,7] = S, fiir n > 0.
(2) Fur m > 2 ist Autz nmoa(Z/mZ) ~ (Z/mZ)* (Isomorphie von Gruppen).

(3) Ist k ein Korper, so ist Autg yoa(k") ~ GL, (k) fir n > 0.

Beispiel.

(1) Eine Kategorie, welche nur ein Objekt enthélt, heifit auch Monoid.

(2) Eine Kategorie, in welcher alle Morphismen Isomorphismen sind, heiit auch Grup-
poid.

(3) Ist eine Kategorie ein Monoid und ein Gruppoid, so ist es eine Gruppe. Genauer,
die Endomorphismen des einzigen Objektes bilden eine Gruppe.

(4) Ist in einer Kategorie stets #(X,Y) < 1, und folgt aus X ~ Y, stets, daBl bereits
X =Y, so heifit sie auch Poset (engl. partially ordered set) oder halbgeordnete
Menge. Genauer, die Objekte bilden ein Poset, wobei X < Y genau dann, wenn
#(X,Y)=1.

1.1.2.2 Mono- und Epimorphismen

Es heifit X Ly Monomorphismus oder monomorph, falls fiir alle Morphismenpaare
t

T—Xaustf =t'f stetst = t’ folgt. Manchmal werden Monomorphismen auch X R Y
t/

geschrieben.

t
Es heift X -1+ y Epimorphismus oder epimorph, falls fiir alle Morphismenpaare Y — T
t/

aus ft = ft’ stets t = ¢’ folgt. Manchmal werden Epimorphismen auch X —{—> Y geschrie-
ben.
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Beispiel.

(1) In (Mengen) ist ein Monomorphismus aus einer nichtleeren Menge dasselbe wie eine
Coretraktion, ndmlich eine injektive Abbildung. Ein Epimorphismus ist dasselbe wie
eine Retraktion, namlich eine surjektive Abbildung. Siehe Aufgabe 3 (1, 2).

(2) Sei R ein Ring. In R-Mod ist ein Monomorphismus dasselbe wie eine injektive
R-lineare Abbildung. Ein Epimorphismus ist dasselbe wie surjektive R-lineare Ab-
bildung. Siehe Aufgabe 3 (3, 4).

Ein R-Modul M heifle endlich erzeugt, falls es fiir ein k& > 0 einen Epimorphismus
RF ——~ M gibt.

Ist z.B. R = k ein Korper, so ist ein Vektorraum iiber £ endlich erzeugt genau dann,
wenn er endlichdimensional ist.

(3) In (Ringe) ist die Inklusionsabbildung Z — Q, z+— %, ein Monomorphismus und
ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus. Vgl. Aufgabe 2 (4).

(4) Sei X = {1,2} ein topologischer Raum mit den offenen Mengen 0, {1}, {2}, {1, 2}
(diskrete Topologie), und sei Y = {1,2} ein topologischer Raum mit den offenen

Mengen () und {1,2} (verklumpte Topologie). Die stetige Abbildung X oy mit
(1)f = 1 und (2)f = 2 ist ein Mono- und ein Epi-, aber kein Isomorphismus in
(Top).

1.1.3 Eigenschaften von Objekten

Sei C eine Kategorie, und sei X ein Objekt darin.

1.1.3.1 Nullobjekte

Ist #(X,Y) = 1 fiir alle Y € Cy, so heifit X initiales Objekt. Sind X und X’ initiale
Objekte, so sind also insbesondere (X, X) = {1x}, (X', X') = {1x}, (X, X") = {f},
(X', X) = {g}, und mangels anderer Moglichkeiten sind fg = 1 und ¢gf = 1. Wir sagen,
das initiale Objekt ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt.

Ist #(Y, X) =1 fur alle Y € Cy, so heifit X terminales Objekt. Mit dem dualen Argument
folgt, dafl das terminale Objekt, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
bestimmt ist. Vgl. Aufgabe 1.

Ein Objekt, das zugleich initial und terminal ist, heifit Nullobjekt, und wird in der Regel
mit 0 bezeichnet. Es ist bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt, so es existiert.

Beispiel. Das Nullobjekt in (Gruppen) ist die triviale Gruppe 1 = {1} (ausnahmsweise
nicht mit 0 bezeichnet). Weitere Beispiele behandeln wir in Aufgabe 4.

Existiert in C ein Nullobjekt 0, so gibt es zwischen je zwei Objekten X und Y auch den
Nullmorphismus X —0—Y, oft X oy geschrieben.
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1.1.3.2 Injektiv, projektiv, bijektiv

Es heiit X projektiv, falls jeder Epimorphismus mit Ziel X eine Retraktion ist.
Es heifit X injektiv, falls jeder Monomorphismus mit Start X eine Coretraktion ist.
Es heifit X bijektiv, falls X injektiv und projektiv ist.
Beispiel.
(1) Ist R ein Ring, so ist R selbst ein projektiver R-Modul. Siehe Aufgabe 5 (1).

(2) Ist k ein Korper, so ist jeder k-Modul bijektiv. Siche Aufgabe 5 (2).

(3) In Z-Mod ist Z/2Z weder projektiv noch injektiv. Es ist Z projektiv, aber nicht
injektiv. Dahingegen sind Q und Q/Z injektiv, da divisibel. Siehe Aufgabe 5 (3).

1.2 Additive Kategorien

1.2.1 Produkte und Coprodukte

Sei C eine Kategorie. Sei I eine Indexmenge, und sei (X;);c; ein Tupel von Objekten von

C.

Ein Objekt P zusammen mit einem Tupel von Morphismen (P i, Xi)ier heifit Produkt
von (X;);er, falls folgende universelle Eigenschaft zutrifft.

Fiir jedes Tupel von Morphismen (Ti» X )ier gibt es genau einen Morphis-

mus 1T’ p mit tm; = t; fur alle 4.

Das Produkt P von (X;);er ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
bestimmt. Denn sind (P, (;);) und (P’, (7});) Produkte von (X;);, so gibt es genau einen

Morphismus P P mit frl = m; stets, und auch genau einen Morphismus pLp
mit gm; = 7 stets. Nun sind fgm; = m; und, alternativ, 1pm; = m; stets, so da§ mit der
Eindeutigkeit fg = 1p folgt. Genauso folgt auch gf = 1p:.

Wir schreiben auch [[,.; X := P. Ist I = {1, 2}, so schreiben wir auch X; 11X, := P, usf.

Dual dazu, ein Objekt C' zusammen mit einem Tupel von Morphismen (X e )ier heifit
Coprodukt von (X;)er, falls folgende universelle Eigenschaft zutrifft.

Fiir jedes Tupel von Morphismen (X N T)icr gibt es genau einen Morphis-

mus C — T mit Lt = t; fir alle 4.
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Das Coprodukt C' von (X;)es ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphis-
mus bestimmt.

Wir schreiben auch [ [, ., X; := C. Ist I = {1, 2}, so schreiben wir auch X; 11X, := C, usf.

Beispiel. In (Mengen) ist das Produkt der Mengen X und Y durch das cartesische

Produkt XY = X x Y gegeben, mit X x ¥ 2% X (x,y)—2x und X X Yy 2y,
(x,y) —>y. Ihr Coprodukt ist gegeben durch die disjunkte Vereinigung X1y = X UY,

mit X X XUY, z—2zund Y 2> X UY, Y.
Bemerkung. Es ist X711 X511 X3 ~ (X711 Xo) 11 X3 ~ X1 (X211 X3), ete.

1.2.2 Direkte Summen

Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt, in der alle Produkte und alle Coprodukte von Paaren
von Objekten existieren.

Es gibt fir jedes Paar (X,Y) von Objekten einen eindeutigen Morphismus
XuYZX XY mit

Lx Z2xyTx = 1 Lx Zxy Ty = 0
ly Zxy Tx = 0 ly Zxy Ty = 1.

Ist zxy ein Isomorphismus, so verwenden wir ihn zur Identifikation und schreiben

XaY = XuY =X Xnyvy,

genannt die (direkte) Summe von X und Y. Wir sagen, das Paar (X,Y') hat eine direkte
Summe.

Wobei Identifikation bedeutet, da wir Morphismen X —>X &Y, Y 5% X @ Y,
XY X und X @Y 25 Y haben, die

LxTTx = 1 LxTy — 0
LyTTx = 0 LyTy = 1

erfiillen.
Ist Z~ X @Y, so heiBt X ein (direkter) Summand von Z.

Habe im folgenden jedes Paar von Objekten in C eine direkte Summe.

Sei X 2+ X @ X durch Am; = Amy = Iy und Y @Y —=Y durch 4V = 1,V = 1y
definiert, wobei ¢; resp. m; fiir ¢ € {1,2} die zu Coprodukt resp. Produkt zugehorigen
Morphismen bezeichne.

Gegeben X Ly und X’ Sy , definieren wir X & X' oy @Y’ durch

wx(fe fmy = f  wx(fefmy = 0
ix(fofimy = 0 wx(fofmy = f.
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Also z.B. ZXY = 1X @ 1y.

Esist tx(f @ f) = fiy und tx:(f @ f') = f'tys, wie man jeweils nach Kompositition mit
my und mit 7y~ feststellt.

Fiir X oY % Z und X' 2o v 2o 77 ist (fefgdd) = (fg) @ (fg). In der Tat
werden

!

Lx<

g gd) = fiwv(ged) forz = ux(fg) @ (f'9)
Lx( g @9)

fef
faf) = fla(g®yd) = flgzw = wx(fg)®(f'9).

f
Setze nun fir X — Y
f/

[+ = Afef)V € dX,Y).

Definition. Eine Kategorie C heifit additiv, falls sie ein Nullobjekt enthélt, falls jedes
Paar von Objekten eine direkte Summe hat, und falls fiir jedes Objekt X in C ein Endo-
morphismus —1x von X existiert mit 1x + (—1x) = 0.

In Aufgabe 7 (1) wird verifiziert, daf fiir je zwei Objekte X und Y einer additiven Kate-

gorie die Morphismenmenge ¢X,Y") mit der Operation (f—l—) eine abelsche Gruppe bildet,
g

und daB (f + f')(g+¢) = fg+ fg' + f'g+ fg fir X — ¥ =52

g
Beispiel.

(1) Ist R ein Ring, so ist R-Mod eine additive Kategorie.

(2) Ist C eine additive Kategorie, so auch C°.

1.2.3 Matrixkalkiil

Sei C eine additive Kategorie. Es lassen sich durch Iteration auch direkte Summen
DicpXi = X1 & --- @ X, von endlichen Tupeln (Xi,...,X,) von Objekten bilden.
Ist n = 1, so ist die direkte Summe des Tupels (X;) gerade Xj, ist n = 0, so ist die
direkte Summe des leeren Tupels () gleich 0.

Die Beschrankung auf endliche direkte Summen ist nicht artifiziell. Der Leser kann sich
iiberlegen, dafl allgemein das Produkt von, sagen wir, abelschen Gruppen gerade deren
cartesisches Produkt ist, wohingegen ihr Coprodukt darin als die Untergruppe der Tupel
mit nur endlich vielen Eintrigen ungleich 0 wiedergefunden wird. Vgl. Aufgabe 19 (1).

Der induzierte Morphismus vom Coprodukt in das Produkt von (Xj,..., X)) ist ein Iso-
morphismus, so dafl wir iiber Morphismen
Li T

X, e X @ X, - X
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verfiigen fiir 4, j € [1,n], mit der Eigenschaft, da ¢;7; = 0; ;.
Ein Morphismus
Xi@®X, - Y0 @Y,
ist durch Angabe der Matrix (f;;)icpn, jepm = (tif7;)i; eindeutig festgelegt, wobei

fij € dXi,Y)).

Umgekehrt 148t sich durch beheblge Matrixeintriage f;; € X;,Y;) ein Morphismus von
X1®---® X, nach Y] & --- @Y, definieren. D.h. als abelsche Gruppen ist
c(X1@"'@Xm Yl@"'@ym) - @z] C'( i j)
f - (szﬂ-]> 7.]
und wir verwenden diesen Isomorphismus in der Notation als Identifikation, d.h. wir se-

hen Matrizen von Morphismen zwischen den Summanden als Morphismus zwischen den
Summen an.

So werden z.B.

X% xoy) = X xav)

(XoYy5X) = (X@Y@.X)

X2xox) = x5 xox)

YoV ->Y) = (Y@Y@»Y)
Xexyey) = (X@X’<@Y@Y’).

Lemma (Matrixmultiplikation). Es wird die Komposition

(@X fzgzg @Y g]k @Zk> _ (@XZ (225 fi,595,k)i,k @Zk) ‘

k ) k

Kurz gefafit, es gelten die Rechenregeln der Linearen Algebra, sofern man dort mit Zei-
lenvektoren arbeitet.

Beweisskizze. In Matrixschreibweise lautet die Definition der Addition
uto = (1) (50) (1) -

Nach den vorgenommenen Identifikationen der Assoziativitéit der direkten Summe wird
daher z.B. fiir drei Summanden

(wto)+w = (1)("5"0) (1)
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wobei die Komposition (11) (47) = (111) durch Komposition mit den 7; verifiziert wird,

und analog auf der rechten Seite. Allgemeiner ist

s ()00
i€[1,n] Un 1

Nun zur eigentlich zu zeigenden Gleichung. Nach Komposition mit ¢; von links und 73 von
rechts diirfen wir annehmen, dafl die &ufleren beiden Summen aus nur einem Summanden

bestehen.
f1
(5roet) = <1---1>< )
fn

Es wird
wie man mittels Komposition mit 7; von rechts verifiziert; und damit und der dazu dualen

Gleichung wird
g1 bil g1 1
(fl...fn)(;> = (1...1)( ) ( ) ()
In fn In 1
fin 1
= (11)( ) ()
fngn 1

= figt+-+ fagn -

Beispiel. In Z-Mod ist (%8) € End(Z/4Z & Z/8Z) nilpotent von Nilpotenzgrad 3, da
(%g)z = (04) #0, aber (%8)3 — (3% =o.

1.3 Funktoren und Transformationen

1.3.1 Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor C . D besteht aus zwei Abbildun-
gen

Co — Dy
¢, 2 D

derart, dafl Fyosc = spo Fy, Fyote =tpo Fy und Fj oic = ip o Fy, und derart, daf fiir
X N Y 2+ Z in C stets die Gleichheit

Fi(f)Fi(g) = Fi(fg)

besteht.
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In der Regel unterschlidgt man die Indizes und schreibt kurz Ff = F(f) := Fi(f) fur
einen Morphismus f in C und FX = F(X) := Fy(X) fiir einen Objekt X in C.

Die angefiihrten Vertriglichkeiten bedeuten zunéchst, dafl F'(X N Y) = F(X) £
stets, daBl F'(1x) = 1p(x) stets, und daB, wie angegeben, F'(f)F(g) = F(fg) stets.

F(Y)

Sind ¢ Db & swei Funktoren, so ist ihr Kompositum C GF & definiert via
(GoF)y:=Ggo Fyund (G o F); := Gy o F}, und wiederum ein Funktor.

Da sich die Anzahl der zu komponierenden Funktoren in Grenzen halten wird, verwenden

wir die “traditionelle” Kompositionsrichtung.

Der identische Funktor 1¢ besteht aus 1¢, und 1g,.

Betrachte fiir ein Paar (X,Y") von Objekten von C die Abbildung (X,Y) — p(FX, FY),
f—Ff.

Der Funktor F heiflt voll, wenn diese Abbildung stets surjektiv ist.
Der Funktor F' heiflt treu, wenn diese Abbildung stets injektiv ist.

Der Funktor F' heiflt dicht, falls fiir jedes Objekt M von D ein Objekt X von C so existiert,
dal FX ~ M.

Bemerkung. Ein Funktor C . D induziert eine Abbildung auf den Isoklassen, da das
Bild eines Isomorphismus unter einem Funktor wieder ein Isomorphismus ist. Es ist F'
dicht genau dann, wenn diese induzierte Abbildung surjektiv ist.

Konvention. Seien C und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist
ein Funktor von C° nach D. Wir schreiben ihn

cc Lop

x-Lxy — (FxExy,

was insofern ein Milbrauch von Bezeichnungen ist, als daf§ wir den Morphismus X Lox

in C und nicht, wie wir eigentlich miifiten, als X L X" in ¢° notieren.
Beispiel.
(1) Sei C eine Kategorie, und sei X € ObC.
Die Zuweisung
¢ X (Mengen)
(VY (dXY) R (XY e fy)

definiert einen Funktor, den (kovarianten) Homfunktor von X.
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Die Zuweisung

- (Mengen)

Y 2ov) (Y, X)L (Y X) sy f)

definiert einen Funktor, den (kontravarianten) Homfunktor von X (vgl. obige Kon-
vention).

Manchmal schreibt man auch (—)y := (X, y) und y(—) := y, X).

Im allgemeinen sind sowohl X, —) als auch o—, X) weder voll noch treu noch

dicht.

Wie (1), nur mit einer additiven Kategorie C und dafiir den Homfunktoren mit
Zielkategorie Z -Mod. Wir sagen, es nehmen fiir X € ObC die Homfunktoren X, —)
und o—, X) Werte in Z-Mod an.

Sei k ein Korper. Fir V' € Obk-Mod nimmt der Funktor j_yod—,V) Werte in
k-Mod an. Insbesondere nimmt die Dualitit (—)* := g .od—, k) Werte in k-Mod
an. Hierfiir gilt die bekannte Beziehung (fg)* = ¢*f* fiir k-lineare Abbildungen

V S, W -2+ X zwischen Vektorriumen iiber k.

Sei G eine Gruppe. Eine G-Menge ist ein Paar (M, ¢), bestehend aus einer Menge M

und einem Gruppenmorphismus G — (Aut M)°. Meist schreibt man M = (M, )
und gm = (m)(p(g)) fir g € G und m € M. Ein Morphismus von G-Mengen
zwischen (M, ) und (N, 1)) ist eine Abbildung M L. N von Mengen derart, dafl
f(g) = ¢(g)f fur alle g € G, i.e. derart, dal g(mf) = (gm)f fur alle m € M
und alle ¢ € G. Die Kategorie der G-Mengen und ihrer Morphismen werde mit
(G -Mengen) bezeichnet.

Insbesondere gibt es die triviale einelementige G-Menge {x}, auf welcher alle Ele-
mente von G identisch operieren. Fiir eine G-Menge M wird

Gntengen( {51, M) = {{} =L M+ g(xf) = «f fiir alle g € G}
= {meM:gm=mfiralegeG} = Fixg M = MY,

wobei die zweite Gleichheit als Identifikation zu verstehen ist. Wir erhalten also einen

Funktor (—)¢ := (G Mengen)({*}, —), welcher auf Morphismen durch Einschréinken

auf die jeweiligen Fixpunktmengen operiert — der Morphismus M —f>N von G-
G

Mengen wird auf die Abbildung M T NG eingeschrinkt.

Wir bemerken noch, daf§ wir alternativ eine G-Menge auch als einen Funktor von
G°, mit G gesehen als Kategorie, nach (Mengen) héitten definieren kénnen.

Sei C eine Kategorie. Eine Teilkategorie D besteht aus Teilmengen Dy C Cp und
D: C C; derart, dal die Operationen s, t, ¢ und die Komposition nach D ein-
schranken. Wir schreiben D C C. Wir haben einen Inklusionsfunktor D (. C, der



19

jedes Objekt und jeden Morphismus von D auf sich selbst abbildet, nun gesehen als
Objekt bzw. als Morphismus von C. Eine Teilkategorie heifit voll, wenn der zugehori-
ge Inklusionsfunktor voll ist. Eine volle Teilkategorie D C C ist also durch Angabe
von Dy bestimmt, da fiir je zwei Objekte X, Y € Dy gilt, daB p(X,Y) = (X, Y).

1.3.2 Transformationen

1.3.2.1 Begriff

F
Seien C — D Funktoren. Eine (natirliche) Transformation a von F nach G, geschrieben
G

F
F—+Goder C_vaD, ist ein Tupel
G

aX
a = (FX —GX)xeone

von Morphismen in D derart, daf§ fiir alle Morphismen X % X’ in C das Viereck

aX

FX——GX

r| |o=

FX/a_X;GX/

kommutiert, i.e. es gilt (aX)(Gx) = (Fx)(aX') stets. Diese Eigenschaft wird auch als die
Natiirlichkeit von aX in X bezeichnet.

Auf einem Funktor F gibt es die identische Transformation 1p = (1px)xeobe-

. .. . . b .
Die Komposition zweier Transformationen F —» G — H ist durch

ab = ((ab)X)xeonc = ((aX)(bX))xeone ;

i.e. durch punktweise (d.h. objektweise) Komposition gegeben, und ihrerseits eine Trans-

. b
formation F ——» H.

Sind C und D zwei Kategorien, so erhalten wir die Kategorie [LC, D1, welche als Objekte
Funktoren von C nach D, und welche als Morphismen zwischen je zwei Funktoren F' und
G die Menge der Transformationen von F' nach G hat.

Eine Transformation, die in dieser Kategorie [C, D1 ein Isomorphismus ist, heifit auch
Isotransformation (oder natiirliche Aquivalenz).

F
Lemma. FEs ist C@D eine Isotransformation genau dann, wenn fir alle X € ObC

G

. X . . . .

der Morphismus FX 2L GX ein Isomorphismus ist. Kurz, Isotransformationen kann
man punktweise erkennen.
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Beweis. Ist a eine Isotransformation, so ist aX stets ein Isomorphismus. Ist umgekehrt
-1
aX stets ein Isomorphismus, so miissen wir zeigen, daf§ das Tupel (GX (aé)» FX)xeone

eine Transformation darstellt. In der Tat wird fiir einen Morphismus X Ly awsc

(@X)((@X) " (Ff)) (@) = (Ff)aY) = (@X)(Gf) = @X)((G)ar) ") (@),

und wir diirfen die Isomorphismen aX und aY kiirzen. o

Beispiel.
(1) Sei k ein Korper. Wir haben die Transformation 1j_pjoq = (=)™, gegeben durch
evX

X —

eine k-lineare Abbildung X ¥ und ein z € X, so stimmen

(@) f(evY) = (n—(2)fn)
(@)(evX) [ = A= @) f = (pr—(2)((Wf*) = (pr—(2)fn)

iiberein. Es ist ev.X monomorph stets. Bezeichet k-mod die Kategorie der endlich-

X, x> (A (2)). Dies ist in der Tat eine Transformation, denn gegeben

ev

dimensionalen Vektorrdume, so ist die Einschriankung 14 04 — (—)** darauf eine
Isotransformation.

(2) Sei C eine Kategorie. Wir haben einen Funktor
= [C°, (Mengen)1l
X — (-X)

Sei F' € Ob[C°, (Mengen) ein Funktor von C° nach (Mengen).
Das Yonedalemma besagt, dal die Auswertungsabbildung
((_7 X)7 F) _e’ FX
a — (a)e = (1y)(aX)

eine Bijektion ist fir alle X € ObC. Insbesondere ist (—, =) voll und treu. Siehe
Aufgabe 9.

(3) Sein >0, sei C = A, und sei D beliebig. Die Kategorie [A,, D1 hat als Objekte
Diagramme der Form

X = (XO_I,Xl_x,..._‘”.Xn),

und als Morphismen zwischen zwei solchen Diagrammen X und Y Tupel
(X1 A Y")ieo,n], welche

X0 d X1 r ..._* Xn
fol fll lf’n
YO Y Yl Y e Yy Yn




21

zu einem kommutativen Diagramm machen, ie. fiy = 2f/ fir 0 < i < j < n

— wobei bei den Morphismen X —» X7 die Indizierung unterschlagen wurde.

(4) Die Kategorie der G-Mengen kann man alternativ als [G°, (Mengen)l definieren.

1.3.2.2 Aquivalenzen

Sei C '+ D ein Funktor. Es heift F eine Aquivalenz, falls es einen Funktor C SEp gibt

mit Go F' ~ 1¢c und F oG ~ 1p, geschrieben C % D. Existiert eine Aquivalenz zwischen
C und D, so heiflen diese beiden Kategorien dquivalent, geschrieben C ~ D.

Lemma. Ein Funktor C ——~D ist genau dann eine Aquivalenz, wenn er voll, treu und
dicht ist.

Ist F voll und treu, und ist dazuhin Fy eine surjektive Abbildung von ObC nach ObD, so
finden wir dariberhinaus einen Funktor C £ D, fiir welchen GoF ~ 1¢c und F oG =
15t.

Beweis. Tst C—~D eine Aquivalenz, so gibt es ein ¢ << D und Tsotransformationen

FoG-2+1pund GoF —f» lc. Um zu zeigen, dafl F dicht ist, sei uns ein Y € Ob D vorge-
geben. Wir miissen zeigen, dafl es ein X € ObC gibt mit F'X ~ Y. Mit X = GY ist in der

Tat F(GY') Y Y. Ferner miissen wir zeigen, dafl die Abbildung (X, X') — (F X, FX'),
(X—f>X') (FX—»FX') fir alle X, X’ € ObC bijektiv ist. Dazu wollen wir
die Behauptung zelgen daB die Abbildung (FX,FX')— (X, X"), (FX -2+ FX')—
(xP arx 9% arx’ 5 X7) unsere Abbildung beidseitig invertiert. Sei zum einen
xLox gegeben. Anwenden der beiden Abbildungen liefert (8X)"'(GFf)(BX') = f,

da f3 eine Transformation ist. Sei zum anderen FX —2» FX’ gegeben. Anwenden der bei-
den Abbildungen liefert (F3X) ' (FGg)(FBX'). Bleibt also zu zeigen, daf dies gleich g

ist.

Beachte zunéchst, dal allgemein (B6GFZ)(8Z) = (GFBZ)(BZ) fix Z € ObC wegen [
Transformation. Also ist auch (6GFZ) = (GF(Z), da Z Isomorphismus ist.

(G
Da « eine Isotransformation ist, ist (aFX) "= (FG¢')(aFX'), oder, in anderen Worten,
= (aFX) Y (FGg')(aFX') fir FX 2~ FX'. Somit wird in der Tat

(FBX) " (FGg)(FBX') = (aFX) " (FG((FAX) {(FGg)(FBX')))(@FX')
— (aFX)'F((GFBX)"Y(GFGg)(GFBX"))(aFX")
= (aFX)'F((BGFX)"{GFGg)(BGFX"))(aFX")
= (aFX)'F (ﬁGFX)—l(ﬁGFX)(Gg)>(aFX’)
= (aFX)'F(Gg)(aFX")
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Sei nun umgekehrt F' voll, treu und dicht. Wihle fiir jedes Y € ObD ein Objekt Xy

zusammen mit einem Isomorphismus F(Xy) iNY»Y. Beachte hierbei, dafi X und Xpx
nicht notwendig iibereinstimmen, und dafl auch Yrx nicht notwendig eine Identitét ist.

Ist Fj sogar surjektiv, so wéhlen wir F'(Xy) =Y und Jy = 1y fiir alle Y € ObD.

Fiir Y -2~ Y’ in D setzen wir zunéchst GY := Xy, entsprechend GY’ := Xy, und cha-

rakterisieren o
GY = Xy > Xy = GY’

durch FGg = dy gy, . Dies ist eine wohldefinierte Abbildung von D; nach C;, da F voll
und treu ist. Es ist Gly = lgy, da F(lgy) = lpgy = ¥y 1y¥y'. Bleibt zu zeigen, dafl G
mit der Komposition vertraglich ist, dal F'o G ~ 1p und dal G o F' ~ 1.

Seien Y -2 Y’ i/»Y” Morphismen in D. Es ist GY 9 @Y’ charakterisiert durch

FGg = ¥ygdy) und GY’ s, GY" durch FGg' = ¥y:g'¥y. Somit ist
F((Gg)(Gy) = (FGg)(FGg') = (Vygiy))(Wyg'Vyn) = v (99)yn .
was (Gg)(G¢') dazu qualifiziert, als G(gg') Verwendung zu finden. Somit ist G ein Funktor.

Setze v = (FGY if» Y)yeobp. Nach Charakterisierung von Gg fiir Y .Y’ iiber
(FGg)(¥y:) = Jyg ist O eine Isotransformation von F o G nach 1p. Somit ist F'o G ~ 1p.

Ist Fy nun sogar surjektiv, und also ¥y = 1y gewéhlt fiir alle Y € Ob D, so ist FoG = 1p.

Wir haben fiir X € ObC einen Isomorphismus FGFX = FG(FX) orx FX, und wegen
F voll und treu folglich auch einen Isomorphismus GF X XX , der durch F(nx) = Opx
charakterisiert ist. Nun ist fiir X N X'"inC

Flnxf) = Wex)(Ff) = (FGFf)drx) = F((GFPx)

wegen F treu auch nx f = (GF f)nx/. Somit ist 1 eine Isotransformation von G o F' nach
1c, und damit ist G o F' ~ 1. o

Die Argumentationsweise in der zweiten Hilfte des vorstehenden Beweis, {iber Wahlen und

indirekte Definitionen, tritt in der Kategorientheorie eher selten auf.

Beispiel.

(1) Eine volle Teilkategorie D einer Kategorie C heifit ein Skelett von C, falls ObD ein
Reprisentantensystem der Isoklassen von Ob C darstellt. Es ist der Inklusionstunktor
D . C eine Aquivalenz.

(2) Sei k ein Korper, und sei k-mod die Kategorie der endlichdimensionalen Vek-
torrdume. Es ist (k—mod)"g»k:—mod eine Aquivalenz, mit der Umkehrung
k-mod % (k-mod)°. In der Tat ist (—)** ~ 1.



23

Vorsicht, es sind k£-Mod und (k-Mod)®° nicht dquivalent! In k£-Mod gibt es ein (un-
endliches) Tupel von Objekten, fiir welches der induzierten Morphismus vom Co-
produkt in das Produkt monomorph, aber nicht epimorph ist — wohingegen in
(k-Mod)®, und so auch in allen dazu dquivalenten Kategorien, ein solcher Morphis-
mus stets epimorph ist, da er gesehen in k-Mod stets monomorph ist.

1.3.2.3 Adjunktionen

Sind C und D Kategorien, so definieren wir ihr direktes Produkt C x D durch (C x D), :=
Co X Dy, durch (C x D); := C; x D; und durch komponentenweise Anwendung von s, ¢, i
und Komposition.

F

Seien Funktoren C D gegeben. Es heifit F' linksadjungiert zu G, oder, dquivalent, GG
a

rechtsadjungiert zu F', geschrieben F - G, falls

o F (=), =) = -, G(=)

in [C°x D, (Mengen)l. Ausgeschrieben bedeutet ~dies, es gibt ein Tupel
(Pxy)xecobe,yeobp von Isomorphismen, der Ubersichtlichkeit halber unten indiziert,
verlaufend zwischen

AFX,Y) 250 (X, GY),

und zwar derart, daf} fiir alle Morphismen X' X in C.,Y -4V inDund FX Y
in D

f($)2xy)(Gg) = ((Ff)sg)Pxy
ist.

Beispiel.

(1) Der VergiBfunktor (Gruppen) v, (Mengen) ordnet einer Gruppe ihre unterliegende
Menge, und einem Gruppenmorphismus seine unterliegende Abbildung zu. Wir ver-
gessen also die Gruppenstruktur resp. die Vertréglichkeit mit der Gruppenstruktur.

Sei auf der anderen Seite (Mengen) i (Gruppen) der Funktor, der einer Menge
die freie Gruppe auf dieser Menge, und jeder Mengenabbildung den induzierten
Morphismus der freien Gruppen zuordnet.

Wir behaupten, es ist /' -4 V. Dazu geben wir fiir eine Menge M und eine Gruppe
G die Bijektion wie folgt an.

P
(Gruppen)(FMa G) - (Mengen)(Ma VG)
s b+ S|

Die universelle Eigenschaft der freien Gruppe besagt gerade, dafl es sich um eine
Bijektion handelt. Priifen wir nach, daf dies eine Transformation von Funktoren auf

(Mengen)® x (Gruppen) darstellt. Sei hierzu M’ T\ M eine Abbildung und G -4~ G
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ein Gruppenmorphismus. Bezeichnen wir mit M ' FM und M~ FM' die Tn-
klusionabbildungen, so erhalten wir in der Tat

fGslm)(Vg) = fisg
i'(F'f)sg
= ((Ff)sg)|nmr -

Sei G eine Gruppe. Wir haben einen Inklusionsfunktor (Mengen) L (G -Mengen),
der einer Menge M die G-Menge M zuordnet, ausgestattet mit der trivialen G-

_\G
Operation. Ferner sei an den Fixpunktfunktor (G -Mengen) cr (Mengen) erinnert.

Schliefllich haben wir einen Funktor (G -Mengen) =, (Mengen), der einer G-Menge

M die Menge ihrer Bahnen auf M zuordnet, und einem Morphismus M e M’ von
G-Mengen die induzierte Abbildung auf den Bahnen. Beachte hierzu, daf§ Elemente
einer Bahn von M unter einem Morphismus von G-Mengen auf Elemente einer Bahn
von M’ abgebildet werden. Wir behaupten

BAIH(-)°.

Zu B -4 I. Sei M eine G-Menge und X eine Menge. Wir haben die Abbildung

M- BM, die jedes Element auf seine Bahn schickt. Die verlangte Bijektion ist
gegeben durch
®
(Mengen)(BMa X) o (G-Mengen)(M7 IX)
f — mf.

Da jeder Morphismus von G-Mengen von M in eine G-Menge IX mit trivialer
Operation konstant auf den Bahnen ist, faktorisiert er iiber m. Dies liefert die Um-
kehrabbildung. Man priift nach, dafi dies eine Transformation ist.

Zu I (=) Sei X eine Menge und N eine G-Menge. Sei N —~ N die Inklusions-
abbildung. Die verlangte Bijektion ist gegeben durch

)4
(G’—Mengen)(]Xa N) - (Mengen)(Xa NG)
fn ~—f

Da jeder Morphismus von G-Mengen von einer GG-Menge I X mit trivialer Operation
in eine G-Menge N sein Bild in N¢ hat, ist dies in der Tat eine Bijektion. Man priift
nach, dafl dies eine Transformation ist, und zwar am besten in der angegebenen
Richtung von (X, N¢) nach (IX, N).

Ohne Begriindung sei angemerkt, daf§ der Linksadjungierte zu einem Funktor bis auf
Isotransformation eindeutig bestimmt ist, so er existiert; dito der Rechtsadjungierte.
(Man kann mit dem Yonedalemma aus Aufgabe 9 (3) aus (—,G(=)) ~ (F(-),=) ~
(—=,G'(=)) folgern, dal G ~ G'.)

Beispiel (2) zeigt nun, daf} sich fiir einen gegebenen Funktor sich dessen Links- und

Rechtsadjungierter unterscheiden, so sie beide existieren.
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1.4 Additive Funktoren

1.4.1 Begriff

Seien C und D additive Kategorien. Ein Funktor C . D heift additiv, wenn er fiir jedes
Paar (X,Y) von Objekten von C folgende Eigenschaften (0, 1, 2) hat.
(0) Esist FO ein Nullobjekt in D.
(1) Esist F(X @Y), zusammen mit Fux und Fuy, ein Coprodukt von FX und FY.
(2) Esist F(X @Y), zusammen mit Frx und Fry, ein Produkt von FX und FY.

Kurz, F' bewahrt Null und direkte Summen. Wir diirfen also, qua Wahl des Bildes der
direkten Summe als direkte Summe der Bilder, folgende Identifikationen vornehmen.

F(X®&Y) = FX®FY

Fiy = 1px
F7TX = Tfrx .

Allgemeiner wird

F(@X _agdis | @Y):(@FX MG E)EN @FY)

D.h. F' wird in direkten Summen summandenweise und in Matrizen eintragsweise ange-
wandt.

Es ist 1¢ ein additiver Funktor. Sind C N D <, £ additive Funktoren zwischen additiven
Kategorien, so ist auch G o F' ein additiver Funktor.

Es werden keine speziellen Transformationen zwischen additiven Funktoren ausgezeichnet,
sondern einfach alle betrachtet. Kurz, den Begriff der “additiven Transformationen” gibt es
nicht.

Bemerkung. Zum Nachweis der Additivitdt von F' geniigt es zu zeigen, dafl F'0 ~ 0 und

daB (gbx)
FXaFy X FXa&Y)
Fxery "™ pixaey)

sich wechselseitig invertieren. Denn dann zeigen tpx (fﬂf;) = Fuix und tpy (?i}}f) = Fluy,
daBl F(X ®Y) zusammen mit Fry und Fuy ein Coprodukt von FX und FY ist; und dual
fiir die Produkteigenschaft. Entlang dieser beiden Isomorphismen wird dann identifiziert.
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Es ist hierbei (f;ji) (Frx Fry ) = ((1) (1)) schon allein wegen F' Funktor und wegen F'0 ~ 0. Zu
zeigen bleibt also nur, dafl (Frx Fry) (%}}f) = F(mxtx) + F(myty) = 1,ie. da F ((1)8) +
F (8(1)) ZF ((1)(1]) Oder aber, es geniigt zu zeigen, daf (Ilify() epimorph ist. Oder aber, es
geniigt zu zeigen, daf§ (Frx Fry ) monomorph ist.

Beispiel.

(1) Ist C L. D eine Aquivalenz zwischen additiven Kategorien C und D, so ist F' auto-
matisch additiv.

(2) Ist C eine additive Kategorie, und ist X € Ob(C, so sind X,—) und —,X)
additive Funktoren von C resp. C° nach Z-Mod. Dies folgt aus der Formel aus
§1.2.3, die erlaubt, direkte Summen aus dem Homfunktor herauszuziehen, die also
dem Matrixkalkiil zugrundeliegt.

(3) Sind R und S Ringe, und ist N ein R-S-Bimodul, so ist S-Mod V95T R-Mod ein
additiver Funktor. Siehe Aufgabe 13 (4).

1.4.2 Quotientenkategorien

Sei C eine additive Kategorie.

Eine volle Teilkategorie D C C heifit volle additive Teilkategorie, wenn sie ein Nullob-
jekt aus C enthalt, und wenn ObD in Ob(C unter direkten Summen je zweier Objekte
abgeschlossen ist. Es ist dann D eine additive Kategorie, und auch der Inklusionsfunktor
D . C ist dann additiv.

Sei nun NV C C eine volle additive Teilkategorie.

4

N wie Null — wir wollen diese Objekte in einer geeigneten Kategorie “zu Null machen”.

Wir definieren die Kategorie C/N wie folgt. Sei zunéchst (C/N)g = Cp. Um die Morphis-
men zu definieren, setzen wir zunéchst fiir X, Y € Cy

es gibt eine Faktorisierung
X Lovy=(x Lo N Lo y) fiwein N e ObN [

eMX,Y) = {X—f—y

Es ist ¢ MX,Y) < «X,Y) eine Untergruppe, da zum einen die 0 enthalten ist, und da

aus !/ "
xLy)y = x LnvDy

X Zy) = x L m Ty
mit N, M € ObWN folgt, dafl

fll
X % y) = (x4 N@M<1)y) € cMX.Y).
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Sei nun fir X, Y, € ObC

C//\/(va) = C(X7Y>/C,N(X7Y>7

was zugleich (C/N)1, s¢/n und te)n festlegt. Der identische Morphismus auf X in C/N
sei die Restklasse des identischen Morphismus 1x in C. Um zu zeigen, dafl die Komposi-

tion wohldefiniert ist, miissen wir nachweisen, da8 fir f € ¢ AM(X,Y) und fir X’ X,
Y —L- ¥ beliebig, auch zfy € e.MX' YY) liegt. Faktorisiert aber f tiber ein Objekt von
N, so gilt dies auch fiir z fy.

Wir unterscheiden unter Miflbrauch der Notation die Restklassen in der Schreibung nicht
von ihren Représentanten.

In Aufgabe 15 (1) wird verifiziert, dal C/N eine additive Kategorie ist, und dafi der
Restklassenfunktor € ~% C JN, (X N Y)i— (X =N Y) additiv ist.
Wir bemerken, dal QN ~ 0 fir N € ObN.

Ferner hat dieser Restklassenfunktor € %~ C /N folgende universelle Eigenschaft.

Fiir jeden additiven Funktor C —F>D, fiir den F'N ~ 0 fiir alle N € Ob\,
gibt es genau einen additiven Funktor C/N D mit Fo Q=F.

c—E~p

o| A

C/N

Dies wird in Aufgabe 15 (2) {iberpriift.

Beispiel. Sei Z-mod die Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen. Sei darin
Z-free die volle additive Teilkategorie der endlich erzeugten freien abelschen Gruppen,
und Z-tors die volle additive Teilkategorie der endlichen (Torsions)moduln. Dann ist die
Komposition

(Z-tors — Z-mod /Z-free) = (Z-tors C—+~ Z-mod — Z-mod /Z-free)

eine Aquivalenz. In der Tat ist sie voll als Komposition zweier voller Funktoren; und
treu, da nur der Nullmorphismus zwischen endlichen abelschen Gruppen iiber eine endlich

erzeugte freie abelsche Gruppe faktorisiert. Sie ist ferner dicht, da die Inklusion X, X
des Torsionssummanden in eine endlich erzeugte abelsche Gruppe X in Z-mod /Z-free

beidseitig von der Projektion X 2, XNiors auf den Torsionssummanden invertiert wird.
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1.5 Komplexe

Ein kleiner Vorgriff. In §1.6 werden wir den i-ten rechtsabgeleiteten Funktor R!F eines

F
additiven Funktors R-Mod — S-Mod definieren als
R'F IRes K(F) Ht
(R-Mod — S-Mod) := (R-Mod — K(R-Mod) — K(S-Mod) — S-Mod) .

Der nun folgende Abschnitt stellt dafiir die Mittel bereit.

1.5.1 Die Homotopiekategorie

Sei A eine additive Kategorie. Mittels punktweise gebildeter direkter Summen ist [Z, A1
additiv. Sei C(A) C [Z, Al die volle additive Teilkategorie, deren Objekte

X = (- Loxt Loxm oy 4
die Relation (X7 % X+ % x#+2) = (x7 %+ X*+2) fiir alle i € Z erfiillen. Ein Objekt in
C(A) ist ein Komplex (mit Eintrigen in A). Dementsprechend heifit C(.A) die Kategorie

der Komplexe (mit Eintrigen in A). Die darin auftretenden Morphismen X° 4 xit
heiflen Differentiale und werden unter Miflbrauch der Bezeichnung, d.h. unter Wegfall der
Indizes, alle mit d bezeichnet.

Ein Komplex isomorph zu einem Komplex der Form

(1) (¥0) (¥0) (¥0)

. T’L D TiJrl Ti+1 D TZ'+2 Ti+2 D T’i+3 .

heifle split (oder spaltend) azyklisch. Der Nullkomplex ist split azyklisch. Die direkte Sum-
me zweier split azyklischer Komplexe ist split azyklisch. Die volle additive Teilkategorie
von C(A), die durch die split azyklischen Komplexe gegeben ist, werde Cgp,a,(A) geschrie-
ben.

Sei
K(A) := C(A)/Cspaz(A)

die Homotopiekategorie von Komplexen (mit Werten in A). Wir halten nochmals fest, daf

nach Aufgabe 15 die Kategorie K(.A) und auch der Restklassenfunktor C(A) —Q>K(.A)
additiv sind. In Aufgabe 16 wird eine konkrete Beschreibung der Untergruppe

C(A) Capan (A X, Y)
der nullhomotopen Morphismen fiir X, Y € Ob C(.A) gegeben.
Beispiel. Auf C(A) haben wir fiir jedes k € Z eine Autoéquivalenz, den Shiftfunktor

C(A) — C(A)
X Ly) — (xEy),
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wobel bei i € Z das Differential
(X [K]* 4 X[kt = (XkJri(*l)kd PG

sei. L.e. X[k] geht aus X hervor durch eine Verschiebung um & Schritte nach links und
durch Einfiigen eines Vorzeichens (—1)* vor jedem Differential.

Fiir einen Morphismus X ¥ in C(A) wird bei i € Z
f[]{]l — fk+i ’
was einer Linksverschiebung um k Schritte ohne zusétzlichem Vorzeichen entspricht.

Somit ist insbesondere X[k + k'] = X[k|[K] fir k, ¥’ € Z, und entsprechend auf den
Morphismen.

Da Cypas(A) unter X +—— X[k| nach Cg,a,(A) abgebildet wird, induziert dieser Shiftfunk-
tor auf C(A) auch einen Shiftfunktor gleichen Namens

K(A) — K(A)
X — XK.

Wir fiihren fiir einen Komplex X € Ob K(A) noch eine untere Indizierung
Xi = Xﬁi

ein, mittels derer sich

d d d d
X = (S5 Xy — X, - X, 1)
schreibt. Dito fiir Morphismen von Komplexen. Das ist die klassische Schreibweise, und
wir werden bei der Betrachtung von Auflésungen ihren Sinn erkennen.

Es gibt eine Theorie sogenannter abelscher Kategorien, die alle fiir die Homologische Algebra
wesentlichen Eigenschaften der Kategorie der abelschen Gruppen erfafit, und Modulkatego-
rien etc. umfaBt (cf. [15, Chap. VIII]). Diese Theorie werden wir allerdings nicht behandeln,
sondern uns auf Modulkategorien beschriinken, da in allgemeinen abelschen Kategorien kei-
ne elementweisen Argumente zuliissig sind (so man nicht das Theorem behandelt, das das
wieder zuléft ... ).

Es verhilt sich nun aber K(R-Mod) fiir einen Ring R nicht mehr wie eine Modulkategorie
— es ist im allgemeinen keine abelsche Kategorie mehr. Zum Beispiel haben in K(R-Mod)
zwar alle Morphismen einen schwachen Kern (universelle Eigenschaft wie beim Kern, nur
ohne Eindeutigkeit), aber im allgemeinen keinen Kern mehr.

Die Theorie der sogenannten triangulierten Kategorien soll fiir K(.A) leisten, was die Theorie
der abelschen Kategorien fiir Modulkategorien leistet. Was eine triangulierte Kategorie ist,
dariiber gibt es verschiedene Auffassungen — von Puppe und Verdier (Standard, und sehr
niitzlich, s. SGA 4 1/2, p. 262), von Grothendieck (ein recht grofier, und sehr allgemeiner
Apparat, vgl. www.math.jussieu.fr/~maltsin/ps/ktheory.ps), von Heller (der triangulierte
Kategorien als gewisse Teilkategorien gewisser abelschen Kategorien ansieht, s. Bull. Am.
Math. Soc. 74, p. 28-63), ...
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1.5.2 Induzierte Funktoren auf Homotopiekategorien

Ist A — B ein additiver Funktor zwischen den additiven Kategorien A und B, so erhalten
wir zunéchst einen additiven Funktor

[Z,F]

[z, A1 250 17,81,

formal, durch Komposition mit F'; intuitiv gesprochen, durch punktweises Anwenden
von F'. Dieser Funktor schrankt nun wegen der Additivitdt von F' zu einem Funktor

C(A) o) C(B) ein. Ausgeschrieben operiert dieser via

Wegen der Additivitdit von F  schrinkt C(F) nun weiter zu einem Funktor
Cepaz(A) Copar (L) Cqpaz(B) ein. Die universelle Eigenschaft der Quotientenkategorie liefert
nun einen induzierten Funktor K(.A) LG K(B) vermoge
Q
Copas(A) —= C(A) ——=K(A)

Csp aZ(F)l/ C(F)l K(F)l

Cupas(B) — C(B) —2=K(B) .

Bs ist K(14) = lx(a. Fiir A—~ B-%+ € additiv ist K(G o F) = K(G) o K(F).

1.5.3 Der Homologiefunktor

Sei R ein Ring.

1.5.3.1 Homologiemoduln

Sei X in Ob C(R-Mod), und sei k € Z. Setze

ZFX = Kern(X* L X*+1)
75X = Cokern(X*1 % XF)
H*X = Im(Z'X —»Z"*X)
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Es steht hierbei Z fiir “Zykel” und H fiir “Homologie”.

7k X 7'k X
k-1 d Xk d Xk

Beachte, daf auch Z¥X — H*X ein Cokern von X*~! — Z¥X und dual, H*X — Z* X
ein Kern von Z*X — X**! ist. Insbesondere, bezeichnen wir noch BfX :=
Im(X* 1 — X*), wobei B fiir “berandende Zykel” steht, so wird

H"'X = 7FX/B*X .
Das ist die klassische (aber nicht a priori selbstduale) Definition.

Ist H*X = 0, so sagen wir, der Komplex X ist ezakt bei X*. Es “miBt” H*X also die
Abweichung von der Exaktheit an dieser Stelle. Vgl. Aufgabe 14 (5).

Ein Komplex X, der fiir alle k € Z bei X* exakt ist, heift azyklisch oder lang exakt. Ein
split azyklischer Komplex ist azyklisch.

1.5.3.2 Induzierte Morphismen auf den Homologiemoduln

Gegeben ein Morphismus in LAy, R-Mod 1, i.e. gegeben ein kommutatives Rechteck
X—=X
f l if !
Yy —=-Y",

so erhalten wir auf den Kernen einen induzierten Morphismus

KIL>X—QC>X’

)

Ky J Y Yy Y/ 7

charakterisiert durch fxj = if. Dual auf den Cokernen, und also auch, da gemafl Aufgabe
14 (4 iii) das Bild als Cokern des Kerns gegeben ist, und, damit identifiziert, als Kern des
Cokerns, auf den Bildern.

Sei X -V ein Morphismus in C(R-Mod). Fiir k € Z erhalten wir mit den eben ge-

k
machten Bemerkungen einen induzierten Morphismus H* X L ey, Représentiert hier-
bei x € ZFX ein Element von H*X, so reprisentiert xf* € ZFY das Bildelement
(z)(H*f) € HFY.



32

Ferner komponieren die induzierten Morphismen wieder zu einem induzierten Morphis-
mus, wie man iiber deren jeweige Charakterisierung erkennt. Es gilt also H¥(fg) =

(HFf)(HFg) fir X 2+V % Z in C(R-Mod). Desweiteren ist Hf(1x) = lyex. Somit
ist H* als Funktor erkannt.

Da der Kern einer Diagonalmatrix von Matrizen sich in die direkte Summe der Kerne der
Diagonaleintrige zerlegt, und genauso fiir den Cokern und das Bild, ist H* auch additiv.

Insgesamt ergibt sich ein additiver Funktor
HF
C(R-Mod) —— R-Mod .

Da ein split azyklischer Komplex insbesondere azyklisch ist, und also insbesondere exakt
bei X*, induziert dieser Funktor einen Funktor

k
K(R-Mod) —~ R-Mod

auf der Homotopiekategorie.

Wir schreiben wieder Hy := H™* fiir k € Z.

1.5.3.3 Begriffe: kurz exakte Sequenzen; links- und rechtsexakte Funktoren
Seien R und S Ringe. Eine Sequenz

X e x Peoxn
in R-Mod heiflt kurz ezakt, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

7

(i) Esist 0 — X’ —~ X 2+ X” —+ 0 exakt in X', X und X”.

(ii) Esist X' X P X exakt in X , i monomorph und p epimorph.
(iii) Es ist ¢ Kern von p und p Cokern von i.
(iv) Esist ¢ Kern von p und p epimorph.

(v) Esist p Cokern von i und i monomorph.

Sei R-Mod ’, S -Mod ein additiver Funktor.

Es heiit F' linksexakt, falls fiir jede R-lineare Abbildung X —f>Y, deren Kern mit

Ky '+ X bezeichnet werde, auch F K T PX wieder ein Kern von FX s FY ist. Kurz,
F' vertauscht mit Kernbildung.
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Es heifit F' rechtsexakt, falls fiir jede R-lineare Abbildung X —f>Y, deren Cokern mit
y 2 Cy bezeichnet werde, auch F'Y R Cy wieder ein Cokern von F'X LRy st
Kurz, F' vertauscht mit Cokernbildung.

Es heifit F' exakt, wenn I’ links- und rechtsexakt ist.

Folgende Aussagen iiber unseren additiven Funktor F' sind dquivalent.

(i) F ist exakt.

(ii) F ist linksexakt und bildet Epimorphismen auf Epimorphismen ab.
(iii) F ist rechtsexakt und bildet Monomorphismen auf Monomorphismen ab.
)

(iv) F bildet kurz exakte Sequenzen auf kurz exakte Sequenzen ab.

Zeigen wir (ii) = (i). Wir haben zu zeigen, daf§ F' rechtsexakt ist. Sei X Ty r Cy

wie oben. Sei (X L+ V) = (X = I; <+ V) iiber sein Bild faktorisiert. Es st (f,p) kumz
exakt. Also ist F'f Kern von F'p. Nun sind aber F)p und F'f epimorph. Also ist F'p Cokern
von F'f, und somit auch von F'f.

Siehe auch Aufgabe 17.

1.5.3.4 Die lang exakte Homologiesequenz

Eine Sequenz
X -Lox Z.x
in C(R-Mod) heifit kurz exakt, wenn fiir alle k € Z die Sequenz

ik

k
X/k: Xk: p X//k:

kurz exakt ist.

Dann sind auch die obengenannten Bedingungen fiir eine kurz exakte Sequenz in C(R-Mod)
erfiillt. Mehr noch, C(R-Mod) ist ein Beispiel fiir eine sogenannte abelsche Kategorie. Das

werden wir aber nicht brauchen.

In Aufgabe 20 (1) wird verifiziert, dafl eine solche kurz exakte Sequenz von Komplexen
eine lang exakte Sequenz

HFq HF1p
R —

. HkX/ HkX HFp HkX// ik» Hk+1X/ HE L Hk—l—lX Hk-l—lX/l ..
. . . . . o .

induziert, wobei der Verbindungsmorphismus H* X" — H**1 X’ wie folgt reprisentanten-
weise erklart ist.

Sei 2” € ZFX". Sei x € X* gewihlt mit zp* = 2”. Sei 2/ € X'*! mit 2/i**! = zd. Es ist
2'd = 0, also 2’ € Z*¥' X", Es reprisentiert 2’ in H**'X’ das Bild unter 9* des von z” in
H* X' repriisentierten Elementes.
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1.5.4 Auflésungen

Sei R ein Ring. Sei R-Proj die volle additive Teilkategorie von R-Mod, die aus den
projektiven R-Moduln besteht. Sei R-Inj die volle additive Teilkategorie von R-Mod, die
aus den injektiven R-Moduln besteht.

Diese Teilkategorien sind in der Tat additiv. Denn aus P und @) projektiv folgt auch
P& Q projektiv. Hierzu diirfen wir mit Aufgabe 18 (4) zeigen, daf§ mit (P, —) und (Q, —)
exakt auch (P & @, —) exakt ist. Dafiir ist nur zu zeigen, daf (P & @, —) Epimorphismen
in Epimorphismen iiberfithrt. Das Bild eines Epimorphismus unter (P @& @, —) spaltet
aber direkt auf in sein Bild unter (P,—) und sein Bild unter (@, —), und die direkte
Summe zweier Epimorphismen ist epimorph. Woraus man entnimmt, daf§ auch (P& Q, —)
Epimorphismen respektiert. Dual fiir Injektive.

Aus Aufgabe 19 wissen wir, daf§ es fiir jeden R-Modul X einen projektiven R-Modul P zu-
sammen mit einem Epimorphismus P —+ X, und einen injektiven R-Modul I zusammen
mit einem Monomorphismus X —e [ gibt.

Sei KM%(R-Inj) die volle Teilkategorie von K(R-Inj), die durch

I' = 0 firi<0
H'I = 0 fiiri>0

definiert ist. D.h. ein Objekt I von K™°(R-Inj) hat die Form

ObK™(R-Inj) := {1 € ObK(R-Inj)

R, DU R N ¢ S - N
und ist exakt bei I, I?, etc.
Dual dazu, sei K—°(R-Proj) die volle Teilkategorie von K(R-Proj), die durch

P, =0 fire<0
H,P = 0 firi>0

ObK°(R-Proj) = {P € ObK(R-Proj)
definiert ist.
Satz. Die Finschrdinkung des Homologiefunktors auf
K*O(R-Inj) ‘% R-Mod
ist eine Aquivalenz, surjektiv auf den Objektmengen.
Dual dazu, die Finschrdinkung des Homologiefunktors auf
K—°(R-Proj) —% R-Mod

ist eine Aquivalenz, surjektiv auf den Objektmengen.

Da wir in Modulkategorien arbeiten, diirfen wir, formal gesprochen, nicht mehr zu den
dualen Aussagen iibergehen. So die dualen Argumente allerdings anwendbar sind, erlauben
wir uns dies dennoch. Um dieses Vorgehen sauber zu rechtfertigen, miifite man die schon

erwihnte Theorie der abelschen Kategorien heranziehen. Vgl. §1.5.6.
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Ist I € ObKT9(R-Inj) mit H°I = X, so heifit I auch injektive Auflisung von X.
Ist P € ObK—°(R-Proj) mit HyP = X, so heiit P auch projektive Auflosung von X.

0
Sei R-Mod e K™(R-Inj) (wie “injective resolution”) eine zu K*%(R-Inj) L R-Mod
inverse Aquivalenz mit sogar H° o IRes = 1x.moq. Die Komposition von IRes, gefolgt
von der vollen und treuen Einbettung K™°(R-Inj) C K(R-Mod), wird wieder mit
R-Mod IL{eiK(R—Mod) bezeichnet.
Sei  R-Mod Pg»eSK_’O(R—Proj) (wie “projective  resolution”) eine  zu

K—%(R-Proj) I, R-Mod inverse Aquivalenz mit sogar HyoPRes = 1z _yod. Die Komposi-

tion von PRes, gefolgt von der vollen und treuen Einbettung K—°(R-Proj) C K(R-Mod),

wird wieder mit R-Mod PE»eSK(R—Mod) bezeichnet.

Oft unterschldgt man in der Notation einer injektiven Auflésung die Nullen an den oben
indiziert negativen Positionen, und in der Notation einer projektiven Auflésung die Nullen
an den unten indiziert negativen Positionen.

Beweis. Zeigen wir, daf der auf K™%(R-Inj) eingeschriinkte Homologiefunktor voll, treu
und sogar surjektiv auf Objekten ist. Bemerken wir zunichst, daf$} fiir I € Ob K™( R -Inj)
die Gleichheit Z°T = HOI gilt.

Surjektiv auf Objekten. Wir miissen zu einem gegebenen R-Modul X einen Komplex
I € ObK™O(R-Inj) mit Z°T = X finden. Wir konstruieren hierzu

X=B'-+I"+B' -+ '+ B+ 4+ B ... |
wobei B¥ —~ I*¥ -~ B**! fiir k > 0 je eine kurz exakte Sequenz sei.

Voll. Wir miissen zu gegebenen Komplexen I, J € ObK™9(R-Inj) und zu einer gege-

benen R-linearen Abbildung 701 L. Z°J so einen Morphismus [ I J von Komplexen
finden, dafl Z°f = f. Dieser konstruiert sich wie folgt.

ZOIH_>[04'—>B1[H—>[1H—>B2IH—>I24>
fl 7 5 72

4 Y Y Y Y
Z0J —o> J0 —>BlJ o> Jl > B2] —e> J2 >

£0
Wegen JY injektiv und Z°I -~ I° monomorph existiert ein I° Lo so, dafl das erste
Rechteck kommutiert (vgl. Aufgabe 18 (4, 5)).

Wegen B!I Cokern von Z°I e~ I° und B'.J Cokern von Z°J —e~ J° induzieren f und f°

einen Morphismus B!/ — B'J so, dafl das zweite Rechteck kommutiert.

£1
Wegen J*' injektiv und B'I -~ I' monomorph existiert ein I* Son so, dal das dritte
Rechteck kommutiert.

Wegen B2 Cokern von B'I —— I'' und B2?J Cokern von B'.J — J! wird ein Morphismus
B2 — B?%J so induziert, daf§ das vierte Rechteck kommutiert.
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Und so fort.

Treu. Sei I -+ J ein Morphismus in K™0(R-Inj) mit Z°g = 0. Wir haben zu zeigen, daf
g = 0. Dazu diirfen wir mit Aufgabe 16 wie folgt eine Homotopie konstruieren, die diesen
Morphismus ¢ ergibt.

Z0] ——= [0 —+>B![ e [' =B e =B =]’

f Thl Tpzo f TR f
ol g0 gt g? g

Voel Vog Vog v
70) —e> Jo 1 L g2 J3

0
Wegen B'I Cokern von Z°J — I und (Z°1 ——~ 10 %+ J%) = 0 faktorisiert ¢° iiber einen
Morphismus B'J — J°.
Wegen B'I —~ I' monomorph und J° injektiv faktorisiert dieses B'J — J° {iber einen
Morphismus I* R ) Insgesamt ist also ¢° = dh!.

Da I bei I' exakt ist, ist B2 Cokern von 192+ I'. Wegen (Io—d>[1 G JY) =0

faktorisiert g* — h'd iiber einen Morphismus B2 — J*.
Wegen B2] —~ I? monomorph und J! injektiv faktorisiert dieses B2 — J! iiber einen
2
Morphismus 1?2 iy Insgesamt ist also g' — h'd = dh?, oder, in anderen Worten, g* =
htd + dh?.
h2d

Da I bei I? exakt ist, ist B3] Cokern von I' —%» 2. Wegen (1 A o
faktorisiert g> — h%d iiber einen Morphismus B3] — J2.

J2) =0

Wegen B3I —~ I3 monomorph und J? injektiv faktorisiert dieses B3I — J? iiber einen

3
Morphismus I3 e Insgesamt ist also g% — h®d = dh3, oder, in anderen Worten, g% =
h2d + dh3.

Und so fort.

Ferner ist zwangsliufig h* = 0 fiir ¢ < 0. )

Fiir “treu” haben wir den Ubergang von der Kategorie der Komplexe zur Homotopiekate-

gorie gebraucht.

Lemma. Sei X -~V ein Morphismus in R-Mod. Ist ]i»J ein. Morphismus in
K™(R-Inj) mit

17y ~ (x Ly
(in TA;, R-Mod 1), so ist

(1 -Le)) = TRes(X L+ v)

(in LA, KM°(R-Inj)1). Und dual.
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Grob gesprochen, bis auf Isomorphie in K™°(R-Inj) diirfen wir eine injektive Aufldsung
wéhlen, um IRes zu berechnen, und genauso fiir Morphismen. Dem Beweis wird man auch

entnehmen koénnen, daffl man allgemeinere Diagramme als nur A;-Diagramme X Ly
hétte anfithren konnen.

F .
Beweis. Seien allgemein C — D zueinander bis auf Isotransformation inverse Aquivalen-
G

zen. Sei U —2» V ein Morphismus in C, und sei U’ I, V' ein Morphismus in D derart, dafl
GU' V') ~ (U--V). Wir haben zu zeigen, da (U’ 2~ V') ~ F(U-2-V). In der
Tat ist , )

ULV ~ FQU' V) ~ FU-LV),

wobei der zweite Isomorphismus durch Anwenden von F auf den gegebenen Isomorphis-
mus erhalten wird. o

Beispiel. Wir kiirzen Z/a := Z/aZ ab fiir a > 1. Sei R = Z/8. Eine projektive Auflésung
von Z/2 ist gegeben durch

(- Z/8 78 278 78 278 .

Diese ist zu PRes(Z/2) isomorph in K(Z/8-Mod), wenn auch nicht notwendig in
C(Z/8-Mod). So zum Beispiel ist

(- —Z/8 78 278 O Z/8@9Z/8@ Z/8®Z/3) .

ebenfalls eine projektive Auflésung von Z/2.

1.5.5 Hufeisenlemma

Wie schon erwéhnt, hat es in K(R-Mod) keinen Sinn mehr, von kurz exakten Sequenzen zu
reden. Als Ersatz fiir die sinnlose Aussage “IRes ist exakt” geben wir das Hufeisenlemma

an.

Eine Sequenz
XI ., X _ X//

in R-Mod heifit split kurz exakt, falls sie isomorph zur Sequenz
X/ (10) X/ EBX/I ((1)) Xl/
ist (in [Aq, R-Mod 1).

Eine Sequenz
Y/ _ Y _ Y/l

in C(R-Mod) heifit punktweise split kurz exakt, falls
Y/k . Yk . Y//k

split kurz exakt ist fiir alle k& € Z.
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Vorsicht, in einer punktweise split kurz exakten Sequenz ist der linke Morphismus im all-
gemeinen keine Coretraktion, und der rechte Morphismus im allgemeinen keine Retraktion.

Dies gilt nur punktweise.

Lemma. Sei '
X X A X

eine kurz exakte Sequenz in R-Mod. Es gibt eine split kurz exakte Sequenz I' — I — 1"
in C(R-Mod) mit I', I, I” € ObK™°(R-Inj) derart, dafl

HO( ] 1") ~ (X' o X 2o X7,
und infolgedessen

(I' —1—1") ~ IRes(X'— X 2~ X" .
Genauer, hierbei kinnen I' = IResX’ und 1" = IRes X" gewdhlt werden.
Und dual.
Beweis. Seien I' := IResX’ und I” := IResX” die durch die Wahl des Inversen IRes

d
implizit gewihlten injektiven Auflésungen von X’ resp. von X”. Schreibe X’ ——~ I'° resp.

d
X" — I"°, Wir konstruieren wie folgt.

~
=

~
&

~
)

~
=

d 0
o 0 I

de (upd) >l

X —s—>X X"
Wir haben hierin die Morphismen u, w°, w!, w? etc. geeignet zu konstruieren, und zwar

in dieser Reihenfolge.

Da I'° injektiv ist und X’ - X monomorph, faktorisiert X’ — I"” iiber einen Morphis-

mus X — I, i.e. u = d. Damit kommutieren die unteren beiden Rechtecke.
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Alle anderen Rechtecke kommutieren bei beliebiger Wahl der w fiir 7 > 0. Es bleibt dafiir
Sorge zu tragen, dafl die mittlere Spalte, nach unten um Nullen ergénzt, ein Komplex ist.
Ist dies der Fall, so folgt mit der lang exakten Homologiesequenz aus Aufgabe 20, daf die
mittlere Spalte sogar ein azyklischer Komplex ist, da dies bei den &ufleren beiden Spalten
zutrifft. Bezeichnet I die mittlere Spalte, in der noch X durch 0 ersetzt wird, so wird
dann

HO( ] 1") ~ (X' o X 2o X7,

'LUO
Wir miissen ein " — "' mit ud + pdw® = 0 finden. Wegen i(ud) = 0 gibt es ein v° mit

d
ud = pv°. Wegen X" — I"® monomorph und I'! injektiv gibt es ein w® mit —dw® = v°,

mit einem kiinstlich eingefiigten Vorzeichen. Zusammen wird ud = pv® = —pduw®, wie
verlangt.

'Ll)1
Wir miissen ein I"' — I"? mit w%d + dw' = 0 finden. Da pduw’d = —udd = 0, ist wegen
p epimorph auch dw®d = 0, und also gibt es wegen I'? injektiv ein w! mit w°d = —dw?,

mit einem kiinstlich eingefiigten Vorzeichen.

2
Wir miissen ein 1”2 — " mit w'd + dw? = 0 finden. Da dw'd = —uw°dd = 0, gibt es
wegen I injektiv ein w? mit wld = —dw?.

’ll)3
Wir miissen ein I”® — I'"* mit w?d + dw?® = 0 finden. Da dw?d = —w'dd = 0, gibt es
wegen I' injektiv ein w? mit w?d = —dw?.

Und so fort. o

Der Name des Lemmas riihrt von der Gestalt des “bislang ausgefiillten” Diagramms wihrend
der im Beweis angefiihrten iterativen Konstruktion.

Beachte, daf die Morphismen w® sich zu einem Morphismus von I” nach I’[1] zusammen-
setzen lassen — hier z.B. sieht man den Sinn des Vorzeichens, welches der Shiftfunktor den

Differentialen auferlegt.

1.5.6 Eine Bemerkung zum Dualisieren

Sei R ein Ring. Die Aussagen in §1.5, denen eine Modulkategorie R-Mod zugrundeliegt,
bleiben richtig, wenn man R-Mod durch (R-Mod)®, R-Inj durch (R-Proj)° und R-Proj
durch (R-Inj)° ersetzt.

Dies ist fiir alle Argumente richtig, die nur die universellen Eigenschaften von Kern und
Cokern, sowie die Eigenschaften projektiver und injektiver Objekte verwenden.

Wird fiir eine Aussage eine elementweise Argumentation verwandt, wie z.B. fiir die lang
exakte Homologiesequenz auf einer kurz exakten Sequenz von Komplexen, so ist darauf
zu achten, dafl die Aussage selbstdual ist.

Die elementweise gezeigte Tatsache, dal jeder Modul epimorphes Bild eines projektiven
Moduls ist, ist z.B. nicht selbstdual — und die duale Aussage, wie in Aufgabe 19 gesehen,



40

auch wesentlich anders zu zeigen. Nimmt man nun diese Aussage zusammen mit ihrer dualen
Aussage, so erhilt man wieder eine selbstduale Aussage. Nur miissen beide Teile separat

gezeigt werden.

1.6 Abgeleitete Funktoren, Ext und Tor

1.6.1 Abgeleitete Funktoren eines additiven Funktors

Seien R und S Ringe, und sei R-Mod . §-Mod ein additiver Funktor. Sei k > 0.

Sei der k-te rechtsabgeleitete Funktor R-Mod il S-Mod von F' definiert durch

IRes

(R-Mod ™2 5 Mod) = (R-Mod % K(R-Mod) *% K(5-Mod) £+ 5-Mod) .

Dual, sei der k-te linksabgeleitete Funktor R-Mod bl 8 -Mod von F definiert durch

Ly F PRes

(R-Mod — S-Mod) := (R-Mod — K(R- Mod) KD K(S -Mo d) — S-Mod) .

Zur Berechnung von RFFX fiir X € R-Mod bis auf Isomorphie withle man sich also
zundchst eine injektive Auflésung I von X, wende darauf punktweise F' an, und bilde die
Homologie H: i.e.

RFFX ~ HY(K(F))(I))

Dual,
L X ~ Hi((K(F)(P)) ,

wobei P eine projektive Auflésung von X bezeichne.

Bemerkung. Fs gibt eine Transformation F 2L ROF, welche eine Isotransformation ist,
falls F' linksexakt ist. Dual, es gibt eine Transformation LgF 2 F , welche eine Isotrans-
formation ist, falls F' rechtsexakt ist.

Beweis. Betrachten wird den rechtsabgeleiteten Fall. Wir haben einen Funktor Konz von
R-Mod nach K(R-Mod), der einem Modul den in Position 0 konzentrierten Komplex
(.. —0—X—0— ---) zuordnet, und entsprechend die Morphismen. Wir haben

eine Transformation Konz —» IRes, die bei X € Ob R-Mod gegeben ist durch

0 X 0
(l) 44

mit X — 79 Kern von I° ~%» I', Wie die Berechnung der Auflésung eines Morphismus in
R-Mod zeigt, liegt in der Tat eine Transformation vor.
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Beachte, da H? o K(F') o Konz = F. Somit erhalten wir eine Transformation

= HO0K(F)op

F = H°o0K(F) o Konz & H° o K(F)olIRes = RF.

Wir haben zu zeigen, dafl aus F' linksexakt folgt, dafl pX ein Isomorphismus ist fiir
X € Ob R-Mod, i.e. dal HY angewandt auf

= 0——=>FX 0

R

HOHFIO Fd FII Fd

einen Isomorphismus liefert. Dies folgt aus der Tatsache, dafl wir ebensogut Z° anwenden
kénnen, sowie daraus, dal F'X — FI° Kern von FI° pn geblieben ist. o

Sei X' '+ X P+ X" eine kurz exakte Sequenz in R-Mod.
Lemma. Es gibt eine lang exakte Sequenz

,RFz ROFp ,RFz R'Fp

(0] 1
0 — RFX ROFX P ROpX" 2, RIFX RiIFX M Ripxr 2,

mit gewissen Verbindungsmorphismen OF fiir k > 0.
Dual dazu gibt es eine lang exakte Sequenz

L1 Fi LiFp LoFi LoFp

R L FX =5 L1 FX =5 I FX" = LoFX 25 LoFX 2 LyFX" — 0

mit gewissen Verbindungsmorphismen Oy fiir k > 1.

Zur Berechnung dieser Verbindungsmorphismen ziehe man den nun folgenden Beweis, zu-
sammen mit der Charakterisierung des allgemeinen Verbindungsmorphismus aus §1.5.3.4
heran, vgl. auch Aufgabe 20 (1).

Beweis. Betrachten wir den rechtsabgeleiteten Fall. Nach Anwenden von IRes kénnen wir
nach dem Hufeisenlemma IRes(X) in K(R-Mod) isomorph durch ein I so ersetzen, daf

aus X' —+ X P+ X" cine punktweise split kurz exakte Sequenz
[Res(X') — I — TRes(X")

in C(R-Mod) hervorgeht. Durch diese isomorphe Ersetzung werden auch die Objekte
RFFX fiir k > 0 in der zu konstruierenden Sequenz isomorph ersetzt. Es bringt C(F')
wegen der Additivitdt von F diese Sequenz in die punktweise split kurz exakte Sequenz

C(F)IRes(X') — C(F)(I) — C(F)(IRes(X"))

in C(S-Mod). Die lang exakte Homologiesequenz dieser kurz exakten Sequenz von Kom-
plexen liefert nun, wenn man noch die erwihnte isomorphe Ersetzung bei RFF X fiir k > 0
riickgéingig macht, das Gewiinschte. o
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Korollar. Ist F' linksexakt, so gibt es eine lang exakte Sequenz

% ” 1y 1 1
0 . FX/ L FX 27' FX/I(PL)?O RlFX/ R4F> RlFXFLFZ)RlFX// i

Dual dazu, ist F rechtsexakt, so gibt es eine lang exakte Sequenz

L, Fi L1 Fp

L Ex PR L B L px 0OD) pxr B px IR opxr .

Daher rithrt der Name des rechtsabgeleiteten Funktors — die Sequenz im Bild wird
nach rechts zu einer lang exakten Sequenz fortgesetzt. Entsprechend der Name des

linksabgeleiteten Funktors.

Beweis. Mit obigem Lemma konnen die ersten resp. letzten drei Terme der vorstehenden
lang exakten Sequenz isomorph ersetzt werden. o

Beispiel.

(1) Sei R=17/8, sei S =7Z/4, und sei ' = Z/4 ®z/s —. Berechnen wir die lang exakte
Sequenz fiir die linksabgeleiteten Funktoren L; F', wobei ¢ > 0, auf der kurz exakten
Sequenz

Z/2 2 74 72

Das Hufeisenlemma liefert das Diagramm

73" 780 Z/8Q>Z/8
Lao o v

7/8—>7/80Z/8 —'~7/3
) (39) |2

( (¥)

7/8 L 780 7/8 - 7/8

1 (29) o |2
(10) ()
Z/8>7/8® Z/8 ~—~7/8
) (39 e

( (¥)

7/8 L 7180 7/8 > 78

1 (%) 1

7)2—>2>7/4— ~7/2
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wovon wir noch die unterste Zeile abschneiden miissen, und sodann punktweise F'
anzuwenden haben. Da dabei sémtliche durch 4 teilbaren Matrixeintriage verschwin-
den, erhalten wir

0
74 "L 740 Z/4Q>Z/4
0 (58) .. o

( (¥)

24" 2002474

o )y p

7/4 L 7)4 074~ 7.4
0 (20) o o
(10) ()
7)1 74 )4~ 7,/4
) EOPE

(10) (¥)

Z/4—>7/A®Z/A-"~7]4

Berechnen der Homologiesequenz gemifl Aufgabe 20 (1) ergibt

. 72 4
z/2 % z)2 W oz2 L
z/2 72 % z2
z/2 % z/2 o oz2 L

z)2 2 z/4 L z)2

als lang exakte Sequenz der linksabgeleiteten Funktoren zu F' bei Z/2. Beachte, da8
an deren Ende gerade das Bild der Ausgangssequenz unter F' steht, da I’ rechtsexakt
ist. Und da diese Bildsequenz ebenfalls kurz exakt ist, ist auch a priori klar, daf3 der
letzte Verbindungsmorphismus verschwindet.

Zur Probe vergewissere man sich, dal die aus der Rechnung resultierende Sequenz in
der Tat lang exakt ist.

Sei R="7/8,sei S =Z/2, und sei G = Z/2 ®z/3s —. Berechnen wir die lang exakte
Sequenz fiir die linksabgeleiteten Funktoren L;G, wobei ¢ > 0, auf der kurz exakten
Sequenz

Z/2 - 7Z/4 v 7)2.

Wir tensorieren das Hufeisenlemmadiagramm aus (1) mit Z/2. Da nun sémtliche
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durch 2 teilbaren Matrixeintrédge verschwinden, erhalten wir

22" % 790 Z/QQZQ
0 (88) (0> 0
22" 7200 2/2 - 7)2
0 (10) o o

( (¥)

22" 720 2)2 - 7,2
0 (60) . o

( (¥)

72" z)202/2 - 7,2

0 (99) 0 0
22" 720 2/2 - 7)2

Berechnen der Homologiesequenz gemif Aufgabe 20 (1) ergibt

.z %
z/2 - z/2 % z2
z/2 % z)2 4 oz2 L
Z)2 — 72 % z/2 .

z)2 % oz oz

als lang exakte Sequenz der linksabgeleiteten Funktoren zu G bei Z/2. Beachte, daf
an deren Ende gerade das Bild der Ausgangssequenz unter G steht, da G rechtsexakt
ist.

1.6.2 Funktoren in zwei Variablen
Wir wollen die Funktoren g(—,=) und —®p = fiir einen Ring R ableiten. Wir wollen

die resultierenden Funktoren als abgeleitete Funktoren in einer Variablen, d.h. mit einem

fixierten Objekt in der jeweils anderen Variablen, berechnen koénnen.

1.6.2.1 Doppelkomplexe

Seien A, A’ und B additive Kategorien. Ein Funktor A x A’ i B, (X, X")— F(X, X'),
heifle biadditiv, falls fur alle X € Ob.A der Funktor F(X,=) : A'— B additiv ist, und
fiir alle X’ € Ob A" der Funktor F'(—, X') : A— B additiv ist.
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Beispiel.
(1) Sei R ein Ring. Der Funktor (Mod-R) x (R-Mod) — Z-Mod, (X, X')— X ®r X",
ist biadditiv.

(2) Sei R ein Ring. Der Funktor (R-Mod)°® x (R-Mod)— Z-Mod,
(X, X")— (X, X", ist biadditiv.

Setzt man nun in die erste Variable von F' einen Komplex ein, und in die zweite ebenso,
so erhalten wir Differentiale “in zwei Richtungen”. Dies wollen wir formalisieren.

Sei CC(B) C [Z x Z,B1 die volle additive Teilkategorie, deren Objekte

19 1) 19
d . . d . . d . } d

A XZ+27J s XZ+27J+1 s X1+2,j+2 = ..
§ d d

X — ..._d>X¢+1,j _d>Xz'+1,j+1 _d>X¢+1,j+2 a4 ...
9 6 é

d X d gt _da X +2 _d ...
J d §

stets dd = 0 und 60 = 0 erfiillen. Beachte, dafl ohnehin stets dd = d¢ gilt, i.e. alle Rechtecke
dieses Diagramms sind kommutativ. Es heile CC(B) die Kategorie der Doppelkompleze
(mit Eintrégen in B). Entsprechend auch die Notation der Morphismen f = (f“/); ;.

Sei U € C(A), mit Differentialen d, und sei U’ € C(A’), mit Differentialen d'.

Definiere FC“(U,V) € ObCC(B) durch FCC(U,U")% = F(U!,U"”) und durch
d= F(U" d) resp. § = F(d,U") an der jeweiligen Stelle. So erhalten wir einen Funktor
FCC
C(A) x C(A) — CC(B)
w , v —  FCOU,U)

mit FC(U,U") .= F(U',U”) und mit d = F(U',d') resp. § = F(d,U"). Auf Morphis-
men U 2+ V in A und U’ 7~ V" in A’ setzen wir entsprechend FCC(f, Y09 .= F(f7, f),
was in der Tat einen Morphismus von Doppelkomplexen liefert.

1.6.2.2 Der Totalkomplexfunktor

Wir behalten die Bezeichnungen A’, A, F', B des vorigen Abschnittes bei.
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Sei CC-(B) C CC(B) die volle additive Teilkategorie von CC(B) bestehend aus den Dop-
pelkomplexen X mit X% ~ 0 fiir ¢ < 0 oder j < 0.

Wir definieren den Funktor Totalkomplex CC-(B) . C(B) auf den Objekten durch

(tX)* = @ X,

it+j=k

sowie dadurch, daf das Differential (1 X)* L (tX)k+) —

D - ) R C(_1) o
(Diyjore X — Dy jrn X) die Matrixeintrage xid CUY xig und

S (=1)8 i s ) . ..
X iy X1J aufweist, und ansonsten nur Nullen. Hierbei sei k > 0.

In anderen Worten, unter Unterschlagung der Nullobjekte an den Positionen k£ < 0 erhal-
ten wir
d 6 00
0-d—35 0
(0 0 d 5)

Matrixmultiplikation liefert DD = 0, es ist tX also in der Tat ein Komplex.

d 6 0

tX — (Xo,o (dd) X01gx 10 <Ofd75> X2 x bl X2:0 X03qx12q X21a 30 )

Auf den Morphismen operiere der Totalkomplexfunktor t summandenweise, i.e. an Posi-
tion k hat das Bild eines Morphismus X N Y von Doppelkomplexen die Diagonalmatrix
(tX)F = D,y o X ) ek Y = (tY)* mit den Diagonaleintriigen X%/ Iy

gegeben ist. Da f%/ stets mit d und mit § kommutiert, ist tX Y4V in der Tat ein Mor-
phismus von Komplexen. Auch folgt die Vertriglichkeit von t mit Identitdt und Kompo-
sition.

Dual, schreibt man X;; := X7/ fiir ein X € ObCC(B), und bezeichnet CC'(B) C
CC(B) die volle additive Teilkategorie von CC(B) bestehend aus den Doppelkomple-
xen X mit X;; ~ 0 fiir ¢« < 0 oder j < 0, so erhélt man einen Funktor Totalkomplex

CC(B) -~ C(B).

1.6.2.3 Abgeleitete Funktoren eines biadditiven Funktors

Seien nun R, R’ und S Ringe, sei A = R-Mod, A = R'-Mod und B = S-Mod. Sei
R-Mod x R'-Mod —— S-Mod ein biadditiver Funktor.
Sei CT(R-Mod) die volle Teilkategorie von C(R-Mod), welche aus Komplexen X mit

X® ~ 0 fiir i < 0 besteht. Genauso, sei K™(R-Mod) die volle Teilkategorie der Homoto-
piekategorie K(R-Mod), welche aus Komplexen X mit X ~ 0 fiir i < 0 besteht.

Hier weichen wir etwas von der iiblichen Konvention ab, in welcher so die nach links be-

schrinkten Komplexe bezeichnet werden — was hier die Darstellung aber erschweren wiirde.
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Dual, sei C~(R-Mod) die volle Teilkategorie von C(R-Mod), welche aus Komplexen X
mit X; ~ 0 fir ¢ < 0 besteht. Genauso, sei K~(R-Mod) die volle Teilkategorie der
Homotopiekategorie K(R-Mod), welche aus Komplexen X mit X; ~ 0 fiir ¢ < 0 besteht.

In Aufgabe 31 wird gezeigt, dafl fiir einen nullhomotopen Morphismus U v in
CT(A) und fiir beliebiges U’ € ObC*H(A') gilt, da tF“C(f,U’) nullhomotop ist. Das-
selbe gilt mit vertauschten Rollen von U und U’. Unter Beachtung von FCC(f, f') =

FEC(f,UNFOC(V, £ fiw U L+ V in C*(A) und U7 L+ V' in CH(A) induziert t o FC
folgenden Funktor auf dem Niveau der Homotopiekategorien.

C+(R-Mod) x C*+(R' -Mod) —F" - (S -Mod)

ave] P

K*(R-Mod) x K* (R -Mod) — "~ K(S -Mod) .

Es ist dann F¥K biadditiv.
Wir setzen fiir ¢ > 0

(R-Mod «R' -Mod 4 S-Mod) —

K*(R-Mod) x K*(R-Mod) " K(S-Mod) ~L» $-Mod )

IRes x IRes
B ——

(R-Mod « R -Mod

und, dual,

L;F

(R-Mod xR -Mod “% §-Mod) :=

PRes x PRes FKK

K~ (R-Mod) x K~ (R-Mod) "~ K(S-Mod) '~ S-Mod) .

(R-Mod < R -Mod

Definition. Sei weiterhin R ein Ring. Wir definieren biadditive Funktoren durch
Exth(—, =) = R'(4—,=))
Torf'(—,=) = Li(—®g=).
wobei S = Z. Hierbei machen wir fiir Ext’ von der Bemerkung aus §1.5.6 beziiglich
Dualisierens dahingehend Gebrauch, dafl wir (R-Mod)° wie eine Kategorie von Moduln

verwenden, mit der Begriindung, dafl die dualen Argumente angewandt werden kénnen.
Fiir Torf" ist R° in der Rolle von R, und R in der Rolle von R'.

Es heifie Ext’ (X, X') die i-te Erweiterungsgruppe von X, X’ € Ob R-Mod.
Es heiBle Tor®(X, X') die i-te Torsionsgruppe von X € ObMod-R und X’ € Ob R-Mod.

1.6.2.4 Drei Berechnungsmethoden fiir die abgeleiteten Funktoren eines
biadditiven Funktors

Wir behalten die Bezeichnungen R, R', F', S des vorigen Abschnittes bei.
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Eine Sequenz X' — X — X" von Doppelkomplexen heile Fkurz exakt, wenn
X' — X% — X' kurz exakt ist fiir alle 4 und j in Z. Da direkte Summen kurz exak-
ter Sequenzen kurz exakt sind, bildet der Totalkomplexfunktor t kurz exakte Sequenzen
von Doppelkomplexen auf kurz exakte Sequenzen von Komplexen ab.

Ein Morphismus U JVin C(R-Mod) oder in K(R-Mod) heifie Quasiisomorphismus,
falls H' f fiir alle ¢ € Z ein Isomorphismus ist.

Beispiel. Sei X € Ob R-Mod. Sei weiterhin Konz X € ObC(R-Mod) der Komplex,
der nur an Position 0 den Eintrag X hat, und ansonsten Nullen; dito auf Morphismen.
Sei I € ObK%T(RInj) eine injektive Auflssung von X. Oben hatten wir bereits einen
Morphismus von Komplexen von Konz X nach IResX betrachtet, der an der Position 0
durch X — I° und ansonsten durch 0 gegeben ist.

Konz X 0 X 0 0
| [ A
[ResX 0 ot 4o

Dies ist ein Quasiisomorphismus. Das Tupel p = (pX)xeobr-Moa bildet eine punktweise
quasiisomorphe Transformation von Konz nach IRes.

Ist X € ObCC(S-Mod) ein Doppelkomplex, und sind i, j € Z, so seien

X#9 = (e e xR O xR 0L xk25 0Ly e Ob (S -Mod)
Xie = (Lo xik AL yiknt 4 iz Dy e OB C(S-Mod)

und dito fiir Morphismen von Doppelkomplexen.
Lemma. Sei X '~V ein Morphismus in CC-(S-Mod).

Ist Xir L yis i Quasiisomorphismus fir alle 1 > 0, so ist auch tX oty ein Quasi-
1somorphismus. Kurz, ist f zeilenweise quasiisomorph, so auch total.

g .
Symmetrisch hierzu, ist X*7 f—»Y*’J ein Quasiisomorphismus fiir alle 7 > 0, so ist auch

tX N tY ein Quasiisomorphismus. Kurz, ist f spaltenweise quasiisomorph, so auch total.

Beweis. Sei X 1+ Y ein zeilenweiser Quasiisomorphismus CC*-(S-Mod) im eben genann-
ten Sinne. Fiir I C Z schreiben wir X7* € CC-(S-Mod) fiir den Doppelkomplex, der
aus X durch Ersetzen von X*J durch 0 fiir k¥ € Z . I und j € Z hervorgeht. Dito fiir
Morphismen.

Fiir ¢ > —1 haben wir einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von Doppelkomplexen

(in [Ag, CC-(S -Mod)T)
X{Z—‘rl},* _ X[O,Z-‘rl},* _ X[O,Z],*

lf{z!kl},* lf[O,iJrl],* lf[(],i],*

Y{i-i—l},* - - Y[O,i+1]* - - Y[O,i],*
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und entsprechend einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von Komplexen

tX{i—i—l},* - tX[O,i+1],* N tX[O,z’],*
ltf{i+1},* lf[O,ﬁLl]’* ltf[o,i],*

tY{i+1},* - tY[O,i+1]* - tY[O,ﬂ,*
Wir behaupten, da8 tf%1* ein Quasiisomorphismus ist fiir alle i > —1. Fithren wir eine
Induktion nach ¢. Fiir ¢ = —1 ist nichts zu zeigen.

Sei nun 4 > —1 und tf%* als Quasiisomorphismus bekannt. Da nach Voraussetzung
t fliH1h* ein Quasiisomorphismus ist, ist mit der lang exakten Homologiesequenz aus Auf-
gabe 20 (1) und mit Aufgabe 20 (2) auch t f%+!1* ein Quasiisomorphismus.

Nun ist aber nach Definition des Totalkomplexes

t f10:d+1]%

WX Lety) = mi(px0ats ty 0l

fiir j > 0, da das Abschneiden der Zeilen an Position > j 41 den jeweiligen Totalkomplex
und auch den Morphismus an den Positionen 0 bis 5 + 1 unveréndert 1a8t, und da fiir die
Berechnung der Homologie nur die Positionen 5 — 1, 7 und j + 1 eine Rolle spielen. Da
nun aber rechts ein Isomorphismus steht, steht auch links ein Isomorphismus. o

Satz. Wir erinnern daran, daff R, R und S Ringe sind, wund daf
R-Mod x R'-Mod —+ §-Mod ein biadditiver Punktor ist.

(1) Ist F(—,1I") exakt fir alle injektiven R'-Moduln I', und ist F(I,—) exakt fir alle
ingektiven R-Moduln I, so ist firi >0

RIF(X, X') = (R'F(X,=))(X)

natiirlich in X' € Ob R'-Mod fiir ein festes X € Ob R-Mod, und es ist
R'F(X,X") ~ (R'F(—, X")(X)

natirlich in X € Ob R-Mod fiir ein festes X' € Ob R-Mod.

(2) Dual dazu, ist F(—, P') exakt fir alle projektiven R'-Moduln P', und ist F(P,—)
exakt fiir alle projektiven R-Moduln P, so ist firt >0

LiF(X,X") ~ (L;F(X,=))(X")
natirlich in X" € Ob R'-Mod fiir ein festes X € Ob R-Mod, und es ist

LF(X,X') ~ (LF(- X")(X)

l

natiirlich in X € Ob R-Mod fiir ein festes X' € Ob R-Mod.
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Beweis. Fiir gegebenes X’ € Ob R'-Mod konstruieren wir eine Isotransformation
(R'F(—, X"))(X) =~ R'F(X, X’), natiirlich in X € Ob R-Mod. Wir verwenden hierzu die

oben beschriebene punktweise quasiisomorphe Transformation Konz %+ TRes zwischen
Funktoren von R'-Mod nach K™ (R'-Mod). Wir erhalten einen Morphismus

FXK(TRes X, pX')
_—

F¥E(IRes X, Konz X) F¥E(IResX,IResX’) ,

natiirlich in X und X. Wir behaupten, daf} es sich um einen Quasiisomorphismus handelt.
Mit vorigem Lemma geniigt es zu zeigen, dafl

F(I', pX")
_—

F(I',Konz X") F(I',TResX")

fiir alle 7+ > 0 einen Quasiisomorphismus darstellt, wobei IResX = (I° oA -) ge-
schrieben werde. Da F(I?, —) nach Voraussetzung exakt ist, geniigt es zu zeigen, daf$ fiir

. .. G . .
einen exakten additiven Funktor R'-Mod — S-Mod der punktweise definierte Funktor

K(R'-Mod) IiG>)K(S -Mod) Quasiisomorphismen auf Quasiisomorphismen abbildet. Dies
folgt, da dann G o H' ~ H' o G fiir i € Z. Damit ist die Behauptung beziiglich Quasiiso-
morphie gezeigt.

Anwenden von H' fiir 7 > 0 gibt nun den Isomorphismus

(RF(—, X")(X) = H'F(IResX, X') = H F¥K(IResX, Konz X’)

H FXK(IResX, pX')

~

Hi FKK (IResX, IResX’) = RIF(X,X")

natiirlich in X. o
Wir stellen alle Interpretationen der Erweiterungs- und Torsionsgruppen zusammen.

Korollar. Sei weiterhin R ein Ring, und seit i > 0.

Es ist
Exth(X,Y) £ (Rig—,=))(X,Y) = H't fPResX,IResY)
X O(RUAX,=)(Y) = HigX,IResY)
L Rig—,Y)(X) = H PResX,Y),

jeweils natirlich in der entsprechenden Variablen Y € ObR-Mod resp. X €
Ob(R-Mod)°. Insbesondere ist Exth(X,Y) ~ g X,Y).

Es ist
Tor(X,Y) = (Li(—®r=))(X,Y) = H;t(PResX ®g PResY)
2 (Li(X®p=))(Y) = HyX ®pPResY)
L (Li(-@rY))(X) = Hi(PResX®zY),

jeweils natiirlich in der entsprechenden Variablen Y € Ob R-Mod resp. X € Ob Mod-R.
Insbesondere ist Torf(X,Y) ~ X @r Y.
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Insbesondere haben die Erweiterungs- und Torsionsgruppen in beiden Variablen lang ez-
akte Sequenzen induziert von kurz exakten Sequenzen von Moduln.

Bis auf Isomorphie dndert sich jeweils nichts, wenn statt PResX resp. IResX eine belie-
bige projektive resp. injektive Auflésung von X verwandt wird; dito firY .

Beweis. Es ist g P,=) exakt fiir P projektiv in R-Mod, i.e. fiir P injektiv in (R-Mod)°,
und es ist f(—, I) exakt fiir [ injektiv in R-Mod, vgl. Aufgabe 18 (4). Ferner ist P®p=
exakt fiir P projektiv in Mod-R, und analog ist — ® g P exakt fiir P projektiv in R-Mod;
vgl. Aufgabe 24. o

Beispiel.
(1) Im Beispiel (1) in §1.6.1 wurden die Funktoren Toriz/g(Z/él, —) fiir ¢ > 0 auf die kurz

exakte Sequenz Z/2 N/ /4 1z /2 angewandt und die entsprechende lang exakte
Sequenz gebildet — wobei dort die Funktoren nach (Z/4)-Mod statt nach Z-Mod
abbilden, was aber fiir das Ergebnis keinen Unterschied bewirkt. In Beispiel (2) in

§1.6.1 wurden stattdessen die Funktoren Toriz/ ®(Z/2, —) angewandt.

(2) In Aufgabe 25 (2) wurden die Funktoren Extiz/16(Z/4, —) fiir ¢ > 0 auf die kurz

exakte Sequenz Z /4 N/ /8 =/ /2 angewandt und die entsprechende lang exakte
Sequenz gebildet — wobei dort die Funktoren nach (Z/8)-Mod statt nach Z-Mod
abbilden, was aber fiir das Ergebnis keinen Unterschied bewirkt. In Aufgabe 25 (3)
wurden stattdessen die Funktoren Extl, /s(—> Z/4) angewandt.

Unter anderem erhielten wir sowohl in Aufgabe 25 (2) als auch in Aufgabe 25 (3)
das Resultat Exty,4(Z/4,Z/4) ~ Z/4 fiir alle i > 0, in Ubereinstimmung mit
vorstehendem Korollar.



Kapitel 2

(Co)homologie von Gruppen

2.1 Definition und erste Eigenschaften

2.1.1 Gruppenringe

Sei R ein kommutativer Ring.

Eine R-Algebra (A, ) ist ein Ring A, zusammen mit einem Ringmorphismus
R % Z(A) C A.
Hierbei bezeichnet Z(A) := {z € A : za = az fiir alle a € A} das Zentrum von A.
Meist schreibt man (r¢)a =:7-, a =:r-a, sowie A = (A, p).
Ein Morphismus von R-Algebren (A, ) und (B, ) ist ein Ringmorphismus AL B S0,
daB o f = 1.

Jeder Ring ist auf eindeutige Weise eine Z-Algebra, und jeder Ringmorphismus ist ein Z-
Algebrenmorphismus. Der Begriff einer R-Algebra ist dazu geschaffen, die Rolle des Grund-

rings von Z auf R zu iibertragen.

Sei G eine Gruppe. Die Gruppenalgebra (oder der Gruppenring) RG ist ein freier R-Modul
auf der Menge G. Mit der Multiplikation

() () - E(5)

wird RG ein Ring, wobei 74, s;, € R stets, und wobei zu beachten ist, daf§ alle bis auf

endlich viele Koeffizienten 7, resp. sj, verschwinden. Mit dem Morphismus R-2- RG,
r+—1r-1 wird RG zu einer R-Algebra.

o2
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Der triviale RG-Modul ist als R-Modul schlicht R, mit der Operation g - r := r fiir alle
g € G und alle r € R.

Es ist RG kommutativ genau dann, wenn G abelsch ist. Es miissen also auch nichtkommu-
tative Ringe betrachtet werden.

Je ndher R an Z ist, desto interessanter ist RG.

Fiir eine R-Algebra A schreiben wir

U(A) := {u€ A : esgibt ein v € A mit uv = vu =1}
fiir die Teilmenge der Einheiten von A, welche mit der von A geerbten Multiplikation eine
Gruppe bildet.

In Aufgabe 32 wird verifiziert, daf§ der Gruppenring RG folgende universelle Eigenschaft
hat.

Es ist G~ U(RG), g— 1 - g, ein Morphismus von Gruppen.

Ist umgekehrt fiir eine R-Algebra A ein Morphismus von Gruppen G N U(A)

gegeben, so gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus RG Lo A mit

¢ <% ure) " uay = (@ L vy,

wobei U( f ) die Einschréinkung von f auf die Einheitengruppen bezeichne.

Ist z.B. M ein R-Modul, und ist G —~ U((Endg M)°) ein Gruppenmorphismus, so er-
halten wir auf diese Weise einen R-Algebrenmorphismus RG — (Endg M)°, welcher eine
RG-Modulstruktur auf M definiert. Elementweise gesprochen, um eine RG-Modulstruktur
auf M zu definieren, miissen wir g-m fiir alle ¢ € G und alle m € M definieren, und zwar
so, daB8 ¢ - (—) R-linear ist, und so, dafi 1 -m =m und (gh) - m = g - (h - m) stets gelten.

2.1.2 (Co)homologie

Sei weiterhin R ein kommutativer Ring, und sei G eine Gruppe.

In Aufgabe 29 wird verifiziert, daf fiir eine R-Algebra A die Erweiterungs- und Torsions-
gruppen zwischen A-Moduln eine R-Modulstruktur tragen.

Sei 7 > 0. Wir definieren einen additiven Funktor

RG-Mod — R-Mod ‘
M +—- HYG,M;R) := Exth(R,M).

Es ist H(G, M; R) die i-te Cohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in M idiber R.
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Beachte, dafl wegen pro(R, M) ~ MY, natiirlich in M, der Funktor H (G, —; R) auch der
i-te Rechtsabgeleitete des Funktors M — MY ist, der einem RG-Modul den R-Modul
seiner Fixpunkte unter G' zuordnet.

Wir setzen im Falle des trivialen Moduls M = R noch H'(G;R) := H(G,R;R) =
Extypa(R, R).

Sei ¢ > 0. Wir definieren einen additiven Funktor

RG-Mod — R-Mod
M +— Hi(G,M;R) := Tor™(R, M) .
Es ist H;(G, M; R) die i-te Homologiegruppe von G mit Koeffizienten in M iber R.

Wir setzen im Falle des trivialen Moduls M = R noch H;(G;R) = H;(G,R;R) =
Tor®™ (R, R).

Man schreibt auch

Mg == Ho(G,M;R) = R ®pg M =~ M/R{gm—m : me M, g€ @G)
r ® m = rm
1 ® m <~ m

Kurz, Mg ist der grofite Quotient von M als RG-Modul, auf welchem jedes Element
von G identisch operiert. Der Funktor H (G, —; R) ist auch der i-te Linksabgeleitete des
Funktors M +—— Mg.

Im Falle R = Z diirfen wir schliefllich noch den Grundring unterschlagen und

H(G, M) = H(G,M;Z) = Exty.(Z,M)
HY(G) = HY(G,;Z) = Exty,(Z,7)
Hi(G,M) = H;(G,M;Z) = Tor?“(Z, M)
H(G) = Hi(G;Z) = Tor?“(Z,7)

schreiben.

)

Sei M’ —+ M -2+ M" cine kurz exakte Sequenz von RG-Moduln. Der lang exakten Ext-
Sequenz in der zweiten Variablen entnehmen wir die lang exakte Sequenz

HO(G,i;R) HO(G,p;R)

0 — HG,M’;R) H'(G, M; R) H°(G, M"; R)
0 1 ;. 1 .
- HY(GMGR) SR HY(GMGR) O HYG,MYR)
ol H?(G,i;R)

2 m e, MR EOED,

Die Gestalt der Verbindungsmorphismen betrachten wir niher, sobald wir homologieklas-

senreprasentierende Elemente zur Verfiigung haben.

Der lang exakten Tor-Sequenz in der zweiten Variablen entnehmen wir die lang exakte
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Sequenz
Hz(G,p;R) HQ(G, M”;R) ﬁ»
Hi(G,M;R) 9, wq mr) 90 w6, R) 2
Ho(G, M R) 290y myr) 292 yya, MR — 0.

2.2 Interne Tensorprodukte und internes Hom

2.2.1 Definition und Eigenschaften

Tensoriert man zwei RG-Moduln iiber R, so erhélt man nach geeigneter Definition wieder
einen RG-Modul; man sagt, dies definiert eine in RG -Mod interne Operation. Ahnliches

gilt, wendet man den Homfunktor iiber R an.

Sei R ein kommutativer Ring, und sei G eine Gruppe. Seien L, M, N € Ob RG -Mod.
Es ist M ®pr N ein R-Modul (wie in Aufgabe 29 fir A = R, Tor und i = 0). Setzt man

nun
g-(m®n) = gmegn

fir g € G, m € M, und n € N, so definiert dies die Struktur eines RG-Moduls auf

M ®g N.

Es ist (M, N) ein R-Modul (wie in Aufgabe 29 fir A = R, Ext und i = 0). Setzt man
nun

m(gf) = g((g"'m)f)

fur f € g M,N), g € Gundm € M, so definiert dies zunéchst ein Element gf € (M, N).
Diese Zuweisung definiert dann eine RG-Modulstruktur auf g M, N). In der Tat wird fiir
g,h € Gundme M

m(g(hf)) = g((g~'m)(hf)) = g(h(h""(g"'m))f)) = (gh)(((gh)~'m)f) = m((gh)f)) -

Ist keine Verwechslung moglich, so schreibt man auch M ® N := M ®gr N. Ferner be-
zeichnen wir M®" :=M QM @ ---® M fiir n > 1, und M*®" := R.

n Tensorfaktoren

Bemerkung.

(1) Essind gR, M)~ M und R®g M ~ M als RG-Moduln.
(2) Esist Lo (M ®@N)~(L® M)® N als RG-Moduln.

(3) Esist M @ N ~ N ® M als RG-Moduln, vermoge m @ nt+—n ® m.
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(4) Der Modul gM, R) =: M* heifit der zu M duale Modul. Fiir f € M* und g € G ist
m(gf) = (g7 'm)f fir m € M.

(5) Esist gM,N)% = r(M,N) (Fixpunkte unter G).
(6) Es gibt Morphismen von RG-Moduln

evM

M _ M**
m +— (f—mf)
und

M @p N YN

In Aufgabe 37 wird jeweils eine hinreichende Bedingung dafiir gefunden, dafl ein
[somorphismus vorliegt.

Lemma. Sei M ein RG-Modul, welcher als R-Modul frei auf einer Basis (m; : j € J)
ist, wobei J eine Indexmenge bezeichne. Dann ist RG ®r M als RG-Modul frei auf der
Basis (1@ mj : j € J), und als R-Modul frei auf der Basis (9@ gm; : g € G, j € J).

Beweis. Wir behaupten, dafl

[[,RG % RG ©r M
€; — 1 ® m;

ein Isomorphismus ist, wobei e; das Element von [[; RG bezeichne, welches bei j eine
1, und sonst 0 stehen hat. Dafiir geniigt es, die RG-lineare Abbildung ¢ als R-lineare
Abbildung aufzufassen.

Nach Voraussetzung haben wir einen R-linearen Isomorphismus

LR < M

/

wobei €} das Element von [1, R bezeichne, welches bei j eine 1, und sonst 0 stehen hat.

Es faktorisiert nun wie in der Losung zu Aufgabe 24

([T rG %~ RGorM) = (J] RG =~ [[(RG&rR) =~ RGor([ ] R) 2% RGoRM) .
J J J J

Die angegebene R-lineare Basis von RG ®pr M ergibt sich nun als Bild der R-linearen
Basis (ge; : g € G, j € J) von [[; RG unter dem Isomorphismus [[; RG =~ RG ®r M,
da ge;—g(1 @ m;) = g ® gm,. o
Korollar. Ist P ein projektiver RG-Modul, und ist M ein RG-Modul, welcher tiber R
projektiv ist, so ist P @r M projektiv iber RG.
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Beweis. Nach Aufgabe 22 (1) diirfen wir wegen — ®r M additiv annehmen, dafl P =
[I; RG frei ist, wobei I eine Indexmenge bezeichne. Ferner diirfen wir wegen P ®p —
additiv annehmen, da§ M frei iiber R ist (ergénze um einen R-linearen Summanden, der
mit tiberall identischer G-Operation ausgestattet werde). Wie in der Losung zu Aufgabe
24 sehen wir, daB (][, RG) ®@p M ~ [[;(RG®rM) ~ RGRr(][; M), und geméB unseres
Lemmas ist dieser Modul frei, und somit auch projektiv iiber RG. o

Korollar. Sei k > 0. Es ist RG®* Y ein freier RG-Modul mit der RG-linearen Basis

(1®91® 79192 ® 919293 @ - @ (g1go- -~ g) : gi € G fiir i € [1,k]) .

Beweis. Dies folgt mit Induktion aus dem vorstehenden Lemma, angewandt auf
RG ®R RG®k o

Wir kiirzen noch ab und schreiben

(91,92, ) = 1® g1 ® G192 ® 919293 @+ ® (g1g2 -+~ gx) € RGZETD

fiir ein solches in dieser Basis auftretendes Element.

2.2.2 Ext und Tor via (Co)homologie

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe, und seien L, M und N drei
RG-Linksmoduln.

Der RG-Linksmodul M werde zu einem RG-Rechtsmodul vermdge mg = ¢ 'm fiir

me M und g € G. Der triviale Linksmodul wird hierbei zum trivialen Rechtsmo-
dul. Projektive Linksmoduln entsprechen genau den projektiven Rechtsmoduln. Fiir
RG-Linksmoduln M und M’ wird

M Qre N = N Qpa M
m & n —— n & m

als R-Moduln.
Bemerkung. Ist k > 0, so ist als R-Moduln

Torf“(M, N) ~ Torf“(N, M) .

Beweis. Mit einer projektiven Auflosung P von M in RG -Mod erhalten wir als R-Moduln

Torf“(M, N) Hy(P ®pa N)
Hy(N ®pg P)

Tor“(N, M) .

11
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Bemerkung. Der Adjunktionsisomorphismus

HL®M,N) — KL, {M,N))
fo— (= m-—>02m)f))

1st RG-linear.
Beweis. Sei g € G. Es wird gf abgebildet auf
[ (m — (lem)(gf) = g((g"1®g'm)f)) .

Auf der anderen Seite ergibt das Produkt von g mit dem Bild von f die Abbildung

I — g(m — (g7'lem)f) = (m — glgl®g'm)f).

Bemerkung. Als R-Moduln ist

M ®pg N = (M ®g N)g
m & n — m & n.

Beweis. Die Wohldefiniertheit von m ® n+—m ® n folgt aus

mgen—megn = g mAn-—-megn = (1—-9)(g'men).
Die Wohldefiniertheit von m ® n<—m ® n folgt aus derselben Gleichung, riickwérts
gelesen. D
Lemma. Sei M projektiv iiber R. Sei k > 0. Wir haben

Extho(M,N) ~ HFG, {M,N);R)
Torf¢(M,N) ~ Torf“(N,M) ~ Hy(G,M @ N;R).

Beweis. Sei P eine projektive Auflosung von R in RG-Mod. Da M projektiv iiber R ist,
sind P @ M und M ®g P projektive Auflésungen von M in RG-Mod.

Im néchsten Abschnitt wird eine solche Auflésung P des trivialen Moduls R konstruiert

werden. Um ihre Existenz wissen wir aber schon.

Es wird, unter Anwendung der zweiten Bemerkung oben,

Hk(RG(P7 R(M’ N)))
H*(( /P, (M, N)))%)
H* (({M @r P,N))%)
H*( (M @R P,N))
Extho (M, N) .

H*(G, M, N); R)

1R 1R R
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Es wird, unter zweimaliger Anwendung der dritten Bemerkung oben,

Hy(G,M @5 N; R) Hy(P ®ra (M ®gr N))
Hy((P®r M ®g N)g)
Hy.((P ®pr M) @ra N)

Tors“(M, N) .

1R 1R

Nach der ersten Bemerkung oben diirfen wir M und N nun auch noch vertauschen. o

2.3 Standardauflésung

2.3.1 Konstruktion der Standardauflésung

Wir konstruieren eine projektive Auflosung des trivialen Moduls R iiber RG.

Sei R ein kommutativer Ring, und sei G eine Gruppe. Die mit g; bezeichneten Elemente
seien aus G, wobei 5 > 0.

Schreibe
(G0 ® - Qg)NT = G @ Qgic1 R Gir1® -+ @ gy

fir k> 0 und i € [0, k]. So ist z.B. (g0 ® g1 ® g2) A 1 = go ® ga, oder auch g A0 = 1.
Setze fur £k > 0

RGet+) L pGek

G® @G = P eou(—1) (G0 @ @ g) N

Das so als R-lineare Abbildung definierte d ist auch RG-linear.
Beispiel.

(1) Es schickt RG®! . RG®0 das Element go auf 1.

(2) Es schickt RG®? %, RG®' das Element go ® g1 auf g1 — go.

(3) Es schickt RG®3 %, RG®? das Element GoR g1 Rge auf g1 R o — go R o + Go D 1.
Satz. Es ist

Barg,p = ( 4, pgett) L pgeer) 4 pgen+n L RG®<0+1>>

eine projektive Auflosung des trivialen Moduls R; auch Barauflosung genannt (was von
den senkrechten Strichen in der urspringlichen Schreibweise herriihrt).
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Beweis. Es ist RG®¥*+1 projektiv iiber RG fiir k > 0 vermdge des ersten oder zweiten
Korollars aus §2.2.1. Es bleibt uns wegen RG®? ~ R, dem trivialen Modul, zu zeigen, daf

—_—

Barg.p = (--- — RG®GHY . et S pge0+l) 4 paeo+n 4

ein azyklischer Komplex ist.

Zeigen wir dd = 0. Es wird fiir £ > 1

(Go® - ®@gp)dd = (Zie[o,k]<_1)i(90 Q- Qi) A Z) d

- Zie[Ok ZJE[Ok 1] (— 1)Z+J(90 R @ge) NINJ

= Zz‘e[Ok Z;e[o; 1]( 1)”](9 ®"'®gk)/\i/\j

+ Zz‘e[Ok Z]G[z k— 1]( Dt (go® -+ @ gp) NiAJ

= Yicion 2jepi- (D (@@ g) AjA (1)
T i€[0,k] Z]E[zk 1]( 1)Z+J(Qo®---®gk)/\i/\j

- ZJG[Ok ZZE[]+1 k]( Dt (go®--@ge) NjA (I —1)
+ i€[0,k] Zje[zk 1]( DM (go @ ®@gi) NiAj

= Zie[ok Z]G[H—l k]( 1) (go®@ - @gr) NiA (5 —1)
+ i€[0,k] 2ajelik— 1]( D) (go®@ - @gr) NiAj

= Dicon 2jeiihy (DT (@@ @ g) NiA

T ZiE[Ok jelik— 1]( 1)+ (g0 ® - '®gk)/\l/\]

= 0.

Um die Azyklizitdt zu zeigen, machen wir von dem Umstand Gebrauch, dafl es geniigt,
diese iiber R statt {iber RG nachzuweisen. Im folgenden betrachten wir Barg,r also als
Objekt in C(R-Mod).

Wir wollen zeigen, dafl die Identitéat auf ]ﬂg; r nullhomotop ist. Denn dann ist 1Hk]§;r on =

Hk(lgngR) = Hk(OéngR) = 0 fiir alle & € Z, und folglich Hk]/BaG;R =0 fiir k € Z. Wie
bereits erwédhnt, suchen wir eine R-lineare Homotopie.

Es gibt im allgemeinen auch keine RG-linearen Homotopie, denn das hiefe, die Barauflésung
wire split azyklisch, da ihre Identitét iiber einen split Azyklischen faktorisierte, und folglich

R projektiv iiber RG — was im allgemeinen aber nicht der Fall ist.

Wir konnen also fiir £k > —1

hi
—

RG@(kH) Rg®(k+2)
Go® Qg > 1Qg® Qg

., RG® —1+1)
—_—

Position —1

)



61

setzen. Zunéchst beobachten wir, dal h_;d = 1. Sodann wird fiir £ > 0

(90 @ -~ @ gu)(d + dhi—s) = (go ©-- Qg+ Zie[l,k—&-l](_l)i(l ®Rgo R ® gr) A Z)
+ (Zie[o,k](_l)i 1®(go® - @ gr) A z))

= (9@ @ o+ Digpu(-DT 1@ go @ a)Ai+1))
+ (Zie[o,k](_l)i(l ®RGg - Rgp) NI+ 1)>
= 90® DGk,
i.e. hpd 4+ dhy_1 = 1. o

2.3.2 Standardinterpretation der Cohomologiegruppen

Sei M ein RG-Modul. Wir wollen nun den R-Modul H*(G, M; R) mithilfe Linearer Alge-
bra iiber R interpretieren. Dazu erinnern wir uns an
HHG, MG R) = Extho(R, M)
~ HlC ( Rg(BaIG;R, M))
~ 7"(reBarg.r, M)) /B*( re(Barg.r, M))
fir £ > 0.
Ein Element von grg( RG®**+Y M) ist eine Funktion auf der RG-linearen Basis

(91,92, sg1] = 1® g1 ® G192 ® 919293 @ - @ (G192 gk) © gi € G)
von RG®*+1 mit Werten in M, i.e. eine (vollig beliebige) Abbildung

Gk Gx-xG o M
~———

k cartesische Faktoren

91,92, 9] — [91,92, -, gkl f

mit Werten in M. Eine solche Funktion liegt in 7k ( re{Barg. g, M )) genau dann, wenn die
von ihr dargestellte RG-lineare Abbildung von RG®®**1) nach M komponiert von links

mit RGE+1D+) 4, paete+) Nyl ergibt. Dieses Verschwinden wiederum geniigt es, auf
der angegebenen Basis von RG®(*+D+1) 7y kennen. Ein Element [gi,. .., gpy1] kommt
zundchst unter d auf

[91792, e 79k+1}d
Zie[o,k+1](_1>i(1 ® 91 ® 192 ® g19293 @ -+ @ (9192~ Gr1)) N i

k+1[

= 91[92, e ,9k+1] + (Zieu,k](—l)i[gh <5 9i-15 9iGi+15 Gi+25 - - - ,9k+1]) + (—1) g1, - ,gk] .
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Es ist also fiir £ > 0

G1lg2, - Gr) f
f %
Zk(RG(BarG;R,M)) = GXkHM : +ZZ€[1,]€}(_1) [glv-"7gi717gigi+17gi+27-~~7gk+1]f
+(=1) gy, ..., gxlf = 0 stets

Umgekehrt erhalten wir fiir £ > 1 eine Funktion in B¥ ( re(Barg.g, M )) durch Verkettung

von d mit einer (vollig beliebigen) Funktion G**~1 —+ M. In anderen Worten, es ist

B%(Barg.g, M) = 0, und fiir k > 1

B'I€<RG(B&I'G;R7 M)) =

Gk e M
91,y 08) +— @q1lg2,--., gV §
2 ieph (CVg1s - Gints GiGin1s Givas - - GV e
+(=1D)*g1,. .., gp1]v

Elemente im R-Modul Z* ( re(Barg.g, M )) heiBen auch k-Cozyklen, Elemente im R-Modul
Bk(RG(BarG;R, M)) heiflen auch k-Cordnder von G mit Werten in M.

Beispiel.

(1) Zur Interpretation von HY(G, M; R) ~ Z°(Barg.g, M)/B°(Barg.z, M) identifizieren
wir die Menge der Abbildungen von G*° nach M mit M selbst, und erhalten

7Z°(Barg.p, M) = {m € M : gym —m = 0 stets}

und B°(Barg.z, M) = 0. Es ist also H*(G, M; R) ~ M¢. Das folgte auch schon aus
der alternativen Definition von H*(G, —; R) als Rechtsabgeleiteten des linksexakten
Funktors (—)¢.

(2) Als Interpretation von H'(G, M; R) ~ Z'(Barg.r, M) /B*(Barg.g, M) finden wir

Z'(Bargn, M) = {G--M : gilga)f — [galf + (] = O stets} .

Ein 1-Cozykel f € Z'(Barg.z, M) heiBt auch Derivation. Weiter ergibt sich, wieder
nach Identifikation po( RG®O+D M) mit M, die Menge der 1-Corénder oder innerer
Derivationen zu

B'(Barg.r, M) = {G— M, gi—>gim —m : m € M} .

(3) Als Interpretation von H*(G, M; R) ~ Z*(Barg.g, M)/B?*(Barg.g, M) ergibt sich die
Menge der 2-Cozykeln zu

7*(Barg,g, M) = {G x G—Le M+ gilga, g5 f — 9192, 95)f + 91 9295)f — g1, 92 f = O StetS} :
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Ein 2-Cozykel f € Z*(Barg.g, M) heiit auch Faktorensystem. Weiter ergibt sich die
Menge der 2-Corénder zu

B2<B31"G;R7 M) = {GX G—f’M, [91, g2] —> g1[g2]v — [9192]v + [g1]v : G_U’M} .

Ein 2-Corand ergibt sich also aus einer “mifigliickten Derivation”. Allgemeiner ergibt

sich ein k-Corand aus einem “mifigliickten (k — 1)-Cozykel”. Dies nur als Merkhilfe.

2.3.3 Standardinterpretation der Homologiegruppen

Weniger gebrauchlich als die Standardinterpretation der Cohomologiegruppen ist die der
Homologiegruppen, aufgrund der dabei in den Zykelbedingungen auftretenden Summen

iiber G. Wir wollen sie dennoch einmal angeben.

Wir erinnern daran, daf ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermoge
mg = g 'm fiir m € M und g € G, und daf} hierbei projektive RG-Linksmoduln projek-
tiven RG-Rechtsmoduln entsprechen.

Sei M ein RG-Modul. Wir wollen nun den R-Modul Hy (G, M; R) mithilfe Linearer Alge-

bra iiber R interpretieren. Dazu verwenden wir
Hy(G,M;R) = Tory®(R, M)

Hk ( BarG;R ®RgM)
~ Zk(BarG;R ®RgM)/Bk(BarG;R ®RgM)

12

fir £ > 0.
Ein Element von RG®* 1) @p~ M ist eine Koeffizientenfunktion f auf der Basis
([91,---,9k) : gi € G) mit Werten in M, welche fiir alle bis auf endlich viele Basiselemente

den Wert 0 annimmt, ansonsten aber beliebig ist, und welche so das Element

Y o ol®lor g2 glf € RGFFVepeM = P o1 gkl®raM
l91,- -,gK]EG*F l91,- - gK]€EG*F
darstellt.

In anderen Worten, ein Element von RG®* 1) @ g M ist eine Abbildung

G <k _f> M

91,92, 9k] — [91,92,- -, gkl f

mit endlichem Triger {[gi,..., 1] € G** : [g1,...,gx]f # 0}. Ist G endlich, so ist diese
Endlichkeitsbedingung fiir jede Abbildung von G**¥ nach M erfiillt.
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Eine solche Funktion f ist in Zk(BarG; R ®raM ) genau dann, wenn k£ = 0, oder wenn
k> 1 und

0

Do grleaxk 91592, - Geld @ (g1, gil f

91[92, . -agk]
Z + 2 icpp—n (D91, Gt 96] | @ 91,5 ge] f
l91,- -, gK]€EG*F* +(_1)k[917 . 'agk—l]

Z[sh,..,gk}eGXk[g?? BT gk] & gl_l[gh BT gk]f

Zie[l,k—l](_ly Z[Ql,n,gk}GGXk[gl’ - 9iGi+1, - - gk] X [917 [T gk]f
<_1)k 2[g1,.,,gk]eGXk[g17 ) gkfl] ® [glu ) gk]f
Z[hh..,hk_l]eG’X(k*l) [h17 R hk—l] ® (ZQEG’ 9[9717 hla - hk—l]f>
Zie[l,k—l] (_1>1 Z[h1,, whi_1]€GX(k=1) [hlv B hk—l] ® (ZgEG[hla ) h’i—la g, gilhia hi+17 ) h'k—l]f)
(_1)k Z[hl,..,hk,ﬂGG“k*l) [hb ) h’k—l] ® <Zg€G[h’1’ ) hk—17 g]f)
g[g_la h17 ) h’k*l]f
Z (A1, hi—a] ® Z + 2 iepp—y (=D s hicay g, 9 hishigr, - hua)f
[t ]G (=) 98\ (=1 g1, . s hy-1, g1 f
le.

glg™" by Byl f
ST+ ey hic g g7 e higas o i f = 0
966\ + (=D [ha, - b, gl f
fir alle h; € G, wobei i € [1, k].
Umgekehrt ist fiir & > 0 eine Funktion f, in Bk(BarG;R QraM ) ausgehend von einer
beliebigen Funktion G**+1) M gegeben durch

(hi, . helfo =

Z <g[g_17 hla SRE) hk]v + <Zi€[1,k]<_1)i[hl7 ) hi*l? g, g_lhiy hiJrlJ SRE) hk]v> + (_1)k+1[h17 SE) hk7 g]U)
geG
fir h; € G, wobei i € [1, k.

Elemente im R-Modul Zk( re(Barg.p, M )) heiflen auch k-Zyklen, Elemente im R-Modul
Bk(Rg(BarG;R, M)) heiflen auch k-Rdnder von G mit Werten in M.
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Beispiel.
(1) Ist k=0, so ist ZO(BarG;R ®RGM) = M und
By(Bargr @peM) = {decg[g_l]v —[glv : G—+ M mit endlichem Tréiger}

= {dee(g —1)[gJv : G-+ M mit endlichem Tréiger}
= R{gm—m : me M, geq),

wie bereits bei der Einfithrung von Ho(G, M; R) ~ Mg in §2.1.2 gesehen.

(2) Ist k =1, so sind

Z1(Barg,r ®peM) = Gl f hat endlichen Trager, Z(g —~D[g7'f=0
geG
und darin
B1 ( BarG;R ®RgM) =

{[h] — Y gec (97 g hlv = [g, 97 h]v + [k, glv) = G x G —~ M mit endlichem Tréiger} .

Sei G eine endliche Gruppe. Sei R ein kommutativer Ring, fiir den Teilmoduln endlich
erzeugter freier R-Moduln wieder endlich erzeugt frei sind, und fiir den man Kerne und
Cokerne von Matrizen mit Eintrigen in R algorithmisch bestimmen kann.

Seien B und Z Matrizen mit Eintrigen in R, fiir die x —— 2B und x+—— xZ injektiv
sind, und fiir die es eine Matrix H mit BH = Z gibt. Falls man fiir R zudem iiber einen
Algorithmus verfiigt, dieses H zu bestimmen, so kann man mit der eingefiihrten Standard-

beschreibung der (Co)homologie auch H*(G; R) und Hy(G; R) fiir k > 0 berechnen.

Ist M ein RG-Modul, welcher iiber R frei ist, und kennt man die Operation aller Elemente
von G auf M in Matrixform, so sind unter diesen Voraussetzungen auch H*(G, M; R) und
Hy (G, M; R) algorithmisch bestimmbar.

Ist zB. R = F, fiir ein p prim, oder ist R = Z, so kann man fiir gegebenes k die
(Co)homologiegruppe rechnerisch bestimmen; fiir R = Z geschieht dies unter Verwendung
des Elementarteilersatzes.

Die Grofe der Objekteintrige der Standardauflosung wichst allerdings exponentiell mit k.
Vgl. auch Aufgaben 38 und 40.

2.3.4 Standardinterpretation der lang exakten (Co)homologie-
sequenz

2.3.4.1 Ein Nachtrag zur Homologischen Algebra

Ein kleiner Nachtrag zur Homologischen Algebra, der zu seiner Anwendung gestellt wurde.
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Seien R, R', S Ringe, und sei F' : R-Mod x R'-Mod — S'-Mod ein biadditiver Funktor.
Sei noch vorausgesetzt, dal F(X,=) exakt ist, falls X ein injektiver R-Modul ist, und
daB F'(—, X’) exakt ist, falls X’ ein injektiver R’-Modul ist.

Sei X ein beliebiger R-Modul, und sei M’ o M P M eine kurz exakte Sequenz von
R'-Moduln. Wir erhalten eine lang exakte Sequenz
0 i 0
0 — RUF(X, M) "5 ROF(X, M) 2P ROF(X, M")
0 1 i 1
(+) 2 RIP(X, M) SR RUP(X M) B RUP(X, M
31

R

aus folgender kurz exakter Sequenz von Komplexen in S -Mod. Sei I’ resp. I resp. I” eine
injektive Auflosung von M’ resp. M resp. M" derart, dafl sich eine punktweise split kurz
exakte Sequenz

_[/ _ ] . ]//

ergibt, deren H° die Sequenz M’ M P zuriickgibt. Dies ist nach dem Hufeisen-
lemma moglich. Die lang exakte Sequenz (x) ist die lang exakte Homologiesequenz auf
der kurz exakten Sequenz von Komplexen

(+) F(X,I') — F(X,I) — F(X,I") .

Fiir abgeleitete Funktoren von Funktoren in einer Variablen hat man keine andere M6glich-
keit als diese lang exakte Sequenz mittels Hufeisenlemma zu konstruieren. Fiir einen biad-
ditiven Funktor in zwei Variablen unter obigen Exaktheitsvoraussetzungen gibt es nun noch

eine zweite Variante.

Sei J eine injektive Auflosung von X {iber R. Nach Voraussetzung ist
(xx") F(J M) — F(J M) — F(J M")

eine kurz exakte Sequenz von Komplexen mit Eintragen in S-Mod. Bezeichnen wir mit
(xx) ihre lang exakte Homologiesequenz.

Lemma. Die lang exakten Sequenzen (%) und (xx) sind isomorph.

Beweis. Wir haben zwei Morphismen von kurz exakten Sequenzen von Komplexen.

tFCC(Konz X, I') ——tF°“(Konz X, I) — t F°C(Konz X, I")

l | l

tECC(J, 1) tECC(J, 1) tECC(J, 1)

T T !

tFCC(J, Konz M) — t F“C(J, Konz M) — t F°C(J, Konz M")
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Alle 6 vertikalen Morphismen, induziert von den Quasiisomorphismen Konz X — J,
Konz M' —I', Konz M — I und Konz M"” — I" sind Quasiisomorphismen, wie man
wie im Beweis des Satzes in §1.6.2.4 erkennt. Hier benotigt man die beiden eingangs
verlangten Exaktheitseigenschaften von F'.

Allgemein induziert ein Morphismus von kurz exakten Sequenzen von Komplexen einen
Morphismus von lang exakten Homologiesequenzen. Nachzurechnen ist hierfiir nur die
Kommutativitiat der Vierecke, die zwei Verbindungsmorphismen involvieren.

Ein aus drei Quasiisomorphismen bestehender solcher Morphismus induziert mithin einen
[somorphismus von lang exakten Homologiesequenzen.

In der oberen Zeile unseres Diagramms steht bis auf Isomorphie gerade die kurz exak-
te Sequenz (*'), in der unteren Zeile die kurz exakte Sequenz (x'). Deren lang exakte
Homologiesequenzen (x) und (x%) sind mithin isomorph. o

2.3.4.2 Verbindungsmorphismen und (Co)zykeln

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe. Sei M’ M P M eine kurz exalkte
Sequenz von RG-Moduln.

2.3.4.2.1 Die Cohomologiesequenz

Wir konnen mit dem vorangegangenen Lemma nun die schon erwihnte lang exakte Co-
homologiesequenz

0 — HYG,M;R) O HoG M R) H(G, M"; R)
0 1 -, 1
A S N(E V0% - WL G N & YTV £ o) B G N < Y (e V29 o)
O w6, My R) G,

als zur kurz exakten Sequenz von Komplexen
(—)i (=)
R(;(BaI‘G;R, M/) — Rg(BaI'G;R, M) —g Rg(BaI'G;R, M”)

gehorig berechnen, ohne das Hufeisenlemma verwenden zu miissen; vgl. §1.5.6.

Fiir alle in dieser lang exakten Sequenz auftretenden Morphismen, die keine Verbindungs-

morphismen sind, bildet man wie folgt ab. Ist U .V ein Morphismus von RG-Moduln,
und ist, fiir & > 0, f ein k-Cozykel mit Werten in U, so bildet H*(G,w; R) reprisentan-

tenweise die Abbildung G** N U auf die Abbildung G** Tuy ab, welche wiederum ein
k-Cozykel ist.

k
Wir wollen fiir & > 0 den Verbindungsmorphismus H*(G, M"; R) 7, H*Y(G, M'; R)
berechnen. Sei G*¥ T M" ein k-Cozykel. Nach Aufgabe 20 (1) wihlen wir zunéchst
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G** Lo M mit fp = f" durch elementweise Wahl eines Urbildes. Dann wissen wir, daf3

axk+) Yoy

Werte in M’¢ annimmt. Dies folgt auch direkt aus dfp = df” = 0, da f” ein Cozykel ist.
Wir finden also ein G*#+0 L A7 mig f'i = df. Dieses f’ reprisentiert nun das Bild der
Klasse von f” unter 0.

Beispiel. Betrachten wir den Fall k& = 0. Sei m” € M"% = H°(G, M"; R). Wihlen wir
ein m € M mit mp = m”. Beachte, dafli m nun nicht mehr notwendig fix unter G ist.
Immerhin gilt stets noch (gm —m)p = 0, i.e. gm —m € M'i. Dies definiert eine Funktion

G — M’, und das ist unser gesuchter Reprisentant des Bildelementes der von m” in
HY (G, M'; R).

2.3.4.2.2 Die Homologiesequenz

Wir kénnen mit der dualen Aussage des vorangegangenen Lemmas nun die schon erwéahnte
lang exakte Homologiesequenz

Hz(G,p;R) 02

Hy(G, M";R) -2
Hy (G, M;R) MO wy@ MRy D g(@, M R) 2.
Ho(G, M5 R) S0,y mRr) MO0 @, M7 R) — 0.

als zur kurz exakten Sequenz von Komplexen

1®1 1®p

Bar(; R ®RgM/ — Bar(; R ®RgM BarG;R ®RgM”

gehorig berechnen (vgl. Aufgabe 24).

Fiir alle in dieser lang exakten Sequenz auftretenden Morphismen, die keine Verbindungs-

morphismen sind, bildet man wie folgt ab. Ist U —— V' ein Morphismus von RG-Moduln,
und ist, fiir £ > 0, f ein k-Zykel mit Werten in U, so bildet Hy(G, w; R) reprisentan-

tenweise die Abbildung G** LU auf die Abbildung G** Ty ab, welche wiederum ein
k-Zykel ist.

Wir wollen fiir & > 1 den Verbindungsmorphismus Hy (G, M"; R) O, H,_1(G,M'; R)
berechnen. Sei G** L~ M" ein k-Zykel. Nach Aufgabe 20 (1) wéhlen wir zunéchst

G Lo M mit fp = f" durch elementweise Wahl eines Urbildes. Dann wissen wir, daf3

f(d®1)

Gx(kfl) M

g ! cha, .y 1]f
[h17"'7hk—1] < ie[l,k— 1] [h'la"7hi—lyg7g_1hi7hi+1a"ahk—l]f>
+ (=DM, e, g)f

7gk+1] - 91[927"'7gk]f+ (Zie[l,k]<_1)i[gl7‘"7gigi+17”'7gk+1]f> + (_1)k+1[917"'7gk]f
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Werte in M’i annimmt. Wir finden also ein G**~1 L M mit fli = f(d®1). Dieses f’
reprasentiert nun das Bild der Klasse von f” unter 0.

2.4 Cupprodukt

Wir wollen auf H*(G; R) := @,-,H"(G; R) eine R-Algebrenstruktur ausmachen, welche
graduiert kommutativ ist, i.e. in welcher fiir Elemente aus den Summanden das Kommuta-

tivgesetz bis auf ein gewisses Vorzeichen gilt.

Sei R ein kommutativer Ring, und sei G eine Gruppe. Bezeichnen g; und h; Elemente aus
G fiir j > 0. Schreibe gjo 4 == go @ gar1 @ -+ ® gy fiir a < b ete.

Seien k, I, m > 0. Seien RG®*+D) _“L R RG®HD L R und RGO “L R drei
RG-lineare Abbildungen. Wir setzen

RGe(k+D+1) "0 p

g+ = (Gor+) (W UV) = Gomt - Gk -

Vorsicht. Das Element g, wird sowohl von u als auch von v angesprochen.

Esist (uUv)Uw =uU (vUw). Es sind uU— und — U v R-lineare Abbildungen.

In der Interpretation G** — R und G*! —~ R liuft das hinaus auf

91, ) (wUv) = (1@a @@ (gr-gr)u- (g1 gr) @ @ (g1 gra))V
= [g1,-- -, gelu- (91 g) G155 Grpt]v

Lemma (Leibnizregel). Seien RGE*+) v R und RG®HY) » R RG-lineare Abbildun-
gen. Fs ist

duUv) = duUv+ (=1)*uUdv.
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Beweis. Wir berechnen
Jowrrrnd(uUv) = ZiE[O,kHH] (=1 "(gop+191 A1) (wU )
- Zz‘e[o,k] (—=1)"(g0ht141] A 9)(w U w)

+ Zie[l,l-f—l](_1)i7k(g[0,k+l+1] A+ k) (uUwv)
- (Zie[o,k](_l)i@[o,kﬂl A i)u) * Glk+1,041]V

+ Jomu- (Zz’e[uﬂ](—1)i+k(9[k,k+z+1] A i)U)
= (Zie[o,k—f—l](_1)i<g[0,k+1] A i)“) C Gk

+ Joru- (Zie[o,l-i-l]<_1)i+k(g[l€,k+l+1] A i)?f)

= o140 - Ger104170 + (—1)Fgio g u - Gpe i1 do

= Goprir(duUv+ (=1)FuUdv) .

o

Eine graduierte R-Algebra ist eine R-Algebra A zusammen mit einer direkten Summen-
zerlegung A = @, ., Ar in R-Teilmoduln A, derart, da8 der algebrendefinierende Ring-
morphismus R — A nach Ay abbildet, und derart, daf§ fiir a € A; und b € A; gilt, daB
ab € A,y fir i, j > 0. Elemente in einem solchen Summanden A; heiflen auch homogene
Elemente von A.

Korollar. Die reprdsentantenweise definierte Abbildung

H*(G;R) x HY{G;R) — HMYG;R)
(u , wv) — uUwv

st wohldefinvert. Mit der distributiven Fortsetzung dieser Operation wird

(H*(G; R) := @Hk(G; R), +, U )
k>0
mit ebendieser direkten Summenzerleqgung zu einer graduierten R-Algebra. Die Multipli-
kation U heif$st auch Cupprodukt.

Die Bezeichnung Cupprodukt rithrt von der Form des Symbols U. Urspriinglich hatte man
auf der Homologie eines topologischen Raumes ein Schnittprodukt N definiert, welches sich
in der Tat von einer Schnittmengenbildung ableitete. Die dazu duale Operation auf der
Cohomologie bekam das Symbol U, ohne daf} diese zu einer wie auch immer gearteten

Vereinigungsmengenbildung in Beziehung stand.

Bewers. Fiir die Wohldefiniertheit von v Uwv auf den Cozykeln miissen wir zeigen, daf aus
u € Z¥(G;R) und v € ZY(G; R) folgt, daBl u Uv € Z*(G; R). Und in der Tat ist dann
dluUv) =duUv+ (=1)*uUdv=0Uv+ (—=1)fuu0=0.
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Fiir die Wohldefiniertheit von u U v auf den Cohomologiegruppen miissen wir nun noch
zeigen, daf fiir zwei Cozykel u und v wie eben aus u € B¥(G; R) folgt, daB u Uv €
B*(G; R), und, bis auf Vorzeichen symmetrisch hierzu, daf$ aus v € BY(G; R) folgt, daf

uUv € B¥(G; R). In der Tat, ist u € B¥(G; R), so ist u = du’ fiir ein RG®*+2) —» v R,
und folglich u Uv = du/ Uv = d(uv' Uv) — (=1)" '/ Udv = d(u' Uw).

Die distributiv auf ganz H*(G; R) fortgesetzte Multiplikation ist ferner assoziativ und
distributiv. Somit ist H*(G; R) ein Ring.

Es ist R-—~~H°(G; R) auch als Ringe. Ferner ist H°(G; R) im Zentrum von H*(G; R)

enthalten. Somit ist H*(G; R), zusammen mit diesem Isomorphismus, eine R-Algebra. o

Eine graduierte R-Algebra A = ®k20 Ay heiit graduiert kommutativ, falls fir k, 1 > 0
und a € A, und b € A; stets

ab = (—1)"ba
gilt. Entgegen dem, was der Begriff der graduierten Kommutativitéit suggerieren kénnte,
ist eine graduiert kommutative Algebra im allgemeinen nicht kommutativ.
Satz. Es ist H(G; R) eine graduiert kommutative R-Algebra.
Beweis. Seien k, I > 1. Sei u € Z¥(G; R), und sei v € Z/(G; R). In Abhiingigkeit davon

setzen wir

C

RGE(k+H-D+1) ¢ p

hogsi-1; = Z ) EDED (B g )0 (At esi-1] @ hiom))0
me[0,l—1]

Wir rechnen
gpo,k+1dc
ZiG[O,kH](_l)i(g[o,kH} VAN i)c

Zie[mm](_1)i(g[m+l,m+k+l])u (Gimrkr14 @ (Gomr1y A D))V
Zie[m-i-l,m-i—k](_1)l<g[m,m+k’+1] A (i —m))u - (g[m+k+1,k+l] ® g[o,m})v
+ Zz‘e[m+k+1,k+l](_1)Z(g[m,m+k])u (Gt ey A (0 —m — k) @ glom))v

_|_

Z (_1)(m+1)(k+l—1)

me[0,l—1]

+

Z (_1)(m+1)(k+l—1)

me[0,l—1]

Eie[l,k](_1)i+m(g[m,m+k+l} AU (Gimakr1,k40 @ Go,m))V
Y ietttm] DT (G maw)w - (Gpmsn g A1) @ gjo,m)v

+

ZZG[O m+1](_1)i(g[m+1,m+k+1])u : (9[m+k+1,k+l] ® (g[O,m+1] A1))v
Zze 0 k+1]( 1) (g[m m+k+1] N\ Z)U : (9[m+k+1,k+l] ® g[o,m})v
+ Y ictorm) ST (G w1 (Gpmet sty A1) @ Glom)v

+

Z (—1)(m+Deti=1)

me[0,l—1]

( Zie[o,m](—1)i(9[m+1,m+k+1])u (Gmrrt 1+ © (Glomt1) A D))V



me[0,l—1]

Dy (C DI S 0 (F 1 (Gomam 1)1 (Gpmk) @ (G0,m) A 1))V
D epory (CD) D S (C DT (G i) ( Gk A D) @ glom))V

- (9[0 k]) (g[k k+l])

+ o+

T MM

—1)EFDEH=D ()R (g ag)u (gjog)v

(9002 (G )V

+ o+ +
THMS

—1)"™(g10,)v - (ga4s) )0

— (gom) - (Grsern)v

Il
_l’_

+ (=) (gp0.)v - (gruasn)u
v € Zk - (g[o,k])u : (g[k,kH])U
+ (=)™ (gpo.0)v - (gpir)u

B — (gjo,p+y)(w U )
- + (=" (gopsy)(vUu) |-

mefo(— 1)y Zie[o,m](_l)i(g[m,m+k])u' (Gimti oy @ (Go,m) A1)V
melog (=D S o (ST G ) (G A1) @ gom) )V

> mefog(— 1) (G i ) 2 ief0,41] (=)' ((gpm+r e+t ® Gpom) A )V

e > (—1)lmEn Y D icl0m1] (_1)%(9[m+1,m+k’+1])u Gtk 1k © (Gomen A1)V
Y iciorem) T T (G w1 (Gt A1) @ Giom))v

me| oz]( 1)mEt= Zzel m+1 l+1]( 1)i_l+m_1(g[m,m+k])u *(Gimerhgrn ® Gom)) AV
me| oz]( 1)(mAD (=) Zie[m_m]( 1)Hm+k(9[m,m+k])u ((Gpmtr ety @ gom) A B)v

Folglich ist —u U v + (—1)*(v U u) ein Corand, und mithin représentieren u U v und

(—=1)*(v U u) dasselbe Element in der Cohomologie.

2.5 Mehrere Gruppen

2.5.1 Restriktion, erste und zweite Induktion

Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine Gruppe, und sei H < GG eine Untergruppe.

Wir haben einen Restriktionsfunktor

RG-Mod 2% RH -Mod
X — Xlg,

o

wobei X |y = X als R-Modul, und wobei sich die Moduloperation auf X |y durch Ein-
schrianken von RG nach RH ergibt. Formal, wir schalten vor den moduldefinierenden

)

)
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Ringmorphismus RG — Endz X den Ringmorphismus RH C .~ RG, und erhalten so
einen moduldefinierenden Morphismus RH — Endgr X. Entsprechend auf Morphismen
— RG-lineare Abbildungen sind insbesondere RH-linear.

Wir haben einen (ersten) Induktionsfunktor

G
RH-Mod 2% RG-Mod
Y +— Y1G = RG®ryY ,

wozu RG als RG-RH-Bimodul verwandt wird. Entsprechend werden auch die Morphis-
men tensoriert.

Wir haben einen zweiten Induktionsfunktor

(1
RH-Mod - RG-Mod

Y +— Y9 = zu(RG)Y),
wozu RG als RH-RG-Bimodul verwandt wird. Entsprechend operieren die Bilder der
Morphismen durch ihr Nachschalten.

Manchmal schreibt man in dieser Situation auch ng = X|g, sowie Yﬁ = Y1% und
Yﬂg := Y4\%, und entsprechend fiir Morphismen. Diese Schreibweise bietet sich an, wenn
auler H noch weitere Untergruppen von GG auftreten.

Bezeichnen im folgenden g, ¢’ und ¢” Elemente aus GG, und h ein Element aus H.

Lemma. Wir haben eine Transformation 6 = (0Y )y cob rir-moda : (—)1¢ — (=), gege-
ben durch

Y1G 2’» YﬂG

) i (dgy fallsgge H
gy +— (g s aHg/,Hg_l(g g>y - { 0 falls g/g QH )

unter Verwendung eines Kroneckerdeltas.

Ist H in G von endlichem Indez, i.e. ist |G : H] < oo, so ist 0 eine Isotransformation,
mit der Inversen

y(© )~ y4¢

_ f
Ygemcd @gf +— (RG-—Y)

bei Y.

Ist Y aus dem Kontext bekannt, schreiben wir oft auch nur 0 statt Y, und, bei Existenz,
6~ fiir das Inverse (6Y)~1.

Beweis. Zunéchst beweisen wir die implizite Behauptung, dafl § wohldefiniert ist.

Als Abbildung nach g RG,Y) ist Y wohldefiniert, da ¢'g genau dann in H liegt, wenn
g'gh dies tut, und dann auch (¢'(gh))y = (¢'g)(hy) ist.
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Sodann folgt die RH-Linearitit von (g ® y)(0Y') daraus, dal ¢’g genau dann in H liegt,
wenn (hg')g dies tut, und dann auch ((hg')g)y = (h(g'g))y ist.

Zeigen wir die RG-Linearitét von 6. Es bildet

" o (d'(9"9))y falls ¢'(¢"g) € H
("g=2y)0Y) : g — { 0 falls ¢'(g"q) & H
ab, wie auch
p o ((9'9")g)y falls (¢'g")g € H
9" (g@y)OY)) : ¢ — { 0 falls (g'g")g & H -

Ferner ist 6 eine Transformation, da fiir eine RH-lineare Abbildung Y —“. Y’ das Element
g ® yu unter Y auf die Abbildung ¢’ Opy my-1(9'g)(yu) geschickt wird, welche sich
auch durch Nachschalten von u aus dem Bild von g ® y unter 6 ergibt.

Y1 TT

Y/1G 9_Y’> Y,TT
Sei nun [G : H] < oo. Bezeichne ) e €ine Summe iiber ein Représentantensystem von
H-Rechtsnebenklassen in G.
Wir behaupten nun, dafl das Inverse von 6 bei Y € Ob RH -Mod gegeben ist durch

Y{© o)~ y¢
_ f
Ygemad  ®@gf ~— (RG—=Y).

Da (hg)™' @ (hg)f = g *h ' @ h(gf) = g ' @ gf fiir g € G und h € H, ist die dabei
auftretende Summe représentantensystemunabhéngig.

Zeigen wir (Y)~1(Y) = 1. Fiir eine RH-lineare Abbildung RG oY wird

g oY) = o ((Zyemeot ©af) oY)
= D pemcd (g7 ®gf)oY)
- deH\G aHg’,Hg(g/g_l>(gf)
- deH\GaHg’,Hg((g/g_l>g)f
- deH\G aHg’,Hg> Jf
= 9.
Zeigen wir (0Y)(0Y)~! = 1. Es wird
(g @y)(OY)(6Y)~!

Yyemad @ ((g@y)(0Y))
ZQ’GH\G gt e (9'9)Y0uy g
= Ygenc 979'9) © YOy, g
= g & Yy (ZQIGH\G aHgQng)

= gQ®y.
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Die RG-Linearitét von (Y)™! folgt nun aus der von Y.

Im folgenden werde hauptsichlich der erste Induktionsfunktor angewandt. Das Wechseln
von zweitem auf ersten bedingt allerdings das Einschalten von 6. Wir werden sehen, dafl
wann immer dieses 6 so ins Spiel kommt, etwas Interessantes passieren wird.

Beispiel. Seien G = (c) (keine Relation), R = Q, H = 1 und Y = Q. Dann kann man
0Y | als kanonische Inklusion [[, Q C— ][], Q ansehen, was kein Isomorphismus ist. Die
Endlichkeitsbedingung an den Index [G : H] fiir die Invertibilitéit von 6 kann also nicht

entfallen, zumindest nicht ersatzlos.
Korollar (Frobeniusreziprozititen). Folgende Aussagen gelten.

(1) Wir verfigen diber die Adjunktion

(1% 4 (-
(2) Wir verfiigen iiber die Adjunktion
()l = (1.
Ist [G : H] < o0, so ist auch
() = ()

Wir bezeichnen noch Coeinheit und Einheit der Adjunktion (=) 4 (=)|g mit

nX

Xl S X
gRQr > gz

y 2 vy
y — 1®y,

und Coeinheit und Einheit der Adjunktion (=)|g = (=) mit

villy Y
(RGLey) v 1f
X 5 X(ph©

r - (gr—g7),

vgl. Aufgabe 10. Ist das jeweilige Objekt aus dem Kontext bekannt, so schreiben wir auch
n fiir nY etc.

Beweis. Ad (1). Mit Aufgabe 13 (4) geniigt es zu zeigen, dafl
XJH — RG(RG7 X)

x +— (l—2x)
If - f
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ein in X natiirlicher Isomorphismus von RH-Moduln ist, wobei RG als RG-RH-Bimodul
aufzufassen ist. Die Natiirlichkeit in X folgt leicht, und ebenso, dal sich die angege-
benen Abbildungen wechselseitig invertieren. Bleibt zu zeigen, dafi z+— (1+—z) eine
RH-lineare Abbildung ist. Sei h € H. In der Tat ist (1 hz) = h(l+—z), da allge-
mein fiir f € ro(RG,X) und £ € RG gilt, daBl £(hf) =: (¢h)f, unter Verwendung der
RH-Rechtsmodulstruktur auf RG.

Ad (2). Mit vorstehendem Lemma geniigt es zu zeigen, daB (—)|g = (—)1. Mit Aufgabe
13 (4) geniigt es anzumerken, daf§

XJH — RG ®RG X
T 1 ® T
Exr  ~— E ® T

ein in X natiirlicher Isomorphismus von RH-Moduln ist, wobei RG als RH-RG-Bimodul
aufzufassen ist. o

Sei nun im folgenden stets |[G : H| < oo| vorausgesetzt.

Korollar. Es sind (=) und (—=)|y exakte Funktoren.
Beweis. Dies folgt aus dem vorangegangenen Korollar zusammen mit Aufgabe 17.
Dies hitte man auch direkt sehen konnen. In der Tat haben wir die folgende

Bemerkung. Es ist RG ein endlich erzeugt freier RH-Modul. Ein Reprdsentantensystem
von H\G ist eine RH-lineare Basis von RG, i.e. RG = @ ¢ ;po RRHy. Insbesondere ist

Q1Y projektiv iiber RG, sofern Q projektiv iiber RH ist, und Py projektiv iber RH , sofern
P projektiv iiber RG ist.

Beweis. Die direkte Summenzerlegung folgt aus einer eindeutigen Summendarstellung
eines Elementes in RG in den direkten Summanden. Ist @ endlich erzeugt projektiv
iitber RH, so ist () direkter Summand eines endlich erzeugt freien Moduls iiber RH;
vgl. Aufgabe 22 (1). Somit kénnen wir wegen der Additivitit von (—)|“ annehmen, daf
(Q = RH, und die Aussage folgt — ohne Verwendung der Freiheit von RG iiber RH. Ist
dagegen P endlich erzeugt projektiv iiber RG, so kénnen wir wie eben P = RG annehmen,
und die Aussage folgt aus der Freiheit von RG iiber RH; vgl. Aufgabe 22 (1). o

Bemerkung. Fir X € Ob-Mod RG ist

x X

r +— [G:H] z.

Beweis. Es wird

xe'f™n (¢ —gx)0™n

= (deg\c g ' ®@9(g Hg’w)) n

= Demclg ®gz)n

= D emcd 9T

= [G:H] =x. o
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2.5.2 Eckmann-Shapiro — “Adjunktion auf Ext- und Tor-Level”

Diese Merkhilfe in Anfiihrungszeichen ist nicht wortlich zu verstehen.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine Gruppe, und sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index, i.e. [G : H] < occ.

Wir erinnern daran, dafl ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermoge
mg = g tm fir m € M und g € G, und daB Projektivitiit bei diesem Seitenwechsel

bewahrt bleibt. Genauso fiir RH.

Lemma (Eckmann-Shapiro). Ist X ein RG-Modul undY ein RH-Modul, und ist k > 0,
s0 werden

Exth. (Y19 X) ~ Exth, (Y, X|y)
Exth (X, Y1%) ~ Exth,(X|g,Y)
Torf¢(Y1°, X) ~ Torf(Y, X|y)
~ Torf“(X,Y1®) ~ Torf(X|4,Y)

als R-Moduln. Insbesondere sind
H*(G,Y1 R) ~ HF(H,Y;R)

als R-Moduln.

Beweis. Sei P eine projektive Auflosung von X in RG-Mod, und sei () eine projektive
Auflésung von Y in RH -Mod.

Da (—)1G exakt ist, ist Q¢ eine projektive Auflssung von V1% in RG-Mod. Da RG frei
iiber RH ist, und da (—)]y exakt ist, ist Plg eine projektive Auflosung von X|g in
RH -Mod. Vgl. die erste Bemerkung aus §2.5.1.

Wir konnen also rechnen

Extho (V1% X) ~ HF(adQ, X))
Hk(RH(Q XJH))

ExtRH(Y Xlg)

H: (el P, YT°)

H’“(RG(P Y1)
(RH(P H,Y))

EXtRH( Y)

H(P ®ra Y1 )

Hk(P ®ra RG gy Y)

Hy(Plg ®ru YY)

TorfH (X |y, Y) .

11 1R

Exth (X, Y1%)

111 1R

Tor“(X, Y1%)

12

1R

Sodann erinnern wir uns daran, daf§ wir geméafl der ersten Bemerkung aus §2.2.2 in Tor
die Variablen vertauschen diirfen. o
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2.5.3 Vergleich der Standardauflésungen iiber H und iiber G
Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe, und sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < 0.

Wir haben beziiglich eines fest gewahlten Reprasentantensystems von H\G, welches 1 ent-
halte, eine RH-lineare Abbildung, die jedes Element dieser RH-linearen Basis von RG
nach 1 € RH schickt, die also

[0}

RG — RH
E:geHV;EZheH7%yh9 — EzgeHx;EZheH7ﬁyh

abbildet, wobei r, 4 € R.

Dies gibt einen Isomorphismus
(BarG;R)JH _a» BarH;R
GG Q- Qg > G & o - Q gpo

in K(RH -Mod), da beides projektive Auflosungen von R sind, und da Hgy diesen Mor-
phismus von Komplexen auf die Identitdt auf R abbildet.
Beispiel.

(1) Fir k= 1ist [g1]a = 1la® g = [g1].

(2) Ist G endlich und H = 1, so ist g = 1 fiir alle ¢ € G, und also [g1,...,gx]a =
1®---®1.

(3) Sei G = 83, sei H = ((1,2,3)). Seien die Rechtsnebenklassen durch G = H - 1 U
H - (1,2) reprisentiert. Sei a beziiglich dieses Reprasentantensystems definiert. Es

kommen
RG %~ RH

1 — 1
(1,2,3) — (1,2,3)
(1,3,2) — (1,3,2)

(1,2) +—— 1
(2,3) = (1,2,3)(1,2) +— (1,2,3)
(1,3) = (1,3,2)(1,2) — (1,3,2).

Um ein recht beliebiges Beispiel zu geben, es wird etwa

[(1,2), (1,3),(2,3)] = 19 (1,2)® (1,2,3) ® (1,3)
e 191®(1,2,3)®(1,3,2) = [1,(1,2,3), (1,2,3)] # [(1,2)a, (1,3)a, (2,3)] .

Mir ist keine Beschreibung der Operation von « auf den Elementen der Form [gq, ..., gi]

bekannt, die kiirzer wére als die Definition selbst.
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Sei R ein kommutativer Ring, sei GG eine Gruppe, sei H < G eine Untergruppe von

endlichem Index [G : H] < 0o, und seien X, X’ € Ob RG -Mod.
Wir haben eine R-lineare Abbildung

Res Jg

R X, XN (X, X )
f = fRes[§ = flu.

Auch in Gegenrichtung haben wir eine R-lineare Abbildung

a
Trig

re(Xlo, X'lu) —  rd X, X')
fo— (Tl == 900 = €07 (f1%)n,
den Transfer. Es ist fir x € X
(@)(N)Trlz) = =0~ (f1%)n
= (g g2)0=(f1%)n
= (Xpemed ' ® gfc) (f1%)m
= (Xpemed ' ® (g:v)f> 7
= Dgemed ((g2)f),

und daher wird explizit ausgeschrieben

X iy
T Yema 9 ((92)f)

()]

was uns aus der Losung zu Aufgabe 36 (1) bekannt vorkommt.
Bemerkung. Wir haben (f)Res |5 Tv1% =[G : H] - f fir f € rd( X, X').
Beweis. Mit der letzten Bemerkung aus §2.5.1 wird

fRes[g Trlg = & (flun®)0n
= feb™
= [G:H]-f.

Dies ist mit der expliziten Form auch leicht direkt nachzurechnen. Wir haben die zitierte

Bemerkung bemiiht, um zu zeigen, dafl die Gleichung £’6~n = [G : H| dahintersteht.
Beachte, daf} fiir RG-lineare Abbildungen X, £ X, und X ¢ 1 das Diagramm

wlg (—)u']
rar(Xoler, Xplu) L (X, X L)
lm% lmi’}

u(—)u’
rc{ Xo, X7) R X1, X1)
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kommutiert, da fiir eine RH-lineare Abbildung Xy|y Lox lu

w- (/) Tl o' = e (fA9)0 !
&' (ulgh) ()0 (|1 >

'(uln G)(f W'l G)
((uler - f -l )90~

= (uly - f-ly) TrTG

= ¢
= ¢

ist. Le. es liegt eine Transformation von gy((—)|g, (=)|g) nach re(—,=) vor.

Sei P ein Komplex von RG-Moduln. Mit der eben gezeigten Kommutativitét erhalten wir
einen Morphismus von Komplexen

Tr

ri(Pla, X' i) Rl rA P, X') .

Ist Q ~— P ein Morphismus von Komplexen von RG-Moduln, so kommutiert das Viereck
von Komplexen von R-Moduln

i Qlirs X'1ir) 5 il Plir, X' 1)
lmﬁ lmﬁ

rAQ, X") ro( P, X')

wie man punktweise unter Verwendung desselben Arguments verifiziert. Seien nun P und
Q@ zwei projektive Auflosungen von X. Definieren wir fiir £ > 0 den Transfer auf Ext als

die R-lineare Abbildung
k / Trﬁ k /
( Extl (X |, X' 1) T2 Exth (X, X ))
.f k / ~ k ! HF(Tr ) k Ny _~ k ’
= Bxtry (X|u, X'|u) == B (ru(Ply, X' o)) —" H'(rd P, X)) =+ Extpq(X, X)),
so zeigt das kommutative Diagramm

Ext® o (X g, X'|u)
s
H*( pu(Qlu, X' 1)) H*( red Pler, X'|1r))
lHk(’Iﬂg) lH’“(Tﬂg)
H*(rQ, X)) ~ H*( re( P, X))
e

Ethlc%G(Xa X/)
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(in welchem das obere Dreieck dem kommutativen Dreieck (IResX, @, P) in K(RG -Mod)
entstammt, welches seinerseits kommutiert, da Hg es auf ein Dreieck aus Identitdten ab-
bildet; analog das untere Dreieck), dafl diese Definition unabhéngig von der Wahl einer
projektiven Auflésung ist.

In die umgekehrte Richtung induziert Resjg fiir £ > 0 eine R-lineare Abbildung
(EXtIEG(XaX ) ] tRH(XJmX'JH))

(Res|fr

= (Bt (X, X) = B el P, X)) O 6Pl X))+ Excthyy (Xl X'l )

namens Restriktion, welche ebenfalls von der Wahl einer projektiven Auflosung un-
abhéngig ist.
Satz. Sei k > 0. Wir haben

Res J Tr 1

<EXtRG<X X)) —+# EXt]f%H(XJH,X/JH) — Ex tRG(X X )) = |[G:H]- 1Ext’;w(X,X') :

Beweis. Sei P eine projektive Auflosung von X in RG-Mod. Mit obiger Bemerkung ist
die Komposition

A Res|S g /
r( P, X') Resly ri(Pla, X'lg) — rd P, X")

gleich dem [G : H]fachen der Identitit. Dies bleibt erhalten nach Anwenden von H* und
isomorphem Ersetzen durch Extf. (X, X). o

Korollar. Ist |G : H| eine Einheit in R, so ist fiir k > 0 die Restriktion

G
Exth o (X, X)) "M Exth,, (X, X' i)

eine Coretraktion. Folglich ist diesenfalls Ext% (X, X') ein R-linearer direkter Summand
von Exth (X, X'|i).

Vorsicht. In diesem Zusammenhang “hat die kleinere Gruppe das groflere Ext”. Vgl.
hierzu die Situation fiir £ = 0.

Folgende Aussage verallgemeinert Aufgabe 36 (2) ein wenig.
Korollar. Gegeben k > 0. Ist G endlich, und ist Ext’ (X, X') =0, so ist

|G| - Extho(X,X') = 0.

Beweis. Die Multiplikation mit |G| auf Ext%, (X, X’) faktorisiert nach obigem Satz, an-
gewandt fiir H = 1, iiber Ext% (X, X'), i.e. iiber 0. o

Beispiel. Ist R = Z, ist £ > 2, und ist X endlich erzeugt iiber Z, so hat X iiber Z
eine projektive Auflosung mit Nulleintrdgen an allen Positionen > 2, und insbesondere
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ist Exty (X, X’) = 0. Mit dem Korollar folgt nun |G| - Ext} (X, X’) = 0. Dies folgt aus
Aufgabe 36 (2) nur, falls X projektiv iiber Z ist.

Lemma. Sei k > 0. Der Transfer bildet

G
Trigy
—_—

Fo (oo = Cpee g (lor- - gi)a)

ab, wenn f einen reprisentierenden k-Cozykel bezeichnet. Umgekehrt bildet

G
HH(G, X3 R) ¥ HE(H, X|y: R)
v U’ka

ab, wenn v einen reprisentierenden k-Cozykel bezeichnet.

Beweis. Sei H X’“—f>XJH ein  k-Cozykel. Dieser ist als RH-lineare Abbil-
dung RH®(k+1)—f>XJH aufzufassen, und zunéchst via des Isomorphismus

(Barg.z )|y — Barg.p in K(RH-Mod) nach af abzubilden. Wenden wir dann Tr{%
darauf an und lassen das Resultat auf [gy, ..., gx] € G** los. Die explizite Formel ergibt
in der Tat

91, ((@H) TG = D g ((glor, - geD)af) -

geH\G

Die Abbildungsvorschrift — fiir Resjg ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Wechsels der projektiven Auflosungen von Barg.g nach (Barg.r)ly vermoge
RA®FTD — (RGEFHD) g, [ha, oo ] = [ha, o :

2.5.5 Transfer fiir Tor
2.5.5.1 Allgemeines

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe, sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < oo, und seien X, X’ € Ob RG-Mod. Wir erinnern nochmals
daran, daB ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermége mg := ¢~ 'm
flir m € M und g € G.

Wir haben eine R-lineare Abbildung

Can G
Xl ®@ra X'l I e ®ra X'
x ® x’ — o ® x,

genannt kanonische Abbildung (engl. canonical map).

1

Da X ®rg raRGrg =+ X|g, t® g+ g~ 'z, haben wir einen R-linearen Isomorphismus

X ®re X'wl°) 2 Xlg ®rw X'lm
!

r ® (gor) — glz ® x .
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Wir haben (z ® (¢ ® 2'))¢ Can1% = g~z ® ' = = ® g2/, und also ¢ Can1% = X @17
Damit erhalten wir auch in Gegenrichtung eine R-lineare Abbildung

a
Trlg

X ®re X' — Xlp®py X'ln
r ® g o (22)Trl5 = ) (X0 ),

den Transfer. Explizit bedeutet dies, es wird
(z@2)Trs = (z@ae0 )

Y gemc(@ @ g7t @ gal)p
deH\G gr ® g’ .

Insbesondere lieferte eine alternative Definition unter Verwendung des ersten Tensorfak-
tors dieselbe Transferabbildung.

Bemerkung. Wir haben (z @ ') Tr|% Can1s = [G : H]- (z®2') fir 1 @2’ € X Qpg X'
Beweis. Mit der letzten Bemerkung aus §2.5.1 wird

(z®2') Tr|§ Can1s =

I
/\/&\/\
®

Um so nochmals darauf hingewiesen zu haben, dafl der omniprisente Faktor [G : H]| aus
der einzigen Quelle ¢~ n = [G : H| stammt. Natiirlich kann man die Bemerkung auch mit

der expliziten Formel sehen.

Beachte, daB fiir RG-lineare Abbildungen X; — X, und X! L X{, das Diagramm

u@u’

X1 ®pra X Xo ®ra X))
lmff lmi
Xl ®pa Xl 2 X1y @re Xl

kommutiert, da fiir 71 ® 2} € X; ®re X}

(mr@a)(ueu)Trf = 3 e 9(mu) @ glaiu)
= > semelgr)u® (gri)u’
= (Zyeme9m © g21) (uln @ w'ln)
= (r; @) TrG(ulg @ u]g)

ist. Le. es liegt eine Transformation von —®pge = nach (—)|g @rg (=)|g vor.



84

Sei P eine projektive Auflosung von X in RG-Mod. Mit der eben gesehenen Kommuta-
tivitdt erhalten wir einen Morphismus von Komplexen

Tr

G
P ®pe X 1 Ply @ru X'l
und so fiir £ > 0 eine R-lineare Abbildung
G
(TorkRG(X, X/ T porBH (x|, X JH))

G
— (TorkRG(X, X') e Hy (P @pe X)) ™8 1 (Ply @pi X' i) = Tor™ (X |y, X! JH)> ,

ebenfalls Transfer genannt, und von der Wahl der projektiven Auflésung unabhéingig.

Genauso erhalten wir in der umgekehrten Richtung den Morphismus
G
( TorPH (X |, X'g) S8 TorfS (X, X’))

Hy (Can’g)

- (TorkRH(X 1, X' 1iz) = Hi(Plo @ s X' 1) Hy(P ®pe X') = TorfC(X, X’)) ,

genannt kanonische Abbildung, welche ebenfalls von der Wahl einer projektiven Auflésung
unabhéingig ist.

Satz. Sei k& > 0. Wir haben

G G
(TorfS(x, x7) P Torf (X|yy, X'ly) “¥ TorfO(X, X)) =[G+ H] « Lygypo v -
Beweis. Dies ist eine Anwendung der vorstehenden Bemerkung. o

Korollar. Ist [G : H] eine Einheit in R, so ist fiir k > 0 die kanonische Abbildung

Canﬁ(

Tori™ (X |5, X' 1) Tory® (X, X")

eine Retraktion, und folglich TorkRG(X, X') ein R-linearer direkter Summand wvon
Toryd™ (X |m, X'|u).
Folgende Aussage verallgemeinert Aufgabe 36 (3) ein wenig.

Korollar. Sei k > 0. Ist G endlich, und ist Torf'(X,X') =0, so ist
|G| - Torf“(X, X") = 0.

Lemma. Sei k > 0. Der Transfer bildet

el

Hy(G,X;R) — Hi(H,X|u;R)

[ [hla'”ﬂhk] = deH\G Z g([gh...,gk]f)

[91,--.95) € GXF |
(glg1se-gk])a = [R1,....hi]
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ab, wenn [ einen reprisentierenden k-Zykel bezeichnet. Umgekehrt bildet

Can 1%

Hy(H, X|g; R) — Hu(G,X;R)
(91, .,gxJv falls g; € H stets
v ([91,,9k]H { 0 sonst

ab, wenn v einen reprisentierenden k-Zykel bezeichnet.

Beweis. Wir bilden das f reprisentierende Element in RG®*+D @ ro X ab, unter Beriick-
sichtigung dessen, daf wir von der projektiven Auflésung (Barg.g)|g via a zur projektiven
Auflésung Bary,r wechseln.

Z 9155 9kl © g1, - el f

[91,-,9%] € GX*

deH\G Z g[Qh"'ﬁgk]®g([glv"'agk]f)

[91;-,9%] € GX*

Seeme O (g aDa®glo .- glf)

[91,.-,9%]) € G*F

a®l

= Z [h177hk]® ZQEH\G Z g([gla7gk]f)
[h1,....hs] € HXF [91,-,9k] € Gxk
(g[glv"wgk])a = [hla"'zhk]

Die Abbildungsvorschrift —fiir Canﬁ ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Wechsels der projektiven Auflosungen von Barg.g nach (Barg.r)ly vermoge
RHEE) (RG] [y, . bl i— (B, .., ). :

2.5.5.2 Ein Transfermorphismus auf den maximalen abelschen Quotienten

§2.5.5.2 und §2.5.5.3 sollen der Illustration des allgemeinen Apparates aus §2.5.5.1 dienen.

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe, sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < 0.

2.5.5.2.1 Transfer auf den ersten Homologiegruppen

Wir haben eine kurz exakte Sequenz

g — 1

von RG-Moduln, wobei Augg.p = R(g—1: g€ G) ={>_ cqre9 € RG : 3 ;79 =0}
das Augmentationsideal von RG bezeichne, welches in der Tat als Kern eines Ringmor-
phismus ein Ideal ist.
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Die lang exakte Homologiesequenz auf dieser kurz exakten Sequenz liefert wegen
H; (G, RG; R) = 0 und wegen Hy(G, RG; R) =~ Ho(G, R; R) die exakte Sequenz

0— Hy(G; R) -2~ Hy(G, Auggp; R) — 0,

i.e. es ist hier d; ein Isomorphismus. Um 0; auszuwerten, miissen wir ein Urbild unter
RG — R wiéhlen, bevor wir das Differential anwenden, und dafiir verwenden wir die

Komposition mit der (nicht RG-linearen) Inklusion R s RG; vgl. §2.3.4.2.2.

Nun ist Ho(G, Augg.g; R) ~ (Augg.r)a ~ Augg, R/Augé; r- Insgesamt erhalten wir einen
Isomorphismus von R-Moduln, der auf 1-Zykeln wie folgt gegeben ist.

Hi(G;R) = Ho(G, Augeg; R)
Yacclal ®lalf — Y calolg™'fi—[glfi) = X cqlglg 1 fi—[g7 '] fi)

- AugG;R/Augé;R
= 2 gecly — (g~ '1f4)

2.5.5.2.2 Transfer auf den ersten Homologiegruppen fiir R =Z

Spezialisieren wir nun zum Fall R = Z. Wir schreiben Aug, := Augg 7. Es ist Hy(G) ~
Augg/Augg.

Wir haben einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

Augg/Augl, —~ G
g—1 — g
g-1 -—— g,

wobei die linke Seite additiv und die rechte Seite multiplikativ geschrieben werde.

In der Tat ist — wohldefiniert, da (¢ —1 : g € G ~ {1}) eine Z-lineare Basis von
Augg ist, und da (g — 1)(¢' = 1) = (99’ = 1) = (¢ = 1) = (¢’ = 1) auf gg'g"'g'"" =1
abgebildet wird fiir g, ¢ € G, und somit das Bild von Augl verschwindet. Umgekehrt
ist <— wohldefiniert, da die genannte Vorschrift wegen g¢’' — 1 = AugZ (g—1D+ (4 -1
einen Gruppenmorphismus von G in eine abelsche Gruppe definiert, welcher somit {iber
G? faktorisiert.

Insgesamt haben wir also, nach einer weiteren Inversion auf G, einen Isomorphismus

H,(G) = @G

Syecld @l Tlea g™
[9]®1 —i g,

wobei man die Riickrichtung wohldefiniert ist, da zum einen Z;(Barg z ®z¢Z) aus allen
Funktionen auf G mit Werten in Z und mit endlichem Trager besteht, und da zum anderen
von einem Element der Form —[g,¢'] ® 1 der 1-Rand —g[¢'| ® 1 + [g¢'| ® 1 — [g] ® 1 =
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lgg'|®@1—([g]®@1+][¢'|®1) stammt, der sicherstellt, dal zunéchst ein Gruppenmorphismus
G — H,(G) vorliegt, der dann iiber G® faktorisiert; cf. §2.3.3.

G
Isomorphe Substitution fiithrt den Transfermorphismus H;(G) Tl Hy(H) in den Mor-

phismus

e [f]
e —

Gab Hab
9 — Ilemcleg)a

gleichen Namens iiber. In der Tat wird

- T [§; N
g [glol =% Y (glg] Javg-1 = (99 ) .
geH\G — g®gg’ -1 geH\G
——

= 18®(9g9")a = [(99")a]

Wir erinnern daran, daB RG ——» RH die RH-lineare Abbildung war, die die gewéhlten
Repréasentanten der Rechtsnebenklassen von H in GG auf 1 abbildet.

Die Maschinerie hat uns also einen Morphismus geliefert, dessen Abbildungsvorschrift man
unter normalen Umsténden nicht findet, deren Unabhéngigkeit vom Reprisentantensystem

H\G man auch nicht auf den ersten Blick erkennt.

G
Isomorphe Substitution fiihrt ferner die kanonische Abbildung H;(H )Ca—zhi H,(G), die
h| ® [h|v nach h| ® |h]v schickt, in die Abbildung b @0l G hi—h
heH heH

uber.

Der Satz des vorigen Abschnitts hat nun das

G G
Korollar. FEs bildet die Komposition (Gab Trln - prab Canly Gab> ein Element g € G

. . . Can 1§, .. .
nach ¢'“H ab. Insbesondere, ist G abelsch, so ist H?P Jenly G?® injektiv, und also

gTrJg = ¢l fir g € G.

2.5.5.2.3 Sparsame Berechnung des Transfers

Zur effizienten Berechnung des Transfers machen wir Gebrauch von der Wahlfreiheit des
Reprisentantensystems [ \G, wobei natiirlich « beziiglich dieses Représentantensystems

zu bilden ist.

Sei g € G. Sei X C G so,daB 1 € X, und so, daB G = || .« Uie[o,cru Hzg', wo-
bei ¢, ;= min{i > 1 : Hxg' = Hz}. Wihle entsprechend das Repriisentantensystem
{zg" : € X, ie€]0,¢, — 1]} fir H\G. Beachte, daB >" ¢, =[G : HJ.

Lemma. Es wird
gTrJg = H rg=r
rzeX
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Hierbei ist xg=x~* € H fiirx € X.

Beweis. Mit der zum gewéhlten Reprisentantensystem von H\G gehorigen Abbildung o

ist (zg® - g)a gleich 1, falls i € [0, ¢, — 2], und gleich zg°=x~!, falls i = ¢, — 1. Begriinden

wir letzteres. Es ist z¢g%x~! in H, da Hxg = Hx nach Definition von c,. Also ist

rg=t. g = (xg=x71)(xg") eine Zerlegung wie gewiinscht in der Definition von . o
G G

Korollar (erneut). Es bildet die Komposition <Gab Trle - ppan Canly Gab> ein Element

g € G nach ¢!l ab.

2.5.5.3 Eine Anwendung des Transfers auf den maximalen abelschen Quoti-
enten

Die folgende Anwendung des Transfers ist, wie auch schon der Inhalt von §2.5.5.2.3, dem
Skript [18, Ch. 7] entnommen.

Sei p > 0 prim. Sei A := (Z/p")"*®(Z/p?*)2®- - -®(Z/p*)™ fiir ein £ > 1 und gewisse r; > 0,
additiv geschrieben. Eine abelsche p-Gruppe isomorph zu A heile vom Typ (11, ..., 7).

Lemma. Es ist

At Al = p* | JT &= JT -] [] @-D

1€[1,r1] 1€[1,r2] 1€[1,ry)

fiir ein e > 0.

Beweis. Der Endomorphismenring von A 1488t sich wie folgt als Blockmatrix schreiben.

End A =
— (Z/p1z)r1 XT1 <plz/pQZ)r1 X192 (pQZ/pSZ)Tl XT3 <p3z/p4z)r1 Xra .. (pé—lz/pﬁz)rlxw
(Z/plz)rgxrl (Z/pZZ)rgxrg (plz/p3z)r2><r3 (pQZ/p4z)r2><r4 .. <pE—ZZ/pﬁz>r2><r¢
(Z/plz)’r‘3><’r‘1 (Z/p2z)r3xr2 (Z/p3Z)T3><T3 (plz/p4z)r3><r4 L. (p£—2z/péz)r3xm
i (Z/pIZ)T‘ngl (Z/pQZ)T‘gXTQ (Z/p?)Z)TgXT‘g, (Z/p4z)7'g><7‘4 R (Z/pr)TgXT‘g

Wir behaupten, dafl

Aut A =

[ GL.,(Z/p'Z) (0'Z/p*Z) (P*Z/P°Z)">™ (p°Z/p'Z)™>" - (p'"'Z/p'Z) ™
(Z/plz)rgxrl GLT2<Z/p2z) (plz/p3z)r2 X7rs (p2z/p4z)r2><fr4 . <p£—2z/pfz)r2><rg
(Z/plz)rgxrl (Z/p2z)r3><r2 GLT3(Z/])3Z) (plz/p4z>r3><r4 . (pz_?’Z/pZZ)mXW

(Z/plz>rgxr1 (Z/p2z)7”g><’l”2 (Z/p3z)7’[><7”3 (Z/p4z>’l”g><7’4 . GLW(Z/]?ZZ)
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Dazu geniigt es zu zeigen, dafl ein Endomorphismus A —2» A genau dann ein Automorphis-

mus ist, wenn der induzierte Endomorphismus A/pA . A/pA ein Automorphismus ist.
Hierfiir wiederum geniigt es zu zeigen, dafl ¢ genau dann surjektiv ist, wenn ¢ surjektiv
ist. Ist ¢ surjektiv, so auch ¢. Umgekehrt, sei ¢ surjektiv, i.e. sei (A/Ap)/p(A/Ap) ~ 0.
Dann aber ist A/Ap ~ 0, wie man erkennt, wenn man A/Agp als direkte Summe zyklischer
p-Gruppen schreibt.

Mit dieser Beschreibung von Aut A an der Hand geniigt es nun anzumerken, daf§ fiir
r > 0 und i > 1 der Morphismus GL,(Z/p") — GL,(F,) surjektiv ist, wie man durch
eintragsweise Wahl beliebiger Urbilder, durch Betrachtung der Determinante und Verwen-
dung der Cramerschen Regel erkennt. Denn der Kern dieses Morphismus ist die p-Gruppe

E, + (pZ/p'Z)"™*" < GL.(Z/p'Z). o

Sei G eine Gruppe endlicher Ordnung, und sei p ein Primteiler von |G|, welcher eine
abelsche p-Sylowgruppe H von G besitzt.

Bezeichne N := Ng(H) ={g € G : H? = H} den Normalisator von H in G. Bezeichne
Ca(h):={g9g € G : h% = h} den Zentralisator eines Elements h € H in G.

Lemma. Seihe€ H. Esist {ge G : h? € H} C Cg(h)- N.

Beweis. Sei g € G so, daBl h9 € H. Da H abelsch ist, ist H < Cg(h), und auch H <
Ca(h?) = Cg(h)?, d.h. YH < Cg(h). Da H und 9H p-Sylowgruppen von Cg(h) sind, gibt
es ein ¢ € Cg(H) mit 9H = °H. Damit ist g = c(c7'g) € Cg(h) - N. o

Lemma. Das Bild des Transfermorphismus Tr |5 : G*® — H* = H st gleich HNZ(N).
Beweis.

(I) Wir behaupten, dafi das Bild des Transfermorphismus in H N Z(N) enthalten ist.
Dazu miissen wir zeigen, dal (g Tr[$) = ¢ Tr [ fiir g € G und n € N. Nun ist G — G,
g+ "g, ein Isomorphismus von G nach GG, der H nach H abbildet.

Sei allgemeiner ein Isomorphismus G —— G' von Gruppen gegeben, und sei H das Bild
einer Untergruppe H < G unter o. Dann ist (Tr (%) (¢|g)?® = (¢**)(Tr]%), da fiir einen
Reprisentanten g € G eines Elementes in G* gilt, da8

g(TrJg)(W‘H>ab = ngH\G(QQ)OéQD

= [Lienc((@0)(g9))e ap

[Licq a(9(g9))p ap
g(e™)(Tr[F) |
da ¢ lap die zu dem Reprisentantensystem [ \G, welches aus dem Représentan-
tensystem H\G via ¢ hervorgeht, gehorige Abbildung ist, weil fir g € G die Zer-

legung g~ ' = (g 'a)g mit einem Représentanten g aus H\G fiir eine Zerlegung
g = (go tap)(ge) mit go~tap € H verwandt werden kann.

g=23g¢

Zuriick zu unserer Situation. Anwendung auf ¢ : g "¢ gibt nun
(gTrlg) = g(Trlg)(elu) = g9 Trly = (") el = 9Tl
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fir g € G, da g und "g dasselbe Element in G*" reprisentieren.

(II) Wir behaupten, da H N Z(N) im Bild des Transfermorphismus enthalten ist. Da
(G : H] teilerfremd zur Ordnung von H N Z(N) ist, geniigt es dazu zu zeigen, daf Tr |5
ein Element h von H N Z(N) nach hl%#] abbildet.

Sei m € Z so, daB m[N : H] =y 1. Wir haben einen Gruppenmorphismus

H -~ HNZ(N)
o (e ™)

Dieser ist wegen H abelsch unabhéngig von der Wahl eines Représentantensystems N/H.
Da Multiplikation mit einem Element aus N ein Repréisentantensystem in ein ebensolches
iiberfiihrt, ist das Bild von v in der Tat auch in Z(N) enthalten. Es ist hy = (h™)y fir
h € H und n € N. Schlieflich ist hy = h fiir h € H NZ(N).

Es ist fiir h € H nach dem Lemma des vorigen Abschnitts in den dortigen Bezeichnungen

hTrly = [ ahea",

zeX

wobei xh®x~! € H stets. Nach vorigem Lemma 148t sich fiir jedes solche z € X eine
Darstellung 2! = a,n, finden mit a, € Cg(h) und n, € N. Also wird

hTr(S = H n,'hen,
zeX

und es folgt
hTelgy = (hy) .

Ist nun sogar h € H NZ(N), so wird

hTrl = hTrlgy = (hy)H = Rl

o

Satz. Wir erinnern daran, dafi p ein Primteiler von |G| ist, daff H eine abelsche p-
Sylowgruppe von G ist, und dafy N = Ng(H). Es besitze dariberhinaus G keinen Normal-
teiler von Index p. Dann gelten (1) und (2).

(1) Esist HNZ(N) = 1.

(2) Sei H vom Typ (r1,...,7¢). Seir = max;en q1¢ die Breite von H. Es ist

geT ([N:H] [[W-1] #1.

i€[1,r]
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Beweis. Wir haben nach vorangehendem Lemma einen surjektiven Morphismus
G

G— G Z(N). Ware H NZ(N) # 1, so hitte H N Z(N) und somit auch

G einen Quotienten der Ordnung p, was unserer Voraussetzung an GG widerspricht.

Es operiert N auf H durch Konjugation. Der Normalteiler H von N operiert hierbei
trivial. Dies gibt einen Morphismus N/H — Aut H. Sein Bild ist nicht gleich 1, da sonst
H in HNZ(N) lage, was eben ausgeschlossen wurde. Die Ordnung dieses Bildes teilt
[N : H] und

AwtHl = p°- [ [T =D | [T &= ][] -1,

ie[lzrl} i€[177”2} i€[17rd

wobei e > 0. Da nun p kein Teiler von [N : H] ist, ist der angefiihrte ggT ungleich 1. o

Korollar. Es gelte die Situation des Satzes. Ist |H| = p® fir ein a > 1, so ist
ggT ([N tH, [Licp g (P — 1)) # 1.
Beweis. Die Breite von H ist hochstenfalls gleich a. o

Korollar. Es gelte die Situation des Satzes. Die Anzahl |G : N| der p-Sylowgruppen in G
ist ein echter Teiler von [G : H].

Beweis. Ware [G : N| =[G : H], so wire N = H, was sowohl (1) als auch (2) widersprichts

Beispiel. Sei G eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe. Sei p ein Primteiler von |G|,
welcher eine abelsche p-Sylowgruppe H von G besitzt.

(1) Ist p = 2, so hat H wenigstens Breite 2. Insbesondere gibt es keine einfache nichtabel-
sche Gruppe mit einer zyklischen 2-Sylowgruppe. So z.B. kénnen die 2-Sylowgruppen
von Aj nicht zu Cy isomorph sein.

(2) Ist p = 2, und hat H die Breite 2, so ist 3 ein Teiler von [N : H| und also auch
von |G|. Insbesondere hat jede einfache nichtabelsche Gruppe, deren Ordnung nicht
durch 3 geteilt wird, und die eine abelsche 2-Sylowgruppe besitzt, eine solche von
Breite > 3.

(3) Sei abermals p = 2. Ist |H| = 8, so ist [V : H] =3 0 oder [N : H| =7 0. Ist |H| = 16,
soist [N : H| =30, [N : H|]=50o0der [N: H]=;0.

(4) Seip=3.Ist |[H| € {3, 9}, soist [N : H] =5 0. Insbesondere ist die Anzahl [G : N]|
der 3-Sylowgruppen ein Teiler von [G : H]/2. Ist |H| = 27, soist [N : H] =5 0
oder [N : H] =3 0. Insbesondere ist die Anzahl [G : N] der 3-Sylowgruppen ein
Teiler von [G : H|/2 oder von [G : H|/13. (Hierbei teile keine ganze Zahl eine echt
gebrochene.)

Beispiel. Sei G eine einfache Gruppe von Ordnung 60. Sei H eine 2-Sylowgruppe von
G. Es ist H von Ordnung 4, also abelsch (und also isomorph zu Cy x C5). Die Ordnung
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|N| ihres Normalisators N ist in {4, 12,20,60}. Wir kénnen |N| = 60 ausschlieBen, da G
einfach ist. Mit dem zweiten Korollar kénnen wir | N| = 4 ausschlieBen. Aus |N| = 20 folgte
ein nichttrivialer, und also wegen der Einfachheit von G injektiver Morphismus von GG nach
Ss3 vermittels der transitiven Operation von G auf G/N. Dies ist ebenfalls unmoglich. Also
muf} | N| = 12 sein. Hier erhalten wir einen injektiven Morphismus G — S;. Da sein Bild
B von Index 2 in S ist, ist es ein Normalteiler in Ss. Folglich ist es gleich Aj, denn
ansonsten ware B N As ein Normalteiler von Index 2 in B. Insgesamt ist also G ~ As;.

Beispiel. Wir wollen zeigen, dafl es keine einfache Gruppe von Ordnung 132 gibt. Sei
eine solche Gruppe G als existent angenommen. Sei H eine 11-Sylowgruppe von G, und
sei N ihr Normalisator in G. Da die Anzahl der 11-Sylowgruppen [G : N] =1; 1 ist und
zugleich 12 teilt, ist [G : N] € {1, 12}. Da G einfach ist, ist H kein Normalteiler in G,
und folglich [G : N] # 1. Da G einfach und H abelsch ist, ist nach dem zweiten Korollar
(G : N] < 12. Wir haben einen Widerspruch.

2.5.6 Mackey

Wir folgen [3, Chap. 3].

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe und seien H, K < G Untergruppen von
endlichem Index, i.e. [G : H] < oo und [G : K] < oo. Beachte, daf§ dann H N 9K von
endlichem Index in H und in 9K ist fiir g € G.

Sei M ein RK-Modul. Fiir ¢ € G schreiben wir 9M fiir den RYIK-Modul, der M als
unterliegenden R-Modul besitzt, und fiir den % - m := km definiert ist fiir k£ € K. Dies

definiert eine Aquivalenz RK -Mod i}) RIK -Mod und somit auch einen Isomorphismus

RK(M>N) — RgK(gM7 gN)
© F— Yo m—myp

fiir RK-Moduln M und N.
Sind insbesondere M und N zwei RG-Moduln, so haben wir einen Isomorphismus
(M) = MG
m > gm

von 9K -Moduln fiir ¢ € G; genauso fiir N. Identifizieren wir entlang dieser Isomorphismen,
so erhalten wir einen Isomorphismus

rdMIE NG 2 pad MG, NIS)
o = % mr—g((g7'm)p) .

Variieren wir M und N, liefert dies eine Transformation von Funktoren
(RG -Mod)° x RG-Mod —% R-Mod.

Es ist 99 = 9 9%) fiir ¢ wie eben und g, g € G.
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Wihlen wir eine projektive Auflésung P von M iiber RG, so ist dies auch eine projektive
Auflésung von M Jf( iiber RK, und wir kénnen

Exthe (MG, NIE) =~ H'(aPI5,NIG) 5L B (qad PG, NIS)) = Extlhue(MGe, N[5

@ — %
setzen, wobei n > 0. Dies ist unabhéngig von der Wahl der projektiven Auflésung P.
Desweiteren ist 94 = 9 %) fiir ¢ wie eben und g, § € G. Ferner ist fip = ¢ fiir k € K.

Wir bezeichnen mit F\G/K wahlweise die Menge der H-K-Doppelnebenklassen in G,
oder aber ein Reprisentantensystem fiir diese. In anderen Worten, | | JEH\G/K HgK = G.

Beachte, dal HgK = UheH/(gKmH) hgK fiir g € G, da hgK = hgK fiir h, h € H genau
dann gilt, wenn h(9K N H) = h(9K N H) ist.
Lemma. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sei ¢ € ri(M|5, N|5%.). Es wird

pTeiEResly = Y (%) Reslonn Teliienn € (Mg, NI5) .
9geH\G/K

Beweis. Fiir m € M[$ wird

m(yp Tr1f Res|f)

2 sera® ((km)p)

= Ysee/r((@Im)y)
hg

Y gemncric 2onemysxnm M9((g h™Im)p)
ZQGH\G’/K ZheH/(gKmH) h((hflm) g(p)

ZgGH\G/K m (( %) ReSJIg(KﬂH Tr1gKﬂH) .

o

Lemma. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sein > 0, und sei ¢ € Ext (M|, N|5).
Es wird

(TriReslf; = > (%) Reslony Trligny € Bxthy, (M5, NIG) .
geH\G/K

Beweis. Sei P eine projektive Auflosung von M iiber RG. Sei, unter Milbrauch der Be-
zeichnung, ¢ € RK(PnJIG(, N JIG() ein représentierender Zykel. Einen repréasentierenden Zykel
in g H(Pnjg, N Jfl) des Bildes seiner Cohomologieklasse unter TrhG( Res Jg kénnen wir geméf
vorigem Lemma als 3 .o (%) Res |ow s T0 T s erhalten. o
Seien M und N zwei RG-Moduln. Sei n > 0. Ein Element ¢ von Extl,; (M5, N|%) heiBe

invariant unter G, falls
(€) ReSJgHmH = (%) Resjggm{
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fiir alle g € G. Der R-Teilmodul in Ext’;;(M|5, N|5) der G-invarianten Elemente werde
mit Ext?, (M5, N|5)¢ bezeichnet.

Fiir den Fall, dal H ein Normalteiler in G ist, ist ( also genau dann invariant unter G,
wenn 9 = ( fiir alle g € G.

Satz. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sei n > 0. Sei [G : H] als invertierbar in R
vorausgesetzt. Es ist

Res Jg

Exthe(M, N) —+ Exthy, (MG, NI§)° .

Beweis. Nach dem ersten Korollar aus §2.5.4 bildet die betrachtete Restrik-

tionsabbildung injektiv nach Ext};, (M %, N(%) ab. Wir miissen noch zeigen, daB sie nach

Ext?, (M5, N|$)S abbildet und daB sie dorthin auch surjektiv abbildet.

Zeigen wir zunéchst, daf fir ¢ € Exth,(M,N) die Restriktion ¢ Resjg invariant un-
ter G ist. Sei P eine projektive Auflésung von M iiber RG, und, unter Miflbrauch der
Bezeichnung, ¢ € ro( Py, N) ein représentierender Zykel. Das Bild seiner Cohomologie-
klasse wird durch (ReSJg € RH(PnJg,NJg) repréasentiert. Sei g € G. Wir zeigen, daf3

sogar YCRes|S) Res|onny = CRes|GRes|opny i reomnm(PalSanm NSian) gilt, und
daher auch die Gleichheit der représentierten Cohomologieklassen. Sei x € P,. Dann ist
z9CRes (%) = g((¢7'2)¢) = g9 " (z¢) = 2¢ = x(¢Res %), wenn wir uns wieder daran
erinnern, daf} { selbst RG-linear ist.

Sei nun umgekehrt ¢ € Ext’, (M|%, N|%)¢ gegeben.

Bezeichne [HgH : H]| die Anzahl der H-Linksnebenklassen in HgH fiir ¢ € G. Beachte,
daB [HgH : H| = [H : HN ‘H], da HgH = | |,c gy sy h9H.

Mit vorigem Lemma und unter Verwendung des Satzes aus §2.5.4 wird
fTﬂg Resjg = deH\G/H (%) ReSJggmH TﬂgHmH
de H\G/H § ReSJgHmH TYﬁHmH

(e H + H OV oH]) €

(deH\G/H [HgH : HD §
= [G:HE

Also wird [G : H|7'¢ Trﬁ unter Resjg auf £ abgebildet. o

Korollar. Sei n > 1. Sei |G| endlich, sei p ein Primteiler von |G|, und sei P eine p-
Sylowgruppe von G. Sei |G : P] invertierbar in R. Sei 9P NP =1 fir g € G~ Ng(P).
Seien M und N zwei RG-Moduln derart, dafs Mle projektiv oder NJ? injektiv iber R ist.

Unter diesen Voraussetzungen ist

G
Res JNG(P) Res ch )

Extpo(M,N) —~ EXt?aNG(P)(MJgG(P):ngg(m) —~  Extpp(M[3, N[Z)Ne")
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Ferner ist ([G : Ng(P)] — 1) Extho (M, N) = 0.
Beachte, da geméB Sylow [G : Ng(P)] — 1 =, 0 ist. Ist also e.g. R = F,, so ist die

Annullationsaussage leer.

Beweis. Mit vorstehendem Satz bleiben die Surjektivitiit von Res [§ o(py und die Annulla-
tion (|G : Ng(P)] — 1) Extpho (M, N) = 0 zu zeigen.

Schreibe H := Ng(P). Fiir g € G\ H ist 9PN H = 1. Denn wére x € 9PN H und z # 1,
so hétte z eine Ordnung p® mit a > 1. Ferner wire x ¢ P, da sonst x € 9PN P = 1. Daher
wére die Restklasse von x in H/P ungleich 1, so daf§ dies, da |H/P| zu p teilerfremd ist,
auch fiir die Restklasse von zP* = 1 gilte. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir £ € Ext%P(MJIGD, N J]GJ) wird unter Verwendung von 1 € G als Doppelnebenklassenre-
prasentanten

fTYLG:: RGSJg = Z (%) ReSJZJI;mH TﬂanH
9€H\G/P

= (Telp + ) (%9)Res| [P Ty
9€EH\G/P , g¢H =0

und es ist folglich Tr]g Resjg = Tr1g. Mit dem Satz aus §2.5.4 ist Tr1g surjektiv, und
also auch Res |5.

Ferner erhalten wir unter Verwendung der Aufgabe 44 und des Satzes aus §2.5.4 das
kommutative Diagramm

[G:H]
Exthe(M, N) Extyy (Mg, NIz) Extq(M, N)
T 1GT Tr1g
o e 7
Extpp (M2, N7)
Ebenfalls dank loc. cit. ist TrLGD epimorph, so dafl es in Tr]IGD G : H = TN]GD gekiirzt

werden kann, und wir (|G : H| — 1) Ext} (M, N) = 0 erhalten. o



Kapitel 3

H! und H?

3.1 H!

3.1.1 Multiplikative Notation

Sei GG eine Gruppe. Sei M ein ZG-Modul. Wir schreiben M multiplikativ. D.h. das neutrale
Element wird 1 € M geschrieben; die vormalige Summe von Elementen m, m’ € M wird
als Produkt m-m’ = mm/ geschrieben; das Resultat der Operation eines Elementes g € G
auf einem Element m € M als %m. Dann ist mm = mm, {mm) = m%n, 'm = m und
99m = 9Y(9m) fiir g, ¢ € G und m, m € M.

Dies hat seinen Sinn darin, dafl in der Gruppentheorie Gruppen in der Regel multiplikativ
geschrieben werden. Ansonsten wére eine abelsche Untergruppe einer multiplikativ geschrie-

benen Gruppe additiv zu schreiben, was ungewohnlich ausséihe.

In dieser gednderten Schreibweise werden

ZMG, M) = Z'(zdBargz, M))
= (G2 M, gr—gd : (gh)d = (gd) - Ah) fiir g, h € G}
BY(G, M) := B! (z¢(Bargz, M))

= {Gﬁ’Muquam =9m-m~ : me M}
HY(G,M) = ZYG,M)/BYG,M);

vgl. Beispiel (2) aus §2.3.2. Hierbei ist die Z-Modul-Struktur auf Z'(G, M) gegeben durch
g(0-9) = gd- g0 fiir g € Gund 9, d € Z'(G, M); sie wird also ebenfalls multiplikativ
notiert.

Fiir eine Derivation 9 € Z'(G, M) und ein g € G gelten noch folgende Regeln.
10 =1
(97)0 = ((99))

96
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Ersteres erkennt man bei Betrachtung von (1-1)0. Zweiteres erkennt man bei Betrachtung
von (g~ g)0.

Wie schon erwiihnt, heifien Elemente aus Z'(G, M) auch 1-Cozyklen oder Derivationen.
Elemente in B!'(G, M) werden als 1-Corénder oder innere Derivationen bezeichnet. Wir
werden in H!'(G, M) ohne weiteren Kommentar mit reprisentierenden Derivationen ar-
beiten.

3.1.2 Komplemente

Sei G eine Gruppe. Sei M ein multiplikativ notierter ZG-Modul. Wir bilden das semidi-
rekte Produkt M x G, welches durch die Menge M x G mit der Multiplikation

(m, g)(m, g) = (m%n, gg)

fir m,m € M und g, g € G gegeben ist. Es ist M x G eine Gruppe, in welcher das
Einselement durch 1 := (1,1), und die Inversion durch (m,g)” = ((¢ m)~,g~) gegeben
ist.

Wir betrachten M via m+— (m, 1) als Normalteiler von M x G, und G via g+ (1, g)
als Untergruppe von M x G.

Wir beschrianken uns also auf semidirekte Produkte beziiglich eines abelschen Normalteilers.

Sei K:={K<MxG : MNK =1, MK = M x G} die Menge der Komplemente von
M in M xG. Esist eg. G € K.

Jedes Komplement K ist isomorph zu (M x G)/M ~ G via k+—— kM. Nicht notwendig

aber konjugiert zu G in M x G, wie sich gleich zeigen wird.

Es operiert M x G auf K via Konjugation, da aus M N K = 1 folgt, daB3
MN*K= MNK)=1 fuir + € M x G, und da genauso aus MK =M x G
folgt, daB M*K = {MK)=M x G fir * € M x G. Sei £ die Menge der
M x G-Konjugationsklassen von Komplementen von M in M x G.

Satz. Wir haben eine Bijektion

H'(G,M) = K
0 — Ky := {(g0,9) : g G}

der ersten Cohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in M mit der Menge der Konju-
gationsklassen von Komplementen von M in M x G.

Beweis. Zeigen wir zunéchst, dafl Ky eine Untergruppe von M x G ist. Dazu geniigt es
zu zeigen, dal G — M x G, g+ (g0, g) ein Gruppenmorphismus ist. Fiir g, h € G ist
in der Tat

((gh)0, gh) = ((g9) - AhI),gh) = (g9,9)(hd,h) .
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Wegen M N Ky =1und MKy = M x G ist also tatséchlich Ky € K.

Um zu zeigen, daff die behauptete Abbildung H!(G, M) — K wohldefiniert ist, geniigt
es zu zeigen, daf fiir 9 € Z' (G, M), fiir m € M und fiir g € G die Elemente (g0, g) und
(9(00n), g) via eines von g unabhingigen Elementes konjugiert sind. In der Tat wird

(9(90m),9) = ((99)(90m), 9)
= (m~(g9)m,g)
= (m’,l)(ga,g)(m,l)
= (m,1)7(g99,9)(m,1) .

Zeigen wir die Surjektivitdt. Sei K € K. Wegen M N K = 1 gibt es fiir jedes g € G
hochstens ein m € M mit (m,g) € K. Denn aus (m, g), (m,g) € K folgt

(m, g)(m,g)” = (m,g)((* m)",97) = (mm~,1).

Wegen MK = M x G gibt es fiir jedes g € G auch wenigstens ein m € M mit (m,g) € K.
Denn fiir gegebenes g € G ist (1,9) € MK, also (1,g9) = (m,1)(m,g) fiir ein m € M
und ein (m,g) € K. Daraus folgt aber ¢ = §. Insgesamt kénnen wir eine Abbildung

G -2+ M dadurch definieren, dafl wir (g0, ¢g) € K verlangen. Zu zeigen bleibt, dafl es sich
um eine Derivation handelt. Nun ist fiir g, h € G aber ((gh)0, gh) € K, und, da K eine
Untergruppe ist, auch (g9, g)(hd,h) = ((90)%h0),gh) € K. Nach Definition von 0 ist
folglich (gh)0 = (g0) 9(h0).

Zeigen wir die Injektivitét. Seien Ky und Kj; konjugiert via (m,g) € M x G von links.
Fiir g € G erhalten wir als konjugiertes Element

(m. 9)(30,3)(m, )~ = (m*30)(*** m)~, %)

woraus

mYgo) (% m)” = ()0 = (99)%30)*(g~9) = (99)439)** ((99)")
folgt. Hieraus ergibt sich wiederum
(7 m)(g0)(* m)~ = 7 (g0)(9)% ((90)7),

und daraus

§(007) = (§0)(§0)~ = %n -1~
fur

Korollar. Sind M und G endlich, und sind dazuhin |M| und |G| teilerfremd, so sind alle
Komplemente zu M in M x G zueinander konjugiert.

Beuweis. Dies folgt aus vorstehendem Satz zusammen mit der Aussage, dal H' (G, M) = 1;
cf. Aufgabe 39 (3). o
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Beispiel.

(1)

Sei G = ((1,2)) < 83, sei M = ((1,2,3)) < S3. Die G-Operation auf M sei
durch die Konjugationsoperation innerhalb von &3 erkliart, was es uns ermoglicht,
S; mit M x G vermoge ((1,2,3)", (1,2)7) =~ (1,2,3)"(1,2)’ zu identifizieren, wobei
1, J € Z. Gemif Korollar gibt es nur eine Konjugationsklasse von Komplementen
u ((1,2,3)) in Ss. In der Tat sind die Komplemente ((1,2)), ((2,3)) und ((1,3))
zueinander konjugiert.

Sei M = {((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < S84, sei G = ((1,2), (1,2,3)) < &;. Die
G-Operation auf M sei durch die Konjugationsoperation innerhalb von &, erkléart,
was es uns ermoglicht, &4 mit M x G vermoége Multiplikation der Eintrdge der
Elemente von M x G zu identifizieren.

Wir behaupten, dal H (G, M) = 1 fiir ¢ > 1. Es ist M ein F;S3-Modul. Sei P ei-
ne projektive Auflosung von Z als ZG-Modul. Da z(P, M) ~ zd(P @z F», M) =
Bd P ®z Fy, M), und da P ®z F, eine projektive Auflosung von F, iiber F»Ss ist,
ist auch H(G, M) ~ HY(G, M; F,) fiir i > 0. Es geniigt also zu zeigen, dafl M in-
jektiv iber FyS3 ist. Wir behaupten, dafl ein endlich erzeugter F»,S3-Modul genau
dann injektiv ist, wenn er projektiv ist. In der Tat ist (—)* eine kontravariante Au-
todquivalenz von Fy,S3-mod, schickt also injektive auf projektive und projektive auf
injektive Moduln; cf. Aufgabe 37 (1). Da aber F2S3 o~ (F2S3)* via 0t (p— 0,4 ),
und da (—)* additiv ist, werden gemdfi Aufgabe 22 (1) projektive Moduln auch
auf projektive abgebildet. Ist also P projektiv, so ist P* auch projektiv, und damit
P** ~ P injektiv. Ist umgekehrt I injektiv, so ist [* projektiv, und also auch I** ~ [
projektiv. Somit geniigt es zu zeigen, dafl M projektiv iiber F,S3 ist.

Nach Aufgabe 35 (4) ist der durch die Operation

(1,2) — (7373)
(1,2,3) +— (7371)

auf (Z(Q))2 gegebene Z2)S3-Modul ein Summand von Z2)S3, mit zugehorigem Idem-
potent (0, ((1)8) ,0) in den dortigen Bezeichnungen. Insbesondere ist dieser Modul
projektiv iiber Z)Ss. Also ist seine Reduktion modulo 2, gegeben durch die Ope-
ration
(1,2) +— (15)
(1,2,3) — (1)

auf (Fy)?, projektiv iiber F,S3. Diese Reduktion ist aber isomorph zu M vermoge
(6) — (1,3)(2,4) und (?) = (1,4)(2,3). Diese Projektivitét zeigt H/(G, M) = 1
fiir i > 1; insbesondere H'(G, M) = 1.

Also gibt es nur eine Konjugationsklasse von Komplementen zu
((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) in S4. In der Tat sind ((1,2), (1,2,3)), ((1,2), (1,2,4)),
((1,3), ( 3,4)) und ((2,3), (2,3,4)) alle zueinander konjugiert.
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(3) Sei Dg:=((1,2,3,4), (1,3)) < S4. Ausgeschrieben ist
Ds = {1, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,3), (1,2)(3,4), (2,4), (1,4)(2,3)} .

Sei G = ((1,3)) < Dg, sei M = ((1,2,3,4)). Die G-Operation auf M sei durch die
Konjugationsoperation innerhalb von Dg erklért, und wir identifizieren Dg = M xG.
Die Menge K der Komplemente von ((1,2,3,4)) in Dg zerfillt in die Konjugations-
klassen {((1,3)), ((2,4))} und {{(1,2)(3,4)),((1,4)(2,3))}. Also ist [H}(G, M)| = 2,
und folglich H' (G, M) ~ C,.

3.1.3 Autostarrheit
Sei
eine kurz exakte Sequenz von Gruppen.

Fiir einen Automorphismus o von G, der N in sich iiberfithrt, bezeichne o|g/n den auf
G/N induzierten Automorphismus.

Fiir x € G bezeichne o, den inneren Automorphismus G =~ G, g+— g*.

Seien
Aut(G,N) = {o€AutG : o|y =idn, olg/ny =idg/n}

Inn(G,N) = {o, : z€Z(N)}.

Ist z € Z(N), so ist 0.|y = idy, und, wegen zN = 1- N, auch o.|q/n = idg/n. Somit ist
Inn(G, N) < Aut(G, N).

Fiir p € AutG, 2z € Z(N) und g € G ist go.p = (¢*)p = (gp)*? = gpo.,. Daher ist
Inn(G, N) < Z(Aut(G, N)). Insbesondere folgt

Inn(G,N) < Aut(G,N) < AutG .

Die kurz exakte Sequenz N C» G—G/N heifle autostarr, wenn Inn(G,N) =
Aut(G, N). Diesenfalls ist ein Automorphismus auf G, der N in sich iiberfiihrt, bereits
bis auf (unvermeidliche) Konjugation mit Elementen aus Z(N) durch seine induzierten
Operationen auf N und auf G/N bestimmt.

Via Konjugation von links ist Z(N) ein multiplikativ geschriebener Z(G/N)-Modul.

Satz. Wir haben einen Gruppenisomorphismus

ZNG/N,Z(N)) =~ Aut(G,N)
0 — (9+(99)g),

welcher zu einem Isomorphismus

BY(G/N,Z(N)) =~ Inn(G,N)
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einschrdinkt. Somit ist auch
HY(G/N,Z(N)) =~ Aut(G,N)/Inn(G,N).

Insbesondere ist die kurz exakte Sequenz N C G — G /N genau dann autostarr, wenn

H'(G/N,Z(N)) = 1.

Die Schreibweise g0 ist ein Milbrauch von Bezeichnungen; eigentlich miiite es (g/N)d
heiflen.

Beweis. Zeigen wir den behaupteten Isomorphismus Z!'(G/N,Z(N)) =~ Aut(G, N). Fiir
die Wohldefiniertheit der angegebenen Abbildung zeigen wir zunéchst, dafl fiir ei-
ne Derivation 0 die Abbildung g+ (¢90)g ein Automorphismus von G ist. Wegen
((gh)0)(gh) = (g0)%hd)(gh) = (g0)g - (hd)h liegt ein Morphismus vor. Die Umkehr-
abbildung ist gegeben durch g+— (g0)~g; hierfiir bemerken wir ((g0)g)0 = g0d. Es ist
ZY(G/N,Z(N)) — Aut(G, N) ein Gruppenmorphismus, da fir 9, d € Z'(G/N,Z(N))

sich die Komposition zu

g — (90)g — (((99)9)0)((99)g) = (90)(90)g = (9(9D))g
ergibt.

Die Injektivitit von Z'(G/N,Z(N)) — Aut(G, N) ergibt sich aus der Konstruktion. Zei-
gen wir die Surjektivitat. Sei ¢ € Aut(G, N). Wir miissen zeigen, dafl gN — (go)g~ in
Z'(G/N,Z(N)) liegt. Zunichst ist (go)g~ = (gn)o - (gn)~ fiir g € G und n € N, es ist
also gN +— (go)g~ eine wohldefinierte Abbildung von G/N nach G. Da go und g nach

Voraussetzung an o dasselbe Bild in G/N haben, ist (go)g~ € N. Wir wollen zeigen, dafl
(go)g~ € Z(N). Tatsdchlich wird fiir n € N

n(go)g n~ = ((ng)o)g n~ = ((gn’)o)g™n~ = (go)n’g™n" = (go)g~ .
Bleibt also zu zeigen, dal gN +—— (go)g~ eine Derivation ist. Fiir g, h € G wird in der
Tat ((gh)o)(gh)~ = (90)9~g(ha)h=g~ = (g0)g~ - *((ha)h~).

Desweiteren wurde behauptet, dafi unser Isomorphismus B!(G/N,Z(N)) auf Inn(G, N)
abbildet. Fiir z € Z(N) kommt nun 9, auf g (¢90,)g = 2~ %g = 2~ gz = go,. Umgekehrt
kommt fiir z € Z(N) der innere Automorphismus o, auf gN +—— (go,)g~ = 27 gzg~ =
27 9% = g0,. o

Bemerkung. Insbesondere ist Aut(G, N) abelsch.

Korollar. Eine kurz exakte Sequenz N C G — G/N endlicher Gruppen, fir welche
|Z(N)| und |G/N| teilerfremd sind, ist autostarr.

Beweis. Dies folgt aus vorstehendem Satz zusammen mit Aufgabe 39 (3). o

Autostarrheit ist ein typisches (co)homologisches Phanomen. Stellt sich in einer Situation
eine erhoffte Aussage als zu naiv heraus (hier: “alle kurz exakten Sequenzen sind auto-
starr”; im vorigen Abschnitt: “alle Komplemente sind konjugiert”), so ist manchmal ei-
ne nicht immer verschwindende (Co)Homologiegruppe daran schuld. Man sagt dann, die

(Co)Homologiegruppe stelle ein Hindernis oder eine Obstruktion gegen die Aussage dar.
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Beispiel.

(1) Sei G =Cy x Cy = (a:a*>=1) x (b:b* =1). Sei N = (a). Der Automorphismus
ar—a, b—ab von G ist in Aut(G, N), aber nicht in Inn(G, N) = 1. Also ist
die kurz exakte Sequenz Cy — (5 X Cy — (5 nicht autostarr. Aquivalent, es ist
H(Cy, Cy) # 1. In der Tat ist, da Cy isomorph zum trivialen F,Cy-Modul ist, sowie
gemafl Aufgabe 41,

HI(OQ,CQ) >~ HI(CQ,CQ;FQ) ~ HI(CQ;FQ) ~ FQ.

(2) Sei G = Sy, sei N = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) =~ Cy x Cy. Aus Beispiel (2)
in §3.1.2 wissen wir, da H'(G/N,N) = 1. Also ist die kurz exakte Sequenz
Cy x Cy s §; —= S5 autostarr. Eine direkte Rechnung ergibt, dal Cg, (Cy x Cs) =
Csy x (5, was zusammen mit Aut S, = Inn S, diese Tatsache ebenfalls liefert. Vgl.
Aufgabe 62 (2).

3.2 H?

3.2.1 Erweiterungen mit abelschem Kern

Sei GG eine Gruppe. Sei

N . E X @
eine kurz exakte Sequenz von Gruppen; i.e. es ist ¢ injektiv, p surjektiv, und das Bild von
1 ist der Kern von p. Sei zunéchst N nicht notwendig abelsch.

Man kann auch eine Interpretation iiber Kern und Cokern analog zu Aufgabe 14 angeben,

obwohl (Gruppen) keine additive Kategorie ist.

Wir wollen dieser kurz exakten Sequenz einen Gruppenmorphismus
G— Ouwt N := Aut N/Inn N

entnehmen. Hierbei bezeichnet Aut N die Automorphismengruppe, und Inn N :=
{r+—2" : n€ N} <Aut N darin den Normalteiler der inneren Automorphismen.

Zur Schreibvereinfachung betrachten wir ¢ als Inklusionsabbildung, i.e. wir schreiben
x = x € FE fir x € N. Zundchst einmal haben wir einen Gruppenmorphismus
E— AwtN, et (z+—>2°), da N (genauer, Ni) ein Normalteiler in E ist. Da die-
ser Morphismus N auf Inn N abbildet, induziert er einen Gruppenmorphismus G =~
E/N — Aut N/Inn N = Out N.

Ist speziell N abelsch, so ist Out N = Aut N, und die Sequenz induziert einen Grup-
penmorphismus G — Aut N. Dadurch wird N zu einem (multiplikativ notierten) ZG-
Rechtsmodul, welchen wir auf iibliche Weise zu einem ZG-Linksmodul uminterpretieren
konnen, viz. % :=nY fir g € G und n € N.
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Ausgeschrieben, und mit Bezeichnung des Morphismus ¢, erhalten wir diesenfalls die Ope-
ration eines Elementes ¢ € G von links auf einem Element n € N, indem wir ein e € E
mit ep = g wahlen, n? von links mit e konjugieren, und davon das eindeutige Urbild unter
i nehmen. Le. ()i = 9ni), vorausgesetzt, es ist ep = g.

Sei nun M ein gegebener multiplikativ notierter ZG-Linksmodul. Eine Erweiterung von
G mit M sei eine kurz exakte Sequenz von Gruppen

M_i.E_p.G’

wozu die dem ZG-Modul M unterliegende abelsche Gruppe verwandt werde, derart, dafl
die von dieser Sequenz induzierte Operation von G auf M mit der gegebenen Opera-
tion iibereinstimmt. In anderen Worten, die resultierende Operation von G auf M sei
vorgeschrieben.

Zwei Erweiterungen (i,p) und (7/,p’) von G mit M heiflen dquivalent, wenn es einen

Morphismus F Ry 5 gibt, der das Diagramm

M—=F-sq

L1,
. P’

M—=FE —=G
kommutativ macht, i.e. fiir welchen if =4’ und fp' = p ist.

Dies impliziert, dafl f ein Isomorphismus ist, wie wir nun kurz verifizieren wollen. Wir
behaupten die Injektivitit. Sei e € F mit ef = 1 gegeben. Dann ist efp’ = ep = 1, und
also gibt es ein m € M mit e = mi. Somit ist mi’ = mif = 1, woraus wegen ¢’ injektiv
m = 1, und schliellich e = mi = 1 folgt. Wir behaupten die Surjektivitat. Sei ¢ € FE’
gegeben. Sei e € F mit ep = €'p’. Wegen (€¢/(ef)”)p' = (¢'p’)(ep)” =1 gibt es ein m € M
mit mi’ = e'(ef)”. Es folgt ¢/ = (mi’)(ef) = ((mi)e)f.

In einer Modulkategorie folgte dies mit dem Schlangenlemma aus Aufgabe 20 (1), cf. Auf-
gabe 20 (2).

Die Aquivalenzklassen von Erweiterungen von G mit M heien Erweiterungsklassen von
G mit M.

Eine spezielle Erweiterung ist durch das semidirekte Produkt
MxG = {(m,g) : me M, ge G}

gegeben, welches mit der Multiplikation (m, g)(m/,¢') = (m9%m’, gg') ausgestattet ist;
namentlich ‘
M 2 MxG & @
m +— (m,1)
(m,g) — g.
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Diese ganze Erweiterung (ig,pp) von G mit M werde ebenfalls als semidirektes Produkt
von G mit M bezeichnet.

Wir haben eine Coretraktion zu py, gegeben durch G —> M x G, g (1, g). Liegt eine
Erweiterung (i, p) in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes, so ist folglich p
eine Coretraktion.

Wir behaupten umgekehrt, dafl eine Erweiterung
M Bt G,

fiir die es einen Gruppenmorphismus s mit sp = 1 gibt, zum semidirekten Produkt
dquivalent ist. In der Tat ist M x G— E, (m, g)— (mi)(gs) ein Gruppenmorphis-
mus, der das verlangte Diagramm kommutativ macht. Letzteres ist ersichtlich, verifizie-
ren wir ersteres. Fiir m, m’ € M und g, ¢ € G geht (m,g)(m/,¢') = (m9m/, gg’) auf
(m9m')i - (gg')s = mi - (9m')i - gs - ¢'s, was wegen (9m')i = (m'i) in der Tat mit
mi - gs-m'i- g's iibereinstimmt.

Somit ist fiir eine Erweiterung (i,p) von G mit M genau dann p eine Retraktion, wenn
(,p) in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes von G mit M liegt.

Da wir M multiplikativ notieren, notieren wir auch H?(G, M) multiplikativ. So werden
Zz(G, M) = Z2( ZG( BaI‘G7z, M))
= {GxG—M : 4(h,k)z)(g,hk)z = (gh, k)z - (g9,h)=}
Bz(G, M) = BQ(Zg(Bal"G’Z,M))
(G % G2 M, (g,h) — (g,h)za == (hd) - (gh)d)~ - gd : G—+M}
HA(G,M) = Z2(G,M)/BXG, M),
cf. Beispiel (3) aus §2.3.2.

Satz. Die Menge der Erweiterungsklassen von G mit M steht in Bijektion zu H?(G, M).
Hierbei korrespondiert die Klasse des semidirekten Produktes zu 1 € H?(G, M).

Beweis. Sei
722G, M) = {z€Z*(G,M) : (g,1)z=1und (1,9)z = 1 fiir alle g € G} < Z*(G, M)
die Untergruppe der reduzierten 2-Cozyklen in Z?(G, M).
Wir behaupten, dafi der induzierte injektive Gruppenmorphismus
724G, M)/ (BX(G, M) N Z2,4(G, M) 72(G, M)/BX(G, M) = H2(G, M)
auch surjektiv ist. In anderen Worten, wir behaupten, daf3 jede Cohomologieklasse wenig-

stens einen reduzierten 2-Cozykel enthélt.

Sei z € Z*(G,M). Fiir g € G ist 9(1,1)z) = (g, 1)z, wie aus der 2-Cozykelbedingung mit
(g,1,1) anstatt (g, h, k) folgt. Ferner ist (1, 1)z = (1, g)z, wie aus der 2-Cozykelbedingung
mit (1,1, g) anstatt (g, h, k) folgt. Also ist Z2,(G, M) ={z € Z*(G, M) : (1,1)z = 1}.
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Sei nun z € Z*(G, M) ein beliebig gegebener 2-Cozykel. Sei G- M, g (1,1)z, und
sei 2/ :=z-z;. Es wird

(1,1) = (1,1)z-

= (1,1

= (,1)z-

und folglich ist 2’ ein reduzierter 2-Cozykel. Nach Konstruktion reprasentieren 2z’ und z

dieselbe Cohomologieklasse.

Wir bemerken noch, dafl

Dz - (L,D)z-(1,1)2z- =1,

BY(G, M) N Z2,(G, M) = {zg : G-+ M, 1d=1} .

In Worten, wir haben gezeigt, dafl wir uns von vorneherein auf reduzierte Repriasentanten

beschranken diirfen.

Wir werden nun eine Abbildung von den Erweiterungen nach
HQ(G’ M) = Z?ed(G’ M)/(B2<G’ M) A Z?ed(G’ M))

definieren, und werden sodann zeigen, dafy zwei Erweiterungen in derselben Erweiterungs-
klasse auf dasselbe Element abbilden. Das definiert dann eine Abbildung von den Erwei-
terungsklassen von G mit M nach H?(G, M).

Sel .
M- E N q,

eine Erweiterung von G mit M. Wihle eine Abbildung von Mengen G-+ FE - im allge-
meinen kein Gruppenmorphismus — mit op =1 und 1o = 1. Fiir g, h € G ist

((99) - (ho) - ((gh)o) Jp = g-h-hg™ =1,

und somit definiert (g, h)z%i := go - ho - ((gh)o)~ ein Element (g, h)z° € M.
Es mifit 27 die Abweichung der Abbildung ¢ davon, ein Gruppenmorphismus zu sein.

Wir wollen verifizieren, dafl 2z ein reduzierter 2-Cozykel ist. Seien g, h, k € G gegeben.
Es wird

(Ao k=) - (9, k)27 - ((gh, k)=") - (9, )=")" )i

= ga(ha-ka- ((hk:)a)_) -go-(hk)o-((ghk)o)~- ((gh)a~ka~ ((ghk)a)_)_‘ (ga-ha- ((gh)a)_)
= go-ho-ko-((hk)o)~-(go)~-go-(hk)o-((ghk)o)~-(ghk)o- (ko)™ ((gh)o)~-(gh)o-(ho)~
= 1.

(g0)”
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Wir miissen die Unabhéngigkeit von der Wahl von ¢ nachweisen. Ist & eine weitere Ab-
bildung mit 6p = 1 und 16 = 1, so ist zu zeigen, daB (g, h) — (g, h)2" - ((g,h)z%)  ein
2-Corand ist. Wir setzen gdi := (go)(go)~ fiir g € G und erhalten damit fiir g, h € G

(g2 ((9.0)2) )i = (90)(ha) ((gh)) ™ ((9h)5) (h6) " (95)"

- (97 h)zdi ’

Seien nun (7, p) und (i, p') in derselben Erweiterungsklasse, sei also ein Gruppenmorphis-
mus f mit if =4 und fp’ = p gegeben. Sei o eine Abbildung mit op = 1. Wéhle ¢’ := o f.
Es werden (g, h)2%i = go-ho - ((gh)o)™ und (g, h)27' i’ = go'-ho'-((gh)o’)~ fiir g, h € G.
Daraus folgt
(9.h)2""i" = go'-ho'-((gh)o’)”

= (90-ho-((gh)o)")f
= ((g,h)2° )
= (9 ,

7h)

und also (g,h)z% = (g, h)27 stets, i.e. 27 = 2°.

Wundert man sich, dafi man sogar Gleichheit der 2-Cozyklen selbst erhélt, und nicht nur
ihrer Cohomologieklassen, so erinnere man sich daran, dafl wir diese Bewegungsfreiheit mo-
dulo 2-Coréndern bereits im Nachweis der Unabhéngigkeit von der Wahl von ¢’ ausgeniitzt

haben, und wir hier ein spezielles o’ gewihlt haben.

Somit ist eine Abbildung von den Erweiterungsklassen von G' mit M nach H?*(G, M)
konstruiert.

Wir merken noch an, daf§ aus 0 Gruppenmorphismus folgt, dal 27 = 1. Die Erweiterungs-
klasse des semidirekten Produktes wird also, wie behauptet, auf 1 € H*(G, M) abgebildet.
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Nun wollen wir eine Abbildung von Z2 (G, M) in die Erweiterungen von G' mit M an-
geben. Sodann wollen wir zeigen, dafi zwei 2-Cozykel in derselben Cohomologieklasse
zwei Erweiterungen in derselben Erweiterungsklasse liefern, was dann eine Abbildung von
H%(G, M) in die Erweiterungsklassen von G mit M definiert.

Sei also z € Z2 (G, M). Definiere die Gruppe
Mx,G = {(m,g) : me M, ge G}

vermoge der Multiplikation

(mvg) ’ (mlvg/) = (m - 9m/ - <g7g/>Z7 gg/) :

Das Einselement ist gegeben durch (1, 1), da z ein reduzierter 2-Cozykel ist. Die Assozia-
tivitét folgt fiir (m,g), (m’,¢"), (m”,¢") € M x, G aus

((m, g)(m', ¢")(m", g") -9’ (9,9")z, 99')(m", g")
I’ (g,9')2 - 9m” - (99’ 9")2, 99'9")
-’ 99" - (g9',9")2 - (9,9)2, 99'9")
-’ 9" - (g, g")2) - (9.9'9")2: 99'9")
Lg)(m' - Im" - (g, g")z, ¢'9")

m, g)((m’,g")(m",g")) .

3

3

3

3

(m
(
= (
(
(
(

Das Inverse zu (m,g) € M x, G ist (m,g)" = (9 (m~) -9 ((9,97)27), g ). Wegen der
bereits gezeigten Assoz1at1v1tat geniigt es, hierfiir (m, g)(m,g)~ = (1,1) zu verifizieren.
Wegen 9 ((g,97)z) = (g, 9)z ist aber auch (m, g)~(m,g) = (1, 1) ersichtlich.

Wir haben eine kurz exakte Sequenz
M e Mx.G G,

wobei mi, := (m, 1) fir m € M und (m, g)p, := g fiir (m,g) € M x, G. Ferner induziert
Konjugation mit dem Urbild (1, g) eines Elements g € G wegen

(Lg)m, 1)(1,9)" = (“m,9)(Y ((9,97)27), 97) = (“m-(9,97 )2 (9,9 )z 1) = (m,1)

fiir m € M gerade die vorgegebene GG-Operation auf M. Diese nun konstruierte Erweite-
rungsklasse von G mit M sei das Bild von z.

Sei nun G —%+ M so eine Abbildung, daf z; reduziert ist, i.e. so, daB 1d = 1. Sei Z := 2z, .
Wir behaupten, dafl

M x,G I M x;G
(m,g9) == (m-gd,g)
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ein Gruppenmorphismus ist. Seien (m, g), (m',¢') € M x, G. Dann ist

(m7g)f ’ (m/7g/)f -

.?
<
=
Q\

(m

(m

( .

( .gd.gm/.g(
(

(m

(

(m, g) - (m 9N
Nach Konstruktion von f ist i, f = i; und fp; = p.. Wir haben also eine Abbildung von
H%(G, M) in die Erweiterungen von G mit M konstruiert.

Abschlieend miissen wir noch zeigen, daf3 sich die Abbildung von den Erweiterungklas-
sen von G mit M nach H?(G, M) und die Abbildung in die entgegengesetzte Richtung
wechselseitig invertieren.

Sei z € Z*(G, M) ein reduzierter 2-Cozykel. Withle G —~ M X, G, g— (1, g). Dann ist
(9,h)27i, = go-ho-((gh)o)”
1,9)(1>h)((gh)_(f(9h> (gh)™)z)7), (gh)7)
(9, 1)z, gh) (" (((gh, (gh)7)2)7), (gh)7)
Eg, Z%z (gh, ((gh)™)2)™ - (gh, (gh) ™)z, (gh)(gh)™)
g,h)z

;1)
g,h)zi,

(
(
(
(
(

fir g, h € G, ie. 27 = z.

Sei umgekehrt eine Erweiterung
M- B "G

gegeben. Wir wéhlen eine Abbildung G 7+ E mit op = 1 und 1o = 1, und behaupten,
daf
Mx..G - E
(m,g) = (mi)(go)

ein Gruppenmorphismus ist. Fiir (m, g), (m/,¢') € M X, G erhalten wir
" (g,

((m.g)-(m' . g))f = (m-m'(g,9)2", 99')f
= mi-(m')i- ( ) i-(99")0
= mi-(m)i-go-go- ((gg) )" (99)o
= mi- 9(m'i)-go-g'o
= mi-go-mi-go

= (m>g)f (m,ag/)f .

Nach Konstruktion von f ist i,of =i und fp = p,-. Somit ist das Bild (i.«,p.,-) von 27
in derselben Erweiterungsklasse wie (i, p). o
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Als Konsequenz erhalten wir “Schur-Zassenhaus mit abelschem Kern”.

Korollar. Se: .
N -« E X @

eine kurz exakte Sequenz endlicher Gruppen, und sei N abelsch. Sind |N| und |G| teiler-
fremd, so liegt diese Erweiterung in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes.
Insbesondere ist dann p eine Retraktion.

Beweis. Statten wir N mit der von (7, p) induzierten Operation von G aus. Nach Aufgabe
39 (3) ist H*(G, N) = 1. GemiB unserem Satz gibt es nur die Erweiterungsklasse des
semidirekten Produktes von G mit N. o

Bemerkung. Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G, so ist der Restklassenmor-

phismus G 2~ G /N genau dann eine Retraktion in (Gruppen), wenn N ein Komplement
K in G hat. Hierbei ist K < G ein Komplement zu N, wenn NN K =1 und NK = G.

Denn ist p eine Retraktion, und s eine zugehorige Coretraktion in (Gruppen), so ist
K := (G/N)s ein Komplement zu N in GG, da zum einen jedes Element g € G in der Form
(9(gps)~)(gps) mit (g(gps)~) € Kernp = N und gps € K geschrieben werden kann, und
da zum anderen fiir g € G aus gps € N folgt, dafl gp = gpsp = 1, und also gps = 1 ist.

Umgekehrt, ist K ein Komplement zu N in G, so ist p|x : K — G/N ein Isomorphismus,
dessen Injektivitdt aus N N K = 1 und dessen Surjektivitdt aus NK = G folgt. Das
Inverse dieses Isomorphismus, komponiert mit K C . G, ist eine Coretraktion zu p.

In dieser Allgemeinheit hat man bei Existenz eines Komplements K einen Isomorphismus
N x K =~ @G, (n, k) —nk, wobei das semidirekte Produkt mittels der Operation von K
auf N zu bilden ist, die von der Konjugation innerhalb G resultiert.

3.2.2 Schur-Zassenhaus

Wir wollen die Giiltigkeit des Korollars aus §3.2.1 ohne die Voraussetzung an IV, abelsch zu

sein, erreichen.

Lemma (Frattini). Sei G eine endliche Gruppe, sei N <G, sei p ein Primteiler von N,
und sei P eine p-Sylowgruppe von N. Dann ist Ng(P)- N =G.

Beweis. Es operiert die Gruppe N transitiv auf ihren p-Sylowgruppen. Daher gibt es fiir
jedes g € G ein n € N mit P9 = P". Also ist gn~! € Ng(P), und somit g € Ng(P) - N. o

Bemerkung (Modularitéit). Sei G eine Gruppe, seien H, K, L < G, und sei H < L.
Dann ist

H(KNL) = HKNL

als Teilmengen von G.
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Beweis. Sei h € H, und sei k € K N L. Dann liegt hk in HK, und wegen h € L und
k € L auch in L. Seien umgekehrt h € H und k € K mit hk € L gegeben. Dann liegt
k = h=(hk) in L, da h~ in L enthalten ist, und somit ist hk € H(K N L). o

Sei GG eine endliche Gruppe.

Ein Normalteiler N <4 G mit |N| teilerfremd zu |G/N| heile ein Hall-Normalteiler oder
hallsch in G.

Ist N ein Hall-Normalteiler von G, und K < G eine Untergruppe von Ordnung |G/N/|,
so ist aus Elementordnungsgriinden N N K = 1, und daher auch |NK| = |N||K| = |G|.
Somit ist diesenfalls K bereits aus Ordnungsgriinden Komplement zu N in G.

Ferner werden wir des 6fteren verwenden, daf ein Normalteiler N <G, der ein Komplement
K mit Ordnung |K| teilerfremd zu |N| hat, hallsch ist.

In Teil (i) des Beweises des folgenden Theorems geht eine Idee ein, die ich aus [10] kenne;
vgl. [11, 1.§18].

Theorem (Schur-Zassenhaus.) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N ein Hall-Normalteiler
n G.

(i) Es hat N ein Komplement in G.

(ii) Ist N oder G/N auflosbar, so sind alle solche Komplemente konjugiert.

Beweis. Ad (i). Wir nehmen an, es gibt eine endliche Gruppe, die einen Hall-Normalteiler
besitzt, fiir welchen (i) nicht gilt. Sei G eine solche endliche Gruppe minimaler Ordnung,
und sei N < G ein Hall-Normalteiler, welcher kein Komplement besitzt. Insbesondere ist
N # 1.

Sei p ein Primteiler von |N|, und sei P eine p-Sylowgruppe von N. Wir behaupten, daf
P <G@G. Sei im Gegenteil angenommen, es sei Ng(P) < G. Mit Frattini ist G = Ng(P) - N.
Es ist Ny(P) hallsch in Ng(P), da der Quotient isomorph zu Ng(P)N/N = G/N ist.
Wegen der Minimalitét von |G| existiert ein Komplement K zu Ny (P) in Ng(P), isomorph
zu G/N. Da N hallsch in G ist, ist aus Ordnungsgriinden K ein Komplement zu N in G.
Wir haben einen Widerspruch; es folgt P I G.

Sei Z das Zentrum von P. Es ist Z # 1, da P eine nichttriviale p-Gruppe ist. Es ist Z
charakteristisch in P und also normal in G. Wegen der Minimalitdt von |G| hat N/Z
ein Komplement L/Z in G/Z. Es ist also NN L = Z und |N/Z||L/Z| = |G/Z], i.e.
INIIL] = 1G11Z].

Nun ist Z hallsch in L und abelsch, hat also nach dem Korollar aus §3.2.1 samt nachfol-
gender Bemerkung ein Komplement M in L. Insbesondere ist |M| = |L/Z| = |G/N|. Da

N hallsch in G ist, ist aus Ordnungsgriinden M ein Komplement zu N in G. Wir haben
einen Widerspruch.
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Ad (id).

(1)

Sei angenommen, es existiere eine endliche Gruppe G mit einem auflésbaren Hall-
Normalteiler mit zwei nicht zueinander konjugierten Komplementen. Wihle ein sol-
ches G minimaler Ordnung, und sei N < G darin ein auflésbarer Hall-Normalteiler
mit zwei nicht zueinander konjugierten Komplementen K und L. Es ist N # 1, und
also die Kommutatoruntergruppe N’ echt in N enthalten. Da N’ charakteristisch in
N ist, ist N' < G.

Sei K := KN'/N' das Bild von K in G := G/N’, und sei L := LN'/N’. Beachte, daf
wegen KN N'=1und LN N’ =1 gilt, daB K ~ K ~ G//N. Aus Ordnungsgiinden
sind K und L Komplemente zum abelschen Normalteiler N := N/N’ in G. Mit dem
Korollar aus §3.1.2 gibt es somit ein z = 2N’ € G/N’ mit K = L. In anderen
Worten, es ist K*N' = LN'. Wir konnen somit K N’ = LN’ annehmen.

Nun ist N’ ein auflésbarer Normalteiler von K N’. Aus Ordnungsgriinden sind L
und K Komplemente zu N' in KN'. Wegen |KN'| = |K||N'| < |K||N| = |G| folgt
aus der Minimalitat von |G|, dafl L und K sogar bereits in KN’ konjugiert sind.
Wir haben einen Widerspruch.

Sei angenommen, es existiere eine endliche Gruppe G mit einem Hall-Normalteiler
mit zwei nicht zueinander konjugierten auflosbaren Komplementen. Wahle ein sol-
ches G minimaler Ordnung, und sei N < G darin ein Hall-Normalteiler mit zwei
nicht zueinander konjugierten auflésbaren Komplementen K und L. Insbesondere
ist N < G. Da G/N auflosbar ist, gibt es ein N < M <G derart, da [G : M| =: p