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Kapitel 1

Einleitung

Mit der Quantenmechanik wollen wir beginnen, die Welt des Mikrokosmos zu verstehen.
Wir bendtigen dazu eine vollig neue Denkweise: die physikalischen Ablaufe mikroskopis-
cher Systeme lassen sich nicht mit den uns vertrauten makroskopischen Formalismen,
wies wir sie in der Mechanik und Elektrodynamik kennengelernt haben, beschreiben. Wir
werden sehen, dass sich z. B. Ort und Impuls eines Elektrons nicht gleichzeitig exakt bes-
timmen lassen, was im Widerspruch zur klassischen Mechanik steht. Weiterhin werden
wir feststellen, dass elektromagnetische Strahlung unter bestimmten experimentellen Vo-
raussetzungen Teilchencharakter besitzt — ein eklatanter Widerspruch zur Maxwell’schen
Elektrodynamik. FEbenso wichtig ist die Tatsache, dass sich Energie und Impuls in
mikroskopischen Systemen nicht kontinuierlich iibertragen lassen, sondern i. a. nur in
Portionen — sogenannten Quanten. D. h. wenn wir den Mikrokosmos verstehen wollen,
miissen wir eine ganz neue Physik lernen — die Quantentheorie. Unter diesem Begriff
findet man alle Teilgebiete der klassischen Physik in erweiterter Form wieder:

Quantenmechanik: die Erweiterung der Newton’schen Punktmechanik unter Be-
riicksichtigung der erwahnten Phanomene des Mikrokosmos

Quantenelektrodynamik: Quantisierung der elektromagnetischen Wechselwirkung

Quantenfeldtheorie: Verallgemeinerung der klassischen Feldtheorie

Quantenmechanik fiir Systeme mit Temperatur 7" # 0: Erweiterung der
statistischen Mechanik / Thermodynamik

Man findet aber auch Gebiete, die kein makroskopisches Analogon besitzen, wie z. B. die
Quantenchromodynamik, die eine entscheidende Rolle in der Elementarteilchenphysik
spielt.

Wir wollen uns hier speziell nur mit der Quantenmechanik beschéftigen. Die Schwierigkei-
ten beim Verstandnis der Quantentheorie liegen in der Unbegreiflichkeit der physikalischen
Abldufe. Im Gegensatz zur makroskopischen Welt, die wir anfassen (begreifen) kénnen,
lasst sich der Mikrokosmos nur indirekt beobachten. Wir konnen mit unseren Sinnen kein
Molekiil, Atom oder gar Elementarteilchen erfassen, sondern deren Realitat nur durch die
Reaktion makroskopischer Messgerate wahrnehmen.
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Die Quantentheorie lasst sich wohl nicht begreifen. Wir konnen nur lernen, damit umzuge-
hen.

1.1 Experimente zum Verstandnis der makroskopis-
chen Physik

Um die Jahrhundertwende wurden die ersten Experimente zum Verstandnis des mikros-
kopischen Aufbaus der Materie durchgefithrt. Dabei schien sich zunéchst der klassis-
che Ansatz (Materie besitzt Teilchencharakter, Strahlung besitzt Wellencharakter) zu
bestatigen:

1.1.1 Entdeckung der Kathodenstrahlen

Ende des 19. Jahrhunderts wurden in Experimenten von W. Crookes, P. Lenard, J. Per-
rin die sogenannten Kathodenstrahlen entdeckt und als negativ geladene Teilchen inter-
pretiert. In spéteren Experimenten (J.J. Thomson (1897), R.M. Millikan (1909)) wurden
Ladung und Masse dieser als Elektronen bezeichneten Teilchen bestimmt

m=29,11-10%%kg e=160-1077C

Man stellte fest, dass diese ” Elementarladung” nicht mehr teilbar war, also jedes geladene
Gebilde sich aus Portionen dieser Elementarladung zusammensetzen musste. Das grundle-
gende Experiment von Crookes und Lenard mdchte ich Thnen kurz schildern.

A
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\C
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+

Abb. 1.1: Kathodenstrahlrohre (crt: cathod ray tube)

Wir betrachten eine mit Gas gefiillte Entladungsrohre, in der wir in einem gewissen Ab-
stand eine Kathode mit negativem Potential und eine Anode mit positivem Potential
montiert haben. Die Anode enthalte ein kleines Loch. Befindet sich das Gas in der Rohre
unter atmosphérischem Druck (760 mm), so wirkt es als Isolator bis das elektrische Feld
auf 3 — 4 % erhoht wird. Dann beobachtet man wie bei einem Gewitter Funkenent-
ladungen. Verringert man den Druck auf 1 mm, so sieht man tiber den ganzen Bereich
zwischen K und A einen farbigen Lichtschimmer. Die Farbe ist dabei abhangig vom
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Fiillgas (technologische Anwendung in Entladungsrohren). Verringert man den Gasdruck
immer weiter, bildet sich eine wachsende Dunkelzone um die Kathode aus, die bei 1073
mm die ganze Rohre erfiillt. Unter diesen Bedingungen sieht man hinter der Anode einen
schimmernden griinen Fleck auf der Glaswand. Legt man zusétzlich eine Ablenkspannung
an die Rohre L zur Richtung K A, so sicht man, wie das griine Fleckchen abhingig von der
Grofle der Ablenkspannung mehr oder weniger stark zur positiven Elektrode ausgelenkt
wird (Prinzip der Bildréhre).

Interpretation: es handelt sich offenbar um einen Strahl negativer Teilchen!

Baut man in die Rohre eine Art Miihlrad, so sieht man, wie sich das Rad beginnt zu
drehen. (Nicht zu verwechseln mit handelsiiblichen Lichtmiihlen. Hierbei handelt es sich
um einen thermischen Effekt. Der Antrieb erfolgt durch die starkere Autheizung der
Luft auf der geschwérzten Seite der Miihlenpaddel). D. h. nochmal eine Bestétigung des
Teilchencharakters von Elektronen, denn der Kathodenstrahl tibertragt offensichtlich Im-
puls an das ” Lichtrad”.

—  Elektronen besitzen eindeutig Teilchencharakter — «

1.1.2 Entdeckung der Kanalstrahlen

Durch die Entdeckung der Radioaktivitit gelang er erstmals Goldstein (1897), Wien
(Jahrhundertwende) und spéter Rutherford (1911) systematisch Experimente mit soge-
nannten Kanalstrahlen, wie die o Strahlung damals genannt wurde, durchzufiithren. Die «
Strahlung gewann man aus natiirlich vorhandenen radioaktiven Quellen. Man stellte fest,
dass es sich um positiv geladene Teilchen (a Teilchen = Heliumkerne) handeln miifite.

Abb. 1.2: Umladungsprozesse zwischen « Teilchen und dem umgebenden Restgas

In den Experimenten von Wien wurde ein Kanalstrahl in einem Gas niedrigen Druckes
verschiedentlich durch Ablenkspannungen ausgelenkt. Dabei stellte man fest, dass der
Strahl in 3 Teilstrahlen entsprechend der Ladung 0, 1, 2 aufspaltet. Setzt man einen der
Teilstrahlen wieder einer Ablenkspannung aus, so spaltet er seinerseits in 3 Teilstrahlen
auf.

Interpretation: die positiv geladenen Ionen befinden sich in standiger Wechselwirkung
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mit dem Restgas, in dem sie Elektronen aufnehmen und abgeben (Umladungsprozesse).
Zusammen mit den Experimenten von Rutherford ergab sich nun folgendes Bild des
Atoms: das Atom besteht aus einem kleinen Kern (=~ 107! m = 1Fm), der positiv ge-
landen ist, um den sich negativ geladene Elektronen bewegen, so dass die Gesamtladung
des Atoms 0 ist. Die Masse des Atoms ist im Kern konzentriert. Die Ausdehnung des
Atoms betriagt etwa 107! m = 1A (Rutherford Atommodell)

—  Materie besitzt eindeutig Teilchencharakter

1.1.3 Entdeckung der Rontgen und v Strahlung

Mit der Entdeckung der Radioaktivitat beobachtete man aber auch Strahlung, also Emis-
sionen mit scheinbar eindeutigem Wellencharakter: Rontgen (X) und + Strahlung. Dies
schien zunachst eine Bestatigung der E-Dynamik zu sein, den X und ~ Strahlung fiigten
sich nahtlos in das bisherige Verstandnis des elektromagnetischen Stektrums ein.

—  Strahlung hat eindeutig Wellencharakter <«

Zur gleichen Zeit wurden aber auch Experimente veroffentlicht, die an dem Wellencharak-
ter von Strahlung Zweifel aufkommen lieen und damit die Strenge Trennung von Teilchen
und Wellencharakter bzw. Materie und Strahlung aufzuweichen schienen.

1.1.4 Der Photoelektrische Effekt (Einstein)

Auf Hertz, Hallwachs, Stoletov und insbesondere Lenard geht folgendes Experiment zuriick,
das schlieBlich 1905 durch Einstein (Nobelpreis) entgiiltig erklart werden konnte.

\Y%
OO

Quarzplatte

UV Licht aus
Funkenentladung

Abb. 1.3: Zum photoelektrischen Effekt

In einer evakuierten Rohre werden durch Licht Elektronen aus einer Metalloberflache aus-
gelost und in Richtung Anode beschleunigt. Durch ein kleines Loch in der Anodenplatte
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Abb. 1.4: Kennlinie: Lichtintensitaten AjBjC

konnen die Elektronen durchdringen und mit Hilfe eines Elektrometers detektiert werden.
Der Detektorstrom wird als Funktion der Anodenspannung untersucht.

Zunachst wachst der Detektorstrom proportional zu V bis eine Séttigung eintritt, die
darauf zuriickzufiihren ist, dass alle ausgelosten e~ am Detektor angekommen sind. Wahlt
man eine Spannung so, dass K positiv gegeniiber A ist, so nimmt der Detektorstrom ab,
bis er schliellich fiir eine gegebene Spannung —Vj verschwindet. Diese Bremsspannung
ist offenbar gerade grof§ genung, um die Elektronen mit maximaler kinetischer Energie
daran zu hindern, die Detektorplatte zu erreichen.

Lo

eVp = 3 mu,, ..

Beobachtungen

1. Es gibt eine minimale (Schwellenfrequenz) Frequenz v,,;, fir die Strahlung, unter-
halb derer keine Elektronen ausgelost werden, unabhéngig von der Intensitat der
Lichtquelle und der Zeitdauer der Bestrahlung

2. Elektronen werden mit Geschwindigkeiten 0 < v < v,,4, ausgelost. Dabei ist die
maximale kinetische Energie (gemessen durch e V5) linear abhéngig von der Frequenz
der Strahlung und unabhangig von der Intensitat

3. Fiir Strahlung gegebener Frequenz ist die Zahl der Elektronen pro Zeit proportional
zur Intensitdt der Strahlung (I, ~ Intensitét der Strahlung)

Interpretation (Einstein 1905): Die klassische E-Dynamik wiirde vorhersagen, dass die
maximale kinetische Energie proportional zur Intensitat und unabhéangig von der Frequenz
der Strahlung ist. Vielmehr ist die kinetische Energie proportional zur Frequenz der

Strahlung, d. h.

1
—mu?  =hv—W

2 max

wobei h eine Konstante und W die Austrittsarbeit der Elektronen aus der Metalloberflache
bedeuten. Die Beobachtung 1) ermdéglicht es uns, diese Austrittsarbeit iiber die Schwellen-
frequenz zu bestimmen. Fir v = vy, ist V4. = 0, so dass

W = hipmin
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Die Proportionalitatskonstante lasst sich somit aus der Kenntnis von Vj und v,,,;,, festlegen,
da
eVo

1
i, =eVo=hV —vnm) ~ h=——r
V = Vmin

2 max

h=6,56-10"%Js Planck’s Wirkungsquant

Die Interpretation dieses Ergebnisses fiihrte schliefflich zur Einstein’schen Photonenhypothese.
Betrachten wir nochmals die Ausgangsgleichung, die eine direkte Folgerung des experi-
mentellen Befundes ist

1
hv — W = M2,
N—— 2
N—_——

Energie vor dem Stof} Energie nach dem Stof

vorher: v+ e (Ruhe)
nachher: e (bewegt)

Wir konnen diese Gleichung verstehen als Energiebilanz im Stofl zwischen zwei Teilchen
— eine Portion Licht (Lichtquant = Photon) der Energie hv {ibertrégt seine Energie auf
ein Elektron. Ist die Energie des Photons grofier als die potentielle Energie (Bindungsen-
ergie des Elektrons im Kathodenmaterial) des Elektrons, so wird es mit der kinetischen
Energie %mvfmx freigesetzt. Die Hypothese besagt weiter: jedes Photon bewegt sich mit
der Lichtgeschwindigkeit. Entsprechend der Relativitatstheorie ist die kinetische Masse

m(t) = —

d. h. die Ruhemasse des Photons mufl my = 0 sein. Der Impuls des Photons ergibt sich
aus der relativistischen Energie-Impuls Relation

E= (02p2+m§c4)%

7Zu
E_hu h

P=TE A

D. h. em Strahlung erscheint uns im Rahmen dieses Experiments als Strahl von Lichtquanten
(Teilchen) der Energie F = hr. Die Intensitét eines Teilchenstrahls ergibt sich ganz all-

gemein als
1

m? sec

d. h. als Zahl der emittierten Photonen. Die Konstante h stellt sich als universelle
Naturkonstante heraus, deren Wert man z. B. iiber das Planck’sche Strahlungsgesetz der
Hohlraumstrahlung bestatigt etc. Im Rahmen der Quantentheorie rechnet man i. a. mit
der abgeleiteteten Konstante i = % Dann gilt fiir Energie und Impuls der Photonen

S AT

h 2m . -

I = N(hv)
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1.1.5 Compton Effekt

Die Bestatigung des Teilchen Charakters der em Strahlung findet man in einem ganz
anderen Experiment. Streut man em Strahlung an Materie, so besagt die klassische The-
orie, dass Elektronen an der Oberflache des Materieblocks zu Schwingungen entsprechend
der Frequenz der em Strahlung angeregt werden. Die schwingenden Elektronen emit-
tieren nun ihrerseits Strahlung mit der Richtungscharakteristik eines Hertz’schen Dipols.
Entscheidend ist aber die Beobachtung

Vg =V

D. h. die Frequenz der gestreuten Strahlung entspricht der Frequenz der einfallenden
Strahlung (Thomson Streuung) da das Elektron im Rahmen der klassischen Theorie in
Resonanz mit der Frequenz 1 oszilliert. Thomson Streuung — und somit eine Bestatigung
der klassischen Theorie der em Strahlung — findet man fiir einen grofien Teil des em
Spektrums von Radiowellen bis hin zu UV Strahlung.

Im Gegensatz dazu findet man fiir die Streuung von Rontgenstrahlung an Materie unter
bestimmten Bedingungen eine Verschiebung der Wellenldnge der gestreuten Strahlung.

Kristall

N
>

A 0 0 Kollimator
‘ )7 |

Réntgenquelle Streuzentrum

Abb. 1.5: Experiment zum Compton Effekt

Das Experiment besteht aus einer Rontgenquelle, einem Streuzentrum (urspriinglich Graphit)
und einem drehbaren Detektor, um das Streulicht unter verschiedenen Winkeln 6 beziiglich

der Einfallsrichtung analysieren zu konnen.

Der Detektor misst die Intensitat der gestreuten Strahlung als eine Funktion der Wellenlange

fiir verschiedene Streuwinkel 6. Insbesondere in Riickwértsrichtung (6 = 180°) beobachtet

man eine Vergroflerung der Wellenlange eines Teiles der gestreuten Strahlung im Gegen-

satz zur klassischen Thomsonstreuung. Quantitativ ergibt sich fiir die Wellenldngenverschiebung
(Compton Effekt):

a) /\1 > )\0

b) A/\:/\l—)\ONSiDQg
¢) A\ unabhéngig von Ay und des Materials des Streuzentrums

AN

<20
sm” 5

=0,048-1071%n
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Ao M

Abb. 1.6: Intensitatsverteilungen der unter dem Winkel 6 gestreuten Photonen

Abb. 1.7: v+ e =+ + €~

Eine Interpretation dieser Beobachtungen wurde von Compton vorgeschlagen: die lang-
wellige Komponente lasst sich auf die Streuung von Rontgenphotonen an den aufleren,
lose gebundenen Elektronen des Targetatoms zurtickfithren. Diese Elektronen konnen als
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freie Elektronen betrachtet werden, da ihre Bindungsenergie klein im Vergleich mit der
Energie der Rontgenphotonen ist. Das erklart zunachst, warum AX unabhéngig vom Ma-
terial des Streuzentrums ist. Im Rahmen des Photonenmodells betrachten wir also die
Streuung zweier freier Teilchen. Es gilt Energie- und Impulserhaltung.

Energie (relativistisch):

[un

me.®+ Ey = (m2c*+p5c®)* + B
—— N -~ S~

1) 2) 3) 4)

1. Ruheenergie des e~ (Elektron vor dem Stof in Ruhe)
2. Photonen-Energie vor dem Stof3
3. Gesamtenergie des e~ nach dem Stof3

4. Photonen-Energie nach dem Stof3

Auflosen ergibt

1
Eoy—E, = c(po—p) = (m?c* +p3c®)% —me

J/

kinetische Energe des Elektrons

1
E = (mgc4+p202)2:pc mit mg =0

D. h. die Energiedifferenz und damit die Wellenlangenverschiebung zwischen einfallen-
der und gestreuter Strahlung wird in kinetische Energie des anfangs ruhenden Elektrons
umgesetzt. Quadrieren des Energiesatzes ergibt einen Ausdruck fiir p2

m2ct tpac® = Apo—p1)? +2mecE(po —p1) +mict

~  ps = (po—p1)t+2mec(po—p1)

Impulserhaltung (relativistisch):

Po = Di + D2
~— =~ =~
1) 2) 3)

1. Impuls des Photons vor dem Stof3
2. Impuls des gestreuten Photons

3. Impuls des gestreuten Elektrons
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Abb. 1.8: Impulserhaltung

Wir erhalten einen Ausdruck fiir p3 aus dem Cosinussatz

p3 = pi +pi — 2popi cosl

Zusammen ergeben Impuls und Energiesatz

(Po —p1)?* +2mec(po—p1) = py+pi —2popicosd
. o0
~  mec(pp—p1) = p0p1(1—0059)22p0plsln2§

Der Impuls der Photonen ergibt sich aus ihrer Wellenlange, so dass mit Ay = pﬁo, AL = p%

h

Me C

A)\:)\l—)\0:2/\csin22 A=

Somit haben wir im Rahmen der Photonenhypothese eine Bestéatigung der Beobachtungen
1) und 2). Berechnung von A. reproduziert den in 3) gemessenen Wert. Die universelle
Konstante \. heiit Comptonwellenldnge des Elektrons. Eine einfache Abschiatzung zeigt
fiir die prozentuale Wellenlangenverschiebung unter 6 = 180°

AN 2\, 2h 0,000012 A = 4000A
A ) e 0,048 A=1A

A _mec)\:

D. h. fiir sichtbares Licht wird die Verschiebung A\ so klein, dass man sie nicht mehr
auflosen kann und man hat Thomson Streuung. Mit kleinerer Wellenlange erhalt em
Strahlung immer mehr Teilchencharakter. Die Verschiebung bei Rontgenstrahlung betréagt
4.8 %.

1.1.6 Interferenzerscheinungen bei Teilchenstrahlen

Mit der Entdeckung der Kathodenstrahlen galten Elektronen eindeutig als Teilchen mit
negativer Ladung. Um so erstaunlicher waren die Ergebnisse der ersten Streuexperi-
mente von Elektronen an Metallgittern. Im Experiment von Davisson und Germer wird
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Elektronen
Kanone
<>

Ni Kristall

Abb. 1.9: Elektronenstreuung

ein Elektronenstrahl F' = 54 €V an einem Nickelkristall gestreut. Die Intensitat der
gestreuten Elektronen zeigt ein Maximum bei § = 0 (in Ubereinstimmung mit der klas-
sischen Teilchenvorstellung), ein Minimum bei § = 35° und ein 1. Nebenmaximum bei
0 = 50°.

Abb. 1.10: Polarplot der Intensitatsverteilung der reflektierten Elektronen

Das Ergebnis konnte nur als konstruktive Interferenz von gestreuten Wellen an einem
regelmafligen Kristallgitter interpretiert werden.

dsin®

Abb. 1.11: Interferenz von Elektronenstrahlen am Metallgitter

Ist der Abstand zwischen 2 Atomen im Gitter d, so ist der Gangunterschied zwischen 2
gestreuten Wellen gerade

d-sinf

Fiir konstruktive Interferenz mufl der Gangunterschied einem ganzzahligen Vielfachen der
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Wellenlange entsprechen
~ mn-A=d-sinfn=1,2 ...

Aus dieser (Bragg-) Bedingung lasst sich entweder die Gitterkonstante des Materials oder
bei bekannter Gitterkonstante die Wellenlange von Elektronen einer bestimmten Energie
berechnen. Z. B. fiir Ni ist

d=215A

Das 1. Nebenmaximum liegt bei 50°, so dass
A=2,15A-sin50° =1,65A

D. h. Elektronen einer bestimmten Energie besitzen eine bestimmte, von dieser Energie
abhédngigen Wellenldnge. (E = 54eV — A~ = 1,67¢eV). Diese Interferenzerschein-
ungen — und somit Wellencharakter — von Teilchen beobachtet man auch, wenn man
Atome, Ionen oder Neutronen an Kristallen streut. Man beobachtet die Interferenzer-
scheinung von Teilchen nur dann, wenn der Abstand zwischen den Streuzentren (d) in der
Groflenordnung der zugeordneten Wellenlange liegt. Fiir makroskopische Spaltéffnungen
werden die Nebenmaxima verwaschen und man beobachtet wie im Kathodenstrahlrohr
wieder eindeutigen Teilchencharakter der Elektronen.

Wir werden im nachsten Kapitel sehen, wie wir den Dualismus Teilchen — Welle fiir Ma-
terie und Strahlung aus theoretischer Sicht zu formulieren haben.

1.1.7 Das Franck Hertz Experiment

K A D
|
" l
-+ | + |
O O O O
Vi Vo

Abb. 1.12: Streuung von Elektronen an Hg Atomen

In diesem Experiment wird eine Kathode durch eine Heizspannung aufgeheizt. Sie emi-
tiert Elektronen, die zum Anodengitter beschleunigt werden, es passieren und an der
Detektorplatte registriert werden. Die Detektorplatte ist leicht negativ gegentiber dem
Anodengitter geladen, so dass |V5| < Vj. Fiillt man in das Rohr Quecksilberdampf, so
werden die Elektronen auf ihrem Weg zur Anode an den Quecksilberatomen gestreut.
Man erwartet zwei Formen der Streuung:

1. elastische Streuung — es wird keine Energie der Elektronen an innere Freiheitsgrade
des Atoms tibertragen. Wegen der grofien Masse der Quecksilberatome erhalten
diese in elastischen Stoflen keine kinetische Energie, so dass die kinetische Energie
der Elektronen vor und nach dem Stof§ gleich grof ist.
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2. inelastische Streuung — die Elektronen verlieren kinetische Energie, die in Form
von Anregungsenergie F dem Atom iibertragen wird. Die kinetische Energie der
Elektronen nach dem Stof§ ist dann

Lo o

—mv; = (eVi — _E )
RN AN
N 2) 3)

1)
1. kinetische Energie der e~ nach dem Stof3
2. Energie der e~ vor dem Stof3

3. aufgenommene Energie im Atom

Entspricht £ ungeféhr der kinetischen Energie der Elektronen vor dem Stofl (e Vi—E = 0),
so sorgt die geringe Gegenspannung V5 dafiir, dass diese Elektronen die Detekorplatte
nicht mehr erreichen. Durch kontinuierliche Variation der Beschleunigungsspannung V;
kann man die kinetische Energie der Elektronen verandern.

Abb. 1.13: Kennlinie im Franck Hertz Versuch

Man stellt fest, dass fiir diskrete Resonanzspannungen Vg der Detektorstrom [ plotzlich
abfallt, also keine Elektronen an der Detektorplatte ankommen. Fiir die Resonanzspan-
nung ist offenbar die Bedingung

EZBVR

erfilllt — das Atom nimmt die Energie der Elektronen auf. Charakteristisch ist, dass das
Atom nur diskrete Energien absorbieren kann. Stellen wir uns ein Atom als Kern mit
umgebenden Elektronen vor und nehmen an, dass die absorbierende Energie zur Anre-
gung der Elektronenhiille aufgewandt wird (Kernanregungsenergien sind wesentlich grofer
~ 1MeV), so zeigt das FH-Experiment, dass gebundene Elektronen nur diskrete
Zustande einnehmen konnen. Freie Elektronen — das haben wir bereits gesehen —
konnen beliebige Energien absorbieren. Diese Beobachtung muss man bei der Entwick-
lung eines Atommodells beriicksichtigen.
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1.2 Die Antwort der Theorie

1.2.1 De Broglie’s Hypothese

Wir haben gesehen, dass die strenge Trennung zwischen Teilchen- und Wellencharakter
von Materie und Strahlung fiir mikroskopische Systeme nicht aufrechterhalten werden
kann. Um den Dualismus Teilchen — Welle formal zu erfassen, verallgemeinerte De Broglie
1924 die Energie und Impulsbeziehungen fiir Photonen spekulativ auf beliebige Objekte

E=hw p=hk

D. h. dem Teilchencharakter (7, E) eines Objektes ist immer ein Wellencharakter (k,w)
zugeordnet. Wir konnen nun direkt an Hand der De Broglie Beziehungen erkennen, ob
sich ein mikroskopisches Objekt eher als Teilchen oder als Welle verhalt.

Elektronen

EleV] 1 ]10 | 100
ANA] 12 1,2]0,12

Mit wachsender Energie wird die zugeordnete Wellenldnge kleiner — das Objekt wird
lokalisierbarer und verhalt sich somit eher als ” Teilchen”.

1.2.2 Das Bohr’sche Atommodell

Das letzte besprochene Experiment gibt uns einigen Aufschlufl iiber die Struktur von
Atomen. In den Experimenten mit Kanalstrahlen (insbesondere den Experimenten von
Rutherford) haben wir bereits gesehen, dass ein Atom

1. aus einem positiven, sehr kleinen Kern besteht

2. ladungsneutral ist, d. h. von Elektronen umgeben ist, die die positive Kernladung
abschirmen.

Damit stellt sich die Frage, wieso die Elektronen nicht in das stark attraktive Coulombpo-
tential stiirzen. Bohr versuchte eine erste Erklarung, indem er sich das Atom als eine Art
von Planetenmodell vorstellte — die Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen um den
positiven Kern. Die Zentrifugalkraft verhindert somit das ” Abstiirzen” der Elektronen in
den positiven Kern, wenn

72 r r
~ S——
1) 2)

1. Coulombkraft

2. Zentrifugalkraft

Dieser Rettungsversuch wirft sofort die nachsten Fragen auf
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1. im klassischen Planetenmodell sind Bahnen mit beliebigen Radien moglich; der
Franck Hertz Versuch zeigte uns aber, dass ein Atom nur diskrete Energien ab-
sorbieren kann. Wenn die Anregung des Atoms darin besteht, Elektronen in héhere
Bahnen zu "befordern”, so bleibt nur die experimentelle Feststellung, dass nur
bestimmte Bahnen erlaubt sind.

2. Elektronen, die sich auf einer Kreisbahn bewegen, erfahren eine Zentralbeschleu-
nigung. Beschleunigte Ladungen emittieren em Strahlung, d. h. die Elektronen
verlieren bestandig Energie und miissen somit in den Kern fallen.

Dieses Dilemma lasst sich nicht elementar auflésen. Deshalb postulierte Bohr:

1. es sind nur solche Bahnen erlaubt, fiir die der Betrag des Bahndrehimpulses ganze
Vielfache von A annimmt, d. h.

(i) l=p-r=nh , n=12...

—  Postulat: der Bahndrehimpuls von Elektronen im Atom ist quantisiert — er
kann nicht beliebige Werte annehmen

2. Strahlungiibergange sind nur moglich zwischen Elektronenzustanden, deren Energie
Ey und FEs entsprechend 1) erlaubten Bahnen entsprechen. Dann gilt als Konsequenz
der Energieerhaltung

huzhw:EQ—El

Mit Hilfe dieser beiden Postulate ldsst sich das Atommodell formulieren. Aus (i) und (ii)

erhalt man
Ze?
— =p-r=nh n=12...
v

Daraus folgen sowohl Geschwindigkeit als auch Radius der erlaubten Elektronenbahnen
_ Zée? nh nh n? h?

= — r=— = =
nh P mev  Ze2m,

()

Die Gesamtenergie des Elektrons im Potential des attraktiven Kerns ist dann

m 72 myet 72
E,=T+Vv="Tep 20 _ M 2
+ ZU r hZ 2n?

Die Energie der emittierten Strahlung bzw. die Energie, die ein Atom aufnehmen kann,
um ein Elektron zwischen benachbarten Zustanden anzuregen ist dann

mee* 72 [ 1 1
B L )

Daraus folgt sofort
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sehr guter Naherung mit dem z. B. im F H Versuch gemessenen Wert

iiberein. Die Diskrepanz zum gemessenen Wert ergibt sich aus der Tatsache, dass der
Atomkern keine Punktladung sondern ausgedehnt ist und somit der Schwerpunkt von
Elektronen und Kern nicht exakt im Kernmittelpunkt liegt.

Zum Abschluss noch einige numerische Werte

h2
Bohr’scher Radius ay = 7ryas) = 5 =0, 529 A
€~ Me
me et
Energie von Z7*(1s) F = - 577 7? = —13,6eV - Z*

2
allgemein F = —13.6eV - —

n

Natiirlich ist die Vermischung von klassischer Vorstellung und Postulaten nicht besonders
befriedigend, obwohl die experimentellen Befunde sehr gut erklért werden. Unsere Auf-
gabe wird es sein, im Rahmen der zu entwickelnden Quantentheorie einen in sich konsisten-
ten Formalismus abzuleiten, der die Quantisierung dynamischer Groéflen beriicksichtigt.



Kapitel 2

Grundbegriffe der Quantenmechanik

Wir haben gesehen, dass sich die im Rahmen der makroskopischen Physik gewohnte
Zuordnung Materie — Teilchen und Strahlung — Welle in der mikroskopischen Physik nicht
mehr aufrechterhalten lasst. Abhéangig vom experimentellen Eingriff in ein mikroskopis-
ches System erscheint uns Materie mit Wellencharakter (Interferenz bei der Streuung von
Elektronen an Kristallgittern) bzw. Strahlung mit Teilchencharakter (Photoeffekt, Comp-
toneffekt). Diesen Dualismus Teilchen — Welle hat de Broglie in Form der Beziehungen

E=hw p=hk

postuliert. Eine konsistente Quantenmechanik, die speziell die Dynamik der mikroskopis-
chen Materie beschreiben soll, muss sich an diesem Dualismus Teilchen — Welle orientieren.
Andererseits muss man bei der Entwicklung einer mikroskopischen Theorie berticksichti-
gen, dass die klassische Physik makroskopisch korrekt ist. Wir miissen also eine Korre-
spondenz herstellen zwischen dem Quantencharakter mikroskopischer Systeme und dem
kontinuierlichen Charakter makroskopischer Systeme, die aus vielen mikroskopischen Ob-
jekten aufgebaut sind. Dieser Zusammenhang lasst sich ebenfalls als Postulat formulieren:

Korrespondenzprinzip: die Quantentheorie muss fiir den Grenzfall grofler Quan-
tenzahlen asymptotisch in die klassische Theorie tibergehen.

Weitere Informationen haben wir zunachst nicht und es ist damit klar, dass der Formal-
ismus der Quantentheorie so nicht eindeutig festgelegt werden kann. Wir werden aber
sehen, dass das nicht stort, solange kein Widerspruch zur Beobachtung festgestellt wird.
Die Entstehung der Quantentheorie beruht auf Arbeiten von de Broglie, Bohr, Schrodinger,
Heisenberg, Born, Dirac, Pauli, Fermi, Fock (zeitliche Abfolge) in der Zeit zwischen 1900
und 1930.

2.1 Materiewellen

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit dem Begriff der Materiewellen beschaftigen. Was
versteht man unter einer Materiewelle? Wir ordnen einem freien Teilchen der Energie

17
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(nicht relativistisch)

g
2m

und einem bestimmten Impuls
p=muv

eine Wellenfunktion W(r, )

—

U(rt)=A-exp{i(k-7—wt)}

zu derart, dass w und k — die den Wellencharakter bestimmenden Grofien — den Teilchen-
Welle-Dualismus — also den de Broglie Beziehungen gentigen.

2 2
E:hw:p— ~ W= P
2m 2mh
— T T ﬁ
=hk k==

Die daraus resultierende Dispersionsbeziehung

e
W_Qm

charakterisiert somit Materiewellen. Die Phasengeschwindigkeit der durch W(7,t) be-
schriebenen Welle ergibt sich aus

nicht iiberein. D. h. die ebene Welle beschreibt nicht korrekt den Teilchencharakter,
was auch plausibel wird, betrachtet man die unendliche rdumliche Ausdehnung einer
ebenen Welle. Teilchen und Wellencharakter werden besser in Form eines Wellenpaketes
ausgedriickt
\11(7?, t) — /A(E/) ei(E’_F—w/t) dE/

A(E) beschreibt die Impulsverteilung, d. h. die Wellenlangen, die zu Wellenpaketen beitra-
gen.

Wir wollen die Eigenschaften eines eindimensionalen Wellenpaketes etwas néher betra-

chten
[oe)

U(xt) = / A(E) iz qr/

—00
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Als einfaches Beispiel wollen wir annehmen, dass die Amplitudenfunktion z. B. in Form

einer GauB3verteilung
_ (W —kg)?

AEY=e &
gegeben ist. D. h. zu Wellenpaket tragen nur Wellenlangen in einem Bandbereich um
ko = 2/\—: bei, charakterisiert durch die Bandbreite Ak = 2 gy. A(K) hat ein Maximum fiir

k' = ko und fallt auf % ab fiur k' = ko & 04. Ist die Bandbreite &' — kg nicht zu grof,
konnen wir w(k’) um ko entwickeln und erhalten

+d—w (
dk' |,
0

w(k/) = u.)(]{]()) ]i]/ — ]{Zo)

Unser Wellenpaket hat somit folgende Gestalt

To_wWek? e
\I'(a:t) _ /e o2 el((k —k0+k0)x—(w(k0)+§lTO(k —ko))t) dk’

—0o0
7ol
— ei(kox—w(ko)t) /e_”i ei((:vij“?)t) dC
—00

mit C:k/—k’o

Allgemein gilt fiir das Integral

o 1
/ e—a¢? o—B¢ d¢ = (Z) 2 e%
(6%
— 0o

und somit flir unser Gau3paket
dw )\ ‘713 i(koz—w(ko)t)
U(zt) = mopexp — (o — —t | —= 5 -ellko 0

Wir sehen, dass ¥(zt) durch eine Amplitudenfunktion mal einer ebenen Welle, die durch
den Maximalimpuls ky charakterisiert ist, beschrieben wird. Die Form des Wellenpaketes
ist durch die Amplitudenfunktion gegeben

0'2 w .\ 2
Alxt) = /7oy, e )
Sie entspricht wieder einem Gauflpaket. Fiir ¢ = 0 erhalt man

9% 2 r=0: Maximum

Alzt) = Vroge s Az = i : Breite

Hier sehen wir ein erstes wichtiges Ergebnis: Impuls- und Ortsbreite unseres Wellen-
paketes sind miteinander verkniipft. Es gilt unabhangig von o) = %Ak
4 8

Ax = — = — Ax Ak =
xak Ak:v c Ak =28
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D. h. je grofler die raumliche Ausdehnung des Wellenpaketes, um so kleiner ist seine
Impulsbreite und umgekehrt. D. h. aber auch, dass wir niemals Ort und Impuls eines
Teilchens gleichzeitig exakt bestimmen kénnen

Ar=0 = Ak —
Ak=0 = Az — o0

solange wir an den Dualismus Teilchen — Welle und damit an Materiewellen glauben.
Dieses Ergebnis gilt allgemein. Fiir beliebige Wellenpakete lasst sich zeigen, dass (Heisen-
berg’s Unschérferelation fiir Ort und Impuls)

Ar-Ak>1 < Ax-Ap>h

Betrachten wir nun die Zeitentwicklung unseres Wellenpaketes. Fiir beliebige Zeiten ¢
verschiebt sich das Maximum der Amplitudenfunktion entsprechend

dw
To— —

7 t=0 = A(zot) = Vmoy

ko

D. h. der Schwerpunkt der Materiewelle bewegt sich entsprechend einem freien klassischen
Teilchen

O=vt=2y o i
zt)y=v-t =— v=—
dk |, dk |,
Aus der Dispersionsrelation fiir die Materiewelle erhalten wir dann <w = Tﬁj)
dw 2hk
V= — —_ — =
dk ko 2m m

Das Ergebnis entspricht unserer anschaulichen Vorstellung im Teilchenbild. Man nennt
v o= Z—‘,‘; die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes. Wir wollen nun die Breite
des Wellenpaketes zu einer bestimmten Zeit berechnen. Dazu bendtigen wir die exakte
Beschreibung fiir w(k) in Form der Dispersionsrelation

_ hk? 1 d*w

- - - 2
W= . w(ko)—l—vc—l—Q e

Einsetzen ergibt (d% = %)

(x = 1)

h
— 5 J— t) exp - k0$—w(k‘0)t)
% 2m (L +ik)
k

el

Man sieht, dass sich die Breite des Wellenpaketes mit der Zeit andert — das Wellenpaket
zerflieBt, ohne dass eine Wechselwirkung angreift. Ich mochte noch einmal die wichtigsten
Ergebnisse zusammenfassen.
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Die De Brogie Beziehungen
E=hw p=hk

erfordern die Beschreibung mikroskopischer, freier Teilchen in Form von Wellenpaketen

= = / g hle
wr ) = [a@ et o =00

Diese Materiewellen haben die Eigenschaft, dass die Messung bestimmter Systemgrofien
nicht mehr gleichzeitig exakt moglich ist — Heisenberg’s Unscharferelation

Ax Ap, > h AyAp, > h AzAp, > h

AFE -At > h

Der Teilchencharakter wird durch den Schwerpunkt des Wellenpaketes beschrieben. Der
Schwerpunkt bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit

t=0

Abb. 2.1: Delokalisierung eines freien Wellenpaketes

Cdw p
YTk T m
entsprechend den Gesetzen der klassischen Punktmechanik. FEin freies Quantenteilchen
(Wellenpaket) delokalisiert (zerflieft) im Verlauf der Zeitentwicklung.

2.2 Die statistische Deutung der Wellenfunktion

Natiirlich darf man sich ein mikroskopisches Teilchen nicht einfach als Wellenpaket vor-
stellen. Das zeigt schon die mathematische Struktur der Wellenfunktion: W(7,¢) ist
i. a. komplexwertig! Messbare Groflen sind aber reell. M. Born lieferte 1926 die entschei-
dende Interpretation der Wellenfunktion, die eine Weiterentwicklung der Q. M. zu dieser
Zeit iiberhaupt erst sinnvoll machte.
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Born’s statistische Deutung;:

Sei U(7,t) eine de Broglie Welle. Dann ist
V(P ) U(Ft)di = (7)) dr
= o(r,t)dr

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das durch ¥ beschriebene Teilchen zu einer Zeit
t in einem Volumenelement di” am Ort 7 zu finden.

Damit wir jedoch o dr” als Wahrscheinlichkeit interpretieren konnen, muss folgende Bedin-
gung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte o erfiillt sein

/Q(ﬁt)dle

D. h. die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, ist 1. Das
impliziert, dass

1. U(r,t) quadratintegrabel ist, d. h.
/|\II(F, t)|? existiert
2. U(7,t) normiert ist, d. h. mit

1
|U(Ft)>di =N ~» W =-——=U istnormiert
VN

Aus der Forderung, dass Materiewellen statistisch interpretierbar sind, erhalten wir ganz
wesentliche Einschrankungen fiir die Struktur der Wellenfunktionen. Wir sind aber nun
auch eher in der Lage, die Struktur unseres Wellenpaketes aus dem vorigen Kapitel zu
interpretieren. Es ergibt sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des unnormierten

Wellenpaketes:
1 ih 1 ik \)?
) = Va)Uiat)~ (= -—=—t) = +-—1

e = o~ (3550 (4+229)

« oxpd (z—wt)>  (z—wt)?

1 _ih 1 . ih

t(F-she) 4(F+ik)

(x — vt)?
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Interpretiert man den Nenner der Gaufifunktion wieder als zeitabhiangige Breite des
Wellenpaketes, so sieht man (o, ist die Breite fir t =0 0, = 2)

21\ :
%(t):(a%( ))
moy

nun deutlicher, wie das Wellenpaket mit der Zeit zerflieft. Anschaulich versteht man
das Zerflieen eines Wellenpaketes, indem man beriicksichtigt, dass ein Wellenpaket eine
Uberlagerung von ebenen Wellen mit verschiedenen Impulsen k ist, mit & > ko und k < ky.
Die Anteile mit groerem Impuls entfernen sich immer weiter von dem Anteil mit dem
mittleren Impuls kg, wahrend die Anteile mit kleinerem Impuls zuriickfallen. Dadurch
verbreitert sich die Ortsverteilung (also ) mit der Zeit.

Wir wollen nun unsere heuristischen Betrachtungen mathematisch verallgemeinern, indem
wir versuchen werden, eine Differentialgleichung fiir die Wellenfunktion eines Teilchens zu
formulieren.

2.3 Wellengleichung fir ein freies Teilchen
— die Schrodingergleichung

Wir haben bereits eine ganze Reihe von Forderungen aufgestellt, die eine konsistente
Quantentheorie erfiillen muss. Ich méchte die Forderungen (und zusétzliche Bedingungen)
als Leitfaden fiir die Entwicklung einer Wellengleichung zusammenfassen. Wir werden
im Laufe der Diskussion sehen, dass einige der Forderungen unverzichtbar sind (input),
andere als Konsequenz folgen (output):

e Physikalisch motivierte Forderungen

a) Die experimentelle Erfahrung des Dualismus Teilchen — Welle fiir Materie und Strahlung
lasst sich formal durch De Broglie’s Postulat ausdriicken

E=hw p=hk (input)
() Messbare GroBen sind gequantelt, d. h. sie variieren im Gegensatz zur klassischen

Physik nicht kontinuierlich (Franck Hertz Versuch) (output)

~) Die Heisenberg’sche Unschérferelation ldsst die scharfe Messbarkeit bestimmter Grofien
nicht gleichzeitig zu

Ap, Az >h ... | AEAt>h (output)

0) Das Korrespondenzprinzip erfordert den Ubergang der Quantentheorie fiir grofie Quan-
tenzahlen in die klassische Physik, d. h. die klassische Physik ist ein Spezialfall der
Quantentheorie fiir grofie Quantenzahlen (output)
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¢) Born’s Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion erfordert, dass die Ma-
teriewelle normierbar ist, d. h.

/\II*(F, ) U(r,t)dr=1 (input)

Mathematisch sagen wir, die Wellenfunktion muss quadratintegrabel sein, eine spezielle
Forderung an einen mathematischen Funktionenraum.

e Mathematisch motivierte Forderungen

¢) Superpositionsprinzip: die Wellengleichung soll linear und homogen sein. Somit ist
mit Uy und V¥, jede Linearkombination oo Wy + 3 W, ebenfalls eine Losung der selben
Wellengleichung. (input)
Diese Forderung haben wir bereits implizit in Kapitel 1 bei der Konstruktion von
Wellenpaketen angewandt. Sie entstehen durch eine (kontinuierliche) lineare Uber-
lagerung von ebenen de Broglie Wellen.
Das Superpositionsprinzip definiert algebraisch einen linearen Vektorraum, in dem ¥
ein abstrakter Zustandsvektor ist, dessen Ortsdarstellung W(7) unserer Materiewelle
entspricht. Zusammen mit der Born’schen Forderung €) handelt es sich um eine
noch zusatzlich speziellere algebraische Konstruktion: linearer Vektorraum mit bes-
timmtem Skalarprodukt = Hilbertraum.

Von diesem Forderungskatalog wollen wir uns jetzt bei der Herleitung der Wellenglei-
chung fiir ein freies Teilchen leiten lassen. Wir miissen aber beriicksichtigen, dass sich
die Wellengleichung nicht deduktiv ableiten lasst. Wegen der vielen Forderungen ist die
Wellengleichung nicht eindeutig festgelegt und somit als Postulat im Rahmen der gestell-
ten Forderungen zu verstehen.

Wir beginnen mit einer Kombination der Forderungen «), €) und (): die Materiewelle
eines freien Teilchens werde durch die Superposition (¢)) von ebenen Wellen dargestellt,
deren Dispersionsrelation die de Broglie Beziehungen erfiillen («)). Die Materiewelle soll
normierbar sein (¢)). Mathematisch bedeutet dies

0wy = [ o) eI g
p2 B h2 kQ

a) E=—
2m 2m

€) /\I/*('F, HW(r,t)drr=1 fir alle Zeiten!

Bemerkungen:

(i) W(r,t) ist nur in Verbindung mit der Dispersionsrelation « eine Materiewelle. Die
Dispersionsrelation (Zusammenhang zwischen w und k) ordnet einem allgemeinen
w

Wellenpaket eine bestimmte physikalische Eigenschaft zu (z. B. A-v = ¢ = c fiir
elektromagnetische Wellen)
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(ii)) Mathematisch gesehen ist ¢(p) gerade die Fouriertransformierte von W(7,¢) (fir
ein freies Teilchen ist die Fouriertransformierte von W unabhéngig von w). ¥ (p)
und V(7 t) sind als nur zwei verschiedene Erscheinungsformen des selben Teilchens.
Wir werden spéter sagen ¥(p) und V(7)) sind Impuls- bzw. Ortsdarstellungen des
abstrakten Zustandsvektors ¥, der den Zustand des Teilchens beschreibt. Der Zus-
tandsvektor U ist wegen () und €) ein Element des vorhin erwéhnten Hilbertraumes.

(iii) Wie wir in Abschnitt 1 dieses Kapitels gesehen haben, erfiillt das Wellenpaket die
Heisenberg’schen Unschérferelationen. (Forderung 7v)).

Wir wollen nun einige Eigenschaften des Wellenpaketes betrachten. Dazu bilden wir
bestimmte zeitlich und rdumliche partielle Ableitungen von W(7, )

(i) i hg V(7 t) = /Eqb(ﬁ) G FT-E/ g
h =
(ii) -V (r,t) = / Pop) A FT-EV/R g1
A _\? B
= (T V) V(1) = —h° AU(T 1) = / P2 6(F) PN gy

Da Materiewellen die Dispersionsrelation

erfilllen miissen, gilt

2
0 = / (E — 2,{0_) o(p) el FT=EO/R iy
m

o _ . hAA

und somit haben wir die Schrédingergleichung (SGL) fiir ein freies Teilchen

1 ha \I/(T,t) = —% A\I/(T,t)

W(r,t

Bemerkungen:

(i) Die SGL erfiillt per Konstruktion die Forderungen «),~) und ¢). Sie ist 1. Ordnung
in der Zeit und erfordert somit als Anfangsbedingung die Kenntnis eines Anfangszu-
standes W(7,0) des Quantensystems zur Zeit ¢ = 0. Die Bedingungen ), d) und ¢)
miissen wir noch tiberpriifen.

(ii) Aus dem Vergleich der SGL mit der Dispersionsrelation kénnen wir eine Zuord-
nungsvorschrift fiir Operatoren im Ortsraum gewinnen (Quantisierungsregel)
0 h

E inl . F Ye—_in
—>16t,p—>iV1V
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(iii) Die SGL ist eine partielle DGL 1. Ordnung in der Zeit, 2. Ordnung im Ort. Sie ist
linear und homogen. Die Losung V(7 t) ist definiert durch eine Anfangswellenfunk-
tion W(r,0), die ihrerseits bestimmte Randbedingungen z. B.

U(r—0,0) ; V(" — 00,0)

erfiillt. Die ebene Welle ist eine spezielle, ein Wellenpaket eine allgemeine Losung
der SGL.

Damit wir die Born’sche Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir alle Zeiten aufrecht erhal-
ten konnen, miissen wir zeigen, dass die SGL zu allen Zeiten normerhaltend ist. Die Norm
der Wellenfunktion ist dann zeitlich konstant, wenn gilt & [ [¥]>di =0

A q,. cd )
7 U*(r, t) U(r,t)dr = /((dt\p) U+ v dt\I/)dr (%) SGL

— /((—ﬂaw)m+qz*ﬂaw)d
2 2m

= ;—h/(\I/*A\I/—\IfA\I/*)dF
d h?
L fir o> —i h=U*(r,t) = ——— A U*(F.
() SGL fiir ~ lhat (7, t) ™ (7, t)

Zur Berechnung dieses Ausdrucks benotigen wir das Green’sche Theorem, das Sie aus der

E-Dynamik kennen
/(¢A\If—\IfA¢)dF: % <¢—¢ — %) ds
1%

5(V)

Dabei sind V' das Integrationsvolumen, S(V') die das Volumen begrenzende Fléche und
8‘1’ ‘% die Ableitungen der Funktionen ¥ und ¢ auf der Oberfliche S(V') in Richtung der
Flachennormalen In unserem Fall ist V' der unendliche Raum, denn die Norm der Wellen-
funktion ist ja die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden. Entsprechend
miissen U, ?)_\5 auf der unendlich entfernten Grenzflache verschwinden — welcher Raum
sollte sich an den unendlich ausgedehnten Ortsraum anschlieen? Somit haben wir

d ih ov ov*
— [ V)P dif = — U — — v =
dt/| [“dr 2m < on 8n)d8 0

S (c0)

D. h. wenn die Anfangswellenfunktion W(7,0) normiert war, so ist (7, ¢) zu allen Zeiten

normiert
/\\I!r()]zdr—/|\lfrt\2 dr=1

und die Bedingung ¢) erfiillt.
Wir haben gesehen, dass die SGL, unter gewissen Randbedingungen fiir die Wellenfunk-
tion, die eine Anwendung des Green’schen Theorems erlauben, die Gesamtnorm der
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Wellenfunktion erhalt. D. h. die Wahrscheinlichkeit, das freie Elektron irgendwo im
Raum zu finden, bleibt wahrend der Zeitentwicklung erhalten. Somit muss eine sich
zeitlich verandernde Wahrscheinlichkeitsdichte immer von einem Wahrscheinlichkeitsfluss
begleitet sein, damit die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte im wahrscheinlichkeitser-
haltenden Raum transportiert werden kann. Diese ”Transportgleichung” lasst sich, wie
in der E-Dynamik, in Form einer Kontinuitatsgleichung formulieren:

0 0 d
—o(Ft) = =WNF1)-U(7 1) + U (F ) = U(F
5 (71 5 U (M 1) U(7 ) + WH(r8) = V(7 )
oGk (-ﬂAqJ*)qur\p*ﬂAxp
2m 2m
- ﬂ(m*A\p—Aqx*-@)
2m
in

= SV (I'VU-VI-T) (x)
ih

= V.j=—divy J=- (VU -V

mit (x) V(P VU -V ) = VIEVIHTAT-AVT VIV

Natiirlich ist die Definition der Stromdichte nur formal, um die bekannte Form der Kon-
tinuitatsgleichung einzuhalten. Wir sehen sofort, dass aus der Kontinuitatsgleichung der
Normerhaltung folgt, indem wir iiber den ganzen Raum integrieren und das Green’sche
Theorem ausnutzen.
Fiir den Fall, dass g nicht explizit zeitabhangig ist, erhalten wir aus der Kontinuitatsglei-
chung die folgende Aussage

0

Entsprechende Wellenfunktionen konnen nur iiber einen Phasenfaktor von ¢ abhangen
V(1) = ¢(F) e 0~ o(Fit) = o(F)

Man nennt diese Zustande stationare Zustéande. Wegen div 7 = 0 gibt es fiir stationare
Zustinde keine Quellen oder Senken der Wahrscheinlichkeitsdichte.

Wir wollen nun versuchen, das Konzept der Wellenmechanik unter Einbeziehung duflerer
Krafte zu erweitern.

2.4 Klassische Mechanik vs. Quantenmechanik

Der dynamisch Zustand eines klassischen Systems wird z. B. beschrieben durch die gene-
ralisierten Koordinaten g, und die generalisierten Geschwindigkeiten ¢,,. Fiir konservative
Systeme (nicht dissipative Krifte — F ~ —V V') lasst sich eine Lagrangefunktion bes-
timmen
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Die Dynamik des Systems ist dann festgelegt durch die Aussage (Prinzip der kleinsten

Wirkung)
to
5 [rai=o
t1

d. h. von allen zwischen zwei Punkten M(¢;) und M(ty) erlaubten Bahnen M (t) des
Systems wird genau die Bahn gewéhlt, fiir die das Wirkungsintegral minimal ist (— man
konnte es auch das Prinzip der maximalen Faulheit nennen). Als Konsequenz ergibt sich
fiir die Lagrangefunktion eine Bewegungsgleichung (Lagrangegleichung)

d OL 0L
2 2R p=1,2,...
dt 9q,  Oqu
Sie ist vollig aquivalent zu den Newton’schen BWGI.
Die Groflen
oL
D= 45—
K a qu

heiflen generalisierte Impulse. Die Einfithrung der generalisierten Impulse ist physikalisch
hilfreich. Gilt z. B.

pu =0
d. h. ist L unabhéngig von g, so ist die der Koordinate g, entsprechene Bewegungsrich-
tung kréftefrei (zyklische Koordinate). Die richtige Wahl der generalisierten Koordinate
reduziert so den Aufwand erheblich.
Mit Hilfe des generalisierten Impulses lasst sich eine alternative Form der BWGI ableiten
— die Hamilton’sche oder kanonische Formulierung der klassischen Mechanik. Statt gen-
eralisierter Orte und Geschwindigkeiten, betrachten wir die Bewegung der Teilchen im
Phasenraum durch Angabe der generalisierten Orte und Impulse. Zur Beschreibung des
Systems fithren wir eine neue Funktion ein — die Hamiltonfunktion

. OL
H:H(ql...,pl,...,t):una—,—L

7 U
und erhalten die zu den Lagrangegleichungen aquivalenten Hamiltongleichungen

OH , oH

q Y Pu=—F— H= 17 27
" Op, H dq,
Fiir den Fall, dass H nicht explizit von der Zeit abhangt, d. h.
oH 0L 0
ot ot

lasst sich die Hamiltonfunktion wie folgt schreiben
H=T+V=F

In diesem Fall entspricht H der Gesamtenergie des klassischen Systems.
Nun zur Wellenmechanik. Wir haben gesehen, dass sich die SGL fiir ein freies Teilchen
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formal aus der Gesamtenergie ergibt (unter Beriicksichtigung der de Broglie Beziehungen),
wenn wir Energie und Impuls durch Operatoren ersetzen

272 2
2m 2m
Quantisierungsregel
0 - h
E ih— 7 h = —
ALY SR i
oV ?
ih— = —— AV
AT 2m

Haben wir nun die Situation, dass sich das Teilchen in einem aufleren Kraftfeld bewegt,
so ist die Gesamtenergie, gegeben durch die Hamiltonfunktion

P
EFE=H=T+V=—+4+V
2m

Erweitern wir diese Quantisierungsregel formal durch Angabe eines Ortsoperators

!
!
>y

so erhalten wir analog die SGL fiir ein Teilchen im externen Potential

v P h? =
ih%—t = <p—+V(f))\I!:—2—A\I!+V(fF)\I!

D. h. wir erhalten die SGL fiir ein beliebiges Quantensystem nach der Ersetzungsvorschrift

klassisches System | Quantensysstem (im Ortsraum)
E ihg

P p="4V

7 P

E=H PR = ALV

Eine alternative Form der Quantisierungsregel ergibt sich aus der Definition einer La-
grangefunktion

L'E/\Il* (ﬁ—ihat) Ui
Man nennt £ ein Funktional der Wellenfunktion ¥

L= L[V, 0]
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Man kann nun zeigen, dass nur solche Wellenfunktionen ¥ das Wirkungsintegral

t2
[ea
t1

minimieren, die die SGL erfiillen, d. h.

to
)\ ~
5/5[@]&:0 N lh%—tsz

Natiirlich ist die Definition des Lagrangefunktionals willkiirlich und eben so gewahlt, dass
man entsprechend den Prinzipien der klassischen Mechanik die SGL erhalt.

Im Grunde postuliert man die Existenz der SGL. Man muss zeigen, dass Korrespondenz-
prinzip und Quantencharakter mikroskopischer Systeme (Forderungen ) und ¢)) durch
die SGL korrekt beschrieben werden. Immerhin sind wir durch die Rechenvorschrift in
der Lage, die SGL fiir komplizierte Situationen zu formulieren.

Beispiel: Atom im Kernschwerpunkt: Elektronen werden beschrieben durch 77y, ..., 7y

A~ A = —
A~

~ H = H(T‘l TN,pl,---aﬁN)

N N 02
= ZQ Z —
j=1 j=1 i<j= 1| v J|
TV 7 TV TV 7
1) 2) 3)

~

h\If(l TN,) = H\I/(Fl...TN,t)

~> Q(Tl...TN,t)d’f’l...dTN

)

1. kinetische Energie aller Elektronen
2. potentielle Energie aller Elektronen gegeniiber attraktivem Kern
3. die paarweise abstoflende Coulombkraft zwischen den Elektronen

4. beschreibt die Wahrscheinlichkeit, die IV Elektronen an den Orten 7 ... 7y zu einer
Zeit t zu finden.

Durch die Quantisierungsvorschrift haben wir also mechanische kontinuierliche Groflen
durch Operatoren (lineare Operatoren) ersetzt. Wir miissen uns, bevor wir die Quanten-
mechanik weiterentwickeln, Gedanken dariiber machen, wie wir messbare Informationen
aus diesen Operatoren erhalten.
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2.5 Erwartungswerte von Operatoren

Wir haben gesehen, dass nach der Born’schen Wahrscheinlichkeitsinterpretation nicht die
Wellenfunktion selbst, sondern nur die Wahrscheinlichkeitsdichte physikalisch messbar
und somit interpretierbar ist. Ahnliche Aussagen miissen auch fiir andere ” Observablen”
eines Quantensystems gelten. Wir haben weiterhin gesehen, dass Ort und Impuls im
Rahmen der Quantisierungsregeln lineare Operatoren zugeordnet werden. Was ist aber
nun der messbare Ort und Impuls eines Quantenteilchens?

a) Bevor wir uns mit Erwartungswerten beschéftigen, mochte ich Ihnen eine Funktion
mit ungewohnten Eigenschaften vorstellen — die § Funktion. Es handelt sich dabei nicht
im eigentlichen Sinne um eine Funktion, sondern um eine Distribution, definiert durch
die Beziehung

oo

/5(:6)(11: =1

—00

Die 0 Funktion selbst lasst sich nur als Grenzwert darstellen, z. B.

<0
A
_a
T
sin hx
X
\_/ NV
| |
_2m
=%

Abb. 2.2: Darstellung der Deltafunktion

5(z) = lim sin hx

h—o0 ™

itber diese Darstellung beweist man folgende Eigenschaften
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[ @i -aar = f@
% dET gk = 5(x)
/5'(:p—a)f(a:)dx = d(x—a)f /5(x—a)f’(x)dx

Die 0 Funktion lasst sich dreidimensional erweitern, indem man definiert

(2%)3/’3(1/5 5(7)

Diese Definition ist konsistent mit den bisherigen Eigenschaften, wenn wir beriicksichtigen,
dass

1 /eiE-Fd]g — / 1kxx 1kyye1kzzdk, dk’ dk’
27T

= o(y) 0(z) = o(r)
Insbesondere werden wir ausnutzen, dass gilt
[ 10908 =i = =, 1(7)

wie man auch in diesem Fall durch partielle Ableitung zeigt.

b) Wir definieren mathematisch den Erwartungswert (bzw. Mittelwert) einer Ortsfunktion
beziiglich der raumlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit als

(7)) = / o(F) f(7) dF

bzw. den Erwartungswert eines Impulsfunktion beziiglich der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Impulsraum

Bisher haben wir nur Ortsraumdichten kennengelernt. Wir haben aber gesehen, dass wir
jedes freie Teilchen als Wellenpaket darstellen konnen

() / o(F) - P 4
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wobei ¢(p’) die Gewichtung der Impulsbeitriage ergibt. Wir konnen ¢(p’) ausrechnen

1 i = =2 1 i (= =1\ =
eyt [y = s fem ([ nrar) s
T 2

1 — 3 — —/ —
- (m)g/w)(zwh) 5 (5 ") dp
= 6

und sehen, dass ¢(p) selbst wieder als Wellenpaket mit bestimmtem Impuls und einer
durch (7)) vorgegebenen Ortsverteilung interpretiert werden kann.

Diese Aussagen gelten allgemein. Die Zuordnung zwischen W(7) und ¢(p’) heifit Fourier-
transformation

U*(r)W(r)dr'= o(r)dr :  Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an einem
bestimmten Ort zu finden
¢*(p)o(p)dp=m(p)dp :  Wahrscheinlich, das Teilchen mit einem

bestimmten Impuls zu finden

Zuriick zu den Erwartungswerten. Im Mittel findet sich das Teilchen am Ort 7" gegeben
durch den Wert

= [ o) rar
Es besitzt im Mittel den Impuls p’ gegeben durch den Wert
#) = [ =) a5

Diese Beziehung wollen wir umformen:
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D. h. wir konnen nun ganz allgemein den Erwartungswert einer beliebigen von Ort
und Impuls abhéngigen Funktion beziiglich der raumlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung

angeben
- h
iy = [wen (78 V) v ar
i
indem wir sagen: ersetze die Messgrofie h(7, p) durch die Operatorfunktion A(7, p) mit der

Zuordnung

h
-V
i

ro—= r p —

h(r,p) — h("p)

Die Zuordnungsvorschrift ist uns bereits bekannt als Quantisierungsregel. Beispiele sind

Physikalische Grofie | Operator

X, Y, 2 'r?,i,g),,%

P D Dy D= by, 2o, 20,00,
[=7xj (=1 (7x V)
H=24VvV(F) |H=-EA4+V(F)

2.6 Eigenschaften linearer Operatoren

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass man Messgroflen in der Q. M. als Er-
wartungswerte von Operatoren auffasst. Die Messgrofle ist natiirlich von dem Zustand
abhéngig, in dem sich das System befindet. D. h. der Erwartungswert eines Operators ist
immer beziiglich eines bestimmten Quantenzustandes zu verstehen. Wir haben wiederholt
die Quantisierungsregel bestatigt gefunden. Nun haben Operatoren in der Q. M. gewisse
Eigenschaften, die im Einklang mit unseren Forderungen stehen miissen.
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Allgemein ist ein Operator definiert durch seine Wirkung auf einen Zustand (Wellenfunk-
tion) A

vV =Fy
F bildet die Wellenfunktion ¥ auf die neue Wellenfuntion ¥’ ab. Damit wir das Super-
positionsprinzip nicht verletzen, miissen wir fordern, dass

~

FaU) = aF U
F(\I’1+\I’2) - p\I’1+F\I]2

gilt. Solche Operatoren heiflen lineare Operatoren. Erwartungswerte sind relle Groflen,
sofern sie als Messgroflen interpretierbar sein sollen. Damit der Erwartungswert eines
linearen Operators reell ist, muss gelten

(F) :/\II*F\I/dF: (F)* :/\I/(F\I/)*dF

Operatoren mit reellen Erwartungswerten heiflen selbstadjugiert bzw. hermitesch. Sie
erfilllen in Verallgemeinerung obiger Beziehung die Funktionalgleichung

/(M)* U dF = /¢*(13’x1/) dF

Bezeichnet man mit £7 den zu F adjugierten Operator, so gilt fiir selbstadjugierte O-
peratoren

A

Ft=F
Wir halten fest:

Observablen eines Quantensystems ordnet man selbstadjugierte (hermitesche),
lineare Operatoren zu. Sie erfiillen das Superpositionsprinzip und ihre Fr-
wartungswerte sind reelle messbare Grofien.

Wir wollen nun zeigen, dass der Impulsoperator hermitesch ist. Dazu betrachten wir

/\If(ﬁ¢>*df — /\I!(?qu)*df
_ —Z/\IquzS*dF

i
part:ielle E VU dF
Integration 1

- [o(tee)ar
- /¢* (ﬁxp) 7
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D. h. formal gilt

—
A

pr=p

Betrachtet man das Produkt zweier Operatoren, so findet man, dass es i. a. nicht ko-
mutativ ist. Das kann man sich plausibel machen, wenn z. B. einer der Operatoren ein
Differentialoperator ist. So gilt z. B.

h 0 h h 0
0, 2V = ——2¥=-V+—-20—-V
Pat iaxx i +ix8x
h
= —VU+tap, VU
i

d.h. (p. & — £ p,) ¥ # 0. Man bezeichnet die Differenz der Operatorprodukte als Komutator

und schreibt
h

Es gibt jedoch Ausnahmen, d. h. Operatorprodukte, deren Komutator verschwindet, also
G0 o FG-GF

Diese Komutatorrelationen haben eine physikalische Bedeutung, die wir im nachsten Kapi-
tel untersuchen werden. Hier noch einige Beispiele (j, k — xyz)

Dol =0, [By74] ? ik
[—Fxfol, = ﬁ(yi_zﬁj
i 0z dy
P ﬁ(zﬁ_xﬁ)
Y i or 0z
P ﬁ(xﬁ_yi)
: i y Ox

— [l = ikl [l,) =ikl (1) =1kl
— Ixi=inl
(2,0 = [%1,)=[>1]=0

Dabei ist /2 analog zur klassischen Grofle der zum Betrag des Drehimpulses zugeordnete
lineare Operator
P=D2+P+1

Ferner ist [ hermitesch. Stellvertretend fiir alle Komponenten gilt



2.7 Eigenfunktionen und Eigenwerte 37

= _?// [/\I!(xyz)xaquﬁ*(:cyz) dy} drdz
+? // pr(xyz)y%gb*(xyz) dx] dy dz

_ ?// [/%\I/(xyz)-x-qb*(xyz)dy] dz d-
|

U(zyz) -y - ¢*(zyz) dx} dy dz

(R 0 0 B
- /¢’ ( %—y‘y%)‘l’)”

Wir haben somit einige lineare hermitesche Operatoren kennengelernt, denen wir durch
Berechnung des Erwartungswertes beziiglich eines bestimmten Zustandes des Q. M. Sys-
tems eine Messgrofle zuordnen konnen.

2.7 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Wir haben gesehen, wie wir beziiglich eines bestimmten Zustandes ¥ den Erwartungswert
eines Operators bestimmen konnen, d. h. den Mittelwert einer Observablen eines Quan-
tensystems in einem bestimmten Zustand. Der Mittelwert allein ist aber noch kein
vollstandiges statistisches Mafl. Dazu bendtigt man auch die mittlere Abweichung vom
Mittelwert. Sie gibt an, wie unscharf die Messung war. Man definiert die Abweichung
von einer exakten Messung

AF =F —(F)

mit dem zugehorigen Operator . R
AF =F — (F)

Das mittlere Schwankungsquadrat als positiv definites Mafl fiir die statistische Abwei-

chung erhélt man dann als Erwartungswert des Operators AF ’
@F) - [ wAFSFwir

Wenn F' eine Observable des Systems beschreibt, muss F hermitesch sein (sonst ist der
Erwartungswert nicht reell). Somit ist auch der Operator AF hermitesch (da (F) reell
ist)

AF = [t (AFY = F — (AF) = AF

Also gilt nach unserer Definition eines hermiteschen Operators
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(AF) = /ﬁﬁ(&?(&?m))df: U (A F o) dF

_ /(ﬁ\p)*qsdf:/(ﬂ"\p ) (AFw) a7

N»<Kﬁ>:(/ﬁ?mwf

<ﬁ’2) ist das statistische Ma8 fiir die Abweichung vom Mittelwert einer Messung, wenn
sich das Quantensystem in einem bestimmten Zustand befindet. D. h. wenn wir eine
bestimmte Messung unter gleichen Bedingungen (gleicher Quantenzustand V) oft wieder-
holen, so erhalten wir den statistischen Messwert

A

(F) + (AF)

Wir wollen nun die Frage stellen, ob wir einen ausgezeichneten Zustand des Quantensys-
tems finden, in dem die Messung scharf, d. h. (AF ) = 0 ist. Mit (AF ) = 0 ist per
Definition (A F' = f — (F))

A

(F)=f
der Erwartungswert exakt durch die Zahl f bestimmt. Wir erhalten die folgende Aussage
—2 —_
(AF) :/|AF\II|2dF: 0
Da der Integrand positiv definiert ist, verschwindet das Integral genau dann, wenn

AFU =0 & (F’—(F’>>\If:0

FU=FfU

Ein solcher Zustand ¥ und der zugehorige Erwartungswert f sind ausgezeichnet: man
bezeichnet W als Eigenfunktion und f als Eigenwert von F'. Die Abbildungsgleichung heifit
Eigenwertgleichung. Eigenfunktionen eines Operators zeichnen sich offenbar dadurch aus,
dass sie durch den Operator in sich selbst abgebildet werden. Die Abbildung bewirkt nur
eine Umskalierung der Eigenfunktion. Die Skalierung ist durch den Eigenwert bestimmt.
Eigenschaften:

1. Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell

2. Die Gesamtheit aller Eigenwerte eines Operators wird als dessen Spektrum bezeich-
net

3. Das Spektrum eines Operators kann aus einer diskreten Folge von FEigenwerten
bestehen (abzéhlbare Folge der Eigenwerte f1, fa,..., fn...), aus einer kontinuier-
lichen Folge (f(k)) oder aus einer Mischung von diskreten und kontinuierlichen
Eigenwerten
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4. Um die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion aufrecht zu erhalten,
miissen physikalisch erlaubte Eigenfunktionen quadratintegrabel sein, d. h.

N = / U U dr existiert

5. Zu jedem Eigenwert existiert wenigstens eine Eigenfunktion, so dass

FU,=f0, FUk)=f(k) k)

Oft gibt es zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen (z. B. m). Man spricht
dann von einer m-fachen Entartung des Eigenwertes und schreibt

P = fW, j=1..m FWE)=fkR)WE), j=1,..m

6. Zwei Funktionen V,, und ¥,, heilen zueinander orthogonal wenn gilt

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators bilden ein orthogonales Funktio-
nensystem. Seien f, und f,, verschiedene Eigenwerte von F

o Hermite- / VE(FW,) dif — / (FU,) W, dF

Zitit

EW. /\pm £ 0, dif — /(fm U,.)* U, dFf
Gleichung

BW - fm)/‘l’fn W, di

reell

Da f, und f,, verschieden sind, muss gelten
/\If;‘n\llndF:O ., m#EN

7. Da die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators orthogonal und quadratin-
tegrabel, also normierbar sind, bildet die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines
hermiteschen Operators ein orthonormiertes Funktionensystem

/ U W, dF = G
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8. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators bilden ein

vollstéandiges Funktionensystem (abgeschlossenes Funktionensystem). D. h. jede

Funktion, die von den selben Veranderlichen abhangt, dieselben Randbedingungen

erfiillt und normierbar ist, lasst sich nach den Eigenfunktionen eines hermiteschen
Operators entwickeln

U(F) =) a, V()

Die Entwicklungskoeffizienten ergeben sich aus folgender Rechnung

/\p;;(m L) = a0
/ U (F) W) dit = ) an / U (F) U, (F) dF
= Zanémn:am

Ein vollstandiges Funktionensystem wird durch folgende Relation definiert
(Vollsténdigkeitsrelation)

D UL () W) = 6(F — 7)

Daraus ergibt sich

Y VL) W(F) = 6(F =) | / U(7) d’
Z/ UL (F) U dr - W (r) = / W) 60 — ) dr’
> a0, 0, (F) = T(F)

Ich mochte als Abschluss dieses Unterkapitels einige Beispiele diskutieren

(i) Eigenwerte und Eigenfunktionen fir p,

Der Operator fiir die Impulsprojektion ist der lineare Differentialoperator
_h 0

i 0z

das Eigenwertproblem somit eine DGL 1. Ordnung

y 2
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Eine spezielle Losung dieser DGL konnen wir sofort als ebene Welle angeben

U(2) :A-exp{%pz-z}

Es handelt sich um eine Eigenfunktion des hermiteschen Operators p, zum reellen Eigen-
wert p,. Das Eigenwertspektrum ist kontinuierlich, denn p, kann beliebige Werte im
Bereich —oo < p, < oo annehmen. Die Eigenfunktionen von p, sind nicht quadratinte-
grabel

/\I/(sz) \I/*(Zp;) dz = A2/eiii(p2p/z)z dz
= 27hA*6(p. — pl)

d. h. nicht normierbar und somit im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation physi-
kalisch nicht realisiert. Sie sind aber orthogonal (§(p, —p’,) = 0 fiir p, # p’,). Der Impuls-
zustand eines Teilchens wird also nicht von p, sondern allenfalls durch eine allgemeine
Loésung von (%), einem Wellenpaket realisiert

1

(k%) W(z,po) = (27rh)%

/A(pz po) e P dp,

U(z,po) ist keine Eigenfunktion von p,, lasst sich aber nach dem vollsténdigen Eigen-
funktionensystem von p, darstellen. Wellenpakete der Form (xx) sind quadratintegrabel,
sofern die Amplitudenfunktion A(p, po) quadratintegrabel ist

1 Ly, 2z iy
/W*(z,po)@b(szo)d'z = 57 dZ/A*(ppo) e nbs dpz/A(p;po) e P dp,

1 N
2mh
- // dp. dp’, A*(p. po) A(p., po) 6(p. — p.)

Die physikalische Interpretation kennen wir ebenfalls: Teilchen mit scharfem Impuls lassen
sich nach der Unscharferelation physikalisch nicht realisieren. Sie wéren iiber den ganzen
Raum verschmiert und als Teilchen nicht mehr erkennbar. Wellenpakete entsprechen
dagegen unserer Vorstellung vom Dualismus Teilchen — Welle. Sie sind sowohl in der
Raum- als auch Impulsverteilung lokalisierbar aber nicht scharf bestimmt. D. h. im stren-
gen Sinne sind Eigenfunktionen des Impulsoperators physikalisch nicht realisiert, obwohl
wir spater damit rechnen werden. Das diirfen wir aber nur, weil das Superpositionsprinzip
des linearen Vektorraums garantiert, dass wir Ergebnisse, die wir fiir ebene Wellen erhal-
ten, sofort auf Wellenpakete erweitern konnen.



42 2. Grundbegrifte der Quantenmechanik

(i) Drehimpulsprojektion I,
Die z Komponente des Drehimpulsoperators ist in karthesischen Koordinaten

g _h( 0 O
=3 oy Yor

Es ist bequemer, die Eigenwertgleichung in Kugelkoordinaten zu betrachten. Dazu miissen
wir [, in Kugelkoordinaten transformieren

r=rsinfcosp , y=rsinfsing , z=rcosl

mit der inversen Transformation

z
=2 4+y*+ 22, cosf=Z | tangozy
r x

Wir konnen uns jetzt die Matrix aller partiellen Ableitungen beschaffen

or Or Or . . .

o oy 02 sinf cosp sinf siny cosf
00 00 08 _ cos f cos cos f sinp sin 6
oxr Oy 0z - T r T
dp Jdp O __ sing cos ¢ 0
ox Oy Oz r sin 6 r sin 6

und finden mit Hilfe der Kettenregel

l; = ?% , Zx:—? (Singb%+cot¢9 cosgp%)
A h 0 . 0
l, = n COS@%—cotesmgo%

) . 1 9 0 1 8
P = P4+P+2=-hn — (sinf= | + — —
ey T {sineae (Sm ae)ﬂm?e aw}

Die Eigenwertgleichung der Operators I kénnen wir jetzt in Kugelkoordinaten in wesentlich
einfacherer Form angeben

~

I, = 1LV
hi\l,

i Oy

Die Losungen sind bekannt (vergleiche harmonischer Oszillator)

W)= A-exp {3 1o}

wobei allerdings [, noch nicht bestimmt ist. Wir wollen unter allen moglichen Losungen
V() nur solche zulassen, die eindeutige Funktionen von ¢ sind, d. h.

U(p) = ¥(p+2m)
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Konkret bedeutet diese Bedingung, dass wir nicht beliebige Eigenwerte fiir [, erhalten,
sondern nur Werte, fiir die gilt

L,
—=m , m=04+1,42, ...

h
Das Ergebnis erinnert uns an die Bohr’sche Quantisierungsregel, nach der der Drehimpuls
gequantelt ist. Hier erhalten wir die selbe Aussage aus der mathematischen Forderung
(oder Randbedingung), dass W(p) eindeutig sein soll. In einem Polardiagramm bedeutet

Abb. 2.3: Polardiagramm von W(¢p)

dies, dass W¥(y) dann eine eindeutige Eigenfunktion zu I, ist, wenn U(y) eine stehende
Welle beziiglich ¢ représentiert (Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungsregel). Mathema-
tisch betrachtet folgt aus der Formulierung der Randbedingung fiir die Losung des Eigen-
wertproblems, dass nur diskrete Werte fiir den Eigenwert zugelassen sind. Wir haben mit
. also ein Beispiel fiir ein diskretes Spektrum gefunden. Die Eigenfunktionen numerieren
wir entsprechend den Eigenwerten, so dass

LV, = hmvV,,
\IIm - A~eim‘p

Die Eigenfunktionen sind quadratintegrabel

2w

|AJ? /e—iW ¢ ™ dp =21 | A2

Aus der Bedingung
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Die Eigenfunktionen sind orthogonal, denn es gilt

27

27 27
1 e I
/@;%M¢:——/é1mver¢:——/emde¢:0 n#m
2m 2m
0 0 0

Das Integral verschwindet, weil sin n ¢ und cosn ¢ iiber ein vielfaches der Periode integri-
ert, ebensoviele positive wie negative Teilflachen einschlieft. Das Funktionensystem ist
vollstandig in dem Sinne, dass jede normierbare Funktion von ¢ nach Eigenfunktionen

von [, darstellbar ist, d. h.

ole) = %;mm C B(p) = dlp+2m)

i - V%O/e—imww)dw - [o@eerde=1

0

Man nennt diese spezielle Darstellung eine diskrete Fourieranalyse der Funktion ¢(¢).
Die Eigenfunktionen erfiillen die formale Vollstandigkeitsrelation (per Definition)
]. . . / 1 . /
il e-ime gime’ .~ el Mm@ =%) — §5(, —
Vr 2 2r 2 (¥ =)
— dies ist kein Beweis der Vollstandigkeit, sondern eine formale Folgerung aus der Tat-
sache, dass hermitesche Operatoren ein vollstandiges Spektrum besitzen. Zum for-
malen Beweis muss man auf die Funktionalanalysis zuriickgreifen

(iii) Drehimpulsquadrat )
Wir suchen Eigenfunktionen und Eigenwerte von [2, d. h.

PU=LV
Wir wollen auch diese Eigenwertgleichung in Kugelkoordinaten losen, d. h.

1 1
N g2 : 2
I*=—h {—smea@ (31n089)+sin298¢}

Die Eigenfunktionen hiangen also von 6, ¢ ab, d. h. wir suchen Funktionen, die die DGL
erfiillen

{5—%@M%H—i—y+£}W&@:0

iné sin?@ ¥ R?

Man kann zeigen (siehe Elektrodynamik), dass diese DGL Loésungen hat, wenn
L=n%11+1)

Dann handelt es sich um die DGL fiir Kugelflichenfunktionen und man hat die Aussagen
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PU0,0) = R+ 1)T,(0,)
\I[l - ylm(07 90>

Die Kugelflachenfunktionen sind zusatzlichen von der Quantenzahl M abhangig. Man
findet
m=0,£1,+2.+3,--- £

D. h. zu jedem Eigenwert 12 [(I 4 1) existieren 21+ 1 Eigenfunktionen von 12, namlich die
21+ 1 Kugelflachenfunktionen:

Y-t 5 Y,-1+1 5 -+ 5 Yo --- 5 Y-1 , Y

Jeder Eigenwert £ von {2 ist also 21+ 1 fach entartet. Die Kugelflichenfunktionen erfiillen
einige niitzliche Relationen

Y-m = (_1)myl*m
// Yrn(0©) Yy (0 ) sin@dddp = Oy Oy Orthogonalitét

1 .

Pon(0) = (—1)™ {@l ;(zll(lm_)!m)!} ’ sinmew(i%)mﬂ(cosﬁ)
P(cos) = L Ll [(cos® 6 — 1)']

201! d(cos )

Sie bilden ein vollstandiges Funktionensystem in dem Sinne, dass jede Funktion auf einer
Kugeloberflaiche nach Kugelflachenfunktionen darstellbar ist.
Aus der Struktur der Kugelflachenfunktionen

1

eimgp

Yim = le(e)

N

wird klar, dass die y,, auch Eigenfunktionen von [, sind. D. h. [? und [, haben einen
gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen. Lasst sich die Winkelabhéngigkeit eines Quan-

tensystems durch eine Kugelflachenfunktion angeben, so sind [2 und [, gleichzeit scharf
messbar. Eine Eigenschaft, die — wie wir im nachsten Kapitel sehen werden — eine Kon-
sequenz der Kommutativitit des Operatorproduktes [I?[.] = 0 ist.

2.8 Kommutatoren und die Unscharferelation

Wir haben gesehen, dass im Rahmen des Formalismus, den wir bisher entwickelt haben,
Kommutatoren von Operatoren eine besondere Rolle spielen. I. a. vertauschen zwei Opera-
toren nicht: die physikalische Konsequenz ist, wie wir sehen werden, die Unscharferelation.
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Wir wollen aber zunéchst iiber hermitesche Operatoren sprechen, die miteinander ver-
tauschen und zwei wichtige Aussagen beweisen:

(i) Besitzen zwei Observablen F' und G' gleichzeitig scharfe Werte, so miissen
die zugehorigen Operatoren F', G kommutieren

Beweis:
Die Aussage ”gleichzeitig scharf messbar” bedeutet: es muss ein Zustand des Quanten-
systems existieren, der gleichzeitig Eigenzustand beider Operatoren ist

In diesem Zustand gilt fiir den Kommutator

[FG] v, — (FC:— GF) U, = Fg, U, —Gf, U,
D. h. beziiglich des gemeinsamen Eigenzustandes verschwindet der Kommutator. D. h. aber
noch nicht, dass der Kommutator generell 0 ist. Dazu miissen wir die Aussage fiir beliebige
Wellenfunktionen bestéatigen. Wir wissen aber als Konsequenz des Vollstandigkeitstheo-

rems, dass wir eine beliebige Wellenfunktion nach gemeinsamen Eigenfunktionen von G
und F' entwickeln konnen, so dass

o= ) a7,
[FG] vo= S a, [FG} U, =0
Da obige Aussage fiir beliebige Wellenfunktionen ¥ gilt, muss
Pé| =0

gelten.
Wir wollen nun die Umkehrung beweisen.

(ii) Sind zwei Operatoren F und G vertauschbar, so besitzen sie ein gemein-
sames System von Eigenfunktionen

Beweis:
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«) Die Eigenwerte seien nicht entartet, d. h. zu jedem Eigenwert f,, existiert eine Eigen-
funktion W¥,, so dass

Multiplikation der Eigenwertgleichung mit G ergibt
GEW, =F (G\I1n> — 1, (G\Ifn>

D. h. aus der Kommutativitit von F und G folgt, dass G ¥,, ebenfalls Eigenfunktion
zu F'ist zum Eigenwert f,,. Da aber per Voraussetzung das Spektrum von F' nicht
entartet sein soll, d. h. ¥, eindeutig zu f,, zugeordnet ist, kann sich G v, von ¥,
nur durch eine Konstante unterscheiden, somit

() Der Eigenwert sei entartet, d. h. zu f,, gibt es m Eigenfunktionen W/ j = 1,... m.
Dann folgt aus der Aussage

I (G m;) = f, (G m;)

dass G ! eine Funktion des Unterraumes der m entarteten Eigenfunktionen W
sein muss, d. h.

Gu =Y d v
j=1

W' ist nicht unmittelbar eine Eigenfunktion von G. Nun betrachten wir eine be-
liebige andere Linearkombination

=2 W0,
j=1

¢! ist Eigenfunktion von F zum Eigenwert f,

D ST TR S TRTEIS A
j=1 j=1 j=1
= fn¢ln

Ich behaupte nun, dass man die Koeffizienten bé- so wihlen kann, dass ¢! Eigen-

funktion von G zum Eigenwert g, wird. Aus
G, = gn by,

folgt
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S HGW = g, v //\Ifﬁ*drf

J J
Zbg/qffz*é\pg;df = gubp =) MGy (%)
J J

( (*) Dabei haben wir angenommen, dass die Eigenfunktionen zu einem entarteten
Eigenwert orthogonalisiert werden kénnen)

Dies ist ein homogenes, lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Entwick-
lungskoeffizienten b,. Der Eigenwert g, ergibt sich aus der Sikulargleichung

Gll_gn G - Gim
Gt v oo G — O

D. h. G und F besitzen einen gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen, der als Lin-
earkombinationen der {U7 j =1,...m} dargestellt werden kann.

Abb. 2.4: Zur gleichzeitigen Messbarkeit des Betrages und einer Komponente des Drehim-
pulses: [1%,1,] =0, [ls,l,] #0,[l,,L.] #0

Wir sehen also, dass das Auffinden kommutierender Observablen eines Quantensystems
von grofler Bedeutung ist. Man sagt ein Messprozess sei vollstandig durch die Angabe der
Eigenwerte aller miteinander vertauschbarer hermitescher Operatoren. Wir haben damit
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alle Observablen des Systems bestimmt, die gleichzeitig scharf messbar sind bzw. einen
gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen besitzen. Man charakterisiert diese Zustande
nach den Quantenzahlen, die die entsprechenden Eigenwerte bestimmen.

Beispiel: y;,, ist Eigenfunktion zu [2 und [,

Zzylm = mhy,, — Quantenzahlm

Pym = R2l(1+1)ym — Quantenzahll Numerierung der Entartung m

Ich mochte jetzt zu dem allgemeinen Fall kommen, dass zwei Operatoren F ,é’ nicht
vertauschen. Es soll gelten

~ ~ ~

F=FtG=G* F,Gl=iM , MT=M
Dann gilt ebenfalls mit

— —

AFt=F—(F) , AG+=G—(G)
[ﬁ,@] - [A—<F>,G—<G>]
= FG-F(G) - (F)G+ (F)G) — GF + G(F) + (G)F — (G)(F)
- [r.c]=in

Wir betrachten jetzt das Hilfsintegral

0<I(a)

/}(aﬁ—i/&;) U*di aeR

— /\If (eAF +1AG) (aAF ~iAG) war
- /\If [oﬂﬁ?—ia [ZF,Z@} +A/52] U dif
_ /\If 02 AF? + a M+ AG?| wdr

= o*(AF?) + a(M) + (AG?)

= <AF2){a+2<<AA§Z2>} + (AG?) —

(M)?
A(AF?)

Dieser Ausdruck soll fiir beliebige a positiv sein, was sich im schlimmsten Fall nur
garantieren lasst, wenn

(M)?

(A = T8

= [(AF?)(AG?) > —(M)?

=] =

Dies ist die verallgemeinerte Form der Unschéarferelation. Es gilt z. B. fiir



50 2. Grundbegrifte der Quantenmechanik

. . ~ h
— F=p, G=2 i M= [p,, 7] = —
i

Der Kommutator zweier hermitescher Operatoren bestimmt somit, wie grof die Unscharfe
der entsprechenden Mittelwerte beziiglich eines gegebenen Quantenzustandes mindestens
ist. Ist (M) = 0, so sind die Observablen F' und G beziiglich des speziellen Zustandes
scharf messbar.

2.9 Die zeitliche Anderung der Mittelwerte von Ob-
servablen

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, inwieweit die klassische Mechanik als Spezialfall
der Quantenmechanik anzusehen ist. Dazu betrachten wir die zeitliche Entwicklung des
Erwartungswertes einer Observablen beziiglich eines zeitabhangigen Quantenzustandes:

d . A R

— /(m F\Ir+\p*8—F\y+\p*Fa—\D> dr

ot ot ot

Wir wollen annehmen, dass die Dynamik des Quantenzustandes durch die zeitabhangige
SGL beschrieben wird

ov 1 ov* 1

—=—HY =——HU"
T or T in ot ik
so dass )
d oF 1 14 -
SRy = [ (S = [P ) war
at ) / <8t Tin ) g
Fiihrt man durch seinen Erwartungswert 4 (F) = (%} den Operator % ein, so ergibt
sich die Operatoridentitét
dF 9F 1 . .
i 2 H}
T RV

Die totale zeitliche Anderung eines Operators wird durch seine explizite Zeitabhangigkeit
bestimmt und dadurch, ob er mit dem Hamiltonoperator des Quantensystems vertauscht.
F heifit ein Integral der quantenmechanischen Bewegung, wenn gilt

df OF .
2 -0, dh[F.H =0
dt ot : |7, H]
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7. B. erhalten wir fiir Ort und Impuls folgende Aussagen

dp, 1 . di 1
52,11

— Ezl_h

dt  ih [x H}

Nimmt man an, der Zustand des Quantensystems werde durch den Hamiltonoperator

h? 0

[ﬁx,fﬂ = [},V] :? (3V+Vg_vg) :ﬁa_v

ox or ox i Ox
N h? 0? h? 0 h h o ih
T H = - _— = —— ) = ] - — = —
[;1:, } 2m [x, 8202} 2m ( 8x) m' iz m’®

und man erhalt .
do OV di_ .
dt  Ox dt  m
An dieser Stelle wollen wir uns an die klassische Mechanik erinnern. Wir hatten fiir ein

System beschrieben durch die Hamiltonfunktion H(p,,z) = % + V(x) die kanonische
Bewegungsgleichung

dp.  OH 0V dv  OH  p,

dt ~ 9r  dr dt dp, m
Offenbar ergibt sich die zeitliche Ableitung der Operatoren wiederum aus der Quan-
tisierungsvorschrift, in diesem Fall durch die Quantisierung der kanonischen Bewegungs-

gleichungen.
Wir kénnen nun die beiden Operatorgleichungen zusammenfassen

2 1d . 10V

a2 " mdt?” T moox

und erhalten fir die Mittelwerte

2
md—@):—/\p*g—Z\pdf

Fiir den Fall, dass die Wellenfunktion sehr stark beziiglich des Mittelwertes (z) lokalisiert

ist, kann man 2 nach (z) entwickeln

v V() V() o LV
or = o T amez G Nt s @)t

Einsetzen ergibt
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he vz)) [, PV ((x)) x
it = Sy [ S (= fi)
L V({z) /\p (r— (@) Do — ...

2 0(z)3
ovV({z)) 1FV((x)

C ) 2 9

Fir den Fall, dass (Az?) klein, die Wellenfunktion also stark lokalisiert ist, oder mit
anderen Worten das Quantensystem eindeutig Teilchencharakter besitzt, verhalten sich
die Mittelwerte entsprechend den klassischen Groflen, d. h. der Mittelwert (z) erfiillt die
Newtonsche BWGI (Ehrenfest’sches Theorem)

(Ax?) —

2.10 Der Grenziibergang von der Quantenmechanik
zur klassischen Mechanik

Ich mochte die Einbindung der klassischen Mechanik in die Quantenmechanik etwas ver-
tiefen. Dazu miissen wir aber den kleinen Exkurs in die klassische Mechanik, den wir vor
einer Weile begonnen hatten, zunachst weiterfithren.

Wir haben gesehen, dass eine mogliche Formulierung der klassischen Mechanik mit Hilfe
von Hamiltons BWGI durchgefiihrt werden kann

OH . OH
op,,

¢, und p,, sind die generalisierten Koordinaten und Impulse. Man bezeichnet sie auch als
kanonisch konjugierte Variablen der Hamiltonfunktion

(ju:

H(puq,.) Z Pudp — L (4u4,)

Wir konnten die BWGI auch in anderen konjugierten Variablen @), P, formulieren. Ein
moglicher Weg wird durch folgende Kette von Uberlegungen angegeben.

oL

Def. ), — berechne L (Qu Qu) — P, = —%
“w

— Hamiltonfunktion H' = Z B, Qu — L (Qu Qu>

“w
. oH' . oH'
— neue BWGI Quza—_PM PM:—@
Wichtig ist die Erkenntnis, dass die Hamilton’schen BWGIn forminvariant sind beztiglich
des Ubergangs zwischen den kanonischen Variablen p, ¢, und P, Q.
Wir kénnen nun eine direkte Transformation S(p, g, P, @,) formulieren, die die kanoni-
schen Variablen p, g, in P, @), tberfiihrt.
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Die Transformation S heifit kanonische Transformation. Sie zeichnet sich
dadurch aus, dass die Hamilton’schen BWGIn forminvariant beziiglich .S sind.

Wenn wir diese Aussage als Definition nehmen, so konnen wir S bestimmen, indem wir
fordern, dass die Variation des Wirkungsintegrals I unter S invariant ist. Die Variation
von [ ergab ja gerade die Hamilton’schen BWGIn.

Behauptung: Das Differential

dS = "pudq, — Hdt = " P,dQ, + H'dt

0 j

definiert eine kanonische Transformation.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass S die Forminvarianz der Hamilton’schen BWGI nicht
verletzt. Dazu integrieren wir das Differential formal iiber die Zeit

t1 t1 t1

ds dq, dQ

Zdt = —t _H — P—*r —H
to

to
t1 t1

() S =St) = [Lladdi- [ L(Qu,)d

to to

Wir sehen, dass S(t) offenbar die Wirkungsfunktion des klassischen Systems wiedergibt,
denn S(t) ist ja gerade durch das Zeitintegral iiber die Lagrangefunktion definiert. Die
Variation der Wirkungsfunktion liefert die Hamilton’sche BWGI. Wir erhalten die Varia-
tion, indem wir die Endpunkte M (¢;) und M (ty), die den Zustand des klassischen Systems
zur Zeit t1; und ¢y beschreiben, festhalten und nach der klassischen Phasenraumtrajektorie
suchen, die die Wirkung minimiert, d. h. Variation von (x) liefert.

t1 t1

0= [ Ligandi =0 [ £(Q.Q)d

to to

somit garantiert S die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen, d. h.

. 6_H 0, = OH'
= p, "= BP,
S(qupuQpuFy)

OH . OH'
Qu =

P = 3q, 2Q,
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Wir wollen jetzt eine DGL fir S finden. Das Differential dS ist ein totales Differential
von S, wenn gilt

0S oS oS

= > pudg,— Hdt - P,dQ, + H'dt

1 1
VR Y R SR
dq, 0Q, ot
Formal erhalten wir daraus S(q,Q,) = const., eine Hyperfliche im Koordinatenraum
qu zu jedem Wert fiir Q),. Beziiglich dieser Wirkungsflache steht der Impuls p, = %

senkrecht. Der Impuls definiert die Bewegungsrichtung, d. h. S(g,) = const. zu gegebenem
(),, beschreibt uns die Zeitentwicklung des klassischen Systems in dem Sinne, als es eine
Schar von Flachen senkrecht zur Trajektorie des klassischen Systems festlegt.

9
S(t+At) A

S(t)

Abb. 2.5: Bewegung eines Massenpunktes senkrecht zur Schar von Wirkungsflachen

Wir interpretieren @), F, als Anfangsbedingung des Systems. S(g,) = const. beschreibt
uns die Bewegung des Systems innerhalb eines Zeitintervalls als kanonische Transforma-
tion von @, P, nach g,p,.

Fir @, fest gilt also

oS P? - p?

=~ _— H_-_H=_-— -z

ot 2m+V(Q) 2m V()
— 0t const. — 2 (V8 -V
- + const. — ﬁ< q ) — ((T)
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+) P = —VQS — 0, weil @ als Parameter festgehalten wird
++) V(Q) = const. Potential an einem Wert

Und somit erhalten wir schlielich als DGL (Hamilton-Jakobi-Gleichung) fiir die Wirkungs-
funktion 95

1 ~
3 " am (VeS)* = V(q)

Nach diesem etwas lingeren Exkurs mochte ich wieder zur Quantenmechanik zuriickkehren.
Ausgangspunkt ist die SGL

ov _( n

Wir schreiben die Wellenfunktion in der allgemeinen Form (S ist komplexwertig)
U (7, t) = exp {% S(F, t)}

und setzen in die SGL ein (Multiplikation mit e %S )

oS 1 ih
T 2m(VS) +V(7”)—2—AS

Wir sehen jetzt sofort, dass die SGL in die Hamilton-Jakobi-Gleichung tibergeht, wenn
der Term % AS klein im Vergleich zu (VS)? ist, oder im Sinne & — 0 geht die SGL in die
klassische BWGI fiir S tiber

Das ist die Aussage, die wir unter dem Korrespondenzprinzip verstehen. (x) heifit die
Eikonalnaherung der SGL. Sie gilt unter der quantitativ exakteren Bedingung, dass

(VSw)? > h|ASu|=h|V (VSw)|
P > hldivyl

der Impuls des Teilchens grof3 sein muss im Vergleich zur Impulsénderung. Fiir den
eindimensionalen Fall konnen wir die Bedingungen auch wellenmechanisch formulieren

gl &l 1 [Esl 2T

e bt AL e
1 w2l 1 dx
o2 L onldx
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Die Eikonalniherung der SGL gilt, wenn die Anderung der Wellenlidnge iiber typische
Abmessungen des Systems klein im Vergleich mit 2 7 ist. Ist a ein typisches Langenmafl

des Systems, so gilt
ax A
Iz ~N—-<L27 AL 2T1a

i a

Beispiel: H Atom mit einem Elektron auf einer Bahn mit Radius a:

A < 271 a bedeutet ein Elektron bewegt sich auf grolem Bahnradius und ist dort relativ
zum Bahnradius lokalisiert.

Wir kénnen nun Quantenkorrekturen zur klassischen Wirkungsfunktion berticksichtigen,
indem wir S in Ordnungen von % entwickeln, also

h n\?
S:Skl+751+<f) SQ+
1 1

Einsetzen in die SGL liefert uns ein System von Bestimmungsgleichungen fiir die Korrek-
turterme S;. Dieses Vorgehen nennt man die quasiklassische Naherung der SGL.

2.11 Zusammenfassung

Experimente: Photoeffekt, Elektronenstreuung, Franck-Hertz Versuch
Die selben mikroskopischen Objekte erscheinen unter verschiedenen experi-
mentellen Bedingungen als Teilchen oder Wellen; Ein Atom kann nur diskrete

Energiequanten aufnehmen.

Forderungen an eine Theorie

(i) Das Postulat von De Broglie £ = hw, p = hk fiihrt zur Dispersionsrelation £ =
P _ kK2

von Materiewellen
2m 2m

(ii) Aus dem Superpositionsprinzip fiir Materiewellen folgt, dass die Wellengleichung lin-
ear und homogen sein muss

(iii) Born’s Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion erlaubt die Berechnung
von Observablen — die Verbindung zwischen Theorie und Experiment.

Konsequenzen

e (i) und (ii) fihrt zur SGI (z.B.):

L h?
ihor = =5 - A+ V(F)W

U (7, t) beschreibt das Quantensystem abhéngig von seinem Anfangszustand W(¢).
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e (iii) Zentrale Observablen des Quantensystems: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
o(7, ) = |¥|? und Wahrscheinlichkeitsstromdichte j = — 41 (P V- TV ) erfiillen
die Kontinuitatsgleichung

% +divj =0

falls das Potential reell ist. Aus dieser lokalen Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

folgt die Normerhaltung % Jodf=0

e (iv) erhdlt man eine Zuordnung zwischen Observablen und linearen, hermiteschen
Operatoren, sowie deren Ortsdarstellung (Quantisierungsregel)

Observablen eines Quantensystems
Messgrofien sind Mittelwerte hermite’scher Operatoren, bezogen auf einen Quantenzus-
tand W

< F>= / U*F d7,
Die Unscharfe einer Observablen ist
<Aﬁ>:/wi<ﬁ>mﬁﬁ

Eigenfunktionen und Eigenwerte

Befindet sich ein Quantensystem in einem Eigenzustand ¢ beztglich F,Fd = f®, so ist
die Observable < F' > scharf messbar

<F>:/<I>*Fq>dfzf

mit < AF? >= 0.
Beispiele sind die Eigenfunktionen von

?/zm(19 ) = R+ Dy (9, )
M = hmel™ ) |m| <1

Kommutatoren und Messbarkeit

e Folgende Aussagen sind dquivalent:

[,G] =0 und F und G sind gleichzeitig messbar

e Unscharferelation

<AF?>< AG? > > i < i[F,G] >*
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Korrespondenzprinzip

e Bewegungsgleichung fiir Operatoren

e Bewegungsgleichung fiir Erwartungswerte (Ehrenfest’s Theoreme)

d<“> 1<?>

JE— r — JE—

dt m b

d - -

pr <p> = —<VV>=-V_ V(<7 >)+0[< AF >

e Eikonalndherung der SGI

IS 1 2 .
T o V)V



Kapitel 3

Beispiele fur einfache
Quantensysteme

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit der expliziten Betrachtung einiger einfacher, exakt
beschreibbarer Quantensysteme befassen. Sie werden sehen, dass zwar einerseits diese
einfachen Beispiele nicht besonders realitatsnah sind, andererseits aber in geschlossener
Form behandelt werden konnen und somit Strukturen der Quantentheorie in geeigneter
Form prasentieren.
Ausgangspunkt ist wieder die zentrale Bewegungsgleichung der Q. M. — die SGL
ov .

ih—=HWUV

ot
Unter der Voraussetzung, dass der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhangig ist, konnen
wir U(7,¢) in ein Produkt aus Orts- und Zeitfunktion zerlegen

D) 1 h 2 = ) ) ()
ing  Hy()
MO

Offenbar separiert die SGL in der Zeitfunktion x(¢) und in der Ortsfunktion ¢ (7). Damit
diese Aussage fiir beliebige ¢ und 7 gilt, miissen namlich die Quotienten der beiden Seiten
konstant sein (sie diirfen nicht von ¢ oder 7 abhéngen)

.1 0 2 .

ih%y _g . H (1) _z
X(t) L)

Man nennt F die Separationskonstante und erhalt

X =B HUG) = Bu)

99
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X (t) konnen wir sofort bestimmen unter der Bedingung x*y = 1

X :exp{—%E-t}

Wir sehen also, dass die Gesamtwellenfunktion
www>=¢vv«mp{—%Eﬁ»

nur iiber einen Phasenfaktor von der Zeit abhangt, d. h. die zugehorige Wahrschein-
lichkeitsdichte ist stationar
0= o(F") = () ()

Deshalb nennt man die entsprechenden Wellenfunktionen stationare Zustédnde. Die sta-
tionédren Zustédnde werden durch den Zustand v (7) festgelegt. Dabei handelt es sich offen-
bar um eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators. Der Eigenwert E ist die scharf mess-
bare Energie des Quantensystems, wenn es sich in einem Eigenzustand von H befindet.
Wir werden nun einige Beispiele fir stationare (Quantensysteme — H ist unabhéngig von
¢ OH

s 5 =0- explizit berechnen.

3.1 Rechteckpotentiale

Als erste Gruppe von Potentialen wollen wir eindimensionale Rechteckpotentiale betra-
chten. Die stationare SGL

Hi=Ev
also das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators reduziert sich in diesem Fall auf eine
gewohnliche DGL der Form

(v vw) v = £

2m dz?
Um eine moglichst einfache Schreibweise zu erreichen, substituiert man

h? h?

Einsetzen ergibt (eine DGL vom Sturm Liouville Typ)
W'+ (e=Ulx) =0

U(x) soll im Rahmen dieses Kapitels ein (zusammengesetztes) Rechteckpotential sein,

d. h. z. B.

0 T < Qg
U ap<z<a

Un anflgxgan
0 x>a,
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Sie sehen an diesem Beispiel, dass Rechteckpotentiale nicht nur von akademischem Inter-
esse sind. Wir konnen beliebige eindimensionale Potentiale durch eine Folge von Rechteck-
potentialen approximieren.

U(x)
A

\
x

Abb. 3.1: Approximation eines Potentials durch eine Folge von Rechteckpotentialen

Betrachten wir nun die SGL in einem beliebigen Intervall, so hat z. B. U(x) fiir z €
[a;_1,a;] den festen Wert U;. In diesem Intervall konnen wir die SGL formal 16sen

P =y =0 ; Wwr=U~-—c¢

wobei die Losung ¢ eine Linearkombination von Exponentialfunktionen sein muss. Grund-
satzlich unterscheiden sich aber die Losungen in ihrer Struktur, abhangig davon, ob

e—U; >0 , e—U; <0

(1) € > UZ
In diesem Fall gilt

w=U; —e<0 ~s Losung oszillatorisch, weil w imaginr

k; = \/m = /e — U; und somit
() ~elhie | emikie
Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombination
(¥) Y(x)=A-eM* LB .e ke

bzw. damit ¢ normierbar ist, eine Summe von zwei Wellenpaketen

() = /A(k:’ —k;) e k’l‘dk’+/B(k/ k) e R g
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Dabei repréasentiert der erste Term eine Welle die nach rechts lauft
K oF=k & xé =k

und der zweite Term eine Welle, die nach links lauft
K 7= ke, xé, = —k'z

Im Falle (%) sehen wir, dass fiir € > k; das Spektrum von H kontinuierlich ist: Jeder Wert
fiir die anfangliche kinetische Energie € der Streuwelle ist moglich.

(11) e < U;:
In diesem Fall ist w? = U; — ¢ > 0 und damit sind die Losungen der SGL reelle Exponen-
tialfunktionen

P(x) ~ et e §i=VU —e€

Die allgemeine Losung
Y(z) = A -5 4B . e 5®

ist im unendlichen Intervall nur normierbar, wenn A = 0. D. h. aus der Randbedingung
(quadratintegrabel) folgt, dass eine im unendlichen Intervall physikalisch realisierbare
Losung nur

V@) = B

sein kann. [. a. muss man nun die Losungen der jeweiligen Intervalle stetig an den In-
tervallgrenzen anpassen, um eine Gesamtlosung im Bereich —oo < < +o00 zu erhalten.
Dabei hat der folgende mathematische Aspekt eine direkte physikalische Relevanz:

mathematisch SGL ist DGL 2. Ordnung und somit die Losung nur eindeutig bestimmt
durch die Vorgabe von ¢ und % an den Intervallgrenzen

physikalisch 1) die Wahrscheinlichkeitsdichte (und damit 1) muss an den Intervallgren-
zen stetig sein. 2) der Wahrscheinlichkeitsstrom (und damit Vi) muss an den
Intervallgrenzen stetig sein.

Wir wollen jetzt einige konkrete Beispiele betrachten

3.1.1 Potentialstufen (eindimensionales Streuproblem)

Die klassische Physik gibt hier eine ganz eindeutige Antwort: fiir e > U fliegt das Teilchen
unbeeinflusst weiter, fiir ¢ < U wird es elastisch an der Stufe reflektiert und fliegt mit
der gleichen Geschwindigkeit wieder zuriick. Quantenmechanisch ist die Situation kom-
plizierter. Wir werden sehen, dass ein quantenmechanisches Teilchen mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit in die Potentialstufe eintunneln kann. Allerdings wird es dann auch
vollstandig reflektiert. Um den Prozess korrekt zu beschreiben, miissten wir mit Wellen-
paketen rechnen (wegen der Normierbarkeit). Wir wollen aber nur grundlegende Struk-
turen verstehen und arbeiten deshalb mit ebenen Wellen.

Gegeben sei das Potential
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1>U 3 >

<+

1<U &+

7

Abb. 3.2: Elastische Streuung an einer Potentialstufe

0 x<0
U(l‘) N {U() x>0

Im Gebiet [ haben wir eine rein oszillatorische Losung, da e > 0 (wir bringen ein Teilchen
mit kinetischer Energie ein). Die Losung im Gebiet I ergibt sich also zu

Yr(z) = A-eMT L p.emihiT = /e
D. h. wir beobachten die Uberlagerung der einfallenden Materiewelle und einer reflek-
tierten Materiewelle, wobei die Starke der Reflexion (|B?|) noch unbestimmt ist.

Im Gebiet IT wird eine Fallunterscheidung notwendig.

(i) € < Uy: fiir diesen Fall ist eine normierbare Losung der SGL

w[[(.r) = C . 876”33 , f[[:\/ U — €

Man sieht, dass ein quantenmechanisches Teilchen in den klassisch verbotenen Bereich
eindringen kann.

(ii) € > Uy: fiir diesen Fall ist die Lésung wieder oszillatorisch und wir erhalten

Vr(z) =D-ebrypoetibnr ok =\e—U

Aus dem Vergleich von k; und kj; sieht man aber, dass die gestreute Welle nicht unbe-
einflusst bleibt (wie im klassischen Fall). Es gilt

27 27

— < — o~ A< Apg

Air A1

Wir suchen nun eine Losung der stationaren SGL, die im gesamten Definitionsbereich
stetig ist. Dazu miissen wir die Grenzbedingungen fiir z = 0 erfiillen. Das definiert uns

dann die noch unbestimmten Amplituden

$1(0) =1r(0)  ¥5(0) = ¢7,(0)

ki <kr ~
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Yr(0) =100 - A+B=C
V7(0) =v3;(0) — 1Ak —iBky=—-¢;,C

Damit haben wir 2 Gleichungen fiir 3 Unbekannte. Trotzdem ist das Problem definiert,
da wir die Intensitat (|A|?) des einlaufenden Teilchenstrahles wihlen konnen. Setzt man
A =1, so ergibt sich

B-C = -1
—ikiB+&nC = —ikg
~ po btk co__ 2tk
Err—1kr Err—1ky

Damit ist die Gesamtwellenfunktion eindeutig bestimmt und wir konnen zur Interpreta-
tion o(x) und 7(x) berechnen

4 (klcosklaz—&]sinklx)z x <0

ki€,
o) = v dw={
N ih (e e N
i) = 1 (v - 00) ) =0

VAV

Abb. 3.3: Dichte fiir e < Uy

Aus der zweiten Aussage entnimmt man sofort, dass der Nettostrom verschwindet, wenn
naturlich alle Teilchen wieder reflektiert werden. Die erste Aussage beinhaltet, dass die
Teilchen mit einer exponentiell abklingenden Wahrscheinlichkeit in die Potentialstufe ein-
dringen konnen. Dies ist der quantenmechanische Tunneleffekt. Letztlich werden aber,
wie in der klassischen Physik, alle Teilchen wieder reflektiert (wegen 7= 0).

Wir wollen noch 2 Grenzfélle betrachten.

)& = Uy — e — o0 : unendlich hohe Potentialschwelle
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4sinkjz <0
= o) = x>0

D. h. bei einer unendlich hohen Barriere ist es auch fiir ein Quantenteilchen unmaoglich,
in die Barriere zu tunneln.

B) kr = /e — 0: einfallende Teilchen mit geringer kinetischer Energie

4sinkjz <0
= o) = 1 x>0

D. h. Teilchen mit geringer kinetischer Energie sehen praktisch eine unendlich hohe Po-
tentialstufe.

(11) € > U(]I

Vr(0)=2v;;(0) — A+B=D+E
Vp(0) =5 (0)  — ik (A—B)=iky(D—FE)

In diesem Fall haben wir ein Problem. Selbst bei der Wahl A = 1 bleiben 2 Gleichungen
fiir 3 Koeffizienten. Das liegt daran, dass man 2 Streusituationen gleichzeitig betrachtet:

> X

U(x)

B)

Y

Abb. 3.4: Zur Unterscheidung des links- und rechtslaufenden Streuproblems

e Teilchen lauft von rechts ein:
A =0, E vorgegeben, B, D zu bestimmen
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e Teilchen lauft von links ein:
E =0, A vorgegeben, B, D zu bestimmen

Wir wollen uns auf die zweite Situation beschranken. In diesem Fall gilt

B—-D = -1
k
T
Man erhélt
B_kl—kll D— 2k, ky = /e
Dichte und Strom ergeben sich in diesem Fall zu
( (kIJriu)Q (k7 cos® kyx + kipsin® k) o <0
¢ - 4K?
I
\ (k‘1+k11)2 xr > 0
( 2h krik
| w Grtk? T <0
7= 2h  kik
| Grtke? T 0

Q (x)

Y
x

Abb. 3.5: Dichte fiir € > U,

Interpretation:

a) Der Nettostrom nach rechts (weil j > 0) ist in beiden Gebieten gleich gro8

() Die Wahrscheinlichkeitsdichte zeigt im Gebiet I eine typische Interferenzstruktur (wie
in (i) ebenfalls) zwischen einlaufender und reflektierter Welle mit der Bildung einer
stehenden Welle. Im Gebiet II ist o = const., d. h. das Teilchen bewegt sich als
ebene Welle mit reduziertem Impuls weiter. Reflexion findet also nur an der Stelle
x = 0 statt.
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Wir haben an diesem Beispiel gesehen, dass es offenbar zwei verschiedene Reaktionsmecha-
nismen fiir die Streuung eines Teilchens an einer Potentialstufe gibt: die Reflexion fiir
Teilchen mit kinetischer Energie ¢ > Uy und ¢ < Uy und die Transmission fiir Teilchen
mit € > Uy. Zur Definition eines Mafles fiir Reflexion und Transmission definiert man den

Reflexionskoeffizienten (A = 1):
QZ(M—MOQ
kr+ kir

Der Transmissionskoeffizient ergibt sich aus der Tatsache, dass die Summe beider Reak-
tionen mit der Wahrscheinlichkeit 1 ablauft.

B
ne|

2

D

dkrkrr krr
T=1-R= -
R A

B (kr + k11)2 B k_l

Wir wollen R, T als Funktion von k;; = v/e — Uy (also den kinetischen Energieiiberschuss)
und Uy diskutieren. Dazu muss man k; als Funktion von k;; umschreiben

kr=ve=e—Uy+Us=/k} + U
Bei gegebenem Potential Uy gilt fir k;; = 0(e = Up)
R=1T=0
totale Reflexion an der Potentialstufe. Im Grenzfall k;; — oo gilt
kr=k; ~ R=0T=1

also vollstandige Transmission von energetischen Teilchen wie im klassischen Fall.

» K

Abb. 3.6: Reflexions- und Transmissionskoeffizient als Funktion der kinetischen Energie
des streuenden Teilchens
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Ug

>
—a a X
| 1| 1l

Abb. 3.7: Potentialschwelle

Eine physikalisch interessante Variante der Potentialstufe ist die Potentialschwelle mit

0 T < —a
Ulx) = Uy —a<z<a
0 T >a

Wir haben in diesem Fall 3 Losungsbereiche entsprechend der Teillosungen

Aekr L Be ikz o _g
Y(z) = Ce**yDeior —g<zx<a
Eeike yFeike 2>

mit £ = /e und o = /e — Up. Auch in diesem Fall miissen wir wieder unterscheiden, ob
€ > Uy oder € < U,.

(1) €< Uo:

Generell gilt F' = 0, da wir im Bereich III keine Reflexion zu erwarten haben. Im Bereich
IT ist o imaginér, also 177 eine reelle Exponentialfunktion. Wir wahlen A = 1 und erhalten
aus den Anschlussbedingungen den Transmissionskoeffizient

-1

T—E
A

= [coshQ(QBa) + 1 (E — %) ~sinh2(25a)]
ﬁ = vV Uo — €

Mit wachsender kinetischer Energie nimmt die Durchlassigkeit der Potentialschwelle zu.
Dies ist ein Beispiel fiir den Tunneleffekt. Die Teilchen sind in der Lage, den klassisch ver-
botenen Bereich II mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 7" zu durchdringen. Die iibrigen
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Abb. 3.8: Dichte fiir e < Uy

Teilchen werden in der Schwelle reflektiert und interferieren mit der einlaufenden Welle.

(ii) € > Up:

Es gilt wieder F = 0. In diesem Fall ist « reell, ¥, also eine Uberlagerung aus einer rechts
und links laufenden Welle. Die nach links laufende Welle entsteht durch Reflexion am
rechten Potentialrand. Fir den Transmissionskoeffizienten erhélt man ein verbliiffendes
Ergebnis

-1

E? [ 1 k2
T = 'Z = 0082(2aa)+1 <%+a) Sin2(20za)]
- -1
1 E\?
o<y o>U
TR B S (LT TR N R ST R
Resonanzen

Ug

Abb. 3.9: Resonanzen im Transmissionskoeffizient fiir 2aa = nw, d.h. €, = (35)* + Up.
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D. h. auch wenn die kinetische Energie der Teilchen > Uy ist, wird der Transmissionskoef-
fizient i. a. nicht 1 sein. Wie im Fall der Stufe werden einige Teilchen reflektiert. Es gibt
aber einige ausgezeichnete Energien ¢, fiir die 7" = 1 ist. Man nennt diese Energien
Resonanzenergien. Solche Resonanzen spielen in der Quantenmechanik eine wichtige
Rolle. Ein Beispiel ist der a-Zerfall von Kernen. Dabei werden Heliumkerne spontan
abgespalten, wodurch ein neuer (meist instabiler) Kern entsteht, der seinerseits spontan
zerfillt. Eine wichtige Zerfallskette in der Natur ist z. B. (zur Notation: z Element *: fiir
einen Kern der Ladung Z und der Nukleonenzahl A, 7: Halbwertszeit )

U2 JHe*+ ¢y Th?®0 (1 =2,5-10° Jahre)
0 Th? — ,He?+ g3Ra?* (1 = 8-10* Jahre)
ssRa??® —  ,He*+ g4 Rm?* (1 = 1.6 - 103 Jahre)
sRn??? — ,He*+ g Po?8 (1 = 3,825 Tage)

s Po?® —  ,He?+ 4, Pb2H (7 = 3 Minuten)

Der instabile Pb?4 Kern zerfillt iiber 3 Zerfall und nochmaligem o Zerfall in den stabilen
52 Pb?10 Kern.

4

2He
~
N\

Abb. 3.10: Zerfall eines Kerns iiber metastabile o Teilchen

Eine einfache Vorstellung vom « Zerfall erhalt man, wenn man annimmt, dass im Kernver-
band ein « Teilchen einen metastabilen Zustand einnimmt. Ein metastabiler Zustand ist
ein gebundener Zustand eingebettet im Kontinuum. Ein einfaches Modell kann man mit
Hilfe zweier Potentialschwellen konstruieren. Das « Teilchen kann mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit die Potentialschwelle und somit den Kernverbund verlassen. Je breiter
die Schwellen oder je geringer €, desto grofler sind die Halbwertszeiten fiir den Zerfall, also
desto stabiler ist der metastabile Kernzustand.
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3.1.2 Potentialtopf

Wir haben bisher iiber verschiedene Formen von repulsiven Potentialen gesprochen. In
diesem Abschnitt soll nun erstmals ein attraktives Kastenpotential untersucht werden.

AU

7

—a a

Abb. 3.11: Potentialtopf

Wir betrachten konkret das Potential

0 T < —a
Ulr) = Uy —a<z<a
0 T > a

und unterteilen den Definitionsbereich in die entsprechenden 3 Gebiete. Die SGL in den
Gebieten ist

pteyr =0
i+ Uo+e) vy =
Vit e =
(i) Gebundenes Spektrum
Wir suchen zunachst Losungen der stationdren SGL fiir negative Werte der Energie
(e < 0). In diesem Fall sind die Losungen in den Gebieten I und III durch reelle Ex-

ponentialfunktionen gegeben, im Gebiet II sind die Lésungen oszillatorisch (e > —Uj !),
d. h. man erhalt mit

Sc=8r=Vle , kn=+VU+e (Up+e>0)

die Bereichslosungen

Yr(x) = A-e5T LA et
wll(l‘) — B'.él krrx +Cl Lo krrx
= Becoskpx+ Csinkrx
Yrr(z) = D-e¥" 4D . ethrr
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Wir haben in diesen Fall fiir Bereich II die reelle allgemeine Losung eingesetzt. Das ist
moglich, da die stationare SGL reell ist. Die Koeffizienten lassen sich wieder aus den
Rand- und Anschlussbedingungen bestimmen:

«) Randbedingungen:
damit ¢ (x) normierbar (quadratintegrabel) ist, muss A’ = D’ = 0 sein.

() Anschlussbedingungen:

Y1(—a) =Y (—a) Vi(—a) = P (—a)
Yrr(a) = Yrri(a) Vir(a) = Vi (a)

liefern 4 Gleichungen fir ABC'D der Form

(1) e 4% A —  coskjjaB  +  sinkpaC =0
(2) 5] eé1e 4 — kirsinkjraB —  kjppcos k’[[aC =

(3) —  coskjaB  —  sinkjaC 4+ e S°D =0
(4) k’]] sin k?[[a,B — k’]] COs ]{?]](IC — f[ eS¢ D = 0

Das ist ein homogenes Gleichungssystem. Es besitzt nichttriviale Losungen fiir den Fall,
dass die Koeffizientendeterminante verschwindet, d. h.

e ¢q  —coskra sin krra 0
Ere 8% —krrsinkrra —kppcoskrra 0
det = 0
0 —coskrra —sin krra e~é1a
0 krrsinkjra —kprcoskrra —fje_&a

Ausmultiplizieren der Determinante liefert

(*) f? — k?l + 25[/{7[[ CO'EQk’[}CL =0

&=l kir =+ve+ U

Man nennt (*) die Sékulargleichung des Eigenwertproblems. Sie ist eine Bestimmungs-
gleichung fiir e. Wir werden sehen, dass sie diskrete Losungen besitzt. Zunachst wollen
wir (x) etwas vereinfachen, indem wir sie als quadratische Gleichung in &; auffassen

SIS

~ & = —krcot2kpa £ [k, + k7, cot 2 kypal
kir
= —kicot2ka £ ———
1reo e sin 2 /{Z[[a

(*1) = kntankna

(*2) —k[[ cot k’[[CL
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Wir haben somit zwei transzendente Gleichungen zur Bestimmung der Energieeigenwerte

€. Bevor wir € bestimmen, wollen wir die zugehorigen Eigenfunktionen festlegen. Setzt
man (*.1) in die Wellenfunktion ein, so erhélt man

(1) ~  A-e %% _coskaB+sinkaC =0

%) ~  A-e %% _coskaB — 7212&%“0 =0
cos® krra 1
C sin/{;lla—i—%n =0=0C- = C=0
sinkrra sin krra
e_gla
B=A-
cos krra

Aus Gleichung (3) erhédlt man schliefilich

—coskppaB+e D=0 -~

Zusammenfassend erhalten wir fiir die Eigenwerte aus (x.1)

A et r < —a
—£ra
(x) = A g coskpr x € [—a,d]
A . e_gfw x > a

Man sieht explizit die Stetigkeit der Wellenfunktion bei |z| = a. Ferner gilt offenbar die
Symmetriebeziehung

(x) = ¢(-2)

d. h. alle Losungen zu den Eigenwerten (*.1) sind symmetrisch.

A

\
P

Abb. 3.12: Symmetrische Eigenfunktionen des Potentialtopfes
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Ganz verschieden verhalten sich Wellenfunktionen zu den Eigenwerten aus (x.2). Setzt
man (*.2) in das Gleichungssystem zur Bestimmung von ABC'D ein, so erhélt man

—¢ra
B=0 , D=-A , C=—-A-e¥Fue
A-eb® r<—a
—ra
P(r) = —A g sinkpr 1 € [~a, ]
_A . e_gfx €T > a
A

\

Abb. 3.13: Antisymmetrische Eigenfunktionen des Potentialtopfes

D. h. ¥(zx) ist antisymmetrisch

U(x) = —o(-x)
Es gibt also zwei Klassen von Eigenfunktionen mit negativen Eigenwerten: symmetrische
und antisymmetrische Losungen. Die Tatsache, dass Eigenfunktionen keine gemischten

Symmetrien besitzen folgt aus der Eigenschaft des Hamiltonoperators, der mit dem Op-
erator fiir die Paritit 7 (Inversionssymmetrie) vertauscht. Man definiert

T f(x) = f(-x)

Somit miissen Eigenfunktionen von H auch Eigenfunktionen von 7 sein, also gerade
bzw. ungerade bei Inversion.
Den verbleibenden Koeffizienten A miissen wir noch bestimmen. Dazu fordern wir, dass

o0

Man erhalt
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Nun kennen wir die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir den Potentialtopf und
miissen noch die Eigenwerte bestimmen.

Wir betrachten zunéchst die Eigenwerte zu den symmetrischen Eigenfunktionen. Zu losen
ist fiir € die transzendente Gleichung

§r = ki tankyra
Andererseits gilt aber auch
e+ ki =U, & —e+Uy+e=10
Wir suchen Losungen ¢, die beide Gleichungen erfiillen. Dazu substituieren wir
¢ = kra n=%&&a = (>0 , n>0
und erhalten

(1) n=Ctan¢  (2) 7°+(* =Upa® = R?

3n
A I Sl
n 2 n 2

oy

D @

@

@
= R -

>

Abb. 3.14: Zur Losung der Siakulargleichung fiir symmetrische Eigenfunktionen

Wir kénnen die transzendente Gleichung nur naherungsweise 16sen. Z.B. ergibt sich nach
der graphische Methode die Losung fiir n und ¢ als Schnitt beider Kurven. Da (,n >= 0
konnen wir uns auf Losungen im 1. Quadranten beschrinken. Die graphische Methode
liefert uns natiirlich explizite Losungen, ermoglicht aber auch qualitative Aussagen:

R<meayUy<m:

— es gibt nur einen moglichen Energiewert zu einem symmetrischen Eigenzustand
T<R<2m<ayUy€|r2n) :
— es gibt zwei verschiedene (nichtentartete) Eigenwerte zu zwei symmetrischen

Eigenzustanden
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(n—1)r<R<nm:

— n Eigenwerte und n symmetrische Eigenfunktionen
A n n 3n 2m
2 2
_\
—

\/

Abb. 3.15: Zur Losung der Sakulargleichung fiir antisymmetrische Eigenfunktionen

Analog erhalten wir fiir die Eigenwerte zu den antisymmetrischen Eigenfunktionen fol-
gende Aussagen
n=—Ccot( ¢*+ 1 = R? = Upa®
7
2
In diesem Bereich fiir die Parameter des Potentialtopfs liegen n Eigenwerte zu n antisym-
metrischen Eigenfunktionen.
Wir erhalten somit folgendes Gesamtbild:

1 1
5(2n—1)7r§a U0<§(2n+1)

| I
R=1 L

R=15
I—R<12-[-|

R=2
R=3
FR<m I
3 R=4

HR< 5 T I

: antisymmetrische : symmetrische

Abb. 3.16: Die Anzahl der moglichen gebundenen Losung im Potentialtopf ist abhéngig
von R

Es sind nur die genannten diskreten Energiewerte fiir negative Eigenwerte moglich. Die
Eigenfunktionen zerfallen in symmetrische und antisymmetrische Eigenfunktionen des
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Hamiltonoperators. Nur diese Zusténde sind stationér (besitzen also nur eine triviale Zeit-
phase). Sie sind gebunden, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte in den klassisch
verbotenen Bereichen I und III exponentiell abféllt. Neben den gebundenen Losungen
gibt es auch ungebundene (Streu-) Losungen fiir € > 0, {iber die wir uns noch unterhalten
miissen.

Zuvor mochte ich noch den Spezialfall eines unendlich tiefen Potentialtopfes andeuten.
In diesem Fall gibt es nur gebundene Zustande. Eintunneln in den klassisch verbotenen
Bereich ist unmoglich, deshalb die Randbedingungen

Y1(—a) = Y (—a) =0

und

Yrr(a) = Yrrr(a) =0
Die Energie lédsst sich nur relativ zum Potentialboden messen, d. h. statt € betrachten wir
als Eigenwerte k%, = Uy + e. Wir erhalten sie als Losung der transzendenten Gleichungen

symmetrisch: 7 = (tan( ?+ 2 =Upa® — oo

antisymmetrisch: 1 = —(cot( n+ 3 =Ua? — oo

als Schnittpunkte von Kreisen mit unendlichen Radien und den Asymptoten von tan
und cot ¢. (In diesem Fall ist 7 — oo und somit n? + ¢* — o0)

3

symmetrisch: ( = ak;=mn 5 n=135 (+)
antisymmetrisch: ¢ = ak; = ng n=24,6
Das Spektrum ist offenbar wieder diskret
2
2 T 2 _
k11—4—a/277, ’I’L—172,3,....

und man erhalt abwechselnd einen symmetrischen und einen antisymmetrischen gebun-
denen Zustand. Die zugehorigen Eigenfunktionen mit den oben geforderten Randbedin-
gungen sind

(ii) Kontinuum (Streuldsungen)
Streulosungen erhalt man fiir positive Eigenwerte. Da € > 0 > Uy, haben wir in allen 3
Teilgebieten oszillatorische Losungen, d. h.

ei krx +B . e—i krx k[ — \/E
’l/)(.CC) = C'eik”x+D'eiik”x kir = m
E - etkiw (keine Reflexion im Gebiet III)
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Mit Hilfe der Anschlussbedingungen bei # = —a und = = a erhalten wir 4 Gleichungen
fiir die unbekannten Koeffizienten B — F

B.eikza_C,e*ikzm_D_eik‘na — _e*ik‘m Tr=—q
_Bik[_eﬂcla_cik[[_efikna_'_Dikll_eﬂcna — ik[_efikja 9
C ek p.eikne_p eikia — r=a

Cikll.eiklla«_Dikll.e*ikna_Eikl.eikja _ 0 9

Dabei handelt es sich um ein inhomogenes Gleichungssystem, das genau dann eindeutige
Losungen besitzt, wenn

det (Koeflizientenmatrix) # 0

Einsetzen ergibt, dass diese Sékulargleichung fiir jedes € > 0 erfiillt ist. D. h. das positive
Energiespektrum ist kontinuierlich. Als Losung des Gleichungssystems erhalt man das
folgende Ergebnis

_ M
Mll ’

B - ’ - )
My, My, My,

C

My = ¢*ikie <0052k:[[a—%asin2k‘na)

1 ) kr krr
My = —— k L 7
21 9 B sinkrra o kot .
1 kr i(kp— kr krr
M, = = <1 + —) ellkr=kira A A
M 2 krr B ki kr
1 kr )
M/ — 1 _ 1(k1+k11)a
21 5 < k;;) €

Um einen besseren Uberblick iiber die physikalischen Eigenschaften der Eigenfunktionen
mit € > 0 zu erhalten, wollen wir wieder den Transmissions- und Reflexionskoeffizienten
berechnen

E|’ 1 2 -
T = ‘Z = W = [COSQZk:Ha+ %sinQana
R = 1 T—’BQ— M212_1 BQSiD22]€[[a
N n A N Mll B 4 00522k11a+ %QSiHQQk’]]a,

Da R+ T = 1, wollen wir nur den Transmissionskoeffizienten als Funktion der (Ein-
schuss)energie betrachten

1 U -
T:|:C0822a 6+UO+Z( +€U +2+€+ O)sin22a\/e+Uo}
€ 0

€
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Grenzfalle:
€ — 00:
T = [cos2 +1- sinﬂ =1 vollstandige Transmission

!

-1
T= [0052 2a+/ Uy + 0o sin® 2a+/ UO] =0 vollstandige Reflexion

EES GO RIS
min 4a 0

» []

Abb. 3.17: Transmission fiir die Streuung tiber einem Potentialtopf

Im Zwischenbereich wéchst der Transmissionskoeffizient nicht monoton. Abhéangig vom
oszillatorischen Verhalten von cos und sin variiert der Transmissionskoeflizient zwischen
1 und den jeweiligen Minima bei
dT d*>T
=0

™
E— s W>0 = 2k11a~(2n+1)§ (TL:O,l,Q,)

Den Maximalwert 7" = 1 erhalt man fur
2kjra=nm (n=1,2,...) T = [cos’n7] ' =1

Ganz anders als im klassischen Fall, in dem der Transmissionskoeffizient konstant 1 ware,
zeigt sich in der Quantenmechanik ein ausgepragtes Resonanzverhalten bei der Streuung
eines Teilchens am Potentialtopf. Wir wollen uns iiberlegen, woher die Resonanz stammt.
Die Wellenfunktion im Gebiet II iiber dem Topf oszilliert mit der Wellenzahl

]€[[:E n:1,2,...
2a

wenn 7" = 1 ist. Daraus ergibt sich die de Broglie Wellenlange

2 22 4
)\H:_ﬂ-: Te_ , n=12 ...
/{Z[[ nm n

D. h. wir beobachten dann maximale Transmission, wenn die Wellenldnge des Teilchens
auf die Topfbreite 2a abgestimmt ist. In diesem Fall ist die Wellenfunktion an den
Topfrandern null, so dass es zu keiner Reflexion kommen kann.
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3.2 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Ebenso wichtig wie Kastenpotentiale sind quadratische Potentiale, da jedes in der Natur
realisierbare Potential in der Nihe des Potentialminimums durch ein Oszillatorpotential

approximiert werden kann.
OO

©.,©
L O T

Abstand zwischen 2 Atomen

Abb. 3.18: Approximation eines interatomaren Potentials durch ein Oszillatorpotential

Ein typisches Beispiel ist ein interatomares Potential, das fiir molekulare Bindungen
verantwortlich ist. In einer kleinen Umgebung um die molekulare Gleichgewichtslage
(Bindungsabsténde im Grundzustand des Molekiils) ldsst sich die potentielle Energie der

beiden Atome in Form einer Parabel approximieren. Eine kleine Auslenkung aus der
Gleichgewichtsgeometrie des Molekiils bewirkt somit eine Oszillation der beiden Atome
gegeneinander, sichtbar in Form von Vibrationsspektren (Infrarotspektren) der Molekiilspektroskopie.
Den Hamiltonoperator fiir den harmonischen Oszillator erhalten wir durch Umschreibung

der klassischen Hamiltonfunktion mit Hilfe der Quantisierungsregel

od? b,
-~ _ = F
< 2m dx? + 2 ) ¥(z) v(z)
Mit der bekannten Substition
E n* b n° 22 (effektive ”Federkonstante”)
= — = i rkonstan
2me T effektive ” Federkonstante

ergibt sich die zu l6sende DGL

V(@) + (e = A a?)(z) =0
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Um die DGL des quantenmechanischen Oszillators noch weiter zu vereinfachen, elim-
inieren wir A durch die Substitution

d? d?

d?i :

e

~ W)+ (e—y)u(y) =0 €=

Explizit erhalt man den Energieeigenwert aus

2mFE

_6_ nZ 2F _2E . b
‘= —@_h\ﬁ_m TV
h m
h
= EZTwE

Als ersten Schritt zur Losung des quantenmechanischen Oszillators betrachten wir die
Losung der asymptotischen SGL, d. h. das Verhalten der Losung fiir y — 400. In diesem
Fall dominiert 3% {iber den Term €1, so dass asymptotisch die DGL

wl/_yll/} =0

zu losen ist. Eine spezielle Losung dieser DGL ist

Zum Beweis dieser Behauptung setzen wir den Ansatz in die DGL ein und erhalten unter
der Bedingung |y| — oo

W= dyttleFay pp gyt ety
= dyrtletay (Term 1 dominiert Term 2)
= e L 1 et

y" 22" (Term 1 dominiert Term 2)
Somit gilt
W=y =y et Py et —
Unter den mathematisch moglichen asymptotischen Losungen suchen wir eine physikalis-
che Losung, d. h. eine Losung, welche die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellen-

funktion erlaubt. Somit muss die asymptotische Losung quadratintegrabel sein (Randbe-
dingung), was nur fiir negative Exponenten der Exponentialfunktion gewéhrleistet wird

by — Foo) =y e 3
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Fir die allgemeine Losung reicht ein einfacher Ansatz mit einem Monom i. a. nicht aus.
Wir wollen deshalb annehmen, dass die Struktur der Wellenfunktion folgende Form besitzt

Uly) = H(y) e 2V’

Damit haben wir einen Ansatz gefunden, der automatisch die Randbedingung (Quadrat-
integrabilitét) erfillt. Einsetzen in die SGL ergibt eine DGL fiir H (y)

W o= (cyH e H) e
w// _ (H”—QyH'+y2H—H) e_%y2
(*) = H'(y) =2y H'(y) + (e = 1) H(y) =0

Ein Standardverfahren zur Losung gewohnlicher DGL ist der Potenzreihenansatz

H(y) = > awy"
n=0
H = Znanyn_l ~yH = Znany"
n=1 n=0
H'() = Y (- ay
n=2
= Z(n +2)(n+1)any™.
n=0
Einsetzen in die DGL fiir H(y) liefert
(n+2)(n+1)ap2—2na,+ (e —1)a,] y" =0
n=0

Der Potenzreihenansatz fiir H(y) ist nur dann eine Losung der DGL (%), wenn er fiir alle
y gilt, d. h. es muss [] = 0 sein

2n+1—e€
n+2)(n+1)

Qpy2 = ( ap

Wir haben somit eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten der Potenzreihe gefunden
und im Prinzip die Losung von (x) festgelegt. Da die Rekursionsformel nur jeden zweiten
Koeffizienten bestimmt, erhalten wir durch die Vorgabe von ag und a; verschiedene Typen
von Losungen

a) symmetrische Eigenfunktionen des Hamiltonoperators

ag # 0 ay = 0
H(y) = Z af2ny2n
n=0

H(y) = H(-y)
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() antisymmetrische Eigenfunktionen

ag — 0 CL17£0

[e.e]

H(y) = Za2n+1?/2n+1
H(y) = —H(-y)

Offenbar haben wir eine dhnliche Situation wie im Fall des Potentialtopfes: die Eigenfunk-
tionen des Hamiltonoperators sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Paritatsoperators.
Diese Eigenschaft hatten wir von vornherein erkennen konnen, denn es gilt

; X R P b
Ffy)=f~y) ~ FH = W(_%w+§x
Red:b o, -
e S — _ :H
2md:c2+2x

~  [fH] @) = #(HY) - Hiy = H(—z)y(—z) — H(z)Y(—z)
=0 ~ [7H]|=0
somit besitzen Eigenfunktionen des quantenmechanischen harmonischen Oszillators ent-
weder gerade (H(y) = H(—y)) oder ungerade (H(y) = —H(—y)) Paritét.

Trotz der Abspaltung der asymptotischen Losung miissen wir beachten, dass H(y) em2v’
quadratintegrabel bleibt. Fiir einen Potenzreihenansatz ist dies i. a. nicht erfillt.

_1,2
y>“e Y — +o00

Wir miissen also fordern, dass die Potenzreihe ab einem bestimmten Glied abbricht,
d. h. H(y) zu einem Polynom mit endlicher Maximalpotenz wird. Das konnen wir nur
durch Einschrankung des Wertebereichs fiir den Eigenwert € erreichen. Wir wahlen

ey =2N+1 N=0,1,...
Dann gilt

(n+2) (n+1

2 1-(2N+1)
IntloQNHD oy o N
an+2 ey

sonst.

l\)\»—l

~ Uny) = D any"

=0

3

Wir sehen zum wiederholten mal, wie die Forderung nach bestimmten Randbedingun-
gen (Quadratintegrabilitit) das Spektrum des Hamiltonoperators diskretisiert, d. h. die
moglichen scharf messbaren Energien des Systems quantisiert. Explizit erhalten wir fir

die Energien
1
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Abb. 3.19: Aquidistantes Spektrum des harmonischen Oszillators

Der Abstand zwischen zwei benachbarten Niveaus im Spektrum ist konstant
AE = EN+1 —EN = hw

Der niedrigste Wert fiir die Energie ist
1
EO = 5 hw

Ein quantenmechanisches Teilchen im Oszillatorpotential kann also nie zur Ruhe kommen.
Es besitzt in jedem Fall die Minimalenergie Fy = %hw, die man als Nullpunktsenergie
bezeichnet. Diese Nullpunktsenergie ist ein Ausdruck der Unscharferelation, d. h. ein
Teilchen im Ostzillatorpotential kann prinzipiell nicht die Energie EY = 0 besitzen. Nehmen
wir an, kinetische Energie und potentielle Energie werden minimal, d. h.

Emin =
2m

Wegen
2

h
Ap? Ax? ~ T

ergibt sich die minimale Energie

min o A N9 A 2
8m (Ax)? 2( 7)
aus der Bedingung
Wnin _ LA
pum pu— —_—— l"
d(Ax) 4m Az3
h? ho 1 h
Azt = Az)? = - — Ap)? = = b
~ Az Ty B == (A =gvm
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h /b h /b 1
E.:_ — — _— = —

was genau der Nullpunktsenergie entspricht.
Ich mochte zum Abschluss noch die entsprechenden Eigenfunktionen etwas allgemeiner

betrachten
2 mw
Un(y) = Hyly) - e 3 ?J:\/Xx:MTx

Die Polynome Hy(y) mit

Man erhalt

N
: 2n+1— (2N +1)
HN(y) = E an Yy Ap42 = (’I’L+2) (7’L+ 1) an
n=0

heilen Hermite’sche Polynome. Sie erfiillen die DGL

HYy —2yHy+2NHy =0.
Sie lassen sich durch eine erzeugende Funktion darstellen
o dN 2
Hy(y) = (-)" e o5 ()
Der Beweis erfolgt durch Einsetzen in die Hermitesche DGL. Explizit findet man fiir
N <3
Hy(y)=1 Hi(y)=2y Hy)=-2(1-2y°)

Hy(y) = —12 <y - %y?’)

Polynome lassen sich i. a. durch verschiedene Rekursionsformeln verkniipfen, die alle eine
Konsequenz der DGL bzw. der erzeugenden Funktionen sind. So gilt fiir Hermite’sche
Polynome

Hy(y) = —Hyy(y)+2yHy(y)
Hy(y) = 2(N+1)Hy(y)
() Hys1(y) — 2yHy(y)+2NHy_1(y) =0

Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators bilden ein vollstandiges Orthogonal-
system

Invy = /Q/JN(y)wM(y)dy

_ / e~ Hy(y) Hu(y) dy

—00

= 2Ny
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Der Beweis, dass das Normierungsintegral [nj, fiir beliebige N und M gilt, erfolgt iiber
die Rekursionsformel (*) beginnend mit dem Fehlerintegral

3.3 Spezielle Funktionen der theoretischen Physik

Die Hermite’schen Polynome sind ein Spezialfall der konfluenten, hypergeometrischen
Funktion F(«a f; z). F(af;z) ist eine spezielle Losung der gew6hnlichen DGL 2. Ordnung

d*¢ do B
ﬁ—i—(ﬁ—z)%—aqﬁ—o

Diese DGL hat zwei linear unabhéngige, spezielle Losungen

_ ¢ =F(ap;z) £=0,1,2,...
? = po=2""PF(la—B+1,2—3;2) BER,

D. h. die allgemeine Losung ergibt sich als Linearkombination
¢=Ap1+ By

Wie im Fall des harmonischen Oszillators macht man fur F einen Ansatz in Form einer
Potenzreihe und erhalt aus der DGL eine Rekursionsformel fiur die Koeffizienten. Die
explizite Potenzreihendarstellung von F' ist

a z a+1)
Flagz) =14 - =+ ——=

(o3 2) g1 pB(B+1) 2!
F ist regular fiir 2 =0

F(ap;0)=1

und fiir endliche Werte von z. Die Potenzreihendarstellung ermdglicht eine ganze Reihe
von Relationen zwischen konfluenten hypergeometrischen Funktionen mit verschiedenen
Argumenten. So gilt (Kummer’sche Transformationen)

Flaa;z) = ¢€° (siehe Potenzreihe a = f3)

FlafB;z) = & F(f—a,f;2)

und die Rekursionsformeln

b—a)Fla=1,08;2)+ Qa—pF+2)Fla,3;2) = aFla+1,5;z2)
(a=B+1)Flapf;z)+(B-1)Fla,f-1z) = aF(a+1,5;z)
d

(6]
T Flapz) = BF<a+1,ﬁ+1;z)
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Die konfluente hypergeometrische Funktion ist deshalb von besonderem Interesse, weil
sie als Spezialfalle eine ganze Familie "spezieller Funktionen” der mathematischen Physik
beinhaltet. Somit miissen wir nicht fiir jedes Potential die stationare SGL erneut iiber
einen Potenzreihenansatz l6sen, sondern wir werden versuchen, durch geeignete Transfor-
mationen die jeweilige SGL auf die DGL fiir die konfluente hypergeometrische Funktion
zuriickzufithren und den jeweiligen Spezialfall diskutieren.

Einen Spezialfall kennen wir bereits

Flaa;z)=¢€*

Alle anderen Fille ergeben sich aus der Tatsache, dass fir a = —n, n = 0,1,2,... die
Potenzreihe in ein Polynom n-ten Grades zusammen bricht.

) - _EZ_MZ_Q_( n)(2-n) 2

Fenbiz) = 1= 2 3 ) o~ BB+ D) (3+2) 3
n(l—n)...(n—1—mn) 2"

I ED BRI

Das n-te Glied des Polynoms lasst sich umschreiben zu

n)

n! 2" 2"

B A7 D s e ST iy w7 prap

Diese Polynome lassen sich allgemein iiber eine erzeugende Funktion definieren

2P D(B) dv gy L
T(6+n) dz» (7 e7)

dabei bedeutet I' die Gammafunktion, eine Erweiterung der Fakultdt auf reelle Argu-
mente (I'(n + 1) = n!)

3.3.1 Hermite’sche Polynome

DGL:
H"(z) —2xH'(zx)+2nH(x) =0

Die DGL fiir Hermite’sche Polynome ergibt sich aus der DGL fiir konfluente hypergeo-
metrische Funktionen durch die Substitution

2=
d d dx d 11 d
N _— = — — ~> - = - -
dz dx dz dz 2z dx
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Einsetzen in die DGL fiir konfluente hypergeometrische Funktionen liefert

1d 114d , 11 d
- - — - - = 4
{4dw2 4:de+(ﬁ x)Zxdx a}gf) 0 '

d? 1 d d

Damit wir aus dieser Form die Hermite’'sche DGL erhalten, miissen wir fiir  und g3

folgende Wahl treffen

20—-1=0 = 0=
—4da=2n = o= —=

Da ( nicht ganzzahlig ist, erhalten wir als spezielle Losung

o = zlfﬁF(a—ﬁ+1,2—ﬂ;z)

-1 3
= @ F(-"5—,5:2)
2 2
und mit Hilfe der Rekursionsformeln
B . (2n)! I,
(2n+1)!

3
H2n+1(.’1§') = (-1)” 2:L’F(—n, 5,1’2)

n!

3.3.2 Laguerre’sche Polynome

Die DGL
zL"+(1—z)L'+nL=0

ist ein Spezialfall der DGL fiir konfluente hypergeometrische Funktionen, wenn
z=x , [B=1, a=-n
Die Losungen sind Laguerre’sche Polynome
L,(z)=F(—n,1;x)
Die erzeugende Funktion ergibt sich aus der erzeugenden Funktion fir F'

1 dr
Ly(x) = — €" o (:L’" . e*m)

Spezialfille sind
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1
Lo(z) = 1; Li(x)=1-—um; L2($)21—2I+§l’2

3 1
L3<SU) = 1—3$+§$2—6$3

Zur selben Klasse gehoren die zugeordneten Laguerre’sche Funktionen. Sie erfiillen die
DGL
L (2) + (m+ 1 — @) L () + (n — m) L) = 0

die wiederum ein Spezialfall der DGL fiir konfluente hypergeometrische Funktionen fiir
die Parameter
B=m+1 , a=-n+m , z2=x

ist. Somit gilt
LM(x)=F(—n+m,m+ 1;x) n>m

Durch sukzessive Anwendung von

d a
gz Flagiz) = G Fla+1,0+1;2)

erhalt man
dm m

d
L"=—F(-n,l;2)= —1L
n dl'm ( n7 7‘r) dl'm n('x)

D. h. man erhalt die zugeordnete Laguerrepolynome durch sukzessive Ableitung der
gewOhnlichen Laguerrepolynome

1
Lyx)=1 , LY(z)=1-2z Lg(x):1—2x+§x2
Li(z) = -1 Ly(z) = —2+x
Li(z) =1

3.3.3 Bessel Funktionen
Die Bessel’sche DGL

1 p
Jy () + 5 Jo(2) + (1 — ?> Jp(2) =0
definiert die Besselfunktion erster Art fiir p € IN
z)p+2k

— (=1
o(z) = ; K (k +p)! (2

Sie lassen sich durch geeignete Substitutionen ebenfalls durch die konfluenten hyperge-
ometrischen Funktionen ausdriicken

Ip(2) l(z)pe_izF L i 2p2i
2)=— (= - 21z
b pl \2 g TP piaa
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Fir den Fall, dass p nicht ganzzahlig ist, ist mit J, auch J_, eine spezielle Losung der
Bessel’'schen DGL. Die allgemeine Losung gibt man dann i. a. in Form der Neumann’schen
Funktionen (Besselfunktionen 2. Art) an

1
Ny(z) = - (Jp(z) cospm — J_,(2))
1 Z\P _. 1
= —— (2 et F(Z4p1+2p2i

Eine asymptotische Darstellung von J, fiir grofie z und beliebige p ist

2
Jp(z)%uﬁ cos(z—gw—g)

Wir werden im Rahmen der Quantenmechanik 6fter halbzahlige Besselfunktionen betra-
chten — sphéarische Besselfunktionen. Sie sind definiert tiber

6 = 2 T )
(o) = (UL 6)

Asymptotisch gehen die spharischen Besselfunktionen iiber in

und

z. B.:
Jo(z — o0) & — sinz
2
() !
n(z — o0) & —— cos (24—57?)
z. B.:
1
No(z — 00) &~ ——cos z
z

3.3.4 Legendrepolynome und Kugelflachenfunktionen

Eine andere Klasse spezieller Funktionen werden durch die Legendre’sche Differentialglei-
chung definiert

P, do

1—n)2—" —2p— D=0 ; —-1<n<l1
(1—mn) o ndn+n(n+ )¢ ; <n<
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Auch in diesem Fall setzen wir fiir die Lésung ¢(n) eine Potenzreihe an
o) =n"> e
v=0

und erhalten die Rekursionsformel
m—v+2)(n—v+1)c,0=-—v2n+1—-v)c,
Mit ¢y = 1 ergibt sich dann explizit

o, o onn=1) o nn-1)n-2)(n-3) ,_,
o =0 s Tty ey T

Man sieht, wie die Potenzreihe abbricht fiir v > n, d. h. die Lésung der DGL sind wieder
Polynome — Legendrepolynome. Explizit erhalt man mit der Normierung

fiir die Legendrepolynome

1 1
Ph=1 P =nq P2:§(3n2—1) P3:§(5773—377)...

Auch die Legendrepolynome spielen eine besondere Rolle. Sie ergeben sich aus
1=
[1—2nh+1?]72 =" P.n)h"
n=0

Dahinter verbirgt sich die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials

1 _1
a] = [a* —2ar cos(@,7) +r?] >
r—a
i[l—ththQ]_% r <a;h="%;n=cos(d,r)
%[1—277h+h2]_% a<rih=%mn=cos(dr)

Man kann sie ebenfalls iiber eine erzeugende Funktion definieren (Formel von Rodrigues)

1 ar n
n*—1)

- AT d—n" (

P.(n)

Die Legendrepolynome bilden ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem

2
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Die Legendrepolynome sind ihrerseits wieder ein Spezialfall der zugeordneten Legen-
dre’schen Funktionen. Sie werden durch die DGL

2 d*¢ do m? .
(1—7n%) d—772—2nd—n+{n(n+1)—1_772} =0

definiert. Diese DGL lasst sich mit Hilfe der Substitution

o= m-1)*f
auf die Legendre’sche DGL zuriickfithren. Man erhélt nach Einsetzen
pe
d
(1—77) d—€—2(1+m)nd—f+(n— m)(n+m+1)f=0

Differenzieren wir die Legendre’sche DGL m mal nach 7, so erhalten wir andererseits

d? d d™P,
(1—772)d—772—2(1+m)nd—?7+(n—m)(n+m+1) e =0

Ein Vergleich der beiden DGLn zeigt

m d™P,(n)
=pP" -1)2 —=
d. h. die zugeordneten Legendre’schen Funktionen lassen sich aus den Legendrepolynomen
generieren. Sie bilden ebenfalls ein vollstandiges Orthogonalsystem

1
! 2

/P:L Pl dn = % (-Hm Tnrl O (Achtung: m ist identisch)

1

Fir die theoretische Physik sind die aus den Legendre’schen Funktionen abgeleiteten
Kugelflachenfunktionen von grofler Bedeutung. Wir definieren

2041 (I—m)? |
pm g) et m¥
47 (l+m)!} "cosf) e

Yim (0, ) = {

Die Kugelflachenfunktionen sind orthonormal

/ dp / sin 0 dO y;s,,, (0 ©) Yim (0 ©) = 0w Sy

und vollstdndig (Vollstandigkeitsrelation)

o) l

Z Z yl*m ylm QSO) = 5(%0 SD)(;(COSH — COSQI)

=0 m=—1
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Sie erfullen die DGL A
(A+1t+1) g =0

1

sin

- ' 1,
A= 7 (89 (sinf 0,) + Smea <p>

Wir haben gesehen, dass sie Eigenfunktionen vom Drehimpuls
P=-h*A
zum Eigenwert A% (1 4 1) sind, d. h.
P Y = B U1+ 1) i,

Zum Abschluss noch einige Beispiele fiir Kugelflachenfunktionen

1 /3 . 1 15 )
yOO:Tﬂ Y11 = — 8—7TSineel¢ yzQ:Z ﬂSinzeeQIL’o

3 15 .
Yo =1/ 7= cost Yo1 = —/ — sin @ cosf e ¥
47 ¥

5 (3 L, 1
— = (2 9 _ =
Y0 =\ yx (2 cos 2)

3.4 Zentralkraftprobleme

Wir wollen im Rahmen dieses Abschnitts die stationédre Schrodingergleichung fiir kugel-
symmetrische Potentiale untersuchen. Die Systeme sind beschrieben durch den Hamilton-
operator

2

h
H = —A

5 B+ V()
ro= [ +y*+ 272

Die Symmetrie legt nahe, die explizite Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten anzugeben,

d. h.

a2 (e2)ih

r? Or
1 o (. 0 1 0
A= sin 0 (% (SIHQ%) * sin 0 8—g02>

Vergleicht man die Darstellung des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten mit der entsprechen-
den Darstellung fiir /2, so sicht man

2= _n%A
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d. h. wir konnen den Hamiltonoperator umschreiben in die Form

1o 0 2
H = ——— (r— ——+V
2m 12 Or (T 8T)+2mr2+ (r)
- H 2
rt sl (09)

Diese Form des Hamiltonoperators zeigt sofort eine Reihe von Symmetrieeigenschaften:

(i) H vertauscht mit {2 und [,

1] = 5[] -0
1] = s ] -

Das bedeutet, dass Eigenfunktionen des Hamiltonoperators auch Eigenfunktionen von
I2,1, sind. Als Konsequenz kénnen wir die Losung der stationdren SGL

Hy(r) = E(r)

separieren, so dass ¢(7) auch Eigenfunktion zu 2,1, wird, d. h.

i () = [ (1) yim (0 )

Wir sehen, dass die Eigenfunktion von H im Winkelanteil gerade durch die Kugelflachen-
funktionen beschrieben werden miissen, also durch die Quantenzahlen [, m klassifiziert
werden konnen (zusétzliche Quantenzahlen, die durch den Radialanteil der Wellenfunk-
tion bestimmt werden, kennen wir noch nicht). Das ist nur moglich, solange das Potential
nicht von den Winkelvariablen abhangt, also radialsymmetrisch ist.

Setzt man den Produktansatz in die SGL ein, so erhalt man die radiale SGL zur Bestim-
mung von f(r)

2mr?

[ i / Yo Fy £+ ——— FEV R+ Dy = B () v
h2

R* 1(1+1)
2 J— —_
8T(T ar) E+V(T)+2m

fr) =0

{_Qmﬂ 72

Man sieht, dass die Radialfunktion nicht alleine durch das Potential V'(r) bestimmt wird,
sondern auch durch das Zentrifugalpotential ‘“;1), das gleichsam einer Scheinkraft durch
die Azimutalbewegung auftritt. (Fiir [ = 0 gibt es keine Azimutalbewegung, das Teilchen
besitzt nur radiale Freiheitsgrade).

Um den radialen Differentialoperator zu vereinfachen, substituiert man fir f(r)
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f) = ~R()
%ar (r*9,) f(r) = %& <r2 <—%R+%&R))
1

:;3@@R+&R+T%R)

1
= -OR
.

und erhélt mit £ = % e, V(r)=2ZU(r)

2m

I(1+1)

2

R'(r)+ |e—=U(r) — R(r)=0

r

Unser Ziel ist es, die Energie ¢ und Eigenfunktionen R fiir konkrete Potentiale zu bestim-
men.

(ii) Der Hamiltonoperator besitzt eine weitere Symmetrieeigenschaft, die allerdings redun-
dant ist, da sie bereits in der allgemeinen Kugelsymmetrie (i) enthalten ist: H vertauscht
mit dem Operator fiir die Paritat

[ﬁ, W] —0
Erinnern wir uns an die Definition 7
Tg(r) = g(=7)

In kartesischen Koordinaten bedeutet dies

TYZ — - =Yy —z

A=02++02 — A
) Invarianten der Inversionsspiegelung
V([x2+y2+z2}§) -V
In Kugelkoordinaten
r 0 ¢ — r a4+ o+

Da nur der Winkelanteil auf den Paritatsoperator reagiert, enthalt die Kugelflachenfunktion
die Paritatssymmetrie

Tyim (0¢) = yim (T +0,0+7)
= Ny P (cos (7 + 6)) el ™ot
= Ny, P (—cosf) e™® ™"
B = N (1) B (cos0) (1) e
= (=1)'yim (0¢)
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+) P/™ ist ein Polynom in cosf vom Grad [ — m

D. h. Eigenfunktionen von H besitzen positive / negative Paritat, (”symmetrisch” / “an-
tisymmetrisch”), wenn [ gerade / ungerade ist.

3.4.1 Freies Teilchen mit bestimmtem Bahndrehimpuls

Wir wollen annehmen, dass sich ein Teilchen im potentialfreien Raum bewegt, aber durch
eine Anfangsbedingung einen bestimmten Bahndrehimpuls besitzt. Die Energie des freien
Teilchens ist dann

h? k?

2m

FE =

>0

Sie kann jeden beliebigen Wert annehmen. Die radiale SGL fiir f(r) nimmt folgende Form
an (50, (r?0,) =0*+29,)

(d2 +2i+k2_l(l+1)) () =0

dr? =~ rdr 72

Substitution der dimensionslosen Variablen

i d d d> d?
— — _— = — _— = —
: " dr dz 7 dr?  dz?
fiihrt auf die Differentialgleichung

? 2d I(1+1)

Bl =

dz? = zdz * 22 } filz) =0

Die Losungen sind sphérische Besselfunktionen

™

fi(2) = i) = 4[5

Jl+%(2)

Davon wollen wir uns iiberzeugen, indem wir die DGL fiir f; in die uns bekannte DGL
fiir J; umformen (vergl. S. 90)

Es gilt im Einzelnen

=5 25: Jips + 22J11+%
- _2_j1+ %Jz/+§
P d (1 \ d [7
=) T (‘ﬂﬂ)*@\/%%é
3 1/ T



3.4 Zentralkraftprobleme 97

Einsetzen in die radiale SGL liefert

T 1 I(1+1)+13
,@;{W%+ﬂ%.;+ﬁ%(l———;r—— =0

Den letzten Term kann man umformen

z<z+1)—%:(z+%)2

so dass sich die Bessel’sche DGL (S. 90) mit p = [ + % ergibt, der Ansatz

fi(z) = 4i1(2)

also tatsachlich eine Losung der radialen SGL ist. Mit der spharischen Besselfunktion
sind aber auch die sphérischen Neumannfunktionen (S. 90)

I+1
filz) =m(z) =4/ =— (-1 J
() = m(z) = o= (),
Losungen der radialen SGL. Beispiele sind
[ Ji ny
0 L ginz —L cosz
z z
1 Lsinz — 1 cosz —L cosz—1sinz
z z z z
3 1) g _ 3 _ (3 _1 _ 3 &
2 (23 z) sinz — 5 cosz (23 z) cosz — 5 sinz

Wir erhalten somit als Wellenfunktion fiir ein freies Teilchen die allgemeine Losung

wklm(F) = [Al ]l(/{? ’f‘) + Bl nl(k: ’f‘)} ylm(e QO)

Die Integrationskonstanten A; und B; bestimmen sich aus den Randbedingungen der
speziellen physikalischen Situation:

(i) Bewegt sich das Teilchen im ganzen Raum einschliefilich r = 0, so folgt
Bl - 0

damit ¥ bei r = 0 regular ist. Beispiel:
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i jo(2) = iy == =1
) . COS 2
g mole) = I = e
. ) . 1 /sinz
llir(l)jl<z) = llil(l);( . —cosz)
1 1 3 2
—lm (= (2= ) (124
z—0 z \ 2 3! 21
1 1 1
= lim-(22(=—=)+... ] =0
z—0 2 2 6
1
lim ny(z) = lim —-— (COSZ — sin z)
z—0 z—0 z z
1 1 2 3
— dim = (21— (24
2z—0 z y4 2' 3'

- GEh AR

etc.

D. h. die sphérischen Neumannfunktionen sind bei » = 0 nicht regular. Somit haben wir
fiir diese physikalische Situation

¢klm(r) = Al ]l(kr) Yim (6 90)

Die verbleibende Konstante bestimmt sich aus der Normierung der Wellenfunktion.

(ii) Bewegt sich das Teilchen auBerhalb einer Kugel mit Radius a (Bewegung eines freien
Nukleons in der Umgebung eines Kerns — der Kern besitzt ein sehr kurzreichweitiges
Potential), so lassen sich die Integrationskonstanten A;, B; aus den Bedingungen fiir die
Stetigkeit von v und g—f auf der Kugeloberflache festlegen.

(iii) Fiir grofie r, wenn das Zentrifugalpotential verschwindet, ergibt sich fiir die asymp-
totische radiale SGL

d2
<—dr2 + k2) Ri(r) = 0
Ri(r) = A;sinkr+ Bjcoskr

Ry(r sinkr coskr
~ i = T g AT

Hier sehen wir noch einmal explizit die asymptotischen Eigenschaften der spharischen
Besselfunktionen
sinkr coskr

n(r —o0) —
r r

jl(r — oo) —
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3.4.2 Coulombpotential — das H-Atom

Das wichtigste Zentralkraftproblem wird durch das Potential

7 2
r

Vr)=

definiert. Es beschreibt die Bewegung eines Elektrons im Kernpotential einer positiven
Ladung Z — ein wasserstoffahnliches System mit Kernladung Z. Als Beispiel kann man
sich ein (Z — 1)-fach ionisiertes Atom denken oder fiir Z = 1 das Wasserstoffatom. Die
radiale SGL nimmt in diesem Fall die Form

2m 2mZe?  1(l+1)

R’ E — R=0
+ h? + h2r r2

an. Zur Elimination der Konstanten fiihren wir ”atomare Einheiten” ein, definiert durch

h2
Lange : a= > =0,523- 1070 Bohr’scher Radius
me
Masse : me =9,11-10"3kg Masse des Elektrons

Alle anderen Groflen lassen sich ableiten, z. B. die atomare Energieeinheit

2 4
B, == o7 910y

R

Wenn wir in diesen Einheiten rechnen wollen, miissen wir die dimensionslose Grofie

r
0=-
a

einfithren. Wir erhalten dann die radiale SGL

1 2m met  2mZer I(1+1) )
?R”—i_{fﬂ R €+h2-a-g_ a? p? } =0 ‘ ¢
d? 27 1(l+1)

L P )
[dg2+ €+ . 7 }R

(i) Wir wollen zunéchst das gebundene Spektrum des Hamiltonoperators diskutieren, also
Eigenfunktionen zu negativer Energie (¢ < 0). Man definiert

a?=-2¢e>0

und erhalt die Standardform der radialen SGL

R=0

d? s, 27 l(l+1)
@ e
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Fiir o — oo verschwindet das Potential, so dass die Radialfunktion R(p) als Losung der
asymptotischen SGL

die allgemeine Form besitzt
R(p)=A-e*?+B.e*?
Mit der Randbedingung, dass die Eigenfunktionen quadratintegrabel sind, folgt sofort
B=0

d. h.

R(o) — e “¢

0—00

Fiir kleine o(p — 0) wollen wir annehmen, dass sich die Wellenfunktion wie ein Monom
verhalt, d. h. wir setzen fiir kleine o

R(o) = " 02

in die radiale SGL ein und erhalten mit

d T d? -z
R

R-2““R+a®R
%
eine Bestimmungsgleichung fiir den Exponenten x
(3:2 —x—anQ—l—ZZQ—l(l—i—l)) 0" e =

fir o — 0

-z = I(I1+1)
{l+1
~> r = —l

Damit die Wellenfunktion bei ¢ = 0 regular bleibt, muss x = [ + 1 sein. D. h. wir kennen
die Losung fiir ¢ — 2 und konnen sie im folgenden Ansatz fiir die radiale Wellenfunktion
berticksichtigen

R(o) = ¢ e7*¢-S(0) = y(o) - S(o)
Eingesetzt in die SGL erhalten wir mit diesem Ansatz eine DGL fiir S(p). Dazu berechnen

wir
P+l 20+1)a [+1
R”(Q)zg( 2 — ( Q) +a2) S+2y <—Q —a) S’—i—yS"

und erhalten

[+1 27 —-2(l+1

0
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Jetzt gibt es wieder zwei Moglichkeiten zur Losung der DGL fiir S: a) den elementaren
Weg — Potenzreihenansatz fiir S und b) Umformung der DGL in eine bekannte Form.
Dazu substituieren wir

0= —20 n €N
n

wobel n eine natiirliche Zahl sein soll. Mit dieser Substitution erhalt man die DGL fir S

2 27\° [+1 27 27 —2(1+1
i (5) ' (—) S”+2(j~—a) 22 g 2272 d o g
27 n 55 0 n 05
bzw. n an
S +2(l+1—ﬁa9>5+<n—7(l+l))520

Strukturell ist diese DGL &hnlich der Laguerre’schen DGL
e LV () + (b+1—2)LY + (a—b) L =0

welche die zugeordneten Laguerre Polynome definiert.

Wir definieren
= n z
z 2n?
2042 = b4+1 = |b=21+1

a—b = n—ﬂ(l+1) = la=n—(I+1)+2l+1=n+I
z
und erhalten 57 72
0
S:Lilj:ll <T) , wenn e=-—g

Die radialen Eigenfunktionen des Coulombproblems sind dann schliefSlich
2 27
R(g) = Ay o' e e L2 (—n Q)

dabei muss die Konstante A,; aus der Normierungsbedingung bestimmt werden. n heift
Hauptquantenzahl. Sie garantiert uns, dass die Radialfunktion als Polynom darstellbar
ist, d. h. der Potenzreihenansatz bricht nur ab, wenn n € N. Nur in diesem Fall konnen
wir garantieren, dass S quadratintegrabel ist.

Aus dem Grad des Legrendrepolynoms konnen wir die Anzahl der Nullstellen bestimmen.
R(0) besitzt auler fiir o = 0 iiberall dort Nullstellen, wo Lffill Nullstellen besitzt. Der
Grad des Legendrepolynoms ist

n,=n+l—2l+1)=n—-101-1
Lilj:ll besitzt also n, Nullstellen (Knoten). In der folgenden Tabelle mochte ich einige

Radialfunktionen fiir Z = 1 explizit angeben. Man beachte, dass

f(o) = %R@)
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Zustand nl n, fri(o)

Is 10 0 |2-e@
25 20 1| (1-¢)et

2p 21 0| L-p-e2

3s 30 2 L( —2g+2—27g2)e’§

3p 31 1| :2-0(1—1p)e8

3d 32 0 L_ o2 e s

Abb. 3.20: Radiale Wasserstoff Wellenfunktionen R(p)

Die Wasserstoffwellenfunktionen sind in atomaren Einheiten
N _z 27 Y
wnlm('r) - Anl Ql e n? Lil:ll (T) ylm<‘9> 90)

mit den zugehorigen Energien

4 2
Ey—Eyen— -1 2
h* 2n?

Man sieht, dass die Energieeigenwerte nur von der Hauptquantenzahl abhangen. D. h. zu
jeder Energie gibt es entsprechend der Bereiche fiir [ und m viele Eigenfunktionen — das
diskrete Spektrum des Wasserstoffatoms ist entartet. Den Grad der Entartung bestimmt
man aus der Anzahl der moglichen Nebenquantenzahlen [, m. Der Bereich fiir [ bestimmt
sich zu gegebenem n aus dem Grad des Legendrepolynoms n,

n.=n—10-—1
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d. h. [ kann maximal n — 1 werden
0<I<n-1 [=0,1,....n—1
Der Bereich fiir m ergibt sich aus der Struktur der Kugelflachenfunktion
—1<m<l m=—,—l+1,...0,...0—1,1
Somit ergeben sich zu jeder Energie F,,

| 01 2 ... n—1
[ml=2l+1 1 3 5 ... 2n—1

Entartung (n) = 14345 +2n—1=>» (2j—1)
j=1
n(n+ 1)

= 22j—anT—n:n(n+1—1):n2
j=1

n? Eigenfunktionen.

En
0
- - . __
”_2 35 3,3, 3, 3d,3d,3d, 3d, 3d,
=<0 2p_4 2pg 20,
n=1Fr—

1s

Abb. 3.21: Das n? fach entartete Spektrum des Wasserstoffatoms im Rahmen der Losung
der SGI

Die diskreten Energieniveaus verdichten sich proportional #

Z2

En ~ 2n?
zur Kontinuumsgrenze. D. h. hoch angeregte Zustande des Wasserstoffatoms liegen so
dicht benachbart, dass sie schon "fast” ein kontinuierliches Spektrum bilden. Die Differenz

benachbarter Energieniveaus solcher Rydbergzustinde (n sehr grof)ist
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7 1\ 1
N 2 n+1 n?

n—oo 7’1,3

Z2

2

—2n—1
nt+2n3 +n?

D. h. fiir den Grenzfall grofler Quantenzahlen ist die Bewegung des Elektrons im Coulombfeld
praktisch nicht mehr quantisiert — das System verhélt sich klassisch (Keplerproblem).
Der Erwartungswert eines Elektrons im Coulombfeld ist abhéngig von n und [

L e
<e>=5% [3n® —1(1+1)]

Er gibt eine Vorstellung von der raumlichen Ausdehnung der elektronischen Orbitale.

(ii) Neben dem gebundenen, diskreten Spektrum, besitzt der Hamiltonoperator fiir das
Coulombfeld auch ein Kontinuum von positiven Energien. D. h. es gibt auch Losungen

der radialen SGL 02 27 1(l+1) R 0
+
A
< 5 + 2 ) (e)

fiir k? = 2¢€ > 0. Betrachten wir auch hier zunichst die Asymptotik. Fiir ¢ — oo liefert

die asymptotische SGL
d2
— 4+ K =0
(54 #) R0

oszillatorische Losungen
R(o—oc0)=A-efefp.e"ike

Bei ¢ — 0 ergibt sich die gleiche Diskussion wie oben, so dass wir den Ansatz machen
kénnen

Substituiert man gleichzeitig
0=2iko

so erhélt man als DGL fiir S(9)

55"+ (2(1+1) + ) S’—(l+1$%) S=0

Dies entspricht der DGL fiir konfluente hypergeometrische Funktionen
cF"+(f—2) FF—aF =0
wenn

i Z
. B=21+2 , a=Il+1F-2

==
x 0 k

und somit
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i 7
S = F<l+1¢1? L2042 :F@)

. i 7
~  R(p) = Ql+1ei1/~wp<l+1zpl? , 2042 ¢21k9)

Die Kontinuumslosungen beschreiben die Bewegung eines ungebundenen Elektrons im
Coulombfeld. Es sind Streulosungen des Coulombpotentials. Aus des Asymptotik solcher
Streulosungen lasst sich die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass das Elektron unter einem
bestimmten Winkel abgelenkt wurde.



