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Mafisysteme:

Diesem Skriptum liegt die folgende Konvention zugrunde. Zur numerischen Berech-
nung physikalischer Groflen (z.B. elektrische Feldstéirke) wird das internationale SI-
System (Systéme International d’Unités) mit den Einheiten m, kg, sec, A verwendet.
Einige hédufig vorkommende physikalische Konstanten sind in Tabelle 1 zusammen-
gefaflt.

Formale Beziehungen (z.B. Maxwell-Gleichungen) werden jedoch im Gaufschen Sy-
stem mit den Einheiten cm, g, sec dargestellt. Die Umrechung ins SI-System erfolgt,
indem man fiir die Ladungen und die Felder, bzw. die Potentiale, die Substitutionen

e — 1/y/4meg e
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Tabelle 1: Physikalische Konstanten

Lichtgeschwindigkeit c=2.997(9) x 10® m/sec

Elektrische Feldkonstante €0 = 107/(4mc?) = 8.854(1) x 107! Asec/(Vm)
Magnetische Feldkonstante po = 1/(€oc?) = 4m x 1077 = 1.256(6) x 107¢ Vsec/(Am)
Elektrische Elementarladung e = 1.602(1) x 107 As

Elektronenruhemasse me = 9.109(5) x 1073 kg

Boltzmann-Konstante kp = 1.380(6) x 107 J/K

Stefan-Boltzmann-Konstante o = 5.670(5) x 107® W/(K*m?)
Plancksches Wirkungsquantum h = 6.626(1) x 1073* = 27 - 1.054(5) x 1073 Jsec
Bohrscher Radius ap = 0.529(1) x 10719 m

Tabelle 2: Zehnerpotenzen

103 Milli (m)  10° Kilo (k)
107¢  Mikro (u) 10°  Mega (M)
1072  Nano (n) 10°  Giga (G)
1072 Piko (p) 10 Tera (T)
1071 Femto (f) 10" Peta (P)

B — V4dnreg cB

A — dmey cA

vornimmt.

Fiir die Temperatur werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

Tox : Temperatur in Grad Kelvin
T = kgTog . Temperatur in Joule
Ty =T/1eV : Temperatur in eV

leV = 1.602 x 107Y¥J = 1.16 x 10 °K

Ubung 0.1 Schreiben Sie i) die Mazwellschen Gleichungen, ii) das Coulombsche
Gesetz vom Gaufschen System ins SI-System um. Berechnen sie den Wert des ato-
maren elektrischen Feldes im Wasserstoff auf der ersten Bohrschen Bahn.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Eigenschaften und Vorkommen von Plasmen
Charakterisierung:

e Phdinomenologisch: Feuer, Sonne, Nordlicht

e Aggregatzustand:

Gas aus vorwiegend geladenen Teilchen (Ionen, Elektronen)
W. Crookes (1879): 4. Materiezustand (Festkorper, Fliissigkeiten, Gase, Plas-
men )

e Wechselwirkung:

Individuelle Teilchenwechselwirkung durch langreichweitige Coulombkréfte
(Thermisches Gleichgewicht)

Kollektive Wechselwirkung durch gemittelte Ladungs- und Stromdichten
(Nichtgleichgewichtsvorgéange, Metastabile Gleichgewichte)
Tonks und Langmuir (1929): Plasmaschwingungen

e Quasineutralitdt:

Bei zeitlich und rdumlich langsam verénderlichen Vorgéngen gilt die Quasi-
neutralitdtsbedingung;:
VARSE Y

(Z: Mittlere Ladungszahl, n.: Elektronendichte, n;: lonendichte)

Abweichungen von der Neutralitdt miissen u.U. in der Poissongleichung
beriicksichtigt werden, daher nur Quasineutralitét.

Vorkommen:
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Sichtbares Universums besteht iiberwiegend aus Plasma (99.9 %)

Pulsarmagnetosphéren, Interstellares Gas

Sonnenkorona

Ionosphire (Reflektion von langwelligen Radiowellen)

Gasentladungsplasmen

e Lasererzeugte Plasmen

Fusionsplasmen (Trégheitseinschluf, magnetischer Einschluf})

1.2 Charakteristische Lingen

In diesem Abschnitt werden nur Gréf8enordnungen abgeschétzt. Zahlenfaktoren von
der Groflenordnung 1 werden dabei vernachléssigt.

1.2.1 Klassischer Elektronenradius

In einem Fusionsplasma miissen sich die Ionen so nahe kommen, daf3 die anziehende
Wirkung der Kernkraft die abstolende Wirkung der Coulombkraft {iberwiegt. Ein
Maf dafiir ist der klassische Elektronenradius 7..:

2
2 _ 2 _ _¢ _ ~15
e /r. = mec — re = 2 2.8 x 107 7°m (1.1)

Quantenmechanisch gibt es schon eine merkliche Tunnelwahrscheinlichkeit im Ab-
stand 10 7., so da zur Uberwindung der Coulombbarriere nur etwa die Energie
mec?/10 = 50keV erforderlich ist. In einem Plasma mit 10 keV Temperatur be-
sitzt etwa 1/10 der Teilchen eine Energie von mehr als 50 keV.

1.2.2 Landau-Léange:

Die Landau-Lénge \; bezeichnet die kiirzeste Entfernung zweier Ladungen (g) bei
einem klassischen zentralen Stof. Innerhalb der Landaulinge dominiert die indivi-
duelle Stofiwechselwirkung.

q> q* 1.44 x 107°
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1.2.3 De Broglie-Wellenléinge:

Der kiirzeste Abstand zwischen 2 klassischen Teilchen wird durch die Unschérfere-
lation bestimmt und entspricht der de Broglie-Wellenlénge \;5 des Teilchens.

TminD =~ h, p = muv, U=y T/me

h h .
B muv \/W T.v [ ] ( )

Vergleich mit dem mittleren Teilchenabstand:

Mittlerer Teilchenabstand: d = n. 1/3

Klassisches Plasma: d >> )\QB
Entartetes Elektronengas: d < Agp

Vergleich mit der Landauléinge:

)\L ? QQ ? Elon q4me
( AdB ) ( AT T’ ! ¢

Heifes, vollionisiertes Plasma: T > Fy,,
Kaltes, partiell ionisiertes Plasma: T' < Ey,,
Minimaler Stofiparameter: b,,;,, = maz{Aip, AL}

1.2.4 Debye-Léange

Bringt man eine ruhende Testladung in ein Plasma, so wird dieses in der Umgebung
der Ladung polarisiert. Dies fithrt zu einer Abschirmung der Ladung. Im Abstand
einer Debye-Léange ist das Potential der Ladung auf den e-ten Teil des Coulombpo-
tentials abgefallen.

Poisson-Gleichung: Testladung ¢ und Ladungen ¢; mit Ladungsdichten n;

Ad = —drgd(x) — 4w Z qin;(x)

Gleichgewichtsverteilung: Boltzmannverteilung im Potential ®
ni(x) = mn;(o0) e u®)/T

Neutralitdtsbedingung: Im Plasmavolumen, auflerhalb der Debye-Kugel

qui(oo) = 0, d(o0) = 0
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Entwicklung fiir T >> FE;,,: Minimaler Teilchenabstand: A\gg >> A,
q;®
)
AD = 1827“(13 = —4ngd(x) + 47TZ M o
r " - T

ni(x) =~ n;(oco)(l—

Debye-Potential:

¢ = gexp—r/)\D = (I)T+(I)p
r

\ B T
P VN an s, ¢2ni(oo)
Oy — g Op — g(exp—r/)\D—l)

(1.4)

Debye-Lénge: \p, Potential der Testladung: ®, Potential der Polarisationsladung;:

p

Debye-Linge eines Wasserstoffplasmas: n, = n;, ¢* = ¢

T TOK TeV
Ap = =49/ ———— = H53 | ——= 1.5
b 8mq2n. n [em=3] [em] n [em=3] [m] - (1.5)
Polarisationsladung:
1
Arr® i = Amr? i —uT = — qrp? 7n;(00) —®
o ;nq o ;qn(oo)e o ;qln(oo)T
N P PR B
N Ap Ap
/ dr47rr22niqi = —q/ dr x e ™
0 ; 0
= —q [(—xe_x){;o—/ dx(—e_m)} = —q (1.6)
0
Vergleich mit der Landau-Ldnge: (Wasserstoffplasma)
AL \/ 8mq?n. ¢* 8mn, TeAD b
4
Np = %)\%(ne +ny;), Zahl der Teilchen im Debye-Volumen  (1.7)

Plasmandherung:
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. q(I)p<T—>O):%<<T

2

A1

— ﬁ < 1, g : Plasmaparameter

1.2.5 Gyrationsradius

Definition: Zentrifugalkraft

= Lorentzkraft
2 [T
U_J_ = QULB7 vy = -
g m
vmT
ry = Lo SV (1.8)
qB qg B
Vergleich mit der Debye-Linge
ry C\/ /87Tq Ne /87Tnem02 \/— ch
AD q
n6+nz
ﬁ =

- B?/8t

Beispiel 1.1 (Gyrationsradius)

B =01, m®=511keV, T =

25 keV @ ryg/Ap =~ 1
1.2.6 Freie Weglinge
Impulsédnderung pro Stofi mit Stoiparameter Ap
2 2
4 Ap q
) P =
(mv) )\% v Ap v
Anzahl der Stole auf einer Wegstrecke s:
N =~ N
Dy )\D
Mittleres Impulsschwankungsquadrat bei zufalliger Richtungsdnderung
4 4
2 2 S q . q¢*Np
Mittlere freie Weglénge A;
§(mv)?

= (mv)?

Ao (M)’
S:/\f:N_D()\_L) %)\DND

(1.10)
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Beispiel 1.2 (Charakteristische Lingen) Die folgenden Parameter geben typi-
sche Griffenordnungen an und beziehen sich von oben nach unten gelesen auf ein
Tokamak-, ein Hochleistungslaser- und ein Materialbearbeitungsplasma.

| T [eV] | n [em™] | AL [m] [ XAap m]  [Ap[m] [g* | 97 "Ap = Ay [m] |
10* 10 14x 108 [27x1072[53x10° [ 1.5x 107 | 8 x 10?
103 102 1.4x 1072 | 87x 1072 [ 53x 1077 | 1.5 x 10?> | 8 x 1077
10 10'8 14x10710 1 27x 107" [ 1.7x107% | 5 8 x 1078

1.3 Charakteristische Zeiten

1.3.1 Plasmafrequenz

In einem Plasma sind elektrostatische Schwingungen der Elektronen gegeniiber den

Ionen moglich. Thre Frequenz wird als Plasmafrequenz wp bezeichnet. Sie ist pro-
portional zur Wurzel aus der Elektronendichte.

4men,

= 5.6 x 108/ Jem=3] [s~1]

(1.11)

Me

Elektromagnetische Wellen konnen sich in einem Plasma nur ausbreiten, wenn ihre
Frequenz w grofler ist als wp, d.h. sie kénnen nur bis zu der kritischen Dichte n.
eindringen:

A Lichtwellenlénge (1.12)

Ein thermisches Teilchen bewegt sich in in einer Periode der Plasmaschwingung iiber
eine Debye-Lénge:

T
)\De = — )\Deu)p: \/T’/W’Le = .

4me?n,

(1.13)

Beispiel 1.3 (Plasmafrequenz)

| Elektronendichte [crn™?] | Plasmafrequenz [s™1] | A = 2mc/wp |
10t 5.6 x 10! 3.4 mm
1019 1.8 x 101 10 pm
102! 1.8 x 10 1 um
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Elektrostatisches Modell der Plasmaschwingungen
Ladungserhaltung

T +V-3=0, 7 : Ladungsdichte, 7 : Stromdichte

Potential

E =-Vo, A¢p = —4r7T, ¢ : Potential, E : Elektrisches Feld

Bewegungsgleichung

meVe = ¢ F, v, . mittlere Geschwindigkeit der Elektronen

Gleichgewicht (Index 0)

7o = 0, Jo =0, Veo = 0, ¢ =0, E,=0

Storungen (Index 1)

J ~ Qene,O’Ue,la Ve =~ alfvta,l .

Schwingungsgleichung

O+ V-0,
= 274 V- (¢ee00yve,)
= 837' + A\ (Qene,O__qev¢)
m

e

T=0. (1.14)

Arg’n,

me
Plasmaschwingung

7(r,t) = A(r) cos(wpt + (1)), w, = ——— .
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1.3.2 Gyrationsfrequenz

Im Magnetfeld bewegt sich eine Ladung auf einer Kreisbahn um eine Magnetfeldlinie.
Die Umlauffrequenz bezeichnet man als Gyrations- oder Larmorfrequenz:
B
w, = — =L L. = LT6x10"B[T), 1T = 10 kG. (1.15)

)
Ty mc

1.3.3 Freie Flugzeit

Die freie Flugzeit 7¢ ist die Zeit zwischen 2 aufeinanderfolgenden Sté8en:

Ay AoNp N
o= M _ 2oNp N (1.16)
v v wp

Sie ist grofl gegeniiber der Periode der Plasmaschwingungen.

1.4 Ionisationsgleichgewicht

Mit zunehmender Temperatur durchlaufen die meisten Substanzen die Aggregat-
zustdnde fest, fliissig, gasformig. Molekulare Gase dissoziieren bei Temperaturen
von einigen 1000° in neutrale atomare Gase. Bei Temperaturen oberhalb von etwa
10000°, bzw. Energien von einigen Elektronenvolt, setzt Ionisation ein und es bil-
det sich ein Plasma. Im thermischen Gleichgewicht wird der Ionisationsgrad eines
Plasmas als Funktion von Temperatur und Druck durch die Saha-Gleichung be-
stimmt. Bei der folgenden Herleitung der Saha-Gleichung werden Grundkenntnisse
der statistischen Physik vorausgesetzt.

Reaktionsgleichung

Wir betrachten ein Plasma aus N; Ionen A; im Ladungszustand ¢ und aus N, Elek-
tronen e. Der Ladungszustand ¢ = 0 entspreche dem neutralen Atom, ¢ = Z dem
vollionisierten Ion. Ionisation und Rekombination werden durch die Z Reaktions-

gleichungen
AiSAHl—ke, Z:O,,Z—l (117)

dargestellt.

Freie Energie

Die freie Energie F' = F(T,V, N,) ist eine Funktion der Temperatur 7', des Volumens
V und der Teilchenzahlen N, aller Teilchensorten (Ionen: v = i und Elektronen:
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v = e). Sie ergibt sich aus der inneren Energie U und der Entropie S durch die
Transformation:

F = U-TS (1.18)
dU = TdS—pdV + Y pdN, (1.19)
dF = —SdT —pdV + > p,dN, (1.20)

Hierbei bezeichnet p den Druck und g das chemische Potential.

Thermisches Gleichgewicht bei Teilchenaustausch

Bei fester Temperatur und festem Volumen &dndern sich die Teilchenzahlen so lange,
bis die freie Energie ein Minimum annimt:

dF( =S dN, = 0. 1.21
. Xy:u (1.21)

Wendet man diese Bedingung auf die i-te Reaktionsgleichung aus (1.17) an, so gilt
dN;y1 = dN, = —dN; und damit

i = it1 T+ He, 2:0772_17 (122>

Dies sind Z Gleichungen fiir Z + 2 Teilchenzahlen (Ny, - -+, Nz, N,). Man benétigt
daher noch zwei weitere Gleichungen. Dies sind die Gleichungen fiir die Erhaltung
der Gesamtteilchenzahl N und der Gesamtladung 0,

N=> Ny, N.—) iN;=0. (1.23)

Freie Energie fiir ideale Gase

Falls jede Teilchensorte als ideales Gas vorliegt, gilt

1
F =Y F, F=-Thiy, Zy= i A (1.24)
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Hierbei bezeichnet F), die freie Energie der Teilchensorte v, Zy, die Zustandssumme
fiir N, Teilchen und Z, die Einteilchenzustandssumme. Mit Hilfe der Stirlingschen
Formel N! =~ (N/e)V gilt fiir groBe Teilchenzahlen in guter Ndherung

Z,€ N
ZN, = (Nl,) :
F, = —=TN,[In(Z,)+1—1n(N,)] (1.25)
o, _ —T[n(Z,)+1—=In(N,)]+T =-TIn (%)

ON, v

Mit dem letzten Ausdruck lauten die Gleichgewichtsbedingungen (1.22)

Zi o Zi+1 Ze
In (E) = In (Ni+1> +1In (Ne> (1.26)

und man erhalt

N, Z
Ni+lNe B Zi+1Ze

(1.27)

Die rechte Seite hidngt nur noch vom Volumen und von der Temperatur ab. Damit
konnen die Teilchenzahlen im Prinzip als Funktion von V' und T berechnet werden.

Einteilchenzustandssumme

Die Einteilchenzustandssumme ist definiert durch
Vv - %+€y’k /T
Zo =133 d*p> e <2 > . (1.28)
k

Hierbei bezeichnet ¢, das k-te Energieniveau der inneren Energie des Teilchens v.
Nach Integration iiber den Impulsraum folgt

Z, 1 _
Y=g €vo/T (1.29)
mit
n=N/V, A = s U, = E ¢~ (evw—cv0)/T
n ’ Yo\ 2em, T v '

k

Hierbei bezeichnet n die Teilchendichte, A\, die thermische deBroglie-Wellenlénge,
€,,0 die Grundzustandsenergie und u, eine Zustandssumme {iber Anregungsenergien.
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Die Elektronen besitzen keine innere Energie und man setzt daher €., = 0. Der Index
k lauft hier iiber zwei entartete Spinzustéinde, so dass fiir die Elektronen u, = 2
gilt. Die Zustandssummen wu;, ¢ < Z werden meist durch den Entartungsgrad des
Grundzustandes angendhert, u; = g;. Bei vollstdndiger Ionisation, ¢+ = Z, liegt kein
elektronischer Zustand vor, so dass hier uz = 1 zu setzen ist. Mit diesen Naherungen
lautet die Gleichgewichtsbedingung (1.27)

a; , 4 i I
_ nK'r(LZ+1) T : K7(zz+1) T) = )\2 exp ( > 1.30
Qi1 Ol (T) D) 2gi+1 T ( )
mit
N; N,
Q; = N’ Qe = N’ Liy1 = €410 — €ip-

Man nennt a, den Ionisationsgrad und [; das i-te Ionisationspotential. Der Ionisati-
onsgrad variiert zwischen 0 und Z. Das lonisationspotential entspricht der Energie,
die bendtigt wird, um die lonisationsstufe im Grundzustand (k = 0) von i — 1 nach
¢ zu erhdhen.

Saha-Gleichung

Ist neben der Temperatur der Druck p vorgegeben, so erhédlt man aus der Zustands-
gleichung fiir ideale Gase

pV =Y NI =(1+a)NT (1.31)

die zugehorige Gleichgewichtsdichte,

n= ﬁ. (1.32)

Damit kann die Gleichgewichtsbedingung als Funktion von Druck und Temperatur
angegeben werden,

a;(1+ o) ; ; AP g it
i ¢/ — K(l+1) T K(Z+1) T) = Z¢_ 7 o . 1.33
Q10 P @) b ) T 2911 P ( )

Sie wird als Saha-Gleichung (M. Saha, 1921) bezeichnet und stellt das Massenwir-
kungsgesetz fiir Ionisationsreaktionen dar.
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Einfach ionisierte Plasmen

Da die hoheren Ionisationspotentiale meist viel grofier sind als das erste, gibt es einen
Temperaturbereich, in dem vorwiegend nur neutrale Atome und einfach ionisierte
Tonen vorliegen. Setzt man «; = 0 fiir ¢ > 2, so erhélt man aus (1.23)

ag=1—a,, o] = Q

und fiir ¢ = 0 aus (1.33)

1_ e
Qe _ KO,

a
Die Auflésung nach «, ergibt den Ionistionsgrad bei vorgegebener Dichte und Tem-
peratur

e = m (\/1 + 4nKS(T) — 1) . (1.34)

Entsprechend erhélt man aus (1.33)

2
1 — o

_ 1

und damit den Ionisationsgrad als Funktion von Druck und Temperatur
1
Qe = . (1.35)
1+ pEy(T)

Bei hohen Temperaturen geht die Konstante pK,(fH)(T ) wie T’ =3/2 gegen Null und
der Tonisationsgrad gegen eins. Die Konstante ist proportional zur Zahl der Teilchen
im de Broglie-Volumen. Da diese Zahl fiir klassische Systeme sehr klein ist, setzt die
Ionisation schon bei Temperaturen unterhalb der Ionisationsenergie ein.

0.8~ J,/ . Abbildung 1.1:

s o5l , 7 Tonisationsgrad von Was-

L / ] serstoff bei einem Druck

04— ;"' - von 1 bar als Funktion der
- B f,-* — 7 i Temperatur.

(=]
(=]

N
i
—

n
35}
(%)
un



Kapitel 2

Einzelteilchenbewegung

Die Bewegung einer Masse m mit der Ladung ¢ in einem elektrischen Feld E(r,t)
und magnetischen Feld B(r,t) wird durch die Coulomb- und Lorentzkraft bestimmt.

Newtonsche Bewegungsgleichungen:

r(t) = o),
1
mo(t) = q(E(r,t) +-v(t)xB(r,1))
c
Hamziltonsche Bewegungsgleichungen:
G = apiH> pi = _8qu
(P—1A)? ) .
H = 2—c+q<1>, Hamilton-Funktion
m

P = mv+ gA7 kanonischer Impuls
c

1
= ——0,A—-Vo B = VXA, Felder
c
Relativistische Bewegungsgleichungen:
r(t) = v(t), v =

C (1)) = q(B(r.1) + o()x B(r.1)

14

(2.4)

(2.5)

(2.6)



KAPITEL 2. EINZELTEILCHENBEWEGUNG 15

2.1 Konstante Felder

2.1.1 Konstantes B-Feld

Bewegungsgleichung:
mo(t) = Lo(t)xB(r,t), B =(0,0,B)
c
Uy = Wy, Uy = —WyUy, 0, =0 (2.7)
Bewegung parallel zu B: v, = v = const

Bewegung senkrecht zu B: V = v, + v,

Vo= —iw,V, V = vy e ettio (2.8)

vy = vy cos(wgt — @), vy = —v sin (wyt — @) (2.9)

r = mo+ % gin (wyt — @), y = Yo+ %L cos (wyt — @) (2.10)
Wy Wy

Blickt man entgegen der Magnetfeldrichtung, so umkreist eine positive (negative)
Ladung die Feldlinie im (entgegen dem) Uhrzeigersinn. Gyrationsbewegung und Par-
allelbewegung zusammen ergeben eine Spiralbahn entlang der Feldlinie.

Ubung 2.1 Erkliren Sie die Umlaufrichtung der Gyrationsbewequng mit Hilfe der
Lorentzkraft

2.1.2 Konstantes B-Feld, konstante Kraft K

Bewegungsgleichung:

mo(t) = %v(t)xB—i—K, B=(0,0,B), K=(K,K))

Bewegung parallel zu B: v = (v,,v))

mi)H = KH — v = Uo—i—K”t (2.11)

Bewegung senkrecht zu B:

mv, = g’ULXB—i‘KL
C
vV, = uU-+vg
KXxB .
vg = g 52 — ma(t) = %uxB (2.12)

Die allgemeine Losung besteht aus einer beschleunigten Bewegung entlang der Feld-
linie, einer Drift v senkrecht zu B und K und einer Gyrationsbewegung w. Die
Kraft K| verschwindet in einem Koordinatensystem, welches sich mit vx bewegt.
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Beispiel 2.1 ( Ex B - Drift)

ExB
K = qF — Vg = ¢ Iz
Die EX B - Drift ist unabhdngig von der Ladung.
Beispiel 2.2 ( ¢x B - Drift)
cm gxX B
Kems = w= g

Die Drift im Schwerefeld fiihrt zur Ladungstrennung. Liegt B in horizontaler Rich-
tung, so erfolgt die Drift in der dazu senkrechten horizontalen Richtung. Durch die
Ladungstrennung entsteht ein horizontales zu B senkrechtes elektrisches Feld. Die
resultierende EX B - Drift ist unabhdngig vom Vorzeichen der Ladungen vertikal
nach unten gerichtet.

Ubung 2.2 Uberzeugen Sie sich, dafi die resultierende Drift eines Plasmas im
Schwerefeld mit einem horizontalen Magnetfeld tatsichlich nach unten gerichtet ist.

2.2 Langsam veridnderliche Felder

2.2.1 Driftndherung

Fiihrungszentrum:

In rdumlich und zeitlich langsam verénderlichen Feldern treten zusétzliche Drift-
bewegungen auf. Lokal kann man ein Koordinatensystem einfiithren, in dem das
Teilchen in der x,y-Ebene eine Gyrationsbewegung um die z-Achse ausfiihrt. Der Ur-
sprung dieses Koordinatensystems wird als Fiihrungszentrum bezeichnet. Bezeichnet
man den Ortsvektor zum Fiihrungszentrum mit R, die Position des Teilchens vom
Fiihrungszentrum aus mit p, so folgt fiir die Bahn 7(¢) des Teilchens die Darstellung

r(t) = R(t)+ p(t) (2.13)

Das Fiihrungszentrum bewegt sich mit den schon bekannten Driften vg, v|. In
inhomogenen Feldern wirken auf das Fiithrungszentrum noch Zusatzkréfte. Die von
diesen Zusatzkréften verursachte Drift wird mit v, bezeichnet. Die Driftbewegung
des Fiithrungszentrums besitzt also die Anteile

R = vp(R(t),t) +v(R(t),t) +v,(R(t), 1) (2.14)

Annahmen der Driftndiherung:
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o Schwach verdinderliche Felder: T' sei die Zeit, L die Linge tiber die sich die Fel-
der E(x,t) und B(x,t) merklich &ndern. Diese Anderungen sollen bei einem
Umlauf um das Fiihrungszentrum klein sein:

1
€ ~ % < 1, T~ €y (2.15)

o Griflenordnung der Driftgeschwindigkeiten: v, wird durch Inhomogenitéten
verursacht und ist daher klein gegeniiber den typischen Geschwindigkeiten in
homogenen Feldern.

v~ v, vp o~ UL, Vg ~ €U (2.16)

o Grifenordnung von Ej: Die Geschwindigkeitsinderung der Parallelbewegung
soll innerhalb einer Gyrationsperiode klein sein:

1
~ €V — iEH ~ € wlry. (2.17)

q
o m
g

2.2.2 Storungsrechnung
Bewegungsgleichung: Einsetzen von (2.13) in (2.1) ergibt

m(p+R) = B+ %(p+vg)x3 (2.18)

Entwicklung von R in e:

Ro= SR = S [os(R0).1) + vy (R().1) + v,(R(D), 1)
= 0 fou(R). 1) vy (RO.0) + O
- % vp + %(’Unen) +0(e)
= % vp+ e%(vn) + v%(en) +0(¢)
= % vg + e”%(vu) + (8 +vp - V4 V) e +O0()
= L on ey () (@t v V) € 07 (e V) ) +O()(2.19)

d
= (0t—|—vEV—|—v||V)

dt
Im letzten Term kann die Richtungsableitung entlang der Feldlinie durch die
Kriimmung ausgedriickt werden:

(e)-V)e = _R% el (2.20)
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Hierbei ist R, der Kriimmungsradius in einem Punkt P der Feldlinie und e; ein
Einheitsvektor, der vom Kriimmungsmittelpunkt zum Punkt P gerichtet ist. Die
Kriimmung der Feldlinie kann auch in der folgenden Weise dargestellt werden:

s = (5e)5 - [(50)3), - [ e

Entwicklung der Lorentzkraft F| in €:

B(r,t) = B(R,t)+ (p- V)B(R,t) + O(é?)
Fi(rt) = = [pXB(R,1)]

QIR0 IR

[v,x B(R,t) + pX(p- V)B(R,t)] + O(¢?) (2.22)

Bewegungsgleichung in der Ordnung O(1):

mp = 2[pxB(R,1)]

p = wi(cos(v), —sin (¥),0), p:wj@)<sin<w>,cos<w>,o>+O<e>
T /t wy(t") dt’, wy(t) = W (2.23)

In dieser Ordnung erhélt man die schnelle Gyrationsbewegung des Teilchens um das
Fithrungszentrum. Die Gyrationsfrequenz besitzt eine langsame Zeitabhédngigkeit.
Das Magnetfeld ist dabei am Ort des Fiithrungszentrums, nicht am Ort der Ladung,
auszuwerten.

Mittelung iiber :

Die Bewegung des Fiihrungszentrums darf nicht von der schnellen Gyrationsbewe-
gung abhédngen. Dies kann durch eine Mittelung der Bewegungsgleichung iiber v
erreicht werden. Der einzige schnellverédnderliche Term mit einem nichtverschwin-
denden Mittelwert ist

F, = %px(p-V)B(R,t). (2.24)

Im Fithrungszentrum besitzt B nur eine z-Komponente, die Ableitungen der z- und
y-Komponenten sind jedoch i.a. ungleich null. Mit

B = (0,0,B), V-B = 0,B,+09,B,+09.B. = 0,
1
VB = E[B><(V><B) + (B-V)B] (2.25)
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ergibt die Mittelung von (2.24)iiber

< F, >

9y,

OIRQ oI oI ol
&
NI~ NI~ N~

I
|
=
<
™

Magnetisches Moment:

<plp-V)>xB

—0,,0) XB

_E
B

(_aa:Bza _asza _asz)

1 ist das magnetische Moment des gyrierenden Teilchens:

w
I = g2 = 72
q27T7 7Trg7
c c 2n 9 2 cw

Bewegung parallel zu B in der Ordnung O(e):

d d
m%(v”) = qB—uV|B—-m (—UE

dt

Bewegung senkrecht zu B in der Ordnung O(e):

Gemittelte Kraft auf das Fiithrungszentrum:

K

(—0,B.,—8,B.,0,B, + 0,B,)

[BX(VXB) + (B-V)B]

19

(2.26)

(2.27)

(2.28)

d
— {/.LVJ_B + (m— /UE)J_ + mv”((’)t +vg - V) e+ mvﬁ (6” . V) 6||}

dt

—{(mi vg)L +mu) (0 +

dt
mv? /2
B

€||X(VXB) + <

Drift des Fiihrungszentrums:

O:

4 vyXB + K,
c

vg-V) e

mv? /2

B B

(2.29)

(2.30)
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Beitrage zur Drift

’Ug = UVB+UE'+'UéH
1 02 /9 v2 /2 + 0P

vyp = — X = €||X(VXB)+M(€”-VB)
Wy
1

Vg = w_eHXE VE
g
v

Ve = W—HB“X(at+vE-V) €| (2.31)
g

Die Driften werden als Gradient-B-Drift (vyp) und als Polarisationsdrift (vj) be-
zeichnet. Die Drift v, wird durch zeitliche Richtungsénderungen des Magnetfeldes
verursacht.

2.2.3 Ré&aumlich langsam verédnderliche Magnetfelder

Ein wichtiger Spezialfall ist die Bewegung in rdumlich langsam verénderlichen Ma-
gnetfeldern. Hierbei wird angenommen, daf§l E =0, 0;B = 0.

Longitudinaler Gradient: V| B # 0

e Driftgleichung:

d
m(v) = —uV)B (2.32)
e Energieerhaltung:
_ ¢ = o v = Lk
0 = C('va) v = mo 'v—dt(va)
1 1 1
— §mvﬁ+§mvi = 5mvﬁ+,uB = const. (2.33)

Gilt exakt, da das Teilchen im Magnetfeld keine Energie aufnehmen kann.
e Erhaltung des magnetischen Momentes:
w = const (2.34)
Folgt aus (2.33),(2.32). u ist eine adiabatische Invariante (Abschnitt 2.3).

e Magnetischer Spiegel:

Auf das Teilchen wirkt die Kraft —V B, die entgegen dem Gradienten der
Feldstérke gerichtet ist. Teilchen, deren Parallelgeschwindigkeit nicht zu grof3
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ist, werden reflektiert. Fiir die in einem magnetischen Spiegel gefangenen Teil-

chen gilt:
Lo,
§mUH + MB < ,UBma:r: ‘ : MBmm
v? B v
141 < 2 _ R I < VR-1 (2.35)
v Bmin V1

Das Gebiet v > v R — 1 v, des Geschwindigkeitsraumes wird als Verlustkegel,
R als das Spiegelverhéltnis bezeichnet.

Bemerkung 2.1 Verluste bei Spiegelmaschinen entstehen durch eine instabile
Kriimmung der Feldlinien (MHD-Instabilititen) und durch die Streuwung von
Teilchen (Stifle, Mikroinstabilititen) in den Verlustkegel.

Transversaler Gradient: B = (0,0, B(y)), VXB #0

o Lorentzkraft:

K = —uV,B
o Drift:
¢ BxVB
= —y— 2.36
VvaB q# B2 ( )

Ubung 2.3 Deuten Sie die Drift kinematisch durch die Anderung des Gyrations-
radius im inhomogenen Magnetfeld.

Gekriimmtes Magnetfeld: VX B =0, e¢|- Ve #0

o Lorentzkraft:

1
K, = —uViB = -3 v e - Ve (2.37)
e Zentrifugalkraft:
1
K; = Uﬁﬁc e, = — vﬁ e|- Ve (2.38)

o Drift:

1
Vyp = w— (— ’Ui +Uﬁ) e||><(e|| -VGH) (239)
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Bemerkung 2.2 In einem azxialsymmetrischen Magnetfeld B, = %, das durch
einen achsenparallelen Strom I erzeugt wird, entsteht durch Gradientendrift ein
achsenparalleles elektrisches Feld (entgegen der Stromrichtung). Die resultierende
E x B - Drift ist radial nach auflen gerichtet. Der Plasmaeinschluf$ in toroidalen
Magnetfeldern ist daher nur mdglich, wenn die Ladungstrennung durch eine Ver-
drehung der Feldlinien (Rotationstransformation) um den Torus kompensiert wird.
Die dafiir erforderliche Magnetfeldkomponente senkrecht zum toroidalen Feld heif$t
poloidales Magnetfeld. Es kann entweder durch dufere Spulenstrome (Stellarator)
oder durch den Plasmastrom selbst (Tokamak) erzeugt werden.

2.3 Adiabatische Invarianten

2.3.1 Hamiltonsche Systeme:

Die Bewegungsgleichung einer Ladung in elektrischen und magnetischen Feldern
kann nach (2.3) auch als Hamiltonsches System geschrieben werden. Hamiltonsche
Systeme, deren Losungen fast geschlossene Kurven im Phasenraum beschreiben, be-
sitzen adiabatische Invarianten, die sich nur sehr langsam &ndern. Ein wichtiges Bei-
spiel bildet die Gyrationsbewegung einer Ladung in einem langsam verédnderlichen
Magnetfeld. Die zugehorige adiabatische Invariante ist das magnetische Moment.

Annahmen:

e Hamilton-Funktion: H = H(p, q, \)
e 1 Freiheitsgrad
e Parameter A

o H = const,\ = const = p(t),q(t) geschlossene Kurve

Langsame Zeitabhingigkeit:

A=, A=0() =  AH=0()

€

Definition 2.1 (Adiabatische Invariante)
I(H,\) heifit adiabatische Invariante, wenn gilt:

A0y = AT=0() (2.40)

€

Die Anderung der adiabatischen Invarianten ist also klein im Vergleich zur Anderung
der Energie. Um zu zeigen, daf es tatséchlich adiabatische Invarianten gibt, wird
zunéchst die Methode der kanonischen Transformationen eingefiihrt.
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2.3.2 Kanonische Transformationen

Definition 2.2 (Kanonische Transformation) FEine Transformation
pl = plp,q), g = q(p,q) heifst kanonisch, wenn die kanonischen Bewe-
gungsgleichungen ihre Form beibehalten, d.h. es gilt

p/ - _aq/H/, q/ - ap/H/

mit einer neuen Hamilton-Funktion H' = H'(p/, q!).

Erzeugende Funktion F(q,q/,t): Bei einer kanonischen Transformation muf§ das
Prinzip der kleinsten Wirkung auch in den neuen Koordinaten gelten. Daher darf
sich die neue Lagrangefunktion L' = p/q/— H' von der alten Lagrangefunktion L =
pq— H nur durch eine totale Zeitableitung einer beliebigen Funktion F' unterscheiden:

d ' :
%F = L-L = pj—plq—(H—H)

Fiir eine Funktion F' = F(q, g/, t) gilt dann
p = 0,F, pl = —0,F, H' = H+ O,F. (2.41)

Man nennt F' = F(q, g/, t) die erzeugende Funktion der kanonischen Transformation.
Fiir eine gegebene erzeugende Funktion sind die Gleichungen (2.41) Transformati-
onsgleichungen fiir die Koordinaten und fiir die Hamilton-Funktion.

Erzeugende Funktion S(q,p/,t): Durch eine Legendre-Transformation kann man
erzeugende Funktionen einfithren, die von einem anderen Paar unabhéngiger Varia-
blen abhéngen. Im folgenden wird eine erzeugende Funktion S(q,p/,t) = F + plq/
verwendet. Die entsprechenden Transformationsgleichungen erhéilt man aus

d d .
— = —(F 1q1) = pd mr — (H — H'
dtS dt( +plq!) = pg+qlp — ( )

— p = 0,5, ¢ = 0yS, H = H+ 0,8S. (2.42)

Erhaltung des Phasenraumvolumens: Bei der Abbildung eines Gebietes des
Phasenraumes durch eine kanonische Transformation bleibt das Phasenraumvolu-
men des Gebietes erhalten:

t = const = dF = pdq — prdq’

0 = j{dF = j{(pdq—p/dq/) = j{pdq — j{p/dq/. (2.43)

Definition 2.3 (Wirkungs-, Winkelvariablen) Die Wirkung I und der Winkel
© werden bei einem festen Wert des Parameters X in der folgenden Weise definiert:

H(p,q,\) = H — p = p(H,q,\)

1

I(H,)\) = Py % p(H, q, \)dq, fd(p = 2. (2.44)

A=const
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Die Wirkung ist proportional zur Fliache, die von der Bahn bei festgehaltenem Pa-
rameter A in einem Umlauf umschlossen wird. Der Winkel wéachst bei einem Umlauf
um 2.

Erzeugende Funktion fiir die Abbildung (p,q) — (I, ¢): Die Transformation
(p,q) — (I, ) ist kanonisch. Dies folgt aus der Existenz einer erzeugenden Funktion:

S(q) = / "D(H(I ). ¢, Ndg”

q0

Die Wirkungs-, Winkelvariablen (2.44) erfiillen die zugehorigen Transformationsglei-
chungen (2.42)

p = 9,5(1,9) = p(H(I,7),q,})
27 = 81]{]9(]{(], A),q", N)dq”
H = H+9S = H+¢€0\S (2.45)
Fiir ein zeitabhéngiges A ist die kanonische Transformation zeitabhéingig und die
Hamilton-Funktion wie angegeben zu transformieren.
Ungestortes System: A = e =0
H(I,N) = H(,)\, ¢ =w,\, =0, (2.46)
w(l,\) = O/H'(I,))

Gestodrtes System: A = ¢ #£ 0

H'(I,p,\) = H(I,\)+ ed\S,
I = eg(l,0,)) (2.47)
%S %S
f = 3 4 g = —
81@\ a(pa)\

2.3.3 Adiabatische Invarianz der Wirkung

Beweisidee:

Verkleinerung von I durch sukzessive Anwendung kanonischer Transformationen.

Ausgangssystem:
H = Hp.q X, p= —0,H° ¢ = 0,H (2.48)
1. Transformation: S!
1
I' = — H° ¢, \)d
5 ]{ p(H", q,\)dq
HO=const

H' = H°+edS' I' = eg' (2.49)
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Die erste Transformation reicht nicht aus um die adiabatische Invarianz nachzuwei-
sen:

2. Transformation: S?

1
- L 7{ IYHY, b \)dy?
2
Hl=const
H? = H'+te0,5% 1?2 = eg”. (2.50)

I? unterscheidet sich nur um O(€) von I;:

1
Po= o f DU 0
T
HO%=const
1
- 5 7{ p(H®,q, Ndg + O() = I' +0(e) (2.51)
HO%=const

Die Transformation S? unterscheidet sich deshalb von der identischen Abbildung
nur in der Ordnung O(e):

S? = I*¢' 4 €S? (2.52)
Dies reicht aus, um die adiabatische Invarianz der Wirkung nachzuweisen:

) N N 9252
]’2 — 2 _ 2.2 2 — _
g = g% g 520,

A= O =
AI? = 0O(e)At = Ofe), AI' = AT’ +0(e) = Ofe).

Bemerkung 2.3 (Adiabatische Invarianten)

1. Iy besitzt Schwankungen von der Ordnung € um Iy. Iy gibt an wie stark sich
der Muittelwert von I dndert.

2. Durch Iteration des Beweisverfahrens lafit sich zeigen: AI™ = O(€")At. Dies
bedeuted, daff Al fir e — 0 nicht in eine Potenzreihe entwickelbar ist, wie
2.B. die Funktion AI ~ e=¢!/¢ Die Anderung ist dann kleiner als die einer

beliebigen Potenz:
Al 1

~ —€

AIn en

—const/e __, 0.
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3. Beit mehreren Freiheitsgraden gibt es unter Umstinden weitere adiabatische
Invarianten. Maximal gibt es fir jeden Freiheitsgrad eine Invariante. Dazu
maiissen fiir jeden Freiheitsgrad fast geschlossene Bahnen existieren, deren Um-
laufperioden sich nach Potenzen von 1/e ordnen lassen.

Beispiel 2.3 (Magnetisches Moment)
o Vektorpotential
B = VXA =  mB =2mdA, = A, = 2B
e Kanonischer Impuls
P, = m%%—gA(P
c

e Adiabatische Invariante der Gyrationsbewegung

wads = 2mr, (mv, + gAcp) = 2mr, (mw,ry, + QirgB)
c c

x Bri o« p (2.53)

Beispiel 2.4 (Longitudinale Invariante) In einem magnetischen Doppelspiegel
1st die Bewegung entlang einer Feldlinie periodisch. Die zugehdrige adiabatische In-
variante 15t

I, = fvdl = <y > L (2.54)

Nimmt die Ldnge des Spiegelsystems mit der Zeit ab, dann erhoht sich die mittlere
Geschwindigkeit des Teilchens (Fermibeschleunigung).

Beispiel 2.5 (FluBinvariante) Die Driftbewegung senkrecht zum Magnetfeld kann
auf einer fast geschlossenen Bahn verlaufen. Die adiabatische Invariante ist der von
der Bahn eingeschlossene magnetische Flufs.

Bemerkung 2.4 (Literatur zum Beweis der adiabatischen Invarianz)

1. C.S. Gardner, Phys.Rev. 115, 791 (1959)

2. V.I. Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics (Springer, New
York,1978, S. 299)
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2.4 Schnell oszillierendes E-Feld

2.4.1 Elektrostatische Welle mit konstanter Amplitude
Elektrostatische Welle:

E = Fye, ¢'tFe=+) B =0 k|E w~uw (2.55)

Y

Teilchenbewegung in der Welle:
mi = qFEysin(kx — wt) (2.56)
Schwingungen mit kleiner Amplitude: |kz| < 1

E
20 i (wt) (2.57)

= —usin(wt), r = vt +
m mw

Die Néherung ist anwendbar, wenn die Schwingungsamplitude klein ist gegeniiber
der Wellenldnge und die Translationsgeschwindigkeit vy klein gegeniiber der Pha-
sengeschwindigkeit vy, = w/k der Welle.

Transformation ins Ruhesystem der Welle:

V= U — Upp, ¥ = x— Upnt,
. . ’ 1 -2 qu A !
mx’ = qFEpsin (kz'), gme + & cos (k') = W (2.58)

Bewegung im periodischen Potential V' = % cos (kz') mit der Energie W',

Bedingung fiir gefangene Teilchen:

E
W< % (2.59)
Umlauffrequenz der gefangenen Teilchen:
Evk
ko' <1 = wy = 4| L2 (2.60)
m

2.4.2 Elektromagnetische Welle mit konstanter Amplitude

Elektromagnetische Welle:

E
A, = —usinn, n = wt—kx, w = kc
w

1
E, = —-0A, = Ej cosn, B, = 0;A, = Ey cos1. (2.61)
Cc
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Nichtrelativistische Bewegung:

my = qE, = y = — 508 (2.62)

Relativistische Bewegung:
Die Bewegungsgleichung (2.5) kann exakt gelost werden (s.Ubungen):
2

1
kx = —— — sin2n, ky = _ £ cos, kz = 0,
8 a? Q@

QE[) 1
- = = 14 Z¢e2 2.63
¢ mc2k’ @ \ + 2¢ ( )

Die Bahnkurve hat die Form einer langgestreckten “8”. Die Amplituden in x- und
y-Richtung sind auch fiir hohe Feldstirken (—) klein gegentiber der Wellenléinge:

1 € 1 €
0. 0.
= .04 2 .22 = 1 2.64
y 00 F om0 (2.64)

2.4.3 Ponderomotorisches Potential

In schnellverdnderlichen Feldern mit ortsabhdngiger Amplitude wirkt auf ein Elek-
tron eine Kraft in Richtung der abnehmenden Feldstérke. Die Kraft kann aus einem
Potential, dem ponderomotorischen Potential, abgeleitet werden.

Annahmen:
e E(t), B(t) periodischint, B<~ E
e (1) = R(t) + &(t), &(t) periodisch in ¢
e €. VE| <1, |- VB|<1, £/ <1

e VXE = —%@B , ansonsten beliebig

Storungsrechnung:

m(R+€) = qE(R.t)+ (€ V)E(R.1)]+ %éxB(R, 1)+ 0(e?)  (2.65)

Ordnung O(e):

m£ - qE(R> t),

E = R{E;e ™} = £ = R{- !

mw?

Ey e ™% (2.66)
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Ordnung O(€?):
mit = q(€ V)E+ éxB

Nebenrechnung: {---} begrenzt Wirkungsbereich von V
£ VE = {VE} - £—¢(X(VXE)
m = 1
= "V ¢ -ex(- 0B)

v (ﬂe) ~lexn

m . 1
= | {VE) £+ ExB 5

Zeitmittelung:
. .
m<R> = -V §m§ >

Ponderomotorisches Potential:

F, = m<R> = —VU,
1 L9 q2 *
U, = §m<€ > = 4muj2EO-E0

Bemerkung 2.5 (Ponderomotorisches Potential)

29

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

1. Das ponderomotorische Potential ist gleich der zeitgemittelten kinetischen

Energie der Oszillationsbewegunyg.

2. Das ponderomotorische Potential ist eine potentielle Energie. Ein Teilchen,
welches in das Feld eintritt, wird entweder elastisch reflektiert (Endgeschwin-
digkeit = - Anfangsgeschwindigkeit) oder es durchquert das Feld vollstindig

ohne Energieaufnahme (Endgeschwindigkeit = Anfangsgeschwindigkeit).

3. Die ponderomotorische Kraft wirkt unabhdngig vom Vorzeichen der Ladung in

Richtung abnehmender Feldstirke (Feld verdrdingt die Ladungen).

4. Fiir eine elektromagnetische Welle ist U, proportional zur Intensitit I und

zum Quadrat der Wellenlinge \:
U, = 9.3 x 1074 I[W/em?| N} [um]eV

Ubung 2.4 (Kinematische Deutung) Skizzieren Sie qualitativ die Bewegung ei-
ner Ladung in einer elektrostatischen (elektromagnetischen) Welle, wenn sich die

Feldstirke in Ausbreitungsrichtung der Welle dndert.
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2.4.4 Ponderomotorische Kraftdichte

Auf ein Plasma mit der Elektronendichte n, wirkt eine ponderomotorische Kraft-
dichte, die sich einfach aus der Addition der ponderomotorischen Krifte auf die
einzelnen Elektronen eines Volumenelementes ergibt. Hierbei wird eine kollektive
Bewegung angenommen, bei der auf alle Elektronen des Volumenelementes dieselbe
mittlere Feldstérke wirkt.

Kraftdichte auf Elektronen:

2 2
qene * 1 wpe

— V(E,-E)) = — —
4mew? (Eo - Eq) 167 w?

fp = —n.VU, =

V (E, - EX)(2.71)

Bemerkung 2.6 (Ponderomotorische Kraftdichte)

1. wpe 18t i.a. ortsabhingig und kann daher nicht mit V vertauscht werden.

2. Das Feld ist nicht mehr vorgegeben sondern wird durch die Ladungen selbst er-
zeugt. Trotzdem gilt die Herleitung, solange die in Abschnitt (2.4.3) gemachten
Annahmen fiir jedes Elektron erfillt sind.

Gemittelte Elektronengleichung:

d
mened_t’ve = QGneEs + .fp (272>

Im Zeitmittel wirkt auf die Elektronen die ponderomotorische Kraftdichte des

schnellverénderlichen Feldes und ein durch Ladungstrennung erzeugtes quasistati-
sches Feld F,.

Ionengleichung:

d

Wegen der groBleren lonenmasse ist die Oszillationsenergie der Ionen vernachléssig-
bar.

Quasineutralitét:

Gene + gini =~ 0 (2.74)

Adiabatische Niherung:

qeneEs + .fp = 07
d

mini%vi = %ans - _QeneEs = fp (275)

Die Elektronen folgen dem quasistatischen Kréftegleichgewicht trigheitsfrei. Auf die
Ionen wirkt damit die ponderomotorische Kraftdichte. Das Plasma wird insgesamt
aus den Feldstdrkemaxima verdréangt.
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2.4.5 Ponderomotorischer Druck

Die Kraftwirkung auf ein Volumenelement 1&8t sich in einer Feldtheorie auch als die
Resultierende der an der Oberfliche angreifenden Kréfte darstellen. Entsprechend
dieser Auffassung gibt es zur ponderomotorischen Kraftdichte einen ponderomoto-
rischen Drucktensor.

Drucktensor:
f, = -V I, /dep = —/ s -1I, (2.76)
v ov
Impulserhaltung fiir das Volumen V zur Zeit t = 0:
iZ/dvmnv = /Z n(E+1v X B) (2.77)
dt a'"aYa - qa (6% c (0% .
V (0%

* Va(t)

a nummeriert die Teilchensorte (Elektronen, Ionen), V,(t) ist das von der Teilchen
der Sorte v zur Zeit ¢t eingenommene Volumen, wobei sich zur Zeit ¢ = 0 alle Teilchen
im selben Volumen befinden: V,(0) =V

Umformungen:
d
7 dVmen,v, = /dV O (Manavy) +/dS’-va MaNaVay
Va(t) % oV
= /dV {0i(Mmanavs) + V - (Manavav,)}
%
S 0B = —(V-E)E
~ 47
1
= —{V-(EE)—-E-VE
AV (BE) - E-VE)
1 1
= E{V-(EE)+Ex(VxE)—§VE2}
1 1 1
= —{V.(EE - - E?) - -Ex0,B
47T{V ( 2 ) c 0B}
1 1 1
=) qanavaxB = —(VxB--0,E)xB
c 47 c
= i(—EVBQjLB VB—laExB)
T o4m 2 ¢’

1 1 1
- —(V-.[BB--B*—--0,ExB
(V- [BB - B - ~0,EXB)
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Erhaltungssatz fiir die Impulsdichte: Das Volumen V ist beliebig. Daher muf
der Integrand verschwinden:

1
8&; MaNaVa + REXB} +

1 1
V) manaveva + = (E* + B?) — o (EE+BB)} = 0 (2.78)

Zeitmittelung:

I, = <meneéé + 8% (E* + B%) — ﬁ (EE + BB)> (2.79)

Bemerkung 2.7

1. Der Drucktensor besteht i.a. aus dem kinematischen Drucktensor der Elektro-
nen und dem Drucktensor des elektromagnetischen Feldes.

2. Bei der Herleitung des Drucktensors wurden die Maxwellgleichungen fir die
Strom- und Ladungsdichten verwendet.

3. Die Ubereinstimmung des Drucktensors (2.79) mit dem Ausdruck (2.71) fiir
die Kraftdichte zeigen die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 2.6 (Elektromagnetische Welle)

Felder: E = (E(2),0,0), B =(0,B(2),0); o exp (—iwt)

Oszillationsgeschwz’ndigkeit:é =—-LF

—itwm

o Stromdichte: ) )
. ; gnE 1 w
jg =& = —— = ——2F
—iwm 4 —iw
o Maxwellgleichungen:
1 4 w?
VXB = ~“QE+—j = —i>cE, = 1--
c c c w
1
VxE = - -9,B = iB
c c
o Magnetfeld:
0.B = i2¢E, B = —iZ0.E
c w

0.|B* = B*0.B+cc. = —eFEO.E*+cc. = —e0.|E)?
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o Druck: 11,, = 0, <$ (E? + BQ)>
e Kraftdichte:

2
fo= = gz OIBF+|BF) = 1o-50.|EP
Beispiel 2.7 (Elektrostatische Welle)
o Felder: E = (0,0,E(z)), B=0, w=uw,
o Oszillationsgeschwindigkeit:
v = 4 E, mnlv|* = n2_q2|E|2 = i|E|2
—iWpm wym 4

o Druck:

1 1 1
I, = <vP>4—<FE?’>—-——"— < FE*>= _—|E]?
mn <>t 4 Ton ¥

e Kraftdichte:
1
z — _azEw2
f e



Kapitel 3

Grundgleichungen der
Plasmatheorie

3.1 Statistische Beschreibung

3.1.1 Hamiltonsche Beschreibung

6 N-dimensionaler Phasenraum: Ein System aus N-Teilchen kann in der klas-
sischen Mechanik durch einen Punkt in einem 6N-dimensionalen Phasenraum re-
prasentiert werden. Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen: X; = (q;, p;)
fiir die Phasenraumkoordinaten des i-ten Teilchens, dI'; = d3q;dp; fiir das Volu-
menelement im Phasenraum des i-ten Teilchens, X = (X,---, Xy) fiir die Pha-
senraumkoordinaten des Systems und dI' fiir das Volumenelement im Phasenraum
des Systems. Der Zeitentwicklung des Systems entspricht eine Bewegung des Punktes
X geméf den Hamiltonschen Gleichungen:

q; = OpH, p, = —0qH (3.1)

3.1.2 Liouville-Gleichung

Ein Ensemble von klassischen Systemen aus N-Teilchen wird durch eine Wahrschein-
lichkeitsdichte Fy (X, t) reprasentiert. Sie wird als Liouville-Funktion bezeichnet. Die
Wahrscheinlichkeit, ein System am Ort X im Volumenelement dI" zur Zeit ¢ zu finden
ist:

Fn(X,t) dl .

Kontinuitatsgleichung:

34
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Wegen der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit gilt die Kontinuitétsgleichung:

N
OFN +) g, (@:Fy)+0p, - (bFy) = 0. (3.2)
i=1
Volumenerhaltung:

Das Stromungsfeld im Phasenraum ist divergenzfrei:

N N
Zaqi (q;) +0p, - (p;) = Zaqi +Op . H—0p -0q H =0. (3.3)
=1 i=1

Divergenzfreie Stromungen nennt man inkompressibel, da ein mitbewegtes Volumen
erhalten bleibt. Die Form des Volumens kann sich dabei aber sehr stark dndern
(Tintentropfen in Wasser).

Liouville- Gleichung:
Aus (3.2) und (3.3) folgt

N
d d
—Fy =0 — = 0 7.+ O D - O 3.4

Hieraus folgt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte entlang der Bahn eines
Systems:

En(qq(t), - ,qn(t),pi(t), - ,pn(t), 1) = const.
3.1.3 Reduzierte Verteilungsfunktionen

Mittelwerte: Sei b(X) eine Funktion des mikroskopischen Zustandes X eines Sy-
stems. Dann ist der Mittelwert dieser Grofle im Ensemble

(b) = /dF b(X)Fn(X) . (3.5)
Beispiele solcher Grofien sind der Impuls P, die Energie E oder die Dichte n(x),

P=> p. E=Hgp), n@)=> dx-q). (3.6)

Es gibt aber auch Groflen, die nicht als Mittelwert einer Funktion b(X) definiert
werden konnen und im wesentlichen Eigenschaften des Ensembles darstellen. Hierzu
gehoren z.B. Entropie und Temperatur.
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S-Teilchen-Grofien: Sei bs(X;1,- -, X;s) eine Funktion der Koordinaten von S
identischen Teilchen. Addiert man die Beitriage aller unterscheidbaren Konfiguratio-
nen von jeweils S Teilchen, so erhélt man fiir das Gesamtsystem die S-Teilchen-Grofie

N
Bg = Z bs(Xir, -+, Xis) (3.7)

11<92<43--- <38

Fiir jede Konfiguration von S Teilchen wird nur der Summand gezéhlt, bei dem
die Indizes aufsteigend geordnet sind. Damit werden Mehrfachzahlungen derselben
Konfiguration, die sich durch Vertauschungen der Indizes ergeben ausgeschlossen.

Der Impuls P ist eine 1-Teilchen-Grofle, die Coulombenergie

q
i< a; — g
eine 2-Teilchen-Grofle.

Der Mittelwert einer S-Teilchen-Grofie kann mit einer reduzierten S-Teilchen-

Verteilungsfunktion fg berechnet werden, die nur noch von den Koordinaten von
S Teilchen abhéngt,

(Bs) = %/drl“'dPs bs(X1, -+, Xs) fs(Xi,--+, Xs) (3.8)

N!
fs(Xq, -+, Xg) = |/dFS+1"'dPN Fn(Xy, - Xg, Xgq1,-- Xn) .

(N —5)
Beweis: Vertauscht man in einer gegebenen Konfiguration von NV identischen Teil-
chen zwei Teilchen, so ist die neue Konfiguration von der alten nicht unterscheidbar.
Daher miissen beide Konfigurationen dieselbe Wahrscheinlichkeit im Ensemble be-
sitzen. Die Liouville-Funktion ist also symmetrisch gegeniiber der Vertauschung der
Teilchenkoordinaten,
FN(Xla"' 7Xi7"' 7X

JIREE

7XN) :FN(le"' 7X

JIERE

7Xi7"' 7XN>

Sei i — o(i) eine beliebige Permutation der N Indizes. Fiir diese Permutation gilt
/dF1 o dDy bs(Xp), -+ s Xogs)) Fn(X1, -+, Xy) =
/dro—u) o dlo(vy bs(Xoqy, - Xo) EN(Xo), -+, Xo(v)) =
[ drs bo(xi, - X) [ dapr dly F(Xe X

Im ersten Schritt wurde die Symmetrie der Liouville-Funktion und die des Volu-
menelements ausgenutzt, im zweiten Schritt wurden die Integrationsvariablen von
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o(i) nach ¢ umbenannt. Bei der Mittelung der S-Teilchen-Grofle (3.7) ergeben alle
Summanden denselben Beitrag. Die Anzahl der Moglichkeiten aus N Teilchen S
auszuwéahlen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ist
N!
(N —S)Ist

Daher erhalt man

N!
(Bs) = m/drl“'dfs bs(Xy,- - ,Xs)/dfs+1---dFN Fy
1
= g dl'y---dlg bs(X1,- -+, Xg) fs(X1, -, Xg) . O

Die S-Teilchen-Verteilungsfunktion besitzt die Normierung

/drl...dfs Fo(Xu,ee-, Xg) = %!S)!/dFFN(X) S

So ist z.B. f; auf die Gesamtteilchenzahl N normiert.

3.1.4 BBGKY-Hierarchie

Fiir die Berechnung des Mittelwertes einer S-Teilchen-Grofle geniigt die Kenntnis
der reduzierten S-Teilchen Verteilungsfunktion. Dies vereinfacht die Berechnung je-
doch nur scheinbar, denn die zeitliche Anderung der S-Teilchenfunktion hingt von
der S+ 1-Teilchenfunktion ab. Das gekoppelte Gleichungssystem fiir die Zeitentwick-
lung aller reduzierten Verteilungsfunktionen wird nach Born, Bogoljubov, Green,
Kirkwood und Yvon als BBGKY-Hierarchie bezeichnet. Im folgenden wird diese
Hierarchie fiir ein Einkomponenten-Plasma mit elektrostatischer Wechselwirkung in
einem externen Potential hergeleitet.

Coulomb-System: Das System bestehe aus N identischen Teilchen (Ladung: g,
Masse: m) mit Coulomb-Wechselwirkung in einem externen Potential Vy(x). Das
externe Potential kann z.B. durch eine neutralisierende homogene Ladungsdichte
erzeugt werden. Die Hamiltonfunktion lautet

2
%

2
p q
H=Z(2m+%> 3V Ve=Vla), V=

i< @i — g

Wegen V;; = Vj; gilt

Dy e Vi Vi e OV
an‘j;VJk sz dq; +Z dq; Z oq;

j<i i
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Damit erhélt man die Bewegungsgleichungen

OH 0H
li = = Uy, ) = — = I F;; 3.9
q o =0 P o, 04‘;;; j (3.9)
1 Vi IV
i — M E = - : ) E = —— .
! mp ’ g, ’ Iq;

Liouville- Gleichung: Mit (3.9) und (3.4) folgt

N N N
OFn+Y v 0gFy+Y |Fot+ Y Fyl| 0pFy = 0. (3.10)

i=1 i=1 (j#i)=1

Intergration iiber den Unterraum von N — S Teilchen: Zur Herleitung der
Bewegungsgleichung fiir die reduzierte Verteilungsfunktion fg integriert man die
Liouville-Gleichung iiber das Volumen [ dl'gyq---dl'y. Zur Vereinfachung der No-

tation sei
N!

/de(X):m/dFSH'“dFNf(X)-

Dabei treten die folgenden Integrale auf:

/dQ WFn = Oifs (3.11)
ie{l,---,S}:
/dQ v;-0q, Fn = wvi-0q,fs (3.12)
ie{S+1,--- ,N}:
/dQ v;-0q Fn = /dQ Oq, - (viFN) = 0 (3.13)

ie{S+1,---,N}, je{l,--- ,N}:
ie{l,---,S} je{l,---,S}:
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ie{l,---,S} je{S+1,--- ,N}:

N
Z /dQ Fij-0p Fn(Xy, -, Xs, Xs1,- . X, . Xv) =
j=S+1

(N_S)/dQ Fl]aplFN(Xla 7XSan7XS+27"' 7XS+17"' 7XN):

/dFSJrlFi(S-i-l) - Op, fs+1

Hierbei wurde verwendet, dafl Fiy am Rand des Phasenraumes verschwindet, sym-
metrisch ist beziiglich Teilchenvertauschung und da§ (N — S)N!/(N — S)! =
N!/(N =S —1)! gilt.

BBGKY-Hierarchie: Mit (3.11) - (3.16 folgt aus (3.10):

S S S
Ofs + > vi-dqfs + > |Fot+ Y. Fi| 0pfs
i=1 i=1 (j#i)=1

S
+ Z/dFS+IFi(S+1) . apifs+1 - O (316)
i=1

Die S-Teilchenfunktion héngt von der (S+1)-Teilchenfunktion ab, so daf§ sich ei-
ne ganze Hierarchie von Gleichungen ergibt. Im S-dimensionalen Phasenraum be-
schreibt der dritte Term eine individuelle Teilchenwechselwirkung, der vierte eine
kollektive Wechselwirkung mit den restlichen Teilchen.

Stof3freie Plasmen: Bei Vernachlissigung von Teilchenkorrelationen (stofifreies
Plasma) kann die 2-Teilchen Verteilungsfunktion als Produkt von 1-Teilchen Vertei-
lungsfunktionen (f; = f) dargestellt werden,

L(X,X") = f(X)f(X). (3.17)
Mit dieser Naherung erhélt man fiir die 1-Teilchenverteilungsfunktion die Gleichung

Of+v-Opf+ (Fo+(F))-0pf = 0 (3.18)

(F) = / Pddy f(d.pt) Fla,q) (3.19)

Die hierbei auftretende gemittelte Kraft erhélt man gerade, wenn man in der
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Poisson-Gleichung die Ladungsdichte durch die gemittelte Ladungsdichte ersetzt:
F = —qVo, <F> = —qV<d>,
<®> = /d3q’d3p' f(d.p'.t) ®(a—q)
A<d> = /d3q’d3p’ fd.p'\t) A®(q—q)
= [ #dd fap.0) (~imasla - q)

= —An(r), () =¢ / d’p f(q,p,t) - (3.20)

3.2 Kinetische Beschreibung

In der kinetischen Theorie betrachtet man die Entwicklung der Einteilchenvertei-
lungsfunktion im 6-dimensionalen Phasenraum.

x,v- Raum:

Im folgenden wird anstelle des kanonischen Impulses (2.3) die Teilchengeschwin-
digkeit als unabhéngige Variable gewé&hlt. Die Liouville-Gleichung gilt hier entspre-
chend, da die Stromung in diesen Koordinaten ebenfalls divergenzfrei ist:

1
& = v, 0 = L(E+-v;xB)
m C

O, - (i) + Op, - (V) = Og,-vi+ %B (O, Xv;) =0 (3.21)

Der erste Term verschwindet, da & und v unabhéngige Koordinaten sind. Der zweite
Term verschwindet ebenfalls, da der Geschwindigkeitsvektor im Geschwindigkeits-
raum keine Rotation besitzt.

Verteilungsfunktion:
Mittlere Zahl der Teilchen der Sorte i (Elektronen, Ionen) am Ort (2, v) im Volumen

dPxd®v zur Zeit t :

filz, v, t)d®zd*v. (3.22)

Kinetische Gleichungen:

Gleichung (3.18) ist ein Spezialfall einer kinetischen Gleichung, die hier nur unter
sehr einschrinkenden Bedingungen (1 Teilchensorte, elektrostatische Wechselwir-
kung, stoBfreies Plasma) hergeleitet wurde. Allgemeiner besitzen die kinetischen
Gleichungen eines Plasmas die Form

d q; 1
d_tfj = 8tfj+v-8wfj+ﬂ73j(E+E'UXB)-ﬁvfj = Cj (323)
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Die linke Seite der Gleichung beschreibt die Anderung der Verteilungsfunktion im
mittleren Feld. E und B sind daher durch die Maxwell-Gleichungen mit den gemit-
telten Ladungs- und Stromdichten

T(x,t) = qu/d?’vfj x,v,t)
jlz,t) = qu/dvv fi(x,v,t) (3.24)

zu bestimmen sind. Die rechte Seite (C}) wird als Stoiterm bezeichnet. Der Stofiterm
beriicksichtigt die Anderungsrate der Verteilungsfunktion durch individuelle Stfe,
die bei der kollektiven Bewegung vernachléssigt werden.

3.2.1 Vlasov-Gleichung

Fiir Zeiten, die klein sind gegeniiber der freien Flugzeit, kann ein Plasma als stof3frei
betrachtet werden. Die kinetische Gleichung des stofifreien Plasmas wird als Viasov-
Gleichung bezeichnet:

- 1

atfj+v~8wfj+%(E+vaB) '8fvfj =0 (325)
J

Die Vlasov-Theorie bildet die Grundlage zur Beschreibung von elektromagnetischen

und elektrostatischen Wellen in heiflen Plasmen. Dabei spielen Effekte der Teilchen-

Welle-Wechselwirkung und der Stabilitdt von Verteilungsfunktionen eine wichtige

Rolle.

3.2.2 Boltzmann-Gleichung

Die Boltzmann-Gleichung wurde 1872 von Boltzmann hergeleitet und ist historisch
gesehen die élteste kinetische Gleichung. Der Stofiterm wird unter vereinfachenden
Annahmen fiir stark verdiinnte Systeme abgeleitet. Hierbei werden nur Zweierstofe
beriicksichtigt, bei denen jeweils die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls erhal-
ten bleiben. Die Stoflwahrscheinlichkeit wird mit einem statistischen Ansatz, dem
Stofizahlansatz, beschrieben. Der Stofizahlansatz fiihrt dazu, daff die Boltzmann-
Gleichung, im Gegensatz zu den mikroskopischen Bewegungsgleichungen, irreversi-
bles Verhalten (Entropiezunahme) beschreibt.

Stofsannahmen:

e 2-er StoBe (Verdiinnte Systeme)

e clastische Stofe (Energie- und Impulserhaltung)
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e lokale und instantane Stofle (z,v,t — x,v',t)

Bezeichnungen:

vor dem Stofl : w;, filz,v,t) = fi(v) = f;
nach dem Sto : v/ fi(z, ', t) = f;(v) = fi

79

(3.26)
Stoflgesetze fiir 2-er Stofle:
1. Schwerpunkts- und Relativkoordinaten
m;v; + m;v;
vy = ————, g = v, — v,
m; + m;
my; my;
v, = Us+ —g, V; = Vs — g,
m; my;
m;m;
mg; = m, d3vid3vj = dg’Usdgg (327)
2. Impulserhaltung: v/, = v,
3. Energieerhaltung: ¢ = ¢
4. Wirkungsquerschnitt: y Ablenkwinkel, b StofSparameter
do = bdbdy = o(g,x) d, dQ) = sin(x)dxdy
Coulomb-Potential: U = ¢/r
4:9;
t 2) =
an (x/2) -
2
4iq;
, = 3.28
°l9:%) (277%]'92 sin? (X/2>> ( )

Debye-Potential: U = (q/r)exp (—r/Ap), Bornsche-Néherung (A, < A\gp)

_ 2q;q5mi; i
o(g:x) = (WAD)Q TamZ g’ (x /2)> (3.29)

Ubergangswahrscheinlichkeit:

Fiir den Ubergang (v;, v;) — (v}, v’;) wird eine Ubergangsrate in der Form

Wi (v}, v|vi, v;) (d%;d%}) (fid* v, f;dv;) (3.30)

i 7]
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angenommen. Der erste Faktor bezeichnet eine Ubergangswahrscheinlichkeit fiir
einen Stof mit den Anfangsgeschwindigkeiten v;,v; und den Endgeschwindigkeiten

v, 'v] , der zweite das Volumen der Endzusténde. Bei einem Stofl im Schwerpunkt-

system entspricht diesen beiden Faktoren der differentielle Streuquerschnitt.

Der dritte Faktor stellt die Zahl der stoflenden Teilchen dar. Diese wird unter
Vernachlassigung von Korrelationen durch die Einteilchenverteilungsfunktion aus-
gedriickt. Diese Annahme wird als Stof$zahlansatz bezeichnet. Der Stoffzahlansatz
fithrt zu irreversiblem Verhalten, obwohl den einzelnen Stoflen reversible Stofigeset-
ze zugrunde liegen.

Verluste: Summation iiber alle Stofipartner und alle Endzustiande
d*v; Z / dPv;d> i d* Wi (v), v v, vy) fif;
Gewinne: Summation uber alle Anfangszustinde und alle StofSpartner
+ d*v; Z / dPv;d> i d* VWi (v, v;lo), 05) [

Bilanz: pro Volumenelement d3v;

Z/d%jd%/ds ’{Wm (vi, v v}, v j) ff Wi (v, ]|'vl,'v]) fzfj}

Mikroskopische Reversibilitét:

Invarianz gegeniiber einer gleichzeitigen Raum- und Zeitspiegelung:

v — v, Anfangszustand — Endzustand,

VVU('U“'U]|’0“ ]) = W ('UZ,'UJ|’UZ,’UJ)

G = Y [ @i Wl (1 - 55)
J

Impulserhaltung:

Wi (v, v |vi,v;) = Wii(g,g")o(vs — v, dPVid; = dPg'd*v,

Vg s
G = Y [ vy Wla.g) (15 - 1)
J
Energieerhaltung:
Wii(g,9") = oi(9,x) o(
d3g/ — 9/2 dg/dQ _ g/d

¢ = 3 [ #ud2g 0000 G- £i8) (3:31)
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Der Stoterm (3.31) wird als Boltzmann-Stofiterm, die zugehorige kinetische Glei-
chung als Boltzmann-Gleichung bezeichnet. Man beachte, dal die Geschwindigkeiten
v;, v}, die als Argumente von f]fI auftreten, nach (3. 27) als Funktionen von v;, v;
und dem Ablenkwinkel y auszudrucken sind.

Entropie: Kinetische Definition, Sox = kS

= —Z/dS’UZdBI fZ h’lfl (332)

H-Theorem:
d
fi Losung der Boltzmann-Gleichung — %S >0 (3.33)
Beweis: H = — S | zz.: dH/dt <0

S = 0+ v 0 +-00,) (il f)

d _ Vi
S(filnf) = Q+lf)T =

In der zweiten Gleichung wurde (3.23) eingesetzt.

th = Z/d%id?’x (filnf;) = Z/d%id% %(filnfi)
- Z / Pod®z (1+In f;)C; Z / Pud®z In f;,C;  (3.36)

Das Integral iiber die Divergenzterme aus (3.34) verschwindet, da f; am Rand des
Phasenraumes verschwindet. Das Integral von C; iiber d3v; verschwindet wegen der
Teilchenzahlerhaltung.

(1+1n f,)C; (3.35)

d 8, 18, 73,1713 1 13
%H = ;/d vid v;d vid vid . In f; Wi (v, v5|vg, v;) (fifj — fifj)

- Z/dgvz-d?’vjd?’v;d?’v;d?’x In f;W;;(v}, j|'vl,'vj) (f{fj' — fifj)
4,J

= [ttt W o) (DL - 45)
4,J

— Z/dgvid?’vjd?’v;d?’v;d?’x In fiWi;(v5, v)|vi, v;) (=1)(fifj — fifs)
4,J

1 fif
— ZZ/d%id?’vjd%gd%;d?’x 1n(f{fi)w,](vl,vj|vi,vj) (Fifi = fif)
ivj g j
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Im ersten Schritt wurde ¢ mit j im zweiten ¢ mit ', j mit 5/ im dritten ¢ mit j’,
4§ mit 7’ vertauscht. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist invariant gegeniiber diesen
Vertauschungen. Im vierten Schritt wird die Summe aus vier gleichen Ausdriicken
gebildet und durch vier dividiert.

dH
Wi, fis f; =0, (I-2) In(z) < 0 = o =0 (3.37)
Bedingung fiir ij—f =0:
Infi+Inf, = lnfi’—I—lnf;
Infi = —a—pPE —~-p;i
fi = const exp (=PE; — v pi) (3.38)

In f; ist hier eine Stoflinvariante und mufl daher eine Linearkombination der be-
kannten Stofiinvarianten (Teilchenzahl, Impuls, Energie) sein. Ausgehend von einer
beliebigen Anfangsverteilung mufl die Entropie zunehmen, bis eine Gleichgewichts-
verteilung der Form (3.38) erreicht ist.

Bemerkung 3.1 (Stof3freies Plasma) Im stofifreien Plasma bleibt die Entropie
nach (3.36) erhalten. Hier gibt es metastabile Gleichgewichte, die weit vom thermi-
schen Gleichgewicht entfernt sein konnen.

3.2.3 Landau-Gleichung

Der Boltzmann-Stofiterm wird nach kleinen Ablenkwinkeln entwickelt und {iber den
Raumwinkel integriert.

Stoflannahmen:

e kleine Ablenkwinkel

e quasistatisches Debye-Potential

Bezeichnungen:

v Geschwindigkeitskomponenten

aub, = Z%bm Summenkonvention
o
09u = 9u=9p O = —0u,
Geschwindigkeitsinderungen:

my;

ng, = Uiﬂ+ Ajéglm U/' = Uju__ glm (339)

m; m;
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Entwicklung von f/f] in dg,:
F= fot mdo Ol + 5o, 00, 0,
fi = f;—mudg, Oj.fi + %m?ﬁgu 09y 0ju0ju [
Ffy = fifi+mibgu (Oufi) fi — mijbgu (Oiufi)fi — mi0gu 09y (05 f)(Osu f5)
b 300 000 DD + 500 50 (040
= [ifi+mijdg, (O — 0ju) filf; + %mfj@u 09y (O — 0j)(Os — Oj) [ f;
Stofsterm (3.31) nach der Entwicklung:
Z/dSUde 9 0i(9:X) (mij5gu (O = Oju) fif
J

1
b o, 9, — 0,0~ 1S ) (3.40)
Spezielles Koordinatensystem:

g. = (0,0,1), g9,, = g (sinxcosy,sin x sin ¢, cos x)
dg, = g (sinxcosp,sinysinp,cosy — 1) (3.41)

Integration iiber dyp:

27
/ dp 8g, = 2mg (0,0,cosx —1) ~ —mg (0,0,x?)
0

o —sm X 0
/ dp 09,09, = —sm X 0
0 (cosy —1)?

X

0

0

o O

7Tg2

Q

o,
oo o
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Integration iiber dy:

B = 7?/ O'ij(gaX)X2SinXdX
0

! dgiqg;m 1
ﬂ-/ / 2 2 X2§d(X2)
0 ((h/)‘D) +mijg X )

Q

27} q] ! 2dx h
- 5 N2’ /\dB -
mg 0 (X + ()\dB/)\D) ) ml]g
2nq} q] /1 x — (A\ap/Ap)*

Q

ijg 2
1
_ 2mily (1 . N AZB l)
mg;g* L/ 1 (nap/rp)?
4q? A
~ qﬂ A, — In (—D) (3.42)

Hierbei wurde der Wirkungsquerschnitt (3.29) verwendet. Der Beitrag der oberen
Integrationsgrenze ist wegen A\;p < Ap vernachlédssighbar. Damit wird die Annahme
kleiner Ablenkwinkel durch das Ergebnis gerechtfertigt. Mit Hilfe des Stofiintegrals
B lassen sich alle Integrationen iiber den Raumwinkel ausdriicken:

/dQ 045 59# = Bg (0,0,—l) = _Bgﬂ

= BG;W; G;w = 925uu_gugl/

S O =
S = O
o O O

/dQ 0;09,09, = Bg®

Stofsiterm (3.40) nach der Raumwinkelintegration:

Z/d?’vj 529 {—

(aiu - 8jl/>fifj

+ GW@%’M a]u)( - ]V)flf]} (3'43>
Hilfssatz:
2g,
(O — 03[ F(9)G] = — —— (9) (3.44)
ij
Beweis:
Ov, G = 29,0 — 39y — 90 = — 29,
&WGW = &mG

G0, Fg) = F’(g)‘%”GW =0 (3.45)
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(0 — ) [F(9)Cr) = 24, (i+i) Flg) = — 2% F(g) (3.46)

Landau-Stofiterm: Setzte F(g) = Bg

m=

2.
C’i = Z/dSUj% (&N - aju)BgGW(@-,, - ajy)fifj
J

2
3,
= Z/d ’UjT 81'“BQG,LW<8¢V - aj”)fifj
J

2mq? g A | 1 1
= LT O [ G (o S0 B 34D

j ! J

Der Landau-Stofiterm besitzt die Form einer Divergenz einer Stromdichte. Die Teil-
chenzahl in einem Volumen des Geschwindigkeitsraumes &ndert sich daher durch
den entsprechenden Flufl durch die Oberfléche.

3.2.4 Fokker-Planck-Gleichung

Eine andere Begriindung kinetischer Gleichungen beruht auf der Theorie von Zu-
fallsprozessen. In einem System mit vielen Freiheitsgraden seien nur einige wenige
Freiheitsgrade relevant. Misst man die relevanten Freiheitsgrade im Abstand von
endlichen Zeitintervallen, so werden die Meflergebnisse zufélligen Schwankungen un-
terworfen sein. Ist z.B. ¢ eine solche Zufallsvarible, so kann ihr Wert ¢(t) zur Zeit
t nicht deterministisch vorhergesagt werden. Stattdessen betrachtet man die Wahr-
scheinlichkeit P(q,t)dq, dal ¢ zur Zeit t einen Wert im Intervall [q, ¢ + dg] annimmt.
Unter bestimmten Annahmen an den Zufallsprozess wird die Zeitentwicklung von
P(q,t) durch eine verallgemeinerte Diffusionsgleichung beschrieben, die als Fokker-
Planck-Gleichung bezeichnet wird.

Diffusion

Die Diffusion ist ein typisches Beispiel fiir einen Zufallsprozess. Zunéchst wird die
gasdynamische Diffusionsgleichung eingefiihrt, danach das Random Walk Modell der
Diftusion.

Diffusionsgleichung: Gegeben sei ein Gas mit einer Dichte n(x,t). Eine anfing-
lich inhomogene Dichte geht erfahrungsgeméf in ein homogenes Gleichgewicht iiber.
Dieser Ausgleichsvorgang wird als Diffusion bezeichnet. Wegen der Teilchenzahler-
haltung gilt die Kontinuitatsgleichung

om(x,t) + 0pj(x,t) =0 . (3.48)
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Ein einfacher phédnomenologischer Ansatz fiir die Stromdichte j(x,t) besteht in der
Diffusionsnéaherung,

on(z,t)

: - D
]D<x7t) O

(3.49)

Die Proportionalitatskonstante D wird als Diffusionskoeffizient bezeichnet. Die
Stromdichte wird durch einen Dichtegradienten hervorgerufen und ist diesem ent-
gegengesetzt gerichtet. Durch diesen Ansatz wird die Stromdichte lokal durch die
Dichte selbst ausgedriickt und man erhélt eine Bestimmungsgleichung fiir n(z,t),

9] 0?
an(m,t} = D@ n(z,t). (3.50)

Sie wird als Diffusionsgleichung bezeichnet und beschreibt den Ubergang zu einem
homogenen Gleichgewicht. Aus (3.50) folgt z.B., dafl eine harmonische Dichtestérung
exponentiell geddmpft wird,

n(x,t) = ng + nie " cos(kx), v = DK%

Eine allgemeinere Form der Diffusionsgleichung erhélt man fiir die Diffusion in ei-
nem externen Feld. Auf die Teilchen des Gases wirke nun zusétzlich eine Schwerkraft
G = —mg und eine zur Geschwindigkeit proportionale Reibungskraft R = —muw.
Im Kriftegleichgewicht R+ G = 0 fallen die Teilchen mit der konstanten Geschwin-
digkeit .

vg = G = —gTy, p=_—

Man bezeichnet v als die StoBifrequenz, 7; als die freie Flugzeit und p als die Be-
weglichkeit der Teilchen. Diese Drift erzeugt eine zusétzliche Stromdichte,

Ja = nvg = nuG

Setzt man in (3.48) 7 = jp + jg, so lautet die verallgemeinerte Diffusionsgleichung
im externen Feld

0 0
an(w,t} =9 (—[LG?’L + D% n(x,t)) : (3.51)

Auf der rechten Seite wird der erste Summand als Reibungsterm, der zweite als
Diffusionsterm bezeichnet.
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Aufgrund der Drift nimmt die Hohe z ab bis die potentielle Energie U = mgx
ein Minimum annimmt, wenn sich alle Teilchen am Boden des Behélters befinden.
Die Diffusion wirkt dieser Tendenz entgegen. Beide Effekte zusammen fithren zu
einem inhomogenen Gleichgewicht, das als Sedimentationsgleichgewicht bezeichnet
wird. Setzt man dyn = 0 und n — 0 fiir * — oo so erhdlt man aus (3.51)die
Gleichgewichtsbedingung

Je +Jjp =0.
Sie bestimmt die Dichteverteilung geméf,
on
D— = uG
ox pEm
Lon _ pG
ndx D

Inn(z) = Inn(0)+ pGx/D
nx) = n(0)exp(—ul/D)

Vergleicht man diese Losung mit der Boltzmann-Verteilung im thermischen Gleich-
gewicht bei der Temperatur 7T,

n() = n(0) exp (~U/T)

so folgt

D=uT . (3.52)

Dieser Zusammenhang zwischen dem Diffusionskoeffizienten und der Beweglich-
keit wird als Einstein-Beziehung bezeichnet. Sie ist ein Beispiel des Dissipations-
Fluktuations-Theorems, das allgemein Energiedissipation mit thermischen Schwan-
kungen verkniipft.

Gaskinetische Abschitzung des Diffusionskoeffizienten: Fin Gasteilchen
kann sich nur zwischen zwei St68en in einer Richtung frei bewegen. Beim Stof3 &ndert
es seine Richtung zuféllig. Die mittlere Wegstrecke zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Stoflen ist die freie Weglénge A¢, das Zeitintervall in dem im Mittel ein Stofl
stattfindet ist die freie Flugzeit 7;. Da sich die Teilchen im Mittel mit der thermi-
schen Geschwindigkeit vy, ~ /T'/m bewegen gilt A\; ~ vy, 7. Damit 148t sich der
Diffusionskoeffizient (3.52) in der folgenden Form angeben
T Y
D:MT:Eszvthsz—;.

Random Walk Modell

Ein einfaches Modell zur Herleitung dieser Beziehung ist ein Zufallsprozess bei dem
jedes Teilchen innerhalb eines Zeitschritts At einen Ortschritt Az zuriicklegt, wobei
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der Schritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach rechts oder links erfolgt (Random
Walk). Auf die Oberfliche z = xy (Abb. 3.1) treffen dann in der Zeit At pro Fliachen-

einheit von links bzw. von rechts die Teilchenzahlen,

] o ] To+Ax
N~ = 3 / n(z)dz, Nt = 3 / n(z)dx . (3.53)
zro—Ax xg

Wenn sich die Dichte n(z) iiber die Strecke Az nur wenig édndert gilt ndherungsweise,

n(z) = n(xg) + g—z (x — x0)
und damit
Az
Nt = 1 noAx + — /duu = 1 (ngAIia—n A—QSQ)
2 or 2

Der Diffusionsstrom an der Stelle xq ergibt sich aus der Differenz der Teilchenstréome
aus dem linken und rechten Halbraum,

1 on (Ar)?
=5 :

(N"=N*)=-D>, D=

oz’ 2At (3.54)

J

Abbildung 3.1: Bilanz der
Teilchenstrome, die eine

Oberflache bei = =
von links bzw. von rechts
passieren.

v

XgAX X, XgtAX X

Diffusion als Zufallsprozess: Besteht das Gas aus N Teilchen, so kann man
anstelle der Dichte n(z,t) auch die Wahrscheinlichkeitsdichte P(z,t) = n(x,t)/N
betrachten. Hier ist nun x eine Zufallsvariable und P(x,t)dx die Wahrscheinlichkeit,
daf sich ein Teilchen zur Zeit ¢ zwischen x und = + dx befindet. Die Wahrscheinlich-
keitsdichte P(x,t) erfiillt ebenfalls die Diffusionsgleichung (3.50). Dies kann man
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direkt aus dem Random Walk Modell ableiten. Damit sich das Teilchen zur Zeit
t+ At am Ort z befinden kann, muf} es zur Zeit ¢t am Ort x — Az einen Sprung nach
rechts oder am Ort x 4+ Ax einen Sprung nach links ausgefiihrt haben. Daher erfiillt
P(z,t) die Differenzengleichung

1 1
P(z,t+ At) = §P(x — Az, t) + §P(x + Az, t) . (3.55)
Fir At — 0 und Ax — 0 erhédlt man daraus ndherungsweise
1
P(z,t) + 0, P(x,t)At = P(x,t) + §a§P(:p, t)Ax?

Damit geniigt P(x,t) fiir kleine Schrittweiten der Diffusionsgleichung

B 52 (Az)?
al=Pom bt P=55

(3.56)

Von besonderer Bedeutung ist die Ubergangswahrscheinlichkeit. Dies ist die Wahr-
scheinlichkeit P(z, t|xo, to)dz das Teilchen zur Zeit ¢ zwischen x und x+dzx zu finden,
wenn es sich zu einer fritheren Zeit ¢, am Ort 2y befunden hat. Die Ubergangswahi-
scheinlichkeit ist die Losung der Diffusionsgleichung zu der Anfangsbedingung

P(x,t0|x0,t0) = 5(56 — l’o) .
Fiir ein unendlich ausgedehntes System erhilt man die Losung

(x — x0)?

L <__
Varo(t) T\ 20(1)?

P(Q?, t|l’0, to) =

) . o(t) = /2D(t— 1) .

Markov-Prozess

Beobachtet man eine Zufallsvariable ¢ zu n verschiedenen Zeitpunkten ¢, - ,t, so
erhélt man n Zufallsvariblen qq, - - - , g,. Die Wahrscheinlichkeit, dafl diese n Varia-
blen Werte in den Intervallen [q1, ¢1 + dq1], -+, [gn, gn + dg,,] annehmen sei

Pn(qu tna qn—1, tnfl; cee g, tl)dql . dqn

Ein Zufallsprozess ist durch die Angabe der Wahrscheinlichkeiten der Zufallsvariable
fiir eine beliebige Anzahl von Zeitpunkten definiert. Man kennt dann im Prinzip die
Wahrscheinlichkeit der Wege x(t) durch die zu bestimmten Zeitpunkten vorgegebe-
nen Punkte.

Ein reiner Zufallsprozess ist ein Zufallsprozess, bei dem die Variablen zu verschiede-
nen Zeitpunkten statistisch unabhéngig sind. Hier gilt fiir alle n

Po(Gnstn; Gno1,tn=1; - 5q1, t1) = P(qn, tn) P(gn-1,tn—1) - - - P(q1, t1)
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In diesem Fall wird der Zufallsprozess bereits durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte
Pi(q,t) = P(q,t) vollstindig bestimmt.

Ein Markov-Prozess ist ein Zufallsprozess, der durch zwei Wahrscheinlichkeitsdich-
ten, P(q,t) und PQ_(qg, t9; q1,t1), vollstandig bestimmt wird. Mit Hilfe von P und P,
definiert man die Ubergangswahrscheinlichkeit P(qo,t2|q1,t1) durch

Py(qo,t2;q1,t1) = Plgo, ta|qr, t1)Plaqr, t1)
(3.57)

Auflerdem gilt
Plasts) = [ dnPa(asitsian. )

Damit kann P(q,t) zu einem beliebigen Zeitpunkt durch Angabe einer Ausgangs-
wahrscheinlichkeit P(qo,ty) und einer Ubergangswahrscheinlichkeit P(q,t|qo,to) be-
stimmt werden

P(q,t) = /dQDP(Qat|QO>tO)P(QO7tO)- (3.58)

Die besondere Eigenschaft des Markov-Prozesses ist, dafi die Wahrscheinlichkeits-
dichte zur Zeit ¢ durch die Wahrscheinlichkeitsdichte zu einem friitheren Zeitpunkt
to bereits eindeutig bestimmt ist. Diese hidngt also nicht von der Vorgeschichte des
Prozesses P(q,t,) zu fritheren Zeitpunkten ¢, < to ab. Man sagt, dal der Prozess
kein Gedéchtnis besitzt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Markov-Prozesses geniigt den folgenden Be-
dingungen:

i) Anfangsbedingung
P(q,tolqo. to) = 0(q — qo) (3.59)
Eingesetzt in (3.58) erhélt man die richtige Anfangsbedingung tlirg P(q,t) =
J dqod(q — q0)P(qo,to) = P(q, o)
ii) Normierungsbedingung

t/waﬂ%szl (3.60)

Diese Bedingung folgt aus (3.58), wenn man dort die spezielle Anfangsbedin-
gung P(qo,t0) = 6(qo — qj) einsetzt und verlangt, dal P(q,t) eine Wahrschein-
lichkeitsdichte ist.

iii) Markov-Bedingung

fwﬂ%mz/mmmmmW@mmm> (3.61)
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Die Markov-Bedingung folgt aus (3.58), wenn das Zeitintervall [to,t] in zwei
Intervalle [tg,t1] und [¢1,t] unterteilt wird. Fiir die drei Intervalle gilt jeweils

P(q,t) = /dQOP(Q1,t1|QO7to)P(CIo,to)
P(g,t) = /dQ1P(q7t|Q1at1)P(Q1at1)
P(q,t) = /dQOP(CLt‘QOatO)P(qmtO)

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein und vertauscht die Integratio-
nen, so folgt

P(g,t) = /dQO [/d91p(q7t|Q17t1)P(Qht1|Q07750) P(qo,t0)
Durch Vergleich mit der dritten Gleichung erhélt man die Markov-Bedingung.

Kleine Zeitschritte: Geht man zum Grenzfall infinitesimal kleiner Zeitschritte
tiber, t — t + At, so erhilt man analog zu (3.56) eine Gleichung fiir die Zeitent-
wicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir kleine Zeitschritte machen wir fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit den Ansatz

P(q,t + Atlgo,t) = [(1 = v(q0)At)]8(q — q0) + (qlwlgo) At + O(AL) . (3.62)

Der erste Term beschreibt die Anfangsdichte und deren lokale Anderung an der Stelle
q = qo. Der zweite Term entspricht nichtlokalen Anderungen, d.h. Anderungen der
Dichte im Endzustand ¢ aufgrund von Ubergéingen von Anfangszustinden gy # q.
Durch Normierung der Ubergangswahrscheinlichkeit gem#B (3.60) erhilt man

+(a) = / da(qlwlao) (3.63)

Mit (3.62) und (3.58) folgt fiir At — 0

. P(g,t+ At) — P(q,t
0:P(g,t) = lim ( Ai 2¢)

_ / dgo[ — 1(20)0(qa — @) + (alw]g0)] P(qo, 1)

— —@Pat)+ / dgo(qlwlg0) P (o, ) (3.64)

Ersetzt man noch (g) durch (3.63), so erhilt man die Anderungsrate in der Form
einer Bilanz der Verluste und Gewinne im Intervall zwischen ¢ und ¢ + dg:

9, P(q,t) = —/dqo(qo\wIQ)P(q,t) +/dQO(Q|w|QO)P(QO7t) (3.65)
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Kleine Anderungen der Variablen: Fordert man nun auch noch, daB sich die
Zufallsvariabel ¢ im Zeitintervall At nur wenig dndert, so erhélt man fiir die Ent-
wicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte des Markov-Prozesses die Fokker-Planck-
Gleichung. Sei

w(qo, ) = (qlwlge),  a=qo+7. (3.66)
Die Ubergangsrate wird hier als Funktion des Anfangswertes go und der Anderung
r der Zufallsvariablen angegeben. Damit folgt aus (3.65)

0 P(q,t) = —/dr w(q,r)P(q,t) + /dr w(q—r,r)P(qg—r,t) (3.67)

Entwickelt man den zweiten Summanden in eine Taylorreihe so gilt

oran = Y S Pl (3.68)

n=1

Der erste Term der Reihe hebt sich gegen den ersten Summanden weg. Die Koeffi-
zienten der Reihe sind definiert durch

an(q) = /dr r*w(q,r) .

Mit Hilfe von (3.62), lassen sich diese Koeffizienten auch als Momente der Uber-
gangswahrscheinlichkeit ausdriicken,

< A¢" >= /dr r"P(q,t + At|lg — r,t) .

Bricht man die Reihe nach der zweiten Ordnung ab, so erhilt man die Fokker-
Planck-Gleichung

0 (< Aq> 10% (< Ag® >

In Analogie zur Diffusionsgleichung (3.51) bezeichnet man den ersten Summanden
als Reibungsterm, den zweiten als Diffusionsterm. Die Herleitung 148t sich auf den

Fall mehrerer Variablen ¢, --- , ¢, verallgemeinern, wenn man die Taylorreihe fiir
Funktionen mehrerer Variablen benutzt. Man erhélt dann entsprechend
L0 (< Ag; >
o, P 7"'7m7t = - a0 —]P 7"'7m7t
L P(q1, e Gms t) jzla%’ < ~n Plas g ))

J < AgjAg, >
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Landau-Gleichung als Fokker-Planck-Gleichung

Die Landau-Gleichung kann in der Form einer Fokker-Planck-Gleichung geschrieben
werden:

2
m;:
CZ. = Z/dgvj 2] &uBgGW( (17 ]l/)flfj
J

3, [t
=S / o =L 0,00 — 030 (BoGuu i) +
J

i, 239
Z/dgvﬂ' 2] guflfj
J

0 (< Av;y, > f) 1 92 << Av;, Avy, >f~) (3.71)

Doy, 28%8 At
Reibungsterm:
< Av;
UM Z/d%y ~Mii(—gu) f
dmqi ;A 3. 9
Sl KL a7)
Diffusionsterm:

< AUZ‘ Aviu >
Zt - Z / d*v; mi; Bg G f;
47Tq'L2q]2A 3 Guu

Im Unterschied zur linearen Fokker-Planck-Gleichung ist die Landau-Gleichung
nichtlinear, d.h. die Reibungs- und Diffusionsterme héngen selbst von der gesuchten
Verteilungsfunktion ab.

3.3 [Fliissigkeitsbeschreibung

3.3.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Makroskopische Transportvorginge konnen vielfach mit den Methoden der Konti-
nuumsmechanik behandelt werden. Diese sind in der Regel anwendbar, wenn ma-
kroskopische Dichten definiert werden kénnen und deren Beobachtungszeiten grof3
sind gegeniiber den inneren Relaxationszeiten. Die Auffaltung eines Gebirges kann
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z.B. iiber sehr lange Zeitrdume (im Vergleich zum menschlichen Leben) kontinu-
umsmechanisch betrachtet werden. Die Ausbreitung von Schall- und Stofiwellen in
Festkorpern ist ein kontinuumsmechanischer Vorgang.

Der Ubergang von der Newtonschen Teilchenmechanik zur Kontinuumsmechanik
wurde durch Bernoulli (Druck), Euler (Bewegungsgleichung) und Cauchy (elasti-
sche Verformung) vollzogen. Die Kontinuumsmechanik ist also wesentlich &lter als
ihre mikroskopische Begriindung (im Rahmen der Boltzmanngleichung). Vom ma-
kroskopischen Standpunkt aus umfafit sie streng giiltige Erhaltungssétze (Teilchen-
zahl, Impuls, Energie) und empirisch zu begriindende konstitutive Gleichungen (Zu-
standsgleichung, Transportkoeffizienten).

Kinematik:

Die Bewegung eines Kontinuums kann als eine Abbildung aufgefait werden, die
jedem Punkt a eines Gebietes zu einer Anfangszeit 0 einen Punkt x(a,t) zu
einer spateren Zeit t zuordnet. Diese Abbildung soll ein-eindeutig und hinrei-
chend oft differenzierbar sein. Damit definiert sie Teilchenbahn, -geschwindigkeit,
-beschleunigung und Volumenénderung nach den folgenden Beziehungen:

Teilchenbahn: a — x(a,t), z(a,0) =

e Geschwindigkeit: dix(a,t) = V(a,t) = V(a(x,t),t) = v(x,t)
e Beschleunigung:
Olxz(a,t) = 0;V(a,t) = dw(z,t)+ 0x(a,t)  Vo(z,t)
= Ow+v-Vo
e Volumenelement: d*x = J(a,t)d%a, J = det | 2

J(a,t+0t) = J(a,t)J(x(a,t),dt)

T; + vlét)

J(xz(a,t),o0t) = det' = 1+ (V- v)dt + O(5t?)

J(a,t) J(a,t)(V -v)

Allgemeine Form der Erhaltungssitze:

Fiir eine beliebige Kontinuumsgrofe sei h(x,t) die Dichte, s(x,t) die Stromdichte
und g(x,t) eine Erzeugungsrate pro Volumeneinheit. Dannn kann die Erhaltung
dieser Grofe in der folgenden Form (integral, lokal) ausgedriickt werden:

1. Integrale Form:

Beliebiges mitbewegtes Volumen V(t) mit Oberfliche 0V (t); die Normalen-
richtung des Oberflichenelementes ist nach aulen gerichtet.

d 3 = 3 x,t) — - s(x
G [ E bt = /deg( 1) /st (z,t)  (3.74)
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2. Lokale Form:

o8

Umformung der Terme aus (3.74) in Volumenintegrale ergibt mit h(x,t) =

H(a,t):
d d

— &Er hz,t) = — d*a J(a,t)H(a,t
i), A = g | da e nH

_ /V ) &*a 9,(J(a,t)H(a, 1))

_ / Pa J(a,t)(H(V - V) +0,H(a,1))
Vv (0)

= /Vd3x {h(V"U)—f—%h}

_ / B {Oh +V - (o)}

/dS-s = /d3xV-s
v v

Oh+V-(hv+s) = g

Da V beliebig ist gilt:

Massenerhaltung: Setze h = o(x,t) = d(a,t), s=0, g=0

1. Integrale Form:

2. Lokale Form:

Oo(x,t) + V- (o(z, t)v(x,t)) = 0

Hilfssatz:
d

h=o0p = O(op)+ V- (0pv) = 0(¢)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Die lokalen Erhaltungssétze kénnen also immer entweder in der Erhaltungsform
(linke Seite) oder als Entwicklungsgleichung fiir ein Massenelement (rechte Seite)
dargestellt werden. Der Beweis beruht auf der Gleichung fiir die Massenerhaltung.
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Beweis (integrale Form): ¢(x,t) = ®(a,t)

d d
— | &z (0p) = — d*a J6® = / d*a 0;(JoP)
dt Jy dt Jy (o V(0)
d
= / da J50, = / dr o—¢ (3.80)
V(0) v dt
Impulserhaltung: Setze
h = ov, . a-Komponente der Impulsdichte
g=0fa : fa bezeichnet die a-Komponente der Kraft, die auf ein Massenele-
ment pro Masseneinheit wirken (Volumenkraft)
sp = —T1T,3 : «a-Komponente der Kraft, die auf eine Fléche mit Normalenrichtung

3 pro Flacheneinheit wirkt (Oberflichenkraft, Spannungstensor)

1. Integrale Form:

4 Prov = / d*x of + T-dS (3.81)
dt Jy v ov

2. Lokale Form:
Cauchy-Gleichung: Tng = T,
O(ov) + V- (ovv) = o-v = of + V- T (3.82)
Euler-Gleichung: Tnp = —pdas
4 = of-V (3.83)
th = 0 p .
Navier-Stokes-Gleichung: To3 = —pdag + 1(0r,vs + Orsva), V-0 =0

d
0V = of — Vp+nAv, n : Viskositit (3.84)

Energieerhaltung: Setze

h = Q(%U2 +e) : Energiedichte mit der inneren Energie e pro Masseneinheit
g=of - v+@Q : Arbeitsleistung der Volumenkrifte, Heizleistung Q
s=-T -v+q : Arbeitsleistung der Oberflaichenkrafte, Warmestrom q

1. Integrale Form:
d

pr Vd?’xg(%vﬂ—ke) = /Vd?’a: (of - v+ Q)

—I—/(W(U-T—q)-dS (3.85)
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2. Lokale Form:

Gesamtenergie:

Gt{g( v 4e)}+ V- {Q’U(l’l) +e)} = dt(;v +e) =

of v+ 0.,(Topva) +Q —V - q (3.86)
Enthalpie: w = e 4+ p/o, Top = —poas — lap

O{o(50* + )} + V- {ov(30* +w)} =
oF 00, (M) + @— V- q (3.87)

Kinetische Energie: (folgt aus (3.82))

d 1

Qa(§v2) = Qf'v_'_vaa:p@Ta,B (388)

Innere Energie: Differenz von (3.86) und (3.88)

oe = Q—V - q+Typ0s,vq (3.89)

Entropie: de = T'ds — pd(1/9) = T'ds + (p/0*)do

d
oT—s = Q—V-q+T,50,,0,+pV - v

dt
= Q -V -q—1u0,v, (3.90)
Fiir die Dichtednderung wurde die Kontinuitédtsgleichung verwendet. Entro-
piedinderungen ergeben sich durch Warmeaustausch, Warmestrom und innere

Reibung bei mechanischer Deformation. In idealen Fliissigkeiten bleibt die
Entropie entlang der Teilchenbahn konstant.

3.3.2 Momentengleichungen

Kinetische Definitionen: Fiir jede Teilchensorte i
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Mittlere Teilchendichte
Mittelwerte

Momente

Mittlere Geschwindigkeit

Temperatur

Wéarmestrom

Drucktensor

Stofiterm

Reibungskraft

Warmeaustausch

Mittelung der Boltzmanngleichung: fiir eine Teilchensorte, ohne Index ¢

Durch partielle Integration folgt fiir die einzelnen Terme:

/ d3UX8tf

doyv - Ox f

61

ni(z,t) = [ &Pv fi(x,v,1)

n < x> = [ d&vx(xv,t)fi(z,v,t)

< VUBUy + - >4

U; =< v >;

v=u;+v, ST =1 <>y,

T, =15 <v?>;

q; = " <PV >,

P,=nm; <v'v' > = pI+1I,

pi =" < v"? >i=n;T,

II, =nm; < v'v — %UIZI >

Ci = Zj C’L](fl? f])

fd% Cl =0

f dS’U 'U(miCij + ij'ji) =0

f d3U UZ(miCij + ijjz') =0

RZ' — Z]- Rij

R, =—-R;; = [ d*0 m'Cy;

Qz’ - Zj Qz‘j

Qz’j = fd?’v %miv’zc’zj

Qij + Qji = —ui- Rij —u; - Ry = —(u; — ;) - Ry
/d%x(@t +v-0p+a-Op)f = /dgvx(? (3.91)

= O(n<x>)—n<x>

= V-n<yv>)—-n<v-Vy>

= —n<a-opx > (3.92)

/
/dgvxa, -Ovf
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Ist x ein Potenzprodukt aus den Geschwindigkeitskomponenten, so erhélt man ei-
ne Entwicklungsgleichung fiir das zugehorige Moment der Verteilungsfunktion. Die
Anderung dieses Moments hingt jedoch von den nichsthéheren Momenten ab, so
daB sich kein abgeschlossenes Gleichungssystem ergibt. Im Prinzip kénnen aber alle
Momente durch die Losung der Boltzmanngleichung berechnet werden.

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Momentengleichungen, die den kontinu-
umsmechanischen Erhaltungssétzen entsprechen. Diese werden im folgenden abge-
leitet.

Massenerhaltung: xy =m
O(nm)+V - (nmu) = 0 (3.93)

Da m eine Konstante ist verschwinden die Terme in (3.91), die Ableitungen von y
enthalten.

Impulserhaltung: x = mv

O(nmu)+V - (nm <vv>)—nma = R (3.94)

Wegen
<vv >=< (u+v)(u+v) >=vut+ < V'V >=uu+ P/(nm)
folgt daraus:

O(nmu) + V- (nmuu + P) = nma+ R (3.95)

Energieerhaltung: xy = 1mv”? = Im(v — u(z, t))?

Um direkt einen Erhaltungssatz fiir die innere Energie zu erhalten, wird hier v

gemittelt. Dabei mufl man beachten, dafl u(x,t) von @ und t abhéingig ist:

1 3
Oy(nm < 51}’2 >)4+nm<v > -0 = 8t(n§T)

1 2 ! 1 2
V-(n<§mv (u+’v)>)—nm<va8za§v >=

3
V- (n§Tu + q) — nm < VU0,V >=

3
V. (nﬁT'u, + q) +nm < v, vy > 0y, ug

1
—n<a~8v§mv’2>:—n<a~'v’>:0

Damit folgt der Energiesatz
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3 3
OGnT) +V - (GnTu+q) + Pagdeuy = Q (3.96)

Mit der inneren Energie pro Masseneinheit e = (3/2)(7/m) und der Massendichte
0 = mn, ergibt sich der Energiesatz (3.89) der Kontinuumsmechanik

d
0 = Q—V -q— P00, - (3.97)

3.3.3 Zweifliissigkeitsmodell

Behandelt man die Elektronen als eine Fliissigkeit und die Ionen als eine zwei-
te Fliissigkeit, so spricht man von einem Zweifliissigkeitsmodell. Im Gegensatz
zum Einfliissigkeitsmodell kénnen hierbei Raumladungseffekte sowie unterschied-
liche Elektronen- und Ionentemperaturen beriicksichtigt werden.

Freie Flugzeit:

Bei Fliissigkeitsmodellen ist grundsétzlich zwischen stof3freien und stofSbestimmten
Plasmen zu unterscheiden. Unterscheidungsmerkmal ist die freie Flugzeit. Als ein-
fache Abschéatzung erhélt man

1 1 T3/2

T
- n < vo Vo (1) ~ iy f — T — Tf ~\/m -

Eine genauere Rechnung ergibt fiir Elektronen und Ionen

/2
3 Jm T2 2

. = = 3.44 x 107 —2 3.98

K o AqiZn, A 10) Zn, (3.98)

3 il i T
o= TiZi 995 %x 108, /2 b (3.99)
4T NgAZ3n, 2m, (A/10)Z3n.

Hierbei bezeichnet m,, die Masse des Protons und Z die Ladungszahl des Ions.
Stoffreie, kalte Plasmen: t < 77, vy, < w/k; L> Ap

Die kollektiven Bewegungen in einem stoflfreien kalten Plasma kénnen durch
Zweifliissigkeitsgleichungen beschrieben werden. Unter Vernachliassigung von Tem-
peratur und StoBlen ergeben sich aus den Momentengleichungen die Gleichungen
fiir zwei ideale Fliissigkeiten ohne Druck. Héufig beriicksichtigt man thermische
Korrekturen zu diesem Modell, indem man einen isotropen Druck und adiabati-
sche Zustandsénderungen der Fliissigkeitselemente annimmt. Die entsprechenden
Grundgleichungen sind:

&nj +V- (nj'vj) =0 (3100)
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1
njmj(at -+ Vj - V)’Uj = njqj(E + E’UjXB) — ij (3101)

kaltesPlasma : p; =0,

thermischesPlasma : (0;+v;- V) (%) =0 (3.102)
J

Stoflbestimmte Plasmen: ¢ > 74, L > Ay ;

Im stoBbestimmten Fall kann man die Vorgénge weiter nach den Relaxationszeiten
fur die Elektronen (7..), die Ionen (7;;) und das Gesamtsystem (7.;) unterscheiden.
Zuerst relaxieren die Elektronen, danach die Ionen (kleinere thermische Geschwin-
digkeit der Ionen) und zuletzt das Gesamtsystem aus Elektronen und Ionen (geringe-
rer Energieiibertrag zwischen leichten und schweren Teilchen). Nach der Einstellung
der Gleichgewichte fiir die Elektronen und die Ionen kann der Ausgleich der unter-
schiedlichen Elektronen- und Ionentemperaturen durch das Zweifliissigkeitsmodell
beschrieben werden.

Relaxationszeiten: Die Relaxationszeiten stehen in dem Verhaltnis

Tee  Tig « Tei = 1: ﬁ : ﬁ (3103)

Me  Me

Die Zweifliissigkeitsgleichungen fiir stolbestimmte Plasmen koénnen ausgehend von
der Landau-Gleichung abgeleitet werden (S.I.Braginskii, Rev.Plasma Phys. 1, 215
(1965)). Die Ableitung beruht im wesentlichen auf den folgenden Annahmen:

e Lokales thermodynamisches Gleichgewicht:

m
2T (x,t)

(3/2)
rox o () ew (oo - ut@n®), -

e Quasineutralitit: q. = —e, ¢; = Ze, n, = Zn;
e Kleines Massenverhéltnis: m,/m; < 1

Fiir nicht magnetisierte Plasmen (w,7; < 1) lauten die Zweifliissigkeitsgleichungen:

om; + V- (nv;) =0 (3.104)

1
njmj(at +v; - V)’Uj = anj(E + E'UJ'XB) + Rj — ij -V Hj (3105)

3
nmi T 0 + vy - V)s; = o0 +v;- V)T +p;V - v;

= Q;—V-q; —ap0s,v55+ P (3.106)
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Reibungskraft:

MeN

Re = _Rz: — Q)

< ('Ue - vi) - ﬁoneVTa

Reibungskrafte treten auf, wenn sich die Elektronen relativ zu den lonen bewegen
und dabei Impuls durch Sté8e abgeben. Eine zweite Ursache sind Temperaturgradi-
enten. Wegen 7; o< v* geben Teilchen, die eine Grenzfldche in Richtung des Tempe-
raturgradienten passieren im Mittel mehr Impuls ab als die Teilchen, die entgegen
dem Temperaturgradienten hindurchtreten. Die Konstanten «y, 3y hingen noch von
Z ab.

Viskositét:
2
Hj = —7]0jo, Waﬂ = axavg + axﬂva — g(sagv v
me = 0.73n.T.7. (Z =1), Noe = 0.96n;T;7; (3.107)

Der Viskositétstensor ist proportional zu den Ableitungen der Geschwindigkeitskom-
ponenten. Fiir T, ~ T; ist der Elektronenbeitrag zur Viskositét vernachléssigbar.

W iarmestrom:
q. = BOneTe(ve_vi)_/feVTea q, = _Hivﬂ
5/2
neleT, T,y nToT:
. = €T —6.05 x 102y —22 ,=39—-"" . (3.108
" . ST VITO VAN my < e (3:108)

Der Ionenbeitrag zur Wéarmeleitung ist gegeniiber der elektronischen Wéarmeleitung
vernachlassigbar.

Tabelle 3.1: Tabelle der Koeffizienten «q, 5o, 7o

Z=12Z=2\|Z=3|Z=4|7—x
ap | 0.5129 | 0.4408 | 0.3965 | 0.3752 | 0.2949
Bo | 0.7110 | 0.9052 | 1.016 | 1.090 | 1.521
Yo | 3.1616 | 4.890 | 6.064 | 6.920 | 12.471

Wiarmeaustausch:
3mene(T, — T
q = Jmendle 1)
m; Te
Qe = —Qi— R, (v.—v;) (3.109)

Fiir T, > T; beschreibt @); die Heizung der Ionen durch eine entsprechende Kiihlung
der Elektronen. Eine Heizung der Elektronen ergibt sich aus dem Reibungsterm.

Energiedepositionsleistungsdichte: Die Deposition von Energie durch Licht-
oder Teilchenstrahlung kann durch einen Quellterm P; im Energiesatz berticksichtigt
werden.
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3.3.4 Einfliissigkeitsmodell

Einfliissigkeitsvariablen:

0 = g m;n; = MeNe + Min; = mMyn;
J

T = qunj = —e(n.— Zn;)
J

MeNeVe + M;N;V;

1
u = —E m;n;,v; = X v;
AR ) 7
0 “— MNe + MMy,

j
Jj = qunjvj = —enW.+ Zenv; = —ene(v.—v;)
J
P = Z/d% m;fi(v —u)(v—u)
J

= /d3v(mefe +mifi)(v—u)(v—u)

~ P.+P;, (Vthe > u,ve; U R V;) (3.110)
Massenerhaltung:
J
Ladungserhaltung:
Z%’(@ﬂlj + V. (njvj)) = @7’ +V. ] =0 (3112)
J
Impulserhaltung:

1
> dlmyngo;) + V- (myngozo;) = Y niq;(E + ~vixB) =V P,

J J

d 1
O(ou) + V- (puu) = oY = TE+-3jxB -V -P (3.113)
&
P = Z Pj + mjnj'vjvj — ijLj’U,’U,
J
= ijnj < ('U —'Uj)<’0 —’Uj) > + m;n;v;v; — Mmin;uu
J

= E m;n; < vv > — m;n;uu

- ijnj <(v—u)(v—u)>
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Ohmsches Gesetz:

Stromdichte fiir quasineutrales Plasma:
J R gene(ve—vi), @i R —qene (3.114)

Elektronengeschwindigkeit fiir v; ~ wu:

L.
v, = Jjt+u (3.115)
QeTle

Eliminiere v, aus der Elektronenbewegungsgleichung;:

d 1
nemeave = NeGe(E+ -v.XB)+R.— V- P,
c
1 1 o d
E+-uxB —= — R, — jxB+ — V.-P,+ ey,
c qeMe qeNeC eNe e di
1 1 1 e d
E+-uxB = - j— JxB+ — v.P, 4+ ey,
& g GeNeC Gele Ge dt
Leitfahigkeit: o
1 1 oTle 1. T,
S lg o Lamane oy L o 2 T (g
GeTle GeTle Te g QgMMe

Wegen (3.98) ist o unabhingig von der Dichte und proportional zu 72, Mit stei-
gender Temperatur werden die Ohmschen Verluste des Plasmastroms so gering, dafl
eine Ohmsche Heizung des Plasmas nicht mehr moglich ist.

Vereinfachtes Ohmsches Gesetz:
1
j = o(E+-uxB) = oF' (3.117)
c
E’ ist die Feldstéarke in einem Inertialsystem, welches sich mit der momentanen und

lokalen Geschwindigkeit u eines Plasmaelementes bewegt (Feldstérke im Ruhesy-
stem des Plasmas).

Ideale Leitfahigkeit: o — oo

1
E = E+-uxB = 0. (3.118)
C
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Ideale Gase:

p = pet+p = nd.+nT; = (1+Z)nT = oT/M; MZlTZ
U AR S _ ft2
= pe = 2p = 7_1]7; T = f
T 1 1
- vd 3 Co = 37 T 1
€ C M’Y_l
I
w = e+plo=c,T; CPZM,V_l
5/2 2
o .oy —1 A Ty cm
- = —10x10°® A 3119
X 0c, 7 v Z(+Z) Ao sec ( )

3.3.5 MHD-Gleichungen

Die Einfliissigkeitsgleichungen kénnen unter den folgenden Annahmen noch weiter
vereinfacht werden. Sie beschreiben dann eine leitfahige Fliissigkeit, in der qua-
sistationédre Strome grofie Magnetfelder induzieren kénnen. Da die Bewegung der
Fliissigkeit wesentlich durch die Magnetfelder mitbestimmt wird, spricht man von
der Magnetohydrodynamik (MHD).

Annahmen:
e Langsame Anderungen: Fiir hinreichend langsame Vorginge (w? < wg)

kann der Verschiebungsstrom in den Maxwellschen-Gleichungen vernachlassigt
werden, d.h. es gelten die Pra-Maxwell-Gleichungen:

w wE . qFE w? wE
~—V EF~—: V - ~ L~ ~ _P 7
07| 47rV AL’ V-3l = qnu/ qnme w? ArL
. 47 .
— V.3 =0; VXB=—j (3.120)
c

e Hohe Leitfiahigkeit: In nichtrelativistischen Plasmen mit hoher Leitfdhigkeit
ist das elektrische Feld (£ ~ 2 B) klein gegeniiber dem Magnetfeld. Daher
kann die Coulomb-Kraft gegeniiber der Lorentzkraft vernachléssigt werden:

1
7E ~ E*/L ~ (v/c)*B*/L, ~jB~ B*/L>TE
C

e Ideales Gas: f Freiheitsgrade, Adiabatenindex v = %, Sox = kps

e = (f/2)(T/m); p = ol'/m;
de = Tds—pdv = Tds— (oT/m) d(1/p),

1 T2
s = const+ —lIn ( ) = const + iln <£> (3.121)
m 0 2m o7
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Grundgleichungen:
00+ V-(ou) = 0 (3.122)
d ! i XxB -V (3.123)
th CJ p
d d (p

—s = 0; — =) = 0. 3.124
dt” L@ (m> (3:124)
OB = —cVXE, V-B = 0. (3.125)

1 1. ) c 1
E = ——vXB+ —j, J = — VXB, T = —V-E (3.126)

c o A A

Gleichung (3.124) driickt die Entropieerhaltung eines Fliissigkeitselementes aus. Die
Entropie kann aber im allgemeinen in jedem Punkt der Fliissigkeit einen anderen
Wert besitzen.

Die drei Gleichungen (3.126) bestimmen in expliziter Form das elektrische Feld, die
Stromdichte und die Raumladung. Letztere wird zur Losung der restlichen Gleichun-
gen jedoch nicht benotigt.

Magnetischer Druck:

Mit
LixB = 2 (VXB)XB = - L v {1 B? — BB}
cJ  4rm N 47 2
(3.127)
lautet der Impulssatz:
d B? 1
—v = V. —)I — —BB 12
thv v {(p+87r) AT } (3.128)

Legt man die z-Achse des Koordinatensystems in Richtung des Magnetfeldes, B =
(0,0, B) so besitzt der magnetische Drucktensor die Form:

B . E oo o0
< I--BB = o & o0 (3.129)
m ™ 2
a 0 0 &

Das Magnetfeld iibt parallel zu den Feldlinien einen Zug (—B?/87) und senkrecht
dazu einen Druck (B?/87) aus.
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Entwicklung des Magnetfeldes:
Mit
—cVXE = VX(vXxB)—cVx(j/o)
2
1
= VXx(vxB)-— C—Vx(—VxB),

A o
folgt fiir die Zeitentwicklung des Magnetfeldes die Gleichung:

2

|
0B+ Vx(Bxv) = —:—WVx(EVxB) (3.130)

Flulerhaltung:

Fiir ein ideal leitfdhiges Plasma bleibt der magnetische Flufl durch eine mitbewegte
Fléche S(t) erhalten:

d
= Sdf.B — /Sdf~{8tB+V><(B><v)} =0 (3.131)

Beweis der Flulerhaltung: Wegen (3.130) muf nur die Gleichheit des linken und
mittleren Ausdrucks in (3.131) gezeigt werden. Dazu betrachtet man eine allgemeine
Variation des FluBlintegrals:

5/Sdf~B = /gdf.53+/5$1df-3+/552df~3 (3.132)

Der erste Summand beschreibt die FluBinderung aufgrund der expliziten Anderung
des Magnetfeldes. Der zweite Summand beschreibt die FluBdnderung infolge einer
Verschiebung &(x,t) im Innern der Fldche bei festgehaltenem Rand. Die urspriing-

liche Fliche S und die verschobene Flache S’ bilden zusammen eine geschlossene
Oberflache O. Damit gilt

/531df-B = /S,df-B—/Sdf-B
_ /Odf-B: /WV-B: /SV-Bg-df:O(3.133)

Der dritte Summand beschreibt die FluBlinderung bei einer Verschiebung des Ran-
des, wobei das Innere der Fliche festgehalten wird:

/ df -B = B . (Exdx) = /(BXE)-d:I:
555 s

oS

= /Vx(Bxg)-df (3.134)
S

Fafit man diese Beitrége zusammen, so ergibt sich mit £ = vt Gleichung (3.131).
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Magnetische Diffusion:

Bei endlicher Leitfdhigkeit kann das Magnetfeld in das Plasma diffundieren. Nimmt
man ein ruhendes Plasma mit konstanter Leitfdhigkeit an, so ergibt (3.130) die
Diffusionsgleichung

2

0B = -~ AB. (3.135)

Ao

Die Eindringtiefe eines Magnetfeldes mit Frequenz w ist daher:
d = c¢/Virwo. (3.136)

Bei langsamen Vorgingen kann die Diffusion auch bei einer hohen Leitfdhigkeit eine
Rolle spielen. In der Astrophysik kann die magnetische Diffusion trotz einer relativ
geringen Leitfdhigkeit haufig vernachléssigt werden, da die relevanten Ausdehnungen
grof} sind im Vergleich zur Eindringtiefe.



Kapitel 4

Vlasov-Maxwell-Theorie

Die Vlasov-Gleichung (3.25) ist die Grundgleichung fiir stofreie Plasmen. Jedes Teil-
chen bewegt sich im mittleren Feld aller anderen Teilchen. Das mittlere Feld wird
durch die Maxwell-Gleichungen mit den mittleren Ladungs- und Stromdichten (3.24)
bestimmt. Die Vlasov-Gleichung bestimmt die Zeitentwicklung der Einteilchenver-
teilungsfunktion in diesen Feldern. Als Anwendungsbeispiel werden elektrostatische
Wellen im Rahmen der Vlasov-Theorie behandelt.

4.1 Grundgleichungen

Ein Plasma besteht aus verschiedenen Teilchensorten, Elektronen und Ionen unter-
schiedlicher Ladungsstufen. Exemplarisch betrachten wir die Dynamik der Elektro-
nen. Die Dynamik der anderen Teilchensorten kann analog behandelt werden.

4.1.1 Naherung des mittleren Feldes

Die Vlasov-Nédherung besteht in einer Mittelung der Teilchendichten und des elek-
tromagnetischen Feldes unter Vernachldssigung von Teilchenkorrelationen. Zur Mit-
telung der mikroskopisch punktférmigen Teilchendichte wird der Phasenraum (x, v)
in kleine Volumenelemente d3zd*v unterteilt, die jeweils eine mittlere Teilchenzahl

dN = f(x,v,t)d*zd*v (4.1)

enthalten. Die mittlere Teilchendichte eines Volumenelementes im Punkt (z,v) zur
Zeit t wird durch die Einteilchen-Verteilungsfunktion f(x,v,t) angegeben. Bei der
Mittelung geht Information iiber die genaue Anordnung der Ladungen in den Vo-
lumenelementen verloren. Ist das Volumenelemente weit vom Beobachtungspunkt

72
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entfernt, d.h. ist der Abstand ist viel grofler als die Ausdehnung des Volumenele-
ments, so ist die genaue Anordnung der Ladungen nicht wichtig, da das Feld, das vom
Volumenelement im Beobachtungspunkt erzeugt wird als Monopolfeld approximiert
werden kann. Umgekehrt miiffiten bei kleinen Abstdnden hohere Multipolmomente
der Ladungsverteilung beriicksichtigt werden. Im Sinne der Naherung eines stof}frei-
en Plasmas sind diese Korrekturen aber klein und bleiben hier unberticksichtigt.

4.1.2 Maxwell-Gleichungen

Die mittleren elektrischen und magnetischen Felder werden aus den mittleren
Ladungs- und Stromdichten durch die Maxwell-Gleichungen bestimmt,

VXB = l9E+%j

C

(4.2)
V-B = 0
V-E = 4771.

Die Ladungs- und Stromdichten bestehen jeweils aus einem Ionenanteil (Index i)
und dem iiber die Verteilungsfunktion gemittelten Elektronenanteil,

T = Titq [dPuf(x,v,0),

j = ji—l-qede’U'Uf(lJ,’v,t).

4.1.3 Newtonsche Bewegungsgleichungen

Die Bewegung der Teilchen im mittleren Feld wird durch die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen beschrieben

x = v, xz(0) = x
(4.4)
v = L (BE(x,t) + cvxB(a,t), v(0) = vy

Die Losung dieser Bewegungsgleichungen bestimmt durch jeden Punkt (xg, vo) eine
Bahnkurve (x(xo,t), v(vy,1)).
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Bei der Bewegung entlang der Bahn eines Punktes im Phasenraum bleibt das Vo-
lumen d3zd®v erhalten. Als Beweis hierzu betrachtet man die Bewegung als eine
Abbildung (zo,vy) — (x(xo,t),v(vo,t)). Das Volumenelement transformiert sich
mit der Jacobi-Determinante der Abbildung

O(z,v)
d(xo, vo)

Wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt gilt fiir die zeitliche Anderung der Jacobi-
Determinante

Erd*v = JdPzod>vo, J = det ‘

O = J(Og -+ 0y-v).
Fiir das Geschwindigkeitsfeld im Phasenraum gilt,

O -+ O b =
O v+ 0p - % (E(x,t) + cvxB(z,t) =
ﬂzch(az,t)-(&vxv) = 0. (4.5)

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl  und v unabhéngige Koordinaten sind und daf§ die
Rotation eines Zentralfeldes verschwindet. Da das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei
ist, bleibt die Jacobi-Determinante zeitlich konstant. Mit der Anfangsbedingung
J(0) =1gilt J(¢t) =1 fir t > 0.

Bei der Bewegung eines beliebigen Volumens bleibt die darin enthaltene Teilchenzahl
konstant. Fiir die Phasenraumdichte gilt dementsprechend die Kontinuitatsgleichung

Ouf + O+ (@ f) + Ov-(0f) . (4.6)
Unter Verwendung von (4.5) erhélt man aus (4.6) die Vlasov-Gleichung

%f(w(t), v(t),t) = Oif + &-0pf + 000 f =0 |. (4.7)

wobei @ und © durch die Bewegungsgleichungen (4.4) bestimmt werden. Im Rahmen
der Vlasov-Niaherung ist die Verteilungsfunktion entlang der Phasenraumtrajektori-
en konstant. Hierbei werden Anderungen der Teilchenzahl aufgrund von Stofiprozes-
sen, die nicht im mittleren Feld enthalten sind, vernachléssigt. Die Vlasov-Maxwell-
Gleichungen bilden ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die Verteilungsfunktion
der Ladungen f(x,v,t) und fiir das elektromagnetische Feld E(x,t) und B(x,1).

4.1.4 Relativistische Bewegungsgleichungen

Fiir Teilchengeschwindigkeiten im Bereich der Lichtgeschwindigkeit miissen relati-
vistische Bewegungsgleichungen verwendet werden. Die Maxwell-Gleichungen (4.2)
bleiben jedoch auch hier giiltig.
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Die relativistischen Bewegungsgleichungen fiir die Ladung ¢, im elektromagnetischen
Feld lauten

1
T = mnP

p = a(B@ 1)+ pxB@.) (48)

D me7yv, 7 m V —{—p/mec

Hierbei wurde die Geschwindigkeit v durch den relativistischen Impuls p ersetzt.
Sei
dN = F(x,p)d*xzd’p

die mittlere Teilchenzahl in einem Volumenelement d®zd®p. Im Phasenraum mit den
Koordinaten (z, p) ist das Geschwindigkeitsfeld (4.8) wiederum divergenzfrei,

Ogp-x = Og-(p/my) =0
: Qe 1 Ge 1
opp = Op: | =pxB(zx,t) | = B(x,t)- (9p><§p =0.

meC ol mecC

Hier wurde verwendet, dafl & und p unabhéngige Koordinaten sind und dafl die Ro-
tation eines Zentralfeldes verschwindet. Daher kann man analog zum nichtrelativisti-
schen Fall folgern, dafl das Phasenraumvolumen d*zd3p und die Phasenraumdichte
F(x,p) jeweils entlang der Phasenraumtrajektorien konstant sind. Die relativisti-
sche Form der Vlasov-Gleichung lautet daher

%f (z(t), p(v(t)),t) = OF + -0 F + p-OpF =0 (4.9)

mit den Bewegungsgleichungen (4.8).

Im (x,v)-Raum ist das relativistische Geschwindigkeitsfeld nicht divergenzfrei. Da-
her ist die Phasenraumdichte f(x,v,t) nicht konstant entlang der Teilchenbahnen.
Man kann jedoch die konstante Dichte F(x(t),p(t),t) als Funktion der Geschwin-
digkeit ausdriicken und erhilt dann mit Hilfe einer Variablentransformation von p
nach v aus (4.9)

i F(@(t),p(u(t)),t) =

OF +v-0gF + 2= (E+ { vXB) -J-0pF =0

(4.10)
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Hierbei bezeichnet J die Jacobi-Matrix mit den Elementen
gy =20 L (5, - )
Op; Y c?

Hat man F(x,p(v),t) als Funktion von @, v und ¢ berechnet, so erhélt man die
zugehorige Verteilungsfunktion gemésf,

f(z,v,t) = F(x,p(v),t)m3° . (4.11)

Beweis: Die Zahl der Teilchen im Volumenelement d®xd®v erhilt man durch die
Variablentransformation

AN = f(x,v,t)dzd = f(@,v0(p),t) m* Jdzd*y = Fla,p,t) dad®p, (4.12)

mit der Jacobi-Determinante

om.v,
Ip;

J:det'

4.1.5 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Oft ist es zweckméfig verallgemeinerte Koordinaten @ und zugehérige kanonische
Impulse P zu verwenden. Die Dynamik eines Systems mit der Hamilton-Funktion
H = H(P,Q,t) wird durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bestimmt,

Q =0pH, IMDﬁQH. (4.13)

Fiir eine Ladung im elektromagnetischen Feld mit den Potentialen A(Q,t) und
#(Q,t) lautet die Hamilton-Funktion im relativistischen bzw. nichtrelativistischen
Fall,

\Jmict+ (P = APe + g0,

H Pt ap (4.14)

2—ﬂi+q6¢
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Der kinematische Impuls p = m.yv und die elektromagnetischen Felder E, B folgen
aus den Definitionsgleichungen

= P- %A,
E = —-19,A-Vyq, (4.15)
B = VxA

Aus der Hamiltonschen Mechanik ist bekannt, daB das Volumenelement d*Qd>P
invariant ist gegeniiber kanonischen Transformationen. Da die Zeitentwicklung des
Systems einer kanonischen Transformation entspricht, ist das Volumenelement auch
entlang der Phasenraumtrajektorien erhalten. Explizit folgt dies aus der Divergenz-
freiheit des Geschwindigkeitsfeldes im Phasenraum,

o . o0 . 0 0H 0 0OH

PP a9 opaq aqaor "

Daher ist die Verteilungsfunktion F'(P,Q,t) der Teilchen entlang der durch (4.13)
bestimmten Phasenraumtrajektorien konstant. Die Vlasov-Gleichung fiir die Vertei-
lungsfunktion F'(P,Q,t) lautet

dF  oF . O0F . OF
E_WJFQ'@JFP.@_P—O (4.16)

Mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (4.13) ergibt sich die kanonische Darstellung

OF
= = {H.F} (4.17)

Hierbei bezeichnet die Poisson-Klammer {a, b} den Differentialausdruck

{a, b} = 8qa-5)pb — 8pa'6qb (418)

Sei a = a(p(t), q(t),t) eine Funktion der Phasenraumtrajektorie eines Teilchens und
der Zeit. Dann gilt fiir die zeitliche Anderung dieser Gréfe

d
d—j — O+ §-Oga + p-Opa

== 8ta + 8pH'8qCL - aqH'ap(l
da da

= = 5 tle M} (4.19)
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Die Vlasov-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion F' entspricht hierbei dem Spezial-

fall, bei dem die linke Seite verschwindet.

Beispiel: Vlasov-Gleichung in Zylinderkoordinaten. Gesucht sei die Vlasov-
Gleichung fiir die Bewegung eines Teilchens in einem axialsymmetrischen Potential

V (o, z) in Zylinderkoordinaten.
Mit der Lagrangefunktion des Teilchens

1 . . i
L=-m(0®+ 0*¢*+ %) — V(o,2) ,

2
erhélt man die kanonischen Impulse
oL , oL ) oL .
Pg:a—ézmg, sza—gb:mg%o, PZ:E:mz.

und die Hamilton-Funktion
2 p2 2

P
H=Y Pg-L=-24+—% 4+ % 1V(2).
; ¢ 2m+2mg2+2m+ (0:2)

Die Vlasov-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion F/(P,, P,, P, 0, ¢, z,t) lautet
oF 0F OF OF . OF - OF

— — — —+ P,—+4+P.— =0,
ot "% Yoy 7o T Teap, T op,
mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen,
OH P, . OH o ( P2
0= — = -2, pQ:__:__( “02+V),
oP, m do 0o \2mp
. OH P . oH
(p = —_— %, PSD = —_—— = O’
OP, mp dp
OH P, P OH ov
z = = — = T T~ = — Q= .
oP, m’ 0z 0z

Der Winkel ¢ ist eine zyklische Variable und der zugehdrige kanonische Impuls P,

eine Erhaltungsgrofie.

4.2 Elektrostatische Wellen

4.2.1 Lineare Vlasov-Gleichung

Das Vlasov-Poisson-Gleichungssystem ist im allgemeinen nichtlinear, da das mittlere
Potential selbst von der Verteilungsfunktion abhéngt. Vereinfachte lineare Gleichun-
gen ergeben sich jedoch fiir hinreichend kleine Stérungen einer bekannten Gleichge-
wichtslosung. Diese Storungen konnen durch ebene Wellen mit einem reellen Wellen-
vektor k dargestellt werden. Die moglichen Frequenzen w = w(k) dieser Plasmawel-
len werden durch die Nullstellen einer Plasmadispersionsfunktion D(w, k) bestimmt,

deren allgemeine Form im folgenden hergeleitet wird.
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Das Gleichgewicht werde durch eine rdumlich homogene, zeitunabhéngige Vertei-
lungsfunktion fy(v) und ein konstantes Potential &, = 0 beschrieben. Kleine Ab-
weichungen vom Gleichgewicht besitzen daher die Form,

flx,v,t) = fo(v) + fi(z,v,t), O(x,t) = Oq(x, 1) (4.20)

wobei der Index 1 eine kleine Storung bezeichnet. Vernachlédssigt man quadratische
Terme in den Stérungen, so ergeben sich mit diesem Ansatz aus (4.2) und (4.7) die
linearisierten Gleichungen,

dfi ofi dfo

q _
ot +v.8w _mV(I)l.@'v =0,

Ad, = —47Tq/d31) fi.

Fiir ein rdumliches Volumen mit periodischen Randbedingungen kénnen die Storun-
gen als Fourierreihen dargestellt werden. Wegen der Linearitdt der Gleichungen
geniigt es daher einen Ansatz fi, ®; o exp(ik - x) zu betrachten. Dafiir ergeben
sich die Gleichungen,

ON k- L2095 — 0. g2, - —47rq/d3v i

ot m  Ov
Fiir die Zeitentwicklung kann man im allgemeinen keine periodischen Losungen vor-
aussetzen, da die Storungen im Laufe der Zeit anwachsen oder abklingen kénnen.
Es ist daher zweckméfig beziiglich der Zeit ein Anfangswertproblem zu betrachten
und dieses mit der Methode der Laplace-Transformation zu lésen. Fiir eine beliebige
Funktion h(t) werden die Laplace-Transformation und ihre Umkehrung durch die
Beziehungen

hw) = / dt h(t) et S(w) > s, (4.21)
0
00+18 d
ht) = / Zhw) T s, (4.22)
2w
—00+1s

definiert. Hierbei wird angenommen, daB i (w) in der Halbebene S(w) > s konvergent
ist. In der Halbebene 3(w) < s besitzt die Funktion im allgemeinen Singularitéten.
Bei der Riicktransformation verlauft der Integrationsweg wie in Abb.4.1 gezeigt in
der komplexen w-Ebene oberhalb aller Singularitédten von fb(w) Die Laplacetransfor-
mierte der ersten Ableitung der Funktion erhélt man durch eine partielle Integration

in der Form,
o

Oh(t) jwt _ 7
/dt el —h(0) —iwh(w). (4.23)

0
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O,

Abbildung 4.1:  Integra-
tionsweg der inversen La-
OP placetransformation in der
komplexen w-Ebene. Der
. Weg verlduft parallel zur re-
. ellen w-Achse oberhalb aller
OF Singularitdten (Punkte) der
Laplacetransformierten.

v

Sie héingt vom Anfangswert h(0) der Funktion ab. Mit einem Anfangswert f(t =
0) = g erhélt man fir f; und ®; das Gleichungssystem

dfo = .
T TR
fi=

w—k-v

, — k2, = —47Tq/d3v f1 :

Eliminiert man fl aus diesen Gleichungen, so folgt fiir ®; der Ausdruck

b, =i—1 7 4.24
! ZD(u),k) (4.24)
mit 4
_ 4 3 g

Stwk) =35 [ dv g

) dfo

_ 4mq 3 v

D(w’k)_1+mk2 /de—kz-v'
L

Hierbei ist S(w, k) eine Quelle der Potentialstorung, deren Form vom Anfangswert
abhéngt und D(w, k) ist die gesuchte Dispersionsfunktion. Die Integrationskontour
L wird nach Landau so gewihlt, dafl die Polstelle im Nenner in der unteren Halb-
ebene umgangen wird. Diese Vorschrift ergibt sich hier aus der Forderung, daff im
Definitionsgebiet der Laplace-Transformierten, $(w) > s, keine Singularitdt von
D(w, k) liegen darf.

Die Riicktransformation der Laplacetransformierten &, kann mit Hilfe des Resi-
duensatzes durchgefiihrt werden. Dazu wird der Integrationsweg, wie in Abb.4.2
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gezeigt, in der unteren Halbebene gesclossen. Der Integrand besitzt an den Nullstel-
len der Dispersionsfunktion Singularitdten. Wir nehmen an, daf8 alle Nullstellen w;
von D(w, k) einfach sind und innerhalb des Integrationsweges liegen. Auflerdem sei
S(w, k) regulér. Nach dem Residuensatz gilt dann

dw -~ . , i Slwj,k)(w—wj)
—_— ® wt -2 o ] J w)]t. 4.9
j{ or 1° " Xj: 27 D(wj, k) c (4.25)

Die Teilstiicke des Integrationsweges parallel zur imagindren Achse bei den reellen

@ Abbildung 4.2: Ergidnzung
des Integrationsweges
is der  inversen  Laplace-
Transformation zu einem
geschlossenen Weg in der
komplexen w-Ebene. Die
-a . +3 Polstellen im Innern des
Wy Gebietes werden im ma-
®, thematisch negativen Sinn
% umlaufen. Thre Residuen
¢ bestimmen den Wert des
Umlaufintegrals nach dem
_ib Residuensatz.

Frequenzen +a liefern fiir ¢ — oo nur unendlich schnell oszillierende Beitrége. Das
Teilstiick, das in der unteren Halbebene parallel zur reellen Achse verlauft ist wegen
S(w) < 0 fiir bt — oo exponentiell klein. Vernachlidssigt man diese Beitrédge, so
ergibt sich die Losung,

i S(wj, k)(w — wj)
L, lwj it L — 7 J
o, Ej Aje it A, (i, k) (4.26)

Die Nullstellen der Dispersionsfunktion bestimmen demnach die charakteristischen
Frequenzen der Potentialstérung. Im allgemeinen sind diese Frequenzen komplex.
Ist $(w;(k)) < 0 fiir alle Moden j und alle Wellenvektoren k, so ist das Gleich-
gewicht gegeniiber kleinen Stérungen stabil. Gibt es dagegen ein w;(k) mit einem
positiven Imaginérteil, S(w;(k)) > 0, so wichst diese Mode exponentiell an und das
Gleichgewicht ist instabil.
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4.2.2 Plasmaschwingungen im kalten Plasma

Ein Plasma mit vernachléssigbarer Temperatur wird als kaltes Plasma bezeichnet.
Im Grenzfall verschwindender Temperatur kann eine Maxwellsche Gleichgewichts-
verteilung durch eine Deltafunktion

fo = no 8(v), (4.27)

ersetzt werden. Die zugehorige Dispersionsfunktion erhélt man aus (4.24) und (4.27)
mit Hilfe einer partiellen Integration,

2
D(wk) = 1-:2 /d% £ b0 (;)
L

w—k-v

w? 47q?
f” 2 _ ZMd o (4.28)

—= W
)
w? p m

Die Frequenz w,, wird als Plasmafrequenz bezeichnet. Die Dispersionsfunktion besitzt
einfache Nullstellen bei w = +w, und w = —w,. Diese sind reell und unabhingig
von k. Kleine Storungen schwingen daher ungeddmpft mit der Plasmafrequenz ohne
sich rdumlich auszubreiten. Sie werden als Plasmaschwingungen bezeichnet.

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem. Nimmt man an, dafl die Elektronen zu
Beginn um eine kleine Auslenkung &, o exp(ik - ) mit einer Anfangsgeschwindig-
keit éo x exp(ik - x) verschoben werden, so dndert sich die Teilchenzahl in einem
beliebigen Phasenraumvolumen AT aufgrund der Teilchenverschiebung durch die
Oberflache,

AN == / dS'<€07€0)f0 - /d%d% [am'(EOfO) + av'(éofO) : <4-29>

OAT AT

Da AT beliebig ist, entspricht dies einer Anfangsstorung der Verteilungsfunktion

filt=0) =g =—ik - &fo— &-Ovfo (4.30)
Fiir die Funktion S(w, k) erhélt man entsprechend aus (4.24) und (4.30),

S(w, k) = 4]:2q (_ikw' & / & fo &40 {ﬁb

_ (é n Z§_0> =T Ly (4.31)

w w?

Der Integrand der inversen Laplace-Transformation,

S_e. (( w + i€ ) , (4.32)

w = wp)(w + wp)
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besitzt einfache Polstellen bei w = w, und w = —w,. Die Potentialstérung (4.26)
besitzt daher die Form,
4mq ,
@, = L (—ik)£(0) (4.33)

mit

1 (A ' 1 i .

H o= (= v —wpt e Y +iwpt

&(t) (250 + 2wp€o> € + <2§0 prgo) €
= &, cos(wpt) + 3 sin(wpt) (4.34)

Wp

Die Funktion &(t) stellt eine zeitabhéngige Verschiebung der Elektronen dar. Sie ist

die Losung einer harmonischen Schwingungsgleichung mit der Frequenz wj, zu den

Anfangswerten &, und &,.

Eine anschauliche Herleitung der Schwingungsgleichung, die auch fiir nichtlineare
Schwingungen giiltig ist, erhélt man im Rahmen eines einfachen Fliissigkeitsmodells.
Im Gleichgewicht sei das Plasma neutral und die Elektronen seien homogen verteilt
mit einer Dichte ny. Die Bewegung der Elektronendichte kann makroskopisch durch
eine Abbildung

a— z(a,t) =a+&(a,t) (4.35)

beschrieben werden, die jedem Punkt a des ungestorten Gleichgewichtszustandes
einen verschobenen Ort x(a,t) zur Zeit t zuordnet. Die Verschiebung &(a,t) geniigt
dabei der Bewegungsgleichung der Teilchen des Fliissigkeitselementes,

9%¢(a,t)
o

wobei E(a,t) das elektrische Feld am Ort des Fliissigkeitselementes zur Zeit ¢t be-
zeichnet.

= qE(a,1) (4.36)

Bei einer Verschiebung &(a,t) der Elektronen in z-Richtung werden die Elektronen
einer Schicht der Dicke da auf eine Schicht der Dicke

du(a, 0¢(a,
dr = %da = (1 + %) da (4.37)

abgebildet (Abb.4.3). Dabei éndert sich die Dichte am Ort z gemés,
n(x,t)dx = noda . (4.38)

Von der verschobenen Elektronendichte wird ein elektrostatisches Feld erzeugt, das
eine riicktreibende Kraft auf die Elektronen ausiibt. Aus der Poisson-Gleichung folgt
mit (4.35) und (4.38),

dE = 4mq [n(z,t) —no| dx
= 4rq (noda — nodx)
= —dmgng d€(a,t). (4.39)
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y
E(a+da) l
&(a)
Abbildung 4.3:  Verschie-
a a+da X x+dx bl}ng &(a) einer Schicht der
Dicke da.

Mit der Anfangsbedingung F = 0 fiir £ = 0 erhélt man fiir das elektrostatische Feld
E(a,t) am Ort des Volumenelementes a,

E(a,t) = —4mgng &(a,t). (4.40)
Die Bewegungsgleichung (4.36) besitzt daher die Form einer Schwingungsgleichung,
07 &(a,t) + wp E(a,t) =0 (4.41)

mit der Plasmafrequenz w,, deren allgemeine Losung in (4.34) angegeben wurde.

Zur Bestimmung der Teilchendichte und des elektrischen Feldes am Ort z zur Zeit
t muB die Umkehrfunktion a = a(z,t) der Gleichung = = z(a,t) bestimmt werden.
Damit erhélt man die Losungen,

B . un . no
n(x, t) - TL(CL, t) |a:a(x,t)’ n<a’ t) o aI(CL, t) n 1 + aé-(aa t)
da da

(4.42)

E(x,t) = E(a,t)} _ E(a,t) = —4mgng £(a, t).

Das Modell eines kalten Plasmas ist nur anwendbar solange dx/da > 0 gilt. Unter

dieser Voraussetzung kann man in der Umgebung eines Punktes xy = z¢(ag) eine
eindeutige Umkehrfunktion angeben,

da

—ayg=— (v — ) 4.43

a— agp T (x — ) ( )

Bei grolen Amplituden kann der Fall eintreten, dafl zwei benachbarte Punkte a und

a+ da an denselben Ort x verschoben werden, so dafl die Dicke dx der verschobenen



KAPITEL 4. VLASOV-MAXWELL-THEORIE 85

Schicht verschwindet. Gleichzeitig werden die Dichte ng(da/dz) und die Ableitung
dE/dz = (dE/da)(da/dx) des elektrischen Feldes unendlich groB. Man sagt, daf die
Welle bricht. Aus (4.37) folgt fiir das Wellenbrechen das Kriterium,

0¢(a,t)
oa

- 1. (4.44)

Als Beispiel withlen wir die Anfangsbedingungen &(a) = A cos(ka) und &y(a) = 0.
Fiir die entsprechende Losung der Schwingungsgleichung gilt

9¢(a,t)
da
Diese Welle bricht daher fiir Amplituden A > 1/k.

= —kAsin(ka) cos(wpt). (4.45)

4.2.3 Plasmawellen im thermischen Plasma

Wir untersuchen nun die Dispersionsrelation von Plasmawellen in einem thermischen
Plasma mit einer Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung. Dabei treten zwei neue
Effekte in Erscheinung: Die rdumliche Ausbreitung der Storungen mit der thermi-
schen Geschwindigkeit und eine nach Landau benannte Dampfung der Welle durch
Teilchen, die sich mit der Phasengeschwindigkeit der Welle mitbewegen.

Sei w = w, + 1w; eine komplexe Nullstelle der komplexwertigen Dispersionsfunktion
D(w,k) = D,(w,k) + iD;(w, k). Fir schwach geddmpfte Schwingungen sind die
Imaginérteile w; und D;(w, k) klein. Entwickelt man die Dispersionsfunktion um die
reellen Werte bis zur linearen Ordnung, so folgt

0D(w,)
Ow,

0D, (w;)
Ow,

D(w, k) = D(w,) + iw; ~ D,.(w;) + 1| Di(w,) + w; =0. (4.46)
Aus dem Real- und dem Imaginérteil dieser Gleichung erhélt man als Bestimmungs-

gleichungen fiir w, und w;,

Di (wr)

Dr<Wr) =0, Wi = —m .

(4.47)
Fiir schwache Dampfung geniigt es daher die Dispersionsfunktion fiir reelle Frequen-
zen auszuwerten.

In der Dispersionsfunktion aus (4.24) kann die Verteilungsfunktion fy iiber die bei-
den Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zum Wellenvektor integriert werden.
Die Verteilungsfunktion der verbleibenden Geschindigkeitskomponente u parallel zu
k sei ngF(u). Damit gilt,

w2 o F

D(w,k)=1+-2 [ du

) o= (4.48)
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Die Polstelle bei u = w/k wird in der unteren Halbebene umgangen. Hierfiir gilt die

Beziehung
/d:z: S / ax 1) 4 in b 0) (4.49)
C T

x —10
wobei f(z) eine beliebige Funktion darstellt und C' den Cauchy-Hauptwert des In-
tegrals bezeichnet. Damit erhélt man

W) o, F
C
Di(w, k) = ™ g F (4.51)
e k2 “ u=w/k '

Im thermischen Gleichgewicht bei einer Temperatur 7" besitzt F'(u) die Form einer
Maxwellverteilung

1

V4 27TUth
mit der thermischen Geschwindigkeit vy, = /T /m. Wir betrachten den Grenzfall

kleiner thermischer Geschwindigkeiten, vy, < w/k, und definieren hierfiir die dimen-
sionslosen Variablen

Flu) = e 200 (4.52)

€2

ku kv, w 1 T 92
€= —, €h = —, F(e) = —F(u) = e th . 4.53
w th W ( ) L ( ) \/%Eth ( )

Fiir ¢, < 1 kann der Realteil der Dispersionsfunktion nach den Momenten der

Verteilungsfunktion
+00

<€ >= / de €"F(e)

—00

in der folgenden Form entwickelt werden,

2
F
Dy(w, k) — 1+w—§ de 816 ()
w C — €

- 1——p2n<6”1 . (4.54)

Durch die Entwicklung des Nenners entstehen gewohnliche konvergente Integrale, die
wie angegeben partiell integriert werden konnen. Beriicksichtigt man die Momente
bis zur zweiten Ordnung,

< >=1, <€ >=0, <€ >=e,



KAPITEL 4. VLASOV-MAXWELL-THEORIE 87

so folgt,
2

wp 2
Dy(w,k) =1 5(1+3e) . (4.55)

Die reellen Nullstellen dieses Ausdruckes ergeben nach (4.47) die moglichen Schwin-
gungsfrequenzen. Durch Iteration findet man

w? = w2 + 3vpk? = wr (14 3k°A3) | (4.56)

wobei A\p = vy, /w, als Debye-Lange bezeichnet wird. Die aus dieser Gleichung sich

ergebende Beziehung
w=w(k) =wp\/1+3k2\4 (4.57)

wird als die Bohm-Gross Dispersionsrelation fiir Plasmawellen bezeichnet. Sie wurde
1949 von D. Bohm und E.P. Gross hergeleitet. Fiir grofe Wellenléngen mit kAp < 1
erhélt man Schwingungen bei der Plasmafrequenz w,. Dies entspricht der Naherung
des kalten Plasmas. Fiir kleine Wellenldngen mit kAp > 1 erhélt man formal die
Dispersionsrelation einer Elektronenschallwelle, w = sk, mit der Schallgeschwindig-
keit s = v/3vy,. Man muB jedoch beachten, daf die Herleitung fiir diesen Grenzfall
streng genommen ihre Giiltigkeit verliert. Die Schallgeschwindigkeit s entspricht der
adiabatischen Schallgeschwindigkeit

5= 7}—?, Vz—f}_z (4.58)

eines idealen Gases (p/p = T'/m) mit einem Freiheitsgrad (f = 1). Aufgrund des
Elektronendruckes breitet sich eine lokalisierte Anfangsstorung mit der Gruppenge-

schwindigkeit
0
ng:a—;::s \/1—w2/w? (4.59)
aus.
Mit )
w % w
0,D, =2-2, D= — — k 4.60
(.U3 kQ kthh (CU/ ) ( )

erhdlt man aus (4.47) den Imaginérteil

> (5 +7)
— +3
_\/? Lo 2\ (4.61)

Wegen w; < 0sind die Plasmawellen im thermischen Gleichgewicht immer gedampft.
Fiir grofle Wellenlédngen ist die Dampfung exponentiell klein. Fiir Wellenldngen von
der Grolenordnung der Debye-Léange tritt jedoch eine starke Dampfung auf.
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Diese Art der Dampfung wird als Landau-Dampfung bezeichnet. Im Rahmen der
Vlasov-Theorie ist die Entropie eine exakte Erhaltungsgrofie, da Stolprozesse vollig
vernachlissigt wurden. Demnach kann die Dampfung der Wellen nicht mit einer
Energiedissipation durch Stéfle verbunden sein. Eine physikalische Erkldrung der
Landau-Dampfung kann mit Hilfe der allgemeinen Gleichung (4.50) fiir den Ima-
ginérteil der Dielektrizitatsfunktion gegeben werden. Dieser Ausdruck hingt von
der Steigung der Verteilungsfunktion im Punkt u = w/k ab. Teilchen, die sich mit
Geschwindigkeiten in der Ndhe der Phasengeschwindigkeit der Welle bewegen, sehen
ein quasistatisches elektrisches Feld, in dem sie besonders effektiv beschleunigt oder
abgebremst werden koénnen. Fiir 9, F (w/k) < 0 tritt eine Dampfung auf. In diesem
Fall sind mehr Teilchen mit v < w/k vorhanden als Teilchen mit v > w/k. Daher
nehmen die Teilchen im Mittel Energie auf und die Welle wird gedampft. Ist dage-
gen 0, F(w/k) > 0 so geben die Teilchen im Mittel Energie ab und die Welle wéchst
an. Das Gleichgewicht ist dann instabil. Da es sich bei der Landau-Dampfung nicht
um einen irreversiblen Vorgang handelt, ist es moglich, die gedampfte Welle wieder
aus der Verteilungsfunktion zu rekonstruieren. Dies wurde durch Experimente mit
“Plasmaechos” bestétigt.

4.2.4 Zweistrominstabilitit

Besitzt die Geschwindigkeitsverteilung f; im Bereich der Phasengeschwindigkeit ei-
ner Plasmawelle eine positive Steigung, so kann eine Instabilitéit auftreten. Ein Bei-
spiel dieser Art ist die Zweistrominstablitit, die auftritt, wenn sich ein Elektro-
nenstrahl in einem Hintergrundplasma ausbreitet. Die Strahlelektronen bilden ein
zweites Maximum der Verteilungsfunktion, so daf§ diese nicht mehr monoton abneh-
mend ist.

Ein einfaches Modell der Zweistrominstabilitédt erhélt man mit der Verteilung

Flu) = %5@) + Z—z(s(u ~U),  no=mni+ns. (4.62)

Hierbei bezeichnet n; die Elektronendichte des Hintergrundplasmas, ny die Dichte
der Strahlelektronen und U die Strahlgeschwindigkeit. Die thermische Verbreite-

rung der Geschwindigkeitsverteilungen beider Elektronengruppen wird hierbei ver-
nachléssigt.

Die Dispersionsfunktion dieser Verteilung kann wie in Abschnitt (4.2.2) ausgewertet
werden. Dies ergibt,

2 2 2
_ “pt “p2 2 g n 2

Definiert man die dimensionslosen Parameter

R= 22/%31, K =kU/wp, W =w/wy,
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so erhélt man die Dispersionsrelation,

1 R

D(W’,K):l—ﬁ—m:

0. (4.64)

Ein Kriterium fiir das Auftreten komplexer Nullstellen kann aus Abb.?? abgelesen
werden. Die Dispersionsfunktion besitzt im Intervall 0 < W < K ein Maximum.
Falls dieses Maximum positiv ist, gibt es vier reelle Nullstellen. Ist das Maximum
dagegen negativ, so treten zwei zueinander konjugiert komplexe Nullstellen auf, die
jeweils einer geddmpften und einer instabilen Mode entsprechen. Aus der Bedingung
fiir ein Extremum

OD(W,K) 2 2R

folgt fiir das Maximum
K (1+ RY3)?
Wma:c = ma Dmax =1- T (466)
Aus der Bedingung D,,., > 0 folgt das Stabilitatskriterium
K > (14 RY?)%/? oder (KU)?? > wi{g + wié‘g. (4.67)

Die Nullstellen der Dispersionsfunktion lassen sich nur ndherungsweise angeben,
wobei im folgenden vorausgesetzt wird, dafl die Dichte der Strahlelektronen sehr viel
kleiner sei als die Dichte der Hintergrundelektronen, d.h. R < 1. Fir W = O(1),
(W — K)? > R gibt es zwei reelle Niherungslésungen,

1
1- ek 0 oder W = =+1. (4.68)
Fiir [W| < 1, |[W — K|> < R gibt es zwei konjugiert komplexe Niherungslésungen,
1 R
0=—-—+——> oder W=K1=%iVR). (4.69)

W2 (W= K)2

Diese Asymptoten schneiden sich bei K = 1. Zur Abschéitzung der maximalen An-
wachsrate setzen wir K = 1 und W = 14 4, wobei § < 1 angenommen wird. Mit
diesem Ansatz erhélt man aus der Dispersionsrelation drei Losungen

R\ /3
5 = (3)

R\'? +27i/3 R\'? 2w .. [2m
0o = (5) e —<§> |:COS (?):I:zsm (?)]

Fiir die Anwachsrate der instabilen Mode gilt

oo V3 <§>1/3 o = ? (R)l/gw . (4.70)

2 \ 2 2
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Kapitel 5

Wellenausbreitung im Plasma

5.1 Wellenausbreitung im homogenen Medium

Zunéachst sollen einige allgemeine Figenschaften von Wellen in einem homogenen
Medium betrachtet werden. Die Welle wird durch eine Frequenz w und einen Wel-
lenvektor k, das Medium durch einen Dielektrizitdtstensor €(w, k) beschrieben.

5.1.1 Wellengleichung

Wellenansatz:
E=Ejexp(ik-z—iwt), B='kxE, k=%n. (51
w c
Dielektrizitdtstensor:
471 .
€wk)=1+—o(w, k), j=o(wk) E. (5.2)
W
Wellengleichung:
1 c
— O, F+7—— B =
47 OE+j 4 VX 0
—q c?
— |(wE+4nmic - E+ — kx (kx E)| =0,
47 w
D(w,k) - E =0, (5.3)

2
D(w,k) = %(kzk — K1) 4 we(w, k) = w(nn —n’*T +€) .

Dispersionsrelation:

91
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Die Wellengleichung (5.3) ist ein algebraisches Gleichungssystem fiir den Vektor E.
Es gibt nur dann nichtverschwindende Losungen, falls

A(w, k) = det |Dog(w, k)| = 0. (5.4)

Zu einem gegebenen Wellenvektor k konnen sich demnach nur Wellen mit bestimm-
ten Frequenzen w = w;(k) im Medium ausbreiten. Die verschiedenen Losungszweige
werden hier durch den Index j gekennzeichnet. Ist die Losbarkeitsbedingung (5.4)
z.B. ein Polynom n-ter Ordnung in w, so gibt es zu jedem k genau n komplexe
Losungen fiir w.

Ausbreitung, Dimpfung und Verstirkung von Wellen:

Sw) = 0 — ungeddmpfte Welle
Sw) < 0 — geddmpfte Welle (5.5)
Sw) > 0 — anwachsende Welle

Schwache Dimpfung, kleine Anwachsraten:

In manchen Féllen kann es physikalisch sinnvoll sein auch komplexe Wellenvektoren
zu betrachten. Sei w = w, +iw;, k = k,.+1ik;, A = A, +iA;. Fiir kleine Imaginérteile
148t sich (5.4) in der folgenden Weise entwickeln,

Aw, k) = A(w, k) +iNi(w, k)
Ar<wra kr) + iAi(wra kr)
+iw; O\ (W, k) + ikio Ok, Ar(wr, k) (5.6)

Durch Nullsetzen von Real- und Imaginéarteil folgt dann

Ar(wr, kr) = 0, Al + wiawAT + k:m('?kaAr = 0 (57)

Beispiel 5.1 (Zeitlich gedampfte Welle)

A
2/ ;dt —2/ dt
{E}Q x e ¢ =e Oy

Beispiel 5.2 (Raumlich geddmpfte Welle)

w; = O, kr:(0,0,k) — ]ﬂ:—

A
_2/kid —2/ ——d
|E‘2 x e Zze _kATZ




KAPITEL 5. WELLENAUSBREITUNG IM PLASMA 93

5.1.2 Wellenenergie

Die zeitgemittelte Energiedichte der Welle wird als Wellenenergie bezeichnet. In
einem Medium konnen neben der elektromagnetischen Feldenergie weitere Ener-
gieformen auftreten, wie z.B. kinetische Energie oder Kompressionsenergie. Diese
Energien konnen durch die elektrische Feldstédrke ausgedriickt werden. Der allge-
meine Ausdruck fiir die Wellenenergie ist dann eine Bilinearform in der elektrischen
Feldstérke, die im folgenden hergeleitet wird.

Poynting- Theorem:

Der Energiesatz des elektromagnetischen Feldes wird durch das Poynting-Theorem
beschrieben:

OW+V-S=-J & (5.8)
1

= (€489, S | exn
T

%% = —
AT

W bezeichnet die Energiedichte, & die Energiestromdichte des elektromagnetischen
Feldes. Der Term J - € beschreibt die vom Medium aufgenommene oder abgegebene
Leistungsdichte.

Zeitmaittelung tiber eine Schwingungsperiode:

Die Zeitmittel bilinearer Ausdriicke kénnen nach den folgenden Regeln durch Pro-
dukte von komplexen Amplituden ersetzt werden. Der Imaginérteil der Frequenz
wird dabei als klein angenommen.

©. 9]

< AB>=< Z(U+A) Z(B+B) >= Z(UB* + AB) = ZR{AB"}
€ € JAN €
< OAE >=< cAILA >= %%{GA*OUA} -
%%{2\A]8t|14]} _ %atm\? — 0 < A >
Damit ergibt die Zeitmittelung von (5.8)
1 1
g (IE*+ |B]*) + V- < S > +§§R{j-E*} =0 (5.9)

Energiesatz fiir den Wellenoperator D:
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Der zeitgemittelte Energiesatz (5.9) kann mit Hilfe des Wellenoperators (5.3) in der
folgenden Weise ausgedriickt werden:

1 —1 11
= = —FE"“D-FE = —— (E*D-E — E-D*-E*
0 2 §R{47T } 8 21 ( )
1 1
- —E*—(D-D").-E 5.10
8 21 ( ) ( )

Entwicklung fiir kleine Imagindrteile:
Fiir kleine Imaginérteile 148t sich der zeitgemittelte Energiesatz wie folgt darstellen

1
? (D — D+> = DA + wi@wDH + k’iaakaDH
1

1 1 1
Wi — E*-@wDH-E + kia—E*'ak DH'E + —E*'DA°E = 0, (511)
8T 8T “ 8T

mit
w = w,+iw;, k =k, +ik;,

1
D, = — (D—D+) L Dy =

+
5 (D+ D)

DO | —

w=wr,k=k, '

Wegen E*-FE o exp (2w;t — 2k;-x) erhilt man damit den Energiesatz

h<W>4V.<J>=—-<P> (5.12)
<W> = LE*-a Dy-E = L {|B]> + E*-0,(wey)-E}
160~ T 167 Wi
1
<J>, = —— E“0, Dy-E = <S>, — iE*-c‘)kaeH-E
167 167
1
<P> = —E“DjyE = —FEe,F
8T 8T

Diese Ausdriicke bestimmen die Wellenenergie < W >, die Wellenenergiestromdich-
te < J > und die dissipierte Leistung < P >.

Energietransportgeschwindigkeit:

In einem dissipationsfreien Medium (D = Dyp) gilt fiir die Energiestromdichte der
Welle

dw(k)
dke

<J >4 = Uga <W >, Vgra = (5.13)

Die Energie breitet sich also mit der Gruppengeschwindigkeit der Welle aus.
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Beweis:
flw, k) = 16LWE*-DH'E =0,
df (w(k), k) B dw(k) -
dkq, T dk, uf(w(k), k) + O, f(w(k),k) =0,

y =0k S < J>a
e o f < W >

Beispiel 5.3 (Elektromagnetische Welle)

2 2
“ “p
2

D = —(kk—FkI)+ wel , e=n’=1-
w
2

R="¢ = kE=0.

2
1 . ? 9
<W> = E*-——(kk —k°I) + 0,(we)l ; -E
w
= E*-E{e+ 0,(we)l}

2 2

w 1
= E*.E {2(1 - =)+ 2—p} = — E*E
w

<J> = —— — (k) E"“E = cn<W> = v, <W>

5.2 Wellen im kalten stoflfreien Plasma
Ndherung:

e Kaltes Plasma: vy, << w/k

o Stofifreies Plasma: v << w

5.2.1 Dielektrizitatstensor

Bewegungsgleichung:

Fiir ein kaltes stoBfreies Plasma konnen in der Momentengleichung (3.95) der Druck-
tensor und die Reibungskraft vernachlassigt werden. Die Bewegungsgleichung fiir die
Teilchensorte j ist damit

1
mj(at + 'Uj'V)’Uj = q](E + E v; X B) (514)
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Linearisierung:

Die Welle kann als kleine Storung (1) eines Plasmagleichgewichtes (0) betrachtet
werden. Nimmt man an, dal das Plasma im Gleichgewicht ruht und frei von elek-
trischen Feldern ist, so folgt der Ansatz

V; =Y;1, E:El 5 B:Bo+B1, (515)

J

wobei die Storungen durch ebene Wellen beschrieben werden und By = (0,0, By)
ein statisches homogenes dufleres Magnetfeld in z-Richtung bezeichnet. In linearer
Ordnung in den Storungen lautet die Bewegungsgleichung (5.14)

— iwmj’vjjl — qzj V1 X BO = QjEl . (516)

Stromdichte:

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach der Geschwindigkeit v;; kann man
durch eine einfache Matrixinversion erreichen:

qj q; _
Aj'lvj,l = ; J E1 ; Vi1 = ; J A] 1'E1 y (517)
—Zwmj —zwmj
1 —’iO'j Wgj O i iaj ,ng
A = | s ] e B P
J w ’ J a;w aj

0 0 1 0 0 1

Hierbei bezeichnet w,; = |¢;|Bo/(m;c) die Gyrationsfrequenz, o; = sgn(q;) das

Vorzeichen der Ladung, und a; =1 — ng Jw? die Determinante von A;.

Mit der Geschwindigkeit (5.17) ergibt sich die Stromdichte

2
jl = qunjvﬂ = % A]-_1°E1 = O"El (518)
j j J
Leitfihigkeitstensor:
o= L g NS Y g (5.19)
—iwm,; 4mi - w2

Dielektrizitdatstensor: Mit (5.2) und (5.19) ergibt sich der Dielektrizitétstensor
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fiir das kalte stofifreie Plasma zu

Ari €] Zg 0
e = I+ "o = —ig €. 0 (5.20)
w 0 0 6”
w2,
_ pJ
€L = 1—Zm’
j 9i
2
_ 1_ijpj
€ = o2
g = — Wy 0%y
2
- w(w? — W)

Wellengleichung: Mit (5.20) und (5.3) ergibt sich fiir das elektrische Feld das
lineare Gleichungssystem

€L —n?+ngn, ig + ngny NyMs Ey,
—ig+mnyn, €L —n®+nyn, nyn., Ey, | =0. (5.21)
NNy N1y €] — n? +n,n, Ei,

5.2.2 Magnetfeldfreies Plasma

Ein einfacher Spezialfall liegt vor, wenn kein statisches Magnetfeld vorhanden ist
(By = 0), bzw. die Gyrationsfrequenzen hinreichend klein sind (w,; << w). Dann
gilt

XYmoo

~ 1
w? w?

(=€ =€e=1— g=0. (5.22)

Wiéhlt man den Ausbreitungsvektor in x-Richtung, k = (kon,0,0), so folgt aus der
allgemeinen Wellengleichung (5.21)

e 0 0 En,
0 e—n? 0 Ey, | =0 (5.23)
0 0 e—n? o

Dieses Gleichungssystem besitzt die folgenden Losungen:

Longitudinale elektrostatische Wellen: ¢ =0

El = (Elasa 070), El”k, Bl =n X El =0
s Up, = wp/k, vgr = 0. (5.24)

w = w

Die Schwingungsfrequenz der elektrostatischen Wellen ist gleich der Plasmafrequenz.
Da die Frequenz unabhéngig von der Wellenzahl ist, breiten sich Wellenpakete nicht
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aus (vg, = 0). Die elektrostatischen Wellen beschreiben somit einfache Raumla-
dungsschwingungen der Elektronen gegeniiber dem festen Ionenhintergrund. Dies
ist allerdings nur fiir langwellige Stérungen richtig. Fiir & >~ w,, /vy, fithren thermi-
sche Effekte zur rdumlichen Ausbreitung von Plasmawellen und zu deren Dédmpfung.
Transversale elektromagnetische Wellen: ¢ = n?

El == (O7E1y7Elz)a E1J—k7 BlanEla
w? = wﬁe + k2, 2wdw = ¢*2kdk

w ok

2
Upp = = > c, Vgr = C o= cn < c, VgrUpp, = €. (5.25)

Mit wachsender Elektronendichte nimmt € ab und wird schlie8lich negativ. Die Dich-
te, bei der € verschwindet, bezeichnet man als die kritische Dichte. An der kritischen
Dichte gilt

w?m,

(5.26)

e = 0, W = Wpe, ne:nc—4 5
mqs

Fiir einen Nd-Laser mit 1,06um Wellenléinge ist die kritische Dichte z.B. 10*'em 3.
Elektromagnetische Wellen kénnen sich im Plasma nur bis zur kritischen Dichte aus-
breiten und werden von dort in das Gebiet unterkritischer Dichte zuriickreflektiert.

5.2.3 Wellenausbreitung parallel zum Magnetfeld

Wiéhlt man den Ausbreitungsvektor parallel zum Magnetfeld, k = (0,0, kon), so
folgt aus der allgemeinen Wellengleichung (5.21)

€, —n? 19 0 By,
—ig €L —n? 0 Ey | =0 (5.27)
0 0 EH Elz

Dieses Gleichungssystem besitzt die im folgenden diskutierten Losungen.

Longitudinale Wellen: ¢) =0
E] = (0, 0, Elz); E“k, B = 0, W = Wp.

Die longitudinalen Wellen, die sich parallel zu By ausbreiten, verhalten sich also
genauso wie im magnetfeldfreien Fall. Wie man an der Bewegungsgleichung (5.16)
erkennt, iibt das Magnetfeld in diesem Fall keinen Einfluf} aus.

Transversale Wellen: ¢, — n? = +¢

Ely = :l:iElm, Elz == 0
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e Rechtszirkular polarisierte Welle
ER = (e, +ie,)Egetrevt (5.28)
e Linkszirkular polarisierte Welle
E; = (e, —ie,) Epe = (5.29)
Auswertung von np r:

2
Npr, = €1.F+9

= 1o 3 ST
; 9i
_ 1_2 WIQJ'(WZFUJ'WQJ')
w(w — ojwg;) (W + ojwy;)

J
2

w=.
= 1- N - R 5.30
2 ST om) e

Speziell folgt fiir ein 2-Komponenten-Plasma aus Elektronen und Ionen:

2 2
_ 4 Whe Wy

2 j—
PRI = wWwFwge) wwxwgy)

W;%e (w wgi)wzz‘(w F Wge)

w(w F wge) (w £ wyi)
w2, + w
= 1- pe 7 . (5.31)
(W F wge) (w £ wy;)
Im letzten Schritt wurde die Beziehung
dr@*ne ¢;By  4mqi|qe|ne |qe| Bo
2 o ellte i o i|de|lle e 2

WoeWgi = P pe— = W,,Wee (5.32)

fiir ein quasineutrales Plasma mit |g.|n. = ¢;n; ausgenutzt.
Resonanzen

Frequenzen bei denen k(w) — oo bezeichnet man als Resonanzen. Resonanzen
sind in der Regel mit Absorption verbunden. Im vorliegenden Fall divergiert ng
bei der Gyrationsfrequenz der Elektronen und n; bei der Gyrationsfrequenz der
Ionen. Blickt man in (—z) - Richtung auf die xy-Ebene, so dreht sich Er im ma-
thematisch positiven, F; im mathematisch negativen Sinn. Der Drehsinn von Eg
(EL) entspricht somit dem Drehsinn der Elektronengyration (Tonengyration). Die
Resonanzen bei wgy, 4, werden auch als Zyklotronresonanzen bezeichnet.
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Cutoffs

Frequenzen bei denen k(w) — 0 werden als Cutoff bezeichnet. Ein Cutoff ist mit
Reflexion verbunden, da sich die Welle mit positivem & an dieser Stelle in eine Welle
mit negativem k umwandeln kann. Setzt man n%i .. = 0 so folgt aus (5.31):

(W F wWye) (W £ wgi) — (W;Q;e + wzzn‘) =0
w2 F (Wge — Wyi)w — (Wgewyi + wﬁe + wﬁi) =0

Wge — Wyi i \/(wge + Wyi)

2
2 2
+ Wy +wy,;

W12 =E 4
Wye W
wio A+ 5 + Tg + w2, (5.33)

Die Nullstelle von np liegt oberhalb der Elektronenzyklotronresonanz, die Nullstelle
von ny oberhalb der Ionenzyklotronresonanz. Zwischen dem Cutoff und der zu-
gehorigen Zyklotronresonanz ist keine Wellenausbreitung moglich.

Ubung 5.1 (Dielektrizititsfunktionen fiir k||By) Skizzieren Sie den Verlauf
der Dielektrizititsfunktion n?(w) als Funktion der Frequenz w fiir die einzelnen Wel-
len.

Grenzfille:

o Elektromagnetische Wellen: w > wy,

2

w
npo=1-—F(1+—

wce

) (5.34)

Eine linear polarisierte Welle kann als Uberlagerung einer rechts- und einer
linkszirkular polarisierten Welle dargestellt werden. Da sich die rechts- und
linkszirkular polarisierten Wellen mit unterschiedlichen Phasengeschwindig-
keiten entlang dem Magnetfeld ausbreiten, ergibt sich eine Drehung der Pola-
risationsebene fiir die linear polarisierte Welle. Diese wird als Faraday-Drehung
bezeichnet. Messungen der Faraday-Drehung ermoglichen die Bestimmung von
Magnetfeldern in Plasmen.

e Whistler oder Helikonwelle: wy; < w < wge

2 2
Wpe W Whe 02]{;12%
W= Wge—7

pe

(5.35)

2 2 _
ng~ R =

) ) )
WWge C* Wye

Diese Wellen breiten sich unterhalb der Elektronenzyklotronresonanz aus. Die
Gruppengeschwindigkeit dw/dk = 2w/kr x y/w nimmt mit der Frequenz zu.
Whistler konnen sich entlang dem Erdmagnetfeld ausbreiten und im Frequenz-
bereich von etwa 10 kHz mit Radioempféngern horbar gemacht werden. Der
Name Whistler bezieht sich auf die charakteristischen Pfeifténe, die dadurch
verursacht werden, dafl die hohen Frequenzen vor den niedrigen eintreffen.
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o Alvén-Wellen: w < wy;

2 2
Wz c B
% 0
R e -
Wy uy dmm;n;
9 u? k?
w'=—>"5—
2 /.2
14+ u%/c

Dies sind magnetohydrodynamische Wellen, die sich mit der Alvén - Geschwin-
digkeit u4 ausbreiten. Ahnlich einer eingespannten Saite konnen die Magnet-
feldlinien durch den magnetischen Zug entlang der Feldlinien zu Schwingungen

angeregt werden. Die Alvén - Geschwindigkeit ergibt sich auch aus der Ener-
2
giebilanz imn;u? = 20

5.2.4 Wellenausbreitung senkrecht zum Magnetfeld

Wiéhlt man den Ausbreitungsvektor senkrecht zum Magnetfeld, k = (kon,0,0), so
folgt aus der allgemeinen Wellengleichung (5.21)

€1 Zg 0 Elx
—ig €, —n? 0 Ey | =0 (5.36)
0 0 € — n? Ei.

Dieses Gleichungssystem besitzt die im folgenden diskutierten Losungen.

Ordentliche Welle:
n* = ¢, E, =(0,0,E.) (5.37)

Die ordentliche Welle ist eine linear polarisierte elektromagnetische Welle mit den-
selben Eigenschaften wie im magnetfeldfreien Fall. Wegen E || B, verschwindet die
Lorentzkraft in der Bewegungsgleichung.
Aujferordentliche Welle:
€ (e, —n?) —g* = 0,
n2 — 63_ — gQ — (Gl B g)<€i +g) — n%n% (538)
€ € €1

Polarisation: Aus der x-Komponente der Wellengleichung folgt
e B +igEy, = 0, By =—itE, (5.39)
€L

Bei der auflerordentlichen Welle besitzt das elektrische Feld im allgemeinen eine
longitudinale und eine transversale Komponente. Fiir ¢, — 0 tritt eine Resonanz
auf und die Welle wird rein longitudinal.
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Resonanzen:

w? w2

S T N L —) 5.40
‘L w? — w2, wQ—wgi ( )

Fiir hohe Frequenzen kann man den Ionenanteil in (5.40) vernachlédssigen und erhélt
dann

2

Whe /
11— ﬁ = 07 WoH = wge + wge. (541)

ge

Die Resonanzfrequenz woy wird als obere Hybridfrequenz bezeichnet. Sie liegt ober-
halb der Plasmafrequenz und der Gyrationsfrequenz der Elektronen.

Fiir niedrige Frequenzen, im Bereich der Ionengyrationsfrequenz, spielt der Ionen-
anteil eine Rolle. Hier ist w < wgye und man erhélt mit dieser Ndherung

2 w2

W, ;
e {2
2 =0
Woe W Wy

(WQ - ng)wge + wf)e(wZ - Wsz') - w;iwse =0,

2/ 2 2 2 2 2 2 2 2

W (Wge + Wpe) = Wiy, + Wyiwy, + W Wy
Der letzte Term ist um das Massenverhéltnis m,./m; kleiner als der vorletzte Term
und kann daher vernachlissigt werden. Unter Verwendung der Beziehung (5.32)

ergibt sich dann als Resonanzfrequenz die untere Hybridfrequenz

2,2 2,2 . 2
T WyiWge T WpiWge — WgilWge + Wpe (5.42)
vt = w2 f2 Ve[ ey 2 '
ge pe ge pe

Fiir Plasmen mit niedriger Dichte, wy. < wye , liegt die untere Hybridresonanz nahe
bei der Ionenzyklotronresonanz. Fiir Plasmen mit hoher Dichte, w,. > wy. , ergibt

sich der Grenzwert wyy = /WgiWge.
Cutoffs

Die Cutoffs sind die Nullstellen von np und ny. Diese wurden bereits bei der Aus-
breitung parallel zum Magnetfeld bestimmt.

Ubung 5.2 (Dielektrizititsfunktionen fiir k L By) Skizzieren Sie den Verlauf
der Dielektrizititsfunktionen n*(w) fiir die ordentliche und die aufferordentliche Wel-
le. Im Grenzfall w — 0 geht die auflerordentliche Welle in die sogenannte magneto-
sonische Welle iiber mit n* — 1+ ¢*/u?.
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