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Teil 1

Passive Elemente der optischen
Nachrichtentechnik



Kapitel 1

Einfiihrung

Die optische Nachrichtentechnik beschéftigt sich mit der Informationsiibertragung mit
der Hilfe von Licht. Licht ist eine elektromagnetische Welle. Der Spektralbereich der
elektromagnetischen Wellen ist in Bild 1.1 dargestellt.

Wellenlénge
300km 300m 30m 3m 30cm 0.3mm 3pum0.3pum 0.3 nm
| | | | | | | | |
‘ ' ‘ | | | | | |
MW
LW ’ KW VHF| Mikrowelle Infrarot Ultraviolett
— — ] -
1kHz 1 MHz 1GHz 1THz 10°Hz 10'8Hz
sichtbar
4neV 4peV 4meV 4eV 4keV
Energie

Abbildung 1.1: Der spektrale Bereich elektromagnetischer Wellen

Der sichtbare Spektralbereich der elektromagnetischen Wellen liegt zwischen A = 0.4 pm - - -
0.8 wm, dies entspricht einer Frequenz von v = 750 THz--- 355 THz. (1 THz = 10'?Hz).
Die optische Nachrichtentechnik umfasst sowohl die fasergebundene als auch die Ubertragung
iiber den freien Raum. In dieser Vorlesung befassen wir uns nur mit der fasergebundenen
Ubertragung, da sie der technisch interessantere Bereich ist.

Motivation fiir die optische Nachrichtentechnik

e Die Faser hat eine sehr geringe Dampfung (siehe Bild 1.2). In dem Bild ist die

1.1
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Optisches 10 Kanal

WDM-Signal
( N
100 § Koaxial-Kabel 1.2/4.4 mm -
5 80 | EWFE QGHI
5 S
g 60 > 10 F
. C —
8 40 L Koaxial-Kabel 2.6/9.5 mm 2 -
20 _g 05 -
- D :
0 400 800 fIMHZ] 900 1100 1300 1500 1700
Frequenz Wellenlange [nm]
Dampfung von Koaxialkabeln Dampfung einer monomodalen Glasfaser

Abbildung 1.2: Dampfung von Koaxialkabel und Standard-Monomode-Faser

Démpfung in dB/km als Funktion der Modulationsfrequenz fiir Standard-Koaxialkabel
und als Funktion der Wellenlédnge fiir Lichtleitfasern aufgetragen. Als Inlet ist als
Beispiel ein gemessenes optisches Signal-Spektrum mit 10 Trégern angegeben. Jeder
Tréger ist mit einer Modulationsrate von 280 Mbit/s moduliert.

e Die Bandbreite der Faser ist sehr hoch, d.h. es kann ein grofler Frequenzbereich zur
Signaliibertragung ausgenutzt werden (>> 1000 GHz). Wie gro8 der Bereich ist, ist
immer noch Stand der Forschung.

e Lichtleitfasern sind unempfindlich gegeniiber elektromagnetischen Stérungen.

e Der Querschnitt der Faser ist klein und ihr Gewicht ist gering, d.h. es ist eine hohe
Packungsdichte erreichbar (siehe Bild 1.3).

e Hohe Abhérsicherheit

Nachteile der optischen Nachrichtentechnik

e Sehr geringe mechanische Toleranzen, es ist schwer in den Kern einer Monomodefaser
einzukoppeln (Durchmesser des Kerns 10 um).

e Heute noch relativ teure elektro-optische und opto-elektronische Wandler sind not-
wendig

Es sind unterschiedliche Fasertypen kommerziell erhéltlich. Die interessantesten Faserty-
pen sind
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/weidrantleitung

Abbildung 1.3: 320 Doppeladern, bzw. 20 Koaxial-Kabel bzw. 5 Fasern [11]
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e Fasern auf SiO, Basis. Diese Faser weist sehr geringe Ddmpfungen auf (siehe Bild
1.2), und es konnen mit ihrer Hilfe sehr weite Ubertragungsstrecken iiberbriickt
werden. Die verwendeten optischen Wellenldngen liegen im Bereich von 800 pm bis
1.6 pm (siehe Kapitel 14).

e Plastik-Fasern (POF, plastic optical fiber) z.B. aus PMMA (Polymethylmetha-
crylat). Diese Fasern werden insbesondere fiir Ubertragungen iiber kurze Entfernun-
gen verwendet (z.B. niedrigratige Dateniibertragungen in Wohnungen und Geb#uden,
Automobilen, Ziigen, zwischen Navigationssystemen,...). Besonders interessant ist
hier die Anwendungen im Kfz, wo sie schon serienméflig fiir den Kommunikations-
bus (Radio, CD, ...) eingesetzt wird. Diskutiert werden hier auch Anwendungen fiir
das Motormanagement und zur Verbindung der sicherheitsrelevanten Sensoren (z.B.
Airbagsteuerung). Die Vorteile der Plastikfaser liegen in ihrem grofien Kerndurch-
messer (siehe Bild 1.4), der eine einfache, billige und stabile Ein- und Auskopplung
ermoglicht (siehe Kapitel 11, 12, 14). Im Bild 1.4 sind die Dimensionen der ge-
brauchlichsten Fasern angegeben. Die Dampfung unterschiedlicher Plastikfasern ist
in Bild 1.5 dargestellt.
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200/230 um HCS
Mehrmoden-Glasfaser

©

0

100/240/250um 62,5/125/250um
Mehrmoden-Glasfaser Mehrmoden-Glasfaser
50/125/250um 10/125/250um
Mehrmoden-Glasfaser Einmoden-Glasfaser

Abbildung 1.4: Dimensionen einiger Fasertypen
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100000 |
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10000
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Abbildung 1.5: Ddmpfung von Plastikfasern im Vergleich zu Quarzfasern[12]



Kapitel 2

Systemgrundlagen

Motivation In diesem Kapitel betrachten wir einfache Modelle
fiir eine optische Ubertragungsstrecke. Die Erklarung von grund-
legenden Begriffen wie Démpfung, Bandbreite und Pulsbreiten
ist notwendig, um spiter die Ubertragungseigenschaften von op-
tischen Strecken zu verstehen.

Wir beschiftigen uns in der optischen Nachrichtentechnik mit der Ubertragung von Sig-
nalen mit der Hilfe von Licht. Wir konnen folgende Systeme unterscheiden:

e Freiraumiibertragung

e Ubertragung iiber Lichtwellenleiter (Fasern)

Fiir spezielle Anwendungen ist die Freiraumiibertragungstechnik interessant, z. B. Infrarot-
Fernsteuerung kurze Verbindung zwischen Gebduden ( z.B. Lichtwiese und Hans-Busch
Institut), Kommunikation zwischen Satelliten. Der wichtigste Anwendungsbereich liegt
aber in der fasergebundenen Ubertragung, mit deren Hilfe schon heute Informationen
in den hoheren Netzhierarchien der Kommunikationsnetze iibertragen werden. Aus die-
sem Grund werden wir uns in dieser Vorlesung schwerpunktméafig mit der Wellenleiter-
gebundenen Ubertragung beschéftigen.

Die wesentlichen Komponenten eines optischen Ubertragungssystems sind (siche Bild 2.1):

a) die optische Quelle (z. B. LED, Laser);

b) der Modulator, der das Licht mit der Information beaufschlagt. Es wird oft die Quelle
direkt moduliert;

¢) das Ubertragungsmedium, z. B. Luft oder Faser;

2.1
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Sender

Eingangssignal

4

Optische Quelle|> Modulator

Optischer
Detektor

A

Demodulator

v

Ausgangssignal

Empfanger

Abbildung 2.1: Komponenten eines optischen Ubertragungssystems
d) der optoelektronische Wandler (z. B. pin-Diode, Lawinenphotodiode,...), der das op-
tische Signal in ein elektrisches wandelt;
e) elektronische Signalverarbeitung zur Demodulation und Aufbereitung der Signale.
Wesentliche Parameter des Ubertragungssystems sind
1. die Kapazitéit (Bandbreite bzw. hochste iibertragbare Bitrate),

2. der Regeneratorabstand, der bei vorgegebener geforderter Signalqualitéit (Signal
/Rauschverhéltnis oder Fehlerrate) tiberbriickt werden kann

Diese beiden Parameter sind nicht unabhéngig voneinander. Die Bandbreite kann begrenzt
werden von

1. der Geschwindigkeit, mit der die optische Quelle moduliert werden kann (z. B. LED
bis typ. 100 MHz, Laser bis typ. 1-10 GHz)

2. der maximalen Geschwindigkeit des eventuell vorhandenen zuséitzlichen (”exter-
nen”) Modulators (typ. 10-30 GHz),

3. Ubertragungsmedium (Bandbreite: Entfernung typ. 10 MHz*km ... 100 GHz*km, je
nach Faser)

4. Bandbreite des Optoelektronischen Wandlers (typ. 1 GHz ... 50 GHz)
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Die Rauscheigenschaften optischer Ubertragungssysteme unterscheiden sich wesentlich
von denen elektronischer Ubertragungssysteme dadurch, daB die Quantenstruktur des
Lichts nicht vernachléssigt werden darf (Schrot-Rauschen). Diese Eigenschaft fithrt zu
einem signalabhéngigen Rauschen.

In analogen Systemen bestimmt das Signal-Rauschverhéltnis als ein wesentlicher Para-
meter die Ubertragungsgiite, in digitalen Systemen wird sie durch die Fehlerrate (Anzahl
der Fehler bei der Ubertragung binirer Signale pro gesendete Bits) festgelegt.

System Leistung am benotige Leistung | System- | Uberbriickbare | {iberbriickbare
Senderausgang | an Photodiode reserve | Dampfung Lange
[dBm] [dBm] [dB] [dB] [km]
optisch 0 -45 10 35 (0,5 dB/km)
70
elektronisch | 30 -75 5 100 (20 dB/km)
5

Tabelle 2.1: Vergleich zwischen elektronischer und optischer Ubertragung (100 Mb/s),

(Typische Werte)

Aus der Tabelle 2.1 sieht man, dafl die iiberbriickbare Leistung in optischen Systemen
zwar viel geringer ist als in elektrischen Ubertragungssystemen, daf dies aber durch die
geringe Dampfung der Faser bei weitem wieder aufgehoben wird. Wesentlich ist zusétzlich,
daB die maximale Ubertragungsrate bei den elektrischen Ubertragungssystemen in der
GroBenordnung von 560 Mb/s liegt, bei der optischen Ubertragung aber Bitraten von
bis zu 40 Gb/s erreicht werden. Aus diesem Grund wird sie insbesondere bei Systemen
eingesetzt, bei denen hohe Ubertragungsraten bendtigt werden.

2.1 Dampfung, Pulsdauer und Bandbreite

In optischen Ubertragungssystemen wird héufig, aber nicht notwendigerweise, die Infor-
mation dem Licht in Form einer Leistungsmodulation aufgeprigt. Die Signalform kann
der optischen Leistung durch einen Modulationsstrom bei der direkten Modulation des
Lasers oder durch Anlegen einer Spannung an einen externen Modulator aufgeprégt wer-
den. Auf der Empfingerseite ist der Empfangerstrom direkt proportional zur optischen
Leistung. Der daraus folgende quadratische Zusammenhang zwischen elektrischer und
optischer Leistung hat Auswirkungen auf die Definitionen von ”dB’s” und Bandbreiten.
Bild 2.2 zeigt die optische Leistung P(t) eines Pulses, der am Punkt P vorbeilduft. Die
Gesamtenergie des Pulses ist o
e = / P(t)dt

—00

(2.1)
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Abbildung 2.2: Leistung eines optischen Pulses
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Die Dampfung ist folgendermaflen definiert:

Dampfung

B = 1Olog(8—T) (2.2)

Er

mit E7: gesendete Energie, €x: empfangene Energie.

Wenn man sich vorstellt, da§ ein Diracimpuls (siehe Bild 2.2) am Eingang der Faser
vorliegt und ein Puls Pg(t) am Empfénger gemessen wird, dann kann man folgendermaflen
die Impulsantwort fiir das Stiick Faser definieren:

Pr(t)

"= Joo Prit)dt

(2.3)

Eine solche Pulsform kann man auf viele Arten charakterisieren, wir wollen hier die root
mean square (r.m.s.) Pulsbreite verwenden. Der mittlere Eintreffzeitpunkt des Pulses ist

[T tP(t)dt
7= L tPd (2.4)
S P(t)dt
und fiir die r.m.s. Pulsbreite o gilt
* (t—1)2P(t)dt
R0 25)

JZ Pyt

Ist P(t) ein Puls in Form einer GauBverteilung, dann ist die Pulsform vollsténdig durch
diese beiden Parameter beschrieben. Man kann jetzt die Ubertragungsfunktion der Faser
als Fouriertransformierte der Impulsantwort definieren.

H(f) = / h(t)e 3™t at (2.6)
Die Bandbreite ist normalerweise definiert als
H(0
H(Af) = 2O 2.7

V2

Man bezeichnet dies als die elektrische Bandbreite der Faser. Wenn man fordert, dafl
die optische Leistung um den Faktor 2 abgesunken ist, spricht man von der optischen

Bandbreite:
H(0)

fﬂ@%ﬁz—g—

die Beziehung zwischen den Groflen ist in Bild 2.3 angegeben.

(2.8)
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Abbildung 2.3: Zusammenhang zwischen elektrischer und optischer Bandbreite
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Zusammenfassung Wir haben die Komponenten

definiert: I e
mpfung _ . o

dB 83)

mit E7: gesendete Energie, €x: empfangene Energie.
Die Impulsantwort eines optischen Signals:

Pg(t
(t) = 0
S Pr(t)dt
Die Beschreibung eines Pulses:
Der mittlere Eintreffzeitpunkt:
2 tP(t)dt
t = —x
o P(t)dt

Die r.m.s. Pulsbreite:

\/f f>2P dt

Elektrische und optische Bandbreiten:

H<Afel) = %8)
H(Afom) = w

2

eines

optischen

Ubertragungssystems kennengelernt. Die Dampfung ist folgendermaBen

2.7



Kapitel 3

Die Maxwell-Gleichungen

Motivation

In der optischen Nachrichtentechnik spielt die Ausbreitung elek-
tromagnetischer Wellen z.B. bei der Informationsiibermittlung
(optische Faser) oder bei der Erzeugung kohérenter Laserstrah-
lung eine wesentliche Rolle. Die Maxwell-Gleichungen bilden die
Grundlage zur Beschreibung der Ausbreitung.

Zur Beschreibung der Ausbreitung eines optischen Signal kénnen verschiedene Techni-
ken herangezogen werden. Wir wollen sie an Hand einer einfachen Linse verdeutlichen
(siche Bild 3.1). Zuerst projizieren wir das Bild eines Baums auf eine Leinwand (siehe
Bild 3.1a). Mit Hilfe der Strahlenoptik kénnen wir das Bild auf der Leinwand beschrei-
ben. Dazu bendtigen wir solche Begriffe wie Brennweite, Hauptachse u.s.w, wie wir sie
aus der geometrischen Optik kennen. Wenn wir uns das Bild des Baums genauer ansehen
(Bild 3.1b), fallt uns auf, daf unterschiedliche Farben unterschiedliche Bilder an unter-
schiedlichen Orten erzeugen. Hier spielen Materialeigenschaften wie die Dispersion der
Linse eine Rolle 3!. Wenn Bild und Linse so klein werden, da8 sie in der GréB8enordnung
der Wellenlénge liegen, beginnt das Bild zu verschwimmen (Bild 3.1¢). Bei diesen Dimen-
sionen wird die Annahme, dafl das Licht sich auf geraden Wegen ausbreitet, ungenau.
Wir miissen jetzt den Wellencharakter des Lichts beriicksichtigen. Die physikalische Op-
tik mit den Maxwell-Gleichungen beschreibt diesen Phénomene. Verringern wir die In-
tensitédt des Lichts immer mehr, erreichen wir einen Bereich, in dem die Quantennatur
des Lichts zu Tage tritt. Die physikalische Optik hilft uns jetzt nicht mehr weiter, wir
miissen jetzt quantenoptische Modelle verwenden. Wir werden in der Vorlesung an ver-
schiedenen Stellen jede der Beschreibungsarten verwenden. Die geometrische Optik eignet
sich hervorragend zur Beschreibung von Linsen und multimodalen Glasfasern, der Ein-
fluB der Dispersion wird uns insbesondere bei der Beschreibung kurzer optischer Pulse

3-1Dispersion bedeutet, daf die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium von der Wellenlénge abhingt.

3.1
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beschéftigen. Die Maxwellgleichungen werden wir u.a.bei der Untersuchung der Ausbrei-
tung von Wellen in monomodalen Glasfasern verwenden und quantenmechanische Modelle
mufl man bei der Detektion von optischen Signalen beriicksichtigen.

AN . ﬁ\A
NN NN -

blauer roter
Baum Baum

a) Strahlenoptik b)Einflul® der Dispersion
c) Einfluf3 der Streuung d) Korpuskelbild

Abbildung 3.1: Vier von vielen verschiedenen Moglichkeiten, die Ausbreitung des Lichts
zu beschreiben

In diesem Kapitel werden wir die Maxwellschen Gleichungen kurz wiederholen. Wir wer-
den mit ihrer Hilfe die Ausbreitung des Lichts in optischen Wellenleitern, wie optischen
Fasern, Lasern und integriert optischen Bauteilen behandeln.

Die Ausbreitung der elektromagnetischen Welle, d.h. auch der optischen Welle wird durch
die Maxwell-Gleichungen in ihrer makroskopischen Form beschrieben [13, Seite 19 ff],[14].
Die Gleichungen kénnen sowohl in ihrer integralen Form als auch in der differentiellen
Form ang(igeben werden:

B Magnetische Flufllinien sind immer geschlossen
div B(7,t) = 0 (3.1)
#E(ﬁ t)edA = 0 (3.2)
F
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6 Gaufl’sches Gesetz
/\/4@ . /= —
2 div D(7,t) = p(7F,t) (3.3)
— o )
.- ﬁiD(r,t)odA _ ///Vp(r,t)dv (3.4)

p ist die Raumladungsdichte.

3B/3t Induktionsgesetz oder Faraday’sches Gesetz
0 = .
rot E(7,t) = ——B (7,t) (3.5)
-
E "
. OB(T,
j[E(f, / / (3.6)
c
T8/t Durchflutungsgesetz oder Ampére’ sches Gesetz
= = 0 =
R rot H(F,t) = )+8_ D (7, 1) (3.7)
H . 1 OD(7,1t) .
%H(f’,t)odé’ = //J P )edA (3.8)
c
Hier ist
D : Dielektrische Verschiebungsstrom [As/m?]
p : Ladungstrigerdichte (nur freie Ladungstriger) [As/m?]
E : Elektrische Feldstiirke [V/m)]
B : Magnetische Induktion [V's/m?]
H : Magnetische Feldstirke [A/m]
J : Stromdichte [A/m?]

Die folgenden Verkniipfungsgleichungen beschreiben die Materialeigenschaften:

D = DIE, B] (3.9)
H H|E, B (3.10)
J = J|E, B (3.11)

Die eckigen Klammern sollen dabei andeuten, dafi die Zusammenhénge sehr kompliziert
sein konnen, insbesondere kénnen die Materialien ein Gedéchtnis aufweisen (z.B. Hyste-
rese), die Eigenschaften konnen anisotrop und nichtlinear sei.
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Fiir das Vakuum gilt:

[j = 60_'
ﬁ B
H = —
Mo
J =0

Mit

c = 2.9979458 10® [m/s] Lichtgeschwindigkeit
107

€ = 5= 8.859 107'% [As/Vm]| Dielektrizititskonstante
e

to = 4m 1077 [Vs/Am] Permeabilitét

3.1 Die Maxwell-Gleichungen fiir ein lineares Dielek-
trikum

3=

Abbildung 3.2: Polarisiertes Dielektrikum

Eine elektromagnetische Welle, die ein Dielektrikum durchlduft, erfahrt als Verlustme-
chanismen, Streuung und Absorption. Die Streuung werden wir im Kapitel 8 behandeln.
Absorption tritt auf, wenn die elektromagnetische Welle mit dem Material in Wechselwir-
kung tritt. Das Feld regt permanente Dipole, Ionen, Valenzelektronen und Elektronen der
inneren Schalen an (siche Bild 3.2). Die unterschiedlichen Wechselwirkungen finden bei
unterschiedlichen Frequenzen statt und sie kénnen durch geddmpfte Schwingungen be-
schrieben werden (siehe Bild 3.3). Oberhalb der entsprechenden Resonanzfrequenz, kann
das spezielle atomare bzw. elektronische System dem Feld nicht mehr folgen und diese
Art der Polarisation tragt nicht mehr zur gesamten Polarisation bei.

Bei einem Dielektrikum kann man fiir Gleichung 3.9 schreiben:

D = eE+P (3.12)
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Realteil Brechungsindex

Infrarot Sichtbarer Bereich Ultraviolett

\

Imaginarteil Brechungsindex:
(Absorption)

1010 1012 10'14 1015 1018

Frequenz [HZz]

Abbildung 3.3: Qualitativer Verlauf des Real- und Imaginérteils der relativen Dielektri-
zitdtskonstante



Version 5.11.2000 Arbeitsblatter ONT Maxwell 3.6

Der Polarisationsvektor P folgt dem angelegten elektrischen Feld E geméf (x(t): reell,
kausal),>

P#) = « / (T E(t — 7)dr (3.13)
d.h. die Polarisation baut sich leicht verzdgert gemdf der Impulsantwort x(t) auf, d.h.
sie antwortet wie ein lineares Ubertragungssystem auf die elektrische Feldstérke. Im Fre-
quenzbereich folgt dann nach Fouriertransformation:

E(f) = =ox(HE(S) (3.14)

Die Fouriertransformierte von x(t) heifit Suszeptibilitét:

X(f) = / (e

Das Material kann isotrop sein, z.B. Glas, dann kann x(¢) durch ein Skalar ausgedriickt
werden. Es kann aber auch anisotrop (z:B. Kristalle), dann muf y durch einen Tensor
beschrieben werden. Haben die in dem Material vorliegenden Felder eine sehr hohe Lei-
stungsdichte, z.B. bei der Ubertragung von verstérkten Lichtimpulsen in einer Glasfaser,
dann muf} die Beziehung zwischen Polarisation und elektrischer Feldstdarke durch eine
nichtlineare Gleichung beschrieben werden. Im Bild 3.4 sind die Strukturen zweier Kri-
stalle angegeben. GaAs ist symmetrisch, und wenn man ihn um 90 Grad dreht, erhalt
man exakt das selbe Bild. Der Tensor der Suszeptibilitat fiir das isotrope GaAs ist:

1056 0 0
Y = 0 1056 0 (3.15)
0 0 10.56

Als Beispiel ist noch der Tensor der Suszeptibilitdt eines typischen doppelbrechenden
Kristalls (Kalkspat) angegeben. Entsprechend des nicht symmetrischen Aufbaus dieses
Kristalls ist die Suszeptibilitdt in einer Richtung unterschiedlich:

175 0 0
x= 0 175 o0 (3.16)
0 0 121

Linear polarisiertes Licht , das sich in z-Richtung ausbreitet, kann in x- oder y-Richtung
oder in einer Mischung aus beiden Polarisationen polarisiert sein. Die Suszeptibilitét ist
fiir diese beiden Richtungen identisch. Ist dagegen eine Komponente des Lichts in z-
Richtung polarisiert, so erfahrt diese Komponente einen andere Suszeptibilitiat. Dies kann
beispielsweise zur Trennung der Polarisationsrichtungen ausgenutzt werden.

32y ist im allgemeinen Fall ein Tensor 1. Ordnung
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<010>
A

<001> <100>

GaAs Kalkspat CaCO

Abbildung 3.4: Unterschiedliche Kristallstrukturen fiir GaAs und Kalkspat. Zur Definition
der Kristallachsen siehe[15]

Fiir ein isotropes lineares Dielektrikum kann die Frequenzabhéngigkeit folgendermafien
modelliert werden:

() = LHEY (3.17)
k k

Hier sind f, &, gr die Resonanzfrequenz, der Dampfungsfaktor und die Stérke der jeweili-
gen Resonanzstelle. Wir werden spéter diese Beziehung fiir ein typisches Glasfasermaterial
diskutieren.

Hier wurde ein linearer Zusammenhang zwischen Polarisation und elektrischer Feldstérke
angenommen. Dies ist eine Nédherung, die fiir hohe zu iibertragende Leistungen nicht
unbedingt erfiillt ist. Insbesondere beim Einsatz optischer Verstérker in der optischen
Nachrichteniibertragung miissen nichtlineare Effekte mit beriicksichtigt werden. Im all-
gemeinen, z.B. in kristallinen Medien mufl zusétzlich eine Richtungsabhingigkeit des
Ubertragungsmediums angenommen werden. Dann ist die Suszeptibilitéit ein Tensor hoherer
Ordnung. Die Suszeptibilitdt und damit auch die relative Dielektrizitéitskonstante ist im
allgemeinen komplex. Da x die Fouriertransfomierten einer kausalen Funktion ist, hdngen
Real- und Inmaginirteil von x iiber die Hilberttransformation zusammen [16] 3.
Zwischen Suszeptibilitdt und relativer Dielektrizitdtskonstante g, besteht folgender Zu-
sammenhang:

x(f) = &(f)—1

3-3Die Hilberttransformation wird in Physik-Biichern oft auch Kramers-Kronig-Beziehung genannt
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Wenn im Frequenzbereich der interessierenden Losungen der Maxwell-Gleichungen die
Suszeptibilitdt nicht oder kaum von der Frequenz abhéngt, dann kann die Polarisation
folgendermaBen geschrieben werden: 34

[~ou
I

o

|tz

= 5E—50E
= Q—éToE

Der Zusammenhang zwischen x, £ und dem Brechungsindex n ist im Folgenden dargestellt.

X = X(f)=ixX"(f)=€(f) —1-5¢"(f)
& = 6;_j6;!
n(f) = n'(f) —in"(f)

e, = 1’

gl /2_n//2

5; 2nln//

5 1 72
n't = 55; 1+ 1+€g,

€/l
"o r
"= 2n/

Hier ist g, die relative komplexe Dielektrizitdtskonstante und n der komplexe Brechungs-
index. Héufig ist || < |¢/], dann gilt:

/

n' = /e (3.18)

n = - (3.19)

Ein positiver Imaginérteil von n beschreibt ein verstiarkendes, ein negativer Imaginérteil
ein ddmpfendes Medium.

Fiir die Beschreibung der Wellenausbreitung in einem Dielektrikum machen wir die fol-
genden Annahmen:

e Stationire Ausbreitung; Ubertragungseigenschaften sind nicht zeitabhingig.
e # Funktion(Zeit).

34d.h. hier wurde Y als frequenzunabhingig angenommen und die folgenden Gleichungen gelten auch
im Zeitbereich.
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e Es existieren keine freien Ladungstréager bzw. Strome im Medium. p =0, J = 0.
e Das Medium sei isotrop
e Es liege kein magnetisches Material vor

e Esdarf ein linearer Zusammenhang zwischen Polarisation und elektrischer Feldstérke
angenommen werden. Die Suszeptibilitdt wird auBlerdem in dem interessierenden
Frequenzbereich als frequenzunabhéngig angenommen.

Fiir die Maxwell-Gleichungen folgt dann:

divD = 0 (3.20)
D = gE+P (3.21)
P = ek (3.22)
D = ey, E=co(l+x)E=¢cE (3.23)
rot £ = —%B (3.24)
B = poH (3.25)
. o -
tH = —D 3.26
1o T (3.26)
divB = 0 (3.27)
3.1.1 Die Ausbreitungsgleichung fiir ein Dielektrikum
Durch Rotationsbildung der Gleichung 3.5 folgt:
. o -
rot rotkk = ——rotB (3.28)
ot
- (3.29)
Ho It .

Mit dem Durchflutungsgesetz 3.7 folgt unter Ausnutzung der Ladungs- und Stromfreiheit:

rot rotE —ﬂog—;ﬁ (3.30)
Setzen wir die Polarisation nach Gleichung 3.21 ein, so ergibt sich:
. 9 - 92 -
rot rotkh = —,uoa()@E — HO@P (3.31)
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Fiir ein lineares isotropes Medium gilt dann unter Ausnutzung von der Beziehung 3.13:

2
rot rotkl = ~loc0y s 1+ x(t)%] E (3.32)

Mit der allgemeinen Vektorbeziehung
rot (rot E) = grad (div E) — AE
AR _ D gL P e, P g (3.33)
wobei AFE = o E + ayQE + 8z2E

erhéalt man die folgende Differentialgleichung fiir E im Frequenzbereich:

AE — grad divE + w?uoeo(1 + X(w))E_; =0 (3.34)

3.1.2 Die Wellengleichung fiir inhomogene Dielektrika
Aus div D = 0 folgt zusiitzlich mit g = go(1 + X):

= 0
_ _gradg.E
€

T

div ¢
E e grad € + ediv

esTH oSt

div

Als gesuchte Differentialgleichung folgt dann durch Einsetzen:

ad e

AE + grad (gr

. E) + W pgeE = 0 (3.35)

Entsprechend folgt fiir die magnetische Feldstérke:

grad g

AH + X rot E+w2u0£ =0 (3.36)

g

3.1.3 Die Wellengleichung fiir konstante ¢

Ist die Dielektrizitatskonstante im betrachteten Gebiet bzw. Wellenldngenbereich konstant
oder sind die Anderungen von % klein in einer Umgebung der Medium-Wellenldnge % SO
kann man den zweiten Term der Gleichungen vernachlissigen und man erhilt:

AE + w e = 0 (3.37)

Entsprechend folgt fiir die magnetische Feldstéarke:

AH + w?pgeH = 0 (3.38)
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3.1.4 Lo6sung der Wellengleichung (Ebene Welle)
Wir wollen in diesem Kapitel einen Spezialfall der Losung der Wellengleichung
AE + W poeE =0 (3.39)
die ebene Welle betrachten:
E = By k" = B e ikorthyyth.2) (3.40)

Diese Darstellung beschreibt eine Ausbreitung der Welle in Richtung des Wellenvektors
k. Gleichung 3.40 in Gleichung 3.39 eingesetzt, ergibt:

Ei—l—kz—l—ﬁi = w’loe (3.41)
2me
= () poces, (3.42)
2
= (5w (3.43)

Gleichung 3.40 beschreibt eine ebene Welle, da die Flachen konstanter Phase ¢ = E o7
Ebenen darstellen. Diese Phasenflachen stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Glei-
chung 3.40 eingesetzt in das Induktionsgesetz ergibt:

. kxE
e (3.44)
Whto
Analog folgt aus dem Durchflutungsgesetz (siche Bild 3.5)
L ExH
E= 272 (3.45)
we

Aus den Gleichungen (3.44, 3.45) folgt, da8 die elektrische und magnetische Feldstéarke
bei ebenen Wellen senkrecht aufeinander und senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen,
wenn ein isotropes Material vorliegt, d.h. wenn ¢ und p skalare Groflen sind. Betrachten
wir den Spezialfall der Ausbreitung einer ebenen Welle in z-Richtung.

jk = 7€, (3.46)
Hier ist €, der Einheitsvektor in z-Richtung. Es folgt:

—

E=Eje (3.47)

mit v = j3 = \/—w?poe. Ist g reell, so liegt eine ungeddmpfte Schwingung vor. Da E und
E bei den hier betrachteten ebenen Wellen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen,
liegen sie in der (x,y)-Ebene und sie stehen senkrecht aufeinander.
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9
E

TV
=~V

Abbildung 3.5: Ebene Welle

3.1.4.1 Jones Vektoren

Fiir eine ebene Welle kann man E und E folgendermaflen ausdriicken.

E = ( ir/ >Eoe_lz (3.48)
(

= (& ) Hye ™2 (3.49)
mit
E
H, = =% 3.50
=0 ZF ( )
Zp = B (3.51)
15
Hier ist Zp der Feldwiderstand.
Fiir das Vakuum gilt:
Zp = Zro = |2 = 120702 (3.52)
€o

Der Vektor ix heifit Jones Vektor, er ist ein Einheitsvektor |a,|* + |a,[* = 1 und

Sy
beschreibt den Polarisationszustand. Im Folgenden beriicksichtigen wir auch die voraus-
gesetzte sinusformige Feldabhingigkeit und erhalten als reelle Feldstérke:

- Ri{q e iBzt+jwt
E<Z7t) = EO ( %}éiejﬁz+jwt% ) (353)

Wir diskutieren zwei Beispiele fiir eine ungedampfte Welle.
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e Lineare Polarisation

az, a, reell, a, = cos(y), a, = sin(yp).

E(z,t) = E, ( Z?r?((g)) ) cos(wt — (z) (3.54)
(Siche Bild 3.6).
zY o2
? >
X

Abbildung 3.6: Lineare Polarisation

e Zirkulare Polarisation

_ 1 |
Ay = V2 ay = i]ﬁ
Es ergibt sich als Welle:

= B 1 cos(wt — Bz)
Dies ergibt eine zirkulare Bewegung des Vektors; (sieche Bild 3.7). Man unterscheidet
rechtszirkular drehend (+ Zeichen) und linkszirkular drehend (- Zeichen). Sind die
Koeffizienten des Jones-Vektors betragsméflig ungleich, dann spricht man von einer
elliptischen Polarisation.

3.1.4.2 Poincaré Kugel

Die Jonesvektoren beschreiben das Feld. Die optische Feldstirke ist eine sehr schwer
mefibare Grofle. Man mochte aber die Polarisation mit Hilfe leichter meBbarer Grofien
beschreiben. Hierzu werden die Stokesvektoren verwendet. Sie sind folgender mafien defi-
niert:

So }ex{i + }eyﬁ exCy + eyl

= |Si| ez — |ey B €xCy — €yey

5= So | | 2les|leylcos A exel + eyet (3.56)
Sy 2lez||ey| sin A j(—esel + eyet)
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Abbildung 3.7: Rechtszirkular polarisierte Welle

Dabei sind e,, e, die Komponenten der Jones-Matrizen, A ist die Phasendifferenz der
beiden Komponenten e, und e, des Jones-Vektors: A = ¢, — ¢,. Da fiir jeden Jones-
Vektor |e,|* + |e,|* = 1 ist, gilt: So = \/S? + S2 + 5% = 1. Das heifit bei der Darstellung
der drei letzten Komponenten des Stokes-Vektors als Punkt im R? liegt dieser immer auf
einer Kugel um den Ursprung mit dem Radius 1(siehe Bild 3.8). Die Polarisationszustédnde
lassen sich folgendermaflen auf der Poincaré-Kugel dargstellen:

1. Orthogonale Polarisationsrichtungen liegen sich diametral gegeniiber.

2. Auf dem “Aquator, dem Schnitt von Kugel und x/y-Ebene, liegen die linearen Po-
larisationsrichtungen: horizontal bei S; = 1 und vertikal bei S; = —1.

3. Auf der ,Nordhalbkugel“(S3 > 0) liegen die links-elliptischen und auf der ,,Stidhalb-
kugel“(S3 < 0) die rechts-elliptischen Polarisationen.

4. Auf den ,,Polen“(|S3| = 1) liegen die zirkularen Polarisationen.
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Links zirkular polarisiert

Linear polarisiert

Rechts zirkular polarisiert

Abbildung 3.8: Poincaré-Kugel

3.2 Die Maxwellgleichungen fiir ein nichtlineares Di-
elektrikum

Wir waren im Kapitel 3 davon ausgegangen, dafl die Polarisation linear von der elektri-
schen Feldstérke abhingt. Bei der Ubertragung von Signalen iiber die Monomodefaser und
dem gleichzeitigen Einsatz von optischen Verstédrkern ist insbesondere wegen des kleinen
Faserkerndurchmessers die Leistungsdichte im Faserkern so hoch, daf§ die Nichtlinearitat
des Materials relevant wird. Der Zusammenhang zwischen Polarisation und elektrischer
Feldstédrke kann in einen linearen und einen nichtlinearen Anteil aufgespalten werden.

—

P(7t) = Pr(T,t) + Pnp(7,1) (3.57)

Fiir den linearen Anteil gilt wieder die Gleichung 3.13 3

P(t,7) = e /_ N XD E(t — 7)dr (3.58)

[e.9]

35Wir bezeichnen im Folgenden x mit x(!, um es von den nichtlinearen Anteilen zu unterscheiden.
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Der nichtlineare Anteil kann folgendermafien modelliert werden:3-
Pun(int) = = [ / / VO =t — to) - B 1) E(F, ta)dtdts (3.50)

+ / / / YO =ty t — to, t — t3) B (7, 81 E(F, to) E(F, t3)dt dtadts - - -

Die lineare Suszeptibilitit (! stellt den dominanten Term dar. Sie beinhaltet Brechungs-
index und Dampfung, wie wir schon im Kapitel 3 gesehen haben. Der Term mit x(®
bewirkt nichtlineare Effekte, wie Frequenzverdopplung und die Generation der Summen-
frequenz. In Materialien, die eine symmetrische molekulare Struktur aufweisen, wie bei-
spielsweise Glas, verschwindet dieser Anteil und der dominante nichtlineare Term ist der
Term mit der Suszeptibilitit 3. Ordnung x® [17, S.14]. Da bei diesen Systemen optische
Verstérker verwendet werden, spielt die Nichtlinearitét der Faser eine entscheidende Rolle.

365 () ist im allgemeinen Fall ein Tensor der Ordnung i. Die Gleichung entspricht einer Taylorentwick-

lung fiir den allgemeinen Vektorfall
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Zusammenfassung
Maxwellgleichungen fiir ein lineares Dielektrikum :

divD = 0
ﬁ = & ) + ﬁ
ﬁ = EQXE
D coe B = eo(l+ X)E
— a —
tEF = ——B
ro BT
B = ,uoH
. o -
tH = —D
o ot
divB = 0

Fiir sinusférmige Vorgdnge lauten die die Ausbreitung beschreibenden Glei-
chungen

rot rot E—w2§u0E =0
rot rot E—wzguoﬁ =

Fiir kleine rdumliche Anderungen der Dielektrizititskonstante gilt:

- d = =
AE + grad (gra §°E>+w2u0i = 0
g

— d — —
AH + grac & x rot H +w’oeH = 0
€

Fiir eine konstante Dielektrizitdtskonstante folgt:

AE 4w ucE =0  AH + w?uoeH = 0
Eine ebene Welle kann beschrieben werden durch:
E= Eoe—jéof _ Eoe—j(kz:c-‘rkyy-‘rkzz)

Fiir sie gilt:

Ex E - kx H
kExE E:_EXE
Wo we

H=

Der Jones-Vektor beschreibt ihren Polarisationszustand:




Kapitel 4

Dielektrische Grenzflichen

Motivation

Das Verhalten elektromagnetischer Wellen an dielektrischen
Grenzschichten bestimmt die Eigenschaften vieler in der op-
tischen Nachrichtentechnik eingesetzter Komponenten. Hier-
mit kann die Wellenfithrung des Lichts im Halbleiterlaser
oder in der Faser erklart werden.

Dielektrische Wellenleiter dienen in der optischen Nachrichtentechnik zur Fiihrung der
optischen Wellen. Sie treten sowohl in optischen Komponenten, z.B. Laser als auch im
optischen Lichtwellenleiter (z.B. Faser) auf (siehe Bild 4.1 und 4.2). Der Kern der Faser
hat einen hoheren Brechungsindex als der ihn umhiillende Mantel. Die dunkel schraffier-
ten Flachen in Bild 4.1 kennzeichnen unterschiedliche Materialien, mit deren Hilfe eine
kiinstliche Asymmetrie erzeugt werden kann (siehe Kapitel 14). In diesem Kapitel wollen

Monomodale polarisationshaltende
Faser

Abbildung 4.1: Dielektrische Fasern

wir die physikalischen Eigenschaften dielektrischer Wellenleiter untersuchen.

4.1
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z
Rib waveguide Strip-loaded waveguide

Buried-strip waveguide

z z
Buried diffused waveguide Diffused waveguide

Abbildung 4.2: Dielektrische Wellenleiter

4.2
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4.1 Randbedingungen fiir dielektrische Grenzschich-
ten

F A |h P

my

Abbildung 4.3: Randbedingungen an dielektrischer Schicht und Aufteilung des Feldes in
EH und £ 1

Wir betrachten die in Bild 4.3 dargestellte Geometrie. Zwei Halbraume mit unterschied-
lichen Dielektrizitdtskonstante 7, e stolen aneinander. Das Quader mit dem Volumen
V reicht in beide Halbrdume. Da die Dielektrika raumladungsfrei sein sollen, folgt:

/ div eE =0 (4.1)
14
Nach dem Satz von Gauf} (siehe A.77) folgt:

%@ e, dF =0 (4.2)

Hier erstreckt sich das Integral iiber die Oberfliche O des Quaders. Lait man die Hoéhe
des Quaders gegen Null gehen folgt:

/ (enErr — QEI) °c.dF" =0 (4.3)

Fp
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Dieses Integral muf3 fiir eine beliebige Grofle der Quader gelten, also mufl der Integrant

verschwinden:
etk =gk, (4.4)

Hier ist £ 1.1 bzw. EH, | die vektorielle Komponente der elektrischen Feldstérke senkrecht
zur Grenzfliche. Man erkennt, dafl die Normalkomponente der elektrischen Feldstérke an
der Grenzfliche nicht stetig ist.
Aus div B =0 folgt nach &hnlicher Rechnung die Stetigkeit der Normalkomponente der
magnetischen Feldstérke. . .

Hy =Hpp, (4.5)

Zur Berechnung der Randbedingungen fiir die tangentialen Komponenten untersuchen
wir das Integral iiber die Flache A in Bild 4.3:

rot B = —jwuoﬁ (4.6)
/ rot EedA = / —jwpoH o dA (4.7)
A A

Nach dem Satz von Stokes (siche A.78) folgt:
fﬁ.d? = / —jwpoH e dA (4.8)
U A

mit U dem Rand der Fléche A.
Mit Ej als Komponente parallel zur Grenzfliache folgt fiir limy,_.o (siehe Bild 4.3):

/b(ﬂu,n —LE;)edi = 0 (4.9)
Da der Integrationspfad beliebig gewéhlt werden kann gilt:
By = £y (4.10)

Aus einer entsprechenden Rechnung folgt aus rot H= jwi :
Hypy =4y (4.11)

Zusammenfassung der Randbedingungen fiir ein Dielektrikum

Die Tangentialkomponenten von E und H sind stetig. Die Normalkomponente von H ist
stetig. Die Normalkomponente von E ist nicht stetig
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Abbildung 4.4: Ebene Welle auf Grenzfliche
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4.2 Wellen an dielektrischen Grenzschichten

4.2.1 Snelliussches Gesetz

Wir betrachten eine ebene Welle, die auf eine Grenzfliche zwischen zwei Dielektrika f&llt
und untersuchen wie sie transmittiert und reflektiert wird (siehe Bild 4.4). Beide Dielek-
trika seien verlustlos.

Es gelten die Snellius’sche Gesetze:

~

e, = O, (4.12)
sin(@i

ey = \/g (4.13)

~—

Ist 77 < ey, kann der Fall eintreten, daB sin(©;) = sin(©;),/-L gréfer 1 wird. Dann

tritt der Fall der Totalreflexion ein. Der Grenzwinkel, ab dem Totalreflexion auftritt, ist

$in(0,) = \/% (4.14)

4.3 Die Fresnellschen Gleichungen

In diesem Abschnitt werden die Leistungsverhéltnisse der transmittierten und reflektierten
Wellen behandelt. Wir setzen wieder verlustlose Materialien voraus. 42

Jede auftretende Welle kann in zwei Komponenten aufgeteilt werden, eine Komponente
liegt in der Einfallsebene und eine Komponente liegt senkrecht dazu. Wir machen eine
entsprechende Fallunterscheidung und betrachten nur ungeddmpfte Wellen:

4.3.1 Die elektrische Feldstirke der einfallenden Welle steht
senkrecht zur Einfallsebene

Dieser Fall ist in Abbildung 4.5 angegeben. Fiir die einfallende ebene Welle gilt mit ky =
2r.4.3
T

E' _ Eioe—jkonf(xsin(Gi)—ycos(@i))e—; (415)

)

41Wir werden diese Gesetze in einer Ubung ableiten

42Dje Gesetze kénnen auch fiir verlustbehaftete Wellen abgeleitet werden, es treten dann aber komplexe
Winkel auf, und die physikalische Interpretation ist schwierig

43Die Amplitude kann als reell angesetzt werden, da, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, die Phasen aller
drei Wellen gleich sind.

4.1
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Einfallsebene

t

Abbildung 4.5: Ankommende Welle, deren E-Feld senkrecht zur Einfallsebene steht
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d.h. die x- bzw y-Komponente der elektrischen Feldstérke verschwindet. Fiir die magne-
tische Feldstérke folgt aus —jwuH = rot E:

H, = ot E, (4.16)

Wi

| Eo
= jwu [jkons cos(©;)E, + jkony sin(©;)e, e dkoni(@sin(®)=ycos(®:)) (4 17)

Entsprechend folgt fiir die reflektierte ebene Welle:

ET _ Ero€_jk0n1(x sin(©,)+y COS(@T))Q_; (418)

- F,

H JEro

r

— [—jkons cos(0©,)é, + jkony sin(@r)é'y]e_jkonf(mSi“(gv")ﬂcos(@r)) (4.19)
wi

und fir die transmittierte ebene Welle:

Et _ Etoe—jk‘onn(xsin(@t)—ycos(@t))e—; (420)

, B . .

H, = J L0 [ikonir cos(8,)&, + jkonm Sin(@t)gy]e—Jkonzz(wsm(@t)—y cos(©¢)) (4.21)
w

Da die elektrische Feldstarke in Richtung der Tangentialebene zeigt, ist sie auf der Grenz-
flache stetig. Es folgt wieder ©; = ©,.. Auflerdem gilt wegen der Stetigkeit des Arguments
der e-Funktion das Snelliussche Brechungsgesetz:

nrsin(0;) = nyrsin(©y) (4.22)

(4.23)

Weiterhin gilt wegen der Stetigkeit der Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstérke:
Ei + Er|y=0 = Et‘y=0 (4.24)

Eo+Eo = Eyp (4.25)

Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstérke ist ebenfalls stetig:

—nycos(0;)(Eio — Er) = —nrrcos(©;) Ey (4.26)

Mit 4.25 ergibt sich:
nycos(0;)(Ey — Er) = nrcos(0)(Eip+ Ev) (4.27)
nycos(0;)(1 — g:))) = nyrcos(6)(1+ Z;)) (4.28)

rrR = ETO ist der Reflexionsfaktor fiir Amplituden und t75 = E“O) ist der Transmissionsfak-
tor fiir Amphtuden Das Zeichen T'E heifit, daf hier der elektrische Feldvektor senkrecht
zur Einfallsebene steht:
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nycos(0;) — nrycos(©;)

4.29

"TE nycos(0;) + nyycos(6;) (4.29)
E,

trg = 1+ E,-O (4.30)

_ 2ny cos(0;) (4.31)

nycos(0;) + nycos(6y)

Der Reflexionsfaktor und der Transmissionsfaktor kann mit Hilfe der Snellius’sches Ge-
setze umgeschrieben werden:

—sin(©; — ©y)
_ 4.32
e Sin(0; + O) (4.32)
E,
tre = 1 Eio (4.33)
2sin(0;) cos(©;)
_ 4.34
sin(0; + ©)) (4:34)

Man kann den Reflexionsfaktor auch als Funktion der y-Komponente der Ausbreitungs-
vektoren k angeben: ( k;, = —konjcos(0;), ky, = —kony cos(©y)).

_ Ry =y (4.35)

T
TE Koy + Ky

4.3.2 Die elektrische Feldstirke der einfallenden Welle liegt in
der Einfallsebene

Dieser Fall ist in Bild 4.6 angegeben. Fiir die einfallende ebene Welle gilt jetzt, dafl die

magnetische Feldstédrke nur eine z-Komponente aufweist und die elektrische Feldstéirke

cine x und y Komponente: Fiir die einfallende ebene Welle gilt mit ko = 2F:4

Hi _ Hioefjkonj(xsin(@i)*ycos(@i))e—; (436)
(4.37)

44Dje Amplitude kann als reell angesetzt werden, da wie im vorigen Abschnitt gezeigt, die Phasen aller
drei Wellen gleich sind.
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Abbildung 4.6: Ankommende Welle, deren E-Feld parallel zur Einfallsebene liegt
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d.h. die x- bzw y-Komponente der magnetischen Feldstarke verschwindet. Mit dem Feld-
widerstand 3.51 folgt:

H. = El —16 Jhor (w sin(©:) —y cos( i))ez (438)
== “

Fiir die elektrische Feldstérke folgt aus dem Durchflutungsgesetz: jweE — rot H:

E, = — rot H, (4.40)
JWer
ler Eig . Lo : L n(©,)— .
- %jw; [jkons cos(0;)é, + jkony sin(©;)&, e Iron(@sin(©)=ycos(®:)) (4 47)
= Ei[cos(0;)é, + sin(©;)e,|e ron(@sin(®:)—y cos(6:)) (4.42)

Entsprechend folgt fiir die reflektierte und transmittierte ebene Welle:

I‘{’ = By lie—jkonf(a: sin(©,)+y cos(Gr))e—; (443)

E. = Eu[—cos(0,)é, + sin(0,)e,]e koni (@sin(®:)+ycos(8:)) (4.44)

]:jt — E ze—jkonn(z sin(©,)—y cos(@r))e—; (445)

- V u

E, = Eylcos(6,)e, + sin(©,)e, e Ikoni (@ sin(On)=y cos(O1)) (4.46)
(4.47)

Da die magnetische Feldstédrke in Richtung der Tangentialebene zeigt, ist sie auf der
Grenzfliche stetig. Es folgt wieder ©; = O,. Auflerdem gilt wegen der Stetigkeit des
Arguments der e-Funktion das Snelliussche Brechungsgesetz:

nysin(©;) = mnyrsin(©;) (4.48)
(4.49)

Weiterhin gilt wegen der Stetigkeit der Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérke:

E¢+Er|y:0 - ﬂt|y:0 (4‘50)
nrEio+niEyy = nirky (4.51)

und der elektrischen Feldstarke

cos(0;)(Eij — Erg) = cos(0;) Ey (4.52)
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Mit 4.51 ergibt sich:

cos(0;)(Ei — Ev) = :—III cos(©y)(Ei + Ero) (4.53)
nrrcos(0;)(1 — ETO) = nycos(©)(1+ ETO) (4.54)

T = i;”fo ist der Reflexionsfaktor fiir Amplituden und try, = % ist der Transmissi-

onstaktor fiir Amplituden.Das Zeichen T'M heifit, dal hier der méognetische Feldvektor
senkrecht zur Einfallsebene steht:*5

nyycos(©;) — nycos(6y)

= 4.55
M nrr cos(0;) + nycos(O;) (4.55)
E’I”O ny
t = (1 — 4.56
o (+ Eip " nir ( )
_ 2n; cos(6;) (4.57)
nyrcos(0;) + nycos(6y) ’
Wieder kénnen die Faktoren eleganter geschrieben werden:
tan(@i - @t)
= ——= "V 4.58
M tan(0; + ©,) (4.58)
2sin(© O,
A sin(©,) cos(0;) (4.50)

sin(©; + ©;) cos(©; — ©,)

Auch hier kann man den Reflexionsfaktor mit Hilfe der y-Komponenten der Ausbreitungs-
vektoren beschreiben.

2 2
nyrkiy — nikey
™ n2, ki, + n2ky, (4.60)

4.3.3 Diskussion der Reflexionsfaktoren

Uns interessiert vor allem der Ubergang von einem optisch dichteren in ein optisch diinneres
Medium (Tl[ > n[[).

45Das Vorzeichen findet man in der Literatur verschieden vom hier abgeleiteten Fall, das liegt an der
willkiirlichen Annahme der Richtung der Feldstérken fiir das transmittierte bzw. reflektierte Feld
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Zuerst untersuchen wir den Fall der senkrecht zur Einfallsebene ausgerichteten
elektrischen Feldstérke:

sin(©;) kann durch das Verhéltnis der Brechungsindizes mit Hilfe des Snelliusschen Ge-
setzes ausgedriickt und in die Formel fiir den Reflexionsfaktor eingesetzt werden.

ny

sin®; = —sin(©;) (4.61)
nir
cosO; = \/1 — (ﬂ sin(0;))? (4.62)
nir
oy = cos(0;) — \/n2; — n? sinQ(@) (4.63)

nycos(0;) + \/n?; — nisin?(6;)

Die Ortskurve des Reflexionsfaktors als Funktion des Einfallswinkel ist in Bild 4.7 beispiel-
haft fiir n; = 1.5, n;; = 1.0 angegeben. Fiir ©; = 0 folgt ©,, = ©, = 0 und rrg = 0.2. Fiir
wachsendes ©; wichst 7 und bleibt reell bis zum Winkel sin ©, = ”n—’II, dem Grenzwinkel
der Totalreflexion. Hier erreicht der Reflexionsfaktors den Wert 1. Fiir weiter wachsen-
des ©; bleibt der Betrag des Reflexionsfaktors 1, das Argument der Wurzel wird negativ
und somit die y-Komponente des Ausbreitungsvektors im Medium II imaginér (siehe For-
mel 4.35). 46

n[cos( : —i—j\/n%sin2 @»)—n%l

T = 4.64
e nr cos( \/”1 sin? —n?; ( )
_ L + o (4.65)

kiy — Joy

Hier ist «; die Eindringtiefe in das Medium II. Fiir ©; = 90° erreicht der Reflexionsfaktor
den Wert -1. Wir erkennen, das fiir diesen Fall immer eine Reflexion auftritt, das heifit
der Reflexionsfaktor ist nie Null. Den Betrag und die Phase des Reflexionsfaktors findet
man in Bild 4.8.

Der Fall der parallel zur Einfallsebene ausgerichteten elektrischen Feldstirke
Fiir den Reflexionsfaktor folgt nach dhnlicher Rechnung;:

46Man beachte das Vorzeichen, der Wurzel, es muf sich eine gedimpfte Welle im Medium II ergeben
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TE

xevzec 0=n/2 b
1 4 F
Re{r } 0=0

Abbildung 4.7: Ortskurve der komplexen Reflexionsfaktoren fiir beide Polarisationsrich-
tungen als Funktion des Einfallswinkels, ny = 1.5,n;; = 1.0

nrrcos(©;) — nI\/l — (L sin(©;))?
Yo = (466)
nyrcos(0;) + n[\/l — (#£ sin(©;))?
_ n?; cos(0;) — nry/n3; — n?sin®(6;) (4.67)
n?; cos(0;) + nry/n3; — n?sin?(6;)
_ nj cos(9;) — jnry/n2sin®(0;) —n?; (4.68)
n2, cos(0;) + jnry/n?sin’(0;) — n2;
_ Mgk = gnje (4.69)

2 12

Die Ortskurve des Reflexionsfaktors ist in Bild 4.7 angegeben. Beim senkrechten Einfall
ist der Reflexionsfaktor negativ, er wichst mit wachsendem Einfallswinkel und erreicht
beim Brewsterwinkel ©p = arctan(“) den Wert Null. Hier wird die Feldstérke dieser
Polarisationsrichtung iiberhaupt nicht reflektiert. An Hand der Gleichung 4.58 erkennt
man (tan(Op + 0;) = co — r = 0), dafl der Brewsterwinkel und der zugehorige Trans-
missionswinkel ©; genau 90° ergibt. Fiir wachsende Winkel ist der Reflexionsfaktor reell.
Erst beim Winkel der Totalreflexion, der fiir beide Polarisationsrichtungen gleich ist, wird
der Reflexionsfaktor betragsméfig gleich 1 und komplex. Er bleibt betragsméafiig 1 und
erreicht bei einem Einfallswinkel von 90° den Wert -1.

Den Betrag und die Phase der Reflexionsfaktoren findet man in Bild 4.8

4.4 Wellenbild der totalen Reflexion

Der Fall der totalen Reflexion ist von grofler Bedeutung von optischen Bauelementen.
Er wird insbesondere zur Fiithrung optischer Wellen ausgenutzt. Wir wollen aus diesem
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Einfallswinkel ® Einfallswinkel ®

Abbildung 4.8: Betrag und Phase der komplexen Reflexionsfaktoren als Funktion des
Einfallswinkels, n; = 1.5, n;; = 1.0

Grund eine anschauliche Deutung der Totalreflexion geben. Dazu betrachten wir den Fall
einer ebenen TE-Welle, die von einem optisch dichteren Medium in ein optisch diinneres
Medium iibergeht (n; > nj;). Der Einfallswinkel sei kleiner als der kritische Winkel. Die
Welle wir vom Einfallswinkel nach dem Snellius’schem Gesetz gebrochen (siehe Bild 4.9).

Die elektrische Feldstéirke kann in beiden Medien durch die folgenden Gleichungen darge-
stellt werden (siehe Gleichung 4.15 und 4.20).

Ez’ — Eioe—jkonj(;rsin(@i)—ycos(G)i)) —; (470)
Et _ Etoe—jkonn(a:sin(@z)—ycos(@z))e—; (47]_)

Mit dem Snellius’schen Gesetzen folgt:
sin(@) = L« sin(6)) (4.72)

nrr

cos(0;) = \/1 — n—j sin(©?%) (4.73)

i1
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die vorherige Gleichung erhélt man:

2
. L . n .
—jkonrr (ac—:III *szn(@i)—y\/l——n; sm(@%))
11

E, = Eye e (4.74)
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Abbildung 4.10: Beide Wel-
Abbildung 4.9: Eine ebe- lenfronten treffen an der
ne TE-Welle geht von ei- Trennfliche zusammen. Der
nem optisch dichteren in ein ~ Knoten an denen beide zu-
optisch diinneres Medium  sammentreffen, bewegt sich
iiber mit einer Phasengeschwin-
digkeit, die vom Einfalls-
winkel abhéngt

Abbildung 4.11: Ist der
Einfallswinkel gleich dem
kritischen Winkel ergibt
sich im zweiten Medi-
um eine ebene Welle, die
parallel zur Trennfldche
lauft

Wir deuten den Ubergang zwischen den Medien durch Betrachtung der Phasengeschwin-
digkeit direkt auf der Grenzfliche: Die eintreffende Welle wird teilweise reflektiert und
teilweise transmittiert. Solange der Eintrittswinkel kleiner als die kritische Wellenldnge
ist, mufl die Wellenfront stetig in das zweite Medium iibergehen. Der Knoten, bei dem bei-
de Wellenfronten zusammenstofien bewegt sich mit der Phasengeschwindigkeit vy, (siche
Bild 4.10). Diese Geschwindigkeit muf} gleich der Phasengeschwindigkeit der einfallenden
und der transmittierten Welle in x Richtung sein. Die Knotengeschwindigkeit ist somit:

c
- ¢ 4.
nysin(6;) (4.75)
c
¢ 4.76
Uk nyrsin(Ory) (4.76)

Vkn

Hieraus folgt wiederum das Snellius’sche Gesetz. Ist der Einfallswinkel gleich dem kriti-
schen Winkel verschwindet die y-Komponente der Phasengeschwindigkeit und wir erhalten

fiir dieses Medium (siehe Bild 4.11):
Et = FEge honirg; (4.77)

Es folgt eine ebene Welle, die sich im Medium 2 ldangst der Grenzfliche ausbreitet. Wird
der Einfallswinkel grofler als der kritische Winkel, so tritt eine Dadmpfung in y-Richtung
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auf und wir erhalten:

2
. ny . . . nI . 2
5 —jkonn(znn*sm(@z)—jy\/n%[ sin(©7)—1)

L, = Eye e (4.78)

Hier tritt wieder die Eindringtiefe oy = \/ :Ti sin(0©%) — 1 aus Formel 4.65 auf.
II
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Zusammenfassung

r'TE

TTM

trm

Die Randbedingungen an dielektrischen Grenzschichten:
Die Tangentialkomponenten von E und H sind stetig. Die Normalkomponente
von H ist stetig. Die Normalkomponente von E ist nicht stetig

Das Snellius’sche Gesetz lautet:

@1’ - @r
sm(@l) B 2
sin(©,) 1

N
sin(Q,) = -

Die Fresnel’schen Gleichungen lauten:

nycos(0;) — nrycos(Oy)

nycos(0;) + nyycos(0y)
E?"D
E;
2n; cos(0;)

1+

ny cos(0;) + nyycos(6;)
nyrcos(0;) — nycos(©y)

nrr cos(0;) + nycos(6y)
E,
(1+—) 2L

Eio " nir
2n; cos(0;)

nycos(0;) + nycos(6y)

Beim Brewsterwinkel wird die TM-Polarisation iiberhaupt nicht Reflektiert,
hier addieren sich Einfallswinkel und Transmissionswinkel zu 90°.

4.18



Kapitel 5

Reflexionen an dielektrischen
Mehrfachschichten

Motivation

Dielektrische Mehrfachschichten treten bei vielen Komponenten
der optischen Nachrichtentechnik auf. Sie werden bei der Herstel-
lung von Ver- und Entspiegelungsschichten verwendet. Insbeson-
dere spielen sie eine entscheidende Rolle bei der Funktionsweise
von Vertical Cavity Lasern (VC-Laser). Diese Laser, die heute
noch fiir die interessierenden Wellenléingen bei 1.5pum im Ent-
wicklungsstadium sind, konnten eine besonders attraktive opti-
sche Quelle in zukiinftigen optischen Netzen sein.

Die Anordnung ist in Abbildung 5.1 angegeben. Eine senkrecht zur Einfallsebene pola-
risierte ebene Welle trifft eine dielektrische Schicht der Dicke d;. Die zugehorigen Bre-
chungsindizes sind in Abbildung 5.1 angegeben. Alle Schichten seien verlustfrei.>! Wegen
der Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke an der oberen Grenz-
schicht folgt (vergleiche Gl. 4.25): >2

Ey = Ey+E =E,+E, (5.1)

Hier ist E;, die Amplitude der elektrischen Feldstérke der einfallenden Welle, E,, die der
reflektierten Welle, E,, die der transmittierten Welle und £, die der an dem Ubergang
1—s reflektierten Welle (siehe Bild 5.1).

51Der verlustbehafte Fall kann analog abgeleitet werden, nur ergeben sich dabei komplexe Winkel, Wel-
lenwiderstéinde und Ausbreitungskonstanten. Die gesamte Ableitung ist sehr verwandt mit dem aus der
Hochfrequenztechnik bekannten Ableitung der Leitungsgleichungen. Auch die Techniken der Leitungs-
gleichungen (z.B. Smith-Diagramm) kénnen hier verwendet werden.

5-2Man beachte, da8 jetzt die Amplituden komplex sind.

5.1
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s
E a®

i0 i0

k/«

Abbildung 5.1: Reflexion einer ebenen Welle an einer Mehrfachschicht; die elektrische
Feldstérke ist senkrecht zur Einfallsebene polarisiert
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Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérke folgt (siehe
Gl. 4.26):

Hy = [ ~2(Ei — Eonocos(©i0) = [y cos(©n)(Ey — E)  (5.2)
Ho Ho
An der zweiten Grenzflache folgt entsprechend:
El - Eil + Erl - Ets (5-3)
Hy = 2By — E)nicos(0) = | ~n, cos(01) B, (5.4)
o Ho

Hier wurde ausgenutzt, daf§ der Einfallswinkel auf die zweite Trennflache ©;,; = ©,; ist.

Mit der Definition des Widerstandes Z; = , /£ —21_ folgt fiir die Feldstérken an der

€0 m1 cos(©;1)

ersten (£, H,) und an der zweiten Trennfliche (E,, H,):

E, = E,+E, (5.5)
1

Hy, = 7(Et1 - E,) (5.6)
1

El = Eil + Erl (5-7)
1

ﬂl = 7(E11 - Erl) (5 8)
1

Wir formen jetzt die Gleichungen so um, da§ £, H; durch E,, H, ausgedriickt wird
(Kettenmatrix). °® Hierdurch kann dann einfach eine Kaskadierung von Spiegelflichen
beschrieben werden. Die zur Trennfliche 1 — s transmittierte Wellenfront erleidet an
einem festen Punkt x eine Phasenverschiebung von e 7%v4 = ¢=ikodni cos(®ir)

Hieraus folgt mit hy = nyd; cos(©;;):

E, = Eyeth (5.9)
E;q = Eﬂe_jkohl (5.10)
Eingesetzt in Gl. (5.7,5.8) ergibt sich:
El = Etle_jkOhl + E:ﬂlejkOhl (511)
1 A _
ﬂl = 7(Eﬂ€_]k0h1 _E;lejkohl) (512)
1
Aufgelost nach E,,, E),
1 .
E, = 5(@1 — Zlﬂl)e_]kohl (5.13)
1 .
E, = 5(@1 + ZyHy)etom (5.14)

53Dje folgenden Gleichungen sind zu vergleichen mit den Leitungsgleichungen der Hochfrequenztechnik.
Es besteht folgende Analogie: (U < E,I < H)
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und eingesetzt in Gl.(5.5,5.6) ergibt:

5.4

1 . 1 )
L, = §(E1 + Zlﬂl)ejkohl + §(E1 - Zlﬂl)e_jkoh1 (5.15)
1 E . 1 E .
H. = = =1 H jkoh1 _ T (=1 H —jkoh1 1
i1y 2(Z1 + H,)e 2(Z1 H,)e (5.16)
EO = El COS(kohl) + jﬂlZl Sin(l{ighl) (517)
E
H, = j?l sin(kohy) + H, cos(koh) (5.18)
1
oder in Matrixschreibweise:
EO _ COS(]{?()hl) jZl Sin(kghl) El (5 19)
H, jz% sin(kohy)  cos(kohy) H, '
E, | _ b,
{ B } - M, { i } (5.20)

In dieser Schreibweise (Kettenmatrix) kann die Hintereinanderschaltung mehrerer Schich-
ten einfach durch Multiplikation der charakteristischen Matrizen der Einzelschichten be-

schrieben werden: °4
n

M=MM, M, =||M (5.21)
Fiir den Fall einer einfallenden Welle, bei der die elektrische Feldstirke in
der Einfallsebene liegt, ergeben sich die identischen Formeln, nur mufl der

Widerstand Z; durch
7, = /@%@“)) (5.22)
o n1
ersetzt werden.

Die Matrix M habe die Koeflizienten

M = {m“ T ] (5.23)
Moy My
Zur Berechnung des Reflexionsfaktors benutzen wir Gleichungen (5.1,5.2):
. 4 =M ] 5.24
|: ZLO(EiO - ETO) ZLS—ts ( )

mit

o 1
Zy = JB—— 2
b £0 cos(O)ny (5.25)

5.4 konnen hier ebenfalls alle aus der HF-Technik bekannten Matrixschreibweisen verwendet werden
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Mit der Definition des Reflexionsfaktors und Transmissionsfaktors fiir Amplituden:

E,q
= == 5.26
r B, (5.26)
FE
t = =& 5.27
t By (5.27)
folgt:
1+7r t
- =M ‘ 5.28
0 M) ] (528
Ausgeschrieben in Koeffizienten ergibt sich:
1
1+r = m11§+m1272 (5‘29)
1 1
70(1 —r) = myt+ Mszi (5.30)
Hieraus folgt fiir ¢ und r:
m Z
2 = t(my, + =2+ my Zy+ my ) (5.31)
Zs Zs
= 22, (5.32)
- My Ls + My + Moy Zs Zo + Mgy Zo ‘
M9 27,
r = (mq + —1 5.33
- (_11 Zs )ngs + mqq + mstZo + m22Z0 ( )
_ mllZs +myy — MstZO - mzzzo (5‘34)
My Zs + Mg + Mgy Zs Zo + Mgy Zo
27,
P (5.35)

- My Zs + My + Moy Zs Zo + Mgy Zo

o My s + My — Moy Zs Ly — Mgy Lo
r o= (5.36)
My Ls + My + Moy Zs Zo + Moy Zo

Berechnung der Leistungstransmissions- und Reflexionsfaktoren
Die senkrecht durch eine Fléache transportierte Leistung kann mit Hilfe des Poynting-

Vektors beschrieben werden: )

ﬁzéﬁxﬁ* (5.37)
Fiir eine ebene Welle im homogenen Medium gilt (siehe Gleichung 3.44):
— kj —
H = ™6 xE (5.38)

Who
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wobei €}, der Einheitsvektor in Richtung der Ausbreitung ist. Hieraus folgt:

| .
P=-/S|EPe (5.39)

Ferner ist die durchschnittliche Energie pro Zeiteinheit, die eine Flacheneinheit senkrecht

—

H

Abbildung 5.2: Ebene Welle fillt auf Grenzfliche A

zu P durchquert I = |P| (siehe Bild 5.2). Im vorliegenden Fall ist I; die einfallende, I, die
reflektierte und I; die transmittierte Leistung pro Querschnittsfliche. Die Querschnitts-
fldche der einfallenden Welle ist A cos(0;), die der reflektierten Welle A cos(©,.) und die der

transmittierten Welle A cos(©;). Die einfallende, reflektierte und transmittierte Leistung



Version 5.11.2000 Arbeitsblatter ONT Dielektrische Mehrfachschichten 5.7

ist also:

I, = —,/—n; 0,)|Eoi 5.40
2\ " cos(6;)| Eoil (5.40)
I, = —,/—n; O,)|Eo- 5.41
5/ 22nscos(©,) o (5.41)
1/
It = 5 8—0ntCOS(6t)|EQt‘2 (542)
Ho

Es folgt fiir den Leistungsreflexions- und Transmissionsfaktor

L« |E'0r|2 2
oL _ 5.43
Ii ’EOiP ’r‘ ( )
o ng cos(0y) | Eo|? _ ntcos(@%)|t|2 (5.44)

n; cos(0;) |Ep|?  n;cos(0;)

Beispiel Entspiegelungsschicht Wir betrachten den Fall einer einfachen Entspiege-
lungsschicht der Dicke h fiir senkrechten Einfall. Dann gilt:

Zo

Zy

RS

5.45
e (5.45)
po 1
- 0.46
o (5.46)
po 1
- 0.47
o (5.47)
cos(hni ko) (5.48)
jZl Sin(hnlkﬁg) (549)
I sin(hnako) (5.50)
Zy
cos(hni ko) (5.51)

Zscos(hniko) + jZ sin(hnikg) — Z%ZSZO sin(hniko) — Zo cos(hniko)
Z cos(hnyko) + j 2y sin(hnako) + 4= Zs Zo sin(hna ko) + Zo cos(hna ko)
(hn1ko)
(hniko)

ning cos(hniko) + jnsngsin(hniky) — jn? sin(hniky) — nyn, cos(hnik)

ning cos(hniko) + jnsngsin(hniko) + jn? sin(hni ko) + ning cos(hni ko)
cos(kohn)(ng — ns)ny + jsin(kohny)(nons — n3)
cos(kohni)(ng + ng)ny + jsin(kohny)(nons + n?)

(5.52)
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Fiir kohny = 5, d.h. h = 4)‘701 ergibt sich dann fiir den Leistungsreflexionsfaktor:

2
nons — Ny
R=|—>—17

nons + n3

Es ergibt sich eine Entspiegelungsschicht, wenn n? = ngn,.

5.8

(5.53)
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Zusammenfassung

Die Transmissions- und Reflexionseigenschaften einer dielektrischen Mehrfach-
schicht konnen mit Hilfe einer Kettenmatrix-Schreibweise modelliert werden.
Die i-te Schicht wird beschrieben durch:

E, B cos(koh;)  jZ;sin(koh;) E,
H, .| jZL sin(koh;)  cos(koh;) H,

Ei | _ E;
5] -l
Die Hintereinanderschaltung von N Schichten wird beschrieben durch:

n
m m

M = [—11 — } - T ™,
Mo Moo ;

Der Transmissionsfaktor bzw. Reflexionsfaktor fiir Amplituden lautet:

27,
-
- My Ls + My + Moy Zs Zo + Moy Zo
- My Zs + Mmyy — Moy Zs Zy — Mgy Lo

My Zs + myg + moyy Zs Zo + Moy Zo

Derjenige fiir Leistungen ist:

R = = — —
[i |E0i|2

ny cos(0y) B> nycos(©y)
ni cos(0;) |Egil?2  m,cos(6;)

IT o |E|07”2 o ’ ’2

T = t]?

Die Z; sind fiir den TE-Fall (E-Feld steht senkrecht zur Einfallsebene)

Ho 1
Z = JE—
g0 i cos(Oy;)

Fiir den TM-Fall (E-Feld liegt in der Einfallssebene) gilt:

7 — [ 110 cos(O;)
o n;

5.9
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Fabry-Pérot Interferometer

Das Fabry-Pérot-Interferometer kann zur Selektion von Frequenz-Kanélen in OFDM-
Systemen verwendet werden. Das Prinzip ist in Bild 6.1 angegeben. Das Licht wird zwi-
schen zwei Spiegeln hin und her reflektiert. An den Spiegeln {iberlagern sich die einzelnen
Strahlen kohédrent und dadurch ergibt sich eine Frequenzselektivitéit des Filters, die wir im
folgenden untersuchen wollen. Hier ist E;,, E,,; die elektrische Feldstéirke des einfallenden,

(& T2

Ein L Eout

—

Abbildung 6.1: Prinzip eines Fabry-Pérot Interferometers

bzw. heraustretenden Lichts, dargestellt im Fourierbereich. Die Spiegelschichten werden
folgendermaflen simuliert. Sie haben die komplexen Reflexionsfaktoren fiir die Feldstérke
71 bzw ry%1. Zusitzlich erleide die reflektierte Feldstirke eine Dampfung e =% . Das heifit,
wir modellieren die Spiegel mit einer effektiven Eindringtiefe ¢; und einem zugehorigen
Dampfungsfaktor Der gemessene Reflexionsfaktor eines einzelnen Spiegels ist somit:

rio = e it (6.1)

6-1Wir nehmen hierbei an, daf die Siegel symmetrisch aufgebaut sind, z.B. durch eine symmetrische
Anordnung von dielektrischen Schichten. Dann sind die Reflexionsfaktoren bzw. Transmissionsfaktoren
von innen und auflen gleich grofi. Die Verluste der Reflexionsfaktoren bzw. Transmissionsfaktoren werden
nicht mit r und t modelliert sondern sind extra angeben.

6.1
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Fiir die Transmissionsfaktoren gilt entsprechend:
tiO = tie_ait&t (62)

Das Medium zwischen den Spiegeln kann Verluste e~** aufweisen. Der Abstand der Spie-
gel sei L, die zugehorige Verzogerung durch die Ausbreitung sei 7.
Als Ausgangssignal E,,; ergibt sich als Uberlagerung der Einzelwellen:

Eout = e_ijU()tltg [1 + 7’27’1U16_2jWT + - ] EZ
= tytavge 7T [Z(r2r10162j”7)” E; (6.3)
n=0
= titye Ty ! E (6.4)
- R T '
mit

vo = e~ oLl—arlit—azila (65)
V1 — e*QOéL*Oélrélr*C“Zrle (66

Uns interessiert die Ubertragungsfunktion fiir die optische Leistung: Mit P ~ |E|? folgt:

[t1[*[t2[*v5
(1 — ryrouie29m) (1 — rirjv i)
£ 1218202
_ | 1| | 2| Yo P, (67)

. — P
1+ |1y |2]ra]2v2 — rirou e 20wT — pipiye2ier
1 172

in

P out

Fiir die idealen verlustfreien Spiegel gilt wegen der Energieerhaltung:

[t = 1—|nf (6.8)
o = 1= Irf? (6.9)

Die Reflexionsfaktoren seien nach Betrag und Phase folgendermafien darstellbar:

o= |rle’? (6.10)

Ty = |role’?? (6.11)
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mit

P out

(1= 1)1~ o .

1+ |r1|2|r2|?2v? — 2|r||re|vr cos(2wT — @1 — )

(1= i) = o) b

1+ |1 2|r2|20? — 2|ry||re|vr + 2|71 ||72|vi (1 — cos(2wT — 1 — ©2))
(1= |r*)(A = |ra|*)vg

P;
(1 —|ry||ra|v1)? + 2|71 ||re|vr (1 — cos(2wT — @1 — ¥2))

(1= |r]*)(1 = |ra]*)vg

in

(1 — |ry]|rafvr)? + 4fry]|r2] vy sin®(wr — 5(1 + @2))
(1 — [r[*)(1 = [ra]?)v 1

Pin
(1= riflrafor)® 14 4% sin(wr — 5(1 + ¢2))
(6.12)
(1 — |1 ) (X — |raf*)vg
G 6.13
L Y T o1
a = |ri||re|v (6.14)

Die Ubertragungsfunktion ist in der Frequenz eine periodische Funktion mit der Periode

Ubertragungsfunktion

- Fo

—

o
(@)
|
>
—h

Optische Frequenz

Abbildung 6.2: Ubertragungsfunktion eines Fabry-Pérot

FSR = - (siche Bild 6.2). FSR heiBt "free spectral range”.
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Bei den Frequenzen

N Y1+ P2
= —(N4+T—T=
In 17'( + 2 )

mit N einer natiirlichen Zahl hat das Filter seine minimale Dampfung Gy. Wir driicken
die Frequenz als Abweichung von der Durchlaflfrequenz aus.

f=fn+Af (6.16)

(6.15)

Es folgt fiir die Ausgangsleistung:

1
P, = Gy P, (6.17)

L+47"5 sin?(2rAf7)

Die Bandbreite A fy des Filters ist definiert als derjenige Frequenzbereich um eine Durch-
laBfrequenz fiir die gilt:

P, 1
— 6.18
5 ) <3 (6.18)
In der Nédhe der DurchlaBfrequenz gilt:
P G L P (6.19)
a = 0 a in .
1+ 45 2rA fr)?
Hieraus folgt als Wert fiir die Bandbreite: 62
A 1—a)?
sorony (1=a) (6.20)
2 a
A 1-—
4nho, 1o (6.21)
2 Va
1 Vva
~ .22
Afo2T T4 (6.22)
= F (6.23)

F heiflt Finesse und gibt das Verhiltnis zwischen freiem Spektralbereich und Bandbreite
an.

F=m va (6.24)

1—a
Fiir die Ubertragungsfunktion folgt somit

1
1+ L F2sin®(2r A f1) (6.25)

6-2Man beachte, daf8 dies nur gilt, wenn der Sinus durch sein Argument angenihert werden kann
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Fiir die Anwendung als selektives Filter in OFDM-Systemen ist die Mittenfrequenz durch
den Wellenléngenbereich und die Bandbreite durch die Bitrate vorgegeben. Zusétzlich mufl
der freie Spektralbereich so grof3 sein, dafl eine ausreichende Anzahl von OFDM-Kanélen
selektiert werden kann.

Wir untersuchen den Fall, fiir den die Naherung 27A fr << 1 gilt. Mit Gleichung 6.16
folgt dann fiir die Finesse:

1
F = 5xps (6.26)
In 1
- _— (6.27)
ARNTEE
v 1
~ A_JJVCON (6.28)

63 fy und Afy sind durch die Anwendung vorgegeben. Die Finesse F hingt von den
Verlusten und Reflexionsfaktoren ab. In Bild 6.3 ist die Finesse als Funktion von 1 —a =
1 — |ryre|v; angegeben. a ist ein Maf fiir die Verluste des Resonators. Um eine Finesse

a0d0n.,
1000,
s00.

200,

Finesse

100.
a0.

O.00z 0.0050.01 O0.02 0.05 0.1
1-a

Abbildung 6.3: Die Finesse als Funktion des Verlustfaktors

von 200 zu erreichen mufl der Parameter a kleiner als 0.01 sein.

6-3Diese Naherung ist fiir grofie N giiltig
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Wir betrachten als Beispiel ein Filter fiir die Wellenlinge A = 1.5um. Als mogliche
Absténde zwischen den Spiegeln ergeben sich fiir ein Medium mit der Ausbreitungsge-
schwindigkeit c:

c ¢c AfgpN ¢N N
TTORRF 28 f _fy 3w 2 (6.29)
—
1/F
Fiir N folgt:
I c

N = = 6.30
FAfy  MAfF (6.:30)

3 10%m/s 1 1
_ - 31
1.5 10=%m 100 10°H 2z 100 6.31)
= 20 (6.32)

An Hand der Gleichung 6.28 erkennt man die Anforderungen an die Finesse und damit
an die Verluste bzw. Reflexionsfaktoren des Resonators. Fordert man z.B. eine optische
Bandbreite von 100 GHz und kann man einen Resonator mit der Finesse 100 konstruieren
so ergibt sich hieraus ein Ordnung N des Filters von 20, d.h. der benétigte Abstand der
Spiegel betrigt mindestens 7.5um.



Kapitel 7

Filmwellenleiter

Motivation In diesem Kapitel wollen wir uns die Wel-
lenfithrungseigenschaften des einfachsten optischen Wellenleiters
ansehen. Hier ist die Mathematik noch sehr einfach, aber die
wesentlichen physikalischen Eigenschaften optischer Wellenleiter
sind hier schon gut erkennbar.

Die Struktur eines Filmwellenleiters ist in Bild 7.1 dargestellt. Er besteht aus einer unteren
Schicht dem Substrat, einer Wellenleitungsschicht und einer Deckschicht (Englisch: clad-
ding). Alle Schichten seien homogen und isotrop. Die Bezeichnung der Brechungsindizes
ist im Bild angegeben. Der Wellenleiter sei in y und z-Richtung unendlich ausgedehnt und
die Hohe der Wellenleitungsschicht sei h. Der Brechungsindex der Wellenleitungsschicht
muf} grofer als der der umgebenen Schichten sein, um eine Totalreflexion an den Grenz-
schichten zu ermoglichen. Wenn die Brechungsindizes der oberen und unteren Schichten
gleich grof3 sind, spricht man von einem symmetrischen Wellenleiter, wenn sie unterschied-
lich sind von einem unsymmetrischen Wellenleiter. Wir nehmen im Folgenden an, daf sich
eine Welle in z-Richtung ausbreite. Dies fithrt uns automatisch zu dem Begriff der Mo-
den. Wir werden dann formale Konzepte, wie die Orthogonalitédt, Vollstandigkeit und die
Entwicklung nach Moden angeben. Wir werden sehen, dafl dieser Wellenleiter nur eine
diskrete Anzahl von Moden fithren kann.

7.1 Ableitung der Wellengleichung

Fiir ein homogenes, isotropes Dielektrikum gilt die Wellengleichung 3.37:

AE + w?pioeE = 0 (7.1)

Wesentlich fiir die Losung der Wellengleichung ist die Wahl eines geeigneten Koordina-
tensystems. Fiir die hier vorliegende Geometrie sind kartesische Koordinaten geeignet.

7.1
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Abbildung 7.1: Struktur eines Filmwellenleiters

Der Grund liegt daran, dal die Randbedingungen sich besonders leicht erfiillen lassen.
Die Komponenten der Felder liegen immer normal oder orthogonal zu den Trennfléchen.
Wir wihlen den Ursprung des Koordinatensystems auf der unteren Trennfliche (siche
Bild 7.1). Wir miissen zwei Polarisationen des elektrischen Feldes unterscheiden, die TE-
und die TM-Polarisation. Die Ausbreitungsrichtung ist die z-Richtung. Der k-Vektor der
gefithrten Welle wird in zick-zack Richtung durch den Wellenleiter laufen, wobei er die
Trennflache unter einem kleineren als den kritischen Winkel trifft. Im TE-Fall hat das
elektrische Feld keine Komponente in z-Richtung, im TM-Fall das magnetische Feld (sie-
he Bild 7.2). Wir werden in diesem Kapitel nur den Fall der TE-Welle betrachten, fiir die
TM-Welle ergibt sich ein sehr &hnliches Bild. In diesem Fall ist die elektrische Feldstéirke
Ey in y-Richtung polarisiert. Wir nehmen weiterhin an, dafl der Wellenleiter durch ein
elektrisches Feld mit der Frequenz wy angeregt wird. Hieraus ergibt sich der Betrag des
Wellenvektors im Vakuum k¢ = |IZOI = < 71 Da die Struktur in y Richtung unendlich
ausgedehnt und homogen ist, héngt die Feldstérke nicht von y ab. Da nur eine Kompo-
nente Der elektrischen Feldstiarke E, existiert, konnen wir die Wellengleichung in skalarer
Form in kartesischen Koordinaten hinschreiben:

AE, (v, 2) + kiniE,(x,2) = 0 (7.2)
02 0? 9 9
(@ + @ + k0n2> Ey(x, Z) =0 (73)

Hier ist n; zu ersetzen durch den Brechungsindex der Schicht, die uns interessiert. Nach
den Uberlegungen des Kapitels 3 erwarten wir eine sich in z-Richtung ausbreitende Welle

"1Hsufig findet man die Schreibweise ky = %\—’g Hierbei ist zu beachten, daf§i Ay die Wellenléinge im
Vakuum ist
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n  TE-Welle TM-Welle

Abbildung 7.2: TE- und TM-Mode

und wir machen aus diesem Grund den folgenden Ansatz:
Ey(z,2) = E,(x)e P (7.4)

[ ist die Ausbreitungskonstante, deren Wert wir noch bestimmen miissen. Durch Einsetzen
des Ansatzes erhalten wir

82
(37 - 4+ 02) Byl ) =0 (75)

Die Losung dieser Gleichung héngt vom Verhéltnis von 3 zu n; ab. Wir machen jetzt eine
Fallunterscheidung

B > kon;

Es folgt:
E,(z) = Eye*V7—kinie (7.6)

wobei Fj eine beliebige Konstante ist. Sie wird spéter bestimmt. Fiir positive x
ist die einzige physikalisch sinnvolle Losung mit endlicher Leistung die Losung mit
negativem Vorzeichen. Wir kénnen also einen Dampfungsfaktor «; definieren mit

a; = \/3? — k3n? und erhalten:

E,(x) = Epe ™" (7.7)
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g2 = k24 2

Abbildung 7.3: Zusammenhang zwischen Ausbreitungsvektor, transversalen Wellenvektor
und Wellenvektor des Mediums

B < kon;

In diesem Fall liegt eine oszillierende Form vor:
E,(z) = EgeIVHkeni-0% (7.8)

In diesem Fall definieren wir uns einen transversalen Wellenvektor mit dem Betrag:

ki =/ kini — B° (7.9)

E,(z) = Ege?="* (7.10)

und es gilt

Wir sehen, dafl der Betrag des Wellenvektors im Medium (k; = kgn;) und die Ausbrei-
tungskonstante 3 nach folgender Bezeichnung zusammenhéngen:

ki =ri + 57 (7.11)

Diese Grofien werden zur Charakterisierung von einer Vielzahl von Wellenleitern verwen-
det und es besteht die in Bild 7.3 dargestellte Beziehung:

7.2 Der Ausbreitungsvektor

Der Betrag des Ausbreitungsvektors [ = | ﬁ | ist der Eigenwert des Modes. In Bild 7.4 ist
das strahlenoptische und wellenoptische Bild fiir verschiedene Werte von (3 gegeniibergestellt.
Im oberen Teil der Abbildung ist das strahlenoptische Modell, im unteren das wellenop-
tische Modell angegeben. In diesem Beispiel sind die Brechungsindizes mit n. < ng < ny
gewahlt. Fiir 8 < kgn, liegt fiir alle Bereiche eine oszillierende Welle vor. Fiir 3 ~ 0 lauft
die Welle fast senkrecht zur x-Achse (siche auch Bild 7.3). Fiir kon. < § < kons lauft
die Welle von unten in die Schichten, oszilliert in der mittleren Schicht und wird oben
gedampft. Im strahlenoptischen Bild ergibt sich dabei an der oberen Grenzschicht eine
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\

0 kn kn

Abbildung 7.4: Elektromagnetische Feld als strahlenoptische und wellenoptische Darstel-
lung als Funktion von 3
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Totalreflexion. Ist kons < B < kony wird die Welle im Wellenleiter gefiithrt und oszillie-
rende Losungen liegen in der mittleren Schicht vor. Wére 3 noch grofler, so ldgen in allen
drei Bereichen gedampfte Schwingen vor. Hierfiir kénnen aber die Randbedingungen nicht
mehr erfiillt werden und dieser Fall ist physikalisch nicht sinnvoll. Wir fassen also fiir den
Fall n. < n, zusammen:

Dies ist eine universelle Bedingung fiir Fithrung von Moden in dielektrischen Wellenleitern.

7.3 Die Eigenwerte fiir den Filmwellenleiter

Fiir die drei Schichten folgt als Losung der Wellengleichung:

E, = Ae@=) fiiy 2 > p (7.13)
E, = Bcos(kfr)+ Csin(kgr) fir 0 <z < h (7.14)
E, = De™" firr <0 (7.15)

mit
a. = /[ — kin? (7.16)

kgnt — 3 (7.17)

Ko
Il
[ S [}
| ) |
2 |
V) o

a, = /0% — kin? (7.18)

Die Konstanten A,B,C,D miissen noch aus den Randbedingungen an den Trennflichen
und aus der gesamten transportierten Leistung ermittelt werden. Da E, eine Tangen-
tialkomponente der elektrischen Feldstérke ist, muB sie stetig sein. Zusatzhch muf die
Tangentialkomponente vonH d.h. die z-Komponente von H stetig sein: Aus

. o -
tE = —po—H 7.19
ro ,uoat ( )

folgt fiir die z-Komponente von H im Fourierbereich:

H(r2) = H@e?” = Leo 2 p (7.20)
o

Wir sehen, daf} die partielle Ableitung von £, nach x stetig sein mufi. Aus der Stetigkeit
von E, bei x=0 folgt

B =D (7.21)
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Aus der Stetigkeit der Ableitung bei x=0 folgt:
Cky = Dag (7.22)

Aus der Stetigkeit der Feldstérke bei x=h folgt:
Bcos(ksh) + Csin(kph) = A (7.23)

Wir driicken alle Komponenten durch D aus:

E, = D(cos(rsh)+ % sin(rph))e M fir 2 > h (7.24)
Ky

E, = D(cos(rsr)+ & sin(kyz)) fiir 0 <z <h (7.25)
Ky

E, = De™" firr <0 (7.26)

Wir kennen jetzt die Konstanten a., K¢, o; noch nicht. Alle Konstanten héngen von (3 ab.
Um jetzt den Eigenwert 3 zu ermitteln, nutzen wir die noch nicht verwendete Stetigkeit
der Ableitung bei x=h aus:

0
8—Ey\x:h = D(—kyssin(ksh) 4+ o cos(krh)) Wellenleiterschicht
T

= —D(cos(ksh) + % sin(ksh))a. Deckschicht (7.27)
f
Hieraus folgt:
Qg
— retan(kph) +as = —oe — tan(ksh) (7.28)
Ky
tan(kph)(kp — afzac) = a5+ a. (7.29)
f
tan(ph) = —e e (7.30)
Rf = Tap

Mit Hilfe dieser Gleichung kann x; und dann mit Hilfe der Gleichung 7.9 der Eigenwert
(8 berechnet werden.
Fiir den TM-Fall ergibt sich nach dhnlicher Rechnung:

K (n?oz + n?oz )

(4 ¥

tan(hky) = s Sn4 ne ° (7.31)
/i?c — szgaco‘s

Die charakteristischen Gleichungen miissen grafisch oder numerisch gelost werden. Man
beachte hierbei, daf§ a; und a. eine Funktion von [ ist und dafl 3 und x; {iber die Glei-
chung 7.9 zusammenhéngen. Zur vollstdndigen Losung miissen wir noch die Konstante
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D an Hand der pro Langeneinheit transportierten Leistungen im jeweiligen Mode ermit-
teln. Dazu miissen wir die z-Komponente des Poyntingvektors iiber den Querschnitt des
Wellenleiters integrieren.

— ]_ — — Xk
S.=5ExH)- ¢ (7.32)
Die mittlere in z-Richtung transportierte Leistung ist somit
P, zl/ooEH*dxz b oo|E 2dx (7.33)
: 2 —00 e 2wMO —00 Y ‘

Beispiel: Wir betrachten einen Filmwellenleiter mit n. = 1.4, ny = 1.5, n, = 1,45. Die
Dicke des Wellenleiters sei 5 pm. Die Wellenléinge der erregenden Welle betragt 1 um.
Wir skizzieren die grafische Losung und geben ein MATLAB-Programm fiir die numerische
Loésung an. Hierbei tragen wir die rechte und linke Seite als Funktion von ¢ auf:

. = \JB -2k = /5 - 14k (7.34)
o, = \JB - n2kd = [ — 14523 (7.35)
B = \/n;kg e \/1.52kg — K2 (7.36)

Gesucht seien die Eigenwerte [ fiir eine TE Welle und die zugehérigen Feldverteilun-
gen. Da (3% zwischen kjn? und kgn? liegen muB, ist der Maximalwert von sy = kgn} —
kn?. ITm Bild 7.5 sind die rechte und linke Seite der charakteristischen Gleichung als
Funktion von k; aufgetragen. Die linke Seite gibt das typische Verhalten eines Tan-
gens wieder, die rechte Seite divergiert bei k; = 2 10° m~'. In den Punkten, in de-
nen sich die Kurven fiir den erlaubten Bereich von r; schneiden, liegen ungefahr bei
ky = 0.55 10% 1.2 10°, 1.65 10°, 2.15 m~'. Die Bilder wurden mit Hilfe von MATCAD
berechnet, und der Code ist im folgenden angegeben. Die genauen Werte kénnen dann
mit Hilfe der folgenden Programmzeile genauer ermittelt werden, wobei das Suchinter-
vall an Hand der grafischen Losung geschétzt wird. Die erlaubten Losungen fiir gefiihrte
TE-Moden sind in Tabelle 7.1 angegeben.

Man erkennt einige typische Eigenschaften dielektrischer Wellenleiter.

1. Die Wellenleiterschicht braucht nicht sehr dick zu sein, sie liegt meist in der Gréfenordnung
einiger Wellenléngen.

2. Der Brechungsindexunterschied kann ebenfalls sehr gering sein.

3. Wenn die Schicht zu diinn ist, so dafl ksh nie 7/2 erreicht, ist kein Mode ausbrei-
tungsfahig.
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Nr. | Ky [em™]
0 2497,16
1 10963.2
2 16351
3 21545

B lem ]| T [%]
04087 | 99,47
93608 | 97.77
02819 | 94,28
91752 | 89,36

Tabelle 7.1: Eigenwerte und Fiillfaktor fiir die ausbreitungsfahigen TE-Moden

global HEIGHT CONSTS CONSTC
units_stuff;

i=sqrt(-1);

NC=1.4;

NS=1.45;

NF=1.5;

lambda=1.0*um;

HEIGHT=5um;

K0=2*pi/lambda;

CONSTC=KO0" 2*¥(NF" 2-NC" 2)
CONSTS=KO0" 2¥(NF" 2-NS" 2)
kappamax=sqrt(K0"~ 2*(NF" 2-NS" 2))*.999
kappa=1:kappamax/500:kappamax;

axis([0 1.0e7 -10 10])

ZOOm on;

plot(kappa,right (kappa),kappa, left(kappa));
x1=FZERO('rightleft’,[0.4¢6 0.8¢6],1.0e-6)
x2=FZERO(rightleft’,[1.0e6 1.3e6],1.0e-6)
x3=FZERO(rightleft’,[1.6e6 1.8e6],1.0e-6)
x4=FZERO(rightleft’,[2e6 2.18¢6],1.0e-6)

% n cladding

% n substrate

%n film

% wavelength

% height of film

Y%absolut value of k-vektor in vacuum
%constant for evaluation of right side
%dto

Yomaximum allowed value of kappa
Y%values of kappa for figure

%area for drawing does not work at my version
% to allow interactive zooming

Y%evaluate kappa of zero

MATLAB Programm zur Berechnung der Eigenwerte eines unsymmetrischen

Filmwellenleiters
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Y%program units_stuff
cm=1.0e-2;
mm=1.0e-3;
um=1.0e-6;
nm=1.0e-9;
ms=1.0e-3;
mus=1.0e-6;
ns=1.0e-9;
ps=1.0e-12;
km=1.0e3;
mW=1.0e-3;
Gbit=1.0e9;
Mbit=1.0e6;
Kbit=1.0e3;

% program for right side of equation

function [outl] =right(kappa)

global CONSTS CONSTC

out1=(sqrt(CONSTC-kappa.” 2)+sqrt(CONSTS-kappa.” 2))./kappa./(1-sqrt(CONSTS-kappa.” 2)
Fsqrt(CONSTC-kappa.” 2)./kappa.” 2);

Y%function for left side of equation
function [outl] =left(kappa)
global HEIGHT
outl=tan(HEIGHT*kappa);

% function for zero evaluation
function [outl] =rightleft(kappa)
global CONSTS CONSTC
outl=right(kappa)-left(kappa);

Unterprogramme zur Eigenwertbestimmung
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Abbildung 7.5: Grafische Losung der transzendenten Gleichung fiir einen nicht symmetri-
schen Filmwellenleiter

In unserem Beispiel ergeben sich 4 ausbreitungsfahige Moden. Jeder Mode hat die gleiche
optische Frequenz bzw. Vakuumwellenldnge. Im strahlenoptischen Bild wiirden sich 4
Strahlen ergeben, die sich unter einem leicht unterschiedlichen Winkel ausbreiten. Wir
erkennen, dal der Mode mit dem kleinsten Wert von x; immer ausbreitungsfahig ist. Die
Bezeichnung der Moden bestimmt sich aus der Anzahl der Nullduchgénge des Feldes. Der
T Eyp-Mode hat keinen Nulldurchgang, der T'E;-Mode hat einen Nulldurchgang, usw. An
Hand des in Bild 7.6 dargestellten Verlaufs der elektrischen Feldstdrke erkennt man, dafl
die Moden wegen der asymmetrischen Struktur ebenfalls leicht asymmetrisch sind und
daBl sich fast symmetrische und fast antisymmetrische Moden abwechseln.Fiir den Fall
der TM-Welle, existiert eine vergleichbare Menge von Moden mit &hnlicher Bezeichnung
(T'My,TM,). Zusitzlich erkennt man, dafl sich das Feld, insbesondere bei den hoheren
Moden mehr in das Material mit dem héheren Brechungsindex erstreckt.
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Abbildung 7.6: Die 4 ausbreitungsfdhigen Moden des berechneten Wellenleiters
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7.4 Der symmetrische Film-Wellenleiter

Beim symmetrischen Film-Wellenleiter sind die Brechungsindizes des Substrats und der
Deckschicht gleich. Die Eigenschaften des symmetrischen Film-Wellenleiters kénnen als
Grenziibergang aus den Eigenschaften des unsymmetrischen Wellenleiters ermittelt wer-
den. Um aber die physikalischen Eigenschaften besser zu verstehen, werden wir die Ei-
genwerte und Feldverteilungen fiir diesen Wellenleiter erneut angeben. Die Struktur des
Wellenleiters ist in Bild 7.7 angegeben. Nach den Uberlegungen der vorigen Kapitel erge-

Abbildung 7.7: Struktur des symmetrischen Wellenleiters

ben sich folgende Feldverteilungen

E, = Ae—(z—h/2) fir z > h/2
E, = AZ2Us oder Uil fiir —h/2 <z < h/2 (7.37)
E, = Ae=th/) fiir < —h/2

Man beachte, daf}, um die Symmetrie besser ausnutzen zu koénnen, in diesem Fall das
Koordinatensystem ebenfalls symmetrisch gewahlt wurde. Zusétzlich kann fiir die Wel-
lenleiterschicht ein symmetrischer bzw. antisymmetrischer Ansatz (Kosinus bzw. Sinus-
funktion) gemacht werden. Wir kénnen alle Randbedingungen unabhéngig voneinander
erfiillen und erhalten zwei orthogonale Losungen.
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Die charakteristische Gleichung ist fiir eine TE-Welle:

tan(kh/2) = < it gerade Moden (7.38)
K

tan(kh/2) = 5 fi ungerade Moden (7.39)
o

Fiir eine TM-Welle ergibt sich

2
n
tan(kh/2) = —gg fiir gerade Moden (7.40)
n? K
2
tan(kh/2) = —n—gﬁ fiir ungerade Moden (7.41)
n
!

Wir wollen uns wieder ein Beispiel ansehen:

Es liege ein symmetrischer Filmwellenleiter der Hohe 3 pm mit dem Kernbrechungsindex
ny = 1.49 und dem Mantelbrechungsindex ny = 1.485 vor. Die Wellenldnge des anregen-
den Lichtes sei A = 0.8 p. Gesucht sind die Eigenwerte fiir eine TE Anregung.

Wir 16sen wieder die charakteristische Gleichung grafisch indem wir ihre rechte und linke
Seite als Funktion von s aufzeichnen. Es folgt mit

o = /8= kg2 =\ [} - n2) - w2 (742)
g = /k‘gnfc k2 (7.43)

Die linke und rechte Seite der charakteristischen Gleichung sind im Bild 7.8 angegeben.
Wir erkennen dafl sich die Kurve «/x immer mit der Kurve tan(xkh/2) schneiden mu$,
das also immer ein Mode existiert. Dies kann verallgemeinert werden: Ein symmetrischer
Wellenleiter fithrt immer mindestens einen Mode.

Wenn der Wellenleiter dicker gemacht wird, sind mehrere Moden erlaubt. In Bild 7.9 ist
der Losungsgraph fiir einen etwas dickeren Wellenleiter angegeben: Wir sehen, dafl dieser
Wellenleiter sowohl gerade als auch ungerade Moden fiihrt. Zusétzlich wechseln sich mit
wachsendem x die geraden und ungeraden Wellenleiter ab.

7.5 Optische Modenfiihrung

Wir haben in den vorherigen Beispielen gesehen, dafl sich die unterschiedlichen Moden
unterschiedlich weit in die Randbereiche erstrecken. In vielen Anwendungen ist es not-
wendig zu wissen, wie gut die Wellenfiihrung ist, dafl heifit wie viel Prozent der Leistung
wird im Wellenleiter gefithrt und wie viel Prozent in den umliegenden Schichten. Der An-
teil der im Wellenleiter gefithrten Leistung wird durch den Fiillfaktor beschrieben (siehe
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‘rechte Seite
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linke Seite
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Abbildung 7.8: Rechte und linke Seite der charakteristischen Gleichung eines symmetri-
schen Filmwellenleiters mit A = 3pum und A = 0.8um
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Abbildung 7.9: Rechte und linke Seite der charakteristischen Gleichung eines symmetri-
schen Filmwellenleiters mit h = 15um und A = 0.8um
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Gleichung 7.33):

Leistung im Kern

I 7.44
Gesamte Leistung ( )
h *
f—oo Ey(x)ﬂ;dx
h
E 2d
Jo 1B, (o) v (7.46)

S |Ey ()

"2 Der Fiillfaktor ist ein wesentlicher Parameter der Wellenleiter, je gréfier er ist, im
so unempfindlicher ist der Wellenleiter gegeniiber Biegungen und benachbarten optischen
Strukturen. In Tabelle 7.1 sind die Fiillfaktoren fiir unser erstes Beispiel eines unsymme-
trischen Wellenleiters angegeben.

7.5.1 Intuitives Bild eines Modes

Man kann die Modenstruktur durch Interferenzen im Wellenleiter erklaren. Sp kann z. B.
der symmetrische Grundmode eines symmetrischen Wellenleiters im Kern als Uberlagerung
zweier ebener Wellen modelliert werden (s. Gleichung 7.37 und Bild 7.10).

E,(x) = Acos(kx)e P (7.47)
A, . )
= ) (ey(mfﬁz) + e*](erﬁZ)) (7.48)

Die Richtung der einzelnen Wellen ist durch das Verhéltnis von s und 3 gegeben. In Bild
7.10 ist die Uberlagerung der beiden Moden dargestellt. Da beide Wellen von der gleichen
Quelle angeregt wurden, iiberlagern sie sich kohérent und ergeben ein Interferenzmuster.
Mit Hilfe dieses Modells kann auch erklédrt werden, warum die Ausbreitungskonstante nur
diskrete Werte annehmen kann. Der Winkel, mit denen sich die Welle fortbewegt, ist

tan(©) = b (7.49)

K

Der Maximalwert von © ist 90°, dazu gehort der Maximalwert von 3 = koyny. Der Mini-
malwert von © folgt aus der Bedingung, dafl die Welle gefiihrt werden muf, d. h. mit

B < kong (7.50)
(7.51)

72Wir Beziehen uns hier auf die Geometrie von Bild 7.1.
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n Wellenfronten

Abbildung 7.10: Ein Mode als Uberlagerung zweier ebener Wellen

folgt

tan(@) = 0 ks (7.52)

\/ kong — 3 B \/kg(nfc—ng) \/nfc—ng
Vergleicht man diesen Wert mit dem kritischen Winkel der Totalreflexion der Strahlen-
optik, so folgt, dafl die Winkel gleich sind:

Sln(@ )  ng/ny

cos( 1 _n2 /nf /n2 _ n2

In dem Modell der interferierenden Wellen kann auch die Tatsache, dafi die gefiihrten
Wellen nur diskrete Werte annehmen konnen, veranschaulicht werden. Damit sich eine
gefithrte Welle ausbilden kann, mufl die Phasenverschiebung iiber die Hohe des Wellenlei-
ters ein vielfaches von 7 sein.Trifft der Strahl unter einem Winkel von © auf das Substrat,
so erleidet er zuerst eine Phasenverschiebung —®,, dann durchlauft er den Wellenleiter
mit der Phasenverschiebung hcos ©kgny, erleidet eine Phasenverschiebung an der Deck-
schicht —®, und durchlduft nochmals den Wellenleiter. Die gesamte Phasenverschiebung
muf ein Vielfaches von 27 sein:

tan(©,) =

(7.53)

2konshcos(©) — ¢, — @, = 27n (7.54)

Dies ist eine allgemeine Dispersionsgleichung fiir Wellenleiter.
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7.6 Eigenschaften von Moden

Wenn die Eigenwerte 3 durch Losung der charakteristischen Gleichungen ermittelt wur-
den, kann die Verteilung des Feldes fiir die einzelnen Moden angegeben werden (siehe z.B.
Gleichung 7.37). Wir geben hier allgemeine Eigenschaften von Moden an: Die Beschrei-
bung der elektrischen Feldstérke sei

E(r,y,2) = E(z,y)e 7 (7.55)
Selbstversténdlich existiert eine dquivalente Beschreibung fiir die magnetische Feldstéarke.

Der Term E(x, y) beschreibt den transversalen Mode der Struktur. Die Moden haben
folgende Eigenschaften:

1. Jeder Eigenwert 3 gehort zu einem Mode mit einer eindeutigen Feldverteilung. Die
Amplitude des Modes ist durch die Leistung, die dieser Mode transportiert, be-
stimmt.

2. Die meisten Moden sind nicht gefiihrt. Die meisten § gehoren zu ungefiihrten Moden,
den Strahlungsmoden. Das Spektrum der ungefithrten Moden ist kontinuierlich, d.
h. es kann eine unendliche Anzahl von ungefithrten Moden existieren .

3. Es existiert nur eine endliche Anzahl von gefithrten Moden. Das Spektrum der Ei-
genwerte der gefithrten Moden ist diskret

4. Alle Moden sind orthogonal. Fiir gefiihrte Moden gilt

/ EZXE]CZA:(S”E
Querschnitt 18]

Hier sind die elektrische und magnetische Feldstirke normierte Groflen. Fiir Strah-
lungsmoden folgt

(7.56)

cy e s B
/Q E(i)o ()4 = i - )P (7.57)

uerschnitt

Hier ist P die Leistung des Modes.

5. Moden konnen degeneriert sein. Degenerierte Moden besitzen die gleichen Eigen-
wert, haben aber unterscheidbare Feldverteilungen. Typisches Beispiel ist die Mo-
nomodefaser, bei der Moden existieren, die sich nicht in den Eigenwerten unter-
scheiden, die auch die gleichen Feldverteilungen aufweisen, die aber orthogonale
Polarisationen besitzen.

6. Die Moden bilden ein vollsténdiges Funktionensystem. Jede beliebige Feldverteilung
kann als Uberlagerung der einzelnen Moden beschrieben werden.
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gefiihrt
By = > abiwy)+ [ a(B)E(w,y, % 0)d3  (1.59)

z Strahlungsmoden
Dies ist eine wesentliche FEigenschaft, die unter anderem zur Beschreibung von Kopplungen
zwischen unterschiedlichen Wellenleitern verwendet wird.

7.7 Die Anzahl der gefiihrten Moden im Wellenleiter

Die Anzahl der gefithrten Moden bestimmt wesentlich die Ubertragungseigenschaften,
die Rauscheigenschaften bei der Ubertragung und die Koppeleigenschaften eines Wellen-
leiters. Wir wollen hier versuchen, die Anzahl der gefithrten Moden eines Wellenleiters
abzuschéitzen. Wir betrachten dazu unser Beispiel eines symmetrischen Filmwellenleiters.
Wir hatten gesehen, dafi der dickere Wellenleiter mehr Moden fiithrt. Der Mode mit der
geringsten Ordnung hat einen Ausbreitungsvektor 5, der fast parallel zur z-Achse liegt.

Bgeringste Ordnung =~ Kons (7.59)

Der Mode mit der héchsten Ordnung trifft auf die Grenzschicht unter dem kritischen
Winkel

: Be
c — . 0
n©) - - (7.60)
Phochste Ordnung = Ho7s (7.61)

Alle Moden von gefiithrten Wellen haben Eigenwerte, die dazwischen liegen. Anhand von
Bild 7.6 erkennen wir, dafl jedes mal wenn k,,,, um 7 wéchst, ein zusétzlicher Mode
ausbreitungsfahig ist. In Bild 7.11 sind die rechte und linke Seite der charakteristischen
Gleichung 7.30 als Funktion von k fiir ein Beispiel aufgetragen. Man beachte, dafl der
erlaubte Maximalwert von  bei xy,,,. = y/k§(n7 — n?)liegt. Die linke Seite ist eine Funk-
tion mit der Periode 7. Die rechte Seite ist negativ, divergiert gegen —oo und kommt dann
von +oo und bleibt bis k = ky,,,, positiv. Wenn &y, > 7/2 ist, liegt mindestens ein
ausbreitungsfihiger TE-Mode vor. Ist k¢, .. > 3/27, liegen mindestens 2 TE-Moden vor.
Diese Werte von kv, .. heilen "cut oft” des entsprechenden Modes. Mann kann aus dieser
Konstruktionsvorschrift leicht die Anzahl der ausbreitungsfahigen Moden abschétzen:

hkg, /n?% — n?

h o\/nF =13

m = In( 2y _ d (7.62)
T

™

Hier ist Int(x) die nédchst kleinere ganze Zahl. Haufig wird zur Charakterisierung die

normierte optische Frequenz
V = hko(n} — n?) (7.63)
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05 1 15 2 6
k [1/m] x 10

Abbildung 7.11: Cut off der unterschiedlichen TE-Moden eines nicht symmetrischen Wel-
lenleiters
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herangezogen. Es gilt dann

y
= — 7.64
m=— (7.64)

Man beachte, dafl diese Anzahl durch die Wellenlédnge, durch die Brechungsindexdifferenz
und durch die Schichtdicke beeinflusst werden kann.

Zusammenfassung
Filmwellenleiter sind die mathematisch einfachsten Wellenleiter. Sie bestehen
aus einem Kern mit einem hoheren Brechungsindex verglichen mit den um-
gebenden Schichten. In diesem Wellenleiter kann sich nur eine endliche An-
zahl von TE- bzw. TM-Moden ausbreiten. Die Ausbreitungskonstante ist eine
Funktion der optischen Frequenz. Die Eigenschaften des Filmwellenleiters sind
charakteristisch fiir dielektrische Wellenleiter. Wir werden spiéter fiir Fasern
sehr dhnliche Gleichungen und Grafiken kennenlernen.
Prinzipielles Vorgehen bei der Ermittlung der Eigenschaften von
Wellenleiter:

1. Wahl des Koordinatensystems

2. Aufstellen der Wellengleichung fiir alle Unterrdume in dem Koordina-
tensystem mit allgemeinen Konstanten (n-Amplituden Konstanten und
Ausbreitungskonstante )

3. Ermittlung von n-1 Amplituden Konstanten aus den (n-1) Randbedin-
gungen

4. Aufstellen der charakteristischen Gleichung aus der letzten Randbedin-
gung

5. Losen der charakteristischen Gleichung und Ermittlung der Ausbrei-
tungskonstante

6. Evtl. Ermittlung der letzten Konstanten aus der transportierten Leistung




Kapitel 8

Wellenleitermaterialien

Motivation Der Brechungsindex der Faser bestimmt wesent-
lich die Wellenleitereigenschaften der Faser. Wir betrachten hier
die Modellierung dieser Abhéngigkeit. Zusétzlich werden die
Abhéngigkeiten von Démpfung und Absorption von der Wel-
lenlédnge diskutiert.

8.1 Frequenzabhingigkeit des Brechungsindex

Wir hatten im Kapitel 3 gesehen, daf3 sich die relative Dielektrisitidtskonstante mit Hilfe
der Gleichung 3.17 beschreiben 148t:

9k
g = 1+K : (8.1)
Xk: R=r—i%t
Da g, = n? ist, folgt fiir den Real- und Imaginirteil des Brechungsindex
n = n —jn’ (8.2)
ﬂ2 — n/2 - n//2 o 2jn’n” (83)

Zusétzlich ist die Dampfung in dem interessierenden Frequenzbereich klein und somit
n” << n' und es folgt:

n? = ¢l (8.4)
"
n = 22, (8.5)

Da uns der Brechungsindexverlauf nur in Bereichen interessiert, in denen keine Resonan-
zen liegen, kann der Imaginérteil von g, vernachlissigt werden und es gilt:

K gy Gp\?
n?—1 = Zfz_ 2 2 _ )2 (8.6)
k 7k k k

8.1
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mit A\, = f—ck,Gk = Ki’gki. Dies ist die sogenannte Sellmeier-Beziehung, die eine sehr
gute Approximation des Realteil des Brechungsindex darstellt. Eine hervorragende Ap-
proximation von dielektrischen Wellenleitern erreicht man schon mit 3 Termen, wobei eine
Resonanzfrequenz im infraroten und zwei im ultravioletten Bereich liegen.

Wir wollen uns im folgenden einige Materialien anschauen.

Silizium-Oxyd 570,

Die Sellmeier-Formel lautet fiir dieses Material [11]:

21 — 0.6961663\2 n 0.40794262 n 0.8974794)\2 (8.7)
© A2 -0.06840432 A2 —0.11624142 A2 — 9.8961612 '

A ist hier in pum einzusetzen. Der Verlauf ist in Bild 8.1 angegeben.

n

152

1.48 \
\

1.44

1.40
0 1.0 2.0 3.0 4.0 Afpum]

Abbildung 8.1: Brechungsindex als Funktion der Wellenlédnge fiir SiO,

Der Brechungsindex liegt fiir die interessierenden Wellenléngen im Bereich von 1.45. Dieser
Wert kann durch Dotierung veréndert werden. In Bild 8.2 ist seine Abhéngigkeit fiir
verschiedene Dotierungsmaterialien angegeben.

Wir erkennen, dafl der Brechungsindex sowohl vermindert (z.B. durch Zugabe von B;O3
oder F) als auch vergrofiert werden kann (z.B. TiOs, C'sOs, AlsOs, Z1rOy, GeO,). Welche
Materialien verwendet werden héngt von den verfiigharen Reinheitsgraden und technolo-
gischen Randbedingungen ab (siehe [11]). In Bild 8.3 ist die Abhéngigkeit des Brechungs-
index von der Wellenlénge fiir unterschiedliche Materialien aufgezeichnet.
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Abbildung 8.2: Variation des Brechungsindex als Funktion der Dotierungskonzentration
fiir unterschiedliche Dotierstoffe auf SiO, [11]

1.52
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w 1.50
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1.44 S—— 5
D
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Abbildung 8.3: Variation des Brechungsindex als Funktion der Wellenldnge fiir
EY1.0%F,99%Si04, F)16.9%Nas0, 32% B20s3, 50.6%S5104[11]
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Als besonders giinstig stellt sich eine Faser mit einer GeOs-Dotierung im Kern und einer F-
Dotierung im Mantel heraus(siehe Tabelle 8.1). Im Bild 8.4 ist die Wellenléingenabhéngigkeit
fiir unterschiedliche GeOs-Dotierungen aufgezeichnet.

1.48
[~ \ \ \ \ \
~__ B (13.5% GeO))
~|
x 147 —
- AN LT
§ \\\ G (7%‘Ge02)
g ~_ ~_H (4.1% GeO )
1.45 ~ | T
\'\\
Areines Si
1.44 L]
06 08 10 12 1.4

Wellenlange [um]

Abbildung 8.4: Variation des Brechungsindex als Funktion der Wellenldnge fiir unter-
schiedliche GeOy-Dotierungen [11]

8.2 Dampfung von Wellenleitern

Zwei physikalische Mechanismen bewirken eine Dampfung des optischen Signals in Di-
elektrika.

e Absorption
e Streuung
Da die Welle nicht nur im Kern sondern teilweise auch im Mantel gefithrt wird, spielen

beide Effekte in beiden Bereichen eine Rolle.

8.2.1 Absorption

Den Mechanismus der Absorption hatten wir schon kennengelernt. In Dielektrika wer-
den die gebundenen Elektronen erst bei sei hohen Energien, d.h. niedrigen Wellenléngen
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— 10 Gesamtverluste
& oone OH G t-Verlust
= i esamt-Verluste
3 Absorption Absorption
g 1
o
5
o Infrarot
Rayleigh ¢ 1 Bandkante
Streuung /
Ultraviolett Wellenleiterverluste
Bandkante 001 | | | | | | | | | |
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Wellenlange [um]

Abbildung 8.5: Dampfung als Funktion der Wellenlédnge fiir eine typische Monomode-
Faser[11]

S5i-O 9.0um
Ge-O  11.0pum
P-O  8.0um
B-O 7.3um

Tabelle 8.1: Molekiil-Resonanzstellen einiger Materialien [11]

angeregt und konnen relaxieren. Mit fallender Wellenlénge erkennt man eine Absorpti-
onskante, unterhalb der die elektronischen Energiezusténde so dicht liegen, dafi das Licht
das Material nicht mehr durchdringt (siehe uv-bandedge in Bild 8.5). Im infraroten Be-
reich treten Schwingungen der Atome bzw. Molekiile selber auf. Thre Resonanzstellen sind
materialabhéngig. In Tabelle 8.1 sind die Resonanzstellen fiir verschiedene Materialien an-
gegeben. Sie bewirken die rechte Absorptionskante in Bild 8.5. Man erkennt, dafl GeO,
ein besonders giinstiges Dotierungsmaterial ist, da seine Resonanzstellen bei relativ hohen
Wellenléngen liegt. Zusétzlich konnen noch Resonanzen auftreten, die durch Verunreini-
gungen wie OH-Jonen oder Metall-Molekiile verursacht werden. Aus diesem Grund sollte
das Material so rein wie moglich sein. Es wird eine Verunreinigungsdichte von kleiner
107 angestrebt. OH-Jonen haben eine Resonanz bei 2.73um. Zusitzlich ergeben sich
noch ein weitere Resonanzfrequenzen bei der doppelten und dreifachen Resonanzfrequenz
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(1.39um, 0.95um). Bei modernen Fasern sind die Materialien schon so sauber, dafi diese
Resonanzstellen kaum noch die Dadmpfung beeinflussen.

8.2.2 Streuung in dielektrischen Materialien

Optische Wellenleiter bestehen meist aus amorphen Materialien, iiberwiegend sogar aus
Glasern, d.h. diese Materialien haben eine regellose Materialstruktur. Der Brechungsindex
kann fiir einen kleinen Wiirfel der Kantenléinge d modelliert werden durch

n? = n® 4+ An? (8.8)

An? beschreibt die Abweichungen des Quadrats des Brechungsindex fiir die einzelnen
Wiirfel vom Mittelwert 2.
Es ergibt sich dann aus den Maxwellschen Gleichungen

V x H= jw50n2E (8.9)
V x H = jwegn®E + jwegAn*E (8.10)
5/_/
Leyy

Der zweite Summand kann als effektive Stromdichte im Wiirfel d® interpretiert werden.
Es liegt eine raumlich statistische Verteilung zugrunde und die Schwankungen sind unkor-
reliert fiir d << A. Diese Anordnung kann dann durch einen Elementardipol modelliert
werden, wobei die Richtung des Dipols durch das anliegende Feld E bestimmt ist. Der
Betrag der Feldstérke ist [14, Abschnitt 12.3.1]:

o Ll g sin(0)
|Ey| = 3\ R (8.11)

Das Richtdiagramm eines solchen Dipols ist in Bild 8.6 angegeben. Die abgestrahlte Lei-
stung ist

AP =

1 2/27r /'TI' S
T E,|7sin(0)dod 8.12
T o o B o (5.12)

Wir wollen nun untersuchen, wie diese Leistung von der optischen Wellenldnge abhéngt.

1 -
AP~ §|leff|2 (8.13)
1
~ Fuﬂ’ (8.14)
1
~ (8.15)

M
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Abbildung 8.6: Richtdiagramm eines Elementardipols

Hieraus folgt, dafl in einem infinitesimal kleinen Stiick Faser optische Leistung gestreut
wird, diese Streuung ist unkorreliert und strahlt in alle Richtungen ab. Die Dampfung,
die die optische Welle in der Faser erleidet liegt in der Groflenordnung von o« = 0.8 ---1.2
dB/km. Die Dédmpfung der Faser durch Rayleigh-Streuung liegt in der GroBenordnung
von a = 0.8 --1.2/A\*dB/km, wobei) in [um] eingesetzt werden muf} (siehe Bild 8.5).
Teilweise wird das Licht wieder von dem Wellenleiter eingefangen und gefiihrt. Dabei wird
ein Teil auch in riickwéartiger Richtung iibertragen. Diese Reflexion ist besonders storend
in bidirektionalen Ubertragungssystemen und kann beim Einsatz optischer Verstérker,
wenn diese ohne optische Isolatoren aufgebaut sind, zu grofien Storungen fithren.

Zusammenfassung Die Frequenzabhingigkeit des Brechungsindexes kann
mit Hilfe der Sellmeier-Formel beschrieben werden:

n*—-1 = = (8.16)
;f’?_JQ k /\2_/\2

Durch Dotierung kann der Brechungsindex variiert werden. BoO3 und F ver-
groflern TiO0q, C'sO,y, AlyO3, 7,05 und Gep2 verkleinern den Brechungsindex.
Folgende Verlustmechanismen sind in der Faser vorherrschend: Absorption und
Rayleigh-Streuung. Die Absorption begrenzt den Ubertragungsbereich bei ho-
hen Bandbreiten. Die Rayleigh-Streuung ist proportional zu 1/A* und begrenzt
den Ubertragungsbereich zu kleinen Wellenléingen




Kapitel 9

Ubertragung von Pulsen in
Dispersiven Medien

Motivation Die digitale Ubertragungstechnik ist das Hauptein-
satzgebiet der optischen Nachrichtentechnik. In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns mit der Frage, wie veréndern sich Pulse bei
der Ubertragung iiber ein dispersives Medium. Dieses Medium
kann ein beliebiger dielektrischer Wellenleiter sein, z.B. eine Glas-
faser.

Wir betrachten eine amplitudenmodulierte ebene Welle in einem Dielektrikum. Hierbei
vernachlédssigen wir aus Griinden der einfacheren Schreibweise den Vektorcharakter der
Welle. Die elektrische Feldstéarke sei:

Bt) = a(t)e™ (9.1)
Dann folgt als spektrale Verteilung der Feldstérke :
BEw) — / a(t)e Tt — A(w — wp) 9.2)

Nach der Ubertragung iiber eine Linge L im Dielektrikum wird das Signal um oL
gedampft und seine Phase um —(3(w)L gedreht. Wir nehmen hierbei an, dafl die Ddmpfung
im betrachteten Frequenzbereich als konstant angenédhert werden darf. Dann folgt fiir das
Ausgangssignal:

E, (w) = A(w—wp)e I-I0H (9.3)

Wir entwickeln die Ausbreitungskonstante § um wy:

B, () = e CA(w — wp)e MO @) t50 wo)lw—s0)™ ) (g 4)

—out -

9.1
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Im Zeitbereich folgt:

E,(t) = e‘%i / " I A (1 — )0+ o) w8 (o) =)D g
m

—0o0

— e—aLe—jﬁ(wo)Lejwot% /00 ethA(w)e—j{ﬁl(wo)w+%5”(wo)w2~"}de (95)
™

—00

Wir betrachten jetzt einige Spezialfille:

9.1 Das monochromatische Feld

a(t) = C = konst (9.6)

Hierzu gehort das Signalspektrum:
A(w) = C2m(w) (9.7)

Dann ist das Ausgangssignal im Zeitbereich:

1 [~ »
Eou(t) = C27T€_QL%/ 8(w — wp)elWt=BWL g, (9.8)
— (e oL pilwot—B(wo)L] (9.9)

Mit B(w) = “n(w) folgt:

o (fe — L
Bou(t) = CeoLd™mni) (9.10)

Hier ist v,;, = ¢/n(w) die Phasengeschwindigkeit im Medium, daf heiit die Geschwindig-
keit mit der sich z.B. ein Nulldurchgang der Schwingung fortpflanzt. Die Welle wird in
der Amplitude um e~** geddmpft und in der Phase um —f(wg)L gedreht. Man beachte,
dafl o der Dampfungsfaktor fiir die Amplitude ist.

9.2 Ein schmalbandiges Signal
Das Spektrum des Signal a(t) sei A(w). Es sei so schmalbandig, daf§ innerhalb der Signal-

bandbreite gilt: 33” (wo)(w — wp)? << F'(wo)(w — wo). Dann folgt fiir das Ausgangssignal
im Zeitbereich:

Eout(t) — ejuote—aLe—j,@(wo)L% /OO A(w)ej{w[t—ﬁ’(wo)L]}dw (911)
T J o0

= efotemoLemiBWo)lg(t — 3'(wg)L) (9.12)
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Es ergibt sich jetzt ein unverformter Signalpuls, der um die Zeit L/v,(wo) = LF'(wp)
verzogert wird und mit e~ geddmpft wird. AuBerdem ist der Triger wie im ersten Fall
entsprechend der Phasengeschwindigkeit verzogert. vy, heifit Gruppengeschwindigkeit und
beschreibt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Pulses.

9.3 Ein breitbandigeres Basisbandsignal

Wir nehmen diesmal an, dafl Terme bis zur zweiten Ableitung von 3 ausreichen, um die
Frequenzabhiéingigkeit der Ausbreitungskonstante im Spektralbereich des Signals darzu-
stellen. Auflerdem sei die Form des Pulses gau3formig:

a’(ty=e % (9.13)

1 Ty beschreibt die Pulsbreite des Eingangspulses. Das Spektrum der Amplitude der
Feldstérke ist bei der Ubertragung dieser Pulse:

00 —i—'w
Alw) = / e 2% "t (9.14)

o0

Mit dem Integral [18, 3.322]%2

e 2
/ PR vr exp(q—) (9.15)

%o p 4p?
Als Eingangsspektrum ergibt sich also mit p? = ﬁ, q=jw:
0
Aw) = V 2 The 270% (9.16)

Fiir das Ausgangszeitsignal folgt im Zeitbereich:

Eou(t) = \/27rToeaLejﬁ(”°)Lejw0t2i/ eIt 213w oilB (wo)wt3 A" (wo)w?IL g
T

—0o0

To - ejw(tfﬁ’(wo)L)ef“P[T702+j%ﬂﬂ(w0)m dw (9.17)

V2T o

91Man beachte, daf die Amplitude des Pulses hier reell angenommen wird. Einen solchen Puls nennt
man ”Bandbreite begrenzt”. Spéater werden wir auch sogenannte gechirpte Pulse betrachten, bei denen
eine komplexe Amplitude vorliegt. Wir werden sehen, dafl ”Bandbreite begrenzte” Pulse durch die Dis-
persion immer verbreitert werden, wéhrend fiir gechirpte Pulse dies nicht unbedingt der Fall ist.

92Dafl dieses Integral auch fiir komplexe p, q mit $(p?) > 0 gilt, erkennt man aus dem Vergleich mit
dem Integral [3.322] aus der gleichen Quelle

— e aLg=iB(wo)L jwot
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Wir wenden wieder Formel 9.15 mit p? = %02 + 36" (wo)L und ¢ =t — 3'(wo)L an .

E. () = e L —3B(wo) L _jwot 1o ﬁ ( ( (WO)L)Z )
out< ) € € € \/2— T2 €xp T2 y
G pr A Al
. <t7ﬂ;g/w(o>L)>LQ
1 . . 2T, . wQ
B 1 . 3" (wo)L e—aLe—]ﬁ(wo)Le]wote o To (918)
+ 2

Es ist nun tiblich eine etwas andere Nomenklatur einzufithren. Hierzu betrachten wir die
Entwicklung der Ausbreitungskonstante (3:

g = —n(w) (9.19)
c
2
= Zan) (9.20)
A
1 . B OAD
Fiir die erste Ableitung von ( nach w folgt mit 8—ﬂ = a—za—f

© - (CM> (2; ”'W‘i—z”“)) (9:21)

_ ( 2m> (’(A)—%n()\)) (9.22)
L
|

(n(\) — An'(\)) (9.23)

Iy=L (9.24)

v

g

Hier ist N, der Gruppenindex mit v, = ¢/N, der Gruppengeschwindigkeit. Sie beschreibt
die Geschwindigkeit der Ausbreitung von Leistungspulsen.
Fiir die zweite Ableitung der Ausbreitungskonstante nach der Kreisfrequenz folgt:

423 1d

-1y, (9.25)
_ % <_2L;) %(MA) — () (9.26)
_ %(_;—;) (—An"(V)) (9.27)
_ ;_7:6 i(%_)/ (9.28)
o, 02
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D heiit Dispersionskoeffizient, er wird in ps/nm/km angegeben. Wir definieren nun eine
Dispersionslange Lp:

T3
L 9.30
v 5" (wo) (9:30)
2T¢me
- (9.31)
D2

Man beachte, daf§ die Diffusionsldnge Lp unterschiedliche Vorzeichen annehmen kann. Wir
verwenden jetzt diese Definitionen zur Beschreibung der Feldstérke in Gleichung 9.18:

1 (t=L/vg)?

Eou(t) = 1, e_aLe_j’B(“)O)Lejwote_QTg s (9.32)
L
1+]E

Fiir das Leistungssignal folgt:

1 (t—L/;gP( L, )
L L
|E |2 — e—ZOéLe 2T() 1 JLD 1+JLD
out L \2
1+(1%)
2
—2al _ (t=L/vg) 1
e 2 /R
= ——— 0 ip) (9.33)
L 2
1+ (z5)

Wir erkennen, dafl der Leistungspuls neben der Dampfung noch eine Verbreiterung in der

r.m.s. Breite um den Faktor ,/1 + LL—§ erleidet. Die Phase der Feldstarke ist
D

1 L (t = L/vg)* 15
b(t,L) = —éarctcm(L—D) — B(wo) L + wot + IS (LL)2LD (9.34)
D

Die Momentanfrequenz berechnet sich zu

0P 1 (t_L/Ug)%

A S L 73 9.35

w =

Fiir normale Dispersion (8" > 0 — Lp > 0) folgt fiir den Anfang des Pulses t < L /v, eine
kleinere Frequenz als die Trégerfrequenz. Die Frequenz wéchst linear iiber den Puls (li-
nearer Chirp) und ist fiir t > L /v, groBer als die Trégerfrequenz. Fiir anormale Dispersion
(0" < 0— Lp < 0) ergibt sich ein entgegengesetztes Verhalten.
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__10f exp(-(t-T, )*2/T0"2) exp(-(t-2T )"2/T0"2)
C
9
= I
2 08
=
i
w -
2 08
o)
0
D 04f
2,
(@]
S oz2f
@
9

0,0

1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2
Zeit/Bitdauer

Abbildung 9.1: Zwei aufeinanderfolgende Pulse

9.4 Breitbandige Gaufipulse

Wir wollen untersuchen, wie sich die Dispersion des Dielektrikums auf eine Folge von
Pulsen auswirkt. Dazu betrachten wir zwei GauBpulse (siehe Bild 9.1). Die Feldstérke des
Signals aus Ausgang ist nach Gleichung 9.32:

1 1 (t_L/vg+T}§it )2
. TB't - 2 7
Eout = %LefaLejWO(LF 21 7L/Uph)e 2Ty 147 Lp
14+ s

: | (—Ljvg—TBit)?
: Tp; BE7 AT A
T A T T
1+ jE
ol iwn(t— 1
— ¢ oeLejwo(t Ljvpn) [~
- L
1+ ]E

Ty, TR,
. B 12<t—L/vg+ Bit )2 1 <t—L/vg—L%’“>2
L0 Bit 27T, 145 A

e/ 2 e 0 ’Ip

j“0TBit 912
2 e

+e™’
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Fiir | Eyy|* folgt:

1 (t—L/vg+ Bit)2 4 —L/vg—'B
T2 14 L2 T2 14 L2
E 2 — p-2alL 1 0 1z 0 1z
out|” = € [ I e D +e b
+ 7=
LD
T, Iy
1 (—Ljvgt=Bity2 12(t7L/'Ugf Bit )2
; ) 272 1454 27, 1—j A
4+ elwoTBitg 20 T, e 10 T,
| G-Ljvg+1Bit)2 | (L /jvg— 1Bit)?
‘ o L Tord T (i L
+ e JwoThitg *70 =ity e 7o gy

Mit der dem Betragsquadrat der Feldstérke eines Einzelpulses

S
2 2

1 7o 1+ L5
e D

it )2

9.7

(9.36)

(9.37)
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folgt: 93

T
|Eou> = I(t+

TBit\2(;_;_L TBit 2 - L
| B0 ) (= B2 14 L)

T ar? 2
0 1+Lr
+ b
L TR (g gLy (e TRiL)2 (1 )
, ~or2 12
_|_ e JWOTthe 0 +ET
Bit Tpit —9al 1
= I(t—Ljvg+—-)+1I(t——-)+e™ 73
2 1 + L2
| (T2 - B2 gL [ TBiL)2 (¢4 THiL )2
Tar? 1+ L2
ejonBite 0 +L2D
L TRty TBit)2 e [(e- THit)2 (24 THit)?]
Tor? L2
+ 6_jWOTBite 0 1+L2D
Tt Tit
= I(t+ ) I(t— —=5) 4 e 2ok
2 2
Tg; . TR, Tr: . Tr:
_t2+( Bit )2—j2%[t th)] _t2+( Bit )2_’_]2%[,5 Bit )]
. T2(1+ L . T2(1+ L
eijTBite 0 +L2D> + e—ijTBite o ( +L2D)

Tpi
= I+ 25+ 1(

Tro.:
_ )2

2 L2
7§+ L)
e D

= I(t+ 25110 - Bt)+\/f(t+ Bityre — 281
2 2 2 2
L [¢ 2]
2cos | wolpy + —2—2 "= 9.38
oL it T§(1+LL—2D) (9.38)

93Wir betrachten jetzt , um Schreibarbeit zu sparen, den Ausgangszeitpunkt ¢ — ¢ — L/v,, d.h. wir
beriicksichtigen, dafl der Ausgangszeitpunkt sich gemé&fl der Gruppengeschwindigkeit verschoben hat.
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Das Ergebnis kann folgendermaflen interpretiert werden. Als Hiillkurve ergibt sich die
Kurve aus dem Quadrat der Summe der Wurzeln der Einzelintensitéten. Diese Hiillkurve
ist mit der Differenz der Momentanfrequenzen moduliert. Die Momentanfrequenz ist um-
gekehrt proportional zur Pulsbreite und proportional zu L/Lp.

Zur Uberpriifung der Deutung berechnen wir das Ergebnis aus den Momentanfrequen-
zen 9.35.

cos ({wo + “Tot(ﬁft/;) /LL/2L)D ] (t + Tie/2)

e )
)

(t + Tpit/2)* — (t — Tpit/2)
= cos (wOTBit +L/Lp Tt2(1 T t

tTth
= Tgit +2L/L 9.39
G ) 239
Wir erkennen, dafl die Schwebungsfrequenz iibereinstimmt. In Bild 9.2 ist die Verbreite-
rung zweier 10 Gbit /s GauBipulse mit einer Pulsbreite von Ty = 20 ps bei einer Ubertragung
iiber eine Monomodefaser D=17ps/nm/km angegeben. Man erkennt sehr deutlich die
Schwebung zwischen den Pulsen.

9.5 Puls mit eingebauten Prechirp

Wir hatten im letzten Kapitel gesehen, dafl der Puls am Ende der Faser eine ko'mplexe Am-
plitude hat. Wir wollen jetzt untersuchen wie sich ein solcher Puls bei der Ubertragung
iiber eine dispersive Faser verhélt. Dazu machen wir fiir die Feldstérke folgenden An-
satz: 94

1 I S

E(t) = T jCeJ“’Ote 21 1590 (9.40)
Als Pulsverlauf ergibt sich:
1 L
| Et)]? = ———e % ¢ (9.41)

Jire?

Wir sehen, dafl die Pulsbreite T sich um den Faktor +/1 4+ C? gegen iiber dem vorigen
Eingangspuls verbreitert hat Die Rechnung ist sehr d&hnlich zur vorhergehenden. Es folgt

94Hier entspricht der Chirpfaktor C, der hier aus didaktischen Griinden anders als in [17] definiert wird,
L/Lp in Formel 9.32.
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50 km n n
D=17 ps/km/nm
110 Gbit/s
<« }t+—Pulse am
4 Eingang

A Ausgangspulse

0 1 2 3 T

BIT

Abbildung 9.2: Ubertragung zweier Pulse iiber eine Standard Monomodefaser. Die Am-
plitude ist auf 1 normiert. Die Lénge der Faser betragt 50 km.

als Frequenzspektrum fiir a(t):

1+JC 2T2 —]wtdt
V 1+ jC’

SATO0T2 und g = jw folgt aus dem Integral 9.15 :

2 TO(1+]C)w
Aw) = 157 C\/27TT 1+ jC)e
JjO)w
O s S (9.43)

Fiir die Ausgangsfeldstérke folgt im Frequenzbereich, wenn wir wieder nur die Terme der
Taylorentwicklung bis zur zweiten Ableitung verwenden:

(9.42)

Mit p® = 3 (1+C

Ew) = ,/gﬁTge—aLe—we—jw(wo)w'(wo)(w—wo>+%ﬂ“(wo><w—wo>2>L (9.44)
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11

10 ¢

2 A1 0 1 3 4 5 6 7 8

2
LL

Abbildung 9.3: Pulsverbreiterung als Funktion der Ubertragungslinge mit dem Chirpar-
meter C, der den Pre-Chirp beschreibt fiir 57 > 0 und o =0

Im Zeitbereich folgt durch inverse Fouriertransformation

E t(t) e i 27TT026aLejw0(tL/vph)/ ejw(th/Ug”‘)eiweij%ﬁn(wo)w2de
—0ou 271‘ o
T3 A o U TR 2
20 g—aL gjwo(t=L/vpn) / I (t=L/vgr) o= =05 [14§(C+A" (wo) L/T3)] g,
2m e
TO2 L oo T2
_ T ar gL v / pilt=Lfvg) o~ L5 (C 4L/ L) g, (9.45)
2m oo
Hier haben wir wieder die Definition der Dispersionslinge Lp = T¢/3"(wo) verwen-

det. Man beachte hierbei, daf§ sie auf den ungechirpten Puls bezogen ist. Mit p? =
2
TTO 1+ j(C+L/Lp)], und g = j(t — L/v,) und dem Integral 9.15 folgt:

1 ' _ (t=L/vg)?
_ e—ozLegwo(t—L/vph)6 2TZ(1+jC+jL/Lp) (946)
V1+j(C+ L/Lp)

Fiir die Pulsleistung folgt:

E (1)

—out

2 —2aL 1 <7T2(1(+t;cL+/zg/)L2 )2>>
|E0ut| = € (1+(C+L/LD)2€ 0 b (947)
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Wir erkennen, dafl der Ausgangspuls wieder ein Gaufipuls ist, dal aber das Verhéltnis der
Pulsbreiten zwischen Ausgang und Eingang T,,;/Tj

Tout .
T,

V1+(C+ L/Lp)? (9.48)

ist.

In Bild 9.3 ist die Pulsverbreiterung als Funktion der Lénge fiir unterschiedliche C aufge-
tragen. Fiir C=0, also keinen Pre-Chirp, haben wir eine reine Pulsverbreiterung mit der
Lénge. Wenn C und (3”(wp) nicht das gleiche Vorzeichen haben, dann wird der Prechirp
bei der Ubertragung langsam aufgehoben, der Puls wird kleiner bis er ein Minimum er-
reicht und vergrofiert sich dann wieder. Wenn C und 8”(wy) das gleiche Vorzeichen haben,
addieren sich Chirp und Prechirp und der Puls wéchst schnell in seiner Breite an. Die
Steigung der Kurve fiir grofile L/Lp ist gleich 1. Fiir den Fall des negativen Chirp C=-2,
erhalten wir ein Minimum bei L/Lp = C. Dieses ist die kleinste erreichbare Pulsbreite,
diesen Puls nennt man auch ”Bandbreite begrenzten” Puls.

Zusammenfassung Pulse koénnen sich bei der Ubertragung iiber eine Faser
sowohl verbreitern als auch verschmélern. Die Pulsverdnderung wird durch die
Faserparameter (Dispersion) und Pulsparameter (Prechirp) bestimmt.

Phasengeschwindigkeit : wv,,(w) )
Gruppengeschwindigkeit vg(w) = 85}&0
Dispersionskoeffizient : D(w) = Adn




Kapitel 10

Dispersion eines dielektrischen
Wellenleiters

Motivation Die Dispersion dielektrischer Wellenleiter, ins-
besondere die Dispersion optischer Fasern bestimmt vor al-
lem bei hochratigen Systemen wesentlich die erreichbaren
Ubertragungslangen. In diesem Kapitel behandeln wir die unter-
schiedlichen physikalischen Ursachen der Dispersion.

Wir hatten im Kapitel 9 gesehen, dafl sich die Frequenzabhéngigkeit der Ausbreitungs-
konstante wesentlich auf die Ubertragung von Signalen auswirkt. Wir werden jetzt die
unterschiedlichen physikalischen Ursachen fiir diese Frequenzabhéngigkeit betrachten.

10.1 Materialdispersion

Da der Brechungsindex in einem dielektrischen Wellenleiter frequenzabhéngig ist, erfahren
unterschiedliche Frequenzanteile unterschiedliche Verzogerungen bei der Ubertragung. In
einem homogenen, linearen,verlustlosen Dielektrikum ist die Ausbreitungskonstante (siehe

Gleichung 3.18)
B = wr/ pocoel. = w/ poeon’? = Yn= kon/ (10.1)
c

Da n' eine Funktion der Frequenz, bzw. Wellenlange ist, kann aus dieser Abhéngigkeit die
Phasengeschwindigkeit, Gruppengeschwindigkeit und Dispersion berechnet werden (siehe

10.1
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Gleichung: 9.10, 9.12, 9.29): 101

vpn(w) = ) (10.2)
1 c

vg(w) = 557000~ N,0) (10.3)

Dy(w) =— %% (10.4)

D), wird als Materialdispersion bezeichnet. In Bild 10.1 ist der mit Hilfe der Sellmei-
erapproximation berechnete Verlauf von Brechungsindex, Gruppengeschwindigkeit und
Wellenleiterdispersion fiir Siliziumoxyd als Funktion der Wellenléinge angegeben. Man er-
kennt, dal die Materialdispersion bei c. 1.28 um das Vorzeichen wechselt, dafl also in
diesem Wellenldngenbereich die Materialdispersion sehr klein ist.

10.2 Strahl- bzw. Modendispersion

Zusétzlich hatten wir in Kapitel 7 festgestellt, dafl nicht entartete, unterschiedliche Moden
unterschiedliche Ausbreitungskonstanten besitzen. Wir ein Signal in einem mehrmodigen
Wellenleiter iibertragen, erreichen die unterschiedlichen Moden das Ende der Faser nach
einer unterschiedlichen Zeit. Dadurch wird das empfangene Signal verfélscht. Diesen Effekt
nennt man Modendispersion. Wir hatten auch gesehen, dafl man die unterschiedlichen
Moden als unterschiedliche Strahlen interpretieren kann. Deshalb findet man auch haufig
die dquivalente Bezeichnung Stahldispersion. Wir wollen diesen Sachverhalt an dem
Filmwellenleiter nach Bild 10.2 untersuchen. Das Ende des Wellenleiters sei rechtwinklig
abgeschnitten (siehe Bild 10.2). Wir nehmen an, dafl das Material keine Verluste aufweist.
®x ist der Grenzwinkel der Totalreflexion, d. h. alle Strahlen mit ® > ®j erleiden eine
totale Reflexion, werden also im Kern gefiihrt. Der Strahl A-A beschreibe einen Strahl, der
innerhalb des Wellenleiters genau mit dem kritischen Winkel auf die Grenzflache trifft.
Dieser Strahl wiirde unter den gemachten Voraussetzungen innerhalb des Wellenleiters
gefithrt werden. Es gilt

nysin(Py) = n, (10.5)
Wir untersuchen, wie grof3 der Einfallswinkel aj ist, der maximal auftreten darf, damit

das Licht noch gefithrt wird. Es gilt (siehe Bild 10.2):

Ox = g — Dy (10.6)

101D, wir hier ein verlustfreies Medium voraussetzen, ist n = n’.
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Abbildung 10.1: Brechungsindex, Gruppenlaufzeit und Dispersion von Si0? als Funktion
der Wellenldnge

Weiter folgt aus dem Snelliusschen Gesetz fiir die Brechung an dielektrischen Grenzschich-
ten (siehe Gleichung 4.13):

nesin(ag) = nypsin(Og

(10.7)

= /n} —n? (10.8)
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kritische Strahl

Abbildung 10.2: Strahlfithrung in einem Filmwellenleiter

Mit

An = ny—n (10.9)
1
n = §<nf + ns) (10.10)

folgt 102

NA=ngsin(ag) = \/n7 —n2 = V2nAn (10.11)

NA heifit numerische Apertur.

Die numerische Apertur ist ein Maf} fiir die in die Faser einkoppelbare Leistung. Man
mochte natiirlich eine grofle NA erreichen, um eine moglichst effiziente, einfache und
stabile Einkopplung zu erhalten, d. h. n und An sollten moglichst grof§ sein. Das wiirde

bedeuten:
Ng =ng =1 (10.12)

d. h. wir haben die Lichtfithrung in einer homogenen Glasplatte.
Es treten hierbei folgende Probleme auf:

1. Es treten evaneszente Wellen auf, die in die Umgebung der Platte hereinreichen,
kleine Stérungen (z. B. Kriimmungen, Schmutz) in der Umgebung kénnen dann ein
Abstrahlen dieser Wellen und somit Verluste bewirken.

2 2
ny—ns _ (ng—ns)(nstns)
2nf - QTLf

10-28pster werden wir die Definition A = verwenden . Fiir kleine Brechungsin-

dexunterschiede gilt dann auch A =~ (ny — ns)



Version 5.11.2000 Arbeitsblédtter Dispersion 10.5

2. Der Weg, den die Strahlen in der Platte zuriicklegen, ist unterschiedlich lang: Ein
Achsenstrahl benétigt folgende Zeit T, = n—cff fiir einen Zylinder der Léange ¢. Der
kritischer Strahl (er erleidet gerade noch Totalreflexion) benétigt (siehe Bild 10.3):

kritische Strahl

Abbildung 10.3: Strahlfithrung eines Filmwellenleiters

an
ccos(Og)

nfﬁ
csin(Py)
nil

T, =

NgC
Die Zeitdifferenz ist

AT = T,—T, (10.13)
= (L -1 (10.14)

= —“an (10.15)

AT ng An
- = 10.1
14 ng C (10.16)

Dies ist die Dispersion durch Mehrstrahlausbreitung oder auch Modendispersion. 193

10-3Man kann einen Strahlverlauf auch als Mode auffassen. So wie die verschiedenen Strahlen unter-
schiedliche Zeiten benétigen, um die Faser zu durchqueren, benotigen auch unterschiedliche Moden un-
terschiedliche Zeiten (sieche Kapitel 12)
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An  NA (NA)?* AT/L Bitrate*Linge
ns/km  Mbit/s*km

0.05 038 0.1435 173 6

0.02 0.24 0.0580 68 15
0.01 0.17 0.0291 34 30
0.006 0.12 0.0146 17 60
0.002 0.076 0.0058 7 150

Tabelle 10.1: Bitraten-Bandbreiten-Produkte fiir unterschiedliche Wellenleiter

Beispiel: (Eine unbeschichteter Filmwellenleiter)

c = 310°m/s (10.17)
ng = 15 (10.18)
ny, = 1.0 (10.19)
ng = 1.0 (10.20)
57T: = 2.5us/km (10.21)

d.h. in einem unbeschichteten Wellenleiter tritt schon nach 1 km eine Zeitdifferenz von
2.5 ps auf. Dies schrankt die iibertragbare Bitrate wesentlich ein.
Wenn wir einen Mantel mit einem leicht kleineren Brechungsindex verwenden, folgt:

1. Wenn der Mantel homogen und dick genug ist und keine Verluste aufweist, wird die
Dampfung geringer, da keine Stérungen im Mantel auftreten kénnen.

2. Die Strahl-Dispersion wird geringer.

3. Der Einkopplungswirkungsgrad wird geringer

Typische Werte sind in Tabelle 10.1 angegeben. In dieser Tabelle sind zusétzlich erreich-
bare Bitratenlingenprodukte fiir unterschiedliche Wellenleiter angegeben [11]. 104

Die Dispersion im Wellenleiter ist ein wesentliches Problem. Zwei Moglichkeiten, sie mit
Hilfe von Wellenleiterstrukturen zu bekédmpfen, sind in Bild 10.4 angegeben: die Gradi-
entenwellenleiter und die Monomodewellenleiter.

10.3 Wellenleiterdispersion

Diese Dispersion wird durch die Feldverteilung zwischen dem Kern und dem Mantel des
Wellenleiters hervorgerufen. Sie ist also durch die Geometrie begriindet. So ist bei klei-
neren Wellenldngen, ein grofierer Anteil des Feld im Kern konzentriert, folglich sieht die

10-4Dje Abschitzungen sind relativ pessimistisch
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AN n n
f n n
‘ n
Mehrmodiger Wellenleiter Gradienten-Wellenleiter Monomode-Wellenleiter

Abbildung 10.4: Unterschiedliche Wellenleitertypen

optische Welle insbesondere den Brechungsindex des Kerns, lduft also relativ langsam
(8 ~ kony). Ist die Wellenlédnge so gro8, daf der grofite Anteil des Feldes in den Man-
telgebieten verlauft (6 ~ kons), ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit wesentlich grofier.
Wenn ein Signal beide Wellenldngen, bzw. optische Frequenzen umfasst, kommt es dann
zur Wellenleiterdispersion. Im Kapitel 7 hatten wir diese Abhéngigkeit der Ausbreitungs-
konstante von den Brechungsindizes und der Geometrie fiir einen Filmwellenleiter als
Funktion der Wellenléinge bzw. Frequenz berechnet. So mufite man fiir einen unsymme-
trischen Filmwellenleiter die transzendente Gleichung 7.30

tan(rph) = —et e (10.22)

_ QsCc
Ry Py

mit
Ky = y/kgni — B (10.23)

\/7
s = /0% — k§n?, (10.24)

16sen. Das heifit, wir kénnen 3 als Funktion von w numerisch berechnen. Hieraus kann
man dann die durch den Wellenleiter hervorgerufene Gruppengeschwindigkeit und die
Wellenleiterdispersion berechnen. Sehr haufig tragt man die Ausbreitungskonstante nicht
als Funktion von der Frequenz, sondern dquivalent als Funktion von ky auf. Wir betrach-
ten hierzu einen symmetrischen Wellenleiter mit den Parametern ny = 1.5, ny = 1.48,
h = 2 pum. Der numerisch berechnete Eigenwert 3, die zugehorige Gruppenlaufzeit und die
Wellenleiterdispersion ist in Bild 10.5 angegeben. Man erkennt aus dem Bild fiir die Grup-
pengeschwindigkeit, daf fiir kleine Wellenldngen der Brechungsindex des Films, fiir grofle
Wellenléngen der Brechungsindex des Substrats mafigebend ist. Dazwischen ergibt sich
ein stetiger Ubergang. Wir werden diesen Sachverhalt im Kapitel 14 bei der Behandlung
der Monomodefaser noch einmal ausfiihrlich diskutieren.
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Abbildung 10.5: Ausbreitungskonstante, Gruppenlaufzeit und Wellenleiterdispersion als
Funktion von k

10.4 Die normierten Ausbreitungsparameter

Insbesondere bei der Behandlung von optischen Fasern hat man eine Normierung der Aus-
breitungskonstanten eingefiihrt. Dies erlaubt auch einen einfachen Vergleich unterschied-
licher Wellenleiterstrukturen. 5 unabhéngige Parameter bestimmen die Eigenschaften des
Wellenleiters

1. ny Der Brechungsindex des Filmwellenleiters
2. ng Der Brechungsindex des Substrats

3. n. Der Brechungsindex der Deckschicht

4. h Die Dicke des Wellenleiters
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5. ko Der Wellenvektor bzw. die Frequenz des anregenden Lichts

Hieraus definieren wir 3 Parameter, die die Eigenschaften des Wellenleiters bestimmen.

V = kohy/n} —n? (10.25)

1. Die Normierte Frequenz V

2. Den Asymmetrieparameter a

a = (n3 —n2)/(n} —n3) (10.26)

3. Den genormten effektiven Index b

s

b= (8°/kg—n)/(n} —ny) (10.27)
ners
Aus ngky < 8 < nyko folgt ny < nesr < ny. Hieraus folgt, dafl beim ”"cut off” b = 0 ist und
daBl sein Maximalwert 1 ist. Der Asymmetrieparameter a kann zwischen 0 und Unendlich
liegen. Aus der allgemeinen Dispersionsbeziehung 7.54 folgt mit diesen Definitionen:

2konshcos(©) — &5 — &, = 2mn (10.28)
v
2———nscos8(0) — O, — P, = 27mn (10.29)
nfc —n?

Mit den Beziehungen fiir den Einfallswinkel © und den Phasenverschiebungen bei der
Reflexion einer TE-Welle @, &,

kind — 0% \[k5(nF —nZy) \/
cos(0) = il - d = d i (10.30)

l{ignf a konf a ]{Jonf
\/nfc sin?(©) — n2 n2p; —n?
tan(®;) = =2
ny cos(©) n —n2,

_n2 _ 2
2 (e 2” (g — 3 2,/ (10.31)
(nf -n )(nf eff —b
\/”f‘%”"2 V" err e b ta
tan(®,) = 2 = (10.32)
ny cos(©) / 2 o

S



Version 5.11.2000 Arbeitsblédtter Dispersion 10.10

(siehe Bild 7.3, Gleichung 7.9, 4.64) folgt fiir die Dispersionsbeziehung

\% b b+a

pry n} —nZ;; — arctan T3~ arctan T =T (10.33)
b b
VV1—0b—arctan T3~ arctan 1 i (Z =nm (10.34)

Dies ist eine allgemein giiltige Beziehung fiir dielektrische Wellenleiter. In Bild 7.6 ist die
Losung dieser Gleichung fiir die ersten 3 Moden als Funktion von V fiir die Parameter a =
0,10, 9999 aufgetragen. Wir werden in einer Ubungsaufgabe dieses Diagramm verwenden
um die Ausbreitungskonstante fiir den folgenden Filmwellenleiter zu berechnen:
ng=1,9;ns=1,45; n. = 1,4; h = dSpum, A = lum
Zusétzlich kénnen wir die "cut off” Frequenz ermitteln indem wir n.¢y = n, setzen, d. h.
b= 0.

Veutofy = arctany/a + nm (10.35)

Wir erkennen wieder die Tatsache, daf ein symmetrischer Wellenleiter (a=0) immer den
Grundmode fiihrt.
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Zusammenfassung Die wesentlichen Dispersionsarten sind:
Materialdispersion Sie wird durch die Frequenzabhéngigkeit des Brechungs-
index hervorgerufen

Strahl- bzw. Modendispersion Unterschiedliche Moden bzw. strahlen durch-
laufen den Wellenleiter mit unterschiedlicher Geschwindigkeit. Dies fiihrt
zur Pulsverbreiterung durch Modendispersion

Wellenleiterdispersion Die Welle wird nicht nur im Kern des Wellenleiters
gefiihrt, sondern auch in den umgebenden Schichten (Mantel). Der Bre-
chungsindex und seine Frequenzabhéngigkeit kann unterschiedlich in den
einzelnen Schichten sein. Dies hat zur Folge, daf sich eine effektive Grup-
pengeschwindigkeit einstellt, die zwischen den Gruppengeschwindigkei-
ten von Kern und Mantel liegt. Durch geeignetes Design des Wellenlei-
ters, kann somit die effektive Gruppenlaufzeit gezielt beeinflusst werden.
Dies ist insbesondere fiir den Entwurf von monomodalen Fasern interes-
sant (siche Kapitel 14).




Kapitel 11

Strahlenoptische Behandlung eines
Gradienten-Wellenleiters

Motivation Strahlenoptische Modelle haben den Vorteil, relativ
anschaulich zu sein. Sie beschreiben die physikalischen Zusam-
menhénge korrekt, solange die betrachteten Abmessungen grof3
gegeniiber der Wellenlédnge sind. Wir werden in diesem Kapitel,
eine Profilverteilung des Brechungsindex n(y) berechnen, die eine
minimale Laufzeitdifferenz ergibt. Gradienten-Wellenleiter zeich-
nen sich durch relativ einfache Einkopplungen bei einer noch
oft akzeptablen Bandbreite aus. Die strahlenoptische Betrach-
tungsweise erlaubt einen einfachen Einstieg in das physikalische
Verstandnis dieser Wellenleiter.

Wir betrachten einen planaren Gradienten-Wellenleiter. Seine Geometrie ist in Bild 11.1
angegeben. Die Idee des Gradienten-Wellenleiters erkennt man im gleichen Bild. Strahlen,
die in der Kernmitte verlaufen, haben einen kiirzeren Weg zuriickzulegen im Vergleich mit
Strahlen, die vom Mantel reflektiert werden. Wenn die Geschwindigkeit in der Mitte des
Wellenleiters aber kleiner ist als am Rand, kann man eventuell erreichen, daf alle Strahlen
die gleiche mittlere Geschwindigkeit aufweisen und somit keine Strahldispersion auftritt.
Deshalb ist der Brechungsindex in der Mitte am grofiten. Wir nehmen zur Untersuchung
dieses Falls an, daf§ die Brechzahlénderung n(r) klein ist, d. h.

|grad n| = |Vn| << nky = nwy/woco (11.1)

Diese Nédherung bedeutet auch, dafl wir annehmen, dafl die Wellenlénge klein gegeniiber
allen geometrischen Abmessungen ist. Zusétzlich werden wir fordern, daf sich die Feldam-
plitude nur wenig dndert, wenn wir eine Wellenlénge in Ausbreitungsrichtung weitergehen.
Dies ist die Ndherung der geometrischen Optik, mit deren Hilfe auch sich nicht gerad-
linig ausbreitende lokal ebene Wellen beschrieben werden kénnen.

11.1
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Brechungsindex- Geometrie des Wellenleiters
profil

Abbildung 11.1: Prinzip eines Gradienten-Wellenleiters

Dann kann der 2. Summand in Gleichung 3.35 und 3.36 vernachléssigt werden und es gilt:
AH + Ppgeon®*(y)H = 0 (11.2)
AE + W peon®(y)E = 0 (11.3)
Fiir eine Reihe von Problemen ist der Vektorcharakter der Felder nicht relevant, z.B. ist
die Brechung und Reflexion an Grenzflachen mit geringem Brechzahlunterschied fiir TE-
und TM-Wellen ungefihr gleich (vergleiche Bild 4.8 fiir grofie Reflexionswerte). Dies gilt
ebenso fiir die Beugung an Objekten solange man sich nicht fiir die Felder in geringen
Entfernungen von den Objekten interessiert. Das heifit wir konnen eine skalare Wellen-
gleichung fiir die elektrische Feldstédrke annehmen:
AE + W ugegn®*(y)E = 0 (11.4
AE+En*(y)E = 0 (11.5)
mit k% = wlppeg = w?/c? = N3/ (4m)% 1L
Unter den gemachten Voraussetzungen kann man die Welle als lokal eben betrachten. Wir
machen den folgenden Losungsansatz:

E(7,t) = A(F,t)el @t hoS®) (11.6)

7 ist hier der dreidimensionnale Ortsvektor. S(r) heifit Bildfunktion oder Eikonal. Fliachen
fiir die S(7) konstant ist, sind die Fldchen konstanter Phase, bzw. die Wellenfronten.

1113, bezeichnet die Wellenlinge im Vakuum
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11.1 Ableitung der Eikonalgleichung

Die Eikonalgleichung beschreibt die Ausbreitung des Strahls in unserem inhomogenen Me-
dium. Zur Ermittlung dieser Gleichung berechnen wir AE und machen dann die Ndherung
A — 0 bzw. £ — oo und setzen dies in die Wellengleichung ein:

AE = div grad Ae 7%
div [e’jksgmd A— jke’ijA grad S]
= div [e_jks(grad A — jkA grad S)]
= —jke ™ grad S(grad A — jkA grad S)
+e M (AA — jk grad A gradS — jkAAS)
e~ IkS [—ij grad S grad A — k2A|97’ad S|2 +AA - jkAAS]

Wir nutzen jetzt den limy_.., aus und beriicksichtigen nur den Term mit k?:
AE = —e k2 A|grad S|? (11.7)
Setzen wir diese Grofle in die Wellengleichung 11.5 ein, so erhalten wir:

Sk Algrad SIE 1 KntAc S = 0 (115
lgrad S|* = n? (11.9)

Die Richtung der Welle ist gleich der Richtung der Phasenfront !-2:
dr grad S  grad S

—-— = = 11.1
ds |grad S| n (11.10)
dr
n(r)— = grad S (11.11)
ds
Durch Differentiation der Gleichung 11.9 nach der Bogenlénge s erhalten wir:
dm d grad S
n(r )ds = grad ST (11.12)
dr d grad S
n(7) grad n = grad ST (11.13)
Setzen wir grad S nach Gleichung 11.11 ein, so ergibt sich:
dr drd(n (H) )
n(7) grad n & = n(r )ds P (11.14)
dr i d(n(F) %
grad n <o dinlr)g,) (11.15)

ds ds ds

1-2Djes ist direkt auch an Hand des Ansatzes fiir das Eikonal 11.6 zu sehen
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Da grad n, grad S und Z—’: in die gleiche Richtung zeigen, folgt als Eikonalgleichung:

d

grad n(7) = a(n(F)Z—:> (11.16)

11.2 Ableitung der Ausbreitungsgleichung fiir den Gra-
dienten Filmwellenleiter

UP

X4 dx

©
2 dz \ R
A/ ZUP Z

X

Abbildung 11.2: Strahlverlauf in Gradientenprofil

Es gilt fiir diese Geometrie (siehe Bild 11.2):

dn

grad n(z) = d—e} (11.17)
x

ds = dze, + dxe, (11.18)

ds* = d2*® + da? (11.19)
dz

S} = — 11.20

cos(O) = (11.20)
dz

in(© = — 11.21

sin(@(r)) = (11.21)

Hieraus folgt fiir die Komponenten der Ausbreitungsgleichung 11.16
. dn d dx

& : 0= % (n(w)g) (11.23)
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Integration von Gleichung 11.23 ergibt:

n(m)g =n = const (11.24)
n(z)cos(0O(z)) =n (11.25)

Da dies fiir beliebige x gilt, gilt es auch fiir x = 0.
n(0) cos(©(0)) =n (11.26)

n ist eine Strahlinvariante, also konstant ldngst des Strahls. Die Gleichung kann als ver-
allgemeinertes Brechungsgesetz aufgefasst werden:

n(:v)% = n(z)cos(O(x)) = n = const (11.27)

Dieses Gesetz kann auch leicht an Hand des Bildes 11.3 anschaulich gemacht werden. Aus
dem Brechungsgesetz fiir dielektrische Schichten folgt:

no cos(6g) = ny cos(dy) = - - - n, cos(0,,) = const (11.28)

Abbildung 11.3: Anschauliche Ableitung des verallgemeinerten Brechungsgesetz

Am Umkehrpunkt ist ©(z) = 0 und somit gilt fiir ihn:
n = n(z) (11.29)
Es gilt nach dem verallgemeinerten Brechungsgesetz:

dz n
i @ (11.30)
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Eingesetzt in die Gleichung 11.22 folgt:

dn dz d dz dx
- = Z= —_ 11.31
dz sdz n(z) ds dz) ( )
n d dx
= —— [ n— 11.32
n(z) dz (ndz) ( )
(11.33)
Es folgt als Differentialgleichung, die die Ausbreitung beschreibt:
d*z n(z) dn
_— = —— 11.34
dz? n? dx ( )
Fiir die Ausbreitungs-Dgl 11.34 folgt:
d*x 1 dn?
- - - 11.
dz? 2n2 dx (11.35)
Mit
P _ (dr)d (ds
dz2  \dz /) de \ dz
1d  dx,
- -4/ 11.36
2dx ( dz) ( )
folgt
d dx ., 1 dn?
(= - 11.
dx(dz) n? dx (11.37)
Nach Integration folgt:
dr., n(x)?
—) = C 11.38
(Cr="20 (11.35)

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus dem Umkehrpunkt. Fiir x = 2 gilt % =0:

0 =Ln*@)+C (11.39)
=
C _ 1 (11.40)
Es folgt somit
2
(%) - ”51”;)2 1 (11.41)
e _ 4 "@2 1 (11.42)
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Die Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen berechnet werden. Es ist da-
bei das Vorzeichen der Wurzel zu beachten. Wir wollen den Strahl zwischen dem Ursprung
(x =0,z = 0) und dem oberen Umkehrpunkt UP betrachten (siehe Bild 11.2). Dort ist
die Steigung positiv und somit auch das positive Vorzeichen der Wurzel zu nehmen.

d
dr = —2 (11.43)

n?(z) -1

n2

Fiir die z-Komponente des Umkehrpunkts folgt:

(11.44)

o [® dx
Zup = N _—
’ /0 Vvn(x)? —n?

11.2.1 Lo6sung der Ausbreitungsgleichung fiir a-Profile

Wir betrachten jetzt eine Klasse von Brechungsindex-Profilen, die sogenannte a-Profile

(siehe Bild 11.4).

2 o2 [y TN
n2(x) = n% [1 2/ (a) } (11.45)
2 .2
A = K Tv (11.46)
2n%,

Die Aufgabe wir es sein, das Profil, d.h. den Parameter a so zu optimieren, daf§ wir eine
minimale Modendispersion erhalten. Wir gehen dabei im mehreren Schritten vor

1. Wir diskutieren als einfaches und explizit l6sbares Beispiel, den Fall der quadrati-
schen Brechungsindexabhéngigkeit a = 2.

2. Wir bestimmen analytisch die z-Komponente des Scheitelpunktes des Strahlverlaufs,
das heifit den sogenannten Umkehrpunkt.

3. Wir ermitteln die optische Lénge bis zum Scheitelpunkt

4. Wir optimieren das Brechungsindexprofil durch Bestimmung des Wertes von «, der
die minimale Modendispersion ergibt

Wir wollen nur Strahlen betrachten, die nicht in den Mantel laufen oder an ihm gebrochen

werden. Als erstes versuchen wir den Strahlenpfad zu ermitteln: Fiir 0 < z < 2 gilt mit
n?=n% (1-2xA (%)a) aus Gleichung 11.43:
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x/a

Abbildung 11.4: a-Brechungsindex-Profile

Y dx’
- ”/ NG
_ / dx’
\/nK 1— 2A(2)%) — n2 (1 — 2A(2))
d
B ,/_ 11.47
11774 2A Jo (@)a_ (I_/)a ( )
Mit § = (%)% 2 = 6a do’ = i—ifg_ldf folgt:
z = %i (E)g _1 (%)% idf (11.48)
ang \i/ VoA Sy \/@ .

11.2.1.1 Lo6sung der Ausbreitungsgleichung fiir a = 2

Wir konnen dieses Integral nur fiir den Spezialfall o« = 2 (Quadratisches Profil) 16sen:

(11.49)

na 1 /5 1 e
rT—=
nKg Tv2A Jo /1 —&2
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Mit dem Integral [19] folgt:

n 1 T
z = a— arcsin(— 11.50
e oA (=) (11.50)
v = #sin(ZEV2A) (11.51)
a n
(11.52)
v = Fsin(C—) (11.53)
RUP

mit zyp = ga%ﬁ. Wir erkennen, daff die Periode von nn = n(yp) abhéngt, und somit

die Perioden unterschiedlicher Strahlen unterschiedlich lang sind (siehe Bild 11.5).

50
40

30r

20r

X[urm]

-201

-301

-40+

0 200 400 600 800 1000 1200

-50

Abbildung 11.5: Strahlverlauf im Gradientenwellenleiter

11.2.1.2 Bestimmung des Umkehrpunkts fiir beliebiges a-Profil

Die Rechnung ist im Anhang B.1 aufgefiihrt und es folgt fiir die z-Koordinate des Um-
kehrpunkts.

(11.54)
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11.2.1.3 Bestimmung der optischen Weglidnge bis zum Umkehrpunkt
Die ausfiihrliche Rechnung ist im Anhang B.2 aufgefiihrt. Die optische Léange ist:

L, = /OUPn(x)ds (11.55)

Nach langerer Rechnung (siehe B.2) folgt:

L, =
ZUP 5 7

1 2
[m + a"TK] (11.56)
(6]

Die optische Lénge gibt ein Maf§ an, fiir die Zeit, die der Strahl benétigt, um bis zum
Umkehrpunkt zu gelangen.

11.2.1.4 Berechnung des optimalen Profils des Brechungsindex

Wir wollen jetzt untersuchen, ob ein Profil existiert, dafi minimale Laufzeitunterschiede
zur Folge hat.

Der Strahl der langst der Kernachse verlduft benotigt die folgende Laufzeit fiir die Strecke
L:

L
C

Ein beliebiger Strahl benotigt 13

T = —xM

L 1 2
-z [2ﬁ+an—K] (11.58)

Wir untersuchen jetzt, ob es einen Strahl mit 7, gibt, der eine minimale Laufzeit fiir ein
festes o aufweist.

dT

% |'ﬁ:'ﬁopt = O
nk

2 — OKT =0
nopt

Topt = nK\/g (11.59)

113Dje Liinge sei so gewihlt, dafl eine ganze Anzahl von viertel Perioden (M = L/zyp) der betrachteten
Wellen hineinpasst
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Die minimale Laufzeit ist:

L1 | « n?
Topt = — 2 = K
Pt c2+a e 2+anK Q]

L ng [ « 1
= = 2./= =
c2+a g @ ﬂ]

L ng «

- - 4 11.60
c2+al 2 ( )
T, L nx_ /g (11.61)
opt = — o :
Pt c24+a

Wir wollen jetzt eine heuristische Ermittlung der optimalen Profile durchfithren. Wir
suchen dasjenige Profil, das die geringsten Laufzeitunterschiede zur Folge hat.
Aus dem Ausdruck fiir das optimale n 11.59 folgt:

Nopt < N — <2 (11.62)
2

gt > Mar — 0 > 22—2]” = 2(1 - 2A) (11.63)
K

114 Tiegt o auBerhalb der genannten Grenzen, so wird das Minimum nicht im erlaubten
Bereich zwischen ngx > n > ny, liegen (siehe Bild 11.6). Hieraus folgt daf gilt:

n2
2> oy > 23 (11.64)
Nk

Das Minimum wird erreicht, wenn der Strahl in der Mitte die gleiche Verzogerung (Tx)
erleidet, wie der Strahl der den Mantel beriihrt (7)), d.h. fiir diesen Strahl gilt 7 = ny,
(siche GI. 11.58):

Tk = Ty (11.65)
Lng L 1 Qopt N
= — 2 11.66
C COéopt+2< Nar + nM) ( )
n
(Qopt +2)nK = Qopr— + 21y (11.67)
N
ni
Aopt (N — —) = 2(ny — nk) (11.68)
Ny

Das optimale Profil ist

2 2
H-4Hjier wurde die Definition von A = % verwendet.
K
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Qopt = QZ—M:2\/1—2A (11.69)
K
~ 2(1-A) (11.70)

Laufzeit

Abbildung 11.6: Laufzeit als Funktion des minimal erreichten Brechungsindex
Der Laufzeitunterschied zwischen dem langsamsten und schnellsten Strahl ist dann:
AT = T(ng)—T(nopt) (11.71)
Mit Gleichung 11.61 folgt:

L L 1
AT = —Ng — K
c C 24 Qopt

/Byt (11.72)
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Verwenden wir das optimale Profil 11.69 folgt:

AT =

Ausgedriickt durch A ergibt sich:

L

C

C

C

L

—n

C

K

[ 16ns
nK
1 vy -

242mu
ng

2. /M

\/ nk

1— n
L+ o

N + Ny — 2/ NN

Ng + Ny
(/% — )

ng +ny

11.13

(11.73)

AT

~

L
Cc
L

(- vi-3Ay
K VI—2A
A2

nNg—-

8

(11.74)

(11.75)

Beispiel fiir einen Gradientenwellenleiter:

ng = 1.47,ny = 1.45 Hieraus folgt: A = 0.0135,« = 1.973, AT/L

110ps/km

Dies ergibt eine fast um drei Zehnerpotenzen bessere Strahldispersion verglichen mit der
Stufenindex-Wellenleiter (siehe Tafel 10.1) 11

LL5Man beachte, daB in der Tabelle An = nxg — nyy ist.
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Zusammenfassung
Prinzip des Gradienten-Wellenleiters: Strahlen kénnen im inhomogenen Medi-
um mit Hilfe der Eikonalgleichung beschrieben werden:

—

(7, t) = A(F, t)el @t=hkoS() (11.76)
Die Ausbreitungsgleichung lautet dann:

grad n(F) = dils(n(mg) (11.77)

Das verallgemeinerte Brechungsgesetz lautet:

& _
ds
Die DGI. fiir die Ausbreitung ist:

n(x) n(z) cos(O(z)) = n = const (11.78)

Pz n(x)dn

— = — 11.79
dz? n? dx ( )
Die Losung der DGL. fiir den Umkehrpunkt ist:
e dx
Zup = T —_— 11.80
= e (11.50)
Definition des a-Profils:
ni(z) = ni[1-24 (g)a] (11.81)
2 _ 2
A = K Tv (11.82)
2ng,
Die Losung fiir den Spezialfall o = 2 (Quadratisches Profil).
r = Fsin(c—) (11.83)

fUP
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Fiir das allgemeine a-Profil kann man den Umkehrpunkt ermitteln:

& [m a rans ()
= D (R) e 11.84
A YN (5) L+ (1184)

Die optische Lange bis zum Umkehrpunkt betrégt:

1 . n%
L, = zyp 2n + a— (11.85)
24+« n
Das optimale Profil ist:
Nr
Qopt = 2n— =2v1—-2A (11.86)
K
~ 2(1-A) (11.87)

Es ergibt eine Strahldispersion von:

L (1—V1=2A)?

AT = Z 11.88
T /T o oA (11.88)
L2 (11.89)
~ — N — .
c K 8

Der Laufzeitunterschied zwischen dem langsamsten und schnellsten Strahl ist:

L 1— V1 =2A)2
ar = L ) (11.90)
c 14+ +v1-2A

L A?
~ Tk (11.91)
C




Kapitel 12

Wellentheoretische Behandlung
dielektrischer Wellenleiter

Motivation Die Ubertragungseigenschaften monomodaler Wel-
lenleiter kénnen nur mit Hilfe wellentheoretischer Ansétze be-
schrieben werden. In diesem Kapitel werden die Eigenschaften
monomodaler Lichtwellenleiter ndherungsweise abgeleitet. Eine
exakte Rechnung, die in ihrer mathematischen Vorgehensweise
mit der Technik iibereinstimmt, die wir bei der Behandlung der
Filmwellenleiter verwendet haben, wiirde den Umfang der Vorle-
sung sprengen. Im Anhang C ist diese exakte Theorie kurz skiz-
ziert. In diesem Kapitel beschranken wir uns auf Fasern, die einen
kleinen Brechzahlunterschied zwischen Kern und Mantel aufwei-
sen, sogenannte schwach fithrende Fasern. Wie im Anhang C ge-
zeigt wird, {iberlagern sich unter dieser Voraussetzung Moden mit
leicht unterschiedlichen Ausbreitungskonstanten, also fast entar-
tete Moden, zu einem linear polarisierten gemeinsamen Mode und
man erhélt die aus der Literatur bekannten LP (linear polarisier-
ten) Moden.

Im einfachsten Fall haben dielektrische Wellenleiter einen lichtfithrenden Kern mit einem
Brechungsindex ny umgeben von einem Mantel mit einem Brechungsindex nj; (siehe
Bild 4.1, 4.2), wobei nx > nyy ist.

12.1
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12.1 Niherungsweise Beschreibung der Wellenausbrei-
tung in Stufenindex-Fasern

Wir betrachten jetzt Fasern, deren Kern und Mantel jeweils einen konstanten Brechungs-
index haben, sogenannte Stufenindexfasern. Die Geometrie ist in Bild 12.1 angegeben.
Wir nehmen hierbei an, dal der &uflere Radius b so grof ist, daf§ das Feld nicht mehr an

Abbildung 12.1: Stufenindexfaser

den Rand des Mantels reicht. Aulerdem gehen wir von folgenden Voraussetzungen aus:
e Der Brechungsindexunterschied zwischen Kern und Mantel ist gering

e Die Welle ist linear polarisiert (d.h. es liegen sogenannte LP (linear polarized) Wellen
vor). Die elektrische Feldstérke sei beispielsweise in y-Richtung ausgerichtet.

Die erste Voraussetzung ist bei real vorliegenden Fasern meist gerechtfertigt. Die zweite
Voraussetzung kann aus der ersten néherungsweise abgeleitet werden (siche Anhang C).
Wir verwenden die zweite Voraussetzung, und nehmen an dafl die Welle eine in y-gerichtete
elektrische Feldstirke aufweist. Aulerdem pflanze sie sich in z-Richtung fort. Fiir die y
Komponente der elektrischen Feldstérke £, gilt die Wellengleichung:

AE,+kinkE, = 0firp=+a2>+y*><a (12.1)
AE,+kiny,E, = 0firp=+a*>+y>>a (12.2)
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Da wir eine sich in z-Richtung fortpflanzende Welle betrachten, folgt mit dem Ansatz:

B, =¥(p,¢)e 7 (12.3)
82

77 = B (12.4)
A = A - (12.5)

[ ist die Ausbreitungskonstante der Welle, die bestimmt werden soll. Der Laplace-Operator
fir ebene Probleme A, in kartesischen Koordinaten ist:

0? 0?

A =—+— 12.6
LT ox2 T oy? (12.6)
Es folgt aus der Wellengleichung;:
MNE, + (kink —)E, = Ofirp<a (12.7)
ANE, + (kiny, —BE, = Ofirp>a (12.8)

12.1.1 Ermittlung der Randbedingungen

Die Ausbreitungskonstante im Mantelmaterial ist kgnjs, die im Kernmaterial ist kong.
Das Feld erstreckt sich {iber den Kern und teilweise {iber den Mantel, folglich gilt fiir die
Ausbreitungskonstante der Welle:

kon[( > ﬁ > /{Z()nM (129)
Wegen der ersten Voraussetzung (ngx — nay)/ny << 1 folgt:

|kang, — 37| << (2 (12.10)
|kgny, — 3% << 2 (12.11)
An der Trennfliche zwischen Kern und Mantel miissen die Randbedingungen erfiillt wer-

den (siehe Bild 12.2), d.h. die Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetischen
Feldstérke miissen stetig sein:

E, H, E; H, stetig fir p=a (12.12)

Wir wollen diese Randbedingungen unter Ausnutzung der vorher gemachten Vorausset-
zungen so umformen, dafl sie in dem vorliegenden zylindrischen Problem einfach ange-
wendet werden kénnen:
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Abbildung 12.2: Elektrische Feldstérke in einer schwach fithrenden Stufenindexfaser

Stetigkeit der ¢ Komponenten

Ey(a,0) = E,(a,¢)cos(9) (12.13)

Hieraus ist zu ersehen, dafl E, fiir p = a stetig sein muf. Da dies fiir alle ¢ gilt, muf}
oE,
¢

auch stetig sein.

Stetigkeit der z-Komponenten
Als néchstes nutzen wir die Stetigkeit der z-Komponente aus: Aus der Maxwellglei-
chung —rotE = jwuH folgt fiir die z-Komponente der magnetischen Feldstérke:

1 0

_—z

Hieraus ist ersichtlich daf§ die x-Ableitung von E, stetig ist. Diese Ableitung kénnen
wir umschreiben: Mit p = /22 + y? , ¢ = arctan(y/z) und

o 90 990

% = 50" 5590 (12.15)
g . 10
= cos(qﬁ)a—p - sm(qb);a—¢ (12.16)
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folgt fiir H ,:
1 0L, sin(¢) 0L,

H, = ——— |cos(¢)—2 — (12.17)
Jwit dp p 0
Da 8(,% ohnehin stetig ist, ist auch 88_]1; Y stetig fiir p = a.

Es gelten also unter der Annahme der linearen Polarisation und der kleinen Brechungs-
indexunterschiede zwischen Kern und Mantel folgende Randbedingungen:

0Ly _ 9B (12.19)
¢ o

oF 0F
—yK =yM
e = o (12.20)

12.1.2 Losung der Wellengleichung

Da sowohl im Kern als auch im Mantel der Brechungsindex konstant ist, gelten fiir beide
Raume die Wellengleichung. Wir nehmen weiterhin eine in y-Richtung polarisierte Welle

an:

— —JjBz
E,=Y(p,¢)e’ (12.21)
Dann erfiillt ¥ die folgende Wellengleichung:
AV + (king, — BV, = 0fiirp<a (12.22)
Ay + (k3n3, — BHWy = 0fiirp>a (12.23)

U beschreibt die Amplitude der elektrischen Feldstéarke im Kern, W,, die im Mantel.
Wir normieren die Gleichungen durch Verwendung folgender Parameter:
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2 2

ny —n
A = £ M (12.24)
2n?2
V' = koay/n3 — n3, Faser-Parameter oder normierter Frequenzparameterf12.25)
— keaNA (12.26)
2 _ 12,2
B = (12.27)
konie — kony
2
- (12.28)
5 p
% M . .
~ ———— Normierte Ausbreitungskonstante (12.29)
nNg — Ny

u = ay/kini — [(?

= V+v1—-B Kernparameter

(12.30)

(12.31)

vo= ay/B? —kind, (12.32)
— VVB  Mantelparameter ( )
(12.34)

r = p/a normierter Radius

Der Faserparameter V charakterisiert die wesentlichen Eigenschaften der Faser. Es folgt
fiir die Wellengleichungen mit AW = %27‘3 4+ 10% 4 LY i) Kern:

pop T 5705
U2 10Uk 1 PUg .y )
¥ + o + o0 + (kgny — )Wk = O0firp<a (12.35)

002 10Tx 1T 5 00 )
52 T o + 2 05 +a*(kjnj, — 5 )V, = Ofirr<1 (12.36)
vz 10V 1 0%V
ot "7 ar T ag
Wir setzen den Produktansatz U(r,¢) = R(r)®(¢) in die Gleichung ein und erhalten:
3R rdR ., 1d®

Wi = 0firr<1 (12.37)

-y . =0 12.38
Ra?z "Rar TV T vap (12.38)
m?2 e

Es ergeben sich fiir & und R folgende Differentialgleichungen:
&o +m?® = 0 (12.39)
d¢? B ‘

d’R dR
SR S 2 —m? = 12.4
rdrz—I—rdr—ir(ur m*) R 0 (12.40)
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Die Differentialgleichung fiir Rx ist die Besselsche DGL und sie hat als Losung die Bessel-
funktionen J,, und Neumann-Funktionen N,,. Graphen der Funktionen sind in Bild 12.3
angegeben [20], [14, S.9.8] Die Neumann-Funktionen der zweiten Art haben einen Pol

15

=)

Neumann Funktionen

Bessel Funktion erster Art
o <}
o [¢,]

-0,5
0

15 20

oo

Abbildung 12.3: Besselfunktionen und Neumann-Funktionen

im Ursprung und ergeben somit fiir den Kern keine physikalisch sinnvolle Losung. Als
Losungsmenge ergibt sich somit fiir den Innenraum

B I (ur)
Ui = ;Am 7o) cos(ma) (12.41)
fiir die in ¢ geraden Moden und
B I (ur) .
Uy = %: A T () sin(ma) (12.42)

fiir die in ¢ ungeraden Moden.

Fiir den Auflenraum kann man an Hand der Singularitdten der Losungsfunktionen noch
keine physikalisch sinnvolle Auswahl treffen, deshalb haben wir den Parameter v leicht
unterschiedlich definiert.

Die entsprechenden Differentialgleichungen lauten fiir den Mantel:

d*®y

W+m2®M = 0 (12.43)

d’R dR
P b = (P ) Ry = 0 (12.44)
Diese DGL fiir R, ist die modifizierte Besselsche Differentialgleichung, ihre Lésungen
heiflen modifizierte Besselfunktionen der ersten I, und der zweiten Art K,,. Ihr Verlauf

ist in Bild 12.4 angegeben. Wir sehen, da8 die modifizierten Besselfunktionen I, (r) fiir
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12.8

=
(=)
T

(6]
Modifizierte Besselfunktion

Modifizierte Besselfunktion

o

Abbildung 12.4: Modifizierte Besselfunktionen der ersten I,, und der zweiten Art K,

r — oo nach oo streben und somit als physikalisch sinnvolle Losungen ausfallen. Es ergibt

sich also als Losungen fiir den Auflenraum fiir die in ¢ geraden Moden:

Uy = ; B [;’(n:(?:j)) cos(mo)

und
Uy = Z Bm% sin(me)

fiir die in ¢ ungeraden Moden.
Aus den Randbedingungen 12.18 12.20 folgt:

(;IIK(U) = ;IJM(U) — JAm = KBm
N o ! (u)u I (v)v
o (u) = SH) — fn(@)) = KT,L((U))

Mit den Rekursionsformeln fiir Besselfunktionen A.39, A.43

dKC,,l,;(Z) _ %Km(z) — Ky (2)
dJm(z) _ m
o _ ;Jm(z) — Im+1(2)

(12.45)

(12.46)

(12.47)

(12.48)

(12.49)

folgt als charakteristische Gleichung zur Bestimmung der normierten Ausbreitungskon-

stante B:121

121Man beachte, daB v2 = V2 — u? ist und da B = V2V_2“2 gilt, und somit B berechnet werden kann,

wenn u bekannt ist.
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Inpr(w)u Ky (v

) Ko (12.50)

Die zugehorigen Moden heifien LP,,_;;-Moden (Linear Polarisiert). Sie stellen nur eine
Néaherungslosung dar. Der erste Index gibt die Ordnung der ® Abhéngigkeit, der zweite
den der p Abhéngigkeit an.

Wie im Anhang C gezeigt wird, liegen im Allgemeinen keine linear polarisierten Wellen
vor, sondern hybride Wellen, d.h. Wellen die sowohl ein z-Komponente der elektrischen
als auch der magnetischen Feldstéirke aufweisen. Diese Wellen heiflen EH bzw. HE Wellen.
Nur fiir den Fall m=0 ergeben sich transversal elektrische TE und transversal magnetische
TM Wellen. Diese Wellen sind gruppenweise fast entartet (fiir kleine Brechungsindexun-
terschiede), d.h. sie haben gruppenweise fast die gleiche Ausbreitungskonstante. Deshalb
bewegen sie sich ungefihr gleich schnell ldngs der Faser und ihre Felder kénnen sich zu
einem neuen Mode iiberlagern. Dann ergeben sich in erster Ndherung linear polarisierte
Wellen, die LP-Moden, deren Ausbreitungskonstanten durch die eben berechnete charak-
teristische Gleichung gegeben sind. In Bild 12.5 ist als Beispiel die Uberlagerung zweier
Moden zu einem fast linearem Mode aufgezeigt. Der H E;-Mode und der T'My;-Mode
iiberlagern sich dem LP;; Mode mit cos(®)-Abhéngigkeit, der H F5;-Mode iiberlagert sich
mit dem T Ep-Mode zu dem LP;;-Mode mit sin(®)-Abhéngigkeit. Man kann folgendes
feststellen (siche Anhang C):

e Jeder LPFy-Mode kann von einer H Fy; Welle abgeleitet werden.

e Jeder LP;-Mode kann von einem T Ey;, T'My; und einem H F,;-Mode abgeleitet wer-
den

e Jeder LP,,;-Mode kann von einem HE,, ;,; und EH,,_;,;-Mode abgeleitet werden.

12.1.2.1 Lo6sung der charakteristischen Gleichung

Zur Bestimmung der Ausbreitungskonstanten kann die charakteristische Gleichung nume-
risch gelost werden. Wir wollen aber der Anschaulichkeit halber eine graphische Losung
betrachten. Dazu formen wir die charakteristische Gleichung noch einmal um. Mit (siche
Gleichung: A.37,A.41)

Imr1(Wu = 2mdy,(u) — udp_q(u) (12.51)
Kpii(w)v = 2mK,(v) + vK_1(v) (12.52)
folgt:
PO A0
U1 (w) VK1 () (12.53)

Dies ist die gleiche Eigenwertgleichung, die wir im Anhang C fiir den EH-Mode (siehe
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Abbildung 12.5: Transversal elektrische Feld von LP;;-Wellen und ihre Uberlagerung aus
den HEQl, TM01 bzw. TE01 Wellen aus [21]

Gleichung C.102 mit m — m — 1) bzw. fiir den HE-Mode (siche Gleichung C.93 mit
m — m+1).

Zur Diskussion der grafischen Losung tragen wir die linke und rechte Seite der Glei-
chung 12.53 als Funktion von u fiir m=1 und den Faserparameter V auf (siche Bild 12.6).
Die rechte Seite der Gleichung ergibt eine Kurve, die positiv ist und fiir U=V divergiert.
Die linke Seite hat Nullstellen bei J;(u) = 0 (to;) und divergiert bei ty;.

Wir erkennen, dafl auch fiir beliebig kleine Werte von V der Mode LPFP,; existiert und
daB fiir sehr grole Werte von V der Kernparameter u fiir diesen Mode gegen die erste
Nullstelle uy = 2.405 der Besselfunktion Jy(up) = 0 geht. Es kann zusétzlich gezeigt
werden, dafl neben diesem Mode, keine weiteren Losungen in diesem Bereich existieren
(sieche Anhang C). Hier ist die Faser einmodig 22, Ist V grofier als die erste Nullstel-
le der Besselfunktion konnen sich noch zusétzliche Moden ausbreiten. Beispielsweise ist
der Mode L Py, ausbreitungsfihig fiir V;2.405. Zur Berechnung der zugehorigen Ausbrei-
tungskonstanten mufl man die charakteristische Gleichung fiir beliebiges m 16sen, d.h. fiir
den LP;;-Mode mit m=1. Der Wert von V ab der ein Mode ausbreitungsféhig ist, heift
cut-off. Aus dem zugehérigen Wert u = a\/kin3 — (5? kann dann die zugehorige Ausbrei-
tungskonstante bzw. daraus die zugehorige cut-off Frequenz oder Wellenldnge bestimmt

122Der Name ist missverstindlich, da genau 2 entartete Moden existieren, die mit einer sinusférmigen
und die mit einer cosinusférmigen Abhéngigkeit von ®
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werden. Im Bild 12.7 sind die Wertebereiche fiir die LFy; und LP;;-Moden angegeben.

T T - T T T T T - T
04 . :
linke Seite
N
02 / :
+
0,0
tos tq tod iz to3
0,2
rechte Seile :
04
1 1 L 1 1
0 2 4 6 8

Abbildung 12.6: Grafische Losung der Eigenwertaufgabe fiir L Py-Wellen (Gleichung 12.53
mit m=0)

12.1.2.2 Ermittlung des Gruppenindex

Ein wichtiger Parameter fiir die Ubertragung iiber die Faser ist die Gruppenlaufzeit, bzw.
der Gruppenindex. Die Gruppenlaufzeit kann folgendermaflen fiir einen Mode berechnet
werden:

1. Ermittlung der Faserkonstante V als Funktion der Frequenz (Gleichung 12.25).
2. Losung der charakteristischen Gleichung — u(f)
3. Berechnung der zugehorigen Ausbreitungskonstante — G(f) (Gleichung 12.30)

4. Evtl. Berechnung der zugehorigen normierten Ausbreitungskonstante — B(G(f))
(Gleichung 12.29)

5. Berechnung der Gruppenlaufzeit v, = —8w}6ﬁ

In Bild 12.8 ist die normierte Ausbreitungskonstante als Funktion von V angegeben. V
kann in diesem Bild als normierte Frequenz aufgefasst werden (siche Gl. 12.25).
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Mode Cut-off | Obere Grenzfrequenz
HE, 0 2.405 LPy;
HEy,TEy, TMy | 2.405 3.832 LPy
HFEs, EHy, 3.832 5.136 LPy
HE, 3.832 5.520 LPy
HE,, FHs 5.136 6.380 LPs
HFEy, TEy, TMy | 5.520 7.016 LPy,
HFEs5, FHs3, 6.380 7.588 LPy
H sy, EHyo, 7.016 8.417 LPy
HE; 7.016 8.654 LPy;
HFEq, FHyy 7.588 8.771 LPs,
HE,;, EHo 8.417 9.761 LPss
HEy3, TEy, TMys | 8.654 10.173 LPi3
HE;, FHs, 8.771 9.936 LPg
HFEsy, EHso 9.761 11.065 LP,,
HFEs, EHg 9.936 11.086 LPn
HEss, BHs 10.173 11.620 LPy

12.12

Tabelle 12.1: Bereich von u fiir die Wellen mit den niedrigsten Ausbreitungskonstanten

1,0

E— T —— ‘

LPo; | LPy LPgp LPqy |
0,8 01 1']i 02 ‘ 12 ‘
0,6
04

0,2

LPo3 %'—P13 LPgq LPy3 LPo4

0,0

x

0,21
04 - HEy,| HEy, | HE,, | HE,, |
HE1 | TMoqi HEq2: TMgy 1 HE43 0 TMgg 1 HEq4 TMgy | HE s
TEos ! { TEqy | | TEg3 | I TEqy |
L 1 1 iI . 3 1 | 1 3 . |i \ 3 ] : 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Abbildung 12.7: Wertebereich fiir niedrigen LF,,, LF,;-Moden
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Abbildung 12.8: Normierte Ausbreitungskonstante als Funktion des Faserparameters [21]

Wir sehen, dafl die normierte Ausbreitungskonstante B zwischen 0 und 1 liegt, 0 ent-
spricht der Ausbreitung im Mantel, 1 der Ausbreitung im Kern. Wir sehen weiterhin,
dal ab V=2.405 der zweite Mode ausbreitungsfihig ist. Die Steigung der Kurven ist nicht
konstant. Hieraus folgt, dafl die Gruppenlaufzeit eine Funktion der Frequenz ist. Dies wird
durch die Eigenschaften der Wellenleiter hervorgerufen. Aus diesem Grund nennt man die
diese Verzerrungen hervorrufende Dispersion, die Wellenleiterdispersion. Zusétzlich erken-
nen wir, dal im mehrmodigen Bereich die unterschiedlichen Moden eine unterschiedliche
Steigung haben. Dies hat eine unterschiedliche Gruppenlaufzeit fiir unterschiedliche Mo-
den bei der gleichen Frequenz zur Folge. Dies nennt man Modendispersion. Wir erinnern
uns, da} wir implizit angenommen haben, daf§ die Brechungsindizes im Kern und Man-
tel frequenzunabhéngig sind. Also mufl man bei realen Fasern auch noch zuséatzlich zu
Wellenleiter- und Modendispersion die Materialdispersion betrachten. 23,

Wir werden jetzt den Gruppenindex bzw. die Gruppenlaufzeit der Faser genauer unter-
suchen (siehe Gleichung 9.21). Wir machen dazu die folgenden Naherungen

1. Es gelte weiterhin, dafl der Brechungsindexunterschied zwischen Kern und Mantel

1231y realen Fasern kommt noch die Polarisationsdispersion hinzu. Diese Dispersion beschreibt eine
durch statistische Asymmetrien auf der Faser hervorgerufene unterschiedliche Ausbreitung der beiden
entarteten Polarisationen der Monomodefaser (sin(¢)- und cos(¢)-Abhéngigkeit). Zusitzlich kann die
Frequenzabhéngigkeit des Brechungsindex in Kern und Mantel noch unterschiedlich sein. Die hierbei
auftretende Dispersion nennt man Profil-Dispersion. Im Gegensatz zu Gradientenfasern kann diese Dis-
persion im Allgemeinen bei Stufenindexfasern vernachléssigt werden
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klein ist. nx =~ nyy.

2. Es gelte zusétzlich, daf sich die Frequenzabhangigkeit des Brechungsindex in Kern

und Mantel kaum unterscheiden. % ~ dJTI(‘f. Diese Ndherung bedeutet, dafl wir die

dko
Profildispersion vernachléssigen. Diese Néherung ist fiir Stufenindexfasern zuléssig.

Uig _ % (12.54)
_ %(n_A%) (12.55)
- = (12.56)
N, = C% (12.57)

Dazu driicken wir die Ausbreitungskonstante 3 durch die normierte Ausbreitungskonstan-
te aus (Gleichung 12.27).

B3> = B(B% — By) + B (12.58)
= By — (8% —B3)(1— B) (12.59)

8% — 3%
= Br(1—2(1— B)W) (12.60)

Mit der Definition von A (Gleichung 12.24) folgt:
3 = Br(1-2(1-B)A) (12.61)
B = Bry/1-2(1-DB)A (12.62)

Beriicksichtigen wir, daf in Fasern fiir Ubertragungszwecke die Brechungsindexdifferenz
zwischen Kern und Mantel klein ist (1. Ndherung), so folgt:

B =~ Pr(l—(1-DB)A) (12.63)

Fiir einen Mode mit den Indizes (1,m) folgt dann als Gruppenindex

dﬁl,m d

N, =c o c%ﬁ;{[l — (1= Bim)A] (12.64)

—~ dﬁK dBl,m

N, ® [L= (1= Bin)Ale— 2 efA=—r (12.65)
——’
Nk.g
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Hierbei haben wir zusétzlich die 2. Naherung, ndmlich daf sich die Frequenzabhéangigkeit
im Kern und Mantel dhnlich verhalt, verwendet. Ny g ist der Gruppenindex des Materials.
Wir schreiben die Ableitungen so um, daf§ die Abhéngigkeit B;,,(V) im Vordergrund
steht. Es folgt:

n? —n?
V o= koangV2y | LM (12.66)
2n3,
= kongav2A (12.67)
Hier wurde Gleichung 12.25 verwendet. Wir driicken % durch eine Ableitung nach V
aus 124
d av d
- = == 12.
dw dw dV (12.68)
d(k 2A
_ MkonxV2A) d (12.69)
dw av
= 2A— 12.
TR av (12.70)
a d(lfo’l’LK> d
= —V2Ac—— — .
c Tdw v (12.71)
——
Nk.q
NN (12.72)
c A%
v
V2A
_ RonxaviA . 4 (12.73)
ckong “dV
V Nk, d
= = — 12.74
wng dV (12.74)
Wir setzten jetzt die Formeln fiir die Ableitung in Gleichung 12.65 ein:
N, = — =~ [1-A(1—-B;,)|N A .
p= T~ [ AL BNy + B AT T
dBl m
~ []_ — (]_ - Bl,m)A]NK,g + VANKyg -
av
dBi .,
~ NK79(1 — A) + Bl,mANK,g + ANK@V d‘}
d(B; .V
~ Ny, — ANkl — (dl;‘/)] (12.75)

Wir sehen 2 Anteile, die zum Gruppenindex beitragen.

124Man beachte, daf die Brechungsindizes auch von der Frequenz abhingen und daf die Abhingigkeit
in Kern und Mantel als gleich angesetzt wurde.
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1. Materialdispersion des Kerns (N ,4): Sie beschreibt die Auswirkungen der Frequenz-
abhéngigkeit des Brechungsindex vom Kern.

2. Wellenleiterdispersion (d(V By,,,)/dV') Sie beschreibt den Anteil, der durch den Ent-

wurf der Faserparameter hervorgerufen wird.

Die unterschiedlichen Laufzeiten der Moden konnen jetzt leicht abgeschétzt werden. Wir
machen dabei die Ndherung, dafl die Wellenldngenabhéngigkeit des Gruppenindex Ng ,
gegeniiber den Laufzeitunterschieden zwischen den einzelnen Moden zu vernachléssigen
ist. Der Gruppenindex ist durch Gleichung 12.75 gegeben. Wir bestignmen jetzt die Lauf-

zeiten fiir den schnellsten und langsamsten Mode. Mit By, = 1 — u‘l/;” (Gleichung 12.31)
folgt:
d d 7

Upm
B, = —(V-—2>22 12.
VB V=) (12.76)

Fiir grofie V liegt w;,, fiir die niedrigen Moden weit weg vom cut-off, und héngt kaum
von V ab (siche Bild 12.6). Dann gilt:

LV o~ 1 (12.77)
av-imt % '
Die Extremwerte von v, sind
Uin = 2405 (12.78)
Uae =V (12.79)
Fiir grofle V folgt dann:
A By = 1 (12.80)
dV min - .
d
— VB = 2 12.81
dV ( )
Dann folgt als maximal auftretende Laufzeitdifferenz bei einer Faserlinge L 125
L
Tae — Tnin = A]\/vK,g_ (1282)
c
2 2
= Ng o— 12.83
2 %{ K.,g c ( )
Nk — Ny L
~ DKM D (12.84)
ng C

Diese Gleichung entspricht Gleichung 10.16, wobei zu beachten ist, dafl im Rahmen der
kleinen Brechzahldifferenzen zwischen Kern und Mantel gilt, dal ny; ~ ng ist.

12:5Wir beriicksichtigen hier nur den 2. Summanden in Gleichung 12.75
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12.1.2.3 Anzahl der ausbreitungsfihigen Moden

Wir wollen abschliefend abschétzen, wieviel Moden sich in einer typischen Multimode-
Stufenindexfaser ausbreiten. Dies kann einfach durch Abzéhlen der Losungen der charak-
teristischen Gleichung geschehen. In Bild 12.9 ist die Anzahl als Funktion des Faserpara-

50 ~
40 L
430
M

20 |
10

- ] - 1. i ] ]

2 4 6 8 10

V>

Abbildung 12.9: Anzahl der Moden fiir Stufenindexfaser als Funktion des Faserparameters
V [11]

meters V angegeben. Ein sehr gute Approximation ist fiir die Anzahl M

V2
M = -5 (12.85)
Beispiel

ng = 1.46 (12.86)

ny = 1.42 (12.87)

20 = 5H0um (12.88)

A = 0.85um (12.89)

NA = 024 (12.90)

M =990 (12.91)
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12.1.3 Ermittlung der Dispersion

Ein Maf fiir die Pulsverzerrungen ist die Dispersion der Faser. Der Dispersionskoeffizient
D kann aus Gleichung 9.29 berechnet werden:

21 d

1d

Mit Gleichung 12.75 folgt:

1dNg d(B;V) Ng ,AdV d*(By,,V)
D = — 911 — Al — : — g : 12.94
¢ dA { [ av ] ¢ d\x dV? ( )
Mit Ng,y = (ng — A2E) (Gleichung 9.23) folgt:
A [ dPng d(BimV) N A dV d*(B,V)
p =2 { a [1 —ap - Al ]} } AR EIAT) 19 05)
Das
Aus Gleichung 12.74 folgt:
d w d
S 12.
d\ A dw (12.96)
V Nk, d
= — = 12.97
und es ergibt sich fiir D:
Ny ,Ad*(By,, V)V Ng
D = D 2 = g 12.98
m+ c dV?2 Mg ( )
Dy
— Dy + Dw (12.99)

Der erste Summand beschreibt die Materialdispersion, der zweite die Wellenleiterdisper-
sion. Die Auswirkungen der unterschiedlichen Summanden werden wir im Kapitel 14

behandeln.
*
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12.19

Zusammenfassung
Die Wellengleichung fiir Kern und Mantel lauten:

NE, + (kiny —*)E, = 0firp<a

MNE, + (kin3, — B)E, = 0firp>a

Unter den gemachten N&herungen kann man folgende Randbedingungen am
Ubergang vom Kern zum Mantel ableiten:

Ey K - Ey M
OE, OB,
90~ %
OB, 0B,
dp - dp

Die Feldverteilungen im Kern sind:

B Jm(ur) [ cos(ma)
Vi = ;Am T (10) { sin(mao)

Die Feldverteilungen im Mantel sind:

K, (ur cos(m
T I it

u) | sin(me)
Die charakteristische Gleichung als Bestimmungsgleichung fiir g lautet:

Im(u)  Kn(v)
Uy (1) vK—1(v)

mit u? = \/n2 — §% und v? = /(% — n3,.

Der Gruppenindex ist ndherungsweise:

- dBxk dB;m
Ng ~ [1 — (1 — Bl7m>A] Cm +CﬁKA dw
—
Nk g

Der erste Summand beschreibt den Einflufl der Materialdispersion, der zweite
den der Wellenleiterdispersion.
Die Dispersionskonstante ist

)\ d27’LK d(BLmV) NK@A dz(maV) VNK’g
b= E{dv [l_A[l_ v T T T

D]\/[ DW




Kapitel 13

Dampfung einer Monomodefaser

Motivation In diesem Kapitel wollen wir die Idee der Ableitung
der Ausbreitungskonstanten einer dampfungsbehafteten Mono-
modefaser skizzieren

Ausgangsgleichung ist die Wellengleichung 12.7, wobei wir hier die Gleichungen allgemei-
ner fiir eine p-Abhéngigkeit des Brechnungsindex formulieren. Zusétzlich nehmen wir an,
daf} ein verlustbehafteter Brechungsindex n(w) = n'(w) — jn”(w) vorliegt.

NE, + (kin(p,w)® — B)E, = 0 (13.1)

Fiir die Feldstérke setzen wir wieder eine Seperationsbedingung an:

(A + (K2n(p,w)? — B2(w))) (p, d)e P = 0
(A + k5 (1 (p,w)* = 241/ (p,w)n" (p,w) — 1" (p,w)?) = F*(w))) L(p, )" = 0

Hier sind n’ und n” wieder Real- und Imaginérteil des Brechungsindex. Wir konnen wieder
voraussetzen, dafl der Imaginérteil des Brechungsindex viel kleiner als der Realteil ist
n” << n' (siehe Gleichung 3.18).

(A + k5 (0 (p,w)? = 250/ (p,w)n” (p,w))) ¥(p,¢) = [(w)¥(p,¢)  (13.2)

Wir fiihren jetzt eine Storungsrechnung durch, daf heifit wir nutzen aus, dafl 25n'(p, w)n” (p,w)
viel kleiner als n/(p,w)? ist und fassen den ersten Term als Stérung auf.
Als Losung ergibt sich als Quadrat der Ausbreitungskonstante (siehe Anhang F):

13.1
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Plw) = k| / o(p, )" (1 (p.) — jn" (0, ) Tolp, D)pdpdd?  (13.3)

Bw) = kol / Wo(p, 6) (W (p,w) — jn"(p. ) Walp, O)pdpde]  (13.4)

J/

-~

Rey f(w)
Der effektive Brechungsindex ist komplex:
Hefs = Mgy = JMeyy (13.5)
Als Losung fiir das Feld folgt:

. . "
ontfjkon’eff(w)szfoneff z
———

E, = Vo(p d)e o (13.6)

Hier ist a die Dampfung der Amplitude.

Zusammenfassung In erster Néherung wird die Feldverteilung W, und
der Realteil der Ausbreitungskonstanten (3 durch die Feldverteilung der un-
gestorten Ausbreitungsgleichung bestimmt. Die elektrische Feldstéarke fiir eine
ddmpfungsbehaftete Faser berechnet sich somit zu:

jwot—jﬁo(w)z_kongff z
——
Ey - \IJO(p7 ¢>6 *




Kapitel 14

Monomodale Fasern

Motivation Monomodale Fasern sind das wichtigste

Ubertragungsmedium fiir hochratige Verbindungen. Hier spielt
insbesondere der Einflufl der Dispersion eine Rolle.

Wir hatten im Kapitel 12 gesehen, dafl die Stufenindexfaser fiir Wellenparameter V' <
2.405 einmodig ist. Aus Gleichung 12.25 folgt:

2
Tﬂa,/ng(—rﬁw < 2405 (14.1)

2T

TGNA < 2.405 (14.2)

2maN A
A 14.
2.405 (14.3)

Beispiel

20 = 8.5um (14.4)
NA = 0.1 (14.5)
/\cutoff > lllum (146)

Wir sehen, daf§ A grofler als 1.11 pm sein muf}, um einen einmodigen Betrieb der Faser
zu gewdihrleisten.

Innerhalb der Faser ergibt sich eine Abhéngigkeit fiir die Feldverteilung vom Radius geméafl
Gleichung 12.41 fiir den Kern und geméfl Gleichung 12.45 fiir den Mantel. Die Feldver-
teilung ist in Bild 14.1 dargestellt. Wir erkennen, daf§ fiir den Parameter V=1.0 das Feld
sehr weit in den Mantel hineinreicht und somit nur eine schwache Fiihrung besteht. Dies
heifit, dafl leichte Storungen z.B. durch Kriimmungen zu einer Abstrahlung und somit zu
Verlusten fithren kénnen. Aus diesem Grund werden nur Fasern mit 2.405 > V > 1.5
verwendet.

14.1
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2,9

2,0

1,9

1,0

Feldverteilung

0,5

Abbildung 14.1: Feldverteilung innerhalb der Stufenindexfaser

In monomodalen Fasern tragen sowohl Material- als auch Wellenleiterdispersion zur Ge-
samtdispersion bei. Der EinfluB kann folgendermafien gedeutet werden. In monomodalen
Fasern wird ein wesentlicher Anteil der Welle im Mantel gefithrt (sieche Bild 14.1). Die
Grofle dieses Anteils hiangt von der Wellenldnge ab. Es gilt folgender Zusammenhang:

A=k l=V |=u |

(vergleiche hierzu Gleichung 12.25 und Bild 12.6) Aus der p-Abhéngigkeit des Feldes
im Kern folgt, dal (Gleichung 12.41) ein kleinerer Anteil des Feldes im Kern verlauft,
d. h. ein gréBerer Anteil des Feldes liegt im Mantel. Hieraus folgt ein effektiv kleinerer
Brechungsindex, wobei wir unter dem effektiven Brechungsindex nqsr = k% verstehen.
Insgesamt ergibt sich ein effektiver Brechungsindex, der zwischen dem des Mantels und
dem des Kerns liegt. Dieser Sachverhalt ist in Bild 14.2 angedeutet.

Fiir kleine Wellenléngen ist das Feld fast im Kern konzentriert, und es sieht effektiv den
Brechungsindex des Kerns. Wéchst die Wellenldnge, so breitet sich das Feld auch mehr in
den Mantel aus, und der effektive Brechungsindex sinkt. Fiir noch gréfere Wellenldngen
wird ein wesentlicher Teil des Feldes im Mantel gefiihrt, und der effektive Brechungsindex
néhert sich dem Brechungsindex des Mantels an. Es ergibt sich eine Abhéangigkeit des
effektiven Brechungsindex als Funktion von A, der einen Wendepunkt aufweist. Die Be-
dingung fiir eine verschwindende Dispersion ist, daf§ 3”(w) = 0 ist, hieraus folgt, daf§ dort
auch n;¢(w) = 0 und somit die Kurve n.ss(A) einen Wendepunkt aufweist. Man beachte
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~ n (Grundmode)
ff

Brechungsindex

Abbildung 14.2: Qualitativer Verlauf des effektiven Brechungsindex als Funktion der Wel-
lenlénge fiir eine normale Monomodefaser

aber, daf§ fiir den Monomodebetrieb die Bedingung kgaNA < 2.405 eingehalten werden
muf3.

Der gleiche Sachverhalt kann auch durch das Bild 14.3 ausgedriickt werden, in dem der
Dispersionskoeffizient D;; des Materials und Dy, der Wellenleiterdispersion nach Glei-
chung 12.100 als Funktion der Wellenldnge aufgezeichnet ist. Wenn die Materialdispersi-
on gleich der negativen Wellenleiterdispersion ist, dann ergibt sich eine verschwindende
Gesamtdispersion z.B. bei A = 1.3um. In diesem Bereich kénnen breitbandigere optische
Quellen wie LEDs zur Ubertragung eingesetzt werden, aber wir haben hier eine hohere
Déampfung.

Mochte man sowohl eine kleine Dispersion als auch eine geringe Dampfung erreichen, so
kann man sogenannte dispersionsverschobene Fasern verwenden. Das Brechungsindexpro-
fil einer solchen Faser ist in Bild 14.4 angegeben. Wir haben hier einen kleineren Kern,
aber eine hohere Differenz der Brechungsindizes zwischen Kern und Mantel. In Bild 14.5
ist der Verlauf des effektiven Brechungsindex fiir diesen Fall qualitativ aufgezeichnet.
Wir erkennen, dafl der Wendepunkt sich zu héheren Wellenldngen verschoben hat. In
Bild 14.6 sind die Dispersionsanteile der Wellenleiter- und Materialdispersion fiir ver-
schiedene Kerndurchmesser bei konstantem V aufgezeichnet. Wir erkennen, dal man den
Punkt verschwindender Dispersion durch das Profil in einem gewissen Rahmen einstellen
kann.

Man kann sogar erreichen, dafl die Dispersion in einem grofien Bereich klein gehalten wird.
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Small shift due

to core dopant.
10+

(]"——n—_

D/[ps/(km - nm)]

]
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Wavelength/[pm|

Abbildung 14.3: Wellenleiter- und Materialdispersion fiir eine normale Monomodefa-
ser [11]

DSF < 50 um -

r,.»Standard SMF An = 0.005

Abbildung 14.4: Brechungsindexprofil fiir eine dispersionsverschobene Faser [11]



30. Oktober 2003 Arbeitsblatter ONT Monomode-Fasern

Brechungsindex

(héherer Mode)
o

ef

14.5

1,2 1,4
A[pm]

| 1
0
A

cut off

Abbildung 14.5: Qualitativer Verlauf des effektiven Brechungsindex als Funktion der Wel-

lenlénge fiir eine dispersionsverschobene Faser
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i 01
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21E 0
12 o
£ a=4pm
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= 2.5pm
=20
2
~130 Lo Py Hm
12 13 14 1.5 16 17 18
\
A
———
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Abbildung 14.6: Wellenleiter- und Materialdispersion fiir verschiedene dispersionsverscho-
bene Faser mit unterschiedlichen Kernradien und konstantem V [11]
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Dies kann mit Hilfe von Brechungsindexverldaufen nach Bild 14.7 bewerkstelligt werden.

10 um

An(r)

o
0 f i | r
a d
(a) (b) b
An(r) An(r)
L ; Ilk % I L : | 1|1 S
] dr dz dy 4 Q H:\(l4‘ r
(c) ) (d) a4, day ds

Abbildung 14.7: Brechungsindexverlauf fiir unterschiedliche ”dispersionsflattened” Fa-
sern [11]

In Bild 14.8 ist fiir den Fall a) der qualitative Verlauf des effektiven Brechungsindex auf-
gezeichnet. Fiir kleine A verlduft das Feld zum grofiten Anteil im Kern und der effektive
Brechungsindex ist ungefahr gleich dem des Kerns. Steigt die Wellenlénge, fallt der effek-
tive Brechungsindex ab, da Anteile des Felds im Bereich des inneren Brechungsindex n;
verlaufen. Bei weiter wachsendem A verlduft ein Teil des Feldes schon im Mantelbereich,
und die Abnahme des Brechungsindex ist geringer. Die Intensitdt im Kern nimmt jetzt
stark ab und der Index fallt wieder starker ab. Schliellich erreicht er den Wert nj,, und
die Welle wird nicht mehr gefiihrt. Der effektive Brechungsindex weist zwei Wendepunkte
auf, also existieren bei dieser Faser zwei Wellenléngen mit verschwindender Dispersion.
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f(Grundmode)

Brechungsindex

| / / <d
Wendepunkt
| . /' n

cut off

10 12 14 16 18
Apm]

Abbildung 14.8: Qualitativer Verlauf des effektiven Brechungsindex als Funktion der Wel-
lenlénge fiir eine ”dispersionflattened” Faser
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Wir haben aber bei diesem Fasertyp eine cut-off-Wellenlénge fiir hohe A, da der effektive
Brechungsindex nj; erreichen kann und der Mode somit nicht mehr gefithrt wird. Dies
kann durch die Profile b) bis d) in Bild 14.7 verhindert werden.

20 |

D, (Si0,)

— 10p-

£

5 D (DFF)

é 0 \

Z

S
D, (DFF)

—20 | | | | |

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
Wavelength/[pm]

Abbildung 14.9: Wellenleiter- und Materialdispersion fiir eine ”dispersionflattened” Fa-
ser [11]

In Bild 14.9 sind die Dispersionsparameter von solchen ”dispersionflattened”-Fasern an-
gegeben.
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Zusammenfassung Standard-Monomodefasern weisen einen Wellenlédnge mit
verschwindender Dispersion bei A = 1.3um auf.

Diese Wellenlénge kann beispielsweise durch Verringerung des Kerndurchmes-
sers bei gleichzeitiger Erhohung der Brechzahldifferenz zwischen Kern und
Mantel verschoben werden, es ergeben sich die sogenannten dispersionsver-
schobenen Fasern.

Durch kompliziertere Brechzahlprofile kann eine ”dispersionflattened” Faser
hergestellt werden bei der die Dispersion bei 1.3um und 1.55um verschwindet,
und dabei einen sehr niedrigen Verlauf zwischen diesen beiden Wellenldngen
aufweist.




Kapitel 15

Der Gaufd’sche Strahl

Motivation Eines der wesentlichen Probleme der optischen
Nachrichtentechnik ist die Kopplung zwischen Faser und Fasern
und Fasern und Sende- und Empfangselementen. Hier kénnen
wir keine Strahlenoptik verwenden, da hier die rdumliche Aus-
dehnung der entsprechenden Wellenleiter nicht modelliert werden
kann. Die vollstdndige wellentheoretische Losung ist zu kompli-
ziert. Hier bietet sich das Modell eines rdumlich ausgedehnten
Strahls an.

Wir gehen von den Wellengleichungen eines Dielektrikums mit quadratischer Abhéngigkeit
des Brechungsindex aus (sieche Gleichung 11.3):

AE + w2 eouon*(p)E = 0 (15.1)
2

AE + weopio(n? — 2non5)E = 0 (15.2)
a

AE + (K — kkyp?)E = 0 (15.3)

mit k% = w?uoegni, dn = ng — nyr und ky = Qw\/m&z/(ﬁ. Wir fithren wieder den
Laplace-Operator fiir ebene Probleme in Zylinderkoordinaten ein, wobei wir eine Rotati-
onssymmetrie voraussetzen, d.h. es liege keine ¢-Abhéangigkeit vor und die Ausbreitungs-
richtung sei die z-Richtung:

82
A = A+ — 15.4
¢t 9.2 (15.4)
0”2 10 0?
= +-=+ (15.5)

" pdp 022
Wir betrachten eine fast ebene Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet.

E(7) = U(7)e I+ (15.6)

15.1
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Eingesetzt in die Wellengleichung folgt:

2

A (T (F)e 7)) + %(@(F)e—jkz) + (k% = kkop?)T(Pe 7% = 0 (15.7)

A7)+ B(FY" = j2RT () — K2E(F) + KD () — kkop?B(7)| e 7= = 0 (15.8)
AT(F) + B(7)" — j2kT (7) — kkgpgll_)(f')] e~k = 0 (15.9)

Hier bedeutet U’ die Ableitung von ¥ nach z. Wir nehmen weiterhin an, daB die Anderung
der Amplitude ¥ langsam ist gegeniiber der optischen Frequenz, d.h. es gelte:

U << K2U (15.10)
Dann gilt:
AGB(7) = j2k T (7) = kkop® B (F) | e 7% = 0 (15.11)

Da im Fall der ebenen Welle das Strahlungsfeld rein transversal ist, kann man bei kleinen
Abweichungen vom ebenen Fall, wie sie hier vorliegen, annehmen, dafl die dabei auftreten-
den longitudinalen Feldkomponenten ¥, klein sind gegeniiber den anderen Komponenten.
Entsprechend klein sind die zweiten Ableitungen, so dafl die Wellengleichung fiir ¥, keine
Beitrige liefert. Dies iiberpriifen wir durch folgende Uberlegungen: Aus der Forderung der
Quellenfreiheit divE = 0 folgt

19(pY,) . =
—-————F —JkV¥, = 0 15.12
> op (15.12)
—jA10(p¥,)
v, o 15.1
2t p  Op (15.13)

Wenn also die Anderung der Amplitude iiber Bereiche der Wellenliinge klein ist, kann die
longitudinale Komponente des Feldstarkevektors vernachléssigt werden.

Wir kénnen unter den gemachten Voraussetzungen also von einer skalaren Wellengleichung
ausgehen, die diese quasi-ebene Welle beschreibt:

(A (7) — 2KV (F) — kkop®U(F)] e 7% = 0 (15.14)
Wir machen den folgenden Ansatz zur Losung der Differentialgleichung:
Uy k
V(p,z) = ——exp |:—j 2} 15.15
(p, 2) ) 200" (15.15)
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15.3

Wir werden diesen Ansatz in die Wellengleichung 15.14 einsetzen. Dazu benétigen wir die

folgenden Ableitungen:

2 2
Eingesetzt in die Wellengleichung 15.14 ergibt sich:
0 = {_ qf;) — K (ﬁ) - kkg] P’ — j2£) + 2jk38(<j)> (15.20)
Da diese Gleichungen fiir alle p gelten miissen, folgt:
e () v =0 o2
le) n 83,((3 0 (15.22)

Wir differenzieren die zweite Differentialgleichung nach dz und setzen (%)' in die erste ein:

() - -5

512(2) SIQ(Z) Sl/(z) @

() $2(z) * s(z)  k 0
5”(2) @
s(z) * k 0

Die Losung dieser Differentialgleichung ist:

.|k [k
s(z) = sgsin( ﬁz) + 51 cos( ?22)
, [k [k ks k
s'(z) = so ?2 cos( ?22) — 51 ?2 sin( ?22)

Somit folgt fiir q(z) aus Gleichung 15.22:

o) = S0 sin(\/%z) + 51 cos(\/k;zz)

sm/k—,jcos( %z)—sl k—kgsin( %z)

(15.23)
(15.24)

(15.25)

(15.26)

(15.27)

(15.28)
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten wahlen wir als Anfangsbedingung;:

U(z=0) = \Ifoexp[—Z—Z] (15.29)

und vergleichen diese mit Gleichung 15.15. Die Grofle wy heifit Strahltaille:

Wy ko
U(z=0) = —exp|—J—= 15.30
I (15.30)
Wir sehen, dafl
s(0) =1 (15.31)
wik
q(0) = q= I~ =% (15.32)
ist. Hieraus folgt (siche Gleichung 15.26 und 15.28):

1
1 /k
S = —4/— 15.34
’ qo V k2 ( )
Eingesetzt in die Gleichung fiir s(z):

s(z) = é kﬁ?sin(\/%z)—kcos(\/%z) (15.35)

Lo/ E sin(y/%22) + cos(y/%22)
oV P £ - (15.36)

qiocos( k—,jz)— k—,jsin( %z)

q(2) =

Es folgt als die endgiiltige Gleichung fiir q(z):

o cos(\/%z) + \/gsin(\/%z)

n=q(z) = (15.37)

Um die Gréflen geometrisch deuten zu konnen, definieren wir

1 1 A

o - ’E (15.58)

Tw?(z)
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Fiir die Feldstérke folgt somit:
1

B - kp? kp?\
U(p,z) = \If(]@ exp |:—j R 27TU}2(Z)1 (15.39)
1 . k:pZ p2
\110@ exp |:—j R wQ(z)] (15.40)
2w(z) kann als 1/e Strahldurchmesser gedeutet werden.
Phasenfront

Abbildung 15.1: Feldverteilung beim Gaufy’schen Strahl

Zur Deutung von R vergleichen wir das Feld mit dem Feld einem Hertzschen Dipol im
Ursprung [14, S.12.10]:

E ~ %eﬂ“\/’m (15.41)
- %e—ﬂw 145 (15.42)
Fiir p << z, also fiir achsennahe Felder folgt :
E =~ %e—j’”“%) (15.43)
~ %eﬂf(”?i) (15.44)

(15.45)
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AufBlerdem ist fiir achsennahe Strahlen R & z und es gilt (vergleiche auch Gleichung 15.6):

1 s
E ~ —eketig) (15.46)

R
(15.47)

Wir sehen aus dem Vergleich mit unserem Ergebnis, dafl 1/R die Kriimmung der Phasen-
front im Fernfeld auf der z-Achse beschreibt (siehe Bild 15.1), d.h. die Fliachen gleicher
Phase konnen fiir das Fernfeld und nahe der Ausbreitungsachse durch Kugelflichen mit
dem Radius R dargestellt werden.

Wir sehen weiterhin, daf3 der Strahl eine Taille aufweist, bei der der Strahl am schmélsten
ist.

15.1 Spezialfall: Homogenes Dielektrikum

Wir betrachten jetzt den Fall ko = 0. Es ergibt sich aus Gleichung 15.35 und 15.37 fiir
q(z) und s(z):

s(z) = 1+— (15.48)
9o
q(z) = q+=z (15.49)
Mit f?
.RW .
G0 =Jj—" = J% (15.50)
folgt:
() = 142 12 (15.51)
s(z) = =1-—j— :
Jkwd I
Jhwy :
q(z) = 5 +z=2+7j2 (15.52)
Aus der Definition von R(z) bzw. w(z) (Gl. 15.38). folgt:
1 1 A
—_— = -7 15.53
@~ REmee) o5
1
_ , (15.54)
zZ+ Jzo
z . 20
= — 15.55
22 + 23 Ty 22 ( )
.2
R(z) = z+2 (15.56)
z
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w?(z) = i,2'0(1—|—Z—2) (15.57)
T 22
A w? 22
= 222+ = 15.58
) (15.58)
22
w(z)? = wi(l+ =) (15.59)
<0

Ein weiterer wichtiger Parameter ist der Offnungswinkel agpqn (siche Bild 15.1). Fiir ihn
gilt im Fernfeld und fiir achsennahe Stahlen:

QStrahl = lergo arctan(wf)) (15.60)

~ lim (U3 (15.61)
2—00 z
. 1 1

~ ZILTowON/?jLZ_g (15.62)
Wo

N — 15.63
. (15.63)
2w0

N o 15.64
kw3 ( )
A

N 15.65
p— (15.65)

A
Wolkstrant & — (15.66)

Dies Ergebnis besagt, dafi man nicht gleichzeitig eine beliebige Fokussierung auf eine
Fliche ~ w2 und eine parallele Strahlfiihrung erreichen kann.

15.2 ABCD-Gesetz

Die Ausbreitung von Gaufl’schen Strahlen kann einfach mit Hilfe des ABCD-Gesetzes
beschrieben werden. Wir gehen hierzu von Gleichung 15.37 aus

o =q(z) = do Cos(\/%z) + \/gsin(\/’f;zz)
1= —QO\/%sin(\/%Z) + cos( %z)

(15.67)
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und schreiben sie folgendermaflen um:

Aoqo + Bo

=0 15.68
Coqo + Do ( )

0
Diese Gleichung gibt einen Zusammenhang zwischen den komplexen Wellenradien ¢; und
go am Eingang und Ausgang des optischen Elements an. Wenn wir den Gauf3’schen Strahl
beim Durchlaufen mehrerer hintereinandergeschalteter optischer Komponenten beschrei-
ben wollen, kénnen wir den ABCD-Formalismus verwenden (siehe Bild 15.2)

A0 B0 A1 B1
CO DO C1 D1

Abbildung 15.2: Hintereinanderschaltung mehrerer optischer Komponenten

Wir gehen davon aus, dafl die zweite Komponente durch

Ay + By

15.69
Ciq1 + Dy ( )

q2

beschrieben werden kann. Dann folgt durch Einsetzen:

Aoqo+Bo + By

1 Coqo+Do
Gl D,
_ A1(Aoqo + Bo) + B1(Cogqo + Do) (15.71)
C1(Aogo + Bo) + D1(Cogo + Do) .

_ qO(A0A1 + Blco) + AlBO + BlDO (15 72)
qo(C'le + ch()) + OlBo + D1D0 '
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Durch Vergleich mit der Matrixoperation

Ag Bg . A1 B1 AO BO
(02 D, ) - ( ¢ o)\ ¢ by (15.73)
erkennt man, dafl die Koeffizienten einer neuen ABCD Matrix, durch einfache Matrix-
multiplikation berechnet werden koénnen.

15.2.1 ABCD-Matrix einer Freistrahlausbreitung

Diese Matrix kann sehr einfach aus Gleichung 15.49 ermittelt werden.

( é ’i ) (15.74)

15.2.2 ABCD-Matrix einer diinnen Linse

Die Geometrie ist in Bild 15.3 angegeben. Die Linse habe den Brechungsindex nj, der Au-

r N

a

oy d e

Abbildung 15.3: Geometrie einer diinnen Linse

Benraum n,. Die Linse sei so diinn, dafl der Strahldurchmesser sich beim Durchlaufen der
Linse nicht &ndert. Die Dicke der Linse kann als Funktion vom Radius p folgendermafien
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bestimmt werden:

dr(p) = d—2(R—+/R?*—p? (15.75)
2
2
N B P
~ d—2R+2R(1 —2R2) (15.77)
2
~ d-— "= 15.78
. (15.75)

Die optische Wegldnge zwischen den gestrichelten Linien fiir einen achsenparallelen Strahl
in der Hohe p ist somit

dopt = (d — dL>7’La + dLTLL (1579)
= dng +dr(ng —ng) (15.80)

Somit ergibt sich ein effektiver Brechungsindex, der quadratisch von p abhéngt:

dopt

eff = T 15.81
Metf d (15.81)
p?
= Mo+ (0L = na) = (1 = Na) (15.82)
2
= nr— (L = Na) oy (15.83)
p2
nepp A ng—2(ng — na)nLﬁ (15.84)

Hierfiir haben wir schon die ABCD-Matrix bestimmt (Gleichung 15.37 fiir kleine z = d ):

G = % (15.85)
Der Vergleich mit Gleichung 15.3 ergibt:
k= wy/meonys (15.86)
ky = w\/manR_d”“ (15.87)
k ny — Ng
?2 — 92 TLLLRd (15.88)
Es folgt fiir ¢:
T do (15.89)

_2 (TLL*TLQ) 90 _'_ 1

Rnyp,
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Aus der geometrischen Optik folgt [22] als Brennweite einer diinnen Linse:

15.11

1 (ngp —ng)
S Y 15.90
7 R, (15.90)
und somit lautet unsere ABCD-Matrix:
1
( 1 (1) ) (15.91)
!
Weitere ABCD-Ubertragungsmatrizen findet man beispielsweise in [23].
15.3 Ankopplung einer Faser an einen Laser
dunne Linse mit Brennweite f
Laser Monomode-Faser

Abbildung 15.4: Ankopplung einer Faser an einen Laser mit Hilfe einer diinnen Linse

Wir wollen die Ankopplung eines Lasers an eine monomodale Faser mit Hilfe einer diinnen
Linse betrachten (siehe Bild 15.4). Der Laser habe eine Fleckgrofie wy und die Faser eine
Fleckgrofle wy. Wir betrachten erst die Ausbreitung vom Laser bis zur linken Seite der

Linse. Es ergibt sich aus der ABCD-Matrix 15.74:

@2 = qQ+ta

(15.92)
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Fiir die Ausbreitung des Strahls von der rechten Seite der Linse bis zur Faser folgt:

G = @+b (15.93)
g3 = qa—b (15.94)

Fiir die diinne Linse gilt nach Gleichung 15.91:

= —q 15.95
q3 —%QQ 1 ( )
1 1 1
— =7 = — 15.96
@ f a3 ( )
¢z und ¢z eingesetzt ergibt:

1 1 1
- = 15.97
an+a f qa—b ( )
(@@ =0 f— (g =b)@n+a) = (n+a)f (15.98)

Fordern wir, dafl am Laser und an der Faser gerade die Strahltaillen vorliegen, so ergibt
sich:

2
. W
G = jz =]T4 (15.100)

Eingesetzt folgt:

(Jza=b)f = (jza = 0)(jza +a) = (Jm+a)f  (15.101)
jfza —bf + 2124 + jbzy — jazy +ab = jzf +af (15.102)

—bf +z1z4 +ab—af +j(fza — fz1+ b2y —azg) = 0 (15.103)
Aus dem Realteil der Gleichung folgt:
bf + (Zf = ab + 2124 (15104)
1 1 1 2124
-—+- = =4+ — 15.105
a + b f * abf ( )

Setzt man z; und z4 ein, so erhélt man:

1 1 1 mrwiw?
<ty = 7t s (15.106)

Fiir Abmessungen a,b grof3 gegeniiber den Fleckgrofien geht diese Gleichung in die strah-
lenoptische Abbildungs-Gleichung fiir diinne Linsen {iber:

11 1
LTS 15.1
~+3 7 (15.107)
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Fiir den Imaginérteil der Gleichung 15.103 folgt:

fz1 = fza+bz —az (15.108)
wi(f=b) = wi(f—a) (15.109)

Mit Hilfe von Gleichung 15.104 und 15.109 kénnen die optimalen a und b bei vorgegebenen
f ausgerechnet werden:

a(f—b) = z124—0bf (15.110)
2124 —bf
« = TS (15.111)
Wb = s - 2250 (15.112
Z—i(f—b)Q = f(f—=0b)— 2124+ bf (15.113)
4
= P2 (15.114)

b= fi%\/ftzm (15.115)

1

Fiir a folgt entsprechend:

b(f—a) = 22— af (15.116)

b = Zl’jf%aaf (15.117)

Wi —a) = w22 (15119
Z—%(f —a)? = f(f—a)-znzutaf (15.119)
Z—%(f —a)? = P2z (15.120)

a = fi%\/fQ—zla (15.121)

4

Es gilt entweder das (+) oder (-)-Vorzeichen in beiden Gleichungen. Fiir a > f ergibt
sich ein reelles Bild. Wir sehen, daf§ fiir den realen Fall endlich ausgedehnter Strahlen,
der optimale Abstand der Linsen nicht gleich der Brennweite ist. Nur fiir den Sonderfall
f = z124 ergibt sich der ideale Fall, daff a=b=f ist.
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Zusammenfassung
Fiir den realen Fall endlich ausgedehnter Strahlen, kann man die Feldverteilung
mit Hilfe des Gaufi’schen Strahl approximieren. Der Ansatz lautet:

E(F) = U(F)e %

wobei angenommen wird, daf sich die Amplitude ¥ nur wenig im Bereich einer
Wellenlénge dndert. Es folgt dann fiir die Amplitude:

1 . k ,02 :02
v = VUy— — —
(p, 2) 52 P | T RE) T v
R beschreibt den Kriimmungsradius und w(z) die Strahlweite. Gauf’sche
Strahlen weisen eine Strahltaille auf.

Die Grofle q(z) beschreibt den Strahl:

(15.122)

1 1 A

9z ~ Rk’

Fiir Dielektrika mit quadratischem Brechungsindexprofil folgt:

B quOS(\/%Z)—F\/gSiH(\/%z)
q(2) = _qo\/%sin(\/%z)JrCOS(\/%z) (15.123)

Fiir den Sonderfall eines homogenen Dielektrikums ergibt sich:

Tw?(2)

_ “0

R(z) = z+ .
2
w(z)?® = wy(l+ =)
0

Hier ist wq die Strahltaille und zy der Abstand von dg}r Strahltaille, fiir den
sich der Strahl um den Faktor v/2 verbreitert hat. Der Offnungswinkel und die
Taille sind nicht unabhéngig voneinander:

A
WoAStrahl - (15.124)
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Die Ausbreitung von Gaufi’schen Strahlen kann einfach mit Hilfe des ABCD-
Gesetzes beschrieben werden.

Aopqo + By

o Coqo + Do

Die Koeffizienten ABCD beschreiben das Medium. Die Hintereinanderschal-
tung von optischen Komponenten kann mit Hilfe der Multiplikation der ent-
sprechenden ABCD-Matrizen beschrieben werden. Bei der Abbildung von
Gaufy’schen Strahlen mit Hilfe diinner Linsen, liegt im allgemeinen Fall der
Punkt der Fokussierung nicht mehr im Abstand der Brennweite, sondern er
héngt von den Taillenweiten ab.




Kapitel 16

Polarisationsmodendispersion
(PMD)

Der Name Monomode-Faser ist streng genommen, falsch. In einer Monomode-Faser kénnen
sich zwei Moden ausbreiten, die aber bei exakt runden Abmessungen entartet sind, d.h.
beide Moden haben identische Ausbreitungskonstanten (siche Kapitel 12). In der Rea-
litdt treten aber Abweichungen von dieser idealen Rotationssymmetrie auf. Diese Un-
regelméfBigkeiten werden zum Beispiel durch leicht elliptische Faserkerne, durch Unrein-
heiten im Material, durch duflere Beanspruchungen wie Kriimmungen, Torsionen, Quet-
schungen, Stauchungen und durch verschiedene Umgebungseigenschaften wie Temperatur
und Feuchtigkeit erzeugt. Dies fithrt dann zu Ubertragungseigenschaften der Faser, die
Abhéngig von der Polarisation des Eingangssignals sind. Zusétzlich fithren Schwankungen
der Umwelteinfliisse der verlegten Fasern zu einer Zeitabhéngigkeit der PMD. Dies hat
zur Folge, dal eventuelle Kompensationsverfahren adaptiv wiahrend des Betriebs an die
sich langsam #ndernden Eigenschaften der Ubertragungsstrecke angepaBt werden miissen.
Die Auswirkungen der PMD kann man sich dann durch folgende heuristische Uberlegungen
veranschaulichen. Wir stellen uns vor, daf§ die reale Faser durch eine leicht elliptische idea-
le Faser modelliert werden kann. Die Ellipse dndere sich langsam mit der Zeit. Dann hat
die Faser nicht mehr zweit entartete Moden, sondern zwei Moden, die unterschiedliche
Ubertragungseigenschaften aufweisen. Beide Ausbreitungskonstanten konnen zusitzlich
noch eine unterschiedliche Frequenzabhéngigkeit aufweisen. Insgesamt werden wir eine
schnellere und eine langsamere Ausbreitung eines Pulses feststellen, je nach dem in wel-
che Achse der Polarisationsellipse er eingespeist wird.

Ein Puls werde nun am Eingang der Faser eingespeist. Die Eingangspolarisation sei so, daf3
ein Teil der Eingangsleistung sich in der schnellen Achse und ein Teil in der langsameren
Achse ausbreitet. Dies fithrt am Ende der Faser zu einem fritheren bzw. spateren Ein-
treffen der Teilpulse. Im Extremfall konnten die Pulse sogar nacheinander am Empfanger
eintreffen. Dies fithrt zu Ubertragungsfehlern.

Da sich die Ubertragungseigenschaften der realen Faser langsam #ndern, kann selbst bei

16.1
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diesem einfachen Modell der PMD nicht gewéhrleistet werden, dafl das Eingangssignal in
einer der beiden Hauoptachsen der Polarisationsellipse eingekoppelt werden kann.

Im allgemeinen unterscheiden sich die Ausbreitungskonstanten fiir die Hauptachsen auch
in ihrem Frequenzverhalten. Dies bedeutet, dal der Puls in der einen Achse sich unter-
schiedlich verbreitert verglichen mit dem Puls in der anderen Achse.

Die Anderung der Polarisationszustinde am Ausgang der Faser lassen sich als Trajektorie
auf der Poincaré-Kugel darstellen (siehe Kapitel 77).

16.1 Das ,,Principal-States-Model*

Wir betrachten jetzt die Ubertragungsfunktion einer Faser, wobei wir annehmen, daf die
Dampfung und die Nichtlinearitdten der Faser vernachléssigt werden diirfen. Unter die-
sen Voraussetzungen kann das Ubertragungsverhalten mit Hilfe eine der Jones-Matrizen
dargestellt werden.

ot = U(w)e7oWile, (16.1)

Hier ist (p(w) die mittlere Ausbreitungskonstante zwischen den beiden Polarisations-
richtungen. Die Ubertragungsmatrix U ist frequenzabhingig, da die Ausbreitungskon-
stanten frequenzabhéngig sind. Da die Faser keine Verluste aufweisen soll, ist der Be-
trag des Eingangsvektors gleich dem Betrag des Ausgangsvektors. Hieraus folgt, dafl die
Ubertragungsmatrix unitér ist, daB heift die Eigenwerte der Matrix sind betragsmifig
gleich eins.

Es kann gezeigt werden, dafl die Matrix U folgendermaflen dargestellt werden kann:

U= ( (W) ua(w) ) (16.2)

mit

Jur (W) + Jua(w)[* =1 (16.3)
Es hat sich bei Messungen von realen Faserstrecken herausgestellt, dal zwei orthogonale
Eingangspolarisationsvektoren gibt, bei denen in erster Ndherung die Ausgangspolarisa-
tionsvektoren frequenzunabhéngig erhalten bleiben. Diese Ausgangspolarisationsvektoren
heiflen ,,Principal States of Polarization®.
Wir entwickeln die Ubertragungsfunktion U(w)e /%@ nach w um wy bis zum linearen
Term.

U(w)e PO = U(wy)e 7Pl 4 aiU(w)e_jﬁ(“’)Lbko (16.4)
w
= U(wp)e Il 1 (U (wp) — jB (wo)LU(wp)) e 3P0 A (16.5)
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Hier ist die partielle Ableitung nach w mit ' gekennzeichnet. Das Erhaltenbleiben der
Ausgangspolarisation bei kleinen Anderungen der Frequenz bedeutet, dafl durch die obige
Matrix keine zusétzliche Drehung der Vektoren entstehen darf:

(U'(wo) — j' (wo) LU (wy)) e Pl — g (16.6)
(U'(wo) — jB'(wo)LU(wg)) = 0 (16.7)
(U (wo)U'(wo) = jB'(wo)E) = 0 (16.8)

Hier ist E die Einheitsmatrix. Wir sehen, dafl —j3’(wy) den Eigenwerten der Matrix
U~!'U’ entsprechen.

Die Eigenwerte konnen direkt aus Gleichung 16.7 ermittelt werden. Diese Gleichung hat
nur dann eine nicht triviale Losung, wenn gilt:

det (U'(wp) — jB'(wo)LU(wg)) = 0 (16.9)
uy — jkuy  uh — jkug B
det ( S Dk g ) =0 (16.10)

Hier haben wir die Abkiirzung k = 3'(wo)L eingefiihrt. Es folgt:

(uh = ghw) (i = jhui) = (uy = jkua) (=" + jkuz) = 0 (16.11)
i |+ Jub)? = K2 (Jun [ + Jual?) — jh(uay’ + uju; + uous’ + upus) = 0 (16.12)
0

o (16.13)

=1 =1
W]+ Juh)? — k* = 0 (16.14)

o,
| + [usl* = &2 (Jua|* + [ua]*) =gk o= (Jua|* + |uaf*) =
———— N————

Es folgt fiir k:

ke = VP [P (16.15)
Blwo)e L = £+/|uf|? + |ub]? (16.16)

Der Ausgangsvektor berechnet sich aus dem Eingangsvektor nach Gleichung 16.5

gout(w) = [U(wo)e_jﬁ(wo)L
+ (U'(wn) = j63' (wo) LU (o)) e 77 Aw] € (w) (16.17)
= U(wo)e_.iﬂ(wo)Léin<W) + <U/(w0) _ jﬂl(wo)LU(wO)) e_jﬁ(WO)LAwéin(w)
U—l(wo)éout(w) = e_jﬁ(wo)Lé’m(w) + e—j@(wo)LAw (U_I(WO)U,(WO) - jﬁ’(wo)LE) an((ﬂ)

- 7

=0

(16.18)
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Die Ausgangspolarisation bleibt fiir kleine Anderungen von w erhalten, wenn gilt

( w gk gl )én =0 (16.19)

—ub* + jkuy  uwi’ — jkui
uy — jkuy  uh — jkus €1 _

Hier sind ey, e5 die Komponenten des Eingangs-Jones-Vektors. Es folgt:

(uy — jheur)er + (up — jhiug)es = 0 (16.21)
! k
a - —w (16.22)
€2 uy — jheuy

Fiir den Jones-Vektor €;, folgt somit

r 1
€ = ( o +jj]’€lff;1 ) \/ [y — hatal® + [ — Fhzua? (16.23)
Der Betrag des Jones-Vektors berechnet sich dann folgendermaflen:
VI — jheun 2+ uh — jkus|?
= \/Wll2 +upl? k2 (lun]” + Juzl?) +jks (uivg + ubuy — wrui’ — upus’) (16.24)

J

2
k3 1

= \/Qki + j2ky jS{utu] + uiuh} (16.25)

= \/Qk:i — 2k S{uiu) + uub} (16.26)

Diese Jones-Vektoren heifilen Principle States of Polarization (PSP). Wenn die Eingangs-
polarisation mit diesen Vektor iibereinstimmt bleibt bei kleinen Anderungen der Frequenz
der Zustand des Ausgangsvektors erhalten. Jeder der beiden PSPs weifit einen unterschied-
liche Gruppengeschwindigkeit auf, da die Eigenwerte geméf der Gleichung ki = 3 (wo) L
mit der Gruppengeschwindigkeit vg,, = 1/8.(wy) zusammenhéngen.

Wir berechnen jetzt die Ausgangsvektoren, wobei wir annehmen, daf§ die Eingangsvekto-
ren mit den PSP iibereinstimmen. Aus Gleichung 16.17 folgt:

Cout (w) — [U(WO)eﬂ'ﬁ(wo)L

+ (U (wo) — 58 (wo) LU (wp)) e 7P A ( uhy — jhuy )
v ' —uy + jkiuy

1
|uy — jheun|* + |ub — jhius|?

— [U(wo)e_jﬁ(”f’)L

(16.27)

+<U’<wo>—jﬂ'<w0>LU<wo>>e—mwom( W = fhsus ) !

—uh + jkiur ) |,
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Hier ist |€},,| der Betrag des Eingangsvektors entsprechend der Wurzel in obiger Gleichung.
Ich habe jetzt meine Probleme mit der Interpretation. Die PSP bleiben erhalten, wenn 1.
Die Eingangsvektoren richtig eingestellt sind - kein Problem- und 2. §'(wp)L gleich einem
Eigenwert ist. Dies ist aber eine Doppeldefinition fiir #'(wp). Denn physikalisch ist dies die
Ableitung der Ausbreitungskonstante bei dem Mittenfrequenz. Ist das ein Widerspruch ?
Da sich die Ubertragungseigenschaften der Faser langsam &ndern und somit diese Po-
larisationszusténde unbekannt sind, ist in der Praxis nicht mdéglich, in einen der beiden
Zustande einzukoppeln. Hieraus folgt, daf§ der Polarisationsvektor des Eingangssignals
zufillig auf diese beiden Zustdnde aufteilt. Ein Maf fiir das Auseinanderlaufen der Pulse
ist die differentielle Gruppenlaufzeit (Differential group delay DGD), die sich folgender-
mafen berechnet:

AT = |ky — k_| = [ (wo) = B (wo) IL = 2v/[uy [* + [us? (16.28)
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Anhang A

Formelsammlung

A.1 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Trigonometrische Beziehungen

1 ) .

sin(f) = 2_]'(6]6 — 7%
sin?(0) + cos?() = 1
1+ cot?(0) = 1/sin*(0)
cos(20) = 2cos?(A) — 1
=1 - 2sin’*(0)

sin(01 + 02)
cos(0; + 65)

arcsin(f) = g — arccos(6)

(A1) cos(f) = %(eﬂ’ 4+
(A.2) 1+ tan®(0) = 1/ cos*(#
(A.3) tan(f) = 1/ cot(6
(A4) tan(f) = sin(f)/ cos(é
(A.5) sin(260) = 2sin(f) cos(d

sin(#y ) cos(6s) £ sin(6y) cos(6;)
cos(6;) cos(6s) F sin(fy) sin(6;)

Entwicklung fiir kleine Argumente

93
in(f) =60 — —
sin(6) 6+

3
tan(@):9+§+--~

(A.13) tan(arcsin(f)) = \/%
(A.15) cos(f) =1— %2 +
(A.16) cot(d) = % — g

Al

(A.17)

(A.18)
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Hyperbolische Funktionen

sinh(z) = ;( e ) (A.19) cosh(z) = %(ez +e77) (A.24)
sinh?(z) — cosh?(z) = 1 (A.20) 1 —tanh?(2) = 1/cosh?(z)  (A.25)
coth?(z) — 1 = 1/sinh?*(2) (A.21) tanh(z) = 1/coth(z)  (A.26)
cosh(2z) = 2cosh®(z) — 1 (A.22) tanh(z) = sinh(z)/cosh(z)  (A.27)
cosh(2z2) = 14 2sinh?(z)  (A.23) sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z)  (A.28)
sinh(z; £ 29) = sinh(z;) cosh(zz) & sinh(z3) cosh(z) (A.29)
cosh(z; & z2) = cosh(z;) cosh(zy) &£ sinh(zs) sinh(z;) (A.30)
arsinh(z) = In(z+ V22 +1) (A.31)
arcosh(z) = In(z++Vz2—1) firz >0 (A.32)

Entwicklung fiir Argumente nahe 1
arcosh(z) = (22 —1)7 — é(z2 — 1) 42> (A.33)
arcosh(1/z) = (1—2%)7 + %(1 — zQ)% +--52<1 (A.34)

A.2 Besselfunktionen

Die Besselfunktionen der ersten und zweiten Art J,(z) und Y, (z) erfiillen die folgende
Differentialgleichung;:
Zd?F,,  dF,
2

Ta AT (22 —=m?)F, =0 (A.35)

Die modifizierten Besselfunktionen der ersten und zweiten Art I,,(z) und K,(z) erfiillen
die folgende Differentialgleichung:

d*G dG,,

207G .2 2 _
S e (22 +m7)G,, =0 (A.36)
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Es gelten folgende Rekursionsgleichungen:

o () + T (21}

1
3 n1(2) = o (21}

m dJm(2)
?Jm(z)  dz
m dJm(z)
;Jm(z) +—

z

o i (2) = Ko ()
1

D) {Km—l(z) + Km-i—l(z)}

%Km(z) B ng;(z)
—%Km(z) B dKC;;(z)

A.3 Vektorbeziehungen, Integraltheoreme

Vektoroperationen

Vektor Operatoren

grad f
div A
rot A

rot rot A

- V.
= ng

[

— —V2A+grad div A

A3

(A.37)
(A.38)
(A.39)

(A.40)
(A.41)

(A.42)
(A.43)

(A.44)
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Sei U eine skalare Funktion und A ein Vektor:

(qf Uy) = UV, + U,V
V- (VA) = UV-A+A-VU
x (UA) \PVXE—FV\DXA
(A><B) — B-(VxA) —A-(VxB)
VU =AU = V. (V)

VA = V(V-4) -V x (Vx4
Wenn A in kartesischen Koordinaten vorliegt, gilt:

=A

[t
[

VZ

Kartesische Koordinaten

A = (A, Ay A) =A@, +AG, +Ae.
ov ov 8\11 ov
UV = —eé,+—¢ U+
v ox Cat oy “t o 82 = Vi 0z
- aA 0A 8A 8\1!
V-4 89@ =t 5, oy “t o 82 vt Gz
B €r € €,
VxA = | & & &
A, A, A,
- 0A, 04,
Vixd, = < ox Jy )
OPU  9?°W 9% 0*
20, _ 2
v = 8x2+8y2+622_vqj 922
AA = VA= (V’4,)é + (V°4,)E, + (VA,)e.
. . 2A
VQA = V?At + a_—

022

A4

(A.61)
(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)
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Zylinderkoordinaten
A - (AP7 A¢v Az) - A gp + A¢€¢ + Azgz (A69)
ov 10V 8\1! ov
U = —¢,+——6€y+ — v A.
v 5t 55 T 5 = ViUt -c (A.70)
- 10(pA,) 104, 0A, - 0A
A = ——F A - AT
Ve p Op +p8¢+ = Vit (A.71)
V x A = - 8_p d_¢ 92 (A72)
P14, pA, A
- d(pA ) 0A,

4, = A
Verd = 5 ( op 00 ) (A.73)
2109 1 0% 2y 2y

VU = 0 + 109 + = 0 a— = ViU + o (A.74)

2 "o T roe T oz 922

- 204, A 204, Ay .
VQA = <AA —_ —— — _p) (AA¢ + p28—¢ - p_) 6(;5 + (AA ) £A 75)
VA = V24, +—= (A.76)

Integral-Theoreme
Gauf’sche Integral-Theorem:

%Vodﬁ:/Vonv (A.77)
F v

Der skalare Flufl des Feldes V durch eine geschlossene Fliache F ist gleich dem Integral
der Divergenz von V', erstreckt {iber das von F begrenzte Volumen V.
Stokes’sche Integral-Theorem

%VodF:/deﬁ (A.78)
c F

Das Umlaufintegral des Feldes iiber die Kurve c ist gleich dem Flufl der Rotation durch
eine beliebige Flache F, die von der geschlossenen Kurve ¢ begrenzt wird.
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A.4 Zusammenhang der einzelnen Komponenten der
elektrischen und magnetischen Feldstéirke fiir ei-
ne Welle

Wir setzen hier voraus, dafl das betrachtete Gebiet raumladungsfrei ist und keine Strome
aufweist. Die Zeitabhingigkeit sei e/**. Zusitzlich sei es in Ausbreitungsrichtung (z) homo-
gen. Dann kénnen wir die elektrische und magnetische Feldstérke in eine Komponente in
Ausbreitungsrichtung und eine senkrecht dazu darstellen. Die Koordinaten seien uq, us, 2.

(€ (u1, up) + Exe. (u1, up))e 7% (A.79)
= (Iy(ur, uz) + &R (ur, us))e 9% (A.80)

[satlles

Mit rot E = —jw,uoﬁ = —7jko ‘;—gﬁ (GL 3.5) folgt:

rot E = VxE (A.81)
V X [(&(u1, u2) + Eze,(ur, ug))e 7] (A.82)
[—jﬁgz X é’t(ul, Ug) + VtQZ(Ul, Ug) X é; + Vt X Et(ul, Ug)] €_jﬁz (ASS)
(A.84)
(A.85)

= @ x [—jE (ur,uz) — Vie, (ur, us)] €77 + [Vy x & (uy, us)] €77 (A.84

= =gy [ [Bur ) + & )| €7 A85
0

=

“on?(ur, ug) E:

Entsprechend folgt mit rot = jweE = jko o

rot H = VxH (A.86)
= Vx| (B, ug) + S, u))e (A.87)

= [—]ﬂé X Iy (uy, uz) + Vih, (ug, ug) X & + Vi % Et(ul,ug)] e 9P (A.88)

)

= é’z X -—jﬂﬁt<U1,UQ> - Vtﬁz(ul,m)} Gijﬁz + |:Vt X Et(ul,UQ)} €7j/8(A.89

e i} } s
= Jjko M—Oﬂ2(u1, uy) [€(ur, ug) + €re.(uy, up)] e=° (A.90)
0
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Aus Vergleich der Komponenten in Gl. A.85 und A.90 folgt:

- 1 e,

hy(uy,ug) = o %ez X (B (u1, uz) — jVie, (ur, uz)) (A.91)
. 1 1 . - )
€ (ur,ug) = 0 g—;)mez X (—ﬁﬁt(ulaw) +3Vtﬁz(u1,u2)> (A.92)
1 Jeo R
hz(ula u2) = jk_O M_(())ez : vt X Qt(uh UQ) (A93)
1 1 N -
e(unus) = —j— [ &V x Iy (uy, us) (A.94)

ko '\ eo E2(U1,U2)

Gleichung A.91 und Gleichung A.92 nach Et bzw. €, aufgelost, ergibt:

h = /@ ko \ 20 n2(us, ug)
_t<u17u2> kO /JJ0€ X {ﬁ |:k'0 \/;ﬂ2(u17u2>6 *

(—ﬁﬁt(ul, uz) + Vi, (u1, Uz)ﬂ —jVie, (u1, uQ)}

- i)e; x (@ x Byfur,uz))

2
kgn? (uy, uz

g (6 ¢ Vil ) — 26 x Vi)
— ﬁ;,w)iwbu” — Wﬁ’mvtﬁz(ubuz)
_kio %é; x Ve, (u1,us)
- B J

ht(ula UZ) ]{:gﬂ2<U/17 'LL2) _ /62

— £ o
{—ﬁvtﬁz(uhw) - M_Okoﬂz(UhUQ)ez X thZ(UhUZ)}
\/ 0
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. I TR 1 . 1 Jeo.
gt (U]_, UQ) - ko £o ﬂ2('u,1, u2) €z X { ﬂ |:]€0 ILLO €z X
(B€(u1,u2) — Ve, (ur,u2))] + i Vih, (ur, us)}

= z X z >< = bl
k3@2(u1,u2)6 (e € (u1, uz))
I e x(E.xV , — 2 228 x Vb (u,
+k§n2(u1,uQ)e (e rex(ur, u2)) + kon?(u1,us) 506 ohe(ur, u2)

i

mvtﬁz (ula Uz)

R OR

J /1o -
— . /—é, x Vih ,
+k’022(u1, u2) o € t_z(ul UQ)

J Mo, -
= e () 4 Vi)

Es konnen also die transversalen Komponenten aus den Komponenten in Ausbreitungs-
richtung berechnet werden, d.h. die gesamte Information steckt schon in den Komponenten
in Ausbreitungsrichtung.

. J
Gl = ) B
(—ﬁvtgz(ul, UQ> + ?kogz X Vthz(ul, Ug)) (A95)
V' <o
hy(ug, ug) = J
A k3ﬂ2(u1,7~02) — 32
(—ﬁvtﬁz(ulﬂm) - ;—OkOEZ(U17U2)5z X Vtﬁz(ul7u2)> (A‘96)
0

In Zylinderkoordinaten lauten die Gleichungen:

- _] a@z(p7 ¢) @@aﬁz(pa ¢) -
T Bk, 6) - P Hﬁ dp +\gp 06 }
ﬁ 8§Z(p7 ¢) Ho aﬁz(pa ¢) —
i e kY I
—J Hﬁ@hz(p, $) \/5 kor® (p, ¢) De.(p, ¢)} =
kgn?(p, ) — (32 dp fo P d¢ g

5 8&2 (p7 Qb) €0 2 a@z <p7 ¢) .
+ {;T@b + \/ikoﬂ (p, ¢)Tp:| ¢} (A98)

=
I




Anhang B

Anhang zur Berechnung der
Eigenschaften eines
Gradientenwellenleiters

B.1 Bestimmung des Umkehrpunkts fiir beliebiges a-

Profil
Wir koénnen die z-Koordinate des Umkehrpunkts auch fiir das allgemeine a—Profil be-
stimmen. ) ,
2 1 n /a\% Ta
2wp=——7—=—1\~= dz B.1
T 2Am<<50) /om (B.1)
Mit dem Integral [18, Formel:8.380] folgt:
1
Blz,y) — / (1 — f)rld (B.2)
0
1
= 2/ 27711 — )yt fiir R(x) > 0, R[y] >0 (B.3)
0

B(x,y) ist die Betafunktion fiir die gilt [18, Formel:8.384]:
L(2)C(y)

B = B.A4
I (B.4)
Es folgt:
2¢ 1 n fanz1_. 1 1
T A - [ B.5
ur a V2A Nk <§:> 2 (a’Z) (B5)
- I L n s FEIG) (B.6)
av2Ang \&/ T(:+3) '
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Mit I'(3) = /7 [18, Formel:8.338.2] folgt:
& [ 7 rays T(2)
— /2 (2) " lad B.7
“ur a\ 2A ng (i) F(é—i—%) (B.7)

Die z-Koordinate des Umkehrpunktes ist fiir unterschiedliche Strahlen unterschiedlich.

B.2 Bestimmung der optischen Weglinge bis zum

Umkehrpunkt

Uns interessiert aber insbesondere die optische Weglédnge, die proportional zur Laufzeit

der Welle ist.

UP
L, = / n(x)ds
0

Mit dem verallgemeinerten Brechungsgesetz folgt:

ZUP 5,2
L, = / n (x)dz
0

n

Mit der Ausbreitungsgleichung 11.43 folgt:

L, = [ 24
/0 /n?(x) —n? !
_ / ”K[l—m(%)] .
0 nxV2A,/(5)" - (9)°
@ - () @)
— x a d
\/2A / _ 2)0‘ !
mit w = (£)°, T = fwa, de = &+ Ldw folgt
Ty NE I
© 2A NV 2% J, 1—w

(B.8)

(B.9)

(B.10)
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Wir verwenden wieder Gleichung B.2 bzw. B.3:

Nk a® T 11 z

L, = —\\/——|B(—,=)—2A | —
VoA Y T« [ (a 2) (a
ng  [ac @ [T(HT(3) #\*T(1+
=\ e iy 22\ rE T
\/QA HaNe’ 3 a

Mit T'(1 + ) = 2T'(z) und T'(3) = /7 folgt:

N o F(l) (x>a lr(l) ]
L, = K JET pl el o (2 a_a
AsEa w2 (0) roii g
ng |a® & (=) [ :i")a 1 }
- I JE T g el 1 _oa(Z) _a
VA i’“aﬁf(% 2) a) 3+3
2

N—
Q
[\]
+
Q
1

ng |a®x (=) 1

NN e

2
1
o
ng |a* T INES [ <
S SN /A Y [P YN
V2A x“a\/_l“(%Jri)
1
Z +
_l_
1
+

7 I'(=) 1

Nk a“ x
= —/—= 2(1—-2A
V2A iaaﬁf(% i)Z—i-a[( ( )+l
w2
K
_ 212 aai"ﬁ r'(($) 1 N ?aéﬁ r'($) o

nevV2AV ica’ T

a g 2
— nK\T;ﬁ :(;O‘gﬁf‘(% 53 [271—1—04%{] (B.12)
Mit Gleichung B.7 ergibt sich:
I
L, = 2Py T {Qn + 047} (B.13)

Die optische Lange gibt ein Maf§ an, fiir die Zeit, die der Strahl bendtigt, um bis zum
Umkehrpunkt zu gelangen.



Anhang C

Wellentheoretische Behandlung
dielektrischer Wellenleiter

Im einfachsten Fall haben dielektrische Wellenleiter einen lichtfithrenden Kern mit einem
Brechungsindex ngx umgeben von einem Mantel mit einem Brechungsindex nj; (siehe

Bild 4.1, 4.2).

C.1 Versuch einer exakten Ableitung der Wellenaus-
breitung in Stufenindex-Fasern

Wir betrachten jetzt Fasern, deren Kern und Mantel jeweils einen konstanten Brechungs-
index haben, sogenannte Stufenindexfasern. Die Geometrie ist in Bild 12.1 angegeben.
Wir nehmen hierbei an, daf§ der d&uflere Radius b so grof ist, daf3 das Feld nicht mehr an
den Rand des Mantels reicht. Da sowohl im Kern als auch im Mantel der Brechungsindex
konstant ist, gelten fiir beide Rdume die Wellengleichung. Im dielektrischen Wellenlei-
ter werden im allgemeinen nicht nur transversal elektrische bzw. transversal magnetische
Wellen gefiihrt. Es existieren auch Losungen, die sowohl eine Komponente der elektri-
schen als auch der magnetischen Feldstiarke in Ausbreitungsrichtung aufweisen. Beide
z-Komponenten erfiillen die Wellengleichung in den homogenen Rdumen (Innen- bzw.
Auflenraum). Wir koénnen also fiir die z-Komponenten beider Feldstéirken die Wellen-
gleichung getrennt l6sen. Aus den Losungen fiir die z-Komponenten kénnen nach den
Uberlegungen des Anhangs (G1.A.97,A.98) die p- und ¢-Komponenten der elektrischen
Feldstérke ermittelt werden.

Die z-Komponente der elektrischen Feldstérke sei E,, die der magnetischen H,. Da beide
Komponenten die gleiche Wellengleichung erfiillen miissen, 16sen wir die Gleichung fiir eine
Funktion We 7% und setzen anschliefend F, = e,e 7% = Upe 9P% byw. H, = h,e %% =
U e %% Die unterschiedlichen Losungen (Ug) und (¥y) ergeben sich dann aus den

C.1
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Randbedingungen.
AU+ kiU = 0 (C.1)
AV + (nPkg — BHY = 0 (C.2)
mit ky = 27” = wy/lpeo und A = A, + g—;. Fiir den Brechungsindex n miissen wir dann n,;

oder ng einsetzen, je nachdem ob wir Mantel oder Kern betrachten. Mit dem Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten (Gleichung A.74) und der Normierung p = a * r folgt:

v 10v 10

or2  ror  r20¢?

0*U ov  9*U
o gt g Tk = e = 0 (C.4)

Wir setzen den Produktansatz U(r,¢) = R(r)®(¢) in die Gleichung ein und erhalten:

+ (n’kj — BHa*¥ = 0 (C.3)

r*d*R  rdR 1 d*®
) b Bl

Es ergeben sich fiir & und R folgende Differentialgleichungen:

d*® 9
d*R dR
2 272 2y 22 2 _

rﬁ+r%+((nk0—ﬁ)ar—m)R =0 (C.7)

Wir betrachten als erstes den Kern und fiihren hierfiir die folgende Abkiirzung ein:
2= (k= ) ()

Die Gleichungen lauten somit:
d*® g 9
d*R dR

et S asatel S (W’r* —m*)Rx = 0 (C.10)

dr? dr
Die Differentialgleichung fiir Ry ist die Besselsche DGI und sie hat als Losung die Bes-
selfunktionen J, und Neumannfunktionen N,,. Graphen der Funktionen sind in Bild 12.3
angegeben [20] , [14, S.9.8].
Die Neumannfunktionen haben einen Pol im Ursprung und ergeben somit fiir den Kern
keine physikalisch sinnvolle Losung. Als Losungsmenge ergibt sich somit fiir den Innen-
raum

U = ZAme(UT) cos(mao) (C.11)
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fiir die in ¢ geraden Moden und
Ui = Y ApJy(ur)sin(me) (C.12)
m=0

fiir die in ¢ ungeraden Moden.
Fiir den Auflenraum ist hier noch keine sinnvolle Auswahl der Funktionen méglich. Aus
diesem Grund fiithrt man fiir den Aulenraum eine etwas unterschiedliche Normierung ein:

v? = (B —nikd)a (C.13)
Die Gleichungen lauten somit:
d*®
—dqﬁéw +m*®y = 0 (C.14)
d*R dR
2 dr2M +r drM — (V*r*+m*)Ry = 0 (C.15)

Diese DGI fiir Ry, ist die modifizierte Besselsche Funktion, ihre Losungen heilen modifi-
zierte Besselfunktionen der ersten I,, und der zweiten Art K,,. Ihr Verlauf ist in Bild 12.4
angegeben.

Wir sehen, daf8 die modifizierten Besselfunktionen I,,(r) fiir r — oo nach oo streben und
somit als physikalisch sinnvolle Losungen ausfallen. Es ergibt sich also als Losungen fiir
den Auflenraum fiir die in ¢ geraden Moden:

Uy = Y BuKy(ur)cos(mg) (C.16)
und
Uy = Y BpuKy(ur)sin(me) (C.17)

fiir die in ¢ ungeraden Moden.
Fiir die z-Komponenten der elektrischen bzw. magnetischen Feldstdarke konnen fiir einen
transversalen Mode somit die folgenden Ansétze gemacht werden:
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%k(

Nk(

NN

5 s fir0 <<
e e L BT
T syt 15750
T vty firt<r<os

C4

(C.18)
(C.19)
(C.20)

(C.21)

C1 Aus den angegeben Komponenten in z-Richtung kénnen nach den Uberlegungen
des Anhangs die r- und ¢- Komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstérke
ermittelt werden (siehe Gl. A.97 und A.98). Wir benétigen zur Ermittlung der Rand-
bedingungen die Tangentialkomponenten der Feldstdarken, also neben der z- noch die ¢-

Komponente der elektrischen und magnetischen Feldstarke. Es folgt mit Z, = ‘E‘—g fiir
den Kern (Gleichung A.97):

Crpx =

__j {aﬁ aezK( ¢) N koazow} (C.22)

u? | r 0¢ or
Fiir den Rand r=1 folgt:

cor(r=1) — ;_g [qEﬁmAE - kozouﬁg AH} a{ i;ﬁ%ﬁ; } (C.23)

C.2

Fiir den Mantel folgt (Gleichung A.98):

cont(r =1) = % {:FBmBE - kOZouK;”(U)BH} a{ sin(ma) } (C.24)

Kin(v) cos(me)
Fiir die p— Komponente der magnetischen Feldstarke folgt im Kern:
_j aﬂ ath (7“, ¢> k()n%(a aezK (Ta ¢)
h = — |— 2
oK u? { r 0p * A or (C25)
o j konicau J),(ur)] [ cos(ma)

C-1Dje willkiirlich erscheinende Art der Wahl der ¢-Abhiingigkeit der Feldstiirken erklért sich spéter bei
der Erfiillung der Randbedingungen.

C-2Das obere Vorzeichen gehért zur oberen Winkelfunktion
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Fiir den Mantel folgt:

C.5

_] aﬁ 0th<7ﬂ7 ¢) kon%wa 8ezM<7n7 ¢>
h = — |— C.27
oM v? [ r 0¢ + A or ( )
I kon3;av K, (vr)] [ cos(me)
hex(r=1) = 3 {j:maﬁBH + Bp Zo  En() sin(mo) (C.28)
Wir miissen jetzt die Randbedingungen erfiillen, d.h.
e.x(r=1) = en(r=1) (C.29)
hq;.K(’f’ = 1) = hq)M r = 1) (030)
64)]((7‘ = 1) == €<I>M(T = 1) (031)
Aus den ersten beiden Randbedingungen folgt:
A = Bg (C.33)
Ay = By (C.34)
Aus der Stetigkeit der ¢-Komponente der elektrischen Feldstérke folgt mit
I (1)
Y, = = C.35
K7, (v)
Xm = T .
m oK () (C.36)
1 1
F ﬁm(? + E)AE —koZo(Yon + Xm)Ag = 0 (C.37)
Aus der Stetigkeit der ¢—Komponente der magnetischen Feldstéarke folgt:
1 1 ko, o 9
+ ﬁm(@ + ;)AH - 70( xYm +nyXm)Ag = 0 (C.38)
Wir haben hier ein homogenes Gleichungssystem fiir Ag und Ay vorliegen:

=i Ym 4 03 X)) FOm(G + 32) Ay

Das System liefert nur dann eine nicht triviale Losung liefert, wenn die Koeffizientende-

terminante verschwindet:

_g_g(n%(Ym +n3 Xm)  —Bm(E+ %) ‘ =0

(C.40)
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C.6

Hieraus folgt als charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Ausbreitungskonstante

0.

1 1

ﬁ2m2($ + 5)2 = K2V + X)) (%Y, + 03, X00)

(C.41)

Man beachte, dal u,v,Y,,, X3; von # abhédngen. Folglich ist diese Gleichung eine Bestim-

mungsgleichung fiir die Ausbreitungskonstante (.
Wir fiihren jetzt einige Abkiirzungen ein:

Die Ausbreitungskonstanten in homogenen Medien mit dem Brechungsindex des Kerns

und Mantels sind:

_ ngw 27
Bk = P )\_OnK

_ nyw 27
Bu = c )\_onM

mit \g der Wellenliinge im Vakuum. Dann folgt fiir u? und v?%:

2
ur = n%(;)zaQ — B%a® = (QWSKCL) — B%a® = (% — B%)a®
c 0

2 2

c2

ngw 2mnya’
02 — 62612— M a2:52a2—< M) :(52—5%4)03

Ao

Wir normieren die optische Frequenz:

w 2ra /
V = 2 2 — 2 2
Cc )\0

und die Ausbreitungskonstante:

T

h = —=1—-— = "2

vV T R

Es gilt:

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)
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Wir formen jetzt die charakteristische Gleichung C.41 um:

wobei

h2

2m? [ 1 L] 2
kin2. \u? = 02

Sl\?

[\

3

[\

Sl EI< 8= g

3

3
N
7 N 7 N 7N 7 N

Bk — B Pra?

)
)4 (1 B ((ﬁ%—%)?ﬁ
)

C.7

(C.49)
(C.50)
(C.51)
(C.52)
(C.53)

(C.54)

(C.55)

ein MaB fiir den Brechungsindexunterschied zwischen Kern und Mantel ist. Es folgt fiir
die charakteristische Gleichung;:

m’h® = (Y, + X,n) (Yo + (1 - 2A)X,,) (C.56)
mit
Yin(u) = u‘%ﬁi) (C.57)
Xm(v) = v}](éln(gg) (C.58)
v=VV2—u? (C.59)

Wir untersuchen zuerst den Fall m=0.
In diesem Fall liegt keine Abhéngigkeit der Felder von dem Winkel ¢ vor, d.h. es gilt nach

Gleichung C.18 bzw. C.20 beispielsweise fiir die elektrische Feldstérke:

Jo(ur)
z = A
€K E Jo(u)
e — An Ko(ur)

(C.60)

(C.61)
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Da jetzt in den Maxwellgleichungen C.22 bzw. C.25 keine Kopplung der Transversalkom-
ponenten der Feldstéirken zu ihren z-Komponenten besteht, liegt hier der Fall von trans-
versal elektrischen (TE) bzw. transversal magnetischen (TM) Wellen vor. Es existieren

zwei Losungen der Eigenwertgleichung:

~Yo(u) = Xo(v(u)) (C.62)
“Yo(w) = (1-24)Xo(v(w)) (C.63)

Xo(v(u)) TE
TE N

: 02\“_ “/__/ TMo 3
‘ —_—— : A 2
/ 01 Tl\/l(J 1 11 to 2 TR/IO 2t1 2 to 3

X (u)*(1-24)

Abbildung C.1: Grafische Losung der Eigenwertaufgabe fiir TE- und TM-Wellen

In Bild C.1 sind zur grafischen Lésung der Gleichungen die rechten und linken Seiten
beider Gleichungen als Funktion von u aufgetragen. Die Schnittpunkte geben die Losungen
fiir u. Hieraus konnen dann mit Hilfe der Gleichung C.44 die Ausbreitungskonstante /3
bestimmt werden: Man kann mit Hilfe des Bildes folgendes feststellen:
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1. Die rechte Seite der Gleichungen (C.62,C.63) ist immer positiv und divergiert fiir
V=u.

2. Es existiert keine Losung mit dem Index m=0 fiir v < to; = 2.4048 ©3

3. Zwischen tp; und ty ;41 existieren zwei Losungen, solange £ ;11 < V' ist.

4. Wenn die normierte Frequenz V gegen eine Losung tq,, geht, folgt fiir diesen Mode
u ~ V und somit wird v &~ 0 und damit 3 =~ [);. Es existiert dann keine Wel-
lenfithrung fiir diesen Mode mehr.

5. Wenn die normierte Frequenz V beliebig grof§ wird, geht u fiir den k-ten Mode gegen
t1) und somit v? — V2 —¢2 . Da V sehr grof ist, gilt v — V und damit 3 — ng.
d.h. 8 — [k. Das heifit, das alle Moden mit sehr hohen Frequenzen innerhalb des
Kerns gefiihrt werden.

Zusammenfassen stellen wir fest: die 7'My, Wellen sind keine hybriden Wellen mit F.- und
H.-Komponenten. Sie haben nur ein elektrisches Feld in Ausbreitungsrichtung. Als Bei-
spiel ist die T'My;-Welle in Bild C.2 dargestellt. Die magnetischen Feldlinien bilden Kreise

Abbildung C.2: Feld der T'My;-Welle, die durchgezogene Linie ist das E-Feld, die gestri-
chelte das H-Feld [21]

konzentrisch um die Achse, die elektrischen Feldlinien bilden Schleifen in Langstrichtung.
An der Kerngrenze haben die elektrischen Feldlinie einen Knick, da die Radialkomponente
unstetig ist (der Verschiebungsflul eF = n?E ist stetig). In Bild C.3 ist das Feldbild der
T Ep1-Welle aufgezeichnet. Jetzt bilden die elektrischen Feldlinien Kreise um die Achse
und die magnetischen Feldlinien Schleifen in Ausbreitungsrichtung.

Wir untersuchen jetzt den Fall m > 0.

Fiir diesen Fall ist sowohl h, als auch e, ungleich 0, d.h. es liegen hybride Moden vor.
Die charakteristische Gleichung C.56 kann als quadratische Gleichung in Y, aufgefasst

C-3t,; bezeichnet die i-te Nullstelle von J;(u)
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Abbildung C.3: Feld der T Ey;-Welle, die durchgezogene Linie ist das E-Feld, die gestri-
chelte das H-Feld [21]

werden:
0 = Y24+2Y,X,(1-A)+X2(1-2A) —m*h? (C.64)
Y, = —(1-A)X,, /(1 —-A)2X2 — (1 —2A)X2 + m2h? (C.65)
= —(1-A)X,, £ /A2X2 + m2h? (C.66)

Die unterschiedlichen Vorzeichen der Wurzel gehoren zu unterschiedlichen Losungsklassen.
Mit Hilfe der Rekursionsformel fiir Besselfunktionen A.39

Tn@) = Tdn(z) = Jna(2) (C.67)
(C.68)
und
B J! (ur)
Y = 2 ) (C.69)
folgt:
‘i’f]“((;‘)) = D (1= )X — /APXE, (C.70)

Hier wurde das positive Vorzeichen der Wurzel gewéhlt. Die zugehorigen Wellen heiflen
EH-Moden. Die grafische Losung fiir die charakteristische Gleichung dieser Moden ist fiir
den Fall m=1 in Bild C.4 angegeben.

1. Die linke Seite der Gleichung divergiert bei Nullstellen von J,,(u) = t,;.
2. Die rechte Seite ist immer negativ und divergiert fiir u — V

3. Es gibt bei m=1 keine Losung fiir V' < t;; = 3.831 und es existiert bei hoheren
Frequenzen genau eine Losung.
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rechte Seite

14

Abbildung C.4: Grafische Losung der Eigenwertaufgabe fiir F H;,-Wellen (Gleichung C.70
mit m=1)
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Die 2. Losungsmenge, die H FE,,,-Wellen ergeben sich aus dem negativen Vorzeichen der
Wurzel in Gleichung C.66.

Yo(u) = —(1—A)Xn(v) — /A2X2 (o) + m2h2 (C.71)
Mit A.40:
- J;n o _E Jmfl
Yo = wly  u? * udpm, (€.72)
folgt:
I ! I
04
0,2
0,0
tos tig
“0.2"rechte Seite | V=10
04
| | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14

u

Abbildung C.5: Grafische Losung der Eigenwertaufgabe fir H Ey,-Wellen (Gleichung C.73

mit m=1)

Im—1(u) m

= ——(1-A)X,,(v) — /A2X? 2h? :
T = (1= A X~ VAR (73
Die Losung dieser Gleichung wird fiir den Fall der H F; Welle mit Hilfe des Bildes C.5
diskutiert.
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1. Die linke Seite der Gleichung C.73 divergiert bei u = ty;
2. Die rechte Seite ist positiv und divergiert bei u=V

3. Es existiert genau eine Losung im Bereich 0 < V' < t5; = 2.405. Hierzu gehoren zwei
Moden, eine mit einer sinusférmigen und einer mit einer cosinusféormigen Abhéngigkeit
vom Winkel ®. Wir schliefen hieraus, dafl eine Faser konstruiert werden kann, die
nur zwei entartete Moden mit der gleichen Ausbreitungskonstante fithren kann. Die-
se Faser heiffit Monomodefaser.

4. Die Moden sind bis zu einem u = tg; ausbreitungsfihig.

Wir betrachten jetzt den in der optischen Nachrichtentechnik relevanten Fall der schwach
fithrenden Fasern. Hier gilt:

ng —ny << ng (C.74)
2 2

A = T (C.75)
2n3,

~ KT NM (C.76)
U3¢

Fiir diesen Fall kénnen die Ausbreitungsbereiche gem#f Bild 12.7 angegeben werden [11].
Man beachte aber, dal hier die Ausbreitungsbereiche fiir Moden mit dem Index m > 1
der Ubersichtlichkeit wegen nicht eingezeichnet sind. Numerische Werte fiir die Wellen
mit den niedrigsten u sind in Tabelle 12.1 aufgezeigt.

Das Feld der Grundmode H E4;-Welle ist in Bilde C.6 angegeben. Man erkennt den hybri-
den Charakter der Welle, es existiert sowohl eine Komponente der elektrischen als auch
eine Komponente der magnetischen Feldstérke in Ausbreitungsrichtung. Die Kriimmung
der Feldlinien in einer z=const. Ebene ist gering. Fiir kleine Brechzahlunterschiede zwi-
schen Kern und Mantel gehen diese Kurven in Geraden iiber und wir erhalten eine TEM-

Welle [21].

C.1.1 Schwach fiihrende Fasern

In diesem Kapitel untersuchen wir den fiir die optische Nachrichtentechnik relevanten Fall
geringer Brechungsindexunterschiede zwischen Kern und Mantel. Hier gilt:

2 2

Ny — 1N
K
K
_ kTN (C.79)

ng
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Abbildung C.6: Feld der H E;;-Welle, die durchgezogene Linie ist das E-Feld, die gestri-
chelte das H-Feld [21]

Folgende Griinde sprechen fiir die Wahl geringer Brechzahlunterschiede:

e Strahlenoptische Deutung fiir Mehrmodenfasern:

Geringe Brechzahlunterschiede haben eine kleinen Grenzwinkel der Totalreflexion
zur Folge, d.h nur achsennahe Strahlen werden gefiihrt. Dadurch ist der Laufzeitun-
terschied unterschiedlicher Moden, bzw. Strahlen ldngst der Faser gering, was eine
geringe Dispersion zur Folge hat.

e Einmodige Fasern:

Hier mufl gelten :V = 27$/nj — n3; < 2.405. Um keinen zu kleinen Kernradius a
zu erhalten, mufl der Brechungsindexunterschied gering sein

Fiir untersuchen jetzt die Moden in diesen Fasern:
Fiir kleine A folgt aus der charakteristischen Gleichung C.56 mit C.54:

fmV?
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Das Pluszeichen gilt fiir EH-Wellen, das Minuszeichen fiir HE-Wellen: Als erstes betrach-
ten wir die HE-Wellen: Mit Gleichung A.40 folgt fiir

J! (u
Y(u) = =05 ((3) (C.81)
Jm—1(u) — 2 Jp(u)
- RO (C.82)
Im—1(u)  m
und mit Gleichung A.44 folgt fiir
K (v
Xn(v) = —2 ((U)) (C.84)
—%Km(’l}) — Km_l(v)
= oK (0) (C.85)
Kpn1(v) m
TUKL(0) 2 (C.86)
Somit ergibt sich fiir die charakteristische Gleichung:
Im1(uw)  m K, 1(v) m V2
- —— = = C.87
Im(w)u — w?  vK,(v)  v? Tz ( )
Beriicksichtigen wir Gleichung C.48 (u? + v* = V?) folgt:
Y K,
@) _ K (C.88)

Jn(u — vK,(v)

Dies ist die charakteristische Gleichung fiir HE-Wellen fiir kleine Unterschiede der Bre-
chungsindizes. Wir formen diese Gleichung weiter um, um sie mit der Néherungslésung

aus Kapitel 12 zu vergleichen.
Aus Gleichung A.37 folgt fiir den Index m-1:

udp(u) = —udp_o(u)+2(m —1)Jpm_1(u) (C.89)
udp(u) — Jmoa(wu _—
T da(u) +2( 1) (C.90)

Entsprechend folgt aus Gleichung A.41 fiir den Index m-1:

vEKp(v) = vKp_o(u) +2(m—1)K,,—1(v) (C.91)

VEn(v)  _ Ewma(v)y o
Kni(v)  Kp(v) +2(m —1) (C.92)
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Eingesetzt in Gleichung C.88 folgt:

Im—a(u)u _ Kp—o(v)v
Im—1(u) Kp1(v)

Fiir EH-Wellen folgt:

V2
Yi(u) + Xn(v) = mh= 3
Mit Gleichung A.39 folgt
I (1)
Yo = =
() udp (u)
B Uy (1)
_ m1(u) Ll
I (w)u u?
und mit Gleichung A.43 folgt fiir
K7,(v)
X = o
() VK (v)
o %Km(v) — K1 (U)
B VK (v)
_ _Km-i-l (U) ﬂ
v, (v) o v?
Somit ergibt sich fiir die charakteristische Gleichung:
~Jmi(w)  m Kpa() omo . V2
I (w)u w?  vK,(v) v ue?

Beriicksichtigen wir Gleichung C.48 (u? + v? = V) folgt:

Jun() _Kpa(0)
I ()1 VK, (v)

Wir formen diese Gleichung noch weiter um:

Uy (1) VK, (v)

Im+1 (u) K ('U)

C.16

(C.93)

(C.94)

(C.95)

(C.96)

(C.97)

(C.98)

(C.99)

(C.100)

(C.101)

(C.102)

(C.103)
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Aus Gleichung A.37 folgt fiir den Index m+1:

udpm(u) = —udpia(u) +2(m+ 1)1 (u) (C.104)
Uy (1) y—
= —————+2(m+1 C.105
) Jmy1(u) ( ) ( )
Entsprechend folgt aus Gleichung A.41 fiir den Index m+1:
vEKpn(v) = vKppo(u) —2(m+ 1) Kppq () (C.106)
v, (v) Kpio(v)v
— = ——— —2(m+1 C.107
Kon(0) — Kualr) Y (07
Eingesetzt in Gleichung C.103 folgt:
T2 (w)u Ko ya(v)v
—_— = C.108
mi1(u) Kina(v) ( )

Dies ist die charakteristische Gleichung fiir EH-Wellen. Wir erkennen, dafl die beiden
charakteristischen Gleichungen fir EH (C.108) und HE-Wellen (C.88) sich nur im Index
unterscheiden, d.h. die Ausbreitungskonstanten der H £, , Wellen unterscheiden sich nicht
von den Ausbreitungskonstanten fiir K H,, ;- Wellen, wenn wir die Ndherung kleiner
Brechzahlunterschiede machen.

Die Entartung ist nur eine Ndherung. In realen schwach fiithrenden Fasern bemerkt man
die um A leicht unterschiedlichen Ausbreitungskonstanten der HE,, o, EH,,  Wellen
als Schwebung, dessen Feldbild mit wachsendem z um die Achse rotiert.

Die Feldverteilungen im Kern und Mantel lassen sich auch fiir die Naherung kleiner Brech-
zahlunterschiede angeben: Aus Gleichung C.34 bzw. C.37 folgt allgemein:

Al g | 1
- (C.109)
Ap _ ZkoZo(m + Xm) (C.110)
A B '

C4 Weiterhin folgt aus der charakteristischen Gleichung C.80 fiir die betrachtete Niherung

2
A ~koZp 2V —
A—ff - 1 Oﬁo’“ov’;“” (C.111)
7
= q:n—o (C.112)
K

€5 Das obere Vorzeichen gilt fiir die EH- das untere fiir die HE-Wellen. Wir konnen jetzt
alle Feldverteilungen angeben:

C-4Wir betrachten hier nur die Cosinusabhingigkeit des elektrischen Feldes
C-5Diesen Zusammenhang kennen wir von den ebenen Wellen
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Fiir den Kern folgt:(Gleichung C.18,C.19):

<~

o (ur)

e.x = Ap T () cos(mao)
h.x = Fe.,tan(mo) nK
Zy

Fiir die Komponente in r-Richtung folgt nach Gleichung A.97:

= de, akqy Oh,
w = [0+ a2 ]
—jAga J) (ur niko Jpm (ur
- jugE [ﬁu 7 <(u)) Fm ]; 0 7 ((u))] cos(mo)
Da ( ~ kong ist, folgt:
_ —jApBa | Jy(ur) _m Jy(ur)
K= u? {u I (1) Ty I (1) cos(me)

Mit Gleichung A.43 folgt:

ErK
U2

—jAgpfa @Jm(u"’)_u‘]m“(ur) @M cos(m
L Tulw) ) T m<U>} "

Fiir EH-Wellen (- Zeichen) gilt also:

K = inﬂa JT]H((;)T) cos(mo)

Fiir HE-Wellen (4 Zeichen) folgt:

—jAgBa [2m Jy(ur) Sy (ur)
e = | — _
rK U2 r Jm (U) Jm (U)

cos(ma)

Mit Gleichung A.37 folgt:

&g = _jf:Eﬁa Jr;_l((;;ﬂ) cos(ma)

C.18

(C.113)

(C.114)

(C.115)

(C.116)

(C.117)

(C.118)

(C.119)

(C.120)

(C.121)
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Zusammenfassend gilt nach dhnlicher Rechnung fiir alle Komponenten des Kerns [21]:

o Ba Jpz (ur)
= Ap————= 122
o = Fide D cos(ing) (122
1
heg = ierKnKitan(mcﬁ) (C.123)
0
o = jAE%%sin(m@ (C.124)
1
h¢K = ie¢KnK700t(m¢) (Cl25)
0
e = AE{;:L(EZ)) cos(mo) (C.126)
1
h,x = j:eanKitan(mgb) (C.127)
0
(C.128)
bzw. Mantels:
_ o Pa Kz (vr)
ey = —jB o K] cos(mo) (C.129)
1
hey = ieTMnMitan(mgzﬁ) (C.130)
0
, Ba  Kpz(vr) |
= B 131
esM ¥ Eva(v) K,.(0) sin(mao) (C.131)
1
hope = i%MnM?cot(mqb) (C.132)
0
K, (vr)
= B 1
€M B ) cos(mo) (C.133)
1
hoy = iezMnMitan(mgb) (C.134)
0
In diesen Gleichungen haben alle transversalen Komponenten den Faktor 2% im Kern bzw.

u

B9 im Mantel. Da weiterhin ny & ny ~ 3 ist und u? = (n — $%)a® bzw. v? = (3% —n3,)

gilt, ist % >> 1 und % >> 1. Das heif}t, die Komponenten in z-Richtung sind sehr
viel kleiner als die Komponenten in transversaler Richtung. Hieraus folgt, dafl die Wellen
durch TEM-Wellen angenédhert werden diirfen. Zudem sind sie linear polarisiert, da der
Quotient der im allgemeinen komplexen Amplituden der Feldstéirken (Gleichung C.112)
reell ist.

Ein einfacherer Polarisationszustand ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, daf die H E,;, 41 -
Wellen die fast gleichen Ausbreitungskonstanten haben wir die HFE,,_;,-Wellen, daf§
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heifit die Wellen sind fast entartet (vergleiche die charakteristischen Funktionen C.88
und C.108). Um die Feldverteilungen dieser Moden zu ermitteln, zerlegen wir das trans-
versale Feld zunéchst in kartesische Koordinaten:

E, = E,cos(¢)— E4sin(¢) (C.135)
E, = E,sin(¢)+ E,cos(o) (C.136)
So lautet dann die E,.-Komponente fiir den Kern
I : :
E.x = q:]AE%%Qi)wn(cos(mqﬁ) cos(¢) F sin(me) sin(¢)) (C.137)
I
Buc = FiAst P os((n % 1)0) (C.139)
Die iibrigen Komponenten fiir Kern und Mantel sind:
E,x = FE.xtan((mF1)9) (C.139)
Hoe = —jAgng 8 Imeur) sin((m T 1)¢) (C.140)
aK JAE kZO w Jm(w) :
H,x = =£H,kcot((mF)o) (C.141)
Eov = —jAE%KFE“;T (cos((m F 1)¢) (C.142)
E,v = FE.mtan((m F1)¢) (C.143)
1 K,
H.y = FApny— 70 pa K::((;)r) sin((m F 1)9) (C.144)
Hyy = =£H,k cot((m¥F)o) (C.145)
(C.146)

Wir beriicksichtigen nun, dafl die HE,, ., und die FH,,_; ,-Mode fast die gleichen Aus-
breitungskonstanten haben, und nehmen an, daf§ die Ausbreitungskonstanten identisch
sind. Dann sind auch alle Linearkombinationen dieser Wellen, wiederum Eigenlosungen
und somit Moden. Addieren wir die HE}, 11, Welle mit der Amplitude .J,,41(u) und die
EH,,_1,Welle mit der Amplitude —.J,,,_1(u), so heben sich im Kern die E i bzw. H,x
Komponenten gerade auf. Es folgt fiir die restlichen Komponenten im Kern

_ malur) cos((m Jms1(ur) cos((m
B = =500 ((m +1)9) T () (m+1)¢) (C.147)
H.x = Zlo (Jig1(ur) cos((m +1)¢) — Ji—1(ur) cos((I — 1)¢)) (C.148)
E.x = —QjSJm(ur) cos(me) (C.149)
Hyx = Eixnk—- ! (C.150)

Zo
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Hier sind wider die z-Komponenten klein gegeniiber der transversalen Komponente und
konnen ndherungsweise vernachlassigt werden. Es ergibt sich dann eine linear polarisierte
TEM-Welle, die L,,, bezeichnet wird. Addieren wir die HE,,;;, Welle mit der Ampli-
tude Jy,41(u) und die EH,,_1,-Welle mit der Amplitude J,,—1(u) so heben sich im Kern
die E,x bzw. H,x Komponenten gerade auf und wir erhalten néherungsweise wieder-
um eine linear polarisierte Welle. Beriicksichtigt man noch, das wir zwei unterschiedli-
che Winkelabhéngigkeiten vorliegen haben kénnen, so ergeben sich insgesamt vier alle
naherungsweise entartete L,,,-Wellen.

In Bild 12.7 sind die Felder der vier moglichen L P;; Wellen dargestellt.

Abbildung C.7: Transversale elektrische (durchgezogen) und transversal magnetische
Feldstéirke (gestrichelt) und LeistungsfluBdichten fiir die LP;;-Welle aus [21]

Man kann folgendes feststellen
e Jeder LPF,,,-Mode kann von einer H E,, Welle abgeleitet werden.

e Jeder LPy,,-Mode kann von einem T Ey,,, T'"Myy; und einem H Es),-Mode abgeleitet
werden

e Jeder LP,,-Mode kann von einem H Fj 4, und EHj_; ,,,-Mode abgeleitet werden.

In Bild 12.5 sind diese Zusammenhinge ebenfalls angedeutet.



Anhang D

Ableitung der Gleichung fiir die
effektive Flache einer
Monomodefaser

Es ist niitzlich einen effektiven Feldradius w, bzw. eine effektive Flache F) einzufiithren
mit

[e'¢) 2
P=7uw} = / / U3 (p, ) pdpdy (D.1)
o Jo
Setzen wir weiterhin eine rotationssysmmetrische Faser voraus, dann folgt:
wt = 2 [ Wy (D2)
0

Wir ermitteln jetzt wy fiir ein vorgegebenes Faserprofil:
Mit den Feldverteilungen nach Gleichung 12.41, 12.45 ergibt sich: P!

wy = 2 /0 P (unp/ri)pdp + IJ(%(&)) / " K2 (unp/ri)pdp (D.3)
Mit dem Integral [18, 5.5.4.2]
[ @ 12,(00) o = 5 {12, a0)? - Z,-1(00) Zys(a0) (D.4)

D-1Hier wurden die Amplituden so normiert, dafl das Feld in der Mitte bei p = 0 gleich Eins ist.

D.1
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folgt P-2:

2

r? K
wy = 2 [gjg(UAP/TK) - %J—l(UAP/TK)Jl(uAP/TK)}
p=0

49 Jg (un) {%QKg(vAp/T’K) - p_ZK—1(UAP/7’K)K1(U/\p/7‘K)} )

Kg(va) 2 pmric
— 22 2 g2 _ Jg (un) 2 f2 _ 2 |2 D5
= 1o (un) + g Ji(un) K2 (0 [TK o(un) =71k 1(U>\)} (D.5)
6 (V)

Hier wurde ausgenutzt, daff J,(—z) = —Jy(x) [18, 8.404.2] bzw. K;(—z) = K;(x) ist [18,
8.486.16].Es folgt weiter:
2 o JE(un)KG () + J5 (ua) K3 (02)

wy = T K2(05) (D.6)

Setzen wir (Ko(vy)J1(uy)) aus Gleichung C.88 ein:

%Jg(UA)Kf(UA) + J§ (un) K7 (vy)

2 = 42 D.7
’LU)\ TK K(?(v)\) ( )
_ T%{(U§+U§2)J§2(UA)K12(UA) (D)
uy K (vy)
VZJZ(U)\)K2(U)\)
= 2270 L D.9
R VEION (D-9)

Entsprechend ergibt sich fiir die effektive Fléche:

V2J2(U)\)K2(U)\)
F — 71_7“2 A0 1
’ B udKE (o)

(D.10)

D-2Hier ist Z, eine beliebige Besselfunktion



Anhang E

Ausbreitung eines idealen
NRZ-Pulses iiber eine Faser

In diesem Abschnitt betrachten wir die Ausbreitung eines idealen rechteckigen Pulses iiber
eine Faser. Es wird hier die gleiche Ubertragungsfunktion der Faser angenommen, wie sie
im Kapitel 9 verwendet wurde.

Die Pulsform sei

By

E(t) = —e&* fiir —
- VT

= 0 sonst (E.1)

<t<

N | N
N | N

Als erstes betrachten wir die Fouriertransformierte des Signals .

Ut) = 1fiirt>0
= 0 sonst (E.2)

Im Folgenden verwenden wir das Symbol <= fiir die Fouriertransformation:
z(t) <= x(w) (E.3)

Es folgt
Ut) <= U(w) =md(w) + — (E.4)

(siehe [16, Formel 4.14]).
Nach dem Verschiebungssatz der Fouriertransformation folgt:
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Fiir die Fouriertransformierte eines Rechteckimpuls x;(t) der Hohe Eins von —% bis %
ergibt sich:

n(t) = (w) + )(EF — ) (E7)
= 2j(7r6(w)—|—jiw)sin(wg) (E.8)

Aquivalent ergibt sich fiir die Fouriertransformierte der Eingangsfeldstirke:
1 T

Ey . :
E(w) = —=2j(mé(w —wo) + = sin((w — wo) = E.9
Nach Gleichung 9.3 folgt fiir das Spektrum des Ausgangssignals:
Eo . : T\ iw)—;
E () = —=2j(m6(w — wp) + ——— ) sin((w — wp) = )e?P=I0L (E 10
Boulw) = —2(rd(w —ut) + =) sin((w — i) ) (5.10)

Entwickelt man die Ausbreitungskonstante $(w) um wq bis zum quadratischen Term und
berechnet das Ausgangssignal im Zeitbereich, so folgt nach Gleichung 9.5:

1 Ey
27T\/T‘7

o0 . S Al 7" 1 T
/ Pt IO D (5 ) L) sin(w e (E1)
—00 Jw

Fiihren wir wieder die Phasengeschwindigkeit v, = % bzw. Gruppengeschwindigkeit

E . (t) = e olem il it

Vgr = m ein, so folgt:

i Eo —aL+jw0(t—%)
J € ph
v T
1

/oo jw(t—-L) —j%,@”(wo)sz( 5( ) + ) : ( T)d
(& vgr e To(Ww — ) SIn{w — )aw
oo Jw 2

E,,(t)

—out

= j Fo e ”i’l)/ & (t_w%)e_jéﬁ"(“())w%,i sin(wz)dw

7T Jw

. By —altjwo(t—2L)
Yph

€
ST

0o 0
[/ Jlt=50) =358 (wo)w? L L — sin(w dw +/ T 6_3%5”(“’0)“’%.i sin(w
0

Jw oo Jw

. By —aL+jwo(

L)
e
T

'Uph

(E.12)
(E.13)

(E.14)

T

§)d°"]

(E.15)

{/ ejw(t*ﬁ)e’j%ﬁ"wo)“%,i sin(w dw—/ e I 7)o =8 o)L ! sin(wz)dw}
0 Jw 00 2

jw

2E —a i L o0 1" 1 T —L
= o) [ e 0t sinf ) cos(ult - <))o
™T 0 “ ’ "

(E.16)
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Mit sin(z) * cos(y) = 3[sin(z — y) + sin(z + y)] folgt

EO 7aL+jw0(t7L) /OO sl ap 1
E _(t) = Uph JzB" (wo)w?L =
—out( ) W\/Te 0 € w
T L T L
[— sin(w(t — = — —)) +sin(w(= +t — —))} dw (E.17)
2 gr 2 Vg
Eo  —aLtjwe(t—-E) /Oo 1 |: Lo 2 1, 2
= e “ph — |cos(=" (wo)w L) — jsin(=3" (wo)w”L
T L T L
Csin(w(t — = — =) +sin(w(= + ¢ — — E.1
[ sin(w( 5 Ugr)) +sm(w(2 +t /Ugr)):| dw (E.18)
Die Integrale
<1
F.(t,a) = / ~cos(aw?) sin(wt)dw (E.19)
0 w
Fi(t,a) = / ~sin(aw?) sin(wt)dw (E.20)
0 w
sind 16sbar [30, S. 136] &1
L t?
(ta) = ZIO()+ S 21
F(ta) = Tfotyeschy (B:21)
S t?
Fta) = SO —s(= E.22
o) = Tlo(h) —s(h) (B:22)
Hier sind C(x) und S(x) die Fresnelintegrale:
1 T
Cx) = E/O y~ 2 cos(y)dy (E.23)
1 T
S(x) = E/{) Y~ 2 sin(y)dy (E.24)

Diese Integrale sind tabelliert.

Es folgt fiir das Ausgangssignal fiir t < — T B2
Eo  —aLtjwo(t—E+L)
E () = e ph 9T
—out( ) W\/T
T 1 T 1
Fo(=t+ 5, 56’(w0)L) —F(-t =3, 55"(000)[/) (E.25)
‘ T 1 , T 1
—JjFs (=t + 2 55/,(WO)L) + JFs(—t — 2 55”(010)[/) (E.26)

E-1Es ist zu beriicksichtigen, daf die Integrale in der angegebenen Form nur fiir ¢ > 0 gelten.
E-2Um Schreibarbeit zu sparen, betrachten wir aufierdem alle Zeitpunkte relativ zur Verschiebung durch
die Gruppenlaufzeit:t — ¢ — L/vg,
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Fiir —% <t < % folgt:

Eout(t) = - T€ ‘ vph V9T
T 1 T 1
F.(—t+ 3 56”(w0)L) + F.(t+ 3 55"(w0)L) (E.27)
T 1 T 1
—jFs(—t + X 55//(600)1/) — JjF(t+ bR 55”(0)0)[/) (E.28)

Fiir t > T folgt

Ey  —aLtjwo(t—-L+-L)

Boult) = —pe
T 1 T 1

[—Fc(t - 558 @o)L) + Fult + 5, 50" (wo) L) (E.29)

HR( = 3,38 @)D) — iR+ 550wl (E30)

Setzen wir die Integrale E.21 und E.22 ein, so folgt fiir £ < —% mit den Abkiirzungen:

Co = C (%) (E.31)
Sa = 5 <2g,,?j));) (E.32)
G = ¢ (%) (E.33)
%= C (2%//&?)&)) (E.34)
Boult) = e ")
[Cb+ Sp — Ca — Sa — jCb + jSb + jCa — S (E.35)

Fiir —% <t < % folgt:

Ey  —aL+jwo(t—L+-1)

e ph = vgr
2VT
[Cb+8b+ca+5a_ij+ij_jCa+jSa] (E36)

Eout (t) -
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Fiir t > % folgt:

E() —aL+jwo(t—-L+-L)

E, .(t) = —e “ph " ver
—out( ) 2\/?
[=Cb = Sy + Ca + Sa + jCy = jS — jCa + jiSa] (E.37)
Héufig findet man auch die folgenden Definitionen fiir die Fresnelintegrale [20, S.300]
C'(z) = / cos(th)dt (E.38)
0
S@) = / sin( )t (F.39)
0
Es folgt dann fiir die Abkiirzungen C,, Cy, Sy, Sy
t+ L
c, = (' (+3) (E.40)
73" (wo)L)
t+ L
S, = S _ Uty (E.41)
V8" (wo)L)
t—ZL
o — o =3 (F.42)
m3" (wo) L)
t— L
Sy = S _ -3 (E.43)
73" (wo) L)

Zusitzlich kann noch der Dispersionskoeffizienten D (entsprechend Gleichung 9.29) in die
Gleichungen eingesetzt werden:

2me

D= )\—36”((,00) (E44)

Es folgt dann fiir die Abkiirzungen C,, Cy, Sq, S

c, = (M (F.45)
Ao

Sy = 5

Cb _ C/< (t_%)

(E.46)
(E.47)

Sy = 8 (E.48)
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In Bild E.1 ist die Entwicklung eines idealen Rechteckimpulses bei der Ausbreitung iiber
eine Monomodefaser mit einer Dispersion von 17 ps/km/nm aufgetragen. Die Dampfung
des Pulses ist vernachléssigt. Die anfangliche Pulsbreite betrégt 100 ps.

1,6 - —_— 1m
14 I Dispersion 17 ps/km/nm —— 10 km
il Pulswidth 100 ps 50 km
1,2 - = -100 km
1,0+ [P
0,8 -
=z I /
i 06 # \&.
041 [ 1
0,2 ! \
i L) | A
0,0 - I/ BTV N N
I | | | | | |

0,2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-6,00E-010 -4,00E-010 -2,00E-010 0,00E+000 2,00E-010 4,00E-010 6,00E-010
Time [sec]

Abbildung E.1: Die Ausbreitung eines Rechteckimpulses iiber eine Monomodefaser



Anhang F

Stérungsrechnung [9]

Wir geben hier eine kurze Einfithrung in die Stérungsrechnung am Beispiel einer Faser.
Wir nehmen dazu an, dafl die Faser nur kleine Brechungsindex-Variationen aufweist. Aus-
gangsgleichung ist die Wellengleichung 12.7, wobei wir hier die Gleichungen allgemeiner
fiir eine p-Abhéngigkeit des Brechungsindex formulieren und die Frequenzabhéngigkeit
hier ohne Einschrinkung der Allgemeinheit weggelassen werden kann.

Fiir die Feldstérke setzen wir wieder eine Seperationsbedingung an:

7.757712

(At + k n 72n) m(pa 925) ) — 0

(A + kg (no(p) + An(p))® = 82,) Vn(p, ¢)e 7 = 0

(A + K (ng(p)? + 2no(p) A = B2) Ulpy @)~ 0
(A + K2ng(p ) +k:2 5f(p) = B2) Un(p, 0

(F.2)

Hier haben wir angenommen, dafl das Quadrat des Brechungsindex sich aus einem Term
no(p)?, fiir den wir die Losung des Problems kennen und einem kleinen Term zusammen-
setzt. Die Funktion f beschreibt die Ortsabhéngigkeit dieser Storung, § beschreibt die
Grofle der Stérung. Der Index m bezeichnet den m-ten Mode. Es gilt also:

af(p) = 2no(p)An(p) (F.3)
fo) =1 (F.4)

Die bekannte Losung der ungestorten Gleichung

(A + K2no(p)? = B2) U(p,0) = O

F.1
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sei ¥,, und der zugehorige Eigenwert (3,,. Wir setzen jetzt den folgenden Ansatz in die
gestorte Gleichung ein:

U, = U, +6b,+ 6=, + - (F.6)
g2, = B 0N, + 0N 4 (F.7)

und sortieren die Terme nach der Potenz von &

(A + Kno(p)? — B2) Wonlp, &) +
5 [(Da + Kano(p)? — BL) Dunlp, @) + (2F(p) = N2) W, 8)] + (F.8)
e = 0

Jede Potenz von ¢ mul verschwinden, fiir die nullte Potenz ergibt sich die ungestorte
Gleichung, fiir die erste Potenz von ¢ folgt:

(A + k2no(p)2 — B2) @p(p, &) + (K2F(p) = N2) Upn(p,d) = O

Wir entwickeln jetzt die ®,, nach den Moden des ungestorten Problems W;:

Oy =) ¥, (F.9)
J

Die Moden seien normiert auf: [ [¥;(p, ¢)|*pdpd¢ = 1, zusitzlich sind sie orthogonal.
Wir setzen sie in Gleichung F.9 ein:

Z ami (A¢ + kgno(p)® = 82,) Wilp, ¢) + (k5 f(p) =A%) Wm(p, @) = 0
Z (F.10)

Der erste Summand kann mit Hilfe der ungestorten Gleichung ausgedriickt werden:

Zamz‘ (82 = B2) Wilp, &) + (K2 f(p) = A2) Upu(p,0) = O

(F.11)

Wir multiplizieren die Gleichung mit ¥; und integrieren iiber den R,

> am (82— 32) /

i R

Ui(p, 9) Wilp, ¢)pdpde + /R (k5 f(p) =A%) Wi(p, )" Wra(p, ¢) pdpdep
Z Ami (6@2 - @Qn) 5l,i + (/{8 B f(p)\pl(pa ¢)*\Ijm<p7 ¢>pdpd¢ - A?ndm,l)

am (87 — B2,) + (k’g j F(P)Vi(p, 0)* W,n(p, ¢)pdpde — Ai&n,z)
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Hier ist 0,,; = 1 fiir m = [ und 0 sonst. Fiir m = [ folgt:

m

A= kg i ()Y (p, 8)|*pdpdg

Fiir m # [ folgen die Koeffizienten a,,;:

2k e, J(0) Wil 9) U, 6)pdpdd
" (5 — 72

Der Eigenwert der gestorten Gleichung kann somit einfach bestimmt werden:

B2 = B+ 0k : FO)Won(p, 0)|*pdpd

= RAR / 210(0) An(p) | W (0, &) pidpds

F.3

(F.12)

(F.13)

(F.14)

(F.15)

Kann fiir das ungestorte Problem, der Brechungsindex durch einen effektiven Brechungs-
index ng. sy ausgedriickt werden, der unabhfingig von den Ortskoordinaten ist, so folgt !:

B = Kt + 18 [ 200ussin () ol 6)
Ro

~ B |yt [ D ) V) s+ [ A0,
~ K :no@ff,m [ anoeaos |pd,od¢}
< 43| [ (o) + n) 1w pdpdqzs}
B = o[ () + An) s, |,odpd¢]
' o

Dies ist die Definition des zugehorigen effektiven Brechungsindex.

F-1Bei einer Monomodefaser hiingt dieser Index nicht von m ab, da nur ein Mode existiert

(F.16)

0)|*pdpde)?

(F.17)

(F.18)

(F.19)
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