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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. In diesem ersten Teil deitadigen,
vierstiindigen Vorlesung Uber Mathematische Physik wirg Einfihrung
in die Klassische Mechanik gegeben, die geometrische ualdtapive Aspek-
te der Dynamik betont. Anregungen und Kritik sind willkommhe
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1 Einleitung

Ziel der Klassischen Mechanik ist es, aus der Form der zwisden Massenkodrpern
wirkenden Krafte auf die Gestalt ihrer Bewegungen zu sfdn.

e Ein Beispiel ist dieBewegung der Erde um die SonBabei wird vorausge-
setzt, dass die Anziehungskraft zwischen diesen beidemigiskorpern in



Richtung ihrer Schwerpunktes gemeinsamen wirkt und inpsyportional
zum Quadrat ihres Abstandes ist. Die Gesamtenergie istdandit den
Methoden der Klassischen Mechanik ist es dann moglichi:tiigsenform
der Erdbahn vorauszusagen.

e Ein anderes Beispiel ist das des auf der Balkeenden BallesHier ist die
Abbremsung proportional zur Geschwindigkeit. Der Balltgib Lauf der
Zeit durch Reibung Energie an seine Umgebung ab und komnardeh
gendwann zur Ruhe.

Beide Beispiele werden mathematisch durch gewohnlictief@ntialgleichun-
gen zweiter Ordnung modelliert, denn nach Newton ist diecBlesinigung, also
die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit, gegeben duectiudch die Masse
geteilte, am Korper angreifende Kraft.

Wir werden uns vorzugsweise mit Problemen des ersten Typsisehlagen,
in denen die Energie eine zeitlich erhaltene Grof3e ist. Wéirden im Laufe der
Vorlesung sehen, dass diese so genannten Hamiltonschantgysine geome-
trische Beschreibung zulassen, wobei diese so genannjdeftiache Geometrie
des Phasenraumes sich wesentlich von der gewohntereniitisaieen Geometrie
unterscheidet.

Trotzdem wollen wir auch, und gerade am Anfang, allgemeiglgnamische
Systeme, z.B. solche mit Energieverlust, betrachten. Nkdsinen wir die Be-
sonderheit der hamiltonschen Dynamik richtig erkennen.

Ein drittes Beispiel: In der Hochenergiephysik werdendregin auf hohe Ener-
gien beschleunigt, um sie dann kollidieren zu lassen. Auscidedenen Griinden
mochte man die Teilchen oft nicht sofort zur Kollision lgen. Daher werden
Speicherringe verwandt, in denen die bis fast auf Lichtigeswdigkeit beschleu-
nigten Teilchen durch ein im Idealfall konstantes Magridtéaif eine Kreisbahn
senkrecht zur Magnetfeldrichtung gezwungen werden.

Leider ist das Magnetfeld in Wirklichkeit nicht konstantasvzu Abweichun-
gen von der Kreisbahn fuhrt. Um diese zu studieren, kannamainer Stelle des
Ringes Ort und Geschwindigkeit des Teilchens messen.

Wir erhalten so eine Abbildung, die es gestattet, aus OrtGesthwindigkeit
des Teilchens beim—ten Umlauf auf die Werte dieser Gro3en beim- 1-ten
Umlauf zu schlieRen:

gn+1 = fl (QHa Un) v Upg1 = f2<Qn7 Un)



oder kurz

Tpr1 = F(x,) mit xp:= <Qk) und I := (fl)
Vg, fa

Wo befindet sich das Teilchen nach zIB!! Umlaufen? Zur Beantwortung dieser
Frage mussen wir die obige Abbildung iterieren. Wir setzen

F'"'l.= FoF"™ mit F°:=1Id.

Ist F' invertierbar, dann definieren wir analdg ™! := F~1o F~".

Auch ein solches sozusagen stroboskopisches Modell deedevg wollen
wir betrachten. In diesem Fall nimmt also der Zeitparametéferte in den gan-
zen Zahler¥Z an, wahrend im ersten Falke R war.

Wieder kann Energieerhaltung vorliegen oder, z.B. durchtihlung, Ener-
gie verloren gehen.

DanksagungDie 1. Version dieser Skripte zum Vorlesungszyklus "Mathém
sche Physik” ist in der AG Mathematische Physik am FB Mathéoder TU
Berlin entstanden.

Ich danke Frau T. Dierkes und Herrn Ch. Schumacher, die Figter im Ma-
nuskript fanden, und Frau I. Moch, die in detektivischerditimeine Handschrift
entzifferte und diese Skripte schrieb. A.K.

2 Dynamische Systeme

Die obigen Beispiele sollen in einer ersten versuchswedisdimition zusammen-
gefasst werden:

2.1 Definition Ein dynamisches Systast eine stetige Abbildung
& :GxM— M,

wobeiG = R oderG = Z und M ein topologischer Rauhist, und fir die Familie
von Zeitt—Abbildungen

O M—>M , ®(m):=(t,m) (t € G)

!Definition Ein topologischer Raurist ein Paar( M, O), bestehend aus einer Menge und
einer Menge? von Teilmengen (genannffene Mengervon M derart, dass gilt

1. beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen
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(PO =1Id Und q)tg o) (I)tl = q)tl-i—tg (tl, t2 € G)
gilt. M heil3tPhasenraumim Fall G = R heif3t® auchFluss

2.2 Bemerkungen 1. Inallen einleitenden Beispielen it der Raum der Or-
te ¢ und Geschwindigkeiten des betrachteten Massenkorpers.

Im Fall der Erde im dreidimensionalen Raum ist algo:= R? x R3 und
m = (q,v). Wir werden zunachst annehmen, das®ine offene Teilmenge
desR" ist. Spater werden uns noch allgemeinere topologischenRea/
als Phasenraume begegnen. Beispiele sind die Niveaumewgestanter
Energie hamiltonscher Systeme. Fur regulare Werte derdisind diese
so genannte Mannigfaltigkeiten.

Wir mochten aber auch z.B. die Bewegung einer Perle aufrekreisformi-
gen Draht betrachten. Dort ist ihr Ort durch einen Punkt arhKreis
St:={x € R?| ||z| = 1} gegeben und der Phasenraum ist die Mannigfal-
tigkeit M/ := S' x R (R fur die Geschwindigkeit der Kreisbewegung).

2. Der Wert®(t, m) gibt den Zustand (also hier Ort und Geschwindigkeit) des
Korpers nach der Zeitan, wenn er sich zur Zeitim Zustandn befand.

3. Die Forderungb,(m) = m ist nur billig, ebenso die Forderunig, o &, =
., 1+, der Invarianz unter Zeittranslationen. Diese ist beispielse erfullt,
wenn® die Losung eines autonomen Differentialgleichungssystst.

Um beispielsweise die Position und Geschwindigkeit deekindzehn Mo-
naten zu berechnen, kdnnen wir zunachst ihnren Zustandheis Monaten
bestimmen, um danach diesen Zeitpunkt als neuen Zeitmktaw wahlen
und den Zustand in drei Monaten zu berechnen.

Fur Losungend explizit zeitabhangiger Differentialgleichungen isesé
Forderung aber nicht erfullt. Nehmen wir z.B. an, dass it &onaten ein
schneller Komet die Erde ablenkt und €€, m) der Zustand der Erde zum
Zeitpunktt. Dann erfulltdieseAbbildung® die obige Bedingung nicht.

4. Unsere Aufgabe wird es seib ,zu bestimmen, fur die Gruppe = R durch
Integration gewohnlicher DGLn und fii¥ = Z durch Iteration einer Abbil-
dung. Die Abbildungenb werden dabei nicht nur stetig, sondern beliebig

2. der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen
3. @ undM sind offen.



oft differenzierbar ("glatt”) sein, falls entsprechendésdie DGL bzw. fur
die zu iterierende Abbildung gilt.

5. Lasst man in Definitiog.1 beliebige Gruppefr zu (und schreibt verallge-
meinert®,, o ®,, = ®,,,,), dann kommt man zum Begriff d&ruppen-
wirkung Der Spezialfall dynamischer Systeme ist zwar einfachei, dve
GruppenR undZ abelsch sind. Allerdings sind sie nicht kompakt, was die
Analyse erschwert.

2.3 Beispiel 1. Eineinfaches Beispiel fur ein dynamisches System édfrelie
Bewegungeines Himmelskorpers im Vakuum. Der Phasenraum ist wieder
M = R? x R3. Da nach Voraussetzung am Korper keine Krafte angreifen,
ist seine Beschleunigunﬁq = (0. Damit ist die Geschwindigkeit, also die
Ableitungv = 44, des Ortes nach der Zeit, zeitlich konstafit: = 0, und
wir haben fur den Anfangswernt := (¢,v) € M die Losung

O(t,m)=(q +v -t,v) (t € R).

2. Das einleitende Beispiel des himmelsmechanischen Dnmékproblems
liefert dagegen im strengen Sinn kein dynamisches Systenm die beiden
Himmelskorper konnen in endlicher Zeit kollidieren.

e Wir werden im nachsten Kapitel Bedingungen kennenlerneter denen
ein autonomes Differentialgleichungssystem fir alleetet € R eindeu-
tige Losungen besitzt, und damit éiontinuierlichesdynamisches System
®: R x M — M definiert.

e Unter welchen Umstanden definiert nun eine stetige Abbddd : M —
M durch lteration eirdiskretesdynamisches Systed: Z x M — M?

Zunachst konnen wi(0,m) := m und ®(1,m) := H(m), (m € M)
setzen. Fun € N definieren wir®(n + 1, m) := H(®(n, m)).

Diese Abbildungen sind natirlich auch stetig. Wnauch fur negative Zei-
ten zu definieren, muss ahérein Homdomorphismus sein, d.h. augh® :

M — M muss als stetige Abbildung existieren. Wir setzen danm farz,
n<0 ®(n—1,m) := H Y(P(n,m)).

Einige Begriffe kommen im Zusammenhang dynamischer Systemmer wieder
vor:



2.4 Definition m € M heif3tFixpunktoderRuhelagesines dynamischen Systems
®:GxM— M,wennvg € G ®(g,m) =m.

2.5Beispiel Fur H : R — R, =z — 2z istxz = 0 ist der einzige Fixpunkt der
iterierten Abbildung.

2.6 Definition e Furm € M heil3t die Mengd ®(g,m) | g € G} Orbit oder
Trajektorie (durch n), die AbbildungF,, : G — M , g — ®(g,m)
heiRtBahnkurvedurch nj.

e Ein Orbit durchm heil3t periodischmit Periodeg € G, wenng > 0
und ®(g, m) = m. Eine Periode heil¥linimalperiode wenn®(g, m) #
m fur 0<g<gy.

2.7 Proposition Zugehérigkeit zu einem Orbit definiert eidguivalenzrelation
auf dem Phasenraum.

Bew.: Wir definieren also furm,, ms, € M
my ~my falls my € ®(G,my).
Diese Relation ist eindquivalenzrelation, denn
e Wegend, = Id istimmerm ~ m.

e Gilt my = ®4(my), dann folgtm; = ®_,(my) ausd;, o &,, = &;, 4, und
®, = Id. Die Relation ist damit symmetrischg ~ mo = mo ~ my).

e Gilt my = ®;,(mq) undmsz = &4, (my), dann folgtms = &4, 14, (m,). Die
Relation ist damit transitivify; ~ mo, mo ~ mz = my ~ ms). O

2.8 Beispiel Sei M := S' = {c € C | |¢| = 1} und fur eina € R

® : Zx M — M gegeben durch die gl
Drehung®(n, m) := e?™*".m, sie- ®y(m)

he Abbildung. Dann ist genau dann
jeder Orbit periodisch, wenn €
Q, also = 4, ¢ € Z, p € N, ¢ ®,(m)

und p teilerfremd. Die Minimalpe-

riode ist danrp. P5(m)

\J



Man ist nicht nur an einzelnen Orbits interessiert, sondeich am Verhalten be-
nachbarter Orbits. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bai ei@inen Veranderung
der Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteoriteneitesghihre neue Bahn
auf Dauer in der Nahe der alten bleibt. Insbesondere kdmvie Stabilitat von
Fixpunkten untersuchen.

2.9 Definition Seim, ein Fixpunktvon® : G x M — M.

1. mg hei3tLiapunov—stabilwenn fur jede Umgebunfy C M vonmg eine
(kleinere) Umgebund vonm, existiert, so dass fur alie> 0

O,(V) = {®y(m) | me V) CU

2. my heil3tasymptotisch stahifalls m Liapunov-stabil ist und eine Umge-
bungV' C M vonm, existiert mit®, (V') C &,(V) furt > sund

lim ®;(m) = mq (meV).

t—o0

2.10 Beispiel G :=7Z, M := C, A € C\ {0}, ®;(m) := X' - m.
Fur|\| < 1ist0 € M asymptotisch stabil.
Fur|A| < 1ist0 € M Liapunov-stabil.

2.11 Definition Eine Teilmenged C M heil3t Attraktor des Dynamischen Sy-
stems, wenm! abgeschlosse®;(A) = A fur ¢t € G und eine offene Umgebung
Uy C M von A existiert mit

1. (bt(UO) c Uy furt >0

2. Fur jede offene Umgeburigvon A, A C V C Uy C M einT > 0 existiert
mit &,(Uy) C V furt > 7.

DasBassineines AttraktorsA ist die Vereinigung aller offenen Umgebungen von
A, die 1. und 2. erfullen.

Damit ist das Bassii? selbst eine offene Umgebung veh die die Eigenschaft
1. besitzt. Wie das nachste Beispiel zeigt, ist aber diemsghaft 2. furB i.A.
nicht erfullt.



2.12BeispielM :=C , G:=Z , MeR.

) m = 07
<I>2(m) o o
siehe Abbildung.Hier ist' C C ein
Attraktor, und sein Bassin i€\ {0}. ®5(m)

Die Lehrbucher von Katok und Hasselblgit{] und von Robinsonf{ o] behan-
deln allgemeine (nicht notwendig Hamiltonsche) dynamessiisteme, und auch
iterierte nicht invertierbare Abbildungen (die oft ebdisfals dynamische Syste-
me bezeichnet werden).

7 m [
d(1,m) = eA\/ImI , m70 m
(1,m) 0

3 Gewbhnliche Differentialgleichungen

Unsere erste Aufgabe besteht in der Diskussion der LoswgeSystemen gewdhn-
licher Differentialgleichungen (DGLn).

Wir betrachten der Einfachheit halber ein zeitunabhaegexplizites System
von n Differentialgleichungen erster Ordnung, also das Gleigssystem

jjl = fl(ﬂfl,...,l’n)

jzn = fn(xla .- ~7xn)

oder kurzi = F'(x), wobei)M C R" offen und das Vektorfeld

f
F = ; M — R"
fn

stetig sei. Das DGL-System definiert offensichtlich einéms® : R x M — M
auf M, wenn durch jeden Punkte M genau eine Losungskurve— ®,(y) geht
mit

d
Unter welchen Umstanden ist dies nun der Fall?
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3.1 Beispiel Wir orientieren uns an einigen Beispielen fur = R, also

In diesem Fall kdbnnen wir unter geeigneten Umstanden dseihg durch Integra-
tion finden, denn

o fur f(z) = 010stP(t,z) := x (t € R) die DGL, da®(0,z) = = und
4o(t,z) =0, und

o fur f(z) # 0 setzen wir an

Py () t
/ ﬂ = / ds =t,

und losen nack,(x) auf (Methode deBeparation der Variablén

1. Das Vektorfeld setonstant
d.h. fur eina € R gelte f(z) = a.
Damit ist der Graph der Losung des
AWP die Gerade durci0, z) mit
Steigungu:
¢, (z) = x + a - t, siehe Abb.

2. Das Vektorfeld sdinear,

d.h. fur eina € R seif(z) :==a - .
Es ergibt sich®,(0) = 0, und fur
Anfangswertr # 0

In (M) — at, also fir allex

xT

®,(x) = x - e™, sieche Abb.

11



3. Es seif(z) := ax® mit Parameter
a € R\{0}. Dannist®;(0) = 0 und
furz #0: fft(“"”) Z—g = at, alsol —

q)‘tl(x) =at oder ®(z) = 4,

siehe Abb. Hier ist fim > 0 und

1
0.75 X
)_@'5 1-atx

r > 0 eine Losung der DGL nur .

im Intervallt € (—oo
und

) definiert

1
’ax

lim ®,(z) = +o0.
t

4. f(x):= /2|z|. Firz = 0 sind wir

0.750.50. 25 0.250.50.75 1 2;
-0.25
-0.5
-0.75
-1

Diese DGL definiert also kein Dynamisches System.

Pp (X)
versucht,®,(0) := 0 (¢t € R) an- o5
zusetzen, und diese Funktion erfullt 0.4
sicher das Anfangswertproblem. o>
Wir finden aber, dass fir allg > 0 0,1
auch die Funktionen ow

-0.2

(0 ,t €0, ]
Wy (t) := { %(t —t9)? ,t € (tg, )

0.50.75 1 1.2;1-!

Grapheiner Bahnkurve des AWP

T =+/2|z],z(0) =0

das AWP erfilllen, siehe Abb. Hier ist also noch nicht einchalEindeutig-

keit der Losung der DGL gegeben.

Unter den folgenden Voraussetzungen existiert aber zwstridr kleine Zeiten
eine eindeutige Losung eines DGL-Systeins: F'(x) mit dem auf der offenen

Teilmenge)M desR” stetigen Vektorfeld” € C'(M,R™).

3.2 Satz (Picard-Lindebf) Fiir den Anfangswert, € M existiere eirnp > 0,

sodass der BalB,(x¢) := {x € R" | |z — zo| < p} in M enthalten ist und fir ein

L > 0 das Vektorfeld.—Lipschitzstetig auf B, (z,) ist, d.h.

|F(z) = F(y)l < Llz —y[  ((,y) € By(x0)).

Dann hat das Anfangswertproblem (AWP)
t=F(x) , x(0)=ux

12
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Umax

eine eindeutige Losung— ®;(x).

Bew.: Der Beweis findet sich in jedem Buch Uber gewohnliche Défeialglei-
chungen (z.B. Arnol'd £r1]), und wir setzen ihn als bekannt voraus. Seine we-
sentlichen Schritte sind:

1. Das AWP 8.1) ist aquivalent zu der Integralgleichung
t
x(t) = xo +/ F(z(s))ds. (3.2)
0

2. Die Existenz einer Losung vof.Q) wird durch diePicard-Iteration
zo(t) :=x0 , Tpy1(t) = (Pxy)(t)
mit .
(Py)®) =m0+ [ Fly(s))ds
0

sichergestellt, wenn fur eine geeignete Maximalzeit- 0 die Picard-
Abbildung
P:X—-X

eineKontraktionauf dem metrischen Rau(X, d) der stetigen Kurven
X :={y e C([-T,T], By(z0)) | y(0) = zo}

mit Supremumsmetrik

dWJNZmS%“MU—ZWI (y,z € X)

darstellt. Dies ist nach Definition der Fall, wenn fir eia: 1
d(P(y),P(2)) <c-d(y,z) (y,z€X) (3.3)

gilt. Da der metrische RaurfX, d) vollstandig ist, konvergiert nach dem
Banachschen Fixpunktsatz die Cauchyfolge degegen den eindeutigen
Fixpunkt

r=P(z) e X.

13



Umax Kann als Maximalgeschwindigkeit einer Bahnkurvesi{z,) gedeutet
werden. Die Bedingungf| < —£— bewirkt, dass die Bahnkurv@(t, z),

die furt = 0 in der Mitte der Kﬁagxepr(xo) ist, diese nicht verlassen kann.
Wegen!’ < £ gilt namlich

[P(y)(t) — xo| < <Tomax <p  (t| <T),

[ Funas

sodass miy € X auchP(y) € X folgt.
3. Wegerl’ < L gilt fur ¢ :=1/2

d(P(y),P(z)) = S /0 [F(y(s)) — F(z(s))] ds
< i Ld(y7Z> :C~d(y,2),

also 3.3). O

3.3 Korollar Erfullt das Vektorfeldr : R™ — R™ fur ein geeignetes > (0 sogar
die globale Lipschitzbedingung

|F(z) - F(y)| < Llz—y|  (z,y €R") (3.4)
so definiert das DGL-Systein= F'(x) ein eindeutiges dynamisches System.
Bew.: Wir konnen fur jeden Startpunkt, € R™ das AWP

t=F(z) , x(0)=ux
fir |t| < - eindeutig l6sen, denn
|F(2)| < |F(0)] + Llx],
Lzo|+|F(0)]
L

so dass fup >

p p 1 1
> — > =
Umas — [FO)[ + L(Jzo| +p) [ 4 HoltlEOL = 21

Durch Ausnutzen der Gruppeneigenschigfto ¢,, = ®;,.,,, des Flusses erhalten
wir die eindeutige Losung fur alle Zeiten. O

14



Wir sehen, dasg(z) = ax? in Beispiel3.1.3 keiner globalen Lipschitzbedingung
genugt, wahrend fur Beispi@l. 14 f(x) = /2|z| beiz = 0 noch nicht einmal
einer lokalen Lipschitzbedingung genigt.

Wir interessieren uns fur die Glattheit des dynamischeste3gs zu einem
gegebenen DGL-System.

3.4 Satz Gegeben sei auf der offenen TeilmerngeC R™ ein DGL-System
t=F(x) mit FeC(MR"),

das VektorfeldF' sei also- € N—mal stetig differenzierbar.
Furm € M existiert dann auf einer UmgebubgC R x M der FormU =
I x U,, von(0,m) eine lokale Lésun@; € C"(U, M), wobei

¢y (0,2) =2 und %@U(t,x) = F(Py(t,x)).

Bew.: Z.B. in Arnol'd [Ar1].

Man beachte, dass die lokale Losuitg sowohl im Zeitparameter wie in den
Anfangsbedingungen genauso oft differenzierbar ist wge\dktorfeld.

Da wir es meistens mit unendlich oft differenzierbaren deleidern F' zu
tun haben, konnen wir i.A. von der Glattheit des (evtl. Ulstandigen) Flusses
ausgehen.

4 Lineare Differentialgleichungen

f(z) = az aus BeispieB.1.2 besitzt die globale Lipschitzkonstante. Ahnlich
genugt das lineare zeitunabhangige DGL-System

t=F(x) mit Fz):=A-xz , AeM(n,R)

der globalen Lipschitzbedingun@.€) mit Konstante||A||, woraus die globale
Losbarkeit folgt.

Bekanntlich existiert fur solche lineare Systeme ein latgessches Losungs-
verfahren. Wir skizzieren dieses Verfahren, weil wir egets spater in einfachen
mechanischen Problemen auf lineare DGL-Systeme gefidgnden und zum an-
deren diese auch sonst nitzlich sind. Beispielsweisa&dmir fur ein allgemei-
nes DGL-Systemi = F(z) mit Fixpunktz,, d.h. F(z,) = 0, das sogenann-
te linearisierte System = DF(x) - (y — zo) betrachten und dessen bekannte
Losungen mit den wirklichen Losungen vergleichen.
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Im eindimensionalen Beispiél 1.2 wurden wir auf die Losun@;(z) = ¢* - x
gefuhrt.
In Verallgemeinerung dieser Losung gilt fur das lineaf@lBSystem

t=A-z O, (x) = exp(At) - x.
Dabei ist die Exponentialfunktion einer Matrix € M (n, C) durch

oo Bn
exp(B) = e = Z

nl
0 n.
definiert. Die unendliche Summe von Matrizéjé konvergiert, da
B _1BI"

nl || = nl

und [By| < |IBll (ke {l,....,n}).

Es sieht zunachst so aus, als ob wir grof3e Schwierigkegedds konkreten
Berechnung vorxp(At) hatten, denn es mussen dabei ja alle Potenzen4von
berechnet werden. Das ist in Wirklichkeit nicht so, denn kiéinnen uns die so
genannte Jordansche Normalform vére M (n, R) zunutze machen. Dazu ist es
hilfreich, A als Element vonM (n, C) zu betrachten M (n,R) C M(n,C)). Als
solches hatd n nicht notwendig verschiedene Eigenwekte. .., \, € C, denn
das charakteristische Polynatat (A — A1) hat im Komplexem Nullstellen.

Sind die Eigenwerte paarweise verschieden, so konneniwjetlen Eigen-
wert einen Eigenvektor finden. Diese bilden die Spaltenreiegularen Matrix
P e GL(n,C) :={M € M(n,C) | det M # 0} und offensichtlich gilt

A1 0
PrAP = _
0 An
Allgemein kdnnen wirA zwar nicht diagonalisieren, aber in Jordan—Normalform
bringen:

4.1 Definition  a) Eine Matrix der Form

A1 ... 0

Jo(N) = o emir o)
o
0 A

heil3tr x r—Jordan-Blockmit Eigenwert\.
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b) EineJordan-Matrixist eine quadratische Matrix der Form
I (A1) 0 0
J = 0 | Jn(X)] 0 (4.1)
0 0 '

c) EineJordan-Basiines Operatorg : V' — V ist eine Basis voiV, in der
die darstellende Matrix vofi eine Jordan-Matrix ist Jordan-Normalform?”).

4.2 Satz Sei f € L(V) ein Endomorphismus eines endlich-dimensiondlen
Vektorraumed/. Dann existiert furf eine Jordan-Basis.

Wir finden also einP € GL(n,C) mit
P7'AP = Jund J Jordan-Matrix
Wegen der Blockdiagonalformd (1) von J gilt

X\ Angn 2 (PIAP) Ny L N
exp(At)=) — :P<ZT>P =P (Y |7

eXp(JTl <)‘1>t) 0
= P exp(Jr, (A2)t) P, (4.2)
0 -

und es genligtxp(J,(A)t) zu berechnen. Nun gilt.(\) = J,(0) + AL
J,(0) und\1 kommutieren aber, was die Berechnung wep(.J,.(\)t) erleich-
tert:

4.3 Lemma Fir B,C € M(n,C) mit BC' = CB gilt
exp(B + C) = exp(B) - exp(C).

Bew.: Durch Einsetzen in die Definition vaxp:

=1 Dem 1= (1 s
exp(B+C) = ZE(BJrC)”:) — (i)BlC’“

n=0 n=0 " i=0
= LY g e

"0 i=0 ' n 7).
_ (s 1B" N 10]’ = B C O
= Z;ﬁ z%ﬁ = exp(B) - exp(C).

1= J=

17



Also gilt exp(J,.(A)t) = exp(J-(0) - t) - exp(At1).
exp(At1) ist aber gleichexp(At) - Tundexp(J,(0) - t) = > 07 ) =(J,(0))"¢"
mit
((5(0)")i = ik (ke{l,....1}),
also

r—1

2
Lt #2/2 gy

exp (J(W1) = exp() - | ;. . (4.3)

Wir fassen zusammen:
4.4 Satz Gilt P~'AP = J mit Jordan-MatrixJ, so ist

eXp(JTl <)‘1>t) 0
exp(At) = P P

mitexp(J.(\) - t) aus @.3).

Nun sind die Eigenwertg; der als Element voM (n, C) aufgefassten Matrixl
i.A. nicht reell.

Ist aber\ ein Eigenwert der Multiplizitain, so ist auch\ ein Eigenwert der
Multiplizitat m, denn das charakteristische Polynom

det(A— A1) = (A = N)™ .- (e =A™ = )
=0

besitzt ja reelle Koeffiziented.
Die nichtreellen Eigenwerte lassen sich also zu Paaremmusafassen. Durch
Ausnutzen der Eulerschen Formel
e"t = e¢¥(cos v + isinv) (u,v € R)
lassen sich bei der Berechnung e (At) komplex konjugierte Terme zusam-

menfassen. Dieseeellen Jordan—Normalformen wollen wir uns im Spezialfall
n = 2 anschauen.

18



5 Lineare Dynamische Systeme auf deri?

Um die vorausgegangene Behandlung zu veranschaulictstemivir das Bei-
spiel der DGL

Ty =axy +bxry , I9=cri+dre

oder kurz

it=Az mit z= (xl) €R’> und A= (ab) € M(2,R).

To cd

Dies ist nach dem i3.1.2 diskutierten eindimensionalen Fall die einfachste Klas
se linearer Differentialgleichungen. Iterierte linearbbMdungen aufR? lassen
sich ahnlich wie die obige DGL diskutieren.

A kann die folgenden reellen Jordan—Normalformen besitzen:

5.1SatzSeiM = R?, A = (ZS) € M(2,R), 0 :=det A unds := itr(A) =
otd Wenn

1. A zwei linear unabhéngige (reelle) Eigenvektoren bestzyilt

/c2 _
A:B(SjL 05 0 02_5)3‘1 und s*>6

S— VS

2. A keine (reellen) Eigenvektoren besitzt, gilt

A:B< PN/ gy

-1 2
IR . )B und s° < 6.

3. Sonst gilt

AzB(S 1)3‘1 und s> =06.
0s

Dabei istB eine geeignete Matrix ausL(2, R).

Bew.: Es giltx()\) = det(4 — \) = A\* — 25\ + 4. Die komplexen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms sind also

)\1/2:S:|:\/82—5.
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e Fur s2 > ¢ haben wir zwei voneinander verschiedene reelle Nullstelle
und daher zwei linear unabhangige (reelle) Eigenvektdret, € R2.
Bezuglich der durch die Spaltenvektortgrundb, gegebenen Transformati-
onsmatrixB := (b, b,) hat B~' AB daher die unter 1. angegebene Gestalt.

e Firs? = § haben wir eine doppelte reelle Nullstelldes charakteristischen
Polynoms und mindestens einen Eigenvektor R2.
Existiert noch ein zweiter linear unabhangiger Eigensgktlann kdonnen
wir wie oben vorgehen. Sonst gilt
Abl = sby und Aby = aby + ﬁbg

fur einen vonp, linear unabhangigen Vektos € R2.

Also hat A bezuglich der Basigb;, b;) die FormB~'AB = (§5), und
wegentr(B~!AB) = tr(A) = 2s gilt 3 = s. Nach Voraussetzung ist
a # 0. Also konnen wir durch Multiplikation vom, mit einer geeigneten
Konstante die unter 3. angegebene Gestalt erreichen.

e Ists? < §, so sind die beiden Nullstellek;, \, des charakteristischen Po-
lynoms komplex konjugiert:

)\1/2 = sii\/5—52.

Istz; € C? Eigenvektor der als Element vowt (2, C) aufgefassten Matrix
A zum Eigenwert\, so istz, := 77 € C? Eigenvektor zu\,. Die beiden
Vektoren bilden zusammen eine Basis oh Betrachten wir die Basis

b+ =T t+x9 b_ = ’L("L’l - {L'g)
in R2, so ergibt sich

Aby = Mz + M7T7 = s(zy + 29) + iV — s2(x) — 1)
Ab_ = i)\lxl — ’L)\_ll'_l = —V 0 — 82(1'1 + 512'2) + ’iS(IlZ’l — .1'2)

woraus sich Fall 2. ergibt. O

5.2 Beispiel Wir betrachten einen Massenpunkt der Masse 1 any @rtR, der

durch eine KraftF'(q) := a - ¢ beschleunigt wirdg € R. Physikalisch kann
man etwa an einen Gegenstand denken, der unter dem EinfluSgleerkraft
reibungsfrei auf einer parabolisch geformten Unterlagé&efl. Nach Newton gilt
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also die DGL zweiter Ordnung = aq. Durch Einfuhrung der Geschwindigkeit
p = ¢ ergibt sich das lineare DGL-System erster Ordnung

oder
T=A-z mit x:<q) und A := (01).
p al

1. Fall: a > 0, siehe Abbildundl, das Teilchen wird also von der Ruhelage weg

beschleunigt. Wir setzen := /a.
Eigenwertetw mit Eigenvektorer(_' ) von A.

exp(At) = P (¢
B cosh wt % sinh wt
o wsinhwt  cosh wt
Es gilt also

D, ((q0,p0)) = (q(t),p(t)) = <q0 coshwt + 2 sinh wt, wqo sinh wt + po cosh wt) :

-
s
I
6
7
N
al” N
B~
~

o
~_
N
K

[ Tf
P
Losl ~ N A -0.5
JEE % NN 722\
////-4‘\\\\ g -oms i q

Abbildung 1: Vektorfeldj = p, p = ¢

2. Fall: @ = 0, siehe Abbildung@.
A = (8}) istein Jordanblock zum Eigenwert 0. Damit ist

explcat) = (3 1) als0 D)) = (). p(0) = (a0 + . ).
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* o5 0 0.5 i q q
Abbildung 2: Vektorfeld; = p, p =0
3. Fall: a < 0, siehe Abbildung. Wir setzenw := \/—a.
Komplexe Eigenwerte-iw mit Eigenvektorer(_} ) von A.
_ 1+
P=(LL) P =1(1%)
e“t 0 _1 coswt  Lsinwt
exp(At) = P( 0 et P= —wsinwt coswt |’
also
D ((qo, o)) = (qo coswt + Po sin wt, —qow sin wt + pg cos wt) )
w
p
P
S el H
T NN N\
///0‘5*\\\§ 0.5 h
ot b
by o [0 b 0
PR )
\\\‘0_5,/// 0.5
NN~ -y / \ /
\\\‘\4///; '171\ 0.5 0 0.5 /1q

Abbildung 3: Vektorfeldj = p, p = —¢

Wir bemerken, dass in allen drei Fallen

det(exp(At)) =1

22
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ist. Das folgt fur Fall 1. und 3. aus dem trigonometrischeldi®ionstheorem.

Eine anschauliche Interpretation dieser Tatsache isteséstellung, dass der
Fluss inR? flachenerhaltend ist.

Allgemein kdnnen wir ja fur eine Basi$,, . .., b,) desR" die Determinante
der Matrix B = (b4, ..., b,) als Volumen des von den Basisvektoren aufgespann-
ten Parallelepiped§) ", x;b; | x; € [0, 1]} auffassen.

Unter einem linearen Flussp(At) geht dieses Parallelepiped in das durch
exp(At)B gegebene uUber. Aus der Determinantenproduktformel édgn, dass

det(exp(At) - B)
det B

der Faktor ist, um den sich das Volumen vergrol3ert hat. EEdeyi Satz:

det(exp(At)) =

5.3 Satz FirA € L(C") gilt
det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Bew.: Dies folgt aus der Existenz einer Jordan-Basis, alsoR@nG L(n, C) mit
P~1AP = J und Jordan-Matrix/. Es ist in der Notation4.1) fur J

det(exp(A)) = det(P'exp(A)P )—det(exp(P_lAP)) = det(exp(J))
= Hdet exp(Jp, (Ak)) Hexp (reAe)

und andererseits

tI‘(A): (P 1AP —tr Ztl‘ Tk )\k :Zrk)\k,
k

sodass sich die Aussage aus der Funktionalgleichung deplkzen Exponenti-
alfunktion ergibt. O

Folgerung: Der von A € M(n,R) erzeugte lineare Fluss,(r) = etz auf
M = R" ist genau dann volumenerhaltend, wenfy) = 0.

6 Gradientenflisse und Hamiltonsche Systeme

6.1 Gradienten—Differentialgleichungen
Es seiM C R" offen undH € C?*(M,R).
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Wir betrachten die DGL deGradientenflusseson H

jjl = g—ﬁ(ﬂfl,...,l’n)
oderkurz &= VH(x)
Ty = %(xl,...,xn)

(bezuglich der kanonischen Metrik auf dékf).
Erfullt H# geeignete Bedingungen, so definiert die obige DGL ein dyseineis
System® : R x M — M.

Wir stellen fest, das#&/ entlang der Trajektorien anwachst:
d d

= |VH(®,(m))]* > 0.
Betrachten wir fur € R die Menge
M.:={me M | H(m) > c},
so gilt damit
o,(M,) C M, (t >0),

die Trajektorien sind fur positive Zeiten also gewisseBerain/,. gefangen.
6.1 Beispiel Die durchH (z) = 1(z, Az), (A € M(n,R), 0.B.d.A. (ohne Be-
schrankung der Allgemeinhei)” = A), gegebene quadratische Funktirauf
R™ fuhrt zur DGL

t=VH(x)=A"uz,
also zum Fluss

O, (x) = exp(At) - x.

Wir finden (daA” = A) eine Basis deR", in der A diagonal ist. Ist4 diagonal,
so gilt mit A = diag(Aq, ..., \n)

z:(t) = eM'z;(0) , siehe Abbildungt.
Da, wie wir gesehen habeH, entlang der Trajektorien anwachst, gilt

Folgerung: AulRer Fixpunkten besitzen Gradientensysteme keine peciogin
Orbits.

6.2 Beispiel H(zy, 13) := 22 + (23 — 1)
Der Fluss existiert nur fualle negativen Zeiten und besitzt die Fixpunktg0),
(1,0) und(—1,0), siehe Abbildung.
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Abbildung 4: Links: Gradientenvektorfeld= V H (z) mit H (x) = —z3 — 0.323.
Rechts: Orbits
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Abbildung 5: Gradientenvektorfeld = V H (z) mit H(z) = z3 + (23 — 1)?

6.2 Hamiltonsche Systeme

Durch eine kleine, aber entscheidenfiederung des Differentialgleichungssy-
stems kommen wir zum fur die Mechanik zentralen Begriff Hamiltonschen
Systeme:

6.3 Definition Es seiM/ C R?" offen undH € C?(M,R). Das DGL-System

_ _9Hgp) . _9H(gp) (i=1,....n)

Di = aqz ’ ) apl
oder, in den Koordinaten = (p1, ..., D, @1, - -+, @n) = (P, q)
= Xpy(x) mitdemHamiltonschen Vektorfeld Xy := JVH
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undJ := < ?1 _0]1) € M(2n,R) heildt System dddamiltonschen Differential-
gleichungen

6.4 Bemerkung H wird Hamiltonfunktiorgenannt, was auf den Zusammenhang
mit den obigen DGL hinweisen soll.

Wir setzen im Folgenden einfachheitshalber voraus, #ass1 Dynamisches
System definiert.

6.5 Satz H ist entlang eines Orbits konstant.

Bew.: L H(®(t,x)) = DH,(4®(t,2)) = DH,(J-VH(y)) = (VH(y), ]VH(y))
mity := ®(¢,x) € M. Es gilt aber fun € R?", also auch fulv H (y)

(v, Jv) = (JTv,v) = —(Jv,v) = —(v, Jv) = 0. O

Der eben gezeigte Satz erlaubt uns fur den kalt 1, alsoM = R?, fur eine
gegebene FunktioH die Orbits, allerdings ohne Zeitparametrisierung, aufeufi
den:

Zu x € M betrachten wir die Niveaumendé' (H (x)). Ist VH (z) = 0, SO
besteht der Orbit nur aus Sonst ist in einer Umgebung vandie Niveaumenge
H~'(H(x)) eine Kurve im Phasenraul?, was man durch Verwendung des Im-
pliziten Funktionensatzes sehen kann. Um den Orbit zu bel@mdehnen wir
diese Kurve nach beiden Seiten so weit wie moglich aus. Dienberung erhal-
ten wir durch die Richtung, die durch Drehung des Gradiemtebhrzeigersinn
um /2 entsteht { entspricht einer solchen Drehung).

6.6 Beispiel H(q, p) := p* + (¢* — 1)?, siehe Abbildung.
Begriffe: Mit Phasenraund/ C R** = R? x R! nennen wir
e n Zahl der Freiheitsgrade
e ¢ € Ry Ortundp € R} Impuls

= %—IZ Geschwindigkeit ung Beschleunigung

H Hamiltonfunktion oder Gesamtenergie

Besitzt der Phasenraum die Foivh = R} x N, so heil3tN C Ry Konfi-
gurationsraum.
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Abbildung 6: Niveaulinien vori{

7 Lineare Hamiltonsche Systeme

Damit die Hamiltonschen DGL linear werden, mu$s M — R von der Form
H(z) = H(0) + 4(x, Ax)

sein mitA € M(2n,R) und 0.B.d.A.A = AT,

Dann ergibt sictWH (z) = Az undi = JA - .

Die Differentialgleichungen bleiben invariant, wenn wir Z eine Konstante
dazuaddieren. Das entspricht physikalisch der Tatsaelss, micht absolute Ener-
giewerte, sondern nur Energiedifferenzen messbar sinds&¥en der Einfach-
heit halberH (0) := 0. Setzen win, := JA € M(2n,R), so stellen wir fest, dass
ul - J=ATJ ] =—-ATJ].J=AT = AundJ -u = J?A, also

u'J+ Ju=0
Das fuhrt uns zu folgender Definition:

7.1 Definition Eine Matrixu € M (2n,R) und der entsprechende Endomorphis-
mus desR?" heiReninfinitesimal symplektischvenn

u'J 4+ Ju = 0. (7.1)

Da die Bedingung am linear ist, bilden die infinitesimal symplektischen Endo-
morphismen einen Unterraunp(2n) C L(R*").

7.2 Satz tr(u) = 0 firu € sp(2n).



Bew.:tr (u) = —tr (uJ?) = —tr(JuJ) = —tr (ul) = —tr (u). O
Folgerung: (Lineare) Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend.
Bew.: ®(¢, z) = exp(ut)z, unddet(exp(ut)) = exp(tr(u)t) = 1. O

Der Fluss eines linearen Hamiltonschen Systems hat niaghtlieuEigenschatt,
volumenerhaltend zu sein. Es gilt auch

(exp(ut))’ Jexp(ut) = J (t e R), (7.2)
denn(exp(ut))” = exp(u’t), also wegenq.1)
(exp(ut))’J = Jexp(—ut) = J(exp(ut))™ .

Gleichung 7.1) besagt, dass ein linearer Hamiltonscher Fluss die sghnfe-
trische Bilinearform

wo R xR™ - R, wy(u,v) = (u, Jv)

invariant lasst, d.hwy(®;(u), ®:(v)) = we(u,v), ahnlich wie eine orthogonale
Transformation das kanonische SkalarproduktiRegvariant lasst. Den mecha-
nischen Bewegungen entspricht damit eine besondere AitGeametrie, die wir
im nachsten Kapitel eingehender untersuchen.

8 Symplektische Geometrie

Die den mechanischen Bewegungen zugrundeliegende sytmsplek Geometrie
besitzt gewissé&hnlichkeiten mit der Riemannschen Geometrie. Diese werde
wir im Folgenden herausarbeiten.

8.1 Definition Sei E ein R—Vektorraum der Dimension < co und
w: F x E — R eine Bilinearform.

Die Transponiertev® vonw ist durchw®(ey, e3) := w(es, e1) gegeben.

w heiBtsymmetrischwennw! = w, schiefsymmetrisghvennw! = —w.

Durchw wird die lineare Abbildung’ : E — E*, w’(e1) - €3 := w(eq, e3)
in den Dualraun®* von E induziert.

w heiRtnicht degeneriertwennw’(e) = 0 nur fure = 0 gilt.
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e Beziglich einer Basi$bh,, ..., b,) von E ist die darstellende Matrix/ €
M(n,R) vonw durch(J), := w(b;, by), (i,k = 1,...,n) gegeben.

e DerRangvonw ist der (basisunabhangige) Rang der darstellenden Matriz
vonw.

e Istp eine Bilinearform au# und f € L(E, F'), dann heif3t die Bilinearform
o ExXE—R , [f*pler,e2) :=p(fle1), f(e2))
derpull-back vonp mit f.
8.2 Satz SeiE einn—dimensionaleR—Vektorraum.

1. Istw symmetrisch mit Rang, dann besitzt die darstellende Matrix veon
beziglich einer geeigneten Basis die Form

T

J = M , 1€ {:l:l}

0

2. Istw schiefsymmetrisch mit Rang so istr = 2m, m € Ny und die dar-
stellende Matrix vorw besitzt beziglich einer geeigneten Basis die Form

0O —1 0
J=[1 0 0] eM(nR)
0 00

mitm x m—Einheitsmatrix.
Bew.: Diese Aussagen werden oft in der Vorlestiigeare Algebrabewiesen.
1. Es gilt diePolarisationsidentiht
wie, f) =jwle+ fie+ f) —wle—fie—f))

Ist alsow # 0, dann existiert ein Vekto#; mit ¢; := w(éy, é;) # 0. Setze

€1 = él/\/ |61 .
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Wir betrachten den vosy, aufgespannten eindimensionalen UnterrduinT
EundE, == {e € £ | w(e,e) = 0}. Esqgilt £y N E; = {0} und
E + Ey = E, denn furz € E qilt

z—w(z,e1)e; € Es.
Wir betrachten die Einschrankung verauf £, und fahren induktiv fort.

2. Furw # 0 existierené, é,11 € Emit ¢; := w(épy1,61) # 0. Setzee; =
él/Cl Und€n+1 = én+1. Esist

w(er,e1) =w(ent1,enr1) =0 und w(eyi1,e1) = —w(er, ene1) = 1.
Sei P, := Span(ey, env1) C Eund
Ey ={ec E|w(, f)=0 furalle feP}.
EsqitE; NP, = {0} undE;, + P, = E, denn furz € E qilt
z4wl(er, z)enr1 — w(epnt1, 2)er € Es.
Wir behandeln induktiv die Einschrankung verauf E, etc. O

8.3 Definition e Eine symplektische Formauf einemR—VektorraumF ist eine
nicht degenerierte schiefsymmetrische BilinearformFE x £ — R.

e (E,w) heildt danrsymplektischer Vektorraum

e Sind (E,w) und (F, p) symplektisch, so heilt eine lineare Abbildupg £ —
F symplektischwennf*p = w.

8.4 Bemerkung 1. Die symplektischen Abbildungefic L(E) sind diejeni-
gen, die die symplektische Formerhalten, d.hf*w = w. Nach Sat8.2
finden wir eine Basis vork, in der die darstellende Matrix van gleich
J = (91) ist. Es seiA die darstellende Matrix vofi. Dann gilt

ATJA = J.

2. Zwar sind symplektische Abbildungen volumenerhaltabey i.A. volumen-
erhaltende Abbildungen nicht symplektisch.

Betrachten wir beispielsweise einen vierdimensionalektafeaum £ mit
Basisey, . . ., e, und symplektischer Bilinearform mit Matrix J = ( % §).
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Dannistf : E — E, (e1,es,63,¢4) — (—e1, —e9, e3,¢4) volumenerhal-
tend, abew(f(e1), f(e3)) = —w(er, e3).

Lasst aber ein EndomorphismysdesR? die orientierte Flache invari-
ant, so istf auch symplektisch. Denn fur Matrized € M(2,R) gilt
(JTAJ)AT = det(A)1, alsoJTAJ = (A~)T genau dann, wenn der durch
A gegebene Endomorphismfigine flachenerhaltende Abbildung ist

8.5 Proposition Sei(E,w) ein symplektischer Vektorraum, dann bildet die Men-
ge der symplektischen EndomorphismfenE — E unter der Komposition eine
Gruppe, genannt digymplektische GruppeSp(E,w).

8.6 Bemerkung Fur einen Euklidischen RaulE, w) mit positiv definiter sym-
metrischer Bilinearfornw erhalten wir in ahnlicher Weise d@thogonale Grup-
peO(E,w).

Bew.: Ist f symplektisch, so isf € GL(E), also existiertf~!. Es gilt dann
(f)'w=(f)""w=(f)""(f'w) = wundfirf, g symplektisch(f o g)*(w) =

g*o f*(w) = g*w = w. AulRerdem ist die Identische Abbildung symplektisch, also
Sp(E,w) # 0. 0

Wegen Sat8.2ist Sp(F,w) isomorph zur Gruppe
Sp(R*") := Sp(R*",wy),

wobeiw, bezuiglich der kanonischen Basis d&% die darstellende Matri¥ be-
sitzt (ganz analog braucht man nach SatstattO(F,w) nur die orthogonale
GruppeO(n) := O(R™,wp) zu betrachten, deren kanonisches inneres Pradukt
die darstellende Matrif hat).

8.7 Beispiel Der Zeit+—Fluss®,(z) = exp(ut)z, u = JA eines linearen Hamil-
tonschen Systems mit Hamiltonfunktiéfi(z) = 1(z, Az), A € Sym(2n,R) ist
Element der symplektischen Grupgg(R?"), denn es gilt{.2).

Der Betrag der Determinante eines symplektischen Enddmsmus ist gleich
1, denn es giltja

det(ATJA) = (det A)? det(J) = det(J).

Es gilt sogaret(A) = +1, aber der einfachste Beweis dieser Tatsache verwendet
den Kalkil der auf3eren Formen, der erst spater eingefigrden soll.

Es folgt unmittelbar, dass das Produkt d&rNullstellen des charakteristi-
schen Polynoms eines symplektischen Endomorphismus 1 ist.
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8.8 Satz Seif € Sp(E,w) undX € C Eigenwert vonf. Dann sind auch, 1/
und1/\ Eigenwerte.

Bew.: Dass mit\ auch) Eigenwert ist, folgt aus der Tatsache, d#ssell ist.

Wir beweisen, dass/ )\ Eigenwert ist, indem wir das charakteristische Poly-
nom vonf betrachten.

Wir wahlen eine Basis vof, in derw die darstellende Matri¥ besitzt und
f die Matrix A. Es gilt dann fur\ € C\{0}

det(A — A1) = det(J(A — A1)J 1), (da det J =1 #0)
= det(JAJ'=A1) = det((AT) "' =A1), (daA”JA = JoderJAJ ! = (AT)™1)
= det(A™" — A1) = det(A~ (1 — \A))
= det(A™) - det(1 — AA) = det(1 — AA) = \*" det(A'1 — A)
= \"det(A— A1) mit n:=1dim(E).

Da A invertierbar ist, sind alle komplexen Eigenwektgon A ungleich0 und die
Aussage folgt. O

Auch die algebraischen Multiplizitaten der genanntereBigerte sind gleich:

8.9 Satz Seif € Sp(E,w) und € C Eigenwert vonf mit Vielfachheitk. Dann
sind auch\, 1/, 1/ X Eigenwerte mit Vielfachheit. Die Multiplizitaten etwaiger
Eigenwertet+1 und—1 sind gerade.

Bew.:
o FUrP(X) := det(A — AL) gilt P(A) = A*"P(1/\) mitn := 1 dim(E).
Einen Eigenwerf, € C der Vielfachheitt ist kbnnen wir abspalten:
P(A) = (do = N)"QN),
so dass
P(3)m = o vraw = o (5 LY ooy
A A Ao

Da Q()\) ein Polynom vom Gra@n — k in X ist, ist (A\f/\2"7F) . Q(\)
ein Polynom inl/A. Also ist 1/)Aq Nullstelle der Multiplizitat! > £ von
P(1/X).

Vertauschen der Rollen voxy und1/ )\, zeigtl = k.
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e Esgilt genau dann, = 1/Xy, wenn), € {+1}.

Da insgesam2n Eigenwerte existieren und die Zahl der Eigenwe#te-1
gerade ist, muss die Multiplizitat dérzusammen mit der der1 gerade
sein. Wegenlet A = 1 folgt dann auch einzeln gerade Multiplizitat. O

Furdim(FE) = 2 konnen also die in Abbildung skizzierten Falle auftreten.

>l=

= A

d@}i @ © ‘> ) C}l/%

Abbildung 7: Komplexe Eigenwerte vghe Sp(R?)

Es gilt Sp(R?") c L(R*") und damit wird die symplektische Gruppe zum
topologischen Raum, ja zur Untermannigfaltigkeit (Anagog§O(2) C L(RR?)).

Die symplektische Gruppe ist sogar eine Liegruppe, d.h tiplikation und
Inversenbildung induzieren glatte Abbildungen.

Da die symplektische Gruppe ein topologischer Raum isthkt wirlWWegen
Sp(E,w), d.h. stetige Abbildungea: [0, 1] — Sp(F,w) einfihren. Wie verhal-
ten sich dann die Eigenwerte voft) bei Veranderung des Paramet&?s

Offensichtlich konnen Eigenwerte auf der reellen Achse.liem Einheits-
kreis diese nicht verlassen, solange sie isoliert bleibee Bild8. Wir werden
sehen, dass aus dieser Eigenschaft eine Form von StelH#itailtonscher Syste-
me unter kleinen Storungen folgt.

Abbildung 8: Komplexe Eigenwerte vghe Sp(R?)
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9 Die symplektische Algebra
In Verallgemeinerung von Def..1 definieren wir:

9.1 Definition Eine lineare Abbildunag: € L(E) heif3tinfinitesimal symplektisch
bezuglich einer symplektischen Bilinearfoumwenn

w(uey, ez) +w(er, ues) =0 (e1,e0 € E). (9.1)
Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir gitE, w).
Wegen der Linearitat vord(1) in w ist sp(E, w) ein Unterraum vorl(E). Es gilt
sogar
9.2 Lemma Der Kommutator von A,B € L(FE) ist [A,B] := AB — BA.
(sp(E,w), [-,"]) ist eine Liealgebra

Bew.: (L(E), [-,]) ist eine Liealgebra, da der Kommutator bilinear und antisym
metrisch ist, und die Jacobi-ldentitat

[A,[B,Cl] + B, [C, A + [C[A, Bl =

ABC — ACB — BCA+ CBA+ BCA—- BAC — CAB+ ACB
+CAB - CBA— ABC + BAC =0
fur A, B,C € L(E) erfullt.
DaflirA, B € sp(E,w)
w([A, Bley, e2) + w(er, [4, Ble)
= w(ABey,e3) —w(BAey, e2) +w(ey, ABe;y) — w(eq, BAey)
= —w(BejAey) + w(Aey, Bey) — w(Aeq, Beg) + w(Bey, Aes) = 0,
istauch[A, B] € sp(E,w). O
Analog zu der obigen Aussage uber die GruppéF, w) erhalt man:
9.3 Satz Sei(E, w) ein symplektischer Vektorraum umde sp(E,w).
e Ist \ € C Eigenwert voru mit Multiplizitat k, so sind auch-\, \, —\ Eigen-

werte der Multiplizitat.
e Ist Null Eigenwert, so besitzt er gerade Multiplizitat.

2Eine Liealgebraist ein VektorraumE mit einer bilinearen schiefsymmetrischen Abbildung
[,-]: E x E— E,die dieJacobi-ldenti#it [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0 erflllt.

34



9.4 Beispiel u € sp(R?). Hier kann das Eigenwertpaar nur reell oder rein ima-
ginar sein, siehe Abbildung

- RS,

+A_A @ =%

Abbildung 9: Eigenwerte von € sp(R?)

Eng verwandt mit dem Begriff der Liealgebra ist der der Ligip€'.

9.5 Beispiel Das wichtigste Beispiel einer Liegruppe ist := GL(n,R), also
die Gruppe der invertierbaren Matrizen.M (n, R). Hier ist G also als die offe-
ne Teilmenge derjenigen Matrizehim n?-dim. VektorraumM (n, R) definiert,
fur diedet(A) # 0. Dadurch wirdG zu einer so genannten Untermannigfaltigkeit,
und Matrizenmultiplikation und Inversion sind in den Maaneintragen glatt. Be-
trachten wir die Abb.

M(n,R) - GL(n,R) , wuw exp(u),
dann liegt das Bild der Exponentialfunktion tatsachlieldi, denn
det(exp(u)) = exp(tr(u)) > 0.

Dag € G mitdet(g) < 0 existieren, ist klar, dasscp nicht surjektiv ist.
Andererseits ist die Exponentialabbildung mindestenstifé G mit || A|| < 1
invertierbar, denn die Potenzreihe der Umkehrfunktionveogiert:

o

In(A) =In(1+ (A—1)) =Y (=) "(A-1)"/k.

k=1

M(n,R) mit dem Kommutator bildet eine Liealgebra. Der Kommutatassn
den Mangel an Kommutativitat in der Gruppenmultiplikati@enn flru,, u, €
M(n,R) ist

exp(euy) exp(euy) exp(—cuy) exp(—cuy) = 14 2[uy, ug] + O(?).

SEineLiegruppeist eine glatte Mannigfaltigkei, die gleichzeitig eine Gruppe ist, und deren
Multiplikation (g1, g2) — g1 © g2 und Inversiory — ¢! glatte Abbildungen sind.
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Man nennt daheM (n, R) die LiealgebravonGL(n, R).
Analog kdnnen wir die Exponentialabbildung
sp(E,w) — Sp(E,w) , uw— exp(u)

von der symplektischen Liealgebra in die symplektischesgtuppe betrachten.
Tatsachlich istxp(u) € Sp(E,w), denn wegend.1) ist

w(exp(u)er, exp(u)es) = w(ey, exp(—u) exp(u)es) = w(ey, es).

Wir sehen, dass die Eigenwertemit Re(\) > 0 vonu zu Eigenwerterexp(\)
mit Betrag> 1 vonexp(u) werden.

Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass fur die quadratidamiltonfunk-
tion H(z) = 3(z, Az) die DGLi = Xy(x) = JAx die Losungd,(z) = exp(u)x
mit u := JAt € sp(R*") besitzt, dann wird klar, dass der Fixpunkt 0 hochstens
dann Liapunovstabil sein kann, wenn alle Eigenwerte ¥drrein imaginar sind.

10 Stabilitat linearer Differentialgleichungen

Bevor wir die linearen Differentialgleichungen verlassenllen wir uns noch die
Frage ihrer Stabilitat anschauen. Es wird dabei klar werdass Hamiltonsche
Systeme ein ganz eigenes, fur den allgemeinen Fall urdlygss\Verhalten zeigen.

10.1 Satz Sei E ein endlich-dimensional&—-Vektorraum, und\ € L(E). Dann
ist der Nullpunkt beztiglich des voh erzeugten Flussds, = exp(At) aufE

1. asymptotisch stabil, wenn fiir alle Eigenwextec C von A gilt

Re(Al) < 0.

2. Liapunov-stabil, wenn die Eigenwertec C gleiche algebraische wie geo-
metrische Multiplizitat besitzen und

Bew.: Wir identifizierenE durch Einfuhrung einer Basis mit dert und betrach-
ten das kanonische innere Produkt auf d&mn
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Die darstellende Matrix vord nennen wir bequemlichkeitshalber ebenfalls
Wir wissen, dass danR € M(n, C) und eine Jordanmatrix (nicht zu verwech-
seln mit der Matrix/ = ({ !)) existieren, sodass

A=PJP™' unddamit exp(At) = Pexp(Jt)P~' , (t€R)

gilt. Es Qilt ®(¢,x) = exp(At) - =, also || ®(¢,x)|| < | exp(At)| ||z]-
Wir missen also

lexp(At)[| < [|PI| | exp(Je)[| [P~

abschatzen.

Zur Abschatzung der Norm voexp(.Jt) genlgt es, die einzelnen Jordan-
Blocke J,.(A) getrennt zu untersuchen, denn die ihnen zugeordnetenrémtee
bleiben invariant.

Wie wir gesehen haben (Abschnilt, gilt

r—1

1t t2/2 - G
01 ¢ :
exp (J,(A\)t) = exp(At) - s
: ot
0 o 1

Nun gilt fur eine beliebige MatrixB € M(n,R) : | B[] < />7"._(B);.

Daher wachst die Norm des zweiten Faktors nur polynomiat|inFir den
ersten Faktor gilt aber

exp(At) = exp(t Red) - (cos(t ImA) + i sin(¢ Im\)),

woraus furRe\ < 0 die erste Aussage folgt. Im zweiten Fall haben die Jordan-
Blocke die GroR3e 1, sodagsxp(Jt)|| = 1. O

Hamiltonsche Flisse besitzen keine asymptotisch stabilgunkte, denn sie las-
sen das Phasenraumvolumen invariant (das gilt Ubrigecis o nichtlinearen
Fall).

Der Nullpunkt kann nur dann Liapunov-stabiler Fixpunktesrinearen Ha-
miltonschen Flusses sein, wenn alle Eigenwerte des des Elusugenden infi-
nitesimal symplektischen Endomorphismus auf der imagimachse liegen. Bei
Multiplizitat £ 1 ist die Liapunovstabilitat von der Struktur der JordardXe
abhangig.

In einem gewissen Sinn neigen Hamiltonsche Systeme alsmerezur Sta-
bilitat als allgemeine dynamische Systeme. Es gibt abeln andere Aspekte.
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10.2 Definition Ein infinitesimal symplektischer Endomorphismig sp(E, w)
heil3tstark stabi] wenn eine Umgebung C sp(E,w) von A existiert, sodass fur
alle B € U der Nullpunkt beziiglich des Flussesy(Bt) Liapunov-stabil ist.

Zunachst fallt bei der Definition auf, dass nicht von dealfiittat eines Fixpunk-
tes, sondern von der eines flusserzeugenden Endomorphisggapsochen wird.
Naturlich hangt das mit der Tatsache zusammen, dass digruNkt immer Fix-
punkt eines linearen Flusses ist.

Die Idee, die der Definition starker Stabilitat zugrundmti ist, dass wir die
Bewegungsgleichung eines konkreten mechanischen Sysiiehtamit unendli-
cher Prazision kennen, da wir z.B. die Massen der wechdenilen Korper nur
mit endlicher Genauigkeit kennen. Wir sind daher an derénatgressiert, ob wir
trotzdem entscheiden kdnnen, ob das mechanische Systgmriav-stabil ist.

10.3 Satz Wenn alle Eigenwertg € C eines infinitesimal symplektischen Endo-
morphismus voneinander verschieden sind und auf der iraegyinrAchse liegen,
ist A stark stabil.

Bew.: Der Minimalabstand zweier Nullstellen des charakterm$iEs Polynoms
seide, ¢ > 0. Wir betrachten fur jede Nullstelle eimreUmgebung. Diese Umge-
bungen Giberlappen nicht, siehe Abbilduiiy Die Wurzeln des charakteristischen
Polynoms einer Matrix hangen stetig von den Matrixeleraematb. Also muss ein
geniugend nahe bdi liegender Endomorphismus Eigenwerte haben, von denen
je einer in einee— Umgebung liegt. Wiirden diese Eigenwextaicht gleichzeitig

b
:

Abbildung 10: Die einfachen imaginaren Eigenwerte einati A € sp(R?)

auf der imaginaren Achse liegen, so warg # )\ in der gleichere—Umgebung.
Widerspruch! O
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11 Liapunov-Funktionen

Wir verlassen jetzt den Fall linearer DGL-Systeme und wanales dem nicht
linearen Fall zu.

Eine naturliche Fragestellung ist die, ob ein Fixpunktrdasymptotisch stabil
ist, wenn die Linearisierung der DGL um diesen Punkt zu eiasymptotisch sta-
bilen linearen Fluss fuhrt. Diese Frage wird unter Verwergleiner so genannten
Liapunov-Funktion beantwortet.

Grob gesagt ist eine Liapunov-Funktion eine Funktfon M — R, die ent-
lang der Bahnkurven des betrachteten dynamischen Systents x M — M
monoton fallend ist. Eine Bahnkurve, die zu einem gegeb&eépunkt die Men-
ge{m € M | f(m) < C} trifft, kann diese in Zukunft nicht mehr verlassen.
Naturlich lasst sich ein entsprechendes Argument file @ntlang Bahnkurven
monoton wachsende Funktion anwenden. Andererseits imattegerne, dass die
Funktion auf3er an Fixpunkten etrengmonoton in der Zeit fallt (oder steigt).

11.1 Definition Sei® : G x M — M ein dynamisches Systerfi.c C°(M,R)
heil3tLiapunov-Funktionvon ®, wenn f (oder —f) entlang der Trajektorien mo-
noton fallt.

Wir werden das Konzept in einer Anwendung kennen lernen.

11.2 Satz Ein Fixpunktz, € M eines durch die DGli = F(x) mit Vek-
torfeld F € C>°(M,R") auf der offenen Mengéd! C R™ gegebenen dyna-
mischen Systems ist asymptotisch stabil, wenn fir die iviggte A € C von
A := DF(zy) € L(R") gilt, dassRe(\) < 0.

Bew.: O.B.d.A. kdnnen wirz, = 0 annehmen (sonst Betrachtung vpe- G(y)
mity =z — zo, G(y) == F(y + x0)).
Es gilt . .
F(r) = Av+ F(x) mit [|[F(2)]] = O(||=[]*).

Seid : R x M — M das vonF’ erzeugte dynamische System und
Oy RxM—M , Pyt x) :=exp(At)z

das zugehorige linearisierte dynamische System.

Die Beweisidee besteht darin, eine quadratische Form\auu finden, die
eine Liapunov-Funktiod. : M — R fur &, ist. Dann werden wir auch eine Um-
gebung des Fixpunktes finden, in deentlang den Bahnkurven vah monoton
abnimmt.
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Wir konstruieren ein solchek durch Betrachtung einer Jordan-Matrixvon
A. Da der vonJ erzeugte Flussxp(.Jt) aufC™ die den Jordanblocken zugeordne-
ten Unterraume invariant lasst, reicht es, eine Liapuiforktion furexp(.J,.(\)t),
Re(\) < 0 zu konstruieren, und danach die Liapunov-Funktlon C* — R
durch Addition der Funktionen der einzelnen Blocke zu geei.

J(\) hat bezuglich der kanonischen BaSis, . . ., b,) die Gestalt

A1 ... 0
o1
0 A

Fire > 0 definieren wir(by, .. ., b,) durchb, := b, - £/~1.
In dieser Basis besitzt der Jordanblock die Form

A € 0

jr()‘) =
e
0 A

Betrachten wir nun die durch das kanonische innere Prockgddlich der Basis
(b1,...,b,) gegebene quadratische Fofpn: C* — R, die furz € C", z =
Yoi_y zibi durchQ(z) := >"7_, zZ; gegeben ist, so gilt

LQ (exp(7:N0)2) eco = (V)2 2) + (2, H(3)2)
= 2Re(N) - (z,2) +¢ Z(ZZHl + Ziv12i),
< 2Re(N)(z,2) + 25(2,_z), was fir & < $|Re())]
< Re(N) - (z,2) <0 ist.

Wir haben damit eine Liapunov-Funktion fil§(\), J und letztlichA konstruiert.
Letztere quadratische Form heil3t M — R.
Wir wissen, dass ein > 0 existiert, sodass

d
—L(@o(t,2) im0 < —cfll®  (x € M),
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L = const.

Abbildung 11: Liapunovfunktior, und Orbitt — ®y(t, )

siehe Abbildun@l. Dieser Ausdruck lasst sich als die Richtungsableitungiho
in Richtung des den Flusly, erzeugenden (linearen) Vektorfeldés interpretie-
ren: Das nicht lineare Vektorfeld hatte die Gestalf'(z) = A - z + F(z).
Entsprechend is{ L(®(t, z)) |.—o als Richtungsableitung voh in Richtung
von F zu interpretieren. Da abgfE'(z)|| = O(||z|?), ist LL(®(t, x)) |mo=
—c||z||* + O(||=|?), was fiir||z|| < ¢ kleiner als—£||x||* ist.
Damit wird L zur Liapunovfunktion und die Aussage folgt. O

11.3 Bemerkung Es mag so aussehen, als ob das Konzept der Liapunov-Funktion
im Hamiltonschen Fall keine Anwendung findet. In der Tatasdiprt das Phasen-
raumvolumen erhalten, sodass wir sowieso keine asymghetiStabilitat erwar-

ten kdnnen. Es gibt aber andere Anwendungen:

1) Nichtdegenerierte Extremalstellereiner Hamiltonfunktion/ sind liapunov-
stabile Fixpunkte. Denn einerseits 5§}, (x) = 0, andererseits it selbst Liapu-
novfunktion, da der Wert voi&/ sich entlang der Orbits nicht andert. Zum dritten
gibt es fur eine Minimalstelle: zu jeder Umgebung@’ von = eine Umgebung

V c Uvonz der FormV = H=Y([h, h + ¢)).

2) Betrachten wir z.B. die durch die Hamiltonfunktion

H:M=RxR:—=R , H(pq) =1’

gegebene Freie Bewegugg= p, p = 0 oder®(t, (po, q)) = (po, g0 + pot)-
L(p, q) := p - qistdann eine Liapunov-Funktion, denn

d . . .
EL(q)t(p,Q))=p~Q+p~q=p-q=p220.
1d 2

Da L(p,q) = 55:¢% istt — ¢*(t) konvex. Das konnen wir zwar in diesem Fall
auch direkt ausrechnen, degit{t) = (qo + pot).
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Wir kdnnen ahnlich argumentieren, wenn die Bewegung dglsliens von
einem Kraftfeld (schwach) abgelenkt wird. Unter geeignéieraussetzungen
konnen wir dann schlieRen, dass die Bahn trotzdem nachliéuunendlich geht.

Daher ist dieses Argument in der Streutheorie sehr belighei3t dorescape-
Funktion

12 Verzweigungen

In vielen Fallen hangt ein dynamisches System von Paemeb, z.B. der Teil-
chenmasse oder auch der Gesamtenergie. Wir haben das Kdezdphasenpor-
trats kennen gelernt, d.h. der Zerlegung des Phasenradar{@entierte) Orbits.
Unter Veranderung des Parameters wird sich i.A. das Ppasgéat andern. Es
kann sein, dass wir einen Homodomorphismus des Phasersdurden, der die
Phasenportrats ineinander tberfuhrt, d.h. oriei@ntbits auf orientierte Orbits
abbildet. Es kann aber auch sein, dass sich das Phasetporginem bestimm-
ten Parameterwert qualitativ andert, dass es also nigh¢ine Deformation des
Phasenportrats fur andere Parameterwerte ist. Ein e®lPhanomen wirder-
zweigungoder auclBifurkationgenannt.

Konzentrieren wir uns auf den Fall eines Fixpunktggines Differentialglei-
chungssystems

t=F,(z) , veM , peR furParameterwert p = 0.

Es ist alsaly(xy) = 0.

Existiert fur benachbarte Parameterwéjte< ¢ ebenfalls ein Fixpunkt von
& = F,(x) in der Nahe vor,?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die LinesiisDA := D Fy(zo)
des Vektorfeldes am Fixpunkt figr= 0.

Ist die Mannigfaltigkeit)/ n—dimensional, so istt € L(R™) und wir kdnnen
untersuchen, ol maximalen Rang (d.m) hat. Ist dies der Fall, so wissen wir
nach dem Satz Uber die implizite Funktion, dass fursein 0 eine Abbildung
p:(—e,e) = M mit p(0) = xq existiert, sodass fup| < ¢

Fp((p)) = 0

ist, o(p) also ein Fixpunkt.
Dabei isty genauso glatt wié,.
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In diesem Fall existiert der Fixpunkt also auch fur benactdoParameterwer-
te, nur andert er seine Lage ein wenig. Man kann auch selass,kin zweiter
Fixpunkt diesem ersten beliebig nahe kommen kann.

Anders ist die Situation in den folgenden Beispielen. Dassedkeine dyna-
mischen Systeme erzeugen, tut nichts zur Sache.

12.1 Beispiel (Die Sattel-Knoten-Verzweigung)Vir betrachten eine Familie von
Differentialgleichungen aul/ := R, parametrisiert durch € R, mit F,(z) :=
p+ 322

e Furp > 0ist F,(z) > p > 0, es existiert also kein Fixpunkt.
e Furp = 0 existiert genau der Fixpunkt = 0.
e Firp < 0 existieren die beiden Fixpunkie. , := ++/—2p.

Die Linearisierung der DGL an den
Fixpunkten hat die Form

y=uzx(p)-y fur p<O

und
y=0 fur p=0.

Genau fup = 0 hat die Linearisierung
also nicht mehr den maximalen Rang
1.

Man sieht an diesem Beispiel, dass
sich ein Paar, bestehend aus einem sta-
bilen und einem instabilen Fixpunk
durch Kollision ausloschen kann.

Sattel-Knoten-Verzweigung = p + 1a?

12.2 Beispiel (Die Hopf-Verzweigung)Phasenraund/ := R?, Parametep <
R.

iy =wx(p— (@] +23) — a2 , do=a2(p— (2] +23)) + 1, (12.1)

siehe Abbildungl2. Offensichtlich ist) € M fur alle Parameterwerte Fixpunkt.
Er ist auch der einzige Fixpunkt, denn das Betragsquadsai/dktorfeldes auf
der rechten Seite ist

i+ i3 = (2] + 23) (14 (p— (2 +23))*) > 0 fur (x1,22) # (0,0).

43



Auf R?\ {0} kann die DGL mit Polarkoordinatem, ),
Ty = TrCcosp , Tyg=rsine

auf die Form
P=rp-r?) , ¢=1
d . . . .
gebracht werden, denn= dgf = nhdn® yndp = R = 1.
1 2
Damit wird fur Radien mit-? > max(0, p) die Zeitableitung* < 0, fur 0 <
r? < p aberr > 0.
Furr? = p > 0ist7 = 0 und wir haben einen periodischen Orbit gefunden.

Abbildung 12: Hopf-Verzweigungl.1)

13 Lagrange- und Hamiltongleichungen

Bisher haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, die Zils®) der analyti-
schen Mechanik bestehe darin, fir eine gegebene Hamili&hbn die Losungen
der Hamiltonschen DGL zu finden, oder, falls dies nicht rniabgéein sollte, zu-
mindest qualitative Eigenschaften wie Fixpunkte, St&ddiktc. zu untersuchen.

Wie es dazu kommt, dass eine bestimmte Hamiltonfunktiogegebenes me-
chanisches System beschreibt, wurde nicht analysiertidtdiese Fragestellung
sicher zu einem Teil auRermathematisch und fallt in dereiBbrder Modellbil-
dung in der Physik.

Andererseits lassen sich doch unter Annahme einer beséimiaarm elemen-
tarer Wechselwirkungen (wie Elektromagnetismus oder iGrton) die Hamil-
tonfunktion gegebener physikalischer Systeme berechnen.

Es taucht dabei allerdings eine Problematik auf, die mit @agriff des Im-
pulses zusammenhangt. Wahrend der Ort und auch die Gesligkeit eines
Teilchens wohldefinierte messbare Grol3en sind (nichtivedasche Situationen

44



vorausgesetzt), ist der Impuls eine abgeleitete Grafseji€ ersthachKenntnis
der Hamiltonfunktion eine Messvorschrift gefunden werann.
Es istja die Geschwindigkejt= %—’;(p, q), und nur fur eine Hamiltonfunktion

der FormH (p, q) = c-p*+V (q) ist der Impuls der Geschwindigkeit proportional.
Dies ist einer der Grinde, weswegen neben der Hamiltotifumiuch die so
genannte Lagrangefunktion in der Mechanik wichtig ist.deiést eine Funktion
der Orte und Geschwindigkeiten (statt der Orte und Impulse)
Im betrachtetemBeispielist die zugehorige Lagrangefunktion

1
L(¢,q) = 124" = V(a).

Der erste Summand wird aug&metische Energieder zweitepotentielle Energie
des Teilchens genannt. Da die beiden Terme voneinandeahidst statt addiert
werden, ist die Lagrangefunktion i.A. keine Konstante dewBgung.

Wir werden gleich die allgemeine Beziehung zwischen Laggaand Hamil-
tonfunktion kennen lernen.

Davor werden wir aber noch den Begriff der Potentiellen Bigeund die Auf-
stellung der Lagrangefunktion eines mechanischen Sydtesymechen.

Die direkteste Formulierung der Mechanik ist die Newtomsch

Kraft = Masse Beschleunigung oder
Flg) = m-4 , geR; , FeC®R}R").

Diese Formulierung fuhinmittelbarauf die Bewegungsgleichungen.

13.1 Beispiel (Fall im konstanten Schwerefeld)

Z.B. kann man fur kleine Abstande von einem gegebenen tRdek Erdober-
flache die Anziehungskraft der Erde auf einen Massenkd@igekonstant und in
3-Richtung verlaufend ansehen, sodass hier die Kraft C>(R?,R?) durch

F(q) = <_98m) mit Erdbeschleunigung := 9.81 -7 gegeben ist.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen fihren auf demelRhasmi/ =
Ry x R} zum dynamischen System

(I)(tv (U07 CIO))

= (v(()l), o ol — gmt, ¢V + ol -t g + ol gl ol — %gth) ,

siehe AbbildungL3.
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for

Abbildung 13: Fall im konstanten Schwerefeld

Es ist aber nitzlich festzustellen, dass hier wie in vielederen Fallen die Kraft
nicht nur allein eine Funktion des Ortes ist, sondern sib aiech als Gradient
einer reellwertigen Funktiol (¢) darstellen lasst.

F(q)=—VV(g) (hiermit V(q) = —1mgq®).

Damit kommen wir mit Impul® = mv dazu, festzustellen, dass die Newtonschen
Gleichungen von der Hamiltonfunktion

1
H(p,q) = %pz +V(q)

herrthren.
Allgemein lasst sich das Kraftfel ¢ C>(R?, R?) dann als Gradient einer
reellwertigen Funktio” € C*>°(R?, R) darstellen, wenn gilt, dass

OFy _ OF3
g3 9q2
rot F' = %—% =0.
of _ oF,
0q2 oq1

Denn dann gilt fur einen geschlossenen Weg|0, 1] — ]RZ’, dass

ch(q)-qu/OrotF(q)-dOzo

fur eine von diesem We@' berandete Flach@, sodass

unabhangig von der Wahl des Weggs: [0, 1] — R? mit Anfangspunkt,(0) :=
0 und Endpunkt’, (1) := ¢ ist.
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13.2 Definition Eine (glatte) Funktior. : Ry xR — R hei3tLagrangefunktion
Das DGL-System

dOL o 0L
atog "V 9g

0 (i=1,...,n) (13.1)

heilRtLagrangegleichungon L. p := %(q,v) heil3timpuls

13.3 Beispiel L(¢,v) = Z|v|* — V(q). Die Lagrangegleichung lautet dannj +
VV(q) = 0. Sie entspricht damit der Newtonschen Bewegungsgleicleimes

Teilchens der Masse& im Potentiall/.

In diesem Beispiel konnen wir die Gleichupg- g—ﬁ des Impulses nachauflosen:
v = v(p,q) = p/m. Betrachten wir nun die Hamiltonfunktion

p2

H(q,p) :=p-v(p,q) — L(g,v(p,q)) = — + V(q), (13.2)

2m

und schreiben mithilfe des Impulses die Lagrangegleicbang ein System von
2n Differentialgleichungen erster Ordnung um, so ergibt sddwss diese Glei-
chungen
mo +VV(q) =0 } — { p= —-VVi(q)
q=v q=p/m
die Hamiltonschen Gleichungen véhsind.

Wir wollen diesen Zusammenhang auch fur andere Lagranggéuinen her-
stellen.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungei.@nv) wir die Glei-
chungp = p(q,v) = ‘g—ﬁ(q, v) so umstellen kdnnen, dass= v(p, q) die abhangi-
ge Variable wird. Fur die Lagrangefunktionen, die die prashende Bedingung
erfullen, wird (L3.2 eine Hamiltonfunktion liefern, deren Hamiltonsche DGL
aquivalent zu der Lagrangegleichung vbtist.

Dazu mussen wir die so genannte Legendretransformatibiaheen.

14 Legendretransformationen

Wir fangen mit dem Fall einer Variablen an, denn diesertlgisy graphisch ein-
fach darstellen.
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14.1 Definition SeiJ C R ein offenes Intervallf € C*(J,R) und f” > 0.
Die Legendretransformierte: I — R von f mit [ := f’(J) C R ist gegeben

durchg(p) := max,cs(zp — f(x)).

Zunachst ist zu klaren, ob die Legendretransformidoeriiaupt wohldefiniert ist,
ob also das Maximum fiy aus dem Wertebereich der Ableitung vfiruberhaupt
angenommen wird. Das ist der Fall, denn die Ableitung desidsgnts nachr ist

p— f'(z).

Wir wissen, dass eim € J existiert, sodasg = f’(x) ist.

Es handelt sich also um ein Extremum. Da die zweite Ableitdeg Argu-
ments gleich—f"(z) < 0 ist, handelt es sich um ein Maximum, und dieses ist
eindeutig.

14.2 Beispiel J :=R, f(x) := €7,

pel :=(0,00) g(p) = max,(pr —€°) = p(r)=¢
= p(lnp—1)

Abbildung 14: Definition der Legendretransformation

Wie wir in Abbildung 14 sehen, hat die Legendretransformierte yorine an-
schauliche Bedeutung: Sie ist der minimale Ordinaten-&i$tzwischen dem
Graphen vory und dem Graphen der Geraglex durch den Ursprung.

Das Maximum wird fur einen Wert = z(p) angenommen, der durgh=
f'(x) gegeben ist und der wegen der gtis> 0 folgenden Monotonie voyi’ mit
p monoton wachst.

48



Abbildung 15: Legendretransformiergép) der Exponentialfunktion

Damit ist

g(p) = px(p) — f(z(p))
gp) = x(p)+pz'(p) — f(x(p) - 2'(p)
= z(p) + (p — f'(z(p))x' (p) = x(p), (14.1)

sodasg” > 0. Dag auRerdem auf einem offenen Intervall, namlich= f'(J) C
R, definiert ist, kbnnen wir auj wieder die Legendretransformation anwenden.

14.3 Satz Die Legendretransformierte ist involutiv: igt I — R Legendretrans-
formierte vonf : J — R, so ist auchf Legendretransformierte van

Bew.: Da nach (4.1) ¢'(p) = z(p), istg’(I) = J.

max,er(yp — 9(p)) = maxyer(yp — pr(p) + f(2(p)))
mit z(p) = ()" (p).

Die Ableitung des Arguments naghst

y—a(p) —px'(p)+ f'(x(p))-2'(p) =y —x(p) — (p— f'(x(p))'(p) = y—x(p).

Damit wird das Maximum bej = z(p), alsop = f’(y) angenommen, sodass

maxper(yp — g(0) = vf' () — f'(y) -y + fly) = f(y). O

14.4 Korollar Die Einhiillende der Familie

y=pr—glp) (pel)

von Geraden ist die Legendretransformierte ypgiehe Abbildundl6.
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g

v

Abbildung 16: Die Legendretransformierfevon g

Im Fall mehrerer Variablen beginnen wir bequemlichkeilisbamit einer auf
ganzR" definierten Funktiory € C?*(R™, R) mit % > 0, wobei unter der Hes-
sematrix% die symmetrische Matrix

ef ... 9
oz2 0x10Tn
an 1
2 = .
ox o) i
O0xn0T1 02

verstanden wird.
Zur Erinnerung: Eine symmetrischex n—Matrix A heil3t positiv defini{ A > 0),
wenn(v, Av) > 0 furv € R™ \ {0}.

14.5 Definition Seil := V f(R") C R". Die Legendretransformierte: / — R
ist durch
g(p) := max,epnp - x — f(x) (pel)

gegeben.

14.6 Beispiel Fur eine symmetrische Matrit € M(n,R), A > 0seif : R" —
R die durchf(z) := 1(x, Az) definierte quadratische Form. Damitgéé(x) =A
und
9(p) = max,erng(v,2p — Ar) = p - 2(p) — 5(z(p), Az(p))
mit z(p)=A"'p ,also g(p) = 3(p, A"'p).
Eine Anwendung findet dies z.B. in der Umrechnung der kiok&s Energie von
Geschwindigkeits- auf Impulskoordinaten.

Allgemeiner wenden wir nun die Legendretransformationwan,die Lagrange-
funktion in die Hamiltonfunktion umzuwandeln und umgekehr

50



14.7 Satz SeiL € C=(R! x R, R) undZt > 0.
Dann ist mit Impulp = p(q,v) = %(q,v)

H(p,q) = pv — L(q,v)

die Legendretransformierte vdnbeziiglichv, undH ist ebenfallsC>.
Die Lagrangegleichungen 8.1) sind &quivalent zu den Hamiltongleichungen

. 9H . 0H
b= dq; ' ql_api

Bew.: DassH (p, ¢) Legendretransformierte vah(q, v) bezuglichv ist, wird of-
fensichtlich, wenn man als Parameter ansieht.

DassH die gleiche Differenzierbarkeitsstufe wiehat, ergibt sich aus folgen-
dem Argument.

Betrachten wir die Abbildung

o : R - R™ | (q,v) — (g,p).

Am Punkt(q,v) mit Bild (¢, p) ist ihre Linearisierung durch

0q 1 0 dq
patao)(31) = (2 o ) (o)
qOv V2

gegeben. Die Jacobimatrix hat Determinaﬂﬁe(% > (0 und ist damit inver-
tierbar. Daher ist aber audhlokal invertierbar. Damit wirdb ein lokaler Diffeo-
morphismus.
Die Gleichheit der Bewegungsgleichungen ergibt sich ausBidung der
totalen auf3eren Ableitungen véhund L: Einerseits ist
OH OH

dH = —dp+ —d

andererseits wegen

oL _
o p

oL oL
oL
= vlg,p)dp - 5 dq.
q
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Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
_,_0H OH _ L _ ddL_
=" 0 aq ~ 9q datow D
wenn wir die Lagrangegleichungen
_, oL_dor
=0 dg  dt Ov
voraussetzen. 0

Wir konnen den Weg auch umgekehrt gehen, und aus einer téafoihktion /7
durch Legendretransformation beziiglich des Imputsi#ie Lagrangefunktion ge-
winnen.

14.8 Beispiel (Relativistische Hamiltonfunktion)
H: R} xR} — R, H(p,q) := c\/p*+m2c* mit Massem > 0 und Lichtge-
schwindigkeitc > 0.

i = oH . P
dp V/P? + m2c?
m2e3

Hier nimmt die Geschwindigkeit nur Werte an, die betrag8im&leiner als die
Lichtgeschwindigkeit sind.

15 Holonome Zwangsbedingungen

In vielen Fallen ist die Bewegung der zu beschreibendeltA@n in der einen
oder anderen Weise eingeschrankt. So werden wir das BetspiPerle diskutie-
ren, die auf einen Draht aufgefadelt wurde.

Betrachten wir die Bewegung des Teilchens in etnedimensionalen Flache
S C Ry. In R} x R habe das Teilchen die Lagrangefunktibnin der Nahe
eines Punkteg, € S konnen wir eine lokale Parametrisierung= ¢(z), * =
(x1,...,z,) der Flache vornehmen.
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Das DGL-System mif.(z, w) := L(q(z), Dg(z) - w)

d OL(x,i)  OL(x, %)

heil3t System mitKonfigurationsraunt und)holonomen Zwangsbedingungen

Wenn wir die Bewegung eines Teilchens einer Untermannigkait S des
Konfigurationsraumes beschreiben wollen, geben wir Zustadie Lagrangefunk-
tion L des sich inR7y frei bewegenden Teilchens an, berechnen dammd dar-
aus gegebenenfalls Uber die Legendretransformation digilkbnfunktion H :
T*S — R. Dabei istT*S das so genannte Kotangentenbundel $omine 2m—
dimensionale Mannigfaltigkeit, deren Punkte aus Pagven) « € S, p kanoni-
scher Impuls, gebildet werden.

Zwar ist die obige Konstruktion zunachst nur in einer Umgepvong, € S
gultig, aber wir werden im Kapitel6 den Begriff der Mannigfaltigkeit diskutie-
ren, der es uns erlaubt, die globale Bewegungsamfi diskutieren.

15.1 Beispiel (Perle am Draht]PH].
Eine Perle gleitet ohne Reibung auf ei- | @
nem kreisformigen Draht. Der Kreis
vom Radiusk hat den Mittelpunko <
R3. Er rotiert mit Winkelgeschwin-
digkeit w um die vertikaleq;—Achse,
und die Kreisebene enthalt diese Ach-
se (siehe Abbildung). Bezeichnet man
mit ¢» den Winkel zwischen der unte-
ren Ruhelage und dem Qrider Perle,
dann gilt also

q3

q2
w /

G —cos Y
g=| g | =R-| siny-sinwt

q3 sin) - coswt U

Die Lagrangefunktion der Perle hat die Foiing, ) = q* — V(q), ist also
die Differenz von kinetischer und potentieller Energiettere ist von der Form
V(g) =m-g-q,wobeig = 9.81m/sec? die Erdbeschleunigung bezeichnet.
Die Perle besitzt statt drei nur einen Freiheitsgrad. Eetdpend wollen wir
die Lagrangefunktion als Funktion van ¢ (und eventuell der Zeft) schreiben.
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¢ sin (1)1} '
¢=1| ¢ | =R | cos(¢)sin(wl)y +w - sin(y) cos(wt) |,
cos(1)) cos(wt)y) — w - sin(¢) sin(wt)

also ‘

i = R? (¢2 12 sin2(w)) .
AuRRerdemist/(¢q) = —mgR cos 1, sodass in den neuen Koordinaten die Lagran-
gefunktion die Form

mR? .

2
5 Y +mR (gcos¢+ %SHP@D)

Ly, 2) =

besitzt. Damit ist der zum Winke} konjugierte Impulg,; gleich

oL .
= — = mR*.
Py 39 mR™1)

Die Hamiltonfunktion besitzt also die Form

H(py, ) = tpy — L(w,2)
2
= 2:;%2 — mR(gcost + Lw?Rsin® ).

Durch Veranderung von Langen-, Energie- und Zeitmal3staimen wir uns auf
die Diskussion des Fallss = R = g = 1 beschranken und mit der neuen Win-
kelgeschwindigkeif? := w - \/R/g ergibt sich

Ha(py, ) = 305, + Wa()

mit dem PotentialVq(v)) := —cosvy — %2 sin . Der Phasenraum voHy, ist
M =R x ST
FurQ = 0ist Wy(y)) = —costp, das Potential besitzt also in der unteren

Ruhelage) = 0 ein nicht degeneriertes Minumum.

Andererseits dominiert fur grof3€| die Zentrifugalkraft undVq () besitzt
fur ¢»—Werte nahe betr /2 Minimalstellen (siehe Abbildung?7).

Dies Uibersetzt sich im Phasenraumportrait ¥nin eine Verzweigung (siehe
Abbildung18). Fur alleQ2—Werte ist die untere Gleichgewichtslagelin d.h. der
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Abbildung 17: PotentialV, fir @ = 0, Q = 1 undQ = /2

Py Q=0 Py Q=1 Py Q=1/2

& 720 \

A

7

A

2 -
3 -2 -1 0 1 2 3 l// -3 -2 -1 0 1 2 3 d/ -3 -2 -1 0 1 2 2 L/j

Abbildung 18: Phasenraumportraits fd,

Punkt mit den Koordinate(p,,, ¢’) = (0, 0) Fixpunkt des Vektorfeldes

—Wé(@b)) B <— sin ) + 0 sin(2w)>
Dy Dy
von Hg. Wir berechnen dessen Stabilitat durch Untersuchung mesakisierung.

Dxupe) = (§ ).

DXy besitzt die beiden Eigenwerte,/ — det(D Xy ). Wegen

Xu(py, ) = <

det(DXg) () = Wi(4) = costp — Q% cos(2¢))

sind diese gleichtv/ —1 + 22, also imaginar fuf2| < 1 und reell fur|Q2] > 1.
Fur Winkelgeschwindigkeiten, die betragsmalig kleimsrder Bifurkationswert
1 sind, wird damit die untere Gleichgewichtslage nach Bemnegk 1.3liapunov-
stabil, fur groRere Werte instabil.
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16 Das Hamiltonsche Variationsprinzip

Die kiurrzeste Verbindung zweier Punktg x; € R™ ist die diese Punkte verbin-
dende Strecke. Das lasst sich beweisen, indem man allkainég \Wege zwischen
diesen Punkten betrachtet. Sind diese Wegach dem Parameter stetig differen-
zierbar, so kommt ihnen eine Lange zu:

1
V0SB a0 =z () =x , 10)= [ LG©)d
0
mit Lagrangefunktion
L(v) := ||v|| = \/v? + ...+ v2.

DasLangenfunktional ist also eine Abbildung von den in Betracht kommenden
Wegen in die reellen Zahlen. Wie eine Funktion auf einemiehdlimensionalen
Raum kann ein solches Funktional Minima - oder allgemeif&ttrema besitzen.
Wie im endlich-dimensionalen Fall ist dann die Linearigigg am Extremum die
Null-Abbildung. DieVariationvon I verschwindet.

€

Zo
Abbildung 19: Wegy

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinern. Wir setzen dabeaus, dass die
im Folgenden betrachteten Funktionen glatt sineyird eine allgemeine Lagran-
gefunktion sein, die zudem von der Zeit abhangen kann:

Lagrangefunktion L:UxR!xR, —R U CRy offen.
Wege v :t[to,tﬂ —U Y(to) = zo, Y(t1) = 71
Wirkung I(y) = [, L(v(t),3(t), t)at.

Die Differenzh := v, — v, zweier Wege mit Anfangspunkt, und Endpunkt:,
ist eine Abbildung : [to, t1] — R™ mit h(ty) = h(t1) = 0.
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Das Funktional ist (z.B.) auf dem Raum

X = {y e C[to, 1], U) [ 7(to) = o, 7(t1) = 21}

erklart: 7 : X — R. X ist weder endlich-dimensional (wie man z.B. Uber die
Fourier-Darstellung eines Weges leicht sieht), noclXigtin linearer Raum.
Trotzdem steh” mit einem linearen Raum, und zwar

Xo = {h € C ([to, t1], R™) | h(ty) = h(t;) = 0}

in Zusammenhang, denn die Differenz zweier Wegend~, € X ist ein Element
dieses linearen Raumes.
Auf dem linearen RaunX, kdnnen wir z.B. die Norm

[2llo == sup ([[2(#)]] + [[DA()]])

te [to ,tﬂ

einfuhren.

16.1 Definition Ein Funktional! : X — R hei3tdifferenzierbar wenn fir alle
v € X eine lineare Abbildung’,, : X, — R existiert, sodass

I+ h) — I(y) = L,(W) + O(IRZ)  (heXo mit v+heX).
16.2 Satz FirL € C*(U x R™ x R, R) ist
t1
I:X SR, I(y) = / L(y(8), (1), £)dt

to

ein differenzierbares Funktional mit Ableitung

t1
(k) :/ {a—L - iﬁ—ﬂ hdt.
to

Oor dt Ov

Bew.:
I (7+h) I(v)

= [ L(y(t) + h(t), 4 (t) + h(t), t)dt — ftf)lL(y(t),y(t),t)dt

= [ [BE (0.5, 1) - he) + (50,50, 8) - ()| de + O(|R).
Nun ist
[ Srew a0 a=50 [ 5 (F6w a0.0)-ro
wie durch partielle Integration folgt. O
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16.3 Satzvy € X ist genau dann Extremal des Funktionals

wenn entlangy(t) die Euler-Lagrangegleichung
d (0L _ oL _
dt \ Ot or

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir ein einfaches Lemma.

gilt.

16.4 Lemma Wenn firf € C°([to, 1], R) gilt, dass fiir alle
h e C%Jto, t1],R) mit h(ty) = h(t;) =0

/ f(t) ,soist f=0.

Bew.: Sei stattdessefi(t*) > 0 (oder< 0 entsprechend), dann existiert- 0 mit
to<tr —e<t+e<t; und
f(t)>c>0 fur te[t"—et"+¢|.
Wabhle eine so genannfdschneidefunktioh € C°([ty, 1], R) mit h > 0,

0 ,t<tr—«¢

0 ,tZt*+€, %0 t*‘_g‘ %* ! t*i'_gél
(siehe Abbildung). Dann ist’" f(t)h(t) dt > c- & > 0. O
Bew. des Satze§6.3

I(y+h) —1(7) = O(h]5) =

"ToL  d oL
£4(h) /to [0x dt@v]hdt 0.

Anwenden des Lemmas auf die (unabhangig variierbaren) géom@nten von
h € X, ergibt die Aussage. O

Wir sehen also, dass die Losungen der Euler-Lagrangégiegen die Wirkungs-
funktion extremalisieren.
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16.5 Notation Ublicher alsz.(R) ist 61(7)(h).
Manchmal wird auch kurz geschriebei: = 0 fur Extremale.

16.6 Bemerkungen 1. Man kann bei Bedarf auch Wege auf Mannigfaltigkei-
ten und entsprechende Funktionale betrachten.

2. Zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Lagrangddion hatte tberall
ausgereicht.

3. Nicht jedes Funktional besitzt ein Extremum (auch nieldej Funktion be-
sitzt ja ein solches!).

16.7 Beispiel U := R?\ {0}, L(z, v,t) = ||v||, 2o := ('), 21 := (). Die

Strecke zwischem, undz; enthalt den Punki € R2. Es gibt also keine
kiirzeste Kurve zwischery undz;, die den Ursprung nicht trifft.

4. Extremale brauchen nicht eindeutig zu sein.

16.8 Beispiel Wir betrachten auf der Kugeloberflacsé := {z € R3 |
|z| = 1} den Raum

0

Xi={yec (.U = (1), v0=(5)}

der Nordpol und Sudpol verbindenden glatten Kurven, ursdrianktional

)=

Die Segmente von Grol3kreisen, die am Nordé((él) beginnen und am

SUdpoI( _81) enden, sind Extremale vah(Abbildung 20).

2
Gl ar.

dt

5. Auch wenn das Bild der Kurve eindeutig ist, braucht dieaRsetrisierung
noch nicht eindeutig zu sein.

Ein Beispiel ist das Langenfunktionaly) = fol |%(t)] dt, denn fur einen
Diffeomorphismus: : [0, 1] — [0, 1] mit ¢(0) = 0, ¢(1) = 1 ist

/

Siateton|a= [
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Abbildung 20: Nord- und Suidpol verbindende Geodaten

mit Parameteg = ¢(t).

Diese Uneindeutigkeit der Parametrisierung bereitet mmanatArger. Des-
halb ist dasEnergiefunktionak fol |7(t)||?dt beliebter. Es besitzt die glei-
chen Extremale bis auf Parametrisierung wie das Langé&titural, die Pa-
rametrisierung ist aber eindeutig.

Als nachstes untersuchen wir den Einfluss einer Koordmetasformatiory —
1(q). Diese bewirkt eine Transformation des Phasenraumpunktes

z:=(gv) In y=yz):= (L), DY(q) - v).
Es gelteL(z) := Ly (y(x)). FUr L, sollen die Lagrangegleichungen

d
DiLqi(y(t)) = aDle(y(t))
gelten.
Beh.: Dann gilt auchD; Ly (x(t)) = 4 Dy Lo (z(t)).
Bew.:

DiLy(a(t)) = (DiLi)(y(t))Dv(q(t)) + (D2La)(y(8)) D*(a(t))d(t)
DaLa(x(t)) = (D2La)(y(t)) - Dip(q(t))

%DQLQ(ZE’)
= ((D1DyLy)(y) DY (q)q + (D3 L1)(y) (D*¢(q)d” + Di(q)G)) Dy
+(DaLy)(y) D*(q)4,
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also

d
DLy — %DQLQ

= | DiLy — (D1 Dy Ly DG + D3Ly (D*¢¢* + Dpg)) | Dy =0. O
4511 (y(0))

Dieses Transformationsverhalten wird uns gestatten, aggdngefunktion als
Funktion auf dem so genannten Tangentialbiindel der be&ten Konfigurati-
onsmannigfaltigkeit aufzufassen. Die Losunger> (q(t),v(t)) der Lagrange-
schen Gleichungen sind dann Bahnkurven in diesem Raum. Bid tiér Koor-
dinaten in der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist frei.

17 Die Geoditische Bewegung

Wir betrachten eine Teilmengdel C R des Konfigurationsraumes, die als Null-
stellenmenge
M = F~'({0})

einer stetig differenzierbaren Funktidn: W — R™ auf einer offenen Menge
W C Ry definiert ist.

17.1 Definition Fur F' € C'(W,R™) heiBty € R™ regularer Wertvon F, wenn
fur alleq € W mit F'(¢) = y die AbleitungD,F' : R — R™ surjektiv ist.

Wir nehmen an, dags regularer Wert vor¥™ ist (und0 € F'(1/)!). Dann muss
offensichtlichm < n sein, und wegen des Satzes tiber die implizite Funktion
konnen wir furqg € M eine Umgebund/ C W, ¢ € U und eine invertierbar
glatte Abbildung (Diffeomorphismus) : U — R" finden, sodasg(z); = 0 fur
n—m<i<nundz e UNM.

17.2 Definition Kann man fiir alle Punkteeiner Teilmengé/ c R”" eine solche
Umgebung’ und Abbildungy finden, dann heill/ Untermannigfaltigkeitler
Dimension

d:=n—m.
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17.3 Beispiel F' : R® — R, F(x) := |z|*—1. EsistF~!({0}) = S2. Der Nordpol
q:= <§> € S? besitzt die Umgebuny := {x € R3 | x5 > 0}.
Der Diffeomorphismusp(z) = (21,9, F'(x)) wird durch die Abbildung

0~ (y) = (Y1, y2, V/ys + 1 — yF — 43) invertiert.
Da wir durch Drehung in jedem Punkt € S? eine analoge Konstruktion
durchfiihren konnen, haben wir gezeigt, dassine 2-dim. Untermannigfaltig-

keit desR? ist.

17.4 Beispiel Ein Gegenbeispiel hierzu igt : R?> — R, F(xy,25) := 2?2 — a3,

F7Y({0}) = {(z1,22) € R? | 22 = 23}. Hier ist0 kein regularer Wert vor¥;
siehe Abbildun@1

Abbildung 21: Niveaumeng€~1({0}) von F'(z) = 3 — 3
Es sei nun die Null regularer Wert van € C*° (W, R™) und
M = F({0}) #0.
Wir interessieren uns fur die durch die Lagrangefunktion
L:W xR} =R , L(gv):= llv|

gegebene freie Bewegung auf und ihre Einschrankung durch die holonome
Zwangsbedingung € M.

Wir restringieren den Diffeomorphismus : U — R™ auf die Umgebung
V :=UnN M vongin M, und schreiben diesen in der Form

ol (2) = (¥(2),0) € R x R™.

Die Abbildungy : V' — R? lasst sich auf ihrem Bild”” := (V) C RY x {0} =
R? glatt invertieren, und wir erhalten damit lokale Koordieat

qg=v:V =V
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Abbildung 22: Konstruktion lokaler Koordinaten in ¢ M

in V' C M, siehe Abbildun@?2. Die durch

L:V'xR* =R , L(z,w):= L(q(z), Dg(x) - w)

definierte Lagrangefunktioh besitzt die Form

5‘61 <. 9q
Liz,w) = 5| Dg(x) w|*= ZZ ~( (O
k=1 i=1 =1 9%
d
= 3 gl
i,j=1
mit
) dq
9ij() = (f)a—k@)
k=1 i

17.5 Lemma Die matrixwertige Funktiog : V' — M (d, R) ist eineRiemann-
sche Metrik aufV, d.h. es gilt

9ij = YGji (Zvj:lvad) und g(x)>0 (I'GV,).

Bew.: e Die Symmetrie vory folgt unmittelbar aus der Definition.
e FiUr allex € V' ist

Zgw v)wiw; = ||Dg(z) - w|* >0 (we R\ {0}),

i,j=1
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g also positiv definit, denn mip ist auchg : V' — V ein Diffeomorphismus, es
gilt alsorang(Dq(z)) = d. O

Ihre (koordinateninvariante) Funktion ist es, Langen amven zu messen. Da
wir M durch offene Mengen der Fori Uberdecken kdnnen, erhalten wir eine
Metrik auf ganz)M .

Die Lange einer Kurve : [0, 1] — V ist durch

9= [\ (S G [ o (0. %0)

mit ¢ := 1) o ¢ definiert (dabei sollt& nicht mit der Lagrangefunktioh verwech-
selt werden!).

Die Extremale dieses gemaRs(1) parametrisierungsinvarianten Funktionals
stimmen bis auf Parametrisierung mit den Extremalen de&tiunals mit La-
grangefunktionl. Uberein.

Wegen

1 : 0Gij(x)
DL e | 22 v

7j=1 i,j=1

und ; .
DyL(z,w) = <Z g1j(@ )T«UJ,---,ngj(x)wj)
j=1 7j=1
lautet die Lagrangegleichung

Wir definieren dieChristoffelsymboleurch

Og; 09; 09i; .
(o) = b o) (220 + 2500 - S0) ) (igih = 1)
7 J

wobei (¢"*)f ,_, die zu(gr;)f ;—, inverse Matrix ist, und di&insteinsche Sum-
menkonventionverwendet wurde, d.h. tber doppelt vorkommende Indizes su
miert wurde.
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Damit ergeben sich die Gleichungen

i+ T}y(x)dd; = 0 (h=1,...,d).

Diese heil3en digeoditischen Gleichungerihre Losungen — z(t) geoditische
Bewegung

Zunachst fallt auf, dass der metrische Tengound damit auch die geodati-
sche Gleichung, nur Informationen Uber oirinsischeGeometrie deti—dimensio-
nalen FlacheM unabhangig von ihrer (isometrischenbettungenthalt. Wir
konnen also auch geodatische Bewegungen auf Riemanh&oh@gfaltigkeiten
(d.h. Mannigfaltigkeiten mit metrischem Tensor) unaldignvon jeder Einbet-
tung studieren.

Die Form der Matrixelementg;,, ist naturlich von der Wahl des Koordina-
tensystems abhangig. Allerdings existieren in der Riamahen Geometrie ko-
ordinatenfrei definierte Invarianten, die dieanere) Krummung des Raumes/
charakterisieren.

Daneben existieren noch Krimmungsvarianten (die sichfalie koordina-
tenfrei definieren lassen), die die Form &mbettungeiner Untermannigfaltigkeit
M c R™ charakterisieren. Es ist wichtig, diese beiden Aspektetaracheiden.

17.6 Beispiel Eine 2-dim. Flacheé\/ c R? besitzt an einem Punkt die innere
Krummung K (q) = k; - ko, die das Produkt der inversen Krummungsradign
zweier Kurven ist. Diese Kurven entstehen durch SchnittAomit einem 2-dim.
affinen Raum durch, der die Flachennormale an diesem Punkt enthalt. Die Wahl
der beiden affinen Raume erfolgt dabei so, dass die Kringsradien extremal
werden.

Das Vorzeichen des Kriimmungsradiygst positiv, wenn sich die Kurve in
Richtung der Flachennormale krimmt, sonst negativ. Mfédhdadurclt; undk,
von der Wahl der Normale abhangen, ist ihr Prodisktinabhangig davon (also
auch fur eine nicht orientierbare Flache definiert).

e Ein Blatt Papier imR? besitzt innere KrimmungZ = 0, obwohl wir es
biegen kdnnen. Denn auch beim verbogenen Blatt versclewirzerall eine
der beiden Hauptkrummungén(siehe Abb23).

e Kugel{z € R? | |z| = R} vom RadiusR: K =k - ky = 2z > 0

e Sattel: Hier sind die Vorzeichen vdn und &, verschieden, als&” < 0.
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] O =

:R2>0 K <0

Abbildung 23: Gausssche Krimmuigvon Flachen

Aus der Herleitung der Lagrangefunktidnergibt sich, dass wik/2L(z, 1) =

\/Ejjzlgij(:c)x'ix'j als Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens interpretier
konnen.

Wie sich durch Einsetzen der geodatischen Gleichungereizaitliche Ab-
leitung <4 oL B—L:c + :c der Lagrangefunktion ergibt, ist diese Nullalso eine
Konstante der Bewegung Daraus folgt, dass der Betrag desh@endigkeit des
Teilchens auf\/ ebenfalls konstant ist.

Eine besonders einfache Klasse eingebetteter Riemanrdenaigfaltigkei-
ten bilden die Rotationsflachen.

SeiR € C*(R,R*). Dann heif3t

M = {z € R®| 2 + 23 = (R(z3))*}

Rotationsfiche

Die einfachste Rotationsflache ist der Zylinder (mit kams¢émR), siehe Ab-
bildung24.

Abbildung 24: Geodate auf einem Zylinder
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Wir kdnnen eine Rotationsflache durehl= x3 undy mit
x1=R(2)cosp , 9= R(z)sing
parametrisieren. Damit ergibt sich

o= (18

L =31+ (R(2))")2 + R*(2)¢7].
Der zuy konjugierte Impulg,, ist durchp,, = g—é = R*(z)-¢ gegebenp, = %= =
(1+ (R/(2))?)z. Damit ist die Uber die Legendretransformation mierknipfte

Hamiltonfunktion

und

H(p.,pp,2,0) = p:2+pop — L(2,0,%,0)
= L(z,¢,2(p2: 2), (D 2))

2 2
— 1 pz + psD
2\1+ (R'(2)? R2))°
Es ergibt sich unmittelbar, daps eine Konstante der Bewegung ist, denn
. oH
ps@ - 8@ -
Wir konnen die Konstanz vop,, auch verstehen, indem wir feststellen, dass
die 3—-Komponente des Drehimpulses ist. Dieser ist wegen deriuatanz der
Rotationsflache um dig&-Richtung erhalten.

Bezeichnen wir mitv den Winkel der Teilchenrichtung mit dem lokalen Me-
ridian (siehe Abbildung@5), so ergibt sich der

0.

17.7 Satz (Clairot) R(z) - sin « ist zeitlich konstant.

Bew.: Es gilt R(z) - ¢ = |v|sin o mit Geschwindigkeitsbetrag| = v/2L. Also
istp, = R%p = R - |v] - sina, und wegen der Konstanz vdn| und p,, ist
R sin oo = const. a

Da|sin«| < 1, kann fur einen vorgegebenen Wert der Konstante der Rdglius
nicht zu klein werden.

Das kann bedeuten, dass die Bewegung nur in einem Rirg z < z; mit
R(z) = R(z1) = |const| verlauft, siehe Abbildungé.

Eine Einfuhrung in die Differentialgeometrie findet markitingenberg [<!];
einen tieferen Einstieg in die Riemannsche GeometrietdeteBuch {-HL] von
Gallot, Hulin und Lafontaine.
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Abbildung 26: Geodate auf einer Rotationsflache

18 Die Jacobimetrik

Die Riemannsche Geometrie und die Theorie der geodatisBeevegung sind
vergleichsweise gut ausgearbeitet.

Andererseits ist, wenn wir von der Umgebung schwarzer ebodder anderen
kosmologischen Fragen absehen, der Raum der Klassischerahik typischer-
weise euklidisch. Viele mechanische Probleme sind von dewchddie Hamilton-
funktion H (p, q) = % + V(q) beschriebenen Typ.

Es ware daher von Vorteil, wenn wir die reichhaltige Theageodatischer
Bewegung auf solche Potential-Probleme tibertragen tenmas ist, wie von
Jacobi und anderen im letzten Jahrhundert erkannt wurdeul@inem gewissen
Grad moglich.

Der Grund fur diese Beziehung liegt im folgenden Satz.

18.1 Satz SeienH,, H, € C>~(M,R) auf dem Phasenrautl := R} x U (U C
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R} offen), und es gelte fir die regularen Wefitem Wertebereich voil;, i = 1,2

5= Hy ' ({h}) = Hy ' ({h2}).

Dann sind die Orbits der voH, und H, aufy. erzeugten Hamiltonschen Fliisse
gleich.

Bew.: X C M ist eine(2n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit, da diec
H,(M) regular sind. Die vorf{; erzeugten Hamiltonschen Vektorfelder haben in
(p, 9)—Koordinaten die Form

Xy, =J-VH; ,wobei J=(§").

SowohlV H; als auchV H, stehen an jedem Punkt der Energieschasenkrecht
auf der(2n — 1)—dimensionalen Tangentialebene, denn diesAdstipotential-
flache beider Funktionen. Damit sindH; und V H, parallel. Dah, und h, re-

gulare Werte vori; bzw. H, sind, giltfur allex € ¥ : VH;(x) # 0. Damitist die
durchVH, = f -V H, implizit definierte Funktionf : ¥ — R glatt und ungleich
Null. Es gilt aufX

Damit wird auf der Niveauflache

Xy () = f(2) - Xpp(2), (v €X)

d.h. die Hamiltonschen Vektorfelder sind (anti-) paraliet nicht verschwindend.
Daraus ergibt sich die Aussage. O

Schon die Form der Energieschale bestimmt also die OrbgdHdeniltonschen

VH (x)

JVH (x) ﬂ
"

Abbildung 27: Gradient und Hamiltonsches Vektorfeld
Flusses. Andererseits ist die Zeitparametrisierung ddwnoch nicht festgelegt;
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im Fall des Satzes ergibt sich die Umparametrisierung dumtdygration vonf
entlang der Orbits.
Wir wollen den obigen Satz nun auf Bewegungen im Potentiaksulen.

18.2 Definition Es seiV’ € C~(R},R), h € RundU C R} offen.
Gilt V', < h, so heil3t die Metrily;, auf U mit Komponenten

(gn(@))ij =0 —=V(q) -6  (i,j=1,...,n)
Jacobimetrikauf U fur Energieh.

Die Lagrangefunktion fur die geodatische Bewegung iselidMetrik ist

L(q,v) = $(gn(q))i viv;.

Der kanonisch konjugierte Impuls igt= g—ﬁ, alsopy, (¢, v) = (gn(q))r jv;- Damit
ist die Hamiltonfunktion der geodatischen Bewegung dleic

1 2

Hy: Ry xU—R Hg(p,q)::2( -p°.

h=V(q))

18.3SatzFir M := R? x R, H(p,q) = 3p* + V(q) sind die Lésungen
q : (—a,b) — U der Hamiltonschen Gleichungen niit(4(t),q(t)) = h bis
auf Parametrisierung gleich den Lésungen der geod&iisGieichung fur die Ja-
cobimetrik aufU fiir Energieh.

Bew.: Fir die Energiewerté, := h, hy := 1 und H, := H gilt H;*({h}) =
Hy ({ha}).

Durch Uberfuhrung der Hamiltonschen Gleichungen vénin ein Differen-
tialgleichungssystem zweiter Ordnung in den Koordindign. . ., ¢,) ergeben
sich die geodatischen Gleichungen fur die Jacobimetrik.

Der obige Sat4.8.1ergibt dann die Aussage. O

18.4 Beispiel Eine typische Anwendung der Jacobimetrik bildet das Dqpgrel

del. Wir untersuchen den Fall, bei dem der am Nullpunkt higfes Stab der
LangeR; in derq; — ¢3-Ebene schwingt, und der an seinem Ende befestigte Stab
der LangeR, in der durch den ersten Stab und dieAchse gegebenen Ebene
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schwingt*. Bei AnnahmeR; > R, > 0 ist die Menge der Orte

cosp1 0 —sinpg 0 0
= 0 sin
Q(¢1a 902) (sinogol é COSOW ) (Rl (—1) + Ry <COS$§>>
= Rl( s )+R2< Smfiﬁjw )

— cos g1 — COS (1 COS P2

des Massepunktes ein in d&A eingebetteter 2-Torus, und diffeomorph zu
T? .= S' x S' mit S':={x cR?||z| =1}

(Abb. 28). Die Lagrangefunktion

Abbildung 28: Doppelpendel (Schwingungsebenen stehdaeeht aufeinander)

L(q,q) == 3> = V(g) mit V(q) :=—ggs

(g9 > 0 Erdbeschleunigung) nimmt nach Einsetzen der holonomemgsizedin-
gungen die Form

L(p, ) = 5 ((R1 + Ry cos p2)*3] + R3p) — V(9)

mit Potential
V(p) = —gcos(¢1)(Ry + Ry cos py) (18.1)

an. Fur beliebige glatte Potentidle erhalten wir damitf : Rg x T? — R von
der Form

H(p,q) = 3 ((R1 + Racos ps)?pi + Ry %p3) + V(q).

Wie man an der numerischen Losung der Hamiltonschen Biftelgleichung
fur das Potentiali(8.1) in Abbildung29sieht, ist die Dynamik des Doppelpendels

4Die Diskussion in {\r2], §45 desplanarenDoppelpendels ist problematisch, da hier die Me-
trik auf dem Konfigurationsraum degeneriert.
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D1, Q2

20

15

10

Abbildung 29: Numerische Losung der Differentialgleiagudes Doppelpendels
(fett gezeichnet ist der Winkel,)

kompliziert. Trotzdem kann man mithilfe der Jacobimetri& Bxistenz gewisser
periodischer Losungen nachweisen.

Fur Gesamtenergié > maxr=V (was im Fall des Gravitationspotentials
(18.1) bedeuteth > ¢- (Ry + R»)) besitzt die Jacobimetrik die Darstellung durch
die folgende auf ganZ? definierte positiv definite symmetrische Matrix

t=vipy (oo L) e,

Wir kénnen ahnlich wie oben die geodatische Bewegundgrai der Jacobi-
metrik untersuchen.

18.5 Satz Fiirh > max,cr2V (¢) und(m,n) € Z*\ {(0,0)} existiert eine peri-
odische Bewegung mit Energie bei der das erste Segment des Doppelpendels
m—mal, das zweite—mal rotiert.

BeweisideeWir suchen aufl? eine geschlossene Geodate der Jacobimetrik etwa
der in Abbildung30 skizzierten Form.

Eine solche Geodate existiert nach allgemeinen Prinzipies Variations-
kalkuls (bzw. Morsetheorie). Die Idee dabei ist eine gssene Kurve mit den
gegebenen Umlaufzahlen soweit moglich zu verkirzenulRasst eine geschlos-
sene Geodate mit gleichen Umlaufzahlen, denn diese dastdrbei der Verkiirzung
nicht.
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Abbildung 30: Geschlossene Geodate auf einem Torus

Die Details des Argumentes findet man z.B. in dem Bu¢H yon Milnor. O

Eng verwandt mit der Jacobimetrik ist das so genannte MauipdPrinzip, siehe
845D in [Ar2].

19 Malerhaltende dynamische Systeme

Nach den topologischen und geometrischen Eigenschafteamuigcher Systeme
werden wir uns jetzt mit den maf3— und wahrscheinlichkesistatischen Aspek-
ten befassen. Dieser Gesichtspunkt ist besonders wiebeigy wir das Langzeit-
verhalten instabiler ("chaotischer”) Systeme beschreibellen.

Im einfachsten Fall wird das betrachtete Mal3 das LebesgRiensaf dem
Phasenraumd/ = R? sein. Da wir aber auch andere MaRe betrachten wollen,
beginnen wir mit einigen maldtheoretischen Grundbegriffen

19.1 Definition Ein messbarer Raurfi\/, M) ist eine Mengé\/ mit einer Menge
M von Teilmengen vord/ (denmessbaren Menggrfur die gilt:

o M e M.
e FallsA, € M (n € N), dannistauch ), A4, € M.
e FallsA € M, dannistauchi®:= M \ A € M.
M heil3t danrv—Algebraauf M.
19.2 Beispiel 1. Die Potenzmeng® (M) ist die groliter—Algebra auf)/.

2. Die Menge{ M, ()} ist die kleinster—Algebra auf).
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3. Ist(M, O) ein topologischer Raum, dann existiert eine kleinstélgebra
M auf M mit O C M, genannt die—Algebra deBorelmengen

Dies st die in der Klassischen Mechanik hauptsachlichubsas—Algebra.

19.3 Definition e Ein MaRauf einem messbaren Raudv, M) ist eine Ab-
bildung® i : M — [0, oc] (die nicht nur den Werto annimmt), welche
co—additiv (auchabzhlbar additivgenannt) ist, d.h.

i (U An> o} (19.1)

neN neN
fur disjunkte @,, N A, =0 furm #n e N) A4, € M.
¢ 1 heiBtWahrscheinlichkeitsmafvenn zusatzlichu(M) = 1 gilt.

e Ein MaRraum(M, M, ;1) ist ein messbarer Raufd/, M) mit einem MaR
w: M — [0, 00].

e Ist 1 ein Wahrscheinlichkeitsmal3, dann hefB{, M, 1) Wahrscheinlich-
keitsraum.

19.4 Beispiel 1. Ist(M,+) eine (lokalkompakte) abelsche Gruppe, dann exi-
stiert ein translationsinvarianfelaR i auf einer die Borelmengen vaw
umfassendea—AlgebraM. Dieses Mal3 ist bis auf Multiplikation mit einer
positiven Konstante eindeutig und wiktharmalf3genannt.

Im Fall der GruppéR?, +) erhalten wir das LebesguemaR.

2. Ist h ein regularer Wert einer glatten Funktidh : RY — R, und ist die
Niveaumenge\/ := {zr € R? | H(x) = h} kompakt (undM # (), dann
wird durch

A (BﬂH‘l((h—a,tha)))
)\h(B) = ll\r% %

ein Maf3 auf\/ definiert. Dabei werden den Borelmengere M die Men-
genB C R% zugeordnet, die entstehen, wenn man alleoumB zentrierten

5 Mit [0, oo] ist die Meng€0, oo) U {oc} gemeint.
®Translationsinvarianz vop bedeutef (A + m) = u(A) furalle A € M undm € M.
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auf M senkrecht stehenden Strecken der (kleinen) L&age 0 vereinigt,
also anschaulicl® "verdickt”. Das Mal3)\;, auf M heil3tLiouvillemal3

Beispielsweise erhalten wir so durch Betrachtung ¥bn Ré*! — R,
H(x) := 2?, ein rotationssymmetrisches MaR auf der Kugeloberfl&¢he
H™(1).

19.5 Definition e Eine AbbildungT : M; — M, zwischen Maf3raumen
(M;, M, ;) heiBtmessbarwenn

T-UA) e My (A€ My).

e Eine messbare Abbildurif : M; — M, heilstmal3erhaltengwenn

p(T7H(A2)) = u(A2) (A € M)

e Istd : G x M — M ein dynamisches System (mit Grupfe= R oder
7), und isty ein Mal3 auf der Borelb—Algebra M von M, dann heif3t
(M, M, u, ) ein maBerhaltendes dynamisches Systeenn ® messbar
und die Abbildunger®, : M — M (t € G) maRerhaltend sind.

19.6 SatzEs seiH € C*(M,R) auf dem Phasenrautl := R} x R? eine
Hamiltonfunktion, die einen hamiltonschen Fldss: M — M (t € R) erzeugt.
Dann ist der Fluss mal3erhaltend.

Bew.: Fur den Fall eines linearen Flusses wurde die Aussage sandtorol-
lar zu Satz7.2 bewiesen. Analog folgt der Satz aus der Fokm = JDH des
hamiltonschen Vektorfeldes vai, denn

tr(DXy) = tr(JD?H) = tr((JD*H)") = tr(~JD?*H) = —tr(DXp),
die Spur des linearisierten Vektorfeldes ist also Null. O

19.7 Bemerkung Analog erhalt auch fur regulare Werte von H der auf die
Energieflache? —!(F) eingeschrankte Fluss das Liouvillemag.
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20 Ergodische dynamische Systeme

Die meisten dynamischen Systeme besitzen die Eigensdaaff,anfanglich be-
nachbarte Trajektorien schnell auseinanderstrebenssagae langfristige Vor-
aussage bei endlich genauer Kenntnis der Anfangsbediegungnoglich ist.

Trotzdem sind auch in diesen Fallen Aussagen tUber dasze@rgrhalten
maoglich, die dann allerdings statistischer Natur sind.

Diese Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Bfegauf dynamische
Systeme wirdergodentheoriggenannt.

Wir untersuchen also die Eigenschaften eines maf3erhaltethighamischen
Systemg M, M, i, @), wobei wir annehmen, dagsein Wahrscheinlichkeitsmaf3
ist.

Eine wichtige Frage ist dabei, wie viefe-invariante messbare Mengen es
gibt, also wie grof3

T:={Aec M|VteG: B,(A)=A}

ist. Offensichtlich gilt immer M, (0} € Z, undZ C M ist einec—Algebra von
M.

Grob gesagt, ist umso kleiner, je mehe den Phasenraud durcheinander
mischt.

20.1 Definition Das dynamische System he#$godischwenn
n(A) €{0,1}  (Ael)

20.2 Beispiel Es seiM := S' = {¢c € C | |¢| = 1}. Da dieser Phasenraum
gleichzeitig eine kompakte abelsche Gruppe ist, ist dagygeenormierte Haar-
sche Maly: auf M ein Wahrscheinlichkeitsmalf3.

1. DieR-Gruppenwirkung
O:RxM—M , ®(tm):=exp(2miat)m

ist maRRerhaltend und fiar € R\ {0} ergodisch, denn falls: € S* zu einer
d—invarianten Mengel C S! gehort, dann istl = S*.

2. Fura € Q ist dieZ—Gruppenwirkung

O:ZxM—M , ®(t,m):=exp2miat)m
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nicht ergodisch, denn wenn= p/q mitq € Nundp € Z ist, ist die Menge

q—-1 1
Lol
A::Uexp<27ri [E, +2})CZ\4

0 qa 9

d—invariant, abep.(A) = 3, siehe Abbildung1.

1
2

o
N

A

Abbildung 31:9—invariante Mengel fur o = p/qg mitq = 3

Im letzten Beispiel sind fur € Q alle Orbits periodisch, wahrend far € R \
Q kein Orbit periodisch ist. Ist dann dieses diskrete dynah@sSystem auch
ergodisch?

Dies ist nicht so einfach zu beantworten, denn jedenfabis € mehr inva-
riante Mengen als/ und (z.B. der Orbit{exp(27iat) | t € Z} des Punktes
1 € M).

Hier ist es nutzlich zu betrachten, wie das dynamischeeBystuf Phasen-
raumfunktionen, genauer den quadratintegrablen Furdaiaaf)/, wirkt.

20.3 Lemma Ist (M, M, i, ®) ein mal3erhaltendes dynamisches System, dann
sind die linearen Endomorphismen

&, LM, p) — LA(M,p) , & f:=fod,  (teq)
unitar, das heif3t
(0uf.dug) = (£.9)  (frg€ LM, ),

und®, ist surjektiv.
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Bew.: Wegen de®,—Invarianz des Mal3gsist
<(i)tf7(i)tg> = /f o ®y(z)g o Py(x) du(x /f _4(y))
= | fWgly)duly) =(f.9)-
M

d, ist surjektiv, da die Umkehrabbildung existiédi,) ! = &_,. O

20.4 Satz Die Gruppenwirkung ist genau dann ergodisch, wenn dleinvarianten
Funktionen R
fel*(Mp) , &f=f (teG)
u—fast tiberall konstant sind.
Bew.:

e Fir eined—invariante Funktiorf e L2(M, ) sind auchRe(f) undIm(f)
d—invariant. Wir konnen also gleich annehmen, daseell ist.

Fur allen € Nundk € Z sind die Mengen
Ay = fH([R27" (K +1)277))

invariant(A, ; € Z). Fur allen € N bilden sie aul3erdem eine Partition von
M, d.h.

Am/ﬁ N An,k:Q = 5]917]92/1”71431 und U An,k =M. (201)
keZ
Ist nun® ergodisch, dann gil(A, ;) € {0,1}, sodass weger(.1) ein
eindeutiger IndeX,, mit u(A, x,) = 1 existiert. Nun gilt
An i = Ani126UA 041 2415
weswegen die Folgé:,27"),.n gegen eine reelle Zahl konvergiert, die
von f u—fast iberall angenommen wird (dd({z € M | f(z) # z}) = 0).

e Sind umgekehrt allé—invarianten Funktionefi € L2(M, 1) p—fast tiberall
konstant, dann gilt dies insbesondere fir die charakigeteen Funktionen
14 der invarianten MengeA € 7. Da diese nur die Werteé und 1 anneh-
men kdnnen, folgt

[(A) = /M 1y dp € {0,1}.
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20.5 BeispielWir kehren zu Beispiel0.22 zuriick und nehmen an, dass der
Kreis M um die Vielfachen des Winkelgm, a € R\ Q gedreht wird.
Ist nunf € L*(M, i) invariant unted und ist

f=Y"cer

die Fourierentwicklung vorf mit den Charakteren
ep: St — St er(m) i=mF,

dann ist A )
O(f) =D crbaler) =D cre”™ ey,
keZ keZ
sodass ., ck(1 — €™ )¢, = 0 fir Zeitt = 1 folgt.
Wegen der Irrationalitat voa verschwindet die Klammer aber nur flir= 0,
sodass aus der Basiseigenschaft der Funktiepéwigt: ¢, = 0 (k € Z \ {0}).
f ist alsou—fast Uiberall konstant. Damit it ergodisch.

21 Mischende dynamische Systeme

Wie das letzte Kapitel zeigte, kdbnnen sehr regulare und/graussagbare dyna-
mische Systeme ergodisch sein. Dagegen ist die Dynamikherisier Systeme
komplizierter.

Wir gehen wieder von einem messbaren dynamischen SyStemM, i, @)
mit Wahrscheinlichkeitsma/? aus.

21.1 Definition Das dynamische System heifitschengdwenn gilt
lim p(®(A)NB) = pu(A)-u(B) (A, BeM).

|t|—o0

In einem maltheoretischen Sinn wird also fur grol3e Zeidia Menged;(A) in
M gleichverteilt, etwa so wie sich durch Ruhren die Milch iraffee verteilt.

21.2 Lemma Mischende dynamische Systeme sind ergodisch.

Bew.: Ist A € Z, dann istd,(A) = A, also wegen der Mischungseigenschaft
w(AN B) = u(A) - u(B), was furB := A die Gleichungu(A) = u(A)?, also
u(A) € {0, 1} ergibt. O
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21.3 BeispiellstT € SL(2,7Z), alsoT eine2 x 2—Matrix mit ganzzahligen Ein-
tragen unddet(7) = 1, dann ist auchl'~' € SL(2,Z), und wir erhalten ein
dynamisches Systef : Z x R? — R?, ®(n, z) := T"z, das das GitteZ? C R?
auf sich abbildet.

Nun ist Z eine Untergruppe der abelschen Grufpedie MengeR/Z der
Nebenklassen also ebenfalls eine abelsche Gruppe, undowirek die Zahlen
aus|0, 1) als die Reprasentanten dieser Gruppe wahlen. Dabei geAddition
reeller Zahlen in die Addition modulo 1 uiber.

Die Abbildungz +— exp(2mix) bildet R/Z isomorph auf die multiplikative
GruppeS! = {c € C | |¢| = 1}, die Kreislinie, ab.

Komponentenweise Addition modulo 1 ergibt die Isomorplaekaktorgrup-
peT? := (R?/Z?) = (R/Z)* mit dem in Kapitel18 eingefiihrter2—TorusT? =
Stx St

Da die Abbildungenb, linear sind undd,(Z?) = Z2 gilt, ergibt sich firr alle
Zeitent € Z

Sz +0) =P (x)  (modl) (zeR:leZ?.
Damit ergibt sich ein dynamisches System
O T2 = T2 |, Oyn(z)) :=n(d(z) (zeR?),

wobei

PR T (3 (7 i)
die Projektion auf die Faktorgruppe bezeichnet.

Man bezeichnedb; alsTorusautomorphismusind nennt diesenyperbolisch
wenn|tr(7")| > 2 gilt, also wennT reelle Eigenwerte\; mit [A;| > 1 > |)g
besitzt. Die Abbildundl” streckt dann in Richtung des ersten Eigenraum um den
Faktor)\; und kontrahiert um\, = 1/} in Richtung des zweiten Eigenraums.

Wir betrachten in Abbildun@?2 die Wirkung von®, auf eine Teilmenge des
2-TorusT2.

21.4 Satz Hyperbolische Torusautomorphismen sind mischend.

Bew.: Der HiIbert[aumL2('ﬂ‘2) der (Aquivalenzklassen von) quadratintegrablen
Funktionenf, g : T> — C mit Skalarproduk{ f, g) := [, f(z)g(x) d°z besitzt
die Orthonormalbasig;, ) xcz2 mit

ex(z) := exp(2mik - x) (z € T?).
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4/

Abbildung 32: Wirkung des Torusautomorphismus fir die fi&afl” := (21).
Links: TeilmengeA C T?. Mitte: ®;(A), Rechts®;(A).

Es ist
ek(fi)n(x)) = exp(2mik - @n(x)) = exp(27ri<i>jl(k:) L) = €57 (k) (x),

denn mitT" ist auch die transponierte MatriX' in SL(2,7Z).

Nun existiert kein Gittervektdr € Z?\ {0}, der fur irgendeine Zette Z\ {0}
auf sich abgebildet wirde, d.&; (k) # k.

Betrachten wir daher fur ein noch so grofes 0 die endliche Mengé&? :=
{k € Z* | |k| < r}, dann existiert eine Zeit(r), nach der allé: € Z2\ {0} diese
Menge verlassen haben, d.h.

o[ (k) ¢2Z;  ([t] > to(r)).
WirAbetrachten nun die charakteristischen Funktioiiea= 1, undg := lg €
L?(T?). Es ist A A

(D:f, 9) = n(P:(A) N B)
und
(fie0) = pn(A) , (g,e0) = (€0, 9) = p(B).

Zu zeigen ist damit

lim ((i)tfvg) = (f,eo0) - (€0, 9)- (21.1)

[t| =00
Sindf =), 52 cwer bzW. g := ", > dye;, die Fourierreihen fuy undg, (also
i de € Cund s, pn ler]? < 00, Do e |di|* < 00) dann schneiden wir diese

ab, indem wir
fri= Z cpen und g, := Z d,en

nezd nezd
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setzen. Nun folgt fir Zeitehe Z mit |t| > to(r)

(Pefrrgr) = Y cxdy- (Prex, er) = codo = (f,€0) - (€0, 9r),

ke

dennd,e;, = eg71 (1) Istdann fur Gitterpunkté € 72\ {0} orthonormal auf deny,

¢ € Z%. Andererseits sind die Abbildungdn : L2(T?) — L?(T?2) unitar, sodass
unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der SchwhersUngleichung

|((i)tfag)_((i)tfragr)| < |((iit(f_fr)vg)|+|((i)tfrvg_gr)|
< [(@e(f = Foll2llgllz + [ @efrll2llg — grll2
< e(llglla + [1£+]l2) < eCliglla + [1fll2 +€)

gilt, falls r = r(¢) so groR gewahlt wird, dadlsf — f.|| < eund||g — g.||> < ¢
gilt. Das impliziert fur|t| > to(r(e))

(Def, 9) = (fre0) - (e0, 9)| < (llgll2+ 1 fll2 + &)
also @1.1). O

21.5 Bemerkung Im Beispiel der hyperbolischen Torusautomorphismen haben
wir uns zunutze gemacht, dass der TdRigZ? eine abelsche Gruppe ist, und die
untersuchten Abbildungen Gruppenautomorphismen sind.

In physikalischen Anwendungen kann man dies naturlichtreewarten, und
andere Techniken missen benutzt werden. Eine wichtigegpitklasse mischen-
der Hamiltonscher Systeme ist die der geodatischen &liisEkompakten Man-
nigfaltigkeiten negativer Schnittkrimmung. Den Bewees @&rgodizitat dieser
Flusse findet man im von M. Brin geschriebenen Anhang voimizain [Bal].

Eine weitere Beispielklasse bilden sogenarBiléards, siehe Liverani und
Wojtkowski [L\/] und Kozlov und TreshchevqT].

22 Der Birkhoffsche Ergodensatz

Dieser Satz untersucht die Existenz von Zeitmitteln vonkiionen auf einem
Phasenraund/ eines maRerhaltenden dynamischen SystemsM, u, ). Wir
nehmen hier vereinfachend an, dagsin kompakter metrischer Raunv{ seine
o—Algebra von Borelmengem, ein Wahrscheinlichkeitsmal3 af ist und® von
T : M — M erzeugt wird.
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22.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz)ist f € L'(M, i), dann existiert fiigi—
fast alle Anfangswerten € M dasZeitmittel

n—1
Fom) = Tim = S f o T¥(m),
k=0

fe LM, p), [, fdu= [, fdpundfoT = f (u-fast iberall).
Bew.:
0. O.B.d.A. istf reell.

1. Wir zeigen etwas mehr, namlich, daggast iiberall gleich dem wie folgt
definierten "TRaummittel’fz von f ist.

Es sei dazu C M die Unters—Algebra derI'—invarianten Borelmen-
gen undf7 eine Version vor(f,7Z) (also insbesondere konstant auf den
Atomen vonZ).

2. Esgenugt nun, fur alle> 0 und M, := M N M mit

1

n—~o0 n

M7 = MZ(f) = {meM| lim ifomm)zfz(m)—e}
k=0

zu zeigen, dasg(M.) = 1 gilt. Dies folgt ausu (M) = 1, denn
MZ(f) = MI(—f).

3. EsistM(f) = M (g) furg := f — fr — ¢, alsogr = —e. Wir setzen nun

k-1
G, = maxkgnZgoTl (n € N).

=0

Dan — G, monoton wachst, ist

A :={me M| lim G,(m) < oo}
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wohldefiniert, und es gilt

1= G (m)
lim =Y goT'(m)< im ——=<0  (meA),
=1

n—oo N, n—oo n

alsoM D A.. Also folgt der Satz aus der AussageA.) = 1 oder aqui-
valentu(AS) = 0.

4. Wir mussen also das WachstumsverhaltenWguintersuchen. Es ist wegen
der Monotonie vortz,, und der7’—Invarianz vonA¢

o< |
A

Da G, in der FormG,,. ;1 = max(g,g + G, o T') geschrieben werden
kann, ist damit

(Gosr — G dt = / (Gusr — G o T) dp.
A

c c
3 3

0< / (9 + max(0, -G, oT))du = / (9 + max(0, —G,,)) du.
Ag A

Da aus der Monotonie
0 < max(0, —G,,) < max(0, —G1)

folgt, ist der Satz uber die Dominierte Konvergenz anwemptyir wissen
ja, dass fur alle € A¢ lim,, . max(0, —G,(x)) = 0 ist. Damit erhal-
tenwir0 < [,. gdp = [,. grdp = —ep(AS), alsop(AS) = 0. 0

23 Bewegung im periodischen Potential

Wir betrachten hier die von der Hamiltonfunktion
H:P—R , H(p,g=1ip"+V(g) (23.1)

auf dem Phasenraufi := T*R? = RY x R? erzeugte Bewegung. Dabei soll
das Potential € C*(RY,R) L—periodisch bezuglich eines von Basisvektoren
(1, ..., t; desR? aufgespannteGitters

d
L :=spany(ly,...,03) = {Z nil; | n; € Z}
i=1
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sein, d.h. es soll gelten
Vig+0)=V(g) (geR? LeL).

Wegen dieser Periodizitat konnen wirauch als Funktion auf deri+dimensionalen
Torus
T:=RY/L={¢+L]|qgeRY

auffassen. Diese Mannigfaltigkeit lasst sich mit dem kakipn Parallelotop

d
i=1

dem so genannteBlementargebietdentifizieren, wenn man mittels déquiva-
lenzrelationg ~ r, falls ¢ — r € £ deren gegenuiberliegende Rander identifiziert.
Insbesondere ist kompakt. Die glatte Abbildung

W:RZ—>T , q—q+ L

wickelt sozusagen den Konfigurationsraum auf dem Torusuendf,gestattet uns
die Definition des Potentials

V:T—R , V=Vor!
aufT. Der Phasenraum des Torus ist die Mannigfaltigkeit
P:=T"T=R!xT.

Mittels H : P — R, H(p,q) = p® + V(qg) wird ein hamiltonscher Flus$*
definiert:

23.1 Lemma Der Fluss®* : P — P existiert filr alle Zeiten < R, und

bt 20) | < /208 (20) — Vo).

Bew.: Fir alle EnergierE € R sind die EnergieflacheR; := ﬁ‘l(E) abge-

schlossene Teilmengen vdn Da der Betrad|p| = 1/2(E — V(q)) des Impul-

ses durchy/2(E — Vi,;,) beschrankt ist, ist auch beschrankte Teilmenge der
Mannigfaltigkeitﬁ, und damit kompakt. R
Andererseits ist aber das Hamiltonsche Vektorf&lgl tangential art g, wir
konnen es also alt restringieren. Lipschitzstetige Vektorfelder wie dieses
zeugen aber auf kompakten Mannigfaltigkeiten Flussefidialle Zeiten existie-
ren. O
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24 Klassische Streutheorie

Ein Grol3teil unseres Wissens tiber Molekile, Atome undiElgarteilchen stammt
aus Streuexperimenten, in denen Teilchen definierter Aysigeschwindigkeit mit-
einander oder einem feststehenden Target kollidierenh Nigen Streuprozess
wird registriert, welche Teilchen mit welcher Geschwirldig auftreten. Auch
wenn die richtige Sprache zur Beschreibung dieser Prozisg@uantenmecha-
nik ist, stimmen deren Voraussagen in manchen Situationgater Naherung mit
denen der Klassischen Mechanik tiberein.

Ein klassischer Streuprozess ist z.B. der von zwei Bilkageln oder von ei-
nem Kometen im Schwerefeld unseres Sonnensystems. Wiewewar den ein-
fachsten Fall der Streuung eines (klassischen) Teilchemsniem lokalisierten
Potential untersuchen. Um technische Komplikationen zmea&len, werden wir
sogar die etwas unrealistische Annahme eines glattentRigan € C7°(Ry, R)
machen, das aulRerhalb eines Kompaktums verschwindetsfddie iBedeutung
des unteren Inde’0” in C§°). Wir untersuchen also die Hamiltonfunktion

H(p,q) :== ip* +V(¢q) aufdem Phasenraum} := R} x R7.

Da Vi := infyern V(q) > —ocist, ist fur feste Anfangsenergi€ der Betrag

des Impulses durclp| < /2(E — Viuin) Nach oben beschrankt. Das Teilchen
kann also nur dann eine grofRe Nofpb;(x)|| bekommen, wenn mi®,(z) =
(p(t),q(t)) der Ortg(t) nach unendlich geht. Dann muss die Bewegung aber der
freien gleichen, die bekanntlich fur alle Zeiten definistt Wir erhalten ein glattes
dynamisches System

DeC®Rx M,M)  ®tz) =)

Diese Information ist fur sich genommen etwas durftig.

So werden durchb, zwar alle Orbits des Systems beschrieben, aber die ge-
bundenen wie die Streubahnen auf gleicher Stufe.

Insbesondere ist die Beschreibung weit von der eines (giedén) Streuex-
periments entfernt, in dem wir den "weit entfernten Teilthgewisse "Anfangs-
daten” geben und "lange nach dem Streuprozess” seinen Etadwlbeschreiben.
Offensichtlich ist es wenig sinnvoll, direkt déim; ..., ; zu betrachten. Statt-
dessen gehen wir auch bei Potentialen unendlicher Reitdndavon aus, dass
das gestreute Teilchen sich "anfangs” und "zum Schluss; #leo gemall dem
von Hy(p, q) = 5p° erzeugten Flus®{(po, ¢0) = (po, go + pot) bewegt. Wir
vergleichen also mit der Freien Bewegung.
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24.1 Satz Die Mgller-Transformationen

QF ;= lim ®_;0®? (24.1)

t—to0

existieren auf dem Definitionsbereich
D% := M\ ({0} x R})

und sind glatte volumenerhaltende Abbildungen.

DPo

4o
qo + pot
Q" ((po, 90))

Abbildung 33: Definition der Mgller-Transformation

Bew.: AulRerhalb des kompakten Tragetsp(V) = {¢ € R* | V(¢) # 0} des
Potentialsl” stimmen die beiden Flusse tberein. Daher wird in dieselindea
Limes in 24.1) schon nach endlicher Zeit erreicht. Es sei namtigh= (po, qo) €
D°. Dann istp, # 0, sodass auch die Phasenraum-Umgebung

U:={zeM||z—zo| <ilpol}

von z, ganz in DY liegt. Weiter ist firz = (p,q) € U die Geschwindigkeit
Ip| > 3|po| > 0, sodass nach einer Minimalzeit

T := diam(supp(V))/|po| > 0
die freie Teilchenbewegung asspp (V') herausgefuihrt hatDamit gilt

O (z) = Pzp o ®lp(a) (v €D),

'diam(X) = sup,, ., x |71 —x2|| bezeichnet deBurchmesseeiner nicht leeren Teilmenge
X CR".
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was Existenz und Glattheit der Mgller-Transformationeplimert. Die Volumen-
erhaltung der Abbildun§™ folgt aus der entsprechenden Eigenschaft&pand
Y. O
Anschaulich entspricht das Bild voR° unter Q* aus den Phasenpunkten die

in Zukunft bzw. in der Vergangenheit nach Unendlich entlveic Umgekehrt
wollen wir auch Bindungszustande definieren:

24.2 Definition Seik € N.

VR = [z e M| ||®z)|| <k fur 0<+t< oo}
b* = Ugenb™"

b = b Nb- (Bindungszustande)

st o= Qi(DO)

s = sTNs (Streuzustande)

Diese Definitionen gelten auch in allgemeineren Situaticade der hier betrach-
teten.

24.3 Satz Fiir die Streuung an Potentialene C3°(R7,R) gilt s= = M \ b*.
Bew.:

e Seiz € M\b*. Dann existiert eine Folge von Zeitét) };cy mitlim; o, t; =
+oo und|| D, (z)|| > k.

Daher muss eifl’ > 0 mit ®;(x) ¢ R} x supp(V') fur &t > T existieren.
Seiy := &%, o d.p(z). Dann ist (wegertl,(y) = H(z) > 0) y € D°, und
x = Q*(y).

e Ist umgekehrtz € s* = QF (DY), z.B. 2 = QF(y), dann istH(z) =
Ho(y) > 0und furk € N z ¢ b**, denn sonst kdnnte fir nicht gelten,
dass

Vt>T(y): o =duy(z) mit z =% (y). O

Die Aussage des Satzes scheint banal. Man muss in diesearbahgr vorsichtig
sein, denn es existieren in der Himmelsmechanik z.B. Bahremit

lim inf ||g(t)|| < und i t)|| =
é%}nHQ(W o0 é%ﬁUPWﬂ)H 0,
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Abbildung 34: Eine weder gebundene noch streuende Bahn

die also qualitativ wie in der SkizZ&4 aussehen. Solche Bahnen, die in positiver
Zeit weder gebunden sind noch streuen, kommen hier abervoch
Dagegen sind i.Ab™ # b~ unds™ # s

24.4 Beispiel M = R, x R,, Potentiall” wie in Abbildung35.
Die Phasenraumpunktg, z3 € s = s N s~ sind Streuzustande;, x¢ € b =

Abbildung 35: Bindungs-, Streu- und Einfangzustande

b™ N b~ Bindungszustande, wahrend

T9 €T N s~ ,aber  xo b7 | xSt
also bUs.
xy €07 NsT ,aber  x, &bt w4 s T2 Ta EbUs

Ein in der Vergangenheit gebundenes Teilchen kann alstdusan Zukunft frei
werden und umgekehrt z.B. kann ein Meteorit vom System Btded eingefan-
gen werden. Ist ein solcher Vorgang zu erwarten?
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Um eine Antwort auf die Frage zu geben, wollen wir das MaR dendé
wu(stAs™) von Zustanden, die nur in einer Zeitrichtung streuen doétten. Dabei
ist © das Lebesgue-Mal3 aif.

24.5 Satz Fur die Streuung an Potentialghc Cg°(R7, R) gilt
u(stAs™) =0 (asymptotische Vollstindigkeit)

Der anschauliche Grund furr die Richtigkeit des Satzeslass sich das aus dem
Unendlichen kommende Phasenraumvolumen wegen der méBeden Eigen-
schaft des Flussds nichtim Endlichen stauen kann. Dies formuliert der Schwarz
schildsche Einfangsatz:

24.6 Satz (Schwarzschildscher Einfangsatzks sei® : G x M — M ein das
Maf . auf M erhaltendes dynamisches System dnd M messbar mifi(A) <
oo. Dann gilt fir

Ai = mitZO(I)t(A)
HAT) = pATNAT) =p(A7)

Bew.: Fur alleT € G gilt
p(AF) = p(Narz0P(A)) = (P (Neiz0Pi(A))) = p(Narr®i(A)),
also (wegen der Stetigkeit des Maliegon oben, siehe BauerfiL], Satz 3.2)

WAT) = (Neea®e(A)) = p(AT NA7).

m
Beweis des Satze®4.5 Fur allek € N ist die Menge®* messbar ung (b++) <
(2k)* < .

Aus dem Schwarzschildschen Einfangsatz folgt

p(b™F) = p(™") = " N o)

oder
p(OF\bE)) =0 (24.2)

8Die symmetrische Differermveier Teilmengem, B C M ist AAB := (A\ B) U (B \ A).
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Wegenh* = M \ s* gilt
sTAs™ = (bt NnsT)U (b~ Nst). (24.3)

Unter Ausnutzung voli™*t! 5 v+*F und deroc—Additivitat (19.1) des Lebesgue-
malfdes: erhalten wir mit 4.2

pdNsT) = ,U(( Uken b+’k) A (M \ Uler_J)))
= lim (™" N (M \b ")) = 0. (24.4)

k—o0

Analog zu @4.9) gilt u(b~ N s*) = 0, woraus mit 4.3 die Aussage folgt. O

Unter der Voraussetzung der Existenz der Mgller-Transédionen und der asymp-
totischen Vollstandigkeit konnen wir digtreutransformation

S:D—D r— (Q) o Q (2) mit D:=(Q7)(s)
einfuhren, siehe Abbildung6. Damit wird
S(x) = lim %, 0y ®° ()  (x € D).

In der Streutransformation sind alle relevanten Infororagin Uber daResultat

S(x)
Abbildung 36: Definition der Streutransformation

des Streuprozesses codiert.

Um Kontakt mit Streuexperimenten herzustellen, muss ty@sveise aus
der Wirkungsquerschnitt berechnet werden. Denn bei (mKkapischen) Streuex-
perimenten isti.A. der Impaktparameter nicht bekannt.

Eine solche weiterfuhrende Theorie kann hier nicht eritelioverden (siehe
aber [KS]). Es sei aber darauf hingewiesen, dass ironischerwegsBldiimenge
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stAs~ eine zentrale Bedeutung besonders fiir den quantenmechani Streu-
prozess besitzt. Die so genannten Resonanzen lassen si@den Fallen auf
diese Nullmenge beziehen.

Der Gund ist folgender: Streubahnensimit kleinem Abstand zu™ As™~ ver-
weilen lange in der Nahe gebundener Bahnen und besitzei eiaengrolie Zeit-
verzogerung. Da in der Quantenmechanik wegen des Intedeffektes solche
Laufzeitunterschiede zu Phasenverschiebungen und Ardphiverstarkung bzw.
-verminderung der auslaufenden Welle fuhren, konnemRaszen auftreten.

Die Struktur vons™ As~ kann sehr verwickelt sein. Im himmelsmechanischen
n—Zentren-Problem beispielsweise, besitzt diese Menge f& 3 Zentren lokal
die Struktur einer Cantormengéij].

25 Der Poincaresche Wiederkehrsatz

Stellen wir uns einen Containéfr = C;,UCk C R? mit einer Trennwand vor, die
diesen in zwei Kammern teilt. Die linke Seitg sei evakuiert, wahrend die rechte
SeiteC'r mit Luft gefulltist. Wir entfernen die Trennwand. Ohne denauen Orte
und Geschwindigkeiten der Gasmolekile zum Zeitpunkt denfiung zu kennen,
erwarten wir, dass sie nicht auf der rechten Seite bleitmrern sich auf beiden
Seiten etwa gleich verteilen.

° ° o °
oo°:. o .. o e o

() °

® e > o ©
0.0 P [ . [
[ ] .. ... ®
) ° °

Cr Cr

Niemand wurde intuitiv erwarten, dass sich die Luft zu eirgpateren Zeit-
punkt wieder in der rechten Containerhalfte versammedhdsl das ist aber Kon-
sequenz des folgenden Satzes:

25.1 Satz (Poincagescher Wiederkehrsatz) Es sei® : Z x M — M ein das
Maf3 ;. auf M erhaltendes dynamisches System (siehe Def). Weiter seien
B c M C M messbar, undl sei®—invariant mit i(M) < co.

Dann kehren fast alle Punkte absunendlich oft nactB zuriick.

9, (M) = M furallet € G
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25.2 Bemerkungen e Istu(M) < oo, dann setzt man einfadll := M.
Ohne die Einschrankung M) < oo ist der Satz aber falsch, wie man schon
am Beispiel der Translatioh,(z) := = + ¢t auf M := R mit Lebesguemal
1 sieht.

e Wennwireinen Flul® : Rx M — M zu diskreten Zeiten € Z betrachten,
konnen wir den Satz auf das restingierte System anwendezeitdiskre-
ten Fall ist es auch naturlicher, die umgangssprachlichesage I kehrt
unendlich oft nachB zuriick” im Sinn von

{n e N| ®,(z) € B} =

zu formalisieren.

Bew.: e ISt 1(B) = 0, so ist die Aussage offensichtlich, wenn man bedenkt, dass
in der Mal3theorie "fast alle” alle bis auf eine Menge vom Ma@dlldedeutet.
e Es sei alsq.(B) > 0 und

K= JoB) (e

K, ist als abzahlbare Vereinigung messbarer Mengen messizhgus\/ > K,

folgt p(K,) < u(M) < oo. Es gilt
Kpp1=®_(K,) und MDKyDK;D...DK,DKni1D....

B N K, ist die Menge der Punkte ausdie nach der Zeit noch einmal nactB
zurickkommen.

e BN (Npen, Kr) ist die Menge der Punkte aus$, die nach beliebig langer Zeit
noch einmal nacl®® wiederkehren, d.h. unendlich oft wiederkommen. Diese Men-
ge ist als abzahlbarer Schnitt messbarer Mengen messivavolén nun zeigen,
dass

(BN (Nneno Kn)) = 1(B) (25.1)
gilt. Wegen der Schachtelung d&t, ist

() Ko =Ko\ <UneNOK" \ Kn+1) ,

n&eNp
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also wegen des—Additivitat (19.1) von

K (B N ( m Kn)) = ,U(B N KO) - ZM(B N (Kn \ Kn—i—l))' (25-2)

n€eNp n=0

NunistBNKy = B,und ausk,, O K,y undu(K,1) = u(®_1(K,)) = p(K,)
folgt u( K, \ K,41) = 0. Also impliziert (25.2) die Behauptung45.1). O

25.3 Beispiel Im Fall des Containers i$R?* x C')" der Phasenraum derGasato-
me. Wir modellieren mit einer glatten Funktidghe C>(R3 R) die Wechselwir-
kung zwischen den Atomen. Dann ist die Hamiltonfunktion den Form

H:RxC)"—=R , Hpi,q, . pnta) = 3o+ > Vi — )
k=1 1<k<i<n

Bei Stol3en mit den Containerwanden setzen wir fest, dafalichen reflektiert

werden (Ausfallswinkel = — Einfallswinkel). Damit erhaitevir ein das Lebes-

guemaf erhaltendes dynamisches System

Wir betrachten nun eine Energieflaché := M := H~'(E) mit dem (end-
lichen) Liouvillemafu und setzemB := M N (R® x Cy)". Dies ist der Teil der
Energieschaléd/, in dem allen Teilchen auf der rechten Seite sind.

Naturlich ist der entscheidende Punkt, dass keine Aus8hgedie Wieder-
kehrzeiten gemacht wird. Im Fall des Containers ist die \&fikehrzeit nachB
(fur realistische Container’, Teilchenzahlem und Energienr) grolRer als das
bisherige Alter des Universums.

Dieses Beispiel wird im Teil Il der Vorlesung (Statistisdiechanik) ausfuhr-
licher diskutiert.

Der eben bewiesene Satz gehort wie auch der Satzzur Ergodentheorie (al-
so der Verknuipfung der Theorie dynamischer Systeme miM#— und Wahr-
scheinlichkeitstheorie). Ein gutes Buch tiber Ergodentilrast Walters |a]; An-
wendungen auf Probleme der Klassischen Mechanik findet mamriol'd und
Avez [AA] und in [BU].

26 Mannigfaltigkeiten

Es sollen nun differenzierbare Mannigfaltigkeiten forrealgefiihrt werden und
zwar aus drei Griunden. Zum Ersten ist der Mannigfaltigheggriff in der Me-

ODjeses ist nicht stetig, es ist aber ein dynamisches SystemaRtheoretischen Sinn.
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chanik sehr niitzlich; zum Zweiten sindibung und Vorlesung viele Einzelrech-
nungen im Zusammenhang mit Koordinatenwechsel schonfidngevorden und
brauchen nicht wiederholt zu werden; zum Dritten tritt deomgpetrische Gehalt
von Aussagen klarer hervor, wenn man sie (soweit mogligh)Mannigfaltig-
keiten formuliert und nicht inR™. Denn in letzterem Fall rechnet man meistens
doch in kanonischen Koordinaten, und auf3erdem besitZR8&usatzstrukturen
(Gruppe, kanonische Metrik etc.), von denen besser alisttaerden sollte.

Der zu zahlende Preis besteht darin, dass einige Zeit daeanendet werden
muss, einen mathematischen Formalismus zu entwickelsedédiitzlichkeit erst
im Lauf der Zeit klar werden wird. Eine empfehlenswerte Reffie zum Thema
‘Mannigfaltigkeiten’ ist Kapitel 1 von Abraham und MarsdpnV1]; Globale to-
pologische Fragen werden in Hirsdhi| behandelt.

26.1 Definition SeiM ein topologischer Raum.

e Eine Karte (U, ¢) besteht aus einer offenen TeilmengeC M und einem
Homoomorphismus aufs Bild : U — ¢(U) C R™, mit o(U) C R" offen.

e Zwei Karten(Uy, ¢1), (Us, ¢2) heiBervertraglich, wenn dieKartenwechsep, o
05" [y, und s o o7t [, glatte Abbildungen sind (M} /2 := 1,2(U; N Us)).

¢ Ein Atlasvon M ist eine Meng€ (U;, ;) | i € I} vertraglicher Karten, dié/

VRN

X | Y
Abbildung 37: Kartenwechsel zwischébi;, 1) und (Us, p2)

Uberdecken, d.hV/ = U;c;U;,.
e Zwei Atlanten heil3equivalenf wenn je zwei Karten vertraglich sind.

26.2 Bemerkung Aquivalenz von Atlanten ist offensichtlich eifequivalenzre-
lation.
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26.3 Definition Ein topologischer Hausdorffrautt¥ zusammen mit einekqui-
valenzklasse von Atlanten val heil3t(differenzierbare) Mannigfaltigkeit

Man denke durchaus an einen Weltatlas. Er muss die ganzéé&iftiwhe zeigen.
Dazu reicht eine Karte bekanntlich nicht aus. Die KartenAléss konnen durch
verschiedene Projektionsarten entstehen. Ein Objekindtes einen Karte recht-
eckig aussieht, kann in der anderen durch Kurven begreimztiGaicke sind aber
nicht erlaubt (siehe Abbildungg).

M

$1 P2 #3
=,

2R =
\ \

> £ e

kompatibel inkompatibel
Abbildung 38: Vertragliche und nichtvertragliche Karte

\Von einer metrischen Struktur wird also abgesehen, nicét abn der diffe-
renzierbaren Struktur.

26.4 Beispiel 1. Jede offene Teilmenge C R™ wird mitder Karte( M, Id )
zu einer Mannigfaltigkeit.

2. Als Teilmenge de®R"*!ist M = S" := {z € R"™ | ||z|| = 1} ein
topologischer Raum. Fjr=1,...,n + 1 seinun

U:I:j = {l’ e s" ‘ :l:l’j > 0}

Diese2n + 2 Kartengebiete und die Abbildungen

z1

) et = | 2

Tn41

1

¢rj Upj = R™ x:(

Tn+1
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bilden einen Atlas vord/. Dabei zeigt der Hut Ubet; an, dass diese Koor-
dinate weggelassen wird.

. Ein damit vertraglicher Atlas auf” wird durch die beiden Karten dste-
reographischen Projektiogegeben (Abbildung9).

SN2

Abbildung 39: Stereographische Projektion

0
2 “
U = STL : y = ’ : :
1/2 \{<f1>} 301/2(@ 1F 2,0 <x)

Kartenwechsel auf’; N Us:

- Tn+1

Y1
4
—1
Y2 0 Yy (y) 1 _|_xn+1 (y_n) ||y||2y (y S Spl( 1 2))

In der Mathematischen Physik taudttals Konfigurationsraum des sphari-
schen Pendels auf, urit"~* als Energieschal& ~!(1) des harmonischen
OszillatorsH : R? x R?, H(p,q) := 5(p* + ¢°).

. Man beachte, dass wir in Det6.3 von einer Einbettung der Mannigfal-
tigkeit vollig abgesehen haben. Wir kbnnen Mannigfadégen sogar allein

dadurch definieren, indem wir Kartenbilder und vertragitJbergangs-

funktionen angeben.

Bsp.: Der Konfigurationsraum eines ebenen Pendel$'isKartenbilder

= p1(U1) = (=7, 7), p2(Uz) = (0, 27),

Vii= @1 (U NU,) := (—m,0)U (0, )

—1 . ) ) ye(ovﬂ-)
ewoitin={ , Yo 500
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5. Die Konfigurationsmannigfaltigke#weierebener Pendel ist de~Torus
T? .= St x S,

26.5 Bemerkungen 1. Mit M und N mit Atlanten{(U;, ¢;) | i € I} bzw.
{(V;,4;) | j € J} ist auch der topologische Rauid x N eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas

(U x Vj, i x4by) | (i,5) € I x T}

2. Zusammendingendheil3t ein topologischer Raum/, wenn die einzigen
gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Teilmengeredre IMenge und
M selbst sind. Ist eine Mannigfaltigkeit zusammenhangeaan gilt fur
die Karteny, : U; — R™ immern; = ny, (i,j € I). Man nennt: := n; die
Dimension vonV/ und schreibt

dim(M) = n.

Wie kdonnen wir eine Abbildung : M — N zwischen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten angeben und beschreiben? Offenbar wiendtar Verwendung von
Karten (U, ¢) von M beiz € M und(V,v) von N bei f(x) € N, die der (ste-
tigen) Abbildung angepasst sind: Es my$8/) C V gelten. Dann ist die Abbil-
dung

bofop™ipU)—p(V)
definiert. Sie heil3tokale Darstellungvon f bei z. Wegen der Stetigkeit voif
konnen wir eine solche immer finden, indem wir notfalls zueeikleineren Um-

gebung/’ C U vonz ubergehen (die Kartg/’, | [,) ist mit den anderen Karten
vertraglich).

26.6 Definition f : M — N heil3tr—mal stetig differenzierbatf € C" (M, N)),
wenn fur aller € M die lokalen Darstellungen vofibei z r—mal stetig differen-
zierbar sind (siehe Abbildungp).

27 Das Tangentialbtndel
Welche geometrische Struktur bilden die Zustande, alde @rd Geschwindig-

keiten, eines mechanischen Systems, wenn sein Konfignsaéiom eine Man-
nigfaltigkeit M ist? Sie bilden das so genannte TangentialbUidélvon M.
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@ Yo fop @

Abbildung 40: Differenzierbarkeit voii : M — N

Ist M eine in denR™ eingebettete Untermannigfaltigkeit, so ist klar, was wir
unter dem Tangentialraum vadi an einem Punkt € M verstehen. Das ist dann
der Unterrauni, M der Vektoren des TangentialraurigR™ =~ R™ desR" bei z,
die anM tangential sind. Ist insbesondeYé C R” offen, dann ist

TM = M x R™. (27.1)

27.1 Beispiel S? C R3, siehe Abbildungt1.

Abbildung 41: Tangentialraurf, S?

Da nicht alle Mannigfaltigkeiten als Teilmengen eiri®sdefiniert sind, missen
wir bei der allgemeinen Definition des Tangentialbiindeal$ess vorgehen:
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27.2 Definition ¢ Ein Tangentialvektoeiner Mannigfaltigkeit\/ am Punkt
x € M ist eine Aquivalenzklasse von Kurvea € C'(] — ¢,e[, M) mit
¢(0) = =z, wobei zwei solche Kurvea, ¢, aquivalentheiRen, wenn in einer
Karte (U, @),z € U, qgilt

d

d
7f° c1(t) li=o= PTAd ca(t) Ji=o -

e Die MengeT’, M von Tangentialvektoren vol anz heil3tTangentialraum
von Manz.

e DasTangentialliindelT' M von M ist die Vereinigund J, ., 1. M.

e Wir bezeichnen die Projektion der Tangentialvektorer¥jd/ auf ihren
FuBpunktr mity, : TM — M; 7} (z) = T, M heiltFaserilberz € M.

e Eine Abbildungv : M — T'M mit my; o v = Idy, heildtVektorfeldauf M,
siehe Abb43.

Abbildung 42: Tangentialvektor alSquivalenzklasse von Kurven

Der Tangentialvektor wird also durch die Menge aller Kurdefiniert, die anein-
ander tangential im Sinn von

e(c1(t) = plea(t)) = O(F?) (27.2)

sind, siehe Abbildung2. Die Tangentialitatseigenscha#q.2 zweier Kurven ist
zwar in einer Karte definiert, bleibt aber bei Kartenwecleskbalten.
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TM

Abbildung 43: Ein Tangentialvektorfeld: M — T M; der Nullschnitt vorl' M
wird mit M identifiziert

27.3 Beispiel M C R” offen, Karte(U, ) := (M,1d). Dann ist
TM = M x R",

sodass das Tangentialbiindel vbh eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der
doppelten Dimension ist.

Die Definition ¢7.1) vonT'M wird in Definition 27.2von T'M ubergefuhrt,
wenn man einem Tangentialvekioanm € M die Aquivalenzklasse der Kurve
t — m+t - v zugeordnet.

Allgemein sind die Zeitableitungen

d
at”
Vektoren imR™ und im Kartenbild konnen wir diese Tangentialvektoreneimier

reellen Zahl multiplizieren und miteinander addieren. d@i&/ektorraumstruktur
ubertragt sich kartenunabhangig auf Tangentialvekteon)/ anz.

o ¢(t)]=o0

27.4 Definition Fur f € CY(M, N) heiBtT f : TM — TN mit
Tf(lclz) == [f o @) (x € M, cKurve beix)
die Tangentialabbildungon f (dabei bezeichnét] die Aquivalenzklasse).
27.5 Satz Der Tangentialraurd,M von M anz ist ein reeller linearer Raum,
unddim(7T, M) = dim(M).

Das Tangentialbund@l M von M ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
unddim(T'M) = 2 - dim(M).
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Bew.:Sei A := {(U;, ¢;) | i € I} ein Atlas vonM. Dann ist
TA = {(TU, T:) | i € I}

ein Atlas vonT'M (genannt denatirliche Atlag. O

Zwar konnen wir im Prinzip in der Mannigfaltigkeft M beliebige Koordinaten
benutzen. Es ist aber sinnvoll, in den Tangentialvektoireealre Koordinaten zu
verwenden, um in den Karten Tangentialvektoren an einenktRuie Ublich zu
addieren. Eine KartdJ, ¢) von M induziert aufU dien = dim(M) Vektorfelder

0 0

— e, =— U —=TU,
0901 a@n

die unter der Tangentialabbildung die Bilder

T¢<ﬁo<wzcmw@g (welUl=1,...,n)

Oy

haben ¢, bezeichnet defiten kanonischen Basisvektor d&'%). Furx € U bilden

die Tangentialvektoreg’-(z), .. ., 52-(z) eine Basis vori;, M.

27.6 Beispiel Fur M := S" = {z € R"™! | |z| = 1} ist allgemein
TS" = {(z,y) e R"' x R"™ | |z| =1, (2,9) =0}
e n=1: WegenS! = {z € C | |z| = 1} kdnnen wir das Tangentialbiindel mit
zgazgﬁwecxcuﬂzl,%ewR}
identifizieren. Wir finden einen Diffeomorphismus
'.a TS!
Rl

Abbildung 44: Tangentialraum der Kreislini#

I:7TS"— S' xR,
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die sogenanntParallelisierungvon 7'S', gegeben durch
(z,y) — (x,y/(ix)) , I':(z,2)— (z,iz2) ,siehe Abb44.

Wir haben von dieser Tatsache bei der Betrachtung des elfametels Gebrauch
gemacht.

en=2: Beh.: T'S? ist nicht parallelisierbar, d.h. es gibt keinen Diffeomorphismus
I : TS? — S? x R? der faserweise (d.h. ifi,,S? fur alle x) linear ware und
bezuiglichS? die Identitat ist*

Bew.: Durch Widerspruch. Betrachte™! ({z x (j) }). Das ist ein Tangentialvektor an
x € S2. Dieser Tangentialvektor verschwindet nach Voraussetmioht (Linearitat).
Betrachten wir fiir allec € S? diese Tangentialvektoren, so erhalten wir ein nicht ver-
schwindendes Vektorfeld ausf.

Ein solches Vektorfeld” : S? — T'S? existiert aber nicht (Abbildung5). Denn sei
Y (x) (notfalls durch Normierung) fiir alle € S? von der Lange 1 und. := ¢ - Y von
der Langege|. Dann bildet

fo:8% =R | zx+Y(x)
auf die Sphares?(r) vom Radiusr := v/1 + <2 ab. Wir betrachten auR® die 2-Form
52

Abbildung 45: Tangentialvektorfeld asf

(siehe Anhang)

w = x1 dxgy A das + zodes A dry + xs dzy A dzy = 13 cos(0)dp A db
in Kugelkoordinaten:; = rcos(6) cos(¢) , o = rcos(8) sin(p) , x3 = rsin(6).
Nun kdnnen wir die Flach&'(r) der Sphares?(r) einerseits durch

F(r)= l/ w = 4mr? = 4n(1 + £%)
S2(r)

r

1per folgende Beweis von Milnor lasst sich auf alle Spha&t verallgemeinern, siehe
[ ]. Von den ungerad-dimensionalen Spharen ist adReur nochS® undS” parallelisierbar.
DaRS? parallelisierbar ist, sieht man daran, d&Ssdiffeomorph zur Liegrupp&U (2) ist.
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berechnen, andererseits aber nach unser Widerspruchsaamrch

1 1 .
F<r>=—/ w:—/ £ (w).
T Jfe(52(1)) T Js2(1)

Letzterer Ausdruck ist aber ein Polynom dndividiert durchr = /1 + 2, wie man
durch explizite Betrachtung vofi (w) sieht. O

Das Tangentialbund&l M einer Konfigurationsmannigfaltigkeit/ ist der Raum
der Orte und Geschwindigkeiten. Die Lagrangefunktion £imechanischen Sy-
stems mit Konfigurationsraum/ ist eine Funktionl, : TM — R.

28 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Fur den Hamiltonschen Formalismus benotigen wir dash@eatialbindel™ M.

28.1 Definition Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine-Form auf
dem Tangentialrauri;, M von M bei z hei3tKotangentialvektor von/ bei z.
Der lineare Raun?; M dieserl-Formen hei3Kotangentialraum von\/ bei x.
Die Vereinigundl™ M := J,.,, T M heiRtKotangentialliindel von)\/.

Koordinaten Wenng = (¢, - - ., qn), n := dim(M), lokale Koordinaten auf/ C
M sind, wird einel-Formp auf 7, M durch dien Zahlenp, := p(a%(:c)) festge-
legt. Wir identifizieren dann in diesen Koordinatemit dem Vektor(p,, . .., p,)
und verwenden die Bundelkoordinatgnq) auf 7+U.

Offensichtlich gilt auchlim(7*M) = 2 - dim M.

T M ist sogar diffeomorph zii' M (allerdings nicht kanonisch diffeomorph).

Wir haben schon einige Beispiele kennengelernt:

1. T*"R™" 2 R" x R (der uibliche Phasenraum)
2. T*S1 =R x St (planares Pendel)
3. T*S? (spharisches Pendel)

Die Hamiltonfunktionen waren Funktiondi : 7*M — R. Die rechte Seite der
Hamiltonschen Differentialgleichung war durch das vénnduzierte Hamilton-
sche VektorfeldX; gegeben. Bezeichnet man niit:= 7*M den Phasenraum,
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So ist Xy insbesondere eine glatte Abbilduig; : P — TP in das Tangenti-
albiindel vonP mit der Eigenschaft, dass o X : P — P die identische Abbil-
dung ist, also ein Tangentialvektorfeld. Bezuglich ddwalen(p, ¢)-Bundelkoor-
dinaten besitz ;; die Komponenten

—0H/oq

_ | -oH/84n
Xn = O0H/0p1

8H Opn

Das Hamiltonsche Vektorfeld soll jetzt koordinatenfrefidiert werden. Ziel ist
ein besseres geometrisches Verstandnis.

28.2 Definition Einesymplektische—Formauf einer Mannigfaltigkeif” ist eine
geschlossene, nicht degeneriexté&ormw auf P, d.h.

dw=0 ,und Vxe PV, e T,P\{0}IneT,P: w(n) #0
(P, w) heiRtsymplektische Mannigfaltigkeit

28.3 Bemerkungen 1. Aus der Linearen Algebra ergibt sich, dass#ie P
dim(7, P) gerade sein muss, damit dieForm nicht degeneriert ist. Das ist
naturlich fur Phasenraume der FormpP = 7™M der Fall.

2. Nicht jede geschlosseeForma (d.h.da = 0) ist exakt(d.h.«a = dg fur
eine(k — 1)-Formpg). Fallsw exakt ist, heil3t P, w) exakt symplektisch

3. Im Fall P = T*R" haben wir die2-Formw, := > ", dg; A dp; zur
Verflgung. Es giltuy = —dO, mit ©y := > | pidg;.

Wir wissen, dass eine beliebige (nicht notwendig antisytnisehe) nicht dege-
nerierte Bilinearform eineblbergang von Vektorfeldern zZi+Formen und umge-
kehrt ermoglicht. Angewandt auf die symplektischd-orm ist der Zusammen-
hang durch die Gleichung

wX, )=« X Vektorfeld , « 1—Form auf P,

gegeben. Wahlweise kant ausa oder umgekehrd aus X bestimmt werden.
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28.4 Definition Ein Vektorfeld X : P — TP auf (P,w) heil3tHamiltonsches
Vektorfeld wennw (X, -) eine exaktd—Form ist,lokal Hamiltonsches Vektorfeld
wennw(X, ) geschlossen ist. FUiH : P — R hei3t das VektorfeldX; mit
w(Xpy, ) = dH dasvon H erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld

Betrachten wir den FallP, w) = (T*R", wy), S0 ergibt sich ir{p, ¢)—Koordinaten
mit

n a 2n a
Xy = ;(XH)za—pl + i:;rl(XH)iaQi

n n

Z dg; N dpi(Xp,-) = — Z(XH>iqu' + Z(XH>i+ndpi

i=1 =1 =1
und

" (0H OH
dH = Z (8—%in + 8—pidpi) )
i=1

durch Koeffizientenvergleich also

OH OH
(XH)Z__an ' (XH)H-n—a—pZ (’L—l,...,n),

d.h. die rechte Seite der Hamiltonschen Gleichungen.

Warum, so kann man fragen, haben wir geraglbenutzt? Tatsachlich werden
wir spater eine Formulierung der Bewegung eines Teilclreeghem Magnetfeld
kennenlernen, in der eine abgeanderte symplektische koenw, verwendet
wird. Trotzdem besitzt, eine besondere Bedeutung, es lasst sich namlich koorfaialt [
natenfrei geometrisch definieren. Diese Definition las$t suf alle Phasenraumenoch]
P, die Kotangentenbundel siid® = 7* M), ubertragen.

Wir bezeichnen mit

oy P—M WX/I(T;M) ={q}

die FuBpunktprojektion des Kotangentenbiindels- 7% M von M.

Wir wollen einel-Form auf dem Phasenraufhdefinieren, deren aul3ere Ab-
leitung uns dann die kanonische symplektische Form liefgne solche—Form
Oy ist durch ihre Anwendung auf ein beliebiges Tangentialodktd Y : P —
TP definiert.0,(Y) : P — R ist dann eine Funktion auf dem Phasenraum. Be-
trachten wir einen Punkt € P des Phasenraumes, so lasst sich dieser als ein Ko-
tangentialvektor der Konfigurationsmannigfaltigk&ftam FuBpunkiy := 773, (x)
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auffassen. Ein solcher Kotangentialvektor wiederumtlgiet auf einen Tangen-
tialvektor an) am gleichen Punkt anwenden. Verknupfen wir diese Beohaeht
gen, so lasst sich eirle-Form©, auf P durch

(Bo(2), Y () := (2, Tmy(Y(x)))  (zeP) (28.1)
definieren (Abbildungi6), denn die Tangentialabbilduigr;, bildet Tangential-

M

M
Ty (Y(x))
Abbildung 46: Zur Definition der kanonischen symplektistclik®rmo,

vektoren des Phasenraunfé solche des Konfigurationsraumé&sab, die wie-
derum durch Paarung mit der 1-Fornauf M in eine Zahl umgewandelt werden.
Das folgende Diagramm von Mannigfaltigkeiten und Abbildgankommutiert

TP —— TM

T7r}‘M

Wpl l TM
71'*

r —, M.

d.h. die beiden verketteten Abbildungen VB® nachM sind einander gleich.

28.5 Definition Die durch ¢8.1) definierte Differentialfornm®, heildtkanonische
1-Form wy := —d©, kanonische symplektische Foemaf P = T*M.

In einer kanonischen Bundelkartg, ) ist

- 0 0
Y = ; (Yiﬁ—pi + m+n8—%)

und
0

Trr)Y = Yii,—.
(TEiY =D Viewg
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Der Vektorp lasst sich in der Form = " | p;dg; schreiben, sodass wid, =
>, pidg; erhalten. Man beachte aber, dassine1-Form aufi/, ©, aber eine
1-Form aufP = T* M ist!
Zusammenfassend lasst sich sagen, dass eine Hamiltowfuik : 7*M —
R auf dem Kotangentenbiindel einer Konfigurationsmanrtigtadit A/ genugt,
um durch die Relation
UJ()(XH, ) =dH

ein Hamiltonsches Vektorfeld ;; auf dem Phasenrauiit M zu definieren.

Nicht jede symplektische MannigfaltigkéiP, w) entsteht auf die angegebene
Weise, und es ist noch nicht einmal jede symplektische M#daltigkeit exakt
symplektisch:

28.6 Beispiel P = T?, in lokalen (1) Winkelkoordinaterp,, o, ist die ‘Volumen-
form’ w := dgy A dy, eine symplektische Form auf. Es gilt [, w = (27)* # 0.
Daher ist die symplektische Mannigfaltigk€iP, w) nicht exakt symplektisch,
denn sonst ware nach der Formel von Stékes

/w:—/d@:— 0 =0,
P P oP

da die Mannigfaltigkeit” = T? ja keinen Rand besitzd@ = ().
Es ist auch nicht jedes lokal Hamiltonsche Vektorfeld Haomi$ch.

28.7 Beispiel P = T? wie oben,a;,a; € R, in lokalen Koordinaten sei das
Vektorfeld X : P — T'P gegeben durchiy;, ps) — (1, vo; a1, as).
X ist lokal Hamiltonsch, denn

0 0
fr=w) = dande <%+%)

= aydps — asdy, , sodass df = 0.

Aber es existiert fufa,, a2) # (0,0) keine Funktiond : P — R mit 5 = dH,
denn diel-Form  verschwindet nirgends, wahrend eine Funktidrauf dem
(kompakten!) Torug® eine Maximalstelle: € P haben muss und datt? (z) = 0

gilt.

12Nach derFormel von Stokegilt filr das Integral der ausseren Ableitung eifer— 1)-Form
© auf einern-dimensionalen Mannigfaltigkeit/ mit RandoM

/ do = 0.
M oM
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Abbildung 47: Lokal Hamiltonsches Vektorfeld auf dem Tofifs

29 Lieableitung und Poissonklammer

Im letzten Kapitel war der Begriff der symplektischen Magfaltigkeit (P, w)
eingefuhrt worden. Dabei wdP eine Mannigfaltigkeit und, eine symplektische
2—Form, d.h. eine nicht degenerierte geschlossene Ditiatiarm zweiter Stufe.
Standardbeispiel i$iP, w) = (T*R7, >, dg; Adp;). Eine Hamiltonfunktion :
P — R induziert dann das Hamiltonsche Vektorfelq;, das durch die Relation
w(Xpy,-) = dH definiert ist. Im Standardbeispiel gilt iip, ¢)-Koordinaten

—0H/oq1

| -eH/8qn
Xn = O0H/0p1

OH Opn

Ein Vektorfeld, also insbhesondelgy;, erzeugt einen Fluss,, der zumindest fur
kleine Zeiten lokal existiert.

Die Lieableitungeiner differenzierbaren Funktigh: M/ — R auf einer Man-
nigfaltigkeit M in Richtung eines VektorfeldeX : M — T M ist die durch

Lyf = df(X) (29.1)

definierte reelle Funktion auf/. Wir wollen diese Definition verallgemeinern.
Zunachst eine harmlose Notation.

29.1 Definition Es seiX ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit/ undw eine
(k + 1)-Form. Dann heif3t die durch

ixw(Xy, ..., Xp) =w(X, Xy,..., Xg)

definiertek—Formixw inneres Produkvon X undw.
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Man hatte stattyw naturlich auchu (X, -, ..., ) schreiben kdnnen.

29.2 Definition Es sei X ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeid/. Dann
heil3t fur einek—Formw die k—Form

LXw = (ixd + dix)w

die Lieableitungvonw nach.X.

Tatsachlich ist. yw einek—Form, denn die aul3ere Ableitung erhoht den Formen-
grad um eins, wahrend die innere Produktbildung den Fognaehum eins er-
niedrigt.

Definition 29.2 verallgemeinert die Definition20.1) der Lieableitung einer
Funktionf : M — R in Richtung vonX, denn

Lxf =ixdf +dix f = ixdf = df (X),

da das innere Produkt eines Vektorfeldes mit einer Funkiefmitionsgemar
Null ergibt (es gibt ja keine Differentialformen vom Grad).

Fur die Lieableitung ist eine geometrische Interpretatmooglich. Sie be-
schreibt namlich didnderung der Form in Richtung des vom Vektorfeld erzeug-
ten Flusses.

29.3 Satz Es sei®; der vonX erzeugte Fluss au¥l undw einek—Form. Dann
gilt

d * *

— (Pjw) = 9] Lxw.

dt
Bew.: ¢ Allgemein mussen wir die Relation nur ftie= 0 nachweisen, denn
E(q)tw) = d_Sq)t+8w [s:O = d_Sq)t q)sw [s:O = (bt (d_sq)sw) [s:O‘
e Wir beginnen mit Funktionerf : M — R. Es gilt
d . e F(@y) - fy)
GO W)y = lim
= > ay_(y) - Xi(y) = df(X)(y) = Lx f(y)
i=1 7"
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bezuglich lokaler Koordinaten = (y1, ..., yn)-
e Wahlen wir furw die (speziellen)—Formendy;, so ergibt sich

d, . d . d, .
E(q)tdyi) [t:O = d_td(q)tyz’) li—o = dd_t(q)tyi) [t:O = dX;,

andererseits wegehyd = ixdd + dixd = dixd = dLx
Lxdy; = dLxy; = dixdy; = dX;.

e Mit (o Aw) = (Pfp) A (P;w) und dem folgenden Lemma ergibt sich der

Satz, denn in lokalen Koordinaten= (v, . . ., y,) kbnnen wir jedé.—Formw in
der Gestalt
w = Z Joody, N ..o Ndy,
1<l <..<lp<n
schreiben. O

29.4 Lemma Lx(QO N w) = (Lng) ANw—+ @A Lyw.
Bew.: Fur k-Formeny gilt
d(p Aw) = (dp) Aw + (=1)Fp A dw
und
ix(pAw) = (ixp) Aw+ (—1)Fp Aixw.
Daher ist

Lx(p Aw)
ixd(p Aw) + dix (¢ Aw)
= ix((do) Aw+ (=)o Adw) + d((ixe) Aw + (=1)F e A ixw)
= (Lxp) N\w+ @A Lyw. O

In der Mechanik hat der eben bewiesene Zusammenhang zwistees und Lie-
ableitung folgende Konsequenz:

29.5 Satz Sei(M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeitm M = 2n und X g
das vonH € C*°(M,R) erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld. Dann gilt fiire
{1,...,n} und den vonX gy erzeugten Flus$,

drwh = Wk
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Bew.: &; = Id, also®jw” = wk.

d * d * *
E(I)twk = E(?tw A o A Qjw) =0,
k—mal
denn
d * * X/ . * .
d—tétw:thLXHw:(IDt(led+d1XH)w:<I>t ix, dw +ddH | = 0. O
0 0

Hamiltonsche Flusse lassen also die symplektigefr@rm invariant (dagegen
wird, fallsw = —d©, O i.A. nicht invariant gelassen).

Insbesondere wird die Volumenforo® invariant gelassen. Hamiltonsche Flisse
sind also volumenerhaltend. Andererseits ist naturlich:f> 1 nicht jeder volu-
menerhaltende Fluss Hamiltonsch.

Die Poissonklammer spielt eine wichtige Rolle in der Mecgkan

29.6 Definition Sei(M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit urfdg € C>°(M,R).
Die Poissonklammevon f undg ist die Funktion

{f,9} = w(Xy, Xy) € CF(M,R).
29.7 Proposition Es gilt
{f,9y = —Lx,9=+Lx,f.
Bew.: —Lx, g = —ix,dg = —ix,ix,w = —w(X,, X;) = w(Xy, X). O
29.8 Proposition Es seid, der vonf erzeugte Fluss. Dann sind aquivalent:

1. {f,g} =0
2. g ist konstant auf den Orbits vaby.
Bew.: $go®, = £®;g = &;Lx,g = —P;({/, 9})- o

29.9 Bemerkung In kanonischen Koordinatetp:, ..., pn, 1, - -, qn), d.h.w =
Yo dg; A dp; gilt

N~ (0199 Of dg
{f.9}= ; (8(1@' i Opi 3%’) .
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Wenn wir ein VektorfeldX in lokalen Koordinatertz, .. ., z,) in der Form

X(z) = in(z)a%

i=1

geschrieben haben, machten wir Gebrauch von der durch dablsitung von
Funktionen gegebenen Isomorphie zwischen VektorfeldachRifferentialope-
ratoren erster Ordnung.

Natirlich ist dann ein Produkt von Lieableitunger Ly ein Differentialope-
rator zweiter Ordnung. Interessanterweise gilt aber:

29.10 Lemma Der OperatorL.x Ly — Ly Lx ist ein Differentialoperator erster
Ordnung.

Bew.: In lokalen Koordinaterttzy, . .., z,) ist
LxLyp = ZXza—ZZ <g ng@)
B Y; dp 0
- ZZ( B 0z, g w)

=1 j=1

also

(LxLy — LyLX QO ( aY aX ) 0_4,0 O
- 0z Bzz 0z;

=1 j=

Wir kdbnnen somit wegen der obigen Isomorphie definieren:

29.11 Definition Der Kommutatorzweier VektorfeldetX,Y : M — T'M ist das
Vektorfeld, genanntX, Y|, fur das

L[X7y} == LxLy - Lny.
In lokalen Koordinatertz,, . . ., z,) gilt nach unserem Lemma:

"o 8Y 8X i
< = 0z Bzz 0z,

1=

Jj=
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\IIS(Z') ®, 0 ‘I’s(z)

\Ils @) (I)t<Z)

Z (bt(Z)
Abbildung 48: Nicht kommutierende Flus$eund ¥

29.12 SatzDie von X undY erzeugten Fliiss&, und ¥, vertauschen genau
dann, wennX,Y| = 0, siehe Abb48.

Bew.: Wenn®, o U (z) = U, o &,(z), so gilt

Lixy)f = LxLyf—LyLxf

d_.d d d
— PP e S /Al e
dt tdS sf |t— 0 dS sdt tf |t 0

=0

fur alle Funktionenf € C*°(M, R).
Die Ruckrichtung ist infir2], §39 nachzulesen. O

29.13 Proposition Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit unlg <
C>*(M,R). Dann gilt
d{fa g} = _i[Xf,Xg}w-

29.14 Bemerkung Der Kommutator der Hamiltonschen Vektorfelder vpmind
g ist also selbst ein Hamiltonsches Vektorfeld mit Hamiltomtion—{ f, g }:

Xirgy = _[vaXg]-
29.15 Lemma Fir VektorfelderX,Y : M — T M undk—Formem aufM gilt

i[X7y]Oé = LXiyOé — iyLXOé.
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Bew.: Fiir Nullformen ist die Relation trivial, denn das inner@®ukt zwischen
einer Funktion und einem Vektorfeld verschwindet. Furlekales Koordinaten-
system:q, . .., z, auf M gilt bezuglich der—Formenu := dz,

LXidek — iyLXde =

= (LxLka - Lxdiyzk - iydLsz
W0)

= LxLka — LyLX,Zk + diyLXZk
0
= Lixyjzx = di[Xy]Zk +i[X,y}dzk.
0

Allgemeine Formen setzt man durch aul3ere Produkte austibogk und1-—
Formendz;, zusammen. O

Bew. der Proposition29.13
d{fag} = dnginW = LXginU) — ngdinw
= LXginw—ngLXfw—l—ngin\d%

0
= LXglew — leLng = —l[Xf’Xg}u),

denn
Lx

Jw = Lx,w = 0.

O

Es ist also wesentlich die Geschlossenheit ¥oin den Beweis der Proposition
eingegangen.

29.16 SatzFir f,g,h € C*(M,R) gilt

{f,9} = —{g,f} (Antisymmetrie)

und

Hf, 9t 0+ {{g,h}, f}+{{h, f},g} =0 (Jacobi-ldentitat)
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Bew.: Die Antisymmetrie der Poissonklammer folgt aus der Antigyetrie von
W.
Es gilt

{f.95.hy = —Lx;,h
{{gvh}vf} = _LXfLXgh
{{hvf}vg} = LXgLth7

also ist die linke Seite der Jacobi-ldentitat gleich
<LX9LXf - LXfLst)h - LX{f,g}h - (L[ngxf} + LX{QJ]*)h =0.

|

29.17 Bemerkung Damit bilden die Funktionen ir'>°(M,R) unter Addition
und Poissonklammer eine Liealgebra (siehe S&lje

30 Kanonische Transformationen

30.1 Definition Es seien( P, w) und(Q, p) symplektische Mannigfaltigkeiten mit
dim M = dim N. Eine glatte Abbildung

F:P—qQ
heil3tsymplektiscloderkanonische Transformatiowenn
Fp=w.

DieseSymplektomorphismesind die strukturerhaltenden Abbildungen symplek-
tischer Mannigfaltigkeiten, ahnlich wie z.B. die linearbbildungen die Struktur
der Vektorraume erhalten. Die Lehrbicher von McDuff uradaon PS], und

von Hofer und Zehndei{Z] behandeln weitergehende geometrische und topolo-
gische Aspekte.

30.2 Beispiel (P,w) = (Q, p), F = &, {®; }ier Hamiltonscher Fluss.

In diesem Kapitel beschranken wir uns der Einfachheit éraluf den Fall der
KotangentenbundélP, w) = (T*M, wy).

Wie bei allen Transformationen kdnnen wir auch bei den késuhen den
aktiven oder den passiven Standpunkt einnehmen.
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Im ersten Fall interessieren wir uns dafur, wie Phasenpaunkte durch¥’ auf-
einander abgebildet werden, im zweiten, wie dasijlk R} gratis existierende
Koordinatensystenip., . .., pn, ¢1, - - -, g») durch F* zu einem neuen Koordina-
tensystem wird.

Eine wichtige Motivation fur die Anwendung kanonischeafsformationen
besteht in der Losung der Hamiltonschen Differentiatdiaing

. 9H . 0H
pl_ aqz ’ QZ_ apz

Es kann namlich sein, dass in einem neuen Koordinatemayd®e()) die Dif-
ferentialgleichungen eine einfachere Form besitzen,ssodé sie losen konnen.
Dabei stellt sich heraus, dass es sich lohnt, nicht irgetaheeneue Koordinaten
X1,..., X9, zu benutzen, sondern solche, in denen die Form der Hanahens
Gleichung erhalten bleibt. Daher empfehlen sich zum Komtdinwechsetano-
nischeTransformationen.

Fur eine gegebene Hamiltonfunktigh : P := T*M — R betrachten wir
unter Verwendung der in Def8.5eingefuhrten kanonischer-Form©, auf P
die 1-Form

(i1=1,...,n).

O =m0y —H -dt

auf demerweiterten Phasenraul® x R;; R; reprasentiert dabei die Zeitachse,
undm; : P x R, — P die Projektion auf den ersten FaktBr
Es gilt wegenl©, = —wy

dOy = —mjwy —dH Ndt

Diese2—Form muss degeneriert sein, denn sie ist ja eine antisynscte Bili-
nearform auf dem ungeraddimensionalen Rddm R;.
Insbesondere ist fiur das Vektorfdldauf P x R,

V(z,t) := Xg(x) + % (30.1)
iydOy =doey(V,-) =0.
Andererseits gilt:
30.3 Lemma Gilt fiir ein VektorfeldlW aufP x R,
dOu(W,-) =0,
so ist fiir eine geeignete Funktignauf P x R, und das Vektorfeld aus(30.1)
W=f-V.
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Bew.: Die allgemeine Form eines Vektorfeldes @t R ist

, dq;

i1 8pl ot
Damit folgt
d@H(VVa ) -
- OH OH OH OH
Z[ aidhe - Dida <8pi +a€h‘a) +c<a%’ q+3pz’p>]

=1
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

o, __ ol
) (A 8ql

, [f=c

O

An jedem Punkt: von P x R existiert im lokalen Tangentialraufi}.(P x R) also
genau ein eindimensionaler Unterraum von Vektoren, diéQip eingesetzt, eine
verschwindendé—Form ergeben.

Folgen wir diesen Richtungen, so erhalten wir Kurvén R — P x R, die
wir nach Lemma30.3 sogar so wahlen kdonnen, dass sie durgiarametrisiert
sind; diese Linien heil3echarakteristisch@derVortexlinien

X(t) = (pl(t)v s >pn(t)vQ1(t)v .- 'vC.In(t)at)'

Es gilt offenbam; = —g—f_ undg; = g—f_, also die Hamiltonschen Differentialglei-
chungen.

30.4 Satz Wenn die Koordinater;(p,q), Qi(p,q), (i = 1,...,n) auf P =

R x R} eine kanonische Transformatign P — R}, x R, vermitteln, so trans-

formieren sich die kanonischen Gleichungen- —g—f, gi = g—jj furH : P — R

in P, = — 45, Qi = G mit K(P(p,q), Q(p,q)) = H(p, q).

Bew.: Betrachten wir did—Formo := > | (p;dg; — PidQ;) auf P.
Es giltda = 0, dag kanonisch ist. Damit gilt auf dem erweiterten Phasenraum

Wpridqi — Hdt = WfZPiin — Hdt + mj .

i=1 i=1
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Wenn man von der rechten Seit¢a abzieht, so bleiben die Vortexlinien die
gleichen, denn diese hangen ja nur von der aul3eren Abteab, undinria =
mida = 0. Da die Vortexlinien sich gleichen, ist auch die Gestaltidamilton-
schen Gleichung dieselbe. O

Nicht nur die Hamiltonfunktion, die die Bewegungsgleichan erzeugt, trans-
formiert sich unter einer kanonischen Transformation iisaiher Weise, sondern
auch die Poissonklammern:

30.5 Proposition Der Diffeomorphismug’ : P — () sei eine kanonische Trans-
formation der symplektischen MannigfaltigkeitéR, w) und (Q, p). Dann gilt
(unter Benutzung des pull-bacék) fir f, g € C*(Q,R)

F'Xy=Xpp und F*({f,9}q) ={F"f, F g}p.
Bew.: e Die erste Identitat folgt wegen der Nichtdegeneriertiiertw aus
ipx,w = ipx, Fp=F(ix;p) = F*(df) = d(F" f) = ix,. ,w
¢ Die zweite Identitat folgt aus der ersten:
F*({fv Q}Q) = F*(nginP) = iF*XgiF*XfF*p = iXF*giXF*fw = {F*fa F*Q}P-

O

31 Lagrange-Mannigfaltigkeiten

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen unterscheiddgnvein anderen Sy-
stemen gewohnlicher Differentialgleichungen durch daés@che, dass die in ih-
nen steckende Information in einer einzigen Funktion, dembtonfunktion, co-
diert ist. Ahnlich (wenn auch mit gewissen Einschrankungen) lasggnisno-
nische Transformationen mithilfe einer einzigen, der scag@ten erzeugenden,
Funktion darstellen. Um diese Darstellungsweise zu vieestefuhren wir den
Begriff der Lagrange-Mannigfaltigkeit ein.
Erinnern wir uns zunachst an den linearen Fall:

3per pull-back F* X eines Vektorfelde( auf einer Mannigfaltigkeit) beziiglich eines Dif-
feomorphismug” : P — Q istdurchF*X := T(F~1!) o X o F definiert.
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31.1 Definition Sei(E,w) ein symplektischer Vektorraum und C E ein Un-
terraum. Dass—orthogonale Komplemenrbn F' ist der durch

Fr={ecE|w,f)=0 VfeF}

definierte Unterraum.
Ein UnterraumF C E heitisotrop wenn F'+ O F, Lagrangeschwenn
Ft=F,.

31.2 Beispiel (E,w) = (R x R, (-, (% 8) "))
1. Fy:=FE , Ft=/{0}

2. Fp =R x {0} X REX {0} . Kk <n.
Fi = {0} x R0F x {0} x R27F

3. F3 = RZ X {O}q y F3J‘ = F3
4, F4 = {O}XRZ , F4J':F4
31.3Satz 1. dimF +dim F+ =dimE.

2. F C F istgenau dann Lagrangesch, wdnisotrop undlim F' = % dim E.

Bew.:

1. Wir wahlen kanonische Koordinatép, ¢) auf £. Dann ist bezuglich des
kanonischen inneren Produktes) auf E, (in dem furX = > | pie,, +
Qieqin (XaX) = Zznzl(p? + qZ2) iSt)’w(Xa Y) = (X7 JY) mlt '] = (—0]1 %)1)

Furn = 1ist.J eine Drehung deE—Ebene un®0°, fir n > 1 eine Drehung
um90° in allen (p;, ¢;)—Ebenen.

Fr={XeE|VWeF:(X,JY)=0}

Damit ist 7+ der aufJF senkrecht stehende Unterraum (senkrecht beziig-

lich (-, -)). Daraus ergibt sich die 1. Behauptung.

2. Ist F isotrop, alsoF' C F+ unddim F' = idim F, so ist wegen 1. auch
dim Ft+ = %dim E, sodasd” = F*. Die umgekehrte Richtung ist trivial.

O
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31.4 Bemerkung Istdim £ = 2, so ist jeder lineare eindimensionale Unterraum
Lagrangesch, da antisymmetrisch ist.

31.5 Definition Seien(E;,w;) und(Es, wy) symplektische Vektorraume und :
E x Ey — E;, i = 1,2, die Projektionen.
Dann ist
W1 O wy i= MWy — TyWws.

31.6 Bemerkung w; & w, ist eine symplektische Form adéf; x FEs.

31.7 Satz Ein Isomorphismus\ : E; — FE, ist genau dann symplektisch, wenn
sein Graph
I'y= {(61,1461) | e € El} C E; x Ey

Lagrangesch ist.

Bew.: Dal'4 ein linearer Unterraum der Dimensidim ', = %dim(El X Fs)
ist, ist er Lagrangesch genau dann, wenn er isotrop ist, d.h.

wl@UJQ((61,A61),(6,1,A6,1)) =0 (6176,1 EE)>
d.h.
wi(eg, e)) —wa(Aeqg, Ae}) =0 (e1,€] € E)
ist. Das ist genau dann der Fall, weArsymplektisch ist. O
Die obigen Begriffe sollen jetzt vom linearen auf den allgemen Fall ibertragen

werden. Das gelingt ohne Schwierigkeiten.

31.8 Definition Sei(P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und: . — P
die Einbettung einer Untermannigfaltigkéit'*

L heildtisotrop, wenn/*w = 0 und Lagrangeschwenn auf3erderdim L =
1 dim P.
2

31.9 Beispiel 1. Furdim P = 2 ist jede eindimensionale Untermannigfaltig-
keit L Lagrangesch, d&‘w eine2—Form aufL und damit/*w = 0.

4Untermannigfaltigkeiten von Mannigfaltigkeitep definiert man analog zum Falt = R™
(Def.17.2.
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2. Essedim P =2nundFy,..., F, € C>(P,R). Wir betrachten

Fy
FZ:<:)IP—>RH,
Fn

f € F(P) sei ein regularer Wert voit'. Dann istL := F~'(f) einen—
dimensionale Untermannigfaltigkeit van

Gilt {F;, F,} =0furi, k € {1,...,n}, soistL Lagrangesch.

Dennwegen der Regularitatist firc L dien-FormdFiA. . .AdF,(x) # 0,
und wegen der RelatioikFiw = dF; sind furz € L die Hamiltonschen
VektorfelderXy,, ..., Xp, beiz € L linear unabhangig. Aul3erdem sind sie
tangential ar’, denndF;(Xp, ) = iXdeF,- = iXFkiXFZ.W ={F,, F,} =0.

Dadim(7,L) = n ist, spannen die VektoreK , (z), ..., Xg, (z) den Tan-
gentialraunil’, L von L bei x auf. Tangentialvektorfeldér, Z an L konnen
also als Linearkombinationar = " | Y; - Xp, mit FunktionenY; : L —

R und entsprechend fiif geschrieben werden.

Daher giltw(Y, Z) = 0, also/*w = 0, d.h.L istisotrop und wegedim (L) =
n Lagrangesch.

3. SeiM einen—dimensionale Mannigfaltigkeit unél := 7™ M ihr Kotangen-
tialbindel. Dann existieren au? die in Def.28.5eingefuhrte kanonische
1-Form©, und die kanonische symplektische Fougn = —dO, (fur das
Bsp.M = RZ istOy = Z?:l pidg; undwg = Z?:l dg; \ dpl)

Wir betrachten eine—Forma auf M.
Der GraphL von « ist einen—dimensionale UntermannigfaltigkditC P.

Wir kbnnen also mittels der als Abbildurg: M — L C P aufgefassten
1-Forma die kanonisché—Form®©, zuriickholen, und es gilt

a*0, = a, (31.1)

denn far jeden Vekto¢ € T; 4 P gilt unter Verwendung der Ful3punktpro-
jektionr}, : T*"M — M

(©0(a(q)),¢) = (alq), Tmy(C))
sodass weger?g.1) undry, o & = Id,, fur v, € T, M gilt:

(@"O0(q), vg) = (Oo(a(q)), T(@)(vy)) = (alq), T(my;) o T(a)(vy))
= (alq), T(my 0 @)(vy)) = (a(q), T1dwr(vy)) = ((q), vy) -
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M

Abbildung 49: Lagrange-Untermannigfaltigkeit als Grapiee geschlossendr-
Form
Aus (31.]) folgt
do = dd*@o = d*d@o = —d*wo,
L ist also genau dann Lagrangesch, wangeschlossen ist.

Ganz analog zum linearen Fall ergibt sich folgender Satz:

31.10 SatzSei F' : P, — P, ein Diffeomorphismus undP;, w;) symplektische
Mannigfaltigkeit. Dann ist” genau dann symplektisch, wenn der Graph

I'p:={(z,F(z)) |z € P} C P X Py

von F' Lagrangesch ist beziiglich der symplektischen FOrm= w, © w, auf
Pl X Pg.

Bew.: Der TangentialraumY(, r)'r von I'r am Punkt(z, F'(x)) ist von der
Form
Twr@ylr ={(V,TF(V)) |V € T,P}.

Daher gilt fur die Injektion/ : I'r — P; x Py

(IQ) (Vi, TF(V1)), (Va, TF(V2)))
= wi(Vi,V2) —=wp(TF(V1), TF(V2)) = (w1 — Frwp)(V3, Va). O

32 Erzeugende kanonischer Transformationen

Wir wollen nun eine kanonische Transformation mithilfeezirinzigen Funktion,
der so genannten Erzeugenden der kanonischen Transfondatistellen.
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Wir wissen, dass kanonische Transformationen eng mit lnggrdJnterman-
nigfaltigkeiten zusammenhangen.

Sei(P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeitudd L — P eine Lagrange-
Untermannigfaltigkeit.

Dann existiert nach dem Poincaré-Lentinfiir alle z € L eine Umgebung
U C Pvonz und einel-Form® aufU mitw[,; = —dO. Wegen

0=Ilwly =—I"d® = —dI*©

ist I*© ebenfalls geschlossen. Damit existiert auf einer geeggneimgebung
V' C L vonz eine FunktionS mit

—I'01, =dS.

Eine solche Funktion wirdrzeugende Funktiofif L genannt.

Betrachten wir speziell den Fall einer kanonischen Tramsétion F' von
(P, wq) nach( P, ws), wobei die symplektischen Mannigfaltigkeiten exakt sym-
plektisch seien, d.hv; = —d©;.

Dann gilt

Q =wp Owy = —dO

mit der1-Form
0:=0,600,= Wik@l —71';@2 anPl X Ps.

Zumindest lokal konnen also wir auf dem Grapligneine erzeugende Funk-
tion S finden mit/*© = —dS.

Wir benutzen lokale kanonische Koordinatén, . . ., P, Q1, ..., Q,) auf P
und(p1, ..., Pn, @1, - - -, Gn) QUF Py, wobei

F(Pb"'aPn?Qlu"'?Qn):(pla"'7pn7q17"'7qn)

gelte. Nach dem Satz von Darbdfikdnnen wir annehmen dass (lok&), =
> pidg; und©; = Y. PdQ;, sodass

6 =) PidQ: — pidy;.

Fallunterscheidung:

Bpoincaré-Lemma: Ist w € QF(M) geschlossen, dann existiert fiir jeden Punkt M eine
Umgebund’/, sodass[; exaktist (siehe z.B. Thm. 2.4.17 voAl{l]).

16Satz von Darboux: Firr jeden Punkt: € P einer symplektischen MannigfaltigkeiP, w)
gibt es eine KartéU, ¢) bei z mit Koordinateny = (p1,...,pn,q1,.-.,qn), 7 := +dim P,

T2
sodass | = Y1, dg; A dp; (siehe z.B. Thm. 3.2.2 vori|V]).
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1. Wir schreibert als FunktionS; (¢, @) von (g1, . .., ¢n, Q1, - . ., Qn).
AusdS, = —I"6, folgt

a‘S'l 051
= a—qidqi + 90, dQi = zi:pidqi — PdQ,; ,also

S, 9
L To)

dS,

(i=1,...,n).

2. Nicht immer lasst sicl§' als Funktion der; und@); schreiben.

WennsS als FunktionS,(q, P) angesetzt wird, empfiehlt es sich, @y eine
exakte Form zu addieren:

0, =0, —d (Z @R-) = —QidP, - pidy;
dSy = —1"0, ,also

95, 08, o

_aPZ , pl_@qi (1_1,...,n).

Qi

3. Setzen witS als S3(p, ) an, so ergibt sich mit
O3 := 0 + Z d(piq;) = Z P;dQ; + qidp;

05, 0S8
PZ_ aQZ H qz— 8])2 (Z—l,...,n).

4. FUr©4 := 01 +d (>° —QiP + qipi) = >, —QidP; + gidp; ist S, ausge-
driickt durchSy(p, P),

— dS;,=1"0,
08, 08, B
= Qi—_api ’ Qz—apz (7'_17- 7n)

Fari=1,...,44gilt Q = —do,.

Furn = 1 laf3t sich die kanonische Transformation in mindestenereder
vier angegebenen Formen schreiben.

AllgemeinistP; x P, m := 2n—dimensional. Mindestens eine v&hGruppen
von Koordinatens—Tupeln a3t sich in diesem Fall zur lokalen Darstellung de
kanonischen Transformation verwenden (siehe], §48).
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32.1 Beispiel F : RT x R — R?

) = (P.Q) = (/22 costoma). [ L sner)

dQ NdP = <%\/ﬂzwp sin(2mq)dp + 2\/? cos(qu)dq) A
<§\/pz7T cos(2mq)dp — 2+/pwT sin(27rq)dq)
= dq A dp.
FurSi(q, Q) := —£Q? cot(2mq) ist
%—5; = % und g—g = —Quw cot(2mq).

Damit erzeugts; die kanonische Transformatidit

P 05,
— =wecot(27 ,also P=———,
0 (2mq) 90
Q2 p 051
_— = —al = —.
sin?(2mq)  mw aso P Jq

Betrachten wit/ (P, Q) := 1(P? + w?Q?), so transformiert sich diese Hamilton-
funktion in

w
K(p,q) = 5P

Die Bewegungsgleichungen sind dann

w

= — , :0
2 p

q

33 Integrable Systeme

In einem heuristischen Sinn ist ein Differentialgleichasgstem integrabel, wenn
wir in der Lage sind, die Losungen "hinzuschreiben”.

Aus zwei Grinden lasst uns diese "Definition” naturliambefriedigt. Zum
einen hatten wir gerne einen Integrabilitatsbegrift, efsvas tiber das Differenti-
algleichungssystem statt Uber unsere mathematischagkeiten aussagt. Zum
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anderen ist nicht ganz klar, was "hinschreiben” bedeutalt.de Losung durch
"bekannte Funktionen”, durch konvergente Reihen oder eftweh einen Limes-
prozess angegeben werden?

Wir wollen so vorgehen, dass wir zunachst ein Beispielsiamiltonschen
Systems diskutieren, das wir als integrabel ansehen unactasen Integrabi-
litatsbegriff abstrahieren.

33.1 Beispiel (Bewegung im radialsymmetrischen Potentigl

Phasenraun® := T*RZ, symplektische Formy, = dg, A dp; + dga A dps,

HamiltonfunktionH (p, ¢) := $p® + V(¢) mitV € C*(R2 R), V(q) = W (|q|).
Der DrehimpulsL(p, q) := —qip2 + g2p1 Kommutiert mitH:

{H,L} =0.

Wir wissen also, dass die Bahn immer auf der zweidimensamislannigfaltig-
keit {(p,q) | H(p,q) = h, L(p,q) = [} bleiben muss, wenn sie sich zur Zeit
dort befindet.
Wegen der Drehinvarianz der Hamiltonfunktion empfehlem $?olarkoordi-
naten(r, ¢) mit
g1 =rsinp , ¢ =17Tcosy, (33.1)

die wir zu kanonischen Koordinaten ausbauen kdnnen. Detzaes wir die erzeu-
gende Funktion wie in Fall 2. des letzten Kapitels an:

( | (95 05 o5 05
Pry Py, q1,42) = 87”&0’ apl’ 8p2 .

FurS(r, v, p1,p2) := p1rsin ¢ + por cos . ist (33.1) erfullt. Weiter gilt dann
pr = p1sing +pycose,
Py = p1TCcOs — porsing = L.

Wegen der Identitgt? + p} = p? + L5 ist H(p, q) = 1p2 + L5 + W(r).
Damit wirdp, = L = 0, alsop,(t) = p,(0) =: I. Betrachte
l2
Ki(py,r) := %p? +Wi(r) mit Wy(r):=W(r)+ —

2r2’

Das ist eine Hamiltonfunktion mit einem Freiheitsgrad. Da Bnergieh :=
K;(p-(0),7(0)) zeitlich konstant ist, kennen wir schon den oder die Orhis.
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mussen nur noch die Zeitparametrisierung finden. Das ishdBlerechnung eines
Integrals moglich, denn

= pr =/ 2(h = Wi(r)),

also J
/ ! - /dt:t.
V2(h = Wi(r))
Um die Differentialgleichungy = % = T% zu losen, missen wir noch die

Losungr(t) in sie einsetzen und integrieren.

33.2 Definition Es seiH € C*°(P,R) eine (Hamilton-)Funktion auf der sym-
plektischen Mannigfaltigkeit”, w) der Dimensiorn.

e Dann heil3tF” € C*°( P, R) Konstante der Bewegungenn

(F,H} =0.

Eine Menge{Fi, ..., F}.} von FunktionF; € C*(P,R) ist in Involution,
wenn{F;, F;} =0 (i,5 € {1,...,k}).

Sie heil3tunabléngig, wenn die Menge
{r € P|dFi(x)N... \NdF(z) =0}

das Liouvillemaf¥’ Null besitzt.

{F},..., F.} hei3tintegrabel wenn dieF; in Involution und unabhangig
sind, undk = n.

Die HamiltonfunktionH heif3t dannntegrabe)] wenn zusatzlich zu) :=
H weiteren — 1 Konstanten der Bewegunk, . . ., F;,, existieren, sodass
{Fy,..., F,} integrabel ist.

st (P,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, dann heif3t fiir.= %dimP das von der
Vqumenform#w" induzierte Maf3 auP’ LiouvillemaR Fur (P,w) = (T*R", wp) stimmt

es mit dem LebesguemaR tiberein.
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Die obige Definition von Integrabilitat wirkt zunachswets abstrakt, ermoglicht
es aber, durch Einfuhrung geeigneter (halblokaler) kesobier Koordinaten

([17"'71717@017"'7S0n)

die Bewegung zu linearisieren. Die Hamiltonschen Gleigammehmen in diesen
Koordinaten die Form

or=wi(l) , It=0 , (ke{l,...,n})
an, womit sie durch
er(t) = px(0) +wi(l) -t Ii(t) = 1:(0)

gelost werden.
Wir beginnen mit folgender Aussage.

33.3 Satz (Arnol'd) Es sei( P,w) symplektische Mannigfaltigkeit mitim P =
2n und{F,..., F,} integrabel.f € F'(P) C R" sei regularer Wert der Funktion

Fy
F::<:),
Fn

alsofy, ..., I, auf der Niveaumenge
My :={zeP|F(z)=f}

unabhangig (d.hiF, A ... ANdF,(z) # 0 furz € M;).
Dann ist jede kompakte Zusammenhangskomponent@4jodiffeomorph zu
einemn—dimensionalen Torug" = (S')".

Bew.: Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, déds&ompakt
und zusammenhangend ist.

Wir wissen schon (Beispiel1.92), dassV; einen—dimensionale Lagrange-
Mannigfaltigkeit ist.

Wir bezeichnen mitb? den von dem Hamiltonschen Vektorfeldr, der k—
ten Konstanten der Bewegurig erzeugten Fluss (der wegen der Kompaktheit
von M und Regularitat vory in einer offenen Umgebung val, existiert). Wir
wissen, dass fur alle Zeiten

Py 0 ®! =D} od} (k,1€{1,...,n}),

129



denn nach Sat29.12kommutieren die von Vektorfelderl, Y erzeugten Flisse
genau dann, wenX, Y] = 0 und wir wissen (Bemerkung9.14, dass der Kom-
mutator| X r, , X5 = —X(p,.my = 0ist, denn{ Fy,, F;} = 0.

Nun betrachten wir die Abbildung

\I]RHXMf—)Mf y ((tly"'vtn)v'x)’_)q)%lo“‘o(b;;(x)‘

Tatsachlich ist dies eine Abbildung i, denn die Fliss@} lassen/; invariant
(die VektorfelderXy, sind ja tangential an/; wegenLy, F, = dF (X)) =
{F, Fi} = 0).

AuRerdem gilt furl, : My — My, Vy(z) = V(¢,2)

Wo=Idy, , U,0W, =V, (s,t€RY).

Damit ist¥ eine so genannt@ruppenwirkungler GruppeR™ auf M.

Wegen der Unabhangigkeit déf}, sind auch die: Vektorfelder X, auf M,
unabhangig. Damit (und wegen Kompaktheit vbfy) existiert eine Umgebung
U C R™ der Null, sodass fue € M, die AbbildungU — My, t — (¢, x) ein
Diffeomorphismus aufs Bild/ (U, {z}) ist (Abbildung50).

Rn
U(t,x) M,
U

| S

Abbildung 50: Gruppenwirkung

Die Gruppenwirkung ist alstokal frei. Das Bild ¥(R", {x}) der Abbildung
R"™ — My, t — W(t,x) ist damit offen in); (und nicht leer!). Aber auch sein
Komplement)/, \ U(R", {z}) ist offen, denn weng im Komplement des Bildes
liegt, dann muss auch die UmgebuigU, {y}) vony im Komplement liegen, da
sonst einz € U(R", {z}) N Y (U, {y}) existierte, alsaz = V,(z) = VY (y) mit
s,t € R™ geeignet, woraug = ¥,_,(x) folgte.

Da alsoV(R™, {z}) offen und abgeschlossen und au3erdem nicht leer ist,
muss es eine Zusammenhangskomponente/Wersein. Da aber nach Voraus-
setzungM; zusammenhangend ist, ®{R", {z}) = M/, die Gruppenwirkung
also, wie man sagtransitiv.
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Die Isotropiegruppel’ eines Punktes € M, (siehe untenstehende Abbil-
dung) ist durch
=T, :={teR"|¥yx) =2z}

definiert.I" ist von der Wahl vorx: unabhangig, denn wegen der Transitivitat von
U existiert firy € My eins € R* mity = V,(z). Da¥ eine Gruppenwirkung
der abelschen Grupp®” ist, giltI', = {t € R | U,y ,(z) = ¥y(x)} =T,.

Da die Gruppenwirkung lokal frei ist, existiert eine Umgefud/ C R™ von
0eI'mitUNT = {t}. Furt € I" ist dahert der einzige Punkt in der Umgebung
U + t, der zur Isotropiegruppe gehort. Damit iSteine so genanntdiskrete®
Untergruppe deR".

33.4 Lemma Seil’ C R" eine diskrete Untergruppe umd:= dim(spang(I")).
Dann existieren linear unabhangige Vektoten . . ¢, € T' mit

k
I'= spanz(ﬁl, e 7€k) = {ZZZ& Zi € Z} .

=1
Bew.: Wir bezeichnen einen Unterrauih C T

R"™ alsI'-Teilraum wenn %50 ® ° o o
2
SpaHR(U N F) = U7 [ ® ) ° °
1.5
und wir konstruieren induktiv Basen L /2

ly,..., 0, € I fur geeignetel'-Teilraume
U,, € R™ der Dimensionenn < k, die
gleichzeitigZ-Baservon U,, N I" sind, d.h.

UnNT =spang(ly,...,0y). 0.8

e {0} C I' ist ein O-dimensionaldr—Teilraum.

e Haben wir firm < k einenI'-TeilraumU,,, mit Basis/,, ..., /,, konstruiert,
dann existiert ein von diesen linear unabhangiger Vektar € I', der minimalen
Abstanda > 0 zum Unterraunspang (¢1, . . ., {,,) besitzt*?

DennT \ spany({1,...,¢,) # 0, und wir kbnnen aug,,,; durch Translation

18Def.: Eine TeilmengeV C M eines topologischen Raumas heiRtdiskret wenn fiir alle
m € M eine Umgebund@ vonm mit |N N U| < oo existiert.

19Statt dessen einen v, . . ., £,, linear unabhangigekiirzestenvektor/,, .1 € I' zu wahlen,
fuhrt in hohen Dimensionen i.A. nicht zum Ziel, siehe z.BL[, §5.1
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mit einem Vektor? € spany(¢y,...,/,) einen Vektor der Lang¢,,,,1 — ¢| <
a+ Y ", |¢;] gewinnen. Ware das Infimum der Abstande zum Unterraunchylei
Null, dann wirrde dies der Diskretheit vihwidersprechen.

e Uy = spang({q, ..., Ly11) iSt nach Konstruktion eifr—Teilraum.

o /,..., 0, ist eineZ—-Basis vonU,,,, denn jeded € U,,,; N T laft sich
eindeutig in der Form

(=2z2lpy+u mit wel, und zeR

zerlegen. Der Vektof — |z |(,,+1 € U1 NI hat den Abstandz — | z]) - a vom
UnterraumU,,,. Da dieser nicht echt zwischéhund a liegen kann, ist: € Z.
Damitistu € spany ({4, ..., ¢y), und letztlich? € spany (¢4, ..., 0pne1). O

Ende des Bew. (Thm.33.3: Erganzen wir dieZ—Basis/y, ..., {; aus Lemma
33.4zu einerR-Basis/y, .. ., ¢, von R", so ergibt sich durch Basiswechsel der
Gruppenisomorphismus und Diffeomorphismus

R™/T = R"/Z" 2 R"* x (R/Z)* = R"™* x T*.

Da nach Voraussetzunyg'; kompakt, undV/; = R"/T", gilt k = nund M, = T".
0

Da M; also diffeomorph zumm—Torus ist, folgt, dass man die Punkte auf
durchn Winkel ¢4, ..., p, parametrisieren kann. Dies ist sogar in einer Weise
maoglich, in der der vorH = F) erzeugte Fluss eine besonders einfache Form
besitzt.

33.5 Korollar Es existieren Winkelkoordinaten, . . ., ¢, aufM; und Frequen-
zenws, ... ,w, € R, in denen der voit! erzeugte Fluss aufl; die Form

op(t) = pr(0) +wi -t (mod2m) , (ke{l,...,n})

besitzt.

Bew.: Es seity, .. ., (, eine Basis voi' C R" undz € M  fest.
Dann ist fury,, € [0, 27| die Abbildung

(9017730”)'_)\II< (10217?733,)
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1
injektiv und surjektiv. Der Vekto(?) € R" besitze die Darstellung

0

i "
( : ) Z 2w
0

Dann ist der vorf erzeugte Fluss

- wil
(I)tll(y>:\:[](<t170770)7y):\:[]<zt1 27T7y>7
i=1

also(mod 27) : ¢k (t) = ¢i(0) + wyt fur die Koordinatenp, (¢), ..., ¢, (t) von
@3 (y). O

33.6 Bemerkung Eine Bewegung von dem im Corollar gegebenen Typ auf einen
n—Torus heil3bedingt-periodische Bewegung

) T2

&

Abbildung 51: Bedingt-periodische Bewegung alif

Als nachsten Schritt wollen wir nicht nur auf einem einagiTorus)M ; Winkel-
koordinaten einfihren, sondern diese auf ein offenesdPiniaamgebiet ausdeh-
nen und durcl so genannte Wirkungskoordinaten zu kanonischen Koomlnat
erganzen.

33.7 Satz Unter den Voraussetzungen des Satzes von Arnol'd exigtaréeiner
UmgebungU C P jeder kompakten ZusammenhangskomponenteMemVir-
kungskoordinatet,, . .., I, : U — R und Winkelkoordinaterp, ..., p, : U —
R/(2nZ), mitw = Y_;_, dI; A dgy, sodass die Hamiltonschen Differentialglei-
chungen die Form

IkIO ’ @k:wk(f) (k::1,,n)

annehmen.
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Die Wirkungs- und Winkelkoordinaten lassen sich durch "@aguren”, d.h. In-
tegration finden.

34 Winkel-Wirkungsvariablen

Ausgangspunkt unserélberlegungen sind der Satz von Arnol'd (S&& 3 und
sein Corollar33.5

Unser Ziel ist es, zumindest in der Nahe von der (als kompakit zusam-
menhangend vorausgesetzten) Niveaumehlgesogenannte Winkel-Wirkungs-
Variablenl;,¢;, j =1,...,naufU D My einzufuhren, das sind glatte Phasen-
raumvariablen mit

{IZ,Ik} = {(pl,(pk} :0 y {IZ,(pk} :5i,k (7,,/{3: 1,...,%).

Dabei sollen die Wirkungskoordinaten als geeignete Fonkin der Konstanten
der Bewegung schreiben lassen, d;h= I, o Fly.

Die Winkelvariablen — aufgefal3t als reelle Funktiongn: U — [—m, )
statt alsR/(2nZ)—wertige Abbildungen — sind genau genommen nicht auf ganz
U stetig, aber man kann die Lage des Bezugspunktes\/; mit ¢, (z) = 0 fur
allek =1,...,n beliebig wahlen. Ihre Existenz ist durch den Sa&z3sicherge-
stellt. Er gibt aber noch keine Berechnungsvorschrift.

Warum interessiert man sich Uberhaupt fur diese Varmghied warum ist man
nicht mit den Konstanten der Beweguhg zufrieden?

Zum einen sind di€’;, zusammen mit "geeigneten” Winkelvariablegp i.A.
keine kanonischen Variablen, denn mhjtist auchG(F;) fur G : R — R streng
monoton eine Konstante der Bewegung, aber

(G(F). o1} = g—gm,m.

Die Poissonklammer{if;, ¢ } haben also keine Veranlassung, gleighzu sein.
Kanonische Variablen sind aber fir diverse weiterfildeetberlegungen sehr
vorteilhaft.

Zum anderen ist der von der Hamiltonfunktignerzeugte Fluss au¥/; be-
sonders einfach, denn er variiert ja nur detten Winkel.

Dagegen wird der voit), erzeugte Fluss au¥/; i.A. alle Winkel gleichzeitig
variieren.
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Wie konstruieren wir nun diese Variablen aus den KonstadérBewegung
Fy, ..., F,? Betrachten wir fur einen fest gewahlten Punkt M, zunachst die
"Funktion”

Unter diesem Ausdruck soll das Wegintegral der symplelkéad—Formé ent-
lang einesc mit =, verbindenden Weges: [0, 1] — My, v(0) = zo, (1) ==
verstanden werden.

Hangt nunS, wie die Schreibweise suggeriert, nur vennicht aber von der
Wabhl vony ab?

Betrachten wir dazu zwei Wege und; : [0,1] — My mit den gegebe-
nen Endpunkten. Wir setzen zunachst einmal voraus,gasster Beibehaltung
der Endpunkte in,; deformiert werden kann, d.h. wir setzen die Existenz einer
stetigenHomotopieHd : I x [ — My, I := [0, 1] mit

H(t,0) =(t) , HE1)=n@) , HOy =z , Hly ==

Y0 s
denn

/w Ias; ~ /y Ol = /a(m) H*(6) = /IXIdH*(Q) = [ =0

nach dem Satz von Stokes, und weil die symplektisehieormw = —df auf der
Lagrange-Untermannigfaltigkeit/; identisch verschwindet.

Es sieht so aus, als ob wir bewiesen hatten, das3 nicht von der Wahl des
Weges abhangt. Aber Vorsicht! Wir haben vorausgesetzs de Wege zuein-
ander homotop sind. Nun sind aber nicht alle Wege auf demsToueinander
homotop. Insbesondere finden wirrjanur beix, kreuzende Wege; . . . v, mit
7(0) = 7;(1) = =z, wobei~; gerade die—te Winkelrichtung einmal im positi-
ven Sinn durchlauft. Wir kdnnen also das Integréi(#,)” auf viele verschiedene
Weisen berechnen bzw. interpretieren, indem wir es z.ESeliseibweise f'uj% 0
auffassen. Bezeichnen wir einmal versuchsweise diesgraiéemit

1

2T -

voraus.
Dann ist aber

I, : (34.1)
Sind diel, Null? Sie denken gar nicht daran.
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>

Abbildung 52: Basisy, . . . v, der Fundamentalgruppe desTorus\/;

34.1 Beispiel Betrachten wir doch einmal den besonders einfachen Fadisein
Freiheitsgrades, und Phasenraiim= R?. Dann ist)/; einfach eine geschlosse-
ne Kurve inP (siehe Abbildung3) und

p
!

'
N

Abbildung 53: Invarianter 1-Torus/; = ([0, 1])

Iz/pdqz—/w,
¥ F

wobei ' C R? nach dem Satz von Stokes die vpr= OF eingeschlossene Flache
ist.

Zo

Wir kdnnen nicht nur auf/;, sondern auch auf benachbarten Tafii mit If—f]
klein, Wegev,, . . ., 7, einfuhren und die Ausdrickie werden nach dem, was wir
gerade bewiesen haben, nur Funktiodgr= fk(Fl, ..., F,) der Konstanten der
Bewegung sein.

Die I, sind unsere Kandidaten fur die Wirkungsvariablen.

Um die Winkelvariablen einzufiihren, betrachten wir in 8he eines typi-
schen Punktes, = (po, o) € M, die Darstellung von\/; als Graph der Funk-
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tionp = p(I,q) mit I = I(f), siehe Abb54. Diese wird natirlich nicht fialle
xo € My moglich sein.

Zo

l |
q do
Abbildung 54: Lokale Darstellung voi/; als Graph einer Funktion

Wir setzen

q@pl 1 q aS
Z/ T (34.2)

mit der (fur ein einfach zusammenhangendes Gebiet des T&finierten) Funk-
tion .
S(.q) = [ p(l.q)-do
q0

i _ a8
Es ist glscp. =g, undy =
kanonisch ist.

Die lokalen Koordinaterp, lassen sich nun tatsachlich als Winkel interpre-
tieren, d.h. wir kdnnerxp (i) als FunktionM; — S* = {c € C | |c| = 1}
auffassen. Denn in einer Umgebung vane M, stimmt

al, > sodass die Transformatidn, p) — (I, ) lokal

exp(ivk(z)) = exp <20i]k /IQ[Mf) (x € My) (34.3)

mit der Definition 84.2) Gberein, und wegers¢.1) ist modulo2zi das Argument
der Exponentialfunktion in34.3 unabhangig von der Wahl des Weges I —
My zwischeny(0) = zo und~(1) = z.

35 Sbrungstheorie

Es lasst sich zeigen, dass nicht alle Hamiltonschen Systetagrabel sind. Fur
mehr als einen Freiheitsgrad ist Nichtintegrabilitataoig einem prazisen Sinn
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typisch ("generisch’’.

In nicht integrablen Systemen findet die Bewegung auf derdieschale fur
ein positives Liouvillemal3 von Anfangsbedingungen nialit/adimensionalen
Lagrange-Tori def2n — 1)-dimensionalen Energieschale statt statt und kann sehr
verwickelt ("chaotisch”) aussehen. Um das Langzeitveematier Orbits zu be-
schreiben, missen ganz neue Begriffe entwickelt werden.

Statt dies zu tun, wenden wir uns zunachst Systemen zubeiadhe inte-
grabel” sind, in denen die Hamiltonfunktion also die FoF(I, ¢) = Hy(I) +
eH,(I, ), || Klein, besitzt. Ziel ist zunachst die Beschreibung deritSiiir nicht
allzu lange Zeiten.

Wir schauen uns also Differentialgleichungssysteme denFo

I = 0 + efu(lp) (ke{l,...,m})
o = w(l) + eql,p) (e{l,...,n})

an. Verallgemeinernd setzen wir nicht voraus, dass dae®ystamiltonsch ist;
insbesondere braucht es nicht gleich viele Winkel- wie \Wiigisvariablen zu ge-
ben.

Es ist in diesem Zusammenhang auch besserJamgsamen(/)—Variablen
und schnellen(y)—Variablen zu sprechen, denn offensichtlich gilt allgemfér
jedes=—unabhangigé” > 0 :

[ 1(t) = 1(0) [= O(e) » [e)—w(0)[=00) , [f<T

Graphisch konnen wir die Situation so darstellen.

In vielen Fallen interessiert uns hauptsachlich dielizeg Entwicklung der
langsamen Variableh

Das so genanntdittelungsprinzigbesteht nun darin, die Losurdgt) des Dif-
ferentialgleichungssystems zu vorgegebenen Anfangstedgen /o, o) mitder
LosungJ(t) des so genannten gemittelten Systems

Jk:a?(fk)(J) (k‘:l,...,m)

mit Anfangswerten/,(0) := I;(0) zu vergleichen. Dabei ist dadittel (F) einer
Phasenraumfunktiof : U x T" — R durch

(35.1)

(F)U—R (W)= [ PO

20, Markus, K.R. Meyer: Generic Hamiltonian dynamical sysseare neither integrable nor
ergodic. Memoirs of the AMSL144(1974)
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) ¢(1))

(1(0),40)) _ (It

Abbildung 55: Schnelle und langsame Variablen

gegeben.
Unter bestimmten Umstanden ist die Differefdzt) — J(t)| fur eine lange
Zeitspanne klein.

35.1 Beispiel Fur (I, 0) € R x S*,w # 0und f(I,¢) := 1 + cos i sei

I = ¢f(I,¢)
Y = w
(d.h.g =01in (35.1)). Die Losung des DGL-Systems ist
I(t) = Ily+et+ g sin(wt 4 ¢g)
p(t) = wo+wt

Das gemittelte "System” (in Wahrheit haben wir nur noch arfagable) ist

J=e(f)(J)=¢,

also
J(t) = I() + et.

In diesem Fall gilt also fur alle Zeitene R

[1(t) = J(t)] < — = O(e),

€lo

siehe Abbildung6.
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1,J

Abbildung 56: Langsame Variableund gemittelte Variablg

Natirlich konnen wir in diesem einfachen Beispiel dagédntialgleichungs-
system durch Quadraturen losen, sodass wir auf eine Naggibsung nicht ange-
wiesen sind. Trotzdem zeigt uns das Beispiel, worauf esrankoZwar schwankt
I(t) kurzfristig umO(e) wegen desos y—Terms, dieser tragt aber zu einer lang-
fristigen Veranderung nicht bei. Das Raummit};;:‘IfO%r f(I,)dp =1 entspricht
hier exakt dem Zeitmittel

Jim 7 [ £, o) a
1 T

= lim —/ (1 + cos(po +wt)) dt

T—oo T 0
_ Thm 1 (T N sin(ypo + wT') — sin(goo)) .
— 00 w

Wenn im allgemeinen Fall Raummittel und Zeitmittel vpiabereinstimmen wur-
den, waren wir sicher, dass das Mittelungsprinzip uns gute Naherung fur
I(t) fur t € R liefern wirde (vorausgesetzt gentigend schnelle Komvergles
Zeitmittels). Dies ist aber leider nicht immer der Fall:

35.2 Beispiel Auf dem Phasenrauiii? x T? betrachten wir das DGL-System
I, = —¢ sin(p; — 2p9) I, = g(cos(p1 — 2¢2) + sin p9)

p1=2 , Ya=141.
Das gemittelte System ist also

J, = Jy,=0.
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Es gilt aber fur Anfangswerte mit; (0) = ¢2(0) = 0und;(0) =0
L(t)=16L0)=0 , IL(t)=15(0)+e(t—cost+1)

er(t) =2t , p(t) =t,

wahrend
Jl(t) = 11(0) =0 und Jg(t) = 12(0),

alsol|I(t) — J(t)| = e|t — cos(t) + 1| ~ €[t| fur |¢| grof3, siehe Abbildung7.

Abbildung 57: Beispiel fur das Scheitern des Mittelun@gsgps

Hier fuhrt also die Anwendung des Mittelungsprinzips izh einer guten
Annaherung der Wirkungen, durch die gemittelten Wirkunges,, zumindest
nicht fur die angegebenen Anfangsbedingungen.

Wenn wir nach Kriterien suchen, unter denen wir das Mittggprinzip erfolg-
reich anwenden konnen, missen wir analysieren, warunwieiten Beispiel die
Differenz zwischer/, und .J; schon furt = O(1/¢) nur von der Ordnund, also
grol3 ist. Wir betrachten dazu die in Beispié&l.2auftretende Bewegung

pr(t) =2t , po(t) =t

auf dem Torudl?. Diese Bewegung istr—periodisch, siehe Abka8.
Wir kdnnen also nicht erwarten, dass Raummittel und Zéigeiner Funkii-
on f aufT? gleich sind.
Insbesondere ist fur den Koeffizientén= f, des DGL-Systems (mjt, (1, ¢) =
cos(p1 — 2¢9) + sin o)
(f2)(I) =0,
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Abbildung 58:27—periodische Bewegung alif

aber
1T
Jim /0 oL (t) dt = 1.

Wir mussen also zunachst nach Kriterien suchen, die @it von Raum- und
Zeitmittel einer Bewegung auf dem Torus erzwingen.

35.3 Definition e Es seien(y, ..., v,) Winkelkoordinaten auf dem Torus".
Dann heif3t fuw = (wy,...,w,) € R™ der Flussy, : T" — T™ zum Vektorfeld
» = w bedingt-periodische Bewegung

¢ Die w; € R heil3en digrrequenzemer bedingt-periodischen Bewegung.

¢ Sie heiRen (rationalynabtangig, falls fur £ € Z™ nur dann(k,w) = 0 gilt,
wennk = 0.

Offensichtlich ist der Fluss adf™ gleich

i((0)) = o(t) = (pr(t), - nlt))
= (p1(0) +wit, ..., 0n(0) + wyt) (mod 27).

35.4 Definition ¢ DasRaummittekiner integrablen Funktiofi : T" — R ist die

Zahl 7
L @
($= | 1) G

e DasZeitmittelvon f ist die Funktionf* : T* — R,
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35.5 Satze Ist f : T* — R Riemann-integrab€l, so existieren Raum- und Zeit-
mittel.

e Falls die Frequenzen, unabhangig sind, sind Raum- und Zeitmittel gleich, es
gilt also

fo)=(f) (peT),

Der Beweis dieses Satzes wird am Ende dieses Kapitels nafage

35.6 Bemerkung Ist n = 1 wie in unserem ersten Beispigb.1, so ist die Un-
abhangigkeit vorw gleichbedeutend mit # 0. Diese Bedingung ist in Beispiel
35.1erfullt.

Ist dagegem = 2 wie in Beispiel ¢5.2, dann ist die Unbhangigkeit von
w; undw, gleichbedeutend damit, dass # 0 # w, undw;/wy ¢ Q. Diese
Bedingung ist in Beispied5.2flr 7,(0) = 0 verletzt, denn dann is; /w, = 2..

35.7 Korollar Falls die Frequenzen unabhéangig sind, ist jeder Orbittéudicht.

Bew.: [Widerspruchsbeweis]
Es existiere ein Orbip(¢) und eine Umgebung C T", sodas§t € R o(t) € U.
Fur die charakteristische Funktion

1 ,zeU

]lUZT"—>R ) ]IU(Z'):{O ng

vonU gilt (1;) > 0, aberl;(¢(0)) = 0. O

35.8 Korollar Falls die Frequenzen unabhéngig sind, ist jeder Orbitawyfieich-
verteilt, d.h. fir jede (Jordan-messbare) Metige T" ist die Aufenthaltszeit des
Orbits inU proportional zum Mal3 vobh .

Bew.: Die Aufenthaltszeit;;(7") des Orbits i/ wahrend des Zeitintervalls, 7’|
ist durchry (T') := fOT 1y (p(t)) dt gegeben. Es gilt

i T77(T) = B ) = (1) = 520

Zunachst soll noch folgende Umkehrung des SatzeSgezeigt werden:

21 Eine entsprechende Aussage gilt nicht filr jedbesguentegrable Funktion. Insbsondere ist
jeder OrbitO := ¢ (R, ) C T" eine Lebesgue-messbare Teilmenge mit MaR 0, Bép) = 1.
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35.9 Bemerkung Wenn es eirk € Z™ \ {0} mit k£ - w = 0 gibt, dann existiert ein
stetigesf : T" — C mit nicht konstantem Zeitmittef*.

Bew.: Setzef(y) := exp(ik - ¢). Dann ist

T
f*(¢) = lim —/ flo+wt)dt = lim %/0 exp(ik - (¢ + wt)) dt

T—o0 T T—o0
= 3| et pai= s
Die nicht konstante Funktiofi ist also gleich ihrem Zeitmittel. O
Umgekehrt beweisen wir den S&%.5zunachst fur die Exponentialfunktionen.

35.10 Lemma Die Aussage des Satz&5.5qilt fir f(p) := exp(ik - ).
Bew.: Furk € Z" \ {0} qilt (k = 0 trivial):

1 7
o) = lim — / exp(ik - (¢ + wt)) dt
T—oo T 0
1 eik-wT -1
= Tlglgof exp(ik - ) - W:().

|

35.11 Lemma Die Aussage des Satz88.5qilt fiir trigonometrische Polynome
Y= Z|k\<N fre®e.
Bew.: Folgt aus Linearitat der Abbildung— f*. O

35.12 Lemma Seif : T" — R eine stetige (oder zumindest Riemann-integrable)
Funktion. Dann existieren fizr> 0 zwei trigonometrische Polynome

pi,p2: T" =R mit py < f<py und (QW)_H/ (p2 —p1)dp <e.

Bew.: Sei f zunachst stetig. Dann existiert nach dem Weierstral3s&ppnoxi-
mationssatz ein trigonometrisches Polynpmit |f — p| < %5. Die Polynome
p1:=p— 5 undp, := p + 5 erfullen die Aussage.

Fur f Riemann-integrierbar existieren zwei stetige Funktiofierfo mit f; <
f< found(L)" [(fo—f1) dp < %e. (Man kann beispielsweisezunachst durch
eine endliche Summg_._; \;x; von charakteristischen Funktionen auf Quadern
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majorisieren und diese wie in nachstehender Zeichnung durch stetige Funktio-
nen majorisieren.) Zeichn.
Indem wir nun wiederuny; und f, durch trigopnometrische Polynome

p1 < fi < fo<po

annahern, erfullep,; undp, die Aussage. O

mit

Bew. des Satze85.5 Wir betrachten fue > 0 die trigonometrischen Polynome
p1 < f < pyvon Lemma35.12 Wegen Lemma&5.11finden wir einTj(¢), sodass
fur T > Ty(e)

pi_?/o pi-@bt(gp)dt‘<s , (1=1,2).

Zusammengefasst haben wir folgende Ungleichungen undnageDifferenzen:

LfMpow(p)dt < L[Trow(e)dt < [T pyoi(y)dt

(Lemma35.1) € I ﬂ: I E (Lemma35.1])
D1 < f < D2
— £ — &
(Lemma35.12) (Lemma35.12)

Wir folgern also, dass

T

Exkurs: Der Virialsatz

Wir betrachten zunachst ganz allgemein eine Hamiltortionk// : R?" — R,
fur die die Energieschale

Yg:={r€R™| H(x) = E}
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fur den WertFE der Energie kompakt ist.
Fur eine beliebige Funktiofi € C>(R?", R) ist dann das Zeitmittel von

{f, H}

auf Xz Null. Denn wenn®; den vonH erzeugten Fluss bezeichnet, dann ist
{f,H} =L fod,, und damit das Zeitmittel filr € £, gleich

[LHY () = lim ~ / {f, HY o @ (x) dt

T—oo T
_ Th_IEOfO(I)T(xT)—f(x) —0.

Wir schauen uns nun einige Beispiele fur den einfacherdealHamiltonfunktion
H(p,q) :==T(p) + V(g) mitkinetischer Energie T'(p) := ip’

an und setzen voraus, dass die Energieschalkompakt ist.

35.13 Beispiele 1. f(p,q) :==pi;, i=1,...,n

—> Das Zeitmittel der auf den Massenpunkt wirkenden K&tV (¢) ver-
schwindet.

2. f(p,q)=q,i=1,....n
— Das Zeitmittel des Impulses bzw. der Geschwindigkeit isli,Nvas ja
nun auch nicht weiter erstaunt.

3. Etwas interessanter igtp, ¢) := >, pigi, T(p) = 3p*

{f,H}(p,q) =2T(p) —q-VV(q).

Der zweite Term hat nun zunachst keine anschauliche Irgieion. Setzen
wir aber das Potential als homogenes Polyrieften Grades in degg (mit
geradent) an, so erhalten wir in Multiindexnotation

0
V= Y cg” , Wp V(@) = > acag”
aeNg Jal=k a aeNg|al=k

alsoq - VV (q) = kV(q). Damit ergibt sich also fur die Zeitmittel vonpo-
tentieller und kinetischer Energie (die nach dem Birkhafen Ergodensatz
Satz22.1fast Uberall aubl; existieren):

KV (2) = 2T (),
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oder auch

T (z) = ijLQH(x) , Vi(x) = %H(x}

Ganz analog kann man auch fur den Fall eines homogenereffestintials
V(q) = |q|° argumentieren, insbesondere fiir= —1, d.h. die Keplerbe-
wegung. Dort ist als@™(z) = —H(z) undV*(z) = 2H(xz) < 0. (Man
beachte, dasg* undV* von allen Phasenraumvariablen abhangen!)

Der Virialsatz hat in der statistischen Mechanik Bedeutlrggt stellt sich namlich
die Frage, wie sich die Gesamtenergie auf die verschiedereheitsgrade ver-
teilt.

36 Srungstheorie flr eine Winkelvariable

Bevor wir Hamiltonsche Systeme betrachten, untersuchedie/Storungstheorie
in einem Fall, in dem das Mittelungsprinzip besonders guteardbar ist. Das
gestorte Differentialgleichungssystem auf dem Phaseméax S', G C R' offen,
sei

j = 59([790)
o = wl)+ef(l,p)

Das gemittelte System ist also

J=¢e(g)(J).

Wir bezeichnen mit/(t), ¢(t)) die Losung des gestorten und nifitt) die Losung
des gemittelten Systems mit Anfangsbedingu® = J(0) = Iy, ¢(0) = go.
Da die Variation

vong i.A. nicht verschwindet, wiirde man vielleicht erwarteasd sich fur Zeiten

t, die grosser als von der Ordnudc’) = O(1) sind, gemitteltes und ungemit-
teltes System um mehr al€d(=) unterscheiden. Dies ist aber nicht der Fall. Um
dies zu beweisen, benutzen wir die Ungleichung von GronWadise ist fur viele
Abschatzungen in der Differentialgleichungstheoriezhch.
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36.1 Lemma (Gronwall) Fir f, B € C ([0,T),[0,00)) gelte fir einA > 0
ft) <A+ /t f(s)B(s)ds 0<t<T). (36.1)
0

Dann ist

<B{t) (0<t<T). (36.2)

Integration von 86.2) ergibth(t) < Aexp (fot B(s) ds).
Der Fall A = 0 ergibt daraus sich durch Limesbildung. O

36.2Satz 1. Esseiew, f € CY(G x S*,R) undg € C*(G x S*,RY) zusam-
men mit ihren Ableitungen beschrankt und- C' > 0.

2. Es existiere ein’ > 0 sodass fip <t < 1/e
{(JJeR||J—J@t)|<C}CQG.
Dann ist fur gentigend kleirne(0 < e < &):
[I1(t) = J(B)]=0() (0<t<1/e).
Bew.: Der Ansatz des Beweises besteht darin, neue Koordinaten
I(I,9) :=1+¢eK(I,) (36.3)

einzufuihren, in denen die winkelabhangige Storung mehrvon der Ordnung? ist. Eine
Storung dieser GroRe kdnnen wir dann Uber die Zeitspayin integrieren und erhalten
eine Maximalabweichung vom ungestorten System von den@glk.

Wir setzen 86.3 in das Differentialgleichungssystem ein und erhalten

I = I+¢e|Di/K(I,9)I+ DyK(I, )¢
= elg(I, ) + D2K(I,0)w(I)] + > R(1, p) (36.4)
mit
R(I,¢) := DiK(I,0)g(I,¢) + D2 K(I,0) f(I,¢).
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Wir setzen nun, um die Klammer iB§.4) p-unabhangig zu machen,

K(I,) = —ﬁ /O " a0 ).

Dies ist wegenw(I) # 0 moglich. Da(g) (I) = 0, ist K in ¢ 2x—periodisch, und nach
den Voraussetzungen des Satzeist C''(G x S', R!) zusammen mit seiner Ableitung
beschrankt.

Entsprechendes gilt damit auch f&r
Weiter folgern wir, dass wir fur kleine (36.3) invertieren kdnnen, und dass die urspiing-
liche Wirkung[(f, ¢) ebenfalls zusammen mit ihrer Ableitung beschrankt isefdings
auf dem Definitionsbereich(I(1, ¢), ) | (I, p) € G x S'}).

I=e(g) (D) +&R(1,¢) = £ (5) (1) + R(L) += ((3) (D) - (3) (D).

AT := 1 — J, sodas\[(0) = I(0) — I(0) = O(e)

SAL = (@ (D) - 0) () +SRe) + () (1) - 6) (D)

dt
= D) (J)- AL+ R(L¢) += ((5) (1) — (@) (D) +
= (() (1) = () (1) = D(3) (J) - AT)

Dag € CY(G), ist nach der Taylorformel der letzte Tem von der Ordnuig), falls
Al = O(e). Dies setzen wir nun fur das Zeitinterv@lll, 1 /c] voraus und Uberprifen die
Konsistenz dieser Annahme.

AT erflllt die Integralgleichung

AI(t) = AI(0) + /0 [ED () (J(s)) - AI(s) +R(s,5)} ds, (36.5)

wobei nach Voraussetzung

i

SR (1(1(s), 0(5)), 9(5)) + (@) (T (5), (5)), () = (@) (1(s)))
+ (@ (I() = () (J(s)) = D (@) (J(5)) - AL(s))

von der Ordnung?)(£?) ist. Wir schatzenAT mithilfe von (36.5 ab und setzen dazu in
der Voraussetzung6.1) des Gronwall-Lemmas

1/e
f=1AI, A:= AI(O)-i—/
0

R(s,s)‘ds und B :=¢|D () (J)].
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Damit ergibt sich
() < creexplese - ),

was fur0 < ¢ < 1/e konsistent mit unser Annahme ist. Wir kdnnenso klein wahlen,
dass

c1e0 exp(ca) < %C’ und ¢ - y )sug o |K(I,p)| < %C/
780 e ><

gilt, also|I(t) — J(t)| < C’ gilt und der Phasenraum somit nicht verlassen wird. O

37 Hamiltonsche Sbrungstheorie
Wir betrachten ein Hamiltonsches System mit Hamiltonfiorkt
H€<I7 @) = HO(I) + €H1<I7 @)

auf dem Phasenrautd x T", G C R offen und beschrankt, und mit Storpara-
meter|e| < ;. Die Differentialgleichungen sind also

I = —eDyH (I, )
¢ = w()+eDiH (I, )

mit Frequenzvektor
w = DHQ

Das gemittelte System ist triviaFf = 0.
Wir wollen eine kanonische Transformation

I (L p) = (1, 9)

finden, die die Winkelabhangigkeit bis auf einen Term detrdngs? eliminiert.
Dazu benutzen wir die Methode der erzeugenden Funkticresetso an

I=1+¢eD,S(,0) ¢=p+eDS, ).

Einsetzen in die Hamiltonfunktion ergibt mif, o 7, = H, formal

Ke(lv ()5) = He (i + 5D2S<I7 @(Iv @))7 Sb - €D2S<I7 @(i7 @))) (371)
— Ho(l)+¢ [DHO(D - D,S(I,¢) + Hi(I, @)] +O(e2).
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Es musste als§ so gewahlt werden, dass

w(l)-D2S(I,¢)+ Hi(1,9)

nur eine Funktion vor, nicht den Winkeln wird. Dazu benutzt man die Fourier-
transformation, schreibt also

S, g) = D Su(I)e?. (37.2)

Wegenw(l) - DoS(1, @) = i yepn Se(I)w(I) - Lexp(il - $) ergeben sich die
Bedingungsgleichungen

iSy(Dw(I) -+ ho(I)=0. (L ezZ"\{0}). (37.3)
Diese sind i.A. nicht losbar, denn

e wir konnen durch eine beliebig kleine Veranderung desjteazvektors
w € R™ immer erreichen, dass fur ein geeignetes Z" \ {0} das Skalar-
produktw - ¢ = 0 wird, und

e falls Dw den maximalen Rang besitzt, konnen wir eine solche Verande-
rung vonw durch Variation vorl bewerkstelligen.

Setzen wir aber voraus, dass filr &stes/ € G die Komponenten des Frequenz-

A

vektorsw(I) € R" rational unabt&ngigsind, d.h.
wl)-t#0  (ez"\{0}),
dann kdnnen durch did{unabhangigen!) Fourierkoeffizienten

o ho(I)
Sell) = w(l)-¢

(e z"\{0}) und Sy(I):=0 (37.4)

der erzeugenden Funktishdie Gleichungen37.3 immerhin an der Stellé = [
l6sen.

Es taucht abedas Problem der kleinen Nennir (37.4) auf. Zwar sind die
Fourierkoeffizienterb, definiert, aber es ist nicht klar, ob die FourierreiB&.Q)
konvergiert.
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Dazu verscharfen wir die Unabhangigkeitsbedingung pnd&rung da&(f) €
R™ diophantischist, d.h. fur geignete > 0 undr > 0 in der Menge

Q= {0 eR [V eZ\{0}: &>} (37.5)

liegt. Ob eine solche Bedingung tUiberhaupt fur einen Feaguektoro € R”
erfullt ist, soll uns erst spater interessieren.

AulRerdem fordern wir, um die Konvergenzchancen3dn.® zu vergrofRern,
dal3 die Fourierkoeffizienteh, schnell abfallen. Dies ist bei genuigender Diffe-
renzierbarkeit vorf{; der Fall:

37.1 Lemma Fiirg € C*(T", R) mit Fourier-Darstellung

gle) = geexp(il - )

Lezn

sind die Fourierkoeffizienten von der Ordnung

el = O(1e17"). (37.6)
Bew.: Es ist fur Multiindexa € Nj mit [a| := 37" a; <k
Dg(p) =il*l Y~ gpt* exp(il - ).
vezn

Esseil € Z™\ {0} und/; eine betragsmaliig grolite Komponente &ahh. insbesondere

|¢;| > |¢|/n. Durch inverse Fouriertransformation deten Ableitung
_ 1 ; k de
0= Gy L (it 9k )

nachy; zeigen wir 7.6), dennmax; sup,, |95 g(¢)| < oco. O

Wie hangt umgekehrt die Differenzierbarkeitsstufe eifenktion von den Ab-
fallseigenschaften ihrer Fourierkoeffizienten ab?

37.2Lemma Fallsc : 7" — C far k > r +n, r € Ny von der Ordnung
c(0) = O(|(]™")
ist, dann ist die durch

Flg) ==Y c(t) exp(il - ) (37.7)

Lezn

definierte Funktiorf € C"(T",C).
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Bew.: Es genugt, die Behauptung fiir= 0 zu zeigen, also die Stetigkeit voh Es
existiert also einC’ > 0 mit |c(¢)| < C|¢|~%. Zunachst konvergiert37.7) fiir alle ¢

absolut, denn
dle@ <c@)+C D 1T < 0.
Lezn tez7\{0}

Fure > 0 seiN so gewahlt, dass

> el <e/3, (37.8)

LeZm, 4| >N

und f die Partialsumme

In(p) == Z c(l) exp(il - ).

€7 |f|<N
Dann ist fur allep, » € T"

F@) = F@) < 1F(0) = Ix (@] + v (@)| = n ()] + 1 fw () - FW)
< SN - @)+ 5

Andererseits ist unter der Bedinguhg— ¢| < ¢ := 3CLN

[N ()| = [N (¥)]

N ) (explit - p) — exp(il - 1))
LeZn, [l <N
C Y TP —explit- (- 9)

£eZ™\{0}, [(|<N

D S ) B DR U [ -

CeZ™\{0}, [¢|<N 2ez27\{0}, |¢|<N

IN

IN

wegen B7.9), sodass danfy (¢) — f(¢)| < e. O

37.3 Korollar FirHy € C*(G x T*,R) k > n+ 7, 7 ¢ N und eine Wirkung
I € G, die (37.9 erfilllt, ist die erzeugende Funktitn

S e CF Mm@ x T R).

Zmit[\]:R—Z, z—min{z €Z|z >z}
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Bew.: Nach Lemma87.1list.S, = O(|¢|"~*), nach Lemm&7.2ist S € C+~I71—n,
m

Die diophantische Bedingun@1.9 ist, fallst > n — 1, fur Lebesgue-fast-alle
w € R™ erfullt (allerdings mit einew-abhangigen Konstantg:

37.4 Lemma FirT > n — 1 ist das Lebesguemall der diophantischen Menge
B,,=Q,.,NB

in der VollkugelB := {w € R" | |w| < 1} fir kleine Werte vony gro3: Es gibt
eina(r) < oo mit

Bew.:

A(Byr) = AB) = Y AMGe)
tez7\{0}

fir Gy :== {w € B | |w- €] < 4[{|77}. ESistA(Gy) < 2¢,_17/¢|7~!, wobeic;, das
Volumen derk—dimensionalen Vollkugel vom Radius 1 bezeichnet. Es ist

Z MGe) <ep-v-afr) fur ofr):= 9fn—1 Z 1077 < . a
te77\{0} ™ eezm\{0}

Wir sammeln jetzt unsere Teilergebnisse:
37.5 Satz Falls die Frequenzen = D Hy, unabhéngig variieren, d.h. die
det(Dw)(I) #0 (I €G),

undHy, H, € C*"3(G x T, R), gibt es eine Teilmeng&. C G mit asympto-
tisch vollem MaB3l{m. .o A\(G.) = \(G)), fur die das Mittelungsprinzip bis zur
Zeit1/e anwendbar ist:

sup |1(t) — I(0)| < const - ¢ (0<t<1/e).

Bew.: Unter den genannten Voraussetzungen ist die erzeugen#édrufi ¢ C?,
sodass die Abschatzungq.1) mit dem konstanten ze proportionalen Term
ehy(I) in einere-Umgebung von/ gilt, d.h. durch Einfahrung der neuen Koor-

dinaten(7, ¢) die Hamiltonfunktion bis auf Fehlerterni@ der Ordnung:? inte-
grabel ist:

~ ~ ~ ~ ~

K (I,¢) = Ho(I) +ehi(I) + Ry (I, p) + Rao(I, p)
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mit
Ri(1.3) = (Ho(I+=D,S(I,3)) — Ho(I) — =DHo(I) - D>S(1, )
te (Hi(l +2D:5(1,9),¢) — Hi(1,9)) = O(<?)
und
Bo(1,3) = = (w(D)- DS(1,3) — w(l)D3S(1, )
+e (Hi(1.¢) — 1i(1.9)) = 0.

Integration der Hamiltonischen Differentialgleichungeithilfe des Gronwall-
Lemmas analog zum letzten Kapitel liefert das Resultat. O

Da die Gesamtmasse der Planeten etwa 1/1000 der Sonnenmasse betragt,
konnte durch diese Storung nach etwa = 1000 Jahren eine bedeutende Verande-
rung der Ellipsenbahn der Erde einreten.

Waren die Voraussetzungen dieses Satzes gegeben, dame eviimmerhin
voraussagen, dal solche Veranderungen nach 1000 Jalnte®f sind, und
sich — Uberschlagig — erst nach einer Million Jahren delutbemerkbar ma-
chen.

Der Satz ist zwar nicht direkt anwendbar, defen(Dw) = 0 (im Keplerpro-
blem sind die Bahnen negativer Energie immer periodischyjibt aber Varianten
des Satzes, die fur das himmelsmechanische Problemmreife

38 KAM-Theorie

Wir haben gesehen, dass wir fur genigend unabhangigpi&neeny(7) neue
Koordinaten einfilhren kdnnen, in denen die Storternreder Ordnung? statte
sind. Es stellt sich die Frage, ob man diese Transformatgoieren kann, um die
Storung in geeigneten Koordinaten vollstandig zu elieren. Damit ware dann
die Existenz eines flussinvarianten Torus gezeigt, auf derBelvegung bedingt-
periodisch mit Frequenz ist.

Dieses Ziel verfolgt die Theorie, die von Kolmogorov, Ardeind Moser auf-
gestellt wurde und die daher kuUKAM-Theorie genannt wird.

Formal ergibt die Transformation bei-facher Iteration einen Fehler ve#'.
Sie ist daher dem Newtonverfahren zum Auffinden von Nulkstelerwandt.
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38.1 Bemerkung Beim Newtonverfahren werden Nullstellen vgn e C?*(R)
ausgehend vom, € R aufgesucht, indem

xn-ﬁ-l = xn - f’(l’ )
n

gesetzt wird. Nach Taylor ist hier

_ ) — ) - f(zn) f(zn) ’
f(zn) ?
° ((f’(xn)) ) ’
alsoO(f(x,)?), falls f’ in einer geeigneten Umgebung von Null weg beschrankt

ist. Eine solche formale quadratische Konvergenz mussdailgs durch Norm-
abschatzungen bestatigt werden.

Die Durchfuhrung der KAM-Theorie ist im Rahmen einer Veuag tber Klas-
sische Mechanik moglich (siehe z.B. den 1. Band des Lehdsif h] von W.
Thirring, wo eine vereinfachte Situation durchgerechnied v

Sie ist aber etwas mihsam und technisch, weswegen wir fdezezichten.
Stattdessen soll einfach das Resultat dargestellt weksm Beweis findet man
im Artikel [Pd] von J. Poschel.

Es sei wieder

H.(I,¢):=Ho(I)+cH(I,9)

auf dem Phasenrauti x T", G C R™ und mit Storparametge| < ¢,. Diesmal
setzen wir voraus, dass die integrable Hamiltonfunktifynreell-analytisch ist.
Weiter fordern wir wieder die unabhangige Variation dexqtrenzew := DH, :
G — R™

det(Dw)(I) #0 (I €G),

undw sei ein Diffeomorphismus auf das Bild
0= w(G).
Wegen dieser Eigenschaft konnen wir mittels der Abb.

T OxT' - GxT" , (@¢)— (&), 9)
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die HamiltonfunktionH, als Funktion
H. =H.oV:QxT"—R

auffassen, und die symplektische 2-Form mittelsauf diesen neuen Phasenraum
zuriickziehen.

Der Vorteil dieses Koordinatenwechsels ist, dass bei dgatibn der kano-
nischen Transformationen direkt an den neuen Wirkungebgelesen werden
kann, ob sie zur diophantischen Teilmerige. (siehe 87.9) gehoren.

Wir setzenr := n und nennen die diophantische Teilmenge der Mefige
unserer Frequenzen einfachheitshalber

Q,=Q,, N

Die Stor-HamiltonfunktionH; sei glatt aufG x T", alsoH; = Hy o ¥ €

C>®(Q x T™).

38.2 Satz Unter den obigen Bedingungen existiert ejn> 0, sodass fiiftz| <
go ein Diffeomorphismud. auf dem Phasenrauflh x T™ existiert, der auf der
Teilmenge

QexT"cQxT"

die Hamiltonschen Differentialgleichungen in die Form

Go =0 , Selt)= o) (38.1)

transformiert. Das Lebesgue-Mal3 dieser Teilmenge isiéiine Storungenn grol3:
A(Qz) = A9 - (1- 0(VE))
(falls Q) eine berandete Mannigfaltigkeit ist).

38.3 Bemerkungen e Die Gleichungend8.]) sind integrabel und haben die
LOosungen

w(t) =w(0) , ¢(t)=¢0)+@(0)t (mod 2) (t € R).
¢ (), hat die Form einer Cantormenge.

¢ Uber die resonanten Tori’, d.h. das Komplement vope x T", wird im
Satz nichts ausgesagt. Dort kdnnen die Tori Uberlebenrfi® integrabel
ist) oder sich durch die Storung auflosen, siehe Alsb.
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Abbildung 59: Phasenraumportrait eines Hamiltonschene®ys mit zwei Frei-
heitsgraden, mit ineinander geschachtelten KAM-Tori (&u<])

A Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

In zahlreichen physikalischen Anwendungen der Analysrsl\ber Unterman-
nigfaltigkeitendesR", insbesondere dé&® integriert, z.B. zur Bestimmung

- des durch eine von einer Leiterschleife berandete Flécimgenden ma-
gnetischen Flusses

- der entlang eines Weges aufgewandten Energie etc.

Um solche Integrationen durchzufuihren, ist der Kalkiil@dferentialformen auf
Mannigfaltigkeiten entwickelt worden.

Dieser Kalkul lasst aber auch dgaometrischen Gehabhysikalischer Theo-
rien wie Klassische Mechanik, Elektrodynamik oder AllgeneeRelativitatstheo-
rie klar hervortreten (die Maxwellschen Gleichungen bieisgveise lassen sich
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mit Differentialformen alsiF' = 0, § F = j schreiben). Eine gute Einfilhrung gibt
das Buch {\r2] von Arnol'd.

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie @éieren Formendenn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialforaue einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

A.1 AuRere Formen

A.1 Definition Es seiF einn—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
v : EFx...x E — R heiltmultilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,

d.h. furh € Rundz, 2}/ € B

QO(.Tl, .o .,$j_1,)\$j,$j+1, NP ,.I‘k) = )\QO(JZ‘l, “ee ,.I‘k)
und
(p(l’l, Ce ,l’j_l,le- —|—JZ‘JI~I,J}J’+1, .. .,J}k)
= gp(xl,...,le-,...,xk) —i—go(xl,...,le-l,...,xk).

Genauer spricht man von einerlinearenAbbildung

Auf £ := R"™ mit Standardbasis,, . ..,e, € E bezeichney,,...,«a, € E* die
Dualbasis(d.h.a;(e;) = 6;5).

A.2 Beispiel 1. k = 1. Dann isty eineLinearformauf £, und fury # 0 ist
©~1(0) C E ein Unterraum der Dimension— 1.

2. k=2, E :=R" mitinnerem Produkt:, -).
FurdA e M(n,R)istp : Ex E — R, p(z,y) := (z, Ay) eineBilinear-
form. Sie hei3anti)symmetrischwenny(z, y) = +¢(y, z) (z,y € E).

3. k=n,E=R"¢(x1,...,2,) := det(xq,...,2,) (r; € E) heillitDeter-
minantenformSie gibt das orientierte Volumen des von . . ., z,, aufge-
spannten Parallelotops an.

Offensichtlich kbnnen wir zwek—lineare Abbildungeny;, v, addieren indem
wir

(o1 +@2) (w1, 21) == @121, ..., T) + (w1, .., Tp)
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setzen und eing—lineare Abbildungy mit A € R multiplizieren

Ap)(z1, ... x) = Mo(T1, ..., Tk))-

Damit wird die MengeL*(E,R) der k—linearen Abbildungen ifR zu einemR—
Vektorraum

A.3 Definition Es seiF ein n—dimensionaleiR—\Vektorraum. Dann heil3p €
L*(E,R) auBerek—Form, wenn sieantisymmetriscist, d.h.

O(T1y o Ty ooy Ty Tg) = —p(T1, o Xy Ty Tk), (T4, T € B
Der Raum der auBerér-Formen wird mitQ*(E) c L*(E,R) bezeichnet.
A.4 Beispiel 1. QY(E) = LY(F) = E~.

2. (z,y) — (x, Ay) definiert eine aulRere—Form aufR™ genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen diezege n—Form.

A.5 Definition Dasaufere Produktonw, . .., w, € Q'(E) wird durch

wi(zy) .. wr(zy)
wi A Awg(x, . ) = det :

wi(zr) . we(zk)

(x1,...,zx € ) definiert.
Offensichtlich istv; A ... A wy, einek—Form, also iM*(E).
Insbesondere ist damit
(679 VANPIRIAN Q. € Qk(E)

Diese auf3ere Form stimmt bis auf Vorzeichen mit derjenigjeerein, bei der
i1, ..., 1; aufsteigend geordnet sind und ist genau dgnfi, wenn alle Indizes
voneinander verschieden sind.

Wir kdnnen nun jedé—Formw € QF(R") eindeutig als Linearkombination

W = E Wiy ..y, Oy VANPIAN Q.

1<4;<...<i<n
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mit w;, ;, = w(e;y, ..., e;,) € Rdarstellen. Fudim(E) = n ist daher
dim (Q*(E)) = (7).
DasProduktder k—Formw mit einer/—-Form

v = Z Uiy g0y A - A @,

1<j1<<ji<n

wird nun als

w A Y = Z Z w,-l___ikz/)jl___jlail VANPIRAN Qg A gy AN Qg

1<i1 <. < <n 1<51 <. <51 <n

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen®ig= j, ist, sind gleich Null,
denno; A oy = —ay A g = 0. Die anderen Summanden tragen zu der aul3eren
Formw A ¢ € QFF(R™) bei.

Offensichtlich ist das auRere Prodalgisoziatiyd.h.(wAY) Ap = wA (P Ap).
Weiter gilt fir einek—Formw und einel—Form)

wAY = (1) Aw,

denn wir misseh - [-mal1-Formen kommutieren, um von der einen zur anderen
Form zu gelangen.

A.6 Beispiel Symplektische Formuf demR?"

W= Z i A iy € Q*H(R™)

=1
Fiurn = 2 ergibt sich
w =01 Nag+ as A 0y,

also

WwAw = (Oél/\Oé3+042/\Oé4)/\(Oél/\Oég—FOéQ/\Oq)

= 91/\0[3/\0[1/\0[%4‘0[2/\0[4/\0&1/\0&3

0
+Oél/\0é3/\0é2/\0é4+0é2/\044/\042/\04é

0
(—DPar Aag Aas Aag+ (—1) g Aag Aas A ay

—20[1 N (6D) N Qa3 N Qy.
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Die symplektische Formy hat eine Schluisselrolle in der Klassischen Mechanik.
Dort bezeichnet man die Koordinaten. . . z,, als Impulskoordinaten, die Koor-
dinatenz,,,; ... z,, als Ortskoordinaten.

A.7 Beispiel Wir betrachten einen Vektar = (gé) = v1e; + Uyeg + v3es des

R3. Bisher haben wir bei unserer Betrachtung das innere Ptaddhkt erwahnt
und auch nicht benutzt. Jetzt benutzen wir das kanonisaerenProdukt und
bemerken, dass durch

wi(w) == (v, w) = viw;, + Vowy + v3ws (w € R?)

dem Vektorv die 1-Formw, € ' (R?) zugeordnet wird.
Ahnlich wird v die 2—Formw? € Q?*(R?),

wi(z,y) := det(v, 7, y) (z,y € R?)
zugeordnet. Wir finden
wi = Vi + Vg + v3ci3  und wg = V19 A\ a3 + vaiz A i + U3y A Qig.
Das aul3ere Produkt zweier so gewonndrétormen ergibt

1 1
Wy A W, = V101 + Vaig + ’Ugag) N (wqu + woxg + wgag)

(
= (’Ulwg — Ugwl)()él A (0%)] + (UQU)g — ’U3U)2)Oé2 A 3

‘|‘(’U3'lU1 - Ul’LUg)Oég N oy

2

= Wyxw:

Wir haben auf diese Weise diseuzprodukizweier Vektoren iniR* gewonnen.

A.8 Satz Die Vektorenw, .. .,w, € E* sind genau dann linear abhangig, wenn
wi A Awp =0.

Bew.:

e Wenn sie linear abhangig sind, kdnnen wir einen Index{1, ..., k} mit
w; = 2%1 cuw; finden. Damit gilt aber
l#1

k
wl/\.../\wk:chwl/\.../\wl/\.../\wkzo,
%
denn in jedem Summanden komimtdoppelt vor.
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¢ Andernfalls kdnnen wir die Vektoren zu einer Basis
Wiy .ooywy, Mt noo=dim(EY)
erganzen, sodass A. .. Aw, # 0ist. Dannist aber auch; A... Aw; # 0.

|

A.9 Definition Der reelle Vektorraunf2*(E) := 2;“5@) QF(E) (mit QY(E) =
R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikatiafth@ieauRereoder
GrassmannalgebraberFE.

A.10 Bemerkungen e dim(Q*(E)) = 24", denny_;_ (1) = 2"

e Es gilt fur beliebigek, ! € Ny, dass filw € Q¥(E),p € Q(E) wAp €
QFU(E), aber

o furm > dim(E) istdim(Q™(E)) = 0.

A.11 Definition Fur eine lineare Abbildung : £ — F endlich dimensionaler
R— Vektorraume und € QF(F) hei3t die durch

frw) (o, ) == w(f(v), - fon)
definiertek—Form f*(w) die Zuriickziehundengl.pull-back vonw mit f.

Es gilt offensichtlichf*(w) € QF(E), dennf*(w) ist k—linear und antisymme-
trisch.

A.12 Satz 1. Die Abbildungf* : Q*(F) — QF(E) ist linear.
2. Fiirg € L(F,G) ist(go f)* = f* o g*.
3. Furf =1dg ist f* = Idg«(g).
4. Furf € GL(E,F)ist(f*)~' = (/="
5. ffanp)=f ()N [ (B)
Bew.:

1.
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2. (gof)*a(vlv“'vvk) :O‘(gof(vl)v“'vgof(vk’)) =
=g'a(f(u),.... f(o)) = fregafv,. .. v)

3.V
4. folgtaus 2. und 3.

5. Hausaufgabe O

A.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen auf Mannigfaltigkeiteginfuhren, und zwar
zunachst auf offenen TeilmengénC R™. Dieser Spezialfall beschreibt das Ver-
halten einer allgemeinen Differentialform auf einem Kagebiet.
EineDifferentialformw aufU ist eine von Ort zu Ort variierende aul3ere Form,
deren Variation wir als glatt voraussetzen.
Wir schreiben eine allgemeirie-Formw in der Gestalt

W = Z wil...ikdxil VANPIRAN dl’lk € Qk(U),

1<i1<...<ip<n

wobei diew;, ; € C*°(U,R) sind und diedz; den Koordinatenfunktionen; :
R" — R zugeordneté—Differentialformen sinddz; € Q!(R")). (Dabei wollen
wir den Raum der aul3erén-Formen ab jetzt zur Unterscheidung mit einem nicht
fetten(2 schreiben.)

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld: R* — R™ definiert und
dx;(v)(y) := v;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern Fumkti
nen und furk Vektorfelderv® : U — Rist fir w € QF(U)

dzi, (vM) ..o da, (vD)
w(v(l)v BRI U(k)) = Z wi1...ik : det
1<in <..<ip<k dx;, (v®) ... dz;, (v k)

definiert. Das Ergebnis ist eine reelle Funktion auf d&m

Die Rechenregeln tUibertragen sich von den aufReren ForaieheaDifferen-
tialformen.

Auf Q*(U) = @;_, 2*(U) betrachten wir jetzt deDifferentialoperatord,
der durch

o df =31 2Ldx, fur Funktionenf € C*=(U,R) =: Q°(U)

7
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e unddw := Zl§i1<___<ik§n dwi, i, Ndziy, A ... A dx;, fur k—Formen

W = Z wilmikdmil VAR dl’zk

1<iy<..<ip<n

definiert ist.d verwandelt eind—Form also in ein¢k + 1)—Form.
A.13 Definition d : Q*(U) — Q*(U) heiBtauf3ere Ableitung
A.14 Beispiel 1. w € QYR"), w := zodry

dw = dxy ANdry = —dxq A dxs.

2. Flrw = widr; + wodwy + wadzs € QH(R3) ist

dw = (dwy) Adxy + (dws) A dzy + (dws) A dxg

= (% — %) dxy N\ dxy + <% — %) dxo A dxs
£

81’2 81’2 83)3
&ul aCU3
+ <0—9:3 - 8—1'1) dl’g VAN dl’l.

3. FlUrw = wiadry A dxg + wazdrs A dxs + wydaxs A dxy € Qz(Rg) ist

. Ow1z Owas Owsy
dw = <01L'3 + 0:)31 + 01'2

) dl’l AN dl’g VAN dl’g.

4. Furw € Q3(R3) istdw = 0.

A.15 Satz d ist eineAntiderivation, d.h. fira € QFU) und3 € QNU) ist
d(a A B) = (da) A B+ (=1)Fa Adp.

Bew.: Wegen der Linearitat vod gentgt es, diese Gleichung fur Monome=
fdxy, N Ndxy,, 8= gdx;, A... Ndxj, f,g € C°(R",R) zu beweisen.

~~

g

3 5
Es giltd(a A 8) = d(f - g)a A B = ((df)g+ f(dg))a A B = (df)a A gB+
(=1)*fan(dg)B =da A B+ (=1)ka AdB. O

A.16 Satz dd = 0.
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Bew.:
o Firf e QO(U)istddf = d (X1, Zdw) = S0, Sy sok-duyAde; =

N ercoen (5t oy ) dz, Adz, = 0, da wir wegen der Glattheit von

Bzvraxs - 8m58:vr
f die partiellen Ableitungen vertauschen konnen.

o Flirw= Zwilnikdmil VAP dﬂ?lk S Qk<U) ist
0

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhettt unter Abbildungen.

¥1
A.17 Definition Es seienl/ C R™, V' C R" offen undy = : U=V
©n
glatt. DieZuriickziehung (pull-back)y*w von
w = Z wil...ikdxil AN dl’lk c Qk(V)
1<i1<...<ip<n
ist durch
Yw = Z Wiyoip O @ - dpiy Ao ANdp;,
1<i1 <...<ix<n
definiert.

Der Pull-back ist also einke—Form aufU/ C R™.

P — w

4
U V

w1(r, ) = rcostp
@a(r,¥) = rsingy

Es soll die2—-Formw = fdz; A dx, zuriickgezogen werden. Mjt:= f o ¢,
also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funkficergibt sich wegen

A.18 Beispiel ¢ : RT x (0,21) — R?, ¢ = (¥), {

P2

dp; = drcosty —rsingdy,
dpy = drsiniy + rcosdy

0w = fdpy Ndps = fr(cos®+sin®)dr Ady = frdr A di.
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A.19 Satz p*d = dy*

Bew.: Durch Anwendung der Kettenregel:

do*(fdxyy N .. Ndxy) = d((foe)-dpi, A...Ndp;,)
= d(fop) Ndpiy \... N,

Andererseits ist

o'd(fdry, N.. o Ndxy,) = @ (Z g—idxl ANdzi, N... A\ dxik>
I=1

0
—1 8@

d(foyp)
O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismersehen wir, dass die aul3ere Ablei-
tung unabhangig vom verwendeten Koordinatensystem defist.

A.3 Integration von Differentialformen

Wir integrieren zunachst—Formen auf deniR™ und danachk—Formen aufk—
dimensionalen Flachen ifR".

A.20 Definition Es seiU' ¢ R” offen undw € Q™(U) habe kompakten Trager
(d.h. furw = fdx; A ... ANdx, ist f(z) = 0 aulRerhalb eines Kompaktumsiip).
Wir setzen dann

[ o= [ ...z,

A.21 Satz Es seip : V — U ein Diffeomorphismus, mitet(Dy) > 0. Dann gilt

/ap*w:/w.
1% U

Bew.: WegenA.5ist [, p*w = [, f o ¢ - det(Dyp) - dxy A ... A dx,, und wegen
der Orientierungserhaltung entspricht dies genau dersteamationsformel. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral Ubek-ei®@rm nicht von der Wahi
des (orientierten) Koordinatensystems abhangt.
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Betrachten wirdz; A ... A dz,, als die Standard-Volumenform auf deiRf,
dann kdnnen WWUW auch als Integral ddfunktion f UberU auffassen.

Weil wir als nachstes Funktionen Ubkrdimensionale Flachen ifR"™ inte-
grieren wollen, miissen wir uns zunachst tber die Stak@lalumenform klar
werden. Es sdi/ C R* offen und

p:U—-R"

eine glatte Abbildung miDy(x) vom Rangk. ¢ parametrisiert dié—dimensionale
FlacheV := p(U) C R™.
Gesucht ist nun eine—Formw € QF(U), fur die fur jede inV offene Teil-

/ 1 V
¥ ( l)

die Flache vorl/’ beschreibt. Drei verniinftige Forderungen.asind, dass
o V':=(0,1)" x {0}"~* c R" die Flachel besitzt.

e sich unter einer orthogonalen Transformatiore O(n) die Flache vori/’
nicht andert und ebenso unter Translationen.

e sich bei Vereinigung’UV" disjunkter Flache’, V" die Flacheninhalte
addieren.

Diese Forderungen werden von

w:=/|gldzy N ... Ndxy

erfullt, wobei die symmetrischle x £—Matrix g durch

g = (Dg) (Dy)

definiert ist. DaD¢ nicht degeneriert ist, gilj(x) > 0 fur allez € U, die Matrix
ist also positiv definitg heil3tmetrischer Tensqund|g| bezeichnetlet(g).

Ist beispielsweise : U — R™ durchy) = O o mit O € O(n) gegeben, dann
gilt

N O Oy Ops - Opy
Gij ([L’) - Z 8@ al'] Z Ols Oltaflfj

l,s,t=1

. &ps 83015 a@s 8803
N Z ot ox; 8% SZ ox; 8@

s,t=1
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Wir kdnnen eine Funktiorf : V' — R integrieren, indem wir das Integral

/Ufoso-w

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veramhg der Parametrisie-
rung.

A.4 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

A.22 Definition Eine Differentialformw auf der Mannigfaltigkeit\/ mit Atlas
{(Ui, ¢i) | i € I} ist eine Familie von Differentialformen

w; € Q*(V;) y ‘/z = QOZ(UZ) C R™ (Z € I),

die in folgendem Sinn kompatibel sind: Filrj € I istV;; := ¢;(U; N U;) C 'V,
Definitionsbereich des Kartenwechsels

Yij = @; OSOi_lfvij : Vij — Vi

Es gelte nun
%Z(Wﬂvﬂ) :Wifv,ij (1,75 €I).
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