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Zusammenfassung

Vorlesungsbegleitendes Skript. In diesem ersten Teil der dreiteiligen,
vierstündigen Vorlesung über Mathematische Physik wirdeine Einführung
in die Klassische Mechanik gegeben, die geometrische und qualitative Aspek-
te der Dynamik betont. Anregungen und Kritik sind willkommen!
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37 Hamiltonsche Sẗorungstheorie 150

38 KAM-Theorie 155

A Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten 158
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1 Einleitung

Ziel der Klassischen Mechanik ist es, aus der Form der zwischen den Massenkörpern
wirkenden Kräfte auf die Gestalt ihrer Bewegungen zu schließen.

• Ein Beispiel ist dieBewegung der Erde um die Sonne. Dabei wird vorausge-
setzt, dass die Anziehungskraft zwischen diesen beiden Himmelskörpern in
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Richtung ihrer Schwerpunktes gemeinsamen wirkt und inversproportional
zum Quadrat ihres Abstandes ist. Die Gesamtenergie ist konstant. Mit den
Methoden der Klassischen Mechanik ist es dann möglich, dieEllipsenform
der Erdbahn vorauszusagen.

• Ein anderes Beispiel ist das des auf der Erderollenden Balles. Hier ist die
Abbremsung proportional zur Geschwindigkeit. Der Ball gibt im Lauf der
Zeit durch Reibung Energie an seine Umgebung ab und kommt daher ir-
gendwann zur Ruhe.

Beide Beispiele werden mathematisch durch gewöhnliche Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung modelliert, denn nach Newton ist die Beschleunigung, also
die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit, gegeben durch die durch die Masse
geteilte, am Körper angreifende Kraft.

Wir werden uns vorzugsweise mit Problemen des ersten Typs herumschlagen,
in denen die Energie eine zeitlich erhaltene Größe ist. Wirwerden im Laufe der
Vorlesung sehen, dass diese so genannten Hamiltonschen Systeme eine geome-
trische Beschreibung zulassen, wobei diese so genannte symplektische Geometrie
des Phasenraumes sich wesentlich von der gewohnteren Riemannschen Geometrie
unterscheidet.

Trotzdem wollen wir auch, und gerade am Anfang, allgemeinere dynamische
Systeme, z.B. solche mit Energieverlust, betrachten. Nur so können wir die Be-
sonderheit der hamiltonschen Dynamik richtig erkennen.

Ein drittes Beispiel: In der Hochenergiephysik werden Teilchen auf hohe Ener-
gien beschleunigt, um sie dann kollidieren zu lassen. Aus verschiedenen Gründen
möchte man die Teilchen oft nicht sofort zur Kollision bringen. Daher werden
Speicherringe verwandt, in denen die bis fast auf Lichtgeschwindigkeit beschleu-
nigten Teilchen durch ein im Idealfall konstantes Magnetfeld auf eine Kreisbahn
senkrecht zur Magnetfeldrichtung gezwungen werden.

Leider ist das Magnetfeld in Wirklichkeit nicht konstant, was zu Abweichun-
gen von der Kreisbahn führt. Um diese zu studieren, kann manan einer Stelle des
Ringes Ort und Geschwindigkeit des Teilchens messen.

Wir erhalten so eine Abbildung, die es gestattet, aus Ort undGeschwindigkeit
des Teilchens beimn–ten Umlauf auf die Werte dieser Größen beimn + 1–ten
Umlauf zu schließen:

qn+1 = f1(qn, vn) , vn+1 = f2(qn, vn)
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oder kurz

xn+1 = F (xn) mit xk :=

(
qk
vk

)
und F :=

(
f1

f2

)
.

Wo befindet sich das Teilchen nach z.B.1011 Umläufen? Zur Beantwortung dieser
Frage müssen wir die obige Abbildung iterieren. Wir setzen

F n+1 := F ◦ F n mit F 0 := Id.

IstF invertierbar, dann definieren wir analogF−n−1 := F−1 ◦ F−n.
Auch ein solches sozusagen stroboskopisches Modell der Bewegung wollen

wir betrachten. In diesem Fall nimmt also der Zeitparametern Werte in den gan-
zen ZahlenZ an, während im ersten Fallt ∈ R war.

Wieder kann Energieerhaltung vorliegen oder, z.B. durch Abstrahlung, Ener-
gie verloren gehen.

DanksagungDie 1. Version dieser Skripte zum Vorlesungszyklus ”Mathemati-
sche Physik” ist in der AG Mathematische Physik am FB Mathematik der TU
Berlin entstanden.

Ich danke Frau T. Dierkes und Herrn Ch. Schumacher, die vieleFehler im Ma-
nuskript fanden, und Frau I. Moch, die in detektivischer Arbeit meine Handschrift
entzifferte und diese Skripte schrieb. A.K.

2 Dynamische Systeme

Die obigen Beispiele sollen in einer ersten versuchsweisenDefinition zusammen-
gefasst werden:

2.1 Definition Ein dynamisches Systemist eine stetige Abbildung

Φ : G×M →M,

wobeiG = R oderG = Z undM ein topologischer Raum1 ist, und für die Familie
vonZeit t–Abbildungen

Φt : M → M , Φt(m) := Φ(t,m) (t ∈ G)

1Definition Ein topologischer Raumist ein Paar(M,O), bestehend aus einer MengeM und
einer MengeO von Teilmengen (genanntoffene Mengen) vonM derart, dass gilt

1. beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen

5



Φ0 = Id und Φt2 ◦ Φt1 = Φt1+t2 (t1, t2 ∈ G)

gilt. M heißtPhasenraum. Im FallG = R heißtΦ auchFluss.

2.2 Bemerkungen 1. In allen einleitenden Beispielen istM der Raum der Or-
teq und Geschwindigkeitenv des betrachteten Massenkörpers.

Im Fall der Erde im dreidimensionalen Raum ist alsoM := R3 × R3 und
m = (q, v). Wir werden zunächst annehmen, dassM eine offene Teilmenge
desRn ist. Später werden uns noch allgemeinere topologische RäumeM
als Phasenräume begegnen. Beispiele sind die Niveaumengen konstanter
Energie hamiltonscher Systeme. Für reguläre Werte der Energie sind diese
so genannte Mannigfaltigkeiten.

Wir möchten aber auch z.B. die Bewegung einer Perle auf einem kreisförmi-
gen Draht betrachten. Dort ist ihr Ort durch einen Punkt auf dem Kreis
S1 := {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} gegeben und der Phasenraum ist die Mannigfal-
tigkeitM := S1 × R (R für die Geschwindigkeit der Kreisbewegung).

2. Der WertΦ(t,m) gibt den Zustand (also hier Ort und Geschwindigkeit) des
Körpers nach der Zeitt an, wenn er sich zur Zeit0 im Zustandm befand.

3. Die ForderungΦ0(m) = m ist nur billig, ebenso die ForderungΦt2 ◦Φt1 =
Φt1+t2 der Invarianz unter Zeittranslationen. Diese ist beispielsweise erfüllt,
wennΦ die Lösung eines autonomen Differentialgleichungssystems ist.

Um beispielsweise die Position und Geschwindigkeit der Erde in zehn Mo-
naten zu berechnen, können wir zunächst ihren Zustand in sieben Monaten
bestimmen, um danach diesen Zeitpunkt als neuen Zeitnullpunkt zu wählen
und den Zustand in drei Monaten zu berechnen.

Für LösungenΦ explizit zeitabhängiger Differentialgleichungen ist diese
Forderung aber nicht erfüllt. Nehmen wir z.B. an, dass in acht Monaten ein
schneller Komet die Erde ablenkt und seiΦ(t,m) der Zustand der Erde zum
Zeitpunktt. Dann erfülltdieseAbbildungΦ die obige Bedingung nicht.

4. Unsere Aufgabe wird es sein,Φ zu bestimmen, für die GruppeG = R durch
Integration gewöhnlicher DGLn und fürG = Z durch Iteration einer Abbil-
dung. Die AbbildungenΦ werden dabei nicht nur stetig, sondern beliebig

2. der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen

3. ∅ undM sind offen.
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oft differenzierbar (”glatt”) sein, falls entsprechendesfür die DGL bzw. für
die zu iterierende Abbildung gilt.

5. Lässt man in Definition2.1beliebige GruppenG zu (und schreibt verallge-
meinertΦt2 ◦ Φt1 = Φt2◦t1), dann kommt man zum Begriff derGruppen-
wirkung. Der Spezialfall dynamischer Systeme ist zwar einfacher, weil die
GruppenR undZ abelsch sind. Allerdings sind sie nicht kompakt, was die
Analyse erschwert.

2.3 Beispiel 1. Ein einfaches Beispiel für ein dynamisches System ist die freie
Bewegungeines Himmelskörpers im Vakuum. Der Phasenraum ist wieder
M := R3 × R3. Da nach Voraussetzung am Körper keine Kräfte angreifen,
ist seine Beschleunigungd

2

dt2
q = 0. Damit ist die Geschwindigkeit, also die

Ableitungv = d
dt
q, des Ortes nach der Zeit, zeitlich konstant:d

dt
v = 0, und

wir haben für den Anfangswertm := (q, v) ∈M die Lösung

Φ(t,m) = (q + v · t, v ) (t ∈ R).

2. Das einleitende Beispiel des himmelsmechanischen Zweikörperproblems
liefert dagegen im strengen Sinn kein dynamisches System, denn die beiden
Himmelskörper können in endlicher Zeit kollidieren.

• Wir werden im nächsten Kapitel Bedingungen kennenlernen,unter denen
ein autonomes Differentialgleichungssystem für alle Zeiten t ∈ R eindeu-
tige Lösungen besitzt, und damit einkontinuierlichesdynamisches System
Φ : R ×M →M definiert.

• Unter welchen Umständen definiert nun eine stetige AbbildungH : M →
M durch Iteration eindiskretesdynamisches SystemΦ : Z ×M →M?

Zunächst können wirΦ(0, m) := m und Φ(1, m) := H(m), (m ∈ M)
setzen. Fürn ∈ N definieren wirΦ(n+ 1, m) := H(Φ(n,m)).

Diese Abbildungen sind natürlich auch stetig. UmΦ auch für negative Zei-
ten zu definieren, muss aberH ein Homöomorphismus sein, d.h. auchH−1 :
M →M muss als stetige Abbildung existieren. Wir setzen dann fürn ∈ Z,
n ≤ 0 Φ(n− 1, m) := H−1(Φ(n,m)).

Einige Begriffe kommen im Zusammenhang dynamischer Systeme immer wieder
vor:
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2.4 Definition m ∈M heißtFixpunktoderRuhelageeines dynamischen Systems
Φ : G×M →M , wenn∀g ∈ G Φ(g,m) = m.

2.5 Beispiel FürH : R → R, x 7→ 2x ist x = 0 ist der einzige Fixpunkt der
iterierten Abbildung.

2.6 Definition • Fürm ∈ M heißt die Menge{Φ(g,m) | g ∈ G} Orbit oder
Trajektorie (durch m), die AbbildungFm : G → M , g 7→ Φ(g,m)
heißtBahnkurve(durch m).

• Ein Orbit durchm heißt periodischmit Periodeg ∈ G, wenn g > 0
und Φ(g,m) = m. Eine Periode heißtMinimalperiode, wennΦ(g̃, m) 6=
m für 0 < g̃ < g.

2.7 Proposition Zugehörigkeit zu einem Orbit definiert einëAquivalenzrelation
auf dem Phasenraum.

Bew.: Wir definieren also fürm1, m2 ∈M

m1 ∼ m2 , falls m2 ∈ Φ(G,m1).

Diese Relation ist einëAquivalenzrelation, denn

• WegenΦ0 = Id ist immerm ∼ m.

• Gilt m2 = Φt(m1), dann folgtm1 = Φ−t(m2) ausΦt1 ◦ Φt2 = Φt1+t2 und
Φ0 = Id. Die Relation ist damit symmetrisch (m1 ∼ m2 ⇒ m2 ∼ m1).

• Gilt m2 = Φt1(m1) undm3 = Φt2(m2), dann folgtm3 = Φt1+t2(m1). Die
Relation ist damit transitiv (m1 ∼ m2, m2 ∼ m3 ⇒ m1 ∼ m3). 2

2.8 Beispiel SeiM := S1 = {c ∈ C | |c| = 1} und für einα ∈ R

Φ : Z×M → M gegeben durch die
DrehungΦ(n,m) := e2πiαn ·m, sie-
he Abbildung. Dann ist genau dann
jeder Orbit periodisch, wennα ∈
Q, alsoα = q

p
, q ∈ Z, p ∈ N, q

und p teilerfremd. Die Minimalpe-
riode ist dannp.

m
Φ1(m)

Φ3(m)

Φ2(m)

S1
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Man ist nicht nur an einzelnen Orbits interessiert, sondernauch am Verhalten be-
nachbarter Orbits. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Veränderung
der Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteoriteneinschlag, ihre neue Bahn
auf Dauer in der Nähe der alten bleibt. Insbesondere können wir Stabilität von
Fixpunkten untersuchen.

2.9 Definition Seim0 ein Fixpunkt vonΦ : G×M → M .

1. m0 heißtLiapunov–stabil, wenn für jede UmgebungU ⊂ M vonm0 eine
(kleinere) UmgebungV vonm0 existiert, so dass für allet ≥ 0

Φt(V ) ≡ {Φt(m) | m ∈ V } ⊂ U.

2. m0 heißtasymptotisch stabil, fallsm0 Liapunov-stabil ist und eine Umge-
bungV ⊂M vonm0 existiert mitΦt(V ) ⊂ Φs(V ) für t > s und

lim
t→∞

Φt(m) = m0 (m ∈ V ).

2.10 BeispielG := Z,M := C, λ ∈ C \ {0}, Φt(m) := λt ·m.
Für |λ| < 1 ist 0 ∈M asymptotisch stabil.
Für |λ| ≤ 1 ist 0 ∈M Liapunov-stabil.

2.11 Definition Eine TeilmengeA ⊂ M heißtAttraktor des Dynamischen Sy-
stems, wennA abgeschlossen,Φt(A) = A für t ∈ G und eine offene Umgebung
U0 ⊂M vonA existiert mit

1. Φt(U0) ⊂ U0 für t ≥ 0

2. Für jede offene UmgebungV vonA,A ⊂ V ⊂ U0 ⊂M ein τ > 0 existiert
mit Φt(U0) ⊂ V für t ≥ τ .

DasBassineines AttraktorsA ist die Vereinigung aller offenen Umgebungen von
A, die 1. und 2. erfüllen.

Damit ist das BassinB selbst eine offene Umgebung vonA, die die Eigenschaft
1. besitzt. Wie das nächste Beispiel zeigt, ist aber die Eigenschaft 2. fürB i.A.
nicht erfüllt.
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2.12 BeispielM := C , G := Z , λ ∈ R.

Φ(1, m) :=

{
eiλ m√

|m|
, m 6= 0

0 , m = 0,

siehe Abbildung.Hier istS1 ⊂ C ein
Attraktor, und sein Bassin istC\{0}.

m

Φ1(m)

Φ2(m)

Φ3(m)

C

Die Lehrbücher von Katok und Hasselblatt [KH] und von Robinson [Ro] behan-
deln allgemeine (nicht notwendig Hamiltonsche) dynamische Systeme, und auch
iterierte nicht invertierbare Abbildungen (die oft ebenfalls als dynamische Syste-
me bezeichnet werden).

3 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Unsere erste Aufgabe besteht in der Diskussion der Lösungen von Systemen gewöhn-
licher Differentialgleichungen (DGLn).

Wir betrachten der Einfachheit halber ein zeitunabhängiges explizites System
vonn Differentialgleichungen erster Ordnung, also das Gleichungssystem






ẋ1 = f1(x1, . . . , xn)
...

ẋn = fn(x1, . . . , xn)

oder kurzẋ = F (x), wobeiM ⊂ Rn offen und das Vektorfeld

F ≡
(

f1
...
fn

)

: M → Rn

stetig sei. Das DGL-System definiert offensichtlich einen FlussΦ : R×M →M
aufM , wenn durch jeden Punkty ∈ M genau eine Lösungskurvet 7→ Φt(y) geht
mit

d

dt
Φ(t, y) = F (Φ(t, y)) , (t ∈ R).

Unter welchen Umständen ist dies nun der Fall?
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3.1 Beispiel Wir orientieren uns an einigen Beispielen fürM = R, also

ẋ = f(x).

In diesem Fall können wir unter geeigneten Umständen die Lösung durch Integra-
tion finden, denn

• für f(x) = 0 löst Φ(t, x) := x (t ∈ R) die DGL, daΦ(0, x) = x und
d
dt

Φ(t, x) = 0, und

• für f(x) 6= 0 setzen wir an

∫ Φt(x)

x

dy

f(y)
=

∫ t

0

ds = t,

und lösen nachΦt(x) auf (Methode derSeparation der Variablen).

1. Das Vektorfeld seikonstant,

d.h. für eina ∈ R geltef(x) ≡ a.
Damit ist der Graph der Lösung des
AWP die Gerade durch(0, x) mit
Steigunga:
Φt(x) = x+ a · t, siehe Abb.

-1 -0.5 0.5 1 t

-1.5

-1

-0.5

0.5

FtHxL

x

x+at

2. Das Vektorfeld seilinear,

d.h. für eina ∈ R seif(x) := a · x.
Es ergibt sichΦt(0) = 0, und für
Anfangswertx 6= 0

ln
(

Φt(x)
x

)
= at, also für allex

Φt(x) = x · eat, siehe Abb.
-1 -0.5 0.5 1 t

0.5

1

1.5

2

2.5

FtHxL

x
xeat
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3. Es seif(x) := ax2 mit Parameter
a ∈ R\{0}. Dann istΦt(0) ≡ 0 und
für x 6= 0 :

∫ Φt(x)

x
dy
y2

= at, also1
x
−

1
Φt(x)

= at oder Φt(x) = x
1−atx ,

siehe Abb. Hier ist füra > 0 und
x > 0 eine Lösung der DGL nur
im Intervall t ∈

(
−∞, 1

ax

)
definiert

und

lim
t↗ 1

ax

Φt(x) = +∞.

-0.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1 1.25t

-1

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1
FtHxL

x
x

�����������������
1 - atx

Diese DGL definiert also kein Dynamisches System.

4. f(x) :=
√

2|x|. Fürx = 0 sind wir

versucht,Φt(0) := 0 (t ∈ R) an-
zusetzen, und diese Funktion erfüllt
sicher das Anfangswertproblem.
Wir finden aber, dass für allet0 ≥ 0
auch die Funktionen

Ψt0(t) :=

{
0 , t ∈ [0, t0]
1
2
(t− t0)

2 , t ∈ (t0,∞)

-0.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1 1.25t

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

FtHxL

t0
x

1
����
2
Ht-t0L2

Grapheiner Bahnkurve des AWP
ẋ =

√
2|x|, x(0) = 0

das AWP erfüllen, siehe Abb. Hier ist also noch nicht einmaldie Eindeutig-
keit der Lösung der DGL gegeben.

Unter den folgenden Voraussetzungen existiert aber zumindest für kleine Zeiten
eine eindeutige Lösung eines DGL-Systemsẋ = F (x) mit dem auf der offenen
TeilmengeM desRn stetigen VektorfeldF ∈ C(M,Rn).

3.2 Satz (Picard-Lindel̈of) Für den Anfangswertx0 ∈ M existiere einρ > 0,
sodass der BallBρ(x0) := {x ∈ Rn | |x−x0| ≤ ρ} in M enthalten ist und für ein
L > 0 das VektorfeldL–Lipschitzstetig aufBρ(x0) ist, d.h.

|F (x) − F (y)| ≤ L|x− y| ((x, y) ∈ Bρ(x0)).

Dann hat das Anfangswertproblem (AWP)

ẋ = F (x) , x(0) = x0 (3.1)
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für Zeiten|t| ≤ T := min
(

ρ
vmax

, 1
2L

)
mit vmax ≡ vmax(ρ) := supx∈Bρ(x0) ‖F (x)‖

eine eindeutige Lösungt 7→ Φt(x0).

Bew.: Der Beweis findet sich in jedem Buch über gewöhnliche Differentialglei-
chungen (z.B. Arnol’d [Ar1]), und wir setzen ihn als bekannt voraus. Seine we-
sentlichen Schritte sind:

1. Das AWP (3.1) ist äquivalent zu der Integralgleichung

x(t) = x0 +

∫ t

0

F (x(s)) ds. (3.2)

2. Die Existenz einer Lösung von (3.2) wird durch diePicard-Iteration

x0(t) := x0 , xn+1(t) := (Pxn)(t)

mit

(Py)(t) := x0 +

∫ t

0

F (y(s)) ds

sichergestellt, wenn für eine geeignete MaximalzeitT > 0 die Picard-
Abbildung

P : X → X

eineKontraktionauf dem metrischen Raum(X, d) der stetigen Kurven

X :=
{
y ∈ C([−T, T ], Bρ(x0))

∣∣ y(0) = x0

}

mit Supremumsmetrik

d(y, z) := sup
t∈[−T,T ]

|y(t) − z(t)| (y, z ∈ X)

darstellt. Dies ist nach Definition der Fall, wenn für einc < 1

d(P (y), P (z)) ≤ c · d(y, z) (y, z ∈ X) (3.3)

gilt. Da der metrische Raum(X, d) vollständig ist, konvergiert nach dem
Banachschen Fixpunktsatz die Cauchyfolge derxn gegen den eindeutigen
Fixpunkt

x = P (x) ∈ X.
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vmax kann als Maximalgeschwindigkeit einer Bahnkurve inBρ(x0) gedeutet
werden. Die Bedingung|t| ≤ ρ

vmax
bewirkt, dass die BahnkurveΦ(t, x0),

die für t = 0 in der Mitte der KugelBρ(x0) ist, diese nicht verlassen kann.
WegenT ≤ ρ

vmax
gilt nämlich

|P (y)(t)− x0| ≤
∣∣∣∣
∫ t

0

F (y(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ Tvmax ≤ ρ (|t| ≤ T ),

sodass mity ∈ X auchP (y) ∈ X folgt.

3. WegenT ≤ 1
2L

gilt für c := 1/2

d(P (y), P (z)) = sup
t∈[−T,T ]

∣∣∣∣
∫ t

0

[F (y(s))− F (z(s))] ds

∣∣∣∣

≤ 1

2L
· L · d(y, z) = c · d(y, z),

also (3.3). 2

3.3 Korollar Erfüllt das VektorfeldF : Rn → Rn für ein geeignetesL > 0 sogar
die globale Lipschitzbedingung

|F (x) − F (y)| ≤ L|x− y| (x, y ∈ Rn) (3.4)

so definiert das DGL-Systeṁx = F (x) ein eindeutiges dynamisches System.

Bew.: Wir können für jeden Startpunktx0 ∈ Rn das AWP

ẋ = F (x) , x(0) = x0

für |t| < 1
2L

eindeutig lösen, denn

|F (x)| ≤ |F (0)| + L|x|,

so dass fürρ > L|x0|+|F (0)|
L

ρ

vmax

≥ ρ

|F (0)| + L(|x0| + ρ)
=

1

L+ L(x0)+|F (0)|
ρ

≥ 1

2L
.

Durch Ausnutzen der GruppeneigenschaftΦt2 ◦Φt1 = Φt1+t2 des Flusses erhalten
wir die eindeutige Lösung für alle Zeiten. 2
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Wir sehen, dassf(x) = ax2 in Beispiel3.1.3 keiner globalen Lipschitzbedingung
genügt, während für Beispiel3.1.4 f(x) =

√
2|x| bei x = 0 noch nicht einmal

einer lokalen Lipschitzbedingung genügt.
Wir interessieren uns für die Glattheit des dynamischen Systems zu einem

gegebenen DGL-System.

3.4 Satz Gegeben sei auf der offenen TeilmengeM ⊂ Rn ein DGL-System

ẋ = F (x) mit F ∈ Cr(M,Rn),

das VektorfeldF sei alsor ∈ N–mal stetig differenzierbar.
Fürm ∈ M existiert dann auf einer UmgebungU ⊂ R ×M der FormU =

I × Um von (0, m) eine lokale LösungΦU ∈ Cr(U,M), wobei

ΦU (0, x) = x und
d

dt
ΦU(t, x) = F (ΦU(t, x)).

Bew.: Z.B. in Arnol’d [Ar1].

Man beachte, dass die lokale LösungΦU sowohl im Zeitparameter wie in den
Anfangsbedingungen genauso oft differenzierbar ist wie das Vektorfeld.

Da wir es meistens mit unendlich oft differenzierbaren VektorfeldernF zu
tun haben, können wir i.A. von der Glattheit des (evtl. unvollständigen) Flusses
ausgehen.

4 Lineare Differentialgleichungen

f(x) = ax aus Beispiel3.1.2 besitzt die globale Lipschitzkonstante|a|. Ähnlich
genügt das lineare zeitunabhängige DGL-System

ẋ = F (x) mit F (x) := A · x , A ∈ M(n,R)

der globalen Lipschitzbedingung (3.4) mit Konstante‖A‖, woraus die globale
Lösbarkeit folgt.

Bekanntlich existiert für solche lineare Systeme ein algebraisches Lösungs-
verfahren. Wir skizzieren dieses Verfahren, weil wir einerseits später in einfachen
mechanischen Problemen auf lineare DGL-Systeme geführt werden und zum an-
deren diese auch sonst nützlich sind. Beispielsweise können wir für ein allgemei-
nes DGL-Systeṁx = F (x) mit Fixpunkt x0, d.h.F (x0) = 0, das sogenann-
te linearisierte Systeṁy = DF (x0) · (y − x0) betrachten und dessen bekannte
Lösungen mit den wirklichen Lösungen vergleichen.
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Im eindimensionalen Beispiel3.1.2 wurden wir auf die LösungΦt(x) = eat ·x
geführt.

In Verallgemeinerung dieser Lösung gilt für das lineare DGL-System

ẋ = A · x Φt(x) = exp(At) · x.
Dabei ist die Exponentialfunktion einer MatrixB ∈ M(n,C) durch

exp(B) ≡ eB :=

∞∑

n=0

Bn

n!

definiert. Die unendliche Summe von MatrizenB
n

n!
konvergiert, da

∥∥∥∥
Bn

n!

∥∥∥∥ ≤ ‖B‖n
n!

und |Bik| ≤ ‖B‖ (i, k ∈ {1, . . . , n}).

Es sieht zunächst so aus, als ob wir große Schwierigkeiten bei der konkreten
Berechnung vonexp(At) hätten, denn es müssen dabei ja alle Potenzen vonA
berechnet werden. Das ist in Wirklichkeit nicht so, denn wirkönnen uns die so
genannte Jordansche Normalform vonA ∈ M(n,R) zunutze machen. Dazu ist es
hilfreich,A als Element vonM(n,C) zu betrachten (M(n,R) ⊂ M(n,C)). Als
solches hatA n nicht notwendig verschiedene Eigenwerteλ1, . . . , λn ∈ C, denn
das charakteristische Polynomdet(A− λ1l) hat im Komplexenn Nullstellen.

Sind die Eigenwerte paarweise verschieden, so können wir für jeden Eigen-
wert einen Eigenvektor finden. Diese bilden die Spalten einer regulären Matrix
P ∈ GL(n,C) := {M ∈ M(n,C) | detM 6= 0} und offensichtlich gilt

P−1AP =




λ1 0

. . .
0 λn



 .

Allgemein können wirA zwar nicht diagonalisieren, aber in Jordan–Normalform
bringen:

4.1 Definition a) Eine Matrix der Form

Jr(λ) :=





λ 1 . . . 0
. . . . . .

...
. . . 1

0 λ




∈ M(r,C)

heißtr × r–Jordan-Blockmit Eigenwertλ.
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b) EineJordan-Matrixist eine quadratische Matrix der Form

J =




Jr1(λ1) 0 0

0 Jr2(λ2) 0

0 0
. . .



 (4.1)

c) EineJordan-Basiseines Operatorsf : V → V ist eine Basis vonV , in der
die darstellende Matrix vonf eine Jordan-Matrix ist (”Jordan-Normalform”).

4.2 Satz Sei f ∈ L(V ) ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalenC–
VektorraumesV . Dann existiert fürf eine Jordan-Basis.

Wir finden also einP ∈ GL(n,C) mit

P−1AP = J und J Jordan-Matrix.

Wegen der Blockdiagonalform (4.1) vonJ gilt

exp(At)=
∞∑

n=0

Antn

n!
= P

( ∞∑

n=0

(P−1AP )ntn

n!

)
P−1 = P

( ∞∑

n=0

Jntn

n!

)
P−1

= P




exp(Jr1(λ1)t) 0

exp(Jr2(λ2)t)

0
. . .



P−1, (4.2)

und es genügt,exp(Jr(λ)t) zu berechnen. Nun giltJr(λ) = Jr(0) + λ1l.
Jr(0) undλ1l kommutieren aber, was die Berechnung vonexp(Jr(λ)t) erleich-

tert:

4.3 Lemma FürB,C ∈ M(n,C) mit BC = CB gilt

exp(B + C) = exp(B) · exp(C).

Bew.: Durch Einsetzen in die Definition vonexp:

exp(B + C) =
∞∑

n=0

1

n!
(B + C)n

(!)
=

∞∑

n=0

1

n!

n∑

i=0

(
n

i

)
BiCn−i

=

∞∑

n=0

n∑

i=0

1

i!(n− i)!
BiCn−i

=

( ∞∑

i=0

1

i!
Bi

)( ∞∑

j=0

1

j!
Cj

)

= exp(B) · exp(C). 2
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Also gilt exp(Jr(λ)t) = exp(Jr(0) · t) · exp(λt1l).
exp(λt1l) ist aber gleichexp(λt) · 1l undexp(Jr(0) · t) =

∑∞
n=0

1
n!

(Jr(0))ntn

mit
((Jr(0))n)i,k = δi,k−n (i, k ∈ {1, . . . , r}),

also

exp
(
Jr(λ)t

)
= exp(λt) ·





1 t t2/2 ··· tr−1

(r−1)!

0 1 t
...

...
... ... t2/2

...
... t

0 ··· ··· 0 1




. (4.3)

Wir fassen zusammen:

4.4 Satz Gilt P−1AP = J mit Jordan-MatrixJ , so ist

exp(At) = P




exp(Jr1(λ1)t) 0

. . .
0 exp(Jrs(λs)t)



P−1,

mit exp(Jr(λ) · t) aus (4.3).

Nun sind die Eigenwerteλi der als Element vonM(n,C) aufgefassten MatrixA
i.A. nicht reell.

Ist aberλ ein Eigenwert der Multiplizitätm, so ist auch̄λ ein Eigenwert der
Multiplizität m, denn das charakteristische Polynom

det(A− λ1l) = (λ1 − λ)m1 · . . . · (λk − λ)mk =

n∑

l=0

alλ
l

besitzt ja reelle Koeffizientenal.
Die nicht reellen Eigenwerte lassen sich also zu Paaren zusammenfassen. Durch

Ausnutzen der Eulerschen Formel

eu+iv = eu(cos v + i sin v) (u, v ∈ R)

lassen sich bei der Berechnung vonexp(At) komplex konjugierte Terme zusam-
menfassen. Diesereellen Jordan–Normalformen wollen wir uns im Spezialfall
n = 2 anschauen.
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5 Lineare Dynamische Systeme auf demR2

Um die vorausgegangene Behandlung zu veranschaulichen, w¨ahlen wir das Bei-
spiel der DGL

ẋ1 = ax1 + bx2 , ẋ2 = cx1 + dx2

oder kurz

ẋ = Ax mit x =

(
x1

x2

)
∈ R2 und A =

(
a b

c d

)
∈ M(2,R).

Dies ist nach dem in3.1.2 diskutierten eindimensionalen Fall die einfachste Klas-
se linearer Differentialgleichungen. Iterierte lineare Abbildungen aufR2 lassen
sich ähnlich wie die obige DGL diskutieren.

A kann die folgenden reellen Jordan–Normalformen besitzen:

5.1 Satz SeiM = R2, A =
(
a b
c d

)
∈ M(2,R), δ := detA und s := 1

2
tr(A) =

a+d
2

. Wenn

1. A zwei linear unabhängige (reelle) Eigenvektoren besitzt,so gilt

A = B

(
s+

√
s2 − δ 0

0 s−
√
s2 − δ

)
B−1 und s2 ≥ δ

2. A keine (reellen) Eigenvektoren besitzt, gilt

A = B

(
s −

√
δ − s2√

δ − s2 s

)
B−1 und s2 < δ.

3. Sonst gilt

A = B

(
s 1

0 s

)
B−1 und s2 = δ.

Dabei istB eine geeignete Matrix ausGL(2,R).

Bew.: Es giltχ(λ) ≡ det(A− λ) = λ2 − 2sλ+ δ. Die komplexen Nullstellen des
charakteristischen Polynoms sind also

λ1/2 = s±
√
s2 − δ.
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• Für s2 > δ haben wir zwei voneinander verschiedene reelle Nullstellen
und daher zwei linear unabhängige (reelle) Eigenvektorenb1, b2 ∈ R2.
Bezüglich der durch die Spaltenvektorenb1 undb2 gegebenen Transformati-
onsmatrixB := (b1, b2) hatB−1AB daher die unter 1. angegebene Gestalt.

• Fürs2 = δ haben wir eine doppelte reelle Nullstelles des charakteristischen
Polynoms und mindestens einen Eigenvektorb1 ∈ R2.

Existiert noch ein zweiter linear unabhängiger Eigenvektor, dann können
wir wie oben vorgehen. Sonst gilt

Ab1 = sb1 und Ab2 = αb1 + βb2

für einen vonb1 linear unabhängigen Vektorb2 ∈ R2.

Also hatA bezüglich der Basis(b1, b2) die FormB−1AB = ( s α0 β ), und
wegentr(B−1AB) = tr(A) = 2s gilt β = s. Nach Voraussetzung ist
α 6= 0. Also können wir durch Multiplikation vonb2 mit einer geeigneten
Konstante die unter 3. angegebene Gestalt erreichen.

• Ist s2 < δ, so sind die beiden Nullstellenλ1, λ2 des charakteristischen Po-
lynoms komplex konjugiert:

λ1/2 = s± i
√
δ − s2.

Ist x1 ∈ C2 Eigenvektor der als Element vonM(2,C) aufgefassten Matrix
A zum Eigenwertλ1, so istx2 := x1 ∈ C2 Eigenvektor zuλ2. Die beiden
Vektoren bilden zusammen eine Basis vonC2. Betrachten wir die Basis

b+ := x1 + x2 , b− := i(x1 − x2)

in R2, so ergibt sich

Ab+ = λ1x1 + λ1x1 = s(x1 + x2) + i
√
δ − s2(x1 − x2)

Ab− = iλ1x1 − iλ1x1 = −
√
δ − s2(x1 + x2) + is(x1 − x2)

woraus sich Fall 2. ergibt. 2

5.2 Beispiel Wir betrachten einen Massenpunkt der Masse 1 am Ortq ∈ R, der
durch eine KraftF (q) := a · q beschleunigt wird,a ∈ R. Physikalisch kann
man etwa an einen Gegenstand denken, der unter dem Einfluss der Schwerkraft
reibungsfrei auf einer parabolisch geformten Unterlage gleitet. Nach Newton gilt
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also die DGL zweiter Ordnung̈q = aq. Durch Einführung der Geschwindigkeit
p = q̇ ergibt sich das lineare DGL-System erster Ordnung

q̇ = p , ṗ = aq

oder

ẋ = A · x mit x =

(
q

p

)
und A :=

(
0 1

a 0

)
.

1. Fall: a > 0, siehe Abbildung1, das Teilchen wird also von der Ruhelage weg
beschleunigt. Wir setzenω :=

√
a.

Eigenwerte±ω mit Eigenvektoren
(

1
±ω
)

vonA.

P = ( 1 1
ω −ω ) , P−1 = − 1

2ω

(−ω −1
−ω 1

)
=

(
1
2

1
2ω

1
2

−1
2ω

)

exp(At) = P
(
eωt 0
0 e−ωt

)
P−1 = 1

2

(
eωt e−ωt

ωeωt −ωe−ωt

) ( 1 1
ω

1 −1
ω

)

=

(
coshωt 1

ω
sinhωt

ω sinhωt coshωt

)

Es gilt also

Φt((q0, p0)) = (q(t), p(t)) =
(
q0 coshωt+

p0

ω
sinhωt, ωq0 sinhωt+ p0 coshωt

)
.

-1 -0.5 0.5 1
q

-1

-0.5

0.5

1

p

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

q

p

h
q

Abbildung 1: Vektorfeldq̇ = p, ṗ = q

2. Fall: a = 0, siehe Abbildung2.
A = ( 0 1

0 0 ) ist ein Jordanblock zum Eigenwert 0. Damit ist

exp(At) =

(
1 t
0 1

)
, also Φt((q0, p0)) = (q(t), p(t)) = (q0 + p0t, p0).
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q
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Abbildung 2: Vektorfeldq̇ = p, ṗ = 0

3. Fall: a < 0, siehe Abbildung3. Wir setzenω :=
√−a.

Komplexe Eigenwerte±iω mit Eigenvektoren
(

1
±iω
)

vonA.

P = ( 1 1
iω −iω ) , P−1 = 1

2

(
1 1

iω

1 i
ω

)

exp(At) = P

(
eiωt 0
0 e−iωt

)
P−1 =

(
cosωt 1

ω
sinωt

−ω sinωt cosωt

)
,

also

Φt((q0, p0)) =
(
q0 cosωt+

p0

ω
sinωt,−q0ω sinωt+ p0 cosωt

)
.

-1 -0.5 0.5 1
q

-1

-0.5

0.5

1

p

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

q

p

h

q

Abbildung 3: Vektorfeldq̇ = p, ṗ = −q

Wir bemerken, dass in allen drei Fällen

det(exp(At)) = 1 (t ∈ R)
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ist. Das folgt für Fall 1. und 3. aus dem trigonometrischen Additionstheorem.
Eine anschauliche Interpretation dieser Tatsache ist die Feststellung, dass der

Fluss inR2 flächenerhaltend ist.
Allgemein können wir ja für eine Basis(b1, . . . , bn) desRn die Determinante

der MatrixB = (b1, . . . , bn) als Volumen des von den Basisvektoren aufgespann-
ten Parallelepipeds{∑n

i=1 xibi | xi ∈ [0, 1]} auffassen.
Unter einem linearen Flussexp(At) geht dieses Parallelepiped in das durch

exp(At)B gegebene über. Aus der Determinantenproduktformel folgtdann, dass

det(exp(At)) =
det(exp(At) ·B)

detB

der Faktor ist, um den sich das Volumen vergrößert hat. Es gilt der Satz:

5.3 Satz FürA ∈ L(Cn) gilt

det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Bew.: Dies folgt aus der Existenz einer Jordan-Basis, also vonP ∈ GL(n,C) mit
P−1AP = J und Jordan-MatrixJ . Es ist in der Notation (4.1) für J

det(exp(A)) = det(P−1 exp(A)P ) = det(exp(P−1AP )) = det(exp(J))

=
∏

k

det (exp(Jrk(λk))) =
∏

k

exp(rkλk)

und andererseits

tr(A) = tr(P−1AP ) = tr(J) =
∑

k

tr(Jrk(λk)) =
∑

k

rkλk,

sodass sich die Aussage aus der Funktionalgleichung der komplexen Exponenti-
alfunktion ergibt. 2

Folgerung: Der vonA ∈ M(n,R) erzeugte lineare FlussΦt(x) = eAtx auf
M = Rn ist genau dann volumenerhaltend, wenntr(A) = 0.

6 Gradientenflüsse und Hamiltonsche Systeme

6.1 Gradienten–Differentialgleichungen

Es seiM ⊂ Rn offen undH ∈ C2(M,R).
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Wir betrachten die DGL desGradientenflussesvonH





ẋ1 = ∂H
∂x1

(x1, . . . , xn)
...

ẋn = ∂H
∂xn

(x1, . . . , xn)

oder kurz ẋ = ∇H(x)

(bezüglich der kanonischen Metrik auf demRn).
Erfüllt H geeignete Bedingungen, so definiert die obige DGL ein dynamisches

SystemΦ : R ×M →M .
Wir stellen fest, dassH entlang der Trajektorien anwächst:

d

dt
H(Φt(m)) = DHΦt(m)

(
d

dt
Φt(m)

)
= DHΦt(m)(∇H(Φt(m)))

= |∇H(Φt(m))|2 ≥ 0.

Betrachten wir fürc ∈ R die Menge

Mc := {m ∈M | H(m) ≥ c},
so gilt damit

Φt(Mc) ⊂ Mc (t ≥ 0),

die Trajektorien sind für positive Zeiten also gewissermaßen inMc gefangen.

6.1 Beispiel Die durchH(x) = 1
2
(x,Ax), (A ∈ M(n,R), o.B.d.A. (ohne Be-

schränkung der Allgemeinheit)AT = A), gegebene quadratische FunktionH auf
Rn führt zur DGL

ẋ = ∇H(x) = A · x,
also zum Fluss

Φt(x) = exp(At) · x.
Wir finden (daAT = A) eine Basis desRn, in derA diagonal ist. IstA diagonal,
so gilt mitA = diag(λ1, . . . , λn)

xi(t) = eλitxi(0) , siehe Abbildung4.

Da, wie wir gesehen haben,H entlang der Trajektorien anwächst, gilt

Folgerung: Außer Fixpunkten besitzen Gradientensysteme keine periodischen
Orbits.

6.2 BeispielH(x1, x2) := x2
2 + (x2

1 − 1)2.
Der Fluss existiert nur füralle negativen Zeiten und besitzt die Fixpunkte(0, 0),
(1, 0) und(−1, 0), siehe Abbildung5.
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Abbildung 4: Links: Gradientenvektorfelḋx = ∇H(x) mitH(x) = −x2
1 −0.3x2

2.
Rechts: Orbits
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Abbildung 5: Gradientenvektorfelḋx = ∇H(x) mit H(x) = x2
2 + (x2

1 − 1)2

6.2 Hamiltonsche Systeme

Durch eine kleine, aber entscheidendeÄnderung des Differentialgleichungssy-
stems kommen wir zum für die Mechanik zentralen Begriff derHamiltonschen
Systeme:

6.3 Definition Es seiM ⊂ R2n offen undH ∈ C2(M,R). Das DGL-System

ṗi = −∂H(q, p)

∂qi
, q̇i =

∂H(q, p)

∂pi
(i = 1, . . . , n)

oder, in den Koordinatenx ≡ (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) ≡ (p, q)

ẋ = XH(x) mit demHamiltonschen VektorfeldXH := J∇H
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undJ :=

(
0 −1l
1l 0

)
∈ M(2n,R) heißt System derHamiltonschen Differential-

gleichungen.

6.4 Bemerkung H wird Hamiltonfunktiongenannt, was auf den Zusammenhang
mit den obigen DGL hinweisen soll.

Wir setzen im Folgenden einfachheitshalber voraus, dassH ein Dynamisches
System definiert.

6.5 SatzH ist entlang eines Orbits konstant.

Bew.: d
dt
H(Φ(t, x)) = DHy(

d
dt

Φ(t, x)) = DHy(J ·∇H(y)) = (∇H(y), J∇H(y))
mit y := Φ(t, x) ∈M . Es gilt aber fürv ∈ R2n, also auch für∇H(y)

(v, Jv) = (JTv, v) = −(Jv, v) = −(v, Jv) = 0. 2

Der eben gezeigte Satz erlaubt uns für den Falln = 1, alsoM = R2, für eine
gegebene FunktionH die Orbits, allerdings ohne Zeitparametrisierung, aufzufin-
den:

Zu x ∈ M betrachten wir die NiveaumengeH−1(H(x)). Ist ∇H(x) = 0, so
besteht der Orbit nur ausx. Sonst ist in einer Umgebung vonx die Niveaumenge
H−1(H(x)) eine Kurve im PhasenraumR2, was man durch Verwendung des Im-
pliziten Funktionensatzes sehen kann. Um den Orbit zu bekommen, dehnen wir
diese Kurve nach beiden Seiten so weit wie möglich aus. Die Orientierung erhal-
ten wir durch die Richtung, die durch Drehung des Gradientenim Uhrzeigersinn
umπ/2 entsteht (J entspricht einer solchen Drehung).

6.6 BeispielH(q, p) := p2 + (q2 − 1)2, siehe Abbildung6.

Begriffe: Mit PhasenraumM ⊂ R2n = Rn
p × Rn

q nennen wir

• n Zahl der Freiheitsgrade

• q ∈ Rn
q Ort undp ∈ Rn

p Impuls

• q̇ = ∂H
∂p

Geschwindigkeit und̈q Beschleunigung

• H Hamiltonfunktion oder Gesamtenergie

• Besitzt der Phasenraum die FormM = Rn
p × N , so heißtN ⊂ Rn

q Konfi-
gurationsraum.
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Abbildung 6: Niveaulinien vonH

7 Lineare Hamiltonsche Systeme

Damit die Hamiltonschen DGL linear werden, mussH : M → R von der Form

H(x) = H(0) + 1
2
(x,Ax)

sein mitA ∈ M(2n,R) und o.B.d.A.A = AT .
Dann ergibt sich∇H(x) = Ax und ẋ = JA · x.
Die Differentialgleichungen bleiben invariant, wenn wir zuH eine Konstante

dazuaddieren. Das entspricht physikalisch der Tatsache, dass nicht absolute Ener-
giewerte, sondern nur Energiedifferenzen messbar sind. Wir setzen der Einfach-
heit halberH(0) := 0. Setzen wiru := JA ∈ M(2n,R), so stellen wir fest, dass
uT · J = ATJTJ = −ATJ · J = AT = A undJ · u = J2A, also

uTJ + Ju = 0

Das führt uns zu folgender Definition:

7.1 Definition Eine Matrixu ∈ M(2n,R) und der entsprechende Endomorphis-
mus desR2n heißeninfinitesimal symplektisch, wenn

uTJ + Ju = 0. (7.1)

Da die Bedingung anu linear ist, bilden die infinitesimal symplektischen Endo-
morphismen einen Unterraum,sp(2n) ⊂ L(R2n).

7.2 Satz tr(u) = 0 für u ∈ sp(2n).
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Bew.: tr (u) = −tr (uJ2) = −tr(JuJ) = −tr (uT ) = −tr (u). 2

Folgerung: (Lineare) Hamiltonsche Systeme sind volumenerhaltend.

Bew.: Φ(t, x) = exp(ut)x, unddet(exp(ut)) = exp(tr(u)t) = 1. 2

Der Fluss eines linearen Hamiltonschen Systems hat nicht nur die Eigenschaft,
volumenerhaltend zu sein. Es gilt auch

(exp(ut))TJ exp(ut) = J (t ∈ R), (7.2)

denn(exp(ut))T = exp(uT t), also wegen (7.1)

(exp(ut))TJ = J exp(−ut) = J(exp(ut))−1.

Gleichung (7.1) besagt, dass ein linearer Hamiltonscher Fluss die schiefsymme-
trische Bilinearform

ω0 : R2n × R2n → R , ω0(u, v) := (u, Jv)

invariant lässt, d.h.ω0(Φt(u),Φt(v)) = ω0(u, v), ähnlich wie eine orthogonale
Transformation das kanonische Skalarprodukt desRn invariant lässt. Den mecha-
nischen Bewegungen entspricht damit eine besondere Art vonGeometrie, die wir
im nächsten Kapitel eingehender untersuchen.

8 Symplektische Geometrie

Die den mechanischen Bewegungen zugrundeliegende symplektische Geometrie
besitzt gewissëAhnlichkeiten mit der Riemannschen Geometrie. Diese werden
wir im Folgenden herausarbeiten.

8.1 Definition SeiE einR–Vektorraum der Dimensionn <∞ und
ω : E ×E → R eine Bilinearform.

• Die Transponierteωt vonω ist durchωt(e1, e2) := ω(e2, e1) gegeben.

• ω heißtsymmetrisch, wennωt = ω, schiefsymmetrisch, wennωt = −ω.

• Durchω wird die lineare Abbildungω[ : E → E∗, ω[(e1) · e2 := ω(e1, e2)
in den DualraumE∗ vonE induziert.

• ω heißtnicht degeneriert, wennω[(e) = 0 nur füre = 0 gilt.

28



• Bezüglich einer Basis(b1, . . . , bn) von E ist die darstellende MatrixJ ∈
M(n,R) vonω durch(J)ik := ω(bi, bk), (i, k = 1, . . . , n) gegeben.

• DerRangvonω ist der (basisunabhängige) Rang der darstellenden Matrizen
vonω.

• Ist ρ eine Bilinearform aufF undf ∈ L(E,F ), dann heißt die Bilinearform

f ∗ρ : E ×E → R , f ∗ρ(e1, e2) := ρ(f(e1), f(e2))

derpull-back vonρ mit f .

8.2 Satz SeiE einn–dimensionalerR–Vektorraum.

1. Istω symmetrisch mit Rangr, dann besitzt die darstellende Matrix vonω
bezüglich einer geeigneten Basis die Form

J =





η1

. . .
ηr

0
. . .

0





, ηi ∈ {±1}.

2. Istω schiefsymmetrisch mit Rangr, so istr = 2m, m ∈ N0 und die dar-
stellende Matrix vonω besitzt bezüglich einer geeigneten Basis die Form

J =




0 −1l 0
1l 0 0
0 0 0



 ∈ M(n,R)

mit m×m–Einheitsmatrix1l.

Bew.: Diese Aussagen werden oft in der VorlesungLineare Algebrabewiesen.

1. Es gilt diePolarisationsidentiẗat

ω(e, f) = 1
4
(ω(e+ f, e+ f) − ω(e− f, e− f)).

Ist alsoω 6= 0, dann existiert ein Vektor̂e1 mit c1 := ω(ê1, ê1) 6= 0. Setze
e1 := ê1/

√
|c1|.
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Wir betrachten den vone1 aufgespannten eindimensionalen UnterraumE1 ⊂
E und E2 := {e ∈ E | ω(e, e1) = 0}. Es gilt E1 ∩ E2 = {0} und
E1 + E2 = E, denn fürz ∈ E gilt

z − ω(z, e1)e1 ∈ E2.

Wir betrachten die Einschränkung vonω aufE2 und fahren induktiv fort.

2. Fürω 6= 0 existierenê1, ên+1 ∈ E mit c1 := ω(ên+1, ê1) 6= 0. Setzee1 :=
ê1/c1 unden+1 := ên+1. Es ist

ω(e1, e1) = ω(en+1, en+1) = 0 und ω(en+1, e1) = −ω(e1, en+1) = 1.

SeiP1 := Span(e1, en+1) ⊂ E und

E2 := {e ∈ E | ω(e, f) = 0 für alle f ∈ P1}.

Es giltE2 ∩ P1 = {0} undE2 + P1 = E, denn fürz ∈ E gilt

z + ω(e1, z)en+1 − ω(en+1, z)e1 ∈ E2.

Wir behandeln induktiv die Einschränkung vonω aufE2 etc. 2

8.3 Definition • Eine symplektische Formauf einemR–VektorraumE ist eine
nicht degenerierte schiefsymmetrische Bilinearformω : E × E → R.
• (E, ω) heißt dannsymplektischer Vektorraum.
• Sind(E, ω) und(F, ρ) symplektisch, so heißt eine lineare Abbildungf : E →
F symplektisch, wennf ∗ρ = ω.

8.4 Bemerkung 1. Die symplektischen Abbildungenf ∈ L(E) sind diejeni-
gen, die die symplektische Formω erhalten, d.h.f ∗ω = ω. Nach Satz8.2
finden wir eine Basis vonE, in der die darstellende Matrix vonω gleich
J =

(
0 1l
−1l 0

)
ist. Es seiA die darstellende Matrix vonf . Dann gilt

ATJA = J.

2. Zwar sind symplektische Abbildungen volumenerhaltend,aber i.A. volumen-
erhaltende Abbildungen nicht symplektisch.

Betrachten wir beispielsweise einen vierdimensionalen VektorraumE mit
Basise1, . . . , e4 und symplektischer Bilinearformω mit Matrix J =

(
0 1l
−1l 0

)
.
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Dann istf : E → E, (e1, e2, e3, e4) 7→ (−e1,−e2, e3, e4) volumenerhal-
tend, aberω(f(e1), f(e3)) = −ω(e1, e3).

Lässt aber ein Endomorphismusf des R2 die orientierte Fläche invari-
ant, so istf auch symplektisch. Denn für MatrizenA ∈ M(2,R) gilt
(JTAJ)AT = det(A)1l, alsoJTAJ = (A−1)T genau dann, wenn der durch
A gegebene Endomorphismusf eine flächenerhaltende Abbildung ist

8.5 Proposition Sei(E, ω) ein symplektischer Vektorraum, dann bildet die Men-
ge der symplektischen Endomorphismenf : E → E unter der Komposition eine
Gruppe, genannt diesymplektische GruppeSp(E, ω).

8.6 Bemerkung Für einen Euklidischen Raum(E, ω) mit positiv definiter sym-
metrischer Bilinearformω erhalten wir in ähnlicher Weise dieorthogonale Grup-
peO(E, ω).

Bew.: Ist f symplektisch, so istf ∈ GL(E), also existiertf−1. Es gilt dann
(f−1)∗ω = (f ∗)−1ω = (f ∗)−1(f ∗ω) = ω und fürf, g symplektisch(f ◦ g)∗(ω) =
g∗◦f ∗(ω) = g∗ω = ω. Außerdem ist die Identische Abbildung symplektisch, also
Sp(E, ω) 6= ∅. 2

Wegen Satz8.2ist Sp(E, ω) isomorph zur Gruppe

Sp(R2n) := Sp(R2n, ω0),

wobeiω0 bezüglich der kanonischen Basis desR2n die darstellende MatrixJ be-
sitzt (ganz analog braucht man nach Satz8.2 stattO(E, ω) nur die orthogonale
GruppeO(n) := O(Rn, ω0) zu betrachten, deren kanonisches inneres Produktω0

die darstellende Matrix1l hat).

8.7 Beispiel Der Zeit–t–FlussΦt(x) = exp(ut)x, u = JA eines linearen Hamil-
tonschen Systems mit HamiltonfunktionH(x) = 1

2
(x,Ax), A ∈ Sym(2n,R) ist

Element der symplektischen GruppeSp(R2n), denn es gilt (7.2).

Der Betrag der Determinante eines symplektischen Endomorphismus ist gleich
1, denn es gilt ja

det(ATJA) = (detA)2 det(J) = det(J).

Es gilt sogardet(A) = +1, aber der einfachste Beweis dieser Tatsache verwendet
den Kalkül der äußeren Formen, der erst später eingeführt werden soll.

Es folgt unmittelbar, dass das Produkt derC–Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms eines symplektischen Endomorphismus 1 ist.

31



8.8 Satz Seif ∈ Sp(E, ω) undλ ∈ C Eigenwert vonf . Dann sind auchλ, 1/λ
und1/λ Eigenwerte.

Bew.: Dass mitλ auchλ Eigenwert ist, folgt aus der Tatsache, dassf reell ist.
Wir beweisen, dass1/λ Eigenwert ist, indem wir das charakteristische Poly-

nom vonf betrachten.
Wir wählen eine Basis vonE, in derω die darstellende MatrixJ besitzt und

f die MatrixA. Es gilt dann fürλ ∈ C\{0}

det(A− λ1l) = det(J(A− λ1l)J−1), (da det J = 1 6= 0)

= det(JAJ−1−λ1l) = det((AT )−1−λ1l), (daATJA = J oderJAJ−1 = (AT )−1)

= det(A−1 − λ1l) = det(A−1(1l − λA))

= det(A−1) · det(1l − λA) = det(1l − λA) = λ2n det(λ−11l −A)

= λ2n det(A− λ−11l) mit n := 1
2
dim(E).

DaA invertierbar ist, sind alle komplexen Eigenwerteλ vonA ungleich0 und die
Aussage folgt. 2

Auch die algebraischen Multiplizitäten der genannten Eigenwerte sind gleich:

8.9 Satz Seif ∈ Sp(E, ω) undλ ∈ C Eigenwert vonf mit Vielfachheitk. Dann
sind auchλ, 1/λ, 1/λ Eigenwerte mit Vielfachheitk. Die Multiplizitäten etwaiger
Eigenwerte+1 und−1 sind gerade.

Bew.:

• FürP (λ) := det(A− λ1l) gilt P (λ) = λ2nP (1/λ) mit n := 1
2
dim(E).

Einen Eigenwertλ0 ∈ C der Vielfachheitk ist können wir abspalten:

P (λ) = (λ0 − λ)kQ(λ),

so dass

P

(
1

λ

)
λ2n = (λ0 − λ)kQ(λ) = (λλ0)

k

(
1

λ
− 1

λ0

)k
Q(λ).

Da Q(λ) ein Polynom vom Grad2n − k in λ ist, ist (λk0/λ
2n−k) · Q(λ)

ein Polynom in1/λ. Also ist 1/λ0 Nullstelle der Multiplizitätl ≥ k von
P (1/λ).

Vertauschen der Rollen vonλ0 und1/λ0 zeigtl = k.
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• Es gilt genau dannλ0 = 1/λ0, wennλ0 ∈ {±1}.

Da insgesamt2n Eigenwerte existieren und die Zahl der Eigenwerte6= ±1
gerade ist, muss die Multiplizität der1 zusammen mit der der−1 gerade
sein. WegendetA = 1 folgt dann auch einzeln gerade Multiplizität. 2

Fürdim(E) = 2 können also die in Abbildung7 skizzierten Fälle auftreten.

λ = λλ = 1
λ

(2) (2) 1/λλ = 1
λ

Abbildung 7: Komplexe Eigenwerte vonf ∈ Sp(R2)

Es gilt Sp(R2n) ⊂ L(R2n) und damit wird die symplektische Gruppe zum
topologischen Raum, ja zur Untermannigfaltigkeit (Analogie SO(2) ⊂ L(R2)).

Die symplektische Gruppe ist sogar eine Liegruppe, d.h. Multiplikation und
Inversenbildung induzieren glatte Abbildungen.

Da die symplektische Gruppe ein topologischer Raum ist, können wirWegein
Sp(E, ω), d.h. stetige Abbildungenc : [0, 1] → Sp(E, ω) einführen. Wie verhal-
ten sich dann die Eigenwerte vonc(t) bei Veränderung des Parameterst?

Offensichtlich können Eigenwerte auf der reellen Achse bzw. dem Einheits-
kreis diese nicht verlassen, solange sie isoliert bleiben,siehe Bild8. Wir werden
sehen, dass aus dieser Eigenschaft eine Form von Stabilität Hamiltonscher Syste-
me unter kleinen Störungen folgt.

(2)

(2)

Abbildung 8: Komplexe Eigenwerte vonf ∈ Sp(R4)
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9 Die symplektische Algebra

In Verallgemeinerung von Def.7.1definieren wir:

9.1 Definition Eine lineare Abbildungu ∈ L(E) heißtinfinitesimal symplektisch
bezüglich einer symplektischen Bilinearformω, wenn

ω(ue1, e2) + ω(e1, ue2) = 0 (e1, e2 ∈ E). (9.1)

Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir mitsp(E, ω).

Wegen der Linearität von (9.1) in u ist sp(E, ω) ein Unterraum vonL(E). Es gilt
sogar

9.2 Lemma Der Kommutator von A,B ∈ L(E) ist [A,B] := AB − BA.
(sp(E, ω), [·, ·]) ist eine Liealgebra2.

Bew.: (L(E), [·, ·]) ist eine Liealgebra, da der Kommutator bilinear und antisym-
metrisch ist, und die Jacobi-Identität

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] =

ABC − ACB − BCA+ CBA +BCA− BAC − CAB + ACB

+CAB − CBA−ABC +BAC = 0

für A,B,C ∈ L(E) erfüllt.
Da fürA,B ∈ sp(E, ω)

ω([A,B]e1, e2) + ω(e1, [A,B]e2)

= ω(ABe1, e2) − ω(BAe1, e2) + ω(e1, ABe2) − ω(e1, BAe2)

= −ω(Be1Ae2) + ω(Ae1, Be2) − ω(Ae1, Be2) + ω(Be1, Ae2) = 0,

ist auch[A,B] ∈ sp(E, ω). 2

Analog zu der obigen Aussage über die GruppeSp(E, ω) erhält man:

9.3 Satz Sei(E, ω) ein symplektischer Vektorraum undu ∈ sp(E, ω).
• Ist λ ∈ C Eigenwert vonu mit Multiplizität k, so sind auch−λ, λ,−λ Eigen-
werte der Multiplizitätk.
• Ist Null Eigenwert, so besitzt er gerade Multiplizität.

2Eine Liealgebraist ein VektorraumE mit einer bilinearen schiefsymmetrischen Abbildung
[·, ·] : E × E → E, die dieJacobi-Identiẗat [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 erfüllt.
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9.4 Beispiel u ∈ sp(R2). Hier kann das Eigenwertpaar nur reell oder rein ima-
ginär sein, siehe Abbildung9.

λ = λ

−λ = −λ

λ = −λ

λ = −λ (2)

Abbildung 9: Eigenwerte vonu ∈ sp(R2)

Eng verwandt mit dem Begriff der Liealgebra ist der der Liegruppe3.

9.5 Beispiel Das wichtigste Beispiel einer Liegruppe istG := GL(n,R), also
die Gruppe der invertierbaren Matrizen inM(n,R). Hier istG also als die offe-
ne Teilmenge derjenigen MatrizenA im n2-dim. VektorraumM(n,R) definiert,
für diedet(A) 6= 0. Dadurch wirdG zu einer so genannten Untermannigfaltigkeit,
und Matrizenmultiplikation und Inversion sind in den Matrizeneinträgen glatt. Be-
trachten wir die Abb.

M(n,R) → GL(n,R) , u 7→ exp(u),

dann liegt das Bild der Exponentialfunktion tatsächlich inG, denn

det(exp(u)) = exp(tr(u)) > 0.

Dag ∈ G mit det(g) < 0 existieren, ist klar, dassexp nicht surjektiv ist.
Andererseits ist die Exponentialabbildung mindestens fürA ∈ Gmit ‖A‖ < 1

invertierbar, denn die Potenzreihe der Umkehrfunktion konvergiert:

ln(A) = ln(1l + (A− 1l)) =

∞∑

k=1

(−1)k−1(A− 1l)k/k.

M(n,R) mit dem Kommutator bildet eine Liealgebra. Der Kommutator misst
den Mangel an Kommutativität in der Gruppenmultiplikation, denn füru1, u2 ∈
M(n,R) ist

exp(εu1) exp(εu2) exp(−εu1) exp(−εu2) = 1l + ε2[u1, u2] + O(ε3).

3EineLiegruppeist eine glatte MannigfaltigkeitG, die gleichzeitig eine Gruppe ist, und deren
Multiplikation (g1, g2) 7→ g1 ◦ g2 und Inversiong 7→ g−1 glatte Abbildungen sind.
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Man nennt daherM(n,R) dieLiealgebravonGL(n,R).

Analog können wir die Exponentialabbildung

sp(E, ω) → Sp(E, ω) , u 7→ exp(u)

von der symplektischen Liealgebra in die symplektischen Liegruppe betrachten.
Tatsächlich istexp(u) ∈ Sp(E, ω), denn wegen (9.1) ist

ω(exp(u)e1, exp(u)e2) = ω(e1, exp(−u) exp(u)e2) = ω(e1, e2).

Wir sehen, dass die Eigenwerteλ mit Re(λ) > 0 von u zu Eigenwertenexp(λ)
mit Betrag> 1 von exp(u) werden.

Erinnern wir uns nun an die Tatsache, dass für die quadratische Hamiltonfunk-
tionH(x) = 1

2
(x,Ax) die DGLẋ = XH(x) = JAx die LösungΦt(x) = exp(u)x

mit u := JAt ∈ sp(R2n) besitzt, dann wird klar, dass der Fixpunkt 0 höchstens
dann Liapunovstabil sein kann, wenn alle Eigenwerte vonJA rein imaginär sind.

10 Stabilität linearer Differentialgleichungen

Bevor wir die linearen Differentialgleichungen verlassen, wollen wir uns noch die
Frage ihrer Stabilität anschauen. Es wird dabei klar werden, dass Hamiltonsche
Systeme ein ganz eigenes, für den allgemeinen Fall untypisches Verhalten zeigen.

10.1 SatzSeiE ein endlich-dimensionalerR–Vektorraum, undA ∈ L(E). Dann
ist der Nullpunkt bezüglich des vonA erzeugten FlussesΦt = exp(At) aufE

1. asymptotisch stabil, wenn für alle Eigenwerteλi ∈ C vonA gilt

Re(λi) < 0.

2. Liapunov-stabil, wenn die Eigenwerteλi ∈ C gleiche algebraische wie geo-
metrische Multiplizität besitzen und

Re(λi) ≤ 0.

Bew.:Wir identifizierenE durch Einführung einer Basis mit demRn und betrach-
ten das kanonische innere Produkt auf demRn.
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Die darstellende Matrix vonA nennen wir bequemlichkeitshalber ebenfallsA.
Wir wissen, dass dannP ∈ M(n,C) und eine JordanmatrixJ (nicht zu verwech-
seln mit der MatrixJ =

(
0 −1l
1l 0

)
) existieren, sodass

A = PJP−1 und damit exp(At) = P exp(Jt)P−1 , (t ∈ R)

gilt. Es gilt Φ(t, x) = exp(At) · x , also ‖Φ(t, x)‖ ≤ ‖ exp(At)‖ ‖x‖.
Wir müssen also

‖ exp(At)‖ ≤ ‖P‖ ‖ exp(Jt)‖ ‖P−1‖
abschätzen.

Zur Abschätzung der Norm vonexp(Jt) genügt es, die einzelnen Jordan-
BlöckeJr(λ) getrennt zu untersuchen, denn die ihnen zugeordneten Unterräume
bleiben invariant.

Wie wir gesehen haben (Abschnitt4), gilt

exp
(
Jr(λ)t

)
= exp(λt) ·





1 t t2/2 ··· tr−1

(r−1)!

0 1 t
...

...
... ... t2/2

...
... t

0 ··· ··· 0 1




.

Nun gilt für eine beliebige MatrixB ∈ M(n,R) : ‖B‖ ≤
√∑n

i,j=1(B)2
ij.

Daher wächst die Norm des zweiten Faktors nur polynomial in|t|. Für den
ersten Faktor gilt aber

exp(λt) = exp(t Reλ) ·
(
cos(t Imλ) + i sin(t Imλ)

)
,

woraus fürReλ < 0 die erste Aussage folgt. Im zweiten Fall haben die Jordan-
Blöcke die Größe 1, sodass‖ exp(Jt)‖ ≡ 1. 2

Hamiltonsche Flüsse besitzen keine asymptotisch stabilen Fixpunkte, denn sie las-
sen das Phasenraumvolumen invariant (das gilt übrigens auch im nichtlinearen
Fall).

Der Nullpunkt kann nur dann Liapunov-stabiler Fixpunkt eines linearen Ha-
miltonschen Flusses sein, wenn alle Eigenwerte des den Fluss erzeugenden infi-
nitesimal symplektischen Endomorphismus auf der imaginären Achse liegen. Bei
Multiplizität 6= 1 ist die Liapunovstabilität von der Struktur der Jordan-Blöcke
abhängig.

In einem gewissen Sinn neigen Hamiltonsche Systeme also weniger zur Sta-
bilität als allgemeine dynamische Systeme. Es gibt aber auch andere Aspekte.
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10.2 Definition Ein infinitesimal symplektischer EndomorphismusA ∈ sp(E, ω)
heißtstark stabil, wenn eine UmgebungU ⊂ sp(E, ω) vonA existiert, sodass für
alleB ∈ U der Nullpunkt bezüglich des Flussesexp(Bt) Liapunov-stabil ist.

Zunächst fällt bei der Definition auf, dass nicht von der Stabilität eines Fixpunk-
tes, sondern von der eines flusserzeugenden Endomorphismusgesprochen wird.
Natürlich hängt das mit der Tatsache zusammen, dass der Nullpunkt immer Fix-
punkt eines linearen Flusses ist.

Die Idee, die der Definition starker Stabilität zugrunde liegt, ist, dass wir die
Bewegungsgleichung eines konkreten mechanischen Systemsnicht mit unendli-
cher Präzision kennen, da wir z.B. die Massen der wechselwirkenden Körper nur
mit endlicher Genauigkeit kennen. Wir sind daher an der Frage interessiert, ob wir
trotzdem entscheiden können, ob das mechanische System Liapunov-stabil ist.

10.3 SatzWenn alle Eigenwerteλ ∈ C eines infinitesimal symplektischen Endo-
morphismus voneinander verschieden sind und auf der imaginären Achse liegen,
istA stark stabil.

Bew.: Der Minimalabstand zweier Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sei4ε, ε > 0. Wir betrachten für jede Nullstelle eineε–Umgebung. Diese Umge-
bungen überlappen nicht, siehe Abbildung10. Die Wurzeln des charakteristischen
Polynoms einer Matrix hängen stetig von den Matrixelementen ab. Also muss ein
genügend nahe beiA liegender EndomorphismusB Eigenwerte haben, von denen
je einer in einerε– Umgebung liegt. Würden diese Eigenwerteλ nicht gleichzeitig

Abbildung 10: Die einfachen imaginären Eigenwerte einer MatrixA ∈ sp(R4)

auf der imaginären Achse liegen, so wäre−λ 6= λ in der gleichenε–Umgebung.
Widerspruch! 2
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11 Liapunov-Funktionen

Wir verlassen jetzt den Fall linearer DGL-Systeme und wenden uns dem nicht
linearen Fall zu.

Eine natürliche Fragestellung ist die, ob ein Fixpunkt dann asymptotisch stabil
ist, wenn die Linearisierung der DGL um diesen Punkt zu einemasymptotisch sta-
bilen linearen Fluss führt. Diese Frage wird unter Verwendung einer so genannten
Liapunov-Funktion beantwortet.

Grob gesagt ist eine Liapunov-Funktion eine Funktionf : M → R, die ent-
lang der Bahnkurven des betrachteten dynamischen SystemsΦ : G ×M → M
monoton fallend ist. Eine Bahnkurve, die zu einem gegebenenZeitpunkt die Men-
ge {m ∈ M | f(m) ≤ C} trifft, kann diese in Zukunft nicht mehr verlassen.
Natürlich lässt sich ein entsprechendes Argument für eine entlang Bahnkurven
monoton wachsende Funktion anwenden. Andererseits hätteman gerne, dass die
Funktion außer an Fixpunkten etc.strengmonoton in der Zeit fällt (oder steigt).

11.1 Definition SeiΦ : G ×M → M ein dynamisches System.f ∈ C0(M,R)
heißtLiapunov-Funktionvon Φ, wennf (oder –f ) entlang der Trajektorien mo-
noton fällt.

Wir werden das Konzept in einer Anwendung kennen lernen.

11.2 SatzEin Fixpunkt x0 ∈ M eines durch die DGLẋ = F (x) mit Vek-
torfeld F ∈ C∞(M,Rn) auf der offenen MengeM ⊂ Rn gegebenen dyna-
mischen Systems ist asymptotisch stabil, wenn für die Eigenwerteλ ∈ C von
A := DF (x0) ∈ L(Rn) gilt, dassRe(λ) < 0.

Bew.: O.B.d.A. können wirx0 = 0 annehmen (sonst Betrachtung vonẏ = G(y)
mit y = x− x0,G(y) := F (y + x0)).

Es gilt
F (x) = Ax+ F̃ (x) mit ‖F̃ (x)‖ = O(‖x‖2).

SeiΦ : R ×M → M das vonF erzeugte dynamische System und

Φ0 : R ×M → M , Φ0(t, x) := exp(At)x

das zugehörige linearisierte dynamische System.
Die Beweisidee besteht darin, eine quadratische Form aufM zu finden, die

eine Liapunov-FunktionL : M → R für Φ0 ist. Dann werden wir auch eine Um-
gebung des Fixpunktes finden, in derL entlang den Bahnkurven vonΦ monoton
abnimmt.
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Wir konstruieren ein solchesL durch Betrachtung einer Jordan-MatrixJ von
A. Da der vonJ erzeugte Flussexp(Jt) aufCn die den Jordanblöcken zugeordne-
ten Unterräume invariant lässt, reicht es, eine Liapunov-Funktion fürexp(Jr(λ)t),
Re(λ) < 0 zu konstruieren, und danach die Liapunov-FunktionL̃ : Cn → R

durch Addition der Funktionen der einzelnen Blöcke zu gewinnen.
Jr(λ) hat bezüglich der kanonischen Basis(b1, . . . , br) die Gestalt





λ 1 . . . 0
. . . . . .

...
. . . 1

0 λ




.

Für ε > 0 definieren wir(b̂1, . . . , b̂r) durchb̂l := bl · εl−1.
In dieser Basis besitzt der Jordanblock die Form

J̃r(λ) :=





λ ε 0
. . . . . .

. . . ε
0 λ




.

Betrachten wir nun die durch das kanonische innere Produkt bezüglich der Basis
(b̂1, . . . , b̂r) gegebene quadratische FormQ : Cr → R, die für z ∈ Cr, z =∑r

i=1 zib̂i durchQ(z) :=
∑r

i=1 zizi gegeben ist, so gilt

d

dt
Q
(
exp(J̃r(λ)t)z

)
|t=0 = (J̃r(λ)z, z) + (z, J̃r(λ)z)

= 2Re(λ) · (z, z) + ε

r−1∑

i=1

(zizi+1 + zi+1zi),

≤ 2Re(λ)(z, z) + 2ε(z, z), was für ε < 1
2
|Re(λ)|

< Re(λ) · (z, z) ≤ 0 ist.

Wir haben damit eine Liapunov-Funktion fürJ0(λ), J und letztlichA konstruiert.
Letztere quadratische Form heißtL : M → R.

Wir wissen, dass einc > 0 existiert, sodass

d

dt
L(Φ0(t, x))|t=0 ≤ −c‖x‖2 (x ∈M),
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x

Ax

0 L = const.

Abbildung 11: LiapunovfunktionL und Orbitt 7→ Φ0(t, x)

siehe Abbildung11. Dieser Ausdruck lässt sich als die Richtungsableitung von L
in Richtung des den FlussΦ0 erzeugenden (linearen) VektorfeldesAx interpretie-
ren: Das nicht lineare VektorfeldF hatte die GestaltF (x) = A · x+ F̃ (x).

Entsprechend istd
dt
L(Φ(t, x)) |t=0 als Richtungsableitung vonL in Richtung

von F zu interpretieren. Da aber‖F̃ (x)‖ = O(‖x‖2), ist d
dt
L(Φ(t, x)) |t=0=

−c‖x‖2 + O(‖x‖3), was für‖x‖ < ε kleiner als− c
2
‖x‖2 ist.

Damit wirdL zur Liapunovfunktion und die Aussage folgt. 2

11.3 Bemerkung Es mag so aussehen, als ob das Konzept der Liapunov-Funktion
im Hamiltonschen Fall keine Anwendung findet. In der Tat ist ja dort das Phasen-
raumvolumen erhalten, sodass wir sowieso keine asymptotische Stabilität erwar-
ten können. Es gibt aber andere Anwendungen:
1) Nichtdegenerierte Extremalstellenx einer HamiltonfunktionH sind liapunov-
stabile Fixpunkte. Denn einerseits istXH(x) = 0, andererseits istH selbst Liapu-
novfunktion, da der Wert vonH sich entlang der Orbits nicht ändert. Zum dritten
gibt es für eine Minimalstellex zu jeder UmgebungU von x eine Umgebung
V ⊂ U vonx der FormV = H−1([h, h+ ε)).
2) Betrachten wir z.B. die durch die Hamiltonfunktion

H : M := R3
p × R3

q → R , H(p, q) = 1
2
p2

gegebene Freie Bewegungq̇ = p, ṗ = 0 oderΦ(t, (p0, q0)) = (p0, q0 + p0t).
L(p, q) := p · q ist dann eine Liapunov-Funktion, denn

d

dt
L(Φt(p, q)) = ṗ · q + p · q̇ = p · q̇ = p2 ≥ 0.

DaL(p, q) = 1
2
d
dt
q2, ist t 7→ q2(t) konvex. Das können wir zwar in diesem Fall

auch direkt ausrechnen, dennq2(t) = (q0 + p0t)
2.
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Wir können ähnlich argumentieren, wenn die Bewegung des Teilchens von
einem Kraftfeld (schwach) abgelenkt wird. Unter geeigneten Voraussetzungen
können wir dann schließen, dass die Bahn trotzdem nach räumlich unendlich geht.

Daher ist dieses Argument in der Streutheorie sehr beliebt.L heißt dortescape-
Funktion.

12 Verzweigungen

In vielen Fällen hängt ein dynamisches System von Parametern ab, z.B. der Teil-
chenmasse oder auch der Gesamtenergie. Wir haben das Konzept des Phasenpor-
träts kennen gelernt, d.h. der Zerlegung des Phasenraumesin (orientierte) Orbits.
Unter Veränderung des Parameters wird sich i.A. das Phasenporträt ändern. Es
kann sein, dass wir einen Homöomorphismus des Phasenraumes finden, der die
Phasenporträts ineinander überführt, d.h. orientierte Orbits auf orientierte Orbits
abbildet. Es kann aber auch sein, dass sich das Phasenportr¨at an einem bestimm-
ten Parameterwert qualitativ ändert, dass es also nicht nur eine Deformation des
Phasenporträts für andere Parameterwerte ist. Ein solches Phänomen wirdVer-
zweigungoder auchBifurkationgenannt.

Konzentrieren wir uns auf den Fall eines Fixpunktesx0 eines Differentialglei-
chungssystems

ẋ = Fp(x) , x ∈M , p ∈ R für Parameterwert p = 0.

Es ist alsoF0(x0) = 0.
Existiert für benachbarte Parameterwerte|p| < ε ebenfalls ein Fixpunkt von

ẋ = Fp(x) in der Nähe vonx0?
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die LinearisierungA := DF0(x0)

des Vektorfeldes am Fixpunkt fürp = 0.
Ist die MannigfaltigkeitM n–dimensional, so istA ∈ L(Rn) und wir können

untersuchen, obA maximalen Rang (d.h.n) hat. Ist dies der Fall, so wissen wir
nach dem Satz über die implizite Funktion, dass für einε > 0 eine Abbildung
ϕ : (−ε, ε) →M mit ϕ(0) = x0 existiert, sodass für|p| < ε

Fp(ϕ(p)) = 0

ist,ϕ(p) also ein Fixpunkt.
Dabei istϕ genauso glatt wieFp.
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In diesem Fall existiert der Fixpunkt also auch für benachbarte Parameterwer-
te, nur ändert er seine Lage ein wenig. Man kann auch sehen, dass kein zweiter
Fixpunkt diesem ersten beliebig nahe kommen kann.

Anders ist die Situation in den folgenden Beispielen. Dass diese keine dyna-
mischen Systeme erzeugen, tut nichts zur Sache.

12.1 Beispiel (Die Sattel-Knoten-Verzweigung)Wir betrachten eine Familie von
Differentialgleichungen aufM := R, parametrisiert durchp ∈ R, mit Fp(x) :=
p+ 1

2
x2.

• Fürp > 0 istFp(x) ≥ p > 0, es existiert also kein Fixpunkt.

• Fürp = 0 existiert genau der Fixpunktx0 = 0.

• Fürp < 0 existieren die beiden Fixpunktex±,p := ±√−2p.

Die Linearisierung der DGL an den
Fixpunkten hat die Form

ẏ = x±(p) · y für p < 0

und
ẏ = 0 für p = 0.

Genau fürp = 0 hat die Linearisierung
also nicht mehr den maximalen Rang
1.
Man sieht an diesem Beispiel, dass
sich ein Paar, bestehend aus einem sta-
bilen und einem instabilen Fixpunkt,
durch Kollision auslöschen kann.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4
p

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

x

Sattel-Knoten-Verzweigunġx = p + 1
2
x2

12.2 Beispiel (Die Hopf-Verzweigung)PhasenraumM := R2, Parameterp ∈
R.

ẋ1 = x1(p− (x2
1 + x2

2)) − x2 , ẋ2 = x2(p− (x2
1 + x2

2)) + x1, (12.1)

siehe Abbildung12. Offensichtlich ist0 ∈ M für alle Parameterwerte Fixpunkt.
Er ist auch der einzige Fixpunkt, denn das Betragsquadrat des Vektorfeldes auf
der rechten Seite ist

ẋ2
1 + ẋ2

2 = (x2
1 + x2

2)(1 + (p− (x2
1 + x2

2))
2) > 0 für (x1, x2) 6= (0, 0).
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Auf R2 \ {0} kann die DGL mit Polarkoordinaten(r, ϕ),

x1 = r cosϕ , x2 = r sinϕ

auf die Form
ṙ = r(p− r2) , ϕ̇ = 1

gebracht werden, denṅr =
d
dt
r2

2r
= x1ẋ1+x2ẋ2

r
undϕ̇ = ẋ2x1−ẋ1x2

x2
1+x

2
2

= 1.

Damit wird für Radien mitr2 > max(0, p) die Zeitableitungṙ < 0, für 0 <
r2 < p aberṙ > 0.

Für r2 = p > 0 ist ṙ = 0 und wir haben einen periodischen Orbit gefunden.

Abbildung 12: Hopf-Verzweigung (12.1)

13 Lagrange- und Hamiltongleichungen

Bisher haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, die Zielsetzung der analyti-
schen Mechanik bestehe darin, für eine gegebene Hamiltonfunktion die Lösungen
der Hamiltonschen DGL zu finden, oder, falls dies nicht möglich sein sollte, zu-
mindest qualitative Eigenschaften wie Fixpunkte, Stabilität etc. zu untersuchen.

Wie es dazu kommt, dass eine bestimmte Hamiltonfunktion eingegebenes me-
chanisches System beschreibt, wurde nicht analysiert. Nunist diese Fragestellung
sicher zu einem Teil außermathematisch und fällt in den Bereich der Modellbil-
dung in der Physik.

Andererseits lassen sich doch unter Annahme einer bestimmten Form elemen-
tarer Wechselwirkungen (wie Elektromagnetismus oder Gravitation) die Hamil-
tonfunktion gegebener physikalischer Systeme berechnen.

Es taucht dabei allerdings eine Problematik auf, die mit demBegriff des Im-
pulses zusammenhängt. Während der Ort und auch die Geschwindigkeit eines
Teilchens wohldefinierte messbare Größen sind (nicht relativistische Situationen
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vorausgesetzt), ist der Impuls eine abgeleitete Größe, f¨ur die erstnachKenntnis
der Hamiltonfunktion eine Messvorschrift gefunden werdenkann.

Es ist ja die Geschwindigkeitq̇ = ∂H
∂p

(p, q), und nur für eine Hamiltonfunktion
der FormH(p, q) = c ·p2+V (q) ist der Impuls der Geschwindigkeit proportional.

Dies ist einer der Gründe, weswegen neben der Hamiltonfunktion auch die so
genannte Lagrangefunktion in der Mechanik wichtig ist. Diese ist eine Funktion
der Orte und Geschwindigkeiten (statt der Orte und Impulse).

Im betrachtetenBeispielist die zugehörige Lagrangefunktion

L(q̇, q) =
1

4c
q̇2 − V (q).

Der erste Summand wird auchkinetische Energie, der zweitepotentielle Energie
des Teilchens genannt. Da die beiden Terme voneinander subtrahiert statt addiert
werden, ist die Lagrangefunktion i.A. keine Konstante der Bewegung.

Wir werden gleich die allgemeine Beziehung zwischen Lagrange- und Hamil-
tonfunktion kennen lernen.

Davor werden wir aber noch den Begriff der Potentiellen Energie und die Auf-
stellung der Lagrangefunktion eines mechanischen Systemsbesprechen.

Die direkteste Formulierung der Mechanik ist die Newtonsche:

Kraft = Masse· Beschleunigung oder

F (q) = m · q̈ , q ∈ Rn
q , F ∈ C∞(Rn

q ,R
n).

Diese Formulierung führtunmittelbarauf die Bewegungsgleichungen.

13.1 Beispiel (Fall im konstanten Schwerefeld)
Z.B. kann man für kleine Abstände von einem gegebenen Punkt der Erdober-
fläche die Anziehungskraft der Erde auf einen Massenkörper als konstant und in
3-Richtung verlaufend ansehen, sodass hier die KraftF ∈ C∞(R3

q ,R
3) durch

F (q) =
(

0
0

−g·m

)
, mit Erdbeschleunigungg := 9.81 m

sec2
gegeben ist.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen führen auf dem PhasenraumM :=
Rn
q̇ × Rn

q zum dynamischen System

Φ(t, (v0, q0))

=
(
v

(1)
0 , v

(2)
0 , v

(3)
0 − gmt, q

(1)
0 + v

(1)
0 · t, q(2)

0 + v
(2)
0 t, q

(3)
0 + v

(3)
0 t− 1

2
gmt2

)
,

siehe Abbildung13.
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Abbildung 13: Fall im konstanten Schwerefeld

Es ist aber nützlich festzustellen, dass hier wie in vielenanderen Fällen die Kraft
nicht nur allein eine Funktion des Ortes ist, sondern sie sich auch als Gradient
einer reellwertigen FunktionV (q) darstellen lässt.

F (q) = −∇V (q) (hier mit V (q) = −1
2
mgq(3)).

Damit kommen wir mit Impulsp = mv dazu, festzustellen, dass die Newtonschen
Gleichungen von der Hamiltonfunktion

H(p, q) =
1

2m
p2 + V (q)

herrühren.
Allgemein lässt sich das KraftfeldF ∈ C∞(R3

q,R
3) dann als Gradient einer

reellwertigen FunktionV ∈ C∞(R3
q,R) darstellen, wenn gilt, dass

rot F =





∂F2

∂q3
− ∂F3

∂q2
∂F3

∂q1
− ∂F1

∂q3
∂F1

∂q2
− ∂F2

∂q1



 = 0.

Denn dann gilt für einen geschlossenen WegC : [0, 1] → R3
q, dass

∮

C

F (q) · dq ≡
∫

O

rot F (q) · dO = 0

für eine von diesem WegC berandete FlächeO, sodass

V (q) =

∫

Cq

F (q) · dq

unabhängig von der Wahl des WegesCq : [0, 1] → R3
q mit AnfangspunktCq(0) :=

0 und EndpunktCq(1) := q ist.

46



13.2 Definition Eine (glatte) FunktionL : Rn
q×Rn

v → R heißtLagrangefunktion.
Das DGL-System

d

dt

∂L

∂q̇i
(q, q̇) − ∂L

∂qi
= 0 (i = 1, . . . , n) (13.1)

heißtLagrangegleichungvonL. p := ∂L
∂v

(q, v) heißtImpuls.

13.3 BeispielL(q, v) = m
2
|v|2 − V (q). Die Lagrangegleichung lautet dannmq̈+

∇V (q) = 0. Sie entspricht damit der Newtonschen Bewegungsgleichungeines
Teilchens der Massem im PotentialV .

In diesem Beispiel können wir die Gleichungp = ∂L
∂v

des Impulses nachv auflösen:
v ≡ v(p, q) = p/m. Betrachten wir nun die Hamiltonfunktion

H(q, p) := p · v(p, q) − L(q, v(p, q)) =
p2

2m
+ V (q), (13.2)

und schreiben mithilfe des Impulses die Lagrangegleichungen in ein System von
2n Differentialgleichungen erster Ordnung um, so ergibt sich, dass diese Glei-
chungen

mv̇ + ∇V (q) = 0
q̇ = v

}
⇐⇒

{
ṗ = −∇V (q)
q̇ = p/m

die Hamiltonschen Gleichungen vonH sind.
Wir wollen diesen Zusammenhang auch für andere Lagrangefunktionen her-

stellen.
Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen anL(q, v) wir die Glei-

chungp = p(q, v) = ∂L
∂v

(q, v) so umstellen können, dassv = v(p, q) die abhängi-
ge Variable wird. Für die Lagrangefunktionen, die die entsprechende Bedingung
erfüllen, wird (13.2) eine Hamiltonfunktion liefern, deren Hamiltonsche DGL
äquivalent zu der Lagrangegleichung vonL ist.

Dazu müssen wir die so genannte Legendretransformation einführen.

14 Legendretransformationen

Wir fangen mit dem Fall einer Variablen an, denn dieser lässt sich graphisch ein-
fach darstellen.
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14.1 Definition SeiJ ⊂ R ein offenes Intervall,f ∈ C2(J,R) undf ′′ > 0.
Die Legendretransformierteg : I → R vonf mit I := f ′(J) ⊂ R ist gegeben

durchg(p) := maxx∈J(xp− f(x)).

Zunächst ist zu klären, ob die Legendretransformierte überhaupt wohldefiniert ist,
ob also das Maximum fürp aus dem Wertebereich der Ableitung vonf ′ überhaupt
angenommen wird. Das ist der Fall, denn die Ableitung des Arguments nachx ist

p− f ′(x).

Wir wissen, dass einx ∈ J existiert, sodassp = f ′(x) ist.
Es handelt sich also um ein Extremum. Da die zweite Ableitungdes Argu-

ments gleich−f ′′(x) < 0 ist, handelt es sich um ein Maximum, und dieses ist
eindeutig.

14.2 BeispielJ := R, f(x) := ex,

p ∈ I := (0,∞) g(p) = maxx(px− ex) =⇒ p(x) = ex

= p(ln p− 1)

Abbildung 14: Definition der Legendretransformation

Wie wir in Abbildung 14 sehen, hat die Legendretransformierte vonf eine an-
schauliche Bedeutung: Sie ist der minimale Ordinaten-Abstand zwischen dem
Graphen vonf und dem Graphen der Geradep · x durch den Ursprung.

Das Maximum wird für einen Wertx = x(p) angenommen, der durchp =
f ′(x) gegeben ist und der wegen der ausf ′′ > 0 folgenden Monotonie vonf ′ mit
p monoton wächst.
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Abbildung 15: Legendretransformierteg(p) der Exponentialfunktion

Damit ist

g(p) = px(p) − f(x(p))

g′(p) = x(p) + px′(p) − f ′(x(p)) · x′(p)
= x(p) + (p− f ′(x(p)))x′(p) = x(p), (14.1)

sodassg′′ > 0. Dag außerdem auf einem offenen Intervall, nämlichI := f ′(J) ⊂
R, definiert ist, können wir aufg wieder die Legendretransformation anwenden.

14.3 SatzDie Legendretransformierte ist involutiv: istg : I → R Legendretrans-
formierte vonf : J → R, so ist auchf Legendretransformierte vong.

Bew.: Da nach (14.1) g′(p) = x(p), ist g′(I) = J .

maxp∈I(yp− g(p)) = maxp∈I(yp− px(p) + f(x(p)))

mit x(p) = (f ′)−1(p).

Die Ableitung des Arguments nachp ist

y−x(p)−px′(p)+f ′(x(p)) ·x′(p) = y−x(p)− (p−f ′(x(p)))x′(p) = y−x(p).

Damit wird das Maximum beiy = x(p), alsop = f ′(y) angenommen, sodass

maxp∈I(yp− g(p)) = yf ′(y) − f ′(y) · y + f(y) = f(y). 2

14.4 Korollar Die Einhüllende der Familie

y = px− g(p) (p ∈ I)

von Geraden ist die Legendretransformierte vong, siehe Abbildung16.

49



Abbildung 16: Die Legendretransformiertef vong

Im Fall mehrerer Variablen beginnen wir bequemlichkeitshalber mit einer auf
ganzRn definierten Funktionf ∈ C2(Rn,R) mit ∂2f

∂x2 > 0, wobei unter der Hes-

sematrix∂
2f
∂x2 die symmetrische Matrix

∂2f

∂x2
=





∂2f
∂x2

1
· · · ∂2f

∂x1∂xn

...
...

∂2f
∂xn∂x1

· · · ∂2f
∂x2

n





verstanden wird.
Zur Erinnerung: Eine symmetrischen×n–MatrixA heißt positiv definit(A > 0),
wenn(v, Av) > 0 für v ∈ Rn \ {0}.

14.5 Definition SeiI := ∇f(Rn) ⊂ Rn. Die Legendretransformierteg : I → R

ist durch
g(p) := maxx∈Rnp · x− f(x) (p ∈ I)

gegeben.

14.6 BeispielFür eine symmetrische MatrixA ∈ M(n,R), A > 0 seif : Rn →
R die durchf(x) := 1

2
(x,Ax) definierte quadratische Form. Damit ist∂2f

∂x2 (x) ≡ A
und

g(p) = maxx∈Rn
1
2
(x, 2p− Ax) = p · x(p) − 1

2
(x(p), Ax(p))

mit x(p) = A−1p , also g(p) = 1
2
(p, A−1p).

Eine Anwendung findet dies z.B. in der Umrechnung der kinetischen Energie von
Geschwindigkeits- auf Impulskoordinaten.

Allgemeiner wenden wir nun die Legendretransformation an,um die Lagrange-
funktion in die Hamiltonfunktion umzuwandeln und umgekehrt.
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14.7 SatzSeiL ∈ C∞(Rn
q × Rn

v ,R) und ∂2L
∂v2

> 0.
Dann ist mit Impulsp ≡ p(q, v) = ∂L

∂v
(q, v)

H(p, q) = pv − L(q, v)

die Legendretransformierte vonL bezüglichv, undH ist ebenfallsC∞.
Die Lagrangegleichungen (13.1) sind äquivalent zu den Hamiltongleichungen

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
(i = 1, . . . , n).

Bew.: DassH(p, q) Legendretransformierte vonL(q, v) bezüglichv ist, wird of-
fensichtlich, wenn manq als Parameter ansieht.

DassH die gleiche Differenzierbarkeitsstufe wieL hat, ergibt sich aus folgen-
dem Argument.

Betrachten wir die Abbildung

Φ : R2n → R2n , (q, v) 7→ (q, p).

Am Punkt(q, v) mit Bild (q, p) ist ihre Linearisierung durch

DΦ(q, v)

(
δq

δv

)
=

(
1l 0
∂2L
∂q∂v

∂2L
∂v2

)(
δq

δv

)

gegeben. Die Jacobimatrix hat Determinantedet
(
∂2L
∂v2

)
> 0 und ist damit inver-

tierbar. Daher ist aber auchΦ lokal invertierbar. Damit wirdΦ ein lokaler Diffeo-
morphismus.

Die Gleichheit der Bewegungsgleichungen ergibt sich aus der Bildung der
totalen äußeren Ableitungen vonH undL: Einerseits ist

dH =
∂H

∂p
dp+

∂H

∂q
dq,

andererseits wegen

∂L

∂v
= p

dH = d(v · p− L(q, v))

= vdp+ pdv − ∂L

∂q
dq − ∂L

∂v
dv

= v(q, p)dp− ∂L

∂q
dq.
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Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

q̇ = v =
∂H

∂p
,

∂H

∂q
= −∂L

∂q
= − d

dt

∂L

∂v
= −ṗ,

wenn wir die Lagrangegleichungen

q̇ = v ,
∂L

∂q
=

d

dt

∂L

∂v

voraussetzen. 2

Wir können den Weg auch umgekehrt gehen, und aus einer HamiltonfunktionH
durch Legendretransformation bezüglich des Impulsesp die Lagrangefunktion ge-
winnen.

14.8 Beispiel (Relativistische Hamiltonfunktion)
H : R3

p × R3
q → R, H(p, q) := c

√
p2 +m2c2 mit Massem > 0 und Lichtge-

schwindigkeitc > 0.

q̇ =
∂H

∂p
= c

p√
p2 +m2c2

L(q, v) = v · p(v) −H(p(v), q) = − m2c3√
p2(v) +m2c2

= −mc2
√

1 −
(v
c

)2

.

Hier nimmt die Geschwindigkeit nur Werte an, die betragsmäßig kleiner als die
Lichtgeschwindigkeitc sind.

15 Holonome Zwangsbedingungen

In vielen Fällen ist die Bewegung der zu beschreibenden Teilchen in der einen
oder anderen Weise eingeschränkt. So werden wir das Beispiel der Perle diskutie-
ren, die auf einen Draht aufgefädelt wurde.

Betrachten wir die Bewegung des Teilchens in einerm–dimensionalen Fläche
S ⊂ Rn

q . In Rn
q × Rn

v habe das Teilchen die LagrangefunktionL̃. In der Nähe
eines Punktesq0 ∈ S können wir eine lokale Parametrisierungq = q(x), x =
(x1, . . . , xm) der Fläche vornehmen.
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Das DGL-System mitL(x, w) := L̃(q(x), Dq(x) · w)

d

dt

∂L(x, ẋ)

∂ẋi
=
∂L(x, ẋ)

∂xi
(i = 1, . . . , m)

heißt System mit (KonfigurationsraumS und)holonomen Zwangsbedingungen.
Wenn wir die Bewegung eines Teilchens einer Untermannigfaltigkeit S des

Konfigurationsraumes beschreiben wollen, geben wir zunächst die Lagrangefunk-
tion L̃ des sich inRn

q frei bewegenden Teilchens an, berechnen dannL und dar-
aus gegebenenfalls über die Legendretransformation die HamiltonfunktionH :
T ∗S → R. Dabei istT ∗S das so genannte Kotangentenbündel vonS, eine2m–
dimensionale Mannigfaltigkeit, deren Punkte aus Paaren(p, x) x ∈ S, p kanoni-
scher Impuls, gebildet werden.

Zwar ist die obige Konstruktion zunächst nur in einer Umgebung vonq0 ∈ S
gültig, aber wir werden im Kapitel26 den Begriff der Mannigfaltigkeit diskutie-
ren, der es uns erlaubt, die globale Bewegung aufS zu diskutieren.

15.1 Beispiel (Perle am Draht)[PR].
Eine Perle gleitet ohne Reibung auf ei-
nem kreisförmigen Draht. Der Kreis
vom RadiusR hat den Mittelpunkt0 ∈
R3. Er rotiert mit Winkelgeschwin-
digkeit ω um die vertikaleq1–Achse,
und die Kreisebene enthält diese Ach-
se (siehe Abbildung). Bezeichnet man
mit ψ den Winkel zwischen der unte-
ren Ruhelage und dem Ortq der Perle,
dann gilt also

q =




q1
q2
q3



 = R ·




− cosψ
sinψ · sinωt
sinψ · cosωt



 .

� �� �
� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �
� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �

� �� �
ψ

q1

q3

q2

Die Lagrangefunktion der Perle hat die Form̃L(q, q̇) = m
2
q̇2 − V (q), ist also

die Differenz von kinetischer und potentieller Energie. Letztere ist von der Form
V (q) = m · g · q1, wobeig = 9.81m/sec2 die Erdbeschleunigung bezeichnet.

Die Perle besitzt statt drei nur einen Freiheitsgrad. Entsprechend wollen wir
die Lagrangefunktion als Funktion vonψ, ψ̇ (und eventuell der Zeitt) schreiben.
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Es gilt

q̇ =




q̇1
q̇2
q̇3



 = R




sin(ψ)ψ̇

cos(ψ) sin(ωt)ψ̇ + ω · sin(ψ) cos(ωt)

cos(ψ) cos(ωt)ψ̇ − ω · sin(ψ) sin(ωt)



 ,

also
q̇2 = R2

(
ψ̇2 + ω2 sin2(ψ)

)
.

Außerdem istV (q) = −mgR cosψ, sodass in den neuen Koordinaten die Lagran-
gefunktion die Form

L(ψ, ψ̇) =
mR2

2
ψ̇2 +mR

(
g cosψ +

ω2R

2
sin2 ψ

)

besitzt. Damit ist der zum Winkelψ konjugierte Impulspψ gleich

pψ :=
∂L

∂ψ̇
= mR2ψ̇.

Die Hamiltonfunktion besitzt also die Form

H(pψ, ψ) = ψ̇pψ − L(ψ, ψ̇)

=
p2
ψ

2mR2
−mR(g cosψ + 1

2
ω2R sin2 ψ).

Durch Veränderung von Längen-, Energie- und Zeitmaßstabkönnen wir uns auf
die Diskussion des Fallsm = R = g = 1 beschränken und mit der neuen Win-
kelgeschwindigkeitΩ := ω ·

√
R/g ergibt sich

HΩ(pψ, ψ) = 1
2
p2
ψ +WΩ(ψ)

mit dem PotentialWΩ(ψ) := − cosψ − Ω2

2
sin2 ψ. Der Phasenraum vonHΩ ist

M := R × S1.
Für Ω = 0 ist W0(ψ) = − cosψ, das Potential besitzt also in der unteren

Ruhelageψ = 0 ein nicht degeneriertes Minumum.
Andererseits dominiert für große|Ω| die Zentrifugalkraft undWΩ(ψ) besitzt

für ψ–Werte nahe bei±π/2 Minimalstellen (siehe Abbildung17).
Dies übersetzt sich im Phasenraumportrait vonHΩ in eine Verzweigung (siehe

Abbildung18). Für alleΩ–Werte ist die untere Gleichgewichtslage inM , d.h. der
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Abbildung 17: PotentialWΩ für Ω = 0, Ω = 1 undΩ =
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Abbildung 18: Phasenraumportraits fürHΩ

Punkt mit den Koordinaten(pψ, ψ) = (0, 0) Fixpunkt des Vektorfeldes

XH(pψ, ψ) =

(−W ′
Ω(ψ)

pψ

)
=

(− sinψ + 1
2
Ω2 sin(2ψ)

pψ

)

vonHΩ. Wir berechnen dessen Stabilität durch Untersuchung der Linearisierung.

DXH(pψ, ψ) =

(
0 −W ′′

Ω(ψ)
1 0

)
.

DXH besitzt die beiden Eigenwerte±
√

− det(DXH). Wegen

det(DXH)(ψ) = W ′′
Ω(ψ) = cosψ − Ω2 cos(2ψ)

sind diese gleich±
√
−1 + Ω2, also imaginär für|Ω| ≤ 1 und reell für|Ω| ≥ 1.

Für Winkelgeschwindigkeiten, die betragsmäßig kleinerals der Bifurkationswert
1 sind, wird damit die untere Gleichgewichtslage nach Bemerkung11.3liapunov-
stabil, für größere Werte instabil.
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16 Das Hamiltonsche Variationsprinzip

Die kürzeste Verbindung zweier Punktex0, x1 ∈ Rn ist die diese Punkte verbin-
dende Strecke. Das lässt sich beweisen, indem man alle möglichen Wege zwischen
diesen Punkten betrachtet. Sind diese Wegeγ nach dem Parameter stetig differen-
zierbar, so kommt ihnen eine Länge zu:

γ : [0, 1] → Rn , γ(0) = x0, γ(1) = x1 , I(γ) :=

∫ 1

0

L(γ̇(t)) dt

mit Lagrangefunktion

L(v) := ‖v‖ =
√
v2
1 + . . .+ v2

n.

DasLängenfunktionalI ist also eine Abbildung von den in Betracht kommenden
Wegen in die reellen Zahlen. Wie eine Funktion auf einem endlich-dimensionalen
Raum kann ein solches Funktional Minima - oder allgemeiner -Extrema besitzen.
Wie im endlich-dimensionalen Fall ist dann die Linearisierung am Extremum die
Null-Abbildung. DieVariationvon I verschwindet.

x0

γ(t)

x1

Abbildung 19: Wegγ

Wir wollen diesen Ansatz verallgemeinern. Wir setzen dabeivoraus, dass die
im Folgenden betrachteten Funktionen glatt sind,L wird eine allgemeine Lagran-
gefunktion sein, die zudem von der Zeit abhängen kann:

Lagrangefunktion L : U × Rn
v × Rt → R U ⊂ Rn

q offen.
Wege γ : [t0, t1] → U γ(t0) = x0 , γ(t1) = x1

Wirkung I(γ) :=
∫ t1
t0
L(γ(t), γ̇(t), t)dt.

Die Differenzh := γ1 − γ2 zweier Wege mit Anfangspunktx0 und Endpunktx1

ist eine Abbildungh : [t0, t1] → Rn mit h(t0) = h(t1) = 0.
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Das FunktionalI ist (z.B.) auf dem Raum

X := {γ ∈ C1([t0, t1], U) | γ(t0) = x0, γ(t1) = x1}
erklärt: I : X → R. X ist weder endlich-dimensional (wie man z.B. über die
Fourier-Darstellung eines Weges leicht sieht), noch istX ein linearer Raum.

Trotzdem stehtX mit einem linearen Raum, und zwar

X0 := {h ∈ C1([t0, t1],R
n) | h(t0) = h(t1) = 0}

in Zusammenhang, denn die Differenz zweier Wegeγ1 undγ2 ∈ X ist ein Element
dieses linearen Raumes.

Auf dem linearen RaumX0 können wir z.B. die Norm

‖h‖0 := sup
t∈[t0,t1]

(‖h(t)‖ + ‖Dh(t)‖)

einführen.

16.1 Definition Ein FunktionalI : X → R heißtdifferenzierbar, wenn für alle
γ ∈ X eine lineare AbbildungLγ : X0 → R existiert, sodass

I(γ + h) − I(γ) = Lγ(h) + O(‖h‖2
0) (h ∈ X0 mit γ + h ∈ X).

16.2 SatzFürL ∈ C∞(U × Rn × R,R) ist

I : X → R , I(γ) :=

∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t), t)dt

ein differenzierbares Funktional mit Ableitung

Lγ(h) =

∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂v

]
h dt.

Bew.:

I(γ + h) − I(γ)

=
∫ t1
t0
L(γ(t) + h(t), γ̇(t) + ḣ(t), t)dt−

∫ t1
t0
L(γ(t), γ̇(t), t)dt

=
∫ t1
t0

[
∂L
∂x

(γ(t), γ̇(t), t) · h(t) + ∂L
∂v

(γ(t), γ̇(t), t) · ḣ(t)
]
dt+ O(‖h‖2

0).

Nun ist
∫ t1

t0

∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t), t)

︸ ︷︷ ︸
u

ḣ(t)︸︷︷︸
v′

dt =
∂L

∂v
· h
∣∣∣∣
t1

t0

−
∫ t1

t0

d

dt

(
∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t), t)

)
·h(t)dt,

wie durch partielle Integration folgt. 2
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16.3 Satzγ ∈ X ist genau dann Extremal des Funktionals

I(γ) =

∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t), t)dt,

wenn entlangγ(t) dieEuler-Lagrangegleichung

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0

gilt.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir ein einfaches Lemma.

16.4 Lemma Wenn fürf ∈ C0([t0, t1],R) gilt, dass für alle

h ∈ C0([t0, t1],R) mit h(t0) = h(t1) = 0
∫ t1

t0

f(t)h(t) dt = 0 , so ist f = 0.

Bew.: Sei stattdessenf(t∗) > 0 (oder< 0 entsprechend), dann existiertε > 0 mit

t0 < t∗ − ε < t∗ + ε < t1 und

f(t) ≥ c > 0 für t ∈ [t∗ − ε, t∗ + ε].

Wähle eine so genannteAbschneidefunktionh ∈ C0([t0, t1],R) mit h ≥ 0,

h(t) =






0 , t ≤ t∗ − ε
1 , t∗ − ε

2
< t < t∗ + ε

2

0 , t ≥ t∗ + ε,
t0 t∗ t1t∗ + εt∗ − ε

(siehe Abbildung). Dann ist
∫ t1
t0
f(t)h(t) dt ≥ c · ε > 0. 2

Bew. des Satzes16.3:

I(γ + h) − I(γ) = O(‖h‖2
0) =⇒

Lγ(h) ≡
∫ t1

t0

[
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂v

]
h dt = 0.

Anwenden des Lemmas auf die (unabhängig variierbaren) Komponenten von
h ∈ X0 ergibt die Aussage. 2

Wir sehen also, dass die Lösungen der Euler-Lagrangegleichungen die Wirkungs-
funktion extremalisieren.
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16.5 Notation Üblicher alsLγ(h) ist δI(γ)(h).
Manchmal wird auch kurz geschrieben:δI = 0 für Extremale.

16.6 Bemerkungen 1. Man kann bei Bedarf auch Wege auf Mannigfaltigkei-
ten und entsprechende Funktionale betrachten.

2. Zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Lagrangefunktion hätte überall
ausgereicht.

3. Nicht jedes Funktional besitzt ein Extremum (auch nicht jede Funktion be-
sitzt ja ein solches!).

16.7 BeispielU := R2 \ {0}, L(x, v, t) := ‖v‖, x0 :=
(−1

0

)
, x1 :=

(
1
0

)
. Die

Strecke zwischenx0 undx1 enthält den Punkt0 ∈ R2. Es gibt also keine
kürzeste Kurve zwischenx0 undx1, die den Ursprung nicht trifft.

4. Extremale brauchen nicht eindeutig zu sein.

16.8 BeispielWir betrachten auf der KugeloberflächeS2 := {x ∈ R3 |
|x| = 1} den Raum

X :=
{
γ ∈ C1([0, 1], S2)

∣∣∣γ(0) =
(

0
0
1

)
, γ(1) =

(
0
0
−1

)}

der Nordpol und Südpol verbindenden glatten Kurven, und das Funktional

I(γ) :=

∫ 1

0

∥∥∥∥
dγ

dt
(t)

∥∥∥∥
2

dt.

Die Segmente von Großkreisen, die am Nordpol
(

0
0
1

)
beginnen und am

Südpol
(

0
0
−1

)
enden, sind Extremale vonI (Abbildung20).

5. Auch wenn das Bild der Kurve eindeutig ist, braucht die Parametrisierung
noch nicht eindeutig zu sein.

Ein Beispiel ist das LängenfunktionalI(γ) =
∫ 1

0
‖γ̇(t)‖ dt, denn für einen

Diffeomorphismusc : [0, 1] → [0, 1] mit c(0) = 0, c(1) = 1 ist

∫ 1

0

∥∥∥∥
d

dt
(γ(c(t)))

∥∥∥∥ dt =

∫ 1

0

∥∥∥∥
d

ds
γ(s)

∥∥∥∥ ds (16.1)
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Abbildung 20: Nord- und Südpol verbindende Geodäten

mit Parameters = c(t).

Diese Uneindeutigkeit der Parametrisierung bereitet manchmalÄrger. Des-
halb ist dasEnergiefunktional1

2

∫ 1

0
‖γ̇(t)‖2dt beliebter. Es besitzt die glei-

chen Extremale bis auf Parametrisierung wie das Längenfunktional, die Pa-
rametrisierung ist aber eindeutig.

Als nächstes untersuchen wir den Einfluss einer Koordinatentransformationq 7→
ψ(q). Diese bewirkt eine Transformation des Phasenraumpunktes

x := (q, v) in y = y(x) := (ψ(q), Dψ(q) · v).

Es gelteL2(x) := L1(y(x)). FürL1 sollen die Lagrangegleichungen

D1L1(y(t)) =
d

dt
D2L1(y(t))

gelten.

Beh.: Dann gilt auchD1L2(x(t)) = d
dt
D2L2(x(t)).

Bew.:

D1L2(x(t)) = (D1L1)(y(t))Dψ(q(t)) + (D2L1)(y(t))D
2ψ(q(t))q̇(t)

D2L2(x(t)) = (D2L1)(y(t)) ·Dψ(q(t))

d

dt
D2L2(x)

=
(
(D1D2L1)(y)Dψ(q)q̇ + (D2

2L1)(y)
(
D2ψ(q)q̇2 +Dψ(q)q̈

))
Dψ

+(D2L1)(y)D
2ψ(q)q̇,
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also

D1L2 −
d

dt
D2L2

=



D1L1 −
(
D1D2L1Dψq̇ +D2

2L1

(
D2ψq̇2 +Dψq̈

))
︸ ︷︷ ︸

d
dt
D2L1(y(t))



Dψ = 0. 2

Dieses Transformationsverhalten wird uns gestatten, die Lagrangefunktion als
Funktion auf dem so genannten Tangentialbündel der betrachteten Konfigurati-
onsmannigfaltigkeit aufzufassen. Die Lösungent 7→ (q(t), v(t)) der Lagrange-
schen Gleichungen sind dann Bahnkurven in diesem Raum. Die Wahl der Koor-
dinaten in der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist frei.

17 Die Geod̈atische Bewegung

Wir betrachten eine TeilmengeM ⊂ Rn
q des Konfigurationsraumes, die als Null-

stellenmenge
M = F−1({0})

einer stetig differenzierbaren FunktionF : W → Rm auf einer offenen Menge
W ⊂ Rn

q definiert ist.

17.1 Definition FürF ∈ C1(W,Rm) heißty ∈ Rm regulärer WertvonF , wenn
für alle q ∈W mit F (q) = y die AbleitungDqF : Rn → Rm surjektiv ist.

Wir nehmen an, dass0 regulärer Wert vonF ist (und0 ∈ F (W )!). Dann muss
offensichtlichm ≤ n sein, und wegen des Satzes über die implizite Funktion
können wir fürq ∈ M eine UmgebungU ⊂ W , q ∈ U und eine invertierbar
glatte Abbildung (Diffeomorphismus)ϕ : U → Rn finden, sodassϕ(z)i = 0 für
n−m < i ≤ n undz ∈ U ∩M .

17.2 Definition Kann man für alle Punkteq einer TeilmengeM̃ ⊂ Rn eine solche
UmgebungU und Abbildungϕ finden, dann heißt̃M Untermannigfaltigkeitder
Dimension

d := n−m.
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17.3 BeispielF : R3 → R,F (x) := |x|2−1. Es istF−1({0}) = S2. Der Nordpol

q :=
(

0
0
1

)
∈ S2 besitzt die UmgebungU := {x ∈ R3 | x3 > 0}.

Der Diffeomorphismusϕ(x) := (x1, x2, F (x)) wird durch die Abbildung
ϕ−1(y) = (y1, y2,

√
y3 + 1 − y2

1 − y2
2) invertiert.

Da wir durch Drehung in jedem Punktq ∈ S2 eine analoge Konstruktion
durchführen können, haben wir gezeigt, dassS2 eine 2-dim. Untermannigfaltig-
keit desR3 ist.

17.4 BeispielEin Gegenbeispiel hierzu istF : R2 → R, F (x1, x2) := x2
1 − x3

2,
F−1({0}) = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 = x3
2}. Hier ist 0 kein regulärer Wert vonF ;

siehe Abbildung21.

-1 -0.5 0.5 1 x1
0.2

0.4

0.6

0.8

1

x2

ÈxÈ2�3

Abbildung 21: NiveaumengeF−1({0}) vonF (x) = x2
1 − x3

2

Es sei nun die Null regulärer Wert vonF ∈ C∞(W,Rm) und

M := F−1({0}) 6= ∅.

Wir interessieren uns für die durch die Lagrangefunktion

L̃ : W × Rn
v → R , L̃(q, v) := 1

2
‖v‖2

gegebene freie Bewegung aufW und ihre Einschränkung durch die holonome
Zwangsbedingungq ∈M .

Wir restringieren den Diffeomorphismusϕ : U → Rn auf die Umgebung
V := U ∩M von q in M , und schreiben diesen in der Form

ϕ�V (z) = (ψ(z), 0) ∈ Rd × Rm.

Die Abbildungψ : V → Rd lässt sich auf ihrem BildV ′ := ψ(V ) ⊂ Rd × {0} ∼=
Rd glatt invertieren, und wir erhalten damit lokale Koordinaten

q := ψ−1 : V ′ → V
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ϕ(U)
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Abbildung 22: Konstruktion lokaler Koordinaten inV ⊂M

in V ⊂ M , siehe Abbildung22. Die durch

L : V ′ × Rd → R , L(x, w) := L̃(q(x), Dq(x) · w)

definierte LagrangefunktionL besitzt die Form

L(x, w) = 1
2
‖Dq(x) · w‖2 = 1

2

n∑

k=1

d∑

i=1

∂qk
∂xi

(x)wi

d∑

j=1

∂qk
∂xj

(x)wj

= 1
2

d∑

i,j=1

gij(x)wiwj

mit

gij(x) :=
n∑

k=1

∂qk
∂xi

(x)
∂qk
∂xj

(x).

17.5 Lemma Die matrixwertige Funktiong : V ′ → M(d,R) ist eineRiemann-
sche Metrik aufV , d.h. es gilt

gij = gji (i, j = 1, . . . , d) und g(x) > 0 (x ∈ V ′).

Bew.: • Die Symmetrie vong folgt unmittelbar aus der Definition.
• Für allex ∈ V ′ ist

d∑

i,j=1

gij(x)wiwj = ‖Dq(x) · w‖2 > 0 (w ∈ Rd \ {0}),
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g also positiv definit, denn mitψ ist auchq : V ′ → V ein Diffeomorphismus, es
gilt alsorang(Dq(x)) = d. 2

Ihre (koordinateninvariante) Funktion ist es, Längen vonKurven zu messen. Da
wir M durch offene Mengen der FormV überdecken können, erhalten wir eine
Metrik auf ganzM .

Die Länge einer Kurvec : [0, 1] → V ist durch

L(c) :=

∫ 1

0

√∑

i,j

gij(c̃(t))
dc̃j
dt

(t)
dc̃j
dt

(t) dt =

∫ 1

0

√

2L

(
c̃(t),

dc̃j
dt

(t)

)
dt

mit c̃ := ψ ◦ c definiert (dabei sollteL nicht mit der LagrangefunktionL verwech-
selt werden!).

Die Extremale dieses gemäß (16.1) parametrisierungsinvarianten Funktionals
stimmen bis auf Parametrisierung mit den Extremalen des Funktionals mit La-
grangefunktionL überein.

Wegen

D1L(x, w) =

(
1
2

d∑

i,j=1

∂gij(x)
∂x1

wiwj, . . . ,
1
2

d∑

i,j=1

∂gij(x)
∂xd

wiwj

)

und

D2L(x, w) =

(
d∑

j=1

g1j(x)wj , . . . ,

d∑

j=1

gdj(x)wj

)

lautet die Lagrangegleichung

1
2

d∑

i,j=1

∂gij(x)

∂xk
ẋiẋj =

d∑

j=1

(
gkj(x)ẍj +

d∑

i=1

∂gkj
∂xi

ẋj ẋi

)
(k = 1, . . . , d).

Wir definieren dieChristoffelsymboledurch

Γhij(x) := 1
2
ghk(x)

(
∂gkj
∂xi

(x) +
∂gik
∂xj

(x) − ∂gij
∂xk

(x)

)
(i, j, h = 1, . . . , d),

wobei(ghk)dh,k=1 die zu(gki)
d
k,i=1 inverse Matrix ist, und dieEinsteinsche Sum-

menkonventionverwendet wurde, d.h. über doppelt vorkommende Indizes sum-
miert wurde.
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Damit ergeben sich die Gleichungen

ẍh + Γhij(x)ẋiẋj = 0 (h = 1, . . . , d).

Diese heißen diegeod̈atischen Gleichungen, ihre Lösungent 7→ x(t) geod̈atische
Bewegung.

Zunächst fällt auf, dass der metrische Tensorg, und damit auch die geodäti-
sche Gleichung, nur Informationen über dieintrinsischeGeometrie derd–dimensio-
nalen FlächeM unabhängig von ihrer (isometrischen)Einbettungenthält. Wir
können also auch geodätische Bewegungen auf RiemannscheMannigfaltigkeiten
(d.h. Mannigfaltigkeiten mit metrischem Tensor) unabhängig von jeder Einbet-
tung studieren.

Die Form der Matrixelementegih ist natürlich von der Wahl des Koordina-
tensystems abhängig. Allerdings existieren in der Riemannschen Geometrie ko-
ordinatenfrei definierte Invarianten, die die(innere)Krümmung des RaumesM
charakterisieren.

Daneben existieren noch Krümmungsvarianten (die sich ebenfalls koordina-
tenfrei definieren lassen), die die Form derEinbettungeiner Untermannigfaltigkeit
M ⊂ Rn charakterisieren. Es ist wichtig, diese beiden Aspekte zu unterscheiden.

17.6 BeispielEine 2-dim. FlächeM ⊂ R3 besitzt an einem Punktq die innere
KrümmungK(q) = k1 · k2, die das Produkt der inversen Krümmungsradienki
zweier Kurven ist. Diese Kurven entstehen durch Schnitt vonM mit einem 2-dim.
affinen Raum durchq, der die Flächennormale an diesem Punkt enthält. Die Wahl
der beiden affinen Räume erfolgt dabei so, dass die Krümmungsradien extremal
werden.

Das Vorzeichen des Krümmungsradiuski ist positiv, wenn sich die Kurve in
Richtung der Flächennormale krümmt, sonst negativ. Während dadurchk1 undk2

von der Wahl der Normale abhängen, ist ihr ProduktK unabhängig davon (also
auch für eine nicht orientierbare Fläche definiert).

• Ein Blatt Papier imR3 besitzt innere KrümmungK = 0, obwohl wir es
biegen können. Denn auch beim verbogenen Blatt verschwindet überall eine
der beiden Hauptkrümmungenki (siehe Abb.23).

• Kugel{x ∈ R3 | |x| = R} vom RadiusR: K = k1 · k2 = 1
R2 > 0

• Sattel: Hier sind die Vorzeichen vonk1 undk2 verschieden, alsoK < 0.
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K = 0 K = 0 K = 1
R2 > 0 K < 0

R

Abbildung 23: Gausssche KrümmungK von Flächen

Aus der Herleitung der LagrangefunktionL ergibt sich, dass wir
√

2L(x, ẋ) =√∑d
i,j=1 gij(x)ẋiẋj als Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens interpretieren

können.
Wie sich durch Einsetzen der geodätischen Gleichungen in die zeitliche Ab-

leitung d
dt
L = ∂L

∂x
ẋ+ ∂L

∂ẋ
ẍ der Lagrangefunktion ergibt, ist diese Null,L also eine

Konstante der Bewegung. Daraus folgt, dass der Betrag der Geschwindigkeit des
Teilchens aufM ebenfalls konstant ist.

Eine besonders einfache Klasse eingebetteter Riemannscher Mannigfaltigkei-
ten bilden die Rotationsflächen.

SeiR ∈ C∞(R,R+). Dann heißt

M := {x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 = (R(x3))
2}

Rotationsfl̈ache.
Die einfachste Rotationsfläche ist der Zylinder (mit konstantemR), siehe Ab-

bildung24.

x3

x2

x1

Abbildung 24: Geodäte auf einem Zylinder
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Wir können eine Rotationsfläche durchz = x3 undϕ mit

x1 = R(z) cosϕ , x2 = R(z) sinϕ

parametrisieren. Damit ergibt sich

g(z, ϕ) =

(
1 + (R′(z))2 0

0 R2(z)

)

und
L = 1

2
[(1 + (R′(z))2)ż2 +R2(z)ϕ̇2].

Der zuϕ konjugierte Impulspϕ ist durchpϕ = ∂L
∂ϕ̇

= R2(z)·ϕ̇ gegeben,pz = ∂L
∂ż

=

(1 + (R′(z))2)ż. Damit ist die über die Legendretransformation mitL verknüpfte
Hamiltonfunktion

H(pz, pϕ, z, ϕ) = pzż + pϕϕ̇− L(z, ϕ, ż, ϕ̇)

= L(z, ϕ, ż(pz, z), ϕ̇(pϕ, z))

= 1
2

(
p2
z

1 + (R′(z))2
+

p2
ϕ

R2(z)

)
.

Es ergibt sich unmittelbar, dasspϕ eine Konstante der Bewegung ist, denn

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0.

Wir können die Konstanz vonpϕ auch verstehen, indem wir feststellen, dasspϕ
die 3–Komponente des Drehimpulses ist. Dieser ist wegen der Drehinvarianz der
Rotationsfläche um die3–Richtung erhalten.

Bezeichnen wir mitα den Winkel der Teilchenrichtung mit dem lokalen Me-
ridian (siehe Abbildung25), so ergibt sich der

17.7 Satz (Clairot) R(z) · sinα ist zeitlich konstant.

Bew.: Es giltR(z) · ϕ̇ = |v| sinα mit Geschwindigkeitsbetrag|v| =
√

2L. Also
ist pϕ = R2ϕ̇ = R · |v| · sinα, und wegen der Konstanz von|v| und pϕ ist
R sinα = const. 2

Da | sinα| ≤ 1, kann für einen vorgegebenen Wert der Konstante der RadiusR
nicht zu klein werden.

Das kann bedeuten, dass die Bewegung nur in einem Ringz0 ≤ z ≤ z1 mit
R(z0) = R(z1) = |const| verläuft, siehe Abbildung26.

Eine Einführung in die Differentialgeometrie findet man inKlingenberg [Kl ];
einen tieferen Einstieg in die Riemannsche Geometrie bietet das Buch [GHL] von
Gallot, Hulin und Lafontaine.
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x3

x1
α

Abbildung 25: Definition des Winkelsα

z1

z0

Abbildung 26: Geodäte auf einer Rotationsfläche

18 Die Jacobimetrik

Die Riemannsche Geometrie und die Theorie der geodätischen Bewegung sind
vergleichsweise gut ausgearbeitet.

Andererseits ist, wenn wir von der Umgebung schwarzer Löcher oder anderen
kosmologischen Fragen absehen, der Raum der Klassischen Mechanik typischer-
weise euklidisch. Viele mechanische Probleme sind von dem durch die Hamilton-
funktionH(p, q) = p2

2m
+ V (q) beschriebenen Typ.

Es wäre daher von Vorteil, wenn wir die reichhaltige Theorie geodätischer
Bewegung auf solche Potential-Probleme übertragen könnten. Das ist, wie von
Jacobi und anderen im letzten Jahrhundert erkannt wurde, bis zu einem gewissen
Grad möglich.

Der Grund für diese Beziehung liegt im folgenden Satz.

18.1 SatzSeienH1, H2 ∈ C∞(M,R) auf dem PhasenraumM := Rn
p × U (U ⊂
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Rn
q offen), und es gelte für die regulären Wertehi im Wertebereich vonHi, i = 1, 2

Σ := H−1
1 ({h1}) = H−1

2 ({h2}).

Dann sind die Orbits der vonH1 undH2 auf Σ erzeugten Hamiltonschen Flüsse
gleich.

Bew.: Σ ⊂M ist eine(2n− 1)–dimensionale Untermannigfaltigkeit, da diehi ∈
Hi(M) regulär sind. Die vonHi erzeugten Hamiltonschen Vektorfelder haben in
(p, q)–Koordinaten die Form

XHi
= J · ∇Hi , wobei J =

(
0 −1l
1l 0

)
.

Sowohl∇H1 als auch∇H2 stehen an jedem Punkt der EnergieschaleΣ senkrecht
auf der(2n − 1)–dimensionalen Tangentialebene, denn diese istÄquipotential-
fläche beider Funktionen. Damit sind∇H1 und∇H2 parallel. Dah1 undh2 re-
guläre Werte vonH1 bzw.H2 sind, gilt für allex ∈ Σ : ∇Hi(x) 6= 0. Damit ist die
durch∇H1 = f · ∇H2 implizit definierte Funktionf : Σ → R glatt und ungleich
Null. Es gilt aufΣ

∇H1(x) = f(x) · ∇H2(x).

Damit wird auf der Niveaufläche

XH1(x) = f(x) ·XH2(x), (x ∈ Σ)

d.h. die Hamiltonschen Vektorfelder sind (anti-) parallelund nicht verschwindend.
Daraus ergibt sich die Aussage. 2

Schon die Form der Energieschale bestimmt also die Orbits des Hamiltonschen

��� �	J∇H(x)
∇H(x)

x

Σ

Abbildung 27: Gradient und Hamiltonsches Vektorfeld

Flusses. Andererseits ist die Zeitparametrisierung dadurch noch nicht festgelegt;
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im Fall des Satzes ergibt sich die Umparametrisierung durchIntegration vonf
entlang der Orbits.

Wir wollen den obigen Satz nun auf Bewegungen im Potential anwenden.

18.2 Definition Es seiV ∈ C∞(Rn
q ,R), h ∈ R undU ⊂ Rn

q offen.
Gilt V �U < h, so heißt die Metrikgh aufU mit Komponenten

(gh(q))ij := (h− V (q)) · δij (i, j = 1, . . . , n)

JacobimetrikaufU für Energieh.

Die Lagrangefunktion für die geodätische Bewegung in dieser Metrik ist

L(q, v) = 1
2
(gh(q))i,jvivj .

Der kanonisch konjugierte Impuls istp = ∂L
∂v

, alsopk(q, v) = (gh(q))k,jvj. Damit
ist die Hamiltonfunktion der geodätischen Bewegung gleich

H2 : Rn
p × U → R , H2(p, q) :=

1

2(h− V (q))
· p2.

18.3 SatzFür M := Rn
p × Rn

q , H(p, q) := 1
2
p2 + V (q) sind die Lösungen

q : (−a, b) → U der Hamiltonschen Gleichungen mitH(q̇(t), q(t)) = h bis
auf Parametrisierung gleich den Lösungen der geodätischen Gleichung für die Ja-
cobimetrik aufU für Energieh.

Bew.: Für die Energiewerteh1 := h, h2 := 1 undH1 := H gilt H−1
1 ({h1}) =

H−1
2 ({h2}).

DurchÜberführung der Hamiltonschen Gleichungen vonH2 in ein Differen-
tialgleichungssystem zweiter Ordnung in den Koordinaten(q1, . . . , qn) ergeben
sich die geodätischen Gleichungen für die Jacobimetrik.

Der obige Satz18.1ergibt dann die Aussage. 2

18.4 BeispielEine typische Anwendung der Jacobimetrik bildet das Doppelpen-
del. Wir untersuchen den Fall, bei dem der am Nullpunkt befestigte Stab der
LängeR1 in derq1 − q3-Ebene schwingt, und der an seinem Ende befestigte Stab
der LängeR2 in der durch den ersten Stab und dieq2-Achse gegebenen Ebene
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schwingt4. Bei AnnahmeR1 > R2 > 0 ist die Menge der Orte

q(ϕ1, ϕ2) =
(

cosϕ1 0 − sinϕ1
0 1 0

sinϕ1 0 cosϕ1

)(
R1

(
0
0
−1

)
+R2

(
0

sinϕ2
cosϕ2

))

= R1

(
sinϕ1

0
− cosϕ1

)
+R2

( sinϕ1 cosϕ2
sinϕ2

− cosϕ1 cosϕ2

)

des Massepunktes ein in denR3 eingebetteter 2-Torus, und diffeomorph zu

T2 := S1 × S1 mit S1 := {x ∈ R2 | |x| = 1}

(Abb. 28). Die Lagrangefunktion

ϕ1

ϕ2

R1

R2

Abbildung 28: Doppelpendel (Schwingungsebenen stehen senkrecht aufeinander)

L̃(q, q̇) := 1
2
q̇2 − Ṽ (q) mit Ṽ (q) := −gq3

(g > 0 Erdbeschleunigung) nimmt nach Einsetzen der holonomen Zwangsbedin-
gungen die Form

L(ϕ, ϕ̇) = 1
2

(
(R1 +R2 cosϕ2)

2ϕ̇2
1 +R2

2ϕ̇
2
2

)
− V (ϕ)

mit Potential
V (ϕ) = −g cos(ϕ1)(R1 +R2 cosϕ2) (18.1)

an. Für beliebige glatte PotentialeV erhalten wir damitH : R2
p × T2 → R von

der Form

H(p, q) = 1
2

(
(R1 +R2 cosϕ2)

−2p2
1 +R−2

2 p2
2

)
+ V (q).

Wie man an der numerischen Lösung der Hamiltonschen Differentialgleichung
für das Potential (18.1) in Abbildung29sieht, ist die Dynamik des Doppelpendels

4Die Diskussion in [Ar2], §45 desplanarenDoppelpendels ist problematisch, da hier die Me-
trik auf dem Konfigurationsraum degeneriert.
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Abbildung 29: Numerische Lösung der Differentialgleichung des Doppelpendels
(fett gezeichnet ist der Winkelϕ1)

kompliziert. Trotzdem kann man mithilfe der Jacobimetrik die Existenz gewisser
periodischer Lösungen nachweisen.

Für Gesamtenergieh > maxT2V (was im Fall des Gravitationspotentials
(18.1) bedeutet:h > g · (R1 +R2)) besitzt die Jacobimetrik die Darstellung durch
die folgende auf ganzT2 definierte positiv definite symmetrische Matrix

(h− V (ϕ))

(
(R1 +R2 cosϕ2)

2 0
0 R2

2

)
(ϕ ∈ T2).

Wir können ähnlich wie oben die geodätische Bewegung aufT2 in der Jacobi-
metrik untersuchen.

18.5 SatzFür h > maxq∈T2V (q) und (m,n) ∈ Z2 \ {(0, 0)} existiert eine peri-
odische Bewegung mit Energieh, bei der das erste Segment des Doppelpendels
m–mal, das zweiten–mal rotiert.

Beweisidee:Wir suchen aufT2 eine geschlossene Geodäte der Jacobimetrik etwa
der in Abbildung30 skizzierten Form.

Eine solche Geodäte existiert nach allgemeinen Prinzipien des Variations-
kalküls (bzw. Morsetheorie). Die Idee dabei ist eine geschlossene Kurve mit den
gegebenen Umlaufzahlen soweit möglich zu verkürzen. Resultat ist eine geschlos-
sene Geodäte mit gleichen Umlaufzahlen, denn diese ändern sich bei der Verkürzung
nicht.
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Abbildung 30: Geschlossene Geodäte auf einem Torus

Die Details des Argumentes findet man z.B. in dem Buch [Mi] von Milnor. 2

Eng verwandt mit der Jacobimetrik ist das so genannte Maupertuis-Prinzip, siehe
§45D in [Ar2].

19 Maßerhaltende dynamische Systeme

Nach den topologischen und geometrischen Eigenschaften dynamischer Systeme
werden wir uns jetzt mit den maß– und wahrscheinlichkeitstheoretischen Aspek-
ten befassen. Dieser Gesichtspunkt ist besonders wichtig,wenn wir das Langzeit-
verhalten instabiler (”chaotischer”) Systeme beschreiben wollen.

Im einfachsten Fall wird das betrachtete Maß das Lebesguemaß µ auf dem
PhasenraumM = Rd sein. Da wir aber auch andere Maße betrachten wollen,
beginnen wir mit einigen maßtheoretischen Grundbegriffen.

19.1 Definition Einmessbarer Raum(M,M) ist eine MengeM mit einer Menge
M von Teilmengen vonM (denmessbaren Mengen), für die gilt:

• M ∈ M.

• FallsAn ∈ M (n ∈ N), dann ist auch
⋃
n∈N

An ∈ M.

• FallsA ∈ M, dann ist auchAc := M \ A ∈ M.

M heißt dannσ–AlgebraaufM .

19.2 Beispiel 1. Die PotenzmengeP(M) ist die größteσ–Algebra aufM .

2. Die Menge{M, ∅} ist die kleinsteσ–Algebra aufM .
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3. Ist (M,O) ein topologischer Raum, dann existiert eine kleinsteσ–Algebra
M aufM mit O ⊂ M, genannt dieσ–Algebra derBorelmengen.

Dies ist die in der Klassischen Mechanik hauptsächlich benutzteσ–Algebra.

19.3 Definition • Ein Maßauf einem messbaren Raum(M,M) ist eine Ab-
bildung5 µ : M → [0,∞] (die nicht nur den Wert∞ annimmt), welche
σ–additiv (auchabz̈ahlbar additivgenannt) ist, d.h.

µ

(
⋃

n∈N

An

)

=
∑

n∈N

µ(An), (19.1)

für disjunkte (Am ∩ An = ∅ für m 6= n ∈ N) An ∈ M.

• µ heißtWahrscheinlichkeitsmaß, wenn zusätzlichµ(M) = 1 gilt.

• Ein Maßraum(M,M, µ) ist ein messbarer Raum(M,M) mit einem Maß
µ : M → [0,∞].

• Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, dann heißt(M,M, µ) Wahrscheinlich-
keitsraum.

19.4 Beispiel 1. Ist (M,+) eine (lokalkompakte) abelsche Gruppe, dann exi-
stiert ein translationsinvariantes6 Maßµ auf einer die Borelmengen vonM
umfassendenσ–AlgebraM. Dieses Maß ist bis auf Multiplikation mit einer
positiven Konstante eindeutig und wirdHaarmaßgenannt.

Im Fall der Gruppe(Rd,+) erhalten wir das Lebesguemaß.

2. Ist h ein regulärer Wert einer glatten FunktionH : Rd → R, und ist die
NiveaumengeM := {x ∈ Rd | H(x) = h} kompakt (undM 6= ∅), dann
wird durch

λh(B) := lim
ε↘0

λ
(
B̂ ∩H−1((h− ε, h+ ε))

)

2ε

ein Maß aufM definiert. Dabei werden den BorelmengenB ∈ M die Men-
genB̂ ⊂ Rd zugeordnet, die entstehen, wenn man alle umb ∈ B zentrierten

5 Mit [0,∞] ist die Menge[0,∞) ∪ {∞} gemeint.
6Translationsinvarianz vonµ bedeutetµ(A +m) = µ(A) für alleA ∈ M undm ∈M .
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aufM senkrecht stehenden Strecken der (kleinen) Länge2δ > 0 vereinigt,
also anschaulichB ”verdickt”. Das Maßλh aufM heißtLiouvillemaß.

Beispielsweise erhalten wir so durch Betrachtung vonH : Rd+1 → R,
H(x) := x2, ein rotationssymmetrisches Maß auf der KugeloberflächeSd =
H−1(1).

19.5 Definition • Eine AbbildungT : M1 → M2 zwischen Maßräumen
(Mi,Mi, µi) heißtmessbar, wenn

T−1(A2) ∈ M1 (A2 ∈ M2).

• Eine messbare AbbildungT : M1 →M2 heißtmaßerhaltend, wenn

µ
(
T−1(A2)

)
= µ(A2) (A2 ∈ M2).

• Ist Φ : G ×M → M ein dynamisches System (mit GruppeG = R oder
Z), und istµ ein Maß auf der Borel–σ–AlgebraM von M , dann heißt
(M,M, µ,Φ) ein maßerhaltendes dynamisches System, wennΦ messbar
und die AbbildungenΦt : M →M (t ∈ G) maßerhaltend sind.

19.6 SatzEs seiH ∈ C2(M,R) auf dem PhasenraumM := Rn
p × Rn

q eine
Hamiltonfunktion, die einen hamiltonschen FlussΦt : M → M (t ∈ R) erzeugt.
Dann ist der Fluss maßerhaltend.

Bew.: Für den Fall eines linearen Flusses wurde die Aussage schonim Korol-
lar zu Satz7.2 bewiesen. Analog folgt der Satz aus der FormXH = JDH des
hamiltonschen Vektorfeldes vonH, denn

tr(DXH) = tr(JD2H) = tr((JD2H)T ) = tr(−JD2H) = −tr(DXH),

die Spur des linearisierten Vektorfeldes ist also Null. 2

19.7 Bemerkung Analog erhält auch für reguläre WerteE von H der auf die
EnergieflächeH−1(E) eingeschränkte Fluss das LiouvillemaßλE.
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20 Ergodische dynamische Systeme

Die meisten dynamischen Systeme besitzen die Eigenschaft,dass anfänglich be-
nachbarte Trajektorien schnell auseinanderstreben, sodass eine langfristige Vor-
aussage bei endlich genauer Kenntnis der Anfangsbedingungen unmöglich ist.

Trotzdem sind auch in diesen Fällen Aussagen über das Langzeitverhalten
möglich, die dann allerdings statistischer Natur sind.

Diese Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Begriffe auf dynamische
Systeme wirdErgodentheoriegenannt.

Wir untersuchen also die Eigenschaften eines maßerhaltenden dynamischen
Systems(M,M, µ,Φ), wobei wir annehmen, dassµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß
ist.

Eine wichtige Frage ist dabei, wie vieleΦ–invariante messbare Mengen es
gibt, also wie groß

I := {A ∈ M | ∀t ∈ G : Φt(A) = A}

ist. Offensichtlich gilt immer{M, ∅} ⊂ I, undI ⊂ M ist eineσ–Algebra von
M .

Grob gesagt, istI umso kleiner, je mehrΦ den PhasenraumM durcheinander
mischt.

20.1 Definition Das dynamische System heißtergodisch, wenn

µ(A) ∈ {0, 1} (A ∈ I).

20.2 BeispielEs seiM := S1 = {c ∈ C | |c| = 1}. Da dieser Phasenraum
gleichzeitig eine kompakte abelsche Gruppe ist, ist das geeignet normierte Haar-
sche Maßµ aufM ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

1. DieR–Gruppenwirkung

Φ : R ×M →M , Φ(t,m) := exp(2πiαt)m

ist maßerhaltend und fürα ∈ R\{0} ergodisch, denn fallsm ∈ S1 zu einer
Φ–invarianten MengeA ⊂ S1 gehört, dann istA = S1.

2. Fürα ∈ Q ist dieZ–Gruppenwirkung

Φ : Z ×M → M , Φ(t,m) := exp(2πiαt)m
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nicht ergodisch, denn wennα = p/q mit q ∈ N undp ∈ Z ist, ist die Menge

A :=

q−1⋃

k=0

exp

(
2πi

[
k

q
,
k + 1

2

q

])
⊂M

Φ–invariant, aberµ(A) = 1
2
, siehe Abbildung31.

A

S1

A

A

Abbildung 31:Φ–invariante MengeA für α = p/q mit q = 3

Im letzten Beispiel sind fürα ∈ Q alle Orbits periodisch, während fürα ∈ R \
Q kein Orbit periodisch ist. Ist dann dieses diskrete dynamische System auch
ergodisch?

Dies ist nicht so einfach zu beantworten, denn jedenfalls gibt es mehr inva-
riante Mengen alsM und ∅ (z.B. der Orbit{exp(2πiαt) | t ∈ Z} des Punktes
1 ∈M).

Hier ist es nützlich zu betrachten, wie das dynamische System auf Phasen-
raumfunktionen, genauer den quadratintegrablen Funktionen aufM , wirkt.

20.3 Lemma Ist (M,M, µ,Φ) ein maßerhaltendes dynamisches System, dann
sind die linearen Endomorphismen

Φ̂t : L2(M,µ) → L2(M,µ) , Φ̂tf := f ◦ Φt (t ∈ G)

unitär, das heißt
〈
Φ̂tf, Φ̂tg

〉
= 〈f, g〉 (f, g ∈ L2(M,µ)),

undΦ̂t ist surjektiv.
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Bew.: Wegen derΦt–Invarianz des Maßesµ ist
〈
Φ̂tf, Φ̂tg

〉
=

∫

m

f ◦ Φt(x)g ◦ Φt(x) dµ(x) =

∫

M

f(y)g(y) dµ(Φ−t(y))

=

∫

M

f(y)g(y) dµ(y) = 〈f, g〉 .

Φ̂t ist surjektiv, da die Umkehrabbildung existiert(Φ̂t)
−1 = Φ̂−t. 2

20.4 SatzDie GruppenwirkungΦ ist genau dann ergodisch, wenn alleΦ̂–invarianten
Funktionen

f ∈ L2(M,µ) , Φ̂tf = f (t ∈ G)

µ–fast überall konstant sind.

Bew.:

• Für eineΦ̂–invariante Funktionf ∈ L2(M,µ) sind auchRe(f) undIm(f)
Φ̂–invariant. Wir können also gleich annehmen, dassf reell ist.

Für allen ∈ N undk ∈ Z sind die Mengen

An,k := f−1
(
[k2−n, (k + 1)2−n)

)

invariant(An,k ∈ I). Für allen ∈ N bilden sie außerdem eine Partition von
M , d.h.

An,k1 ∩ An,k2 = δk1,k2An,k1 und
⋃

k∈Z

An,k = M. (20.1)

Ist nunΦ ergodisch, dann giltµ(An,k) ∈ {0, 1}, sodass wegen (20.1) ein
eindeutiger Indexkn mit µ(An,kn

) = 1 existiert. Nun gilt

An,k = An+1,2k∪̇An+1,2k+1,

weswegen die Folge(kn2−n)n∈N gegen eine reelle Zahlz konvergiert, die
vonf µ–fast überall angenommen wird (d.h.µ({x ∈M | f(x) 6= z}) = 0).

• Sind umgekehrt allêΦ–invarianten Funktionenf ∈ L2(M,µ) µ–fast überall
konstant, dann gilt dies insbesondere für die charakteristischen Funktionen
1lA der invarianten MengenA ∈ I. Da diese nur die Werte0 und1 anneh-
men können, folgt

µ(A) =

∫

M

1lA dµ ∈ {0, 1}.
2
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20.5 BeispielWir kehren zu Beispiel20.2.2 zurück und nehmen an, dass der
KreisM um die Vielfachen des Winkels2πα, α ∈ R \ Q gedreht wird.

Ist nunf ∈ L2(M,µ) invariant unter̂Φ und ist

f =
∑

k∈Z

ckek

die Fourierentwicklung vonf mit den Charakteren

ek : S1 → S1 , ek(m) := mk,

dann ist
Φ̂t(f) =

∑

k∈Z

ckΦ̂z(ek) =
∑

k∈Z

cke
2πitkαek,

sodass
∑

k∈Z
ck(1 − e2πikα)ek = 0 für Zeit t = 1 folgt.

Wegen der Irrationalität vonα verschwindet die Klammer aber nur fürk = 0,
sodass aus der Basiseigenschaft der Funktionenek folgt: ck = 0 (k ∈ Z \ {0}).

f ist alsoµ–fast überall konstant. Damit istΦ ergodisch.

21 Mischende dynamische Systeme

Wie das letzte Kapitel zeigte, können sehr reguläre und gut voraussagbare dyna-
mische Systeme ergodisch sein. Dagegen ist die Dynamik mischender Systeme
komplizierter.

Wir gehen wieder von einem messbaren dynamischen System(M,M, µ,Φ)
mit Wahrscheinlichkeitsmaßµ aus.

21.1 Definition Das dynamische System heißtmischend, wenn gilt

lim
|t|→∞

µ(Φt(A) ∩ B) = µ(A) · µ(B) (A,B ∈ M).

In einem maßtheoretischen Sinn wird also für große Zeitent die MengeΦt(A) in
M gleichverteilt, etwa so wie sich durch Rühren die Milch im Kaffee verteilt.

21.2 Lemma Mischende dynamische Systeme sind ergodisch.

Bew.: Ist A ∈ I, dann istΦt(A) = A, also wegen der Mischungseigenschaft
µ(A ∩ B) = µ(A) · µ(B), was fürB := A die Gleichungµ(A) = µ(A)2, also
µ(A) ∈ {0, 1} ergibt. 2
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21.3 Beispiel Ist T ∈ SL(2,Z), alsoT eine2 × 2–Matrix mit ganzzahligen Ein-
trägen unddet(T ) = 1, dann ist auchT−1 ∈ SL(2,Z), und wir erhalten ein
dynamisches System̃Φ : Z×R2 → R2, Φ̃(n, x) := T nx, das das GitterZ2 ⊂ R2

auf sich abbildet.
Nun ist Z eine Untergruppe der abelschen GruppeR, die MengeR/Z der

Nebenklassen also ebenfalls eine abelsche Gruppe, und wir können die Zahlen
aus[0, 1) als die Repräsentanten dieser Gruppe wählen. Dabei geht die Addition
reeller Zahlen in die Addition modulo 1 über.

Die Abbildungx 7→ exp(2πix) bildet R/Z isomorph auf die multiplikative
GruppeS1 = {c ∈ C | |c| = 1}, die Kreislinie, ab.

Komponentenweise Addition modulo 1 ergibt die Isomorphie der Faktorgrup-
pe T̂2 := (R2/Z2) ∼= (R/Z)2 mit dem in Kapitel18 eingeführten2–TorusT2 =
S1 × S1.

Da die AbbildungeñΦt linear sind und̃Φt(Z
2) = Z2 gilt, ergibt sich für alle

Zeitent ∈ Z

Φ̃t(x+ `) ≡ Φ̃t(x) ( mod 1) (x ∈ R2, ` ∈ Z2).

Damit ergibt sich ein dynamisches System

Φt : T̂2 → T̂2 , Φt(π(x)) := π(Φ̃t(x)) (x ∈ R2),

wobei
π : R2 → T̂2 , ( x1

x2 ) 7→
(
x1 (mod 1)
x2 (mod 1)

)

die Projektion auf die Faktorgruppe bezeichnet.
Man bezeichnetΦ1 alsTorusautomorphismus, und nennt diesenhyperbolisch,

wenn |tr(T )| > 2 gilt, also wennT reelle Eigenwerteλi mit |λ1| > 1 > |λ2|
besitzt. Die AbbildungT streckt dann in Richtung des ersten Eigenraum um den
Faktorλ1 und kontrahiert umλ2 = 1/λ1 in Richtung des zweiten Eigenraums.

Wir betrachten in Abbildung32 die Wirkung vonΦt auf eine Teilmenge des
2-TorusT̂2.

21.4 SatzHyperbolische Torusautomorphismen sind mischend.

Bew.: Der HilbertraumL2(T̂2) der (Äquivalenzklassen von) quadratintegrablen
Funktionenf, g : T̂2 → C mit Skalarprodukt(f, g) :=

∫
T̂2 f(x)g(x) d2x besitzt

die Orthonormalbasis(ek)k∈Z2 mit

ek(x) := exp(2πik · x) (x ∈ T̂2).
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Abbildung 32: Wirkung des Torusautomorphismus für die Matrix T :=
(
2 1
1 1

)
.

Links: TeilmengeA ⊂ T2. Mitte: Φ1(A), Rechts:Φ3(A).

Es ist

ek(Φ̂n(x)) = exp(2πik · Φ̂n(x)) = exp(2πiΦ̃>
n (k) · x) = eΦ̃>

n (k)(x),

denn mitT ist auch die transponierte MatrixT> in SL(2,Z).
Nun existiert kein Gittervektork ∈ Z2\{0}, der für irgendeine Zeitt ∈ Z\{0}

auf sich abgebildet würde, d.h.Φ̂>
t (k) 6= k.

Betrachten wir daher für ein noch so großesr > 0 die endliche MengeZ2
r :=

{k ∈ Z2 | |k| ≤ r}, dann existiert eine Zeitt0(r), nach der allek ∈ Z2
r \{0} diese

Menge verlassen haben, d.h.

Φ̂>
t (k) 6∈ Z2

r (|t| > t0(r)).

Wir betrachten nun die charakteristischen Funktionenf := 1lA und g := 1lB ∈
L2(T̂2). Es ist

(Φ̂tf, g) = µ(Φ̂t(A) ∩ B)

und
(f, e0) = µ(A) , (g, e0) = (e0, g) = µ(B).

Zu zeigen ist damit
lim

|t|→∞
(Φ̂tf, g) = (f, e0) · (e0, g). (21.1)

Sindf =
∑

k∈Z2 ckek bzw.g :=
∑

k∈Z2 dkek die Fourierreihen fürf undg, (also
ck, dk ∈ C und

∑
k∈Z2 |ck|2 < ∞,

∑
k∈Z2 |dk|2 < ∞) dann schneiden wir diese

ab, indem wir
fr :=

∑

n∈Zd
r

cnen und gr :=
∑

n∈Zd
r

dnen
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setzen. Nun folgt für Zeitent ∈ Z mit |t| > t0(r)

(Φ̂tfr, gr) =
∑

k,`∈Zd
r

ckd` · (Φ̂tek, e`) = c0d0 = (fr, e0) · (e0, gr),

dennΦ̂tek = eΦ̃>
t (k) ist dann für Gitterpunktek ∈ Zd

r \{0} orthonormal auf dene`,

` ∈ Zd
r . Andererseits sind die Abbildungen̂Φt : L2(T̂2) → L2(T̂2) unitär, sodass

unter Verwendung der Dreiecksungleichung und der Schwarzschen Ungleichung

|(Φ̂tf, g) − (Φ̂tfr, gr)| ≤ |(Φ̂t(f − fr), g)| + |(Φ̂tfr, g − gr)|
≤ ‖(Φ̂t(f − fr)‖2‖g‖2 + ‖Φ̂tfr‖2‖g − gr‖2

≤ ε(‖g‖2 + ‖fr‖2) ≤ ε(‖g‖2 + ‖f‖2 + ε)

gilt, falls r ≡ r(ε) so groß gewählt wird, dass‖f − fr‖2 < ε und‖g − gr‖2 < ε
gilt. Das impliziert für|t| > t0(r(ε))

|(Φ̂tf, g) − (f, e0) · (e0, g)| ≤ ε(‖g‖2 + ‖f‖2 + ε)

also (21.1). 2

21.5 Bemerkung Im Beispiel der hyperbolischen Torusautomorphismen haben
wir uns zunutze gemacht, dass der TorusR2/Z2 eine abelsche Gruppe ist, und die
untersuchten Abbildungen Gruppenautomorphismen sind.

In physikalischen Anwendungen kann man dies natürlich nicht erwarten, und
andere Techniken müssen benutzt werden. Eine wichtige Beispielklasse mischen-
der Hamiltonscher Systeme ist die der geodätischen Flüsse auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten negativer Schnittkrümmung. Den Beweis der Ergodizität dieser
Flüsse findet man im von M. Brin geschriebenen Anhang von Ballmann [Bal].

Eine weitere Beispielklasse bilden sogenannteBilliards, siehe Liverani und
Wojtkowski [LW] und Kozlov und Treshchev [KT].

22 Der Birkhoffsche Ergodensatz

Dieser Satz untersucht die Existenz von Zeitmitteln von Funktionen auf einem
PhasenraumM eines maßerhaltenden dynamischen Systems(M,M, µ,Φ). Wir
nehmen hier vereinfachend an, dassM ein kompakter metrischer Raum,M seine
σ–Algebra von Borelmengen,µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufM ist undΦ von
T : M → M erzeugt wird.
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22.1 Satz (Birkhoffscher Ergodensatz)Ist f ∈ L1(M,µ), dann existiert fürµ–
fast alle Anfangswertem ∈M dasZeitmittel

f(m) := lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ T k(m),

f ∈ L1(M,µ),
∫
M
f dµ =

∫
M
f dµ undf ◦ T = f (µ-fast überall).

Bew.:

0. O.B.d.A. istf reell.

1. Wir zeigen etwas mehr, nämlich, dassf fast überall gleich dem wie folgt
definierten ”Raummittel”fI vonf ist.

Es sei dazuI ⊂ M die Unter–σ–Algebra derT–invarianten Borelmen-
gen undfI eine Version vonE(f, I) (also insbesondere konstant auf den
Atomen vonI).

2. Es genügt nun, für alleε > 0 undMε := M+
ε ∩M−

ε mit

M+
ε := M+

ε (f) :=

{

m ∈M | lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ T k(m) ≤ fI(m) + ε

}

,

M−
ε := M−

ε (f) :=

{

m ∈ M | lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f ◦ T k(m) ≥ fI(m) − ε

}

zu zeigen, dassµ(Mε) = 1 gilt. Dies folgt ausµ(M+
ε ) = 1, denn

M−
ε (f) = M+

ε (−f).

3. Es istM+
ε (f) = M+

ε (g) für g := f − fI − ε, alsogI = −ε. Wir setzen nun

Gn := maxk≤n

k−1∑

l=0

g ◦ T l (n ∈ N).

Dan 7→ Gn monoton wächst, ist

Aε := {m ∈M | lim
n→∞

Gn(m) <∞}
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wohldefiniert, und es gilt

lim
n→∞

1

n

n−1∑

l=1

g ◦ T l(m) ≤ lim
n→∞

Gn(m)

n
≤ 0 (m ∈ Aε),

alsoM+
ε ⊃ Aε. Also folgt der Satz aus der Aussageµ(Aε) = 1 oder äqui-

valentµ(Acε) = 0.

4. Wir müssen also das Wachstumsverhalten vonGn untersuchen. Es ist wegen
der Monotonie vonGn und derT–Invarianz vonAcε

0 ≤
∫

Ac
ε

(Gn+1 −Gn) dµ =

∫

Ac
ε

(Gn+1 −Gn ◦ T ) dµ.

Da Gn+1 in der FormGn+1 = max(g, g + Gn ◦ T ) geschrieben werden
kann, ist damit

0 ≤
∫

Ac
ε

(g + max(0,−Gn ◦ T )) dµ =

∫

Ac
ε

(g + max(0,−Gn)) dµ.

Da aus der Monotonie

0 ≤ max(0,−Gn) ≤ max(0,−G1)

folgt, ist der Satz über die Dominierte Konvergenz anwendbar; wir wissen
ja, dass für allex ∈ Acε limn→∞ max(0,−Gn(x)) = 0 ist. Damit erhal-
ten wir0 ≤

∫
Ac

ε
g dµ =

∫
Ac

ε
gI dµ = −εµ(Acε), alsoµ(Acε) = 0. 2

23 Bewegung im periodischen Potential

Wir betrachten hier die von der Hamiltonfunktion

H : P → R , H(p, q) = 1
2
p2 + V (q) (23.1)

auf dem PhasenraumP := T ∗Rd
q ≡ Rd

p × Rd
q erzeugte Bewegung. Dabei soll

das PotentialV ∈ C2(Rd
q ,R) L–periodisch bezüglich eines von Basisvektoren

`1, . . . , `d desRd aufgespanntenGitters

L := spanZ(`1, . . . , `d) =

{
d∑

i=1

ni`i | ni ∈ Z

}
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sein, d.h. es soll gelten

V (q + `) = V (q) (q ∈ Rd, ` ∈ L).

Wegen dieser Periodizität können wirV auch als Funktion auf demd–dimensionalen
Torus

T := Rd/L = {q + L | q ∈ Rd}
auffassen. Diese Mannigfaltigkeit lässt sich mit dem kompakten Parallelotop

D :=

{
d∑

i=1

xi`i | xi ∈ [0, 1]

}
,

dem so genanntenElementargebiet, identifizieren, wenn man mittels derÄquiva-
lenzrelationq ∼ r, falls q − r ∈ L deren gegenüberliegende Ränder identifiziert.
Insbesondere istT kompakt. Die glatte Abbildung

π : Rd
q → T , q 7→ q + L

wickelt sozusagen den Konfigurationsraum auf dem Torus auf,und gestattet uns
die Definition des Potentials

V̂ : T → R , V̂ = V ◦ π−1

aufT. Der Phasenraum des Torus ist die Mannigfaltigkeit

P̂ := T ∗T ≡ Rd
p × T.

Mittels Ĥ : P̂ → R, Ĥ(p, q) = 1
2
p2 + V̂ (q) wird ein hamiltonscher FlusŝΦt

definiert:

23.1 Lemma Der FlussΦ̂t : P̂ → P̂ existiert für alle Zeitent ∈ R, und

‖p(t, x0)‖ ≤
√

2(Ĥ(x0) − Vmin).

Bew.: Für alle EnergienE ∈ R sind die Energieflächen̂ΣE := Ĥ−1(E) abge-

schlossene Teilmengen von̂P . Da der Betrag‖p‖ =

√
2(E − V̂ (q)) des Impul-

ses durch
√

2(E − Vmin) beschränkt ist, ist̂ΣE auch beschränkte Teilmenge der
MannigfaltigkeitP̂ , und damit kompakt.

Andererseits ist aber das Hamiltonsche VektorfeldX bH tangential an̂ΣE, wir
können es also auf̂ΣE restringieren. Lipschitzstetige Vektorfelder wie dieseser-
zeugen aber auf kompakten Mannigfaltigkeiten Flüsse, diefür alle Zeiten existie-
ren. 2
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24 Klassische Streutheorie

Ein Großteil unseres Wissens über Moleküle, Atome und Elementarteilchen stammt
aus Streuexperimenten, in denen Teilchen definierter Anfangsgeschwindigkeit mit-
einander oder einem feststehenden Target kollidieren. Nach dem Streuprozess
wird registriert, welche Teilchen mit welcher Geschwindigkeit auftreten. Auch
wenn die richtige Sprache zur Beschreibung dieser Prozessedie Quantenmecha-
nik ist, stimmen deren Voraussagen in manchen Situationen in guter Näherung mit
denen der Klassischen Mechanik überein.

Ein klassischer Streuprozess ist z.B. der von zwei Billiardkugeln oder von ei-
nem Kometen im Schwerefeld unseres Sonnensystems. Wir werden nur den ein-
fachsten Fall der Streuung eines (klassischen) Teilchens in einem lokalisierten
Potential untersuchen. Um technische Komplikationen zu vermeiden, werden wir
sogar die etwas unrealistische Annahme eines glatten PotentialsV ∈ C∞

0 (Rn
q ,R)

machen, das außerhalb eines Kompaktums verschwindet (das ist die Bedeutung
des unteren Index′′0′′ in C∞

0 ). Wir untersuchen also die Hamiltonfunktion

H(p, q) := 1
2
p2 + V (q) auf dem PhasenraumM := Rn

p × Rn
q .

DaVmin := infq∈Rn
q
V (q) > −∞ ist, ist für feste AnfangsenergieE der Betrag

des Impulses durch|p| ≤
√

2(E − Vmin) nach oben beschränkt. Das Teilchen
kann also nur dann eine große Norm‖Φt(x)‖ bekommen, wenn mitΦt(x) =
(p(t), q(t)) der Ortq(t) nach unendlich geht. Dann muss die Bewegung aber der
freien gleichen, die bekanntlich für alle Zeiten definiertist. Wir erhalten ein glattes
dynamisches System

Φ ∈ C∞(R ×M,M) Φ(t, x) = Φt(x).

Diese Information ist für sich genommen etwas dürftig.
So werden durchΦt zwar alle Orbits des Systems beschrieben, aber die ge-

bundenen wie die Streubahnen auf gleicher Stufe.
Insbesondere ist die Beschreibung weit von der eines (idealisierten) Streuex-

periments entfernt, in dem wir den ”weit entfernten Teilchen” gewisse ”Anfangs-
daten” geben und ”lange nach dem Streuprozess” seinen Endzustand beschreiben.
Offensichtlich ist es wenig sinnvoll, direkt denlimt→±∞ Φt zu betrachten. Statt-
dessen gehen wir auch bei Potentialen unendlicher Reichweite davon aus, dass
das gestreute Teilchen sich ”anfangs” und ”zum Schluss” frei, also gemäß dem
von H0(p, q) := 1

2
p2 erzeugten FlussΦ0

t (p0, q0) = (p0, q0 + p0t) bewegt. Wir
vergleichen also mit der Freien Bewegung.
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24.1 SatzDie Møller-Transformationen

Ω± := lim
t→±∞

Φ−t ◦ Φ0
t (24.1)

existieren auf dem Definitionsbereich

D0 := M \ ({0} × Rn
q )

und sind glatte volumenerhaltende Abbildungen.

p0

Ω+((p0, q0))

supp(V )

q0 + p0t

q0

Abbildung 33: Definition der Møller-Transformation

Bew.: Außerhalb des kompakten Trägerssupp(V ) = {q ∈ Rn | V (q) 6= 0} des
PotentialsV stimmen die beiden Flüsse überein. Daher wird in diesem Fall der
Limes in (24.1) schon nach endlicher Zeit erreicht. Es sei nämlichx0 = (p0, q0) ∈
D0. Dann istp0 6= 0, sodass auch die Phasenraum-Umgebung

U := {x ∈M | |x− x0| ≤ 1
2
|p0|}

von x0 ganz inD0 liegt. Weiter ist fürx = (p, q) ∈ U die Geschwindigkeit
|p| ≥ 1

2
|p0| > 0, sodass nach einer Minimalzeit

T := diam(supp(V ))/|p0| > 0

die freie Teilchenbewegung aussupp(V ) herausgeführt hat7. Damit gilt

Ω±(x) = Φ∓T ◦ Φ0
±T (x) (x ∈ U),

7diam(X) = supx1,x2∈X ‖x1−x2‖ bezeichnet denDurchmessereiner nicht leeren Teilmenge
X ⊂ Rn.
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was Existenz und Glattheit der Møller-Transformationen impliziert. Die Volumen-
erhaltung der AbbildungΩ± folgt aus der entsprechenden Eigenschaft vonΦt und
Φ0
t . 2

Anschaulich entspricht das Bild vonD0 unter Ω± aus den Phasenpunkten die
in Zukunft bzw. in der Vergangenheit nach Unendlich entweichen. Umgekehrt
wollen wir auch Bindungszustände definieren:

24.2 Definition Seik ∈ N.

b±,k := {x ∈M | ‖Φt(x)‖ < k für 0 ≤ ±t <∞}
b± := ∪k∈N b

±,k

b := b+ ∩ b− (Bindungszustände)

s± := Ω±(D0)

s := s+ ∩ s− (Streuzustände)

Diese Definitionen gelten auch in allgemeineren Situationen als der hier betrach-
teten.

24.3 SatzFür die Streuung an PotentialenV ∈ C∞
0 (Rn

q ,R) gilt s± = M \ b±.

Bew.:

• Seix ∈M\b±. Dann existiert eine Folge von Zeiten{ti}i∈N mit limi→∞ ti =
±∞ und‖Φtk(x)‖ > k.

Daher muss einT ≥ 0 mit Φt(x) 6∈ Rn
p × supp(V ) für ±t ≥ T existieren.

Seiy := Φ0
±T ◦Φ±T (x). Dann ist (wegenH0(y) = H(x) > 0) y ∈ D0, und

x = Ω±(y).

• Ist umgekehrtx ∈ s± = Ω±(D0), z.B. x = Ω±(y), dann istH(x) =
H0(y) > 0 und fürk ∈ N x 6∈ b±k, denn sonst könnte fürx nicht gelten,
dass

∀t > T (y) : x = Φ±t(zt) mit zt = Φ0
±t(y). 2

Die Aussage des Satzes scheint banal. Man muss in diesen Dingen aber vorsichtig
sein, denn es existieren in der Himmelsmechanik z.B. Bahnenq(t) mit

lim
t∈R+

inf ‖q(t)‖ <∞ und lim
t∈R+

sup ‖q(t)‖ = ∞,
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Abbildung 34: Eine weder gebundene noch streuende Bahn

die also qualitativ wie in der Skizze34 aussehen. Solche Bahnen, die in positiver
Zeit weder gebunden sind noch streuen, kommen hier aber nicht vor.

Dagegen sind i.A.b+ 6= b− unds+ 6= s−.

24.4 BeispielM = Rp × Rq, PotentialV wie in Abbildung35.
Die Phasenraumpunktex1, x3 ∈ s = s+ ∩ s− sind Streuzustände,x5, x6 ∈ b =

Abbildung 35: Bindungs-, Streu- und Einfangzustände

b+ ∩ b− Bindungszustände, während

x2 ∈ b+ ∩ s− , aber x2 6∈ b− , x2 6∈ s+

x4 ∈ b− ∩ s+ , aber x4 6∈ b+ , x4 6∈ s−

}
also x2, x4 6∈ b ∪ s.

Ein in der Vergangenheit gebundenes Teilchen kann also durchaus in Zukunft frei
werden und umgekehrt z.B. kann ein Meteorit vom System Erde-Mond eingefan-
gen werden. Ist ein solcher Vorgang zu erwarten?
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Um eine Antwort auf die Frage zu geben, wollen wir das Maß der Menge8

µ(s+∆s−) von Zuständen, die nur in einer Zeitrichtung streuen, betrachten. Dabei
ist µ das Lebesgue-Maß aufM .

24.5 SatzFür die Streuung an PotentialenV ∈ C∞
0 (Rn

q ,R) gilt

µ(s+∆s−) = 0 (asymptotische Vollsẗandigkeit) .

Der anschauliche Grund für die Richtigkeit des Satzes ist,dass sich das aus dem
Unendlichen kommende Phasenraumvolumen wegen der maßerhaltenden Eigen-
schaft des FlussesΦt nicht im Endlichen stauen kann. Dies formuliert der Schwarz-
schildsche Einfangsatz:

24.6 Satz (Schwarzschildscher Einfangsatz)Es seiΦ : G ×M → M ein das
Maßµ aufM erhaltendes dynamisches System undA ⊂M messbar mitµ(A) <
∞. Dann gilt für

A± := ∩±t≥0Φt(A)

µ(A+) = µ(A+ ∩A−) = µ(A−)

Bew.: Für alleT ∈ G gilt

µ(A±) = µ(∩±t≥0Φt(A)) = µ(ΦT (∩±t≥0Φt(A))) = µ(∩±t≥TΦt(A)),

also (wegen der Stetigkeit des Maßesµ von oben, siehe Bauer [Bau], Satz 3.2)

µ(A±) = µ(∩t∈GΦt(A)) = µ(A+ ∩A−).

2

Beweis des Satzes24.5. Für allek ∈ N ist die Mengeb±,k messbar undµ(b±,k) ≤
(2k)2n <∞.

Aus dem Schwarzschildschen Einfangsatz folgt

µ(b+,k) = µ(b−,k) = µ(b+,k ∩ b−,k)

oder
µ(b+,k \ b−,k)) = 0 (24.2)

8Die symmetrische Differenzzweier TeilmengenA,B ⊂M istA∆B := (A \B) ∪ (B \A).
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Wegenb± = M \ s± gilt

s+∆s− = (b+ ∩ s−) ∪ (b− ∩ s+). (24.3)

Unter Ausnutzung vonb+,k+1 ⊃ b+,k und derσ–Additivität (19.1) des Lebesgue-
maßesµ erhalten wir mit (24.2)

µ(b+ ∩ s−) = µ
((

∪k∈N b
+,k
)
∩
(
M \ ∪l∈Nb

−,l)
))

= lim
k→∞

µ
(
b+,k ∩ (M \ b−,k)

)
= 0. (24.4)

Analog zu (24.4) gilt µ(b− ∩ s+) = 0, woraus mit (24.3) die Aussage folgt. 2

Unter der Voraussetzung der Existenz der Møller-Transformationen und der asymp-
totischen Vollständigkeit können wir dieStreutransformation

S : D → D x 7→ (Ω+)−1 ◦ Ω−(x) mit D := (Ω−)−1(s)

einführen, siehe Abbildung36. Damit wird

S(x) = lim
t→∞

Φ0
−t ◦ Φ2tΦ

0
−t(x) (x ∈ D).

In der Streutransformation sind alle relevanten Informationen über dasResultat

S(x)

x

Abbildung 36: Definition der StreutransformationS

des Streuprozesses codiert.
Um Kontakt mit Streuexperimenten herzustellen, muss typischerweise ausS

der Wirkungsquerschnitt berechnet werden. Denn bei (mikroskopischen) Streuex-
perimenten ist i.A. der Impaktparameter nicht bekannt.

Eine solche weiterführende Theorie kann hier nicht entwickelt werden (siehe
aber [KS]). Es sei aber darauf hingewiesen, dass ironischerweise die Nullmenge
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s+∆s− eine zentrale Bedeutung besonders für den quantenmechanischen Streu-
prozess besitzt. Die so genannten Resonanzen lassen sich invielen Fällen auf
diese Nullmenge beziehen.

Der Gund ist folgender: Streubahnen insmit kleinem Abstand zus+∆s− ver-
weilen lange in der Nähe gebundener Bahnen und besitzen damit eine große Zeit-
verzögerung. Da in der Quantenmechanik wegen des Interferenzeffektes solche
Laufzeitunterschiede zu Phasenverschiebungen und Amplitudenverstärkung bzw.
-verminderung der auslaufenden Welle führen, können Resonanzen auftreten.

Die Struktur vons+∆s− kann sehr verwickelt sein. Im himmelsmechanischen
n–Zentren-Problem beispielsweise, besitzt diese Menge für n ≥ 3 Zentren lokal
die Struktur einer Cantormenge [Kn].

25 Der Poincaŕesche Wiederkehrsatz

Stellen wir uns einen ContainerC = CL∪̇CR ⊂ R3 mit einer Trennwand vor, die
diesen in zwei Kammern teilt. Die linke SeiteCL sei evakuiert, während die rechte
SeiteCR mit Luft gefüllt ist. Wir entfernen die Trennwand. Ohne diegenauen Orte
und Geschwindigkeiten der Gasmoleküle zum Zeitpunkt der Trennung zu kennen,
erwarten wir, dass sie nicht auf der rechten Seite bleiben, sondern sich auf beiden
Seiten etwa gleich verteilen.
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Niemand würde intuitiv erwarten, dass sich die Luft zu einem späteren Zeit-
punkt wieder in der rechten Containerhälfte versammelt. Genau das ist aber Kon-
sequenz des folgenden Satzes:

25.1 Satz (Poincaŕescher Wiederkehrsatz)Es seiΦ : Z × M → M ein das
Maß µ auf M erhaltendes dynamisches System (siehe Def.19.5). Weiter seien
B ⊂ M̃ ⊂M messbar, und̃M seiΦ–invariant9 mit µ(M̃) <∞.

Dann kehren fast alle Punkte ausB unendlich oft nachB zurück.
9Φt(M̃) = M̃ für alle t ∈ G
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25.2 Bemerkungen • Ist µ(M) <∞, dann setzt man einfach̃M := M .
Ohne die Einschränkungµ(M̃) <∞ ist der Satz aber falsch, wie man schon
am Beispiel der TranslationΦt(x) := x+ t aufM := R mit Lebesguemaß
µ sieht.

• Wenn wir einen FlußΦ : R×M → M zu diskreten Zeitent ∈ Z betrachten,
können wir den Satz auf das restingierte System anwenden. In zeitdiskre-
ten Fall ist es auch natürlicher, die umgangssprachliche Aussage ”x kehrt
unendlich oft nachB zurück” im Sinn von

|{n ∈ N | Φn(x) ∈ B}| = ∞

zu formalisieren.

Bew.: • Ist µ(B) = 0, so ist die Aussage offensichtlich, wenn man bedenkt, dass
in der Maßtheorie ”fast alle” alle bis auf eine Menge vom Maß Null bedeutet.
• Es sei alsoµ(B) > 0 und

Kn :=
∞⋃

j=n

Φ−j(B) (n ∈ N0).

Kn ist als abzählbare Vereinigung messbarer Mengen messbar,und ausM̃ ⊃ Kn

folgt µ(Kn) ≤ µ(M̃) <∞. Es gilt

Kn+1 = Φ−1(Kn) und M̃ ⊃ K0 ⊃ K1 ⊃ . . . ⊃ Kn ⊃ Kn+1 ⊃ . . . .

B ∩Kn ist die Menge der Punkte ausB die nach der Zeitn noch einmal nachB
zurückkommen.
• B ∩ (∩n∈N0Kn) ist die Menge der Punkte ausB, die nach beliebig langer Zeit
noch einmal nachB wiederkehren, d.h. unendlich oft wiederkommen. Diese Men-
ge ist als abzählbarer Schnitt messbarer Mengen messbar. Wir wollen nun zeigen,
dass

µ(B ∩ (∩n∈N0Kn)) = µ(B) (25.1)

gilt. Wegen der Schachtelung derKn ist

⋂

n∈N0

Kn = K0 \
(⋃̇

n∈N0

Kn \Kn+1

)
,
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also wegen derσ–Additivität (19.1) vonµ

µ

(

B ∩
(
⋂

n∈N0

Kn

))

= µ(B ∩K0) −
∞∑

n=0

µ(B ∩ (Kn \Kn+1)). (25.2)

Nun istB∩K0 = B, und ausKn ⊃ Kn+1 undµ(Kn+1) = µ(Φ−1(Kn)) = µ(Kn)
folgt µ(Kn \Kn+1) = 0. Also impliziert (25.2) die Behauptung (25.1). 2

25.3 Beispiel Im Fall des Containers ist(R3×C)n der Phasenraum dernGasato-
me. Wir modellieren mit einer glatten FunktionV ∈ C∞(R3,R) die Wechselwir-
kung zwischen den Atomen. Dann ist die Hamiltonfunktion vonder Form

H : (R3 × C)n → R , H(p1, q1, . . . , pn, qn) =
n∑

k=1

1
2
p2
k +

∑

1≤k<l≤n
V (ql − qk).

Bei Stößen mit den Containerwänden setzen wir fest, daß die Teilchen reflektiert
werden (Ausfallswinkel = – Einfallswinkel). Damit erhalten wir ein das Lebes-
guemaß erhaltendes dynamisches System10.

Wir betrachten nun eine EnergieflächẽM := M := H−1(E) mit dem (end-
lichen) Liouvillemaßµ und setzenB := M ∩ (R3 × CR)n. Dies ist der Teil der
EnergieschaleM , in dem allen Teilchen auf der rechten Seite sind.

Natürlich ist der entscheidende Punkt, dass keine Aussageüber die Wieder-
kehrzeiten gemacht wird. Im Fall des Containers ist die Wiederkehrzeit nachB
(für realistische ContainerC, Teilchenzahlenn und EnergienE) größer als das
bisherige Alter des Universums.

Dieses Beispiel wird im Teil II der Vorlesung (StatistischeMechanik) ausführ-
licher diskutiert.

Der eben bewiesene Satz gehört wie auch der Satz24.6zur Ergodentheorie (al-
so der Verknüpfung der Theorie dynamischer Systeme mit derMaß– und Wahr-
scheinlichkeitstheorie). Ein gutes Buch über Ergodentheorie ist Walters [Wa]; An-
wendungen auf Probleme der Klassischen Mechanik findet man in Arnol’d und
Avez [AA] und in [Bu].

26 Mannigfaltigkeiten

Es sollen nun differenzierbare Mannigfaltigkeiten formaleingeführt werden und
zwar aus drei Gründen. Zum Ersten ist der Mannigfaltigkeitsbegriff in der Me-

10Dieses ist nicht stetig, es ist aber ein dynamisches System im maßtheoretischen Sinn.
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chanik sehr nützlich; zum Zweiten sind inÜbung und Vorlesung viele Einzelrech-
nungen im Zusammenhang mit Koordinatenwechsel schon vorgeführt worden und
brauchen nicht wiederholt zu werden; zum Dritten tritt der geometrische Gehalt
von Aussagen klarer hervor, wenn man sie (soweit möglich) für Mannigfaltig-
keiten formuliert und nicht imRn. Denn in letzterem Fall rechnet man meistens
doch in kanonischen Koordinaten, und außerdem besitzt derRn Zusatzstrukturen
(Gruppe, kanonische Metrik etc.), von denen besser abstrahiert werden sollte.

Der zu zahlende Preis besteht darin, dass einige Zeit daraufverwendet werden
muss, einen mathematischen Formalismus zu entwickeln, dessen Nützlichkeit erst
im Lauf der Zeit klar werden wird. Eine empfehlenswerte Referenz zum Thema
‘Mannigfaltigkeiten’ ist Kapitel 1 von Abraham und Marsden[AM]; Globale to-
pologische Fragen werden in Hirsch [Hi] behandelt.

26.1 Definition SeiM ein topologischer Raum.
• Eine Karte (U, ϕ) besteht aus einer offenen TeilmengeU ⊂ M und einem
Homöomorphismus aufs Bildϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn, mit ϕ(U) ⊂ Rn offen.
• Zwei Karten(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) heißenverträglich, wenn dieKartenwechselϕ1◦
ϕ−1

2 �V2
undϕ2 ◦ ϕ−1

1 �V1
glatte Abbildungen sind (mitV1/2 := ϕ1/2(U1 ∩ U2)).

• Ein AtlasvonM ist eine Menge{(Ui, ϕi) | i ∈ I} verträglicher Karten, dieM

M

U1

U2

ϕ1
ϕ2

V1 V2

Abbildung 37: Kartenwechsel zwischen(U1, ϕ1) und(U2, ϕ2)

überdecken, d.h.M = ∪i∈IUi.
• Zwei Atlanten heißen̈aquivalent, wenn je zwei Karten verträglich sind.

26.2 Bemerkung Äquivalenz von Atlanten ist offensichtlich einëAquivalenzre-
lation.
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26.3 Definition Ein topologischer HausdorffraumM zusammen mit einer̈Aqui-
valenzklasse von Atlanten vonM heißt(differenzierbare) Mannigfaltigkeit.

Man denke durchaus an einen Weltatlas. Er muss die ganze Erdoberfläche zeigen.
Dazu reicht eine Karte bekanntlich nicht aus. Die Karten desAtlas können durch
verschiedene Projektionsarten entstehen. Ein Objekt, dasin der einen Karte recht-
eckig aussieht, kann in der anderen durch Kurven begrenzt sein. Knicke sind aber
nicht erlaubt (siehe Abbildung38).

kompatibel inkompatibel

M

ϕ1 ϕ2
ϕ3

Abbildung 38: Verträgliche und nichtverträgliche Karten

Von einer metrischen Struktur wird also abgesehen, nicht aber von der diffe-
renzierbaren Struktur.

26.4 Beispiel 1. Jede offene TeilmengeM ⊂ Rn wird mit der Karte(M, IdM)
zu einer Mannigfaltigkeit.

2. Als Teilmenge desRn+1 ist M = Sn := {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} ein
topologischer Raum. Fürj = 1, . . . , n+ 1 sei nun

U±j := {x ∈ Sn | ±xj > 0}.

Diese2n + 2 Kartengebiete und die Abbildungen

ϕ±j : U±j → Rn , x =

( x1

...
xn+1

)
7→ ϕ±j(x) =





x1

...
x̂j

...
xn+1




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bilden einen Atlas vonM . Dabei zeigt der Hut überxj an, dass diese Koor-
dinate weggelassen wird.

3. Ein damit verträglicher Atlas aufSn wird durch die beiden Karten derste-
reographischen Projektiongegeben (Abbildung39).

S2

x

ϕ1(x)

Abbildung 39: Stereographische Projektion

U1/2 := Sn \
{(

0
...
0
±1

)}
, ϕ1/2(x) :=

2

1 ∓ xn+1

·
( x1

...
xn

)
.

Kartenwechsel aufU1 ∩ U2:

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (y) =

1 − xn+1

1 + xn+1

( y1
...
yn

)
=

4

‖y‖2
y (y ∈ ϕ1(U1 ∩ U2)).

In der Mathematischen Physik tauchtS2 als Konfigurationsraum des sphäri-
schen Pendels auf, undS2n−1 als EnergieschaleH−1(1

2
) des harmonischen

OszillatorsH : Rn
p × Rn

q ,H(p, q) := 1
2
(p2 + q2).

4. Man beachte, dass wir in Def.26.3 von einer Einbettung der Mannigfal-
tigkeit völlig abgesehen haben. Wir können Mannigfaltigkeiten sogar allein
dadurch definieren, indem wir Kartenbilder und verträgliche Übergangs-
funktionen angeben.
Bsp.: Der Konfigurationsraum eines ebenen Pendels istS1, Kartenbilder
= ϕ1(U1) = (−π, π), ϕ2(U2) = (0, 2π),

V1 := ϕ1(U1 ∩ U2) := (−π, 0) ∪ (0, π)

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 �V1

(y) =

{
y , y ∈ (0, π)

y + 2π , y ∈ (−π, 0).
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5. Die Konfigurationsmannigfaltigkeitzweierebener Pendel ist der2–Torus
T2 := S1 × S1.

26.5 Bemerkungen 1. Mit M undN mit Atlanten{(Ui, ϕi) | i ∈ I} bzw.
{(Vj, ψj) | j ∈ J} ist auch der topologische RaumM × N eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas

{(Ui × Vj , ϕi × ψj) | (i, j) ∈ I × J} .

2. Zusammenḧangendheißt ein topologischer RaumM , wenn die einzigen
gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Teilmengen die leere Menge und
M selbst sind. Ist eine Mannigfaltigkeit zusammenhängend,dann gilt für
die Kartenϕi : Ui → Rni immerni = nj, (i, j ∈ I). Man nenntn := ni die
Dimension vonM und schreibt

dim(M) = n.

Wie können wir eine Abbildungf : M → N zwischen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten angeben und beschreiben? Offenbar wiederunter Verwendung von
Karten(U, ϕ) vonM bei x ∈ M und (V, ψ) vonN bei f(x) ∈ N , die der (ste-
tigen) Abbildung angepasst sind: Es mussf(U) ⊂ V gelten. Dann ist die Abbil-
dung

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

definiert. Sie heißtlokale Darstellungvon f bei x. Wegen der Stetigkeit vonf
können wir eine solche immer finden, indem wir notfalls zu einer kleineren Um-
gebungU ′ ⊂ U vonx übergehen (die Karte(U ′, ϕ|�U ′) ist mit den anderen Karten
verträglich).

26.6 Definition f : M → N heißtr–mal stetig differenzierbar(f ∈ Cr(M,N)),
wenn für allex ∈M die lokalen Darstellungen vonf beix r–mal stetig differen-
zierbar sind (siehe Abbildung40).

27 Das Tangentialbündel

Welche geometrische Struktur bilden die Zustände, also Orte und Geschwindig-
keiten, eines mechanischen Systems, wenn sein Konfigurationsraum eine Man-
nigfaltigkeitM ist? Sie bilden das so genannte TangentialbündelTM vonM .

98



N

f f(x)
f(U)

ϕ ψ

U x

M

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

Abbildung 40: Differenzierbarkeit vonf : M → N

Ist M eine in denRn eingebettete Untermannigfaltigkeit, so ist klar, was wir
unter dem Tangentialraum vonM an einem Punktx ∈M verstehen. Das ist dann
der UnterraumTxM der Vektoren des TangentialraumsTxRn ∼= Rn desRn beix,
die anM tangential sind. Ist insbesondereM ⊂ Rn offen, dann ist

TM ∼= M × Rn. (27.1)

27.1 BeispielS2 ⊂ R3, siehe Abbildung41.

TxS
2

x

S2

R3

Abbildung 41: TangentialraumTxS2

Da nicht alle Mannigfaltigkeiten als Teilmengen einesRn definiert sind, müssen
wir bei der allgemeinen Definition des Tangentialbündels anders vorgehen:
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27.2 Definition • Ein Tangentialvektoreiner MannigfaltigkeitM am Punkt
x ∈ M ist eineÄquivalenzklasse von Kurvenc ∈ C1(] − ε, ε[,M) mit
c(0) = x, wobei zwei solche Kurvenc1, c2 äquivalentheißen, wenn in einer
Karte(U, ϕ), x ∈ U , gilt

d

dt
ϕ ◦ c1(t) |t=0=

d

dt
ϕ ◦ c2(t) |t=0 .

• Die MengeTxM von Tangentialvektoren vonM anx heißtTangentialraum
von Manx.

• DasTangentialb̈undelTM vonM ist die Vereinigung
⋃
x∈M TxM .

• Wir bezeichnen die Projektion der Tangentialvektoren inTxM auf ihren
Fußpunktx mit πM : TM →M ; π−1

M (x) = TxM heißtFaserüberx ∈M .

• Eine Abbildungv : M → TM mit πM ◦ v = IdM heißtVektorfeldaufM ,
siehe Abb.43.

−1 0 1

−ε ε

M

x
U

ϕ

ċ1(0) = ċ2(0)

ϕ(x)
ϕ(U)

Abbildung 42: Tangentialvektor als̈Aquivalenzklasse von Kurven

Der Tangentialvektor wird also durch die Menge aller Kurvendefiniert, die anein-
ander tangential im Sinn von

ϕ(c1(t)) − ϕ(c2(t)) = O(t2) (27.2)

sind, siehe Abbildung42. Die Tangentialitätseigenschaft (27.2) zweier Kurven ist
zwar in einer Karte definiert, bleibt aber bei Kartenwechselerhalten.
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x

v(x)

TxM

TM

M

v

Abbildung 43: Ein Tangentialvektorfeldv : M → TM ; der Nullschnitt vonTM
wird mit M identifiziert

27.3 BeispielM ⊂ Rn offen, Karte(U, ϕ) := (M, Id). Dann ist

TM ∼= M × Rn,

sodass das Tangentialbündel vonM eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der
doppelten Dimension ist.

Die Definition (27.1) von TM wird in Definition 27.2von TM übergeführt,
wenn man einem Tangentialvektorv anm ∈ M die Äquivalenzklasse der Kurve
t 7→ m+ t · v zugeordnet.

Allgemein sind die Zeitableitungen

d

dt
ϕ ◦ c(t)|t=0

Vektoren imRn und im Kartenbild können wir diese Tangentialvektoren miteiner
reellen Zahl multiplizieren und miteinander addieren. Diese Vektorraumstruktur
überträgt sich kartenunabhängig auf Tangentialvektoren vonM anx.

27.4 Definition Fürf ∈ C1(M,N) heißtTf : TM → TN mit

Tf([c]x) := [f ◦ c]f(x) (x ∈M, c Kurve beix)

dieTangentialabbildungvonf (dabei bezeichnet[·] die Äquivalenzklasse).

27.5 SatzDer TangentialraumTxM von M an x ist ein reeller linearer Raum,
unddim(TxM) = dim(M).

Das TangentialbündelTM vonM ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
unddim(TM) = 2 · dim(M).
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Bew.: SeiA := {(Ui, ϕi) | i ∈ I} ein Atlas vonM . Dann ist

TA := {(TUi, Tϕi) | i ∈ I}

ein Atlas vonTM (genannt dernatürliche Atlas). 2

Zwar können wir im Prinzip in der MannigfaltigkeitTM beliebige Koordinaten
benutzen. Es ist aber sinnvoll, in den Tangentialvektoren lineare Koordinaten zu
verwenden, um in den Karten Tangentialvektoren an einem Punkt wie üblich zu
addieren. Eine Karte(U, ϕ) vonM induziert aufU dien = dim(M) Vektorfelder

∂

∂ϕ1
, . . . ,

∂

∂ϕn
: U → TU,

die unter der Tangentialabbildung die Bilder

Tϕ

(
∂

∂ϕl

)
(u) = (ϕ(u), el) (u ∈ U, l = 1, . . . , n)

haben (el bezeichnet denl-ten kanonischen Basisvektor desRn). Fürx ∈ U bilden
die Tangentialvektoren∂

∂ϕ1
(x), . . . , ∂

∂ϕn
(x) eine Basis vonTxM .

27.6 BeispielFürM := Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1} ist allgemein

TSn = {(x, y) ∈ Rn+1 × Rn+1 | |x| = 1 , (x, y) = 0}.

• n=1: WegenS1 = {x ∈ C | |x| = 1} können wir das Tangentialbündel mit

TS1 =
{

(x, y) ∈ C × C | |x| = 1 ,
y

x
∈ i · R

}

identifizieren. Wir finden einen Diffeomorphismus

TS1

q̇

q

Abbildung 44: Tangentialraum der KreislinieS1

I : TS1 → S1 × R,
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die sogenannteParallelisierungvonTS1, gegeben durch

(x, y) 7→ (x, y/(ix)) , I−1 : (x, z) 7→ (x, ixz) , siehe Abb.44.

Wir haben von dieser Tatsache bei der Betrachtung des ebenenPendels Gebrauch
gemacht.

•n=2: Beh.: TS2 ist nicht parallelisierbar, d.h. es gibt keinen Diffeomorphismus
I : TS2 → S2 × R2 der faserweise (d.h. inTxS2 für alle x) linear wäre und
bezüglichS2 die Identität ist.11

Bew.: Durch Widerspruch. BetrachteI−1
({
x×

(1
0

)})
. Das ist ein Tangentialvektor an

x ∈ S2. Dieser Tangentialvektor verschwindet nach Voraussetzung nicht (Linearität).
Betrachten wir für allex ∈ S2 diese Tangentialvektoren, so erhalten wir ein nicht ver-
schwindendes Vektorfeld aufS2.

Ein solches VektorfeldY : S2 → TS2 existiert aber nicht (Abbildung45). Denn sei
Y (x) (notfalls durch Normierung) für allex ∈ S2 von der Länge 1 undYε := ε · Y von
der Länge|ε|. Dann bildet

fε : S2 → R3 , x 7→ x+ Yε(x)

auf die SphäreS2(r) vom Radiusr :=
√

1 + ε2 ab. Wir betrachten aufR3 die 2-Form

S2

Abbildung 45: Tangentialvektorfeld aufS2

(siehe Anhang)

ω := x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2 = r3 cos(θ)dϕ ∧ dθ
in Kugelkoordinatenx1 = r cos(θ) cos(ϕ) , x2 = r cos(θ) sin(ϕ) , x3 = r sin(θ).
Nun können wir die FlächeF (r) der SphäreS2(r) einerseits durch

F (r) =
1

r

∫

S2(r)
ω = 4πr2 = 4π(1 + ε2)

11Der folgende Beweis von Milnor lässt sich auf alle SphärenS2n verallgemeinern, siehe
[GHL]. Von den ungerad-dimensionalen Sphären ist außerS1 nur nochS3 undS7 parallelisierbar.
DaßS3 parallelisierbar ist, sieht man daran, dassS3 diffeomorph zur LiegruppeSU(2) ist.
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berechnen, andererseits aber nach unser Widerspruchsannahme durch

F (r) =
1

r

∫

fε(S2(1))
ω =

1

r

∫

S2(1)
f∗ε (ω).

Letzterer Ausdruck ist aber ein Polynom inε, dividiert durchr =
√

1 + ε2, wie man
durch explizite Betrachtung vonf∗ε (ω) sieht. 2

Das TangentialbündelTM einer KonfigurationsmannigfaltigkeitM ist der Raum
der Orte und Geschwindigkeiten. Die Lagrangefunktion eines mechanischen Sy-
stems mit KonfigurationsraumM ist eine FunktionL : TM → R.

28 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Für den Hamiltonschen Formalismus benötigen wir das KotangentialbündelT ∗M .

28.1 Definition SeiM eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine1–Formauf
dem TangentialraumTxM vonM bei x heißtKotangentialvektor vonM bei x.
Der lineare RaumT ∗

xM dieser1–Formen heißtKotangentialraum vonM bei x.
Die VereinigungT ∗M :=

⋃
x∈M T ∗

xM heißtKotangentialb̈undel vonM .

Koordinaten. Wennq = (q1, . . . , qn), n := dim(M), lokale Koordinaten aufU ⊂
M sind, wird eine1–Formp aufTqM durch dien Zahlenpl := p( ∂

∂ql
(x)) festge-

legt. Wir identifizieren dann in diesen Koordinatenp mit dem Vektor(p1, . . . , pn)
und verwenden die Bündelkoordinaten(p, q) aufT ∗U .

Offensichtlich gilt auchdim(T ∗M) = 2 · dimM .
T ∗M ist sogar diffeomorph zuTM (allerdings nicht kanonisch diffeomorph).
Wir haben schon einige Beispiele kennengelernt:

1. T ∗Rn ∼= Rn × Rn (der übliche Phasenraum)

2. T ∗S1 ∼= R × S1 (planares Pendel)

3. T ∗S2 (sphärisches Pendel)

Die Hamiltonfunktionen waren FunktionenH : T ∗M → R. Die rechte Seite der
Hamiltonschen Differentialgleichung war durch das vonH induzierte Hamilton-
sche VektorfeldXH gegeben. Bezeichnet man mitP := T ∗M den Phasenraum,
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so istXH insbesondere eine glatte AbbildungXH : P → TP in das Tangenti-
albündel vonP mit der Eigenschaft, dassπP ◦XH : P → P die identische Abbil-
dung ist, also ein Tangentialvektorfeld. Bezüglich der lokalen(p, q)–Bündelkoor-
dinaten besitztXH die Komponenten

XH =





−∂H/∂q1
...

−∂H/∂qn
∂H/∂p1

...
∂H/∂pn




.

Das Hamiltonsche Vektorfeld soll jetzt koordinatenfrei definiert werden. Ziel ist
ein besseres geometrisches Verständnis.

28.2 Definition Einesymplektische2–Formauf einer MannigfaltigkeitP ist eine
geschlossene, nicht degenerierte2–Formω aufP , d.h.

dω = 0 , und ∀x ∈ P ∀ξ ∈ TxP \ {0} ∃η ∈ TxP : ω(ξ, η) 6= 0.

(P, ω) heißtsymplektische Mannigfaltigkeit.

28.3 Bemerkungen 1. Aus der Linearen Algebra ergibt sich, dass fürx ∈ P
dim(TxP ) gerade sein muss, damit die2–Form nicht degeneriert ist. Das ist
natürlich für PhasenräumeP der FormP = T ∗M der Fall.

2. Nicht jede geschlossenek–Formα (d.h.dα = 0) ist exakt(d.h.α = dβ für
eine(k − 1)–Formβ). Fallsω exakt ist, heißt(P, ω) exakt symplektisch.

3. Im Fall P = T ∗Rn haben wir die2–Form ω0 :=
∑n

i=1 dqi ∧ dpi zur
Verfügung. Es giltω0 = −dΘ0 mit Θ0 :=

∑n
i=1 pidqi.

Wir wissen, dass eine beliebige (nicht notwendig antisymmetrische) nicht dege-
nerierte Bilinearform einen̈Ubergang von Vektorfeldern zu1–Formen und umge-
kehrt ermöglicht. Angewandt auf die symplektische2–Form ist der Zusammen-
hang durch die Gleichung

ω(X, ·) = α X Vektorfeld , α 1−Form auf P,

gegeben. Wahlweise kannX ausα oder umgekehrtα ausX bestimmt werden.
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28.4 Definition Ein VektorfeldX : P → TP auf (P, ω) heißtHamiltonsches
Vektorfeld, wennω(X, ·) eine exakte1–Form ist,lokal Hamiltonsches Vektorfeld,
wennω(X, ·) geschlossen ist. FürH : P → R heißt das VektorfeldXH mit
ω(XH, ·) = dH dasvonH erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld.

Betrachten wir den Fall(P, ω) = (T ∗Rn, ω0), so ergibt sich in(p, q)–Koordinaten
mit

XH =

n∑

i=1

(XH)i
∂

∂pi
+

2n∑

i=n+1

(XH)i
∂

∂qi

n∑

i=1

dqi ∧ dpi(XH , ·) = −
n∑

i=1

(XH)idqi +

n∑

i=1

(XH)i+ndpi

und

dH =

n∑

i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
,

durch Koeffizientenvergleich also

(XH)i = −∂H
∂qi

, (XH)i+n =
∂H

∂pi
(i = 1, . . . , n),

d.h. die rechte Seite der Hamiltonschen Gleichungen.
Warum, so kann man fragen, haben wir geradeω0 benutzt? Tatsächlich werden

wir später eine Formulierung der Bewegung eines Teilchensin einem Magnetfeld
kennenlernen, in der eine abgeänderte symplektische Formω 6= ω0 verwendet
wird. Trotzdem besitztω0 eine besondere Bedeutung, es lässt sich nämlich koordi- [fehlt

noch]natenfrei geometrisch definieren. Diese Definition lässt sich auf alle Phasenräume
P , die Kotangentenbündel sind(P = T ∗M), übertragen.

Wir bezeichnen mit

π∗
M : P →M , π∗

M(T ∗
qM) = {q}

die Fußpunktprojektion des KotangentenbündelsP := T ∗M vonM .
Wir wollen eine1–Form auf dem PhasenraumP definieren, deren äußere Ab-

leitung uns dann die kanonische symplektische Form liefert. Eine solche1–Form
Θ0 ist durch ihre Anwendung auf ein beliebiges Tangentialvektorfeld Y : P →
TP definiert.Θ0(Y ) : P → R ist dann eine Funktion auf dem Phasenraum. Be-
trachten wir einen Punktx ∈ P des Phasenraumes, so lässt sich dieser als ein Ko-
tangentialvektor der KonfigurationsmannigfaltigkeitM am Fußpunktq := π∗

M(x)
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auffassen. Ein solcher Kotangentialvektor wiederum lässt sich auf einen Tangen-
tialvektor anM am gleichen Punkt anwenden. Verknüpfen wir diese Beobachtun-
gen, so lässt sich eine1–FormΘ0 aufP durch

〈Θ0(x), Y (x)〉 := 〈x, Tπ∗
M(Y (x))〉 (x ∈ P ) (28.1)

definieren (Abbildung46), denn die TangentialabbildungTπ∗
M bildet Tangential-

q

TxM

T ∗M

M

x

Tπ∗
M(Y (x))

Abbildung 46: Zur Definition der kanonischen symplektischen FormΘ0

vektoren des PhasenraumesP in solche des KonfigurationsraumesM ab, die wie-
derum durch Paarung mit der 1-Formx aufM in eine Zahl umgewandelt werden.
Das folgende Diagramm von Mannigfaltigkeiten und Abbildungenkommutiert,

TP −−−→
Tπ∗

M

TM

πP

y
y πM

P
π∗

M−−−→ M .

d.h. die beiden verketteten Abbildungen vonTP nachM sind einander gleich.

28.5 Definition Die durch (28.1) definierte DifferentialformΘ0 heißtkanonische
1–Form, ω0 := −dΘ0 kanonische symplektische FormaufP = T ∗M .

In einer kanonischen Bündelkarte(p, q) ist

Y =

n∑

i=1

(
Yi

∂

∂pi
+ Yi+n

∂

∂qi

)

und

(Tπ∗
M)Y =

n∑

i=1

Yi+n
∂

∂qi
.
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Der Vektorp lässt sich in der Formp =
∑n

i=1 pidqi schreiben, sodass wirΘ0 =∑n
i=1 pidqi erhalten. Man beachte aber, dassp eine1–Form aufM , Θ0 aber eine

1–Form aufP = T ∗M ist!
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass eine HamiltonfunktionH : T ∗M →

R auf dem Kotangentenbündel einer Konfigurationsmannigfaltigkeit M genügt,
um durch die Relation

ω0(XH , ·) = dH

ein Hamiltonsches VektorfeldXH auf dem PhasenraumT ∗M zu definieren.
Nicht jede symplektische Mannigfaltigkeit(P, ω) entsteht auf die angegebene

Weise, und es ist noch nicht einmal jede symplektische Mannigfaltigkeit exakt
symplektisch:

28.6 BeispielP = T2, in lokalen (!) Winkelkoordinatenϕ1, ϕ2 ist die ‘Volumen-
form’ ω := dϕ1 ∧ dϕ2 eine symplektische Form aufP . Es gilt

∫
P
ω = (2π)2 6= 0.

Daher ist die symplektische Mannigfaltigkeit(P, ω) nicht exakt symplektisch,
denn sonst wäre nach der Formel von Stokes12

∫

P

ω = −
∫

P

dΘ = −
∫

∂P

Θ = 0,

da die MannigfaltigkeitP = T2 ja keinen Rand besitzt (∂P = ∅).

Es ist auch nicht jedes lokal Hamiltonsche Vektorfeld Hamiltonsch.

28.7 BeispielP = T2 wie oben,a1, a2 ∈ R, in lokalen Koordinaten sei das
VektorfeldX : P → TP gegeben durch(ϕ1, ϕ2) 7→ (ϕ1, ϕ2; a1, a2).

X ist lokal Hamiltonsch, denn

β := ω(X, ·) = dϕ1 ∧ dϕ2

(
a1

∂

∂ϕ1

+ a2
∂

∂ϕ2

)

= a1dϕ2 − a2dϕ1 , sodass dβ = 0.

Aber es existiert für(a1, a2) 6= (0, 0) keine FunktionH : P → R mit β = dH,
denn die1–Formβ verschwindet nirgends, während eine FunktionH auf dem
(kompakten!) TorusP eine Maximalstellex ∈ P haben muss und dortdH(x) = 0
gilt.

12Nach derFormel von Stokesgilt für das Integral der äusseren Ableitung einer(n − 1)-Form
Θ auf einern-dimensionalen MannigfaltigkeitM mit Rand∂M

∫

M

dΘ =

∫

∂M

Θ.
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Abbildung 47: Lokal Hamiltonsches Vektorfeld auf dem TorusT2

29 Lieableitung und Poissonklammer

Im letzten Kapitel war der Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit (P, ω)
eingeführt worden. Dabei warP eine Mannigfaltigkeit undω eine symplektische
2–Form, d.h. eine nicht degenerierte geschlossene Differentialform zweiter Stufe.
Standardbeispiel ist(P, ω) = (T ∗Rn

q ,
∑n

i=1 dqi∧dpi). Eine HamiltonfunktionH :
P → R induziert dann das Hamiltonsche VektorfeldXH , das durch die Relation
ω(XH, ·) = dH definiert ist. Im Standardbeispiel gilt in(p, q)–Koordinaten

XH =





−∂H/∂q1
...

−∂H/∂qn
∂H/∂p1

...
∂H/∂pn




.

Ein Vektorfeld, also insbesondereXH , erzeugt einen FlussΦt, der zumindest für
kleine Zeiten lokal existiert.

Die Lieableitungeiner differenzierbaren Funktionf : M → R auf einer Man-
nigfaltigkeitM in Richtung eines VektorfeldesX : M → TM ist die durch

LXf := df(X) (29.1)

definierte reelle Funktion aufM . Wir wollen diese Definition verallgemeinern.
Zunächst eine harmlose Notation.

29.1 Definition Es seiX ein Vektorfeld auf einer MannigfaltigkeitM undω eine
(k + 1)–Form. Dann heißt die durch

iXω(X1, . . . , Xk) := ω(X,X1, . . . , Xk)

definiertek–FormiXω inneres ProduktvonX undω.
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Man hätte stattiXω natürlich auchω(X, ·, . . . , ·) schreiben können.

29.2 Definition Es seiX ein Vektorfeld auf einer MannigfaltigkeitM . Dann
heißt für einek–Formω diek–Form

LXω := (iXd+ diX)ω

dieLieableitungvonω nachX.

Tatsächlich istLXω einek–Form, denn die äußere Ableitung erhöht den Formen-
grad um eins, während die innere Produktbildung den Formengrad um eins er-
niedrigt.

Definition 29.2 verallgemeinert die Definition (29.1) der Lieableitung einer
Funktionf : M → R in Richtung vonX, denn

LXf = iXdf + diXf = iXdf = df(X),

da das innere Produkt eines Vektorfeldes mit einer Funktiondefinitionsgemäß
Null ergibt (es gibt ja keine Differentialformen vom Grad−1).

Für die Lieableitung ist eine geometrische Interpretation möglich. Sie be-
schreibt nämlich diëAnderung der Form in Richtung des vom Vektorfeld erzeug-
ten Flusses.

29.3 SatzEs seiΦt der vonX erzeugte Fluss aufM undω einek–Form. Dann
gilt

d

dt
(Φ∗

tω) = Φ∗
tLXω.

Bew.: • Allgemein müssen wir die Relation nur fürt = 0 nachweisen, denn

d

dt
(Φ∗

tω) =
d

ds
Φ∗
t+sω�s=0 =

d

ds
Φ∗
tΦ

∗
sω�s=0 = Φ∗

t

(
d

ds
Φ∗
sω

)
�s=0.

• Wir beginnen mit Funktionenf : M → R. Es gilt

d

dt
Φ∗
t f(y)�t=0 = lim

t→0

f(Φt(y)) − f(y)

t

=
n∑

i=1

∂f

∂yi
(y) ·Xi(y) = df(X)(y) = LXf(y)
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bezüglich lokaler Koordinateny = (y1, . . . , yn).
• Wählen wir fürω die (speziellen)1–Formendyi, so ergibt sich

d

dt
(Φ∗

tdyi)�t=0 =
d

dt
d(Φ∗

tyi)�t=0 = d
d

dt
(Φ∗

t yi)�t=0 = dXi,

andererseits wegenLXd = iXdd+ diXd = diXd = dLX

LXdyi = dLXyi = diXdyi = dXi.

• Mit Φ∗
t (ϕ ∧ ω) = (Φ∗

tϕ) ∧ (Φ∗
tω) und dem folgenden Lemma ergibt sich der

Satz, denn in lokalen Koordinateny = (y1, . . . , yn) können wir jedek–Formω in
der Gestalt

ω =
∑

1≤l1<...<lk≤n
fl1...lkdyl1 ∧ . . . ∧ dylk

schreiben. 2

29.4 Lemma LX(ϕ ∧ ω) = (LXϕ) ∧ ω + ϕ ∧ LXω.

Bew.: Fürk-Formenϕ gilt

d(ϕ ∧ ω) = (dϕ) ∧ ω + (−1)kϕ ∧ dω

und
iX(ϕ ∧ ω) = (iXϕ) ∧ ω + (−1)kϕ ∧ iXω.

Daher ist

LX(ϕ ∧ ω)

= iXd(ϕ ∧ ω) + diX(ϕ ∧ ω)

= iX((dϕ) ∧ ω + (−1)kϕ ∧ dω) + d((iXϕ) ∧ ω + (−1)kϕ ∧ iXω)

= (LXϕ) ∧ ω + ϕ ∧ LXω. 2

In der Mechanik hat der eben bewiesene Zusammenhang zwischen Fluss und Lie-
ableitung folgende Konsequenz:

29.5 SatzSei(M,ω) eine symplektische MannigfaltigkeitdimM = 2n undXH

das vonH ∈ C∞(M,R) erzeugte Hamiltonsche Vektorfeld. Dann gilt fürk ∈
{1, . . . , n} und den vonXH erzeugten FlussΦt

Φ∗
tω

k = ωk.
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Bew.: Φ∗
0 = Id, alsoΦ∗

0ω
k = ωk.

d

dt
Φ∗
tω

k =
d

dt
(Φ∗

tω ∧ . . . ∧ Φ∗
tω︸ ︷︷ ︸

k−mal

) = 0,

denn

d

dt
Φ∗
tω = Φ∗

tLXH
ω = Φ∗

t (iXH
d+diXH

)ω = Φ∗
t

(
iXH

dω︸︷︷︸
0

+ ddH︸︷︷︸
0

)
= 0. 2

Hamiltonsche Flüsse lassen also die symplektische2–Form invariant (dagegen
wird, fallsω = −dΘ, Θ i.A. nicht invariant gelassen).

Insbesondere wird die Volumenformωn invariant gelassen. Hamiltonsche Flüsse
sind also volumenerhaltend. Andererseits ist natürlich für n > 1 nicht jeder volu-
menerhaltende Fluss Hamiltonsch.

Die Poissonklammer spielt eine wichtige Rolle in der Mechanik.

29.6 Definition Sei(M,ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit undf, g ∈ C∞(M,R).
Die Poissonklammervonf undg ist die Funktion

{f, g} := ω(Xf , Xg) ∈ C∞(M,R).

29.7 Proposition Es gilt

{f, g} = −LXf
g = +LXg

f.

Bew.:−LXf
g = −iXf

dg = −iXf
iXg

ω = −ω(Xg, Xf) = ω(Xf , Xg). 2

29.8 Proposition Es seiΦt der vonf erzeugte Fluss. Dann sind äquivalent:

1. {f, g} = 0

2. g ist konstant auf den Orbits vonΦt.

Bew.: d
dt
g ◦ Φt = d

dt
Φ∗
tg = Φ∗

tLXf
g = −Φ∗

t ({f, g}). 2

29.9 Bemerkung In kanonischen Koordinaten(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn), d.h.ω =∑n
i=1 dqi ∧ dpi gilt

{f, g} =

n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
.
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Wenn wir ein VektorfeldX in lokalen Koordinaten(z1, . . . , zn) in der Form

X(z) =

n∑

i=1

Xi(z)
∂

∂zi

geschrieben haben, machten wir Gebrauch von der durch die Lieableitung von
Funktionen gegebenen Isomorphie zwischen Vektorfeldern und Differentialope-
ratoren erster Ordnung.

Natürlich ist dann ein Produkt von LieableitungenLXLY ein Differentialope-
rator zweiter Ordnung. Interessanterweise gilt aber:

29.10 Lemma Der OperatorLXLY − LY LX ist ein Differentialoperator erster
Ordnung.

Bew.: In lokalen Koordinaten(z1, . . . , zn) ist

LXLY ϕ =

n∑

i=1

Xi
∂

∂zi

(
n∑

j=1

Yj
∂

∂zj
ϕ

)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(
Xi
∂Yj
∂zi

∂ϕ

∂zj
+XiYj

∂2

∂zi∂zj
ϕ

)
,

also

(LXLY − LY LX)ϕ =

n∑

i=1

n∑

j=1

(
Xi
∂Yj
∂zi

− Yi
∂Xj

∂zi

)
∂ϕ

∂zj
. 2

Wir können somit wegen der obigen Isomorphie definieren:

29.11 Definition Der Kommutatorzweier VektorfelderX, Y : M → TM ist das
Vektorfeld, genannt[X, Y ], für das

L[X,Y ] = LXLY − LY LX .

In lokalen Koordinaten(z1, . . . , zn) gilt nach unserem Lemma:

[X, Y ] =

n∑

j=1

n∑

i=1

(
Xi
∂Yj
∂zi

− Yi
∂Xj

∂zi

)
∂

∂zj
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z Φt(z)

Ψs(z)

Ψs ◦ Φt(z)

Φt ◦ Ψs(z)

Abbildung 48: Nicht kommutierende FlüsseΦ undΨ

29.12 SatzDie vonX und Y erzeugten FlüsseΦt und Ψs vertauschen genau
dann, wenn[X, Y ] = 0, siehe Abb.48.

Bew.: WennΦt ◦ Ψs(z) = Ψs ◦ Φt(z), so gilt

L[X,Y ]f = LXLY f − LY LXf

=
d

dt
Φ∗
t

d

ds
Ψ∗
sf |t=s=0 −

d

ds
Ψ∗
s

d

dt
Φ∗
t f |t=s=0

= 0

für alle Funktionenf ∈ C∞(M,R).
Die Rückrichtung ist in [Ar2], §39 nachzulesen. 2

29.13 Proposition Sei (M,ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit undf, g ∈
C∞(M,R). Dann gilt

d{f, g} = −i[Xf ,Xg]ω.

29.14 Bemerkung Der Kommutator der Hamiltonschen Vektorfelder vonf und
g ist also selbst ein Hamiltonsches Vektorfeld mit Hamiltonfunktion−{f, g}:

X{f,g} = −[Xf , Xg].

29.15 Lemma Für VektorfelderX, Y : M → TM undk–Formenα aufM gilt

i[X,Y ]α = LX iY α− iY LXα.
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Bew.: Für Nullformen ist die Relation trivial, denn das innere Produkt zwischen
einer Funktion und einem Vektorfeld verschwindet. Für einlokales Koordinaten-
systemz1, . . . , zn aufM gilt bezüglich der1–Formenα := dzk

LX iY dzk − iY LXdzk =

= (LXLY zk − LXd iY zk︸︷︷︸
0

) − iY dLXzk

= LXLY zk − LY LXzk + d iYLXzk︸ ︷︷ ︸
0

= L[X,Y ]zk = di[X,Y ]zk︸ ︷︷ ︸
0

+i[X,Y ]dzk.

Allgemeine Formen setzt man durch äußere Produkte aus Funktionen und1–
Formendzk zusammen. 2

Bew. der Proposition29.13:

d{f, g} = diXg
iXf

ω = LXg
iXf

ω − iXg
diXf

ω

= LXg
iXf

ω − iXg
LXf

ω + iXg
iXf

dω︸︷︷︸
0

= LXg
iXf

ω − iXf
LXg

ω = −i[Xf ,Xg]ω,

denn
LXf

ω = LXg
ω = 0.

2

Es ist also wesentlich die Geschlossenheit vonω in den Beweis der Proposition
eingegangen.

29.16 SatzFür f, g, h ∈ C∞(M,R) gilt

{f, g} = −{g, f} (Antisymmetrie)

und

{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g} = 0 (Jacobi-Identität)
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Bew.: Die Antisymmetrie der Poissonklammer folgt aus der Antisymmetrie von
ω.

Es gilt

{{f, g}, h} = −LX{f,g}
h

{{g, h}, f} = −LXf
LXg

h

{{h, f}, g} = LXg
LXf

h,

also ist die linke Seite der Jacobi-Identität gleich

(LXg
LXf

− LXf
LXg

)h− LX{f,g}
h = (L[Xg ,Xf ] + LX{g,f}

)h = 0.

2

29.17 Bemerkung Damit bilden die Funktionen inC∞(M,R) unter Addition
und Poissonklammer eine Liealgebra (siehe Seite34).

30 Kanonische Transformationen

30.1 Definition Es seien(P, ω) und(Q, ρ) symplektische Mannigfaltigkeiten mit
dimM = dimN . Eine glatte Abbildung

F : P → Q

heißtsymplektischoderkanonische Transformation, wenn

F ∗ρ = ω.

DieseSymplektomorphismensind die strukturerhaltenden Abbildungen symplek-
tischer Mannigfaltigkeiten, ähnlich wie z.B. die linearen Abbildungen die Struktur
der Vektorräume erhalten. Die Lehrbücher von McDuff und Salamon [DS], und
von Hofer und Zehnder [HZ] behandeln weitergehende geometrische und topolo-
gische Aspekte.

30.2 Beispiel (P, ω) = (Q, ρ), F = Φt, {Φt}t∈R Hamiltonscher Fluss.

In diesem Kapitel beschränken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall der
Kotangentenbündel(P, ω) = (T ∗M,ω0).

Wie bei allen Transformationen können wir auch bei den kanonischen den
aktiven oder den passiven Standpunkt einnehmen.
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Im ersten Fall interessieren wir uns dafür, wie Phasenraumpunkte durchF auf-
einander abgebildet werden, im zweiten, wie das aufRn

p × Rn
q gratis existierende

Koordinatensystem(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) durchF ∗ zu einem neuen Koordina-
tensystem wird.

Eine wichtige Motivation für die Anwendung kanonischer Transformationen
besteht in der Lösung der Hamiltonschen Differentialgleichung

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
(i = 1, . . . , n).

Es kann nämlich sein, dass in einem neuen Koordinatensystem (P,Q) die Dif-
ferentialgleichungen eine einfachere Form besitzen, sodass wir sie lösen können.
Dabei stellt sich heraus, dass es sich lohnt, nicht irgendwelche neue Koordinaten
X1, . . . , X2n zu benutzen, sondern solche, in denen die Form der Hamiltonschen
Gleichung erhalten bleibt. Daher empfehlen sich zum Koordinatenwechselkano-
nischeTransformationen.

Für eine gegebene HamiltonfunktionH : P := T ∗M → R betrachten wir
unter Verwendung der in Def.28.5eingeführten kanonischen1–FormΘ0 auf P
die1–Form

ΘH := π∗
1Θ0 −H · dt

auf demerweiterten PhasenraumP × Rt; Rt repräsentiert dabei die Zeitachse,
undπ1 : P × Rt → P die Projektion auf den ersten FaktorP .

Es gilt wegendΘ0 = −ω0

dΘH = −π∗
1ω0 − dH ∧ dt

Diese2–Form muss degeneriert sein, denn sie ist ja eine antisymmetrische Bili-
nearform auf dem ungeraddimensionalen RaumP × Rt.

Insbesondere ist für das VektorfeldV aufP × Rt

V (x, t) := XH(x) +
∂

∂t
(30.1)

iV dΘH ≡ dΘH(V, ·) ≡ 0.
Andererseits gilt:

30.3 Lemma Gilt für ein VektorfeldW aufP × Rt

dΘH(W, ·) ≡ 0,

so ist für eine geeignete Funktionf aufP × Rt und das VektorfeldV aus(30.1)

W = f · V.
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Bew.: Die allgemeine Form eines Vektorfeldes aufP × R ist

W =

n∑

i=1

(
ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂pi

)
+ c

∂

∂t
.

Damit folgt

dΘH(W, ·) =
n∑

i=1

[
−aidpi + bidqi −

(
∂H

∂pi
bi +

∂H

∂qi
ai

)
dt+ c

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)]
.

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

ai = +c
∂H

∂pi
, bi = −c∂H

∂qi
, f = c.

2

An jedem Punktx vonP ×R existiert im lokalen TangentialraumTx(P ×R) also
genau ein eindimensionaler Unterraum von Vektoren, die, indΘH eingesetzt, eine
verschwindende1–Form ergeben.

Folgen wir diesen Richtungen, so erhalten wir KurvenX : R → P × R, die
wir nach Lemma30.3 sogar so wählen können, dass sie durcht parametrisiert
sind; diese Linien heißencharakteristischeoderVortexlinien

X(t) = (p1(t), . . . , pn(t), q1(t), . . . , qn(t), t).

Es gilt offenbarṗi = −∂H
∂qi

und q̇i = ∂H
∂pi

, also die Hamiltonschen Differentialglei-
chungen.

30.4 SatzWenn die KoordinatenPi(p, q), Qi(p, q), (i = 1, . . . , n) auf P =
Rn
p ×Rn

q eine kanonische Transformationg : P → Rn
P ×Rn

Q vermitteln, so trans-
formieren sich die kanonischen Gleichungenṗi = −∂H

∂qi
, q̇i = ∂H

∂pi
für H : P → R

in Ṗi = − ∂K
∂Qi

, Q̇i = ∂K
∂Pi

mit K(P (p, q), Q(p, q)) = H(p, q).

Bew.: Betrachten wir die1–Formα :=
∑n

i=1(pidqi − PidQi) aufP .
Es giltdα = 0, dag kanonisch ist. Damit gilt auf dem erweiterten Phasenraum

π∗
1

n∑

i=1

pidqi −Hdt = π∗
1

n∑

i=1

PidQi −Hdt+ π∗
1α.
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Wenn man von der rechten Seiteπ∗
1α abzieht, so bleiben die Vortexlinien die

gleichen, denn diese hängen ja nur von der äußeren Ableitung ab, unddπ∗
1α =

π∗
1dα = 0. Da die Vortexlinien sich gleichen, ist auch die Gestalt derHamilton-

schen Gleichung dieselbe. 2

Nicht nur die Hamiltonfunktion, die die Bewegungsgleichungen erzeugt, trans-
formiert sich unter einer kanonischen Transformation in einfacher Weise, sondern
auch die Poissonklammern:

30.5 Proposition Der DiffeomorphismusF : P → Q sei eine kanonische Trans-
formation der symplektischen Mannigfaltigkeiten(P, ω) und (Q, ρ). Dann gilt
(unter Benutzung des pull-back13 F ∗) für f, g ∈ C∞(Q,R)

F ∗Xf = XF ∗f und F ∗({f, g}Q) = {F ∗f, F ∗g}P .

Bew.: • Die erste Identität folgt wegen der Nichtdegeneriertheitvonω aus

iF ∗Xf
ω = iF ∗Xf

F ∗ρ = F ∗(iXf
ρ) = F ∗(df) = d(F ∗f) = iXF∗f

ω

• Die zweite Identität folgt aus der ersten:

F ∗({f, g}Q) = F ∗(iXg
iXf

ρ) = iF ∗Xg
iF ∗Xf

F ∗ρ = iXF∗g
iXF∗f

ω = {F ∗f, F ∗g}P .

2

31 Lagrange-Mannigfaltigkeiten

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen unterscheiden sich von anderen Sy-
stemen gewöhnlicher Differentialgleichungen durch die Tatsache, dass die in ih-
nen steckende Information in einer einzigen Funktion, der Hamiltonfunktion, co-
diert ist. Ähnlich (wenn auch mit gewissen Einschränkungen) lassen sich kano-
nische Transformationen mithilfe einer einzigen, der so genannten erzeugenden,
Funktion darstellen. Um diese Darstellungsweise zu verstehen, führen wir den
Begriff der Lagrange-Mannigfaltigkeit ein.

Erinnern wir uns zunächst an den linearen Fall:
13Der pull-backF ∗X eines VektorfeldesX auf einer MannigfaltigkeitQ bezüglich eines Dif-

feomorphismusF : P → Q ist durchF ∗X := T (F−1) ◦X ◦ F definiert.
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31.1 Definition Sei (E, ω) ein symplektischer Vektorraum undF ⊂ E ein Un-
terraum. Dasω–orthogonale KomplementvonF ist der durch

F⊥ := {e ∈ E | ω(e, f) = 0 ∀f ∈ F}

definierte Unterraum.
Ein UnterraumF ⊂ E heißt isotrop, wennF⊥ ⊃ F , Lagrangesch, wenn

F⊥ = F .

31.2 Beispiel (E, ω) =
(
Rn
p × Rn

q ,
(
·,
(

0 1l
−1l 0

)
·
))

1. F1 := E , F⊥
1 = {0}

2. F2 := Rk
p × {0}n−k × Rk

q × {0}n−k , k < n.
F⊥

2 = {0}k × Rn−k
p × {0}k × Rn−k

q

3. F3 := Rn
p × {0}q , F⊥

3 = F3

4. F4 := {0} × Rn
q , F⊥

4 = F4

31.3 Satz 1. dimF + dimF⊥ = dimE.

2. F ⊂ E ist genau dann Lagrangesch, wennF isotrop unddimF = 1
2
dimE.

Bew.:

1. Wir wählen kanonische Koordinaten(p, q) auf E. Dann ist bezüglich des
kanonischen inneren Produktes(·, ·) aufE, (in dem fürX =

∑n
i=1 piepi

+
qieqi, (X,X) =

∑n
i=1(p

2
i + q2

i ) ist),ω(X, Y ) = (X, JY ) mit J =
(

0 1l
−1l 0

)
.

Fürn = 1 istJ eine Drehung derE–Ebene um90◦, für n > 1 eine Drehung
um90◦ in allen(pi, qi)–Ebenen.

F⊥ = {X ∈ E | ∀Y ∈ F : (X, JY ) = 0}.

Damit istF⊥ der aufJF senkrecht stehende Unterraum (senkrecht bezüg-
lich (·, ·)). Daraus ergibt sich die 1. Behauptung.

2. IstF isotrop, alsoF ⊂ F⊥ und dimF = 1
2
dimE, so ist wegen 1. auch

dimF⊥ = 1
2
dimE, sodassF = F⊥. Die umgekehrte Richtung ist trivial.

2
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31.4 Bemerkung Ist dimE = 2, so ist jeder lineare eindimensionale Unterraum
Lagrangesch, daω antisymmetrisch ist.

31.5 Definition Seien(E1, ω1) und(E2, ω2) symplektische Vektorräume undπi :
E1 ×E2 → Ei, i = 1, 2, die Projektionen.

Dann ist
ω1 	 ω2 := π∗

1ω1 − π∗
2ω2.

31.6 Bemerkung ω1 	 ω2 ist eine symplektische Form aufE1 × E2.

31.7 SatzEin IsomorphismusA : E1 → E2 ist genau dann symplektisch, wenn
sein Graph

ΓA = {(e1, Ae1) | e1 ∈ E1} ⊂ E1 × E2

Lagrangesch ist.

Bew.: Da ΓA ein linearer Unterraum der Dimensiondim ΓA = 1
2
dim(E1 × E2)

ist, ist er Lagrangesch genau dann, wenn er isotrop ist, d.h.

ω1 	 ω2((e1, Ae1), (e
′
1, Ae

′
1)) = 0 (e1, e

′
1 ∈ E),

d.h.
ω1(e1, e

′
1) − ω2(Ae1, Ae

′
1) = 0 (e1, e

′
1 ∈ E)

ist. Das ist genau dann der Fall, wennA symplektisch ist. 2

Die obigen Begriffe sollen jetzt vom linearen auf den allgemeinen Fall übertragen
werden. Das gelingt ohne Schwierigkeiten.

31.8 Definition Sei (P, ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit undI : L → P
die Einbettung einer UntermannigfaltigkeitL.14

L heißt isotrop, wennI∗ω = 0 und Lagrangesch, wenn außerdemdimL =
1
2
dimP .

31.9 Beispiel 1. FürdimP = 2 ist jede eindimensionale Untermannigfaltig-
keitL Lagrangesch, daI∗ω eine2–Form aufL und damitI∗ω = 0.

14Untermannigfaltigkeiten von MannigfaltigkeitenP definiert man analog zum FallP = Rn

(Def. 17.2).

121



2. Es seidimP = 2n undF1, . . . , Fn ∈ C∞(P,R). Wir betrachten

F :=

( F1

...
Fn

)
: P → Rn.

f ∈ F (P ) sei ein regulärer Wert vonF . Dann istL := F−1(f) einen–
dimensionale Untermannigfaltigkeit vonP .

Gilt {Fi, Fk} = 0 für i, k ∈ {1, . . . , n}, so istL Lagrangesch.
Denn wegen der Regularität ist fürx ∈ L dien-FormdF1∧. . .∧dFn(x) 6= 0,
und wegen der RelationiXFi

ω = dFi sind für x ∈ L die Hamiltonschen
VektorfelderXF1, . . . , XFn

beix ∈ L linear unabhängig. Außerdem sind sie
tangential anL, denndFi(XFk

) = iXFk
dFi = iXFk

iXFi
ω = {Fi, Fk} = 0.

Dadim(TxL) = n ist, spannen die VektorenXF1(x), . . . , XFn
(x) den Tan-

gentialraumTxL vonL beix auf. TangentialvektorfelderY, Z anL können
also als LinearkombinationenY =

∑n
i=1 Yi ·XFi

mit FunktionenYi : L →
R und entsprechend fürZ geschrieben werden.

Daher giltω(Y, Z) = 0, alsoI∗ω = 0, d.h.L ist isotrop und wegendim(L) =
n Lagrangesch.

3. SeiM einen–dimensionale Mannigfaltigkeit undP := T ∗M ihr Kotangen-
tialbündel. Dann existieren aufP die in Def.28.5eingeführte kanonische
1-FormΘ0 und die kanonische symplektische Formω0 = −dΘ0 (für das
Bsp.M = Rn

q ist Θ0 =
∑n

i=1 pidqi undω0 =
∑n

i=1 dqi ∧ dpi).
Wir betrachten eine1–Formα aufM .

Der GraphL vonα ist einen–dimensionale UntermannigfaltigkeitL ⊂ P .

Wir können also mittels der als Abbildunĝα : M → L ⊂ P aufgefassten
1–Formα die kanonische1–FormΘ0 zurückholen, und es gilt

α̂∗Θ0 = α, (31.1)

denn für jeden Vektorζ ∈ Tα̂(q)P gilt unter Verwendung der Fußpunktpro-
jektionπ∗

M : T ∗M →M

〈Θ0(α̂(q)), ζ〉 = 〈α(q), Tπ∗
M(ζ)〉 ,

sodass wegen (28.1) undπ∗
M ◦ α̂ = IdM für vq ∈ TqM gilt:

〈α̂∗Θ0(q), vq〉 = 〈Θ0(α̂(q)), T (α̂)(vq)〉 = 〈α(q), T (π∗
M) ◦ T (α̂)(vq)〉

= 〈α(q), T (π∗
M ◦ α̂)(vq)〉 = 〈α(q), T IdM(vq)〉 = 〈α(q), vq〉 .
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q

α(q)

T ∗
qM

T ∗M

M

L

Abbildung 49: Lagrange-Untermannigfaltigkeit als Graph einer geschlossenen1–
Form

Aus (31.1) folgt

dα = dα̂∗Θ0 = α̂∗dΘ0 = −α̂∗ω0,

L ist also genau dann Lagrangesch, wennα geschlossen ist.

Ganz analog zum linearen Fall ergibt sich folgender Satz:

31.10 SatzSeiF : P1 → P2 ein Diffeomorphismus und(Pi, ωi) symplektische
Mannigfaltigkeit. Dann istF genau dann symplektisch, wenn der Graph

ΓF := {(x, F (x)) | x ∈ P1} ⊂ P1 × P2

von F Lagrangesch ist bezüglich der symplektischen FormΩ := ω1 	 ω2 auf
P1 × P2.

Bew.: Der TangentialraumT(x,F (x))ΓF von ΓF am Punkt(x, F (x)) ist von der
Form

T(x,F (x))ΓF = {(V, TF (V )) | V ∈ TxP1}.
Daher gilt für die InjektionI : ΓF → P1 × P2

(I∗Ω)
(
(V1, TF (V1)), (V2, TF (V2))

)

= ω1(V1, V2) − ω2(TF (V1), TF (V2)) = (ω1 − F ∗ω2)(V1, V2). 2

32 Erzeugende kanonischer Transformationen

Wir wollen nun eine kanonische Transformation mithilfe einer einzigen Funktion,
der so genannten Erzeugenden der kanonischen Transformation darstellen.
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Wir wissen, dass kanonische Transformationen eng mit Lagrange-Unterman-
nigfaltigkeiten zusammenhängen.

Sei(P, ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit undI : L→ P eine Lagrange-
Untermannigfaltigkeit.

Dann existiert nach dem Poincaré-Lemma15 für alle x ∈ L eine Umgebung
U ⊂ P vonx und eine1–FormΘ aufU mit ω�U = −dΘ. Wegen

0 = I∗ω�U = −I∗dΘ = −dI∗Θ
ist I∗Θ ebenfalls geschlossen. Damit existiert auf einer geeigneten Umgebung
V ⊂ L vonx eine FunktionS mit

−I∗Θ�V = dS.

Eine solche Funktion wirderzeugende Funktion für L genannt.
Betrachten wir speziell den Fall einer kanonischen TransformationF von

(P1, ω1) nach(P2, ω2), wobei die symplektischen Mannigfaltigkeiten exakt sym-
plektisch seien, d.h.ωi = −dΘi.

Dann gilt
Ω := ω1 	 ω2 = −dΘ

mit der1–Form

Θ := Θ1 	 Θ2 = π∗
1Θ1 − π∗

2Θ2 aufP1 × P2.

Zumindest lokal können also wir auf dem GraphenΓF eine erzeugende Funk-
tion S finden mitI∗Θ = −dS.

Wir benutzen lokale kanonische Koordinaten(P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qn) aufP1

und(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) aufP2, wobei

F (P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qn) = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn)

gelte. Nach dem Satz von Darboux16 können wir annehmen dass (lokal)Θ2 =∑
i pidqi undΘ1 =

∑
i PidQi, sodass

Θ =
∑

i

PidQ1 − pidqi.

Fallunterscheidung:
15Poincaré-Lemma: Ist ω ∈ Ωk(M) geschlossen, dann existiert für jeden Punktx ∈ M eine

UmgebungU , sodassω�U exakt ist (siehe z.B. Thm. 2.4.17 von [AM]).
16Satz von Darboux: Für jeden Punktx ∈ P einer symplektischen Mannigfaltigkeit(P, ω)

gibt es eine Karte(U,ϕ) bei x mit Koordinatenϕ = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn), n := 1
2 dimP ,

sodassω�U =
∑n

i=1 dqi ∧ dpi (siehe z.B. Thm. 3.2.2 von [AM]).
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1. Wir schreibenS als FunktionS1(q, Q) von (q1, . . . , qn, Q1, . . . , Qn).

AusdS1 = −I∗Θ1 folgt

dS1 =
∂S1

∂qi
dqi +

∂S1

∂Qi

dQi =
∑

i

pidqi − PidQi , also

pi =
∂S1

∂qi
, Pi = −∂S1

∂Qi

(i = 1, . . . , n).

2. Nicht immer lässt sichS als Funktion derqi undQi schreiben.

WennS als FunktionS2(q, P ) angesetzt wird, empfiehlt es sich, zuΘ1 eine
exakte Form zu addieren:

Θ2 := Θ1 − d

(
∑

i

QiPi

)
=
∑

i

−QidPi − pidqi

dS2 = −I∗Θ2 , also

Qi =
∂S2

∂Pi
, pi =

∂S2

∂qi
(i = 1, . . . , n).

3. Setzen wirS alsS3(p,Q) an, so ergibt sich mit

Θ3 := Θ1 +
∑

i

d(piqi) =
∑

i

PidQi + qidpi

Pi = −∂S3

∂Qi
, qi = −∂S3

∂pi
(i = 1, . . . , n).

4. FürΘ4 := Θ1 + d (
∑−QiPi + qipi) =

∑
i−QidPi + qidpi ist S, ausge-

drückt durchS4(p, P ),

− dS4 = I∗Θ4

⇒ qi = −∂S4

∂pi
, Qi =

∂S4

∂Pi
(i = 1, . . . , n)

Für i = 1, . . . , 4 gilt Ω = −dΘi.
Für n = 1 läßt sich die kanonische Transformation in mindestens einer der

vier angegebenen Formen schreiben.
Allgemein istP1×P2 m := 2n–dimensional. Mindestens eine von2n Gruppen

von Koordinaten–n–Tupeln läßt sich in diesem Fall zur lokalen Darstellung der
kanonischen Transformation verwenden (siehe [Ar2], §48).
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32.1 BeispielF : R+ × R → R2 ,

(p, q) 7→ (P,Q) =

(√
pω

π
cos(2πq),

√
p

πω
sin(2πq)

)

dQ ∧ dP =

(
1
2

√
1

πωp
sin(2πq)dp+ 2

√
πp

ω
cos(2πq)dq

)
∧

(
1
2

√
ω

pπ
cos(2πq)dp− 2

√
pωπ sin(2πq)dq

)

= dq ∧ dp.

FürS1(q, Q) := −ω
2
Q2 cot(2πq) ist

∂S1

∂q
=

πωQ2

sin2(2πq)
und

∂S1

∂Q
= −Qω cot(2πq).

Damit erzeugtS1 die kanonische TransformationF :

P

Q
= ω cot(2πq) , also P = −∂S1

∂Q
,

Q2

sin2(2πq)
=

p

πω
, also p =

∂S1

∂q
.

Betrachten wirH(P,Q) := 1
2
(P 2 + ω2Q2), so transformiert sich diese Hamilton-

funktion in
K(p, q) :=

ω

2π
p.

Die Bewegungsgleichungen sind dann

q̇ =
ω

2π
, ṗ = 0.

33 Integrable Systeme

In einem heuristischen Sinn ist ein Differentialgleichungssystem integrabel, wenn
wir in der Lage sind, die Lösungen ”hinzuschreiben”.

Aus zwei Gründen lässt uns diese ”Definition” natürlich unbefriedigt. Zum
einen hätten wir gerne einen Integrabilitätsbegriff, der etwas über das Differenti-
algleichungssystem statt über unsere mathematischen Fähigkeiten aussagt. Zum
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anderen ist nicht ganz klar, was ”hinschreiben” bedeutet. Soll die Lösung durch
”bekannte Funktionen”, durch konvergente Reihen oder etwadurch einen Limes-
prozess angegeben werden?

Wir wollen so vorgehen, dass wir zunächst ein Beispiel eines Hamiltonschen
Systems diskutieren, das wir als integrabel ansehen und danach den Integrabi-
litätsbegriff abstrahieren.

33.1 Beispiel (Bewegung im radialsymmetrischen Potential)
PhasenraumP := T ∗R2

q, symplektische Formω0 = dq1 ∧ dp1 + dq2 ∧ dp2,
HamiltonfunktionH(p, q) := 1

2
p2 + V (q) mit V ∈ C∞(R2

q,R), V (q) = W (|q|).
Der DrehimpulsL(p, q) := −q1p2 + q2p1 kommutiert mitH:

{H,L} = 0.

Wir wissen also, dass die Bahn immer auf der zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit {(p, q) | H(p, q) = h, L(p, q) = l} bleiben muss, wenn sie sich zur Zeit0
dort befindet.

Wegen der Drehinvarianz der Hamiltonfunktion empfehlen sich Polarkoordi-
naten(r, ϕ) mit

q1 = r sinϕ , q2 = r cosϕ, (33.1)

die wir zu kanonischen Koordinaten ausbauen können. Dazu setzen wir die erzeu-
gende Funktion wie in Fall 2. des letzten Kapitels an:

(pr, pϕ, q1, q2) =

(
∂S

∂r
,
∂S

∂ϕ
,
∂S

∂p1
,
∂S

∂p2

)
.

FürS(r, ϕ, p1, p2) := p1r sinϕ+ p2r cosϕ. ist (33.1) erfüllt. Weiter gilt dann

pr = p1 sinϕ+ p2 cosϕ,

pϕ = p1r cosϕ− p2r sinϕ = L.

Wegen der Identitätp2
1 + p2

2 = p2
r + L2

r2
istH(p, q) = 1

2
p2
r + L2

2r2
+W (r).

Damit wird ṗϕ = L̇ = 0, alsopϕ(t) = pϕ(0) =: l. Betrachte

Kl(pr, r) := 1
2
p2
r +Wl(r) mit Wl(r) := W (r) +

l2

2r2
.

Das ist eine Hamiltonfunktion mit einem Freiheitsgrad. Da die Energieh :=
Kl(pr(0), r(0)) zeitlich konstant ist, kennen wir schon den oder die Orbits.Wir
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müssen nur noch die Zeitparametrisierung finden. Das ist durch Berechnung eines
Integrals möglich, denn

ṙ = pr =
√

2(h−Wl(r)),

also ∫
dr√

2(h−Wl(r))
=

∫
dt = t.

Um die Differentialgleichungϕ̇ = ∂H
∂pϕ

= L
r2

zu lösen, müssen wir noch die
Lösungr(t) in sie einsetzen und integrieren.

33.2 Definition Es seiH ∈ C∞(P,R) eine (Hamilton-)Funktion auf der sym-
plektischen Mannigfaltigkeit(P, ω) der Dimension2n.

• Dann heißtF ∈ C∞(P,R) Konstante der Bewegung, wenn

{F,H} = 0.

• Eine Menge{F1, . . . , Fk} von FunktionFi ∈ C∞(P,R) ist in Involution,
wenn{Fi, Fj} = 0 (i, j ∈ {1, . . . , k}).

• Sie heißtunabḧangig, wenn die Menge

{x ∈ P | dF1(x) ∧ . . . ∧ dFk(x) = 0}

das Liouvillemaß17 Null besitzt.

• {F1, . . . , Fk} heißt integrabel, wenn dieFi in Involution und unabhängig
sind, undk = n.

• Die HamiltonfunktionH heißt dannintegrabel, wenn zusätzlich zuF1 :=
H weiteren − 1 Konstanten der BewegungF2, . . . , Fn existieren, sodass
{F1, . . . , Fn} integrabel ist.

17Ist (P, ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit, dann heißt fürn := 1
2 dimP das von der

Volumenform(−1)bn/2c

n! ωn induzierte Maß aufP Liouvillemaß. Für (P, ω) = (T ∗Rn, ω0) stimmt
es mit dem Lebesguemaß überein.

128



Die obige Definition von Integrabilität wirkt zunächst etwas abstrakt, ermöglicht
es aber, durch Einführung geeigneter (halblokaler) kanonischer Koordinaten

(I1, . . . , In, ϕ1, . . . , ϕn)

die Bewegung zu linearisieren. Die Hamiltonschen Gleichungen nehmen in diesen
Koordinaten die Form

ϕ̇k = ωk(I) , İk = 0 , (k ∈ {1, . . . , n})

an, womit sie durch

ϕk(t) = ϕk(0) + ωk(I) · t , Ik(t) = Ik(0)

gelöst werden.
Wir beginnen mit folgender Aussage.

33.3 Satz (Arnol’d) Es sei(P, ω) symplektische Mannigfaltigkeit mitdimP =
2n und{F1, . . . , Fn} integrabel.f ∈ F (P ) ⊂ Rn sei regulärer Wert der Funktion

F :=

( F1

...
Fn

)
,

alsoF1, . . . , Fn auf der Niveaumenge

Mf := {x ∈ P | F (x) = f}

unabhängig (d.h.dF1 ∧ . . . ∧ dFn(x) 6= 0 für x ∈ Mf ).
Dann ist jede kompakte Zusammenhangskomponente vonMf diffeomorph zu

einemn–dimensionalen TorusTn = (S1)n.

Bew.: Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dassMf kompakt
und zusammenhängend ist.

Wir wissen schon (Beispiel31.9.2), dassMf einen–dimensionale Lagrange-
Mannigfaltigkeit ist.

Wir bezeichnen mitΦk
t den von dem Hamiltonschen VektorfeldXFk

der k–
ten Konstanten der BewegungFk erzeugten Fluss (der wegen der Kompaktheit
vonMf und Regularität vonf in einer offenen Umgebung vonMf existiert). Wir
wissen, dass für alle Zeitenti

Φk
t1
◦ Φl

t2
= Φl

t2
◦ Φk

t1
(k, l ∈ {1, . . . , n}),
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denn nach Satz29.12kommutieren die von VektorfeldernX, Y erzeugten Flüsse
genau dann, wenn[X, Y ] = 0 und wir wissen (Bemerkung29.14), dass der Kom-
mutator[XFk

, XFl
] = −X{Fk,Fl} = 0 ist, denn{Fk, Fl} = 0.

Nun betrachten wir die Abbildung

Ψ : Rn ×Mf →Mf , ((t1, . . . , tn), x) 7→ Φ1
t1
◦ . . . ◦ Φn

tn(x).

Tatsächlich ist dies eine Abbildung inMf , denn die FlüsseΦk
t lassenMf invariant

(die VektorfelderXFk
sind ja tangential anMf wegenLXFk

Fl = dFl(Xk) =
{Fk, Fl} = 0).

Außerdem gilt fürΨt : Mf →Mf , Ψt(x) := Ψ(t, x)

Ψ0 = IdMf
, Ψs ◦ Ψt = Ψs+t (s, t ∈ Rn).

Damit istΨ eine so genannteGruppenwirkungder GruppeRn aufMf .
Wegen der Unabhängigkeit derdFk sind auch dien VektorfelderXFk

aufMf

unabhängig. Damit (und wegen Kompaktheit vonMf ) existiert eine Umgebung
U ⊂ Rn der Null, sodass fürx ∈ Mf die AbbildungU → Mf , t 7→ Ψ(t, x) ein
Diffeomorphismus aufs BildΨ(U, {x}) ist (Abbildung50).

Mf

Ψ(U, x)

Ψ(t, x)

U

Rn

t

x

Abbildung 50: GruppenwirkungΨ

Die Gruppenwirkung ist alsolokal frei. Das BildΨ(Rn, {x}) der Abbildung
Rn → Mf , t 7→ Ψ(t, x) ist damit offen inMf (und nicht leer!). Aber auch sein
KomplementMf \Ψ(Rn, {x}) ist offen, denn wenny im Komplement des Bildes
liegt, dann muss auch die UmgebungΨ(U, {y}) vony im Komplement liegen, da
sonst einz ∈ Ψ(Rn, {x}) ∩ Ψ(U, {y}) existierte, alsoz = Ψt(x) = Ψs(y) mit
s, t ∈ Rn geeignet, worausy = Ψt−s(x) folgte.

Da alsoΨ(Rn, {x}) offen und abgeschlossen und außerdem nicht leer ist,
muss es eine Zusammenhangskomponente vonMf sein. Da aber nach Voraus-
setzungMf zusammenhängend ist, istΨ(Rn, {x}) = Mf , die Gruppenwirkung
also, wie man sagt,transitiv.
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Die IsotropiegruppeΓ eines Punktesx ∈ Mf (siehe untenstehende Abbil-
dung) ist durch

Γ ≡ Γx := {t ∈ Rn | Ψt(x) = x}
definiert.Γ ist von der Wahl vonx unabhängig, denn wegen der Transitivität von
Ψ existiert füry ∈ Mf ein s ∈ Rn mit y = Ψs(x). Da Ψ eine Gruppenwirkung
der abelschen GruppeRn ist, gilt Γy = {t ∈ Rn | Ψt+s(x) = Ψs(x)} = Γx.

Da die Gruppenwirkung lokal frei ist, existiert eine UmgebungU ⊂ Rn von
0 ∈ Γ mit U ∩ Γ = {t}. Für t ∈ Γ ist dahert der einzige Punkt in der Umgebung
U + t, der zur Isotropiegruppe gehört. Damit istΓ eine so genanntediskrete18

Untergruppe desRn.

33.4 Lemma Sei Γ ⊂ Rn eine diskrete Untergruppe undk := dim(spanR(Γ)).
Dann existieren linear unabhängige Vektoren`1, . . . , `k ∈ Γ mit

Γ = spanZ(`1, . . . , `k) :=

{
k∑

i=1

zi`i

∣∣∣∣∣ zi ∈ Z

}
.

Bew.:Wir bezeichnen einen UnterraumU ⊂
Rn alsΓ–Teilraum, wenn

spanR(U ∩ Γ) = U,

und wir konstruieren induktiv Basen
`1, . . . , `m ∈ Γ für geeigneteΓ–Teilräume
Um ⊂ Rn der Dimensionenm ≤ k, die
gleichzeitigZ–BasenvonUm ∩ Γ sind, d.h.

Um ∩ Γ = spanZ(`1, . . . , `m).

-1 1 2 3

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

G

{1

{2

• {0} ⊂ Γ ist ein 0-dimensionalerΓ–Teilraum.
• Haben wir fürm < k einenΓ–TeilraumUm mit Basis`1, . . . , `m konstruiert,
dann existiert ein von diesen linear unabhängiger Vektor`m+1 ∈ Γ, der minimalen
Abstanda > 0 zum Unterraumspan

R
(`1, . . . , `m) besitzt.19

DennΓ \ spanZ(`1, . . . , `m) 6= ∅, und wir können aus̀m+1 durch Translation

18Def.: Eine TeilmengeN ⊂ M eines topologischen RaumesM heißtdiskret, wenn für alle
m ∈M eine UmgebungU vonm mit |N ∩ U | <∞ existiert.

19Statt dessen einen von`1, . . . , `m linear unabhängigenkürzestenVektor`m+1 ∈ Γ zu wählen,
führt in hohen Dimensionen i.A. nicht zum Ziel, siehe z.B. [Qu], §5.1
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mit einem Vektor̀ ∈ spanZ(`1, . . . , `m) einen Vektor der Länge|`m+1 − `| ≤
a +

∑m
i=t |`i| gewinnen. Wäre das Infimum der Abstände zum Unterraum gleich

Null, dann würde dies der Diskretheit vonΓ widersprechen.
• Um+1 = span

R
(`1, . . . , `m+1) ist nach Konstruktion einΓ–Teilraum.

• `1, . . . , `m+1 ist eineZ–Basis vonUm+1, denn jedes̀ ∈ Um+1 ∩ Γ läßt sich
eindeutig in der Form

` = z`m+1 + u mit u ∈ Um und z ∈ R

zerlegen. Der Vektor̀− bzc`m+1 ∈ Um+1 ∩ Γ hat den Abstand(z− bzc) · a vom
UnterraumUm. Da dieser nicht echt zwischen0 und a liegen kann, istz ∈ Z.
Damit istu ∈ spanZ(`1, . . . , `m), und letztlich` ∈ spanZ(`1, . . . , `m+1). 2

Ende des Bew. (Thm.33.3): Ergänzen wir dieZ–Basis`1, . . . , `k aus Lemma
33.4zu einerR–Basis`1, . . . , `n von Rn, so ergibt sich durch Basiswechsel der
Gruppenisomorphismus und Diffeomorphismus

Rn/Γ ∼= Rn/Zk ∼= Rn−k × (R/Z)k ∼= Rn−k × Tk.

Da nach VoraussetzungMf kompakt, undMf
∼= Rn/Γ, gilt k = n undMf

∼= Tn.
2

Da Mf also diffeomorph zumn–Torus ist, folgt, dass man die Punkte aufMf

durchn Winkel ϕ1, . . . , ϕn parametrisieren kann. Dies ist sogar in einer Weise
möglich, in der der vonH = F1 erzeugte Fluss eine besonders einfache Form
besitzt.

33.5 Korollar Es existieren Winkelkoordinatenϕ1, . . . , ϕn aufMf und Frequen-
zenω1, . . . , ωn ∈ R, in denen der vonH erzeugte Fluss aufMf die Form

ϕk(t) = ϕk(0) + ωk · t (mod 2π) , (k ∈ {1, . . . , n})

besitzt.

Bew.: Es seì 1, . . . , `n eine Basis vonΓ ⊂ Rn undx ∈Mf fest.
Dann ist fürϕk ∈ [0, 2π[ die Abbildung

(ϕ1, . . . , ϕn) 7→ Ψ

(
n∑

i=1

ϕi`i
2π

, x

)
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injektiv und surjektiv. Der Vektor

(
1
0
...
0

)

∈ Rn besitze die Darstellung

(
1
0
...
0

)
=

n∑

i=1

ωi
2π
`i.

Dann ist der vonH erzeugte Fluss

Φ1
t1(y) = Ψ((t1, 0, . . . , 0), y) = Ψ

(
n∑

i=1

t1
ωi`i
2π

, y

)

,

also(mod 2π) : ϕk(t) = ϕk(0) + ωkt für die Koordinatenϕ1(t), . . . , ϕn(t) von
Φ1
t (y). 2

33.6 Bemerkung Eine Bewegung von dem im Corollar gegebenen Typ auf einen
n–Torus heißtbedingt-periodische Bewegung.

Abbildung 51: Bedingt-periodische Bewegung aufTn

Als nächsten Schritt wollen wir nicht nur auf einem einzelnen TorusMf Winkel-
koordinaten einführen, sondern diese auf ein offenes Phasenraumgebiet ausdeh-
nen und durchn so genannte Wirkungskoordinaten zu kanonischen Koordinaten
ergänzen.

33.7 SatzUnter den Voraussetzungen des Satzes von Arnol’d existieren auf einer
UmgebungU ⊂ P jeder kompakten Zusammenhangskomponente vonMf Wir-
kungskoordinatenI1, . . . , In : U → R und Winkelkoordinatenϕ1, . . . , ϕn : U →
R/(2πZ), mit ω =

∑n
k=1 dIk ∧ dϕk, sodass die Hamiltonschen Differentialglei-

chungen die Form

İk = 0 , ϕ̇k = ωk(I) (k = 1, . . . , n)

annehmen.
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Die Wirkungs- und Winkelkoordinaten lassen sich durch ”Quadraturen”, d.h. In-
tegration finden.

34 Winkel-Wirkungsvariablen

Ausgangspunkt unsererÜberlegungen sind der Satz von Arnol’d (Satz33.3) und
sein Corollar33.5.

Unser Ziel ist es, zumindest in der Nähe von der (als kompaktund zusam-
menhängend vorausgesetzten) NiveaumengeMf sogenannte Winkel-Wirkungs-
VariablenIj, ϕj , j = 1, . . . , n aufU ⊃ Mf einzuführen, das sind glatte Phasen-
raumvariablen mit

{Ii, Ik} = {ϕi, ϕk} = 0 , {Ii, ϕk} = δi,k (i, k = 1, . . . , n).

Dabei sollen die Wirkungskoordinaten als geeignete Funktionen der Konstanten
der Bewegung schreiben lassen, d.h.Ik = Ĩk ◦ F |U .

Die Winkelvariablen — aufgefaßt als reelle Funktionenϕk : U → [−π, π)
statt alsR/(2πZ)–wertige Abbildungen — sind genau genommen nicht auf ganz
U stetig, aber man kann die Lage des Bezugspunktesx ∈ Mf mit ϕk(x) = 0 für
allek = 1, . . . , n beliebig wählen. Ihre Existenz ist durch den Satz33.3sicherge-
stellt. Er gibt aber noch keine Berechnungsvorschrift.

Warum interessiert man sich überhaupt für diese Variablen, und warum ist man
nicht mit den Konstanten der BewegungFk zufrieden?

Zum einen sind dieFi, zusammen mit ”geeigneten” Winkelvariablenϕk i.A.
keine kanonischen Variablen, denn mitFi ist auchG(Fi) für G : R → R streng
monoton eine Konstante der Bewegung, aber

{G(Fi), ϕk} =
∂G

∂Fi
{Fi, ϕk}.

Die Poissonklammern{Fi, ϕk} haben also keine Veranlassung, gleichδi,k zu sein.
Kanonische Variablen sind aber für diverse weiterführende Überlegungen sehr
vorteilhaft.

Zum anderen ist der von der HamiltonfunktionIk erzeugte Fluss aufMf be-
sonders einfach, denn er variiert ja nur denk–ten Winkel.

Dagegen wird der vonFk erzeugte Fluss aufMf i.A. alle Winkel gleichzeitig
variieren.
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Wie konstruieren wir nun diese Variablen aus den Konstantender Bewegung
F1, . . . , Fn? Betrachten wir für einen fest gewählten Punktx0 ∈ Mf zunächst die
”Funktion”

S(x) :=

∫ x

x0

θ�Mf
.

Unter diesem Ausdruck soll das Wegintegral der symplektischen1–Formθ ent-
lang einesx mit x0 verbindenden Wegesγ : [0, 1] → Mf , γ(0) = x0, γ(1) = x
verstanden werden.

Hängt nunS, wie die Schreibweise suggeriert, nur vonx, nicht aber von der
Wahl vonγ ab?

Betrachten wir dazu zwei Wegeγ0 und γ1 : [0, 1] → Mf mit den gegebe-
nen Endpunkten. Wir setzen zunächst einmal voraus, dassγ0 unter Beibehaltung
der Endpunkte inγ1 deformiert werden kann, d.h. wir setzen die Existenz einer
stetigenHomotopieH : I × I → Mf , I := [0, 1] mit

H(t, 0) = γ0(t) , H(t, 1) = γ1(t) , H(0, y) ≡ x0 , H(1, y) ≡ x

voraus.
Dann ist aber ∫

γ0

θ�Mf
=

∫

γ1

θ�Mf
,

denn
∫

γ0

θ�Mf
−
∫

γ1

θ�Mf
=

∫

∂(I×I)
H∗(θ) =

∫

I×I
dH∗(θ) =

∫

I×I
H∗(dθ) = 0

nach dem Satz von Stokes, und weil die symplektische2–Formω = −dθ auf der
Lagrange-UntermannigfaltigkeitMf identisch verschwindet.

Es sieht so aus, als ob wir bewiesen hätten, dassS(x) nicht von der Wahl des
Weges abhängt. Aber Vorsicht! Wir haben vorausgesetzt, dass die Wege zuein-
ander homotop sind. Nun sind aber nicht alle Wege auf dem Torus zueinander
homotop. Insbesondere finden wir jan nur beix0 kreuzende Wegeγ1 . . . γn mit
γi(0) = γi(1) = x0, wobeiγi gerade diei–te Winkelrichtung einmal im positi-
ven Sinn durchläuft. Wir können also das Integral ”S(x0)” auf viele verschiedene
Weisen berechnen bzw. interpretieren, indem wir es z.B. alsSchreibweise für

∫
γk
θ

auffassen. Bezeichnen wir einmal versuchsweise diese Integrale mit

Ik :=
1

2π

∫

γk

θ. (34.1)

Sind dieIk Null? Sie denken gar nicht daran.
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x0

x2

Mf

γ1

Abbildung 52: Basisγ1 . . . γn der Fundamentalgruppe desn–TorusMf

34.1 BeispielBetrachten wir doch einmal den besonders einfachen Fall eines
Freiheitsgrades, und PhasenraumP := R2. Dann istMf einfach eine geschlosse-
ne Kurve inP (siehe Abbildung53) und

γ

q

Mf

p

x0

Abbildung 53: Invarianter 1-TorusMf = γ([0, 1])

I =

∫

γ

pdq = −
∫

F

ω,

wobeiF ⊂ R2 nach dem Satz von Stokes die vonγ = ∂F eingeschlossene Fläche
ist.

Wir können nicht nur aufMf , sondern auch auf benachbarten ToriMf̃ mit |f̃ −f |
klein, Wegeγ1, . . . , γn einführen und die AusdrückeIk werden nach dem, was wir
gerade bewiesen haben, nur FunktionenIk = Ĩk(F1, . . . , Fn) der Konstanten der
Bewegung sein.

Die Ik sind unsere Kandidaten für die Wirkungsvariablen.
Um die Winkelvariablen einzuführen, betrachten wir in derNähe eines typi-

schen Punktesx0 = (p0, q0) ∈ Mf die Darstellung vonMf als Graph der Funk-
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tion p = p(I, q) mit I = Ĩ(f), siehe Abb.54. Diese wird natürlich nicht füralle
x0 ∈Mf möglich sein.

q0q

p(I, q)

x0

Abbildung 54: Lokale Darstellung vonMf als Graph einer Funktion

Wir setzen

ϕk(q) :=
n∑

l=1

∫ q

q0

∂pl(I, q)

∂Ik
dql =

∂S̃

∂Ik
(34.2)

mit der (für ein einfach zusammenhängendes Gebiet des Torus definierten) Funk-
tion

S̃(I, q) :=

∫ q

q0

p(I, q) · dq.

Es ist alsop = ∂S̃
∂q

undϕ = ∂S̃
∂I

, sodass die Transformation(q, p) 7→ (I, ϕ) lokal
kanonisch ist.

Die lokalen Koordinatenϕk lassen sich nun tatsächlich als Winkel interpre-
tieren, d.h. wir könnenexp(iϕk) als FunktionMf → S1 ∼= {c ∈ C | |c| = 1}
auffassen. Denn in einer Umgebung vonx0 ∈Mf stimmt

exp(iϕk(x)) = exp

(
i
∂

∂Ik

∫ x

x0

θ�Mf

)
(x ∈Mf ) (34.3)

mit der Definition (34.2) überein, und wegen (34.1) ist modulo2πi das Argument
der Exponentialfunktion in (34.3) unabhängig von der Wahl des Wegesγ : I →
Mf zwischenγ(0) = x0 undγ(1) = x.

35 Sẗorungstheorie

Es lässt sich zeigen, dass nicht alle Hamiltonschen Systeme integrabel sind. Für
mehr als einen Freiheitsgrad ist Nichtintegrabilität sogar in einem präzisen Sinn
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typisch (”generisch”)20.
In nicht integrablen Systemen findet die Bewegung auf der Energieschale für

ein positives Liouvillemaß von Anfangsbedingungen nicht auf n-dimensionalen
Lagrange-Tori der(2n− 1)-dimensionalen Energieschale statt statt und kann sehr
verwickelt (”chaotisch”) aussehen. Um das Langzeitverhalten der Orbits zu be-
schreiben, müssen ganz neue Begriffe entwickelt werden.

Statt dies zu tun, wenden wir uns zunächst Systemen zu, die ”beinahe inte-
grabel” sind, in denen die Hamiltonfunktion also die FormHε(I, ϕ) = H0(I) +
εH1(I, ϕ), |ε| klein, besitzt. Ziel ist zunächst die Beschreibung der Orbits für nicht
allzu lange Zeiten.

Wir schauen uns also Differentialgleichungssysteme der Form

İk = 0 + εfk(I, ϕ) (k ∈ {1, . . . , m})
ϕ̇l = ωl(I) + εgl(I, ϕ) (l ∈ {1, . . . , n}) (35.1)

an. Verallgemeinernd setzen wir nicht voraus, dass das System Hamiltonsch ist;
insbesondere braucht es nicht gleich viele Winkel- wie Wirkungsvariablen zu ge-
ben.

Es ist in diesem Zusammenhang auch besser, vonlangsamen(I)–Variablen
undschnellen(ϕ)–Variablen zu sprechen, denn offensichtlich gilt allgemein für
jedesε–unabhängigeT > 0 :

| I(t) − I(0) |= O(ε) , | ϕ(t) − ϕ(0) |= O(1) , |t| ≤ T.

Graphisch können wir die Situation so darstellen.
In vielen Fällen interessiert uns hauptsächlich die zeitliche Entwicklung der

langsamen VariablenI.
Das so genannteMittelungsprinzipbesteht nun darin, die LösungI(t) des Dif-

ferentialgleichungssystems zu vorgegebenen Anfangsbedingungen(I0, ϕ0) mit der
LösungJ(t) des so genannten gemittelten Systems

J̇k = ε〈fk〉(J) (k = 1, . . . , m)

mit AnfangswertenJk(0) := Ik(0) zu vergleichen. Dabei ist dasMittel 〈F 〉 einer
PhasenraumfunktionF : U × Tn → R durch

〈F 〉 : U → R , 〈F 〉(J) :=

∫

Tn

F (J, ϕ)
dnϕ

(2π)n

20L. Markus, K.R. Meyer: Generic Hamiltonian dynamical systems are neither integrable nor
ergodic. Memoirs of the AMS.144(1974)

138



U

I(0) I(t)

(I(0), ϕ(0)) (I(t), ϕ(t))

U × Tn

Abbildung 55: Schnelle und langsame Variablen

gegeben.
Unter bestimmten Umständen ist die Differenz|I(t) − J(t)| für eine lange

Zeitspanne klein.

35.1 BeispielFür (I, ϕ) ∈ R × S1, ω 6= 0 undf(I, ϕ) := 1 + cosϕ sei

İ = εf(I, ϕ)

ϕ̇ = ω

(d.h.g ≡ 0 in (35.1)). Die Lösung des DGL-Systems ist

I(t) = I0 + εt+
ε

ω
sin(ωt+ ϕ0)

ϕ(t) = ϕ0 + ωt

Das gemittelte ”System” (in Wahrheit haben wir nur noch eineVariable) ist

J̇ = ε〈f〉(J) = ε,

also
J(t) = I0 + εt.

In diesem Fall gilt also für alle Zeitent ∈ R

|I(t) − J(t)| ≤ ε

ω
= O(ε),

siehe Abbildung56.
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t

I0

I, J

I(t)

J(t)

Abbildung 56: Langsame VariableI und gemittelte VariableJ

Natürlich können wir in diesem einfachen Beispiel das Differentialgleichungs-
system durch Quadraturen lösen, sodass wir auf eine Näherungslösung nicht ange-
wiesen sind. Trotzdem zeigt uns das Beispiel, worauf es ankommt. Zwar schwankt
I(t) kurzfristig umO(ε) wegen descosϕ–Terms, dieser trägt aber zu einer lang-
fristigen Veränderung nicht bei. Das Raummittel1

2π

∫ 2π

0
f(I, ϕ)dϕ = 1 entspricht

hier exakt dem Zeitmittel

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(I(t), ϕ(t)) dt

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

(1 + cos(ϕ0 + ωt)) dt

= lim
T→∞

1

T

(
T +

sin(ϕ0 + ωT ) − sin(ϕ0)

ω

)
= 1.

Wenn im allgemeinen Fall Raummittel und Zeitmittel vonf übereinstimmen wür-
den, wären wir sicher, dass das Mittelungsprinzip uns einegute Näherung für
I(t) für t ∈ R liefern würde (vorausgesetzt genügend schnelle Konvergenz des
Zeitmittels). Dies ist aber leider nicht immer der Fall:

35.2 BeispielAuf dem PhasenraumR2 × T2 betrachten wir das DGL-System

İ1 = −ε sin(ϕ1 − 2ϕ2) , İ2 = ε(cos(ϕ1 − 2ϕ2) + sinϕ2)

ϕ̇1 = 2 , ϕ̇2 = 1 + I1.

Das gemittelte System ist also

J̇1 = J̇2 = 0.

140



Es gilt aber für Anfangswerte mitϕ1(0) = ϕ2(0) = 0 undI1(0) = 0

I1(t) = I1(0) = 0 , I2(t) = I2(0) + ε(t− cos t+ 1)

ϕ1(t) = 2t , ϕ2(t) = t,

während
J1(t) = I1(0) = 0 und J2(t) = I2(0),

also|I(t) − J(t)| = ε|t− cos(t) + 1| ∼ ε|t| für |t| groß, siehe Abbildung57.

I2(0)

I2(t)

J2(t)

t

Abbildung 57: Beispiel für das Scheitern des Mittelungsprinzips

Hier führt also die Anwendung des Mittelungsprinzips nicht zu einer guten
Annäherung der WirkungenIk durch die gemittelten WirkungenJk, zumindest
nicht für die angegebenen Anfangsbedingungen.

Wenn wir nach Kriterien suchen, unter denen wir das Mittelungsprinzip erfolg-
reich anwenden können, müssen wir analysieren, warum im zweiten Beispiel die
Differenz zwischenI2 undJ2 schon fürt = O(1/ε) nur von der Ordnung1, also
groß ist. Wir betrachten dazu die in Beispiel35.2auftretende Bewegung

ϕ1(t) = 2t , ϕ2(t) = t

auf dem TorusT2. Diese Bewegung ist2π–periodisch, siehe Abb.58.
Wir können also nicht erwarten, dass Raummittel und Zeitmittel einer Funkti-

onf aufT2 gleich sind.
Insbesondere ist für den Koeffizientenf := f2 des DGL-Systems (mitf2(I, ϕ) =

cos(ϕ1 − 2ϕ2) + sinϕ2)
〈f2〉(I) ≡ 0,
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Abbildung 58:2π–periodische Bewegung aufT2

aber

lim
t→∞

1

T

∫ T

0

f2(I, ϕ(t)) dt = 1.

Wir müssen also zunächst nach Kriterien suchen, die Gleichheit von Raum- und
Zeitmittel einer Bewegung auf dem Torus erzwingen.

35.3 Definition • Es seien(ϕ1, . . . , ϕn) Winkelkoordinaten auf dem TorusTn.
Dann heißt fürω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Rn der Flussψt : Tn → Tn zum Vektorfeld
ϕ̇ = ω bedingt-periodische Bewegung.
• Dieωl ∈ R heißen dieFrequenzender bedingt-periodischen Bewegung.
• Sie heißen (rational)unabḧangig, falls für k ∈ Zn nur dann(k, ω) = 0 gilt,
wennk = 0.

Offensichtlich ist der Fluss aufTn gleich

ψt(ϕ(0)) ≡ ϕ(t) ≡ (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

= (ϕ1(0) + ω1t, . . . , ϕn(0) + ωnt) (mod 2π).

35.4 Definition • DasRaummitteleiner integrablen Funktionf : Tn → R ist die
Zahl

〈f〉 :=

∫

Tn

f(ϕ)
dnϕ

(2π)n
.

• DasZeitmittelvonf ist die Funktionf ∗ : Tn → R,

f ∗(ϕ0) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(ϕ0 + ωt) dt.
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35.5 Satz• Ist f : Tn → R Riemann-integrabel21, so existieren Raum- und Zeit-
mittel.
• Falls die Frequenzenωl unabhängig sind, sind Raum- und Zeitmittel gleich, es
gilt also

f ∗(ϕ) = 〈f〉 (ϕ ∈ Tn),

Der Beweis dieses Satzes wird am Ende dieses Kapitels nachgeliefert.

35.6 Bemerkung Ist n = 1 wie in unserem ersten Beispiel35.1, so ist die Un-
abhängigkeit vonω gleichbedeutend mitω 6= 0. Diese Bedingung ist in Beispiel
35.1erfüllt.

Ist dagegenn = 2 wie in Beispiel (35.2), dann ist die Unbhängigkeit von
ω1 und ω2 gleichbedeutend damit, dassω1 6= 0 6= ω2 und ω1/ω2 6∈ Q. Diese
Bedingung ist in Beispiel35.2für I1(0) = 0 verletzt, denn dann istω1/ω2 = 2..

35.7 Korollar Falls die Frequenzen unabhängig sind, ist jeder Orbit aufTn dicht.

Bew.: [Widerspruchsbeweis]
Es existiere ein Orbitϕ(t) und eine UmgebungU ⊂ Tn, sodass∀t ∈ R ϕ(t) 6∈ U .

Für die charakteristische Funktion

1lU : Tn → R , 1lU(x) :=

{
1 , x ∈ U
0 , x 6∈ U

.

vonU gilt 〈1lU〉 > 0, aber1l∗U(ϕ(0)) = 0. 2

35.8 Korollar Falls die Frequenzen unabhängig sind, ist jeder Orbit aufTn gleich-
verteilt, d.h. für jede (Jordan-messbare) MengeU ⊂ Tn ist die Aufenthaltszeit des
Orbits inU proportional zum Maß vonU .

Bew.: Die AufenthaltszeitτU(T ) des Orbits inU während des Zeitintervalls[0, T ]

ist durchτU(T ) :=
∫ T
0

1lU(ϕ(t)) dt gegeben. Es gilt

lim
T→∞

T−1τU (T ) = 1l∗U(ϕ0) = 〈1lU〉 =
Maß(U)

(2π)n
.

2

Zunächst soll noch folgende Umkehrung des Satzes35.5gezeigt werden:

21 Eine entsprechende Aussage gilt nicht für jedeLebesgue-integrable Funktion. Insbsondere ist
jeder OrbitO := ψ(R, ϕ) ⊂ Tn eine Lebesgue-messbare Teilmenge mit Maß 0, aber1l∗O(ϕ) = 1.
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35.9 Bemerkung Wenn es eink ∈ Zn \ {0} mit k · ω = 0 gibt, dann existiert ein
stetigesf : Tn → C mit nicht konstantem Zeitmittelf ∗.

Bew.: Setzef(ϕ) := exp(ik · ϕ). Dann ist

f ∗(ϕ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(ϕ+ ωt) dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

exp(ik · (ϕ+ ωt)) dt

=
1

T

∫ T

0

exp(ik · ϕ) dt = f(ϕ).

Die nicht konstante Funktionf ist also gleich ihrem Zeitmittel. 2

Umgekehrt beweisen wir den Satz35.5zunächst für die Exponentialfunktionen.

35.10 Lemma Die Aussage des Satzes35.5gilt für f(ϕ) := exp(ik · ϕ).

Bew.: Fürk ∈ Zn \ {0} gilt (k = 0 trivial):

f ∗(ϕ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

exp(ik · (ϕ+ ωt)) dt

= lim
T→∞

1

T
· exp(ik · ϕ) · e

ik·ωT − 1

ik · ω = 0.

2

35.11 Lemma Die Aussage des Satzes35.5gilt für trigonometrische Polynome
ϕ 7→∑

|k|<N fke
ik·ϕ.

Bew.: Folgt aus Linearität der Abbildungf 7→ f ∗. 2

35.12 Lemma Seif : Tn → R eine stetige (oder zumindest Riemann-integrable)
Funktion. Dann existieren fürε > 0 zwei trigonometrische Polynome

p1, p2 : Tn → R mit p1 < f < p2 und (2π)−n
∫

Tn

(p2 − p1) dϕ < ε.

Bew.: Sei f zunächst stetig. Dann existiert nach dem WeierstraßschenApproxi-
mationssatz ein trigonometrisches Polynomp mit |f − p| < 1

2
ε. Die Polynome

p1 := p− ε
2

undp2 := p+ ε
2

erfüllen die Aussage.
Fürf Riemann-integrierbar existieren zwei stetige Funktionenf1, f2 mit f1 <

f < f2 und
(

1
2π

)n ∫
(f2−f1) dϕ <

1
3
ε. (Man kann beispielsweisef zunächst durch

eine endliche Summe
∑

i∈I λiχi von charakteristischen Funktionen auf Quadern
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majorisieren und diese wieα in nachstehender Zeichnung durch stetige Funktio-
nen majorisieren.) Zeichn.

Indem wir nun wiederumf1 undf2 durch trigonometrische Polynome

p1 < f1 < f2 < p2

mit (
1

2π

)n ∫
(pi − fi)dϕ <

1

3
ε , (i = 1, 2)

annähern, erfüllenp1 undp2 die Aussage. 2

Bew. des Satzes35.5: Wir betrachten fürε > 0 die trigonometrischen Polynome
p1 < f < p2 von Lemma35.12. Wegen Lemma35.11finden wir einT0(ε), sodass
für T > T0(ε)

∣∣∣∣p̄i −
1

T

∫ T

0

pi · ψt(ϕ) dt

∣∣∣∣ < ε , (i = 1, 2).

Zusammengefasst haben wir folgende Ungleichungen und maximale Differenzen:

1
T

∫ T
0
p1 ◦ ψt(ϕ) dt < 1

T

∫ T
0
f ◦ ψt(ϕ) dt < 1

T

∫ T
0
p2 ◦ ψt(ϕ) dt

(Lemma35.11) ε l m l ε (Lemma35.11)

p̄1 < f̄ < p̄2

↔ ε ↔ ε
(Lemma35.12) (Lemma35.12)

Wir folgern also, dass
∣∣∣∣
1

T

∫ T

0

f · ψt(ϕ) dt− f̄

∣∣∣∣ < 2ε. 2

Exkurs: Der Virialsatz

Wir betrachten zunächst ganz allgemein eine Hamiltonfunktion H : R2n → R,
für die die Energieschale

ΣE := {x ∈ R2n | H(x) = E}
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für den WertE der Energie kompakt ist.
Für eine beliebige Funktionf ∈ C∞(R2n,R) ist dann das Zeitmittel von

{f,H}

auf ΣE Null. Denn wennΦt den vonH erzeugten Fluss bezeichnet, dann ist
{f,H} = d

dt
f ◦ Φt�t=0, und damit das Zeitmittel fürx ∈ ΣE gleich

{f,H}∗(x) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

{f,H} ◦ Φt(x) dt

= lim
T→∞

f ◦ ΦT (x) − f(x)

T
= 0.

Wir schauen uns nun einige Beispiele für den einfachen Fallder Hamiltonfunktion

H(p, q) := T (p) + V (q) mit kinetischer Energie T (p) := 1
2
p2

an und setzen voraus, dass die EnergieschaleΣE kompakt ist.

35.13 Beispiele 1. f(p, q) := pi, i = 1, . . . , n
=⇒ Das Zeitmittel der auf den Massenpunkt wirkenden Kraft−∇V (q) ver-
schwindet.

2. f(p, q) := qi, i = 1, . . . , n
=⇒ Das Zeitmittel des Impulses bzw. der Geschwindigkeit ist Null, was ja
nun auch nicht weiter erstaunt.

3. Etwas interessanter istf(p, q) :=
∑n

i=1 piqi, T (p) = 1
2
p2

{f,H}(p, q) = 2T (p) − q · ∇V (q).

Der zweite Term hat nun zunächst keine anschauliche Interpretation. Setzen
wir aber das Potential als homogenes Polynomk–ten Grades in denqi (mit
gerademk) an, so erhalten wir in Multiindexnotation

V (q) =
∑

α∈Nn
0 ,|α|=k

cαq
α , ql

∂

∂ql
V (q) =

∑

α∈Nn
0 ,|α|=k

αlcαq
α

alsoq · ∇V (q) = kV (q). Damit ergibt sich also für die Zeitmittel vonpo-
tentieller und kinetischer Energie (die nach dem Birkhoffschen Ergodensatz
Satz22.1fast überall aufΣE existieren):

kV ∗(x) = 2T ∗(x),
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oder auch

T ∗(x) =
k

k + 2
H(x) , V ∗(x) =

2

k + 2
H(x).

Ganz analog kann man auch für den Fall eines homogenen Zentralpotentials
V (q) = |q|C argumentieren, insbesondere fürC = −1, d.h. die Keplerbe-
wegung. Dort ist alsoT ∗(x) = −H(x) undV ∗(x) = 2H(x) < 0. (Man
beachte, dassT ∗ undV ∗ von allen Phasenraumvariablen abhängen!)

Der Virialsatz hat in der statistischen Mechanik Bedeutung. Dort stellt sich nämlich
die Frage, wie sich die Gesamtenergie auf die verschiedenenFreiheitsgrade ver-
teilt.

36 Sẗorungstheorie für eine Winkelvariable

Bevor wir Hamiltonsche Systeme betrachten, untersuchen wir die Störungstheorie
in einem Fall, in dem das Mittelungsprinzip besonders gut anwendbar ist. Das
gestörte Differentialgleichungssystem auf dem PhasenraumG×S1,G ⊂ Rl offen,
sei

İ = εg(I, ϕ)

ϕ̇ = ω(I) + εf(I, ϕ).

Das gemittelte System ist also

J̇ = ε〈g〉(J).

Wir bezeichnen mit(I(t), ϕ(t)) die Lösung des gestörten und mitJ(t) die Lösung
des gemittelten Systems mit AnfangsbedingungI(0) = J(0) = I0, ϕ(0) = ϕ0.
Da die Variation

g̃(I, ϕ) := g(I, ϕ) − 〈g〉 (I)

vong i.A. nicht verschwindet, würde man vielleicht erwarten, dass sich für Zeiten
t, die grösser als von der OrdnungO(ε0) = O(1) sind, gemitteltes und ungemit-
teltes System um mehr alsoO(ε) unterscheiden. Dies ist aber nicht der Fall. Um
dies zu beweisen, benutzen wir die Ungleichung von Gronwall. Diese ist für viele
Abschätzungen in der Differentialgleichungstheorie nützlich.
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36.1 Lemma (Gronwall) Fürf, B ∈ C ([0, T ), [0,∞)) gelte für einA ≥ 0

f(t) ≤ A+

∫ t

0

f(s)B(s) ds (0 ≤ t < T ). (36.1)

Dann ist

f(t) ≤ A exp

(∫ t

0

B(s) ds

)
(0 ≤ t < T ).

Bew.: Es istf(t) ≤ h(t) := A+
∫ t

0
f(s)B(s) ds und, fallsA > 0,

h′(t)

h(t)
≤ B(t) (0 ≤ t < T ). (36.2)

Integration von (36.2) ergibth(t) ≤ A exp
(∫ t

0
B(s) ds

)
.

Der FallA = 0 ergibt daraus sich durch Limesbildung. 2

36.2 Satz 1. Es seienω, f ∈ C1(G× S1,R) undg ∈ C1(G× S1,Rl) zusam-
men mit ihren Ableitungen beschränkt undω > C > 0.

2. Es existiere einC ′ > 0 sodass für0 ≤ t ≤ 1/ε

{J ′ ∈ Rl | |J ′ − J(t)| < C ′} ⊂ G.

Dann ist für genügend kleineε (0 ≤ ε < ε0):

|I(t) − J(t)| = O(ε) (0 ≤ t ≤ 1/ε).

Bew.: Der Ansatz des Beweises besteht darin, neue Koordinaten

Ĩ(I, ϕ) := I + εK(I, ϕ) (36.3)

einzuführen, in denen die winkelabhängige Störung nur noch von der Ordnungε2 ist. Eine
Störung dieser Größe können wir dann über die Zeitspanne 1/ε integrieren und erhalten
eine Maximalabweichung vom ungestörten System von der Ordnungε.

Wir setzen (36.3) in das Differentialgleichungssystem ein und erhalten

˙̃I = İ + ε
[
D1K(I, ϕ)İ +D2K(I, ϕ)ϕ̇

]

= ε [g(I, ϕ) +D2K(I, ϕ)ω(I)] + ε2R(I, ϕ) (36.4)

mit
R(I, ϕ) := D1K(I, ϕ)g(I, ϕ) +D2K(I, ϕ)f(I, ϕ).

148



Wir setzen nun, um die Klammer in (36.4) ϕ-unabhängig zu machen,

K(I, ϕ) := − 1

ω(I)

∫ ϕ

0
g̃(I, ψ)dψ.

Dies ist wegenω(I) 6= 0 möglich. Da〈g̃〉 (I) ≡ 0, istK in ϕ 2π–periodisch, und nach
den Voraussetzungen des Satzes istK ∈ C1(G×S1,Rl) zusammen mit seiner Ableitung
beschränkt.

Entsprechendes gilt damit auch fürR.
Weiter folgern wir, dass wir für kleineε (36.3) invertieren können, und dass die urspüng-
liche WirkungI(Ĩ , ϕ) ebenfalls zusammen mit ihrer Ableitung beschränkt ist (allerdings
auf dem Definitionsbereich{(Ĩ(I, ϕ), ϕ) | (I, ϕ) ∈ G× S1}).

˙̃I = ε 〈g̃〉 (I) + ε2R(I, ϕ) = ε 〈g̃〉 (Ĩ) + ε2R(I, ϕ) + ε
(
〈g̃〉 (I) − 〈g̃〉 (Ĩ)

)
.

∆I := Ĩ − J , sodass∆I(0) = Ĩ(0) − I(0) = O(ε)

d

dt
∆I = ε

(
〈g̃〉 (Ĩ) − 〈g̃〉 (J)

)
+ ε2R(I, ϕ) + ε

(
〈g̃〉 (I) − 〈g̃〉 (Ĩ)

)

= εD 〈g̃〉 (J) · ∆I + ε2R(I, ϕ) + ε
(
〈g̃〉 (I) − 〈g̃〉 (Ĩ)

)
+

ε
(
〈g̃〉 (Ĩ) − 〈g̃〉 (J) −D 〈g̃〉 (J) · ∆I

)

Da g̃ ∈ C1(G), ist nach der Taylorformel der letzte Tem von der Ordnungo(ε), falls
∆I = O(ε). Dies setzen wir nun für das Zeitintervall[0, 1/ε] voraus und überprüfen die
Konsistenz dieser Annahme.

∆I erfüllt die Integralgleichung

∆I(t) = ∆I(0) +

∫ t

0

[
εD 〈g̃〉 (J(s)) · ∆I(s) + R̃(s, ε)

]
ds, (36.5)

wobei nach Voraussetzung

R̃(s, ε) :=

ε2R
(
I(Ĩ(s), ϕ(s)), ϕ(s)

)
+ ε

(
〈g̃〉 (I(Ĩ(s), ϕ(s)), ϕ(s)) − 〈g̃〉 (Ĩ(s))

)

+ε
(
〈g̃〉 (Ĩ(s)) − 〈g̃〉 (J(s)) −D 〈g̃〉 (J(s)) · ∆I(s)

)

von der OrdnungO(ε2) ist. Wir schätzen∆I mithilfe von (36.5) ab und setzen dazu in
der Voraussetzung (36.1) des Gronwall-Lemmas

f := |∆I| , A := ∆I(0) +

∫ 1/ε

0

∣∣∣R̃(s, ε)
∣∣∣ ds und B := ε |D 〈g̃〉 (J)| .
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Damit ergibt sich
f(t) ≤ c1ε exp(c2ε · t),

was für0 ≤ t ≤ 1/ε konsistent mit unser Annahme ist. Wir könnenε0 so klein wählen,
dass

c1ε0 exp(c2) <
1
2C

′ und ε0 · sup
(I,ϕ)∈G×S1

|K(I, ϕ)| < 1
2C

′

gilt, also|I(t) − J(t)| < C ′ gilt und der Phasenraum somit nicht verlassen wird. 2

37 Hamiltonsche Sẗorungstheorie

Wir betrachten ein Hamiltonsches System mit Hamiltonfunktion

Hε(I, ϕ) := H0(I) + εH1(I, ϕ)

auf dem PhasenraumG × Tn, G ⊂ Rn offen und beschränkt, und mit Störpara-
meter|ε| < ε0. Die Differentialgleichungen sind also

İ = −εD2H1(I, ϕ)

ϕ̇ = ω(I) + εD1H1(I, ϕ)

mit Frequenzvektor
ω := DH0.

Das gemittelte System ist trivial:̇J = 0.
Wir wollen eine kanonische Transformation

Tε : (I, ϕ) 7→ (Ĩ , ϕ̃)

finden, die die Winkelabhängigkeit bis auf einen Term der Ordnungε2 eliminiert.
Dazu benutzen wir die Methode der erzeugenden Funktion, setzen also an

I = Ĩ + εD2S(Ĩ , ϕ) ϕ̃ = ϕ+ εD1S(Ĩ , ϕ).

Einsetzen in die Hamiltonfunktion ergibt mitKε ◦ Tε = Hε formal

Kε(Ĩ, ϕ̃) = Hε

(
Ĩ + εD2S(Ĩ, ϕ(Ĩ , ϕ̃)), ϕ̃− εD2S(Ĩ, ϕ(Ĩ, ϕ̃))

)
(37.1)

= H0(Ĩ) + ε
[
DH0(Ĩ) ·D2S(Ĩ , ϕ̃) +H1(Ĩ , ϕ̃)

]
+ O(ε2).
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Es müsste alsoS so gewählt werden, dass

ω(Ĩ) ·D2S(Ĩ , ϕ̃) +H1(Ĩ, ϕ̃)

nur eine Funktion voñI, nicht den Winkeln wird. Dazu benutzt man die Fourier-
transformation, schreibt also

H1(Ĩ , ϕ̃) =
∑

`∈Zn

h`(Ĩ)e
i`·ϕ̃,

S(Ĩ, ϕ̃) =
∑

`∈Zn

S`(Ĩ)e
i`·ϕ̃. (37.2)

Wegenω(Ĩ) · D2S(Ĩ, ϕ̃) = i
∑

`∈Zn S`(Ĩ)ω(Ĩ) · ` exp(i` · ϕ̃) ergeben sich die
Bedingungsgleichungen

iS`(Ĩ)ω(Ĩ) · `+ h`(Ĩ) = 0. (` ∈ Zn \ {0}). (37.3)

Diese sind i.A. nicht lösbar, denn

• wir können durch eine beliebig kleine Veränderung des Frequenzvektors
ω ∈ Rn immer erreichen, dass für ein geeignetes` ∈ Zn \ {0} das Skalar-
produktω · ` = 0 wird, und

• falls Dω den maximalen Rangn besitzt, können wir eine solche Verände-
rung vonω durch Variation voñI bewerkstelligen.

Setzen wir aber voraus, dass für einfesteŝI ∈ G die Komponenten des Frequenz-
vektorsω(Î) ∈ Rn rational unabḧangigsind, d.h.

ω(Î) · ` 6= 0 (` ∈ Zn \ {0}),

dann können durch die (Ĩ–unabhängigen!) Fourierkoeffizienten

S`(Ĩ) := i
h`(Î)

ω(Î) · `
(` ∈ Zn \ {0}) und S0(Ĩ) := 0 (37.4)

der erzeugenden FunktionS die Gleichungen (37.3) immerhin an der StellẽI = Î
lösen.

Es taucht aberdas Problem der kleinen Nennerin (37.4) auf. Zwar sind die
FourierkoeffizientenS` definiert, aber es ist nicht klar, ob die Fourierreihe (37.2)
konvergiert.
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Dazu verschärfen wir die Unabhängigkeitsbedingung zur Forderung daßω(Î) ∈
Rn diophantischist, d.h. für geigneteγ > 0 undτ > 0 in der Menge

Ωγ,τ :=
{
ω̂ ∈ Rn | ∀` ∈ Zn \ {0} : |ω̂ · `| ≥ γ|`|−τ

}
(37.5)

liegt. Ob eine solche Bedingung überhaupt für einen Frequenzvektorω̂ ∈ Rn

erfüllt ist, soll uns erst später interessieren.
Außerdem fordern wir, um die Konvergenzchancen in (37.2) zu vergrößern,

daß die Fourierkoeffizientenh` schnell abfallen. Dies ist bei genügender Diffe-
renzierbarkeit vonH1 der Fall:

37.1 Lemma Für g ∈ Ck(Tn,R) mit Fourier-Darstellung

g(ϕ) =
∑

`∈Zn

g` exp(i` · ϕ)

sind die Fourierkoeffizienten von der Ordnung

|g`| = O(|`|−k). (37.6)

Bew.: Es ist für Multiindexα ∈ Nn
0 mit |α| :=

∑n
j=1 αj ≤ k

Dαg(ϕ) = i|α|
∑

`∈Zn

g``
α exp(i` · ϕ).

Es seì ∈ Zn\{0} und`j eine betragsmäßig größte Komponente von`, d.h. insbesondere
|`j| ≥ |`|/n. Durch inverse Fouriertransformation derk-ten Ableitung

g` =
1

(i`j)k

∫

Tn

exp(−i` · ϕ)∂kϕj
g(ϕ)

dϕ

(2π)n

nachϕj zeigen wir (37.6), dennmaxj supϕ |∂kϕj
g(ϕ)| <∞. 2

Wie hängt umgekehrt die Differenzierbarkeitsstufe einerFunktion von den Ab-
fallseigenschaften ihrer Fourierkoeffizienten ab?

37.2 Lemma Fallsc : Zn → C für k > r + n, r ∈ N0 von der Ordnung

c(`) = O(|`|−k)
ist, dann ist die durch

f(ϕ) :=
∑

`∈Zn

c(`) exp(i` · ϕ) (37.7)

definierte Funktionf ∈ Cr(Tn,C).
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Bew.: Es genügt, die Behauptung fürr = 0 zu zeigen, also die Stetigkeit vonf . Es
existiert also einC > 0 mit |c(`)| ≤ C|`|−k. Zunächst konvergiert (37.7) für alle ϕ
absolut, denn ∑

`∈Zn

|c(`)| ≤ c(0) + C
∑

`∈Zn\{0}
|`|−k <∞.

Fürε > 0 seiN so gewählt, dass

∑

`∈Zn, |`|>N
|c(`)| ≤ ε/3, (37.8)

undfN die Partialsumme

fN (ϕ) :=
∑

`∈Zn, |`|≤N
c(`) exp(i` · ϕ).

Dann ist für alleϕ,ψ ∈ Tn

|f(ϕ) − f(ψ)| ≤ |f(ϕ) − fN(ϕ)| + |fN (ϕ)| − fN(ψ)| + |fN (ψ) − f(ψ)|
≤ ε

3
+ |fN (ϕ)| − fN (ψ)| + ε

3
.

Andererseits ist unter der Bedingung|ϕ− ψ| < δ := ε
3CN

|fN (ϕ)| − fN (ψ)|

=

∣∣∣∣∣∣

∑

`∈Zn, |`|≤N
c(`)(exp(i` · ϕ) − exp(i` · ψ))

∣∣∣∣∣∣

≤ C
∑

`∈Zn\{0}, |`|≤N
|`|−k |1 − exp(i` · (ψ − ϕ))|

≤ C
∑

`∈Zn\{0}, |`|≤N
|`|−k |` · (ψ − ϕ))| < C

∑

`∈Zn\{0}, |`|≤N
|`|−k|`|δ ≤ ε

3

wegen (37.8), sodass dann|f(ϕ) − f(ψ)| < ε. 2

37.3 Korollar FürH1 ∈ Ck(G × Tn,R) k > n + τ , τ 6∈ N und eine Wirkung
Î ∈ G, die (37.5) erfüllt, ist die erzeugende Funktion22

S ∈ Ck−dτe−n(G× Tn,R).

22mit d·e : R → Z , x 7→ min{z ∈ Z | z ≥ x}
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Bew.: Nach Lemma37.1istS` = O(|`|τ−k), nach Lemma37.2istS ∈ Ck−dτe−n.
2

Die diophantische Bedingung (37.5) ist, falls τ > n − 1, für Lebesgue-fast-alle
ω ∈ Rn erfüllt (allerdings mit einerω-abhängigen Konstanteγ):

37.4 Lemma Für τ > n− 1 ist das Lebesguemaß der diophantischen Menge

Bγ,τ := Ωγ,τ ∩ B

in der VollkugelB := {ω ∈ Rn | |ω| ≤ 1} für kleine Werte vonγ groß: Es gibt
einα(τ) <∞ mit

λ(Bγ,τ ) ≥ λ(B) · (1 − γ · α(τ)).

Bew.:
λ(Bγ,τ ) ≥ λ(B) −

∑

`∈Zn\{0}
λ(G`)

für G` := {ω ∈ B | |ω · `| < γ|`|−τ}. Es istλ(G`) < 2cn−1γ|`|−τ−1, wobei ck das
Volumen derk–dimensionalen Vollkugel vom Radius 1 bezeichnet. Es ist
∑

`∈Zn\{0}
λ(G`) ≤ cn · γ · α(τ) für α(τ) := 2

cn−1

cn

∑

`∈Zn\{0}
|`|−τ−1 <∞. 2

Wir sammeln jetzt unsere Teilergebnisse:

37.5 SatzFalls die Frequenzenω = DH0 unabhängig variieren, d.h. die

det(Dω)(I) 6= 0 (I ∈ G),

undH0, H1 ∈ C2n+3(G × Tn,R), gibt es eine TeilmengeGε ⊂ G mit asympto-
tisch vollem Maß (limε→0 λ(Gε) = λ(G)), für die das Mittelungsprinzip bis zur
Zeit 1/ε anwendbar ist:

sup |I(t) − I(0)| < const · ε (0 ≤ t ≤ 1/ε).

Bew.:Unter den genannten Voraussetzungen ist die erzeugende FunktionS ∈ C3,
sodass die Abschätzung (37.1) mit dem konstanten zuε proportionalen Term
εh1(Î) in einerε-Umgebung von̂I gilt, d.h. durch Einführung der neuen Koor-
dinaten(Ĩ , ϕ̃) die Hamiltonfunktion bis auf FehlertermeRi der Ordnungε2 inte-
grabel ist:

Kε(Ĩ , ϕ̃) = H0(Ĩ) + εh1(Î) +R1(Ĩ, ϕ̃) +R2(Ĩ , ϕ̃)
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mit

R1(Ĩ , ϕ̃) :=
(
H0(Ĩ + εD2S(Ĩ, ϕ̃)) −H0(Ĩ) − εDH0(Ĩ) ·D2S(Ĩ , ϕ̃)

)

+ε
(
H1(Ĩ + εD2S(Ĩ , ϕ̃), ϕ̃) −H1(Ĩ, ϕ̃)

)
= O(ε2)

und

R2(Ĩ , ϕ̃) := ε
(
ω(Ĩ) ·D2S(Ĩ , ϕ̃) − ω(Î)D2S(Î , ϕ̃)

)

+ε
(
H1(Ĩ , ϕ̃) −H1(Î , ϕ̃)

)
= O(ε2).

Integration der Hamiltonischen Differentialgleichungenmithilfe des Gronwall-
Lemmas analog zum letzten Kapitel liefert das Resultat. 2

Da die Gesamtmasse der Planeten etwaε := 1/1000 der Sonnenmasse beträgt,
könnte durch diese Störung nach etwa1/ε = 1000 Jahren eine bedeutende Verände-
rung der Ellipsenbahn der Erde einreten.

Wären die Voraussetzungen dieses Satzes gegeben, dann würde er immerhin
voraussagen, daß solche Veränderungen nach 1000 Jahren noch O(ε) sind, und
sich — überschlägig — erst nach einer Million Jahren deutlich bemerkbar ma-
chen.

Der Satz ist zwar nicht direkt anwendbar, denndet(Dω) = 0 (im Keplerpro-
blem sind die Bahnen negativer Energie immer periodisch). Es gibt aber Varianten
des Satzes, die für das himmelsmechanische Problem greifen.

38 KAM-Theorie

Wir haben gesehen, dass wir für genügend unabhängige Frequenzenω(I) neue
Koordinaten einführen können, in denen die Störterme von der Ordnungε2 stattε
sind. Es stellt sich die Frage, ob man diese Transformation iterieren kann, um die
Störung in geeigneten Koordinaten vollständig zu eliminieren. Damit wäre dann
die Existenz eines flussinvarianten Torus gezeigt, auf dem die Bewegung bedingt-
periodisch mit Frequenzω ist.

Dieses Ziel verfolgt die Theorie, die von Kolmogorov, Arnold und Moser auf-
gestellt wurde und die daher kurzKAM-Theorie genannt wird.

Formal ergibt die Transformation bein–facher Iteration einen Fehler vonε2n

.
Sie ist daher dem Newtonverfahren zum Auffinden von Nullstellen verwandt.
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38.1 Bemerkung Beim Newtonverfahren werden Nullstellen vonf ∈ C2(R)
ausgehend vonx0 ∈ R aufgesucht, indem

xn+1 := xn −
f(xn)

f ′(xn)

gesetzt wird. Nach Taylor ist hier

f(xn+1) = f(xn) − f ′(xn) ·
(
f(xn)

f ′(xn)

)
+ O

((
f(xn)

f ′(xn)

)2
)

= O
((

f(xn)

f ′(xn)

)2
)
,

alsoO(f(xn)
2), falls f ′ in einer geeigneten Umgebung von Null weg beschränkt

ist. Eine solche formale quadratische Konvergenz muss allerdings durch Norm-
abschätzungen bestätigt werden.

Die Durchführung der KAM-Theorie ist im Rahmen einer Vorlesung über Klas-
sische Mechanik möglich (siehe z.B. den 1. Band des Lehrbuches [Th] von W.
Thirring, wo eine vereinfachte Situation durchgerechnet wird).

Sie ist aber etwas mühsam und technisch, weswegen wir darauf verzichten.
Stattdessen soll einfach das Resultat dargestellt werden.Den Beweis findet man
im Artikel [Po] von J. Pöschel.

Es sei wieder
Hε(I, ϕ) := H0(I) + εH1(I, ϕ)

auf dem PhasenraumG × Tn, G ⊂ Rn und mit Störparameter|ε| < ε0. Diesmal
setzen wir voraus, dass die integrable HamiltonfunktionH0 reell-analytisch ist.
Weiter fordern wir wieder die unabhängige Variation der Frequenzenω := DH0 :
G→ Rn:

det(Dω)(I) 6= 0 (I ∈ G),

undω sei ein Diffeomorphismus auf das Bild

Ω := ω(G).

Wegen dieser Eigenschaft können wir mittels der Abb.

Ψ : Ω × Tn → G× Tn , (ω̂, ϕ) 7→ (ω−1(ω̂), ϕ)
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die HamiltonfunktionHε als Funktion

Hε := Hε ◦ Ψ : Ω × Tn → R

auffassen, und die symplektische 2-Form mittelsΨ∗ auf diesen neuen Phasenraum
zurückziehen.

Der Vorteil dieses Koordinatenwechsels ist, dass bei der Iteration der kano-
nischen Transformationen direkt an den neuen Wirkungenω̂ abgelesen werden
kann, ob sie zur diophantischen TeilmengeΩγ,τ (siehe (37.5)) gehören.

Wir setzenτ := n und nennen die diophantische Teilmenge der MengeΩ
unserer Frequenzen einfachheitshalber

Ωγ := Ωγ,τ ∩ Ω.

Die Stör-HamiltonfunktionH1 sei glatt aufG × Tn, alsoH1 = H1 ◦ Ψ ∈
C∞(Ω × Tn).

38.2 SatzUnter den obigen Bedingungen existiert einε0 > 0, sodass für|ε| <
ε0 ein DiffeomorphismusTε auf dem PhasenraumΩ × Tn existiert, der auf der
Teilmenge

Ω√
ε × Tn ⊂ Ω × Tn

die Hamiltonschen Differentialgleichungen in die Form

d

dt
ω̂(t) = 0 ,

d

dt
ϕ(t) = ω̂(t) (38.1)

transformiert. Das Lebesgue-Maß dieser Teilmenge ist fürkleine Störungenn groß:

λ
(
Ω√

ε

)
= λ(Ω) ·

(
1 −O(

√
ε)
)

(falls Ω eine berandete Mannigfaltigkeit ist).

38.3 Bemerkungen • Die Gleichungen (38.1) sind integrabel und haben die
Lösungen

ω̂(t) = ω̂(0) , ϕ(t) = ϕ(0) + ω̂(0)t (mod 2π) (t ∈ R).

• Ωγ hat die Form einer Cantormenge.

• Über die ’resonanten Tori’, d.h. das Komplement vonΩ√
ε × Tn, wird im

Satz nichts ausgesagt. Dort können die Tori überleben (wennHε integrabel
ist) oder sich durch die Störung auflösen, siehe Abb.59.
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Abbildung 59: Phasenraumportrait eines Hamiltonschen Systems mit zwei Frei-
heitsgraden, mit ineinander geschachtelten KAM-Tori (aus[AM])

A Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

In zahlreichen physikalischen Anwendungen der Analysis wird über Unterman-
nigfaltigkeitendesRn, insbesondere desR3 integriert, z.B. zur Bestimmung

- des durch eine von einer Leiterschleife berandete Flächedringenden ma-
gnetischen Flusses

- der entlang eines Weges aufgewandten Energie etc.

Um solche Integrationen durchzuführen, ist der Kalkül der Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten entwickelt worden.

Dieser Kalkül lässt aber auch dengeometrischen Gehaltphysikalischer Theo-
rien wie Klassische Mechanik, Elektrodynamik oder Allgemeine Relativitätstheo-
rie klar hervortreten (die Maxwellschen Gleichungen beispielsweise lassen sich
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mit Differentialformen alsdF = 0, δF = j schreiben). Eine gute Einführung gibt
das Buch [Ar2] von Arnol’d.

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie deräußeren Formen, denn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

A.1 Äußere Formen

A.1 Definition Es seiE einn–dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
ϕ : E × . . . × E → R heißtmultilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
d.h. fürλ ∈ R undxi, x

I/II
j ∈ E

ϕ(x1, . . . , xj−1, λxj , xj+1, . . . , xk) = λϕ(x1, . . . , xk)

und

ϕ(x1, . . . , xj−1, x
I
j + xIIj , xj+1, . . . , xk)

= ϕ(x1, . . . , x
I
j , . . . , xk) + ϕ(x1, . . . , x

II
j , . . . , xk).

Genauer spricht man von einerk–linearenAbbildung

Auf E := Rn mit Standardbasise1, . . . , en ∈ E bezeichneα1, . . . , αn ∈ E∗ die
Dualbasis(d.h.αi(ej) = δij).

A.2 Beispiel 1. k = 1. Dann istϕ eineLinearformaufE, und fürϕ 6= 0 ist
ϕ−1(0) ⊂ E ein Unterraum der Dimensionn− 1.

2. k = 2, E := Rn mit innerem Produkt〈·, ·〉.
FürA ∈ M(n,R) ist ϕ : E × E → R, ϕ(x, y) := 〈x,Ay〉 eineBilinear-
form. Sie heißt(anti)symmetrisch, wennϕ(x, y) = ±ϕ(y, x) (x, y ∈ E).

3. k = n, E = Rn. ϕ(x1, . . . , xn) := det(x1, . . . , xn) (xi ∈ E) heißtDeter-
minantenform. Sie gibt das orientierte Volumen des vonx1, . . . , xn aufge-
spannten Parallelotops an.

Offensichtlich können wir zweik–lineare Abbildungenϕ1, ϕ2 addieren, indem
wir

(ϕ1 + ϕ2)(x1, . . . , xk) := ϕ1(x1, . . . , xk) + ϕ2(x1, . . . , xk)
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setzen und einek–lineare Abbildungϕ mit λ ∈ R multiplizieren

(λϕ)(x1, . . . , xk) := λ(ϕ(x1, . . . , xk)).

Damit wird die MengeLk(E,R) derk–linearen Abbildungen inR zu einemR–
Vektorraum.

A.3 Definition Es seiE ein n–dimensionalerR–Vektorraum. Dann heißtϕ ∈
Lk(E,R) äußerek–Form, wenn sieantisymmetrischist, d.h.

ϕ(x1, . . . , xi, . . . , xl, . . . , xk) = −ϕ(x1, . . . , xl, . . . , xi, . . . , xk), (x1, . . . , xk ∈ E).

Der Raum der äußerenk–Formen wird mitΩk(E) ⊂ Lk(E,R) bezeichnet.

A.4 Beispiel 1. Ω
1(E) = L1(E) ∼= E∗.

2. (x, y) 7→ 〈x,Ay〉 definiert eine äußere2–Form aufRn genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzigen–Form.

A.5 Definition Dasäußere Produktvonω1, . . . , ωk ∈ Ω
1(E) wird durch

ω1 ∧ . . . ∧ ωk(x1, . . . , xk) := det




ω1(x1) . . . ωk(x1)

...
...

ω1(xk) . . . ωk(xk)





(x1, . . . , xk ∈ E) definiert.

Offensichtlich istω1 ∧ . . . ∧ ωk einek–Form, also inΩk(E).
Insbesondere ist damit

αi1 ∧ . . . ∧ αik ∈ Ω
k(E).

Diese äußere Form stimmt bis auf Vorzeichen mit derjenigenüberein, bei der
i1, . . . , ik aufsteigend geordnet sind und ist genau dann6= 0, wenn alle Indizes
voneinander verschieden sind.

Wir können nun jedek–Formω ∈ Ω
k(Rn) eindeutig als Linearkombination

ω =
∑

1≤ii<...<ik≤n
ωi1...ikαi1 ∧ . . . ∧ αik
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mit ωi1...ik := ω(ei1 , . . . , eik) ∈ R darstellen. Fürdim(E) = n ist daher

dim
(
Ω
k(E)

)
= ( nk ) .

DasProduktderk–Formω mit einerl–Form

ψ =
∑

1≤j1<...<jl≤n
ψj1...jlαj1 ∧ . . . ∧ αjl

wird nun als

ω ∧ ϕ :=
∑

1≤i1<...<ik≤n

∑

1≤j1<...<jl≤n
ωi1...ikψj1...jlαi1 ∧ . . . ∧ αik ∧ αj1 ∧ . . . ∧ αjl

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen einir = js ist, sind gleich Null,
dennαl ∧ αl = −αl ∧ αl = 0. Die anderen Summanden tragen zu der äußeren
Formω ∧ ψ ∈ Ω

k+l(Rn) bei.
Offensichtlich ist das äußere Produktassoziativ, d.h.(ω∧ψ)∧ρ = ω∧(ψ∧ρ).

Weiter gilt für einek–Formω und einel–Formψ

ω ∧ ψ = (−1)k·lψ ∧ ω,

denn wir müssenk · l–mal1–Formen kommutieren, um von der einen zur anderen
Form zu gelangen.

A.6 Beispiel Symplektische Formauf demR2n

ω :=
n∑

i=1

αi ∧ αi+n ∈ Ω
2(R2n)

Fürn = 2 ergibt sich
ω = α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4,

also

ω ∧ ω = (α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4) ∧ (α1 ∧ α3 + α2 ∧ α4)

= α1 ∧ α3 ∧ α1 ∧ α3︸ ︷︷ ︸
0

+α2 ∧ α4 ∧ α1 ∧ α3

+α1 ∧ α3 ∧ α2 ∧ α4 + α2 ∧ α4 ∧ α2 ∧ α4︸ ︷︷ ︸
0

= (−1)3α1 ∧ α2 ∧ α3 ∧ α4 + (−1)1α1 ∧ α2 ∧ α3 ∧ α4

= −2α1 ∧ α2 ∧ α3 ∧ α4.
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Die symplektische Formω hat eine Schlüsselrolle in der Klassischen Mechanik.
Dort bezeichnet man die Koordinatenx1 . . . xn als Impulskoordinaten, die Koor-
dinatenxn+1 . . . x2n als Ortskoordinaten.

A.7 Beispiel Wir betrachten einen Vektorv =
(
v1
v2
v3

)
= v1e1 + v2e2 + v3e3 des

R3. Bisher haben wir bei unserer Betrachtung das innere Produkt nicht erwähnt
und auch nicht benutzt. Jetzt benutzen wir das kanonische innere Produkt und
bemerken, dass durch

ω1
v(w) := 〈v, w〉 = v1w1 + v2w2 + v3w3 (w ∈ R3)

dem Vektorv die1–Formω1
v ∈ Ω

1(R3) zugeordnet wird.
Ähnlich wird v die2–Formω2

v ∈ Ω
2(R3),

ω2
v(x, y) := det(v, x, y) (x, y ∈ R3)

zugeordnet. Wir finden

ω1
v = v1α1 + v2α2 + v3α3 und ω2

v = v1α2 ∧ α3 + v2α3 ∧ α1 + v3α1 ∧ α2.

Das äußere Produkt zweier so gewonnener1–Formen ergibt

ω1
v ∧ ω1

w = (v1α1 + v2α2 + v3α3) ∧ (w1α1 + w2α2 + w3α3)

= (v1w2 − v2w1)α1 ∧ α2 + (v2w3 − v3w2)α2 ∧ α3

+(v3w1 − v1w3)α3 ∧ α1

= ω2
v×w.

Wir haben auf diese Weise dasKreuzproduktzweier Vektoren imR3 gewonnen.

A.8 Satz Die Vektorenω1, . . . , ωk ∈ E∗ sind genau dann linear abhängig, wenn
ω1 ∧ . . . ∧ ωk = 0.

Bew.:

• Wenn sie linear abhängig sind, können wir einen Indexi ∈ {1, . . . , k} mit
ωi =

∑k
l=1
l 6=i
clωl finden. Damit gilt aber

ω1 ∧ . . . ∧ ωk =

k∑

l=1
l 6=i

clω1 ∧ . . . ∧ ωl ∧ . . . ∧ ωk = 0,

denn in jedem Summanden kommtωl doppelt vor.
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• Andernfalls können wir die Vektoren zu einer Basis

ω1, . . . , ωn mit n := dim(E∗)

ergänzen, sodassω1∧ . . .∧ωn 6= 0 ist. Dann ist aber auchω1∧ . . .∧ωk 6= 0.

2

A.9 Definition Der reelle VektorraumΩ∗(E) :=
⊕dim(E)

k=0 Ω
k(E) (mit Ω0(E) :=

R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation heißt dieäußereoder
GrassmannalgebräuberE.

A.10 Bemerkungen • dim(Ω∗(E)) = 2dim(E), denn
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n.

• Es gilt für beliebigek, l ∈ N0, dass fürω ∈ Ω
k(E), ϕ ∈ Ω

l(E) ω ∧ ϕ ∈
Ω
k+l(E), aber

• für m > dim(E) ist dim(Ωm(E)) = 0.

A.11 Definition Für eine lineare Abbildungf : E → F endlich dimensionaler
R– Vektorräume undω ∈ Ω

k(F ) heißt die durch

f ∗(ω)(v1, . . . , vk) := ω(f(v1), . . . , f(vk))

definiertek–Formf ∗(ω) dieZurückziehung(engl.pull-back) vonω mit f .

Es gilt offensichtlichf ∗(ω) ∈ Ω
k(E), dennf ∗(ω) ist k–linear und antisymme-

trisch.

A.12 Satz 1. Die Abbildungf ∗ : Ω
k(F ) → Ω

k(E) ist linear.

2. Fürg ∈ L(F,G) ist (g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗.

3. Fürf = IdE ist f ∗ = IdΩ∗(E).

4. Fürf ∈ GL(E,F ) ist (f ∗)−1 = (f−1)∗.

5. f ∗(α ∧ β) = f ∗(α) ∧ f ∗(β).

Bew.:

1.
√
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2. (g ◦ f)∗α(v1, . . . , vk) = α(g ◦ f(v1), . . . , g ◦ f(vk)) =
= g∗α(f(v1), . . . , f(vk)) = f ∗ ◦ g∗α(v1, . . . , vk)

3.
√

4. folgt aus 2. und 3.

5. Hausaufgabe 2

A.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen auf Mannigfaltigkeiteneinführen, und zwar
zunächst auf offenen TeilmengenU ⊂ Rn. Dieser Spezialfall beschreibt das Ver-
halten einer allgemeinen Differentialform auf einem Kartengebiet.

EineDifferentialformω aufU ist eine von Ort zu Ort variierende äußere Form,
deren Variation wir als glatt voraussetzen.

Wir schreiben eine allgemeinek–Formω in der Gestalt

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∈ Ωk(U),

wobei dieωi1...ik ∈ C∞(U,R) sind und diedxi den Koordinatenfunktionenxi :
Rn → R zugeordnete1–Differentialformen sind (dxi ∈ Ω1(Rn)). (Dabei wollen
wir den Raum der äußerenk–Formen ab jetzt zur Unterscheidung mit einem nicht
fettenΩ schreiben.)

Die dxi sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeldv : Rn → Rn definiert und
dxi(v)(y) := vi(y). 1–Differentialformen machen also aus Vektorfeldern Funktio-
nen und fürk Vektorfelderv(l) : U → R ist für ω ∈ Ωk(U)

ω(v(1), . . . , v(k)) :=
∑

1≤i1<...<ik≤k
ωi1...ik · det




dxi1(v

(1)) . . . dxik(v
(1))

...
...

dxi1(v
(k)) . . . dxik(v

(k))





definiert. Das Ergebnis ist eine reelle Funktion auf demRn.
Die Rechenregeln übertragen sich von den äußeren Formen auf die Differen-

tialformen.
Auf Ω∗(U) =

⊕n
k=0 Ωk(U) betrachten wir jetzt denDifferentialoperatord,

der durch

• df :=
∑n

i=1
∂f
∂xi
dxi für Funktionenf ∈ C∞(U,R) =: Ω0(U)
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• unddω :=
∑

1≤i1<...<ik≤n dωi1...ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik für k–Formen

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

definiert ist.d verwandelt einek–Form also in eine(k + 1)–Form.

A.13 Definition d : Ω∗(U) → Ω∗(U) heißtäußere Ableitung.

A.14 Beispiel 1. ω ∈ Ω1(Rn), ω := x2dx1

dω = dx2 ∧ dx1 = −dx1 ∧ dx2.

2. Fürω = ω1dx1 + ω2dx2 + ω3dx3 ∈ Ω1(R3) ist

dω = (dω1) ∧ dx1 + (dω2) ∧ dx2 + (dω3) ∧ dx3

=

(
∂ω2

∂x1
− ∂ω1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

(
∂ω3

∂x2
− ∂ω2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3

+

(
∂ω1

∂x3

− ∂ω3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1.

3. Fürω = ω12dx1 ∧ dx2 + ω23dx2 ∧ dx3 + ω31dx3 ∧ dx1 ∈ Ω2(R3) ist

dω =

(
∂ω12

∂x3
+
∂ω23

∂x1
+
∂ω31

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

4. Fürω ∈ Ω3(R3) ist dω = 0.

A.15 Satz d ist eineAntiderivation , d.h. fürα ∈ Ωk(U) und β ∈ Ωl(U) ist
d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ dβ.

Bew.: Wegen der Linearität vond genügt es, diese Gleichung für Monomeα :=
f dxi1 ∧ . . . ∧ dxik︸ ︷︷ ︸

α̃

, β := g dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl︸ ︷︷ ︸
β̃

, f, g ∈ C∞(Rn,R) zu beweisen.

Es gilt d(α ∧ β) = d(f · g)α̃ ∧ β̃ = ((df)g + f(dg))α̃ ∧ β̃ = (df)α̃ ∧ gβ̃ +
(−1)kfα̃ ∧ (dg)β̃ = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ. 2

A.16 Satz dd = 0.
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Bew.:

• Fürf ∈ Ω0(U) istddf = d
(∑n

i=1
∂f
∂xi
dxi

)
=
∑n

i=1

∑n
l=1

∂2f
∂xl∂xi

dxl∧dxi =
∑

1≤r<s≤n

(
∂2f

∂xr∂xs
− ∂2f

∂xs∂xr

)
dxr∧dxs = 0, da wir wegen der Glattheit von

f die partiellen Ableitungen vertauschen können.

• Fürω =
∑
ωi1...ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∈ Ωk(U) ist

ddω =
∑

(ddωi1...ik︸ ︷︷ ︸
0

) ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = 0. 2

Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

A.17 Definition Es seienU ⊂ Rm, V ⊂ Rn offen undϕ =




ϕ1
...
ϕn



 : U → V

glatt. DieZurückziehung (pull-back)ϕ∗ω von

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∈ Ωk(V )

ist durch
ϕ∗ω =

∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ik ◦ ϕ · dϕi1 ∧ . . . ∧ dϕik

definiert.
Der Pull-back ist also einek–Form aufU ⊂ Rm.

ϕ∗ω −→ ω
ϕ

U V

A.18 Beispiel ϕ : R+ × (0, 2π) → R2, ϕ =
(
ϕ1

ϕ2

)
,

{
ϕ1(r, ψ) = r cosψ
ϕ2(r, ψ) = r sinψ

.

Es soll die2–Formω = fdx1 ∧ dx2 zurückgezogen werden. Mit̃f := f ◦ ϕ,
also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktionf , ergibt sich wegen

dϕ1 = dr cosψ − r sinψdψ,

dϕ2 = dr sinψ + r cosψdψ

ϕ∗ω = f̃dϕ1 ∧ dϕ2 = f̃ r(cos2 ψ + sin2 ψ)dr ∧ dψ = f̃ r dr ∧ dψ.
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A.19 Satz ϕ∗d = dϕ∗

Bew.: Durch Anwendung der Kettenregel:

dϕ∗(fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik) = d((f ◦ ϕ) · dϕi1 ∧ . . . ∧ dϕik)
= d(f ◦ ϕ) ∧ dϕi1 ∧ . . . ∧ dϕik .

Andererseits ist

ϕ∗d(fdxi1 ∧ . . . ∧ dxik) = ϕ∗

(
n∑

l=1

∂f

∂xl
dxl ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

)

=

n∑

l=1

∂f

∂xl
◦ ϕdϕl

︸ ︷︷ ︸
d(f◦ϕ)

∧dϕi1 ∧ . . . ∧ dϕik .

2

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismenϕ sehen wir, dass die äußere Ablei-
tung unabhängig vom verwendeten Koordinatensystem definiert ist.

A.3 Integration von Differentialformen

Wir integrieren zunächstn–Formen auf demRn und danachk–Formen aufk–
dimensionalen Flächen imRn.

A.20 Definition Es seiU ⊂ Rn offen undω ∈ Ωn(U) habe kompakten Träger
(d.h. fürω = fdx1 ∧ . . . ∧ dxn ist f(x) = 0 außerhalb eines Kompaktums inU).

Wir setzen dann ∫

U

ω :=

∫

U

f(x)dx1 . . . dxn.

A.21 Satz Es seiϕ : V → U ein Diffeomorphismus, mitdet(Dϕ) > 0. Dann gilt
∫

V

ϕ∗ω =

∫

U

ω.

Bew.: WegenA.5 ist
∫
V
ϕ∗ω =

∫
V
f ◦ ϕ · det(Dϕ) · dx1 ∧ . . . ∧ dxn, und wegen

der Orientierungserhaltung entspricht dies genau der Transformationsformel. 2

Wir sehen insbesondere, dass das Integral über diek–Form nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhängt.
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Betrachten wirdx1 ∧ . . . ∧ dxn als die Standard-Volumenform auf demRn,
dann können wir

∫
U
ω auch als Integral derFunktionf überU auffassen.

Weil wir als nächstes Funktionen überk–dimensionale Flächen imRn inte-
grieren wollen, müssen wir uns zunächst über die Standard-Volumenform klar
werden. Es seiU ⊂ Rk offen und

ϕ : U → Rn

eine glatte Abbildung mitDϕ(x) vom Rangk.ϕ parametrisiert diek–dimensionale
FlächeV := ϕ(U) ⊂ Rn.

Gesucht ist nun einek–Formω ∈ Ωk(U), für die für jede inV offene Teil-
mengeV ′ ⊂ V ∫

ϕ−1(V ′)

ω

die Fläche vonV ′ beschreibt. Drei vernünftige Forderungen anω sind, dass

• V ′ := (0, 1)k × {0}n−k ⊂ Rn die Fläche1 besitzt.

• sich unter einer orthogonalen TransformationO ∈ O(n) die Fläche vonV ′

nicht ändert und ebenso unter Translationen.

• sich bei VereinigungV ′∪̇V ′′
disjunkter FlächenV ′, V

′′
die Flächeninhalte

addieren.

Diese Forderungen werden von

ω :=
√

|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxk
erfüllt, wobei die symmetrischek × k–Matrix g durch

g = (Dϕ)t(Dϕ)

definiert ist. DaDϕ nicht degeneriert ist, giltg(x) > 0 für allex ∈ U , die Matrix
ist also positiv definit.g heißtmetrischer Tensor, und|g| bezeichnetdet(g).

Ist beispielsweiseψ : U → Rn durchψ = O ◦ϕmitO ∈ O(n) gegeben, dann
gilt

gij(x) =

n∑

l=1

∂ψl
∂xi

∂ψl
∂xj

=

n∑

l,s,t=1

Ols
∂ϕs
∂xi

Olt
∂ϕt
∂xj

=
n∑

s,t=1

δst
∂ϕs
∂xi

∂ϕt
∂xj

=
n∑

s=1

∂ϕs
∂xi

∂ϕs
∂xj

.
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Wir können eine Funktionf : V → R integrieren, indem wir das Integral
∫

U

f ◦ ϕ · ω

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veränderung der Parametrisie-
rung.

A.4 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

A.22 Definition Eine Differentialformω auf der MannigfaltigkeitM mit Atlas
{(Ui, ϕi) | i ∈ I} ist eine Familie von Differentialformen

ωi ∈ Ω∗(Vi) , Vi := ϕi(Ui) ⊂ Rn (i ∈ I),

die in folgendem Sinn kompatibel sind: Füri, j ∈ I ist Vij := ϕi(Ui ∩ Uj) ⊂ Vi
Definitionsbereich des Kartenwechsels

ψij := ϕj ◦ ϕ−1
i �Vij

: Vij → Vji.

Es gelte nun
ψ∗
ij(ωj�Vji

) = ωi�Vij
(i, j ∈ I).
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Satz

Arnol’d 129
Asymptotische Vollständigkeit90
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