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Einleitung

Die Einfiihrung in die klassische Mechanik beschéftigte sich mit der Dynamik von Massepunk-
ten oder starren Korpern, deren Bewegung durch wenige diskrete Freiheitsgrade beschreibbar
ist. Selbst im Falle von vielen wechselwirkenden Teilchen besitzt das mechanische System eine
abzdhlbare Menge von Freiheitsgraden. In der Vorlesung iiber Kontinuumsmechanik erweitern
wir unser Konzept auf die Dynamik von elastischen Korpern, Fliissigkeiten und Gasen. Obwohl
vom mikroskopischen Standpunkt all diese Systeme aus Atomen (Massepunkten) bestehen, er-
weist es sich als sinnvoll, von abzéhlbaren, diskreten zu einer kontinuierlichen Menge von Frei-
heitsgraden iiberzugehen, wenn wir uns fiir Lédngenskalen interessieren, die weit iiber denjenigen
der Atome liegen. In natiirlicher Weise werden dann makroskopische Begriffe wie Dichte, Druck,
Spannung usw. eingefiihrt.

Vom Massepunkt zum Kontinuum

Wir betrachten eine eingespannte elastische Saite, die wir zunéichst vom mikroskopischen Stand-
punkt her als eine Kette von identischen Massepunkten beschreiben, die durch gespannte Federn
miteinander verbunden sind.

Abb. I

Die Auslenkung des i-ten Massepunktes wird durch den Vektor i ; bezeichnet, den wir in einen
longitudinalen (entlang der Saite) und transversalen (senkrecht auf die Saite) Teil aufspalten
konnen:

Ui = (Ugi, U 15) - (1)

T:%ZﬁQ 2)

mit m als Masse der einzelnen Massepunkte. Die Gleichgewichtslage des i-ten Massenpunktes ist
x; = is. Die Positionen i = 0 und ¢ = N sind fixiert (z9 = 0 und xx = Ns = [). Die potentielle

Energie ist gegeben durch
K
V= Z Z 7“(“m+1 - uw’)z (3)
H=Z,Y,z i
wobel @o = 4y =0, weil die Aufhéngepunkte fixiert sind, und K, = K, K, = K, = K’ < K.
Wir verwenden nun die Lagrange-Formulierung, L =T — V. Die Bewegungsgleichungen fiir u, ;
folgen aus den Euler-Lagrange-Gleichungen:

0L d oL
N ﬁum dt 3’L'LM7Z' a

Die kinetische Energie ist dann

0

K,u(u,u,i—i—l — QUIM‘ + uw_l) — mi‘tlm (4)

Dies ergibt ein gekoppeltes lineares Differentialgleichungssystem.

Nun fithren wir den entscheidenden Ubergang durch, der uns die Beschreibung dieser Kette als
elastische Saite, ein kontinuierliches Medium, erlaubt. Wir betrachten nidmlich den Grenzfall
N — 00, wobei Ns = [ fixiert bleibt. Damit kommen sich die Massepunkte immer niher und



wir betrachten @; = @ (x) mit x als kontinuierlichem Index der Position auf der Saite (Position
eines Léngenelements [z, x + dx]). Dies fithrt auf:

Up,itt — Ui Oup(2) Upie1 = 2+ upio 0Py (x)
. = 5 und 2 - a2 (5)
Aus der Auslenkung @, der Massepunkte ist nun ein Auslenkungsfeld # (z) geworden. Zudem
fiihren wir noch das Grenzverhalten fiir die Masse und die Federkonstante ein: m — sp und

K — K/s (K' — K'/s) mit p und K als s-unabhiingigen Konstanten. Damit lautet die obige

Bewegungsgleichung dann

Puu()  p Puula)
0z _Z ot? =0 (6)

Die Randbedingungen sind nun u,(z = 0) = u,(x =1) = 0.
Die Saite wird zum kontinuierlichen elastischen Medium mit p als Massendichte und der Elasti-
zititskonstanten K, K':

T_mz—"?_)p/d 9u i V_Z&( - )ZHZK‘/d Fuy i
RSN AT ik L T i — 2 ) Yo ) -
(7)

Das entsprechende Lagrange-Funktional ist

L_T—V—/dmﬁ(atﬁ,axﬁ)—/dx [’2’ <W>2—§<W>2—§(Wﬂ ,
(8)

wobei verwendet wurde, dass s) , — [dz und £ die Lagrange-Dichte ist. Die entsprechende
Euler-Lagrange-Gleichung ergibt dann (6):
oL 4 o a4 _oc
ou dexd(0,u) dtd(ou)

~0. 9)

Die Gleichung (6) entspricht einer Wellengleichung mit der Wellengeschwindigkeit ¢; = 1/ K /p

bzw. ¢, = 1/K'/p je nach Schwingungsrichtung (Polarisation). Wir benétigen Anfangsbedin-
gungen fiir das Auslenkungsfeld:

ou

(z,t=10) = f(z) und n

£

(z,t =0) = g(z), (10)

wobei f () und §(z) den Randbedingungen bei = 0 und [ Rechnung tragen.
Die Bewegungsgleichung ldsst sich durch Variablenseparation l6sen, d.h. wir machen den Ansatz
U (z,t) = A(z)B(t). Daraus resultieren die separaten Gleichungen

DA, + kA, =0 0/B+w’B=0 mit w=c,k. (11)

Die Losungen fiir A ergeben sich zusammen mit der Randbedingung. Wir unterscheiden hier
zwischen der longitudinalen (A,) und den beiden transversalen Schwingungen (A | ) mit ¢, = ¢
bzw. ¢, . = c| . Longitudinale und transversale Schwingungen besitzen unterschiedliche Wellen-
geschwindigkeiten (¢; > ¢} ).

E(m)zjnsinknm mit kn:@ ,nm=1,2,3...,
l (12)

B(t) = Biy, cos wpyt + Bay sinwy,,t mit  wy, = cuky .

Beachte, dass fiir diese Losung gilt A (0) = A (I) = 0. Der Wellenvektor k, und der Polarisati-
onsvektor A, definieren eine Normalmode oder Eigenschwingung der Saite. Dies sind stehende



Wellen der an beiden Enden fixierten Saite - eine Uberlagerung zweier entgegensetzt laufender
Wellen e*#n% — sink,z = (e — ¢~#n®)/2; FEine allgemeine Schwingung lisst sich durch
Uberlagerung der Normalmoden beschreiben:

o
i (x,t) = Z sin k,x { Cin oS Wyt + Co, sinwn”t} , (13)

n=1

wobei die Koeffizienten durch die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sind, da wir f (z)
und ¢ (z) eindeutig in ihren Fourier-Komponenten zerlegen kénnen:

L > - 2 [ S
f(l‘)zzclnsmkniﬁ = C’m:l/d:z: f(x)sink,x
n=1 0
(14)
- 5 . 2
g(x) = anuCQn sink,z = Cop =

N lwny

l
/ dx g(z)sink,x .
0

n=1

Wir erweitern diese Formulierung nun noch um einen Zusatzterm fiir dussere Kréfte in der
potentiellen Energie:

v=[a S K (0) gy 1)
N u 2 \ Ox '
Im statischen Fall, d.h. keiner Zeitabhéingigkeit, muss das Auslenkungsfeld folgende (Euler-
Lagrange-) Gleichung erfiillen:

0 Ouy

——— =—F, . 16

Max ox M(x) ( )

Wir betrachten ein einfaches Beispiel: eine Kraft in z-Richtung greift an einem Punkt zwischen

x=0und ! an: F,(x) = Fé(x — a); die Saite ist an beiden Enden fixiert. Die Losung der obigen
Gleichung liefert in den Bereichen [0, a] und Ja, [] lineare Losungen der Form

Az 0<z<a
uy(r) = (17)
Bl—z) a<zx<lI

Diese Losung muss bei = a verbunden werden mit der Bedingung, dass die Saite stetig sein
muss, und es gilt ferner

ate .9 Ou - [ Ou du
= dr |K,——— + F, =K, = - == F 1
0 /a5 ) [ o ox (x)} { 0 |45 O aa} i ()
mit & — 04. Daraus folgen fiir A und B die Gleichungen
a-lzael
F LK.
Aa=B(l —a) und B+A=— = (19)
K, B a F




Es wirken auch Krifte von der Wand auf die Saite. Diese ergeben sich auch aus der Gleichung
(16). Es gilt u,(z) = 0 in der Wand, so dass die Kraft P, die die Wand auf die Saite ausiibt,
gegeben ist durch

8uu ~ 82,6#

Pula=0 = =Ky O - und - Fylo—y = K, or - (20)
Daraus folgt
l—a a
P,|y—0 = —F und  P,l,— = _Ff = Plp=0+ Pi|om =—F, (21)

d.h. diese Kréfte halten der angelegten Kraft F' entgegen, so dass die Saite statisch ist.

In der Kontinuumsformulierung lédsst sich also sowohl das statische als auch das dynamische
Verhalten der Saite beschreiben. Im Folgenden werden wir die hier angedeuteten Begriffe allge-
meiner einfithren und erweitern.



Kapitel 1

Elastische Medien

In diesem Kapitel fithren wir die wesentlichen Begriffe ein, die wir fiir die Beschreibung der
elastischen Medien bené6tigen.

1.1 Deformationstensor

Fiir die Dynamik des Korpers spielt die elastische Deformation eine wichtige Rolle. Ein elasti-
scher Korper kann unter dusserem Einfluss sowohl seine Form als auch sein Volumen &ndern.
Wir werden diese Deformation jetzt allgemein durch den Deformationstensor (englisch: strain
tensor) charakterisieren.

Z
undeformiert
o da

r —_—

ar .

u ar’

r deformiert
r
X
Abb. 1.2

Im undeformierten Korper identifizieren wir jedes Volumenelement durch den Vektor #, der
seiner Position im undeformierten Zustand entspricht. Die Position des Volumenelements 7
nach der Deformation ist gegeben durch 7/ = 7 + @ (7) wobei der Auslenkungsvektor
eine stetige und eindeutige Funktion von 7 ist. Die Stetigkeit entspricht der Bedingung, dass
der elastische Korper nirgends zerreisst. Wie dndert sich der Abstand zweier nahe beieinander
liegenden Punkte (7, 7 + d7) mit der Deformation?

A7’ —di? = doldx — dede; = (dog + dug)(da; + du;) — daeda;

ou; ou; (1.1)
wodurch wir den Deformationstensor definiert haben:
1 8u1 6uj 811,[ 811,[
i == — . 1.2
A (8a:j * Ox;  Ox; Ox; (1.2)



Beachte dass €;; = €;;. Wir verwenden hier bei Summen die Einstein-Konvention ), a;b; = a;b;,
indem wir iiber doppelt auftretende Indizes summieren.
In den meisten Fillen sind Deformationen klein, d.h. du;/0z; < 1, so dass wir in guter Naherung

schreiben konnen,
1 6u, an
== . 1.3
€ 2 (83;] + 83:1) ( )

Starre Rotation: Der Deformationstensor ¢€;; ist der symmetrische Teil des Tensors du;/0x;:

Oui _ 1 (0ui Ouj\ 1 (0u Ouj\ _
Or; 2 <8xj " 3:1:i> T3 <(9xj 3a:z'> =t Dy -

mit D;; als antisymmetrischem Anteil. Damit definieren wir den Vektor D durch

1 1 ou;  Ou; 1 ou; =
Dk:5k;ijDij:5kij( ) u]) = Yoo p=-

_duy 1 oui Voxi. (15
2 4 a$]’ 83:1 2€kzj al'j xu ( )

1
2

D (7) beschreibt eine starre Rotation (beinhaltet keine weitere Deformation, wie etwa Volu-
menédnderung) in der Umgebung von 7 um die Achse # = D /| D|. Betrachte den Fall einer

—

Rotation um einen kleinen Winkel § < 7w bei 7 =0 mit § =0n:

Vxid=46. (1.6)

N

PP+l x7 = d(f)=0x7 = D=-

Hauptachsenform: Betrachten wir nun die Bedeutung des Deformationstensors €;;. Da €;; symme-
trisch ist, konnen wir ihn an jedem Punkt @ durch Koordinationtransformation in Diagonalform
oder Hauptachsenform bringen:

€D 0 0
€ij — 0 6(2) 0 (1.7)
0 0 €®

mit den orthogonalen Eigenvektoren €'1 2 3. Jede Deformation kann daher durch drei unabhéngige
Dehnungen bzw. Stauchungen beschrieben werden:

cl:L‘;2 = (1 + 2¢9)da? (1.8)

In diesen Hauptachsenrichtungen entspricht die Deformation linearen Langenénderungen.

Volumenerhaltende Scherung: Wenden wir uns den Winkeldnderungen zu: Wir wihlen im unde-

formierten Korper bei 7 zwei orthogonale Richtungen, d#(") L d#®). Dann folgt

dr'Vda'? = (85 + 2¢i5)daNda?) = 26;5dxlV dx?) (1.9)
wobei verwendet wurde, dass d:vz(l)deQ) = 0. In linearer Ordnung im Deformationstensor gilt
dz'Vdz'® dzVdz?
cosfm — bt =g — I (1.10)
|d7D||d 73] |d7D||d 73]
Betrachten wir den Fall einer einfachen Scherung (Abb. 1.3)
0 €12 0
d7®M =1d7W|(1,0,0), dFf® =|d7@](0,1,0) und €= e2 0 0 (1.11)
0 0 0

10



df (&)

cosf = cos(m/2 — ¢) =sin¢g = 2€12 & ¢ (1.12)
Diese Deformation erhilt das Volumen.

Formerhaltende Volumendnderung: Eine Deformation, die das Volumen des elastischen Korpers
lokal dndert, ergibt sich aus

dV' —dV = dxdzhdaly — dridredrs = {(1+ €11)(1 + €22)(1 + €33) — 1} dwydzadrs
(1.13)

IS {611 + €90 + €33}d$1d$2d$3 = %dxld$2d$3 = 6 T d.TldI‘QdSUg s

so dass die Volumendilatation © = dvc;%dv =V q= €rxr. Die Richtungen 1, 2 and 3 stehen
senkrecht aufeinander. Beachte, dass die Volumenédnderung durch die Spur €, des Deformati-

onstensors gegeben ist. Daher sind spurfreie Deformationen volumenerhalten wie in (1.11).

Wir konnen daher den Deformationtensor in einen volumenerhaltenden und einen formerhalten-
den Teil aufspalten:

1 ) 1
€ij = 65;)) + g@ém mit 61(;]) = €5 — géijekk . (1.14)

Der volumenerhaltende Tensor ez(?) hat eine verschwindende Spur eg,? =0 (ﬁ -4 =0).
Deformationsellipsoid: Eine einfache Veranschaulichung einer Deformation ergibt sich mit fol-

gender geometrischer Betrachtung. Wir definieren mit

(5ij — eij)xi:cj =1 (1.15)

eine Flache im dreidimensionalen Raum. Der undeformierte Korper entspricht der Einheitskugel,
wihrend jede Deformation im allgemeinen ein Elipsoid ergibt. Die Deformation eines elastischen
Korpers ist analog zur Deformation der Kugel. Die formgetreue Deformation entspricht einfach
der Anderung des Kugelradius. Volumenerhaltend hingegen sind Deformationen in ein Elipsoid
mit dem gleichen Volumen wie die Einheitskugel (47/3).

1.2 Spannungstensor

Wir gehen aus von einem undeformierten elastischen Korper auf den keine Kréfte wirken. Wenn
er durch eine dussere Einwirkung deformiert wird, existieren intern Spannungen, d.h. Krifte
zwischen benachbarten Volumenelementen. Betrachten wir die Kraft, die auf ein bestimmtes
Teilvolumen AV des Koérpers wirkt, so kénnen wir dies durch das Raumintegral

ﬁAV:/ Fdv . (1.16)
AV

11



ausdriicken. Im Teilvolumen intern wirkende Kréfte heben sich wegen “actio = reactio” weg
und kommen in dieser Kraftbilanz nicht vor. Nur die Kréfte, die von der Umgebung auf das
Teilvolumen wirken, sind in F Ay enthalten. Diese Krifte wirken auf die Oberfliche OAV von
AV. Wir definieren daher einen Tensor o;; mit

Favi = j{ oikdf (1.17)
AV

wobei o dfy, der i-ten Komponente der auf dem Oberfliichenelement d f (|| 7 Normalvektor)
angreifenden Kraft entspricht. Dabei kénnen wir die Kraft in eine Normalkomponente und in
Parallelkomponenten aufspalten. Wir verwenden nun den Gauss’schen Satz der Vektoranalysis
und erhalten

Jo;
FAV,Z:]{ aikdfk:/ dv"’“:/ dv F, (1.18)
AV IR AV

Tk
Die Kraftkomponente F; kann als Divergenz des Tensors o;; geschrieben werden, den wir Span-
nungstensor nennen.

Drehmoment: Wir definieren das Drehmoment eines Volumenelements als antisymmetrischen
Tensor dM;;, durch (Fyzy, — Fra;)dV, so dass fiir das gesamte Volumen gilt

o - 80'7;]' aO'kj '
M; —/(E:Jc;c Fkxz)dV—/<axj Tk oz, x; | dV

(1.19)
a{O'ijl'k — kazni} al‘k 8$Z
= dVv — ii— — Oi— | dV .
/ 895]- v / U]ax]’ ki al‘j v
Wieder wenden wir den Gauss’schen Satz auf den ersten Term an und erhalten
M. = %(szxk — kaxi)dfj + /(Ukz — Uik)dv . (1.20)

Das zweite Integral verschwindet, falls der Spannungstensor symmetrisch ist, o;; = 0j;, was wir
von nun an immer voraussetzen werden. Der Vektor M des Drehmoments ist gegeben durch

M = el My, = € ?{(Uz‘jxk — ogjx)df; . (1.21)

Uniformer Druck: Gleichméssiger dusserer Druck (hydrostatischer Druck) wirkt auf einen Kérper
mit gleicher Normal-Kraft pro Oberflichenelement in alle Richtungen,

Oik = —POik - (1.22)

Daher sind alle Diagonalelemente gleich, wihrend alle anderen Komponenten verschwinden.

Gleichgewichtssituation: In einem elastischen Koérper wirken keine Kriéfte, wenn er im Gleichge-
wichtszustand ist. Falls keine Volumenkréfte vorhanden sind, muss dann gelten:

0oij
=0. 1.23
e (1.23)
Wenn aber eine Volumenkraft, wie etwa die Schwerkraft, wirkt, dann finden wir als Bedingung;:
80' ij 30’ i
FF=0 = J i =0 1.24
oo, d, TP (1.24)

mit g p als Schwerkraft und p als Dichte.
Die Krifte P df, die an der Oberfléiche auf dem Oberflichenelement df = |d f | angreifen, bilden
die Randbedingungen

Bdf — Uijdfj = Pldf — O'ijnjdf =0 = P, = Oijnj . (125)
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1.3 Energie der Deformation

Die infinitesimale Deformation eines elastischen Koérpers wird durch das Auslenkungsfeld § 4 ()
beschrieben. Die Arbeit, die dabei geleistet wird, ist gegeben durch

al‘j 81']'

Wir nehmen an, dass die Spannung an der Oberfliche verschwindet. Da der Spannungstensor
symmetrisch ist, gilt

1 Odu;  Odu;
oW = —2/O'ij <0xj + 8:155) dv = —/Uz‘jéeij av’. (1.27)

Das Differential der inneren Energiedichte U des elastischen Korpers ist fiir ein Volumenelement
daher durch

dU =Tds — dw =Tds + o;;de;; (1.28)

gegeben, wobei s die Entropiedichte und 7' die Temperatur bezeichnet. Beachte, dass die Arbeit,
die der elastische Korper leistet, seiner inneren Energie verloren geht und daher subtrahiert wird.
Die innere Energie héingt von den Variablen Entropiedichte s und Deformationstensor ¢;; ab.
Man kann auch die freie Energiedichte betrachten, die von der Temperatur abhéngt,

dF = —sdT + 0;jde;j . (1.29)

In beiden Féllen gilt, dass

ou OF

Es ist im allgemeinen bequemer, mit der freien Energie als mit der inneren Energie zu arbeiten,
da die Temperatur eine Grosse ist, die einfacher gemessen werden kann als die Entropie.

1.3.1 Hook’sches Gesetz

Der Spannungstensor o;; ist eine Funktion des Deformationstensors €;;. Wir definieren den
Gleichgewichtszustand fiir einen elastischen Korper durch die Bedingung, dass sowohl der Span-
nungstensor als auch der Deformationstensor verschwindet. Wir konnen die freie Energiedichte
in Potenzen des Deformationstensors ¢;; um seinen Nullwert herum entwickeln. Terme linear in
€;; miissen wegen der Gleichgewichtsbedingung verschwinden, denn sonst wire

o (oF
i = 8%

was unsere Definition verletzt. Die allgemeine Form dieser Entwicklung basiert darauf, dass
die freie Energiedichte eine skalare Funktion des Deformationstensors ist, d.h. sie ist invariant
unter allen rdumlichen Symmetrien des undeformierten Korpers (Punktsymmetrien: erlaubte
Rotationen und Spiegelungen mit Achsen oder Spiegelebenen durch gegebene Punkte). Fiir
einen homogenen isotropen elastischen Koérper (jeder Punkt ist ein Symmetriepunkt und alle
Achsen fiir beliebige Rotationen und alle Ebenen sind Spiegelebenen) ist die allgemeine Form
daher

40, (1.31)

€;;=0

A
F=F+ EE’LQ’L + ,ue%j (1.32)

wobei A und p die sogenannten Lamé-Koeffizienten sind und Fy ist die freie Energiedichte ohne
Deformation. Wir vernachlissigen Terme hoherer Ordnung, in der Annahme, dass diese ver-
nachlissigbar klein sind (harmonische Niherung). Die beiden Ausdriicke €2, = (€45 + €y + €52)*
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und eizj = (&, + e, + €, +2e, + 2¢2, + 2¢7,) sind offensichtlich invariant unter beliebigen
rdaumlichen Rotationen. Beachte, dass €;; unter Rotationen und Spiegelungen (um 7 = 0) wie
das Produkt w;z; oder x;x; transformiert, d.h.

} = 6;] = Rii’Rjj’ei’j’ (133)

wobei R;; die Rotations- oder Spiegelungsmatrix im dreidimensionalen Raum um den Nullpunkt
darstellt.

Wir separieren nun hier hydrostatische Deformationen (reine formerhaltende Volumenénderungen:
€ij < ;) und reine Scherungen (volumenerhaltende Deformationen):

1

1 0 1
€ij = (61']‘ - 6kk5ij> + S 0ij€kk = egj) + 5

35ij€kk . (1.34)

3 3

Beachte, dass € die Spur des Deformationstensors ist. Der erste Term entspricht einer reinen
Scherung, da seine Spur verschwindet.

K
F=F+ ueg-m + Ee%k (1.35)
wobei K = X + 2u/3 Kompressionsmodul und g Torsionsmodul (Schubmodul) genannt wird.
Damit ohne dussere Kréfte der undeformierte Zustand stabil ist, miissen K, u > 0 sein.

Wir bilden nun das Differential von F,

dF = dFy + (Kekk(Sij + 2,[1,61(;-))) deij =dFy+ Uijdq’j (1.36)

so dass der Spannungstensor
0
Oij = Kekkdij + 2#62(]-) (1.37)
ist. Dies bedeutet, dass wir eine lineare Beziehung zwischen dem Spannungs- und dem Deforma-
tionstensor haben. Dies ist eine Niherung und ist als das Hook’sche Gesetz bekannt. Beachte,
dass das Torsionsmodul mit der Winkelénderung (1.12) der einfachen Scherung zusammenhéngt,

O12 = PO = 2p€12.

1.3.2 Beispiel: deformierter Stab

An einem aufgehéingten elastischen Stab wird mit einer Kraft P || z gezogen (siche Abbil-
dung). Dies entspricht geméss (1.25) einer konstanten Spannung o,, = P, wihrend alle anderen
Komponenten des Spannungstensors verschwinden.

| P

Abb. 1.4

Wir invertieren nun die Hook’sche Beziehung zwischen Spannungs- und Deformationstensor
(1.37):
1 1 1 1 A
€ij = 79K5¢j0kk + % (Uij - 35ij0'kk) = 2.7 T 3 3N 0ij Ok (1.38)
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Daraus ergibt sich

A 1 A
Tr — - — zz d zz — - — 2z . 139
B TG TREE SV mee <2u 20(2p + 3>\)> 7 (1.39)

Obwohl keine Kraft auf die Seiten des Stabes wirkt, dndert sich sein Durchmesser. Wir definieren
das Young’sche Elastizitdtsmodul E und das Poisson’sche Querkontraktionsmodul v als
0. (2p 4+ 3N) 9K €z A 13K —2pu

F=—== = und v=-—-——= =— .
€2z W+ A 3K + €. 2u+A) 23K+upu

(1.40)

Da K, u > 0 folgt, dass £ > 0 und —1 < v < 1/2. Je nach Kompressions- und Torsionsmodul
wird der Stab dicker (v < 0) oder diinner (v > 0), wenn an ihm gezogen wird.
Das Kompressionsmodul und das Torsionsmodul lassen sich nun auch schreiben als

E

TR (1.41)

E
K = =
Si—ay) " om

1.3.3 Elastizitiat eines Kristalls

Anstelle eines isotropen Korpers betrachten wir nun einen Kristall. Analog zum einfachen Bei-
spiel, das wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels betrachtet haben, kénnen wir den Kristall
als Gitter von Atomen betrachten, die durch elastische Federn aneinander gekoppelt sind. Dies
ist eine gute Naherung fiir die wirklichen interatomaren Kréfte bei kleinen Abweichungen vom
Gleichgewicht. Wenn wir die freie Energie der Deformation hinschreiben wollen, brauchen wir
jedoch nicht auf dieses Bild zuriickzugreifen, sondern kénnen unmittelbar von Symmetrien der
Kristalle ausgehen. Die erlaubten Rotationen sind durch endliche Gruppen, sogenannte Punkt-
gruppen, gegeben. Die freie Energie soll eine skalare Funktion beziiglich der Punktgruppe des
Kristalls sein.

Der allgemeine Ausdruck fiir die freie Energiedichte ist

1
F=Fy+ iCijkleijekl , (1.42)

wobei Cyjx; das Elastizitdtsmodul genannt wird. Es gibt zunéichst einige allgemeine Symmetrien
in €;; und dem Produkt €;;€z;. Der Deformationstensor ist symmetrisch, so dass i <= j und k < [
erlaubt ist. Ferner gilt im Produkt (4,7) < (k,[), so dass

Cijkt = Ciitt = Cijik = Cliae = Chuij (1.43)

Dies bedeutet, dass wir die Indizes in eine Kurznotation iiberfiihren kénnen: Cyjr = Cijyr) —
cag- Die neuen Indizes gehen von 1 bis 6 mit

xx—1, yy—2, 2z—3, yz,zy—4, zx,xz—5, zy,yr—06 (1.44)

Damit koénnen die Elastizitdtsmodule als symmetrischer 6 x 6-Tensor dargestellt werden, wodurch
maximal 21 unabhéngige Komponenten iibrig bleiben (1+2+3+4+5-+6 = 21). Diese bleiben
unabhéngig in einem Kristall ohne Symmetrieachsen, d.h. in einem triklinen Kristall. Fiir hhere
Symmetrien nimmt die Zahl der unabhéngigen Module ab.

Punktgruppen: Wir kennen 32 Punktgruppen P der Bravais-Gitter (Landau-Lifschitz, Band 3,
Kap. XII):

Als Beispiel betrachten wir die tetragonale Punktgruppe Dy, deren Elemente alle Rotationen
bezeichnen. Es gibt eine 4-fache Rotationsachse parallel zur z-Richtung (3 Elemente: Cy, Ca, C3)
und vier 2-fache Rotationsachsen (je ein Element: C5), die in der z-y-Ebene liegen. Inklusive der
Identitéit hat diese Gruppe 8 Elemente.
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triklin C1,C;

monoklin Cs,Cs, Oy,

orthorhombisch | Do, Cyy,, Doy,

tetragonal Cy4, 84, Cyp, Dy, Cyy, Dog, Dyp,
trigonal Cs,C3i, D3, C3y, D3g
hexagonal Cs, Csp, Cop, D, Cov, D3p, D
kubisch T,Ty,0,Ty,0p

Skalare Funktionen: Wir konnen skalare Funktionen des Deformationstensors durch Symmetri-
sierung finden. Als einfachstes Beispiel fiir eine Symmetrisierung verwenden wir eine Funktion
f(z). Falls * — —z eine Symmetrie ist, konnen wir eine Funktion f(z), die invariant (skalar)
unter dieser Operation ist, finden, indem wir wie folgt symmetrisieren: f(z) = 3[f(z) + f(—2)],
so dass f(—z) = f(x).

Wir beginnen nun mit einer beliebigen Funktion f(e;;) und wenden alle Elemente der Gruppe
(inkl. Identitdt) darauf an. Wenn wir alle Resultate zusammenzéhlen, erhalten wir die skala-
re Funktion f(e;;), die offensichtlich invariant unter allen Transformationen (Rotationen und
Spiegelungen) von P ist:

fleij) = |7,1| > gf(e;), sodass gf(e;) = fley) (1.45)

geP

wobei |P| die Anzahl Elemente in P bezeichnet. Diese Form entspricht einer Mittelung iiber alle
Symmetrieoperationen. Als Beispiel betrachten wir f = €,,€,, fiir P = Dy:

- 1
f= §(€:L’x6x:c + 6yyfyy) (146)

oder f = €,,6,, — [ = €,,€,,. Daraus folgt fiir die Elastizitdtsmodule: Cprre = Cyyyy # Crzzz
(c11 = ca2 # c33).

Wir betrachten einige Beispiele:
1) Monokliner Kristall: Es gibt eine 2-fache Rotationsachse (z-Achse) und eine Spiegelebene
(z-y-Ebene) in der Punktgruppe Cs:

Rotation  (z,y,2) — (—x,—y, 2)

Spiegelung (z,y, 2) — (x,y, —2) (1.47)

Aus diesen beiden Transformationen folgt, dass alle Elemente in (1.42) verschwinden, die z nur
einmal oder dreimal enthalten.

1 1 1
F= Fy+ ica:mcxeix + §nyyy€§y + §szzz63z + C:L‘a:yyexxeyy + Crrzz€on€sz + nyzzeyyﬁzz

+20xyzy€;25y + Zszzzeiz + QCyzyzezz + 4szyz€zz€yz

+20zxxy6x:c€zy + 2nyyac6yy6yz + 2C'acyzzﬁa:yezz

(1.48)
Dies sind 13 unabhingige Koeffizienten:
ci1 ci2 ci3 0 0 c6
cl2 ¢ c3 0 0 o6
c13 c23 ¢33 0 0 c36 . (1.49)

0 0 0 Cq4 Cas 0
0 0 0 C45 Cs5 0
ci6 ¢ ¢ 0 0 cep
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monoklin tetragonal kubisch
G Dan On
Abb. 1.5

2) Tetragonaler Kristall: Die zugehorige Punktgruppe Dy, enthiilt neben den Rotationen von
Dy auch die Spiegelung an 5 Ebenen und die Inversion. Alle Indizes (z,y, z) kommen entweder
zweifach oder vierfach vor, und x und y sind voéllig dquivalent. Dies ergibt folgende erlaubten
Terme:

1 1
F= FO + §Cxa:aca:(eg2m + Ezy) + §szzz€gz + Caca:zz(ﬁ;rxezz + €yy€zz)

(1.50)
+szyy6:caz€yy + QCzyiyﬁiy + Qsz:cz(Egzrz + 622)
mit 6 unabhéngigen Koeffizienten.
C11 C12 C13 0 0 0
ci2 ci1 c3 0 0 O
ci3 ci3 c33 0 0 0
0 0 0 ca O 0 (1.51)
0 0 0 0 Ca4 0
0 0 0 0 0 Ce6

3) Kubischer Kristall: Wir verwenden die Punktgruppe Oy, die alle kubischen Rotationen und
Spiegelungen enthélt. Alle Indizes kommen entweder zweifach oder vierfach vor und sind unter-

einander dquivalent. Die invarianten Terme sind:

1
F= F0—|—iCmm(e:%I—i-ezy—i-eiz)—i—Cmyy(emeyy—|—emezz+ezzeyy)—i—QC;BygEy(eiy—l—e:%z—i—egy) , (1.52)

wobei nur noch drei Koeffizienten iibrig bleiben:

ci1 c2 c2 0 0 O

ci2 ci1 c2 0 0 O

ci2 c2 ci1 0 0 O
0 0 0 Cq4 0 0 (153)
0 0 0 0 Cq4 0
0 0 0 0 0 Ca4

Im isotropen System waren es zwei unabhéngige Koeffizienten.

Spannungsoptik: Wir betrachten hier ein experimentelles Verfahren, mit dessen Hilfe man die
Spannungen in einem transparenten, elastischen Medium sichtbar machen kann. Dabei kommt
der Eigenschaft der Doppelbrechung eine wichtige Rolle zu. Ist ein Medium isotrop, kénnen
seine optischen Eigenschaften durch einen einzigen Brechungsindex beschrieben werden. Ein
doppelbrechendes Medium hat verschiedene Brechungsindizes fiir verschiedenen Polarisations-
richtungen (bekanntes Beispiel Kalkspat (CaCOs), an dem das Phénomen der Doppelbrechung
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von N. Bartholinus im Jahre 1669 entdeckt wurde). Einen solchen Unterschied des Brechungs-
index kann auch durch Spannungen in einem isotropen Medium erzeugt werden. Es gilt ndmlich
fiir die Dielektrizitdtskonstante

Eij = E(O)5ij + a€;; + a’ekkéij , (1_54)

wobei £(©) die Dielektrizititskonstante des undeformierten Mediums ist. Wir nehmen an, dass wir
fiir die Ebene senkrecht zur Lichtausbreitungsrichtung den Brechungsindex in Hauptachsenform
bringen kénnen:

ni =ng+ Co, + C'oy, und ny =ng + Cop + C'og (1.55)

wobei ng der Brechungsindex des undeformierten Mediums ist und o, und o, die Hauptachsen-
Spannungstensorkomponenten fiir die Ebene senkrecht zur Lichtausbreitungsrichtung. Beachte,
dass kein Unterschied zwischen n; und ne besteht, falls die Spannungen o, = o, d.h. die
Spannung in dieser Ebene formerhaltend ist, weil dann das Medium isotrop bleibt.

Polarisator
d
/
- " ]
elastisches
Medium
Analysator

Abb. 1.6

Wir konstruieren nun folgende Vorrichtung, bestehend aus zwei Polarisatoren (”Polarisator” und
” Analysator”) und dem transparenten, isotropen, elastischen Medium dazwischen (Abb. 1.6).
Die Polarisationsrichtungen der beiden Polarisatoren stehen senkrecht zu einander. Das Medium
werde nun von aussen belastet, so dass sich intern Spannungen aufbauen. Damit erzeugen wir
doppelbrechende Regionen mit réaumlicher Variation je nach den Verhéltnissen der Spannung.
Fiir Bereiche, in denen keine der optischen Hauptachsen 1 und 2 parallel zu einer der Polarisa-
tionsrichtungen steht und die Deformation nicht formerhaltend ist, ergibt sich folgender Effekt.
Ein monochromatischer Lichtstrahl, im Polarisator linear polarisiert, trifft senkrecht auf das Me-
dium und propagiert darin in zwei senkrechten Komponenten, die verschiedene Geschwindigkeit
haben, ¢; = ¢/n1 und ¢ = ¢/ng. Damit haben die beiden Komponenten nach dem Durchgang
eine relative Phasenverschiebung 4,

_i( _ )_i
27 e 271

wobei d die Dicke des Mediums ist und A die Wellenlénge des Lichts. Folglich ist das Licht nach
dem Durchgang zirkular polarisiert:

~ E - FE cos(wt
E gintritt = < E; > — E pustritt = ( Es clos(w<t +)5) > . (157)

(C=C")oa— o), (1.56)

Wenn nun der Lichtstrahl durch den Analysator tritt, wird die Intensitét der zur Eingangspola-
risation senkrechten Komponente festgestellt. Damit ergibt sich eine unterschiedliche Helligkeit
je nach Grosse von §. Die Intensitét ist dann

ITxx(fipxfq)-(fiaxmi){l—cosd}, (1.58)

wobei 7i p 4 die Polarisationsrichtungen (senkrecht zur Propagationsrichtung des Lichts) des Po-
larisators (P) bzw. des Analysators (A) ist, und i ist eine der beiden lokalen optischen Haupt-
achsen des Mediums (man nimmt zur Vereinfachung an, dass die optischen Eigenschaften des
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Mediums entlang der Lichtausbreitungsrichtung keine Variation haben.). Insbesondere kommt
auch kein Licht durch den Analysator, falls § ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Ferner gibt
es auch keine Intensitét, falls die optischen Hauptachsen mit den Polarisationsrichtungen des
Polarisators und Analysators iibereinsstimmen.

¢

elastisches

Medium

Abb. 1.7

Mit Hilfe dieses Verhaltens kann man nun das Spannungsmuster des Mediums als optisches
Muster abbilden. Damit lassen sich die Spannungsverhéltnisse in Materialien untersuchen, indem
man nimlich Werkstiicke, die stark belastet werden (z.B.: Achsen, Hacken, ... ), aus einem
transparenten Material (Plexiglas oder Kunstharzen) nachbaut und es dann unter gegebener
Belastung spannungsoptisch ausmisst. Dies ergibt dann Muster wie in Abb. 1.7 gezeigt, die es
erlauben, die Regionen grosster Belastung zu finden.

Weiter Ausfithrungen finden sich z.B. in:
http://www.cip.physik.tu-muenchen.de/lehrstuehle/E15b/lectures/mw/mw_v04.html.

1.4 Temperatur und Deformation

Wir erweitern hier die freie Energiedichte um einen Term, der den Einfluss von Tempera-
turdnderungen auf den Deformationstensor beschreibt. Wir nehmen Ty als Referenztemperatur,
bei der ¢;; = 0 dem Gleichgewicht entspricht, falls keine dusseren Krifte wirken. Dann schreiben
wir fiir die freie Energiedichte des homogenen, isotropen elastischen Korpers
K 0)2
F(T) = Ro(T) + 6 + pel”® — Ka(T — Tp)ep, - (1.59)
Der letzte Term entspricht einer Entwicklung um die Temperatur 7y und verschwindet bei
T = Ty. Wir berechnen den Spannungstensor,
oOF
oij = () = —Ka(T — To)dij + Kedij + 2pely) | (1.60)
Oeij ) p
der nun einen zusétzlichen Beitrag durch die thermische Ausdehnung erhélt. Wenn keine &dusseren
Kréfte wirken (o;; = 0), ergibt sich
AV 10V
— =0= = a(T —Ty) = aAT = - =
v ek = o 0) =« vV orT
so dass « den thermischen Ausdehnungskoeffizienten bei Tj bezeichnet.

o, (1.61)

Isotherm: Die Deformation eines Korpers unter dusserem Druck wird durch die Kompressibilitét
beschrieben. Die isotherme! Kompressibilitit ist definiert als

1 /0V 1
— (2 - _ 1.62
V<8p>T KT (1.62)

sotherm bedeutet “bei konstanter Temperatur”. Der Korper ist an ein Wirmereservoir einer bestimmten
Temperatur T gekoppelt.
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wobei wir den hydrostatischen Druck durch o;; = —pd;; und die Volumeninderung durch
dV/V = ey, ausdriicken. Aus (1.60) finden wir durch Ableitung nach p auf beiden Seiten,
AV KoV

p=Keap=K=>r = _—1=-9%
p= 1 Chk v V ap

hp =K =2 (1.63)

€kk

Adiabatisch: Wenn der Korper wérmeisoliert ist, sprechen wir von ”adiabatischer” Deformation,
d.h. ohne Abgabe oder Aufnahme von Warmeenergie, oder, dquivalent, bei konstanter Entropie
s = —0F/JT. Deformationen fithren daher zu einer Temperaturdnderung, die bei der Berech-
nung der Kompressibilitéit beriicksichtigt werden muss. Die Entropiedichte gewinnen wir durch
die Ableitung der freien Energiedichte nach der Temperatur,

s(T) = so(T) + Kaegy, - (1.64)
Die Entropiedichte s soll nicht temperaturabhéngig sein: s(T") = so(7p) fiir alle T', so dass

s0(T) — so(To) = —(T = To) = —Kae, (1.65)

0
wobei = = <SO> die spezifische Wirme bei konstantem Volumen ist. Wenn wir (1.65)
To or €i5,1=Tp

in (1.60) einsetzen, erhalten wir

0ij = Kserrdij + Q[LGZ(»?) , (1.66)
mit 5 o 5
K=a*Ty 1 Vv 1
g + . kg mi v <3p>5 . (1.67)

als adiabatischer Kompressibilitédt. Beachte, dass mit jeder adiabatischen Volumenénderung ©
eine Temperaturdnderung einhergeht: T'= Ty — kpa©Ty/cy.

Es zeigt sich, dass auch die spezifische Warme bei konstantem Druck, ¢,, verschieden ist von
derjenigen bei konstantem Volumen. Wenn wir den Ausdruck fiir €;;(7") in Abwesenheit von
dusserem Druck aus (1.61) iibernehmen und in (1.64) einsetzen, finden wir

Cp ds 050 Ok Cy 2
P _ =) =224 K =21 K 1.68
T <8T>p or TR T TR (1.68)
woraus folgt
cp—cy = Ka’Ty >0, (1.69)

d.h. es gilt immer ¢, > ¢,, da adiabatische Volumenénderungen auch durch die Arbeit, die dabei
verrichtet wird, in die Energiebilanz eingeht.
Beachte, dass das Torsionsmodul p fiir die isotherme und adiabatische Situation identisch ist.

20



Kapitel 2

Elastostatik

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der statischen Deformation elastischer Koper unter
verschiedenen Bedingungen, insbesondere unter Anwendung dusserer Krifte. Dabei beschranken
wir uns auf isotrope, homogene elastische Medien. Natiirlich kann die Diskussion unter Anwen-
dung des Variationsprinzips (Abschnitt 2.2) auch auf Kristalle verallgemeinert werden.

2.1 Grundlegende Feldgleichungen

Die Gleichungen, die den elastischen Korper im Gleichgewicht beschreiben, wurden bereits in
(1.24) hingeschrieben. Falls eine Volumenkraft F' (z.B.Gravitation) vorgegeben ist, gilt,

0oij
a:L’ j

Zusétzlich gibt es eine Beziehung zwischen Spannungs- und Deformationstensor, die fiir einen
isotropen Koérper die Form

7 (2.1)

0ij = 2p€ij + Njj€xk (2.2)
hat, wobei €;; aus dem Auslenkungsfeld i folgt als
1 8u1 8uj
i = = . 2.3
6” 2 <81‘J + 8.7,‘@) ( )

Wenn wir diese bekannten Gleichungen kombinieren, erhalten wir lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung fiir das Auslenkungsfeld :

—

uV3i 4+ (pu+ANV(V-d)=—F (2.4)
Ferner gibt es zwei Typen von Randbedingungen:

1. Feste Randbedingungen: Das Auslenkungsfeld ist auf der Oberfliche gegeben: i |y = b.

2. Offene Randbedingungen: Ein Flichenkriftefeld ist auf der Oberfliche vorgegeben:
oijnjlov = P;. Falls es kein Kréftfeld gibt (P = 0), ist die Oberfliche ”frei”.

2.2 Variationelle Formulierung

Die Feldgleichungen und Randbedingungen lassen sich auch aus einem Variationsprinzip her-
leiten. Wir betrachten die freie Energie (1.32) als Funktional des Auslenkungsfeldes # und
fiigen zusétzliche Terme dazu, die dussere Kréifte, Volumenkréfte F und Oberflichenkriifte P
beriicksichtigen:
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A A
]:[ﬁ]:/v{ze?i—i-uﬁfj] dV+]-"K[ﬁ]:/ [ (aiui)(ajujw%(aiuj+ajui)2 dV + Flii]

v 2
(2.5)
mit dem Kraftterm
]—"K[ﬁ]:—/ a.ﬁdv—/ i. Pdf (2.6)
\%4 ov
Die variationelle Minimierung diese Funktionals nach « fithrt auf
OF = / [)\(aiui)é(f)juj) + u(@iuj + 8jui)5(8iuj) — Fj(SUj] dV — / Pjéujdf
1% 1%
= / [—)\@j (8kuk) — ;L@i((‘)iuj + Ojui) — F]] 5ujdV
v (2.7)

=0 Feldgleichung

+/ {)\(akuk)nj + ,U(aiuj' + @uz)nz . Pj} 5ujdf ,
ov
=0 Randbedingung 2

wobei 77 der Oberflichennormalvektor ist. Wir haben angenommen, dass 6(0;u;) = 0;0u; und
wir haben partiell integriert. Die Feldgleichungen ergeben sich daraus, dass wir den Integranden
des Volumenintegrals Null setzen:

0=+ (V- @)+uViuj+F (2.8)

Falls der Wert von # auf der Oberfliche festgelegt ist, wird dort du; = 0 und das Ober-
flichenintegral verschwindet sowieso (Randbedingung 1). Wenn aber « nicht bestimmt ist,
erhalten wir offene Randbedingungen 2, die sich durch Nullsetzen des Integranden des Ober-
flichenintegrals ergeben. Daher gilt auf der Oberfléche

0= n])\((?kuk) + n,;u(@iuj + 8]ul) — Pj = 04N — F)] =0 (2.9)

Das variationelle Minimum entspricht dem thermodynamischen Gleichgewichtszustand der freien
Energie, und die Temperatur-Abhéngigkeit kann hier auch ohne weiteres mitgenommen werden.
Wir bestimmen nun noch die freie Energie einer gegebenen physikalischen Deformation, die die
Feldgleichung erfiillt. Dazu schreiben wir das Funktional der freien Energie etwas um:

T[U]Z/Vdv{;aijqj—ﬁ-ﬁ}—jgvﬁ-ﬁdf. (2.10)

Die partielle Integration des ersten Terms ergibt

= o 180’@' 1 . : ]
ot = [ - e f )

_—/dvF'“—j{ dfP'“.
% 2 v 2

Wenn die Losung der Feldgleichung inklusive Randbedingungen bekannt ist, erhalten wir die
Energie im Wesentlichen aus den Termen, die die Kraft beinhalten.
Wir betrachten nun einige illustrative Beispiele.

(2.11)
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2.3 Torsion eines Zylinders

Gegeben sei ein elastischer Zylinder mit Radius R, dessen Grundfliche (z = 0) fixiert ist (Abb.
2.1). Es gibt keine Volumenkrifte: F = 0. Die Deckfliiche (z = 1) sei jedoch um den Winkel a
verdreht.

Der Winkel a wird als klein angenommen (o < 7). Die festen Randbedingungen sind:

u=0 z =0 (Grundfliche)

Uy = —y, (2.12)
Uy = o, z =1 (Deckfliche)

u, =0

Das Auslenkungsfeld gehorcht der Differentialgleichung:

0%u; 0%,

- A =0 2.13
Mal‘jaibj + (,LL + )81‘@3$1 ’ ( )

wofiir wir den Losungsansatz
up = —yo(z), uy=xd(z), u,=0 (2.14)

machen mit ¢(1) = a:
d2¢ d2¢
i —r = pr—~2 = 0. 2.1
Wy = he——5 =0 (2.15)
Z

)_______________

Abb. 2.1

Die Losung: ¢(z) = az + b = az/l. Daraus ergibt sich der Deformationstensor,

Yo rQ

€rz = — ol €yz = ?l y  €xy = €pp = €yy = €z = 0 (2'16)
und der Spannungstensor,
yo ro
Opr = */LT Oyz = ,LLT y Ogy = Ogx = Oyy = Ozz = 0 (2'17)

Die Flichenkraft auf der Deckfliche (Riickstellkraft) ist
Py =0, = —u? P, = u? P, =0 (2.18)

was auf ein Drehmoment M = 7 x P fiithrt,
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TR*

—_— (e 6
M, = [ (zP, — yP,)df = /ul(ﬂs2 +y2)df = MT /r?’dr dp = p— . (2.19)

Das bedeutet, dass ein Drehmoment M, die Verdrehung der Deckfliiche um den Winkel

20M ,
o =
um R

(2.20)

erzeugt.

2.4 Biegung eines Balkens

Wir betrachten einen Balken der Léinge [ (x-Achse) , der Dicke 2h(z-Achse) und der Breite b (y-
Achse), der an einem Ende (z = 0) eingespannt sein soll (Abb.2.2). Am freien Ende (z = ) wirkt
die Kraft K , die nach unten zieht. Wie verbiegt sich dadurch der Balken? Die Beschreibung
dieser Situation ist im allgemeinen schwierig. Wenn wir jedoch annehmen, dass die Biegung nur
schwach ist, dann kénnen wir Bernoullis Nidherung verwenden.

Z Z

Abb. 2.2

Bernoullis Ndherung basiert auf dem Konzept der neutralen Schicht. Bei einer Biegung des
Balken (geméss Abb. 2.2) wird der oberre Teil des Stabes gedehnt, wihrend ein untere Teil
gestaucht wird. Dazwischen gibt es eine Schicht, deren Lénge durch die Biegung nicht verédndert
wird (gestrichelte Linie AB in Abb.2.2). Das Ziel unserer Beschreibung soll sein, die Position
der neutralen Schicht zu berechnen: zy(x).

Jedes infinitesimale Segment entlang des Balkens hat im gebogenen Zustand einen gewissen
Kriitmmungsradius (Abb.2.3). Damit ldsst sich die Langendeformation wie folgt diskutieren.

Abb.2.3
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Die Lénge der neutralen Schicht im Segment ist definiert als
dxr = Rd¢ (2.21)
unabhéingig von der Verbiegung. Weg von der Schicht éndert sich die Liange
dx + duy = (R+ 2)d¢ (2.22)
wobei wir z relativ zur neutralen Schicht messen. Die Deformation ergibt

Ou, _ (R+2)dp— Rdp _ zdp _ 2

‘@ = dx dx R ( )
und der entsprechende Spannungstensor ist (£ Young’scher Elastizitdtsmodul)
z
Ope = Bepw = E— (2.24)

R

wihrend die anderen Komponenten von o;; verschwinden.

Jetzt geht es darum den Radius R als Funktion von z zu bestimmen. Dazu berechnen wir
zundchst das Drehmoment des Balkens. Fiir das Flichenelement df = dydz mit Normalvektor
7 = (1,0,0) muss die Kraft senkrecht zur Querschnittsfliche bei gegebenen z und R verschwin-

z N zaz

so dass sich die mittlere Linge des Balkens (neutrale Schicht) nicht veréndert. Das bedeutet,
dass die neutrale Schicht in der Mitte des Balkens zu liegen kommt. Es gibt aber ein endliches
Drehmoment (parallel zur y-Richtung)

E 2bh?
Mp(z) = /zamdf = EI mit dem Flidchentragheitsmoment I = /szf =—5 - (2.26)

Dem muss im Gleichgewicht das Drehmoment der dusseren Kraft K entgegengehalten werden.
Das Produkt EI wird Biegungssteifigkeit genannt. Fiir jeden Punkt entlang des Balkens ist das
Drehmoment ausgeiibt von K wegen der Hebelarmlénge [ — = verschieden:

EI
M(x):K(l—x):MBZE, (2.27)
wobei K = |f(’ |. Der Kriitmmungsradius bestimmt sich aus der Form der neutralen Schicht z.
Es gilt die Standardbeziehung
1 1" d?
) N S (2.28)

R (1+ 2)?)3/2 dx?

fiir z9 = 29(z), und die Striche bezeichnen die Ableitung. Fiir die N#herung haben wir ange-
nommen, dass z62 < 1, wenn die Biegung schwach ist. Zusammen mit (2.27) erhalten wir die
Differentialgleichung
20 +E ey o a@)=zn (L2 N et B (2.29)
—=+—(-x 20(r) =t— | =2 — — x .
de? ~ " EI 0 EI\2 6
Da der Balken bei z = 0 eingespannt ist, gelten die Randbedingung, zo(0) = 0 und z{(0) = 0, so
dass A = B = 0. Zudem wird der Balken nach unten gebogen, wozu wir das negative Vorzeichen
wéhlen. Damit wird die Position der neutralen Schicht beschrieben durch
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20 = —LxQ <l - f) (2.30)

und das freie Ende wird um

20(l) = ——= (2.31)
gesenkt. Die Spannung o,, als Funktion von = hat ein Maximum:

Ozz(T) = %z = ?z(l — ) = glma) = ?hl (2.32)

welches sich bei £ = 0 befindet, also bei der Einspannstelle. Dort ist die Gefahr eines Bal-
kenbruches am grossten. Man beachte, dass das Resultat fiir 0,,(z) nur im Grenzfall x < [
den Feldgleichungen entspricht, d.h. im Grenzfall eines konstanten Kriimmungsradius (dann gilt
005 = 0). Fiir z ~ [ ist das Resultat nur qualitativ richtig.

2.5 Einzelne Punktkraft auf einen elastischen Halbraum

Wir betrachten einen elastischen Halbraum, der durch eine Kraft senkrecht auf die Oberfliche
an einem einzelnen Punkt belastet wird (Boussinesq, 1879). Die Oberfléiche des Halbraumes liege
bei z = 0 in der z-y-Ebene und der elastische Halbraum fiille den Raum z > 0 aus (Abb. 2.4).

—

P

Y

Z

\J
Abb.2.4

Dies erlaubt es uns fiir das Problem in Zylinderkoordinaten zu verwenden.

Formulierung in Zylinderkoordinaten: Wir zerlegen Vektoren und Tensoren in Zylinderkoordi-
naten (7, ¢, z) nach der Basis (€, €4, €,). Der Auslenkungsvektor ist dann

U=u€r+up€p+u€, = (upugus;). (2.33)

z

Abb. 2.5
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Man kann leicht sehen, dass fiir die Basisvektoren gilt:

2 ., o€y
%er_e(b und Fra €y (2.34)

wéihrend alle tibrigen Ableitungen der Basisvektoren verschwinden. Damit kénnen wir nun die
verschiedenen Ableitungen des Auslenkungsvektors bestimmen:

(a 6) 7= ;ﬁ = (Orty, Dyt Oyt
. =) -. 1o, 1
<e¢- V) U= ;%u = (Opur — Ug, Optig + Uy, Opu) (2.35)

(e;. v) @ = o1 = (Oouy, Dsug, Do)

Entspechend hat der Deformationstensor die Form

1/1
€rr = Optly o = 5 <r(8¢ur —ug) + 8ru¢>
1 1
€Epp = ;(8¢u¢ + ur) €ry = 5(8Zur + &uz) (236)

1 1
5 <82'LL¢ + ra¢uz>

Ferner ist die Volumenénderung, gegeben durch die Spur des Deformationstensor:

€22 = Ou, €pz =

= 1 1
V.= ;ar(rur) + ;&;&U(j) + O:u. . (237)

In der gegebenen Geometrie ist das Auslenkungsfeld 4 rotationssymmetrisch um die z-Achse
und spiegelsymmetrisch beziiglicher jeder Ebene, die die z-Achse enthilt. Es gibt keine ¢-
Abhéngigkeit. Daraus folgt auch, dass ug = 0 und

= (up(r,2),0,uy(r, z)) . (2.38)

Damit wird der Deformationstensor,

U
€rp = &fur y €pp = TT N €rz = 82“2 )
(2.39)
1
e = 3 (Ot 40,0 g = 2 = 0.
Ferner ergibt die Spur hier
.1
V - id = =0 (ruy) + 0u, = O(r, 2) (2.40)
r

die Volumenénderung. Daraus folgt fiir den Spannungstensor

U
Opr = 200 Uur+AO, 04y = 2u7r+)\®, 022 = 210,U, 4O, 0y = p(0ur+0ru,), 0pp =04, =0.

(2.41)
Nun gilt fiir die Randbedingungen, dass auf die Oberfiche (z = 0) ausser bei r = 0 keine Kraft
einwirkt:
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Op, = 0¢, =0, =0 fir 2=0,r>0 (2.42)
Weiter gilt, dass die Kraft entlang z-Richtung — P ist und erfordert, dass fiir alle z > 0

2#/‘er&Anz%:—P. (2.43)
0

Die Auslenkungen verschwinden im Unendlichen: ,¢;;,04; = 0 fiir r2 + 22 — oo.
Wir betrachten nun die Feldgleichungen (2.4)

pV2i 4+ (u+NV(V-@)=0 (2.44)

und nehmen davon die Divergenz:

Qu+MVHV-2)=0 = V?0=0, (2.45)
d.h. O erfiillt die Laplace-Gleichung. Ferner konnen wir aus (2.44) fiir u, finden, dass
=9 % + A 8
s =——"--0. 2.46
V“u o 0s (2.46)

Aus den Gleichungen (2.40,2.45,2.46) kénnen wir nun u,, u, und © bestimmen.
Die Gleichung (2.45) wird durch den Ansatz

a— mit R =/r?+ 22 (2.47)

01
O=n R

gelost. Beachte nédmlich, dass

=0 fir R#£0, (2.48)

ROR?
= p+ 0?1
, = _ 2.4
V“u o L 02R (2.49)

Wir fiihren die Funktion v = R/2 ein, so dass V2v = 1/R. Durch Einsetzen in (2.46) und
Eliminieren von V2 finden wir

2 1 2
w4+ 0% ,u—i—)\< z > . (2.50)

Uy = = E_ﬁ

w 922 21
Da diese spezielle Losung aus (2.49) folgt, kénnen wir natiirlich eine beliebige harmonische
Funktion dazu addieren, selbst wenn diese bei R = 0 singulér sein sollte. Wir wéhlen

v A2

== — Q—— 2.51
Uz =@ 2 R (2.51)
wobei nun 7 bestimmt werden muss. Aus dieser allgemeinen Lésung erhalten wir
Ou, pHA\ 2 p+ A3 23
=— — —_— 2.52
0z <7+a >R3+a u 2R5 (2.52)
und mit (2.40)
0 Ou, 20+ A 01 w+A 30 1
Z(ruy) =r(6-— - _ Z - L A: Tl
i) =r(0=G2) == (r+a® ) f prat R f
(2.53)

3
2M+)\> %+a7“+)\z—+ (2)

= ruT:—<'y+a 2 P
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mit p(z) als z-abhéingige Integrationskonstante. Bei r = 0 verschwindet ru, und wir kénnen
©(z) bestimmen:

21+ A A A
o(z) =7+« pt —a’uz—; = 7—1—043M2: (2.54)
Daraus folgt
3p+ A\ 1 2u+ A\ z w23
= - — _. 2.55
! (’”a 2 > <”+“ )rR*O‘ 2w TR (2.55)

Es lasst sich leicht sehen, dass u, o r fiir r — 0.
Nun bleiben uns noch die Randbedingungen zu erfiillen. Zunéchst gilt an der Oberflache fiir
z=0und r > 0:

ou,, ou
zz — 2 2O = =V, =uU, 2.
o L +20 =0 = 0=0 9, 0 (2.56)
wobei letzters aus (2.52) folgt. Ferner
ou, Ou, 2+ A\ 1 r
ry — = = — —_— -y 2
o 0 = 0 8z+8r (’y—i—a >rR o= (2.57)
was fiir z = 0 oder R = r bedeutet, dass
2u+ A
=_ 2.58
v=ag (2.58)
Damit vereinfachen sich die Losungen fiir das Auslenkungsfeld,
a (2u+ X p+ 22
Uy = —— _|_ -
2R i u o R2
(2.59)

Uy

_a(, 2u+ Nz +u+)\z3
S 2r w R u  R3

Nun kénnen wir « durch die Bedingung an die Spannung im Innern des Halbraumes bestimmen.
Fiir z > 0 gilt

ou, 23
0. =21 P + A0 = 3a(p + /\)ﬁ (2.60)
so dass mit (2.43)
0 3 ] 59
P = —6mo(p+ )\)/0 dr T‘m = —3ra(pu + )\)/1 duu = 2ma(p+A) (2.61)
also
P
= 2.62
ERETPESYR (202

womit das Randwertproblem gelost ist.

Betrachten wir nun den Fall P > 0, so dass a < 0. Dann sind u, > 0 und o0,, < 0, und
beide divergieren fiir R — 0. In diesem Grenzfall ist die Voraussetzung fiir die linearisierte
Formulierung der Elastostatik, ndmlich €;; < 1, nicht gewéhrleistet. Aus (2.59) lésst sich grob
abschiitzen, dass die Theorie nur in Abstinden vom Angriffspunkt der Kraft grosser als /a
anwendbar ist. Dies stellt eine natiirliche ” Abschneidelénge” (cutoff) dar.

Fiir z = 0 ist u, < 0 und fiir z > 0 héngt das Vorzeichen von z/R ab (Abb.2.6).
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Abb.2.6

An der Oberfliche kommt es zu einer Kontraktion der Ringe mit konstantem Radius (u, < 0),
wahrend in der Tiefe des Korpers das Vorzeichen wechselt und die Ringe sich ausdehnen. Die
Nullstelle liegt bei

z 1 n 1
cZ_ |z — = —g 2.63
R 4 * w+A 2 sin.j ( )
und liegt umso tiefer je weiter wir radial vom Angriffspunkt entfernt sind.
Das Analoge sehen wir fiir die Ringspannung o44. Die Ringspannung wirkt senkrecht zu den

Meridianebenen ¢ = konst.. Es gilt (Abb. 2.7)

3
o z oz
Opp = 7“72 <1 - 2§ + R?’) . (2.64)
Opp = ap/r 2
Aay, R i
Opp <0
Opp =0
> N 0(p(p >0
I z/R _
z Oge = (
Abb. 2.7

Uberlagerung: Die Situation beliebiger Flichenkrifte auf der Oberfliiche lisst sich durch Super-
position beschreiben. Wir betrachten nun den einfachsten Fall von zwei gleichen Punktkréiften
an zwei Angriffspunkten auf der Oberféiche bei 7y = (0,0,0) und bei 7, = (a,0,0):

— —

P(7)= P[§(F — 7o) +6(F — 7o)l = Po+ P, (2.65)

Das Auslenkungsfeld ist nun gegeben durch Superposition

U =1Ug+ Uq (2.66)
der Auslenkungsfelder der beiden Punktkrifte. Wir méchten nun die freie Energie als Funktion
des Abstandes a bestimmen.

f[ﬂ:o + ﬁa] = f[ﬁo] + f[ﬁa] + fV [—)\aj(aku()k) - /Lai(aiuoj + 8jU0i) - Fj] uajdV
=0

/] {A(Oruor) + p(Biugj + Ojuoi)ni — B0 (7 — 7o)} uajdf (2.67)
.

=0
- / Pia(F — Fayuoydf
oV
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Damit folgt

AU (a) —_1/ {ﬁ).ﬂaa(F_ro)Jrﬁa uod(r—ra)}df
o (2.68)
2.68
P2 2u+) 1
— | Pi(7 — 7 )ugidf = —Pug.(75,) = —— z
/av $OUT = Ta)uogdf wo{7a) A p(p+X) a

Das resultierende Potential ist anziehend.

Q==0O
AN N

Abb. 2.8

Zwei Kugeln auf der Oberfldche eines elastischen Korper laufen zusammen (Abb. 2.8).

2.6 Statik von Fliissigkeiten and Gasen

Fluida im Gleichgewicht besitzen keine Schubspannungen, womit die statische Feldgleichung

lautet:
0o

F=V 2.69
oz, p Vp (2.69)

plF; =

mit p als Druck (045 = —pdi;).

Inkompressible Fluida: Die Dichte p ist konstant in inkompressiblen Fluida. Als Beispiel betrach-
ten wir Wasser im Schwerefeld.

F =(0,0,—g) = —V (g2) = p + pgz = konst. (2.70)
Der Druck wéchst linear mit der Tiefe an, zirka 1 Atmosphére per 10 m.

le

>,

r

-

Wir berechnen nun die Oberfliche einer inkompressiblen Fliissigkeit in einer Zentrifuge mit
der Winkelgeschwindigkeit w. Die Zentrifugalkraft ist rw?. Das Potential dieser Fliissigkeit ist
gegeben durch

1
U(r,z) = pgz — §pr2w2 (2.71)
und der Druck
2,2
D = pg <—z + % > + konst. (2.72)

Die Oberfliche des Wassers definiert durch p = py (Atmosphérendruck) hat eine Parabelform
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+ konst. (2.73)

unabhéngig von der Dichte.

Kompressible Fluida: Fiir kompressible Fluida benttigen wir zusétzlich eine Zustandsgleichung,
z.B. die ideale Gasgleichung

=< 2.74
P="gr (2.74)
mit M als Molekulargewicht. Wir betrachten zunéichst den Fall der isothermen Atmosphére,
d.h. T'= konst. . Es gilt
dp gM
o =2 2.
5, = 9P = P (2.75)

was auf die berithmte Barometer-Formel fiihrt:
p(z) = poe I/ ET (2.76)

Die Barometer-Formel lisst sich jedoch nur anwenden, wenn wir annehmen, dass die Tempera-
tur iiberall konstant ist. Dies ist jedoch in der Atmosphéire nur sehr beschrinkt der Fall. Die
Beschreibung der ”polytropen Atmosphére” basiert auf der adiabatischen Zustandsgleichung.

p p\" . Cy
oy (p()) mit n = o (2.77)
Wir definieren
P(p):/pdp/ = YP=1%p (2.78)
po (D) p
was mit (2.70)
VP=F =-VU = P+ U = konst. (2.79)

Mit der Zustandgleichung erhalten wir aus obigem Intergral

P (p\ e n P\
P(p) = / — <> =— () = konst. — gz . (2.80)
po PO \ D0 pon—1 \ po

Die Konstante wird bestimmt durch die Bedingung, dass die Erdoberfliche als z = 0 definiert
wird mit dem Druck py:

n—1

<p> [ (2.81)
Po a

mit a = (po/po)(n/n—1). Es gibt also eine kritische Hohe h = a/g, bei der der Druck verschwin-
det (h = 48 km fiir n = 1.2). Unter Verwendung der Zustandsgleichungen finden wir

p(x) _ (1 - %)ﬁ , p/()z) = (1 - Z)"ll , T(z) = A};[S((;) =To (1 - %) (2.82)

mit Ty = Mpo/Rpp. Damit sehen wir, dass mit dem Druck und der Dichte auch die Temperatur
abnimmt. Die Atmosphére der Erde besitzt zwei wesentliche Sphéren, die untere Troposphdre
und die obere Stratosphdre. Die Troposphire reicht je nach Breitengrad zwischen 10 km (Pole)
und 18 km (Aquator) hoch. Die Temperatur nimmt hier ungefihr um 0.5 - 1 K pro 100 m Héhe
ab. Natiirlich gibt es auch starke Zirkulation, die das Wetter bestimmt. Die Stratosphére reicht
bis ca. 50 km Hohe, wobei hier die Temperatur wegen der Absorption des UV-Lichtes wieder
mit der Hohe ansteigt.
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Kapitel 3

Bilanzgleichungen

Wir koénnen das statische und dynamische Verhalten kontinuierlicher Medien auch vom Blick-
winkel der sogenannten Bilanzgleichungen her betrachten. Dies bedeutet, dass wir das Verhalten
einer gegebenen Grosse (Materie, Impuls, Energie ...) in einem Volumen V im Zeitablauf un-
tersuchen. Dies héngt direkt mit Erhaltungssétzen fiir diese Grossen zusammen, deren zeitliche
Anderung davon abhiingt, was von aussen zugefiigt bzw. weggenommen wird. Diese Betrachtun-
gen sind sowohl auf elastische Korper als auch auf Fluida anwendbar.

3.1 Kontinuititsgleichung: Erhaltung der Materie

Die Masse eines elastischen Mediums in einem Volumen V ist gegeben durch

M:/VpdV (3.1)

mit p als die Massedichte. Wir betrachten im Folgenden nur Phénomene, in denen Masse weder
erzeugt noch vernichtet wird. Daher kann die Masse im obigen Volumen nur durch Hinein- oder
Hinausstromen von Materie aus dem Volumen verdndert. Die Massednderung AM wihrend der
Zeit At durch das Oberflichenelement d f ist,

—~AM = p(7 -d f)At, (3.2)

wobei ¥ die Geschwindigkeit des Mediums bezeichnet. Die Masse AM, die in der Zeit At aus
einem Gebiet V' "herausfliesst”, resultiert aus dem Integral iiber die gesamte Oberfliche des
Gebietes.

. M .
—AM = pU -dfAt = d:d</pdv>:y{ pU -df (3.3)
ov da. di \Jy ov

Diese Gleichung erlaubt nun den Satz von Gauss anzuwenden:

ap - . B
/‘/{(%+V-pv}dV—O. (3.4)

Natiirlich ist dieses Resultat fiir beliebige Volumen V' giiltig, so dass der Integrand verschwinden
muss:
op =

—+ V piv=0. 3.5

5 TV pU (3.5)
Dies ist die Kontinuititsgleichung. Wir konnen diese Gleichung noch etwas umformen, indem
wir die substantielle zeitliche Ableitung einfithren:

D 0A

AR ) = SE+ 5 VA (3.6)
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Diese misst die Anderung der Funktion A(7,¢) in einem Volumenelement, das sich mit dem
Medium mitbewegt. Der erste Term, A/0t, ist die lokale zeitliche Anderung von A, der in einer
stationdren Stromung verschwindet. Der zweite Term, ¥ - 614, wird auch advektive Ableitung
genannt und beschreibt die Anderung von A durch die Mitfiihrung (Advektion) des Fluidums.
Mit der substantiellen Ableitung ist die Kontinuitdtsgleichung auch in der Form
%f+p(v-17):0 (3.7)
schreibbar.
Die Kontinuitétsgleichung ist eine sogenannte Bilanzgleichung, d.h. es wird iiber eine Menge, die
in ein Volumen einfliesst bzw. ausstromt, Buch gefiihrt. Solche Bilanzgleichungen kénnen nicht
nur fiir Materie, sondern auch fiir andere physikalische Grossen aufgestellt werden: Energie,
Impuls, Drehimpuls, .... .

3.2 Bilanz des Impulses und des Spannungstensor: Impulserhal-
tung

Ein Masse-Element dM = pdV mit der Geschwindigkeit ¢ hat den Impuls

F=dM v = pdV 7 (3.8)

Gemiiss der Newton’schen Bewegungsgleichung werden zeitliche Anderungen des Impulses durch
Kréfte hervorgerufen. Dabei unterscheiden wir wieder zwei Typen von Kréften: Volumenkrifte
(z.B. Schwerkraft) und Fldchenkrifte, die auf die Oberfliche wirken. Die Schwerkraft auf ein
Masse-Element d K = dM g ldsst sich auch durch eine spezifische Kraft ausdriicken,

5 _dEK _dE

—W:W:% (3.9)

die auf ein Volumenelement dV wirkt.

Betrachten wir ein Schnittflichenelement innerhalb eines Kérpers (oder eines Fluidums) mit ei-
nem Normalvektor 7 (oder —7i je nach Standpunkt). Die Flichenkraft P (7 ) auf dem Schnitt-
flichenelement entspricht einem Spannungsvektor (oder einfach Spannung):

n P

!
7
I

ﬁ(%)/ | E

Abb. 3.1

Der Spannungsvektor ist ungerade in 7, d.h. P(—#) = — P (#) (Abb. 3.1). Wir kénnen ihn
separieren in

P(it) = {ﬁ(ﬁ)-ﬁ}ﬁ +[13(ﬁ)—{]3(ﬁ)-ﬁ}ﬁ} (3.10)

-~

Normalspannung Tangentialspannung

Gehen wir nun iiber zur Newton’schen Bewegungsgleichung fiir das Volumen V:

d i} B}
4 ﬁdV:/deVJr% P (7)df (3.11)
dt Jy v oV
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Fiir ein System im statischen Gleichgewicht ohne Volumenkrifte gilt

/ P(i)df =0 (3.12)
ov

wobei sich das Integral iiber die ganze Oberfléche erstreckt.

Afr@ T

Abb. 3.2

Im Tetraheder (Abb. 3.2) gilt fiir die Oberflichenelement A f() = A fnjfur j = x,y, z (dreieckige
Seitenféchen in Abb.3.2, 77 = (ng,ny,n;)), so dass

[ Bl = | Paf+ 3 Plipafd| =af | B+ Y P(-iin| =0,
oV . -
Jj=zy,2 J
(3.13)
d.h. die Spannung héngt linear von der Normalrichtung des Flichenelements ab. Im Grenzfall
eines infinitesimal kleinen Volumens gilt dann:

was in natiirlicher Weise auf den Spannungstensor o;; fithrt. Daraus folgt, dass

f Pi(ﬁ)df:}g aijnjdf:y{ aijdfj:/ 9% 4y . (3.15)
v v v v Oz;

Wir formulieren nun die Newton’sche Gleichung in folgender Form:

d d - — —
<4 ﬁdV:/pﬁ' dV+7{ (p7)7-df = P(ﬁ)df+/pF v (3.16)
dt Jy dt Jy oV oV %

wobei das erste Oberflachenintegral auf der rechten Seite Strom von p¢ durch die Oberfliche
beschreibt in derselben Art wie in (3.3). Wir kénnen nun den Gauss’schen Satz anwenden und
finden

Ipvi) O
i Vi — 0t — pF | dV =0 3.17
252+ g oy =y (3.17)
woraus sich die Impulsbilanzgleichung ergibt:
0 0
5o+ g oy ol = oF, (3.18)
Impulsstromdichte

Dies definiert den (symmetrischen) Impulsstromdichtetensor
Hij = PUVj — 045 , (3.19)

wobei der erste Term konvektiven Ursprungs ist.
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Wir verwenden nun folgenden Zusammenhang

D’Ui 8’Ui 8’[)1' a(pvl) 0 8p 8p'l)j
— . — . - a2 3.20
PDi = Par TG, T Tor oL, PN Vi T Vi, (3:20)
=0
Kontinuitéitsgleichung
Dies erlaubt es uns die Impulsbilanz mit Hilfe der materiellen Ableitung darzustellen als
DUZ‘ 8015
= pF; 3.21
P PRt (3.21)

Beispiel Hydrostatik: Fluida kennen keine Schubspannung, sondern nur den hydrostatischen
Druck o;; = —pd;;. Damit lasst sich im statischen Fall aus (3.21) herleiten, dass

pF =Vp. (3.22)

Aus vorgegebener Kraftdichte konnen wir die Druckverteilung berechnen.

3.3 Drehimpulserhaltung

-

Wir definieren die Drehimpulsdichte beziiglich dem Ursprung (7 = 0) als L = # X p¢. Aus
der Impulsbilanzgleichung (3.18) erhalten wir
d(pvi) 0

s a—xj(pvivj —04j) | = ewjzrpF; = My, (3.23)

ElkiTk

wobei M das Drehmoment beschreibt. Wir kénnen dies umschreiben als

0 Oz
a(ﬂkﬂkﬂ%’) t o lemizk(pvivy — 045)] = My — ei(pvivy — 04j) T M — e (pvivy, — o4r) -
J J
=01;
(3.24)
Beachte, dass
eki(pvive — oig) = 0 (3.25)
da pv;vr — 01 ein symmetrischer Tensor ist. Die Bilanzgleichung lautet daher
0 0
e (ekiTrpvi) —|—£ {emizr(pviv; — 0i5)} =M, (3.26)
g J ~~
Drehimpulsdichte=r, Drehimpulsstromdichte=A;;

wodurch die Drehimpulsdichte L; und Drehimpulsstromdichte A;; definiert wird.

3.4 Energieerhaltung
Um die Energiebilanz zu bestimmen, gehen wir von der Impulsbilanz aus und bilden das Ska-

larprodukt mit der Geschwindigkeit.

Du; 0oij
Dt (%j

Vi P + vipF; (3.27)

Die linke Seite konnen wir unter Verwendung der Kontinuitéitsgleichung umschreiben als

e 8 (5 2 (fm). o2

36



und weiter gilt

(%Zj 8’[)1‘0’17‘ (%Z-
, — g 3.29
vi al‘j 833]' 74 8xj ( )
Damit kénnen wir (3.27) umformen:
0 o 0 p 0v;
a (51)2) +87$] {5’027)]' —O'Z'jvi} = _Uija7; +’Uz'p.Fi (330)
——
kin. Energiedichte Energiestromdichte

Die Energiestromdichte p92v;/2 — o;jv; besitzt einen konvektiven Teil (erster Term) der kine-
tischen Energie und einen Anteil der iibertragenen Spannungsenergie. Die Quellenterme auf der
rechten Seite entsprechen Leistungsdichten der Volumenkraft und der inneren Spannungen. Falls
die Volumenkraft als Gradient eines Potentials ausgedriickt werden kann:

= = oUu 3} 0 0
F=-VU =  vpF; = —vipa—mi = o, (pUv;) — a(pU) + an , (3.31)
dann folgt

0 (P o 0 P o . R ”(%i oU

5 <2v +pU)+8$j{<2v —i—pU) vj amvl}— az]axj—i-pat (3.32)

wobei nun die Energie(strom)dichte neben kinetischer Energie auch die potentielle Energie
enthélt.

Die gefundenen Bilanzgleichungen bilden die Grundlage zur Beschreibung der Dynamik von
elastischen Medien und Fluida.

37



Kapitel 4

Schwingungen und Wellen

Zu den wichtigsten dynamischen Eigenschaften elastischer Korper gehoren ihre Schwingungen
um Gleichgewichtszusténde und die Propagation von Wellen. In diesem Kapitel untersuchen wir
einige Aspekte in diesem Zusammenhang und geben zum Schluss einen kurzen Einblick in die
Seismologie der Erde.

4.1 Elastische Wellen in isotropen Korpern

Die Dynamik elastischer Kérper ohne Volumenkréfte ist durch folgende Newton’sche Bewegungs-
gleichung gegeben, die sich aus der Impulsbilanz (3.21) herleiten ldsst:
Qaul o 80@' . 82ui au]iéuz aO'ij
"Dt ot

o, o TPt om0t 0w, O (4.1)

Wir vernachléssigen nun jegliche Terme, die in ihrer Ordnung héher als linear in @ sind, d.h.
der zweite Term fillt weg und p wird durch die Gleichgewichtsdichte pg ersetzt. Damit folgt

62ui 801-]-

£0 8t2 — axj =0. (4.2)

Fiir einen homogenen isotropen Korper finden wir daher folgende Wellengleichung;:

0%

PoTtQ

MR (RN

=uV2T +(p+NV(V-7)=

Die elementaren Losungen sind ebene Wellen:

a7t =S { A B re g gy iRl (4.4)
E?n

wobei verschieden Polarisationen der Wellen moglich sind (Index 7). Wegen der Linearitét der
Wellengleichung gilt das Superpositionsprinzip.

Wir unterscheiden zwei Fille:
Longitudinale Welle: V x @ =0 oder A j X k = 0. Daraus folgt

V2=V (V- -@)—V x(V x @), (4.5)
~—_———
=0

so dass die Wellengleichung (4.3) sich auf

10%d =, = 5 2p+ A E(l—v)
—_— e — . T pr— 1 = = 4.
2 o V(V-u4)=0 mit ¢ p” ()0 —20) (4.6)
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reduziert. Durch Einsetzen von (4.4) finden wir

wE :Cl“;|, (4'7)
wobei ¢; die longitudinale Schallgeschwindigkeit bezeichnet.

Transversale Welle: V - i = 0 oder ff,; - k=0 (keine Volumenéinderung).

10%d =, 5 M E
- _ i =0 it =r£2=__- 4.8
c? o v mt G po 2p0(1+v) (48)
und wi = ¢ k| (cs: transversale Schallgeschwindigkeit).
Die allgemeine Wellengleichung lésst sich daher schreiben als
0% - N
T;:cngﬂc%—cf)wv.ﬁ) (4.9)

mit

ct I 1-2v
— p— . 4.10
a  \V2u+A 2(1-v) (4.10)
Fiir die Polarisation der transversalen Welle wahlen wir
To(7,t) = AyelFT=wit) 4 Jremilk-mwgt) (4.11)
und mit fft = ff,;l —i—i/ft,g folgt
@(7 =0,t)= Aygcos(wpt) + Agpsin(w;t) . (4.12)

Dies entspricht ciner Ellipse. Wir kennen zwei Spezialféille: (1) lineare Polarisation: A e1 |l A £2;
(2) zirkulare Polarisation: A;3 1 Ao mit | A1 =| Aol

4.2 Elastische Wellen in Kristallen

Die Bewegungsgleichung (4.2) schreibt sich

9%, _ oy, . B
PO o = Dy mit Ok = Ciklm€im
(4.13)
aQUi (‘)2um
= Z = gy —
Po 912 Ciklm 9zr01)
Wir betrachten eine monochromatische Welle als elementare Losung
T (7,t) = Aeilk7=wt) (4.14)
welche, eingesetzt in die Wellengleichung,
powQAl' = CijimkjkiAm (4.15)
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ergibt. Dies entspricht einem Eigenwertproblem mit der Frequenz w als Eigenwert. Es resultieren
aus der Gleichung
Det {Cijlmkjkl — p0w251m} =0 (4.16)

drei Losungen fiir w%.

Wir untersuchen das Beispiel eines kubischen Kristalls, der durch drei unabhéngige, nicht ver-
schwindende Koeffizienten charakterisiert wird:

Cegxx = C11 , Coaxyy = C12 Coyry = C44 (417)

Einige wichtige Propagationsachsen:
1) k = (k,0,0): Dies ergibt die Gleichung

01116‘2 — p0w2 0 0
Det 0 caak? — pow? 0 =0 (4.18)
0 0 C44k‘2 — p0w2

mit einer longitudinalen und zwei transversalen Wellen:

wi = G2 und wl = Cid g2 (4.19)
Po Po
S ‘
2) k = —5(k,k,0):
$(c11 + caa)k? — pow? 3 (c12 + caa)k? 0
Det %(612 + C44)/€2 %(011 + 644)]{:2 — p0w2 0 =0 (4.20)
0 0 C44/€2 — p0w2
mit 1
7(611 — 612)k2 a1z
o 1 2 2 2p0
wi = z—(c11 + c12 + 2caa)k” wp = (4.21)
2/)[) C44 , 9 o
Po
- 1
3) K = L(k,k,k)
3(c11 + 2c)k? — pow? $(c12 + caa)K? $(c12 + caa)k?
Det (1 + ca)K? %(611 + 2¢44)k? — pow? 3(c12 + caq)k? =0 (4.22)
3(c12 + caq)k? $(c12 + caa)K? 3(c11 + 2c)k? — pow?
mit 1 1
wi = ——(c11 + 2c12 + can)k? wi = ——(c11 — c12 + caq)k? (4.23)
3p0 3po

Die Schallgeschwindigkeiten sind richtungs- und polarisationsabhéngig.

4.3 Hamilton’sches Extremalprinzip

Analog zur Elastostatik konnen wir die Bewegungsgleichungen durch ein Variationsprinzip her-
leiten. Dieses Prinzip beruht auf dem Hamilton’schen Prinzip der klassischen Mechanik. Wir
formulieren die Lagrange-Funktion des elastischen Korpers:

L[a]:/{’;@ <8£>2—ﬂﬂ]}dv, (4.24)
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wobei F[ ] durch (2.5) gegeben ist. Man sucht das Extremum der Wirkung
W = /Ldt. (4.25)

Wir betrachten den Fall eines Kristalls und fithren die Variation durch:

to

oW = dt |:/ dVv {po@tuiﬁt(sui - ciﬂmamul@jéui + poFiéui} + /df Pidui] . (4.26)
t1
Wir erhalten durch partielle Integration

to to
/ dt de() 8tui 58tuz = /dV (poc‘)tuz)éullif —/ dt dV(po Bfu,)éuz (4.27)

t1 t1

und
to to to
dt dV ciﬂmﬁmul 8k5ul = dt dfjal-jéui — dt dV éjal-jéui . (4.28)
t1 T t1 t1
= 04j

Daraus ergibt sich

to to
oW = dt /dV {—,Ooafui + 8j0’ij + poFi} ou; — / dt /df {O’ijnj — R} ou; =0, (4.29)
t1 t1

was auf die Bewegungsgleichung
po@?ui = 0]'01']' ~+ poF; (4.30)

und die Randbedingung
U,-jnj = B (431)

fiihrt, mit dem Spannungsvektor 13, der auf die Oberfliche wirkt.

4.4 Elastische Wellen im elastischen Halbraum

Wenn eine Welle auf eine Trennfliche zwischen zwei verschiedenen elastischen Korpern trifft,
dann wird sie teilweise reflektiert und teilweise transmittiert. Wir betrachten hier den einfacheren
Fall der Reflexion einer Welle an der freien Oberfliche eines elastischen Halbraumes. Diese
Oberfliche (wir nehmen den Normalvektor parallel zur z-Richtung an) ist charakterisiert durch
die Randbedingung

Opz =0y, =0, =0, (4.32)

da keine Oberflichenspannung vorhanden sein soll. Wir untersuchen Raumwellen, die sich durch
den ganzen elastischen Ko6per bewegen kénnen und an der Oberfliche reflektiert werden. Dabei
gibt es zwei wesentliche Fille der Polarisation. Es gibt einerseits (longitudinale und transversale)
Wellen, die eine Polarisationskomponente parallel zum Normalvektor der Oberfldche besitzen. In
diesem Falle kommt es zwangsliufig zu einer Uberlagerung von longitudinalen und transversalen
Wellen. Andererseits finden wir auch transversale Wellen, deren Auslenkung senkrecht zum
Normalvektor liegt und die rein transversal bleiben.

Die Oberfiéiche dndert die lokalen elastischen Eigenschaften so, dass auch spezielle Oberflichenwellen
moglich sind, die nicht ins Innere des Halbraumes entweichen kénnen. Hier gibt es einen Typ
von Wellen, die sogenannten Rayleigh-Wellen.
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4.4.1 Reflektierte Raumwellen

Fiir eine ebene Welle @ = Aei(k 7=%1) in einem isotropen elastischen Korper finden wir den
Spannungstensor
Oji = 2€51 + NessOjp = i [M(Ajkz + Aky) + A(A - R g | R Tt (4.33)

Dies ergibt fiir transversale (w = c;k(;)) bzw. longitudinale (w = c;k(;)) Wellen:

ALk, k= kayn = o :iuk(t)(Ajnl+Alnj)€i(E-F—wt)
(4.34)

—

A=Afi |k k=kyii = oj=ikgAunn + A5;)e’ 70

Polarisation 1: Wir betrachten eine einlaufende ebene Welle, die so transversal polarisiert ist,
das 4 in der Ebene liegt, die durch Normalvektor und Wellenvektor gebildet wird. Diese Welle
(1) wird in einen transversalen (2) und longitudinalen (3) Teil reflektiert (Abb.4.2).

Die Randbedingung der verschwindenden Spannungstensoren an der Oberflache fithrt wegen der
Uberlagerung aller Wellen auf Gleichungen der Form

0— Z ACY i(E. 7 —wMy) (4.35)
v=1,2,3

die fiir alle Positionen 7 bei z = 0 und Zeiten t giiltig sein muss. Damit muss
wl) = w® = 4,0 ud FDx2=k@xz=(0Gx2 (4.36)

gelten, d.h. die Komponenten aller k-Vektoren parallel zur Oberfliche miissen gleich sein. Zunéchst
bedeutet dies, dass die Wellenvektoren der einfallenden und der reflektierten Wellen in der glei-
chen Ebene liegen, die auch die z-Achse mit einschliesst. Damit kénnen wir, analog zum Snel-
liusgesetz der Strahlenoptik, die Wellenvektoren durch ihre Winkel mit der z-Achse bezeichnen
(Abb.4.2), und die Randbedingung ergibt dann die Beziehung

kW sina® = k@ sin o = k® sina® . (4.37)

Wegen der identischen Frequenz aller drei Wellen muss der Wellenvektor fiir die transversalen
Komponenten die gleiche absolute Grosse besitzen:

D — @ — =Y (4.38)
Ct
und fiir die longitudinale Komponente gilt:
) =g =2 (4.39)
a
Dies legt die Beziehung zwischen den Winkeln fest, oV = o(? = o und a® = g:
o : _ o 1
sina = nsin g mit n= o e (4.40)
Hier spielt n die analoge Rolle zum Brechungsindex der Optik.
(N z, @
3
G(U @
N
X
Abb.4.2
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Nun wenden wir uns den Amplituden der einzelnen Komponenten zu:
Welle (1):
i = (sina, 0, —cosa) ; AN = A(cosa, 0, sin ) (4.41)

Die Komponenten des Spannungstensors sind:

Oy, = —Akgpicos2a, o0y, =0, 0., =—Akpsin2a (4.42)
Welle (2):
ii® = (sina, 0, cos ) ; A® = B(cosa, 0, —sin «)
(4.43)
= 0z, = Bkypcos2a, o0y, =0, 0..=—Bkpusin2a
Welle (3):
70 = (sin 3,0, cos ) ; AB = C(sin 3,0, cos [3)
= 0y, =Ckipsin2p, o0y, =0, o0, =Ck(2u cos? B+ ) (4.44)
= 0y, =Cnkiusin2B, o0y, =0, 0., =Cnkp (2 cos? B + %)
Wir fiithren folgende Umformungen durch:
2 A 1 2
2cos?f=2—2sin?f=2— —sin®a = 2co’ B+ = —(1—2sin?a) = " (4.45)
n woon n
wobei wir verwenden, dass
1 2 A A
— = KA _5 A (4.46)
n [ [
Daraus folgt fiir die Welle (3)
o, = SR s90 (4.47)

Wir sammeln nun alle Wellen und setzen sie in die Randbedingungen o, = 0, = 0 ein (o, =0
ist automatisch erfiillt):

—Acos2a + Bceos2a + Cnsin26 =0

o (4.48)
—Asin2a — Bsin2a + —cos2a =0
n
Also gilt
c n sin 4o B cos? 2ac — n? sin 2 sin 23 (4.49)
A cos?2a+n?sin2asin2B’ A cos?2a 4+ n?sin 2o sin 23 ’

wobei die Winkel o und § durch die ”Snellius-Beziehung” (4.40) bestimmt werden. Beachte,
dass bei o = 0,7/4, 7/2 keine longitudinale Wellenkomponente reflektiert wird.

Totalreflexion: Wenn sina > n, dann gibt es keine reelle Losung von (4.40). Da n < 2712 gt
diese Bedingung sicher fiir a > 7/4 erfiillt. Es gibt also einen Grenzwert o, der 3 = 7/2 ergibt.
Fiir o > ap finden wir

™ eB — e~
6:5—1—@'7 = sinﬁ:?:coshfy = sina = ncosh~y (4.50)
i
Damit wird der Wellenvektor der Komponente (3) & ®) = k;(cosh~, 0, —isinh ), so dass

ei( E®) . 7—wt) _ ei(kl coshwx—wt)ekl sinhyz (451)
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wobei nur v < 0 moglich, d.h. die Welle zerféllt fiir z — 4o00. Diese Welle propagiert nur
in der N#he der Oberfliche entlang der z-Achse in einer Schicht der Dicke 1/k;|sinh~|. Die
Schallgeschwindigkeit ist reduziert zu

% w C|
= = 4.52
¢ kjcosh~vy  cosh~y ( )
Durch Einsetzen von = 7/2 + i~y erhalten wir
B cos?2a + in? sin 2asinh 2 B
— = = |—=|=1 4.53
A cos?2a — in? sin 2« sinh 2+ A (4.53)

was bedeutet, dass wir in der transversalen Komponente eine Totalrefiektion haben. Dazu gehort
die an der Oberfliche konzentrierte longitudinale Komponente, die das Resultat der Randbedin-
gungen ist. Die transversale Polarisation muss zwischen der einlaufenden und auslaufenden Welle
entsprechend rotiert werden, voraus sich zwangsliufig die Uberlagerung mit einer longitudinalen
Komponente ergibt.

Polarisation 2: Nun gehen wir iiber zum einfacheren Fall einer transversalen einlaufenden Welle,
deren Polarisation senkrecht auf der Ebene des Wellenvektors und des Normalvektors liegt. In
diesem Fall wird keine longitudinale Komponente der reflektierten Welle erzeugt. In der obigen

Abbildung kénnen wir daher die Wellenkomponente (3) weglassen. Es gilt a(!) = a(?) = o und
AU) = (0,AY),0). Die einzige Randbedingung, die nicht automatisch erfiillt ist, ist
0 = 0y, = ikyucos a(AD — A2) gilF-F=wt) = AW =40 (4.54)

2=0

In diesem Fall wird die einfallende transversale immer zu 100% in eine transversale Welle reflek-
tiert, ohne dass je eine andere Polarisationskomponente ins Spiel kommt.

4.4.2 Oberflaichenwellen

Die obigen Gleichungen fiir die Polarisation 1 haben noch einen weiteren Typ von Losungen,
nédmlich Wellen, die sich nur entlang der Oberfiche bewegen und zum Innern des elastischen
Kopers hin abfallen. Diese Wellen sind Uberlagerungen von longitudinalen und transversalen
Wellen. Wenn wir die Formulierung des vorhergehenden Abschnittes verwenden, dann kénnen
wir diesen Aspekt mittels des folgenden Ansatzes fiir die einfallende transversale Welle fassen:

a= g + 0 = sina =coshd ,cosaw = —isinhd und 71 = (coshd,0,isinhd) (4.55)

Die reflektierte longitudinale Welle hat wie oben 8 = 7 + iy. Die ”Snelliusgleichung” lautet
damit
coshd = ncosh~y (4.56)

Wir kénnen zusétzlich noch die reflektierte transversale Komponente null setzen: B = 0, was
folgende Gleichung liefert:

cos® a = n?sin 2asin 23 = cosh?2§ = —n?sinh 26 sinh 27 . (4.57)
Dies ergibt eingesetzt in (4.49)

C in 4
T — % = ntan 2o = intanh 24 (4.58)

Wir nehmen nun (4.56) und (4.57) zusammen:

cosh ¢ oz

= (4.59)

coshy x/n 22
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mit § > 0,7 < 0 and n < 2-1/2. Man erhilt aus den hyperbolischen Identitéiten:

2

sinh26 = 22v/22 — 1, cosh?20 =1+ 42%(z> —1) und sinh2y = 2T x—z -1, (4.60)
nVn
was uns aus (4.57) die Gleichung
4
(202 —1)? =42’V/22 —n2V/22 -1 = <1 - g) = (1-n2%)(1-¢) (4.61)

mit ¢ = 1/22 liefert. Da & = 0 eine offensichtliche Losung ist, lisst sich die Gleichung in
ein Polynom 3. Grades umschreiben. Mit « = coshd > 1 sind nur Losungen mit 0 < £ < 1
physikalisch relevant. Man kann zeigen, dass es somit nur eine physikalische Losung gibt. Fiir
das einfache Beispiel A = p = n? = 1/3 ist die relevante Losung & = 2(1 — 1/4/3) ~ 0.845, so
dass cosh § = 1.09.

Die Geschwindigkeiten der transversalen und longitudinalen Komponenten der Oberflichenwelle

sind gleich:
a

Ct
p— ey 4' 2
¢ coshy  coshd <G<a (4.62)

Die Oberflichenwellen propagieren langsamer als die Raumwellen. Die Eindringtiefen der beiden
Komponenten sind jedoch verschieden:

) 1
transversal: e #kelsinhd| — g—z/d¢  — di = W
(4.63)
. 1
longitudinal: e~#klsinhl — g=2/di = g =~
k| sinh |
was auf das Verhéltnis
d; | sinh ¢ x?—1
e = 1 4.64
di  n|sinh~| R R (464)

filhrt und fir p = A d; = 0.465d; ergibt. Die transversalen Wellen dringt tiefer ein als die
longitudinalen. !

Es ist auch interessant, die Bewegung eines Volumenelementes zu betrachten. Wir finden fiir -
und z-Komponente (longitudinal und transversal) die folgende Form:

uy = ARe [—z‘ {sinh e~/ — p cosh y tanh 2(5efz/dl} eikx*i‘“t} = fz(2)sin(kz — wt)
(4.65)
u, = ARe Hcosh de~#/4 _ psinh ~ tanh 2(5672/@} eik’”*iwt} = f.(z) cos(kz — wt)

Die Volumenelemente an der Oberfliche vollfithren Bewegungen auf ellipsenférmigen Bahnen,
d.h. eine Kombination von Auf/Ab- und Schubbewegungen. Damit haben diese Wellen eine
Ahnlichkeit mit den Schwerewellen von Fliissigkeiten. Dieser Typ von Wellen werden auch
Rayleigh- Wellen genannt; Rayleigh hat sie im Jahre 1886 theoretisch entdeckt.

Es ist relativ einfach zu zeigen, dass es keine Oberflichenwellen mit der rein transversaler Kom-
ponente gibt, d.h. eine Oberflichenwelle mit Propagationsrichtung entlang z-Richtung und Aus-
lenkungen entlang y-Richtung. Im Jahre 1911 hat A.E.H. Love jedoch gezeigt, dass im Falle eines
mehrfach geschichteten elastischen Korpers, diese Form von Oberflichenwelle durch mehrfache
Reflexion an den Schichten auftreten kann: Love- Wellen.

!Beachte, dass die Oberflichenwelle eine Losung der Wellengleichung ist, die sich von den iibrigen Lésungen
mit transversalen Raumwellen abhebt. Letztere stellen eine kontinuierliche Menge von moglichen Losungen der
Wellengleichung dar (kontinuierlich im Wellenvektor k. und ausgedehnt in z-Richtung). Hingegen haben die
Oberflichenwellen eine spezielle Struktur, indem sie namlich in z-Richtung an der Oberfliche lokalisiert sind.
Dabei ist k. auf einen einzelnen Wert fixiert: k. = i/d;¢.
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4.4.3 Seismologie

Das Verstéindnis der Ausbreitung von elastischen Wellen findet eine wichtige Anwendung im
Zusammenhang mit Erdbeben. Die Erde ist in guter Ndherung ein elastischer Korper. Bei Erd-
beben spielen sowohl Raumwellen als auch Oberflichenwellen eine wichtige Rolle. Dabei wirken
die Oberflichenwellen meist zerstorerischer als die Raumwellen.

Erdbebenherde sind im allgemeinen stark lokalisiert. Ihre Position ldsst sich aufgrund von Mes-
sungen iiber die Wellenlaufzeiten sehr prézise bestimmen. Seismische Messdaten der elastischen
Wellenausbreitung erlauben es auch, Informationen {iber tektonische Schichten im Untergrund
zu gewinnen. Solche Methoden werden auch in der modernen Geologie verwendet, indem man
elastische Wellen studiert, die durch gezielte Explosionen ausgeltst werden.

Bei einem Erdbebenherd handelt es sich meist um ein elastisches Entspannungsereignis, z.B.
eine plotzliche tektonische Verschiebung einer Bruchfliche, wobei bis zu 50% der Energie in
elastische Wellen iibergeht, widhrend der Rest als Wérme und mechanische Zerriittungsarbeit
des Gesteins in der Bruchgegend dissipiert wird. Die Herde liegen meist in Tiefen zwischen 3 und
30 km unter der Erdoberfliche, es konnen aber auch Herde in bis zu 700 km Tiefe auftreten.
Wenn sich tektonische Schichten gegeneinander bewegen wollen, kommt es zum sogenannten
”stick-slip”-Phénomen (”héngenbleiben-durchrutschen”) , #hnlich wie bei Reibung. Plétzliche
Durchrutsch-Ereignisse lassen sich kaum vorhersagen, so dass Prognosen fiir Erdbeben kaum
moglich sind.

P-Welle

L
ARweEE|

Ungestirtes:
Medlum

Ausbreftungstichtung

’ Rusbreltungsrichtung _

Abb.4.3

Das sogenannte Epizentrum, der Ort an der Oberfliche unmittelbar oberhalb des Herdes, erfihrt
die stéirkste Intensitédt. Mit der Entfernung R vom Herd nimmt die Intensitéit ab. Dabei gilt fiir
die Raumwellen eine Abnahme der Intensitit mit R~2, wihrend fiir die Oberflichenwellen nur
eine Abnahme mit R~! vorliegt. Daher sind Oberflichenwellen bei Erdbeben verheerender als
der Raumwellenanteil. Hingegen breiten sich Raumwellen schneller aus als Oberflichenwellen.
Bei Raumwellen unterscheiden wir longitudinale und transversale Wellen. Die schnelleren longi-
tudinalen Wellen werden bei einem Erdbeben zuerst registriert und deswegen auch Priméarwellen
(P-Wellen) genannt. Die langsameren transversalen Wellen kommen als zweite an und heissen
Sekundérwellen (S-Wellen). Die zerstorerischen Oberflachenwellen kommen wegen ihrer redu-
zierten Geschwindigkeit zuletzt an (sie gehen radial vom Epizentrum aus), wobei es sich meist
um Rayleigh-Wellen handelt (wie schon von Rayleigh selbst vermutet wurde). Die Love-Wellen
spielen nur eine Rolle, falls die Tektonik starke Schichtung aufweist.

Love-Welle

Aushreftungstichtun
Ausbreltungsrichiung ) WM

Abb.4.4
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Interessant ist die Tatsache, dass der endliche Radius der Erde wohldefinierte Eigenschwingun-
gen der Oberflichenwellen erlaubt. Dabei ergeben die Rayleigh-Wellen radiale und die Love-
Wellen torodiale Schwingungen. Diese kénnen bei einem Erdbeben angeregt werden und erst
nach einigen Tagen abklingen. Die niedrigste durch ein Erdbeben angeregte Mode ist eine ra-
diale Schwingung mit einer Schwingungsperiode von zirka 54 s.
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Kapitel 5

Plastische Deformationen und
Kristallgitterversetzungen

Wir haben uns bisher mit dem Bereich sehr kleiner Deformationen beschéftigt, bei denen die
lineare Ndherung geméss Hook’schem Gesetz eine gute Beschreibung liefert. Wenn die Defor-
mationen grosser werden, dann verlassen wir den Bereich der Giiltigkeit dieser Ndherung. Ins-
besondere der Ubergang von Gleichung (1.2) zur linearisierten Version (1.3) sind nicht mehr
gerechtfertigt. Wenn wir ”anharmonische” Elastizitiat (nicht linear) beriicksichtigen, ist auch die
Bewegungsgleichungen nicht mehr linear. Folglich kénnen elementare Wellen nicht mehr ohne
weiteres iiberlagert werden, sondern es findet eine wechselseitige Beeinflussung von Wellen statt.
Diese Korrekturen werden meist als klein betrachtet, wenn wir von Schall (Phononen) in elasti-
schen Medien sprechen. Aber im Zusammenhang mit Schockwellen in Materialien kénnen solche
anharmonischen Effekte eine wichtige Rolle spielen.

Durch &ussere Krifte konnen wir einen elastischen Koérper also iiber den Bereich hinaus ver-
formen, in dem das Hook’sche Gesetz (lineare Beziehung zwischen Spannung und Deformation)
gilt. Nichtsdestoweniger, ist die Deformation reversibel, d.h. das Ausschalten der Kraft bringt
den Korper in seine alte Form zuriick. Die Erfahrung zeigt aber, dass fiir noch grossere Kraft
auch die Reversibilitéit verloren geht. Die elastische Deformation geht {iber in einen Fliess- oder
Kriechbereich. Deformationen bilden sich nur noch teilweise oder iiberhaupt nicht mehr zuriick,
nachdem die Krifte ausgeschaltet worden sind. Ferner kénnen kleine Anderungen dusserer Kriifte
grosse Deformationen hervorrufen. Bei noch weiterer Deformation kann es schliesslich zum Riss
oder Bruch des Korpers kommen.

AO
Bruch
linearer Bereich
(reversibel)
v
// \ I =
4 €
Bruch
~—_|
Fliess—/Kriechbereich
(irreversibel)
Abb.5.1

Wiéhrend im linearen (und schwach anharmonischen) Bereich die Deformation durch Entfernen
der Spannung wieder vollstindig riickgéngig gemacht wird (reversibel), bleibt die Deformation im
Fliessbereich weitgehend erhalten. Man spricht hier von plastischer Deformation (irreversibel).

Um dieses Verhalten von einem mikroskopischen Gesichtspunkt her etwas konkreter beschreiben
zu konnen, betrachten wir einen perfekten Kristall, in dem die Atome auf einem einfachen kubi-
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schen Gitter angeordnet sind (Gitterkonstante a). Eine Scherung e,, kann nun als Verschiebung
von Atomschichten gegeneinander verstanden werden.
Dies bedeutet, dass auf dem Niveau der Atomverschiebung (siehe Abb.5.2)

u

gilt, woraus im linearen Bereich folgt, dass
U
=p—. 5.2
Oxz :U'a ( )

Wenn wir jedoch soweit deformieren, dass v = a, dann sollte die Spannung wieder verschwinden,
da sich die Atome wieder in einem gleichen Umfeld befinden. Daher muss o, eine periodische
Funktion von u, am einfachsten von der Form

2
70 = L sin () (5.3)

sein. Dies geht natiirlich in eine lineare Beziehung iiber, wenn u < a. Innerhalb dieses Mo-
dells ergibt sich nun eine kritische Spannung bei u ~ a/4 (maximales o), wo ein Ubergang zu
unbeschrankter Deformation stattfindet:

iz _
Oy kait, 5 ~ 10 w. (5.4)
Z
® 6 o6 o o o o o o o
®e 6 o6 o o o o o o o
® 6 e o6 o o o o o o
u a
® 6 o6 o6 o o o o o o
o a
X
Abb.5.2.

Fin Vergleich mit der Praxis zeigt, dass dieser geschéitzte Wert viel zu hoch liegt und der ty-
pische Wert eher bei o,, ~ 107%u liegt. Diese Diskrepanz kommt daher, dass reale Kristalle
nicht perfekt (ideal) sind, sondern Defekte, insbesondere topologische Defekte wie Versetzun-
gen besitzen, die in grossen Konzentrationen vorkommen und das Verhalten unter Anwendung
grosserer Spannungen dominieren. Sie sind auch verantwortlich fiir Kriech- und Fliessverhalten
eines Materials unter grossem Druck. In diesem Kapitel wollen wir uns solche Defekte etwas
genauer anschauen.

5.1 Volterra-Konstruktion von Versetzungen

Versetzung sind Gitterdefekte, die eine einen topologischen Aspekt besitzen. Wie wir gleich sehen
werden handelt es sich dabei um linienartige Defekte, die sich nicht so einfach aus einem Gitter
eliminieren lassen, wenn sie einmal vorhanden sind. Wir fiihren hier eine einfaches Verfahren
ein, um die wichtigsten Grundstrukturen von Versetzungen zu verstehen.

Betrachten wir einen Zylinder mit einem konzentrischen Loch. Wir schneiden diesen Zylinder
entlang einer Fliche, die parallel zur Rotationsachse liegt (Abb. 5.3), auf und fiigen ihn wieder
atomar genau zusammen. Dabei verschieben wir jedoch die Fldche um eine Atomlage, entweder
entlang der Zylinderachse (Verschiebungsvektor b = (0,0,a)) oder senkrecht dazu (Verschie-
bungsvektor b = (a,0,0)). Im ersten Fall sprechen wir von einer Schraubenversetzung und im
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zweiten von einer Stufenversetzung. Dieses gedankliche Verfahren wird Volterra-Konstruktion
genannt. Das konzentrische Loch schliesst eine Singularitdt des Auslenkungsfeldes ein, die ei-
nem Liniendefekt entspricht (Abb.5.3), eine Linie beschrieben durch den Tangentialvektor [
Wenn wir den Auslenkungsvektor @ auf einem beliebigen Pfad I' um den Liniendefekt [ herum

verfolgen, dann erhalten wir
du -
dﬂ:?{ds:b, 5.5
fai-g o (55)

den sogenannten Burgers-Vektor, eine topologische ” Quantenzahl” der Versetzung. Es gilt:
Schraubenversetzung: b || [
(5.6)
Stufenversetzung: b L 1.
Der Liniendefekt einer Versetzung kann nicht irgendwo im Kristall enden, da er eine solche
Quantenzahl besitzt, die erfordert, dass der entsprechend Pfad I' nicht kontrahierbar ist. Daher

konnen solche Liniendefekte entweder geschlossen sein oder miissen von Oberflache zu Oberflache
laufen.

N 5
. @

Schraubenversetzung Stufenversetzung

Abb.5.3.

Liniendefekt und Burgers-Vektor: Wir betrachten hier einige einfache Figenschaften des Liniende-
fektes. Der Burgers-Vektor ist gegeben durch

dui aQUJi
b; = du; = dxy, = dSkermi ———— 5.7
i 7{‘ Us jédxk Tk /Sp k€kmj 8:cj8xm ( )

wobei der letzte Schritt der Anwendung des Stokes’schen Satzes entspricht, mit St als einer beliebigen
Flache, die durch I' berandet wird. Es gilt nun jedoch, dass

82ui

i = 5.8
Chmj an 6xm ( )
iiberall ausser auf der Singularitdt des Liniendefektes. Wir definieren
/d§ B5p)=1 = O ) (5.9)
. = €lm i =0, .
p kmj 3xj8xm kOWP

wobei p hier den radialen Abstand vom Liniendefekt auf der Flidche Sr bezeichnet.

——

/

sl N

r

Abb.5.4.
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Damit wird klar, dass die Burgers-Vektoren addiert werden, wenn mehr als ein Liniendefekt von I' einge-
kreist wird. Insbesondere gibt es zu jeder Versetzung eine inverse Versetzung. Damit kdnnen im perfekten
Kristall Versetzungen in Paaren erzeugt werden.

Wenn wir die Situation von vielen Versetzungen (makroskopisch dicht, aber mikroskopisch verdiinnt)
betrachten, kénnen wir die folgende Dichte definieren:

32ui
. — 0 5.10
€kmj 8arj8xm Pik ( )
Die Komponente des Burgers-Vektors ist i; k ist die Komponente der Tangentialen zum Liniendefekt. Es

ist leicht zu sehen, dass
Opir P,
= €pmi————— =0, 5.11
oxy k J@xkﬁxjﬁa:m ( )

was zeigt, dass sich der Burgers-Vektor entlang der Liniendefekte nicht verédndert. Die Formulierung als

Dichte erlaubt es, die Versetzungen als ein Gas zu betrachten.

5.2 Deformation und Energie einer Schraubenversetzung

Betrachte einen zylinderférmigen Koérper vom Radius R und Linge L mit einer Schraubenver-
setzung, wobei der Liniendefekt [ gerade auf der Zylinderachse liegt. Wir berechnen jetzt das
Auslenkungsfeld @ dieser Versetzung. Die Feldgleichung fiir den Gleichgewichtszustand lautet
nach wie vor

ajo'ij = Q,Majeij + AO;epr, =0, (5.12)

falls keine Volumenkrifte vorhanden sind. Diese Gleichung ist iiberall im Korper ausser auf
dem Liniendefekt giiltig. Aus Symmetriegriinden verschwinden die Komponenten von , die
senkrecht auf [ stehen:

—

@ =(0,0,u) mit u, =uy(x,y) = ex=V - -u4=0, (5.13)

d.h. es gibt keine Volumendeformation. Die elastostatische Gleichung reduziert sich zu

2 2 2
8 du, 0w, 0%u, 1a<au2> L 0w _ g (5.14)

= 9z;00, 02 oy ror\| or ) 7 ag

wobei sich die Gleichung in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) ausdriicken ldsst. Die Losung dieser
Gleichung muss die Bedingung fiir den Burgers-Vektor erfiillen, d.h.

d
]iduz = f} @uz(r, p)dp =0b, (5.15)

Abb.5.5
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wobei der Pfad I' in der z-y-Ebene kreisférmig um [ verliuft. Es ist einfach, die entsprechende
Losung zu finden:

b
uy(r,¢) = o oder uy(x,y) = Dy arctan (%) . (5.16)
Offensichtlich ist u, keine einwertige Funktion, und r = 0 definiert eine Singularitdt von wu,.

Andererseits ist der Deformationstensor einwertig:

b —y b sin ¢
€ = — _— — —_——
= an 22 4 92 dr v

b T b cos¢
€ = — _— e —
4 \ 22 442 4 r

wihrend alle anderen Koeffizienten verschwinden. Der Spannungstensor ist dann o;; = 2pue;;.
Wir benutzen nun den Deformationstensor, um die Energiekosten einer Versetzung zu berechnen:

b \? R g b2

wobei wir als untere Grenze eine Abschneidelénge fiir den Liniendefekt eingefiihrt haben, der im
Kristall natiirlich nicht eine mathematische Linie, sondern ein Objekt ist, dessen transversale
Ausdehnung naherungsweise der kleinsten Langenskala, ndherungsweise der Gitterkonstanten a,
entspricht. Der Kern des Liniendefektes ist durch sehr starke Deformationen charakterisiert, die
nicht mehr mit unserer linearen Elastizitdtstheorie beschreibbar sind. Der Energiebeitrag des
Kerns ist eine zusétzliche Konstante.

Wichtig ist die Erkenntnis, dass die Energie der Versetzung von der K&pergrosse, hier dem Radius
R, abhéngt. Wir kénnen daher nicht einfach eine Linienenergie pro Einheitsldnge definieren.

(5.17)

Liniendefekt der

Schraubenversetzung

Schnift fur u, (unstetiQ)

/ Urs 4
u,_ M

Ox

X
|

[2
‘

Versetzungslinie

Abb.5.6.

Kraft auf Versetzung: Wir betrachten die Situation in Abbildung 5.6 mit einer Schraubenver-

setzung I || Z. Nun wird eine uniforme Spannung o,. angelegt. Wenn sich die Versetzung um
0x entlang der xz-Achse verschiebt, erhalten wir durch Betrachtung der Arbeit die potentielle
Energie:

oW = —/ayzéeyzdgaj = —0y: /d3$588u2 = —JyZL/d:E(S (Usy —ur—)(x) = —boy, Léx ,
Yy ~—
=bO(z—x0)
(5.19)
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wobei u,+ den Wert der Auslenkung auf den beiden Seiten des Schnitts und zg die Position
der Versetzungslinie bezeichnet (vgl. Abb.5.6). Daher wirkt eine Kraft pro Einheitsldnge auf die
Versetzungslinie entlang der z-Richtung:

Fy =boy. oder allgemeiner F; = €;ilj0kmbm - (5.20)

Mit dieser Art der Betrachtung lassen sich auch Wechselwirkungen zwischen zwei Schraubenver-
setzungen beschreiben. Nehmen wir zwei parallele Liniendefekte an, die sich auf einer Distanz d
entlang der z-Achse voneinander entfernt befinden. Ihre Burgers-Vektoren sind b 1,2 =1(0,0,b12).
Da die von der einen Versetzung erzeugte Spannung auf die andere wirkt, kénnen wir die Kraft
pro Léngeneinheit berechnen:

bl b1 b2
Oyz,1 = :u’m = F= Uyz,le = Nm . (521)
Das Wechselwirkungspotential ist entsprechend gegeben durch
b1b2 d
W=p——In{- 22
a a7 . <a) (5.22)

Dies bedeutet, dass fiir parallele (antiparallele) Schraubversetzungen die Wechselwirkung abstos-
send (anziehend) ist. Insbesondere koénnen sich antiparallele Versetzungen annihilieren, wenn sie
zusammentreffen und entgegengesetzt gleiche Burgers-Vektoren besitzen.

Interessant ist dieser Aspekt der Wechselwirkung auch in der Nidhe von freien Obeflichen. Es
gilt namlich die Randbedingung oi;n;|Operfliche = 0- Ganz analog zur Elektrostatik kénnen
wir die Randbedingung bei einer unendlichen planaren Oberfliche durch Einfiihrung einer Spie-
gelversetzung erfiillen, die ausserhalb des elastischen Korpers liegt.

VY

freie Oberflche

I I X
—O O
Schrauben-" Spiegelbild
versetzung
N
Abb.5.7.

Diese Spiegelversetzung hat entgegengesetzten Burgers-Vektor. Somit wirkt eine anziehende
Kraft von der Oberfliche auf die Schraubversetzung:

- Hrﬂ'l 4 a

wobei [ die Distanz der Versetzung zur Oberflache ist. Offensichtlich besteht die Tendenz, die
Versetzung aus dem Koérper zu entfernen, was die Energie erniedrigen wiirde.

F, » = w(l) = uﬁ In <l> , (5.23)

5.3 Deformation und Energie einer Stufenversetzung

Wir betrachten einen Zylinder des Radius R und der Lénge L mit einer Stufenversetzung, deren
Singularitit mit der Rotationsachse zusammenfillt: [ || Z.

53



Abb.5.8.

Der Burgers-Vektor ist b = (b,0,0). Das Auslenkungsfeld enthélt keine z-Komponente:

i = [ug(,y), uy(2,y),0] . (5.24)
Die Feldgleichungen lauten:

004,  O0ys 00zy  Ooyy

=0 d =0. 5.25
ox dy e Oz dy ( )
Ferner gilt
Opg — V(oyy + 022) Oyy — V(0gz + 022) o
Crw = xT Eyy zz ’ gy = vy Exm zz 7 €ay = QL:L/ (526)
und
e.. = Ozz — V(ng + ny) =0 = Opy = V(wa —+ o'yy) . (527)
Wir definieren nun eine Funktion ¢ (z,y), so dass
0?1 02 0%
Ogx — 87y2 N O'yy = @ y O'J;y = _axay . (528)

Damit sind die Gleichungen (5.25) automatisch erfiillt. Aus der Definition des Deformationsten-
sors ergibt sich ferner die Beziehung

0%€py n Oeyy 826%
oy? ox2 T O0zdy

(5.29)

Wir konnen nun die Gleichungen (5.26) und (5.27) verwenden, um die folgende Gleichung fiir
zu erhalten:

19 8 18\

in kartesischen und zylindrischen Koordinaten. Wir fithren nun eine weitere Funktion ein:

0

o o a%_(a? 82>2¢

— 2 A
ox* + 0x20y>? + oy* ox?2  Oy?

0? 0?
X(T,y) = Opx + oyy = <8x2 + 8y2) (o (5.31)
Dann muss x eine harmonische Funktion sein, d.h.

(188 1 02

e rz&qb?> x(r,¢) =0 (5.32)

mit der allgemeinen Losung:

[o.¢] oo
b d
X = ag + bplnr + E (anr” + TZ) sinng + ngo (Cnr” + TZ) cosng . (5.33)

n=1
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In Anlehnung an den Fall der Schraubenversetzung wihlen wir hier die spezielle Losung mit der
1/r-Abhéngigkeit, da o4, 0y, so abfallen sollten:

X(r,qb):BSin N (18 0 N 1 0? )w:Bsinqb (5.34)

r ror or r2 0¢? r
Wir kénnen wieder geeignete spezielle Losungen finden:
B B
W(r,¢) = Erlnr sin ¢ oder P(z,y) = thﬂ(a:2 +4?) (5.35)
Daraus ergibt sich fiir den Spannungstensor:

_ By(32® +y°) __By@@® -y _Ba(a® —y?)

Uber den Deformationstensor berechnen wir das Auslenkungsfeld:
B(1— B
U = =g sin 2¢ — %(ﬁ Uy =g {2(1 = 2v)Inr + cos 2¢} . (5.37)
7

Damit kénnen wir die Konstante B bestimmen, indem wir den Burgers-Vektor auf einem Pfad
um die singulédre Linie berechnen:

du B(1-v) b
b:fML:/ “dg = —2r———= = B=——"—"—. 5.38
r d¢ ¢ 2u (1 —v) (5-38)
Wir sehen, dass hier u, nicht einwertig ist und somit ein Schnitt im Koérper von der Verset-

zungslinie ausgeht.
Analog zum vorhergehenden Beispiel konnen wir hier die Energie der Stufenversetzung bestim-

men, fur die wir
ub? R
Ey=——In(— .
v 47r(1—y)n<a> (539)

erhalten. Die Energie hat eine sehr dhnliche Form wie fiir Schraubenversetzungen. Ferner lassen
sich d&hnliche Diskussionen wie oben durchfiihren, um die Kréfte zwischen zwei Versetzungen zu
berechnen.

5.4 Plastische Deformationen

Nun kehren wir zuriick zur Diskussion der plastischen Deformation. Wie oben erortert, liegt die
kritische Spannung, oberhalb derer plastische (irreversible) Deformation stattfindet, fiir einen
perfekten Kristall zu hoch, um dieses Phinomen in realen Materialien zu beschreiben. Hier kom-
men die Gitterdefekte, besonders die Versetzung, ins Spiel. Aussere Spannungen auf den Kérper
fiihren zu Kréften, die auf die Versetzungen wirken. Solange sie klein sind, bleiben die Versetzun-
gen unbeweglich und der Kristall verhélt sich reversibel elastisch. Wenn jedoch die Spannungen
geniigend gross werden, beginnen sich die Versetzungen zu bewegen. Da es sich dabei auf mi-
kroskopischem Niveau um eine Umstrukturierung der lokalen Atomverbindung in der N#he der
Versetzung handelt, muss eine gewisse Energiebarriere iiberwunden werden. (Diese Barriere ist
natiirlich viel kleiner als diejenige, die wir vorher im perfekten Kristall geschitzt hatten.) Zudem
gibt es innere Reibung, die die Bewegung von Versetzungen verlangsamen kann. Infolgedessen
werden Bewegungen dieser Art nicht riickgéingig gemacht, wenn die Spannung wieder reduziert
wird. Dies entspricht einem sehr viskosen Fliessen des Korpers, einer plastischen Deformati-
on. Es gibt weitere Barrieren aufgrund der Wechselwirkung von Versetzungen untereinander
und mit Verunreinigungen. Insbesondere kénnen Verunreinigungen Haftzentren (pinning cen-
ters) fiir Versetzungen bilden, so dass sich diese weniger leicht bewegen lassen. Damit ergibt sich
die etwas paradox anmutende Schlussfolgerung, dass sich ein reiner (nicht perfekter) Kristall
weniger “hart” beziiglich plastischer Deformation erweist als ein verunreinigter Kristall. Dies ist
zum Beispiel der Fall bei Stahl, der durch die Beigabe von Chrom und/oder Nickel besonders
hart wird. Chrom-Nickel-Stahl wird etwa fiir Panzerplatten und Wagenachsen verwendet.
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5.5 Uniforme Bewegung einer Schraubenversetzung

Die Dynamik einer Versetzung ist mit der Bewegung des elastischen Mediums verbunden und
wird von denselben Bewegungsgleichungen wie die elastischen Wellen bestimmt. Im Falle einer
Schraubenversetzung mit [ || z und der Geschwindigkeit ¢ L [ gilt

0? 0? 1 02

mit ¢ = p/pg. Dies Gleichung ist invariant unter Lorentz-Transformationen

/ /

¥=q@-vt), y=y, =z, t'=v(Ft—-vx/c) (5.41)

mit v = 1/4/1 —v%/c2, wobei ¢ = (v,0,0). Wir betrachten eine Versetzung, die sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit v entlang der z-Achse bewegt. Im Ruhesystem der Versetzung ist die
bestimmende Gleichung;:

0? 0? b /
{830’2 + 783/2 } u, =0 = u,= %arctan (i) , (5.42)

wobei b die Linge des Burgers-Vektor (parallel zur z-Achse) ist. Durch die Transformation finden
wir daher

b y
J(z,y.t) = —arctan [ —2— ) . 4
uy(x,y,t) 5 arctan (’}/(SU—Ut)) (5.43)

Dies bedeutet, dass man den Effekt der Lorentz-Kontraktion beobachtet. Das Auslenkungsfeld
um die Versetzung wird entlang der Bewegungsrichtung um den Faktor ~ gestaucht. Beachte
jedoch, dass

b= ﬁ du, (5.44)

invariant ist und nicht von der Bewegung abhiingt. Damit ist b eine Erhaltungsgrosse.! Die
Relativitat als Konzept gilt nur bedingt, da wir natiirlich mit dem elastischen Medium ein
absolutes Ruhesystem vorgegeben haben.

Abb.5.9.

Wir konnen auch die Energie der sich bewegenden Versetzung berechnen. Diese besteht aus der
elastischen und der kinetischen Energie F; bzw. Eo,

E—'u/dV Ou 2+ 0us \’ d E—p/dV Ous \” (5.46)
=39 oz By e m2 =y at ) '

woraus folgt, dass

E=FE +Fy=EFEyy mit Ey=moc (5.47)

'Fiir diese Erhaltungsgrésse konnen wir eine Bilanzgleichung herleiten, die Kontinuitétsgleichung fiir die Ver-
setzungsdichte ( Schraubenversetzungsdichte: p..):

0pz»
ot

wobei U das Geschwindigkeitsfeld der Versetzungen darstellt.

+V (Tps2) =0 (5.45)
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als Ruheenergie. Diese hatten wir frither schon berechnet:

bQ b2
Eo=""m B ~pb? = ome =0 = b2 (5.48)
A a c?

Die Ruhemasse mg entspricht einer Masse pro Léngeneinheit der Versetzung und ist natiirlich
proportional zur Massendichte p. Wenn b von der Grosse der Gitterkonstante ist, entspricht mq
ungefidhr einer Atommasse pro Gitterkonstante. Der Impuls bestimmt sich aus der Beziehung

E?=E24+p*c = p=myy, (5.49)

woraus sich, analog zur Relativitdtstheorie, die Zunahme der Masse mit steigender Geschwin-
digkeit ableiten lésst.

Es ist interessant, hier die Analogie zur Teilchenphysik zu betrachten. Betrachte Schraubenver-
setzungen mit I || z und verschiedenen ”Ladungen” b. Die Ruheenergie entspricht der Energie,
eine Versetzung zu erzeugen. Wir kénnen aus dem ”Nichts” durch Energiezufuhr ein Paar von
Versetzungen mit b und —b erzeugen. Die Energiezufuhr geschieht im Normalfall durch eine
innere Spannung (Verbiegen des Mediums), die durch die Erzeugung von Versetzungspaaren
verringert werden kann. Die reduzierte Spannungsenergie geht in die Versetzungsenergien. Paa-
re konnen sich auch wieder unter Freisetzung von Energie annihilieren, wenn sie zusammen-
kommen. Diese freiwerdende Energie kann auch in Form von Wellen im Medium erscheinen. Wir
besitzen hier also ein zweidimensionales Analogon zu Teilchen, die Antiteilchen mit umgekehrter
Ladung haben. Diese Form der ”Materie” kann in Energie umgewandelt werden und umgekehrt.
Konnen Versetzungen auch schneller als die Schallgeschwindigkeit ¢ sein? In der Kontinuums-
beschreibung fiihrt dies auf Probleme, da v — ¢ ein singuldrer Grenzfall ist, z.B. wird die
Versetzung entlang der Bewegungsrichtung auf Null kontrahiert. Die mikroskopische Struktur
stellt hier wieder die Gitterkonstante als einen natiirlichen Abschneideparameter zur Verfiigung,
um die Singularitét bei v = ¢ zu umgehen. Daher kénnen Versetzungen sich im Prinzip auch mit
Uberschall bewegen. Dabei senden sie jedoch Schallwellen aus, analog zur Cherenkov-Strahlung
fiir Teilchen mit Uberlichtgeschwindigkeit (nur in optischen Medien méglich, z.B. blauer Schein
des Reaktorwassers).

Die Versetzungen mit v < ¢ besitzen nach obiger Betrachtung eine trige Masse und miissen
durch Spannungen (Kréfte) beschleunigt oder abgebremst werden (auch innere Reibung bremst
Versetzungen ab). Es zeigt sich, dass wir bei der Verdnderung der Geschwindigkeit einer Verset-
zung die Bewegungsgleichungen nur konsistent lésen kénnen, wenn wir einen Anteil elastischer
Wellen mitbertiicksichtigen. Das bedeutet, dass beschleunigte Versetzungen elastische Wellen
abstrahlen, in enger Analogie zur Abstrahlung elektromagnetischer Strahlung durch ein be-
schleunigten geladenen Teilchens (Bremsstrahlung). Dies fiihrt schliesslich auf eine Form der
”Strahlungsddmpfung” der Bewegung einer Versetzung.
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Kapitel 6

Dynamik von Fluida

6.1 Geschwindigkeitsfeld des Fluidums

Der Begriff Fluidum beinhaltet sowohl Gase wie Fliissigkeiten, die sich dadurch auszeichnen, dass
sie kein elastisches Schubmodul besitzen (1 = 0). Wie bei Massepunktteilchen kénnen wir fiir die
Beschreibung eines Fluidums die Trajektorien (Bahnkurven) von Masse-Elementen betrachten.
Diese bezeichnen wir durch die Vektoren d;, die zum Beispiel den Positionen der Masse-Element
zum Zeitpunkt ¢ = 0 entsprechen. Die Trajektorien sind gegeben durch 7 = #(d;,t). Damit
konnen wir die Stromung eines Fluidums vollsténdig beschreiben. Die Geschwindigkeit eines
Masse-Elementes ist gegeben durch

U(a,t)zgtf(a,t). (6.1)

Diese Formulierung der Trajektorien wird Lagrange-Darstellung genannt.
Fine alternative Formulierung geht auf Euler zuriick. In der Fuler’schen Darstellung wird die
Information iiber die Trajektorien der Masse-Elemente fallengelassen. Wichtig ist nur noch die
Geschwindigkeit ¢ des Fluidums an einem Punkt 7 zur Zeit t. Damit definieren wir das Ge-
schwindigkeitsfeld

U= 9(7,t), (6.2)

aus dem sich Stromungslinien ergeben. Stromungslinien sind Kurven, deren Tangente parallel
zur Geschwindigkeit am jeweiligen Ort zur gegebenen Zeit ist. Im Falle stationédrer Stromung
fallen Stromungslinien und Bahnkurven zusammen. Im allgemeinen Fall sind die Strémungslinien
zeitabhéngig und sind nicht mehr mit den Bahnkurven der Masse-Elemente identisch. Wenn
man eine Stromlinienschar zeichnet, dann ist die Dichte der Schar proportional zum Betrag der
Geschwindigkeit v = |7, so dass eine grosse Geschwindigkeit einer grossen Stromliniendichte
entspricht.

Falls das Geschwindigkeitsfeld wirbelfrei ist, d.h.

Vxi=0, (6.3)
konnen wir ein Geschwindigkeitspotential ® einfithren mit
T=Vao (6.4)

denn allgemein gilt V x (ﬁ f) = 0. Ist zudem die Stromung quellenfrei, folgt:

V-9=0 = V2&=0 (6.5)
und das Potential ist eine Funktion, das die Laplace-Gleichung mit gegebenen Randbedingungen
erfiillt.

Die Beschleunigung b eines Masse-Elementes @ lidsst sich in der Lagrange’schen Darstellung
sofort hinschreiben,

o8



E(J,t)—gtﬁ(d,t). (6.6)

Wechseln wir jedoch in die Euler’sche Darstellung iiber, dann miissen wir die Zeitabhéngigkeit
von 7(d,t) beriicksichtigen. Damit wird

- d ov - D

B(F ) = < 0(F(@.0),) = o + (0 V)T = (7,1, (6.7)
d.h. die Beschleunigung ist durch die substantielle Ableitung des Geschwindigkeitsfeldes gegeben.
Wir hatten diese Ableitung zum Beispiel schon im Zusammenhang mit der Kontinuitétsgleichung

gesehen:

0 - o Dp S
E—FV-(pv)—O = ﬁ—i—p(v-v)—o (6.8)

Einerseits ist p¢' die Massenstromdichte, andererseits auch die Impulsdichte.

6.2 Euler’sche Gleichung fiir ideale Fluida

Wie wir bereits frither im Kapitel 3 Gleichung (3.18) diskutiert hatten, fithrt die Newton’sche
Gleichung auf die Impuls-Bilanzgleichung

Dvi 8
—pby,— —0;;,=0 6.9
p Dt pLi axj 0ij ( )
wobei der Spannungstensor aus einem Teil der den hydrostatischen Druck p enthélt und einem
Reibungsterm R;; besteht:

Oij = —p(sij + Rl'j . (6.10)

Wenn wir den Reibungsterm vernachléssigen, erhalten wir die Euler-Gleichung fiir ideale Fluida:

—

Do

2 )F 4+ Vp=0 6.11
Py —P + Vp ( )

Ideal bedeutet, dass das Fluidum keine innere Reibung (Viskositéit) hat. Die Euler-Gleichung
bestimmt p, ¥ und p, wobei wir als Randbedingungen fiir ein Fluidum in einem Gefiss gilt, dass
die Geschwindigkeit normal zur Oberfliche verschwindet: 7 - ¥|gperfizche = 0-

Kompressibles ideales Fluidum: Fiir ein solches Fluidum benétigen wir eine Zustandsgleichung,
die einen Zusammenhang zwischen Dichte und Druck ergibt. Dies kann die adiabatische Zu-
standsgleichung der Form (kein Warmetransport innerhalb des Fluidums)

- (2)

sein, wobei pg und pg Referenzdichte und -druck bezeichnen. Daraus leiten wir die sogenannte
polytropen Euler-Gleichungen her:

Dp = Dv — dp—* .
E—Fp(v'v)—O und PDr pF—l—d—pr—O (6.13)

Inkompressibles ideales Fluidum: Inkompressible Fliissigkeit sind gekennzeichnet durch volume-
nerhaltende Stromungen (dies ist im Prinzip auch fiir kompressible Fliissigkeiten moglich). Es
gilt dabei V - ¥ = 0. Damit folgt:

Dp Dv = >
—pF — 14
D = 0 und p i p Vp (6.14)
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Aus dieser Gleichung schliessen wir, dass die Dichte p entlang der Trajektorie eines Masse-
Elementes konstant bleibt. Dies gilt zum Beispiel auch fiir horzontale Winde in der Atmosphére,
bei der die Dichte nur von der Hohe abhingt. Inkompressible Fliissigkeiten hingegen haben
iiberall eine konstante Dichte. Fiir diesen Fall gilt
Dv

V-7=0 und Z- _F

1=
= 6.15
for pr (6.15)

6.3 Reale Fluida und Navier-Stokes-Gleichungen

Bei einem Fluidum kénnen wir beobachten, wie eine Strémungsschicht eine benachbarte Schicht
mit sich ziehen kann. Dies geschieht aufgrund von Reibung, die wir bei der Beschreibung realer
Fluida nicht vernachldssigen diirfen. Diese innere Reibung des Fluidums wird Viskositdt genannt.
Dies fithrt zum Beispiel zur Situation, die in Abb.6.1 gezeigt wird. Eine viskose Fliissigkeit
erhilt ein lineares Geschwindigkeitsprofil zwischen zwei sich mit konstanter Geschwindigkeit
gegeneinander bewegenden Winden (Haftung an den Wénden).

y Vo
NMTMTITHHHHTS MBMBMN

— wy)
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ruhend
Abb.6.1.

Falls das Fluidum iiberall konstante Geschwindigkeit hat, erwarten wir keinen Effekt der inneren
Reibung. Innere Reibung héngt also mit der rdumlichen Abhingigkeit des Geschwindigkeits-
feldes zusammen. Wir fithren dafiir den Reibungsspannungstensor ein, der also nicht von der
Geschwindigkeit, sonderen von den Gradienten der Geschwindigkeit abhéngt:

. 8’01' (%j s S 5
Rij=n <8xj + 817) +70;V - T (6.16)

Analog zur Volumeninderung ez, kénnen wir hier die Spur von R;; betrachten:

Ruw=2n+30))V -7 =-3(V - 7 =-3p (6.17)

was einem Reibungsdruck proportional zur Dilatationsgeschwindigkeit entspricht. Wenn diese
vernachléssighar ist , d.h. ( = 0 oder Ry, = 0, dann gilt die sogenannte Stokes’sche Beziehung

zwischen 7 und 7'
2
/

-z 6.18
n 37 (6.18)

Daher kénnen wir fiir den Spannungstensor eines Fluidums nun schreiben:

B Y v AN
8xj + (9.1"1 3 K

Die innere Reibung wird daher durch die beiden Parameter ¢ (Volumenviskositidt) und n (dy-
namische Viskositdt) bestimmt. Diese Parameter hingen meist nur schwach von der Dichte ab,
aber sind material- und temperaturabhéngig.

(6.19)

- ov; Ov; 2. o
Uz’jZ((V'U—p)5ij+77< 2 )
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Viskositiit:

Fluidum (Temperatur °C) | Dichte (g cm=3) | Viskositiit n (1073 g cm~Is™1)
Wasser (20) 1 10.1

Wasser (50) 1 5.5

Glycerin C3HgO3 (20) 1.26 14700

Normalglas (600) 2.6 1014

Normalglas (1400) 2.6 10°

Luft (0) 0.0013 0.172

Sauerstoff (0) 0.0014 0.192

! 57! und wird auch ”Poise” genannt nach J.L.M.

Die Einheit der dynamischen Viskositédt 7 ist g cm™
Poiseuille (1799-1869):

1 Poise = 1g em ™ !s™? (6.20)

Die dynamische Viskositit von Gasen hingt nur schwach von der Dichte ab (Maxwell) und dndert sich
gemdss kinetischer Gastheorie mit

n(T,p) ~ n(T) x VT  mittlere Geschwindigkeit der Gasmolekiile (6.21)

wobei T in der Kelvin-Skala gemessen wird. Die Viskositdt nimmt also mit steigender Temperatur zu.
Im Gegensatz dazu sehen wir aus der obigen Liste, dass fiir Fliissigkeiten und Glésser die umgekehrte
Tendenz vorherrscht. Fliissigkeiten haben eine sehr viel grossere Viskositét, die mit steigender Temperatur

stark abnimmt:
Ea+ pV/>

22
T (6.22)

(T, p) = Moo €Xp (

wobeil E,4 eine Aktivierungsenergie (Energiebarriere) und V' ein effektives Volumen bezeichnen, beide
Grossen pro Molekiil gegeben. Das Fliessen wird durch thermische Aktivierung erleichtert.

Wir kénnen nun die Form fiir den Spannungstensor o in (6.9) einsetzen und erhalten die Feld-
gleichung fiir die Hydrodynamik reale Fluida

D = D v — - — — —

F’;:—pr_)' und p?::pF—Vp—{—UV%T—i-(C—i—g)V(V-U). (6.23)
Diese lassen sich auf kompressible Fluida anwenden, wenn wir zusétzlich die Zustandsgleichung
p = p(p) einnfiithren. Diese Gleichungen sind als nicht-lineares partielles Differenzialgleichungs-
system (Navier-Stokes-Gleichungen) fiir ¢, p und p im allgemeinen sehr schwierig zu 16sen.

=

Eine Vereinfachung ergibt sich fiir inkompressible Fluida (V - 7 = 0):

Dp O Dv 1o Neog.
Di 0, V-7=0 un [ pr—i—pV 0] (6.24)

Aus ihnen folgen die Euler-Gleichungen idealer Fluida durch Nullsetzten der Viskositidt. Wir
werden im Folgenden nur inkompressible reale Fliissigkeit betrachten.
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Kapitel 7

Eigenschaften idealer Fluida

Das Thema dieses Kapitels sind Fluida ohne innere Reibung, d.h. n = ¢ = 0. Solche Fluida
bezeichnen wir als ideal. Wir werden spéter jedoch sehen, dass der Ubergang von realen zu
idealen Fluida (1, — 0) keineswegs trivial ist und zu Problemen der Turbulenz fiihrt.

7.1 Quellen und Wirbel

Stromungen des idealen Fluidums werden durch das Geschwindigkeitsfeld ' (7,t) beschrieben
(Euler-Formulierung). Betrachten wir eine beliebige Flidche S, dann fliesst das Fluid-Volumen

/Sﬁ-df (7.1)

pro Zeiteinheit durch diese Fldche hindurch. Nehmen wir nun eine geschlossene Fliache 9V, die
das Volumen V umschliesst, dann entspricht das Oberflichenintegral

szliva.df:/vﬁ-ﬁdv (7.2)

dem Fluid-Volumen, das pro Zeiteinheit aus V' stromt, wobei wir den Satz von Gauss angewendet
haben. Das bedeutet, dass in V' eine Quelle (oder Senke) vorhanden ist, wenn Qy > 0 (Qy < 0).
Damit kénnen wir an jedem Punkt in V' eine Quelldichte

o=V -7 (7.3)
definieren. Wir nennen eine Strémung mit g, = 0 quellenfres.
Wir fiithren zusétzlich die Grosse Zirkulation I' ein. Dies entspricht einem Integral von ¢ auf
einem geschlossenen Pfad 0S5

—

I‘:fgsz?-ds*:/s(VxU)-df (7.4)

wobei wir fiir die zweite Gleichung den Satz von Stokes verwendet haben. Dies bedeutet, dass
Zirkulation und Rotation des Geschwindigkeitsfeldes miteinander verkniipft sind. Betrachte das
Geschwindigkeitsfeld ¥ (7) = & x 7, das eine starre Rotation um 7 = 0 mit dem Rotations-

vektor & beschreibt:
VXx1T=Vx(dx7)=2d (7.5)

Die Rotation hat die Winkelgeschwindigkeit || um die Achse & /| J].
Wir definieren das Wirbeldichtefeld als

Q(7,t)=V x T . (7.6)
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Die lokale Rotationswinkelgeschwindigkeit fiir jedes Masseelement ist daher lokal O /2 um die
Achse Q/|2|. Die Zirkulation fiir einen geschlossenen Pfad 95 entspricht dem Fluss von
durch die eingeschlossene Fléche S:

F:/SQ-df. (7.7)

Mit Hilfe von  lissen sich die Wirbellinien definieren, deren Tangentialvektor parallel zu 0
liegt. Mathematisch kénnen wir die Wirbellinie (7 (s) = (z(s),y(s), 2(s)) ) aus der Beziehung

1 dx 1dy 1dz

Qods ~ Qyds Olds
erhalten. Die starre Rotation entspricht einer konstanten Dichte von Wirbellinien parallel zu
& /@ Ist © =0 tberall, so ist das Fluidum wirbelfrei.

(7.8)

7.2 Wirbelsidtze nach Thomson und Helmholtz

Wir diskutieren nun die Zeitevolution der Zirkulation entlang einer Kurve 35, die mit der
Stromung mitgetragen wird. Die zeitliche Ableitung ist

B d
as, dt Jas,

dr
dt

d i
dt aSo

7(7,t)-d§ =

dak (7.9)

wobei 05) die geschlossene Kurve zur Zeit ¢t = 0 sei. Es gilt in der Lagrange Formulierung, die
wir hier zu Hilfe nehmen: #(a,0) = a.

t=0

Abb. 7.1

Wir kénnen nun folgende Umformung durchfiihren:

da
dt S

Duv; Ox;

7(7,t)-ds = d (7 ) day, = dg 7.10
v(r,¢)-ds a5, Dt day, aﬁjésov“ )8ak8t U by 45 (T10)

Aus der Euler’sche Gleichung finden wir, dass D ¢/ /Dt ein Gradient ist, denn in der Regel ist
F' der Gradient eines Potentials und

P 1d
/ ;d—lfldp’ kompressible Fluidum
Vp=VP mit Pip)={ " (7.11)
P inkompressible Fluidum
p

=

Natiirlich verschwindet das Intergral eines Gradienten auf jedem geschlossenen Pfad. Daraus
ergibt sich Thomsons Wirbelsatz:
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Falls D ¥ /Dt ein Gradient ist, dann folgt fiir die Zirkulation

oS, = fas U -d§ = konst. (7.12)
t

fiir jede von der Strémung transportiert geschlossene Kurve 0.5;. Wenn die Stromung zum Zeit-
punkt ¢ = 0 wirbelfrei ist (iiberall V x @ = 0), dann ist sie zu jedem anderen Zeitpunkt auch
wirbelfrei.

Dieses Resultat bedeutet, dass in einem idealen Fluidum nie spontan Wirbel erzeugt werden
konnen. Wirbel kénnen im Prinzip in Paaren von Wirbel und Anti-Wirbel (Wirbel mit um-
gekehrter Zirkulation) entstehen, so dass die gesamte Zirkulation unverindert bleibt. Solche
Prozesse sind jedoch in dieser Beschreibung nicht eingeschlossen, da dabei Viskositét eine Rolle
spielt.

Wir gehen nun davon aus, dass D ¢/ Dt ein Gradient ist. Eine Konsequenz davon ist der Wir-
belsatz von Helmholtz. Eine transportierte Wirbellinie, die zur Zeit ¢ = 0 durch @ geht, geht zur
Zeit t durch 7 (a,t). Ein Volumenelement, das auf einer Wirbellinie liegt, bleibt fiir alle Zeiten
auf der Wirbellinie, d.h. die Wirbellinie bewegt sich mit dem Fluidum mit. !

Weiter gilt, dass die Zirkulation I" um eine transportierte Wirbelrohre ( ein Biindel von Wirbel-
linien) einen festen und fiir die Wirbelrohre charakteristischen Wert unabhéngig von der Form
der umschliessenden Kurve 05; hat. Damit haben Wirbelrohren im Fluidum weder einen An-
fang noch ein Ende. Entweder enden sie an einer Oberfliche oder sind geschlossen. Beachte,
dass diese Eigenschaften sehr dhnlich zu denen der Versetzungen sind, wobei der Burgers-Vektor
konzeptionell der Zirkulation entspricht.

7.3 Wirbeldynamik

Die Dynamik von Wirbeln ist ein komplexes und sehr interessantes Gebiet der Hydrodynamik.
Wir kénnen hier nur einige einfache Konsequenzen des Helmholtz’schen Theorems betrachten. In
inkompressiblen idealen Fluida reicht das Geschwindigkeitsfeld ¢’ zur vollsténdigen Beschreibung
aus. Die Dichte p bleibt konstant, so dass wir durch folgende Umformungen den Druck aus der
Euler-Gleichung (6.11) eliminieren kénnen. Es gilt die allgemeine Beziehung:

(0-V)T=(V XT)x T +=V 2 (7.17)

N

Damit schreiben wir (6.11) als

'Der Beweis dieses Satzes muss zeigen, dass eine Wirbellinie, die bei ¢ = 0 tangential zu Q steht, unter
Mitfithrung mit der Stromung immer noch tangential ist. Die Linie sei bei ¢t = 0 gegeben durch §. Die Stromung
wird beschrieben durch 7(d,t), so dass 7(§,0) = § ist. Die Tangentialabbildung fiir Vektoren nahe bei § ist
gegeben durch

§4+6a — F(5,t)+Téa mit Ty = % (7.13)
J a=s
Wir definieren mit den beiden Einheitsvektoren €7 und €2 eine sehr kleine Fliche um s, so dass
Dt =0)= ((5,0)  (e€1 x £&2) + O() (7.14)
die Zirkulation der Wirbellinie ist fiir ¢ — 0. Zum Zeitpunkt ¢ gilt analog:
L(t)= Q(7(5,t),t)- (T &1 xeT &)+ O(%) . (7.15)

Nach dem Thompson’schen Satz bleibt die Zirkulation erhalten: I'(t) = I'(0). Wenn wir nun &; || §(#5,0)
annehmen, dann folgt I'(¢) = 0 fiir beliebige Vektoren €2 und folglich:

—

Q(7(5,t),t)- (T Q(5,0)x &) =0 = Q(7(5,t),t) || T €(7,0) . (7.16)

Damit bleibt § — 7(§,t) die Wirbellinie (tangential zu (3 (7,t), d.h. die Wirbellinie wird von der Stromung
einfach mitgeschleppt.
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0t = - - (p -
— +QxT it=-V (5) - VU 7.18
BN +OQx T+ -V \Y <p> \Y (7.18)
wobei V -7 = 0 und die Volumenkraft kann durch ein Potential dargestellt werden, F=-VU.
Wir kénnen nun die Rotation (V x) auf diese Gleichung anwenden, so dass die rechte Seite

verschwindet und erhalten

1
2

00

W+6><((zxz7):o, V-0=0, Q=Vx7 (7.19)
Nun verwenden wir weiter
Vx(Qxd)=Q(V -0)=0(V-Q)+7 - V)Q—-(Q-V)7 (7.20)
. %
und erhalten .
D _(a 9. (7.21)

Sehen wir uns einen Wirbel an, dessen Wirbellinie entlang der z-Achse liegt. Dann finden wir
fiir O = (0,0, ).
D7(2 _ Qavz
Dt 0z
Falls das Fliudum gestreckt (gestaucht) wird, vergrossert (verkleinert) sich die Wirbeldichte. Be-

achte, dass natiirlich bei einer uniformen Stromung (v, = konst.) die Wirbeldichte unveréndert
bleibt.

(7.22)

7.3.1 Lineare Wirbelfiaden

Betrachten wir Stromungen, die sich nur in einer Ebene (z-y-Ebene) bewegen, d.h. v, = 0 und
es gibt keine z-Abhéngigkeiten (effektiv zweidimensionales Problem). Unter diesen Umsténden
gilt D O /Dt = 0. Wir betrachten zunéchst einen einzelnen ”Wirbelfaden”, der durch folgendes
Geschwindigkeitsfeld definiert ist:

. I & -
wobei 7 = (z,y,0) und r = | 7|. Dies entspricht einem unendlich diinnen, geraden Wirbelfaden
entlang der z-Achse. Die Zirkulation auf einem kreisférmigen Pfad um den Wirbelfaden ist

r—?{dg-ﬁ—/rdqsg—ﬂ (7.24)

2rr

also unabhéngig vom Radius, so dass
V x 7= Q69(F). (7.25)

Die Stromung auf dem Wirbelfaden verschwindet, so dass sich der Wirbel nach Helmholtz nicht
bewegt.?

’Der einzelne Wirbelffaden stellt nach obiger Definition ein singulires Gebilde dar. In Realitéit hat ein Wir-
belfaden eine gewisse Ausdehnung a innerhalb derer die Rotation des Fludiums als starr betrachtet werden kann.
Das Geschwindigkeitfeld weicht fiir Abstédnde kleiner als a vom Zentrum von (7.23) ab und kann durch

1

3 ( 0 x 7) (7.26)

17:

beschrieben werden. Dies entspricht dem Kern des Wirbels.
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Wirbelpaare: Wirbel beeinflussen sich gegenseitig durch die Geschwindigkeitsfelder, die von ih-
nen erzeugt werden. Betrachten wir den Fall zweier paralleler Wirbelfdden gleicher Stéirke. Das
entsprechende Geschwindigkeitsfeld ergibt sich aus der Uberlagerung der beiden Zirkuldrstrémungen:

. Q_,l X(F—Fﬁ Q} X(F—'Fg)
_ 7.27
VT o7~ T 2|7 - 7P (7.27)

mit 71— 7y = 2d (d, = 0). Die Bewegung der Wirbelfiiden wird durch das Geschwindigkeitsfeld
des jeweils anderen Wirbels an der Wirbelfadenposition bestimmt. Fiir Wirbel 1 bzw. 2 finden
wir die Geschwindigkeit:

R 1 QQX(Fl—FQ) 1 QQXJ . 1 ﬁlX(Fl—Fg) 1 61XJ
D e LA P T n LR TRA P
2 |71 — 7o dm | d|? 2 |71 — ol dm | d|?
(7.28)

Entgegengesetzt orientiertes Wirbelpaar: Q1 = — Q. Damit sind die beiden Geschwindigkeiten
gleichgerichtet

2

171:172:UJ_CZ mit ‘171’:|172|O(

(7.29)

~

so dass sich die beiden Wirbel mit der Geschwindigkeit ¢ in die gleiche Richtung bewegen (Abb.

7.2).
v v Vl
C ; 2d ED
QY QZ 97

Abb.7.2

C

Spiegelwirbel

£
% AN

Interessant ist hier die Tatsache, dass auf der Spiegelebene zwischen den beiden Wirbelfdden das
Geschwindigkeitsfeld senkrecht auf d steht. Damit kénnen wir auch das Verhalten eines Wirbel-
fadens in der Nihe einer planaren Wand die parallel zu O liegt, beschreiben. Die Randbedin-
gung lautet: ¥ - 7 = 0 mit dem Normalvektor 7 der Wand. Die Randbedingung ist automatisch
erfiillt, wenn wir einen Spiegelwirbel entgegengesetzter Orientierung einfithren (Abb.7.2). Dar-
aus folgt analog, dass sich der Wirbel mit konstantem Abstand parallel zur Wand bewegt. Seine
Geschwindigkeit ist umgekehrt proportional zum Abstand zur Wand.

Gleichorientiertes Wirbelpaar: O, = Q,. Die Geschwindigkeiten auf den beiden Wirbelfdden
sind umgekehrt:

T1=—Us=10 (7.30)
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Hier bewegen sich die Wirbel auf einer Kreisband mit konstantem Radius.

Im zweiten Beispiel sehen wir, dass die Wirbel sich um ein Zentrum herum bewegen, das sich
wie ein ruhender Schwerpunkt verhélt. Wir kénnen einen allgemeinen ruhenden Schwerpunkt fiir
beliebig viele Wirbellinien senkrecht zur z-y-Ebene definieren. Die Position des Schwerpunktes
in der z-y-Ebene ist definiert durch

287
Ty = ——" (7.31)
Zj Qj
wobei () j = §; Z. Die zeitliche Ableitung ergibt:
dT M — Fk)
Q, ;0 =0. 7.32
dt Q Z 305 = JQJ%: ’“2w|r] 7 il? (7.32)

Dies bedeutet, dass der Schwerpunkt, den wir so definiert haben, sich nicht bewegt. Beachte,
dass fiir den Fall der beiden Wirbelfiden mit exakt entgegensetzter Zirkulation der Schwerpunkt
im Unendlichen liegt. Analog kann man zeigen, dass das " Tragheitsmoment”

I=> ;i (7.33)
J
in der Zeit unveranderlich ist.

7.3.2 Axialsymmetrische Stromung - Wirbelringe

Wir nennen eine Stromung axialsymmetrisch, wenn in Zylinderkoordinaten
U =vp(r,z,t) €y +vy(r,2,t) €4, (7.34)

d.h.: die Komponente vy €4 fehlt, und zudem gibt es keine ¢-Abhéngigkeit. Daraus folgt, dass

— - ov, 0vy\ _ .
Q == 7 == - == Q .
V X v ( " r> € €4 (7.35)

Die Wirbellinien haben in diesem Fall Ringform und sind geschlossen. Die Zirkulation 2 ist
proportional zum Radius des Wirbelringes, denn es gilt

D [Q
—(—=]=0 7.36
Dt ( r ) ( )
Dies folgt aus folgender Beziehung
— =l 1 8 QUT‘
G- )7 =0-2 (n e, tv.dl="Te, 7.37
(8- 9)8 =00 (s 0.2} = (7.37)
wobei wir verwendet haben, dass 0€,/0¢ = €4. Dann gilt ndmlich mit (7.21)
D (Q D [Q-é4 PP -~ D [(&;\ Qo -1
— =) == =—(Q-V)i+Q-— [ — | = Q- - .
Dt<7“) Dt( r > r( V)t Dt(r 7“2+ €o(T V)r 0 (7.38)

Die Bewegung des Wirbelrings ldsst sich analog zu den Paaren von Wirbelfiden verstehen. Da
die Zirkuldrstrome sich auf den jeweils gegeniiberliegenden Wirbel ausdehnen, befinden sich die
Wirbellinien in einem vorwértsgerichteten Geschwindigkeitsfeld und bewegen sich folglich mit
dieser Strémung vorwiérts (Abb.7.4). Damit sind die Zirkulérstrome fiir die Gesamtbewegung
des Wirbels verantwortlich.

Rauchringe sind ein typisches Beispiel. Der Rauchring ist eine geschlossene Wirbelrohre, ein to-
rusférmiges Biindel von Wirbellinien. Ein Querschnitt durch den Wirbelring zeigt die Stréomung

—

v.

67



\ e
.

% W Wirbellinie
PN
’ AN

Wirbellinie

Abb. 7.4

Interessant ist auch die Situation, wenn sich ein Wirbelring (Rauchring) einer Wand n&hert. Wir
nehmen an, dass die Bewegungsrichtung des Rings parallel zur Wandnormalen liege. Ein Blick
auf die Orientierung der Zirkulédrstrome zeigt, dass der Wirbel sich ausdehnt, d.h. sein Radius
wéchst (Abb.7.5). Dabei muss sich seine Zirkulation €2 geméss (7.36) vergrossern.

27
Abb.7.5

7.4 Bernoulli-Gleichung

Wir kehren nun zur Euler’schen Gleichung zuriick,

Dv S S

—— =pF -V 7.39
P =P p (7.39)
und suchen eine spezielle Form von Losungen, bei denen wir folgende Voraussetzungen machen.
Die Stromung ist wirbelfrei, V x ¥ = 0, und die Volumekraft lédsst sich durch ein Potential
ausdriicken, F' = —V U. Dann ist es ndmlich moglich, das Geschwindigkeitsfeld durch ein
entsprechendes Geschwindigkeitspotential zu beschreiben:

T=-Vo (7.40)

Unter Verwendung von (7.17) konnen wir die Euler’sche Gleichung umschreiben, als

Dv - 0P P Lo - -
— =—pV —+ <= =— — . 41
P i pVat—i-QVv pVU—-Vp (7.41)
Da alle Terme Gradienten sind, fassen wir sie zusammen und dividieren durch p
- o 1 _,
——+-0°"+P+U ;=0 7.42
v { o TR Ut P+ } , (7.42)

wobei wir P wie in (7.11) definieren. Wir integrieren diese Gleichung und erhalten

9 1 _, B
—op TR P U =) (7.43)
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mit der zeitabhéngigen Integrationskonstante (unabhéngig natiirlich von der Position). ¢(t) l4sst
sich aus den Rand- und Anfangsbedingungen bestimmen. Das Potential & kommt nur in der
zeitlichen Ableitung vor. Damit wird ein ” Umeichen” mdoglich, wodurch die Integrationskonstant
im Potential absorbiert werden kann:

O(7,t) — B(7,t) — /Ot c(t)dt’ (7.44)

Wir kénnen damit nun die Kontinuitétsgleichung und Euler’sche Gleichung neu durch das Po-
tential ausdriicken und erhalten die sogenannten Euler-Bernoulli-Gleichungen:

dp = -
E*V'(PV@)
(7.45)
0 1,29
E—?V(I)) +P+U

Zusétzlich muss noch die Randbedingung definiert werden. Diese folgt aus dem Strom, der durch
die Oberfliche des untersuchten Gebietes fliesst:

- P
vn:U-ﬁ|3V:ﬁ-V<I>:gnaV (7.46)

Zusammen mit den beiden obigen Gleichungen stellt dies das System von Gleichungen dar, die
das Fluidum komplett beschreiben.
7.4.1 Stationédre Situation

Im stationdren Fall entfillt die Zeitabhingigkeit. Alle Grossen hidngen nur vom Ort ab. Wir
konnen nun die Euler’sche Gleichung auch fiir Stromung mit Wirbeln 16sen, indem wir die
Integration von (7.42) entlang von Stromungslinien durchfiithren

(1 .
/[V{262+P+U}EX(VX17) d§ =0 (7.47)

wobei wir den letzten Term aus (7.17), der in einem Fluidum mit Wirbeln nicht verschwindet,
noch hinzugenommen haben. Sein Beitrag féllt jedoch wieder heraus, denn d§ || ¢ (Integration
entlang der Stromungsline) bedeutet, dass

(T x(V x 7))-ds =0 (7.48)

an jedem Punkt. Damit folgt, dass fiir jede Strémungsline v die Beziehung gilt
1,
§v2+P+U=q (7.49)

wobei C, ein Parameter ist, der von der Stréomungslinie abhingt.

Wenn die stationdre Stromung keine Wirbel besitzt, dann ist der Parameter C iiberall im Flui-
dum konstant. Falls zusétzlich das Fluidum inkompressibel ist, d.h. p = pg ist ortsunabhéngig,
dann koénnen wir wegen (7.11) schreiben,

1
50 724+ p+pU =C (7.50)

welches die beriihmte Bernoulli-Gleichung ergibt. Diese ist dquivalent zur Energiebilanzglei-
chung, die wir frither im Kapitel 3 angetroffen haben.
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7.4.2 Anwendungen der Bernoulli-Gleichung

Stromung aus einem Behdlter: Wir betrachten einen mit einer Fliissigkeit gefiillten Behélter,
der einen Ausfluss hat. Die Hohendifferenz zwischen Ausfluss und Fliissigkeitsspiegel sei A (Abb.
7.6). Wir konnen aus der Bernoulli-Gleichung nun die Ausstromungsgeschwindigkeit berechnen.
Im Sinne der Integration (7.47) verfolgt man Stromungslinien der Fliissigkeit. Daraus ergibt sich

1

3P0 72 — pogh+pg =C (7.51)

Die Integrationskonstante lasst sich leicht am Fliissigkeitsspiegel bestimmen, wo die ersten beiden
Terme verschwinden (¥ = 0,h = 0), so dass C' = pg. Damit finden wir sofort

v =+/2gh (7.52)

was das Resultat einer reinen Energiebilanz darstellt.

L R

Strémungslinien

Abb. 7.6

Prandtl’sches Staurohr: Basierend auf der Bernoulli-Gleichung kann man eine Vorrichtung zur
Messung von Stromungsgeschwindigkeiten in Fluida bauen: das Prandtl’sche Staurohr (Abb.
7.7). Die Stromung ist wirbelfrei gerichtet wie in der Abbildung eingezeichnet. Beim Staupunkt S
muss die Geschwindigkeit verschwinden, wegen der Randbedingung, dass die Normalkomponente
von ¥ Null ist, und es herrscht ein Druck pg. Andererseits verliufen die Stromlinen bei R
tangential und hat den vollen Geschwindigkeitswert v der Strémung. Hier gibt es einen anderen
Druck p. An beiden Stellen hat es Offnungen, so dass wir den Druckunterschied messen kénnen.
In der abgebildeten Vorrichtung geschieht das mittels Fliissigkeitssédulen in einem U-Rohr.

R

Abb. 7.7

Wir verwenden nun den Druckunterschied, um aus der Bernoulli-Gleichung die Stréomungsge-
schwindigkeit zu bestimmen. Es gilt ndmlich hier,

9(pn —
%v% +pr = %vg + ps = V=vRp= (pop P) , (7.53)
0

wobei vg = 0. Neben dem praktischen Nutzen eines solchen Messinstruments, ergibt sich noch
ein konzeptionell interessanter Punkt. Aus dieser Beziehung (10.64) sehen wir auch, dass es eine
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kritische Geschwindigkeit v, gibt, fiir die der Druck p verschwindet, so dass p < 0 fiir v > v, folgen
wiirde. Nun wird schon bei etwas kleineren Geschwindigkeiten, der Druck p soweit absinken,
dass der Dampfdruck der Fliissigkeit erreicht wird. Das bedeutet, dass sich Blasen verdampfter
Fliissigkeit bilden. Dieses Phdnomen nennt man Kaviation und ist beobachtbar bei Kérpern, die
schnell durch ein Fliissigkeit bewegt werden, z.B. bei schnell rotierenden Schiffsschrauben.

7.4.3 Hugoniot-Stromungsgleichung

Wir betrachten nun eine stationére Stréomung durch ein Rohr mit verdnderlichem Querschnitt.

p
R
F Fo
Abb. 7.8
Im stationéren Fall lautet die Kontinuitatsgleichung:
V- (p?)=0 = O:/ﬁ-(pﬁ)dV: p¥ -df = poFyvg — pFuv , (7.54)
14 oV
d.h. pFv = konst.. In Differentialform kénnen wir dies ausdriicken als,
dp dF dv
—+—=+—=0 7.55
PR (7.55)
Die Bernoulli-Gleichung mit U = 0 erhélt nun die Form:
1 P d d,
—(v* —vd) = — L = vdv=-"L (7.56)
2 o P p

Dies fithrt mit (7.55) auf

2
d7F2 dp dv__clp+dp_dp<1 v2dp>_dp<1 v)

pv? o dp) 2 U2

7 T o = (7.57)

wobei ¢ = dp/dp die Schallgeschwindigkeit ist. Damit erhalten wir die Hugoniot-Gleichung:

dF  dv [v?

Die Grosse v/c wird auch Mach’sche Zahl genannt. Fiir Geschwindigkeiten v < ¢ findet man
néherungsweise, dass Querschnittsflichenéinderung und Geschwindigkeitsinderung umgekehrt
proportional zu einander. Diese inverse Proportionalitéit gilt exakt fiir inkompressible Fluida,
fiir die gilt p = konst.:

dF dp  dv

F o v
Korrekturen zu dieser einfachen Beziehung ergeben sich fiir kompressible Fliissigkeiten, wenn v in
die Nahe der Schallgeschwindigkeit ¢ kommt. Solange aber v < ¢, gilt, dass die Geschwindigkeit
mit abnehmendem Rohrquerschnitt zunimmt. Wenn v aber c {ibersteigt, kehrt sich dies um,
und die Geschwindigkeit nimmt mit wachsendem Querschnitt zu. Diese Eigenschaft wird in der

Laval-Diise verwenden (Abb.7.9).

(7.59)

v<C V=C v>C

Abb.7.9
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In einer solchen Diise erreicht man durch eine Verengung des Rohres die Stromungsschwindigkeit
v = c¢. In der Erweiterung der Rohre nach der Verengung steigt dann die Geschwindigkeit
im Uberschallbereich weiter an. Damit ist die Strémung unterkritisch vor der Verengung und
iiberkritisch danach, so dass mit dieser Diise sehr hohe Stromungsgeschwindigkeiten erzeugt
werden koénnen.
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Kapitel 8

Schwingungen und Wellen

Analog zu den elastischen Medien spielen auch in Fluida Schwingungen um das (hydrostatische)
Gleichgewicht eine wichtige Rolle. Wir diskutieren in diesem Kapitel einige der bekanntesten
Formen der Wellen, die in Fluida vorkommen. Diese sind die Schallwellen und die Schwerewellen.
Grundsétzlich gehen wir wieder dhnlich vor wie bei den elastischen Medien. Wir nehmen an,
dass die Auslenkung vom das Gleichgewicht klein ist, so dass wir die Bewegungsgleichungen
linearisieren diirfen.

8.1 Schallwellen

—

Wir betrachten ein ideales kompressibles Fluidum, auf das keine dussere Kraft wirkt (F = 0),
dessen Dichte in der Ausgangslage konstant ist (p = pg) und das in Ruhe ist (¢ = 0). Die
Euler’schen Gleichungen haben die Form

o o 07 o
5=V (7)), pap = PLT- V)T = Vplp) (8.1)

Fiir kleine Stérungen um das Gleichgewicht setzten wir an
p=po+p und T =7 (8.2)

und behalten in den Euler’schen Gleichungen nur Terme erster Ordnung in ¥ und g:

ap -
N A VAN
at po( 'U) Y
(8.3)
ov p =
oy =P (p0) VP
wobei p’ = dp/dp. Daraus ergibt sich
@__6 9v _ (p0) V35 = i@_ﬁ%—o (8.4)
12 - PO ot =D (po p 2 )12 p=Y, .
die Wellengleichung fiir die Dichteschwankungen, wobei ¢ = p/(pg). Analog gilt fiir o'
0?7 - 0p S o
U= VL 2pV (V- T). (8.5)

P =7 Vo
Wir verwenden nun, dass V (V - 7) = V27 + V x (V x @) und erhalten fiir eine wirbelfreie

Situation

10°0 =,
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Damit besitzen wir zwei unabhéngige Gleichungen fiir p und ¢'. Dies bedeutet jedoch nicht, dass
die beiden Grossen unabhéngig sind. Vielmehr miissen auch die urspriinglichen Gleichungen (8.3)
erfiillt sein.

Die beiden Wellengleichungen kénnen durch ebene Wellenansétze gelost werden:

-

5= apoeiE~F—wt und 7 = peik Tt (8.7)
mit w = ¢| k|. Diese Losungen in (8.3) eingesetzt fiihren auf:
—iwpoa = ipo(k - b) und —iwpyb = —ic® kapo (8.8)

Es zeigt sich, dass b || k also longitudinal ist (k¥ = k7 und b = b mit |77| = 1). Es gibt
keine transvers polarisierte Wellen. Dann miissen a und b die folgenden Gleichungen erfiillen:

wa —kb=10 und ka—wb=0 (8.9)

so dass mit w = ck folgt: b = ca. Die Linearisierung, die wir oben verwendet haben, ist gerecht-
fertigt, wenn
pLp = aklbge = |U|Kec (8.10)

Die Schallgeschwindigkeit ¢ hdngt mit der Druck-Dichte-Beziehung zusammen. Die Zustands-
gleichung kann geschrieben werden als,

n
p Po
P <p> = 2=p(p) =n2 (8.11)
Po £0 £0
Fiir Luft gilt:
isotherm n=1 ¢~ 280ms~!

(8.12)
adiabatisch n =1.4 ¢~ 333ms~!

Aus dem Experiment wissen wir, dass die adiabatische Beziehung anwendbar ist. Das heisst in
der Zeitskala der Schallschwingungen w™! ist kein merklicher Wirmeaustausch zwischen ver-
schiedenen Volumenelementen des Fluidums moglich.

8.2 Jeans’sche Instabilitit

Wir untersuchen ein kompressibles ideales Gas unter Beriicksichtigung der eigenen Gravitations-
krafte. Daher fithren wir die Volumenkraft

F=—V¢(r,t) mit ¢(F —G/|r — 4/|d3 ! (8.13)

ein (beachte: V 2¢ = 47Gp; G ist die Gravitationskonstante). Wir gehen nun von einer uniformen
Situation mit pg = konst. aus und betrachten die Auswirkung einer schwachen rdumlichen
Modulation. Die linearisierte Gleichung (8.3) muss nun erweitert werden:

—
=

v -~ ~
Pogy =PV =1 (p0)Vp (8.14)

wobei V 26 = 47 Gp. Damit erhalten wir die Wellengleichung

- 0v =9~ =9 -
5 =—V - <p08t> = POV2¢+PI(PO) V3, (8.15)
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und weiter durch Einsetzen des Wellenansatzes p = ue'* " ~** finden wir die Beziehung

w? =p(po) kK — 4mGpo (8.16)

Fiir G
F2 < 2P 8.17
p(po)’ (8.17)

findet man w? < 0, so dass die Dichtemodulation zeitlich exponentiell wiichst. Dies bedeutet,
dass fiir Modulationen geniigend grosser Wellenlidnge eine Instabilitét auftritt. Die Modulation
schliesst ndmlich geniigend Masse ein, um durch die Gravitationkraft kollabieren zu konnen
(Astrophysik: Galaxienbildung, ...). !

8.3 Schwerewellen in Fliissigkeiten

Wir betrachten nun eine ideale inkompressible Fliissigkeit im Schwerefeld. Die Dichte p ist
konstant und es wirkt die Volumenkraft F' = — VU mit U = gz. Die Strémungen werden als
wirbelfrei vorausgesetzt.

gestérte
Oberfl&che

z=n D

ungestorte
Oberfléche

z=0

Z Z Z Z Z Z4

Abb.8.1

Die Dynamik wird nun beschrieben durch die linearisierten Gleichungen von (7.45)

o .
%tziJrU umd V-7 =-V20=0 (8.21)

wobei p die Druckdifferenz zum Aussendruck pg bezeichnet. Die Randbedingungen beziehen sich

auf den Boden z = —h

0P
Vy = — a(‘razﬁt) o =0 (822)

!Geht man von einer Gaswolke eines mittleren Radius R mit einer Temperatur T und der mittleren Dichte p
aus, dann gilt die Bedingung fiir die Instabilitat

m_ Gpomum
R? ksT

(8.18)

wobei wir die Zustandsgleichung des idealen Gases verwendet haben: p = (po/ma)ksT (mar: Molekiilmasse des
Gases). Die Masse der Wolke ist gegeben durch
4

M= §R3p0 (8.19)

und fithrt auf das Jeans’sche Kriterium fiir den Gravitationskollapse der Wolke:

7TkB )3/2

o (8.20)

- 4
M > My = py 1/2T3/2§ (

M ist die kleinste Masse, so dass die Wolke unter den gegebenen Bedingungen kollabieren kann. Bei T' = 20K
und po = 10~ 23gem ™3 ergibt sich M ~ 250 Sonnenmassen.
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und auf der Oberflache

0P
p‘z:n(Lt) =0 = a(xa 77(537 t)a t) = 977(% t) (823)
Da @ = — V ®, erhalten wir aus der Randbedingung (8.23) nach der Linearisierung
0?® 0 0
ﬁ(:r,(),t) = gan(:r,t) = gu,(z,0,t) = —g afb(x,z,t) (8.24)

z=0
Diese homogene Differential-Gleichung lésst sich durch Variablen-Separation 16sen. Der einfach-
ste monochromatische Ansatz fiir die Zeitabhéngigkeit ergibt

®(z,2,t) = u(z, 2)e” ™t . (8.25)
Dann folgt, dass

@
0z|,__y

=0 und w?u(z,0)=g @(at,z) (8.26)
0z =0

V®=V23u=0 mit

Durch die Losung dieses Randwertproblems erhalten wir das Geschwindigkeitsfeld o (z, z,t),
den Druck p(z, z,t) und n(z, z,t) aus obigen Gleichungen. Ein niitzlicher Ansatz fiir u ist

w(z, 2) = uyekethz Loy etho—hz (8.27)

der die Laplace-Gleichung erfiillt. Es handelt sich also um entlang = laufende, entlang z gedampfte
Wellen.
8.3.1 Tiefes Wasser

Wenn h — oo, dann kénnen wir in (8.27) sofort u_ = 0 setzen, da sonst die Randbedingung bei
—h nicht erfiillt werden kann, d.h. v — 0 fiir z — —oco. Aus (8.26) erhalten wir durch Einsetzen:

Cph = % = \/g Phasengeschwindigkeit
w? =gk = (8.28)
d 1
Cgr = d—: = 5Cph Gruppengeschwindigkeit

Wir finden nun auch
®(z, z,t) = uy cos(kx — wt)er?

w .
n(xz,t) = u+§ sin(kx — wt) (8.29)

p(z, 2,t) = —pgz + uy pwsin(kz — wt)e*
Der Druck nimmt natiirlich mit der Tiefe zu. Aber die Wellenbewegung ergibt eine zusétzliche
zeitliche Variation.
8.3.2 Maissig tiefes und seichtes Wasser

Beide Anteile von u in (8.27) miissen mitgenommen werden, wenn h endlich ist. Sonst kénnen
die Randbedingungen nicht erfiillt werden. Diese ergeben nun:

w(uy +u_) = gk(uy —u_)

(8.30)
k(upe *h —y_etkhy =
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Die Losung dieses homogenen Gleichungssystems fiihrt auf
—2kh

U_ = uge und w = v/ gk tanh(kh) . (8.31)

Falls h viel grosser als die Wellenlédnge ist (kh > 1, dann erhalten wir wieder w = /gk). Im
umgekehrten Grenzfall, kh < 1, gilt w = k+v/gh, d.h. es gibt keine Dispersion, ¢, = ¢4 = v/gh.

A Con

/gh

Y

kh
Abb.8.2
Im Zwischenbereich gilt (8.31) mit der Phasengeschwindigkeit
w tanh(kh
Cph = % =\ gh ki(L) (832)

Obwohl unsere Lésungen nur fiir konstantes h gelten, kann man auch den Fall varierender Tiefe in
der Néhe des Ufers qualitativ diskutieren. Die vollstéindige Losung ist kompliziert. Sobald kh < 1
ist cpp vh . Damit sind die Phasengeschwindigkeiten von Wellenbergen und -télern, ¢ und
cr, verschieden: cg/er = /hp/hy > 1. Mit der grosseren Berggeschwindigkeit iiberschlagen
sich die Wellen und wir erhalten das bekannte Verhalten der Brandungswellen.

Abb.8.3

8.3.3 Stromlinien und Bahnkurven

Die Information iiber die Bewegung der Fliissigkeitselemente gewinnen wir aus dem Realteil von
O(z, 2,t).
Re ®(x, z,t) = uy cos(kx —wt) {ekz + e_%he_kz} = 2u e " cos(kx —wt) cosh(kz+kh) (8.33)

Wir messen zur Vereinfachung die Léngen indem wir den Wellenvektor k als Einheit nehmen,
d.h. die Wellenldnge wird A = 2.

Re®(x, z,t) = Acos(x — wt) cosh(z + h)

ve (2, 2,t) = —8};6@ = Asin(z — wt) cosh(z + h) (8.34)
" .
vz, 2,t) = _81;6@ = —Acos(x — wt) sinh(z + h)
z
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Ferner gilt fiir die Oberfliche

1 ORe® w

n(x,0,t) = — = A—sin(xz — wt) cosh h 8.35
0.0 = Z5| = A sinte ) (3.3)
Betrachten wir zuerst die Situation zu gegebener Zeit, z.B. t=0 . Dann gilt fiir die Oberfliche
n(z) o sinz. Die Geschwindigkeiten der Volumenelemente an der Oberfliche sind in Abb.8.4

schematisch dargestellt.

n
v
v 21
t -
) .

HM v

v

Abb.8.4

Die Stromlinien bei ¢ = 0 erhalten wir durch ein Hilfspotential. Wir definieren ¢ | = v U, was
wegen V - ¥ = 0 moglich ist. Die Stromlinien sind dann die Niveaulinien der Funktion V.

N coszsinh(z +h) \ [ O ) ‘ (o,
vl = ( Vg > —A< sin z cosh(z + h) > - < a, >Aslnxs1nh(z+h) = ( . )\I’(sz)

(8.36)

Ww<0

Schliesslich betrachten wir die Bewegung eines Fliissigkeitselementes in der unmittelbaren Um-
gebung von (z,z) = (0, —a). Es gelten die Bewegungsgleichungen

dx dz

e —Asin(wt) cosh(h — a) und = — A cos(wt) sinh(h — a) (8.37)
was nach der Integration auf
A A :
x = — cosh(h — a) cos(wt) und z = —a — — sinh(h — a) sin(wt) (8.38)
w w
X

’
’
’
G
’
.
’

,
/
—
/

z=0 K_/‘//
]
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Abb.8.6

fiihrt. Im Allgemeinen sind die Bahnkurven ellipsenférmig. Im unendlich tiefen Wasser hingegen
ergibt sich (cosh(h — a) ~ sinh(h — a)), so dass die Bahnkurven Kreise werden. Wir sehen an
diesem Beispiel wie die Bahnkurven und die Strémungslinien nicht miteinander iibereinstimmen.
Der Grund ist natiirlich, dass diese Stromung nicht stationér ist, sondern in der Zeit (periodisch)
variiert.

8.4 Kapillarwellen

Bisher haben wir uns nicht darum gekiimmert, dass Fluida eine Oberflichenspannung besitzen.
Diese riihrt daher, dass die Molekiile in der dussersten Schicht nicht auf allen Seiten Nachbarn
haben. Um einen solchen Platz zu erreichen muss ein Molekiil eine gewisse Arbeit leisten, was auf
einen Kohisionseffekt fithrt, d.h. eine zusétzliche intrinsische Spannung an der Oberfliche, die
sich deswegen wie eine elastische Haut verhilt, die die Oberfliche zu minimieren versucht. Diese
Oberflichenspannung wird wichtig, wenn die Oberfliche auf kleineren Léngenskalen moduliert
wird. Insbesondere ist dies der Fall, wenn Schwerewellen kurze Wellenldnge besitzen. Dann diirfen
wir den Effekt der Oberflichenspannung nicht vernachléssigen.

Abb.8.7

Wir fithren die Oberflichenspannung durch die Arbeit ein, die umgesetzt wird, wenn die Fliache
eines Oberflichenelements um §F' variiert wird:

dow=0d6F (8.39)

wobei ¢ eine fluidumabhéingige Konstante ist. Im Gleichgewicht mit dem Druck des Fluidums
gilt fiir eine Oberfliche zum Vakuum (&usserer Druck p = 0):

azSF—/p ndf =0 (8.40)

fiir das Fliachenelement df = dx dy. Betrachten wir nun, was die Oberflichenénderung fiir eine
gegebene Oberflichenmodulation n(z,y) ist. Die Oberfldche fiir einen gewissen Bereich die z-y-
Raumes ldsst sich berechnen als

8772 87721/2 1877218772
F=[dzd 1 — — ~ [drd 1+ = —| = 8.41
/:ry{ +<%) +(%>} /:Ey{ +2<%) +2<%>} (541
unter der Annahme, dass die Modulation schwach ist, i.e. | V7| < 1. Die Anderung der Ober-
fliche ergibt sich dann aus F' — F + 6 F fir n — n+ on:

_ On 0on , On don __/ 52
5F—/dxdy {8$3x+3y8y = dr dy V<ndn (8.42)
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mit Hilfe partieller Integration unter Vernachlidssigung der Randterme. Damit lidsst sich die
Gleichgewichtsbedingung (8.40) umschreiben,

p+oVin=0. (8.43)

Diese Gleichung lésst sich verallgemeinern auf die Grenzfliche zwischen zwei Fluida, 1 und 2,

prtoiVin=py+0 V. (8.44)
Wir kénnen nun die Gleichung (8.23) erweitern zu
0 o 0%n
—®(z,2=0,t) = ty— =21
5 2@ 2 =0,1) = gn(a,?) 02
(8.45)
0? 3} o 0
B2,z =0,t) = — g—d(z, 2, t 2% (2t
12 (z,2 1) gaz (z,2,1) o + 0 02202 (x,2,1) o )

wobel wir annehmen, dass keine Abhéingigkeit von der y-Koordinate vorhanden ist, d.h. ebene
Welle entlang der z-Richtung. Als einfachsten Fall betrachten wir unendlich tiefes Wasser, fiir
das wir wieder den Ansatz

B(z, 2, 1) = uyetketha—ivt (8.46)

verwenden. Das resultierende Dispersiongesetz hat nun die Form

ok3 Wi g ok
wr =/ gk + 5 = Cph = p T 5 (8.47)

tiefes
Wasser ' Kapillarwirkung

Gon

Minimum

Abb.8.8

Es zeigt sich, dass die Phasengeschwindigkeit c,;, nicht monoton von k£ abhéngt und bei £, =
v/ gp/o ein Minimum hat. Fiir Wasser sind die relevanten Grossen

c=72x10"2Nm™! o
p=1g em ™3 —  Cph,min = 23 cm st ound Amin=———— =173 cm

g=9,81ms 2 (9p/0)!/?
(8.48)
Die Kapillarwellen auf Wasser sind als Wellen sehr kurzer Wellenlédnge vor grosseren ”normalen”
Wellen zu sehen (Kapillarwellen konnen schneller sein als die normalen Wellen!).

8.5 Kreiswellen im tiefen Wasser

Kreisformig sich ausbreitende Wellen auf Fliissigkeitsoberflachen entstehen zum Beispiel um die
Eintrittsstelle eines ins Wasser geworfenen Steins. Hier interessiert uns die Form und das Ausbrei-
tungsverhalten solcher Wellen. Da unsere Beschreibung linear ist, kénnen die kreisformigen Wel-
len als Uberlagerung von ebenen Wellen beschrieben werden, die durch die Oberflichenauslenkung
folgendermassen ausgedriickt werden:
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2 = N e
n(7,t) Z/ T {ft+(k)62k""_w’“t+ﬂ—(k)e’k""+lwkt}

(2m)?
(8.49)
d2k N TN QReT d2k W, ,L]Z,':'Slnwt
—/Wu(k)e coswt+/(27r)2 u(k)e -

wobei 7 = (z,y), k= (kzy ky), k =

| k| und wi = +/gk (unendlich tiefes Wasser). Es gelten
dann die Anfangsbedingungen, die a4 (

k|
k) festlegen:

ﬂ(E):/dQT 77(77715:0)6_"’;'7? und ﬁ(E):/dzr (7, t=0)e kT (8.50)
Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass 9;n(+,0) = 0, so dass

2 — .7 o .
(P + 1(7—t)] = 1(?,0:/(57:;2@(1@)6@’6'“%“)@ (8.51)

N |

Wir betrachten nun die Phase ¢(k) = k - ¥ — wyt, und néhern das Integral fiir I(7,t) durch
die Methode der stationéren Phase an.

Methode der stationidren Phase: Wir betrachten folgendes Integral fiir den Grenzfall ¢ — oc:

ft) = / " dag(a)etho (8.52)

1

1) A/(x) # 0 fiir 1 < 2 < 9: Dann erhalten wir durch partielle Integration

S (o) e —o). (53)

1 1

1/12 g9(z) A ith(x) _ 1 9(x) n

1) = o xh’(:v) dx T h’(ﬂc)6

Tt

2) h'(z) hat eine einzige Nullstelle im gegebenen Intervall, ndmlich bei z = z¢: Es gelte also
W(zg)=0 und  h"’(z0) #0 (8.54)

Damit gilt fiir € > 0 aber klein, dass

F(t) = / "l o)™ @ 1 0@ | (8.55)

0—E&

In diesem kleinen Integrationsbereich entwickeln wir um xg: s = x — ¢ und

2
s
g(x) =~ g(xo) + sg'(x0) , h(x) ~ h(xq) + Eh”(xo) (8.56)
woraus folgt:
. +e 823 . +e 52000
f(t) _ ezth(zo)g(xo) ds ethh (xo0) + eith(:co)g/(xo) ds SeZtTh (z0) —I—O(t_l) (8.57)
—€ —€
=0

Wir ersetzen im ersten Term 7 = s1/t|h” (x0)|. Damit gehen die Integrationsgrenzen im Grenzfall ¢ — oo
auch gegen oo und das Integral entpuppt sich als Fresnel-Integral

+oo L )
/ dre®T /2 = em/4or (8.58)

— 00

mit + = sgn{h”’(z¢)}. Damit finden wir
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27 1z i Zsgn{h' (x 7 T —
50 = (i) T D glan)e ) 07 (5.59)

Im mehrdimensionalen Fall mit

ft) = /d”r g(7)e ™) (8.60)
und dem stationdren Punkt 7 gilt:
oh , . . 1 0? .
axi(”):o = h(r)%h(ro)Jriizjsisjmh(ro) (8.61)
mit § = 7 — 7. Es ist einfach das Integral in derselben Art wie oben auszufiihren, wenn wir in die

Hauptachsenform der symmetrischen Matrix 9*h(7)/0z;0x; = 0?h(7¢) gehen.

n/2
2 - x = o
ft) = (:) |det{82h( 7o)} 1z ezzsg“{a%(”)}g(Fo)e”h(”“) + Terme hoherer Ordnung.  (8.62)
Beachte, dass fiir eine Matrix A gilt, dass sgn{A} = . sgn(\;) gleich der Anzahl der positiven minus
der Anzahl der negativen Eigenwerte \; ist.

oo Ow., L, 1\[ﬁ
— =7r ———Ft=7r —wpet=1r — -4/ =€t 8.63
ok ok g 2V k (8.63)

mit k = k&. Als Funktion von & ist die Phase ¢ stationdr (minimal) fiir ko = ko€ mit € || 7

ko = gt2 mit € ==+ T fii +t>0 (8.64)
== it €=+— fir .
07 42 T ’
wobei r = | 7|. Damit ist
gt2 glt| gt2
A .
o(ko) = Lkor gkot = o t=F ™ Fa (8.65)

Die Jakobi-Matrix von ¢ ist

82(,0 0 w,; (/.)]/€ /k‘ikj wfg
A = prok, = o (kk]> b=- { <k> Ko k%} ! (8.66)

w, 1 [g wi )’ 3 /g

Wir wihlen nun € entlang der z-Richtung: ko, = £k und ko, = 0, so dass A;; diagonal wird

t /g
- = 0
4\ k3 2 2 2\ 2
- - gt r 1 (r
A(ko) = t = ‘detA(ko)‘=8k3=2k2=2<a> (8.68)
b i 0 0

0 2\ k3

mit kg = a/r und sgn(A) = 0. Die Methode der stationéren Phase liefert nun

1 - 1 1

n(7t) = —a( K ™ i(0)

V22

(7™ + ) ~ QU Ccos o (8.69)

)
Za [detA(Fo)

wobei die letzte Naherung gilt, wenn r >> [y mit [y als die Ausdehnung der Kreiswelle am
Anfang. Es gilt ndmlich
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a(Fo) = /d% n(7 ¢ = 0)eiFo 7~ /d% (7ot = 0Y(1+ ik - 7+ -) ~ a(0)(1 + kolo + -+
(8.70)

Das erste Integral 4(0) entspricht der anfinglichen ” Volumen” der Welle (Auslenkung x Fliche).
Der zweite Term ist

l
kolo ~ a?(’ <1 (8.71)

im Bereich von «, der uns interessiert.

n

NS

Abb.8.9

Die obige Niherung der stationiren Phase gilt fiir lange Zeiten, fiir die r < gt2/4 erfiillt ist
(wobei [y < r). Dann ist die Kreisewelle beschrieben durch

t2 t2
N~ gT Ccos <€lr> (8.72)

und besitzt Maxima bei r = r,, fiir n = 1 als dusserstes Maximum:

2 2
gt gt
~—— = 2mn = Th = ——
4ry, " 8mn

(8.73)

mit der lokalen Geschwindigkeit v, = gt/4mn. Die Geschwindigkeit nimmt fiir die dusseren
Wellen zu, so dass sich die Kreise immer mehr von einander entfernen. Die Absténde zwischen
den Maxima fithren auf folgende Beziehung:

2 /1 1 8
T — Tpal = %7 (n e 1) = g?rnrn+1 x 12 (8.74)

Betrachten wir abschliessend das Beispiel von Wasser fiir ¢ = 10s.

n | (m) | vy (ms™1)
1139 7.8
21195 3.9
3|13 2.6

Man beachte, dass sich fiir ansteigende n Abweichungen aufgrund des Kapillarbeitrages ergeben.
Bei kiirzeren Wellenléingen darf die Oberflichenspannung nicht vernachléssigt werden.

8.6 Schiffswellen

FEin sich bewegendes Objekt auf der Wasseroberfliache ist eine Quelle fiir Kreiswellen. Die Wellen,
die von einem Schiff ausgesandt werden, stellen ein interessantes Beispiel dafiir dar. Wir betrach-
ten hier eine Schiff als eine mit konstanter Geschwindigkeit fahrende Punktquelle: z(t) = vt.
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x=0

1<0 f(f) R

P
Abb.8.10

Die Oberflichenstérungen 7 am Punkt P in Abb.8.10 ergeben sich aus der Uberlagerung aus
Kreiswellen, die in der Vergangenheit vom Schiff ausgingen. Das bedeutet, dass

0 . u gt?

n(P) = / dt n(r(t), |t|) mit n(r,t) ~ e und u=>"— (8.75)
—00 T 4r

Auch dieses Integral kann mit Hilfe der Methode der Stationdren Phase berechnet werden, wenn

wir grosse v annehmen. Der Hauptbeitrag kommt nédmlich von den Zeitbereichen her, bei denen

u(t) stationéir ist. Die Geometrie des Problems ergibt:

r(t) = VR? + 022 4+ 2Rvtcosf  fir  t<0 (8.76)

Damit kénnen wir u(t) und seine Ableitung bilden:

. g (2t t gt gt
u(t) = n {r - T—?’(vzt + Rvcosf) ¢ = 4—73(2r2—v2t2—th cosf) = R(02t2+3R’Ut cos 0+2R?)
(8.77)

woraus sich zwei Nullstellen ergeben:

3R 8 3R 1
= =5 + 20— — b =—— + 4/~ —sin? )
ti2 o {COSH cos2 6 9} 50 {cos@ g ~sin 0} (8.78)

Falls sinf < sinfy = 1/3 (0 < 6y = 19.5°), finden wir zwei negative reelle Losungen. Die
Bestimmung dieses Grenzwinkels geht auf Lord Kelvin zuriick.

Die beiden Losungen kénnen auch umgekehrt fiir gegebene Zeit ¢ in zwei Werte von R iibersetzt
werden. Geometrisch dargestellt ergibt sich die Abb. 8.11 wobei die Schnittpunkte des Halbkrei-
ses fiir gegebenen Winkel # die stationiren Punkte P’ und P” ergeben.

vt vt/2 0
Abb.8.11

Nur wenn die Position P innerhalb der ”Schere” mit Winkel 6y liegt, gibt es eine nenneswerte
Stérung auf der Wasseroberfléiche. In Abb.8.11 sind P’ und P” stationiire Punkte, weil gilt

t
rcoso + Rcos = —vt und r= —% cosaw  (Thales) (8.79)
wobei die zweite Gleichung aus (8.77) durch Einsetzen der ersten Gleichung folgt, denn

473 t
Ltﬂ = 2r2 —v?*? — Rutcos 0 = 2r* —v*t* —vt(—vt —rcos ) = 2r (r + % cos a) =0. (8.80)
g
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Wir betrachten nun die Orientierung der Wellenfronten. Da in Abb.8.12 die Quelle @ Kreiswellen
aussendet, muss die Wellenfront senkrecht auf QP’ bzw. QP” liegen. Die beiden Punkte P’ und
P” fallen auf der Schere zusammen, wo

1 /m o
a=3 (5 - 90) ~ 35 (8.81)
so dass die Wellenberge den Winkel
g — o~ 55° (8.82)

relativ zur Fahrtrichtung bilden. Im Inneren der Schere ergeben sich fiir jede Position P zwei
Quellen, die verschiedene Wellenfronten erzeugen. Fiir § = 0, zum Beispiel, ist die Wellenfront
senkrecht zur Fahrtrichtung bei R = —uvt/2 (beachte, dass hier P = @ oder R = —uvt nicht
physikalisch ist).

vfI/Q
Abb.8.12
Damit wird die Storung fiir Winkel kleiner als 6y durch Quer- und Léngswellen gebildet, wobei

sich letztere an den Schiffsrumpf anschmiegen. Vom Schiff aus betrachtet ist die Wasseroberfliche
jedoch stationér.

Langswellen

Querwellen \/

Abb.8.13

Interessanterweise ist der Winkel 6y nicht von der Geschwindigkeit abhéingig. Dies hat mit der
Dispersion der Schwerewellen zu tun: wy, = v/gk und ¢, = \/g/ik‘ Betrachten wir die dhnlich
Situation in der Luft, dann findet man einen sogenannten Mach’schen Kegel, falls das Objekt
(Flugzeug) sich schneller als die Schallgeschwindigkeit ¢ bewegt. In diesem Fall ist der maximale

Winkel 1
. _Y Mach’sche Zahl , (8.83)
sinfy ¢

also geschwindigkeitsabhéingig. Hier gilt ndmlich wj, = ck mit ¢, = c.
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Kapitel 9

Zweidimensionale
Potentialstromungen

In diesem Kapitel betrachten wir stationédre Stromungen idealer, inkompressibler Fluida in zwei
Dimensionen. Das bedeutet, dass es nur zwei relevante rdumliche Koordinaten (x,y) gibt. Dies
hat wichtige Anwendungen bei der Untersuchung von Stromungen um Hindernisse die trans-
vers zur Flussrichtung sehr lang sind. Ein Beispiel ist die Stromung um einen Tragfliigel eines
Flugzeuges, ein wichtiges Problem der Aerodynamik.

9.1 Grundlagen

Der zweidimensionale reelle Raum kann auch auf die komplexe Ebene abgebildet werden:

(x,y) — z=z+1y (9.1)

Damit stehen uns die Werkzeuge der Funktionentheorie zur Verfiigung. Betrachten wir ein Gebiet
G der komplexen Ebene, worin die analytische Funktion w(z) definiert ist. Diese Funktion ldsst
sich in Real- und Imaginérteil zerlegen:

w(z) = vg(2) —ivy(2) mit v,(2) = Re(w(z)), —vy(2)=Im(w(z)) (9.2)
Damit w(z) analytisch ist, muss die Cauchy-Riemann-Bedingung erfiillt sein:
Ovy  Ovy T
Y T =0
o 3y 0 = V.-u
(9.3)
Ovy  Ovy - B
ay — % =0 = Vx4u=

Damit erfilllt ¥ = (vg,vy) dieselben Gleichungen wie das Geschwindigkeitsfeld eines quellen-
und wirbelfreien Fluidums in zwei Dimensionen. Die analytische Funktion w(z) ldsst sich dann
auch als Ableitung einer analytischen Funktion ®(z) schreiben:

w(z) = —diZq)(z) (9.4)

selbst wenn das das Gebiet G nicht einfach zusammenhéngend ist. In einem nicht einfach zu-
sammenhéngenden Gebiet muss auch ®(z) nicht einwertig sein.
Wir zerlegen diese Funktion in Real- und Imaginérteil: ® = &, + i®,, woraus folgt, dass

o= 081 _ 0%
T 9 Oy
(9.5)
v = 001 _ 0%
Yo oy Oz
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Dies kann zusammengefasst werden in

T=-V® = & (z,y) GCeschwindigkeitspotential
(9.6)
TLVD = Oy (z,y) Stromungsfunktion

Dies bedeutet, dass die Niveaulinien von ®s(z,y) (L V ®;) parallel zu ¢ liegen und somit
den Stromungslinien entsprechen. Dies erlaubt auch eine erstaunlich einfache Handhabung von
Randbedingungen der Stromung an einer Wand. Das Geschwindigkeitsfeld ¥ muss némlich
immer parallel zur Wand sein. Daher muss also ®o auf jeder Wand konstant sein. Ferner lassen
sich Randbedingungen der Stréomung im Unendlichen |z| — oo fiir das Geschwindigkeitsfeld gut
implementieren. Damit haben wir die Voraussetzungen, die wir ben6tigen, um eine stationére
zweidimensionale Stromung mit Hindernissen zu beschreiben.

Beachte, dass beide ®; und ®» als Funktionen von (z,y) aufgefasst die Laplace-Gleichung
erfilllen: V®; = V &, = 0. Dies sind die Bestimmungsgleichungen fiir eine Potentialstrémung,
wie wir sie bereits im Kapitel 7 angetroffen hatten.

Fin weiteres wertvolles Werkzeug bietet die Konformen Abbildungen der komplexen Ebene. Diese
Abbildungen erlauben uns zwei dquivalenten Probleme miteinander in Verbindung zu bringen.

z=1@)

Abb.9.1

Hier ist f(z) eine analytische Funktion mit f als Inverse und bildet das Gebiet G in das Gebiet
G in der komplexen Ebene ab:

i=fz) e  z2=[f(3) (9.7)
Wenn ®(z) analytisch in G mit ®o(z)|,ew = konst., dann gilt ndmlich
b(2) = 2(2) = ®(f(2)) (9:8)

mit ®(2) als Potential in G, wobei fiir die Randbedingungen gilt:

Py (2) o = Do (f(2)ser = P2(2)]zew = konst. (9.9)

Die Geschwindigkeitfelder in G und G sind folgendermassen miteinander verkniipft:

w(z)dz = w(Z)dz mit dz = f'(2)dz = w(z) = f(2)w(?) (9.10)

Dies erlaubt es uns bekannte Stromungsverldufe um gewisse Randerprofile in Stréomungen um
andere Profile zu tibersetzen.

9.2 Zirkulation

Obwohl wir angenommen haben, dass in G die Stromung wirbelfrei sei, ist es trotzdem moglich,
dass im mehrfach zusammenhingenden Gebiet eine Zirkulation existiert, eine Zirkulation um
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einen Korper, dessen Inneres von G ausgeschlossen ist. Solche Zirkulationen bleiben unter kon-
formen Abbildungen erhalten. Wir berechnen die Zirkulation durch

I = ]iw(z) dz = jiow(z) dz (9.11)

um den Koérper K. Da w(z) analytisch ist, kénnen wir geméss dem Satz von Cauchy jeden
geschlossenen Pfad benutzen, der K umschliesst, insbesondere die Koérperoberfliche (Pg). Es
gilt ndmlich:

w(z) dz = (vy —ivy)(dz + idy) = (vedz + vydy) +i (vedy — vydx) (9.12)

v-ds =0

wobei v, dy — vydx = 0 auf Py, da das Geschwindigkeitfeld parallel zur Oberfliche des Korpers
liegt (0 x d§ =0).

2 b,/ P
P

Abb.9.2

Die Zirkulation verindert sich nicht, wenn wir eine konforme Abbildung machen, da

I = jiw(z) dz = 7{ w(2)dz =T (9.13)

P
Es ist auch klar, dass fiir I" # 0 das Potential ®(z) nicht eindeutig sein kann.

9.3 Kutta-Zhukhovski-Satz - Kraft auf umstromten Korper

Ein Korper in einer laminaren Stromung verspiirt eine Kraft, wenn um ihn eine endliche Zirku-
lation vorhanden ist. Diese Kraft ergibt sich aus dem Druck, der auf die Oberfliche des Korpers
wirkt:

f=—¢ piids (9.14)

Der Oberflichendruck folgt aus der Bernoulli-Gleichung;:

.
p=po—5p0° (9.15)
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Der uniforme Druck pg liefert keinen Beitrag zur Kraft. Wir verwenden nun die komplexe Dar-
stellung in Abb.9.3: 7ids — —idz = —i(dx +idy) = dy — idz und f = (fz, fy) = f = fa +ify

f=¢ pidz= —z’pf 72dz (9.16)
Po 2 Po
Betrachte nun
(w? dz)* = (v? U; + 2ivgvy) (dz — idy) = (v2 + vZ)(dx + idy) — 2ividy — 2U§d1‘ + 2iv,vy (dz — idy)

 —

= ¥2dz + 2(vy — ivy) (vady — vydz) = T2dz

(9.17)
Das bedeutet, dass (w?dz)* = v2dz auf dem Pfad Py. Infolgedessen gilt
. P 2 *
f= —27{ (w*dz) (9.18)
2 J,

Da w?(2) analytisch ist, konnen wir den Pfad durch einen beliebigen Pfad um K herum ersetzen.

Satz von Kutta-Zhukhovski: Die Kraft die auf einen umstromten Korper in der laminaren Grund-
stromung ¥ steht senkrecht auf ¥ und ist proportional zur Zirkulation I' um den Koérper
(UOO = lim‘zboo 17(2’))

f = pl(v>, =) und 7®. f=0 (9.19)

Voo Voo
—_ —_ =
—_ > —_
—_ = —_ =
—_ > —_
—_ = —_ =
—_ = —_
—_ > —_
—_ = —_

Abb.9./

Ausserhalb eines gewissen Kreises P um K konnen wir w(z) als Laurent-Reihe schreiben:

o0
w(z) = anz_" (9.20)
n=0
wobei wy = vz® — iv;°. Insbesondere finden wir nun nach dem Residuensatz
1 r
2w Jp 2mi
Im Grenzfall |z| — oo gilt
wow 1 2r . -
w?(z) = wi + 2 St O(27?) = w3 + 2—7”7(11;0 —iv,°) + O(z 2) (9.22)

Damit kénnen wir nun mit (9.18) die Kraft hinschreiben als

f ==L +ivy?) = pL(v° — i) (9.23)

weil T reell ist und w3 keinen Beitrag gibt. Offensichtlich ist f 1 ¥ und ist proportional zur
Zirkulation I'.
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9.4 Konstruktion von zwei-dimensionalen Potentialstromungen

Die einfachste Potentialstromung, namlich die uniforme Grundstréomung, hat ein Potential der
Form

P(2) = ~wz = —(vz —ivy)(z +iy) = &1 + 1P = —{vez + vyy} — i{vey — vy}
o (9.24)

= w=—— =
dz

Vg — 10y

Beachte, dass v Py | v ®,. Wir werden nun Situationen betrachten, fiir die das Geschwindig-
keitsfeld im Unendlichen der uniformen Grundstrémung entspricht, wihrend im Nahbereich ein
Hindernis die Stromung umleitet.

9.4.1 Zylinder ohne Zirkulation

Wir betrachten das folgende Potential, das die Randbedingung im Unendlichen erfiillt, indem
es fiir |z| — oo in die uniform Stréomung iibergeht:

2

O(z)=U <z + “Z> . (9.25)

Wir nehmen an, dass U reell ist, so dass die Grundstromung entlang der z-Achse fliesst mit

v® = —U. Wir separieren Real- und Imaginrteil, indem wir z = re?® verwenden,

a? a?
d,=U <7“ + 7") cos 0 und Py =U (7" — 7') sin 0 (9.26)

Interessant ist die Eigenschaft @5 = 0 fiir r = a. Da die Bedingung ®5 = konst. eine Stromungslinie
definiert, verschwindet die radiale Geschwindigkeit fiir alle Winkel 6 bei r = a und entspricht
somit der Randbedingung fiir ein zylindrisches Hindernis mit Radius ¢ um den Ursprung. Das
Geschwindigkeitsfeld kann dann in die radiale und azimutale Komponente aufgespalten werden

o 8(131 o CL2 o 13(131 - a2 .
vr——ﬁ——U <1—742> cosd und vg——;W—U 1+ — |sin6 . (9.27)

Abb.9.5

An der Oberfliche des Zylinders finden wir die Tangentialgeschwindigkeit:

vg(r = a,0) = 2U sin @ (9.28)

wobei wir fiir § = 7/2,37/2 den Maximalstrom finden, wihrend fiir = 0, 7 die Geschwindigkeit
verschwindet. Bei letzterem sprechen wir von Staupunkten. Beachte, dass v, = 0 bei r = a.
Wir kénnen nun die Druckverteilung auf der Oberfliche berechnen. Dabei verwenden wir wieder
Bernoullis Gleichung.

va(r =a,0)
172

pm+gU2=p+Bv3(r=a79) = pzpoo+gU2{1_

p .
5 }Zpoo+2U2{1—4sm20}

(9.29)
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Der Druck wechselt das Vorzeichen auf der Oberfliche und ist symmetrisch um die Richtung
senkrecht zur Grundstrémung (6 — —0). Dies bedeutet, dass

f=- fpﬁds = —2/ pa(cosB,sinf)dd =0 . (9-30)
0

Wir finden also (seltsamerweise) keine Kraft auf den Zylinder. Auch ein Mitschleppen des Zy-
linders mit dem Grundstrom ldsst sich nicht finden (aus der Symmetrie # — 7 — 6) . Dies
widerspricht der allgemeinen Erfahrung (d’Alamberts Paradox). Wir haben jedoch die Ober-
flichenreibung und die Turbulenzen, die sich hinter dem Zylinder bilden kénnen, hier ver-
nachléssigt. Diese Eigenschaften der realen (viskosen) Fluida sind nédmlich fiir den Mitschlepp-
Effekt eines Korpers in einer stromenden Fliissigkeit verantwortlich.

9.4.2 Zylinder mit Zirkulation

Wegen der Linearitdt der Bestimmungsgleichung (6 29 = 0) kénnen wir die verschieden Kom-
ponenten der Stromung einfach Uberlagern. Eine Zirkularstromung wird durch das Potential

r
— v
2mr "
gegeben, wobei I' die friiher eingefiihrte Zirkulation ist. Das Gesamtpotential ist folglich

I
O = i Inz = vg = =0 (9.31)

2

r

<I>:U<z+a>+ilnz. (9.32)
z 2w

Wieder betrachten wir die Geschwindigkeit an der Oberfldche

. r
vg(r =a,0) =2Usinf — 3ma (9.33)

die verschwindet fiir sinf = —I'/4mwaU. Solange I' < 4maU ist, gibt es zwei Staupunkte. Diese
vereinigen sich jedoch, wenn I' = 47raU und 16sen sich als einzelner ”Stau-” oder ”Stagnations-
punkt” von der Oberfléche ab:

2
a r 1
vo(r, 0 = —7/2) = U (1 + T2> ==0 = r=_= {F + /T2 — (4nal) } (9.34)
wobei nur das + Zeichen relevant ist, da der Punkt ausserhalb des Zylinders liegen muss.
@s\ /\
//>\ S

r <4l A
I =4maU

S

> 4maU

Abb.9.6

Der Druck auf der Oberfléiche erhalten wir wieder gleich wie oben aus der Bernoulli-Gleichung

U? — {2Usin0 — ;}2] . (9.35)

ma

p:poo+g
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Es zeigt sich, dass die Symmetrie beziiglich positiven und negativen 6, die wir vorher hat-
ten, aufgehoben ist. Es gibt die Symmetrie 6 — 7 — 6, die immer noch garantiert, dass kein
Mitschlepp-Effekt stattfindet. Auf der anderen Seite kénnen wir nun die Kraft bestimmen, die
auf den Zylinder wirkt:

f - _ %pﬁds =— /pa(cos 0,sin0)df = (0, pUT) (9-36)

d.h. es gibt eine Kraft senkrecht zur Grundstrémungsrichtung wie im Satz von Kutta-Zhukhovski
gezeigt wurde. Diese Kraft wird auch Magnus-Kraft genannt.

Es ist nicht so einfach, die Zirkularstromung innerhalb der gegebenen reibungsfreien Naherung
zu erzeugen. In der Praxis wiirde man den Zylinder in Rotation versetzen und iiber die Ober-
flichenreibung eine Zirkularstromung mitreissen. Dies ist im idealen Fluidum nicht mdoglich.
Daher bleibt innerhalb unsere Betrachtung offen woher die Zirkulation kommt.

Man kann ”Segelschiffe” konstruieren, die aufgrund der Magnus-Kraft angetrieben werden (z.B.
Flettners Rotor-Schiff ). Senkrechte auf dem Deck stehende Zylinder rotieren um ihre Achse und
erzeugen eine zirkuldre Luftstromung. Mit dem &usseren Wind als Grundstromung wirkt eine
Kraft senkrecht zur Windrichtung.

@ Fahrtrichtung

rofierende Anton Flettners Rotorschiff (~1920)
Zylinder

Abb.9.7

9.5 Konforme Abbildungen als Werkzeug

Wir werden nun verschiedene Situationen untersuchen, die wir ausgehend von einfachen Po-
tentialstromungen mit Hilfe der konformen Abbildung erreichen konnen. Da die konforme Ab-
bildung winkeltreu ist, werden die Randbedingungen auf einer Korperoberfliche korrekt mit-
transformiert. Dies erlaubt es uns die Form eines Korper fast beliebig zu dndern und die
Potentialstromung aus bekannten Fillen in die neue Geometrie (aber mit gleicher Topologie)
tiberzufiihren.

9.5.1 Von Zylinder zur Platte

Wir betrachten eine konforme Abbildung, die einen Kreis in eine Ellipse iiberfiihrt:

R2
z—Z=z4+— (9.37)
z
Beachte, dass die Grundstrémung fiir |z|,|2| — oo identisch bleibt. Wir nehmen nun z = re®

und erhalten:
- R2 = (r+ R?*/r)cosf
f=re? 4+ —e W =F1i5 = (9.38)
" = (r—R?/r)sinf

Damit wird ein Kreis des Radius a in eine Ellipse abgebildet:
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mit Hauptachsen A un

Im Extremfall konnen wir daraus eine Platte erzeugen: a = R — A = 2R und B = 0.

(¢

Abb.9.8

2

2R +2R

Abb.9.9

(9.39)

Damit wird das Aussere des Zylinders eindeutig auf das Aussere der Platte abgebildet. Es gibt
zwei Singularitdten bei z = +R. Die Abbildung kann umgekehrt werden:

z==

Z4+ V22— 4R?
{ J

(9.40)

Die Platte entspricht hier einem Schnitt entlang der reellen Achse und wir miissen die Wurzel

entsprechend wéhlen. Es gilt:

Rez >0
Rez <0
Imz >0
Imz <0
Rez =0

Imz=20

=

=

ReVZ2 —4R2 >0
RevVZ2 —4R2 < 0
Im\/Z2 —4R? > 0
Imy/z2 —4R? <0
ReVZZ —4RZ=0
ImVZ2 —4R2 =0

Das Potential wird nun in folgender Weise transformiert:

D(z) =D(2(2) =P(3) mit F=z+—

Das Geschwindigkeitsfeld wird folglich:

do(2)

w(z) = —

dz
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Beachte, dass diese Transformation die Zirkulation I' unverdndert ldsst. Ferner ist die Grund-

stromung identisch: .
O(z) = —w™z — O(2) = —w™z (9.44)

Damit folgt nach dem Satz von Kutta-Zhukhovski, dass die Kraft auf die Platte und den Zylinder
gleich ist. Mit den Stromungslinien werden auch die Staupunkte eins-zu-eins iiberfiihrt.

9.5.2 Einfachste Plattenstrémungen

Wir nehmen an, dass w™ reell ist, so dass die Stromung entlang der Platte fiihrt.

:

Abb.9.10

B(z) = —w>xz & P(2) = —w™z (9.45)

wobei es auch bei der Platte zwei Staupunkte gibt.
Als néchstes betrachten wir die einfache Wirbelstromung um die Platte

B(x)= -t s & B =—an <;{2 - 4R2}> (9.46)

211 211

@ﬂ

Abb.9.11

Die zirkuldre Stromung um die Platte besteht aus konfokalen Ellipsen.

. R2
5 — il —i0 __ . .
= - =ay _ _
Z=re” + —e a4 cosf + ia_sind (9.47)
r

mit ax = r = R?/r, wobei die Brennpunktdistanz vom Ursprung, ¢ = w/az+ —a? = 2R un-

abhéngig von 7.
Interessanterweise finden wir fiir die Stromung an den Oberflichen z = ae’ — Z = 2a cos 6, so

dass die Tangentialgeschwindigkeit

dd do r
o dedo 4
wE) =~ dE = dmasmo (9.48)

Dies ist unendlich fiir # = 0, 7 welche den beiden Kanten entspricht. Diese Stromung ist unphy-

sikalisch.

9.5.3 Drehung der Grundstréomungsrichtung
Die Stromung um den Zylinder wird durch die Abbildung

z— 5= 2e"® = B, = O(ze) (9.49)
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in eine dquivalent Stromung um einen Zylinder mit um den Winkel « rotierter Grundstromungsrichtung
iibergefiihrt. Es gilt ndmlich

. ,: — 1
w o wren mie {07 teema e (9.50)
y o oE Y
/ — ;
/ /

Abb.9.12

Wenn wir nun die Zylinderstrémung wieder in die Plattenform transformieren, erhalten wir

D, (2) = —0v™ (zeia + RQZGM> (9.51)
Auf der Plattenoberfliche gilt z = Re? und Z = 2R cos 6:
d,(0) = —v™°R (ei(e_o‘) + e_i(a_o‘)> = —20°Rcos(f — «) (9.52)
woraus die Tangentialgeschwindigkeit folgt:
0o = _d®.(0)/db _ sin(f — «) (9.53)

dz/de sin 0

Die beiden Staupunkt finden wir fiir # = o und 7 + a. Die Geschwindigkeit wird an den Kanten
(0 = 0,m) unendlich. Diese Form der Stromung ist nun nicht mehr so trivial wie der vorherge-
henden Fall bei a = 0.

Nun nehmen noch die Zirkuldrstromung dazu.

— —In(ze ™ 54
57 n(ze %) (9.54)

) R2 i T
D,(2) = 0™ <ze_w‘ TR >

z
Beachte, dass der Phasenfaktor im Logarithmus nur eine bedeutungslose Konstante liefert. Fiir
die Platte untersuchen wir wieder die Tangentialstromung:
v Rsin(0 — «) + I'/47
Rsin6

W(Z)|z=2Rcos0 = (9.55)

Damit kénnen wir durch geeignete Wahl der Zirkulation I'" die Tangentialgeschwindigkeit an der
hinteren Kante (§ = 0) endlich machen:

' =4mv*°Rsina =T, sina mit w = v>° cos a (9.56)

fiir Z = 2R. Diese Situation nennt man Kutta-Bedingung. Der Staupunkt in der Nihe der vorde-
ren Kante bleibt und auch die Geschwindigkeit an der vorderen Kante ist immer noch unendlich.

9.5.4 Kutta-Bedingung

Die Kutta-Bedingung ist das empirisch festgestellte Verhalten, dass die Stréomung an einer
spitzauslaufenden Hinterkante sich die Stréomunglinien immer in Richtung der Spitze mit der
gleichen Geschwindigkeit oben und unten abldsen. Dies entspricht auch der gerade diskutierten
Form der Strémung mit der speziell gewahlten Zirkulation I'kytta-
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Y= %uﬁa

Abb.9.13

Tatséchlich ist hier die Stromungrichtung an der Hinterkante parallel zu = und das Geschwin-
digkeitsfeld ist stetig. Die Kutta-Bedingung bedeutet folglich, dass sich eine geeignete zirkulére
Strémung einstellt. Die Zirkulation baut sich mit Hilfe der Reibung auf, wie wir dies innerhalb
der Theorie des idealen Fluidums nicht beschrieben kénnen. Es entsteht ndmlich eine Verschie-
bungsschicht auf der Oberflache, mit der sich der Staupunkt gegen die Hinterkante verschiebt
und einen Wirbel erzeugt. Dieser Wirbel 16st sich ab und hinterldsst eine Zirkularstromung, die
die Kutta-Bedingung erfiillt. Die gesamte Zirkulation verschwindet. Der gegenléufige Startwir-
bel wird jedoch von der Grundstréomung weggetragen, (bzw. fiir ein Flugzeug bleibt er auf dem
Startplatz zuriick und wird allméhlich dissipiert).

Y

— -~

! Y

Abb.9.1/

9.6 Stromung um Zhukhovski-Fliigel

Konforme Abbildungen erlauben uns auch, die Potentialstromung um den Zylinder auf die
Stromung fiir ein Fliigelprofil iiberzufithren. Der Trick liegt in der Verschiebung des Zylinders
um eine Distanz § nach links, wobei wir auch den Radius auf R+ 0 vergrossern. Damit geht der
Zylinderkreis auf den positiven reellen Achse immer noch durch den Punkt R aus dem wir eine
singulére Hinterkante bilden, indem wir dieselbe Abbildung wie vorher machen.

Abb.9.15

Die konforme Abbildung ist gegeben durch

Z=z+—, (9.57)

z
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fiir die bei Z = 2R die folgende Entwicklung gilt:

z:z+]Z%_Riﬂ:23+R[(;—1)2—(;—1)3+m] (9.58)
mit
z—R:A(Rei"—R) = ;—1_A(ei9—1)_A<¢9—;02+---> (9.59)

wobei A = (R + 0)/R > 1. Daraus folgt nun

zZ—2R

T G i =i -1 (9.60)

Die Hinterkante lésst sich daher in folgender Weise parametrisieren:

G=-0° and LH=(0A-10=0\-1)(-4)"? (9.61)
EZI
:
Abb.9.16

Das Potential der Stromung ldsst sich leicht aus der fritheren Diskussion herleiten,

D(z) = -0 |(z+0)e "+ (}i:?em] - % In [(z + 5)67104] (9.62)

und daraus die Tangentialgeschwindigkeit in der Néhe der Hinterkante des Profils (]6] < 1)

do/d) v (R+0)sin(0 —a) + o (0.63)

) ==z ~ Rsind

wobei wir den Winkel « fiir die Richtung der Grundstrémung annehmen. Die Kutta-Bedingung
besagt nun, dass v (6 = 0) endlich sein muss, d.h.

I'=4mv>®(R+ ) sina . (9.64)

Die Geschwindigkeit an der Hinterkante wird dann

(9.65)

Abb.9.17
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Wir kénnen nun die Hebekraft der Strémung berechnen. Diese ergibt sich aus dem Satz von
Kutta-Zhukhovski:

f = 4mpv™%(R + §) sin « (9.66)
und ist senkrecht auf ¥°° gerichtet. Die Druckverteilung auf der Fliigeloberflache ergibt sich aus

der Bernoulli-Gleichung

p(0) = P + S[0™? = v (6] (9.67)

Durch geeignete Wahl des Profils und des Anstellwinkels kann die Hebekraft verbessert werden.

Zirkulation um endliche Fliigel: Bisher haben wir uns auf Profilen in einer zwei-dimensionalen
Potentialstromung beschrinkt. Aber Fliigel eines Flugzeuges haben natiirlich nur eine endliche
Ausdehnung. An den Enden des Fliigels ergibt sich damit eine Netto-Stromung von der Unter-
seite Richtung Oberseite.

s

C Oberseite D
Unterseite

v Vl l’ l l ‘I IV v

Abb.9.18

’
T
i
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Damit nimmt die Zirkulation um das Fliigelprofil langsam gegen die beiden Fliigelenden ab.
Nach dem Helmholtz-Theorem muss die Zirkulation jedoch erhalten bleibt, was durch einen
Wirbelzopf an den Fliigelenden sicher gestellt wird. Dieser schliesst sich im Prinzip mit dem
Startwirbel.

Abb.9.19

9.7 Ideale Linien-Wirbel

Ein Versuch einen unendlich langen Linienwirbel in einem Fluidum zu beschreiben kénnte auf
dem frither eingefiihrten Potential
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r r
P(z) =——1 = = 9.68
()= =g ne W) = o (9.68)
woraus fiir die Tangentialgeschwindigkeit folgt:
r
=—". 9.69
v 27r ( )

Diese Geschwindigkeit divergiert fiir » — 0, was nicht physikalisch ist. Die Singularitdt des
Linienwirbels erfordert vielmehr, dass die Geschwindigkeit bei r» = 0 verschwindet. Eine einfache
Konstruktion von Rankine erlaubt es, diesen Aspekt mitzuberiicksichtigen. Wir korrigieren die
Tangentialgeschwindigkeit

I >
— r>a
2rr
vg = (9.70)
I'r
<a
2ma? -

womit vy eine kontinuierliche Funktion von r ist. Die Lénge a entspricht dem Radius des
”Kerns”des Wirbels. Innerhalb des Kerns entspricht die Tangentialgeschwindigkeit einer starren
Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit wo = I'/2ma?.

Die kinetische Energie des Wirbels pro Lingeneinheit ist

1 R I? (1
K = 2p27r/0 vg(r)*rdr = Zﬂ_ {4 +1In (f)} (9.71)

Der erste Term entspricht einer konstanten Kernenergie, wéhrend der zweite Term logarithmisch
mit dem Radius R divergiert, analog der Energie der Versetzungen in Kapitel 5.

Ve
Kern

Abb.9.20

Der Wirbel in einer relativen Grundstrémung ¢ erfihrt eine Kraft senkrecht zu /°° analog
zum Kutta-Zhukhovski-Satz. Diese Kraft wird Magnus-Kraft genannt. Wirbel mit quantisierter
Zirkulation tauchen in Suprafliissigkeiten wie He oder “He und in Supraleitern auf. Dort spielt
die Magnus-Kraft eine wichtige Rolle.

Es ist interessant zu sehen, dass in Suprafluida und Supraleitern, die Quantenphinomene darstel-
len, Quantisierungseigenschaften der Wirbel auftreten. Man kann diese im Sinne der deBroglie
oder der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung von geschlossenen Teilchentrajektorien auffassen. Es
gilt ndmlich nach Bohr-Sommerfeld

F—fﬁ-cﬁ’—lfﬁ‘dg’—hn n=0,£1,£2,... . (9.72)
C m Jc m

Daraus folgt, dass die Zirkulationquantisiert ist, wobei das Planck’sche Wirkungsquantum A =
6.6261 x 10734Js ist und m die Masse der ”elementaren” Teilchen, die die Suprafiissigkeit bzw.
den Supraleiter ausmachen. Im Falle der Bosonischen Suprafiissigkeit *He ist m = 4mpy die
Masse des Atoms, fiir das Fermionische *He wie auch fiir Supraleiter, ist das ”elementare” Teil-
chen ein sogenanntes Cooper-Paar. Daher mgpsy, = 6mpy und mgsp = 2me, d.h. zweimal die
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He-Atommasse bzw. zweimal die Elektronenmasse. Im Falle der Supraleitung sind die Teilchen
(Elektronen) geladen, so dass jeder Wirbel ein magnetische Feld erzeugt. Die quantisierte Zir-
kulation ergibt dort, dann eine Quantisierung des magnetischen Flusses:

@:/é dS = ®gn (9.73)

mit dem Flussquantum ®¢ = hc/2e = 2 x 107" Gauss cm?.
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Kapitel 10

Inkompressible, viskose Fluida

10.1 Innere Reibung und Energiebilanz

Fin inkompressibles Fluidum mit innerer Reibung wird durch die Navior-Stokes-Gleichung be-
schrieben, die wir in Kapitel 6 eingefiihrt haben:

D& L . -
—U:pF—Vp—l—nVQU—i—(C—i—g)V(V-ﬁ) (10.1)

und V - 7 = 0, Dp/Dt = 0, d.h. p = konst.. Deswegen verschwindet der letzte Term. Der
Parameter n bezeichnet die Viskositdt. Wir untersuchen im Folgenden den Fall F =0.

Die Dissipation wird in der Bilanzgleichung der Energie ersichtlich. Die Spannungs- und die
Energiedichte haben die Form:

: 1 (0v; Ov;
oij = —pdi; + 2nR;;  mit Rij:2< Uz+ U])

aﬂfj 8$l
(10.2)
_
€=
Die Bilanzgleichung lautet also
De L, Dv 80’@‘ 0 0v;
= _ L = = —(vj0;;) — —0j5 . 10.3
Poi =P D T Oxz;  Oxj (vig) Ox; i ( )
Wir betrachten das mit der Stromung mitgefiithrte Volumen V;, so dass
d / Ov;
— [ pedV :7{ vioiinidf — | ——o0;;dV (10.4)
dt Vi oV, W th)% 4

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt der Leistung des Energieiibertrages an die
Oberfliache, denn v;o;jn; = U - P entspricht der lokalen Leistung. Der zweite Term hingegen

enthélt die Reibungsverluste im ganzen Volumen,
v
— ﬂO'ijdV = —27]/ R,LQ]CZV <0. (10.5)

v, 0, Vi

Wir betrachten nun eine beschrinktes Gebiet GG, z.B. ein ruhendes Gefiiss. Die Randbedingungen
fiir ein ruhendes Gefiss sind fiir das Fluidum

Tlw =0, (10.6)

wobei W die Punkte auf der Gefisswand bezeichnet. Also verschwindet nicht bloss die Normal-
komponent der Geschwindigkeit, sondern alle Komponenten, da das Fluidum an der Oberflache
wegen der Reibung haften bleibt. Damit gilt fiir ein beschrinktes Gebiet G wegen

o 1 /0u Ov\® vidv; 1.5 o = =N L
2 — = - == Av (7 . 10.
o 4\ 0z; Oz + Oz; Ox; 2(V X 7)7+4V (v V) v (10.7)
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Mit den Randbedingungen des ruhenden Gefisses ergibt sich daraus die Bilanzgleichung in G:
d . .
— pedV:—T]/(VXU)QdV:—n/ Q%av . (10.8)
dt Jg G G

Interessanterweise ergibt, diese Gleichung, dass die Dissipation mit der Wirbeldichte Q ver-
kniipft ist. Zusétzliche Terme kommen ins Spiel, wenn das Gefiiss nicht mehr in Ruhe ist.

Reynolds-Skalierung: Die Navier-Stokes-Gleichung lésst sich durch dimensionslose Variabeln aus-
driicken. Zu diesem Zweck fithren wir eine charakteristische Lingenskala A und Geschwindig-
keitsskala v ein. Die Léingenskala kann zum Beispiel die lineare Ausdehnung eines umflossenen
Objektes sein, wie etwa der Radius R des Zylinders aus dem vorhergehenden Kapitel und die
Geschwindigkeitsskala ist die Geschwindigkeit der Grundstrommung vs,. Die dimensionslosen
Variabeln 7/, ¢/ und ¢’ sind infolgedessen definiert durch

A
F=\", T=vv', t==t (10.9)
v
so dass die Navier-Stokes-Gleichung neu die Form
D’ > 1 =,
—— =V + V2§ 10.10
Dt PrReY " (10.10)

annimmt, wobei p/p = v?p’ und die Reynolds-Zahl

_ A
n

ist, die das Verhéltnis zwischen Tragheitskraft und Reibungskrafts darstellt. Die Triagheitskraft
entspricht der kinetischen Energie pro Lingeneinheit pr?/\ und die Reibungskraft nv/A\? (~
776 2#). Damit hat die Reynolds-Zahl die Funktion abzuschiitzen, ob Reibung oder kinetische
Energie wichtiger sind. Wenn die Reibungskréfte dominieren, finden wir laminare Stréomungen,
so dass sich benachbarte Schichten geordnet nebeneinander bewegen.

Re (10.11)

10.2 Hagen-Poiseuille’sche laminare Stromung

Die Stromung einer viskosen, inkompressiblen Fliissigkeit in einem Rohr vom Radius R ohne Vo-
lumenkréfte liefert ein einfaches erstes Beispiel fiir die Anwendung der Navier-Stokes-Gleichung.
Fiir die stationdre Stromung gilt:

. | o
p=rkonst., V-7=0, F=0, 8—7::0 (10.12)

was auf die vereinfachte Navier-Stokes-Gleichung fiihrt,
p(T-V)T =-Vp+nV2i (10.13)

Wir fiithren zylindrische Koordinaten ein (r, ¢, z) und setzen als Randbedingung an, dass ¢ = 0
fir r = R. Um eine solche stationére Stromung aufrecht zu erhalten, ben6tigen wir eine Druck-
differenz entlang der Rohre, sonst wiirde die Fliissigkeit wegen der inneren Reibung allméhlich
zum Stillstand kommen.

Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, dass

vy =0y =0 und v, = v(T) (10.14)

=

Damit ist sofort klar, dass (¢ - V)¢ = 0 und folglich

dp Op op 0? 0?
or 0y 0 und 5, — " (8552 + oy Uz (10.15)
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Wegen V-5=0 folgt auch aus
Vp=nV35 = Vip=0. (10.16)

WEeil p nur von z abhéngt, finden wir

&*p o _
und die Navier-Stokes-Gleichung schreibt sich dann:
,_m0 ([ Ov Plna 2
17 L(r) = —— — 10.1
b r or (7’ 87“) = valr) 47)(R ™) (10.18)
Die Schubspannung auf die Wand ldngs des Rohres ist
v, p/
= _Ppr. 10.1
o Urw 2R (10.19)
die Massenstromung @ ist
R 7_(_p/ p
Q= p/d2a;vz = 27rp/ rv, dr = ———R* (10.20)
0 8n
und die mittlere Geschwindigkeit v, ist
) Q pPR* 1
_ _ — o (r=0), 10.21
vz pmR2 8n 2" (r ) ( )

(p < 0 = v, > 0). Die Schubspannung kann auch als Kraft pro Lingeneinheit entlang des
Rohres aufgefasst werden:
K, = —p'nR* = 8mu, . (10.22)

Vergleichen wir nun noch die Dissipation wie sie aus (10.8) folgt. Die laminare Strémung (10.18)
hat eine endliche (ringférmige) Wirbeldichte € :

/
G=Vxi= —ey,aaif = —];7’;5% (10.23)

das in (10.8) eingesetzt ergibt (pro Lingeneinheit des Rohres):

d R 2w . 7Tp,2R4
— - d dpQ? = — = K., . 10.24
L P (Y A Y -~

Dies entspricht gerade der Verlustleistung pro Léngeneinheit.

Im Falle n = 0 (Euler-Gleichung) ist das transverse Profil der Strémung nicht bestimmt. Wenn
wir aber zusétzlich annehmen, dass die Fliissigkeit wirbelfrei ist, dann gilt ¢ = (0,0,v,) un-
abhéngig von x und y.

Die Hagen-Poiseuille’sche Losung entspricht einer laminaren Stromung. Wenn wir jedoch Reynolds-
Zahl grosser werden lassen, dann findet oberhalb einer kritischen Grosse, Re > 102 ein Ubergang
zu einer turbulenten Stromung statt. Damit erhoht sich der Widerstand des Flusses drastisch.

Es gibt von Blasius einen empirsche Beziehung zwischen p’ und o, in diesem Bereich:
1/4 3/4
NP 54 (10.25)

/ —
P = 0.15827(2]%)5/4 ol
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10.3 Stokes Widerstandsgesetz

Im Gegensatz zum idealen Fluidum findet man, dass ein viskoses Fluidum eine Mitschlepp-
kraft auf einen Korper in der Fluidumstromung ausiibt. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine
Kugel vom Radius R, die einer Stromung der Grundgeschwindigkeit v°° ausgesetzt wird. Die
Stromung sei stationéir und es seien auch keine dusseren Krifte vorhanden. Aus der Navier-
Stokes-Gleichung finden wir

p(0- V)T =—-Vp+nV23i (10.26)
mit den Randbedingungen
V(7 )rmoo = 0% und  T(7)[=r =0 (10.27)

d.h. das Fluidum haftet an der Kugel. Wenn die Reynolds-Zahl sehr klein ist, Re < 1, dann
diirfen wir den Term p(¥ - V) ¥ gegeniiber dem Reibungsterm V24 vernachlissigen:

p(T- V)T pr?/A

= =Rex1 10.28
nVZ24y nv/A? ( )

Die resultierenden Gleichungen lauten dann
Vp=nV2F uwd V- -7=0. (10.29)

Wir kénnen nun die Rotation (V x) auf die erste Gleichung anwenden und erhalten
V x V25 =0 (10.30)
wofiir sich folgende Losung abzeichnet:
T=Vo®+ 7Ty mit V25y=0 (10.31)

Zur Losung U9 ist zu bemerken, dass hier die Richtung der Geschwindigkeit eine Rolle spielt.
Da wir die Grundstromung o°° als ausgezeichnet Richtung kennen, setzen wir an

-

To = 7>g(r) mit V2g9(r)=0 (10.32)

wobei ¢(r) rotationssymmetrisch ist und ausserhalb der Kugel gilt. Die relevante Losung ist
g(r) = a/r:

Vo= 0%

(10.33)

s e

Nun setzen wir den kompletten Ansatz (10.31) in V - ¥ =0 ein und erhalten die Gleichung:

7o

V%+ V. 0y=V®—a—735— =0 (10.34)
r
Diese Gleichung l6sen wir mit dem Ansatz
O =07 7f(r) (10.35)

wobei f(r) nur vom Radius 7 abhéngt. Eingesetzt in (10.34) erhalten wir die Gleichung
4 a
"+-f == 10.36
ffrof= (10.36)

die wir mit dem Ansatz f = a17"™ + az/r 16sen. Einsetzen in (10.36) ergibt, dass n = 0 und —3
erlaubt sind. Daraus ergibt sich die allgemeine Losung

Fr)=A+=— — . (10.37)



Die freien Parameter A, B und a erlauben uns nun die Randbedingungen zu erfiillen. Das Ge-
schwindigkeitsfeld ist

§ = T + (5 F)F (1)~ + a— (10.38)
mit
lim f(r)=1 und lim rf'(r) =0 (10.39)
und bei r = R a
f(R)+ R 0  und f'(R)=0. (10.40)
Damit bestimmen wir
3
A=1 B = & und a= —§R (10.41)
4 2
und erhalten 5 )
. oo R 3R oo T 3R (R

Mit Hilfe von (10.29) finden wir fiir den Druck

- IR - U™
p=po+nV7®=py— == .

(10.43)

Nun wenden wir uns der an der Kugel angreifenden Kraft zu, die wir mittels des Spannungsten-
sors bestimmen:
0o;;j Op

_ o = 2
or; axﬁw vi=—ny

0P = 0P
+nV?

S .1 -1
V2 = g V3= . 10.44
ox; ox; +any; r anvs r ( )

Die Kraft erhalten wir durch das Integral iiber das Kugelvolumen V'

K; = / 99 gy (10.45)
Ox;j
so dass
7 S
= _’OO/ V2 dV—anv / Vr-df:—anf)’oo/ sin 8dfd¢ = —4mwanv >
ov
(10.46)
Wenn wir a = —3R/2 einsetzen, dann ergibt sich
K =6mRT>, (10.47)

die Reibungskraft, die linear von der Geschwindigkeit, dem Radius und der Reibungskonstante
abhéingt. Diese Rechnung wurde unter der Annahme, dass die Reynolds-Zahl klein ist, durch-
gefiihrt. Daher kann man auch als Entwicklung in Re Korrekturen angeben:

~ 3
K =6mRv™ <1 + 8R6> (10.48)

Da Re = pR| 7 °|/n auch von der Geschwindigkeit und Radius abhéngt, darf ¢ nicht zu gross
sein, um die Niherung nicht zu gefihrden. Nehmen wir als Kriterium Re < 107!, dann darf in
Wasser bei einer Geschwindigkeit von 1072 ms~! darf der Kugelradius nicht grosser als 10~%m
sein.
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10.4 Prandtl’sche Grenzschicht

Die Stromung von realen Fluida ist im Allgemeinen eine dusserst komplexe Angelegenheit. Um
1904 fiihrte Ludwig Prandtl ein Konzept ein, das es erlaubt, Stromungsprobleme um Korper
von einem neuen Gesichtspunkt zu betrachten, und das auch technisch bei deren Behandlung
zu gewissen Erleichterungen fiihrte.! Prandtls Idee war, dass der Effekt der Oberflichenhaftung
auf einem Korper das Fluidum nur innerhalb einer gewissen Schichtdicke beeinflusst, wahrend
ausserhalb dieser Schicht das Fluidum sich im Wesentlichen nicht-viskos verhélt. Diesen Aspekt
wollen wir hier diskutieren.

Betrachten wir die Navier-Stokes-Gleichung eines inkompressiblen Fluidums in der dimensions-
loser Formulierung;:

DT = 1 o=y
ﬁ——Vp—i-@V v
Y .5=0 (10.49)

¥ =0 auf dem Rand.

Im Grenzfall grosser Reynolds-Zahlen kénnte man versucht sein, die Strémung einfach durch die
Euler’schen Gleichungen zu beschreiben. Wir diirfen jedoch den letzten Term der Navier-Stokes-
Gleichung nicht einfach vernachléssigen. Insbesondere miissen die Randbedingungen erfiillt sein,
und es stellt sich heraus, dass
L G2p - O()  fir Re — o0 (10.50)
Re
Betrachten wir nun eine Wand (Abb.10.1) mit einer Grundstrémung parallel dazu. ” Geniigend”
weit weg von der Wand sieht die Stromung nahezu wie diejenige eines idealen Fluidums aus,
d.h. eine uniforme laminare Stromung, fiir die die Reibung keine wichtige Rolle spielt. In der
N&he der Wand gibt es jedoch eine Grenzschicht innerhalb derer die Geschwindigkeit auf Null
absinken muss. Diese Schicht der lokalen Dicke § hdngt schwach von x ab.

AN N\ AN

Abb.10.1

Wirbelschicht: Eine transverse Anderung einer laminaren Strémung fithrt auf eine Wirbelschicht. Die
in der Situation von Abb. 10.1 vorausgesetzten Randbedingungen

(v0,0) y— o0

v = (10.51)
(0,0) y=0
werden durch folgendes Geschwindigkeitsprofil erfiillt werden (keine Losung der Navier-Stokes-Gleichung):
(v0,0) Y > Yo
U= (10.52)

(on,()) 0<y<wo
Yo

"Historischer Ubersichtsartikel: ”Ludwig Prandtl’s Boundary Layer” von J.D. Anderson in Physics Today,
December 2005, S. 42-48.)
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Dies bedeutet, dass eine Wirbelschicht der Dicke yo auf der Wand liegt, deren Wirbeldichte nur eine
z-Komponente hat:

5 5 0 y>uyo
Q== 9V _ ; (10.53)
gy Oz y—o 0<y<uyo
0

Im idealen Fluidum ist diese Form stationdr. Nun stellt sich die Frage, wie sich dieser Zustand in der

Zeit entwickelt, wenn Viskositéit vorhanden ist. Dazu betrachten wir die Gleichung fiir die Wirbeldichte,

indem wir die Rotation der Navier-Stokes-Gleichung bilden. Dabei verweisen wir auch auf die Diskussion

in Abschnitt 7.3. .
D Q — = — —
—— =(Q-V)7+nVZ3Q. (10.54)
Dt

Diese Gleichung reduziert sich im obigen Falle (} || z) auf:

o0 - o0 o0

— =V =, —— 4 vy, 10.55

ot n Y or +y dy ( )
Es ist offensichtlich, dass fiir 7 = 0 die Wirbelschicht (10.53) eine stationiire Losung dieser Gleichung ist.
Die linke Seite entspricht jedoch fiir n # 0 einer Diffusionsgleichung, so dass eine endliche ” Diffusionskon-
stante” auftaucht und die (laminare) Wirbelschicht nicht mehr stationér sein kann. Es findet Diffusion
statt, so dass die Wirbelschicht in einer charakteristischen Weise zerfliesst.

Die Wirbelschicht beschreibt eine Grenzschicht auf der Wand entsprechend dem Prandtl’schen Konzept.
Im Folgenden werden wir diese Grenzschicht nicht durch die ”Diffusion” beschreiben, sondern durch
eine stationidre Form an einer diinnen Platte die sich von = 0 bis = oo erstreckt. Wihrend in
der Diffusionsgleichung das Zerfliessen zu einer Zunahme der charakteristischen Linge § (” Ausdehnung
der Wirbelschicht” entlang y-Richtung) mit der Quadratwurzel der Zeit ¢ erfolgt (§ oc v/t), wird in der
stationéiren Form die Zeit durch z (= ut) ersetzt, so dass wir finden werden § < +/z. Diese einfache
Betrachtung wird nun etwas genauer diskutiert werden.

Wir betrachten folgende Anordnung. Eine unendlich diinne Platte sei definiert durch y = 0 und
x > 0. Von links (z = —o0) her trifft eine uniforme laminare Stréomung in z-Richtung auf diese
Platte. Wir wollen nun die Struktur der stationédren Stromung im Bereich x > 0 betrachten.
Das Geschwindigkeitsfeld v = (v, vy) erfiillt die stationdren Navier-Stokes-Gleichungen:

Ov, Ov, op 1 [(0%*v, O%v,
-z A 10.56
Y o Ty Ay Ox + Re < Ox? + 0y? ( )
Ovy vy Op 1 (0%, 0%y,
it -y __ 4 - 10.
R iy Ay Ay + Re \ 0z? + oy? (10:57)
Ov,  Ovy
— =0 10.58
ox oy ( )
und die Randbedingungen sind:
Uy =0y =0 bei y =10
(10.59)

(g, vy) — (u(x),0) fiir y — oo

Die Anderung aller Gréssen ist gross entlang y-Richtung, da die charakteristische Linge 6 kurz
im Vergleich zur charakteristischen Lange entlang der x-Achse ist, die wir als Einheitsldange
annehmen (Abb. 10.1, 10.2). Daher werden Anderungen entlang x als schwach betrachtet. Die
Hauptstréomungsrichtung ist «, so dass v, > v,. Dies ergibt sich auch aus (10.58): v, ~ dv,. Eine
einfache Betrachtung des dominanten Anteils in V27 (O(6~2) in (10.50) ergibt die Skalierung
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§ o< Re~/2. Wir finden in Gleichung (10.56), dass
Ov, Ovy Op 1 0%, 0%v,

N ~—— N~
o) o(1) o) 0(5-2)

und in (10.57), dass
vy Ovy op 1 820y 82vy

2 -y __r, - . 10.61
Y o —H)yﬁy 8y+Re(8$2 8y2) (10.61)
S~ —— e e

0(9) 0(s) 0@  o@-1)

Mit dieser Beziehung folgt, dass dp/dy < dp/0x, so dass wir die y-Abhéngigkeit des Druckes
vernachléssigen:

op

By =
Dies ergibt nun eine niitzliche Beziehung, wenn wir die Bernoulli-Gleichung verwenden. Geniigend
weit weg von der Wand ist die Stréomung identisch mit der Grundstrémung (u(x),0) und es gilt
p +u?/2 = konst., woraus folgt (p unabhiingig von y):

@ _ _ du
de  dx’

Dies wird nun in (10.56) eingesetzt, um die sogenannten Prandtl-Gleichungen zu erhalten:

0 = p(z,y) — p(x) (10.62)

(10.63)

wobei wir nur Terme der fithrenden Ordnung mitgenommen haben. Dazu kommen die Konti-
nuitdtsgleichung und die Randbedingungen. Die Prandtl-Gleichungen bendétigen zusétzlich die
Information, wie das Stromungsprofil einem ” Anfangspunkt” zo = 0 aussieht: v, (zo = 0,y) =

uo(y).-

y
—— [ [5 "
Abb.10.2

Wir betrachten nun das Beispiel einer diinnen Halbplatte, die entlang der Grundstromung aus-
gerichtet ist (Abb. 10.2). Die Grundstromung ist gegeben durch u(x) = vy = konst.. Die Konti-
nuitdtsgleichung erlaubt es uns eine Stromfunktion v einzufiihren:

v, Ouy o N
ox + dy ! dy Yy ox ( )
Damit wird die Gleichung (10.64) folgendermassen ausgedriickt:
oY 02 o 0? 103
WOY oW 10 (10.66)
Oy 0xdy  Ox Oy®>  Re 0y3
Das Anfangsprofil wird bei x = 0 definiert durch
N
— =1 . 10.67
By, = (10.67)
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Weiter gelten die Randbedingungen bei y — oc:

oy oy
o — und T 0 (10.68)
und bei y = 0:
oY oY
- = =1y=0. 10.69
Aus den obigen Gleichungen ergibt sich das Skalierverhalten:
D(a,y) = (0 x, 6 ly) (10.70)

wobei ¢ grundsétzlich beliebig gewihlt werden kann. Das bedeutet, dass (10.66) sich nicht &ndert,
wenn wir die Reskalierung ¢ — 61,  — 2z und y — 6~ 'y durchfithren. Wir definieren nun

§=d(z) = vo“;%e = Y(a,y) = ved(x)f(€) mit g:ﬁ (10.71)

Die Ableitungen sind folglich
oy dd 0% B 1dé

9y = 0 (f=&f) 920y —vos &S
?91.5 _— 22;2” =g (10.72)
Y o
oy~ !
und fithren mit (10.66) auf
%ff” +Hf"=0  mit  floo)=1, f(0)=f(0)=0 (10.73)

Daraus ergibt sich das Geschwindigkeitsprofil:

_W_

) R
Vg dy vof'(€) wobei £ =y Yot

(10.74)

T

Die Differentialgleichung (10.73) kann nicht analytisch gelost werden, sondern muss numerisch
angegangen werden. In den Grenzbereichen ergeben sich die Verhalten

S8+ OE) €0
f(&) = (10.75)
£-p §— o0
mit a = 0.332 und 5 = 1.72.

nicht-viskoser Bereich

AT
| \\\%\§
0 5 V/800 AN
Abb.10.3
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Die Reibungskraft pro Fldcheneinheit der Oberflache ist gegeben durch:

vy

_ Revg’

R
=/ 20 ef”( 0) = 0.3327

(10.76)

Wir kénnen auch die sogenannte Verdrangungsdicke definieren:

vpd* :/0 (vo — vz )dy = \/m/ 1— fi(&))d¢ = a:vo {5 fMemoo =8 Jrvo (10 )

Die Dicke 0* ist die Dicke, um die die laminar strémende Fliissigkeit effektiv von der Platte
weggedriickt wird aufgrund der reibungsbedingten Verlangsamung an der Oberfldche. Diese Ver-
dringung bewirkt bemerkenswerter Weise, dass die y-Komponente der Geschwindigkeit selbst
fiir y — oo nicht verschwindet, sondern

5( ) [ o(x) 6" ()

&f - f]‘ = Puo 5y — V0o,

§—o0

Uyly oo = V0 (10.78)

betréigt, wobei wir beachten miissen, dass diese Ndherung nur fiir x > § giiltig ist.
10.5 Couette-Stromung zwischen zwei konzentrischen rotieren-

den Zylindern

Die Stromung eines viskosen Fluidums zwischen zwei konzentrischen, rotierenden Zylindern. Der
innere (dussere) Zylinder mit Radius R; (Rg2) rotiere mit Winkelgeschwindigkeit wy (w2).
10.5.1 Laminare Stréomung

Wir nehmen an, dass das Geschwindigkeitsfeld azimutal ist und schreiben in Zylinderkoordina-
ten:

T(7) =v(r)€y (10.79)
Es gilt daher, dass
- o 2

(7-V)7 = QY%U(T) y= —”(:) g, (10.80)

radial ist, unter Verwendung von 0€,/0¢ = — €. Ferner ist

- d>v(r)  1dv(r) v(r)

v? — — e 10.81
{ dr? + r dr P2 [ ©9 ( )
azimutal. Beachte, dass 83) €4 = —€4. Der Druck wird als p(7) = p(r) angenommen. Damit

konnen wir die Navier-Stokes-Gleichung in Radial- und Azimutal-Teil zerlegen.

S

\

Abb.10.4
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dp  pv® dial
—_— = — radla.
- - - dr r
—p(7-V)T-Vp+nV3ii =0 = (10.82)

v 1dv ) .
ﬁ ;5 = r72 azimutal

Die Losung der azimutalen Differentialgleichung ist
b
v(r)=ar+ - (10.83)
T

mit den Randbedingungen: v(R;) = w1 R; und v(R2) = wyRy. Damit folgt sofort:

2, _ P2 2 P2 _

_ —RQ‘”; R;“” . b= —R1R22(°"1 2‘”2) . (10.84)
R — Ry R — Ry

Der Druck berechnet sich aus der radialen Gleichung,

s =)o [ = ot R (- D) (k) cos

Diese Losung beschreibt die laminare Stromung zwischen den beiden Zylindern und ist stabil,
falls die Reynolds-Zahl geniigend klein ist.

10.5.2 Taylor-Couette-Instabilitit

G.I. Tayler hat 1923 festgestellt, dass die laminare Stromung gegen eine axialsymmetrische
Storung instabil ist. Um dies konzeptuell zu illustrieren, betrachten wir den Fall, dass w; > 0
und we = 0. Die Reynolds-Zahl ist dann

. pwlRld
n

Re (10.86)

wobei wy Ry die Geschwindigkeit an der Oberfliche des inneren Zylinders ist und d = Rs — Ry,
die charakteristische Langenskala. Nach Kelvin gilt fiir die Zirkulation im Zylinder

I = ?{ T-d§ =2mwr? . (10.87)

Nun betrachten wir zwei radiale Schichten A und B bei den Radien r4 und rp (> r4) mit ihren
entsprechenden Zirkulationen I' 4 bzw. I'g. Die Winkelgeschwindigkeiten sind dann w; = T';/ 27rri2
(i = A, B). Wir nehmen nun an, dass wir die beiden Schichten vertauschen kénnen, ohne je ihre
Zirkluation zu verdndern (Drehimpulserhaltung). Damit #&ndern wir den Anteil der kinetische
Energie der beiden Schichten (Ej;, = v; /2 =T?%/87%r?);

1 (/T3 T% 1 (T3 T%
Evorher = @ (74124 + g — Enachher = @ g + g

. (10.88)
1, o o (1 1 1 dIr?d?
= AFE = Enachher - Evov“her = @(FB - FA) (7‘124 - rQB) ~ m?a
wobei wir annehmen, dass rgp = r4 + dmit 0 <d<r 4. Daraus folgt, dass die Vertauschung
der beiden Schichten einen Gewinn an kinetischer Energie abwirft, falls

dr?

<o, 10.
o= <0 (10.89)

111



Fiir die laminare Couette-Stromung gilt, dass I'(r) = 27 (ar?+b). Rayleigh (1888) schloss daraus,
dass die Couette-Stromung eines ideallen Fluidums unter dieser Bedingung instabil ist. Fiir die
laminare Couette-Strémung gilt, dass I'(r) = 27(ar? + b). Mit der obigen Bedingung wy = 0,
folgt

dr? o R2wir wiR2(R3 —1?)

— =—16 <0 10.90

dr "R-R R-R (10.90)
da r < Rs. Damit wird diese Couette-Stromung instabil. (Im umgekehrten Fall, dass der innere
Zylinder in Ruhe und der dussere rotierend ist (w; = 0 und ws # 0) ist die Couette-Stromung

entsprechend dem obigen Kriterium stabil.)

>

Abb.10.5

Fiir viskose Fluida wird die Instabilitét jedoch unterdriickt, solange die Reynolds-Zahl geniigend
klein ist, d.h. w; geniigend klein. Der Gewinn der kinetischen Energie muss abgewigt werden
gegeniiber der Dissipation aufgrund der Reibungskraft. Eine einfache Argumentation kann in fol-
gender Weise gegeben werden. Die Reibungskraft auf eine Fluid-Schicht, die sich radial zwischen
den beiden Zylindern bewegt, ist

d
Fp ~ n% wobel v~ . (10.91)

Wir gehen nun davon aus, dass t < 7, wobei 7 die Diffusionszeit fiir die gleiche Strecke ist:

2

pa—anV% = 5”77% = denp. (10.92)
Die Bedingung ¢t < 7 ist notwendig, um das Rayleigh’sche Argument des Gewinns der kineti-
schen Energie aufrecht zu erhalten. Denn es basiert auf der Erhaltung der Zirkulation in einer
Schicht (Drehimpuls), was in einem stark viskosen Fluidum nur {iber verhéltnisméssig kurze
Zeiten moglich ist. Wenn wir nun die Zentrifugalkraft Fz des Radialschichte bei R; mit der
Reibungskraft vergleichen, finden wir als grobes Instabilitdtskriterium

1 1 n?
Fy ~ pwiRy > Fr~n— > n— ~ —— 10.93
Wir definieren damit nun die sogenannte Taylor-Zahl:
2, 2p. 73
Ryd
7= T (10.94)
n

Fir T > Ty, ist die laminare Stromung instabil gegen radiale Bewegungen: T},;; =~ 1700 > 1.
Die Instabilitdt fithrt das System iiber in eine axialsymmetrische Strémung mit einem horizon-
talen Wirbelringmuster (Abb.10.5).
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Kapitel 11

Turbulenz

Unter stationdren Bedingungen koénnen viskose Fluida stationére Stromungen aufweisen, die
sich als Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen ergeben. Diese Losungen existieren im Prinzip
fiir beliebige Viskositédten. Die Frage stellt sich jedoch, wie stabil solche Losungen gegen klei-
ne Storungen sind. Je kleiner die Viskositidt oder je grosser die Reynolds-Zahl ist, desto eher
kommt es zur Instabilitédt, aus der sich Turbulenz entwickeln kann. Wie schon friiher diskutiert,
entspricht die Reynolds-Zahl dem Verhéltnis zwischen Tragheits- und Reibungskraft. Turbulenz
ist ein Effekt, der davon profitiert, dass die Trigheit oder die kinetische Energie iiber die Dis-
sipation durch Reibung dominiert. Starke Reibung versucht alle Bewegung auf das Notwendige
zu reduzieren, d.h. nur die durch &ussere Energiezufuhr erzwungene Stromung wird realisiert.
Tragheit hingegen versucht einmal angeregte Bewegungen beizubehalten unter der Erhaltung
der kinetischen und potentiellen Energie.

Wenn wir die Stromung um einen Objekt betrachten, dann gibt es verschiedene Stadien auf dem
Weg von der laminaren Stromung bei kleinen Reynoldszahlen zur unregelmissigen Bewegung
der turbulenten Strémung (Abb. 11.1).

laminar Grenzschichtabldsung
—T SN T S
B
N\ D
TN v—
O<Re <4 4 < Re <40

Karmansche Wirbelstrasse unregelmdssige Bewegung
T / —
_/\A/—\ g

o O =D
~ = -
40 < Re < 160 160 < Re

Abb.11.1

Die Vergrosserung der Reynoldszahl (Erhéhung der Strémungsgeschwindigkeit) fiithrt zunéchst
zur Ablosung der Prandtl’schen Grenzschicht (Wirbelschicht) von der Oberfléche, so dass sich
erste Wirbel hinter dem Zylinder bilden kénnen. Man nennt den Bereich der nicht-laminaren
Stromung ”Totwasser”. Diese Region 16st sich schliesslich bei weitere Erhchung von Re ab
und lédsst hinter dem Zylinder eine charakteristische Wirbelkonfiguration entstehen, die unter
dem Namen Karmansche Wirbelstrasse bekannt ist. Diese nahezu geordneten Wirbel l6sen sich
auf, wenn Re weiter ansteigt. Es entwickelt sich dann eine Region vollig unregelméssiger und
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nicht-stationérer Bewegung. Dies ist dann eine ausgebildete Turbulenz, die hier an die lami-
nare Stromung angrenzt. Turbulenz entwickelt sich um Objekte herum aus, die die laminare
Strémung umleiten und aufgrund der Oberflichenreibung Grenzschichten bilden, in denen das
Geschwindigkeitsprofil sich relative rasch d&ndert und Wirbeldichte ausbildet.

11.1 Stabilitdt der laminaren stationidren Stromung

Der Ubergang von der einfachen laminaren zur turbulenten Strémung entspricht einer Instabi-
litdt. Grosse Viskositét (kleine Re) bedeutet, dass jede Abweichung von der laminaren Strémung
rasch geddmpft wird. Die Instabilitéit tritt dann auf, wenn diese Ddmpfung nicht mehr ausreicht.
Wir gehen nun davon aus, dass wir fiir gegebene dussere Parameter eine stationére laminare
Losung der Navier-Stokes-Gleichungen besitzen, d.h. ¥g und pg erfiillen die Gleichung;:

—

LS~ \ =9 =
(Uo-V)Tog=— p0+ﬁV200, V- -79g=0 (11.1)
P P
Nun betrachten wir eine kleine Abweichung ¢'; und p;. Wir setzen also ¥ = ¥g+ 1 und

p = po + p1 in die Navier-Stokes-Gleichung ein und entwickeln bis zu linearer Ordnung in den
Storungen:

v - - \Y
;tw(ao- V)14 (71 V)T = — pp1+%

—

V231, V-¥1=0. (11.2)

Dazu kommen die Randbedingung ¢'1|gang = 0 (beachte: ¥ schliesst alle nicht-verschwindenden
Geschwindigkeitskomponenten am Rande ein). Die allgemeine Losung ist die Uberlagerung von
Termen mit Zeitabhingigkeiten der Form oc e, Die Frequenzen w ergeben sich als Eigenwerte
aus dem linearen homogenen Randwertproblem, dessen Losung im allgemeinen kompliziert ist.
Die Stabilitat der stationdren Stromung héngt nun davon ab, welches Vorzeichen der Imaginérteil
von w hat. Falls Im{w} < 0 fiir alle Eigenwerte, dann ist die stationére laminare Stréomung v
stabil. Dies ist der Fall, wenn die Reynolds-Zahl geniigend klein ist. Es gibt einen kritische
Wert Reg,;; bei dem der erste Eigenwert einen verschwindenden Imaginérteil hat. Fiir Re >
Rejyiy finden wir dann w = wy + ¢y mit y3 > 0 (91 = 0 fiir Re = Reyyiy). Damit nimmt die
entsprechende Storungsmode in der Zeit exponentiell zu, geméss

(7)) =u®) f(F) mit  u(t) = ugete (11.3)

und f eine komplexe Vektorfunktion. Obwohl hier formal u(t) exponentiell ansteigt, muss diese
Losung in der Praxis beschriankt sein, denn die linearisierte Version der obigen Gleichung fiir 7'
und p; verliert schnell ihre Giiltigkeit, so dass Terme hoherer Ordnung mitgenommen werden
miissen.

11.2 Instabilitit und Energieiibertrag

Wir untersuchen nun ein stark vereinfachtes, aber illustratives Modell einer nicht-stationéiren
Storung, die sich einer laminaren Stomung iiberlagert. Wegen der Reibung muss stindig Energie
von der Grundstromung auf diese Storung iibertragen werden, weil sie sonst allméhlich abklin-
gen wiirden. Es ist daher interessant, die Energiebilanz zu untersuchen, woraus wir einfache
”Bewegungsgleichungen” herleiten kénnen.

Wir setzen v = U+ U1 in die Navier-Stokes-Gleichung ein. Dabei ist ¥ die stationdre Grund-
stromung und ¥ die zeitlich oszillierende Stérung.

)
(11.4)



wobei P = p/p und v = n/p. Zusétzlich gilt V- %9=V -7 =0. An den Réndern erfiillt 7
die Randbedingungen, insbesondere enthilt es den Ein-/Abfluss des Fluidums im betrachteten
Gebiet G. Damit kénnen wir ¢'; iiberall am Rande Null setzen, i.e. die Stérung ist auf ein Gebiet
G’ innerhalb des gesamten Volumens G beschrinkt. In einer ersten Betrachtung nehmen wir an,
dass G eine lange Rohre ohne Querschnittsverdnderung ist. Dann ist die laminare Strémung
vom Typ der Hagen-Poisseulle-Stromung mit 9 = (0,0, vg(z,y)). Dies hat zur Folge, dass der
zweite Term der linken Seite von (11.4) verschwindet.

11.2.1 Stetige Instabilitit

Nun multiplizieren wir die Gleichung mit /g und fiithren eine Mittelung {iber eine Zeitperiode
ein, die lang verglichen mit der Oszillation von o1, aber kurz im Vergleich zu den anderen
Zeitskalen (die exponentiel anwachsenden oder abfallenden) ist. Dann bleiben in der Gleichung
nur noch die Terme mit geraden Potenzen in ¢'1. Wir integrieren nun iiber das ganze Gebiet G
und erhalten

d [ 1= L =S — =5 dvg; vy,
| Z#524d . . dv = — -V PdV — d 11.
dtG2OV—|—/Gv0(U1V)U1V /Gq)ov Vyaaxjé?xjv (11.5)
wobei - die erwdhnte zeitliche Mittelung bezeichnet. Wir schreiben damit die Bilanzgleichung
d
—FEy=11-S—-vD 11.6
dt o (11.6)
mit
1— vyt
Ey= | ~v3dV S=- v =——dV
0 /GQUO ) /vauaxj )
(11.7)
H:—/ S0 VPAV, Dy— [ 20i0%igy
G G al‘j axj

Dabei entspricht Ey der kinetischen Energie der Grundstromung, D beschreibt die Reibung
innerhalb der Grundstromung, IT bezeichnet die Energiezufuhrrate (Verlustleistung), um die
Stromung aufrecht zu erhalten, und S die Energieiibertragungsrate von der Grundstréomung in
die Storung.

Wir fithren das Analoge fiir den Storungsteil durch, indem wir (11.4) mit o'; multiplizieren,
zeitlich mitteln und iiber das Volumen integrieren. Wir erhalten damit

d
Y B =S—uD 11.8
ar v (11.8)

1— ovy; 2
Elz/ ~F24V und Dlz/ ( ) v . (11.9)
a2 ! a \ Oz

Die kinetischen Energie der Stérung erhélt nach (11.6) folgerichtig eine Energiezufuhr S von der
Grundstrémung und dissipiert Energie durch die eigene Reibung, D;. Die Energiezufuhr fiir das
ganze System geschieht dadurch, dass ein Druckgradient da ist.
Nun fiithren wir rdumlich (und zeitlich) gemittelte Parameter als ” Geschwindigkeiten” ein:

E, u? S s Dy , I

wobei i = 0,1 und V bezeichnet das Volumen des Gebietes G und P’ ist proportional zum
Druckgradienten. Dies setzen wir in (11.6) und (11.8) und dividieren die erste Gleichung durch
up und die zweite durch uq und erhalten somit

d
%uo =P - su% — vdyug

mit

(11.11)

—uy = suguq — vdiug

dt
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Dies liefert ein stark vereinfachte Gleichungssystem, um die Stromung zu diskutieren.
Zunichst betrachten wir die stabile stationéire Losung mit u; = 0. Um die erste Gleichung
stationér zu halten, muss die rechte Seite verschwinden:

Pl
ug =

= - 11.12
. (11.12)

d.h. die mittlere Geschwindigkeit der Grundstrémung wéchst proportional zum Druckgradienten
P’. Die Stérung u; ist exponentiell geddmpft, solange in der zweiten Gleichung sug — vd; < 0,
d.h. der Effekt der Energiezufuhr ist kleiner als derjenige der Reibung. Wenn aber sug—vd; > 0,
dann finden wir eine (exponentiell wachsende) Instabilitdt und eine neue ”turbulente” Losung
muss gefunden werden. Der kritische Punkt ist gegeben durch

vdy P’ N [ v2dydy

s wdy ¢ s

U = Uy, = (11.13)
Wir suchen nun die neue stationédre Losung fiir P’ > P.. Diese finden wir sofort, indem wir die
rechten Seiten in beiden Gleichungen von (11.11) Null setzen. Dies ergibt,

_vdy /P =P. | P! _ | Re
uy = ~ und Uy = . = U, Fc/ —1 = uy Rer 1 (11.14)

mit u? = P!/s. Dies bedeutet, dass die Stérung unter Erhéhung des Druckgradientes P’ konti-
nuierlich von Null anwichst. Die Grundstromung hingegen wichst nicht mehr weiter, sondern
bleibt konstant, da aus ihr die Energie, die in die turbulente Stromung abfliesst, abgezogen
wird (Abb.11.2). Dies wiirde auch bedeuten, dass der Nettofluss (proportional zu ug) durch das
System in der turbulenten Situation nicht mehr in gleicher Weise mit dem Druckgradienten
zunimmt. Ferner sehen wir auch das eine relative Umverteilung der gespeicherten kinetischen
Energien stattfindet:

1 1
Ey = §u3 und E, = §u% . (11.15)
A ‘
Um t Uy
/Lj]/
P P
A
Eo 3
e
P’ P
Abb.11.2

11.2.2 Unstetige Instabilitét

=

Wir geben nun die Bedingung (7o - V)7 = 0 auf. Dies wird erreicht, wenn wir zum Beispiel
eine variable Querschnittfliche fiir das Rohr annehmen, etwa eine Erweiterung oder Verengung
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des Rohres. Dadurch erhélt die Gleichung (11.6) einen zusétzlichen Term

d
%E():H—S—I/Do—Q (11.16)
wobei
1 (== 1 ———5 7 Q 3
Q=< | (Uo-V)U5dV == voU§d f = — = —auy . (11.17)

Man beachte, dass ¥ den stationédren (nicht oszillierenden) Anteil der Stromung bezeichnet.
Damit wird das Gleichungssystem (11.11) neu geschrieben als
i _ P/ _ 2 _ d 2
dtuo = suj — vdoug + aug
(11.18)

—uy = suguq — vdiug

dt

Nun spielt das Vorzeichen von « eine wichtige Rolle.
Falls a < 0, dann wirkt der zusétzliche Term stabilisierend. Die analoge Losungsstrategie, wie
oben, ergibt einen grosseren kritischen Wert fiir den Druckgradienten,

/ /
P =P, {1 — adl} mit  up = Pl : (11.19)
dos S

denn der zusétzlich Term wirkt dampfend. Die turbulente Situation ist wieder durch eine kon-
stante Grundstromung ug = vd; /s gekennzeichnet.

Betrachten wir nun den Fall o > 0. Hier tragt der Korrekturterm positiv zur kinetischen Energie
bei und wirkt ”aufpeitschend”, so dass der kritische Druckgradient kleiner wird. Es gibt aber
einen kritischen Wert fiir a:: . = dpps/2d;. Fiir a < a ist die Instabilitdt immer noch vom Typ
wie oben mit einem nach unten renormierten kritischen Druckgradienten. Die Losung hat die
gleiche Form wie (11.19) mit P., < PJ,. Die laminare Strémung ist weniger stabil.

O<a<a,

Ty

Abb.11.3

Fiir a > . finden wir, dass der Bereich die md&glichen Werte P’ beschrinkt wird, wenn wir

uq = 0 fixieren:
up = — | vdp £ \/v2dj — 4P'a wobei P < —= (11.20)
2c 4o
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wobei nur das ”—"-Zeichen physikalisch relevant ist. Damit ist der maximale Wert von wug ge-
geben durch g, = vdp/2a. Mit a > « ist dieser jedoch kleiner als uy = vd;/s, der Wert fiir
die turbulente Losung, um in der zweiten Gleichung in (11.18) eine ungeddmpfte Losung zu fin-
den (beachte: tig,, = vdi/s). Damit folgt, dass wir durch Vergrosserung von P’ keinen stetigen
Ubergang in die turbulente Stromung erhalten, sondern bei P/ = V2d% /4« springen miissen. Dort

wird abrupt ug vergréssert und die Stérung erhiilt einen endlichen Wert uy = /(P — P!,)/s.

Beachte, dass dieser Ubergang zwischen laminarer und turbulente Strémung hysteretisch ist, d.h.
der Ubergang kann im Prinzip iiberall zwischen P/, und P’ geschehen (Abb. 11.3). Aus der la-
minaren Strémung kommend findet der Ubergang im allgemeinen bei htherem P’ statt als beim
umgekehrten Weg. Der abrupte Anstieg von ug kann als eine stationéiren (nicht-oszillierenden)
Strémungskomponente interpretiert werden, die als Stérung zusétzlich zur Grundstrémung auf-
tritt und kinetische Energie absorbiert. Der Ubergang ist jedoch mit dem Uberwinden einer
”Barriere” verbunden.

Wirbel
—
> |
|
=
] 2 ] Grenzschichtabldsung 2
a<0 a>0

Abb.11.

Abschliessend diskutieren wir kurz, wie der Wert (Vorzeichen) von « zustande kommt, indem wir
die Verhéltnisse in einem zylinderischen Rohr betrachten, dessen Radius veréndert wird. An den
beiden Enden besitzt das Rohr den Radius R; bzw. R und &dndert sich irgendwo dazwischen.
Die Grundstrémung lduft von 1 nach 2. Um « zu bestimmen, brauchen wir nach (11.17) nur die
beiden Querschnittsflichen zu untersuchen, da ¥y an den Wénden verschwindet. Wir nehmen
an, dass die Hagen-Poisseulle-Stromung realisiert sei,

C
vozli = E(R% —r?) (11.21)
mit derselben Gesamtstrémung durch beide Querschnittsflichen. Damit gilt
2 3 Ry ) 3 Ry 3
=2 " rprar2C0 [ r2ynar = C (- 1ty = Vi (12
Ry™ Jo ’i™ Jo 8

Daraus folgt, dass a < 0, wenn Rs < R, d.h. wenn sich das Rohr verengt. Dies fiihrt zu einer
Verstirkung der Reibungseffekte und einem Anschmiegen der Grenzschlicht. Umgekehrt ergibt
sich aus der Erweiterung a > 0 und macht das Fluidum anfilliger auf Stérungen, bis hin zum
unstetigen Auftreten von Turbulenz. Der Struktur der Rénder spielt daher eine wesentliche Rolle
fiir die Entwicklung der Turbulenz. Insbesondere erleichtert die Rohrerweiterung dem Abreissen
der Grenzschicht, der die Turbulenz auslost.

11.3 Entwicklung der Turbulenz

Die vereinfachte Diskussion des vorangegangenen Abschnittes basiert auf der Naherung, dass
die raumliche und zeitliche Form der Grund- und Stérungsstromung nahe beim Ubergang zur
Turbulenz als fixiert angesehen werden kann und nur die Grosse (Vorfaktor) sich dndert. Im
Bereich Re > Rep,;+ konnen wir aufgrund obiger Diskussion zwar zunéchst annehmen, dass die
Korrektur zum Geschwindigkeitsfeld die Form hat:

To(7),t) = f(F)e " rtth) (11.23)
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Wir kénnen jedoch die stationére und storende Stromung nicht mehr so einfach separieren, wenn
nicht-lineare Effekte stérker werden. Die Gesamtstromung ist daher von der Form

T(F, 1) =) din(F)e ™" mit o =wit+p (11.24)

wobei n ganzzahlig ist, so dass auch hohere harmonische der Grundfrequenzen auftreten kénnen.
Die Phase 3; wird durch die Anfangsbedingungen festgelegt und kann einen beliebigen Wert
annehmen. Damit ergibt sich fiir die turbulente Strémung hier ein neuer Freiheitsgrad, den man
fiir die stationdre laminare Strémung nicht hat.

Taylor-Couette-Instabilitéit: Im vorhergehenden Kapitel haben wir die Instabilitdt der tangen-
tialen stationdren Stromung zwischen zwei konzentrischen Zylindern diskutiert. Man kann die
linearisierte Navier-Stokes-Gleichung fiir die Storung ¢'1 untersuchen, mit den Randbedingun-
gen, dass U1 = 0 bei r = Ry, Rs. Die Lésung wird dann die Form besitzen:

Ti(r, ¢, 2,t) = f(r)emotikeict (11.25)

wobei die Einwertigkeit des Geschwindigkeitsfelds verlangt, dass n eine ganze Zahl ist. Fiir gege-
benes n und Wellenvektor k entlang der z-Richtung finden wir Frequenzen wr(Lj )(k‘), wobei j der
Index der verschiedenen Moden zu gleichem n und k. Wenn die Taylor-Zahl 7" langsam erhoht
wird, wird der Imaginérteil einer solchen Eigenfrequenz positiv werden. Der erste solche Null-
durchgang, 77(3 ) (k)=1 m{ng ) (k)}, definiert die Instabilitdt. Die Taylor-Couettte-Instabilitét hat

die Besonderheit, dass der Realteil der entsprechenden Frequenz verschwindet Re{ng )(k)} =0
und n = 0. Das bedeutet, dass die neue Stromung wieder stationér ist und axialsymmetrisch
ist, wie im vorhergehenden Kapitel besprochen. Die konkrete Berechnung dieser stationéren
Stromung ist viel schwieriger als die einfache Couette-Stromung.

Die Reynolds-Zahl oder Taylor-Zahl kann nun noch weiter erh6ht werden und es ist zu erwarten,
dass weitere Instabilitdten auftreten, die nun endliche reelle Frequenzen haben und daher weg
von der stationdren Stromung zu wirklicher Turbulenz fithren. Die verschiedenen Frequenzen
sind im allgemeinen nicht kommensurabel, so dass eine komplizierte Stromung auftritt, deren
Verlauf stark von den Anfangsbedingungen abhéngt, denn es gibt viele freie Phasen 3; in der
Form des Geschwindigkeitsfeldes:

N
v(7r,t) = Z UplypzwypN(F)GXP[*Z'ZP]'SOJ] mit pj = wjt + f; (11.26)
P1,---sPN ]:1

Wenn die Reynolds-Zahl stark den kritischen Wert iibersteigt, dann findet man ein Kontinuum
von Frequenzen und Wellenvektoren und spricht von einer woll entwickelten Turbulenz. Der
Aufbau einer solchen Turbulenz ist kaskandenartig und ist daher kompliziert. Dabei wird jedoch
dghnlich wie bei unserer einfachen Formulierung, kinetische Energie aus der Grundstrémung
in einer Kaskade auf die turbulenten Moden iibertragen (Abb.11.5). Die Energieinhalte der
einzelnen Moden folgen dabei bestimmten Regeln.
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Abb.11.5

11.4 Energie-Kaskade in der homogenen Turbulenz

Wir betrachten nun eine voll entwickelte Turbulenz. Fiir die Grundstréomung (zeitlich gemittelte
Stromung) gelte, dass sie die notwendige Energie zugefiihrt erhélt , z.B. iiber einen endlichen
Druckgradienten. Diese Energierate sei ¢y und die charakteristische Léngenskala werde durch
den Wellenvektor kg gegeben (z.B. der inverse Rohrradius). In der Turbulenz wird jetzt Energie
auf Moden mit grosserem k iibertragen. Wir betrachten nun den Bereich von k, in dem weder
Energie erzeugt noch dissipiert wird, sondern nur von Turbulenzstrémungen grosserer zu solchen
kleinerer Langenskalen tiberfithrt wird.
Wir definieren die mittlere kinetische Energie, die in den Moden zwischen k£ und k+dk gespeichert
ist, als

E(k)dk (11.27)

Die dimensionale Analyse zeigt, dass ¢y die Einheiten (Liinge)? (Zeit) ™3 hat wihrend es bei E(k)
(Lénge)? (Zeit)~2 ist. Damit ist €3/k°E(k)? eine dimensionslose Grosse. Wir nehmen nun an,
dass E(k) nur von €y und k abhéngt, aber nicht von kg und 7, dann erwarten wir, dass

E(k) o e3k5/3 (11.28)

Diese Annahme ist nicht so einfach zu begriinden, ausser dadurch, dass die Konsequenzen,
auf die wir stossen, empirisch bestéttigt werden. Daher fahren wir in diesem Sinne fort. Der
”Verlust” durch innere Reibung ist geméss (10.5)

PR LN V2 E(k)dk (11.29)
T = 79" 0z, " O '
mit v = n/p. Damit muss fiir die Moden zwischen k& und k + dk gelten
de 9
— ~ —vk*F 11.
I vk“E (k) (11.30)

wobei €(k) die in der Kaskade transferierte Rate der Energie fiir die Mode k bedeutet. Innere
Reibung wird wichtiger fiir wachsende Wellenvektoren. Fiir kleine & ist die Dissipation schwach
und wir kénnen davon ausgehen, dass €(k) ~ ¢ ist (d.h. alle Energie von einer Mode zur néchsten
weitergereicht):

E o /3513 (11.31)
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dann koénnen wir mit (11.30) herleiten:

dnE 5 2wkY 5 wi'

dink * 737 3 AR T3 3 AR

(11.32)

Aus dieser Gleichung schliessen wir, dass im Spektrum der gespeicherten Energie fiir Wellenvek-
toren kleiner als kg die Viskositét keine wichtige Rolle spielt, wobei

€0\ 1/4
k= (5) 11.33
= (% (11.33)
Daraus ergibt sich die sogenannte Kolmogorov-Skalierung mit dem Exponenten —5/3 fiir die
Spektralfunktion der gespeicherten kinetischen Energie

E(k) = E(ko)k™>/3 (11.34)

die bis zum Abschneide-Wellenvektor kg gilt (k;(lz Kolmogorov-Skalenlidnge). Fiir k > kg ist
die turbulente Stromung wegen Reibung unterdriickt. Dieses Verhalten ist experimentell fiir
homogene, isotrope trubulente Fluida im Experiment sehr gut erfiillt.
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Abb.11.6

Turbulenz ist ein sehr komplexes Problem der Hydrodynamik und ist immer noch ein Thema der
aktuellen Forschung. In dieser Vorlesung konnte nur einen kleinen Einblick in die Problematik der
Turbulenz gegeben werden. Fiir ein weiteres Studium eignen sich: P.K. Kundu, Fluid Mechanics,
Academic Press; T.E. Faber. Fluid Dynamics for Physicists, Cambridge University Press; H.
Schade und E. Kunz, Stréhmungslehre, de Gruyter Lehrbuch.
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