Physik IV (Atomphysik)
Vorlesung SS 2003

Prof. Ch. Berger

Zusammenfassung

Das Skript gibt eine gedrigte Zusammenfassung meiner Vorlesung an der RWTH Aachen
im SS 2003. Verglichen mit vielen, auch neueren LeletErn wird versucht, alteapfe
abzuschneiden. Sie werden also keine Diskussion des Bohrschen Atom-Modells finden, die
Behandlung des Zeeman-Effekts ist auf datigste zusammengeaht, der Stark-Effekt

fehlt, etc.etc. Bitte weisen Sie eventuell Ihresferim Vordiplom darauf hin.
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1 Einleitung

Leitbild der exakten Naturwissenschaften ist der Reduktionismus, d.h. dieldiihiung kom-

plexer Sachverhalte auf wenige Prinzipien. Eines der besten Beispiele: die Chemie hat erkannt,
dald die ungeheureulé der Stoffe aus 92 Elementen aufgebaut ist. Der Atomismus ist ein
weiteres Paradebeispiel des Reduktionismus. Er ist die vielleicht wichtigste wissenschaftliche
Erkenntnisuberhaupt. Jede Probe eines Elements besteht aus einer Ansammlung identischer
kleiner Teilchen, die mit chemischen Mitteln nicht &adert werden d&inen. DieseAtome

bauen die Verbindungen auf.

Von hier aus gibt es zwei Wege der Physik:

1. Der Weg nach auf3en. Verbindungen der Chemie (Muydiy/sik), — Cluster— Ag-
gregatzustiden der Materie (Gase,uskigkeiten, Festkper) — Planeten, Sterne»
Galaxien (Gas von Sternen} Kosmos (Gas von Galaxien).

2. Der Weg nach innen: Es sind weitere Ebenen des Atomismus gefunden worden.

e Radien und Anregungszastde der Atome zeigen,dal’ diese nicht wirklich elemen-
tar sind. Atome bestehen aus dem Kern und eindleHion Elektronen. Die Elek-
tronen sind nach heutigem Wissen pupkitfiig. Sie tragen eine negative Elemen-
tarladunge. Je nach der Ordnungszahildes Elements im Periodensystem besteht
die Htille ausZ Elektronen. Der Kern hat eine positive Ladufig.

e Radien und Anregungszuastde der Kerne zeigen, dald auch sie zusammengesetzt
sind. Die Kernbausteine (Nukleonen) sind das Prodrud das Neutron«) Das
Proton tegt eine positive Elementarladuagdas Neutron ist neutral.

e Radien und Anregungszastde der Nukleonen zeigen, daf} auch sie zusammen-
gesetzt sind. Die Bausteine sind die Quarkg. Die Ladung ist drittelzahlig,
Qu = 2/3e, Qs = —1/3e und es giltp = wud, n = udd. Von zusammenge-
setzten Systemen wird erwartet, dal} sie sich in die Einzelteile zerlegen lassen. Dies
ist bei Atomen und Kernen auch der Fall. Die Nukleonen lassen sich aber nicht in
die einzelnen Quarks zerlegen

Jedes Teilgebiet der Physik hat ein besonders angepalites Mal3system. Die Energieeinheit
der Atomphysikist das eV. Ein Teilchen mit einer Elementarladuggwinnt beim Durchlaufen
eine Feldes mit einer Potentialdifferenz von 1 V die Energie

AW = 1eV = 1.6022 - 10 W5 . (1)
Anstelle von Massen benutzen wir die Ruheenergien
Wy = mc? (2

mit ¢ = 2.9979 - 108 m/s, (Phasengeschwindigkeit des Lichts). Anstelle der Elementarladung
e = 1.6022 - 107! C benutzen wir raglichst die dimensionslose Sommerfeldsche Feinstruk-

turkonstante
e? 1

YT Ureohe  137.04
3

(3)




mit der elektrischen Feldkonstantenund
he = 197.33 eVnm 4)

worin i Uberh = h/2x mit der Planckschen Konstantérverkripft ist'.

Lwir geben hier Konstanten mit einer Genauigkeit von 5 Stellen an, um die Lesbarkeit des Texteshemerh”
Genauere Werte finden sich z.B. im Internet http://pdg.web.cern.ch/pdg/2002/caperisshtml Zur Nomenkla-
tur: Vektoren werden mit fetten Buchstaben gekennzeichnet, ihradgeatier mit normalen Buchstaben
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2 Atome und Kerne

2.1 Die atomare Struktur der Materie
2.1.1 Daltons chemische Gesetze

Chemische Reaktionen verlaufen in festen MassemalmikSen ab. Beispiele:

Wasserstoff + Sauerstoff — Wasser
Kohlenstoff + Sauerstoff — Kohlenmonoxyd (5)
Kohlenstoff + Sauerstoff — Kohlendioxyd

Links stehen Elemente, d.h. Stoffe, die sich chemisch nicht weiter zerlegen lassen, rechts Ver-
bindungen, hier Oxyde. ¥ die Massenunagze gilt mit einer Genauigkeit von einigen Promil-
le:

2g Wasserstoff + 16g Sauerstoff — 18g Wasser
12g Kohlenstoff 4+ 16g Sauerstoff — 28g Kohlenmonoxyd (6)
12g Kohlenstoff + 32g Sauerstoff — 44g Kohlendioxyd

Einfache Erkdirung dieser Tatsachen durch Zusammensetzung hBaée“, der Atome.

C+0 — CO 7)
C+ 02 — COQ

Da Wasserstoff- und Sauerstoffatome Malkkbilden H,, O,), schreiben die Chemiker diese
Gleichungen ein wenig anders, z.B.

2H, + Oy — 2H,0 (8)

Durch die chemischen Massenvaltinisse wird die relative Atommasse (Molgkiasse) defi-
niert,

(9)

Damit wird M, (H) = 1, es gibt kein leichteres Element. Moderne BestimmungenMon
nehmen als Bezug 1/12 der Masse t&sIsotops (s.u.). Damit wird/, (H) # 1.

Im Periodensystem der Elementaetst)/, kontinuierlich an. Schon sehidin’ist M, nicht
mehr durch ganze Zahlen gegeben. Die Atomtheorie besagt, d&f3kg eines Elementes oder
einer Verbindung die gleiche Anzahl Atome oder Malékénthalten ist. Daher Definition der
Stoffmenge~ (Einheit kmol)

m kmol
y—
M, kg
Bei Benutzung der Masseneinheit kg haélso die Einheit kmol. Die Anzahl der Atome in
einer Stoffprobe ist dann durch

(10)

N = NAZ/ (11)
5



gegeben, wodurch die zentrale Konstante der Atomphysik die Avogadrokonatarmtefiniert

ist. Die Atomtheorieuberzeugt nur, wenn verschiedene MelRverfahren den gleichen Wert f~

N4 ergeben. Das ist nur noch historisch interessant. Mit Massenspektrometern (s.u.) kann
man sehr genaue absolute Atommassen oder Ruheenergien bestimmen, die als Vielfache der
atomaren Masseneinheit

u = 1.6605 - 10™*"kg (12)
bzw.
uc® = 931.49 MeV (13)
angegeben werden. Mit = N M,.« folgt daher
1 k
Ny=-—5_ —60221-10%kmol ! . (14)
u kmol

2.1.2 Gasgesetze

Der Zusammenhang zwischen Druyekind VolumenV' ist bei sog. idealen Gasen (Edelgase)
durch

pV =vRT (15)
gegeben. Hierin ist’ die absolute Temperatur (Einheit Kelvin, K). Diese ist durch
K
T="T,+ 19% (16)

an die Celsius-Temperatdrangebunden. Die Normtemperaflyy betrdgt 273.15 K. Die all-
gemeine Gaskonstante wurde Zu= 8314.5 WsK~! kmol~! gemessen. Normaldruck (Norm-
druck)p, = 1.0133 - 10° Pa. Das Gasgesetz besagt, daRk das molare \ollip@ines Gases
und daher die Anzahl der Atome in einem Gasvolumen bei konstgmtemd 7" nicht von der
Atomsorte abhingt. Das Normvolumef, ist gleich dem MolvolumerV,, bei Normalbedin-
gungeny, = 22.414 m3kmol!.

A
y

\4

Abbildung 1. Zur Ableitung des Gasgesetzes.

Die kinetische Gastheorie erklart (15). In einem Volumen V haben die Atome der Masse

m die Geschwindigkeitskomponente v, auf die rechte Wand der Abb.1. Fur den einzelnen
KraftstoR [ F'dt gilt angenahert

F,At =mAv, . (17)
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Bei der Reflexion an der Wand gilt Av, = 2v, und mit At = 2{/v, folgt

2mu,

F, = 18
A7 (18)
also fur den allseitig gleichen Druck p
p:px:N%U:’% . (29)
Im statistischen Mittel gilt v2 = v2/3, also
2
pV = gkain . (20)

Hiermit wird klar, dai’ die Warmeenergie @ durch die kinetische Energie der Atome festgelegt
wird (in einem Gas aus harten Kugeln). Fur jede Anderung der Warmeenergie folgt

AQ = NAW g, - (21)
Mit N = N v folgt schliefdich
pV = NkT = vRT (22
und 5
Wkin - ikT ) (23)

worin k = R/N, die Boltzmannkonstante (mit dem Zahlenwert 1.3806 - 10 2% WsK~! bzw.
8.6173-107° eVK~!) ist. Die Gleichung (23) enthalt die allgemeinste Definition der Temperatur
unabhangig vom Aggregatszustand des Stoffes.

2.2 Elektronen
2.2.1 Nachweis von freien Elektronen

Der Zusammenhang von Elektromagnetismus und Atomaufbau war schon frih klar. In der
Elektrolyse werden Verbindungen in Elemente zerlegt, z.B. wird beim Durchleiten von Strom
durch eine Salzlosung (NaCl) an der Kathode (— Pol) Natrium und an der Anode (+ Pol)
Chlor abgeschieden. Beim Durchleiten von Strom durch Gase (Gasentladungen) werden Atome
ionisiert, d.h. es werden Strahlen (,Kanalstrahlen®) positiv geladener Atome hergestellt, die
durch ein Loch in der Kathode in den Experimentierraum gelangen.

Erklarung dieser Effekte durch Theorie des Atomaufbaus. Atome bestehen aus einem Kern
und der Elektronenhillle. Das Elektron tragt die negative Elementarladung e. Der Kern des
Wasserstoffatoms ist das Proton (p). Bel der lonenbindung (z.B. NaCl) gibt das Natrium ein
Elektron an das Chlor Atom ab, eswird zum Na*-lon, das Cl zum Cl~-lon. Bindung aufgrund
der elektrischen Anziehung. In der Elektrolyse wird diese Bindung aufgebrochen. Aus der
Atomtheorie folgt das Grundgesetz der Elektrolyse: Zum Abscheiden einer bestimmten Stoff-
menge ist immer die gleiche Elektrizitaétsmenge notig (Faraday). Fur einfach geladene Ionen
gilt

Qr = Nae (24)
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mit Qr = 9.6485 - 107 C kmol . Damit folgt
_@r

A

e =1.6022-107"C (25)

Der direkte Nachweis des Elektrons gelingt durch die Kathodenstrahlen (Abb. 2) der Ga-
sentladung (Loch in der Anode). Die Ablenkung dieser Strahlen in elektrischen und magne-
tischen Feldern (Abschnitt 2.3) beweist die negative Ladung und zeigt, dal’3 die spezifische
Ladung e/m das 1836-fache des Wertes fir Protonen betragt.

Kathoden- Kanal -
Strahlien Strahlen
/
/
|
Fluoreszenz- Anode Kathode Fluoreszenz -
Schirm + - Schirm

zur
Pumpe

Abbildung 2: Gasentladungsrohre zur Erzeugung von Kathoden- und Kanalstrahlen. Zwischen
Anode und Kathode liegt eine Spannung von einigen 1000 Volt. Die im Rohr auftretenden
L euchterscheinungen und die Ausbildung von Kathoden- und Kanalstrahlen hangen stark vom
Druck ab. Im feldfreien Raum zwischen Kathode und Fluoreszenzschirm sient man den Kanal-
strahl, der aus positiven lonen besteht. In dieser Welise erzeugte Kanal- und Kathodenstrahlen
waren in der Frihzeit der Atomphysik von besonderer Bedeutung fir die Untersuchung von
Ladung, Masse und Streuquerschnitt von Elektronen und lonen. Abb. entnommen aus Haken,
Wolf Atom und Quantenphysik.

Sehr einfach lassen sich freie Elektronen durch Gliihen eines Metalldrahtes herstellen (wird
millionenfach in den Kathodenstrahlrohren der Fernsehgerate und Oszillographen benutzt). In
einem Metall gibt es mindestens ein freies Elektron/Atom, es existiert also eine Elektronengas

mit e ner Dichte
N, Njpkmol
TV T M, kg

Fur Kupfer ergibt sich z.B. 0.85 - 10?° m~3, also etwa 3000mal mehr als bei einem idealen Gas
unter Normal bedingungen.

(26)

Der Nachweis der korpuskularen Natur der Elektronen kann z.B. durch Zahlen in einem
Geigerzahlrohr (Abb. 3) erfolgen. Es besteht aus einem gasgefillten Metallrohr, zwischen
dessen isolierenden Endkappen auf der Mittelachse des Rohres ein diinner Draht gespannt ist.
Zwischen Draht und Metallwand wird eine Spannung U, angelegt, so dal3 der Draht als Anode
und das Rohr als Kathode wirkt.
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Abbildung 3: Prinzip eines Proportionalzahlrohrs. Von den priméar erzeugten Elektronen breiten
sich tropfenformige Elektronenlawinen aus.

lonisierende Strahlung, die von auf3en in das Zahlrohr eindringt, bewirkt im Zahlgas (meist
Argon) die Bildung von Elektron-lonen-Paaren. Die lonen driften zur Kathode, die Elektronen
zur Anode. Das elektrische Feld in diesem Zahlrohr steigt in Richtung zur Achse gemalid

Uo

rinr,/r;

E(r) = (27)
an, wobei r, der Radius des Rohres, r; der Radius des Drahtes und » der Abstand eines Tell-
chens von der Mittelachse ist. In der Nahe eines dinnen Drahtes konnen daher die primar
erzeugten Elektronen so beschleunigt werden, dal3 ihre kinetische Energie zur Bildung neuer
Elektron-lonen-Paare ausreicht. Die Durchrechnung des Problems zeigt, dal3 die Zahl der auf
diese Art erzeugten Sekundarel ektronen exponentiell ansteigt, es entsteht in unmittelbarer Nahe
des Drahtes (~ 201m) eine Lawine aus Elektron-lonen-Paaren. Dieser Mechanismus wird als
Gasverstarkung bezeichnet. Sie a3t sich durch die geeignete Wahl von U, so einstellen, dal3
die Anzahl der sekundaren Ladungen proportional zur Zahl der durch das einfallende Teilchen
primar erzeugten Elektron-lonen-Paare bleibt. Diese Eigenschaft ist besonders wichtig, wenn
der Energieverlust der einfallenden Teilchen im Zahlgas gemessen werden soll.

Dadie Spannung U, Uber einen Ladewiderstand angeschlossen wird, erzeugt der Strom im
Zahlrohr einen Spannungsabfall am Widerstand, der Ulber einen Verstarker an die nachfolgende
Ausleseelektronik weitergeleitet wird. Ein Elektron bewegt sichim Feld des Zahlrohrsaufgrund
seiner hoheren Driftgeschwindigkeit etwa tausendmal schneller alsein lon. Mit r, = 1 cmund
einer Driftgeschwindigkeit von 5 cm/us dauert das gesamte von den Elektronen erzeugte Signal
etwa 200 ns. Die Anstiegszeit ist noch wesentlich geringer. Das Signal wird mit dem Differen-
zierglied aus Kondensator und Widerstand R4 (Abb. 3), dessen Zeitkonstante der Anstiegszeit
angepaldt ist, von dem viel langsameren lonensignal abgetrennt. Das Prinzip des Geiger-Zahlers
wird in verschiedenen Varianten in modernen Detektoren verwendet. Esist vor allem gelungen,
viele Drahte in einem einzigen Gasvolumen gleichzeitig zu betreiben.

2.2.2 Ladung und Masse des Elektrons

Aus der Ableitung von (25) geht nicht hervor, dal3 diese Ladung quantisiert ist, d.h. dai3 je-
de Ladung nur in Vielfachen dieser Einheit auftreten kann. Dieser Beweis wurde im Milli-
kanschen Oltropfenversuch (1913) gefilhrt. Das Prinzip ist in Abb. 4 gezeigt, die technische
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Durchfiihrung in Abb. 5. Beim Erzeugen der Oltropfchen werden diese aufgeladen (Reibung),
die Ladung kann durch Bestrahlen mit Rontgenstrahlen geandert werden. Im Kondensator wir-
ken Gravitationskraft, elektrische Kraft und geschwindigkeitsabhangige Reibung (Gesetz von
Stokes, Viskositat 7)), also

Fy,=—mg+qFE — 6ranug (28)

Beobachtet wird die konstante Steig-oder Sinkgeschwindkeit bei Kraftegleichgewicht (F, = 0).
Der Radius a der Tropfchen wird in einem Vorversuch aus der Sinkgeschwindigkeit vs ohne

Feld ermittelt, A

%Qa?’ g = 6manug . (29)
Das Ergebnis des Versuchs war, dal3 alle gemessenen Ladungen nur als ganzzahlige (n =
1,2,3,...) Viefache von e auftraten, ¢ = ne. Moderne Varianten haben erfolglos versucht,

freie drittel zahlige Ladungen (Quarks) nachzuweisen.

+++ A+ F
R

eff

Abbildung 4. Prinzip des Versuchs von Millikan (aus Haken, Wolf).

Im nachsten Abschnitt werden Verfahren diskutiert, die Massen von Atomen zu messen.
Mit diesen Apparaten wurde auch die Masse der Elektronen zu 9.1094 - 1073! kg bzw.

Wo,e = 0.51100MeV (30)
bestimmit.

2.2.3 Der Radius des Elektrons

Besonders interessant ist die Frage nach dem Radius des Elektrons. Streuversuche ahnlich zu
denen, die bei der Bestimmung der Kernradien benutzt werden ( Abschn. 2.5.1), fuhren nur zu
oberen Grenzen r, < 10~'® m. Das Elektron ist also elementar im Sinne der Definition Euklids
»Ein Punkt ist, was keine Teile hat*. In der klassischen Physik bedeutet ein Radius < 107 m
ein ernstes Problem. Die Energiedichte o5 des elektrischen Feldes einer Punktladung ist durch

B ahe
A4t

gegeben. Die Integration von einem minimalen Radius r,,;,, bis oo ergibt fur die im Feld ge-
Speicherte Energie

OF (31)

ahe

Wg = (32)

T'min
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Abbildung 5: Versuchsaufbau von Millikan (aus Haken, Wolf) .

Gleichsetzung mit der Ruheenergie des Elektrons liefert den sog. klassischen Elektronenradius

ahc
= 33
T W (33)

mit dem Zahlenwert 2.8179 - 10~ m. Umgekehrt gehort zu einem Radius von 10~¥m aso
eine Ruheenergie von 0.5 GeV !

Die Anwendung solcher Rechnungen ist aber im Mikrokosmos, wo die Gesetze der Quan-
tenmechanik herrschen, verboten. Eigentlich wird dieses Problem erst im Rahmen der Quan-
tenfeldtheorie gel0st. Diese mildert die lineare Divergenz der Feldenergie

Wi = Wo,— (34)
zu einer logarithmischen
Wi = Wo (1 4 3ay, o ) (35)
2T T'min

mit ro = fic/Wp, . ab. Die beobachtete GroRReist die Ruhemasse Wy ., die nicht von dem , cutoff
Radius' r,;, abhangen darf. Daher renormieren wir die letzte Gleichung zu

Woe = W (1 + ?Q’—O‘ln il ) , (36)

™ T'min

worin W, ein unbeobachtbarer Parameter ist, der sich in der hier gezeigten Naherung mit dem
jeweils gemessenen Wert von r,;, andert.
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2.3 Bestimmung der Atommassen
2.3.1 Massenspektrometer

Zur absoluten (und relativen) Bestimmung von Atommassen dienen Massenspektrometer. In
ihnen wird die Bahn von lonen in elektrischen und magneti schen Feldern gemessen. Die Masse
des Atoms ergibt sich dann aus

MAtom = MIon + me — VVB/C2 (37)

Die Korrektur auf die Bindungsenergie W des aul3eren Elektrons ist vernachlassigbar klein
(vergl. 10 eV mit einigen GeV).

lonen lassen sich einfach in einer Gasentladung herstellen. In einem Magnetfeld B be-
schreibt ein geladenes Teilchen, das senkrecht zu den Feldlinien eintritt, aufgrund der Lorentz-

kraft F;, = quB wegen
2

% =quB (38)

einen Kreis mit dem Radius o »
R=—=—. 39
B dB (39)

(Die letzte Umformung bleibt auch fur relativistische Teilchen giltig.) Bel Kenntnis von v
kann also m, oder besser e/m bestimmt werden. Zur Messung von v werden elektrische Felder
benutzt. Dort ist die Ablenkung umgekehrt proportional zur kinetischen Energie mv?/2. Ein
einfaches Geschwindigkeitsfilter kann aus gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern
gebaut werden (Abb. 6. Der lonenstrahl fliegt ohne Ablenkung durch, falls Fy = Fi,aen gilt,
also fur

v=— . (40)

Ionenstrahl B

Abbildung 6: Prinzip eines Geschwindigkeitsfilters.

Zur Erzielung einer hohen Genauigkeit und (kurzer Messzeit) missen alle von einer punkt-
formigen Quelle (Spalt) mit gleicher Geschwindigkeit ausgehenden Ionen in einen Punkt ab-
gebildet werden (Richtungsfokussierung). In einer Koordinate ist dies durch Sektormagnete
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Abbildung 7: Prinzip des Sektormagneten. (Aus S. Penner, Rev. of Sc. Instruments 32)

moglich (Abb. 7). Die senkrecht ein- und austretenden Strahlen definieren eine Sollbahn mit
dem Radius (39). In eéinem mitbewegten Koordinatensystem (z-Koordinate entlang der Bahn)
gilt bel Vernachlassigung von Termen 2. Ordnung

T = zgcosa+ zyRsina (41)

wobei zy, j, Ort und Steigung der Teilchenbahn am Eintritt in den Magneten sind. Wenn man
noch die Gleichung fur =" mitnimmt |&3t sich das Ergebnisin der Matrixgleichung

() (2)

anschreiben, wobel die Matrix Mg fur einen Sektormagneten durch

A )

R COS

gegeben ist.

Diese Beziehung kann man entweder durch geometrische Konstruktion unter Benutzung
der Abb. 7 oder dynamisch beweisen. Wir skizzieren kurz den zweiten Weg. In der Bahnebene
lautet die Bewegungsgleichnung in Polarkoordinaten (Abb. 8)

mit — mre? = eByrO (44)

fur ein positiv geladenes Teilchen in einem homogenen Feld der Starke B, entlang der Y'-Achse.
Die Geschwindigkeit v = r© ist konstant und kann durch den Wert v = w R auf der Sollbahn
ersetzt werden. Damit erhalten wir

w?R?

mr —m

=eBywR . (45)

r

Auf der Sollbahn gilt # = 0 und deshab w = —eBy/m. Dies entspricht (38), wenn man
beachtet, dal? es dort nur auf die Betrage ankam. Damit kann nun e B, auf der rechten Seite der
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Sollbahn

Z

Abbildung 8: Die Koordinatensysteme zur Diskussion der Bahngleichung (47).

letzten Gleichung ersetzt werden. In einem auf der Sollbahn mitbewegten Koordinatensystem
(z,t) setzenwir nochr = R + xz anund erhalten mit x < R

Ftwlr=0 (46)

und schlie@lich mit v = z/¢ und ' = dx/dz die Bahngleichung

1
2" + e = 0. (47)

Diese Gleichung,die ebenfalls in der relativistischen Rechnung gultig bleibt, hat (43) mit o =
z/R asLosung.

Bel einem 180°-Magneten reduziert sich diese Matrix auf

Mg = (‘01 _01> (48)

d.h. er wirkt fokussierend, da der Ort am Austritt nicht vom Winkel am Eintritt abhangt. Die
Kombination eines Geschwindigkeitsfilters mit einem 180°-Magneten ergibt das Massenspek-
trometer von Bainbridge.

Eine andere beliebte Spektrometerform ist das in Abb. 9 gezeigte 60°-Spektrometer. In der
gezeigten symmetrischen Kombination mit 2 freien Strecken « = R+/3 ist es fokussierend.
Zum Beweis multipliziert man (43) von rechts und links mit der Matrix

M, = ((1) f) (49)

einer freien Strecke L und zeigt, dal3 das Element M, verschwindet.

Das Massenspektrometer von Aston (Abb. 10) ist geschwindigkeitsfokussierend. lonen glei-
cher Masse aber verschiedener Geschwindigkeit werden auf einen Punkt (Linie) fokussiert. Das

14



Magnetfeld

Abbildung 9: Ein 60°-Sektormangnet in symmetrischer Anordnung. Abb. aus Haken, Wolf
Atom- und Quantenphysik.

Spektrometer besteht aus einem Zylinderkondensator (el. Feld) und einem Sektormagneten.
Die theoretische Behandlung ist verwickelt, aber die prinzipielle Idee ist klar. Der Ablenkwin-
kel im Kondensator ist ~ 1/Wy,, wéhrend der Ablenkwinkel im Magneten ~ 1/p ist. Esfindet
also in der gezeigten Anordnung eine Kompensation statt. Moderne Spektrometer benutzen
eine Kombination von Geschwindigkeits- und Richtungsfokussierung. Es sind ionenoptisch
komplizierte Geréte.

Abbildung 10: Das Astonsche Massenspektrometer. (Abb. aus Schpolski, Atomphysik).

Die magnetische Fokussierung in einem Sektorfeld ist relativ schwach. Die sog. starke
Fokussierung beruht auf der Verwendung von Gradientenfeldern. Als Beispiel behandeln wird
den magnetischen Quadrupol. Das Feld wird zwischen den vier Polen eines Eisenmagneten mit
hyperbelformiger Oberflache der Pole (Abb. 11) erzeugt. Da bei nicht zu grof3en Feldstarken
die Oberflache des Eisens eine magnetische Aquipotential flache darstelIt, steigen die Feldkom-
ponenten in z- und y-Richtung linear mit einem Gradienten ¢ an,

B, = qy (50)
B, = gz,

wahrend das Feld in z-Richtung verschwindet, B, = 0; Teilchen auf der Strahlachse (der z-
Achse der Abb. 11) sehen also kein Magnetfeld.

Um die fokussierende Wirkung dieses Feldes zu beweisen, betrachten wir die Bahn eines
Teilchensin der x:z-Ebene (Abb. 12). Die z-Komponente der Lorentz-Kraft F = e(v x B) ist

15



Abbildung 11: Ansicht eines Quadrupols aus Eisen mit einer Skizze seiner Feldverteilung. Die
Polung ist so gewahlt, dal3 g in (50) positiv wird.

A X
F
i
4 Fx
Quadrupol
Abbildung 12: Wirkung des Quadrupolfeldes auf ein geladenes Teilchen.
durch

F, = —evB, (51)

gegeben, danach Voraussetzung B, = 0 ist und wir fur Teilchen mit kleiner Neigung zur Strahl-
achse v, durch v ersetzen konnen. Aufgrund der Beziehung B, = gx wirkt auf Protonen eine
rucktreibende Kraft in z-Richtung, falls der Gradient ¢ des Feldes positiv ist (wie im Beispiel
der Abb. 11). Wegen F, = ecB, sieht man aber sofort ein, dal3 mit einer Fokussierung in der
x-Richtung eine Defokussierung in der y-Richtung (und umgekehrt) verknupft ist.

Aus (51) folgt unmittelbar die Bewegungsgleichung

dpy
;)t = —evgx . (52

16



Die Steigung =’ = dx/dz der Bahn ist durch v, /v, gegeben und kann fir kleine Werte von z’
durch p,./p angendhert werden. Ebenso kann dt durch dz /v ersetzt werden, da die kleine Kraft
in z-Richtung die Geschwindigkeit relativistischer Teilchen kaum andert. Aus der Bewegungs-
gleichung (52) wird aso die Bahngleichung

8

l,l

= — = —kx (53)
wobei noch die al's Quadrupolstarke bezei chnete Abkirzung

b= (54)
P
benutzt wurde. Der Quadrupol wirkt in der zz-Ebene fokussierend fur £ > 0 und defokussie-
rendfur £ < 0. DasUmgekehrtegiltin der iy 2-Ebene. Mity" = ky erhalten wir Defokussierung
fur £ > 0 und Fokussierung fur £ < 0. Das Vorzeichen von £ wird offensichtlich durch die
Vorzeichen der Ladung und des Feldgradienten ¢ festgelegt.

Wir untersuchen nun vereinfachend einen Quadrupol, dessen Feldgradient im Inneren un-
abhangig von der z-Koordinate ist, wahrend er auf3en abrupt verschwindet (sog. Rechteckver-
tellung des Feldes). Die Losungen der Bahngleichung sind fir einen solchen Quadrupol der
Lange L elementar. Fur £ > 0 ist (53) eine Schwingungsgleichung, also sind Ortskoordinate
und Steigung der Teilchenbahn am Ende des Quadrupols durch

!

r = zpcos)+ \jrﬂsinQ (55)
¥ = —xo/|k|sinQ + zf cos Q

gegeben. Das Symbol €2 steht fir /|k|L. Fur & < 0 erh@t man hingegen

!/
xr = xgcoshQ+ \;rﬂ sinh 2 (56)

¥ = xoy/|k|sinh Q + z(cosh Q .

Daher gelten die Matrizen:
cos €2 —L_sinQ
My = VKl (57)
—+/|k|sin Q2 cos
und

cosh 2 ——sinh
Mp = VIk (58)
\/|k| sinh Q cosh

fur einen fokussierenden bzw. defokussierenden Quadrupol.

Mit Massenspektrometern kann eine Auflosung bis AM /M =~ 1078 erreicht werden. Als
Detektor wird z.B. eine Fotoplatte verwendet, die durch die auftreffenden lonen geschwarzt
wird. Abb. 13 zeigt ein Beispiel fur die erreichte optische Qualitat und Auflosung.
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Abbildung 13: Trennung von 10 verschiedenen lonen deren relative Atommasse zwischen
19.9878 und 20.0628 liegt. (Aus Haken, Wolf, Atom- und Quantenphysik) .

2.3.2 lonenfallen

Alle bisher besprochenen Gerate benutzen eine Kombination von statischen e ektrischen und
magnetischen Feldern. Insbesondere der Magnet macht daher diese Apparate schwer und grof3.
Dasvon W. Paul entwickelte Massenfilter (Nobelpreis 1989) benutzt el ektrische Wechselfelder.
Esist klein und leicht. Es besteht aus 4 metallischen Hyperbeln, experimentell reichen runde
Stangen (Abb. 14). Fur das Potential gilt

U
V=% —y?%) (59)
o
und daher
oV 2Uy
E = —— = e
Y Ay o
B - _8_V _ —22U T
Ox U
E, = 0 (60)

Esliegt also ein el ektrisches Quadrupolfeld vor.

Die Bewegungsgleichungen fiir ein Teilchen der Ladung e lauten:

. 2eUx
mr + — =0
To
. 2eUy
my——— = 0
o
mzZ = 0 (61)

Wie beim magnetischen Quadrupol ist eine fokussierende L osung (stabile Bahn) nur entweder
inder x- oder y Koordinate moglich. Falls anstelle der statischen Spannungen U Wechselfelder
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2 [U+Vcos wt]

Abbildung 14: Schema des Massenfilters nach W. Paul.

U = U, cos wt verwendet werden lauten die Bahngleichungen

mi + QOxcoswt = 0
Ty
U,

my — 620ycoswt = 0
o

(62)

Diese Differentialgleichungen sind vom Matthieuschen Typ (periodische Koeffizienten). Ihre
allgemeine Form lautet

dZ—X—l—( +2qcos28)x =0 (63)
d£2 a q X -
mit Koeffizienten a, ¢, die in unserem Beispiel die Wertea = 0
4el,
(=55 (64)
romw

annehmen, wahrend die Variable ¢ durch wt/2 gegeben ist. Die Gleichung hat fur bestimmte
a, q Bereiche stabile Losungen, d.h. Fokussierung in beiden Richtungen (Abb. 15,16).

Fir a = 0 legt das ¢-Band den Massenbereich Am/m der lonen fest, die im Empfanger
nachgewiesen werden konnen.

Eine Variante des Massenfilters ist der Paulsche lonenkafig. Hier sind die Pole zu einem
Kreis aufgewickelt. Eine andere Art von lonen- oder Elektronenkafig bildet die sog. Penning-
Fale (Abb. 17). Sie arbeitet mit statischen B- und E-Feldern. Ohne E-Feld laufen die Teilchen
auf einem Kreisin der Ebene senkrecht zur z-Ache. Aus (38) wird die Umlauffrequenz (Zyklo-
tronfrequenz)zu

f=o (©5)

m™m
berechnet. In z-Richtung sind die Bahnen nicht fokussiert. Mit E-Feld gibt es stabile Bah-
nen, deren Berechnung etwas komplizierter ist. Mit diesem K&fig lassen sich die genauesten
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Abbildung 15: Stabilitatsdiagramm des Massenfilters. lonen, deren a- und ¢- Werte innerhalb
des schraffierten Bereiche liegen, durchlaufen stabile Bahnen. (aus W. Paul, Raether Z. Physik
140)

a
%’/A&,yg \‘x 752 125

Z5ﬂx 2124 4

Abbildung 16: Stabilitatsdiagramm fir das Beispiel des Textes mit reiner Wechsel spannung,
d.h. a = 0. (aus W. Paul, Raether Z. Physik 140)
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Abbildung 17: Prinzip der Penningfalle (Aus Demtroder, Physik 111).
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Abbildung 18: Spannungssignal der in einer Penningfalle gefangenen Elektronen. Das Span-
nungssignal, das axial schwingende Elektronen an der Deckelelektrode induzieren, gestattet es,
die Elektronen abzuzéhlen. Die Anregung der Schwingung war so stark, daf3 die Elektronen
nacheinander aus dem K&fig fielen. Wird die Anregung verkleinert, sobald nur noch ein Elek-
tron im Ka&fig ist, 1a3t sich dieses Elektron wochenlang speichern. Nobelpreis 1989 fur H.G.
Dehmelt. (aus Physikalische Blatter 45 1989,Nr.12)

Bestimmungen der Masse und Ladung von Teilchen durchfilhren (Auflosung < 1078). Esist
gelungen, einzelne Elektronen lange Zeit zu speichern (Abb. 18).
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2.4 Radien der Atome

Genaue Informationen werden aus der Kristallstruktur fester Korper gewonnen. Diese Struktur
kann mit Hilfe der Rontgenbeugung gut bestimmt werden (Abschnitt 3.1.1). Im einfachsten Fall
liegt eine kubisches Gitter mit primitiver Kugelpackung vor. In einen Kubus der Kantenlange
a = 4r passen 8 Atome. Jedes Atom des Volumens

dr 4

beansprucht im Kristall das Volumen V) /=, worin sich der Fullfaktor  aus
8Vp = ea® (67)

berechnen 1ald. Fur primitiv gepackte kubische Kristalle gilt offenbar ¢ = 0.52. Auch bei
anderen Kristallstrukturen ist die Berechnung ebenfalls elementar. Da die Anzahldichte der
Atomeny, = N/V Uber

N N €

- = 68
VoNWGA W (9
mit dem Atomradius verknipft ist, wird dieser aus
b= 52 (69)
4dmng
bestimmt. n, wird wiein (26) aus der gemessenen Dichte p mit Hilfe von
_ Naokmol

berechnet.

Ein in der gesamten Mikrophysik benutztes Verfahren zur Messung von Radien besteht in
der Durchfohrung von Streuversuchen. Die grundlegenden Begriffe werden hier anhand der
Atom-Atom-Streuung eingefuihrt (Abb. 19).

N

7 Detektor
/

P

dz + O
-1 e
LAz
A Target Z9
B

Abbildung 19: Schematische Darstellung eines Streuexperiments.

Die Zahl N;, der einfalenden Atome wird im Zahler Z; gemessen und die Zahl N, der
ungestreut durchlaufenden Atome im Zahler Z,. Die Atome des Materials bilden das sog.
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Target der Streureaktion. Durch die Streureaktionen im Target werden Atome des einfallenden
Strahls abgelenkt, und es erreichen weniger Teilchen den Zahler Z,. In eine diinne Schicht im
Inneren des Targetstreten N () Atomeein. Die Abnahme dN der Zahl der austretenden Atome
ist proportional zur Schichtdicke dz und daher gilt die Beziehung

dN = —N(z)kdz . (72)

Hierinist  der Streukoeffizient mit der Dimension einer reziproken Lange. Sein Kehrwert tragt
den Namen Streulange oder freie Weglange und wird oft mit dem Symbol \ bezeichnet. Es
leuchtet ein, dal3 der Streukoeffizient proportional zur Anzahldichte n, der Atomeim Material
sein muf3. Damit haben wir also

K = ngo . (72)

Die Grole o hat die Dimension einer Flache und wird daher Wirkungsguerschnitt oder besser
totaler Wirkungsguerschnitt genannt. Die gebrauchliche Mal3einheit ist

1 barn = 10" cm? (73)

mit der Abkirrzung ,b* fur barn. Typische Querschnitte der Kernphysik liegen in diesem Be-
reich.

Fur ein Target der Dicke Az ergibt sich mit
dN = —N(z)ngodz (74)

durch Integration
Nout = ]Vine_nogAz ) (75)

der totale Querschnitt beschreibt aso die Abschwachung eines Strahls einlaufender Teilchen.
Nach einer Streulange A = 1/(nyo) ist die Intensitét auf 1/e abgefallen. Fur die Zahl N, der
gestreuten Atome? gilt mit Ny = N, — Ny, und Az/A < 1 durch Reihenentwicklung der
Exponentiafunktion in (75)

Ny = NinngAzo . (76)

Man erhdt detailliertere Informationen durch das Messen von Winkelverteilungen. Diese be-
schreibt man durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt do /dS2, wobei d€2 das Raumwin-
kelelement ist. In Kugelkoordinaten kann df) durch

dQ = dcos Odp = — sin OdOds (77)

ausgedrickt werden. Fur einen Zahler der Flache dA in weitem Abstand R vom Mittel punkt
des Targets gilt
dA
In unserem Beispielexperiment mif3t man die Zahl dN; der gestreuten Atome als Funktion des
Streuwinkels © (Abb. 19). Esist dann
ANy _ do

70 —NinnoAzE . (79)

2Der Endzustand bekommt bei unsimmer den Index f vom englischen final.
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Bel gegebener Einfallsenergie kann bei kugel symmetrischen Wechselwirkungen der Wirkungs-
querschnitt nur von © und nicht von ¢ abhangen. Bei der Messung eines totalen Wirkungs-
querschnitts Uber die Abschwachung eines Strahls taucht natiirlich das Problem auf, ungestreut
durchlaufende Teilchen von solchen zu unterschieden, die nur um sehr kleine Winkel (Breite
der Zahler!) abgelenkt wurden. Eine systematische Korrektur besteht z.B. darin, die Breite b
des zweiten Zahlers beginnend mit b = B zu verringern und die Rate
N' = Ny ()2
b
nach b = 0 zu extrapolieren. Der so gefundene Wert von N’ kann as die Zahl der durchlau-
fenden Atome gewahlt werden. Eine andere Moglichkeit zur Messung vono besteht darin, den
differentiellen Wirkungsquerschnitt in einem moglichst grof3en Winkelbereich zu messen, in
die ungemessenen Bereiche zu extrapolieren und zu integrieren.

(80)

Gas

I

TR Manometer
Ofen Auffanger

I

Pumpe

Streukammer

Abbildung 20: Eine Atomstrahlapparatur zur Messung von Streuquerschnitten. Aus Haken
Wolf, Atom- und Quantenphysik.

Das Prinzip einer Apparatur zur Messung der Atom-Atom-Streuung mit einem gasformi-
gen Target ist in Abb. 20 gezeigt. Naturlich werden nicht unbedingt Zahler zur Messung der
ein- und auslaufenden Teilchenstrome bendtigt. In der gezeigten Anordnung wird zunachst der
einfallende Strom ohne Streugas, dann die Abschwachung dieses Stroms durch das Gas in der
Kammer gemessen. Als Detektor wird haufig ein Wolframblech benutzt (Langmuir Tayler).
Da Wolfram eine hohe Austrittsarbeit (Abschn. 3.1.2) besitzt, werden Atome, die sich an die
Oberflache anlagern ionisiert. Der resultierende Strom wird gemessen.

Der Wirkungsquerschnitt der Atom-Atom-Streuung ist in einem Modell harter Kugeln mit
den Radien ¢, r, durch

g = 7T(7"1 +7“2)2 (81)

gegeben. Eine Streuung findet namlich nur fir b < r; + ry statt, wobei der Stof3parameter b

gleich dem Abstand der Mittel punkte der streuenden Kugelnist. Der einfallende Strahl hat eine

Flache A. In der durch ihn definierten Rohre im Target befinden sich V; Streuzentren. Die
Wahrscheinlichkeit fur eine Streuung ist dann richtigerweise durch

Nf . NzO'
N, A
24
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also das Verhdtnis der durch die Targetatome abgedeckten Flache zur Flache des Strahls fest-
gelegt.

[ 2] ~N O
[« RS, o g O

Atomvolumen / 107 m?

—_
[$)]

0 10 20 30 40 50 60 70 80-—Z

Abbildung 21: Die gemessenen Atomvolumina inAbhangigkeit von der Kernladungszahl ~.
Aus Demtroder, Experimenta physik, Bd 3.

0 10 20 30 40 50 60 70 80—Z

Abbildung 22: Die lonisierungsenergie der Atome in Abhangigkeit von der Kernladungszahl
7. Aus Demtroder, Experimental physik, Bd 3.

Die gemessenen Atomvoluminasind in Abb. 21 gezeigt. Es besteht eine klare Korrelation
zur Stellung der Elemente im Periodensystem. Die Alkaliatome haben die groften Volumina.
Auf der anderen Seite liegen die Volumina fast aller Atome zwischen 0.01 und 0.03 nm3. r =
0.17 nm ist eine gute Abschatzung fur den Radius der Atome.

Sehr interessant ist der Vergleich mit dem Verlauf der lonisierungsenergie in Abb. 22. Eine
Apparatur zur Messung dieser Atomeigenschaft ist in Abb. 23 gezeigt. Die lonisierungsenergie
ist antikorreliert mit den Radien. Hier zeigt sich die Schalenstruktur der Atome. Edelgase haben
kompakte abgeschlossene Schalen und lassen sich schlecht ionisieren. Bel den Alkaliatomen
kommt ein lose gebundenes, aul3eres Elektron hinzu.

Moderne Mikroskope (Feldemissions- Tunnel- und Rasterkraftmikroskop) machen einzel-
nen Atome einer Oberflache sichtbar. Im Raster-Tunnelmikroskop (Abb. 24) wird der sog.
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Abbildung 23: Apparatur zur Messung der lonisierungsenergie von Gasen. FallsUg > Wi, /e
erhoht sich der Strom 1 sprunghaft. Aus Haken Wolf, Atom- und Quantenphysik.

Tunnel-Strom (aufgrund des quantenmechanischen Tunnel -Effekts) zwischen einer feinen Spit-
ze und den Atomen einer Oberflache gemessen. G. Binnig und H. Rohrer erhielten hierfir 1986
den Nobelpreis. Im Rasterkraftmikroskop wird die Kraft zwischen den Atomen einer unter-
suchten Oberflache und einer sehr feinen Spitze Uiber die Bewegung der Spitze gemessen. Die
Auslenkung wird durch gespiegelte Laserstrahlen vergrofiert. Die website
http://www.iap.tuwien.ac.at/www/surface/ STM _Gallery/chemical resolution.html enthalt schone
Aufnahmen von Oberflachen.

Monitor

INE

Regel-
verstarker

Abbildung 24: Das Raster-Tunnelmikroskop. Aus Demtroder, Experimental physik, Bd 3.
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2.5 Atomkerne
2.5.1 Radien der Atomkerne

Atome bestehen aus einem Kern mit der Kernladungszahl Z und einer Elektronenhiille mit 2
Elektronen. Der Kernradiusist verglichen mit dem Atomradius sehr klein (O) fm, 1 fm= 10"1°
m. Inihm st fast die gesamte Masse des Atoms vereint. Alle diese (historisch auf3erordentlich
Uberraschenden) Tatsachen wurden durch Streuexperimente bewiesen. In der klassischen An-
ordnung von Rutherford wurden a-Teilchen (Helium-lonen) als Sonde benutzt, spater verwen-
dete Hofstadter hochenergetische Elektronen. Um die Bewelsfilhrung zu verstehen, betrachten
wir die klassische Bahn eines niederenergetischen, geladenen Teilchens der Ladungszahl z, der
Anfangsgeschwindigkeit v, und der Masse m im Coulomb-Feld einer Punktladung mit der La-
dungszahl Z (Abb. 25). Es fliegt mit dem Stol3parameter b am Ladungszentrum vorbei. Die
ablenkende Kraft ist

Abbildung 25: Zur Ableitung der Rutherfordschen Streuformel

]{70 sin ¥
Fp=— r2 (83)
mit
ko = zZahc . (84)

Fir den Drehimpuls L,, mit dem konstanten Wert —mbu, gilt in Polarkoordinaten

L, = —mr?y, (85)
also erhalten wir mit 72 = bu, /9
Zah .
F, = _ LN Gn o) (86)
bUO
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Die Geschwindigkeit v, nach der Streuung wird dann Uber

vp sin © 7 (€]
Uy = / dv, = _zZahe / sin vdv (87)
0 mbvy ),
berechnet und daraus folgt die Beziehung
ko cot (©/2)
b= ——7— . 88
2Wiin (88)

Alle Teilchen, die einen Kreis mit dem Radius zwischen b und b + db durchqueren, werden
in ein Winkelintervall um © abgelenkt. Der Beitrag zum differentiellen Wirkungsguerschnitt
betragt daher

do = 2mbdb = QWb%d@ . (89)
Mit dQ2 = —27 sin ©dO folgt schliefdlich
2
E _ zZahe _ 1 ‘ (90)
dQ2 AWiin sin®(0/2)

Falls der Riickstol3 des untersuchten Kerns der Masse M nicht vernachlassigt werden kann,
sind Q und © in (90) Raumwinkel und Winkel im Schwerpunktsystem der Reaktion und fur die
kinetische Energie gilt Wi, = pwg /2 mit der reduzierten Masse

mM
m+M

p= (91)

Die Abb. 26c zeigt die sehr gute Ubereinstimmung bei der Streuung niederenergetischer
a-Tellchen Uber einen grof3en Winkelbereich. Die Grundannahmen des Modells werden also
bestétigt und die Kernladung Z kann aus dem Wirkungsquerschnitt bestimmt werden. Bei
grofRen Winkeln treten aber deutliche Abweichungen auf, die sich bei hdheren Energien zu
kleineren Winkeln hin verschieben. Der Grund ist der endliche Radius R desKerns. FUr b, <
R, + Ry wird das Modell der Streuung im Coulombfeld sicherlich falsch. Aus dem scharfen
Knick der Abb.26b) kann mit Hilfe von (88) dieser Grenzwert zu b,,,;, = 7.3 fm berechnet
werden.

Von Hofstadter (Nobelpreis 1961) und Mitarbeitern wurden umfangreiche Untersuchungen
der Elektron-Kern-Streuung durchgefithrt. Die Auswertung der quantenmechanischen Streu-
formeln ergab als gute Naherung fir die Kernradien

R =1 AY3 | (92)

worin A die im nachsten Abschnitt behandelte Massenzahl ist und der Parameter r, den Wert
1.3 fm hat.
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Abbildung 26: Ergebnisse der Rutherfordstreung von «a-Teilchen an Goldkernen. Aus Dem-
troder, Experimentalphysik, Bd. 3. Der Winkel ) ist in unserem Text ©.

2.5.2 Massen und Bindungsenergien

Die Rutherfordschen Streuversuche beweisen, dal die Masse des Atoms im Kern konzentriert
ist. Anstelle der Massen betrachten wir die Ruheenergien. Fur die massenspektrometrisch

bestimmte Ruheenergie eines Atoms gilt

Wo.a = Myuc® | (93)

daraus ergibt sich fur den Kern
Woxk = Woa—ZWoe+Wge . (94)

Der entscheidende Punkt ist hier, dal3 die Masse gebundener Systeme geringer ist asdie Masse
der Summe der Komponenten. Die Bestimmung der Bindungsenergie W . der Elektronenhille
ist schwierig. Rechnungen im Thomas-Fermi-Atommodell ergeben W5, = 15.73Z7/% eV. Da
dieser Wert auch fiir die schwersten Elemente unter 1 MeV bleibt wird W . hier vernachlassigt.

Das Periodensystem der Elemente ordnet die Elemente in Gruppen, innerhalb derer sich
die chemischen Eigenschaften wiederholen. Die Rutherfordschen Streuversuche beweisen, dal3
der aufsteigende Ordnungsparameter 7 des Systems mit der Kernladungszahl identischist. Die
Messungen der Atommassen zeigen, dal3 bei den leichten Kernen (7 = 2..8) dieRelation M, =
27 relativ gut erfllllt ist, fur hohere Z wird das Verhdtnis M, /Z deutlich > 2. Wegen M,./Z >
2 mussen im Kern weitere Teilchen enthalten sein. Der Kern ist aus den Nukleonen Neutron
und Proton zusammengesetzt. Das Neutron hat keine Ladung. Eswurde von J. Chadwick direkt
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Abbildung 27: Verlauf der Bindungsenergie von Kernen.

uc? 93149 MeV
W, 938.27MeV
Wo, 939.56MeV
Wo. 0511MeV

Tabelle 1: Die wichtigsten Ruheenergien der Atomphysik

nachgewiesen. (Nobelpreis 1935). Die Tabelle 1 zeigt, dal? das Neutron schwerer als das Proton

ist, m, > m,.

Die Anzahl (Massenzahl) A der Nukleonen ist offensichtlich durch
A=N+7, (95)

gegeben, wobei hier N die Anzahl der Neutronen im Kern bezeichnet. Die meisten Elemente
haben mehrere I sotope, d.h. Kerne mit gleichem Z (gleichen chemischen Eigenschaften!) aber
verschiedenem N. Kennzeichnung: 4Symbol,. Beispiele Wasserstoff |H,, Deuterium ?H;,
12C4, 238U 146. Das Symbol N wird oft weggelassen. Die in den Tabellen des Periodensystems
angegebenen relativen Massen beziehen sich auf das auf der Erde vorkommende | sotopenge-
misch. Die Gesamtenergie (Masse) eines | sotops wird durch

Woxk =2Wop +NWy,, —Wga (96)

festgelegt, worin W5 4 die Bindungsenergie der Nukleonen im Kern ist. Fir '2C gilt nach
Definition W = 12uc?, also W 4 = 92, 3 MeV. Die Bindungsenergie/Nukleon im Kern betragt
etwa8 MeV und ist weitgehend unabhangig von A, Abb. 27. Numerisch sind damit dierelativen
Massen der Isotope innerhalb von 0.1% durch ganze Zahlen gegeben. An der Kurve erkennt
man, dal? es fur schwere Kerne (Uran) energetisch gunstiger ist, in zwei leichte tberzugehen
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(Kernspaltung). Fur 2 Deuteriumkerne ist es gunstig, zu Helium zu verschmelzen (Fusion).
Beide Prozesse erfolgen nicht spontan, sondern erst nach Uberwindung einer Potentialbarriere.

Die hohen Bindungsenergien konnen nicht elektromagnetischen Ursprungs sein. Die Kern-
kraft ist stark (Bindungsenergie) und kann so die el ektrische Abstol3ung der Protonen kompen-
sieren. Ohne Neutronen waren die meisten Kerneinstabil. Die Bindungsenergie/Elektron in der
Atomhille steigt mit Z an, diesist eine Eigenschaft der langen Reichweite des Coulombpoten-
tials. Im Gegensatz dazu bedeutet die Konstanz von W 4 /A, dal3 die Kernkraft kurzreichweitig
ist. Sie kann immer nur die nachsten Nachbarn binden. Das Volumen eines Kerns wird damit

Vi = AV, (97)
und daher in Ubereinstimmung mit (92)
Ry =rgA'/? (98)

mit einem Protonradiusvon r, = 1.3 fm, der durch die Hof stadterschen Streuversuche bestimmt
wurde. Implizit wurde noch r, = r,, angenommen. Im Gegensatz zu (98) ist der Atomradiusin
etwa konstant. Diesist wieder eine Folge der Form des Coulombpotentials.
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3 Welle und Teilchen

3.1 Photonen
3.1.1 Rontgenstrahlung

C.W. Rontgen entdeckte 1895 eine neue Form von Strahlung, die beim Beschul3 einer Me-
tallplatte mit hochenergetischen Elektronen (W > 1kel’) entsteht. Er erhielt 1901 den ersten
Nobelpreisfir Physik. Den prinzipiellen Aufbau einer Rontgenrohre zeigt Abb. 28. Durch Beu-
gungsversuche wird bewiesen, dal? die Wellenlange < 1 nm ist. Die Untersuchung der Polari-
sation zeigt, dal3 die Voraussagen der el ektromagnetischen Theorie erfillt werden (C.G. Barkla,
Nobelpreis 1917 fur die Entdeckung der charakteristischen Rontgenstrahlung der Elemente). Es
handelt sich bei der Rontgenstrahlung also um elektromagnetische Wellen kleiner Wellenlange.
Die technische und medizinische Bedeutung besteht in der stark material abhangigen Absorpti-
on der Rontgenstrahlung, o.,s ~ A*Z%, deren Wellenlangenbereich sich grob zwischen 1 und
0.01 nm einengen |ald. Zur Erinnerung: Die Wellenlange von Licht liegt zwischen 400 und 800
nm. Der allgemeine Name fur kurzwellige elm. Strahlung ist ~-Strahlung (ohne Beschrankung
des Wellenlangenbereichs). Die Absorption beruht auf den Prozessen der lonisation und Anre-
gung der Atome des Materials. Diese Prozesse werden daher auch zum Nachweis der Strahlung
benutzt (Filme, lonisationskammern, Szintillationszahler etc.).

- +
o o

Vakuum
Kathode Anode

e

Uy

-
-
Py

Fenster'/ { {r

Abbildung 28: Aufbau einer Rontgenrohre. Aus Demtroder, Experimental physik Bd 3.

Als Beugungsgitter fur Rontgenstrahlung konnen Kristalle verwendet werden, da der Ab-
stand der Atome in der richtigen Grofenordnung liegt. Die Atome des Kristalls werden so die
Zentren der Elementarwellen im Sinne des Huygenschen Prinzips. Das Prinzip der Anordnung
von Bragg zeigt Abb.29. Die Reflexion von Wellen an einer Kristalloberflache kann durch
Interferenz der von den Streuzentren der Oberflache ausgehenden Wellen erklart werden. Es
gilt das Reflexionsgesetz unabhangig von der Wellenlange. Wenn man jedoch tiefer liegende
Netzebenen mitnimmt, werden nur Strahlen reflektiert, die die Bragg-Bedingung

2dsin = n\ (99

erfullen. Voraussetzung hierfirr ist, dafd der Brechungsindex der Rontgenstrahlung nicht von 1
abweicht. Diesist sehr gut erfilllt. Fir Kronglasgiltn =1 —5-107% bei A = 0.13 nm. (Beach-
ten Sie die Definition des Winkels ¢ im Unterschied zum Reflexionsgesetz.) Einen typischen
experimentellen Aufbau zeigt Abb. 30.
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Abbildung 29: Zur Ableitung der Braggschen Reflexionsbedingung. Aus Demtroder, Experi-
mentalphysik Bd 3.

Abbildung 30: Ein Spektrograph zur Untersuchung der Rontgenstrahlung in der Anordnung
von Bragg. Vater und Sohn Bragg erhielten den Nobelpreis 1915. Aus Schpolski, Atomphysik.

Die bisher betrachteten Netzebenen waren den Kristallgrenzen parallel. Neben diesen gibt
es aber noch viele andere Ebenen (z.B. 4,4’ in Abb. 31). Fur einen feinen auftreffenden Strahl
(Abb. 32) wird die Bragg-Bedingung nur in einer ganz bestimmten Richtung des Raumes erfullt
sein. Man erhdt ein Laue-Diagramm (Abb. 33). Die vielen Punkt zeigen, dal3 die Interferenz-
bedingung haufig erfullt wird. Diesist nur bei der Verwendung einer Strahlung mit kontinuier-
lichem Spektrum moglich.

In der Anordnung von Debeye und Scherrer wird anstelle eines Kristalls ein Pulver verwen-
det. Als Folge werden konzentrische Ringe von Beugungsfiguren gesehen.

Mit den diskutierten Verfahren kann bei bekanntem Abstand der Netzebenen das Spektrum
der Rontgenquellen studiert werden. Umgekehrt kann nach Eichung einer Rohre der Aufbau
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Abbildung 31: Verschiedene Netzebenen in einem Kristall. Aus Schpolski, Atomphysik.
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Abbildung 32: Rontgenspektrograph nach v. Laue. Aus Schpolski, Atomphysik.

der Kristalle untersucht werden. Diese Variante wird auch heute noch in der Materialforschung
haufig benutzt. Das Spektrum der Strahlung ist kontinuierlich mit scharfen Linien, die vom
Material der Anode abhangen (Abb. 34). Das kontinuierliche Spektrum wird al's Spektrum der
Bremsstrahlung bezeichnet, Elektronen strahlen bei der Abbremsung elm. Wellen ab. Auffallig
ist die scharfe Kante am kurzwelligen Ende, fur sie gilt mit grof3er Genauigkeit

eU

max — &~ % 100
f 5T (100)
odler 1239.9nmV

Amin = % , (101)

worin U die Beschleunigungsspannung der Elektronen ist. Dies |a3t sich nur erklaren, wenn
man der ~y-Strahlung Korpuskel el genschaften zuordnet. ~-Quanten (Photonen) haben eine Ener-
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Abbildung 33: Laue-Diagramm der Rontgenbeugung in einem Quarzkristall. Aus Schpolski,
Atomphysik.

gie

W,=hf=hw . (102)
Jetzt findet auch das Linienspektrum eine einfache Erklarung. Die Elektronen des Materials der
Antikathode konnen nur ganz bestimmte Energiezustande 1W,, einnehmen. Beim Beschul? mit
den Elektronen werden die Besetzungszahlen geandert und Ubergange ermoglicht, bei denen
ein Photon mit der Energie

Wy, =Wy, =W, (103)

abgestrahlt wird.

a) Wolfram-Anode L‘H

U=100kY | M,

Mg

LY \’vlyl

-

100 50 20 10 5 2
Energie / keV

- A A i
0,2 0.5 1,0 2,0 5.0
A/1070m

Abbildung 34: Spektrum der Rontgenstrahlung. Neben dem kontinuierlichen Spektrum
(Bremsstrahlung), dessen Form universell ist, gibt es scharfe Linien, die vom Materia der An-
ode abhangen. Aus Demtroder, Experimental physik Bd 3.
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In der speziellen Relativitatstheorie wird fur die Energie eines freien Teilchens der Ge-
schwindigkeit v
W = mryc? (104)
mit
1

Ve
bewiesen. Daraus folgt fur die Ruheenergie W, = mc?. Die kinetische Energie eines freien
Teilchensist als

(105)

Wiin =W = W, (106)
definiert. Dieser Ausdruck geht fur v — 0 in die bekannte Newtonsche Formel Uber. Die sieht
man sofort ein, wenn man (105) fur kleine v entwickelt. Fr den Impuls gilt

p=W-— . (107)

c2

Da Photonen die Geschwindigkeit ¢ haben, folgt

-2 108

P=_-=x (108)
Mit der Definition der Wellenzahh k& = 27/ folgt daraus p = k. Energie und Impuls bilden
einen Vierervektor (W/c,p). Die Masse eines relativistischen Teilchens wird aus der Formel fur
die,Lange’ einesVierervektors

(me)? = W ~ (pe)’ (109)

berechnet. Fir ein ein Photon gilt also m., = 0, esist masselos. Diesist kein Widerspruch zu
(104) und (107), damit v — c auch v — oo gilt.

3.1.2 Photoeffekt

Ein klarer Beweis fur die korpuskulare Natur der kurzwelligen elm. Strahlung liegt auch im
sog. Photoeffekt vor. Er kann schon mit UV-Licht demonstriert werden. Bel Bestrahlung
einer Metallplatte werden aus ihr Elektronen ausgel0st. Im Gegensatz zu den Erwartungen der
klassischen Physik ist die kinetische Energie der Elektronen nicht proportional zur Intensitat (1)
des Lichts sondern zur Frequenz. Quantitativ gilt (Energiesatz!)

Wiin = hw — Wy, (110)

worin W, die Bindungsenergie (oder Austrittsarbeit) der Elektronenim Metall ist. Fur Wolfram
gilt W, = 4.5 eV. In Ubereinstimmung mit der korpuskularen Interpretation ist der Strom der
ausgel dsten Elektronen ~ I. Fur die Lichtquantenhypothese von 1905 erhielt Einstein 1921
den Nobelpreis.
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3.1.3 Compton Effekt

Wenn man die Rontgenbeugung als Streuung interpretiert, handelt es sich um eine gleichzei-
tige, phasengleiche Streuung an vielen Atomen, aso eine koharente Streuung. Bei einer Wel-
lenlange, die klein gegentiber dem Atomabstand wird, missen sich in zunehmendem Mal3 Ein-
zel streuprozesse an Atomen beobachten lassen. Diesist insbesondere bei grof3en Streuwinkeln
der Fall, dadie Beugung in Vorwartsrichtung auftritt, sin ¢ ~ \/d. In einem typischen Streuex-
periment (Abb.19) wird eine diinne Graphitplatte von e nem monoenergeti schen Rontgenstrahl
durchsetzt. Es wird z.B. mit einem Bragg-Spektrographen die K, ;-Linie von Wolfram se-
lektiert. Durch die Wahl eines monoenergetischen Strahls werden Beugungserscheinungen in
einem Transmissionsexperiment zusatzlich unterdriickt.

Im Bild der klassischen Physik erwartet man, dal3 die einfallende Welle die Elektronen des
Atoms zu Schwingungen anregt. Dadurch wird eine Kugelwelle gleicher Wellenlange abge-
strahlt. In einem grof3en Abstand R vom Elektron gilt fir die abgestrahlte Intensitat

_ah 5,
Tows = " sin® ¢ . (111)
Hierin ist a die Beschleunigung des Elektrons und ¢ der Winkel zwischen der Schwingungs-

richtung des Elektrons (also der Richtung des elektrischen Feldes £ der einfalenden Welle)
und der Beobachtungsrichtung. Mit dP = 1,,;d A wird die gesamte abgestrahlte L eistung zu

20cha?
P=""C 112
2. (112)
berechnet. Mit a = eF/m und der einfallenden Intensitat I;, = csoE? folgt wegen o = P/ I,
schliefdlich )
&t [ ahe
= . 11
7773 (WO,) (113)

Fur unser Beispiel entspricht der gemessene Wirkungsguerschnitt relativ gut dieser Vorher-
sage (Thomson-Querschnitt), dies gilt auch fur den differentiellen Wirkungsguerschnitt (hier
nicht berechnet). Bei zehnmal kleineren Wellenlangen liegen aber grobe Abweichungen vor.
Besonders interessant war die Beobachtung von A.H. Compton (Nobelpreis 1927), dal3 in der
gestreuten Welle abhangig vom Streuwinkel © eine Linie mit einer grof3eren Wellenlange auf-
trat. Diesein der klassischen Physik nicht erklarbare Tatsache, wird im Korpuskelbild sofort
durch den Ruckstol? des Elektrons erklart. Wir untersuchen die Kinematik der Streuung von
Photonen an ruhenden Elektronen. In der Gleichung

y+e=7+¢ (114)

bedeuten die Symbole nun die Viererimpulsvektoren der einzelnen Teilchen, also z.B. v =
(W,/e,p,) unde = (W ./c,0). Mit

W2
(Y=o +e?=e?=—2° (115)

c2

wird ¢’ eliminiert und nach Ausmultiplikation der linken Seite ergibt sich
~W Woe + W Woe =W, W, + W, W cos© =0 . (116)
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Hierbei haben wir die Regel
Wy 1 W,
Ppe = = Py (117)
fur das Skalarprodukt zweier Vierervektoren benutzt. ((109) ist der Speziafall fur p; = ps.)
Aulderdem gilt noch cp,, = W, (und entsprechend fur p! ).

Das Resultat , W
W, = Wo,e + W:(l - cos O) (118)
|&l3t sich sofort in die beriihmte Beziehung
N —=A=A(1—cosO) (119)
umrechnen, worin -
™hne
A= Wos (120)

die sog. Compton-Wellenlange des Elektrons (2426.3 fm) ist. Durch (119) werden die experi-
mentellen Befunde der Verschiebung der Wellenlange glanzend erklart.

Die abgeleiteten kinematischen Formeln beziehen sich auf die Streuung an freien Elektro-
nen. Diesist beim Vergleich der Bindungsenergien mit der Energie des einlaufenden Photons
fur die aul3eren Elektronen der Hullle sicherlich eine sehr gute Naherung. Fur dieinneren Elek-
tronen ist diese Naherung vor alem bei Elementen mit hohem 7 nicht erlaubt. Der Riickstol3
wird dann vom ganzen Atom aufgenommen und dies erklart das Auftreten einer verschobenen
und einer unverschobenen Linie im Spektrum der gestreuten Photonen. Auch die gemesse-
nen I ntensitatsverhal tnisse zwischen beiden Linien lassen sich mit diesem Modell qualitativ gut
verstehen.

Der differentielle und totale Wirkungsquerschnitt der Compton-Streuung wird durch die
guantenmechanisch berechnete Formel von Klein und Nishina (Streuung an ruhenden Elektro-

nen) - L ,
do _ a’A* (W] Wy Wy
— — C) 121

d$ 8m? (”7) (”7—’_”4 o (12

sehr gut beschrieben.

3.1.4 Photonen und Gravitation

Die algemeine Relativitatstheorie (A. Einstein) geht von der Feststellung aus, dal3 es nicht
moglich ist, zwischen einer beschleunigten Bewegung und einer Bewegung im Schwerefeld
zu unterscheiden. Daraus wird abgeleitet, dal3 Uhren im Schwerefeld langsamer laufen. Eine
einfache ,Ableitung® gelingt mit Hilfe der Photonen. Ein Photon laufe im Schwerefeld der
Erde nach oben. Fur Kréfte parallel zur Bewegungsrichtung ist 1/c? das richtige Maf3 fur die
gravitative Wirkung einer Energie. Daher gewinnt das Photon beim Erreichen der Hohe H die
potentielle Energie

AWpooy = %gH , (122)

c2
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worin g die Erdbeschleunigung ist. Die zugehorige Frequenzanderung lautet
Af  gH
;oo

Diese Formel wurde hier fur Photonen abgeleitet, sie gilt aber fur alle Uhren. Mit Hilfe des

M oRbauer-Effekts (Kernphysik) konnen Frequenzen mit einer Genauigkeitvon Af/f ~ 10~
gemessen werden. Es gelang, (123) in einem Turm von 100 m Hohe zu verifizieren.

(123)

Ein weiterer Effekt der Relativitatstheorie ist die Ablenkung von Lichtstrahlen im Schwe-
refeld von Sternen, das senkrecht auf der Richtung der Strahlen steht. Zunachst betrachten wir
die Ablenkung materieller Teilchen. In der Kleinwinkelnaherung folgt aus (88)

2GM
©= b2

(124)

worin M die Masse des Sterns und G' die Gravitationskonstante bedeuten. Wegen der Aquiva-
lenz von Energie und Masse werden auch Photonen im Schwerefeld abgelenkt. Dain der letzten
Formel die Masse des vorbeifliegenden Teilchens nicht auftritt, mufd nur v durch ¢ erstezt wer-
den. Das so erhaltene Newtonsche Ergebnis ist falsch. In der allgemeinen Relativitatstheorie
ergibt die schwierige Rechnung

_4AGM

 be?
Dieser hochst wichtige Faktor 2 wurde experimentell bestatigt. Numerisch gilt bel streifendem
Einfall an der Sonnenoberflache © = 1.74".

(125)
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3.2 Materiewellen
3.2.1 Elektronenbeugung

Davisson und Germer untersuchten die Reflexion von Elektronen an einem Nickel-Einkristall.
Auch hier wurden bei bestimmten Winkeln (Abb. 35) abhangig von der Energie der Elektronen
die fur Interferenzen typischen Intensitatsmaxima gefunden (Nobelpreis 1937 fur C.J. Davis-
son). Die Lage der Maximawird durch die Bragg-Bedingung (99) beschrieben, wenn man nach
einem Vorschlag von de Broglie (Nobelpreis 1929) Elektronen mit dem Impuls p = m~yv eine
Materiewelle der Wellenlange

A= (126)
p

zuordnet. Diese Gleichung werden wir haufig in der Form
p = hk (127)

benutzen, worin k der Vektor der Wellenzahl ist, |k| = 27 /. Der Impuls der Elektronen kann
wieder einfach aus der Energie, d.h. aus der Beschleunigungsspannung errechnet werden. Fur
nichtrel ativistische Elektronen formen wir daher (126) zu

2
A= ﬂ—hc (128)

V 2Wo,eWiin

um. Zu einer Spannung von 1kV gehort also eine Wellenlange von 0.0388 nm! Die Anwendbar-
keit von (99) bedeutet, dal3 auch der Brechungsindex von Materiewellen vernachlassigt werden
kann. Diesist bei Spannungen um 100 V nicht mehr der Fall.

Abbildung 35: Polardiagramm der Intensitatsverteilung bei der Reflexion von Elektronen an
einem Ni-Einkristall. Aus Schpolski, Atomphysik.

Fur die Frequenz der Materiewellen gilt wie bei den Photonen

f=- (129)



bzw.

2
w =20 (130)
h
Damit ergibt sich fur die Phasengeschwindigkeit
2
em=o=5 (131)
k v

ein Ergebnis, das nicht im Widerspruch zur Relativitatstheorie steht, da der Signaltransport
nicht mit der Phasengeschwindigkeit erfolgt. (Auch in den Hohlleitern der klassischen el ektro-
magnetischen Wellentheorie gilt ¢, > c.) Im Gegensatz dazu hat die Gruppengeschwindigkeit

_dw

== = 132
o =V (132)

Vg

das anschaulich erwartete Ergebnis.

3.2.2 Die Heisenbergschen Unséhferelationen

Die Zuordnung einer Welle zu einem Teilchen fuhrt unvermeidlich zu Interferenzerscheinungen,
wie wir gerade gesehen haben. Dazu gehort auch die Beugung. 1n einem Gedankenexperiment
kann man die Beugung einer Materiewelle an einem einzelnen Spalt der Breite D betrachten
(Abb.36). Das erste Minimum der Intensitét liegt dann bel sin® = A/D. Der Spalt steht
entlang der y-Achse eines Koordinatensystems. Nach dem Spalt hat der Impuls, der vor dem
Spalt nur die Richtung der z-Achse hatte, eine Komponente entlang der y-Achse, die durch
py = D, tan O festgelegt ist. In der Kleinwinkelnaherung werden also die Werte des Impulses

in der y-Richtung durch

h
b~ (133

oder p, D ~ h abgeschatzt. Esist also grundsatzlich nicht moglich, den Impulsin y-Richtung
beliebig genau festzulegen. Mit D = 2Ay und Ap, = h/D folgt as minimales Produkt der

Unsicherheiten h
ApyAy =3 . (134)

Unabhangig von der speziellen Herleitung gilt diese grundlegende Relation fir alle Paare von
Raum- und Impulskoordinaten. Im Beispiel der einfallenden ebenen Welle ist mit dem ,,schar-
fen Impuls in z-Richtung ein unendlicher Wert von Az verkntipft. Das Teilchen kann mit
gleicher Wahrscheinlichkeit irgendwo in der Welle gefunden werden.

In der Fehlertheorie ist es Ublich, als Mal3 der Unsicherheit die mittlere quadratische Ab-
weichung vom Mittelwert zu benutzen, z.B.

oy =y = (W) (135)

wobel (y) der Mittelwert von y ist. Fir einen gleichmal3ig ausgeleuchteten Spalt der Brei-
te D gilt zB. 0, = D/\/12. Erwartungswerte physikalischer Observablen werden in der
nichtrel ativistischen Quantenmechanik mit Hilfe der Schrodingergleichung berechnet. In den
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Abbildung 36: Beugung einer Materiewelle an einem Spalt.

L ehrbiichern der Quantenmechanik wird gezeigt, wie dadurch die naive Form (134) der Unscharfe-
relation in die préazise Formulierung

Ap,Ay > g (136)
abgeandert wird. Unscharferelationen gelten fur alle konjugierten Variablen der Hamilton-

schen Mechanik also natirlich neben (136) auch fur die Paare =, p, und z,p,. Ebenso sind
die Unscharfen von Energie und Zeit tber

AWAEL > (137)

| St

miteinander verknipft.

In den Unscharferelationen gibt das Gleichheitszeichen die aufgrund der Quantenmechanik
nicht unterschreitbare Grenze. Jede zusatzliche Fehlerquelle fuhrt zu einem grof3eren Produkt.
Die sog. guantenmechanischen Effekte lassen sich alle qualitativ durch richtige Anwendung der
Unscharferelationen (und des Pauli-Prinzips) verstehen. Insofern bilden diese die gedankliche
Basis der Quantenmechanik. Wir geben zwei Beispiele:

Die Stabilitat der Atome: Das klassische Modell des Wasserstoffatoms besteht aus einem
Elektron, welches durch die Coulombkraft gebunden auf einer Kreisbahn um den Kern, das
Proton, lauft. Aus dem Kraftegleichgewicht

2
me”_ ahe (139)
r r
folgt fur die Summe von kinetischer und potentieller Energie
1
W:—mUQ—O[—hC :_Oz_hc , (139
2 r 2r
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In dieser Gleichung sind alle Werte von » moglich. Elektronen auf Kreisbahnen strahlen aber
elektromagnetische Wellen ab, und so wird das Elektron nach innen spiralen, das H-Atom ist
instabil. Die von einem Elektron auf einer Kreisbahn abgestrahlte L eistung kann ebenfalls aus
(112) entnommen werden, wenn fir « die Kreisbeschleunigung eingesetzt wird. Wir erhalten
daher

2ahir?w?
iy (140)
Aus (138) wird
ahe
berechnet. Einsetzen in (140) gibt
P = (2ahe)—o 142
( «Q C) 3W02’er4 ( )

mit dem numerischen Resultat P ~ 4 - 10! eV/sbel r = 0.05 nm. Die diesem Radius ent-
sprechende Energievon ca. 15€V istasoin 5 - 107! saufgezehrt. In Wirklichkeit erfolgt der
Kollaps eines Wasserstoffatoms in der klassischen Physik noch viel schneller (~ 10~'s), da
beim Spiralen nach innen die abgestrahlte Leistung ~ »—* ansteigt.

Der entscheidende Fehler der klassi schen Rechnung ist die Annahme definierter Bahnen mit
scharfen Werten von  und p. In der Quantenmechanik gibt es keine definierten Bahnen. Mit
der (etwas willkirlichen) Abschatzung pr = A wird (139) durch

h? ahic
= e 143
2mr? r (143)
ersetzt. Diese Energie hat ein Minimum bei dem Bohrschen Radius
he
= 144
ap aWo (144)
mit dem Zahlenwert 0.052923 nm. Die minimale Energie betragt
1
Winin = —§a2W6,0 (145)

mit dem Zahlenwert —13.606 eV. * Strahlungstibergange aus einem energetisch hoher gelegenen
Zustand in den Grundzustand sind erlaubt.

Der Tunneleffekt: Ein Tellchen laufe entlang der z-Achse auf einen Potentialwall zu, der in
Abb. 37 der Einfachheit halber rechteckformig angenommen wurde. In der klassischen Physik
erfolgt immer eine Reflexion am Wall, solange Wy, < V4 gilt. In der Quantenmechanik kommt
esauf die Dickedes Potentialwallsan. Inder Zeit At = d/v, die das Teilchen zum Durchqueren
des Walls braucht sind Energiefluktuationen AW = 7/ (2At) moglich. Eswerden also Teilchen
rechts vom Wall gefunden werden, falls

(VE) — Wkin)

< (146)

NS
o NSt

erfullt ist. Dieser Effekt wird haufig beobachtet, z.B.

elne Oberflache, a-Zerfall der Kerne etc.

eim , Tunneln® von Elektronen durch

3Eine typische atomare Energieeinheit ist daher R, =13.606 eV (Rydberg).
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Abbildung 37: Unscharferelation und Tunnel effekt.

3.2.3 Prinzipien der Quantenmechanik

Diein den vorangegangen Abschnitten dargestellten Phanomene werden oft als,, Welle-Teilchen-
Dualismus’ bezeichnet und eine Art klassisches Verstandnis quantenmechanischer Effekte laf3t
sich so von Fall zu Fall erreichen. Dies ist aber nicht wirklich sinnvoll. Die Quantenmecha
nik erlaubt eine einheitliche Beschreibung des Verhaltens von Photonen und Elektronen. Die
klassischen Bewegungsgesetze und Gesetze der Wellenausbreitung konnen aus den Gesetzen
der Quantenmechanik abgeleitet werden, falls man in Bereiche des Phasenraums ApAx Uber-
geht, in denen A vernachlassigt werden kann, in denen also die Unscharferel ationen keine Rolle
mehr spielen. Diesen Beweis fuhren wir hier nicht durch, sondern geben nur das Grundprin-
zip der Quantenmechanik in einer moglichst einfachen Form an. Es |&3 sich am Beispiel des
Doppel spalt-Versuchs fur Elektronen formulieren (Abb38). In diesem Gedankenexperiment
treffen Elektronen von links auf zwei dinne Spalte S;, S, im Abstand ¢ und werden in der
Ebene des Schirms z.B. Uber die Schwarzung eines Films nachgewiesen. Zusétzlich gibt es
einen oder mehrere Geigerzahler. Dieses Instrument beweist, dal3 immer einzelne Elektronen
auf den Schirm auftreffen. Man kann die Intensitat der Quelle so einstellen, dal3 innerhalb
der Zeitauflosung des Zahlers immer nur ein Elektron zwischen Quelle und Schirm ist. Wenn
jeweilseiner der Spalte verschlossen wird, sind die Intensitétsverteilungen auf dem Schirm dif-
fus, etwa in der angedeuteten Art. Wenn beide Spalte offen sind, gibt es jedoch ein klares
Interferenzmuster, das (in grof3er Entfernung) dem gewohnten Bild der Optik

I = Iy(1 + cos(kdsin ©)) (147)

mit k& = |k| aus (127) entspricht. Zur quantitativen Beschreibung dieser Interferenz wird einem
Elektron, dasdurch Spalt 1 an eine Stelle y des Schirms gelangt die komplexe Wahrscheinlichkeits-
amplitude A, zugeordnet. Ein Elektron, das durch Spalt 2 an die gleiche Stelle gelangt, wird
durch A, beschrieben. Fur die Intensitét gilt

I~ A + A . (148)

Es macht keinen Sinn zu versuchen, zu verstehen, wie ein Elektron, das alleine im Apparat
ist, ,weil3*, durch welchen Spalt es gehen mul3, um das Interferenzmuster zu erzeugen. Jeder
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‘A1+AQ‘2

Abbildung 38: Der Doppel spalt-Versuch in der Quantenmechanik.

Versuch, das Wirken der quantenmechani schen Gesetze etwa durch Detektoren im Raum hinter
den Spalten aufzuklaren, zerstort das Interferenzmuster und es gilt

I~ AP+ (A (149)

Dieswird wieder durch Diskussion der Unscharferelation klar. Wir verwenden maximale Feh-
lerabschatzungen. Um festzustellen, ob eine Elektron durch Spalt 1 oder 2 gegangen ist, mul3
der Ort des Elektronsmit einer Genauigkeit Ay < d/2 gemessen werden. Jede Messung erzeugt
aber einen RuckstoR3 auf das Elektron. Dieser Rucksto3impuls darf das Interferenzmuster nicht
zerstoren, also z.B. aus einem Maximum ein Minimum machen. Es mu3also Ap, < Ap/(2d)
und insgesamt

h
Ap,Ay < ¢ (150)

im Widerspruch zur (naiven Form) der Unscharferelation gelten.

45



3.2.4 Die Schbdingergleichung

Wir untersuchen nun die Wellengleichung fur die Materiewellen eines nichtrelativistischen
Elektrons (oder anderen Teilchens), die von Erwin Schrodinger (Nobelpreis 1933) gefunden
wurde. Zunachst werden freie Teilchen betrachtet. Die Welle sei mit W bezeichnet. Die Wel-
lenlange ist durch die de Broglie Beziehungen (126) oder (127) festgelegt, die Frequenz wird
aber jetzt mit der nichrelativistischen kinetischen Energie verknipft

W = Wi = ~— = hw . (151)

Wie ublich sind a's Beschreibung einer auf der z-Achse nach rechts laufenden Welle die vier
Alternativen

Wo cos (kx — wt)  Ygsin (kx — wt)  thee*T=w  yethe=wh) (152)

mit L2
— hw (153)

2m

denkbar. Die gesuchte Differentialgleichung wird daher eine Differentiation nach der Zeit und
zwei nach dem Ort enthalten
ov  0*v
or ~ “orz
Damit scheiden die reellen Losungen aus (!!) und man kann eine, aber nicht beide komplexen
L 6dsungen auswahlen. Wir wahlen

(154)

U = ghyerhr—et) (155)

Damit wird o = «//(2m) und die Schrodinger-Gleichung lautet fur ein freies Teilchen in einer
Dimension

ov h? 0*w
Einsetzen der Losung (155) gibt unter Verwendung von (127) und (151)
p2
WU =—V . (157)
2m
Die Schrodinger-Gleichung kann also als Energiesatz in Operatorform
p2
_ Zop
Wop ¥ = o (158)
aufgefal’t werden, wobei offenbar
0
Wop = Zh& (159)
und
2 2 62
Pxop = —H 92 (160)
anzusetzen ist.
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Eine Erweiterung auf drei Dimensionen ist nun ohne weiteres moglich. Die Einheitsvekto-
renin zx, y, z-Richtung werden mit ¢, 5, k bezeichnet. Ausgehend von

g. 0. 0
V = (a_l‘z + a—yj + $k> (161)
gilt mit
0? 0? 0?
2 _B2A 32
Pop = —N°A I ( 927 + By + 822> (162)
fur die Schrodinger-Gleichung in drei Dimensionen
ov h?
— =——AV . 1
1h 5 o (163)

Fur Teilchen in einem &auReren Feld mit der potentiellen Energie W, (7, t) wird auch wieder

der Energiesatz
2

W= 4w, (164)
2m
in die Operatorform
ov h?
verwandelt. Die Kurzform der Schrodinger-Gleichung lautet nun
ov
m@ =H,,V , (166)
worin der Hamilton-Operator H,,;, durch
h2
H,, = —%A + Wpot (167)

definiert ist. Wir werden fast nur Probleme behandeln, in denen das Potentia nicht von der Zeit
abhangt, W, = V (z,y, ). Mit dem Ansatz

U(r,t) = p(r)e" (168)
wird die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

h2
—%AT/)(%?J,Z) +V¢($7U7Z) = Ww(%i%z) (169)

abgeleitet, worin 1V jetzt eine Konstante ist (Erhaltungssatz der Energie).

Mathematisch ist die Schrodinger-Gleichung gerade keine Wellengleichung, sondern vom
Typ der Differentialgleichungen fur die Warmeleitung. In Ubereinstimmung mit den in Ab-
schnitt 3.2.3 entwickelten Prinzipien sind die Losungen komplexe Funktionen. In der klassi-
schen Physik benutzt man komplexes Rechnen nur als mathematischen Trick. In der Quan-
tenmechanik haben die komplexen ¥-Funktionen eine wichtige physikalische Bedeutung. Sie
reprasentieren die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das Teilchen am Ort = zu finden. Genauer:
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumenelemt dV zu finden, ist durch

dP = |U]2dV = U*¥dV (170)
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bestimmt. Daraus folgt die Normierungsbedingung

/ Uwdy =1 . (a71)
v
Als erstes Beispiel betrachten wir die ebene Welle
1
U = ——elke=et) 172
= (172)

DieWahrscheinlichkeit ein Teilchen irgendwo auf der z-Achse zu finden, ist in Ubereinstimmung
mit der Unscharferelation fur jeden Ort gleich grof3. Jetzt wird auch Klar, dal3 in der Wahl des
Zusammenhangs von Frequenz und Energie eine Freiheit besteht. Mit der urspriinglichen Wahl
nach de Broglie W = Wy, + Wy = hf werden die Losungen der Schrodinger-Gleichung mit
einem Phasenfaktor exp («Wyt/h) multipliziert, der bei der Betragsbildung herausfallt.

Neben der in Abschnitt 3.2.3 entwickelten Rolle als Wahrscheinlichkeitsamplitude dienen
die W-Funktionen auch zum Berechnen der Erwartungswerte von Observablen. Nach der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gilt fur den Mittelwert der Ortskoordinate

(r) :/rdP:/r\IJ*\IldV , (173)
v v

was man auch als
(ry = / U*rWdV (A74)
1%

schreiben kann. Esist jedoch genau diese Form, fur die man zeigen kann, dal3 sie zur Berech-
nung des Mittelwerts aller Observablen gilt,

(M) = / U* Mo, UdV . (175)
14
Der Unterschied wird wichtig, falls M eine Ableitung enthalt, also z.B.

(p) = /V U (—hV)TdV . (176)

Die statistische Interpretation der Quantenmechanik wurde auch von vielen bedeutenden Phy-
sikern (Einstein, Schrodinger) nicht ohne Widerspruch hingenommen. In der sog. Kausa
litatsdebatte wird aber haufig Ubertrieben. Die ¥ Funktion verhalt sich als Losung einer Dif-
ferentialgleichung genauso kausal wie ale entsprechenden Grofden der klassischen Physik. Es
ist aber offenbar ein Naturgesetz, dal? die Werte von Ort und Impuls nur im Grenzfall der klas-
sischen Physik einer Differentia gleichung folgen.

3.2.5 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Losungen der Schrodingergleichung ¥ = ) exp (—:Wt/h) zu zeitunabhangigen Potentialen
nennen wir Eigenfunktionen, da die zeitabhangige Gleichung

a —1
HopW = 1 (™M) = W T (177)
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eine Eigenwertsgleichung ist. Dies gilt naturrlich auch fur die zeitunabhangige Gleichung
Hopw - Ww . (178)

Der Erwartungswert der Energie ist gleich dem Eigenwert
(W = / U H,, UdV =W (179)
v

wie es auch sein mul3. Die ¥-Funktionen werden den erlaubten Zustanden des Systems zuge-
ordnet. Diese Zustande sind Eigenzustande der Energie. Gleichzeitig konnen die W-Funktionen
aber auch noch Eigenfunktionen anderer Operatoren sein. Als einfachstes Beispiel betrachten
wir wieder die ebene Welle (172) eines Teilchens mit dem Impuls p, = hk as Losung der
frelen Schrodinger-Gleichung. Sie ist natiirlich eine Eigenwertsldsung zum Hamiltonoperator
mit dem Eigenwert W = p?/(2m). Gleichzeitig ist sie aber auch eine Eigenfunktion zum
Impul soperator

0
Pzop = _Zha_l‘ (180)
mit
Daop¥ = Bk . (181)
Der Impulsoperator hat den Erwartungswert
<px,op> =Pz = hk (182)

mit der (quadratischen) Streuung o = (p,op — 1ik)? = 0 da
/ U (pyop — BE)?U*dV =0 | (183)
.

ergibt. Eigenfunktionen haben also ,,scharfé’ Erwartungswerte. Andererseitsfolgt aus der glei-
chen Rechnung firr den Ortsoperator (x) = 0 mit unendlicher Streuung, wie es wieder nach der
Unscharferelation sein mul3.

3

B

/

Abbildung 39: Polarkoordinaten und kartesische Koordinaten. Beachten Sie, dal3 im Text die
Symbole © und ¢ zur Bezeichnung der Winkel verwendet werden.

Eine besonders wichtige Klasse von Eigenzustanden sind die Eigenzustande des Drehim-
pulsoperators. Der Bahndrehimpulsist in der klassischen Mechanik durch das Vektorprodukt

L=rxp (184)
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definiert. In der Quantenmechanik wird diese Definition in die Operatorform

Lo, =710y X Dy (185)
mit den Komponenten*
0 0
L, = —ih (y% - Za_y)
0 0
L, = —ih (z% — x%> (186)
0 0
I = _ Z 2
2 g (x By Yy 8x>

Ubersetzt. Beim Ubergang von einem kartesischen zu einem Polarkoordinatensystem (Abb. 39)
gelten die Transformationen

r = rsin0©cos¢p
= rsinOsin¢ (187)
z = rcosO

und daher erhalten wir

L, = ih (sin d)% + cot O cos qﬁ%)

0 ) 0
L, = h (— oS gb% + cot O sin ¢a—¢> (188)
0
L, = —h— .
2 zha¢
Zum Nachrechnen benutzt man Relationen der Art

OF _ OF0r [OF 0y OF0:
¢ Ox dp Oy 0p 0z 0¢
oF ) ) oF .
= - (-7 sin O sin @) + n (7 sin © cos ¢) (189)
oF oF

und hat damit schon den Beweisfir L, gefuhrt. Zu den drei Operatoren des Drehimpulseslas-

sen sich keine gemeinsamen Eigenfunktionen finden! Es gibt aber Funktionen, die gemeinsame
Eigenfunktionen zur quadratischen Form L = L2 + L? + L2, oder

o_ (L9 (el ), L O
Lr=—h (sin@a@ Sm@@@ +sin2@5¢2 (190)

“4das op Subskript wird der Einfachheit halber weggel assen.
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Yim

b)
_1
VA

\/?COSG)

_. /3 1
5r sin Oe

\/?(gcos?@ )

— ;5 sin O cos O¢'?
Y[

15 12¢
\/ 395 sin? Oe

Tabelle 2: Tabelle der Kugelflachenfunktionen.

N NN R R O |~
N P O Rk O O3S

und zu L, sind. Das heif3t, in der Quantenmechanik konnen nur das Quadrat des Betrags des
Drehimpulses und eine seiner Komponenten gleichzeitig scharfe Werte annehmen. Die zu-
gehdrigen Eigenfunktionen sind die Kugelflachenfunktionen Y, ,,,(©, ¢). Sie sind definiert als

Vim(©,6) = (—1)™ \/ e 8; m; Po(cos ©)e™ (191)

worin die P, ,, die orthonormierten assoziierten L egendre Funktionen sind. Diese sind wieder-
um (mit z = cos O) definiert als

Im|
Pu = (1= 2202 (192)

mit den diskreten Werten/ = 0,1, 2, ..., wobei zu jedem [ die2/ +1 Wertem = -1, -1 + 1, ..,1
von m erlaubt sind. Die P;(z) sind die Legendre Polynome, die fir [ = 0,1, 2, 3 die Gestalt
1, z, (32%/2 — 1/2), (52*/2 — 3z/2) annehmen.

Y

Abbildung 40: Kreiselmodell des Drehimpulsesin der Quantenmechanik.
Die Eigenwertsgleichungen lauten
LYy =1l +1)R*Y,, (193)
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und

LY, m = mhY, , . (194)
In der Quantenmechanik kann also der Betrag des Bahndrehimpulses nur diskrete Werte
L=\Il(l+1)hr [=0,1,2,.. (195)

haben! Bei gegebenem L gibt esfur L, die Einstellmoglichkeiten
L,=mh m=-l,—-l+1..10, (196)

wahrend die Komponenten L, und L,, unbestimmt bleiben. Dies ist wiederum eine Folge der
Unscharferelationen, da auch L, und ¢ kanonisch konjugierte Variablen sind. Eine maximale
Streuung von ¢ bedeutet, dal? L, und L,, unbestimmbar sind. Diese Zusammenhange kann man
sich am Modell des rotierenden Kreisels (Abb. 40) klar machen.

Die Tabelle 2 enthalt die Kugelflachenfunktionen bis/ = 2. Sie kann mit Hilfe der auf
der website der Vorlesung zu findenden MAPL E-Routine leicht nachgerechnet werden. Ebenso
erlaubt dieses Programm, die Normierung dieser Funktionen zu verifizieren. Die Normierungs-
bedingung ist als Spezialfall (I' = I, m' = m) in den Orthogonalitatsrelationen

/Yi;k,mlyi,mdg = 5l’l5m’m (197)
enthalten. AulRerdem geniigen die Kugel flachenfunktionen den wichtigen Symmetriebeziehun-

gen
bom = (1)), (198)
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4 Atombau und Spektrallinien |, das H-Atom

4.1 Linienspektren der Atome

Mit Hilfe von Spektralapparaten kann das Spektrum leuchtender Korper analysiert werden.
Zur Verwendung kommen Prismen und Gitter. Mit Gitterspektrographen kann eine sehr ho-
he Auflosung erzielt werden. Sie sind auf3erdem zur Analyse im ultravioletten und infraroten
Bereich geeignet. Bei einem Gitter mit /V beleuchteten Strichen und einer Beobachtung des
Spektrums in der Ordnung m gilt (Physik I11)

P 1
—=—. 199
A Nm (199)
Die Akzeptanz, d.h. der gleichzeitig beobachtbare Wellenlangenbereich ist durch
AN = A (200)
m

bestimmt, also ist die Wahl einer moglichst hohen Ordnung nicht unbedingt zu empfehlen. Fur
sehr hohe Auflosungen bei kleiner Akzepztanz werden Interferometer (Fabry-Pero) benutzt.

Feste Korper zeigen ein kontinuierliches Spektrum, leuchtende Gase dagegen ein fir jedes
Element verschiedenes Linienspektrum. In der Spektralanalyse macht man sich diese charak-
teristische Eigenschaft der Elemente zu Nutze. Da in Gasen der Abstand der einzelnen Atome
sehr grof3ist, muf3 das Auftreten von Linien aus dem Aufbau der einzelnen Atome erklart wer-
den. Die natrliche Erklarung fur das Auftreten von Linien haben wir schon bei der Behandlung
der Rontgenstrahlung eingefuihrt. Jedes Atom kann sich nur in ganz bestimmten angeregten
Zustanden mit den Energien W,,,, W,, befinden. Beim Ubergang von einem hdheren zu einem
niedrigeren Niveau (m > n) wird Licht mit der Frequenz

Wi — W,
h
erzeugt, da bei Vernachlassigung des Rickstol3impules das ausgestrahlte Photon die Energie

W., = hf = hw hat. Der Energiesatz gilt naturlich auch in Absorption, experimentell wird dies
auf zwel Arten demonstriert bzw. nutzbar gemacht.

f= (201)

a) Resonanzfluoreszenz. Das Licht einer Quelle durchquert ein kiihles Gas dessel ben Elements.
Die emittierten Photonen konnen absorbiert und re-emittiert werden. Das durchgehende Licht
wird also geschwacht und das fluoreszierende Gas strahlt in alle Richtungen.

b) Absorptionsspektren. Licht aus einer Quelle mit kontinuierlichem Spektrum durchstrahlt
gasformige Materie. Dann werden die zu dem Material gehorigen Linien aus dem Dampf ab-
sorbiert. Da die Wahrscheinlichkeit der Emission in eine ganz bestimmte Richtung relativ ge-
ring ist, beobachtet man beim Aufblick auf die Quelle ein kontinuierliches Spektrum,dem ganz
bestimmte Linien fehlen. Die Beobachtung der Absorptionsspektren diente zur Aufklarung der
chemischen Beschaffenheit der Sternatmospharen (Frauenhofer-Spektren).

Im Franck-Hertz- Versuch wird demonstriert, dal3 die die diskreten Energiezustande eines
Atoms auch durch Elektronenstol3 angeregt werden konnen, d.h. dal3 die Zustande unabhangig
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von der Absorption bzw. Emission von Photonen existieren. In einer Elektronenrdhre (Abb. 41)
wird die Abhangigkeit des Stromes von der Anodenspannung U 4 gemessen. Die Rohre ist mit
Quecksilberdampf geringen Druckes (100 Pa) gefullt. Die Kennlinie zeigt nun charakteristische
Maxima, deren Abstand hier 4.9 V betragt. Die Interpretation ist klar. Elektronen konnen bel
ihrem Weg durch das Gasihre Energietellweise (Tellchen 1) oder ganz (Tellchen 2) auf Gasato-
me Ubertragen. Elektronen mit kinetischen Energien, die kleiner sind als die fur Quecksilber
charakteristische Anregungsenergie W, = 4.9 eV werden elastisch gestreut, andern also nur
ihre Richtung und konnen im elektrischen Feld weiter Energie aufnehmen (Teilchen 1). Beim
Erreichen und Uberschreiten der Resonanzenergie W, geben sie ihre Energie an das Quecksil-
beratom ab. Der Strom sinkt ab, da die Elektronen geringer Energie nicht die Anode erreichen
konnen, sondern von dem Gitter (mit dem Potential 0.5 V) abgesaugt werden (Teilchen 2). Bei
geniigender Spannung der Anode wiederholt sich dieser Vorgang mehrmals. Mit verbesserten
Methoden gelang es, auch mehr als eine Anregungsstufe nachzuwei sen.

Geoor andwr
nepdnem Dk

r!lh tlll.hll ol LRl RO ]

L

Flgiikuesd

Abbildung 41: Versuch von Franck und Hertz zum Nachweis der diskreten Anregungsstufenim
Elektronenstol3.

Das Spektrum des Wasserstoffs. Das Spektrum des Wasserstoffs ist besonders interessant,
weil Wasserstoff das einfachste Atom ist. Balmer erkannte 1885, dal3 es im Spektrum Linien
gibt, deren Wellenlange der empirisch gefundenen Formel

2
m?2 —4

folgen, worin B eine Konstante ist (B = 364.56 nm) und m die Werte 3, 4... durchlauft. Die
Erklarung ist die folgende: Im Wasserstoff gibt es Anregungszustande

A=DB

(202)

-R
W, = n;’ (203)
also werden Photonen der Frequenz
Wy — Wy,
f==" (204)



mitn = 2 und m = 3,4,... fur die Bamer Serie ausgestrahlt. Auch die Serien zun = 1
(Lyman), n = 3 (Paschen) und n = 4 (Bracket) wurden experimentell verifiziert. Die Fest-
legung eines negativen Vorzeichens in (203) entspricht der Konvention, Bindungszustande mit
negativen Energien zu charakterisieren. Gleichzeitig wird die Balmersche Konstante B direkt
auf (145) zuriuckgefuhrt.

Es liegt nahe, die Anregungszustande eines Atoms mit den Zustanden der Elektronenhillle,
beim Wasserstoff also mit den moglichen Zustanden des Elektrons zu verknipfen. Auch bei
den anderen Elementen erwarten wir, dal3 die Spektren durch die am schwachsten gebundenen
aulderen Elektronen bzw. das aul3erste Elektron (L euchtelektron) dominiert werden.

In der klassischen Physik werden die Schwingungen ausgedehnter Kérper durch die Uber-
lagerung von Wellen interpretiert. Fur diese Schwingungen sind nur ganz bestimmte Frequen-
zen erlaubt, die bei dreidimensionalen Problemen durch 3 Quantenzahlen charakterisiert wer-
den. Wenn man diese Ideen auf die Materiewelle des Leuchtelektrons Ubertragt, wird wegen
des Zusammenhangs von Frequenz und Energie dieser Wellen sofort klar, dal? die energetisch
erlaubten Zustande eines Atoms durch 3 Quantenzahlen — wir nennen sie n, [, m — beschrieben
werden. Jede weitergehende anschauliche Diskussion von stehenden Materiewellen (z.B. Wel-
len auf Kreisbahn) fuhrt aber zu falschen Folgerungen und sollte nicht benutzt werden. Das
liegt auch daran, dal3 die Schrodingergleichung keine Wellengleichung ist.

4.2 Das Elektron im Coulombfeld

Wir suchen nun nach L dsungen der zeitunabhangigen Schrodinger-Gleichung (169) fur ein Teil-
chen in einem Kraftfeld mit einer potentiellen Energie V (r).

Der Laplace-Operator hat in Polarkoordinaten die Form

10 (,0 1 a (. 0 1 0?
A= 2 0r (T E) * 72 sin © 0O (sm@%> - r?sin? © 9¢? (209)
und deshalb gilt
10 (,0\ L
Daher machen wir den Produktansatz® +)(r, ©, ¢) = R(r)Y;..(0, ¢), der zur Differentialglei-
chung
-n*19 (,0 I(I+1)R*]

fuhrt. Den Term “CEU% nennt man Zentrifugalbarriere. Er taucht irgendwie tiberraschend auf,

ist aber notig, dadie Energie W auf der rechten Seite auch Anteile enthalt, die mit der Kinematik
der Kreisbewegung verkniipft sind. Klassisch gilt

(208)

5In diesem Abschnitt bezeichnet m die Elektronenmasse, die Quantenzahl der Komponente L . des Drehim-
pulses und eine eine laufende Hauptquantenzahl. Dies sollte nicht zu Missverstandnissen fuhern, da der Kontext
jeweilsvollig unterschiedlichist.
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Daher fallt der Zentrifugalterm weg, wenn man auf der rechten Seite die Energie in W =
Whann + W (1) zerlegt. Mit dem Ansatz

R(r) = ") (209)

ist nur noch die relativ einfach aussehende Differentialgleichung

d*u 2W, I(1+1)
zu 16sen. Diese Gleichung hat aber nur fur das Coulombpotential

—aheZ
r

V=

(211)

und das Oszillatorpotential V' = kr?2/2 analytische Lsungen®. Fir alle anderen Potentiale muRd
sie numerisch integriert werden, was aber heute kein Problem mehr darstellt. Die analytischen
Losungen fir das Coulomb-Potential sehen ziemlich kompliziert aus. Wie immer, ist es sinn-
voll mit einer dimensionslosen Variablen anstelle von r zu arbeiten. Die geeignete Skala in
einem Atom ist der verallgemeinerte Bohrsche Radius a; = ap/Z in einem Coulombfeld der
Kernladung Z. Mit der Definition

p= é (212)
lauten die Losungen fur R(r) mit
N - (é)‘”’” 13)
nun »
R, =N (22235 (; l+_z)!1)!) e " PP (2p/n) (214)

Hierinwerden mit L?(p) die sog. assoziierten L aguerre-Polynome bezeichnet, dietabelliert sind
oder z.B. in MAPLE mit dem Befehl expand(LaguerreL(q, p, p)) aufgerufen werden kdnnen.
Das alles sieht viel komplizierter aus, as esist. Zunachst einmal halten wir fest, dal? die R,
durch die Hauptquantenzahl

n=1,23,... (215)

und fur jedes n durch die Drehimpul squantenzahl

1=0,1,.n—1 (216)
charakterisiert werden. Die zu einer L dsung

Unm = RngYim (217)
gehorigen Energie-Eigenwerte des Hamilton-Operators lauten

ZQ
W, = — By (218)

n2

6Angegeben wird hier die potentielle Energie.
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Damit ist (203) beweiesen. Die Eigenwerte h”angen nur von der Hauptquantenzahl » ab. Zu
jedem n gibt also es wegen der moglichen Werte von [ und m

n—1

» @+1)=n’ (219)

=0

Eigenzustande mit gleichem Wert von 1W,,. Diese sog. ,,Entartung* ist fur m unmittelbar klar.
Bel reinen Zentralkréften ist keine Richtung ausgezeichnet, daher kann 1 nicht von der Quan-
tenzahl m abhangen. Die Entartung in [ ist jedoch ein zufallige Eigenschaft des Coulombpo-
tentials. Siegilt nur fur V' ~ 1/r, aber nicht fir andere Zentral potentiale.

Um zu verifizieren, dal3 (218) der richtige Eigenwert ist, formen wir (210) zur Differential-

gleichung

d? d I(I+1

pIB GdR L p(y_ 2 WED (220)
dp? dp n? P

fur R(p) um. Mit MAPLE &3 sich wieder einfach verifizieren, dal die Funktionen der Tabelle
3 diese Gleichung erfullen.

Wir diskutieren nun die Losungen «,, ; ., noch etwas genauer. Mit denin (214) angegebenen
Vorfaktoren sind die R, ; entsprechend

/ | Ry |?r2dr =1 (2212)

normiert und damit wird die richtige Normierung

/ PpdV = / Ry [2r2dr / Yi[2d2 = 1 (222)

sichergestellt. Die Definitionsgleichung (214) der radialen Funktionen sieht kompliziert aus.
Die Funktionen selbst werden aber fur die niedrigsten Werte von n und [ recht einfach. Sie
sind in Tabelle 3 zusammengestellt. In Abb.42 sind zwel in Abhangigkeit von p graphisch
dargestellt. Alle Funktionen mit [ £ 0 verschwinden bel » = 0.

Ry Ry

02 R - S ]
0B b e [ A
(5T S S T e e~

0.05 p-f----------- R RESSE ILRREEEREEEEE ESNG R

Abbildung 42: Die normierten Radialfunktionen R, , und R, ; as Funktion von p.
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Rn,l(p)/N
2e=°P
(1/V2)(1 = p/2)e /2
(1/v/24)pe )
(2/v27) (1= 3p+ Fp) e*P®
(4v2/(27V3))p(1 — p/6)e="/*
(V8/V5-273) e/

(1/4) (L= Gp+ 50" — 1550°) e

AW WWNN PR3
ONBRPROFROO|~

Tabelle 3: Tabelle der radialen Funktion im Coulombpotenial.

Die Wahrscheinlichkeit ein Elektron zwischen r und r +dr anzutreffenist mit dP = ¢ *ydV
nach Integration tber die Winkel durch

dP = 1*| R, |*dr (223)
gegeben. Mit der Variablen p wird daraus
dp 1

o 2 2

2, = o 1 (224)
Besonders wichtig ist natirlich die Eigenfunktion des Grundzustandes des Wasserstoff-

atoms. Die differentielle Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet

dP
—— =4p’e™ .
dp pe

Sieist in Abb. 43 dargestellt. Sie verschwindet am Kernort (p = 0) und hat ein Maximum bei
p = 1, wie man durch Differenzieren sofort sieht. Das Elektron im Wasserstoffatom iat also
am haufigsten beim Bohrschen Radius ap zu finden. Fur [ # 0 hangen die Dichteverteilungen
auch von © und ¢ ab. Esist interessant, diese Verteilungen numerisch zu studieren. Dies geht
besonders anschaulich, wenn man dreidimensionale Grafiken mit einer Punktdichte proportio-
nal zu |¢|* erzeugt. In Abb. 44 ist dies fur ¢, ; o durchgefuhrt. Auf der Webseite der Vorlesung
findet sich eine MAPLE-Routine, mit der man diese Grafiken erzeugen kann. Interessant ist
dabei auch das mathematische Verfahren, die sog. Monte-Carlo-Methode.

(225)

Die gemessenen Freguenzen (204) der Spekitrallinien werden sehr genau durch die Theorie
beschrieben, wenn man noch beriicksichtigt, daf3 es sich wegen der endlichen Masse des Protons
eigentlich nicht um ein Potentialproblem handelt. Auch in der Schrodinger-Theorie besteht
die Korrektur auf die Mitbewegung des Kerns im Ersetzen der Elektronenmasse m durch die

reduzierte Masse
mMK

Fur Wasserstoff wird die Korrektur am grofiten und betragt dort offenbar ~ (1 — 1/1836). Erst

wenn man das Spektrum mit einer Genauigkeit von > 10° untersucht, treten Abweichungen
von der hier besprochenen Theorie auf, die wir im Abschnitt 4.4 behandeln werden.

(226)

Myed =
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Abbildung 43: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Elektrons im Grundzustand des H-
Atoms, bzw. eines Z-fach geladenen lons mit einem Elektron.o = r/a .

Abbildung 44: Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢/|* des Elektrons im Zustand 51, des H-
Atoms Die Skala der Achsen ist in Einheiten des Bohrschen Radius angegeben.

Die theoretische Behandlung der Strahlungsprozesse (Wahrscheinlichkeit, Form der Spek-
trallinien) geht Uber die Schrodinger-Theorie hinaus, da diese nur Einteilchen-Zustande disku-
tiert. Dieses Problem wird eigentlich erst in der Quantenel ektrodynamik gelost. Trotzdem kann
es auch in der nichtrelativistischen Quantenmechanik naherungsweise behandelt werden. Wir
werden darauf in Kap. 6 zuriickkommen.
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4.3 Spin und magnetisches Moment des Elektrons

In der klassischen Elektrodynamik ist das magnetische Moment p einer von einem Strom [
umflossenen Flache A definiert als
nu=1I1A . (227)

In einem homogenen magnetischen Feld (Induktion B) wirkt auf diesen Dipol eine Drehmo-
ment
T=pxB , (228)

dasversucht A parallel zu B auszurichten. Dann hat die potentielle Energie

Wyor = —uB (229)
ein Minimum. In inhomogenen Magnetfeldern tritt zusatzlich eine Kraft

F, =uVB, (230)
(und entsprechend furr die anderen Komponenten) auf.

Im klassischen Atommodell beschreibt das Elektron eine Kreisbahn. Der zugehorige Strom
ist durch I = ef gegeben, also gilt firr den Betrag des magnetischen Moments 11 = efrr? bzw.

mit’ L = m.r’w
e

I (231)

- 2m,
In Vektorform lautet diese Beziehung

e

p=- (232)
2m,

Der Vektor des magnetischen Moments steht wegen der negativen Ladung des Elektrons anti-

parallel zum Drehimpulsvektor. In der Quantenmechanik wird entsprechend der Quantisierung

des Drehimpulses (232) in

o= —/%BL (233)

mit
p=pp\/I(l+1) (234)

und
(L, = —ppm (235)

umgeformt, wobei das Bohrsche Magneton 1.5 durch

h
pp = — (236)

- 2m,
mit dem Zahlenwert 15 = 5.7884 - 10~ eV/T definiert ist. Fur die Energie im im Magnetfeld
gilt entsprechend

Wpot = mMBB ) (237)

"In diesem Abschnitt miissen wir die Elektronenmasse durch einen Index kennzeichnen, dam auch as Quan-
tenzahl gebraucht wird.
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d.h. die Energien und die dazugehorigen Einstellmoglichkeiten des magnetischen Moments
sind quantisiert. Die magnetischen Energien sind allerdings klein. Selbst in dem sehr hohen
Magnetfeld von 10 T gilt AW, ~ 6 - 10~* eV. Die beobachteten Spektren der Atome liefern
jedoch eine glanzende Bestatigung dieser Zusammenhange.

Bisher wurden nur die magneti schen Effekte des Bahndrehimpul sesbehandelt. Das beriihmte
Experiment von Stern und Gerlach bewies aber, dald Elektronen auch im Zustand [ = 0 en
magnetisches Moment und damit einen Drehimpuls haben. Dieser wird Spin genannt. Im Ex-
periment wird ein Strahl von Wasserstoffatomen durch ein inhomogenes Magnetfeld (Abb. 45)
geschickt. Das urspriingliche Experiment wurde mit Silberatomen durchgefiihrt. Das macht
aber keinen Unterschied, da auch der Grundzustand des Silbers | = 0 hat. Falls das Elektron
ein magnetisches Moment besitzt, richtet sich dieses auf der Strahlachse (z, y = 0) entlang der
z-Achse aus. Zusatzlich wirkt die Kraft

o (239

0z
welche den Strahl entsprechend der Einstellmaoglichkeiten von 1., in verschiedene Strahlen auf-
spaltet. Das ungeheuer Uberraschende Ergebnis des Versuchs war nun, dal3 hinter dem Ma-
gneten zwei Teilstrahlen gefunden wurden. Unter der Annahme, dal3 die Quantisierung des
magnetischen Moments wieder durch die Quantisierung des Drehimpulses erfolgt, ergibt sich

fur die Spinquantenzahl s in
Se =/s(s+ 1)k (239)
zwingend s = 1/2und s, = +1/2, dso

1
S, = 5\/55 (240)

mit den z-Komponenten
1
S, = iéh . (241)

Die Untersuchung der Spektren von Atomen im Magnetfeld zeigte nun, dal3 die magnetische
Energie durch
Wt = +1pB (242)

gegeben ist. Der Zusammenhang (237) mul3 aso zu
Wpot = gszMBB (243)

mit ¢ = 2 modifiziert werden. Gewarnt durch dieses Ergebnis wird man aso (233) folgend den
allgemeinen Zusammenhang zwischen einem Drehimpuls J im Atom und dem dazugehorigen

magnetischen Moment p durch

uz—ﬁ%J (244)

festlegen. Der Anomaliefaktor ¢ hat die speziellen Werte g = 1 fur den Bahndrehimpuls und
g = 2 fur den Spin der Elektronen. Diesfihrt zu komplizierten g-Faktoren, fallsder Drehimpuls
der Elektronenhtille aus Bahn- und Spinanteilen zusammengesetzt werden mul3. Darauf werden
wir noch naher eingehen.
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Abbildung 45: Der Versuch von Stern und Gerlach zum Nachweis von Spin und magnetischem
Moment des Elektrons. Aus Haken, Wolf Atom- und Quantenphysik.

Spin und Magnetismusder Elektronen haben ihre vollstandige Aufklarung in Diracs Theorie
relativstischer Elektronen gefunden. Paul A.M. Dirac suchte nach einer Differentialgleichung
fur die y-Funktion, die sowohl in den den Ableitungen nach der Zeit als auch nach dem Ort nur
von 1. Ordnung war und gleichzeitig den relativistischen Energiesatz

(/P2 + mzet ) v = W (245)

erfullte. Er fand, dal? dies moglich war, wenn anstelle der einfachen W-Funktion vier 4-kompo-
nentige Spaltenvektoren
U
(e
U, = 246
s (246)
e

als Losung zugelassen wurden (Nobelpreis 1933). Er konnte zeigen, dal3 die Losungen ¥; mit
i = 1,2 zu den zwel Zustanden eines relativistischen Elektrons mit Spin 1/2 gehoren. Die
beiden anderen L dsungen gehoren zu einem Spin 1/2 Teilchen mit positiver Ladung! Die Po-
sitronen, die Antimaterie der Elektronen, waren zu dieser Zeit noch nicht entdeckt und wurden
spater von Carl D. Anderson (Nobelpreis 1936) in der Reaktion

v+ Kern — e~ + e + Kern (247)

unter Verwendung hochenergetischer Photonen aus der Hohenstrahlung gefunden. Die Existenz
von Antimaterie, d.h. von Teilchen, deren Masse exakt gleich der Teilchenmasse it, die aber
in Quantenzahlen wie der Ladung sich im Vorzeichen von den Teilchen unterscheiden, ist eine
der wichtigsten Entdeckungen der Atomphysik.

Ahnlich wie im Fall der Schrodingergleichung wird die Dirac-Gleichung auf Teilchen in
aulleren Feldern erweitert. Besonders wichtig ist die Untersuchung der Losungen in einem
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statischen Magnetfeld. Die zu den Spinkomponenten s, = +1/2 gehdrigen Eigenwerte der
potentiellen Energie lauten
Wpot - iMBB (248)

wiein (242). Das sog. anomale magnetische Moment der Elektronen hat damit eine fundamen-
tale Erklarung gefunden.

Fur die spateren Anwendungen ist es wichtig, dal3 im Grenzfall v — 0 die Losungen der
Dirac-Gleichung in die Losungen V¥ s der Schrodingergleichung tibergehen, die mit zweikom-
ponentigen Spaltenvektoren zur Bezeichnung der Spinzusténde (m,; = +1/2) multipliziert wer-
den, also

U, - Uy (é) (249)
fur ,Spin auf* und
Uy — g (‘1)) (250)

fur ,,Spinab*.

Zum Abschluf3 soll noch die Frage behandelt werden, warum der Stern-Gerlach-Versuch mit
Atomen und nicht direkt mit freien Elektronen durchgefiihrt werden muf3. Man konnte zunachst
meinen, dal3 die Ablenkung der Elektronen im Magnetfeld unterdriickt werden mul3. Es ist
zwar wesentlich einfacher einen geraden Magneten mit starkem Gradientenfeld zu bauen, aber
prinzipiell ist durchaus denkbar, die z-Achse des Magneten in Abb. 45 entlang der Sollbahn
der Elektronen zu krimmen. Auf dere anderen Seite hat jedoch jeder Strahl, dessen Zentrum
sich im Ursprung der Abb. 45 befindet, eine endliche Ausdehnung 2Ay. Ein Teilchen mit den
Koordinaten y = Ay, z = 0 erfahrt die Lorentzkraft

F, =evB, = evaa—iyAy = —ev%Ay , (251)
wobei die letzte Umformung wegen VB = 0 und B,=0 gilt. Damit eine Aufspaltung des
Strahls beobachtet werden kann muf3 nun die Kraft auf das magnetische Moment grof3 ge-
genulber der Lorentzkraft sein, a'so

0B, 0B,
HB =5 > ev Ay . (252)

0z
Die letzte Bedingung wird leicht in pAy < /2 und wegenp > Ap, in

K
Ap,Ay < 5 (253)

umgeformt. Diese Beziehung widerspricht aber der Unscharferelation!
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4.4 Die Feinstruktur

Eine genaue Untersuchung des Linienspektrums des Wasserstoffs zeigt eine charakteristische
Abweichung von der Schrodingerschen Theorie, die Linie spalten in Multipletts mit nahe bei-
einander liegenden Wellenlangen auf. Haufig werden Liniendubletts beobachtet, aber es gibt
auch kompliziertere Strukturen, in denen es aber immer ein intensiv leuchtendes Dublett gibit.
Dies hangt mit den noch zu besprechenden Auswahlregeln zusammen. Am bekanntesten ist
das Dublett der Natrium D-Linie. Die gelbe Farbe des Natriumdampfes kommt von der sog.
D-Linie. Schon mit relativ einfachen Mitteln kann die Aufspaltung demonstriert werden. Im
Wasserstoff sind die Aufspaltungen geringer, die H,,, Hg, H,-Linien der Balmer Serie zeigen
Aufspaltungenvon (1.5, 0.8, 0.9) - 1072 nm, zum Nachweis sind al so Spektral apparate mit einer
Auflosung von =~ 10~° nétig.

Der Grund fur das Auftreten der Feinstruktur ist die Wechselwirkung der magnetischen
Momente des Spins und des Bahndrehimpulses des Elektrons. Die Wechselwirkunsenergie
zweier klassischer Dipoleist proportional zum Produkt der magnetischen Momente, also

Wrs =apppg (254)

worin a eine (berechenbare) Konstante ist. Da die magnetischen Momente proportional zum
Drehimpuls sind formen wir die letzte Gleichung zu

Wrs = d'LS (255)

um. Hier ist die Spin-Bahn-Kopplung unmittelbar sichtbar. In der Quantenmechanik sind nicht
alle Wertevon LS erlaubt. Der Spinwird sich z.B. im Magnetfeld des Bahndrehimpul ses nach
den Regeln der Richtungsguantisierung einstellen. In der Quantenmechanik werden die Regeln
fur die Zusammensetzung zweier Drehimpulse

J=L+8 (256)

abgeleitet. Der Gesamtdrehimpul s habe die Betragsquantenzahl .J, fir die anderen gilt entspre-
chend L und S. & Bei gegebenem L und S mit L > S sind die erlaubten Werte von .J durch die
Folge

J=L+S L+S—-1, ...|L-S5]| (257)

gegeben, das sind 25 + 1 mogliche Werte von .J. Fur den spateren Gebrauch geben wir noch
die Regel
J,=L,+S, (258)

der Addition der dritten Komponenten zweier Drehimpulse in der Quantenmechanik an.

Nach den Gesetzen der Quantenmechanik wird die Korrektur an den Energietermen der
Schrodinger Theorie durch das Integral

AWpg = /T/J*WFST/)dV (259)

8Wir folgen hier dem Brauch, groRe Buchstaben fiir die Quantenzahlen zu verwenden. Das st sehr niitzlich bei
Systemen mit mehreren Elektronen. Ein Verwechslung mit dem Betrag des Drehimpulses (z.B. |J| = J) sollte
durch den Kontext weitgehend ausgeschlossen sein. Fir ein einzelnes Elektron verwenden wir aber weliter kleine
Buchstaben fir die Quantenzahlen.
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berechnet, worin Wgg aus (254) als Operator aufgefaldt wird. Sofort taucht das Problem auf, dal3
zuerst die Eigenfunktionen ) des Hamilton-Operators zu Zustanden mit definierten Werten von
J, L, S gefunden werden missen. Esist aber ein typisches Vorgehen der quantemechanischen
Storungstheorie, im ersten Schritt die L dsungen des ungestorten Problems zu verwenden. Damit
reduziert sich (254) auf ein Volumenintegral Uber | R,,;|*. Die Durchfilhrung der Rechnung ist
kompliziert, da verschiedene rel ativistische Korrekturen angebracht werden mussen.

Nach (139) ist der klassische Ausdruck fir die kinetische Energie Wi, = afic/2r. Wenn
man fur » den Bohrschen Radius (144) einsetzt, folgt

v=ac . (260)

Es sind also offenbar relativistische Korrekturen notig, die kompliziert sind, daessich bei einer
Kreisbahn um eine beschleunigte Bewegung handelt!

Anstelle die Berechnung dieser Korrekturen in der Schrodinger Theorie nachzuverfolgen,
geben wir die die Eigenwerte der Energie eines Elektrons im Coulombfeld an, wie sie als
Losung der Dirac-Gleichung gefunden werden. Dies ist im Grunde genommen das richtige
Vorgehen, da es sich ja offenbar um ein relativistisches Problem handelt und Spin und magneti-
sches Moment des Elektrons ebenfalls relativistische Effekte sind. Eine Behandlung der Dirac
Gleichung und insbesondereihrer Losungen im Coulombfeld geht weit Uber den Rahmen dieser
Vorlesung hinaus, wir kdnnen das Ergebnis nur angeben

|
N

aZ

W:W()@ 1+ 2
(n=G+H+ i +32-a)

(261)

Um diese komplizierte Formel zu interpretieren, entwickeln wir sie nach Potenzen von «?.
Dazu betrachten wir die ersten Terme der Taylorreihe

dW
WeaWoell+ —a?+
’ da?

1 W 4) (262

2d(a2)2”
Diese Rechnung gelingt mit MAPLE sehr einfach. Die beobachtbaren Energiewerte werden
nach Abzug der Ruheenergie gefunden, 1, ; = W — W ., und sind durch

3 a? a?
W,, =W, |[1l-"—+ —— 263
J ( 12 +n<j+%>> (2639

gegeben. Hierinist W, der Energie Eigenwert der Schrodingerschen Theorie. Dierelativistisch
korrekten Werte sind demgegeniiber um den Wert

R,a? n 3
AWpg = =2 _ 264

abgesenkt. Zu jedem Wertepaar (n, [) mit [ > 1 gibt es zwei Werte von j

1
j=l£5 (265)
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j 25+1LJ
U2 | 125,
U2 | 228,
1/2 22P1/2
312 | 2Py,
12| 35y,
1/2 32P1/2
312 | 3Py,
312 | 32Dy,
5/2 | 32D,

}entartet

}entartet

}entartet

WWWWWNNNPF|S
NNRRORPRRFROO|~

Tabelle 4: Tabelle der niedrigsten Zustande im Wasserstoff bel Beriicksichtigung der Feinstruk-
tur.

wobei die Regeln furr die Quantenzahlen wiein der Schrodinger-Theorie lauten. Wichtigist, dal3
die [-Entartung der nichtrelativistischen Theorie auch in der relativistischen Losung erhalten
bleibt. Diese Zusammenhange werden nochmal in Tabelle 4 erlautert. Wir geben zusétzlich
die alte spektroskopische Notation 2°+1 I ; der Zustande an. Der Wert des Drehimpulses L wrd
durch die historischen Bezeichnungen S, P, D, ... fir L = 0,1, 2, ... ersetzt®. |m Wasserstoff
mit nur einem Elektron gilt natirlich L = [, S = s, und J = j. Der Index 25 + 1 wird
as Multiplizitét bezeichnet, weil er fur L > S tatsachlich die die Multiplizitat der Terme mit
festem L und S angibt. Der Term mit » = 1 wird nicht aufgespalten, das Gleiche gilt fur
n=2 1=0.

Die starkste Absenkung fur n» > 1 haben die Terme

50 R
2251/2, 22P1/23 AWFS = 64 Y
o’R
22P3/23 AWFS == 64y (266)

die Aufspaltung des 22P Terms betragt daher o*R,, /16, also ein wirklich kleiner Effekt. Zu
beachten ist allerdings, dal3 Atome mit hohem 7, die sich wassertoffahnlich verhalten, grofie
Feinstruktur-Aufspaltungen zeigen, dadann o2 in (264) durch Z2a? ersetzt wird.

Die erste Linie des Wasserstoffspektrums, die eine Feinstruktur zeigt ist die H,, Linie, die
dem Ubergang von n = 3 nach n = 2 entspricht. Die Abb. 46 zeigt die Energieterme und die
erlaubten Ubergange. Diese entsprechen den Auswahlregeln

Al =1 Aj=0,+1, (267)

die wir spater begrinden werden. Die Dublett- bzw. Triplettstruktur der Terme fuhrt also zu
einem Linienmultiplett mit 5 Linien!
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Abbildung 46: Termschema der Feinstruktur fur die H,-Linie im Wasserstoff.
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Abbildung 47: Der Versuch von Lamb und Retherford. Aus Haken,Wolf Atom- und Quanten-
physik.

4.5 Die Lambshift

In den Jahren 1947 bis 1952 konnten Lamb und Retherford zeigen, dal3 auch die /-Entartung
im Wasserstoff aufgehoben ist (Nobelpreis fur W. Lamb 1955). Die dadurch bedingte Auf-
spaltung der Energieterme ist sehr klein, maximal 4 - 105 eV. Lamb und Retherford benutzten
keine optischen Methoden, sondern die in Abb. 47 dargestellte Mikrowellen-Apparatur. Der
aus dem Ofen austretende Strahl von H-Atomen durchquert einen Elektronenstrahl. Durch in-
elastische Stoflse wird ein kleiner Teil der Atome angeregt, z.B. in die moglichen Zustande mit
n =2,AW = R,/4. H-Atomeim Zustand 2P, ;, und 2% Py, gehen wegen der Auswahlregel

SVorsicht! Inder Spektroskopiewird also S als Bezeichnung firr die Spinquantenzahl und als Symbol fir L = 0
munter nebeneinander verwendet!
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Al = 1 fir optische Ubergange sofort in den Grundzustand ilber. Der Zustand 225, /2 kann
dies nicht, er ist metastabil. Auf dem Wolframblech des Detektors geben die angeregten Ato-
me sehr leicht das Elektron ab und es wird ein Strom gemessen, der proportiona zur Anzahl
der auftreffenden angeregten Atome ist. Im Resonator konnen durch Einstrahlung von Mikro-
wellen (f = 1..10 GHz) Ubergange in die 2 P-Zustande induziert werden, die dann sofort in
den Grundzustand Ubergehen. Wenn die Resonanzfrequenz erreicht wird, sinkt der Strom im
Detektor ab, da H Atome im Grundzustand eine hohe Elektronenaffinitét haben. Die Experi-
mentatoren fanden eine starke Abnahme bei einer Einstrahlung von ca. 10 GHz, was nur grob
der berechneten Feinstrukturaufspaltung entspricht. Zusatzlich gibt es aber eine Abnahme bei
1059 MHz, d.h. der 225, j,-Zustand ist 4.37 - 10~° €V von einem anderen Zustand entfernt. Es
ist der 22 P, j,-Zustand (Abb. 48).

Bohr Dirac Q.E
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Abbildung 48: Die Aufspaltung und Verschiebung der Feinstrukturtermemit n = 2 in der QED.
Aus Haken,Wolf Atom- und Quantenphysik.

Diese Aufhebung der /-Entartung kann nur in der Quantenelektrodynamik (QED) richtig
beschrieben werden. Die Schrodingergleichung der nichtrelativistischen und die Diracglei-
chung der relativistischen Quantenmechanik erlauben die Berechnung von Zustanden eines
Einteilchen-Systems. Prozesse, wie die Absorption und Emission von Photonen kdnnen nur
mit zusétzlichen Annahmen behandelt werden. Darauf werden wir spater zuriickkommen. In
der QED als Teil der Quantenfeldtheorie ist die Teilchenzahl keine Konstante, Teilchen konnen
erzeugt und vernichtet werden. Neben der Emission und Absorption von Photonen kann also
auch z.B. die Erzeugung und Vernichtung (Zerstrahlung) von Elektron-Positron-Paaren berech-
net werden.

Fur Streuprozesse wurde in der QED eine sehr méachtige Bildersprache — die Feynmangra-
phen — entwickelt. Uber die Visualisierung hinaus beinhalten sie Rechenregeln, mit deren Hilfe
die quantenmechanische Amplitude des Prozesses berechnet werden kann. Die Abb. 49a zeigt
den Graphen fir die Streuung eines Elektrons im Coulomb-Potential, das hier durch das Kreuz
angedeutet wird. Die Emission eines Photons (Bremsstrahlung) wird in Abb. 49b gezeigt. Eine
Emission (oder Absorption) von Photonen durch freie Elektronen (Abb. 49c) ist nicht moglich,
dader Energiesatz

W =w+W, (268)

68



DD
< 3
P~ >a<

Abbildung 49: Feynmangraphen der Elektronenstreuung.

verletzt wird. Als einfachstes Beispiel berechnen wir die kollineare Abstrahlung eines Photons.
Die Energien der Elektronen ersetzen wir durch ihre Impulse und erhalten fir die Energiediffe-
renz zwischen Anfangs- und Endzustand

AW = \/p2c2 + m2c* — \/p* + m2ct — W, . (269)

Nun entwickeln wir die Wurzel fur grol3e p, p’

2.3 2.3

m*c m*c
AW = pe+ —ple—
2p

TR (270)

Der Impulssatz gibt aber p = p' + W, /c dsoist

m?*  m*®  W§W,
aw =T S (271)

die angenaherte Verletzung des Energiesatzes. In der Quantenmechanik ist eine solche Verlet-
zung jedoch fur die Zeitspanne At = i/ AW erlaubt. Daher sind Prozesse wiein Abb. 49d, bei
denen das emitierte Photon nach kurzer Zeit wieder absorbiert wird, moglich. Diese Graphen
beschreiben typisch die Wechselwirkung eines Elektrons mit seinem Strahlungsfeld und fuhren
zur Formel (36).

Photonen, die den Energiesatz nicht erfillen, nennt man virtuelle Photonen. Mit ihrer Hilfe
kann man zunachst einmal die Potentialstreuung selbst (oder die Elektron Proton Streuung) als
Austausch virtueller Photonen verstehen (Abb. 49e). Die Graphen der Selbstenergie, Vertex-
korrektur und Vakuumpolarisation (Abb. 49f-h) sind dann Korrekturen hoherer Ordnung zum
Graphen der Streuung.

69



Fur gebundene Systeme werden die Feynmangraphen nicht verwendet, die physikalischen
Zusammenhange bleiben aber gleich. Die schwierige Rechnung der QED-Korrektur der Ener-
giewerte ergibt fir den Zustand 225, /2 €ine Anhebung der Energie um

0*R 1 19
AWy = 2 (1 i 272
Wiams = = <n16.639a2+30> ’ (272)

was einer Frequenz von 1039.31 MHz entspricht. Die P-Terme werden ein wenig angehoben,
die numerische Korrektur ist aber nur etwa 1% von (272) und das Gesamtergebnis der sog.
Lambshift lautet

Af(2°Si/2 — 2°Pijp) = 1052.19 MHz . (273)

Der Hauptbeitrag hierzu kommt von der sog. Vertexkorrektur ((Abb.49e)). Die physika-
lisch besonders interessante Vakuumpol arisation tragt nur 27 MHz bei. Die Vakuumpolarisati-
onist prinzipiell wichtig, dasie zeigt, dal3 die Quantenfluktuationen des Vakuums (des Zustands
ohne Materie) einen mef3baren Effekt haben. Das elektrische Feld erzeugt kurzlebige Elektron-
Positron-Paare. Die die durch eine Wolke von Elektron-Positron-Paaren bewirkte Abschirmung
der Ladung des Kernsim Spektrum des Wasserstoffatoms tragt etwa 2.7% zu (273) bei.

Rechnungen und Messungen sind standig verfeinert worden. Die Ubereinstimmung der
Messung mit der theoretischen Vorhersage ist Uberwaltigend. Die Feinstruktur des Wasser-
stoffspektrums diente daher zu einer genauen Bestimmung von «. Der beste Wert ist heute
1/a = 137.03599976 mit einer Unsicherheit von 50 in den letzten beiden Stellen.
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4.6 Die Hyperfeinstruktur

Bis auf die Korrektur der Rydbergenergie auf die Mitbewegung des Kerns haben wir das Was-
serstoffatom als ein Elektron im Coulombfeld behandelt. Das Proton ist aber ein reales Teilchen
mit einem Radius, Spin und magnetischem Moment. Der Bohrsche Radius ist verglichen mit
dem Radius des Protons so grol3, dal3 es erlaubt ist, das Proton als punktformig zu behandeln.
Bel Kernen mit hohem Z gibt es aber durchaus beobachtbare Effekte im Spektrum der Ato-
me, die mit dem endlichen Kernradius zusammenhangen. Beim Wasserstoff ist der theoretische
Fehler in der Behandlung der Lambshift mit der Ungenauigkeit in der Kenntnis des Protonradi-
us verknipft.

Den Einflul® der endlichen Masse des Protons wurde schon in Abschnitt 4.2 behandelt. Aus
(226) folgt, daf’ beim Vergleich mit den Experimenten in alen Formeln R,, durch

1

TS (274)

Ry,H = Ry
ersetzt werden mul3. Die Korrektur betragt etwa 1/2 Promille. Der genaue Zahlenwert ist
R, = 13.599 eV.

Auch das Proton hat einen halbzahligen Spin, I mit den Spinquantenzahleni = 1/2 und
i, = +1/2. Der Beweis fir den halbzahligen Spin erfolgt in Experimenten, die ahnlich zum
Stern-Gerlach-Versuch aufgebaut sind. Wenn das Proton ein elementares Fer mion wie das El ek-

tron ist, erwarten wir
e

P gp2—]\/[p
mit g, = 2 fur das magnetische Moment. Die Messungen ergaben aber g, = 5.5855, das

Proton hat ein anomales magnetisches Moment, dessen Zahlenwert mit der inneren Struktur
des Protons zusammenhangt.

L I (275)

In einem Magnetfeld richtet sich der Kernspin aus, die Richtung des Feldes legt eine Quan-
tisierungsachse fest. Die Wechselwirkungsenergie

W=—p B (276)

p

hat daher mit i, = +1/2 die quantenmechanisch erlaubten Werte

W= $%MKB — T2.79uxB | 277)
worin "
e
- 278
1274 2Mp ( )

ein Kernmagneton mit dem Zahlenwert 3.1525 - 1072 eV/T ist.

Ein Magnetfeld am Ort des Kerns wird auch vom Elektron erzeugt. Der erste Anteil kommt
vom magnetischen Moment p, des Elektrons. In den Lehrbiichern wird meist

B fo 3n(n - p,) — B, (279)
47 73
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asdas Feld in einer Richtung n im Abstand » von einem punktformigen Dipol angegeben. In
dieser Gleichungist jio = 47 - 107 VSA~'m~1 die magnetische Feldkonstante und » der Ein-
heitsvektor in Richtung des Radiusvektors. Fur das Volumenintegral Giber das magnetische Feld
einer Stromverteilung gilt der allgemeine Satz (siehe z.B. Jackson, Klassische Elektrodynamik)

2
/BdV = 3Hob (280)
worin p das elngeschlossene magnetische Dipolmoment ist. Diese Bedingung wird von (279)
nicht erfillt. Die Integration Uber die Richtungen ergibt null, damit verschwindet das Integral
ungeachtet der Polstelle im Nenner. Durch Hinzufiigen des Terms

2
B; = gt (r) (281)
lautet der erste Antell
B, = o (Bnn ) —phe | BT (282)
A7 r3 3

und erfllt nun (280). Aul¥erhalb r» = 0 ist diese Formel mit (279) identisch.

Von der Bahnbewegung des Elektrons wird ebenfalls ein Magnetfeld am Ort des Kern er-
zeugt. Das Gesetz von Ampére ergibt nach kurzer Umformung

By=" (283)

drr3m

Beide Anteile des Feldes setzen wir in (276) ein und erhalten den klassischen Ausdruck

Ho
473

2
Wmagn = __M()p’el"l’p(;?)(r) +

3 (upue — 3(u,m) (1.m) — %%L) (284)

fur die Wechselwirkungsenergie der Hyperfeinstruktur. (In der 6-Funktion liegt jetzt » = 0 am
Ort des Kerns, dies gilt wegen §(—x) = §(x).)

Nun benutzen wir (284) zur Berechnung des quantenmechanischen Erwartungswertes der
Energieverschiebung

Awmyi/w etV (285)

Fur Wellenfunktionen mit [ # 0 tragt nur der Term in der grof3en Klammer von (284) bei, da
sie einen Knoten bel » = 0 besitzen. Umgekehrt ist fir eine s-Welle nur der erste Term rele-
vant, da der Beitrag der grof3en Klammer verschwindet. Dies kann man sich folgendermal3en
klarmachen. Der dritte Term verschwindet wegen [ = 0. Fur [ = 0 sind die v-Funktionen
winkelunabhangig. Das Integral Uber den ersten Term ergibt also 47, p,,. Zur Berechnung des
Integral Uber den zweiten Term in der grof3en Klammer von (284) werden die Skalarprodukte
ausmultpliziert. Esgilt

(Bp10) (BeTe) = 1 iy bt + Nghtpyhley + 2k zhte, + gemischte Terme . (286)
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In Polarkoordinaten ergibt sich fur die Quadrate der Komponenten der Einheitsvektoren

n2 = cos’¢sin’ O
nz = sin? ¢sin’ O (287)
n? = cos’©

Die gemischten Terme enthalten cos ¢, sin ¢ oder sin(2¢), und verschwinden daher bei der In-
tegration. Die quadratischen Terme ergeben im Integral jeweils einen Faktor 47 /3 und damit
wird das Integral des ersten Terms exakt durch das Integral des zweiten Terms aufgehoben.

Jetzt 1al3t sich die Hyperfeinstruktur fur [ = 0 leicht berechnen

2
AWyps = —§M0<Meﬂp>|@/}n,o(0)|2 ; (288)

der Erwarungswert von ., B wird also durch den Erwartungswert von p, ., ersetzt. Die ma-
gnetischen Momente sind mit den Drehimpul sen verkniipft, also gilt

SI
AWHFS == CL< hQ > (289)
mit A
a= g,uo,uls'lhwgp|@/)n,0(0)|2 : (290)
Aus Tabelle 2 und 3 lesen wir die Beziehung
a0 = — (29)
n,0 — n3a3Z
ab und mit egp9 = 1/c¢? ergibt sich
.8762-107°
8g,m °p 5.8762 - 10 oV (292)

“= 3n3Mpa Y n3
Spin und Kernspin setzen sich zu einem Gesamtdrehimpuls F zusammen, F = I + S. Mit
F? =1*+ 8% 4 218 gilt

<§L2I> :%(f(f+1)—i(i+1)—s(s+1)) (293)

und daher wegeni = s = 1/2

AWms:g<ﬂf+D—g>- (294)

Die Quantenzahl f kann hier die Werte O und 1 annehmen. Die grofite HFS-Aufspaltung gibt
esim Grundzustand (n = 1), namlich

AWars(f = 1) — AWgps(f =0) = a (295)
mit der zugehorigen Wellenlange der Strahlung von 21.099 cm.
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Das interstellare Gas der Galaxien besteht aus Wasserstoff. Die Beobachtung der HFS-
Ubergange (21cm Linie) hat sich zu einem wichtigen Arbeitsgebiet der Radioastronomie ent-
wickelt. Hiermit wurde u.a. die spirale Struktur der Milchstral3e bestimmt. Der im Labor
gemessene Wert der HFS-Aufspaltung weicht um etwa 1 promille vom theoretischen Wert ab
(AWyps = 5.6847 - 107¢ eV). Der g-Faktor des Elektrons ist nicht exakt 2. Aufgrund der
Strahlungskorrekturen also der Wechselwirkung des Elektrons mit seinem Feld ergibt sich eine
kleine Korrektur, die in der QED berechnet werden kann. Der Hauptbeitrag stammt vom Dia
gramm der Abb. 49g. Aus den Messungen der Hysperfeinstruktur ergab sich ¢ = 2.0023, was
gut mit der theoretischen Naherung

201+ 1) (296)
2
Ubereinstimmt.
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n
—
= P—
4 F=1
3Pz 3Dgp2 3Pyy 3Dgp 7 LT F=0
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Bohrsche Feinstruktur Lamb-Verschiebung Hyperfein-
Energieniveaus nach Dirac struktur
2 Schrodinger- 21-s- Kopplung 2 Strahlungs- 2 Kerneffekte
gleichung ohne + relat. Massen- korrektur (QED)
Spin zunahme

Abbildung 50: Das vollstandige Termschema des Wasserstoffs. Aus Demtroder, Experimental -
physik.

Fur [ # 0 wird die theoretische Berechnung der Hyperfeinstruktur ungleich komplizierter,
das Ergebnis kann aber sehr einfach zusammengefal3t werden,

AWnrs = 5 (f(f+1) —i(i +1) = j(G + 1)) (297)

NS

mit
_ 29,m 1
T, ViGN )
Hierin ist j die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses des Elektrons. Ersichtlich ist in dieser
Formel das abgeleitete Resultat fur [ = 0 enthalten. In der Abb. 50 wird das Ergebnis dieses
Kapitels Uber das Spektrum des Wasserstoffatoms nochmals dargestellt.

(298)
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5 Atombau und Spektrallinien I, Atome mit mehreren Elek-
tronen

5.1 Die Alkali-Atome

Die chemische Verwandtschaft der Alkalimetalle mit dem Wasserstoff ist schon sehr frith gefun-
den worden. Die Perioden des Periodensystems der Elemente beginnen ab der zweiten Periode
mit einem Alkalimetall. Am bekanntesten sind das Lithium (Z = 3), das Natrium (Z = 11)
und das Kalium (Z = 19). Die Spektren dieser Atome kdnnen nur verstanden werden, wenn
es verschiedene Termserien gibt, zwischen denen Ubergange stattfinden. Betrachten wir das
Termschema des Natriums (Na) in Abb. 51. Es zeigt 5 Termserien mit den historischen Namen
S, P, D, F fur sharp, principal, diffuse, fundamental. Ubergange gibt es zwischen Nachbarn
ungleichen Namens. In Absorption, d.h. in Ubergangen vom Grundzustand werden nur die
P-Serien erreicht.

2 2 2 2 2
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Abbildung 51: Termschema des Natrium-Atoms. Angabe der Welleninge in 107 m. Aus
Demtroder, Experimental physik.

Wir behandeln nun die atomtheoretische Erklarung des Termschemas. Die Alkaliatome
ahneln dem Wasserstoff, weil ihre Eigenschaften im wesentlichen von einem Elektron, dem
aul3eren Elektron bestimmt werden. Die inneren Elektronen dienen nur zum Abschirmen der
Kernladung. Diese Abschirmung gelingt nicht vollstandig und sie ist abhéangig vom Abstand
r. Bei groRen r gilt V' = —ahe/r, nahe am Kern hingegen V' = —Zahe/r. Das Elektron
interpoliert zwischen beiden Werten (Abb.52) und das resultierende Potential hat keine reine
1/r Abhangigkeit mehr, die [-Entartung ist aufgehoben. Die Termserien S, P, D, F' werden den
Werten ! = 0, 1, 2, 3 zugeordnet. Spin und Bahndrehimpuls des ,,Leuchtelektrons' kombinieren
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zu einem Gesamtdrehimpuls, J = L + S. Die Termserien werden daher durch die spektrosko-
pische Notation der Tabelle 4 gekennzeichnet. Die Feinstruktur-Aufspaltung der P-Serieist so
grof3, dal3 zwei getrennte Serien gezeichnet werden. Am bekanntesten ist die sog. Natrium-D-
Linie, diefir das gelbe Licht der Na-Lampen verantwortlich ist. Die Wellenlangen sind 589.59
und 588.99 nm.

vir)

Abbildung 52: Das effektive Potential in einem Atom mit mehreren Elektronen. Aus Mayer-
Kuckuk, Atomphysik.

Fur viele Zwecke reicht es aus, mit einer effektiven Kernladung Z.¢, also

h
V= —Zg (299)
r
zu rechnen. Fur die Energie des Grundzustands folgt dann W = —R,Z2%;/n?. Wir nehmen

das Ergebnis vorweg, dal3 in jeder Periode die Hauptquantenzahl » des ersten Elektrons um 1
erhoht wird. Dadie lonisierungsenergie des Natriums 5.14 eV betragt, folgt alsomitn = 3 ein
Wert von Z.¢ = 1.84, was nicht unverniinftig erscheint.

Eine Abweichung vom Wasserstoffspektrum (218), 1&/3t sich auch durch eine Modifikation
des Nenners erreichen
Ry
n —d(n, )2’
worin der sog. Quantendefekt ¢ fur hohere Werte von n, [ rasch gegen O strebt, das Spektrum
wird wasserstoffahnlich!

Wiy = — (300)

Fur Kerne mit Z # 1 ist die Feinstrukturaufspaltung der P-Terme a/(2n?), worin a =
Z**R, gilt. Der Faktor Z* ist eine Folge der Tatsache, daf3 « in (261) durch Z« ersetzt
wird. Wenn wir die Abschirmung wieder durch Ersetzen von 7 durch Z.; beriicksichtigen,
gilt fir Natrium Z.¢ = 3.49, aso deutlich mehr als sich bei der Bestimmung von Z.¢ aus der
|onisationsenergie ergeben hat. Mit einem universellen Wert von Z ¢ ist es nicht moglich, die
Abweichung des Potentials vom 1 /r Verhalten zu beschreiben.
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5.2 Das Helium
5.2.1 Das Termschema

Das einfachste Atom nach dem Wasserstoff ist das Helium mit Z = 2, also zwei Elektronen.
Dennoch taucht im Spektrum des Heliums etwas vollig Neues auf. Es gibt zwei Sorten Heli-
um, das Ortho- und das Parhelium, die zwar chemisch vollig identisch sind, aber verschiedene
Spektren haben. Abb. 53 zeigt das Termschema.

Singulett Triplett
's e D ¥ ¥ 3% p I
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Abbildung 53: Das Termschema des Helium-Atoms. Der Nullpunkt der Energieist hier auf den
Grundzustand des Parheliums gelegt. Aus Demtroder, Experimental physik.

DieAlkalimetalle sind faktisch Einelektronen-Atome, dadieinneren Elektronen abgeschlos-
sene Schalen mit L = 0 und .S = 0 bilden. Im Gegensatz dazu mufl? beim Helium die Wechsel -
wirkung der beiden Elektronen beriicksichtigt werden. Die Spins koppeln zu einem Gesamtspin

S=S,+8S, (301)

mit den Werten S = 1, 0'°. Die Bahndrehimpulse koppeln zu L = L, + L, und der Gesamt-
drehimpuls
J=L+S8 (302)

kann die durch (257) festgelegten Werte annehmen. Fur S = 0 gilt J = L und die Terme
haben keine Feinstruktur, es ensteht das Singulettschema des Parheliums. Fur S = 1 kann
sich der Spin z.B. beziglich des Magnetfeldes des Bahndrehimpulses auf 3 Arten einstellen,

Owir bezeichnen die Drehimpulsquantenzahlen zusammengesetzter Systeme mit grof3en Buchstaben, auch
wenn es Uberschneidungen mit den Operatorsymbolen gibt.
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daher haben die Terme (L > 1) entsprechend den drei nach (257) moglichen Werten von J eine
Triplettstruktur, das ist das Orthohelium. Zwischen den beiden Systemen gibt es (fast) keine
Ubergange, da damit eine Umorientierung der Spins (, Umklappen) verbunden ist. Solche
Prozesse sind aber in der elektromagnetischen Strahlung stark unterdriickt. Die Auswahlregel
AS = 0 werden wir in Kap.6. noch diskutieren.

Bis auf den Grundzustand liegen die Terme von Par- und Orthohelium offenbar dicht bei-
einander. Der Grundzustand im Singulett hat die Energie W = —24.47 V. Mit n = 1 ergibt
dies Z.4 = 1.35, ein vernunftiger Wert, da man nicht annehmen kann, dal3 das andere Elektron
eine Kernladung vollstandig abschirmt. Die mittlere Energie der 25- und 2P-Niveausist -3.8
eV, also ist hier Z.¢ schon nahe bei 1. Da der Grundzustand des Orthoheliums eine ahnliche
Energie hat, miissen wir auch fur ihn n = 2 ansetzen. Die entscheidende Frage ist nun, warum
im Triplettsystem der Zustand mit n = 1 fehlt!

Die Antwort wurde 1925 von Wolfgang Pauli gegeben (Nobelpreis 1945), der erkannte,
dal3 es sich hier um ein quantenmechanisches Prinzip handelt. In einem System mit mehreren
Elektronen wird jedes Elektron durch 4 Quantenzahlen gekennzeichnet, die drei raumlichen
Quantenzahlen n, [, m und s, die z-Komponente der Spinquantenzahl. Die naive Formulierung
des Pauliprinzips lautet nun: In einem System mit mehreren Elektronen sind nur solche Anord-
nungen erlaubt, in denen sich alle Elektronen in mindestens einer Quantenzahl unterscheiden.

Im Termschema des Heliums sind die Zustande des Leuchtelektrons wie tiblich durch die
spektroskopische Notation 25! ; gekennzeichnet. Im Zustand 1'S; des Heliums sind die
Quantenzahlen ) = {n,l,m, s} fur das erste und zweite Elektron durch @, = {1,0,0,1/2}
und Q, = {1,0,0,—1/2} in Ubereinstimmung mit dem Pauli-Prinzip realisiert. Im Zustand
135, wahlen wir S, = 1 dann sind nur die Satze @, = {1,0,0,1/2} und Q, = {1,0,0,1/2}
moglich. Dies ist nach dem Pauli-Prinzip verboten wahrend @); = {1,0,0,1/2} und @, =
{2,0,0,1/2} fir 235, erlaubt ist.
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5.2.2 Das Pauli-Prinzip

Gegen die einfache Fassung des Pauli-Prinzips konnte man einwenden, dal3 auch im Zustand
S =1, S, = 0daserste Elektron s, = +1/2 und das zweite Elektron s, = —1/2 hat. Damit
haben dann beide Elektronen unterschiedliche Quantenzahlen. Aus Symmetriegriinden dirfen
aber die verschiedenen Zustande mit S = 1 nicht zu unterschiedlichen Aussagen fuhren. Um
dietiefere Formulierung des Pauli-Prinzips vorzubereiten, die diese Schwierigkeiten vermeidet,
stellen wir zunachst die Schrodingergleichung fur das Helium auf,

( h? Zahe B Zahe ahe

SN >1/)(r1,'r2) = Wilrm) . (303)

(] T9 |7°1 - ?“2|
Hierin sind ¢, r, die Koordinaten des ersten bzw. zweiten Elektronsund A, A, die entspre-
chenden Laplace-Operatoren. Der letzte Term in der Klammer beschreibt die Wechselwirkung
der beiden Elektronen. Genau wie im Fall des Wasserstoffs die Losung ein Produkt von ge-
trennten Funktionen der einzelnen Koordinaten r, ©, ¢ war, wird auch hier ein Produktansatz

Y(r1, 2) = Pi(r1)a(ry) (304)

gemacht. Der Indizes 1 und 2 bezeichnen hier jeweils einen Satz von Quantenzahlen @Q; =
n,m,[. 1n (304) wurde aber wieder implizit eine Aussage uUber unbeobachtbare Grofien ge-
macht: Das Elektron mit der Koordinate ; hat die Quantenzahlen (), das Elektron mit der
Koordinate r, hat die Quantenzahlen (.. Um dieses Dilemma zu vermeiden, muf3 eine Ver-
tauschung von Quantenzahlen und Koordinaten zugelassen werden. Diese ist auf zwei Arten
moglich

1
s = ﬁ(%(ﬁ)%("ﬁ)+¢2(’P1)¢1(’P2))
1
Y4 = E(%("‘l)%(ﬁ)—1?2(7“1)1?1("“2)) : (305)

Dielndizes S und A bedeuten symmetrisch bzw. antisymmetrisch beziiglich einer Vertauschung
der Koordinaten r, r5, d.h. einer Vertauschung der beiden Elektronen. Die antisymmetrische
Losung hat zwel sehr interessante Eigenschaften

L Yy=0 fur@Q, = Q

2. ?,DAZO fUrrlzrg .

Wenn man die Spins der Elektronen hinzunimmt, sind die Wellenfunktionen eine Produkt der
Orts- und der Spinwellenfunktion. Das Pauli-Prinzip kann nun so formuliert werden: In einem
System mit mehreren Elektronen muf3 die Gesamtwellenfunktion (das Produkt von Orts- und
Spinanteil) antisymmetrisch gegentiber einer Vertauschung von zwei Elektronen sein. Jetzt
muissen wir noch beweisen, dal3 die Spinwellenfunktion fur S = 1 symmetrisch und fir S = 0
antisymmetrisch gegeniiber Vertauschung ist. Dann muf3 fir S = 1 die Ortswellenfunktion
antisymmetrisch sein und verschwindet (siehe Eigenschaft 1), falls beide Elektronenim Zustand
@ = 1,0,0snd, wahrend diesfir S = 0 erlaubt ist, dahier die Ortswellenfunktion symmetrisch
ist.
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5.2.3 Anschauliche Bedeutung des Pauli-Prinzips

Nach den Ausfuihrungen im letzten Abschnitt verbietet das Pauli-Prinzip, dal3 zwei Elektronen
(Fermionen) sich im gleichen Zustand befinden. Damit wird sofort die ungeheure Vielfalt der
Chemie erklart. Jedes Elektron, was zu einem lon hinzugefigt wird, verandert die chemischen
Eigenschaften grundlegend, da es in einen anderen Zustand eingebaut wird.

Wenn wir Ort und Impuls als Observable nehmen, verbietet das Pauli-Prinzip, dal3 zwel
Elektronen am gleichen Ort sind, oder den gleichen Impuls haben. Quantitativ wird das so
formuliert, da? der mittlere Abstand von N Elektronen in eéinem Volumen a?® durchd = a/N'/3
gegeben ist. Damit ist aber wegen der Unscharferelation ein Impuls

h 1/3
= = 2h 306
T o
verknupft, worin n. die Anzahldichte der Elektronen ist. Wieder ist die Wahl von h oder 7 in
dieser Art der Ableitung nicht zwingend. Fermi hat gezeigt, dal3 in jedem Volumenelement des
Phasenraums der Grolse
a*4rpidp = h? (307)

genau zwel Elektronen Platz haben. Zwel Elektronen mit dem gleichen Impuls sind al so unend-
lich weit voneinander entfernt. Aus (307) kann durch Integration der maximale und der mittlere
Impulsder Elektronen in einem Gas berechnet werden. Die numerischen Unterschiede zu (306)
sind unbedeutend. Der aus dem Fermi-Impuls 306) folgende Druck (sog. Pauli-Druck) eines
Elektronengases viel grofer als der Druck allein aufgrund der Unscharferelation (Heisenberg-
Druck). Die Energien in einem solchen Fermi-Gas sind sehr grof3 verglichen mit £7°, man
nennt es auch ,entartet* . Die quantitative Behandlung erklart viele Effekte der Molekil physik,
Kernphysik und Physik der kondensierten Materie.

Fur die spatere Verwendung soll die zu (307) fuhrende Argumentation noch etwas erlautert
werden. In der klassischen Physik kann die Zahl der Moden einer stehenden Welle in einem
Hohlraum abgezahlt werden. Diese Abzahlung erweitern wir auf Materiewellen. Fur stehende
Wellen in einer Dimension, z.B. in einem Abschnitt der Lange a auf der z-Kordinate gilt die
Bedingung

A, = 20 (308)
Ny
mitn, = 1, 2, 3.... FUr hohe Werte von n,, gibt es daher
a
dng, = —dk, (309)
m

Zustande von Wellen deren Wellenzahl k, = 27/), zwischen k, und k, + dk, liegt. In drei
Dimension gibt esjedoch

3
AN = dngdn,dn, = —d3k (310)
873

Zustande von Wellen in einem Volumenelement ¢k des Wellenzahlvektors k. Der Faktor 8 im
Nenner ruhrt daher, dald Ordnungszahlen n,, n,, n, positiv definit sind und wir daher nur einen
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Oktanten des Raumes der ganzen Zahlen betrachten durfen. Mit p = ik folgt schlief3lich beim
Ubergang zu Kugelkoordinaten des Impulses

47ad
h3
Jeder Zustand ist durch einen eindeutigen Satz von Quantenzahlen n,, n,, n, gekennzeichnet

und kann nach dem Pauli-Prinzip mit zwei Elektronen besetzt werden. Daher gilt schliefdlich
fur ein Gas von Elektronen

dN = pdp . (311)

dn. _ 4w ,
dp P
Durch Integration gewinnt man Beziehungen fur den maximalen und mittleren Impuls mit Zah-
lenfaktoren, die sich geringfiigig von der Abschatzung (306) unterscheiden.

(312)

Bevor wir im nachsten Abschnitt die Symmetrie der Spinzustande untersuchen, soll noch
angemerkt werden, dal? das Pauli-Prinzip im weiteren Verlauf der Quantenmechanik zum Spin-
Statistik-Theorem erweitert wurde: Die Gesamtwellenfunktion von Fermionen (Tellchen mit
Spin 1/2) ist antisymmetrisch gegeniiber Vertauschung. Die Gesamtwellenfunktion von Boso-
nen (Teilchen mit Spin 0,1) ist symmetrisch gegeniiber Vertauschung.

5.2.4 Konstruktion der Wellenfunktionen

Die Zustande | 1) und | |) der Elektronen mit s, = +1/2 sind die Basisvektoren eines zweidi-
mensionalen komplexen Vekorrraumes. Sie dienen als Spin-Wellenfunktionen eines Elektrons
und erfillen die Gleichungen

1
St = ghlt)
s = R
S0 = —hl) (313)

2 _%2
S = R

Diese Vektoren konnen als Spaltenvektoren dargestel It werden:

M= (y)

1y = (?) . (314)

( Té’ ) (315)

die Wellenfunktion eines Elektrons mit s, = -+1/2 (Spin auf).

Damit ist z.B. wie in (249)
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Um diese Beziehungen zu erfillen, mul3 der Operator S, die Darstellung
1
S, = 3 ho, (316)

haben, worin o, eine der drei Paulischen Spinmatrizen ist,

1 0
o, = (0 _1> ) (317)
Die beiden anderen lauten
0 1
Oy = (1 0> (318)
bzw.
0 —2
oy = (2 0 > . (319)
Damit wird . ;
2 _ Lti20 2 2 2\ _ 232 Lo
S —4h (ax+ay+0z)—4h (0 1) : (320)

wie es sein mui. Die Vektoren sind orthonormiert, z.B. (1 | 1) = 1. Dies|af sich sofort nach-
vollziehen, wenn man beachtet, dal3 ,konjugiert komplexe' Vekoren wie (1 | als Zeilenvektoren
dargestellt werden.

Die Wellenfunktionen eines Systems aus zwei Elektronen sind die Produkte

[ DD DD, TOI, TDID (321)

Wir wahlen Linerarkombinationen, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch gegeniiber Vertau-
schung sind. Das sind

1
(I)A:ﬁ(|T>|J/>_|J/>|T>) (322)
sowiedie drel Kombinationen
= [N
1
bs = E(|T>|¢>+I¢>IT>) (323)
= [Pl -
Durch Anwenden der Operatoren
Sz = Sz,l + 52,2 (324)
und
S? =81+ 8%+ 2(Sp1Sz,2 + Sy1Sy2 + 5:15:2) (325)

kann man nachrechnen zeigen, das ® 4 die Drehimpulsquantenzahlen S = 0 und S, = 0 hat,
wahrend die drel symmetrischen Losungenzu S = 1und S, = 1,0, —1 gehoren. In (324) und
(325) bedeuten die unteren Indizes 1,2, dal3 der jeweilige Operator auf den ersten bzw. zweiten
Term des Produkts von Zustanden anzuwenden ist.
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Mit diesem Wissen kann man nun auch leicht eine Matrixdarstellung des Tripl etts

1
DIty = 10
0
1 0
ﬁ(|T>|¢>+I¢>IT>) = (1) (326)
0
DI = 10
1
sowie der Operatoren
1 0 0
S,=h[0 0 0 (327)
0 0 -1
und
1 00
S?=2r210 1 0 (328)
0 0 1

gewinnen. Schliefdlich erhalten wir die nach dem Pauli-Prinzip erlaubten Wellenfunktionen
eines Systems von zwei Elektronen

Uy = 9Py
Uy = 9Ya®s, (329)

wobei die erste Losung zu Parahelium mit S = 0 und die zweite Ldsung zum Orthohelium mit
S =1 gehort.

5.2.5 Die niedrigsten Helium-Zusande

Ohne den Wechselwirkungsterm ist die Losung von (303) fur das Parahelium sehr einfach. Die
raumliche Wellenfunktion ist die symmetrische Losung aus (305), wobei fur die Funktionen v;
Wassserstofflosungen mit Z = 2 gewahlt werden. Die zugehorige Energieist durch

11
W = —4R, (F + —2) (330)

1 N2

gegeben, also im Grundzustand W = —108.8 eV. Das Leuchtelektron hat die Energie —4R,,.
Der numerische Wert ist -54.4 €V, was in eklatantem Widerspruch zur gemessenen Energie
von —24.47 eV steht. Der Wechselwirkungsterm muf3 also beriicksichtigt werden. Mit der
Abkirzung r15 = |r; — r2| machen wir im Sinne der Storungstheorie den Ansatz

1 1
AW =ahe | — WU adVidVy = ahe | —d5sdVidVs (331)
12

12
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unter Verwendung der wasserstoffartigen ¢» Funktionen der ungestorten Gleichung. Dies ergibt
fur den Grundzustand des Paraheliums

h 16

AW = 270 / 22 20+ g dry (332)
16m%az J pio

worin die dr; die Volumenelemente d¢;d cos O;dp; bedeuten. Zur Auswertung legen wir die z-

Achse elnes Koordinatensystemsin die Richtung von 7. Damit kann sofort Uber ¢4, ¢,, cos ©;

integriert werden, was einen Faktor 872 ergibt. Nun betrachten wir alle Konfigurationen mit

p1 > p2 und schreiben
1 1 1

p12 - E\/l—qu—i—pQ
mit p = po/p1 Und ¢ = cos O5. Wenn man jetzt beachtet, daid die Legendre Polynome P;(q)
nichts anderes sind als die Koeffizienten der Entwicklungvon1/+/1 — 2pgq + p? nach Potenzen
von p ergibt die Integration Uber cos ©, wunderbarerweise einen weiteren Faktor 2, da alle
Integrale Uber die Legendre Polynome fur [ > 0 verschwinden. Die Auswertung des Integrals

(333)

00 o1
/ / pLpse PP dp dp, (334)
p1=0 < p2=0

ist mit MAPLE sehr einfach und ergibt 5/256, aso insgesamt 10/256, wenn wir auch die Félle
po > py beriicksichtigen. Die Zusammenfassung aller Faktoren ergibt daher

1
Wahe _ 5,5 (335)

AW = —
W 256a 4 4

Hiermit ist die berechnete Energie des Grundzustandes

5
Wis = ~Z°R, + 2R, . (336)

das sind -20.4 eV. Dieses Ergebnis hat immer noch einen Fehler von 10% und erst eine kom-
plizierte Rechnung in zweiter Ordnung der Storungstheorie schafft Abhilfe. Eine Verbesserung
ist aber auch durch die Benutzung der Variationsrechnung moglich. Man benutzt Wasserstoff-
Losungen mit einer Kernladungszahl Z' und berechnet den Erwartungswert des Hamiltonope-
rators

2
- —h—(A1 n AQ) B 2ahic B 2ahc n ahc (337)
2m T T9 T12
fur diese Funktionen. Das Resultat
W = +Z""2R, — 8Z'R, + ZZ’Ry (338)

kann leicht bewiesen werden, wenn man (337) in zwei Hamiltonoperatoren von Elektronen im
Coulombfeld einer Ladung Z’ und den Rest

(Z' = 2)ahc  (Z'—2)ahc  ahc
+ +

T o 12

(339)

zerlegt, der nun als Storung aufgefaldt wird. Der Erwartungswert der ersten beiden Terme wird
bei Benutzung der Wellenfunktionen des ungestorten Grundzustandes zu jeweils2Z'(Z' —2) R,
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berechnet (MAPLE Routine auf der Web Seite) und damit ist (338) bewiesen. Im nachsten
Schritt wird W nach Z' abgeleitet. Das Minimum liegt bei Z' = 27/16 also W = —77.45 eV
bzw. W5 = —23.05 eV. Dieses Ergebnisist schon relativ genau.

Die Energien der 2,5-Niveaus von Ortho- und Parahelium ergeben sich aus —13.6 eV +AW
mit

1
AW = aﬁc/r—UJE,A@/JS,AdVﬂVQ . (340)
12
Ersichtlich gilt
mit . 1
ahce
J = 167r2/T_HR%,O(TI)R%,o(TQ)dVIdVQ (342
und
ahce 1
K= 1672 /T_Rl,O(TI)RI,O(Tz)RQ,o(T1)R2,0(T2)dV1dV2 , (343)
12

wobei J als Coulomb-Integral und K als Austausch-Integral bezeichnet wird. Gemal3 unserem
Ansatz mussen wir fur die Wellenfunktionen Z = 2 ansetzen. Die Auswertung fuhren wir
hier nicht durch. Beide Integrale sind positiv, d.h. der Zustand 2'S, liegt energetisch hoher
alsder Zustand 23S,. Der Energieunterschied ist eine Folge des Spins der Elektronen, hat aber
nichts mit einer Spin-Spin Wechselwirkung zu tun, sondern mit dem durch das Pauli-Prinzip
erzwungenen Unterschied in der raumlichen Anordnung der Elektronen. Numerisch ergibt sich
J=114¢eV, K = 1.19 eV, dso AW = 2.4 eV. Diese Ergebnisse stimmen nur schlecht mit
dem experimentellen Werten Uberein, z.B. betragt der gemessene Energieunterschied zwischen
den Zustanden 2'S und 23S nur 0.8 eV. Der Ansatz, die AbstoRung zwischen den Elektronen
als Storung aufzufassen, ist also viel zu grob™*.

Man kann zeigen, dal3 die Elektronen mit der Kreisfrequenz w = K /h ihre Pléatze tauschen.
Dies mul3 so sein, da auch die Unterscheidung in auf3eres und inneres Elektron unbeobachtbar
ist. Damit wird auch der Name Austausch-Energie erklart. In der Quantenfeldtheorie wird
bewiesen, dal3 alle Wechselwirkungen, (also alle Potentiale) auf einen Austausch von Teilchen
zurtickgefuihrt werden konnen.

5.3 Das Periodensystem der Elemente

Die Elektronenkonfiguration der Atome mit Z > 2 wird nach dem Bohr-Sommerfeldschen
Aufbau-Prinzip analog zum Vorgehen beim Helium gewonnen. Zunachst wird die Kernla-
dungszahl um 1 erhoht, das lon mit der Kernladung Z + 1 hat die gleiche Konfiguration wie das
Atom mit der Kernladung Z. Das hinzukommende Elektron wird in ein passendes Orbital, d.h.
in einen nach dem Pauli-Prinizp erlaubten Zustand eingebaut. Die Gesamtwellenfunktion des
Atomsist in erster Naherung durch das antisymmetrische Produkt aller Wellenfunktionen gege-
ben (Slater-Determinante). Diese kann benutzt werden, um z.B. die Energie des Grundzustands
zu berechnen. Falls diese Rechnung die richtige | onisationsenergie ergibt, ist der Ansatz fir das

Djese Probleme werden mit groRer Klarheit im Artikel von H. Bethe iber die Quantenmechanik der Ein- und
Zweielektronen Atome im aten Handbuch der Physik behandelt.
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Orbital des aul3ersten Elektrons bestéatigt. Eslafdt sich leicht vorstellen, daf3 solche Rechnungen
fur grofRe 7 sehr aufwendig werden. Die Konfiguration der Elektronen in einem Atom kann
man zum grof3en Teil aber auch mit Hilfe empirischer Regeln und anschaulicher Argumente
verstehen.

Das Helium hat die grofdte lonisationsenergie aler Elemente. Mit chemischen Reaktions-
energien 1aldt es sich nicht ionisieren. Das Helium kann auch nicht durch Anlagern eines wei-
teren e~ ein He™-lon bilden, da dieses Elektron mit n = 2 sehr weit vom Kern entfernt ist und
keine Kernladung mehr sieht. Daher ist das Helium chemisch inaktiv, esist ein Edelgas.

Das Lithium mit Z = 3 baut das 3. Elektron in das Orbital n = 2,/ = 0,m = 0 ein.
Allein auf Grund des Pauli-Prinzips sind auch andere [-Werte moglich, aber nach unseren Er-
fahrungen liegen die Zustande mit [ = 0 energetisch am tiefsten. Die lonisationsenergieist 5.4
eV, daraus folgt Z.¢ = 1.26. Jeder andere Wert von n wiirde vollig unverniinftige Werte von
Zog ergeben. Um ein weiteres Elektron vom Li-lon abzutrennen, mufd eine Energie von 76 eV
aufgewendet werden. Dieser Wert stimmt gut mit (336) Uberein, wenn dort Z = 3 eingesetzt
wird. Diese grol3e Energie kann chemisch nie realisiert werden, das Lithium ist ein chemisch
aktives, einwertiges Atom.

Elektronen mit gleichen n befinden sich in einer gemeinsamen Schale von Orbitalen. In die
Schale mit n = 2 lassen sich zwei Elektronen mit [ = 0 und 6 Elektronen mit [ = 1 einbauen.
Essind die Elemente Li, Beund B, C, N, O, F, Ne. In der Tat beginnt nach dem Edelgas Neon,
eine neue Periode des Systems mit dem Alkaliatom Natrium. Die Perioden des Systemswerden
daher mit den Schalen zu unterschiedlichem n identifiziert.

Symbol [ Anzahl dere- Summe
s 0 2 2
P 1 6 8
d 2 10 18
f 3 14 32

Tabelle 5: Tabelle der Elektronenzahlen in den Unterschalen zu verschiedenem (.

Tabelle 5 zeigt die Anzahl der moglichen Elektronenkonfigurationen in einer [-Unterschale
und die Gesamtzahl der Elektronen in einer Schale mit n = [ + 1. Tatsachlich findet man
im Periodensystem Perioden mit 2,8,18 und 32 Elementen. Es ist aber nicht so, dal3 immer
erst alle [-Schalen gefullt werden, bevor eine neues n begonnen wird. Diesist nur fur kleine
7 die energetisch gunstigste Konfiguration. Nach dem Edelgas Krypton (7 = 36) mit den
gefullten Schalen 4s, 4p beginnt nicht die Fullung der Schale 4d, sondern das Alkalimetall
Rubidium (7 = 37) hat ein 5s-Elektron als aulRerstes Elektron. In der 6. Periode hat das
aul3erste Elektron des Elements (Alkalimetall Casium mit Z = 55) n = 6. Beim Lanthan (Z =
57) beginnt aber zunachst die Auffullung der weit innen liegenden 4 f Schale (mit zusétzlichen
Komplikationen). Chemisch bedeutet dies, dal? die 14 sog. Erdalkali-Elemente chemisch sehr
ahnliche Eigenschaften haben, was ihre Entdeckung erschwerte.

Die Elektronenkonfiguration wird durch Aneinanderhangen von Symbolgruppen der Art
n(Buchstabe)? bezeichnet. Die Buchstaben s, p, d, .. geben den Wert von [ und das hochge-
stellte ¢ gibt an, wieviel Elektronen sich in der jeweiligen [-Unterschal e befinden. Ein Beispidl:

sLi: 2,1 —1s%2s . (344)
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Sehr niitzlich ist das Programm FlashElements auf der Web-Seite der Vorlesung. Es gibt die
Anzahl der Elektronen in jeder n-Schale an, und damit kann mit den Regeln der Tabelle 5 die
Elektronenkonfiguration bestimmt werden, z.B.,

aNb: 2,818,121 — 1% 252, 2p°: 352, 3p%, 3d%0; 452, 4p®, 4d*; 5s . (345)
Die Wechselwirkung der magnetischen Momente des Bahndrehimpulsesist i.a. grofl3er als

die Spin-Bahn-Wechselwirkung (sog. Russel-Saunders-Kopplung). Daher koppeln die Bahn-
drehimpulse zu einem gesamten Drehimpuls

L=>IL (346)
und die Spins zu einem Gesamtspin

s=%5; . (347)
Schliefllich gilt

J=L+S . (348)

Abgeschlossene Unterschalen, also Schalen,in die alle nach Tabelle 5 zu einem gegebenen Wert
von [ erlaubten Elektronen eingebaut sind, erfullen L = 0 und S = 0. Aus dem Aufbauprinzip
folgt unmittelbar > ©. L,; = 0und . S, ; = 0, damit gilt aber noch nicht zwingend L, S = 0.
In Aufgabe 23 wurde jedoch verifiziert, dal? abgeschl ossene Unterschalen eine kugel symmetri-
sche Dichteverteilung der Elektronen aufweisen. Diesist nur fur L = 0 moglich. Zu dieser
beziiglich der Ortskoordinaten symmetrischen Dichtverteilung gehort eine beziiglich Vertau-
schung der Elektronen symmetrische Wellenfunktion. Daher muf3 die Spinwellenfunktion anti-
symmetrisch sein. Fur zwei Elektronen bedeutet dieszwingend S = 0, wie wir gesehen haben.
Diese Tatsache kann aber auch auf andere Zustande mit einer geraden Anzahl von Elektronen
verallgemeinert werden.

Aus dem spektroskopischen Befund konnen die Werte von J, L, S des Grundzustands des
Atoms gewonnen werden. Damit kann man bestimmen, in welcher Reihenfolge die Werte von
m; und s; einer Unterschale aufgefullt werden. Die empirisch bestimmten sog. Hundschen
Regeln lassen sich teilweise mit Hilfe des Pauli-Prinzips verstehen. Die Regeln werden durch
guantitative Berechnungen der Energie des Grundzustandes bestatigt. |m einzelnen lauten die
Regeln

1. Zunéachst wird der resultierende Spin maximal, d.h. eswerden moglichst viele Elektronen
mit s, = +1/2 eingebauit.

2. Die nach dem Pauli-Prinzip (in seiner einfachen Version) erlaubten Werte von m; werden
so gewahlt, dal3 ) °. m; maximal wird. Dieser Wert bestimmt dann L,
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3. Die Spin-Bahn-Kopplung minimiert ./, solange die Unterschale bis zur Halfte aufgefullt
ist. Danach wird der jeweils grofdtmogliche Wert von J realisiert. Als Begriindung mag
die folgende Uberlegung dienen: Beim Wasserstoff haben wir gesehen, dal3 die Terme mit
dem kleinsten j energetisch am tiefsten liegen. Dies gilt auch fur Unterschalen mit nied-
riger Besetzung. Nun betrachten wir eine Unterschale, die bis auf ein fehlendes Elektron
gefulltist. Dieses Loch in der vollen Schale konnen wir als positive Ladung auffassen, so
daid sich das Vorzeichen der Energie in (255) umkehrt und J maximiert wird.

AlsBeispiel wirdin Tabelle 6 die 2p Schale konstruiert.

S; m; L| S J 2S+1LJ Element
172 1 1|12 12| ’Py,, | B
1/2,1/2 10 |1 1 0 3P, C
1/2,1/2,1/2 | 10,-1| 0 |3/2|3/2 453/2 N
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1
-1/2 1 11 2 3P, @)
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1
2.2 | 10 |1|v2|32| Ry | F
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1
-1/2,-1/2,-1/2 | 10-2|{ 0| 0 | O 1So Ne

Tabelle 6: Elektronenkonfiguration und Drehimpulse der 2p-Schale

Im Fall der Russel-Saunders Kopplung kann man die Feinstruktur aus dem Erwartungswert
von (255) berechnen, es gilt also

Wegen
J*=L"+S*+2LS (351)
erhalten wir )
AW = S(J(J +1) = L(L+1) = S(S + 1)) (352)

mit b = a'h?. Diesergibt AWrg = 0 fir L = 0 wie esjanach Voraussetzung auch sein mui.
Auf der anderen Seite haben wir beim Wasserstoff gesehen, dal3 auch fur [ = 0 eine Absenkung
der Energie stattfindet, was sich auf eine relativistische Korrektur zuriickfhren 1af3t. Auf3erdem
steht in (264) die Quantenzahl ; im Nenner und nicht im Zahler wie in (352). Die Aufspaltung
der P-Terme in (352) betragt 3/2b. Beim Wasserstoff wurde diese Aufspaltung zu o*R,, /2n?
berechnet. Daher kann man
p = Zeno” 353
=33 (353)
als grobe Abschatzung fur o in der heuristischen Formel (352) verwenden. Alle genaueren
Rechnungen werden sehr kompliziert.
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5.4 Atome im Magnetfeld

Die Untersuchung des Spektrums von Atomen, die sich in einem Magnetfeld befinden, hat
enorm zur Aufklarung der Termstruktur beigetragen. Aus der modernen Sicht ist klar, was
passieren wird. Im Wasserstoff betragt das vom Bahndrehimpuls herriihrende Magnetfeld am
Ort des Elektrons etwa 12 T! Bei kleineren Magnetfeldern in der Apparatur wird also die Spin-
Bahn-Kopplung nicht aufgebrochen, sondern das magnetische Moment 1. 4, des Atoms richtet
sichim Magnetfeld aus. Damit ist eine klassische Wechselwirkungsenergie von
UB
W=—-p,B = f(L +2S)B (354)
verbunden, wobei der Faktor 2 vor dem Spin das anomal e magnetische Moment bericksichtigt.
Um die quantenmechani sche Energieverschiebung durch diese Wechselwirkung zu berechnen,
wird (354) wieder als Operator aufgefaldt, woraus

AW = EE((7.) +(S.)) (355)
folgt. Die z-Achse wird hier durch das Magnetfeld definiert. Die Berechnung von (S,) bel
der Zusammensetzung J = L + S der Drehimpulse erfordert eine langere Rechnung unter
Benutzung der Methoden der Drehimpuls-Algebra. Einfacher ist es, das Modell rotierender
Kreisel zu benutzen und das klassische Ergebnis in die Quantenmechanik zu Ubersetzen. Aus

Abb. 54 lesen wir ;

S, = ?Js (356)
ab. Mit .
JS =3 (J>+ 8% - L7 (357)
ergibt sich
(Sz):hJZJ(J+1)+S(S+1)_L(L+1) (358)

2J(J +1) ’

wobei auf der rechten Seite alle Symbole des Drehimpulses als Quantenzahlen interpretiert
werden missen. Damit folgt das Endresultat

AW = gLupBJ, (359)
mit dem sog. Landéschen g-Faktor

JJ+1)+S(S+1)-L(L+1) .

=1+J, 360
gr=1+J 2J(J+1) (360)

In Analogie zu (244) wird aso das magnetische Moment eines Atoms durch
p=—g 27 (361)

h

gegeben. Jeder Term im Grotrian-Diagramm wird in 2J + 1 aquidistante Terme mit einen
Energieunterschied
AW = grupB (362)
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aufgespalten. In Atomen ohne resultierenden Spin (S = 0) gilt g, = 1, wie man von einem
reinen Bahndrehimpuls erwartet. Dies ist als der normale Zeemann-Effekt bekannt. Im Fall
S # 0 ist der Landé-Faktor etwas komplizierter (anomaler Zeemann-Effekt). Zum Beispiel
spaltet das Niveau 2 P; » in vier Terme mit AW = (4p5B)/3 auf. In Abb. 55 wird diesfir die
Natrium D Linien erlautert. Dadie Auswahlregeln

AJ, =0,+1 (363)

gelten, wird die D;-Linie in ein Quartett und die D,-Linie in ein Sextett aufgespalten. Ohne
Magnetfeld werden hieraus wieder einzelne Linien, aber jetzt wird verstandlich, warum die D,-
Linie intensiver leuchtet als die D,-Linie: D, besteht aus 6 Ubergéngen und D; nur aus vier
Ubergangen.

Abbildung 54: Die Zusammensetzung von Bahndrehimpuls und Spin zu einem Gesamtdrehim-
puls J und die Komponente des Spins in Richtung eines Feldes.

Besonders interessant ist die Beobachtung, dal3 die Spektrallinien polarisiert sind. Man un-
terscheidet zwischen den 7 und den o Linien. Die w-Linien gehoren zu AJ, = 0. Das Licht
ist in Richtung des Magnetfeldes linear polarisiert und es gibt keine Ausstrahlung parallel zum
Magnetfeld. Die o-Linien gehoren zu AJ, = +1. Be Beobachtung in Richtung des Ma-
gnetfeldesist das Licht rechts- bzw. linkszirkular polarisiert. Bei Beobachtung senkrecht zum
Magnetfeld ist es linear polarisiert. Diese Polarisationen konnen quantenmechanisch berech-
net werden. Das ist sogar einfacher als die klassische Herleitung. Trotzdem soll diese fur die
m-Linien kurz skizziert werden. Diese Linien stammen von Elektronen, die paralée (x!) zum
Magnetfeld schwingen. Ein Dipol strahlt nicht in Schwingungsrichtung, das elektrische Feld
ist in Schwingungsrichtung linear polarisiert. Da der Dipol in Feldrichtung schwingt, wirkt auf
ihn keine Kraft. Die quantenmechanische Ubersetzung lautet AJ, = 0.

Direkte Ubergange zwischen den im Magnetfeld aufgespaltenen Termen eines Zustands zu
festem n, J, L sind optisch nicht moglich, da die Auswahlregel der elektrischen Dipolstrahlung
AL = +1 verlangt. Sie kdnnen aber durch ein senkrecht zum ausrichtenden Feld angelegtes
magnetisches Wechselfeld erreicht werden (magnetische Dipol Ulbergange). Die Frequenz ergibt
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Abbildung 55: Der anomale Zeeman-Effekt der Natrium D-Linien. Aus Haken Wolf, Atom-
physik.

sich aus (359) zu BAJ

griB z
f= Sy (364)
also z.B. 13.996 Ghz bei einem Feld von 1T, AJ, = 1 und g;, = 1. Zur Beobachtung die-
ser Elektronenspinresonanz mufd man also Mikrowellen verwenden. Nach den Gesetzen der
statistischen Thermodynamik verhalten sich die Besetzungszahlen wie exp —AW/kt. Durch
Einstrahlung des Wechselfeldes mit der Resonanzfrequenz (364) werden Ubergange induziert.
Die Absorption Uberwiegt bisdie Besetzungszahlen gleich sind. Die dem Sender bei Absorption
entzogene Energie dient zum Nachweis der Resonanz. Besonders einfach wird dieser Nachweis,
wenn man das statische Magnetfeld B, mit einem kleinen Wechselfeld (z.B. mit der Frequenz
50 Hz) moduliert. Dann wird namlich das Absorptionsignal periodisch und kann einfach sicht-
bar gemacht werden (Abb. 56). Zusatzlich erlaubt das Modulationsfeld, die Verwendung eines
Klystrons mit fester Frequenz, was erheblich einfacher und billiger ist.

Die Elektronenspinresonanz a3t sich auch indirekt optisch nachweisen. Die Versuchsan-
ordnung der sog. Doppelresonanz zeigt Abb. 57. Durch die Einstrahlung der o *-Linie auf
Natrium-Atome im Magnetfeld werden Ubergange aus dem Grundzustandsterm 125, /2 Mit
J, = —1/2inden Zustand 2° P, ), mit J, = +1/2 erwzwungen. Diese gehen optisch durch Aus-
strahlung der o und 7-Linien in die beiden Niveaus des Grundzustands tlber. Die Besetzungs-
zahlen des Niveaus mit .J, = +1/2 werden dadurch stark angereichert, da es gegen Ubergange
in den tiefer gelegenen Zustand mit .J, = —1/2 relativ stabil (metastabil) ist. Diesen Vorgang
nennt man optisches Pumpen. Durch Einstrahlen der dem Energieunterschied der beiden Ni-
veaus des Grundzustands entsprechenden Resonanzfrequenz wird nun die Besetzungszahl des
Zustands J, = —1/2 erhdht. Diesbewirkt eine erhdhte Absorption der eingestrahlten o *-Linie.

In diamagnetischen Atomen und Verbindungen (Atome mit J = () kann man analog
zur Elektronenspinresonanz Ubergange zwischen verschiedenen Niveaus der Einstellungen des
Kernspinsin einem auf¥eren Magnetfeld nachweisen. Die zur Aufspaltung

AWk = grpr Bol, (365)
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Abbildung 56: Schematische Darstellung des Versuchs. Die Spannung an den Spulen des Mo-
dulationsfeldes wird an die z-Ablenkung und das Signal der Diode an die - Ablenkung eines
Oszillographen gelegt. Im Falle der Resonanz nimmt das Signal in der Diode ab, da dem Feld
Energie entzogen wird. Aus Haken Wolf, Atomphysik
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Abbildung 57: Nachweis der Elektronenspinresonanz durch einen viel hoherenergetischen op-
tischen Ubergang. Gleichzeitig zeigt die Figur ein Beispiel fir das sog. optische Pumpen. Aus
Haken Wolf, Atomphysik

gehorigen Frequenzen liegen nun wegen des kleinen Werts von ., im Mhz Bereich und man
kann daher einfache Spulen mit einem Magnetfeld senkrecht zur Richtung des Feldes B, ver-
wenden. Die magnetischen Momente

I
P = 91hKg (366)

und damit die die Anomaliefaktoren g, sind gut bekannt. Es gibt zwei sehr wichtige Anwen-
dungen der Kernspinresonanz:
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Chemische Strukturuntersuchungen Die Elektronenhiille diamagnetischer Molekile be-
wirkt eine von der Molekilstruktur abhangige Abschirmung des Magnetfeldes B . Dies gibt
eine sog. chemische Verschiebung der Resonanzfrequenz von typisch 10~¢. Durch Messen der
Resonanzfrequenz von Protonen kann man damit die Anzahl von OH-, CH,- oder CH3-Gruppen
in einer Verbindung analysieren.

Computer Tomographie Auch Wasser gehort zu den diamagnetischen Molekillen. Esist im
Korper besonders haufig. Die raumliche Verteilung der Protonen des H,O in einer Gewebepro-
be kann gemessen werden, wenn diese sich in einem inhomogenen Magnetfeld befindet, dessen
raumliche Gestalt genau bekannt ist. Aus der Intensitédt der zu den verschiedenen Magnet-
feldstarken gehorigen Resonanzlinien kann die raumliche Verteilung der Protonen (im H;O)
berechnet werden. Die Details dieser Rekonstruktion sind kompliziert und die CT-Verfahren
sind ein Musterbeispiel fur die Zusammenarbeit von Physikern, Mathematikern und Informati-
kern in einem fortgeschrittenen Feld der Technik.
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6 Strahlungsprozesse

6.1 Auswahlregeln

In einer Gasentladung werden die Atome durch den Strom (also durch Elektronenstol?) in ange-
regte Zustande gebracht. Die Atomeim Gas sind weit vonelnader entfernt und beeinflussen sich
daher nicht. Der Ubergang in den Grundzustand oder einen anderen energetisch tiefer liegenden
Zustand wird al's spontane Emission bezeichnet. Diese ist im Rahmen der Schrodinger Theorie
nicht berechenbar. Wir haben gesehen, dal3 in der Quantenmechanik der Erwartungswert von
Observablen A aus Integralen der Art

:/w%wwf (367)

berechnet werden kann, worin A,, aus dem klassischen Ausdruck gewonnen wird. In der QED
wird gezeigt, daik die Ubergangsamplitude von einem Anfangszustandzustand |i) = |A*) eines
angeregten Atomsin einen Endzustand | f) = |A, ) von Atom+Photon in fUhrender Ordnung
durch das Matrixelement

Ty = (f|T]i) = / YiropthidV (368)

gegeben ist. Im Unterschied zu (367) tauchen in (368) Wellenfunktionen zu unterschiedlichen
Zustanden auf. In (368) kann r als das atomare elektrische Dipolmoment geteilt durch e inter-
pretiert werden und daher erklart sich der Name ,,elektrische Dipolndherung’ . Die abgestrahlte
Leistung pro Atom wird aus der Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit w g der spontanen
Emission mit Hilfe der Beziehung P = Awgw zu

4 4
P = 2200k, (369)
C

berechnet. Diese Formel entspricht damit der Gleichung (140) fur die Abstrahlung eines Elek-
trons auf einer Kreisbahn, wenn dort 72 durch |T';|* ersetzt wird und ein zusétzlicher Faktor 2
die Abstrahlung von rechts- bzw. linkszirkular polarisierten Wellen durch rechts- und linksum-
laufende Elektronen beriicksichtigt. AulRerdemist wy, = AW/h wieimmer in der Atomphysik.

Ohne weitere explizite Rechnung lassen sich aus dem Studium des Matrixelements 7', die
Auswahiregeln der elektrischen Dipolstrahlung gewinnen. Mit der Forderung, dafi? die Uber-
gangsamplitudein einem gespiegelten Koordinatensystem (» — —) gleich der urpsriinglichen
Amplitude sein muf3

/% P)ropts (—1)dV = /w Yropths(r)dV (370

folgt
AL=L;—L;==+1. (371)

Zur Begrindung Uberlegen wir uns, dal3 die Spiegelung fur die Winkel die Transformationen

©® - 1—-06
o — o+ (372
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bewirkt. Mit Hilfe der Tabelle 2 lassen sich die Spiegelungsei genschaften
Yiu(m—0,6+7) = (=1)"Yu(0, ¢) (373)
der Kugelflachenfunktionen verifizieren. Daher gilt
—1(=)lr Ty =Ty (374)

was fur Ly = L; zu einem Widerspruch fthrt, falls T'; nicht verschwindet. Neben (371) ist
nattrlich auch Al = =+3,5.. etc erlaubt. Die Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
zeigt aber, dal3 diese Ubergange unterdriickt sind.

Die Beziehung (373) wird auch so interpretiert, dal3 Atome mit einer definierten Wellen-
funktion +,, 1, » Sich in einem Zustand definierter Paritét befinden. Der Paritatsoperator P spie-
gelt die Koordinaten und offenbar gilt die Eigenwertsglei chung

PY = (-1)"Yu . (375)

Die Beziehung (370) legt die Spiegelinvarianz der elektromagnetischen Wechselwirkung fest.
Zur grofen Uberraschung der Physiker, gilt sie nicht in der schwachen Wechselwirkung (5-
Radioaktivitat).

Im Magnetfeld ist die el. Dipolstrahlung polarisiert. Fur eine Welle, deren Feldvektor in
z-Richtung schwingt, tragt nur | Yi21p;dV bel. Das Matrixelement enthalt einen Faktor

/ e My=Mi)o gy (376)

und verschwindet demnach fur M # M;. Die Strahlung, die sich senkrecht zum Feld ausbrei-
tet, ist in der Feldrichtung linear polarisiert. Es sind die 7-Linien des Zeeman-Effekts mit der
Auswahlregel AM = 0. Jetzt untersuchen wir zirkular polarisierte Strahlung in z-Richtung.
Hierzu tragen die Matrixelemente [ Y3 (2 £ wy1p;)dV bel. Sie enthalten einen Faktor

/ e M =Mit e gy (377)
und daher gehoren die Ubergange mit AM +1 zu rechts bzw. linkszirkular polarisierten Wellen

entlang der z-Richtung. Essind die o-Linien des Zeeman-Effekts.

Die Spins andern sich bei der elektrischen Dipolstrahlung nicht. Aus den Regeln der Zu-
sammensetzung der Drehimpul se folgern wir daher

AJ, =0,+1 (378)

und
AJ =041, (379)

wobei der Ubergang .JJ = 0 — J = 0 aber verboten ist.

Die Auswahlregeln missen im Teilchenbild so interpretiert werden, dal’ die Photonen den
Spin 1 haben, wobel die beiden moglichen Einstellungen s, 4+ 1 zu rechts- bzw. linkszirkular
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polarisierten Wellen gehoren. Die an sich erwartete dritte Einstellmoglichkeit s, = 0 fehlt. Es
kann gezeigt werden, dal3 dies mit m., = 0 zusammenhangt.

Prozesse, bei denen der Spin des Atoms sich andert, gehoren zur magnetischen Dipolstrah-
lung, deren Matrixelement durch

Ty = / Vi T opthidV (380)

festgelegt ist, weil das magnetische Moment proportional zum Drehimpuls ist. Drehimpulse
andern bei einer Spiegelung der Koordinaten ihr Vorzeichen nicht (J — J) und daher gilt die
Auswahlregel AL = 0. Magnetische Dipoliibergange erlauben aber Anderungen des Spins.
Diese Ubergange sind jedoch typisch um einen Faktor v2/¢? unterdriickt.

6.2 Die Linienform

Die Zahl der Ubergange aus einem hoheren in einen niederen Zustand ist durch das Zerfallsge-

Setz @t
dN = —N— (381)
T
bzw.

N = Nye ¥/7 (382)

bestimmt. Hierin ist IV, die Zahl der angeregten Atome zur Zeit ¢ = 0 und die Zeit 7 wird
als Lebensdauer des angeregten Zustands bezeichnet. In der Kernphysik ist der Gebrauch der
Halbwertszeit ¢, = 71n 2 verbreitet.

Der Betrag der pro Atom abgestrahlten Leistung wird aus

dN hu)()
P = hwy— = 2 383
"Ndt 1 (383)

berechnet. Durch Vergleich mit (369) finden wir

1 4w 9
Z = 00T 4
T 302 Oé| fl| (38 )
Anstelle der Lebensdauer wird besonders bei sehr kleinen Werten von 7 die Zerfall shreite
= E (385)

benutzt. Die numerische Umrechnung lautet T = 65.823 - 1078 eVns/.
Die elektrische Feldstarke der ausgestrahlten Welle hat fur ¢ > 0 das zeitliche Verhalten
E = Eye /7 coswyt . (386)
Nac(h I;ouri er ist mit jeder Abweichung von einer rein periodischen Form ein Frequenzspektrum
~ c(w) mit

o(w) = /_ T B(t)eot (387)

oo
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Abbildung 58: Lorentzkurve I /I, nach (389) aufgetragen gegen w/w, mit einer Halbwertsbrei-
te Aw = 0.2wy.

verbunden. Die Auswertung mit (386) ergibt

E, 1 1
ew) = 2 (z(wo—w)—Aw/Q +z(—w0—w)—Aw/2> (388)
mit Aw = 1/7. Der erste Term Uberwiegt vollstandig in der Umgebung von w = wq und wir

vernachlassigen deshalb den Beitrag des zweiten Terms. Die Intensitat der Spektrallinie hat

daher die Form .

lo (w—wo)?+ (Aw)?/4
Die charakteristische Frequenzabhangigkeit dieser sog. Lorentz-Kurve ist in Abb. 58 gezeigt.

Aw hat die sehr anschauliche Bedeutung der Halbwertsbreite. Mit (385) folgt daher fur die
Energieunscharfe der Photonen

I(w) =

(389)

M= hAw=" (390)
T

aso
Ir=h (392)
in Ubereinstimmung mit der Unscharferelation.
Als Beispiel berechnen wir die Linienbreite der H, Linie. Mit MAPLE finden wir sofort
Ty = 1.85a% und damit 7 = 4.5 - 1078 sbzw. ' = 1.4 - 10~® eV. Solche fir die Atomphysik

typischen geringen Linienbreiten sind mit normalen optischen Methoden nicht mef3bar. Die
experimentelle Linienbreite ist meistens sehr viel grofl3er als diese sog. natiirliche Breite.

In einer Gasentladung stammt die grofite Verbreiterung vom Doppl er-Effekt. Gasatome, die
sich mit der Geschwindigkeit v bewegen, bewirken eine Frequenzverschiebung Aw/wy = v/c.
Ausgehend von der Geschwindigkeitsverteilung

n(v)dy ~ e~ Win/kT (392
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in einem Gas (Physik I1), folgt die Intensitétsverteilung einer Gaul3kurve

—W[) Aw 2
I(w)=1 = 303
@ =tew | 77 (22) (399
mit der relativen Halbwertsbreite
Aw 2%TIn2\ /2
=Y _9 394
- ( " ) , (304)

worin W, die Ruheenergie des Atomsist. Fir unser Beispiel ergibt dies bei 1000 K einen Wert
von 1.56 - 107°. Dasist sehr grof3 verglichen mit 0.75 - 10~8 fur die natiirliche Linienbreite.

6.3 Der schwarze Strahler
6.3.1 Strahlung fester Korper und Hohlraumstrahlung

Bisher haben wir uns nur mit den Strahlungsgesetzen einzelner raumlich gut getrennter Atome
beschaftigt. Die Strahlung eines Gases wird durch die Summe der Strahlung der einzelnen
Atome beschrieben.

Von grofer praktischer und grundsatzlicher Bedeutung ist es jedoch, die Strahlung von fe-
sten Korpern quantitativ zu verstehen, man denke z.B. an die Strahlung einer Herdplatte oder
der Sonne! Intuitiv erwarten wir ein kontinuierliches Frequenzspektrum. Es ist ein wesent-
liches Ergebnis der Festkorperphysik, dal3 in einem Kristall mit N regelmaldig angeordneten
Atomen jede Linie in N Linien aufspaltet. Durch die Wechselwirkung benachbarter Atome
wird es zusatzliche Verschiebungen und Verschmierungen geben, so dal3 im Termschema an-
stelle von Linien breite Bander auftreten. In einem dichten ungeordneten Korper wird es sehr
wenig erkennbare Strukturen der erlaubten Zustande geben.

Angesichts dieser Uberlegungen erscheint es hoffnungslos, die spektrale Intensitatsvertei-
lung
dl d*P
Iy=— =
df  dAdf
der von einem Oberflachenelment dA eines glihenden Korpers der Temperatur 7' ausgesand-
ten Strahlung zu berechnen. Es stellt sich aber heraus, dal3 im Grenzfall des sog. schwar-
zen Strahlers eine exakte Berechnung moglich ist. Die zuerst von Max Planck im Jahre 1900
durchgefiihrte Rechnung gilt als einer der Startpunkte der Quantentheorie. Wir werden hier die
Herleitung mit Hilfe der Regeln der QED durchfihren.

(395)

Von Kirchhoff wurde gezeigt, dal3 I, sich in ein Produkt

]f(Tafa) :eA(fa)[fB(Taf) (396)

zerlegen &3, worin IfB eine universelle Funktion ist (mit dem Index B fur black) und e 4( £, ..)
das spektrale Absorptionsvermogen eines bestimmten Korpers bezeichnet. Auf den Korper

98



auffallende Strahlung wird absorbiert bzw. reflektiert. € 4df ist der Bruchteil der im Frequenz-
intervall zwischen f und f + df absorbierten Intensitét. Das Absorptionsvermdgen hangt von
der Frequenz und vielen weiteren Parametern (z.B. der Beschaffenheit der Oberflache) ab, dies
wird durch die Punkte im Argument von €4 und I, angedeutet. Einen Korper mit e, = 1, der
also alle auffallende Energie absorbiert, bezeichnet man as ,,schwarz. Wesentlich besser als
durch einen schwarzen Anstrich kann diese Eigenschaft in einem auf der Temperatur 7" gehalte-
nen Hohlraum mit einer Offnung der Flache A erzielt werden, da es sehr unwahrscheinlich ist,
daR von auRen auf die Offnung auftreffende Photonen, den Hohlraum wieder verlassen kdnnen
(Abb. 59).

6.3.2 Atome im Strahlungsfeld

Die Beziehung (368) definiert die Ubergangsamplitude der spontanen Emission. Unter Weg-
lassung des Symbols fir das emittierende Atom schreiben wir 7';; = (v|7°|0), die Amplitude
beschreibt die Erzeugung eines Photons aus dem Vakuum in einen Zustand o« mit einer ganz be-
stimmten Energie, Richtung und Polarisation. Diese Amplitude wird ab jetzt mit ¢ ¢ abgekirzt.

Photonen sind Teilchen mit Spin eins, sie unterliegen also nicht dem Pauli-Verbot. Im Hohl-
raum des Volumens 1 kann es schon NV, Photonen mit genau den glei chen Eigenschaften geben.
Ein wesentliches Ergebnis der QED besagt nun, daR die Amplitude firr den Ubergang von N,
nach (N, + 1) Photonen im gleichen Zustand o durch

(N + 1)Y|T|Nay) = V/Na + 1t (397)
gegeben ist. Die zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
W = (Ny + 1)tbg (398)
ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten fur induzierte Emission
iy = Natig (399)

und der Wahrscheinlichkeit g fir spontane Emission.

Atome im Grundzustand konnen Photonen absorbieren. Fur die zugehdrige Amplitude
((No — 1)v|T|Nov) gilt wegen der Invarianz der Naturgesetze gegen Spiegelungen des zeit-
lichen Ablaufs

(No = V[T [Nay) = (NaYT|(Na = 1)) (400)
also

(Noy|T| (N, = /Nats . (401)

Hierzu gehort die Ubergangswahrscheinlichkeit fur induzierte Absorption

W= Natirg (402)
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Die Herleitung der Beziehung (397) ist auf verschiedenen Wegen moglich!2. Wir machen
uns hier einen weiteren Lehrsatz aus der Quantentheorie von Vielteilchensystemen zunutze.
Er besagt, dal? die Wellenfunktion eines System von N Photonen symmetrisch gegeniiber ei-
ner Vertauschung der Photonen sein mul3. Dies ist der entscheidende Unterschied zwischen
Bosonen (Teilchen mit Spin 0 oder 1) und Fermionen. Man sagt, Photonen gentigen der Bose-
Statistik, Elektronen der Fermi-Statistik. Im Gegensatz zu Elektronen konnen Photonen in ge-
nau gleichen Zustanden auftreteten. Zwei Photonen im Zustand o« werden dann durch

1) = 5 () + b)) (409

und 3 Photonen im gleichen Zustand durch

1
Ivyy) = %(Ivmw) + [v372) + [171ive) + [vsvem) + [envs) + [eysm))  (404)

beschrieben. Der Vorfaktor stellt die Normierung (z.B. (yv||vy) = 1) sicher. Die Verallgemei-
nerung auf V' Photonen ist klar. Es gibt N! Permutationen und der Vorfaktor lautet 1/+v/ N,
Nun gilt for die Ubergange offensichtlich

(72737 | 172) = (el [vav2) (s T'10) = ts (405)

aber
(Mm72y|T|vem) =0, (406)
da die Zustande |v172) und |v,y;) orthogonal zueinander sind. Mit ahnlichen Argumenten fur

die anderen moglichen Kombinationen ist daher die Amplitudefirr den Ubergang von zwei nach
drei Photonen durch ¢¢3!/+/2!3! gegeben. Die Verallgemeinerung liefert das Ergebnis (397)

«m+mmmw=jwwfwmzwm+mw (407)

6.3.3 Das Strahlungsgesetz von Planck

Nach diesen nicht ganz einfachen Uberlegungen, (die beim ersten Lesen auch iberschlagen
werden konnen), wollen wir nun die Zahl N, der Photonen im Hohlraum finden, die sich in
einem ganz bestimmten Zustand « befinden. Dazu stellen wir unsvor, dal3 esin den Wanden des
Hohlraums Atome gibt, deren Anregungsenergie genau der Energie der Photonen im Zustand
a entspricht. Diese sollen sich im thermischen Gleichgewicht mit der Strahlung im Hohlraum
befinden. Damit soll gesagt werden, dal3 die Gesamtzahl der Absorptionsprozesse gleich der
Gesamtzahl der Emissionsprozesse ist. Mit N; Atomen im Grundzustand und N, Atomen im
angeregten Zustand bedeutet dies

Nytisy = Ny(tg + tbg) (408)

2Siehe z.B. die elementare Diskussion in Feynman L ectures of Physics, Band 3, oder Feynmans Buch Quantum
Electrodynamics oder im Lehrbuch Relativistische Quantentheorie von Landau und Lifshitz.

100



Abbildung 59: Der Hohlraum als Modell eines idealen schwarzen Strahlers.

Daraus wird mit Hilfe von (398) und (402)
NlNawS == NQ(Na + ].)UJS . (409)
Nun benutzen wir das Gesetz von Boltzmann

No  _awr
—= = 41
N =c , (410)
welches das Verhdltnis der Zahl der Atome im angeregten Zustand und im Grundzustand fest-
legt, falls thermisches Gleichgewicht vorliegt. Einsetzen in (409) und Auflosen nach N, ergibt
mit AW = W,
1

No = eWy/kT _ 1 °

(411)

In diesem Grundgesetz der Bose-Statistik ist die Zahl und Beschaffenheit der Atome des Strah-
lers tberhaupt nicht mehr enthalten! Was zunachst kompliziert erschien, ist besonders einfach
geworden. Wir fassen nun W, als Variable auf. In (411) ist auch die Richtung und die Polari-
sation der Photonen festgelegt. Um die Zahl dV., der Photonen mit Energien zwischen 17/, und
W., +dW., zu erhalten mussen wir (411) mit der Zahl dN; der Zustande mit Energien zwischen
W, und W, + dW.,, multiplizieren, dN,, = N,dNz. Zur Berechnung von dN  formen wir
(311) ein wenig um und multiplizieren mit einem Faktor 2, um die beiden Polarisationen von
Photonen zu berticksichtigen, daher gilt

2

VW
ANy = ——2LdW, . (412)

T r2h3e3 7
Die Anzahldichte der Photonen ist durch n., = N, /V festgelegt und damit folgt
dn® 1 w2

v
dw, 2R3 eWA/kT —

(413)

als erste Form des Planckschen Strahlungsgesetzes fur die Hohlraum- oder Schwarzkorper-
strahlung. Die Energiedichte der Strahlung ist durch v = W, n., definiert, damit ergibt sich die
Dichteverteilung uy = du/dW,, zu

1 w3
T2h3¢e3 WA /KT — 1 7
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wahrend die spekirale Energiedichte uf = du” /df durch

1672h f3
3 e2nhf/kT _

uf = (415)

gegebenist.

Abbildung 60: Zur Herleitung von (417).

Schlieflich brauchen wir noch 77 die spektrale Verteilung der von der Offnung des Hohl-
raums oder einem Flachenelement d A eines schwarzen Korpers emittierten Intensitat. Zur Be-
rechnung betrachten wir die Abb. 60. Im Kegel mit dem Offnungswinkel AS2 ist der Bruchteil
u}’? dS)/4m der Energiedichte enthalten. Fur die Intensitét erhalten wir die Winkelverteilung

di®

it S §

70 = 1,008 o, (416)
dadA" = dA/ cos © die wirksame Flache senkrecht zur Kegelachse ist. Die Integration Uber
den Raumwinkel ergibt
472 h 13

2 e2rhf/kT _ |
als vierte Form des Planckschen Gesetzes. Der beriihmte Funktionsverlauf ist fur 77 = 3000 K
und 7" = 6000 K in Abb. 61 gezeigt.

I7 = (417)

Die Sonne ist naherungsweise ein schwarzer Strahler mit einer Temperatur von 5780 K. Das
Weltall ist ein idealer schwarzer Strahler mit einer Temperatur von 2.726 K, Abb. 62. Rechnun-
gen zeigen, dal3 bei elner Temperatur von 3000 K in elnem Wasserstoffgas nicht mehr gentigend
| oni sati onsprozesse stattfinden, um ein Gleichgewicht zwischen lonisation und Rekombination
aufrecht zu erhalten. Das Gas wird fur die Photonen durchsichtig. Die kosmische Hintergrund-
strahlung stammt also aus einer Zeit mit einer Temperatur des Weltalls von 3000 K. Dieses hat
sich seitdem um einen Faktor 1100 ausgedehnt, wobei die Temperatur um den gleichen Faktor
abgenommen hat.

Das Maximum der spektralen Intensitéat (Kurvendiskussion!) liegt bel

a

Amax = — (418)

~
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Abbildung 61: Die spektrale Intensitat der Strahlung eines schwarzen Korpers nach (417) fur
T = 3000 K (untere Kurve) und 7' = 6000 K (obere Kurve).
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Abbildung 62: u ; der kosmischen Hintergrund-Strahlung und Vergleich mit der Planck-Formel.

mita = 5.08 - 10> nmK. Dasist das sog. Wiensche Verschiebungsgesetz. Die Integration von
(417) Uber die Frequenz ergibt das Stefan-Boltzmann Gesetz der Gesamtintensitat

I8 =oT* (419)
mit
ok
7T S0
Der numerische Wert von o ist 5.6705 - 1078 Wm—2K %,

(420)
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6.3.4 Die Einstein Koeffizienten

Von Einstein wurde eine Begriindung der Planckschen Formel angegeben, die unserer Ableitung
sehr nahe kommt. Er fuhrte die Begriffe spontane Emission, induzierte Emission und induzierte
Absorption ein. Sie sind durch Koeffizienten A5, Bi, und By mit By = Bi, gekennzeichnet.
Einstein argumentierte, dal3 die Wahrscheinlichkeit fur induzierte Emission und Absorption
proportional zur Energiedichte v des Strahlungsfeldes sein muf3, die Bilanzgleichung lautet
aso

Ny Biguy = No(Aig +uspBia) . (421)

Blg C3

6.4 Der Drei-Niveau-Laser

©)

VLLLl% Strahlungsl ose Ubergénge

Pumpen Laser

®

Abbildung 63: Prinzip des Drei-Niveau-Lasers. Durch optische Anregung werden die Ener-
giebander 3 gefilllt. Von dort gibt es strahlungslose Ubergange in das Niveau 2, welches eine
lange Lebensdauer hat. Eswird N, > N; erreicht. Die Laserstrahlung ist durch induzierte
koharente Emission von 2 nach 1 gekennzeichnet.

In einem Laser ist die Verteilung der Besetzungszahlen nicht thermisch. Einfachstes Bei-
spiel: Drei-Niveau-Laser (Abb. 63). Durch das Pumpen und die (strahlungslosen) Ubergange
in das Niveau 2 (mit relativ langer Lebensdauer) wird N(Ws) > N (W) erreicht. Ein Photon
wird spontan aus 2 emittiert und |auft durch das Material. Durch den Prozel3 der induzierten
Emission werden wegen (398) aus den anderen Atomen bevorzugt Photonen ausgel 0st, die sich
im exakt gleichen Zustand befinden (Abb. 64). Mit N, > N, gilt angenahert

dN,
dt

= NowgN,, (423)
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Abbildung 64: Stimulierte Emission. a) Das erste Photon kurz vor dem Stof3, b) Das Atom hat
ein Photon emittiert, ) Das Photon nach dem Stol3 mit dem 2. Atom, d) Die 3 Photonen sind
vom Spiegel reflektiert worden.

die Zahl der Photonen im gleichen Zustand steigt also exponentiell an. Spiegel am Ende bewir-
ken eine Umkehrung der Richtung der Photonen, so dal3 der Prozef3 nicht friihzeitig abbricht.
Die Photonen sind koharent, d.h. die entstehende el ektromagnetische Welle ist Uber den Quer-
schnitt des Lasers phasengleich. Damit ist der Laser eine Quelle ebener elektromagnetischer
Wellen, deren Winkeldivergenz nur durch die Beugung gegeben ist. Durch halbdurchlassige
Spiegel an einem Ende kann die resultierende ebene Welle ausgekoppelt werden.
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