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1. Einleitung

1.1. Beispiele aus dem Bereich der Stromungsakustik

In vielen Bereichen des téglichen Lebens finden sich Anwendungen der Stréomungs-
akustik. Um einen Eindruck zu geben, wie umfassend das gesamte Gebiet ist, werden
hier einige Beispiele fiir stromungsakustische Phénomene aufgelistet. Die Liste erhebt
keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit:

e Fluglirm (Triebwerke, Uberschallknall)

e Strafenldrm (Schall durch Umstrémung der Fahrzeuge, Auspuffgerdusche)
e Eisenbahn (Umstromungslirm, Druckwellen im Tunnel)

e Musikinstrumente (Blasinstrumente, Orgelpfeifen)

e Blutkreislauf (Pulsschlag)

e Gebldseldrm (Staubsauger, Fohn)

e Schall durch Umstrémung von Gebéduden (“Der Wind pfeift”)

e Durch Schall erzeugte Stromungen (z.B.: Wirbelkanone)

o Rijke-Rohr (thermo-akustische Instabilitét)

Die Akustik ist die Wissenschaft des Schalls einschlielich seiner Erzeugung, Aus-
breitung und Auswirkung. Die Stromungsakustik beschéftigt sich dabei besonders mit
den ersten beiden Punkten. Das Fachgebiet konnte man entsprechend in zwei Bereiche
unterteilen:

e Schallerzeugung durch Strémung
e Schallausbreitung in stromenden Medien

Die Abbildung 1.1 soll einen Eindruck iiber den gesamten Umfang der Akustik und
ihre Verkniipfung mit den angrenzenden Disziplinen geben. Wie die obige Liste zeigt,
konnen stromungsakustische Phédnomene in allen Bereichen gefunden werden.

Im Prinzip kann die gesamte Akustik in Fluiden als Spezialfall der Stromungsme-
chanik beziehungsweise Gasdynamik angesehen werden. Die stréomungsmechanischen
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Abbildung 1.1.: Grafik zur Illustration des Umfangs und der Verzweigung der Akustik
[Frei iibertragen aus: R.B. Lindsay, J. Acoust. Soc. Am., Nummer 36,
Seite 2242 (1964)]

Grundgleichungen beschreiben alle Vorgéinge. Jedoch ist in der Akustik die Heran-
gehensweise an viele Probleme eine ganz Andere als in der Stromungsmechanik. Es
bereitet erfahrenen Stromungsmechanikern haufig unerwartete Schwierigkeiten, wenn
sie beginnen, sich mit akustischen Fragestellungen auseinanderzusetzen.

Die Akustik und die Stromungsmechanik sind eigenstdndige Fachgebiete, die in der
Stromungsakustik zusammentreffen. Dabei st68t man auch auf das Problem, daf sich
teilweise fiir gleiche Dinge unterschiedliche Bezeichnungen und Ausdrucksweisen eta-
bliert haben. Zum Beispiel ist fiir den Stromungsmechaniker die Luft ein strémendes
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“Fluid”, wogegen der Akustiker die Luft als ein “Medium” ansieht, in dem sich Wellen
ausbreiten. Die Begriffe “Fluid” und “Medium” sind prinzipiell in dem vorliegenden
Text {iberall austauschbar. Welcher der beiden Ausdriicke verwendet wird richtet sich
danach, ob ein strémungsmechanischer oder ein akustischer Zusammenhang betont
werden soll. Es wird generell versucht, die typischen Begriffe aus beiden Fachgebie-
ten, wie zum Beispiel “Newtonsches Fluid” oder “mitschwingende Mediummasse”, zu
verwenden.

Eine strikte Aufteilung der Akustik in reine Stromungsakustik und die restlichen
Gebiete ist wenig sinnvoll. In der Vorlesung werden einige allgemeine Grundlagen
der Akustik vorgestellt, bevor die wichtigsten Gleichungen aus dem Spezialgebiet der
Stromungsakustik behandelt werden. Die Betrachtung der Akustik erfolgt aus der Sicht
der Stromungsmechanik.

1.2. Aligemeine Eigenschaften von Schall

Historische Entwicklung der Akustik

Bereits in der Antike wurde der Wellencharakter des Schalls vermutet. Zum Beispiel
wurde von dem griechischen Philosoph Crysippus (ca. 240 v.C.) und dem rémischen
Architekten und Ingenieur Vetruvius (ca. 25 v.C.) die Analogie zwischen den Wellen
auf einer Wasseroberfliche und der Schallausbreitung erkannt. So wurde eine Welle
als “oszillatorische Storung, die sich von der Quelle weg bewegt ohne Material iiber
grofle Entfernungen zu transportieren” beschrieben. Erstaunlicherweise war zum Bau
der antiken Theater mit hervorragenden akustischen Eigenschaften weder die Kenntnis
der Wellengleichung noch das Wissen um Schalldruck und dergleichen notwendig.

Die Entwicklung der modernen Akustik begann am Anfang des 17. Jahrhunderts.
Es konnte experimentell nachgewiesen werden, daf} ein vibrierender Korper, der einen
Ton abstrahlt, die umliegende Luft zu einer oszillatorischen Bewegung der gleichen
Frequenz anregt. Besonders hervorzuheben sind die Arbeiten des franzosischen Na-
turforschers Marin Mersenne (1588 - 1648) und von Galileo Galilei (1564 - 1642). So
beschrieb Mersenne in seiner Arbeit “Harmonie universelle” (1636) die erste absolute
Bestimmung der Frequenz eines horbaren Tones (84 Hz). Durch das klassische Experi-
ment von Robert Boyle (1660) mit einer tickenden Uhr in einem teilweise evakuierten
Glasbehélter konnte bewiesen werden, daf§ die Luft entweder zur Ausbreitung oder zur
Erzeugung des Schalls notwendig ist.

Die mathematische Theorie der Schallausbreitung begann mit Isaac Newtons (1642
- 1727) Arbeit “Principia” (1686). Allerdings ist von Newtons Forschungen auf dem
Gebiet der Akustik heute vor allem seine falsche Berechnung der Schallgeschwindigkeit
in Luft bekannt. Newton machte den Fehler, die Zustandsénderung in Schallwellen als
isotherm anstatt isentrop (adiabat) anzunehmen. Er erhielt so eine Schallgeschwindig-
keit von 290 m/s, die deutlich von dem gemessenen Wert abwich. Erst Laplace berech-
nete 1816 die Schallgeschwindigkeit unter der Annahme isentroper Zustandsdnderung
und erhielt eine Losung, die mit den Experimenten in Einklang stand. Die theoretische
Beschreibung der Wellenausbreitung wurde spéter von Euler (1707 - 1783), Lagrange
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(1736 - 1813) und d’Alembert (1717 - 1783) weiterentwickelt.

Definition von Schall

Folgende Punkte sind charakteristisch fiir Schall:

1. Schall breitet sich als Welle aus. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit betrigt zum
Beispiel in Luft unter Normalbedingungen 340 m/s und in Wasser 1450 m/s.

2. Schallwellen bewegen das Fluid (Medium) um einen mittleren Zustand.

Schallwellen kénnen Informationen transportieren.

- W

Schallwellen transportieren Energie.

5. Schwankungen der Zustandsgroen (z.B. Druck, Dichte,..) durch Schall sind fast
immer relativ klein.

Mit den genannten Punkten ist eine Definition von Schall moglich. In der Praxis kann
jedoch die Unterscheidung zwischen Schall und Strémung relativ schwierig werden.
Dies wird am Beispiel eines umstromten Zylinders, hinter dem sich eine Wirbelstra-
Be ausbildet verdeutlicht. Bei diesem Vorgang wird auch Schall erzeugt, der sich in
alle Richtungen ausbreitet. Der Schall ist als Druckschwankung mit einem Mikrofon
nachweisbar. Jedoch treten in dem Stromungsfeld auch Druckschwankungen auf, die
nichts mit Schall zu tun haben. Zum Beispiel registriert ein Beobachter, der sich in der
Bahn der Wirbel befindet (siehe Abbildung 1.2), eine Druckabsenkung, wenn ein Wir-
bel vorbeischwimmt. Diese lokal gemessene Druckschwankung kann ohne zusétzliche
Information {iber das restliche Strémungsfeld nicht von Schall unterschieden werden.

Anstromung /) /)
= QO
U7
Zylinder Wirbel Beobachter

Abbildung 1.2.: Beobachter im Stromungsfeld hinter einem Kreiszylinder

Die Wirbel in diesem Beispiel erfiillen iibrigens einige der fiir Schall charakteristi-
schen Eigenschaften. Sie bewegen das Medium nur um einen mittleren Zustand und
transportieren mit Sicherheit auch Energie. Die Wirbel breiten sich jedoch nicht mit
Schallgeschwindigkeit aus, sondern bewegen sich im Stromungsfeld durch die Haupt-
stromung und Induktion der anderen Wirbel. Dadurch erfiillen sie nicht den ersten
Punkt in der obigen Liste.
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1.3. Quantitative Beschreibung von Schall

Die “wichtigste” Gréfle bei der Beschreibung des Schalls ist der Druck. Dies hat ver-
schiedene Griinde: Der Druck ist relativ einfach mefibar. Er ist eine anschauliche Grofle,
und vom Menschen physiologisch erfallbar also spiirbar.

Ublicherweise werden alle GréBen in einen Gleichanteil und einen Schwankungsan-
teil zerlegt. Betrachtet man zunéichst den Fall eines ruhenden Mediums in dem sich
Storungen durch Schall ausbreiten, ergibt sich fiir den Druck p, die Dichte p und die
Geschwindigkeit ¢ (hier auch als Schnelle bezeichnet) die Zerlegung:

Druck:  p(#,t) = po+ p'(Z,1)
Dichte:  p(Z,t) = po + p'(Z, 1) (1.3.1)
Schnelle:  ¥(Z,t) = U'(Z, t)

Die Groflen pg und pg entsprechen dem Druck und der Dichte in einem Ausgangs-
zustand ohne Schall. Sie sind nicht von dem Ort & und der Zeit ¢ abhéngig. Die
Schwankungsanteile sind mit einem Strich (-)" markiert. Da sich das Medium in Ruhe
befindet, verschwindet der Gleichanteil der Schnelle: ¢y = 0.

Die Amplituden der im Alltag auftretenden Druckschwankungen erstrecken sich
iiber viele Groflenordnungen. So liegen zwischen der Horschwelle und der Schmerz-
schwelle beim Menschen etwa sechs Groflenordnungen der Amplitude des Schalldrucks.
Jedoch sind die Schwankungen selbst bei der Schmerzschwelle immer noch sehr klein
gegeniiber den Gleichanteilen. In dem gesamten Bereich gilt

' /pol < 15 [p'/pol < 1. (1.3.2)

Fiir die praktischen Messungen wurde eine logarithmische Mafleinheit, der Schalldruck-
pegel L,, eingefiithrt. Der Wert wird in der Einheit “Dezibel” (dB) angegeben. Es gilt

pI’mS
L, = 20 -logy, (m) dB (1.3.3)
Dabei ist der Effektiv- oder auch RMS-Wert der Druckschwankung mit

Prms = /(P (£)?) (1.3.4)

definiert. “RMS” ist die englische Abkiirzung fiir die Berechnungsvorschrift: R-root
(Wurzel), M-mean (Durchschnitt bzw. Mittel), S-square (Quadrat). Der in Gleichung
(1.3.3) auftretende Wert von 2 - 10~°Pa ist ein international festgelegter Referenzdruck,
der etwa der Horschwelle des Menschen bei 1 kHz entspricht.

Die zeitliche Mittelung wird mit eckigen Klammern < . > symbolisiert. Sie ist fiir
eine beliebige Funktion y(t) durch

T
(y(t)) = %/y(t) dt (1.3.5)
0
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Ly Prms
Horschwelle 0dB | 2x 10~ bar
Schmerzschwelle | 120 dB | 0.2 x 10~ 3bar
Atmosphiére 194 dB 1 bar

Tabelle 1.1.: Schalldruckpegel fiir verschiedene RMS-Werte

gegeben. Dabei ist T eine Integrationszeit, die theoretisch unendlich grof3 sein muf. Fiir
praktische Messungen ist dies natiirlich nicht moglich, und es wird mit einer endlichen
Zeit T gearbeitet. Dadurch kann sich ein Fehler in dem Mittelwert ergeben. Wenn
das Signal relativ niedrige Frequenzen enthélt, mufl entsprechend ldnger integriert
werden, damit auch {iber mehrere Schwankungen gemittelt wird und der Fehler klein
bleibt. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn y(¢) ein periodisches Signal ist. Wird die
Integrationszeit T gleich einem vielfachen der Periode gewéhlt, erhélt man den exakten
Mittelwert.

In der Praxis sind héufig sinusférmige Schwingungen von Interesse, die in folgenden
auch als “harmonisch” bezeichnet werden. Die harmonische Druckschwankung an einer
Stelle kann mit

p'(t) = B - cos(wt + ¢) (1.3.6)

dargestellt werden. Dabei ist B die Amplitude, w die Kreisfrequenz und ¢ eine Pha-
senverschiebung. Jeder sinusférmige Zeitverlauf kann durch die drei Parameter erreicht
werden. Fiir die Kreisfrequenz gilt dabei w = 2w f, wobei f die Frequenz in Hz ist.

Um den Effektivwert der harmonischen Druckschwankung zu berechnen, wird zu-
erst der Mittelwert der Schwankungen zum Quadrat gebildet. Es ergibt sich

T T

2 B2 B2 (1 B

o’ —?/cos (wt + ) d :?/5 (1 + cos(2wt + 2¢)) dt = - (1.3.7)
0 0

Das letzte Gleichheit ergibt sich, da das Integral des Cosinus-Terms iiber eine Periode

verschwindet. Damit folgt fiir den RMS-Wert der Druckschwankung

Prms = lp (1.3.8)
2
Zu beachten ist, daf in der Schreibweise fiir den Effektivwert der hochgestellte Strich
nicht verwendet wird.

In der Tabelle 1.1 sind die Schalldruckpegel fiir verschiedene RMS-Werte aufgeli-
stet. Der letzte Wert “Atmosphére” ist dabei rein theoretisch, da bei pg = 1bar ein
RMS-Wert von einem bar unrealistisch ist (mit einer Sinusschwingung ohne negativen
Druck nicht zu erreichen). In der Tabelle 1.2 sind fiir eine ebene Welle in Luft die maxi-
mal auftretenden Geschwindigkeiten und Auslenkungen ¢ der Luftteilchen angegeben.

10



1.4. Darstellung mit komplexen Zahlen

LP ‘6/|max |5‘max
120 dB 0.069 gar 1.1x107°m
0dB | 6.93x 10785 | 1.1x 10 "'m

Tabelle 1.2.: Schalldruckpegel fiir verschiedene RMS-Werte

Die Auslenkungen wurden fiir eine Frequenz von 1 kHz berechnet. Bemerkenswert ist,
daBl bei der Horschwelle die Auslenkung der Luftteilchen in der Grélenordnung von
1/1000 der mittleren freien Weglinge der Molekiile ist (fiir Luft unter Normalbedin-
gungen: 1 bar, 20 Grad Celsius).

Das menschliche Ohr reagiert frequenzabhéngig auf Schall. Zur Beschreibung der
empfundenen Stérke des Schalls wurde die Mafeinheit Phon eingefiihrt:

Die Lautstirke eines Schalls in Phon entspricht dem Schalldruckpegel des gleichlaut
empfundenen 1 kHz-Tones.

Das Phon ist damit ein Wert, der durch einen subjektiven Vergleich zweier Schalldriicke
bestimmt wird (zweiohriges Héren!). Fiir die Lautstérkebestimmung mit Mefigerdten
(also ohne Testhorer) wurden sogenannte Bewertungskurven eingefithrt. Durch Fil-
ter wird die Signalstérke in verschiedenen Frequenzbereichen unterschiedlich verstirkt
bzw. abgeschwicht, um so den Frequenzgang des menschlichen Ohrs zu beriicksichti-
gen.

1.4. Darstellung mit komplexen Zahlen

Im folgenden soll am Beispiel eines schwingenden Kolbens die Vorteile einer komplexen
Formulierung deutlich gemacht werden. Die Situation ist in Abbildung 1.3 dargestellt.
Ein Kolben bewegt sich in einem Rohr sinusférmig um eine Ruhelage. Mit . wird die
Position der Kolbenvorderkante bezeichnet. Es gilt

ke (t) = xo + s(1), (1.4.1)

wobei mit
s(t) = B cos(wt + @) (1.4.2)

die harmonische Auslenkung aus der Ruhelage gegeben ist. Es folgt fiir die Geschwin-
digkeit uyx des Kolbens

_ ds

ug (t) = 5= —wBsin(wt + ¢) (1.4.3)
und die Beschleunigung ist mit
d?s 9
g = B cos(wt + @) (1.4.4)

11
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Abbildung 1.3.: Schwingender Kolben im Rohr

gegeben. Der Kolben sei federnd befestigt. Eine Auslenkung erzeugt eine Riickstell-
kraft. Die Reibung im Rohr bewirkt eine Kraft entgegen der Bewegungsrichtung. Fiir
die gesamte mechanische Kraft, die sich durch die Bewegung des Kolbens ergibt, erhélt

man

ds d2s
Kpeeh = —8D— —F — —M 1.4.
hETI TR T ae (1.4.5)

Dabei ist D die Federkonstante, F' der Reibungskoeffizient und M die Masse des Kol-
bens. Setzt man Gleichungen (1.4.2) bis (1.4.4) in (1.4.5) ein, ergibt sich

Kineeh = B[ — D cos(wt + ¢) + w Fsin(wt + ¢) + w? M cos(wt + ¢)] (1.4.6)

Mochte man zum Beispiel das Maximum der mechanischen Kraft | Kiech|max bel einer
gegeben maximalen Auslenkung B bestimmen, zeigt sich, dafl Gleichung (1.4.6) relativ
unhandlich ist. Die Berechnung wird deutlich einfacher, wenn man zu einer komplexen
Formulierung iibergeht. Anstatt Gleichung (1.4.2) wird die momentane Auslenkung
nun mit

s(t) = Re{s - 1 (1.4.7)

formuliert. Dabei ist § eine komplexe Amplitude. In ihr “steckt” die Information der re-
elle Amplitude B und die Phaseninformation . Damit (1.4.2) und (1.4.7) gleichwertig
sind, muf3

m($§
B =15 und ;eé; =tan¢ (1.4.8)
gelten.

Anschaulich kann man sich die komplexen Zahlen 3 und e™? als Vektoren in der
komplexen Ebene vorstellen. Die geometrische Situation ist in der Abbildung 1.4 dar-
gestellt. Der Winkel zwischen § und der reellen Achse ist gerade ¢. Der Betrag von
e™? ist immer gleich eins. Der Winkel zwischen e** und der reellen Achse ist wt. Das
Produkt 5 - ¢! ist wieder eine komplexe Zahl mit dem gleichen Betrag wie 3. Der
Winkel zwischen § - ¢! und der reellen Achse ist die Summe (wt + ). Das Produkt
stellt praktisch einen Zeiger der Lénge |§| dar, der sich mit der Kreisfrequenz w um den

12



1.4. Darstellung mit komplexen Zahlen

Jm A Jm A

wt

>

wt

5(0) e Re

A
v

Abbildung 1.4.: Zur Zeigerdarstellung in der komplexen Ebene

Ursprung dreht. Die Projektion dieses Zeigers auf die reelle Achse ergibt den Realteil
und damit s(¢).

Mit der komplexen Formulierung erhélt man statt Gleichung (1.4.6) fiir die mecha-
nische Kraft den Ausdruck:

Kneeh = Re{3[ = D — iwF + w?M]e'} (1.4.9)
Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird zweckméfBigerweise mit
7 :=—D —iwF +w’M (1.4.10)

abgekiirzt. Die komplexe Grofle Z beinhaltet die gesamte Information iiber die me-
chanischen Eigenschaften des Kolbens. Fiir feste Werte D, F und M héngt sie nur
von der Frequenz w ab. Damit ist die Berechnung der mechanischen Kraft K., bei
gegebener Auslenkung § durch einfache Multiplikation von komplexen Zahlen moglich:

Kunoch = sne{gz em} (1.4.11)

Oft ist nur die Amplitude der Kraft und nicht der momentane Wert von Interesse. Die
maximale Kraft ist durch den Betrag der komplexen Zahl in der geschweiften Klammer
gegeben. Es gilt

|Kmech|max = |§| ‘Z| (1412)

So kann fiir eine gegebene maximale Kraft die maximale Auslenkung mit

Km max
B =15 = [Kmechlmax r;l| . (1.4.13)

berechnet werden. Dies wére mit einer rein reellen Darstellung nicht so elegant méglich.

AuBere Kraft

Wirkt eine duflere Kraft auf den Kolben, so erzeugt diese eine Bewegung. Die Summe
aller angreifenden Krifte muf3 gleich Null sein. Neben der mechanischen Kraft auf den

13
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Kolben soll nun auch noch eine Druckkraft wirken. Zur Vereinfachung des Beispiels
werden folgende Punkte vorausgesetzt:

1. Rechts vom Kolben herrscht Vakuum. Der Druck ist dort gleich Null.

2. Auf der linken Seite vom Kolben ist der Druck rdumlich konstant. Er wird mit
px bezeichnet. Es wird die Zerlegung

p(t) = po + pic(t) (1.4.14)

eingefiihrt.

3. Die Ruheposition zg des Kolbens stellt sich bei px = po ein. Die Feder ist ent-
sprechend vorgespannt, um die Kraft durch den Ruhedruck auszugleichen. Die
Grofle s bezeichnet weiterhin die Auslenkung aus der Ruhelage.

Betrachtet wird eine harmonische Druckstorung am Kolben der Form
Pl(t) = Re{p - ™'} (1.4.15)

Die Grofle py ist analog zu § eine komplexe Druckamplitude. Der Druck bewirkt die
Kraft
Kdruck(t) = ka(t) (1416)

Dabei ist @ die Querschnittsfliche des Rohres. Die Druckkraft kann in einen Gleich-
anteil und die Schwankung mit

Karuck (t) = Kdruck,O + K(/:lruck(t) (1417)

zerlegt werden. Fiir den Gleichanteil gilt

Karuek,0 = @ po (1.4.18)
Die Schwankung ist
Kiruec(t) = Qpic(t) = QRe{pr - €'} (1.4.19)
Entsprechend wird die mechanische Kraft in
Kimeeh (t) = Kmecn,0 + Kipecn () (1.4.20)

aufgeteilt. Der Gleichanteil Kpech,0 entspricht der Riickstellkraft durch die Vorspan-
nung der Feder. Die rechte Seite der Gleichung (1.4.11) ist nun nicht mehr gleich
der gesamten mechanischen Kraft sondern entspricht dem Schwankungsanteil. Statt
(1.4.11) gilt jetzt

een(8) = Re {57 1} (1.4.21)
Damit Kriftegleichgewicht gilt muf3

chch(t) + Kdruck(t) =0 (1422)
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erfiillt sein. Bereits die Gleichanteile heben sich auf:
Kinech,0 + Kdruck,o = 0 (1.4.23)
Damit folgt fiir die Schwankungen ebenfalls
mech (£) + Kgrac(t) = 0 (1.4.24)
Einsetzen von (1.4.19) und (1.4.21) liefert aus der letzten Gleichung
Re{3Z ™'} = —Q Re{pw '} (1.4.25)
Diese Bedingung stellt eine Gleichung der Form
S‘ie{zl . ewt} = D‘ie{zg . ei“’t} (1.4.26)

dar. Die Groflen z1 und 2z sind die komplexen Amplituden der beiden Kréfte. Gleichung
(1.4.26) ist fiir alle Zeiten ¢ nur erfiillt, wenn z; = 25 gilt. Damit folgt aus (1.4.25) die
Beziehung

$7 = —Qpx (1.4.27)

Mit Hilfe dieser Gleichung ist es sehr einfach moglich die komplexen Amplituden
der Auslenkung § und der Druckstorung py ineinander umzurechnen. Dazu miissen
natiirlich die mechanischen Eigenschaften des Kolbens (D,F und M) und die Frequenz
w bekannt sein, um die Grofle Z zu berechnen.

Hiufig sind nur die Amplituden und nicht die Phasen der Gréflen von Interesse.
Die Druckamplitude entspricht dem Betrag |px|. Entsprechend gibt |§| die maximale
Auslenkung an. Fiir eine vorgegebene Druckamplitude berechnet sich die maximale
Auslenkung des Kolbens durch

o _ Qlpx
|5 = (1.4.28)
|1Z]
Diese Berechnungen sind im Komplexen deutlich eleganter als bei rein reeller Darstel-
lung.
iwt —iwt

Die komplexe Darstellung ist mit e*“* und auch mit e moglich. Wird von der
einen in die andere Formulierung iibergegangen, miissen die komplexen Amplituden
durch ihre konjugiert komplexen Werte ersetzt werden. Denn es gilt

Re{z- ™'} = Re{z* e ™} (1.4.29)

Dabei ist mit z* der konjugiert komplexe Wert von z bezeichnet. Die beiden Schreib-
weisen sind dquivalent, jedoch sollten sie nicht vermischt werden.

Zuletzt soll noch auf eine iibliche Vereinfachung der komplexen Schreibweise hin-
gewiesen werden. In der Literatur findet man oft Gleichungen der Form

ph(t) = P - et (1.4.30)

Im Vergleich zu Gleichung (1.4.15) fehlt die Realteilbildung auf der rechten Seite. Auf
der rechten Seite steht damit ein komplexer Ausdruck, der mit einer physikalischen
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GroBe auf der linken Seite gleichgesetzt wird. Die Druckschwankung p) () ist selbst-
verstidndlich reell. Strenggenommen ist die angegebene Gleichung nicht korrekt. Diese
Schreibweise wird dennoch hiufig verwendet. In diesem Fall gilt die Konvention, dafl
bei Gleichsetzung einer reellen Gréfle mit einem komplexen Ausdruck von letzteren der
Realteil zu bilden ist. Die Realteilbildung steckt sozusagen implizit in der Gleichung.

Die reduzierte Schreibweise fithrt normalerweise zu keinen Verwechslungen. Ledig-
lich bei der Produktbildung von reellen Groflen ist Vorsicht geboten. Soll zum Beispiel
der Ausdruck p! (t)? berechnet werden, so muf

Pe(t)? = (Re{pyc - 1)) (1.4.31)

geschrieben werden. Die Realteilbildung kann hier nicht weggelassen werden, denn das
Quadrat des Realteils ist nicht unbedingt auch der Realteil des Quadrats einer Grofle.

1.5. Mathematisches Hilfsmittel: §-Funktion

Kontinuierliche Dichteverteilung und Punktmassen

Zur Beschreibung vieler Probleme in der Physik bietet es sich an, die sogenannte J-
Funktion zu verwenden. Als einfache Beispiele sind die Punktmasse in der Mechanik
und die Punktquelle in der Akustik zu nennen. Auch bei vielen Herleitungen und Be-
weisen kann die 6-Funktion ein niitzliches Hilfsmittel ein. Sie wurde von dem Physiker
P.A.M. Dirac aus theoretisch-physikalischer Zweckméfigkeit eingefiihrt. Erst danach
wurde von L. Schwarz eine umfassende Theorie entwickelt, und die Anwendung der
d-Funktion auf exaktes mathematisches Fundament gestellt.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der mathematischen Grundlagen der Materie wiirde
den Rahmen dieser Ubersicht sprengen. Deshalb soll hier eine anschauliche Einfiihrung
in die wesentlichen Eigenschaften der -Funktion gegeben werden, die den praktischen
Umgang mit der Funktion erleichtern soll.

Eine kontinuierliche Massenverteilung wird durch die Dichteverteilung p(Z) be-
schrieben. Die Gesamtmasse M eines Korpers kann durch Integration mit

M= [ p(@)dv (1.5.1)
/

aus der Dichteverteilung berechnet werden. Dabei ist V' ein geeignet gewéhltes Volu-
men. Am einfachsten wihlt man V' gleich dem Koérpervolumen. Jedoch kann auch V
grofler gewéhlt werden, wenn aulerhalb des Koérper p(Z) = 0 gesetzt wird.

Eine gegebene Massenverteilung besitzt in einem Schwerefeld potentielle Energie
Epot- Ist das Schwerepotential ¢(7) gegeben, kann diese mit

Bpor = | 6(@) 9(2) av (1.5.2)

v

aus der Dichteverteilung berechnet werden. In der Praxis wird héufig die Masse eines
Korpers als Punktmasse behandelt. Viele Berechnungen vereinfachen sich dadurch

16
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erheblich. Fiir die potentielle Energie einer Punktmasse M am Ort Z, ergibt sich
einfach

Epot = M ¢(Z)) (1.5.3)

Betrachtet man einen relativ kleinen Korper in der Néhe der Erdoberflache, so ist
diese Vereinfachung gerechtfertigt. Die Erdbeschleunigung g ergibt sich als Gradient
des Schwerepotentials mit

g =grad ¢ (1.5.4)

An der Erdoberfliche gilt niherungsweise

¢(T) = g3 (1.5.5)

wobei das Koordinatensystem so gew#hlt wurde, dafl die x3-Achse senkrecht zum Bo-
den orientiert ist und in die Hohe zeigt. Die Grofle g entspricht dem Betrag von g. Thr
Wert ist etwa 9.81m/s?. Fiir die potentielle Energie folgt

Epot = Mgh (1.5.6)

wobei h die Hohe der Punktmasse ist. Dieses Ergebnis ist allerdings nicht exakt. In
Wirklichkeit nimmt die Erdanziehung mit dem Abstand zum Erdmittelpunkt ab. Das
bedeutet, g ist nicht iiberall konstant. Die Abweichung, die sich dadurch ergibt, ist
jedoch bei kleinen Koérpern verschwindend gering. Wiirde man zum Beispiel die po-
tentielle Energie der Mondmasse im Schwerefeld der Erde berechnen wollen, wiirde
sich allerdings schon eine merkliche Abweichung ergeben. Aber zur Berechnung der
Planetenbahnen um die Sonne ist das Prinzip der Punktmassen bestens geeignet.
Das Konzept der Punktmassen kann die mathematische Beschreibung deutlich ver-
einfachen, jedoch ist die Darstellung nicht mehr einheitlich. Fiir einige Anwendungen
wiére es von Vorteil, wenn man Punktmassen und kontinuierliche Massenverteilungen
formal miteinander verbinden koénnte. Dies wird am folgenden Beispiel deutlich. Aus
den Maxwellschen Gleichungen ergibt sich fiir das elektrische Potential U(Z) und die
Ladungsdichteverteilung ¢(Z) im stationédren Fall der Zusammenhang.

1
AU = ——¢q (1.5.7)
€o

Diese Gleichung heifit Poisson-Gleichung und gilt so im luftleeren Raum. Das Symbol
A stellt den Laplace-Operator dar. Die Gréfle g ist die Influenzkonstante (ep = 8.859-
10-12C2 J-tm™1).

Um diese Differentialgleichung auf eine punktformige Ladungsverteilung anwenden
zu koénnen, mufl diese durch eine Funktion ¢(Z) beschrieben werden. Es stellt sich
die Frage, ob eine solche Funktion fiir eine Punktladung angegeben werden kann. Die
gleiche Problematik ergibt sich fiir den Massenpunkt. Es ist zunéchst nicht klar, ob
dieser durch eine Dichteverteilung p(#) dargestellt werden kann. Dies soll anhand der
folgenden Betrachtung gekliart werden. Gegeben sei eine Punktmasse M am Ort Zy. Es
wird angenommen, dafl dieser durch die Dichteverteilung p(Z) beschrieben wird. Dazu
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<V

Abbildung 1.5.: Radialer Verlauf des Schwerepotentials im Gegenbeispiel

mufl p(Z) die Gleichung (1.5.1) erfiillen. Damit auch die potentielle Energie immer
korrekt berechnet wird, mufl

/ o) $(#) AV = M o(zo) (15.8)

v

fiir beliebige Schwerepotentiale ¢(Z) gelten. Das Integrationvolumen V ist dabei ein
geeignet gewiihltes Volumen, das den Massenpunkt einschlieft.

Gegenbeispiel

Anhand eines Gegenbeispiel soll nun gezeigt werden, daf eine Funktion p(Z), die (1.5.1)
und (1.5.8) erfiillt, nicht existiert. Dazu wird ein spezielles Schwerepotential ¢. konstru-
iert. Es soll kugelsymmetrisch um die Punktmasse sein, und damit nur vom Abstand

r= |7 — | (1.5.9)

abhéngen. Das Potential fillt mit » monoton von ¢.(0) = 1 auf ¢.(¢) = 0 ab. Der
radiale Verlauf ist in Abbildung 1.5 dargestellt. Die potentielle Energie der Punktmasse
ist nach (1.5.3) gleich M¢.(0) = M. Fiir die linke Seite von Gleichung (1.5.8) gilt
jedoch

/ D7) be(r) AV < %7763 max|p(@)| < Me.(0) = M (1.5.10)
1%

Um die zweite Ungleichung zu erfiillen, muf} ¢ nur hinreichend klein gewahlt werden.
Dies zeigt, dafi keine Funktion p(Z) mit einem endlichen Maximum gefunden werden
kann. Die Dichte miifite im Massenpunkt unendlich grof§ sein. Auflerhalb des Massen-
punktes muf} die Dichte in jedem Fall gleich Null sein. Eine solche Verteilung 148t sich
aber durch eine Funktion p(Z) nicht beschreiben. Der Wert der Funktion wére iiberall
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Ah(z;a)

Abbildung 1.6.: Verlauf der Hilfsfunktion

gleich Null bis auf den Ort #y. Dort ist die Dichte unendlich und damit die Funktion
gar nicht definiert. Mit einer solchen Funktion kann formal wenig berechnet werden.

Um die punktférmigen Verteilungen allgemein behandeln zu kénnen, bietet es sich
an, die Punkte durch endliche Objekte zu ersetzen. So wiirde man statt eines Mas-
senpunkts eine kleine Kugel der gleichen Masse annehmen. Die entsprechende Dichte-
verteilung 148t sich durch eine wohldefinierte Funktion ausdriicken. Allerdings ergibt
sich bei der Berechnung der potentiellen Energie nach (1.5.2) ein Fehler. Dieser hiingt
von dem jeweiligen Potential ¢ und von der Grofle der Kugel ab. Der Fehler nimmt
mit der Radius der Kugel ab. Ist ¢(Z) stetig, so verschwindet der Fehler im Grenz-
fall einer unendlich kleinen Kugel ganz. Es &8t sich damit die potentielle Energie der
Punktmasse durch eine Integration wie in (1.5.2) berechnen, indem man eine endlich
ausgedehnte Ersatztverteilung der Dichte annimmt, und damit einen Grenziibergang
durchfiihrt. Dies kann auch dazu verwendet werden, Differentialgleichungen der Form
(1.5.7) auf punktformige Verteilungen anzuwenden. Die formalen Hilfsmittel, die dazu
von Dirac entwickelt wurden, werden im folgenden vorgestellt.

Hilfsfunktion

Die formale Betrachtung wird fiir den eindimensionalen Fall durchgefiihrt. Es wird
zunéchst eine Hilfsfunktion konstruiert, aus der eine sogenannte J-Folge abgeleitet
werden kann. Diese Vorgehensweise orientiert sich nicht an den oben genannten phy-
sikalischen Beispielen der Punktmasse oder der Punktladung, sondern folgt einer eher
mathematischen Uberlegung. Es wird von einer stetigen und monotonen Funktion
h(z;a) ausgegangen, die in dem Intervall [—a,+a] von Null auf Eins ansteigt. Die
Funktion héngt von x und a ab, jedoch wird ihr Verlauf immer fiir einen festen Wert
von a diskutiert. Dies erkldrt die Schreibweise “h(z;a)” mit dem Semikolon. In der
Abbildung 1.6 sind zwei mogliche Varianten eingezeichnet. In jedem Fall gilt

0 fir z<—a
h(x;a) = { 1 fir z>a (1.5.11)
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Ad(z;a)

. =~

Abbildung 1.7.: Beispiel mit stetigem Verlauf

Die durchgezogene Kurve in Abbildung 1.6 entspricht der Funktion

T

1)1
h(x;a) = 3 [; sin (772) + " +1| fir —a<z<a (1.5.12)

Die Funktion ist iiberall stetig differenzierbar. Die gestrichelte Kurve stellt eine formal
recht einfache Alternative dar, die durch

h(z;a) = rta fir —a<z<a (1.5.13)

gegeben ist. Diese Funktion ist jedoch bei z = —a und = = a nicht differenzierbar.
Im néchsten Schritt wird die Ableitung der Hilfsfunktion fiir einen festen Wert a
gebildet. Das Resultat ist wieder eine Funktion von z, die als 6(z;a) bezeichnet wird.
Es gilt
d
0(z;a) = ah(x;a) (1.5.14)

Die Abbildung 1.7 zeigt den Verlauf der Ableitung fiir h(x;a) nach (1.5.12). Es sind
die Kurven fiir drei verschiedene Werte a eingezeichnet. Bei x = 0 ist die Steigung von
h(z; @) maximal. Je kleiner a gewéhlt wird, desto steiler ist der Verlauf von h(z;a).
Entsprechend hohere Werte fiir §(z; a) ergeben sich.

In Abbildung 1.8 ist sind die entsprechenden Kurven fiir h(z;a) nach (1.5.13) dar-
gestellt. Der lineare Anstieg in Intervall [—a, a] ergibt dort eine konstante Ableitung.
Dem entsprechend ergibt sich ein kastenforminger Verlauf von é(x; a). Unabhingig von
der Wahl des Parameters a muf3 die Bedingung

+a
/5(x;a) dz=1 (1.5.15)

erfiillt sein, da
[h(x;a)] =1 (1.5.16)
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Ad(z;a)

Abbildung 1.8.: Beispiel mit Kastenfunktion

ist. Weil 6(z; a) auBerhalb der Intervalls [—a, a] gleich Null ist, kann die Integration in
(1.5.15) auf den gesamten Wertebereich ausgedehnt werten. Es gilt somit auch

+oo
/ d(z;a)dr =1 (1.5.17)

)-Folge

Wird ein kleineres a gewéhlt, so wird die Kurve §(z; a) immer hoher. Von besonderem
Interesse ist dabei der Grenzfall ¢ — 0. Um diesen ndher zu untersuchen, wird eine
sogenannte d-Folge eingefiihrt. Dies ist eine Folge von Funktionen, die durch

1
n(z) = 6(z; E) (1.5.18)
definiert wird. Damit gilt
d 1

Im Grenzfall n — oo ist die Verteilung von d, (x) immer dichter um x = 0 konzentriert.
Fiir jedes € > 0 gilt
+e

lim /(5n(m) dzr=1 (1.5.20)
n—oo

—&
Dies ist offensichtlich, da fiir n > 1/¢ das Integral in (1.5.17) exakt gleich Eins ist.
Entsprechend gelten die beiden Bedingungen

—€

lim On(z)dz =0 (1.5.21)

n—oo
— 00
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und

lim dn(z)dx =0 (1.5.22)

Eine Funktionenfolge, die die drei Bedingungen (1.5.20) bis (1.5.22) erfiillt, wird J-
Folge genannt. Durch (1.5.14) kann aus den Hilfsfunktionen h(z;1/n) eine d-Folge
konstruiert werden. Es gibt natiirlich noch viele andere Wege solche Folgen zu definie-
ren.

Fiir n — oo konvergiert die Folge h(x;1/n) gegen die sogenannte Heaviside-
Funktion, die im Allgemeinen mit H(z) dargestellt wird. Die Heaviside-Funktion ist
einfach durch

H(x) =

{0 fir <0 (1.5.23)

1 fir >0

definiert. Die Heaviside-Funktion besitzt an der Stelle x = 0 eine Unstetigkeit. Es gilt

) 1
nhﬁrgo h(z; E) = H(x) (1.5.24)
Die Folge der stetigen Funktionen h(z;1/n) konvergiert gegen eine unstetige Funktion.

Es stellt sich die Frage, gegen was die Folge d,,(x) fiir n — oo konvergiert. Ange-
nommen die Folge konvergiert gegen eine Funktion, die mit §(x) bezeichnet wird, dann
wiirde

lim §,(z) = d(x) (1.5.25)
n—oo
gelten. Es 148t sich leicht zeigen, dafl bei 2 = 0 die Funktion §(z) eine Unendlichkeits-
stelle besitzen muf. Sie ist dort im strengen Sinn gar nicht definiert. Fiir  # 0 muf
d(x) = 0 sein. Damit ergibt sich eine Funktion, die iiberall gleich Null ist bis auf eine
Stelle, an der sie nicht definiert ist. Scheinbar ist d(z) als Funktion im eigentlichen
Sinn gar nicht zu gebrauchen.

Man kann dem Grenzwert der é-Folge jedoch auf ganz andere Weise eine Bedeutung
geben. Man versteht unter §(z) dann keine echte Funktion, sondern eine Verteilung
beziehungsweise eine sogenannte Distribution. Dies ist analog zu der Dichteverteilung
in einem Raum mit einem Massenpunkt. In dem Punkt ist die Dichte unendlich und
auerhalb gleich Null. Wie weiter oben bereits diskutiert wurde, gibt es keine Funktion,
die eine solche Dichteverteilung beschreibt. Das Integral der Dichteverteilung iiber den
Raum muf} in jedem Fall die Gesamtmasse ergeben. Die d-Funktion ist als eine solche
Dichteverteilung in einem linearen, eindimensionalen Raum zu verstehen, die an der
Stelle = 0 eine punktférmige Masse der Grofle Eins darstellt. Das bedeutet, fiir das
Integral iiber §(z) mufl

+oo
/ d(zr)de =1 (1.5.26)

gelten. Da §(z) keine echte Funktion darstellt, ist strenggenommen das Integral iiber
d(z) gar nicht definiert. Man kann der Gleichung (1.5.26) aber dennoch eine Bedeutung
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geben, in dem man sie als Schreibweise fiir den Ausdruck

+oo
lim On(z)de =1 (1.5.27)

n—oo
—00

versteht. Die Richtigkeit dieser Beziehung folgt direkt aus der Definition der §-Folge.
Die Integrale iiber die Elemente der §-Folge sind wohldefiniert. Ein Integral {iber einen
Ausdruck mit §(x) kann damit immer als Grenzwert des Integrals mit den Elementen
der 0-Folge verstanden werden.

Es macht sogar der Ausdruck §(x) auBerhalb von Integralen einen Sinn. Zum Bei-

spiel kann mit der Beziehung
d
o(x)=—H 1.5.28
(e) = - H(2) (15.28)
der Ableitungsbegriff erweitert werden. Eigentlich ist die Ableitung der Funktion H(x)
an der Sprungstelle x = 0 nicht definiert, genausowenig wie der Funktionswert von
§(z). Integriert man (1.5.28) zunéchst rein formal von —oo bis z, so ergibt sich

/ §(z')dz’ = H(x) (1.5.29)

Dies ist im Sinne von
xT

lim op(2')da’ = H(x) (1.5.30)

wieder richtig, denn wegen (1.5.19) gilt

n

/ Sp(2')da’ = h(x, l) (1.5.31)

Das bedeutet, die Ausdriicke mit 0(z) gelten sozusagen im integralen Sinn. Es kann
sogar mit §(x) wie mit einer ganz gewdhnlichen Funktion gerechnet werden. Es darf
nur nie aufler Acht gelassen werden, dafi es sich nicht um eine echte Funktion, sondern
um eine Distribution handelt.

Rechnen mit der §-Funktion

Im weiteren werden einige Rechenregeln mit der §-Funktion vorgestellt. Fiir eine stetige
Funktion B(z) gilt

+oo
/ B(2)5(z — 20) dz = B(xy) (1.5.32)
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Diese bedeutet, daf fiir jede Folge §,, die Gleichung

+oo
lim B(x)0,(x — o) dax = B(xo) (1.5.33)

n—oo
— 00

erfiillt sein muf. Mit (1.5.32) ist eine der wichtigsten Beziehungen gegeben. Um sie
noch weiter zu verdeutlichen, ist in Anhang A.3 die Herleitung dieser Regel dargestellt.
Dort wird auch klar, wieso die Voraussetzung an die Funktion B(z) notwendig ist.

In den spéiteren Kapiteln tritt hiufig der Fall auf, dafl das Argument der é-Funktion
selbst wieder eine Funktion ist. Auch fiir eine solche Konstellation existieren einige
Regeln. Zum Beispiel gilt

= Ls@) (1.5.34)

Diese Beziehung ist natiirlich wieder im integralen Sinn zu verstehen. Sie folgt direkt
aus der Gleichheit

+oo +oo d
/ 5, (az) dz = / MZ)ﬁ (1.5.35)

Diese ergibt sich durch die Substitution

1
dr = ~dz (1.5.36)
a
Eine etwas kompliziertere Regel ist mit
5(g(x)) L ) (1.5.37)
g(x)) = T — T 5.
|’ (o)

gegeben. Diese Regel gilt nur unter der Bedingung, daf§ die Funktion g(x) lediglich
eine Nullstelle bei & = xg besitzt. Zusétzlich mufl g(z) an dieser Stelle differenzierbar
sein. Allgemein gilt fiir eine stetige Funktion f(z) die Gleichung

+o0 N
[ 1@ st ar =3 | ; <(§>)| (1.5.38)
— 00 n=1 n

Dabei sind z,, die Nullstellen der Funktion g(z). Diese Funktion mufl an den entspre-
chenden Stellen differenzierbar sein.

Die §-Funktion, wie sie hier bisher betrachtet wurde, besitzt als Argument ein
Skalar . Es gibt auch eine vektorielle Version mit 6(Z), die als Argument einen Vektor
besitzt. Sie kann entsprechend als Grenzwert einer 0-Folge §,, (%) eingefiihrt werden.
Die Integrationen sind dabei statt von —oo bis +oo iiber den gesamten Raum R
zu nehmen. Rein formal besteht sonst kein Unterschied zwischen der eindimensionalen
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und der dreidimensionalen Version. Es existieren auch vergleichbare Rechenregeln. Fiir
alle stetigen Funktionen A(Z) die Beziehung

/A(:?)é(f—fo)d?’f: A(Z) (1.5.39)
R3
Dies ist die dreidimensionale Entsprechung zu Gleichung (1.5.32).

1.6. Spektrale Zerlegung

Ein wichtiges Instrument der spektralen Analyse von Signalen ist die Fourier-
Tranformation. Betrachtet man ein reelle oder komplexe Funktion s(t), so ist dessen
Fourier-Transformierte gegeben durch:

5(w) = / s(t) - e ™tdt (1.6.1)

Die Transformierte §(w) enthélt die gesamte Information von s(t). Durch die Riick-
transformation

s(t) = % / 5(w) - e™tdw (1.6.2)

kann s(t) wieder rekonstruiert werden. In der Literatur wird oft §(w) auch mit et®?
definiert. Ebenso wird hiufig die Fourier-Transformierte mit dem Vorfaktoren 1/ Vor
definiert. Die Riicktransformation hat dann entsprechend auch einen anderen Vorfaktor
oder ein anderes Vorzeichen im e~ **-Term.

Zunichst soll eine einfache Eigenschaft der Fourier-Transformation vorgestellt wer-
den. Fiir komplexe Zahlen z gilt allgemein die Beziehung

e’ = cos(z) + i sin(z) (1.6.3)
Mit z = wt folgt aus (1.6.1)
S(w) = / s(t) cos(wt)dt — 4 / s(t) sin(wt) dt (1.6.4)

Das erste Integral reprisentiert den Realteil der Fourier-Transformierten und das zwei-
te den Imaginérteil. Ist s(¢) eine gerade Funktion, d.h. s(t) = s(—t), verschwindet
das zweite Integral und §(w) ist rein reell. Falls s(¢) eine ungerade Funktion ist, d.h.
s(t) = —s(—t), wird das erste Integral Null und §(w) ist rein imaginér.

Es wird die Fourier-Transformierte eines wie in Abbildung 1.9 dargestellten Recht-
eckpulses betrachtet. Formal ist die Funktion s(¢) gegeben durch:

A fir to<t<to+T
s(t) = 0 0 (1.6.5)

0 sonst
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1. FEinleitung

0‘ to to+ 71

Abbildung 1.9.: Rechteckpuls der Dauer 7 und Stérke A

-15 10 -5 0 5 10 15
Kreisfrequenz w
Abbildung 1.10.: Fourier-Transformierte eines Rechteckpulses mit ¢t = 1, 7 = 1

und A = 1; Durchgezogene Kurve: Re{5(w)} ; Gestrichelte Kurve:

Jm{3(w)}

Einsetzen in (1.6.1) ergibt:

to+7

. A JtetT
Sw)y=A4A / e widt = {—,— e“"t]
w :
to ©
Daraus folgt
§(w) _ % {e—iw(to-i-‘r) o e—iwtg}
w

(1.6.6)

(1.6.7)

Der Verlauf dieser Funktion ist fiir ein Beispiel mit tg = 1, 7 = 1 und A = 1 in

Abbildung 1.10 dargestellt.

Besonders interessant ist der Grenzfall, daf} die Pulsbreite 7 immer kleiner wird.
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1.6. Spektrale Zerlegung

Um diesen Fall zu untersuchen, wird (1.6.7) durch Ausklammern zu

§(w) — ﬁ e—iw(t0+7—/2) [e—iwr/2 _ ein/Q} (168)
w
umgeformt. Fiir alle z € C gilt der Zusammenhang
e
inzg=——— 1.6.
sin z 57 (1.6.9)

Vergleicht man die rechte Seite mit der eckige Klammer in (1.6.8) ergibt sich

1A wT
. —iw(to+7/2) [2‘ 3 (77)} 1.6.1
S(w) = " e 1 sin 3 (1.6.10)
Dies kann in

§(w) = At - e7w(tot7/2) (1.6.11)

(%)
umgewandelt werden. Der Betrag der ersten beiden Faktoren auf der rechten Seite ist
unabhéngig von w. Der dritte Faktor geht fiir wr — 0 gegen Eins und fiir wr — 400 ge-
gen Null. Das bedeutet, dafi der Betrag |5(w)| fiir ein festes 7 mit 1/w abnimmt. Dieser
Abnahme ist entsprechend dem sin-Term in (1.6.11) ein oszillatorische Abhéngigkeit
von w iiberlagert. Die Abnahme ist umso stérker je grofler 7, also je breiter der Recht-
eckpuls, ist. Das bedeutet anschaulich, dafl lange Pulse relativ geringe hochfrequente
Anteile enthalten. Dagegen sind fiir relativ kurze Pulse auch fiir relativ grofie w die
Anteile noch bedeutend. Theoretisch kann man die Pulsdauer gegen Null (7 — 0)
und gleichzeitig die Amplitude gegen unendlich (A — oo) gehen lassen, so dafi die
Pulsstirke B = 7A konstant bleibt. Fiir die Fourier-Transformierte ergibt sich fiir
diesen Grenzfall:

§(w) — Be who (1.6.12)

Das heif3t, der unendlich kurze Puls mit endlicher Stirke besitzt Anteile in allen Fre-
quenzbereichen. Der Betrag 5(w) ist fiir alle w gleich gro8.

Ein unendlich kurzer Puls mit der Stidrke Eins wird mathematisch durch die Di-
racsche d-Funktion ausgedriickt. Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, gilt

/ 8(t —to)dt =1 (1.6.13)
und .
/g(t) (t —to) dt = g(to) (1.6.14)

unter der Voraussetzung, dafi ¢g(t) eine stetige Funktion ist. Damit 148t sich fiir die
Funktion
s(t) = Bo(t —to) (1.6.15)
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1. FEinleitung

die Fourier-Transformierte bestimmen. Einsetzen von (1.6.15) in (1.6.1) liefert
5w)=1B / e WSt — to) dt = Be ™t (1.6.16)

Die formale Ergebnis fiir die §-Funktion stimmt mit dem Grenzfall (1.6.12) iiberein.
Die Riicktransformation ergibt nach (1.6.2):

1 T
s(t) = ﬁB / ew(t=to) gy (1.6.17)

Vergleicht man dies mit (1.6.15) folgt eine weitere allgemeine Beziehung fiir die 6-

Funktion:
o

/ eYdx = 2 §(y) (1.6.18)

Dabei sind z und y reelle Zahlen. Mit Hilfe dieser Gleichung kann nun einfach die
Fourier-Transformierte eines harmonischen Signals angegeben werden. Aus

s(t) = Be'wo! (1.6.19)
folgt mit (1.6.18)
5(w)=DB / e@omtdt = 27 B §(wo — w) (1.6.20)

Dies bedeutet, ein harmonisches Signal besitzt im Spektrum lediglich ein unendlich
scharfen 0-Puls. In diesem Fall spricht man von einem diskreten Spektrum. Ist das
Signal eine Uberlagerung aus mehreren harmonischen Anteilen, zum Beispiel mit

N
S(t) = Z B, eiwnt (1621)
n=1
so wird die Transformierte zu
N
$(w) =2m Z B, (w, — w) (1.6.22)
n=1

Die Fourier-Tranformation (1.6.1) mit der Riicktransformation (1.6.2) kann als Er-
weiterung der Entwicklung in Fourier-Reihen angesehen werden. Damit lassen sich
auch nichtperiodische Signale, die ein kontinuierliches Spektrum besitzen behandeln.
Periodische Signale kénnen immer als Reihe in der Form (1.6.21) dargestellt werden.
Um die diskrete Form mit der integralen Darstellung zu verbinden ist die -Funktion
notwendig. Analog zur Problematik des Massenpunkts im vorigen Abschnitt kénnen
damit diskrete Verteilungen auch in Integralform angegeben werden.
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2. Die Wellengleichung der linearen
Akustik

2.1. Herleitung der Wellengleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Wellengleichung sind die Grundgleichungen der
Stromungsmechanik. Sie werden hier als gegeben vorausgesetzt. Die folgenden drei
Gleichungen werden benoétigt:

a) Kontinuitéitsgleichung

% + div(p?) =0 (2.1.1)
b) Euler-Gleichung
p]]?)—f = —gradp (2.1.2)
¢) Druck-Dichte-Beziehung
p=rp(p) (2.1.3)

Die Kontinuitdtsgleichung beschreibt die Massenerhaltung im Fluid. Sie gilt in der
Form (2.1.1) falls keine Massenquellen oder Senken im Feld vorhanden sind. Die Euler-
Gleichung (2.1.2) beschreibt die Impulserhaltung. Sie gilt so fiir ein reibungsfreies
Fluid ohne Volumenkréfte. Das bedeutet, dafl hier die Reibungs- und Volumenkréfte
vernachléssigt werden. Beide Erhaltungsgleichungen (2.1.1) und (2.1.2) kénnen durch
eine Bilanzierung der Masse und des Impulses an einem Kontrollvolumen hergeleitet
werden. Es ergeben sich dann zunéchst integrale Beziehungen, aus denen die angege-
benen Differentialgleichung abgeleitet werden kénnen.

Die konkrete Form der Druck-Dichte-Beziehung (2.1.3) ist zunéichst nicht von Be-
deutung. Sie héngt davon ab, ob es sich bei dem Fluid um ein Gas oder eine Fliissig-
keit handelt. Zunéchst ist lediglich die Existenz der Beziehung mit der angegebenen
Abhéngigkeit bei der Herleitung der Wellengleichung vorauszusetzen. Der Druck darf
nicht von weiteren Gréfien, wie zum Beispiel der Geschwindigkeit oder Geschwindig-
keitsgradienten, abhéngen. Er ist lediglich eine Funktion der momentanen Dichte. Da-
mit sind auch Fille, in denen mit Relaxation behaftete Prozesse — wie zum Beispiel
Kondensation — das Verhiltnis von Druck und Dichte beeinflussen, ausgeschlossen.
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

Zur Herleitung der linearen Wellengleichung werden die Gleichungen (2.1.1) bis
(2.1.3) zunéchst linearisiert. Dazu werden die Zerlegungen in Gleich- und Schwan-
kungsanteile

p=po+p (2.1.4)
p=po+p (2.1.5)
T=0+7 =7 (2.1.6)

eingesetzt. AnschlieBend werden alle Terme hoherer Ordnung in den gestrichenen
Groflen vernachlissigt.

Bei der Zerlegung (2.1.6) wird vorausgesetzt, daf} sich das Fluid im Ruhezustand
vp = 0 befindet und alle Bewegungen nur durch die Schwankungen verursacht werden.
Im Prinzip kénnte auf den Strich an dem Symbol ¢ verzichtet werden, da hier nur eine
Geschwindigkeit v = ¢/ vorkommt und keine Verwechslungsgefahr besteht. Es wird
dennoch ¢/ geschrieben, um zu verdeutlichen, dafl es sich um eine Schwankungsgréfie
handelt.

Fiir die Kontinuitédtsgleichung ergibt sich nach dem Einsetzen

%(Po +p') + div[(po + p')7'] =0 (2.1.7)
Die Grofle py ist eine Konstante. Ihre Zeitableitung verschwindet. Dies vereinfacht den
ersten Term. In den eckigen Klammern steht die Summe pot’ + p'0’. Wenn |p’| < po
gilt, dann ist der zweite Summand viel kleiner als der Erste. Entsprechend wird der
zweite Summand einfach nicht mehr beriicksichtigt. Es folgt die linearisierte Konti-
nuitétsgleichung

8 /
8_pt + po divi’ =0 (2.1.8)

Dabei wurde die Konstante py vor den div-Operator gezogen.
In Gleichung (2.1.2) tritt die substantielle Ableitung der Geschwindigkeit auf. All-
gemein gilt
D—‘/ =/
th = %4— (v - grad) o' (2.1.9)
Damit folgt aus der Euler-Gleichung (2.1.2) nach dem Einsetzen der Zerlegungen
(2.1.4) bis (2.1.6) die Bezichung

v’

ot

(po + p’)[ + (7" - grad) 17’] = —grad (po +p) (2.1.10)
Wie zuvor werden nur noch lineare Terme in den Schwankungsgréfien berticksichtigt.
Alle Produkte von zwei gestrichen Grofien einschlieflich deren Ableitungen — also auch
die Produkte einer gestrichen Groéfie mit der Ableitung einer gestrichen Grofie — werden
einfach fortgelassen. Zusiitzlich verschwindet auf der rechten Seite der Gradient der
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2.1. Herleitung der Wellengleichung

Konstanten pg. Als linearisierte Euler-Gleichung ergibt sich

ov’
Po ot

= —gradp’ (2.1.11)

Da die Druck-Dichte-Beziechung (2.1.3) nicht konkret gegeben ist, kann sie nicht
auf die gleiche Weise linearisiert werden. Stattdessen wird sie mit

dp

dp(p0)+... (2.1.12)

p(p) = p(po) + (p — po)

in eine Taylor-Reihe entwickelt. Wird po = p(po) auf die linke Seite gebracht, liefert
Einsetzen und Vernachlissigen der Terme hoherer Ordnung die Beziehung

dp
= = 2.1.13
p=p dp(po) ( )
Die auftretende Ableitung wird mit

dp

dp(po) =c? (2.1.14)

abgekiirzt. Spéter wird sich zeigen, dafl die so definierte Grofle ¢ die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Wellen — also die Schallgeschwindigkeit — darstellt. Die linearisierte
Druck-Dichte-Beziehung lautet schliellich

p =p c? (2.1.15)

Anschaulich ist dies eine Geradengleichung fiir die Tangente an die Kurve p(p) an der
Stelle pg. Die Steigung der Geraden ist durch den Faktor ¢? gegeben.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dal man eigentlich ¢q statt ¢
fiir die Schallgeschwindigkeit im Ausgangszustand schreiben miifite. Mit ¢ sollte die
Schallgeschwindigkeit bezeichnet werden, die eine Funktion der Dichte p ist. Der Wert
im Ausgangszustand wiirde dann mit ¢y = ¢(pg) definiert werden konnen. Da fast
immer nur die Schallgeschwindigkeit im Ausgangszustand benotigt wird und Schwan-
kungen ¢’ nie betrachtet werden, 143t man aus “Bequemlichkeit” meistens den Index
“0” fort. Obwohl die Darstellung nicht wirklich konsistent ist, wird dies hier trotzdem
so gehandhabt, auch um den Leser auf weiterfithrende Literatur vorzubereiten.

Die linearisierten Gleichungen (2.1.8), (2.1.11) und (2.1.15) stellen nur unter be-
stimmten Voraussetzungen gute Approximationen der nichtlinearen Beziehungen dar.
In jedem Fall muf} gelten, dafl die Amplituden der Stérungen klein gegen den Gleich-
anteil sind:

'l <po; o'l < po (2.1.16)

Dies ist jedoch nicht ausreichend, da auch Ableitungen der Schwankungsgréfien in
den weggelassenen Termen hoherer Ordnung vorkommen. Zum Beispiel tritt in dem
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

Ausdruck in der eckigen Klammer in Gleichung (2.1.10) als Term erster Ordnung die
Zeitableitung 9v'/0t auf, und das Produkt ¢’ - grad v’ ist ein quadratischer Term.
Theoretisch ist es moglich, dal ¢/ rdumlich stark schwankt, wihrend die zeitlichen
Anderungen relativ klein sind. Der Gradient von ¢’/ kénnte stellenweise so grofl wer-
den, das der quadratische Term gegeniiber der Zeitableitung nicht zu vernachldssigen
ist. Tatséchlich sind die zeitlichen und rdumlichen Ableitungen nicht unabhéngig von-
einander, und eine solche Situation tritt normalerweise in Schallfeldern nicht auf. Um
dies zu Begriinden ist allerdings ein Wissen iiber die Losungen der betrachteten Glei-
chungen notig. Das kann an dieser Stelle noch nicht vorausgesetzt werden. Stattdessen
werden hier weitere Bedingungen an die Schallfelder gestellt, die fiir eine gute Appro-
ximation notwendig sind.

Die charakteristische Lénge der Stérungen wird mit ! und deren charakteristische
Zeit mit 7 bezeichnet. Die Linge [ entspricht zum Beispiel dem typischen Abstand
benachbarter Maxima. Entsprechend ist 7 die typische Zeitspanne zwischen zwei maxi-
malen Auslenkungen. Damit kénnen die Gréflenordnung der Ableitungen der Schwan-
kungsgrofien angegeben werden. Sei v’ eine beliebige Schwankungsgrofie (z.B. p, p’
oder Komponente von ¢') so ist die rdumliche Ableitung 0v’/dx; von der GréBenord-
nung ¢’/l. Die Zeitableitung 9%’ /0t ist von der Grofenordnung ¢’ /7. Je dichter die
Maxima beisammen liegen, desto grofler sind die Ableitungen bei gleicher Amplitude.

Mit den charakteristischen Groflen lassen sich nun Zusatzbedingungen formulieren,
die erfiillt sein miissen, damit die linearisierten Gleichungen eine brauchbare Approxi-
mation darstellen. Die Bedingungen lauten:

l
7] <~ (2.1.17)
l 2
Ip'| < po (;) (2.1.18)
/ 2 2
|§—| < # (2.1.19)
0
Po dp? (po)

Im Allgemeinen stellen die Bedingungen (2.1.17) bis (2.1.19) keine echte Einschrénkung
des Giiltigkeitsbereichs der Linearisierung dar. Falls eine der Bedingungen verletzt ist,
werden auch fast immer die Grundbedingungen (2.1.16) nicht erfiillt. Dies ist zum
Beispiel in Fokuspunkten oder in der Néhe von lokalisierten Schallquellen der Fall.

Um die Wellengleichung fiir den Schalldruck zu erhalten wird die linearisierte Kon-
tinuitdtsgleichung (2.1.8) nach der Zeit abgeleitet. Es ergibt sich nach Vertauschen der
Zeitableitung mit der Divergenz

2 7

p . [(oU

Die Divergenz wird von der linearisierten Euler-Gleichung (2.1.11) gebildet. Man erhélt
>/

po div (a;t

) +div gradp’ =0 (2.1.21)
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2.2. Einfache Lésungen

Subtrahiert man die beiden Gleichungen voneinander, fallen die Terme mit ¢’ heraus.
Es ergibt sich
82[)/
ot?
Dabei ist der Laplace-Operator A als Abkiirzung fiir die Kombination “div grad” ein-
gefithrt worden. Hier sei angemerkt, dafl in der angelséchsischen Literatur die Schreib-
weise V2 fiir den Laplace-Operator iiblich ist.
Schliefllich kann p’ mit Hilfe der linearisierten Druck-Dichte-Beziehung (2.1.15)
durch p’ ersetzt werden. Man erhiilt die Wellengleichung fiir den Schalldruck

—~Ap =0 (2.1.22)

—Ap = (2.1.23)

Diese beschreibt die Ausbreitung kleiner Stérungen (im Sinne von (2.1.16)), wenn sich
das Medium in Ruhe befindet.

2.2. Einfache Lésungen

Eine der einfachsten Losungen der Wellengleichung stellt die eindimensionale Wellen-
ausbreitung dar. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird angenommen, daf} sich
die Wellen in z-Richtung ausbreiten. Alle Bewegungen, die durch die Welle verur-
sachst werden sind in dieser Richtung: ve = 0, v3 = 0. Die Losung hat die allgemeine
Form

P (Z,t) = f(x1 —ct) + g(ar + ct) (2.2.1)

f und g sind beliebige Funktionen, die jedoch mathematisch “gutartig” sein miissen.
Dies sind zum Beispiel alle Funktionen die zweimal differenzierbar sind. Allerdings wird
in einem spéteren Abschnitt noch gezeigt, daf es durchaus sinnvoll ist, auch Funktionen
mit Sprungstellen als Losungen der Wellengleichung zuzulassen. Der Begriff “gutartig”
wird dann in diesem Zusammenhang noch weiter erldutert.

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl die Druckverteilung (2.2.1) auch tatséchlich
eine Losung der Wellengleichung ist. Dazu werden die beiden Hilfsgréfien

§=E(v1,t) =m1 —ct (2.2.2)

und
n=mn(x1,t) =21 +ct (2.2.3)

eingefiihrt. Sie entsprechen den Argumenten der Funktionen f und g in dem Ausdruck
(2.2.1). Es kann damit f(xz; — ct) = f(§) und g(x; + ct) = g(n) geschrieben werden.
Zur Uberpriifung muf die Losung zweimal nach der Zeit ¢ und der Ortskoordinate
differenziert werden. Die Ableitungen nach x5 und z3 sind gleich Null.

Zunéchst wird nur der Ausdruck f(x; — ct) betrachtet und die Zeitableitung ge-
bildet. Zu bedenken ist, dal die Funktion f nur von einer Variablen abhéingt. Mit der
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

Kettenregel folgt

9 _df 23
o @i —ct)y = d—g(xl —ct)- 5 (2.2.4)
Die partielle Ableitung 9¢/0t ist gleich —c. So kann
0 B df
9 {f(x1 —ct)} = —c dig(xl —ct) (2.2.5)

geschrieben werden. Nochmaliges Anwenden der Kettenregel ergibt fiir die zweite
Zeitableitung

58—:2 {flz1—ct)} = % {—c %(:cl - ct)} =c? %(xl —ct) (2.2.6)
Auf analoge Weise erhilt man
? 2 d*g
7 {9(z1+ct)} =c d7772($1 + ct) (2.2.7)

Es folgt schliefflich fiir die zweite Zeitableitung der Losung

102  d*f d%g
Die réumlichen Ableitungen besitzen eine etwas einfachere Gestalt, da 9¢/0x1 und
On/0z1 beide gleich Eins sind. Es gilt

92 d%f
922 {f(z1—ct)} = d—§2($1 —ct) (2.2.9)
und ) ,
0 d*g
5.2 - = 755 2.2.1
Damit erhilt man
82},)/ d2f d29
/ = —_ — —_ [—
Ap' = 523~ ap? (1 —ct) + a2 (x1 +ct) (2.2.11)

Setzt man die Zeitableitung (2.2.8) und die rdumliche Ableitung (2.2.11) in die Wel-
lengleichung (2.1.23) ein, zeigt sich sofort die Richtigkeit der Losung unabhiingig von
der konkreten Form der Funktionen f und g.

Eine Losung der Form (2.2.1) wird ebene Welle genannt. Der Ausdruck “eben”
besagt, dafl die Wellenfronten ebene Flidchen sind, und hat nichts mit einer Losung
im 2D-Fall zu tun. Anschaulich ist die Losung eine Uberlagerung aus einfachen Bewe-
gungen in und entgegen der z;-Richtung mit der Geschwindigkeit c¢. Die Abbildung
2.1 illustriert ein Beispiel fiir den Fall g = 0. Die Funktion f beschreibt einen Hiigel,
der sich zur Zeit ¢t =ty an einer bestimmten Stelle befindet. Zum spéteren Zeitpunkt
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2.2. Einfache Lésungen

p/(xht)
A
to to + At
— Ty
Axr =c- At

Abbildung 2.1.: Ausbreitung eines Pulses

to + At hat sich der Hiigel um die Strecke Az = ¢ At in x1-Richtung verschoben ohne
sich zu verformen. Formal kann die Verschiebung der Druckverteilung mit der Zeit
durch

' (x1,to + At) = p'(z1 — Az, tg) (2.2.12)

ausgedriickt werden. Hier ist vereinfachend — entsprechend der obigen Annahme — der
Druck mit p’ (21, t) nur von einer Ortskoordinate abhéngig dargestellt. Im betrachteten
Fall fiir g = 0 ist (2.2.12) gleichbedeutend mit

fz1—c(to + At)) = f((z1 — Az) — cto) (2.2.13)
Hinreichende Bedingung fiir diese Gleichung ist
x1 — c(to + At) = (z1 — Az) — ctp (2.2.14)

Und dies ist fiir Az = cAt erfiillt.

Setzt man f = 0 statt g = 0, so ergibt sich aus (2.2.1) eine Bewegung entgegen
der z1-Richtung. Beschreibt die Funktion g wieder einen Hiigel, wie in Abbildung 2.1
dargestellt ist, dann verschiebt sich der Hiigel mit der Zeit nach links statt nach rechts.
Die Summe in (2.2.1) stellt somit eine Uberlagerung von links- und rechtslaufenden
Wellen dar. Alle moéglichen Losungen der Wellengleichung, die die genannte Bedingung
der Eindimensionalitit in z1-Richtung erfiillen (v2 = 0, v3 = 0), lassen sich in der Form
(2.2.1) darstellen.

Dichte- und Schnelleverteilung

Aus einer gegebenen Druckverteilung p' (&, t) 148t sich die Dichteverteilung berechnen,
indem durch ¢? dividiert wird:

o(Z,t) = (2.2.15)
Fiir die betrachtete ebenen Welle der Form (2.2.1) ergibt sich

P (3,1) = Cig[f(xl — o) + g1 + ct) (2.2.16)
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

Komplizierter ist die Berechnung der Schnelle ¢’. In der ebenen Welle nach (2.2.1)
ist nur die v;-Komponente von Null verschieden. Sie ist durch die linearisierte Konti-
nuitétsgleichung mit der Dichteverteilung verkniipft. Aus (2.1.8) folgt

ov} 1 9y
dive’ = L = ———— 2.2.17
v 0x1 po Ot ( )
Fiir die zeitliche Ableitung der Dichteverteilung (2.2.16) gilt
op 1 rdf dg
== [d?(xl —et) (=6 + g+ et): c] (2.2.18)
Daraus ergibt sich fiir die rdumliche Ableitung der Schnelle
ov} 1 rdf dg
= | —et) - ) 2.2.19
011 poc[dﬁ (w1 = ct) dn($1+c ) ( )
Die Integration dieser Gleichung iiber z; liefert schliefllich die gesuchte Verteilung
1
(@) = [ Flar —et) — gl + ct)} (2.2.20)
0

Dabei ist eine mogliche Integrationskonstante gleich Null gesetzt worden, da ohne
Schall bei f = g = 0 auch ¢/ = 0 sein mu8.
Der Wellenwiderstand

Im Spezialfall, in dem sich nur eine Welle in x;-Richtung ausbreitet und g = 0 ist,
erhéilt man aus (2.2.20) die Beziehung

1
v = —1p 2.2.21
= (2:2.21)
Analog ergibt sich fiir reine Wellenausbreitung entgegen der z;-Richtung (f = 0)
1
v =——7p 2.2.22
= (22.22)

Das bedeutet, wenn nur Wellen in einer Richtung laufen, kann die Schnelleverteilung
direkt aus einer gegebenen Druckverteilung nach Gleichung (2.2.21) oder (2.2.22) be-
rechnet werden. Laufen jedoch Wellen in beide Richtungen, mufl die Druckverteilung
zuerst in die Anteile zerlegt werden, die in verschiedene Richtungen laufen. Das heifit,
die Druckverteilung muf in der Form der Gleichung (2.2.1) vorliegen. Erst dann kann
daraus nach (2.2.20) die Schnelle berechnet werden.

Der Faktor pgc zwischen Druck und Schnelle wird akustische Impedanz oder auch
Wellenwiderstand genannt. Der Wert ist kein reeller Widerstand, der mit Dissipati-
on verbunden ist. Der Wellenwiderstand représentiert vielmehr den Widerstand den
die Fluidelemente der oszillatorischen Bewegung in einer Welle entgegen bringen. Bei
einem hoherem Wellenwiderstand ist eine entsprechend héhere Druckamplitude not-
wendig, um in einer Welle die gleiche Schnelle und Teilchenauslenkung zu erreichen.

Die akustische Impedanz ist analog zum Spannungs-Strom-Verhéltnis in der Elek-
trotechnik zu sehen. Dort wird der Wellenwiderstand von Leitungen in der Einheit
Ohm angegeben.
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2.3. Die Schallgeschwindigkeit

Harmonische Welle

In einer harmonischen Welle besitzen die Gréflen eine sinusférmige Verteilung in Raum
und Zeit. Eine harmonischen Welle, die sich in x1-Richtung ausbreitet, ist zum Beispiel
durch

P& ) = A cos [w(t - )] (2.2.23)

gegeben. Wenn man das Argument der Funktion f aus Gleichung (2.2.1) wieder mit
E=x1—ct (2.2.24)

abkiirzt, ist in dem gegebenen Beispiel die Funktion f als

f(&) = A cos (— %E) (2.2.25)

vorgegeben. Damit stellt (2.2.23) ein Spezialfall der Druckverteilung (2.2.1) mit g =0
und f nach (2.2.25) dar. Im Allgemeinen wird, um eine kompaktere Darstellung zu

erhalten die Wellenzahl
R
IR D\
eingefiihrt. Sie entspricht dem Verhéltnis aus Kreisfrequenz w und Schallgeschwindig-
keit ¢, welches gerade umgekehrt proportional zur Wellenlénge A ist. Die Wellenlénge
ist der rdumliche Abstand der Maxima in der Welle. Damit 148t sich die Druckvertei-

lung (2.2.23) in der Form

(2.2.26)

p'(Z,t) = A cos (wt — k1) (2.2.27)
schreiben. Aquivalent dazu ist die komplexe Darstellung der Welle mit
P(E ) = me{A e“wt*’m)} (2.2.28)

Diese Form hat bei vielen Umformungen deutliche Vorteile gegeniiber der reellen
Schreibweise.

2.3. Die Schallgeschwindigkeit

Schallgeschwindigkeit in Luft

Fiir ein ideales Gas kann eine theoretische Druck-Dichte-Beziehung p(p) zur Bestim-
mung der Schallgeschwindigkeit abgeleitet werden. Dies wurde bereits im 17. Jahrhun-
dert von Newton versucht. Er betrachtete die Zustandséinderungen in den Schallwellen
falschlicherweise isotherm und nahm eine Druck-Dichte-Beziehung der Form

S=F(T) & p=pF(T) (2.3.1)
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

an. Dabei ist F(T) eine Funktion der Temperatur 7. Dies ergibt fiir das Quadrat der
Schallgeschwindigkeit

dp Po

2
¢t =—| =—=F((T 2.3.2

dln ~ o (To) (2.3.2)
Fiir Luft unter Normalbedingungen bei Ty = 293° K (Grad Kelvin) erhdlt man damit
¢~ 290m/s. Dieses Ergebnis weicht deutlich von dem gemessenen Wert ab. Eine ver-
besserte Berechnung der Schallgeschwindigkeit wurde 1816 von Laplace gegeben. Er
erkannte, dafl die Schwankungen in den Schallwellen relativ schnell ablaufen und durch
eine isentrope (adiabatische) Zustandénderung besser beschrieben werden. Das bedeu-
tet, der Temperaturausgleich durch die Warmeleitung in der Luft ist vernachlissigbar.

Es gilt die Beziehung
P (ﬁ) o p=Po (2.3.3)
Po Po J2

wobei die Grofle s (“Kappa”) den Adiabatenexponent bezeichnet. Dieser Exponent
ist durch das Verhéltnis der spezifischen Warmen ¢, und ¢, gegeben: sr = ¢,/c,. Der
Wert fiir Luft betrdgt s = 1.4. Um die Schallgeschwindigkeit zu berechnen, wird die
Ableitung

d
L B0 e 0 (2.3.4)
dp I p
bendétigt. Damit folgt
dp Po
2
== =x— 2.3.5
dp 1, Po ( )
Fiir ein thermisch ideales Gas gilt
P_Rr (2.3.6)
p
mit der spezifischen Gaskonstante R. Damit ergibt sich schlieflich
¢ =xRT, (2.3.7)

Fiir Luft unter Normalbedingungen erhilt man mit dieser Formel fiir die Schallge-
schwindigkeit den Wert ¢ = 343m/s. Dies stimmt sehr gut mit den experimentellen
Beobachtungen iiberein. Aus Gleichung (2.3.7) ist zusétzlich ersichtlich, das die Schall-
geschwindigkeit in einem Gas proportional zur Wurzel der Temperatur ist.

Schallgeschwindigkeit in Wasser

Die theoretische Berechnung der Schallgeschwindigkeit in Wasser ist im Vergleich zum
idealen Gas ungleich komplizierter. In Fliissigkeiten ist man in erster Linie auf ei-
ne experimentelle Bestimmung der Schallgeschwindigkeit angewiesen. Man verwendet

héufig den Ansatz
K
A== (2.3.8)
Po
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2.4. FEinfluff der Schwerkraft

Dabei ist K das (adiabatische) Kompressionsmodul des Wassers. Allerdings ist es
relativ schwierig, K direkt zu messen. Wie komplex die Vorgéinge im Wasser sind
wird deutlich, wenn man die Parameter betrachtet, von denen die Schallgeschwindig-
keit abhéingt. Dies sind die Temperatur, der Druck, der Salzgehalt und die Menge an
gelosten Gasen. Dagegen steht bei idealen Gasen mit der Temperatur nur ein Parame-
ter.

2.4. EinfluB der Schwerkraft

In schweren Fliissigkeiten — wie Wasser — ist die Druckzunahme mit der Tiefe so grof,
das eine Aufspaltung des Drucks in einen Gleichanteil, der rdumlich und zeitlich kon-
stant ist, und einen kleinen Schwankungsanteil nicht moglich ist. So nimmt der Druck
in Wasser mit jedem Meter Tiefe um 100 mbar zu. Der Schwankungsanteil wiirde die-
se hydrostatische Druckénderung mit enthalten. Bei einem Ruhedruck von 1000 mbar
wire selbst in geringer Tiefe die Schwankung nicht mehr klein gegeniiber dem Ru-
hedruck. Sinnvollerweise wird ein ortsabhéingiger Gleichanteil py(Z) eingefiihrt. Die
Aufspaltung des Drucks ist damit durch

p(#,1) = pol@) + 9/(,1) (2.4.1)
gegeben. Der Gleichanteil mufl die hydrostatische Beziehung

gradpo = po § (2.4.2)

erfiillen. Der Vektor g bezeichnet die Schwerebeschleunigung. Die Dichte pg wird da-
bei als rdumlich konstant angenommen. Dies ist erlaubt, da die Kompressibilitit des
Wassers relativ gering ist, und sich die Dichte mit der Tiefe nur unwesentlich &ndert.

In Abschnitt 2.1 wurde bei der Herleitung der Wellengleichung die Schwerkraft
vernachlassigt. Es wurde von der Euler-Gleichung ohne Volumenkrifte ausgegengen.
Um die hydrostatische Druckzunahme mit der Tiefe zu erfassen mufl nun von der
Euler-Gleichung mit Schwerkraftterm

Dv

PDr = —gradp+pg (2.4.3)

ausgegangen werden. Im weiteren wird analog zu Abschnitt 2.1 vorgegangen. FEinsetzen
der Aufspaltungen ergibt

=2/

Dv .
(po+p) oy = —erad(po + p)+(po+p")7 (2.4.4)

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (2.4.2) folgt nach dem Weglassen der Terme
hoherer Ordnung die linearisierte Euler-Gleichung bei Schwerkraft

ov’
Po o1

= —gradp +p' g (2.4.5)
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2. Die Wellengleichung der linearen Akustik

Im Vergleich zum Resultat aus Abschnitt 2.1 ergibt sich ein zusétzlicher Term p’ g auf
der rechten Seite.

Die linearisierte Kontinuitatsgleichung gilt weiterhin in der bisherigen Form auch
bei Schwerkraft. Wiirde man aus Gleichung (2.4.5) zusammen mit der Kontinuitétsglei-
chung eine Wellengleichung ableiten, so wiirde man in dieser neuen Wellengleichung
ebenfalls zusétzliche Terme erhalten. Die Wellengleichung wére komplexer, und die
bisher betrachteten Losungen wéren nicht mehr giiltig.

Durch eine Abschitzung kann gezeigt werden, daf der p’ g-Term, obwohl er von
erster Ordnung ist, unter bestimmten Bedingungen gegeniiber den anderen Aus-
driicken vernachléssigt werden kann. Dies wird an einer ebenen Welle untersucht.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, die Wellen breitet sich in
z1-Richtung aus. Der Druck ist durch

p'(Z,t) = A cos (wt — kay) (2.4.6)

gegeben. Fiir den in Gleichung (2.4.5) auftretenden Druckgradienten gilt in diesem
Fall
ap’/axl
gradp’ = 0 (2.4.7)
0

Um den Gradienten abzuschiitzen, wird die Ableitung von (2.4.6) nach x; gebildet:

op
81‘1

= —Ak sin (wt — k) (2.4.8)

Damit folgt fiir den maximalen Wert in der Welle

2T

s (2.4.9)

|gmdp’|maX :Ak:A% =A

Eine entsprechende Berechnung wird fiir den Schwerkraftterm durchgefithrt. Hier er-
gibt sich in der vorgegebenen Welle

A

= P
10 e = |5 Tl = 29 (2.4.10)
mit g = |g]. Das Verhéltnis der Maxima ist erwartungsgemifi unabhéngig von der

Amplitude A. Es wird durch die Wellenldnge, die Schallgeschwindigkeit und die Erd-
beschleunigung bestimmt. Es gilt

|p/ §| max _ )‘g
’gradp”max 22

(2.4.11)

Fiir Wasser mit ¢ = 1450m/s ergibt sich bei 1 m Wellenlénge ein Verhéltnis von

Ag

~ —6
5oz ~ 10 (2.4.12)
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2.4. FEinfluff der Schwerkraft

Damit wird klar, da der Schwerkraftterm in diesem Fall, ohne einen groflen Fehler
zu erhalten, vernachlissigt werden kann. Sowohl fiir Wasser als auch fiir Luft mit ¢ =
340m/s ist der Schwerkraftterm erst fiir sehr grofie Wellenléngen — weit auBerhalb des
horbaren Bereichs — von Bedeutung. In diesem Fall dndert sich die Wellenausbreitung
und es ergeben sich Gravitationswellen. Das Ergebnis fiir die ebene Welle 148t sich
auch auf andere Losungen der Wellengleichung {ibertragen. Fiir alle Berechnungen
von Schall in Luft oder Wasser in technischen Anwendungen kann die Wellengleichung
unter Vernachlissigung der Schwerkraft angenommen werden. Im Wasser muf lediglich
bedacht werden, dafl der Gleichanteil des Drucks py ortsabhéngig ist. Dies bedeutet
jedoch fiir die meisten praktischen Berechnungen keinen Unterschied zum bisherigen
Fall. Die in Abschnitt 2.2 angegebenen Losungen gelten weiterhin.

41



3. Ebene Wellen

3.1. Eindimensionale Schallwellen im Rohr

Die in Abschnitt 2.2 als einfache Losung der Wellengleichung vorgestellte ebene Welle
erstreckt sich tiber den gesamten Raum. Sie scheint damit nicht zur Beschreibung prak-
tischer Fille, bei denen Oberflichen und Winde das Ausbreitungsgebiet begrenzen,
geeignet zu sein. Es zeigt sich jedoch, dafl die ebene Welle die Randbedingungen fiir den
Fall eines geraden Rohres mit festen, undurchlissigen Wénden erfiillt und damit auch
eine Losung im Rohr darstellt. Entsprechend der Abbildung 3.1 wird angenommen,

7

= T

— —>

=

Abbildung 3.1.: Ausbreitung eines Pulses

daf} die Rohrachse in x1-Richtung zeigt. An der Rohrwand muf} die Normalkomponen-
te der Schnelle verschwinden. Die Fluidteilchen diirfen sich nicht in oder aus der festen
Oberfliche bewegen. Es gilt die Randbedingung

Vg = VU3 =0 (3.1.1)
In einer ebenen Welle in z1-Richtung ist der Druck in der Form
P (Z,t) = f(xy — ct) + g(x1 + ct) (3.1.2)

gegeben. Fiir die Schnelle ergibt sich bei dieser Losung nur eine v;-Komponente, und
Beziehung (3.1.1) ist iiberall und damit natiirlich auch an der Rohrwand erfiillt.
Neben der ebenen Welle existieren noch andere Lésungen, die die Randbedingung
(3.1.1) erfiillen, aber im Rohrinneren vs und v3 Komponenten besitzen. Diese Losungen
werden in einem spéteren Kapitel besprochen. Hier soll zundchst nur der eindimen-
sionale Fall betrachtet werden, in dem alle Gréen nur von z; abhéngen und nur die
vi-Komponente auftritt. Um die Darstellung zu vereinfachen, wird im folgenden

I
oroan (3.1.3)

vp als W
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3.1. FEindimensionale Schallwellen im Rohr

geschrieben.
Breitet sich eine Welle in z-Richtung aus, so ist der Druck und die Schnelle mit
der neuen Schreibweise in der Form

p'(x,t) = flz—ct) (3.1.4)
o (z,t) = L flx—ct) (3.1.5)
Poc

darstellbar. Die Ausbreitung der Welle kann man sich in der x, t-Ebene veranschauli-
chen. Die Gréflen p’ und v’ sind entlang der Geraden, die durch x — ¢t = const gegeben
sind, konstant. Dies verdeutlicht die pseudo-dreidimensionalen Darstellung von v’ iiber
der z, t-Ebene anhand einer Beispielwelle in Abbildung 3.2. Die Geraden x —ct = const
verlaufen schrig in der x, t-Ebene.

Abbildung 3.2.: Ausbreitung einer Welle in Raum und Zeit

Anregung der Welle

Die Losung (3.1.4) und (3.1.5) beschreibt eine Welle in einen nach beiden Seiten un-
endlich ausgedehnten Rohr. Die Frage bleibt, wie eine derartige Welle in einem Rohr
entstehen kann. Eine Moglichkeit ist — wie in der Abbildung 3.1 dargestellt — ein Kolben
mit fester und undurchléssiger Oberfliche, der das Rohr nach einer Seite hin abschlief3t.
Wird der Kolben bewegt, so mufl das Fluid an der Kolbenoberfliche der Auslenkung
folgen. Bezeichnet man die Position des Kolbens mit z und seine Geschwindigkeit
mit vy, so ist die Randbedingung am Kolben durch

u' (@ (), 1) = (t) (3.1.6)

gegeben. Das heifit, die Schnelle v/ am Ort des Kolbens stimmt mit der Kolbenge-
schwindigkeit iiberein. Dadurch ist die Losung in dem Rohr festgelegt.
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3. Ebene Wellen

Abbildung 3.3.: Zur Erlduterung der retardierten Zeit 7

Dies soll an einem Beispiel mit harmonisch bewegtem Kolben verdeutlicht werden.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird angenommen, die mittlere Kolbenposition
liegt bei x = 0. Der Ort des Kolbens wird durch

zy (t) = € sin(wt) (3.1.7)
gegeben. Daraus folgt fiir die Kolbengeschwindigkeit
uy () = ew cos(wt) (3.1.8)
Fiir die Schnelle zur Zeit ¢, am Ort zp, gilt
U (2, ty,) = u (1) = ew cos(wT) (3.1.9)
Dabei ist 7 eine retardierte Zeit, fiir die
(ty, — 7)c = a1, — 2 (7) = &, — € sin(wT) (3.1.10)

gelten muB. Die retardierte Zeit kann man sich in der z, t-Ebene veranschaulichen, wie
es in Abbildung 3.3 dargestellt ist. 7 ist sozusagen die Ursprungszeit der Storung, die
zur Zeit t, am Ort z}, angekommen ist. (¢, — 7) ist die Laufzeit der Stérung von der
Entstehung bis zum Erreichen des Beobachters. (21, — ). (7)) entspricht dem Abstand
von dem Ursprungsort bis zum Beobachter. Durch die Gleichung

T —ct=uxp —cly, =&, (3.1.11)
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3.1. FEindimensionale Schallwellen im Rohr

wird eine Gerade in der z,¢-Ebene festgelegt, die durch den Punkt (zy,,) lauft. Die
Steigung der Geraden ist 1/c. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kurve xy (t)
liegt bei der durch Gleichung (3.1.10) festgelegten retardierten Zeit 7. Entlang der
Geraden sind die Werte fiir v’ und p’ konstant, falls wie angenommen sich nur eine
Welle in z-Richtung ausbreitet.

Die Losung fiir «' und damit auch fiir p’ ist mit Gleichung (3.1.9) und (3.1.10)
nur implizit gegeben, da sich Gleichung (3.1.10) nicht nach 7 auflésen liit. Um '
in einer geschlossenen Form angeben zu konnen, wird die Randbedingung (3.1.6) ver-
einfacht. Die Geschwindigkeit des Kolbens wird nicht an der aktuellen Position des
Kolbens vorgegeben, sondern an seiner mittleren Position z = 0. Es gilt statt (3.1.6)
die Randbedingung

u'(0,t) = uy () (3.1.12)

Fiir die retardierte Zeit folgt damit
(tb—T)CZI'b (3.1.13)

Anschaulich bedeutet dies, da8 man den Schnittpunkt der Geraden x — ct = &, mit
der t-Achse statt mit der Kurve xy (¢) nimmt, um 7 und damit v’ zu bestimmen. Im
Gegensatz zu (3.1.10) kann (3.1.13) nach 7 aufgelost werden:

=t — b (3.1.14)
c
Einsetzen in (3.1.9) ergibt
o (2, t) = uy (tb — %) = cw cos(wty, — k) (3.1.15)

Dies ist die typische Formulierung fiir eine sinusformige Welle. Sie ergibt sich aller-
dings nur, wenn die vereinfachte Randbedingung (3.1.12) verwendet wird. Mit der
exakten Randbedingung (3.1.6) ergibt sich aus der sinusférmigen Kolbenbewegung
keine sinusférmige sondern eine verzerrte Welle. Die Formen der Losungen sind in der
Abbildung 3.4 gegeniibergestellt. Die durchgezogene Linie ist eine Losung, die — fiir
ein willkiirlich ausgewéhltes € — aus der exakten Randbedingung folgt. Die gestrichel-
te Kurve zeigt die exakte Sinuswelle, die sich aus der vereinfachten Randbedingung
ergibt.

Im folgenden wird die aus Gleichung (3.1.10) bestimmte retardierte Zeit mit 7y )¢
bezeichnet. Umformen von (3.1.10) liefert

1 € .
Texakt = tb - Exb + E Sm(WTexakt) (3116)

Entsprechend wird die aus Gleichung (3.1.14) bestimmte retardierte Zeit mit Tapprox
bezeichnet. Fiir die Differenz der beiden Werte ergibt sich

g .
AT = Teyakt — Tapprox = - sin(wTexakt) (3.1.17)
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3. Ebene Wellen

Abbildung 3.4.: Vergleich der Losung fiir unterschiedliche Randbedingungen; Gestri-
chelte Kurve: Sinusformige Losung nach vereinfachter Randbedin-
gung; Durchgezogene Kurve: Kolben mit endlicher Auslenkung nach
(3.1.9) und (3.1.10) bei /A = 0.08

Thr Betrag 148t sich mit
ar| <

SR

(3.1.18)

abschétzen. Bei einer Variation von 7 bleibt der Unterschied in u’ geméf (3.1.9) klein,
falls die Bedingung

w]AT| < 27 (3.1.19)

erfiillt ist. Denn die Anderung des Terms cos(w7) durch eine Verschiebung von 7 um
AT ist in diesem Fall vernachldssigbar. Hinreichend fiir (3.1.19) ist nach (3.1.18) die
Bedingung

w%<2w (3.1.20)
Diese ist dquivalent zu
ke = 27”5 <L 2 (3.1.21)
oder einfach
<A (3.1.22)

Die Vereinfachung der Randbedingung ist demnach erlaubt, falls die maximale Aus-
lenkung des Kolbens klein gegeniiber der Wellenlédnge ist. In diesem Fall ergibt eine
sinusférmige Kolbenbewegung in sehr guter Néherung eine sinusférmige Welle. Bei
grofferen Auslenkungen tritt eine deutliche Verzerrung auf, wie sie in der Abbildung
3.4 zu sehen ist. Wenn sich der Kolben nicht rein sinusférmig bewegt, sind die harmo-
nischen Anteile mit den hochsten Frequenzen — und den zugehorigen kleinsten Wel-
lenléngen — entscheidend. Die Auslenkung muf klein gegeniiber diesen Wellenléngen
sein, damit die vereinfachte Randbedingung eine brauchbare Approximation darstellt.
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3.1. FEindimensionale Schallwellen im Rohr

Wellenausbreitung bei Stromung

Bisher wurde immer von einem ruhendem Medium ausgegangen. Jedoch kénnen sich
auch in einem durchstromten Rohr Wellen ausbreiten. Man kann sich vorstellen, der
Kolben in Abbildung 3.1 ist pords, und das Rohr wird durchstrémt. Durch die Bewe-
gung des Kolbens wird der Stromung eine wellenférmige Storung iiberlagert. Hier soll
der einfachste Fall einer eindimensionalen Stromung mit rdumlich und zeitlich konstan-
ter Geschwindigkeit ug betrachtet werden. Das bedeutet, es wird von einem ebenen
Geschwindigkeitsprofil in dem Rohr ausgegangen. Dies stellt eine triviale Losung der
Euler-Gleichung dar. Die Reibung ist vernachléssigt und das Medium haftet nicht an
der Wand.

Die in Abschnitt 2.1 hergeleitete Wellengleichung gilt nur fiir den Fall, dafl das Me-
dium ruht. Um die Wellenausbreitung bei Stromung behandeln zu kénnen, miifite die
Wellengleichung entsprechend erweitert werden. Dies ist in der Tat moglich. Jedoch
kann bei der gegebenen einfachen Stromung mit konstanter Geschwindigkeit die Wel-
lenausbreitung auch noch ohne erweiterte Wellengleichung angegeben werden. Dazu
wird die Situation in dem mitbewegten Bezugssystem betrachtet. In diesem Bezugs-
system ruht das Medium, und die Wellengleichung in der Form (2.1.23) gilt. Die all-
gemeine Losung der Gleichung ist bekannt. Sie mufl nur in das ruhende Bezugssystem
iibertragen werden.

Die Koordinate im mitbewegten System wird mit x bezeichnet. Entsprechend
ist zr die Koordinate im ruhenden System. Allgemein bezeichnet der Index B im
folgenden die Gréflen im mitbewegten System und R die im ruhenden System. Alle
Schwankungsgrofien p’, p’ und v’ sind unabhingig vom Bezugssystem. Dies gilt auch
fiir die Geschwindigkeit u’, da es sich um eine Geschwindigkeitsdifferenz handelt. Die
absolute Geschwindigkeit ist selbstverstdndlich vom Bezugssystem abhéngig. Es gilt

ug = u’ (3.1.23)
ug = up +u’ (3.1.24)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, das die Koordinaten
der beiden Systeme zur Zeit ¢t = 0 iibereinstimmen. Die Transformation zwischen den
Koordinatensystemen wird dann durch die Gleichungen

Tp =T +upt (3.1.25)
Ty =T — Ul (3.1.26)

beschrieben. Die allgemeine Losung im mitbewegten System ist durch
(s, t) = f(axg —ct) + g(xs + ct) (3.1.27)
gegeben. Der Druck p’ ist unabhingig vom Bezugssystem. Das heifit, pl, entspricht

ph. Es miissen nur die Werte an den richtigen Koordinaten gleichgesetzt werden. Aus
(3.1.26) folgt

p;,(xRﬂ t) = p;a (xB7 t) = pIB (xR —uot, t) (3128)
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3. Ebene Wellen

Damit wird aus der allgemeinen Losung (3.1.27) im ruhenden System der Ausdruck
Ph(@r,t) = f(zn — (c+uo)t) + g(zn + (¢ — uo)t) (3.1.29)

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt eine Ausbreitung mit der Geschwin-
digkeit ¢ + ug in positive z-Richtung. Der zweite Term stellt eine Ausbreitung mit
¢ — ug in negative z-Richtung dar. Die hin- und herlaufenden Wellen besitzen nun
eine unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeit. Bei ug = £c¢ kann sogar der Fall
eintreten, dafl eine Welle sich iiberhaupt nicht bewegt.

Der Ausdruck in (3.1.29) beschreibt eine konvektierte Schallwelle, wie man sie in
dem einfachen Fall anschaulich auch erwarten wiirde. Die formale Herleitung dieser
Losung wurde hier an diesem einfachen Beispiel vorgestellt, weil die Methode der
Transformation des Bezugssystems in den folgenden Abschnitten noch o6fters ange-
wendet wird.

3.2. Energie in ebenen Wellen

Bei der Anregung der Schallwellen durch einen Kolben wird Arbeit an dem Fluid

geleistet. Das bedeutet, durch die Schallwelle wird Energie vom Kolben in das Fluid

transferiert. Diese Energie wird von der Welle abtransportiert. Im folgenden soll die

Verteilung der Energie in Schallwellen analysiert werden. Dazu wird ein Fluidelement

mit dem Volumen V und der Masse M betrachtet. Es wird angenommen, das Medium

sei in Ruhe und alle Bewegungen entstehen nur durch die Schallwelle. Dann besitzt das

betrachtete Fluidelement bei einer Bewegung mit der Geschwindigkeit u’ die kinetische
Energie

1
Eiin = 5 Mu' (3.2.1)
Teilt man diese Gleichung durch das Volumen ergibt sich eine spezifische kinetische
Energie mit
Byin _ 1 2 1 N

== == 3.2.2

v =P =50t p)u (3.2.2)

Im akustischen Sinn kénnen dann die Terme hoherer Ordnung fortgelassen werden.

Man erhélt fiir die kinetische Energie pro Volumen

1 2
Ckin = 5 pot (3.2.3)

Dies ist eine quadratische Grofe. Die vernachldssigten Terme sind nun von dritter
Ordnung und nicht wie bisher immer von zweiter Ordnung.

Das Fluidelement wird durch die Schallwelle beschleunigt und erhélt die angege-
bene kinetische Energie. Zusétzlich wird durch die Schallwelle auch Druckarbeit an
dem Fluidelement geleistet. Bei Durchlaufen eines Druckpulses wird kurzzeitig Ener-
gie durch die Kompression des Fluidelements gespeichert. Ist der Puls fort, stellt sich
wieder der Ausgangszustand ein. Bei der Kompression ergibt sich eine Anderung der
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3.2. Energie in ebenen Wellen

inneren Energie Fijpere in dem Fluidelement. Es gilt nach den Regeln der Thermody-
namik
dEipnere = 1'dS — pdV (3.2.4)

Dabei ist T' die Temperatur und S die Entropie. In der Schallwelle spielt Wéarmelei-
tung keine Rolle, und alle Vorginge koénnen isentrop dS = 0 betrachtet werden. Das
bedeutet, die Anderung der innere Energie ist durch das Differential —pdV gegeben.
Allerdings ist darin die gesamte Anderung der innere Energie in dem Fluidelement
und nicht nur die durch die Schallwelle geleistete Arbeit enthalten. Die Arbeit der
Schallwelle wird durch das Differential —p’ dV beschrieben.

@

Abbildung 3.5.: Zur Erkldrung der potentiellen Energie in einer Stérung

Zur Veranschaulichung der von der Schallwelle geleisteten Arbeit wird der Vorgang
am Fluidelement einem einfachen Masse-Feder-System gegeniibergestellt, wie es in Ab-
bildung 3.5 skizziert ist. Die inneren Energie in dem Fluidelement &8t sich mit der
potentiellen Energie in der Feder vergleichen. Die Feder ist durch eine Kraft Fyy vorge-
spannt, die durch das grofle Gewicht ausgeiibt wird. Dies entspricht der Kompression
des Fluidelementes durch den Ruhedruck pg. Durch die Schallwelle wird das Fluid-
element etwas weiter komprimiert oder expandiert. Dem entspricht bei der Feder eine
kleine Stérung durch ein winziges Zusatzgewicht — wie in der Skizze — oder etwa einen
leichten Daumendruck auf das grofie Gewicht. Durch die Stérung wird eine zusétzliche
Kraft F’ ausgeiibt, die eine kleine Auslenkung s’ von der Ruheposition bewirkt. Dabei
wird von der Stérung — dem Daumendruck — die Arbeit { [ F’ ds} geleistet. Insgesamt
dndert sich die potentielle Energie in der Feder jedoch um den Wert { [(Fy + F”) ds}.
Bei dem Absenken verringert sich die potentielle Energie des groflen Gewichtes, und
die Energiedifferenz geht ebenfalls in die Feder iiber. Dem entspricht ein Umschichten
von innerer Energie zwischen benachbarten Fluidelementen durch die Schallwelle.

Will man die potentielle Energie der Storung definieren, ist es sinnvoll nur die Ar-
beit durch die Stérung und nicht die gesamte Anderung der potentielle Energie der
Feder zu beriicksichtigen. Wenn man leicht an dem Gewicht zieht statt zu driicken,
sinkt die potentielle Energie der Feder sogar, obwohl man Arbeit leistet. Das Ge-
samtsystem aus dem groflen Gewicht und der Feder hat jedoch potentielle Energie
gewonnen.
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3. Ebene Wellen

Analog wird hier fiir die Arbeit, die durch die Stérung an dem Fluidelement geleistet
wird, nur der Anteil durch die Druckstorung p’ (entsprechend zu F’ bei der Feder)
beriicksichtigt. Im weiteren wird dieser Anteil der inneren Energie im Fluidelement als
potentielle Energie bezeichnet. Es ergibt sich

Vi
Epot = */p/ dv (3.2.5)

Vo
Dabei ist Vj das Volumen des Fluidelementes im Ruhezustand p = pg, und V; ist das
durch die Welle vergréfiert oder verkleinerte Volumen. Um aus (3.2.5) eine spezifische

Energie zu erhalten, wird die Integrationsvariable V' durch die Dichte p substituiert.
Die Masse M = pV im Fluidelement ist konstant. Daraus folgt fiir das Differential

1%
podV+Vodp=0 = dV=--"dp (3.2.6)
Po
Fiir das Integral erhélt man
” p(V1) Vo2 p(V1)
c
Epot = — / pdp= > / P dp (3.2.7)
Po Po

p(Vo) p(Vo)

Dabei wurde im zweiten Schritt p’ = ¢ p’ ausgenutzt. Zweckmiifligerweise wird p’ im
Integranden durch p — pg ersetzt. Dann kann die Grofle p’ zur Umformung der oberen
Integrationsgrenze neu definiert werden, Betrigt das Volumen Vj so ist die Dichte py.
Einem geringfiigig gedinderten Volumen V; kann eine Dichte po+p’ = p(V1) zugeordnet

werden. Damit kann
Vo2 po+p’
oC
Epot = —— / (p—po)dp (3.2.8)
Po
pPo

geschrieben werden. Die Auflésung des Integrals bringt

1 Vo 62

2 Po
Die spezifische potentielle Energie et ergibt sich nach Division durch das Volumen.
Statt durch V wird durch Vj dividiert. Die dadurch resultierende Abweichung ist wieder
von hoherer Ordnung und wird vernachléssigt. Es folgt

1 Vo
[(p—po)2] 00" = = 2252 (3.2.9)

pot — 0 = 9 0

1 ¢2 )2
€pot = = —
pot onp

Schliefllich 148t sich die gesamte akustische Energie pro Volumen mit ea = ey, + €pot
zusammenfassen. Man erhélt

(3.2.10)

1 2 1 62 2
_ 2 il 3.2.11
Ca = 5 PoU +2p0p ( )

Damit ist die akustische Energie e, als Funktion der Schwankungsgrofien «’ und pf
ausgedriickt.
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3.2. Energie in ebenen Wellen

Erhaltung der Energie

In dem Feld gilt selbstverstéindlich die Erhaltung der Energie. Die akustische Energie
eg stellt nur einen kleinen Teil der gesamten Energie dar. Jedoch 148t sich fiir diesen
Teil eine separate Erhaltungsgleichung ableiten.

Zur Herleitung der Erhaltungsgleichung werden die linearisierte Kontinuitétsglei-
chung und die linearisierte Euler-Gleichung bendttigt. In Abschnitt 2.1 wurden diese
Gleichungen fiir den dreidimensionalen Fall abgeleitet. Hier werden lediglich die ver-
einfachten Gleichungen fiir eine Dimension benotigt. Die linearisierte Kontinuitétsglei-
chung lautet dann

op ou’
— — =0 3.2.12
ot =+ po oz ( )
Die Euler-Gleichung ist einfach durch
ou'’ op’
— = —— 3.2.13
ot Oz (3.2.13)
gegeben. Bildet man die Zeitableitung der kinetischen Energie ergibt sich
0 ol 2 ,ou’ ,0p’
i) SRR R A St — = —u = 3.2.14
g Lxin} at{zp"“ } P = T o (32.14)

Im letzten Schritt wurde dabei die linearisierte Euler-Gleichung (3.2.13) verwendet.
Fiir die Ableitung der potentiellen Energie folgt

1 2 2 / /
< ’2} O 2y (3.2.15)

S
9t P T 5 2507 ST 0P o T P e
Hier wurde von der linearisierten Kontinuititsgleichung (3.2.12) Gebrauch gemacht.

Die Addition von (3.2.14) und (3.2.15) liefert

0 op’ ou’ op’ ou’ 0
E{ekin + epot} = _U/a_]; — czp'% = —u’a—]; —p'% = —%{p'u/} (3.2.16)

Dies 148t sich kiirzer als
863 0 7
a2 =0 3.2.17
ot + or {p “ } ( )
schreiben.

Gleichung (3.2.17) ist eine Erhaltungsgleichung fiir die akustische Energie. Um
dies zu verdeutlichen wird die Gleichung iiber ein Volumen mit der Ausdehnung [ in x-
Richtung und dem Querschnitt ) integriert. Das Volumen entspricht zum Beispiel dem
Abschnitt eines Rohres, wie es in Abbildung 3.6 dargestellt ist. Beginnt das Volumen
bei xg, so ergibt sich

zo+l
aea (9 ;o -
/Q{Eﬁ-%(pu)}dx—o (3.2.18)

xo
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3. Ebene Wellen

pu —» — p'u/ Querschnitt )

Abbildung 3.6.: Zur Energiebilanz an einem Volumen

Wird die Integration teilweise ausgefiihrt, erhdlt man

zo+1
d /o /o
&{Q / eadaj} = @], — @], (3.2.19)

Zo

Auf der linken Seite steht die zeitliche Anderung die gesamte akustische Energie in
dem betrachteten Volumen. Der erste Term auf der rechten Seite gibt an, wieviel
Energie pro Zeit an der Stelle zy in das Volumen hineintransportiert wird. Der zweite
Term bedeutet entsprechend den akustischen Energieflufl an der Stelle zg + [ aus dem
Volumen heraus. Die Energie flieft dann in ein benachbartes Volumen, das an der
Stelle xg 4 I beginnt. Insgesamt geht keine akustische Energie verloren.

Intensitat

Der akustische Energieflufl pro Fliche ist durch das Produkt p’u’ gegeben. ZweckméBi-
gerweise wird mit
Iy =p'd (3.2.20)

die akustische Intensitdt eingefithrt. Die Grofie I hat die Einheit

Kraft Weg Leistung
Fliche Zeit  Fliche

(3.2.21)

Es handelt sich somit um eine Energiefluldichte.

Die akustische Intensitdt beschreibt lediglich einen Anteil der gesamten Intensitét,
wie auch die akustische Energie einen Anteil der gesamten Energie darstellt. Um den
Zusammenhang zwischen der gesamten Intensitdt und der akustischen Intensitdt zu
verdeutlichen, wird die Arbeit betrachtet, die der Kolben im Rohr aus Abbildung 3.1
an dem Medium leistet. Der Kolben bewegt sich mit der Geschwindigkeit uj. Am
Kolben herrscht iiberall der Druck py. Ist die Querschnittsfliche mit () gegeben, so
iibt der Kolben die Kraft () py auf das Medium aus. Dies ergibt eine Leistung

P= ka Uk (3.2.22)
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3.2. Energie in ebenen Wellen

Die Leistung pro Fliache wird als Intensitat I bezeichnet. Es gilt
I = Pk ux (3223)
Zerlegt man den Druck und die Geschwindigkeit in Gleich- und Schwankungsanteil mit

Pk = Po + Pl (3.2.24)
uy = ug + (3.2.25)

so folgt fiir die Intensitdt nach dem Einsetzten

I = (po + py) (w0 + uy) = pouo + uopy + Pouy + Pl U, (3.2.26)

Fall sich der Kolben nur um eine mittlere Position hin- und herbewegt, gilt ug = 0.
Die ersten beiden Term auf der rechten Seite von (3.2.26) verschwinden in diesem Fall.
Es ergibt sich

I = pouy + pluy (3.2.27)

Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht formal der akustischen Intensitét
nach (3.2.20). Der erste Term éindert sein Vorzeichen mit der Bewegungsrichtung. Er
beschreibt damit ein Pendeln der Energie zwischen dem Kolben und dem Medium.
Im zeitlichen Mittel gleichen sich die Anteile aus. Fiir den zeitlichen Mittelwert der
Intensitéat gilt

(I = po{uj) + (piui) (3.2.28)

Es ist <ui{> = 0, wenn sich der Kolben nur um eine mittlere Position hin- und herbe-
wegt. Damit folgt
(I) = (puq) (3.2.29)
Das bedeutet, das Produkt pi{ui{ stimmt im zeitlichen Mittel mit der Intensitdt [
iiberein.
In Abschnitt 3.1 wurde die Schallwelle bestimmt, die durch einen bewegten Kolben
erzeugt wird. Die Werte fiir p’ und «’ an einem Beobachtungsort z}, zur Zeit ¢}, erge-
ben sich aus den Werten am Kolben zur Ursprungszeit 7. Es wird angenommen, daf}

sich der Kolben um die mittlere Position z = 0 bewegt. Verwendet man die einfache
Randbedingung gilt die Gleichung (3.1.14) fiir 7. Es folgt fiir die Welle

u (2, ty,) = ui{ (tb - be) (3.2.30)
x
P (@, th) = i (1 — 22) (3.2.31)

Eine harmonische Kolbenbewegung wiirde eine harmonische Welle erzeugen. Fiir die
akustische Intensitdt in der erzeugten Welle an der Stelle xy, gilt

() gy = (1), = (Bhtl) = (1) (3232

Die akustische Intensitét I an einer Stelle entspricht tatséchlich im Mittel der vom
Kolben geleisteten Arbeit pro Zeit und Fliche.
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3. Ebene Wellen

Genauigkeit

Die akustische Energie wurde nach einigen Plausibilitédtsiiberlegungen als ein Teil der
gesamten Energie definiert. Es it sich mit (3.2.17) eine Erhaltungsgleichung be-
weisen, die auf die akustische Intensitit I, = p’u’ fithrt. Anscheinend stimmen im
zeitlichen Mittel die akustische Intensitét Iy und die Intensitét I, die zur besseren Un-
terscheidung im folgenden als Gesamtintensitit bezeichnet wird, iiberein. Wieso wird
nicht gleich die Gesamtintensitit I aus den Schwankungsgréfien p’ und u’ berechnet?
Ist denn die Definition der akustischen Energie iberhaupt notwendig?

Um die Fragen zu beantworten, wird die Genauigkeit betrachtet, mit der man die
Gesamtintensitdt I aus den SchwankungsgroBen berechnen kann. Dazu wird wieder
als Beispiel die Arbeit untersucht, die ein um eine mittlere Position hin- und herbe-
wegter Kolben am Medium leistet. Die Gesamtintensitét I ist nach (3.2.27) durch eine
Summe aus zwei Termen gegeben. Diese Terme sind von unterschiedlicher Ordnung
hinsichtlich der Schwankungsgréfien. Das Produkt poui{ ist von erster Ordnung und
Py ist ein quadratischer Term. Es wird angenommen, die linearisierten Gleichungen
wurden gelést und p und wj ermittelt. Die Losung ist jedoch nicht exakt, denn die
linearisierten Gleichungen gelten nur approximativ. Die berechneten Grofien pi{ und
ui{ sind mit einem kleinen Fehler behaftet. Wird die Kolbenbewegung ui{ direkt vor-
gegeben, so ist dort der Fehler natiirlich Null. Es kann aber auch sein, dafl — wie zum
Beispiel bei einer Lautsprechermembran — nicht die Bewegung sondern die Kraft auf
den Kolben vorgegeben ist. Dann mufl ui{ berechnet werden und ist dadurch auch mit
einem Fehler behaftet. Um die Auswirkung dieser Fehler zu verdeutlichen, wird die
Zerlegung

P =P1+ D2 (3.2.33)

ui( = Uy + us (3.2.34)

eingefithrt. Die Groflen mit dem Index 1 sind die aus der linearen Theorie folgenden
Losungen. Sie sind von erster Ordnung. Die Grofen mit dem Index 2 stellen die Fehler
hoherer Ordnung dar.

Die Fehler ps und us sind unbekannt. Um sie zu berechnen, miifiten die nichtlinea-
ren Gleichungen gelost werden. Dies ist aber im allgemeinen nur numerisch moglich
und mit einem erheblichen Aufwand verbunden. Wenn man sich auf die linearen Glei-
chungen beschrinkt, konnen nur Abschitzungen fiir po und wy angegeben werden.
Wird die Zerlegung (3.2.33) und (3.2.34) in Gleichung (3.2.27) eingesetzt, ergibt sich

I=po(ur +ug) + (p1 + p2)(u1 + uz)

= pou1 + polUz + p1u1 + P1uz + pau1 + Paus (3.2.35)

Die Gesamtintensitdt I kann als Summe aus sechs Termen geschrieben werden. Diese
Terme besitzen eine unterschiedliche Ordnung hinsichtlich der Schwankungsgrofien.
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3.2. Energie in ebenen Wellen

Die Ordnung n ist unter den Summanden durch den Ausdruck O(n) angegeben. Nur
der erste und der dritte Summand kénnen aus der Losung der linearen Gleichungen
bestimmt werden. In den anderen vier Summanden treten die unbekannten Fehler ps
und ug auf. Insbesondere ist der zweite Summand — ein quadratischer O(2)-Term — auch
nicht bestimmbar. Die Gesamtintensitét 148t sich somit nur bis auf einen quadratischen
Fehler angeben:

I'=pour +prur + O(2) (3.2.36)

Der Fehler ist von der gleichen Gréflenordnung wie der pyui-Term. Es ist daher wenig
sinnvoll, diesen mit zu beriicksichtigen. Vernachlissigt man aber alle Terme hoherer
Ordnung und setzt néherungsweise I = pguy, dann ergibt sich im zeitlichen Mittel

(I =pour) =0 (3.2.37)

Das heifit, die ndherungsweise berechnete Gesamtintensitéit beschreibt nicht einmal im
zeitlichen Mittel den Energieflu. Weil Terme unterschiedlicher Ordnung in dem Aus-
druck fiir I auftreten, 148t sich anscheinend keine befriedigende Néherung finden. Dies
wird jedoch bei der akustischen Energie e; und der akustischen Intensitét I erreicht.
Beide Groflen werden allein aus Termen zweiter Ordnung gebildet. Der entstehende
Fehler ist damit von dritter oder hoherer Ordnung. Ebenso kann gezeigt werden, dafl
die abgeleitete Erhaltungsgleichung fiir die akustische Energie nur mit einem Fehler
dritter Ordnung behaftet ist. Dadurch ist die gesamte Darstellung konsistent.

Energieerhaltung bei Stromung

In Abschnitt 3.1 wurde bereits die Losung der Wellengleichung fiir den Fall einer ein-
fachen Strémung mit konstanter Geschwindigkeit uy angegeben. Diese wurde durch
Transformation aus dem mitbewegten Bezugssystem gewonnen. Die Schwankungs-
gréflen p’, p’ und v’ sind nicht vom Bezugssystem abhingig. Damit ist auch die aku-
stische Energie
2

bt L2 239
unabhéngig vom Bezugssystem. Im folgenden wird von der gleichen Situation wie in
Abschnitt 3.1 ausgegangen. Die Indizes B und R kennzeichnen wieder die Koordinaten
und Groflen im mitbewegten (B) und im ruhenden (R) System. Die Transformation
der Koordinaten ist durch die Beziehung (3.1.25) beziehungsweise (3.1.26) gegeben.
Diese lauten:

Tr =T +upt (3.2.39)

Ty =T —Ugt (3.2.40)

Um die Energieerhaltungsgleichung fiir das ruhende Bezugssystem abzuleiten, ist
etwas Vorbereitung notwendig. Dazu wird eine beliebige Grofle i betrachtet, die vom

Ort und der Zeit abhéngt. Der Beobachter im ruhenden System sieht die Verteilung
dieser Grofe als ¥y (zg,t) und fiir mitbewegter Beobachter erscheint sie als ¢g (x5, t).
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Es wird angenommen, dafl die Grofle ¢ nicht vom Bezugssystem abhéngt. Dies 148t
sich durch

Yp(xp,t) = Y (zg, t) (3.2.41)
ausdriicken. Damit diese Gleichheit gilt, miissen die Koordinaten xy und xy die Rela-
tion (3.2.39) beziehungsweise (3.2.40) erfiillen. Bildet man die partielle Zeitableitung
ergibt sich zunéchst rein formal

3% 8¢R Oy

97 A
ot  Orn Ot

rB 5t

(3.2.42)

Die zeitliche Verdnderung der Koordinate xy fiir eine feste Position xz im bewegten
System ist durch die Relativgeschwindigkeit ug gegeben. Aus (3.2.39) folgt entspre-

chend
Oxy

ot

Damit gilt fiir die Zeitableitung im mitbewegten System

Oy _ Ot OMx

ot~ ot "ou,

= g (3.2.43)

B

(3.2.44)

Das heifit, der bewegte Beobachter sieht in seinem Bezugssystem auch eine zeitliche
Anderung der GroBe v, wenn sie fiir den ruhenden Beobachter zeitlich konstant ist. Die
Anderung ist dann proportional zur raumlichen Ableitung und der Relativgeschwin-
digkeit. Die raumliche Ableitung ist in jedem Fall unabhéngig vom Bezugssystem.

In dem mitbewegten Bezugssystem gilt die Wellengleichung und damit auch die
Erhaltungsgleichung fiir die akustische Energie in der bekannten Form:

0
O0xp

0 A
E{ea}B + {p'u'} =0 (3.2.45)

Mit der Beziehung (3.2.44) kann diese Gleichung in das ruhende System iibertragen
werden. Es folgt

9 d o N
g (eatn Tuog—{ealn + 8—%{19 u'}r =0 (3.2.46)
Dies kann zu P P
et %{era +pu'} =0 (3.2.47)

umgeformt werden. Dabei wurde der Index R weggelassen. Fiir den ruhenden Beob-
achter ergibt sich somit eine akustische Intensitit uges + p’u’. Sie enthilt zusitzlich
zu Iy den konvektiven Anteil ugeq.

Hier ist zu bemerken, dafl die Energieerhaltungsgleichung (3.2.47) bei Strémung
nur abgeleitet werden kann, weil es sich um ein sehr einfaches Stréomungsfeld handelt.
Im Allgemeinen ist es nicht moglich eine konsistente Definition der akustischen Energie
und Intensitét bei Stromung zu geben, die auf eine Erhaltungsgleichung fithrt, welche
nur einen Fehler dritter Ordnung besitzt. Auf diese Problematik wird in einem spéteren
Kapitel nochmal eingegangen.
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Spezialfall zur Veranschaulichung

Fiir die akustische Energie und Intensitét lassen sich im Fall reiner Wellenausbreitung
in einer Richtung ohne Uberlagerung mit entgegenlaufenden Wellen einige interessante
Eigenschaften ableiten. Angenommen es breiten sich nur Wellen in positive z-Richtung
aus, dann gilt die Relation

/

=L =Sy (3.2.48)

B poC B Po
Damit folgt fiir die Anteile der akustischen Energie

1 2 102 2

€kin = §P()U/ — 5 % p = epot (3249)

Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn reine Ausbreitung in negativer z-Richtung vor-
liegt. Das bedeutet, bei reiner Wellenausbreitung in einer Richtung ist die potentielle
und kinetische (spezifische, akustische) Energie gleich grof}, und es gilt

ea = 2 ekip = 2 €pot (3.2.50)

Eine solche Gleichverteilung ist typische fiir viele Schwingungsprozesse.

Fiir eine einzelne Welle in positiver z-Richtung ergibt sich fiir die akustische In-
tensitét

Ia=p'uv =—p" =cey (3.2.51)

Das gleiche Resultat mit einem zusétzlichen Minuszeichen ergibt sich bei einer einzel-
nen Welle in negativer z-Richtung. Damit it sich die Erhaltungsgleichung (3.2.17)
als

86& aea

— ftc—=0 3.2.52

ot~ ox ( )
schreiben. Das Pluszeichen gilt fiir eine Welle in positiver z-Richtung und das Mi-
nuszeichen fiir eine Welle in entgegengesetzter Richtung. Anschaulich bedeutet die
Gleichung, daf sich die spezifische akustische Energie mit Schallgeschwindigkeit — also
mit der Welle — bewegt.

In dem Fall mit einfacher Strémung ergibt sich aus (3.2.47)

363 aea o
S+ (o £ ) 2 =0 (3.2.53)

Wie es anschaulich auch zu erwarten ist, breitet sich hier die Energie mit ug + ¢ aus.
Diese Aussage gilt jedoch nur bei dem angenommenen homogenen Stromungsfeld mit
konstanter Geschwindigkeit und der Wellenausbreitung ohne Uberlagerung mit einer
entgegenlaufenden Welle.
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3.3. Stehende Welle und Resonanz

Im Abschnitt 3.1 wurde die Anregung von Wellen in einem halbunendlichen Rohr be-
trachtet. Die vom Kolben erzeugten Wellen breiten sich in dem unendlichen Teil theo-
retisch immer weiter aus. In der Realitéit wird natiirlich das Rohr irgendwo einen Ab-
schlul haben miissen. Dadurch wird auch die Wellenausbreitung in der Praxis anders
aussehen. Im folgenden wird das Beispiel aus 3.1 erweitert und eine feste, undurchléssi-
ge Wand als Abschlufl angenommen. Der Abstand zwischen Kolben und gegeniiberlie-
gender Wand wird mit L bezeichnet. Das Koordinatensystem wird so gew#hlt, dal die
Wand bei = 0 liegt. Der Kolben befindet sich dann bei x = —L. Die Anordnung ist
in Abbildung 3.7 dargestellt. Es wird wieder vorausgesetzt, dafl die Kolbenauslenkung

Abbildung 3.7.: Abgeschlossenes Rohr mit Kolben

klein gegeniiber den auftretenden Wellenlédngen ist. Damit kann wie in Abschnitt 3.1
beschrieben die Randbedingung

W(~L,t) = uy(t) (3.3.1)

verwendet werden. Die Kolbengeschwindigkeit w) (¢) wird an der mittleren Kolben-
position x = —L vorgegeben. Weiter wird eine harmonischen Bewegung des Kolbens
angenommen. Die momentane Position des Kolbens ist durch den komplexen Ansatz

2 (t) = —L + Refe ™'} (3.3.2)
gegeben. Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit des Kolbens
uy (1) = Refiwe e} (3.3.3)
Die Randbedingung an der gegeniiberliegenden festen Wand 148t sich einfach durch
u'(0,t) =0 (3.3.4)

ausdriicken.

Die allgemeine Losung setzt sich aus hin- und herlaufenden Wellen zusammen. In
Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, dafl sich durch eine harmonische Kolbenbewegung mit
der Randbedingung (3.3.1) eine sinusférmige Welle als Losung ergibt. Daher werden
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3.3. Stehende Welle und Resonanz

hier auch nur sinusférmige bzw. harmonische Wellen betrachtet. Fiir den Schalldruck
wird entsprechend der komplexe Ansatz

P(x,t) = Ref{Ae'W=he) 4 pBeilwitho)y (3.3.5)

aufgestellt. Dieser entspricht der iiblichen Aufteilung der Form p’ = f(x—ct)+g(z+ct)
mit einer speziellen Wahl der Funktionen f und g. Die Grofle A ist die Amplitude der
Teilwelle in positiver z-Richtung und B in Negativer. A und B kénnen auch komplex
sein.

Da in der Druckverteilung (3.3.5) die Teilwellen getrennt gegeben sind, kann nach
Abschnitt 2.2 in der ebenen Welle die Schnelleverteilung direkt berechnet werden. Die
Schnelle- und Druckamplituden der Teilwellen sind durch Multiplikation beziehungs-
weise Division durch den Wellenwiderstand ppc miteinander verkniipft. Es gilt

u'(z,t) = D‘ie{i glwi=ka) _ B ei(“’Hm)} (3.3.6)
Poc Poc
Damit ist die Losung fiir p’ und v’ bis auf die beiden unbekannten Amplituden A und
B gegeben. A und B werden durch die beiden Randbedingungen am Kolben (3.3.1)
und an der Wand (3.3.4) eindeutig festgelegt.
Setzt man z = 0 in Gleichung (3.3.6) ein, so ergibt sich aus der Randbedingung an
der Wand

0=1/(0,t) = fﬁe{i(/l — B)e™'} (3.3.7)

Daraus folgt unmittelbar, daf3
A=B (3.3.8)

sein muf}. Das heifit, die beiden Teilwellen miissen gleiche Amplituden besitzen, um die
Randbedingung an der Wand zu erfiillen. Nur zwei gleichstarke Sinuswellen kénnen sich
so liberlagern, daf sich die beiden Schnelleanteile an einer Stelle stdndig gegeneinander
aufheben. Fiir den Druck folgt mit A = B die einfachere Form

P(z,t) = Re{Ae ™" 4 k7] et} (3.3.9)
Mit der allgemeinen Rechenregel

—1iz iz
cos(z) = % fir 2e€C (3.3.10)

kann dies zu '
P (z,t) = Re{2A cos(kz) ™"} (3.3.11)

umgeformt werden. Die Verteilung der Druckamplitude besitzt danach raumlich eine
Sinusform. An den Stellen mit

kx =0, +m, £27, £37, ... (3.3.12)

ist cos(kx) = £1 und die Druckschwankungen sind maximal. Dagegen ist an Stellen
it 1.3 .5
kx = :|:§7T,:|:§7T,:|:§7T7... (3.3.13)
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3. Ebene Wellen

Abbildung 3.8.: Form der Druck- und Schnelleverteilung in Momenten mit maximaler
Auslenkungen

immer p’ = 0, da dort cos(kz) = 0 gilt. Eine dhnliche Verteilung ergibt sich fiir die
Schnelle. Mit A = B folgt aus (3.3.6)

u'(x,t) = %e{% [emthe — ethe] giwt} (3.3.14)

Unter Verwendung der Rechenregel

sin(z) = % fir zeC (3.3.15)
)
wird dies zu

u'(z,t) = Re{ — z% sin(kz) e™'} (3.3.16)
poC

Wie die Druckamplitude besitzt auch die Schnelleamplitude eine sinusférmige Ver-
teilung mit Extrema und Nullstellen. Die Form der Losungen ist in Abbildung 3.8
veranschaulicht. Die Nullstellen in den Verteilungen werden Schwingungsknoten oder
einfach Knoten genannt. Dazwischen liegen die Bereiche extremer Amplituden, die als
Schwingungsbéuche oder einfach Béuche bezeichnet werden. Die Knoten der Druck-
verteilung fallen mit den Bauchen der Schnelleverteilung zusammen und umgekehrt.
An der Wand bei x = 0 liegt in jedem Fall ein Schnelleknoten und ein Druckbauch.
Die Position des nichsten Knotens héingt entsprechend (3.3.12) von der Wellenzahl k
und damit der Kreisfrequenz w ab. Der Abstand zwischen zwei Knoten entspricht der
halben Wellenlédnge.

Um die gesuchte Grofle A zu ermitteln, wird die Randbedingung am Kolben be-
trachtet. Gleichung (3.3.1) und (3.3.3) ergeben zusammen

u'(—L,t) = Refiwe ™} (3.3.17)
Setzt man die Schnelleverteilung (3.3.16) auf der linken Seite ein, folgt
2A . .
Re{ — Zﬁ sin(—kL) "'} = Refiwe '} (3.3.18)
0
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Abbildung 3.9.: Maximale Druckamplitude als Funktion der Frequenz (Rohrlinge L =
1.7m und Auslenkung ¢ = 1 mm)

Die Beziehung ist nur erfiillt, falls

24
—i— sin(—kL) = iwe (3.3.19)
poc

gilt. Diese Gleichung kann nach A aufgeldst werden. Man erhélt

PoCwWE
A= ——< 3.2
2 sin(kL) (3.3.20)
Wie erwartet, ist die Stédrke der Schwankungen im Rohr proportional zur Auslenkung
des Kolbens €. Eine kompliziertere Abhéingigkeit ergibt sich von der Kreisfrequenz w.
Falls

kL="L=nr, n=12,... (3.3.21)
C

ist, wird sin(kL) = 0. Dann ergibt sich eine unendliche grofie Schwankung im Rohr. Die
Abbildung 3.9 zeigt die typische Frequenzabhingigkeit der maximalen Schalldruckam-
plitude |2A|. In dem Beispiel wurde ein luftgefiilltes Rohr (unter Normalbedingungen
po = 1bar, pg = 1.2 Kg/m?) mit der Léinge L = 1.7m und eine Kolbenauslenkung von
€ = 1 mm angenommen.

Unter den durch (3.3.21) festgelegten Bedingungen ergibt sich eine Resonanzkata-
strophe mit unendlich grofler Amplitude. Fiir stirkere Schwankungen sind jedoch die
Annahmen der linearen Akustik (|p’'| < po, |p'| < po) verletzt, und die reale beobach-
teten Wellen entsprechen nicht mehr der akustische Losung. In der Realitét stellt sich
eine durch Dissipation und nichtlineare Effekte begrenzte Amplitude ein.

Fiir ein festen Wert L sind die Frequenzen, bei denen die Resonanzfille eintreten
durch

W=wp =n— mit n=1,2,... (3.3.22)
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3. Ebene Wellen

gegeben. Betrachtet man die Losung der Wellengleichung fiir eine dieser sogenannten
Resonanzfrequenzen w,, und legt den Amplitudenfaktor A kiinstlich auf einen endlichen
Wert A =1 fest, ergibt sich fiir die Schnelle nach (3.3.16)

2 n .
uly (2, t) = Re{ —i— sin(“nz) ent) (3.3.23)
poc c
Die so definierten u/, erfiillen natiirlich nicht die Randbedingung am Kolben. Es gilt
dagegen
u,(0,t) =0 und wu,(—L,t)=0 (3.3.24)

Das bedeutet, dafl die Losungen u, nach (3.3.23) die Randbedingung einer zweiten
festen Wand bei x = —L statt dem Kolben erfiillt. Die Losung beschreibt eine soge-
nannte Eigenschwingung des Rohres, die theoretisch ohne Anregung existieren kann.
Es ist sogar die Uberlagerung der Eigenschwingungen

W (z,t) =Y anup,(z,t) (3.3.25)

eine Losung der Wellengleichung bei den Randbedingungen (3.3.24). Die Faktoren a,,
konnen dabei frei gew#hlt werden.

Fiir eine bestimmte Kreisfrequenz w und Auslenkung ¢ des Kolbens sei die Losung
mit u;, . gegeben. Sie erfiillt die Randbedingung am Kolben. Damit erfiillt aber auch

die Uberlagerung

u'(z,t) = up, (x,t) + Z an ul, (z,t) (3.3.26)
n=1

diese Randbedingung, denn es gilt u'(—L,t) = u[, .(—L,t). Uberlagert man der Losung
fiir den angeregten Fall mit Kolbenbewegung eine Eigenschwingung, so erfiillt das Re-
sultat auch die Randbedingung am Kolben. Das bedeutet, die Lésung fiir den angereg-
ten Fall ist gar nicht eindeutig. Rein theoretisch konnten immer beliebige Eigenschwin-
gungen zusétzlich im Rohr tiberlagert sein. In der Realitét klingen die Eigenschwingun-
gen jedoch durch Reibungsverluste langsam mit der Zeit ab, so dafl das beobachtete
Wellenfeld der angeregte Losung uj, .(x,t) in reiner Form entspricht.

3.4. Komplexe Wandimpedanz

Im Beispiel aus Abschnitt 3.3 war das Rohr durch eine feste, undurchléssige Wand
abgeschlossen, an der die Wellen reflektiert wurden. Statt der festen Wand wird nun
eine bewegliche Wand angenommen, die sich wie ein federnd befestigter Kolben im
Rohr verhélt. Der zweite Kolben dient als ein mechanisches Wandmodell, das in der
Realitdt zum Beispiel eine Gummiwand oder eine zur Ddmmung mit Matten beklebte
Wand sein kann. Die betrachtete Anordnung ist in Abbildung 3.10 dargestellt. Bereits
in Abschnitt 1.4 wurde ein Kolben im Rohr betrachtet, der durch Druckstérungen zum
schwingen angeregt wird. Die Ergebnisse der dortigen Uberlegungen konnen fiir das
Wandmodell verwendet werden. Es werden folgende Annahmen gemacht:
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3.4. Komplexe Wandimpedanz

Abbildung 3.10.: Rohr mit beweglicher Wand als Abschluf3

1.) Rechts von der beweglichen Wand ist Vakuum (p = 0). Keine Druckkréfte greifen
auf dieser Seite an. Andernfalls wiirde das Wandmodell zu kompliziert werden,
weil auch Wellen auf der anderen Seite der Wand beriicksichtigt werden miiflten.

2.) Bei Ruhedruck p = pp im Rohr befindet sich die Wand an der Position z =
0. Die Druckkraft durch den Ruhedruck wird von der Vorspannung der Feder
ausgeglichen. Bei Auslenkung der Wand bewirkt die Feder eine Riickstellkraft
zur Ruheposition.

3.) Alle Storungen sind sinusférmig beziehungsweise harmonisch.

Die Position der beweglichen Wand wird mit zw und der Druck an der Wand mit pw
bezeichnet. Es ergeben sich die Ansétze

Ty (t) = Re{5e™"} (3.4.1)

und _
pw(t) = po + Py (t) = po + Re{pw '} (3.4.2)

Dabei sind § und pw die komplexen Amplituden der Auslenkung und des Wanddrucks.
Der Betrag || ergibt die reale maximale Auslenkung in jeder Richtung. Aus (3.4.1)
leitet sich fiir die Geschwindigkeit der Wand

Uy () = Refiws e™'} = Re{iw ™"} (3.4.3)

ab. Es wird hier die Schreibweise u{, mit einem Strich verwendet, da es sich bei der
Bewegung der Wand um eine kleine Stérung handelt, fiir die uly, = uw gesetzt werden
kann. Weiterhin ist die komplexe Amplitude der Geschwindigkeit

oy = iw§ (3.4.4)

eingefiihrt worden.

Die Randbedingung an der beweglichen Wand ergibt sich aus dem in Abschnitt
1.4 beschriebenen Kréftegleichgewicht. Die Summe aus mechanischer Kraft K ..,
und Druckkraft K g.,cx mul verschwinden. Beide Kréfte werden in einen Gleich- und
einen Schwankungsanteil zerlegt. Der Gleichanteil der mechanischen Kraft ist durch
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3. Ebene Wellen

die Vorspannung der Feder gegeben. Dieser hebt sich mit dem Gleichanteil der Druck-
kraft auf, der durch den Ruhedruck py bewirkt wird. Analog miissen sich auch die
Schwankungsanteile aufheben. Es gilt entsprechend

K] ech T K(,iruck =0 (3.4.5)

m

Die mechanische Kraft héingt von der Auslenkung und damit von der Grofle § ab. Es
ist
L oeh = Re{3Ze} (3.4.6)

mech
Dabei tritt die Groe Z(w) € C auf. Sie wurde als Abkiirzung mit

Z(w) = —D —iwF +w*M (3.4.7)

eingefiihrt. Mit Z(w) werden die mechanischen Eigenschaften des Wandmodells in einer
Grofle zusammengefafit. Es ist D die Federkonstante, F' der Reibungskoeffizient und
M die Masse der Wand.

Die Druckkraft auf die Wand ergibt sich als Produkt des Wanddrucks pw mit der
Querschnittsfliche des Rohres Q). In den Schwankungsanteil der Druckkraft geht nur
die Druckschwankung pi, ein. Es gilt

K(/iruck =Qpy(t) = me{@ﬁw em} (3.4.8)

Die Schwankungsanteile kénnen nun in die Gleichung (3.4.5) eingesetzt werden. Es
folgt, dafl die Summe der komplexen Amplituden in den beiden Ausdriicken verschwin-
den mu$:

52 +Qpw =0 (3.4.9)

Dieser Zusammenhang war bereits in Abschnitt 1.4 angegeben worden. Damit kann
die Druckamplitude auf einfache Weise in die Auslenkung § umgerechnet werden.

In dem akustischen Zusammenhang ist jedoch nicht die Auslenkung sondern die
Geschwindigkeit die wichtigere GroBe. Ublicherweise wird mit dem Schalldruck p’ und
der Schnelle u' gerechnet. Der Zusammenhang zwischen § und 4y ist durch (3.4.4)
gegeben. Damit kann § in (3.4.9) ersetzt werden. Das Ergebnis kann wiederum nach
pw aufgelost werden. Es ergibt sich

Zweckméfigerweise wird mit
iz iD F M
Tow = —— = —— 4 4w 3.4.11
YTl hetetvg (440
eine neue Abkiirzung eingefiihrt. Damit wird (3.4.10) zu
Pw = Zw - U (3.4.12)

Die Grofle Zyw wird als Wandimpedanz bezeichnet. Sie ist das Verhéltnis der komplexen
Amplituden von Druck und Schnelle an der Wand. Die Wandimpedanz ist Analog
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3.4. Komplexe Wandimpedanz

Abbildung 3.11.: Veranschaulichung der komplexe Amplituden des Drucks und der
Geschindigkeit an der Wand

zum Wellenwiderstand pgc zu sehen, der das Verhiltnis von Druck und Schnelle in der
ebenen Welle angibt. Anders als pgc ist jedoch Zw = Zy(w) von der Frequenz abhéngig.
Auch ist Zy eine komplexe Zahl im Gegensatz zum rein reellen Wellenwiderstand in
der ebenen Welle. In der Abbildung 3.11 sind pw und dw als Zeiger in der komplexen
Ebene dargestellt. Der Winkel zwischen den Zeigern ist mit 9 bezeichnet. Es gilt

Ty = 2wl o (3.4.13)

Nur wenn Zy rein reell ist, gilt ¥ = 0 oder ¥ = 7, und die beiden Zeiger sind parallel.
Im allgemeinen liegt jedoch eine Phasenverschiebung vor, die sich durch einen Winkel
¥ # 0 und ¥ # 7 ausdriickt. Dann sind Druck und Schnelle an der Wand nicht mehr in
Phase. Sie erreichen ihre maximalen und minimalen Werte zu unterschiedlichen Zeiten.

Im Zusammenhang mit der Wandimpedanz werden héufig zwei Ausdriicke verwen-
det, die die Eigenschaften der Wand in speziellen Fallen kennzeichnen:

O Schallharte Wand
Dies entspricht einer absolut unbeweglichen Wand wie in Abschnitt 3.3.

O Schallweiche Wand
Pw=0 — Zw=0
Die Wand bewegt sich, jedoch sind keine Druckschwankungen an der Wand vor-
handen.

Diese beiden Begriffe werden spéter noch haufiger benutzt, und das akustische Verhal-
ten der Wand in den speziellen Féllen diskutiert.
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Der Reflexionsfaktor

Zunichst soll gezeigt werden, wie die Losung in dem Rohr mit beweglicher Wand
berechnet werden kann. Wie in Abschnitt 3.3 wird der Ansatz

P (x,t) = Ref{Ael@i=ke) 4 peilwithoy (3.4.14)

fiir den Druck und entsprechend

A B
W (x,t) = Red — eilwt—hke) _
(z,1) {poc

i(wt+kx)
e 3.4.15
oc f ( )

fiir die Schnelle verwendet. Die beiden Unbekannten A und B sind zu bestimmen.
Dazu miissen wieder die Randbedingungen ausgenutzt werden.

Wie bei der Kolbenbewegung am linken Ende des Rohres wird auch fiir die be-
wegliche Wand vorausgesetzt, daf die Auslenkung klein gegeniiber der Wellenléinge im

Sinne von ) )
< A= 2 =8 (3.4.16)
k w

ist. Damit kann die vereinfachte Randbedingung verwendet werden, wobei die Wand-
groflen pw und uw an der mittleren Position bei z = 0 angenommen werden. Es soll
gelten

P(0,) = Pl (1) (3.4.17)

und
u'(0,t) = ul(t) (3.4.18)

Die beiden letzten Beziehungen verkniipfen die Losung p’ und v’ mit den Wandgrofien
Py und uy,. Die komplexen Amplituden der WandgréBen sind iiber die Wandimpe-
danz Zw miteinander verkniipft. Dies kann benutzt werden, um eine Randbedingung
zwischen p’ und u' abzuleiten.

Die linken Seite von (3.4.17) wird mit dem Ansatz fiir p’(x,t) nach (3.4.14) bei
x = 0 ersetzt. Auf der rechten Seite wird der harmonische Ansatz fiir py, nach (3.4.2)
eingesetzt. Es ergibt sich

Re{(A+ B) ™'} = Re{pwe™'} (3.4.19)

Entsprechend erhélt man aus (3.4.18) mit den Ansétzen fiir die Schnelle (3.4.15) und
(3.4.3) die Beziehung

1 . _
D‘ie{ﬁ(A — B) ™'} = Re{dw ™'} (3.4.20)
0
Aus (3.4.19) folgt sofort
pw=A+B (3.4.21)
und (3.4.20) liefert
1
Uy = —(A—B 3.4.22
=l (4-B) (34.22)
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Das Verhéltnis der komplexen Amplituden pw und dw ist nach (3.4.12) gerade die
Wandimpedanz. Es gilt

Pw A+ B
T = = (== 3.4.23
o= B (G55) me (3.4.23)
Dies kann auch in der Form
B
1+ —
Ty = é poc (3.4.24)
1- =
A

dargestellt werden. Die Wandimpedanz ist gleich dem Wellenwiederstand multipliziert
mit dem Faktor in der runden Klammer. Um eine einfache Beziehung zwischen den bei-
den gesuchten Grélen A und B zu erhalten, wird nach dem Quotienten B/A aufgelost.

Es ergibt sich
Ly

LA |
B
3= %06 = Ry (3.4.25)
== +1
Poc

Das Verhiltnis der Amplituden der von der Wand weg (B) und der zur Wand hin
(A) laufenden Welle wird mit Ry abgekiirzt. Die Grofie Ry wird als Reflexionsfaktor
bezeichnet.

Im Allgemeinen ist der Reflexionsfaktor eine komplexe Zahl. Er hingt von der
Wandimpedanz und dem Wellenwiderstand ab

Mit der Abkiirzung ergibt sich die einfache Darstellung
B=RywA (3.4.27)

Das heifit, die Randbedingung an der Wand bei = = 0 liefert wie im vorangegangen
Abschnitt 3.3 eine Beziehung zwischen A und B. Diese ist jedoch etwas komplizierter
als einfach A = B, wie im Fall der starren Wand. Dennoch kann analog zu diesem Fall
Gleichung (3.4.27) verwendet werden, um eine der beiden Unbekannten A und B zu
eliminieren. Durch die Randbedingung am Kolben bei # = —L kann dann — wie in
Abschnitt 3.3 — die verbleibende Unbekannte bestimmt werden.

Die konkrete Berechnung der Losung wird hier jedoch nicht durchgefiihrt. Sie wird
dem Leser als Ubung iiberlassen. Stattdessen sollen einige Spezialfille betrachtet wer-
den. Diese sind in der folgenden Liste zusammengestellt:

O Schallharte Wand
Uw =0,Zw =00 — Ry =1
Damit fiihrt Gleichung (3.4.27) auf B = A, was dem Resultat fiir die unbewegli-
che Wand entspricht. Eine eintreffende Welle wird in gleicher Stérke reflektiert.
In der Praxis gilt eine Wand als schallhart, falls

| Zw| > poc (3.4.28)
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ist. Nach Gleichung (3.4.25) wird dann Ry =~ 1, und A = B ist eine gute Appro-
ximation.

O Schallweiche Wand
ﬁWZOaZWZO — Ry =—
Eine eintreffende Welle wird in gleicher Stérke jedoch mit umgekehrten Vorzei-
chen (auf den Druck p’ bezogen) reflektiert. Analog zu oben gilt eine Wand als
schallweich, falls

| Zw| < poc (3.4.29)

gilt. Dann ergibt sich Ry ~ —1. Da der Wellenwiderstand von Luft relativ klein
ist, sind fiir Luft praktisch keine Oberflichen schallweich. Eine Styroporplatte
im Wasser wird in Experimenten oft als schallweiche Wand verwendet.

O Reflexionsfreier Abschluf$ oder reflexionsfreie Anpassung
Zw =poc — Rw =0
Eine eintreffende Welle wird komplett von der Wand verschluckt und keine Welle
wird reflektiert. In diesem Fall mufl Zy rein reell sein. Das mechanische Wand-
modell liefert

1D F M
Ty = —— = 4 = +iw— 3.4.30
Twe @ T (3:4:30)
Ein reflexionsfreier Abschluf} ergibt sich zum Beispiel fiir
F
M:O;D:O;@:poc (3.4.31)

Die Masse und die Federkonstante sind Null. Der Reibungskoeffizient ist so ange-
pafit, dal durch die Reibung die Energie der Welle gerade absorbiert wird. Dies
ist analog zu den Abschlufiwiderstéinden von 50 Ohm oder 75 Ohm, die hiufig an
Koaxialleitungen eingesetzt werden, um stérende Reflexionen an den Leitungs-
enden zu vermeiden.

Auch bei endlicher Masse und Federkonstante ist ein reflexionsfreier Abschlufl méglich.
Dazu miissen M, D und w die Bedingung

i D M
2 fiw— =0 3.4.32
50 0 ( )
erfiillen. Dies ist dquivalent zu
D
=4/ = 3.4.33
YTV (34.33)

Das heifit, bei einer Frequenz w verschwindet der Imaginérteil von Zy. Ist zusétzlich
F/Q = poc, dann wird die Welle nicht reflektiert. Dies gilt jedoch nur fiir die nach
(3.4.33) gegebenen speziellen Frequenz, die der Resonanzfrequenz der Wand entspricht.
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3.5. Reflexion und Transmission an Mediengrenzen

Im letzten Abschnitt wurde die Reflexion von Schallwellen an einer flexiblen Wand
betrachtet. Eine Reflexion kann auch an Trennflichen zwischen zwei verschiedenen
Medien auftreten. Eine solche Trennfliche oder Mediengrenze liegt zum Beispiel in ei-
nem senkrecht ausgerichtetem Rohr vor, das bis zu einer bestimmten Héhe mit Wasser
angefiillt ist. Uber der Wasseroberfliiche befindet sich Luft. Im folgenden soll betrach-
tet werden, was passiert, wenn eine ebene Welle von oben auf die Trennflache trifft.
Die Situation ist in Abbildung 3.12 illustriert. Es sind zwei Bereiche mit verschiedenen

Luft
Trennflache

Wasser

Abbildung 3.12.: Zum Ubergang der Schallwelle von Luft nach Wasser

Fluiden vorhanden, in denen eine unterschiedliche Schallgeschwindigkeit und Dichte —
und damit ein unterschiedlicher Wellenwiderstand — vorliegt. ZweckméBigerweise wird
das Koordinatensystem so gewiéhlt, daf§ die Trennfliche bei z = 0 liegt.

Betrachtet wird der Fall, dafl eine harmonische Welle mit der komplexen Amplitude
A sich im Bereich des Fluids 1 ausbreitet und auf die Trennflache trifft. Dabei kann
eine reflektierte Welle mit der Amplitude By und eine transmittierte Welle mit der
Amplitude Ay im Bereich des Fluids 2 entstehen. Die formale Darstellung des Pro-
blems ist in Abbildung 3.13 veranschaulicht. Es wird angenommen, dafl keine Welle
aus dem Bereich des Fluids 2 — von rechts kommend — auf die Trennfléiche zulduft.

In den beiden Bereichen gilt die Wellengleichung fiir den Schalldruck. Jedoch kann
die Wellengleichung nicht auf das gesamte Gebiet angewendet werden, da in den beiden
Bereichen unterschiedliche Werte fiir pp und c eingesetzt werden miissen. Es werden
daher zunichst getrennte Losungen fiir die beiden Bereiche betrachtet. Entsprechend
wird die Losung fiir den Druck mit

pi(x,t) fir z<0
Paty={ " (3.5.1)
ph(x,t) fir >0

und fiir die Schnelle mit

uj(z,t) fir <0
u(z,t) = (3.5.2)
S(z,t) fir >0
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3. Ebene Wellen

Fluid 1 Fluid 2

Al ei(wt—klm)

_—L
A, ei(wtfkg x)
_—L
B ei(wt+k1 z)
B —
>
0 xT

Abbildung 3.13.: Einfallende (A;), reflektierte (B1) und transmittierte (Az) Welle an
der Mediengrenze bei z = 0.

in Teillosungen unterteilt. Im Bereich 1 wird fiir den Druck der Ansatz
pi(z,t) = Re{ A elwi=kiz) 4 B e““’“‘klm)} (3.5.3)

und im Bereich 2 ‘
Ph(x,t) = Re{ Ay €' (@1 =k22) (3.5.4)

verwendet. Die unterschiedlichen Gréflen in den beiden Bereichen werden durch die
Indizes 1 und 2 gekennzeichnet. Auch die Wellenzahl k = w/c ist iiber die Schallge-
schwindigkeit ¢ von dem Fluid abhéngig und entsprechend mit einem Index versehen.
Sonst entspricht die Darstellung der iiblichen komplexen Schreibweise. Die Ansitze
(3.5.3) und (3.5.4) stellen allgemeine Losungen fiir den betrachteten harmonischen
Fall dar.

Fiir die Schnelle ergibt sich aus den Ansétzen fiir den Druck

A B .
uj(x,) = Ref ——— el@tha) L ilwtthin)} (3.5.5)
(poc)1 (Poc)1
und 4
wl(z,t) = Mef ——2— ¢ilwi—kaz) 3.5.6
2( ) { (POC)2 } ( )

Anstatt die Symbole pg und c einzeln zu kennzeichnen, wird der Wellenwiderstand
(poc) eingeklammert und der entsprechenden Index an die Klammer geschrieben.

Es stellt sich die Frage, wie stark die reflektierte und die transmittierte Welle bei
einer vorgegebenen Amplitude der einfallenden Welle ist. Das heifit, es soll fiir ein
bekanntes A; die Groflen B; und As berechnet werden. Um die beiden Unbekannten
bestimmen zu koénnen, sind zwei Bedingungen notwendig. Diese ergeben sich durch
die Bedingungen, die an der Trennfléche erfiillt sein miissen. Wenn die Trennfléiche
durch die eintreffende Stérung ausgelenkt wird, folgen auf beiden Seiten die Fluid-
elemente. Damit herrscht auf beiden Seiten die gleiche Geschwindigkeit, und an der
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3.5.  Reflexion und Transmission an Mediengrenzen

Trennfliche gilt v} = u}. Genauso ist eine Unstetigkeit des Drucks in der nichtdurch-
stromten Trennfliche unmoglich. Ein Drucksprung wiirde sofort zu einer unendlichen
Beschleunigung von Fluidelementen fithren. Es mufl daher auch p}| = p), gelten.

Die Bedingungen fiir Druck und Schnelle stellen Randbedingungen an die Teillosun-
gen (3.5.3) bis (3.5.6) dar. Die Randbedingungen gelten an der momentanen Position
der Trennfléiche. Es wird angenommen, dafl die Auslenkung der Trennfliche klein ge-
geniiber den auftretenden Wellenldngen bleibt. Dabei ist zu beachten, dafl fiir eine
gegebene Frequenz die Wellenldnge A = w/(27c¢) in den Bereichen unterschiedlich sein
kann. Die Bedingung muf} selbstverstiandlich fiir beide Werte von A erfiillt sein. Dann
kann hier — analog zu der Randbedingung am Kolben in den vorherigen Abschnitten
— die Auslenkung der Wand vernachliissigt und die Bedingungen fiir ' und p’ an der
mittleren Position der Trennfliche bei x = 0 angenommen werden. Fiir den Druck
ergibt sich

p1(0,t) = p5(0,1) (3.5.7)
und fiir die Schnelle
uy(0,t) = us(0,1) (3.5.8)

Es sei hier angemerkt, dafl durch die beiden Bedingungen die Erhaltung der akustischen
Energie an der Trennfliche gewahrt bleibt. Die akustische Intensitit p’u’ ist auf beiden
Seiten gleich. So kann an der Stelle z = 0 keine Energie verschwindet oder aus ihr
entspringen.

Setzt man die Ansétze (3.5.3) und (3.5.4) in die Bedingung (3.5.7) ein, ergibt sich

Re{[A; + Bi] e} = Re{ Ay ™'} (3.5.9)
Daraus folgt sofort die Beziehung
A1+ By = Ay (3510)

zwischen den gesuchten Groflen. Einsetzen der Ansitze fiir die Schnelle (3.5.5) und
(3.5.6) in Bedingung (3.5.8) ergibt

Bl] A2

[A1 — iwt iwt
Red ———= "'l =Re e 3.5.11
{ (poc)1 } {(Poc)z } ( )
Man erhélt eine zweite Beziehung
[Al — Bl] _ A2 (3512)

(poc)1 (Poc)2

mit der die gesuchten Groflen bestimmt werden konnen. Auflésen des Gleichungsystems
(3.5.10) und (3.5.12) nach der Amplitude der reflektierten Welle ergibt

_ (poc)2 = (poc) _
By = o Ay = R A, (3.5.13)
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3. Ebene Wellen

Erwartungsgemif ist die Stédrke der reflektierten Welle proportional zur Stérke der
einfallenden Welle. Der Proportionalitéitsfaktor wird mit R abgekiirzt und als Reflexi-
onsfaktor bezeichnet. Es gilt

(poc)2 -1

R (poch (3.5.14)
(poc)2 1
(Poc)1

Nach (3.5.10) ergibt sich schlieBlich fiir die transmittierte Welle

Dabei wurde der Transmisssionsfaktor 7' = 1 + R eingefiihrt. Im Gegensatz zu dem
komplexen Reflexionsfaktor Ry aus dem letzten Abschnitt, der die Reflexion an der
flexiblen Wand beschreibt, ist R nach (3.5.14) rein reell. Auch hiingt R — und damit
die Reflexion an der Trennfliche — nicht von der Frequenz w ab. Die Grofle Ry ist
dagegen iiber die Wandimpedanz von der Frequenz abhingig.

Natiirlich gilt die bisherige Betrachtung auch fiir Trennflichen zwischen zwei
Fliissigkeiten, aber in der Praxis sind Trennflichen zwischen einer Fliissigkeit und
einem Gas besonders haufig. Typischerweise sind die Wellenwiderstédnde in Gasen deut-
lich niedriger als in Fliissigkeiten. Zum Beispiel ist der in Wasser etwa 4000 mal so grof3
wie der in Luft. Die Dichte in Fliissigkeiten ist hoher, und auch die Schallgeschwindig-
keit ist groBer, da Fliissigkeiten inkompressibler als Gase sind. Ist zum Beispiel

(poC)Q > (POC)l (3516)

so wird nach (3.5.14) der Reflexionsfaktor R ~ 1. Das bedeutet, eine aus Luft kom-
mende und senkrecht auf eine Wasseroberflache treffende Welle wird total reflektiert.
Die transmittierte Welle besitzt nach (3.5.15) die doppelte Druckamplitude der einfal-
lenden Welle As =~ 2 A;. Umgekehrt wird bei

(poc)2 < (poc)1 (3.5.17)

der Wert R ~ —1. Die reflektierte Welle besitzt die gleiche Stérke der einfallenden
Welle, jedoch ist die Phase gespiegelt. Die Druckamplitude der transmittierte Welle
ist mit |Ag| < |A;| vernachlissigbar gering.

3.6. Anfangswertproblem mit einer Unstetigkeit

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Randwertprobleme behandelt. Dabei
wurden ausschliefliche harmonische Losungen betrachtet, die sich durch die harmo-
nische Randbedingungen ergaben. Nun soll ein anderen Typ von Aufgabenstellung
vorgestellt werden.

Gegeben ist ein beidseitig abgeschlossenes Rohr mit einer undurchléssigen Mem-
bran in der Mitte. Die beiden Rohrhilften sind mit dem gleichen Medium jedoch mit
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3.6. Anfangswertproblem mit einer Unstetigkeit

x=0
%
|
p'<0 | p>0
|
P T
T
Membran

Abbildung 3.14.: Durch Membran in zwei Kammern unterschiedlichen Drucks unter-
teiltes Rohr

einem unterschiedlichen Druck gefiillt. Die Anordnung ist in Abbildung 3.14 skizziert.
In dem Beispiel ist links der Druck niedriger als rechts. Zur Zeit ¢ = 0 platzt die
Membran, und der Druck im Rohr kann sich ausgleichen. In der Realitét klingen nach
einiger Zeit alle Stérungen ab, und es stellt sich der mittlere Druck p = py im gesamten
Rohr ein. Dabei spielen Effekte wie Reibung und Dissipation eine Rolle. Die akusti-
schen Gleichungen kénnen damit das Abklingen nicht beschreiben. Jedoch kann mit
ihnen berechnet werden, wie die Druckwellen kurz nach dem Platzen der Membran
aussehen, und wie der Ausgleichsvorgang im einzelnen ablauft. Hierbei handelt es sich
um ein sogenanntes Anfangswertproblem. Die Anfangswerte bei ¢ = 0 sind gegeben.
Die Druckverteilung hat die Form

/(2.0) —-A fir <0 (3.6.1)
p(r,VU) = .0.
A fir >0

Dabei ist A > 0 der Uber- beziehungsweise Unterdruck in den beiden Hilften. Der
Druckunterschied betrigt 2 A. Vor der Platzen der Membran ist alles in Ruhe und
damit

v (2,0) =0 (3.6.2)

Gesucht ist nun die Druckverteilung
p(x,t) = flx —ct) + g(x + ct) (3.6.3)

fiir spétere Zeitpunkte ¢ > 0. Das bedeutet, die Funktionen f und g sollen bestimmt
werden.

Die Anfangswertverteilung (3.6.1) besitzt an der Stelle = 0 eine Unstetigkeit.
Dadurch ergibt sich eine Schwierigkeit beim Einsetzen in die Wellengleichung, da die
Losung nicht iiberall differenzierbar ist. Auf diese Problematik wird weiter unten noch
ausfithrlicher eingegangen. Zunéchst soll hier ganz allgemein dargestellt werden, wie
fiir gegebene Anfangsverteilungen p’ und u’ die Funktionen f und g berechnet werden
kénnen. Dabei wird vorerst angenommen, p’ und u’ seinen iiberall zweimal differen-
zierbar.
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3. Ebene Wellen

Die Wellengleichung fiir den Druck ist eine partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung miissen auch
hier zwei Bedingungen — zum Beispiel der Wert und die Zeitableitung — als Anfangsbe-
dingung vorgegeben werden. Erst dann kann die Losung eindeutig bestimmt werden.
Allein mit der Vorgabe des Drucks p’ wire die Lésung nicht eindeutig. Ist zusétzlich
die Schnelle u’ bekannt, so kann daraus eine zweite Bedingung an den Druck p’ er-
zeugt werden. Dies ist mit Hilfe der linearisierten Kontinuitétsgleichung moglich. Diese
lautet in einer Dimension

op' ou’
—— — =0 3.6.4
ot + po oz ( )
Ersetzt man mit p’ = ¢?p’ die Dichte durch den Druck erhilt man
op’ pou’
7815 + poc Oz =0 (365)

Mit u'(z,0) ist auch die rdumliche Ableitung von ' zur Zeit ¢ = 0 gegeben. Daraus
kann mit (3.6.5) die Zeitableitung fiir p’ berechnet werden. Es sind dann zwei Be-
dingungen an p’ gegeben, und eine Losung der Anfangswertproblems ist theoretisch
moglich.

Entkopplung der Gleichungen

Hier soll ein etwas anderer Weg vorgestellt werden, an dem einige mathematischen
Eigenschaften der Wellengleichung und ihrer Losungen deutlich werden. Die Wellen-
gleichung wurde aus der linearisierten Kontinuitétsgleichung und der linearisierten
Euler-Gleichung abgeleitet. Im eindimensionalen Fall lautet letztere

ou 1 9p
ot ¥ o0 on =0 (3.6.6)
Die linearisierte Kontinuitétsgleichung war bereits in die Gleichung (3.6.5) umgeformt
worden. Zusammen bilden die beiden Gleichungen (3.6.5) und (3.6.6) ein System par-
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die abhéngigen Variablen p’ und /'
Dieses System ist voll dquivalent zur Wellengleichung fiir p’. Das heifit, jede Losung
der Wellengleichung erfiillt (3.6.5) und (3.6.6). Umgekehrt erfiillen die Losungen des
Systems auch die Wellengleichung.

Das System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung kann nun auf eine
interessante Form gebracht werden. Multipliziert man Gleichung (3.6.6) mit poc und
addiert das Resultat zu (3.6.5) ergibt sich

9 9
;P poct’) + e o (0 + pocu’) = 0 (3.6.7)

Analog erhélt man durch Subtraktion die Beziehung

B, B,
5P = poct’) —c o (b = pocu’) =0 (3.6.8)
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3.6. Anfangswertproblem mit einer Unstetigkeit

Die beiden neuen Gleichungen sind wieder ein System partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung. Das neue System ist zum alten System und damit zur Wellengleichung
fiir den Schalldruck immer noch voll dquivalent. Es hat nur mathematische eine be-
sondere Eigenschaft. Dies wird deutlich, wenn man eine Substitution der abhingigen
Variablen durchfiihrt. Statt den physikalischen Gréfien p’ und v’ werden die Variablen

Ry =9 + poct/ (3.6.9)

und
Ry =p' — pocu/ (3.6.10)

verwendet. Damit kann das Differentialgleichungssystem als

OR,  OR,
wnd OR, OR
2 2

geschrieben werden. Die Losung dieses Systems ist relativ einfach, da beide Gleichun-
gen entkoppelt sind. Die Variable Ry tritt nur in (3.6.11) auf und Ry nur in (3.6.12).
Im urspriinglichen System waren p’ und v’ immer gemischt vorgekommen.

Die gezeigte Entkoppelung der Gleichungen in einem System partieller Differenti-
algleichungen funktioniert immer, wenn das System vom sogenannten hyperbolischen
Typ ist. Auf die mathematischen Details der Klassifizierung der Differentialgleichungs-
system kann hier nicht weiter eingegangen werden. Es soll nur erwahnt werden, dafl die
eingefithrten Variablen R; und Rs iiblicherweise als Riemann-Invarianten bezeichnet
werden.

In jedem Fall ist die Wellengleichung und damit auch das dquivalente System vom
hyperbolischen Typ. Die Entkoppelung bedeutet anschaulich eine Trennung der hin
und herlaufenden Wellen. Gleichung (3.6.11) beschreibt eine reine Ausbreitung in po-
sitiver z-Richtung. Die Losung hat die allgemeine Form

Ry(z,t) = F(x — ct) (3.6.13)

Die Funktion F' wird durch die Anfangs und Randbedingungen festegelegt. Die Losung
stellt eine einfache Verschiebung der Verteilung von R; mit der Geschwindigkeit ¢
in positive xz-Richtung dar. Betrachtet man die Losung in der x,t-Ebene, so ist die
Grofle Ry entlang der Kurven mit @ — ¢t = const konstant beziehungsweise invariant.
Daher stammt auch der Ausdruck “Invariante”. Die Kurven xz — ¢t = const werden
als Charakteristiken bezeichnet. Entlang ihnen breitet sich sozusagen die Losung R
aus. Im allgemeinen kénnen die Charakteristiken auch gekriimmt sein. Fiir lineare
Differentialgleichung wie (3.6.11) sind sie jedoch einfach Geraden.

Die Wellenausbreitung in der Gegenrichtung — in negativer z-Richtung — wird durch
(3.6.12) erfaft. Entsprechend lautet die Losung auch

Ro(z,t) = Gz + ct) (3.6.14)
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3. Ebene Wellen

Die Funktion G ist das Analogon zu F. Die Gréfle Ry ist entlang der Kurven = +
ct = const konstant. Die Verteilung von Ry verschiebt sich entsprechend mit der
Geschwindigkeit ¢ in negativer z-Richtung.

Sind p’ und v’ zur Zeit ¢ = 0 bekannt, so kann daraus mit (3.6.9) und (3.6.10) die
Verteilung von R; und Ry berechnet werden. Damit sind dann auch die Funktionen
F und G festgelegt, denn es gilt Ry(z,0) = F(z) und Rz(x,0) = G(x). So kann sofort
die Losung fiir R; und R, fiir alle Zeiten ¢ > 0 angegeben werden. Fiir die praktische
Anwendung sind jedoch nicht die Riemann-Invarianten sondern der Druck und die
Schnelle von Interesse. Um sie zu berechnen wird das 2x2 Gleichungssystem (3.6.9)
und (3.6.10) invertiert. Es ergibt sich

1
= B (R1 + Rz) (3.6.15)
und L
/
= — (R — 6.1
Y= e (R1— Ra) (3.6.16)

Damit kann aus den mathematischen Gréfien Ry und Ry wieder der gesuchte Druck p/
und die Schnelle u’ berechnet werden. Setzt man (3.6.13) und (3.6.14) in (3.6.15) ein,
ergibt sich

P (@, t) = % [F(z — ct) + Gz + ct)] (3.6.17)

Diese Losung entspricht der urspriinglichen Form (3.6.3). Die gesuchten Funktion f
und g koénnen direkt angegeben werden. Es gilt einfach: f = F//2 und g = G/2. Somit
wurde ein systematischer Weg gefunden, die Funktionen f und g zu bestimmen.

Im folgenden sollen die Ergebnisse auf das konkrete Anfangswertproblem aus Abbil-
dung 3.14 angewendet werden. Die Anfangsbedingungen sind durch (3.6.1) und (3.6.2)
gegeben. Wegen ' (z,0) = 0 ergibt sich fiir die Funktion F

F(z) = Ri(z,0) = p'(x,0) + pocu/(z,0) = p/(x,0) (3.6.18)
Analog folgt fiir G
G(x) = Ry(z,0) = p'(,0) — pocu/(z,0) = p'(x,0) (3.6.19)

Das bedeutet, wenn — wie in dem Rohr — die Schuelle w’' zu Beginn bei ¢ = 0 gleich
Null ist, folgt einfach
F(z) = G(z) = p'(x,0) (3.6.20)

Die beiden Funktionen F' und G sind in dem speziellen Fall identisch.

Die Losung (3.6.17) 148t sich damit veranschaulichen. Das obere linke Bild in Ab-
bildung 3.15 zeigt den Verlauf von F(z — c¢t) und G(x + ct) bei t = 0. Die Kurven
entsprechen dem Druckverlauf p’(x,0), der rechts daneben aufgezeichnet ist. Darun-
ter sind die gleichen Kurven fiir einen Zeitpunkt ¢; > 0 dargestellt. Die durchgezogene
F-Kurve hat sich nach rechts und die gestrichelte G-Kurve nach links verschoben. Ent-
sprechend ergibt sich nach (3.6.17) in dem Intervall [—cty, ct1] der Druck p'(x,t;) = 0.
AuBlerhalb dieses Bereichs entspricht der Druck noch seinem Anfangswert.
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F(z),G(x) p(z,0)
A A
A +A
0 " 0 "
—A —A
F(z —ct1),G(z + ct1) p(z,t1)
A
Tt A _
< — —ety — =
7ctli 0 cty ? B I cty i
1 — —A

Abbildung 3.15.: Anfangsverteilungen zur Zeit t = 0 oben und zur Zeit ¢; > 0 unten

Giiltigkeit der Losung mit Sprungstellen

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde nicht beriicksichtigt, dafi die angegebene
Losung zwei Sprungstellen besitzt. Diese ergeben sich notwendigerweise aus der Unste-
tigkeit in der Anfangsbedingung. Strenggenommen ist die angegebene Druckverteilung
mit Sprungstellen als Losung der Wellengleichung nicht zuléssig, da sie nicht iiberall
differenzierbar ist. Die gegebene Anfangswertaufgabe wire also mit der Wellenglei-
chung gar nicht verniinftig zu beschreiben.

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl es dennoch sinnvoll ist, die Losungen mit
Sprungstellen zuzulassen. Zunéchst wird betrachtet, wie die Richtigkeit einer Losung
mit Sprungstelle rein formal {iberpriift werden kann. Dazu wird stellvertretend fiir das
ganze System die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

% + c% =0 (3.6.21)
betrachtet. Als ein Beispiellosung mit Unstetigkeit sei

Ri(xz,t) = AH(x — ct) (3.6.22)
gegeben. Dabei ist die Heaviside-Funktion

H(E) = { é gi 528 (3.6.23)

zur Darstellung verwendet worden. Die Heaviside-Funktion H (&) besitzt eine Unste-
tigkeit an der Stelle £ = 0. Dort ist sie im klassischen Sinne nicht differenzierbar. Das
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3. Ebene Wellen

gewiihlte Beispiel ist zwar nicht genau mit der Losung aus Gleichung (3.6.18) identisch
besitzt aber die Sprungstelle an der gleichen Stelle.

Erweitert man den Funktionenraum um die sogenannten Distributionen, so kann
auch die Ableitung von unstetigen Funktionen angegeben werden. Dies wurde im Ab-
schnitt 1.6 ausfiihrlich behandelt. Die Ableitung der Heaviside-Funktion 148t sich mit
Hilfe der Diracschen §-Funktion ausdriicken. Es gilt insbesondere auch im Punkt £ = 0
die Beziehung

dH (§)
dg
Mit dieser Erweiterung kann nun die Losung (3.6.22) iiberpriift werden. Fiir die Zeita-
bleitung folgt

=5(¢) (3.6.24)

% = A%(xfct) %{xfct} =—Acéd(x —ct) (3.6.25)
und fiir die rdumliche Ableitung gilt entsprechend
OR; dH 0
A — — - =A — .6.2
B i@ (z — ct) p {z —ct} §(z — ct) (3.6.26)
Durch Einsetzen der beiden Ausdriicke in die Differentialgleichung (3.6.21) ergibt sich
0Ry oR; B
7+CW_[ c+c]-Ad(x—ct) =0 (3.6.27)

Damit ist rein formal gezeigt, daf (3.6.22) tatséchliche eine Lésung der betrachteten
Differentialgleichung ist. Das bedeutet jedoch noch nicht, daf3 die formale Lésung auch
physikalisch sinnvoll ist.

Es stellt sich die Frage, ist die Zulassung der erweiterten Funktionen physikalisch
gerechtfertigt. Die -Funktion besitzt ihre Bedeutung im einem integralen Sinn, wie es
in Abschnitt 1.6 gezeigt wurde. Um die Bedeutung der Losung zu veranschaulichen,
wird die Differentialgleichung (3.6.21) in Raum und Zeit integriert. Der Integrations-
bereich ist ein Rechteck in der z,t-Ebene. Zuerst wird in xz-Richtung in dem Intervall
[0, 2o + ] integriert. Es ergibt sich

xo+l1 xo+1
8R1 8R1 o aRl _

Als néchstes wird die Integration in ¢-Richtung im Intervall [tg,to + 7] durchgefiihrt.
Man erhélt nach Vertauschen der Integrationen im ersten Term auf der rechten Seite

3?()+l t(J-’rT
/ Ry (2, to +7) — Ri (2, t0)] da + ¢ / [Ry(20+ 1,1) — Ru(wo,8)] dt =0 (3.6.29)
o to

Jede klassische (differenzierbare) Losung der Differentialgleichung (3.6.21) erfiillt au-
tomatisch die Integralgleichung (3.6.29) unabhiingig von der Wahl der Integrations-
grenzen xo, to, [ und 7. Es it sich leicht zeigen, dafl dies auch fiir die Losung (3.6.22)
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Abbildung 3.16.: Ausbreitung der unstetigen Verteilung

zutrifft. Dabei sind erweiterte Funktionen zur Uberpriifung nicht mehr notwendig, weil
in der Integralgleichung keine Ableitungen auftreten. Das heifit, die Losung (3.6.22)
erfiillt die Integralgleichung im klassischen Sinn. Der exakte Beweis hierfiir wird dem
Leser zur Ubung {iberlassen. Im folgenden soll dies stattdessen anschaulich verdeutlicht
werden.

In Abbildung 3.16 ist der Verlauf von R;(x,t) nach (3.6.22) zu zwei verschiedenen
Zeiten dargestellt. Die durchgezogene Linie ist die Verteilung zur Zeit ¢ty und die ge-
strichelte Linie zur Zeit ty + 7. Die Integrationsgrenzen sind so gewéhlt, dafl sich die
Unstetigkeitsstelle in beiden Fillen im Intervall [zg, z¢ 4 {] befindet. Die Integrale in
(3.6.29) werden in Teilintegrale aufgespalten. In dem speziellen Beispiel ergibt sich fiir
die Raumintegrale

zo+l
/ Rl(x,t()) dx = [(1’0 + l) — Cto] A=S (3630)
und
zo+l
/ Ri(z,to+7)de =5 —cTA (3.6.31)

Zo

Dabei wurde als Abkiirzung die Grofle S eingefiihrt. Sie entspricht dem Flécheninhalt
des schattierten Bereichs in Abbildung 3.16. Fiir die Zeitintegrale erhélt man

to+7
/ Ri(zg,t)dx =0 (3.6.32)

to

und o
/ Ri(zo+1,t)de=AT (3.6.33)

to
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3. Ebene Wellen

Setzt man (3.6.30) bis (3.6.33) in die Integralgleichung (3.6.29) ein, ergibt sich
(S—cTA) = S+c[AT—-0] =0 (3.6.34)

Die linke Seite ist tatséichlich gleich Null. Die betrachtete Losung erfiillt damit die
Integralgleichung. Dabei spielt es keine Rolle, daf3 die Losung eine Unstetigkeit besitzt,
die sich sogar in dem betrachteten Intervall befindet.

Es kénnen Losungen der Integralgleichung (3.6.29) gefunden werden, die jedoch
wegen Unstetigkeiten — wie zum Beispiel (3.6.22) — keine klassische Losung der Diffe-
rentialgleichung darstellen. Diese Losungen werden als “schwache Losungen” der Dif-
ferentialgleichung bezeichnet. Es mufl nicht unbedingt die Integralgleichung herange-
zogen werden, um eine schwache Losungen zu iiberpriifen. Auch mit dem Formalismus
der §-Funktion kann anhand der Differentialgleichung die Richtigkeit der Losung — wie
in (3.6.27) — gezeigt werden.

Es bleibt die Frage, ob die schwachen Losungen physikalisch sinnvoll sind. Die
Wellengleichung fiir den Druck wurde aus der Kontinuitdtsgleichung und der Euler-
Gleichung abgeleitet. Die beiden Gleichungen wurden linearisiert und das resultierende
Gleichungsystem entspricht den Gleichungen (3.6.11) und (3.6.12). Die Kontinuitéts-
gleichung und die Euler-Gleichung leiten sich aus einer Bilanziiberlegung an einem
Kontrollvolumen ab. Das heifit, sie sind zuerst in einer integralen Form vorhanden.
Entsprechend ist an dieser Stelle die Differenzierbarkeit der Druck- und Schnellever-
teilungen nicht vorausgesetzt. Weil es fiir viele Berechnungen zweckméfliger ist mit
Differentialgleichungen zu arbeiten, werden die partielle Differentialgleichungen aus
den integralen Beziehungen abgeleitet. Dabei gehen jedoch die schwachen Lésungen
sozusagen verloren. Sie sind nicht mehr zuléssig. Dies ist jedoch nur eine Folge des rein
formalen Schritts beim Ubergang auf eine Differentialgleichung. Die schwachen Lisun-
gen des Differentialgleichungssystems (3.6.11) und (3.6.12) stellen damit Losungen
einer physikalisch sinnvollen Integralgleichung dar. Genauso gehen bei Ubergang auf
die Wellengleichung noch weitere Losungen verloren. Denn die Druckverteilung mufl
zweimal differenzierbar sein, um eine Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
zu sein. Damit sind auch nicht alle Losungen des Differentialgleichungssystems erster
Ordnung automatisch Losungen der Wellengleichung. In jedem Fall kénnen Losungen,
die nicht iiberall zweimal differenzierbar sind, sinnvolle physikalische Losungen der
Wellengleichung darstellen. Entsprechend werden die schwachen Losungen des Diffe-
rentialgleichungssystems (3.6.11) und (3.6.12) im weiteren als Losungen der Wellen-
gleichung zugelassen.
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4. Schallausbreitung in
zweidimensionalen Kanalen

4.1. Moden im Kanal mit festen Wanden

Im vorangegangenen Kapitel wurden ebene Wellen betrachtet, die sich in Rohren aus-
breiten. Alle Vorginge wurden als eindimensional angenommen und es gab nur eine
Bewegung der Fluidelemente in Richtung der Rohrachse. Damit wurde die Randbe-
dingung an den festen Rohrwinden automatisch erfiillt. An der Wand muf} die Schnel-
lekomponente senkrecht zur Oberfliche verschwinden. Es sind jedoch auch Lésungen
denkbar, die im Inneren des Rohres eine Bewegung quer zur Rohrachse besitzen. Solche
Losungen sollen im folgenden fiir einen zweidimensionalen Kanal mit festen Wénden
hergeleitet werden. Der Kanal soll die Breite H besitzen, und er soll in z;-Richtung

x2

Abbildung 4.1.: Koordinaten im zweidimensionalen Kanal

unendlich ausgedehnt sein. Die Anordnung der Koordinaten ist in Abbildung 4.1 dar-
gestellt. Man kann sich den Kanal auch in drei Dimensionen als zwei unendlich aus-
gedehnte ebene Platten mit dem Abstand H vorstellen. Die x5-Achse geht senkrecht
durch die Platten. Es werden nur Losungen betrachtet, die unabhéngig von xg sind,
und deren Schnellekomponente v§ iiberall gleich Null ist.
Die Wellengleichung fiir den Druck in der Ebene lautet (mit Summationskonventi-
on)
1 82 / 82 /
?a—g_a—ézo mit j=1,2 (4.1.1)
Eine Losung mufl neben dieser Gleichung auch die Randbedingungen an den Wénden
erfiillen. Bei festen undurchléssigen Winden gilt fiir die Schnelle die Bedingung

vh(Z,t) =0  bei z2=0,20=H (4.1.2)
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

Um daraus eine Beziehung fiir den Druck abzuleiten, wird spéter noch die linearisierte
Euler-Gleichung
ot oz;

mit j=1,2 (4.1.3)

benétigt.
Zur Losung der Wellengleichung (4.1.1) bei der gegebenen Randbedingung (4.1.2)
wird der Ansatz

P(Z,t) = f(a1) - gag) - € (4.1.4)

verwendet. Dabei sind f(z1) und g(z2) komplexwertige Funktionen. Die Losung ist
harmonisch in der Zeit und die rdumlichen Abhéngigkeiten sind separiert. Eigentlich
miiite auf der rechten Seite von Gleichung (4.1.4) der Realteil des komplexen Aus-
drucks stehen, denn p’ auf der linken Seite ist eine reelle Gréfle. Fiir eine groflere
Ubersichtlichkeit der Gleichungen wird im weiteren, wenn keine Gefahr der Verwechs-
lung besteht, die Bildung des Realteils mit Re{-} nicht explizit hingeschrieben. Bei
allen Gleichungen, in denen eine reell definierte Grofle mit einem komplexen Ausdruck
gleichgesetzt wird, ist dann die Bildung des Realteils auf der komplexen Seite implizit
enthalten.
Einsetzen von (4.1.4) in (4.1.1) liefert

c? da? da?

fle“t=0 (4.1.5)

Damit dies fiir alle Zeiten ¢ gilt, mufl der Inhalt der eckigen Klammer verschwinden.
Es folgt

A ] (4.1.6)

Die linke Seite von (4.1.6) ist ausschlieflich eine Funktion von z;. Die rechte Seite
héngt nur von xo ab. Die Bedingung gilt aber fiir alle moglichen Kombinationen von
1 und xo. Dies ist nur moglich, wenn beide Seiten unabhéngig von x; und x5 — also
raumlich konstant — sind. Die Konstante wird zu —3? gesetzt. Wenn auch komplexe /3
zugelassen sind, ist durch diese Wahl keine Einschréankung gegeben. Es gilt also

1d% 2

—— == 4.1.7

FRF R (4.17)
Dies ist eine Differentialgleichung fiir g(z2). Die allgemeine Losung von (4.1.7) kann
in der Form

g(z2) = Ag cos(fBz2) + Basin(fz2) (4.1.8)

dargestellt werden. Die Konstanten Ay, By und § miissen so gewihlt werden, dafl
die Randbedingungen (4.1.2) erfiillt werden. Da nur zwei Bedingungen gegeben sind,
lassen sich die Konstanten nicht alle bestimmen. Es ist leicht einzusehen, dafl die
Losung der Wellengleichung bei den gegebenen Randbedingungen nur bis auf einen
konstanten Faktor angegeben werden kann. Findet man eine Lésung und multipliziert
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4.1. Moden im Kanal mit festen Winden

sie mit einer Konstanten, so ergibt sich eine weitere Losung. Erst durch zusétzliche
Randbedingungen in z;-Richtung wiirde die Lésung eindeutig werden.

An den Kanalwénden ist v5, = 0. Daraus folgt fiir die zeitliche Ableitung
8 /
%:O bei zo=0,20=H (4.1.9)

Durch die Gleichung (4.1.3) 148t sich dies in eine Bedingung fiir den Druck umwandeln.
Es ergibt sich

/
252 =0 bel zo=0,20=H (4.1.10)
Das bedeutet, die Normalableitung des Schalldrucks an der festen Kanalwand ver-
schwindet. Dies ist eine direkte Folge der NichtdurchfluBbedingung (4.1.2). Umgekehrt
folgt aus der Druckbedingung (4.1.10), da8 sich v} an der Wand nicht zeitlich &ndert.
Ist zu einer Zeit an der Wand v} = 0, so bleibt immer v5 = 0, und die Randbedingung
(4.1.2) ist erfiillt.
Um die Bedingung (4.1.10) zu erreichen, wird der Ansatz (4.1.4) nach zo differen-
ziert. Es ergibt sich

oy’ dg ot
T,t) = — w 4.1.11
T2 (@1) = (o) L (w2) e (1.11)
Man sieht, dafl (4.1.10) erfiillt wird, falls
g _ bei w5 =0, 2o =H (4.1.12)
doy 2=0,72= L

gilt. Aus der Randbedingung an den Kanalwénden folgt damit letztlich eine Bedingung

an die Ableitung der Funktion g(z3). Bildet man die Ableitung ergibt sich
d .
d—i(;@) = —(BAzsin(fBxz2) + BBz cos(fz2) (4.1.13)

Es wird By = 0 gesetzt, wodurch die Randbedingung bei x5 = 0 immer erfiillt ist.
Damit auch bei zo = H die Ableitung von g verschwindet, mufl A; = 0 oder

sin(8H) = 0 (4.1.14)

sein. Der Fall A; = 0 fiihrt auf die triviale Losung g = 0 und damit p’ = 0 im gesamten
Feld. Die zweite Weg ist, die GréBe § so zu wihlen, daf (4.1.14) erfiillt wird. Dafiir
gibt es eine ganze Reihe von Mdoglichkeiten:

8= % =B, mit m=012,... (4.1.15)

Somit ergeben sich fiir g(x3) auch eine ganze Reihe von Losungen

MTITo
H

g(z2) = A cos ( ) = Ay cos (Bmax2) (4.1.16)

In Abbildung 4.2 sind die entsprechenden Verldufe g(z2) fiir m = 0, 1,2 dargestellt.
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

g m =20
A
2
|
T
0 H
AL m =2 m=1

Abbildung 4.2.: Verlauf der Losung in xo-Richtung fiir verschiedene Werte m

Um das Druckfeld p’(Z, t) vollsténdig zu bestimmen, mufl noch die Funktion f(x1)
ermittelt werden. Die Gleichungen (4.1.6) und (4.1.7) ergeben zusammen

Dies kann zu d2f ) )
ERCCI iy

umgeformt werden. Beziehung (4.1.18) ist eine Differentialgleichung fiir f(z1). Die
allgemeine Losung von (4.1.18) hat die Gestalt

f(z1) = Aje ™% 4 Byl (4.1.19)

Dieser Ansatz ist dquivalent zu dem Ansatz (4.1.8). Jedoch ist fiir f(x1) — wie sich
spéter zeigen wird — die Expotentialdarstellung zweckméfiger, da in z;-Richtung be-

sonders laufende Wellen von Interesse sind. Die freien Parameter sind Ay, By und a.
Aus (4.1.19) folgt

d*f
@(m) = —a? f(x1) (4.1.20)
1
Damit der Ansatz (4.1.19) die Differentialgleichung (4.1.18) erfiillt, muf} fir o die
Beziehung
w\?2 mi\ 2
o J(EY (PN e =, 4.1.21
=) (%) F=o 121

gelten. Das bedeutet, fiir jedes m gibt es ein bestimmtes a und 8. Die Funktionen f und
g konnen damit nicht voneinander unabhéngig gewéhlt werden. Zu einem bestimmten
g(x2) gehort ein bestimmtes f(xq).
Schliefllich kann die vollstdndige Losung fiir das Druckfeld angegeben werden. Sie
lautet
P/ (Z,t) = Ay cos (Bmm2) [Are” "™ "1 + Byelom™] it (4.1.22)
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4.1. Moden im Kanal mit festen Winden

Die Groflen Ay, By und As sind Faktoren, die frei gewdhlt werden kénnen. Zieht man
den e*!-Term mit in die eckige Klammer hinein, ergibt sich

P(Z,) = As cos (Bna2) [Ale“wt*amxl) + Byeilwttana) (4.1.23)

Die beiden Summanden in der eckigen Klammer besitzen jeweils die Form eines Wellen-
ausdrucks in komplexer Darstellung. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Losun-
gen tritt statt der Wellenzahl k die Gréfle «,;, im Exponenten auf. Es ist zu beachten,
dal «,, nach (4.1.21) auch komplex werden kann. Wenn «,, reell ist, besteht die
Losung aus einer Uberlagerung von zwei Teilwellen, die in positive und negative ;-
Richtung laufen. Die Amplituden der Teilwellen werden durch A; und B; festgelegt.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ist jedoch nicht unbedingt die Schallge-
schwindigkeit. Sie hingt wie die Form der gesamten Losung von der gewéhlten Zahl
m ab.

Die verschiedenen Formen der Losung werden Moden genannt. Die Zahl m heifit
Ordnung der Mode. Die Losung fiir m = 0 wird als Grundmode bezeichnet. Nach
(4.1.15) ist

fo =0 (4.1.24)
und mit (4.1.21) folgt daraus
=2 =k (4.1.25)
c
Fiir die Grundmode ergibt sich
P (Z,t) = Ay | Ayel@—he) 4 B eilwithan) (4.1.26)

Sie entspricht damit den eindimensionalen ebenen Wellen aus dem vorangegangenen
Abschnitten.

“Cut-Off” -Bedingung

Die Form (4.1.22) beziehungsweise (4.1.23) beschreibt nur eine regulire Wellenausbrei-
tung, falls «, reell ist. Dies ist jedoch nur unter bestimmten Bedingungen gegeben.
Wird bei einer festen Frequenz w die Ordnungszahl m immer weiter erhoht, so wird
irgendwann der Ausdruck unter der Wurzel in (4.1.21) negativ. Dadurch ergibt sich
ein imaginéres a.,, und die Losung stellt keine reguldre Wellenausbreitung mehr dar.
Die Losung klingt dann mit dem Faktor el®=1#1 in z;-Richtung ab oder wiichst ent-
sprechend an.

Fiir eine feste Frequenz gibt es also ein maximale Ordnung m, mit der sich die
Moden noch ausbreiten kénnen. Umgekehrt gibt es fiir jede Ordnung m — also jede
Mode — eine untere Grenzfrequenz we ,,, ab der sich die Mode ausbreitet. Damit o,

reell ist, mufl
(2= () i

gelten. Dazu muf} die Kreisfrequenz

e
W >m g = Wom (4.1.28)
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

erfiillen. Die Frequenz we ,, wird als “Cut-Off”-Frequenz der m-ten Mode bezeichnet.
Wird keine Ordnung angegeben, dann ist mit dem Ausdruck “Cut-Off”-Frequenz
meistens der Wert fiir die erste hohere Mode m = 1 gemeint. Fiir
cr
w<we1 = 7 (4.1.29)
breitet sich nur die Grundmode aus, die immer bei allen Frequenzen ausbreitungsfihig
ist (we,0 = 0!). Die Ungleichung (4.1.29) kann zu

™

H

_ 27

=k
A

> (4.1.30)

w
c
umgeformt werden. Die Grofle A = 27¢/w ist die Wellenléinge, die in einer ebenen Welle
mit der Frequenz w beobachtet wird. Sie entspricht nicht unbedingt den Wellenléngen,
die in dem Kanal auftreten. Um eine Verwechslung zu vermeiden, wird A im folgenden
als Freifeldwellenléinge bezeichnet. Aus (4.1.30) folgt

A>2H (4.1.31)

Das heif3t, nur wenn die Freifeldwellenléinge kleiner als die doppelte Kanalbreite ist,
breitet sich die erste Mode regulér aus.

Die Phasengeschwindigkeit im Kanal

Beschrankt man sich auf die Wellenausbreitung in positiver zi-Richtung und setzt
By =0, ergibt sich fiir den Druck

p' = Ay As cos(Bmw2) etwt—amz1) (4.1.32)

Die Ausbreitung in x;-Richtung wird durch den Expotentialterm beschrieben. Die
Abhéngigkeit in zo-Richtung kann in einer Funktion G(x9) = A; As cos(B,x2) zusam-
mengefafit werden. Es gilt

P = G(zg) ! @tm®) = G(xy) eiw(t=a1/eh) (4.1.33)

Dabei wurde die Grofie w

Ph— 4.1.34

== (4.1.34)

eingefiihrt. Sie wird als Phasengeschwindigkeit der m-ten Mode bezeichnet. Die Pha-
sengeschwindigkeit gibt an, mit welcher Geschwindigkeit sich die Wellenberge in ;-
Richtung bewegen. Dies ist nicht unbedingt die Schallgeschwindigkeit c¢. Nur die

Grundmode m = 0 bewegt sich mit der Schallgeschwindigkeit, denn es gilt

ph i 4135
Co a0 L C ( )

Fiir hshere Moden m > 0 ergibt sich eine Phasengeschwindigkeit ¢}, > c. Die gesamte
Uberlegung gilt jedoch nur, solange «, reell ist.
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Abbildung 4.3.: Verschiedene Formen der Losung in einem Kanal mit festen Wénden;

w=2mc/(0.8 H).

In den Abbildungen 4.3 und 4.4 sind die Moden fiir m = 0, 1, 2, 3 veranschaulicht.
In den Beispielen wurde B; = 0 gesetzt und die dargestellte Losung enthélt nur die
Teilwelle in positiver z1-Richtung nach (4.1.32). Der Bereich in xo-Richtung entspricht

der gesamten Kanalbreite von o

= 0 bis H. Die gewéhlte Frequenz betrigt w =

27¢/(0.8 H). Das entspricht einer Freifeldwellenlinge von A = 0.8 H. Damit ergeben
sich fiir m = 0,1, 2 reelle ;. Der Wert a3 ist komplex, und die entsprechende Losung

klingt in x;-Richtung ab.

Hier sei angemerkt, dafl bei der Ableitung der Gleichung (4.1.21) die negativen
Losungen fiir «,, nicht beriicksichtigt wurden. Im Prinzip mufl «,, die Beziehung
k? = o2, + (32, erfiillen. Demnach ist auch die negative Wurzel aus Gleichung (4.1.21)
eine mogliche Losung fiir a,. Allerdings ergeben sich daraus nicht wirkliche weitere
Losungen fiir p’, denn ein Wechsel des Vorzeichens von o, kann in der Losung (4.1.23)
durch das Vertauschen der freien Faktoren A; und B; ausgeglichen werden.
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen
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Abbildung 4.4.: Fortsetzung von 4.3

Geometrische Interpretation

Die Phasengeschwindigkeit ¢* wird durch die Wellenzahl ., in z;-Richtung festge-
legt. Die Wert fiir «,,, ergibt sich zunéchst ganz formal aus der Gleichung (4.1.21). Die
Groflen «;, und [, konnen aber auch auf eine anschaulichere Art geometrisch inter-
pretiert werden. Dies soll im folgenden gezeigt werden. Dazu wird die Losung (4.1.32)
betrachtet, die nur die Teilwelle in positive xi-Richtung enthélt. Der cos-Term in

(4.1.32) wird mit
1 ] b . )
cos(Bmaa) = 3 (evﬂm.xz + e—lﬂmmz)

ersetzt. Dann kann die Losung als eine Summe

y= ARy
dargestellt werden. Die beiden Anteile sind dabei mit

p/+ — piwt—amz1+Bmas)
und

o — piwt—amz1—fmr2)
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4.1. Moden im Kanal mit festen Winden

Abbildung 4.5.: Veranschaulichung der Wellenzahlvektoren nach (4.1.40) und (4.1.41)
in der x1,z9-Ebene.

gegeben. Anders als in der bisherigen Losung tritt hier nicht nur die Koordinate z; im

Exponenten auf, sondern auch xo. Die Ausdriicke in (4.1.38) und (4.1.39) beschreiben

ebenfalls eine Wellenausbreitung, jedoch nicht in z1-Richtung. Die Ausbreitungsrich-

tung der Wellen wird durch «,, und S, in der (z1, z2)-Ebene festgelegt.
ZweckméBigerweise werden die Vektoren

Q= ( _aé”m ) (4.1.40)

und

a

@
= m 4.1.41
(4.) (4140
eingefiihrt. Sie sind in der Abbildung 4.5 dargestellt. Damit kénnen (4.1.38) und
(4.1.39) in der Form
Py = e@tand) (4.1.42)
und

= eilet=ind) (4.1.43)

geschrieben werden. Durch einen Ausdruck der Form
P~ el Wtman) (4.1.44)

wird eine Wellenausbreitung in der Richtung des Vektors @ beschrieben. Dies wird
anschaulich klar, wenn man das Koordinatensystem so wihlt, daf3 die x1-Achse in
Richtung von @ zeigt. Dann gilt @& = |d| ;. Entsprechend ist die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Welle nach (4.1.44) durch w/|d@| gegeben. Der Vektor @ wird iibli-
cherweise als Wellenzahlvektor bezeichnet.

Es stellt sich die Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich die Anteile p/, und p’

ausbreiten. Es gilt
am = Vk?— 32, (4.1.45)
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

Abbildung 4.6.: Lage der Wellenfronten in den {iberlagerten ebenen Wellen fiir die
Mode m = 1; Maxima: durchgezogene Linien; Minima: gestrichelte
Linien

beziehungsweise
k> =aZ, + 32, (4.1.46)

Daraus folgt fiir die Betrige
(4.1.47)

Das bedeutet, die Anteile p/, und p’_ sind ebene Wellen, die sich mit der “normalen”
Schallgeschwindigkeit ¢ ausbreiten. Sie sind damit einfache Losungen der Wellenglei-
chung, die im freien Raum gelten. Die Losung (4.1.32) 1i8t sich also durch eine Uber-
lagerung von zwei ebenen Wellen erzeugen. Die Wellen miissen sich nur in bestimmte
Richtungen ausbreiten und gleichstark sein.

Fiir m > 0 ist auch 3,, > 0. Die Vektoren @, und @,,, stehen dann, wie in Abbildung
4.5 dargestellt, unter einem Winkel 8 schrig zur x1-Achse. Fiir den Winkel 6 gilt die
Beziehung

tanf = Bin (4.1.48)
Am
Die ebenen Wellen p/, und p’ erfiillen dann natiirlich nicht die Randbedingung an
den Kanalwinden. Sie besitzen eine Schnelle, die parallel zu @,} beziehungsweise a,,
liegt und durch die Wand hindurchzeigt. Die Wellen iiberlagern sich so, dafl sich die
zo-Komponenten der Schnelle an den Kanalwinden gerade gegeneinander aufheben.
Dazu miissen die Wellen an den Kanalwénden immer die gleiche Phase besitzen.

Die geometrische Situation ist in der Abbildung 4.6 fiir den Fall m = 1 dargestellt.
Die Druckmaxima der Wellen sind mit durchgezogenen und die Minima mit gestri-
chelten Linien markiert. An den Winden iiberlagern sich die Minima und Maxima
konstruktiv. Dadurch sind dort die zo-Komponenten der Schnelle in den einzelnen
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4.2. Dispersion, Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Wellen immer gleichstark und heben sich gegenseitig auf. In der Kanalmitte fallen
immer Minima und Maxima zusammen und die Druckschwankungen 16schen sich ge-
genseitig aus. Der Abstand der Wellenmaxima an der Wand sei mit Ax; bezeichnet.
Es gilt

A
Az, = 4.1.4
1 cos ( 9)

Das heifit, die an der Kanalwand beobachtete Wellenlédnge in z1-Richtung ist immer
grofer als die Freifeldwellenldnge A. Wihren einer Periode wandern die Maxima in den
ebenen Wellen um die Strecke A in Ausbreitungsrichtung, und damit bewegen sich die
Maxima an der Wand gerade um diese Strecke Az; in Kanalrichtung. Entsprechend
ist die Phasengeschwindigkeit in z;-Richtung um den Faktor (1/cos@) grofer als c.
Der Abstand der Maxima an der Wand ist mit der Wellenzahl «,, verkniipft. Es
gilt
27
Az, = = (4.1.50)
Om
Ist eine Frequenz beziehungsweise Wellenldnge vorgegeben, kann man geometrisch die
moglichen Winkel @ ermitteln, bei denen eine Uberlagerung der Extrema an der Wand
gegeben ist. Aus den Winkeln lassen sich dann die Abstdnde Az; und damit die Wel-
lenzahlen a,,, berechnen. Die ist umgekehrt zu dem oben beschriebenen rein formalen
Weg, bei dem erst o, mit (4.1.45) und daraus 6 mit (4.1.48) berechnet wird.

4.2. Dispersion, Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Fiir die hoheren Kanalmoden ergab sich im letzten Abschnitt eine Ausbreitungsge-
schwindigkeit, die oberhalb der Schallgeschwindigkeit liegt. Es stellt sich die Frage,
mit welcher Geschwindigkeit breitet sich die Information aus, wenn sie von hoheren
Moden getragen wird. Eine einzelne Mode mit konstanter Amplitude transportiert kei-
ne Information. Um Information zu iibertragen mufl zum Beispiel die Stérke der Mode
variiert werden, wodurch sich ein amplitudenmoduliertes Signal ergibt.

Als einfaches Modell fiir ein moduliertes Signal s(t) wird eine einzelne Wellengruppe
betrachtet, wie sie in der Abbildung 4.7 skizziert ist. Die Grundschwingung besitzt die
Periode T'. Die Amplitude der Schwingung ist nur in einem begrenzten Zeitintervall von
Null verschieden. Die Information in dieser Wellengruppe ist die Form der Hillkurve
der Grundschwingung.

Mit einer ebenen Welle wird ein solches Signal ohne Verédnderung ideal iibertragen.
Die rdumliche Verteilung entspricht dem dargestellten Zeitverlauf und die Wellengrup-
pe verschiebt sich mit der Geschwindigkeit ¢ in Ausbreitungsrichtung. Im Kanal ist
die Ausbreitung in Achsrichtung von Bedeutung. Nun soll als Grundschwingung zur
Signaliibertragung die m-te Mode verwendet werden. Die Phasengeschwindigkeit 2"
ist Frequenzabhéngig, und das betrachteten Signal besitzt nicht nur eine Frequenz.
Zerlegt man das Signal spektral in seine harmonischen Anteile, so breiten sich diese
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit aus. Damit kann die exakte Form des Signals
nicht erhalten bleiben.
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s(t) A

i il /\\/\*% :
i

o T

~

Abbildung 4.7.: Wellengruppe mit einhiillender Kurve (gestrichelt)

Da das dargestellte Zeitsignal nicht periodisch ist, besitzt es ein kontinuierliches
Spektrum, das um die Frequenz w = 27/T konzentriert ist. Je breiter die Einhiillende
ist, desto schmaler ist der beteiligte Frequenzbereich. Im Grenzfall der unendlich aus-
gedehnten Hiillkurve ergibt sich eine harmonische Schwingung und entsprechend nur
eine Linie im Spektrum.

Uberlagerung von zwei Wellen

Im folgenden soll plausibel gemacht werden, dafl unter bestimmten Umsténden die
Form der Hiillkurve erhalten bleibt, obwohl sich die einzelnen harmonischen Anteile
unterschiedlich verhalten. Es ist sogar moglich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Hiillkurve zu berechnen. Dazu wird die Uberlagerung von nur zwei harmonischen Wel-
len

s(z,t) = A [cos(wit — kr12) + cos(wat — kox)] (4.2.1)
betrachtet. Die Grofe s(z,t) sei eine beliebige Feldgrofie, wie zum Beispiel der Schall-
druck oder eine elektrische Feldstiarke. Die Wellenzahlen k; und ks sind mit den Fre-
quenzen wy und wy durch eine gegebene Funktion w(k) verkniipft. Wie diese Funktion
in konkreten Fillen aussieht, wird weiter unten besprochen. Allgemein gilt

cos(a) cos(b) = % cos(a +b) + % cos(a — b) (4.2.2)
Wahlt man die GroBen
1 1
a = 5 {(LLH + OJQ)t - (k'1 + k’g)x} o b= 5 {(wl — CL)Q)t — (k‘l — k‘g)x} (423)

so folgt aus Gleichung (4.2.2)

— ki —k k1 +k
s(xz,t) =2 A cos W1z, TR cos ler('()2157 Lt e (4.2.4)
2 2 2
Liegen nun die Frequenzen im Sinne von
w1 — w w1 +w
12 2l < 12 2 (4.2.5)
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4.2. Dispersion, Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

sehr dicht beisammen (was dem sehr schmalen Spektrum der Wellengruppe entspricht),
so ergibt sich das typische Bild einer Schwebung, wie in der Abbildung 4.8 dargestellt
ist. Die Grundschwingung wird durch den zweiten Cosinus-Ausdruck in Gleichung

s(z,0) A

Abbildung 4.8.: Rdumliche Verteilung nach (4.2.1) zur Zeit ¢t = 0; Verhéltnis der Wel-
lenzahlen: |k — ko| = 0.05 (ky + k2).

(4.2.4) beschrieben. Sie hat die Frequenz (wy + w2)/2. Die Einhiillende wird durch den
ersten Cosinus-Ausdruck dargestellt. Die Frequenz der Einhiillenden ist (w; — ws)/2.
Beide Cosinus-Ausdriicke stellen fiir sich allein eine Ausbreitung in z-Richtung dar.
Die Grundschwingung breitet sich mit der Phasengeschwindigkeit

on W1 + wao
k1 + ko

(4.2.6)

aus. Wenn k1 und ko (beziehungsweise w; und ws) eng beisammen sind, ist das etwa
die mittlere Phasengeschwindigkeit der iiberlagerten harmonischen Wellen:

W:% fir ks — ki (4.2.7)
1

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Einhiillenden ist mit

W] — W2

k’l—k‘g

gr

(4.2.8)

gegeben. Die Grofle ¢=* wird als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet. Wie oben voraus-
gesetzt, soll eine Funktion w = w(k) gegeben sein. Dann kann

w(k1) —w(k2)
k1 — ko

ct =

(4.2.9)

geschrieben werden. Daraus folgt fiir den Grenzfall, dafl die Frequenzen beziehungs-
weise die Wellenzahlen immer weiter zusammenriicken

_dw
- dk

T

(kl) fiir k2—>k‘1 (4210)

Cg
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

Die in Abbildung 4.7 gezeigten Wellengruppe besitzt ein kontinuierliches Spektrum, in
dem die Frequenzen beliebig dicht liegen. Es ist daher plausibel, daf sich die Einhiillen-
de der Wellengruppe — wie die Einhiillende der Schwebung — auch mit der Gruppenge-
schwindigkeit nach (4.2.10) bewegt. Dabei ist die Ableitung dw/dk bei der mittleren
Wellenzahl der Wellengruppe zu nehmen.

Dispersion der Wellen

Bisher wurde die konkrete Form der Funktion w(k) nicht benétigt. Das Feld in (4.2.1)
kann als Uberlagerung von zwei ebenen Schallwellen betrachtet werden. In der ebenen
akustischen Welle gilt zwischen der Wellenzahl k und der Frequenz w die Beziehung

== 4.2.11
k=t (12.11)

Dabei ist die Schallgeschwindigkeit ¢ eine Konstante. So ergibt sich die lineare Funktion
w(k) =ck (4.2.12)
Daraus folgt erwartungsgemafl

o _ wlh) + w(ko)

== = 4.2.1
k1 + ko ¢ ( 3)
und d
w
g _ 4.2.14

Das heift, in einer Uberlagerung von ebenen akustischen Wellen gibt es nur eine Aus-
breitungsgeschwindigkeit, und das ist die Schallgeschwindigkeit c.

Die Situation &ndert sich, wenn die Phasengeschwindigkeit von der Frequenz
abhingt. Ein Beispiel dafiir sind ebene Lichtwellen in Glas. Die Uberlagerung von
zwei ebenen Lichtwellen mit unterschiedlicher Frequenz 148t sich auch in der Form
(4.2.1) darstellen. Die Grofle s(z,t) ist dann zum Beispiel die elektrische Feldstérke
in einer bestimmten Richtung. Die Abhéngigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von
der Frequenz kann ausgenutzt werde, um mit einem Prisma das Licht spektral zu
zerlegen. Zwischen der Wellenzahl und der Frequenz gilt der Zusammenhang

w

k= o) (4.2.15)
wobei jetzt ¢ die Geschwindigkeit einer ebenen Lichtwelle im Glas ist. Ist der Verlauf
¢(w) aus Experimenten bekannt, kann eine Funktion w(k) angegeben werden. Damit
ist es moglich, auch die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit fiir eine Wellengruppe
zu ermittelt.

Im folgenden sollen die obigen Uberlegungen auf die Ausbreitung der Kanalmoden
abgewendet werden. Das Druckfeld ist in der Form (4.1.23) gegeben. Die Ausdriicke
in den eckigen Klammern beschreiben die Ausbreitung in positiver und negativer x;-
Richtung. Statt der Wellenzahl & tritt nun die Grofle av,, auf. Sie stellt die Wellenzahl
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4.3.  Schallausbreitung bei Stromung

in x1-Richtung dar. Die Phasengeschwindigkeit in dieser Richtung ist nach (4.1.34)
mit w/a, gegeben. Ersetzt man in den obigen Uberlegungen k durch a,,, stimmt dies
mit der Beziehung (4.2.7) tiberein. Zur Berechnung der Gruppengeschwindigkeit mufl
die Funktion w(ay,) differenziert werden.

Die Wellenzahl in Kanalrichtung ist durch

Q= (%)2 — B2 (4.2.16)

gegeben. Daraus folgt
w(am) = ey a2, + 32, (4.2.17)

Es ergibt sich fiir die Phasengeschwindigkeit

) 2
L A Vi B + O (4.2.18)

a77l am

Dies formal abgeleitete Ergebnis entspricht der geometrischen Uberlegung aus dem
letzten Abschnitt. In Abbildung 4.5 wurde der Winkel 6 definiert. Der Quotient auf
der rechten Seite von (4.2.18) ist gerade der Kehrwert von cos . Es folgt

N c
pho 7 4.2.19
¢ cos ( )
Fiir die Gruppengeschwindigkeit ergibt sich
dw Ay,
ar — 4.2.20
S T 220
Die 148t sich einfacher als
c® =c cosf (4.2.21)

schreiben. Damit wird klar, das mit den héheren Moden die Ausbreitung von Infor-
mation in Kanalrichtung langsamer als mit Schallgeschwindigkeit ablauft.

Die Funktion w(k) wird iiblicherweise als Dispersionsbeziehung bezeichnet. Im Fall
der ebenen akustischen Welle ist die Phasengeschwindigkeit nicht von der Frequenz
abhéngig. Es gilt der einfache Zusammenhang w = ck. Ist die Phasengeschwindigkeit
— wie bei Lichtwellen in Glas — von der Frequenz abhingig spricht man von Dispersion.

4.3. Schallausbreitung bei Stréomung

In den vorangegangenen Abschnitten wurde davon ausgegangen, dafl keine Grund-
stromung im Kanal vorhanden ist. Jedoch ist gerade die Schallausbreitung in durch-
stromten Kanélen von groflem praktischen Interesse. Beispiele sind der Schalldampfer
in Auspuffanlagen von Fahrzeugen oder Geblése aller Art. Es stellt sich die Frage, wie
eine Stromung die Schallausbreitung beeinflufit, und ob sich die bisherigen Ergebnis-
se auf den Fall mit Stromung iibertragen lassen. Fiir die folgende Betrachtung wird
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€2

H

U T2

T1

Abbildung 4.9.: Kanal mit homogenen Stromungsfeld

eine homogene Stromung mit der Geschwindigkeit U in Kanalrichtung angenommen.
Das heifit, das Geschwindigkeitsprofil im Kanal ist eben, und Reibungseffekte werden
vernachlissigt. Die Situation ist in Abbildung 4.9 skizziert. Es gilt

To(F) = ( " ) (4.3.1)

Diese Grundstromung ist formal eine Losung der Euler-Gleichung. Sie erscheint jedoch
auf den ersten Blick relativ unrealistisch, da in Wirklichkeit die Stromung in Kanélen
meistens durch Reibungseffekte dominiert wird. Das einfache Geschwindigkeitsprofil
entspricht am ehesten dem mittleren Profil in einer turbulenten Kanalstromung oder
einer Kanalstromung kurz nach dem Einlauf. Hier soll mit einer so einfachen Grund-
stromung begonnen werden, um die Betrachtung nicht zu kompliziert werden zu lassen.
Auch an dem einfachen Fall kénnen einige grundsétzliche Auswirkungen der Stromung
auf die Schallausbreitung deutlich gemacht werden.

Bereits im Abschnitt 3.1 wurde kurz auf die Ausbreitung von eindimensionalen
Wellen bei Stréomung eingegangen. Fiir ein Stromungsfeld nach (4.3.1) kann die Vor-
gehensweise aus dieser Betrachtung iibernommen werden. Bei der Herleitung der Wel-
lengleichung in Abschnitt 2.1 wurde angenommen, dafl keine Grundstréomung vorliegt
und vy = 0 gilt. Die Wellengleichung beschreibt daher den Fall mit Stromung im Kanal
nicht mehr. Es bieten sich zwei prinzipielle Moglichkeiten an, das Problem zu l6sen.

a) Die Wellengleichung wird erweitert, um den Fall mit Grundstrémung zu erfassen.
Anschlieffend werden die Losungen der erweiterten Wellengleichung ermittelt.

b) Das Problem wird im einem Bezugssystem betrachtet, das sich mit der Strémung
mitbewegt. In diesem Bezugssystem ist keine Grundstrémung vorhanden, und
die bisherige Wellengleichung mit ihren Lésungen gilt. Die bekannten Lésungen
werden in das kanalfeste Bezugssystem transformiert.

Der Weg b) hat den Vorteil, dal man die Losungen schon kennt. Der Nachteil ist die
Transformation des Bezugssystems, deren Schwierigkeiten oft unterschétzt werden.
Dennoch soll hier — wie auch in Abschnitt 3.1 — der Weg b) bestritten werden. Dazu
werden zunéchst einige grundlegende Uberlegungen zu einer eindimensionalen harmo-
nischen Welle, die aus einem ruhendem und einem bewegten Bezugssystem betrachtet
werden, vorgestellt.
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4.3.  Schallausbreitung bei Stromung

Im bewegten Bezugssystem ist der Druckverlauf in der Welle durch
Pl (g, t) = Aeilwnt—hen) (4.3.2)

gegeben. xy ist die Koordinate im bewegten System und wy die Kreisfrequenz. Ent-
sprechend sieht der Beobachter im ruhenden System die Welle als

P (Tn,t) = Aeilont=kem) (4.3.3)

Er hat die Koordinate xiz und beobachtet die Kreisfrequenz wy. Die Wellenzahl k
ist nur mit der Wellenléinge A verkniipft und damit vom Bezugssystem unabhéngig.
In dem mitbewegten Bezugssystem soll die Wellengleichung gelten. Die Welle 1duft
in diesem System mit der Schallgeschwindigkeit in positive z-Richtung. Damit ist k
festgelegt. Es muf} gelten

Wp 2T

k=—=— 4.34

Py (4.3.4)
Der Ursprung des mitbewegten Bezugssystem bewegt sich mit der Geschwindigkeit U
im ruhendem System. Zur Zeit ¢ = 0 sollen die Urspriinge der Koordinatensysteme
aufeinanderfallen. Eine Umrechnung der Koordinaten ist dann durch die Beziehung

Tp=xp + Ut (4.3.5)
gegeben. Der Druck héngt nicht vom Bezugssystem ab. Daher miissen sich die beob-
achteten Druckverliufe (4.3.2) und (4.3.3) am selben Ort (aber mit unterschiedlichen
Koordinaten) entsprechen. Es muf gelten

ph(zs + Ut,t) = pl(ap,t) (4.3.6)
Daraus ergibt sich wegen (4.3.2) und (4.3.3), da8
wrt — k(zg + Ut) = wpt — kg (4.3.7)

gelten muf. So erhilt man eine Beziehung zwischen den beobachteten Frequenz in den
beiden Bezugssystemen. Es gilt

wr = wg + kU (4.3.8)
oder
W = wp + ‘”—CBU = wy (14 M) (4.3.9)
wobei die Machzahl
M= % (4.3.10)

eingefiihrt wurde. Die Frequenz im ruhendem System ist um den sogenannten Dopp-
lerfaktor (1 + M) gegeniiber der im mitbewegten System “verschoben”.
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Zweidimensionale Kanalmoden

Die bisherigen Uberlegungen zur eindimensionalen Ausbreitung der ebenen Welle las-
sen sich auf die zweidimensionalen Kanalmoden iibertragen. x wird durch die x;-
Koordinate in Kanalrichtung ersetzt. Statt der Wellenzahl k wird die Wellenzahl o,
in Kanalrichtung eingesetzt. Das Druckfeld der Mode m im Kanal ohne Stromung
fiir eine reine Ausbreitung in positive x1-Richtung ist durch (4.1.32) gegeben. Diese
Losung gilt in dem mitbewegten System. Sie kann als

Py (T, t) = G(ap) Bt Ome1) (4.3.11)

geschrieben werden. Dabei stellt die Funktion G(z2) = A; A cos(fmze) wieder die
von xo abhéingige Amplitude dar. Zu beachten ist, daBl die xs-Koordinate in beiden
Bezugssystemen gleich ist. Die Systeme verschieben sich nur in x;-Richtung nach der
Beziehung

Tir =215 + UL (4.3.12)

zueinander. Analog zur Gleichung (4.3.8) ergibt sich fiir die beobachteten Frequenzen
der Kanalmoden die Relation
wr = wg + a,,U (4.3.13)

In Abschnitt 3.1 wurde die Wellenzahl «,,, immer positiv definiert. Die Druckverteilung
(4.3.11) beschreibt dann eine in positive z1-Richtung laufende Welle. Um die Wellen-
ausbreitung in negative z1-Richtung zu betrachten, muf} ein Ansatz mit (wgt+ @, 21.5)
im Exponenten gewihlt werden. Mit der Gleichung (4.3.11) kénnen jedoch auch beide
Losungen gleichzeitig erfaflt werden, falls negative Wellenzahlen «,,, zugelassen werden.
Als Erweiterung der Ergebnisse aus Abschnitt 4.1 setzt man

U = i\/(@f - (%)2 = +/k2 - 32, (4.3.14)

c

Bisher wurde nur die positive Wurzel genommen. Jetzt legt das Vorzeichen von «, die
Ausbreitungsrichtung fest. Ohne Stromung bringt dieses Vorgehen kein Gewinn, da
sich die Wellenausbreitung in den beiden Richtungen nicht unterscheidet und alles an
der Welle in einer Richtung untersucht werden kann. Bei Stromung ist die Ausbreitung
jedoch unsymmetrisch: Mit oder gegen die Stromungsrichtung. Mit dem erweiterten
Q. konnen dann beide Losungen gleichzeitig behandelt werden.

Um die Losungen zu bestimmen, die sich bei einer vorgegebenen Anregungsfrequenz
ergeben, mufl die Wellenzahl «,,, berechnet werden. Die Anregung soll im Bezug zum
ruhenden System (z.B. mit einem Lautsprecher in der Kanalwand) geschehen, wodurch
nur die Frequenz wy bekannt ist. Die Beziehung (4.3.14) verkniipft die Wellenzahl «,
mit der Frequenz wy im mitbewegten System. Fiir den Beobachter im ruhenden System
ist diese Beziehung so nicht brauchbar, da er nach (4.3.13) nicht wy ermitteln kann,
ohne a,, zu kennen. Es soll daher eine Beziehung zwischen wy und a,, abgeleitet
werden.

Lost man (4.3.13) nach wy auf und setzt das Ergebnis in (4.3.14) ein, ergibt sich
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Diese Gleichung kann nach ., aufgelost werden. Nach einigen Umformungen, die im
Anhang B.1 gegeben sind, folgt die Beziehung

wr Sm—M
Oy = — -

Dabei wurde die Abkiirzung

Sp :i\/l— (ﬁmc>2(1—M2) (4.3.17)

Wr

eingefiihrt. Fiir eine gegebene Frequenz wy kann mit (4.3.17) zunéchst die Groe Sy,
und anschlieBend mit (4.3.16) die Wellenzahl «,,, berechnet werden. Die Wellenzahl 3,
in xo-Richtung geht in die Berechnung von S, mit ein. 3, ist in beiden Bezugssystem
gleich und entspricht dem Wert ohne Strémung.

Eine regulidre Wellenausbreitung liegt vor, falls die Wellenzahl «,, rein reell ist,
also bei Jm{a,,} = 0. Dies ist gegeben, falls Im{S,,} = 0 ist. Damit mu$ fiir regulére
Wellenausbreitung der Ausdruck unter der Wurzel in (4.3.17) grofier oder gleich Null
sein. Dies bedeutet

ﬂm.c 2 2
1- (1-M*)>0 (4.3.18)
oder nach einigen Umformungen

wr > BmeV1—M? = wen, (4.3.19)

Dabei ist mit we,,, wieder die Cut-Off-Frequenz der Mode m bezeichnet. Die Cut-
Off-Frequenz unterscheidet sich von der im Fall ohne Stromung durch den Faktor
V1 — M?2. Beschrinkt man sich auf Unterschallstromungen mit M < 1, so wird durch
die Stromung die Cut-Off-Frequenz abgesenkt. Das bedeutet, mit Stromung sind even-
tuell Moden ausbreitungsfihig, die ohne Stromung abklingen wiirden. Dies ist bei
praktischen Anwendungen zu beachten, da oft eine Ausbreitung hoherer Moden un-
erwiinscht ist. Mit der Cut-Off-Frequenz kann die Grofle S, als

2
Sy = +4/1— (wc—m> (4.3.20)

Wr

dargestellt werden. Diese Beziehung wird weiter unten noch benotigt.

Durch die Transformation der Lésung von dem mitbewegten in das ruhende Sy-
stem kann tatséichlich relativ einfach die Wellenzahl «,, bei vorgegebener Frequenz wy
im ruhenden System abgegeben werden. Damit kann dann auch die Druckverteilung
berechnet werden. Die Losung ergibt sich formal durch Einsetzen der Transformati-
onsbeziehungen. Es ist dabei zu beachten, dafl sich fiir eine abklingende Lésung mit
komplexer Wellenzahl a,,, € C nach (4.3.13) eine imaginére Frequenz wy ergibt. Das
bedeutet, die Losung im mitbewegten System wéchst nicht nur rdumlich sondern auch
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zeitlich exponentiell an beziehungsweise klingt exponentiell ab. Die Losung mit kom-
plexer Frequenz ist natiirlich richtig und erfiillt die Wellengleichung mit den Randbe-
dingungen. Solche Lésungen wurden bisher jedoch nicht betrachtet. In jedem Fall wird
weiterhin eine reelle Frequenz im ruhenden System vorgegeben: wy € R.

Durch a,,, wird die Form der Mode festgelegt. In den unterschiedlichen Frequenz-
bereichen ergeben sich verschiedene Typen von Losungen. Im folgenden werden einige
Félle diskutiert:

Fall a) wgp <wgm und M <1

In diesem Fall ist die Mode m nicht ausbreitungsfihig. Ohne Stréomung ist die Wel-
lenzahl «,, fiir die nicht ausbreitungsfihigen Moden rein imaginir, also Re{a,,} = 0.
Mit Stromung ergibt sich jetzt aber ein von Null verschiedener Realteil. Die Grofe S,
wird rein imaginér, und nach (4.3.16) gilt

Re{am} <0 (4.3.21)

und
Jn{am} #0 (4.3.22)

Die Losung, die der Beobachter im ruhenden System sieht, ist mit
P (T, t) = Gag) e ontomoLr) (4.3.23)

gegeben. Dadurch, dafl sowohl Real- und Imaginérteil von «,, von Null verschieden
sind, besitzt die Losung eine etwas kompliziertere Form als im Fall ohne Stréomung.
Spaltet man die Wellenzahl mit

A = Re{am } + 1 TIm{a,, } (4.3.24)

auf, und setzt dies in (4.3.23) ein ergibt sich

P (T t) = Glig) - mt-Telanborn) | Im{antorn (4.3.25)
laufende Welle Abklingen od.
Anfachen

Der Faktor e?™t@m}#1.8 beschreibt ein Abklingen oder ein Anfachen, je nach Vorzeichen
von Jm{a,,} beziehungsweise S,,. Der zweite Faktor e!(«rt=Re{am}zir) heschreibt
eine Wellenausbreitung, die wegen Re{a,,} < 0 in negative z1-Richtung ldauft. Die
Wellenbewegung ist dem Abklingen iiberlagert. Die Abbildung 4.10 zeigt am Beispiel
m = 1 die Form einer solchen Losung. Sie klingt in negativer x;-Richtung ab. In
dem Beispiel ist Jm{a,,} > 0. Das bedeutet, es ist die sogenannte “—"-Welle — die
Losung fiir die negative Wurzel in (4.3.17) — dargestellt. In z5-Richtung ist die gesamte
Kanalbreite H zu sehen. In z1-Richtung ist eine Strecke von 3H herausgegriffen.
Anschaulich kann man sich die tiberlagerte Wellenbewegung in der Losung mit
Stromung auch plausibel machen. Wird durch ein Lautsprecher in der Kanalwand eine
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4.3.  Schallausbreitung bei Stromung

Abbildung 4.10.: Nicht ausbreitungsfihige Mode der Ordnung m = 1 im Kanal mit
Stromung (M = 0.5 und A\/H = 2.35)

nicht ausbreitungsfihige Mode angeregt, so klingt die Losung im Fall ohne Strémung
nach beiden Seiten einfach ab. Bei Strémung wird jedoch die Schallenergie in dem
angeregten Wellenfeld vor dem Lautsprecher stéandig stromabwérts durch die Grund-
stromung fortbewegt. Weit entfernt von dem Lautsprecher wird die Amplitude der
Mode beliebig klein. Es kann in der abklingenden Mode im Mittel daher keine Schall-
energie transportiert werden. Da auch kein Austausch von Schallenergie mit anderen
Moden oder ein Ansammeln von Energie an irgendeinem Punkt stattfindet, muf} iiber-
all — auch im Bereich vor dem Lautsprecher — im zeitlichen Mittel der Energieflufl
verschwinden. Die {iberlagerte Wellenbewegung transportiert Schallenergie entgegen
der Stromung. Sie kompensiert so den Energietransport durch die Grundstromung.

Fall b) wy > wepm und M < 1

In diesem Fall ist nach (4.3.20) S,,, und damit auch a,, rein reell. Das bedeutet, die
Mode m ist ausbreitungsfihig. Betrachtet man die Phasengeschwindigkeit der Moden
im ruhendem Bezugssystem

h Wr
ph . TR 4.3.26
o = 2 (4.3.26)
ergibt sich mit (4.3.16)
(1 - M?)

L 4.3.27
c c S =) ( )

Aus der Bedingung, dal wg > we m ist, folgt nach Gleichung (4.3.20)
0<|Sml <1 (4.3.28)
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

Interessant ist der Bereich in dem
[Sm| < M (4.3.29)

gilt. Dort ist ¢®® < 0 unabhéngig von dem Vorzeichen von S,,. Das heifit, beide Losun-
gen — die “+” und die “—"-Welle — breiten sich scheinbar entgegen der Stréomungs-
richtung aus. Ein solches Phiinomen gibt es im Fall ohne Stromung nicht. Aus (4.3.17)
folgt, dafl
bme 4 (4.3.30)
Wr
gelten muf, damit |S,,| < M erfiillt ist. Das ist gerade die Cut-Off-Bedingung ohne
Stromung. Es ist also in dem Zwischenbereich

BmeV1—M? <wg < e (4.3.31)

die Mode m zwar ausbreitungsféhig (obwohl sie ohne Strémung nicht ausbreitungsfihig
ist), jedoch ergeben sich nur Wellen entgegen der Strémungsrichtung.
Betrachtet man die Gruppengeschwindigkeit

dwg
o — 4.3.32
c dO[7n ( )
der Mode m, so ergibt sich
. (1—M?)-S,
ar om 4.3.
c ¢ NS, (4.3.33)

Die Herleitung dieser Beziehung ist im Anhang B.1 ausfiihrlich dargestellt. Fiir M < 1
und wegen 0 < |S,| < 1 ist der Nenner auf der rechten Seite von (4.3.33) immer
positiv. Ebenso ist die runde Klammer im Z#hler grofier Null. Das heif3t, die Gruppen-
geschwindigkeit hat das gleiche Vorzeichen wie S,,. Es tritt in dem Zwischenbereich
nach (4.3.31) also der interessante Fall ein, dafi die “+”-Welle negative Phasenge-
schwindigkeit und positive Gruppengeschwindigkeit besitzt. Die Wellenberge bewegen
sich gegen die Stromung, aber Information breitet sich in Stromungsrichtung aus. Fiir
wr > Pme wird |Sp,| > M. Die Phasengeschwindigkeit nach (4.3.27) wechselt dann
auch mit S, das Vorzeichen. Damit stimmen die Vorzeichen der Phasen- und Grup-
pengeschwindigkeit wieder {iberein.

Die Abbildung 4.11 zeigt fiir den Fall m = 1 das Verhalten der Wellenzahl «,,
in Abhéngigkeit der Frequenz im ruhenden Bezugssystem. Im oberen Teil des Bildes
ist der Realteil und im unteren Teil der Imaginérteil aufgetragen. Beide Werte sind
mit der Kanalbreite H normiert. Entsprechend ist die Frequenz mit H/¢ normiert.
Dadurch gilt die Darstellung fiir beliebige Kanalbreiten und Schallgeschwindigkeiten.

Die durchgezogene Linie entspricht dem Fall ohne Stréomung, also M = 0. Die
gestrichelte Linie zeigt das Ergebnis fiir M = 0.5. Der Punkt 7 markiert den Verzwei-
gungspunkt der durchgezogenen Kurven. Er liegt bei der Cut-Off-Frequenz fiir den
Fall ohne Stromung. Dort wo die gestrichelte Kurven verzweigen liegt die Cut-Off-
Frequenz fiir den Fall mit Stromung. In dem Zwischenbereich, zum Beispiel an den
Punkten 3 und 6, ergeben sich zwei reelle aber negative a,,. Das heifit, dort laufen
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Abbildung 4.11.:

4.3.  Schallausbreitung bei Stromung

2
______ 457 1
I . 1
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Komplexe Wellenzahl «; in Abhéngigkeit der Frequenz w im ka-
nalfesten Bezugssystem; Ohne Stromung: durchgezogene Linien; Mit
Strémung (M = 0.5): gestrichelte Linie
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

beide Wellen entgegen der Stromung mit ¢®* < 0. Die Punkten 8 und 9 reprisentieren
Losungen, die sich auch bei Stromung in beide Richtungen ausbreiten. Die Punkte
4 und 5 entsprechen abklingenden beziehungsweise anfachenden Lésungen mit einer
iiberlagerten Wellenbewegung. Der Punkt 2 steht fiir eine abklingenden beziehungs-
weise anfachenden Losungen ohne Grundstromung und damit auch ohne iiberlagerten
Wellenbewegung. Letztlich markiert der Punkt 1 eine sich regulér ausbreitende Welle
ohne Grundstréomung.

Bisher wurden zwei Fille betrachtet, in denen Unterschallstromung im Kanal vor-
lag. Einmal war die Frequenz unterhalb der “Cut-Off”-Frequenz und einmal oberhalb.
Als drittes soll die Situation bei Uberschallstrémung diskutiert werden.

Fall ) M > 1 Uberschallstrémung

Bei M > 1 kann der Ausdruck unter der Wurzel in (4.3.17) nicht mehr negativ werden,
da (1 — M?) < 0 gilt. Das bedeutet, die GroBe S,, und damit auch a,, ist unabhiingig
von der Frequenz immer reell. Zusétzlich gilt

S| > 1 (4.3.34)

Bei Uberschall gibt es also keine “Cut-Off”-Bedingung, wie bei Unterschall. Alle Moden
sind ausbreitungsfihig.
Ein interessantes Detail zeigt sich, wenn man die Phasengeschwindigkeit
Wr (1 - M?)

L . S 4.3.
c o c (S = ) (4.3.35)

der Moden betrachtet. In dem Bereich, in dem
1<|Sml <M (4.3.36)

gilt, ist ¢™ > 0 fiir die “+7- und die “—"-Welle. Das heifit, beide Wellen laufen in
Stromungsrichtung, wie man es bei Uberschallstromung erwartet. Fiir den Fall

[Sim| > M > 1 (4.3.37)

ergibt sich jedoch eine Welle mit negativer Phasengeschwindigkeit ¢** < 0, die gegen
die Uberschallstromung lduft. Nach (4.3.17) ist Ungleichung (4.3.37) erfiillt, falls fiir
die Frequenz

wr < Bmce (4.3.38)

gilt. Fiir die Grundmode m = 0 ist diese Bedingung nicht erfiillbar, da Gy = 0 ist. Fiir
alle m > 0 gibt es einen Frequenzbereich, in dem fiir eine Welle die Phasengeschwin-
digkeit ¢ < 0 ist. Es stellt sich die Frage, ob sich Information in den héheren Moden
gegen die Uberschallstromung ausbreiten kann. Dies kann beantwortet werden, wenn
man die Gruppengeschwindigkeit betrachtet. Fiir S,,, > 0 sind Nenner und Z&hler
in (4.3.33) negativ, und fiir S,, < 0 sind beide positiv (wegen |S;,| > 1). Es ergibt
sich in beiden Fillen eine positive Gruppengeschwindigkeit ¢# > 0. Das heifit, keine
Information breitet sich gegen die Uberschallstrémung aus.
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4.4. Kanal mit schallweichen Wénden

4.4. Kanal mit schallweichen Wanden

Bei den bisherigen Untersuchungen wurde von einem Kanal mit festen undurchléssigen
Wiinden ausgegangen. Im Abschnitt 3.1 wurden bereits nachgiebige Wénde betrachtet.
Die Uberlegungen dort gingen von eindimensionaler Wellenausbreitung aus, jedoch
lassen sich einige Resultate auf den mehrdimensionalen Fall direkt iibertragen. Die
bisher angenommenen festen Winde sind undurchdringlich. Die Schnellekomponente
senkrecht zur Wand ist immer gleich Null. Dies entspricht einer Wandimpedanz Z,, =
0o. Die Wand ist schallhart. Bei schallweichen Wénden ist die Wandimpedanz Z,, = 0,
und der Schalldruck an der Wand verschwindet. Im folgenden soll untersucht werden,
wie sich die Schallausbreitung in einem Kanal mit schallweichen Wanden von der bisher
betrachteten bei schallharten Wéanden unterscheidet. Bis auf die Art der Wand ist die

T2
$3333333333333333383333333333333333¢
H /
)

T2
L”Ui x
0 ; Li

$99895998959899395955939398598939¢3¢

Abbildung 4.12.: Koordinaten im Kanal mit schallweichen Winden

geometrische Situation mit der in Abschnitt 4.1 vergleichbar. Die Abbildung 4.12 zeigt
das Koordinatensystem im Kanal. Die Kanalbreite ist H. Es werden Losungen der
Wellengleichung
1 a2p/ 82}7/
2 ot2 dx

0 mit j=1,2 (4.4.1)

gesucht. Die Losungen sollen die Randbedingungen
P (1) =0 bei w3=0,20=H (4.4.2)

erfiillen. Im Gegensatz zum Fall mit schallharten Wénden miissen die Randbedingun-
gen nicht erst mit der linearisierten Euler-Gleichung in Bedingungen fiir den Schall-
druck umgewandelt werden. Denn mit (4.4.2) ist schon eine Bedingung an den Druck
gegeben. Es wird der gleiche Losungsansatz

P (Z,t) = flx1) - g(as) - " (4.4.3)
wie bisher verwendet. Es ergibt sich wieder

w? 1d%f 1d%
2 fda?  gdaZ

—3? (4.4.4)

Die Grofie g ist eine zu bestimmende Konstante. Der zweite Teil von (4.4.4) stellt eine
Differentialgleichung fiir g(x5) dar. Deren allgemeine Losung lautet

g(z2) = Ag cos(Bxa) + Basin(fz2) (4.4.5)
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

Bis zu diesem Punkt unterscheidet sich der Losungsweg nicht von dem Fall mit schall-
harten Wanden. Jetzt miissen jedoch die Gréflen Ay, By und ( so gewihlt werden,
daf8 die Randbedingungen (4.4.2) an den schallweichen Wénden erfiillt werden. Dazu
muf} erreicht werden, daf

g(x2) =0 bei xo=0,20=H (4.4.6)

gilt. Die Bedingung (4.4.6) wird erfiillt, wenn man Ay = 0 setzt und

B=fn="r  mit m=0,12... (4.4.7)

wéhlt. Es ergibt sich
g(x2) = By sin (% xQ) = By sin (Bmx2) (4.4.8)

Der formale Unterschied zum Resultat bei schallharten Wénden besteht lediglich in
dem Sinus- statt dem Cosinus-Ausdruck. Die schallharten Randbedingungen fordern,
dal By = 0 ist — statt wie hier Ay = 0. Die Gréfle 3 ist in beiden Féllen gleich. Der
Unterschied ist praktisch nur eine “Verschiebung” von g(z2) um /2.

Aus (4.4.4) folgt fiir f(x1) die Differentialgleichung

-Gy o e

Diese Gleichung ist mit (4.1.18) aus Abschnitt 4.1 identisch. Fiir die Funktion f(z1)
wird wieder der Ansatz 4 ,
f(z1) = Aje ™ 4 Beiom (4.4.10)

verwendet. Daraus ergibt sich
w2 mm 2
= J(E) = (B5Y = /e =32 =a,, 4.4.11
o=y (2) - (F) F=o (1.4.11)

Wie die Groflen (3, ist daher auch die Wellenzahl «,, fiir alle Moden die gleiche wie
im Kanal mit schallharten Wénden. Die Losung fiir das Druckfeld hat die Form

p'(#,t) = By sin (Bn22) [Alei(‘”t_am:“) + Blei(“t+a7”$1)] (4.4.12)

Diese Losung beschreibt eine reguldre Wellenausbreitung, falls «,, reell ist. Es erge-
ben sich die gleichen Cut-Off-Bedingungen fiir die einzelnen Moden wie im Fall mit
schallharten Wénden. Die Mode m breitet sich regulér aus, falls

W > Bt = wem (4.4.13)

gilt. Dabei bezeichnet we ,,, die Cut-Off-Frequenz.
In der Abbildung 4.13 sind die Unterschiede der Losung im schallharten und schall-
weichen Fall am Beispiel der Mode m = 2 gegeniibergestellt. Die Bilder zeigen das
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Abbildung 4.13.: Gegeniiberstellung der Mode m = 2 bei unterschiedlichen Wand-
eigenschaften; w = 2wc/(0.8H)

Druckfeld in einem Ausschnitt, der sich in z9-Richtung iiber die gesamte Kanalbreite
H erstreckt. Die Liange des Ausschnitts in z1-Richtung entspricht 3H. Bei schallharten
Winden hat das Druckfeld gerade an der Kanalwand die maximalen Auslenkungen.
Im Fall schallweicher Wand ist dagegen die Druckschwankung an der Wand Null. Die
Losung ist praktisch in zo-Richtung verschoben.

Der Hauptunterschied zwischen den beiden Féllen zeigt sich, wenn man die Grund-
mode m = 0 betrachtet. Bei schallharten Wénden ergab sich bei m = 0 gerade eine
ebene Welle in z;-Richtung. Jetzt wird jedoch bei m = 0 wegen Gy = 0 auch g(z2) =0
fiir alle 5. Das heifit, fiir m = 0 ergibt sich die triviale Lésung p’(Z,t) = 0. Es existiert
also gar keine Grundmode, die sich ausbreitet. Daraus folgt, dal in einem Kanal mit
schallweichen Winden sich unterhalb der Cut-Off-Frequenz der ersten Mode

Wet = %T (4.4.14)
iiberhaupt keine Moden ausbreiten kénnen. Findet an einer Stelle im Kanal eine Anre-
gung statt, klingt die gesamte Storung nur exponentiell ab, falls die Frequenz entspre-
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4. Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen

chend gering ist. Erst oberhalb der Frequenz wc ; ist eine Wellenausbreitung moglich.
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5. Einfache dreidimensionale
Schallfelder

5.1. Das Geschwindigkeitspotential

Bevor an einigen Beispielen einfache dreidimensionale Losungen der Wellengleichung
diskutiert werden, soll ein rein formales Hilfsmittel — das Geschwindigkeitspotential
— vorgestellt werden. Das Geschwindigkeitspotential vereinfacht die Losung der Glei-
chungen nicht grundlegend, es erlaubt jedoch eine sehr elegante Darstellung.

Die gesamten Uberlegungen basieren auf der Wellengleichung fiir den Schalldruck
1 32])/
2L _Ap =0 5.1.1
Z 5 P (5.1.1)

Weiterhin wird auch die linearisierte Euler-Gleichung

=/

PO +gradp’ =0 (5.1.2)

benotigt. Wendet man den rot-Operator auf die Gleichung (5.1.2) an, ergibt sich

=/
po rot (a;t ) +rotgrad p’ =0 (5.1.3)
———

Die Rotation von einem Gradientenfeld ist immer gleich Null. Damit verschwindet der
zweite Term. Durch Vertauschen der Ableitungen im ersten Term folgt

0
—(rot ') =0 5.1.4
Die bedeutet, die Grofie rot v/ ist an jedem Ort zeitlich konstant. Geht man von einem
Ausgangszustand v’ = 0 im gesamten Raum aus, und “schaltet” dann die Stérungen

ein, so bleibt
rot o’ =0 (5.1.5)

iiberall erhalten. Mathematisch kann gezeigt werden, daf3 ein rotationsfreies Vektorfeld
immer als Gradientenfeld eines Potentials dargestellt werden kann. Es gibt also ein ¢,
so daf3

7’ = grad ¢ (5.1.6)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

gilt. Bisher sind die Uberlegungen analog zu denen, die auch zur Potentialtheorie in der
Stromungsmechanik angestellt werden. Spielen Reibungseffekte keine Rolle, kann im
Stromungsfeld rot ¥ = 0 angenommen werden. Anschaulich kann man sich dies anhand
eines Fluidelementes klarmachen, an dem nur Druckkréfte angreifen. Die Druckkrifte
sind nicht in der Lage das Fluidelement in Drehung zu versetzen. Dazu ist Reibung
und Schubspannung notwendig. Ohne Reibung bleibt ein rotationsfreies Stréomungs-
feld immer rotationsfrei. In der Euler-Gleichung ist die Reibung vernachléssigt. Daher
lassen sich daraus die obigen Beziehungen ableiten. Dabei spielt es keine Rolle, dafi die
Euler-Gleichung linearisiert wurde. Das Potential kann auch in diesem Fall eingefiihrt
werden.

Das Geschwindigkeitspotential zu einem vorgegebenen Schnellefeld ¢/ (Z, t) ist nicht
eindeutig. Es ist lediglich seine Existenz gegeben. Angenommen es sei ein Potential ¢y
mit

grad ¢ (Z,t) = v'(Z,t) (5.1.7)

bekannt. Damit kann man sich leicht ein weiteres Potential
D2 (Z,t) = o1 (Z,t) + h(t) (5.1.8)

ableiten, das ebenfalls
grad ¢o(Z,t) = T/ (Z, 1) (5.1.9)

erfiillt. Die Funktion h(t) kann eine beliebige Funktion der Zeit sein. Damit wird klar,
daB es fiir jedes Schnellefeld eine unendliche Vielzahl von méoglichen Potentialen gibt.

Es lassen sich jedoch spezielle Potentiale mit besonderen Eigenschaften finden, die
fiir die Losung akustischer Probleme eine elegante Darstellung erméglichen. Es wird
angenommen, das Schnellefeld ¥’(Z,t) gehort zu einer Losung p'(Z,t) der Wellenglei-
chung (5.1.1), und zusammen erfiillen sie die linearisierte Euler-Gleichung (5.1.2). ¢
sei ein Potential, das Gleichung (5.1.7) geniigt. Dann kann man (5.1.7) in (5.1.2) ein-
setzen und erhélt

d
po 5, (grad 1) + grad p’ = 0 (5.1.10)

Vertauscht man die Ableitungen ergibt sich

grad (po% +p'> =0 (5.1.11)

Das bedeutet, der Ausdruck in den runden Klammern ist rdumlich konstant. Er ist
eine reine Funktion der Zeit, die mit

9 /
po% T = K1) (5.1.12)

dargestellt werden kann. Es 1483t sich nun ein spezielles Potential ¢, finden, fiir das die
Konstante immer gleich Null ist. Dazu konstruiert man

ba(T,t) = P1(Z,t) + ha(t) (5.1.13)
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5.1. Das Geschwindigkeitspotential

mit der speziellen Wahl einer Funktion h; (), die
dhy 1

— =——Ki(t 5.1.14
=K (51.14)
erfiillt. Die Funktion hq(¢) und damit auch ¢, ist bis auf eine Konstante bestimmt. Es
gilt
0da opr dhy
= po—— TR 1.1
pogy TP = pog TP 0o (5.1.15)
—_——— ——
K1 (t) — K- (t)
Und damit folgt
s |, _
+9 =0 (5.1.16)

Po ot

Der Vorteil dieses speziellen Potentials ist, dafl beide in dem Schallfeld interessanten
Groflen — Schnelle und Druck — mit den Beziehungen

7' = grad ¢, (5.1.17)
und 06
= 2 1.1
P PO~y (5.1.18)

aus dem Potential relativ einfach berechnet werden kénnen. Ein Potential mit den
Eigenschaften (5.1.17) und (5.1.18) wird akustisches Potential genannt. Im folgenden
wird statt ¢, nur noch ¢ geschrieben. Es wird immer davon ausgegangen, dafl ein
Potential ¢ beide Bedingungen (5.1.17) und (5.1.18) erfiillt.

Es zeigt sich, dafl das Schallfeld besonders elegant durch das akustische Poten-
tial ausgedriickt werden kann. Es stellt sich die Frage, wie das akustische Potenti-
al ¢ praktisch berechnet werden kann. Die bisherigen Uberlegungen zeigten lediglich
die Existenz ausgehend von einem gegebenen ¢;. In der Potentialtheorie, die aus der
Stromungslehre bekannt ist, wird analog zu (5.1.17) die Strémungsgeschwindigkeit als
Gradient eines Potentials dargestellt. Im inkompressiblen Fall ergibt sich dann aus
der Kontinuitétsgleichung als Bestimmungsgleichung fiir das Geschwindigkeitspotenti-
al die Laplace-Gleichung. Entsprechend wird hier, um eine Bestimmungsgleichung fiir
das akustische Potential zu erhalten, (5.1.18) in die Wellengleichung (5.1.1) eingesetzt.
Soll das akustische Potential ¢ eine Losung der Wellengleichung beschreiben, muf§ es

1 02 d¢ 99
erfiillen. Durch Vertauschen der Ableitungen folgt daraus
01 0%

Der Ausdruck in den eckigen Klammern ist zeitlich konstant. Fiir einem Ausgangszu-
stand mit ¥/ = 0 und p’ = 0 miissen die rdumlichen und zeitlichen Ableitungen von
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Stationire Akustisches Feld/
Potentialstromung Akustisches Potential
Geschwindigkeit v = grad ¢ v’ = grad ¢
(Schnelle)
P2 0¢
Druck =po— |V = —pg—
p=po— 57l p'=—pog,
(Druck aus Bernoulli) (Schalldruck direkt)
. . _ 1 0%
Bestimmungsgleichung | A¢ =0 ——— —Ap=0
c2 ot?
(Laplace-Gleichung) (Wellengleichung)

Tabelle 5.1.: Gegeniiberstellung der Potentiale fiir stationére Strémung und akustische
Felder

¢ verschwinden. Das heifit, die eckige Klammer ist im Ausgangszustand iiberall gleich
Null. Werden dann die Stérungen “eingeschaltet”, so bleibt der Wert iiberall gleich
Null. Es mufl daher auch fiir ¢ die Wellengleichung

1 0¢?
2 90 Ap=0 (5.1.21)
gelten. Zweckméifigerweise wird noch ¢ = 0 im Ausgangszustand mit v’ = 0 und
p’ = 0 festgelegt. Dadurch ist ¢ dann mit der Wellengleichung eindeutig bestimmbar.
Satt der Wellengleichung fiir den Druck kann Gleichung (5.1.21) gelst werden, und der
Druck dann anschliefend mit (5.1.18) berechnet werden. Auf diesem Wege kann auch
gleich die Schnelle mit (5.1.17) angegeben werden, ohne erst wieder die linearisierte
Euler-Gleichung zum Umrechnen zwischen Druck und Schnelle zu bemiihen.

Das akustische Potential ist ein formales Hilfsmittel, um die Losung der Wellen-
gleichung auf elegante Weise zu ermitteln und darzustellen. Es soll hier mit dem Ge-
schwindigkeitspotential, das aus der Potentialtheorie der Strémungsmechanik bekannt
ist, verglichen werden. Dabei wird von einer stationdren Potentialstromung ausge-
gangen. Die Tabelle 5.1 gibt einen Uberblick iiber die wesentlichen Merkmale. Beide,
das Geschwindigkeits- und das Schnellefeld, sind als Gradient des Potentials gegeben.
Der Druck kann im Fall des akustischen Potentials direkt aus ¢ berechnet werden. In
der stationéren Potentialstromung mufl man die Bernoulli-Gleichung zu Hilfe nehmen,
um den Druck zu bestimmen. Die Bestimmungsgleichung fiir ¢ ist in einem Fall die
Laplace-Gleichung und im anderen Fall die Wellengleichung.
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5.2. Das Schallfeld einer atmenden Kugel

Gegeben sei eine sogenannte atmende Kugel, deren Mittelpunkt sich im Koordina-
tenursprung befindet. Der Radius der Kugel schwankt sinusférmig um den mittleren
Wert a. Die komplexe Amplitude der Auslenkung wird mit & bezeichnet. Fiir den
momentanen Radius Ry (t) soll

Ri(t) =a+ee™! (5.2.1)

gelten. Die Parameter sind in Abbildung 5.1 veranschaulicht. Das gegebene Problem

Re{e et}

Abbildung 5.1.: Atmende Kugel

wird zweckméBigerweise in Kugelkoordinaten (r, 8, ) dargestellt. Mit r = |Z| wird
der Abstand von Ursprung bezeichnet, und die Gréflen 8 und G sind Winkel. Die
Orientierung der Koordinaten wird in Anhang A.2 beschrieben. In der Wellengleichung
tritt der Laplace-Operator auf. Dieser lautet in den Kugelkoordinaten

10 (,0 1 9. @ 1 o
A=laor ( 5) t 7o 96 (5“19 %) T rante 07 (52.2)

Da das Problem kugelsymmetrisch ist, gibt es keine Abhéngigkeit von den Winkeln 6
und g. Fiir die Ableitungen gilt entsprechend

0 0

Dadurch vereinfacht sich der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, und die Wellen-
gleichung fiir das akustische Potential wird bei Kugelsymmetrie zu

L& _ A L&¢ 19 (7«2 8¢> =0 (5.2.4)

2 o2 T2 o2 2 or or

or
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Die Ableitungen im zweiten Term auf der linken Seite konnen ausgefiithrt werden. Es

ergibt sich ) 5
; <r2 a¢> =200 0,00 L0 g (5.2.5)

or or or? ar o2
Setzt man dies in (5.2.4) ein und multipliziert mit r, folgt
1 0? 02
292 {ro}— 92 {ro}=0 (5.2.6)

Dabei wurde die Variable r im ersten Term mit in die Zeitableitung hineingezogen.
Gleichung (5.2.6) hat die Form einer eindimensionalen Wellengleichung. Die Variable
dieser Wellengleichung ist das Produkt {r ¢}. Das heifit, {r ¢} erfiillt die Wellenglei-
chung (5.2.6), falls ¢ die radiale Wellengleichung (5.2.4) erfiillt. Fiir den eindimensio-
nalen Fall sind die Losungen bekannt. Die allgemeine Losung fiir (5.2.6) lautet

{ro} = flr—ct)+ g(r + ct) (5.2.7)

Dabei sind f und ¢ beliebige Funktionen. Daraus kann die Losung fiir (5.2.4) einfach
abgeleitet werden. Division durch r liefert

f(r—ct) n g(r +ct)

¢(T7 t) =

(5.2.8)

Losungen dieser Form werden als Kugelwellen bezeichnet. Der erste Term auf der
rechten Seite beschreibt eine nach auflen in positive r-Richtung laufende Welle. Der
zweite Term stellt eine nach innen in negative r-Richtung laufende Welle dar. Im
Unterschied zu der ebenen Welle nehmen hier die Amplituden nach auflen hin mit
1/r ab. Ein nach auen laufender Puls behiilt seine Form, denn diese ist durch die
Funktion f festgelegt. Jedoch nimmt die Stérke des Pulses mit zunehmendem Abstand
vom Ursprung ab. Umgekehrt wird ein nach innen laufender Puls immer stirker. Am
Ursprung bei r = 0 tritt eine Singularitéit auf. Dort ist weder die Losung (5.2.8)
noch die Wellengleichung (5.2.4) giiltig. Die Losungen sind trotzdem verwendbar, da
die Singularitéit bei der betrachteten Geometrie im Inneren der Kugel liegt und so
praktisch keine Bedeutung hat.

Druck- und Schnellefeld

Bisher wurde die kugelsymmetrische Losung fiir das akustische Potential abgeleitet.
Die Randbedingung an der Oberfliche der atmenden Kugel ist eine Bedingung an das
Schnellefeld. In der Praxis ist besonders der Schalldruck von Interesse. Folglich soll
das Druck- und Schnellefeld zu der gefundenen Lésung bestimmt werden. Dabei wird
jedoch nicht von der allgemeinen Losung (5.2.8) ausgegangen, sondern die spezielle

Form
eiw(t—r/c)
¢(r, t) =A f (5.2.9)

betrachtet. Da die Kugel harmonisch pulsiert, ist es sinnvoll, auch von einer harmo-
nischen Losung mit der gleichen Frequenz fiir das Schallfeld auszugehen. Zusétzlich
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

wird angenommen, dafl von auflen keine Wellen eintreffen. Alle Wellen werden von der
Kugel erzeugt und laufen nach auflen. Nach innen laufende Wellen sind entsprechend
in (5.2.9) nicht beriicksichtigt.

Der Druck ergibt sich aus dem akustischen Potential durch die Beziehung

¢
'(r,t) = —po— 5.2.10
p (r7 ) pO at ( )
Einsetzen von (5.2.9) ergibt
oA
p'(rt) = OO giw(t-r/e) (5.2.11)

r

Die komplexen Ausdriicke fiir Druck und akustischen Potential unterscheidet sich nur
durch den Faktor —iwpg. Fiir weitere Umformungen bietet sich die Schreibweise mit
komplexer Amplitude an. Das Druckfeld kann in der Form

p'(r t) = p(r) " (5.2.12)
geschrieben werden. Die komplexen Amplitude p hdngt vom Abstand r ab und ist mit

_prO efzwr/c _ _Z(-’JPO eflkr (5213)

r r

p(r) =

gegeben. Dabei ist die Wellenzahl k£ = w/c eingesetzt worden.
Das Schnellefeld kann mit der Beziehung

7' = grad¢ (5.2.14)

aus dem akustischen Potential bestimmt werden. Bei der Darstellung in Kugelkoordi-
naten ist es zweckméfig die radiale Schnelle

uy, =0 z (5.2.15)
r
einzufithren. Dabei ist
g — i (5.2.16)
ro |z o

der nach auflen zeigende Einheitsvektor an der Stelle Z. Fiir den Gradienten des Po-
tentials gilt

Z 00
S 2.1
grad ¢ =3 (5.2.17)
Fiir die radiale Schnelle folgt
o¢
=L 2.1
= (5:218)

Damit kann die Schnelle fiir das in (5.2.9) gegebene Potential berechnet werden. Es
ergibt sich

ug(r,t) = A <—— — —) eiw(t=r/c) (5.2.19)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Es wird — wie fiir den Druck — auch fiir die Schnelle eine komplexe Amplitude ein-
gefithrt. Das Schnellefeld wird mit

uy (r,t) = g (r) €™ (5.2.20)

dargestellt. Die komplexe Amplitude der Schnelle ist durch
j 1 , i 1\ A _,
g (r) = A (“" - > etk = <“" - ) — e kT (5.2.21)
c r)or

gegeben. Um einen Zusammenhang zwischen den komplexen Amplituden zu erhalten,
wird die Gleichung (5.2.21) durch (5.2.13) dividiert. Es ergibt sich

ﬁf‘(r) _ 1 (1 - 5) (5.2.22)

() poc wr

Vergleicht man dies Resultat mit den Verhiltnissen in der ebenen Welle, so erkennt
man deutliche Unterschiede. In einer eindimensionalen ebenen Welle gilt

p = poc/ (5.2.23)

Diese Beziehung ist unabhingig von der Form der Welle. Sie gilt fiir harmonische
Wellen aber auch fiir einzelne Pulse. Gleichung (5.2.22) ist dagegen eine Beziehung
zwischen den komplexen Amplituden, die nur im harmonischen Fall gilt. Das Verhéltnis
zwischen Druck und Schnelle in der Kugelwelle héngt von der Frequenz w ab. In der
ebenen Welle ist der Wellenwiderstand reell. Das bedeutet, Druck und Schnelle sind
immer in Phase. Das Verhiltnis in der Kugelwelle ist durch einen komplexen Faktor
in (5.2.22) gegeben. Es kann sich damit auch eine Phasenverschiebung ergeben.
Ublicherweise wird zur einfacheren Darstellung die radiale Impedanz Z, eingefiihrt.
Fiir sie gilt
p = Zg Uy (5.2.24)

Damit muf3

. —1
Zn = poc (1 - E) (5.2.25)
wr

sein. Um die Abhéngigkeit der radialen Impedanz vom Abstand und der Frequenz
zu untersuchen, wird der Ausdruck in (5.2.25) umgeformt. Durch Erweitern mit dem
konjugiert komplexen der runden Klammer ergibt sich

1+i-5
wT
2
1+(£)
wr

Jetzt ist der Nenner reell und Real- und Imaginérteil von Z; kénnen angegeben werden.
In (5.2.26) tritt der Faktor

Zx = poc (5.2.26)

O (5.2.27)
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5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

auf. Er bestimmt die radiale Impedanz. Es ergibt sich der Grenzfall

Zn — poc fir — =0 (5.2.28)
wr

Das bedeutet, es gilt ndherungsweise
Zy = poc falls 7> A (5.2.29)

Diese Erkenntnis ist fiir die Praxis von groflem Nutzen. Sie besagt, dal die Verhélt-
nisse in Kugelwellen denen in ebenen Wellen entsprechen, wenn man sich — relativ zur
Wellenlénge — weit entfernt von Ursprung befindet. Dort ist die akustische Impedanz
gleich dem Wellenwiderstand in der ebenen Welle, und Druck und Schnelle sind in
Phase.
Vollsténdigkeithalber wird hier auch noch der andere Grenzfall betrachtet. Es ergibt
sich
Zx—0 fir r—0 (5.2.30)

Dies verdeutlicht, da die Singularitit im Schnellefeld (1/r?) stirker als die im Druck-
feld ist. Rein formal kénnte man auch den Ursprung als schallweich ansehen.

Randbedingung

Nachdem die kugelsymmetrische Losung der Wellengleichung eingehend untersucht
wurde, soll schliellich noch die Losung an die zu Beginn vorgegebene Randbedingung
angepafit werden. Die Oberfliiche der Kugel bewegt sich nach (5.2.1) mit der Geschwin-
digkeit

OR ;
us(t) = —=(t) = iwe ™" (5.2.31)
ot
in radialer Richtung. Die Geschwindigkeit kann in der Form
us(t) = i ™" (5.2.32)
mit der komplexen Amplitude
Us = lwe (5.2.33)

geschrieben werden. Die atmende Kugel stellt eine Randbedingung an das Schnelle-
feld. Exakterweise miiite die radiale Schnelle u, am momentanen Kugelradius Ry (t)
der Geschwindigkeit der Oberfliche ug entsprechen. Analog zur Anregung von ebe-
nen Wellen durch einen bewegten Kolben wird auch hier die vereinfachte Version der
Randbedingung — wie in Abschnitt 3.1 vorgestellt — angewendet. Die Geschwindigkeit
der Oberflache wird nicht am momentanen Radius sondern am mittleren Radius ange-
nommen. Das bedeutet, an der Stelle = a soll die Geschwindigkeit ), des Mediums
mit der Oberflichengeschwindigkeit ug iibereinstimmen:

ug(a,t) = us(t) (5.2.34)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Diese vereinfachte Randbedingung ist eine gute Approximation, falls die Auslenkung
klein gegeniiber der Wellenldnge ist. Es gilt

ul (a,t) = g (a) e™? (5.2.35)
Damit muf fiir die komplexe Amplitude bei r = a die Beziehung
tr(a) = ls = iwe (5.2.36)

erfiillt sein. Mit (5.2.21) folgt daraus
; 1\ A _;
(—Zﬂ - —) Z ek — e (5.2.37)

Dies kann nach der unbekannten Grofie A aufgelost werden. Man erhélt

iwea etke cac etke

A= 2 - ‘ (5.2.38)

Der Betrag der Grofie A legt die Stérke des Schallfeldes fest. Es ergibt sich wie erwartet
ein linearer Zusammenhang zwischen der Auslenkung der Kugeloberfliche ¢ und der
Stiirke | A|. Die Abhingigkeit der Stirke vom Kugelradius a ist komplizierter. Der e?*@-
Term ist nur fiir die Phase wichtig. Der Faktor ¢/(wa) = \/(27a) spielt dagegen eine
entscheidende Rolle fiir die Starke. Fiir eine relativ grofle Kugel im Sinne von a > A
ist der Imaginérteil des Nenners in (5.2.38) vernachléssigbar. Die Stérke &ndert sich
dann nahezu linear mit dem Radius. Bei einer relativ kleinen Kugel (a < ) ist die
Situation anders. In diesem Fall ist der Imaginérteil im Nenner dominant, und die
Stirke A ist nidherungsweise proportional zu a?. Eine kleine atmende Kugel strahlt
anscheinend relativ ineffizient Schall ab.

Beispielaufgabe

Die bisherigen Erkenntnisse iiber Druck und Schnelle in den Kugelwellen sollen jetzt
auf ein konkretes Beispiel mit einer atmenden Kugel angewendet werden. Die atmende
Kugel kann als ein perfekter Kugellautsprecher angesehen werden. Es sei ein solcher
Kugellautsprecher mit einem Radius von a = 0.25 m gegeben. Mit diesem Lautsprecher
soll in 30m Entfernung vom Mittelpunkt ein Schalldruckpegel von 110dB bei den
Frequenzen 10kHz, 1kHz und 50 Hz erzeugt werden. Beantwortet werden sollen die
beiden Fragen:

a) Wie gro mufl die maximale Auslenkung |e| der Kugeloberfliche sein, um die
geforderte Lautstéirke zu erreichen?

b) Wie grof ist die Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle an der Kugel-
oberfliche bei den drei Frequenzen?

118



5.2.  Das Schallfeld einer atmenden Kugel

Zuerst wird der Pegel in einen Effektivwert umgerechnet. Es ergibt sich
L,=110dB < prms=6.32Pa (5.2.39)

Bei einer harmonischen Schwingung ist die maximale Auslenkung immer um den Fak-
tor v/2 grofer als der Effektivwert. Damit kann der Betrag der komplexen Amplitude
in 30 m Entfernung berechnet werden. Es gilt

|p(30m)| = V2 6.32Pa = 8.93Pa (5.2.40)

Im folgenden werden nur die Betrdge der Gréfien betrachtet. Dies reicht vollig aus, um
die Frage a) zu beantworten.

Es wird von einem Druckfeld mit einer komplexen Amplitude nach (5.2.13) ausge-
gangen. Zweckméfligerweise wird

B .
p(r) = - e ikr (5.2.41)

geschrieben, wobei die komplexe Konstante

B = —iwppA (5.2.42)
eingefithrt wurde. Es gilt
1B
=— 2.4
Il =~ (5.2.43)
Daraus ergibt sich
|B| =30m - 8.93Pa = 268.13Pa - m (5.2.44)

Damit kann der Betrag der Schalldruckamplitude an der Kugel berechnet werden. Es
folgt

B
5(0.25m)| = 0.|25|m =1072.52Pa (5.2.45)

Dieser Wert entspricht einem Pegel von etwa 155 dB und soll durch das Pulsieren der
Kugel erzeugt werden.
Aus (5.2.36) folgt fir die Schnelleamplitude

tr(a)| = wlel (5.2.46)

Bildet man den Betrag auf beiden Seiten von Gleichung (5.2.22) folgt

1 c\?,,
G
pocC wr
Damit kann schliellich die Auslenkung der Oberfliche in Abhéngigkeit der Druckam-
plitude an der Oberfliche ausgedriickt werden. Es ergibt sich

(5.2.47)

Ug

g (a 11 2
o= @l 1L fy e
w w poc wa

pla)l (5.2.48)
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w c c \?2
2| s [y
f=o | S ()| @) e
10 kHz | 0.0216 1.00023 2.62 m/s 4.18-107% m
1 kHz | 0.2164 1.023 2.689 m/s | 4.28- 107* m
50 Hz 4.329 4.44 11.679 m/s 0.037 m

Tabelle 5.2.: Ergebnisse fiir die atmende Kugel bei verschiedenen Frequenzen

Um |e| zu berechnen, ist nur der Betrag der Druckamplitude erforderlich. Die Tabelle
5.2 fait das Ergebnis fiir die drei Frequenzen zusammen. In allen Fillen bleibt die
maximale Auslenkung klein gegeniiber der Wellenlédnge, so dafl die Anwendung der
Randbedingung (5.2.36) nachtriiglich gerechtfertigt wird.

Um die Frage b) zu beantworten, werden die komplexen Amplituden von Druck
und Schnelle betrachtet. Das Verhéltnis zwischen den Amplituden ist durch die radiale
Impedanz Zy nach (5.2.25) gegeben. In bestimmten Féllen ist es zweckméafiger statt der
Impedanz deren Kehrwert zu betrachtet. Der Kehrwert wird als Admittanz bezeichnet.

Dieser Begriff ist nicht ganz so gebrauchlich wie die Impedanz. Jedoch bietet es sich
in unserem Fall an, die radiale Admittanz mit

1 1 c
Yoz o= — [1 - '—} 5.2.49
A PocC Zwr ( )
einzufiihren. Es gilt dann
T (5.2.50)

Der komplexe Faktor Yy bestimmt den Phasenwinkel zwischen iy und p. Ist Yy reell,
so sind Druck und Schnelle in Phase. Dies ist ndherungsweise gegeben, wenn

c A
—=—x1 5.2.51
wr  27r < ( )
erfiillt ist. Es gilt dann
1
Yy — (5.2.52)
poc

Der Realteil von Yy ist unabhéngig von Frequenz und Abstand. Der Imaginérteil geht
gegen —oo fiir steigendes ¢/(wr). Die Situation ist in der Abbildung 5.2 veranschaulicht.
Formal kann die komplexe Admittanz mit Betrag und Phase als

Vi = |V e (5.2.53)

dargestellt werden. Der Winkel 1 liegt zwischen 0 und 90 Grad. Entsprechend hat nach
(5.2.50) der Druck einen Phasenvorsprung vor der Schelle. Man sagt, der Druck eilt
der Schnelle voraus. Fiir die Phasenverschiebung gilt

fan 9 = — (5.2.54)
wr
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Jmt
poc
| » Re
9
_1 ]
poC  wr

Abbildung 5.2.: Verlauf der radialen Admittanz Yy bei Variation der Frequenz (gestri-
chelte Kurve)

Damit kann der Winkel mit .
¥ = arctan (—) (5.2.55)

wr
berechnet werden. Fiir die drei gegebenen Frequenzen f ergeben sich an der Kugelo-
berfliche bei r = 0.25m die Werte in der Tabelle 5.3. Bei 10 kHz ist die Wellenlénge

fol 9
10 kHz | 1.23°
1kHz | 12.21°
50 Hz | 76.99°

Tabelle 5.3.: Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle fiir die betrachteten
Frequenzen

wesentlich kleiner als der Kugelradius. Das Verhéltnis zwischen Druck und Schnelle
an der Kugeloberfliche entspricht ndherungsweise der Situation in einer ebenen Welle,
in der Druck und Schelle in Phase sind (¢ = 0). Bei 1kHz ist die Wellenlénge in der
Groflenordnung des Kugelradius und eine merkliche Abweichung von der ebenen Wel-
le festzustellen. Bei 50 Hz liegt bereits eine erhebliche Phasenverschiebung zwischen
Druck und Schnelle vor. Die Situation ist vollig anders als in einer ebenen Welle.

5.3. Kausalitat und Sommerfeld’s Ausstrahlbedingung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde nur die nach auflen laufende harmonische Ku-
gelwelle betrachtet. Jedoch ist neben (5.2.9) auch mit dem Ansatz

A s/
¢ =—ewttr/o (5.3.1)

r

eine Losung gegeben, die bei entsprechender Wahl von A die Randbedingung an der
Kugeloberflache erfiillt. Die Losung (5.3.1) stellt eine Kugelwellen dar, die aus dem

121



5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Unendlichen kommend auf die Kugeloberfliche zulduft und dort eine Schnellebewe-
gung entsprechend der Auslenkung der Kugeloberfliche bewirkt. Formal ist dies eine
Losung des Randwertproblems. Die ankommenden Wellen existieren schon unendlich
lange. In den Wellen ist daher schon vorher die Information enthalten, wie sich die
Kugeloberfliche zu einem bestimmten Zeitpunkt bewegt.

Es ist denkbar, dafl das Atmen der Kugel mit einem Schalter ein- und ausgeschaltet
werden kann. Die ankommenden Wellen miifiten dann vorher “wissen”, wann die Ku-
gel eingeschaltet wird. Das ist natiirlich in der Praxis nicht moglich, und daher ist die
nach innen laufende Kugelwelle nach (5.3.1) keine physikalische sinnvolle Losung des
Randwertproblems. Man sagt sie verletzt das Kausalitdtsprinzip. Wiirde man das Pro-
blem nicht analytisch l6sen, sondern die Losung einschlielich des Einschaltvorganges
numerisch simulieren, so wiirde sich selbstversténdlich nur die physikalisch sinnvolle
Losung — namlich die nach auflen laufende Kugelwelle — ergeben.

Anscheinend erhilt man die unphysikalischen Losungen nur dadurch, dal man sich
auf harmonische Losungen beschrinkt hat und die Einschwingvorgédnge aufler acht
1a8t. Die Problematik soll im folgenden verdeutlicht werden. Die Wellengleichung fiir
das akustische Potential lautet

1 0%

Beschrankt man sich auf harmonische Lésungen, so kann ein Ansatz der Form
= pet (5.3.3)

verwendet werden. Dabei ist ¢(#) die komplexe Amplitude des Potentials. Setzt man
(5.3.3) in (5.3.2) ein ergibt sich

w2

2 pet — Ape™t =0 (5.34)
Daraus folgt eine Bestimmungsgleichung fiir die komplexe Amplitude
Ap+Ekp=0 (5.3.5)

Diese Gleichung wird in der Literatur auch als Helmholtz-Gleichung bezeichnet.

Sucht man rein formal die Losungen von (5.3.5) und leitet daraus Losungen von
(5.3.2) ab, so werden eventuell auch unphysikalische Lésungen gefunden, die das Kau-
salitdtsprinzip verletzen. Man koénnte das Problem umgehen, indem man immer die
Einschwingvorginge mit beriicksichtigt und (5.3.2) 16st. In der Praxis sind jedoch oft
nur die eingeschwungenen harmonischen Lésungen von Interesse. Losungen von (5.3.5)
sind auch meist wesentlich einfacher zu ermitteln, als Losungen, die den kompletten
Einschaltvorgang mit beinhalten. Es ist daher sinnvoll ein Kriterium zu formulieren,
daf} die unphysikalischen von den sinnvollen Losungen unterscheidet.

In dem bisher betrachteten einfachen kugelsymmetrischen Beispiel, war die Si-
tuation anschaulich klar. Jedoch koénnen bei komplizierteren Randbedingungen die

122



5.3. Kausalitdt und Sommerfeld’s Ausstrahlbedingung

Losungen komplexer und unanschaulicher werden. Von Sommerfeld wurde daher die
sogenannte Ausstrahlbedingung vorgeschlagen. Nur Losungen, die

. 0¢ 2o\
TEII;OT{E—I—CE}—O (5.3.6)

erfiillen, sind physikalisch sinnvoll. Die Bedingung gilt natiirlich nur fiir die Abstrah-
lung von Wellen im offenen Raum. Zum Beispiel ist fiir die Betrachtung im Inneren
einer atmenden Kugel natiirlich auch die nach innen laufende Welle im Losungsansatz
mit zu beriicksichtigen. Weiterhin ist anzumerken, dafl die Bedingung in der Form
(5.3.6) nur fiir den dreidimensionalen Fall gilt. Sie kann prinzipiell auf Lésungen in
beliebig-dimensionalen Rdumen erweitert werden. Dies wird hier jedoch nicht betrach-
tet.
Im folgenden soll gezeigt werden, dafl eine nach auflen laufende Kugelwelle mit

flr—ct)

¢(r,t) = . (5.3.7)
auch tatsichlich die Ausstrahlbedingung (5.3.6) erfiillt. Dabei ist f(£) eine beliebige
Funktion, die die Form der Welle festlegt. Das Argument hangt mit & = r — ¢t vom

Ort und Zeit ab. Es gilt fiir die Zeitableitung
dp 1df 9§  cdf

T (5.3.8)
Wegen 9¢/0r = 1 folgt fiir die rdumliche Ableitung

0 1 1d

9 _ _1 df (5.3.9)

or — r2 +;d§

Setzt man die beiden Ableitungen von ¢ in Gleichung (5.3.6) ein, so heben sich die
Terme mit den Ableitungen df/d¢ heraus. Aus (5.3.8) und (5.3.9) ergibt sich

0 0
r{a—fﬁ-ca—f}:r{—%}:—é (5.3.10)

Dieser Ausdruck verschwindet fiir » — oo. Damit wird die Ausstrahlbedingung (5.3.6)
tatséichlich von Losung (5.3.7) erfiillt. Entsprechend kann gezeigt werden, dafl der
Ansatz (5.3.1) die Ausstrahlbedingung nicht erfiillt.

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer in (5.3.6) wiirde fiir eine kiinstliche
Welle verschwinden, die ohne mit 1/r abzufallen sich wie eine ebene Welle in positive
r-Richtung bewegt. Eine solche Welle hétte die Form

¢ = h(r —ct) (5.3.11)

wobei h eine beliebige Funktion wére. Der Ansatz (5.3.11) lost natiirlich nicht die
Wellengleichung. Entsprechend weichen die Kugelwellen von der kiinstlichen Welle ab,
jedoch werden die Verhiltnisse in den Kugelwellen mit steigendem Abstand immer
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

dhnlicher zu dieser. Der Faktor 1/r dndert sich fiir grofie r immer langsamer, wenn r
weiter ansteigt. Zusétzlich reduziert sich mit wachsendem r die Kriimmung der Wel-
lenfronten. Entsprechend verhilt sich die Losung (5.3.7) immer mehr wie eine ebene
Welle. In Gleichung (5.3.10) wird sozusagen in der geschweiften Klammer die Abwei-
chung zum ebenen Fall berechnet. Die Abweichung fillt mit 2 nach aufien ab.

5.4. Energie und Intensitdt

In Abschnitt 3.2 wurde die akustische Energie in eindimensionalen Wellen eingefiihrt.
Die gesamten Uberlegungen aus diesem Abschnitt lassen sich auch auf den dreidimen-
sionalen Fall tibertragen. Fiir die kinetische akustische Energie pro Volumen ergibt
sich 1
L2
Ckin = 5 P00 (5.4.1)
Im Unterschied zum eindimensionalen Fall tritt hier das Quadrat des Geschwindig-
keitsvektors 7/> = |7/|2 auf. Das heifit, statt der skalaren Geschwindigkeit wird der
Betrag der Geschwindigkeit eingesetzt. Die potentielle akustische Energie pro Volumen
wird weiterhin mit )
1c¢2 o 19
e = - — = —
POt =5 " 2 poc?
angenommen. Dies entspricht exakt der eindimensionalen Welle. Dagegen ist die aku-
stische Intensitét jetzt eine vektorielle Grofie, die mit

(5.4.2)

Ln=p ¢ (5.4.3)

definiert ist. Der Vektor fa ist ein Energiefluidichtevektor. Fiir die akustische Energie
gilt auch im dreidimensionalen eine Erhaltungsgleichung. Diese lautet

0 oo
g (exin + €pot) + divIa =0 (5.4.4)
oder in ausfiihrlicher Schreibweise
0 1 1 p/2 . A
e <§pov + 3 o0 2 +div (p'0") =0 (5.4.5)

Die Giiltigkeit der Energieerhaltungsgleichung kann gezeigt werden, indem die Schelle
und der Druck durch das akustischen Potential ausgedriickt wird. Setzt man

7’ = grad ¢ (5.4.6)
und 96
! = —py — 4.
p Po ot (5.4.7)

in (5.4.5) ein, so kann die Gleichung nach

06 [ 1 0% B
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umgeformt werden. Die Zwischenschritte dieser Umformung sind im Anhang B.2 ge-
geben. In der geschweiften Klammer in (5.4.8) steht der Wellengleichungsterm fiir
das Potential. Entsprechen p’ und ¢/ einer giiltigen Losung, so erfiillt auch das dazu-
gehorige akustische Potential die Wellengleichung, und der Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer ist gleich Null. Damit ist (5.4.8) erfiillt und die Richtigkeit von (5.4.4)
beziehungsweise (5.4.5) gezeigt.

Intensitdt in der Kugelwelle

Bisher wurde allgemein der Energieerhaltungssatz im dreidimensionalen Fall behan-
delt, und die Definition der akustischen Intensitéit erweitert. Im folgenden sollen die
Erkenntnisse auf die Kugelwellen angewendet werden. ZweckméfBigerweise definiert
man die radiale Intensitdt mit

Iy=1I,- % (5.4.9)
Dabei ist . .
Z z

- 5.4.10

der nach auflen zeigende Einheitsvektor am Ort Z. Es ergibt sich fiir die radiale Inten-
sitét .
/] =/ €T /!

In =p'v =P Uy (5.4.11)

Als Beispiel soll die Intensitét fiir den in Abschnitt 5.2 vorgestellten Fall der atmenden

Kugel berechnet werden. Das Schalldurckfeld und die Schnelle kénnen in der komplexen
Schreibweise mit

P (r,t) = p(r)e™? (5.4.12)

und
ul (r,t) = g (r) ™ (5.4.13)

dargestellt werden. Bei den Gleichungen (5.4.12) und (5.4.13) ist implizit die Real-
teilbildung auf der rechten Seite enthalten, obwohl sie nicht hingeschrieben wird. Dies
ist beim Einsetzen von in (5.4.11) unbedingt zu beachten. Vor der Multiplikation der
komplexen Ausdriicke miissen die Realteile gebildet werden. Fiir die radiale Intensitét
folgt

I = Re{pe™'} - Re{iy ™'} (5.4.14)

Nach (5.2.13) ist in der Kugelwelle die komplexe Druckamplitude p nur vom Ab-
stand r abhéngig. Es kann

B )
pr) = — e~ tkr (5.4.15)

geschrieben werden. Dabei ist B eine komplexe Konstante, die Stédrke und Phase des
Druckfeldes festlegt. Schreibt man

B = |B|e"” (5.4.16)
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

so ist durch |B| die Stérke und durch o die Phase bestimmt. Um die Berechnung der
Intensitéit zu vereinfachen, wird die komplexe Druckamplitude in der Form

Bl . ) B ;
= | | et 671kr _ | | e~ (5417)
r r

dargestellt. Dabei wurde zusétzlich die Abkiirzung
Yv=kr—o (5.4.18)

eingefithrt. Fiir dem Schalldruck ergibt sich
/ ~ jwt ‘B‘ i(wt—1))
P =Re{pe™’} :9%{76 } (5.4.19)
Der reelle Faktor kann aus der Realteilbildung herausgezogen werden. Man erhilt
B ,
P = % Re{e!W—)} (5.4.20)

Schliefllich kann die Realteilbildung ausgefiihrt werden. Fiir die Expotentialfunktion
gilt die allgemeine Beziehung

e = cosa + i sina (5.4.21)

Es folgt damit
B
p = 1B] cos(wt — 1) (5.4.22)
r

Diese einfache Form ergibt sich nur, weil in (5.4.17) der Faktor e*° geschickt abgespal-
ten wurde.

Im néchsten Schritt muf ein reeller Ausdruck fiir u), gefunden werden. Dazu wird
die komplexe Amplitude der Schnelle betrachtet. Verwendet man die radiale Admittanz
Y nach (5.2.49), so ergibt sich

B )
lig = Yap = Yx 1Bl v (5.4.23)
r
Fiir die radiale Schnelle folgt
| rels citl — 1Bl iwt—wyy _ 1Bl i(wt—1)
up, = Re{dy ™'} = Re{ Y, —e b= . Re{Y e } (5.4.24)

Es mufl der Realteil von dem Ausdruck
Yy et = [%{YR} +i3m{YR}} : [cos(wt — ) +isin(wt — zz;)} (5.4.25)

bestimmt werden. Multipliziert man die rechte Seite aus, dann ergeben sich zwei reelle
und zwei komplexe Summanden. Fiir den Realteil sind nur die Reellen wichtig. Es folgt

Re{Vy, @)} = Re{Vy} cos(wt — ¢) — Tm{Yy} sin(wt — ) (5.4.26)
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und damit
! |B] [‘}{e{YR} cos(wt — 1) — Im{Yy} sin(wt — w)} (5.4.27)

R r

Mit (5.4.22) und (5.4.27) sind die beiden Schwankungsgréfien durch rein reelle Aus-
driicke gegeben. Fiir die radiale Intensitét ergibt sich durch Multiplikation

Io=p'u, = 5] [i)‘ie{YR} cos? (wt — ) — Jm{Yy} cos(wt — ) sin(wt — ’(/J)i| (5.4.28)

R TZ

In der eckigen Klammer tritt das Produkt von Sinus und Cosinus eines Arguments
auf. Dies kann mit Hilfe der allgemeinen Beziehung

sin(a) cos(ar) = % sin(2 «) (5.4.29)

in einen einfachen Sinus-Ausdruck umgewandelt werden. Fiir die radiale Admittanz
gilt

1
Vo= — {1 —i i] (5.4.30)
PoC wr
Daraus folgt fiir den Realteil
1
Re{Yr} = — 5.4.31
e{Yn} 2oC ( )
und den Imaginérteil
1
Jm{Yr} =— 5.4.32
m{Yy.} P ( )

Setzt man diese beiden Teile in (5.4.28) ein, erhilt man unter Beriicksichtigung von
(5.4.29) die Beziehung

|BJ?
r2pgc

|BI?

273 pow

I, = cos?(wt — ) + sin(2wt — 29)) (5.4.33)
Formal setzt sich die radiale Intensitét aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Term ist
immer positiv. Der zweite Summand wechselt das Vorzeichen mit der Zeit. Er oszilliert
mit der doppelten Frequenz der Lésung.

In der Praxis ist oft nur die zeitlich gemittelte Intensitidt von Bedeutung. Bildet
man den Mittelwert, so liefert der zweite Summand in (5.4.33) keinen Beitrag. Der

Mittelwert des cos?-Terms ist 1/2. Es ergibt sich

|BJ”
2r2poc

(I) = (5.4.34)
Der zeitliche Mittelwert beschreibt die effektiv abgestrahlte Leistung. Der zweite Sum-
mand in (5.4.33) beschreibt die sogenannte Blindleistung. Thr Momentanwert kann die
mittlere Leistung weit iibersteigen. Die Amplitude des zweiten Terms kann als Produkt

B2 |BJ? (L)Z<IR> (i) (5.4.35)

2r3pow  2r2poc \wr wr
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a) Phasendifferenz 9 = 0

Abbildung 5.3.: Zur Veranschaulichung der Intensitét bei Phasenverschiebung
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

geschrieben werden. Das Verhéltnis zwischen der Amplitude der Blindleistung pro
Fliache und der mittleren Intensitit ist durch den Faktor

c A

prlw (5.4.36)
gegeben. Dieser Faktor tritt schon im Ausdruck (5.4.30) fiir die radiale Admittanz
auf. Er legt das Verhiltnis zwischen Real- und Imaginérteil und damit gemif (5.2.54)
auch die Phasenverschiebung ¢ zwischen Druck und radialer Schnelle fest. Wie die
Phasenverschiebung sich auf den Intensitétsverlauf auswirkt, ist in Abbildung 5.3 an
drei Fillen veranschaulicht. Im Fall a) ist Druck und Schnelle in Phase. Dies entspricht
dem Grenzfall » — co. Entsprechend ist der Faktor in (5.4.36) und damit auch die
Blindleistung gleich Null. Die Intensitét ist immer positiv. Sie oszilliert mit der dop-
pelten Frequenz. Je dichter man sich am Ursprung befindet, umso grofler wird die
Phasenverschiebung. Im Fall b) ist gerade eine Verschiebung von 45° dargestellt. Dies
entspricht einem Abstand, fiir den ¢/(wr) = 1 gilt. Die Intensitit wird zeitweise ne-
gativ. Schliellich ist im Fall ¢) die Situation bei einer Verschiebung von 90° gezeigt.
Dies entspricht dem Grenzfall » — 0. Dann wird der Faktor in (5.4.36) unendlich
grofl. Entsprechend ist die mittlere Intensitéit gleich Null. Es ergibt sich eine reine
Blindleistung.

Der Faktor in (5.4.36) ist klein, falls

> A (5.4.37)

gilt. Wenn man sich relativ zur Wellenlénge weit entfernt vom Zentrum der Kugelwelle
befindet, dann ist die Blindleistung verschwindend gering gegeniiber der effektiven
Wirkleistung. Dagegen iiberwiegt die Blindleistung an Stellen, wo A > 2zr gilt. In
der nach auflen laufenden Kugelwelle tritt dort periodisch eine starke negative radiale
Intensitdt auf. Die akustische Energie “pendelt” sozusagen im Schallfeld hin und her.

Der Bereich, in dem die Bedingung (5.4.37) gilt, wird Fernfeld genannt. Entspre-
chend befindet man sich im Nahfeld, wenn (5.4.37) nicht erfiillt ist. Im Fernfeld ist die
Situation mit der in der ebenen Welle vergleichbar.

5.5. Schalifeld einer vibrierenden Kugel

Im Abschnitt 5.2 wurde das Schallfeld einer atmenden Kugel behandelt. Im folgenden
wird der etwas kompliziertere Fall der vibrierenden Kugel vorgestellt. Mit dem Aus-
druck “vibrierende Kugel” ist eine periodisch hin- und herbewegte Kugel gemeint. Das
Problem ist nun nicht mehr kugelsymmetrisch, wie im Fall der atmenden Kugel.
Betrachtet wird eine starre Kugel mit undurchléssiger Oberfliche. Ihr Radius wird
mit a bezeichnet. Die Kugel schwingt in x1-Richtung hin und her. Die Bewegung ist
harmonisch, d.h. sinusférmig. Der Mittelpunkt der Kugel bewegt sich auf der x1-Achse.
Die mittlere Position des Kugelmittelpunktes befindet sich im Ursprung bei & = 0 be-
ziehungsweise 7 = 0. Die Bewegung ist in der Abbildung 5.4 veranschaulicht. Es ist ein
Schnitt durch die Kugel dargestellt. Die Kugel in der mittleren Position ist gestrichelt
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

T2

Abbildung 5.4.: Schematische Darstellung der vibrierenden Kugel mit Bewegung in
z1-Richtung

eingezeichnet. Die Schnittebene ist die x1,x2-Ebene. Das Problem ist rotationssym-
metrisch im Bezug auf die z1-Achse. Das heif}t, das gleiche Bild wiirde sich auch in
der z1,x3-Ebene ergeben. Die Geschwindigkeit der Kugel wird mit w} bezeichnet. Der
Strich deutet an, dafl es sich um eine kleine Geschwindigkeit im akustischen Sinne han-
deln soll. Das heif}t, die Geschwindigkeit soll klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit
sein. Fiir die harmonische Bewegung gilt

ul () = G ™ (5.5.1)

Dabei ist iy eine komplexe Konstante, die Stédrke und Phase der Bewegung festlegt.

Fiir die Randbedingung an das Schnellefeld sind mehrere Punkte zu beachten. Es
darf kein Durchstrémen der Kugeloberfliche geben, da die Kugel undurchléssig ist.
Eine Bewegung des Fluids tangential zur Oberfliche ist jedoch erlaubt, weil keine
Haftbedingung erfiillt werden muf. Es wird analog zu Abschnitt 3.1 eine vereinfachte
Randbedingung verwendet. Die Schnelle wird nicht an der aktuellen Position der Ku-
geloberflidche vorgegeben, sondern an der mittleren Position bei r = a. Diese Ndherung
ist erlaubt, wenn die Auslenkung der Kugel klein gegeniiber der Wellenléinge ist. Dies
ist gleichbedeutend mit der Bedingung |u | < c.

Um eine formale Beschreibung der Randbedingung zu erhalten, wird ein kleines Ele-
ment der Kugeloberfliche betrachtet. Da die Kugel starr ist, wird durch die Bewegung
der Kugel mit v, in x;-Richtung auch das Element mit der gleichen Geschwindigkeit
bewegt. Die Komponente der Oberflichenbewegung in radialer Richtung mufl mit der
radialen Schnelle u], an dieser Stelle iibereinstimmen. Andernfalls wiirde das Ober-
flichenelement durchstromt werden. Das Verhéltnis von u) und uj, an der Oberfliche
héngt von der Position ab. Die Situation ist in Abbildung 5.5 veranschaulicht.

Im Gegensatz zum Fall der atmenden Kugel ist jetzt die radiale Schnelle auch von
dem Winkel 6 abhéngig:

uy, = up(r,0,t) (5.5.2)

Es bietet sich weiterhin die Darstellung in Kugelkoordinaten an. Aus Abbildung 5.5
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Abbildung 5.5.: Zur Berechnung der radialen Geschwindigkeit an der Kugeloberfliche

ergibt sich fiir die radiale Schnelle an der Oberfliche der Zusammenhang

ul(a,0,t) = cos O ul (t) (5.5.3)
Mit dem harmonischen Ansatz (5.5.1) folgt

ul (a,0,t) = Gy cosfe™? (5.5.4)

Diese Beziehung stellt die Randbedingung an das Schnellefeld dar. Es stellt sich die
Frage welche Losung der Wellengleichung eine solche Randbedingung erfiillt. Dazu sind
einige Punkte zu bemerken:

e Es werden nur harmonische Losungen betrachtet, da die Randbedingung auch
harmonisch ist. Fiir die exakte Randbedingung, bei der die Schnelle an der ak-
tuellen Position vorgegeben wird, wiirde sich jedoch keine harmonische Losung
finden lassen. Dies wurde schon in Abschnitt 3.1 fiir den Kolben diskutiert. Bei
der Vorgabe der Schnelle an der mittleren Position liefert eine harmonische Rand-
bedingung auch harmonische Lésungen.

e Die Losung soll die Ausstrahlbedingung von Sommerfeld erfiillen. Aus dem Un-
endlichen kommende Wellen, die “zufiillig” die Randbedingung an der Kugelo-
berflache erfiillen, werden nicht beriicksichtigt.

Zur Darstellung der Losung wird der Formalismus mit dem akustischen Potential ver-
wendet. Die Losung lautet

w(t—r/c)
cZ)Acosé);n{er} (5.5.5)
Fiihrt man die Differentiation aus ergibt sich
1 iw(t—r/c)
¢ =—A cosb (— +1 E) S (5.5.6)
r c r
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Weiter unten wird gezeigt, dafl das diesem Potential entsprechende Schnellefeld
tatséchlich die Randbedingung (5.5.4) erfiillt. Zuvor soll iiberpriift werden, ob (5.5.6)
auch eine Losung der Wellengleichung ist. Dazu wird zunéchst ein allgemeines Prinzip
vorgestellt.

Neue Lésungen der Wellengleichung durch Differenzieren

Ist ¢, eine Losung der Wellengleichung, die

1 02

2 5m O~ A0 =0 (5.5.7)

erfiillt, so ist auch
_ 0.
B 8:61

eine Losung der Wellengleichung. Dies 148t sich leicht nachweisen, wenn man die Wel-
lengleichung (5.5.7) nach x; differenziert. Es ergibt sich

0 1 02 1 0% (0¢. 0.
0=— |5 =+ — A | === =— 7 — A 5.5.9
Oz | c2 Ot? ¢ ¢ ] c? Ot? {6:01 } {3:171 } ( )

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer entspricht gerade ¢. So folgt direkt

(5.5.8)

1 92
0==—=—=0¢—A 5.5.10
Das bedeutet, das Potential ¢ nach (5.5.8) erfiillt ebenfalls die Wellengleichung. Das
Gleiche gilt iibrigens fiir alle Ableitungen der Losung ¢, sowohl nach einer Raumrich-
tung x; als auch nach der Zeit ¢. Es ergibt sich eine allgemeine Regel:

Durch Differenzieren nach x; oder ¢ ergibt sich aus einer Losung der Wellen-
gleichung immer eine neue Losung.

So lassen sich aus einer bekannten Losung beliebig viele neue Losungen herleiten.

Auch die Losung (5.5.6) 148t sich durch differenzieren aus einer Ausgangslosung
¢« gewinnen. Und zwar wurde die entsprechende Losung bereits im Abschnitt 5.2
behandelt. Das akustische Potential nach (5.2.9) beschreibt eine nach aufien laufende
harmonische Kugelwelle. Sie 16st die Wellengleichung und erfiillt die Randbedingung
an der Oberfliche einer atmenden Kugel. Diese Kugelwelle wird im weiteren mit

eiw(tfr/c)

als Ausgangslosung eingesetzt. Dieses Feld ist kugelsymmetrisch:

b = bu(r,1) (5.5.12)
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Fiir die Ableitung nach x; folgt

09 _ 0. Or
0, ~ Or o (5.5.13)

Dies wiirde deutlich komplizierter werden, wenn ¢, auch noch von 6 abhéngen wiirde.
Der Abstand r ist mit

r= (a2 +ad+a)? (5.5.14)
gegeben. Fiir die Ableitung von r ergibt sich
or T
—=— 5.5.15
0x1 r ( )
Die Koordinate z; kann durch Kugelkoordinaten ausgedriickt werden. Es gilt
x1 =1 cosf (5.5.16)
Damit 148t sich die Ableitung auch als
0
T~ cosh (5.5.17)
T
darstellen. Setzt man (5.5.11) und (5.5.17) in (5.5.13) ein, folgt
a(b* o eiw(t—r/c)
= = 0 —_— A _— . .].
0] B, cos = { " (5.5.18)

Jetzt braucht man nur noch die Konstante A vorziehen, und man erhilt die angegebene
Losung (5.5.5). Das bedeutet die Losung fiir die hin- und herbewegte Kugel ergibt sich
aus der Losung fiir die atmende Kugel durch Differenzieren in der Bewegungsrichtung.

Das Schnellefeld

Bisher wurde gezeigt, dafl die Losung (5.5.5) beziehungsweise (5.5.6) die Wellenglei-
chung erfiillt. Im folgenden mufl noch iiberpriift werden, ob die angegebene Losung
tatséichlich auch der Randbedingung fiir die harmonisch hin- und herbewegte Kugel
entspricht. Die Randbedingung ist eine Bedingung an das Schnellefeld. Die Schnelle
wird aus dem Potential ¢ durch

v = grad ¢ (5.5.19)

bestimmt. In dem vorliegenden Fall ist nur die radiale Schnelle von Bedeutung, denn
nur sie kommt in den Randbedingung vor. Fiir die radiale Schnelle ergibt sich

Z  0¢
=grad¢ — = — 5.5.20
Diese Beziehung gilt allgemein fiir die Darstellung in Kugelkoordinaten und wurde
auch schon bei der Betrachtung der atmenden Kugel verwendet. Dort ergab sich durch
die Kugelsymmetrie eine von der Richtung unabhéngige Schnelle. Hier erhélt man jetzt

I =
Uy = U

R R
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aus (5.5.6) durch Differenzieren nach r eine vom Winkel § abhéingige radiale Schnelle
mit

cr2 2

2 2 2 ,
ul(r,0,t) = A cosf (3 Y R w> ewt=r/e) (5.5.21)
r r

Die Randbedingung wird an der mittleren Position der Oberfliche bei r = a vorgege-
ben. Es mufl nun der komplexe Faktor A so gewéhlt werden, damit die durch (5.5.21)
gegebene radiale Schnelle bei r = a tatséchlich die Gleichung (5.5.4) erfiillt. Setzt man
r =a in (5.5.21) ein und vergleicht das Ergebnis mit (5.5.4), folgt

2 2 2 ) .
A cos <a3 +1 % - ;a) ewt=a/9) — i cosfe? (5.5.22)
Division durch die Faktoren cosf und e*? liefert
2 2w w? ika -

Schliellich kann nach A aufgelost werden. Es folgt

,&K CL3 eika

A= — (ﬂ) - (ﬂ)Q (5.5.24)

c c
Damit ist gezeigt, dafl bei entsprechender Wahl von A die Randbedingung wirklich
erfiillt wird. Das Ergebnis zeigt auch, wie die Stérke des Schallfeldes von dem Radius

der Kugel a abhiingt. Die Stéirke ist durch |A| bestimmt. Durch den komplexen Faktor
Uy ist die Bewegung der Kugel vorgegeben. Der Faktor

wa _ Zma (5.5.25)

legt fest, wie die Stérke des Schallfeldes von dem Radius a abhingt. Der Ausdruck
e*@ spielt fiir den Betrag von A keine Rolle. Er geht lediglich in die Phase von A ein.
Ebenso ist fiir die Stirke des Schallfeldes nur der Betrag von w wichtig.

Ist der Kugelradius klein gegeniiber der Wellenlénge A, so ist der Faktor in (5.5.25)
ebenfalls klein und der Nenner in (5.5.24) ist ndherungsweise gleich 2. Daraus ergibt
sich eine Abhéngigkeit der Stéirke mit der dritten Potenz vom Kugelradius. Das be-
deutet, die Erzeugung von Schallfeldern mit einer kleinen Kugel ist relativ ineffizient.
Ist dagegen der Radius der Kugel grof3 gegeniiber der Wellenlédnge, so ist der Faktor in
(5.5.25) grof. In diesem Fall dominiert das Quadrat des Faktors den Nenner in (5.5.24).
Dann ist der Betrag von A linear mit dem Kugelradius a verkniipft. Fiir relativ grofe
Kugeln ergibt also eine Verdoppelung des Durchmessers bei gleicher Bewegung ein
doppelt so starkes Schallfeld. Ein dhnliche Abhéingigkeit ergab sich auch im Abschnitt
5.2 fiir die atmende Kugel.

In Abbildung 5.6 soll die Losung fiir die vibrierende Kugel veranschaulicht werden.
Zum Vergleich ist im oberen Teil das ¢-Feld einer atmenden Kugel nach (5.5.20) abge-
bildet. Im unteren Teil ist die Lésung nach (5.5.5) zu sehen. Dargestellt ist ¢ in einer
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Atmende Kugel

Vibrierende Kugel

Abbildung 5.6.: Gegeniiberstellung der ¢-Felder fiir die atmende Kugel (oben) und die
vibrierende Kugel (unten); dargestellt ist ¢ in der xy,z2-Ebene; die
vibrierende Kugel schwingt in x;-Richtung.

Kreisscheibe um die Kugel in der 1, zo-Ebene. Diese Ebene schneidet die Kugel in der
Mitte. Die Darstellung ist pseudo-dreidimensional. In der dritten Dimension ist ¢ zu
einem festen Moment aufgetragen. Die Lage der x1- und xo-Achsen ist mit dunklen Li-
nien markiert. Die Losung fiir die atmende Kugel ist kugelsymmetrisch. Entsprechend
ergibt sich in jeder Richtung der gleiche Verlauf. Bei der vibrierenden Kugel ist das
nicht der Fall. In der Richtung senkrecht zur x1-Achse — also senkrecht zur Bewegungs-
richtung — ist ¢ gleich Null, da cos @ dort verschwindet. Dies wird im unteren Teil von
Abbildung 5.6 deutlich. In z;-Richtung breiten sich Wellen aus und in xs-Richtung
ist keine Auslenkung zu beobachten. Auffillig ist auch, das die in entgegengesetzter
Richtung laufenden Wellen auch ein entgegengesetzte Phase besitzen.

135



5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

Druckverteilung und radiale Impedanz

Bisher wurde lediglich das Potential ¢ und die radiale Schnelle u}, betrachtet. Schliefi-
lich soll auch noch das Druckfeld untersucht werden. Dies ist wie die radiale Schelle
auch richtungsabhéngig. Das Druckfeld berechnet sich allgemein mit

/ I

aus dem Potential. Fiir die Losung (5.5.6) ergibt sich speziell

1 .
p'(r,0,t) = iwpoA cosb (—2 +i ﬂ) ew(t=r/e) (5.5.27)
T

rc

Sowohl fiir die radiale Schnelle als auch fiir den Druck lassen sich komplexe Amplituden
Uy beziehungsweise p einfithren. Damit kann das Schnellefeld mit

U (r,0,t) = Gin(r,0) " (5.5.28)
und das Druckfeld mit
p'(r,0,t) = p(r,0) e (5.5.29)

dargestellt werden. Die komplexen Amplituden héngen vom Abstand r und vom Win-
kel 6 ab. Durch Vergleich mit (5.5.21) und (5.5.27) konnen 4, und p einfach ermittelt
werden. Es ergibt sich

. 2 2w w? ikr
UR('I"7 0) = A cosf ('r‘_3 +1 C’r_2 - %) e (5530)
und
5(r,0) = iwpo A cos0 [ = 47 it (5.5.31)
r,0) =iw —+i— e .D.
pr, Lo 7"2 re

Analog zur atmenden Kugel kann dann eine radiale Impedanz als Quotient der kom-
plexen Amplituden berechnet werden. Man erhélt

LW w2
p e e

I i
r3 cr?2  c2r

Iy =

Zu bemerken ist, daf} die radiale Impedanz Zy nicht vom Winkel § abhéngt. Die cos 6-
Abhangigkeit von ty und p féllt bei der Division heraus. Es ist lediglich

Za = Zu(r) (5.5.33)

Natiirlich héngt Z; auch noch von pg, ¢ und w ab, aber diese Parameter werden bei
der weiteren Diskussion als konstant angenommen.
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

Die radiale Impedanz ist komplex wie im Fall der atmenden Kugel. Durch Erweitern
mit 7c? /w? auf der rechten Seite von (5.5.32) ergibt sich

/c
7 (—) —1
wr
2(S) 42 ()1
wr wr
In dieser Form wird die Abhéngigkeit der radialen Impedanz vom Abstand r etwas

deutlicher. Entscheidend ist der Faktor

c A
- = 5.5.35
wr 2mr ( )

Zy = poc (5.5.34)

Im Grenzfall fiir grofle Absténde r geht der Faktor gegen Null. Fiir den Limes der
radiale Impedanz ergibt sich dann

lim Zy = poc (5.5.36)
Fiir grole Abstéinde im Sinne von
T3> A (5.5.37)
gilt also ndherungsweise
Zn & poc (5.5.38)

Dies entspricht auch dem Fall der atmenden Kugel. Im Fernfeld r» > X ist die radiale
Impedanz ndherungsweise reell. Damit sind radiale Schnelle und Schalldruck in Phase.
Das Verhiltnis zwischen beiden entspricht dem in einer ebenen Welle. Dagegen wird
fiir kleinere Abstéinde r, die nicht (5.5.37) erfiillen, die radiale Impedanz komplex. Das
heifit, es gibt eine nicht vernachléssigbare Phasenverschiebung zwischen Druck und
radialer Schnelle.

Kraft auf die Kugel

Die Phasenverschiebung zwischen Druck und Schnelle bewirkt eine Blindleistung im
Nahfeld, wie im Fall der atmenden Kugel. In Abschnitt 5.4 wurde die Intensitét in dem
Schallfeld der atmenden Kugel untersucht. Die abgestrahlte Leistung ergibt sich dann
durch Integration iiber eine geschlossene Fliche um die Kugel. Im Fall der vibrieren-
den Kugel kann die abgestrahlte Leistung aus der zur Bewegung notwendigen Kraft
abgeleitet werden. Diese Kraft kompensiert die durch die unsymmetrische Druckver-
teilung auf der Kugeloberfliche entstehende Kraft. Sie stellt damit die Gegenkraft zur
Druckkraft dar. Zunéchst soll diese Kraft berechnet werden.
Der Druck auf der Oberfliche 148t sich formal mit

p'(a,0,t) = p(a, ) " (5.5.39)

darstellen. Fiir die Bewegung ist nur die Kraftkomponente in zi-Richtung wichtig.
Diese ergibt sich durch Integration des Drucks iiber die Oberfliche S der Kugel. Dabei
braucht nur der Schalldruck beriicksichtigt werden. Das Integral des Gleichanteils pg
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5. Einfache dreidimensionale Schallfelder

iiber die Oberflache ist gleich Null. Die Druckkraft auf einem infinitesimalen Fléchen-
element dS bewirkt eine Kraft in radialer Richtung. Die x1-Komponente dieser Kraft
ist durch Multiplikation mit cosf gegeben. Es ergibt sich fiir die zur Bewegung not-
wendige Kraft
Fu(t) = / cos 0 p/(a,0,1) dS (5.5.40)
s

Im folgenden werden die beiden Punkte, an denen die x1-Achse die Kugeloberfldche
durchstoft, als Pole bezeichnet. Eine positive Druckstérung an dem Pol auf der po-
sitiven Halbachse bei § = 0 bewirkt eine Kraft entgegen der x;-Richtung — also eine
negative Kraft auf die Kugel. Diese mufl durch eine positive Gegenkraft ausgeglichen
werden. Druckstérungen an dem Aquator der Kugel bei § = 7/2 ergeben keinen Anteil
in z1-Richtung.

Mit Hilfe der radialen Impedanz 148t sich der Druck auf der Oberfliche in der Form

p'(a,0,t) = igx(a,0) Zz(a) ! (5.5.41)

schreiben. Aus der Randbedingung (5.5.4) folgt fiir die komplexe Amplitude 4y bei
r = a die Beziehung
Ug(a,d) = Gk cosd (5.5.42)

Damit ergibt sich fiir den Druck
p'(a,0,t) = iy cosf Zy(a) ™! (5.5.43)

Die Winkelabhéngigkeit des Drucks p’(a, 0, t) steckt in dem cos -Term. Wird (5.5.43)
auf der rechten Seite von (5.5.40) eingesetzt, konnen alle Terme, die nicht von 6
abhéingen und damit iiberall auf der Oberfliche S konstant sind, aus dem Integral
herausgezogen werden. Es ergibt sich

Fu(t) = i Zo(a) €t / cos?0dS (5.5.44)
s
Das verbleibende Integral 148t sich nach Parametrisierung der Oberfliche mit den

Kugelkoordinaten 6 und [ einfach berechnen. Man erhalt

4
/ cos?dS = §7ra2 (5.5.45)
S

ZweckméBigerweise wird auch die Kraft F; in komplexer Schreibweise mit

Fi(t) = Fy et (5.5.46)
dargestellt. Die komplexe Amplitude Fy ist durch die Vorfaktoren in (5.5.44) gegeben.
Es gilt

.4
F = gmﬁ lix Zn(a) (5.5.47)
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5.5.  Schallfeld einer vibrierenden Kugel

Leistung der vibrierenden Kugel

Die an der Kugel vollbrachte Leistung berechnet sich nach

Energie  Kraft x Weg
Zeit  Zeit

aus dem Produkt von Kraft und Geschwindigkeit. Fiir die Geschwindigkeit der Kugel

gilt

Leistung = (5.5.48)

ul () = G ™ (5.5.49)
Bei der Berechnung der Leistung ist wieder die korrekte Realteilbildung zu beachten.

Vereinbarungsgemasf ist implizit in dem Gleichheitszeichen in (5.5.46) und (5.5.49) die
Realteilbildung enthalten. Daher mufl die Leistung, die mit P bezeichnet wird, nach

P(t) = Re{ F} ™'} - Re{tiy "} (5.5.50)

berechnet werden. Im Fall der atmenden Kugel wurde die radiale Intensitdt mit Hilfe
der Gleichung (5.4.14) berechnet. Auch dort wurde ein Produkt von zwei Realteilen
gebildet. Anschliefend wurde durch Integration iiber die Kugeloberfliche aus der In-
tensitdt die Leistung bestimmt. Hier wurde dagegen die Integration bereits vor der
Produktbildung durchgefiihrt.

Wie im Fall der atmenden Kugel kann die Leistung in einen Blindanteil, der im
zeitlichen Mittel verschwindet, und einen Wirkanteil zerlegt werden. Das Verhiltnis
von Blind- und Wirkleistung ist durch die Phasenverschiebung zwischen der Kraft
und der Geschwindigkeit gegeben. Sind die Gréfien in Phase, dann besitzen beide
Realteile in (5.5.50) immer das gleiche Vorzeichen. Damit ist P(t) fiir alle Zeiten posi-
tiv, und der Blindanteil ist gleich Null. Bei einer Phasenverschiebung um 90° wechselt
das Vorzeichen von P(t) gerade so, dafl die Leistung im zeitlichen Mittel verschwindet.
Dann liegt nur noch Blindleistung vor. Im allgemeinen liegt die Phasenverschiebung ir-
gendwo zwischen diesen beiden extremen Konstellationen. Die Amplituden 4k und 12
konnen, wie es in Abbildung 5.7 dargestellt ist, als Vektoren in der komplexen Ebene
angesehen werden. Die Kraftamplitude F 188t sich in zwei Komponenten parallel und
senkrecht zu iy zerlegen. Der Anteil in Richtung von 4y bestimmt die Wirkleistung
und die senkrechte Komponente die Blindleistung. Die GroBen @, und Fy héingen nach
(5.5.47) voneinander ab. Die Phasenverschiebung zwischen den komplexen Amplituden
wird durch die radiale Impedanz Zy(a) bestimmt. Ist 4y, gegeben, wird die Kompo-
nente von F parallel zu 4y durch den Realteil Re{Zy(a)} festgelegt. Die Senkrechte
Komponente héngt entsprechend nur von Jm{Zx(a)} ab.

Bisher wurde nicht beriicksichtigt, dafl auch eine Kraft notwendig ist, um die Mas-
se My der Kugel bei der Bewegung zu beschleunigen. Die mechanische Kraft ergibt
zusammen mit F7, die im folgenden als akustische Kraft bezeichnet wird, die Gesamt-
kraft. Fiir die mechanische Kraft (Masse x Beschleunigung) gilt

du!
Fanech = M =& (5.5.51)

Fiir den harmonischen Fall ergibt sich in komplexer Formulierung

Frnech(t) = Fmech et = iwMy fiy (5.5.52)
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Abbildung 5.7.: Komplexe Amplituden der Kraft und Geschwindigkeit

Die mechanische Kraft F ..y, () ist damit relativ zur Geschwindigkeit u (¢) um 90°
phasenverschoben. Im zeitlichen Mittel wird keine mechanische Leistung beim hin- und
herbewegen der Kugelmasse verbraucht. Die Energie pendelt sozusagen zwischen dem
Antrieb und der Kugel hin- und her. Bei Beschleunigen wird Arbeit an der Kugel gelei-
stet, die dann beim Abbremsen zuriickgewonnen wird. Wenn der Antrieb reibungsfrei
ist, ergibt sich durch die mechanische Kraft nur eine Blindleistung.

Um die Phasenverschiebung zwischen Fi () und u] (¢) zu bestimmen, wird die radia-
le Impedanz genauer betrachtet. Der Ausdruck fiir Zy in (5.5.32) wird so umgeformt,
da8 der Nenner reell wird. Dies ist durch Erweitern mit dem konjugiert komplexen
Wert des Nenners moglich. Es ergibt sich

. (wrT 1 [wr\2 1 [wr\?
) () ]+ (D)
Zy = PC. . (5.5.53)
2 wr 2 wry\ 2
T+ 2)
c c

Real- und Imaginérteil von Zy lassen sich in dieser Form besser miteinander verglei-
chen. Der gesamte Ausdruck hangt von dem Term

wr 2mr
— =kr = — 5.5.54
T k== (5.5.54)

ab. Speziell an der Kugeloberfliche bei r = a ist demnach der Faktor

wa 2ma

c A
fiir Zx(a) entscheidend. Der Realteil héngt mit der vierten Potenz von diesem Faktor
ab. Der Imaginérteil besitzt dagegen einen Anteil, der nur linear mit dem Faktor
verkniipft ist.

Betrachtet man den Grenzfall einer relativ kleinen Kugel im Sinne von

(5.5.55)

a< A (5.5.56)
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dann gilt
! (5.5.57)
c

In diesem Fall ist der Realteil von Zx(a) gegeniiber dem Imaginiirteil vernachléissigbar

gering. Der Nenner des zweiten Quotienten in (5.5.53) ist approximativ gleich Eins.
Entsprechend folgt die Ndherung

L0 (way L poa
Zn(a) =i 5 (C) w = (5.5.58)

Setzt man diese Beziehung in (5.5.47) ein, erhélt man fiir die akustische Kraft
o iwt .2 3 ~ twt
Fi=Fe %zwgwa po Uy € (5.5.59)

Bei einer relativ kleinen Kugel ergibt sich demnach iiberwiegend Blindleistung. Die
Wirkleistung ist demgegeniiber verschwindend gering. Berechnet man die Gesamtkraft

Fies(t) = Faneen(t) + Fi(t) = (Finean + Fi) € (5.5.60)
auf die Kugel, ergibt sich zusammen mit (5.5.52) die Niherung
Fyes(t) & iw (My + Mg) fixc " (5.5.61)
Dabei wurde die Abkiirzung

14 1
—7a® po = = Vi po (5.5.62)

My =33 2

eingefithrt. Anschaulich entspricht My der halben Masse des Mediums, welches durch
die Kugel mit dem Volumen Vi verdringt wird. Das bedeutet, im Grenzfall der relativ
kleinen Kugel wirkt die Druckkraft auf die Kugel so wie eine zusétzliche Masse. Man
bezeichnet daher My auch als die mitschwingende Mediummasse.

Im Grenzfall einer relativ groffen Kugel im Sinne von

a> A (5.5.63)
gilt
£« (5.5.64)
wa

Die radiale Impedanz fiir grofle Abstidnde r wurde bereits oben diskutiert. Geméf
(5.5.38) gilt
Zr(a) = poc (5.5.65)

Fiir eine relativ grofie Kugel entspricht die radiale Impedanz an der Kugeloberfliche
néherungsweise dem reellen Wellenwiderstand. Die Wirkleistung iiberwiegt der Blind-
leistung. Fiir die akustische Kraft folgt

P 4 )
Ft)=Fe“'~ 37 a? poc iy ™" (5.5.66)
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Dies kann mit der Kraft auf einen harmonisch oszillierenden Kolben im Rohr verglichen
werden. Bewegt dieser sich mit der Geschwindigkeit u} (¢), so ist der Druck auf der
Kolbenoberfldche mit

Pi(t) = pocus(t) (5.5.67)

gegeben. Die Kraft Fi(t) auf den Kolben erhilt man durch Multiplikation mit der
Querschnittsfliiche @. Bei harmonischer Bewegung nach (5.5.52) folgt

Fi(t) = Qpi(t) = Q pocin e (5.5.68)
Dieses Ergebnis kann mit der Kraft F}(¢) nach (5.5.66) verglichen werden. Im Grenz-

fall der relativ grofien Kugel entspricht Fj(t) ndherungsweise der Kraft, die auf ein
bewegten Kolben im Rohr mit der Querschnittsfliche

4
Q=3 7 a’ (5.5.69)

wirkt. Entsprechend wird auch die akustische Leistung abgestrahlt, die ein Kolben im
Rohr mit der angegebenen Oberfliche bei der gleichen Auslenkung abgibt.
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6.1. Monopol

Im letzten Kapitel wurden einfache Losungen der Wellengleichung vorgestellt, die die
Abstrahlung von Schall in den unendlich ausgedehnten Raum beschreiben. Die Losun-
gen fiir die atmende und die vibrierende Kugel besitzen beide eine Singularitét im
Kugelmittelpunkt. Im folgenden soll diese Singularitét genauer untersucht werden.
Dazu wird zunéchst die Losung fiir die atmende Kugel aus Abschnitt 5.2 betrachtet.
Die Losung fiir das akustische Potential lautet

o(r,t) = éeMH/C) (6.1.1)
Stérke und Phase des Schallfeldes sind durch die komplexe Konstante A festgelegt. Sie
muf} so gewdhlt werden, daf§ die Randbedingung an der Kugeloberfliche erfiillt wird.
Das wird durch die Bestimmungsgleichung 5.2.38 erreicht. Fiir die Stérke des Schallfel-
des ist allein |A| entscheidend. Wird die Auslenkung der Kugeloberfliche verdoppelt,
ergibt sich auch eine Verdopplung von |A|.

Es ist moglich mit verschieden grofien Kugeln genau die gleiche Losung zu erzeugen,
wenn die Auslenkung der Oberflichen mit Phase und Amplitude angepafit wird. Die
kleinere Kugel miifite entsprechend mehr auslenken. In einem Gedankenexperiment
kann man sich sogar vorstellen, dal man immer kleinere Kugeln nimmt, um das gleiche
Feld zu erzeugen. Das bedeutet, der mittlere Kugelradius a wird immer kleiner und die
Stérke |A| wird konstant gehalten, indem die Auslenkung der Kugeloberfliche immer
weiter erhoht wird. Es ergibt sich folgendes Szenario

e Die Auslenkung der Kugeloberfliche wird grofler als der mittlere Radius a. Eine
solche Kugel ist damit praktisch gar nicht mehr denkbar.

e Die Druckamplitude und die Schnelleamplitude an der Oberfliche werden immer
grofler. Irgendwann ist die Druckamplitude groler als der Ruhedruck pg und es
ergibt sich zeitweise ein negativer Druck.

e Die Voraussetzungen fiir die linearen Gleichungen der Akustik sind wegen der
groflen Amplituden in Kugelndhe dort auch nicht mehr erfiillt.

Im Grenzfall
a—0 (6.1.2)
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ergibt sich schlieBlich eine unendlich kleine Kugel mit unendlicher grofer Auslenkung
der Oberfliche. Das Schallfeld geht scheinbar von einem Punkt aus. Man erhélt eine
Punktquelle, die Monopol genannt wird.

Obwohl mit den Punktquellen viele prinzipielle Probleme, wie die unendlich grofien
Amplituden und der negative Druck, verkniipft sind, ist das Konzept der Punktquel-
len durchaus ein niitzliches Hilfsmittel in der Akustik. Es ist zu Vergleichen mit den
Quellen und Senken in einer stationdren Potentialstromung. In der Ndhe der Quel-
len wird auch die Geschwindigkeit unendlich groB. Das gleiche gilt fiir das Zentrum
eines Potentialwirbels. Die genannten Ansitze besitzen alle prinzipielle “Schwierigkei-
ten” wie der Monopol. Dennoch lassen sich mit der Potentialtheorie viele praktische
Stromungsprobleme 16sen.

Massenquelle in stationdrer Potentialstromung

Die Punktquellen in der Akustik lassen sich direkt mit den Quellen und Senken in einer
stationéiren Potentialstromung vergleichen. Auch lassen sich beide Arten von Quellen
in analoger Weise mathematisch beschreiben. Es wird daher im folgenden zuné#chst
eine einfache Potentialstromung mit einer Quelle im Ursprung bei & = 0 betrachtet.
Das Potential fiir eine solche Stromung ist mit

== (6.1.3)

gegeben. Dabei ist A eine reelle Konstante, die die Stdrke der Quelle festlegt. Das
Vorzeichen von A bestimmt, ob es sich um eine Quelle oder eine Senke handelt. Mit
r = |Z| ist der Abstand vom Ursprung gegeben. Das Feld (6.1.3) erfiillt die Laplace-
Gleichung

Ap=0 (6.1.4)

iiberall, auler im Punkt & = 0 beziehungsweise » = 0. Dort besitzt die Losung eine
Singularitdt, und A¢ ist dort nicht definiert.

Das Problem ist kugelsymmetrisch. Alle Groflen hdngen nur vom Abstand r zum
Ursprung ab. Es ist zweckmiBig die radiale Geschwindigkeit

3|y

(6.1.5)

Ug = U

einzufiithren. Die Geschwindigkeit ¢ entspricht dem Gradienten des Potentials. Es folgt

0¢
uy = grade - = B (6.1.6)
Das gesamte Stromungsfeld wird von der Massenquelle am Punkt » = 0 bestimmt.
Die Losung besitzt dort eine Singularitdt. Fiir ein anderen Faktor A dndert sich der
Wert von ¢ bei 7 = 0 nicht: Er bleibt unendlich. Die Singularitdt muf} sich aber ir-
gendwie verdndert haben, denn die Quellstérke hat sich verdndert. Es soll im folgenden
eine quantitative Beschreibung fiir die Singularitit bei r = 0 gefunden werden.
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Abbildung 6.1.: Kugel mit Oberfliche Sk und punktformiger Massenquelle im Mittel-
punkt bei r =0

Dazu betrachtet man zunéchst die Masse pro Zeit, die von der Quelle ausgeht. Sie
wird mit @ bezeichnet. Um ihren Wert zu berechnen wird ein Kugelvolumen mit
Radius a um die Stelle 7 = 0 konstruiert, wie es in Abbildung 6.1 illustriert ist. Der
Massenflufl ist durch ein Integral iiber die Oberfliche Sx der Kugel zu berechnen. Es
gilt

Qv = /pouR dSk (6.1.7)
Sk

Das Produkt pouy ist die MassenfluBdichte in radialer Richtung. Mit Gleichung (6.1.6)
folgt

99
M = K .
Qu = po / 5 35 (6.1.8)
Sk
Fiir die Losung (6.1.3) ergibt sich die Ableitung
0¢ A
oY 1.
or 72 (6.1.9)

Auf der Kugeloberfliche ist iiberall » = a. Das Integral in (6.1.8) kann leicht berechnet
werden, da der Integrand konstant ist. Man erhalt

A
Qu = 4ma’® (—a—2> Po (6.1.10)
Dies kann in
Qu = —4mApo (6.1.11)

umgeformt werden. Damit ist der Massenflul bestimmt. Ein positives A ergibt eine
negativen Massenfluf}, also eine Senke.

Die Grofle @ wurde durch Integration iiber die Kugeloberfliche gewonnen. In dem
Oberflachenintegral “steckt” sozusagen Information iiber die Verhéltnisse am Quell-
punkt r = 0. Der Radius a der gedachten Kugel, iiber deren Oberfliche integriert
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wurde, kann frei gewéhlt werden. Das Ergebnis fiir @)y, mufl immer das gleiche sein —
unabhéingig von a. In dem Oberfléichenintegral scheint daher ausschlielich Information
iiber den Punkt r = 0 zu stecken. Dies wird deutlich wenn man das Oberflicheninte-
gral in ein Volumenintegral mit Hilfe des Satzes von Gauss umwandelt. Dazu wird der
nach auflen zeigende Normalenvektor auf der Kugeloberfliche mit

z
n=— 6.1.12
= ( )
definiert. Damit kann auf der Oberflache
Ug = % =7 gradp =1 U (6.1.13)
geschrieben werden. Mit dem Satz von Gauss ergibt sich die Beziehung
/ﬁ grad ¢ dSx = /div(grad (b) dVk (6.1.14)
SK VK

Dabei ist mit Vi das Volumen der Kugel bezeichnet.
Zur Erinnerung sei hier nochmal der Satz von Gauss angegeben. Fiir ein Vektorfeld
B und ein Volumen V mit Oberfliche S gilt die Beziehung

/divé v = /(ﬁ-é) ds (6.1.15)
14 S

In unserem speziellen Fall entspricht grad ¢ dem Vektorfeld B.
In Gleichung (6.1.14) tritt die Kombination von div- und grad-Operator auf. Dafiir
gilt allgemein
div(grad ¢) = A¢ (6.1.16)
Damit kann die Beziehung zwischen dem Oberflichen- und dem Volumenintegrale iiber
die Kugel als
/uRdSK = /Ad)dVK (6.1.17)
Sk Vk
geschrieben werden. Diese Beziehung gilt allgemein fiir beliebige Potentiale ¢. Hier
wird speziell die Losung der Punktquelle (6.1.3) betrachtet. Fiir sie wurde das Ober-
flachenintegral auf der linken Seite bereits weiter oben berechnet. Es entspricht nach

(6.1.7) bis auf den Faktor py dem Massenflufl @,. Mit (6.1.11) ergibt sich fiir die
betrachtete Quellstromung die Beziehung

/A¢dVK = /A {é} dVi = —47A (6.1.18)
Vk

Vk

Interessanterweise gilt
Ap=0 firalle Z#0 (6.1.19)
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Das bedeutet, der Integrand in (6.1.18) ist iiberall gleich Null auler im Punkt r = 0
(beziehungsweise & = 0). Das Integral besitzt jedoch einen Wert ungleich Null. Dieser
kann nur durch die Integration iiber die Singularitdt an der Stelle r = 0 herriihren.
Verschiebt man die gedachte Kugel, so dafl ihr Mittelpunkt an der Position ¥y # 0
liegt, dann wird das Integral davon abhéingig, ob der Punkt r = 0 in der Kugel liegt.
Wird der Radius a der verschobenen Kugel verkleinert, bis 7 = 0 auflerhalb ist, dann
ergibt sich Null. Es gilt daher

A
lim, / A{7} dVix =0 (6.1.20)

Vk (fo)

Dabei ist mit Vi (Zy) das Volumen der verschobenen Kugel mit Mittelpunkt bei &y
bezeichnet. Nur fiir die Kugel um & = 0 ist der Limes ungleich Null. Es gilt

lim A {é} AV = —47A (6.1.21)
T

a—0
Vk (0)

Anscheinend liefert nur die Stelle £ = 0 einen Beitrag zum Integral. Dort ist jedoch
Ag fiir die singuléire Losung (6.1.3) gar nicht definiert. Denn durch die Singularitit der
Losung ist A¢ selbst singulér. Diese Singularitdt kann anscheinend durch ein Integral
wie in (6.1.21) quantifiziert werden. Die Grofle

A
A¢=A{—} (6.1.22)
T
verhélt sich wie die Diracsche §-Funktion, die in Abschnitt 1.5 vorgestellt wurde. Die
0-Funktion ist auch iiberall gleich Null bis auf den Punkt Z = 0, in dem sie singulér
ist. Das Integral iiber die -Funktion ist ebenfalls endlich. Es gilt

. |1 falls £=0€V
/5(@) dV_{ 0 sonst (6.1.23)

14

Das bedeutet, man kann A¢ fiir die Losung (6.1.3) mit einer -Funktion beschreiben.
Dies kann mit

r

A {é} = —4nAS(F) (6.1.24)

dargestellt werden. Die Gleichung (6.1.24) gilt in dem erweiterten Funktionenraum,
in dem die sogenannten Distributionen, wie die d-Funktion, zugelassen sind. Dort ist
dann auch A¢ an den Stellen definiert, am denen ¢ eine Singularitét besitzt.

Durch den Formalismus in (6.1.24) lassen sich ebenfalls Quellen an anderen Stellen
ausdriicken. Die Gleichung

A¢ = —4A7 A (T — ) (6.1.25)

wird durch das Potential A
=5 6.1.26
o= Fm (6.1.26)
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6. Schallquellen

gelost. Diese Losung beschreibt eine Quelle an der Stelle Zy. Gleichung (6.1.25) kann
als Bestimmungsgleichung fiir diese Quellstromung angesehen werden. Im Gegensatz
zur homogenen Laplace-Gleichung (6.1.4) gilt (6.1.25) im gesamten Raum, also auch
in dem singuldren Punkt. Gleichung (6.1.25) stellt damit eine Erweiterung von (6.1.4)
dar. Die Eigenschaften der Quelle sind mit in der Differentialgleichung enthalten.

Akustische Monopolquelle

Im folgenden sollen die obigen Uberlegungen zur Potentialstromung auf die Akustik
iibertragen werden. Betrachtet wird die Losung fiir eine harmonisch atmende Kugel.
Das akustische Potential hat die Form

A .
¢ = =Wt/ (6.1.27)
r
Es 16st die Wellengleichung
162
——¢d—Ap= 1.2
St~ A6 =0 (6.1.28)

Wie oben gilt diese Gleichung nicht im Punkt # = 0. Beides, die Lésung (6.1.27) und
die Bestimmungsgleichung (6.1.28) besitzen jetzt eine kompliziertere Form als im Fall
der Quellstromung. Dennoch kann auch hier die Singularitéit in formal gleicher Weise
untersucht werden. Analog zu (6.1.18) wird das Integral der linken Seite von (6.1.28)
iiber eine gedachte Kugel Vi um ¥ = 0 gebildet. Das heif3t, auch iiber die Stelle, an
der die linke Seite zunéchst nicht definiert ist, wird wieder integriert. Es ergibt sich

102 1 0?
/ oo dVK:/c_Qﬁ¢dVK—/A¢ v, (6.1.29)
Vi Vk Vk

Dabei wurde das Integral aufgeteilt. Zunéchst wird der Term mit der Zeitableitung
getrennt betrachtet. Setzt man die Losung (6.1.27) ein, ergibt sich fiir den Zeitablei-
tungsterm

102 (A, A
S5 {? ew(t—r/e)} = k2 = ewt=r/c) (6.1.30)

Damit folgt fiir das erste Integral auf der rechten Seite von (6.1.29)

a
19 (A, A
— Y )2 jiw(t-r/e) _ dmr? [ =2 2 iw(t—r/c)
/028t2{r6 }dVK /7”“ (kre )dr
i 0 o (6.1.31)
_ —471']{5214 / reiw(t—r/c) dr
0

Die Umformungen ergeben sich dadurch, dafl der Integrand nur von r abhéngt. In-
nerhalb einer infinitesimalen Kugelschale mit dem Radius r» und der Dicke dr ist der
Integrand konstant. Man braucht daher nur mit dem Volumen der Kugelschale 4712 dr
zu multiplizieren und das Ergebnis iiber r zu integrieren.
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Von Interesse ist der Wert des Integrales fiir unendliche kleine Kugelvolumen, die
nur die singulire Stelle umfassen. Analog zu (6.1.21) wird daher der Limes gebildet.
Der Term e™(#=7/¢) ist beschréinkt. Daher gilt

a

lir% / rewt=r/e) dr =0 (6.1.32)

0

Damit folgt fiir das erste Teilintgral

102 (A .
. — Y )2 iw(t—r/c) —
ili% /C2 BT {r e } dVi =0 (6.1.33)
Vi

—

Der Zeitableitungsterm besitzt zwar eine Singularitit an der Stelle £ = 0, jedoch
ist diese Singularitdt zu schwach um einen endlichen Wert fiir das Integral iiber ein
unendlich kleines Kugelvolumen zu ergeben.

Als néchstes wird das zweite Teilintegral auf der rechten Seite von (6.1.29) betrach-
tet. Dieses enthélt den Laplace-Term. Das Volumenintegral iiber das Kugelvolumen
Vk wird zunéchst mit dem Satz von Gauss in ein Oberflichenintegral iiber Sk umge-
wandelt. Dieser Schritt entspricht der Umformung in (6.1.14) jedoch in umgekehrter
Richtung. Es gilt auch fiir das akustische Potential

0
/ Ad dVy = / 7l grade dS, = / aideK (6.1.34)
Vk Sk Sk
Um das Integral fiir die betrachtete Losung (6.1.27) zu ermitteln, ist die Ableitung
0p _ 0 [A iugt—r/e) A iwt-r/e) _ ;AW iwtr/e)
Y _ ) jiw(t-r/c — 17 jiw(t=r/e) _ ;T iw(t—r/c 1.
or 87“{7"6 2 © "re € (6.1.35)

einzusetzen. Die Berechnung des Oberflichenintegrals ist wieder einfach, da der Inte-
grand nach (6.1.35) nur von r abhéingt und somit auf der gesamten Oberfliche konstant
ist. Die Integration liefert

oo} 5 0¢ e . Aw
b =4 b — A7 A iw(t—a/c) _ 4 AW iw(t—a/c) 1.
r dSkx = 4ma o (a) = —4rAe idma —e (6.1.36)
Sk

Untersucht werden soll die singulére Stelle bei r = 0. Es wird daher wieder der Grenz-
fall einer unendlich kleinen Kugel betrachtet. Der zweite Summand in (6.1.36) héngt
fiir kleine Werte linear von a ab. Im Limes liefert daher nur der erste Summand einen
Beitrag. Es folgt

. T 8(;5 _ wt
i:rno A¢p dVi = (111%/ o dSx = —4rAe (6.1.37)
Sk

Vk
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Damit ergibt sich fiir das gesamte Integral

1 02 ,
lim / (62 % - A> ¢ AV = +arAe™t (6.1.38)

Vk
Dies Ergebnis ist die Entsprechung zu Gleichung (6.1.21), die fiir den Fall einer einfa-
chen Quellstromung abgeleitet wurde. Die beiden Félle unterscheiden sich nur durch
das Vorzeichen und den e**-Term.

Es konnen wieder die gleichen Uberlegungen angestellt werden. Der Integrand in
(6.1.38) ist bis auf die Stelle r = 0 iiberall gleich Null. Dort ist sein Wert singulér. Das
Integral iiber diese Singularitiit liefert einen endlichen Wert. Damit kann die Singu-
laritdt quantifiziert werden. Dies kann formal mit der J-Funktion dargestellt werden.
Fiir die Losung (6.1.27) kann

1 92 A . .
_ 2 jiw(t—=r/c) | _ iwt .
(02 Bre A) {r e } 4 A e’ 6(F) (6.1.39)

geschrieben werden. Diese Gleichung gilt nun iiberall auch in dem singuliren Punkt
bei r = 0.

Verallgemeinerung auf beliebige Monopolquellen

Bisher wurde nur der harmonische Fall betrachtet. Die Uberlegungen gelten jedoch
auch fiir nichtharmonische Losungen der Form

_ft—r/o)

r

b (6.1.40)

Sie erfiillt die Gleichung

(CLQ % - A) 6 = dr f(£) 8() (6.1.41)

Die Herleitung dieser Beziehung wird hier nicht im Detail gezeigt. Zerlegt man die
Zeitfunktion f(t) in ihre harmonischen Anteile, so gilt fiir die Anteile einzeln die Glei-
chung (6.1.39). Durch Aufsummieren beziehungsweise Integrieren der harmonischen
Anteile 148t sich dann von (6.1.39) auf (6.1.41) schlieffen.

Um auf die inhomogene Differentialgleichung (6.1.39) zu gelangen wurde von der
Losung (6.1.27) ausgegangen. Analog ergibt sich fiir die Losung (6.1.40) die inho-
mogene Wellengleichung (6.1.41). Man kann sich aber auch umgekehrt (6.1.41) als
Bestimmungsgleichung fiir die Losung (6.1.40) vorstellen. Die Losungen (6.1.27) be-
ziehungsweise (6.1.40) wurden bisher als Losungen der homogenen Wellengleichung

1 02
—=—=—-A|¢p= .1.42
(C,Q 2 ) =0 (6.1.42)
betrachtet, die die Randbedingung an der Oberfléiche einer atmenden Kugel erfiillen.

Das heifit, Gleichung (6.1.42) gilt iiberall aulerhalb der atmenden Kugel. Im Grenz-
fall einer unendlich kleinen Kugel ist dies {iberall bis auf den Punkt » = 0. Dagegen
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6.1. Monopol

gilt (6.1.41) auch in diesem Punkt. Es gibt keinen Rand mehr. Statt der Randbe-
dingung bestimmt jetzt die rechte Seite der Differentialgleichung die Losung. Im Fall
von (6.1.41) beschreibt die rechte Seite eine punktférmige Monopolquelle. Man hat
sozusagen die Randbedingung gegen den Quellterm auf der rechten Seite eingetauscht.

Akustischer Monopol als instationdre punktformige Massenquelle

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde das Gedankenexperiment mit der immer kleiner
werdenden atmenden Kugel vorgestellt. Im Grenzfall ergab sich dann eine punktférmi-
ge Schallquelle. Die bisherigen Uberlegungen fiithren auf eine alternative Veranschauli-
chung der akustischen Monopolquelle. Fiir das Integral iiber ein Kugelvolumen Vi mit
Oberfléche Sk gilt nach (6.1.34) der Zusammenhang

/Agb dVi = /ﬁgrad¢ dSy = /ﬁ@" dSx (6.1.43)
Vk

Sk Sk

Das Oberflachenintegral iiber 77’ ergibt den Volumenfluf} iiber die Oberfliche, der
durch die akustische Welle bewirkt wird. Multipliziert mit der Dichte py ergibt sich
daraus die Masse, die pro Zeit durch die Oberfliche bewegt wird, denn es gilt

Masse

1 A= ————
Volumentfiuf Zeit x Dichte

Fiir das Feld nach Gleichung (6.1.27) wurde gezeigt, das in Grenzfall eines unendlich
kleinen Volumens

lim [ A dVc = lim v dSy = —4w At (6.1.44)
a— a—

Vk Sk

gilt. Das bedeutet, die Losung (6.1.27) beschreibt an dem Punkt » = 0 eine Massen-
quelle. Der Massenflufl (Masse pro Zeit) aus diesem Punkt ist mit

Qu = —4mAe™t py (6.1.45)

gegeben. Man kann sich die akustische Monopolquelle — statt als kleine atmende Kugel
— als eine periodisch schwankende Massenquelle vorstellen. Diese bewirkt auch ein
entsprechendes Schallfeld.

Das Ergebnis (6.1.45) stimmt bis auf den e?“*-Term mit der Formel fiir eine Punkt-
quelle in einer stationdre Potentialstromung iiberein. Das bedeutet, in der Ndhe der
Singularitéit verhilt sich die akustische Losung anscheinend wie eine stationére Poten-
tialstromung. In einer kleinen Umgebung um die singulidre Stelle » = 0 stimmt das
Schnellefeld der Losung (6.1.27) mit dem Geschwindigkeitsfeld einer angepafiten Po-
tentialstromung iiberein. Allerdings schwankt das Schnellefeld und fiir jeden Zeitpunkt
muf} die Quellstirke der Potentialstromung entsprechend angepafit werden. Das aku-
stische Feld kann in der kleinen Umgebung als quasi-statisch betrachtet werden. Dies

151



6. Schallquellen

kann man sich auch formal anhand der Losung klarmachen. Der Exponentialterm in
(6.1.27) kann mit

ezw(t—r/c) — oWt .

emiwr/e (6.1.46)

in einen zeitabhingigen und einen ortsabhingigen Faktor aufgespalten werden. Ist fiir

den Ausdruck im Exponenten
%T <1 (6.1.47)

erfiillt, dann gilt die Néherung _
emwr/e o (6.1.48)

und die Ortsabhéngigkeit durch diesen Faktor ist vernachlédssigbar. Das akustische
Potential féllt dann approximativ mit 1/r ab, wie das Geschwindigkeitspotential auch.
Die Bedingung (6.1.47) ist erfiillt, falls der Abstand r klein gegeniiber der Wellenlinge
A = w/(2mc) ist. Das heifit, in einer kleinen Umgebung mit » <« X entspricht das
akustische Schnellefeld in guter Ndherung einer quasi-statischen Potentialstromung.

6.2. Kontinuierliche Quellverteilung

Bisher wurde eine Punktquelle an der Stelle & = 0 betrachtet. Mit dem im letzten
Abschnitt vorgestellten Formalismus ist auch die Beschreibung von Quellen an einer
beliebigen Stelle einfach moglich. Die inhomogene Wellengleichung

2
(le % - A) 6 = dr f(1) 6(F — To) (6.2.1)

wird durch oL
[t =17 = Zo|/c)

|7 — o

¢ =

gelost. Die Losung besitzt ihre Singularitidt an der Stelle Zy. Sie stellt die Losung fiir
eine atmende Kugel dar, deren Mittelpunkt sich bei 7y befindet.

Da die Wellengleichung (6.2.1) linear ist, lassen sich auch mehrere Punktquellen
an verschiedenen Orten einfach iiberlagern. Auf der rechten Seite erscheint dabei eine
Summe iiber mehrere §-Funktionen. Fiir N Punktquellen ergibt sich

(6.2.2)

1 92 al
(?2 o A> 6= 4r 3 1al1) (7~ 7o (6.23)

Dabei ist f,(t) die Stérke der Quelle n zur Zeit t. Mit &, ist der Ort der Quelle n
bezeichnet. Als Losung von (6.2.3) ergibt sich entsprechend auch eine Summe:

fn(t — |2 — Zn|/c)
¢ = - (6.2.4)
;1 |7 = Tl
Hier sei angemerkt, daf fiir jede Quelle ein andere Zeit
p_ Iz *c_m (6.2.5)
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in die Funktion f,, eingesetzt werden muf. Diese Zeit wird retardierte Zeit genannt.
Sie ist die Zeit, zu der das Signal, welches zur Zeit ¢ am Beobachter ¥ ankommt,
von der Quelle am Ort Z,, ausgesandt wurde. Wie in Abbildung 6.2 verdeutlicht, muf}

Quelle n L

Tt~ Beobachter

Abbildung 6.2.: Zur Erklirung der retardierten Zeit

das Signal die Strecke |¥ — &,| zuriicklegen. Dabei vergeht die Zeitspanne |Z — Z,|/c.
Diese muf3 von der aktuellen Zeit ¢ abgezogen werden, um die Quellzeit zu erhalten.
Die retardierte Zeit hangt damit von dem Beobachtungsort, dem Quellort und der
aktuellen Zeit ab. Im folgenden werden noch h#ufiger Ausdriicke der Form (6.2.5)
vorkommen.

Die Losung fiir mehrere Punktquellen (6.2.4) wird durch einfaches Aufsummieren
der Losungen fiir die einzelnen Quellen gebildet. Auf analoge Weise kann auch die
Losung fiir eine kontinuierliche Quellverteilung gewonnen werden. Die inhomogene
Wellengleichung

2 o2

( Lo A) ¢ = 4w q(T,1) (6.2.6)

enthilt auf der rechten Seite eine Feldfunktion ¢(Z,t), die die Quellen beschreibt.
Damit kann iibrigens auch die Quellverteilung aus (6.2.1) oder (6.2.3) dargestellt wer-
den. Das Feld ¢(#,t) mufl nur entsprechend gewiihlt werden. Um nun ein beliebiges
Feld ¢(Z,t) aus d-Funktionen zusammenzusetzen wird ein Integral statt einer Summe
bendétigt. Nach den Rechenregeln fiir J-Funktionen gilt

o(@1) = / 4F.1) 6@ — ) &7 (6.2.7)
IR?)

Diese Regel wurde bereits im Abschnitt 1.5 vorgestellt. Mit der Schreibweise d*¢ wird
verdeutlicht, daf} die Integrationsvariable i und nicht & ist.

Die Quellverteilung ¢(Z,t) wird in Anteile zerlegt, die dem Integrand in (6.2.7)
entsprechen. Der Integrand hingt sowohl von Z als auch von 3 ab. Es wird der Anteil
der Quellverteilung fiir einen festen Vektor i betrachtet. Er stellt eine Punktquelle am
Ort 3 dar, fiir die die Losung im Prinzip bekannt ist. Die Losung erfiillt die inhomogene
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Wellengleichung
1 6 | S
T oz ) b5 =47 a(5) (7 - 5) (6.2.8)

Das Symbol ¢y soll deutlich machen, daf die Lésung jetzt auch von dem gewéhlten ¢
abhéingt. Die gegebenen Gleichung entspricht der Form (6.2.1), wenn man die Stérke
der Punktquelle

f(t) =q(7,1) (6.2.9)

setzt, und fiir Zy einfach ¥ schreibt. Damit lautet die Losung von (6.2.8)

Das ist das Feld, welches durch einen Anteil der Quellverteilung von der festen Stelle
i ausgeht.

Um das gesamte Feld — und damit die Losung von (6.2.6) — zu erhalten, miissen alle
Anteile aufsummiert beziehungsweise aufintegriert werden. Dazu wird die Teillosung
(6.2.10) in (6.2.8) eingesetzt und anschliefend werden beide Seiten iiber alle moglichen
Quellpunkte ¢ — also iiber den gesamten Raum — integriert. Es ergibt sich

1 02 - . - Y 34
/ (C—Q 57 AQz) bg(&,) A = / 4mq(F.t) 8(T — ) d°F (6.2.11)
R? R?

Das Symbol Az soll verdeutlichen, dafl die Ableitung nach der Z-Variablen und nicht
nach ¢ gemeint ist. Die rechte Seite entspricht bis auf den Faktor 47 dem Integral
in (6.2.7). Auf der linken Seite kann man den Wellenoperator, der Ableitungen nach
Ort Z und Zeit t enthélt, mit der Integration vertauschen. Dies ist ohne Probleme
moglich, wenn die Integrationsgrenzen nicht von den Groflen Z und ¢ abhéngen. Die
Integrationsgrenzen liegen im Unendlichen. Es wird daher gefordert, dal das Feld
q(#,t) im Unendlichen verschwindet. Dies bedeutet keine wirkliche Einschrinkung, da
Quellen im Unendlichen sowieso nie betrachtet werden. In fast allen Féllen kann sogar
der Bereich der Quellen mit einem Volumen endlicher Ausdehnung abgedeckt werden.
Es ergibt sich

1 02 - . ~
<c—2 72 Af-) / ¢5(Z,1) 4°F = 4mq(Z, 1) (6.2.12)
R3

oder nach Einsetzen der Losung (6.2.10)

1 92 q(y,t — |2 —9|/c . .
<c_2@ _Af) / (7 |f|g 2l )dgy:4ﬂ'q(:v,t) (6.2.13)
IR,3

Diese Beziehung besitzt die Form der Gleichung (6.2.6). Das Integral auf der linken
Seite entspricht der Gesamtlésung ¢.
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Monopolfeld Kontlnuler.hche
(atmende Kugel) Quellverteilung
q(Z,t)

Y Y
Inhomogene Darstellung als
Wellengleichung Integral
fiir Punktquellen von Punktquellen

Inhomogene
Wellengleichung
fiir kontinuierliche
Quellverteilung

Abbildung 6.3.: Zur Herleitung der inhomogenen Wellengleichung

Ublicherweise wird der Faktor 47 mit in die Losung geschrieben. Um eine solche
Darstellung zu erhalten, mufi man Gleichung (6.2.12) nur durch 47 dividieren. Das

- q yat x yi/c 3 -
(b 7t - | ay pr d 6.2.14

RS

erfiillt damit die inhomogene Wellengleichung der Form

82
(ciQ - A) 6= g(7,1) (6.2.15)

Anzumerken ist, daf§ die Losung (6.2.14) nur im unendlich ausgedehnten, offenen Raum
ohne Berandungen gilt. In Abbildung 6.3 ist nochmal in einem Schema zusammenge-
faBt, auf welchem Wege sich die inhomogenen Wellengleichung (6.2.15) ergeben hat.
Ein Ausgangspunkt ist die einfache Losung fiir eine Monopolquelle im offenen Raum.
Entsprechend gilt die gesamte Uberlegung nur fiir den Fall, da keine Begrenzungen
vorhanden sind.
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Greensche Funktion

In vielen theoretischen Arbeiten wird eine spezielle Darstellung der Losung (6.2.14)
verwendet. Diese soll im folgenden vorgestellt werden. Fiir eine stetige Funktion B(7)
gilt

o0

B(ro) = / B(r)5(ry — ) dr (6.2.16)

Dabei kann 71y frei gewéhlt werden. Fiir die folgende Herleitung wird speziell

To=1t— @ (6.2.17)
gewiihlt und die Funktion B(7) mit
(7, 7)
B(1) = = 6.2.18
CRE L (6218)

fiir feste Werte von & und ¥ definiert. Setzt man beide Definitionen in (6.2.16) ein,
folgt der Zusammenhang

— — — o0 —
q@,t =¥ —=gl/e) _ [ a(@,7)
|7 — 4

Ot —|&—yl/c—T)dT (6.2.19)

|_’ _’|

Auf der linken Seite ergibt sich der Integrand aus Gleichung (6.2.14). Damit kann
dieser durch die rechte Seite ersetzt werden. Man erhélt fiir die Losung den Ausdruck

s@n= [ [ G@uina@n ardy (6.2.20)
RS — 00

wobei die Funktion 5 | y )
t—|Z—ylfe—T

GZ ty,17)= 6.2.21

($7 73/77) 4W|f—g| ( )

eingefithrt wurde. Die Losung ist nun als Integral iiber den Raum und die retardierte
Zeit T gegeben. Dies scheint zundchst weniger praktisch als die urspriingliche Form
(6.2.14). Jedoch besitzt die Darstellung (6.2.21) einige Vorteile, die fiir theoretische
Untersuchungen sehr niitzlich sind.

Die Funktion G wird allgemein als Greensche Funktion bezeichnet. Das Konzept
der Greenschen Funktionen geht weit iiber die Akustik hinaus. In vielen Féllen kann
die Losung einer inhomogenen partiellen Differentialgleichung als Integral iiber das
Produkt von einem Quellterm mit einer geeigneten Greenschen Funktion angegeben
werden.

Die Losung einer inhomogenen partiellen Differentialgleichung mit Hilfe einer
Greenschen Funktion nach (6.2.20) kann auch anschaulich interpretiert werden. Dies
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soll hier mit einem einfachen Beispiel klar gemacht werden. Eine Punktquelle bei & = 0,
die bei t = 0 einen unendlich kurzen Puls mit endlicher Stirke — einen 6-Puls — aus-
sendet, ist durch

q(Z,t) = 6(Z) 4(t) (6.2.22)

gegeben. Setzt man diese spezielle Quellverteilung in die Gleichung (6.2.20) ein, ergibt
sich als Losung

ot —
67, 1) = G(7,1,0,0) = 2L=1/) (6.2.23)
r
Dabei bezeichnet r jetzt den Abstand vom Ursprung;:
r= | (6.2.24)

Es zeigt sich, dafl die Greensche Funktion selbst eine Losung der inhomogenen Wellen-
gleichung darstellt, wenn die Quellverteilung einer Punktquelle entspricht, die einen
d-Puls aussendet. Die Funktion G(&, ¥, t,7) gibt an, welches Signal am Ort & zur Zeit
t durch das Aussenden eines §-Pulses am Ort  zur Zeit 7 bewirkt wird. Man be-
zeichnet dieses Signal auch als Impulsantwort des Systems. Die Greensche Funktion
beschreibt sozusagen Elementarwellen, aus denen sich alle Losungen zusammensetzen
lassen. Wird ein kontinuierliches Signal ausgesendet und ist die Quelle rdumlich ver-
teilt, dann miissen die einzelnen Elementarwellen entsprechend aufsummiert werden.
Genau dieses wird bei den Integrationen in (6.2.20) durchgefiihrt.

6.3. Schallquellen durch Stérung der Massen-, Impuls-
oder Energieerhaltung

Im vorangegangen Abschnitt wurde die inhomogene Wellengleichung mit Quelltermen
auf der rechten Seite betrachtet. Im folgenden soll gezeigt werden, dafl sich inhomogene
Wellengleichungen dieser Art ergeben, wenn die Erhaltung von Masse, Impuls oder
Energie nicht iiberall erfiillt ist.

Energieerhaltung

Zuerst wird die Energieerhaltung untersucht. Die Energieerhaltung “steckt” sozusagen
in dem Zusammenhang
p=cp (6.3.1)

Diese Gleichung folgt aus einer Druck-Dichte-Beziehung

p=p(p) (6.3.2)

deren Existenz bei der Ableitung der Wellengleichung in Abschnitt 2.1 vorausgesetzt
wurde. Die Schallgeschwindigkeit ¢ ist durch

0
oo o

=35 (6.3.3)
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definiert. Damit bestimmt die Funktion p(p) die Schallgeschwindigkeit. Konkret hiingt
p(p) von dem Medium ab. Bei Gasen ist die Zustandsénderung in den Schallwellen
adiabatisch, und p(p) ist eine Adiabatengleichung.

Bei vielen Vorgingen in der Praxis ist jedoch durch Energiezufuhr die Zu-
standsdnderung nicht mehr adiabatisch. Ein Beispiel dafiir ist die Verbrennung von
Gasen. Dort wird Bindungsenergie in thermische Energie umgewandelt. Der Druck p
ist dann nicht nur von der Dichte sondern auch noch von der freigesetzten Energie
abhangig.

Wird dem Gas irgendwie Energie zugefiihrt, so héngt der Druck zusétzlich von
der zugefithrten Energiemenge pro Masse e, ab. Statt der einfachen Druck-Dichte-
Beziehung muf jetzt

p="p(p,ez) (6.3.4)

geschrieben werden. Durch diese Erweiterung verliert Gleichung (6.3.1) seine Giiltig-
keit. Eine entsprechende Gleichung wird jedoch bei der Herleitung der Wellengleichung
benstigt. Die Wellengleichung wird aus der linearisierten Kontinuitédtsgleichung

/

%’; + podive’ =0 (6.3.5)

und der linearisierten Euler-Gleichung

=/

Po o1

+gradp’ =0 (6.3.6)

abgeleitet. Dazu differenziert man (6.3.5) nach der Zeit und bildet die Divergenz von
(6.3.6). Anschlieffend subtrahiert man die entstehenden Gleichungen. Es ergibt sich
82 /
8—t§ —Ap =0 (6.3.7)
Diese Beziehung stellt sozusagen die “Vorstufe” der Wellengleichung fiir den Druck dar.
Um die Wellengleichung zu erhalten, wird normalerweise die Variable p’ mit (6.3.1)
durch p’ ersetzt. Dies ist jedoch bei Energiezufuhr nicht moglich.

Um p’ in (6.3.7) zu ersetzen, muf eine neue Beziehung zwischen p’ und p’ gefunden
werden. Dazu wird das totale Differential von p bei Energiezufuhr betrachtet. Aus
(6.3.4) folgt

_ o

dp=2P| ap+ 22
p apezp+an

Aus (6.3.3) ergibt sich fiir die partielle Ableitung bei konstanter Energie ey

Ip

dey (6.3.8)
p

ap
Jp

1 (6.3.9)

ey 62

Ist die zugefiihrte Energiemenge dey gleich Null, so verschwindet der zweite Term auf
der rechten Seite von (6.3.8), und man kann direkt (6.3.1) ableiten. Bei Energiezufuhr
ist dey ungleich Null, und es ergibt sich eine Abweichung. Um diese zu berechnen wird
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6.3. Schallquellen durch Storung . ..

im folgenden von einem idealen Gas ausgegangen. Es gilt die Zustandsgleichung fiir
ideale Gase

% = RT (6.3.10)
Dabei ist R die spezifische Gaskonstante. Die Zustandsgleichung kann zu
p
= — 6.3.11
P=TT ( )
umgeformt werden. Es folgt fiir die partielle Ableitung bei konstanten Druck
0 or
S . (6.3.12)

deslp  RT? deylp

Damit wurde die Ableitung von p durch eine Ableitung von der Temperatur 7' aus-
gedriickt. Bei Zufuhr von Energie steigt die Temperatur. Das bedeutet, die Ableitung
auf der rechten Seite von (6.3.12) ist positiv.

Ublicherweise wird in der Thermodynamik die inverse Funktion e,(T') betrachtet.
Es wird die spezifische Wirmekapazitit bei konstantem Druck mit

Oey
¢, = —2 6.3.13
P orT p ( )

eingefiihrt. Daraus ergibt sich fiir die gesuchte Ableitung

oT 1

— == (6.3.14)

Oezlp ¢
Die GréBlen R und ¢, sind iiber

R=c¢,—cy (6.3.15)

miteinander verkniipft. Dabei ist ¢, die spezifische Wiarmekapazitidt bei konstantem
Volumen. In der Akustik werden meistens — wie in der Stromungsmechanik — alle
Groflen spezifisch auf das Volumen bezogen. In diesem Fall entspricht ein konstantes
Volumen eines Fluidelementes einer konstanten Dichte p in dem Fluidelement.

Fiir das ideale Gas 148t sich die Schallgeschwindigkeit direkt berechnen. Dies wurde
bereits in Abschnitt 2.3 durchgefiihrt. Es gilt

=P (6.3.16)
p
Dabei ist der sogenannte Adiabatenexponent mit

=2 (6.3.17)

Cy

gegeben. Mit Hilfe der Beziehungen (6.3.13) bis (6.3.17) 148t sich nun Gleichung
(6.3.12) auf eine “schonere” Form bringen. Es folgt

ap p 1
—| === — 6.3.18
8ez P RT2 Cp ( )
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Lost man (6.3.10) nach T auf und setzt in (6.3.18) ein, ergibt sich

2 _
o) _ PR_ % o (6.3.19)
Oez lp DCp c Cp
Anschlielend folgt
9p P

Damit sind die beiden Ableitungen des totalen Differentials in (6.3.8) als Funktion der
ZustandsgroBen ausgedriickt. Setzt man die entsprechenden Ausdriicke in das totale
Differential ein, erhélt man

1 p(x—1)
Dies kann nun verwendet werden, um die Ableitung von p’ in (6.3.7), der “Vorstufe”

der Wellengleichung, zu ersetzen. Dabei ist zu bemerken, dafl fiir die Differentiale
dp=dp’ (6.3.22)
und
dp = dyp’ (6.3.23)
gilt. Es ergibt sich fiir die zweite Ableitung nach der Zeit

82 / 1 82 / -1 82
P Lo (o) e (6.3.24)
otz 2 o2 c? ot?
Dabei ist p durch pg ersetzt worden. Das bedeutet, die Ableitungen in (6.3.8) werden
fiir den Ausgangszustand mit pg und py berechnet, genau wie die Schallgeschwindigkeit
jetzt mit

=0 (6.3.25)
Po

gegeben ist. Eigentlich miiffte man nun auch ¢y statt ¢ schreiben. Das gilt iibrigens
auch fiir Gleichung (6.3.1). Der Index 0 wurde jedoch von Anfang an weggelassen, da
normalerweise keine Gefahr der Verwechslung besteht. Bei den thermodynamischen
Uberlegungen ist jedoch die Schallgeschwindigkeit nach (6.3.16) der tatsichliche Wert
und nicht der Wert im Ausgangszustand. Das heifit, die Grofle ¢ schwankt dann auch
zeitlich in einer Schallwelle. Im folgenden bedeutet ¢ wieder die mittlere Schallge-
schwindigkeit im akustischen Sinn nach Gleichung (6.3.25).

Schliefllich kann (6.3.24) in die “Vorstufe” der Wellengleichung (6.3.7) eingesetzt
werden. Es wird so umgeformt, daf§ die linken Seite der homogenen Wellengleichung
entspricht. Der zusétzliche Term wird auf die rechte Seite gebracht. Man erhélt

1 9%/ , po(x—1) 0%y

2 o Ap' = 2 T (6.3.26)
Diese Gleichung stellt nun tatséchlich eine inhomogene Wellengleichung dar, wie sie
im letzten Abschnitt besprochen wurde. Dort wurde zwar die Wellengleichung fiir das
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6.3. Schallquellen durch Storung . ..
Potential ¢ betrachtet, aber alle Ergebnisse lassen sich auch auf die Wellengleichung fiir
den Schalldruck iibertragen. Die Gleichung (6.3.26) entspricht der allgemeinen Form

1 82 / .
= atz — Ap' = q(Z,t) (6.3.27)

mit der Quellstarkeverteilung

po (32— 1) 9%eq
c? ot?

q(Z,t) = (6.3.28)
Die Quellstirke hingt von der zweiten Ableitung der zugefiihrten Energiemenge nach
der Zeit ab. Dies Ergebnis scheint plausibel zu sein. Zum Beispiel brennt eine Ker-
ze ohne Gerédusche. Zweifellos wird bei der Verbrennung Energie freigesetzt, jedoch ist
bei gleichméfiger Verbrennung die zweite Ableitung gleich Null. Eine instationdre Ver-
brennung — wie zum Beispiel das Ziinden eines Feuerzeugs — ist dagegen horbar. Ein
extremes Beispiel ist der Blitz bei einem Gewitter. Dort ist e relativ hoch und zudem
ist der Vorgang extrem instationér. Dies ergibt eine relativ starke zweite Ableitung
und damit ein lautes Gerdusche, den Donner.

Fiir den freien Raum 148t sich die Losung von (6.3.27) als Integral darstellen. Es

gilt
. 1 [ q@t—|Z—yl/c) 3.
'(Z,t) = — d 6.3.29
p'(Z,1) 477/ 77 ] ( )

R3
Fiir die spezielle Quellstiirke (6.3.28) ergibt sich als Losung

o (6.3.30)

RS

g = =) & / ez@t': |qu /) g7
r—y

Dabei wurde die Zeitableitung aus dem Integral herausgezogen. Es mufl an dieser
Stelle darauf hingewiesen werden, dafl dieses “Herausziehen” der Ableitung aus dem
Integral nicht so selbstversténdlich ist, wie es auf den ersten Blick erscheint. Da solche
Umformungen mit Ableitungen im den Quelltermen haufig benttigt werden, sind im
Anhang B.3 die wichtigsten Regeln dargestellt.

Weiter ist zu bemerken, dafl in der Praxis natiirlich immer irgendwo Begrenzungen
vorhanden sind und die Losung fiir den freien Raum nicht giiltig ist. Die Losung
beinhaltet nicht die Reflexionen, die von vorhandenen Réndern ausgehen. Dennoch
kann sie fiir viele Abschidtzungen, bei denen diese Reflexionen keine Rolle spielen,
verwendet werden. Am Schlufl sei nochmal darauf hingewiesen, dafl diese Ergebnisse
bei Energiezufuhr nur fiir ein ideales Gas gelten.

Massenerhaltung

Bisher wurde nur die Storung der Energieerhaltung betrachtet. Analog kann auch die
Verletzung der Massenerhaltung untersucht werden. Jedoch lassen sich fiir die Mas-
senzufiihrung im Raum nicht so einfach praktische Beispiele nennen, denn Masse kann
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nicht einfach im Raum entstehen oder verschwinden. Natiirlich kann Gas irgendwo
ausstromen. Dazu ist aber immer eine Leitung also eine Berandung notwendig. Nur
wenn die Berandung vernachléssigt werden kann, wird sich eine Massenquelle im freien
Raum néherungsweise realisieren lassen.

Die Massenerhaltung wird durch die linearisierte Kontinuitétsgleichung (6.3.5) be-
schrieben. Durch Massenzufuhr dndert sich die Dichte, selbst wenn die Divergenz von
v’ gleich Null ist. Dies kann durch

op'

E + £o diVﬁ, =

omy,

ot

(6.3.31)

ausgedriickt werden. Dabei ist my, die zugefiihrte Masse pro Volumen. Im Gegensatz zu
(6.3.5) ist die neue Kontinuitéitsgleichung (6.3.31) inhomogen. Die linearisierte Euler-
Gleichung (6.3.6) gilt weiterhin auch bei Massenzufuhr, wenn man annimmt, dafl die
zugefithrte Masse keinen Impuls mitbringt. Um eine Wellengleichung fiir den Druck zu
erhalten wird in gewohnter Weise die Zeitableitung der neuen Kontinuitétsgleichung
gebildet. Davon wird die Divergenz der linearisierten Eulergleichung subtrahiert. Es
ergibt sich eine “Vorstufe” zur Wellengleichung

o? p/
ot?

0%my
ot?

—Ap = (6.3.32)
Diese ist jedoch im Gegensatz zu (6.3.7) bereits inhomogen. Um eine Wellengleichung
fiir den Druck zu erhalten mufl noch p’ in (6.3.32) ersetzt werden. Dazu ist jedoch
eine weitere Annahme notwendig. Es wird vorausgesetzt, daf3 die zugefiithrte Masse
die gleiche Dichte py wie die bereits vorhandene Masse besitzt. Dies kann man sich
so vorstellen, dafl Gas mit den gleichen Eigenschaften und der gleichen Temperatur
zugefiihrt wird. In diesem Fall gilt weiterhin die Beziehung (6.3.1) und p’ kann einfach
durch p’/c? ersetzt werden. Es ergibt sich
1 0% , 0%my

Dies ist wieder eine inhomogene Wellengleichung der Form (6.3.27) mit der Quellver-

teilung

0%my,

ot?

Es zeigt sich, daf} instationéres Zufithren von Masse Schall bewirkt.
Hat die zugefithrte Masse andere Eigenschaften als die vorhandene Masse — zum

Beispiel es wird Helium in Luft zugefiihrt oder Luft mit anderer Temperatur — gilt p’ =

c?p’ nicht mehr. Um p’ in (6.3.32) zu ersetzen, mu die Abhingigkeit der Dichte von

der zugefiihrten Masse beriicksichtigt werden. ZweckméfBigerweise fithrt man folgende

Bezeichnungen ein:

q(Z,t) = (6.3.34)

pz:  Dichte der zugefithrten Masse
pu: Dichte der urspriinglich vorhandenen Masse
B:  Volumenanteil der zugefithrten Masse
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Fiir die gesamte Masse pro Volumen p gilt damit

p = PBpz+ (1= B)pu (6.3.35)

Der erste Summand auf der rechten Seite entspricht gerade der zugefithrten Masse pro
Volumen

myz = ﬁpz (6.3.36)
Damit kann (6.3.35) in der Form

p =mz + pu — Bpu (6.3.37)

geschrieben werden. Die Grolen p; und py héngen von dem Druck p ab. Die Dichte p
der vorhandenen Mischung héngt damit von p und g ab

p = p(p,3) (6.3.38)

Die zeitlichen Schwankungen von p’ lassen sich entsprechend durch Schwankungen von
p und [ ausdriicken. Um den Zusammenhang zu berechnet, wird (6.3.37) zweimal nach
t differenziert. Es ergibt sich

P Fp Oy P
otz o2 o2 o2 o2

Um die rechte Seite weiter zu vereinfachen, wird vorausgesetzt, daf fiir den Volumen-
anteil

(Bpu) (6.3.39)

B<1 (6.3.40)

gilt. Damit konnen im Sinne einer Linearisierung Terme hoéherer Ordnung ver-
nachlissigt werden. Man fithrt die Zerlegung in Gleich- und Schwankungsanteil

pu = po+py (6.3.41)

fiir das urspriingliche Gas ein. Mit pg ist die Dichte im Ausgangszustand ohne zu-
gefithrte Masse bezeichnet. Die Dichteschwankungen sind iiber die Schallgeschwindig-
keit mit den Druckschwankungen verkniipft. Wird mit ¢ die Schallgeschwindigkeit in
der urspriinglichen Masse bezeichnet, so gilt fiir infinitesimale Schwankungen

Adpy =dp (6.3.42)

FEine analoge Beziehung mit einer zweiten Schallgeschwindigkeit gilt fiir die zugefiihrte
Masse. Diese Beziehung wird hier jedoch gar nicht benétigt. Mit (6.3.41) folgt

02 0? 1 02 1 02

9" = o = @ P = @ o (6.3.43)

Damit kann der zweite Summand auf der rechten Seite von (6.3.39) ersetzt werden.
Fiir den Ausdruck im dritten Summand auf der rechten Seite ergibt sich

Bpu = Bpo + By (6.3.44)
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Das Produkt (py, zweier kleiner Grolen kann gegeniiber Bpy vernachléssigt werden.
Im Sinne dieser Linearisierung folgt die Néiherung

0?3

(ﬁ pu) ~ (ﬁ po) = po 92 (6.3.45)

at2 8t2
Somit ergibt sich aus (6.3.39) die linearisierte Beziehung
an/ a2mz 1 32 / 825
2 T2 5 T POoo
ot ot? ¢ Ot ot
Damit sind die Schwankungen von p’ durch Schwankungen von my, p’ und (3 ausge-
driickt. Beim Einsetzen von (6.3.46) in (6.3.32) hebt sich der Term mit m;, gerade auf.
Es ergibt sich die inhomogene Wellengleichung fiir den Druck
1 a2p/ (92/8
= —Ap = pg == 6.3.47
2 gz AV =55 ( )
Die rechte Seite reprasentiert wieder die Quellstiarkeverteilung. Das Produkt p 3 ist die
Masse pro Volumen, die von der zugefiihrten Masse verdriangt wurde. Es ergibt sich,
dafl zeitliche Schwankungen des verdrdngten Volumens die Quellstirke bestimmen.
Instationéres Verdrdngen von Masse ergibt also Schall. Es kommt gar nicht auf die
zugefiihrte Masse selbst an. Die Dichte der zugefithrten Masse spielt iiberhaupt keine
Rolle! Lediglich das verdringte Volumen und die Dichte des verdringten Mediums ist
wichtig.
Im freien Raum ohne feste Winde kann die Lésung von (6.3.47) wieder als Integral
angegeben werden. Es gilt

Bt — 1T —gl/c) 13
/ = d 6.3.48
T / Ar |7 — g Y (6:3.48)

(6.3.46)

Dabei wurde die Zeitableitung analog zur Losung bei Energiezufuhr (6.3.30) vor das
Integral gezogen.

Impulserhaltung

Als drittes soll noch die Stérung der Impulserhaltung betrachtet werden. Die Impul-

serhaltung wird durch die linearisierte Euler-Gleichung ausgedriickt. Wird irgendwo
Impuls zugefiihrt ergibt sich folgende Form dieser Gleichung

=1

ot

Dabei ist g(Z, t) der Impuls, der pro Volumen und pro Zeiteinheit am Ort & zur Zeit ¢

zugefithrt wird. Dies kann auch als eine d&uflere Kraft pro Volumen, die auf das Medium

wirkt, interpretiert werden. Die linearisierte Kontinuitédtsgleichung bleibt durch die
Impulszufuhr unveréndert. Es gilt

+gradp’ = §(Z,t) (6.3.49)

/

%’; + podive’ =0 (6.3.50)
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Weiterhin wird durch die Impulszufuhr die Druck-Dichte-Beziehung nicht beein-
trichtigt. Damit gilt der einfache Zusammenhang p’ = ¢? p’. Um eine Wellengleichung
fiir den Druck zu erhalten, wird wie gewohnt (6.3.50) nach der Zeit abgeleitet und die
Divergenz von (6.3.49) gebildet. Die resultierenden Gleichungen werden voneinander
subtrahiert und die Grofle p’ durch p’ ersetzt. Man erhilt die inhomogene Wellenglei-
chung

1 82 p/

2 ot?
Diesmal ergibt sich fiir die Quellstéirke kein Zeitableitungsterm, sondern ein Ausdruck
mit Divergenz-Operator. Das bedeutet, die Schallentstehung héngt von dem raum-
lichen Gradient der Impulszufuhr ab. Analog zu (6.3.48) kann auch fiir (6.3.51) die
Loésung im freien Raum ohne Wénde als Integral angegeben werden. Sie lautet

o {divg}(@.t — |7 —gl/c) 5.
P t) = — / pE a’y (6.3.52)

— Ap = —divg (6.3.51)

R3
Dabei ist zu bemerken, dafl sich der Ausdruck

{divg}(g.t — |7 —gl/c) (6.3.53)

von
div {g(7,t — |&—7/c)} (6.3.54)

unterscheidet. Um dies deutlich zu machen, wurden in (6.3.52) die geschweiften Klam-
mern um den Divergenzterm verwendet. Mit (6.3.53) ist die Divergenz von § an der
Stelle ¥ zur retardierten Zeit 7 = t — |Z — ¢|/c gemeint. Dagegen ist bei (6.3.54) gar
nicht eindeutig klar, auf welche Koordinaten sich die Divergenzbildung bezieht. Der
Ausdruck in den geschweiften Klammern in (6.3.54) hiingt von Z, ¥ und ¢ ab. Das
heifit, die rdumliche Divergenz konnte beziiglich Z oder ¥ gemeint sein. Zu beachten
ist, dal in den vorliegenden Integralen fast immer nur Ausdriicke der Form (6.3.53)
auftreten.

Im folgenden wird eine Umformung des Integrals in (6.3.52) vorgestellt, die spéter
noch 6fters benutzt werden wird. Die Quellstérke und damit das Vektorfeld § héingen
vom Quellort ¥ und der Quellzeit 7 ab: §(7, 7). Die Grolen ¢ und 7 werden zunéchst als
unabhéngige Variablen betrachtet. Die Divergenz wird in einer anderen Schreibweise
mit Summationskonvention als
9gi
dyi

divg = (6.3.55)
dargestellt. Es wird hier nochmals darauf hingewiesen, daf3 die partielle Ableitung nach
y; bei einer festen Zeit 7 genommen wird. Beim Einsetzen in das Integral hingt die
Quellzeit mit 7 =t — | — §]/c auch vom Quellort ¢ ab. Diese indirekte Abhingigkeit
vom Ort geht nicht in die Divergenz (6.3.55) mit ein. Das in (6.3.52) auftretende
Integral kann als Summe einzelner Integrale geschrieben werden. Es ergibt sich nach
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einigen Umformungen die Beziehung

{agi}@t_lf—m) (7t |Z — 4

1 y; ' c 3 1 0 / ’( v ¢ ) 3

1 i Pir— - *7  (6.3.56
47r/ 17— 7] Y= "in oa, 7 — 7] g (6:3.56)

R3 R3

Die rdumliche Ableitung ist scheinbar einfach aus dem Integral herausgezogen worden.
Dies ist allerdings nur durch die spezielle Form des Integranden mdoglich. Zu beachten
ist, das auf der linken Seite im Integral die Ableitung nach den Koordinaten y; des
Quellortes steht. Dagegen wird auf der rechten Seite die Ableitung nach den Koordi-
naten z; der Beoobachtungsposition gebildet. Die Details der Herleitung von (6.3.56)
sind im Anhang B.3 dargestellt.

6.4. Dipol und Quadrupol

Im Abschnitt 6.1 wurde der punktformige Monopol untersucht. Diesen kann man sich
als punktformige Massenquelle vorstellen, die zeitlich schwankt. Durch eine rdumlich
verteilte Zufuhr von Masse ergibt sich eine kontinuierliche Quellverteilung. Entspre-
chend kann diese als verteilte Monopolquelle ansehen werden. Eine besondere Quell-
verteilung ergibt sich — wie im vorherigen Abschnitt gezeigt — durch Impulszufuhr. Sie
hat die Form

q(Z,t) = —div (&, t) (6.4.1)

Es tritt eine rdumliche Ableitung im Quellterm auf. Eine solche Quellverteilung wird
als Dipolverteilung bezeichnet. Im folgenden wird erkldrt, was man unter einem Dipol
versteht, und es soll verdeutlicht werden, wie die Quellverteilung (6.4.1) mit einem
Dipol zusammenhéngt.

Zunéchst wird ein einfaches Beispiel betrachtet. Es wird das spezielle Feld

9 f(t)o(@)
ga@t)y=\ 92 | = 0 (6.4.2)
g3 0

in (6.4.1) eingesetzt. Es beschreibt eine punktférmige Zufuhr von Impuls in ;-
Richtung mit der Stérke f(¢) an der Stelle £ = 0. Es ergibt sich

0

727 @) (6.4.3)

q(Z,t) = —f(t)
Da go und g3 iiberall gleich Null sind erhédlt man unter Verwendung der Beziehung
(6.3.56) als Losung im freien Raum ohne Berandungen das Integral

. 1 0 Qi (gt — |7 —gl/c) 5.
"2 t) = —— — ! d 6.4.4
p(@0) = - A =7 y (6.4.4)

RB
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6.4. Dipol und Quadrupol

Mit der konkreten Gestalt von g, folgt

RB

17—l

Das Integral kann einfach berechnet werden, da im Integrand das Produkt der Funktion
§(%) mit einem Faktor auftritt. Als Resultat ergibt sich der Wert des Faktors bei § = 0.

Man erhalt
N B L il
P =g . (6.4.6)

Eine Losung dieser Form wurde bereits ausfithrlich in Abschnitt 5.5 behandelt. Die
Losung entspricht dem Schallfeld einer vibrierenden Kugel, deren Mittelpunkt sich bei
Z = 0 befindet. Im Abschnitt 5.5 werden Kugelkoordinaten zur Darstellung verwendet.
Der Abstand vom Ursprung wird mit

r =] (6.4.7)

bezeichnet. Der Ausdruck in den geschweiften Klammern lautet dann

M (6.4.8)
Setzt man fiir f(¢) eine harmonische Funktion der Form
f(t) = Aet (6.4.9)
ein, ergibt sich die Losung fiir die harmonisch vibrierende Kugel:
P (Z,t) = —ﬁ aia:l {w} (6.4.10)

Die Kugel bewegt sich dabei in z1-Richtung. Zur Bewegung der Kugel ist eine Kraft
notwendig. Es wird daher auch Impuls auf das Medium iibertragen. Die Impulsiibertra-
gung der endlichen Kugel auf das Medium entspricht anscheinend einer punktformigen
Impulsquelle im Kugelmittelpunkt.

Fithrt man die Differentiation in (6.4.10) aus, erhdlt man die Form

pwy A w1 erse)
p'(Z,t) = i cosd [rc + Tz} e (6.4.11)
Diese Gleichung stimmt bis auf einen konstanten Vorfaktor mit (5.5.27) iiberein. Die
Koordinate 6 gibt den Winkel zwischen dem Beobachtungsvektor  und der z;-Achse
an. Daraus wird die Richtungsabhingigkeit des erzeugten Schalls deutlich. Senkrecht
zur Richtung des zugefiihrten Impulses — beziehungsweise zur Bewegungsrichtung der
Kugel — ist cosf = 0 und es ergibt sich keine Druckschwankung. Die maximale Am-
plitude wird in Richtung des zugefiihrten Impulses beobachtet. Durch den cos 8-Term
ergibt sich die typische Verteilung fiir ein Dipolfeld.
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6. Schallquellen

Dipol als Uberlagerung zweier Monopole

Es stellt sich jedoch die Frage, warum fiir eine Verteilung nach (6.4.11) der Ausdruck
“Dipolfeld” beziehungsweise “Dipol” verwendet wird. Dies beruht auf der Moglichkeit,
daB man ein solches Feld als Uberlagerung von zwei Monopolfeldern ansehen kann. Um
dies zu verdeutlichen, wird zunéchst ganz allgemein eine beliebige Losung p’ = a(Z, t)
der inhomogenen Wellengleichung fiir eine gegebene Quellverteilung (&, t) betrachtet.
Es soll gelten

(%2 % - A) o) = q(7,1) (6.4.12)

Diese Gleichung wird nach z; differenziert. Vertauscht man die Ableitungen auf der
linken Seite ergibt sich

(1 o —A) 9a 2=z (6.4.13)

2 o2 Oy Omy

Das bedeutet, das Feld da/dzx; ist die Losung fiir die Quellverteilung dq/0z1. Kennt
man die Losung zu einer bestimmten Quellverteilung, dann lassen sich auch die Losun-
gen fiir Ableitungen der Quellverteilung einfach durch Differenzieren ermitteln.

Fiir die weiteren Uberlegungen wird die Ableitung des Feldes a(#,t) nach x; be-
trachtet. Es gilt allgemein

0 . . a(Z,t) — a(¥ —eéy, t)
p a(Z,t) = ili% s (6.4.14)
Dabei ist mit
1
a=[o0 (6.4.15)
0

der Einheitsvektor in z1-Richtung bezeichnet. Die Darstellung (6.4.14) erlaubt es, die
Ableitung von a(Z, t) als Uberlagerung zweier Felder anzusehen. Definiert man die zwei
Verteilungen b; und by mit

1
by (%, t) = - a(Z,t)
(6.4.16)
bg(.’f, t) = —g a(f— Egl,t)
dann kann 9
8—331 a(Z,t) = 511—>H6 [b1(Z,t) + bo(Z,1)] (6.4.17)

geschrieben werden. Die Felder b; und b, besitzen die Form von a jedoch sind sie mit
1/e skaliert. Zusitzlich ist bs gespiegelt und um die Strecke € in x1-Richtung verscho-
ben. Zur Veranschaulichung wird ein Beispiel betrachtet, in dem a(Z,t) einen Puls mit
Maximum an der Stelle Z = 0 beschreibt. In der Abbildung 6.4 sind die Verteilungen
von by, by und by + by entlang der x1-Achse dargestellt. Wird der Parameter e verrin-
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6.4. Dipol und Quadrupol

Abbildung 6.4.: Zur Uberlagerung zweier Felder

gert, so wird auch die Verschiebung von by immer kleiner. Ohne die Skalierung mit 1/e
wiirde im Grenzfall € — 0 eine komplette Ausloschung eintreten. Mit der Skalierung
wachsen b; und by immer weiter an. Fiir ¢ — 0 werden die beiden Felder unendlich
groB, und die Uberlagerung ergibt die Ableitung von a. So kann die Ableitung eines
Feldes nach einer Ortskoordinate immer als Uberlagerung von zwei Feldern mit gleicher
Form und unendlicher Stérke interpretieren werden.

Der Sinn dieser Voriiberlegungen wird deutlich, wenn man ein konkretes Feld fiir
a(Z,t) einsetzt. Mit

a(, ¢ = L2180 (6.4.18)
|Z|

wird das Feld eines Monopols am Ort £ = 0 und der Stirke f(¢) ausgewihlt. Es
beschreibt Kugelwellen, die nach auflen laufen und mit 1/r abfallen. Einsetzen in
Gleichung (6.4.14) ergibt

O [f—18/)\ _ .  [2ft=1Z]/c)  —1f(t—|T—eer|/c)
e

Fr @ 7 —eal

(6.4.19)

e—0

Auf der linken Seite steht das Feld einer punktférmigen Impulsquelle, die sich bei & = 0
befindet und in z;-Richtung orientiert ist. Die Stirke der Quelle entspricht f(¢). In
der eckigen Klammer auf der rechten Seite steht die Summe aus zwei Monopolfeldern.
Der erste Monopol befindet sich am Ort Z = 0 und hat die Stérke f(t)/e. Der zweite
Monopol sitzt bei & = e€;. Das heifit, er ist auf der x; Achse um e verschoben. Er hat
die Stéirke — f(t)/e. Die beiden Monopole sind damit gegenphasig.

Noch klarer wird die gesamte Konstellation, wenn man die dazugehorigen Quell-
verteilungen betrachtet. Die zum Monopolfeld (6.4.18) gehorende Quellverteilung ist
durch

q(T,t) = 4 f(£)5(Z) (6.4.20)
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(a) Monopol z2 4
()
O—x
i) A

(b) Dipol

l’z‘

(¢) Quadrupol

e,
D

()
O

l’g‘

(d) Quadrupol

DO

QO

>
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1

/(7 _
p(m,t) o 8.131
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0 {f(t—lfl/C)}

o= (I 9]

Abbildung 6.5.: Schematische Darstellung der Punktquellen fiir die verschiedenen

Quelltypen
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

gegeben. Die zur Losung (6.4.19) passende Quellverteilung ergibt sich daraus durch
Differentiation nach z;. Es konnen fiir die Ableitung von ¢ die obigen Uberlegungen
angewendet werden. Es folgt

9

o . 1 . 1 . o
5o {F(O@) = lim |~ F(00() - Zf()3(F - =21) (6.4.21)

€

Zur besseren Ubersichtlichkeit wurde der Faktor 47 weggelassen. Auf der linken Seite
ergibt sich eine Quellverteilung, die bis auf das Vorzeichen mit (6.4.3) iibereinstimmt.
Sie beschreibt eine punktférmige Impulsquelle. In der eckigen Klammer auf der rech-
ten Seite steht die Uberlagerung von zwei Quellverteilungen, die eine punktférmige
Massenquelle — einen Monopol — beschreiben. Im Grenzfall € gegen Null riicken die
iiberlagerten Monopole auf einem Punkt zusammen und werden dabei unendlich stark.
So kann man sich die punktférmige Impulsquelle anschaulich als die Uberlagerung von
zwei Monopolen vorstellen. Entsprechend wird eine solche Quelle als “Dipol” bezeich-
net.

Die Uberlagerung von Feldern liaBt sich noch weiter fortsetzen. Es konnen auch zwei
Dipolfelder iiberlagert werden, so dafl die neue Losung der Ableitung des Dipolfeldes
entspricht. Im folgenden soll ein Uberblick iiber die Moglichkeiten gegeben werden.
Der Ausgangspunkt ist das Monopolfeld. In der Abbildung 6.5(a) ist die Position des
Monopols mit einem (+)-Zeichen markiert. Durch Ableiten nach x; erhélt man aus
dem Monopolfeld ein Dipolfeld. Das (—)-Zeichen in der Abbildung 6.5(b) stellt den
gegenphasigen Monopol dar. Wird nun die Dipollosung nach s differenziert ergibt sich
ein sogenannter Quadrupol. Wie in der Abbildung 6.5(c) deutlich wird, kann der Qua-
drupol als Uberlagerung von vier Monopolen oder von zwei Dipolen angesehen werden.
Die Monopole liegen alle bei & = 0 und sind unendlich stark. Fiir den Quadrupol er-
gibt sich aber noch eine zweite Konfiguration. Leitet man das nach der z;-Richtung
orientierte Dipolfeld ein zweites mal nach x; ab, ergibt sich die Konstellation in der
Abbildung 6.5(d).

Dieses “Spiel” 148t sich noch beliebig fortfithren, jedoch sind in der Akustik mei-
stens nur Monopole, Dipole und Quadrupole von Interesse. Dipolfelder ergeben sich
als Losung der inhomogenen Wellengleichung, wenn die Quellverteilung als rdaumliche
Ableitung dargestellt werden kann. Dies ist zum Beispiel bei Impulszufuhr mit (6.4.1)
der Fall. Entsprechend ergeben sich Quadrupollésungen, wenn auf der rechten Seite
in der Quellverteilung zweite Ableitungen nach dem Ort vorkommen. Beispiele dafiir
werden spéter noch ausfiihrlich behandelt.

6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

Die Losung der inhomogenen Wellengleichung im freien Raum ohne Berandungen 148t
sich als Integral in der Form

1 7.t — |7 — 7
p/(f, t) _ / q(y7 _’|£L’ _ y|/C) ng (651)
|7 — 7]
]R3
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6. Schallquellen

darstellen. Damit kennt man im Prinzip die Losung, wenn die Quellstéirkeverteilung
q(&,t) vorgegeben ist. Jedoch ist es selbst bei relativ einfachen Funktionen ¢(Z, t) meist
nicht moglich, das Integral auf der rechten Seite wirklich geschlossen zu 16sen. Dies ist
fast immer nur numerisch berechenbar. Haufig sind solche numerischen Losungen aber
sehr aufwendig.

In einigen Fillen ist es jedoch moglich das Integral durch eine einfachere Form
zu approximieren. Dabei beginnt man mit der Ausdehnung des Integrationsgebiets.
In fast allen Féllen braucht nicht iiber den gesamten Raum integriert zu werden, da
die Quellverteilung irgendwie begrenzt ist. Im folgenden wird vorausgesetzt, daf} ein
endliches Volumen Vi, existiert, welches alle Punkte mit (%, ¢) # 0 umfafit. Aulerhalb
dieses Volumens ist die Quellstérke gleich Null. Damit kann das Integral auf das Volu-
men V, begrenzt werden. Es wird die Ausdehnung D des Volumen V, eingefiihrt. Die

Abbildung 6.6.: Zur Ausdehnung D und dem Mittelpunkt ¢ des Quellvolumens Vi,

Groe D entspricht dem Durchmesser der kleinsten Kugel, das gesamte Volumen Vi,
gerade umschliefit. In Abbildung 6.6 ist die geometrische Situation dargestellt. Weiter-
hin wird ein Mittelpunkt des Volumens V, definiert. Dieser wird mit ¢, bezeichnet.
Er kann zum Beispiel als geometrischer Schwerpunkt des Volumens gew&hlt werden.
Der Abstand aller Punkte in V,, ist in jedem Fall kleiner oder gleich D.

Besonders sind zwei Approximationen von praktischem Nutzen, da die bendtigten
Voraussetzungen in vielen Féllen erfiillt sind. Das sind das sogenannte “geometrische
Fernfeld” und die “kompakte Quelle”. In beiden Féllen mufl die Abmessung D be-
stimmte Bedingungen erfiillen, damit die Approximation angewendet werden kann.
Die beiden Approximationen werden zunéchst einzeln vorgestellt.

Geometrisches Fernfeld

Fiir die erste Approximation wird vorausgesetzt, dafl sich der Beobachter weit ent-
fernt von dem Quellvolumen befindet. Zweckméfigerweise fithrt man den Abstand des
Beobachtungspunktes zum Mittelpunkt des Quellvolumens mit

R = |Z — gyl (6.5.2)
ein. Dieser Abstand soll grofl relativ zur Ausdehnung des Quellvolumens sein:
R>D (6.5.3)
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

Es wird hier der Ausdruck des “geometrischen” Fernfeldes verwendet. Ein Beobach-
ter befindet sich im geometrischen Fernfeld, wenn Bedingung (6.5.3) erfiillt ist. Dies
darf nicht mit dem “normalen” Fernfeld verwechselt werden, in dem der Abstand grof3
gegeniiber der Wellenléinge ist (R > \). Zur Unterscheidung wird letzteres auch als
“akustisches” Fernfeld bezeichnet. Die Bedingungen R > D und R > A kénnen un-
abhéngig voneinander erfiillt sein oder auch nicht. Es sei besonders darauf hingewiesen,
dafl der Begriff des “geometrischen” Fernfeldes in der Literatur nicht sehr verbreitet
ist. Im Allgemeinen ist mit dem Ausdruck “Fernfeld” immer der Bereich mit R > A
gemeint. Dies ist auch hier der Fall, wenn nicht speziell von dem “geometrischen”
Fernfeld gesprochen wird.

Der Beobachter nimmt zu einer bestimmten Zeit Signale aus dem gesamten Quell-
volumen V,, war. Die Signale von verschiedenen Punkten legen jedoch auch unter-
schiedliche Entfernungen zuriick bis sie den Beobachter erreichen. Vergleicht man den
Weg von dem Quellpunkt ¢ zum Beobachter £ mit der Entfernung des Beobachters zu
Mittelpunkt des Volumens, dann ergibt sich eine Abweichung d. Es gilt

|2 -yl =1 —gul +d=R+d (6.5.4)

In Abbildung 6.7 wird versucht diesen Zusammenhang zu veranschaulichen. Zu beach-
ten ist, daB die Grofle d auch negativ Werte annehmen kann. In jedem Fall ist der

d]
Va I

Abbildung 6.7.: Zur Variation der Entfernung zwischen Quellpunkt und Beobachter
um Quellvolumen V;,

Betrag der Abweichung kleiner als die Ausdehnung des Quellvolumens:

|d| < D (6.5.5)
Aus der Annahme (6.5.3) folgt damit

|d| <« R (6.5.6)

Die Entfernung zwischen Quellposition i und Beobachter & taucht in dem Integral in
Gleichung (6.5.1) zweimal auf. Einmal in der retardierten Zeit im Zihler und einmal
im Nenner. Durch letzteres wird die Abschwéchung der Signale mit dem Abstand vom
Quellpunkt ausgedriickt. Die Stirke nimmt mit dem Kehrwert des Abstands ab. Wird
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6. Schallquellen

der Abstand R des Beobachters zur Quelle immer gréfier und die Ausdehnung D bleibt
gleich, so ergibt sich im Grenzfall

1 1 1 R
= ffr 6.5.7
-y R+d &R = D % (6:5.7)

Das bedeutet, fiir einen hinreichend grofien Abstand R kann der Kehrwert des Ab-

stands mit
1 1 1

[Z—g] R |7~ g
angendhert werden. Der Fehler, der dabei gemacht wird, nimmt mit der Entfernung

von der Quelle immer weiter ab. Diese Approximation kann nun in die Losung (6.5.1)
eingesetzt werden. Es ergibt sich die Ndherungslosung

e L [ UG =TT/
"(Z,t) ~ — / —— d 6.5.9
P~ o [ TR (6:5.9)

(6.5.8)

Q

Der Nenner hiéngt damit nicht mehr von der Integrationsvariablen ¢ ab und kann vor
das Integral gezogen werden. Es ergibt sich die Vereinfachung
T, 1) ~ —— j.t— |7 —q)/c) &7 6.5.10
PE O~ [ a@t=|T-yl/c)dy ( )
Vo

Diese Losung gilt approximativ fiir weite entfernte Beobachter im Sinne von (6.5.3).
Das Integral in (6.5.10) hat eine etwas einfachere Form im Vergleich zu (6.5.1). Jedoch
ist oft noch eine weitere Vereinfachung moglich, wie sie anschliefend vorgestellt wird.

Kompakte Quelle

Es wird angenommen, dafl die Ausdehnung der Quelle klein gegeniiber den auftreten-
den Wellenléngen ist. Dazu mufl die Quelle ein begrenzten Frequenzbereich besitzen.
Die hochste Frequenz, die im Spektrum auftritt, ist entscheidend fiir die Abschitzung.
Ist die Wellenléinge A, die der hochsten Frequenz entspricht, grofl gegeniiber der Aus-
dehnung D, wird von einer kompakten Quelle gesprochen. Im folgenden wird die Be-
trachtung nur fiir eine feste Frequenz w durchgefiihrt. Eine Quelle mit einem aus-
gedehnten Spektrum kann als Uberlagerung der einzelnen Spektralanteile angesehen
werden. Es ist daher ausreichend nur eine Frequenz zu betrachten. Es wird angenom-
men, die Quellverteilung besitzt die Form

q(Z,1) = Q(T) " (6.5.11)

Das Feld Q(%) gibt die rdumliche Verteilung der Quellstirke vor. Setzt man (6.5.11)
in (6.5.1) ein, ergibt sich fiir die Losung

7 gio(t—|7—7/0)
p’(f,t)z/Q(y)e a3y (6.5.12)
Va

dnlE — 4]
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation
Im Integral tritt die retardierte Zeit

(6.5.13)

auf. Sie ist die Quellzeit, zu der ein Signal am Ort i ausgesandt werden muf}, damit es
zur Zeit ¢ den Beobachter am Ort & erreicht. Die Quellzeit ist vom Quellort abhéngig.
Das bedeutet, den Beobachter erreichen gleichzeitig Signale, die zu unterschiedlichen
Zeiten ausgesandt wurden. Die empfangenen Signale sind dann nicht mehr in Phase,
auch wenn die Quelle in Phase abstrahlt.

Es stellt sich die Frage, wie grof3 ist die Abweichung von 7 innerhalb des Quellvo-
lumens, und wie wirkt sich diese Abweichung auf die beobachteten Signale aus. Um
letzteres zu kliren, wird der Faktor e®™ betrachtet, der die Phase der beobachteten
Signale bestimmt. Zun#chst wird eine mittlere retardierte Zeit mit
|f - 37M| o R

t— — .0.14
p c (6.5.14)

™ =1 —

definiert. Sie stellt die Zeit dar, zu der ein Signal am Mittelpunkt des Quellvolumens
ausgesandt werden muf}, damit es zur Zeit ¢ den Beobachter erreicht. Fiir die Abwei-
chung A7 von der mittleren retardierten Zeit gilt

|§ — gM' d

—t+ =—= (6.5.15)
C C &

Ar=7—Ty=1—

Dabei ist mit d wieder der Unterschied zwischen den Wegstrecken nach (6.5.4). Ist nun
die Variation von 7 klein, so dafl im gesamten Quellvolumen fiir das Produkt w A7 die
Abschitzung

|wAT| < 27 (6.5.16)

gilt, so ergeben sich insgesamt keine nennenswerte Abweichung bei dem Faktor e™”.
Es gilt dann
|eT — ™| « 1 (6.5.17)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 6.8 veranschaulicht. Der Faktor 7 kann
als ein Punkt in der komplexen Ebene, der auf dem Einheitskreis liegt, angesehen
werden. Das Produkt w7 entspricht dem Winkel, unter dem sich der Punkt relativ zur
reellen Achse befindet. Durch eine Variation von wr wandert der Punkt entlang der
Einheitskreises. Eine Veranderung um 27 entspricht einem kompletten Umlauf. Gilt die
Abschitzung (6.5.16), dann ist der Punkt nur um eine relativ kurze Distanz verschoben
und die Bedingung (6.5.17) ist erfiillt. Die Beziehung (6.5.16) ist iibrigens identisch
mit (3.1.19). Dort wurde eine vergleichbare Abschiitzung durchgefiihrt. Allerdings war
dort die Schwankung durch einen reellen Faktor cos(wT) gegeben.

Wenn die Abweichung des ¢*“7-Faktors klein bleibt, kann der exakte 7-Wert durch
den mittleren Wert 7, ndherungsweise ersetzt werden. Die beobachteten Signale aus
dem gesamten Quellvolumen werden dann so berechnet, als ob sie alle die gleiche
Laufzeit zum Beobachter hétten. Der dabei entstehende Fehler veréndert die Signale
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WTmMm
wT

Abbildung 6.8.: Veranschaulichung der Abweichung des Phasenfaktors e“7 in der kom-

plexen Ebene

nur unwesentlich, falls die Ungleichung (6.5.16) erfiillt ist. Durch Umformen erhlt
man daraus die Bedingung

|d
‘MAT’ _ ‘w ’ —or A' <2 (6.5.18)
Dies ist gleichbedeutend mit
ld| <A (6.5.19)
Fiir die kompakte Quelle gilt
D<A (6.5.20)

Wegen der Bedingung (6.5.5) ist damit auch (6.5.19) erfiillt. In diesem Fall kann
tatsdchlich die Abweichung der retardierten Zeit in dem Quellbereich vernachlissigt
werden. Fiir die Losung ergibt sich die Approximation

Q zw (t—R/c) .
/ TaE d?y (6.5.21)

Der von der Laufzeit abhéngige Term ist damit fiir eine bestimmte Beobachtungszeit
t eine Konstante und kann vor das Integral gezogen werden. Man erhélt

iw(t—R/c =
/= € Q(y) 3 -

t) ~ d 6.5.22
e e = L. (6522
Diese Approximation gilt fiir den Fall, daf§ (6.5.20) erfiillt ist.
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

Kombination der Approximationen

Die in den approximativen Losungen (6.5.10) und (6.5.22) auftretenden Integrale sind
oft etwas leichter zu berechnen als die exakte Form in (6.5.1). Eine deutliche Vereinfa-
chung wird iiblicherweise jedoch erst erreicht, wenn beide Approximationen zusammen
angewendet werden kénnen. Fiir eine kompakte Quelle im Sinne von D < A ergibt sich
im geometrischen Fernfeld fiir weit entfernte Beobachter mit D <« R n&herungsweise
die Losung

(F4) e Co ) 7 7 6.5.23
p(w,)NW/Q(y) Yy ( )
Vo

Damit wird die Integration auf ein einfaches Integral tiber die Quellstéirke reduziert.

Die vorgestellte Approximation hat allerdings eine prinzipielle Schwéche. Selbst
wenn die beiden Bedingungen D <« A und D < R erfiillt sind, kann sich in ungiinstigen
Fillen dennoch ein grofler relativer Fehler ergeben. Dies soll anhand eines speziellen
Beispiels verdeutlicht werden. Dazu wird von einer harmonischen Quelle nach (6.5.11)
ausgegangen. Die rdumliche Verteilung der Quellstiarke sei mit

QY) =¥ —41) — 0(F — ¥a) (6.5.24)

gegeben. Diese Verteilung beschreibt zwei Monopole an den Stellen ¢; und s, die
gegenphasig tiberlagert sind. Die Situation ist in Abbildung 6.9 illustriert.

Abbildung 6.9.: Veranschaulichung der Quellverteilung nach (6.5.24).

Fiir das Integral in Gleichung (6.5.23) gilt in dem betrachteten Beispiel

/ Q) d*y=0 (6.5.25)

Die Approximation (6.5.23) besagt in diesem Fall
P (Z,t) =0 (6.5.26)

Die Néherungslosung liefert also den Wert Null. Die Monopole erzeugen am Ort des
Beobachters jedoch Schall. Dieser Schall hebt sich grofitenteils gegenseitig auf, da die
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Signale gegenphasig sind. Wenn die Absténde von den beiden Monopolen zum Beob-
achter nicht exakt gleich sind, dann kann eine vollstindige Ausléschung nicht eintreten.
Am Beobachtungsort ist damit ein Signal p’ # 0 zu registrieren, selbst wenn die Vor-
aussetzungen D < A und D < R erfiillt sind. Dies bedeutet, die Approximation
(6.5.23) liefert ein 100 % falsches Ergebnis. Gemessen an der Amplitude, die ein Ein-
zelner der beiden Monopole am Beobachtungsort erzeugen wiirde, ist der Fehler zwar
absolut winzig. Jedoch ist die Vorhersage von Null schlecht, wenn tatséchlich etwas
vorhanden ist. In diesem Spezialfall ist der relative Fehler maximal.

Multipolentwicklung

Anscheinend ist bei der Herleitung der Approximation an einer Stelle etwas {iberse-
hen worden. Sonst diirfte sich ein so grofler relativer Fehler niemals ergeben. Um das
“Versagen” der Abschéitzungen zu erkliren, wird die exakte Losung nochmal genauer
betrachtet. Die Losung kann in der Form

/ 1 g llEi) Gt o
T t) = — y) —————d°y 9.
V@0 =5 [ e ' (6:5.27)

R3
geschrieben werden. Der Quotient im Integral wird als Funktion von Z, % und ¢ mit

( ) etw(t=|T—1l/c) ( )
F(Z,y,t) = —————— 6.5.28
|17 —

dargestellt. Die obigen Abschitzungen konnen als eine Niherung fiir die Funktion
F angesehen werden, mit der sich die Berechnung des Integrals vereinfacht. Um den
auftretenden Fehler quantitativ zu beschreiben, wird die Funktion F' beziiglich der
Variablen 3 in eine Reihe um die Stelle ¢, entwickelt. Dazu wird die Abweichung des
Quellortes vom Mittelpunkt

Ay =9 —Yu (6.5.29)

und entsprechend die i-te Komponente dieses Vektors
Ay = Yi — Yu,i (6.5.30)

eingefiihrt. Eine Entwicklung ergibt eine Darstellung als Reihe in der Form

(6.5.31)

2 Gyzc’)yj
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

Dies kann nun in die Losung (6.5.27) eingesetzt werden. Damit kann die Losung als
Reihe von Integralen dargestellt werden. Die nicht von der Integrationsvariablen i
abhéngigen Terme werden vor die Teilintegrale geschrieben. Es ergibt sich

S - 1 13
PED=FEa o [ Q@
R3
oF . 1 . 5
) (%, Y, 1) ~E/Q(y)Ayid3y
Yi e (6.5.32)
0’°F 1
(& b)) — 7 Ay; Ay, A>3
ayiayj(x,y 1) SW/Q(:U) YAy, d°y
R3

Zur weiteren Umformung wird die Symmetrie von F beziiglich der Variablen & und
i ausgenutzt. Die Koordinaten Z und ¢ konnen vertauscht werden, ohne daf} sich der
Wert von F dndert. Es gilt fiir die partiellen Ableitungen

oF  OF
dy; Oy

Diese Beziehung kann anschaulich gedeutet werden. Die Funktion F'(Z, 4, t) liefert das
Signal im Beobachtungspunkt & zur Zeit ¢, welches von einer harmonischen Monopol
mit Einheitsstirke am Quellort ¢ erzeugt wird. Es macht keinen Unterschied, ob man
den Monopol auf den Beobachter zu verschiebt, oder ob sich der Beobachter dem
Monopol n#hert. In beiden Fillen &dndert sich das Signal beziehungsweise der Wert
von F' in gleicher Weise. Mit der Symmetriebeziehung kénnen die Ableitungen nach y;
durch z;-Ableitungen ersetzt werden. Zusitzlich wird die konkrete Form der Funktion
F an der Stelle § = ¢, eingesetzt. Dadurch erhalten die Terme mit den Ableitungen
von F die typische Form der Dipol- und Quadrupol-Felder, wie sie im Abschnitt 6.4
vorgestellt wurden. Es gilt

(6.5.33)

iw(t—R/c)
R

Dabei ist R = |# — gy| der Abstand der Beobachters vom festgelegten Punkt ;.
Einsetzen ergibt schliefSlich

c (6.5.34)

o eiw(tfR/c)
p'(Z,t) = {R} Ao (Monopol)
iw(t—R/c)
gy, o
Li (6.5.35)
52 {eiw(tR/c) }
+ Cij (Quadrupol)
8.’L‘ia$]‘ R *
+ e
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6. Schallquellen

Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden die Koeffizienten

Ay = / Q@) &7

T ar
R3
By = j)Ay; g
]R3
1 _,
Ci; = S / Q) Ay;Ay; d°y
IR,3

eingefiihrt.

Die Darstellung der Lésung als eine Reihe in der Form (6.5.35) wird Multipolent-
wicklung genannt. Der erste Term auf der rechten Seite entspricht einem Monopol.
Der zweite Term stellt einen Dipol und der dritte einen Quadrupol dar. Die Stirke der
Quellen wird durch die Koeffizienten Ay, B; und Cj; festgelegt. Das Feld fiir eine gege-
bene Quellverteilung 1Bt sich also immer als eine Uberlagerung von Monopol, Dipol,
Quadrupol und Punktquellen hoherer Ordnung darstellen, die sich alle am festgelegten
Mittelpunkt ¥, befinden.

Konvergenz der Reihe

Das erste Glied der Reihenentwicklung — der Monopolanteil — stimmt iibrigens exakt
mit der oben abgeleiteten approximativen Losung nach (6.5.23) iiberein. Das bedeutet,
die Approximation nach (6.5.23) ist dann gut, wenn die Summe der restlichen Glieder
klein gegeniiber dem ersten Glied ist. Es stellt sich damit die Frage nach der Konver-
genz der Reihe. Um dies zu beantworten, miissen die einzelnen Glieder miteinander
verglichen werden. Die gesamte Untersuchung wird fiir Beobachter im Fernfeld durch-
gefiihrt. Fiir diese lassen sich die Glieder leichter abschétzen. Hier werden beispielhaft
nur die ersten drei Glieder, die auch in (6.5.35) ausgeschrieben sind, betrachtet. Auf
die hoheren Glieder wird dann ohne genauerer Herleitung geschlossen.

Jedes Glied in (6.5.35) stellt das Feld einer Punktquelle dar. Und jedes dieser Felder
besitzt einen Anteil, der mit 1/R abfillt. Nur dieser Anteil ist fiir die Betrachtung im
Fernfeld interessant. Diese Anteile sollen im folgenden berechnet werden. Zuerst wird
die Funktion

Fu(Z,t) = F(Z,§u, t) (6.5.37)

eingefiihrt. Sie entspricht genau dem Feld, das in den geschweiften Klammern in
(6.5.35) auftritt. Die Funktion F,; hiingt nicht von § ab. Dadurch wird die Darstellung
etwas vereinfacht.

Die Glieder der Reihe sind jeweils ein Produkt aus einer rdaumlichen Ableitung von
F,; und einem Koeffizienten. Zunichst werden die Ableitungen untersucht. Es gilt

OF. OF, OR

(6.5.38)
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

und

P, _ 0°R OR OR _OF, 'R
61’i61'j o 8R2 aifj 8%1 OR 8x18xj

(6.5.39)

Der erste Ausdruck stellt ein Dipolfeld dar, welches in z;-Richtung orientiert ist. Der
zweite Ausdruck entspricht einem Quadrupolfeld mit z;,z;-Ausrichtung. Die Rich-
tungsabhéngigkeit der Felder ist in den Termen OR/dz; beziehungsweise 92 R/ (dx;0z ;)
enthalten.

Im n#chsten Schritt werden die Ableitungen von Fy, nach dem Abstand R unter-
sucht. Es gilt

F iw(t—R/c) : iw(t—R/c)
Oh _ _¢ () (6.5.40)
OR R2 c R
Dies kann zu
0F 1w
=—|=+—) F .5.41
OR (R T ) . (6:541)

umgeformt werden. Das Feld F), féllt selbst mit 1/R ab. In der runden Klammer
tritt ein weiterer 1/R-Ausdruck auf. Der Ausdruck iw/c = 27/ &ndert sich nicht mit
dem Abstand. Im Fernfeld, wo R > ) ist, kann daher der erste Term in der runden
Klammer vernachléssigt werden. Es sei nochmal darauf hingewiesen, daf} es sich hier
um das “akustische” Fernfeld und nicht um das “geometrische” Fernfeld handelt. Die
erste Ableitung kann im Sinne einer Ndherung fiir das Fernfeld als

aFM
OR

w

= () Fyu (6.5.42)
R>X c

geschrieben werden.
Analog wird die zweite Ableitung berechnet. Es ergibt sich

0%F, 1 1 dw)\ 0Fy
==F-|=+—) = 6.5.43
Rz REM <R T > R (6:5.43)
Setzt man noch die erste Ableitung ein folgt
PF, 1 1w\’

Man erhélt mehrere Anteile, die unterschiedlich mit 1/R abfallen. Fiir das Fernfeld
gilt

0*F, w2
— =(—| F 6.5.45
OR? ‘R>>)\ ( c ) " ( )

Damit sind schon zwei wichtige Faktoren aus den Gleichungen (6.5.38) und (6.5.39)
bestimmt. Es fehlen noch die Ableitungen des Abstands R nach der Beobachtungspo-
sition. Da solche Ausdriicke noch haufiger auftreten werden, sollen diese im folgenden
etwas genauer betrachtet werden.
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6. Schallquellen

Abbildung 6.10.: Veranschaulichung des Beobachtungswinkels 6;

Der Abstand zwischen Beobachter und dem Mittelpunkt der Quellverteilung lautet
in ausfithrlicher Schreibweise

=

R=[(21 — ya1)? + (12— yu2)* + (23 — 3)°] (6.5.46)
Fiir die erste Ableitung ergibt sich daraus
OR _ @i~ Ywi _ i~ Yui (6.5.47)

or; |7 —9u| R

Anschaulich entspricht die Ableitung gerade dem Cosinus des Winkels zwischen dem
Beobachtungsvektor (Z — ) und dem Einheitsvektor €;, der die z;-Richtung vor-
gibt. Die Situation ist in Abbildung 6.10 skizziert. Wenn der besagte Winkel mit 6;
bezeichnet wird, kann
OR
(91'2'

geschrieben werden. Das bedeutet, die Ableitung OR/0x; hingt ausschlielich von der
Beobachtungsrichtung ab. Sie ist unabhéingig vom Abstand R selbst. In jedem Fall gilt

= cos 0, (6.5.48)

<1 (6.5.49)

OR
8:102»

Bildet man die zweite Ableitung von (6.5.46) ergibt sich

>R (w5 — yM,i)(Ij - yM,j) dij
0,0, = I3 + 7 (6.5.50)

Dieser Ausdruck fillt im Fernfeld mit 1/R ab. Er tritt auf der rechten Seite von (6.5.39)
auf. Dort steht das Produkt aus der zweiten Ableitung von R und dem Ausdruck
OF\/OR, der auch mit 1/R abfillt. Damit hat der zweite Summand auf der rechten
Seite von (6.5.39) insgesamt eine 1/R2-Abhiingigkeit. Er kann somit gegeniiber dem
ersten Summanden im Fernfeld vernachlissigt werden.
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6.5. Kompakte Quelle und Fernfeldapproximation

SchlieBlich konnen die Ergebnisse fiir das Fernfeld zusammengefafit werden. Mit
(6.5.42) und (6.5.48) folgt fiir das Dipolfeld

OF, j
M = — (Zﬂ> F\; cosb; (6.5.51)
Ox; |R>\ c
Analog ergibt sich mit (6.5.45) und (6.5.50) fiir das Quadrupolfeld
0%F,, iw 2
=(— | F 0; 0, 6.5.92
0x;0z; | R>A ( c ) M 08T COST ( )

Die Ergebnisse lassen eine Regelméfigkeit in den Ausdriicken erkennen. Bei jeder Ab-
leitung kommt ein Cosinus-Term hinzu, und die Potenz des (iw/c)-Faktors erhoht
sich um Eins. Eine genaue Betrachtung liefert tatséichlich, dafl die n-te Ableitung mit
(w/e)™ skaliert. Die Stéirke der Felder, die vor den Koeffizienten in der Reihe (6.5.35)
auftreten, verdndern sich von Ordnung zu Ordnung immer um den von der Wellenlédnge
abhéngenden Faktor w/c = 2w /A. Zu beachten ist, daff dies nur im Fernfeld fiir Beob-
achter mit R > X gilt. Ubrigens sind die Cosinus-Terme fiir die Fernfeldabschitzung
nicht von Bedeutung. Es kann zum Beispiel (cosf;)™ immer gleich Eins werden. Dies
ist unabhéngig von der Entfernung R und héngt nur von der Beobachtungsrichtung
ab.

Um die Konvergenzfrage zu klaren, mufl noch das Verhalten der Koeffizienten in
(6.5.36) beriicksichtigt werden. Es wird davon ausgegangen, dafl das Quellgebiet be-
schrankt ist und auflerhalb des abgeschlossenen Volumens V;, iiberall Q(Z) = 0 gilt. Die
Ausdehnung des Volumens im Sinne von Abbildung 6.6 ist mit D gegeben. Die in den
Integralen in (6.5.36) auftretenden Abweichungen Ay; sind in jedem Fall betragsméBig
kleiner als D. Zur Abschétzung der Koeffizienten wird die Grofe

1 3
Anax = 1 [ 10@I &7 (6.5.53)
Va

definiert. Der Betrag des Koeffizienten Ay kann nicht grofler als Amax werden. Gilt
iiberall Q(Z) > 0 ergibt sich gerade Ag = Amax- In jedem Fall gelten die Ungleichungen

|Ao| < Amax
|B7,| S D Amax (6‘5.54)

|Cyj] < D? Amax

Dies 148t sich auch fiir alle weiteren Koeffizienten der Reihe fortsetzen. Damit unter-
scheiden sich der maximal mégliche Betrag der Koeffizienten, die in der Reihe (6.5.35)
neben den Multipolfeldern vorkommen, von Ordnung zu Ordnung jeweils um den Fak-
tor D.

Schliefflich kann eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihenent-
wicklung angegeben werden. Die Multipolfelder skalieren mit der Ordnung n entspre-
chend (w/c)™. Das gesamte Glied lafit sich somit durch (w/c- D)™ abschétzen. Es zeigt
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6. Schallquellen
sich, daf die Reihe (6.5.35) dann schnell konvergiert, wenn
‘ED’— Q—WD‘ <1 (6.5.55)
D=1 5.

gegeben ist. Diese Aussage gilt allerdings nur fiir Beobachter im akustischen Fernfeld,
da nur der 1/R-Anteil der Quellen beriicksichtigt wurde.

Die Bedingung (6.5.55) ist fiir eine kompakte Quelle mit D < A erfiillt. In diesem
Fall ist fiir einen Beobachter im Fernfeld die Quelle bereits sehr gut durch das erste
Glied der Reihenentwicklung approximiert. Die ausgedehnte Quelle erscheint dem ent-
fernten Beobachter wie ein punktférmiger Monopol. Das Ganze gilt jedoch nur, wenn
der Koeffizient Ay nicht verschwindet. Fiir eine Quellverteilung nach (6.5.24) ist aber
exakt Ap = 0. In diesem Spezialfall dominiert der Dipolterm die Losung im Fern-
feld und die Koeffizienten B; sind entscheidend. Falls auch diese alle gleich Null sind,
ergibt sich eine Quadrupolverteilung im Fernfeld, usw. Bei einer kompakten Quelle
konvergiert die Reihenentwicklung in jedem Fall. Ist die Quelle nicht kompakt und
damit die Abschétzung (6.5.55) nicht giiltig, kann auch keine einfache Aussage iiber
die Konvergenz der Reihe angegeben werden.

Dieses Ergebnis 148t nun die Approximation nach Beziehung (6.5.23) besser einord-
nen. Diese Approximation beriicksichtigt nur den Monopolanteil. Sie entspricht dem
ersten Glied in der Multipolentwicklung. Zu beachten ist, dal die Voraussetzungen fiir
die Approximation (6.5.23) eine kompakte Quelle und ein Beobachter im geometri-
schen Fernfeld sind. Die Bedingung des “geometrischen” Fernfeldes (R > D) ist im
Zusammenhang mit der Multipolentwicklung iiberhaupt nicht mehr aufgetaucht. Sie
ist aber automatisch erfiillt ist, wenn man eine kompakte Quelle (A > D) hat und sich
im “akustischen” Fernfeld (R > A) befindet. Dann gilt natiirlich auch R > D.

Die gesamte Betrachtung wurde nur fiir eine feste Frequenz durchgefiihrt. Ist eine
nichtharmonische Quellverteilungen gegeben, so kann eine spektrale Zerlegung vorge-
nommen werden. Fiir die Abschétzung (6.5.55) ist die hochste auftretende Frequenz
(beziehungsweise kiirzeste Wellenliéinge) entscheidend. Die einzelnen Spektralkompo-
nenten koénnen in Reihen der Form (6.5.32) entwickelt werden. Die Glieder der Reihen
lassen sich dann anschliefend wieder iiberlagern. So erhilt man die entsprechende
Multipoldarstellung fiir nichtharmonische Quellverteilungen.

6.6. Zweidimensionale Schallquellen

In Abschnitt 4.1 wurde die Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanélen betrach-
tet. Die Uberlegungen wurden nur fiir zwei Dimensionen durchgefiihrt, da die Dar-
stellung der Losungen einfacher ist und die wesentlichen physikalischen Effekte auch
in der zweidimensionalen Losung enthalten sind. Bei der Schallabstrahlung im offenen
Raum wurde mit der atmenden Kugel gleich ein dreidimensionales Beispiel unter-
sucht. Auch dort kénnte man vermuten, dafl die Behandlung des zweidimensionalen
Analogons — des atmenden Zylinders — etwas einfacher ist. In der Stromungsmechanik
wird ebenfalls im Rahmen der Potentialstromung meistens die Zylinderumstromung
ausfithrlicher behandelt als die umstromte Kugel. In der Akustik ergibt sich jedoch fiir
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6.6. Zweidimensionale Schallquellen

den zweidimensionalen Fall eine wesentlich kompliziertere Losung als fiir den Dreidi-
mensionalen. Dies wird im folgenden néher betrachtet.
Das akustische Potential ¢ soll die inhomogene Wellengleichung

1 & A) ¢ =q(Zt) (6.6.1)
c? Ot? - % e
erfiillen. Ohne Berandungen kann die Losung in der Form
. L [at—|Z—4yl/c) 3.
1) = — d 6.6.2
o) = - [ LI 0ty (6.6.2)
R3

angegeben werde. In Abschnitt 6.2 wurde bereits eine mathematischere Darstellung
der Losung mit Greenschen Funktionen vorgestellt. Diese wird auch fiir die folgenden
Uberlegungen verwendet. Es kann

(oo}
s@n= [ [c@ugnawn @y (66.3)
—o00 RS
geschrieben werden, wenn man die Greensche Funktion
_ 0t —|Z—gl/c—7)

G(T,t,y,7) = pr— (6.6.4)

einfiihrt. Gleichung (6.6.3) unterscheidet sich von (6.2.20) durch die vertauschten In-

tegrationen. Eine Vertauschung ist ohne weiteres moglich, da die Integrationsvariablen

i und 7 sowie die Integrationsgrenzen nicht voneinander abhingen. Fiir die folgenden

Uberlegungen ist es zweckmiiBiger, wenn die innere Integration die Réumliche ist.
Eine zweidimensionale Quellverteilung ist durch

q=Q(v1,72,1) (6.6.5)

gegeben. Dabei bestimmt die Funktion Q(z1,z2,t) die Quellstirke in Abhéingigkeit
von der Position in der x1, zo-Ebene. In z3-Richtung ist die Quellstirke konstant. Die
Losung fiir die zweidimensionale Quellverteilung kann durch Einsetzen von (6.6.5) in
(6.6.3) berechnet werden. Es ergibt sich

oo o0 X0

o(Z,t) = / / /Q(yl,yg,r) /G(E,t,g’,T) dys p dy; dys dr (6.6.6)

—00 —00 —O0

Das raumliche Integral wurde aufgespalten. Da () nicht von ys abhéngt, kann die
Grole vor das Integral iiber y3 gezogen werden. Der Ausdruck in der geschweiften
Klammer kann als neue Greensche Funktion Ggq fiir den zweidimensionalen Fall auf-
gefafit werden. Damit kann die zweidimensionale Losung in der zu (6.6.3) analogen

Form
oo oo oo

qb(xl,acg,t):///GQdQ(yl,yg,T)dyldyng (6.6.7)

—0o0 —00 —O0
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dargestellt werden. Die neue Greensche Funktion hdngt nun nicht mehr von x5 und ys
ab. Es kann

G2d = GQd(xlvx%tvylvyZaT) (668)

geschrieben werden. Die Funktion ist durch das Integral

T L Ooét— r—1yl/e—T
G2d=/0($7t,y,7) dy3=/ ( 4|7T|fy|/g| )dyz (6.6.9)

gegeben.
Um eine fiir praktische Berechnungen geeignete Form der Funktion G zu erhalten,
wird das Integral in (6.6.9) berechnet. Dazu werden die Abkiirzungen

1
r=7 -yl = [(xl —y1)” + (w2 — y2)” + (23 — y3)2] ’ (6.6.10)
fiir den Abstand im dreidimensionalen Raum und

1
2

R=[(x1—31)* + (e2 — 1)’ (6.6.11)

fiir den im zweidimensionalen Raum eingefiihrt. zur Integration wird das Argument
der 0-Funktion mit o substituiert. Es gilt

o=t—"_—r (6.6.12)
c
Daraus folgt
1 or
do=—-—-—d 6.6.13
7= o, W ( )

Durch Ableiten von (6.6.10) ergibt sich

or  ysz— a3

=== 6.6.14
05 " ( )
Damit erhilt man die Beziehung zwischen den Differentialen
dys = ———do (6.6.15)
T3 — Y3
Fiir y3 = +o00 ist 0 = —oco. Wenn y3 von —oo nach oo lduft, dann wichst o zunichst
an, um nach dem Erreichen eines Maximums wieder abzufallen. Es gilt
R
o0 <t— — —T=0max (6.6.16)
c

Die Gleichheit in (6.6.16) wird erreicht, wenn r = R ist. Die ist gerade bei x5 = y3 der
Fall. Dort besitzt o das Maximum.

Es bietet sich an, das Integral in zwei Teilintegrale aufzuspalten. In der erste Inte-
gration lauft y3 von —oo bis z3. Die zweite Integration erstreckt sich von z3 bis +oo.
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Fiir die neue Variable o ergibt sich entsprechend ein Integral von —oo bis omax und
ein Zweites in entgegengesetzter Richtung. Man erhélt

T (0 T e
(o cr (o cr
_ 6.1
G / o+ / o (6.6.17)
—o0 t—R/c—1

Im ersten Integral gilt x5 —ys > 0, und im zweiten ist 3 —y3 < 0. Ersetzt man iiberall
x3 — a3 durch |x3 — 23|, so ergibt sich im zweiten Integral ein Faktor —1. Dieser kann
durch Vertauschen der Integrationsgrenzen kompensiert werden. Es folgt

t—R/c—7

c 1
Gog = — / —— (o) do 6.6.18
2= o ) (6.6.15)
Das verbleibende Integral kann einfach berechnet werden. Falls die obere Integrati-
onsgrenze (t — R/c — 7) kleiner Null ist, dann ist der Wert des Integrals gleich Null.
Andernfalls ergibt sich der Wert des Quotienten an der Stelle 0 = 0. Dieser Wert kann
angegeben werden. Bei o = 0 gilt

R2 _ 2
0=t- L oo VEFlmmwl (6.6.19)
&

Cc

Dies kann zu

lzs —ys| = V/A(t — 7)? — R? (6.6.20)

umgeformt werden. Damit erhélt man schlieflich die Greensche Funktion fiir den zwei-
dimensionalen Fall mit

c

R
fiir t———-7>0

Goq =14 27 At —71)% - R? ¢ (6.6.21)

0 sonst

Die Greensche Funktion hingt nur von dem Abstand R und der Zeitdifferenz t — 7
ab. Dies ist analog zu der Funktion G aus (6.6.4), jedoch ist die Form (6.6.21) auf
den ersten Blick nicht mit dem Ausdruck fiir G vergleichbar. In der Tat besitzen im
zweidimensionalen Fall die Greensche Funktion und damit auch die Losungen einige
Besonderheiten.

Einfache Punktquelle

Am Beispiel einfachster Punktquellen sollen die wesentlichen Unterschiede zwischen
zwei- und dreidimensionalen Schallquellen verdeutlicht werden. Im Abschnitt 6.2 wurde
bereits eine einfache Punktquelle im dreidimensionalen Fall betrachtet, die bei & = 0
und ¢ = 0 einen unendlich kurzen Puls mit endlicher Stérke — einen é-Puls — aussendet.
Sie ist durch die Quellstirkeverteilung

(7, 1) = 8() 5(t) (6.6.22)
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Abbildung 6.11.: Zweidimensionale Elementarwelle nach (6.6.25) zu drei verschiedenen
Zeiten t1, to und t3.

gegeben. Es zeigte sich, dafl die Greensche Funktion G(Z,t, ¥, 7) nach (6.6.4) angibt,
welches Signal am Ort & zur Zeit ¢ durch das Aussenden eines §-Pulses am Ort ¢ zur
Zeit 7 bewirkt wird. Diese Greensche Funktion beschreibt sozusagen Elementarwellen
im dreidimensionalen Raum, aus denen sich alle Losungen zusammensetzen lassen.

Die Uberlegungen aus Abschnitt 6.2 lassen sich auch fiir zweidimensionale Schall-
quellen durchfithren. Eine einfache zweidimensionale Punktquelle, die vom Ursprung
einen ¢-Puls aussendet, ist analog zu (6.6.22) durch

Q(x1,x2,t) = 0(x1) d(z2) 4(t) (6.6.23)
gegeben. Nach (6.6.7) ergibt sich fiir das Feld dieser Quelle
(1, 22,t) = Gogq(z1,22,t,0,0,0) (6.6.24)
Dies stellt eine zweidimensionale Elementarwelle dar. Mit (6.6.21) folgt

c R
_— fir t——>0
b(x1,22,1) = 2mv/c2t?2 — R2 c

0 sonst

(6.6.25)

Dabei ist die GroBle R jetzt der Abstand vom Ursprung in 2D-Raum, der auch als
Abstand zur z3-Achse im 3D-Raum aufgefafit werden kann. Es gilt

R = /2% + a3 (6.6.26)

Die Losung ist in Abbildung 6.11 fiir verschiedene Zeitpunkte dargestellt.
Es zeigt sich ein prinzipieller Unterschied zwischen dem zwei- und dem dreidi-
mensionalen Fall. In 3D bewirkt ein ausgehender 4-Puls auch ein §-Puls an jedem
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Beobachtungsort. Die Stérke des Pulses féllt zwar mit 1/r ab, aber die charakteristi-
sche Signalform bleibt erhalten. Bei zweidimensionalen Quellen ist dies nicht der Fall.
Ein é-Puls bewirkt eine Elementarwelle mit der in Abbildung 6.11 dargestellten Form.
Sie besitzt eine Singularitit bei R = ct. Dort wird die Wurzel in (6.6.25) gleich Null.
Hinter der Singularitéit folgt ein monoton abfallender Signalverlauf.

In einem vorgegebenen Abstand R trifft bei ¢ = R/c die Singularitéit ein. Danach
klingt das Signal wieder ab. Fiir ¢ — oo wird die Stéirke proportional zu 1/¢. Das
bedeutet, erst nach unendlich langer Zeit wird wieder ¢ = 0 erreicht. Ein unendlich
kurzer Puls bewirkt ein unendlich lang abklingendes Signal. Dies ist ein deutlicher
Unterschied zum dreidimensionalen Fall, in dem die Losung nach dem Durchlaufen
des §-Pulses sofort wieder auf ¢ = 0 zuriickgeht.

Aus energetischen Griinden muf auch die Elementarwelle in zwei Dimensionen nach
auflen schwicher werden. Um dies zu verdeutlichen, wird die Losung (6.6.25) an einer
Stelle im festen Abstand L (in radialer Richtung) hinter der Singularitéit betrachtet.
Die Singularitéit befindet sich bei R = ct. Die betrachtete Stelle liegt demnach bei
R = ¢t — L. Fiir den Ausdruck unter der Wurzel in (6.6.25) ergibt sich daraus

At RP=c*? —(ct —L)*=ctL—L? (6.6.27)

Héilt man L konstant, dann ist dieser Ausdruck fiir ¢ — oo proportional zur Zeit ¢t und
damit auch zur Position der Singularitdt R = ct. Das Signal an der betrachteten Stelle
nimmt also mit 1/v/R bei t — oo ab. Dieses Verhalten wird mit der gestrichelten 1/v/R-
Kurve in Abbildung 6.11 veranschaulicht. Sie schneidet die dargestellten Losungen
néherungsweise immer im gleichen Abstand hinter der Singularitét.

Linienhafter Monopol

Das abklingende Verhalten der einfachen Losung nach (6.6.25) 148t sich auch anschau-
lich erkléren. Die zweidimensionale Schallquelle nach (6.6.23) représentiert eine kon-
stante Quellverteilung, die sich ausschlieflich auf die z3-Achse konzentriert. Die Quell-
verteilung kann man sich ndherungsweise aus vielen einzelnen Monopolen zusammen-
gesetzt denken, die entlang der xs-Achse aufgereiht sind. In Abbildung 6.12 ist eine
solche Anordnung dargestellt. Die schwarzen Punkte markieren die Monopole und der
helle Punkt kennzeichnet einen Beobachter, der sich im Abstand R vom Ursprung auf
der x1-Achse befindet.

Senden die Monopole auf der x3-Achse alle gleichzeitig einen Puls aus, so werden
die Pulse beim Beobachter zu unterschiedlichen Zeiten eintreffen. Zuerst trifft der
Puls ein, der von dem néchstgelegenen Monopol ausgesandt wurde. Er kommt zur Zeit
t = R/c beim Beobachter an. Die anderen Pulse benétigen linger. Betrachtet man
einen bestimmten Monopol bei x3 = s, so trifft sein Signal erst bei ¢t = v/ R? + s2/c ein.
Das Signal ist auch entsprechend der gréfieren Entfernung r = v R2 + s2 schwicher als
das erste Signal. Im weiteren Zeitverlauf treffen weitere Pulse ein, deren Stéirke jedoch
immer schwécher ist. Insgesamt klingt das beobachtete Signal mit der Zeit ab. Dies
entspricht einer Losung der Form (6.6.25).

Anschaulich kann man sich das Gedankenexperiment besser mit einem Puls endli-
cher Breite als mit einem d-Puls vorstellen. Ein Puls endlicher Breite kann durch die
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6. Schallquellen

Abbildung 6.12.: Linienhafter Monopol entlang der z3-Achse

Quellverteilung

Q(ﬂfhl'g,t) = 6($1)5($2)f(t) (6628)

realisiert werden, wenn die Zeitfunktion f(t) entsprechend gewé#hlt wird. Setzt man
diese Quellverteilung in (6.6.7) ein, ergibt sich die Lésung

t—R/c

Blar,v2,) = (R, 1) = o / V%d

(6.6.29)

Das ist das Feld einer zweidimensionale Punktquelle mit der Stiirke f(t). Diese Losung
soll im folgenden fiir eine einfache Zeitfunktion, die einen wie in Abbildung 6.13 ge-
zeigten endlichen Puls beschreibt, veranschaulicht werden. Die dieser Quellstérke ent-
sprechende Losung ist in Abbildung 6.14 dargestellt. In dem ansteigendem Teil der
Welle ist die urspriingliche Pulsform noch zu erkennen. Hinter dem Maximum folgt
jedoch der Bereich mit abklingender Losung, der auf den ersten Blick nichts mit dem
Zeitverlauf der Quellstéirke zu tun hat.

Im dreidimensionalen Fall bleibt die Form eines Signals, welches von einer Punkt-
quelle ausgesendet wird, erhalten. Die Stérke des Signals nimmt zwar mit 1/r ab, aber
es wird nicht verformt. Dies ist in zwei Dimensionen anders. Egal wie die Funktion
f(t) gewihlt wird, eine Losung nach (6.6.29) ergibt fiir unterschiedliche Absténde R
auch verschiedene Signalformen, die sich nicht nur durch einen Skalierungsfaktor un-
terscheiden. Es kann gezeigt werden, daf sich fiir R — oo die Form der Signale immer
weniger veréindert. Im Grenzfall ergibt sich ein Abklingen mit 1/v/R. Dies gilt jedoch
wirklich nur fiir Wellen, die unendlich weit vom Ursprung entfernt sind.
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Abbildung 6.13.: Einfacher Puls als Zeitfunktion der Quellstérke in (6.6.28).

Abbildung 6.14.: Losung fiir die in Abbildung 6.13 gegebenen Puls

Vergleich von ein- und zweidimensionaler Wellenausbreitung

Anscheinend ist es nicht moglich eine zylindersymmetrische Welle auszusenden, deren
Form erhalten bleibt. Dagegen ist es mit den eindimensionalen ebene Wellen und den
kugelsymmetrischen dreidimensionalen Wellen moglich, ein Signal ohne Verformung zu
transportieren. Eine Plausibilitdtserklarung fiir die Besonderheiten im zylindersymme-
trischen Fall wurde durch das Gedankenexperiment nach Abbildung 6.12 gegeben. Die
spéter eintreffenden Signale von entfernten Quellen erkléren die abklingende Lésung.

Ein analoges Modell 148t sich jedoch auch fiir eine ebene Welle konstruieren. Denkt
man sich die Punktquellen nicht nur entlang einer Achse sondern in einer Ebene ver-
teilt, so ergibt sich quasi eine eindimensionale Situation. Die eindimensionalen ebenen
Welle zeigen jedoch kein abklingendes Verhalten. Es stellt sich die Frage, wieso sich die
zylindersymmetrische und die ebene Uberlagerung unterscheiden. Um dies zu kliren,
wird das Signal einer eindimensionalen Quellverteilung berechnet.

Es wird folgende Situation betrachtet. Von allen Punkten in der x5,23-Ebene gehen
identische Kugelwellen aus. Das heifit, die x5,x3-Ebene ist homogen mit identischen
Monopolen besetzt. Die Stirke der Monopole ist mit f(¢) gegeben. Die eindimensionale
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Quellverteilung hat damit die Form
q(Z,t) = 6(x1) (1) (6.6.30)

Dies kann in (6.6.2) eingesetzt werden. Es ergibt sich

} Tl ft—r/e)
£ = 179 4,4 6.31
o@t = [ [ g (6631)
wobei der Abstand wieder mit
r=|7—g (6.6.32)

abgekiirzt wird. Fiir einen Beobachter am Ort & ergibt sich die Losung durch Integra-
tion iiber die flichige Quellverteilung.

Das Doppelintegral in (6.6.31) erstreckt sich iiber die gesamte Ebene z; = 0. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dafl der Beobachter auf
der x1-Achse sitzt. Es gilt damit fiir die Beobachtungsposition

x1
= 0 (6.6.33)
0

Der Quellpunkt ist mit dem Vektor

0
gy=1 v (6.6.34)
Y3

gegeben. Fiir eine feste Beobachtungsposition # und Beobachtungszeit ¢ hingt der
Integrand in (6.6.31) nur vom Abstand s des Quellpunktes ¢ zum Ursprung ab. Es gilt

s =1/y5 + y3 (6.6.35)

Fiir den Abstand r des Quellpunktes zum Beobachter folgt entsprechend

r=7—gl=1/s*+z] (6.6.36)

Die geometrische Situation ist in Abbildung 6.15 dargestellt.
ZweckméBigerweise wird die Integration nicht {iber x5 und z3 durchgefiihrt, sondern
es wird iiber den Anstand s integriert. Es ergibt sich

o(T,t) = / FE=r/0) o s as (6.6.37)
0

4mr
Zur endgiiltigen Losung wird s durch 7 mit
21 2
r Vst (6.6.38)

T=t——-=t—
c c
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Abbildung 6.15.: Zur Integration der Quellstérke iiber die zq,x3-Ebene.

ersetzt. Es gilt fiir die Differentiale

ds:—ic Y 32—&—55% dr

- (6.6.39)

Durchfiihren der Substitution ergibt

o f) oIS
o(Z,t) = — / PRy 27s . Ldr (6.6.40)

t—zi/c

Im Integrand heben sich einige Terme heraus, so dafl sich das Integral wesentlich
vereinfacht. Man erhélt schliellich

t—x1/c

oF 1) = / F(r) dr = F(t — 21 /0) (6.6.41)

Das Integral in (6.6.41) hingt bei gegebener Funktion f(¢) ausschlieBlich von der
oberen Integrationsgrenze (¢t — x1/c) ab. Das heifit, die Losung kann als Funktion
F(t — x1/c) aufgefafit werden. Damit wird eine Welle in z1-Richtung beschrieben. Die
Form der Welle entspricht dem Verlauf der Funktion F. Diese ergibt sich durch In-
tegration aus f. In Abbildung 6.16 wird die Losung ¢(Z,t) fiir zwei verschiedenen
Zeitverldufe f(t) miteinander verglichen.

Senden die Quellen einen einfachen positiven Puls mit endlicher Breite aus, so ergibt
sich ein einmaliger Druckanstieg am Beobachtungsort. Dies ist in Teil a) von Abbildung
6.16 zu sehen. Entscheidend ist, dafl die Form des Anstiegs nicht von der Koordinate x;

193



6. Schallquellen
a)

f(®) o(Z,1)
0 t 0 xl}/c t
b)
f(®) o(Z,1)
0 t
0 xl}/c t

Abbildung 6.16.: Vergleich des Signalverlaufs nach (6.6.41) fiir verschiedene Pulsfor-
men f(t).

abhéngt. Fiir groflere x; folgt der Anstieg nur etwas spéater. Das Ergebnis kann auch
anschaulich plausibel gemacht werden. Zuerst erreichen den Beobachter die Wellen
von den Quellen am Ursprung. Von dort ist die Weg zu Beobachter am kiirzesten.
Zu spéiteren Zeitpunkten treffen die Anteile von den weiter entfernten Quellpunkten
ein. Die Quellpunkte, deren Anteile synchron eintreffen, liegen alle auf einem Kreis
um den Ursprung. Die spéteren Anteile sind entsprechend dem 1/r-Abfall schwiicher,
da sie eine ldngere Strecke zuriickgelegt haben. Jedoch ist das Gesamtgewicht dieser
Anteile gleich, da entsprechend mehr Quellpunkte auf dem grofleren Kreis beteiligt
sind. Der 1/r-Abfall wird durch die r-proportionale Zunahme des Kreisumfangs gerade
kompensiert, so daf} sich ein konstantes Signal ergibt.

Um eine pulsformige Welle zu erzeugen, mufl die Quellstéirke der Quellen einen
Verlauf besitzen, wie in Teil b) der Abbildung 6.16 gezeigt wird. In jedem Fall ergibt
sich durch Uberlagerung aller Quellen aus der z,23-Ebene eine gewohnliche ebene
Welle. Diese breitet sich mit Schallgeschwindigkeit in z;1-Richtung aus, ohne das sich
die Form des Wellenzuges verdndert. Damit unterscheidet sich die entstehende ebene
Welle vom zylindersymmetrischen Fall, in dem die Uberlagerung der Signale immer
eine vom Abstand abhingige Wellenform ergibt.

Harmonische Quelle

Bisher wurde nur die Abstrahlung eines Pulses betrachtet. Zuletzt soll noch die zweidi-
mensionale harmonische Punktquelle behandelt werden. Ohne Beschrinkung der All-
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gemeinheit kann angenommen werden, daf} sich die Quelle im Ursprung befindet. Die
Quellverteilung entspricht der Form (6.6.28). Fiir die Zeitfunktion wird

ft) =A™t (6.6.42)
eingesetzt. Die entsprechende Losung ergibt sich aus (6.6.29) mit

t—R/c
AC ele
Rt 6.6.43
B(R.1) = e (6:6.43)

Das Integral auf der rechten Seite kann etwas einfacher dargestellt werden, indem man
mit

e(t—1)
= 6.6.44
=" (66.44)
substituiert. Es folgt
T=1t— R (6.6.45)
c
Daraus ergibt sich fiir das Differential
R
dr = - d¢ (6.6.46)

Mit (6.6.45) erhiilt man fiir den Exponentialterm im Zihler die Aufspaltung
T — it | e—iw&R/c (6647)
Fiir den Wurzelausdruck im Nenner folgt

VE(t—1)2—R2=R\/€2 -1 (6.6.48)

Zusammen ergibt die Substitution

etwt 7szR/c R q 6.6.49
/ RVE -1 <C) ¢ (0:6:49)

Dies vereinfacht sich zu

eiwt Ooe—zwfR/c 6 0

.6.5

oy =" [ o (6.6.50)
1

Das Integral auf der rechten Seite ist nicht mehr von der Beobachtungszeit ¢ abhéngig.
Es ist ausschliefllich Funktion des Abstands R. Die Zeitabhéngigkeit steht vor dem
Integral. Wie erwartet, fiihrt die harmonische Quelle auch zu einem harmonischen
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Zeitsignal. Eine weitere Vereinfachung ist jedoch nicht mehr moglich. Der Wert des In-
tegrals kann numerisch berechnet werden. Da Integrale dieses Typs hiufiger auftreten,
wurde die sogenannte Hankel-Funktion nullter Ordnung mit

3 67235
/ = - d (6.6.51)
1

H(Z)

(e

definiert. Die Ordnung der Hankel-Funktion wird als Index geschrieben. Die hochge-
stellte “(2)” gibt an, daf es sich um die zweite Hankel-Funktion handelt. Der Funk-
tionswert von Hé”(f) ist komplex. Der Realteil entspricht der Bessel-Funktion nullter
Ordnung Jyp und der Imaginérteil der Neumann-Funktion nullter Ordnung Yy. Es gilt

HE (s) = Jo(s) — i Yo(s) (6.6.52)
Die erste Hankel-Funktion nullter Ordnung ist mit
HV(s) = Jo(s) +iYo(s) (6.6.53)

definiert. Die beiden Versionen unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen des Ima-
ginérteils.

Die Bessel- und Neumann-Funktionen lassen sich auch als unendlichen Reihen dar-
stellen. Diese Form ist dann geeignet, die Werte numerisch mit einer bestimmten Ge-
nauigkeit zu berechnen, in dem man die Reihe entsprechend abbricht. So sind diese
Funktionen in mathematischen Bibliotheken auf vielen Rechnern implementiert. Die
Bessel- und Neumann-Funktionen nullter Ordnung sind in Abbildung 6.17 dargestellt.
Die Neumann-Funktion Yj(s) hat an der Stelle s = 0 eine Singularitét. Dagegen gilt
Jp(0) = 1. Beide Funktionen besitzen einen wellenférmigen Verlauf, deren Amplitude
proportional zu 1/4/s ist.

Die nach auflen laufende Welle &8t sich mit der gegebenen Definition nun einfach
als

_ A it e (WR

O(R,1) = T e H ( - ) (6.6.54)
schreiben. Wiirde in Gleichung (6.6.54) nicht H”(s) sondern H{" (s) stehen, wiirde die
angegebene Losung eine nach innen laufende Welle beschreiben. So stellt die Losung
in (6.6.54) eine nach auflen laufende Welle dar. Zu bestimmten Zeitpunkten besitzt
die Losung ¢(R, t) in radialer Richtung genau die in Abbildung 6.17 gezeigten Formen
und ist proportional zu Jy(wR/c) beziehungsweise Yo(wR/c). Zu anderen Zeitpunkten
entspricht der Verlauf einer Uberlagerung der beide Funktionen.
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1.5 H T T T T T T T

Jo(s), Yo(s) ! Jo

Abbildung 6.17.: Bessel- und Neumannfunktion nullter Ordnung
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7. Schallerzeugung durch Stromungen

7.1. Lighthills akustische Analogie

In der Mitte des zwanzigsten Jahrhunderts wurden die ersten Diisentriebwerke ent-
wickelt und eingesetzt. Mit Hilfe dieser neue Technologie konnte die Leistungsfahigkeit
der Flugzeuge deutlich verbessert werden, jedoch ergab sich durch die neuen Antrie-
be ein viel groBeres Larmproblem als mit den vorhandenen Propellerflugzeugen. Die
Schallentstehung in turbulenten Stromungsfeldern, wie sie im Strahl eines Diisentrieb-
werks vorliegt, war bis dahin wenig erforscht. Dies lag zum Teil auch daran, dafl es
sich beim turbulenten Freistrahl um ein relativ kompliziertes Strémungsfeld handelt.
Der mit Abstand wichtigsten Beitrag zum Versténdnis der Schallentstehung in
turbulenten Strémungen stammt von Lighthill (1951). Die Idee von Lighthill war es,
eine Wellengleichung ohne Naherung aus den nichtlinearen Gleichungen abzuleiten.
Die Strémung wird in jedem Fall durch die Kontinuitétsgleichung zusammen mit der
Impulsgleichung beschrieben. Die linearen und die nichtlinearen Terme werden aufge-
spalten, und die nichtlinearen Terme werden zusammen mit den Reibungstermen auf
die rechte Seite gebracht. Auf der linken Seite ergibt sich ein “normaler” Wellenaus-
druck. Die Terme auf der rechten Seite konnen als Quellen interpretiert werden.

Herleitung

Die Herleitung der Lighthill-Gleichung wird im folgenden vorgestellt, und die einzelnen
Schritte werden denen zur Herleitung der linearen Wellengleichung gegeniibergestellt.
Es wird von der Kontinuititsgleichung

op oo
5% + div(p?) =0 (7.1.1)

ausgegangen. Diese kann in der Form

dp 0 B
% + oz, (pvi) =0 (7.1.2)

mit Summationskonvention geschrieben werden. Gleichung (7.1.2) wurde zusammen
mit der Euler-Gleichung
Dv

PDr +gradp=0 (7.1.3)
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benutzt, um die Wellengleichung in Abschnitt 2.1 abzuleiten. Die Euler-Gleichung kann
in Indexschreibweise als
0 0 op
; U =0 7.1.4

Zj

dargestellt werden. Diese Gleichung enthilt keine Reibungseffekte, und auch die dufere
Krifte sind in der gegebenen Form nicht vorhanden.

Um die Wellengleichung zu erhalten, wurden die Gleichungen (7.1.2) und (7.1.4)
zunéchst linearisiert. Dieser Schritt zur Vereinfachung wird jetzt ausgelassen. Statt
dessen wird sogar die Euler-Gleichung durch die Impulsgleichung mit Reibung

Dv
"D
ersetzt. Das heifit, es werden Reibungseffekte, die in (7.1.3) bezichungsweise (7.1.4)

nicht enthalten sind, mit beriicksichtigt. Auch die Impulsgleichung 148t sich kompo-
nentenweise mit

+divP =0 (7.1.5)

0 0
a(p’l}i) + %j(pﬂﬂlj + Pij) =0 (716)
schreiben. Die Reibungseffekte sind in dem Tensor
Py = (p—po)dij — Tij (7.1.7)
enthalten. Dort treten die Schubspannungen 7;; auf. Mit
|1 fir 1=y
0ij = { 0 fiir i (7.1.8)

ist die sogenannte Kronecker-Delta-Funktion bezeichnet.

Die Darstellung mit dem gegebenen Tensor F;; ist aus Sicht der klassischen
Stromungsmechanik etwas ungewohnlich. Abweichend von der iiblichen Form ist hier
die Grofle pg enthalten. In diesem Abschnitt wird anders als bisher py zunéchst als
eine Konstante angesehen, die frei gew#hlt werden kann. Da in der Impulsgleichung
nur die Ableitung von P;; vorkommt, ist es moglich wie in (7.1.7) eine Konstante zu
addieren. Die Gleichung gilt dann immer noch. Definiert man

P=p—po (7.1.9)
so ergibt sich
Pij :p/ 51‘j —Tij (7.1.10)

Dabei ist zu bemerken, dafl die Einfithrung der Gréfle p’ hier nicht mit einer Lineari-
sierung oder sonstigen N#iherungen verbunden ist. Die physikalische Bedeutung von p’
héngt von der Wahl der Konstante py ab.

Komponentenweise kann der Tensor P;; als Matrix mit

/

Ti1 — P T12 T13
/
Pij =~ T21 Tag — P T23 (7.1.11)
/
T31 T32 733 — P
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geschrieben werden. Fiir die folgenden Umformungen spielt die konkrete Form des
Spannungstensors 7;; keine Rolle. So sind zum Beispiel die Schubspannungen in einem
Newtonschen Fluid durch den Ansatz

avj 8vi
S (8% N 6%) (7.1.12)

gegeben, wobei 17 die Viskositéit bezeichnet. Mit einem solchen Ansatz geht die Impuls-
gleichung (7.1.6) in die Navier-Stokes-Gleichung iiber. Die Beziehung (7.1.12) wird hier
jedoch iiberhaupt nicht benétigt. Die folgenden Uberlegungen gelten daher allgemein
fiir beliebige Fluide.

Bei der Herleitung der linearen Wellengleichung wurde zuerst die linearisierte Kon-
tinuitdtsgleichung nach der Zeit differenziert. Die Ableitung wird nun auf die nichtli-
nearen Variante angewendet. Aus (7.1.2) ergibt sich

?p 9 9

W + a—xiﬁ(m}i) =0 (7.1.13)

In néchsten Schritt wurde die Divergenz von der linearisierten Euler-Gleichung gebil-
det. Das Entsprechende wird hier mit der nichtlinearen Impulsgleichung durchgefiihrt.
Aus (7.1.6) erhélt man

ﬁ( )+ 8_2(
0; 0t 7" T Dmi0m;

pUV; + Pz'j) =0 (7114)

Dabei wurden im ersten Term die Ableitungen vertauscht. Der zweite Term in (7.1.13)
ist mit den ersten Term in (7.1.14) identisch. Daran hat sich durch das Auslassen der
Linearisierung nichts geéndert. Zieht man (7.1.14) von (7.1.13) ab, folgt die Beziehung

82p 32
— — ———(pvv; + P;;) =0 7.1.15
o2~ Owi0x; (pvivj + Pij) ( )
Im zweiten Term dieser Gleichung sind die Nichtlinearititen und Reibungseffekte ent-
halten.

Entsprechend zu py wird mit py eine weitere Konstante eingefiihrt, die zunéchst
frei wiahlbar ist. Analog wird auch

o =p—po (7.1.16)
definiert. Es gilt fiir die Ableitung
82,0 82/)/
- — 1.1
ot? ot? (7.1.17)
Damit kann (7.1.15) in
82pl 62
— = ———(pvv; + P;; 7.1.18
o2 0,01, (pv v + ]) ( )
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umgeformt werden. Um schliefSlich auf der linken Seite einen Wellenausdruck zu erhal-
ten, wird von beiden Seiten der Ausdruck

82'0/ 82
2N 2 _ 2 /
cg Ap' = ¢ e g 920 (0:50") (7.1.19)
abgezogen. Dabei ist ¢y eine weitere Konstante, die zunéchst frei wihlbar ist. Man

erhalt ) )
8 pl 2 A / 8

W TS = al’lal' 5
Es ergibt sich tatséchlich auf der linken Seite ein Ausdruck, wie er in der Wellenglei-
chung zu finden ist. Ungewohnlich scheint, daf in dem Wellenausdruck die Abweichung
der Dichte p’ und nicht die Druckschwankung auftritt. Gegeniiber der {iblichen Form
ist der Ausdruck auch noch mit ¢ multipliziert. Dies #indert jedoch nichts an den Ei-
genschaften der Gleichung. Beziehung (7.1.20) stellt eine inhomogene Wellengleichung
fiir p/ dar. Die linke Seite beschreibt die lineare Ausbreitung der Schwankungen mit
der Geschwindigkeit cp. Durch die rechte Seite ist eine Quellverteilung gegeben.
Ublicherweise wird der Ausdruck in den runden Klammern auf der rechten Seite
mit

(p’Uﬂ}j + Pij - C%(Sij p/) (7.1.20)

Ty; = poiv; + Pij — ¢36ij ' (7.1.21)
abgekiirzt. Setzt man P,; nach (7.1.10) ein, ergibt sich

Tij = poivj — Tij + 855 (0 — c3p') (7.1.22)

Damit wird die inhomogene Wellengleichung zu

82p/ _ 2A /__ azcr’ﬁ

oz~ 0% T byioa;

(7.1.23)

Dies ist die klassiche Form der Lighthill-Gleichung, wie man sie haufig in der Literatur
findet. Der Tensor T;; wird als Lighthillscher Spannungstensor bezeichnet. Durch die
zweite rdumliche Ableitung der T;; ergibt sich eine Quadrupolverteilung.
Bemerkenswert ist, dafi die Lighthill-Gleichung (7.1.23) ohne N#herung aus den
nichtlinearen Gleichungen folgt. Sie gilt damit iiberall, wenn man die Giiltigkeit der
Kontinuitéts- und der Impulsgleichung voraussetzt.
Im freien Raum ohne Berandungen kann die Losung von (7.1.23) angegeben werden.

Sie lautet o2 ( | Jeo)
1 Tyt — |2 —9l/co) ,5.
'(Z,t) = — d 7.1.24
pE:?) 4rcd Or;0x; / |7 — 9 Y ( )
R3
Diese Losung ist jedoch zunéichst nicht von groflem praktischen Nutzen. Die zu berech-
nende Grofe p’ tritt auch auf der rechten Seite auf. Um sie mit (7.1.24) zu bestimmen,
muf sie schon iiberall bekannt sein. Dies macht wenig Sinn. Zudem sind die drei Kon-
stanten pg, po und cg noch frei wihlbar.
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7. Schallerzeugung durch Strémungen

Eigenschaften und Anwendungen

Die Lighthill-Gleichung (7.1.23) ergibt sich ohne N#herungen und Linearisierungen
durch Umformungen der strémungsmechanischen Grundgleichungen. Die lineare Wel-
lengleichung basiert auf den selben Grundgleichungen. Bei ihrer Herleitung wird die
Reibung vernachléssigt, und die Grundgleichungen werden in einem der ersten Schrit-
te linearisiert. Sie gilt, wenn nur kleine Schwankungen vorliegen und das Medium im
Mittel ruht. Bei diesen Bedingungen sollte die Lighthill-Gleichung daher bis auf eine
geringe Abweichung mit der Wellengleichung iibereinstimmen. Es sollte sogar moglich
sein, die Wellengleichung fiir den Schalldruck aus der Lighthill-Gleichung zu gewinnen.
Dazu miissen nur die entsprechenden Vernachléssigungen und Naherungen sozusagen
“nachtraglich” vorgenommen werden.

Auf den ersten Blick scheint es relativ leicht zu sein, aus Gleichung (7.1.23) ei-
ne “normale” Wellengleichung abzuleiten. Auf der linken Seite ist bereits ein linearer
Wellenausdruck vorhanden. Allerdings ist die physikalische Deutung dieses Ausdrucks
nicht so einfach, wie man vielleicht vermutet. Es ist zu beachten, dafl die Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ eine frei wihlbare Konstante ist. Auch in der Schwankungsgrofie
p' = p — po steckt eine gewisse Unsicherheit iiber deren Bedeutung, da po frei wihl-
bar ist. Damit die linke Seite der Lighthill-Gleichung (7.1.23) wirklich dem “norma-
len” Wellenausdruck entspricht, miissen die freien Konstanten pg, pp und ¢y geeignet
gewdhlt werden. Zusétzlich mufl auch das Bezugssystem, in dem man die Gleichung
anwendet, passend festgelegt werden. Die Wellengleichung, wie sie in Abschnitt 2.1
abgeleitet wurde, gilt nur, wenn das Medium im Mittel ruht. Die Lighthill-Gleichung
gilt unabhéngig von der Wahl der Konstanten und des Bezugssystems. Damit die linke
Seite der Gleichung die Ausbreitung von Wellen in der gewohnten Weise beschreibt,
muf die mittlere Geschwindigkeit gleich Null sein. Dieser Fall soll zunéchst untersucht
werden.

Im folgenden wird davon ausgegangen, das in gesamten Raum nur kleine Schwan-
kungen um einen Ausgangszustand auftreten. Das Bezugssystem wird so gewéhlt, dafl
im Ausgangszustand iiberall v; = 0 gilt. Alle Schwankungen der Geschwindigkeit wer-
den durch Schall hervorgerufen. Man kann die Geschwindigkeit als Schnelle auffassen:

v; =) (7.1.25)

Als Konstante py wird die Dichte im Ausgangszustand gewihlt. Entsprechend ist pg
der Druck und c¢q die Schallgeschwindigkeit im Ausgangszustand. Damit ist p’ einen
kleine Schwankung im akustischen Sinn, und die linke Seite von (7.1.23) ergibt einen
Wellenausdruck, der die Ausbreitung der Schwankungen mit Schallgeschwindigkeit be-
schreibt.

Bis auf einen Fehler von zweiter Ordnung gilt die lineare Wellengleichung fiir den
Schalldruck p’. Entsprechend gilt auch eine Wellengleichung fiir die Dichteschwankun-
gen p'. Sie kann als ,

0%p'
ot?
geschrieben werden. Diese Gleichung gilt n&herungsweise, wenn lediglich kleine
Schwankungen auftreten. Daraus folgt, daf die rechte Seite von (7.1.23) in dem be-

— 2 AP =0 (7.1.26)
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trachteten Fall zu vernachléssigen sei muf. Der Ausdruck

82
o Lij 7.1.27
8xi8xj J ( )
muf} im akustischen Sinn klein sein gegeniiber den Termen auf der linken Seite, wie
zum Beispiel

2 Ap/ (7.1.28)

Um dies zu iiberpriifen, wird der Lighthillsche Spannungstensor 7;; genauer betrachtet.
Der Term

PUV; (7.1.29)

ist von zweiter Ordnung in den Schwankungsgréffen. In akustischen Wellen sind die
Spannungen durch Reibung gegeniiber den Druckspannungen sehr gering. Damit ist
auch 7;; gegeniiber p’ oder cp’ zu vernachléssigen. Bis auf einen Fehler hoherer Ord-
nung gilt fiir die Schwankungen

p =cip (7.1.30)

Somit ist die Differenz p’ — ¢3p’ auch von hoherer Ordnung. Zusammen ergibt sich
daher tatséchlich, daf§ die Lighthillschen Spannungen 7;; in einem Gebiet, in dem nur
kleine Schwankungen im akustischen Sinn auftreten, gegeniiber den Termen von erster
Ordnung vernachléssigt werden kénnen. Formal kann man schreiben

I Tijlmax < €3 [max (7.1.31)

Das Maximum wird dabei iiber den betrachteten Bereich und iiber die Zeit genommen.
In der Lighthill-Gleichung treten die Ableitungen von T;; und c3p’ auf. Es stellt
sich die Frage, ob aus (7.1.31) auch

2

2 AP | max .1.32

max

folgt. Man konnte sich vorstellen, daf§ die Grofle Tj; rdumlich mit einer relativ kurz-
en Wellenléinge oszilliert. Obwohl die Amplitude von Tj; viel kleiner als die von c¢2p’
ist, konnte rein theoretisch fiir die zweiten Ableitungen das Gegenteil gelten. In einer
Schallwelle sind jedoch die Schwankungen aller Groflen miteinander verkniipft. Daher
konnen die Lighthillschen Spannungen auch nur mit der gleichen Wellenlénge oszillie-
ren wie die anderen Groflen. Unter diesen Bedingungen folgt dann wirklich aus (7.1.31)
immer auch (7.1.32).

Die rechte Seite der Lighthill-Gleichung ist also vernachléssigbar klein, wenn nur
kleine Schwankungen vorliegen. Es sei nochmal darauf hingewiesen, dafl dies nur bei
passender Wahl der Konstanten pg, pp und ¢y und des Bezugssystems gilt. Stimmen
zum Beispiel die Konstanten nicht alle mit den entsprechenden Werten im Ausgangs-
zustand iiberein, dann kann keine Abschétzung fiir die rechte Seite angegeben werden.
Im allgemeinen wird ihr Wert — relativ zu den kleinen Schwankungen — dann grofl
werden.
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Liegen nicht nur kleine Schwankungen vor, dann ist es unter Umstédnden nicht mehr
moglich, durch Anpassung der Konstanten die rechte Seite der Lighthill-Gleichung auf
relativ kleine Werte zu beschrénken. Betrachtet man zum Beispiel einen einzelnen Wir-
bel im freien Raum, so kann je nach Zirkulation im Kernbereich die Gréfie pv;v; groff
werden. Daran kann auch die Wahl eines geeigneten Bezugssystems nichts dndern. Man
kann es nur so wihlen, dafl die Geschwindigkeit ¢ aulerhalb des Kernbereichs abfillt
und mit steigendem Abstand vom Wirbelzentrum gegen Null geht. Im Auflenbereich
ist dann die rechte Seite der Lighthill-Gleichung klein im akustischen Sinn. Daraus
ergibt sich die typische Interpretation der Lighthill-Gleichung. Sie wird als Wellenglei-
chung fiir kleine Storungen verstanden, die iiberall gilt. In bestimmten Bereichen —
wie zum Beispiel den Kernbereich des Wirbels — ergeben sich auf der rechten Seite
Quellterme, die nicht vernachlissigt werden koénnen. Auflerhalb dieser Bereiche wird
die Quellstiarke niherungsweise gleich Null gesetzt.

Aus experimentellen Untersuchungen ist bekannt, daf die Grofie pv;v; besonders
grofl in Bereichen mit turbulenter Stromung ist. So spielt die zeitliche Mittelwert
<vivj>, die als Reynoldssche Spannungen bezeichnet werden, bei der theoretischen
Beschreibung der Turbulenz eine grofie Rolle. Es wurden daher viele Messungen ge-
rade dieser Grofle durchgefiihrt. Typischerweise sind in turbulenten Stromungen die
Reynoldsschen Spannungen deutlich gréfier als die laminaren Spannungen, und es gilt

’pvivj}max > |Tij‘max (7.1.33)
So wird es besonders dort zu stidrkeren Quellen kommen.

Es konnen auch noch andere Effekte zu Quellen fithren. Wenn die Schwankungen
des Drucks und der Dichte grofler werden, dann wéchst auch der Fehler in der lineari-
sierten Beziehung (7.1.30) immer weiter an. Ab einer bestimmten Stéirke der Schwan-
kungen werden die nichtlinearen Abweichungen deutlich, und die Differenz p’ — c2p’ ist
nicht mehr vernachlissigbar. Das gleiche gilt auch, wenn rdaumliche Entropieschwan-
kungen vorliegen. Als Beispiel kann ein einfacher sogenannter “Hot Spot” betrachtet
werden. Der Druck ist iiberall konstant, jedoch ist in einem kleinen Bereich die Tem-
peratur erhoht. Entsprechend findet man dort eine niedrigere Dichte. Wihlt man die
Konstanten pg, po und co so, dafl im AuBenbereich die Differenz p’ — c2p’ verschwin-
det, ergibt sich im “Hot Spot” eine von dem Temperaturunterschied abhédngiger Wert.
So konnen sich durch nichtlineare Effekte relativ grole Werte fiir die Lighthillschen
Spannungen Tj; ergeben.

Die bisherigen Uberlegungen fithren direkt auf einen typischen Anwendungsfall
der Lighthill-Gleichung. Im allgemeinen kann der Bereich, in dem die nichtlinearen
Effekte und die Reibung eine Rolle spielen, rdumlich eingegrenzt werden. Es wird dann
angenommen, das auflerhalb dieses Bereiches nur kleine Stérungen auftreten und die
Lighthillschen Schubspannungen T;; werden dort gleich Null gesetzt. So folgt fiir die
Losung im Fall ohne Berandungen néherungsweise

1 T (y,t — |7 —gl/co)

'(Z,t) = YA ddy 7.1.34

P = 0,01, / 17— 4] Y (7.1.34)
Va

204



7.1. Lighthills akustische Analogie

Turbulenter Bereich

Auflerhalb: Vq: Gebiet mit

T;; = 0 gesetzt, nichtlinearen Effekten
keine Stréomung.

Abbildung 7.1.: Prinzipskizze zur Anwendung der Lighthill-Gleichung

Dabei ist im Vergleich zur exakten Losung nur der Integrationsbereich auf ein Volumen
V4, welches alle Gebiete mit nichtlinearen Effekten umfafit, eingeschrénkt worden.
Das Vorgehen ist in Abbildung 7.1 illustriert. In dem Volumen Vg befindet sich die
eigentliche Schallquelle, wie zum Beispiel ein Bereich mit turbulenter Strémung.

Aus diese Weise 18t sich die Lighthill-Gleichung praktisch einsetzen. Ist in einem
begrenzen Bereich durch numerische Simulation die Strémung bekannt, kénnen die
akustischen Schwankungen aufierhalb des Rechengebietes mit der Losung (7.1.34) er-
mittelt werden. Damit 148t sich der Schall im Fernfeld berechnen. Dies ist durch eine
numerische Simulation der nach aufien laufenden Wellen wegen der Gréfle des bendétig-
ten Rechengitters im allgemeinen nicht moglich. Zu beachten ist, dal die Losung in
der Form (7.1.34) nur im Fall ohne Berandungen gilt.

Lighthill selbst benutzte die Losung seiner Gleichung fiir eine Abschéitzung des
durch einen turbulenten Freistrahl erzeugten Schalls. Dabei geht er ebenfalls davon
aus, dafl das “aktive Gebiet”, in dem die 7T;; wirklich einen nennenswerten Beitrag
liefern, um den Freistrahl eingeschrinkt werden kann.

Lighthill-Gleichung mit dem Schalldruck

In der Literatur findet man auch eine Variante der Lighthill-Gleichung, die auf der lin-
ken Seite die Druck- statt den Dichteschwankungen enthélt. Im folgenden soll gezeigt
werden, wie man die Lighthill-Gleichung fiir die Druckschwankungen ableiten kann.
Bei der gezeigten Herleitung ergab sich als Zwischenergebnis die Beziehung (7.1.18).
Durch Subtraktion eines geeigneten Ausdrucks von beiden Seiten folgte daraus die
klassische Lighthill-Gleichung. Nun wird abweichend von der urspriinglichen Herlei-
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tung der Ausdruck
82 p/ 82 ,

Ap = =——(p'di; 7.1.35
subtrahiert. Es ergibt sich
>y , 0 )
—Ap' = ———(pvivj + Pij — p'6sj (7.1.36)
(9152 8.131833] ( J J J)
Setzt man den Tensor
Py =p'dij — 7 (7.1.37)
ein, vereinfacht sich die rechte Seite, und es folgt
82 / 82
L Ap' = ———(pviv; — 745) (7.1.38)

W al’zal'j

Im néchsten Schritt wird auf beiden Seiten

1 62p/ 82/)/ 52 1 , ,
—_— = — - - ~1-
& otz o2 o (cgp r ) (7.1.39)

addiert. Es ergibt sich

1 0%/ 9?2 0% (1
R Sy w0 — 1)+ (= 14
c2 ot? P 0x,; 01 (pviv; —7is) + ot? <C%p p) (7.1.40)

J

Diese Gleichung erhélt die einfache Form

1 82])/ A , 62 82

it =— T+ —=W 7.1.41
c2 ot? Ox;0x; Y T o ( )

wenn man die Abkiirzungen

T:; = PUV; — Tij (7142)

und )
W=5p =) (7.1.43)

Co

einfiihrt. Dabei ist 77 ein verallgemeinerter Spannungstensor, der dem Lighthillschen
Spannungstensor dhnlich ist, jedoch nicht mit ihm iibereinstimmt. Um den Unterschied
deutlich zu machen wurde das Symbol * verwendet. Die Grofle W kann als ein Mafl
fiir die Abweichung von der linearen Beziehung (7.1.30) angesehen werden. Gleichung
(7.1.41) stellt eine inhomogene Wellengleichung fiir die Druckschwankungen p’ dar. Sie
folgt wie die originale Lighthill-Gleichung ohne Ndherungen aus der Kontinuitéits- und
der Impulsgleichung. Die linke Seite besitzt die iibliche Form der Wellengleichung fiir
den Schalldruck. Auf der rechten Seite stehen zwei Ausdriicke, ein Quadrupol- und ein
Monopol-Quellterm. Dies ist sozusagen der Preis dafiir, dafl man auf der linken Seite
die gewohnte Form wiederfindet.
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7.2. Freistrahllarm

Lighthill benutzte die Losung (7.1.34), um die Abhiingigkeit des Freistrahllirms von
den Parametern des Freistrahls zu bestimmen. Dazu fiihrte er die im folgenden darge-
stellten Abschétzungen und Dimensionsiiberlegungen durch. In Abbildung 7.2 ist die

Turbulente Scherschicht Wir’jbel

D §U Q TUQO
L L —=Po OQ C :) QQ

— S

Turbulenter Freistrahl

<

Abbildung 7.2.: Diise mit turbulenten Freistrahl

Situation illustriert. Der Freistahl tritt aus einer Diise mit einem Durchmesser D aus.
Das Geschwindigkeitsprofil am Austritt wird eben angenommen. Die Geschwindigkeit
des Freistrahls wird mit U bezeichnet. Der Freistrahl wird als kalt vorausgesetzt. Das
bedeutet, die Dichte im Inneren entspricht der Dichte im Auflenbereich, die mit pg
bezeichnet wird.

Am Rand des Freistrahls bildet sich eine turbulente Scherschicht. In dem turbulen-
ten Bereich entstehen Wirbel. Mit den Wirbeln sind ebenfalls Scherungen verbunden,
so daf in diesem Bereich die Lighthillschen Spannungen T;; besonders groff sind. Es
wird davon ausgegangen, das eine typische Zeitkonstante At in dem turbulenten Ge-
biet existiert. Diese kann man zum Beispiel als die Zeit ansehen werden, die im Mittel
zwischen dem Eintreffen von zwei Wirbeln an einem festgelegten Punkt vergeht. Mit
dieser Zeitkonstante ist eine Frequenz und eine typische Wellenldnge A verkniipft. Das
bedeutet, wenn sich die Vorgénge im Freistrahl durchschnittlich nach der Zeitspanne
At wiederholen, ergibt sich im Mittel diese Wellenlédnge.

Die Ablédufe im Freistrahl werden durch U, D, py und weitere Parameter, wie zum
Beispiel die Zahigkeit, festgelegt. Aus einer Dimensionsbetrachtung ergibt sich fiir die
typische Zeitkonstante die Proportionalitit

D
At ~ — 7.2.1
= (7:2.1)
Damit folgt fiir die Wellenlénge
D
A= Co At ~ Co ﬁ (722)
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Dies kann durch
A~ — 2.
(7.2.3)

ausgedriickt werden, wenn man die mit der Schallgeschwindigkeit im Auflenbereich
gebildete Machzahl

M= (7.2.4)

U
Co
einfiihrt.

Auf den ersten Blick mag die einfache Dimensionsbetrachtung recht grob erschei-
nen, jedoch laft sich die Beziehung (7.2.3) tatséichlich mit Beobachtungen und Er-
fahrungen aus dem Alltag in Einklang bringen. Jeder kennt das typische Gerdusch
eines defekten Fahrrad- oder Autoreifens, aus dem langsam durch ein kleines Loch die
Luft entweicht. Es ist ein Zischen zu horen, das durch die turbulenten Verwirbelun-
gen der austretenden Luft hervorgerufen wird. Das Gerdusch enthélt Frequenzen, die
am oberen Ende des horbaren Bereichs liegen. Der Uberdruck, der normalerweise in
einem Autoreifen herrscht, bewirkt eine Stromung mit Schallgeschwindigkeit im eng-
sten Querschnitt der Offnung. Das bedeutet, die Machzahl in dem “unerwiinschen”
Freistrahl erreicht zumindest lokal Werte um Eins und dariiber. Die Proportionalitét
(7.2.3) sagt aus, daf bei gleicher Machzahl eine Vergrolerung der Ausdehnung D die
typische Wellenléinge erhoht. Entsprechend muf} sich die typisch Frequenz verringern.
In der Tat sind die Frequenzen, die der relative groie turbulente Freistahl mit &hnli-
chen Machzahlen hinter einem Frugzeugtriebwerk erzeugt, im Vergleich viel niedriger.
In dem Spektrum sind sogar Anteile unterhalb der Horschwelle enthalten. Dies kann
jeder bestétigen, der an einem Flughafen einmal aus der Ndhe den Start eines Diisen-
flugzeugs erlebt hat.

Die Ausdehnung des Freistrahls wird proportional zum Durchmesser D angenom-
men. Das heifit, auch die Lange des Strahls wird durch den Durchmesser bestimmt. Dies
entspricht den Beobachtungen. Der Strahl hinter dem Flugzeugtriebwerk ist natiirlich
viel ldnger als der Freistrahl am defekten Autoreifen.

Unabhiingig, wie grofi die Proportionalitéitskonstante in (7.2.3) wirklich ist, ergibt
gilt fiir eine hinreichend kleine Machzahl M immer

A> D (7.2.5)

Das heifit, im Grenzfall M — 0 ist die Wellenldnge grofl gegeniiber der Ausdehnung
der Diise und des gesamten Freistrahls. Die Schallquelle, die durch den Freistrahl ent-
steht, ist in diesem Grenzfall kompakt. Diese Eigenschaft wird im weiteren verwendet,
um einige Ndherungen und Abschétzungen durchzufiihren. Das bedeutet, die gesamte
Betrachtung wird auf sehr kleine Machzahlen eingeschrinkt. Zusétzlich werden alle
festen Wéande und damit zum Beispiel auch die Diise, die den Freistrahl erzeugt, ver-
nachldssigt. Man geht von der Losung der Lighthill-Gleichung fiir den freien Raum
ohne Berandungen nach (7.1.34) aus.

Im Abschnitt 6.5 wurde gezeigt, wie die Losung fiir eine kompakte Quelle im Fern-
feld abgeschiitzt werden kann. Dort wurde die Losung (6.5.1) der inhomogenen Wellen-
gleichung fiir den Schalldruck behandelt. Die Losung der Lighthill-Gleichung (7.1.34)
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unterscheidet sich davon rein formal durch die zweite Ableitung vor dem Integral.
Dennoch lassen sich die in Abschnitt 6.5 gewonnenen Ergebnisse auch hier anwenden.
Dazu wird zunéchst die Losung (7.1.34) in der Form

’ 1 82Fij

= 7.2.6
r 4rcd Ox;0x; ( )
mit der Abkiirzung
L T (gt — |2 — g]/c .
Fij(iﬂ,t):/ (7 e yl/co) a3 (7.2.7)
Q

geschrieben. Im ersten Schritt wird das Feld Fj; fiir weit entfernte Beobachter ab-
geschétzt, und dann erst wird die zweite Ableitung gebildet. Wie in Abschnitt 6.5 wird
nur eine Frequenz betrachtet. Die ist jetzt natiirlich die typische Frequenz w = 2we/ A,
die der oben beschriebenen typischen Wellenldnge A entspricht. Man nimmt damit an,
die kompakte Quelle strahlt im wesentlichen mit dieser Frequenz ab. Die Quellstérke
ist durch die Lighthill-Spannungen 7;; festgelegt. Es soll also

T(Z,t) = Ti;(7) €™ (7.2.8)

gelten. Dabei ist fij die komplexe Amplitude der Lighthill-Spannung an einem Ort.
Setzt man dies in die Gleichung (7.2.7) ein, folgt

ﬁ(gj’) ew(t=li=gl/co) .
Fj(Z,t =/ e a4’y 7.2.9
Va
Die Entfernung des Beobachters von der Quelle wird wieder mit
R = |Z — gyl (7.2.10)

bezeichnet. Dabei ist 3y, ein festgelegter Mittelpunkt der Quelle. Dies mufl nicht unbe-
dingt der geometrische Mittelpunkt des Freistrahls sein, sondern es kann zum Beispiel
auch einfach die Mitte des Diisenaustritts genommen werden. Fiir einen Beobachtungs-
ort Z im Fernfeld gilt R > A. Wegen der kompakten Quelle ist A > D, und damit
gilt auch R > D. Das heifit, ein Beobachter im akustischen Fernfeld befindet sich bei
kompakter Quelle automatisch auch im geometrischen Fernfeld. Unter diesen Voraus-
setzungen kann, wie in Abschnitt 6.5 gezeigt, der Ausdruck |Z — ] im Integral durch
den mittleren Abstand R ersetzt werden. Es ergibt sich im Fernfeld

N eiw(t—R/co) 3
Fy@ 0~ [ Ty &7 (7.2.11)
Vo
Der Quotient im Integranden héngt nun nicht mehr von der Integrationsvariablen ab.
Er kann vor das Integral gezogen werden. Man erhélt
eiw(tfR/co)
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Dabei ist mit
Ajj = /ﬁj(ﬁ) S (7.2.13)

das von dem Beobachter (Ort und Zeit) unabhéingige Restintegral iiber die komplexe
Amplitude abgekiirzt worden.

Der Quotient, welcher in Gleichung (7.2.11) und (7.2.12) auftritt, wird hier wie in
Abschnitt 6.5 mit

eiw(tfR/co)
Py = R (7.2.14)
abgekiirzt. Es ist dann
Fij(T,1) = Ay Fu(@,1) (7.2.15)
Fiir die Dichte im Fernfeld kann
, Ay 0%Fy

~ 7.2.16
P 4 Ox; 0z ( )

geschrieben werden. Die hier vorkommende zweite Ableitung wurde bereits berechnet
und auch fiir das Fernfeld abgeschétzt. Nach (6.5.52) gilt

0?Fy
8$1‘6$]‘

N
= <Zﬁ> Fy cosB; cosb; (7.2.17)
R>A Co

Mit 0; und 60; ist jeweils der Beobachtungswinkel relativ zur x;- beziechungsweise x ;-
Achse bezeichnet. Der Ausdruck fillt wie das Feld F, selbst mit 1/R nach auflen ab.
Setzt man die zweite Ableitung in Gleichung (7.2.16) ein, ergibt sich

Ai' iw 2 eiw(tfR/co)
o~ 4770% (Co> {R} cosB; cosb, (7.2.18)

Im néchsten Schritt wird betrachtet, zu welchen Gréflen die Dichteschwankungen
im Fernfeld proportional sind. Das heifit, wie skaliert der Ausdruck auf der rechten Seite
von (7.2.18), wenn sich zum Beispiel die Machzahl, die mittlere Dichte, die Schallge-
schwindigkeit oder die Ausdehnung des Freistrahls éndert. Aus Dimensionsiiberlegun-
gen folgt fiir die komplexe Amplitude der Lighthill-Spannungen die Proportionalitét

Tij ~ poU? (7.2.19)

Die Spannungen Tj;, die typischerweise auftreten, sind damit bei doppelter Geschwin-
digkeit viermal so gro. Das Integral iiber das Volumen Vi, ist proportional zur Aus-
dehnung von V;, und damit aus Dimensionsgriinden proportional zu D3. Es folgt ent-
sprechend

Ay = /ﬁj 7 ~ pU?D? (7.2.20)
Va
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In der runden Klammer in (7.2.18) tritt der Faktor w/cy auf. Er ist umgekehrt propor-
tional zur Wellenldnge A. Die geschweifte Klammer entspricht dem Feld F;, welches
mit 1/R skaliert.

Damit kann auch fiir die Dichte im Fernfeld eine Proportionalitit angegeben wer-
den. Unter Beriicksichtigung der verschiedenen Relationen ergibt sich aus (7.2.18) fiir

die Dichte im Fernfeld
, poU?D3 1 1

— 7.2.21
& MNR ( )
Wegen (7.2.3) gilt
1 M
-~ = 7.2.22
™D ( )
Damit kann die Beziehung fiir die Dichte weiter vereinfacht werden. Es folgt
D
o~ poM* = (7.2.23)

R

Die hergeleitete Beziehung besagt, dafl die Dichteschwankungen an einem festen Punkt
im Fernfeld proportional zur vierten Potenz der Machzahl sind. Eine Verdoppelung der
Geschwindigkeit des Freistrahls wiirde 16 mal so starke Dichteschwankungen bewirken.

Im Zusammenhang mit dem Strahllirm wird hiufig die akustische Leistung be-
trachtet. Sie ist proportional zum Quadrat der Schwankungen p’ % Fiir die mittlere
akustische Leistung des Freistrahls folgt

(p'?) ~ pgM®— (7.2.24)

Diese Beziehung ist das bekannte M3-Gesetz, das hiufig auch als U3-Gesetz bezeich-
net wird. Es driickt die sehr starke Abhéngigkeit der akustischen Leistung von der
Geschwindigkeit des Freistrahls aus.

Hier sei nochmal darauf hingewiesen, daf§ die Beziehung (7.2.24) nur fiir sehr kleine
Machzahlen mit M < 1 gilt. Zusétzlich ist die Uberlegung auch nur fiir kalte Freistrah-
len giiltig, bei denen im Inneren die gleiche Dichte pg wie im Aufenbereich herrscht.
Fiir diesen Fall ist das M8-Gesetz auch experimentell bestétigt worden.

Naherung fiir nichtkompakte Quelle

Bisher wurde von einer kompakten Quelle ausgegangen. Dadurch konnte die gezeig-
te Abschétzungen fiir das Fernfeld erst durchgefiihrt werden. Im folgenden soll eine
approximative Umformung der Gleichung (7.1.34) vorgestellt werden, die nicht die
Kompaktheit sondern lediglich das geometrische Fernfeld voraussetzt. Es wird ange-
nommen, daf3 der Abstand des Beobachtungsortes zur Quelle grofl gegeniiber deren
Ausdehnung ist. Zur Vereinfachung wird zunéchst ohne Beschriankung der Allgemein-
heit das Bezugssystem so gewahlt, dafl der Mittelpunkt der Quellverteilung — also des
Freistrahls — im Ursprung des Koordinatensystems liegt. Das heifit, es gilt

Gu=0 (7.2.25)
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7. Schallerzeugung durch Strémungen

Damit wird der Abstand einfach
R =% — | = |Z| (7.2.26)

Fiir den weit entfernten Beobachter wird vorausgesetzt, dafl alle Quellpositionen ¢ im
Quellvolumen V,, die Ungleichung

9] < |Z| (7.2.27)
erfiillen. Damit kann die erste Nédherung

1
|7 — 4]

—_

~ (7.2.28)
|Z|

angegeben werden. Sie entspricht der Approximation (6.5.8), die in Abschnitt 6.5 fiir
Beobachter im geometrischen Fernfeld bereits abgeleitet wurde. Mit ihr folgt fiir die
Losung der Lighthill-Gleichung (7.1.34) die Beziehung

19 (1 12— ]
)~ — = I (G- )di”* 7.2.29
p(ﬂj? ) 471_08 axlaxj{|f| / ]<y7 o Yy ( )
1%

Q

Der Term 1/|Z]| ist vor das Integral gezogen worden. Dies dient zur Vorbereitung der
weiteren Schritte.

Im folgenden soll die Lésung in eine praktischere Form gebracht werden. Dazu wird
die zweite Ableitung berechnet. Da nur der Schall im Fernfeld von Interesse ist, werden
ausschliefllich die Anteile der Losung beriicksichtigt, die mit 1/R abfallen. Alle Anteile,
die mit hoheren Potenzen von 1/R skalieren werden vernachléssigt. Im ersten Schritt
wird die erste Ableitung des Ausdrucks in der geschweiften Klammer betrachtet. Es
muf} die Produktregel angewendet werden. Dies ergibt

o |1 o 1 19

— — [ Ty, Py = = Ty (7, 7) PG+ = =— [ Ti;(7,7) &7

8$z{|f|/ J(yaT) y} 8I1{|f|}/ J(yaT) y+ |1~,»| 8.731' j(va) y
V. V. V.

Q Q Q

(7.2.30)
wobei die retardierte Zeit mit

(7.2.31)

abgekiirzt ist. Auf der rechten Seite von (7.2.30) stehen zwei Summanden, in denen
jeweils das gleiche Integral auftritt. Das Integral selbst fillt nicht mit der Entfernung
R ab. Dagegen skaliert sowohl die z;-Ableitung des Integrals als auch die Vorfaktoren
vor den Integralausdriicken irgendwie mit 1/R. Zunichst wird der erste Vorfaktor

betrachtet. Es gilt
SV TS (= "o 7.2.32
o, { f|} EE (7.2:32)
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7.2.  Freistrahllirm

Dieser Ausdruck fillt mit 1/|Z|? beziehungsweise 1/R? ab. Diese Skalierung gilt dann
fiir den gesamten ersten Summand auf der linken Seite. Man kann

Q

schreiben.
Um den zweiten Summand in (7.2.30) zu untersuchen, wird die x;-Ableitung mit
der Integration vertauscht. Es ergibt sich

1 0 . . 1 0 S ~
ﬁ O /Tij(y,T) By = ﬁ / %{sz(yﬁ)} d3g (7.2.34)
Q Va

Der Ausdruck T;; (7, 7) héngt iiber die retardierte Zeit 7 von der Beobachtungsposition
Z ab. Nach der Kettenregel gilt

0 0T, or
2.3 }:—” 7, 7.2.35
G\ Ta@) | = 520 5 (7.2.35)
Fiir die Ableitung von 7 ergibt sich aus (7.2.31)
or _ l(@wi—wy) 1 = 1w (7.2.36)
a.’Ei Co |£Z"— 'Llj| Co |.’f - g| Co |f— 37|
Mit der Niherung fiir das geometrische Fernfeld (7.2.28) folgt
AR (7.2.37)

lZ—gl 17|
Dieser Ausdruck skaliert nicht mit R. Er héingt nur von der Beobachtungsrichtung ab.
Dagegen fillt der zweite Quotient

Yi Y
[Z—gl 7]

(7.2.38)

mit 1/R ab. Er kann im geometrischen Fernfeld (|§] < |Z]) gegeniiber dem Ersten
vernachlassigt werden. Fiir weit entfernte Beobachter gilt damit die Ndherung

or 1 x;
e 7.2.39
3:1:i Co |f| ( )

Im Fernfeld kann also die Beziehung

7] 1 z; 0T;;
I }szi 47, 7.2.40
Go (T} ~ o 52 ) (7.2.40)
geschrieben werden. Nach Einsetzen in (7.2.34) ergibt sich schliefflich
1 8 3 1 iz 8Tij 35 1
= 2 TG By~ —— L 7.7) d :0(—) 7.2.41
5o | T s~ s [ G ati=o(g (72.41)
Va Va
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Dieser Ausdruck skaliert mit 1/R im Fernfeld. Hétte man den Quotienten aus (7.2.38)
nicht vernachlissigt, wiirde jetzt noch ein Anteil erscheinen, der mit 1/R? abfillt.

Die Untersuchung ergibt, dafi auf der rechten Seite von (7.2.30) nur der zweite
Summand einen Anteil besitzt, der mit 1/R abfillt. Alle anderen Anteile skalieren mit
einer hsheren Potenz von 1/R. Sie werden im Fernfeld nicht beriicksichtigt. Es ergibt
sich fiir weit entfernte Beobachtungspunkte

0|1 |7 — 7\ .3 1z 0Ty 17— 4]\ 3
= Ti'(_:t_ )d Jo R ——— / L (i, t— )d j (7.2.42
axz{|m| / i\Y co y co |72 or (y o g ( )
Va v,

Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch fiir die zweite Ableitung durchfiihren. Unter
Vernachlissigung der 1/R2-Anteile erhiilt man

92 1 |7 — 7] 1z [ 0Ty |7 — 7
— = Ti-(jt— )db’* o ”(jt— )d?“
8xi8xj{x| / i\¥ Co Y & |73 arz \Y o y

Vo Va
(7.2.43)
Damit kann die Dichte im Fernfeld ndherungsweise angegeben werden. Es gilt
1 am; [ 0*T |7 — ¥
(F) ~ ”/ ”(*t——) d*y 7.2.44
P (7,1) Tl 7P 5.2\ - ¥ ( )

Q

Im Gegensatz zur urspriinglichen Losung (7.2.29) tritt hier keine rdumliche sondern ei-
ne zeitliche Ableitung auf. Die Ableitung wirkt zudem nur auf die Lighthillschen Schub-
spannungen 7;; und nicht auf das gesamte Integral. Die Gleichung (7.2.44) ist daher
fiir praktische Berechnungen hiufig besser geeignet als die Losung (7.2.29). Es mufl
nur der zeitliche Verlauf der Schubspannungen T;; bekannt sein. Viele Abschatzun-
gen basieren auf dieser Gleichung. Sie wird aber auch zur Berechnung des Fernfeldes
aus numerischen Daten verwendet. Sind die Lighthillschen Schubspannungen 7;; in
einem Gebiet aus einer numerischen Stréomungssimulation bekannt, so kann der von
der Stromung bewirkte Fernfeldschall mit (7.2.44) ermittelt werden.

7.3. Wirbelschall

Aus experimentellen Untersuchungen ist bekannt, das in turbulenten Stréomungsfeldern
die sogenannten Reynoldsschen Spannungen v;v; relativ grof sind. So ist der Betrag
des Ausdrucks pv;v; im Zeitlichen Mittel deutlich grofler als die Betréige der laminaren
Spannungen 7;;. Daraus kann man schlielen, daf§ die Lighthillschen Spannungen

Tij = pvivy — 7i5 + 0i5(p' — c3p') (7.3.1)

in Gebieten mit turbulenten Schwankungen im wesentlichen von dem ersten Term
dominiert werden. Bei der Wechselwirkung von Wirbeln in einem turbulenten Feld
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nimmt der Term pv;v; betragsméfig besonders grofie Werte an. Auf dieser Vorstellung
basiert auch die Herleitung des M®-Gesetzes fiir den Freistrahlschall, das im vorigen
Abschnitt vorgestellt wurde. Dieses Gesetz ist zwar in Experimenten bestéitigt worden,
jedoch wird besonders dann eine Abweichung beobachtet, wenn zwischen Freistrahl
und Auflenbereich ein Dichteunterschied vorliegt. Genauere Untersuchungen zeigen,
dafl in diesem Fall wegen des (p’ — c2p’)-Terms die Lighthillschen Spannungen nicht
mit der einfachen Dimensionsbetrachtung aus dem vorigen Abschnitt abgeschéitzt wer-
den konnen. Dagegen scheinen ohne Dichteunterschiede alle fiir die Schallerzeugung
wesentlichen Vorgénge durch den pv;v;-Term erfafit zu werden. Im folgenden soll die-
ser Term etwas genauer betrachtet werden, um auch eine anschauliche Vorstellung von
den grundlegenden Mechanismen bei der Schallerzeugung zu erhalten.

Es wird von einer isolierten Wirbelstarkeverteilung ausgegengen. Dabei kann es sich
zum Beispiel um zwei Wirbel handeln, die gerade miteinander wechselwirken. Die Be-
trachtung wird auf kleine Machzahlen beschriankt. Vereinfachend wird angenommen,
dafl das Stromungsfeld isentrop ist. Bei kleinen Machzahlen sind die Dichteschwan-
kungen in der Stromung relativ gering. Ndherungsweise entspricht die Dichte iiberall
einem Auflenwert pg. In diesem Fall kénnen die Lighthillschen Spannungen mit

Ti; = pov;v; (7.3.2)

angendhert werden. Das bedeutet, es wird nur noch die durch die Reynoldsschen Span-
nungen bewirkte Quellstirke beriicksichtigt. Vereinfachend sind dazu noch in dem
Term pv;v; die Dichteschwankungen vernachléssigt.
Fiir die Quellstirke in der Lighthill-Gleichung ergeben diese Vereinfachungen
62nj (92 (’Uﬂ}j)

Bxiaxj —Po &max] (733)

Die Quellstérke ist damit proportional zur zweiten Ableitung von v;v;. Um den Aus-
druck in eine etwas anschaulichere Form zu iiberfiihren, wird zunéchst die erste Ab-
leitung des Produkts v;v; betrachtet. Es gilt

6(’01"01') (9’()1' 81}]‘

= —; —2 3.4
&m— 8:51 Y T+ 8%2 (7 3 )

Im ersten Term auf der rechten Seite tritt der Ausdruck
gzz — divd (7.3.5)

auf. Bei kleinen Machzahlen ist das Stromungsfeld ndherungsweise inkompressibel und
die Divergenz der Geschwindigkeit verschwindet: dive’ = 0. Entsprechend kann der
erste Ausdruck auf der rechten vernachléssigt werden.
Der zweite Term auf der rechten Seite von (7.3.4) wird umgeschrieben. Es ergibt
sich
v; gzz = (Ugrad) v =& x U+ grad(%@a) (7.3.6)

215



7. Schallerzeugung durch Strémungen

<L

Abbildung 7.3.: Zur Quellstérke durch einen bewegten Wirbel

Der Vektor & = rot ¢ bezeichnet dabei die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes. Mit
der Vernachlissigung des ersten Terms folgt fiir die zweite Ableitung

P(viy) _ 0 { a’”ﬂ} — div(@ x ) + A(%#) (7.3.7)

8162‘83?]‘ 78733] vial‘i

Daraus ergibt sich schlieflich eine approximative Variante der Lighthill-Gleichung mit

82 p/

1
S — AR = podiv(@ x 7) + po A(§52) (7.3.8)

Diese gilt bei kleinen Machzahlen und einem isentropen Stromungsfeld, in dem die
Reibung vernachléssigt ist.

In der modifizierten Lighthill-Gleichung (7.3.8) treten zwei Quellterme auf. Der
Erste entspricht einer typischen Dipolverteilung, wie sie sich zum Beispiel auch bei
Impulszufuhr ergibt. Die Schallerzeugung durch Stérung der Impulserhaltung wur-
de in Abschnitt 6.3 ausfithrlich betrachtet. Die Quellstirke bei Impulszufuhr ist mit
—div(g) gegeben, wenn der zugefiihrte Impuls pro Volumen und Zeit mit § bezeichnet
wird. Die Grofle ¢ kann als Kraft pro Volumen aufgefafit werden. Hier ist statt der
Kraft g das Vektorfeld & x ¢ fiir die Schallerzeugung mafigeblich. Um diese Grofie zu
veranschaulichen, wird ein einfaches zweidimensionales Beispiel betrachtet. Man geht
von einen einfachen Wirbel mit konzentrierter Wirbelstéarkeverteilung — zum Beispiel
ein Potentialwirbel — aus. Der Wirbel bewegt sich mit Geschwindigkeit ¢. Die Situation
ist in Abbildung 7.3 veranschaulicht. Aulerhalb des Wirbelkerns ist die Wirbelstérke
@ gleich Null. Dort ist dementsprechend keine Quellstéirke vorhanden. Nur im Wirbel-
kern — beim Potentialwirbel also nur in einem Punkt — ergibt sich ein & x # # 0. Der
Vektor J x v steht senkrecht zur Bewegungsrichtung. Entsprechend ist der resultieren-
de Dipol quer zur Bewegungsrichtung orientiert. Dies ist in der Abbildung 7.3 durch
die eingezeichnete typische Richtcharakteristik eines Dipols angedeutet.

Falls der Wirbel ruht, ist ¥ = 0 und folglich auch keine Schallquelle vorhanden.
Bewegt sich der Wirbel mit konstanter Geschwindigkeit, ergibt sich eine Quellstarke.
Die Grofle J x ¥ ist jedoch zeitlich konstant. Das resultierende Druckfeld zeigt dement-
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Abbildung 7.4.: Modell mit zwei gleichsinnig drehenden Wirbel, die um einander krei-
sen.

sprechend keine echte Schwingung. Nur in der Nahe des Wirbels ergibt sich eine Druck-
schwankung, wenn der Wirbel vorbeikommt. Ein weit entfernter Beobachter registriert
durch die konstante Quelle eine Abweichung vom Ausgangsdruck, die sich — je nach
Entfernung — zeitlich relativ langsam veréndert.

Eine merkliche Schwingung — also horbaren Schall — ergibt sich, wenn die Grofle
@ X U zeitlich schwankt. Bei einem Potentialwirbel kann man davon ausgehen, daf} die
Wirbelstarke & konstant bleibt. Die angesprochenen Schwankungen kénnen dann nur
durch eine beschleunigte Wirbelbewegung entstehen. In Abbildung 7.4 ist ein einfaches
Beispiel mit einer solchen Bewegung dargestellt. Es handelt sich um zwei gleichsinning
drehende Potentialwirbel, die zusétzlich gleichstark sein sollen. Die Wirbel induzieren
jeweils ein Geschwindigkeitfeld am Ort des anderen Wirbels. Geméafl dem Biot-Savart-
Gesetz bewegen sich die Wirbel dann auf einer Kreisbahn um einander herum. Dabei
dndert sich die Richtung des Geschwindigkeitsvektors ¥ permanent. Es ergibt sich
eine Uberlagerung zweier Dipole, also eine quadrupolartige Quellverteilung. Ein weit
entfernter Beobachter registriert entsprechend eine periodische Dichteschwankung, die
von den beiden Punktquellen verursacht wird.

Bisher wurde lediglich der erste Quellterm auf der rechten Seite von (7.3.8) unter-
sucht. Der zweite Term 148t sich leider nicht so einfach anschaulich deuten. Es kann
jedoch gezeigt werden, dafi fiir weit entfernte Beobachter der Anteil des Schalls durch
den zweiten Term vernachléssigbar gering ist. Die dazu notwendige Abschéitzung ist
jedoch etwas umfangreich, und kann hier aus Platzgriinden nur grob skizziert werden.
Dies soll im folgenden geschehen.

Ohne Berandungen kann die Losung der Gleichung (7.3.8) wie gewohnt durch ein
Integral {iber das Quellgebiet dargestellt werden. Fiir das Dichtefeld ergibt sich

PEL) 0 [@x0@t—|T—g/c) 5. 0 [30°@t—|7—7l/0)
" &+ 5= =
47| — g 03 47| — g

Vo Vo

po Oz

&y

(7.3.9)
Zweckméfigerweise wurde dabei durch die Dichte im Ausgangzustand po dividiert.
Das Quellvolumen Vi, erstreckt sich {iber alle Bereiche, in denen einer der beiden
Quellterme ungleich Null ist. Aus dem Divergenzterm ergibt sich die erste rdumliche
Ableitung 9/0x; des Integrals iiber V. Im Integrand tritt dabei die i-te Komponente
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des (& x ¥)-Feldes auf. Der Laplace-Term liefert eine zweite Ableitung vor dem Integral.
Zur Vereinfachung wird wieder der Mittelpunkt des Quellvolumens V;, in den Ursprung
des Koordinatensystems gelegt.

In einer ersten Abschitzung fiir Beobachter im geometrischen Fernfeld wird von
der Beziehung

—_

1
~ — 7.3.10
F—3 " @ (7.3.10)

Gebrauch gemacht. Diese gilt fiir alle Punkte |Z| > D, wobei die Grofle D die Ausdeh-
nung des Quellvolumens darstellt. Das heif3t, es gilt fiir alle Punkte 3 im Quellvolumen:
|7l < D. Analog zur Herleitung der Fernfeldniherung (7.2.44) ergibt sich hier

o (Z,1) 1 z; a/q . (q Ia‘:’—zfl) 3
~ — =~ i ,t— d
£0 43| 7| co|T| Ot (@ > 9): (9 c Y
Q
(7.3.11)
1 (1 a0 =il
LAy U 5 R
+c%8t2/2v (y c Y
Vo

Aus den rdumliche Ableitungen ergeben sich wieder Zeitableitungen. Im Gegensatz zu
(7.2.44) sind die Ableitungen nur vor dem Integral geschrieben. Alle Terme, die mit
1/|Z|? beziehungsweise 1/R? abfallen sind vernachlissigt worden. Das Schallfeld setzt
sich aus zwei Anteilen zusammen, die durch die beiden Integrale in (7.3.11) gegeben
sind. Im weiteren werden die Anteile mit Iy und Iy bezeichnet. Es gilt damit

p'(Z,1)
p

~I+ I (7.3.12)

(=}

Bei der angenommenen kleinen Machzahl kann die Quelle als kompakt angesehen wer-
den. Das bedeutet, die Wellenlénge ist grofi gegeniiber der Ausdehnung der Quelle.
Dies 148t sich auch anhand des Beispiels aus Abbildung 7.4 anschaulich plausibel ma-
chen. Die induzierten Geschwindigkeiten sind klein gegeniiber der Schallgeschwindig-
keit. Dementsprechend lange benotigen die beiden Punktwirbel fiir einen Umlauf auf
der Kreisbahn. In der Zeit eines halben Umlaufs legen Schallwellen eine Strecke zuriick,
die sehr grof3 gegeniiber dem Umfang oder dem Durchmesser des Kreises ist. Die aus-
gestrahlte Wellenlénge A stimmt genau mit dieser Strecke iiberein. Die Ausdehnung D
des Quellvolumens entspricht dem Kreisdurchmesser. Damit gilt D < A.

Bei kompakter Quelle kann die Variation der retardierten Zeit in dem Quellvolu-
men vernachléssigt werden. Das vereinfacht die Integrale zusétzlich. Zunéchst wird der
zweite Anteil I5 ndher betrachtet. Es wird |Z — ¢| durch |Z| ersetzt. Man erhilt

1 & 1 7
I 0 /—62(g7,t—%) &y (7.3.13)

T Arncllz o | 2
Q
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Mit einer Dimensionsbetrachtung 148t sich dieser Ausdruck weiter abschétzen. Es er-
gibt sich letztlich die Proportionalitét

D
I ~ ﬁM6 (7.3.14)
X

Auf analoge Weise kann auch der erste Anteil I; angendhert werden. Es folgt ndhe-
rungsweise bei kompakter Quelle

L=——1 2. = [ (& f(jt——)d* 7.3.15
v= g g @x j (7.3.15)
Q

Die anschlieende Abschétzung liefert
D
I, ~ EM‘l (7.3.16)

Es zeigt sich, dafl bei kleinen Machzahlen der zweite Anteil gegeniiber dem Ersten fiir
Beobachter im Fernfeld vernachléssigbar ist. Das bedeutet, fiir eine Untersuchung des
Schalls im Fernfeld kann statt Gleichung (7.3.8) die noch weiter reduzierte Variante

52 p/
ot?

— AP = podiv(D x 7) (7.3.17)

herangezogen werden. Sie beschreibt zwar die Schwankungen im Nahfeld nicht korrekt,
jedoch sind in der Regel sowieso nur die Fernfeldschwankungen von Interesse.

Die Gleichung (7.3.17) wurde 1975 von Howe angegeben. Er formulierte die Light-
hillsche Analogie um, so daf} die Quellstirke durch den Ausdruck div(J x ¥) gegeben
ist. Die Analogie ist dann zwar nur noch approximativ fiir kleine Machzahlen giiltig,
jedoch sind die Losungen viel einfacher zu bestimmen. Wesentlicher Vorteil ist, dafl
sich das Integrationsgebiet deutlich verkleinert. Zur Lésung von (7.3.17) ist nur iiber
die Gebiete mit Wirbelstirke zu integrieren. Diese sind im Allgemeinen viel kleiner als
die Bereiche, in denen die Lighthillschen Spannungen 7;; einen nicht vernachlissigba-
ren Beitrag liefern. Im Beispiel der Punktwirbel aus Abbildung 7.4 ist die Quellstérke
nur in zwei Punkten von Null verschieden. Aus dem Integral wird eine Summe, die viel
einfacher zu berechnen ist.
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A. Mathematische Hilfsmittel

A.1. Fourier-Analyse

Teile der folgenden Darstellung wurde frei nach den Abschnitten 1.3.1 und 1.4.1 des
Buches “Schwingungslehre” von E. Meyer und D. Guicking verfaft.

Fourier-Reihe

Nach dem Satz von Fourier ldfit sich eine periodische Zeitfunktion s(¢) mit der Pe-

riodendauer 7 = 27 /wp als Summe von Sinus- und Cosinusschwingungen mit den
Kreisfrequenzen wy, 2wg, 3wy, - . . darstellen:
s(t) = Ao+ > [Snsin(nwot) + Cy, cos(nwot)] (A.1.1)
n=1

Voraussetzung ist, dafl s(¢) hochstens endlich viele Sprungstellen endlicher Hohe und
endlich viele Maxima und Minima besitzt. Die Koeffizienten sind durch die folgenden
Integrale bestimmt:

T/2

1
A = L / s(t)dt (A12)
T
—7/2
T/2
2
Sp = - / s(t) sin(nwot)dt (A.1.3)
T
—7/2
T/2
2
c, = 2 / s(t) cos(nwot)dt (A.1.4)
T
—7/2

Die GroBle Ag ist der arithmetische Mittelwert von s(t) wihrend einer Periode.
Die Darstellung der Zeitfunktion s(t) durch eine trigonometrische Reihe nach Glei-
chung (A.1.1) bezeichnet man als Fourier-Reihe oder Fourier-Entwicklung. Die Gréfien
S, und C,, werden Fourier-Koeffizienten genannt. Die einzelnen Summanden heiflen
Fourier-Komponenten.
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Komplexe Darstellung

Zwischen den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion gilt der Zu-
sammenhang

iz —iz
e

. —e
sinz = —
! (A.1.5)
eiz _|_e—iz
Ccosz = —

Daraus folgt fiir die einzelnen Komponenten der Fourier-Reihe

€ )

2 (A.1.6)

Chn:; 4
C), cos(nwot) = 7” [einot . -imnt]

T.l [einwot _ 7inw0t}

Sy sin(nwot) =

Fafit man den Sinus- und den Cosinus-Term zusammen ergibt sich
S, sin(nwot) + C,, cos(nwot) = Ape™0t 4 A_, e~ nwot (A.1.7)

mit den komplexen Koeffizienten

A, = 1[0,1 — 1S,
? (A.1.8)
An = 5[CutiS] = 4]

Das bedeutet, dafl jede reelle Fourier-Komponente durch ein Paar zueinander kon-
jugiert komplexer Schwingungsfunktionen dargestellt werden kann. Damit kann die
komplexe Form der Fourier-Reihe angegeben werden:

st)= Y Apemeot (A.1.9)

Der Koeflizient Ay ist wie in (A.1.2) definiert. Die iibrigen Koeffizienten sind nach
(A.1.8) gegeben und kénnen analog zu (A.1.3) und (A.1.4) durch das Integral

T/2
1 .
A== / s(t)e ot n>0 (A.1.10)

—7/2

bestimmt werden. Die A_,, sind durch die konjugiert komplexen Werte der A,, gegeben.
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Fourier-Integral

Eine periodische Zeitfunktion s(t) 1i8t sich nach (A.1.1) als Uberlagerung von harmo-
nischen Schwingungen mit diskreten Frequenzen wyq, 2wy, ... darstellen. Anschaulich
bedeutet dies, dafl ihr Spektrum aus diskreten Linien besteht. Dagegen besitzt eine
unperiodische Zeitfunktion ein kontinuierliches Spektrum.

Sei nun s(t) eine unperiodische Zeitfunktion, so kann man sich daraus eine peri-
odische Funktion g(t) erzeugen, indem man einen Zeitabschnitt —7/2 <t < 4+7/2 von
s(t) herausschneidet und auflerhalb dieses Intervalls periodisch fortsetzt. Innerhalb des
Intervalls gilt:

g(t) = s(t), —7/2 <t <+7/2 (A.1.11)

Die konstruierte Funktion 14t sich als Fourier-Reihe darstellen mit:

g(t) = Ao + Z Sy, sin(nwot) + Cy, cos(nwot)] (A.1.12)
n=1
Die Periodendauer von g(t) ist die Intervallbreite 7 = 27/wy. Um eine Fourier-

Darstellung von der unperiodischen Zeitfunktion s(t) zu erhalten, &t man 7 — oo
gehen. Dann wird ¢(¢) zu s(t) fiir alle ¢, und man erhilt aus (A.1.12) die gesuchte
Darstellung.

Wird die Intervallbreite 7 variiert, so &ndern sich auch die im Spektrum auftreten-
den Frequenzen. ZweckméBigerweise fithrt man

w = nwy = 2mn/T (A.1.13)
als neue Variable ein. Zusétzlich wird der Linienabstand des diskreten Spektrums mit
Aw =27/T (A.1.14)

bezeichnet. Wird 7 gréfler sinkt Aw, und die Spektrallinien riicken immer mehr zu-
sammen, bis sie im Grenziibergang 7 — 0o ein kontinuierliches Spektrum bilden. Um
diesen Grenziibergang vornehmen zu kénnen, wird angenommen, dafl s(t) fiir t — +oo
gegen Null abfillt und das Integral

oo

/ |s(t)] dt (A.1.15)

existiert beziehungsweise endlich ist. Dann strebt mit 7 — oo der Koeffizient Ay — 0.
Weglassen von Ay und Einsetzen der Integralausdriicke fir S, und C,, in (A.1.12)
liefert

T/2 T/2

g(t) = Z{% [ / s(t) sin(wt) | sin(wt) + %{ / s(t) cos(wt)] cos(wt)}

[«] —7/2 —7/2
(A.1.16)
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Mit 7 — oo gehen die in den eckigen Klammern geschriebenen Integrale unter Einbe-
ziehung des Faktors 1/7 iiber in die Spektralfunktionen

S(w) = % / s(t) sin(wt) dt (A.1.17)

— 00

und
oo

/ s(t) cos(wt) dt (A.1.18)

— 00

Clw) =

|-

Aus der Summe {iber die diskreten Frequenzen in (A.1.16) wird fiir 7 — oo das Integral

s(t) = / {S(w)sin(wt) + C(w) cos(wt) } dw (A.1.19)

0

Wenn dieses Integral existiert ist es die gesuchte Darstellung der unperiodischen Zeit-
funktion s(t) durch ein sogenanntes Fourier-Integral.

Komplexe Fourier-Transformation

Die in Gleichung (A.1.17) bis (A.1.19) angegebenen Beziehungen bekommen eine be-
sonders einfache Gestalt, wenn man die komplexe Darstellung benutzt, wie sie auch
fiir die Fourier-Reihe eingefiihrt wurde. Die Zeitfunktion lautet dann

s(t) = % / A(w)e™! dw (A.1.20)

und die darin auftretende komplexe Spektralfunktion A(w) ist gegeben durch

Aw) = /s(t)e_i“tdt (A.1.21)

— 00

Die Funktion A(w) wird iiblicherweise als Fourier-Transformierte von s(t) bezeichnet.

A.2. Divergenz- und Laplace-Operator

Produktregel fiir Divergenz-Operator

h(Z): Skalarfeld; d(Z): Vektorfeld

div(h @) = h divad + gradh - @ (A.2.1)
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Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

z3 A Koordinaten des Punktes P:

Z2
r1=1 cos 0

To =17 sin 6 cos 3
’ r3 =17 sin 6 sin 3

T

10 /(,0 1 o0/, 8 1
A = r—25 <T E) —+ —7’2 Sine % <81n9 %) + —r2 Sin29 6—/82 (A22)

Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten

I3 “ P

Koordinaten des Punktes P:

)
1 =1 cos

To=1 sin 0

4‘ T3=12

T1

2 2
8) Lo 9 (A.2.3)

A—lg — — — 4+ —
T ror rar r2 002 022
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A.3. Rechenregel mit )-Funktion

Eine der wichtigsten Rechenregeln fiir die §-Funktion wurde im Abschnitt 1.5 vorge-
stellt. Fiir eine stetige und beschrinkte Funktion B(z) gilt

+o00
/ B(2)8(x — ao) dz = B(ay) (A.3.1)
Diese bedeutet, daf fiir jede Delta-Folge 9,, die Gleichung
+o0
lim B(z)bn(x — x0) dx = B(xo) (A.3.2)

gelten muf. Um die Aussage der Gleichung (A.3.1) deutlich zu machen, soll hier die
Beziehung (A.3.2) iiberpriift werden. Die folgenden Uberlegungen sind jedoch nicht als
exakter Beweis sondern nur als Beweisskizze zu verstehen.

Es wird von Gleichung (1.5.27) ausgegangen. Sie besagt

+oo
lim On(z —xp)da =1 (A.3.3)

n—oo
Jede 6-Folge erfiillt definitionsgeméf} diese Bedingung. Multipliziert man mit dem kon-
stanten Faktor B(zg) ergibt sich

+oo
lim B(x0)dp(z — x0) dz = B(zo) (A.3.4)

n—oo
—00

Subtrahiert man (A.3.2) und (A.3.4) voneinander folgt

+oo
lim [B(z) — B(z0)] dp(x —x9)dz =0 (A.3.5)

n—oo
—o0
Dies Aussage ist fiquivalent zu Gleichung (A.3.2). Um sie zu beweisen, ist folgendes
zu zeigen: Fiir alle ¢ > 0 kann ein Ny gefunden werden, so daf§ fiir alle n > Ny die

Beziehung
—+oo

/ [B(x) — B(x0)] 0n(z — o) dz

—0o0

d, = <e (A.3.6)

erfiillt ist.
Allgemein gilt fiir eine beliebige Funktionen a(z) die Ungleichung

+00
/ a(z)dx

— 00

+oo
< / la(z)| de (A3.7)
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Zu beachten ist, dal die Integration von —oo nach +oo durchgefiithrt wird, womit dz
positiv ist. Es ergibt sich aus (A.3.6)

dn, < / |B(z) — B(xo)| 6 (x — xo) d (A.3.8)

Da B(x) eine stetige Funktion ist, gibt es fiir alle € > 0 eine Umgebung um z, so dafl
innerhalb dieser Umgebung

|B(x) — B(wo)| < Z (A.3.9)

gilt. Diese Umgebung mufl nur eng genug gewihlt werden. Sie kann durch eine Kon-

stante N7 definiert werden, so daf fiir alle
1
x € [a:o —b,x0 + b} mit b= — (A.3.10)
N

die Bedingung (A.3.9) erfiillt ist. Es mufl N; entsprechend grof8 gewiihlt werden. Das
Integral in (A.3.8) wird mit

/|B B(x0)| 0n(z — ) do = I7% b+Ix°+b+ ot (A.3.11)

in drei Teilintegrale zerlegt. Die Teilintegrale sind durch

I$o b / |B 1‘0|5 I—l‘o)dx
xo+b

Lty = / |B(z) — B(wo)| 6 (z — 0) da (A.3.12)
Io—b

I;)Ofb / |B B(zg |5 (x — xo)dz
zo+b

definiert. Fiir das zweite Teilintegral kann sofort eine Abschétzung angegeben werden.
Da innerhalb der Integrationsgrenzen (A.3.9) gilt, folgt

To+b To+b
I‘rﬁb < / Zdn(x —zp)dz = Z / On(z — o) dz fir n> N (A.3.13)
ngb Iofb

Nach (1.5.20) konvergiert das Integral auf der rechten Seite gegen Eins fiir n — oo. Es
gibt daher ein Ny, so daf} gilt

xo+b
dn(x —xmo)dz <2 fir n> N, (A.3.14)

xo—b
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Daraus folgt fiir das Teilintegral

7ot <

To—

fir n> Nl, Ny (A315)

N ™

Auch die anderen beiden Teilintegrale lassen sich abschiitzen. Da die Funktion B(x)
beschrénkt ist, existiert das Maximum von |B(z) — B(xo)|. Es ergibt sich

xo—b
1700 < |B(z) — B(x())’max . / On(z — x0) dz (A.3.16)

—0o0

Das Integral auf der rechten Seite konvergiert nach (1.5.21) gegen Null fiir n — co. Es
existiert daher ein N3, so dafl

3

It <
<

erfiillt ist. Analog kann ein Ny zur Abschéitzung des letzten Teilintegrals gefunden

werden, so daf}
12, < Z fir n> Ny (A.3.18)

gilt. Definiert man nun Ny als das Maximum von Ni, No, N3 und N4, so gelten
fiir alle n > Np alle drei Ungleichungen (A.3.15), (A.3.17) und (A.3.18). Dies ist
gleichbedeutend mit

g e g .
dn<§+1+1—5 fiir ’ﬂ>N0 (A319)

Das bedeutet, fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 kann tatséchlich ein Ny gefunden werden, so
daB (A.3.5) fiir alle n > Ny gilt. Dies war zu zeigen.
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Einige umfangreiche Herleitungen sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht in den
entsprechenden Abschnitten eingebunden. Sie werden hier im Anhang dargestellt.

B.1. Zur Wellenausbreitung in Stromungskanalen

Wellenzahl

Im Abschnitt 4.3 wird die Wellenzahl als Funktion der Frequenz im ruhendem Be-
zugssystem betrachtet. Im folgenden soll die Gleichung (4.3.16) hergeleitet werden. Es

wird von der Beziehung (4.3.15) ausgegangen. Diese lautet

2

w
_ B 2
Oy, = :l:\/—c2 — G,

wr = wp + a, U

Nach (4.3.13) gilt

Auflssen von (B.1.2) nach wy und einsetzen in (B.1.1) ergibt

=% (—(wR = anU)” - ﬁf}q)%

c2

Dies kann nach «,,, aufgelost. Es ergeben sich die Umformungsschritte:

a2 = w? - 2wra,U + a2 U? — 232,
2 2 52
—C ) - cC ﬂm

a2, (¢ = U?) + 20wrU = w2 — 232,

2 232
9 weU  wi — 0,
o, + 200m 2—U2 2_[2
- wrU 2_ w2 — c?32, L w2U?
m 2 —[2 T2 _U2 (62—U2)2

0 = w2 — 2wpa,, U + a2, (U?

O, = —

2 _ U2 (2 —U?)?
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B.1. Zur Wellenausbreitung in Stromungskanélen

Qo = —

2 _ 2 (2 —U?)2
+ [w2c? — 2B (2 — UQ)]% —wrU
Am = 2 _ 2
B 2 NE
+c wy I—J(c —U?)| —cwrM
— R
Am = 21— M?)
2 3
+ 1<5’"C) (1 M%] M
_ Wr Wr
m =" (1 - M?)
SchlieBlich folgt
o —wn (5=M)
e (1—-M?)
mit
Brme)”
S =+ 1( m ) (1— M2)
Wr
und 0
M==

c
Die Beziehung (B.1.14) entspricht Gleichung (4.3.16).

Gruppengeschwindigkeit

wrU L [ w2e? — B2 (2 - U?) } 5

(B.1.10)

(B.1.11)

(B.1.12)

(B.1.13)

(B.1.14)

(B.1.15)

(B.1.16)

Die Gruppengeschwindigkeit der Kanalmoden bei Strémung wird ebenfalls in Ab-
schnitt 4.3 behandelt. Im folgenden wird dort angegebene Beziehung (4.3.33) her-

geleitet. Dazu wird die Ableitung (4.3.32) berechnet:

_ dwg

c®

" day,
Weiter oben wurde bereits gezeigt, dafl

oy, = £ (7(‘0R — gmU)Q - /87277,) ’

C

beziehungsweise
wp  (S—M)

Oy = — + 5+

c (1-M?)
gilt. Zunéchst wird (B.1.18) nach wy aufgeldst:

a?an = (wg — 04mU)2 - ﬂfan

(B.1.17)

(B.1.18)

(B.1.19)

(B.1.20)

229



B. Herleitungen
tev/ oz, + B2, = wr — a U
wr = e/ a2 + 62, + anU

Dann wird die Ableitung gebildet. Es ergeben sich die Umformungen:

dwg Ay,

= ——=Fc——=+U

don " aE v,

QyC
Wr

1- (o‘mc) M
Wr

+U

Mit (B.1.19) kann der Ausdruck in der Klammer ersetzt werden. Es folgt:

S—M
1— M2
S—M

- (P55

S—M

" =c

¢ =c +U

1—M?—-MS+ M?

+U

{SM M-(1—MS)
cC =cC

- MS ~ 1-MS

S—M+M— M3S

8T —
c = 1—MS
Schliellich ergibt sich
. (1-M?)-S
¢ =c—>"
1-MS

Diese Beziehung stimmt mit Gleichung (4.3.33) iiberein.
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B.2. Zum Erhaltungsatz der akustischen Energie
B.2. Zum Erhaltungsatz der akustischen Energie

Es werden die einzelnen Herleitungsschritte fiir Gleichung (5.4.8) gegeben. Die kineti-
sche akustische Energie ist mit (5.4.1) gegeben. Fiir ihre zeitliche Ableitung gilt

a (1 ., 0v'
815( PoT ’2) = po ¥’ ; —pograd¢ (gradqb) (B.2.1)

Die zeitliche Ableitung der potentiellen akustischen Energie nach (5.4.2) ist

9 lplz 0 ) po (99 ’ _@8_(;5@ (B.2.2)
d\2pe2) a2 \ ot T2 Ot o2 -

Fiir die akustische Intensitét ergibt sich

div (p' v')=gradp’ -0’ +p’ - div(¢”)

= grad {— g(ﬂ grad ¢ — pg ?;b div (grad ¢) (B:2.3)

_,. 92
PO &7 ot

Ao~ po g (rad ) - grad 6

Damit sind alle Komponenten, die in Gleichung (5.4.5) auftreten, als Funktionen des
akustischen Potentials ausgedriickt worden. Setzt man nun in (5.4.5) ein, ergibt sich

9 (1 1 p?
<2p017/2+ P >+div(p’17’)

ot 2 po 2
. 2 po 96 0% 09 0 |
= pograd ¢ = (grad @) + 75 =7 =5 — po 5 - A b — po 5 (rad §) - grad ¢
B 0o (1 0%¢
=0y {c—aw‘ﬁd’}
=0
(B.2.4)

Damit ist gezeigt, daf die Gleichungen (5.4.5) und (5.4.8) dquivalent sind.
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B.3. Inhomogene Wellengleichung mit Ableitung im
Quellterm

Allgemeine Betrachtung

Im folgenden werden einige Uberlegungen zur Lésung der inhomogenen Wellenglei-
chung vorgestellt und schlielich auch die Gleichung (6.3.56) hergeleitet. Im freien
Raum ohne Begrenzungen ist die Losung der inhomogenen Wellengleichung

1 02 , S
durch das Integral
/(= _ i Q(g: T) 3>
P (Z,t) = ) -7 d>y (B.3.2)
R3

gegeben. Dabei ist zur Abkiirzung die retardierte Zeit

(B.3.3)

eingefithrt worden. Zur Berechnung der entstehenden Schallfelder mufl die entspre-
chende Quellverteilung fiir ¢ in dem Integral eingesetzt werden.

In Abschnitt 6.3 treten in mehreren Fillen Quellverteilungen mit Ableitungen auf.
Hier wird zuné&chst eine einfache Zeitableitung betrachtet. Die inhomogene Wellenglei-

chung hat die Form
1 0? oB
— == —A)p = (&t B.3.4

<02 61}_2 )p at ('T7 ) ( )

Auf der rechten Seite steht die Zeitableitung eines Feldes B(Z,t). Die folgende Uber-
legung ist unabhéngig von der konkreten Form des Feldes. Rein formal 148t sich eine

inhomogene Wellengleichung aufstellen, in der nicht die Ableitung 9B/0t sondern das
Feld B selbst die Quellstiarke angibt. Es soll

1 92 .

gelten. Dabei ist ¢ eine Hilfsgréfle, die nicht notwendigerweise eine physikalische Be-
deutung besitzt. Ohne Berandung kann die Lésung der Gleichung mit

1 [ B
Tan ) @4

IR,S

(7, t) d*y (B.3.6)

angegeben werden. Differenziert man (B.3.5) nach der Zeit ¢, ergibt sich

(1 32_A>a¢_33
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Die rechte Seite ist mit der von Gleichung (B.3.5) identisch. Damit mufl p’ mit der
Zeitableitung der Grofle ¢ iibereinstimmen. Aus (B.3.6) folgt

/(= aw _ 10 / (y7T) 3 -
VEN =G @0 = g [ Ee & (B3.5)
]R3

Diese Losung hiitte sich natiirlich auch aus (B.3.2) ergeben, wenn man fiir ¢ die Zeita-
bleitung von B einsetzt. Es ist jedoch nicht so einfach den entstehenden Ausdruck so
umzuformen, daf} die Zeitableitung vor dem Integral erscheint.

Auch fiir die Quellverteilung mit rdumlicher Ableitung kann eine Losung angegeben
werden, bei der die Ableitung vor dem Integral steht. Gleichung (6.3.51) kann als

1 02 ;o =L oB;
(0—2 2 A) p' =div B (Z,t) = oz, (Z,t) (B.3.9)
dargestellt werden. Dabei ist B; die Komponente eines Vektorfeldes. Analog zu (B.3.5)
wird mit jeder dieser Komponenten eine inhomogene Wellengleichung aufgestellt. Diese
lauten

1 92 .
<C—2 preie A) ) = Bi(Z, 1) (B.3.10)

Dabei ist 1; wieder eine Hilfsgrofle. Differenziert man beide Seiten nach z; und ver-
gleicht das Resultat mit (B.3.9), dann folgt fiir den Schalldruck

. 0Y; 1 0 Bi(Y,7) 5.
/ _ _
p'(Z,t) = oz, (@,t) = 1n 0z, / 7— 7] d’y (B.3.11)

RB

Auch hier wurde erreicht, dafl die Ableitung nicht im sondern vor dem Integral steht.
Das direkte Einsetzen der Quellverteilung ¢ = 0B; / Ox; in (B.3.2) ergibt dagegen

7,7) d*y (B.3.12)

p I»
47'[' |.’17—y| ayz

Die Quellstiarke im Integral wird an der Quellposition ¥ und zur Quellzeit 7 genom-
men. Entsprechend wird B; nun als Funktion von ¢ und 7 angesehen: B; (¥, 7). Die
Divergenz im Integral ist nun mit 0B;/0y; dargestellt, da jetzt die Variable Z die
Beobachtungsposition angibt.

Setzt man die beiden Formen der Losung gleich, erhélt man die Beziehung

s 10 [ B
T == 5 W) Y= —
4 |Z — 4| Oy 4m Ox; |Z — ¥
3 R3
Dies entspricht Gleichung (6.3.56). Zu beachten ist, das auf der linken Seite die Ablei-

tung nach der Quellposition ¢ und auf der rechten Seite nach der Beobachtungsposition
Z auftritt.

d*y (B.3.13)
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Direkte Herleitung

Es ist auch eine direkte Herleitung von Gleichung (B.3.13) moglich, die nicht auf
einer Losung der inhomogenen Wellengleichung basiert. Gegeben ist das zeitabhéngige
Vektorfeld B(#,t). Die Komponenten des Felder werden wieder mit B;(7, t) bezeichnet.
Zusétzlich werden die Hilfsgrofien

1

b= b(Z,9)

g _;/_ . (B.3.14)
C

definiert. Beide hidngen jeweils von zwei Vektoren ab. Zusétzlich ist 7 noch eine Funk-
tion eines Skalares. Die Grofle b entspricht dem Kehrwert des Abstands zwischen den
beiden Vektoren, und 7 gibt eine retardierte Zeit an.

Mit der Vorbereitung folgt fiir die Ableitung

a‘; {B(G,) b3 }

(B.3.15)
b

0y;

aBi N 631 or -
~{ Gk (2.9)

S 7)) g @) b @) B

Die Antisymmetrie von b und 7 beziiglich & und ¢ kann formal ausgedriickt werden
durch

ab b
oy Oz
(B.3.16)
ﬁ _ or
8yi o 8.’131'

Damit 148t sich (B.3.15) weiter umformen. Es ergibt sich

5o {Bi(7.7) 0@}

6Bi_, RN aBi_, 87’_,_, SRR N 61)_,_,
= S ) o)~ { ) ) M)+ B ) )}
0B; - L 0 . o
= 5, .7 05 — 5 Bl ) 0, 9) |
(B.3.17)
Die Integration dieses Ausdrucks iiber ein Volumen Vi, ergibt
8 . - - 3
| s-{B@nuan} ag
Va B.3.18)
OBi . . .. D I (B.3.
= b d°y — B;(y, 1) b(Z, %) d
Sl WE D) = 5 [ B vE ) o
Va Vaq

234



B.3. Inhomogene Wellengleichung mit Ableitung im Quellterm

Die linke Seite kann mit Hilfe des Satzes von Gauss in ein Oberflichenintegral umge-
wandelt werden. Es ergibt sich

0 [, 2o e [0 [Biit=17 =9/ 3=
/ayi{Bl(y’T) b(%y)}dy—/a%{ e d’y
Vq

Va

Bt |r—g Bi— e g
Z/dng{ (y’ |f|xg| y/c)}d3":/ﬁ.{ (y’ |fxlj| y|/C)} ng
S

Vo
(B.3.19)
Dabei ist mit S ist die Oberflache von V, bezeichnet. Im weiteren wird angenommen,
daB der Ausdruck in der geschweiften Klammer B/|Z—{] auf der Oberfliche verschwin-
det. Dann ist das Oberfldcheintegral und damit auch die linke Seite von (B.3.18) gleich
Null. Folglich miissen die Integrale auf der rechten Seite von (B.3.18) gleich sein. In
diesem Fall gilt

| — |

0Bi (. |Z—7 (o, =1
(’t c )d?’g 0 /Bl(y’t c )d?’g (B.3.20)

/ y; _

Va Va

Setzt man den gesamten Raum R fiir das Volumen V;, ein, dann stimmt diese Bezie-
hung mit Gleichung (B.3.13) iibereinstimmt. Die Oberfliche S liegt dann im Unendli-
chen. In diesem Fall muB der Ausdruck B/|Z — ¢ fiir |§] — oo auf Null abfallen (bei
festem &), damit die Voraussetzungen erfiillt sind. Eine hinreichende Bedingung dafiir
ist, daBf der Betrag |B| beschréinkt ist.
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