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8 Schallfeld mit Berandung

8.1 Das Kirchhoff-Helmholtz-Integral

In den vorherigen Abschnitten wurde fast immer davon ausgegangen, daf} das von ei-
ner Quellverteilung erzeugte Schallfeld keine Berandungen besitzen. Dann 148t sich die
Losung der inhomogenen Wellengleichung als Integral iiber die Quellstéirkeverteilung
multipliziert mit einer einfachen Greenschen Funktion darstellen. Sind jedoch Beran-
dungen — wie zum Beispiel feste Kérper — vorhanden, so miissen dort Randbedingungen
erfiillt werden. Die Losung wird dadurch deutlich komplizierter.

Bereits im 19-ten Jahrhundert wurden die theoretischen Grundlagen entwickelt,
die dazu notwendig sind, ein Schallfeld mit Berandungen zu behandeln. Im folgenden
sollen die wichtigsten dieser Erkenntnisse vorgestellt werden. Die formale Beschreibung
orientiert sich dabei an den mathematischen Darstellungen aus dem 19-ten Jahrhun-
dert. Es wird hier absichtlich auf neuere Elemente — wie etwa die Diracsche §-Funktion
— verzichtet. Dadurch werden die Herleitungen zwar etwas umfangreicher, aber die
klassische Beschreibung ist im Vergleich zu den Umformungen mit J-Funktionen etwas
anschaulicher.

Die folgenden Uberlegungen beginnen bei der homogene Wellengleichung. Sie lautet

1 0%

292 Ap=0 (8.1.1)
Die Grofle ¢ kann zunéchst als ein Stellvertreter fiir simtliche Gréflen, die die Wel-
lengleichung in der gegebenen Form erfiillen, angesehen werden. Die vorgestellten Be-
ziehungen gelten allgemein {iber das Gebiet der Akustik hinaus. Erst spater wird ¢
wieder als akustisches Potential betrachtet.

Untersucht man die Losung der Wellengleichung fiir eine Frequenz, kann der har-
monische Ansatz

(T, t) = @(F) ™ (8.1.2)
verwendet werden. Die Grofle ¢(Z) stellt die komplexe Amplitude des Feldes ¢(Z,t)
dar. Setzt man den harmonischen Ansatz in die Wellengleichung ein, ergibt sich mit

Ap+Ep=0 (8.1.3)

die Helmholtz-Gleichung. Dabei ist k = w/c wie iiblich die Wellenzahl. Eine elementare
Losung der Wellengleichung sind die Kugelwellen. Ein einfaches Beispiel ist mit

eiw(tfr/c) _ efiw'r‘/c

iwt 8.1.4
T T € ( )
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gegeben. Zur Abkiirzung wird der Abstand
r=|%— & (8.1.5)

verwendet. Das Feld (8.1.4) erfiillt die Wellengleichung iiberall aufier an der Stelle Zy.
Dort wird r = 0, und die Losung besitzt eine Singularitét.

Auf der rechten Seite von (8.1.4) ist bereits der e*®-Term abgespalten. Fiir die
komplexe Amplitude ergibt sich bei dieser Losung

efikr
p(@) = — (8.1.6)

Dies stellt eine Elementarlosung der Helmholtz-Gleichung (8.1.3) dar. Die weiteren
Untersuchungen basieren im Wesentlichen auf dieser Losung.

Abbildung 8.1: Volumen V mit Oberfliche S und nach innen zeigenden Normalenvek-
tor 7.

Es wird ein abgeschlossenes Volumen V' mit der Oberfliche S betrachtet. Auf der
Oberfliche wird der Normalenvektor 77 nach innen zeigend definiert. Die geometrische
Situation ist in Abbildung 8.1 skizziert. Sind die Felder ¢1(Z) und ¢o(¥) iiberall in V
gegeben, so konnen mit den Integralséitzen von Green Zusammenhénge zwischen jeweils
einem Volumen und einem Oberflichenintegral hergestellt werden. Insbesondere liefert
der zweite Greensche Integralsatz die allgemeine Aussage

0 0
/ <901 % — P2 ;;;) ds = /(@2 Ap — o1 Aps) dV (8.1.7)
Dabei ist mit 9
a—i =rigrad ¢ (8.1.8)

die Normalableitung eines Feldes ¢ an der Oberfliche in Richtung von 7 dargestellt.
Voraussetzung fiir (8.1.7) ist lediglich, das 1 und @9 zweimal differenzierbar sind.

Erfiillen die Felder ¢1 und o iiberall in V' zusétzlich auch die Helmholtz-Gleichung
(8.1.2), dann gilt

02 Ap1 — 1 Apg = o (k1) — 1 (—kPp2) =0 (8.1.9)



8 Schallfeld mit Berandung

Damit verschwindet das Integral auf der rechten Seite von (8.1.7). Es folgt

8(,02 8<p1
< = - 1.
/<p1 o ds /<p2 n ds (8.1.10)
S S

Diese Beziehung gilt fiir alle Paare 1, 2 von Losungen der Helmholtz-Gleichung. Im
folgenden wird fiir @2 eine bestimmte Losung — und zwar die Elementarlosung (8.1.6)
— eingesetzt. Es wird

671]67“

p2(7) = — (8.1.11)

gewihlt. Dies spezielle Feld 9 erfiillt iiberall auler im Punkt Zy, an dem r = 0 wird,
die Helmholtz-Gleichung.

Zunichst wird der Fall betrachtet, dafl der Punkt ¥y aulerhalb des Volumens V'
liegt. Dann ist ¢ iiberall in V' eine Losung, und die Bedingung (8.1.10) gilt. Es folgt
fiir alle Losungen ¢; die Gleichung

a e—ikr e—ikr a(Pl
/<p18—n( - )ds_/ — s (8.1.12)
s s

Liegt der Punkt &y jedoch innerhalb des Volumens V, so ist o zumindest in einem
Punkt nicht definiert und damit auch keine Losung. Die Voraussetzung fiir (8.1.10) ist
in diesem Fall nicht erfiillt. Es 148t sich jedoch eine wertvolle Beziehung herleiten, wenn
man das Volumen V so modifiziert, dafy der Punkt &y herausfillt. Dazu wird eine kleine
Kugel mit dem Radius @ um den Punkt #y aus dem Volumen V herausgeschnitten. Es
ergibt sich ein neues Volumen

Vaeu =V — Wk (8.1.13)

wobei Vi das Volumen der kleinen Kugel bezeichnet. Die Situation ist in Abbildung
8.2 illustriert.

Abbildung 8.2: Volumen V mit herausgeschnittener Kugel um #y und Oberflichen S
des Volumens V und Sy der Kugel.
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Die Oberfléche der neuen Volumens besteht aus der Oberfliche S und der Kuge-
loberfliche Si. Man kann sich zusétzlich einen unendlich diinnen Schlauch zwischen
den beiden Teilen der Oberfléiche vorstellen, wie er gestrichelt in Abbildung 8.2 ange-
deutet ist. Damit ergibt sich eine einfach zusammenhéngende Oberfliche. Dieser Teil
der Oberfliiche ist jedoch bei folgenden Uberlegungen nicht von Bedeutung, denn bei
einer Oberflachenintegration liefert er keinen Beitrag. Fiir die neuen Oberfliche kann

Sneu = S + Sk (8.1.14)

geschrieben werden.

Der Punkt %y liegt auflerhalb des konstruierten Volumens Vpey. Damit ist Glei-
chung (8.1.12) erfiillt, wenn man die Oberfliche S durch Spey ersetzt. Wird dies durch-
gefithrt und werden die Oberflichenintegrale iiber Sphey in zwei Teilintegrale iiber S
und Sk aufgespalten, ergibt sich

o e*ikr o 67ikr
Jerga(S)as+ [eg(5)as
S Sk
efikr 8801 e*ikr 6§01
= e d _ K
/ r on S+/ r on ds
S Sk

(8.1.15)

Die Sk-Teilintegrale iiber die Kugeloberfliche lassen sich berechnen, wenn man in
einem Grenzprozefl die Kugel immer kleiner werden l48t. Dies ist erlaubt, denn der
Punkt &y bleibt dabei immer auflerhalb des Volumens Vyey. Es wird angenommen, dafl
1 und auch seine Ableitungen iiberall stetig und beschrinkt sind. Dies ist verniinftig,
denn ¢ ist nach Voraussetzung eine Losung der Helmholtz-Gleichung und zweimal
differenzierbar. Zuerst wird das Sk-Teilintegral auf der linken Seite von (8.1.15) be-
trachtet. Dort tritt die Normalableitung der Elementarlosung auf. Auf der Kugel gilt
der Zusammenhang

o 9
= (8.1.16)

denn der Normalenvektor 77 zeigt iiberall in die Richtung von r. Fiir die radiale Ablei-
tung der Elementarlosung gilt

0 (e kT 1 k -
— =—|(=+i—)e ™" 8.1.17
31“( r ) (7‘2+Zr>e ( )
Damit kann die Normalableitung im Integranden ersetzt werden. Dieser Anteil des
Integranden wird singulir, wenn a — 0 geht. Gleichzeitig geht jedoch auch die Ober-
fliche gegen Null. Der Wert von ¢; konvergiert iiberall auf der Oberfliche gegen den
Wert ¢1(%p). Insgesamt erhiilt man

efzkr

1 ky
: -~ . H _ 2 ( = -V —ika 2) — =
lim [ ¢ an( ) dSx ili]%{ dma (a2 +Za> e ] ¢1(Zo) = —Amp1 (o)
Sk
(8.1.18)
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Die Abnahme der Kugeloberfliiche 47a? hebt gerade die 1/a2-Singularitit auf, und es
ergibt sich ein endlicher Grenzwert.

Im Si-Teilintegral auf der rechten Seite kommt die Normalableitung des Feldes ¢
vor. Sie ist beschriinkt. Diesmal wird der erste Faktor im Integral singulér fiir a — 0.
Jedoch reicht die 1/a-Singularitit nicht aus um die Abnahme der Oberfliiche mit a?
auszugleichen. Es gilt

—ika
lim [47ra2 ¢ } =0 (8.1.19)

a—0 a

Wegen der Beschrinktheit von d¢1/9n folgt unmittelbar

—ikr 8
lim / 6‘21 dSx =0 (8.1.20)

a—0 T

Sk

Die beiden berechneten Sk-Teilintegrale kénnen nun in Gleichung (8.1.15) eingesetzt
werden. Werden die verbleibenden Integrale auf eine Seite gebracht, folgt der Zusam-
menhang

—ikr o —7kr =
o1 0 falls @ ¢V
/ r on 5 = 1y r ) S = { —dmpq(Zy) falls ZpeV (8.1.21)

Die Oberflichenintegrale auf der linken Seite ergeben entweder Null oder den Wert
—4mp1(Zy) je nachdem, ob #; auBerhalb oder innerhalb des Volumens V liegt. Falls
der Punkt Zy genau am Rand liegt, ist die Gleichung (8.1.21) nicht anwendbar. Eine
genauere Betrachtung zeigt, dafl bei glatter Oberfliche S (ohne Knick) sich gerade
—2mp1 (%) ergibt. Hier wird jedoch zuniichst der Fall &y € S ausgeschlossen.

Die Beziehung (8.1.21) gilt unter der Voraussetzung, dafl ¢; iiberall in V' eine
Losung der Helmholtz-Gleichung (8.1.3) ist. Es ist damit moglich jede Losung inner-
halb der Volumens durch ein Integral iiber die Oberfliche darzustellen. Wird (8.1.21)
nach ¢ aufgelost und der Index weggelassen, ergibt sich

. 1 —ikr o o ikr
o) = 1 ai S+—/ an( ) ds (8.1.22)

r r

S S

wobel r = | — Zy| wie oben definiert der Abstand vom Punkt &y bezeichnet. Diese Be-
ziehung wird iiblicherweise als Kirchhoff-Helmholtz-Integral oder Kirchhoff-Helmholtz-
Formel bezeichnet.

Interpretation

Die Oberflichenintegrale in der Kirchhoff-Helmholtz-Formel lassen sich anschaulich in-
terpretieren. Dazu wird ein Vergleich mit der Losung der inhomogenen Wellengleichung

1 0%
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angestellt. Ohne Berandung kann die Losung an einer Stelle Zy mit

- q(Z,t—r/c) 5.
t)y= | —————=d 1.24
oot = [ MR @iz (31.24)
Vo
angegeben werden. Dabei ist der Abstand
r=|% — & (8.1.25)
definiert. Im harmonischen Fall mit
q(Z,t) = Q(T) et (8.1.26)
ergibt sich
iw(t—r/c) ) 1 —ikr
- o € 3= iwt - € 3=
— _ = - 1.2
ot = [ Q@ di=c L [on S aw s
Va Va
Damit ist die komplexe Amplitude der Feldes ¢(Zp,t) durch
1 e—ikr 3
N - 7 1.2
o) =4 [ Q@S ' (81.28)
Va

gegeben. Dies kann als Integral iiber Kugelwellen, die von Monopolen an den Quell-
positionen Z ausgehen, angesehen werden. Die Stéirke der Kugelwellen ist durch die
Quellstirke Q(&) gegeben.

Die Losung (8.1.28) ist mit dem ersten Integral in der Kirchhoff-Helmholtz-Formel
(8.1.22) vergleichbar, obwohl dort iiber eine Fliche und kein Volumen integriert wird.
Es wird ebenfalls eine Uberlagerung von Monopolfeldern gebildet. Die Monopole gehen
von den Punkten auf der Oberfliche S aus. Die Stérke der Monopole ist durch die
Ableitung d¢/0n an der jeweiligen Ausgangsposition gegeben. In dem zweiten Integral
tritt die Ableitung der Elementarlésung — des Monopolfeldes — in Normalenrichtung
auf. Daraus resultiert ein Dipolfeld, welches senkrecht zur Oberfliche orientiert ist.
Das zweite Integral stellt demnach eine Uberlagerung von Dipolfeldern, die von den
Punkten auf der Oberfliche ausgehen, und deren Stérke durch das Feld ¢ an der
jeweiligen Ausgangsposition gegeben ist.

Die Kirchhoff-Helmholtz-Formel (8.1.22) besagt folglich, dafl jede Losung ¢ der
Helmholtz-Gleichung in dem Volumen V' durch eine Uberlagerung von Monopol- und
Dipolfeldern, die vom Rand des Volumens ausgehen, gebildet werden kann. In Ab-
bildung 8.3 wird dies veranschaulicht. Jede Losung im Inneren von V' 1afit sich also
durch eine Quellverteilung am Rand darstellen. Dabei spielt es iiberhaupt keine Rolle,
was auflerhalb des Volumens passiert. Es kénnen dort echte Quellen und auch Beran-
dungen, an denen die Wellen reflektiert werden, vorhanden sein. Bei den in Gleichung
(8.1.22) vorkommenden Quellen handelt es sich sozusagen um virtuelle Quellen, die
den Einfluf} des gesamten Auflenbereichs auf die Losung im Volumen V ersetzen. In
jedem Fall 148t sich mit der Kirchhoff-Helmholtz-Formel (8.1.22) die Losung, wenn sie
am Rand bekannt ist, auch im gesamten Innenbereich von V' berechnen.
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/| S

Dipolfelder —

Monopolfelder

Abbildung 8.3: Tllustration zur Uberlagerung von Monopol- und Dipolfeldern, die von
der Oberfldche S ausgehen.

Unendlich ausgedehnte Volumen

Bisher wurde immer ein abgeschlossenes Volumen V' betrachtet. Es ist jedoch auch
moglich, die Kirchhoff-Helmholtz-Formel auf unendlich ausgedehnte Volumen anzu-
wenden. In Abbildung 8.4 sind zwei Beispiele skizziert. In Teil a) entspricht V' einem
Halbraum. Die Oberfliche S ist eine Ebene. Damit die Kirchhoff-Helmholtz-Formel
angewendet werden kann, muf} eigentlich die Oberflache geschlossen sein. Man nimmt
an, daf} sich die Oberfliche — wie in in der Abbildung gestrichelt angedeutet — im Un-
endlichen schlieft. Der im unendlichen liegende Teil wird bei der Integration einfach
weggelassen. Voraussetzung fiir diese Vernachlissigung ist, dafl die Losung in grofler
Entfernung vom Ursprung mit 1/|Z| abklingt. Sie mufl asymptotisch gegen die Form

—ik|@
p=C eml fir | — oo (8.1.29)
gehen, wobei C nicht von Abstand |Z| abhéngt. In diesem Fall liefert der im Unendli-
chen liegende Teil der Oberfliche keinen Beitrag bei der Integration.

Praktisch sind dadurch alle Falle mit Quellen im Unendlichen ausgeschlossen. Da-
zu gehort die ebene Welle, die im Unendlichen nicht abklingt. Wird die Bedingung
(8.1.29) erfiillt, kann die Kirchhoff-Helmholtz-Formel auch bei der in Abbildung 8.4b
dargestellten Geometrie angewendet werden. Dort ist die Oberfliche S geschlossen und
V entspricht dem gesamten Auflenraum. Wieder kann man sich .S ins Unendliche fort-
gesetzt denken. Der vernachléssigte Teil liefert jedoch wie im vorigen Beispiel keinen
Beitrag bei den Integrationen.

Anwendung in der Akustik

Bisher sind die Uberlegungen allgemein unabhiingig von einer physikalischen Anwen-
dung vorgestellt worden. Im folgenden sollen die Erkenntnisse auf die Akustik iibert-
ragen werden. Es wird angenommen ¢ ist das akustische Potential. Mit dem harmoni-

10
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Abbildung 8.4: Beispiele fiir unendlich ausgedehnte Volumen: a) Halbraum; b) Auflen-
raum um eine geschlossene Oberfléche.

schen Ansatz '

(T, 1) = (T) ™" (8.1.30)
wird die komplexe Amplitude (&) des akustischen Potentials definiert. Wie gewohnt,
fiihrt man auch fiir die physikalischen Gréfien komplexe Amplituden ein. Es sollen fiir
Druck und Schnelle die Ansiitze 4

p=pet (8.1.31)
und _

vl = b et (8.1.32)
gelten. Dabei ist p die Druckamplitude und o; die Amplitude der i-ten Schnellekom-
ponente. Die Schnelle ¥/ berechnet sich als Gradient der Potentials mit

0
6371’

7' =grad¢ = o (8.1.33)

Damit folgt fiir die Schnelleamplitude
0

0; = 8.1.34
0= g ¥ ( )
Auch der Druck ist mit dem akustischen Potential verkniipft. Es gilt
9 - iw
p= —poa—f = —iwpyp et (8.1.35)

wobei die zweite Gleichheit aus dem harmonischen Ansatz folgt. Entsprechend kann
die Druckamplitude mit
P = —iwpop (8.1.36)

aus dem Feld ¢ berechnet werden. Zweckméfigerweise wird noch die Normalkompo-
nente der Schnelle mit
v, =7"7 (8.1.37)

n

11
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eingefiihrt. Auch sie schwingt harmonisch entsprechend dem Ansatz

vl = 0, et (8.1.38)
Es gilt

v), = grad(¢) 7t (8.1.39)

Daraus ergibt sich
_ 9
~ On

Mit dieser Vorbereitung lassen sich die in der Kirchhoff-Helmholtz-Formel benétig-
ten physikalischen Groflen identifizieren. Um das Feld ¢ zu bestimmen mufl auf der
Oberflidche ¢ und dp/On bekannt sein. Erstere 1afit sich geméf (8.1.36) aus der Druck-
amplitude bestimmen. Die zweite Grofie entspricht der Amplitude der Schnelle normal
zur Oberfliche. Ist also Druck und Schnelle auf der Oberfliche bekannt, so kann das
gesamte Feld ¢ — und damit auch wieder die physikalischen Groflen — im gesamten
Volumen V' berechnen.

Eine Anwendung fiir die Kirchhoff-Helmholtz-Formel ist zum Beispiel die Berech-
nung des Schallfeldes eines abstrahlenden Koérpers im unbegrenzten Raum. Dabei kann
es sich um eine atmende Kugel, eine Lautsprecherbox oder um eine vibrierende Maschi-
ne handeln. Durch die bewegte Oberfliche wird Schall erzeugt. Das Volumen V wird so
gewdhlt, dafl die Oberfliche S der mittleren Position der Kérperoberfliche entspricht.
Die Bewegung der Korperoberflidche gibt die Normalkomponente v], der Schnelle vor.
Um das entstehende Schallfeld berechnen zu kénnen, mufl noch der Druck auf der
Oberfliche bekannt sein. Die vorgegebene Schnelle allein reicht nicht aus. Zudem kann
mit der Kirchhoff-Helmholtz-Formel immer nur eine einzelne Frequenz untersucht wer-
den.

O, = grad(p) 7t (8.1.40)

Vereinfachung der Integration

Unter bestimmten Umsténden ist es moglich, dafl Kirchhoff-Helmholtz-Integral zu ver-
einfachen. Die Losung im Volumen V kann dann als Oberflichenintegral mit nur einen
Quelltyp allein — entweder Monopol- oder Dipolquellen — ausgedriickt werden. Im fol-
genden wird die Herleitung der entsprechenden Formeln vorgestellt.

Es wird ein Feld ¢1(%) betrachtet, welches iiberall in dem Volumen V; die
Helmholtz-Gleichung erfiillt. Die Oberfliiche des Volumens ist mit .S bezeichnet, und
71 ist der in das Volumen Vj hineinzeigende Normalenvektor. Nach der Kirchhoff-
Helmholtz-Formel (8.1.22) kann ¢ an allen Punkten & € V4 durch ein Oberfléchen-
integral ausgedriickt werden. Es gilt

1 [ e " 9py 1 9 se—ikr )
‘E/ . a—md“E/%a—m( —) S = p1(@) (8.1.41)
S S

wobei 7 = |#— | wie oben der Abstand zum Punkt Z ist. Das Volumen V, = R* —V;
sei der restliche Teil des Raumes auflerhalb von V7. Die beiden Volumen sind durch die

12
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i

Abbildung 8.5: AuBeres Volumen V; und das durch die Oberfliche S eingeschlossene
Volumen V5.

Oberfliche S getrennt. Die Situation ist die Abbildung 8.5 dargestellt. Mit 715 ist der
ins Innere von V5 zeigende Normalenvektor bezeichnet. Mindestens eines der beidem
Volumen ist unendlich ausgedehnt. In dem gezeigten Beispiel ist dies V;. Damit in
diesem Fall auch (8.1.41) giiltig ist, mufl das Feld ¢ zusitzlich noch die Bedingung
(8.1.29) erfiillen und im unendlichen mit 1/|Z| abklingen.

Es sei ein Feld ¢o(%) gegeben, welches iiberall im Volumen V5 die Helmholtz-
Gleichung erfiillt. Es lift sich dann eine zu (8.1.41) analoge Beziehung fiir diese Losung
aufstellen. Der Punkt Zj liegt jedoch auBerhalb des Volumens V5. Entsprechend folgt
aus (8.1.21) einfach

1 efik'r 6(,02 1 o efikr

e —=d — — ds = .1.42

4 r Ong S+47r/<p26n2( r ) 5=0 (8 )
S S

Das Oberflachenintegral iiber die Quellterme ergibt Null. Auf den linken Seiten von
(8.1.41) und (8.1.42), treten jeweils zwei Oberfldchenintegrale tiber S auf. Addiert man
die beiden Gleichungen kénnen die Integrale zusammengefafit werden. Dazu wird im
zweiten Teilintegral von einer Bedingung zwischen den Normalableitungen Gebrauch
gemacht. Da sich 77 und 775 genau gegeniiberstehen, gilt

0 0

_— = 1.4
0n1 677,2 (8 3)

Es ergibt sich durch Addition

1 e T (001 Ops 1 o e tkr .
(—+—) dS—FE/(‘Pl —wz)a—m( . ) dS = 1 (i)
S

4 T ony  Ong

(8.1.44)
Mit dieser Beziehung ist das Feld ¢ im Volumen V; — genau wie durch (8.1.41) — durch
ein Oberflichenintegral iiber S ausgedriickt. Das Integral stellt wieder eine Uberlage-
rung von Monopol- und Dipolfeldern dar. Jedoch unterscheidet sich die Stérke der
Felder von denen in (8.1.41). Die Verteilung der Monopol- und Dipolfelder auf der

13
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Oberfliache S, die iiberlagert die Losung ¢; ergeben, ist anscheinend nicht eindeutig.
Es existieren mehrere Quellstirkeverteilungen auf S, die das gleiche Feld ¢; in Vj
erzeugen.

Ein besonders interessanter Fall ergibt sich, wenn die beiden Felder ¢; und (2 an
der Oberfliche S die gleichen Werte besitzen:

p1 = P2 auf S (8.1.45)

Dann verschwindet die Stérke der Dipolfelder im zweiten Integral. Die Beziehung
(8.1.43) vereinfacht sich zu

Sy 1 e (0o Do
p1(To) = — . (8—nl+a—n2 ds (8.1.46)

Das bedeutet, die Losung ¢; ist allein durch eine Uberlagerung von Monopolfeldern
ausgedriickt worden. Die Stéirke der Felder ist durch die Summe der Normalableitungen
in der runden Klammer gegeben.

Ein #hnliches Resultat ergibt sich, wenn die beide Losungen ¢ und ¢4 die gleiche
Normalableitung an der Oberfliche S besitzen. Das heifit, es soll

91 _ Op2 _ _Opa

= = f S 8.1.47
8n1 8n1 8712 at ( )
gelten. In diesem Fall erh&lt man
1 o e—z‘kr
to) = — — — 14
or(dn) = o= [(or—p0) 5o () @ (8.1.48)
S

Damit ist die Losung ¢, durch eine reine Uberlagerung aus Dipolfeldern ohne Mono-
polfelder dargestellt. Die Stidrke der Dipolfelder ist durch die Differenz (o1 — ¢2) auf
S gegeben.

™ Vi

bewegte Stirnseite

Abbildung 8.6: Rohr der Liange L mit bewegter Stirnseite.

Auf den ersten Blick scheinen die beiden Beziehungen (8.1.46) und (8.1.48) beson-
ders fiir praktische Berechnungen interessant zu sein, da im Vergleich zu (8.1.41) der
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8.1 Das Kirchhoff-Helmholtz-Integral

Integralausdruck weniger aufwendig ist. Jedoch muf fiir die Anwendung eine Losung
@2 in V5 gefunden werden, die die Eigenschaft (8.1.45) bezichungsweise (8.1.47) be-
sitzt. Im Allgemeinen ist dies nicht so einfach. Eine genauere Betrachtung zeigt sogar,
daf} eine solche Losung ¢ unter Umstdnden gar nicht existiert. Dies soll an einem
Gegenbeispiel verdeutlicht werden. Es wird ein abgeschlossenes Rohr der Léange L mit
einer bewegten Stirnseite betrachtet. Die Seitenwénde sowie die zweite Stirnseite sind
unbeweglich. Die Anordnung ist in Abbildung 8.6 in einem Schnitt dargestellt. Das
Volumen V; ist der gesamte Auflenbereich und V5 entspricht dem Inneren des Rohrs.
Die Oberfliche S stimmt mit der Rohroberflache iiberein. Im Bereich der bewegten
Stirnseite liegt S in der mittleren Position.

Es wird eine harmonische Bewegung der Stirnseite vorgegeben. Damit ist die
Schnelle iiberall auf der Oberfliche S festgelegt. Auch der Druck auf der Rohrober-
fliche wird als bekannt vorausgesetzt. Ist 1 die komplexe Amplitude des akustischen
Potentials im AuBenbereich, so kann ¢, und dp;/9n; auf der Oberfliche aus den kom-
plexen Amplituden p und v,, bestimmt werden. Es soll die Losung 7 im Auflenbereich
durch eine Dipoliiberlagerung der Form (8.1.48) ausgedriickt werden. Dazu muf eine
Losung o im Innenbereich gefunden werden, die die Bedingung (8.1.47) erfiillt. In
dem akustischen Beispiel bedeutet dies, es mufl ein Schallfeld im Rohrinneren berech-
net werden. Die Bedingung (8.1.47) besagt, dal die Normalkomponente der Schnelle
der Schallfelder im Innen- und Auflenbereich iibereinstimmt. Die feste Rohrwand und
die bewegte Stirnseite legen die Normalkomponente der Schnelle fest. Fiir das inne-
re Schallfeld ergibt sich eine quasi-eindimensionale Situation. Die Losung im Inneren
besteht aus einer geeigneten Ubelagerung von hin- und herlaufenden ebenen Wellen.
Die Stirnseite kann als Kolben angesehen werden, der stehende Wellen im Rohr an-
regt. Dabei konnen allerdings Resonanzen auftreten, wenn die Wellenlédnge A gerade
einem vielfachen der halben Rohrlinge L/2 entspricht. In diesem Fall kommt es zu
einer Resonanzkatastrophe und die innere Losung “explodiert”. Es 148t sich fiir die
vorgegebene Schnelle an der Oberfliche dann kein Schallfeld im Rohrinneren finden.
Das bedeutet, es existiert keine Losung o, welche die Bedingung (8.1.47) erfiillt.

v, 5 v

Abbildung 8.7: Die Ebene x; = 0 als Oberfliche S mit den Volumen V; und V5 als
Halbrdume z; > 0 und z; < 0.
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8 Schallfeld mit Berandung

Auch wenn das Volumen V3 keine so einfache Form wie in dem betrachteten Gegen-
beispiel hat, kann es zu Resonanzen im Inneren kommen. Im Allgemeinen wird daher
die Anwendung der vereinfachten Integration mit (8.1.46) oder (8.1.48) nicht immer
moglich sein. Zudem muf} die Losung im Volumen V5 auch berechnet werden, was un-
ter Umsténden sehr aufwendig ist. Es gibt jedoch Fille in denen eine passende Losung
sozusagen automatisch gegeben ist. Ein solches Beispiel ist in Abbildung 8.7 skizziert.
Die Oberflache S entspricht der Ebene 1 = 0. Die Volumen V; und V5 stellen die
Halbrdume 27 > 0 und z; < 0 dar. Die Normalenvektoren zeigen in beziehungsweise
entgegen der zp-Richtung. Das Feld ¢; sei eine Losung der Helmholtz-Gleichung in
dem Bereich 7 > 0. Zusétzlich klingt es mit 1/|#| im Unendlichen ab und erfiillt die
Bedingung (8.1.29). Fiir alle Punkt %y, die — wie das Beispiel in Abbildung 8.6 — in
dem Bereich V liegen, gilt die Gleichung (8.1.41).

Die Losung fiir den Halbraum z; < 0 wird aus der Losung ¢; durch Spiegelung an
der Ebene 1 = 0 konstruiert. Es wird

pa2(21, 22, 73) = p1(—21, T2, T3) (8.1.49)

gesetzt. Das Feld o ist dann im Bereich 1 < 0 definiert, und es ist eine Losung der
Helmholtz-Gleichung, da

AQDQ((L'l,.’EQ,LL’g) = A@l(—xl;x%xB) (8150)
gilt. An der Oberfliche bei x; = 0 ergibt sich
©1(0, 22, 23) = p2(0, 22, 73) (8.1.51)

Damit ist die Bedingung (8.1.45) erfiillt, und die Losung ¢; kann in der Form (8.1.46)
dargestellt werden. Wegen der Symmetrie gilt an der Oberfliche bei 1 = 0 zusétzlich

91 _ Op2

= f S 8.1.52
8n1 6n2 at ( )
Aus Gleichung (8.1.46) ergibt sich mit dieser Beziehung
1 e—ik:r 8801
ry) = —— —d 1.
1(%o) 2w r o om S (8.1.53)
S

Die Losung im Bereich z; > 0 ist damit als reine Uberlagerung von Monopolfeldern
ausgedriickt. Die Stérke der Monopole ist durch die Anleitung d¢;/0n1 gegeben. Der
Wert 1 wird zur Berechnung des Feldes gar nicht mehr benétigt. Das hat insbesondere
auch bei akustische Anwendungen entscheidende Vorteile. Bezeichnet ¢, die komplexe
Amplitude des akustischen Potentials, so ist die Normalkomponente der Schnelle

P
" ('9711

ausreichend, um das gesamte Schallfeld zu berechnen. Der Druck p ist iiberhaupt
nicht mehr notwendig. Das Schallfeld kann allein aus einer vorgegebenen Auslenkung
der Oberfliche ermittelt werden. Das ist allerdings nur dann méglich, wenn S wie in
dem Beispiel eine unendlich ausgedehnte Ebene ist.

(8.1.54)
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8.1 Das Kirchhoff-Helmholtz-Integral

Kolben in unendlich ausgedehnter Wand

Als akustische Anwendung fiir die Gleichung (8.1.53) wird ein runder Kolben in einer
unendlich ausgedehnten Wand betrachtet. Der Kolben bewegt sich harmonisch. Die
Bewegungsrichtung ist senkrecht zur Oberfliche. Ansonsten bewegt sich die Wand
nicht. ZweckméfBigerweise wird wieder die Ebene x; = 0 als Wand angenommen. In
der Ebene werden die Polarkoordinaten ¢ und g mit

Z=| ocosp (8.1.55)

definiert. Die Ausrichtung der Koordinaten ist in Abbildung 8.8 veranschaulicht. Mit o
ist der Abstand vom Ursprung und mit p der Winkel relativ zur xo-Achse bezeichnet.

T3 A

8y

/ T
/

Abbildung 8.8: Kolben mit Radius a in der x5,z3-Ebene, mit Polarkoordinaten ¢ und
L.

Die Geschwindigkeit des Kolbens uy () ist mit
ug (t) = Uy e™* (8.1.56)

vorgegeben. Damit folgt fiir die Normalkomponente der Schnelleamplitude in der Wan-
debene

Uy fir o<a
Oy = (8.1.57)

0 fir o>a

Es soll das Druckfeld berechnet werden, welches von der Kolbenbewegung erzeugt
wird. Zwischen der komplexen Amplitude des akustischen Potentials und der Druck-
amplitude gilt der Zusammenhang

P = —iwpo p(To) (8.1.58)
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8 Schallfeld mit Berandung

Zusammen mit (8.1.53) folgt

- —ikr

. iwpg e .

p— .1-

P o / . Dy, dS (8.1.59)
S

Die Integration kann auf die Kolbenoberfliche Sy beschrankt werden, da auflerhalb
0y, = O /On verschwindet. Es ergibt sich

e—ikr
Us / dSx (8.1.60)
T

Das Integral wird mit den Polarkoordinaten dargestellt. Man erhilt

27

e—ikr
0’/ " dp| do (8.1.61)

0

a

o w
5= POUO/
21
0

Fiir das auftretende Integral 148t sich nicht ohne weiteres eine geschlossene Losung
angeben. In jedem Fall kann das Integral fiir eine gegebene Position ¥y numerisch be-
rechnet werden. Im folgenden soll jedoch eine approximative Losung vorgestellt werden,
die fiir Punkte im geometrischen Fernfeld (relativ zur Abmessung des Kolbens weit
entfernt) giiltig ist.

Es wird angenommen, der Abstand R des Beobachtungspunkts ¥y vom Ursprung ist
grof} im Sinne von R = |Zy| > a. Dann kann das Integral in zwei Schritten vereinfacht

werden. Zuerst wird der Kehrwert des Abstands r = |& — Zy| zwischen Quelle und
Beobachtungspunkt betrachtet. Er kann im geometrischen Fernfeld mit
1 1 1 1
S~ = 8.1.62
r =29 |%| R ( )

angenéhert werden. Setzt man dies in den Integranden ein, kann der 1/R-Term vor
das Integral gezogen werden. Im zweiten Schritt wird auch der Abstand r im e~ *"-
Ausdruck angendhert. Im Fall einer kompakten Quelle mit A > a koénnte man dort
ebenfalls einfach 7 durch R ersetzen. Der entstehende Fehler wiire gering, denn die
Phasenunterschiede in dem Bereich der Kolbenoberflache sind vernachlissigbar. Wenn
die Quelle nicht kompakt ist, fiihrt diese grobe Vereinfachung auf vollig falsche Er-
gebnisse. Daher soll eine etwas genauere Approximation fiir den Abstand r gefunden
werden. Dazu wird die Beobachtungsposition mit

R cosf
o= | Rsinf cosf (8.1.63)
R sinf sin §

in Kugelkoordinaten ausgedriickt. Die Koordinaten sind in Abbildung 8.9 veranschau-
licht. Mit € ist der Winkel relativ zur x1-Achse gegeben. Die Grofle 8 ist (wie p) der
Winkel in der z5,23-Ebene und R bezeichnet den Abstand zum Ursprung.
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8.1 Das Kirchhoff-Helmholtz-Integral

/ T

\

Abbildung 8.9: Kugelkoordinaten fiir den Punkt Z.

Fiir den Abstand r zwischen einem Punkt Z in der Wandebene und dem Beobach-
tungspunkt &y gilt

r= |f0 — f| = [l‘g’l + (330,2 - 3?2)2 + (1‘073 — $3)2} : (8164)

Dabei ist zg,; die i-te Komponente von Zy. Unter Beriicksichtigung von (8.1.55) und
(8.1.63) ergibt sich nach einigen Umformungen

1
2

r= {RQ —2Ro sinf cos(f — u) + 02} (8.1.65)
Fiir grofe Abstéande gilt R > ¢. Damit kann ndherungsweise
ra~ R—osinf cos(f — ) (8.1.66)

geschrieben werden. Diese Approximation beriicksichtigt die Variation des Abstands r
in der Kolbenoberflache auf etwas einfachere Weise als die exakte Gleichung. Setzt man
diesen Ausdruck in den e~*"-Term ein, ergibt sich als Niherungslosung im Fernfeld

—ikR

a 2m
b= iwpo Uy € / |j7 /efikg sin 6 cos(8—p) du| do (8167)
2m R

0 0

Das Integral in diesem Ausdruck kann geschlossen berechnet werden. Man erhilt

schlieBlich

e kB g, (kzasin 0)
R kasing

Das entstehende Druckfeld ist proportional zur Kolbengeschwindigkeit Uy und zur

Oberfliiche des Kolbens (~ a?). Die Richtungsabhiingigkeit wird durch den zweiten

Quotienten ausgedriickt. Mit J; ist die Bessel-Funktion erster Ordnung bezeichnet. Der

p = iwpo Uy @’ (8.1.68)
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8 Schallfeld mit Berandung

06

05

04

03

D) o5

0.1

0

01+ ]
-0.2 S

0

Abbildung 8.10: Verlauf des Ausdruck mit Besselfunktion erster Ordnung.

Verlauf des Quotienten ist in Abhéngigkeit des Arguments s = kasin 6 in Abbildung

8.10 dargestellt. In der x1-Richtung ist in jedem Fall die Abstrahlung maximal, da bei

6 = 0 auch s = 0 wird. Die Richtungsabhéngigkeit wird im wesentlichen durch den
Faktor w a

ka=—a=2m1— 8.1.69

a=—_a=2my ( )

bestimmt. Dieser Faktor entspricht dem Quotienten

typische Abmessung

1.
Wellenlénge (8.1.70)

und gibt die sogenannte Helmholtz-Zahl des Kolbens an.

Fiir einen kompakten Kolben gilt A > a beziehungsweise ka < 1. In diesem Fall ist
unabhéingig von dem Winkel § immer s < 1. So strahlt die Quelle in alle Richtungen
néherungsweise gleichstark ab. Fiir groflere Helmholtz-Zahlen ergibt sich dagegen eine
deutliche Abh#ngigkeit der Abstrahlung von der Richtung. In Abbildung 8.11 ist das
Feld fiir den Fall ka = 8 dargestellt. Bei § = 90° ist dann gerade s = 8. Die Funktion
J1(8)/s besitzt in dem Intervall [0, 8] zwei Nullstellen. Entsprechend ergeben sich zwei
Winkel 6, und 65, fiir die J;(s)/s = 0 wird. In diese Richtungen wird iiberhaupt kein
Schall abgestrahlt. In den Zwischenbereichen ergibt sich eine gewisse Feldstéirke. Diese
Bereiche werden (nicht zuletzt wegen der Form der Konturlinien) auch als Keulen
bezeichnet. Es ist hier zu bedenken, daf§ die Aufgabenstellung rotationssymmetrisch
ist. Das bedeutet, durch die Winkel 6; und 0 werden Kegelflichen definiert, auf denen
ein Beobachter im Fernfeld keinen Schall wahrnimmt.

Ubergang auf den zeitabhzngigen Fall

Bisher wurde die Losung der Helmholtz-Gleichung betrachtet. Dies ist immer dann
sinnvoll, wenn bestimmte Frequenzen oder Spektralbereiche von Interesse sind. Ist
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01 T

0,

Abbildung 8.11: Fernfeld eines vibrierenden Kolbens in unendlich ausgedehnter Wand
mit ka = 8; Entlang der durchgezogenen Linie gilt |p| = const.

dagegen der konkrete Zeitverlauf an einer bestimmten Position gefragt, ist es giinstiger
die Losung der Wellengleichung direkt zu betrachten.

Fiir die Losungen der Helmholtz-Gleichung gilt die Kirchhoff-Helmholtz-Formel
(8.1.22). Aus ihr kann sich eine entsprechende Gleichung fiir den zeitabhéingigen Fall
abgeleitet werden. Dazu wird die Fourier-Integralformel angewendet. Fiir ein Zeitsignal
h(t) lautet sie

17 T ,
h(t):Q—/elwt /h(T)e_“’TdT dw (8.1.71)
T

— 00

Der Ausdruck in der eckigen Klammer entspricht zusammen mit dem Vorfaktor
1/(27) der Fourier-Transformierten h(w) des Zeitsignals. Diese ist von der Frequenz w
abhéngig und wird mit

oo

~ 1 ,
h(w) = o / h(r)e "7 dr (8.1.72)
gebildet. Die Fourier-Transformierten gibt die Phase und Amplitude des Signals bei
der jeweiligen Frequenz an.

Mit einem harmonischen Ansatz der Form
H(Z,t) = o(T) ™! (8.1.73)
wird lediglich eine Frequenz beriicksichtigt. Sind mehrere Frequenzen beteiligt, so

ergibt sich das Feld als Uberlagerung aller spektralen Anteile. Bezeichnet man die
Fourier-Transformierte von ¢(Z,t) beziiglich der Zeit ¢ an der festen Position Z mit
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8 Schallfeld mit Berandung

0w (Z), so gilt nach (8.1.71) die Riicktransformation

oo

(T, t) = / 0 (T) ™! dw (8.1.74)

— 00

—

Eigentlich miiBte man ¢z(w) statt ¢, (&) schreiben, um zu verdeutlichen, da8 es sich
um die Fourier-Transformierte der Funktion ¢ — und damit auch um eine Funktion
von w — handelt. Hier wird jedoch aus Kompatibilitdt zur bisherigen Darstellung o,
verwendet.

Zunéchst werden einige einfache Zusammenhénge vorgestellt, die bei der folgenden
Herleitung niitzlich sind. Die Gleichung (8.1.74) gilt fiir alle Position Z. Differenziert
man (8.1.74) nach dem Ort, so kann man auf der rechten Seite die Ableitung mit
dem Integral vertauschen. Es folgt fiir die Ableitung in Normalenrichtung auf einer
Oberfliche S die Beziehung

99

%(:1?, )= [ Z2(@) ' dw (8.1.75)

— 00

Wird in (8.1.74) die Zeit ¢t durch ¢ + At ersetzt, erhilt man

o(Z,t+ At) = / @, (T) @AY g = / Bt o (F) et dw (8.1.76)

— 00 — 00

Das bedeutet, bei Multiplikation der Fourier-Transformierten mit dem Faktor e™t

ergibt sich nach der Riicktransformation des Produkts ein um At verschobener Zeit-
verlauf (kurz: die Multiplikation mit 2t im Frequenzbereich entspricht einer Ver-
schiebung um At im Zeitbereich). Wird (8.1.74) nach der Zeit differenziert, ergibt
sich

%(f,t)Z /iw%(f) e dw (8.1.77)

Dies besagt, dal bei Multiplikation der Fourier-Transformierten mit dem Faktor iw
sich nach der Riicktransformation des Produktes die Zeitableitung des Signals ergibt
(kurz: die Multiplikation mit iw im Frequenzbereich entspricht der Differentiation im
Zeitbereich).

Nach dieser Vorbereitung wird die Riicktransformation (8.1.74) an der Stelle & = &y
zur Zeit to betrachtet. Ersetzt man in der Kirchhoff-Helmholtz-Formel (8.1.22) die
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Variable ¢ durch ¢,,, dann ergibt sich nach dem Einsetzen in die Riicktransformation

o0

(b(.’fo, to) = / (pw(fo) eiwto dw

— 00

1 T € ikt 8@0-) iwto 1 r 8 eiik’r iwto
ffE// — dwd5+5//%%( - )e dwdsS
§ 5

(8.1.78)
Hier ist bereits auf der rechten Seite die Integration iiber w mit den Oberfléchenin-
tegralen vertauscht worden. Mit r ist weiterhin der Abstand |# — Zy| bezeichnet. In
néichsten Schritt werden die inneren Integrale betrachtet. Fiir das Integral im ersten
Ausdruck folgt

(oo} (oo}
e R o, t 1 0P 10¢ r
Y¥Yw iw dw= = Y¥w iw(to—r/c) do=-22(Ztn— - 1.
/ r on * Y=g / on © ™ (x, 0 c) (8.1.79)

Dabei wurde von den beiden Beziehungen (8.1.75) und (8.1.76) Gebrauch gemacht. Da
in dem Integral die Ableitung d¢,,/On auftritt, ergibt sich auch die Ableitung d¢/dn

nach Riicktransformation. Der Faktor e’*" kann als ein €2t mit At = —r/c angesehen
werden. Entsprechend ergibt die Riicktransformierte das Feld zur verschobenen Zeit
to—r/c.

Um das Integral im zweiten Ausdruck zu bestimmen, wird zunéichst die Normala-
bleitung des Monopolfeldes berechnet. Es gilt

—ikr 1 ) ; )
0 (e ) = [——e"k’" - lﬂe"kr} or (8.1.80)

on r r2 cr on

Setzt man dies in (8.1.78) ein, dann kann das zweite innere Integral in zwei Teilinte-
grale aufgespalten werden. Die resultierenden Teile werden einzeln behandelt. Fiir den
Ersten folgt

T 1 e Or ot 1 or ( 7“)
_ ikr w - T — — .1.81
/ 2% gn e d 2 8n¢ Bt (8.1.81)

Wieder wurde die Beziehung (8.1.76) verwendet. Fiir den zweiten Teil erhélt man

oo o0

/ 7iﬂ67ikrg Do etwto qou— 7& g 1w Py, eiw(to*r/c) dw
cr on cr On (8.1.82)
1 0r 09/, r

Jetzt wurde zusétzlich (8.1.77) angewendet. So ergibt sich aus der Riicktransformation
die Zeitableitung d¢/0t.
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8 Schallfeld mit Berandung

Setzt man die Ergebnisse fiir alle inneren Integrale in die Ausgangsgleichung
(8.1.78) ein, folgt schlieBlich

o(Fo.ta) = 1 [1a¢ 1 or 1 Or 9¢

A +5%5retds (8.1.83)

S

Die Schreibweise [-]por mit dem Kiirzel “ret” an der eckigen Klammer bedeutet, dafl
alle GroBlen in der eckigen Klammer zur retardierten Zeit ¢y — r/c zu nehmen sind.
Diese kompakte Darstellung wird in der Literatur oft verwendet, um das wiederholte
Schreiben des Ausdrucks (%, to—r/c) zu vermeiden. Mit (8.1.83) ist die Losung ¢(Zo, to)
durch ein Oberflichenintegral ausgedriickt. Diese Darstellung wird {iblicherweise als
Kirchhoff-Integral bezeichnet. Im Gegensatz zum Kirchhoff-Helmholtz-Integral treten
in der eckigen Klammer auf der rechten Seite drei statt zwei Quellterme auf. Dies
liegt daran, dafi durch die Umformung (8.1.80) der Dipolausruck in einen Nah- und
einen Fernfeldanteil aufgespalten wurden. In der Kirchhoff-Helmholtz-Formel (8.1.22)
ist dagegen der Dipolausdruck noch komplett. Der erste Summand in der eckigen
Klammer stellt den Monopolanteil dar. Die Quellstérke ist durch die Normalableitung
O¢/On gegeben. Als niichstes kommt das Nahfeld des Dipolanteils. Dieser Term ist
proportional zu 1/r2. Die Stérke ist durch ¢ gegeben. Der dritte Summand gibt das
Fernfeld des Dipolanteils an. Die Stéirke wird durch die Zeitableitung d¢ /9t bestimmt.

In dem zweiten und dritten Summand tritt der Faktor Or/0n auf. Dieser beinhaltet
die Richtungsabhingigkeit der Dipolfelder. Es gilt

Daraus folgt
or o .

e figrad(r) = n; 8—%|x0 — T =—-n;
Dabei bezeichnet (Zo —Z); die i-te Komponente des Vektors (Zy — &). Dieser entspricht
der Beobachtungsrichtung. Somit stellt der Quotient auf der rechten Seite von (8.1.85)
den Einheitsvektor in Beobachtungsrichtung dar. Die Situation ist in Abbildung 8.12
skizziert. Der Winkel zwischen der Beobachtungsrichtung und der Normalenrichtung
wird mit € bezeichnet. Das Skalarprodukt in (8.1.85) ergibt gerade den Cosinus dieses
Winkels. Damit kann einfach

(Zo — @)
7|

e (8.1.85)

or
on

geschrieben werden. So steckt in dem Or/dn-Ausdruck die bekannte Richtungs-
abhéingigkeit der Dipolfelder mit cos-Funktion.

Die bisherigen Uberlegungen gelten fiir alle Grofien ¢, die die Wellengleichung
erfiillen. Im folgenden soll das Kirchhoff-Integral (8.1.83) auf den akustischen Fall an-
gewendet werden. Es sei ¢ das akustische Potential. Berechnet werden soll das Druck-
feld. Der Druck ist iiber die Zeitableitung durch

P
U -
P=—pogy (8.1.87)

= —cos 0 (8.1.86)
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Abbildung 8.12: Winkel 6 zwischen Beobachtungsrichtung (Zy — &) und der Normalen-
richtung 7.

mit dem akustischen Potential ¢ verkniipft. In (8.1.83) ist ¢ als Funktion der Zeit to
dargestellt. Um den Druck zu berechnen. muf3 diese Gleichung daher nach t, diffe-
renziert werden. Die Ableitung nach ty kann mit der Integration vertauscht werden.
Die Groflen in der eckigen Klammer sind nur iiber die Zeitabhéngigkeit von ¢ und die
retardierte Zeit von tg abhéngig. Es gilt

ot D)= 2Ty Ty R e D) e

Aus (8.1.83) folgt somit

1 L0 32¢ 1 Or aqﬁ 00 or a2¢
an | | S P T oo d 1.
A / [ r Oton - 2 an "0 ot + cr On Ot? | ot 5 (8.1.89)

p'(Zo, to) =

Dabei wurde auch der Faktor (—pg) in das Integral hineingezogen.
In dem Integranden treten verschiedene Ableitungen des akustischen Potentials
auf. Die Normalableitung von ¢ entspricht der Normalkomponente der Schnelle:

09

=3, (8.1.90)

Die Zeitableitungen kénnen zusammen mit dem Faktor (—pg) durch den Druck p’
ersetzt werden. Man erhélt schlielich die Gleichung

1 / {po ov, p or 1 9p or

/(= _ oY% ¥ Y0 - YP
p (l‘o,to) = i ds (8191)

Dabei sind alle Grofien in den eckigen Klammern zur retardierten Zeit to — r/c zu
nehmen.

Gleichung (8.1.91) stellt die akustische “Version” des Kirchhoff-Integrals dar. Es
erlaubt die Berechnung der Druckfeldes in einem Volumen V, wenn auf der Ober-
fliche S des Volumens die Normalkomponente der Schnelle v/,, der Druck p’ und die
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8 Schallfeld mit Berandung

Zeitableitung des Drucks dp’ /0t bekannt sind. Die Gleichung wird oft im Zusammen-
hang mit numerischen Losungen eingesetzt. Dabei wird in einem Rechengebiet ein
Stromungsfeld numerisch simuliert. In dem Gebiet wird eine geschlossene Oberfliche
S festgelegt. Aulerhalb der Oberfliche sind nur kleine Stérungen vorhanden und das
Fluid ist ndherungsweise in Ruhe. In inneren Bereich kénnen dagegen nichtlineare Ef-
fekte auftreten, die Schall erzeugen (zum Beispiel die Wechselwirkung von Wirbeln
mit Kérpern). Mit der numerischen Simulation wird die Ausbreitung der Wellen im
inneren von der Quelle bis zur Oberfliche S simuliert. Die berechneten Grofien kénnen
in das Integral (8.1.91) eingesetzt werden, um den erzeugten Schall bis in das Fernfeld
zu ermitteln.

8.2 Numerische Berechnung der Schallabstrahlung von
Oberflachen

In vorherigen Abschnitt wurde das Kirchhoff-Helmholtz-Integral behandelt. Es erlaubt
die Berechnung des Schallfeldes in einem Volumen, wenn die Schnelle und der Druck
auf der Oberfldche des Volumens gegeben sind. Jedoch ist bei vielen praktischen Pro-
blemstellung nur die Schnelle und nicht der Druck bekannt. Beispiel dafiir ist die
Berechnung des Schallfeldes eines vibrierenden Korpers, bei dem die Bewegung der
Korperoberflache vorgegeben ist. Dabei kann es sich um eine atmende Kugel, um einen
Lautsprecher oder um eine vibrierende Maschine handeln. Nur in Ausnahmesituatio-
nen — wie bei dem Kolben in einer unendlich ausgedehnten Wand — ist die Schnelle
allein ausreichend um das Schallfeld zu ermitteln. Normalerweise wird auch der Druck
bendétigt. Dann ist die Berechnung des Schallfeldes nur auf numerischen Wege moglich.
Im folgenden werden die Grundlagen einiger wichtiger numerischer Methoden vorge-
stellt.

Randelementemethode

Die Randelementemethode oder auch “Boundary-Element Method” (BEM) basiert auf
dem Kirchhoff-Helmholtz-Integral (8.1.22). Dies wurde bereits im vorigen Abschnitt
ausfithrlich vorgestellt. Allerdings muf3 hier noch eine kleine Erginzung gegeben wer-
den. Bisher wurde der Fall ausgeschlossen, daf3 der Beobachtungspunkt Zy direkt auf
der Oberfliche S liegt. Im Zusammenhang mit der Randelementemethode ist jedoch
auch dieser Fall von Bedeutung.

Es wird vorausgesetzt, dafl die Oberfliche S an der Position #y glatt ist. Das be-
deutet, die Oberfliche besitzt dort keinen Knick, und der Normalenvektor ist definiert.
In Abbildung 8.13 ist die Situation dargestellt. Das Vorgehen ist analog zu den Uber-
legungen im Abschnitt 8.1 (vergleiche auch mit Abbildung 8.2). Gleichung (8.1.12) ist
giiltig, wenn der Punkt Zy aulerhalb des Volumens V liegt. Um dies in dem gegebenen
Fall zu erreichen, wird wieder eine kleine Kugel um den Punkt Zy gelegt. Dann wird
ein neues Volumen konstruiert, indem die in V liegende Hélfte der Kugel herausge-
schnitten wird. Die neue Oberfliche besteht aus der Oberfliche S plus der Oberfliche
der halben Kugel. Dieser Teil wird wieder mit Sk bezeichnet. Damit ist auch in dem
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8.2 Numerische Berechnung der Schallabstrahlung von Oberflichen

Abbildung 8.13: Volumen V mit Punkt Zy genau auf der Oberfléiche S.

Fall £y € S die Gleichung (8.1.15) anwendbar. Das Integral iiber die neue Oberfléche
kann im Grenzfall eines unendlich kleinen Kugelradius berechnet werden. Allerdings
ergibt sich im Vergleich zur Gleichung (8.1.21) ein geringeres Resultat, da jetzt nur ein
Teil der Kugel herausgeschnitten wurde. Bei einer glatten Oberfliche und im Grenzfall
eines unendlich kleinen Radius ist dieser Teil exakt die Hélfte.

Die Uberlegungen fithren auf eine Erweiterung der Gleichung (8.1.21) fiir Punkte
Zo € S. Es gilt

—ikr —ikr 0 falls .’Z"o ¢ \%4
/ 0P g - /gp i(e ) dS =4 —21p(7y) falls Fpes  (8.2.1)
r o on on\ 7 —4rp(Zy) falls eV
S S P{ZTo 0
mit
r= | — | (8.2.2)

Die Formel kann auf den akustischen Fall {ibertragen werden. Es soll ¢ die komplexe
Amplitude des akustischen Potentials sein. Die Druckamplitude ist mit dieser iiber

P = —iwpoy (8.2.3)
verkniipft. Zusétzlich ist die Amplitude der Schnelle senkrecht zur Oberfliche

Oy
On = = (8.2.4)

von Bedeutung. Sie ergibt die Quellstirke im ersten Integral auf der linken Seite.
Ersetzt man mit diesen Beziehungen die Grofle ¢ in (8.2.1), ergibt sich

iwp e—ikr 1 9 e—ikr 0 falls fo ¢ Vv
0 ~ N 1A/ -
n dS + — — dS=1¢ 3 fall S (8.2
47r/ v +47r/p8n( - ) 5P(To) falls i € ( )
S S ﬁ(f()) falls Zp eV

Ist die Schnelle und der Druck auf S bekannt, kann iiberall in V' und auch auf S
der Druck mit (8.2.5) berechnet werden. Ist lediglich die Schnelle gegeben, dann stellt
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8 Schallfeld mit Berandung

Abbildung 8.14: Diskretisierung der Kirchhoff-Helmholtz-Formel. Die Oberflache S be-
steht aus (1) Teil der Oberfliche im Unendlichen, (2) Vernachléssig-
bare Verbindungsfliche und (3) aus Elementen \S; zusammengesetzter
innerer Teil.

(8.2.5) eine implizite Beziehung fiir den unbekannten Druck auf der Oberfliche dar.
Theoretisch ist es damit mdoglich, bei vorgegebener Schnelle v,, zundchst den Ober-
flichendruck und dann das gesamte Feld zu berechnen.

Nur in Ausnahmeféllen bei besonders einfachen Geometrien ist eine geschlossene
Losung der Aufgabe moglich. Im allgemeinen muf3 das Problem numerisch behandelt
werden. Dazu wird Gleichung (8.2.5) diskretisiert. Die Oberfléche S wird aus Elemen-
ten S; aufgebaut. Das kénnen zum Beispiel Drei- oder Vierecke sein. Die Oberfliche
muf} das Volumen V' komplett umschlieflen. Ist das Volumen V nicht beschrankt, kann
man sich die Oberfliche ins Unendliche fortgesetzt vorstellen. Die Situation ist in
Abbildung 8.14 skizziert. In diesem Fall mufl vorausgesetzt werden, dafl die Losung
im Unendlichen mit 1/|Z| abfillt und sich asymptotisch wie (8.1.29) verhilt. Teil (1)
der Oberfliche liegt im Unendlichen. Er liefert keinen Beitrag zum Integral. Die Ver-
bindungsflache (2) ist vernachldssigbar klein, so da§ nur der aus den Elementen S;
zusammengesetzte Teil (3) beriicksichtigt werden musf.

Die Losung auf der Oberflache wird ebenfalls diskretisiert. Die einfachste Moglich-
keit ist es, die Gréflen 0, und p auf den Elementen S; als konstant anzunehmen. Es
existiert dann fiir jedes Element ein Druck- und ein Schnellewert, die mit p; und v, ;
bezeichnet werden. Man kann sich vorstellen, das die diskreten Werte die mittleren
wahren Wert auf den Elementen repréasentieren. Natiirlich ist es auch moglich, kom-
pliziertere Ansétze zu verwendet. Zum Beispiel kann bei dreieckigen Elementen ein
linearer Verlauf der Gréflen in jedem Element angenommen werden. Die Verteilung
ist dann durch die diskreten Werte in den Eckpunkten der Dreiecke festgelegt. Bei
gleicher Anzahl der Elemente ist im Vergleich zum Ansatz mit stiickweise konstanten
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8.2 Numerische Berechnung der Schallabstrahlung von Oberflichen

Werten eine genauere Approximation moglich. Allerdings ist die Berechnung der Ober-
flichenintegrale auch komplizierter. Hier soll das Grundprinzip der Methode anhand
des einfachen Ansatzes vorgestellt werden.

Die Integrale in (8.2.5) werden durch Summen approximiert. Fiir das erste Integral
ergibt sich

. —ikr - N —ikr
iwpy [ e . iwpg _ e
o /T On dS ~ = Z T j / —— ds; (8.2.6)
S = S
Dabei ist N die Anzahl der Elemente. Fiir das zweite Integral erhdlt man die diskrete
Naherung
1 o e*ikr 1 N o e*ikr
= [p= as~— S p [ () ds 8.2.7
47 p an( r ) 47 ; 7 / on\ r J ( )
S S;

In den Summen treten die Integrale

—ikr —ikr
/e —ds;  und /%(e - ) ds; (8.2.8)
Sj Sj

iiber die einzelnen Elemente S; auf. Sie sind nur von der Geometrie der Oberfléche
und der Beobachtungsposition &y abhingig. Aus Platzgriinden kann hier nicht auf
weitere Details bei der Berechnung dieser Integrale eingegangen werden. In der Praxis
reicht eine approximative Berechnung meist aus, um hinreichend genaue Ergebnisse
zu erhalten. Bei einfachen Geometrien kann nidherungsweise sogar eine geschlossenen
Losung fiir die Integrale angegeben werden.

Eine Ausnahme liegt vor, wenn der Beobachtungspunkt Zy auf der Oberflache sitzt.
Dann gilt fiir ein Element &y € S;. Bei der Integration wird eine Singularitdt in dem
Punkt ¥ = Zy erreicht. Dort wird der Abstand r = 0. Bei Anndherung an diese
Stelle wachsen die Integranden in (8.2.8) immer weiter an. Jedoch wird gleichzeitig
die beteiligte Fliche immer kleiner. So ergibt sich trotz der Singularitdten fiir die
Integrale jeweils einen endlicher Wert. Zur numerischen Berechnung der Integrale muf}
ein geeignetes Verfahren verwendet werden, welches die Singularitit beriicksichtigt.

Mit dieser Vorbereitung kann schliefflich eine diskrete Gleichung aus (8.2.5) abge-
leitet werden. Der Druck an einer Stelle Zy berechnet sich ndherungsweise mit

N N
Dr(0) = ) Aj(#0) Bny + ) B;(0) By (8.2.9)
j=1 j=1
Dabei sind zur Abkiirzung die Koeffizienten
. iwpo e—ikr
Aj(aio) = — e dSJ (8210)

47 T

S;
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8 Schallfeld mit Berandung

Abbildung 8.15: Element S; der diskretisierten Oberfléche mit Kontrollpunkt Z; und
Normalenvektor 7i;.

und

. 1 o e—ikr
Sj

eingefithrt worden. Der Vorfaktor a hiingt von der Position #y ab. Es ist

2 bei ZopeS
a= { 1 bei Zo¢S (8.2.12)
Wenn eine Position Zy ¢ V eingesetzt wird, miiite Gleichung (8.2.9) theoretisch
Pn(Zo) = 0 liefern. In der Praxis wird sich jedoch immer ein kleine Abweichung erge-
ben, da die diskrete Formel nur eine Néherungslésung darstellt. Die Losung an inneren
Punkten kann zum Testen der Genauigkeit verwendet werden. Damit kann auch iiber-
priift werden, ob die Druckwerte p; an den Oberflichenelementen verniinftig berechnet
wurden. Wie man diese Werte bestimmt, wird im folgenden erléutert.

Auf jedem Element wird ein Testpunkt Z; festgelegt. Ublicherweise wird der geo-
metrische Mittelpunkt des Elements genommen. In Abbildung 8.15 ist die Situation
veranschaulicht. Es wird gefordert, daf der an den Testpunkten &; mit (8.2.9) berech-
nete Druck mit dem Wert p; iibereinstimmt. Das bedeutet, es soll fiir alle Testpunkte

pn(Z) = Dj (8.2.13)

gelten. Diese Beziehung stellt ein System mit N linearen Gleichungen fiir gleichviele
unbekannte Werte p; dar. Damit erfordert die Berechnung des diskreten Oberfléchen-
drucks lediglich die Losung eines linearen Gleichungssystems. Sind die Druckwerte p;
ermittelt, dann kann an allen anderen Stellen die Losung bestimmt werden.

Einer der wesentlichsten Nachteile der Randelementemethode besteht darin, dafl
das Gleichungsystem (8.2.13) unter Umstédnden nicht 1osbar ist. Die auftretende Matrix
kann singuldr werden, wenn die Wellenlénge kleiner als die Ausdehnung des inneren
Bereichs R® — V ist. Eine genauere Betrachtung zeigt, daB dies mit der Losung der
Helmholtz-Gleichung in dem inneren Bereich verkniipft ist. Besitzt eine solche Lsung
bei vorgegebener Schnelle an der Oberfldche eine Resonanz, so ist das Gleichungsystem
(8.2.13) nicht lssbar. Die Problematik zeigte sich bereits im vorigen Abschnitt bei der

30



8.2 Numerische Berechnung der Schallabstrahlung von Oberflichen

Berechnung einer Losung ¢ in einem abgeschlossenen Volumen, die die Bedingungen
(8.1.47) erfiillen soll. Um dieses Defizit der Randelementemethode zu beheben wurden
verschiedenste Erweiterungen vorgeschlagen. Auf sie soll hier nicht weiter eingegangen
werden. In jedem Fall kann die Methode ohne Erweiterungen bei Wellenldngen gréfier
als die Abmessung des inneren Bereichs angewendet werden.

Ersatzquellenmethode

Das Schallfeld eines abstrahlenden Kérpers kann mit dem Kirchhoff-Helmholtz-Integral
berechnet werden. Dabei wird die Losung durch Quellen auf der Kérperoberflache dar-
gestellt. Das Schallfeld einer atmenden Kugel 148t sich aber auch durch einen einzigen
Monopol im Mittelpunkt erzeugen. Das Feld einer vibrierenden Kugel erfordert ledig-
lich einen Dipol. In diesen Féllen ist es anscheinend viel zweckméBiger eine Quelle im
Mittelpunkt statt eine Quellverteilung auf der Oberfliche zu verwenden. Es ergeben
sich dann viel einfachere Gleichungen.

In jedem Fall kann eine Quellverteilung auf der Oberfléche mit Hilfe einer Multipol-
entwicklung durch Punktquellen an einer einzigen Stelle ausgedriickt werden. Ublicher-
weise wird der geometrische Mittelpunkt dafiir ausgewéhlt. Bei der atmenden Kugel
ergibt sich eine sehr einfache Quellverteilung auf der Oberflache, so dafl das erste Glied
der Multipolentwicklung ausreicht, um diese exakt zu représentieren. Ist die Geometrie
der Oberfliche oder deren Bewegung komplizierter, so resultiert auch eine entsprechend
kompliziertere Quellverteilung. Folglich sind mehr Glieder in der Multipolentwicklung
notwendig, um eine genaue Approximation der Quellverteilung zu erhalten.

Die Ersatzquellenmethode kann man sich als ein Verfahren zur numerischen Be-
rechnung der Glieder einer Multipolentwicklung vorstellen. Es mufl die Normalkom-
ponente der Schnelle 9,, an der Oberfliche bekannt sein. Zuerst wird ein Mittelpunkt
Zy bestimmt, an dem die Punktquellen liegen sollen. Die komplexe Amplitude des
akustischen Potentials wird durch die Summe

N
o(7) = Z Qi ¢i(Z) (8.2.14)

ausgedriickt. Dabei ist ¢; das normierte Feld einer einzelnen Punktquelle, und der
Faktor @; legt deren Stirke fest. Die Anzahl der verwendeten Punktquellen ist mit
N bezeichnet. Die Quellen werden geeignet numeriert. Typischerweise wird in der
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°

Tm

Abbildung 8.16: Mittelpunkt &, und Kontrollpunkte &; auf der Oberfléche S.

Reihenfolge Monopol, Dipol, Quadrupol usw. vorgegangen. Es ist dann

e—zkr

@o(7) = "

(8.2.15)

mit

r=|% - Zu| (8.2.16)
als Abstand zum Mittelpunkt. Werden alle Quelltypen bis zum Quadrupol mit bertick-
sichtigt, ergibt sich N = 10. Ein Monopol, drei Dipole und sechs Quadrupole bilden
zusammen die Ersatzquellen. Damit sind fiir den jeweiligen Quelltyp alle Konstellatio-
nen abgedeckt.

Um die Quellstérken @; zu ermitteln, werden auf der Oberfliche Testpunkte Z;
definiert. Die Situation ist in Abbildung 8.16 dargestellt. Es wird gefordert, daf} die
Normalkomponente der Schnelle, die sich aus der Losung (8.2.14) ergibt, in den Test-
punkten mit einem vorgegebenen Wert 9y, ; iibereinstimmt. Fiir die Schnelle gilt

N N
0 = grad p = grad {Z Qi %:} = Z Qi grad p; (8.2.17)
i=1 i=1

Von Interesse ist die Normalkomponente der Schnelle. Fiir sie folgt

0p;
on

N
Op, = figrad ¢ = Z Q; (8.2.18)
i=1
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Dabei ist mit dp;/0n die Normalableitung des Feldes einer einzelnen Punktquelle
gegeben. Es soll fiir alle Testpunkte die Bedingung

N

I dpi , .

i (T) =D Qi a—i(arj) =y, (8.2.19)
=1

erfiillt sein. Sind gerade gleich viele Testpunkte wie Punktquellen vorhanden, dann
stellt (8.2.19) ein System aus N linearen Gleichungen fiir N unbekannte Quellstérken
Q; dar. Dieses Gleichungssystem ist im Allgemeinen gut 16sbar, falls nicht die Test-
punkte ungeschickt verteilt wurden. Sind die Stérken @; der Ersatzquellen bekannt,
kann mit

N
p(T) = —iwpo Z Qi ¢i(@) (8.2.20)
i=1
das Druckfeld berechnet werden.

Hiufig wird eine Anzahl K von Testpunkten verwendet, die viel grofler als die
Anzahl der Punktquellen ist (K > N). Das System ist dann iiberbestimmt, und die
Gleichung (8.2.19) kann im Allgemeinen nicht mehr fiir alle Punkte gleichzeitig erfiillt
werden. Stattdessen wird ein Funktional

= Z {00()) — 0uy ) = > {

j=1

N

2
> Q %f; (fj)] - vm} (8.2.21)

i=1

definiert. Es stellt die Quadratsumme der Abweichungen dar. Die Quellstdrken werden
so gewdhlt, dafl das Funktional ¥ minimal ist. Das fiihrt auf eine quadratische Op-
timierungsaufgabe, die mit Standardmethoden leicht gelost werden kann. Ein Vorteil
der Variante mit K > N ist es, das die Anzahl N verdndert werden kann, ohne eine
neue Verteilung der Testpunkte vorzunehmen.

Verteilte Ersatzquellenmethode

FEine weitere Variante der Ersatzquellenmethode arbeitet nicht mit Quellen in einem
Punkt, sondern die Ersatzquellen sind auf mehrere Stellen im inneren des Korpers
verteilt. Dies bietet sich besonders bei komplizierten Korpergeometrien an. Denn bei
der in einem Punkt zentrierten Ersatzquellenmethode hidngt die Anzahl der bendtig-
ten Quelltypen nicht nur von der Komplexitdt der Oberflichenauslenkung sondern
auch von der Geometrie des Korpers ab. Selbst eine relative einfache Bewegung der
Oberflache kann bei einem flachen Korper — wie zum Beispiel einem Balken oder einer
Platte — ein sehr grofle Anzahl N erfordern. Die Erfahrung zeigt, dal man mit viel
weniger Punktquellen auskommt, wenn man die Quellpunkte verteilt. In Abbildung
8.17 ist ein Beispiel skizziert. Der dargestellte Korper besitzt in einer Richtung eine
grofere Ausdehnung. Entsprechend sind die Quellpunkte in dieser Richtung verteilt
angeordnet. Formal unterscheiden sich die Variante mit verteilten Quellen von der ur-
spriinglichen Methode nur geringfiigig. Fiir die einzelnen Quellen in Gleichung (8.2.15)
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__ Oberflache

0000000000000

" Quellpunkt

Abbildung 8.17: Flacher Korper mit einer Reihe von Quellpunkten.

muf statt dem Abstand zum Mittelpunkt geméfl (8.2.16) der Abstand zum jeweiligen
Quellpunkt eingesetzt werden.

Ein Vorteil der verteilten Quellpunkte ist es, dai man im Allgemeinen mit den
beiden einfachsten Quelltypen Monopol und Dipol auskommt. Das vereinfacht die
praktische Realisierung des Verfahrens. Jedoch wird die Genauigkeit der Methode ent-
scheidend von der Verteilung der Quellpunkte bestimmt. Die optimale Verteilung héngt
von sehr vielen Parametern — wie der Geometrie der Oberfliche, der Frequenz und der
Oberflichenbewegung — ab. Es bleibt letztlich dem Geschick und der Erfahrung des
Anwenders iiberlassen, die Quell- und Testpunkte geeignet zu wihlen.

8.3 Schallquellen und Reziprozitat

Schallquelle in der N&he einer Oberfldche

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Schallabstrahlung von Oberflichen
betrachtet. Die Oberfliche war dabei immer aktiv an der Schallerzeugung beteiligt.
Im folgenden Abschnitt sollen Fille untersucht werden, in denen die Oberfliche eine
passive Rolle spielt. Befindet sich zum Beispiel eine Schallquelle in der Néahe eines
Korpers, so werden die von ihr ausgesandten Schallwellen an der Koérperoberfliche
reflektiert. Die Situation ist in Abbildung 8.18 skizziert. Das durch die Quelle erzeugte
Schallfeld mufl eine Randbedingung an der Oberfliche S des Korpers erfiillen. Im
folgenden wird ein Korper mit undurchlissiger Oberfliche angenommen. Dort muf}
die Normalkomponente der Schnelle verschwinden: v/, = 0.

Ein Schallfeld mit Quellen wird durch die inhomogene Wellengleichung beschrieben.
Fiir das akustische Potential gilt

1 0%

292 — A¢ = q(Z,t) (8.3.1)

Dabei ist q(7,t) die Quellstirkeverteilung. Die Losung mufl die Randbedingung

) _ 00 _

v =5 =0 (8.3.2)

an der undurchlissigen Korperoberfliche S erfiillen. Es wird zunéichst der rein harmo-
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Schallquelle

< < /,f(Monopol)
o

Abbildung 8.18: Schallquelle in der Nihe eines Korpers.

nische Fall bei einer Frequenz w betrachtet. Die Losung besitzt die Form
6(7,1) = o (7) " (8.3.3)

und fiir die Quellstéirke gilt 4
o(F, 1) = 4(7) e (8.3.4)

Dabei bezeichnet ¢ die komplexe Amplitude der Quellstirkeverteilung. Die Grofie ¢ ist
wie gewohnt die komplexe Amplitude des akustischen Potentials. Nach dem Einsetzen
der harmonischen Ansétze in die inhomogene Wellengleichung folgt

—k*pe™t — Apet = §(T) e™" (8.3.5)
Kiirzt man durch den e**-Faktor ergibt sich mit
Ap + k*p = —§(F) (8.3.6)

eine inhomogene Variante der Helmholtz-Gleichung.
In Abbildung 8.18 besteht die Quellverteilung lediglich aus einer Punktquelle. Die
Quellstarkeverteilung kann in diesem Fall durch

4@, t) = Q(t) 3(& — &) (8.3.7)

ausgedriickt werden. Dabei ist Q(¢) das von der Quelle an der Stelle ¥; ausgesandte
Signal. Im harmonischen Fall ist die Zeitfunktion durch

Q) = Aet (8.3.8)

gegeben. Der konstante Faktor A legt die Stdrke und Phase der Quelle fest. Es ergibt
sich die komplexe Amplitude der Quellstirkeverteilung mit

4(7) = AS(Z — 1) (8.3.9)

Um die Losung fiir die harmonische Punktquelle zu Berechnen muf} also die inhomo-
gene Gleichung
Ap+ Ko =—AdT— 7)) (8.3.10)
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gelost werden. An der undurchlissigen Korperoberflache mufi die Losung die Randbe-
dingung 5
. 4
n=o5_= 0 (8.3.11)
erfiillen. Dabei ist 0,, die komplexe Amplitude der Schnellekomponente in Normalen-
richtung 7.
Bevor ein Weg zur Behandlung der inhomogenen Helmholtz-Gleichung bei den ge-
gebenen Randbedingungen vorgestellt wird, soll zuerst die Losung der Gleichung ohne
Berandung auf den harmonischen Fall iibertragen werden. Die Losung der inhomoge-

nen Wellengleichung (8.3.1) kann im Fall ohne Berandungen als Integral in der Form

- qy,t—r/c) -
t) = ——~d .3.12
o0 = [T @ (8312)
R3
dargestellt werden. Dabei ist der Abstand
r=|%— ¢l (8.3.13)

zwischen dem Beobachtungspunkt # und alle moglichen Quellpunkte ¢ definiert. In
dem Integral taucht die Quellstéirke zur retardierten Zeit auf. Aus dem harmonischen
Ansatz (8.3.4) folgt fiir diesen Term

q(F,t —r/c) = (i) e ™ (8.3.14)

Setzt man dies in das Integral ein und kiirzt durch den e’*-Faktor, erhilt man einen
Ausdruck fiir die komplexe Amplitude mit

e—zkr
p(Z) = /d(zf) — d% (8.3.15)

Damit ist auch die Losung der inhomogenen Gleichung (8.3.6) als Integral dargestellt
worden. Im Falle einer Punktquelle kann die Losung weiter vereinfacht werden. In dem
Integral tritt die Quellstirkeverteilung ¢(¢) auf. Fiir die Punktquelle ist diese durch
Gleichung (8.3.9) gegeben. Es muf} nur Z durch 7 ersetzt und in das Integral eingesetzt
werden. Danach steht der Faktor §(§ — 1) in dem Integranden. Die Integration liefert
daher einfach die iibrigen Faktoren an der Stelle ¥ = Z;. Man erhéilt

e—zkr

p(@) = A-— mit  r=|F— 7| (8.3.16)

Das Ergebnis entspricht — wie erwartet — dem einfachen Monopolfeld.

Als niichstes soll der feste Koérper mit einbezogen werden. Das durch (8.3.16) gege-
bene Feld erfiillt selbstverstdndlich nicht die Randbedingung an der Oberfliche. Man
kann sich das Feld dennoch als ein Teil der Losung vorstellen. Durch den Korper er-
gibt sich noch ein zweiter Teil, der die Reflexionen und alle anderen durch den Kérper
hervorgerufenen Abweichungen beinhaltet. Entsprechend wird die Losung als Summe

P(T) = ¢pu(T) + pr(Z) (8.3.17)
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8.3 Schallquellen und Reziprozitét

dargestellt. Es soll ¢i(Z) das Feld der Quelle ohne Koérper sein, und mit g (%) ist
der Anteil durch die Reflexionen am Koérper bezeichnet. Das Feld ¢ (%) hat die Form
(8.3.16). Dagegen ist iiber ¢y () zunéchst nichts bekannt. Es kann jedoch aus der
Randbedingung (8.3.11) eine Randbedingung fiir ¢y (%) abgeleitet werden. Damit die
Gesamtlosung wirklich (8.3.11) erfiillt, miissen fiir die beiden Anteile auf der Ober-
fléiche

dps _ Opn

= 3.1
on on (8.3.18)

gelten. Die Ableitung von @ kann iiberall ermittelt werden. Damit ist die Randbe-
dingung an der Oberfliche S fiir das Feld ¢y vorgegeben. Das Feld g kann dann
berechnet werden. An der Oberfliche ist die Normalkomponente der Schnelle durch
(8.3.18) bekannt und es kénnen die Methoden aus dem vorherigen Abschnitt angewen-
det werden. Das bedeutet, die Losung fiir eine Quelle in der Néihe einer Oberfliche
1&8t sich auf die Berechnung der Abstrahlung von einer Oberfliche zuriickfithren.

Das Vorgehen l&3t sich anschaulich interpretieren. Die Teillosung ¢y ist einfach zu
berechnen. Sie verletzt jedoch die Randbedingung. Das Feld ¢y entspricht der Lésung,
die ein gedachter Korper mit bewegter Oberfliche erzeugt. Dieser gedachte Korper
befindet sich an der Position des starren Korpers und seine Oberfliche bewegt sich
gerade so, dafl die Bewegung des Mediums durch die Teillésung ¢y kompensiert wird.
Die Uberlagerung der beiden Teilldsungen erfiillt dann die Randbedingung am starren
Korper.

Quelle neben einer unendlich ausgedehnten Wand

Im Allgemeinen ist die Berechnung der Teillosung r nicht analytisch moéglich. Es mufl
auf ein numerisches Verfahren — wie die Randelemente- oder Ersatzquellenmethode —
zuriickgegriffen werden. In einigen Spezialfallen kann jedoch die Teillosung ¢y ohne
komplizierte Berechnung sofort angegeben werden. Dafiir soll ein Beispiel im folgenden
vorgestellt werden.

Betrachtet wird der Fall, dafl sich eine Punktquelle neben einer ebenen Wand mit
fester Oberfliche befindet. Die Wand ist unendlich ausgedehnt. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit wird das Koordinatensystem so gewihlt, daB die Wand mit der
Ebene x; = 0 iibereinstimmt. Der Normalenvektor 77 zeigt in z1-Richtung. Die geome-
trische Situation ist in Abbildung 8.19 dargestellt. Die Position der Quelle wird mit
71 bezeichnet. Das Feld der Quelle ohne die Wand ist durch

o =A mit r=|¥— | (8.3.19)

gegeben. Es wird eine Losung ¢g gesucht, die die Bedingung (8.3.18) erfiillt. Dazu
wird ein Feld mit

or(T1,72,73) = Pp(—T1,72,73) (8.3.20)

konstruiert. Anschaulich stellt damit ¢y eine Spiegelung der Losung ¢ an der Ebene
x1 = 0 dar. Diese Spiegelung erfiillt selbstverstéindlich in dem Halbraum z; > 0 die
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feste Wand
/ N
— » N
Quelle
virtuelle -
Spiegelquelle
.
T2
0 1

Abbildung 8.19: Schallquelle an der Position #; neben einer ebenen Wand und Spie-
gelquelle bei ¥y auf der anderen Seite.

Helmholtz-Gleichung. Aus der Definition (8.3.20) folgt direkt

Oy Opr
= — 3.21
3%1 8$1 (8 3 )

Da 7 in z1-Richtung zeigt, ist auch automatisch die Bedingung (8.3.18) erfiillt.

Rein formal entspricht die Gesamtlosung ¢ = o5 + ¢r einer Uberlagerung zweier
Monopolfelder. Das erste Monopolfeld geht von der eigentlichen Quelle aus. Das Zweite
entspringt einer virtuellen Spiegelquelle auf der anderen Seite der Wand bei Zs. Fiir
die beiden Quellpositionen gilt

T1,1 —T1,1
fl = x1,2 und fg = x1,2 (8.3.22)
x1,3 x1,3

Die Gesamtlosung kann als

p(@) = + (8.3.23)

A e—ikrl e—ik?”2 . ry = |f— f1|
mit
™ T2

To = |f—fg|

geschrieben werden. Somit kann in diesem Spezialfall ohne numerische Berechnung die
Losung angegeben werden.

Bisher wurde eine feste undurchlissige Wand angenommen. Die Normalkomponen-
te der Geschwindigkeit verschwindet, was durch die Randbedingung (8.3.11) ausge-
driickt wird. Bei einer nachgiebigen Wand ist die formale Beschreibung der Oberfliche
nicht so einfach. In einem der vorangegangenen Kapitel wurde der Begriff der Wan-
dimpedanz eingefiihrt. Sie entspricht dem Verhéltnis zwischen der Druck- und der
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Schnelleamplitude an der Wand. Die gegebene Definition ist allerdings auf die ein-
dimensionale Wellenausbreitung beschriankt. Bevor der Begriff der Wandimpedanz auf
den drei-dimensionalen Fall verallgemeinert wird, soll ein weiterer Spezialfall betrach-
tet werden.

Die feste undurchléssige Wand wird als schallhart bezeichnet. Sie bewegt sich {iber-
haupt nicht: v, = 0. An der sogenannten schallweichen Wand verschwinden dage-
gen die Druckschwankungen: p’ = 0. Ebenso wie der Fall mit schallharter Wand 148t
sich auch der mit schallweicher Wand noch relativ einfach behandeln. Es ist ebenfalls
moglich, die Losung fiir die Quelle neben einer schallweichen Wand direkt anzuge-
ben. Betrachtet wird eine Situation wie in Abbildung 8.19 nur mit schallweicher statt
schallharter Wand. Fiir die komplexe Amplitude gilt in diesem Fall

p(@) =0 bei oz, =0 (8.3.24)
Mit (8.3.17) folgt daraus
ou(Z) = —pr (%) bei x1=0 (8.3.25)

Es kann wie oben ein Feld ¢y konstruiert werden, so dafl diese Bedingung erfiillt ist.
Im Gegensatz zu (8.3.20) wird jetzt

er(21,72,23) = —pp(—71, 72, 73) (8.3.26)

gesetzt. Das Feld ¢y entsteht also aus der Losung ¢ durch eine Spiegelung mit Vor-
zeichenwechsel. Dies kann man sich wieder so vorstellen, dafl man an der Position Ty
eine virtuelle Spiegelquelle einsetzt. Jedoch besitzt jetzt die Spiegelquelle ein negatives
Vorzeichen. Sie strahlt gegenphasig zur eigentlichen Quelle ab. Dadurch ergibt sich in
der Ebene z; = 0 gerade eine Uberlagerung, die (8.3.24) erfiillt. Diese Uberlagerung
148t sich auch formal ausdriicken. Man erhélt

A efikrl e*’ikﬂ"z r = |f— f1|
r)=— - it 8.3.27
e e B (8.3.27)

Dieses Resultat unterscheidet sich von (8.3.23) nur durch das Vorzeichen des Feldes
der virtuellen Spiegelquelle.

Lokal reagierende Wand

Die bisher vorgestellten Uberlegungen gelten nur fiir schallharte oder schallweiche
Oberflachen. Fiir eine etwas allgemeinere Betrachtung, die andere Oberflichen mit
einschliefit, bietet sich eine Darstellung mit der Wandimpedanz Z,, an. Diese Groflie
wurde am Beispiel der eindimensionale Wellenausbreitung in einem durch eine be-
wegliche Wand abgeschlossenen Rohr eingefiihrt. Im harmonischen Fall wird an der
abschliefenden Wand R
Pw

Uy

= Zy (8.3.28)
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gesetzt. Dabei sind py und @y die komplexen Amplituden des Drucks und der Ge-
schwindigkeit an der Wand. Im eindimensionalen Fall kann die bewegliche Wand als
federnd gelagerter Kolben mit Masse M, Reibungskoeffizient F' und Federkonstante
D angesehen werden. Die Wandimpedanz kann dann aus den mechanischen Groéflen
berechnet werden. Es gilt
Iy = in + E_iD
v Q Q w@
wobei @) die Querschnittsfliche des Kolbens ist.

Im drei-dimensionalen Fall ist die Geschwindigkeit eine vektorielle Grofle. Daher
kann die Definition (8.3.28) nicht einfach iibernommen werden. Bewegt sich eine un-
durchléssige Wand, so werden die Fluidteilchen an der Wand entsprechend verschoben.
Im reibungsfreien Fall konnen die Fluidteilchen an der Wand entlang gleiten. In der
Richtung senkrecht zur Oberfliche stimmt jedoch die Geschwindigkeit der Fluidteil-
chen mit der Wandgeschwindigkeit iiberein. Das bedeutet, die Normalkomponente der
Schnelle v}, an der Wand ist mit der Dynamik der Wand verkniipft. Entsprechend wird
die Wandimpedanz mit

(8.3.29)

Zy =L (8.3.30)
Un,
auf den drei-dimensionalen Fall erweitert. Die komplexe Amplitude der Normalkom-

ponente der Geschwindigkeit ¢,, stimmt in dem eindimensionalen Fall auch mit .,
iiberein. Der Ansatz (8.3.30) ist mit der bisherigen Definition (8.3.28) konsistent.

momentane Auslenkung

mittlere Wandposition

Abbildung 8.20: Auslenkung einer elastischen Wand.

Im dreidimensionalen Fall ist die Berechnung der Wandimpedanz nicht so einfach,
wie bei dem mit einer beweglichen Wand abgeschlossenen Rohr. Dies soll an einem
Beispiel verdeutlicht werden. Die Abbildung 8.20 zeigt eine Gummi-Membran, die fle-
xibel nachgeben kann. Ein Schallfeld vor der Membran bewirkt eine Auslenkung. Die
Ausgangsposition der Membran ist gestrichelt eingezeichnet. Die durchgezogenen Lini-
en zeigen zwei mogliche Zustinde. Die Riickstellkraft an der Stelle xg ist proportional
zur Auslenkung. Die Kraft ergibt sich durch die Dehnung des Gummis. Die Dehnung
héngt jedoch auch von der Kriimmung ab. Ist die Membran stérker gekriimmt ergibt
sich bei gleicher Auslenkung eine gréfiere Dehnung des Gummis und eine entsprechend
grofere Riickstellkraft. Damit hangt die Riickstellkraft der Membran nicht nur von der
lokalen Auslenkung ab.
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Riickwand
Trennw\and s
IR NN
— | pordse
Vorderwand

Abbildung 8.21: Praktische Ausfithrung einer lokal reagierenden Wand.

Die formelméBige Beschreibung der Dynamik einer solchen Gummi-Membran ist
relativ aufwendig. Fiir die Bewegung der Membran muf} eine eigene Differentialglei-
chung aufgestellt werden. Diese ist dann mit den akustischen Gleichungen gekoppelt.
Unter Umsténden ist nur eine numerische Behandlung des Problems moglich. Es soll
daher im folgenden immer von einer sogenannten “lokal reagierenden” Wand ausgegan-
gen werden. Lokal reagierend bedeutet, dafl die Wandimpedanz nur von der Frequenz
w und eventuell noch von der Position — jedoch nicht von der Lésung — abhéingt. Die
rdumliche Verteilung des Drucks spielt keine Rolle. Man kann sich die lokal reagierende
Wand als ein Feld von vielen kleinen Kolben vorstellen, die sich unabhéngig vonein-
ander bewegen konnen. Jeder der kleinen Kolben besitzt seine eigenen mechanischen
Parameter, und die auftretenden Krifte hdngen nicht von der Position oder der Bewe-
gung der benachbarten Kolben ab. Die Wellenlénge ist grofl gegeniiber der Abmessung
der Kolben, so daf} die Kolben fiir die Welle wie eine kontinuierliche Wand erscheinen.

Die Gummi-Membran ist mit Sicherheit keine lokal reagierende Wand. In der Pra-
xis gibt es jedoch viele Beispiele bei denen die Wénde als lokal reagierend angenommen
werden konnen. Gerade die zur Ddmmung eingesetzten Absorberplatten sind oft ent-
sprechend aufgebaut. Die Abbildung 8.21 zeigt ein Beispiel fiir eine Absorberplatte.
Vor einer geschlossenen Riickwand befinden sich kleine Kammern, in die durch eine
pordse Vorderwand das Medium eindringen kann. Durch die Trennwénde wird verhin-
dert, daf} sich Wellen in der Platte ausbreiten koénnen. Jede kleine Kammer arbeitet
daher unabhéingig voneinander. Sie stellt einen kleinen Helmholtz-Resonator dar, der
eine gewisse Dampfung besitzt. Diese Ddmpfung ergibt sich zum Beispiel durch Rei-
bungseffekte beim Durchstromen der pordsen Wand. Oft sind auch Fasermaterialien
in den Kammern, die zu weiteren Reibungsverlusten bei der Bewegung des Mediums
fithren. Sind die Kammern klein gegeniiber der Wellenlidnge (I < A), ist die Betrach-
tung als lokal reagierende Wand berechtigt.

Prinzip der Reziprozitat

Bisher wurde betrachtet, wie das Schallfeld einer Quelle bei einer vorhandenen Beran-
dung berechnet werden kann. Im folgenden soll ein wichtiges Grundprinzip vorgestellt
werden, das die Berechnung der Schallfelder vereinfachen kann. Ausgangspunkt ist die
zweite Greensche Integralformel. Gegeben ist ein von der Oberfliche S umschlossenes
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Volumen V' und die beiden Felder ¢ und ¢s. Es gilt der Zusammenhang

0 0
[(2 52 -a%2) as= [ran-wawav (3331)
\%4

Diese Beziehung war auch die Basis zur Herleitung der Kirchhoff-Helmholtz-Formel
in Abschnitt 8.1. Dort wurde zusétzlich angenommen, dafl die Felder ¢; und ¢y im
Volumen V' die Helmholtz-Gleichung (8.1.3) erfiillen.

Jetzt wird die Situation untersucht, wenn eine Schallquelle in dem Volumen V' vor-
handen ist. ¢1 und g sollen die Losung der Helmholtz-Gleichung bei einer Punktquel-
le darstellen. Damit miissen die Felder eine inhomogene Gleichung der Form (8.3.10)
erfiillen. Es soll gelten

Ag@l + ]{2 Y1 = —A1 (S(.f— fl)
(8.3.32)
Apy + k? o= —A3 6(Z — )

Dabei ist Ay die Stérke der Quelle an dem Ort &7, welche das Feld ¢ erzeugt. Ent-
sprechend ist Ao die Stérke der Quelle bei %5, die fiir das Feld 5 verantwortlich ist.
Es werden also zwei verschiedene Losungen ¢ und o fiir zwei verschiedene Quell-
positionen Z; und ¥y betrachtet. Die Situation ist in Abbildung 8.22 illustriert. Im

a) b) RN

Abbildung 8.22: Zwei Quellen an den Positionen Z; und #2 in dem Volumen V; a)
Volumen abgeschlossen, b) Volumen offen.

ersten Beispiel (a) handelt es sich um ein beschréinktes Volumen V und in Zweiten (b)
ist V' unbeschrankt. Die Betrachtung ist in beiden Fallen giiltig. Im zweiten Fall kann
man sich wieder vorstellen, dal die Oberfldche S im Unendlichen geschlossen ist. Dies
ist in der Abbildung mit der gestrichelten Linie angedeutet. Die Losungen miissen im
Unendlichen asymptotisch die Form (8.1.29) annehmen.

In Abschnitt 8.1 wurde gezeigt, daf die rechte Seite von (8.3.31) verschwindet,
wenn ¢ und @9 Losungen der Helmholtz-Gleichung sind. Jetzt sind die inhomogenen
Gleichungen (8.3.32) giiltig. Lost man diese jeweils nach dem Laplace-Term auf, konnen
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damit die Laplace-Terme in dem Integral auf der rechten Seite von (8.3.31) ersetzt
werden. Fiir den Ausdruck im Integral erhilt man

w2 Ap1 — 1 Apa = o [ —k2p1 — A 6(Z — fl)] -1 [ — K20y — Ag 0(F — o)

= —QOQAl 5(_’— (fl) + gﬁlAQ (5(.’3 — fg)
(8.3.33)
Es ergeben sich zwei Produkte in denen jeweils eine §-Funktion auftritt. Das Ergebnis
kann daher leicht iiber das Volumen V integriert werden. Aus (8.3.31) folgt

0 0 " "
/ (sol S~ %) dS = —pa(#1) A1 + 1 (72) Az (8.3.34)

Durch die beiden Punktquellen ist die rechte Seite jetzt nicht mehr gleich Null.

Im néchsten Schritt wird das Oberflichenintegral auf der linken Seite betrachtet.
Ist die Oberfliche S undurchlassig, so gilt iiberall ©,, = 0. Die Normalkomponente der
Schnelleamplitude ist durch

. Op

U= o
mit der Normalableitung der Losung ¢ verkniipft. Das bedeutet, dafl in diesem Fall
die Normalableitungen der Losungen ¢; und ¢y auf S verschwinden. Damit ist die
gesamte linke Seite von (8.3.34) gleich Null.

Es 148t sich zeigen, dafl die linke Seite immer dann verschwindet, wenn die Ober-
fliche S wie eine lokal reagierende Wand beschrieben werden kann. Die undurchléssi-
ge Oberflache ist lediglich ein spezielles Beispiel dafiir. Im folgenden wird von einer
Oberfliche ausgegangen, an der die komplexen Amplituden (8.3.30) erfiillen, und die
Wandimpedanz Zy, nicht von der Losung abhéngt. Da es sich bei der Oberflédche nicht
notwendigerweise um eine ebene Wand handelt, wird sie besser als lokal reagierende
Oberfléche bezeichnet. Setzt man (8.3.35) in (8.3.30) ein und ersetzt zusétzlich noch
die Druckamplitude mit

(8.3.35)

D = iwpop (8.3.36)
ergibt sich
Zw O
= v 9P (8.3.37)
iwpo On
Zur Abkiirzung wird der Faktor
Z
Cc=-" (8.3.38)
iwpo

eingefithrt. Er héngt von der Frequenz und von dem Ort, aber nicht von der Lésung
ab: C' = C(w, Z). Somit folgt an allen Punkten auf der Oberfliche S die Beziehung

dpa dp1 ., Op1 Opo Opa Op1
P on % on = on on  Con on (8:3.39)
Damit verschwindet tatséchlich die linke Seite von (8.3.34) und es folgt
p2(T1) A1 = p1(T2) A2 (8.3.40)
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Nimmt man zusétzlich an, daf§ die beiden Quellen gleichstark sind, erhélt man die
einfache Relation

©2(Z1) = 1(2) (8.3.41)

Diese Beziehung driickt das sogenannte Reziprozitéitsprinzip aus. Eine Quelle am Ort
27 erzeugt ein bestimmtes Signal an der Position &5. Die Stérke des Signals héngt von
der zuriickgelegten Strecke ab, und eventuell sind auch Reflexionen von der Oberfléiche
S beteiligt. Das Reziprozitéitsprinzip besagt, daf eine gleichstarke Quelle am Ort 2
ein identisches Signal an der Position Z; bewirkt.

Im Fall der Schallausbreitung ohne Berandung ist das Reziprozitéitsprinzip offen-
sichtlich. Es héngt lediglich vom Abstand zwischen einer Quelle und dem Beobachter
ab, welches Signal dieser empfingt. Die Quelle und der Beobachter kénnen vertauscht
werden, und nichts dndert sich. Ist eine Berandung vorhanden, dann ist die Giiltig-
keit des Reziprozitdtsprinzip nicht ohne weiteres klar. Die obige Herleitung zeigt, dafl
es immer dann gilt, wenn die Berandung durch eine lokal reagierende Oberfliche be-
schrieben werden kann.

Das Reziprozitédtsprinzip kann bei der praktischen Berechnung von Schallfeldern
ausgenutzt werden. Um dies zu verdeutlichen, werden nochmal zwei spezielle Felder
1 und @9 betrachtet. Das erste Feld ¢; soll durch eine Punktquelle am Ort Zp er-
zeugt werden. Die Stérke der Quelle wird auf Eins festgelegt. Es gilt die inhomogene
Gleichung

Apy + ko) = —6(Z — 7)) (8.3.42)

Das zweite Feld stellt die Losung fiir eine verteilte Quelle dar. Es erfiillt eine inhomo-
gene Gleichung der Form (8.3.6). Die komplexe Amplitude der Quellstirke wird hier
mit § = Q2(¥) geschrieben. Entsprechend erhilt man

Apa + K 2 = —Qa(T) (8.3.43)

Fiir die beiden Felder gilt der zweite Greensche Integralsatz (8.3.31). Analog zur Glei-
chung (8.3.33) ergibt sich fiir den Ausdruck im Volumenintegral auf der rechten Seite

P2 Ap1 — 1 Ay = =92 6(T — 71) + p1Q2(T) (8.3.44)

Fiir das Volumenintegral folgt

/(cpl Aps — 03 Apy) dV = —pa(1) + /wl(f) Q2(Z) AV (8.3.45)
4 1%

Fiir eine lokal reagierende Oberfliche S verschwindet das Oberflichenintegral auf der
linken Seite von (8.3.31), und damit sind auch beide Seiten von (8.3.45) gleich Null.
Es muf also

Pa(T1) = /</71(f) Q2(Z) dV (8.3.46)
v
gelten.
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" Beobachter

Quellverteilung Q2 (%) Lokal reagierende Oberfliche S

Abbildung 8.23: Zur Berechnung des Schallfeldes einer verteilten Quelle neben einer
lokal reagierenden Oberfléache.

Mit Hilfe der Beziehung (8.3.46) kann die Losung ¢z in dem Punkt #; berech-
net werden. Die Situation ist in Abbildung 8.23 illustriert. Die Quellverteilung Q2 (%)
erzeugt das Schallfeld 5. Das Feld ist nicht ohne weiteres zu bestimmen, da eine Be-
randung — zum Beispiel ein fester Korper mit schallharter Oberflache — vorhanden ist.
FEin Losungsweg ist es, die Quellverteilung in einzelne Elemente zu zerlegen, und diese
niherungsweise als Punktquellen zu behandeln. Dann kénnten deren jeweilige Schallfel-
der einzeln numerisch ermittelt werden. In Abschnitt 8.2 wurden Methoden vorgestellt,
wie das Schallfeld einer Punktquelle neben einer Berandung numerisch berechnet wer-
den kann. Die Uberlagerung dieser Felder ergibt schlieflich die gesuchte Lésung an
einer bestimmten Beobachtungsposition — zum Beispiel in #;. Soll die Losung lediglich
in einer Beobachtungsposition 77 ermittelt werden, ist es jedoch zweckméBiger sich
eine Quelle der Stérke Eins in der Beobachtungsposition zu denken und deren Schall-
feld ¢1 zu berechnen. Ist ¢; an allen Punkten & — und insbesondere an den Orten der
Quellverteilung — bekannt, dann kann mit (8.3.46) die gesuchte Losung durch nume-
rische Integration des Feldes ;@2 ermittelt werden. Der Aufwand beim zweiten Weg
ist deutlich geringer. Zur Bestimmung der Losung an einer Beobachtungsposition ist
nur die Berechnung des Feldes einer Punktquelle erforderlich, obwohl es sich eigentlich
um eine verteilte Quelle handelt. Auch bei vielen Abschitzungen kann die Beziehung
(8.3.46) ausgenutzt werden. Oftmals ist es viel einfacher eine Abschétzung fiir einen
Beobachter in der Ndhe einer Oberfliche und eine weit entfernte Quelle zu geben als
fir den umgekehrten Fall. Mit dem Reziprozitétsprinzip kann immer die giinstigere
Konstellation betrachtet werden.

Die angegebene Gleichung (8.3.46) kann in einem umfassenderen mathematischen
Zusammenhang gesehen werden. Sie kann in der Form

(@) = / G(@@.9) Q) &7 (8.3.47)
174

geschrieben werden. Dabei ist die Integrationsvariable Z mit ¢ ersetzt worden, und der
Index an dem Feld ¢ und der Quellverteilung (2 wurde fortgelassen. Die Beobach-
tungsposition ist jetzt mit & statt & bezeichnet. Zusétzlich ist die Losung (7 durch
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8 Schallfeld mit Berandung

den Ausdruck G(Z, ) ersetzt worden. Entsprechend bedeutet die Funktion G(Z, i) die
Losung an der Beobachtungsposition Z fiir eine Punktquelle der Stéirke Eins in der
Quellposition ¢. Diese spezielle Losung muf} natiirlich auch die Randbedingung an der
Oberfldche erfiillen. Damit ist das zu berechnende Feld ¢ als Integral iiber das Pro-
dukt einer speziellen Losung mit der Quellstirkeverteilung dargestellt. Die spezielle
Losung entspricht einer Greenschen Funktion. Im Fall ohne Berandungen konnte die
Losung mit (8.3.15) in vergleichbaren Form angegeben werden. Jedoch wird dort mit
einer anderen speziellen Lésung G(&, i) — einem einfachen Monopolfeld — multipliziert.
Das Monopolfeld ist die Losung fiir eine Punktquelle am Ort des Beobachters, wenn
keine Berandung vorhanden ist. Dagegen ist die Existenz der speziellen Losung G(Z, %)
— beziehungsweise der Greenschen Funktion — im Fall mit Berandung nur gesichert,
wenn die Berandung durch eine lokal reagierende Oberfliche gegeben ist.
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9 Bewegte Schallquellen

9.1 Schallfeld eines bewegten Monopols

Durch die Bewegung einer Schallquellen verdndert sich das von ihr erzeugte Druckfeld.
Ein bekannter Effekt ist die Frequenzverschiebung, die ein Beobachteter wahrnimmt,
wenn sich eine Quelle relativ zu ihm bewegt. Jedoch éndert sich auch die Stéarke der
beobachteten Wellen mit der Bewegung. Dies soll im folgenden betrachtet werden. Aus-
gangspunkt fiir die Uberlegungen ist die inhomogene Wellengleichung fiir den Druck.
Sie lautet

(612 % - A) P(,1) = q(7,1) (9.1.1)

Dabei ist ¢(Z,t) eine allgemeine Quellverteilung. Im offenen Raum ohne Begrenzungen
kann die Losung fiir p’ als Integral in der Form

oL [a@ 1)
"(Z,t) = — ’ d 9.1.2
vy - [T 0y 912)

RS

dargestellt werden. Im Allgemeinen kann der Quellbereich auf ein Volumen Vi, einge-
schrankt werden, so daf§ nicht iiber den gesamten Raum integriert werden mufl. Die
Integrationsvariable ist 3. Der Beobachtungspunkt ist mit & gegeben. Der Ausdruck
t — |& — ¢ |/c stellt die sogenannte retardierte Zeit dar. Sie ist praktisch die Quellzeit,
zu der ein Signal an der Position ¢ ausgesandt werden muf}, damit es zur Zeit ¢ beim
Beobachter an der Position & eintrifft.

Im néichsten Schritt soll eine konkrete Quellverteilung fiir ¢(Z, t) eingesetzt werden.
Als einfaches Modell fiir einen bewegten Monopol wird die Verteilung

q(Z,t) = Q(t) §(7 — 7s(t)) (9.1.3)

gewihlt. Dabei ist Q(¢) die momentane Stiirke und #s(¢) die momentane Position der
Punktquelle. Der Ansatz (9.1.3) ist formal die einfachste Moglichkeit eine bewegte
Punktquelle darzustellen. Jedoch wird in einem der folgenden Abschnitte gezeigt, dafl
die gewéhlte Verteilung unrealistisch ist, insofern fiir sie keine physikalische Entspre-
chung existiert. Eine bewegte punktformige Massenquelle wird durch eine Quellver-
teilung beschrieben wird, die etwas komplizierter als (9.1.3) ist. Trotzdem soll hier
zunéichst von dem formal einfachsten Ansatz ausgegangen werden.

Um das Druckfeld eines bewegten Monopols zu berechnen, muf} die gewéhlte Quell-
verteilung ¢(#,t) in Gleichung (9.1.2) eingesetzt werden. Zuvor soll jedoch die rechte
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9 Bewegte Schallquellen

Seite von (9.1.2) umgeformt werden. Es wird sich eine auf den ersten Blick viel kompli-
zierter erscheinende Form ergeben, die jedoch fiir das weitere Vorgehen einige Vorteile
bietet. Dazu wird eine allgemeine Rechenregel fiir die §-Funktion verwendet. Allgemein
gilt fiir eine Funktion f(7) die Beziehung

+oo
f(mo) = / f(r)é(ro — 7)dr (9.1.4)
Hier wird speziell L
To=t— |x;y‘ (9.1.5)
und .
flr) = qf(y_’ ;)| (9.1.6)

gewiihlt. Die Gleichung (9.1.4) entspricht dann

“+o0
a2 | .
q(7, qlwqu/C): Qq(y{)é(tjx ylfT)dT
|7 — 7| |7 — 7| c
oo

(9.1.7)

Damit kann der Integrand auf der rechten Seite von (9.1.2) ersetzt werden. Es ergibt
sich

“+o0
. 1 q(4,7) 17— 4] 3o
"(Z,t) = — =Lt — —— —71)drd 1.
IRS—OO

Statt einer Integration iiber den dreidimensionalen Raum wird nun iiber einen vier-
dimensionalen Raum integriert, in dem die Variable 7 einer kiinstlich hinzugefiigten
Zeitkoordinate entspricht.

Setzt man (9.1.3) in (9.1.8) ein und vertauscht zusétzlich noch die Integrationen,
folgt

+o00
P = / / Qr) 37— 2:()) o(t- Tyl _ r) d*gar (9.1.9)
4 |7 — 7| c
—00 IRS

Jetzt wird deutlich, wieso die Integration iiber 7 eingefiihrt wurde. Fiir das innere Inte-
gral ist 7 eine Konstante. Der im Argument der ersten d-Funktion auftretende Vektor
Zs(7) ist fest. Damit kann die erste J-Funktion verwendet werden, um die Integrati-
on iiber ¢ durchzufiithren. Ohne die Erweiterung wiirde zwar auch eine §-Funktion im
Integral vorhanden sein, jedoch wére ihr Argument auf komplizierte Weise von der In-
tegrationsvariablen i abhéingig. Diese Schwierigkeit wird so umgangen. Der Preis dafiir
ist die zusétzliche Integration iiber 7. Dabei bleibt die zweite J-Funktion mit einem
etwas “unschénen” Argument erhalten, jedoch ist das Integral nur eindimensional und
die Losung kann angegeben werden.
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9.1 Schallfeld eines bewegten Monopols

Im ersten Schritt wird das innere Integral ausgewertet. Dazu wird nochmal eine
allgemeine Beziehung fiir die J-Funktion angewendet. Fiir ein skalares Feld a(y) gilt

a(fo) = /a(ﬂ) (i — o) d°3f (9.1.10)

Yo = s(7) (9.1.11)
e Q) 77
. T T—7

)= .5(75 - T) (9.1.12)

gewihlt. Die rechte Seite von (9.1.12) héingt natiirlich auch noch von den Zeiten ¢ und
7 und von der Beobachtungsposition Z ab. Fiir die Ausfiithrung der inneren Integration
in (9.1.9) koénnen diese Variablen jedoch als konstant angenommen werden. Mit den
Ersetzungen (9.1.11) und (9.1.12) entspricht Gleichung (9.1.10) dem Ausdruck

Ay BBy

|7 — &g c
_ / Q1) d(7 — Zs(7)) '5(25_ 7 — 7| _T> 7 (9.1.13)
17— 7| c
R3

Damit kann das innere Integral in (9.1.9) durch die linke Seite von (9.1.13) ersetzt
werden. Es ergibt sich

+oo . .
P (7, t) = i/ % ot - WLCS(T)‘ —7)dr (9.1.14)

Nun ist die Losung nicht mehr als Integral iiber den Raum sondern als Integral iiber
die kiinstlich eingefiihrte Zeit 7 dargestellt.

Um das Integral in (9.1.14) auszuwerten, wird noch eine weitere Beziehung fiir
die d-Funktion benotigt. Allgemein gilt fiir Integrale mit der in Gleichung (9.1.14)
auftretenden Form

[ rmsmyar =y L0 (9.1.15)

E(Tn)

Dabei sind f(7) und g(7) beliebige Funktionen. Die Werte 7f mit n = 1,..., N sind
die numerierten Nullstellen von g(7). Sie erfiillen die Bedingung

n=1

g(r*) =0 (9.1.16)
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9 Bewegte Schallquellen

Prinzipiell sind auch unendlich viele Nullstellen zuldssig. Es ergibt sich dann eine
unendliche Summe auf der rechten Seite von (9.1.15). Im vorliegenden Fall werden die
Funktionen als

Q1)
f(r) === (9.1.17)
|7 — Zs(7)|
und .o
g(r) =t — 7@_?(7)' —r (9.1.18)
gewiihlt. Dann entspricht die linke Seite von (9.1.15) genau dem Integral in Gleichung
(9.1.14).

Die Anzahl N der Nullstellen von g(7) wird durch die Bewegung der Quelle Zs(7)
bestimmt. Bewegt sich die Quelle zum Beispiel iiberhaupt nicht, dann ist Zs(7) = &y
eine konstanter Vektor. Fiir feste Werte & und ¢ besitzt in diesem Fall g(7) genau eine
Nullstelle bei

SR i

(9.1.19)

c
Dies ist natiirlich nur ein Sonderfall. Bei Bewegung der Quelle ist theoretisch alles
zwischen N = 0 und N = oo mdglich. Im folgenden wird noch genauer untersucht,
unter welchen Bedingungen sich nur genau eine Nullstelle ergibt. Zunéchst soll jedoch
die Ableitung dg/dr genauer betrachtet werden, die zur Berechnung des Integrals in
(9.1.14) notwendig ist.

Auf der rechten Seite von (9.1.18) tritt der Abstand zwischen Quellposition zur
Zeit 7 und dem Beobachter auf. Fiir den Abstand gilt

& — Z5(7)| = \/ (2 — 254(7)) (9.1.20)

Dabei ist zg; die i-te Komponente des Vektors Zs. Das Quadrat unter der Wurzel
impliziert nach der Summationskonvention eine Summe iiber die Komponenten. Dif-
ferenziert man den Abstand folgt

0 1 2(z; —xs,) (—1 i — Ts,i
gz = A m) CD_ mi-a (9.1.21)
6335,2' 2 ((EZ - xs’i)2 |£13 — Tg
Fiir die Ableitung der Funktion g(7) ergibt sich daraus
dg (2 — 2s,(7)) dag(7)
— = : ’ —1 9.1.22
dr ¢ |¥— Zs(7)] dr ( )
Dies kann in rein vektorieller Darstellung als
dg 1 (f - fs@) ()
—_ = . -1 9.1.23
dr ¢ |%— Zs(7)] dr ( )
—_—— ——
Normierter Ts(7)
Richtungsvektor
=cM,.(7)
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9.1 Schallfeld eines bewegten Monopols

Quelle Ty s

Beobachter ¥

Abbildung 9.1: Zur Definition der Machzahl M,..

geschrieben werden. Auf der rechten Seite von (9.1.23) ergibt sich ein Skalarprodukt
zweier Vektoren. Der Erste ist ein normierter Richtungsvektor mit der Linge Eins.
Er zeigt von der Quellposition (zur retardierten Zeit) zum Beobachter. Der zweite
Vektor entspricht der Geschwindigkeit ¢s(7), die die Quelle zur retardierten Zeit hatte.
Das Skalarprodukt ergibt gerade den Betrag der Komponente von vy in Richtung des
Beobachters. Definiert man mit M, eine Machzahl der Quellbewegung in Richtung zum
Beobachter hin, so ist diese Geschwindigkeitskomponente gleich ¢ M,.. In Abbildung
9.1 ist der Zusammenhang veranschaulicht. Zu beachten ist, dal die Machzahl M,
vorzeichenbehaftet ist. Sie wird negativ, wenn sich die Quelle vom Beobachter entfernt.
Im folgenden wird M, auch als Beobachtungsmachzahl bezeichnet. Mit ihrer Definition
vereinfacht sich (9.1.23) zu:
dg
dr
Zur Berechnung des Schalldrucks am Beobachtungsort, miissen noch alle Quellzei-
ten 7% ermittelt werden. Zunéchst stellt sich die Frage, wie viele Losungen 7* iiber-
haupt existieren. Bewegt sich die Quelle immer mit Unterschall und strebt auch nicht
asymptotisch gegen Schallgeschwindigkeit fiir 7 — 400, so gilt

M(r) —1 (9.1.24)

| M ()| < |Mp(7)] . <1 (9.1.25)
Damit ist g(7) nach (9.1.24) eine streng monoton fallende Funktion, die genau eine
Nullstelle 7* besitzt. Die Summe in Gleichung (9.1.15) besteht damit nur aus einem
Summanden. Es folgt fiir den Schalldruck

= o Q")
P@1) = dr(7*) |1 — M. (7%)]

(9.1.26)
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9 Bewegte Schallquellen

Diese Gleichung gilt, falls sich die Quelle immer nur mit Unterschallgeschwindigkeit
bewegt. In (9.1.26) ist der Abstand zwischen Quellposition und Beobachtungsposition
mit

(1) = |7 — @s(7)] (9.1.27)

abgekiirzt. Es sind die Werte der beiden Gréflen r» und M, zu der Quellzeit 7* in
(9.1.26) einzusetzen.

Es zeigt sich, da die Stédrke der beobachteten Druckschwankungen nicht nur
von der Entfernung zur Quelle sondern auch von deren Bewegungsrichtung und Ge-
schwindigkeit abhéngt. Im Vergleich zur ruhenden Quelle (M, = 0) erhélt man eine
Verstéirkung des Signals, wenn sich die Quelle auf den Beobachter zu bewegt. In die-
sem Fall ist M, > 0 und damit |1 — M,.| < 1. Entsprechend wird eine Abschwichung
beobachtet, wenn sich die Quelle entfernt. Dann ist M, < 0 und fiir den Ausdruck im
Nenner gilt |1 — M,| > 1.

Bewegt sich die Quelle zeitweise mit Uberschall ist die Bedingung (9.1.25) nicht
mehr erfiillt. Es konnen sich mehrere Quellzeiten 7* ergeben. Alle miissen die Bedin-
gung

¢ (t—1%) =% —Zg(r7)] (9.1.28)

erfiillen, die dquivalent zu g(7*) = 0 ist. Prinzipiell ist es auch méglich, dafl iiberhaupt
keine Losung fiir 7% existiert. Dies hingt von der Bewegung #s(7), der Beobachtungs-
zeit t und dem Beobachtungsort Z ab. Entsprechende Fille werden weiter unten disku-
tiert. Falls mehrere Losungen 7* Gleichung (9.1.28) erfiillen, ergibt sich der Schalldruck
als Summe. Es gilt

N
fm o Q)
P8 = ; I () [1 = M (7))

n

(9.1.29)

Bei beliebiger Bewegung Zs(7) ist es im Allgemeinen nicht moglich die Nullstellen
7 explizit anzugeben. Die Bestimmung von 7,7 soll anhand eines eindimensionalen
Beispiels veranschaulicht werden. Die Quellposition ist nun durch die skalare Grofle
x5(T) gegeben.

Eindimensionales Beispiel

Es wird die Situation in der (xg, 7)-Ebene betrachtet. Dies ist eine Raum-Zeit-Ebene,
in der alle moglichen Kombinationen aus Quellposition x5 und Quellzeit 7 liegen. Die
Bewegung der Quelle z45(7) definiert eine Kurve in dieser Ebene. Es soll der Schall-
druck an der Beobachtungsposition x zur Zeit t; berechnet werden. Diese Kombina-
tion definiert einen Punkt in der Raum-Zeit-Ebene. Die geometrische Situation ist in
Abbildung 9.2 dargestellt.

Die zur vorgegebenen Zeit t; am Ort xp empfangenen Signale kénnen nicht von
beliebigen Punkten in dem Raum-Zeit-Ebene ausgegangen sein. Damit das Signal,
welches eine Quelle am Ort zg zur Zeit 7 aussendet, am Ort xy zur Zeit tg eintrifft,
muf} die Bedingung

¢ (tg —7) = |zp — 5] (9.1.30)
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9.1 Schallfeld eines bewegten Monopols

(1), (2), Beobachter (zg,ts)

*(3) L

Abbildung 9.2: Raum-Zeit-Ebene mit drei Bewegungskurven.

erfiillt sein. Das bedeutet, die Entfernung zwischen Quell- und Beobachtungsposition
entspricht der Laufzeit multipliziert mit der Schallgeschwindigkeit. Die Beziehung ist
analog zu Gleichung (9.1.28). Hier wird jedoch keine konkrete Bewegung zs(7) vorge-
geben, sondern alle méglichen Quellpositionen im gesamten eindimensionalen Raum
betrachtet.

Gleichung (9.1.30) definiert eine Menge in der Raum-Zeit-Ebene, die aus zwei
Strahlen zusammengesetzt ist. Die Strahlen treffen im Punkt (xg,ts) zusammen und
besitzen die Steigungen 1/c und —1/c. Nur (zs,7)-Kombinationen auf diesen Strah-
len kénnen einen Beitrag zum Signal in zy, tg liefern. Die Schnittpunkte der Strahlen
mit der durch z4(7) gegebenen Kurve, ergeben die Quellzeiten 7* und Quellpositionen
xs(7%).

Fiir das Beispiel wird angenommen, daf} sich die Quelle mit konstanter Geschwin-
digkeit in positive xzs-Richtung bewegt. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sie sich gerade an der
Stelle x5 = xo. Es werden drei Féille betrachtet:

(1) as(r) =20
(2) zs(T) =20+ UsT; 0<Us<e (9.1.31)
(3) 2s(7) =20 + Us T} Us>c¢

In den dargestellten Beispiel ist ¢ < z5. Die Kurven zg(¢) nach (9.1.31) stellen Gera-
den in der (xg, 7)-Ebene dar. Die Neigung der Geraden hingt von der Geschwindigkeit
ab. Die Losungen fiir 7* ergeben sich durch die Schnittpunkte dieser Geraden mit den
beiden Strahlen aus (g, ts). Fall (1) entspricht einer ruhenden Quelle. In den Féllen
(1) und (2) ergibt sich genau eine Losung fiir 7*. Daran dndert sich auch nichts, wenn
xo verschoben wird, da die Steigung grofer als 1/c¢ ist. Man findet immer genau einen
Schnittpunkt beziehungsweise eine Losung 7%, Dies mufl nach den obigen Uberlegun-
gen auch so sein, da im Fall (1) und (2) die Bedingung |M,| < 1 gilt. Im dritten
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9 Bewegte Schallquellen

Fall, in dem sich die Quelle mit Uberschallgeschwindigkeit bewegt, ergeben sich in der
Abbildung zwei Losungen 7 und 75. Das bedeutet, es ist N = 2. Die Steigung der
Geraden ist kleiner als 1/¢. Durch verschieben von xg nach links ist es daher moglich,
daf} die Gerade keinen Schnittpunkt mit den beiden Strahlen mehr besitzt. In diesem
Fall wiare N = 0 und der Beobachter am Ort xp wiirde zur Zeit ¢z noch nichts von der
Quelle horen konnen. Erst zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > t; kénnte er die Quelle
wahrnehmen.

Nachdem die Bestimmung der Quellzeitpunkte 7* geometrisch gedeutet werden
konnte, soll anhand des eindimensionalen Beispiels auch noch die Verdnderung der
Signalstirke bei Bewegung der Quelle veranschaulicht werden. Dazu wird betrachtet,
welche integrale Wirkung eine Quelle auf den Beobachter in einem kleinen Zeitintervall
At besitzt.

T A
ts + At 4

teg |

o

At
1+|My|

Abbildung 9.3: Zur Veranschaulichung der Verstirkung.

In dem Zeitintervall werden alle Signale empfangen, die von Punkten in der (xg, 7)-
Ebene ausgehen, die in dem in der Abbildung 9.3 schattiert dargestellten Bereich
liegen. Es werden wieder drei Félle mit konstanter Geschwindigkeit betrachtet:

(1) as(r) = 2o
(2) xs(T) =20 + Us't ; 0<Us<ec (9.1.32)
(3) xs(T) =20 + Us 't 0>Us>—c

Bei ruhender Quelle (1) befindet sich die Quelle genau das Zeitintervall A7 = At in
dem relevanten Bereich. Dies bedeutet, die in dieser Zeit von der Quelle abgesandten
Signale werden vom Beobachter in Intervall [¢s, t5 + At] empfangen.

Bewegt sich die Quelle auf den Beobachter zu (2), so wirken die Signale der Quelle
aus einem ldngerem Zeitintervall A7 = At/(1 — |M,|) mit M, = Us/c auf den Beob-
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9.1 Schallfeld eines bewegten Monopols

achter ein. Entfernt sich die Quelle (3), so wirken lediglich die in einem Zeitintervall
AT = At/(1+|M,|) abgestrahlten Signale auf den Beobachter. Die Verstiarkung bezie-
hungsweise Abschwiichung der beobachteten Signale kann durch die unterschiedlichen
Verhiiltnisse von Quellzeitraum A7 zu Beobachtungszeitraum At plausibel gemacht
werden. Wird in dem relevanten Zeitintervall A7 zum Beispiel ein konstantes Signal
ausgesandt, so addieren sich die Anteile in dem Beobachtungszeitraum At. Je grofler
das Verhéltnis von A7 /At ist, desto stérker ist das beobachtete Signal.

Einfaches dreidimensionales Beispiel

Bisher wurde der eindimensionale Fall ausfiihrlich betrachtet. Die Bestimmung der
retardierten Zeiten 7* 148t sich dort gut anschaulich Darstellen. Im dreidimensiona-
len Fall wird die Situation jedoch uniibersichtlicher. Dies gilt selbst bei gleichférmig,
gradlinig bewegter Quelle. Die folgenden Betrachtung soll dies verdeutlichen. Ohne
Beschriinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dafl sich die Quelle zur Zeit ¢t = 0
im Ursprung & = 0 befindet, und dafl die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
Us = |Us| entlang der x1-Achse erfolgt. Es gilt

1
F(t)=Us-t-| 0 (9.1.33)
0

Der Beobachter empfiangt an der Stelle & zur Zeit ¢ das von der Quelle zur Zeit 7*
abgestrahlte Signal. Der Zusammenhang zwischen 7* und ¢ ist durch (9.1.28) gegeben.
Es gilt

¢ (t—77) = /(o1 — Ust*)? 4 2 + a3 (9.1.34)

Dies kann nach 7* aufgelost werden. Nach einigen Umformungen, die hier nicht gezeigt
werden, ergibt sich

. 1
T = (1-M2) {ct - Mgz, = \/(x1 —Ust)? + (1 — M2) (23 + xg)} (9.1.35)
mit
Ms = % (9.1.36)

Zu beachten ist, dafl nur reelle Losungen von (9.1.35) mit 7* < ¢ physikalisch sinnvoll
sind.

Die Machzahl der Quellbewegung relativ zum Beobachter ist bei der betrachteten
Geometrie durch den Winkel §(7*) gegeben. Dies ist der Winkel zwischen Bewegungs-
und Beobachtungsrichtung zum Quellzeitpunkt. Er wird im folgenden auch als Beob-
achtungswinkel bezeichnet. Die Situation ist in Abbildung 9.4 illustriert. Es gilt

M%) = 22 - cos (0(r°)) = Ms cos (8(r")) (9.1.37)
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Beobachter ¥

Abbildung 9.4: Zur Definition des Beobachtungswinkels 6 zwischen Beobachtungs- und
Bewegungsrichtung.
Damit ergibt sich fiir das beobachtete Signal die Winkelabhéngigkeit:

. Q(")
/ _
Pt = 47r|1 — Mg - cos 0]

(9.1.38)

Die Verstdarkung beziehungsweise Abschwéchung durch Bewegung kann als Funktion
des Winkels € in einem Polardiagramm veranschaulicht werden. Dies ist in Abbildung
9.5 dargestellt.

90°

180°

270°

Abbildung 9.5: Polardiagramm der relativen Stérke bei Bewegung der Quelle mit M.
Die Stédrke des abgestrahlten Signals in der entsprechenden Richtung ergibt sich

aus dem Abstand zum Ursprung. Der fett eingezeichnete Kreis reprisentiert die rich-
tungsunabhingige Stérkeverteilung eines ruhenden Monopols. Die Quelle bewegt sich
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9.2 Frequenzverschiebung

in 0°-Richtung. In dieser Richtung findet man auch die maximale Verstdarkung bei
Bewegung. In den Richtungen 90° und 270° &ndert sich die Stdrke der Abstrahlung
iiberhaupt nicht. Entgegen der Bewegungsrichtung bei 180° wird die Abstrahlung am
schwichsten.

9.2 Frequenzverschiebung

Betrachtet wird der Fall, dafl die Quelle ein harmonisches Signal mit der Frequenz w
aussendet. Es soll A
Q(t) = Ae™t (9.2.1)

gelten. Bewegt sich die Quelle immer mit Unterschallgeschwindigkeit, so ergibt sich
der Schalldruck am Beobachter durch

B A ein*
o drr (7)1 — M,.(7%)]

P (1) (9.2.2)

Um die Frequenz, mit der der Beobachter das Signal wahrnimmt, zu bestimmen, muf}
die Zeitliche Anderung von p’ betrachtet werden. Die rechte Seite von (9.2.2) héngt
zunéchst rein formal nur von 7* ab. Die Quellzeit 7* ist wiederum von der Bewegung
Zs(7), der Beobachtungsposition # und der Beobachtungszeit ¢ abhéngig. Das bedeutet,
bei vorgegebener Bewegung der Quelle existiert eine Funktion 7*(Z,t). Bei Bewegung
mit Unterschallgeschwindigkeit ist die Funktion eindeutig. Sie kann allerdings selbst
bei einfachen Bewegungen eine relativ komplexe Form annehmen.

Die folgenden Uberlegungen gelten fiir eine feste Beobachtungsposition Z. Um den

zeitliche Signalverlauf in der Nihe einer gegebenen Beobachtungszeit t = ¢y genauer zu
untersuchen, wird die Funktion 7*(Z, t) beziiglich ¢ in eine Reihe entwickelt. Es kann

*

x (= * [ = 87-
&, t) = 77(Z, to) +
—_— Ot

(Z,to) - (t —to) + ... (9.2.3)

0
geschrieben werden. Das erste Glied der Reihe wird mit 75 abgekiirzt. Zunéchst wird
vereinfachend davon ausgegangen, dafl die zeitliche Anderung des Nenners auf der
rechten Seite von Gleichung (9.2.2) keine Rolle spielt. Dann erhélt man fiir die Druck-
schwankung die Proportionalitét

wlrg + (6 —t0) 2+ ]
. * TW T, —
P~ = 10 0" o (9.2.4)

Die Gréfle 7; bewirkt eine feste Phasenverschiebung des Signals. Bei Vernachléssi-
gung der Terme hoherer Ordnung ergibt sich fiir das beobachtete Signal auch eine
harmonische Schwingung. Die beobachtete Frequenz ist jedoch nicht einfach gleich der
ausgesandten Frequenz w, sondern sie ist um den Faktor 97/t “verschoben”.

Es ist zu bemerken, daff im Allgemeinen kein harmonisches Signal empfangen wird,
obwohl die Quelle harmonisch abstrahlt. Theoretisch kann die retardierte Zeit 7* sehr
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9 Bewegte Schallquellen

kompliziert von der Beobachtungszeit ¢ abhéngen. Zusétzlich kénnen auch die Schwan-
kungen von r und M, im Nenner das Signal entscheidend beeinflussen. In der Praxis
wird jedoch oft einfach eine Oszillation mit verschobener Frequenz wahrgenommen. Be-
trachtet man einen kurzen Zeitabschnitt, so dndert sich die Ableitung 97* /0t mogli-
cherweise nur gering. In diesem Fall ist eine Vernachlissigung der Glieder héherer
Ordnung in (9.2.4) gerechtfertigt. Ist zusiitzlich der Einflufl der Schwankungen von
r und M, im Nenner vernachldssigbar, dann kann niherungsweise in diesem kurzen
Zeitabschnitt das beobachtete Signal mit einer harmonischen Schwingung angenédhert
werden. Nur in diesem Sinne kann von einer Frequenz des Signals gesprochen werden.
Im folgenden soll die Frequenzverschiebung genauer betrachtet werden.

In Abschnitt 9.1 wurde fiir den Fall einer gleichférmig, geradlinigen Bewegung der
Quelle mit Gleichung (9.1.35) eine Funktion 7*(Z, t) angegeben. Im Prinzip kann dar-
aus die benétigte Ableitung 97* /9t berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dal man
die richtige Losungen 7* auswéhlt. Denn die angegebene Funktion ist quadratisch und
lieferte unter Umsténden auch unphysikalische Losungen. Zusétzlich gilt die Funktion
nur fiir eine bestimmte Quellbewegung.

Auch ohne Vorgabe einer bestimmten Quellbewegung kann eine niitzliche Bezie-
hung fiir die gesuchte Ableitung hergeleitet werden. Dazu wird von der Gleichung
(9.1.28) ausgegangen. Fiir alle Quellzeiten 7%, die einen Beitrag zur Zeit t am Ort &
liefern, muf3

e (t—17) = |F — Ts(r7)] (9.2.5)

erfiillt sein. Differenziert man beide Seiten nach der Beobachtungszeit ¢, ergibt sich

or* d . ., . or*
c- <1— 5 ) = T — Zs(77)] - 5 (9.2.6)

Auf der rechten Seite tritt die Ableitung des Abstands zwischen Beobachtungsort und
Quellposition nach der Quellzeit 7% auf. Ein &hnlicher Ausdruck wurde bereits im
letzten Abschnitt berechnet. Dort ergab sich

d 9 L .

o o dzs,;
E’xfxs(r)|:@|xfxs(7-)|. s

B (z; — 35,(7)) Cdag
dT ‘f - fS(T)| dT (9.2.7)

= —cM,(1)

Um diese Beziehung hier anwenden zu kénnen, mufl nur 7 durch 7* ersetzt werden.
Die linke Seite entspricht dann dem ersten Faktor auf der rechte Seite von (9.2.6). Er
ist daher gleich —¢ M,.(7*). Setzt man dies in (9.2.6) ein und 16st nach der gesuchten
Ableitung auf, erhélt man
or* 1
ot  1—M,

(9.2.8)

Damit ist die gesuchte Ableitung als Funktion der Beobachtungsmachzahl M, ausge-
driickt.
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9.2 Frequenzverschiebung

Us - At
>

Abbildung 9.6: Zur Frequenzverschiebung.

Vernachlissigt man die Glieder hoherer Ordnung in der Reihenentwicklung von
T*(t), so ergibt sich aus (9.2.2) fiir den Schalldruck

A Lk .
N2 t) = — = . WTp . iwp (t — to) 9.2.9
@)= ¢ ¢ (9.2.9)
Dabei ist die verschobene Frequenz mit
! (9.2.10)
Wp = w - 2.
v 1— M,

gegeben. Mit der Beziehung (9.1.37) kann M,. durch die Machzahl der Quellebewegung
Mg und den Beobachtungswinkel 8 ausgedriickt werden. Es ergibt sich

w

“o = 1 — M, cosf

(9.2.11)
Gleichung (9.2.9) ist nur in einem kurzen Augenblick bei ¢ ~ t; eine gute Approximati-
on. In diesem Moment nimmt der Beobachter die Quelle mit der Frequenz wy, war. Im
Allgemeinen verdndert sich die Frequenz wy stindig als Funktion der Beobachtungs-
machzahl M,.. Nur wenn sich die Quelle direkt auf den Beobachter zubewegt (8 = 0),
bleibt die Frequenz konstant und springt erst dann auf einen neuen Wert, wenn die
Quelle den Beobachter passiert.

Die Frequenzverschiebung wird anschaulich plausibel, wenn man Phasenfronten
(z.B. die Maxima) der abgestrahlten Wellen betrachtet. Dies ist in Abbildung 9.6 dar-
gestellt. Durch die Bewegung riicken die Phasenfronten auf einer Seite zusammen und
auf der anderen Seite auseinander. Der Beobachter, auf den sich die Quelle zubewegt,
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9 Bewegte Schallquellen

sieht eine kiirzere Wellenlénge und eine entsprechend hoéhere Frequenz. Dies steht im
Einklang mit der formalen Uberlegung. Fiir den Beobachter auf der rechten Seite ist
M, > 0. Damit wird der Ausdruck in (9.2.8) grofier Eins. Die beobachtete Frequenz ist
erhoht. Analog ergibt sich eine niedrigere Frequenz entgegen der Bewegungsrichtung.
Dort ist M, < 0. Entsprechend sind die Abstinde der Phasenfronten auf der linken
Seite in Abbildung 9.6 grofler. Das Phinomen der Frequenzverschiebung wird {ibli-
cherweise als Doppler-Verschiebung bezeichnet. Der Faktor in (9.2.10), um den sich
die Frequenz &éndert, heifit Doppler-Faktor.

9.3 Quelle mit Uberschallgeschwindigkeit

In einem Gedankenexperiment von Lord Rayleigh bewegt sich ein Geigespieler mit
doppelter Schallgeschwindigkeit Mg = 2 direkt auf einen Beobachter zu. Der Beob-
achter befindet sich in der Bahn des Musikers. Der Musiker erzeugt ein Signal Q().
Zunéchst hort der Beobachter den herannahenden Musiker iiberhaupt nicht. Wenn
der Musiker den Beobachter passiert hat, hort der Beobachter eine Uberlagerung von
zwel Signalen, denn es existieren zwei Quellzeiten 77 und 7. Sie entsprechen zwei
Quellpositionen. Eine liegt auf dem Weg zum Beobachter hin und die andere auf dem
Weg vom Beobachter weg. Fiir die erste Quellposition ist die Beobachtungsmachzahl
M, = 2 und fiir die zweite ist M, = —2. Der Beobachter hort das Signal

: Q)
'(@,t) = z 9.3.1
V@D = D Tt M 31

n=1
Fiir die erste Quellposition gilt
orf 1

= = —1 . .2
ot 1— M, (93.2)

Der Beobachter hort demnach die Musik in Orginalgeschwindigkeit jedoch riickwérts!
Das ganze ist Uberlagert mit dem Signal, von der zweiten Quellzeit 75. Stoppt der
Musiker sein Spiel, wenn er den Beobachter erreicht, hort der Beobachter die riickwérts
spielende Musik sogar ungestort.

Dieses Phiinomen wird anschaulich plausibel, wenn man die Situation in der (zg, 7)-
Ebene betrachtet. Hat die Quelle den Beobachter passiert, existieren fiir den Beobach-
ter am Ort xy zur Zeit t5 zwei Losungen 77 und 75. Diese sind durch die Schnittpunkte
der Bewegungsbahn mit den +1/¢-Strahlen durch (xg,ts;) gegeben. Die Kurven sind
in der Abbildung 9.7 dargestellt. Zu einem um At spéteren Zeitpunkt ergeben sich
neue Schnittpunkte in der (g, 7)-Ebene und damit andere Losungen 7*. Die mit 7y
bezeichnete Losung ist genau um At verringert, wenn t; um At erhoht wird. Dies
entspricht der Aussage von Gleichung (9.3.2).

Bei dem Gedankenexperiment von Lord Rayleigh handelt es sich um einen Spezial-
fall. Im n#chsten Schritt soll ein etwas allgemeinerer Fall betrachtet werden. Zur Ver-
einfachung wird weiterhin angenommen, daf§ sich die Quelle gradlinig und gleichférmig
mit der Geschwindigkeit

Us = |Us] > ¢ (9.3.3)
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9.3 Quelle mit Uberschallgeschwindigkeit

Abbildung 9.7: Verschiebung der Quellzeiten mit der Beobachtungszeit.

bewegt. Die Machzahl der Quellbewegung ist mit

M, = % > 1 (9.3.4)

gegeben. Im dem eindimensionalen Gedankenexperiment war klar, dal der Beobachter
die herannahende Schallquelle nicht wahrnehmen kann, bevor sie ihn erreicht. Im drei-
dimensionalen Fall stellt sich die Frage, an welchen Orten ein Beobachter die Quelle zu
einem bestimmten Zeitpunkt ¢tz bereits wahrgenommen hat. Die Quelle befindet sich
zur Zeit ty an der Position Zs(ty), die im folgenden als aktuelle Position bezeichnet
wird. Zum Zeitpunkt ¢; — At befand sich die Quelle noch um Ug At vor der aktuellen
Position. Konstruiert man sich um diese Position eine Kugel, deren Radius ¢ At gerade
der Strecke entspricht, die Wellen in der Zeit At zuriicklegen, so haben alle Beobach-
ter innerhalb der Kugel zur aktuellen Zeit t; die Quelle bereits wahrgenommen. Eine
solche Kugel kann nun fiir alle moglichen Werte At konstruiert werden. Die Kugeln
iiberlagern sich zu einem Kegel im Raum. Die Spitze des Kegels befindet sich in der
aktuellen Position der Quelle. Die Situation ist in der Abbildung 9.8 in einem Schnitt
durch die Mitte des Kegels veranschaulicht. Die Quelle bewegt sich von links nach
rechts.

Der resultierende Kegel wird Machscher Kegel genannt. Beobachter aulerhalb des
Kegels haben die Quelle zur Zeit t; noch nicht wahrgenommen. Beobachter auf dem
Kegelmantel erreicht gerade die erste Information von der Quelle. Fiir diese Beobachter
ergibt sich eine ganz besondere Situation. Betrachtet man den deren Beobachtungs-
winkel 6, so ergibt sich

cosf = =— (9.3.5)

61



9 Bewegte Schallquellen

, Us At ,
|

aktuelle

Position
der Quelle

N Kegelmantel

Abbildung 9.8: Zum Machschen Kegel.

Gleichzeitig gilt nach den Uberlegungen aus Abschnitt 9.1 fiir die Beobachtungsmach-
zahl bei gradlinig gleichférmiger Bewegung

M, = Mg cosf (9.3.6)

Zusammen mit (9.3.5) folgt daraus, daf fiir Beobachter auf dem Kegelmatel die Beob-
achtungsmachzahl

M, =1 (9.3.7)

ist. Fiir das beobachtete Drucksignal einer bewegten Quelle gilt allgemein

N
o Q)
V@O =2 i - M

n

(9.3.8)

In dem betrachteten Fall existiert fiir den Beobachter am Kegelmantel nur eine Quell-
zeit 7*. Diese hingt vom Abstand des Beobachters zur aktuellen Quellposition ab. Der
Beobachtungswinkel 6 und die Beobachtungsmachzahl M, sind jedoch fiir alle gleich.
In jedem Fall ist

11— M, (") =0 (9.3.9)

Dies bedeutet, daf} fiir Beobachter am Kegelmantel der beobachtet Schalldruck theo-
retisch unendlich grof wird. Dort sind die Annahmen der Akustik nicht mehr erfiillt.
In der Realitit hort ein Beobachter am Kegelmantel den sogenannten Uberschallknall.
Fiir die Stirke und Form der realen Druckschwankungen im Uberschallknall spielen
nichtlineare Effekte und die Ausdehnung der Quelle eine Rolle.
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9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

In Abbildung 9.8 ist auch der Kegelwinkel ¢ eingezeichnet. Er wird Machscher
Winkel genannt. Die Regeln fiir rechtwinklige Dreiecke ergeben, dafl

1

gelten mufl. Damit héingt der Machsche Winkel mit

1
¥ = arcsin (Ms) (9.3.11)
von der Machzahl der Quellbewegung My ab. Je schneller sich die Quelle bewegt, desto
spitzer wird der Kegel.

Bewegt sich die Quelle nicht gradlinig, kann ebenfalls um jede durchlaufene Position
der Quelle eine Kugel konstruiert werden. Bei einer gekriimmten Bahn entsteht dann
kein Kegel sondern ein Konoid, falls Mg > 1 ist. Es ergibt sich auch in diesem Fall
auf der Oberfliche des Konoids ein Beobachtungswinkel 0 fiir den M, = 1 wird. Die
lineare Theorie liefert entsprechend auch dort einen singuléren Schalldruck.

9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

Bisher wurde die bewegte Punktquelle durch eine Quellverteilung der Form
¢ (@ 1) = Q1) 5(7 — 7o(1)) (9.4.1)

beschrieben. Dies ist formal der einfachste Ansatz. Er entspricht jedoch nicht direkt
einer physikalischen Quelle — wie etwa einer bewegten punktférmigen Massenquelle.
Um dies zu verdeutlichen, wird die linearisierte Kontinuitétsgleichung fiir diesen Fall
betrachtet. Die Massenzufuhr kann durch einen Quellterm auf der rechten Seite aus-
gedriickt werden. Fiir eine bewegte punktformige Massenquelle gilt

/

aa—’; + po div e’ = po3(t) 6(Z — Zs(t)) (9.4.2)
Vereinfachend soll angenommen werden, dafl die zugefiihrte Masse die gleiche Dichte pg
wie das vorhandene Medium besitzt. Mit 5(¢) wird der Volumenanteil der zugefiihrten
Masse zur Zeit t bezeichnet. Damit stellt pg 8 die bereits zugefiihrte Masse pro Volumen
dar, und pg {3 entspricht der zugefithrten Masse pro Zeit und pro Volumen. Die Masse
wird jedoch nur an einem Punkt #s(t) zugefiihrt. Die 0-Funktion sorgt dafiir, daf§ sich
bei Integration iiber ein Volumen um die Quelle herum ein endlicher Massenstrom
(Masse pro Zeit) ergibt.

Wenn die zugefiihrte Masse keinen Impuls besitzt, dann hat die Massenquelle keinen
Einflufl auf die Impulserhaltung. Die linearisierte Euler-Gleichung gilt in der gewohnten
Form:

=/

PO~ 5
Um einer Wellengleichung zu erhalten, differenziert man (9.4.2) nach der Zeit und
bildet die Divergenz von (9.4.3). Die resultierenden Gleichungen werden subtrahiert.

+gradp’ =0 (9.4.3)
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9 Bewegte Schallquellen

Zusitzlich wird die Dichte mit p’ = p’/c? ersetzt. Es ergibt sich die inhomogene Wel-
lengleichung

<Ci2 g—; —~ A) p = Po% {B(t) &( — fs(f))} (94.4)

q(Z,t)

Die rechte Seite entspricht einer Quellverteilung ¢(Z,t). Es zeigt sich, daf die herge-
leitete Quellverteilung nicht der einfachen Punktquelle in (9.4.1) entspricht. Durch die
Zeitableitung auf der rechten Seite ergibt sich eine grundsétzlich andere Form.

Analog kann eine bewegte, punktférmige Impulsquelle betrachtet werden. Fiir die-
sen Fall erhdlt man statt Gleichung (9.4.3) die linearisierte Euler-Gleichung mit Quell-
term auf der rechten Seite:

2/

Po ot

—

+ gradp’ = f(t) §(Z — Zs(t)) (9.4.5)

—

Der Vektor f(t) gibt die Richtung und Stirke des zugefithrten Impulses pro Volumen
zur Zeit t an. Wird ausschliellich Impuls und keine Masse zugefiihrt, dann gilt die
linearisierte Kontinuitétsgleichung

/

3p N
—_— = .4.
ot +po dive’ =0 (9.4.6)

Aus (9.4.5) und (9.4.6) kann in der iiblichen Weise wieder eine Wellengleichung abge-
leitet werden. Es folgt

Auch durch die Impulsquelle erhélt man keine Quellverteilung, die der einfachen Form
in Gleichung (9.4.1) entspricht. Hier ergibt sich durch die rdumliche Ableitung ein
prinzipieller Unterschied.

Zu bemerken ist, dafl die bewegte Massen- und Impulsquelle in der Regel mit-
einander verkniipft sind. Betrachtet man zum Beispiel eine kleine atmende Kugel als
punktférmige Massenquelle, so wird bei Bewegung dieser Kugel auch ein Impuls auf das
Fluid iibertragen. In der Praxis treten die beiden Effekte fast immer in Kombination
auf. Bei der folgenden Untersuchung werden die Fille jedoch getrennt behandelt.

Ableitung im Quellterm

Sowohl die bewegte Massen- und als auch die Impulsquelle werden beide durch Quell-
verteilungen beschrieben, die als Ableitung gegeben sind. Die Gleichung (9.4.4) besitzt

die Form ,
19 )
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9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

Auf der rechten Seite steht die Zeitableitung eines Feldes B(Z,t). Ohne Berandung
kann die Losung dieser inhomogenen Wellengleichung mit

10 (¥, 7)
(Ft) = — = a*y 9.4.9
P(@1) 47T8t/|9:— | ( )

RB
angegeben werden. Dabei tritt eine Zeitableitung vor dem Integral auf. Auch fiir die

Quellverteilung mit rdumlicher Ableitung kann eine Lésung angegeben werden, bei der
die Ableitung vor dem Integral steht. Gleichung (9.4.7) kann als

1 02 8BZ- -

dargestellt werden. Dabei ist B; die Komponente eines Vektorfeldes. Ohne Berandung
lautet die Losung fiir den Schalldruck

/ ) 7) d?“ (9.4.11)

pl( 7 ‘.’E_

47r ox;

Die angegebenen Losungen gelten allgemein fiir beliebige Felder B beziehungsweise B;.
Thre Herleitung ist im Anhang des Skriptes zum ersten Teil der Vorlesung gegeben.

Im n#chsten Schritt sollen die konkreten Quellverteilungen fiir die bewegte Massen-
und Impulsquelle betrachtet werden. Wahlt man

B(&,1) = poB(t) 8(% — (1)) (9.4.12)

dann entspricht (9.4.8) der Gleichung (9.4.4) fiir die bewegte Massenquelle. Setzt man
dieses Feld B in die Losung (9.4.9) ein, ergibt sich fiir die Druckverteilung

N 8/Bﬁﬁ@—@ﬁwgq
p(Z,t) = e 77 d°y (9.4.13)
R3
Im Fall der bewegten Impulsquelle mufl
Bi(Z,t) = — fi(t) 6(& — (1)) (9.4.14)

gewihlt werden, damit (9.4.10) mit (9.4.7) iibereinstimmt. Aus (9.4.11) folgt fiir das
entstehende Druckfeld

d*y (9.4.15)

Die Losung fiir den einfachen bewegten Monopol mit einer Quellverteilung nach
Gleichung (9.4.1) ist mit

p’(f,t)zi / Q(T)Té,g__;S(T)) d*y (9.4.16)
Rg
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gegeben. Der wesentliche Unterschied zu den beiden Losungen (9.4.13) und (9.4.15)
besteht in der Ableitung vor dem Integral. Aufilerdem muf natiirlich in (9.4.15) die
Summe iiber den Index i gebildet werden. Das vorkommende Integral selbst besitzt
jedoch in allen drei Fillen die gleiche Gestalt. Fiir den einfachen bewegten Monopol
wurde die Losung bereits in Abschnitt 9.1 untersucht. Dort konnte das Integral in eine
Summe umgewandelt werden (siche Gleichung (9.1.29)). Die gleichen Umformungen
konnen jetzt auch auf die Integrale in (9.4.13) und (9.4.15) angewendet werden. Die
Ableitungen nach z; und ¢, die vor den Integralen stehen, bleiben von den Operationen
unberiihrt. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 9.1 folgt fiir die bewegte Massenquelle

N

P(F ) = p()%{ 3 %} (9.4.17)

n=1

Die bewegte Impulsquelle hat als Losung

A & S (1)
p'(Z,t) = ~ o, { nzz:l m} (9.4.18)

Dabei miissen die retardierten Zeitpunkte 7,7 die Bedingung
c-(t—17F) =% —Zs(7))] (9.4.19)

erfiillen. Mit N ist die Anzahl aller Lésungen 7,5 gegeben, die die Bedingung (9.4.19)
erfiillen. In (9.4.17) und (9.4.18) ist zu beachten, daf§ auch der Abstand

r= |7 — Zs(r?)] (9.4.20)

und die Beobachtungsmachzahl M, wie die beiden Grofen 8 und f; zu den Quellzeiten
7, zu nehmen sind.

Abschiatzung fiir das Fernfeld

Durch die Ableitungen vor der Summe ist die Richtungsabhéngigkeit des abgestrahl-
ten Schalls in den beiden Loésungen fiir Massen- und Impulsquelle nicht so einfach
ersichtlich. Um sie zu untersuchen, miissen die Ableitungen nach t beziehungsweise x;
berechnet werden. Zunéchst sollen zwei niitzliche Beziehungen angegeben werden. Es
gilt

or* 1

und
87_* _ T — xs,i('r*) (9 4 22)
ox; cr (1 — MT) o

Die beiden Gleichungen ergeben sich durch Differenzieren von (9.4.19) nach t bezie-
hungsweise z; und einigen Umformungen. Der Index n an der Grofle 7% wurde aus
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9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen. Die erste Gleichung wurde bereits im Ab-

schnitt 9.2 hergeleitet und bei der Berechnung der Dopplerverschiebung verwendet.
Zuerst soll die Losung fir die bewegte Massenquelle untersucht werden. In (9.4.17)

kann die Ableitung mit der Summe vertauscht werden. Betrachtet man einen einzelnen

Summanden, so ist
g (. 1 1
il Lo 4.2
ot {5 i 1—M7.|} (94.23)

zu berechnen. Durch Differenzieren des Ausdrucks ergibt sich nach der Produktregel
eine Summe. Bei exakter Rechnung erhélt man jedoch ein relativ uniibersichtliches
Resultat. Es zeigt sich, dafl unter bestimmten Bedingungen zwei der Summanden mit
1/7? abfallen und einer mit 1/r. Fiir die Richtungsabhiingigkeit im Fernfeld r — oo ist
es ausreichend nur den Anteil zu betrachten, der am schwéchsten mit r abfillt. Bei einer
genauen Betrachtung miifite strenggenommen die absolute Groflie der einzelnen Anteile
miteinander verglichen werden. Dann kénnte man angeben, ab welchen Abstand r der
1/r-Anteil die Lésung dominiert. Da die Betrachtung ohnehin relativ kompliziert ist,
wird auf eine solche Analyse verzichtet. Der Begriff “Fernfeld” wird hier einfach fiir
den &ufleren Bereich verwendet, in dem die Lésung in guter Ndherung mit 1/r abfillt
und der 1/72-Anteil abgeklungen ist, ohne wie bisher eine Bedingung direkt an den
Abstand (z.B.: 7 > X) zu stellen.

Um eine Naherungslosung fiir grofie Abstéinde r zu bestimmen, werden zunéchst
die Ableitungen der einzelnen Faktoren in (9.4.23) untersucht. Es gilt

9B or

a - .
5 B(r*) = ey (9.4.24)
Mit der Schreibweise .
g = 08 (9.4.25)
Corx o
folgt daraus
2 e = ey — (9.4.26)
ot P\ T T o

Dieser Ausdruck fillt offensichtlich nicht mit dem Abstand r ab. Nach der Produktregel
ist das Ergebnis noch mit dem zweiten und dritten Faktor in (9.4.23) zu multiplizieren.
Insgesamt ergibt sich dann ein Ausdruck, der wegen des zweiten Faktors mit 1/r
skaliert.

Fiir die Ableitung des zweiten Faktors in (9.4.23) folgt

0 (1 1 or or*
(’%{}87875 (9-427)

Die Ableitung dr/07* gibt die Anderung des Beobachtungsabstandes bei Variation der
Quellzeit 7* an. Sie entspricht damit der Komponente der Geschwindigkeit der Quelle
in Richtung des Beobachters. Nach (9.2.7) gilt

or 0
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9 Bewegte Schallquellen

Dieser Ausdruck skaliert nicht mit dem Abstand r. Man erhélt die Proportionalitéit

0 (1 1

vk Bl e 9.4.29

ot { r } r2 ( )
Damit liefert der Summand mit der Ableitung des zweiten Faktors in (9.4.23) nur einen

1/r%-Anteil an der Gesamtlésung.
Zuletzt wird die Ableitung des dritten Faktors betrachtet. Es gilt

8{ 1 } 1-M, OM,

o \1=M, ) [T—MP ot
(9.4.30)
_ 1-M, oM, or*
1= M, or* ot
Mit der Schreibweise OM
M, r (9.4.31)
ar*

und der Bezichung (9.4.21) folgt

) 1 M,
- = 4.32
8t{|1MT} 1 — M, |3 (9-4.32)

Es stellt sich die Frage, wie dieser Ausdruck mit dem Abstand skaliert. Die Antwort
darauf ist nicht so einfach zu geben, da M, entscheidend von der Bewegung der Quelle
abhéngt. Im Spezialfall der gleichférmig, gradlinigen Bewegung gilt

M, = M cos (6(Z,7%)) (9.4.33)

und die Machzahl der Quellbewegung Mj ist eine Konstante. Damit hingt M, nur
von dem Beobachtungswinkel 6 ab. Anschaulich ist klar, daf} sich dieser Winkel fiir
groBe Abstinde r nicht so schnell #ndert wie bei kleinen Abstéinden. Damit fillt M,
irgendwie mit r ab.

Ist jedoch die Bewegung der Quelle nicht gradlinig, dann kann unter Umsténden
M, unabhingig vom Abstand r sein. Ein Beispiel dafiir ist eine Quelle, die sich mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit auf einer Kreisbahn bewegt. In einem Moment be-
wegt sich die Quelle auf den Beobachter zu und dann wieder von ihm weg. Auch fiir
grofe Absténde r fillt die Rate, mit der sich die Beobachtungsmachzahl M, &ndert,
nicht ab. In diesem Fall skaliert Mr nicht mit r.

Zur Vereinfachung wird fiir die weiteren Uberlegungen eine gleichférmig gradlinige
Bewegung angenommen. Aus (9.4.33) folgt

00

M, = — M sin(6) 5
—

(9.4.34)

Betrachtet man die zeitliche Anderung des Beobachtungswinkels, ergibt sich aus geo-

metrischen Uberlegungen
00  sinf
= |7, 9.4.35
— =g (9.4.35)
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9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

Die Winkeldnderung ist am grofiten, wenn sich die Quelle gerade tangential zum Beob-
achter bewegt. Vergrofiert sich der Abstand so fillt 90/07* mit 1/r ab. Offensichtlich
gilt fiir eine Quelle mit gleichférmig, gradliniger Bewegung

o
M, ~ = (9.4.36)
T

Daraus folgt insgesamt

0 1 1

Durch Multiplikation dieses Ausdrucks mit dem ersten und zweiten Faktor in (9.4.23)
ergibt sich insgesamt ein Anteil, der mit 1/r? skaliert.

Somit fillt nur der Anteil, der durch Differenzieren des ersten Faktors entsteht, mit
1/r ab. Alle anderen Anteile sind proportional 1/7%. Aus (9.4.26) folgt

0 3 B 3
E{M——W} roo 7“|1 _Mr|(1 — Mr) (9‘4.38)

Damit kann das resultierende Druckfeld angegeben werden. Fiir die punktformige Mas-
senquelle, die sich gleichfoérmig und gradlinig bewegt, ergibt sich

p'(Z,1)

N ..
pofB(7y)

rooco nz::l 4rr (1 — M) |1 — M, (9-4.39)
Zu beachten ist, dafl diese Beziehung wirklich nur fiir eine unbeschleunigte Quellbewe-
gung gilt. Fiir diesen Spezialfall kann jetzt die Richtungsabhingigkeit des erzeugten
Schallfeldes fiir weit entfernte Beobachter betrachtet werden. Im Vergleich zur einfa-
chen Quelle nach (9.4.1) findet man einen zusétzlichen Faktor (1 — M,) im Nenner.
Die Richtungsabhéngigkeit ist bei der bewegten Massenquelle stérker. Ist zum Beispiel
M, = 0.5, so ergibt sich nach (9.4.39) eine Verstédrkung um den Faktor vier. Im Fall
der bewegten einfachen Quelle betrigt der Faktor nur zwei.

Fernfeld der bewegten Impulsquelle

Im folgenden soll auch noch die Losung fiir die bewegte Impulsquelle hergeleitet wer-
den. Dazu mufl die Ableitung

(%{ - % e —1M7-| ) (9.4.40)

berechnet werden. Das weitere Vorgehen ist analog zu der vorherigen Herleitung. Zu
beachten ist, dal die Grofen r und M, zur Quellzeit 7* zu nehmen sind. Diese Zeit
héngt von der Beobachtungsposition z; ab. Die Gréflen r und M, sind zusétzlich noch
direkt von x; abhéngig. Dadurch ergeben sich etwas kompliziertere Ausdriicke als im
Fall der Massenquelle. Die Ableitung des ersten Faktors in (9.4.40) ergibt

0 L of o, or

0x; F(r7) = or*  Ox; fi ox; (9.4.41)
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9 Bewegte Schallquellen

mit der Schreibweise

.
= Ot (9.4.42)
aT*
Fiir den zweiten Faktor erhélt man
0 1 1 0
—— = — — —{r(Z, 7" 9.4.43
ox; {7‘(3?0’7 T*)} 72 8xi{r(m’7- )} ( )
Es wird die Ableitung von r(Z, 7*) nach x; benotigt. Fiir diese ergibt sich
O . v 9L, L, . Or or | or*
Oz; (@)} = 3@’:5 ()| = Ox;lm  Or*lz Ox;
(9.4.44)
Ti— Tsi or*
=TS oM.
r o ox;
Damit folgt
0 (1 T —xg; cM, OT*
-y =——" 9.4.45
0x; {r} r3 + r2 Ox; ( )
Die Ableitung 07*/0x; skaliert nach (9.4.22) nicht mit dem Abstand. Es gilt daher
0 1 1
- - Y= 9.4.46
ox; {r(f, T*) } 72 ( )

Als letztes mufl noch die Ableitung des dritten Faktors gebildet werden. Es ergibt sich

8 1 17M'r 3 ok
dx; {Il - MTI} - M3 a—xi{Mr(ﬂ%T )} (9.4.47)

Im folgenden wird wieder nur der Fall einer gleichférmig, gradlinigen Bewegung der
Quelle betrachtet. Das heifit, es gilt (9.4.33) mit einem konstanten Wert Mg. Damit

ergibt sich
or*
9.4.48

06
6$i

Die Summanden in der geschweiften Klammer fallen beide mit dem Abstand ab. Aus

00
(9.4.35) folgt, dafl der zweite Summand mit 1/r skaliert. Die Ableitung 3

i lT*
bisher noch nicht betrachtet. Aus geometrischen Griinden ist jedoch klar, dafy die Win-
keldnderung durch eine Verschiebung des Beobachtungsortes bei fester Quellposition

umgekehrt proportional zum Abstand r ist. Damit gilt fiir grofe Absténde

0
axi

00

T* or*

0 S .
a—xi{Mr(.’L‘,T )} = —Mgsin(0) {

wurde

{Mr(f> T*)} ~ % (9.4.49)

Die Ableitung (9.4.40) liefert also auch nur einen Anteil, der mit 1/r skaliert. Die
anderen beiden fallen mit 1/r% ab. Fiir groBe Abstéinde ist nur der Anteil, der sich
durch die Ableitung des ersten Faktors ergibt, zu beriicksichtigen. Multipliziert man
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9.4 Bewegte Massen- und Impulsquelle

die rechte Seite von (9.4.41) mit den zweiten und dritten Faktor ergibt sich unter
Beriicksichtigung von (9.4.22)

1 .
= S = 9.4.50
ox; {rl—Mr|} r—oo 1 (1—M,.)|1— M,| ( )
Dabei wurde die Abkiirzung
T — Ts,g - f—fs
fr:fi'(_, ﬁ)zf-(q q) (9.4.51)
|Z — Zs] T — |

verwendet. Die Grofle f;. entspricht — analog zu M,. — der Komponente der Impulsquelle
in Richtung des Beobachters.

Fiir die Druckverteilung der gleichformig, gradlinig bewegten Impulsquelle erhilt
man schlieflich

P'(Z,1)

N .
_ fr(mh)/e
r—oo n; 4 (1 — M) |1 — M, | (94.52)

Die Richtungsabhéngigkeit dieser Losung ist nicht nur durch die (1 — M,.)-Terme im
Nenner gegeben, sondern auch fr hangt von der Beobachtungsrichtung ab. Dabei ist
die Richtung des zugefithrten Impulses ausschlaggebend. Senkrecht zu dieser Rich-
tung wird kein Schall abgestrahlt. Daran &ndern auch die Verstarkung beziehungs-
weise Abschwéchung durch die Bewegung der Quelle nichts. Eine unbewegte Impuls-
quelle erzeugt ein Dipolfeld. Die Richtungsabhéngigkeit des Dipolfeldes wird mit der
Verstiarkung beziehungsweise Abschwéchung durch Bewegung iiberlagert.

Um eine Uberblick zu geben, sind fiir die verschiedenen Quelltypen die Abhéngig-
keiten des Schalldrucks im Fernfeld von der Beobachtungsmachzahl M, in der Tabelle
9.1 zusammengefafit. Zu beachten ist, da§ die Proportionalititen in b) und c) nur fiir
den Fall der gleichférmig, gradlinigen Bewegung gelten. Die Formel fiir den punktformi-
gen Quadrupol in ¢) wird hier nur angegeben und nicht hergleitet.

Beschleunigt bewegte Massenquelle

Die Losungen (9.4.39) und (9.4.52) werden durch die instationére Massen- und Im-
pulszufuhr bestimmt. Falls 3 = 0 und f, = 0 sind, ergeben sich bei gleichférmig,
gradlinigen Bewegung der Quellen nur Druckfelder, die mit 1/r? abfallen. Dies #indert
sich jedoch bei beschleunigter Bewegung der Quelle. Dann gilt die Proportionalitét
(9.4.36) nicht mehr. Der Ausdruck in Gleichung (9.4.32) fillt nicht mehr notwendiger-
weise mit 1/r ab. Damit dominiert der entsprechende Summand die Lésung. In dem
Fall 3 = 0 ergibt sich fiir eine bewegte Massenquelle das Druckfeld

_ pOﬁ(T:;) Mr
r—00 1 477 ‘1 - ]\47n|3

(9.4.53)

Fiir eine unbeschleunigte Bewegung ist im Fernfeld M, ~ 1 /r, und der Ausdruck in
(9.4.53) fallt mit 1/r2 ab. Wird jedoch die Massenquelle zum Beispiel entlang einer
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9 Bewegte Schallquellen

a) Einfache Quelle (rein formal)

b) Massen- und Impulsquelle

a(%,1) = po % {8 6@ - 7))} - a% {£i) o
o 1

¢) Quadrupol-Quelle

0(2.) = G {0 86 - 2.0}
p/(f, t) ~ (1 71]\47“)3

Tabelle 9.1: Abhéingigkeit des Schalldrucks im Fernfeld von der Beobachtungsmach-
zahl: Gegeniiberstellung der verschiedenen Quelltypen; b) und c¢) bei

gleichférmig gradliniger Bewegung.

Geraden periodisch hin- und herbewegt, ist M, in Richtung der Bewegung unabhingig

von r. Der Schalldruck fillt dann mit 1/r im Fernfeld ab.

Anschaulich bedeutet dies, dal eine punktférmige Massenquelle mit zeitlich kon-
stantem Massenflufl nur effizient Schall abstrahlt, wenn sich die Quelle beschleunigt
bewegt. Bei einer ruhenden oder eine gleichférmig, gradlinig bewegten Massenquelle
fihrt nur die instation&re Schwankung des Massenflusses zu einer Schallabstrahlung

ins Fernfeld.
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10 Schallfelder umstromter Korper

10.1 Formale Darstellung von bewegten Fldchen

Das Vorhandensein eines Korpers erfordert bei der Losung der Wellengleichung die
Erfiillung von Randbedingungen an dessen Oberfliche. Bei einem festen undurchléssi-
gen Korper ist dies eine sogenannte NichtdurchfluBbedingung. Eine solche Bedingung
wurde auch bei der Behandlung der atmenden Kugel angewendet. Die formale Be-
schreibung der Randbedingung bei der atmenden oder vibrierenden Kugel war auf
Grund der Symmetrie relativ einfach. Ebenso konnten die Losungen der Wellenglei-
chung fiir diese Fille sozusagen durch “Probieren” gefunden werden. Bei einem beliebig
geformten Korper, der sich irgendwie verformt, kann allein die formale Beschreibung
der Oberflaichenbewegung schon eine grofiere Schwierigkeit darstellen. Entsprechend ist
die Losung der Wellengleichung viel aufwendiger. In jedem Fall ist jedoch eine formale
Darstellung notwendig.

Im folgenden soll eine spezielle Methode vorgestellt werden, um eine beliebig be-
wegte Flidche im Raum zu beschreiben. Ein naheliegender Ansatz ist es, die Fliache zu
parametrisieren. Dann kann die Position der Punkte auf der Oberfliche in Abhéngig-
keit der Parameter und der Zeit mit Funktionen dargestellt werden. Fiir allgemeine
Herleitungen ist jedoch ein ganz anderer Ansatz viel besser geeignet. Dazu wird eine
Hilfsfunktion f(Z,t) auf spezielle Weise definiert. Gegeben sei ein zeitlich verinderli-
ches Volumen mit der Oberfliche S. Zur formalen Beschreibung der Oberfliche wird
die Hilfsfunktion so konstruiert, daf} folgende Bedingungen erfiillt sind:

f(Z,t) <0 falls # innerhalb von V
f(Z,t) >0 falls & aulerhalb von V (10.1.1)
f(#,t) =0 auf der Oberfliche S

Die Verhéltnisse sind in Abbildung 10.1 veranschaulicht. Die Hilfsfunktion soll stetig
und fast tiberall differenzierbar sein. Zusétzlich soll die Bedingung

gradf(Z,t) # 0 auf der Oberfliche S (10.1.2)

gelten. Dabei ist zu bemerken, daf der Gradient von f(&,¢) nicht immer iiberall defi-
niert sein kann. Der Gradient von f(Z,t) zeigt auf S in Richtung des Normalenvektors
7. An Stellen, an denen die Oberfléiche eine Kante besitzt, ist die Normalenrichtung
nicht eindeutig festgelegt. Entsprechend ist dort f(&,t) nicht differenzierbar und der
Gradient ist nicht definiert. Die Bedingung (10.1.2) kann an diesen Stellen nicht gel-
ten. Um die Betrachtungen nicht unnétig kompliziert zu gestalten, soll im weiteren
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10 Schallfelder umstrémter Korper

f(@ 1) >0

Abbildung 10.1: Hilfsfunktion f(Z,t) bei Volumen V mit Oberfliche S.

von diesen Schwierigkeiten abgesehen werden. Es wird angenommen, die Oberfliche
sei “gutmiitig” in dem Sinn, daf sie keine Kanten besitzt und eine differenzierbare
Hilfsfunktion erlaubt.

Anschaulich ist klar, daB fiir alle moglichen Bewegungen der Oberfléiche S eine sol-
che Hilfsfunktion f(Z,t) gefunden werden kann. Die Hilfsfunktion ist natiirlich nicht
eindeutig. Umgekehrt wird jedoch durch die Hilfsfunktion die Bewegung von S eindeu-
tig festgelegt. Als Beispiel soll f(Z,t) fiir eine einfache Geometrie angegeben werden.
Betrachtet wird die Oberfliche einer atmenden Kugel, deren momentaner Radius mit
a(t) vorgegeben ist. Der Kugelmittelpunkt befindet sich an der Stelle Zy. Eine mogliche
Wahl der Hilfsfunktion lautet

(&, t) = |Z — Zo|® — a®(t) (10.1.3)

Die Quadrate dienen dazu, die Funktion auch an der Stelle Z( differenzierbar zu ma-
chen.

Das Konzept der Hilfsfunktion f(Z,t) soll bei einigen Herleitungen verwendet wer-
den. Dabei ist nicht die konkrete Form der Hilfsfunktion im Einzelfall wichtig, sondern
die Existenz und einige allgemeine Relationen, die im Folgenden betrachtet werden. Da
der Normalenvektor 77 parallel zum Gradient von f(Z,t) ist gilt auf S bei f(Z,t) =0
die Beziehung

Z,t)
(T . 10.1.4
0= lerad £(z.0) 1oLy
Damit kann 7 direkt aus f(Z,t) berechnet werden.
Bei Bewegung der Oberfliche muf3
0
8—{ £0  bei  f(&@t)=0 (10.1.5)

gelten. Ist die Hilfsfunktion bei S zeitlich konstant, dann liegt keine Bewegung vor.
Neben dieser grundsétzlichen Aussage, kann auch eine quantitative Beziehung zwischen
der Oberflichenbewegung und der Hilfsfunktion f(Z,t) gefunden werden. Dazu wird

74



10.1 Formale Darstellung von bewegten Fldchen

Abbildung 10.2: Zur Definition der Normalengeschwindigkeit .

die Normalengeschwindigkeit u eingefiihrt. Dies ist die Geschwindigkeit mit der sich
ein Punkt auf S in Richtung von 7 bewegen. Wie in der Abbildung 10.2 dargestellt
ist, steht u definitionsgem&fl immer senkrecht auf S.

Um eine formale Beziehung zu erhalten, wird das totale Differential

of of
af = (at)dtJr (ax) da; (10.1.6)
betrachtet. W#hlt man sich einen Punkt auf der Oberfliche S aus, so wird dieser bei
Bewegung der Oberfliche ebenfalls verschoben. In einem infinitesimalen Zeitabschnitt
dt ergibt sich die Verschiebung dxl(»s). Das hochgestellt S soll kennzeichnen, daf} es
sich um einen Punkt auf S handelt. Da auf S die Hilfsfunktion immer gleich Null ist,
ergibt sich df = 0 fiir diesen Punkt. Es gilt damit

(%) dt + (gj) dz{¥ =0 (10.1.7)

Allerdings ist die Verschiebung des Punktes auf der Oberfléiche nicht eindeutig, da
die Punkte auf der Oberfliiche bei der gegebenen Methode im Gegensatz zu einer
Parametrisierung nicht gekennzeichnet sind.

In Abbildung 10.3 sind drei mogliche Verschiebungen dargestellt. Die durchgezo-
genen Linien reprasentieren die Oberfliche S zu zwei Zeitpunkten, zwischen denen die
infinitesimale Zeit d¢ vergangen ist. Die hell gefiillten Punkte stellen mogliche neue
Positionen des schwarz gefiillten Punktes dar. Fiir alle Verschiebungen gilt (10.1.7).

Betrachtet man ausgewéhlt nur die Verschiebung in Richtung von 7, so gilt

dz_f':) — (10.1.8)
Aus (10.1.7) folgt daher
% +u gi —0 (10.1.9)
oder in vektoriellen Schreibweise
% +dgrad f=0 (10.1.10)
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10 Schallfelder umstrémter Korper

Abbildung 10.3: Verschiebung der Punkte auf S bei Bewegung.

Diese Beziehung zwischen den Ableitungen der Hilfsfunktion f und der Normalenge-
schwindigkeit wird im folgenden Abschnitt benotigt.

10.2 Die Lighthill-Gleichung mit Berandung

Die Lighthill-Gleichung stellt eine inhomogene Wellengleichung fiir die Dichteschwan-
kung dar. Ohne Berandung kann die Losung direkt angegeben werden. Die Quellstérke-
verteilung wird mit einer einfachen Greenschen Funktion multipliziert und {iber den
gesamten Quellbereich integriert. Dies ist nicht mehr so einfach moéglich, wenn sich fe-
ste Korper im Raum befinden. Innerhalb der Kérper gilt die Wellengleichung nicht. An
den Oberflichen der Kérper miissen Randbedingungen erfiillt werden. Dadurch wird
die Bestimmung des Schallfeldes deutlich erschwert. Es existiert ein Weg eine Wellen-
gleichung so umzuformen und zu erweitern, dafl eine Losung auch mit der einfachen
Greenschen Funktion berechnet werden kann. Dies soll hier fiir die Lighthill-Gleichung
durchgefiihrt werden. Die Losung der erweiterten Lighthill-Gleichung fithrt dann auf
die Gleichung von Ffowcs-Williams und Hawkings. Hier soll die erweiterte Lighthill-
Gleichung zunichst abgeleitet werden. Die Uberlegungen gehen von einem Volumen V/
mit einer Oberfliche S aus. Die Oberfldche wird durch eine Hilfsfunktion f(&,t), wie
sie im letzten Abschnitt eingefithrt wurde, beschrieben.

Die Herleitung entspricht in weiten Teilen der Herleitung der Lighthill-Gleichung.
Es wir jedoch noch eine kleine Vorbereitung benétigt. Fiir die Heaviside-Funktion H (z)
gilt allgemein

H(x)=

{ 1 fir >0 (10.2.1)

0 fir <0

Wird die Hilfsfunktion f(Z,t) als Argument der Heaviside-Funktion eingesetzt, ergibt
sich ein Ausdruck, der innerhalb des Volumens V' verschwindet und auflerhalb gleich

76



10.2 Die Lighthill-Gleichung mit Berandung

FEins ist. Das bedeutet, es ist

1 fir £¢V; f(@t)>0 (10.2.2)
oy 2.

HeEn={ 5 f reviien o

Fiir den weiteren Uberlegungen spielt der Ausdruck H(f) eine zentrale Rolle.

Wie bei der Herleitung der Lighthill-Gleichung wird auch hier mit den nichtlinea-
ren Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls begonnen. Die beiden Gleichungen
werden zunéchst auf spezielle Weise umgeformt. Zuerst wird die Kontinuitdtsgleichung

dp
n + oz, (pvi)
mit dem Ausdruck H(f) multipliziert. Es ergibt sich

=0 (10.2.3)

0 0
Zp— —(pv) Y H(f) = 10.2.4
{500 =)+ g (o) f H(P) =0 (10.2.4)
Dabei ist mit pg eine frei wihlbare Konstante eingefiihrt worden, deren zeitliche Ablei-
tung gleich Null sein muf. Der Ausdruck H(f) kann in die Ableitungen hineingezogen
werden. Es folgt

2l o-mrn} +5-{ewm)

5 5 (10.2.5)
= (p=po) 5 {H(N} + (o) 53— {H())}

K3
Es ist zu bemerken, dafl die Ableitung der Heaviside-Funktion nur als verallgemeiner-
te Funktion — die §-Funktion — definiert ist. Fiir die weiteren Umformungen werden
daher auch die verallgemeinerten Funktionen zugelassen. Fiir die Zeitableitung auf der

rechten Seite folgt
0 dH Of af
9y 115}:_._:5 97 10.2.6
SAUE | =45 =0 G, (10.2.6)
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist nur bei f(#,t) = 0 — also auf der Oberfléche
S — von Null verschieden. Dort gilt die Gleichung (10.1.9). Sie stellt eine Beziehung
zwischen der Normalengeschwindigkeit @ und den Ableitungen von f(&,t) dar. Mit ihr
kann die Zeitableitung 0f /0t dort, wo f(Z,t) = 0 gilt, ersetzt werden. Es folgt

d . o of
G HUE) | = —ug-o(f) (10.2.7)
Fiir die rdumliche Ableitung ergibt sich entsprechend
O iy~ M08 0F
oz, {H(f(x,t))} T Adf oz, ox 5(f) (10.2.8)

Setzt man die beiden Ableitungen auf der rechten Seite von Gleichung (10.2.5) ein,
erhilt man

2o pmn} +

6(; {(pvi)H(f)} = {p(vi —u;) + poui} (% 5(f)  (10.2.9)
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10 Schallfelder umstrémter Korper

Diese Beziehung stellt eine Erweiterung der Kontinuitétsgleichung dar. Die rechte Seite
ist nur auf der Oberfliche S von Null verschieden. Die linke Seite ist innerhalb des
Volumens V' gleich Null. Dies bedeutet, daf sich innerhalb von V' die Gleichung (10.2.9)
auf die Trivialitdt 0 = 0 reduziert.

Die Kontinuitétsgleichung (10.2.3) beschreibt die Dichteiinderung in dem Fluid.
Sie wird nicht innerhalb eines Korpers angewendet, der sich im Strémungsfeld befin-
det. Falls ein Kérper vorhanden ist, wird auf dessen Oberfliche eine Randbedingungen
erfiillt. Dies kann zum Beispiel bei einer festen Oberflache eine NichtdurchfluSbedin-
gung sein. Im Gegensatz dazu kann Gleichung (10.2.9) ohne Probleme im gesamten
Raum angewendet werden, auch wenn sich ein Kérper im Stromungsfeld befinden. Es
muf} nur die Hilfsfunktion f(Z,t) so gewiihlt werden, daf} sich der Kérper innerhalb des
Volumens V' befinden. Dabei ist auch der Spezialfall erlaubt, dafl S mit den Kérpero-
berflachen iibereinstimmt. Dann entspricht das Volumen V' genau dem Korpervolumen.
Im Korper gilt f(Z,t) < 0 und Gleichung (10.2.9) wird zu 0 = 0. Das bedeutet, Glei-
chung (10.2.9) gilt im gesamten Raum und geht sozusagen “durch den Korper”. Es
muf} keine Randbedingungen erfiillt werden. Die Randbedingungen wurde gegen den
zusétzlichen Term auf der rechten Seite von Gleichung (10.2.9) “eingetauscht”.

Analog zur Kontinuititsgleichung kann auch die Impulsgleichung umgeformt wer-
den. Dabei wird von der Form

0 0
=7 (pvi) + 5 — (P V) = 10.2.1
at(pvl) + 8xj( 57+ poiv;) =0 (10.2.10)
mit der Abkiirzung
Pij = (p—po)dij — 7ij (10.2.11)

ausgegangen. Die Grole 7;; bezeichnet den Spannungstensor. Es wurde auch hier wie-
der eine frei wihlbare Konstante pg eingefiihrt, deren rdumliche Ableitung verschwin-
det. Die Umformung der Impulsgleichung liefert das Ergebnis

S (o0} + 5 { (R + ) 1)} = {omtos =) + P} L0

(10.2.12)
Genau wie (10.2.9) gilt Gleichung (10.2.12) im gesamten Raum und auch in einem
Korper, wenn f(Z,t) geeignet gewihlt wird. Aus der umgeformten Kontinuitéitsglei-
chung und Impulsgleichung kann eine Wellengleichung hergeleitet werden. Dazu wird
(10.2.9) partiell nach der Zeit abgeleitet und die Divergenz von (10.2.12) gebildet.
Die Ergebnisse werden voneinander abgezogen. Dabei heben sich wie gewthnlich zwei
Terme auf der linken Seite gegeneinander auf. Es ergibt sich

(92

T {o-mun}t -2

8@:5]»

— % ({p(vz - uz) + pOUi} (;9_31 5(f)> - 82‘1 ({Pvi(vj — ’LLj) + P”} g—a{: 5(f)>
(10.2.13)

{(-Pij + Pvivj)H(f)}
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10.2 Die Lighthill-Gleichung mit Berandung

Das Resultat besitzt allerdings noch nicht die Form einer Wellengleichung. Um dies
zu erreichen wird — analog zur Herleitung der Lighthill-Gleichung — auf beiden Seiten
der Ausdruck
2 _ 2
e a{(p-po)H(N)} =

82

{(p - pO)éin(f)} (10.2.14)

821?i$]’

subtrahiert. Dabei ist ¢ zunichst eine frei wiahlbare Konstante, die fiir sinnvolle An-
wendungen spiiter gleich der Schallgeschwindigkeit gesetzt wird. Zusétzlich wird der
zweite Term auf der linken Seite von (10.2.13) durch Addition auf die rechte Seite
gebracht. Man erhélt schlieflich
0? 9 02
7o)}
(55 —<a){(—p0)H () Geea,

+% ({p(vi —u;) + POUi} % 5(f)> (10.2.15)

_8?52» <{Pvz‘(“j —uj) + Pij} 887][ 5(f)>

{Tin(f)}

J
mit dem Lighthillschen Spannungstensor
T;j = pvivj + Pij — 02(p — p0)0ij (10.2.16)
Gleichung (10.2.15) stelle eine inhomogene Wellengleichung fiir den Ausdruck
(p=po) - H(f) =p"- H(f) (10.2.17)

mit Quelltermen auf der rechten Seite dar. Sie folgt ohne Ndherungen aus den nicht-
linearen Erhaltungsgleichungen. Vereinfacht kann Gleichung (10.2.15) als

(2 - ea){pun) =@ (10.2.18)

geschrieben werden. Der Ausdruck auf der linken Seite ist linear. Alle Nichtlinearitédten
sind in dem Quellterm ¢(Z, t) enthalten.

Fiir den Fall, da8 iiberall f(&,¢) > 0 und damit H(f) = 1 gilt, reduziert sich
(10.2.15) erwartungsgemifl auf die Lighthill-Gleichung

> ’A o T;; 10.2.19
(W_C )p_al‘il'j E ( o )
Die Lighthill-Gleichung gilt nur innerhalb des Fluids. Befinden sich ein Kérper im
Stromungsfeld miissen entsprechend Randbedingungen erfiillt werden. Dagegen gilt
die erweiterte Gleichung (10.2.15) iiberall. Dies hat den Vorteil, dafl ihre Losung mit
Hilfe einer einfachen Greenschen Funktion berechnet werden kann. Das bedeutet, die
Losung der erweiterten Gleichung kann in jedem Fall durch das Integral

= —

[ H(PHE ) = - /Q(g’tw?yﬁ'/@ & (10.2.20)
IRS
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10 Schallfelder umstrémter Korper

dargestellt werden. Diese einfache Form der Losung ist bei der Lighthill-Gleichung nur
moglich, falls sich keine Korper im Stromungsfeld befinden.

Die erweiterte Form der Lighthill-Gleichung geht auf die Uberlegungen von Ffowcs-
Williams und Hawkings zuriick. Historisch wurde allerdings zuerst eine spezielle
Losung der Gleichung (10.2.15) angegeben, bevor die Gleichung selbst abgeleitet wur-
de. Die spezielle Losung wurde aus der Losung der Lighthill-Gleichung durch Um-
formungen gewonnen. So wird in der Literatur uneinheitlich manchmal die speziel-
le Losung und manchmal die Differentialgleichung (10.2.15) als “Ffowcs-Williams-
Hawkings-Gleichung” bezeichnet. Die erwdhnte spezielle Losung wird in einem der
folgenden Abschnitte noch vorgestellt.

10.3 Quellen auf festen Oberflachen

Zur sinnvollen Anwendung der erweiterten Lighthill-Gleichung muf} die Hilfsfunkti-
on f(#,t) und damit die Oberfliche S geeignet gewihlt werden. Wenn S mit der
Oberfliche eines undurchldssigen Korpers iibereinstimmt, ergeben sich einige Verein-
fachungen, die im folgenden vorgestellt werden sollen. Dazu wird nur der flichenhafte

Anteil
0 0
q(@,t) =+§ ({P(Ui —u;) + Poui} ai 5(f)>

—ai ({Pvi@j —uj) + Pij}% 5(f))

(10.3.1)

J

der Quellverteilung betrachtet. Dieser ist ausschliellich auf der Oberfldche S aktiv, da
sonst tiberall 6(f) = 0 gilt.

In dem mit der Koérperoberfliche mitbewegten Bezugssystem darf die Geschwindig-
keit des Fluids keine Komponente senkrecht zur Oberflache besitzen, um die Bedingung
der undurchléssigen festen Wand zu erfiillen. Ist ¥ die Normalengeschwindigkeit der
Oberfliche und ¥ die Geschwindigkeit des Fluids, so ist die Geschwindigkeit im mitbe-
wegten System durch die Differenz v'— @ gegeben. Dieser Differenzvektor mufl senkrecht
auf dem Normalenvektor 7 stehen. Die Situation ist in Abbildung 10.4 dargestellt. Es
gilt

(Ui - ul) n; = 0 (10.3.2)
Mit dieser Beziehung lassen sich die Oberflichenquellterme deutlich vereinfachen, da
einige Anteile herausfallen. Dazu wird der Gradient von f in der Form

of
Froe n; |grad f| (10.3.3)
in (10.3.1) eingesetzt. Man erhalt
L., 0 0
(,0) =+ {povins lgrad £160)} = - {Pymylerad f10()} (103.4)

Dabei sind wegen (10.3.2) die Terme mit (v; — u;) herausgefallen.
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10.3 Quellen auf festen Oberfléichen

Abbildung 10.4: Zur Randbedingung an einer bewegten undurchlissigen Wand.

Ublicherweise werden die Quellverteilungen noch kompakter dargestellt, in dem die
Abkiirzungen

Uy = |U] = uiny; (10.3.5)
und
li = Pyjnj = (p — po) ni — mijn; (10.3.6)
eingefiihrt werden. Es ergibt sich dann
S 0 0
(@) = + 5 { poun lerad F16(7) } = 5= { arad £15(5)} (10.3.7)

Der Vektor [; entspricht einer lokalen Kraft pro Fliche, die von dem Korper auf das
Fluid ausgeiibt wird. Dabei sind Anteile aus dem Druck und den Schubspannungen
enthalten. Durch eine Kraft wird ein Impuls auf das Medium iibertragen. Fiir eine
bewegte punktférmige Impulsquelle ergab sich in Abschnitt 9.4 eine Quellverteilung
der Form

g(T,1) = —8%{ Filt) 6(Z — fs(t))} (10.3.8)

Dabei war f; eine Kraft pro Volumen. Der [;-Term in (10.3.7) stellt damit das flichen-
hafte Gegenstiick zu der punktférmigen Quellverteilung dar. Er reprisentiert sozusagen
eine flichenhafte Impulsquelle, die bewegt sein kann.

Analog kann auch der erste Quellterm auf der rechten Seite in (10.3.7) physikalisch
gedeutet werden. Die Grofle p,u,, entspricht einer verdringten Masse pro Fliache und
pro Zeit. Fiir eine bewegte punktférmige Massenquelle ergab sich eine Quellverteilung

o#0) = 2 pp0)a(E - 7.(0) ) (10.3.9)
Dabei war pOB (t) eine verdringte Masse pro Volumen und pro Zeit. Der p,u,-Term in
(10.3.7) kann somit als bewegte flachenhafte Massenquelle angesehen werden.
Anscheinend kann die Randbedingung an einem festen Koérper im Stromungsfeld
gerade durch eine Uberlagerung aus Massen- und Impulsquelle auf der Korperober-
flache ersetzt werden. Anstatt die Randbedingung zu erfiillen, werden die zusétzlichen
Quellterme mit berticksichtigt.
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10 Schallfelder umstrémter Korper

Zu bemerken ist, da bisher keine Ndherungen — wie etwa eine Linearisierung —
in die Uberlegungen mit eingeflossen ist. Die abgeleiteten Beziehungen einschlieBlich
der Ausdriicke auf der rechten Seite sind eine direkte Folgen der Kontinuitdts- und der
Impulsgleichung. Sie wurden lediglich im akustischen Sinn als Quellterme interpretiert.

10.4 Integration der Quellen auf einer bewegten Fldache

Betrachtet wird eine Modellquellverteilung, die bis auf die Ableitungen den in der
erweiterten Lighthill-Gleichung auftretenden Oberflichenquelltermen entspricht. Auch
bei der bewegten punktférmigen Quelle wurde zunéchst eine Modellquelle ohne direkte
physikalische Entsprechung untersucht. Die Ergebnisse fiir die Modellquelle konnten
dann auf die physikalischen Félle iibertragen werden. Das gleiche Vorgehen wird hier
wiederholt.

Die flachenhafte Modellquellverteilung lautet

q(Z,t) = Q(Z,t) |grad f| 6(f) (10.4.1)
Berechnet werden soll die Losung der inhomogenen Wellengleichung

(1 0?

e A) 6 = q(Z,1) (10.4.2)

Es sei angemerkt, daf} es fiir die rein formale Untersuchung zunéchst keine Rolle spielt,
ob die Wellengleichung fiir die Griéfie ¢ oder fiir p' H(f) betrachtet wird. In diesem
Abschnitt wird ¢ anstatt p’ H(f) geschrieben, um die Darstellung iibersichtlicher zu
gestalten. Es mufl nur angenommen werden, dafl die inhomogene Wellengleichung —
wie die erweiterte Lighthill-Gleichung — im gesamten Raum gilt. Dann ergibt sich fiir
(10.4.2) die Losung

0@0 = 1 [ LGN eadf @IS €T (1043)

T 4r
R3
Dabei ist die retardierte Zeit mit

— — |

17— 7|

r(# 1) =t - (10.4.4)
und der Abstand zwischen Beobachter und Quellpunkt mit
r(Z,7) = |% — 7| (10.4.5)
gegeben. Gleichung (10.4.3) 148t sich in kompakter Form als
0@t =1 [ 1 [Qlemarnia(n)] @' (104.6)
’ 4m r ret o
R3
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10.4 Integration der Quellen auf einer bewegten Fléche

schreiben. Diese Art der Darstellung findet man haufig in der Literatur. Die eckigen
Klammer [- ¢t gibt an, daf8 der in ihr eingeschlossene Ausdruck zur retardierten Zeit
am Quellort ausgewertet werden muf3.

Zuniichst wird der Sonderfall einer unbewegten Oberfliche betrachtet. Das bedeu-
tet, die Funktion f hingt ausschlieflich von der Ortskoordinate und nicht mehr von
der Zeit ab:

f@.7) = fo(y) (10.4.7)

Die Fldche fo(7) = 0 entspricht der Oberfliche S. In diesem Fall kann zur Berechnung
des Integrals in (10.4.3) die Rechenregel

/h(ﬁ)ﬂf@(?ﬂ) d*:/% ds(7) (10.4.8)
R? S

angewendet werden. Hier ist h(¢) zunéchst eine beliebige Funktion. Das Raumintegral
wird in ein Oberfléichenintegral umgewandelt werden. Die Schreibweise dS(%) soll klar-
stellen, dafl die Oberflichenintegration beziiglich der Variablen ¢ durchgefiihrt wird.
In dem betrachteten Fall wird

W) = - Q) lgrad ol (10.4.9)

gewiihlt. Einsetzen in (10.4.8) ergibt fiir die Losung

6(7,1) = % / % Q7. 7) dS(7) (10.4.10)
5

Damit ist der Druck als Integral iiber die mit Quellen belegten Oberfliche S dargestellt.

Es ist zu bemerken, daf} die Hilfsfunktion fo (%) nicht eindeutig durch die Oberfléiche
S festgelegt wird. Auf den ersten Blick hiingt damit die Quellstéirke in (10.4.1) von der
Wahl der Hilfsfunktion ab. In der Losung (10.4.10) ist jedoch der |gradfo(¥)|-Term
herausgefallen. Das bedeutet, die Losung hingt nicht von der konkreten Wahl der
Hilfsfunktion sondern nur von der Oberfliche fo(y) = 0 ab. Anscheinend wird dies
durch den Ausdruck |gradf|d(f) in der Quellverteilung garantiert.

Bei bewegter Oberfliche wird die Umformung der Losung erheblich erschwert. In
Gleichung (10.4.3) sind die Funktionswerte Q(%,7) und f(¢,7) im Integrand zu einer
bestimmten — nach (10.4.4) von § abhéngigen — retardierten Zeit 7 zu nehmen. Der
Integrand ist fiir ein festes # und ¢ nur an Stellen ¥ mit

L |77
f(y,t - T) —[f]...=0 (10.4.11)
von Null verschieden. Gleichung (10.4.11) definiert eine Fliche im R?, die im folgenden
3 genannt wird. Das heifit, ¥ ist die Menge aller Punkte g, fiir die bei gegebenen
Z und t Gleichung (10.4.11) erfiillt ist. Im Gegensatz zu S hingt ¥ nicht von der
Zeit ab. Die Oberfliche S stimmt im allgemeinen zu keiner Zeit mit der Fliche X
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10 Schallfelder umstrémter Korper

iiberein. Theoretisch kann das Raumintegral in (10.4.3) in ein Integral iiber die Fliche
Y. umgeformt werden. Die Flédche ist jedoch nicht direkt gegeben, und weiter unten
wird gezeigt, dafl ihre Berechnung relativ aufwendig sein kann.

Fiir die folgenden Uberlegungen wird analog zum Fall der bewegten Punktquelle
Gleichung (10.4.3) erweitert, und zusétzlich ein Integral iiber die retardierte Zeit 7
eingefiihrt. Es kann

H(Z,t) = %/ / %Q|gradf\5(f)5(g) dr d*y (10.4.12)
RS —00

geschrieben werden. Jetzt ist 7 eine unabhéngige Integrationsvariable und entspricht
nicht mehr der speziellen retardierten Zeit aus Gleichung (10.4.4). Die Variablen ¢ und
7 sind unabhéngig, und die Integrationen kénnen vertauscht werden. Die Funktionen
@ und f sind wie gehabt von 3 und 7 abhéngig. Wie bei der bewegten Punktquelle
tritt die Funktion

gl

10.4.1
. (104.13)

g(f7t7g7T) = t
auf. Der Funktionswert entspricht der Differenz zwischen der in (10.4.4) gegebenen
speziellen retardierten Zeit und der Integrationsvariablen 7. Fiir eine feste Beobach-
tungsposition & und Beobachtungszeit t ist die Funktion g nur von ¢ und 7 anhéngig.

Veranschaulichung der Quellverteilung

Die Integration in (10.4.12) erfolgt im vierdimensionalen (¥, 7)-Raum. Der Integrand
in (10.4.12) ist nur an Stellen mit f(¢,7) = 0 und g(%,7) = 0 von Null verschieden.
Die Bedingungen f = 0 und g = 0 definieren zwei Hyperflichen im vierdimensionalen
(7, 7)-Raum. Die Schnittmenge der Flichen gibt wieder eine Hyperfliche in diesem
Raum. Die Projektion dieser Schnittmenge auf den dreidimensionalen g-Raum ist die
durch Gleichung (10.4.11) gegebene Fliche 3.

Zu Veranschaulichung wird die geometrische Situation zunéchst fiir einen eindi-
mensionalen y-Raum betrachtet. Dieser Fall wurde im Prinzip bereits in Abschnitt 9.1
behandelt. Abbildung 10.5 zeigt die Darstellung in der (y, 7)-Ebene nochmal auf. Die
Flidche g = 0 entspricht zwei geraden Strahlen, die sich im Beobachtungspunkt (Z,t)
treffen. Alle Ereignisse auf diesen Strahlen werden vom Beobachter gleichzeitig emp-
fangen. Die Oberflache S reduziert sich im eindimensionalen Raum zu einem Punkt.
Die Bahn des Punktes ist durch f = 0 gegeben. Die Fliache ¥ wiirde im eindimensio-
nalen Fall einem Punkt auf der y-Achse unterhalb des Schnittpunktes der f = 0 Kurve
mit den g = 0 Strahlen entsprechen.

Bei zwei Raumdimensionen (¢ € ]R2) wird die Menge ¢ = 0 zu einem Kegel-
mantel im dreidimensionalen (¢, 7)-Raum. In der Spitze des Kegelmantels liegt der
Beobachtungspunkt (Z,¢). In der Abbildung 10.6 ist f = 0 fiir einen bewegten Kreis
dargestellt. Durch die Bewegung ergibt sich fiir f = 0 eine Art Schlauch, der den Ke-
gelmantel schneidet. Die Projektion der entstehenden Schnittlinie auf die Ebene 7 = 0
entspricht der Fliache X.

84



10.4 Integration der Quellen auf einer bewegten Fléche

T 4
Beobachter

Schnittpunkt

Abbildung 10.5: Betrachtung der Mengen f = 0 und g = 0 bei einer Raumdimension:
y € R.

Beobachter

Y2

Schnitt-

linie

1

Abbildung 10.6: Betrachtung der Mengen f = 0 und g = 0 bei zwei Raumdimensionen:
7 e R
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10 Schallfelder umstrémter Korper

Bei drei Raumdimensionen (§ € R?) ist die Veranschaulichung nicht so einfach wie
im ein- und zweidimensionalen Fall. Sie ist jedoch immer noch moglich, wenn als vierte
Dimension die Zeit mit benutzt wird. Konstruiert man sich fiir eine feste retardierte
Zeit 7 eine Kugel mit dem Radius ¢- (¢t —7) um die Beobachtungsposition Z, so gilt auf
der Kugeloberfliche die Bedingung g(,7) = 0. Alle Ereignisse, die zur Zeit 7 auf der
Kugeloberfliche stattfinden, werden vom Beobachter zur Zeit ¢ registriert. Mogliche
Ereignisse sind die Quellen, die sich auf der Oberfliche S befinden. Im folgenden
Beispiel soll S mit der Oberfliche eines sich drehenden Rotors iibereinstimmen. Fiir alle
Punkte auf der Rotoroberfldche gilt f (%, 7) = 0. Zur betrachteten Zeit 7 schneidet die
Rotoroberfliche die Kugeloberfliche, und es ergibt sich eine Schnittlinie, die mit T'(7)
bezeichnet wird. In Abbildung 10.7 wird diese Schnittlinie veranschaulicht. Fiir eine
geringfiigig frithere Zeit 7/ ergibt sich eine etwas gréflere Kugel und die Rotorposition
ist entsprechend um einen kleinen Winkel zuriickgedreht. Dadurch erh&lt man eine
weitere Schnittlinie I'(77).

Beobachter

f(5.7) =0

D Schnittlinie T(7)

AN

Abbildung 10.7: Zur Erklirung der Schnittlinie T'(7).

Denkt man sich nun die retardierte Zeit 7 variable, und 148t 7 von der Beobach-
tungszeit ¢ beginnend gegen —oo laufen, so entspringt dem Beobachtungspunkt eine
Kugel, die immer grofier wird. Dabei wird von der Kugeloberfliche g(, 7) = 0 der ge-
samte Raum einmal “abgetastet”, wobei unendlich viele Schnittlinien I'(7) entstehen
kénnen. Die Vereinigungsmenge der Schnittlinien bildet die durch Gleichung (10.4.11)
gegebene Fliache Y. Die Form dieser Fliche weicht unter Umsténden deutlich von der
Rotorgeometrie ab. Bewegt sich der Rotor am #ufleren Blattende mit Uberschall, so ist
3 nicht mehr einfach zusammenhéngend und besteht aus mehreren separierten Teilen.

Durch die bisherigen Uberlegungen konnten zwar grundsitzliche Erkenntnisse iiber
das Integral in (10.4.12) gewonnen werden, jedoch ist die praktische Berechnung der
Fliche ¥ sehr auswendig. Unter bestimmten Umsténden 148t sich das Problem jedoch
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umgehen, und das Integral in (10.4.12) kann durch ein Integral iiber die Oberfliche
des Korpers ersetzt werden. Dies soll im folgenden erlautert werden.

Integration im mitbewegten Bezugssystem

Betrachtet wird der Fall, dal die durch f = 0 beschriebene Oberfliche eine starre
Form besitzt. Dies ist zum Beispiel gegeben, wenn f = 0 die Oberfldche eines Korpers
darstellt, der sich nicht verbiegt und auch nicht gestreckt oder gestaucht wird. Es liegt
dann lediglich eine Translation der Fliache S im Raum und eventuell eine Rotation vor.
Unter diesen Bedingungen 148t sich die Integration in Gleichung (10.4.12) vereinfachen,
wenn man sie in einem mitbewegten Bezugssystem durchfiithrt. Dazu wird ein mit
der Oberfliche (bzw. dem Korper) fest verbundenes Bezugssystem mit 7j-Koordinaten
eingefithrt. In diesem Koordinatensystem ist die Hilfsfunktion f nicht mehr von der
Zeit abhéingig. Das neue Koordinatensystem wird so definiert, dafl die 7j-Koordinaten
mit den y-Koordinaten zur Zeit 7 = 0 iibereinstimmen. Die beiden Koordinaten sind
durch

g =1+ Zs(7],7) (10.4.14)
miteinander verkniipft. Dabei ist
Ts(77,7) = /17(77, ')dr’ (10.4.15)
0

der Verschiebungsvektor der Punktes mit der Koordinate 77 zur Zeit 7. Der Vektor
U(i,7') ist die Geschwindigkeit im 7-System, die der Punkt mit der Koordinate 7
besitzt. Bei reiner Translation ist U konstant fiir alle 7. Bei Rotation um eine Achse
gilt U=0 entlang der Achse, und mit dem Abstand von ihr nimmt U betragsmifig
Zu.

In der Abbildung 10.8 ist das Beispiel eines mit einem Rotorblatt rotierenden
Bezugssystem mit 7-Koordinaten veranschaulicht. Die Drehachse entspricht der ys-
Achse. Im linken Teil ist die Situation zum Zeitpunkt 7 = 0 dargestellt. Die g und
7-Koordinaten stimmen iiberein. Etwas spéter — zur Zeit 71 > 0 — hat sich der Rotor
um einen kleinen Winkel gedreht. Die 1; und 79-Achsen fallen nicht mehr mit den 3
und yo-Achsen zusammen. Fiir einen Punkt mit der Koordinate 7, (im Beispiel direkt
auf der Achse durch das Rotorblatt liegend) gibt #s (7, 71) die momentane Verschie-
bung des Punktes an.

Nach dieser Vorbereitung wird die Lésung (10.4.12) betrachtet. Sie besitzt die Form

L1 T B}
qS(:c,t):E/ /;q5(g) dr d3j (10.4.16)
R?) —00

Dabei ist die Quellstéirkeverteilung mit g abgekiirzt worden. Zunéchst ist die konkrete
Gestalt der Quellstérkeverteilung nicht wichtig. Erst spéter wird wieder die flichenhaf-
te Verteilung @ |gradf|d(f) nach (10.4.1) eingesetzt. Die Betrachtungen sind jedoch
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Y3,M3 Y3,M3

AR Y

Y2

Y2, 12

Y1

Abbildung 10.8: Zur Erlauterung des korperfesten Koordinatensystems: Zustand bei
7 = 0 links und bei einer etwas spéteren Zeit 7 = 71 rechts.

nur sinnvoll, wenn sich die Quellstiarkeverteilung ¢ einfach als Funktion der Koordi-
naten 77 in dem mitbewegten System ausdriicken 1483t. Fiir die eigentliche Anwendung
ist es tatsédchlich auch praktisch die Quellstéirke in diesem System zu betrachtet. Das
Feld @ ist durch die Stromungsgrofen wie zum Beispiel der Druck bestimmt. Es liegt
nahe, die Druckverteilung auf einer Kérperoberfliche in einem korperfesten Koordina-
tensystem zu beschreiben. So sollte sich nicht nur die Darstellung von f sondern auch
die von @) vereinfachen.

Im ersten Schritt werden die Integrationen auf der rechten Seite von (10.4.16)
vertauscht, so daf} die rdumliche Integration die Innere ist. Anschliefend wird die Inte-
grationsvariable ¢ mit 77 substituiert. Zwischen den infinitesimalen Volumenelementen
in den verschiedenen Bezugssystemen besteht der Zusammenhang

d*q = Jd%q (10.4.17)

Dabei ist mit J die sogenannte Funktionaldeterminante (oder Jacobische Determi-
nante) bezeichnet. Sie ist die Determinante der Funktionalmatrix (oder Jacobische
Matrix). Es gilt

J = det (ayi) (10.4.18)
o,

Da die beiden Bezugssysteme durch reine Translation und Rotation ineinander iiber-
gehen, entspricht eine Volumeneinheit in dem %-System auch einer Volumeneinheit in
dem 7j-System. Das bedeutet, fiir Funktionaldeterminante gilt iiberall einfach J = 1.
Wiirde sich das mitbewegte System verzerren, dehnen oder stauchen, dann wire das
nicht unbedingt mehr der Fall.

Wenn die Substitution abgeschlossen ist, kann die rdumliche und zeitliche Integra-
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tion wieder “zuriickgetauscht” werden. Aus (10.4.16) ergibt sich schliefilich

B 1 I 3
) = E/ / —q6(g) dr ;] (10.4.19)
RB —0oo

Die Quellstiirke ¢ ist jetzt eine Funktion von 77 und 7. Vergleicht man mit (10.4.16),
so wurde rein formal lediglich das Symbol ¢ durch 77 ersetzt. Jedoch ist zu beachten,
daB3 die Abhéngigkeiten der Grofien g und r von den Integrationsvariablen nun etwas
komplizierter sind als vorher. Der Abstand r hiangt jetzt mit

r= T(f7 ﬁv ) |$ - l’s(m )| (10420)

nicht nur von der neuen Koordinate 77 sondern zusétzlich auch von der Zeit 7 ab.
Entsprechend ist auch die Funktion

C

einmal direkt und einmal iiber den Abstand r von der Zeit 7 abhéngig. Beides bereitet
fiir die Integration keine grundsétzlichen Probleme.

Im néchsten Schritt wird das innere Integral in (10.4.19) betrachtet. Ein vergleich-
bares Integral wurde bereits im Abschnitt 9.1 berechnet. Ersetzt man ¢(i, 7) mit Q(7)
und 77+ & (7, 7) mit Z¢(7), dann entspricht das inneren Integral in (10.4.19) rein formal
dem Integral in Gleichung (9.1.14). Die Ubereinstimmung kann auch anschaulich be-
griindet werden. Fiir die Berechnung des inneren Integrals konnen die Groflen &, ¢t und
77 als konstant betrachtet werden. Die Koordinate 7 markiert einen Punkt, der sich im
y-Raum bewegt. Die Quellstirke in diesem Punkt ist durch den Wert des Feldes ¢ fiir
diese Koordinate 77 gegeben. Man kann den Punkt isoliert als bewegte Punktquelle an-
sehen. Das innere Integral beschreibt den Schalldruck, den diese bewegte Punktquelle
am Ort Z zur Zeit t bewirkt. Im Unterschied zum Abschnitt 9.1 besteht die Quelle hier
aus vielen Punkten. Daher miissen, um den gesamten Schalldruck zu erhalten, die An-
teile der Punktquellen aufsummiert werden. Die geschieht mit der &ufleren Integration
iiber die Koordinate 1.

Zur Berechnung des inneren Integrals wird das Vorgehen aus Abschnitt 9.1 iiber-
nommen. Im folgenden wird die Beobachtungsort & und die Beobachtungszeit t fest-
gehalten. Die Funktion ¢ héngt dann nur von 77 und 7 ab. Fiir eine feste Koordinate 77
ist g sogar nur eine Funktion von 7. Es gilt die allgemeine Regel

[ sty =318

*

a0 (10.4.22)
rd

Dabei ist h(7) eine beliebige Funktion. Mit der Regel kann das innere Integral in eine
Summe umgewandelt werden. Zuerst wird noch die Ableitung der Funktion g nach der
Zeit 7 fiir eine feste Koordinate 77 berechnet. Es ergibt sich

dg 10r

5, hT) = "5 L= M, (if,7) — 1 (10.4.23)
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Dabei ist mit M, (77, 7) die Beobachtungsmachzahl fiir den Punkt mit der Koordina-
te 77 eingefithrt worden. Sie gibt an, mit welcher Machzahl sich der Punkt auf den
Beobachter zu bewegt. Denn der Faktor

ory _ Or Oxsi| _ (F-i-7)i Owsg
or ﬁ_axw or g T or i

(10.4.24)

ist die Komponente der Geschwindigkeit des Punkts in Richtung vom Beobachter
weg. Der erste Faktor auf der rechten Seite entspricht dem Einheitsvektor, der von
dem Punkt mit der Koordinate 77 zum Beobachter zeigt. Der zweite Faktor gibt die
Geschwindigkeit des Punktes an. Durch den —1/c-Vorfaktor in (10.4.23) ergibt sich
daraus eine Machzahl. Zu beachten ist, dafl diese Geschwindigkeit beziehungsweise
Machzahl ihre Bedeutung in dem §-System hat, obwohl sie mit M,.(7, 7) als Funktionen
in dem 77-System ausgedriickt wird.

Bisher Unterscheidet sich die Darstellung von der im Abschnitt 9.1 im wesentlichen
dadurch, da8 jetzt alle Groflen zusétzlich von der Koordinate 77 abhédngen. So sind auch
die Nullstellen der Funktion g, iiber die in Gleichung (10.4.22) summiert wird, eine
Funktion von 7. Sogar die Anzahl der Nullstellen kann von 7j abhéingen: N = N (7).
Die Nullstellen werden wieder mit 7* bezeichnet. Sie miissen die Gleichung

e (t— 7)) = |& — 77— & (7.7 ()] (10.4.25)

erfiillen. Die Uberlegungen aus Abschnitt 9.1 kénnen auf den vorliegenden Fall iibertra-
gen werden. Bewegt sich der betreffende Punkt immer mit Unterschallgeschwindigkeit,
dann besitzt Funktion g(7], 7) beziiglich 7 nur eine Nullstelle 7*. Es ist damit N (7j) = 1,
und die Summe besteht nur aus einem Glied.

Wird h(7) = ¢/r in (10.4.22) eingesetzt, folgt fiir die Losung

N 1 q 3.
o(Z,t) = g / lru = Mr] d’7 (10.4.26)
RB T=7%

Dabei geben die eckigen Klammern H ... an, daf} der darin enthaltene Ausdruck zur
retardierten Zeit 7* ausgewertet werden mufl. Ferner ist, falls mehr als eine retardierte
Zeit T* existiert, eine Summe fiiber die entsprechenden Ausdriicke zu bilden. Wenn es
keine Zeit 7* gibt, dann ist der Ausdruck in der Klammer gleich Null zu setzen. Diese
in der Literatur oft verwendete Konvention gestaltet die Darstellung etwas iibersichtli-
cher, als die Verwendung eines Summenzeichens. Zu beachten ist, dafl die in Abschnitt
8.1 verwendete Schreibweise [ -], mit eckigen Klammern und dem Index “ret” ei-
ne etwas andere Bedeutung besitzt. Dort wurde die retardierte Zeit durch eine viel
einfachere Beziehung berechnet, und eine Summation war nicht notwendig. Nur wenn
sich die beiden Koordinatensysteme nicht gegeneinander bewegen, sind beide Formen
identisch.

Die bisherigen Uberlegungen waren unabhingig von der konkreten Form der
Quellstéarkeverteilung. Sie gelten allgemein auch fiir eine rdumlich ausgedehnte Quel-
le. Jetzt soll die flichenhafte Quellstirkeverteilung ¢ = @ |grad f| 6(f) nach Gleichung
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(10.4.1) eingesetzt werden. Dort tritt der Gradient der Funktion f auf. Der Gradient
héngt von dem Koordinatensystem ab, in dem man ihn bildet. Um Verwechslungen zu
vermeiden, wird daher der Gradient entsprechend gekennzeichnet. Allerdings wird in
der vorliegenden Herleitung explizit nur der Betrag des Gradienten benétigt. Da die
beiden Bezugssysteme gleiche Skalierung besitzen, stimmt der Betrag eines Gradienten
im %-System mit dem im 7j-System iiberein. Es kann

|lgrad; f| = |grad;f| (10.4.27)

geschrieben werden. Weiterhin wird angenommen, dafl die Grofle @ jetzt als Funktion
Q (77, 7) in dem mitbewegten System gegeben ist.
Setzt man die flichenhafte Quellstirkeverteilung in die Losung (10.4.26) ein, ergibt

sich
Lo 1 Q |grady f[4(f) 3
AT ) = 1~ / [—Hl _"MT‘ ] B d®i (10.4.28)

Die Funktion f ist in dem 77-Bezugssystem nicht von der Zeit 7 abhéingig. Daher kénnen
die Ausdriicke mit f aus der eckigen Klammer herausgezogen werden. Man erhélt

o@=- [

RS

lﬁ] lgradf| 6(f) A7 (10.4.29)

Um das Volumenintegral in ein Oberflichenintegral umzuwandeln, wird wieder die
allgemeinen Beziehung (10.4.8) verwendet. Sie lautet in den 77-Koordinaten

_ ., . h(i7 _
/h(n)5(f(n)) d3n:/% ds(i7) (10.4.30)
3 g K
R
Setzt man hier
~ Q
h(i) = lm] |grad..f| (10.4.31)
ein, so ergibt sich fiir die Losung B
L1 Q B}
(@ 1) = 4W/ [TH_MT'] - asa) (10.4.32)

Damit ist die Losung als Integral {iber die Oberfliche S in dem mitbewegten Bezugs-
system dargestellt. Dies hat den Vorteil, dafl keine komplizierte Fldche 3 berechnet
werden mufl. Im Allgemeinen ist die Integration in dem mitbewegten Bezugssystem
relativ leicht zu realisieren. Es bleibt lediglich die Berechnung der retardierten Zeiten
7*. Dazu muf} an allen Punkten 7j die Gleichung (10.4.25) auf mégliche Losungen 7*
untersucht werden. Auch dies kann unter Umstédnden sehr aufwendig werden. Hier sei
noch einmal darauf hingewiesen, daf} die gezeigte Umformung der Losung nur moglich
ist, falls die Oberfliche S starr ist. Es muf} ein 77-Bezugssystem existieren, in dem f
beziehungsweise S zeitunabhéngig ist, und das sich mit einer reinen Translation und
Rotation in das g-System iiberfiihren 148t.
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Quellstirke mit Ableitung

In der erweiterten Lighthill-Gleichung (10.2.15) treten zwar flichenhafte Quellterme
auf, jedoch unterscheiden sie sich durch eine Ableitung nach ¢ beziehungsweise x; von
der bisher untersuchten Quellstérkeverteilung nach (10.4.1). Bereits im Abschnitt 9.4
wurden Ableitungen als Quellstérkeverteilung betrachtet. Es kann immer zunéchst die
Losung der Wellengleichung mit der Quellstérkeverteilung ohne Ableitung berechnet
werden, und anschlieBend die eigentliche Losung durch nachtrégliches Differenzieren
ermittelt werden. Dabei stort nicht, dafl die Losung als Integral im bewegten 77-System
dargestellt ist. Die Losung der inhomogenen Wellengleichung

1 02 o ..
(C_2 - A) 6= 5 b(@.1) (10.4.33)
ist durch
- o 1 (9 b 3
O(EF 1) = = / [Tl — MTI] a7 (10.4.34)
R3 T=7%

gegeben. Dies 148t sich auch auf eine flichenhafte Quellstirkeverteilung iibertragen.
Entspricht zum Beispiel

b(Z,t) = B(Z,t) |gradf| (f) (10.4.35)

einer solchen Verteilung, dann ergibt sich die Losung
10
2= =9

S

Es tritt die Ableitung des Oberflichenintegrals nach der Beobachtungszeit ¢ auf. Die
Umformungen lassen sich selbstverstindlich auch mit den rdumliche Ableitung d/dx;
und auch mit der zweiten Ableitung 02 /(dx;dy;) durchfiihren.

B

T=7%

10.5 Die Gleichung von Ffowcs Williams und Hawkings

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie die Losung fiir eine flichenhafte Quellstéirke-
verteilung als Integral im bewegten Bezugssystem dargestellt werden kann. Diese Er-
kenntnisse sollen im folgenden bei der erweiterte Lighthill-Gleichung (10.2.15) ange-
wendet werden. Voraussetzung ist, dafl die durch f = 0 gegebene Oberfliche starr ist.
Dann kann ein mitbewegtes Koordinatensystem gefunden werden, in dem f zeitun-
abhéngig ist.
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Die erweiterte Lighthill-Gleichung (10.2.15) kann in der Form

(g - )} = 525 (Tt

—86; ({Pvi(vj —u;) + Pij} n; |gradf| 5(f)>

geschrieben werden. Dabei wurde lediglich p’ = p — pg auf der linken Seite eingefiihrt,
und auf der rechten Seite der Gradient von f mit (10.3.3) umgeformt. Der erste Term
auf der rechten Seite stellt eine raumlich verteilte Quelle dar. Es ist mit dem Quellterm
in der urspriinglichen Lighthill-Gleichung ohne Erweiterung identisch. Die anderen bei-
den Terme repriisentieren flichenhafte Quellstirkeverteilungen. Jedem der Quellterme
entspricht eine Teillosung, die er fiir sich allein erzeugen wiirde. Die komplette Losung
erhilt man durch Uberlagern der Teillosungen. Alle drei Quellterme sind durch Ab-
leitungen gegeben. Folglich lassen sich die Teillosungen alle auch durch entsprechende
Ableitungen ausdriicken.

Der zweite Quellterm hat die Form der Quellstdrkeverteilung aus Gleichung
(10.4.33). Im Fall der starren Oberfliche kann seine Teilldsung — wie in (10.4.36) —
durch ein Oberflichenintegral dargestellt werden. Die Integration wird im mitbewegten
Bezugssystem durchgefiihrt, und vor dem Integral steht die Ableitung nach der Beob-
achtungszeit t. Analoges gilt fiir den dritten Quellterm. Es ist moglich, seine Teillsung
durch die rdumliche Ableitung eines Oberflichenintegrals auszudriicken. Die Teillosung
fiir den ersten Quellterm mit rdumlich verteilter Quellstirke, kann ebenfalls durch ein
Integral im mitbewegten System angegeben werden. Mit den Uberlegungen des letzten
Abschnitts ergibt sich — im Fall einer starren Oberfliche — die Losung der erweiterten
Lighthill-Gleichung

47rc2{p’H( f)}(f, t) = ax?;xj /
]R,B
0 / lp(vi — u;) + po;

t5 1= M, n} ds (1) (10.5.2)
S T=T7%

TiH(f) 3
d
TR

dS(77)

*

0 / pui(v; —uj) + By
ox; r|l— M, /
S

T=T

Diese Beziehung wird iiblicherweise als Ffowcs-Williams-Hawkings-Gleichung (FW-H-
Gleichung) bezeichnet. Allerdings findet man auch Literaturstellen, in denen nicht die
Losung (10.5.2) sondern die Differentialgleichung (10.5.1) so genannt wird. Es hat sich
bisher noch keine einheitliche Bezeichnung durchgesetzt. Zu beachten ist auch, dafl es
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sich mit “Ffowcs Williams” und “Hawkings” um zwei Personen handelt, nach denen
die Gleichung benannt wird.

Im folgenden werden einige Bemerkungen zur Losung (10.5.2) gegeben. Zu beach-
ten ist, da der Faktor 47 abweichend von der {iblichen Darstellung diesmal auf der
linken Seite steht. Der Faktor ¢? auf der linken Seite erkliirt sich dadurch, da$ in der
erweiterten Lighthill-Gleichung (10.5.1) der ¢*-Term vor dem Laplace-Operator und
nicht als 1/c? vor der Zeitableitung steht. Die Integrationen werden in dem mitbeweg-
ten Bezugssystem mit 77-Koordinaten durchgefiihrt. Die Schreibweise mit den eckigen
Klammern HT:T* wurde im letzten Abschnitt mit Gleichung (10.4.26) eingefiihrt. Die
Klammern geben an, dal der darin enthaltene Ausdruck zur retardierten Zeit 7* aus-
gewertet werden mufl. Die Zeit 7* wird durch die Gleichung (10.4.25) bestimmt. Falls
mehrere Losungen 7% existieren, impliziert die Schreibweise mit den eckigen Klammern,
daB eine Summe zu bilden ist. In allen drei Integralen tritt der Faktor 1/|1 — M,| auf.
Dieser Faktor ergibt sich durch die Integration im mitbewegten Bezugssystem.

Prinzipiell gilt die Gleichung (10.5.1) in jedem nicht beschleunigt bewegten Be-
zugssystem, das als Inertialsystem bezeichnet werden kann. Die Gréflen ¢ und « sind
Geschwindigkeiten. Sie hiingen von dem Bezugssystem ab. Bei der Losung (10.5.2)
ist zu beachten, dafl obwohl die Integration im 7-System durchgefiihrt wird, alle Ge-
schwindigkeiten im Inertialsystem zu messen sind. Das mitbewegte 77-System fiithrt
unter Umsténden eine beschleunigte Bewegung (z.B. Rotation) aus. Es kann dann
nicht als Bezugssystem fiir die FW-H-Gleichung verwendet werden.

Héufig kann ein besonders giinstiges Inertialsystem gefunden werden. Betrach-
tet man einen Korper in homogener Anstromung, so ist in seiner Umgebung das
Stromungsfeld mehr oder weniger stark gestort. Es konnen Fluktuationen auftreten,
und auch die zeitlichen Mittelwerte der Stromungsgréffen unterscheiden sich von den
Werten in der Anstromung. Die Stérungen nehmen meist mit der Entfernung vom
Korper ab. Theoretisch kann der Korper die Stromung im gesamten Raum beein-
flussen. Jedoch findet man hiufig in geniigend groflem Abstand n&herungsweise die
ungestorten Anstrombedingungen. In diesem Fall bietet es sich an, das Inertialsystem
so zu wihlen, dal in dem Auflenbereich die mittlere Geschwindigkeit verschwindet.
Das bedeutet, das System bewegt sich mit der Auflenstrémung mit. Dieses Bezugssy-
stem hat den Vorteil, daf sich in ihm die Ausbreitung der Stérungen im Auflenbereich
durch die normale Wellengleichung beschreiben 148t.

Die eigentlichen Schallquellen befinden sich alle in der Umgebung des umstrémten
Korpers und auf seiner Oberfliche. Von dort breiten sich Stérungen wellenférmig
aus, die auch den Auflenbereich erreichen kénnen. All das wird durch die erweiter-
te Lighthill-Gleichung (10.5.1) beschrieben. Der T;;-Term auf der rechten Seite stellt
eine Quellstiarke dar, die theoretisch im gesamten Raum vorhanden sein kann. Ist je-
doch im Auflenbereich die mittlere Geschwindigkeit gleich Null, und alle Stérungen
sind klein im akustischen Sinn, dann kann dort der 7j;-Term vernachléssigt werden.
Die entsprechenden Uberlegungen wurden bereits im Zusammenhang mit der Lighthill-
Gleichung ohne Erweiterung durchgefiihrt. Auch dort wird zweckméfligerweise immer
das Bezugssystem so gewihlt, dafl im Auflenbereich die Quellstirke vernachlissigbar
ist. Dann kann das erste Integral in (10.5.2) auf einen Quellbereich V, um den Korper
eingeschriankt werden. Der Quellbereich mufl allerdings so grof3 sein, dafl alle Quel-
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- Rand des Rechengebietes

Propeller Y, Nachlauf

BRAEAN
= =3 ;

Abbildung 10.9: Propeller als Beispiel fiir einen Kérper im Rechengebiet mit numerisch
simulierter Umstromung.

len und nichtlinearen Effekte erfaft werden. So bleibt der entstehende Abweichung
gering. In jedem Fall wird bei der Beschrankung des Quellbereichs ein kleiner Fehler
gemacht, und die Losung gilt nur noch niherungsweise. Es sei hier nochmal darauf
hingewiesen, dafl bisher keine Naherungen bei den Umformungen verwendet wurden
und die FW-H-Gleichung (10.5.2) eine exakte Folge der nichtlinearen Kontinuitéts-
und Impulsgleichung ist.

Anwendungen

Die typische Anwendung der FW-H-Gleichung (10.5.2) liegt in der Berechnung des
Schalls, der durch Koérpern im Stromungsfeld erzeugt wird. Klassische Beispiele dafiir
sind die Propeller- und Rotorgerdusche. Dabei geht es hauptsichlich um die Anteile
des Schalls durch die Quellen auf den festen Oberfliche. Diese wurden mit Hilfe der
FW-H-Gleichung intensiv untersucht. In den letzten Jahren wird die Berechnung von
Schallfeldern mit der FW-H-Gleichung zunehmend in Kombination mit numerischen
Stromungssimulationen eingesetzt. Wie dabei vorgegangen wird soll anhand eines ein-
fachen Beispiels verdeutlicht werden.

In einem ausgedehnten Rechengebiet wird die Umstromung eines Koérpers nume-
risch simuliert. In Abbildung 10.9 ist eine typische Anordnung skizziert. Ziel ist es,
aus den Ergebnissen der Stromungssimulation den entstehenden Schall im Fernfeld zu
berechnen. Eine direkte numerische Rechnung bis in das Fernfeld ist wegen des benotig-
ten groflen Anzahl von Gitterpunkten zu aufwendig. Daher wird der Schall mit Hilfe
der FW-H-Gleichung durch ein Integral iiber die numerisch berechneten Quellterme
ermittelt. In jedem Fall mufl das Rechengebiet so ausgedehnt sein, daf} alle Stérungen
am Rand als klein im akustischen Sinn betrachtet werden kénnen. Dann erfa3t die nu-
merische Simulation im Rechengebiet alle Quellen. Die FW-H-Gleichung wird in dem
Bezugssystem angewendet, welches sich mit der Anstréomung mitbewegt. Das bedeu-
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tet, das Rechengebiet zur Stromungssimulation bewegt sich in dem Bezugssystem der
FW-H-Gleichung. Prinzipiell sind zwei Vorgehensweisen moglich:

a) Die Fliche f = 0 wird auf die Kérperoberfliche (im Beispiel die Propellero-
berfliche) gelegt. Zur Berechnung des Schalls werden die Quellstirken auf der
Korperoberfliche und im Stromungsfeld (7;;-Term) berechnet. Es miissen sowohl
Oberfliachen- als auch ein Volumenintegral gebildet werden.

Vorteil: Wie in Abschnitt 10.3 gezeigt wurde vereinfachen sich die Quellterme,
wenn die Fliache f = 0 mit einer undurchléssigen Oberfléche iibereinstimmt.

Nachteil: Wenn sich die Korperoberfliche im Rechengebiet bewegt (wie im Fall
des sich drehenden Propellers), dann kann die Berechnung der retardierten Zeiten
7* relativ aufwendig werden.

b) Es wird f = 0 als eine freie Oberfléiche mit einfacher Geometrie gewéhlt, die alle
Quellen einschlieft. In der Abbildung ist diese Oberfliche durch die gestrichelte
Linie angedeutet. Eventuell ist das Rechengebiet entsprechend zu vergroflern.
Die Quellterme auf der freien Oberfliche reprisentieren alle Quellen im Inneren.

Vorteil: Fiir die Berechnung des Schalls sind nur die Oberflichenintegrale zu
berechnen. Die Oberfliche f = 0 bewegt sich nur translatorisch im Bezugssy-
stem der FW-H-Gleichung bewegt. Als 77-Bezugssystem kann das Bezugssystem
der Stromungssimulation verwendet werden. Der Aufwand ist deutlich geringer
im Vergleich zur Integration in einem beschleunigt bewegten (z.B. rotierenden)
Bezugssystem.

Nachteil: Das numerische Verfahren mufl die Ausbreitung der Schallwellen, die
am Korper entstehen, mit relativ grofler Genauigkeit bis an die freie Oberflache
berechnen konnen. Eventuell mufl ein viel feineres Gitter und ein Verfahren
hoéherer Ordnung verwendet werden.

Bei der Variante (a) entsprechen die Quellterme in der erweiterten Lighthill-Gleichung
(10.5.1) den tatséchlich vorhandenen Quellen. Dagegen werden die echten Quellen bei
der Variante (b) sozusagen durch kiinstliche Quellen auf der freien Oberfliche ersetzt.
Auf vergleichbare Weise ist es moglich mit dem Kirchhoff-Integral aus Abschnitt 8.1
die Quellen im Inneren einer Oberfliche durch virtuelle Quellen auf der Oberfliche zu
ersetzen. Die virtuellen Quellen erzeugen das gleiche Schallfeld auflerhalb der Ober-
fliche wie die echten Quellen. Im Gegensatz zur FW-H-Gleichung sind die Terme in
dem Kirchhoff-Integral alle linear. Auch ist das Kirchhoff-Integral in der in Abschnitt
8.1 vorgestellten Form nicht bei bewegten Oberflichen anwendbar. Weiter unten wird
gezeigt, dafl in der Tat das Kirchhoff-Integral durch Vereinfachungen aus der FW-H-
Gleichung abgeleitet werden kann.

Umformungen

Im folgenden werden einige allgemeine Umformungen vorgestellt, die spéter auf Terme
in der FW-H-Gleichung angewendet werden sollen. Zun#chst wird eine inhomogene
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Wellengleichung der Form

o2 9 0B;
(W ¢ A)¢ = % (10.5.3)
betrachtet. Die Quellstiarkeverteilung ist durch eine Divergenz gegeben. Die Grofle ¢
erfiillt die Wellengleichung. Dabei spielt ihre physikalische Bedeutung zunéchst keine
Rolle. Sie kann als Platzhalter fiir den Schalldruck, das akustische Potential oder zum
Beispiel auch fiir den Ausdruck { P H(f )} angesehen werden. Es wird angenommen, die
Gleichung gilt im gesamten Raum. Es miissen keine Randbedingungen erfiillt werden.
Dann kann die Lésung als

(Y, T 3.
) dr d°y 10.5.4
o(71) 4778901// r T (10.5.4)
]R3 —00

in Form einer Divergenz angegeben werden. Die Darstellung mit der Integration iiber
7 entspricht wieder der Formulierung, die schon bei der Behandlung der bewegten
Punktquelle in Abschnitt 9.1 und auch bei den Herleitungen im letzten Abschnitt
verwendet wurde. Genau wie dort ist die Funktion g durch

g=1t-— g —r (10.5.5)
gegeben, wobei der Abstand wie iiblich mit
r=|%—g| (10.5.6)

abgekiirzt ist. Im Integrand ist nur der Abstand r und die Funktion g von der Beob-
achtungsposition ¥ abhingig. Da die Integrationsgrenzen keine Funktion von & sind,
kann die Ableitung einfach in das Integral hineingezogen werden. Es ergibt sich

5(9) 3
7t 471'// &CZ - }dey (10.5.7)
R3 —0o0

Um den Ausdruck weiter umzuformen, wird die Ableitung ausgefiihrt. Es folgt

ai{@}_ld_‘;@_ig( ) or

r dg Oxz; 12 ox;
Dabei bezeichnet dé/dg die Ableitung der §-Funktion. Zusétzlich treten die partiellen
Ableitungen von g und r nach x; auf. Die Ableitung des Abstands nach der Beobach-
tungsposition wurde schon héufiger berechnet. Es gilt

: (10.5.8)

or 0 Ti —Yi _ Ti—Yi
= __ |7g—7|= = 10.5.9
A (105.9)

|_' _)|

r

Damit folgt

dg 1 (zs — yi)
=—--— 7 10.5.1
ox; c r (10.5.10)
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Die Funktion g ist ebenfalls von der Beobachtungszeit ¢t abhéngig. Der Zusammenhang
ist jedoch relativ einfach. Nach (10.5.5) gilt

9g
— =1 10.5.11
ot ( )
Dies kann ausgenutzt werden um (10.5.8) umzuschreiben. Bildet man von dem Aus-
druck in den geschweiften Klammern die partielle Ableitung nach der Zeit, folgt

d(é(g)y 1déog 14dé
é{ }7777777 (10.5.12)

r rdg Ot rdg

Damit kann die Zeitableitung verwendet werden, um die Ableitung der J-Funktion zu
ersetzen. Aus Gleichung (10.5.8) wird nach Einsetzen der obigen Ausdriicke

9 {M}: (_lﬁ{@}——a( )) @ (10.5.13)

Oox; L r cotl r r2

Setzt man dies wiederum in Gleichung (10.5.7) ein, erhilt man

o= / / (_; o 6(7,9)} - %5(g)> dr a%y (10.5.14)

RS —00
Dabei wurde die Abkiirzung
B, — g, Wi (10.5.15)
r

verwendet. Der Ausdruck (z; — y;)/r stellt einen normierten Vektor dar, der von dem
Quellpunkt in Richtung des Beobachters zeigt. Die Grofle B, ist somit die Komponente
des Vektors B in Richtung des Beobachters.

Das Integral in (10.5.14) kann in zwei Teilintegrale zerlegt werden. Man erhélt

+oo
see | [
// c 875 r de in 5 0(g) d7 &’y (10.5.16)

R3 —00 RB —0o0

Die Ableitung nach der Beobachtungszeit ¢ im ersten Ausdruck wird vor die Integrale
gezogen. Die inneren Integrale iiber 7 werden dann ausgefiihrt. Es ergibt sich

L. 10 1 | 1 -
oE) =~ / A / e, (105.17)
R? R?

Dabei gibt die Schreibweise mit den eckigen Klammern an, dafl entsprechend

[B,,} =B (g,t - g) (10.5.18)
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10.5 Die Gleichung von Ffowcs Williams und Hawkings

der eingeschlossene Ausdruck zur retardierten Zeit ¢ — r/c auszuwerten ist. Die 7-
Integration kann auch auf der rechten Seite von (10.5.4) ausgefiithrt werden. Das Gleich-
setzen dieser Losung mit der Form (10.5.17) ergibt die interessante Regel

0 1 3. 0 1 3. 1 3.
Bxl- / ; [BZ:| ret d v= _a / E |:BT:| ret d B / T'—2 {BT} ret d Y (10519)

R? R® R?
zur Umformung der Losungsintegrale. Damit kann die rdumliche Ableitung der In-
tegrale umgangen werden. Zu beachten ist, das auf der linken Seite nach Summati-
onskonvention eine Summe aus drei Ableitungen steht. Dagegen sind auf der rechten
Seite nur zwei Integrale und von einem die Zeitableitung zu berechnen. Es ergibt sich
insgesamt eine Vereinfachung.

Die Integrationen in (10.5.19) konnen auch in einem mitbewegten Bezugssystem
mit 7-Koordinaten durchgefiihrt werden. Geht das 7-System durch reine Translation
und Rotation in das ¢-System {iiber, dann kénnen die Ergebnisse aus Abschnitt 10.4
angewendet werden. Es folgt

el eyt R

RB

=5 | e Zale 7 [ o) e

R3 R3

(10.5.20)

In den Integralen taucht nun der Faktor 1/|1 — M,.| auf, der sich durch die Bewegung
des Bezugssystems ergibt. Die Ausdriicke in den eckigen Klammern sind jetzt zu den
retardierten Zeiten 7* nach (10.4.25) zu nehmen. Ist die Quellstérkeverteilung auf eine
Fldche beschriankt, kann das Volumenintegral in ein Oberflichenintegral umgewandelt
werden. Als Beispiel wird eine Quellstérkeverteilung der Form

Bi = Wi |gradf| 5(f) (10521)

betrachtet. Die Flidche S ist wie tiblich durch f(Z,¢) = 0 definiert. Im mitbewegten
7-System soll die Oberflidche zeitlich konstant sein: f = f(7). Dann ergibt sich

0 w; B
o | sl IS
S
(10.5.22)

=5 [ o). 50— [ [l . asm
S S

Dabei ist
W, = W; @ (10.5.23)

die Komponente von W in Richtung des Beobachters.
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Im folgenden soll noch eine weitere hilfreiche Regel angegeben werden, die im Prin-
zip schon in einem vorangegangenen Abschnitt hergeleitet wurde. Dazu wird die inho-
mogene Wellengleichung der Form

0? 9 0B
o CA)e= "2 10.5.24
(81&2 CR)O= 5 (10.5.24)
betrachtet. Die Quellstirke ist als zeitliche Ableitung gegeben. Es wird angenommen,
daf} die Gleichung iiberall gilt und keine Randbedingungen erfiillt werden miissen. Die
Losung kann einmal in der Form

#2008 -

O(T,t) = // 37 5(g) dr d?’*:—/ &#7  (10.5.25)
47T ret
IR,3 —0o0

angegeben werden. Die Zeitableitung ist als Quellstérke in das Integral eingesetzt wor-
den. Da in dem Integral das Feld B eine Funktion von ¢ und 7 ist, wurde entsprechend
die Zeitableitung auch mit 0B/07 dargestellt. Zu beachten ist, dafl die Variable ¢
in Gleichung (10.5.25) als Beobachtungszeit verwendet wird und die Ableitung nach
dieser Zeit eine andere Bedeutung hat als die Ableitung nach der Quellzeit 7.

Alternativ 148t sich aber auch die Losung als zeitliche Ableitung eines Integrals
darstellen. Dies wurde bereits im Abschnitt 9.4 ausfithrlich behandelt. Fiir die Losung
gilt auch

B( y, 3, 10 1 3.
7 =—< /= B] 10.5.2
o(@:1) = 47T8t// ) dr &y 47r8t/r[ retdy (10.5.26)
RB — 0o IR,3
Dabei wird jetzt nach der Beobachtungszeit und nicht nach der Quellzeit differenziert.
Setzt man die Losungen (10.5.25) und (10.5.26) gleich, dann ergibt sich die Regel

1 0B 0 1

/ ; [E}ret dgg: & / ; [B] ret d3?7 (10527)

R* R’
zur Umformung der Losungsintegrale mit Zeitableitungen. Hier treten jetzt beide
Zeitableitungen — einmal nach der Quellzeit und einmal nach der Beobachtungszeit
— auf. Zu bemerken ist, daf sich die Regel (10.5.27) nicht so einfach in ein mitbewegtes
System iibertragen 148t. Sinnvollerweise miifte dann auch die Zeitableitung 0B/97 in
dem mitbewegten System ausgedriickt werden. Die Zeitableitung ist jedoch vom Be-
zugssystem abhiingig. Beim Ubergang in ein mitbewegtes 7j-Bezugssystem wiirde sich
ein komplizierter Ausdruck ergeben.

Ist die Quellstirkeverteilung auf eine Fliache beschrénkt, dann kénnen die Volumen-

integrale wieder in Oberflichenintegrale umgewandelt werden. Analog zu oben wird
von einer Quellstirkeverteilung

B =W |gradf|d(f) (10.5.28)
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ausgegangen. Zusétzlich wird angenommen, daf§ die Funktion f zeitlich konstant ist.
Damit bewegt sich die Oberfliche S nicht. Die Zeitableitung von W wird mit W
geschrieben. Es folgt

/% [%Lﬂret dS(7) = %/% ] _dS(7) (10.5.29)
s s

Die Verallgemeinerung auf eine sich bewegende Oberfliche und eine Integration im
mitbewegten Bezugssystem ist wie oben wegen der Zeitableitung W/t nicht so ein-
fach moglich.

Ubergang zum Kirchhoff-Integral

Im folgenden wird das Kirchhoff-Integral, wie es in Abschnitt 8.1 vorgestellt wurde,
aus der FW-H-Gleichung abgeleitet. Das Kirchhoff-Integral basiert auf der linearen
Wellengleichung. Entsprechend beschreibt es die Ausbreitung von kleinen Storungen.
Dagegen gilt die FW-H-Gleichung allgemein. Sie enthélt nichtlineare Terme und auch
die Reibungseffekte sind mit beriicksichtigt. Die FW-H-Gleichung kann jedoch an die
Bedingungen, unter denen das Kirchhoff-Integral gilt, angepaf3t werden. Sind {iberall
nur kleine Stérungen vorhanden, dann konnen die nichtlinearen Anteile und die Rei-
bungseffekte vernachlissigt werden. Weiterhin ist die im Kirchhoff-Integral verwendete
Oberflache unbeweglich. Beschrankt man die FW-H-Gleichung auf unbewegte Ober-
flichen ergeben sich sofort die Vereinfachungen 4 = 0, M, = 0 und y = 7. Zusétz-
lich wird die Berechnung der retardierten Zeiten deutlich vereinfacht. Bei Bewegung
miissen die Zeiten 7* als Losung der Gleichung (10.4.25) ermittelt werden. Bei unbe-
wegter Oberfldche kann man die retardierte Zeit einfach mit 7 = ¢t — r/c berechnen.
Dies kann formal durch

H - H bei 2L g (10.5.30)
T=T%* ret
ausgedriickt werden. Damit vereinfacht sich die FW-H-Gleichung (10.5.2) zu

47T02{p’H(f)}(f, £ = ax?;xj / Ti; H(f)

3y

ret

n] ds(y) (10.5.31)

dS(y)

ow; r J
ret

0 [pvivj—i—Pijn_
S

Im folgenden wird angenommen, daf§ auf der Oberfliche S und auflerhalb von ihr
nur kleine Storungen auftreten. Alle Bewegungen werden nur durch diese Stérungen
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hervorgerufen. In diesem Fall kénnen die Lighthillschen Spannungen 7;; auf der Ober-
fliche und in dem gesamten Auflenbereich vernachlissigt werden. Dies wurde bereits
im Zusammenhang mit der Lighthill-Gleichung ausfiihrlich behandelt. Wenn nur kleine
Schwankungen vorliegen und das Bezugssystem ist entsprechend gewihlt, dann ergibt
der Term mit den Lighthill-Spannungen nur einen Effekt von héherer Ordnung in den
Schwankungsgrofien.

Auch die anderen Ausdriicke in der FW-H-Gleichung enthalten noch Anteile von
hoherer Ordnung. Betrachtet man das Produkt pv;, so gilt

Die Terme von zweiter und hoherer Ordnung sind dabei mit dem Ausdruck O(2)
zusammengefafit. Zu beachten ist, dal keine mittlere Strémung vorliegt. Damit kann
v; = v} gesetzt werden. Analog folgt fiir den Ausdruck im dritten Integral auf der
rechten Seite

pUiv; + Pij = pv;v; + (p — po)éij —Tij = p/éij + O(2> (10533)

Hier sind auch die Reibungsspannungen mit in dem O(2)-Term enthalten. Strengge-
nommen sind die Reibungsspannungen 7;; jedoch nicht von héherer Ordnung. Sie kann
man jedoch auf andere Weise als klein abschétzen. Dies wurde bereits ausfiihrlich im
Rahmen der Herleitung der Wellengleichung behandelt. Hier werden sie vereinfachend
mit den Termen héherer Ordnung zusammengefafit.

Wenn man in der schon reduzierten FW-H-Gleichung (10.5.31) den T;;-Term und
die O(2)-Anteile vernachlissigt, ergibt sich

0 Lo 0 1

2 / = _ 7 PO S\ il P —

dre {p H(f)}(x,t) == / : [vz n]t AS(5) = 5. / : [p n}t dS(7) (10.5.34)
S

Diese Gleichung entspricht bereits dem Kirchhoff-Integral aus Abschnitt 8.1. Allerdings

besitzt es noch nicht ganz die dort angegebene Form. Um eine analoge Darstellung zu
erhalten, wird hier die Schnelle senkrecht zur Oberfléiche mit

/

vy, = vin; (10.5.35)

eingefiihrt. Wendet man die Umformungsregel (10.5.29) auf das erste Integral an, folgt

%/@[ énz}ret ds(y) =/@[%“j]mt ds(7) (10.5.36)

T T

S S

Zur Umformung des zweiten Integrals kann die Regel (10.5.22) benutzt werden. Dazu
wird die Grofle
WL‘ = p/ n; (10537)

gewdhlt. Mit (10.5.23) erhélt man

W, = g ny &80 ;yi) (10.5.38)
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Das Skalarprodukt auf der rechten Seite kann mit Hilfe der Ableitung des Abstands r
in Normalenrichtung

or  Or (i — i)
— == Yy, 10.5.39
on  Oy; " r " ( )
ausgedriickt werden. Es folgt
or
W, =—-p — 10.5.40
vy, ( )

Zur Erinnerung sei angemerkt, dafl in Abschnitt 8.1 auch der Ausdruck dr/dn in der
Formulierung des Kirchhoff-Integrals verwendet wurde.

Die beiden Ausdriicke fiir W; und W, kénnen nun in Gleichung (10.5.22) eingesetzt
werden. Es ergibt sich

S S

(10.5.41)
Damit kann das zweite Integral auf der rechten Seite von (10.5.34) umgewandelt wer-
den. Statt der Ableitung nach der Beobachtungsposition x; tritt die Ableitung nach
der Beobachtungszeit ¢ vor einem Integral auf. Diese Ableitung kann mit Hilfe der
Beziehung (10.5.36) durch eine Ableitung im Integral dargestellt werden. Es gilt

S [Lr b s [ L0 5w s

cr On cr On

S S

Dabei tritt mit dp’ /9t die zeitliche Anderung des Schalldrucks im Integral auf.
Setzt man die umgeformten Losungsintegrale in die Gleichung (10.5.34) ein, erhiilt

e {pH(P @0 = [

2154 150

r Lor

1 or 1op -
_/E o [E}ret ds(7) (10.5.43)

Bisher wurde die linke Seite noch nicht verdndert. Es wurde vorausgesetzt, dafl au-
Berhalb der Oberfliche S alle Schwankungen klein sind. Da innerhalb von S die linke
Seite wegen H(f) = 0 sowieso verschwindet, kann generell mit p’ = ¢?p’ die Dichte-
durch die Druckfluktuation ersetzt werden. Zusétzlich kénnen die drei Integrale zu-
sammengefafit werden. Es ergibt sich

poOv, 1 0rdp 1 or , o p(Z,t) falls f(Z&) >0
/[_—_____ﬁ% dS(y) = 4r 0 falls f(Z) <0

ret

(10.5.44)
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Diese Beziehung stimmt mit dem Kirchhoff-Integral (8.1.91) iiberein. Hier ist lediglich
die Beobachtungsposition mit & statt &y, die Beobachtungszeit mit ¢ statt tg, die
Quellposition mit ¢/ statt £ und die Quellzeit mit 7 statt ¢ bezeichnet. Die Zeitableitung
im Integral wird nach der Quellzeit also der Grofle 7 durchgefiihrt.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dal das Volumen V' in Abschnitt 8.1 genau
invers zu der Definition in diesem Abschnitt verwendet wurde. In Abschnitt 8.1 war
V der von der Oberfliche S eingeschlossene Bereich. Der Normalenvektor 77 war nach
innen gerichtet. Das Kirchhoff-Integral gibt die Losung an einem Punkt &y im Volumen
V' an. Dies wurde entsprechend der historischen Herleitung so gewihlt. Hier ist V' der
innere Bereich in dem die FW-H-Gleichung das Ergebnis Null liefert. Die eigentliche
Losung wird auflerhalb der Oberfliche S — also nicht in V' — berechnet. Entsprechend
ist der Normalenvektor 77 nach auflen gerichtet.

In Abbildung 10.10 wird ein Uberblick gegeben, wie die verschiedenen Gleichungen
zusammenhéngen. Der linke Zweig entspricht der Ableitung des Kirchhoff-Integrals
in Abschnitt 8.1. Der rechte Weg zeigt, wie das Kirchhoff-Integral iiber die FW-H-
Gleichung hergeleitet werden kann. Ubrigens kann man das Kirchhoff-Integral auch auf
dem gleichen Weg wie die FW-H-Formel direkt ableiten. Man mufl nur in einem Zwi-
schenschritt als erstes die Kontinuitédts- und Impulsgleichung linearisieren. Statt der
erweiterten Lighthill-Gleichung ergibt sich eine Wellengleichung mit linearen Quellter-
men. Die Losung dieser Gleichung liefert dann das Kirchhoff-Integral. Auf diese Weise
ist es auch moglich das Kirchhoff-Integral auf bewegte Oberflichen zu erweitern.

Propeller- und Rotorgerausche

Ein klassisches Einsatzgebiet fiir die FW-H-Gleichung ist die Untersuchung der
Propeller- und Rotorgeridusche. Zur Anwendung der FW-H-Gleichung wird die Ober-
fliche S auf die feste Oberfliche der Propeller- beziehungsweise Rotorblétter gelegt.
Das 77-Bezugssystem rotiert mit dem Propeller beziechungsweise Rotor mit. In diesem
Bezugssystem ist die Oberfléiche S zeitlich konstant. Zu beachten ist, dal Verformungen
der Propeller- und Rotorblétter vernachlassigt werden miissen. Die Blatter miissen als
starr angenommen werden. Nur dann kann ein 7-Bezugssystem mit den erforderlichen
Eigenschaften — wie in Abschnitt 10.4 beschrieben — gefunden werden.

ZweckmiBligerweise wird das Bezugssystem der FW-H-Gleichung so gewéhlt, dafl
im AuBenbereich nur kleine Schwankungen auftreten. Betrachtet man zum Beispiel
den Propeller an einem fliegenden Flugzeug, dann ist das FW-H-Bezugssystem fest
mit der ruhenden Luftmasse in der Umgebung verbunden. In dem Bezugssystem be-
wegt sich das Flugzeug und natiirlich auch der Propeller. Ein Beobachter, der sich am
Boden befindet und den Schall des Propellers wahrnimmt, ist in Ruhe. Das mitbewegte
7-Bezugssystem hiingt sozusagen fest an dem Propeller. Es fiihrt eine Uberlagerung
aus Rotations- und Translationsbewegung aus. Entsprechend schwierig wird die Be-
rechnung der retardierten Zeiten 7*.

Ublicherweise betrachtet man den von den verschiedenen Quelltermen herrithren-
den Schall getrennt voneinander. In der erweiterten Lighthill-Gleichung (10.5.1) sind
zwei Quellterme vorhanden, die eine flichenhafte Quellstarkeverteilung darstellen. Sie
reprisentieren Quellen auf der Oberfldche des Propellers beziehungsweise Rotors. Die
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Kontinuitétsgleichung und

Impulsgleichung
Vernachléssigung,
Linearisierung Exakte
Umformungen

Lineare
Wellengleichung Y

Harmonischer
Ansatz
) Losung fiir
Helmholtz-Gleichung starre Oberfliche
Greenscher
Integralsatz

Kirchhoff-Helmholtz-
Integral

Fourier-
Integral

Erweiterte
Lighthill-Gleichung

Y

Ffowcs Williams und
Hawkings-Gleichung

Vernachlissigung,
Linearisierung

Kirchhoff-
Integral

Abbildung 10.10: Zusammenhang der verschiedenen Gleichungen in einem Ableitungs-
schema.

105



10 Schallfelder umstrémter Korper

beiden Quellterme wurden in Abschnitt 10.3 fiir den Fall, das S mit einer undurchléssi-
gen Oberfléche iibereinstimmt, bereits untersucht. Es ergab sich eine vereinfachte Form
der Quellstiarkeverteilung. Sie lautet

ol,1) =+ po e £15(7)} — {1 arad £15(7)} (10.5.45)
T
Dabei ist u,, = 7 die skalare Normalengeschwindigkeit, und mit /; ist die Kraft pro
Oberflichenelement gegeben, die von dem Korper auf das Medium ausgeiibt wird. Die
Teillosungen fiir die beiden Terme werden im folgenden getrennt untersucht.
Zunéchst wird der Einflul des Quellterms mit der raumlichen Ableitung betrachtet.
Es wird die Wellengleichung

1 02 ) 9
(57 —2)r = ~ g, Ui larad 1501} (10.5.46)

aufgestellt. Sie soll fiir den Schalldruck p] gelten. Der Index L kennzeichnet, daf} es sich
nur um einen Anteil von der Gesamtlosung handelt. In der Literatur wird dieser Anteil
als “Loading-Noise” bezeichnet, da er durch die Kraft beziehungsweise Last auf den
Propeller beziehungsweise Rotor verursacht wird. Zu beachten ist, dafl im Gegensatz
zur erweiterten Lighthill-Gleichung der Schalldruck und nicht die Grofe {p' H(f)} die
abhéingige Variable ist. Da {iblicherweise nur die Losung im Auflenbereich interessiert,
kann auf den Faktor H(f) verzichtet werden. Er ist dort sowieso iiberall gleich Eins.
Wenn im Auflenbereich nur kleine Schwankungen auftreten, gilt dort die linearisierte
Druck-Dichtebeziehung p’ = ¢2p’. So lift sich die Dichteschwankung p’ ndherungs-
weise durch den Schalldruck p’ ersetzen. Der entstehende Fehler ist im Auflenbereich
vernachléssigbar klein. In der Nidhe des Rotors beziehungsweise Propellers, wo stérkere
Schwankungen vorliegen, tritt méglicherweise eine grofiere Abweichung.
Die Losung fiir die inhomogene Wellengleichung (10.5.46) lautet

L 0 Li _

Um die Lésung besser interpretieren zu konnen, wird die rdumliche Ableitung mit Hilfe
der Umformungsregel (10.5.22) in eine zeitliche Ableitung verwandelt. Mit W; = [;
ergibt sich fiir die Losung

fw 10 Iy _ / Iy _
drp, (Z,t) = -5 [TH — MJ] ds(7) + 2= M| dS(7) (10.5.48)
S T=7% S T=T%*

Dabei ist mit
(@ —yi)
r

L=1 (10.5.49)

die Komponente der Kraft /; in Richtung des Beobachters gegeben. Die neue Form der
Losung besteht aus zwei Integralen. Im zweiten Ausdruck tritt der Faktor 1/r? auf.
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Fiir einen Beobachter im Fernfeld spielt sein Anteil an der Losung daher keine Rolle.
Der Schall wird im wesentlichen durch die Schwankung des ersten Integrals mit der
Beobachtungszeit bestimmt. Schwankungen kénnen sich durch viele Faktoren ergeben.
Zum einen konnen sich die Krifte I; zeitlich dndern. Zusétzlich ergibt sich durch die
Rotations des Propellers beziehungsweise Rotors eine stdndige Variation des Abstands
r, der Beobachtungsrichtung und der Beobachtungsmachzahl M,..

Fiir einen Flugzeugpropeller ist es selbstverstandlich notwendig, dafl er eine Kraft
auf das Medium ausiibt. Schliellich bewirkt die entstehende Gegenkraft den Vortrieb
des Flugzeugs. Die Reduzierung des “Loading-Noise” durch Verringerung der Kriéfte [;
ist damit kaum moglich, wenn das Flugzeug noch fliegen soll. Es bleibt die Moglichkeit
die zeitlichen Schwankungen abzusenken. Das kénnte zum Beispiel mit einer Zuriickna-
me der Propellerdrehzahl erfolgen. L&t sich durch bessere Formgebung der Propeller-
blatter bei kleinerer Drehzahl die gleiche Kraft erzeugen, dann hitte man damit auch
den “Loading-Noise” reduziert. In jedem Fall sollte eine instationdre Fluktuation der
Krifte I; vermieden werden. Idealerweise ist die Umstrémung des Propellers in dem
mitbewegten Bezugssystem zeitlich konstant. Die Krifte [; &ndern dann nur durch die
Drehung ihre Richtung einmal pro Umdrehung. Der Betrag \f | bleibt konstant. Ist
jedoch die Umstromung des Propellers stark instationér, so kommt es zu zusétzlichen
Schwankungen. Dies ist zum Beispiel auch der Fall, wenn die Anstrémung des Propeller
nicht homogen ist. Die zusétzlichen Schwankungen bewirken eine verstéirkte zeitliche
Anderung der ersten Integrals und damit eine erhohte Schallemission.

Als niichstes wird noch der erste Quellterm in (10.5.45) untersucht. Analog zu oben
wird die Wellengleichung

2
(ciz% —A)p'T = %{poun |gradf|5(f)} (10.5.50)

aufgestellt. Die Grofe pl. ist wieder ein Anteil des Schalldrucks. Er wird tiblicherweise
als “Thickness-Noise” bezeichnet. Die Losung der inhomogenen Wellengleichung lautet

. 0 Poln .

/ —_—

drpr (Z,t) = o / lr|1 Mr] dS(7) (10.5.51)
S T=T"

Wie oben bestimmt die zeitliche Anderung eines Integrals den entstehenden Schall.
Im Integral tritt der Faktor pgu, auf. Es gibt die Rate an, mit der Masse von einem
Oberflachenelement bei seiner Bewegung verdréngt wird. Je schneller die Bewegung,
desto grofler die Verdriangung. Allerdings kann insgesamt durch einen starren Korper
keine Masse verdriangt werden. Das auf einer Seite verdrangte Medium stromt auf der
anderen Seite nach. Es muf} zu jeder Zeit

/poun dS(7) =0 (10.5.52)
S

gelten. Im Gleichung (10.5.51) wird allerdings nicht wie hier iiber den Ausdruck pou,,
zu einer festen Zeit integriert. Der Wert von pou, ist zu unterschiedlichen Zeiten
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10 Schallfelder umstrémter Korper

Abbildung 10.11: Schnitt durch einen diinnen Korper mit zwei gegeniiberliegenden
Punkten an den Koordinaten 77; und 7.

7*(7f) zu nehmen. Die Zeiten 7* héngen wie die Groflen r und M, natiirlich auch
noch von dem Beobachtungsort & und der Beobachtungszeit ¢ ab, jedoch werden diese
Parameter im folgenden fest gehalten und nur die Abhéngigkeit von 77 dargestellt. Auf
der rechten Seite von (10.5.51) wird im Unterschied zu (10.5.52) auch noch mit dem
Faktor 1/(r|1 — M,|) multipliziert. Dieser ist im allgemeinen nicht konstant und hingt
von 77 ab. Damit kann sich auch bei einer starren Oberfliche ein endlicher Wert fiir
das Integral ergeben.

Ein relativ geringer “Thickness-Noise” wird bei einem diinnen beziehungsweise fla-
chen Korper beobachtet. Dies soll anhand eines Beispiels erlautert werden. In Abbil-
dung 10.11 ist ein Schnitt durch einen entsprechenden Korper dargestellt. Es werden
zwel Punkte auf der Oberfliche mit den Koordinaten 77; und 7> betrachtet. Sie sollen
sich direkt gegeniiber liegen. Die Normalenvektoren 7i; und 7i5 in den beiden Punkten
sind genau gegeneinander gerichtet. Die Oberflichenelemente um die Punkte liefern
jeweils einen Anteil zum Integral in (10.5.51). Die Werte im Integral sind zur retar-
dierten Zeit 7* zu nehmen. Die beiden Punkte 77; und 7> haben jedoch fast die gleiche
retardierte Zeit. Je diinner der Korper ist, und je geringer damit der Abstand der bei-
den Punkte ist, desto kleiner ist der Unterschied in der retardierten Zeit. Im Grenzfall
eines unendlich diinnen Koérpers stimmen die Zeiten sogar iiberein. Es gilt

|T*(ﬁ1) — T*(ﬁ2)| — 0 falls |771 — 772| — 0 (10553)

Ist der Korper nur hinreichend diinn, dann kann der Unterschied zwischen den retar-
dierten Zeiten 7*(77;) und 7*(7j2) vernachlissigt werden.

Im folgenden wird vorausgesetzt, dal der Kérper nicht um eine Achse in der Nahe
der beiden Punkte 7j; und 77> rotiert. Dann bewegen sich die Punkte ndherungsweise
mit der gleichen Geschwindigkeit, und es gilt fiir die Normalgeschwindigkeit

(71, 7 (1)) = =t (72, 7* (72)) (10.5.54)
Entsprechend erhélt man fiir die Beobachtungsmachzahl
M, (7, 7 (1)) = M (2, 7 (72)) (10.5.55)

Damit heben sich die Beitrdge der gegeniiberliegenden Oberflichenelemente zum In-
tegral in (10.5.51) auf. Im Grenzfall eines unendlich diinnen Korpers verschwindet
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10.5 Die Gleichung von Ffowcs Williams und Hawkings

das Integral sogar. Ein Korper ohne Volumen erzeugt demnach iiberhaupt keinen
“Thickness-Noise”, auch wenn er eine ausgedehnte Oberfliche besitzt.

Kompakte Oberfldche

Die Berechnung der Schallfelder, die von den Oberflichenquellen erzeugt werden,
kann unter bestimmten Umsténden weiter vereinfacht werden. Als Beispiel wird der
“Loading-Noise”-Anteil betrachtet, welcher durch ein einzelnes Blatt eines rotieren-
den Propellers erzeugt wird. Vereinfachend wird angenommen, dafl die Umstrémung
des Blatts im mitbewegten 7j-Bezugssystem konstant ist. Dadurch sind die Krifte z
die auf die Blattoberfliche ausgeiibt werden, betragsmiflig von der Zeit unabhéngig.
Jedoch ist eine zeitliche Schwankung der Komponenten I; durch die Drehbewegung
moglich. Die Komponenten #dndern sich im allgemeinen — wie die Beobachtungsrich-
tung und die Beobachtungsmachzahl M, — periodisch einmal pro Umlauf. Damit kann
auch die resultierende Druckverteilung p, mit einer bestimmten Frequenz oszillieren.
Ist die entsprechende Wellenldnge A grof3 gegeniiber der Ausdehnung der Quellstéirke-
verteilung, kénnen einige Vereinfachungen bei der Berechnung des “Loading-Noise”
durchgefiihrt werden. Zu beachten ist, dafl nicht die Ausdehnung des Propellerblatts
sondern die Ausdehnung der in Abschnitt 10.4 beschriebenen Flache ¥ entscheidend
ist. Auf ihr liegen alle Quellpositionen, von denen die gleichzeitig am Beobachtungsort
eintreffenden Signale ausgegangen sind.

Bezeichnet man die Ausdehnung der Quellstiarkeverteilung mit D und die beob-
achtete Frequenz mit w, dann soll die Bedingung

2me

gelten. Das bedeutet, die Quelle ist kompakt. Zusétzlich wird vorausgesetzt, dafl sich
der Beobachter weit entfernt von der Quelle befindet. Es wird ein Mittelpunkt ¢ (t)
der Quelle festgelegt. Bewegt sich die Oberfliche, dann verschiebt sich auch der Mittel-
punkt. Er ist also Zeitabhéingig. In dem mitbewegten 7j-Bezugssystem ruht der Mittel-
punkt. Seine Koordinate wird mit 77, bezeichnet. Zu beachten ist, dafl der Mittelpunkt
nicht unbedingt auf der Oberfliche selbst liegen mufl. Er kann zum Beispiel mit dem
geometrischen Schwerpunkt des eingeschlossenen Volumens {ibereinstimmen. In Abbil-
dung 10.12 ist die betrachtete Anordnung skizziert. Der Abstand vom Beobachtungsort
Z zur Mitte der Quelle wird mit R bezeichnet. Es soll

R =% —gul > D (10.5.57)

erfiillt sein. Unter den genannten Bedingungen kann die Losung (10.5.47) fiir den
“Loading-Noise”-Anteil approximativ mit

%/ y _liMT dS(ﬁ)] (10.5.58)
S

T=T7%*

0
Apl (Z,t) ~ ——
WpL(.l}', ) axz

berechnet werden. Dabei wurden zwei Vernachlidssigungen eingefiihrt. Einmal wurde
der exakten Kehrwert des Abstands 1/r niherungsweise durch den Kehrwert des mitt-
leren Abstands 1/R ersetzt. Zum zweiten wurde die Variation der retardierten Zeit

109



10 Schallfelder umstrémter Korper

Abbildung 10.12: Blatt eines sich drehenden Propellers.

vernachléssigt. Das bedeutet, die Werte im Integral werden alle zur gleichen retar-
dierten Zeit 7* berechnet. Entsprechend schlieit die eckige Klammer nun das Integral
ein. Die Zeit 7 hiéngt vom dem Beobachtungsort Z, der Beobachtungszeit ¢ und der
Koordinate 177 ab. ZweckméBigerweise wird zur Berechnung des Integrals der Wert 7*
genommen, welcher dem Mittelpunkt — also der Koordinate 7, — entspricht. Praktisch
bewirkt die Vereinfachung eine deutliche Verringerung des Rechenaufwands.

Der Vektor [ gibt die Kraft pro Fliche an, die vom Korper auf das Medium aus-
geiibt wird. Integriert man diese Grofle iiber die gesamte Korperoberfliche ergibt sich
die Gesamtkraft vom Korper auf das Medium. Im Integral in (10.5.58) wird allerdings
die Kraft pro Fldche mit dem Faktor 1/|1 — M,.| multipliziert. Dadurch weicht der Wert
des Integrals im allgemeinen von der Gesamtkraft ab. Unter bestimmten Umstdnden
kann der Faktor 1/|1 — M,.| fiir einen entfernten Beobachter niherungsweise als kon-
stant angenommen werden. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn der Korper eine
reine Translationsbewegung ausfiihrt, oder wenn die Beobachtungsmachzahl insgesamt
relativ klein ist (M, < 1). Auch im Fall des rotierenden Propellerblattes kann eine
solche Vereinfachung erlaubt sein. Dies héngt von den jeweiligen Parametern wie der
Geometrie des Propellers, der Drehzahl und auch der Beobachtungsrichtung ab.

Wird der Faktor 1/|1 — M,| ndherungsweise als konstant angenommen, dann kann
M, durch den Wert Mg = M, (77y,7") am Mittelpunkt ersetzt werden. Man erhilt
eine weitere Vereinfachung mit

0 F;
drpl (B ) ~ —— | ————— 10.5.59
wobei die Gesamtkraft vom Korper auf das Medium mit
F;, = /li dS(7) (10.5.60)

S

eingefithrt wurde. Die Losung entspricht dem Schallfeld einer bewegten punktférmi-
ge Impulsquelle, die sich am Ort #(t) befindet. Ein solches Feld wurde bereits in
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10.5 Die Gleichung von Ffowcs Williams und Hawkings

Abschnitt 9.4 berechnet. Ein Vergleich mit Gleichung (9.4.18) zeigt die formale Uber-
einstimmung mit der approximativen Losung (10.5.59).
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

11.1 Wellenausbreitung im Kanal mit rechteckigem
Querschnitt

Im folgendem wird die Schallausbreitung in einem Kanal mit rechteckigem Querschnitt
untersucht. Es wird angenommen der Kanal sei unendlich lang. Weiterhin wird vor-
ausgesetzt, dafl die Kanalwinde starr und undurchlissig also schallhart sind, und daf3
keine Strémung im Kanal vorliegt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird das

X2 T

Abbildung 11.1: Ausrichtung des Koordinatensystems im Kanal mit rechteckigem
Querschnitt.

Koordinatensystem so gewihlt, dal die Kanalachse in x1-Richtung verlduft. Die Aus-
richtung der Achsen ist in Abbildung 11.1 dargestellt. Akustische Wellen in dem Kanal
miissen die Wellengleichung fiir den Schalldruck

1 82p/
2 o
erfiillen. Um die Wellenausbreitung im Kanal zu verstehen, werden Losungen fiir feste
Frequenzen w untersucht. Dies ist analytisch viel einfacher, als beliebige Storungen
zu betrachtet. Im Allgemeinen kann jede Storung in ihre spektralen Anteile zerlegt

werden. Ist das Verhalten der einzelnen Anteile bekannt, kann die zeitliche Entwicklung
der Stérung vorhergesagt werden.

—Ap' =0 (11.1.1)
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11.1 Wellenausbreitung im Kanal mit rechteckigem Querschnitt

Zu Berechnung der harmonischen Losung wird der Ansatz

P (Z,t) = f(x1)g(x2)h(xs)e™! (11.1.2)

gewahlt. Dies stellt einen Separationsansatz dar, in dem die Abhéngigkeiten von den
verschiedenen Koordinaten mit den Funktionen f(z1), g(z2) und h(x3) getrennt ent-
halten sind. Setzt man den Ansatz (11.1.2) in die Wellengleichung (11.1.1) ein, ergibt
sich nach einigen Umformungen

(£ £@1) o) has)
(11.1.3)
+j—£($1) g(x2) h(zs) + f(z1) %@2) hz3) + f(z1) g(x2) %(%) -0
1 2 2

Die Zeit t ist nach dem Kiirzen durch den Faktor e’“* herausgefallen.

Um die Losung zu bestimmen, miissen die Funktionen f(z1), g(x2) und h(zs)
ermittelt werden. Dazu wird (11.1.3) so umgeformt, da alle Terme mit g(z2) auf
einer Seite isoliert sind. Man erhélt

1 ng( - 1 d2f( ) 1 d2h( ) <w>2
g(z2) dz3 T2} = f(z1) da? . h(zs) da? 3

Es stellt sich heraus, da§ zo auf der rechten Seite von (11.1.4) iiberhaupt nicht mehr
auftritt. Die linke Seite hangt ausschliefllich von zo ab, und die rechte Seite nur von
21 und z3. Die Gleichheit muf} jedoch fiir alle & erfiillt sein. Dies ist nur moglich wenn
beide Seiten konstant — also unabhéngig von & — sind. ZweckméfBigerweise wird fiir die
Konstante —3? gewiihlt. Dies scheint zunichst eine Einschrinkung der Allgemeinheit
zu sein, da die Konstante immer negativ ist. Jedoch sind mit komplexen Werten fiir 8
alle beliebigen Konstanten moglich. Es ergibt sich als Folge von (11.1.4) die Gleichung

1 d%
g(x2) dzj

(11.1.4)

(x2) = = (11.1.5)

Dies ist eine gewthnliche Differentialgleichung, deren allgemeine Losung in der Form
g(x2) = Ay cos(fBz2) + Bs sin(fx2) (11.1.6)

geschrieben werden kann. Durch Einsetzen 148t sich leicht zeigen, daf (11.1.6) wirklich
die Gleichung (11.1.5) erfiillt. Damit ist die Funktion g(z3) bis auf die drei Faktoren
As, By und f bestimmt. Das bedeutet, dafl der Separationsansatz (11.1.2) zum Er-
folg fiithrt. Die Funktion g(z3) kann unabhiingig von f(z1) und h(zs3) bis auf einige
Konstanten bestimmt werden.

Entsprechend zur Gleichung (11.1.4) kénnen alle alle Terme, die von x5 abhéingen,
auf eine Seite gebracht werden. Dann ergibt sich wieder ein Ausdruck, der iiberall
konstant sein mufl. Die Konstante wird diesmal als —o? gew#hlt. Man erhilt analog
zu (11.1.5) eine Differentialgleichung fiir A(x3). Es mufl gelten

1 &*n
) d—ﬁ(x?)) = —¢? (11.1.7)
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

Die allgemeine Losung wird mit
h(x3) = Az cos(oxs) + Bs sin(oxs) (11.1.8)

dargestellt. Dieser Ausdruck ist dquivalent zur Losung fiir g(z2) in (11.1.6). Der glei-
chen Umformungen kénnen letztlich auch fiir die Variable x7 und damit fiir die Funk-
tion f(x1) durchgefiihrt werden. Als Konstante wird —a? gewiihlt. Es ergibt sich eine
zu (11.1.5) und (11.1.7) analoge Differentialgleichung mit

L
flxy) daf

Im folgenden wird sich zeigen, daB die fiir g(x2) und h(z3) gewiihlte Form der Losung
besonders gut zur Erfiillung der Randbedingungen an den festen Wénden geeignet ist.
Die Funktion f(x1) beschreibt die Form der Welle in Kanalrichtung. Dort sind keine
Randbedingungen gegeben. In Kanalrichtung sind laufende Wellen von besonderem
Interesse. Die Formen (11.1.6) und (11.1.8) mit cos- und sin-Ausdruck sind eher fiir
stehende Wellen geeignet. Fiir die Funktion f(z1) ist es zweckméiBiger, die allgemeine
Losung in der Form

(1) = —a® (11.1.9)

f(zy) = Ay e "™ 4 By el (11.1.10)

darzustellen. Natiirlich kann auch mit dem cos- und sin-Ausdruck eine laufende Welle
und umgekehrt mit dem Ansatz (11.1.10) eine stehende Welle beschrieben werden.
Dann werden jedoch die entstehenden Ausdriicke umfangreicher. Mit den gewéhlten
Ansétzen wird eine besonders einfache Darstellung erreicht.

Bisher wurde die Form der Funktionen f(z1), g(x2) und h(zs) ermittelt. Die kon-
krete Losung wird durch die Konstanten A;, B; und die Wellenzahlen «, 8 und o
bestimmt. Durch die Wellenzahlen wird die Wellenlédnge in der jeweiligen Richtung
festgelegt. Die Wellenzahlen miissen so gewéhlt werden, dal die Randbedingungen an
den festen Winden erfiillt werden. Die Randbedingungen reichen jedoch nur aus, um
[ und o zu bestimmen. Die Wellenzahl « ist dann indirekt durch die Beziehung

2 2 2 _ (Y 22
2+ P +o —(C) s (11.1.11)
bestimmt, die sich aus Gleichung (11.1.4) durch Einsetzen von (11.1.5), (11.1.7) und
(11.1.9) ableitet.

Die Abbildung 11.2 zeigt einen Schnitt durch den Kanal. Das Koordinatensystem
ist so gewahlt, daf} jeweils eine Kanalwand bei x5 = 0 und z3 = 0 liegt. Die Ausdehnung
des Kanals in x3- und z3-Richtung wird mit Hs und H3 bezeichnet. Die Randbedin-
gung an den schallharten Wénden fordert, dafl kein Medium durch die Wand stromt.
Entsprechend mufl die Schnellekomponente senkrecht zur Wand gleich Null sein. Es
gilt daher

vh(Z,t) =0 bei x9=0,29 = Hs (11.1.12)

und
v5(Z,t) =0 bei x3=0,23= Hj (11.1.13)
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Hs

0 H, asg

Abbildung 11.2: Schnitt durch den Kanal.

Diese beiden Gleichungen stellen Bedingungen an die Schnelle. Sie sind daher nicht
direkt als Randbedingungen fiir den Schalldruck geeignet. Es mufl zunéchst aus den
Bedingungen eine Beziehung fiir den Schalldruck abgeleitet werden. Dazu bietet sich
die linearisierte Fuler-Gleichung

81)/» 8p'

— = 11.1.14

Po 8t 8xj ( )

an. An den Wénden ist die Normalkomponenten der Schnelle gleich Null. Damit ver-
schwindet auch ihre zeitliche Ableitung, die auf der linken Seite von (11.1.14) steht.
So ergeben sich Bedingungen an die rdumliche Ableitung des Schalldrucks. Es muf}

op’

8x2 =0 bel To = 0,$2 = Hg (11115)

und '
P 0 bei w3=0,25= Hs (11.1.16)

81'3

gelten. Der Verlauf von 9p’/0xs wird durch die Funktion g(z2) bestimmt. Damit die
Bedingung (11.1.15) gilt, muf die Funktion

dg v — 49 1\ _
d562(0)_ dxg(HQ)—O (11.1.17)

erfiillen. Analog folgt aus (11.1.16) eine Beziehung fiir h(x3) an den Wandkoordinaten:
dh dh
Aoy = Y gy =0 11.1.18
dl’g dl’g ( 3) ( )

Aus den Bedingungen bei x5 = 0 und x3 = 0 folgt sofort, dafl
By=DB;=0 (11.1.19)

sein muf. Sonst wiirde die Ableitung der Funktion g(x2) beziehungsweise h(x3) an der
Stelle x5 = 0 beziehungsweise x3 = 0 wegen der Sinus-Ausdriicke nicht verschwinden.
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Der Cosinus-Anteil besitzt bei Null ein Maximum und erfiillt die Bedingung. Damit
auch an der zweiten Wand die Ableitung gleich Null wird, mufl

= o, =0n mit m=0,1,2,... (11.1.20)
beziehungsweise
o="T—5, mit n=0,1,2,... (11.1.21)
H;

gelten. Anschaulich bedeutet dies, daf eine ganze Zahl von halben Wellenléngen zwi-
schen den Kanalwénden Platz haben muf. Dadurch werden jedoch die Wellenzahlen
{ und o nicht eindeutig festgelegt. Vielmehr gibt es eine ganze Serie von zuldssigen
Werten, die der Gréfle nach geordnet mit (3, und o, bezeichnet werden. Die Ord-
nungszahlen sind dabei m und n. Sie legen letztlich die Form der Losung fest. Denn
iiber B und o ist auch die Wellenzahl in Kanalrichtung « festgelegt. Aus (11.1.11) folgt

a=Vk?— 2 —o? (11.1.22)

Das bedeutet es gibt eine ganze Schar von moglichen a-Werten, die durch

a= \/<%)2 - (%)2 - (2—2)2 = Qyn (11.1.23)

gegeben sind. Fiir jedes mn-Paar gibt es eine eigene Wellenzahl in Kanalrichtung, die
mit a,,, bezeichnet wird.

Setzt man die ermittelten Funktionen f(z1), g(z2) und h(z3) in den Ansatz (11.1.2)
ein, dann erhélt man die Losung

P/ (Z,t) = Ay Az cos(Bpa2) cos(onxs) [Are " mn®t + Byetiomn®] @l (11.1.24)

Die Ordnungszahlen m und n legen die Wellenzahlen (,,, 0, und a,,,, fest. Sie bestim-
men somit die Form der Losung bei einer vorgegebenen Frequenz w. Die entsprechende
Losung wird auch als mn-Mode bezeichnet. Mit den Faktoren Ay, By, As und Az wird
die Amplitude der Losung festgelegt. Fiir B; = 0 ergibt sich eine “reine” Welle in po-
sitiver x1-Richtung. Entsprechend stellt die Losung fiir A; = 0 eine Welle in negativer
x1-Richtung dar. Im allgemeinen Fall erhilt man eine Uberlagerung von beiden Wel-
len. Eine reguldre Wellenausbreitung liegt jedoch nur vor, wenn die Wellenzahl
reell ist. Dazu muf} die Frequenz w die Bedingung

2 2
mm nmw
w > C\/(E> + (Fg) = We,mn (11125)

erfiillen. Die Gréfie we my, wird als “Cut-Off”-Frequenz der mn-Mode bezeichnet.
Fiir niedrigere Frequenzen, die die “Cut-Off”-Bedingung (11.1.25) nicht erfiillen, ist

Qmn Tein imagingr. Dann beschreibt die Losung (11.1.24) eine Uberlagerung aus einem

Teil, der in z;-Richtung exponentiell abklingt, und einem exponentiell anwachsenden
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x3 mn=(0,0) 3 A mn=(1,0)

€2

x3 mn=(1,1)

x2

Abbildung 11.3: Momentane Druckverteilung in einem Querschnitt fiir verschiedene
Moden.

Teil. Ob die gesamte Losung in x;-Richtung steigt, liegt an der Wahl von A; und
B;. Fiir die Modenzahlen mn = (0,0) ergibt sich iibrigens eine ebene Wellen in oder
entgegen der x1-Richtung, je nach Wahl von A; und B;. Diese Losung wird Grundmode
genannt. Sie ist immer ausbreitungsfahig, da we oo = 0 gilt.

Zur Veranschaulichung der verschiedenen Moden sind in der Abbildung 11.3 meh-
rere Losungen skizziert. Es sind jeweils in einem Querschnitt des Kanals fiir eine fest
Zeit Bereiche positiven und negativen Schalldrucks markiert. In den grau schattierten
Feldern ist der Schalldruck positiv und in den Hellen negativ. Die Bilder sind sozusagen
Momentaufnahmen. Zu einem anderen Zeitpunkt kénnen die Bereiche mit positiven
und negativen Werten vertauscht sein. Die Grenzlinien zwischen den Bereichen — die
sogenannten Knotenlinien — bleiben allerdings konstant. Sie verlaufen entlang der Po-
sitionen xo und x3, an denen einer der beiden cos-Terme in (11.1.24) verschwindet.
Dort hat die Losung beziehungsweise Mode immer einen Schalldruck gleich Null.

Um die Druckverteilung noch weiter zu verdeutlichen, ist in der Abbildungen 11.4
der Druckverlauf entlang der Linie z3 = H3/2 (also durch die Mitte des Kanals in
Bezug auf x3) fiir zwei Fille aufgetragen. In zo- und z3-Richtung beschreibt die Losung
stehende Wellen zwischen den Kanalwénden. Es befindet sich immer ein Extremum des
Schalldrucks an der Wand. Die Losungen haben dort einen sogenannten “Druckbauch”,
der durch die Randbedingung der schallharten Wand erzwungen ist.
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mn=(3,2)

A VAN A
0/ PR /\/H

Abbildung 11.4: Momentaner Druckverlauf in zo-Richtung entlang einer Linie bei z3 =
Hs/2.

=]

Resonanter Quader

Bisher wurden nur laufende Wellen in z1-Richtung betrachtet. Es wurde angenommen,
da8 der Kanal in x1-Richtung zu beiden Seiten unendlich ausgedehnt ist. Wird der
Kanal mit schallharten Winden auch in x;-Richtung abgeschlossen, ergibt sich ein
quaderformiger Raum. Im folgenden sollen die Losungen der Wellengleichung in einem
solchen Raum betrachtet werden. Eine Wand wird bei 1 = 0 und die zweite bei
x1 = H; angenommen. Der Quader besitzt damit die Abmessungen H; X Hy X H3. Die
Losung wird wieder fiir eine vorgegebene Frequenz w gesucht. Der Separationsansatz
bleibt unveréndert. Die Funktion f(z;) kann nun auf gleichem Wege wie die Funktionen
g(x2) und h(x3) ermittelt werden. Dazu wird der Losungsansatz

flx1) = Ay cos(axy) + By sin(ax) (11.1.26)
angenommen. Es muf} gelten

op’

P =0 fir 1 =021 =H; (11.1.27)
Daraus folgt
df df
—(0)=—(H1)=0 11.1.28
Lo =L (11.1.28)

Die Bedingung bei 1 = 0 erfiillt man, indem
By =0 (11.1.29)
gesetzt wird. Um die Bedingung bei 1 = Hj zu erreichen, muf3 die Wellenzahl
a=-—=q mit 1=0,1,2,... (11.1.30)
gewihlt werden. Analog zu 3 und o wird durch die Randbedingung « nicht eindeutig

festgelegt. Es gibt eine ganze Reihe von moglichen Losungen, die mit «; bezeichnet
werden. Dabei ist [ eine weitere Ordnungszahl.
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11.1 Wellenausbreitung im Kanal mit rechteckigem Querschnitt

Im Fall des in z1-Richtung unendlich ausgedehnten Kanals wurden § und o durch
die Randbedingungen bestimmt, und « ergab sich indirekt aus der Beziehung

2
a2+ 32402 = (%) = k2 (11.1.31)

Diese Gleichung folgte unmittelbar aus dem Lésungsansatz fiir p’(Z, t) nach Einsetzen
in die Wellengleichung. Im Fall des Quaders ist die Wellenzahl « direkt durch die Rand-
bedingungen an den zusitzlichen Winden festgelegt. Jedoch mufl Gleichung (11.1.31)
immer noch gelten, damit die Wellengleichung wirklich erfiillt wird. Dadurch ist das
System jetzt iiberbestimmt. Es gibt mehr Bedingungen als Unbekannte. Tatséchlich
148t sich nicht mehr fiir jede vorgegebene Frequenz w eine Losung finden. Die Frequenz

muf} die Bedingung
w=cva?+p3?+02 (11.1.32)

fiir eine mogliche Kombination der Wellenzahlen «, § und o erfiillen. Dies wird fiir die

Werte
1\? m\? n\?
= — — e 11.1.
Wimn cTm (Hl) + <H2> + (HS) ( 33)

erreicht. Nur fiir diese Werte ergibt sich eine harmonische Losung. Fiir vorgegebene
Ordnungszahlen [, m und n hat das Druckfeld die Form

p'(Z,t) = Ay Az Az cos(ary) cos(Bmra) cos(o,xs) ewimnt

(11.1.34)
= Al A2 A3 p;mn(f’ t)

Anschaulich beschreibt die Losung stehende Wellen, die in den Quader “hineinpassen”.
Dies ist nur bei den ausgezeichneten Frequenzen nach (11.1.33) — den Resonanzfrequen-
zen — moglich. Fiir andere Frequenzen erhélt man keine Lsung mit dem harmonischen
Ansatz.

Theoretisch halten sich die stehenden Wellen bei den Resonanzfrequenzen unend-
lich lange, wenn sie einmal angeregt wurden. In der Praxis wird jedoch jede Schwin-
gung durch Warmeleitung und Reibung geddmpft. Regt man in dem Quader mit ei-
nem Lautsprecher harmonische Schwingungen an, so ergibt sich ein Stehwellenfeld,
das zusétzlich die periodischen Randbedingungen am Lautsprecher erfiillt. Stimmt die
Anregungsfrequenz mit einer Resonanzfrequenz iiberein, so kann eine sogenannte Re-
sonanzkatastrophe eintreten.

In der Realitét 148t sich eine einzelne Mode — zum Beispiel mit einem Lautspre-
cher in der Seitenwand — nur sehr schwer gezielt erzeugen. Im allgemeinen wird eine
Uberlagerung aus viele Moden angeregt, so daf8 die reale Losung als Summe

PEL) =D Binn Dl (&, 1) (11.1.35)
l m n

dargestellt werden muf.

119



11 Dreidimensionale Kanalmoden

11.2 Harmonische Losungen der Wellengleichung bei
Zylindersymmetrie

Bevor die Schallausbreitung in einem runden Kanal behandelt wird, soll auf die Losung
der Wellengleichung im zylindersymmetrischen Fall eingegangen werden. Die sich er-
gebenden Erkenntnisse werden spéter bei der Behandlung des runden Kanals niitzlich
sein. Es wird die Wellengleichung

1 0%
2 o2
betrachtet. Die physikalische Bedeutung der Gréfe ¢ spielt an dieser Stelle keine Rolle,
da es zunéichst um eine rein mathematische Betrachtung geht. ¢ kann der Schalldruck,

das akustische Potential oder irgendeine andere physikalische Grofle sein, fiir die die
Wellengleichung gilt. Es werden nur harmonische Losungen zugelassen, die dem Ansatz

—Ap=0 (11.2.1)

(T, t) = @(F) ™ (11.2.2)
entsprechen. Einsetzen in (11.2.1) fithrt auf die Helmholtz-Gleichung
Ap+k2p=0 (11.2.3)

fiir die komplexe Amplitude ¢.

Es sollen nur zylindersymmetrische Losungen betrachtet werden. Dazu werden die
Zylinderkoordinaten (r,6,z) eingefiihrt. Sie sind mit den kartesischen Koordinaten
durch die Beziehungen

x1 =1 cosb

Zo =7 sinf (11.2.4)

xr3 =z
verkniipft. In der Abbildung 11.5 sind die Koordinaten veranschaulicht. Die Koordinate
r gibt den Abstand von der x3-Achse an. 6 stellt ein Winkel in der z,z2-Ebene
dar, und z stimmt einfach mit x3 iiberein. In dem neuen Koordinatensystem hat der
Laplace-Operator die Form

1 0 0 1 02 0?
A=lar (a—) T o T o (11.25)

Bei Zylindersymmetrie ist das Feld ¢ ausschliefllich von r abhéngig. Die Ableitungen
von ¢ nach 6 und z verschwinden. Weiterhin kann die partielle Ableitung nach r durch
eine Gewohnliche ersetzt werden. Es gilt

1d de
Ap=—-—|r— 11.2.
T ar <T dr> ( 6)

Durch Einsetzen von (11.2.6) in die Helmholtz-Gleichung erhélt man schlieBlich fiir
den zylindersymmetrischen Fall

d?p  1dy
Fr ;E—Fngp:O (11.2.7)
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11.2 Harmonische Losungen der Wellengleichung bei Zylindersymmetrie

z3 A P

T2

L—75) )

T

Abbildung 11.5: Zur Darstellung eines Punktes P in Zylinderkoordinaten.

Mathematisch betrachtet ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir die Funktion ¢(r). Die Losung dieser Differentialgleichung findet man in
Formelsammlungen. Allerdings ist dort meist eine etwas andere Form angegeben. Um
sie zu erhalten wird eine neue Funktion mit

a(kr) = o(r) (11.2.8)
definiert. Passend dazu wird die Variable
s=kr (11.2.9)

eingefiihrt. Zwischen den Ableitungen der beiden Funktionen a(s) und ¢(r) gelten die
Zusammenhéange
do  da > ,d%

=k — e —_— 11.2.1
dr K ds und dr2 & ds? ( 0)

Durch Einsetzen erhilt man aus (11.2.7) eine Differentialgleichung fiir a(s). Sie lautet

d®a 1da

@+g£+a:0 (11211)

Dies ist der Spezialfall v = 0 der klassischen Besselschen Differentialgleichung

d? d
s2d—sg+sd—z+(32—y2)a:0 (11.2.12)
Die Grofle v wird iiblicherweise als die Ordnung der Gleichung bezeichnet. Es zeigt
sich, dafl man in wenigen Schritten von der Wellengleichung — mit den Annahmen einer
harmonischen Losung und Zylindersymmetrie — auf die Besselsche Differentialgleichung
nullter Ordnung gelangt.

121



11 Dreidimensionale Kanalmoden

Vergleich mit dem eindimensionalen und kugelsymmetrischen Fall

Die sogenannten Bessel-Funktionen sind Losungen der Besselsche Differentialgleichung.
Bevor auf die Losungen niher eingegangen wird, soll hier der Zusammenhang der Dif-
ferentialgleichung (11.2.7) und der Helmholtz-Gleichung noch weiter verdeutlicht wer-
den. Dies geschieht anhand einer Gegeniiberstellung verschiedener Félle. Es soll dabei
die Losung ¢ nur von einer Koordinate abhédngen. Damit die abgeleiteten Formeln bes-
ser verglichen werden kénnen, wird die Koordinate immer mit r bezeichnet, obwohl
sie jedesmal eine andere Bedeutung besitzt.

Im ersten Fall wird eine eindimensionale Losung betrachtet. Das Feld ¢ soll nur
von x; abhéngen. Entsprechend wird

r=1I (11.2.13)

gesetzt. In dem eindimensionalen Fall gilt einfach

2

Ap = (11.2.14)

a2 ¥
Man kann r dabei auch als Abstand ansehen. Nur ist jetzt nicht der Abstand von
einem Punkt oder einer Achse sondern von der Ebene x; = 0 gemeint. Im zweiten
Fall wird Zylindersymmetrie angenommen. Die Situation ist zweidimensional. In x3-
Richtung ist die Losung konstant. In Zylinderkoordinaten ist » dann der Abstand von

der x3-Achse. Es gilt
r=\/2% + 23 (11.2.15)

Wie bereits in Gleichung (11.2.6) dargestellt, ergibt sich in diesem Fall

1d d
Ap=—-——|r— 11.2.16

T ar (T dr) 7 ( )
fir den Laplace-Ausdruck. Im dritten Fall wird Kugelsymmetrie angenommen. Es
wird ein dreidimensionales Feld ¢(r) betrachtet. Die Koordinate r ist der Abstand

vom Ursprung mit
r=/x? + 2% + 22 (11.2.17)

Ap = 14 (7“2 d) © (11.2.18)

r2dr dr

Zu bemerken ist, daf3 sich die Laplace-Ausdriicke auf den rechten Seiten von (11.2.14),
(11.2.16) und (11.2.18) formal nur durch den Exponenten von r unterscheiden. Denn
Gleichung (11.2.14) kénnte auch als

1d/,d

In Kugelkoordinaten gilt

geschrieben werden. Durch die unterschiedlichen Ausdriicke fiir Ay in den verschie-
denen Koordinatensystemen, leiten sich aus der Helmholtz-Gleichung (11.2.3) auch
verschiedene Bestimmungsgleichungen fiir ¢(r) ab.
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11.2 Harmonische Losungen der Wellengleichung bei Zylindersymmetrie

Durch Einsetzen von (11.2.14) ergibt sich im eindimensionalen Fall

d%p
Cr k=0 (11.2.20)

Im zweidimensionalen Fall bei Zylindersymmetrie erhélt man

d?p  1dy

W ;54—]412(,0:0 (11.2.21)
und bei Kugelsymmetrie folgt

d2<p 2dyp 9

Die drei Differentialgleichungen unterscheiden sich lediglich durch den Faktor vor den
Term mit der ersten Ableitung. In Gleichung (11.2.20) konnte theoretisch als zweiter
Term noch

0dy
-— =0 11.2.23
rdr ( )
eingefiigt werden.
Die allgemeine Losungen der Differentialgleichung (11.2.20) lautet
o(r) = A sin(kr) + B cos(kr) (11.2.24)

Dabei sind A und B Faktoren, die durch Anfangs- oder Randbedingungen bestimmt
werden. Die allgemeine Losungen der Differentialgleichung (11.2.22) kann als

sin(kr) B cos(kr)

plr) =A— .

(11.2.25)

dargestellt werden. Sowohl fiir den eindimensionalen als auch fiir den kugelsymme-
trischen Fall lassen sich die Losungen mit Hilfe der Sinus- und Cosinus-Funktionen
ausdriicken. Wie die Losung im zweidimensionalen, zylindersymmetrischen Fall aus-
sieht, soll im folgenden vorgestellt werden sollen.

Bessel- und Neumann-Funktionen

Um die Losung der Besselschen Differentialgleichung zu finden wird ein sogenannter
Potentialreihenansatz aufgestellt:

oo
a(s) =Y emstm (11.2.26)
m=0

Dabei sind ¢, Koeffizienten, und [ ist ein freier Index. Fiir weitere mathematische
Details und den genauen Losungsweg sei hier auf die einschligige Literatur verwiesen.
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

Durch Bestimmen der Koeflizienten erhélt man letztlich als Losung der Besselschen
Differentialgleichung (11.2.12) den Ausdruck

e ( 1) ( )1/-',—2m
ZO mlF V—|—m—|—1) Ju(s) (11227)

Die Losung wird im allgemeinen mit den Symbol J, dargestellt. Sie wird Bessel-
Funktion v-ter Ordnung genannt. Da Gleichung (11.2.7) der Besselschen Differenti-
algleichung nullter Ordnung entspricht, ist hier zunéchst nur die Besselfunktionen Jy
von Interesse.

In Gleichung (11.2.27) kommt die sogenannte Gammafunktion vor. Sie ist durch

T(v+1)= /6—5 £ de (11.2.28)
0
definiert. Es gilt
I'v+1)=vI(v) (11.2.29)

Die Gammafunktion stellt eine Verallgemeinerung der Fakultéit auf reelle Argumen-
te dar. Ist v einen ganze Zahl, kann die Gammafunktion durch einen Ausdruck mit
Fakultét ersetzt werden, denn es gilt

I'n+1)=n! fir neN (11.2.30)

Die Besselsche Differentialgleichung ist eine Gleichung zweiter Ordnung. Es muf}
daher noch eine zweite linear unabhéngige Losung geben. Fiir eine Darstellung, wie
diese zweite Losung gefunden werden kann, wird wieder auf einschligige Literatur
verwiesen. Die zweite Losung wird iiblicherweise mit Y, bezeichnet und Neumann-
Funktion genannt. Fiir nichtganzzahlige v besteht der Zusammenhang

Y. (s) = sin(lwr) [ (s) cos(vm) — J_,(s)] fiir v#0,1,2,... (11.2.31)

zwischen Neumann- und Bessel-Funktionen. Die Neumann-Funktion kann fiir alle v als
eine unendliche Reihe dargestellt werden. Die Formel ist allerdings sehr umfangreich,
und daher wird sie hier nicht angegeben. Stattdessen sind die Bessel- und Neumann-
Funktionen fiir ganzzahlige v, die fiir die akustischen Anwendungen besonders von
Interesse sind, in der Abbildungen 11.6 veranschaulicht. Die Bessel-Funktionen Ji(s),
Ja(s), usw. verschwinden bei s = 0. Dagegen ist Jy(0) = 1. Die Neumann-Funktionen
besitzen bei s = 0 alle eine Singularitét. Alle Funktionen besitzen unendlich viele
Nullstellen.

Die allgemeine Losung der Besselschen Differentialgleichung v-ter Ordnung wird
aus einer Linearkombination der beiden Losungen gebildet. Es ergibt sich

a(s) =AJ,(s) + BY,(s) (11.2.32)
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11.2 Harmonische Losungen der Wellengleichung bei Zylindersymmetrie

a(s) A
1.0 40
Ji I 7
0.0 LI
S
5.0 10.0 15.0
—1.0 4
a(s) A
1.0
Yb Yl Y2 Y3
OO T >
S
5.0 10.0 15.0
—1.0 4

Abbildung 11.6: Bessel- und Neumann-Funktionen.

Damit kann auch die allgemeine Losung der Helmholtz-Gleichung im zylindersymme-
trischen Fall angegeben werden. Nach (11.2.8) gilt ¢(r) = a(kr). Die Ordnung der
Besseleschen Differentialgleichung ist ¥ = 0. Die Losung lautet damit

o(r) = AJo(kr) + BYy(kr) (11.2.33)

Stehende und laufende Wellen

Ausgangspunkt fiir die gesamte Uberlegung war die Wellengleichung (11.2.1) fiir die
Grofle ¢. Bei Zylindersymmetrie hingt ¢ nur vom Abstand 7 und von der Zeit ¢ ab.
Es gilt ‘
& = d(r,t) = p(r) ™! (11.2.34)
Setzt man auf der rechten Seite (11.2.33) ein, ergibt sich
o(r,t) = [AJo(kr) + BYy(kr)] e™* (11.2.35)

Durch die Wahl der Faktoren A und B lassen sich verschiedene Losungsformen er-
zeugen. Wenn jeweils einer der Faktoren gleich Null gesetzt wird, erhélt man zum
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

Beispiel
o1(r,t) = A Jo(kr) et
(11.2.36)
ba(r,t) = BYy(kr) ett

Beide Losungen ¢ und ¢s stellen stehende Wellen dar. In einem Abstand r, bei dem
Jo(kr) = 0 wird, ergibt sich fiir alle Zeiten ¢y = 0. An den Positionen, an denen Jy(kr)
ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, ergibt sich ein sogenannter Bauch. Dort
schwankt die Lésung ¢; mit besonders grofler Amplitude.

An dieser Stelle wird noch einmal mit der Losung (11.2.24) fiir den eindimensiona-
len Fall verglichen. Zu beachten ist, daf§ dabei wieder

r= 1 (11.2.37)
gesetzt wird. Setzt man (11.2.24) auf der rechten Seite von (11.2.34) ein, ergibt sich

¢(r,t) = [Asin(kr) + B cos(kr)] e™* (11.2.38)
Beispiele fiir einfache eindimensionale Losungen sind dann mit

¢1(r,t) = A sin(kr) e™?
(11.2.39)
¢o(r,t) = B cos(kr) et

gegeben. Genau wie oben beschreiben auch diese beiden Losungen stehende Wellen.
Eine laufende ebene Welle wird zum Beispiel durch die Form

p3(r,t) = C ethr . gt = O elwidhn) (11.2.40)

ausgedriickt. Die Losung ¢3 kann durch Linearkombination der Lésungen ¢p und ¢o
erzeugt werden, denn es gilt

ek = cos(kr) T isin(kr) (11.2.41)

Jetzt wird wieder der zylindersymmetrischen Fall betrachtet. Auch hier kann durch
Uberlagerung der Losungen ¢; und ¢ aus (11.2.36) eine laufende Welle erzeugt wer-
den. Um die Darstellung zu vereinfachen, werden die sogenannten Hankel-Funktionen
mit

HV ()= J,(s) + Y, (s)
(11.2.42)
HP (s)= J,(s) — iV, (s)

definiert. Sie enthalten die notwendigen Linearkombinationen, um laufende Wellen zu
bilden. Die Hankel-Funktionen iibernehmen sozusagen im zylindersymmetrischen Fall
die Aufgabe, die im eindimensionalen Fall der Ausdruck e***" hat.

Mit den Hankel-Funktionen kann eine zu (11.2.35) alternative Form der Losung
angegeben werden. Sie lautet

o(r.t) = AHP (kr)- et + BH (kr) - et (11.2.43)

Welle nach aulen Welle nach innen
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

Bestimmungsgleichung | Allgemeine Losung
fiir ¢ bei Symmetrie (reelle und komplexe
© =(r) Variante)
1D: )
Kartesische dzgo ) ¢(r) = A sin(kr) + B cos(kr)
Koordinaten FIC ke =0 oder " "
p(r)=Ae™™" + Bethr
rT=T
2D:
Zylinder- Ay 1dp ) o(r) = AJo(kr) + BYy(kr)
koordinaten 2 + I +k“p =0 | oder , .
oo o(r) = AHG (kr)+ B Hy (kr)
r=EF R
3D: , o(r) = A sin(kr) B cos(kr)
Kugelkoordinaten | d°¢ " 2dy R0 =0 | oder | | r
dr2 rdr e*lkr 6+7,kr
r =23+ x5 + 23 o(r)=A - +B -

Tabelle 11.1: Zur Losung der Helmholtz-Gleichung in verschiedenen Koordinatensy-
stemen.

Im Prinzip sind die beiden Varianten der Losung gleichwertig. Die Form (11.2.35) ist
bei der Beschreibung von stehenden Wellen zu bevorzugen. Dagegen ist mit (11.2.43)
die Darstellung von laufenden Wellen einfacher. In der Tabelle 11.1 ist eine Ubersicht
der Losungen ¢ der Helmholtz-Gleichung in den verschiedenen Koordinatensystemen
gegeben.

11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem
Querschnitt

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt eine zylindersymmetrische Losung der Wel-
lengleichung betrachtet wurde, wird im folgenden die Wellenausbreitung in einem Rohr
untersucht. ZweckméBigerweise werden auch dabei die Zylinderkoordinaten verwendet.
Der Radius des Rohres wird mit R bezeichnet. Der Abstand von der Rohrachse ist 7.
Die Koordinate in Richtung der Rohrachse ist z. Die Gréfle 6 gibt den Winkel relativ
zu einer festgelegten Richtung an. Das Rohr ist in Achsrichtung unendlich ausgedehnt.
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

o

Abbildung 11.7: Lage der Koordinaten im Rohr.

Das Druckfeld im Kanal soll die Wellengleichung
1 a2p/
2 ot?

erfiillen. In Zylinderkoordinaten lautet diese Gleichung

2./ / 2./ 2./
L o 16(7%1;) Lo 0% _ (11.3.2)

—Ap =0 (11.3.1)

c? o2 ror

r2 902 022

Analog zum Fall mit rechteckigem Querschnitt wird von einem Separationsansatz mit
harmonischer Zeitabhéingigkeit

P (z,1,0,8) = £(2) g(r) h(0) - €' (11.3.3)

ausgegangen. Einsetzen dieses Ansatzes in (11.3.2) ergibt

1 1d [ dg 1 1 d?h 1 d¥f w2

Der e*!-Faktor wurde dabei bereits herausgekiirzt. Es wird wie im Fall des Kanals
mit rechteckigem Querschnitt aus Abschnitt 11.1 vorgegangen. Um die Funktionen
f(2), g(r) und h(#) zu bestimmen, muf} die Gleichung so umgeformt werden, daf} alle
Terme mit den jeweiligen Variablen auf einer Seite isoliert werden. Wird der zweite
Summand auf die rechte Seite gebracht und anschlieBend mit r? multipliziert, dann
héngt die rechte Seite ausschlieBlich von 6 ab. Auf der linken Seite tritt # nicht mehr
auf. Damit die Gleichheit fiir alle Kombinationen r, z und @ erfiillt ist, miissen beide
Seiten unabhingig von 7, z und 6 — also konstant — sein. Die Konstante wird mit —o?
bezeichnet. Damit ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir die Funktion h mit

1 d°h

o) @(9) = (11.3.5)
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

Auch die von der Variablen z abhingigen Terme lassen sich auf einer Seite isolieren.
Es ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir die nidchste Funktion mit

1 d&3f

Problematisch wird es jedoch mit der Variablen r. Sie tritt nicht nur im ersten sondern
auch im zweiten Summand in Gleichung (11.3.4) auf. Die Gleichung kann nicht so
umgeformt werden, dafl eine Seite nur von r abhéngt und die andere iiberhaupt nicht.
Dadurch ist die direkte Herleitung einer Bestimmungsgleichung fiir g(r) unmoglich.
Eine Bestimmungsgleichung ergibt sich, wenn zum Beispiel die Konstante o schon
bekannt ist. Der zweite Summand in (11.3.4) entspricht

(2) = —a? (11.3.6)

o) = - (11.3.7)

Wird o fest vorgegeben, so kann der zweite Summand in (11.3.4) durch die rechte Seite
von (11.3.7) ersetzt werden. Die Variable § kommt dann nicht mehr vor, und die von
r abhéngigen Terme konnen auf eine Seite gebracht werden. Die andere Seite héngt
ausschlieBlich von z ab. Beide Seiten miissen wieder konstant sein. Die Konstante wird
mit —32 bezeichnet. Es folgt die Bestimmungsgleichung

ﬁ) . [%% <T%(T)>} _ Z_j — 2 (11.3.8)

Zu beachten ist, daf fiir diese Gleichung o eine vorgegebene und 3 eine zu bestimmende
Konstante ist.

Einsetzen von (11.3.8) und (11.3.6) in (11.3.4) ergibt schliefllich noch einen Zusam-
menhang zwischen den Konstanten und der Frequenz. Es folgt

(%)2 o+ (11.3.9)

Damit ist festgelegt, wie die Losung (11.3.3) zu bestimmen ist. Zuerst mufl die Losung
fiir h(0) gefunden und die Konstante o ermittelt werden. Ist diese bekannt, kann auch
g(r) mit Hilfe von (11.3.8) berechnet werden. Damit ergibt sich die Konstante 8. Durch
die Beziehung (11.3.9) kann letztlich auch o angegeben werden.

Zur Bestimmung von h(6) wird der Ansatz

h(h) = Aze 9% 4 By e'o? (11.3.10)

gewiihlt. Dieser Ausdruck stellt eine allgemeine Lésung von (11.3.5) dar. Die Faktoren
A3 und B3 sowie die Konstante ¢ miissen so gewéhlt werden, dafl die Randbedin-
gungen erfiillt sind. Die Randbedingungen an die Funktion h(f#) sind jedoch nicht so
offensichtlich, wie etwa die Randbedingungen bei festen Wénden. Die Rénder sind bei
6 = 0 und 6 = 27 gegeben. Die Koordinate # = 0 ist nicht durch eine physikalische
Gegebenheit festgelegt, sondern die Richtung § = 0 wird einfach definiert. Die Wahl
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

von 6 = 0 sollte jedoch keinen Einfluf} auf die Losung der Wellengleichung haben. Dies
wird durch die Wahl einer sogenannten “periodischen Randbedingung” garantiert. Es
soll

h(0) = h(6 + 2m) (11.3.11)

gelten. Dieser Ausdruck stellt eine Bedingung dar, die unabhéngig von der Wahl der
Richtung 6 = 0 ist.
Die periodische Randbedingung wird erfiillt, wenn man die Konstante

0=0,1,2,... (11.3.12)

wéhlt. Dann liefert der Ansatz (11.3.10) eine periodische Losung, die sich bei 8 = 27
wiederholt. Das bedeutet, die Konstante o ist durch die Randbedingung nicht eindeutig
festgelegt. Es gibt eine ganze Serie von mdoglichen Werten, die mit

c=0m=m (11.3.13)
bezeichnet werden kénnen. Dabei ist m wieder eine Ordnungszahl, die mit
m=20,1,2,... (11.3.14)

gegeben ist. Durch die periodische Randbedingung sind die Faktoren A3 und Bjz nicht
festgelegt. Sie konnen unabhéngig voneinander frei gewihlt werden.
In néchsten Schritt soll g(r) n&her bestimmt werden. Dazu wird Gleichung (11.3.8)

zu
2

d’g dg
2 2,2 _ 52 = 11.3.1
r drz(r)+rdr(r)+(ﬁr a)g(r) 0 (11.3.15)
umgeformt. Mit den Substitutionen
s=pr; a(s)=alBr)=g(r); v=o (11.3.16)

ergibt sich aus (11.3.15) die Besselsche Differentialgleichung in der klassischen Form

d%a da
S2W(s) + sg(s) + (s> =v?)a(s) =0 (11.3.17)

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet
a(s) = AJy(s) + BY,(s) (11.3.18)

Die Ordnung v der Besselschen Differentialgleichung stimmt hier mit der Ordnungs-
zahl m iiberein: v = 0 = m. Das heifit, die Ordnungszahl m legt nicht nur die Lésung
fiir h(0) sondern auch die Bestimmungsgleichung fiir g(r) (und damit natiirlich auch
die Losung) fest. Es ergibt sich die allgemeine Losung

g(r) = Az Jm(Br) + B2 Y (Br) (11.3.19)

Diese muf} ebenfalls Randbedingungen erfiillen. An der Wand des Rohres ist die radiale
Schnelle u}, gleich Null. Es gilt

u, =0 bei r=R (11.3.20)
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

Daraus folgt fiir die Ableitung des Drucks

op

o = 0 bei r=R (11.3.21)
und es ergibt sich die Randbedingung
dg
—(R)=0 11.3.22
I m) (11322

Es muf3 noch eine zweite Randbedingung bei r» = 0 gefordert werden. Bei r = 0 ist
strenggenommen die Differentialgleichung in der Form (11.3.2) nicht giiltig. Der allge-
meine Ausdruck (11.3.19) 148t formal auch Losungen g(r) mit einer Singularitét bei
r = 0 zu. Damit wiirde sich nach dem Ansatz (11.3.3) dort ebenfalls eine Singularitét
des Schalldrucks ergeben. Die singuléire Losung fiihrt dann an der Stelle » = 0 (ent-
lang der Rohrachse) zu einer linienformigen Massenquelle, die periodisch schwankt.
Eine Zufuhr oder Abfuhr von Masse an diesem Ort ist in der Praxis normalerweise
auszuschlieffen. Die physikalische Randbedingung lautet daher, daf§ bei r = 0 keine
Massenquelle vorliegt. Formal bedeutet dies, daf3 die Losung bei 7 = 0 endlich sein
mufl. Es werden daher alle Losungen fiir g(f) mit einer Singularitét bei r = 0 ausge-
schlossen. Daraus folgt direkt, daf§ der Faktor vor der Neumann-Funktion in (11.3.19)
verschwinden muf}. Damit ist

By=0 (11.3.23)

und (11.3.19) vereinfacht sich zu
g(r) = Az Ju(Br) (11.3.24)

Die Konstante § mufl nun so gewéhlt werden, dafl

dJ,,

s (BR) =0 (11.3.25)
gilt. Mit dem Faktor 8 wird der Abstand r so skaliert, da§ die Funktion J,,(08r) gerade
bei r = R ein Maximum oder Minimum hat. Da die Bessel-Funktionen unendlich viele
lokale Extrema besitzen, ergeben sich auch unendlich viele Moglichkeiten G zu wihlen.

Die Positionen der lokalen Extrema werden der Gréfle nach geordnet und mit einer
zweiten Ordnungszahl n = 0,1,2,... durchnumeriert. Mit s,,, ist das n-te lokale
Extrema der Bessel-Funktion m-ter Ordnung bezeichnet. Es gilt

dJy,

I () = 0 (11.3.26)

Zu bemerken ist, daB das lokale Minima bei s = 0 fiir die héheren Ordnungen m > 0

nicht beriicksichtigt wird. Bei s = s,,¢ besitzt die Bessel-Funktion m-ter Ordnung ihr
erstes Maximum und bei s = s,,; ihr erstes Minimum. Es gilt

$00=0; smo>0 fir m=1,2,... (11.3.27)
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

Fiir die Wahl der Konstante 3 ergeben sich nun die Moglichkeiten

Smn _
p=—" =Bmn (11.3.28)

um die Randbedingung (11.3.22) zu erfiillen. Die Losung fiir g(r) hingt damit von
zwei Ordnungszahlen m und n ab:

9(r) = Az Jin(Bmnr) (11.3.29)

Dies bringt zum Ausruck, daf} in der Losung fiir g(r) indirekt die Losung fiir h(6) und
die Konstante o, mit eingegangen ist.

Bisher wurden die Funktionen () und g(r) bestimmt. Die allgemeine Losung fiir
die Funktion f(z) kann durch den Ansatz

f(z) = Ay e™* 4 By e™* (11.3.30)

ausgedriickt werden. Dieser Ansatz 16st die Bestimmungsgleichung fiir f(2). An f(z)
werden keine Randbedingungen gestellt. Die Konstante a wird {iber die Beziehung
(11.3.9) aus der Konstante 8 ermittelt. Fiir vorgegebene Ordnungszahlen m und n
ergibt sich

w\ 2
a= <Z> — B2, = amn (11.3.31)

Die Losung fiir den Schalldruck lautet schliellich

p’(z,r,&,t) — (A3 e—z’me + B3 eim&) . A2 Jm(ﬁmnr) . (Al e—z’am,,,z 4 Bl eiamnz) . ez’wt
(11.3.32)
Dieser Ausdruck représentiert das Druckfeld in der Mode (m,n). Die Ordnungszah-
len bestimmen die Form der Lésung beziehungsweise der Mode. Zusétzlich haben die
Konstanten Ay, By, A3 und B3 einen Einflufl auf das zeitliche Verhalten der Losung.

Zunichst soll die momentane Druckverteilung in einem Querschnitt betrachtet
werden. In der Abbildung 11.8 sind Isolinien des Schalldrucks in einem Querschnitt
fiir verschiedene Moden dargestellt. Die dunklen Bereiche markieren einen negativen
Schalldruck und die hellen einen positiven Wert. Auf die Darstellung der Grundmode
mn = (0,0) wurde verzichtet. Fiir sie ist der Schalldruck im gesamten Querschnitt
konstant.

Die Ordnungszahl n legt die Anzahl der Knotenringe um die Mitte fest. Die Zahl m
gibt die Periode in Umfangsrichtung an. Sie definiert auch die Anzahl der Knotenlinien,
die gerade durch die Mitte laufen. Der radiale Verlauf von der Mitte zum Rand ist durch
die entsprechende Bessel-Funktion J,, gegeben. Die Form der Druckverteilung in einem
Querschnitt ist von A3 und Bs unabhingig. Die Wahl von A3 und B3 bestimmt nur
die Amplitude und die Phase. Das bedeutet, durch Variation von A3 und B3 kénnen
die dargestellten Druckverteilungen in der Amplitude skaliert und gedreht werden. Der
Einfluf} der beiden Parameter wird erst deutlich, wenn das gesamte Rohr und nicht
nur ein Querschnitt betrachtet wird. In der Abbildung 11.9 ist die Druckverteilung an
der Rohrwand zu einem festen Zeitpunkt fiir verschiedene Verhéltnisse von As zu Bj
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

mn=(1,1)

Abbildung 11.8: Momentane Druckverteilungen in einem Querschnitt fiir verschiedene
Moden.

dargestellt. Helle Bereiche markieren wieder einen positiven Wert und dunkle Bereiche
einen Negativen. In allen drei Fillen ist m = 1. Die Ordnungszahl n spielt fiir die
Verteilung des Wanddrucks keine Rolle, da sie nur den radialen Verlauf beeinflufit.

Bei A3 = 1 und B3 = 0 liegt eine sogenannte “Spinning Mode” vor, die ein spi-
ralformiges Druckfeld besitzt. Eine vergleichbare Verteilung — nur mit entgegengesetz-
ter Drehrichtung — ergibt sich fiir A3 = 0 und B3 = 1. In dem Fall A3 = B3 ergibt
sich eine ganz andere Situation. Die Knotenlinien, die die Bereiche mit negativen und
positiven Wandruck voneinander trennen, verlaufen exakt in Kanal- beziehungsweise
z-Richtung oder in Umfangs- beziehungsweise #-Richtung. Ein gemischtes Bild ergibt
die Wahl von A3z = 2Bs3.

Anhand der Abbildungen kann man sich auch die zeitliche Entwicklung der Losun-
gen verdeutlichen. Betrachtet man die Losung fiir einen festen Winkel 6 und einen
festen Radius r (wie zum Beispiel an der Wand bei r = R), gilt die Proportionalitét

p/ ~ (Al efiamnz + By eiamnz) . eiwt _ Al ei(wtfamnz) + B ei(WtJrOtng) (11333)

Der Ausdruck beschreibt eine Wellenausbreitung in z-Richtung. Die Phasengeschwin-
digkeit ist durch die Wellenzahl a,,,,, gegeben. Ist «,,, eine reelle Zahl

amn € R (11.3.34)
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Abbildung 11.9: Druckverteilung an der Rohrwand fiir die Ordnungszahl m = 1.
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

ergibt sich eine reguldre Wellenausbreitung. Fiir B; = 0 erhilt man eine reine Aus-
breitung in positiver z-Richtung, fiir A; = 0 in negativer z-Richtung, und die Wahl
A, = Bj fiihrt zu einer stehenden Welle. Betrachtet man den ersten Fall By = 0,
so verschiebt sich das Druckfeld im Rohr mit der Zeit einfach in positive z-Richtung,
ohne sich zu verformen.

Je nachdem, ob es sich um eine “Spinning Mode” handelt oder nicht, folgen durch
diese Verschiebung verschiedenen zeitliche Entwicklungen in einem Querschnitt. Dies
wird klar, wenn man die Losung fiir feste Werte z und r betrachtet. Dann gilt die
Proportionalitét

p/ ~ (A3 e—imé + Bs eimG) . eiwt = A ei(wt—m@) + Bs ei(wt—i—m@) (11.3_35)

Der Ausdruck beschreibt eine Wellenausbreitung in #-Richtung. Fiir A3 = 1 und B3 =
0 ergibt sich eine reine Ausbreitung in positiver 6-Richtung. Anschaulich entspricht
dies einer Drehung der Druckverteilung mit einer Winkelgeschwindigkeit, die durch
die Ordnungszahl m festgelegt wird. Fiir A3 = 0 und B3 = 1 wére die Drehrichtung
entgegengesetzt. Die Drehung erklért den Ausdruck “Spinning Mode”, mit dem solche
Losungen bezeichnet werden. Bei A3 = B3 schwankt die Amplitude des Druckfeldes
in einem Querschnitt ohne sich zu drehen. Das entspricht einer stehenden Welle in 6-
Richtung. Fiir A3 = 2 B3 ergibt sich eine Kombination aus Drehung und Schwankung
der Amplitude.

In der Literatur werden hiufig auch negative Ordnungszahlen m zugelassen. Die
Losung wird in der Form

P (z,m,0,t) = Ae™ ™0 . I (Bynr) - €10z i@t (11.3.36)

dargestellt. Im Prinzip wurde hier B; und Bj gleich Null gesetzt, und die Konstanten
A1, A und Aj in A zusammengefafit. Wenn negative m zugelassen sind, kénnen damit
“Spinning Modes” mit beiden Drehrichtungen dargestellt werden. Lafit man auch ne-
gative Wellenzahlen v, zu, dann kann auch die Ausbreitung in negativer z-Richtung
beschrieben werden. Die Form (11.3.36) besitzt gegeniiber (11.3.32) den Vorteil, daf}
die Form nur von m und n und nicht mehr von zusétzlichen Faktoren — wie A3 und
B3 — abhéngt. Sie wird deshalb héufig bevorzugt. Konsequenterweise werden dann
auch die Losungen der Form (11.3.36) als Moden bezeichnet. Um eine stehende Welle
in 0-Richtung oder z-Richtung zu erzeugen, miissen dann allerdings zwei Moden mit
unterschiedlichem Vorzeichen von m beziehungsweise o, iiberlagert werden.

Zur “Cut-Off”-Bedingung

Regulidre Wellenausbreitung in Achsrichtung liegt nur vor, falls (11.3.34) erfiillt ist.
Dazu muf} der Ausdruck unter der Wurzel in (11.3.32) positiv sein. Das bedeutet, es
muf}

w Smn
— n=— 11.3.37
- > Pon = ( )
gelten. Es ergibt sich eine “Cut-Off”-Frequenz
CSmn
We,mn = }? (11.3.38)
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11 Dreidimensionale Kanalmoden

/ Mode 1,0

Abbildung 11.10: Zur Interpretation der “Cut-Off”-Bedingung.

fiir jede mn-Mode.
In dem Fall des runden Querschnitts kann die “Cut-Off”-Bedingung (11.3.37) geo-
metrisch interpretiert werden. Durch Multiplikation folgt die Ungleichung

wR > CSmn (11.3.39)

Der Ausdruck w R auf der linken Seite entspricht einer Geschwindigkeit. Im Fall der
“Spinning Mode” mit m = 1 ist das gerade die Geschwindigkeit, mit der in einem
Querschnitt ein Knotenpunkt an der Wand umliuft. Die Situation ist in der Abbil-
dung 11.10 veranschaulicht. In einer Periode dreht sich das Druckfeld einmal um 360
Grad. Der Knotenpunkt an der Wand legt eine Strecke von 2w R zuriick. Das ergibt
eine Bahngeschwindigkeit von wR. Bei Moden mit m = 2 dreht sich das Druckfeld nur
um 180 Grad in einer Periode. Entsprechend ist die Bahngeschwindigkeit der Knoten-
punkte an der Wand gleich wR/2.

Die “Cut-Off”-Bedingung (11.3.39) besagt, dafl die Knotenpunkte an der Wand
eine Mindestgeschwindigkeit haben miissen, damit sich die entsprechende “Spinning
Mode” ausbreiten kann. Fiir m = 1 mufl

Umlaufgeschwindigkeit = w R > ¢ sy, (11.3.40)

gelten. Das erste Maximum der Bessel-Funktion J; liegt bei s19 =~ 1.84. Daraus ergibt
sich eine minimale Umlaufgeschwindigkeit von

CS19 ~ 1.84¢c (11341)

Das heif3t, die Machzahl des Knotenpunktes beim Umlauf mufl gréfier als 1.84 sein,
damit sich eine “Spinning Mode” mit m = 1 ausbreiten kann. Fiir m = 2 ist

2 x Umlaufgeschwindigkeit = w R > ¢ say, (11.3.42)

Voraussetzung fiir die Ausbreitung. Es ergibt sich eine minimale Umlaufgeschwindig-
keit von
520

¢ ot~ 153c (11.3.43)
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11.3 Wellenausbreitung im Kanal mit rundem Querschnitt

Analog erhélt man fiir m = 3 eine Mindestgeschwindigkeit der Knotenpunkte von
c‘%‘) ~1.40c (11.3.44)

In jedem Fall liegt die minimale Umlaufgeschwindigkeit iiber der Schallgeschwindig-

keit. Zu beachten ist, dafl die Bewegung der Knotenpunkte an der Wand nicht mit dem

Transport von Information verbunden ist. Es handelt sich um die Phasengeschwindig-
keit fiir die Ausbreitung in Umfangsrichtung.
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung
in Kanalen

12.1 Kanal mit Querschnittssprung

In den vergangenen Abschnitten wurde die Wellenausbreitung in Kanfilen mit kon-
stantem Querschnitt untersucht. Jetzt wird ein Kanal mit verdnderlichem Querschnitt
betrachtet. Die geometrische Situation ist in der Abbildung 12.1 dargestellt. Es sind
zwei Rohre mit den Durchmessern d; und ds miteinander verbunden. Die Querschnitts-
flichen der Rohre werden mit S; und S5 bezeichnet. Das Ubergangsstiick hat die Linge
l. Die Winde werden als schallhart angenommen. Es wird eine niederfrequente Wel-

dgi

S5 L

[

/Sl

7
——_

Abbildung 12.1: Kanal mit verdnderlichem Querschnitt

lenausbreitung bei einer bestimmten Frequenz w untersucht. Der Ausdruck “niederfre-
quent” bedeutet, dafl die entsprechende Wellenlénge

A== (12.1.1)

grof} gegeniiber den Abmessungen der Rohre ist:

)\ > dl und )\ > d2 (1212)
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12.1 Kanal mit Querschnittssprung

Die Frequenz liegt damit weit unterhalb der “Cut-Oftf”-Frequenzen aller héherer Mo-
den in den beiden Rohren. Somit kénnen sich nur ebene Wellen in den Rohren aus-
breiten. Weiterhin wird angenommen, dafl es sich um einen Querschnittssprung han-
delt. Damit ist gemeint, da8 die Ausdehnung des Ubergangsbereichs ebenfalls klein
gegeniiber der Wellenlénge ist:

A>1 (12.1.3)

Betrachtet wird der Fall einer einlaufenden ebenen Welle von der Seite 1. Abgesehen
von komplizierten Vorgéngen in dem Ubergangsbereich kann es nur eine transmittier-
te und eine reflektierte Welle geben. Diese beiden Wellen sind eben. Ohne Absorption
miissen die beiden Wellen die von der einlaufenden Welle “angelieferte” akustische
Energie wieder “abtransportieren”. Bei der Reflexion werden wahrscheinlich in dem
Ubergangsbereich auch héhere Moden angeregt. Diese konnen sich jedoch nicht aus-
breiten und klingen relativ schnell ab. Die dreidimensionalen Effekte sind daher auf
den Bereich um die Querschnittséinderung beschrénkt.

Zur Beschreibung der Wellen wird die Koordinate  in Richtung der Rohre ein-
gefithrt. Der Ursprung befindet sich genau in der Mitte des Ubergangs. Es werden
nur die ebenen Wellen betrachtet. Die Anteile des Schallfeldes durch dreidimensionale
Effekte im Ubergangsbereich werden nicht mit einbezogen. Der Druck p’ héngt damit
nur von = ab. Es wird der Ansatz

pi(xz,t) bei <0
Pz 1) = et (12.1.4)
ph(xz,t) bei x>0
verwendet. Dabel sind die beiden Anteile mit
P (z,t) = Ay eiwi=ka) L B eilwitha)
(12.1.5)

P/Q(l', t) = A, ei(utfk;v)
gegeben. Die Schnelle in z-Richtung wird mit u’ bezeichnet. Analog zum Druck wird

fiir sie der Ansatz
ui(z,t) bei z<0
wlo )= (12.1.6)
’U,IQ(Z‘7t) bei >0
mit den Anteilen
) (z,t) = A pilwt—kz) _ Bi pilwt+ha)

C C
po po (12.1.7)

ﬁ ei(wt—kw)

poc

verwendet. Wird die eintreffende Welle vorgegeben, so ist damit A; festgelegt. Die
Aufgabe ist es nun daraus die Werte B; und A, zu berechnen.

Die Ansiitze (12.1.5) und (12.1.7) beschreiben nur die Anteile des Schallfeldes, die
zu den ebenen Wellen gehoren. Im Ubergangsbereich ergibt sich ein dreidimensionales
Druck- und Schnellefeld. Zur Beschreibung des Ubergangsbereichs wird ein Kontroll-
volumen V eingefiihrt, das den gesamten Bereich umfafit. Das Kontrollvolumen ist in

uh(x,t) =
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen
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Abbildung 12.2: Kontrollvolumen im Ubergangsbereich

der Abbildung 12.2 als schattierter Bereich dargestellt. Es wird angenommen, dafl au-
Berhalb des Kontrollvolumens das Schallfeld exakt den Ansétzen (12.1.5) und (12.1.7)
entspricht. Das bedeutet, auch an den seitlichen Réndern bei x = £[/2 besteht das
Schallfeld nur aus ebenen Wellen.

Es mufl die Massenerhaltung erfiillt sein. Durch die Wellen wird stédndig Masse hin
und her verschoben. Stellt man eine Bilanzgleichung auf, ergibt sich

M

)= (12.1.8)

poSuty(— 1) — poSty (+4
2 2

Der erste Term auf der linken Seite ist die Masse, die gerade bei © = —[/2 von den
Wellen in das Volumen hineintransportiert wird. Der zweite Term entspricht der aus-
tretenden Masse bei x = +1/2. Die Differenz der beiden Terme ergibt die zeitliche
Anderung der gesamten Masse M, die sich momentan im Volumen V befindet. Das
Schallfeld im Ubergangsbereich ist wahrscheinlich sehr komplex. So ist eine genaue
Berechnung der Ableitung auf der rechten Seite von (12.1.8) nur numerisch moglich.

Eine analoge Bilanzgleichung kann fiir die akustische Energie aufgestellt werden.
Zuerst soll hier jedoch die Gleichung (12.1.8) durch Niherungen vereinfacht werden, so
dafl damit spéter zusammen mit der Energiebilanzgleichung die gesuchten Konstanten
Bj und A5 berechnet werden kénnen.

Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist die Tatsache, das die Wel-
lenlénge grof3 gegeniiber den Abmessungen ist. Dadurch kénnen nidherungsweise in
(12.1.8) die «/-Terme mit

(2 0) = 14(0,1)
l (12.1.9)
u/2(+§7 t) = u/2(07 t)

ersetzt werden. Der Fehler ist dabei relativ gering. Die Anderung von u) zwischen
=0 und z = 1/2 ist nach (12.1.7) durch den Faktor e~**!/2 gegeben. Entsprechen
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Abbildung 12.3: Zur Abschitzung des Phasenunterschieds

dndern sich die beiden Anteile von u} zwischen = —I/2 nach x = 0 um die Faktoren
e*1/2 Die beiden Faktoren sind jedoch annihernd gleich Eins, denn es gilt wegen
2m
k=— 12.1.10
= (12..10)
die Abschitzung
. , l
etRl/2 — oFim/N o 1 bei § <1 (12.1.11)

Betrachtet man den Wert von e™%!/2 als Punkt in der komplexen Ebene, ergibt sich
das Bild in Abbildung 12.3. Der Punkt bewegt sich bei steigendem Wert von kl/2,
auf dem Einheitskreis um den Ursprung. Dabei ist kl/2 gerade der Winkel zwischen
der Verbindungslinie zum Ursprung und der reellen Achse. Unter der Voraussetzung
(12.1.3) ist jedoch der Winkel sehr klein und der Punkt liegt sehr dicht bei Eins.

Die Abschétzung bedeutet, dafl die Phasendifferenz der ebenen Wellen zwischen den
Punkten 2 = 0 und « = £1/2 aufgrund der relativ langen Wellenléinge vernachlissigbar
ist. Diese Aussage lifit sich sogar auf alle Wellen in dem Ubergangsbereich erweitern.
Unabhiingig davon, wie kompliziert das Schallfeld im Ubergangsbereich wirklich ist, es
besitzt die gleiche Frequenz w wie die einlaufende Welle. Angenommen, die Wellenlénge
ist 1000 mal grofer als die Ausdehnung [, so kénnen in einer Periode die Wellen 500
mal in dem Ubergangsbereich hin und herlaufen. Damit ist der Ausgleich des Drucks
im Ubergangsbereich praktisch unendlich schnell gegeniiber der Anderung des #ufieren
Drucks durch die einlaufende Welle. Der Druck und damit auch die Dichte kénnen im
Ubergangsbereich — im Kontrollvolumen — als riumlich konstant angenommen werden.
Die Auftretenden Abweichungen sind gering gegeniiber den Amplituden, mit denen
die Werte zeitlich schwanken. Man kann sich die Anderungen im Ubergangsbereich
als quasistatisch vorstellen. Dies ist analog zu der Anderung des Luftdrucks in einem
Gebéude durch das Wettergeschehen im Zeitraum von einigen Stunden.

An den beiden Seiten des Kontrollvolumens herrscht damit der gleiche Druck. Der
Phasenunterschied im gesamten Kontrollvolumen ist vernachléssigbar, so das néhe-
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Abbildung 12.4: Verdickung im Ubergangsbereich

rungsweise
P1(0,) = p5(0,¢) (12.1.12)
gilt.
Durch die Ersetzung (12.1.9) kann die linke Seite von (12.1.8) vereinfacht werden.

Es ergibt sich
dMm

dt
Mit den bisherigen Uberlegungen kann aber auch eine Abschitzung fiir die rechte Seite
gefunden werden. Es gilt

poS1u}(0,t) — poSauy(0,t) = (12.1.13)

M dpy  Vodpy

(12.1.14)

dt dt 2 dt

Dabei ist pf, die Dichte und p{, der Druck im Kontrollvolumen. Die geringen riumlichen
Schwankungen des Drucks und der Dichte sind dabei vernachléssigt. Man kann sich
py und pi; als die rdumlichen Mittelwerte im Kontrollvolumen vorstellen.

Die zeitliche Schwankung des Drucks kann durch

v = Re{py e} (12.1.15)

ausgedriickt werden. Dabei wurde die komplexe Amplitude py eingefiihrt. Es folgt
damit fiir die zeitliche Anderung der Masse
dM

. 14 ~ iw
- = Re{iw Zhve 1 (12.1.16)

Der Volumeninhalt V hiingt von der konkreten Geometrie des Ubergangs ab. Es kann
V=5Sla (12.1.17)

geschrieben werden, wobei die Gréfle a ein Formfaktor ist. ist Ss grofler als S so ist fiir
die betrachteten Geometrie o < 1. Im Prinzip sind jedoch auch Ubergiinge moglich,
bei denen o > 1 ist. Ein Beispiel ist in der Abbildung 12.4 schematisch dargestellt.
Die Amplitude py ist ndherungsweise gleich der Druckamplitude auf der rechten Seite
des Kontrollvolumens, an der das Schallfeld nur aus der transmittierten ebenen Welle
besteht. Es gilt daher

pv = p2(0) = poc 12(0) (12.1.18)

Dabei sind pa(z) und tg(z) die Druck und Schnelleamplituden in der transmittierten
Welle an der Stelle x.
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12.1 Kanal mit Querschnittssprung

Schliefllich kann die Amplitude auf der rechten Seite von (12.1.16) abgeschétzt
werden. Es ergibt sich durch Einsetzen von (12.1.17) und (12.1.18)

%4 l
iw = pv = 127 - @] [ Sapuia(0)] (12.1.19)
¢ ———
<1
Dabei wurde auch die Beziehung
2
W= % (12.1.20)

verwendet. Der Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer auf der rechten Seite von
(12.1.18) entspricht gerade der Amplitude des zweiten Terms auf der linken Seite von
(12.1.13), da

p0Saub(x,t) = poSatiz(x) ™! (12.1.21)

ist. Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer ist klein gegeniiber Eins, falls die
Bedingung
A> al (12.1.22)

erfiillt ist. Bei den angenommenen Wellenléingen und nicht zu voluminssen Ubergiingen
ist diese Bedingung sicherlich erfiillt.

Die Gleichung (12.1.19) zeigt, dafl die Schwankungen des Ausdrucks dM/dt sehr
gering gegeniiber den Schwankungen auf der linken Seite von (12.1.13) sind. Damit
kann der Term auf der rechten Seite vernachlissigt werden und man erhilt letztlich
aus (12.1.8) die N&herung

poslu’l(O,t) - pOSQU/Q(O,t) =0 (12123)

Analog zur Bilanzgleichung fiir die Masse 148t sich eine zweite Gleichung fiir die
akustische Energie aufstellen. Diese lautet

l l l l dE

S1 p’1(—§at) Ui(—ﬁaf) - S2p/2(+§af) Ul2(+§at) = a

Der erste Term auf der linken Seite ist die akustische Energie, die pro Zeiteinheit an

der Stelle z = —1/2 in das Kontrollvolumen durch die Wellen hinein transportiert wird.

Der zweite Term gibt die auf der anderen Seite bei = +1/2 heraus transportierte

Energie pro Zeiteinheit an. Die Differenz der beiden Werte gibt die zeitliche Anderung
der gesamten akustischen Energie £ im Volumen an.

Gleichung (12.1.24) wird entsprechend dem Vorgehen bei der Massenbilanz verein-
facht. Die Schwankungsgrofen p’ und « werden statt an den Positionen x = +I/2
einfach bei z = 0 genommen. Die rechte Seite wird wieder vernachlissigt, da das Volu-
men im Ubergangsbereich keine nennenswerte Energie speichern kann. Die rechte Seite
von (12.1.24) kann genau wie im Fall der Massenbilanz als klein gegeniiber den Ter-
men auf der linken Seite abgeschétzt werden. An dieser Stelle wird auf eine detaillierte
Herleitung jedoch verzichtet.

Es ergibt sich schliellich mit den Vereinfachungen als Energiebilanz

(12.1.24)

S191(0,8) uy(0,¢) — S2p3(0,1) uy(0,8) = 0 (12.1.25)
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Die Massenbilanz kann zu
S1ui(0,t) = Sz u5(0,t) (12.1.26)

umgeformt werden. Aus den Gleichungen (12.1.25) und (12.1.26) folgt sofort die Be-
ziehung

p7(0,t) = ph(0,1) (12.1.27)

Die Energiebilanz reduziert sich mit der Massenbilanz zu einer einfachen Druckgleich-
heit. Diese Beziehung wurde bereits aus den Uberlegungen zum Druckfeld im Uber-
gangsbereich geschlossen. Die rdumlichen Druckédnderungen im Kontrollvolumen sind
verschwindend gering gegeniiber den zeitlichen Schwankungen. Die Wellenfelder auf
beiden Seiten des Ubergangsbereich sind aneinander gekoppelt. Sie haben damit die
gleiche Druckamplitude und bei = 0 die gleiche Phase.
Fiir die Druckfelder wurde der Ansatz (12.1.5) angenommen. Durch Einsetzen in
(12.1.27) ergibt sich daraus
A1+ By = Ay (12.1.28)

Dies ist eine direkte Beziehung zwischen den beiden gesuchten Groflen By und As. Fiir
die Schnellefelder gilt (12.1.7). Dies kann nun in die Massenbilanz (12.1.26) eingesetzt
werden. Man erhéilt

S1(A; — By) = Sy Ag (12.1.29)

Mit (12.1.28) und (12.1.29) sind zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten Bj
und As gegeben. Das Gleichungssystem kann aufgelost werden. Fiir die Amplitude der
reflektierten Welle ergibt sich

S1 — Sy
B, = A 12.1.30
=5 e ( )
Sinnvollerweise wird ein Reflexionsfaktor mit
S1— Sy
R = 12.1.31
S+ .5 ( )
definiert, so da8 sich (12.1.30) zu
Bi1 = RA, (12.1.32)
vereinfacht. Fiir die Amplitude der transmittierten Welle folgt
2.5,
Ay = 12.1.33
2= 5 1 gM ( )
Definiert man den Transmissionsfaktor mit
2.5,
= 12.1.34
S1+ 5 ( )
erhilt man die einfache Form
Ay =TA; (12.1.35)
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12.2 Zusammengefalite Parameter

152

Abbildung 12.5: Querschnittssprung mit relativ grolem Flidchenverhéltnis

Die Reflexions- und Transmissionsfaktoren sind nicht von der Frequenz w abhéngig.
Die Frequenz mufl nur niedrig genug sein, damit die Voraussetzung erfiillt ist und die
Wellenlénge grofi gegeniiber allen Abmessungen ist.
Besonders interessant ist der Fall, in dem der zweite Querschnitt viel grofler als der
erste Querschnitt ist
So > 5 (12.1.36)

Die Situation ist in der Abbildung 12.5 dargestellt. Es ist S; gegeniiber Sy ver-
nachlissigbar. Fiir den Reflexionsfaktor nach (12.1.31) ergibt sich die Niherung

R~ -1 (12.1.37)

Dies bedeutet, die von links einlaufende Welle wird praktisch vollstdndig reflektiert.
Der Betrag der Amplituden der reflektierten und der einlaufenden Welle sind gleich.
Die Phase der reflektierten Welle ist um 180 Grad gedreht.

158t man den zweiten Querschnitt Ss gegen unendlich gehen, entspricht der Uber-
gang einem Rohr mit Querschnitt S7, das in einem offenen Raum endet. Fiir diesen
Fall ist sicherlich die Voraussetzung, das alle Abmessungen klein gegeniiber der Wel-
lenlédnge sind, auf der Seite mit Index 2 nicht mehr erfiillt. Jedoch ist die Totalreflexion
mit R =~ —1 an offenen Rohrenden experimentell gut bestéitigt. Es mufl nur die Wel-
lenlédnge grof} gegeniiber dem Rohrdurchmesser sein.

12.2 Beschreibung mit zusammengefaBBten Parametern
(“Lumped Parameter Model”)

Im vorigen Abschnitt wurde eine eindimensionale Beschreibung des Schallfeldes ver-
wendet, um den Reflexionsfaktor am Ubergang zu berechnen. Die dreidimensionalen
Effekte im Ubergangsbereich spielen fiir den ReflexionsprozeB bei niedrigen Frequen-
zen iiberhaupt keine Rolle. Fiir die Beschreibung der Wellen geniigte es den Druck
und die Schnelle in einer Richtung nur von einer Ortskoordinate abhéingig zu betrach-
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

ten. Es wurde mit p/(z,t) und «/(z,t) anstatt mit den FeldgroBen p/(Z,t) und ¢'(Z, t)
gerechnet,.

In diesem Abschnitt soll eine neue Wahl von Variablen vorgestellt werden, mit de-
nen die Beschreibung eines Ubergangs formal noch weiter vereinfacht werden kann.
Zum Beispiel gibt es mit dem im vorigen Abschnitt verwendeten Ansatz Probleme
bei der Behandlung eines Ubergangs zwischen Rohren, die in verschiedene Richtungen
laufen. Die Abbildung 12.6 zeigt ein Beispiel. Es miiite das Koordinatensystem erst

Abbildung 12.6: Kanal mit Anderung der Laufrichtung

geeignet definiert werden, um dann Druck und Schnelle in Abhéngigkeit einer Orts-
koordinate darstellen zu konnen. Fiir die Berechnung der reflektierten Welle ist dies
allerdings gar nicht notwendig.

In dem gesamten Kanal werden Querschnittsflichen S definiert, wie in der Ab-
bildung angedeutet ist. In den geraden Rohrstiicken werden die Flichen zweckméfi-
gerweise eben und senkrecht zur Rohrachse gelegt. Im Ubergangsbereich sind auch
leicht gekriimmte Flichen denkbar. Der Normalenvektor auf den Flichen wird mit 7
bezeichnet. Die Richtung des Vektors wird einfach festgelegt. Als erste neue Variable
wird der mittlere Druck auf einer Flache S gewihlt. Dieser wird mit ply bezeichnet.
Die zweite Variable wird mit

Ui = /ﬁ’ﬁdS (12.2.1)

s

definiert. Sie ist das Integral der Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Fléche.
Dies ergibt eine sogenannte Volumengeschwindigkeit mit der Einheit “Liter pro Se-
kunde”. Die Gréfie Ug gibt also an, wieviel Volumen pro Zeiteinheit iiber die Fléche S
bewegt wird. Bei dieser Darstellung werden sozusagen die Gréflen Druck und Schnel-
le auf der Fliche S in jeweils einem Wert “zusammengefaf3t”. Die neuen Variablen
héngen nicht mehr von einer Ortskoordinate sondern von der gewihlten Fliche S und
von der Zeit ab.

In der angelsédchsischen Literatur werden die zusammengefafiten Grolen als “lum-
ped parameters” bezeichnet. Dies 143t sich mit “zusammengefafite Parameter” iiber-
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12.2 Zusammengefalite Parameter

setzen. Gelegentlich werden sie auch “konzentrierte Parameter” genannt. Dabei stellt
man sich vor, dafl die Werte sozusagen in einem Punkt (z.B. den Mittelpunkt der
Querschnittsfliche) konzentriert werden.

Im niederfrequenten Fall kénnen sich nur ebene Wellen in den geraden Rohrstiicken
ausbreiten. Dort ist der Druck und die Schnelle iiber dem Querschnitt S konstant. Aus
(12.2.1) ergibt sich

Ui=Sv"n (12.2.2)

Breitet sich nur eine ebene Welle in einer Richtung aus, so gilt

1
7 =+—19p'7 (12.2.3)
Poc
dabei ist das (+) Vorzeichen zu nehmen, wenn die Welle in Richtung des Normalen-
vektors 7 lduft, und (—) gilt fiir die Wellen in Gegenrichtung.
Entsprechend ergibt sich fiir eine ebene Welle in einer Richtung der Zusammenhang

S
UL=+—"19 12.2.4
S pocps ( )

zwischen den neuen Variablen. Zum Vergleich gilt in einer eindimensionalen Welle in
einer Richtung

1
u=+—7p (12.2.5)

Das Verhiltnis zwischen der Schnelle v’ und dem Druck p’ hingt nur von den Eigen-
schaften des Mediums ab, die pg und c festlegen. das Verhéltnis zwischen dem mittleren
Druck ps und der Volumengeschwindigkeit Uf héngt zusétzlich noch von der Fliche
S ab.

Geht man von einer harmonischen Welle aus, so kann der Ansatz

UL = Ug e (12.2.6)

und ‘
Ps = ps ™’ (12.2.7)

verwendet werden. Dabei sind Ug und ps komplexe Amplituden. Damit 148t sich auch
eine Impedanz

ps
Zs == 12.2.8
2 ( )
definieren. Diese Impedanz ist nicht zu verwechseln mit der klassischen akustischen
Impedanz. Sie besitzt eine andere Einheit. Es gilt fiir den Fall einer ebenen Welle in
einer Richtung

Zs =+ % (12.2.9)

Uberlagern sich zwei Wellen, die in entgegengesetzte Richtungen laufen, gilt Gleichung
(12.2.9) natiirlich nicht.
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Fiir die Beschreibung des Ubergangs zwischen zwei Rohren mit unterschiedlichen
Querschnittsfliichen, werden auf beiden Seiten des Ubergangsbereichs Kontrollflichen
S1 und S5 angenommen. Die Normalenvektoren sind so gewihlt, wie es in der Ab-
bildung 12.6 dargestellt ist. Die Flachen liegen in den geraden Rohrstiicken. Es wird
vorausgesetzt, dal an diesen Stellen alle dreidimensionalen Stérungen durch den Uber-
gang abgeklungen sind. Die Ausdehnung des gesamten Ubergangsbereichs [ sei klein
gegeniiber der Wellenlénge:

1<\ (12.2.10)

Damit kann der Druck im Ubergangsbereich als niherungsweise konstant angenommen
werden. Es gilt

P (t) = pls(t) (12.2.11)

Ebenfalls sei das Volumen im Ubergangsbereich so klein, daf keine nennenswerte Masse
gespeichert werden kann. Dies wird durch

Ué@(t) = Ué,Q(t) (12.2.12)

beschrieben. Das Volumen, welches pro Zeit durch S einstromt mufl bei Sy wieder
ausstromen.

Formal sind die beiden Bedingungen am Ubergangsbereich etwas einfacher als die
entsprechenden Bedingungen im letzten Abschnitt. Es zeigt sich eine Parallele zu dem
Fall, da8 eine ebene Welle senkrecht auf eine Mediengrenze trifft. Die Mediengrenze,
zum Beispiel eine Wasseroberfliche, trennt zwei Medien mit einem unterschiedlichen
Wellenwiderstand. Druck und Schnelle miissen auf beiden Seiten der Trennfliche kon-
stant sein. Das heifit, es gilt

Pi(t) = ph(t) (12.2.13)

und
uy (t) = uy(t) (12.2.14)

An der Mediengrenze wird eine einfallende Welle teilweise reflektiert, und es entsteht
eine transmittierte Welle.

Beide Fille sind direkt miteinander vergleichbar. Der Schnelle v’ im Fall der Me-
diengrenze entspricht der Volumengeschwindigkeit Ug. Die Impedanz Zg ist nach
(12.2.9) von der Fliiche S abhiingig. Obwohl das Medium und damit der Faktor ppc in
gesamten Kanal konstant ist, ergibt sich am Ubergang ein Sprung der Impedanz, der
dem Sprung des Wellenwiderstandes an der Mediengrenze entspricht. Durch die neuen
Variablen wird der Querschnittssprung formal wie eine Mediengrenze beschrieben.

In den Querschnitten S; und Ss sollen nur ebene Wellen vorliegen. Es wird der
Fall mit einer einlaufenden harmonischen Welle von der Seite mit Index 1 betrachtet.
Entsprechend wird der Ansatz

p{5'71(t) — A1 eiwt + Bl eiwt

} (12.2.15)
pls,z (t)= Ay et
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12.2 Zusammengefalite Parameter

Abbildung 12.7: Verbindungsstelle dreier Kanile

aufgestellt. Mit A; wird die Amplitude der einlaufenden Welle vorgegeben. Die Am-
plitude der reflektierten Welle B; und der transmittierten Welle A5 sollen berechnet
werden.

Fiir die Volumengeschwindigkeiten in den Kontrollflichen ergibt sich

Ui, (t)= 44 S et — B, St et
' ’;?c po¢ (12.2.16)
2 iw
Ug?z(t) = A, @ et
Einsetzen von (12.2.15) in (12.2.11) ergibt
A, + By = Ay (12.2.17)
Aus (12.2.16) und (12.2.12) folgt
Sy (A1 — By) = S Ay (12.2.18)

Damit fithrt die Beschreibung mit den neuen Variablen erwartungsgeméf auf die glei-
chen Bestimmungsgleichungen fiir die gesuchten Amplituden By und A, wie sie schon
im letzten Abschnitt hergeleitet wurden.

Bisher brachten die neuen Variablen nur eine geringe Vereinfachung der Beschrei-
bung. Der Vorteil der neuen Methode wird deutlich, wenn kompliziertere Ubergéinge
behandelt werden sollen. Zum Beispiel kann auch eine Verbindung von drei Rohren,
wie sie in der Abbildung 12.7 dargestellt ist, einfach beschrieben werden. Sind die
Kontrollflachen Sy, S5 und S3 mit den entsprechenden Normalenvektoren wie in der
Abbildung definiert, so muf} im niederfrequenten Fall

Us,=Usy+Ugs (12.2.19)
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

und
Psy = Ps2 =D (12.2.20)
gelten. Die Ansétze (12.2.15) und (12.2.16) miissen noch durch die beiden Gleichungen
Pl 3(t) = Ag e (12.2.21)
und
/ S3 iwt
Ugs(t) = Az —e (12.2.22)
: Doc

erganzt werden. Wird eine einlaufende Welle von dem Rohr mit Index 1 vorgegeben, so
ist A1 bekannt. Jetzt miissen drei Unbekannte By, As und Az bestimmt werden. Dafiir
sind auch drei Gleichungen mit (12.2.19) und (12.2.20) gegeben, wobei letztere zwei
Bedingungen enthélt. Durch Einsetzen der Ansétze in (12.2.19) und (12.2.20) lassen
sich die Unbekannten berechnen.

12.3 Der Helmholtz-Resonator

Ein wichtiges Anwendungsbeispiel, bei dem zusammengefafite Parameter besonders
gut verwendet werden konnen, ist der sogenannte Helmholtz-Resonator. Er besteht
aus einem Volumen V', das mit einem offenen Rohr verbunden ist. Die Querschnitts-
fliche des Rohres ist S. Die Abbildung 12.8 zeigt schematisch die Anordnung. Das

Abbildung 12.8: Helmholtz-Resonator mit Hals und Volumen

Rohrstiick wird auch als Hals bezeichnet. Die Form des Volumens spielt keine Rolle,
wenn niederfrequente Vorgéinge betrachtet werden. Niederfrequent bedeutet, daf} die
Abmessungen — wie etwa die Ausdehnung [ des Volumens, die Hals-Lénge H und der
Durchmesser des Halses — klein gegeniiber der Wellenlénge sind.

Schwankt der &uflere Druck pf(¢), so wird Medium durch das Rohr in das Volu-
men gedriickt. Die Masse des Mediums im Hals des Resonators wird zusammengefafit.
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12.3 Der Helmholtz-Resonator

Es wird angenommen, die Masse verhalte sich wie ein gleich schwerer Kolben oder
Stopfen, der sich im Hals befindet. Die Bewegung des Medium auflerhalb des Halses
wird komplett vernachléssigt. Das Volumen wirkt wie eine pneumatische Feder. Wird
der gedachte Stopfen in das Volumen gedriickt, so wird dort das Medium komprimiert
und es ergibt sich eine Riickstellkraft. Das vereinfachte Modell des Resonators ist in
der Abbildung 12.9 skizziert. Die Masse des Mediums im Hals ist gleich pg H S. Es

Abbildung 12.9: Prinzipskizze des Helmholtz-Resonators

wird die Anregung des Resonators mit einer vorgegebenen Frequenz w betrachtet. Die
Dichte und der Druck im Volumen V werden als rdumlich konstant angenommen.

Wenn die Dichte p) im inneren des Volumens schwankt, so &ndert sich die Masse
im Volumen. Da eine rdumlich konstante Verteilung angenommen wurde, ergibt sich
fiir die Schwankung der Masse

/
V% = po U§(t) (12.3.1)

Die Volumengeschwindigkeit Ug(t) gibt den Volumenstrom durch eine Querschnitts-
fliche im Hals zum Beispiel in Liter pro Sekunde an. Auf der rechten Seite von (12.3.1)
steht damit der momentane Massenstrom in das Volumen hinein. Dies muf} der zeitli-
chen Anderung der Masse im Volumen entsprechen.

Es werden nur harmonische Storungen betrachtet. Damit kann fiir alle Gréflen ein
entsprechender Ansatz aufgestellt werden. Insbesondere gilt

ph(t) = po €™ (12.3.2)

und o

Ul(t) = Ug e (12.3.3)
Die mit dem Symbol ~ gekennzeichneten Grofien sind die komplexen Amplituden der
GroBen. Aus (12.3.1) folgt fiir die Amplituden

iwV py = poUs (12.3.4)
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Diese Beziehung représentiert sozusagen die Massenerhaltung. Fiir die Impulserhal-
tung wird die Kriftebilanz an dem gedachten Stopfen im Hals der Resonators be-
trachtet. Der Stopfen besitzt die Masse poH.S. Die momentane Geschwindigkeit des
Stopfens wird mit ugopfen bezeichnet. Wenn sich der gedachte Stopfen reibungsfrei
im Hals bewegen kann, mufl

duStopfcn

S (P —ph) = poHS —= (12.3.5)
gelten. Auf der rechten Seite steht die Masse des Stopfens multipliziert mit dessen
Beschleunigung. Der Druck p}] wirkt von der dufieren Seite auf den Stopfen. Der Druck
wird konstant auf der gesamten Querschnittsfliche angenommen. Von Innen wirkt ph
auf den Stopfen. Die linke Seite entspricht somit der resultierenden Druckkraft.

Die Geschwindigkeit des Stopfens kann durch die Volumengeschwindigkeit im Hals
ausgedriickt werden. Es ist

UStopfen S = UZ@ (1236)
Und fiir die Ableitungen ergibt sich

duStopfcn dUé
= 12.3.
S dt dt (12.3.7)

Damit kann die Ableitung von ugiopfen in (12.3.5) ersetzt werden. Im néchsten Schritt
soll aus (12.3.5) eine Beziehung fiir die komplexen Amplituden abgeleitet werden. Es
gelten die Ansétze

pi(t) = pret
(12.3.8)
Ph(t) = pa ™’
Durch Einsetzen der harmonischen Ansétze folgt aus (12.3.5) die Gleichung
S(pr — p2) = poH iwUs (12.3.9)

Mit (12.3.4) und (12.3.9) sind zwei Beziehungen zwischen den komplexen Amplituden
D1, D2, P2 und Us gegeben. Ist die Druckstorung aulerhalb des Resonators vorgegeben,
so ist p; bekannt. Um die restlichen drei Groflen daraus berechnen zu kénnen, fehlt
noch eine weitere Gleichung. Diese kann aus der allgemeinen Druck-Dichte-Beziehung

phy = c2ph (12.3.10)
abgeleitet werden. Es gilt entsprechend

P2 = ¢*po (12.3.11)
Damit kann py in (12.3.4) durch ps ersetzt werden. Es folgt

2poUs

12.3.12
wV ( )

P2 =
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12.3 Der Helmholtz-Resonator

Setzt man dies in (12.3.9) ein, ergibt sich nach einigen Umformungen

. iwpoH — Zpo) A
= [l 0 12.3.13
= {20 g (12.3.13)

Die Grofe in der geschweiften Klammer ist eine komplexe Zahl, die von der Frequenz
und den Parametern des Resonators abhéngt. Sie gibt das Verhéltnis des Drucks und
der Volumengeschwindigkeit am Eingang des Resonators an. Damit stellt die Grofe in
der geschweiften Klammer eine Impedanz beziiglich der zusammengefafiten Parameter
pls und U§ dar. Der duflere Druck pj wurde konstant iiber den gesamten Querschnitt
angenommen und entspricht damit dem mittleren Druck iiber der Flédche S am Eintritt.
Es ist

Pl =D (12.3.14)
und der Quotient R
- (12.3.15)
Us

entspricht der Impedanz des Helmholtz-Resonators (HR), die mit Zg g bezeichnet
ist. Durch Umformen der geschweiften Klammer ergibt sich

ipoH [ 4 28
Z = - — 12.3.1
SHR =708 [w VH (12.3.16)
Diese Darstellung zeigt, dafl die Impedanz bei der Resonanzfrequenz
2S
res = \/ —— 12.3.1
w VEH (12.3.17)

verschwindet. Fiir eine vorgegebene Druckamplitude p; ergibt sich eine unendliche
grofle Amplitude der Volumengeschwindigkeit Us. In diesem Fall spricht man von ei-
ner Resonanzkatastrophe. Diese tritt jedoch nur ein, wenn die Impedanz Zgpr die
ideale Form (12.3.16) besitzt. In der Realitit gibt es immer Reibungseffekte. Zusétz-
lich spielen bei grofleren Amplituden auch Nichtlinearititen eine Rolle. Wiirde man
Reibung in dem einfachen Modell mit beriicksichtigen, so wiirde Zg yr einen zusétz-
lichen Realteil besitzen. Im Resonanzfall wird die Impedanz dann nicht mehr gleich
Null. Die Amplitude bleibt durch die Reibung begrenzt.

Wird eine berechnete Resonanzfrequenz durch experimentelle Untersuchungen
iiberpriift, so liegt der reale Werte typischerweise etwas niedriger. Die Ursache dafiir
ist in der relativ einfachen Modellierung der bewegten Masse als einfacher Stopfen zu
sehen. Die tatséchliche Form des Schallfeldes kann im Detail recht kompliziert sein.
Auf empirische Weise lassen sich jedoch fiir einfache Geometrien Korrekturen ermit-
teln. So 148t sich eine bessere Vorhersage der Resonanzfrequenz erhalten, wenn die
Halslinge H etwas grofler als der tatsédchlich Wert angenommen wird. Die notwen-
dige Verldngerung wird iiblicherweise als Miindungs- oder Endkorrektur bezeichnet.
Miindungskorrekturen wurden empirisch fiir verschiedenste Querschnittsformen (rund
oder eckig) und Austrittskonfigurationen (frei im Raum oder eingelassen in eine ebene
Wand) ermittelt.
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Als Beispiel soll die Resonanzfrequenz einer leeren Bierflasche berechnet werden.
Das Volumen der Flasche ist

V =5-10"*m*® (0.5 Liter) (12.3.18)
Die Querschnittsfliche wird mit
S=2-10""m? (2cm?) (12.3.19)
abgeschitzt. Fiir die Halsldnge wird
H=5-10"?m (5cm) (12.3.20)

angenommen. Mit der Schallgeschwindigkeit von ¢ = 340m/s ergibt sich eine Reso-
nanzfrequenz von

1
res ~ 1000 s— 12.3.21
“ Sec ( )
Dies entspricht
fRes = 150 Hz (12.3.22)

Ein Ton mit dieser Frequenz ist zu horen, wenn mit dem Mund iiber die Offnung
der Flasche geblasen wird. Die Stromung 16st an der Kante ab und erzeugt Druck-
schwankungen. Diese Stérungen sind breitbandig und enthalten unter anderem auch
die Resonanzfrequenz. Als Antwort auf die Storungen reagiert der Resonator mit einer
besonders kriftigen Oszillation mit der Resonanzfrequenz.

Helmholtz-Resonator als Schalldampfer

Im folgenden soll die praktische Anwendung des Helmholtz-Resonators als Schalldamp-
fer vorgestellt werden. Betrachtet wird eine Anordnung, wie sie in der Abbildung 12.10
skizziert ist. An einer Verbindungsstelle von zwei Rohren ist ein Helmholtz-Resonator
angeschlossen. In der Zeichnung sind die Querschnitte der beiden Rohre gleich darge-

Ss

Abbildung 12.10: Kanal mit angeschlossenem Resonator
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12.3 Der Helmholtz-Resonator

stellt. Die formale Betrachtung schliefft jedoch auch dem Fall mit ein, dafl die Quer-
schnitte unterschiedlich sind.

Untersucht wird der Fall einer einlaufenden Welle von der linken Seite. Die Welle
soll harmonisch sein und die Frequenz w besitzen. Betrachtet werden wieder die zusam-
mengefafiten Parameter in drei ausgewahlten Querschnitten S7, S und S3. Die ersten
beiden schlieflen den Anschlufibereich des Resonators nach beiden Seiten ab. Dort soll
das Schallfeld ebene Wellen entsprechen. Der Querschnitt S3 liegt am Eingang des
Oszillators. Es konnen die Ansétze

P (t) = psq e (12.3.23)

und A _
Ugi(t) = Usy e’ (12.3.24)

verwendet werden. Analog gilt dies auch fiir die Gré8en mit den Indizes 2 und 3.

Wie bei der Behandlung der Verbindung von Rohren mit verschiedenen Durchmes-
sern wird die Amplitude der einfallenden mit A; und die der reflektierten Welle mit
By bezeichnet. Die Amplitude der transmittierten Welle im Querschnitt Sy ist Ao, und
Aj entspricht dem Druck am Eingang des Resonators. Es gilt

P, (t)= (A1 + By)e™!
Pl o(t) = Ay e’ (12.3.25)
P g(t) = Az e’

Die Aufgabe ist es wieder fiir ein vorgegebenes A; die Groflen By, As und Az zu
berechnen.

Es wird angenommen die Ausdehnung des Anschlufibereiches ist klein gegeniiber
der Wellenldnge. Der Druck ist damit im gesamten Bereich ndherungsweise konstant.
Im niederfrequenten Grenzfall wird

P (t) = Psa(t) = Ps5(t) (12.3.26)
Daraus folgt
Ds,1 = Ds,2 = Ds,3 (12.3.27)
Dies 148t sich auch als
A+ By = Ay = A;g (12328)

schreiben. Diese Gleichung stellt zwei Bedingungen zwischen den gesuchten Grofien
dar. Fiir die Bestimmung ist noch eine weitere Bedingung notwendig, die sich aus der
Massenerhaltung ergibt.

Die Volumengeschwindigkeit Ug ist in den drei Querschnitten durch den jeweiligen
Ansatz fiir den Druck pls vorgegeben. Bei S; und Sy miissen die Relationen fiir ebene
Wellen gelten, die auch schon im vorangegangenen Abschnitt verwendet wurden. Im
Querschnitt S3 gilt

Ugs(t) = Usg e’ = ZS—’?’ et (12.3.29)
S,3
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Die Impedanz Zg 3 ist die Impedanz des Resonators
Zg3 = Z3HR (12.3.30)

Es ergibt sich fiir die Volumengeschwindigkeiten

S .
Uga(t)= pTlc (A1 = By)e™™!
/ S2 wt
US,Z(t) = ﬁ AQ (& (12331)
0
Ué 3(t) = 71 A3 €th
' Zs3

Die Massenerhaltung lautet im niederfrequenten Fall bei der Wahl der Normalenvek-
toren wie in der Abbildung

Ug(t) = Usa(t) + Ug 5(t) (12.3.32)

Daraus folgt X X X
Us1 =Usz2+Usgs (12.3.33)

Durch Einsetzen der komplexen Amplituden aus (12.3.31) in (12.3.33) 148t sich die
fehlende Beziehung zwischen den unbekannten Groflen By, A; und Az ableiten. Mit
den drei Gleichungen lassen sich die gesuchten Groflien nun bestimmen.
Im folgenden soll die Losung des Gleichungssystem auf eine besondere Weise abge-
leitet werden. Zunéchst wird die Impedanz im Querschnitt S; betrachtet.
Zgy = P2 (12.3.34)
Us,1

Einsetzen der entsprechenden Amplituden aus (12.3.25) und (12.3.31) ergibt

A+ B
Zsi=—g———— Lt (12.3.35)
— (A1 = B1)
Poc
Zur Abkiirzung wird die Grofie
Zr = % (12.3.36)

Sie stellt eine Impedanz der Rohre bei Wellenausbreitung in einer Richtung dar. Bei-
spielsweise gilt

VA falls B; =0
P (12.3.37)
—ZLJ falls A1 =0
Mit der Abkiirzung wird aus (12.3.35)
A1+ B
s = 42T (12.3.38)
— (A1 — B
Zra (4= By)
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12.3 Der Helmholtz-Resonator

Dies kann nach der gesuchten Grofle By aufgelost werden. Es ergibt sich

_Zsi—Zra

B =
! Zsi+Zra

A (12.3.39)

Der Quotient auf der rechten Seite wird zweckméBigerweise wieder als Reflexionsfaktor

Zsy1 — 21
=22 12.3.40
Zs1+ 2 ( )
abgekiirzt. Es gilt dann einfach
B =RA (12.3.41)

Die Impedanz Zg, représentiert die Eigenschaft des Systems rechts von der Quer-
schnittsfliche S mit dem angeschlossenen Helmholtz-Resonator.

Um den Reflexionsfaktor zu bestimmen, miissen die beiden Impedanzen Zg; und
Z1,1 bekannt sein. Letztere kann mit (12.3.36) einfach aus der Querschnittsfliche und
dem Wellenwiderstand bestimmt werden. Die Impedanz Zg; kann man mit Hilfe der
Gleichungen (12.3.27) und (12.3.33) berechnet werden. Im ersten Schritt wird (12.3.33)
in (12.3.34) eingesetzt. Dann wird durch die Druckamplitude pg; dividiert, wobei die
Gleichheit in (12.3.27) ausgenutzt wird. Es folgt

- Ds,1 B 1
Usa+Uss Usp n Us,3
Ps2  Ps3

Zsa (12.3.42)

Die beiden Summanden im Nenner auf der rechten Seite sind die Kehrwerte der Im-
pedanzen in den beiden Querschnitten Ss und S3. Es gilt somit der Zusammenhang

zwischen den Impedanzen
1

1 n 1
Zsa  Zs3

Zs1 = (12.3.43)

Um Zs1 zu berechnen miissen damit zuerst die Werte fiir Zgo und Zg 3 ermittelt
werden. Da im Querschnitt S; nur die transmittierte Welle vorliegt, gilt einfach
¢
Zso=+Zp0 = +22 (12.3.44)
So
Die Impedanz Zg 3 = Zg ug erhélt man bei vorgegebener Frequenz w aus der Gleichung
(12.3.16). Der Losungsweg kann schliefflich wie folgt zusammengefafit werden:

1.) Berechnung der Impedanzen Zg s und Zg 3 aus den Parametern.

2.) Mit (12.3.43) ergibt sich daraus Zg ;.

)

3.) Aus Zg; und Z,; kann mit (12.3.40) der Reflexionsfaktor R bestimmt werden.

4.) Bei vorgegebener Amplitude A; folgt mit (12.3.41) die Amplitude der reflektier-
ten Welle Bj.
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

5.) Mit (12.3.27) konnen aus A; und By schliefllich auch A und Az berechnet wer-
den.

Eine besondere Situation ergibt sich fiir den Fall, daf} die Frequenz der einlaufenden
Welle gerade der Resonanzfrequenz des Resonators entspricht

W = Wres (12.3.45)

In diesem Fall verschwindet nach (12.3.16) die Impedanz am Eingang des Resonators,
und es gilt

Zs3=0 (12.3.46)

Daraus folgt nach (12.3.43) auch fiir die Impedanz des Systems

Zg1=0 (12.3.47)
In diesem Fall ergibt sich der Reflexionsfaktor

R=-1 (12.3.48)

Der angeschlossene Resonator bewirkt, dafl sich der Anschlufibereich wie eine ideal
schallweiche Wand verhélt. Diese Eigenschaft wird zum Bau von Schalldémpfern aus-
genutzt. Soll in einem Rohr oder Kanal die Ausbreitung von Wellen einer bestimmte
Frequenz verhindert werden, so bietet sich der Anschlufl eines Resonators mit der ent-
sprechenden Frequenz an. Die Wellen werden dann an dem Anschlu3bereich zuriick-
geworfen.

In der Praxis wird die Wirkung eines Schalldampfers mit der Durchgangsddmpfung
(“Transmission Loss”) erfafit, die hier mit Lt bezeichnet wird. Diese Grofle gibt die
Pegelabsenkung bei dem Schalldurchgang an. Sie ist in dem betrachteten Fall mit

A 2
Lt = 10log,, {:A;IQ} (12.3.49)

definiert. Der Quotient in der geschweiften Klammer héngt ausschlieflich von dem
Reflexionsfaktor R ab, denn es gilt nach (12.3.28) und (12.3.41)

As=(14+R) A (12.3.50)
Fiir den Fall R = —1 ergibt sich daher eine unendlich grofle Durchgangsdampfung
Lt =00 (12.3.51)

Die Abbildung 12.11 zeigt fiir ein typisches Beispiel die Verldufe von R und Lt als
Funktion der Frequenz w. Die Frequenz ist mit der Resonanzfrequenz w,es normiert.
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50

40+

dB 30 +

20 +

10+ LT

0 1 2 3 4 5
W/Wres

Abbildung 12.11: Komplexer Reflexionsfaktor (oben) und Durchgangsddmpfung (un-
ten) als Funktion der Frequenz fiir den Schallddmpfer mit Helmholtz-
Resonator.

12.4 Prinzip des Reflexionsschalldampfers

In diesem Abschnitt wird die einfachste Form eines Schalldampfertopfs ohne Strémung
untersucht. Dieser ist zusammengesetzt aus zwei Ubergingen, wie sie im Abschnitt
12.1 behandelt wurden. Die Anordnung ist in Abbildung 12.12 skizziert. Es wird an-
genommen, dafl die Frequenz w klein ist und sich nur ebene Wellen ausbreiten kénnen.
Die Wellenlénge sei grofi gegeniiber den Durchmessern d; und dy und der Linge der
Ubergiinge. Die Linge L des Topfs ist keiner Einschréinkung unterworfen. L kann
grofler als die Wellenlénge sein. Fiir die Druckverteilung wird der Ansatz

pi(z,t) bel x<0
p(x,t) =< ph(z,t) bei 0<z<L (12.4.1)
ph(x,t) bel = >1L

mit
pll (:1;, t) = A @i(“’t—k’m) + B eilwt+ka)

ph(x,t) = Ag etWt=ke) 1 B, eilwithe) (12.4.2)

pIB(x’ t) = A4 ei(wt—kw)
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

1* s
dy S S dy
= j
o R B

Abbildung 12.12: Kanal mit Erweiterung als Modell fiir Schalldiampfertopf.

verwendet. Gesucht sind die komplexen Amplituden der reflektierten und transmit-
tierten Wellen B; und Az bei vorgegebener Amplitude A; der einlaufenden Welle.
Unbekannt sind ebenfalls die Amplituden A und By der Wellen im Topf. Der Druck-
verteilung (12.4.1) und (12.4.2) entspricht die Schnelleverteilung

uj(z,t) bei =<0
u'(z,t) =< uh(x,t) bei 0<x<L (12.4.3)
us(x,t) bei x> 1L

mit

’U/l(l‘,t): ﬁ ei(wtsz) _ & ei(thrkz)
poC poC
Ay By

uh(x,t) = 12 pilwt—ka) _ 22 gi(witk) (12.4.4)
poc poc
As . .

ué (.’L‘, t) _ 3 pi(wt—kz)

poc
An den beiden Ubergiingen miissen jeweils zwei Bedingungen erfiillt sein. Dies ergibt
insgesamt vier Bedingungen, um die vier unbekannten Amplituden zu bestimmen.
In dem niederfrequenten Fall muB der Druck auf beiden Seiten jedes Ubergangs
gleich sein. Es gilt also

p7(0,t) = ph(0,t) (12.4.5)
py(L,t) = p5(L,t) (12.4.6)
Aus der Massenerhaltung an den Ubergéngen ergeben sich die Bedingungen
S1ui(0,t) = Sy uh(0,t) (12.4.7)
Sy ub(L,t) = Sy ub(L,t) (12.4.8)
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12.4  Prinzip des Reflexionsschalldimpfers

Im néchsten Schritt werden die Ansétze (12.4.2) und (12.4.4) in die vier Bedingungen
eingesetzt. Dabei kann jeweils durch den Faktor e’ auf beiden Seiten dividiert werden.
Fiir den ersten Ubergang bei x = 0 ergibt sich aus (12.4.5) und (12.4.7)

A1+ By = Ay + Bo (12.4.9)
S1 (A1 — By) = S2(As — Bo) (12.4.10)
Fiir den zweiten Ubergang bei 2 = L folgen die Gleichungen
Age ™ By etl = Ay e iRE (12.4.11)
Sy (A, e L — By et L) = G Az ek (12.4.12)

Die Beziehungen (12.4.11) und (12.4.12) sind komplizierter als (12.4.9) und (12.4.10),
da in ihnen der Faktor e***L auftritt. Ein Auflésen der vier Gleichungen ist daher
nur in vielen Zwischenschritten moglich, die hier aus Platzgriinden nicht abgedruckt
werden konnen.

Letztlich lassen sich durch geeignetes Einsetzen der Gleichungen die Unbekannten
Ay, Bs und Aj eliminieren, und es ergibt sich eine Beziehung der Form

By =RA (12.4.13)

Dabei ist R bereits die Abkiirzung fiir den Reflexionsfaktor der gesamten Anordnung,

der die Form g s
(S—; — S—j) i sin(kL)

R= i3 (12.4.14)

2 cos(kL) +1 (S_; + S—?) sin(kL)

besitzt. Auf analoge Weise 148t sich eine Gleichung der Gestalt
Ay =T 4 (12.4.15)

mit dem Transmissionsfaktor
ikL

T 2; . (12.4.16)

2 cos(kL) +1 (—1 + —2> sin(kL)

Sy 5

herleiten.

Der Reflexions- und der Transmissionsfaktor hdngt nicht nur von den Querschnitts-
flachen S; und S5 sondern auch von dem Faktor
_wlL
c

kL (12.4.17)

ab. Das bedeutet, die Reflexion ist frequenzabhiingig. Zusétzlich ist der Abstand L
zwischen den Ubergidngen wichtig. Bei

kL=nm mit n=20,1,2,... (12.4.18)
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Abbildung 12.13: Durchgangsddmpfung des Reflexionsschallddmpfers als Funktion der
Frequenz

ergibt sich die besondere Situation, dafl R = 0 und 7' = 1 wird. Fiir die Frequenz muf}

dazu
w = % mit n=0,1,2,... (12.4.19)

gelten. In diesem Fall wird nichts reflektiert und die transmittierte Welle besitzt
die gleiche Amplitude und Phase wie die einlaufende Welle. Das aus den beiden
Ubergéngen bestehende System ist scheinbar fiir die einlaufende Welle gar nicht vor-
handen. Die Welle kann ungestort passieren.

Durch die hin und herlaufenden Wellen im Topf besteht eine Koppelung zwischen
den Ubergiingen. Die Wirkung der einzelnen Uberginge addiert sich nicht einfach zur
Gesamtwirkung des Systems. Bei bestimmten Frequenzen ist die transmittierte Welle
besonders stark und bei anderen besonders schwach.

Fiir die Praxis ist die Durchgangsdémpfung, die hier mit

A 2
Lt =10 - logy, (ﬁ) (12.4.20)

gegeben ist, von Interesse. Mit (12.4.15) und (12.4.16) erhélt man

Lt =10 log;,

1/S S\ .,
1+-| ———=— L 12.4.21
+ 1 (S2 51> sin®(kL) ( )

Ein typische Verlauf der Durchgangsddmpfung als Funktion des Faktors kL ist in der
Abbildung 12.13 dargestellt. Fiir die Frequenzen, die die Bedingung (12.4.19) erfiillen,
wird Lt = 0. Dazwischen ergeben sich Bereiche mit maximaler Durchgangsddmpfung.

Die Bedingung, ob besonders gute Durchgangsdimpfung vorliegt oder nicht, kann
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12.5 Durchstromter Querschnittssprung

veranschaulicht werden. Dazu wird die Wellenldnge

2
A= ¢ (12.4.22)
w

betrachtet. Einsetzen von (12.4.19) ergibt, daf bei
2L

n
Lt = 0 wird. Wenn der Abstand L gerade dem Vielfachen der halben Wellenlénge

entspricht, wird also nichts reflektiert und die einlaufende Welle wird unveréindert
transmittiert. Dagegen ist die Durchgangsddmpfung besonders grofl wenn

A (12.4.23)

1 3 5
kL 57’(’,57’(’7571',... (12424)
gilt. Dies ist bei
1. 3.5
L= Z)\,Z)\7Z)\,... (12.4.25)

erfiillt.

12.5 Durchstrémter Querschnittssprung

Es soll die Ausbreitung von Wellen in einem durchstromten Kanal mit verénderlichem
Querschnitt betrachtet werden, wie er in Abbildung 12.14 dargestellt ist. Es wird von
einer stationdren Grundstromung ausgegangen. In dem Stromungsfeld breiten sich die
Storungen als Wellen aus. Fiir die Stromung werden weitere Annahmen gemacht:

e Links und rechts von dem Ubergangsbereich (mit der Ausdehnung [) liegt jeweils
eine homogene Stromung mit ebenen Geschwindigkeitsprofilen vor.

e Die Grenzschicht und andere Reibungseffekte sowie die Wirmeleitung kénnen
vernachlassigt werden.

e Die Stromung ist ablosefrei auch im Ubergangsbereich.
e Im gesamten Feld herrscht Unterschall mit einer Machzahl M < 1.
e Die Grundstromung ist bekannt (z.B. aus Messung oder Rechnung).

Wie im Fall ohne Strémung wird eine relativ niedrige Frequenz w vorausgesetzt, so
dafl die Wellenlédnge A = 27¢/w grofl gegeniiber den Durchmessern d; und ds und der
Ausdehnung [ ist. Die kann formal durch

ausgedriickt werden. Zu beachten ist, dal die Schallgeschwindigkeit im Stromungsfeld
vom Ort abhéngen kann, da die Dichte und der Druck in der Grundstrémung rdumlich
variieren. Damit ist bei gegebener Frequenz w auch A vom Ort abhéngig.
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Abbildung 12.14: Schematische Darstellung des durchstromten Ubergangs

Aus (12.5.1) folgt, dafl sich nur ebene Wellen ausbreiten kénnen, und der gesamte
Ubergangsbereich kann als Punkt mit vernachliissigharen Volumen quasi-statisch be-
trachtet werden. Zur Beschreibung der Schwankungen auBerhalb des Ubergangs wird
das Druckfeld mit

p(@,t) = polz) +p'(,1) (12.5.2)

in einen Gleichanteil, der vom Ogt abhéngt, und einen Schwankungsanteil zerlegt. Der
Gleichanteil dndert sich nur im Ubergang. Entsprechend gilt einfach

pop fir <0

po(z) = { (12.5.3)

poo fir >0

Der Schwankungsanteil beschreibt die laufenden Wellen. Es wird wie iiblich eine von
links einlaufende Welle angenommen. Dadurch kann sich eine reflektierte und eine
transmittierte Welle ergeben. Folglich werden die Druckschwankungen in der Form

pi(x,t) fiir <0
P t) = et (12.5.4)
ph(x,t) fir >0
mit
i + X -
p’ x,t) = A eilwt—aiz) +B cilwt+ar z)
o= A 1 (12.5.5)

plg(l'yt) _ Azei(wtfa;m)

ausgedriickt. Wie in Abschnitt 12.1 berticksichtigt dieser Ansatz nicht die komplexen
Vorgiinge im Ubergangsbereich. Es werden iiberall ebene Wellen angenommen und
entsprechend hingt der Schalldruck p’ nur von einer Koordinate = ab.

Im Gegensatz zum Fall ohne Strémung sind die Wellenzahlen von der Strémungs-
geschwindigkeit beziehungsweise der Machzahl abhéngig. Die Wellenzahlen ergeben
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12.5 Durchstromter Querschnittssprung

sich aus Uberlegungen, die zur Schallausbreitung in zweidimensionalen Kanslen mit
homogener Stromung durchgefithrt wurden. Dabei wurde die Beziehung

o /(?)252\/<M)252 (12.5.6)

abgeleitet. Mit wp und wg sind die Frequenzen im mitbewegten (B) und ruhendem
(R) Bezugssystem bezeichnet. o und § sind die Wellenzahlen in Kanalrichtung und
senkrecht dazu. Mit U ist die Stromungsgeschwindigkeit gegeben. Hier breiten sich nur
ebene Wellen aus, und entsprechend ist § = 0. Lést man (12.5.6) nach « auf, ergeben
sich zwei Losungen:

+ _ YR 1
T e M+1

Die (+)-Losung gilt fur Wellen in Stromungsrichtung und die (—)-Lésung fiir entge-
genlaufende Wellen. Dabei ist die Machzahl mit M = U/c als Abkiirzung verwendet
worden. In der jetzigen Betrachtung entspricht wr der “normalen” Frequenz w. Die Ge-
schwindigkeit der Grundstromung U wird weiter unten mit ug bezeichnet. Zu beachten
ist, daB diese Grofen in den Gebieten links und rechts vom Ubergang unterschiedlich
sind. So sind insgesamt vier Wellenzahlen o mit

(12.5.7)

+_ Y
al_Cl M1:|:].

+ w 1
und a5 = o L1 (12.5.8)
beteiligt. Die Groflen fiir das jeweilige Gebiet sind dabei mit den Indizes 1 beziehungs-
weise 2 gekennzeichnet. Auch die Schallgeschwindigkeit hangt von dem Ort ab. Jedoch
ist die Frequenz iiberall gleich. Bei einer vorgegebenen Frequenz ergeben sich demnach
unterschiedliche Wellenzahlen und damit auch unterschiedliche Wellenléingen in den
beiden Gebieten. Diese hidngen von der Ausbreitungsrichtung und den Zustandsgrofien
in der Grundstromung ab. Fiir die Berechnung der Reflexions- und Transmissionsfak-
toren am Ubergang sind die Wellenzahlen allerdings nicht erforderlich.

Massenerhaltung

Wie im Fall ohne Stromung werden wieder zwei Kontrollflichen S und S5 links und
rechts von dem Ubergangsbereich definiert, und eine Bilanz fiir Masse und Energie an
den beiden Flichen aufgestellt. In Abbildung 12.15 ist die Situation skizziert. Ohne
Grundstrémung wird Masse nur durch die Wellen bewegt. Jetzt wird allein schon
durch die Grundstromung Masse transportiert. Dies ist in der Bilanzgleichung zu
bertiicksichtigen. Bei der Behandlung der Wellenausbreitung in ebenen Kanélen mit
Stromung konnten viele Probleme dadurch umgangen werden, daf§ die Schallausbrei-
tung im mitbewegten Bezugssystem betrachtet wurde. In diesem Bezugssystem liegt
keine Grundstromung vor und die Lésung vereinfachte sich. Hier ist ein vergleichbares
Vorgehen nicht moglich, da es keine ausgezeichnete Geschwindigkeit gibt. Man findet
kein Bezugssystem, in dem an den beiden Kontrollflichen das Medium im Mittel ruht.
Dies ist immer nur getrennt fiir eine der beiden Flichen moglich.
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Abbildung 12.15: Zur Definition der Kontrollflichen

Es wird daher im folgenden die nichtlineare Massenbilanz aufgestellt und durch
Linearisierung eine Bedingung fiir die Stérungen abgeleitet. Dazu wird wieder mit
zusammengefafiten Parametern gearbeitet. Diesmal wird jedoch nicht die Volumen-
geschwindigkeit sondern der Massenflufl p durch einen Querschnitt verwendet. Seine
Definition lautet

,u:/p undS (12.5.9)
3

Sind — wie vorausgesetzt — an den Kontrollflichen nur ebene Wellen vorhanden, und die
Kontrollflichen sind senkrecht zur Ausbreitungsrichtung gewihlt, so ist die Geschwin-
digkeit in der Kontrollfliche rdumlich konstant. Dadurch vereinfacht sich (12.5.9) zu

w==Spu (12.5.10)

wobei u die Geschwindigkeit in Kanalrichtung ist, die mit der Richtung des Norma-
lenvektors 77 iibereinstimmt.
Die Groe p wird mit
= o+ p (12.5.11)

in einen Gleich- und einen Schwankungsanteil zerlegt. Fiir die beiden Anteile wird die
Gleichheit in den beiden Kontrollflichen S und Ss gefordert. Formal wird dies durch

Ho,1 = Ho,2 (12.5.12)

und
Wy = (12.5.13)

ausgedriickt. Wenn fiir die Grundstréomung die Kontinuitédtsgleichung gilt, dann ist
auch Bedingung (12.5.12) erfiillt. Der stationire Massenfluf} iiber die Querschnitts-
fliche S; mufl dem in Sy entsprechen. Die Bedingung (12.5.13) fiir die Schwankungen
basiert auf der Annahme, dafl in dem Kontrollvolumen keine nennenswerte Masse
gespeichert werden kann. Die Schwankungen laufen quasi-stationdr ab, da die Wel-
lenlaufzeiten innerhalb des Volumens viel kleiner als die Periode der Schwankungen
sind. Eine analoge Betrachtung wurde auch im Fall ohne Strémung in Abschnitt 12.1
durchgefiihrt.
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12.5 Durchstromter Querschnittssprung

Um aus der Bedingung fiir Schwankungen p' des Massenflusses eine Gleichung fiir
die gesuchten Amplituden der Druckwellen abzuleiten, muf3 4/ durch die Druckschwan-
kung p’ ausgedriickt werden. Dazu werden auch Dichte und Geschwindigkeit in einen
Gleich- und eine Schwankungsanteil mit

p=po+rp (12.5.14)

und
u =g+ u (12.5.15)

zerlegt. Fiir den Massenflufl iiber eine Kontrollfliche gilt (12.5.10). Durch Einsetzen
ergibt sich daraus

w=S(po+p)(ug +u) (12.5.16)
Dies kann zu
w = Spoug + Spou’ + Sugp’ + Sp'u’ (12.5.17)
—_—— ——— N
Ho ‘u/ 2. Ord.

umgeformt werden. Der erste Term auf der rechten Seite entspricht dem Massenflufl
1o in der Grundstromung. Der zweite und dritte Term héangt linear von einer Schwan-
kungsgrofie ab. Diese beiden Terme werden als Schwankung 4/ zusammengefaft. Dabei
wird der vierte Term vernachléssigt. Es ergibt sich

' = S(uop’ + pou’) (12.5.18)

Diese Beziehung gilt ndherungsweise fiir kleine Stoérungen im akustischen Sinn.
Die Schwankungen der Dichte und der Geschwindigkeit stehen mit dem Druck-
schwankungen im Zusammenhang. Es gilt

p=2 (12.5.19)

Um eine direkte Beziehung zwischen ¢’ und p’ zu erhalten, mufl vorausgesetzt werden,
dafl sich nur Wellen in einer Richtung — entweder in (+) oder entgegen (—) der 7i-
Richtung — ausbreitet. Dann gilt

/

o=+ (12.5.20)

Es sei hier nochmal darauf hingewiesen, dafl es eigentlich auch ¢y im Nenner auf der
rechten Seite lauten miifite. Der Index 0 wird jedoch an dem Symbol ¢ iiblicherweise
weggelassen. Da die Schwankung der Schallgeschwindigkeit ¢’ nie vorkommt, besteht
keine Verwechslungsgefahr. Mit ¢ ist immer die lokale Schallgeschwindigkeit im Aus-
gangszustand, der hier der Grundstréomung entspricht, gemeint.

Aus den letzten drei Gleichungen ergibt sich eine Beziehung zwischen p/ und p’ fiir
eine ebene Welle, die sich in +7-Richtung ausbreitet. Man erhélt

/

p

=S85 (M+1) (12.5.21)
C
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

wobei die Abkiirzung

M= “—CO (12.5.22)
eingefithrt wurde. Die Grofle M ist die Machzahl der Grundstréomung. Zu bemerken
ist, daB} M hier vorzeichenbehaftet definiert wurde und negativ werden kann, falls das
Medium gegen die Normalenrichtung 7 stromt.

Die Schwankung des Massenflusses an der Querschnittsfliche S; setzt sich aus
einem Anteil durch die einlaufenden Welle und einem durch die reflektierte Welle zu-
sammen. Die Druckamplituden der beiden Teilwellen waren mit A; und B; bezeichnet
worden. Entsprechend wird nacheinander p’ = A; e™? und p’ = B e™? in (12.5.21)

eingesetzt, und die resultierenden Schwankungen p’ addiert. Es ergibt sich
S )
== [Al(Ml +1)+ By(M,; — 1)} elot (12.5.23)
1

Auf der rechten Seite im Querschnitt S5 liefert nur die transmittierte Welle einen
Anteil. Die Druckamplitude in dieser Welle ist mit Ay bezeichnet. Man erhilt damit

S. .
[ty = 6—22 Ag(My +1) ! (12.5.24)

Die Massenbilanz fiir die quasi-statische Schwankung mit p} = pf ergibt damit eine
Beziehung zwischen den gesuchten Grofien. Es folgt

S S
2L As(My + 1) + By (M 1)} = 22 Ap(Mz +1) (12.5.25)
1 2

Energieerhaltung

Um B; und As bestimmen zu kénnen fehlt eine weitere Beziehung. Diese wird wie-
der aus der Energiebilanz am Ubergangsbereich abgeleitet. In Abschnitt 12.1 wurde
gezeigt, daB im Fall ohne Strémung die Energieerhaltung zur Druckgleichheit am Uber-
gang dquivalent ist. Mit Strémung ist die Situation komplizierter. Die Energieerhaltung
in einem reibungsfreien Fluid wird durch die Bernoulli-Gleichung beschrieben. Da der
Ubergang als quasi-statisch angesehen werden kann, geniigt es die Bernoulli-Gleichung
fiir stationdre Strémungen zu betrachtet. Léngs einer Stromlinie gilt
~2
dp 57— const (12.5.26)
p 2
Dabei bezeichnet 1 ein Potential, das zum Beispiel durch die Schwerkraft mit ¢ = —gz
(2: Hohe) gegeben sein kann. Die Konstante hingt von dem Startpunkt der Integration
ab. Insbesondere gilt Gleichung (12.5.26) entlang einer Stromlinie im Ubergangsbe-
reich, die einen Punkt im Querschnitt S; mit einem Punkt im Querschnitt Ss verbin-
det. Um die Berechnungen nicht unnétig kompliziert zu machen, wird im folgenden
die Schwerkraft vernachléssigt (¢ = 0).
Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweckméBig, die Bernoulli-Gleichung mit
einer thermodynamischen Variablen darzustellen. Um das Integral in (12.5.26) aus-
werten zu konnen, mufl die Beziehung zwischen Druck und Dichte bekannt sein. Diese

168



12.5 Durchstromter Querschnittssprung

héngt von Medium ab, und lautet zum Beispiel fiir Wasser ganz anders als fiir Luft.
Wir beschrénken uns hier auf Gase, die im thermodynamischen Gleichgewicht sind.
Fiir diese gilt die Beziehung

1
dh =Tds+ - dp (12.5.27)
p

wobei h die spezifische Enthalpie (pro Masse), T die Temperatur und s die Entropie
bezeichnen. Bereits am Anfang wurde die Einschrinkung gemacht, dafl neben der
Reibung auch die Wéarmeleitung keine Rolle spielt. Damit dndert sich die Entropie
in einem Fluidelement nicht, und alle Zustandséinderungen laufen adiabatisch ab. In
der Stromung gilt also ds = 0, und das Integral in (12.5.26) entspricht einfach der

spezifischen Enthalpie. Es kann
d
h:/%’ (12.5.28)

geschrieben werden. Zu beachten ist, dafl durch das unbestimmte Integral hier die
Grofle h nur bis auf einen konstanten Anteil gegeben ist. Allerdings spielt dieser Anteil
keine Rolle und kann frei gewédhlt werden.

Die spezifische Enthalpie besitzt die Einheit “Energie pro Masse”. Mit #2/2 ist die
kinetische Energie pro Masse in der Stromung gegeben. Die ersten beiden Terme auf
der linken Seite von (12.5.26) bilden also zusammen die spezifische Ruheenthalpie, die
gelegentlich auch Gesamtenthalpie oder Kesselenthalpie genannt wird. Sie wird hier
mit b bezeichnet. Es gilt

,172

b=h+ - (12.5.29)
Mit dieser thermodynamischen Variablen kann die Bernoulli-Gleichung in der einfachen
Form
Db
Dt
ausgedriickt werden. Diese Beziehung gilt allgemein fiir stationére isentrope Strémun-
gen.
Um den Begriff der spezifischen Enthalpie etwas anschaulicher werden zu lassen,
soll exemplarisch die Enthalpie fiir ein ideales Gas berechnet werden. In einem idealen
Gas gilt bei adiabatischer Zustandséinderung die Beziehung

o (2)1/% (12.5.31)

Dx

0 (12.5.30)

Dabei ist s der Adiabatenexponent. Mit dem Index * sind die Gréflen in einem fest-
zulegenden Ausgangszustand bezeichnet. In unserem Fall wiirde sich zum Beispiel der
Grundzustand in der Kontrollfliche S; als Ausgangszustand anbieten. Durch Umfor-

mung erhélt man
1 1 —1/% 1 1 —1/%
T_1 (2) _ ! <_) p U (12.5.32)
P Px \DPx Px \Px
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Daraus ergibt sich fiir das Integral

—1/3 —1 (3e—1)/5
b Q) () ()
p Px \ P« % x—1) pi \ P«
_(_* \P
C\x—1 p
Die spezifische Enthalpie kann in dem idealen Gas also mit

h= (L> b (12.5.34)

x—1/)p

(12.5.33)

aus dem Druck und der Dichte berechnet werden.

Die spezifische Ruheenthalpie ist in den Kontrollflichen S; und Ss jeweils konstant,
weil alle Grofien iiber den Querschnitten konstant sind. Da sich die Ruheenthalpie
entlang einer Stromlinie zwischen den beiden Querschnitten nicht dndert, ist die Ru-
heenthalpie sogar im gesamten Ubergangsbereich konstant. Zwischen den Werten in
den beiden Kontrollflichen ergibt sich die einfache Beziehung

by = by (12.5.35)

Dies gilt jedoch nur unter den gemachten Annahmen. Die quasi-statische Betrachtung
der Strémung im Ubergang ist Voraussetzung, daf8 die Bernoulli-Gleichung in der Form
(12.5.26) angewendet werden kann. Die Vernachlissigung der Reibung ist nicht nur
fiir die Bernoulli-Gleichung sondern auch fiir die Anwendung von (12.5.28) notwen-
dig. Ebenso wiirden Verdichtungsstéfe im Ubergangsbereich zu einer Verletzung von
(12.5.28) fiihren. In der angenommenen quasi-statischen Unterschallstréomung kénnen
jedoch keine St68e vorkommen.
Die Ruheenthalpie wird wie der Massenflu} in einen Gleich- und einen Schwan-
kungsanteil zerlegt:
b=1by+V (12.5.36)

Aus der quasi-statischen Uberlegung folgt, daB beide Anteile jeweils fiir sich in dem
Ubergangsbereich rdumlich konstant sind. Es ist also

bo,1 = bo,2 (12.5.37)

) )

und
b = bl (12.5.38)

erfiillt. Aus der Bedingung (12.5.38) kann eine weitere Beziehung zwischen den gesuch-
ten Druckamplituden abgeleitet werden. Dazu mufl die Schwankung &’ der Ruheent-
halpie mit der Druckschwankung p’ in Zusammenhang gebracht werden.
In dem Kontrollflichen S7 und S; kann die Geschwindigkeit ¢ durch die Grofle u
ersetzt werden. Entsprechend lautet die Formel fiir die Ruheenthalpie
2

b=h+ “7 (12.5.39)
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Fiir die Schwankungsanteile ergibt sich daraus
b =h +uou +0(2) (12.5.40)

Aus (12.5.28) folgt fiir die Schwankung der Enthalpie
li 1 /
W==—p+0(2) (12.5.41)

Das gleiche Resultat wiirde man auch aus (12.5.34) und der Beziehung p’ = c2p/

herleiten kénnen. Unter Vernachldssigung der Anteile hoherer Ordnung gilt also
/ 1 / !/
V=—p 4+uu (12.5.42)
2]

Um die Geschwindigkeitsschwankung v’ durch den Druck ausdriicken zu kénnen, wird
wieder von reiner Wellenausbreitung in eine Richtung ausgegangen. Dann gilt Bezie-
hung (12.5.20). Damit folgt

(12.5.43)

Das (+4)-Zeichen gilt fiir Wellen in Richtung des Normalenvektors 7 (in z-Richtung)
und das (—)-Zeichen entsprechend fiir entgegengesetzt laufende Wellen.

Die Schwankungen in der Querschnittsfliche S; ergeben sich aus der Uberlage-
rung der einlaufenden und der reflektierten Welle. Fiir beide Wellen kann getrennt
mit (12.5.43) die Ruheenthalpieschwankung durch die Druckschwankung ausgedriickt
werden. Die gesamte Schwankung ergibt sich wieder durch Uberlagerung der beiden
Anteile. Man erhiilt

1 .
b= [A1(1+ My) + By (1= M) - et (12.5.44)

In dem Querschnitt Sy trigt nur die transmittierte Welle zu den Schwankungen bei.
Dort gilt

1 )
bl = — Ag(1 + My) e™? (12.5.45)
Po
Die Energiebilanz fiir die quasistatischen Schwankungen mit ] = b} liefert schliefflich

1 1
p A(1+ M)+ B (1 —Ml)} - p—A2(1+M2) (12.5.46)
0 0

Mit (12.5.25) und (12.5.46) sind nun zwei Gleichungen fiir die beiden gesuchten Grofien
By und As gegeben. Damit 148t sich bei vorgegebener Druckamplitude A; der einlau-
fenden Welle die reflektierte und die transmittierte Welle berechnen.
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12 Niederfrequente Wellenausbreitung in Kanélen

Reflexionsfaktor

Bevor das Gleichungssystem gelost wird, soll auf eine alternative Moglichkeit der Dar-
stellung des Problems hingewiesen werden. Der Druck ist eine anschauliche Grofle, die
relativ leicht zu messen ist. Daher wird in der Darstellung oft alles auf den Druck
bezogen. Im folgenden soll die Ruheenthalpie als Bezugsgrofle verwendet werden. In
der einlaufenden Welle wird nicht die Druckamplitude sondern die Amplitude der Ru-
heenthalpieschwankung vorgegeben. Sie wird mit Ap; bezeichnet. Gesucht sind die
entsprechenden Amplituden in der reflektierten und der transmittierten Welle. Die-
se werden durch die Groflen By ; und Ay dargestellt. Fiir die Schwankungen in den
Querschnittsflichen S; und S5 gilt entsprechend

by = (Ap1 + Bya) e (12.5.47)

und
by = Ay et (12.5.48)

Zwischen den Druckamplituden und den Amplituden der Grole b’ gelten die Zusam-
menhénge

1
Ap1 = — Ay (1+ My), (12.5.49)
Po,1
1
By =— B (1 - M), (12.5.50)
Po,1
1
Apo = — As (1+ M) (12.5.51)
P0,2

Eine Beziehung zwischen den gesuchten Grofien ergibt sich aus der Energiebilanz am
Ubergang b} = b,. Es folgt
Ap1+ By = Apo (12.5.52)

Diese Gleichung ist formal deutlich einfacher als die entsprechende Beziehung (12.5.46)
zwischen den Druckamplituden.

Aus der Massenbilanz 148t sich eine weitere Beziehung zwischen den neuen Ampli-
tuden ableiten. Vergleicht man die Gleichungen (12.5.21) und (12.5.43), so folgt fiir
eine ebene Welle in +7i-Richtung die Relation

c

b/ _ i— !
POSM

(12.5.53)
Der Faktor vor g’ auf der rechten Seite kann als Impedanz interpretiert werden. Man
definiert entsprechend

b/

=y (12.5.54)
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Diese Grofie unterscheiden sich natiirlich von der akustischen Impedanz, die das
Verhiiltnis von Druck- und Geschwindigkeitsschwankungen angibt. In einer alterna-
tiven Darstellung mit den Parametern ¥ und p’ erweist sich die Impedanz Z, als
niitzliche Grofle. In einer reinen Welle in +7-Richtung gilt

Cc

Iy =+——
’ poS

(12.5.55)

Der Quotient auf der rechten Seite ist sozusagen der Wellenwiderstand in der (b',u')-
Darstellung.
Mit (12.5.53) folgt fiir die Schwankungen des Massenflusses in den Kontrollflichen

14 S iw
W, = (%)1 (Ap1 — Byp) et (12.5.56)
und
S )
1y = (”07)214},,2 et (12.5.57)

Zu beachten ist, daf in (12.5.56) ein Minuszeichen vor der Amplitude By 1 auftritt.
Aus der Massenbilanz p) = b folgt schlielich die Beziehung

(@)1 (Aps — Bya) = (g)#m (12.5.58)

Cc

Diese Gleichung ist ebenfalls etwas einfacher als die entsprechende Beziehung (12.5.25)
fiir die Druckamplituden.

Die Gleichungen (12.5.52) und (12.5.58) lassen sich nach By, und Ao auflosen.
Man erhélt

By1= Ry Ap1 (12.5.59)

Apo =Ty Ap 1 (12.5.60)

Dabei ist der Reflexionsfaktor fiir die einlaufende Ruheenthalpiewelle mit

S S
Ry = <p07)1 ) (%)2 (12.5.61)

(), (%),

und der Transmissionsfaktor mit

(12.5.62)
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gegeben. Betrachtet man die Reflexion an den durchstromten Querschnittssprung fiir
den Schalldruck, ergeben sich durch Auflésen von (12.5.25) und (12.5.46) die analogen
Beziehungen

B; = RA; (12.5.63)

und

Ay =T 4, (12.5.64)

Die Groien R und T ohne Index sind wie bisher der Reflexions- und der Transmissions-
faktor fiir die Druckwellen. Allerdings ergeben sich fiir diese Faktoren kompliziertere
Ausdriicke. Man erhalt

(14 M)

R=Ry ——= 12.5.65
v =) ( )
und
£0,2 (1 +M1)
T=(1—-Ry) ——= ———= 12.5.66
( b) por (15 1D) ( )

Die Reflexions- und Transmissionsfaktoren hingen von der Grundstromung ab. In die
Groflen Ry, und T gehen neben den geometrischen Parametern die Dichte py und
die Schallgeschwindigkeit ¢ ein. Die Groflen R und T héngen zusétzlich noch von
der Stromungsgeschwindigkeit ab. Anscheinend ist die (b,u’)-Darstellung besser zur
Beschreibung der Aufgabenstellung geeignet, weil sie auf etwas einfachere Gleichungen
fiihrt. Sie hat jedoch den Nachteil, dafl die Ruheenthalpie gegeniiber dem Druck eine
relativ unanschauliche GroBe ist.

Zahlenbeispiel

Zuletzt soll ein Zahlenbeispiel vorgestellt werden. Es wird eine Querschnittsdnderung
mit

do = 2dy
und

So =45,
angenommen. Der Durchmesser verdoppelt sich, und die Fliche vervierfacht sich. Die
Machzahl im breiten Teil wird mit Ms = 0.1 vorgegeben. Es stromt ein ideales Gas
mit s = 1.4 (z.B. Luft). Daraus berechnet sich
M; = 0.448
Fiir die Dichte in der Grundstréomung ergibt sich

po,1 =0.906pk und pg2 = 0.995pk
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und die Schallgeschwindigkeiten werden mit
c1 =0.961ckg und ¢ =0.998 ck

berechnet. Dabei sind die Werte auf die Ruhedichte px und die Ruheschallgeschwin-
digkeit ck in der Stromung bezogen. Um den Reflexionsfaktor zu berechnen werden
die Ausdriicke

P01 _ ) g45 PKS
C1 CK
und
£0,252 _ 3988 pKS1
C2 CK

berechnet. Daraus ergibt sich der Reflexionsfaktor fiir die Ruheenthalpiewelle mit

0.943 — 3.988

= T L 0.617
0.943 + 3.988

Ry

Schlie3lich erhilt man den Reflexionsfaktor fiir die Druckwelle mit

L+0448 oo

R=Ry s ~

In diesem Beispiel hat die reflektierte Druckwelle eine gréfiere Amplitude als die ein-
laufende Welle!
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