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Einleitung

Die Festkoperphysik, auch Physik der kondensierten Materie genannt, gehtrt zu den aktivsten
und vielfiltigsten Gebieten der modernen Physik, die sich nach der Entdeckung der Quan-
tenmechanik entwickelt haben. Sie befasst sich mit Fragen, die von fundamentalen bis hin zu
anwendungsbezogenen Fragen der Eigenschaften von Materialien oder Systemen mit sehr vie-
len Freiheitsgraden reichen. Entsprechend fazetenreich sind die Fragestellungen und machen das
Festkorperphysik den gegenwértig grossten Bereich der Physik, der seit seiner Entstehung die
wohl gréssten technologischen Verédnderungen in den Industralisierten Léndern hervorgebracht
hat.

Kondensierte Materie oder feste Koérper bestehen aus atomaren Kernen(Ionen), die sich meist
in reguldren (elastischen) Gittern anordnen und Elektronen. Die Beschreibung eines solchen Sy-
stems macht nur innerhalb der Quantenmechanik wirklich Sinn. Wir fithren dazu den Hamilton-
Operator fiir die Kerne und Elektronen ein.
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WobeiAfAI e (f[ k) die Dynamik der Elektronen (Kerne) und ihre gegenseitige Wechselwirkung
und H g_. gibt die Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen beschreibt. Ferner ist

freie Elektronenmasse

9.1094 x 103! kg

Elementarladung

1.6022 x 10719 As

Masse des j-ten Kerns

~ 10 =10 x m

NERE

Ladungszahl des j-ten Kerns

Die charakterischen Skalen, die wir von atomaren oder molekularen Systemen her kennen, sind

Lénge: Bohr-Radius
Energie: Hartree

ap = h?/me? ~ 0.5 x 10719 m
e?/ap = me*/h? = mc?a® ~ 27 eV =2 Ry

mit o = e?/hc = 1/137 als Feinstruktur-Konstante. Wir sehen, dass die Energieskala ”Har-
tree” viel kleiner ist als die relativistische Ruheenergie des Elektrons (~ 0.5 MeV), die jedoch in
der Teilchenphysik als klein angesehen wird. In den h6chsten Hohen der modernen Hochenergie-
Physik stosst man heutzutage zur Planck’schen-Skala vor, eine Energie- bzw. Lingenskala, bei
der selbst die Gravitation nicht mehr ohne Quanteneffekte beschreibbar ist:

h hG
Eplanck = ¢/ g ~ 101GeV pancc = |/ =5 ~ 16 10%m (3)

wobei G = 6.673 x 107 m3kg~!s72 die Gravitationskonstante ist. Hier setzt die GUT (Grand
Unified Theory) und die String-Theorie an. Dabei geht es weder um die Beschreibung der Elek-
tronen noch der Kerne, sondern um die Entdeckung der fundamentalsten Theorie.

Hochenergiephysik

Festkdrperphysik

Astrophysik u. Kosmologie

10 meV 10eV 1 MeV
i i i -
mell)cl‘”‘ef Elekfron-Kern phdnomenologische GUT
albleiter . !
Magneten Atom Teilchenphysik String-Theorie
Supraleiter Standard-Modell M-Theorie
Ferroelektrika

effekN A;memolste
Modelle Theorie

Im Gegensatz dazu steht die Festkorperphysik. Hier suchen wir nach der Physik die sich bei der
Energieskala der Raumtemperatur oder tiefer ergibt. Dies bedeutet

bekannt und etabliert

Abb. 0.2

E = kT = 300K — 0.03eV = 30meV (4)

und die Léngenskalen werden durch die physischen Ausdehnung der Materialien oder der Wel-
lenfunktionen der Elektronen gegeben. Die Blickrichtung ist folglich anders als in der Hochener-
giephysik.



Die Hochenergie-Physik besitzt eine sehr erfolgreich Phénomenolgie im Standard-Modell fiir
ihren Niederenergiebereichiind sucht folglich die fundamentale Hochenergie-Theorie. Dagegen
ist die Situation in der Festkorperphysik gerade umgekehrt. Der Hamilton-Operator (1,2) stellt
hier gerade die Hochenergie-Theorie dar, wihrend wir die Niederenergie-Eigenschaften mittels
geeignet reduzierter, sogenannten effektiver Theorien (Phdnomenologien) suchen. Der Schritt in
beide Richtungen ist absolut nicht trivial.

Die Festkoperphysik stellt sich die Aufgabe eine Vielzahl von sehr unterschiedlichen Zusténden
der Kondensierten Materie zu verstehen und zu beschreiben. Dies beinhalten verschiedene Me-
talle, Halbleiter oder Isolatoren. Phdnomene wie Magnetismus, Supraleitung, Ferroelektrizitét,
Ladungsordnungsiibergénge oder der Quanten-Hall-Effekt gehtren auch dazu. All diese Zusténde
und Phidnomene haben einen gemeinsamen Ursprung: Elektronen, die untereinander und mit
den Kernen Coulomb-wechselwirken. Die Hamilton-Formulierung (1) erlaubt es jedoch in den
meisten Fillen nicht, mit verniinftigem Aufwand bis zu diesen Phdnomenen vorzustossen. Die
Reduktion zu effektiven Theorien ist daher ein wichtiger Weg.

Einerseits ist das Ziel den Grundzustand eines Systems zu charakterisieren. Messbare Eigen-
schaften werden jedoch durch die angeregten Zustdnde bestimmt. Dabei taucht immer wieder
das Konzept der Elementaranregungen auf. Berithmte Beispiele sind die Landau’schen Quasiteil-
chen einer Fermifliissigkeit, die Phononen der Ionengitterschwingungen oder die Magnonen eines
Ferromagneten. Damit wird der Grundzustand zu einem effektiven Vakuum in Sinne der zwei-
ten Quantisierung, in dem Anregungen mit Teilchen-Charakter erzeugt werden konnen. Dieses
Vakuum entspricht z.B. einem gefiillten Fermi-See oder einem Zustand mit spontan gebrochener
Symmetrie, wie etwa der Ferromagnet oder der Supraleiter.

In dieser Vorlesung geht es darum einige wesentliche Konzepte dieser Art einzufiihren. Dabei
wollen wir ein moglichst breites Feld von Grundzustéinden abdecken. Angefangen mit der Theo-
rie von Metallen und Halbleitern, gehen wir iiber zu den Magneten und Mott-Isolatoren und
schliesslich zu den Supraleitern.



Kapitel 1

Elektronen im periodischen Kristall

In diesem ersten Kapitel beschéftigen wir uns mit den ausgedehnten Elektronen in einem re-
guldren Gitter der Ionenriimpfe. Dies fithrt auf Energiebénder, die bestimmend fiir die qualita-
tiven Eigenschaften eines Festkorpers sind. Insbesondere lassen sich damit Metalle, Isolatoren
oder Halbleiter unterscheiden.

Bei unseren folgenden Betrachtungen wollen wir zunéchst sowohl die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander als auch die Beweglichkeit der Ionen ausser Acht lassen. Diese Vereinfa-
chung fithrt auf eine Einteilchenbeschreibung, fiir die wir das Bloch’sche Theorem anwenden
konnen.

1.1 Bloch-Zustiande der Elektronen im Kristall

1.1.1 Kristall-Symmetrie

Wir gehen also von einem perfekten Kristall von Ionen aus. Die Kristallstrukturen werden durch
ihre Raumgruppe R charakterisiert, deren es 230 verschiedene gibt. Die Elemente der Raumgrup-
pe beinhalten Translationen, Drehungen, Inversionen und deren Kombinationen. Die Translatio-
nen kénnen durch ein Basis-Set von primitiven Translationsvektoren dargestellt werden, {a,},
die das Gitter invariant lassen. Fine Verschiebung um einen dieser Vektoren bringt uns zu ei-
ner benachbarten Einheitszelle des Gitters. Eine beliebige Translation, die das Gitter auf sich
abbildet, ist als eine Linearkombination dieser Basis darstellbar:

a=n1d1+nodo+n3ds (1.1)

Eine allgemeine Symmetrietransformation, inklusive der anderen Elemente der Raumgruppe,
kann in der Wigner’schen Notation geschrieben werden:

Pl=gr+a={gla}v mit g : Drehung, Spiegelung oder Inversion . (1.2)
Die Elemente g bilden die sogenannten erzeugenden Punktgruppe P, wovon es 32 gibt. Damit
gibt es:
einfache Translationen: {E|d}

Drehung, Spiegelung, Inversion {g| 0} (1.3)

Schraubung, Gleitspiegelung {g|a}

wobei F das Einheitselement von P ist. Diese Symmetrie-Operationen bilden eine Gruppe mit:

{E|0} : Einheitselement
{gla}t={g7 Y —gta} Inverses (1.4)

{gla}{¢'|@"} = {gd'|ga’ + @} Multiplikation



und die Multiplikation ist assoziativ. Diese Gruppe ist im allgemeinen nicht abel’sch, d.h. die
Gruppenelemente kommutieren nicht. Die Translationsgruppe {E| d } ist aber eine abel’sche Un-
tergruppe. Die Elemente g € P bilden nicht zwangsléufig eine Untergruppe der Raumgruppe, da
gewisse Elemente nur zusammen mit Translationen eine Symmetrie-Operation bilden (Schrau-
bung oder Gleitspiegelung). Dennoch gilt:

{glaY{E|R}{gla} ™' = {ElgR} (1.5)

Falls P eine Untergruppe von R ist, dann nennt man R symmorph. Diese Raumgruppe enthilt
nur primitive Translationen {E|@ }. Die 14 Bravais-Gitter sind symmorph.

1.1.2 Bloch-Theorem

Wir betrachten die Gitter-Translationen T z, unter denen der Hamilton-Operator invariant
bleibt. Das heisst T' ; kommutiert mit H, + H;e, weil das Ionen-Potential diese (diskrete) Trans-
lationssymmetrie induziert:

[T 2, He +Hie] =0 (1.6)

w_Z/d:”rVF\TllF\T/ (7) Z/d3 — @1( P W () (1.7)
\7’—

mit R ; als Tonen-Positionen auf dem reguléren Gitter. 7 s(7) ist der Feldoperator des Elek-
trons in der Formulierung der zweiten Quantisierung. Es gilt also V(7 + @) = V() fiir alle
Gittertranslationen @.

Wir vernachléssigen die Wechselwirkung der Elektronen untereinander, wie sie im allgemeinen
in H, enthalten ist und untersuchen das Einteilchenproblem, d.h.:

wobei

He+Hie — Ho=-——+V(F) (1.8)

Auch Hy kommutiert mit T 7. Das Bloch-Theorem sagt aus, dass die stationiren Elektron-
zustédnde von Hy auch Eigenzustéinde von T z sind mit Eigenwerten auf dem Einheitskreis der
komplexen Ebene. Wir machen den Bloch’schen Ansatz

—
—

b g (F) = == T (7)) Tauy, p(F) =, p(F+ @) =¥ Ty o(F)  (L9)
was bedeutet, dass die Blochfunktion u, »(7) = u (7 + @) periodisch ist (Q2: Volumen). Die
Energieeigenwerte ergeben sich aus

Hot, £ (F) = ¢, 5, 5 (F) (1.10)

wobei n ein Bandindex ist und k als Pseudo1mpuls (Wellenvektor) bezeichnet wird. Man be-

ik-a

achte, dass der Eigenwert von T a, € , eine Periodizitat im k -Raum impliziert. Es gibt die

reziproken Gittervektoren G fiir die gilt €’ (k +G)d = ¢ik-@ Eipe mogliche Basis der reziproken
Gittervektoren folgt aus der Beziehung:
eCidi=1 o G d;=2nby (1.11)

Damit definiert man die Brillouin-Zone: ausgehend von k=0 legt man senkrechte Ebenen
durch den Mittelpunkt der Verbindungslinien zu den néchsten (und iibernéchsten) reziproken
Gitterpunkten (durch {G;} aufgespannt). Die so begrenzte Zelle ist die erste Brillouin-Zone.
In einer Dimension entspricht das ganz einfach dem Bereich zwischen k=—m Ja und +7/a (a:
Gitterkonstante).



Die Bloch’sche Gleichung ist die Wellengleichung fiir die periodische Funktion u;: und lautet

> 72
{(p L), +V(F)}UE(F):eEuE(F) (1.12)

wobei wir den Bandindex unterdriickt haben. Diese Gleichung folgt aus der Beziehung

—

PR T = kT (F 4 RE) (1.13)

Wir kénnen Hg um die Spin-Bahn-Kopplung erweitern. Diese relativistische Korrektur fiihrt
einfach zu einem zusétzlichen Term

/_1% = 1 I N
Hy= 5~ +V(F)+ 74m262{g><vvu)} P (1.14)

wobei & die Pauli-Spin-Matrizen bezeichnet:

(U (U ) e (DY)

Die Bloch-Gleichung ist

> N2 . R )
{WJFV(FHl(& x VV(i)-(p +hk)}ug(77)=6,;u,;(f’) (1.16)

Die Zusténde sind nicht mehr Eigenzustinde des Spins, sondern haben eine Pseudospinorform

ug 2 (7) = x5 (P + x5 4, (D (1.17)

wobei o,| T) = +| 1) und 0| |) = —| |). Der Index + und — kann zum Beispiel mit Hilfe der
adiabatisches Einschalten der Spin-Bahn-Kopplung verstanden werden, so dass + aus | 1) und
— aus | |) entsteht.

1.2 Fast freie Elektronen

Die konkrete Berechnung von € kann nummerisch sehr effizient durchgefiihrt werden. Wir
wollen zunachst eine Verelnfachte Methode betrachten, durch die wir einige Aspekte der Band-
struktur eines Kristalls verstehen konnen. Fiir den Augenblick vernachldssigen wir die Spin-
Bahn-Wechselwirkung. Das periodische Potential ldsst sich in folgender Weise entwickeln:
r :ZVéeiG'F mit Vg :% dBr V(7)e e T (1.18)
= EZ

wobei die Summe iiber alle reziproken Gittervektoren und das Integral iiber eine Gitter-Einheitszelle
(EZ) fithrt. Wir nehmen an, dass das Gitter Inversionsymmetrie besitzt, d.h. V(7) = V(—7)
sodass Vz =V_ 5

In analoger Weise entwickeln wir die Blochfunktion:

up(F) =3 eqe @7, (1.19)
G

Mit diesem Ansatz und (1.18) gehen wir in die Blochgleichung (1.12) und erhalten das folgende
System von Gleichungen

K2 -
(2m( +G)? - ) elnn ZV@_@,C@, =0 (1.20)

el



Dies erfordert die Suche der Eigenwerte einer unendlich dimensionalen Matrix. Wir machen eine
Vereinfachung, indem wir annehmen, dass die periodische Modulation des Potentials schwach
ist. Dann gehen wir davon aus, dass c5 ~ 1 und

ca=002mVs /RGP < 1. (1.21)
Damit finden wir sofort die approximative Losung
L 2mVé
“ Rr{(k+G)»2-k2
Die Struktur ist dhnlich wie die Stérungskorrektur zweiter Ordnung in der Rayleigh-Schrédinger-
Storungstheorie. Dies geht solange gut, als der Nenner nicht allzu klein wird. Im Bereich (k +
G)? ~ k? miissen wir entartete Stérungsrechung durch fithren. Exakte Entartung finden wir

fir k = — G /2, d.h. an einer Brillouin-Zonengrenze oder im Zentrum der Zone. In der Nihe
dieser Punkte miissen wir die folgende Sdkulargleichung 16sen

(1.22)

B k2

om Ve
D t m N N :0 123
¢ - R(E+ G (1:23)

a 2m
Die Energie ist dann
Eo M e (v G s \/[712(1;‘2 C(E 4 G 4V (1.24)
2 | 2m 2m G '

Dies fithrt auf die sogenannt Niveau-Abstossung. Direkt auf den Punkten k=-G /2 gilt

G-7

R G2 5 sin ~5 + anti-bonding
cos “5~ — bonding

Am einfachsten kann man dieses Verhalten im eindimensionalen regulédren Gitter illustrieren.
Jedoch lédsst sich dies Ndherung in jedem Gitter durchfithren. In Abb. 1.1 stellt die schat-
tierte Region die 1. Brillouin-Zone dar. Das parabolische Band (gestrichelte Linie) der freien
Elektronen repetiert sich um das Zentrum jeder Brillouin-Zone, so dass Bandiiberschneidungen
zustandekommen.

-\
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Abb. 1.1

Das periodische Potential fithrt zu einer Hybridisierung der Zustéinde der verschiedenen parabo-
lischen Bénder und zu deren Aufspaltung im Zonenzentrum und an der Grenze, was schliesslich
zu Energieliicken fithrt, d.h. zu verbotenen Energiebereichen. Innerhalb der 1. Brillouin-Zone
kénnen wir fiir jeden k-Punkt die Energiewerte unabhéngig ermitteln und erhalten ein diskre-
tes Set von Energiewerten, die je einem Band entsprechen.
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1.3 Symmetrie-Eigenschaften der Bandstruktur

Es gibt gewisse Eigenschaften der Energiebéander in der Brillouin-Zone, die sich aus den Symme-
trien der Raumgruppe ergeben. Betrachten wir zunéchst die Funktionsweise eines Raumgrup-
penelements {g9|@ l auf eine Bloch-Wellenfunktion. Den entsprechenden Operator bezeichnen wir
mit S{g‘a} mit [S{ma},?’(o] =0.

Sigayvp(7) =vp(gla}r) = (g7 + @) (1.26)
Wie verhélt sich diese Funktion unter der Translation T 7 = {E|d'}?

T 48 (a5 (7) = Sggay Tgaroi (7) = S ggaye’ ™97 g (7)

(1.27)
= Sgaye?  F () = ¢ R TG gy (7)
Das bedeutet, dass
Stolayvi(7) = Aglayy g (7) - mit ggayf =1 (1.28)
oder in Dirac-Notation R B .
Sigalk) = Agalg k) (1.29)

bis auf einen Phasenfaktor entspricht die Operation von {g|a } die Rotation von k nach gt k.
Es ist damit leicht zu sehen, dass

E(g k)= (g k[Holg ™ k) = (K|S Ho S (gay | B) = (E[Hol k) = E(E)  (1.30)

Daher gibt es in der Brillouin-Zone zu einem gegeben k einen Stern von dquivalenten ¢ k mit
derselben Bandenergie.

Abb. 1.2

Fiir einen allgemeinen Punkt k ist die Zahl der Sternzacken gleich der der Punktgruppenele-
mente. Wenn wir uns aber auf eine Symmetrielinie befinden oder auf dem Brillouinzonenrand,
dann gibt es nur noch eine Untergruppe von Elementen, die den Vektor k verindern und die
Zahl der Zacken ist entsprechend kleiner. Falls die Punktgruppe die Inversion enthélt gilt auch
immer, dass — k im Stern enthalten ist. Damit finden wir folgenden einfachen Relationen:

Eo(k)=Enlgk), En(k)=Eu(-k), Eu(k)=E.(k+G). (1.31)

Als néchstes betrachten wir die Situation der Bénder auf Symmetrie-Punkten oder -Linien. Als
erstes Beispiel nehmen wir das Zentrum der Brillouin-Zone, normalerweise I'-Punkt genannt.
Der Einfachheit halber betrachten wir einfach kubisches Gitter. Das unterste Band, das durch
den I'-Punkt geht (mit Energie Ey = 0, gehort zur Parabel, die in der ersten Brillouin-Zone
zentriert ist, ist daher nicht entartet.
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Die néchste Energie fiir freie Elektronen ist

und ergibt sich aus den Energieparabeln der nédchsten Nachbar-Brillouin-Zonen, d.h.

Es gibt 6 davon, und wir definieren entsprechende Basisfunktionen

2 9 2
&:ﬁ<ﬂ>
2m \ a

élz%(LOaO) - ei:):
GQZ%(_LOaO) - e—ix
G3=25(0,1,0) — €W
Ga=22(0,-1,0) — e
Gs=2(0,0,1) — ¢~
@6—%“(0,0, 1) — e

Jul( ) = o7 Gn/2n

Wenn wir die Sidkulargleichung betrachten, dann hat diese die Form

[ E1—F
v

Det

f 2 e 8

mitv=V,s undu=Vsx

toren:

24, Gi1+G3

v U U U

FE,—F U U U
U FEi—F ) U
Uu v FE,—F U
U u U Fi—F
U U U v

g 2 g

v
E,-F

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Es gibt drei Eigenwerte und und die entsprechenden Eigenvek-

Darstellung | E Eigenfunktionen Entartung
ry Ey+v+4u | ¢p=cosx + cosy + cos z 1
rs Ei+v—2u | ¢3,2_,2 =2c08z — COST — COSY, qb\/g(l,LyQ) = V/3(cosz — cosy) | 2
ry - ¢y =sinzx,p, = siny,p, =sinz 3

Der I'-Punkt besitzt die Symmetrie der Punktgruppe des Kristalls, in diesem Fall Oy, die
volle kubische Gruppe. Diese Gruppe besitzt je ein Set von geraden und ungeraden irredu-
ziblen Darstellungen. Eine irreduzible Darstellung entspricht einem Vektorraum von Funktionen
des Vektors (x,y,z) oder Pseudovektors (s;.sy,s;), die unter der Anwendung der Symmetrie-
Operationen der Gruppe in Linearkombinationen innerhalb dieses Vektorraums transformieren,
ohne diesen zu verlassen. Die Darstellungen lassen sich daher durch Basisfunktionen charakte-

risieren.
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gerade | Basisfunktion ungerade | Basisfunktion

ry 1a? 4+ 9% 4 22 Iy ryz(2? — y?) (y? — 2%) (2% — 2?)

ry (z* —y?)(y* — 2°)(2* —2?) || Ty zyz

Ml 22— o) | T 1y2{2:2 — 2% =y, V/3(2? — )}

ry {s2,5y, 52} Iy {z,y, 2}

ry {yz, 2, zy} Ty zyz(2® — y*)(y* — 2%)(z° — 2*){yz, 22, 2y}

Energie

R r M

Abb. 1.3

Als niichstes verfolgen wir die Bénder fiir Wellenvektoren k || (0,0,1). Dabei werden einige Ent-
artungen des I'-Punktes aufgespaltet. Dies geschieht aufgrund der Tatsache, dass die erlaubten
Symmetrie-Operation nur noch aus einer Untergruppe der Punktgruppe Oy, bestehen. Zuléssig
sind nur noch Elemente, die den k -Vektor invariant lassen. Wir sprechen von der kleinen Gruppe
von k. Diese Gruppe ist im gegebenen Fall isomorph zu CYy,. Beachte, dass auch die Inversi-
on verloren gegangen ist, da k — —k nicht erlaubt ist. Die Gruppe Cy, besitzt 5 irreduzible
Darstellungen, 4 ein- und 1 zwei-dimensionale. Da wir die Punkte entlang der Achse (0,0,1) A

nennen, werden auch die Darstellungen entsprechend als Ay, ..., As bezeichnet.
Darstellung | Basisfunktion
Al 1, z
Ay wy(z® — y?)
Ag .%‘2 _ y2
Ay xy
A5 {.’E, y}
Wir kénnen analysieren, wie die Entartung der betrachteten Zustéinde bei I' auf der Linie A
aufspaltet:
Op | Cay
RN
F;}L Al b Ag
PZ A1 D Asg
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Damit gehen aus den drei Energien am I'-Punkt auf der A-Linie 5 Bénder hervor. Eines der
Béander ist zweifach entartet.

Am Rand der Brillouin-Zone wird die Symmetrie wieder grosser. Am Punkt X erhalten wir die
Symmetriegruppe Dyp, d.h. die volle tetragonale Punktgruppe mit je fiinf irreduziblen Darstel-
lungen gerader bzw. ungerader Paritét (4 ein- und 1 zwei-dimensionalen).

gerade | Basisfunktion || ungerade | Basisfunktion
X7 1 Xy ryz(z? — y?)
X ry(z? —y?) Xy z

X; z? — 92 X3 TYZz

XZF Ty X; Z(l’Q — y2)
Xy | {zo, 2y} X5 {z,y}

Das niedrigste Set von Energiezustdnden folgt aus den Béndern assoziert mit den Brillouin-
Zonen von G1 = (0,0,0) und G2 = 27(0,0,1)/a mit der Energie E = (h?/2m)(n/a)?. Relativ
zum X-Punkt definieren wir G 1 = 7(0,0, —1)/a und G ; = (0,0, 1)/a mit den Basisfunktionen
f1 = exp(—iz) und fo = exp(+iz). Analog zum Beispiel eines eindimensionalen Gitters ergibt
sich hier eine Aufspaltung in

X — cosz und X, — sinz. (1.36)

Die nichst hohere Energie E = (h?/2m)(v/57/a)? gehort zu

o 2 = .

Gi="(1,00) Gi=2(20,-1) fi=eC
a a

- 2 =2 .

G2 = %(1707 1) G2 = 2(2707 1) f2 = 6z(2:(:+z)

N 2 =2 .

G3 = %(_13070) G3 = g(—Q,O, _1) f3 = e—z(?x—i—z)

N 2 = .

Ga="(-1,01) Ga=2(-201) fy=c )

(1.37)
éfi = %(07 1a0) é1 = 2(0727 _1) f5 = ei(2y—z)

G = ;(0, 1,1) 52 = 2(0’2, 1) fo = ei(2y+2)
Gr=20,-1,0) Gr= 2(0,-2,-1) fr = et

Gs="(0,-1,1) Cs= g(o, —2,1) fyg=e W2

mit achtfacher Entartung. Das periodische Potential spaltet die Energien folgendermassen auf.
Wir projizieren die Basisfunktionen von (1.37) auf diejenigen der irreduziblen Darstellungen und
finden:

Darstellung | Eigenfunktionfunktion Entartung
X (cosz + cosy) cos z 1
X5 COS T — COSY) COS 2 1
X5 {sin 2z sin z, sin 2y sin z } 2
Xy (cosz + cosy)sin z 1
X, (cosx — cosy)sin z 1
Xy {sin 2z cos z, sin 2y cos z } 2
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Dies kann mit allen Symmetrielinien durchgefiihrt werden. Auf diese Weise erhélt man ein gutes
Bild der Symmetrien der Bénder. Natiirlich spielt die spezifische Form des periodischen Po-
tentials eine wichtige Rolle in der Aufspaltung der Entartung auf den Symmetrie-Punkten und
-Linien.

1.4 Spin und Bandstruktur

In der Diskussion der Bandstruktur haben wir die Rolle des Spins noch nicht betrachtet. Als
erstes fithrt der Spin zur zweifachen Entartung jedes Bandzustands | k ,n). Wenn jedoch Spin-
Bahn-Kopplung hinzukommt, wird die Situation etwas komplexer. Nehmen wir zum Beispiel die
niedrigsten Drehimpuls-Zustidnde des Wasserstoff-Atoms. Spin-Bahn-Kopplung fiir das Spin-
1/2-Elektron bedeutet, folgende Aufspaltungen:

[ | Darstellung Niveaus Entartung
0 D0®D1/2 == DI/Q S() 2

1| D1®Dyjp=D1y2®D3ja | Prja, P32 2,4

2| Dy ® Dyjg = D39 ® D59 | D3/9, D52 4,6

Wir haben dabei die Darstellung des Drehimpulses D fiir die die Symmetrie-Gruppe SU(2) her-
angezogen. Die Einfithrung des Spin-1/2 fithrt dann auf halbzahlige Darstellungen. Wir kénnen
jetzt natiirlich diese Darstellung auch auf die diskreten Symmetrie-Gruppen des kubischen Kri-
stalls (Op) iiberfithren. Betrachten wir wieder den I'-Punkt der Brillouin-Zone, diesmal mit
Spin-Bahn-Kopplung:

Dy — I'f = FT®D1/2—>F?{

D, —T; = Ty @Dy — T ®T;
(1.38)

A Iy @Dy, — Iy
D2—>F3 @F5 =
¥ @Dy —TF oIy

Die Darstellungen Fét_g sind sogenannte zweiwertige Darstellungen von Op,: Fét and F? sind zwei-
dimensional und th ist vier-dimensional. Dabei nimmt Fé“ die spezielle Rolle der Darstellung
Dy in der kubischen Punktgruppe ein. Diese Darstellung wird durch die Rotationsmatrizen
des Spinors dargestellt:

)
SIS

U(f)= il S/m_ if5/2 ogcos(8/2) +id - —sin(0/2) (1.39)
wobei 6 der Rotationswinkel um die Rotationsachse § /6 ist. Die Basisfunktionen sind daher die
Spinoren:

1 1 1 1 1 1 1 1
¢+:¢<27+2>=‘27+2>:|T> und ¢:¢<2>—2>:’2;—2>:|l> (1.40)

Jede andere zweiwertige Darstellung kann durch Kronecker-Multiplikation mit einwertigen Dar-
stellungen erhalten werden.

Die " Zweiwertigkeit” der Darstellungen hingt mit der Zweiwertigkeit der Spin-1/2-Wellenfunktionen
zusammen, fiir die gilt, dass unter einer 2m-Rotation um eine beliebige Achse die Wellenfunkti-

on das Vorzeichen wechselt. Damit wird notwendig auch 47-Rotationen miteinzubeziehen, und
das wirkliche Einselement der Symmetriegruppe wird dann E = E?, wobei E eine beliebige
2m-Rotation darstellt.
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Um Bandscheme beim I'-Punkt des einfach-kubischen Kristalls auf den Fall der Spin-Bahn-
Kopplung zu erweitern, betrachten wir wieder das Niveau (1.32), das in der kubischen Symmetrie
in drei Energien aufstpaltet mit den Darstellungen Ff, Fgr und I'; . Mit der Spin-Bahn-Kopplung
finden wir ein weitere Aufspaltung des Multiplets.

Zerlegung der Darstellungen Zusténde

P . ol 1)
I} @Tf =T} = T{

dol 1)
—0 32—yl 1)
_¢3z27r2‘ T>

T ol =7 = If

¢3227r2 | l)

Sy 1)
(1.41)

[ —Ig(ids + dy)| 1) +i¢:| 1)

B

~L(ide — &)| 1) — ig| 1)

B

y (¢y - Z¢m)| T)

S

I, @l =T; Ty =
[ ids — ¢y)| 1) + 2ig| 1)]

<

75 (@0 + ) 1) + 22| 1)]

5(ida + ¢y)| 1)

\ \

Am Ende besitzen wir anstelle von drei Energieniveaus mit den Entartungen 2 x (1,2, 3) deren
vier mit (2,4,2,4).
Wenn wir wieder entlang einer Symmetrie-Linie, z.B. entlang (0,0, 1), laufen, erhalten wir eine
Aufspaltung dieser Niveaus in folgender Weise. Die Gruppe dieser Richtung ist Cy, und es gilt
fir Oy, — Cyy:

Fg —  Ng

(1.42)
Fét — AgP Ay

Dies bedeutet, dass die 4-fach entarteten Fét-Niveaus auf der A-Linie in zwei 2-fach entartete
Béander aufspalten.

1.5 k- p-Entwicklung - effektive Massen

Um Symmetriepunkte wie den I'-Punkt herum sehen die Biander fast parabolisch aus. Sie konnen
angendhert werden durch

h2

K,
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Wir betrachten diese Entwicklung in einer stérungstheoretischen Formulierung. In Gleichung
(1.16) betrachten wir eine Entwicklung um &k = 0. Damit ist

A B
7_[0_2m+v 4m62(UXVV) P
1/~ 1 G
Hi=— | p + cxVV k=—7 -k (1.44)
4mc? m
h2 k2
Hy =
2m

Der Hamilton-Operator Hg nehmen wir als ”exakt” 16sbar an und H; und H- sind die Stérungen,
wobei letztere nur aus einer reellen Konstante besteht . Fiir Hy gilt:
Ho|n0) = €,|n0) (1.45)

mit |n0) als Zustand bei k = 0 und mit Bandindex n. Wir gehen von einem nicht entarteten
Zustand |n0) aus. Dann ergibt sich aus der Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie fiir die Energie,

RE?2 1 (n0, |7 ,|n'0)(n'0| 7, |n0)
E; = — L 'k, k, 1.4
P tent 2m + m2 Z €n — Eny i (1.46)
n'#n
was auf den Massentensor
m 2 (n0, | T ,|n'0)(n'0| 7 ,,|n0)
=46 = R 1.47
(m*>uy #V_‘_ m Z €n — €En/ ( )

n’#n
fiihrt. Damit lésst sich die Bandstruktur der Elektronen in der Néhe des I'-Punktes durch einen
Massetensor beschrieben wird. Diese Néherung gilt auch fiir andere Symmetriepunkte. Wir wer-
den spéter sehen, dass diese Niaherung sehr niitzlich ist, wenn Elektronzustédnden in der N&he
von unteren oder oberen Ridndern von Béndern wichtig sind.
Man beachte, dass es im Symmetriepunkt keine Korrektur zur Energie linear in H; gibt, denn

(n0| 7 |n0) =0 (1.48)

wegen der Paritat. 7 stellt einen Tensor-Operator erster Ordnung dar, ein Vektor-Operator,
so dass aufgrund des Wigner-Eckhardt-Theorem nur Matrixelement zwischen Zustdnden ver-
schiedener Paritit moglich sind. Dies ist natiirlich auch wesentlich fiir Zusténde |n/0) im Zweit-
Ordnungsterm.

Die Eigenzusténde lassen sich ebenfalls durch die Rayleigh-Schrédinger-Methode néahern:

- o 1 <
k) = ik-T - 1
Ink)=¢e |n0) + mnéénm 0)

n'0| 7 -k |n0)

€n — Ep’

(1.49)

Wenn wir die Spin-Bahn-Kopplung mitberiicksichtigen, dann ist es klar, dass im Falle eines nicht-
entarteten Zustandes [n0), der Zustand zur einfachen zweiwertigen Darstellung gehort, d.h. fiir
Oy, zu I‘éc. Fiir die Matrixelemente wird dann natiirlich auch der Spin relevant. Betrachten wir
zunéchst die Matrixelemente fiir den Vektoroperator 7 . Wir schreiben auch den Spin explizit
in den Zusténden; |nks) mit s =7, |. Der Zustand |n0) gehért zur Darstellung I'7 und somit
[n0s) zu Ty = I'T ® T'¢. Es gibt dafiir Matrixelemente zu Zustéinden der Darstellung I';, d.h.
|n,0) mit p = x,y,2 oder durch die Eigenzustéinde des Drehimpulses fiir £ = 1 ausgedriickt,
|nm0) wobei m = —1,0,+1. Mit Spin bedeutet dies I'y = I'y @I'g . Die entsprechenden Zusténde
lassen sich mit den Clebsch-Gordon-Koeffizienten als Zusténde mit Gesamtdrehimpuls 3/2 (I'y)
und 1/2 (I'y) ausdriicken:
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Iy - §m>={\nm>, jgnmm/?now, @m>+;§n_m>, \n_lw}

Iy ;m> - {\/?nﬂ D=l 1), —lno 1) @m T)}
(1.50)

Unter Verwendung des Wigner-Eckhardt-Theorems lassen sich die notwendigen Matrixelemente
berechnen:

. o 1
_ ik T
Inka)= e |n0T>+E E

m=—3/2,...+3/2

m AEs)

(1.51)

1 1\ (Im| 7 - K [noT1)
T > m> AEy )

m=—1/2,41/2

und analog fiir |n k B). Die Energiedifferenzen im Nenner sind: AE; = €,0 — €jm.

Nun wenden wir uns noch dem Fall eines entarteten Niveaus am I'-Punkt zu, wobei wir die Spin-
Bahn-Kopplung hier vernachléssigen wollen. Wir betrachten den Fall des dreifach entarteten
Niveaus I'j mit |n,0) (© = z,y,2). Die Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie fithrt in diesem
Fall auf die Diagonalisierung der 3 x 3-Matrix:
1 ~ P ~ P

H,, = m(num P - k|n0)(n0| p - k|n,0) (1.52)
Dabei fithren wir nur einen virtuellen Zustand |n0), der zu I'; gehort. Es ist leicht zu sehen, dass
diese Matrix die Form hat H,, = Ak,k,. Die Losung der Sékluargleichung

Det(H,y — Aby) = 0 (1.53)
ergibt A = 0 (zweifach) A = Ak?2 (einfach)

o k2 4+ Ak?
€r = o (1.54)
5 K
Aus dem dreifach entarteten Niveau ergeben sich Bénder verschiedener effektiver Masse, wobei
zwel entartet sind. Durch diese einfache Betrachtung kénnen wir die effektiven Massen an Ban-
drédndern bestimmen und zudem sehen, wie Entartungen fiir gegebene k -Richtung aufgehoben
werden.

1.6 Bandstrukturen - Niherungsmethoden

Die Nahrung der fast freien Elektronen gibt zwar ein qualitativ verniinftiges Bild der Band-
struktur. Aber sie beruht auf der Annahme, dass das periodische Potential schwach ist und als
Storung betrachtet werden kann. Dies ist aber mit Sicherheit nicht so, denn die Kerne stellen
eine sehr starkes Potential dar und die Ndhrung der Elektronen-Wellenfunktionen durch ebene
Wellen mit kleinen Wellenvektoren wird der Tatsache nicht gerecht, dass diese Wellenfunktionen
um die Kernpositionen herum starke Modulation erfahren.
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1.6.1 Pseudopotential

Um diese Schwéche innerhalb der ebenen Wellenl6sung auszubiigeln, miissten wir sehr viele
ebene Wellen iiberlagern, was in der Praxis zu aufwendig ist. Eine alternative Methode geht
davon aus, dass wir die Elektronenzustéinde in solche aufteilen, die tiefliegenden (gefiillten)
Béandern entsprechen und dem Ionenrumpf zugeordnet werden kénnen. Die anderen Elektronen
gehoren zu den Valenz- und Leitungsbéndern, deren Wellenfunktionen ausgedehnt sind. Die
Rumpfelektronen liegen also eng am Kern und kénnen niherungsweise durch die Atomorbitale
eines isolierten Atomes. Fiir ein Metall wie Aluminium (Al : 1s%2s%2p%3s%3p) sind dies die
1s-, 2s- und 2p-Orbitale, wihrend die 3s- und 3p-Orbitale die ausgedehnten Zusténdes der
Valenz- und Leitungsbénder dominieren. Es sind die letzteren, die uns interessieren, da diese die
Niederenergiephysik bestimmen.

Die Rumpfelektronen haben die Eigenzusténde |¢;) mit H|¢;) = Ej|¢;). Die iibrigen Zustidnde
miissen orthogonal dazu sein, d.h. wir machen den Ansatz:

16 2) = X ) = D 1930 (@il ) (1.55)

J

mit [x, ) als orthonormales Set von Zustéinden. Damit gilt (¢, r|¢;) = 0 fiir alle j. Wir
konnen fiir [x, ) ebene Wellen nehmen. Dann nennt man |3y ) orthogonalisierte ebene Welle
(OPW: orthogonalized plane waves). Die eigentlichen Blochfunktionen sind Superpositionen

dieser OPW,
Vo) =D 05610 ) (1.56)
G

wobei die Koeffizienten b +a schnell konvergieren, und nur eine kleine Zahl von OPW wird fiir

eine gute Beschreibung notwendig sein.
Wir nehmen vorderhand [, ;) als beliebig an und betrachten die folgende Eigenwertgleichung:

Hl, 50 = E,519,5)
= H|Xn];> — ZH|¢]><¢J’XH7E> = En;; |Xn;§> - Z |¢j><¢j|Xn,E> (1.57)
j J

= Hx,0) + D B ; — Eille) b, i) = i lx,i)
j

Wir fithren den Operator V' =3 ;B i —Ejllo;){¢] ein (im reelle Raum ein Integraloperator),

der ein nicht-lokales Potential beschreibt und von der Energie abhéngt. Mit diesem schreiben
wir die Eigenwertgleichung neu als

(H+ V) p) = (Ho+ V + V), 1) = B, gl (1.58)

Dies ist eine neue Eigenwertgleichung fiir die sogenannte Pseudo-Wellenfunktion oder -Zustand
Ix,, ) anstelle des Bloch-Zustandes |t ) mit dem modifizierten Potential

V=V 4V’ (1.59)

das man Pseudopotential nennt. Nun ist V= V( ;“:’) als attraktive Kernpotential immer negativ.
Andererseits ist £ > Ej, so dass V'’ immer positive Beitrége liefert. Daraus folgt, dass V g

schwiicher ist als die beiden V und V.
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Potenial Pseudopotenial

Ebene-Wellen-N&herung

Wellenfunktion \

Abb. 1.4

Man kann zu |y, ;) beliebige Linearkombinationen von Rumpfzustéinden addieren, )| y a;|v;),
ohne die Orthogonalitét (1.55) zu verletzen. Daraus folgt, dass das Pseudopotential und die
Pseudozusténde nicht eindeutig festgelegt sind und im Prinzip so optimiert werden kénnen
(variationell beziiglich {a;}), dass das Pseudopotential oder die Wellenfunktion eine mdoglichst
geringe raumliche Modulation aufweist.

Wenn wir nur an den Zusténden in einem beschrinkten Energiebereich interessiert sind, konnen
wir die Energieabhéngigkeit des Pseudopotential vernachléssigen und V), einfach durch ein Stan-
dardpotential annéhern (Fig. 1.4). Ein einfacher Ansatz ist das Beispiel eines atomaren Pseudo-
potentials, das von Ashcroft, Heine und Abarenkov (AHA) vorgeschlagen wurde. Hier wird fiir
das Potential des einzelnen Ions die Form

Vo r < R.
Ups(T) = { _ Zion€? r>R (1'60)

angenommen, wobei Z;,, als die Ladungszahl des lonenrumpfes und R, als effektiver lonenradi-
us, in dem sich die Rumpfelektronen authalten. Die Wahl von R, und V; erfolgt durch Vergleich
der atomischen Energieniveaus der dusseren Elektronen. Zum Beispiel fiir das Na-Atom bilden
die 1s-, 2s- und 2p-Elektronen den Ionenrumpf. Durch Anpassung von R. und Vj ergibt sich
aus dem Einteilchenproblem $2/2m + vps(r) die korrekte Ionisierungsenergie des 3s-Elektrons.
Andere flexiblere Ansétze erlauben es auch noch andere Messdaten in das Pseudopotential zu
verarbeiten. Das Pseudopotential lasst sich aus den Beitrdgen der einzelnen Atome zusammen-

)= vps(7 — Rp) (1.61)

setzen,

mit R, als Gittervektor. In der Methode fast freier Elektronen bendtigen wir das Fourier-
transformierte Potential fiir die reziproken Gittervektoren:

1 o —iG.w N o iG-F
e Q/d% Vps(7)e 16T = Q/d3rvps(r)e G- (1.62)
Dies ist fiir die AHA-Form
A7t Z s om €2 \% .
VoG =~ — [COS(GRC) cg (2 — R2G?) cos(GR,) + 2R.Gsin(R.G)} (1.63)

Fiir kurze reziproke Gittervektoren reduzieren die Nullstellen der trigonometrischen Funktionen
auf der rechten Seite von (1.63) V . Fiir grosse G nimmt das Pseudopotential sowieso ab.
Daher ist klar, dass damit das Pseudopotentlal schwécher wird als das reine Potential.

Fiir komplexer Einheitszellen lésst sich das Pseudopotential auch schreiben als

Vps(7) = Zva ~ (B, + Ra)) (1.64)

wobei ]:fa die Position des a-ten Basisatoms in der Einheitszelle bezeichnet. v, ist das Pseudo-
potential des a-ten Ions. Im reziproken Raum gilt:
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o (1.65)
—1G-Ra
= e 4
[0

Der Formfaktor F = enthilt die Information der Basisatome. Man kann sie im Prinzip berech-
nen oder aus dem Experiment fitten.

1.6.2 APW-Methode (augmented plane wave)

Nun betrachten wir eine Methode, die 1937 von Slater eingefiihrt wurde. Sie stellt eine Wei-
terentwicklung der sogenannten Wigner-Seitz-Zellen-Methode (1933) dar. Es geht darum, dass
Kristallpotential durch ein sogenanntes Muffin-Tin-Potential beschrieben wird. Dies ist ein pe-
riodisches Potential, bei dem um jedes Atom ein sphérisches Potential angenommen wird bis zu
einem Radius rs und konstant ausserhalb. Diese Kugeln des Radius rs sind nicht iiberlappend
und befinden sich vollstéindig innerhalb der Wigner-Seitz-Zelle.! Die Idee ist nun, das Problem
zellular anzugehen. Innerhalb des Muffin-Tin-Radius wird das sphérische Problem geltst und
ausserhalb ist die Losung eine ebene Welle. Die beiden miissen dann entsprechend zusammen-
gesetzt werden.

Abb. 1.4 Muffin-tin-Struktur

Wir konnen das sphérische Problem fiir | 7| < rg durch den Ansatz 16sen:

. w(r
o) = "y, 0.0) (1.66)
wobei der radiale Teil die Gleichung
R? d®>  RA(I+1)
g VO E ) =0 o

Wir definieren eine verbesserte ebene Welle (APW: augmented plane wave) A(k, 7, E), mit
Wellenvektor k fiir 7 ausserhalb der Muffin-Tin-Kugeln. Wir verwenden nun die Darstellung
der ebenen Welle durch Kugelfunktionen,

BT =4 S i (k) Vi, (K ) Vi (7) (1.68)

Im

'Die Wigner-Seitz-Zelle ist das Analoge zur Brillouin-Zone im reellen Raum. Jede Verbindungsstrecke zwischen
Atomen (einfacher Einheitszelle) wird durch eine senkrechte Ebene halbiert. Die kleinste Zelle um ein Atom, die
durch solche Ebenen eingeschlossen heisst Wigner-Seitz-Zelle.
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wobei j;(z) die I-te Sphéirische Besselfunktion ist. Damit setzen wir parametrisieren wir

Tsul o 5)) Y (k)Yim(7) innerhalb der Muffin-Tin-Kugeln
(r,
Ak, 7, E) =
Z L1k Y () Yim (7) ausserhalb der Muffin-Tin-Kugeln

(1.69)
mit Qpz als Volumen der Einheitszelle. Beachte, dass diese Wellenfunktion stetig bei r = r; ist,
aber im allgemeinen keine stetige Ableitung hat. Wir kénnen analog zur fast-freien Elektron-
Methode folgende Entwicklung vornehmen:

Za K)A(k + G, 7,E) (1.70)

mit G als reziproke Gittervektoren. Die unbekannten Koeffizienten werden in einer variationellen
Art bestimmt, indem wir folgendes Gleichungssystem ansetzen

Y (A (B)H - E|A;, g(E)ag(k)=0 (1.71)

G
wobei ~
k- k'
(Ap (B)H - E|Ag,(E)) = o L) QE20 Vi (1.72)
mit . . B
Rk -k |k — Kk'lrs)
Ve, =dnr - S
{ ( 2m ) k=&
(1.73)
= B2 - u)(rs, E)
— 2+ 1DP(k - k)ji(krs)ji(K'ry) =228
+;2m( + 1) Py( Vgi(krs)gi(k'r )ul(rs,E)}

Hier P(z) ist das [-te Legendre-Polynom und «' = du/dr. Diese Gleichung (1.71) wird geldst
und liefert die Energiebénder. Die Schwierigkeit liegt in der guten Approximation des Kristallpo-
tentials durch das Muffin-Tin-Potential und der Berechnung der Matrixelemente in (1.71). Der
grosse Vorteil ergibt sich durch die schnelle Konvergenz. Nur die einige Dutzend G -Vektoren
sind notwendig und der grosste Drehimpuls liegt bei [ &~ 5. Ein weiterer positiver Aspekt hat mit
dem Anwendungsbereich zu tun. Die APW-Methode erlaubt es zwischen den Situationen sehr
ausgedehnter, schwach gebundener Elektronzustdnde und eher stark gebundenen Zusténden zu
interpolieren.

1.7 Starkgebundene Elektronen und die Wannier-Funktionen

Falls die Elektronen der Valenz- und Leitungsbénder sehr stark an die Ionen gebunden sind,
eignet sich die obige Néherung nicht. Wir es ist dann besser vom reziproken Raum zu einer
Darstellung im reellen Raum iiberzugehen. Dies fithrt auf das sogenannte Modell starker Bindung
(tight-binding model).

Wir fithren die Wannier-Funktionen als Fourier-transformierte” der Bloch’schen Wellenfunktio-
nen ein:

V(7)) = —= S eF Riw(7 — R;) (1.74)

wobei w( 7 — R ;) die Wannier-Funktion fiir das Atom j ist. Natiirlich hat jedes atomare Orbital
eine Wannier-Funktion. Wir beschréinken uns hier jedoch auf den Fall eines einzelnen Orbitals.
Die Wannier-Funktionen sind orthogonal im Sinne:
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/d3rw*(F _ R w(F — B =dy (1.75)

Wir kénnen nun den Hamilton-Operator des Systems fiir ein Teilchen annehmen als H =
R?V2%/2m + V(7), wobei das Potential periodisch ist. Dann gilt
1 e om = . L
ep = /d3r V*(FYHY(7) = NZeZk'(RjRZ)/d?’r w (7 — Rj)Hw(7 — R;)  (1.76)
75l
mit
€0 :/d37“ w* (7 — ﬁj)Hw(F— é])
(1.77)

tjl:/dgrw*(F—ﬁj)Hw(F—ﬁl) fir j#1I.

Daraus folgt unmittelbar, dass die Bandenergie durch folgende disktrete Summe geschrieben
werden kann

1 s = o
EE :€0+Nztﬂe ike(R; Rl):€g+zt0162k R 5 (178)
al l
wobei ég = 0 angenommen wird. Es ist klar, dass € Fed = €i- Die Grossen t; werden
Hiipfmatrizelemente genannt.
Betrachten wir ein einfach-kubisches Gitter und nehmen an, dass t; = —t fiir nichste Nachbarn

und O fiir alle anderen, dann erhalten wir
€ = €0 — 2t{cos kya + coskya + cos k,a} (1.79)

wobei a die Gitterkonstante ist. Fiir andere Gitter konnen wir analoge Bandstrukturen erhalten.
Die Hiipfmatrixelemente kénnen oft aus einfachen Uberlegungen fiir spezifische Ionengitter auch
im Falle mehrerer relevanter Orbitale hergeleitet werden.

1.8 Metalle und Halbleiter

Jeder Zustand |¢), 1) kann mit zwei Elektronen besetzt sein, je eines mit | T) und | |). Die Zahl
der Elektronen pro Einheitszelle bestimmt den Grundzustand, bei dem alle Zustédnde bis zur
Fermienergie gefiillt werden. Da diese Zahl normalerweise ganzzahlig ist, ergibt sich, dass zwei
unterschiedliche Situationen auftreten konnen. Einerseits konnen die Bénder entweder ganz leer
oder ganz gefiillt sein. Dies ist der Fall, wenn wir eine gerade Anzahl Elektronen pro Einheitszelle
haben.

Dann liegt die Fermienergiein einer Bandliicke, und man benétigt eine endliche Energie,
Elektronen hinzuzufiigen oder zu entnehmen, oder eine Ladungsanregung zu erzeugen. Falls die
Bandliicke A <« Bandbreite ist, dann sprechen wir von einem Halbleiter. Fiir A ~ Bandbreite
handelt es sich eher um einen Isolator. Dies impliziert natiirlich auch, dass bei Temperaturen
kpT < A keine Bewegung der Elektronen moglich ist. Das oberste gefiillte Band wird Valenzband
und das unterste leere Band Leitungsband genannt.

Fiir eine ungerade Anzahl Elektronen hingegen, gibt es ein halbgefiilltes Band. Dann ist das
System ein Metall, da hier Ladungsanregungen ohne die Uberwindung einer Energieliicke méglich
ist. Hier bleiben die Elektronen auch bei beliebig tiefer Temperatur beweglich.

Es gibt Situationen in der Bandstrukture, in denen eine Liicke zwischen zwei Bdndern verschwin-
det, da sich zwei Bénder leicht iiberlappen. Diese kann passieren, wenn pro Einheitszelle mehr
als ein Elektron-Orbital an der Formation der Bénder teilnimmt. Wenn die Zahl der Elektronen
pro Orbital gerade ist, dann wird durch den Bandiiberlapp das untere Band eine gewisse Zahl
von Elektronen verlieren, da diese ins obere Band gehen. Das System ist metallisch mit jedoch
einer kleinen Zahl von beweglichen Elektronen. Die Bénder sind fraktionell gefiillt.
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Kapitel 2

Halbleiter

Halbleiter haben eine immense technologische Bedeutung. Wir wollen hier eine Uberblick iiber
einige der einfachsten Eigenschaften geben.

2.1 Bandstruktur der Elemente der Gruppe IV

2.1.1 Kristall- und Bandstruktur

Der wichtigste Halbleiter fiir Anwendungen ist Silizium Si, das zusammen mit Kohlenstoff C,
Germanium Ge und Zinn Sn zur Gruppe IV gehort. In der Hussersten Schale besitzen diese
Elemente 4 Elektronen in der (ns)?(np)? (Cn =2,Sin =3, Gen = 4 und Sn n = 5). Der Kristall
hat die Diamantstruktur, d.h. ein kubisch flichenzentriertes Gitter mit einer zweiatomigen Basis

bei (000) und (%, 1, 1) (bei Sn ist dies der sogenannte a-Sn). Diese Kristallstruktur wird dadurch

stabilisiert, dass die 4 Valenzelektronen durch Hybridisierung gerichtete Orbitale fiir kovalente
Bindungen erzeuten kénnen:

1) = [ns) + |npz) + [npy) + |np=) . [W2) = |ns) + [npz) — [npy) — [np2) ,
(2.1)

[Y3) = [ns) = |npz) + |npy) —npz) s [Y2) = [ns) — |npz) — |npy) + [npz) -

Dadurch bilden sie einen Tetraheder, welcher optimal zur Diamantstruktur passt.

e
A\

Abb. 2.1

Eine einfache Ansicht der Bandstruktur um den I'-Punkt erhalten wir wie im letzten Kapitel
durch die freie Elektronen Ndherung. Es gibt ein parabolisches Band, dass in der Brillouin-
Zone bei (000) zentriert ist. Dieses gehort zur Darstellung I'y. Das néiichste Multiplet bei der
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Energie ¢ = 672h%/ma? ergibt sich aus parabolischen Bindern der Nachbar-Brillouin-Zonen
mit G = (2r/a)(£1,+1,+1). Diese 8 Zustiinde spalten dann auf in 'y @ 'y & I'y & I's. Die
Ordnung der resultierenden Energien erfordert Bandstrukturrechnung: e, < er, < er, < er,.
Die folgende Graphik gibt die wesentlichen Elemente der niederenergetischen Bandstruktur fiir
C und Si wieder.

C Si
B
/\3 55eV 1.12eV
A\
N
k
k=2 /(111)/2a k=(000) k=21(100)/a k=2 /(111)/2a k=(000) k=21(100)/a

Abb. 2.2

Die Zahl der Elektronen pro Einheitszelle ist 8 ergibt. Daraus ergibt sich, dass die Bander, die
zu I'1 (einfach entartet) und T'5 (dreifach entartet) gehéren, ganz gefiillt sind. Die obere Kante
des Valenzbandes liegt am I'-Punkt in der Brillouinzone und entspricht I's. Damit haben wir die
Situation eines Halbleiters, denn zum Leitungsband existiert eine Energieliicke. Diese ist indirekt,
d.h. der kleinste Energiewert der Liicke ergibt sich zwischen dem I'-Punkt des Valenzbandes und
einem endlichen Impuls nko entlang der [100]-Richtung.’

"'Wir bezeichnen Energieliicken in Halbleiter und Isolatoren als direkt und indirekt, wenn der Wellenvektor, der
in der Brillouinzone den héchsten Punkt des Valenzbandes mit dem tiefsten Punkt des Leitungsbandes verbindet,
verschwindet bzw. endlich ist.

direkte Energiellcke indirekte Energiellicke
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Finige Fakten zu den wichtigen Halbleitern:

e Kohlenstoff hat eine Energieliicke von ca. 5.5 eV und entspricht Diamant. Die grosse Ener-
gieliicke ist dafiir verantwortlich, dass Diamanten fiir sichtbares Licht (~ 1.5 — 3.5 eV)
transparent ist, da in diesem Energiebereich keine optische Absorption méglich ist.

e Silizium hat eine wesentlich kleinere indirekte Energieliicke von 1.12 eV.
e Germanium hat eine indirekte Liicke von 0.67 eV.

e GaAs ist ein weiterer wichtiger Halbleiter der sich aus einem III- und einem V-Element
zusammensetzt. Im Gegensatz zu C, Si und Ge ist hier die Energieliicke direkt.

Die Tatsache, dass C, Si oder Ge Halbleiter sind lésst sich auch in einem einfachen Bild plausibel
machen. Alle gerichteten Bindungen in der Diamantstruktur sind kovalent und schliessen zwei
Elektronen ein. Die Bindungen entsprechen sogenannten Bonding-Konfigurationen. Wir kénnen
die Bindung durch die Molekiilorbitale (Hund-Mullikan) beschreiben, d.h. als Uberlagerung von
zwei Orbitalen, die je einem der beiden benachbarten Atomen (A und B) zugeordnete werden
kann: 14 (7) und ¢p(7), die den gerichteten Orbitalen (2.1) entsprechen und im wesentlichen
Wannier-Wellenfunktionen sind. Dann ergeben sich fiir die Molekiilorbitale:

Ve (7) = = {a(7) £ (7)) (22

Die beiden Elektronen, die fiir die Bindung zur Verfiigung stehen, gehen als Spin-Singulett in
den Zustand W, (), den energetisch giinstigen Bonding-Zustand, wihrend der energetische viel
hohere Antibonding-Zustind W_(7) leer bleibt. Die Elektronen im Bonding-Zustand bleiben
lokalisiert. Wiirde ein Elektron sich aus dem Bonding-Zustand loslésen und sich im Kristall
herumbewegen, dann miisste es sich in die Antibonding-Zusténde begeben, die noch unbesetzt
sind. Dies ist jedoch mit einem Energieaufwand verbunden, der schliesslich eine Energieliicke
ergibt. Abhingig von der Energiedifferenz zwischen Bonding- und Antibonding-Zustand und
der kinetischen Energie, die ein bewegliches Elektron gewinnen kann, wird die Liicke gross oder
klein sein, oder sogar verschwinden.
H

COEEIOEOHEOEH @D
QDIOICDHDOICOOICD)

I

Abb. 2.4

2.1.2 k- p- oder effektive Massen-Nidherung

Die Bandstruktur in der Nahe der Bandrédnder kann sehr gut durch die k- p-Methode beschrie-
ben werden. Wir zeigen dies hier fiir den Fall von Silizium. Betrachten wir zuerst das Valenzband
mit Maximum bei & = 0 (I-Punkt), wo die die Elektronzustéinde zur Darstellung I‘; gehoren:

{ly2), |z2), [zy)} . (2.3)

Innerhalb dieser entarteten Basis erhalten wir folgende Sikulargleichung (2. Ordnung Stérungsrechnung):

ak? + b(k2 +k2) — E ckoky ckok.
det ckyky akl +b(k2+ k) — E ckyk. =0 (2.4)
ckzk. ckyk. ak? +b(k2 + kg) —F
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Dies ergibt dann

Ep=bk®,  RE % \[Q" + S(KZK2 + K2k + k2H2) (2.5)

mit R = (a+b)/2, Q = (a—b)/2 und S = c® — (a—b)?. Im allgemeinen wird die dreifache Entar-
tung aufgespaltet. Fiir die Symmetrie-Achsen A und A jedoch gibt es immer noch ein zweifach
entartetes Band. Wir haben Spin-Bahn-Kopplung vernachléssigt. Diese wiirde (inklusive Spin)
zu einer Aufspaltung bei k = 0 zu einem zweifach entarteten Niveau (I'g) und einem vierfach
entarteten Niveau (I'y) fiihren.

Fiir das Leitungsband liegt der untere Bandrand entlang der A-Achsen bei k o = ko(100) mit

=

ko =~ 0.8TX. Das entsprechende Band ist nichtentartet bis auf den Spin. Damit ist die k& - p-
Niherung aufgrund der Symmetrie um ko = ko(100) gegeben durch

Ep =d' (ks — ko)> + V' (k) + k2) . (2.6)

Die elektronischen Eigenschaften werden durch die Zustdnde an diesen Bandréndern bestimmt,
so dass diese Ndherungen eine wichtige Rolle spielen.

2.2 Eigenschaften der Elektronen und elementare Anregungen

Wir betrachten hier ein einfaches Zweiband-Modell, das uns die wesentlichen Eigenschaften des
Anregungsspektrums eines Halbleiters zeigt. Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

o _‘/\T ~ Z _‘/\-‘— ~
H= iy, vt 2 i Oy, Cr ks (2.7)

mit €,z und €, r als Bandenergien fiir das Valenz- bzw. Leitungsband. Der Grundzustand
entspricht dem komplett gefiillten Valenzband:

D0y = [ ] v 7,10) (2.8)
E.s

wobei das Produkt iiber alle Wellenvektoren der ersten Brillouinzone fiithrt und |0) das Vakuum

darstellt. Die Energie ist
Ey=2) ey - (2.9)
k
Dieser Grundzustand hat verschwindenden totalen Impuls und totalen Spin.

2.2.1 Elektron-Loch-Anregung

Fine einfache Anregung des Systems ergibt sich dadurch, dass man ein Elektron aus dem Va-
lenzband entfernt (d.h. ein Loch erzeugt) und es in einen Zustand des Leitungsbandes einsetzt:
T o7 oo — ol

Vb s Lok + @s)=cp o ey pyl®o) (2.10)
wobei der Spin von s in s’ umgewandelt und der Wellenvektor um ¢ verschoben wird. Falls
s = &', dann dndert sich der Spin nicht und wir sprechen von einer Spin-Singulett-Anregung.
Andert sich jedoch der Spin, z.B. s = —s’, dann handelt es sich um eine Spin-Triplett-Anregung.
Der Zustand wird also durch die Wellenvektoren k£ und ¢ charakterisiert. Die Anregungsenergie

ist einfach:
E=¢ ¢z, .—¢€,z¢ (2.11)
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Das Spektrum fiir eine solche Anregung mit gegebenem ¢ wird durch die Spektralfunktion
gegeben:

Za (en(k + @) — ey (k) (2.12)

Anregungen existieren im w- ¢-Raum, wo I( ¢,w) nicht verschwindet. Das Anregungsspektrum
hat einen unteren Rand, der ein Minimum bei ¢ = k o hat, wobei k o = 0 fiir eine direkte
Energieliicke und k o # 0 fiir eine indirekte Liicke. Da k nicht festgelegt wird, ergibt sich
oberhalb einer Schranke fiir jede ¢ ein Kontinuum von angeregten Zustdnden.

£y

Anregungskontinuu

[

AE

VQ

ko

Abb. 2.5
Fiir diese Elektron-Loch-Anregungen ist die Wechselwirkung zwischen den Teilchen nicht wich-
tig. Die Elektronen, die hier involviert sind, werden als unabhéngige Teilchen betrachtet. Beachte

die Ahnlichkeit des Halbleiters mit dem Dirac-See. Elektron-Loch-Anregungen sind das Analog
zur Elektron-Positron-Erzeugung in der Dirac-Theorie.

2.2.2 Exzitonen

Wenn wir die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen mitberiicksichtigen, finden wir
eine weitere Klasse von Anregungen, sogenannte Exzitonen. Wir ergéinzen daher den Hamilton-
Operator in (2.7) um die Coulombenergie

Vv :Z/d% B TP B () = T () T () (2.13)
s,s’

wobei die Feldoperatoren definiert werden durch

= > Su, g (MeFTE, (2.14)

n=V,L [

mit u_ (7) als Blochfunktion des Bandes n = L, V.

Nun setzten wir einen Zustand aus einem Teilchen-Loch-Paar an:

-

ZA E /C\ E CV,E,S"@O> - ZA(E)’L7 E + ivs;v7 k78,> (215)

=

k

der die stationiire Schrodinger-Gleichung (H~+ V )|® q) = E|® ) erfiillen soll. Dieses Zweiteilchen-
Problem lésst sich ausdriicken als

Z(L, kE+q, sV, E,S/|H+ 17|L, k' + q,sV, E',s')A(E') = EA(E) . (2.16)
L’
Die Matrixelemente sind gegeben durch

<L, k+4q,s;V, k,SI‘H’L, k' + q,s;V, k/,8/> = 5E,E'{6L,E+q‘ — 6V,E} (2.17)
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2
3 3.,/ — — —/ SN —i g (=77 e
26570/d rd°r u*L7E+q(r)uV7E(r)uL k,+q(r )u*“/g,( )t (77 )\f’— 1
3, 13,0 % - - — 1 (B —E)-(F—7) e?
— d’r d°r UL7E+(T(T)U‘/,E(T )uL,k/+§(T)uV,E’( )6 |77,'_ ,,?/|

(2.18)
wobei dgp = 1 wenn die Anregung ein Singulett ist und 0 sonst. Wir betrachten nun einen
Halbleiter mit einer direkten Energieliicke am I'-Punkt. Damit sind vorallem die Wellenvektoren
um k = 0 herum wichtig. Wir machen folgende Naherung;:

* fond fnd 1 * — — ]-
n,E/(r)un,E'(T) ~ 3 /d3run’g,(r)un,];,(r) = §<un77§»,]un,]§> ~q (2.19)

u

welche verniinftig ist, falls k und k' nicht allzu verschieden voneinander sind. Analog nahern
wir .
Up g (Mg (7)) = 5 lup gy gluy ) (2.20)

Falls ¢ klein ist, dann gilt

Up peg Pup gt q- 87“;/3 = <uL,E+q"uV,E> =q- <8EUL,E‘MV,E> =iq- <uL,E’ F‘UV,E>
(2.21)
wobei wegen der Orthogonalitét gilt (u LE ]uv’ i) = 0. Daraus folgt
* - IRNURE P - 3. % (=)= =
uL,EJrq"(T)uV,E(T)NQZQ'TLV mit 7y = druLE(r)ruV’E(r). (2.22)
Dies kann mit einem Dipolmoment in Verbindung gebracht werden: e7py = d Lv. Wir ver-

nachléssigen die k -Abhéngigkeit von d LV-
Bevor wir das Matrixelement hinschreiben, mochten wir darauf hinweisen, dass der Halbleiter
ein Dielektrikum mit einer Dielektrizitétskonstante ¢ (D = e E') ist. Es gilt in der klassischen

Elektrodynamik,
o 5w

V.-E (2.23)

g

so dass das Coulomb-Potential eine gewisse Schwichung durch die Polarization erleidet. Das
Matrixelement (2.18) hat die Form

4rre?

4 -
—————=— 405057 drv|? 2.24
Qelk — /|2 €q2| | (2.24)
Der zweite Term ist eine Dipol-Dipol-Wechselwirkung und ist unabhéngig von k und k' (k, k' ~
0). Damit schreiben wir die stationdre Gleichung (2.16) als

- 1 4rre? - & - 1 -
e - "—E)Ak — - ﬁAkl 6 7A'd 2* Ak/ :O
(epirq— v —B) AGR) — - T F) sl AP AR
(2.25)
mit § = ¢/|¢|. Wir fiihren die Bénder in der k - p-Ndhrung ein, unter der Annahme einer
direkten Energieliicke:

h2 k2 1 H2 k2
= un: €, 7 =

€ —

i (2.26)

© 2my
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Wir definieren eine sogenannte Envelope-Funktion F'(7) durch
1 o
F(7)=—=) A(k)e*T. 2.27
()= g 2 AR (2.27)

Fiir diese Funktion gilt folgende Gleichung

Rv? R/ 1 1Y\ o = ¢ 8T - .

h2 —2
F(7) = {E—EO— 2/;1 }F(F)

(2.28)
wobei fi; der reduzierten Masse entspricht, d.h.: p_} = m;l + mzl. Wir kénnen den Term

2/”’61‘ * 271 my mr
linear in V durch die Transformation

F(F)ZF'(F)eXp<;Mc7-F) (2.29)

eliminieren und erhalten nach einiger Umformung
72 %2 o2
 2pe e 7]

2 22
F'(7) = {E —Ey— quw } F'(7) (2.30)

8T . -
+5S,0?\q'dLv|25(f§

mit Mg, = my + mp. Beachte, dass der zweite Term der Wechselwirkung, die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung eine Kontaktwechselwirkung ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Teilchen und Loch schwach aneinander gebunden sind,
so dass die Wellenfunktion ausgedehnt und fiir # = 0 klein ist. Dann kénnen wir den Kontakt-
wechselwirkungsterm vernachléssigen. Damit reduziert sich die stationdre Gleichung auf eine
Form, die analog zum Wasserstoffatom ist mit den Energieniveaus:

. :UJeme4 h? (72
2e2h2n?  2M.,

Eg; =Ey (2.31)
Das bedeutet, dass wir Anregungen unterhalb des Kontinuums der Teilchen-Loch-Anregungen
gefunden haben, die einem gebundenen Zustand des Teilchens und des Loches entsprechen.
Diese Anregungen gehoren nicht zu einem Kontinuum, sondern entsprechen diskreten Niveaus
mit klaren Impuls-Energie-Beziehungen. ¢ ist der Wellenvektor der Schwerpunktsbewegung von
Loch und Teilchen. Damit haben wir ein nicht-triviales Quasiteilchen gefunden, das man Ezzition
nennt. Fiir die Situation der schwachen Bindung, wie wir sie hier betrachten, bezeichnet man
diese Anregung als Wannier-Ezziton. Die typische Bindungsenergie ist

Hex
Ey~—R 2.32
b m€2 Yy ( )

welche mit typischen Werten fiir Halbleiter, € ~ 10 und pe,; ~ m/10, von einigen meV ergibt.
Diese Bindungsenergie ist also viel kleiner als die Energieliicke, so dass die Exziton-Anregungen
innerhalb der Energieliicke zu liegen kommen (schematisch dargestellt in Abb. 2.6).

E

—

Elektron-Loch

N Kontinuum )
00 Exaitonen
\
q
Abb. 2.6

30



Die Exziton-Niveaus haben eine Dispersion und werden fiir hohere Energie immer dichter, wie
beim Wasserstoff-Atom. Die Verschmelzung mit dem Kontinuum entspricht der ”Ionisierung”,
d.h. das Elektron und das Loch dissoziieren und werden unabhéngige Teilchen.

Der umgekehrte Grenzfall sehr starker Bindung fiithrt zur Korrektur

8T . -
AB~—|q- d v *|F'(0)? (2.33)

wegen der Dipol-Dipol-Kontaktwechselwirkung. Dies ist natiirlich nur endlich fiir Zustdnde mit
verschwindendem Drehimpuls. Dies Exzitonen werden Frenkel-FExzitonen genannt. In diesem Fall
handelt es sich eher um die Anregungen eines einzelnen Atoms im Gitter als um einen Zustand
in der Halbleiterbandstruktur. Dabei ist auch wichtig, ob der Wellenvektor ¢ parallel oder
senkrecht zum Diplom-Moment d v steht. Im letzteren Fall verschwindet der Beitrag dieses
Terms zur Energie.

Die Exzitonen koénnen sich durch das Gitter bewegen, fithren aber keine Ladung mit sich, da sie
aus einem Elektron und einem Loch mit umgekehrter Ladung bestehen. Sie haben Bose-Einstein-
Statistik, da sie aus zwei Fermionen aufgebaut sind. Man kann sogar Bose-Einstein-Kondensation
von Exzitonen in speziellen Halbleiterstrukturen studieren.

2.3 Optische Eigenschaften

Wir betrachten optisch induzierte Ubergéinge von Elektronen zwischen verschiedenen Energie-
zustinde. Dabei ist fiir uns vorallem der Interband-Ubergang wichtig, wenn wir die Absorption
vom Grundzustand ausgehend betrachten. Optische Messungen, d.h. das Spektrum der Reflexi-
on und der Absorption, erlaubt es uns, die optischen Konstanten zu bestimmen, insbesondere
die komplexen Brechungsindizes N = n + ¢k und die Dielektrizitdtskonstante € = €1 + iea,

e=N? = g =n>-k und g9 = 2nk (2.34)
Real- und Imaginérteil von € sind mittels der Kramers-Kronig-Beziehung miteinander verbun-
den, so dass wenn wir eine Komponente kennen, die andere auch bekannt ist.

_w2

2w [P er(F,w) -1
e(f,w) =1+ P/ ’52 (7, 2 @) az(q,w):—wp/ %dw' (2.35)
T 0 W' _w2

Wir kénnen uns daher auf e konzentrieren, das mit dem optischen Absorptionskoeffizienten K
verkniipft ist,

R _Y,,. (2.36)

Wir werden hier daher die Photonabsorption fiir einen Halbleiter mit direkter Energieliicke
betrachten. Die Absorption eines Photons ergibt den Ubertrag der Energie fiw und des Impulses
q = hw/c. Der Impuls des Photons ist jedoch sehr klein verglichen mit dem Impuls der Elektronen
in der Brillouinzone, so dass man ihn vernachléssigen kann.

Wir kénnen die Absorptionsrate aus der zeitabhédngigen Stérungstheorie herleiten (QM II). Fiir
die Kopplung zwischen elektromagnetischer Strahlung und der Materie verwenden wir

~ e -~ N
Vesi b A(
mc

‘El)

1) (2.37)

Beachte A folgt der Coulomb-Eichung;: V- A =0.Das Storpotential 1765 ist der paramagneti-
sche Teil der Kopplung. Den diamagnetischen Teil proportional zu A? vernachlissigen wir. Die
elektromagnetische Strahlung wird duch die Uberlagerung freier ebener Wellen dargestellt:

o 1 L
A(’F,t) — ﬁZAEAgE zk 7 — zwt+A* aa;g)\e—zhr—&—zwt (238)
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mit €, der Polarizationsvektor (A: Index der beiden Polarisationsrichtungen), der aufgrund
der Eichung transversal ist (E - & = 0). Die Ubergangsrate zwischen einem Elektronzustand
|V, k) im Valenzband und einem Zustand |L, k') berechnet sich gemiiss Fermis Goldener Regel.

L 2| ) 2
D(V. k3L, K w) = S (LR Vel V. F) | 6(ey g0 — ey — ) (2.39)

wobei k ~ k’. Das Matrixelement fiir eine gegebene Mode der elektromagnetischen Strahlung
berechnet sich aus

@ FNegy FIVE) =5 [dro, (e, Fo,:(7)

=My +i€p, - kMpy
(2.40)
Das zweite Glied ist klein, da es wegen der Orthogonalitdt der Bloch’schen Funktionen, nur
aufgrund des kleinen Unterschiedes zwischen k und k' nicht verschwindet. Damit kommt es nur
zum Zuge, falls das erste (dominante) Matrixelement nicht verschwindet (unerlaubte Ubergiinge,
Auswahlregeln).

. . S .
21 direkte Liicke 2 1 indirekte Licke
Abb. 2.12
Dies fithrt uns zu e9 2
82(&)) x w2 Z ‘MLJ/ +i€EA . E ~L7V|25(6L,E’ A M) . (2.45)

k

2Zusammenhang zwischen Ubergangsrate und e2: Wir definieren die Energiestromdichte fiir eine Mode (&, \)
als
|Ag.a°w?
Ié’>\ = .
’ 2mc?

(n: Brechungsindex) so dass wir die Ubergangsrate fiir diese Mode auch schreiben kénnen als

ne (2.41)

4m2e?

r _=e
hm2w?nce

Q‘:E’—E,A I‘Tv>\|M|25(EL,E’ — EV,E — ﬁw) . (2.42)

Damit kénnen wir den Absorptionskoeffizienten K ausdriicken als Energieabsorptionsrate / Energiestromdichte:

ol & A w
K = T 2 2.43
_Z I\ ne"’ (243)
E,E/ A
und 5 o
dne
ea2(w) = el Z |M|25(€L7]‘5, —€y i — hw) (2.44)
PN

e2(w) ergibt sich aus allen Absorptionsprozessen zu gegebener Frequenz.
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Wir betrachten die Absorption in der Nihe der Bandkanten, wobei wir die Bandstruktur dort
parabolische annéhern.
h2 ]{22 h2 k‘2 h2 kZ

hw = 2 —€,r =0+ —+— =A 2.46
L,k Vi + 2my, + 2my + 2m, ( )

(m; 1 = m(/l + mzl). Wir nehmen an, dass das Matrixelement M,y nur sehr schwach vom

Impuls abhingt. Fiir erlaubte Ubergéinge kénnen wir das zweite Matrixelements vernachlissigen.
Dann folgt die Frequenzabhéingigkeit aus der kombinierten Zustandsdichte:

1 4
a Y o(e, =y g — hw) = N(hw) = ﬁ(zmr)3/2 {hw — A}V/? (2.47)
p

Dies ergibt fiir erlaubte Ubergiinge an der Absorptionskante, d.h. fiir iw unmittelbar oberhalb
der Energieliicke
£9 X w2 {fw — A}1/2 . (2.48)

Wenn der Ubergang unerlaubt ist, dann muss das zweite Matrixelemment mit seiner zusétzlichen
k2-Abhingigkeit betrachtet werden:

gy x w2 {hw — AY? (2.49)

Hier ist die Frequenzabhéngigkeit nahe bei der Absorptionskante schwécher.

Indirekte Uberginge in Halbleitern mit einer indirekten Energieliicke benétigen einen Impuls-
tibertrag. Dieser kann vom Kristallgitter kommen, indem im Absorptionsprozess zuséitzlich ein
Phonon, eine Gitterschwingung, involviert ist. Dies fiihrt zu einem Prozess héherer Ordnung,
da zunéchst ein Photon absorbiert und dann auch noch ein Phonon absorbiert oder emittiert
wird. Das heisst, dass der Prozess iiber einen virtuellen Zwischenzustand verldauft. Wenn wir
wiederum davon ausgehen, dass die dominanten Matrixelemente nicht vom Impuls abhéngen,
lasst sich die Frequenzabhéngigkeit von €2 nahern durch

o1
ER W 2@ Z {C+5(€L,E’ — €y —hw+hw(;+) +C_5(€L,E’ A hw — ﬁw(j_)} (2.50)
k k'

wobei fiwz die Phonondispersion ist mit ¢+ ~ +(k’ — k). Daraus erhalten wir
2 ¢ Cpw 2 {hw — hwg, =AY +Cow ™ {hw + hwg — A} (2.51)

Hier steigt e2(w) an der Absorptionskante wesentlich langsamer an als beim direkten Ubergang
fiir eine direkte Energieliicke.

Nun bleibt uns noch die Absorption durch einen Ubergang aus dem Leitungsband in einen Ex-
zitonzustand. Dabei beschriinken wir uns auf direkte Uberginge. Es kommt noch hinzu, dass
das Loch im Valenzband und das Elektron im Leitungsband nicht mehr unkorreliert sind. Die
Berechnung dieses Uberganges ist wesentlich komplizierter, da der Effekt der Coulombwechsel-
wirkung zusédtzlich mitberiicksichtig werden muss.

€ h Exzitonen

my

A
Abb. 2.12
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Vor der Kontinuumsabsorptionskante erscheint ein Set von diskreten Absorptionslinien, die den
Exzitonzustdnden mit Impuls 0 entsprechen. Die Korrelationseffekt beeinflussen jedoch auch das
Kontinuum sehr nahe bei der Absorptionskante:

() ¢ . _[myet 12

= t = hw— A 2.52
€9 = &, fysinh'y mit y=m= 252h2( ) (2.52)
(0)

wobei £, der Form (2.49) entspricht (%: statische Dielektrizitétskonstante). Dieses Spektrum

geht fiir v > 1 in die unkorrelierte Form Ego) iiber.

Natiirlich ist auch der umgekehrte Prozess des Zerfalls eines angeregten Zustandes unter Abga-
be eines Photons moglich. Da das Elektron des Leitungsbands dazu das Loch im Valenzband
eliminieren muss, nennt man diesen Prozess auch Rekombination.

2.4 Storstellen im Halbleiter

Wenn wir im Si-Halbleiter ein Si-Atome durch Al (Gruppe III) oder P (Gruppe V) ersetzen,
dann ergeben sich daraus spezielle Storstellen im Kristallgitter. Beide Al und P sind in der
gleichen Reihe der Periodentabelle und unterscheiden sich durch die Elektronenzahl:

ALz {(15)%(25)*(2p)°}(35)*(3p) P {(15)%(25)(2p)°} (35)°(3p)° (2.53)

Aluminium hat ein Elektron weniger und Phosphor eines mehr als Silizium. Betrachten wir
zuerst die Situation einer P-Storstelle, die ein zusétzliches Elektron liefert. Die Dynamik die-
ses Elektrons wird durch das Leitungsband beschrieben. Einfachheitshalber driicken wir das
Leitungsband durch ein einzelnes Band mit isotropen effektiven Massen aus:

h2 k2
2m*

€

= (2.54)
Die P-Storstelle hat eine positive lonenladung, die das zuséitzliche Elektron zu binden versucht.
Das einfachste Modell, um dies zu beschreiben, ist durch die Wannier-Gleichung gegeben:

22 2
{—ZZ* - ;ﬂ} F(7) = EF(¥) (2.55)
wobei ¢ die Dielektrizitdtskonstante ist, die die dielektrische Abschirmung des Potentials be-
schreibt. Diese Gleichung hat die Form der Schrédinger-Gleichung fiir das Wasserstoff-Atom, so
dass das zusétzliche Elektron an der Storstelle gebunden ist und mit einer gewissen ”Ionisie-
rungsenergie” in das Leitungsband iibergehen kann. Die Bindungsenergie relativ zum unteren
Rand des Leitungsbandes ist daher

m*e? m*

E, = Ry (2.56)

T2R22n T men
und der effektive Radius des tiefsten gebundenen Zustandes ist

h2
o e e, 257
m e m

mit ap = 0.53A als Bohrscher Radius. Fiir Si gilt m* ~ 0.2m und € ~ 12, so dass
By~ —20meV  und 7 ~30A (2.58)

Damit haben wir schwach gebundene Zustédnde mit Energien innerhalb der Bandliicke.
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Die Niherung, die wir fiir (2.55) verwendet haben, schliesst natiirlich das periodische Poten-
tial des Kristallgitters nicht ein. Man kann jedoch zeigen, dass die obige Ndherung zuléssig
ist. Dabei ist F'(7) eine effektive Wellenfunktion und die eigentliche Wellenfunktion ¢ (7) ist
naherungsweise

Y(7) mup_o(7)F(7), (2.59)
d.h. es kommt noch eine periodische Modulation dazu. Es zeigt sich also, dass es Zustédnde in
der Bandliicke gibt. Diese erfiillen jedoch die Blochbedingung nicht, d.h. es handelt sich, wie
Y(7) zeigt, um exponentiell zerfallende Zusténde.
Mit den P-Storstellen fiihren wir also zusétzliche Elektronen ein, die durch thermische Anre-
gungen leicht in das Leitungsband transferiert werden konnen. Wir sprechen dann von einem
n-dotierten Halbleiter (n: negative Ladung). Analog kénnen wir die Al-Storstelle betrachten,
wobei hier ein Elektron fehlt, um eine kovalente Bindung abzuschliessen. Diese Loch (positive
Ladung) ist analog zum vorhergehenden Fall des iiberzihligen Elektrons an die Al-Storstelle
gebunden und fiithrt auf ein Energieniveau unmittelbar oberhalb der oberen Bandkante des Va-
lenzbandes. Solche Locher kénnen durch thermische Anregung ins Valenzband iibergehen und so
mobile positve Ladungen erzeugen. Man spricht dann von p-dotierten Halbleitern. Das chemische
Potential liegt in diesen Fillen im Bereich der Storstellen-Niveaus.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\ LelTungsbond \ Lel’rungsbond \ Lel’rungsbond
\ TR \\\\ \\\ IR \\\\ \\ AR \\\

Stérstellen-Niveaus

\\ LAY \\ LAY \\\
\ Volenzbond\ \ Volenzbond \ Volenzbond
& \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\;\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

undotiert n-dotiert p-dofiert
Abb. 2.7

Die Moglichkeit durch Dotierung von sogenannten ”Donatoren” und ” Akzeptoren” kénnen die
Leitungseigenschaften von Halbleitern, insbesondere bei Raumtemperatur, beeinflusst werden.
Durch Kombination von verschieden dotierten Halbleiter-Komponenten gewinnt man eine enor-
me Flexibilitdt, Devices mit speziellen elektronischen Eigenschaften zu bauen - die Basis der
Halbleitertechnologie.

2.5 Devices

Halbleiter sind eine der wichtigsten Komponenten der heutigen Spitzentechnologien. In diesem
Abschnitt betrachten wir einige einfachere Beispiele von Devices, die aus Halbleitern angefertigt
werden konnen.

2.5.1 pn-Kontakte als Dioden

Die pn-Kontakte funktionieren als Gleichrichter. Wir fiigen eine n- und eine p-dotierte Version
des gleichen Halbleiter zusammen. Wie wir oben gesehen haben, ist das chemische Potential an
die Storstellen-Niveaus gekoppelt. Da das chemische Potential iiber den Kontakt hinweg konstant
bleiben muss, kommt es zu einer ” Verbiegung” der Bénder. An der Grenzschicht werden die
Storstellen-Niveaus zusammen mit den Béndern verschoben, so dass sie ionisiert werden. Dies
bedeutet, dass die elektrische Ladung der Storstellen-Atome nicht kompensiert wird und somit
ein elektrischer Dipol entsteht mit negativer und positiver Ladung auf der p- bzw. n-Seite.
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ionisiert elektrischer
A Dipol

\ \

p—dotiert n—dotiert
Abb. 2.8

Falls keine Spannung {iber den Kontakt angelegt wird, fliesst kein Strom und der Dipol bildet
das statische Gleichgewicht. Dies kann auch als ein Gleichgewicht zwischen zwei gegenldufigen
Strémen interpretiert werden. Der eine Strom ist der Driftstrom von Elektronen im Leitungs-
band der p-Seite. Diese Elektronzustinde werden thermisch vom Valenzband auf der p-Seite her
besetzt und fithlen das Potentialgefélle im Leitungsband zwischen p- und n-Seite. Dagegen gibt
es den Rekombinationsstrom, der aus den Elektronen im Leitungsband auf der n-Seite besteht
und die aus der p-Seite weggestromten Elektronen wieder ersetzt. Energetisch miissen diese Elek-
tronen um die Energieliicke im Leitungsband auf der n-Seite hoherliegen. Diese Zusténde werden
aus den Donator-Niveaus der n-Seite thermisch populiert. Beide Strome sind proportional zur
thermisch induzierten Besetzungszahl

Jtot = Jrek + Jdrift ~ CT(T)eiA/kBT - Cd(T)eiA/kBT . (260)

Um das Gleichgewicht zu halten (Ji,; = 0), muss gelten Cy = C, = C. Das Analoge gilt auch
fiir die Locher.

Wird eine Spannung angelegt, dann werden die Besetzungszahlen veréndert, die in die bei-
den Strome eingehen. Fiir eine Spannung U werden die Donator-Niveaus der n-Seite verscho-

ben. Damit wird die Besetzungszahl der Elektronen fiir den Rekombinationsstrom verédndert:
e—A/kpT _, —A—eU/kpT

Jiot(U) = O(T)e=2/ksT {eeU/’fBT - 1} : (2.61)
Mit einer positiven Spannung U > 0 fliesst ein erhShter Strom, der rasch mit der Spannung

anwichst. Fiir die negative Spannung U < 0 gibt es einen schwachen Strom in die andere
Richtung. Der Transport ist blockiert.

Sperrrichtung Flussrichtung

p-dotiert n-dotiert

Die Spannungkennlinie J(U) zeigt eine klar asymmetrisches Verhalten, wobei wir fiir U > 0 von
der Flussrichtung und fiir U < 0 von der Sperrichtung sprechen. Diese Gleichrichter oder Dioden
sind ein wichtiges Grundelement integrierter Schaltungen.

2.5.2 Halbleiter-Dioden und Licht

LED: Wie wir oben erwahnt hatten kénnen Elektronen in einem Halbleiter mit direkter Ener-
gieliicke wie GaAs photoninduzierte Ubergénge zwischen dem oberer Rand des Valenz- und dem
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untereren Rand des Leitungsbandes ausfiihren. Dies gilt auch fiir die Emission eines Photons,
das durch Rekombination eines Elektrons mit einem Loch geschieht. Solche Elektron-Loch-Paare
kénnen in einer Diode erzeugt werden, die dann als eine Lichtquelle funktioniert. Die Pho-
tonenergie wird dabei etwa der Bandliicke entsprechen, hiw ~ A. Eine Diode, die fiir diesen
Zwecke verwendet wird nennt man LED (light emitting-diode). Halbleiter mit verschiedenen
Energieliicken geben Licht in verschieden Farben ab. Heutzutage gibt es sogar giine und blaue
LEDs, die auf dem Halbleiter GaN mit einer Energieliicke A ~ 3eV basieren.

Bei der Lichtemission aus dem Halbleiter gibt es jedoch Probleme. Insbesondere wegen der
grossen Differenz des Lichtbrechungsindexes zwischen Innen und Aussen, ist der reflektive Verlust
gross (nuL ~ 3 und npug ~ 1). Daher ist die Effizienz (ngitt Photon)/Merzeuste E-L-Paare)
klein, jedoch immer noch besser als die herkémmliche Gliithbirne. Durch spezielle Designs kénnen
sogar Halbleiterlaser produziert werden.

Solar-Zelle: Absorbiertes Licht kann die Population der Ladungstréager verindern. Nehmen wir
an, dass die n-Seite dem Licht ausgesetzt wird. Dann fithrt dies auf einen zusétzlichen Strom Jr,

Jiot = Jpn — Ji, = Js(ellV/EET 1) — (2.62)

Falls Jiot = 0, ergibt dies eine Spannung Uy, iiber der Diode. Die maximale Effizienz wird durch
anlegen einer externen Spannung U, < Uy, erreicht.

Kontakte %Tireﬂek‘rionsschich’r J

A -

n ettt

P ~—
maximales

Leistungs—
rechteck

Abb. 2.10

2.5.3 MOSFET

Die wichtigste Anwendung der Halbleiter ist der Transitor, den es in verschiedensten For-
men gibt. Wir betrachten hier den MOSFET (Metal-Oxide-Structure-Field-Effect-Transistor).
Transitoren sind Schalter, die es erméglichen den Strom durch eine Verbindungsleitung durch
Ein-/Ausschalten einer Kontrollspannung zu variieren. Im MOSFET geschieht, dies durch die
Anderung der Ladungskonzentration in einem p-dotierten Halbleiter durch ein metallisches Gate.
Der Aufbau des MOSFET sieht folgendermassen aus. Auf der Oberfliche eines p-Typ-Halbleiters
tragt man eine diinne Schicht SiO9 auf. Dies ist ein sehr guter Isolator, der sich von der Gitter-
struktur her optimal mit Si vertrigt. Auf die isoliertenden Schicht kommt noch eine metallische
Schicht, die als Gate-Elektrode benutzt wird.

souce | MefallGate Drain
| S0 Jsolator

Xy
p-Typ Si z

Abb. 2.11

Wir nennen die Spannung zwischen dem Si-Halbleiter und der Metall-Elektrode Gate-Spannung
Ug. Die isolierende SiOo-Schicht stellt sicher, dass bei angelegter Gate-Spannung keine Strome
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fliessen. Die Strome, die fiir den MOSFET relevant sind, fliessen zwischen Source (Quelle) und
Drain (Senke). Betrachten wir die beiden typischen Schaltkonfigurationen:

Schalter ”aus”: Die Gate-Spannung ist Ug = 0. Es fliesst kein kaum Strom, da das Leitungsband
praktisch leer ist.

Schalter ”an”: Die Gate-Spannung ist positiv Ug > 0. Damit wird die Energie der Bénder im Si
erniedrigt. Dies fithrt dazu, dass in einer gewissen Schicht innerhalb des Si die Akzeptor-Niveaus
mit Elektronen gefiillt oder von Lochern entleert werden. Wenn die Grenze zwischen SiO5 und
Si sehr wenig Defekte enthilt, konnen sich die induzierten Ladungen bewegen und es fliesst ein
Strom. Die entleerte Schicht (depletion layer) hat die Dicke d. Die negative Ladung auf den
Akzeptoren fithrt auf folgendes Potential ®(z). Es gilt die Poisson-Gleichung

d? (2) = 4mp(2)

— P 2.63
dz? 5 (2:63)
wobei die Ladungsdichte von den mit Elektronen besetzten Akzeptoren herriihrt,
| —ena z<d
s ={ " 5 (2.64)
mit ng Dichte der Akzeptor-Storstellen. Die Randbedingen sind
®(z=0)=Uqg und O(z=d)=0 (2.65)
Daraus ergibt sich die Losung
2men 4 9 ) 9 eUg
O(z) = —d t d” = 2.66
()= "2 —a? i T (2:66)

Je grosser die Gate-Spannung, desto tiefer ist die entleerte Schicht.

Si p-Typ Si p-Typ
Leitungband Leitungband
SiO, SiO,
[T) I— 000000000000, Wl ©0000000000.
® . Valenzband —_— o® Valenzband
Inversions— o
C;\ entleerte schicht o/ T entleerte
Schicht Schicht
. d
Ug Klein Ug gross
z=0 z z=0 z

Abb. 2.12

Wenn die Gate-Spannung geniigend hoch gewéhlt wird (Ug > A), entsteht eine sogenannte
Inversionschicht. Das Leitungsband wird geniigend stark nach unten gebogen, dass es an der
Grenze das chemische Potential in unteren Rand des Leitungsbandes kreuzt. In der Inversions-
schicht sammeln sich Elektronen, die sich wie ein zweidimensionales Elektronengas verhalten.
Dieses System ist fiir den Quanten-Hall-Effekt (QHE) wichtig, bei dem die Transport- und Hall-
Eigenschaften in einem Magnetfeld untersucht werden.
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Kapitel 3

Metalle - Eigenschaften eines
wechselwirkenden Elektronengases

Die Bandstrukturbetrachtungen haben gezeigt, dass es im Festkorper periodisch angeordneter
Atome Energiebéander gibt, deren Elektronzustinde ausgedehnt sind. Im Grundzustand werden
die Elektronenzusténde sukzessive gefiillt bis alle Elektronen untergebracht sind. Wenn ein Band
partiell gefiillt ist, sprechen wir von einem metallischen System. Ein solches System unterscheidet
sich wesentlich von Isolatoren und Halbleitern, indem im Metall Elektron-Loch-Anregungen
keine Energieliicke aufweisen und daher fiir beliebig kleine Energien vorhanden sind. Wie wir
sehen werden hat dies wichtige Konsequenzen.

Wir betrachten hier ein einfaches Modell, dass sich eignet die einfachsten Metalle, die Alkali-
Metalle, wie Li, Na oder K, zu beschreiben, deren Elektronkonfiguration neben den Rumpfelek-
tronen nur ein Valenzelektron in einem ns-Orbital hat. Wenn wir uns auf dieses eine Elektron
beschrinken und die fast freie Elektrontheorie anwenden, finden wir, dass das unterste Band
um den I'-Punkt zentriert halbgefiillt ist. Wir werden im Folgenden das periodische Potential
der Tonenriimpfe vernachlissigen und das einfache Metall durch ein Gas freier Elektronen, die
einander via Coulomb-Wechselwirkung abstossen.

3.1 Jellium-Modell des Metalls

Das einfachst mogliche Modell eines Metalls ist das sogenannte Jellium-Modell, das sich fiir
die qualitative and teilweise quantitative Beschreibung von Metallen eignet. Das Gitter der
Ionen wird in diesem Modell durch kontinuierlichen, positiv geladenen Hintergrund (Jellium)
ersetzt. Die uniforme Ladungsdichte enio, der Ionen entspricht gerade der mittleren Dichte der
Elektronen —en, um ein ladungsneutrales System zu erhalten (n;,, = n). Da dieses Modell
bereits in der Vorlesung der Quantenmechanik IT schon betrachtet wurde, werden wir uns hier
kurz fassen und nur die wesentlichen Begriff und Resultate wieder einfiithren.

Wir beginnen mit den freien Elektronen, deren Wellenfunktionen in diesem kontinuierlich trans-
lationsinvarianten Raum ebenen Wellen entsprechen:

1 .z .
Vi (7)) = ﬁe”“” (3.1)

wobei 2 das Volumen des Systems ist (zur Normierung der Wellenfunktion), k und s bezeichnen
den Wellenvektor und den Spin (T, | ). Wir betrachten sogenannte periodische Randbedingungen
fiir die Wellenfunktion, indem wir das Volumen als Wiirfel der Kantenldnge L annehmen (2 =
L3) und festlegen, dass

wfg"S(F_’— (L,0,0)) = 1/1;;,S(F+ (07L7O)) = ¢E7S(F+ (0707L)) = 1/)]}'73(7?)
(3.2)
= k= %(nx,ny,nz) mit  ng,ny,n, =0,£1,£2,... .
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Die Energie eines solchen Einteilchenzustandes ist € = K2 k2 /2m. Den Grundzustand erhalten
wir durch Auffiillen der untersten Energieniveaus mit je einem Spin T und | bis alle Elektronen
untergebracht sind (Pauli-Ausschliessungsprinzip). In der Sprache der zweiten Quantisierung
entspricht der Grundzustand also

o) = [ 2% o) (3.3)

|k |<kp,s

wobei kr der Fermiwellenvektor ist und mit der maximalen Einteilchenenergie (Fermi-Energie
€F = ﬁzk% /2m) zusammenhéngt. Aus der Zdahlung der Elektronenzusténde ergibt sich, dass

"Ta Z = 2/ (277)31 B 2? (2m)3 = kp = {3n’n}"/ (3-4)

kp ist der Radius der Fermi-Kugel im k-Raum um k = 0. Die Operatoren /C\TE ) und ¢

erzeugen bzw. vernichten ein Elektron mit dem Wellenvektor k und Spin s.

Wir berechnen die Grundzustandsenergie des Jellium-Systems variationell. Dabei lassen wir die
Dichte n als einzigen Parameter zur Minimierung der Energie offen. Diese variationelle Freiheit
entspricht der freien Wahl der Gitterkonstante der Ionen. Der Variationszustand sei |¥() mit
gegebenem kr. Der Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung geschrieben, hat hier die Form

H = Hkin + Hee + Hei + H’L’L

) _E I
Hyin = €5 Cr Chs

ks
1 = o\ T — 62 I ko 3 =
Hee=22/d37°d37" VU T () g () T (7) (3.5)
s,s’
ne T oNT =
Helz—g/d?’r d3r! 7= ] U)W (7)
Hiizl/d?’rd%'f%i,
2 7= 7

wobei wir hier die Feldoperatoren der Elektronen verwendet haben mit der Definition
~ 1 . P o ~ 1 R o
\IJI,(F):—ZCESe_”“'T und \Ils(r):—chasezk " (3.6)

Die Variationsenergie berechnet sich als F; = (¥o|H|Uy): die kinetische Energie

PN A3k 3
Biin = (Wo|Hiin|To) = Y _ € (W0 CTESC : ) = 29/(%)3 ep ng,=Nzer (3.7)
E,s — ‘ﬁﬂ
ks
mit o
1 k| <kp
TLES = ~ (3.8)
0 |]€| > kF

und N = Qn die Zahl der Valenzelektronen; die Coulomb-Abstossung zwischen Elektronen

-

1 e? Nk SV NPy NN
Eee:2/d3rdgrlMZNJO\IJL(T)WL(T,)\I’S’(T,)\I’S(T)\I’0>:EHartree+EFock§
8,8’

=n? = G(F = )

!

(3.9)
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die Coulomb-Anziehung zwischen Elektronen und Tonen

2
€ = N -
Fu = _/d3r B ans:@m B ()WL (7)) ; (3.10)
=n
die Coulomb-Abstossung der Ionen untereinander
1 n?e?
By = (Vo|Hu| Vo) = = [ dr &Y' ——=- . 11
< 0‘H| 0> 2/ r r|7—:_7:*/’ (3 )

Die Coulomb-Abstossung zwischen den Elektronen fithrt auf zwei Term, den direkten Term, der
die Coulomb-Abstossung zwischen gleichmissig verteilten geladenen Teilchen beschreibt (Har-
tree: die Elektronen sehen einander nur als Mittelung), und die Fock-Korrektur des Austauschlo-
ches, welches aus der Fermi-Statistik folgt und dem Pauli-Ausschliessung-Prinzip Rechung trigt.
Die Paarkorrlationsfunktion

S (W THF) UL (7)) U (F) T o(7)| W) = n* — G(7 — 7) (3.12)

8,8’

mit

_ 9n? (kF|F]coskF|'F'] —sinkF\F|)2

(hr 7P (3.13)

-

5 k.(r-r’)

Abb. 3.1

Es ist leicht zu verifizieren, dass sich die Beitrige Firartree + Fei + Fii wegheben. Ubrigbleibt die
kinetische Energie und der Fock-Term. Letzterer ist negativ und

9n? 2 (sinkp|7| — kp| 7| coskp| 7| ? 3e?
Frok = —Q— [ d®r— = -N"kp. 3.14
P L { (k[ 72 } it .
Damit ist die gesamte Energie pro Elektron
E, 3h%k}E 3P 2.21  0.916
-2 k= — R 3.15
N 5 2m dr F r2 T Y ( )

wobel wir zuletzt eine dimensionslose Schreibweise eingefiihrt haben mit

3 d <97r> 13 me?

n=-—m = r¢ = — = 4 %,

3.16
47Td3 ap ( )

d als mittlerer Radius des Volumens, das jedes Elektron einnimmt und rs die entsprechende
dimensionslose Grosse in Einheiten des Bohr-Radius (1Ry = e?/2ap). Die Energie F, kann
beziiglich 7, minimiert werden: 74 = 4.83 = d = 2.41A. Dies entspricht einer Git-
terkonstante von a = (47/3)'/3d ~ 3.9A. Diese Abschiitzung stimmt nicht schlecht mit den
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Grossen iiberein, die wir fiir die Alkali-Metalle (1. Kolonne in der Periodentabelle): 7, 1; = 3.22,
rsNo = 3.96, 1ok = 4.86 , ... . Offensichtlich ergeben die delokalisierten Elektronen eine
Kohiision fiir den positiv geladenen Hintergrund. Fiir Alkali-Metalle ist die Ubereinstimmung
deshalb so gut, weil hier nur ein Valenzelektron in einem s-Orbital der dusserten Schale sich
bewegen kann, wéihrend alle anderen als Rumpfelektronen inaktiv sind (Edelgas-Konfiguration).
Unsere variationelle Rechnung ist hat die Korrelationeffekte der Elektronen durch die Coulomb-
Abstossung nicht beriicksichtigt, d.h. die Tatsache, dass die Elektronen sich auch wegen der
Wechselwirkung meiden. Dieser Effekt ist jedoch klein beim gegebenen Beispiel.

Bt 221  0.916
= - .062Inrs — 0. 1
NRy = 2 _— + 0.062nr, — 0.096 + (3.17)

Korrelationskorrekturen

Es ist offensichtlich, dass im Bereich von rg ~ 74 i, diese Korrelationskorrekturen relativ klein
sind.

3.2 Ladungsanregungen - Dielektrizititsfunktion

Die elementaren Anregungen des metallischen Systemes ist analog zum Halbleiter durch Elektron-
Loch-Anregungen gegeben. Im Gegensatz zum Halbleiter gibt es jedoch im Metall Anregungen
beliebig kleiner Energie. Eine Eigenschaft, die diesen Effekt drastisch vor Augen fiihrt, ist die
Abschirmung des langreichweitigen Coulomb-Potentials. Eine negative Punktladung im FElek-
trongas fithrt zu einer Abnahme der Dichte der Elektronen in ihrer Umgebung (die negativ
geladenen Elektronen werden abgestossen), so dass die Punktladung von einer beziiglich der
uniformen Ladungsdichte der Elektronen positiv geladenen Wolke umgeben ist. Damit wird das
Coulomb-Potential abgeschwécht:

2 —r/l
Vir)= e — V'(r) = e2S

r r

(3.18)

d.h. das Coulombpotential geht in das kurzreichweitige Yukawa-Potential iiber. Im Vergleich da-
zu konnen sich die Elektronen im Halbleiter nur wenig bewegen, so dass ihre Abschirmwirkung
nicht so effektiv und dramatisch ist. Der Halbleiter wirkt als Dielektrikum, wie wir im vorher-
gehenden Kapitel gesehen haben, dessen Abschirmwirkung sich auf die Polarisation lokalisierter
elektrischer Dipolmomente berschrinken:

d.h. das Coulombpotential wird durch eine Dielektrizitéitskonstante € renormiert.

3.2.1 Storungstheorie und Lindhard-Funktion

Wir untersuchen die Reaktion des Elektrongases auf ein zeitabhingiges &usseres Stoérpoten-
tial V,(7,t) mit Hilfe zeitabhéngiger Storungstheorie. Dabei wollen wir auch den Effekt der
Coulombwechselwirkung der Elektronen untereinander beriicksichtigen. Dies bedeutet, dass das
effektive Potential, welches die Elektronen fiihlen, aus V, und einem induzierten Potential V;
zusammengesetzt ist, das sich aus der Ladungsverteilung der der Elektronen ergibt. Aufgrund
Coulombwechselwirkung werden die Elektronen selbst zur Quelle eines Potentials. Die uniforme
Dichte der Elektronen (und des Ionen-Hintergrundes) ist ng. Die Ladungsverteilung und das
induzierte Potential héngen iiber die Poissongleichung zusammen:

—

R R V 2V; = —4me?on (7, t)
n(7,t) = ng+ on(7,t) :Z/df’)rqjg(mxys(f*) = (3.20)
s V2V = —4re?n(7,t)



Es geht darum dn(7,t) als Resultat der dusseren Storung zu bestimmen. Wir arbeiten mit den
Einteilchen-Zustéinden | k) (freie ebene Wellen oder Blochzusténde), fiir die gilt:

Min| k) = €| k)  und  7olk) =ng ;| k) (3.21)
wobei i = n g+ 07 der Dichte-Operator ist und n ; ist die Fermi-Dirac-Verteilung:

_ ! (3.22)
ok = olex—m/keT | | :

Wir betrachten die Bewegungsgleichung des Dichteoperators mit dem Hamilton-Operator H =
Hyin + V

zh%n = zhj on =[H,n]= {[Hkin,éﬁ] +[V, ﬁo]} + hohrere Ordnung in V' (3.23)
Das Matrixelement (k'|...|k) dieser Gleichung ergibt
e d ooz S e T e aEX
ih( k' |£6n|k> = (eg, —eg)(k[0n] k) — (ng g — g g )K"V k) (3.24)
mit 1
(FIVIR) = 5 [ @ v(moe T = vyl (3.25)

wobel ¢ = k'— k. Es ist nun moglich, eine einzelne Fourier-Komponente herauszunehmen, d.h.
einen bestimmten Wellenvektor und eine bestimmte Frequenz:

' ‘ on(7,t) = on(q,w)et T T wtent
Va(7,1) = Vo (§,w)e! T T —temt = . (3.26)
Vi(7,8) = Vi( @, w)el T 7istent
n — 04 stellt das adiabatische Einschalten der Storung sicher. Aufgrund der linearen Beziehun-
gen zwischen Potential und Dichte gilt

N 1 - .
- 1q-T—iwt nt __ SIS (2
on(q,w)e' el —§Z<k+q|én(r,t)|k>. (3.27)
ks
Die Poisson-Gleichung ist
— V(7 w) = —4me’on(q,w) (3.28)

Nun schreiben wir die Gleichung (3.24) um,

(eEJHj—eE—hw%—ihn)(k+(j’|5ﬁ|k):(n0’];+§—no7,;)(k+J]V|k>
o (3.29)
~ sn( "o k+q — "o,k VId o) (G V(T w)
n(q,w) QZ%+ P T (q,w) =x(q,w)V(q,w)
Daraus folgt mit (3.28), dass
o o R . 4me? R
V(§,w) =Va(q,w) +Vi(q,w) = Va(q,w) + 7z X(¢,w)V(q,w) (3.30)
und Vi ) )
— a 67700 — 4dme —
V(g,w — mit e(q,w)=1-— , W 3.31
(q,w) (7.0) (7,w) 7z X(q,w) (3.31)
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Damit haben wir die dynamische Dielektrizititskonstante (¢, w) definiert, mit

o, k+q — "o,k
.32
(i QZ ¢~ €r — hw—ihn (3.32)

wobei x(,w), die Suszeptibilitit durch die sogenannte Lindhardt-Funktion dargestellt wird.!
Diese komplexe Funktion kann in Real- und Imaginérteil aufgespaltet werden unter Zuhilfenahme
der Beziehung:

lim =P C) +imd(2) (3.34)

n—04 2 —1n

wobei der erste Term dem Hauptwert entspricht. Daher ist € = €1 + ie5 mit

" 47re 0,E+*_”0,E
R o
k

(3.35)
. A2e?
22(0,w) = <507 2 (Mot g ~ M08k g — e — W)
E,s
Der Imaginérteil hingt mit der Energieabsorption des Elektronensystems im zeitlich oszillieren-
den #dusseren Potential zusammen und entspricht der Fermi Goldenen Regel der zeitabhéingigen
Storungstheorie, d.h. eine Rate fiir den Ubergang des Systems vom Grundzustand in einen an-
geregten Zustand mit Impuls ¢.

* k+q

Fermi-See

Abb. 3.2

Dabei handelt es sich um Teilchen-Loch-Paaranregungen, d.h. ein Elektron wird bei Impuls k
aus dem Fermi-See entnommen (hinterldsst ein Loch) und wird oberhalb des Fermi-Niveaus
bei k + q wieder eingesetzt. Die Energiedifferenz ist € v TR > 0. Dies ist eine Form der
Anregung des Elektronengases. Dabei spielt die Wechselwirkung zwischen den Elektronen nur
eine untergeordnete oder gar keine Rolle. Analog zu den Halbleitern, ergeben diese Anregungen
im Energie-Impuls-Grafen ein Kontinuum. In Abb.3.3 findet man, dass diese Anregungen im
schraffierten Gebiet, wobei offensichtlich keine Energieliicke vorhanden ist.

3.2.2 Kollektive Anregung - Plasma-Resonanz

Eine weitere Anregung ist die sogenannte Plasma-Resonanz. Diese ist eine kollektive Anregung,
die nur vorkommt, falls es Wechselwirkung zwischen Elektronen gibt, insbesondere langreichwei-
tige Coulomb-Wechselwirkung. Diese Resonanz taucht bei endlicher Frequenz und kleinen ¢ auf

!Die Gleichung (3.30) entpuppt sich bei genauerem Hinsehen als geometrische Reihe

4e?

dme T, )) Va(§yw0) + - . (3.33)

V(T.0) = Vel 8,0 + Ton(T Vil d.0) + (

Storungstheoretisch entspricht dies einer Aufsummierung bis zu unendlicher Ordnung in Storungstheorie. Diese ist
aber nicht eine exakte Losung des Problemes. Vielmehr wurde eine Selektion der Terme der Storungsreihe gemacht.
Andere Terme wurden vernachléssigt mit der Begriindung, dass ihr Beitrag sich aufgrund ihrer Phasenbeziehungen
nahezu wegheben wiirde. Dies ist unter dem Namen ”Random Phase Approximation” (RPA) bekannt, und stellt
eine oft verwendete Nahrung dar.
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und erscheint als Pol in 1/e( ¢, w). Zur Berechnung entwickeln wir die Grossen, die in £(¢,w)
eingehen, fiir kleine ¢:

ano

pag =€+ T Vg +-- und nO’EJrq,:nO’E—FEq_"ﬁEEE—F"' (3.36)
Beachte, dass dng/de; = —d(e; — er) bei T = 0 und ﬁﬁe,; = hip = hwpk /k ist die
Fermigeschwindigkeit. Dies erlaubt die folgende Ndherung:

. Bk q - Vpd(eg — p)
X(7,w) %—2/ P
2m)3 - Up—w—in
1 ]{72 0 2,,2 20
~ /dcose TR L R A O (3.37)
(2m)? hop | w+in (w+1in)?
ki 2 nog”

- 3m2m(w + in)? 7= m(w + in)?

Dies fiihrt uns auf

(3.38)

wobei w, Plasmafrequenz genannt wird. Bei dieser Frequenz kann im Sinne linearer Response
eine unendlich starke Reaktion des Systems durch beliebig kleine dussere Anregung erzeugt

werden.
) (

Plasmaresonanz

2KE a
Abb. 3.3

Die ¢-Abhéngigkeit von w, kann durch Erweiterung der obigen Entwicklung in ¢ berechnet
werden:

2 2
w(7) = wp <1+§)Ui§ +) (3.39)
Die Plasmaanregung hat also, dhnlich wie das Exziton, eine klare Energie-Impuls-Beziehung
und kann daher als Quasiteilchen betrachtet werden. Auch dieses Quasiteilchen ist Bosonischer
Natur und wird Plasmon genannt. Wenn das Plasmon jedoch mit dem Teilchen-Loch-Kontinuum
verschmilzt, wird es gedampft (Landau-Dampfung). Dies bedeutet, es kann in Elektron-Loch-
Anregungen zerfallen. Damit hat es eine endliche Lebensdauer, was sich in der Resonanzbreite
der kollektiven Anregung ausdriickt.

Metall  wy,(eV)
Li 7.1

Na 5.7

K 3.7
Mg 10.6
Al 15.3
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Die Plasma-Anregung kann auch in einem klassischen Bild verstanden werden. Wir betrachten
die negativ geladenen Elektronen und den positiv geladenen Ionenhmtergrund Wenn wir beide
um die Strecke r gegenelnander bewegen, erhalten wir die Polarization P = —nge7 und das
elektrische Feld E = 4x P das eine Riickstellkraft bewirkt. Damit konnen wir fiir jedes Elektron
die folgende Gleichung einer harmonischen Bewegung hinschreiben:

d? -

m@f" = —eE = —4meng 7 . (3.40)

r

+

_________________

Diese freie Oszillation hat die Frequenz

(3.41)
wie in (3.38).

3.2.3 Abschirmeffekte

Als weiteren Grenzfall betrachten wir den statische Situation (w = 0). Aus der Entwicklung
(3.36) erhalten wir

1 1k 3n 1 1
7,0) === bleg —ep)=——5 1 =— = = 3.42
q, ) Q 4 (ek‘ EF) 7T2 h’UF 2€F 8( (I‘,O) 14 Fip k2 ( )
mit k%, = 6me’n/ep als der Thomas-Fermi-Wellenvektor. Daraus folgt, dass falls wir zum

Beispiel fiir V,, eine Punktladung annehmen, das Potential in folgender Weise renormiert wird:

4rre? e?

V() = TEvE. o V(7) = —Te—kTFT : (3.43)
Wie oben erwéhnt, wird das Potential durch die Umlagerung der Elektronen abgeschirmt und
erhélt die Form eines Yukawa-Potentials. Die Abschirmlénge ist k:;},, die Thomas-Fermi-Ab-
schirmlidnge. In typischen Metallen ist krp vergleichbar mit kg, d.h. die Abschirmléinge ist sehr
kurz, ~ 5 A.
Fiir ein freies Elektronensystem koénnen wir die statische Dielektrizititskonstante berechnen.
Man erhélt nach einiger einfacher Rechnung

£(7.0)=1+

4e2mkp (1 4k2% — ¢?
emF{ F 4 (3.44)

1 n 2kr +q
Tq? 2 8krq )

2kp — q

Es fillt sofort auf, dass diese Funktion fiir kleine ¢ relativ schwach variiert, aber bei ¢ = +2kp
eine logarithmische Singularitét hat. Dies ist eine Konsequenz davon, dass die Fermifiéche eine
scharfe Struktur in k-Raum ist. Betrachten wir die induzierte Ladung, wenn wir eine Punktla-
dung am Ursprung platzieren.

ni(7) = e/ (‘2133 {5(1@ - 1}6“7'77 - —j/ooog(q) sin gr dq (3.45)
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9 -1

Beachte, dass g(q) sowohl fiir ¢ — 0 als auch ¢ — oo verschwindet. Das Integral kann nun
zweifach partiell integriert werden

(3.46)

e [T,
ni(7) = 3 9" (q) sin qrdq (3.47)
0
wobei 4
d'(q) = Aln|q — 2kp| und  ¢"(q) ¥ ——— (3.48)
q—2kp
in einem gewissen Bereich um ¢ ~ 2kr dominant sind. Daher gilt
) % ke A sin[(q — 2kp)r] cos 2kpr 4 cos[(q — 2kp)r]sin2kprdq L oA 23kp7" .
% Jokp—A q—2kp r

(3.49)
mit einem Abschneideparameter, A — oo. Die induzierte Ladungsdichte besitzt sogenannte
Friedel-Oszillationen.

einfach

‘1/ Thomas—Fermi

Abb. 3.5

Dielektrizitiatskonstante in verschiedenen Dimensionen: Wir haben oben die Dielektrizitétskon-
stante fiir die dreidimensionale parabolische Bandstruktur gesehen. Die analoge Rechnung ist
auch fiir das ein- und zweidimensionale System mdoglich. Wir finden allgemein fiir die statische
Suszeptibilitét:

(1
—In
2mq

s+ 2
s—2

: 1D

(g w = 0) = 217T{1—<1—j;>9(s—2)}, 2D (3.50)

kr S 4 s+ 2
AEZND I A P
27r2{ 4< 52>ns—2‘}

wobei s = q/kp. Interessant ist die Tatsache, dass in allen Dimensionen x(gq,0) eine Singu-
laritdt bei ¢ = 2kp. Diese wird jedoch mit steigender Dimension schwécher. Ist es in einer
Dimension eine logarithmische Divergenz, ist es in zwei Dimensionen noch ein Knick und in drei
Dimensionen nur mehr eine Divergenz in der Ableitung. Es zeigt sich, dass solche Singularitéiten
verantwortlich sein konnen fiir Instabilitédten des metallischen Systems. Dies gilt insbesondere
fiir das eindimensionale Metall.
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x(0,0) 1D

oV

Abb. 3.6

3.3 Gitterschwingungen - Phononen im Metall

Das Ionengitter im Festkorper kann Schwingungen tragen, die wir beschreiben, indem wir die
Tonen einfach als ein kontinuierliches elastisches Medium betrachten. Dies reicht aus um einige
wesentlichen Figenschaften im Zusammenspiel zwischen Gitterschwingungen und Elektronen zu
erhalten. Insbesondere werden wir auch Abschirmeffekte der Ionen beobachten kénnen. Es ist
klar, dass wir auf diesem Niveau nur Metalle mit einatomigen Einheitszellen beschreiben.

3.3.1 Schwingungen des isotropen elastischen Mediums

Die Deformation eines elastischen Mediums fithrt dazu, dass ein infinitesimales Raumelement
d3r, das sich im undefomierten Zustand am Punkt 7 befand neu bei 7/(#) ist. Damit definieren
=2/

wir das Auslenkungsfeld @ (7) = 7/(7)— 7 an jedem Punkt im Medium. Deformationen kénnen
auch zeitabhéngig sein, so dass 4 auch eine Funktion der Zeit ist. Die elastische Energie wird

durch \ )
_ 3 VAT
Eel—2/dr{v u(r,t)} (3.51)

gegeben, wobei \ das elastische Modul bezeichnet.? Diese Form ist nur giiltig, wenn die Wel-

lenléinge der betrachten Deformation gross im Vergleich zu den Gitterkonstanten ist, da sonst die

diskrete Natur des Ionenhintergrundes eine Rolle spielt. Die kinetische Energie der Bewegung

des Mediums ist gegeben durch

po [ 5 [0u(7,1))

Fyp =— [ d°r { ————— (3.53)
ot

wobei pg = M;ng die Massendichte darstellt (ng: Dichte). Das Lagrange-Funktional L[u] =

FErin — Eg ergibt durch Variation die Bewegungsgleichung

16 S
C—Qﬁu(r,t)—V(V-u(r,t)):O (3.54)

2Beachte, dass die elastische Energie eines isotropen Mediums komplett folgende Form hat:

Ba=[dr 3 [0u)@sus) + uaus)@us) (3.52)

a,B8=z,y,z

wobei o = 0/0rq. Die Lamé-Koeffizienten A und p beschreiben die elastischen Eigenschaften. Der zweite Term
fithrt zu transversen Wellen. Falls @ = 0 gewéhlt wird, dann gibt es nur longitudinale Wellen.
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mit ¢ = \/pg. Das Auslenkungsfeld kann in Normalmoden entwickelt werden,
- d2

N k ik-7 S 2 _
u(r,t)—ﬁzz{qg(t)e +qg(t)e } = 2 9E +wiqp =0 (3.55)
k

wobei wp = ¢ k| = ck. Beachte, dass die Moden longitudinal polarisiert sind, d.h. V x @ (7,t) =
0. Die Energle lasst sich dann ausdriicken als

E= Zpow{ )i () + a5 (Dap (1)} (3.56)

Wir fithren neue Variabeln ein:

Qp =vpolag +q)  wnd Py =—20Qp = —iwivpolag —¢f) (3.57)
woraus sich fiir die Energie die einfache Form ergibt:
1
E:§Z{P%+w%QE} (3.58)

—

k

Dies entspricht einem unabhingigen harmonischen Osz1llator fiir jede einzelne Mode k. Wir
konnen diese Quantisieren, indem wir Operatoren P, k— P pund Qp — Q definieren mit

Q7 Prl= ihog i - (3.59)

Dies erlaubt es uns Auf- und Absteige-Operatoren zu definieren:

~ 1 ~ PN ~t 1 ~ PN
bE:M<wEQE+ZPE) und bE: QhwE <“JEQE_ZPE> , (3.60)
die die Kommutationsrelationen

(b5 bh ) =65 5 [bg.bpl=[b%, 0% ]=0 (3.61)

erfiillen. Damit kénnen wir aus der Energie mittels des Korrespondenzprinzips den Hamilton-
Operator herleiten:
_ 7t 7 1
H—ZME{bEbE+2} (3.62)

Dieser Hamilton-Operator hat eine dhnliche Form wie die kinetische Energie der Elektronen.
Wir koénnen die Operatoren bl 3 und b i als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren fiir das
”"Phonon” betrachten, ein Qua51te11chen mit einer eindeutigen Impuls-Energie-Bezichung. Das
Phonon erfiillt die Kommutationsrelationen fiir Bosonen. Als kollektive Anregung des wechsel-
wirkenden Systems haben Phononen bosonische Natur.

In der Nédherung des kontinuierlichen Mediums kénnen wir nur den Bereich grosser Wellenldngen
oder kleiner k beschreiben. Wenn der Wellenvektor léinger wird, dann wird irgendwann die dis-
krete Natur des Gitter zum Vorschein kommen, und es wird eine Abweichung von der linearen
Beziehung zwischen Frequenz und Wellenvektor geben. Es macht auch keinen Sinn Wellenvek-
toren zu betrachten, die grosser sind als ~ 7/a, der maximalen ” Auflosung” der Modulation
durch das Gitter. Wir bezeichen den maximalen Wellenvektor als kp, Debye-Wellenvektor. Dies
definiert die Debye-Frequenz wp = ckp und die Debye-Temperatur ©p = hwp/kp (kp: Boltz-
mannkonstante).

Da unsere Beschreibung des Gitters durch ein kontinuierliches Medium nur fiir eine einatomige
Basis der Einheitszelle anwendbar ist, kommen hier keine optischen, sondern nur akustische
Phononen vor.
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3.3.2 Phononen im Metall

Die Betrachtung, die wir hier angestellt haben, ist sicherlich anwendbar, wenn wir einen Halblei-
ter betrachten. Die Wechselwirkung zwischen den Gitterionen wird durch kovalente Bindungen
erzeugt und kann um die Gleichgewichtslage ndhrungsweise als harmonisches Potential betrach-
tet werden. Damit ist die obige Form der elastischen Energie gerechtfertigt. Wie steht es aber
fiir ein Metall, in dem die positiv geladenen lonen iiber das langreichweitige Coulomb-Potential
miteinander koppeln sind? Analog zu der Beschreibung der Plasma-Anregung der Elektronen
konnen wir die Bewegung des Ionengitters als kollektive Bewegung betrachten. Konzentrieren wir
uns auf den Grenzfall k — 0, dann ist die Anregungsenergie durch die Tonen-Plasma-Frequenz

beschrieben: )
4dmnge
Elektronen: wg — 2o Tonen: QI%:
m

4rni(Ze)?
M;
wobei n; = ng/Z die Dichte der Ionen mit Ladungszahl Z und Masse M; bezeichnet. Offenbar
verschwindet die Anregungsfrequenz im Grenzfall k — 0 nicht.
Diese Betrachtungsweise lisst jedoch die Elektronen ausser acht, dies sich jeder Bewegung der
Tonen adiabatisch anpasst. Die Elektronen sind wegen ihrer geringeren Masse in der Lage sich
fast instantan einem modulierten Ionenhintergrund anzupassen. Die endliche Plasma-Frequenz
ist eine Konsequenz der Langreichweitigkeit des Coulomb-Potentials. Wir haben jedoch oben
gesehen, dass die Elektronen das Coulomb-Potential abschirmen, insbesondere im Bereich kleiner
k . Daher ist obige Plasma-Frequenz eine Grosse der "nackten” Ionen.
Die Prisenz der Elektronen fiihrt zu einer Renormierung des Coulomb-Potentials durch 1/e( k , w).
Fiir das Ionengitter wird die Riickstellkraft in dieser Weise renormiert. Die Phononfrequenz ist
proportional zu dieser Riickstellkraft, so dass

(3.63)

Q2 K202

L = ~ (ck)? 3.64

&
eI
Il

und die Schallgeschwindigkeit ¢ ist

02 Zmw? 1 _ m
2 P P 2
~ _iym 3.65
SR = VAN S VA (3.65)
Es gilt fiir die Energieskalen:
© huw hck 2k 1
Tr Er §ﬁkFUF krp vp VR 3 M;
Kohn-Anomalie: Wenn wir nun die Beziehung (3.64)
QQ
wh = —=F (3.67)
e(k,0)

nicht nur auf den Grenzfall von kleinen Wellenvektoren anwenden, dann kénnen wir die volle
Lindhard-Form einsetzen. Damit folgt, dass die Phononfrequenz bei | k | = 2kp eine Singularitét
aufweist. Man findet, dass
Ow P
dk
Dieses Verhalten nennt man Kohn Anomalie und resultiert aus der Wechselwirkung zwischen
Elektronen und Phononen. Offensichtlich ist dieser Effekt nicht im urspriinglichen Modell des

elastischen Mediums enthalten.

— 00 fir &k — 2kp . (3.68)
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3.3.3 Pelerls-Instabilitat in einer Dimension

Die Kohn-Anomalie kommt besonders drastisch zum Vorschein, wenn wir ein eindimensionales
System unabhéngiger Elektronen betrachten. Hier kommt es zu einer Instabilitdt des metalli-
schen Zustandes durch die Kopplung der Elektronen und Phonon.

Wir betrachten das eindimensionales Jellium-Modell, wobei die Ionen ein elastisches Medium
bilden mit Auslenkungsfeld u entlang der eindimensionalen Richtung. Der Hamilton-Operator
ist folglich

UEDY

h2k? + , nd =~ =~ A du 2
_ § : Ve — ') — T2 N2 -
5 Cp Chs— M S /dg; de' V(z — ') —u(z) ¥ I(2") ¥ 4(2) - . /dm( (a:))

(3.69)
wobei du/dx = —dn/n die Dichteiinderung des elastischen Mediums beschreibt. Der zweite
Term beschreibt die Kopplung der Elektronen an die Ladungsdichteschwankungen des positiv
geladenen Hintergrundes. V(z — 2’) beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung. Wir betrachten
nun N Elektronen (Dichte n = N/L) im Grundzustand. Der Fermiwellenvektor fiir die freien
Elektronen (uniformer Hintergrund: du/dx = 0) ist leicht zu bestimmen

N:zs:/

_kF

+kp L T
dk 1 =2_—2k krp =~ .
or F = KF 272 (3 70)

Nun nehmen wir an, dass der Hintergrund ein einfache statische periodische Modulation besitzt:
u(z) = ug cos(Qx) (3.71)

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass eine solche periodische Modulation des elastischen Me-
diums die Energie des Elektronensystems verringert. Es reicht die Energieinderung fiir kleine
Deformationsamplituden ug zu betrachten. Dann kénnen wir die Methode fast freier Elektronen
anwenden. Daher wird jetzt @ effektiv ein reziproker Gittervektor. Wir betrachten das Elek-
tronspektrum fiir 0 < k < @Q, welches fiir kleine ug ndherungsweise durch die Sékulargleichung

0l
(3.72)
= Bi= g [+ QP+ R+ VI QF - )2+ 16mIAR
gegeben ist. A folgt aus der Fourier-Transformation des Potentials V' (x):
A = —iQuonVy mit Vo = /dx 9TV (z) (3.73)

Wir berechnen den Unterschied zwischen der Elektronenergie fiir endliches und verschwindendes
A. Das Integral wird vereinfacht durch die Verschiebung k¥ — k' = k — ¢ mit ¢ = Q/2 > kp.

Ln? [Fr=aqK/
E' =FE(A)-E(0)=— — {k’2 +q*+ 2\/q2k’2 +m2|Al2/Rd — (K + q)2}

m J_, 2

Lh?
=- 2m§1 [q’2 ¢ - q’\/q’2 +m2|AR/Rg? + g/ ¢? + m?| A2 /tg?

m AP \/q’2 +m?A2/hig* — ¢
n
ﬁ4q2 \/q2—|—m2|A|2/h4q2—q

(3.74)
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wobei ¢ = ¢ — kp > 0. Es ist leicht zu sehen, dass fiir fixiertes |A| die Energie E’ minimiert
wird fiir ¢ = 0, denn

L|A
E' = konst + q’L +0(¢?) . (3.75)
T

Damit wird ¢ = kr und die Gesamtenergie

E
o = kg + “OF [1 — 1+ K2+ K2 !KUO\] (3.76)

mit K2 = m]f/QkF\QTﬂ /R?ep. Diese Energie hat ein Minimum bei einem endlichen Wert von wuqg
fiir alle A > 0.

fot

c

Abb. 3.7

Offensichtlich gewinnt dieses System durch periodische Modulation des Hintergrundes Energie.
Das resultierende Elektronsystem ist nicht mehr metallisch sondern ein Halbleiter. Denn es
bildet sich eine Energieliicke. Alle Elektronenzustéinde unterhalb der Liicke werden gefiillt, wenn
Q = 2kp. Falls Q # 2kF bleibt das System trotz der Energieliicke metallisch. Da wir von einem
uniformen System mit freien Elektronen ausgegangen sind, kommt eine solcher Zustand fiir alle
Elektrondichten vor. In einem wirklichen Ionengitter muss jedoch 2kr kommensurabel mit den
reziproken Gittervektoren sein, um eine solche Energieliicke zu 6ffenen.

E F

Die Elektronen folgen in ihre eigenen Modulation der Ionengitterdeformation, denn die Wel-
lenfunktion ist eine Uberlagerung von zwei ebenen Wellen mit Wellenvektoren, die sich um @

unterscheiden: ) .
1 Aezkaz + (Ek _ €k)ez(k+Q)x

V(7)) = —= (3.77)
PUTVR S (B -+ AP
woraus folgt
ENT S 2(ex — Ex)|A]
— =_—11— 3.78
pula) = ~elhlo)? = {1 - 2 sina (3.78)
und die Dichtemodulation
1 [k qk’ Alsi Al |2
dp(x) = Zpk(m) +en = / di’__m|AJsinQu = i ’1n madd sin(2kpz)  (3.79)
- 2 0 2T \/h4k%k/2 +m2|A’2 16€F |A‘
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d.h. die Elektronen folgen der Hintergrundsdeformation.

Diese Instabilitat wird Peierls-Instabilitit genannt und ist eine Konsequenz der Kohn-Anomalie,
die im Falle eines eindimensionalen Elektronensystems besonders stark ist. Wir kénnen in
(3.69) die Renormierung des elastischen Modulus durch die Kopplung an die Elektronen durch
Storungsrechnung bestimmen. Der Kopplungsterm ist

V=13 aVolug a;m Chros — U_g 5;5 Chiqs) (3.80)
k,q,s

und ergibt folgende Korrektur in zweiter Ordnung Rayleigh-Schrédinger-Theorie:

[(Wo|E),, Criquln)® = [(Wol EL ., Chslm)]?

AE®) = _ PV |Puqu_, k+q,s
% En - EO
(3.81)
> Nk+q — Nk -
== Eq: |Vq|2q2uqu,q Ek: %ji—ek =-Q zq: IVqI2q2x(q, 0)uqu—q

Der Vergleich mit dem elastischen Term (Q2A/2) 3", qPugqu_g zeigt, dass die Phononfrequenz
renormiert wird:

(7 12,2 (7 |2
(ren)2 o 2 _ |Vq| q — 2 _ "/;1| ql q+2kp 9
wy Wy T e x(q,0) = w, 2mp0 g~ 2kp (3.82)
Wy
(ren)
AR
2k, a

Abb. 3.9

Einerseits wird die Schallgeschwindigkeit (¢ — 0) renormiert. Andererseits wird das Phonon-
spektrum bei ¢ = 2kr "weich”, d.h. die Frequenz geht zu Null. Im Sinne einer Bose-Einstein-
Kondensation kénnen dort Phononen einen kohérenten (makroskopisch besetzten) Zustand bil-
den, der der statischen periodischen Deformation mit dem Wellenvektor 2kp entspricht. In
hoheren Dimensionen ist diese Singulartét nicht so stark, so dass es dort eher nicht zu einer
spontanen Deformation dieser Art kommt. Es ist jedoch moglich, dass spezielle Bandstruktur-
Figenschaften Situationen herstellen, die quasi-eindimensionales Verhalten zeigen, insbesondere
gilt dies fiir Bénder, deren Fermiflichen einen oder mehrere ”Nesting-Vektoren” haben, wie wir
spéter in einem anderen Zusammenhang sehen werden.

3.3.4 Phononen und die Dielektrizitidtskonstante

Wir haben gesehen, wie ein externes Potential durch die Polarisation der Elektronen renormiert
und abgeschirmt wird. Wenn sich nun auch der positiv geladene Ionenhintergrund durch De-
formation polarisieren lésst, sollte er auch in die Renormierung der Potentiale miteinbezogen
werden. Es gilt also fiir die Beziehung zwischen renormiertem und &usserem Potential

Vyen =V, (3.83)

o und die renormierte,

Die erstere vernachlissigt und die letzere beriicksichtigt die Abschirmeffekte der Elektronen

Wir definieren Dielektrizitdtskonstanten fiir die Ionen: die "nackte”, &
eion.
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auf die Wechselwirkung der Ionen. Es ist hilfreich, die Renormierung von zwei Standpunkten
zu betrachten: 1) das dussere Potential beinhaltet auch das Potential der Ionen, so dass nur die
Elektronen fiir die Abschirmung nétig sind:

6el‘/;“en = Vo + Vion 5 (384)

2) das dussere Potential wird um das Elektronenpotential ergénzt, so dass die Renormierung

Sache der nackten Ionen ist: '
8Zm‘/ren = Va + Vel (385)

Beachte in (3.85) stecken alle Effekte der Elektronenpolarisation in V,;, woraus folgt, dass die
Dielektrizitétskonstante von den nackten Ionen herrithrt. Wenn wir (3.84) und (3.85) addieren
und davon (3.83) subtrahieren, dann erhalten wir

(5€l + 620" - S)Wen = Va + Vel + V;jon = V;“en = €= 561 + fifm -1 (3'86)

Wenn wir nun das renormierte Potential in Beziehung zum &usseren Potential setzen wollen,

konnen wir ansetzen ) L1

Vien = —Va = (3.87)

ion el '@
Eren €

d.h. das effektive Potential V, /e® welches durch die Polarisation der Elektronen zustande kommt,
wird dann auch noch von den Ionen abgeschirmt, die untereinander iiber von Elektronen abge-
schirmte Wechselwirkungen koppeln. Aus dieser Beziehung und (3.86) erhalten wir

. 1 .
chn =14 (e =) (3.88)

Aufgrund obiger Betrachtung beziiglich der Plasmaanregung der nackten Ionen machen wir in
Anlehnung an (3.38) folgende Néherung:

4 02
et =1-— w—g (3.89)
womit wir fiir kleine k erhalten
Kp 9 kip o
Die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen wird zu einer effektiven Wechselwirkung;:
4me? 4me? w2
Vel(g,w) = = 1+ 5155 3.91
(q,w) 2e(q,w) k:2rF+q2{ +w2—w% ( )

Diese Wechselwirkung entspricht dem Matrixelement fiir einen Streuprozess zwischen zwei Elek-
tronen mit Impuls- und Energieiibertrag ¢ bzw. w.

k, € k+qg, e+w
q.
k'€ k'-g.e~w
Abb. 8.10
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Die Phononfrequenz ist kleiner als die Debye-Frequenz wp. Der Effekt der Phonon ist unmerklich,
wenn der Energieiibertrag viel grosser als wp ist. Die Zeitskala fiir die Reaktion wiirde in diesem
Fall viel zu schnell sein fiir die langsame Bewegung der (schweren) Ionen. Interessanterweise ist
die Wechselwirkung aber attraktiv fiir w < wp. Diese geschieht aufgrund einer Uberkompensation
durch die Ionen. Dieser Aspekt der Elektron-Phonon-Wechselwirkung ist sehr wichtig fiir die
Supraleitung, wie wir spéter sehen werden.

3.4 Fermifliche - de Haas-van Alphen-Effekt

Der Grundzustand eines normalen Metalls ist dadurch ausgezeichnet, dass es eine scharfe wohl-
definierte Fermifléiche gibt, an der die Besetzungszahlfunktion n eine Unstetigkeit besitzt. Eine
der besten Methoden, die Existenz einer Fermifliche nachzuweisen und ihre Form zu bestim-
men, ist das de Haas-van Alphen-Experiment. Dabei geht es um das Verhalten der Elektronen
in einem grossen Magnetfeld bei tiefen Temperaturen.

3.4.1 Landau-Niveaus

Ein freies Elektrongas ist einem uniformen, dusseren Magnetfeld B = (0,0, B) ausgesetzt. Der
entsprechende Einelektron-Hamilton-Operator hat die Form

1 (hs e \° gup g

2m \ 1 c

wobei wir die Landau-Eichung wihlen A = (0, Bz,0) so dass B = V x A. Damit liisst sich
(3.92) umschreiben:

1 5 02 ho e 2, JUB 5

Dies entspricht einem verschobenen harmonischen Oszillator entlang der z-Richtung, der mit
dem Ansatz

Y(7) = e=Fetlg(a)g (3.94)
gelost werden kann (&,: Spinorwellenfunktion). Die stationdren Zusténde besitzen die Wellen-
funktion )

L P22 /92
Ok, () = m}lﬂ[(x — ky2) /€)= @R E)7/28 (3.95)
mit ¢? = hc/|leB| und den Energien
h2k? 1
B = 52+ e <n + 2) - WTBBS (3.96)

wobei s = £h/2, n = 0,1,2,.... und die Zyklotronfrequenz w. = |eB|/mec. Die Entartung der
Zusténde ist interessant. Wir betrachten k, = 0 und vernachléssigen den Spin. Wir nehmen an,
dass periodische Randbedingungen im Kubus L x L x L gelten. Das Zentrum von ¢(z) liegt bei
ky€2 mit der Bedingung 0 < ky€2 < L und ky = 2mn, /L. Damit ergibt sich aus der Zahlung der
moglichen n, die Entartung:

LZ

2
0<%€2<L = N,

Die Energien entsprechen einem diskreten Set von eindimensionalen Systemen. Damit ist die Zu-
standsdichte durch die starke Struktur der eindimensionalen Dispersion entlang der z-Richtung
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bestimmt:

N, 1 [ dk. W2k 1\, gum
No(E — 2N §(E-FE =g | 9.0\ E— 5, ~ e 3) TR P
O( y 1y S) [9) kZ(S( n,kz,S) 22 / 2 g < 2m T <n " 2) " h S>

(2m)3/ 2w, 1
872 \/E — hwe(n +1/2) + gupBs/h

(3.98)
Die gesamte Zustandsdichte erhalten wir durch Summierung iiber n = 0,1,2,.. und s = +h/2.
Im Vergleich die Zustandsdichte fiir B = 0:

1 h2 k2 (2m)3/2
No(E) = 525 (E— o ) = 9 VE (3.99)
R s

Hier bilden wir die Zustandsdichte fiir eine Spinkomponente ab.

%

No

!

B0 £

Abb. 3.11

3.4.2 Oszillationen der Magnetisierung

Die glatte Zustandsdichte des dreidimensionalen Metalls wird im Magnetfeld durch eine stark
strukturierte Form ersetzt, die durch die Quadratwurzel-Singularititen dominiert, deren Posi-
tionen vom Magnetfeld abhédngen. Wir betrachten die freie Energie

F=Nu-TS=Nu—kgT Y In (1 + e*<Envkz,s*“>/kBT) . (3.100)

kzkym,s

Es ist interessant jetzt die Magnetisierung zu untersuchen, die wir aus freien Energie durch
Ableitung nach B erhalten: M = —0F/0B. Die Rechnung ist etwas aufwendig und wir verweisen
auf die Literatur, z.B. J.M. Ziman ”Prinzipien der Festkorpertheorie”.

1 7kpT [ep o= 1 Sin(%—mﬁ)

B F KB

M =NxpB [1—-+ E —_——— 3.101

XpP 3 ,LLBB 'LLBB 1 \/17 sinh (71—21/%) ( )
- “B

wobei x p die Pauli-Spinsuszeptibilitit ist, die sich aus dem Zeeman-Term herleitet. Beachte, dass
die beiden ersten Terme "1 — 1/3” sich aus der Spin-Suszeptibilitdt yp und der Landau’schen
diamagnetischen Suszeptibilitdt yr zusammensetzen. Der letztere ist ein orbitaler Beitrag der
Landau-Niveaus, und es gilt

P = —3xL (3.102)

Fiir geniigend tiefen Temperaturen, kgl < pupB, werden als Funktion des angelegten Feldes
Oszillationen der Magnetisierung sichtbar. Der dominante Term kommt von v = 1. Die Oszil-
lation ist eine Konsequenz der Singularitéiten in der Zustandsdichte, deren sukzessiven Passage
der Fermienergie durch Aufdrehen des Magnetfeldes das magnetische Moment beeinflusst. Das
Intervall der Oszillationen ist gegeben durch

TeR 1 1 2up  2he 2m 2me 1

1B (B) m <B) €p 2me h?k%  he A(krp) ( )
mit A(kp) = k% als Querschnittsfliiche der Fermikugel, senkrecht zum Magnetfeld. Dies ist das
Verhalten fiir freie Elektronen.
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3.4.3 Onsager-Gleichung

Dieses Verhalten kann auf beliebige Bandstrukturen verallgemeinert werden, indem wir geschlos-
senen Pfade eines Wellenpakets im Magnetfeld betrachten. Die Schwerpunktsbewegung kann
durch quasiklassische Gleichungen beschrieben werden:

13612

o e —

r=1s=—-—4 d hk =—v:x B 3.104
r=vp=g Y un U X ( )
Die Zeit, die bendtigt wird um einen Pfad zwischen k1 und ko zuriickzulegen, berechnet sich

als . .

P21 he [F2 dk
ty—t; = / dk— =25 [ 7 (3.105)
Bk eBJ R 10

wobei ¥ ;- | die Geschwindigkeitskomponente senkrecht auf B.Sei Ak eine Vektor in der Ebene

der Bewegung senkrecht auf k und B , welcher eine Verbindung zu einem Orbit mit Energie
€ + Ae herstellt. Dann gilt

_86 4_86 A];:ﬁ

Aefﬁ.mc AE|=h|7; ||AK], (3.106)

-

78?! ok 1

da 0e/0 k| und Ak senkrecht auf den Bahnen konstanter Energie stehen. Also folgt

h2c 1 Faoo h2c0A; 5
ty —t] = — — Ak|dEk ty — 1t = — d 3.107
27T eB Ac /,;1 | | ~ 27T eB 0 ( )
im Grenzfall infinitesimaler Ak .
Kk

y

N

Hier ist AA; 2 die von A k zwischen k 1 und k o iberstrichene Flédche im k-Raum. Ein ganzer
Umlauf ist in der Zeit T'(¢) vollendet,

(Y.

Abb. 3.12

20 €

(3.108)

Zuriickgreifend auf Bohrs Korrespondenz-Prinzip kénnen wir folgende Beziehung fiir grosse
Quantenzahlen der Landau-Niveaus benutzen:

h

_— 1
T(Enr k) (3-109)

En-l—l,kz - En,kz =

d.h. die Differenz zwischen den quantisierten Energieniveaus entspricht der klassischen Frequenz
des Umlaufs der geschlossenen Bahnen. Da wir uns fiir die Energiezustdnde nahe an der Fer-
miflache interessieren, gilt

€F
n ~

> 1 (3.110)
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Mit Hilfe (3.108) und (3.109) kénnen wir nun zeigen, dass

2reB

AA=AEn114,) — AEnk,) = e (3.111)
wobei wir verwendet haben, dass ndherungsweise
8‘4(6) — A(En+1,kz) B A<En,kz) (3 112)

Oe En—i—l,k:z - En,kz

\ ///
N ’
.
extremale DN o \

Flache ) Fermifiéche

Abb. 3.13

Zwischen zwei benachbarten klassischen Bahnen mit quantenmechanisch erlaubten Energien
wird die Fliche A A eingeschlossen. Dies bedeutet, dass gesamte Fliche, die durch die klassische
Bahn fiir gegebene Quantenzahl n und k. eingeschlossen wird,

A(Bng..k2) = (n+7)AA (3.113)

ist, wobei v eine ”Integrationskonstante” darstellt. Dies nennt man die Onsager-Gleichung. Die
Flache, die eine extremale Zustandsdichte an der Fermikante ergibt, entspricht der Bahn mit
En,kz = €.

2meB

Alep,k, =0)=AA(n+7) = = (n+7) (3.114)
woraus nun allgemein folgt, dass die Periode fiir die Oszillationen durch
1 2me 1
Al=)=— 3.115
<B> he A(GF) ( )

gegeben ist. Die Oszillationen, die in der Magnetisierung auftreten, erlauben es die transverse
Querschnittsfliche der ”Fermikugel” zu bestimmen. Indem man die Richtung des Feldes vari-
iert, ldsst sich die Fermiflichen-Topologie bestimmen. Alternative zur oszillierenden Magneti-
sierung kann auch der oszillierende elektrische Wideerstand gemessen werden. Dann sprechen
wird vom Schubnikov-de Haas-Effekt. In beiden Fiéllen ist wichtig, dass die Landau-Energie-
Niveaus geniigend klar erkennbar sind. Dies bedeutet neben ”tiefen Temperaturen” auch eine
hinreichende Sauberkeit des Materials, damit die Elektronen wihrend ihres Umlaufes nicht von
Verunreinigungen gestreut werden. Die Lebensdauer 7 eines Zustandes mit gegebenem Impuls
muss daher viel ldnger als ein Umlauf sein, d.h. w.7 > 1. Die Unschérferelation besagt ndmlich

h
Ae ~ — <K hw, (3.116)
T

Beachte auch, dass vp1T = [ die mittelere freie Weglédnge ist.
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Kapitel 4

Landaus Theorie der
Fermifliissigkeiten

Bisher haben wir die Elektronen im Wesentlichen als unabhéngige Teilchen betrachtet und den
Effekt ihre gegenseitigen Wechselwirkung nur im Zusammenhang mit der Renormierung von Po-
tentialen betrachtet. Dabei haben wir aber nicht an der Tatsache geriihrt, dass die Elektronen
Teilchen sind, die eine gut definierte Energie-Impuls-Beziehung besitzen und im Grundzustand
durch eine gefiillten Fermisee mit einer scharfen Fermifliche beschrieben werden. Dies ist je-
doch nicht garantiert, wenn wir die Streuung der Elektronen aneinander mitnehmen. In diesem
Kapitel zeigen wir jedoch, dass in einem Metall die Beschreibung der Elektronen als Quasiteil-
chen durchaus seine Berechtigung hat. Das Konzept der Quasiteilchen wird uns zu Landaus
phénomenologischen Theorie der Fermifliissigkeiten fiihren.

4.1 Lebensdauer eine Quasiteilchens

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit dem Problem der Lebensdauer des Zustandes eines
Elektrons, das zu einem gefiillten Fermisee hinzugefiigt wird. Der Impuls sei i k und die Energie
€p = R2k2/2m mit |k| > kp und e i > er. Durch die Wechselwirkung mit den anderen
Elektronen kann dieser Elektronzustand jedoch in einen Vielteilchenzustand zerfallen, wobei der
erste Schritt in der Erzeugung einer zusétzlichen Elektron-Loch-Anregung besteht.

o K

k-q
° k'+C

Abb. 4.1

Der Ubergang ist erlaubt, wenn der Impuls und die Energie erhalten bleiben:

7 7 = ! ! =

k=(k—-q)— k" +(k'+q) und =€t (4.1)
Wir berechnen die Lebensdauer unter Verwendung von Fermis Goldener Regel. Die Lebensdauer
entspricht der Ubergangsrate vom Zustand |k) zu |k — ¢, k' + ¢; k') gemiiss Abb. 4.1:

2

4re?
nng,(l - n07,;7§,)(1 - noﬁ,ﬂy)é(elgqu A (e 6,;,+q.)) (4.2)

q*¢(q,0)

1_27T
TE_h

7, o

yq
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Wir fiithren zuerst das Integral iiber k' unter der Bedingung, dass die Energie €, P klein
ist. Dann kénnen wir das Integral auf folgende Form reduzieren:
2 31/ N(er) “Yi,k
Sa ) = (aap /d Fong (L= mg fry )€ g — o —hwg ) = — = (43)

wobei N(ep) = mkp/m?h? die Zustandsdichte der Elektronen an der Fermifliche und we g =
W2k - §— @2)/2m > 0 ist.!

Das verbleibende Integral iiber ¢ fithren wir unter der Voraussetzung aus, dass das Matrixele-
ment |[4me?/q?e(7,0)|> nur sehr schwach von ¢ abhiingt, insbesondere fiir kleine ¢, d.h. die
Wechselwirkung ist kurzreichweitig. Wir benutzen Kugelkoordinaten:

2
4rre? ‘ We k

1 :N<€F)/ 3
Tr 4(27)3 Jpes (B - )22

?e(7,0)| qup
N 2k 4 2 |2
z(eF)g/ dg | —c— q/ dp deosb w._ (4.5)
4((27T) 0 qe(q70) UF 6;—5F>qug>0 4

N(ep)e* (e —er)? /W dq
VF h? o la?e(q,0)?

Beachte, dass das letzte ¢-Integral nur konvergiert, falls der Integrand maximal mit ¢ (o < 1)
fir ¢ — 0 divergiert. Fiir die Dielektrizitatskonstante, die wir im letzten Kapitel berechnet
hatten, ist dies sicher erfiillt.

Die Essenz des Resultats ist, dass

Ti-* 0.8 (6;; - €F)2 (4'6)
k

fiir k oberhalb, aber sehr nahe bei der Fermiféiche. Das bedeutet, dass der Zustand des Elektrons
| k s) nur noch als Resonanz mit einer Breite i/7; auftritt. Nichtsdestoweniger finden wir, dass

h/TE k—kp
3

——— 0 (4.7)
k

!Dieses Intergral wird fiir kleine w in zylindrischen Koordinaten geldst, indem die Richtung von § als Achse
betrachtet wird:

. 2 ko kg h2q2 h2qk|’| m ) )

k1

mit k3 = k% — kﬁyo und k7 = k% — (kj 0 + q)°, wobei sich k| o = (2mw — hq)/2hq aus der Nullstelle der §-Funktion
ergibt.

!

Abb. 4.2

Die Wellenvektoren k2 und k1 entsprechen der oberen bzw. unteren Grenze, die aus der Einschrankung n, ;, (1 —
Ny 7o +(i) folgt und durch einfache geometrische Betrachtung bestimmt werden. Durch Einsetzen erhalten wir
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d.h. die Resonanz wird nahe bei der Fermifliche beliebig scharf, so dass das Konzept des Quasi-
teilchens fiir die Elektronen anwendbar bleibt. Damit bleibt auch der Wellenvektor oder Impuls
eines Elektrons eine (verniinftig) gute Quantenzahl. All dies ist eine Konsequenz des Pauli-
Ausschliessungsprinzips, welches den Phasenraum fiir die Zerfallsprozesse eines Elektronzustan-
des sehr stark einschrénkt, speziell nahe bei der Fermifliche. Es ist aber wichtig, dass unsere
Abschatzung der Lebensdauer davon abhing, dass das Potential kurzreichweitig ist. Langreich-
weitige Potentiale konnen dieses Verhalten stark beeintrachtigen. Physikalisch hat das damit zu
tun, dass eine reichweitiges Potential mehr Zerfallskanile 6ffnet.

/ A

Abb. 4.2

4.2 Landau’sche Theorie der Fermifliissigkeiten

Die Existenz der wohldefinierten Quasiteilchen, die Fermionischen Charakter besitzen aber sehr
viel komplexere Vielteilchengebilde sind, fithrte Landau zu folgende phénomenologischen Theo-
rie. Wie die unabhingigen Elektronenzustédnde durch ihre Wellenvektoren k und Spin s un-
terscheidbar sind, konnen Quasiteilchen durch (E ,0) charakterisiert werden. Es l&sst sich eine
Eins-zu-Eins-Abbildung der unabhingigen Elektronen auf die Quasiteilchen durchfiihren. Dies
bedeutet auch, dass die Zahl der Quasiteilchen mit der Zahl der urspriinglichen Elektronen mjt—

einander iibereinstimmt. Wir definieren die Impulsverteilungsfunktion der Quasiteilchen, n,( k),
die die Bedingung erfiillt:

N=> ne(k), (4.8)
Ro

wobei o den Spin der Quasiteilchen bezeichnet. Im Grundzustand ist diese Verteilungsfunktion
analog zur Fermi-Dirac-Verteilung eine Stufenfunktion.

nO (k) =0(kp - |k|) (4.9)

Fiir ein sphérisch symmetrisches Elektronensystem, ist die so definierte Fermiléche wieder eine
Kugel mit gleichem Radius kr wegen der gleichen Teilchenzahl. Im allgemeinen kann jedoch die
Fermifliche durch die Wechselwirkung deformiert werden, ohne die grundlegende Symmetrie des
Systems zu verdndern. Dabei bleibt das Volumen, das von der Fermifldche eingeschlossen wird
erhalten (Luttinger-Theorem: Erhaltung des Fermi-Volumens, J.M. Luttinger, Phys. Rev. 119,

1153 (1960)). Beachte, dass die Verteilung ngo)(E) nicht identisch ist mit n, 7 = </C\Tﬁs/c\]—58>

Oks k
(Abb. 4.3). Interessanterweise hat n,; immer noch einen Sprung an der Fermienergie, der
jedoch im Allgemeinen kleiner als 1 ist. Die Grosse dieser Unstetigkeit in n ;- ist ein Mass fiir

das ”Gewicht” des Quasiteilchens an der Fermifliche, d.h. welcher Anteil der Wellenfunktion
des Originalteilchens (ohne Wechselwirkung) im Quasiteilchen enthalten ist.
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Abb. 4.3
Abweichungen von der Grundzustandsverteilung werden durch
ong (k) =no(k) —nlO(k) (4.10)

beschrieben, welches die wesentliche Information iiber das System enthélt. Wir definieren nun
eine Energie, die von der Quasiteilchen-Verteilung abhéngt:

E=FEo+) e (k)ins(k) +7 S fowr (kK00 (E)one (k') +O@6n®)  (4.11)
k.o k., koo’

wobei Ey die Grundzustandsenergie bezeichnet. Dabei sind sowohl €, (k) als auch f,q (K, k')
phénomenologische Grossen, die aus dem Experiment bestimmt werden kénnen. Die variationelle
Ableitung

o 5E . .
Eg(k):(sno(;z) = e, (F) wa Eong (K'Y + - - (4.12)

liefert eine effektive Energie-Impuls-Beziehung €, ( k ), die von der Verteilung aller Quasiteilchen
abhingt. Ein Quasiteilchen bewegt sich also im mittleren Feld der anderen Quasiteilchen. Die
zweite variationelle Ableitung definiert dann die Kopplung zwischen den Quasiteilchen

’E 1 -
fs — = —foor(k, k') . (4.13)
ong(k)ong (k') &

Wir fuhren eine Parametrisierung dieser Kopplungen ein, indem wir annehmen, dass Abhéngigkeit
vonk, k' sich auf den Relativwinkel 05, ok beschrénken lidsst (sphérische Symmetrie), da wir nur
Quasﬂ:eﬂchen sehr nahe von der Fermifliche betrachten:

Foe (K, k") = fo(k, K'Y + 00’ fo(k, K = ok K) Zfl “Pcostyj)  (4.14)

mit k¥ = k/|k| und Pj(z) sind die Legendre-Polynome (s,a stehen fiir symmetrisch bzw.
antisymmetrisch). Wir fithren folgende Parameter ein:

N(ep)ff =Ff  und  N(ep)ff = Ff (4.15)

wobei in der Literatur oft auch die Notation F}* = Fj und F = Z; verwendet wird.

4.2.1 Spezifische Wirme und Zustanddichte

Die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion zeigt, dass bei tiefen Termperaturen die Differenz

-

ong(k)=nOT, k) —n90, k) = o Zéna x T? + O(T*) (4.16)

Damit diirfen wir zu niedrigster Ordnung

ne(k) =

= 4.17
e e(K)—m)/kaT 4 1 (4.17)
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mit e,( k) anstelle des renormierten (k) verwenden, da € sich nur in der Ordnung 72 von €
unterscheidet. Wenn wir uns auf die fithrenden Terme konzentrieren (meist 7° und 7T"), kénnen
solche Korrekturen vernachléssigt werden.

Wir betrachten die spezifische Wiarme mit Hilfe der Entropie des Fermionischen Systems. Fiir
jedes Quasiteilchen mit gegebenem Spin ist ein ”Platz” k reserviert. Die Entropie-Dichte be-
rechnet sich mittels der Verteilungsfunktion:

kp

Q£
k.o

S = {ng(é’)lnng(é)ﬂl—ng(zz’)]ln[1_na(zz)]} (4.18)

Die spezifische Wirme erhalten wir nun durch Ableitung nach T

(K)/kpT K k
C_05 _ ks ¢ §(k) , _no(k) (4.19)
T or QL= (e(F)/ksT 4 1)2 kpT? 1 —n, (k)
k.o \—_’,_/
=(2cosh(&(k)/2kpT)) =2 =¢£(k)/kpT

wobei wir die Notation &( k) = e( k) — p verwendet haben. Daraus ergibt sich fiir T — 0:

N 2 k2, N +oo 2 *kpN
C . (EFg/ 25 < kB (EF)/ dy—L =T (r) _ | (a.20)
T~ 1kgT cosh?(&/2kpT) 4 J o Tcosh?(y/2) 3

das bekannte Verhalten C' = 7T'. Die Zustandsdichte an der Fermienergie folgt aus:
hkp

m*

2 - k2 m*kp
=  N(ep) = 525(6(/@ —ep) = W%F = 53 (4.21)
3

Vigelk)lg, = v =
wodurch wir die effektive Masse m* definieren.

4.2.2 Kompressibilitit

Ein Fermigas hat eine endliche Kompressibilitéit, da jedes Fermion wegen des Pauli-Prinzips
einen gewissen Raum fiir sich beansprucht. Diese wird durch die Wechselwirkung modifiziert.
Die Kompressibilitéit x ist definiert durch:
109
K=——— 4.22
wobei p den uniformen (hyrostatischen) Druck bezeichnet, der bei T' = 0 mit der Anderung der
Grundzustandsenergie unter Volumenédnderung zusammenhéngt:

OEy 1 0’Ey 5 0%
_9=0 ol —n22°

N R R
wobei Fy = Qé(n) und n die Quasiteilchendichte (n = N/Q). Das chemische Potential folgt aus

0B, 0e 1 Lo
HEON Tan 7w "om (4.24)

p= (4.23)

Eine Anderung von n und kp sind verkniipft miteinander:

N Kk k%
- - F = £ . 4.2
n=q = 3.0 = on = Okp (4.25)

Ebenso ist das chemische Potential von kp abhingig: u = e(k p, ng(k )).

—

F)ong(k)
k) Okp

1 4 7 /
Okp = vphbkp + & > foo(kip, kO(K — kp)dkp  (4.26)

L/ 5t
k' o

5“ = vphdkp +
oMNg

de(k
(
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so dass

o Arkf [ Ay, - thF A, oo -,
D ot ws/ 5 foi ) VNG [ RG] s

Damit ergibt sich unter Verwendung von (4.15) und (4.24)

l N 8M 8kp . 2

{1+ ES) (4.28)

4.2.3 Spin-Suszeptibilitit

Wenn wir ein Magnetfeld anlegen, dann &dndern sich die Quasiteilchenenergien je nach Spin-
Orientierung. Da wir ein isotropes System behandeln, kénnen wir ohne Verlust der Allgemeinheit
das Feld entlang der z-Achse legen und erhalten fiir die Energieinderungen:

Seo(k) = g,u,BH + = Z foo (K k"ong (k') = guBH% : (4.29)

Die Wechselwirkung fithrt zu einem effektiven gyromagnetischen Faktor g, der von g = 2 ab-
weicht. Betrachten wir den Wechselwirkungsterm:

Z oo (B BN (B = &3 Fo (R E'>W6e0/<z€'>

k! .o aﬁo—l(k,
’ (4.30)
- B, RS (R nZ
) Z foor (K, k")é(e0 (k') — €r)gup )
k!0’
Damit leiten wir aus (4.29) folgende Gleichung her:
as, . - g
§g=g—gN — K fa =g— gF¢ = . 4.31
i=g-aNter) [ TEPER) =i = a= (4.31)

Die Magnetisierung berechnet sich nun aus der Verteilungsfunktion:

o a@na 1_5 - o - - o
Mz—gusz —0ng(k) = —gu BZ deg(k) = gpp Y | 50(co(k) = er)appH
ka k.o

E 2
(4.32)
und schliesslich die Suszeptibilitit
M 2u4N
Y = HB (EF) (433)

HQ 1+ E§

Die Anderung der Quasiteilchen-Verteilung im Magnetfeld fiihrt also zu einer Riickkopplung,
die die Suszeptibilitéit verstdrken oder schwéchen kann.

4.2.4 FEffektive Masse

Wir untersuchen nun die effektive Masse der Quasiteilchen. Diese Masse héngt natiirlich von
der Verteilung der anderen Quasiteilchen ab, da sich ein Teilchen nicht unabhiingig von den
anderen bewegt. Betrachte eine System bei dem alle Teilchen einen zusétzlichen infinitesimalen
Impuls 7 ¢ erhalten haben (Gallilei-Transformation) und vergleiche die Energie mit derjenigen
des Grundzustandes:
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(4.34)

/
o PR O¢q (k')
) N . - ; .
:hq Zéna(k) v(k)'f'ﬁZfaa’(kak/)(s(ea’(k/)_eF)U(k)
k,o k',o’

(4.35)
mit v(k) = V pes(k)/h = hk/m*. Zum Vergleich betrachten wir nun die Energieinderung
eines einzelnen Teilchens mit einer infinitesimalen Impulsverschiebung A

1 1 h
SE=—(F+hq)?——p’~—5 ¢ 4.
5 (P hT) — 5P~ - q (4.36)
Daher ist obige Energieinderung auch
5E:hq-’-sz5ng(1%’) (4.37)
e~ m ’
k.o
so dass .
h 7 1 oo o 70
= T(k)+ g D fer (R, BN (k) —ep) T(R') (4.38)
k'’ o’
und A
1 A, o~ o kK
i N k' rs k ]C/
= NG [ R
(4.39)
m* 1
=1+ -F;
= m + 37!
wobei der Faktor 1/3 aus 1/(2] + 1) fiir [ = 1 herriihrt, denn
/ dz P(2) Py(z) = o (4.40)
20+1
4.2.5 Stabilitidt der Fermifliissigkeit
Bei der Renormierung der bisher betrachteten Grossen
Kk m"t 1 x m* 1 m* 1
- = £ = it — =1+ =-F} 4.41
o mitE yo mitEe 0 o m T oT3h (4.41)

fallt auf, dass z.B. die Kompressibilitdt « und die Suszeptibilitdt x divergieren fiir Fj — —1
bzw. F§ — —1. Dies wiirde eine Instabilitdt des Systems bedeuten. So fiihrt eine divergierende
Suszeptibilitdt zu einem Ferromagnetischen Zustand mit aufgespalteter Fermifléiche, in eine fiir
die beiden Spin-Richtungen. Eine divergierende Kompressibilitdt wiirde einer spontanen Kon-
traktion des Systems entsprechen.
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Man kann sich natiirlich beliebige Abweichungen vom einfachen Fermifliissigkeitszustand vor-
stellen, die sich nach der Deformation der Quasiteilchenverteilungsfunktion um die Fermiflache
klassifizieren lassen:

ng(k) = ong Py(cos ;) (4.42)
=0

~ ~ ~

Fiir Ladungsdichtedeformationen gilt én41 (k) = dn_; (k) und fiir Spindichtedeformationen n (k) =

—on_1(k). Die Stabilitét der Fermifliissigkeit gegeniiber irgendeiner dieser Deformationen erfor-
dert, dass

S,a

1 L 0 4.43
TS (4.43)

Man sieht, dass die Renormierung in der Fermifliissigkeit auch zu einer Anderung des Wilson-
Verhéltnisses fiihrt:

R _xw_ 1
Ro X0 Y 1+F61

(4.44)

wobei Ry = x0/70 = 6u%/m?k%. Beachte, dass das Wilson-Verhéltnis nicht von der effektiven
Masse abhéngt.

Das Erstaunliche der Fermifliissigkeitstheorie ist, dass selbst sehr stark wechselwirkende Fer-
mionen Fermifliissigkeiten bleiben. Dies gilt fiir die Quantenfliissigkeit *He sowohl wir fiir die
Systeme schwerer Elektronen, die Verbindungen zwischen Ubergangsmetallen und seltenen Er-
den sind. Beide stellen sehr stark renormierte Fermifliissigkeiten dar.

4.3 Einfache mikroskopische Betrachtung

Die rigorose mikroskopische Herleitung der Landau’schen Fermifliissigkeitstheorie erfordert eine
quantenfeldtheoretische Formulierung und geht iiber diese Vorlesung hinaus. Aber ein einfacher
Einblick lédsst sich schon mit Hilfe einfacher Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie gewinnen.
Betrachten wir folgendes Modell von Fermion mit einer Kontaktwechselwirkung:
~ ~t P,
Z CiratCr—a SR C R (4.45)

_ I
H_Zek’ ks k:s+
ks k. kG

Q=

wobei € = h?k?/2m.

4.3.1 Landau-Parameter

Wir nehmen eine gegebene Impulsverteilung n ; = ( an und entwickeln die entsprechende Energie
nach der Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie:

E=EO4+E®O L E® ... mit
B0 = Yepny,
E,s
U (4.46)
1
EW = Q Z; MR
k,k’
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Der Term zweiter Ordnung enthélt virtuelle Prozesse, d.h. die Erzeugung von Teilchen-Loch-
Anregungen. Der Zahler dieses Terms ldsst sich ausmultiplizieren in vier verschiedene Terme.
Betrachten wir zuerst den Term quadratisch in n

g
5 U2 g U
EL _p) Y TR . - Nz, 4.47
T ﬁz Fter TRl CRg QZ”’””“ (4.47)
VN +a q R
wobei wir eine renormierte Wechselwirkung definiert haben:
U? 1
U=U+ — (4.48)
Q) £ EE—FEE, €ivqg ~ CE—gq
Eigentlich ist U abhingig von den Wellenvektoren k , k’. Wenn wir uns aber aber auf die Nihe
der Fermioberfliche konzentrieren, ist die Abhéngigkeit schwach. Der nichst hohere Term ist
kubisch in n:
72
g U

> "E R PR T g)
02
kELq

€p teg —€hig TR
in ng verschwindet.

(4.49)
q
Wir haben hier U? durch U? ersetzt, was bis zu dieser Ordnung erlaubt ist. Der Term quartisch
Wir kénnen die Energie F beziiglich n j  variieren und erhalten
- U U 2 e ! (
(F)=cpt+ g2 men— gz 2
k./

MEeqt Y g) TP e
€p +€7, —€x
R q ET R

—

(4.50)

k+q ~ ‘E-gq
und analog fiir €| (k). Mit Hilfe der Definition (4.12) bestimmen wir die Kopplungsparameter.
Wir beginnen mit f11( kp, k '=) mit Wellenvektoren auf der Fermikugel. Die Terme, die zu dieser
Kopplung beitragen sind:

U NRg TRy
2 E+d7 ¢ R — €~

Q e llep e —€p s~ €hg

25 (4.51)

kp—kipk1—ko

ki ko 2 Tk
wobei wir k + ¢ = k p fixiert haben. Daraus ergibt sich
. - - U? 26EF__‘I ki—ko
fﬁ(kF,k%)qu(/fﬂk%):?@ > ongy S (4.52)
ki ko Fa o Tk
Analog erhilt man die anderen Kopplungen:
frilke, k'p) = fiy(kp, k

/

Un , U?
F) =

Of 4ok ot Ky OFy4Foskpt Ky
7+@ LIS P +ep — 2 * €r —€r
El,];2 k1 ko F k2 k1
(4.53)
Wir kénnen nun die Kopplungen durch den Winkel 6 zwischen k r und &k’ ausdriicken.
U UN (e cos 6
Joor (6) = 5 {1+ 2( ) <2+

1 +sin(6/2)
2sin(0/2) M1 sin(0/2)> } O’
B {1 N 0N2(€F) (1 _ sin(6/2)

1+ sin(0/2) p
3 T sin(9/2)> } ‘M]

(4.54)
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Daraus bestimmen wir die wichtigsten Landau-Parameter (i = UN (ep) > 0):

1
Fg:a{1+a<1+6(2+1n2)}:a+1.449a2>0
o 2 ) ~2
F=—uql+a(1-3(1-n2))s=—i—0895a* <0 (4.55)

2
Ff = ﬂ21—5(7ln2 —1)=10.5144> >0

Daher wird in jedem Fall die effektive Masse m™* grosser als die nackte Masse m, denn die Wech-
selwirkung der Teilchen untereinander erzwingt die Bewegung vieler Teilchen, wenn man eines
bewegen will. Es zeigt sich jedoch, dass Kompressibilitdt und Suszeptibilitédt sich je nach dem
Charakter der Wechselwirkung verhalten. Ist die Wechselwirkung repulsiv (@ > 0) nimmt die
Kompressibilitéit ab - es wird schwieriger die Fermifliissigkeit zusammenzudriicken -, wahrend die
Suszeptiblitit ansteigt - es wird leichter die Spins zu polarisieren. Umgekehrt wird die Kompres-
sibilitédt grosser, wenn die Wechselwirkung attraktiv ist - die Kontraktion der Fermifliissigkeit
wird erleichtert -, und die Suszeptibilitéit sinkt ab - es ist schwieriger die Spins zu polarisieren.
Der Fall der attraktiven Wechselwirkung ist jedoch komplexer, da die Fermifliissigkeit in diesem
Fall instabil ist und in eine suprafliissige Phase iibergeht, wie wir spéter sehen werden.

4.3.2 Unstetigkeit in der Verteilungsfunktion

Wir stellen nun noch einige Betrachtungen iiber die Zusténde innerhalb der Rayleigh-Schrédinger-
Storungsrechnung an. Die Berechnung der Korrekturen zum Grundzustand |¥g), dem gefiillten
Fermisee, ist relativ einfach:

W) = ,qj(ﬂ)> + ‘\p(l)> 4.
et et

U k+a Fr_ge ks ks
vy = |y d ey == A 7 1
WO = o) nd W) =g 3 Zﬁﬁ%fféw—%_ )
k. k.G s q

= (¢t ¢

Damit bestimmen wir die Impulsverteilungsfunktion (7 s

is) fs)
_ et ep vy o
(ng,)= D) = ()0 + (7

Y 4 (4.57)

Hier ist (7 Es>(0) natiirlich die einfache Stufenverteilung ©(kp — | k), und

k| < ke

U2 Z (1—77,];1)(1—71752)’0123
92 €r +ep —e€p

. K1,k ks ¥ ks K
(ﬁ,;s> = (4.58)
U? nyny (1—nz o

oy tetelon) K| ke

Q P EQESGEI—I—GEQ—EE—EES

— €~ E+E3,E1+E2
1 ko

E+E3,E1+E2

Wir verwenden dieses Resultat, um die Grosse der Unstetigkeit der Verteilungsfunktion an der
Fermikante zu bestimmen:

2
(g, )= (g, )=1- (UN“)) In? (4.59)

Der Sprung von (7 ) wird reduziert, unabhéngig vom Vorzeichen der Wechselwirkung. Der
Sprung ist auch ein Mass fiir das Gewicht des Quasiteilchenzustandes an der Fermikante.
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Es ist interessant die gleiche Betrachtung fiir ein eindimensionales System anzustellen. Nach
etwas Rechnung findet man

1 U? Ky
— k>k
SRl k—kp T
()@~ (4.60)
1 U? k_
k< kp

T8 Rl ke — K
wobei k4 und k_ Abschneideparameter sind von der Grosse von kp.

ANy ANy

Abb. 4.4

Es ist offensichtlich, dass die Storungsrechnung fiir & — kp versagt. In der Tat besitzt die Ver-
teilungsfunktion in einer Dimension keine Unstetigkeit bei k = kr sondern nur eine Singularitét.
Dies zeigt an, dass es auch keine Quasiteilchengewicht gibt und die elementaren Anregungen eher
durch kollektive Anregungen ausgedriickt werden sollten. Es gibt eine Formulierung mittels der
sogenannten Bosonisierung der Fermionen, die diese Form der Anregungen beschreiben kann.
Diese geht jedoch iiber das Ziel dieser Vorlesung hinaus. Eine wichtige Tatsache ist jedoch, das
in einer Dimension die Fermionen zerfallen und Ladungs- und Spin-Anregungen unabhéngig be-
trachtet werden konnen (Spin-Ladungsseparation). Dies ldsst sich auf einem Gitter mit ungeféhr
einem Elektron pro Gitterplatz (halbe Fiillung) sehr gut zeigen, wenn wir davon ausgehen, dass
die dominante Spinkorrelation antiferromagnetisch ist (wie wir spéter zeigen). Dann sind beide,
Ladungsanregung und Spinanregung eine Art von Doménenwand, die sich mit verschiedenen

SERSEIRY

Ladung \Sﬁi?
HHot T

Abb. 4.5
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Kapitel 5

Transport in Metallen

Die elektrische Leitfahigkeit ist eine der bemerkenswertesten Eigenschaften von Metallen. Es
gibt verschiedene Einfliisse, die die Leitfdhigkeit eines Metalls bestimmen. Ein perfektes Metalls
ist bei T' = 0 eine perfekter Leiter. Aber Verunreinigungen sind verantwortlich dafiir, dass ein
Restwiderstand bestehen bleibt. Bei endlichen Temperaturen kénnen Streuprozesse der Elektro-
nen untereinander und zwischen Elektronen und Phononen zu einer T-abhéngigen Leitfdhigkeit
fithren. Elektronen spielen aber auch eine fithrende Rolle beim Wirmetransport in Metallen.
Den Effekt eines magnetischen Feldes, den Hall-Effekt und den Magnetowiderstand, werden wir
hier nicht behandeln.

5.1 Elektrische Leitfahigkeit

Elektrischer Strom tritt als Reaktion auf ein angelegtes elektrisches Feld auf. Dabei wird die
Leitfihigkeit als lineare Antwort-Beziehung zwischen Feld und Strom definiert:

e(j(7,w) = o(q,w) E(§,w) (5.1)

fiir ein homogenes Metall. Interessanterweise besteht eine Beziechung zwischen der Leitfahigkeit
und der dynamischen Dielektrizitdtskonstante, die sich aus der Kontinuitatsgleichung ergibt.

SF T GEN=0 = wlp(@e) - T (F@e)=0  (52)

Damit folgt

Wquw) = 2L0w) G- G(0w) _ o(@:0) T E(§.w) _ o(d,0) {=i7Va(T.w)}
’ Vo(q,w) wVu(q,w) w Vo(q,w) w eVa(q,w)
(5.3)
und 4rre? 4mes
e(qw)=1——5x(q,w) =1+ " o(q,w) (5.4)

Im Grenzfall langer Wellenldngen, ¢ < kp gilt geméiss unserer fritheren Diskussion:

0w =1-2 5 o= (5.5

yw)=1—-—= o(w) =— .
w? drw

Damit erscheint die Leitfihigkeit rein imaginér. Dies ist jedoch nicht der Fall, denn wir kénnen

den Realteil von o(w) aus den Kramers-Kronig-Beziehungen herleiten: o = o1 + ios.

1 [t~ 1 , 1 [t 1 ,
o1(w) =—— dw'P o2(w) und o2(w) = — dw'P co1(w')  (5.6)

!/
—0 W —w T J o w—w
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Fine einfache Rechnung ergibt nun:

w? w?
o1(w) = Zpé(w) , o2(w) = ﬁ (5.7)

Offensichtlich ist dieses Metall eine perfekter Leiter mit einer unendliche Leitfdhigkeit bei w = 0.
Innerhalb dieser Betrachtungen findet sich kein Platz fiir Dissipation, da wir nur Gleichgewichts-
zusténde betrachtet haben.

Es ist interessant zu sehen, dass es eine Summenregel gibt, die sogenannte f-Summenregel:

00 1 [too w2 2
/0 dw' o1(w') = 2/ dw'’ al(w')gp _Ten (5.8)

Diese Summenregel gilt fiir alle elektronischen Systemem, in denen Ladungen durch &ussere
Felder bewegt werden konnen (selbst fiir Halbleiter).

5.2 Transport-Gleichungen und Relaxationszeit

5.2.1 Boltzmann-Gleichung

Um das Problem der endlichen Leitfihigkeit anzugehen, eignet sich eine Formuliertung ana-
log zur Fermifliissigkeitstheorie, basierend auf der Verteilungsfunktion der Quasiteilchen. Diese
werden in der Transport-Theorie die Abweichung vom Gleichgewichtszustand beschreiben, der
durch Relaxation erreicht nach einiger Zeit wird, wenn das System nicht von aussen beeinflusst
wird. Wir fithren die Verteilungsfunktion f( k ,0; T, t) ein, wobei

Bk
(2m)?

f(k o: 7 t)dr (5.9)
die Zahl der Teilchen in einem infinitesimalen Phasenraumelement an der Position (k, 7) mit
Spin o zur Zeit t bestimmt (wir werden im Folgenden den Spin vernachléssigen). Die Gesamtzahl

der Teilchen ist folglich
N= /f (F .o 7 1) OF (5.10)
"y
Damit eine solche Beschreibung Sinn macht, muss sowohl die rdumliche als auch die zeitliche
Variation langsam sein, ¢ < kr und hw < €p.
Die Gleichgewichtsverteilung fiir Quasiteilchen ist gegeben durch

- 1

fO(k:’ T7t) - e(EE*H)/kBT +1 (511>

d.h. die Fermi-Dirac-Verteilung, unabhéngig von der rdumlichen Position und der Zeit. Die
Abweichung

Flk, 7, t) = folk, 7, t) (5.12)

soll klein sein. Die Verteilungsfunktion erfiillt die Boltzmann-Gleichung:

DI _of .0 o _(of
Dt ot 87’ 8k ot Stoss

wobei die linke Seite eine substantielle Ableitung im Phasenraum darstellt (zeitliche Ableitung
im Phasenraum, wenn wir uns mit dem Volumenelement im Phasenraum mitbewegen). Die
rechte Seite heisst Stossintegral und gibt die Rate der Anderung von f durch Stdsse an. Die
zeitlichen Ableitungen von # und k betrachten wir vom quasiklassischen Standpunkt:

(5.13)

: hk iR o .
F=1=— und hk =—e(E + ¥ x B) (5.14)

m
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d.h. die Kraft, die uns vorallem interessiert, wird durch das elektrische und magnetische Feld
erzeugt. Wir werden jedoch nur den Fall B = 0 betrachten.

Wir wenden uns dem Stossintegral zu. Hier spiclt die Wahrscheinlichkeit W (&, k') fiir die
Streuung eines Quasiteilchens vom Wellenvektor k zu k' eine wichtige Rolle. Falls das System
zeitumkehr-invariant ist, dann gilt: W (&, k') = W(k', k), d.h. der umgekehrte Streuprozess hat
die gleiche Wahrscheinlichkeit. Betrachten wir einfache Streuprozesse an statischen Potentialen,
dann gilt:

@{)S -/ éif); [WCE BSCE, 7001 (R 7.0) (5.15)

W (k' k) (K, 7 0){1— f(k, 7,t)}

Der erste Term beschreibt den Prozess, dass ein Quasiteilchen mit k nach k' gestreut wird.
Dies kann nur geschehen, wenn ein Telchen bei k vorhanden ist und es kein Teilchen bei &’ gibt
(Spin erhalten). Dieser Prozess z&hlt negativ, da die Zahl der Quasiteilchen mit k im gegeben
Phasenraumelement verringert wird. Der zweite Term beschreibt gerade den umgekehrt Prozess
und erhoht folglich die Teilchenzahl im Phasenraumelement. Aufgrund der Zeitumkehrinvarianz
konnen wir die beiden Terme zusammenziehen:

(2{)5 = / éj‘;;W@ PR 70— f(R 70 | (5.16)

Damit ist die Boltzmann-Gleichung eine relativ komplizierte Integro-Differential-Gleichung. Falls
die Abweichung vom Nichtgleichgewichtszustand gering ist, konnen wir das Stossintegral appro-
ximieren. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Quasiteilchen-Energie € isotrop ist und

die Streuprozesse auch nur vom Relativwinkel zwischen k und k' abhéngen und elastisch sind.

Dann setzen wir an . -
(af> :_f(karat)_f()(karat) (517)
ot Stoss T(EE)

Dabei ist fo(k, 7, t) eine lokale Gleichgewichtsverteilungsfunktion wie in (5.11) aber im Allge-
meinen mit orts- und zeitabhéngigem chemischen Potential und Temperatur, p = u(7,¢) und
T = T(7,t), wobei beide langsam variieren. 7(ej) ist die sogenannte Relaxationszeit (charak-
teristische Zeit um im ungezwungenen System zum Gleichgewichtszustand zu relaxieren). Man
nennt diese Form Relazationszeit-Niherung.

Wir betrachten die Situtation mit einem uniformen oszillierenden elektrischen Feld E (t) =
E e~ Die Temperatur ist konstant. In der Relaxationszeit-Néherung finden wir, dass

Sf(k, 7 t)=f(k,7t)— fo(k,7,t) = 0f(k)e ™! (5.18)

Wir schreiben die Boltzmann-Gleichung fiir f( k.7, t) = fol k, t)+df( k, 7,t) und setzen

T,
an, dass fo(k, 7,t) = fo(k). Dann folgt durch einsetzen in (5.13)

—iwdf(k)+

eE  fo(k)  8f(k)
T T (5.19)

wobei wir hier die lineare Ndherung gemacht haben, d.h. wir betrachten 4 f( k ) als Entwicklung
in | E'|, die wir nach der ersten Ordnung abbrechen. Damit ist 0 f( k) o< | E |:

o er E 8f0(E) B er E dfo(e) O¢;
(Sf(k)__h(l—icm')' 8E __h(l—in). Oe 8E (5'20)
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Daraus ldsst sich nun der Quasiteilchenstrom berechnen:

—

S Bk, - 2 T(eg)(E - )V dfoler) _j,
J () :26/(27_‘_)31}12.]0(]{,75):—4671_3/613k 1k—iw7'(e,;) (‘gg~k et

; (5.21)
= oap(w)Ege™"
B
wobe e [ afle) (e N
0o =~ 3 de e T iwr(d /dQEk h’Tg‘ (5.22)

Dies entspricht dem Ohm’schen Gesetz mit 0,3 als Leitfahigkeitstensor. Beachte, dass 0,4 dia-
gonal ist, falls das System isotrop ist.

5.2.2 Drude-Form

Im Fall wr > 1 fillt die Relaxationszeit aus (5.22) heraus und wir erhalten fiir ein isotropes
System (1" < Tp):

) i [ g, =S (523
T = S hw FUF: T VS T dnw '

wie wir bereits in Gleichung (5.5) gefunden hatten. Dies bedeutet jedoch nicht, dass wir hier
einen perfekten Leiter haben.

Andererseits sind wir eher am statischen Limit interessiert, die uns die dc-Leitfahigkeit (w = 0)
definiert.

= | de== = = .24

o - e 7(€) - - (5.24)

Dies ist die bekannte Drude-Form der Leitfahigkeit.! Falls 7 nur schwach von der Energie

abhéngt konnen wir auch die w-Abhéngigkeit einfach mitnehmen und erhalten so die optische
Leitfahigkeit:

2 2 _ )
o(w) = T _ % T y T =01 + 102 (5.25)
A1l —iwT 4w | 1+ w?72 14 w272

Damit finden wir auch fiir die Dielektrizitdtskonstante

W3F

=1-—2 . 5.26
() Wi+ wT) (5.26)
Diese Grosse kann nun benutzt werden, um optische Eigenschaften eines Metalls zu diskutieren.
Der komplexe Brechungsindex ist gegeben durch N? = (n+ik)? = ¢. Wir kénnen drei wesentliche
Frequenzbereiche unterscheiden.

Relazationsfreier Bereich (wT < 1 < w,7): Hier finden wir

w2

e1(w) ~ —wiT und ga(w) ~ % (5.27)

Rl

Der Realteil ist konstant und negativ, wahrend der Imaginérteil fiir w — 0 singuldr und dominant

ist. Es folgt
gz(w) w]%f
~ k ~ ~A = 5.28
n(w) (w) =4/ 5 \/ 5 ( )

!Beachte, dass die Drude-Theorie des Elektrontransportes sich aus rein klassischen Betrachtungen als
phénomenologische Theorie herleiten lasst.
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Der Beugungsindex n(w) > 1 zeigt an, dass die Reflektivitit R praktisch 100 % ist, denn

n—1)% +k?
R En+1§2ik2 (5.29)

Der Absorptionsindex k(w) gibt die Eindringtiefe an

c c 2

d(w) = R —, (5.30)

die viel grésser als die Debye-Linge ¢/wy, (~ 107¢ cm fiir hw, = 10 eV) ist. Diese Eindringtiefe
liegt im cm-Bereich fiir Frequenzen von 10 - 100 Hz.

Relazierender Bereich (1 < wT < w,7): Wir kénnen in (w7)~! entwickeln und erhalten:

w2 w2
ew)=1- ;g +i—. (5.31)

w3 T
Der Realteil €1 ~ w% /w? ist immer noch negativ. Fiir die optischen Eigenschaften gilt nun:

Wp

w
k(w) ~ Up und n(w) ~ 577

(5.32)

Es gilt k(w) > n(w) > 1, so dass das Metall auch in diesem Frequenzbereich stark reflektierend
ist, wozu auch der sichtbare optische Bereich gehort. Die Eindringtiefe ist nur noch schwach
frequenzabhéngig und ungefihr gleich der Debye-Lénge.

Ultraviolett-Bereich (w ~ wp und w > wp): In diesem Bereich ist der Imaginérteil praktisch Null
und der Realteil hat die bekannte Form

w?

e1(w)=1~-— w% (5.33)

so dass die Reflektivitét sich drastisch verdndert, von 1 zu fast 0. Das Metall ist im Wesentlichen
transparent fiir w > w,. Damit gibt es auch keine endliche Eindringtiefe mehr.
5.2.3 Relaxationszeit

Mit Hilfe der Ndherungslosung der Boltzmann-Gleichung, (5.20) untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen der Streurate W (k, k') und der Relaxationszeit 7. Es soll die Beziehung

Fk) = folk) [ &K
T(e) ‘/ (27)3

gelten, wobei wir wiederum von einem isotropen System ausgehen. Die Struktur der Lésung von
(5.19) ist

Wk, B){f(k) - f(k")} (5.34)

F(R)=fo(k)+ ARk - E = f(k)—f(E")=AK)(k - k) E . (5.35)

Wir nehmen nun folgende Winkelparametrisierung vor (k | 2):

k- E =kEcos, k- k'=kK cost,
(5.36)
k' E =k E{cosf cos® +sinf sin@ cosd'} .
Mit k ~ k' erhalten wir daraus:
f(k) = f(k") = A(k)kE[cos 8 (1 — cos ') — sinf sin@’ cosd'] . (5.37)
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In die rechte Seite von (5.34) eingesetzt sehen wir, dass der ¢'-abhingige Teil in der Integration
verschwindet.

/dQE,[f(E) _HEY] = A(k)kEcosH/dQE,(l ~ cos?)

(5.38)
= [f(k) —fo(E)]/dQE,(l —cosf)
Damit kénnen wir in (5.34) den Faktor f( k ) — fol k ) auf beiden Seiten weglassen:
1 3k S oo
ey = | @V (k, k)~ cost’ 5.39
T(EE) / (2m)3 (&, k) cos ¢) ( )

wobei zu beachten gilt ¢; ~ ¢, (exakte Energieerhaltung bei Potentialstreuung).

5.3 Streuung an Verunreinigungen

5.3.1 Potentialstreuung

Jede Abweichung des Kristalls von seiner perfekten Periodizitét fithrt zu Streuung der Quasi-
teilchen. Durch solche Streuung verlieren die Quasiteilchen ihren Orginalimpuls. Da die Trans-
lationsinvarianz nicht mehr gewihrleistet ist, gibt es auch keine Impulserhaltung mehr. Die
Energie hingegen bleibt erhalten. Als statische Streuzentren kommen Leerstellen, Versetzungen
oder Fremdatome in Frage. Die Streurate W ( k. k' ) fiir ein Potential V kann durch die Goldene
Regel bestimmt werden.
Wk, R = %nimpumvmm(eﬁ ) = (b 8 iy s (KL F3(e —ez), (5.40)
wobei do/dQ) der differentielle Wirkungsquerschnitt ist.? Die Dichte der Verunreinigungen be-
zeichnen wir mit 7,,;,, wobei wir angenommen haben, dass alle identisch sind. Wir vernachléssigen
hier Interferenzeffekte durch Streuung an mehreren Verunreinigungen, was bei kleinen Dichten
eine verniinftige Ndherung ist.
Es folgt fiir die Lebensdauer des Quasiteilchens mit Impuls hk , dass

1 B3K do , - »
7o ”“”p/ @y ¥ #Mime g (Rs B3R =)
) (5.41)
~ 47mz-mpk:-z7]; e . 9
= Nimph - T po(k) = — Z(Ql + 1) sin” 6; (k)
=0

wobei wir den totalen Wirkungsquerschnitt o (k) durch die Partialwellenzerlegung mit Hilfe von
Streuwellen parametrisiert haben, was moglich ist, wenn die Streupotentiale rotationssymme-
trisch sind.3

Beachte, dass die Relaxationszeit 7 nicht identisch ist mit der Lebensdauer 7, wie sie aus der Gol-
denen Regel folgt. Die Integration mit dem Faktor 1 —cos 6’ in (5.39) gibt der Riickstreuung ein

2Dies entspricht der ersten Born’schen Niherung in der Streutheorie. Dies reicht nicht aus um resonante
Streuung zu beschreiben.
3Die Partialwellenzerlegung ist fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do :% (20 + )€™ sin § (k) Py (cos 0) , (5.42)

— (0
1=0
wobei §;(k) die Streuphase des Streukanals [ fiir die Energie e darstellt. Beachte, dass iiblicherweise die Streu-
phasen mit ansteigendem [ stark abnehmen, was mit der endlichen rdumlichen Reichweite des Streupotentials
zusammenhingt. Fiir ein §-Potential liefert nur [ = 0 eine von Null verschiedene Phase.
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grosseres Gewicht als der Vorwértsstreuung, da letztere sich weniger ”schédlich” auf den Trans-
port auswirkt. Man nennt daher 7 auch Transport-Lebensdauer. Beachte, dass wenn wir nur s-
Wellenstreuung bertiicksichtigen, der differentielle Wirkungsquerschnitt keine Winkelabhéngigkeit
aufweist. Dadurch wird 7 = 7, d.h. die beiden Lebensdauern unterscheiden sich nicht.

Wir bestimmen nun die Leitfidhigkeit fiir die Streuung an Verunreinigungen unter der Annahme,
dass nur s-Wellenstreuung eine Rolle spielt. Dann ist 7(¢) nur schwach von der Energie abhéngig.
Folglich ergibt sich aus (5.24)

2
o= cmrler) L m
m o e*nt(ep)

| =

m

(5.43)

wobei p der spezifische Widerstand ist. Beide sind konstant als Funktion der Temperatur. Man
nennt diesen Beitrag den Restwiderstand eines Metalls, der gegen Null strebt je sauberer und
fehlerfrei das Material ist. Temperaturabhéngigkeit des Widerstandes hat seinen Ursprung in an-
deren Streumechanismen wie der Elektron-Phonon-Streuung oder Elektron-Elektron-Streuung,
die wir spéater behandeln werden. Oft wird zur Angabe der Qualitit eines Materials der so-
genannte RRR angegeben, der residual resistance ratio, der sich definiert als RRR = R(T =
300K)/R(T = 0), d.h. das Verhéltnis zwischen dem Widerstand bei Null- und Raumtemperatur.
Je grosser dieser ist, desto besser ist die Materialqualitdt des Metalls.

5.3.2 Resonante Streuung - Kondo-Effekt

Es gibt auch Fremdatome, die zu resonanter Streuung fithren. Falls die Resonanzenergie nahe
bei der Fermienergie liegt, dann wird die Streurate eine starke Energieabhéingigkeit zeigen und
folglich der erzeugte elektrische Widerstand eine Temperaturabhingigkeit haben. Eine anderes
Beispiel ist die Streuung an magnetischen Verunreinigungen, die einen Spinfreiheitsgrad besit-
zen. In diesem Fall fithrt der interne Freiheitsgrad zu einer dramatischen Energieabhéngigkeit
fiir die Streurate. Dieses Problem wurde zu ersten Mal von Kondo 1964 untersucht, der damit
eine Erkldrung des Problems des Widerstandsminimums in gewissen Materialien gab. Die Kopp-
lung zwischen dem lokalen Spin S des Fremdatoms und den Quasiteilchenspins § hat folgende
einfache Austauschform:

Vi =S Vii=d3 5 5(7)o(7 - Ry)

I
2
(5.44)
fiir lokale Spin S'; bei R ;. Wichtig ist hier, dass auch sogenannte Spinflip-Prozesse méglich sind,

bei denen der Spinzustand des gestreuten Elektrons und des Fremdatoms gedndert wird.
Wir berechnen die Streurate hier nicht, sondern geben nur das Resultat an:

W(k, k')~ J?S(S +1) {1 + 2 N(ep)n— D2 4. }
lep — er|

(5.45)
N 1 J2S(S+1)
m(e) h

N(e) {1 +2JN (GF)1n|e,;l—)epr}

wobei wir annehmen, dass JN(ep) < 1. Die Energieabhéngigkeit ist an der Fermienergie sin-
gulér. Dies deutet darauf hin, dass dies kein gewohnlicher Effekt resonanter Potentialstreuung
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ist, sondern ein viel subtilerer Vielteilchen-Effekt, der die Elektronen an der Fermifliche invol-
viert. Die Tatsache, dass bei einem Streuprozess der lokale Spin umgedreht werden kann, macht
das Streuzentrum dynamisch. Das heisst, dass sich das Streuzentrum sténdig &ndert und ein
Streuprozess eines Elektrons von den vorhergehenden Streuprozessen beeinflusst wird. Die Sin-
gularitét der Streurate bei ep ist die Konsequenz davon. Offensichtlich kann dies nicht auf dem
Niveau erster Born’scher Nédherung beschrieben werden, sondern benétigt mindestens zweite
Born’sche Naherung oder die volle Losung. Wir verweisen hier auf die Literatur: J.M. Ziman:
Prinzipien der Festkorpertheorie; A.C. Hewson: The Kondo Problem to Heavy Fermions.

Das resonante Verhalten bedeutet, dass wir eine starke Temperaturabhéngigkeit der Leitfadhigkeit
erhalten, denn

ek, 1
= de 5
6m2m 4kpT cosh?(e — er)/2kpT)

a(T) 7(€)

(5.46)

e /ngQS(S +1){1 — 2JN(er)In(D/é)
= 8mkpT cosh?(é/2kpT)

Durch einfache Substitution im Integral folgt:

(T) ~ ei"J?S(S +1)91—2JN( )1nA (5.47)
T om 5T '

Der bei kleinen Temperaturen stark ansteigende Anteil des Widerstandes fiihrt jedoch zu ei-
nem Minimum im Widerstand, da bei hohen Temperaturen der Widerstand normalerweise mit
sinkendem 7" abnimmt.

Offensichtlich wird die Leitfdhigkeit fiir kleine Temperaturen unterdriickt. Innerhalb unserer
Naherung wiirde die Leitfahigkeit sogar negativ. Dies ist jedoch ein Problem der Nédherung. In
der Realitét saturiert die Leitfihigkeit bei einem endlichen Wert. Es findet ein Crossover statt
bei einer charakteristischen Temperatur (Kondo-Temperatur)

kpTy = De Y/ IN(er) (5.48)

die eine charakteristische Energieskala dieses Systems darstellt. Das wirkliche Verhalten bei
Temperaturen T < Tx ist nicht durch einfach Stérungsrechnung beschreibbar. Dies ist als
das Kondo-Problem bekannt und stellt einen der interessantesten Korrelationseffekte in der
Vielteilchenphysik dar.

5.4 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Selbst in perfekten Metallen ist die Leitfahigkeit bei endlichen Temperaturen endlich. Die ther-
misch induzierten Gitterverzerrungen bilden fluktuierende Streuzentren. In der Sprache der
Elektron-Phonon-Wechselwirkung werden die Elektronen durch Absorption oder Emission von
Phononen gestreut. Die relevante Kopplung geschieht durch die longitudinalen Phononen, die
lokale Volumenfluktuationen hervorrufen, wie wir dies in Kapitel 3 gesehen hatten. Der entspre-
chende Kopplungsterm hat die folgende Form:

% _ T P S -
Ve =1 g Viq {uqcl}+qﬂsck7s U_;Cr Chigs

k,q.s
(5.49)
. e ~F At .
_QZZ Vq’ M’q‘(bq_bq)cg+i,scgs
k7q-)75

Diese Wechselwirkung beschreibt also Streuprozesse, &hnlich wir sie auch fiir die Wechselwirkung
zwischen Elektronen und elektromagnetischer Strahlung (Photonen) kennen. Die wichtigsten
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Prozesse entsprechen den ”Ein-Phonon”-Prozessen, wobei ein Elektron ein Photon absorbiert
oder emittiert und so seine Richtung &ndert. Die Kinematik erfordert, dass die Energie und der
Impuls erhalten bleiben. Es gilt daher fiir den Streuprozess, bei dem ein Elektron mit k durch
Abgabe eines Phonons mit ¢ in den Zustand mit k' iibergeht:

—

E=k"+ qg+ G und eE:hw[T—i—eE, (5.50)

wobei G ein reziproker Gittervektor ist. Dies schréinkt den Phasenraum speziell fiir Elektron-
energien sehr nahe an der Fermienergie stark ein. Beachte, dass hiwg < hwp < €p.

Zur Berechnung der Streuraten bendtigen wir die Matrixelemente der méglichen Prozesse:*

(k+ @ Ngl(by—bhyet  @p |FNg)

+q,s q
= (F+qlet B {\/Npowp 1= /NG + 10w, v }
(5.51)
(FiN_gl(b_g = b1 )2 @pygp |k + TN )
= (Flet 2py gl B+ @ {\ /N gon_ e 1= N 10N e )
Aus der Goldenen Regel ergibt sich dann
8f 27T 2 g g
(5). =X @ [{sF + @) (- 1) N
k', q
—JR)Y (1= F(E+ @) (14 N_g) foleg g — € +wg) 552

wobei g(§) = V| §|\/2h/pow 7. Die vier Terme beschreiben die vier Prozesse in Abb.5.2 .

RSy

Abb. 5.2

Das Stossintegral fithrt auf eine komplizierte Integro-Differenzialgleichung, deren Losung sehr
miihsam ist. Anstelle der rigorosen Rechnung werden wir hier jetzt mit Hilfe einiger qualitativen
Betrachtungen das Verhalten in verschiedenen Temperaturbereichen erkléren.

Die charakteristische Temperatur der Phononen ist die Debye-Temperatur ©p < Tr. Da die
Phononenergie klein im Vergleich zur Fermienergie ist, fillt sie in der Energieerhaltung kaum ins
Gewicht: € 4 ¢ ~ €. Daher konnen wir uns auf die Impulserhaltung konzentrieren. Wir ndhern
in diesem Sinne das Stossintegral neu durch

4Beachte, dass es ganz analog zur Diskussion der elektromagnetischen Strahlung hier auch aufgrund der Null-
punktsfluktuationen der Phononen das Phinomen der spontanen Phonon-Emission gibt. Dies ist formal erkennbar
in der zusétzlichen ”1” in den Faktoren (1 + N4 7).
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(%), =T S lataPNwq) {1+ ) (1= 1) = 1B (1= 17 + 0)) e 5
+

7

(5.53)
wobei wir nun die Besetzungszahl der Phononen durch die Gleichgewichtsverteilung fiir Bosonen
annehmen:

1
Analog zu friiher setzen wir den Relaxationsansatz an und erhalten
1 21 A d3q
— = hwzN(wg)(1 —cosB)d(er, . —€x 5.55
() h 2N(6F)/(27T)3 iNlwq)(l = cosb)dlez g —ep) (5:55)
wobei | k| = |k 4+ ¢| = kp, d.h. die relevanten Elektronen liegen in der Néhe der Fermifliiche.
Ferner haben wir folgende Parameterisierung gemacht:
NG [ — (5.56)
2N(€F)Q a '

wobei A eine dimensionslose Elektron-Phonon-Kopplungskonstante ist, in Metallen gewthnlich
A < 1. Damit folgt, dass analog zur Streuung an Verunreinigungen die Relaxationszeit nur
schwach von der Energie der Elektronen abhéngt. Es kommt jetzt jedoch eine direkte Tempera-
turabhéngigkeit von den Phononen her. Um das Integral iiber ¢ ausfiihren zu kénnen, miissen

wir zuerst (e P i) analysieren:

<)
N

Abb. 5.3

See —ey=o( (2o ) L Y (5.57)
€hrg—€r)=0( 5 {a £ COS7Y = w2hpa’ \ 27 cosy .
Fiir die Beziehung zwischen v und 6 (Abb.5.3) gilt

2y +0=m = 1—cosh =1+ cos(2y) =2cos’y (5.58)

Offensichtlich wird der Integrationsbereich fiir ¢: 0 < ¢ < 2kp. Damit konnen wir den Integran-
den umformen:

1 A m 2kr d 9 q
) " 2N(ep) Wrkr o q qqu(wq)/dcosycos vé <2k'F —cosy)
(5.59)
B A me 2k q*dg B A mck:]QJ T \° [20p/T yidy
~ 8N(ep) h27ks, /0 ehca/ksT — 1 8N(ep) h2m <@D> /0 ev —1
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wobei wir die Ndherung kg©p = hckp fiir die Debye-Temperatur gemacht haben. Diese Form
hat offensichtlich zwei charakteristische Temperaturbereiche:

kgOp (T \°
3¢(5)Ar—2L2 <> T < ©p
1 h ©p
- = (5.60)
-
A kg©Op T
— Al — T>06
2 & (@ D> > D
Die Leitfahigkeit und den spezifische Widerstand erhalten wir nun aus (5.22):
e*n m 1
o= 7(T) un P=a ) (5.61)
Damit erhalten wir die bekannte Bloch-Griineisen-Form:
0 T« Op
p(T) x (5.62)
T T>0p

Der Hochtemperaturbereich ist alleine durch die Besetzungszahl der Phononen bestimmt, wéhrend
im Niedertemperaturbereich die Einschriankung des Streuphasenraums eine wichtige Rolle spie-
len.

5.5 Elektron-Elektron-Streuung

Wir haben im Kapitel 4 gesehen, dass die Lebensdauer eines Quasiteilchens unter Beriicksichtigung
von kurzreichweitiger Elektron-Elektron-Wechselwirkung in der N&he der Fermienergie stark zu-
nimmt. Der Grund lag im eingeschrinkten Streuphasenraum aufgrund des Pauli-Prinzips. Die
Lebensdauer, die wir hier mit der Relaxationszeit identifizieren, hat im Wesentlichen die Form

1

—— =(C(e—¢€p 2 .
g = Cle—er) (5.63)

Damit kénnen wir die Leitfihigkeit aus (5.22) bestimmen

e2n

o(T) = W (5.64)
und der spezifisiche Widerstand, p oc T2. Dies ist eine Schliissel-Eigenschaft einer Fermifliissigkeit
und wird oft als identifizierendes Kriterium verwendet.

Ein wichtiger Punkt bedarf jedoch hier etwas Erklarung. Man konnte eigentlich folgendermassen
argumentieren. Bei Stossen zwischen Elektronen bleibt der Impuls einer Fermifliissigkeit erhal-
ten. Wie kommt dann der Widerstand zustande? Dieses Argument lédsst das Gitter ausser Acht.
Die Kinematik ist auch erfiillt, wenn Elektronen von der Fermifliche in einer Brillouin-Zone
auf diejenige einer benachbarten Brillouin-Zone gestreut werden, indem ein reziproker Gitter-
vektor miteinbezogen wird. Dadurch geht Impuls an das Gitter iiber. Solche Prozesse nennt
man Umklapp-Prozesse. Diese Streuprozesse spielen auch bei der Elektron-Phonon-Streuung ei-
ne wichtige Rolle.

5.6 Matthiessen’sche Regel

Matthiessens Regel besagt, dass sich Streuraten verschiedener Streuprozesse einfach addieren:

—

W(k, k" =Wyi(k, k") +Wa(k, k) (5.65)
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oder analog in der Relaxationszeitndherung:

11,1, . :”g(l+1>=p1+p2. (5.66)

T T1 ) nesrt ne T1 p)
Dies ist eine "Regel” und kein Theorem. Sie ist nur anwendbar, wenn sich die beiden Streu-
prozesse nicht gegenseitig beeinflussen. Nur schon die Tatsache, dass die Streurate von Ver-
unreinigungen linear von deren Dichte n;,,, abhingt, ist in diesem Sinne verkniipft mit der
Matthiessen’schen Regel. Falls sich die Verunreinigungen gegenseitig beeinflussen, etwa durch
Interferenzeffekte indem ein Teilchen kohérent an mehreren Verunreinigungen gestreut wird,
wiirde diese Vereinfachung ungiiltig machen. Dies kann man sehr eindriicklich in einer Dimensi-
on sehen, wo jedes Hindernis einen endlichen Widerstand R erzeugt. Zwei hintereinander liegende
Hindernisse ergeben den gemeinsamen Widerstand:

2 2
R=Ri+Ry+=—RiRy > R + Ry (5.67)
Im eindimensionalen System kommt es durch die Uberlagerung der riickgestreuten Wellen In-
terferenzeffekte, die unweigerlich beide Hindernisse miteinander verbindet. Zudem muss jedes
Teilchen, das das System traversiert alle Hindernisse iiberwinden.
Es gilt jedoch eine etwas erweiterte Matthiessen’sche Regel, ndmlich

p = p1+p2 (5.68)

Wir nehmen jedoch oft an, dass die Matthiessen’sche Regel anwendbar ist, wenn wir Wider-
standsdaten von einfachen Metallen analysieren. Zum Beispiel kommt das Widerstandsmini-
mum, das Kondo erklart hat, durch die Addition verschiedener Beitridge zustande:

p(T) = po+ pe—p(T) + prc(T) + pe—e(T) = po+CT? +C'(1+2JN(ep)In(D/kpT) + AT? (5.69)

Der Kondoterm steigt an, wiahrend der Teil der Elektron-Phonon- und Elektron-Elektron-Streuung
abnimmt. Folglich gibt es ein Minimum. Schwierigkeiten treten mit der Mathiessen’schen Regel
auf, wenn etwa die Relaxationszeiten von k abhéngen, da dann die Mittelungen nicht fiir alle
Streuprozesse gleich ausfillt. Die Elektron-Phonon-Kopplung kann von der Streuung an Verun-
reinigungen modifiziert werden, insbesondere, wenn anisotrope Fermiflichen verhanden sind.

5.7 Allgemeine Transportkoeffizienten

Elektronen transportieren nicht nur Ladung, sondern auch Energie. Letzteres entspricht der
Ubertragung von Warmeenergie oder Entropie. Es ist leicht zu sehen, dass Ladungs- und Warmetransport
der Elektronen miteinander verkniipft sind.

5.7.1 Erweiterte Boltzmann-Gleichung und das Wiedemann-Franz-Gesetz

Wir betrachten ein Metall mit einer leicht ortsabhéngigen Temperatur 7'(7). Dann hat die
Verteilungsfunktion die Form

0f (k3 ) = f(ks57) = fo(k,T(7)) (5.70)
mit 1
fo(k, T(F)) = expl(ep — u)/kT(7)] +1 (5.71)
Zusétzlich soll die Bedingung gelten
/d3k: SF(R: ) =0 (5.72)



fiir jeden Punkt im reellen Raum. Die Boltzmann-Gleichung fiir die stationére Situation ist

folglich
of L, of =~ of
'l =0 L 4 k. 2L
<8t>8toss YR 8F+ ok
(5.73)

af ol e — .,

= — - . R _ E

Dep {8F T ¢ }

Beachte, dass in E auch ein eventueller Gradient des chemischen Potentials (ﬁ ) enthalten
ist. In der Relaxationszeitndherung fiir das Stossintegral erhalten wir als Losung

- dfo . - €p —poT
woraus fiir den elektrische und den Warmestrom folgt
- dk > 3k .
JEZQ/(27T)36 EfE bzw. Jq:2/(2W)3(6E_M)UEfE' (575)
Daher erhalten wir .
T KO F L (v
Je= KO F + ZKW (-VT)
(5.76)
Ty=eRWE + K (~9T)
I T
mit ) of
(n) 0 n VFaVFp
K J=—— [ de — — ds) .
5 =g [ de D= [ dn et (577
Fiir T — 0 kénnen wir die Koeffizienten ausrechnen °
1 VFaVUF3
K(O) — / 0 -
o5 = Guin F) | T
KM = 7L2(k; T)? 9 ©)(¢) (5.80)
— 3B Oe —ep ’

2
K@ — %(kBT)2 KO (ep)

Wir messen den elektrischen Widerstand unter der Voraussetzung thermischen Gleichgewichts,
d.h. VT = 0 iiberall. Damit ist die Leitfahigkeit wie frither

Tap = 62K((106) (5.81)

Fiir die Warmeleitfihigkeit x gilt, dass wir iiblicherweise den elektrischen Strom J e = 0 setzen
(offener Stromkreis). Dann ergibt sich aus (5.76), dass sich ein endliches elektrisches Feld aufbaut:

—

1. P
E = e—TK(O)_lK(l) VT (5.82)

SWir kénnen mittels der Taylor-Entwicklung folgende allgemeine Niherung fiir 7 — 0 herleiten, falls g(e) nur
schwach von der Energie abhingt:

2 2
~ [ a2 = gtery + %ty 22

. (5.78)

und

_/deg(e)(e — ep)% _ %(kBT)z 8%(:)

wobei wir verwenden, dass p — ep fiir T — 0.

(5.79)
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Somit ist der Warmestrom

1 /- A1) A S - -
Jo=—7 <K<2> - K<1>K<O>*1K<1>) VT =—iVT (5.83)
In einfachen Metallen ist der Korrekturterm in der Warmeleitfahigkeit oft vernachléssigbar.
Daher gilt dann
1 . k% . 72 k?
p=—K® =_""Brg0 - __ZBps 84
T 3 3 e2 (5.84)

was dem bekannten Wiedemann-Franz-Gesetz entspricht. Beachte, dass wir die Warmeleitung
auch in folgender Form schreiben kénnen

S
k= SN (5.85)

wobei S die elektronische spezifische Wéarme ist.

5.7.2 Thermoelektrischer Effekt

Wir haben in (5.82) gesehen, dass ein Temperaturgradient auch zu einem elektrischen Feld fiihrt.
Wir betrachten hier zur Vereinfachung wieder ein vollkommen isotropes System.

E=QVT (5.86)
mit 2 k:2 /( )
o kpT o' (e
@= 3 e ole) (5.87)
Wir untersuchen o’ (¢):
do _ 7'(e€) e27(e) 3. o
>- T(G)U(e)—l—w/d k&(e—ep)up vz (5.88)
Nun verwenden wir L 8
v, 0(e—er) :—ﬁa—kxé(e—eg) (5.89)
und somit 5 (er) 2 (ep)
g T\€p e"Tler
— = N .
e (er) o(er) + m(er) (er) (5.90)

Wir erhalten einen Beitrag, falls die Relaxationszeit stark von der Energie abhéngt. Dies ist
insbesondere der Fall, wenn resonante Streuung fiir 7 verantwortlich ist (z.B. im Kondo-Effekt).
Falls jedoch der erste Term irrelevant ist, erhalten wir

2727 2 2 7.2
Q= _ m kgT e*r(ep) N(er) _ 7w kgT N(er) _ ) (5.91)

3 e mler) o(er) 3 e n(ep) n

was der Entropie pro Elektron entspricht.

b) } %

Metall A

Metall A

Abb. 5.4
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Wir betrachten hier zwei Typen von thermoelektrische Effekten. Der erste Effekt ist die Erzeu-
gung einer thermoelektrischen Spannung in einem bimetallischen System (Abb.5.4 a)). Uber dem
Metall B liegt ein Temperatur-Gradient, der nach (5.86) eine elektromotorische Kraft induziert:

5:/d§~ﬁ:@/d§ﬁT:Q(T2—Tl) (5.92)

Die resultierende Spannung wird in iiber einem zweiten Metall A, dessen beiden Kontakte bei
gleicher Temperatur T gehalten werden. Hier wurde eine bimetallische Konfiguration gewihlt,
da man iiber den Kontakten Spannungsunterschiede haben kann, die man in einem einzelnen
Metall nicht finden wiirde.
Das zweite Phanomen ist der sogenannte Peltier-FEffekt in einem System, das iiberall die gleiche
Temperatur hat. Hier erzeugt ein elektrischer Strom in einem bimetallischen System (Abb.5.4
b)) einen Wirmestrom, so dass beim einen bimetallischen Kontakt Wirme einem Reservoir
entzogen und am anderen abgegeben wird. Der Wéarmestrom ist proportional zum elektrischen
Strom und es gilt

Jg = 11J, mit I ="TQ (5.93)

als der Peltier-Koeflizient.
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Kapitel 6

Magnetismus in Metallen

In diesem Kapitel betrachten wir magnetische Ordnung in Metallen, eine Form der Instabilitit
des Fermifliissigkeitszustandes. Wir beschrinken uns dabei auf die detailiertere Beschreibung des
Stoner-Ferromagnetismus und geben nur einen begrenzten Einblick in den Antiferromagnetismus
oder Spindichtewellen. In beiden Féllen ist es der Spin beweglicher Elektronen, der das magne-
tische Moment liefert. Den Magnetismus lokalisierter magnetischer Momente in Mott-Isolatoren
werden wir im néchsten Kapitel untersuchen.

Typische Beispiel von magnetischen Metallen sind die Ferromagneten Fe, Co oder Ni. Diese
gehoren zu den 3d-Ubergangsmetallen. Hier haben die Leitungselektronen dominant 3d-Orbital-
Charakter, Da diese Orbitale stark an den Ionenrumpf gebunden sind, ist die Beweglichkeit der
Elektronen etwas eingeschriankt und die Wechselwirkung erhélt stirkere Bedeutung. Wir finden
andere Formen des Magnetismus (Spindichtewellen oder Antiferromagnetismus) in Cr und Mn,
die auch zu den 3d-Ubergangsmetallen gehoren. Hingegen sind die 4d- oder 5d-Ubergangsmetalle
in den gleichen Kolonen des Periodensystems nicht magnetisch. Diese Orbitale liegen weniger
dicht am Rumpf und liefern beweglichere Elektronen. Es zeigt sich jedoch, dass Pd und Rh (4d)
und Pt (5d) nahezu ferromagnetisch sind. In &hnlicher Weise sind 4 f-Orbitale in den Lanthaniden
fast lokalisiert und koénnen zu Ferromagnetismus fithren, wie die Beispiele Gd und Dy zeigen.
Der Magnetismus taucht als eine Phasenumwandlung auf, d.h. bei sehr hohen Temperaturen
ist das Metall nicht magnetisch. Es gibt jedoch eine kritische Temperatur, unterhalb derer
der Magnetismus - in den meisten Fillen kontinuierlich - auftritt. Man spricht hier von Pha-
seniibergéingen zweiter Ordnung (ohne latente Wérme aber mit einer Unstetigkeit in der spezi-
fischen Wérme) und einer spontanen Symmetriebrechung.

Element T+ (K) Typ Element T+ (K) Typ

Fe 1043 Ferromagnet (3d) | Gd 293 Ferromagnet (4f)
Co 1388 Ferromagnet (3d) | Dy 85 Ferromagnet (4f)
Ni 627 Ferromagnet (3d) | Cr 312 Spindichtewelle (3d)
Zr7Zny 22 Ferromagnet a-Mn 100 Antiferromagnet
Pd - Paramagnet Pt — Paramagnet

HfZns - Paramagnet

In diesem Kapitel untersuchen wir vorallem den metallischen Ferromagnetismus, der auf dem
Stoner-Mechanismus beruht. Die treibende Kraft ist hier analog zur ersten Hund’schen Regel
die Austauschwechselwirkung, d.h. die Ausrichtung der Spins erlaubt wegen des Austauschlochs
den Energieverlust der Coulomb-Wechselwirkung zu mildern. Fiir die andere Formen des Ma-
gnetismus werden auch Bandstruktur-Effekte wichtig sein.
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6.1 Stoner Instabilitit

Landaus Theorie der Fermifliissigkeiten zeigt, dass durch Wechselwirkung zwischen Elektronen
die Spinsuszeptibilitédt renormiert wird. Man erhéalt

m*  Xo
= 6.1
X 1+ Fg ) (6.1)

die fiir /i — —1 divergiert. Dies deutet auf eine mogliche Instabilitét der Fermifliissigkeit hin,
die wir nun hier mit einem einfachen Model diskutieren.

6.1.1 Stoner-Modell in der Molekularfeld-Ndherung

Wir betrachten Elektronen mit einer repulsiven Kontaktwechselwirkung:

H— Zegé\%sﬁgs—i—U/d‘gr B 5 (F)S(F — 7)) . (6.2)

wobei die Dichte durch p,(7) = UL(7) U ,(7) definiert wird. Wegen des Pauli-Ausschlies-
sungsprinzips existiert die Kontaktwechselwirkung nur fiir Elektronen mit umgekehrtem Spin
(Austauschloch fiir Elektronen mit parallelen Spins)

Wir kénnen dieses Modell nicht allgemein 16sen. Aber es gibt eine interessante und &usserst
niitzliche Naherung, die Molekularfeld-N&herung. Wir setzten an

ps(7)=mns+{ps(7)—ns}, (6.3)

wobei gilt
ne=(5s(7))  und  ({7,(F) = ne}2) < n?. (6.4)

Wir setzen (6.3) in den Hamilton-Operator ein und erhalten

Hong _ZGEE%SEES—FU/CFT{ﬁT<F)nl+ ﬁl(F)nT—nTnl}—i---'

k,s
(6.5)

:Z{€E —|—Un_5} ETES/C\ES—F—UQRTRL—I-'“

Dieser Ndherung bedeutet, dass die Elektronen einer Spinsorte sich im mittleren Feld der anderen
bewegt. Der Vorteil dieser Nédherung ist, dass wir es mit einem effektiven Einteilchen-Problem
zutun haben, wobei nur die gemittelte Elektronwechselwirkung beriicksichtigt wird (verallge-
meinerte Hartree-Fock-N#herung). Daraus lassen sich folgenden Erwartungswerte errechnen:

1 PN 1 1
ny = §Z<C%T0ET> = ﬁz:f(e]; +Uny) z/de 525(6—6% —Uny) f(e) (6.6)
k k k

1

und analog fiir den umgekehrten Spin. Diese miissen nun selbstkonsistent bestimmt werden,
d.h. der Input von n in (6.5) muss dem Output der Erwartungswerte (6.6) ergeben. Dabei muss
gelten, dass Gesamtzahl der Elektronenzahl erhalten bleibt. Wir definieren

((ny +ny) +s(ny —ny)) = Mo tem (6.7)

nNg = 9

N |
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wobei ng die Teilchendichte und m proportional zur Magnetisierung M (= 2upm) des Metalls
ist. Wir erhalten nun zwei Gleichungen

no—/de {N(e=Uny)+ N(e—Unq)} f(e) —Z/dEN (e‘U;m‘SUzm>

m:/de {N(e—Unl)—N(e—UnT)}f(f):_Z/dGSN (“Uzw_sUzm)

6.1.2 Stoner-Instabilitit

Um diese Gleichungen zu erfiillen, miissen wir das chemische Potential anpassen. Dieses kann
fiir kleine Magnetisierung und Temperatur, d.h. m < ng, entwickelt werden als

u(m,T) =ep + Au(m,T) (6.9)

wobei die globale Energie-Verschiebung —Ung/2 in ep absorbiert wurde. Deshalb ist es vorteil-
haft fiir die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion die folgende Form einzufiihren:

1

H€) = 5=y 1 (6.10)

mit 8 = (kgT)~!. Wir entwickeln nun die erste Gleichung von (6.8) und erhalten

n =~ [ {N<e> ¥ (Uzm)QN"(e)}

F p Um)? ,
%/0 deN (e )—i—N(eF)Au—I- 6 (kBT) N'(ep) + <2> N'(e) .

(6.11)

Da der erste Term auf der rechten Seite ng ergibt, erhalten wir unmittelbar

"(e 2 m\?
Ap(m,T) ~ —]]VV((;)) {G(k:BT)2 + <U2> } (6.12)

Analog gehen wir nun die zweite Gleichung in (6.8) an, indem wir in m und T' entwickeln:

< fram oo ()

2
;{N k:BT)QN”( F)+ <U2m> N”(ep)+AuN’(eF)}Um (6.13)
1, Um\?®
3
- %UN(eF) [1 — ﬂ;(lﬂBT)zA(EF)ﬂ — N(ep)A(ep)? <U2m> (6.14)

wobei
9 N/<€F)2 B N"(er)
Alep)” = N(ep)? N{er) (6.15)

Die Struktur dieser Gleichung ist
m = am + bm? (6.16)
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wobei b < 0 angenommen wird. Somit hat diese Gleichung zwei Typen von Lésungen:

0 a<l1

m = (6.17)

-1
ab a>1

UNGp >1

UN(Hp < 1

am + bm?®

Abb. 6.1

Damit entspricht a = 1 einem kritischen Wert, d.h.

- %UN(eF) [1 _ i(kBTVA(eF)?] (6.18)
woraus folgt
kpTo = m\f UN(er)/2=1= 72 g 1 (6.19)

for U > U. = 2/N(ep). Dies entspricht einer Instabilitéitsbedingung des unmagnetischen Fer-
mifliissigkeitszustandes mit m = 0, und T ist die Curie- Temperatur unterhalb derer ein ferroma-
gnetischer Zustand auftritt. Somit hat die Magnetisierung M des ferromagnetischen Zustandes
die Temperaturabhéngigkeit

M(T) =2upm(T) x /(Tc =T fiir T <Tc (6.20)

falls Tc — T <« T¢. Beachte, dass T nur endlich ist fir UN(ep) > 2 und gegen Null geht,
wenn UN (ep) — 2. Damit besitzen wir hier auch ein einfaches Modell mit einem sogenannten
Quantenphaseniibergang, d.h. einem Phaseniibergang bei T' = 0 als Funktion von Systempara-
metern, z.B. die Zustandsdichte. Wahrend bei endlicher Temperatur thermische Fluktuationen
den geordneten Zustand zerstoren, indem ndmlich die Zunahme der Entropie S (Unordnung)
eine Absenkung der freien Energie F' bei endlichen Temperaturen ergibt (dFF = —SdT + ---)
bewirkt, spielt die Entropie bei T" = 0 keine Rolle mehr. Es sind die Quantenfluktuationen,
die Heisenberg’sche Unschérferelation, die Ordnung (klassischer Gleichgewichtszustand) unter-
driickt.

Paramagnet
Ferromagnet

Paramagnet Ferromagnet

2 UNCeD) Druck
Abb. 6.2
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Die Zustandsdichte als interner Parameter kann zum Beispiel durch Druck verédndert werden.
Mit abnehmender Gitterkonstante wird die Bewegung der Leitungselektronen erleichtert, d.h.
die Fermigeschwindigkeit nimmt zu und folgliche die Zustandsdichte ab. Dies entspricht der Er-
fahrung bei einigen schwach ferromagnetischen Metallen, dass der Druck den Ferromagnetismus
zerstort, z.B. in ZrZny, MnSi oder UGes. Bei anderen ist die Curie-Temperatur so hoch, dass
der technisch moégliche Druck normalerweise nicht ausreicht, oder andere, etwa strukturelle Pha-
seniiberginge, dem Ferromagnetismus ein Ende bereiten. Dies kann etwa bei Eisen beobachtet
werden, das unter Druck von der ferromagnetischen kubisch raumzentrierten Kristallstruktur
bei ca. 12 GPa in eine unmagnetische, dichtest gepackte hexagonale Struktur {ibergeht.

100 1K)
50
/ Fe
€-fe
FM hpe
05 1 20 -

p (GPc

Wihrend diese Form des Ubergangs auch ein Quanteniibergang ist, handelt es sich meist um
unstetige Ubergiinge erster Ordnung.! Druck kann auch eine Erhéhung von N(ep) bewirken,
z.B. ein Metallen mit mehreren Béndern, in denen unter Komprimierung eine Umverteilung der
Ladung vorkommen kann. Ein Beispiel ist SrgRuO7.

A N(S) !

Warum ist Cu als unmittelbarer Nachbar von Ni in der 3d-Reihe der Periodentabelle nicht
ferromagnetisch? Beide Elemente haben sogar die gleiche Kristallstruktur, nédmlich kubisch
flachenzentriert (fcc). Dies kann auch durch die Betrachtung des Stoner-Instabilitdtskriteriums
verstanden werden (UN (ep) = 2). Wihrend die Leitungselektronen von Ni 3d-Charakter haben
und daher einem engen Band (hohe Zustanddichte) angehéren, liegt die Fermienergie von Cu
bereits im ausgedehnten 4s-Band mit einer viel kleineren Zustandsdichte (Abb.6.4) . Damit sind
die Cu-Leitungselektronen weniger lokalisiert und haben eine schwache Neigung zu Ferromagne-
tismus.

!Auch die Stoner-Instabilitéit ist eine starke Vereinfachung des Quantenphaseniiberganges. In den meisten
Fallen ergibt sich ein unstetiger magnetischer Phaseniibergang aufgrund der Bandstruktur oder spezieller Fluk-
tuationseffekte, die hier vernachlissigt worden sind (D. Belitz and T.R. Kirkpatrick, Phys. Rev. Lett. 89, 247202
(2002).
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6.1.3 Spinsuszeptibilitat fiir T' > T

Wir legen ein infinitesimales magnetisches Feld H entlang der z-Achse an, das via die Zeeman-
Kopplung eine Spinpolarisation hervorruft. Damit erhalten wir aus obigen Selbstkonstenz-Glei-
chungen

m =3 [aero Sow (e masit =55 ) = [acron'(o) (5 + uatt

(6.21)
w2 Um
= N(ep) [1 - 6(kBT)2A(eF)2] <2 + MBH)
Nach m aufgelost, ergibt sich
xo(T) M xo(T)

M T U (D) /205 YTH T 1 Ux(T)/25 (6:22)

wobei )

7r
%0(T) = i N (er) [1 = T (pT)?Aler)? (6.23)

Es ist nun wichtig zu sehen, dass der Nenner der Suszeptibilitit x(7") gerade verschwindet,
wenn das Stoner-Instabilitdtskriterium erfiillt ist, d.h. die divergierende Suszeptibilitéit zeigt die
Instabilitdt an.

(6.24)

6.2 Allgemeine Spinsuszeptibilitit und magnetische Instabilititen

Der ferromagnetische Zustand ist charakterisiert durch eine uniforme Magnetisierung. Es gibt
jedoch auch magnetisch geordnete Zusténde, die keine Netto-Magnetisierung aufweisen. Dies sind
Spindichte-Wellen, Antiferromagneten oder Spin-Spiralzustinde, um einige mdogliche Beispiele
aufzuzihlen. Wir analysieren hier die allgemeinen Instabilitdtsbedingungen.

6.2.1 Allgemeine dynamische Spinsuszeptibilitit

Wir fithren ein in Raum und Zeit oszillierendes magnetisches Feld ein und berechnen die resul-
tierende Magnetisierung. ' '
H(7,t) = He @ Tt (6.25)

Wir gehen wieder analog vor wie im Kapitel 3. Wir definieren den Spindichteoperator

= A ~ -
S(F,t):§Z V(7)) 40 Uy (7) (6.26)

Der Hamilton-Operator des elektronischen Systems mit Kontaktwechselwirkung ist

~t o~ KB 5 - e o~
M-S epeh ep,— 12 [y S+ [@pone o2
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Wir schreiben die Wechselwirkung um?

H— Z peh ep 2B [ (v §(F)—2U/d3r G (7). 5 (F) (6.30)

Wir bestimmen mit Hilfe der Bewegungsgleichungen die induzierte Magnetisierung, zunéchst
ohne den Wechselwirkungsterm.

Jd 5 Gt/ -
zﬁaS (7,t) = [H, ST(7,1)] (6.31)

Als Matrixelement ausgedriickt,

(hw + ihm) (K| SH(F )| k) = (B'|[Hin, S (7, 01F) + (K|[Hz, S*(7,0)|F)

— (e — e )RS (F.O|E) = ghup(ng, —ng, )(F'H(7)F)
(6.32)
Beachte, dass
St=8,+iS, und H'=H,+iH,. (6.33)
Indem wir uns auf die relevante Fourierkomponente beschranken, erhalten wir
(6E+§ —€ep — hw +ilm)(k + §|S+|E) = _ghMB(nk+qT —”me + §|H+!E>
3 h Niigr R 3 hooo 3
g+ _ _9iB q HT - HT
ma(@w) 0 2 —ep ot il (q,w) MBXo(q,w) (q,w)
k q
(6.34)
wobei )
Sinal §w)e T =9 ) (K + 15T (T Dk) (6.35)

Beachte, dass xo({,w) eine Form analog zur Lindhard-Funktion (3.32) hat. Die Form (6.35)
bestimmt die induzierte Spindichte in linearer Antwort-Ndherung. Wir haben aber noch nicht
den Effekt der Wechselwirkung beriicksichtigt. Analog zur Ladungsdichte erzeugt die induzierte
Spindichte wiederum ein effektives Feld. Der Wechselwirkungsterm erzeugt bei lokaler Spinpo-
larisierung ein lokales effektives Magnetfeld

2L F(F) 8 (F) =~y (ST(F)S(F) + 57(F)S (7)) 636
6.36
= Hz—;d(_’ t):WUBhS—F(Fat)

so dass nun auch dieses induzierte Feld auf die Spins wirkt und die gesamte Reaktion der
Spindichte auf das dussere Feld gegeben ist durch

MH(§,w) ="E8(q,w) = xo( @, w){H (7, w) + H (7, w)}

h
. (6.37)
= WHT (7, w) + w ST(q
XO(q7 ) (Q7 ) XO(Q7 )2g,LLBh (q7 )
2Wir verwenden die Beziehung
5:3132 . 525334 - 26513453233 - 5315258384 (628)
Damit ldsst sich das Quadrat des Spindichteoperators (6.26) schreiben als
S Zoa R 3R
() 5 (1) =" p(7) - S pi(7) (6.20)

Der erste Term kann im chemischen Potential absorbiert werden und der zweite Term erlaubt uns die Kontakt-
Wechselwirkung in eine lokale Spin-Spin-Wechselwirkung umzuformen.
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Somit gilt M (7, w) = x(¢,w)H"(7,w) mit

—

xo(q,

_ w)
L= 52x0(q,w)

(6.38)

Analog zur Kapitel 3 handelt es sich hier um eine sogenannte RPA-Form.
Betrachten wir die Fall ¢,w — 0 der einem uniformen, statischen dusseren Feld entspricht. Dann
gilt
€r)
= xo(T) (6.39)

- 2:“ E—l— —NEl -0
xo(q,0) = BZ - La=)
i k+

_EE

was der Pauli-Spinsuszeptibilitidt entspricht. Damit erhélt x(7") wieder die Form, die wir in
(6.22) gesehen hatten, und beschreibt die Instabilitédt des Metalles gegeniiber ferromagnetischer
Spinpolarisierung durch das Verschwinden des Nenners. Es ist aber moglich, dass ¢ = 0 nicht
die fithrende Instabilitét ist, weil xo(¢,0) > x0(0,0). Dann wiirde eine andere Form der magne-
tischen Ordnung auftreten.

6.2.2 Instabilitit bei endlichem Wellenvektor ¢

Um zu zeigen, dass die Stoner-Instabilitdt tatséchlich unter den méglichen magnetischen Insta-
bilitdten nicht immer gewinnt, betrachten wir hier ein einfaches Argument, das auf der lokalen
Suszeptibilitdt aufbaut. Wir definieren das lokele magnetische Moment entlang der z-Achse als
M(7)=pp(p1(7)— p (7)) und die nicht-lokale Beziehung

M(7) = /d3r’ Xo( 7 — #YH, (") (6.40)

Es gilt damit
xo(q) :/d3r )20(77’)6_”"‘?'77 mit Mg=x(q)Hg . (6.41)

Nun vergleichen wir x¢(¢ = 0) und x(q¢) = xo(7 = 0), d.h. die uniforme und die lokale
Suszeptibilitdt bei 7' = 0. Die lokale Suszeptibilitit ist zugleich die Mittelung von xo(¢’) iiber

alle ¢
n—¢

2 n- - — 2 €) — e
xo(q) = 2/;23 Z elj—k_qﬁq Ij = ?/deN(e)/de’N(e/)f( ), f(€) (6.42)

€ — €
B k k+q

)

im Vergleich zu xo(¢ = 0) = u%N(er). Die lokale Suszeptibilitit héingt von der Zustandsdichte
und der Fermienergie des Systems ab. Wir betrachten hier zur Illustration ein einfaches Beispiel:

1
N(e) = (6.43)
0 |e¢f>D

d.h. eine Kastenform fiir die Zustandsdichte eines Bandes mit der Breite 2D. Damit lasst sich
das Integral in (6.42) sehr leicht bestimmen:

G I

Ry =

mit 7 = ep/D (Abb.6.6).

92



1.5

05

-1 -0.5 0 0.5 1

mn
Abb. 6.6

Fiir kleine und grosse Bandfiillungen (N#he Bandrinder) ist die Tendenz zu Ferromagnetismus
dominierend. Falls e hingegen gegen die Bandmitte geht, wird die Suszeptibilitéit xo(¢’) nicht
mehr bei ¢ = 0 maximal sein und magnetische Ordnungen mit endlichem ¢ wird wahrscheinli-
cher.

6.2.3 Bandstruktur-Eigenschaften

Die magnetische Ordnung bei endlichen ¢-Vektoren héngt sehr stark von den Details der Band-
struktur ab. Das Argument mit der lokalen Suszeptibilitit ist nicht mehr als ein Hinweis. Sehr
wichtig in der Wahl des geeigneten ¢-Vektors ist die Eigenschaft des ”Nesting”. Nehmen wir
an, dass fiir einen gewissen Bereich der Fermifléiche gilt

€ivo =~k (6.45)

fiir fixierten Vektor @ und % in unmittelbarer Nihe der Fermifléiche mit §p =¢€p —€p. Dann
wird dieser Bereich die Spinsuszeptibilitdt dominieren. Wir konzentrieren uns auf diesen Bereich
und setzen der Einfachheit halber an

fE = hUF,f?J_(k” - k‘F) und £E+Q+6zj = _hUF,I?L(k\\ + dq — k‘F) (6.46)

wobei K 1 die azimutale Position und k| radiale Komponte des Wellenvektors auf der Fer-
mifliche bezeichnet. Nur die radiale Komponente von 6 ¢ ist wichtig hier und |0 | < kp. Wir
konnen dann die Spinsuszeptibilitit ansetzen als

. = 7) 2# ng
Xo(7=0Q+67) ==F Z S
5 _gk-i-q

€)= 1) (reg)
(k‘” — kF) - hvpy}}l(sq X0

2up / 2
=—— | d°K,| dk
(2m)3 I 2hvp & |

(6.47)

QMB / 2 Ok — kp) — ©(k + 6q — kr) (reg)
= d"K, dk +
+ I 2hU K (k” — kF) — h,UF,I?J_(Sq Xo

2 1 hvy, 2 dq
~ “Bg/az?f(L In [ —£8L
(271’) h/UF,[?J_ 2D

wobei wir die Bandbreite als natiirlichen Abschneideparameter an den dusseren Réndern des k-

Integrals angenommen haben. Wenn wir davon ausgehen, dass vp nur schwach von K| abhingt,
dann hat der fithrende Beitrag zur Suszeptibilitéit die Form

L hUF‘Q_J‘
XO(Q)NCh"l( 5D
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die eine logarithmische Singularitdt fir ¢ — Cj hat, analog zum Fall der eindimensionalen
Lindhard-Funktion (siehe (3.50). Tatséchlich fiihrt die Eigenschaft des Nestings zu einer effektive
Reduktion der Dimension fiir die Elektronen nahe der Fermifliche. In einer dimension gibt es
immer Nesting mit Q = 2kp.
Es ist offensichtlich, dass (6.48) bei ¢ = @ den maximalen Wert fiir X({q) erzeugt und nach
(6.38) zu einer Instabilitdt fiihren muss, die in einer magnetischen Ordnung mit dem Wellenvek-
tor @ resultiert. Man spricht von einer Spindichtewelle (SDW: spin density wave). Die Spindichte
hat zum Beispiel die Form

S(7)=2Scos(@ - 7) (6.49)

Es gibt keine uniforme Komponente.

Solche Spindichtewellen sind bekannt in niedrigdimensionalen Systeme, wie organischen Leitern,
oder in Ubergangsmetallen wie Chrom (Cr). Uberall spielt die Nesting-Eigenschaft eine wichtige
Rolle (Abb. 6.7).

eindimensional quasi—eindimensional Chrom
H
N ) g
: ‘
BZ ‘
Bz RN
. elektronartige
'Foefmfjg%ﬁe Fermifidche
Abb. 6.7

In den quasieindimensionalen Elektronensystemen gibt es eine Hauptrichtung der Bewegung und
zwei Nebenrichtungen mit relativ schwache Dispersion. Chrom ist ein dreidimensionales Metall,
in dem sich Nesting aus der Verbindung einer elektronartigen Fermifliche um I'-Punkt und einer
lochartigen Fermifliche am Brillouin-Zonenrand (H-Punkt). Diese Fermiflichen stammen von
verschiedenen Béndern. Chrom hat eine kubisch raumzentrierte Kristallstruktur. Der H-Punkt
befindet sich bei (7/a,0,0) und ergibt einen Nesting-Vektor Q | (1,0,0) und &quivalenten
Richtungen, und ist inkommensurabel mit dem Gitter.

Die Lehrbuchform der Nesting-Eigenschaft ergibt sich durch das tight-binding Modell im einfach
kubischen Gitter mit Hiipfen zwischen Nachbarn und halber Fiillung. Die Bandstruktur ist

€z = —2t[cos kya + cos kya cos k.a] (6.50)

E
mit dem chemischen Potential bei 0. Es ist offensichtlich, dass € LG = T€R fiir alle k , falls
Q= 2(1,1,1). Dies entspricht vollstéindiger Teilchen-Loch-Symmetrie.

Analog zur Peierls-Instabilitit bringt die Spindichtewelle mit sich, dass sich eine Energieliicke an
der Fermifliche 6ffnet. Diese Instabilitéit ist eine Fermiflichen-induziert Instabilitéit. Diese Liicke
beschrénkt sich auf die Fermiflichenbereiche, die die Nesting-Bedingung erfiillen. Damit kann

im Gegensatz zur ferromagnetischen Ordnung das Metall fiir eine Spindichtewelle zum Isolator
werden.

6.3 Stoner-Anregungen

Zum Abschluss wollen wir vom ferromagnetischen Grundzustand ausgehend die elementaren
Anregungen untersuchen, die sowohl die einfachen Elektron-Loch-Anregungen als auch neue
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kollektive Anregungen beinhalten. Wir konzentrieren uns dabei auf die Spinanregungen, die wir
in folgender Weise ansetzen:

[a) = fr ET,;JMN%'H%) (6.51)
E

d.h. wir entnehmen den Grundzustand |t)4) eine Elektron und setzen es mit umgekehrtem Spin
wieder ein. Dies impliziert natiirlich einen Selektionsfaktor nET(l —NEy g l)’ der sicherstellt,
dass das Teilchen bei (k |) entnommen und bei (k + ¢, 1) eingesetzt werden kann. Wir 18sen
nun die Gleichung;:

Hlpg) = (Bg +hwg)ltg) (6.52)
Eine relativ einfache Rechnung zeigt, dass die Eigenwertbedingung die Form hat:
I 1 "EL T "E+qn
== : (6.53)
U QZE:R”‘)J_EEMH—{_EET

das einer Nullstelle des Nenners der RPA-Suszeptibilitit (6.38) entspricht. Man sieht sofort, dass
ein Teilset von Eigenwerten im Wesentlichen der einfachen Elektron-Loch-Anregung entspricht:

hw =

7= €Fral R (6.54)

Es gibt jedoch noch eine kollektive Anregung, die man auch als gebundenen Zustand des Elek-
trons und Lochs betrachten kann. Man sieht leicht, dass (6.53) im Grenzfall ¢ — 0 zu

l_ ny—ny
U_hwo—U(nT—nl)

(6.55)

reduziert. Das bedeutet, dass fwg = 0 eine Losung ist, die wir nachher noch interpretieren
werden. Wir entwickeln nun die rechte Seite von (6.53)

1 1 "E+q kl
Lo 1ls 7 6.56)
o o 1 (
U7 BT )
m.it A =U(ny —n|) und €Gia) €kt = €krq —€x TA. Unter Verwendung von (6.55) erhalten
wir
U 1 2
0 =X (Mg, —Tir) {hw+ek+§—elg}—£{ﬁx,u+ek+q ek} +
k
U Ng.+ng, o U I .
=hw = 3Dy (@ Y ep 4 33D (g gy~ )@ -V gep)” +0(0Y
E E
(6.57)
bis zweite Ordnung in ¢'. Fiir die konkrete Auswertung nehmen wir einen einfache parabolische
Form fiir die Bandenergie annehmen ( ez = h*k?/2m*) und eine schwache Magnetisierung
ny —n| < ng:
hq® 1 dep
hwe = — — = =ug? .
Beachte, dass v > 0 da das Instabilitéatskriterium fiir diesen Fall: U, = 4ep/3ny:
B¢ ng (U 1/2
hwe = — | =1 >0 6.59
T 2m* 33 < U - (6.59)

Diese kollektive Anregung hat eine g?-Abhingigkeit und geht fiir ¢ — 0 zu Null. Letzteres ist
eine Konsequenz der Tatsache, dass der Ferromagnetische Zustand eine kontinuierliche Sym-
metrie bricht, ndmlich die Rotationssymmetrie, durch die Wahl einer bestimmten Richtung der
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Magnetisierung. Jede Richtung ist gleichwertig und daher energetisch entartet. Eine uniforme
Rotation der Magnetisierung kostet daher keine Energie. Eine solche infinitesimale Rotation
wird durch unsere Anregung bei ¢ = 0 induziert (globale Spinrotation):

> ETELEET = S (6.60)
E

Die elementaren Anregungen besitzen daher einen Elektron-Loch-Anteil, der bei kleinen ¢ eine
Energieliicke &~ A hat. Daher sind in diesem Bereich die kollektive Anregungen wohldefinierte
Quasiteilchen, die wir Magnonen nennen. Wenn diese Anregung ins Elektron-Loch-Kontinuum
eintritt, werden sie gedampft analog zu den Plasmonen. Magnonen sind als eine Form des gebun-
denen Zustandes zwischen einem Elektron und einem Loch analog zu den Exzitionen bosonische
Quasiteilchen.

hw

Elektron—-Loch
A Kontinuum

Qy

Abb. 6.7

96



Kapitel 7

Mott-Isolatoren und Magnetismus
lokalisierter Momente

Bisher hatten wir uns meist auf den Standpunkt gestellt, dass die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen eher eine sekundire Rolle spielt. Dies war gewissermassen die Botschaft der
Fermifliissigkeitstheorie, dem Standard-Modell der Festkorperphysik. Natiirlich renormieren die
Wechselwirkungen die Eigenschaften eines Metalls. Aber zu deren Beschreibung ist immer noch
eine Sprache der nahezu unabhéngigen fermionischen Quasiteilchen mit einigen Modifikationen
zuldssig. Natiirlich hatte sich die Wechselwirkung auch im Zusammenhang mit dem Magnetismus
beweglicher Elektronen als entscheidend herausgestellt. Nichtsdestoweniger war der Startpunkt
derjenige nahezu unabhéngiger Elektronen, die sich in der Basis ausgedehnter Blochzusténde
am besten beschreiben lassen. Es zeigt sich, dass viele Eigenschaften durch die Bandstruktur
der Elektronen im Kristallgitter bestimmt, d.h. die Elektronen werden mit Vorteil im k-Raum
beschrieben.

Im gegenwirtigen Kapitel werden wir uns jedoch mit einer Situation beschéftigen, in der nicht
klar ist, ob wir die Elektronen im Impulsraum oder eher im Ortsraum darstellen sollten. Die Pro-
blematik wird sofort im folgenden Gedankenexperiment klar. — Wir betrachten ein regulires Git-
ter von H-Atomen. Die Gitterkonstante sei so gross, dass diese vorerst als unabhéngig betrachtet
werden konnen. Im Grundzustand besitzt jedes H-Atom genau ein Elektron im 1s-Zustand, auf
den wir uns nun beschrianken wollen. Wiirden wir ein Elektron von einem Atom auf ein anderes
transferieren, wiirde dies eine relativ hohe Energie kosten: E(H') + E(H™) — 2E(H) ~ 15eV.
Die Beschreibung dieser Elektronenzustéinde orientiert sich offensichtlich am Ortsraum. Wenn
wir die Gitterkonstante verkleinern, werden sich allméhlich die Elektronenwellenfunktionen be-
nachbarter H-Atome iiberlappen. Analog zum Hs-Molekiile kénnen die Elektronen sich auf die
benachbarten Atome ausdehnen, aber immer mit der Energie-Strafe fiir die ”Ionisierung” der
Atome. Damit sind Transferprozesse, die zu Ionisierung fithren, bestenfalls virtuell moglich. Es
gibt noch keine beweglichen Elektronen im Sinne eines Metalls.
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Andererseits kennen wir das Beispiel der Alkali-Metalle, die ihr dusserstes ns-Elektron in aus-
gedehnte Blochzusténde entlassen und so ein metallisches (halbgefiilltes) Band bilden. Genau
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dies wird eigentlich auch fiir die H-Atome gelten, wenn die Gitterkonstante geniigend klein
geworden ist.! Offensichtlich muss zwischen den beiden Grenzbereichen ein Ubergang stattge-
funden haben, ein sogenannter Mott- Ubergang (Metall-Isolator-Ubergang). Dies geschieht, wenn
kinetischer Energiegewinn und Energiekosten fiir den Ladungstransfer sich die Waage halten.
Waéhrend im guten metallischen Zustand das Bandbild zuverléssig ist und durch frither diskutier-
te Methoden hinreichend gut angenéhert werden kann, ist diese Betrachtungsweise obsolet, wenn
wir in die Nithe des Metall-Isolator-Ubergangs oder sogar in die isolierend Phase (Mott-Isolator)
kommen. Gemiss der Bandtheorie miisse ein halbgefiilltes Band ein gutes Metall ergeben, was
hier nicht mehr haltbar ist. Ungliicklicherweise gibt sich hier keine gute systematische Ndherung,
da keine geeigneten kleinen Parameter fiir Stérungstheorie verfiigbar sind.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Tatsache, das fiir den Standard-Mott-Isolator jedes Atom
eine ungerade Anzahl Elektronen enthélt und somit einen lokalisierten Spin s = 1/2 Freiheitsgrad
besitzt, wihrend die Ladungsfreiheitsgrade (Elektronbewegung) bei niedrigen Energien ausge-
froren bleiben. Viele interessante Magnetismusphénomene werden dadurch verursacht, dass diese
Spins unter einander gekoppelt sind. Es gibt aber auch allgemeinere Formen des Mott-Isolators,
die komplexere Formen der lokalisierten Freiheitsgrade miteinbeziehen, z.B. mittels partiell be-
setzte orbitale Zustidnde.

7.1 Mott-Ubergang

Als erstes betrachten wir den Metall-Isoaltor-Ubergang. Seine Beschreibung ist schwierig, da
es sich nicht um einen Ubergang zwischen einem geordneten und ungeordneten Ubergang im
iiblichen Sinne handelt. Wir werden hier jedoch einige einfache Betrachtung anstellen, die uns
einen gewissen Einblick in das Verhalten solcher Systeme ermdglichen.

7.1.1 Hubbard-Modell

Wir fiihren ein Modell ein, dass auf der Néaherung der starken Bindungen beruht, das wir in
Kapitel 1 eingefiihrt hatten. Es wird hier unabdingbar wieder auf eine Beschreibung, die auf
einem Gitter basiert, zuriickzugehen und die Kontinuumsbeschreibungen aufzugeben. Das Mo-
dell soll die Bewegung der Elektronen beschreiben, wenn die Wellenfunktionen benachbarter
Gitterpunkte sich nur schwach iiberlappen. Ferner soll auch die Coulombabstossung mitgenom-
men werden, die zu einer Energieerhohung fithrt, wenn zwei Elektronen denselben Gitterplatz
einnehmen. Dies tun wir mittels des Gitteranalogs der Kontaktwechselwirkung. Das Modell hat
folgende Form und wird Hubbard-Modell genannt:

H=—t> (clej+hc)+UD fgny (7.1)
(i), i

wobei wir nur ”Hiipfen” zwischen néchsten Nachbar mit dem Matrixelement —t beriicksichtigen.
Beachte, dass /c\l(z) Ortsraum-Feldoperatoren auf dem Gitter sind und 7 ;5 = EL Cqs der Dichte-
Operator. Wir beschrinken uns hier auf halbe Fiillung, n = 1, ein Elektron pro Gitterpunkt im
Mittel.

Es gibt die zwei offensichtlichen Grenzfille:

Isolierender atomischer Limes: Wir setzten ¢ = 0. Der Grundzustand besitzt auf jedem Gitter-
punkt genau ein Elektron. Dieser Zustand ist hoch entartet, namlich 2V mit N als Zahl der
Gitterpunkte, denn jedes Elektron besitzt einen Spin 1/2.

[ a0{s:}) = [[ L..10) (7.2)

i

!Dies kann in der Natur nur durch enormen Druck erreicht werden. Metallischer Wasserstoff existiert im Inneren
der grossen Gasplaneten, Jupiter und Saturn, als eine Konsequenz des Gravitationsdruckes.

98



wobei s; beliebig gewéhlt sind. Wir werden uns spéter iiber die Aufthebung dieser Entartung
unterhalten. Die ersten angeregten Zustéinde besitzen einen Gitterpunkt ohne Elektron und
einen doppelt besetzten Gitterpunkt. Dieser Zustand liegt um die Energie U hoher als der
Grundzustand und seine Entartung ist noch hoher: 2V 2N (N — 1). Die hoheren angeregten
Zusténde besitzen entsprechen mehr leere und doppelt besetzte Gitterpunkte. Dieses System ist
ein Isolator mit einer Zustandsdichte gegeben in Abb. 7.2.

Metallischer Band-Limes: Wir setzen U = (. Die Elektronen sind unabhingig und mittels
Hiipfprozess frei beweglich. Die Bandenergie ergibt sich durch Fourier-Transformation des Hiipf-
Hamilton-Operators:

. 1 iR ot o FETIN

ciS:WE:cESe”C " = —t Z(cj-scjs—l—h.c.):ZeE CTESCES (7.3)
E <i5j>75 k‘,S

mit

€p = —tZe“;'E = —2t {cos kya + cos kya + cos k.a} (7.4)
a

wobei die Summe iiber alle Verbindungsvektoren @ zu néchsten Nachbarn geht. Die Zustands-
dichte ist gegeben in Abb. 7.2. Dieses System ist offensichtlich metallisch mit einem eindeutigen
Grundzustand

|®Ro) = H@(—EE)ETETETEM . (7.5)
k

Beachte, dass bei halber Fiillung e = 0, wihrend die Bandbreite 2D = 12¢.

E E
U
NE NE
atomischer Limes metallischer Limes

Abb. 7.2

7.1.2 Isolierender Zustand

Wir betrachten nun die beiden niedrigsten Energiesektoren fiir den Fall ¢ < U. Der Grundzu-
standssektor o wurde bereits definiert: jeder Gitterpunkt besitzt ein Elektron. Die niedrigsten
angeregten Zustinde bilden den Sektor § mit einem leeren und einem doppelt besetzten Git-
terpunkt. Mit dem endlichen Hiipfmatrixelement werden der leere und der doppelt besetzte
Gitterpunkt "mobil”. Damit wird ein Teil der Enartung (22N (N — 1)) aufgehoben und die
Energie erhélt eine Impulsabhéingigkeit:

EE,E’:U+€E+€E’>U_6t‘ (7.6)

Die Tatsache, dass wir hier die Spinkonfigurationen ignorieren, ist eine sehr grobe storungsmaéssige
N&aherung. Mit wachsdem kommen sich die beiden Energiesektoren immer nédher, bis es zum
Uberlapp kommt. Der Uberlapp zeigt einen Ubergang an, jenseits dessen die Stérungsbetrachtung
definitiv nicht mehr anwendbar ist. Dies ist in der Tat der Metall-Isolator- oder Mott-Ubergang.
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Wir kénnen die isolierend Natur dieser Phase erkennen, indem wir den Imaginérteil der dyna-
mischen Dielektrizitdtskonstante im Grenzfall ¢ — 0 betrachten:

47re
ea(q, Zl%ln )|60)*8(w — wno) (7.7)
wobei n<‘7):ZE,s ETEJHIS/C\ES:ZJ nje 9" und hwpg = E, — Ey . Es gilt
L0 L L o
Zhan(Q):hwn(q):[an(q)]:Z(eﬁ_EEJrq‘)CESCEJrq‘S

(7.8)
Dies entspricht der Kontinuitatsgleichung und definiert zugleich den Stromoperator im Grenzfall
qa < 1. Damit erhalten wir

er(fow) = Ame? W(S(w = o) = %Jl(w) (7.9)

Es zeigt sich sofort, dass solange U — 6t > 0 ist eo(w = 0) = 0 und o1(w = 0) = 0. Das
System ist keine Metall. Die Ladungsanregungen, die durch e2( ¢, w) beschrieben werden haben
einen Energieliicke vergleichbar mit den Halbleitern und Band-Isolatoren. Was jedoch den Mott-
Isolator von diesen unterscheidet, ist die Tatsache, dass die Spinanregungen keine Liicke haben.
In unserer rudimentéren Beschreibung sind die Spins immer noch vollkommen entartet. Hier
ergibt sich eine neue Energieskala, die wir spéter bestimmen werden. Diese ist verschieden von
U und t.

7.1.3 Metallischer Zustand

Auf der metallischen Seite ist der Anfangszustand besser definiert, da der Grundzustand ein
gefiillter Fermisee ist ohne Energieentartung. Die Behandlung der Coulomb-Abstossung U ist
jedoch schwierig, wenn wir in die Néhe des Mott-Uberganges kommen. In diesem Bereich gibt es
keine offensichtlichen kleinen Parameter, so dass eine stérungsméissige Behandlung nicht durch-
gefithrt werden kann. Die sogenannte Gutzwiller-Ndherung gibt einen qualitativen Gesichts-
punkt.

Es gibt folgende wichtigen Dichten:

1  Elektrondichte

sy Dichte der einfach besetzten Gitterpunkte mit Spin T

s Dichte der einfach besetzten Gitterpunkte mit Spin | (7.10)
d Dichte der doppelt besetzten Gitterpunkte

h  Dichte der leeren Gitterpunkte

Es leicht einzusehen, dass h = d und sy = s; = s/2, solange keine uniforme Magnetisierung
vorhanden ist. Beachte, dass d den Energiebeitrag des Wechselwirkungstermes festlegt Ud und
hier festgehalten wird (fixierter Energiesektor). Ferner gilt die Summe:

1=s+2d (7.11)
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Betrachte den Prozess, bei dem ein Elektron von einem einfach besetzten auf einen leeren Git-
terpunkt hiipft (i — j) . Wir vergleichen die Wahrscheinlichkeit einer entsprechenden Anfangs-
konfiguration fiir den korrelierten (P) und den unkorrelierten (FPp) Fall:

P(10)+ P(] 0) = g:{Fo(1 0) + Fo(1 0)} (7.12)

Der Faktor g; stellt eine Renormierungsgrosse fiir die effektive kinetische Energie des Systems
durch die Korrelation dar. Wir bestimmen die beiden Seiten statistisch

P(10)+ P(] 0) = sd = d(1 — 2d)

. (7.13)

16

Die erste Zeile beschreibt die Wahrscheinlichkeit die Konfiguration eines leeren zusammen mit
einem einfach besetzten Gitterpunkt im korrelierten Fall fiir fixiertes d zu finden. Die zweite
Zeile tut dasselbe fiir den unkorrelierten Fall (unfixiertes d) fiir den Spin 1. Der Spin | ergibt
analog 1/16. Beachte n;s = 1/2 im Mittel. Dabei betrachteten wir nur Hiipfprozesse, die die Zahl
der doppelt besetzten Gitterpunkte nicht veréindern. Daher kann die gleiche Rechnung auch fiir
den Hiipfprozess (1],7) — (1,T]) mit dem gleichen Resultat durchgefiihrt werden. Prozesse der
Art (1/,0) — (T, 1) verlassen den Sektor mit fixiertem d und werden vermieden.?

Damit finden wir

Py(T0) =nip(1—ni)(1 —njp)(1 —ny)) =

g = 8d(1 — 2d) (7.14)

als Renormierungsfaktor fiir die kinetische Energie, d.h. ¢ — g,t. Wir tragen den Korrelationsef-
fekten Rechnung, indem wir die unabhéngigen Elektronen betrachten aber mit dem renormierten
Matrixelement g;t. Die Grundzustandsenergie ist nun

1 0
E(d) = gi€kin + Ud = 8d(1 — 2d)€g, + Ud mit  egip, = N / de N(e)e (7.15)
—D

was nach d minimiert ergibt, dass

1 U U\?

mit dem kritischen Wert:
Ue = 8|egin| = 25t ~ 4D (7.17)

Fiir U > U, wird die Doppeltbesetzung und das Hiipfen vollstdndig unterdriickt, d.h. die Elektro-
nen werden lokalisiert. Diese Betrachtung von Brinkman und Rice (Phys. Rev. B2, 4302 (1970))
gibt eine qualitative Beschreibung des Mott-Uberganges, nimmt dabei aber nur lokale Korrela-
tionen mit, wihrend Korrelationen zwischen verschiedenen Gitterpunkten nicht beriicksichtigt
werden. Insbesondere werden die Korrelationen zwischen den Spin-Freiheitsgraden vollkommen
vernachléssigt.

Die Ladungsanregungen enthalten zwei Beitrige verschiedener Energieskalen: (1) einen metalli-
schen Teil, der nun durch den renormierten effektiven Hamilton-Operator beschrieben wird

Hren = Y greg e Cp +Ud. (7.18)
B

und (2) einen Anteil hoherer Energie, der Ladungsanregungen der Energieskala U entspricht.
Dieser zweiter Teil entspricht denjenigen Anregungen, die die Zahl der doppeltbesetzten Git-
terplitze um eins erhoht. Unter Verwendung von (7.9) konnen wir den Beitrag des metalli-
schen Teils zur Leitfahigkeit abschéitzen. Wenn wir beriicksichtigen, dass der Stromoperator das

2Diese Formulierung basiert auf plausiblen Argumenten. Eine strengere Herleitung kann in der Litera-
tur gefunden werden, z.B. in D. Vollhardt, Rev. Mod. Phys. 56, 99 (1984); T. Ogawa et al. Prog. The-
or. Phys. 53, 614 (1975), S. Huber, Gutzwiller-Approzimation to the Hubbard-Model (Proseminar SS02,
http://www.itp.phys.ethz.ch/proseminar/condmat02).
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Hiipfmatrixelement enthélt und daher derselben Renormierung unterworfen ist wie die kinetische

Energie, erhalten wir
*2

w :
01(w) = —7-6(w) + gy ohenersie ) (7.19)
wobei wir auf (5.7) zuriickgreifen. Die Plasmafrequenz wird renormiert wy = giw, so dass die
f-Summenregel von (5.8) ergibt
2

00 2

“p o “p

I= dwaoy (W) = ggt + IHochenergie = ? (720)
0

Fiir U — U, wird der metallische Anteil immer schwécher,

2 22 2
“p o U “p
—g; =11 —| — — . 7.21
a { (i) {4 (7.21)
Das verlorene Gewicht muss gemiss der f-Summenregel allméhlich in den ” Hochenergie”-Bereich
iibergehen.

7.1.4 Fermifliissigkeitseigenschaften des metallischen Zustandes

Die soeben diskutierte Naherung ldsst sich auch verwenden um einige Fermifliissigkeitseigenschaften
des metallischen Zustandes in der Niahe des Mott-Ubergangs zu diskutieren. Betrachten wir
zundchst die Impuls-Verteilungsfunktion. Es gilt nach unserer obigen Definition:

hin= Y €f (7.22)
keFs

wobei die Summe iiber alle % im Fermisee (F.S) geht. Man kann zeigen, dass fiir endliches U
innerhalb obiger Naherung die Verteilungfunktion innerhalb und ausserhalb der Fermifléche eine
Konstante ist, n;, bzw. ngy.:, so dass fiir k£ in der ersten Brillouin-Zone gilt:

1 1 1 1
5 = N Z Nin + N Z Nout = §<nm + nout)
keFsS k¢Fs

(7.23)

1 1
Gt€kin = N Z Nin€g + N Z Nout€
kEeFsS k¢Fs

Wenn wir zusétzlich Teilchen-Loch-Symmetrie zu Hilfe nehmen, dass ndmlich
doci= D gt D € =0, (7.24)
E keFs k¢Fs
dann koénnen wir n;, und ny,; bestimmen.

Nin + Nout = 1 1 1
= N, = 5(1 +9t), Now = 5(1 —qgt) - (7.25)
Nin — Nout = Gt

Damit ist der Sprung der Verteilungsfunktion an der Fermienergie gleich g;, was wie frither
erwahnt, dem Quasiteilchengewicht entspricht. Dieses geht also kontinuierlich gegen Null fiir
U — U, d.h. es gibt keine Quasiteilchen mehr, wenn U = U..
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Abb. 7.4

Wir wollen hier noch einige Fermifliissigkeitsparameter angeben, ohne jedoch auf die Rechnungen
einzugehen. Es ist sehr einfach zu sehen, dass

m s 1 3U2
=0 =  F=3(q'-1)= 7z (7.26)

wobei gilt t = 1/2m und die Zustandsdichte N(ex)* = N(ep)g; . Ferner findet man

UN(ep) 2U.+U pEN (ep)*
Fa = — = —
0 1 U+ XT TiiEg
(7.27)
s UN(ep) 2Uc —U N(ep)*
FO -

1 U0 TRt R

Es zeigt sich, dass die Kompressibilitit s fiir U — U, verschwindet, wie man erwarten koénnte,
da es immer schwieriger wird die Elektronen zu komprimieren bzw, weitere Elektronen hin-
zuzufiigen. Der Isolator ist natiirlich inkompressible. Die Spinsuszeptibilitdt divergiert wegen
der divergierenden Zustandsdichte N(er)*. Dies zeigt an, dass sich lokale Spins formieren, die
bei U = U, als vollig unabhéngige lokale Freiheitsgrade existieren. Nur die antiferromagnetische
Korrelation zwischen den Spins wiirde zu einer Renormierung fiihren, die x endlich macht. Diese
Korrelation ist jedoch, wie oben erwéhnt in der Gutzwiller-Nédherung vernachléssigt. Die effekti-
ve Masse divergiert und zeigt damit an, dass die Quasiteilchen in der Nihe des Mott-Ubergangs
immer schwieriger zu bewegen sind, den die Besetzung der einzelnen Gitterpunkt wird immer
starker auf den Wert 1 fixiert ((n;) =1 — 2d).

Interessanterweise stellt sich heraus, dass diese Gutzwiller-Ndherung die stark korrelierte Fer-
mifliissigkeit 3He gut beschreiben kann (siehe z.B.: D. Vollhardt, Rev. Mod. Phys. 56, 99 (1984)).

7.2 Mott-Isolator als Quanten-Spin-System

FEiner der wichtigsten Charakteristika des Mott-Isolators ist die Priasenz von Spin-Freiheitsgraden,
nachdem die Ladung eingefroren ist. In unserer einfachen Diskussion haben wir oben gesehen,
dass der atomische Limes des Mott-Isolator uns einen hochentarteten Grundzustand liefert, wo
eine freier Spin-1/2 Freiheitsgrad pro Gitterpunkt vorhanden ist. Wir heben nun diese Entartung
auf indem die Hiipfprozesse des kinetischen Energieterms Hy;, als Stérung mitberiicksichtigen
(t < U). Damit tritt hier neue Physik auf einer niedrigen Energieskala auf, die durch einen
Spin-Hamilton-Operator beschrieben werden.

Prominente Beispiele fiir solche Spinsysteme sind Ubergangsmetall-Oxide, wie die Kuprate,
LasCuQy4, SrCuy03 oder Vanadate CaV40Og, NaVyOs.

7.2.1 Effektive Hamilton-Operator

Es geniigt die Spins zweier benachbarter Gitterpunkte zu betrachten um unsere stérungstheoretischen
Uberlegungen durchzufiihren. Hier ist das Ortsraumbild eben vorteilhaft. Es gibt hier vier Kon-
figurationen {| T, 1), T, 1),| 1, T),] |, 1)}. Die Anwendung von Hy;, liefert:
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und

wobei in den letzten beiden Fillen die erzeugten Zustdnde um die Energie U hoher und daher
ausserhalb des Grundzustandssektors liegen. Damit wird klar, dass wir zu zweiter Ordnung
tibergehen miissen, wobei diese hoheren Zustdnde nur virtuell ins Spiel kommen. Daraus ergeben
sich die Matrixelemente

Ms1,82;5’1,s/2 = - Z<517 82|Hkm|n><
n

—_— inlst, S5 7.30
n‘HCoul‘n> <n|Hk ’51 82> ( )

wobei [n) = | 1/,0) oder |0, T]), so dass der Nenner immer U ist. Wir finden

2t2
My = My = =My = =Mpg = -7 (7.31)

,,,,,,,,,,,,

Wir finden damit im Unterraum {| T, |),| |, 1)} die Eigenzustédnde der entsprechenden Sékulargleichung:

Lann+iny E=o

V2

, (7.32)
1 4t
\ﬁﬂ LL=15LM) E:—F

Da auch die Zustédnde | 7,7) und | |, |) die Energie E = 0, ist der Gesamtspin S = 1-Sektor
entartet (Spin-Triplett). Der entsprechende Hamilton-Operator kann auch mit Hilfe der Spin-

Operatoren S 1 und S 5 auf den beiden Gitterpunkten ausgedriickt werden:

Hor=J( S /S:—i12 it J—ﬁ>0 (7.33)
eff = 1 2 1 mi —Uh? .

Dieser Mechanismus der Spin-Spin-Kopplung wird Superexchange genannt und geht auf P.W.
Anderson (Phys. Rev. 79, 350 (1950)) zurtick.

Da diese Beziehung zwischen allen benachbarten Gitterpunkten gilt, kénnen wir den vollsténdigen
Hamilton-Operator schreiben als

’HH:JZ 571 §j+K0nst. (7.34)
(4,9)

Dieses auf die Spins reduzierte Modell wird Heisenberg-Modell genannt. Der Hamilton-Operator
ist invariant unter einer globalen SU(2)-Spinrotation.

U(f)=e57 mit §=Y 5, (7.35)
J
Daher ist der Gesamtspin eine gute Quantenzahl, wie wir schon im Zwei-Spin-Fall gesehen haben.

Die Kopplungskonstante ist positiv und favorisiert so die antiparallel Ausrichtung benachbarter
Spins. Der Grundzustand ist daher nicht ein Ferromagnet.
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7.2.2 Molekularfeld-Niherung des Antiferromagneten

Es gibt zwar einige exakte Resultate fiir das Heisenberg-Modell, aber nicht einmal der Grund-
zustand kann exakt angegeben werden ausser im Fall der eindimensionalen Spinkette, die mit
Bethe-Ansatz gelost werden kann. Die Schwierigkeit liegt vorallem bei der Behandlung der Quan-
tenfluktuationen, d.h. Nullpunktsbewegungen der gekoppelten Spins. Am einfachsten kann schon
bei zwei Spins gesehen werden, wo der Grundzustand ein Singulett und maximal verschréankt
(entangled) ist. Der Grundzustand des antiferromagnetischen Spin-Systems ist fiir alle endliche
Systeme ein Spin-Singulett. Im sogenannten thermodynamischen Limes (N — oo) gibt es fiir
Dimensionen D > 2 langreichweitige antiferromagnetische Ordnung. Im Gegensatz dazu ist der
vollstiandig polarisierte ferromagnetische Zustand (Grundzustand fiir ein Modell mit J < 0) ex-
akt bekannt und hat Zustand mit der maximalen Spinquantenzahl keine Quantenfluktuationen.
Um denoch den geordneten antiferromagnetischen Zustand beschreiben zu kénnen, greifen wir
wie frither zur Molekularfeld-Néherung. Den Gleichgewichtszustand des klassischen Heisenberg-
Modells (Spins als einfache Vektoren ohne Quanteneigenschaften) kénnen wir charakterisieren,
indem wir das Gitter in zwei Untergitter A und B aufteillen. Dabei hat jedes A-Punkt nur B-
Nachbarn und umgekehrt.? Auf dem A-(B-)Gitter zeigen die Spins nach oben (unten). Dies ist bis
auf die globale Spinrotations eindeutig. Beachte, dass diese Spinkonfiguration die Einheitszelle
verdoppelt.

Wir fithren nun fiir unseren Heisenberg-Modell das entsprechende Molekularfeld ein:

5 +(872-m) icA
Si= i 7.36
’ { +(S¢4m) ieB (7.36)
Dies fiihrt auf folgenden Molekularfeld-Hamilton-Operator:
2
= = m
Hmf:HA+HB:—sz%A: Sf+sz;B Sit+Jag Nt (7.37)

wobei z die Koordinationszahl, die Zahl der Nachbarn (z = 6). Es ist einfach die Zustandssumme
dieses Hamilton-Operators zu bilden:

7 — T {e—ﬁHmf} _ [{eﬂjmzh/2 n e—Bszh/Q} e—@szz/Q}N (7.38)

Die freie Energie pro Spin ist folglich

2
F(m,T) = —%kBTan = Jz% — kpTln (2 cosh(BJzmh/2)) (7.39)

Wir minimieren nun die freien Energie bei fixierter Temperatur nach m um den thermischen

Gleichgewichtszustand zu bestimmen:*
OF h Jzmh
= — = —tanh | —— 7.4
0 o = m = Stan ( 5 k:BT> (7.40)

Dies ist die Selbstkonsistenzgleichung der Molekularfeld-Theorie. Es gibt eine kritische Tempe-
ratur Ty (Néel-Temperatur), unterhalb derer das Moment m endlich ist. Bei 7' — Txn_ geht m
kontinuierlich gegen 0. Damit l&sst sich aus der ”linearisierten” Selbstkonsistenzgleichung T'x

bestimmen:
Jzmh? N e Jzh?
m = prd
4kpT |p_g, N kg

(7.41)

3Gitter, die diese Aufteilung erlauben, nennt man bipartit. Es gibt aber auch Gitter, die das nicht zulassen, z.B.
triangulér oder kubisch flichenzentrierte Gitter. Hier treten dann Phénomene der Frustration auf, eine weitere
Komplikation mit den antiferromagnetisch gekoppelten Spins.

4Eigentlich wire noch ein magnetisches Feld, das auf den beiden Untergittern in entgegengesetzter Richtung
weist, eine weitere Gleichgewichtsvariable zusammen mit der Temperatur. Wir setzen diese hier einfach null.
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Dies bedeutet, dass Ty mit der Kopplungskonstante und z skaliert. Je grosser J ist und je mehr
Nachbar von vorhanden sind, desto stabiler wird der geordnete Zustand.® Wir kénnen die freie
Energie in m entwickeln, wenn T nahe bei T liegt.

() ()]

Dies ist eine sogenannte Landau-Theorie fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, wobei
eine Symmetrie spontane gebrochen wird. Diese Symmetriebrechung (von der ”hochsymmetri-
schen” Hochtemperatur- zum ”niedersymmetrischen” Tieftemperatur-Phase) wird durch den
Ordnungsparameter m beschrieben. Minimisierung von F' beziiglich m ergibt dann

J
F(m,T) = Fy + ;

0 T>TyN
m(T) = " (7.43)

5\/3(TN/T— 1) T<Tyn

F m

T>Ty
T<TN
¢
m T

Ty

Abb. 7.6

7.3 Kollektive Spinanregungen - Spinwellen des Antiferroma-
gneten

Die Molekularfeld-Naherung hat neben seinen guten Eigenschaften auch eine Zahl von Un-

zulénglichkeiten. Die Quantenfluktuationen werden génzlich vernachlissigt und wir kénnen auch

nicht viel iiber die Tiefenergieanregungen im geordneten Zustand aussagen. Es gibt hier nédmlich,

wie beim Ferromagneten, kollektive Anregungen. Um diese zu untersuchen, schreiben wir das
Heisenberg-Modell in seinen Spin-Komponenten auf:

P P
HH:JZ{Sij—FQ(SijJrSi j)} (7.44)
(4.3)
Im geordneten Zustand seien die Momente entlang der z-Achse orientiert. Nun betrachten wir

die Dynamik eines umgekippten Spins, d.h. wir wenden den Operator S ; auf den Grundzustand
|®p) an, und bestimmen das Energiespektrum.

(Hu — Eo) S| |®o) = [Hu, S 1|®0) = hw 5[ |o) (7.45)
wobei Fy die Grundzustandenergie ist. Die Anwendung der Spin-Kommutationsrelationen
[S5,871=28%; wd  [S7 S ==+870; (7.46)
ergibt dann die Gleichung

/ !/

—JY S:S;+J> 87 8i—hwS | |@g) =0 (7.47)
J J

®Bei unendlicher Koordinationszahl wird auch die Molekularfeld-Niherung exakt.
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wobei die Summen Z; iiber alle Nachbarn der Gitterpunktes [ geht. Wir entkoppeln nun dieses

komplizierte Problem, indem wir die Operatoren S# durch die jeweiligen Molekularfelder erset-
zen. Daher miissen wir nun zwischen A- und B-Untergitter unterscheiden, so dass wir am Ende
zwei Gleichungen erhalten, fiir [ € A und I’ € B:

{sz?l —JmY  Si. hw§l} Do) =0 lecA
(7.48)

{ szsl,+JmZSl,+ hw§l,}q>0>:o 'eB

Wir fithren neue Operatoren ein:

(7 \/>Z S,e —ig T und \/>Z Sye” LTy (7.49)

leA l’eB

und setzen sie in obige Gleichung ein:

{sz_ )3 ST m Y S S w*-w}@@:o

leA l’'eB
(7.50)
—Jmz — hw e v+ Jm e'ﬁa pe T 0) =
J Sye T L gy e TN § e T |@g) = 0
l’EB leA
ergibt dies
{(sz ~hw)at — Jmm;b%} o) = 0
(7.51)

{(—sz — )bt + meq»ag} o) = 0

mit vz = >z €79 = cos gpa + cos gya + cos g.a. Diese Eigenwertgleichung kann einfach geldst
werden und entspricht Spinwellen des Antiferromagneten. Das Energiespektrum ist

hwg = Jmy /22 — 725 (7.52)
Beachte, dass nur die positiven Energien Sinn machen. Interessant ist der Grenzfall kleiner ¢
z2—fy?1~—>z2(f2—|—0(q4) = hwg = Jmz|q|+ - (7.53)

Das bedeutet, dass anders als beim Ferromagneten die Spinwellen des Antiferromagneten eine
lineares Niederenergie-Spektrum besitzen. Dasselbe gilt hier auch, wenn wir das Spektrum um
Q = (1,1,1)7/a entwickeln (Faltung der Brillouin-Zone wegen der Einheitszellen-Verdopplung).

A
hwg

Rand derreduzierten
Brillouin-Zone

Q

S=1--

Abb. 7.7
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Nach geeigneter Normierung sind die Operatorena ; und 5(7 bosonischer Natur, denn wegen
der Molekularfeld Naherung sind auch S li bosonisch:

(S}, 871 =2876; ~ £2md; (7.54)

wobei das Vorzeichen vom Untergitter abhéngt. Die Nullpunktsbewegung dieser Bosonen ergeben
Quantenfluktuationen, die das Moment m von seinem Molekularfeldwert reduzieren. In einer
eindimensionalen Spinkette sind diese Fluktuation so stark, dass selbst im Grundzustand kein
antiferromagnetisch geordneter Zustand mdoglich ist.

Die Tatsache, dass das Spektrum bei Null beginnt, hat auch wieder mit der unendlichen Ent-
artung des geordneten Grundzustandes zutun. Die geordneten Momente kénnen global in jede
Richtung gedreht werden. Diese Eigenschaft ist als Goldstone-Theorem bekannt, welches besagt,
dass der geordnete Zustand, der eine kontinuierliche Symmetrie bricht, kollektive Anregungen
beliebig kleiner (positiver) Energien hat. Das lineare Spektrum ist fiir kollektive Anregungen
dieser Art die Regel, das quadratische Spektrum des Ferromagneten hiangt damit zusammen,
dass der geordnete Zustand die Zeitumkehr-Symmetrie bricht.
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Kapitel 8

Supraleitung

Supraleitung ist das wohl ausserordentlichste Phdnomen, das man bisher in Metallen gefunden
hat. Die Supraleitung wurde 1911 durch Kamerling Onnes entdeckt, als er Hg unterhalb von 4 K
abkiihlen konnte und einen plotzlichen Abfall des elektrischen Widerstandes auf Null feststellte.
Das erwartete Verhalten des Widerstandes ist

p(T) = po + AT? + BT® + - - (8.1)

mit pg als defektbedingter Restwiderstand. Der Supraleiter ist jedoch mehr als nur ein perfek-
ter Leiter. Im Jahre 1933 zeigten Meissner und Ochsenfeld, dass der Supraleiter ein perfekter
Diamagnet ist, d.h. das magnetische Feld wird aus dem Innern des Materials verdringt. Zudem
zeigte sich, dass es bei jeder Temperatur ein kritisches Feld H.(T) gibt, oberhalb dessen der
supraleitende Zustand verloren geht.

elektr. Widerstand Meissner—-Ochsenfeld—Effekt
Ap TYYYYYY
pO T ‘
T !
c r T.<T T>T
Abb.S.1

Diese Eigenschaft zeigte, dass es sich bei der Supraleitung um eine thermodynamische Phase
handelt. Es ist ndmlich moglich die freie Enthalpie G zu definieren:

1 H

dG:-SﬂniéBﬂJ =  G(T,H) - G(T,0) = B(H)dH' — (8.2)
7I

- )
Fiir die magnetische Induktion gilt innerhalb des Supraleiters:
H normal leitend

B(H) = (8.3)

0 supraleitend

so dass fiir den Supraleiter und das normale Metall:

G(T.H) =~ Go(T,0)=0  baw,  Gu(T,H) - G(T,0) = —— (8.4)
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Die Phasengrenze zwischen Metall und Supraleiter ist definiert durch G4(T, H.) = G, (T, H.)
woraus folgt,
1 1
Go(T, H) = Gu(T, H) = —[H* = H{(T)]  wnd  Gy(T,0) = Gu(T,0) = =~ HZ(T) (85)
T ™
d.h. der supraleitende Zustand besitzt eine Kondensationsenergie, die durch das (thermodyna-
mische) kritische Feld H.(T") ausgedriickt werden kann. Die Temperaturabhéngigkeit von H.(T')
ist ndherungsweise

T2
H.(T)=H, 1——= :
1) =10 (1 12) (5.6
Es gelten gewisse Beziehungen mit thermodynamischen Messgrossen:
oG 1 dH.(T)
= = Ss(T,H) — S, (T,H) = —H_.(T
s=— (%) (T, H) ~ 8u(T, H) = - H(T) ",
= ) ) (8.7)
52G 1 dH, d“H,
=T == Cs(T,H)—-Cy(T,H) = —T H—
C T <3T2>H ( ) ( ) 4m ( ar ) * dr?

Daraus lesen wir ab, dass der Phaseniibergang ist zweiter Ordnung bei T' = T, und Ty wo es
keine latente Wirme gibt (S, = S,,). Dazwischen ist der Ubergang am kritischen Feld von erster
Ordnung. Der Sprung der spezifischen Wirme bei T, ist

2 2
Cu(T,) — Cu(T) = L1, (dH) :HO) (.8)

Ar N\ dT )y, T

H ch

H ¢ normal

supraleitend

Abb.8.2

8.1 London-Theorie

Londons Theorie (1935) ist eine ph#nomenologische Beschreibung des Meissner-Ochsenfeld-
Effektes. Sie basiert auf folgenden Voraussetzungen:

1. Es gibt im Supraleiter normalleitende und supraleitende Elektronen, deren Dichten n bzw.
ns zusammen die Gesamtdichte der Elektronen ergibt: ng = n + ng

2. Die supraleitenden Elektronen bilden eine ideale inkompressible Fliissigkeit mit einem
Geschwindigkeitsfeld 7 (7,t) und V - 7(7,t) = 0. Der dissipationsfreie Suprastrom ist
folglich definiert als

J(7,t) = need (7,t) (8.9)
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3. Wir fithren die Vektorvariable @ (7,t) ein: !
@ (7,t) =V x 0(7,t) + — B(7,t) (8.14)
und verlangen als Bedingung, dass @ (7,t) = 0 zu allen Zeiten und tiberall im Supraleiter.

Hier entspricht @ (7,¢) dem Wirbelfeld, das wir in der Hydrodynamik idealer inkompressibler
Fluida finden. Damit wollen wir nun einige Konsequenzen fiir den Supraleitungszustand herlei-
ten.

8.1.1 Abschirmung - London-Gleichung

Wir kombinieren nun (8.14) und die Maxwell-Gleichungen

B=-"5Vxv )

‘ ST X (Vx B)= - F2F = TG o AT
= - 4r 5 4dmeng c mc
VxB=—j=

¢ ‘ (8.15)
Dies ergibt die berithmte London-Gleichung
L = . 4re? w?
VIB=A?B  omit A= e pRe (8.16)
0

Diese Gleichung beschreibt den Abschirmeffekt des Supraleiters fiir ein homogenes magnetisches
Feld. Betrachte als Beispiel eines supraleitenden Halbraums (z > 0). Ein dusseres magnetisches
Feld wird entlang der z-Achse angelegt: B = (0,0, Bp). Dann reduziert sich obige Gleichung im
Supraleiter zu

By xz <0
—O(x)A%B, =0 = B.(x) = (8.17)
Bye ™ >0

d’B,
dx?

1Um ein Verstindnis von @ zu erhalten, betrachte die Bewegungsgleichung des Geschwindigkeitsfeld

Dv e[ = 1 =
— =—|E+-{Ux B
Dt m { + c{U % }}
(8.10)
ot L, =, 04U - 7 -
—E“F 'VU—T'i‘V?—UX(VXU)
Daraus folgt nach einfacher Umformung:
ov S g2 e = . - . e = e = N .
—+V—:—E+vX[vaJr—B]:—EJrvxw (8.11)
ot 2 m mc m
Unter Verwendung der Maxwell-Gleichung V x E = —%‘9(,5 erhalten wir
%":ﬁx{axw} (8.12)

—

was der Helmholtz’schen Wirbelgleichung entspricht. Wahrend bei Helmholtz W = V x 7 , kommt hier noch das
Magnetfeld hinzu. Falls @ = 0, dann bleibt dies fiir alle Zeiten so. Beim Supraleiter geht London davon aus, dass
?unter allen Umstéinden” «w = 0 erfiillt ist (Postulat #hnlich wie Bohrs Postulate). Beachte, dass auch gilt

07 = 2 .
a—;’Jrv%:%E (8.13)

was der Bernoulli-Gleichung der Hydrodynamik idealer inkompressibler Fluida entspricht.
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Bp——— Supraleiter

@]
>
<y

Abb.8.3

8.1.2 Persistente Strome

Eine andere Konsequenz des London’schen Postulats ist die Erhaltung des magnetischen Flusses
in einem mehrfach zusammenhingenden Supraleiter.

Abb.S./

Wir betrachten einen nicht kontrahierbaren Pfad C' im Supraleiters, der eine Flidche F' definiert.
Das Integral von « iiber diese Fléche ergibt:

/Fds“-wz/Fd@{§+"zcﬁxﬁ}:yid§-{j+"écﬁ}. (8.18)

Man beachte, dass ausserhalb des supraleitenden Bereiches  nicht verschwindet, wenn ein
magnetisches Feld vorhanden ist. Betrachten wir einen Pfad C tief innerhalb des Supraleiters,
wo kein Magnetfeld vorhanden ist, d.h. ¥ = 0 entlang von C', dann folgt, dass

/dﬁ.wzzj[dg‘-ﬁ:@ (8.19)
F

der eingeschlossene magnetische Fluss ist, der sich nicht in der Zeit nicht dndert. Da w erhalten
ist, ist der magnetische Fluss, der durch einen Supraleiter eingeschlossen wird, auch erhalten. Die
Konsequenz ist ein persistenter Strom, d.h. um den Fluss aufrecht zu erhalten, muss permanent
ein Strom um das Loch fliessen. Offensichtlich kann ein solcher Strom nicht dissipativ sein.?
Die Voraussetzung 1, dass es normal- und supraleitende Elektronen gibt, geht auf das Zweifliis-
sigkeiten-Modell von Casimir und Gorter (1934) zuriick, in deren Theorie

no(T) = no [1 - (;)4

2Eine weitere Eigenschaft, die nicht direkt aus der London’schen Formulierung folgt, ist die Quantisierung des
eingeschlossenen Stromes. Man koénnte in folgender Weise argumentieren:

B T S AU e
¢727{cd3v{mv+zA}767§Cds F; (8.20)

wobei p der kanonische Impuls darstellt. Wenn wir nun Bohr-Sommer-Quantisierung fiir diese supraleitenden
Elektronen annehmen, dann ergibt sich

(8.23)

®=Shn  mit n=0+1,+2,+3,... (8.21)
e
Dies ist nicht ganz richtig, denn es gilt wie wir spiter sehen werden
o = %n = dgn wobei ®g = 2 x 10~ 7Gauss cm? . (8.22)
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Damit besitzen wir eine wenigstens qualitativ gute Beschreibung fiir das Verhalten als Funktion
der Temperatur. Was jedoch immer noch offen bleibt, ist die Frage, was das inkompressible
ideale Fluidum ist, das die Supraleitung ausmacht.

8.2 Ginzburg-Landau-Theorie

Die Ginzburg-Landau-Theorie (1950) ist eine weitere phdnomenologische Beschreibung der Su-
praleitung und basiert auf der Landau’schen Theorie der Phaseniibergéinge zweiter Ordnung,
wie wir sie schon beim Magnetismus diskutiert hatten. Der wichtige Punkt liegt in der Identifi-
kation eines geeigneten Ordnungsparameters, der die Symmetriebrechung beim Phaseniibergang
beschreibt, und in der ”geordnetenPhase unterhalb der kritischen Temperatur kontinuierlich von
null anwéchst.

8.2.1 Ordnungsparameter

Supraleitung ist eine geordnete Phase, die spontane eine Symmetrie bricht. Wahrend beim Ma-
gnetismus die geordnenten magnetischen Momente sich unmittelbar als Ordnungsparameter an-
bieten, ist bei der Supraleitung die Sache nicht offensichtlich. Daher beginnen wir mit einem
weiteren Postulat: Der Ordnungsparameter der Supraleitung ist eine komplexe makroskopische
Wellenfunktion ¥(#), die den supraleitenden Zustand an jedem Punkt eindeutig beschreibt.
Eine einfache Interpretation ist, dass das Betragsquadrat der lokalen Dichte der supraleitenden
Elektronen entspricht:

W) = m(7) (8.24)

wobei v ein Proportionalitdtsfaktor ist, der sich aus dem mikroskopischen Versténdnis ergibt. Die
Beschreibung des Gleichgewichtszustandes des Supraleiters wird durch das Ginzburg-Landau-
Funktional der freien Energie gegeben. Wir beschrianken uns auf den Bereich in der unmittelbaren
Nihe des Phaseniibergangs. Dann lésst sich die freie Energie entwickeln als

FlU A1) = B+ [av [aneR + e
- S 2 (8.25)
. et 2 V x A(TT)
2;* {7; _cA(F)}MF) +{ 87 } ’

wobei a(T) = a/(T — T,) und d’,b,m*,e* > 0 reelle Parameter sind. Dieses Funktional ist ein
Skalar unter allen Symmetrie-Eigenschaften, Rotationen, Zeitumkehr und insbesondere U(1)-
Fichtransformationen. Letztere ergeben, dass

U(7) — U(7) = U(7)eX(T)
(8.26)

A(F) — A(F) = A(F)Jr@ﬁx(f)

Damit sind nur gerade Potenzen von ¥ moglich und der Gradiententerm, der Effekte rdumlicher

Abhéngigkeit beschreiben soll, muss auch eichinvariant formuliert werden, d.h. es gibt eine mi-
nimale Kopplung zwischen ¥ und A. Der letzte Term beschreibt die magnetische Feldenergie.
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8.2.2 Ginzburg-Landau-Gleichungen

Der Gleichgewichtszustand fiir gegebene Temperatur und gegebenes dusseres Magnetfeld wird
durch variationelle Ableitung der freien Energie erhalten:

1 Ao et o\2
<v A> U+ a¥ + b T2V =0
C

2m* \ i
(8.27)
. . *R . . *2 .
VUV xB=" ,{\p*v\y—xpv\p*}—e—mu
4 2m*q m*c
mit B = V x A. Die Randbedingungen sind
h = -
i ( v — 6A> v =0
i c
Rand (828)
it x(B — H) =0
Rand

wobei H das dussere Feld und 7 der Randnormalvektor ist. Wir betrachten nun einige einfache
Situationen:

1) Uniforme Supraleitung ohne Magnetfeld:

0 T>1T,

(7, T = (8.29)
—a(bT) T<T,

Das bedeutet, dass ¥ nur unterhalb von 7T, endlich ist. Die freie Energie des homogenen Supra-
leiters kann nun mit dem thermodynamischen kritischen Feld in Verbindung gebracht werden.
Durch Einsetzen der obigen Losung erhalten wir ndmlich

1 a(T)? 1 a(T)?
F(T,0)= F,(T,0) — —H.(T)? = F,,(T,0) — — H.(T)? = )
Wir sehen fiir beide
ns(T), H(T)xT.—T (8.31)

in der Nahe von 7., was mit den Ndherungen des vorhergehenden Abschnittes {ibereinstimmt.
2) Réaumlich verénderlicher Ordnungsparameter ohne Magnetfeld: Der Ordnungsparameter sei
bei ¥(z = 0) = 0 und bei ¥(z — oo) = ¥(z — o0)* = \/—a(T)/b. Die Gleichung, die dies
beschreibt ist

n? a2
gy W‘I/(ZC) + a¥(z) +b¥(z)3 =0 (8.32)
mit ; 2 ) .
@)= Luw) s ) @ P =0 (839)

Dies ist Differentialgleichung der dimensionslosen Funktion f(z), wobei der Vorfaktor der zwei-
fachen Ableitung eine charakteristische Léinge £ definiert:

h
§(T) = e T T (8.34)

ist die sogenannte Kohérenzlange. Mit den Randbedingungen bei x = 0 und x — oo, finden wir
die Losung

() = tanh (gf/§> (8.35)
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woraus wir schliessen, dass £ die Léngenskala ist, auf der Ordnungsparameter variiert.

3) Uniformes dusseres Magnetfeld und konstanter Ordnungsparameter: Aus der zweiten Ginzburg-
Landau-Gleichung lésst sich mittels der Maxwell-Gleichungen der Suprastrom definieren:
o e*h o o
() = AT AR
IT) = g {

e*

2
C|\1;|2A (8.36)

m*
Dieser hat dieselbe Form, wie der Wahrscheinlichkeitsstrom in der Quantenmechanik, wenn wir
U als Einteilchenwellenfunktion auffassen. Nun ist ¥(7) = /—a/b konstant, so dass der erste
Term wegfillt. Aus der zweiten Maxwell-Gleichung ergibt sich nach Anwendung von V x die
London-Gleichung

4e*?

V2B = U(F)?B =\"?%B (8.37)

m*c? |

woraus mit (8.24) folgt, dass

*2 2

4e 4re

s = o, (8.38)

Es wird sich in der mikroskopischen Theorie zeigen, dass

*

ve* =e und ym* =m mit v=1/2 (8.39)

d.h. die makroskopische Wellenfunktion beschreibt ein Kondensat von Elektronpaaren. 3

8.2.3 Flussquantisiertung

Wir untersuchen nun noch einmal die Erhaltung des magnetischen Flusses in einem mehrfach
zusammenhéngenden Gebiet (sieche Abb. 8.4). Dazu schreiben wir den Ordnungsparameter als

U(7) = |U(7)]eT) (8.40)

Beachte, dass der Ordnungsparameter einwertig ist. Wir erhalten fiir den Strom
- eh - 2¢? -
(7)) = —|W(F)PV (7)) — —|W(7) > A(F 8.41
T(7) = SR o(7) -~ |w(7)2 A7) (3.41)

Daraus leiten wir nun auf dem Pfad C folgendes Integral her

L = mc . ; hc L o=
ds8-A+— P ds-—==— @ ds - 8.42
jéc 5 + 262%0 5 T 26%0 §-Vo ( )

Falls C tief im Innern des Supraleiters liegt, konnen wir davon ausgehen, dass j = (0 und es
folgt

o ; h
=04 45 Vo=Ton mit By = =

P _ =
27 C 2e

(8.43)

Dies bedeutet, dass der eingeschlossene Fluss quantisiert ist (innerhalb eines Pfades, auf dem
der Strom verschwindet). Damit ist der zirkuldre Strom, der den Fluss erzeugt persistent -
dissipationsfrei. Beachte, dass die Energie eines solchen Flusses gegeben ist durch
» _ e,
=57 = 51" (8.44)

wobei L die Selbstinduktivitét des Supraleiters ist (geometrische Grosse). Somit sind alle Zusténde
endlichen Flusses metastabil. Diese Zustédnde koénnen im Prinzip zerfallen, aber die Energie-
barrieren zwischen den Zustinden koénnen so hoch sein, dass ein Zerfall nur auf sehr langer
Zeitskala zustande kommt. Solche Zerfille werden ”phase slips” genannt, d.h. die Phase ver-
liert abrupt an Windungszahl. Solche Prozesse kénnen in sehr diinnen supraleitenden Drahten
beobachtet werden.

3Beachte, dass der Mechnismus, der zum Meissner-Ochsenfeld-Effekt und zur London’schen Abschirmung fiihrt,
dem Anderson-Higgs-Mechanismus entspricht, den man auch aus der Hochenergie-Physik kennt. Die Kondensation
eines Bosonischen Feldes, dass an ein Eichfeld koppelt, erzeugt fiir das betreffende Eichfeld eine Masse. Dies
bedeutet eine endliche Reichweite fiir die Wechselwirkung, die durch das Feld mediiert wird.
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8.3 Zwei Typen von Supraleitern - die gemischte Phase

8.3.1 Oberes kritisches Feld

Wir haben anfangs gesehen, dass er Meissner-Ochsenfeld-Effekt die Existenz eines kristischen
Felds impliziert. Der Wechsel zwischen supraleitendem und normalem Zustand findet mittels
eines Phaseniibergangs erster Ordnung statt. Dies bedeutet innerhalb der Ginzburg-Landau-
Beschreibung, dass der Ordnungsparameter abrupt von Null auf einen endlichen Wert springt.
Wir untersuchen nun die Bedingung fiir das kontinuierliche Auftreten des Ordnungsparame-
ters in einem uniformation magnetischen Feld. Ein solcher Ubergang kann als Instabilitit des
Normalleiter gegen das Erscheinen eines kleinen Ordungsparameters betrachtet werden. Damit
ist die Instabilitéitsbedingung gegeben durch die Ginzburg-Landau-Gleichungen, ohne hoéhere
Potenzen des Ordnungsparameters:

1 h = e* - —\2 -
Py (iV—CA>\II(r) +a¥(7)=0 (8.45)
Dies Gleichung hat die Form der stationdren Schrédinger-Gleichung fiir ein geladenes Teilchen
im uniformen Magnetfeld (6 x B = 0), wobei wir annehmen, dass B = (0,0, H). Dabei spielt
—a die Rolle der Energie. Die Instabilitdt wird nun durch die Losung dieser Eigenwertgleichung
bestimmt und der Eigenwert, der die hochste Ubergangstemperatur ergibt, entspricht der physi-
kalischen Instabilitéit des Normalleiters. Die Losung dieser Gleichung hatten wir im Abschnitt 3.4
schon betrachten und wir finden fiir die Energieeigenwerte bei einem Feld parallel zur z-Achse,

Ey

2

B h2k§ e*H 1
T 2m* m*c

n+ ) =—d (T -T,) (8.46)
Offensichtlich ist das hochste T,.(H) bei gegebenem Feld oder umgekehrt das hochste Magnetfeld
H(T) bei gegebener Temperatur durch den ” Grundzustand” bestimmt:

e*H 2m*c ,

= Ho(l)==_—d(T.-T) (8.47)

"T-T.)=—
o c) 2m*c

Wir verwenden nun einige bekannt Grossen, um H.o auszudriicken:

HA(T) = ﬁa'm ~T) (1) = Qm*aszc —= A1) = \/ WQZTE —ry (64

Daraus kombinieren wir

Ho(T) = iV/ZH(T)  mit k== = T° (8.49)
c2 - c — 5 — A e .
k ist das Verhéltnis der beiden Léangenskalen, die wir kennengelernt hatten und heisst Ginzburg-
Landau-Parameter.

Abb.8.5
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Dieses Resultat zeigt, dass abhéngig von k verschiedene Instabilitit auftreten. Falls H. > H.o
wird der Phaseniibergang erster Ordnung sein in einen uniformen supraleitenden Zustand. Fiir
H,. < H ist der Ubergang kontinuierlich mit einem raumlich modulierten Ordnungsparameter.
Den ersteren nennt man Typ-I- und den letztern Typ-II-Supraleiter.

1
< — Typl
K ﬂ yp
(8.50)

1
k>— Typll
NG) yp
Im Typ-I-Supraleiter wird das magnetische Feld beim Eintritt in die supraleitende Phase vollstandig
(bis auf die Oberflicheneindringtiefe) ausgestossen. Fiir den Typ-II-Supraleiter hingegen bleibt
das magnetische Feld im Supraleiter in Form von sogenannten Flusschliduchen. Dies sind Supra-
stromwirbel, die ein Gitter bilden und je ein Flussquantum @ einschliessen.

8.3.2 Der Wirbel und das untere kritische Feld

Die Wirbel, die in Typ-II-Supraleitern die magnetischen Flusslinien erzeugen, sind linienférmige
Singularitdten des Ordnungsparameters, um die herum die Phase des Ordnungsparameters win-
det. Nehmen wir eine einzelne gerade Flusslinie durch den Ursprung parallel zur z-Achse an,
dann konnen wir den Ordnungsparameter ansetzen als

(F) =\ e (8.51)

wobei r den Radius in Zylinderkoordinaten und 6 den entsprechenden Winkel bezeichnet, wéhrend
keine z-Ahéngigkeit vorliegt. Die Funktion f ist reell, und n nennen wir Windungszahl, da die
Phase des Ordnungsparameter bei einem Umlauf um die z-Achse um 27n d&ndert. Der Ordnungs-
parameter ist also einwertig. Da bei r = 0 jedoch der Ordnungsparameter nicht mehr eindeutig
festgelegt werden kann, wenn n # 0, muss f(0) = 0 sein. Fiir n = 1, dem energetisch stabilsten
Wirbel, ist f ndherungsweise durch

f(r) = tanh(r/§) (8.52)

gegeben. Wir kénnen damit den Strom ausrechnen. Es ist leicht zu sehen, dass es hier nur eine
azimutale Komponente gibt:

(& 62
o) = 3 (s 00— 005"} — 20 As = ) = 2 )P Aelr) (559)

2meri

Zuniéchst betrachten wir den Limit » — oo, wo der Suprastrom verschwinden sollte. Damit ergibt
sich assymptotisch, dass

_ he

hel . 2
A =L @:fdg-A:/O a0 Ag(r) T = oo =B (8.54)

wobei wir den Fluss in einem konzentrischen Kreis um die z-Achse bei beliebigem, aber grossem
r betrachten. Der Fluss, der in diesem Wirbel elngeschlossen wird, ist gerade ein Flussquantum.

Nun betrachten wir die Maxwell-Gleichung V x B = j
. - = ir [0 1 ~  4wehl 0
x B =-\2B + .
¥ (9 x B) = T2 {0 2= T )

Der zweite Term auf der rechten Seite bezeichnet die Wirbeldichte, die im Wesentlichen auf den
Radius £ konzentriert ist. Im Grenzfall £ < A ldsst sich folgende Ndherung durchfiihren:

[—V V24 1} B = 2006@(r) (8.56)
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d.h. die Wirbeldichte funktioniert als gut konzentrierter Quellenterm fiir die London-Gleichung.
Wir néhern sie hier durch eine Deltafunktion. Das Magnetfeld zeigt aus Symmetrie-Griinden in
die z-Richtung. Die Losung ist gegeben durch die MacDonalds-Funktion:

LA —r/A

5 e > A
(I)O r (I)O r
_ 20 g (7) _ 20 ,
T ot 0\N) T \ (8.57)
In () <€A
T

Die logarithmische Divergenz des Feldes bei kleinen r ist ein Artifakt der Deltafunktion. Fiir
r < & gilt unsere Naherung nicht mehr. Das Feld wird fiir » < £ mehr oder weniger konstant

sein:
00

2w \2
Wir koénnen nun die Energie dieser Flusslinie berechnen. Fiir £ > 1 kommt der iiberwiegende
Beitrag vom Feld. Die Unterdriickung des Ordnungsparameters bei » = 0 gibt eine sogenannte
”core-Energie”, die nicht ins Gewicht féllt. Die Linienenergie pro Léngeneinheit bestimmt sich
durch die freie Energie des Feldes im Supraleiter:

B.(0) =

Ink (8.58)

L [ n 50 2 *2_1/2**_2*2*_‘1’(2)
61—87T/dr[B +)\(V><B)]—8ﬂ_ d“r B B )\VB]—(47T)\)21nf<c (8.59)

2000 ()

Dies ist die Energie pro Liangeneinheit (entlang der z-Achse), die man aufwenden muss, um eine
solche Wirbellinie zu erzeugen. Der Energieaufwand kann durch ein &usseres Feld kompensiert
werden. Wir betrachten daher die freie Enthalpie pro Langeneinheit einer einzelnen Wirbellinie:
H-B )
Gw(T,H)—GM()(T,H)—Fw(T,H)—FMo(T,H)—/dQ'F :Gl—fOHZ (8.60)

A7 4

wobei die Indizes W fiir Wirbel und MO fiir Meissner-Ochsenfeld-Phase (keine Feld im Innern)
steht. Der Gleichgewichtszustand zwischen der Phase mit und ohne einem Wirbel definiert das
untere kritische Feld Hqy (T):

T 472
Fiir dussere Felder H < H. ist der Supraleiter in der Lage das Magnetfeld abzuschirmen -
wir sprechen von einer Meissner-Ochsenfeld-Phase. Ubersteigt das Feld H,; dringt magnetischer
Fluss in Form von Flusslinien in den Supraleiter ein - dies ist die gemischte Phase. Die Flusslinien
stossen sich gegenseitig ab und ordnen sich in einem reguldren Gitter an. Das Gitter hat im
Normalfall triangulire Struktur.* Die Phasendiagramme der Typ-I- und Typ-II-Supraleiter sind
im einfachsten Fall wie in Abb. 8.6 gegeben.

Gw<T, Hcl (T)) = GMo(T, Hcl(T)) = Hcl(T) Ink . (861)

" Typ- H

‘gemichte

Phase
MO

T T T
Abb.8.6

4Die Situation kann jedoch sehr komplex werden, da die Wirbellinien sich wir elastische Fiden verhalten. Daher
kann man von ”Vortex Matter” sprechen, die sehr komplexes Verhalten aufweisen kann. Insbesondere spielt hier
auch das Haften der Wirbellinien an Defekten des Materials eine wichtige Rolle. Einen sehr detaillierten Uberblick
gibt der Review-Artikel von G. Blatter et al, Rev. Mod. Phys. 66, 1125 (1994).
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Auch die Magnetisierungskurve fiir gegebene Temperatur und steigendem Feld ist sehr unter-
schiedlich in den beiden Fillen. Beim Typ-I-Supraleiter ist der Supraleiter perfekt diamagnetisch
und geht abrupt in den Normalzustand homogenem Feld im Innern iiber. Der Typ-II-Supraleiter
lasst bei H.; magnetischen Fluss ins Innere treten, und der Prozess des vollstédndigen Eindrin-
gens geschieht allméhlich mit einer kontinuierlichen Unterdriickung der Supraleitung. Wenn die
Wirbellinien im Gitter den Abstand von ungefahr einer Kohérenzldnge besitzen, gibt es im We-
sentlichen nur die Wirbelzentren mit unterdriicktem Ordnungsparameter und die Supraleitung
verschwindet.

Typ-Il

| Bny

c2
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