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Dieses Skriptum soll einen Uberblick iiber die Themengebiete geben, die in
der Vorlesung ”Experimentelle Teilchenphysik” abgehandelten werden. Ferner
kann es einen Begleiter bei der Priifungsvorbereitung darstellen.

Als Begleitliteratur zu Vorlesung und Ubungen sind die Biicher von D. Grif-
fiths [1], P. Schmiiser [4], G. Kane [2], D.H. Perkins [3] und F. Schwabl [5] zu
nennen. Die neuesten Daten zur Teilchenphysik findet man im ”Particle Data
Booklet” [6] (s. Literaturverzeichnis).
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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Uberblick iiber Theorien zur Beschreibung
von Elementarteilchen

klein=

S KLASSISCHE MECHANIK QUANTENMECHANIK

¢ F=ma thopp = H

h

n | SPEZ. RELATIVITATSTHEORIE RELAT. QUANTENMECHANIK

e T’ = ’7(3? + ’Ut) Klein-Gordon-Gln.

1 t' = ~(t +vx/c?) Dirac-Gln.

1 v = ﬁ ; b= % Proca-Gln.

U und QUANTENFELDTHEORIE
Symmetrien
Eichtheorien

1.2 Das Standardmodell

Das Standardmodell (SM) beschreibt die fundamentalen Teilchen und Wech-
selwirkungen. Es fafit alle bisher bekannten experimentellen Fakten zusammen
und macht auch Vorhersagen iiber bisher unbekannte Teilchen. Es basiert auf
einer Eichtheorie, in welcher renormierbare Parameter auftreten, die mit expe-
rimentell mefibaren Groflen der Teilchen verglichen werden kénnen. Nach dem
heutigen Kenntnisstand besteht alle Materie und ihre Wechselwirkungen aus
drei Sorten elementarer Teilchen: Leptonen, Quarks und Eichbosonen. Sie wer-
den in den néichsten Abschhnitten vorgestellt.

1.2.1 Elementarteilchen

In den folgenden Tabellen werden die bis heute bekannten Elementarteilchen
aufgefiihrt.
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Zu den Fermionen zéhlen die Quarks und die Leptonen, welche in drei Fa-
milien mit je zwei Quarks und zwei Leptonen gegliedert sind. Hinzu kommen
noch die jeweiligen Antiteilchen.

Name Gen. | el.Lad. | Farbe | Spin Masse
(1/c?)

Quarks | u up 1. +2/3 | rgb | 1/2 4 MeV
¢ charm 2. +2/3 | rgb | 1/2 | 1,23 GeV
t top 3. +2/3 | rgb | 1/2 175 GeV
d down 1. -1/3 | rgb | 1/2 7,5 MeV
s strange 2. -1/3 | r,gb | 1/2 150 MeV
b bottom 3. -1/3 | r,gb | 1/2 4,2 GeV
Leptonen | v, e-neutrino 1. 0 - 1/2 ~0
v, p-neutrino | 2. 0 - 1/2 ~0
v, T-neutrino 3. 0 - 1/2 ~0
e electron 1. -1 - 1/2 511 keV
[ myon 2. -1 - 1/2 | 105,7 MeV
T tau 3. -1 - 1/2 | 1,777 GeV

Tabelle 1.1: Liste der elementaren Fermionen

Die Austauschteilchen der Wechselwirkungen hingegen sind Bosonen (Eich-
bosonen, force carriers). Das Graviton -das Austauschteilchen der Gravitation-
ist nicht im Standardmodell enthalten, es wird aber aus Griinden der Vollsténdig-
keit mit aufgefiihrt.

Sym. | Name | el. Lad. | Spin | Masse (1/c?)
Eichbosonen | v gamma 0 1 0
g gluon 0 1 0

Z Z-boson 0 1 91,173 GeV

W=+ | W-boson +1 1 80,220 GeV
(graviton 0 2 0)

Tabelle 1.2: Liste der elementaren Bosonen

1.2.2 Ladungen und Wechselwirkungen

Elektrische Ladung: Es gibt positive und negative elektrische Ladungen, die
mit gleichen Vorzeichen stoflen sich ab, die mit entgegengesetztem ziehen
sich an. In der Natur kommen nur ganzzahlige Vielfache der elektrischen
Einheitsladung, die der Ladung des Elektrons entspricht, vor.

Schwache Ladung: Fiir das ”Zeug” was die schwache Wechselwirkung erzeugt
gibt es wahrscheinlich deshalb keinen speziellen Namen, weil alle Quarks
und Leptonen es besitzen.

Farbladung: Die Farbladung kann folgende Werte annehmen: r, g, b sowie 7, g, b.
In der Natur kommen nur ”weifle” Kombinationen vor wie Baryonen (z.B.
(ur, ug,dp)) oder Mesonen ( z.B. (u,, @7)).
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Masse: Die Rede ist hier im eigentlichen Sinne von der schweren Masse, die
ja aber bekanntlich mit der tridgen Masse identisch ist. Korper, die Masse
tragen, ziehen sich gegenseitig an.

Welche Elementarteilchen welchen Ladungstyp tragen wurde bereits in den
Tabellen (1.1) und (1.2) aufgelistet.

Eichboson ‘ Wechselwirkung ‘ koppelt an. .. ‘ wirkt folglich auf. ..

0% em. WW elektrische Ladung | Quarks, Leptonen

Z, W+ schwache WW schwache Ladung Quarks, Leptonen
g starke WW Farbladung Quarks

(graviton Gravitation Masse Quarks, Leptonen)

Tabelle 1.3: Liste der elementaren Wechselwirkungen

1.3 Feynman-Diagramme

Zur symbolischen Darstellung der Wechselwirkungen elementarer Teilchen wer-
den Feynman-Diagramme verwendet. Hier soll ein kurzer Uberblick gegeben
werden, um ein Gefiihl fiir die Sachlage zu vermitteln. Auf die Details zur Be-
rechnung der Feynman-Diagramme werden wir in einem spéteren Kapitel ein-
gehen.

1.3.1 Die Quantenelektrodynamik (QED)

Alle e.m. Phédnomene lassen sich letztendlich auf den folgenden elementaren
Prozef (e~ — e~ + ), den primitiven Vertex, reduzieren:

e e

Nach heutzutage {iblicher Konvention ist die Zeitachse nach rechts aufgetragen.
Man beachte, dafl diese Diagramme rein symbolischen Charakter besitzen und
keine Teilchenspuren darstellen.

Um kompliziertere Prozesse zu beschreiben, fiigen wir einfach zwei oder mehr
Kopien dieses primitiven Vertex aneinender. Auch konnen einzelne Vertices in
jede beliebige topologische Konfiguration gedreht werden. Stehen die Pfeile dann
in positiver Zeitrichtung, so reprasentieren sie Teilchen, in negativer Zeitrichtung
Antiteilchen.

Die ”Innereien” des Diagramms sind fiir den beobachteten Prozef3 irrelevant.
Innere Linien (solche die innerhalb des Diagramms beginnen und enden) stehen
fiir virtuelle Teilchen, die nicht beobachtet werden koénnen, deren Beobachtung
den Prozef sogar storen wiirde. Nur duflere Linien (solche die in den Prozefl
hinein- oder aus ihm herausragen) stehen fiir reale (beobachtbare) Teilchen.
Aus Energie- und Impulserhaltung folgt, dal virtuelle Teilchen nicht dieselben
Massen besitzen wie entsprechende freie Teilchen.
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1.3.2 Die Quantenchromodynamik (QCD)

In der Quantenchromodynamik spielt die Farbe die Rolle der Ladung, und der
fundamentale ProzeB ist quark — quark + g:

q q

Wie zuvor wird ein komplizierter Proze3 durch Kombination primitiver Vertices
dargestellt. Allerdings bestehen zur QED einige Unterschiede. am auffélligsten
ist wohl die Tatsache, daf} es drei Arten Farbe gibt (r,g,b). Im Verlauf quark —
quark + g kann ein Quark seine Farbe (aber nicht seinen Flavor) dndern. Da
die Farbe immer erhalten ist, mufl das Gluon die Differenz davontragen u(b) —
u(r) + g(b, 7). Gluonen sind demnach zweifarbig und tragen eine positive und
eine negative Farbeinheit. Hierbei gibt es 3 - 3 = 9 verschiedene Moglichkeiten
und man koénnte 9 verschiedene Gluonen erwarten, tatséchlich gibt es aber nur
8. Auf die Griinde dafiir werden wir spéter noch eingehen.

Da Gluonen selbst Farbe tragen koppeln sie auch untereinander, und wir er-
halten zusétzlich zum fundamentalen Quark-Gluon-Vertex noch einfache Gluon-
Gluon-Vertizes, ndmlich die 3g-Vertizes und die 4g-Vertizes:

Durch Kombination von solchen Gluon-Gluon-Vertizes erhalten wir Glueballs,
das sind gebundene Zustidnde wechselwirkender Gluonen ohne ein Quark weit
und breit.

1.3.3 Die Schwache Wechselwirkung

Es gibt zwei Arten schwacher Wechselwirkung, die geladene schwache Wech-
selwirkung (vermittelt durch W) und die neutrale schwache Wechselwirkung
(vermittelt durch Z). Die Theorie ist beziiglich der Leptonen ”sauberer” als fiir
die Quarks, so wollen wir mit den Leptonen beginnen.

Die Schwache Wechselwirkung von Leptonen

Der fundamentale geladene Vertex sieht folgendermafien aus:

+ w- wy

PN

I~ Yi I~ Yi
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Ein negatives Lepton (e, u, 7) wandelt sich unter Aussendung eines W~ (oder
Absorption eines W) in das zugehorige Neutrino um (z.B. e~ — v, + W™).
Wie immer kombinieren wir primitive Vertizes um kompliziertere Reaktionen
zu erzeugen. Der Proze p~ + v. — e~ + v, wird durch dieses Diagramm
reprisentiert:

o
//\\V

Solch ein Streuergebnis wére im Labor schwer zu realiseren, aber mit einem
kleinen Dreh beschreibt das im wesentlichen gleiche Diagramm den Zerfall eines
Myons =~ — e~ + v, + 7, der stindig vorkommt:

e

~

o

wo Vi

Der fundamentale neutrale Vertex sieht hingegen folgendermafien aus:

N
S

>_

- l
Dieser Vertex gilt fiir beliebige Leptonen. Das Z vermittelt solche Prozesse als
Neutrino-Elektron-Streuung (v, + e~ — v, +e7):

e (&

<

N
=}

>_

<
=
tt
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Bei der schwachen Wechselwirkung von Leptonen treten i.A. keine generati-
onsiiberschreitenden Prozesse auf.

Die Schwache Wechselwirkung von Quarks

Man beachte, dafl die leptonisch schwachen Vertizes Mitglieder derselben Gene-
ration verbinden. Dies fiihrt leicht zur Annahme, dafl dieselbe Regel auch auf
die Quarks zutrifft, so dafl der fundamentale geladene Vertex der folgende ist:

Da das W nicht den ”fehlenden” Flavor davontragen kann ist bei der schwachen
Wechselwirkeung Flavor offensichtlich keine Erhaltungsgrifie. Das andere Ende
der W~ -Linie kann an Leptonen (semileptonischer Proze8) oder andere Quarks
koppeln (rein hadronischer Prozef). Der wichtigste semileptonische Prozef ist
d+ve —u+e:

Ve e

~

]

AN

d u

Wegen der Einschlufleigenschaft der Quarks ( Confinement) wiirde dieser Prozefl
-so wie er dasteht- in der Natur niemals auftreten. Auf die Seite gedreht gibt
dieses Diagramm allerdings einen moglichen Zerfall des Pions 7~ = 4 + d —
e~ + U, wieder:

— -
wW-
d Ve

Das im wesentlichen gleiche Diagramm steht fiir den Betazerfall des Neutrons
n—pt4+e + v,
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(Neutron) d d U U d wu (Proton)

Wenn wir nun den Elektron-Neutrino-Vertex durch einen Quark-Vertex erset-
zen, erhalten wir einen rein hadronischen Prozef: A® — pt + 7~

(A% d d u U d wu (Proton)
(Dieser Zerfall findet eigentlich iiber die starke Wechselwirkung statt. Der Bei-
trag durch die schwache Wechselwirkung liefert lediglich einen unmefbar kleinen
Beitrag.)
Der fundamentale neutrale Vertex fiir Leptonen erhilt die Leptonenart. Wir
nehemen an, daf} sich dies bei den Quarks ebenso verhélt:

Hieraus resultieren Neutrinoprozesse wie z.B. v, +p — v, + p:
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vy vy

|
]

|

|

I 70
4
!

|

|

Bisher weisen die Quarks in der Handhabung aufler der Einschlufleigenschaft
der starken Wechselwirkung keine Besonderheiten gegeniiber den Leptonen auf.
Dieses Bild ist leider unvollstindig, da wir so nie die Prozesse des A (A —
pt + 77) erkldren konnten, bei denen die Strangeness gesindert wird:

Bei der schwachen Wechselwirkung von Quarks kénnen also generationsiber-
schreitende Prozesse auftreten.

(Proton u (Proton)

u (Proton)

1.3.4 Schwache und e.m. Kopplungen von W* und 7

Es gibt in der GWS-Theorie auch direkte Kopplungen von W# und Z aneinan-
der. Dariiberhinaus koppelt das W -weil es geladen ist- an das Photon. Obwohl
diese Wechselwirkungen fiir die innere Konsistenz der Theorie kritisch sind, sind
sie von (begrenzter) praktischer Bedeutung,.
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1.4 Konventionen und verwendete Mafleinhei-
ten
In der Teilchenphysik ist es teilweise iiblich, sich auf die Konvention
h:=c:=1 (1.1)

zu einigen. In diesem Fall wird

o B2 =2 + mdct — E? = p? + m2

o [E] =GeV

o [p] =GeV/c — [p] =GeV

[m] =GeV/c? — [m] =GeV

e h=6,6-10"2GeV/s =1 — 1 GeV= 1(?2.58

e c=3-10°m/s=1—1s=3-10%m
e fic ~ 200MeV fermi (1fermi=10"1°m)

In diesem Skriptum werden -soweit es eine iibersichtliche Darstellung zuldfit-die
Konstanten A und ¢ mitgefiihrt.

1.5 Ubungsaufgaben (Termin 1)

Zur Losung der folgenden Aufgaben empfiehlt sich das Arbeiten mit dem ” Par-
ticle Data Booklet” [6]. Ergéinzende Informationen finden sich auch in Kapitel
2 von Griffiths Buch [1].

Aufgabe 1.1

Zeichnen Sie das Feynman-Diagramm niedrigster Ordnung, das die sog. Delbruck-
Streuung v + v — v + v wiedergibt. (Dieser Proze hat in der klassischen Elek-
trodynamik kein Analogon.)

Aufgabe 1.2

Zeichnen Sie alle Diagramme vierter Ordnung (vier Vertizes) fiir die Compton-
Streuung. (Es gibt 17 Stiick, unterbrochene Diagramme zéhlen nicht.)

Aufgabe 1.3
a) Welcher Zerfall wére wohl wahrscheinlicher?

E—wA+7 oder E —n+7m

Begriinden Sie ihre Antwort und bestétigen Sie sie durch das Nachschlagen
experimenteller Daten.

b) Welcher Zerfall des D° = (c@) ist wahrscheinlicher?

D' K- +xt, D=7 +x" oder D* - Kt +n~
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Welcher davon ist am wenigsten wahrscheinlich? Begriinden Sie ihre Antwort
und bestétigen Sie sie durch das Nachschlagen experimenteller Daten.

¢) Sollten die "beautiful” B-Mesonen in die D’s, die K’s oder die 7’s {ibergehen?
Wie sieht es mit den ”truthful” Mesonen aus?

Aufgabe 1.4

Zeichnen Sie alle Diagramme niedrigster Ordnung, die zum Proze et + e~ —
W+ + W~ beitragen. (Eines davon enthélt eine direkte Kopplung des Z an die
W#*, ein anderes die Kopplung des v an die W*.)

Aufgabe 1.5

Untersuchen Sie die folgenden Prozesse und stellen Sie fest, ob sie nach dem
Standardmodell (das keine Verletzung der Lepton- und Baryonenzahl enthiilt)
moglich sind. Falls ja, schreiben Sie auf, welche Wechselwirkung verantwort-
lich ist: elektromagnetische, schwache oder starke. Falls nein, fithren Sie einen
Erhaltungssatz an, der den Zerfall verhindert.

a)p+p—nt 7 b) n — 2y c) X0 - A+
d) Y™ »n+a" e)et+e” —mput+puT f)puT —e + 0
g) AT = p+ P h)p+v. >n+e" e +p—ve+m
2= +n+ KO +7t 47 k)p—et+7v 1)2p—3p+p
m)n+a—at+at +7- nrt+n—n"+p o) KT =t 4+ 7~
p)Xt+n—X"+p q) X = A+xy r)E" - A+at
) =0 —p+7- tyr~+p— A+ K° u) 10 — 2y

V)X —on+e + 7

Aufgabe 1.6

Einige Zerfiille erlauben zwei (oder gar drei) verschiedene Wechselwirkungen.
Zeichnen Sie die moglichen Diragramme fiir die beobachteten Prozesse

a) K" — b+, 4+
b) Xt —p+y

Welche Wechselwirkung liegt jeweils vor ?

Aufgabe 1.7
Das Ypsilon-Meson (bb) ist das b-Quark-Analogon zu 1) = (c¢). Seine Masse ist
9460 MeV /c? und seine mittlere Lebensdauer betrigt 1,3-10720 s. Was koénnen

Sie mit diesen Informationen {iber die Masse des B-Mesons (ub) aussagen? (Die
beobachtete Masse ist 5278 MeV /c?.)

Aufgabe 1.8
Das 9'-Meson (bei 3686 MeV/c?) hat denselben Quakrinhalt wie das ¢ = (cé).
Es zerfillt hauptsichlich gemiB ¢’ — v +7T +7~. Ist dies eine starke Wechsel-
wirkung ? Ist dieser Zerfall OZI-unterdriickt (— Griffiths [1], Kap. 2.5)7 Wel-
che Lebensdauer wiirden Sie fiir das ¢’ erwarten ? (Der beobachtete Wert ist
2,4-10721 5.)



Kapitel 2

Relativistische Kinematik

2.1 Die Lorentz-Transformation

Beim Wechsel von einem Bezugssystem S in das mit der Geschwindigkeit ¢ rela-
tiv zu S bewegte Bezugssystem S’ transformieren sich in der klassischen Mecha~
nik (d.h. |#] < ¢) die Orts-und Zeitkoordinaten nach der Galilei- Transformation.

¥=x+ot , t'=t (2.1)

r=x2—vt , t=t (2.2)

Fiir grofere relative Geschwindigkeiten ¢’ transformieren sich die Orts-und
Zeitkoordinaten nach der Lorentz-Transformation, die den Postulaten der spezi-
ellen Relativitétstheorie (Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, keine bevorzugten
Inertialsysteme, physikalische Gesetze sind Tensorgleichungen) Rechnung trigt.

=q(+ot) , ' =7+ Z—f) (2.3)
z=v(x —ovt') , t=~( - Uc—a;) (2.4)
B:== . Beln) (2:5)

v = 1 , Y€ [1;00) (2.6)

JI-F

Man sieht, daf fiir kleine Geschwindigkeiten (v < ¢ — v ~ 1,%% ~ 0) die
Lorentz-Transformation in die Galilei-Transformation iibergeht.

Die Lorentz-Transformation zieht folgende Konsequenzen nach sich:

o Relativitat der Gleichzeitigkeit: Ereignisse, die von S aus gesehen gleich-
zeitig sind, sind von S’ aus gesehen nicht gleichzeitig.

e Lingenkontraktion: " Bewegt sich ein Objekt relativ zu uns, erscheint uns
seine Lange kiirzer als wenn es neben uns steht.”

17
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Wir messen die Lange des Objektes Ax = x9 — x1 zum in S festen Zeit-
punkt tg = t2 = ¢, d.h. wir miissen die Formel (2.3) verwenden und
erhalten:

Az

Ax < Az’ (2.7)

Die Linge die wir sehen (Ax) ist kleiner als die tatséichliche Linge des
bewegten Objektes (Ax’).

Zeitdilatation: ”Bewegt sich ein Objekt relativ zu uns, so geht seine Uhr
langsamer als unsere.”

Wir messen die Zeitdifferenz At’ = ¢, — ¢} am in S’ festen Ort 2y = ), =
x}, d.h. wir miissen jetzt die Formel (2.4) verwenden und erhalten:

At = yAY > At (2.8)

Die Zeit die fiir uns verstreicht (At) ist linger als die Zeit die fiir das
bewegte Objekt verstreicht (At').

Ein Teilchen mit der Lebensdauer 7g, das sich mit der Geschwindikeit
u = (¢ auf uns zu bewegt, lebt in unserem Bezugssystem lénger

T =7TR
und kommt weiter, als man naiv erwarten wiirde:
l=wu-7=p0c-vy1R
Der relativistische Dopplereffekt:

1+
1—

alg

v= Vo (2.9)

alg

”Sendet ein Objekt, das sich mit der Geschwindigkeit u auf uns zu bewegt,
Licht der Frequenz vy aus, so sehen wir Licht der Frequenz v.”

Das Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten:

dx’ U—1v
== = 2.10
YT T 1o (2.10)
d I
ot _wru (2.11)
dt 1+
Der relativistische Impuls und die relativistische Masse:
p = mu = ymou = —_ (2.12)
%
m = ymy = —%__ (2.13)
2
-
Daraus ergibt sich der oft benutzte Zusammenhang
P L. (2.14)

E  mc? c
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o Aquivalenz von Energie und Masse:

Mot dp __ _ mo — mo
Substitution p = GIT - du ALY dp = (a u2)3/2du
C2 ¢
v v 1 —2u
o [ _mou g 2 (_1 <2
Ekm - f (17%)3/2 0C bf 2 _ 12 3/zdu

_ w2
2

v
2
q%] GM moc® = mc? — moc?

Durch Umstellen erhalten wir die allgemein bekannte Formel
E = mc* = Epip +moc? (2.15)

Es kann also aus Energie Masse und aus Masse Energie erzeugt werden.
Aus Gleichung (2.15) kénnen zwei weitere, oft benutzte Formeln hergelei-
tet werden. Den y-Faktor kann man aus

E
mg c2

E =mc® =ymoc® & (2.16)
bestimmen, und durch Kombination von (2.12) mit (2.15) folgt die relati-
vistische Energie-Impuls-Beziehung

E? =p*c® + mic? (2.17)

2.2 Formulierung mittels Vierervektoren

Man kann durch Zusammenfassen bestimmter Groflen in sogenannte Vierervek-
toren eine vereinfachende Schreibweise einfithren. Wir definieren den Orts-Zeit-
Vierervektor x*:

20 = ct, T =, x° =y, x® =z, (2.18)
Steht ein Index oben so zeigt er an, dafl es sich um eine kontravariante Kom-
ponente handelt. Entsprechend zeigt ein unten stehender Index an, dafl es sich
um eine kovariante Komponente handelt. Kontra- und kovariante Komponeten
sind durch die Metrik g,,,, miteinander verkniipft:

G = = (g~ hHm (2.19)

coor
o
I
—_
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T, =g’ , at = (g_l)‘“’x,, (2.20)

Hierbei ist die Einstein’sche Summationskonvention zu beachten die besagt, dafl
iiber gleiche Indizes oben und unten summiert werden mufl. Ferner gilt die Ver-
einbarung, dafl die Summation iiber griechische Indizes von 0 bis 3 erfolgt, die
Summation iiber arabische Indizes von 1 bis 3.

Es ergibt sich folglich fiir die kovariante Komponente des Orts-Zeit-Vierervektors x,,:

xo = ct, 1= —2x, Lo = —1, T3 = —2, (2.21)
Wir definieren das Skalarprodukt zweier Vierervektoren
'y, = gty = 2%y’ — T -7 (2.22)

sowie das Abstandsquadrat

2 =atx, = gate’ = (2°) - 72 (2.23)

und unterscheiden zwischen zeitartigen (z? > 0), raumartigen (z? < 0) und

lichtartigen (z = 0) Vierervektoren. Ferner mochte ich an dieser Stelle den
Differentialoperator nach ko- bzw. kontravarianter Komponente einfiihren:

0 _ (0 o 50 _ 9 o

/1'-:7: - = — = —
0= g = (V) + 0= 5 = (g +V) (2.24)

Die Lorentztransformation nimmt -ausgedriickt in Vierernotation- eine sym-
metrischere Form an:

M = At (2.25)
¥y =B 00
w_| 8 v 00
A=) 0 1o (2.26)
0 0 0 1
Es gilt die Relation
9urAEA] = guo (2.27)

was zur Folge hat, dafl die Abstandsquadrate von Vierervektoren unter der
Lorentztransformation invariant sind ( ”lorentzinvariant”)

w! I _ AMUAT WV _AMAT v, ou o v, oo y7
o"x, = AN 2 e = AJA] g2Vt = g2t = a0, (2.28)

2.3 Energie und Impuls als Vierervektor

Wie wir in der Formel fiir die Zeitdilatation gesehen haben (2.8) lduft die Zeit
eines bewegten Beobachters um einen kleineren Betrag dr weiter als die Zeit im

Laborsystem dt:
dt
dr == — (2.29)
Y
Dieses Zeitelement heifit Eigenzeit.
Diesbeziiglich fithren wir die Eigengeschwindigkeit 77 ein, die sich aus dem Dif-
ferentialquotienten aus im Laborsystem zuriickgelegter Wegstrecke dz und der
Eigenzeit dr ergibt:
_ dx dz

7= =y =770 (2.30)
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Durch Erweiterung des Vektors 7 um die nullte Komponente n° := % =
7%‘? = ~c erhalten wir die lorentzinvariante Vierergeschwindigkeit n#:
’=nc, nt=yt PP =y, =y (2.31)
,172
W' =72 =) =92 (1 - ) = ¢ (2.32)
c

Man beachte, dal Impulserhaltung nur gilt wenn der Impuls aus Masse und
Eigengeschwindigkeit gebildet wird.

. E
p* = mon* = mo(n°, 1) = mo(ve,77) = (<:P) (2.33)

Hierbei stellt die nullte Komponente die Energie in Einheiten von ¢ dar und
die Komponenten eins bis drei bilden den Impuls. Das Abstandsquadrat des
Vierervektors p* ist ebenfalls lorentzinvariant

E E E?
H = (— (= = :7__'2
Pop=(_:0) (=P =5 =P

inv. =: Ey (2.34)

und représentiert Impuls- und Energierhaltung.

2.4 Stof3prozesse

Der Grund fiir die Einfiihrung von Energie und Impuls war natiirlich, dafl diese
Groflen in jedem physikalischen Prozefi erhalten sind. Wir stellen die Erhal-
tungsgrofen und Stoiprozefitypen klassisch und relativistisch gegeniiber.

‘ klassisch ‘ relativistisch
Masse | ja nein
Impuls | ja ja
Energie | nein ja

kin. Energie | ja oder nein | ja oder nein

‘ klassisch ‘ relativistisch
klebrig | Eiin | Ekin 4; Eruhe,m 1
explosiv | Epin 1 Ekin 1 Eruhe,m |
elastisch | Ein = Eiiny, ERuhe, m =
=: bleibt erhalten {}: nimmt zu {}: nimmt ab

2.5 Rechenmethoden, Beispiele und Anwendun-
gen

2.5.1 Die Mandelstamm-Variablen

In einem Zweikorper-Streuereignis der Form A+ B — C'+ D ist es niitzlich, die
Mandelstamm- Variablen einzufiihren:



22 KAPITEL 2. RELATIVISTISCHE KINEMATIK

s:= (pa+pp)?/c?
t:=(pa—pc)’/c®
u:= (pa —pp)?/c?

s+t+u:m?4+m23+m%+m2D

Der theoretische Vorteil ist, dafl diese Variablen lorentzinvariant sind, also in
jedem Inertialsystem denselben Wert annehmen. Die experimentell zugdnglichen
Groflen sind allerdings Energie und Streuwinkel.

2.5.2 Die 4 Standardstrategien

Es gibt 4 Standardstrategien, mit denen man die meisten speziell relativistischen
Aufgabentypen losen kann:

1. Benutzung der Massenschalenbedingung
E? — 52 = m2ct

um die Energie eines Teilchens zu erhalten, dessen Ruhemasse und Impuls
man kennt (oder v.v.)

2. Anwednung des Zusammenhangs

62

Sy

17:

5l

um die Geschwindigkeit eines Teilchens zu erhalten, dessen Energie man
kennt (oder v.v.)

3. Benutzung der Vierernotation und Ausnutzung der Invarianz des Skalar-
produkts

4. Alternative Losung eines Problems im CM-System (Schwerpunktsystem)
oder im Laborsystem mit evtl. anschlieBender Riicktransformation

2.5.3 Beispiele und Anwendungen

Beispiel: 2p — 3p + p-Streuung im Laborsystem

Wir interessieren uns fiir die Schwellenenergie, die ein Proton 1 im Laborsystem
haben muB, damit bei der Streuung an einem ruhenden Proton 2 ein zusatzliches
Proton-Antiproton-Paar entstehen kann.

Vor dem StoB gilt im Laborsystem (S):

Ei/c moc
P ( D1 ) Pai ( 0 )

Ey/c+ moc )

Proti = Phi + o = ( 7
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Zur Betrachtung der Situation nach dem StoB wechseln wir ins CM-System (S"),
wo (wenn E; =Schwellenenergie) alle Endprodukte gerade noch ruhen:

mopc
P/7/2/3/47f( G )

4m0c
p/?ot,f = < 6 >

Wenn wir die Invarianz des Betragsquadrates von p* (Strategie 3) sowie die Erhal-
tung von p* bei der Reaktion ausnutzen, kdnnen wir

n
pgot,iptobi B p/tot7fp/tot,f n
(E1/c+moe)? — ) = 16mac?
setzen. Wir wenden die Massenschalenbedingung fiir ;% an (Strategie 1)

L2 272 2 2
p1” = Ei/c” —mge

und erhalten so
(E1/c+moc)? — (B3 —mic?) = 16mdc?
(E}/c + 2E1mo + mic?) — (B} /c® — m3c?) = 16mac?
2E1m0 = 14m302

E1 = 7m002

die Schwellenenergie E; = 7moc? der Protonen im Laborsystem.

Beispiel: 2p — 3p + p-Streuung im CM-System
Wir interessieren uns nun fiir die Schwellenenergie, die jedes von zwei aufeinan-
der zu fliegenden Protonen im CM-System haben muB, damit bei der Streuung ein

zusatzliches Proton-Antiproton-Paar entstehen kann.

Vor dem StoB gilt im CM-System (.5):

. E/c
pll/2,i = ( 4+ )

2E/c
pgot,i = ( 6 )

Nach dem StoB ruhen (wenn E; =Schwellenenergie) alle Endprodukte gerade noch:

1t - mopc
Pyy2s3jap = ]

4dmge
pﬁot,f = ( 6 )
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Wenn wir die Invarianz des Betragsquadrates von p# (Strategie 3) sowie die Erhal-
tung von p* bei der Reaktion ausnutzen, konnen wir

Phot,iPtot,i w = Phot, fProt.f 1
(2E/c)* = (4mgc)?

E = 2myc?

setzen und erhalten die Schwellenenergie E = 2mqc? des Protons im CM-System.

2.6 Ubungsaufgaben (Termin 2)

Aufgabe 2.1

Nach Uhren am Boden (System S) wurden die Strafenlaternen A und B (die
4 km voneinander entfernt stehen) beide genau um 20.00 Uhr angeschaltet. Wel-
che der beiden Laternen ging fiir einen Beobachter in einem Zug (System S’),
der sich mit der Geschwindigkeit 8 = 3/5 von A nach B bewegt, zuerst an?
Wieviele Sekunden spiter ging die andere an? (Beachten Sie: Wie immer in der
Relativititstheorie sprechen wir dariiber, was S’ beobachtete, nachdem die Zeit
korrigiert wurde, die das Licht benétigte, um den Beobachter zu erreichen und
nicht, was er tatséchlich sah (was némlich davon abhéngen wiirde, wo im Zug
er sich befand).)

Aufgabe 2.2

Myonen werden hoch in der Atmosphére (in etwa 8 km Hohe) durch kosmi-
sche Strahlung erzeugt, und bewegen sich mit nahezu Lichtgeschwindigkeit (z.B.
3 =0,998) auf die Erde zu.

a) Wie weit wiirde ein Myon, dessen mittlere Lebensdauer 7 = 2,2 - 1076 s
betrégt, nach der nicht-relativistischen Physik kommen? Wiirden sie den Erd-
boden erreichen?

b) Beantworten Sie nun die selbe Frage unter Verwendung der relativistsichen
Physik. (Aufgrund der Zeitdilatation leben die Myonen ldnger, kommen also
weiter.)

¢) Analysieren Sie nun den Prozefl aus Sicht des Myons. (In diesem Bezugssy-
stem lebt das Myon nur 2,2 - 1075 s. Wie schafft es das Myon, den Boden zu
erreichen?)

d) In der oberen Atmosphére werden aus schnellen Protonen aus dem All und
Protonen aus der Atmosphére Pionen erzeugt:

W — 2+t 47

Diese Pionen zerfallen dann in Myonen:

7t =t 4,

L T 7%
Die Lebensdauer der Pionen ist nur ein Hundertstel der der Myonen. Koénnen
die Pionen, wenn sie auch mit einer Geschwindigkeit von 8 = 0,998 Richtung
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Erde fliegen, die Erdoberflache erreichen?

Aufgabe 2.3

Ein Polizist feuert aus einem Polizeiauto, das sich mit § = 1 /2 bewegt, eine
Kugel mit 8 = 1/3 (relativ zur Offnung der Pistole) auf das Fluchtauto der
Gangster, die mit 5 = 3/4 davonjagen. Erreicht die Kugel ihr Ziel

a) nach den Gesetzen der nicht-relativistischen Physik?
b) nach den Gesetzen der speziellen Relativitétstheorie?

Aufgabe 2.4
Zeigen Sie, dafl die Grofe

R — JIH
I:=2qtz, =2""2",

invariant unter der Lorentztransformation (2.3) ist.

Aufgabe 2.5

Ein Tensor zweiter Stufe heiffit symmetrisch, wenn er bei Vertauschung der In-
dizes (s*¥ = sY#) unverdndert bleibt. Er heifit antisymmetrisch, wenn er das
Vorzeichen éndert (a”” = —a**).

a) Wieviele unabhéngige Elemente gibt es in einem symmetrischen Tensor?
b) Wieviele unabhiingige Elemente gibt es in einem antisymmetrischen Tensor?

c) Zeigen Sie, dafl wenn s*¥ symmetrisch ist, auch s, symmetrisch ist. Zeigen
Sie ferner, daB8 wenn a*” antisymmetrisch ist, auch a,, antisymmetrisch sein
muf.

d) Zeigen Sie, da§ s*”a,, = 0 gilt, wenn s*” symmetrisch und a"” antisymme-
trisch ist.

e) Zeigen Sie, daf jeder Tensor zweiter Stufe t*¥ als Summe eines symmetrischen
und eines antisymmetrischen Teils geschrieben werden kann:

tHY = gV + atv

Konstruieren Sie s, und a"¥ explizit aus ¢,

Aufgabe 2.6

Ein Teilchen bewegt sich mit 8 = 3/5 in z-Richtung. Bestimmen Sie alle vier
Komponenten seiner Eigengeschwindigkeit n*.

Aufgabe 2.7

Wieviel mehr wiegt eine heifle Kartoffel (T' = 370 K) gegeniiber einer kalten
(T =300 K)?

Aufgabe 2.8
Ein Pion, das sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt, zerfallt in ein Myon und
ein Antineutrino:

T = U+,
Wenn das Antineutrino senkrecht zur urspriinglichen Bewegungsrichtung des
Pions auslauft, unter welchem Winkel lduft dann das Myon aus?
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[ Antwort: tanf = -G ]
’ T 2By?

2.7 Ubungsaufgaben (Termin 3)

Aufgabe 2.9
Teilchen A (Energie E) trifft auf Teilchen B (in Ruhe) und erzeugt die Teilchen
017 ey Oni

A+B—-Ci+---+C,

Berechnen Sie die Schwellenenergie fiir diese Reaktion in Abhéngigkeit von den

verschiedenen Teilchenmassen.
2 2

22
[AHtWOI‘t: E = (me, + JHZi:LB) ma—mp ]

Aufgabe 2.10
Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabe 2.9, um die Schwellenenergie fiir die
Reaktionen

a)m +p— K% x°

byp+p—p+ K+

zu finden, unter der Annahme, dafi das Targetproton ruht.

Aufgabe 2.11
Teilchen A (in Ruhe) zerféllt in Teilchen B und C:

A— B+C

a) Bestimmen Sie die Energien der auslaufenden Teilchen in Abhéngigkeit der
verschiedenen Massen.

b) Bestimmen Sie die Betrige der auslaufenden Impulse.

\/)\(mf_‘,m%,mzc)

2ma

mit \(z,y,2) = 2% + y? + 2% — 20y — 2yz — 227 |

[ Antwort: |pg| = |pc| =

¢) Beachten Sie, daf} sich die sog. Dreiecksfunktion A\ wie folgt faktorisieren lifit:
Ma? b3 ) =(a+b+c)atb—c)a—b+c)(a—b—rc) (2.35)

Somit geht |pp| — 0 fiir mg — mp+me und wird imaginér, fiir ma < mp+me.
Erklaren Sie das.

Aufgabe 2.12

Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabe 2.11 a) um die Schwerpunktenergien
fiir jedes Zerfallsprdukt der folgenden Reaktion zu bestimmen:

T = p +U,



2.7. UBUNGSAUFGABEN (TERMIN 3) 27

Aufgabe 2.13
Teilchen A (in Ruhe) zerféllt in drei oder mehr Teilchen:

A—-B+C+D+...

a) Bestimmen Sie die maximale und minimale Energie in Abhéngigkeit der
verschiedenen Massen, die B in einem solchen Zerfall annehmen kann.

b) Finden sie die maximale und minimale Elektronenenergie im Myon-Zerfall
woo—e F+ve+tu,
heraus.

Aufgabe 2.14

a) Ein Teilchen bewegt sich im System S mit der Geschwindigkeit v auf ein
ruhendes, aber sonst identisches Teilchen zu. Wie grof ist die Geschwindigkeit
jedes der beiden Teilchen im CM-System (S’)? (Klassisch wére das natiirlich
einfach v/2. Warum stimmt das nicht im relativistischen Fall?)

b) Verwenden Sie ihr Ergebnis aus Teil a) um die kinetische Energie 7" jedes
der beiden Teilchen im CM-System zu berechnen, so daf§ Sie auf die Gleichung

T’=4T(1+ T )

2mc?

kommen.

Aufgabe 2.15

In Reaktionen der Form A+ B — A+ C; + C2 + ... (in denen ein Teilchen
A an B streut und Cq,Cs, ... erzeugt werden) gibt es neben dem Laborsystem
(B in Ruhe) und dem CM-System noch ein weiteres Inertialsystem, das manch-
mal von Nutzen ist: Es ist das sog. Breitsystem oder Steinmauersystem, aus
welchem A mit umgekehrten Impuls aus der Reaktion hervorgeht, als ob es an
einer Steinmauer zuriickgeprallt wire (py = —pj).

a) Nehmen Sie elastische Streuung A + B — A + B an; Teilchen A habe die
Energie E und streue in einem Winkel 6 im CM-System S. Wie grof} ist seine
Energie im Breitsystem S’7

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit @ des Breitsystems relativ zum CM-
System.

Aufgabe 2.16

Betrachten Sie die Compton-Streuung: Ein Photon der Wellenldnge A; kolli-
diert elastisch mit einem geladenen Teilchen der Masse m. Bestimmen Sie die
anschlieende Wellenléinge Ay, wenn das Photon unter einem Winkel 6 streut.

[ Antwort: Ay = A; + 2= (1 — cos 6) |
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Kapitel 3

Quantenmechanik

3.1 Mathematische Vorbemerkungen

3.1.1 Die Fouriertransformation

Definition der Fouriertransformation in n-Dimensionen (d.h. # und & sind n-
dimensionale Vektoren)

= zkx m

(@)= \/ﬁ / d"k (3.1)
7\ 1 z efilzi n e

F(F) = = / f(@)e*d (3.2)

Man schreibt auch FT{ f (f)} = F(k) und vice versa.

3.1.2 Die §-Funktion

Die 0-Funktion ist keine analytische Funktion, sondern eine Distribution, die
durch das d-Funktional

/f (x —2)dx = f(2') (3.3)

sowie die Bedingung
S(x—2")=0 Va#£a (3.4)

definiert wird. Die §-Funktion kann formal als Ableitung der Heaviside-Funktion
betrachtet werden und hat folgende Eigenschaften:

o 0(x) =0(—x)
e §(h(z)) = Z f;ﬁ 1) wobei die x; die Nullstellen von h(z) sind.

(h
é(ax) = |a| (:c)
(22 — a?) = ﬁ{é(x —a) +5(x+a)}

/

. FT{5($ - x’)} = eikx

29



30 KAPITEL 3. QUANTENMECHANIK

3.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

Fiir das E-Feld im Vakuum gilt nach der klassischen Elektrodynamik die aus
den Maxwell-Gleichungen hergeleitete Wellengleichung

U VO
{v2 - gaf}E(z, £)=0 (3.5)

Die Intensitét ist proportional zum Betragsquadrat des E-Feldes I o |E 12, d.h.
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein Photon ist dazu ebenfalls proportional
N?  |E|2. Diese Gegebenheit motiviert zu der Definition der Wellenfunktion
(&, t) eines Photons

(7, 1)[2 = N2 (3.6)

mit der Norm

/|¢(f, t)2d*r = /N%z% =1 (3.7)

Die Aussage der Norm ist, dal die Wahrscheinlichkeit, das Photon irgendwo
im gesamten Raum zu finden gleich 1 ist. Diese Wellenfunktion mufl natiirlich
ebenfalls der Wellengleichung

. 1 .
{v2 - ?53}1/1@,@ —0 (3.8)
geniigen, welche von der Ebenen Welle
(T, 1) = AeiFF—w @D (3.9)

oder einer beliebigen Linearkombination
W(T,t) = / A(k)ei =R g3, (3.10)

gelost wird. Hierbei sind k und w durch die Dispersionsrelation miteinander
verkniipft, welche man durch Einsetzen von (3.10) in (3.8) erhélt:

2
w —.
—k? + Zz=0 <« w(k)? = ?k? (3.11)

Wenn wir diese Gleichung mit A% multiplizieren und die Relationen fiir Energie
E = hw und Impuls p'= hk des Photons verwenden, erhalten wir die relativisti-
sche Beziehung zwischen Energie und Impuls eines Teilchens mit Masse m = 0
(ohne Betrachtung des Spin):

hPw? = R’k o E? =P (3.12)

Es scheint eine Aquivalenz der Gleichungen (3.8) und (3.12) vorzuliegen. Man
kann durch Verwendung der Ersetzungsregel

E — +ihd; , §— —ihV (3.13)

sogar einen direkten Ubergang von der Energiegleichung (3.12) auf die DGL fiir
die Wellenfunktion (3.8) vornehmen.
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Betrachten wir nun die relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls
eines Teilchens mit Masse m # 0 (und ohne Betrachtung des Spin)

E? = %p? + m?c? (3.14)

und wenden die Ersetzungsregel (3.13) an, so erhalten wir als DGL fiir die
Wellenfunktion die Klein-Gordon-Gleichung:

{-r«ﬂa,? +ERAV? - m204}w(f, ) =0 (3.15)

Anmerkung

Die Ersetzungsregel, die Wellengleichung sowie die Ebene Welle kénnen auch in
Vierernotation dargestellt werden. Die Ersetzungsregel lautet

) 0
Pu — Zhau 5 au = aW (316)
und die Wellengleichung nimmt die Form
0*0(zt) =0 (3.17)

an , wobei 0*0,, = {5@ - 62} ist. Die Ebene Welle 148t sich schreiben als

Py = / ApP)e + 0 m) gty (3.18)

mit pH = (ET“, hE) und z# = (ct, &), so dal p’z, = hwt — REZT ist.

3.3 Die Schrodingergleichung

Im nicht-relativistischen Fall gilt fiir ein Teilchen mit Masse m # 0 im Potential
V(&,t) fir die Energie die folgende Beziechung:

P

Wieder erhalten wir durch Anwenden der Ersetzungsregel (3.13) die DGL fiir
die Wellenfunktion, die Schrodinger-Gleichung:

2
ihatw(f,t):{ n 62+V(f,t)}¢(f,t) (3.20)

“2m

In der Hamilton’schen Mechanik schreibt man Gleichung (3.19) auch als
E =H(p,Z) (3.21)

und erhilt nach Anwenden der Ersetzungsregel (3.13) die allgemeine Form der
Schrodingergleichung

i (Z,t) = H(p, Z)(Z, t) (3.22)
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3.4 Die Heisenbergsche Unschirferelation

Die Ebene Welle stellt kein lokalisierbares Teilchen dar, da ihr Betragsquadrat
konstant ist. Um ein lokalisiertes Teilchen zu beschreiben benétigt man -wie in
Gleichung (3.18)- die Superposition von unendlich vielen Ebenen Wellen mit un-
terschiedlicher k- oder Impuls-Gewichtung. Formal ist dies aber nichts anderes,
als die Fouriertransformierte dieser Gewichtungsfunktion.

Wenn wir bei der Gewichtungsfunktion eine Gauffunktion der Standard-
abweichung Ap* zugrundelegen, so gilt fiir die Standardabweichung Ax* der
Wellenfunktion Az* - Ap* = 2. Fiir alle anderen Gewichtungsfunktionen gilt

2
die folgende Ungleichung, die Heisenbergsche Unschirferelation

h

Azt - Ap* > 3 (3.23)

Aufgelost in Orts- und Zeitkoordinaten der Vierervektoren schreibt sie sich als

Az - Ap > At-AE > (3.24)

)

| S
| St

Eine begrenzte Lebensdauer eines Teilchens zieht also eine begrenzte Energie-
auflésung nach sich.



Kapitel 4
Symmetrien

Welche Rolle Symmetrien in der Physik spielen wurde im Jahre 1917 richtig
deutlich, als Emmy Noether in ihrem berithmten Theorem den direkten Zusam-
menhang zwischen Symmetrie und Erhaltungssatz zeigte.

Was aber genau ist eine Symmetrie ? Es ist eine Operation, die man auf ein
System anwenden kann und es dadurch in einen Zustand iiberfithren, der vom
vorherigen nicht unterscheidbar ist, d.h. unter der es invariant ist.

4.1 Paritidt und Zeitumkehrung

Der Parititsoperator P erzeugt eine Punktspiegelung der Ortskoordinaten am
Ursprung:

Man beachte den Unterschied von Spiegelung a) und Paritét b)
a) z b) z 4
; A A A >
e Rl > p A
{ l // ! // “
: { i \l ~d | v
'\ //r I ! ) I P
L L Y, e
o
x A" Py

Paritdt kann durch Spiegelung und anschlieBende Drehung ersetzt werden.

Zweimaliges Anwenden der Paritit bringt uns wieder in den Ausgangszustand
zuriick: A

P?=1 (4.2)
Daraus folgt, dal die Paritdtseigenwerte P = £1 sind. Im folgenden listen wir
das Verhalten von Skalaren und Vektoren unter der Paritdtsoperation auf:

Skalar: Ps=s

Pseudoskalar: Pp =—p

Vektor (polarer vektor): Po = —o
Pseudovektor (oder axialer Vektor): Pd = a

33
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Man beachte, dafl Spin ein axialer Vektor ist, wohingegen Ort und Impuls polare
Vektoren sind.

Wie wir spéter zeigen werden, muf} die Paritét eines Fermions der des entspre-
chenden Antiteilchens entgegengesetzt sein, wihrend die Paritit des Bosons mit
der des entsprechenden Antiteilchens iibereinstimmen muf. Die Paritét ist mul-
tiplikativ, d.h. die Paritét eines zusammengesetzten Systems ist das Produkt der
einzelnen Partitéiten.

Der Zeitumkehrungsoperator T erzeugt eine Umkehrung der Zeitkoordinaten:

TY(Z,t) := (&, —t) (4.3)

Bei der Betrachtung elektromagnetischer Phéinomene mufl beachtet werden, daf§
sich durch Zeitumkehrung das Vorzeichen des Vektorpotentials A (das ja durch
Strome Op/0t erzeugt wird) #dndert, wohingegen das Vorzeichen des skalaren
Potentials (erzeugt durch Ladung p) erhalten bleibt.

4.2 Ladungskonjugation

Der Ladungskonjugationsoperator C konvertiert jedes Teilchen in sein Antiteil-
chen:

Clp>=|p > (4.4)

Der Name Ladungskonjugation ist nicht ganz zutreffend, da egtl. die Konversion
des Teilchens in sein Antiteilchen im Vordergrund steht und die Konjugation
der Ladung ein Nebeneffekt ist (der bei ungeladenen Teilchen sogar ganz aus
bleibt).

Wie bei der Paritét bringt uns zweimaliges Anwenden der Ladungskonjuga-
tion wieder in den Ausgangszustand zuriick:

c?=1 (4.5)

Die Eigenwerte sind also ebenfalls C'= +1. Anders als bei P sind allerdings die
meisten Teilchen keine Eigenzustédnde von C. Denn die Eigenwertgleichung

Clp >=£1lp >=|p > (4.6)

wird offensichtlich nur von neutralen Teilchen erfiillt, die -bis auf ein Vorzeichen
vor der Wellenfunktion- ihre eigenen Antiteilchen sind (z.B. Photonen).

4.3 Drehimpuls und Spin

Warum der Drehimpuls im Kapitel ”Symmetrien” auftaucht, wird bei der Be-
trachtung des bereits angesprochenen Noether-Theorems klar: Kurz gefafit be-
sagt dieses Theorem, daf} die Existenz einer Symmetrie auf eine Erhaltungsgrofie
fiihrt. In unserem Fall hier ist es die Symmetrie unter Rotationen die auf die
Erhaltung des Drehimpulses fithrt. In der Teilchenphysik ist dies von grofler
Bedeutung, da bei einer Teilchenreaktion die Erhaltung des gesamten Drehim-
pulses (einschliefllich Spin) gewéhrleistet sein mufl.
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1
'

Die Eigenwerte des Drehimpulsoperators sind

Tolmg >= 11+ V)R Ly > mit [ =0,1,2, ... (4.7)
Die Eigenwerte von L. sind bei gegebenem [
L. |l,mg >=mih |l,mg > mitmy=—1,—(1—1),...,(1—1),1  (4.8)

d.h. es gibt alles in allem 2] + 1 Moglichkeiten fiir m; bei festem .

Wy

Fiir den Spinoperator
zuléssig sind:

gilt das selbe, nur dafi auch halbzahlige s und m

wnl

1
s, ms >= s(s + 1)h? |s,m, > mit 5:0,5,1,... (4.9)

S. |s,ms >=mgh |s,ms > mit mg = —s,—(s —1),...,(s —1),s (4.10)

Fiir die Addition zweier Drehimpuls- oder Spinoperatoren Lund S

J=L+S§ (4.11)

gilt:
m; = my + myg (4.12)
j=ll=sl,l=sl4+1,...,]l+s —1,]l+ s (4.13)

Diese Gleichung sagt uns also, welche Gesamtimpulse j wir aus der Kombina-
tion von [ und s erhalten konnen, aber bisweilen benotigen wir eine explizite
Zerlegung in die Zustéinde des Gesamtdrehimpulses:

[T+s]
jols ;
|l7ml > |Svms >= Z anj,sml,ms ‘]7mj > (414)
j=li—s|
Die Cvjﬁl,j’fm,,ms sind die sogenannten Clebsch-Gordon-Koeffizienten.

Die mathematische Beschreibung des Spin—%—Systems finden Sie in den Biichern
von Griffiths [1] oder Schwabl [5].

4.4 Helizitat und Chiralitiat

Die Heliziztdt eines Teilchens ist die Projektion des Spins auf die Impulsrichtung

7= D8 =cos Z(p, §
=1 /(p, 8) (4.15)

Sie bezieht sich also auf die Ausrichtung von Geschwindigkeit bzw. Impuls und
Spin:
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a) O b) O

In a) sind Spin und Impuls parallel (H = +1) und man spricht von rechtshdindi-
gen Teilchen. In b) sind sie antiparallel (H = —1) und man spricht von linkshdndi-
gen Teilchen. Diese anschauliche Betrachtungsweise fithrte uns zum Begriff der
Héndigkeit oder Chiralitdt.

Es ist wichtig im Kopf zu behalten, daf§ die Helizitédt fiir Teilchen mit v < ¢
nicht lorentzinvariant ist. (Das Teilchen bewege sich in unserem Bezugssystem
S mit v > 0, p > 0 und habe die Helizitdit H = +1. Wir stellen uns nun ein
Bezugssystem S’ vor, das sich relativ zu uns schneller als das Teilchen bewegt.
In diesem Bezugssystem gilt v/ < 0 und so auch p’ < 0. Der Spin weist immer
noch in dieselbe Richtung und die Helizitéit wird H' = —1 # H.)

Nur fiir Teilchen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit (v = ¢) bewegen ist die
Helizitdt eine lorentzinvariante Grofle.

4.5 Einige Grundlagen der Gruppentheorie
Wir beginnen mit der Definition der Gruppe G:

1. Abgeschlossenheit R\, R/ € G = R'R' = R* € G

2. Einselement 3 = R = IR' = R’

3. Inverselement IJR*~! = R-IR = RIR\-1 =T

4. Assoziativitit R'(R'R*F) = (R'R7)RF
Kommt hierzu noch die Kommutativitdit aller Gruppenelemente, so spricht man
von einer abel’schen Gruppe. Man unterscheidet ferner zwischen endlichen und
unendlichen Gruppen sowie zwischen diskreten und kontinuierlichen Gruppen.

Wie sich zeigt sind die meisten fiir die Physik interessanten Gruppen Matrizen-
gruppen. Die in der Elementarteilchenphysik héufigsten Matrizengruppen sind:

Gruppe dim FEigenschaften

U(n) nxn unitir (UTU = 1)

SU(n) mxn unitdr mit Determinante 1
O(n) n xn orthogonal (OTO = 1)

SO(n) mxn orthogonal mit Determinante 1

U steht fiir unitédr, O fiir orthogonal und das S steht fiir speziell und fordert,
dafl die Determinante 1 ist.

Die Darstellung der Gruppe geschieht tiber Generatoren (das sind infinitesimale
Transformationen) und Vertauschungsrelationen.
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Rotationen in 3D - SO(3)

Wir wollen nun als Beispiel die Rotationen im dreidimensionalen Raum genauer
betrachten. Diese Rotationen bilden eine SO(3)-Gruppe mit kompakter Lie-
Algebra. (kompakt: 8 € [0;27) beschrénkter Parameter, Lie: § kontinuierlich)
Die drei linear unabhéngigen Rotationsmatrizen sind:

1 0 0

R':=| 0 cosf; —sinb; (4.16)
0 sinf; cosb,

cosfy 0 sinfy

R? = 0 1 0 (4.17)

—sinfly 0 cosfs

cosfl3 —sinfz 0
R?:=| sinf3 cosf3 0O (4.18)
0 0 1

(4.19)

Die R? stellen Rotationen um die Winkel §; um die Achsen z,%,z dar. Das
Produkt zweier Rotationen stellt wiederum eine Rotation dar, das Einselement
erhilt man durch die Wahl von 6; = 0 und das Inverselement durch die Wahl
von 0, ! = _p,. Die R sind orthogonal und haben eine Determinante von 1. Sie
erfiillen also die Voraussetzungen der SO(3)-Gruppe. Da die R’ nicht vertau-
schen ist die Gruppe nicht-abel’sch.

Die Generatoren D’ erhalten wir durch Entwickeln der R’ fiir kleine 6;. Wir
fithren dies fiir R? explizit vor:

1 —dfs; O 0 -1 0
RPx| dfs 1 0 |=1+di3| 1 0 0 | =:1—idh;s D> (4.20)
0 0 1 0 0 0
wobei sich der Generator D3 zu
0 —i 0
D= i 0 0 (4.21)
0 0 O
ergibt. In Analogie findet man D? und D*!:
0 0 ¢
D=1 0 00 (4.22)
—i 0 0
0 0 O
D'=10 0 —i (4.23)
0 ¢ O
ni
Wihlen wir nun die Rotationsachse beliebig in Richtung von 77 := | nq mit
n3

|7i| = 1, so ergibt sich als Rotationsmatrix

formal

R®7T ~1—iddn;D' " =""1—idfii-D (4.24)



38 KAPITEL 4. SYMMETRIEN

Wenn wir ferner eine endliche Rotation um
f=m-df mitm — oo,df — 0 (4.25)

ausfiihren wollen, wird die Rotationsmatrix zu

RO = (R ™M™ =(1—id)i-D)" =(1— —— )" —¢

Wir fassen nun 6 und 7 zusammen zu

—

0:=0-7 (4.27)

wobei 6 in Richtung der Rotationsachse zeigt und der Absolutbetrag |§\ den
Rotationswinkel angibt. Damit vereinfacht sich die Rotationsmatrix zu:

R = ¢¥D (4.28)

Die Vertauschungsrelationen der Gruppe

(D', D] = €5, D (4.29)

ergeben sich direkt aus den Generatoren.

Die Pauli-Matrizen - SU(2)

Die bereits vom Spin bekannten Pauli-Matrizen sind drei linear unabhéngige
Generatoren der SU(2)-Gruppe:

1. (01 o (0 — s (1 0
o= < 1 0 o= o=y (4.30)
Die SU(2)-Transformation kann geschrieben werden als

U? = 07 (4.31)

und die Vertauschungsrelationen lauten:

[07,0%] = 2ie o (4.32)

Die Pauli-Matrizen werden im Zusammenhang mit der schwachen Wechselwir-
kung auch 7', 72, 73 bezeichnet.

Fiir SU(n)-Gruppen gelten die Forderungen
U'U =1 und det(U) =1
Da jede unitidre Matrix durch eine hermitesche Matrix
U=e mit H=H' (4.33)
reprasentiert werden kann folgt aus der zweiten Bedingung
det(U) =1 mit U =ef
— det(ef) =1 mit det(e?) = ¢T(H)
— M) —q
—Tr(H)=0

und man kann hieraus zeigen, dal SU(n)-Gruppen jeweils n? — 1 linear un-
abhingige Generatoren haben. Im Falle von SU(2) macht dies 22 — 1 = 3.
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Die Gell-Mann-Matrizen - SU(3)

Die SU(3) besitzt 32 — 1 = 8 linear unabhingige Generatoren, die sogenannten
Gell-Mann-Matrizen:

01 0 0 —i O 1 0 0
M=[1 0 0 CX= i 0 o0 =0 -1 0
0 0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 —i 0 0 0
M:=100 0 =00 o0 , A0=( 0 0 1
1 0 0 it 0 0 0 10
00 O 1 1 0 O
N=[0 0 —i ,=—101 o0
0 ¢« 0 V3 0 0 -2
(4.34)
Die SU(3)-Transformation kann geschrieben werden als
Ud = ¢idX (4.35)
mit & = (aq,...,as) und X=(1,..., Ag). Die Vertauschungsrelationen lauten
[V, 0] = 2ifj0 A (4.36)
mit dem total antisymmetrischen Strukturkonstantentensor
1
fi2s =1 faae; 257; 345; 516; 637 = 3 fass; 678 = > (4.37)

Gell-Mann-Matrizen plus Einheitsmatrix - U(3)

Nimmt man zu den Gell-Mann-Matrizen noch die 3 x 3- Einheitsmatrix I hin-
zu, hat man die linear unabhiingigen Generatoren der U(3)-Gruppe. Die U(3)-
Transformation lautet

) P
tag-I+1 ARYE

k=1 (4.38)
und unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.33) folgt zwingend, daf} jede her-
mitesche Matrix H als Linearkombination aus Einheitsmatrix und Gell-Mann-
Matrizen geschrieben werden kann:

U =e

8
H=ay- 1+ Zak’yk (4.39)
k=1

Die Einheitsmatrix vertauscht als einziger Generator mit den anderen Genera-
toren der Gruppe.

Die komplexe Phasenverschiebung - U(1)
Die U(1)-Transformation kann als Phasenverschiebung einer komplexen Zahl

(1.40)

geschrieben werden. Der Generator der U(1)-Gruppe ist folglich ein Skalar und
lautet 1. Dafl dieser Generator mit sich selbst vertauscht ist klar.
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Zusammenfassung

Wir haben natiirlich nicht aus Zufall diese speziellen Gruppen betrachtet. Der
Grund liegt darin, dafl -wie wir spéter sehen werden- jede von ihnen Anwendung
in einem ganz speziellen physikalischen System findet. Die wichtigsten Erkennt-
nisse fassen wir im folgenden kurz zusammen.

Gruppe Generatoren vertauschen phys. System

) 1 ja QED

SU(2) ot,..., 08 nein Spin, schwache WW
SUB) AL A nein QCD

SO(3) D', ...,D3 nein Rotationen

4.6 Ubungsaufgaben (Termin 4)

Aufgabe 4.1

Wenn Sie Drehimpulse gemifi Gleichung (4.8 ff.) addieren, ist es sinnvoll, das
Ergebnis zu priifen, indem Sie die Zahl der Zusténde vor und nach der Addition
abzéihlen. Gehen Sie von zwei Quarks (s = 1) aus, jedes mit der Moglichkeit
mg = :i:%, so daf} Sie insgesamt vier Zustédnde konstruieren konnen.

a) Was erhalten Sie als mogliche Werte fiir [ und m; bei der Addition der Spins
der beiden Quarks 7 (Uberpriifen Sie ihr Ergebnis, indem Sie die Zustdnde
abzéihlen.)

b) Addieren Sie nun drei Drehmomente: 2,1 und % Listen Sie die moglichen
Werte des Gesamtdrehimpulses auf und iiberpriifen Sie Thre Antwort durch
Abzihlen der Zustéinde

Aufgabe 4.2
Zeigen Sie, daf} die urspriingliche Reaktionsgleichung fiir den §-Zerfall

n—p+e

die Drehimpulserhaltung verletzen wiirde (Alle drei Teilchen haben Spin %)
Wenn Sie Pauli wéren, der die eigentliche Reaktionsgleichung

n—p+e +,
vorhersagte, welchen Spin wiirden Sie dem Antineutrino zuordnen ?

Aufgabe 4.3

Welches sind die im Endzustand moglichen Werte des Bahndrehimpulses [ fiir
den Zerfall AT+ — p+ 7?7

Aufgabe 4.4

In einem Wasserstoffatom befinde sich ein Elektron in einem Zustand mit Bahn-
drehimpuls [ = 1. Wenn der Gesamtdrehimpuls j = % und m; = +% ist, wie grof3
ist dann die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem Zustand mit mg = +%
vorzufinden?
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Aufgabe 4.5

Nehmen Sie an, Sie haben zwei Teilchen, jedes mit Spin s = 2 und beide im
Zustand mg = 0. Nun wollen Sie den Gesamtdrehimpuls des Systems messen;
der Bahndrehimpuls sei I = 0, welche Werte kénnten Sie dann erhalten und wie
grof} sind ihre jeweiligen Wahrscheinlichkeiten? (Vergewissern Sie sich, daf} diese
sich zu 1 addieren!)

Aufgabe 4.6

Gehen Sie von zwei Teilchen aus, eines mit Spin 2 und eines mit Spin % Thr
Bahndrehimpuls sei [ = 0 und der Gesamtspin des zusammengesetzten Systems
j= g, wobei m; = —% ist. Welche Werte konnten Sie bei einer Messung von S,
des Spin-2-Teilchens erhalten? Wie grof3 sind ihre jeweiligen Wahrscheinlichkei-

ten? (Vergewissern Sie sich, daf diese sich zu 1 addieren!)

Aufgabe 4.7
a) Finden Sie die Eigenwerte und normierten Eigenvektoren von

o h. h{1 0
SZ—20_2<0 _1) (4.41)

Welche Zustinde reprisentieren diese Eigenvektoren (Eigenspinoren) ? b) Sie
messen S, eines Elektrons im Zustand x = (a,b); welche Werte kénnen Sie er-
halten und wie wahrscheinlich ist jeder von ihnen ?

(Anleitung: Schreiben Sie die Matrix Sy = %ay hin, die die entsprechende Obser-
vable darstellt. Die erlaubten Werte fiir S, sind die Eigenwerte von Sy Schreiben
Sie nun den Zustand x = (a,b) als Linearkombination der Eigenvektoren von
Sy’ die Betragsquadrate der Koeffizienten vor den (normierten!) Eigenvektoren
sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.)

Aufgabe 4.8
Nehmen Sie an, ein Elektron befinde sich im Zustand

vl

Sie wollen nacheinander S;,S, und S, messen. Welche Werte kénnten Sie er-
halten und wie wahrscheinlich ist jeder von ihnen?

4.7 Ubungsaufgaben (Termin 5)

Aufgabe 4.9

Die Erweiterung der mathematischen Beschreibung eines Spin—%—Systems auf
hohere Spins ist relativ unkompliziert. Fiir Spin 1 (s = 1) erhalten wir drei
Zustinde mgs = —1,0, +1, die wir durch die drei Spaltenvektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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darstellen kénnen. Was uns jetzt noch fehlt sind die 3 x 3 Matrizen S’z, Sy und
S.. Letztere ist einfach:
a) Bilden Sie S, fiir Spin 1.
Um S, und S’y zu erhalten ist es am einfachsten, mit den Auf- und Absteige-
operatoren A . .

Si = Sm + iSy
zu beginnen, die die folgende Eigenschaft haben:

Sy |s,ms >=h/s(s+ 1) —ms(ms£1) [s,m+1>

b) Bilden Sie die S. fiir Spin 1.
¢) Bestimmen Sie aus den S, die Matrizen S, und S’y
d) Fiihren Sie das selbe fiir Spin 2 durch.

Aufgabe 4.10

Betrachten Sie einen Vektor @ in zwei Dimensionen. Seine Komponenten seien
(as,ay), bezogen auf die kartesischen Koordinaten Wie lauten seine Kompo-
nenten (a’,, a;) in einem Koordinatensystem, das um einen Winkel 6 gegen den
Uhrzeigersinn gedreht ist? Driicken Sie Thre Antwort in der Form einer 2 x 2-

Matrix R(6) aus:
(5 )-mo (%)

Zeigen Sie, da8 R(#) orthogonal ist. Wie lautet die Determinante von R(6)? Die
Menge aller solcher Rotationen bildet eine Gruppe; wie lautet der Name dieser
Gruppe? Zeigen Sie durch Matrizenmultiplikation, dafi R(61)R(62) = R(01+65)
gilt. Ist das eine abel’sche Gruppe?

(o )

Ist sie in der Gruppe O(2) enthalten? Wie steht es mit SO(2)? Wie wirkt sie
sich auf den Vektor @ aus der vorigen Aufgabe aus? Beschreibt M eine mogliche
Drehung der Ebene?

Aufgabe 4.11
Betrachten Sie die Matrix

Aufgabe 4.12
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Pauli-Matrizen:

= (Sij -|-Z'€ijk0'k
(G-@)(F-b)=ad-b+id-(@axDb)
(0,07 = o'o? — dlot = 2ie; 0"

{c',0’} =0d'0? + 0’0" = 2id;;
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Aufgabe 4.13

a) Zeigen Sie, daB e 2™ = —jg* gilt.

b) Finden Sie die Matrix U, die eine Drehung um 180° um die y-Achse darstellt,
und zeigen Sie, daf} sie ”Spin up” in ”Spin down” {iberfiihrt, also eine Spinor-
transformation (1,0) — (0,1) bewirkt.

c¢) Eine Drehung um eine Achse f um den Winkel |§| im Ortsraum transformiert
einen Spinor {iber die 2 x 2-Matrix

—

Ud)=e"

0.

s

Zeigen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von Aufgabe 4.12 b), dal man
diese Transformation auch als

schreiben kann.
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Kapitel 5

Dirac-Theorie

5.1 Herleitung der Dirac-Gleichung
Wir gehen von der aus der Energie-Impuls-Beziehung in Vierernotation
oy — m2c? =0, pt= (E/c,p) (5.1)
hergeleiteten Klein-Gordon-Gleichung aus,
{nQaﬂaﬂ + m262}¢(x“) =0 (5.2)
l16sen diese mit dem Ansatz der Ebenen Welle,
lat) = ghoe” FPTE) = e HEPD (5.3)

und betrachten die sich durch Einsetzen von (5.3) in (5.2) ergebenden Energie-
eigenwerte

Ey = +£v/p?c? + m2ct (5.4)

Die Klein-Gordon-Gleichung ist eine DGL, die von 2. Ordnung in ¢ (also auch
E) ist und so zu zwei Energieeigenwerten, einem positiven und einem negativen
(1), fithrt. Um auf nur einen Energieeigenwert zu kommen bendtigten wir eine
Gleichung, die von 1. Ordnung in ¢ ist. Diracs grundsétzliche Strategie war es,
die Energie-Impuls-Beziehung (5.1) zu faktorisieren.

Teilchen in Ruhe (7= 0)
Diese Faktorisierung fallt fiir p’= 0 besonders leicht:
(p°)? —m2c® = (p° +me)(p® —me) =0 (5.5)
Man erhélt zwei Gleichungen 1. Ordnung,
P 4+me=0 Vv p’—me=0 (5.6)
von welchen jede garantiert, da§ p*p, — m2c? = 0 gilt.

45



46 KAPITEL 5. DIRAC-THEORIE

Teilchen in Bewegung (p # 0)

Im Falle p' # 0 suchen wir dann nach etwas von der Form
P'pu = m* = (V" + me) (Y P — me) = 0 (5.7)

was bedeutet, dal die v* die Bedingung

()2 —(")? — ()% — (p*)* — m??
= (Y"px + me)(Y"px — me)
= (V" —~'pt —?p* — ¥*p® + mc)

(7°p% = vt — 2p? — ¥*p® — me)
= (V)2 + (v'p")? + (v?p%)? + (°p?)?
(0 %Pt +(09 + 20 )%p? (09 + 340 )p%p’
+(v21722 + 2P ? (VR + et (23 + 22 p?p?
—m-=cC

erfiillen miissen. Diese Forderung 148t sich im einfachsten Fall dadurch erfiillen
-und genau das war Dirac’s geniale Idee-, daf} die vier Koeffizienten y* fiir je
eine 4 x 4-Martix stehen.

Da Matrizen nicht kommutieren kann man einen Satz finden, so dafl

+1 0 0 0
o2 | 0 41 0 0
=10 0o +1 o (5:8)
0 0 0 +1
-1 0 0 0
e 22 _ (32| 0O -1 0 0
(’7) _(/Y) _(’7) - O O —1 0 (59)
0o o0 0 -1
Yy + =0 Vu#v (5.10)
gilt. In einfacherer Notation lautet diese Definition der ~v-Matrizen
| (" =20" | (5.11)
mit dem Anitkommutator
{A,B}:= AB+ BA (5.12)

Es gibt viele Séatze von Matrizen, die diese Bedingungen erfiillen, wir werden
die Standard-Darstellung nach Bjorken und Drell benutzen:

10 0 0

o o1 0o o) (10

=100 -1 0 _'<o—1) (5.13)
00 0 -1

i ( _(;Z, 0('; ) (5.14)
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wobei die o? die 2 x 2-Pauli-Matrizen

01:<(1)(1)>,02:(?_()i),a?’:(é_ol) (5.15)

sind. Spéter wird folgende Matrix benétigt, die wir der Vollstindigkeit halber
gleich hier definieren:

, 0 1
V=i = < 10 > , {721 =0 (5.16)

Nun kénnen wir die Faktorisierung von (5.7) durchfithren und erhalten wieder
zwei Gleichungen 1. Ordnung,

Yo +mec=0 V ~"p,—mec=0 (5.17)

von welchen jede garantiert, dafl ptp, — m2c? = 0 wird. Im Allgemeinen favo-

risiert man die Gleichung mit dem Minuszeichen und erhélt nach Anwendung
der Ersetzungsregel (3.16) die sogenannte Dirac-Gleichung

{ihv“@u _ mc}w —0 (5.18)

Da die y* 4 x 4-Matrizen sind, ist 9 ein 4-dimensionaler Vektor (Dirac-Spinor
oder Bi-Spinor)
Y = (Y1,vY2,¥3,v4) (5.19)

Man definiert aus praktischen Griinden die zweidimensionalen Vektoren (Spi-
noren)

Y= (Y1,2) , Y= (V3,14) (5.20)

Es sei vorweg genommen: Die Komponenten von 14 stehen fiir Teilchen, die
Komponenten von g fiir Antiteilchen. Dabei stehen 7 und 3 fiir Zustdnde
mit Spin +1/2, 19 und 4 fiir solche mit Spin —1/2.

Man beachte ferner, dafl ¢ kein lorentzinvarainter Vierervektor ist (d.h. er
transformiert sich nicht iiber Lorentz-Transformationen).

5.2 Losungen der Dirac-Gleichung

Einfache Lésung (¢ ortsunabhingig)

Nehmen wir an, 1 sei ortsunabhéngig, d.h. 0,9 = 0yy = 0, = 0. Unter
Beachtung von ¢ < AY sagt uns dies, dafl ¥ dann einen Zustand mit Impuls
p = 0 beschreibt. Die Dirac-Gleichung vereinfacht sich dann zu

{ih’yoat — m02}1/1 =0 (5.21)

1 0 Oba \  .mc® [ Oppa
( 0 -1 ) ( Db ) =i ( b ) (5:22)

Somit gelten die beiden Gleichungen

oder

2 2
Dyipa = —z‘%m  —Onpp = —z‘%u@ (5.23)
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und die Losung lautet

- me? t me? +

Yalt) =1va(0)e " m b | p(t) =p(0)et n (5.24)
Fiir Teilchen mit 7 = 0 gilt mc®> = E, so dal wir den Faktor e~#¥* in den
Losungen wiedererkennen. Dies ist die charakteristische Zeitabhingigkeit ei-
nes Quantenzustands mit der Energie E. Fiir ¢4 folgt E = mc? > 0, was
nach intuitivem Empfinden fiir ein freies Teilchen auch so sein sollte. Aber was
ist mit ¥ p? Anscheinend reprisentiert es einen Zustand mit negativer Ener-
gie (E = —mc? < 0). Um diesen unangenehmen Sachverhalt aus dem Wege
zu gehen postulierte Dirac einen unendlichen See von Teilchen mit negativer
Energie, die die unwerwiinschten Zusténde auffiillen. Heute interpretieren wir
die Zustidnde mit negativer Energie als Losungen, die Antiteilchen mit positiver
Energie reprisentieren. Somit beschreibt beispielsweise 14 Elektronen, wihrend
1 Positronen beschreibt. Beide sind zweidimensionale Spinoren, ideal also fiir
die Beschreibung eines Systems mit Spin 1/2. Es folgt, daf} die Dirac-Gleichung
fiir p'= 0 vier unabhéngige Losungen zulaft:

'mc2 t

jme” 4 ime

TR

e < e” , Wy oxe”

2
mc
—t

. . 2
Yo o< et , tha o TR

_— o o0 oo o
— O OO oo —OoO

0

Diese beschreiben jeweils ein Elektron mit Spin up, ein Elektron mit Spin down,
ein Positron mit Spin up und ein Positron mit Spin down.

Loésung mittels Ebener Welle
Wir setzen fiir die Losung der Dirac-Gleichung (5.18) eine Ebene Welle der Form
Y(@h) =a-e P u(ph) (5.25)

wobei u(p") einen Bi-Spinor

uy (p*)
_(uwa®@) \ _ | ue(p®)
u(Pﬂ) = ( uB(p“) ) = uz(p#)
ug(p")
darstellt. Wir bilden
D) = a- e F P B ) (5.26)

und setzen in die Dirac-Gleichung (5.18) ein:

{z’fw“@u — mc}w(m“) =0

{mw% i mc}a Ce AP Ty (ph) = 0
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{’y“p# — mc}u(p“) =0 (5.27)

Diese Gleichung (5.27) nennt man auch Impulsraum-Dirac-Gleichung. Als néchsten
Schritt berechnen wir die 4 x 4-Matrix v*p,,, wobei beachtet werden muf, dafl
die Koeffizienten p* Skalare und die y* 4 x 4-Matrizen sind:
(Tl e A e

= ;70 -p7

Il
7N
S

s ol
Ql
|
(S
o |t
<)
N———

Wir berechnen an dieser Stelle gleich die spéter benétigten Ausdriicke

S o 1.1,.2 92, 33_ 1 2 3 _ Dz D — ipy
O =p o +p ot +po° =po° +pyo” +po° = .
P p p p Pz0" +pyo” +pz (pm Yin, | —-p, >
(5.28)
und
D pe —ipy \
= N2 z x Y =2
-G)? = , = 5.29
(p ) <p:t+lpy —D:z ) p ( )

In diesem Formalismus wird die Impulsraum-Dirac-Gleichung (5.27) zu

E_ me —-p-7 u
( Cﬁ.&’ —Ep— me > < u; > =0 (5.30)

Nach Losen des LGS (5.30) erhéilt man als Bedingung fiir uy und up die Glei-
chungen
c c

die man durch gegenseitiges Einsetzen entkoppeln kann:

2 2 2
- < (g.-8)2 —_— _pc
ua = (E—mc2)(E+mc?) (p U) ua = E2—m?2ct ua

—2 2

UB =" = Frop2aUB
Hieraus folgt
7}225—2;2& =1 <& E?2=p22+m2
E = +y/p?c + m2ct (5.32)

die relativistische Energie-Impuls-Beziehung, was in Konsistenz mit unserem
Ausgangspunkt steht.

Um Losungen zu konstruieren kehren wir zu (5.31) zurtick und berechnen
nach freier Wahl von u4 bzw. up jeweils den Rest der Bi-Spinoren u(p"), so
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beispielsweise

o (5.33)

ug =N < (1) > —u(p")=N CB=—me? =:ug

mit E = \/p2c2 + m2ct

wobei N die Normierung der Spinoren beriicksichtigt. Wir wollen die Nor-
mierung nach Halzen und Martin

2|F
ulu = 2AE| ,oul = @w)T (5.34)
c

verwenden. Damit wird der Vorfaktor zu N = /|E|/c + me.

Energie der Antiteilchenzustinde

Die Variablen E und 7 in unserem Ansatz (5.25) sind urspriinglich mathema-
tische Parameter, die wir nun mit physikalischen Groéflen identifizieren sollten.
Wir haben fiir E die positive Losung von Gleichung (5.32) angesetzt, da nur
diese fiir die Energie stehen kann. Denn in einem ungebundenen Zustand (und
genau das liegt hier vor) mufl die Energie -auch von Antiteilchen- positiv sein.

Es ist allgemein iiblich, fiir die Antiteilchenzustdnde den Ansatz
Yh) = a- TR o(pt)  mit vn(p") = Uesa(—Pp) (5.35)
zu machen, wobei das Vorzeichen von p* umgedreht ist und statt des Buchsta-

bens u der Buchstabe v verwendet wird. Dieser Ansatz 16st die Gleichung von
(5.17) mit dem Plus-Zeichen

{ih’y“@u + mc}v(p“) =0 (5.36)

und die Losung der Antiteilchenzustéinde wird zu
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D DPa—ip
CErma CETme?
sz“l’lpy c —Pz
2
Ua(p“) =N E—Q—lmc Ub(p”) = —N EBmcz
0 1
mit E = y/p2c2 + m2ct

5.3 Paritit und Zeitumkehrung von Dirac-Teilchen

Wir wollen nun die Wirkung der Parititsoperation auf Bi-Spinoren untersuchen.
(&, t) sei ein Bi-Spinor, der die Dirac-Gleichung

{z‘waﬂ - mc}w(f, £) =0 (5.37)

16st. Es kann gezeigt werden, dafl der Bi-Spinor nach einer Paritdtsoperation
der Form ¢/(Z,t) = P (&, t) = ¥(—Z,t) die Dirac-Gleichung nicht mehr lost.
Vielmehr muf} die Paritétsoperation auf Bi-Spinoren in der folgenden Form wir-
ken:

W(E,1) = P (1) = 1 O%(~,t) (5.38)

Beweis:

{ih’y”@u - mc}’yow(—f, t)
= {zh (7°0° + 410, + 720, +~20.) — mc}'yow(fx, —y, —2,1)
| Substitution X = —& und 7° von re. ”reinzichen”
= {Zh (199°0° = 417%0x — 1?10y —1°0z) — mC}w(K Y, Z,t)
| Verwende Y970 =1 |, {+* 4%} =0
= {lh (199°0° + 791 0x +1°9%0y +1°4%0z) — mC}w(K Y, Z,)
| Umbenennen Z = X und 4° nach li. "rausschieben”
=~034n (7050 +~10, + 72(9y + 7332) — mc}w(x,y, z,t)
=103 ihy"o,, — mc}w(f, t)
| siche Gleichung (5.37)

q.e.d.
Wenn wir uns
1 0 0 0
0_ 01 0 0 (1 0
T=1oo0o -1 0o |T\lo -1
0 _

nochmals vor Augen halten, erkennen wir, daf§ Gleichung (5.38) nichts anderes
bedeutet, als dafl -wie bereits erwidhnt- die Paritit eines Fermions der des ent-
sprechenden Antiteilchens entgegengesetzt sein muf.
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Die Wirkung der Zeitumkehrungsoperation auf Bi-Spinoren verhilt sich wie
folgt: (&, t) sei ein Bi-Spinor, der die Dirac-Gleichung (5.37) 16st. Dieser muf}
sich unter Zeitumkehr nach der Vorschrift

W (1) =T $(&t) = iy' > (&, —1) (5.39)

transformieren.

5.4 Spin von Dirac-Teilchen

Man konnte vermuten, dafl u, ein Teilchen mit Spin up, u; ein Teilchen mit
Spin down usw. beschreibt. Dies ist aber falsch. Fiir Dirac-Teilchen sind die
Spin-Matrizen

5 h—' i O—i 0
§=38, % ._( f ai> (5.40)

und man kann beweisen, dafl u,, up, U, ug i.A. keine Eigenzusténde von 32, sind.
Wenn jedoch die z- Achse so orientiert ist, dafi sie entlang der Bewegungsrichtung
zeigt, d.h. p, = p, = 0 gilt, so sind sie Eigenzustdnde von ¥, und ug, u. stehen
fiir Spin up, up, ug fiir Spin down.

5.5 Transformation von Bi-Spinoren
Wir hatten bereits erwdhnt, dal Bi-Spinoren keine Vierervektoren sind und sich

folglich nicht iiber Lorentz-Transformationen transformieren. Die Transforma-
tion beim "Boost” in z-Richtung vom System S ins System S’ erfolgt nach der

Vorschrift

(5.41)

1

o 0.1 __ a4 a_o
S=ay+a_’y = ( ool ay ) (5.42)

1 . 1
ay ==+ i(vzlzl) mit y = ——— (5.43)

~%

Die 4 x 4-Transformationsmatrix S hat die folgenden Eigenschaften:

1 _vgl
Sis=5" = —— ( _2101 61‘7 > 41 (5.44)
11— c
STA08 = A0 (5.45)

5.6 Bilineare Kovarianten

Die Bildung einer lorentzinvarianten skalaren Grdifle aus einem Bi-Spinor erfolgt
nicht wie naiv vermutet durch 7, denn es ist

(W) = ()" = ¢TSSy # ¥l
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Eine lorentzinvariante skalare Grofle erhalten wir durch ) mit dem adjungier-
ten Bi-Spinor - .
Denn mit Gleichung (5.45) erkennt man leicht, dafl
(V) = ()10 = 181708y = P
eine Lorentzinvariante ist. Um zu unterscheiden, ob dies eine skalare oder eine

pseudoskalare Grofle ist, 13t man den in Kapitel 5.3 hergeleiteten Paritétsope-
rator fiir Bi-Spinoren auf ¢ wirken:

Py = (1°9)(7°%) = (°9)T7°) (7%%) = BT7°10) (1) = 940y = 1(51/) |
5.47
Der Paritéiitseigenwert ist P = +1, also handelt es sich um einen Skalar.

Man kann unter Einbeziehung der in Gleichung (5.16) definierten Matrix ~°
auch noch Pseudoskalare, Vektoren, axiale Vektoren etc. (vgl. Kapitel 4.1) aus
Bi-Spinoren aufbauen:

Skalar 1)
Pseudoskalar ¢t
Vektor (Polarvektor) —1y*)

Pseudovektor (oder axialer Vektor) — 1py*y%y
antisymm. Tensor 5 (y*y" — y"y*)¢

5.7 Wahrscheinlichkeitsstrome von Dirac-Teilchen

In der Quantenmechanik definiert man fiir eine Wellenfunktion ¢(&,t) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte

_ih
T 2mc?

p: (0(9:0) — (0:67)9) (5.48)

und eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte,

- ih - S
Ji= =g (6(V9) = (Ve)9) (5.49)
die die Kontinuitétsgleichung
op+V-5=0 (5.50)

erfiillen. In Vierernotation geschreiben erhalten wir die sogenannte Vierer- Wahrscheinlichkeitsstromdichte

-,

j* = (ep, J) (5.51)
Die Frage ist nun, welche Form j# fiir Bi-Spinoren annimmt. Wir setzen
p=1T =4 (5.52)

an und erhalten aus der Kontinuititsgleichung (5.50) und unter Verwendung
der Dirac-Gleichung (5.18) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

J=cpfay =y mit o' = (%)Y (5.53)
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Damit wird die Vierer- Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir Bi-Spinoren zu
3" = (e, chT) = Pyt (5.54)
was in der Tat ein lorentzinvarianter Vierervektor ist (s. Ubungen).

Die entsprechende elektrische Viererstromdichte eines Dirac-Teilchens mit La-
dung ¢ und Bi-Spinor ¢ erhélt man aus

" =q -y (5.55)

5.8 Die Weyl-Gleichung, Helizitdt und Chira-
litét
Wir betrachten die Dirac-Gleichung (5.18) fiir ein masseloses Fermion (d.h. m =
0,s =1/2):
ihy Ou1p = 0 (5.56)
Diese Gleichung wird die Weyl-Gleichung genannt und beschreibt z.B. Neutri-
nos.

Wir gehen iiber zur entsprechenden Impulsraum-Dirac-Gleichung (5.27), der
Impulsraum-Weyl-Gleichung

Ypuup') =0 (5.57)

und schreiben diese in Matrix-Form:

E - -
. ~b:o uA o\ _
(ot ) () = o

Nach dem Losen des LGS (5.58) erhilt man als Bedingung fiir uq und up die
Gleichungen

% - %(ﬁ- &) ua (5.59)
An dieser Stelle benétigen wir den Helizitdtsoperator fiir Bi-Spinoren, der mit
Hilfe des Spin-Operators (5.40) zu

Er;p'bjp'Zp"’<1 O> (5.60)
2115 1P Pl \ 0 1

ua = —(p-7)up , up

wird, was -man beachte- eine 4 x 4-Matrix ist.

Ferner verwenden wir die beiden Relationen

2= & dl-q
7 6)*=p"
und vereinfachen die Gleichungen (5.59) zu
oo o 1Pl cpl p-o ; ;
UpA =—=\p-o ~—uB:—~—uB:1'HuB:HuB
BP0 5T (5.1
up =---= Huga

Durch gegenseitiges Einsetzen kénnen diese entkoppelt werden:
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ups = ﬁuB = ﬁ2uA

up = HUA = H2uB

Es folgt die Bedingung H? = 1, also

552)

was bedeutet, dafl masselose Fermionen Eigenzustinde der Helizitéit sind und
die Helizitdtseigenwerte nur H = +1 oder H = —1 sein konnen (d.h. Spin und
Impuls stehen immer parallel oder antiparallel).

Interessant ist die Tatsache, daf} sich der Helizitdtsoperator fiir masselose Fer-
mionen zur der in Gleichung (5.16) definierten v°-Matrix vereinfacht:

ﬁwmzo = ’75me0 = :l:'l/}m:O (563)

Beweis:

Ein Beispiel fiir (quasi) masselose Fermionen sind die Neutrinos, die -wie wir
spéter im Abschnitt 5.9 diskutieren werden - in der Natur als linkshdndige Neu-
trinos (H = —1) oder rechtshindige Antineutrinos (H = +1) vorkommen.

In diesem Zusammenhang bietet es sich an, die Chiralititsprojektoren fir Bi-
Spinoren zu definieren:

. 1 . 1
Pr = 5(1 -9°) , Pr:= 5(1 +7°) (5.64)

Wenn u ein beliebiger Bi-Spinor ist, so definieren wir seine Chiralitétskompo-
nenten durch

1 5 1 5 - .
u:5(1f’y")u+§(1+7‘))u:PLu+PRu =:ur +up (5.65)

Die Bi-Spinoren uy,/r nennen wir links-/rechtshéndig. Die Chiralitétsprojekto-
ren geniigen den folgenden Regeln:

P} g =Pir (5.66)
Pl =Prr (5.67)
PyPr = PrPp =0 (5.68)

Folglich ergibt ihre Anwendung auf up,/ g
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,Z:DL’U,L:UL APLU/R:O
PRUL:O PRuR:uR

Beispiel:

Diese Chiralitatsprojektoren lassen wir nun auf die Bi-Spinoren von Neutrinos u(v)
und Antineutrinos v(77) wirken:

Pru(v) = 5(1 -7 Juv) = 501~ Hu(v) = 50— (~))u(v) = u()  (5.69)

Pru(v) = %(1 + () = %(1 + Hyu(v) = %(1 F(=D)u@) =0  (5.70)

Hierbei ging ein, daB fiir Neutrinos der Helizitdtseigenwert H = —1 ist. Fiir Anti-
neutrinos ist der Helizitdtseigenwert H = +1 und wir erhalten entsprechend

Pro(@) = 5= 27)o() = 5 (1~ B)o() = 5(1- (+1))e() =0 (5.71)

Pro(®) = %(1 P )u(P) = %(1 + H)o(p) = %(1 (D)W@) = o(F)  (5.72)

Die Chiralitatsprojektoren sorgen also dafiir, daB Neutrinos stets negative und An-
tineutrinos stets positive Helizitdt haben.

5.9 Paritéitsverletzung, V-A—Kopplung

Bis Mitte der 50er Jahre sah man es als selbstversténdlich an, dafl die Gesetze
der Physik ambidexter seien, d.h. dafl das Spiegelbild eines jeden physikalischen
Prozesses wieder einen moglichen physikalischen Prozess darstellt. Das dies nicht
immer der Fall sein muf3, wollen wir an den folgenden Beispielen kurz erldutern.

Der Zerfall des Kaon

Mesonen bestehen immer aus einem Quark und einem Antiquark. Wie wir in
Abschnitt 5.3 gesehen haben, haben Teilchen und Antiteilchen entgegengesetz-
te Paritdt. Wir nehmen an, das Quark habe Paritdt P, = +1, dann hat das
Antiquark P; = —1 und das Meson insgesamt Phreson = (+1) - (—1) = —1.
Das K*, bestehend aus us, zerfallt iiber drei verschiedene Moden in Pionen
7t =ud, 7~ = da, 70 = 1/v/2(ut + dd):

1. Kt —at+#°
P=—1 P=+1
II. Kt - at +70 470
II1. Kt—sat+nt+7-
P=—1 P=—1

Der Zerfall in zwei Pionen ergibt eine Paritiit von (—1)? = +1 im Endzustand,
und der Zerfall in drei Pionen eine Paritiit von (—1)% = —1. Die Theoretiker Lee
und Yang rdaumten 1956 ein, dafl die Paritét in der schwachen Wechselwikrung
moglicherweise verletzt sei, und schlugen einen experimentellen Test vor.
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Das Experiment von Wu

Die japanische Physikerin C.S. Wu fithrte in jenem Jahre 1956 das berithmte
Experiment durch, in welchem 5°Co-Kerne bei einer Temperatur von ca. 10mK
magnetisch so ausgerichtet wurden, daf ihre Spins in z-Richtung (nach ”oben”)
zeigten. %°Co unterliegt dem schwachen Betazerfall n — p + e~ + 7. Man un-
tersuchte die Richtung der emittierten Elektronen und fand heraus, dal die
meisten Elektronen entgegen der Spinrichtung der Kerne (also nach ”unten”)
ausgestrahlt wurden.

0Co O Ni+e +17,
1 1
J j=d4+5+3 (5.73)

P=0 p=0+pc—7pe

Aus der Drehimpulserhaltung folgt, dafl Elektron und Antineutrino jeweils Spins
s = % besitzen, die in die Spinrichtung des Kerns weisen. Die Elektronen, die
entgegen der Spinrichtung der Kerne emittiert werden sind also alle linkshéndig.
Die Erhaltung des Translationsimpulses fordert nun, dafl Elektron und Antineu-
trino in entgegengesetzten Richtungen ’davonfliegen’. Damit sind die emittierten
Antineutrinos alle rechtshindig.

Stellen wir uns nun das Spiegelbild dieses Prozesses vor (wir spiegeln an der
x-y-Ebene), so bleibt der Spin der Kerne derselbe, nur die bevorzugte Austritts-
richtung der Elektronen weist nun nach ”oben”, also in Richtung der Kernspins.
Dieses Spiegelbild stellt einen Prozefl dar, der in der Natur nicht vorkommt; folg-
lich ist die Paritat keine Invariante der schwachen Wechselwirkung.

Neutrinos sind Vampire

Die Paritét ist in der schwachen Wechselwirkung mazimal verletzt, denn es exi-
stieren ausschlieflich linkshindige Neutrinos und rechtshindige Antineutrinos.
Man kann das Neutrino also als einen Vampir betrachten, denn es besitzt kein
Spiegelbild ...
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Berechnung der Polarisation der beim (-Zerfall emittierten Elektro-
nen

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p der linkshdndigen Komponente
eines beim [-Zerfall emittierten Elektrons untersuchen. Hierzu betrachten wir

p(uL R) (5.54) ~ ~ ~ ~
BL/R & UTL/RUL/R = (Pp/ru)t(PLjpu) = UTPE/RPL/RU

c
(5.67) ~ (5.66) ~ 1 u
= uTPf/Ru = UTPL/Ru: (ua,up) 5(1¢"/5) ( uA )
B
wnlo P 1Tl i
= 2(u,47cE+mCQ UA)< F1 1 ) ( CiEﬁ}Z& uA >
1 -0 © o o 2
= sluaF e ETual mit (7 #ua = [p|Hua = |fHua
1 |]31 H 2 1 |ﬁ| H 2 2
= — _— = = ]. - 5 °
2|uA:FCE—|—mc2uA| 2| :FCE+m02| [wal

1 Bl H \* ., 1 clpl H 2p? H? )
=-(1 - =—-(1F2
2 < :':CE—I—mc?) fual o T E + mc? + (E 4+ mc?)? fual

mit H =1 und ¢*? = (E + mc?)(E — mc?)

1 clp| H E —mc? Exclpl H
— 1:F2 ‘_‘I 5 5 |u |2: |ﬂ|2 |u |2
E +mec E +mc E+ mc

2

Wir definieren die Polarisation der linkshéandigen Komponente Py, als das Verhélt-

nis
p(uL7H = +1) - p(uLaH = _1)

Pr = 5.74
L g, H = +1) + plug, H = —1) (5:74)
was mit p(ur, H ==+1)=c- g%ﬂ lual? zu
_ =2l _ _clpl _
pr= P (5.75)

wird. Die Wahrscheinlichkeit, eine linkshdndige Komponente eines Elektrons
mit Helizitdt H = £1 vorzufinden ist

plur, H==+1) _ 1Fp3
p(uLaH:+1)+p(uL7H: 71) 2

W(H =+1) = (5.76)

Wir erhalten also das Resultat, daf} die longitudinale Polarisation der (von unpo-
larisierten Kernen emittierten) Elektronen Py = —f sein mu8. (Fiir Positronen
erhilt man Pr = +3) Die experimentellen Ergebnisse sind in Abbildung 5.1
dargestellt.
Der Zerfall des Pion
Wir betrachten die leptonischen Zerfallszweige des 7~ :

™ —e 40U, e-Modus

T —u +v, p-Modus

My- =139 MeV  m, =0,5 MeV m, =105 MeV
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Kinetic energy (keV)
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Abbildung 5.1: Polarisation fiir erlaubte 3—Zerfille. A ist eine kleine Korrektur
fiir Coulomb- und Abschirmungseffekte.

Man wiirde erwarten, dafl die Zerfallsrate fiir den e-Modus (aufgrund der gerin-
geren Masse von e) grofler ist als die Zerfallsrate fiir den y-Modus Die Natur
verhélt sich aber anders:

I(e — Modus)

-~ =10"
I( — Modus)

Der e-Modus ist also stark unterdriickt. Die Erklarung dafiir ist recht simpel:

Ve 4 e
€ > >

T — 1T + py
1 1
=0 j=4+—-F = 5.77
J J 5F3 (5.77)

F=0 F=-+ 7

Aus der Dreh- und Translationsimpulserhaltung folgt, dal [~ und 7; entgegen-
gesetzten Spin und entgegengesetzten Impuls haben miissen, d.h. sie sind beide
linkshéndig oder beide rechtshéndig. Antineutrinos sind immer rechtshéndig,
also sind die [~ ebenfalls rechtshiindig. Wir haben im vorigen Abschnitt gese-
hen, daf die Wahrscheinlichkeit rechtshéndige Teilchen (H = +1) vorzufinden
gerade %(1 — () ist. Da die e~ wesentlich leichter sind als die p~ sind sie wesent-
lich schneller. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit welche vorzufinden wesentlich
kleiner, was die starke Unterdriickung des Zerfallsastes erklirt.
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V-A-Kopplung

Um die V-A-Kopplung einfithren zu kénnen miissen wir an dieser Stelle mit
den Grundprinzipien der Pidagogik brechen, und die Ubergangsamplitude M
mit den Feynman-Regeln fiir die schwache Wechselwirkung bilden, die erst in
einem spéteren Kapitel besprochen werden. Der Zerfall eines Leptons [~ in das
entsprechende (linkshéndige !) Neutrino v, unter Emission eines W™ sieht wie
folgt aus:

A w-

PO

I~ Yi
Die Ubergangsamplitude ist
M o a(D)y*ug (v)

O~ (1 = )u()

2

I
I

(l)%(v“ — " )u(v) (5.78)

a0y u(v) — Ly u(v)
SV an)

Wie wir in Kapitel 5.6 gesehen haben transformiert sich der erste Term

N = Sl
N |~

V= a(D)y*u(v) ”QED-Strom” (5.79)
wie ein Vektor (genau wie die Viererstromdichte der QED). Der zweite Term
A* = a(l)y"*+ u(v) "schwacher Strom” (5.80)

transformiert sich wie ein Axialvektor (Pseudovektor), weshalb man im Gesam-
ten von einer V-A-Kopplung spricht.

Dies stellt spdter den Rahmen fiir die Vereinheitlichung von schwacher und
e.m. Wechselwirkung dar, denn die schwache Wechselwirkung unterscheidet sich
von der e.m. formal nur dadurch, dafl3 von ultrarelativistischen Teilchen nur die
linkshéndigen Komponenten und von deren Antiteilchen nur die rechtshindigen
Komponenten wechselwirken. Wir werden auf diesen Aspekt spéter in Kapitel
9 ausfiihrlich eingehen.

5.10 Theoreme fiir die Arbeit mit Bi-Spinoren
und y-Matrizen
Die folgenden Theoreme sind fiir das Rechnen mit Bi-Spinoren und y-Matrizen

von groflem praktischen Nutzen. Wir geben nur die Ergebnisse an, die Bewei-
se werden Sie selbst in den Ubungen erarbeiten. Hierbei wird h#ufig die von
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Feynman eingefiihrte abkiirzende Schreibweise mit dem Slash-Symbol

#=~"a, (5.81)

benutzt, wobei a* ein beliebiger vierdimensionaler Vektor ist.

Die Theoreme:

1.)  Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B)

2.)  Tr(aA) =aTr(A)

3.) Tr(AB)=Tr(BA)

4) g;wgwj =4

5) iy} =29 5) B =2ab

6.) Yyt =4

) =2y 7D Yut =24

8) MM =4g 8.)  udpy =4a-b

9) Y = =2 9.) Pyt = 244

10.) Tr(J] 4*) =0 V n ungerade
i=1

1) Te(1) =4

12.)  Tr(yH~Y) = 4g 12')  Tr(af) =4 a-b

13.)  Tr(y*47y*°) 13)  Tr(al¢d) =4(a-b-c-d
= 4(g" g*7 — ghg¥? + g7 g ) —a-cb-d+a-db-c)

5.11 Ubungsaufgaben (Termin 6)

Aufgabe 5.1

Zeigen Sie explizit, dafl die in Gleichung (5.13) und (5.14) definierten y-Matrizen
die Bedingung (5.11) erfiillen.

Aufgabe 5.2

Zeigen Sie, dal u, und u;, aus Gleichung (5.33) in dem Sinne orthogonal sind,
daf uz -up = 0. Zeigen Sie das selbe fiir u, und ug. Sind u, und u. ebenfalls
orthogonal?

Aufgabe 5.3
Zeigen Sie, daf sich im Falle 5= (0,0, p,) die Bi-Spinoren in Gleichung (5.33)

zu
VE/c+me

0

Ug = usw.
VE/c—mc |’

0

reduzieren. Bestétigen Sie, daf} dies die Eigen-Bi-Spinoren von S, sind und ge-
ben Sie die zugehorigen Eigenwerte an.

Aufgabe 5.4

Berechnen Sie ausgehend von der Definition (5.42) die Grofe STS und bestéti-
gen Sie die Eigenschaft (5.44). Zeigen Sie ferner, dal ST7°S = ~°
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Aufgabe 5.5

Zeigen Sie, daB der Ausdruck ty°1) invariant unter der Lorentz-Transformation
(5.41) ist.

Aufgabe 5.6

Zeigen Sie, dafl der Ausdruck v* := ¢y sich unter der Lorentz-Transformation
(5.41) wie ein Vierervektor transformiert. Zeigen Sie auch, daf er sich unter der
Paritétoperation (5.38) wie ein Vektor transformiert (d.h. v° invariant, ¥ wech-
selt das Vorzeichen).

Aufgabe 5.7

Zeigen Sie, dafl der Bi-Spinor, der ein Elektron in Ruhe darstellt, Eigenzustand
der Paritétsoperation (5.38) ist. Welche innere Paritét hat demnach das Teil-
chen? Wie verhilt sich das Positron? Was wiirde passieren, wenn man die Vor-
zeichenskonvention in (5.38) dnderte? (Beachten Sie, dafl die absolute Paritéit
eines Spin-% Teilchens zwar willkiirlich ist, die relative Paritdt von Teilchen und
Antiteilchen aber entgegengesetzt sein mus.)

Aufgabe 5.8
a) Zeigen Sie, daB 0(y#)T70 = v# gilt.
b) Es sei I' ein beliebiges Produkt von y-Matrizen:

F'=vv...7

Zeigen Sie, daB8 T' := 4°T'T40 das selbe Produkt nur in umgekehrter Reihenfolge
ist:

=7 ... %

Aufgabe 5.9

Beweisen Sie nun die Theoreme aus Abschnitt 5.10:

a) Beweisen Sie die Spurtheoreme 1.), 2.) und 3.)

b) Beweisen Sie die Gleichung 4.)

¢) Benutzen Sie die Antikommutatorrelation 5.) um 5°.) zu beweisen.

d) Benutzen Sie die Antikommutatorrelation 5.) um die Kontraktionstheoreme
6.), 7.) und 8.) zu beweisen.

e) Beweisen Sie 7.”) ausgehend von 7.), 8.) von 8.) und 9’.) von 9.).
f) Bestiitigen Sie die Theoreme 10.), 11.), 12.) und 13.)
g) Beweisen Sie 12.°) ausgehend von 12.) und 13’.) von 13.).



Kapitel 6
Feynman-Regeln

Fiir die experimentelle Untersuchung der Wechselwirkungen von Elementarteil-
chen stehen uns drei Untersuchungsobjekte zur Verfiigung: gebundene Zustinde,
Zerfille und Streuung.

Wir werden in diesem Kapitel die grundlegenden Ideen und Strategien des
Feynman’schen Kalkiils einfithren, welcher sich besonders gut fiir die Beschrei-
bung von Zerféllen und Streuung eignet.

6.1 Lebensdauer und Wirkungsquerschnitt

6.1.1 Zerfallsrate und Lebensdauer

Die Zerfallsrate I ist durch die Differentialgleichung

dN
— =-IN(t 6.1
- (¥ (6.1)
definiert, welche das Zerfallsgesetz
N(t)=N(0)-e 't (6.2)

ergibt. Wie in den Ubungen gezeigt wird, ist die mittlere Lebensdauer T der

Kehrwert der Zerfallsrate. 1
= = 6.3
T T (6.3)

Zerfallen Teilchen in mehreren verschiedenen Moden, so ist die Gesamtzer-
fallsrate die Summe der Einzelzerfallsraten.

Cior = Z r; (6.4)

Entsprechend bildet sich die mittlere Lebensdauer aus

1 1

= = 6.5
T T 3T (6.5)

Das Verzweigungsverhéltnis BR; fiir den ¢. Modus berechnet sich aus der Formel
I
Ftot

BR; = (6.6)

63
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6.1.2 Wirkungsquerschnitt

Wenn wir einen Teilchenstrahl auf ein Target schicken, so interessiert uns die
Wahrscheinlichkeit, mit welcher ein Teilchen des Strahls das Target trifft (mit
dem Target wechselwirkt). Zur Untersuchung dieses Sachverhalts fithren wir die
Luminositdt ein, der Quotient aus Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeiteinheit
dNein/dt und Querschnittsfliche des Strahls Agiran

L New 1
dt ASt’rahl

(6.7)

Die Luminositét ist meist eine Funktion der Zeit L = L(t).

Der Wirkungsquerschnitt o eines Teilchens ist nun definiert durch die Zahl
der wechselwirkenden Teilchen pro Zeiteinheit d Ny w /dt und die Luminositét
L(t)

=o-L(t 6.8
WV o 1t (63)
Der Wirkungsquerschnitt o wird i.A. aus dem experimentell zuginglichen dif-

ferentiellen Wirkungsquerschnitt g—g berechnet.

4l
by I \ [ a9

Q}/ 0

a6

—— e —-—

(Diesen differentiellen Wirkungsquerschnitt findet man rechnerisch, indem man
die Abhéngigkeit des Ablenkwinkels # vom Stoparameter b findet und die-

se Beziehung nach b(#) umstellt. Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt

) 2
sich nun aus Zl% = |ﬁ'%| = ‘siie'% )

Die Integration iiber den gesamten Raumwinkelbereich ergibt den Wirkungs-
querschnitt,

o= /%(9,@ -d9) (6.9)

wobei d2 = sin @ - df - dp.

6.1.3 Fermis Goldene Regel

Nach Fermis Goldener Regel bandtigt man nun zur Berechnung der beiden
Groflen Ubergangsrate und Wirkungsquerschnitt folgende ” Zutaten”:

e die Ubergangsamplitude

e den fiir den Ubergang zur Verfiigung stehenden Phasenraum
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Die Ubergangsamplitude erhalten wir durch Konstruktion des Matrizelements M
aus den Feynman-Regeln, die fiir jeden Wechselwirkungstyp verschieden sind,
und spéater im Detail erklart werden.

Der Phasenraum wird durch das infintesimale Phasenraumvolumenelement dLips
(lorentzinvariant phase space) représentiert:

dLips(m,n) := ¢ d*pi1 ._© &Py € d*pn
T (21)3 2By (27)3 2B, 42 (2m)3 2E,
. . (6.10)
) (27T)454 Zpi - Z by
i=1 j=m+1
Beweis: Lorentzinvarianz von cszSp

Wir betrachten die lorentzinvariante Grofe [

2 2 2
L= php, —m2c® = £ —p2 + m?c? = £ — \/p? + m2c?

und integrieren eine J-Funktion von [ iiber den gesamten Viererraum

[oydip = [6(E — /PP +m2 )d'p mit 6(a? — a?) = Hz=epolz=a)
QO s E 52 L m2c2 E_ /52 1m2e2
f f S(Z++/P*+ )+o(2 =P+ )d(%) dgp

2\/ﬁ2+m202
_ f L0 g3
24/ p2+m?2c2
d3p
- CQE

Da [ lorentzinvariant ist, ist auch das Integral d*p iiber die §-Funktion von

[ lorentzinvariant, und es folgt die Lorentzinvarianz des inifinitesimalen Volu-
d p

menelements £

Goldene Regel fiir Zerfille

Wir nehmen an, Teilchen 1 zerfillt in verschiedene andere Teilchen 2, 3, ...n:
1-24+34+---+n

Die Zerfallsrate ergibt sich dann aus

dl = th |M|? dLips(1,n) (6.11)

Der statistische Faktor S ist ein Produkt aus 1/j;! fiir jede Gruppe i von j;
identischen Teilchen.

1
S = Hf (6.12)

Man beachte, dal M i.A. von den Viererimpulsen po, p3, . .. p, abhingt und bei
der Integration der Term |M|? nicht vor das Integral gezogen werden darf.
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Beispiel:

Wir betrachten einen Zerfall vom Typ 1 — 2+ 3. Fiir die Viererimpulse gilt Energie-
und Impulserhaltung, d.h.

2 /72 2 /72 2
Plz(mLc> p2=< p—tmzc> p3=< p+f”3c> (6.13)

0 P —p

Wir setzen fiir die Zerfallsrate wie folgt an:

1 2
dr = Dy~ \M| dLips(1,3)
B |/\/l\2 c dpo c d®ps

- (2m)*6* (p1 — p2 — p3)

~ 2hmy (27)3 2B, (27)3 2F;

Es gelten
E E E . . o
§*(p1 — p2 — p3) = 5(71 - ?2 - 73) - 0°(Py — P2 — 7s) (6.14)
d*ps = |ps|* - d|ps| - d2 (6.15)
By ) 2 dEs 1P| d|ps|

— =\/P5+m3ct = — = 6.16
N (6:16)

E- dE.
dips| = o - =2 (6.17)

clps| ¢
M # M(p2,ps) (6.18)

Durch Ausfiihren der Integration iiber d>py wird wegen der §3-Funktion aus Glei-

chung (6.14) piz = P3—p1 = P3, was Ea/c = \/P3 + mic2 = /E3/c2 — m3c? + m3c>
bewirkt. So wird

M|? §(Er — /E2/c2 —m2c® + mdc2 — Es
// c 3 3
8hmy (2m)? \/Eg/CQ fm302+m2c2

dE
|75| - — - dQq
c

. §(EL_\/E2/c2—m2cZ+m2c2— s
Wir betrachten nun den Term 2= 5/ = = <) etwas genauer und
\/EZ/C2—7nsc2+m c2

formen die d-Funktion mittels der Formel §(h(z)) = Z i ”

|/ (x4)
E E.
h(Es/c) = ?1 - \/E:?/C2 —m3c? +m3c? — ?‘3 (6.19)
E
W(Esfe) = 3/¢ 1

VE3/c2 —m32c? + m3c?

_E BB B (6.20)

Es E, Es
mic

- \/E:.f/c2 —m3c? + m3c?
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Die Nullstelle von h(E3) ist nicht von weiterem Interesse, wir nenne sie E5 und
erhalten fiir den Term

8(E — EBE — w3 { w3 — B §(Ey - By)

272 2.2 2.2 (6.21)
VEZ/c2 —m32c® + m3c myc

so daB die Zerfallsrate bei isotropem Matrixelement M (d.h. [ |M|?dQs = 47| M|?)
O

zu
M[> (B3 —FEs) . dEs
. -d§)
//8hm1 2m)? mic? P3| c 3
IMJ? |55
= — = . dQ 6.22
/SHm%c (2m)2 3 (6.22)
_IME 7
81 h m%c
wird.

Goldene Regel fiir Streuung

Wir nehmen an, Teilchen 1 wird an Teilchen 2 gestreut, und es entstehen min-
destens zwei andere Teilchen 3, 4, ...n:

142344+ +n

Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich hier aus

2
do = Sh |M|? dLips(2,n) (6.23)
4\/(171 - p2)? — (mymac?)?

Man beachte wiederum, dafy M i.A. von den Viererimpulsen ps, p4, . . . p, abhéingt
und bei der Integration der Term |M|? nicht vor das Integral gezogen werden
darf.

6.2 Die Feynman-Regeln fiir eine Spielzeug-Theorie

David Griffiths fithrt in seinem Buch ’Einfithrung in die Elementarteilchen-
physik’ [1] eine fiktive Spielzeug-Theorie ein, welche der Illustration der Feyn-
man’schen Technik zur Bestimmung des Matrixelementes M mit einem Mini-
mum an unnotigem Beiwerk dienen soll.

Man stelle sich eine Welt vor, in der es nur drei Arten von Teilchen gibt: A,
B und C mit den Massen m 4, mp und m¢ und ohne Spin. Jedes Teilchen sei
sein eigenes Antiteilchen. Es gebe einen primitiven Vertex, {iber den die drei
Teilchen wechselwirken:
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A

B C

Wir nehmen an, dafl A das Schwerste der drei sei, so dafl es in B 4+ C zerfallen
kann. Dieser Zerfall wird durch das Diagramm niedrigster Ordnung beschrieben:

B

zu dem es kleinere Korrekturen dritter und hoherer Ordnung gibt, die wir an
dieser Stelle ignorieren wollen. Streuprozesse kénnen folgende Gestalt haben:
A B B A

c)
B A

Hierbei ist a) ein Proze vom Typ A+ A — B + B und b) bzw. ¢) vom Typ
A+ B — A+ B. Die Diagramme a) und b) beschreiben Streuung (t-Kanal), das
Diagramm c) Annihilation mit anschlieBender Paarbildung (s-Kanal).

Das Matrixelement M wird nach folgenden Regeln gebildet:

1. Notation: Man nummeriere die Viererimpulse der ein- und auslaufenden
Linien mit py,...,py, die Viererimpulse der inneren Linien mit q1, go, . . .,
und zeichne an jede Linie einen Pfeil, um die positive Richtung im Auge
zu behalten.
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2. Kopplungskonstante: Man schreibe fiir jeden Verter einen Faktor —ig.

3. Propagator: Man schreibe fiir jede innere Linie einen Faktor m,
GTmge

worin g; der Viererimpuls der Linie und m; die Masse des von der Linie
beschriebnen Teilchens ist.

4. Energie- und Impulserhaltung: Fiir jeden Vertex schreibe man eine 4-
Funktion der Form (27)* - §%(k1 + k2 + k3), worin die k; die Viererimpulse
sind, die in den Vertex ein- oder aus ihm auslaufen. Einlaufende Linien
werden positiv gezdhlt, auslaufende negativ.

5. Integration iiber innere Impulse: Fiir jede innere Linie schreibe man

. d'q; . . .. . . .
einen Faktor ﬁ und integriere iiber alle inneren Viererimpulse.

6. Streichen der J-Funktion: Das Ergebnis wird eine §-Funktion der Form
(2m)*-6(p1+ - - — pn) enthalten. Nach dem Streichen dieses Faktors bleibt
—iM {ibrig.

Beispiel: Die mittlere Lebensdauer von A

Wir betrachten den Zerfall A — B4+ C

C ps3

Apr

B py

Das Diagramm hat keine inneren Linien und nur einen Vertex, der uns den Fak-
tor —ig (Regel 2) sowie die 6-Funktion (27)* - 64(p; — p2 — p3) (Regel 4) liefert,
welche wir sofort wieder streichen (Regel 6). Es bleibt

—iM=—-ig&M=g

tibrig. Wir gehen damit in Gleichung (6.22) und erhalten die Zerfallsrate

2
g |7l
I'=——-—"+F"— 6.24
8rhm?c ( )
Die mittlere Lebensdauer erhalten wir nach (6.3) durch Kehrwertbildung:
1 hm?
r= L Srhmye (6.25)

T g2 p
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Beispiel: Die Streuung A+ A — B+ B

Wir betrachten die Streuung A + A — B + B, welche durch zwei mogliche Dia-
gramme dargestellt wird:

A pa B p, Apo B py

Apr B ps3 Ap B ps3

Wir berechnen zuerst das Matrixelement fiir das /inke Diagramm M : Wir haben
zwei Vertizes, die uns den Faktor (—ig)? = g* (Regel 2) sowie die §-Funktionen
(2m)* - 6% (p1 — p3s — q) und (2m)* - 6*(p2 + g — pa) (Regel 4) liefern. Hinzu kommt
von der inneren Linie ein Propagator —— (Regel 3) und die Integration iiber

Z-mi
% (Regel 5):

= (2 4.5 _ .
(Pa — p2)? — m2.c2 (2m)" - 6(p1 +p2 — p3 — pa)

Wir streichen die iibrig bleibende 6-Funktion (271)* - §(p1 + pa — p3 — pa) (Regel 6)
und erhalten

M —iy’ o M g (6.26)
i/L —_— = .
g (pa — P2)2 - m%cz g (104 - P2)2 - m%c2

Das Matrixelement fiir das rechte Diagramm M g erhalten wir (das geht bereits aus
dem Diagramm hervor) durch Vertauschen von p3 und py in der Formel fiir M:

2
g
Mg = 6.27
f (ps —p2)2 - mQCCQ ( )

Das Gesamtmatrixelement M ist die Summe der beiden einzelnen Matrixelemente

g g
M=Mp+Mp= + (6.28)

(pa — }92)2 - m%02 (p3 — }92)2 - m%c2

Wir betrachten die Geometrie der Anordnung unter Beachtung von Energie- und
Impulserhaltung, um (ps—p2)?—mZc? und (p3s—p2)? —mZc* durch den Streuwinkel
0 ausdriicken zu konnen. Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, daB wir uns
im Schwerpunktsystem befinden und die Massen m4 = mp = m und m¢ = 0
seien:
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8
P3
0
A * - A
Py P2
Py
B
P2 + mc? P2 + mc?
0 0
P = 0 p2 = 0
p -p
P2 + mc? /D% + mc?
_ 0 . 0
ps = psinf pa= —psin 6
pcosf —pcost
Es folgt
(pa—p2)? = mgc® = pi+p3 — 2 pa-p2 = —2p° (1 — cos0)
(ps — p2)® —mgc® = p3 +p3 — 2 p3 - p2 = —2p°(1 + cos )
und so
M= s + s
—2p2(1 —cosf)  —2p%(1+ cosh)
g
- < @ 6.29
—p%(1 — cos? ) (6:29)
_ g 1
 p? sin?0

Nach der Goldenen Regel (6.23) und Ausfiihren bzw. Umstellen der Integrale erhalt
man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do L hegt )" (6.30)
dQ 2 \ 167 Ep? sin’6 .

6.3 Ubungsaufgaben (Termin 7)

Aufgabe 6.1

Leiten Sie Gleichung (6.3) her. (Hinweis: Welcher Bruchteil der urspriinglichen
Probe zerfiillt zwischen ¢ und ¢ 4 dt? Wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit
irgendeines Teilchen zwischen ¢ und ¢ + dt zu zerfallen?)

Aufgabe 6.2

Kernphysiker arbeiten traditionell mit der Halbwertszeit ¢ 1 anstelle der mittle-
ren Lebensdauer 7. Die Halbwertszeit ist die Zeit, die es bendétigt, bis in einer
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(groBen) Probe die Hilfte aller Teilchen zerfallen ist. Zeigen Sie, daf fiir einen
exponentiellen Zerfall folgender Zusammenhang gilt:

ti =7In2

1
2

Aufgabe 6.3

a) Nehmen Sie an, Sie haben zunichst eine Million (ruhender) Myonen. Wie-
viele wiren nach 2,2 -107% s noch vorhanden?

b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein 7~ lidnger als 1 s lebt?

Aufgabe 6.4

Ein nichtrelativistisches Teilchen der Masse m streut an einem stationéren, ab-
stoflenden Potential der Form:

a) Bestimmen Sie den Streuwinkel § in Abhéngigkeit vom Stofiparameter b.
b) Bestimmen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt j—g.
¢) Bestimmen Sie den totalen Wirkungsquerschnitt o.

Aufgabe 6.5
Betrachten Sie den Fall der elastischen Streuung A + B — A + B im Laborsy-
stem (B ruht anfangs). Nehmen Sie an, das Target sei so schwer (mp > Ej4),
daB sein Riickstofl vernachléssigbar sei. Benutzen Sie Gleichung (6.23) um den
differentiellen Wirkungsquerschnitt zu bestimmen.

2
[ Antwort: j—g = ( iz ) IM|?]

8T mpc

Aufgabe 6.6

Betrachten Sie den Stofi 1 +2 — 3 + 4 im Laborsystem (Teilchen 2 ruht). Teil-
chen 3 und 4 seien masselos. Erarbeiten Sie die Formel fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt.

. do _ ()2 S| M| |Fs]
[ Antwort: 3& = (871') ma[p1[(E1+mac?—[pi]ccos 0) ]

Aufgabe 6.7

a) Ist A — B + B nach der Spielzeugtheorie ein moglicher Prozef3?

b) Nehmen Sie an, ein Diagramm habe n4 externe A-Linien, np externe B-
Linien und ne externe C-Linien. Entwickeln Sie ein einfaches Kriterium zur
Entscheidung, ob eine erlaubte Reaktion vorliegt.

¢) Nehmen wir an, A sei schwer genug: Was sind nach A — B + C' die nahelie-
gendsten Zerfallsmoden? Zeichnen Sie fiir jeden Zerfall ein Feynman-Diagramm.

Aufgabe 6.8

a) Zeichnen Sie alle Diagramme niedrigster Ordnung zu A+ A — A + A. (Es
gibt insgesamt sechs.)
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b) Bestimmen Sie unter der Annahme, dafl mp = m¢ = 0 ist, fiir diesen Prozef
die Ubergangsamplitude M in niedrigster Ordnung. Schreiben Sie Thre Antwort
als Integral iiber einen verbleibenden inneren Viereimpuls ¢* hin.

Aufgabe 6.9

Bestimmen Sie unter der Annahme, dafl mp = m¢ = 0 ist, den differentiellen
Wirkungsquerschnitt fir A+ A — B+ B im CM-System. Bestimmen Sie daraus
den totalen Wirkungsquerschnitt.

Aufgabe 6.10

a) Bestimmen Sie die Amplitude niedrigster Ordnung fir A + B — A + B.
(Beachten Sie, dafi es hierzu zwei Diagramme gibt!)

b) Bestimmen Sie fiir diesen Prozefl den differentiellen Wirkungsquerschnitt im
CM-System und nehmen Sie an, dal m4 = mp = m und m¢ = 0 ist. Driicken
Sie Thre Antwort in Abhéngigkeit von der Einfallsenergie F und dem Streuwin-
kel 6 aus.

c) Bestimmen Sie unter der Annahme, dafi B viel schwerer ist als A und so-
mit sein Riicksto3 vernachlésigbar ist, den differentiellen Wirkungsquerschnitt
fiir diesen Prozel im Laborsystem. A lduft mit der Energie E ein, es gelte
mp > ma,mc, 5 .

d) Bestimmen Sie nun den totalen Wirkungsquerschnitt zu Teil c).
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Kapitel 7

Quantenelektrodynamik

7.1 Kovariante Formulierung, Eichinvarianz

In der klassischen Elektrodynamik werden das elekirische Feld E und dle
magnetische Flufdichte B durch eine Ladungsdichte p bzw. eine Stromdichte j
hervorgerufen. Diese Prozesse werden durch die vier Mazwell-Gleichungen

(a) ? ’ Eﬁ_': P/E(l (c) v: : Bﬂ_’ 0 . . (7.1)
(b)) VXE+0B=0 (d) VxB-— 8E:M0j
beschrieben. Wir fithren die Potentiale fiir E und B ein. Das Vektorpotential A

ist definiert durch

<|l
:3=-1

B (7.2)
und durch Einsetzen in Glelchung (7. b)
x (E + 0, A) =

sieht man, daB (E + 8;A) als Gradient eines Skalarfeldes V geschrieben werden
kann. Das elektrische Feld ergibt sich dann aus

E=-VV -84 (7.3)

Da die eigentlichen Felder durch ” Ableiten” der Potentiale gebildet werden be-
sitzen die Potentiale natiirlich eine Fichfreiheit. Die Potentiale

A= A-VAZ,t) , VI =V —9\Zt) (7.4)

erzeugen dieselben Felder wie Aund V.
In der kovarainten Formulierung bilden E' und B zusammen einen anti-
symmetrischen Tensor zweiter Stufe, den elektrischen Feldstirketensor

0 —Ey/c —E,/c —E./c

E,Jc 0 -B B
2 T z Yy
F"=1 g B 0 B, (7.5)
E./c —-B, B, 0
wéhrend p und ; den Viererstrom
T = (cp, J) (7.6)

(0]
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bilden, welcher laut Kontinuitdtsgleichung divergenzfrei
Ot =0p+V-7=0 (7.7)
ist. Die Potentiale werden zum Viererpotential
AF = (V/e, A) (7.8)
zusammengefafit, so dafl sich der Feldstéirketensor durch die Vorschrift
FH = gFAY — 0¥V A* (7.9)
aus A* bildet. Die Fichfreiheit lautet in dieser Formulierung
A = AP — M N (2H) (7.10)
und die Mazwellgleichungen (7.1.b) und (7.1.d) vereinfachen sich zu
0, 0" AV — 0¥ (0, AM) = poJ* (7.11)
Wenn wir jetzt die Lorentz-Eichung
0, A" =0 (7.12)

verwenden und uns im ladungsfreien Raum (J# = 0) befinden, vereinfacht sich
diese Gleichung (7.11) sogar zu

90" A =0 (7.13)

Das ist eine Wellengleichung fiir jede Komponente von A”. Es ist eine mathe-
matische Eigenschaft der Wellengleichung, dafl Ableitungen von Losungen die
Wellengleichung wiederum 16sen:

DOt f(ah) =0 & 9,00, f(x")) =0

Wir hatten in der Hinleitung auf Gleichung (3.8) gesagt, dafi die Wellenfunktion
proportional zum E-Feld sei. Dies ist aber im Prinzip nichts anderes als die ” Ab-
leitung” der ersten Komponente von A*. Wir kénnen also in Verallgemeinerung
-bis auf einen Normierungsfaktor- A* getrost als Wellenfunktion des Photons
betrachten. Gleichung (7.13) ist dann eine Klein-Gordon-Gleichung (3.15) mit
m = 0.

Gleichung (7.13) wird -wie bereits besprochen- von einer Ebenen Welle

A (@) = a- e RV (ph) (7.14)

gelost. Der Term €” (p*) steht dabei fiir die Viererpolarisation und charakterisiert
den Spin. Einsetzen in die Lorentz-Eichbedingung (7.12) ergibt

0,A" =0

dya - e 7P Tu e (ph) = 0
poa- e P () = 0
puﬁy(p“) =0
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Die vier Komponenten der Viererpolarisation sind also durch die Relation
pue’(p") =0 & p"Le’(p") (7.15)

miteinander verkniipft. Wenn wir die Eichfreiheit von A* weiter einschrianken
und L.
A=0 & V-A=0 (7.16)

wiahlen (Coulomb-Fichung), dann folgt, dafl die rdumlichen Komponenten der
Viererpolarisation ”senkrecht auf dem Impuls stehen”

pé=0 & plé (7.17)

Das Photon ist unter Coulomb-Eichung also transversal polarisiert, man spricht
auch von einer transversalen FEichung. Wenn wir die z-Achse unseres Koordi-
natensystems in Richtung von p’ legen, erhalten wir zwei linear unabhéngige
Ausrichtungen in der x-y-Ebene, d.h. wir kénnen e* beispielsweise zu

=0 und €=¢ =(1,0,0)
bzw. €=2¢ =(0,1,0)
oder zu
=0 und €=¢€; =€ + i€
bzw. €=¢€_ =€ — i€y

oder zu einer beliebigen Linearkombination dieser wihlen. Es gibt im Fall der
transversalen Eichung nur zwes linear unabhéngige Moglichkeiten fiir e#. Erwar-
tet hitte man fiir ein Teilchen mit Spin s = 1 eigtl. drei Moglichkeiten (n&mlich
ms = +1,0, —1). Die dritte Moglichkeit erhielten wir, wenn wir nicht nach (7.16)
eichen wiirden. Dann gébe es -zumindest in der Theorie- longitudinal freie Pho-
tonen, welche aber an nichts bekanntes koppeln. (Die Ursache dafiir liegt in
der Tatsache, dafl das Photon keine Ruhemasse besitzt.) Wir kénnen diese Po-
lariasation also ohne Bedenken wegeichen. Wir stellen fest, dal Teilchen mit
Ruhemasse m = 0 aber Spin s # 0 insgesamt nur zwei Orientierungen mg; = +s
aufweisen konnen. Dies entspricht jeweils einer Helizitdt von H = +1. Teilchen
mit m = 0, s = 0 weisen folglich sogar nur eine Orientierung m, = 0 auf.

Wir wollen nun in Erweiterung des Gefundenen die Polarisationsvektoren
fiir massebehaftete Spin-1-Teilchen einfiihren.
Wir betrachten also ein Teilchen mit s = 1, m # 0. Im Ruhesystem des Teilchens
konnen wir die lineare Polarisation durch jetzt drei Einheitsvektoren beschrei-
ben. ZweckméBiger ist es, die zirkulare Polarisation zu verwenden, die definierten
Werten der Helizitdt H entspricht. Wenn wir uns im Ruhesystem befinden gilt
p* = (me,0,0,0) und die e miissen die Bedingung p,€”(p") = 0 erfiillen:

=0 und &H=+1)=¢€1=(-1,-i,0)/vV2
oder €H =0)=¢ =(0,0,1)
oder &H=-1)=¢4=(1,-i,0)/v2

Die ¢; erfiillen die Orthogonalitétsrelationen
€ - € =0;; mit (i,j ==+1,0) (7.18)

Wir wihlen nun ein beliebiges Bezugssystem in welchem p* = (mc, 0,0, p) gilt,
und damit p,e”(p*) = 0 erfiillt wird, wihlen wir e wie folgt:
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et(ph, H = +1) = (0,—1,—4,0)/v/2
oder e (p", H=0)=(p,0,0,E/c)/mc
oder e(p*, H =—1)=(0,1,—i,0)/v2

Wiihrend die Polarisationsvektoren fiir transversale Spin-1-Teilchen unabhéngig
vom Impuls sind, wéchst der longitudinale Polarisationsvektor linear mit dem
Impuls p an.

7.2 Die Feynman-Regeln der QED

Zur Berechnung der Ubergangsamplitude M gehe man wie folgt vor:

1. Notation, Externe Linien: Man nummeriere die Viererimpulse der ein-
und auslaufenden Linien mit pq, ..., p,, die Viererimpulse der inneren Li-
nien mit ¢q,¢s, ..., und zeichne an jede Linie einen Pfeil, um die positive
Richtung im Auge zu behalten. Fiir eine externe Linie mit Impuls p schrei-
be man

Elektronen einlaufend
auslaufend

S E
S
S~—

I
3
N—

Positronen  einlaufend  o(p)
auslaufend  v(p)

3

Photonen  einlaufend (
auslaufend € (p

2. Kopplungskonstante: Man schreibe fiir jeden Vertex einen Faktor ig.~y"
Die dimensionslose Kopplungskonstante g, ist wie folgt definiert:

2
Je := Vdra = 47r% (7.19)

3. Propagator: Man schreibe fiir jede innere Linie einen Faktor

Elektronen/Positronen _ftme
q2—m?2c
Photon —gdur

q

4. Energie- und Impulserhaltung: Fiir jeden Vertex schreibe man eine -
Funktion der Form (27)* - §*(k; + k2 + k3), worin die k; die Viererimpulse
sind, die in den Vertex ein- oder aus ihm auslaufen. Einlaufende Linien
werden positiv gezihlt, auslaufende negativ.

5. Integration iiber innere Impulse: Fiir jede innere Linie schreibe man

. d*q; . . . . . .
einen Faktor ﬁ und integriere {iber alle inneren Viererimpulse.

6. Streichen der é-Funktion: Das FErgebnis wird eine §-Funktion der Form
(2m)*-6(p1+ - - - — pn) enthalten. Nach dem Streichen dieses Faktors bleibt
—iM iibrig.
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7. Antisymmetrisierung bei Kombination: Einfiihrung eines Minuszei-
chens zwischen zwei Diagrammen, die sich lediglich durch den Austausch
zweier ein- oder auslaufender Fermionen oder Antifermionen bzw. durch
die Ersetzung eines Fermion durch ein Antifermion oder v.v. unterschei-
den.

Beispiel: Elektron-Positron-Streuung

Zu diesem ProzeB tragen zwei Diagramme bei:

e up e usg

e Vg 6+ V4
6+ V2 e

a) t-Kanal b) s-Kanal

V4

Fiir das das Matrixelement M; aus Diagramm a) erhalten wir nach Regel 1. u. 2.

ige(Usy" u1) - ige (V27" va)
= —g2 (usy" u1) (027" v4)
mit u; = u(p;) und v; = v(p;). Nach Regel 3. bendtigen wir einen Faktor —gq’% der
GuvY” = v, bewirkt:
;9
g2, -
?;(U:W“ 1) (V2y, va)

Regel 4. und 5. ergeben

- 2
2 _ _
/ e ) (o v4)

(2m)*0(p1 —p3 — q) - (2m)*5(pa — p2 +q) - )t
i9e
= m(u?ﬁ 1) (D2, va)

(2m)*5(p1 + pa — p2 — p3)

Regel 6. besagt, daB nach dem Streichen des Faktors (27)%5(...) der Ausdruck
—iM ibrigbleibt. Es folgt

2

ge — " =
My = —m(ugvl u1)(02vu va) (7.20)
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Fiir das Matrixelement My erhdlt man entsprechend

2
g _ _
My = 4—Je  (GoAH 7.21
2 +(p1 p2)2(v27 uy) (U, va) (7.21)

wobei das unterschiedliche Vorzeichen sich aus Regel 7. ergibt.

Das Gesamtmatrixelement bildet sich zu

M= Mi+ My

2
e

- _m@wﬂ 1) (027 v4) (7.22)
2
m@w u) (s a)

Spinmittelung des Matrixelements

Die zur Berechnung von Lebensdauer und Wirkungsquerschnitt relevante Grofie
ist das Betragsquadrat der Ubergangsamplitude | M |2. In einigen Experimenten
sind die Spins der reagierenden Teilchen sowie die Polarisation des Photons
bekannt. In diesen Féllen muss man lediglich die entsprechenden Bi-Spinoren
und Polarisationsvektoren in M einsetzen. Sehr viel hdufiger sind wir aber nicht
an den Spins interessiert, sondern haben einen Teilchenstrahl mit willkiirlichen
Spinorientierungen. In diesem Fall miissen wir

e den Mittelwert von |M|? iiber alle Spinorientierungen im Anfangszustand
e und die Summe iiber |[M|? fiir alle Spinkonfigurationen im Endzustand

bilden. Diese GroBe bezeichnen wir mit < [M|? >. Bei ihrer Berechnung st68t
man immer wieder auf Terme der Form

> (@xv)(@yv)*
Sa Sp
Hierbei sind X, Y beliebige 4 x 4-Matrizen, a, b sind Bi-Spinoren und s, s die

Spins iiber die gemittelt bzw. summiert wird.

Wir besprechen nun einen mathematischen Satz, der diese Terme auf die Be-
rechnung der Spur eines komplizierten Produkts von y-Matrizen reduziert:

D> (@Xb)(@y)* = Te(X (s + muc)Y (B + 1iac)) (7.23)

Sa  Sb

mit den Massen der Teilchen a,b

~ -1 fiir Teilchen
Ma,b = Ma b o (7.24)
' | -(—=1) fir Antiteilchen
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Beweis:
Wir benutzen die Relationen (s. Schmiiser [4])

> aa = (o + Mac) > " bb = (py + 1iuse)

und definieren
Y = ’yOYT’yO
Wir betrachten zunéchst den Term

(aYb)* = (a'7°Yb)T = bTY T4 g
=01 7240 Y10 = (bY )
——

=1

und erhalten so

> > (@xv)(pYa)=> Y aXbbYa=> aX (Z bE) Ya

Sa  Sb Sa  Sb Sa

= Z @X(ﬁb + ’I’th)Ya

Nach der Substitution Z := X (p, + 1c)Y folgt

= Z&Za = szizijaj = ZZij Zajai
Sa %7 Sa

Sa  1,]

2o(zv)

7t

=" Zij(ba + 1i2ac) ji
i

81

(7.25)

(7.26)

(7.27)

mit Zij = —Zji A (]5@ + mac)ij = —(]ﬁa + ’I’hac)ji fOlgt

= Z Zii(Pa + MaC)ii = Te(Z (o + mac))

= Te(X (pp + )Y (Pa + Mac))

was zu zeigen war.

(7.28)

Die praktische Anwendung dieses Satzes soll nun am Beispiel der Elektron-

Myon-Streuung gezeigt werden.

Beispiel: Spinmittelung bei Elektron-Myon-Streuung

Zu diesem ProzeB tragt folgendes Diagramm bei:
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U2 M Ug

e Uy e us
Das Matrixelement M lautet nach den Regeln 1. bis 6.

2
%(awﬂun(mw) (7.29)

M=—
(Pl—p3

Das gemittelte Betragsquadrat der Amplitude bildet sich aus

1 g4
2 e — 4 — — v * [ — *
<IMJ"> =7 > o= pa)i 7p3)4(U37‘ ur)(Tayuuz) (37" ur) " (dayuz)

51,52,583,54

4
— 4(]71g%p3)4 Z (ﬁ37ltu1)(ﬂ3,yvu1)* . Z (17/47;1,”2)(@4'71/“2)*

81,83 82,84

(7.30)

Man erkennt, daB auf zwei Teile der Gleichung der Satz (7.23) angewendet werden
kann:

3 (s u) (37" 1) = Te(v* (1 + mec)7” (B3 + mec)

o (7.31)
D (amus) (@ayuz)™ = Tr(y, (b2 + muc) ¥ (ba + myc))
Damit wird < |M|? > zu
4
<IMPP>=—9c TRy + mec)T (B3 + me
M 11— poyt | T mee)y (st mec)) (7.32)

- Tr(yu (P2 + mue)Vu (Pa + myc))

Zur Berechnung der Spuren hatten wir in Abschnitt 5.10 einige Theoreme fiir
die Arbeit mit Bi-Spinoren und y-Matrizen zusammengestellt.

7.3 Kanonischer Impuls und kovariante Ablei-
tung

Die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit Ladung ¢, das sich mit der Geschwin-
digkeit v im elektromagnetischen Feld bewegt, lautet
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H(p,#) = 57— g4 +qV (5= mi)
Diese ist nach einer kanonischen Transformation
F—p=0F-¢d) , &—a =7
und einer Umeichung der Energie
H—H =H—qV
formal identisch mit der Hamiltonfunktion eines freien ungeladenen Teilchens

- 2
H'(p', ) = 55

2m
Der kanonische Impuls des geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld
lautet also p’ = (p— ¢A) und die Energie H' = (H — ¢V). In Vierernotation
koénnen wir dies zu
pt = p'" = pt —qA" (7.33)
zusammenfassen. Die Ersetzungsregel (3.16) wird damit zu

(7.33)

p'" — ihDF ="iho" — g A (7.34)

Der Differentialoperator D,, heiit kovariante Ableitung und der Ubergang von
Oy zu D, schreibt sich als

iq

8u_’DM:8u+h

A, (7.35)

7.4 Phasentransformationen

7.4.1 Der Aharonov-Bohm-Effekt

Es ist sehr niitzlich, die Auswirkungen einer Eichtransformation auf die Schrédin-
gergleichung (3.20) und deren Lésungen zu untersuchen. Wir haben im vori-
gen Abschnitt die Hamiltonfunktion eines Teilchens mit Ladung ¢ besprochen,
damit 148t sich leicht die entsprechende Schrodingergleichung finden:

iho(, 1) = {%(—mﬁ — g A) +qv b, ) (7.36)

Wenn wir nun eine Eichtransformation der Form

A— A= A+ Vy(Z, 1)

V-V =V —-0x(Zt)
durchfithren, wird die neue Schrodingergleichung von der Wellenfunktion v’
gelGst:

W — P = eRXyp (7.37)

Der Beweis folgt durch Einsetzen.

Um das Verhalten der Dirac-Gleichung und deren Lésungen zu untersu-
chen gehen wir zur Vierernotation iiber. Die Dirac-Gleichung fiir ein Telichen
mit Ladung ¢ im elektromagnetischen Feld erhalten wir durch ”kovariantisie-
ren”, d.h. durch Anwenden der Ubergangsregel (7.35) auf die Dirac-Gleichung
(5.18)
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{ih’yl‘Du - mc}i/) —0

{ihv“@u — gy A, — mc}w =0 (7.38)
Bei einer Eichtransformation der Form
Al — A = AR — GFy(zH)

miissen sich die Bi-Spinoren -analog zum Beispiel der Schrédingergleichung- wie
folgt transformieren:

Y = e X (7.39)

Beweis:

Einsetzen der Eichtransformation in Gleichung (7.38) ergibt
{ﬁw”aﬂ — 7" A+ (Y 0ux) — mC}e%qu =0
Wir betrachten den ersten Summanden
iy Oue ™ Xeh = —q(v*Dx)e " X + ih (Y18, p)e i X
und stellen fest, daf§ alle anderen Summanden nicht mehr als
Operatoren auf e%qxw wirken. Wir fithren das Ergebnis zusammen,
teilen durch e ®X und erhalten
{ih*y”c')# —qy"*A, — mc}d) =0
was -q.e.d.- mit Gleichung (7.38) identisch ist.

Wir sehen also, dafl die Eichtransformation des Viererpotentials eine Phasenver-
schiebung der Wellenfunktion mit sich zieht. Dies nennt man auch den Aharonov-
Bohm-Effekt.

Man unterscheidet zwischen einer globalen Phasentransformation (x # x(Z))
und einer lokalen Phasentransformation (x = x(z*)) Letztere éindert die Wel-
lenfunktion viel nachhaltiger als die globale und fiihrt i.A. zu einer geéinderten
physikalischen Situation.

Gleichung (7.39) ist eine eindimensionale unitéire Transformation, d.h. sie gehort
der U(1)-Gruppe an. Man spricht deshalb in diesem Zusammenhang auch von
einer U(1)-Fichinvarianz.

7.4.2 Mollenstedts Experiment

Der von Aharonov-Bohm vorhergesagte Effekt wurde durch Mollenstedt experi-
mentell bestédtigt. Die Idee war, die Phasenverscheibung aufgrund von Interfe-
renzerscheinungen von Elektronenwellen hinter einem Doppelspalt nachzuwei-
sen. Dazu bendtigt man ein Gebiet mit A* # 0 aber F*” = 0 (da sonst ein
Teilchen mit der Ladung q sofort abgelenkt wiirde). Eine Anderung von A*
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sollte dann eine Verschiebung des Interferenzmusters zur Folge haben. Die For-
derung nach A* = 0 aber F*” = 0 wird durch eine lange Solenoidspule mit
extrem kleinen Durchmesser (ca. 14um) hinter dem Doppelspalt realisiert.

] Solenoid

Biprisma 1 Spul Bj,
/'S/ Spule negativ. poe Ir?é;;??? 1

NN Weg 2 ) (Film]}
einlaufender B Biprisma T

A" Elektronenstrahl positiv

Beobachtungs -
ebene

|13l

|

Das Vektorpotential umgibt die Spule mit ringférmigen Feldlinien. Fiir den ma-
gnetischen Fluf$ ®,, gilt

&, =[ BdF = [ (VxA)dF = § Ads
F F OF
= |A| 2—"‘ fir r > rspute
Der kanonische Impuls eines Elektrons mit Ladung ¢ = —e ist gegeben durch
p=miv— eA
was nach de Broglie eine Wellenlénge von

A= 2rh __ 2mh
T8l |mi—eA|

ergibt. Das bedeutet, dafl bei gleichem mechanischem Impuls m¢ das Elektron
im feldfreien Raum eine andere Wellenlédnge A besitzt als wenn es sich in einem
Potential A bewegt. Wir berechnen die Phasenénderung dy einer Elektronen-
welle auf einer Strecke dx

— - —

dp = 2 dx = kdr = 25dr — € Adx

Die Gesamtphase von Weg 1 bzw. Weg 2 ergibt sich also zu

-,

P1/2 = deD = f (7}?_’ % )d_;”
Weg 1/2

Die Phasendifferenz zwischen Weg 1 und Weg 2 betrégt
Ap=ps—p1=—%| [ Adr — [ Adx
Weg 2 Weg 1

Durch einen Trick kénnen wir A als Funktion des Spulenstroms I schreiben:
Wir laufen Weg 1, springen dann zum Ende von Weg 2 und laufen diesen zuriick.
Das ist dann ein ”quasigeschlossenes” Wegintegral

Ap=—¢|— [ Adz— [ Ado|=¢§Ade= 50,
—Weg 2 Weg 1

Mit der Néherung fiir eine unendlich lange Spule ®,,, =~ ponFspuiel erhalten wir
die Phasendifferenz Ay in Abhéngigkeit vom Spulenstrom I:

F uLe
Ap ~ 6“0”%1 (7.40)
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Gleichung (7.40) zeigt, dafl man durch Anderung des Spulenstroms die Phasen-
differenz und somit das Interferenzmuster kontinuierlich veréindern kann. Dies
zeigt sich in der aus dem Experiment entstandenen Aufnahme sehr deutlich:

Der Film zur Aufnahme der Interferenzen wurde konstant in vertikaler Richtung
bewegt.

7.5 Ubungsaufgaben (Termin 8)

Aufgabe 7.1

Bestimmen Sie, ausgehend von Gleichung (7.22) die spingemittelte Amplitude
fiir die Elektron-Elektron-Streuung. Nehmen Sie an, dafl wir bei ausreichend
hohen Energien arbeiten, so dal die Elektronenmasse vernachléssigt werden
kann (Setzen Sie also m, = 0).

(Hinweis: Sie kénnen fiir die gemischten Terme in

< MP? > =< |[(M1 + M2 >
=< M2 4 |[Ma> + (MyM3) + (MaMF) >
=< M) >+ < |[Ma> > + < MuMG > 4+ < Mo M >

die gleiche Strategie wie in Satz (7.23) verwenden. So wird z.B.

4
—g*
< MiM; >= = Tr(y*p1v” y
e 4(p1 — p3)*(p2 — pa)? T BT P vps)

Benutzen Sie nun die Kontraktionstheoreme um die Spur auszuwerten. Beach-

ten Sie, daf bei masselosen Teilchen die Impulserhaltung (p1 + p2 = ps + p4)
impliziert, daf8 p; - po = p3 - p4 und py - p3 = p2 - p4 sowie py - py = p - p3 gilt.)

4
[ Antwort: < [M|? >= @1[)3)22% ((p1 - p2)* + (p1 - p3)* + (91 - pa)*) |

Aufgabe 7.2

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus Aufgabe 7.1 die iiber alle
Spins gemittlete Ubergangsamplitude fiir die Elektron-Elektron-Streuung im
CM-System bei hohen Energien (d.h. m. — 0).

b) Bestimmen Sie nun den differentiellen Wirkungsquerschnit fiir das genannte
Problem.
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Fiir die folgenden Aufgaben gelte das folgende Modell:

Nehmen Sie an, das Photon wire statt eines masselosen (Spin 1) Vektorteil-
chens ein massives skalares (Spin 0) Teilchen. Nehmen wir insbesondere an,
daf der Veztexfaktor ig.1 und der Photonpropagator W laute. In diesem
Fall gibe es keinen Photon-Polarisationsvektor und folglich keinen Faktor fiir
externe Photon-Linien. Ansonsten seien die Feynman-Regeln unverdindert.

Aufgabe 7.3
Unter der Voraussetzung, dafl dieses Photon schwer genug ist, kann es zerfallen.
a) Berechnen Sie die Zerfallsrate fiir v — et + e~

b) Es sei m, = 300 MeV/c?. Bestimmen Sie die Lebensdauer des Photons (in
Sekunden).

Aufgabe 7.4

a) Bestimmen Sie, ausgehend von diesem Modell, die Ubergangsamplitude M
fiir die Elektron-Myon-Streuung.

b) Berechnen Sie die iiber alle Spins gemittelte Grofie < |M|? >.

c) Bestimmen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Elektron-
Myon-Streuung im CM-System. Nehmen Sie an, dafl die Energie grof3 genug ist,
um die Elektronen- und Myonenmasse vernachléssigen zu kénnen (m,,, me — 0).
Driicken Sie Thre Antwort in Abhéingigkeit von der Einfallsenergie E des Elek-
trons und dessen Streuwinkel 6 aus.

d) Berechnen Sie nun den totalen Wirkungsquerschnitt. Nehmen Sie dazu an,
daB das Photon extrem schwer sein (m., > E/c?).

e) Betrachten Sie nun, ausgehend von b), den Fall der niederenergetischen Streu-
ung an einem extrem schweren Myon (|p.|/c < m. < my < m,). Bestim-
men Sie den differentiellen Wrikungsquerschnitt im Laborsystem (Ruhesystem
des Myons) unter der Annahme, dafi der Riicksto3 des Myons vernachliissigbar
bleibt. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der Formel fiir die Rutherford-Streuung
und berechnen Sie den totalen Wirkungsquerschnitt.

Aufgabe 7.5

a) Bestimmen Sie aufgrund dieses Modells die Amplitude M fiir die Paarver-
nichtung et + e~ — v+ 7.

b) Bestimmen Sie < |M|? > unter der Annahme, dafl die Energie grof ge-
nug ist, um die Elektronen- und Photonenmasse vernachlédssigen zu koénnen
(Me,my — 0).

¢) Werten Sie Thr Ergebnis aus Teil b) im CM-System aus. Driicken Sie Thre
Antwort in Abhéngigkeit von der Einfallsenergie E des Elektrons und dessen
Streuwinkel € aus.

d) Bestimmen Sie den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Paarvernich-
tung im CM-System, immer noch unter der Annahme, da8 m.,m, — 0 gilt. Ist
der totale Wirkungsquerschnitt endlich?
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Kapitel 8

Eichtheorie

Anmerkung zur Notation: Um die betrachteten Formeln auch in andere
Bereiche der Physik iibertragen zu kénnen hatte es sich bisher empfohlen, die
Konstanten ¢ und & explizit mitzufithren. Wir werden von nun an die in der
Teilchenphysik tibliche Konvention ¢ = h = 1 verwenden und zugunsten einer
vereinfachenden Schreibweise ¢ und % in den Formeln weglassen.

8.1 Das Eichprinzip

Wir haben im letzten Kapitel mit der QED ein Beispiel fiir eine Fichtheorie ken-
nengelernt: Die Wellengleichung ist invariant gegeniiber Eichtransformationen
des Eichfeldes (Viererpotentials), wenn gleichzeitig an der Wellenfunktion gela-
dener Teilchen eine Phasentransformation (U(1)-Transformation) vorgenommen
wird. Man kann die Argumentation natiirlich auch umkehren und kommt so zum
FEichprinzip:

Eine Invarianz der Wellengleichung unter beliebigen lokalen Transformationen
der Wellenfunktion erfordert

e die Einfiihrung eines Eichfeldes

— Quantenelektrodynamik: A* als Wellenfunktion des Photons
— elektroschwache WW: V_V/‘, B* fiir W* sowie Z und Photon
— Quantenchromodynamik: G* fiir die Gluonen
e und die Kompensation der Phasenverschiebung durch Eichtransforma-
tionen dieser Eichfelder.

89
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Die Einfiihrung des Eichfeldes erfolgt dabei formal durch Kovariantisieren der
Ableitungen:

[0" — DM = 0" 4 iq AV]

/

O — D' = 0" +iT YV, B

(8.1)
+id 7 oe
2
.9s ¢
i )\G#
+z2

(Y, ist ein Skalar, die 7% sind die Pauli-Matrizen und die A* die Gell-Mann-
Matrizen.)
Die Eichtransformation der Felder wird durch

A% = 4 — oy

BH — BH _ 3#5
3
Wl =Wl —o'ay, —g Z eijrei W
ij=1
8
G =Gl — 0"y, — g, Z firviGY

ij=1

vorgenommen. Die gemischten Terme (> ... ) rithren vom nicht-abel’schen Cha-
,J

rakter von SU(2) und SU(3) her. Die Kompensation der dadurch erzeugten

Phasenverschiebung geschieht dann durch die Transformation

[U = €' X]
(8.3)

’ -
U= % BYutis @7 % 7X

In der Feldtheorie arbeitet man aufgrund {ibersichtlicher Rechnungen mit La-
grangedichten an Stelle der Wellengleichungen. Das Eichprinzip fordert dann
entsprechend die Invarianz der Lagrangedichte unter Eichtransformationen.

PS: Die bisher unbekannten Ausdriicke in Gleichung (8.1)-(8.3) stehen fiir die
elektroschwache und die starke Wechselwirkung. IThre Herkunft sowie eine Dis-
kussion der Terme erfolgt spéter in den Kapiteln 9 und 10.

8.2 Lagrange-Formalismus in der Feldtheorie

In der klassischen Mechanik kénnen die Bewegungsgleichungen aus der Lagrange-
Funktion

L(§,t) =T —-U (8.4)
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(T: kin. Energie, U: pot. Energie) gebildet werden. Diese ist abhéingig von den

verallgemeinerten Koordinaten ¢, deren zeitlichen Ableitung ¢ und der Zeit t.

Nach dem Hamiltonschen Prinzip, das eine Minimierung des Wirkungsintegrals
ta

Slq(t)] :== /L((j’, q,t)dt = Min! (8.5)

ty
fordert, folgen die Bewegungsgleichungen aus den FEuler-Lagrange-Gleichungen.

oL d oL

9 @%Tj) =0 (8.6)

In der Feldtheorie definiert man nun die Lagrangedichte £ als Funktional des
Feldes ®(z#) und dessen Vierergradienten 9, ®(z#), die tiber den gesamten drei-
dimensionalen Raum integriert die Lagrange- Funktion ergibt:

L= /E(fb(x“),@u(b(x“))dgx (8.7)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen werden dann zu

)
00(wr) 00,2 (wr))

=0 (8.8)
und reprisentieren die entsprechenden DGLs fiir die Wellenfunktionen.

Die Lagrangedichten kommen aus dem Nichts, d.h. sie wurden so ausgeheckt,
daf} sie die gewiinschten Feldgleichungen ergeben. Wahrend sie in der klassi-
schen Mechanik aus L = T'— U hergeleitet werden miissen sie in der Feldtheorie
als Aziome eingefiihrt werden.

Einige Beispiele fiir Lagrangedichten:

Klein-Gordon-Feld Die einfachste Feldtheorie ist die eines reellen skalaren
Feldes, das sich bei einer Lorentztransformation wie ein Skalar (oder Pseu-
doskalar) transformiert.

L= % [(0,2)(0"®) — m*®?] (8.9)
Eingesetzt in (8.8) ergibt sich die Klein-Gordon-Gleichung
{aﬂau + m2}<1>(xu) -0

Fiir ein komplexes skalares Feld gilt

1
V2
Eingesetzt in (8.8) ergeben sich die Klein-Gordon-Gleichungen fiir zwei
entkoppelte Felder

L=1[(0,2)(0"®) —m?®*] mit ®=—=(P; +iP) (8.10)

{auoh’“ + mQ}é(x“) =0 und {8”8“ + mz}q)*(a:“) =0
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Dirac-Feld Die Lagrangedichte lautet
£ = §(a") (iv"8, — m)u(a") (8.11)

FaBt man ¢ und ¢ als unabhingige Koordinaten auf folgt die Dirac-
Gleichung

{z"yﬂaﬂ - m}i/)(x”) =0

Elektromagnetisches Feld ohne Quellen Die Lagrangedichte lautet

L= _EFHUFW = _i(auAu —0,4,)(0"AY — 0" A") (8.12)

Es folgt die homogene Wellengleichung
0 0MAY — 07(0,A*) =0

Proca-Feld Die Lagrangedichte lautet

£:AEFWEW+1m%VAu
4 2 8.13)

1 1 (8.

:—ﬂ&%?fWA%@Ayf&&J+?ﬁA%y

Es folgt die Proca-Gleichung

0,01 AV — 97 (D, A1) + m2A¥ = 0



Kapitel 9

Die elektroschwache
Wechselwirkung

Die V-A-Struktur der geladenen schwachen Stréme erfordert geladene Vektor-
teilchen als Feldquanten, die wegen der kurzen Reichweite eine hohe Masse besit-
zen miissen. Um eine eichinvariante Theorie konstruieren zu koénnen, geht man
von masselosen Feldquanten aus und erzeugt die Masse durch die Wechselwir-
kung mit einem Higgs-Hintergrundfeld. Wenn man versucht, diese Theorie auf
die schwache Wechselwirkung anzuwenden, so muss die e.m. Wechselwirkung
mit einbezogen werden.

9.1 Elektroschwache Eigenzustinde, Mischungs-
matrix

Wie wir in Abschnitt 1.3.3 bereits erwahnt hatten gibt es bei der geladenen
schwachen Wechselwirkung von Quarks iiber W generationsiiberschreitende
Prozesse. Um diesem Phénomen Rechnung zu tragen fithrt man die elektroschwa-
chen Eigenzustinde (d', s',b’) ein. Diese Zusténde sind Linearkombinationen der
Masseneigenzustinde (d, s, b):

d Vuad Vu~>s Vuﬂb d d
s = Viea Veos Ve_p s | =V s (9.1)
b ‘/t—>d ‘/t—ns ‘/t—>b b b

Anfang der 70er Jahre kannte man lediglich u—, d— und s—Quark. Glashow, Ilio-
poulos und Maiani postulierten im Jahr 1970 das c—Quark um eine Symmetrie
zwischen Quarks und Leptonen (e, y1, Ve, v,,) herzustellen. Um diese Symmetrie
in der schwachen Wechselwirkung forstzusetzen stellte man die 2 x 2 Cabibbo-
Mischungsmatrix auf (Cabibbo-GIM-Ansatz)

cosfc sinfcz 0
Vo:=| —sinfc cosbc O (9.2)
0 0 0
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wobei 0 = 13,1° der Cabibbo- Winkel ist. Diese Hypothese hat die Folge, daf
die Charm-Hadronen bevorzugt in Teilchen mit Strangeness zerfallen:

['(c — s) o cos? O = 0,974* = 0,95

o ) (9.3)
T'(c — d) x sin“ ¢ = 0,227° = 0,05

Es wird in der Tat beobachtet, da8 der Zerfall der D*- und D°-Mesonen in K ~-

Mesonen plus Pionen dominiert, wihrend der rein pionische Zerfall unterdriickt

ist.

Der Zerfall K — 7 + u~ + 1, ist ein weiteres (und bereits beobachtetes)

Beispiel:

I
I Vi
|
b
/’L\\
(K% s d d u (%)

Bei der neutralen schwachen Wechselwirkung iiber Z° treten keine generati-
onsiiberschreitenden Prozesse auf. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir ein
beriihmtes Beispiel: Wir vergleichen die Zerfille des K° mit denen von K*. Der
Zerfall des K* verhilt sich wie folgt [K+ = (u5), K~ = (su)]:

s Vi, Ve Vi, Ve

N

- - - -

ut et

D(K* — p* +v,)

=63
I'(K* — alle Kaniile) %

I(K* — et +u,)
I'(K* — alle Kaniile)

=1,6-107°

Der Zerfall des K° [= (d5)] ist hingegen:
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5 H
20(2)
d ut
Man bestéatigte experimentell, dal dieser Zerfallsast stark unterdriickt ist:

NK® — put +p)
I'(K° — alle Kanile)

=(7,440,4)-1073 (9.5)

Wenn es keine generationsiiberschreitenden neutralen Prozesse geben soll ist
allerdings fraglich, warum er nicht identisch null ist ? Wir betrachten hierzu
hohere Ordnungen:

wo 5 pt
w+
o
—_———- u Yy
ZO o
W-
M+ d e

Diese Graphen sind erlaubt, wiirden aber einen grofleren Zerfallsast bewirken,
als im Experiment gemessen. Die Losung ist das c-Quark, das in den Graphen
das u-Quark ersetzen kann und so zwei weitere (entgegengesetzte !) Beitriige
liefert. Eine Aufhebung findet nicht statt, da die Beitrige der c-Quarks kleiner
als die der u-Quarks sind (da m, < m. ist M. < M,,). Dies war iibrigens der
historische Ausloser fiir die Forderung nach dem c-Quark. Im Jahre 1973 schétz-
te man m,. auf 1,5 GeV bis 2 GeV, und im Jahre 1974 fand man in Brookhaven
das langlebige J/¥-Meson, das aus (c¢) besteht und die Masse 3,1 GeV trigt.

Als 1975/76 das 7-Lepton mit einer Masse von 1,77 GeV gefunden wurde und
somit die 3. Generation der Leptonen ’geboren’ war lag es nahe, dafl auch die
Quarks drei Generation aufweisen. Die Verallgemeinerung der Mischungsmatrix
auf drei Quarkgenerationen erfolgte durch Kobayashi und Maskawa im Jahre
1976:

C1 S1C3 S183
Verym = —51Cy  €1CC3 — $253P C1C283 + SoC3P (9.6)
—S8182 C182C3 + C253D C15283 — C2C3D

mit s; := sinf;,¢; == cosh; und p := €. Die 6; sind die verallgemeinerten
Cabibbo-Winkel und § ein Phasenfaktor, der eine C P-Verletzung im K°- und
B-System erlaubt.

Die Werte der einzelnen Komponenten von Vi s kénnen zur Zeit nicht theo-
retisch berechnet werden und man ist auf experimentelle Daten angewiesen:

0,977 0,27 0,007

verr = 0,22 0,977 0,07 (9.7)
0,02 0,07 0,997
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Man sieht deutlich, dafl die Mischung zwischen 3. und 1. bzw. 3. und 2. Genera-
tion sehr gering ist. Das ist der Grund fiir die lange Lebensdauer der B-Mesonen
(1 =~ 1 ps).

9.2 Elektroschwache Felder und lokale SU(2); ®
U(1l)y -Invarianz

Es bietet sich an, die Teilchen, die durch Emission schwacher Feldquanten in-
einander iibergehen, in Multiplett’s eines schwachen Isospins I anzuordnen.
Die linkshédndigen Fermionen bilden Dubletts mit I = % und I3 = j:%, die

rechtshindigen Fermionen Singuletts mit / = 0 und I3 = 0. Man findet in der
Literatur oft die folgende symbolische Schreibweise

= (), (), (), (6 ) 00),(5),

Ii=10: (e)r (Wr (T)r (Wr ()r ®)r ()r (5)r (DR

Die Wellenfunktion & eines Teilchens mufl als Produkt aus einem Bi-Spinor
Y(x*) und einem schwachen Isospinor x geschrieben werden:

P =(a") - x (9-8)

Der Isospinor x = < (1) > steht fiir I3 = +% und y = < (1) ) fir Is = f%

1 0
#rn) =0t (g ) oen) = via) () 99)
Die schwache Hyperladung Y,, wird iiber die Gell-Mann-Nishijima-Relation
Y

eingefiihrt, die schwachen Isospin I3, elektrische Ladung @ und schwache Hy-
perladung Y, miteinader verkniipft. Man erhélt die folgenden Werte:

Ve Fermion
- (), 0007,
-2 (e)r (Wr (T)r

+
=
7N
& e
~_
h

N
CIJ\Q
~~_
~

7N
L~
N~~~
~

+
ol
S
=
S
=
=
=

SIS
—
U
~—
=
—
VA
=
=
—~
S
~—
=
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Eine lokale SU(2);, ® U(1)y -Transformation schreiben wir in der Form
P = T BYuti§ a7y (9.11)

mit & = (aq, a2, a3) und den Pauli-Matrizen 7; sowie der schwachen Hyperla-
dung Y,,. Die Invarianz der Dirac-Gleichung ist gewéhrleistet, wenn man die
elektroschwachen Felder B, W# durch Kovariantisieren der Ableitung einfiihrt

(9.12)

und diese eichtransformiert:
BM — Bt _ gt Jé;
3
(9.13)
W,i” =W{ —o'ap—yg Z eijkaiw;‘
i,j=1
Der Term proportional zur Kopplungskonstante g kommt vom nicht-abel’schen
Charakter der SU(2). In Anlehnung an die QED und unter Beriicksichtigung

der Tatsache, dafl die Generatoren der SU(2) nicht vertauschen definieren wir

die elektroschwachen Feldstirketensoren:
Fh, = 0,W, = 0,Wi—g > eipWiWwk
Py} (9.14)

fuw ==0,B, —0,B,
9.3 Die Fermion-W*-Kopplung
Um Vertizes zu betrachten, bei denen sich der schwache Isospin &ndert, ist

es sinnvoll, die Isospin-Schiebeoperatoren zu definieren, die solche Uberginge
erzeugen:

Schiebeop. I3-Ubergang Boson Boson-Feld
=3 tin)  —3— +3 Wt (WHF = (W] +iWy)

T_ = %(7'1 —iTy) Jr% — *% W= (W)= 72(W{L —iWy)

»—A%‘»—t
[\¥]

Entsprechend gilt W}* = %(WJ’: + W) und Wi = \_/—%(Wﬁ — W*"). Unter Ver-

wendung dieser Operatoren kann der Ausdruck 757" WH wie folgt umgeschrieben
werden:

9 7 .
27 o —
227' WH =1

N Q

3
Z TiWiﬂ
i=1 (9.15)
g

. g - . + -9 0
=i—=1 . (W)H+i== 7 (WT)¥ +iZmW.
\@ +( ) \/5 ( ) 2 3V¥V3

Man sieht, dafl nur die ersten beiden Summanden fiir die geladene schwache
Wechselwirkung mittels W+ verantwortlich sind. Aufgrund der Struktur der
Schiebeoperatoren nehmen an der geladenen schwachen Wechselwirkung nur
die linkshandigen Komponenten Teil.
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9.4 Die Fermion-Z°/y-Kopplung

Als nichstes wollen wir die Ubergiinge betrachten, bei denen der schwache Iso-
spin erhalten ist. Dies geschieht iiber die Terme

9wt +i Ly, g 1
+HoTWs +i5 Y, (9.16)

in der kovariantisierten Ableitung. Die Felder W' und B* stehen fiir das Photon
(A#) und das Z°-Boson (Z*). Da sowohl W4 als auch B* an Neutrinos koppeln,
muf} A* eine Linearkombination aus beiden sein. Wir machen den Ansatz

At = cosby B* +sinby Wi

9.17
ZF = —sinfy B" + cos by WL (9.17)

Der Ansatz fiir Z* erfolgt aus der Uberlegung, daf A* und Z* beziiglich der
Basis W', B* orthogonal sein miissen. Aufgeldst nach W4' bzw. B* erhalten wir

B* = cosby A" —sinfy ZH

Wi = sin Oy A" + cos Oy Z* (9.18)
Wenn wir nun (9.18) in (9.16) einsetzen erhalten wir
i W + z‘%YwB“ = +i57s(sin by A" + cos by 2)
+ i%/Yw(cos Ow AF —sinfy ZH)
(9.19)

=+ %(973 sin Oy + g'Ys, cos Oy ) A*

=:a

(g3 cos Ow + g'Y, sin Oy ) Z#

N | .

+

=z

Neutrinos

Wir betrachten nun die Kopplung von linkshdindigen Neutrinos an A*. Fiir Neu-
trinos gilt:
7’3—>2I3:+1 Yw =-1 Q:O (920)

Da Neutrinos keine elektrische Ladung tragen koppeln sie nicht an A#*, d.h. in
Gleichung (9.16) muf} gelten

a=a(r3s > +1,Y,=-1)=0

%(973 sin Oy + g’y cos ) =0
i _ , (9.21)
5(9(4‘1) sin Oy + g'(—1) cos Oy ) =0

gsin Oy = ¢’ cos Oy
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was durch Umstellen und unter Verwendung von cos? fyy + sin® Oy = 1 auf die
Gleichungen

/

g g

Vg?+g? Vg*+g”?

fithrt. Diese Gleichungen definieren den schwachen Mischungswinkel 8y, ( Weinberg-
Winkel), dessen Wert im Standardmodell nur experimentell bestimmt werden
kann:

cos By = sin Oy = (9.22)

Ow = 28,7° (9.23)
Unter Verwendung dieser Relationen erhélt man bei Neutrinos fiir z
ig ig:
2= = ) 2 cos Ow [ 2 } (9:24)

Elektronen (linkshiindige Komponente)

Betrachten wir nun linkshdndige Elektronen, so finden wir mit

e

fiir a und 2 die Werte

a=a(r3 — —1,Y, = —1) = —igsin Oy = —ig’ cos Oy
(= i
z2=2z(r3 — —1,Y, =-1) = —Egcosew - zg' sin Oy
? . 2 (9.26)

(2sin? Oy — 1)
= 2 (2sin? Oy — 1)

Aus der QED kennen wir die Kopplung des Elektrons an A*
+ig A* = +iQe A* = 4 (—ie) A¥
~——

=a

(9.27)

Der Vergleich von ¢ = —ie mit dem aus (9.26) liefert die fundamentale Bezie-
hung zwischen den Kopplungskonstanten g, ¢’ und der Elementarladung e:

’ e = ¢’ cos Oy = gsin Oy ‘ (9.28)

Diese Gleichung (9.28) kann zusammen mit Gleichung (9.22) geometrisch dar-
gestellt werden:
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Bei den Feynman-Regeln werden wir spiter statt g, ¢’ die folgenden Konstanten
verwenden:

e g e
L = = — 9.29
g cosby  sinfOy cos Oy ( )

GJuw ‘=g

sin Oy

Elektronen (rechtshindige Komponente)

Fiir rechtshindige Elektronen finden wir mit
T3 — 213 =0 Y, =—2 Q= g =-1 (9.30)

fiir @ und z die Werte

a=a(r3 —0,Y, = —2) = —igsinfy = —ig’ cos Oy
(= i
2= (13— 0,Yy = —2) = —ig/ sinfyy = —— 2sin? (9.31)
2 cos Oy
= —% 2sin? Oy

Die Kopplungen der Quarks findet man in analoger Weise.

Elektronen (beide Komponenten)

Der Bi-Spinor eines Elektrons kann in seine links- und rechtshindige Kompo-
nente zerlegt werden:

u(e) = ur(e) +un(e) = 5 (1~ ule) + 51 +77u(e) (932

Wir hatten gesehen, wie die links- und rechtshindige Komponente an das Z°
koppelt, und setzen nun die Kopplungen der beiden Komponenten zusammen:

1 1
ZZZL'§(1—75)+ZR'§(1+“Y5)

g 1 s —iGs . o 1 5
=— (2sin 9W—1)'§(1—7)+ 2sin 9W‘§(1+’y) (9.33)
—1g, 1 .
- 29 5 (L4 4sin® 6] - [-1] 1)
[ SR
=:Cy =:Cy

Allgemeine Kopplung fiir Fermionen

Die allgemeine Formel fiir die Kopplung von Fermionen an A* und Z° ist:

a=1iQe
—ig, 1 (9.34)
z = 29 5(0\/ — Can°)

wobei Cy = 215 — 4Q sin? Oy und Cy = 215 ist.
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9.5 Die Feynman-Regeln der elektroschwachen
Wechselwirkung

Nachdem wir in den vorangehenden Kapiteln das Kopplungsverhalten der Fer-
mionen an die Eichbosonen der elektroschwachen Wechselwirkung beleuchtet
haben, kénnen wir nun die Feynman-Regeln fiir selbige angeben. Uber das Kopp-
lungsverhalten der Eichbosonen untereinander soll an dieser Stelle keine Aussage
gemacht werden.

Zur Berechnung der Ubergangsamplitude M gehe man wie folgt vor:

1. Notation, Externe Linien: Man nummeriere die Viererimpulse der ein-
und auslaufenden Linien mit pq, ..., p,, die Viererimpulse der inneren Li-
nien mit ¢1,¢s, ..., und zeichne an jede Linie einen Pfeil, um die positive
Richtung im Auge zu behalten. Fiir eine externe Linie mit Impuls p schrei-
be man

Fermionen einlaufend  u(p)
auslaufend  u(p)

Antifermionen einlaufend  o(p

)
auslaufend  v(p)

Photonen, W=, Z° einlaufend  €,(p)
auslaufend € (

2. Kopplungskonstante: Man schreibe fiir jeden Vertexr einen Faktor

Lepton-Photon-Vertex  ¢g.v*

Lepton-W*-Vertex —%’y“ %(1 —79)
Quark-W*-Vertex —%7“ %(1 =) - (Vexm)ara
Fermion-Z°-Vertex f’gz o %(C’{; - C,};“YE))

Cy =2cy =215 —4Qsin’ by Ca =24 = 215

f CV Cy | s. Gln.
Vey Vi Vr +1 +1 | (9.24)
ey T ~1+4sin® Oy | —1 | (9.33)
u, ¢, t +1—8sin® Oy | +1 | (9.34)
d,s,b —14 gsin*fw | =1 | (9.34)

Ferner gibt es Kopplungen von W#, Z° untereinander. Die entsprechenden
Vertexfaktoren kénnen dem Anhang des Buchs von Griffiths [1] entnom-
men werden.

3. Propagator: Man schreibe fiir jede innere Linie einen Faktor
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Fermionen i-4+™
qc—m
Photon qu““
N G — A2
0 S ey
WE 20 i

4. Energie- und Impulserhaltung: Fiir jeden Vertex schreibe man eine 6-
Funktion der Form (27)* - §*(k; + k2 + k3), worin die k; die Viererimpulse
sind, die in den Vertex ein- oder aus ihm auslaufen. Einlaufende Linien
werden positiv gezihlt, auslaufende negativ.

5. Integration iiber innere Impulse: Fiir jede innere Linie schreibe man

. d*q; . . . . . .
einen Faktor @Tq)ﬁ und integriere iiber alle inneren Viererimpulse.

6. Streichen der é-Funktion: Das FErgebnis wird eine d-Funktion der Form
(2m)*-5(p1 +- - - — pn) enthalten. Nach dem Streichen dieses Faktors bleibt
—iM iibrig.

7. Antisymmetrisierung bei Kombination: Einfithrung eines Minuszei-
chens zwischen zwei Diagrammen, die sich lediglich durch den Austausch
zweiger ein- oder auslaufender Fermionen oder Antifermionen bzw. durch
die Ersetzung eines Fermion durch ein Antifermion oder v.v. unterschei-
den.

9.6 Neutrale schwache e ¢t — ff-Ubergiinge

Wir betrachten im folgenden neutrale schwache Ubergiinge der Form

et vy

el

fos
Die Ubergangsamplitude berechnet sich nach den Feynman-Regeln zu
_ 92
M :4( 2 _ZTnZ ) [ﬂﬁﬂ/u(c{/ - CQVS)US}
g Z, (9.35)
(g = 157) [0297 (8 = €4n”)ua]

Z

mit u; := u(p;),v; ;= v(p;) und ¢ = p1 +p2 = p3 + pa-

Wenn wir die Leptonenmassen vernachléssigen (m; < m%), was wir auler beim

t-Quark auch beruhigt tun kénnen, ergibt sich in der Formel fiir die Ubergang-

samplitude folgende Vereinfachung:
quqv
my

—0 (9.36)



9.6. NEUTRALE SCHWACHE E~-Et — FF-UBERGANGE 103

Beweis:
Die Impulsraum-Dirac-Gleichung vereinfacht sich fiir m* — 0 zu:

(VP = mu(p') = 0 — +p,, u(p') =0

, ‘ . ‘ e
o(p") (v p,+m')=0—9(p") yp, =0 (9.37)

Wenn man in Gleichung (9.35) fiir ¢ = p1 + py einsetzt, und +*p, u(p’) = 0

und o(p*) y*p!, = 0 beriicksichtigt, findet man, da$§ sich die Terme mit 3~
mzy
herausheben.
Wir kénnen in dieser Ndherung fiir M also schreiben
2
-9 _ 0 _
M zm [wyy‘ (ch — 01];75)1)3} [Ugfyu(cf/ — 0275)1“] (9.38)
und das spingemittelte Betragsquadrat wird zu
92 ’
<M2>:[ = ]Trv“cf—cf'y‘r’ 3’7”cf—cf'y5 4
‘ | 8((]2—7’?’122) ( (V A )¢ (V A )}6)
: Tr(%(cev — A )hn ey — iy )pe)
_ £ 202 4 g, (9.39)
[ e } { 24 el + s
“[(p1 - p3)(p2 - pa) + (p1 - pa) (P2 - P3)]
+def clyci ey [(pr - ps)(p2 - pa) — (p1 - pa) (p2 'p3)]}
Im Schwerpunktsystem reduziert sich der Ausdruck auf
1 g2 E? 2
2 _ = z
< MJF>= 5 [4E2— }
A+ e D oty (940

- 80{/c£c€/02 - cos 9}

wobei E die Energie jedes Teilchens und 6 der Streuwinkel ist. Der differentielle
Wirkungsquerschnitt ist dann

i~ ey [ 5]
dQ ~ (16m)2 [4E% —m2
A7+ h D+ ea?) - (14 cos0) (9-41)

— 86{/C£C€/Ci - COS 9}

9.6.1 Der Z°-Pol

Man beachte die Singularitét von % an der Stelle s := 4E? = m?%,. Man spricht
vom Z°-Pol, das ist die Energie, bei der das Z° auf seine Massenschale gehoben
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Abbildung 9.1: Wirkungsquerschnitt bei der Reaktion et +e~ — f+ f. Bei den
Resonanzen reicht die Energie gerade aus, um die eingezeichneten Teilchen zu

erzeugen. Die Resonanzen lassen auf die Ruhemassen der erzeugten Teilchen
schliefsen.
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wird. Nun setzt der von uns verwendete Propagator ein virtuelles Z°-Boson
voraus, das weit von seiner Massenschale entfernt ist. Die Singularitit bei s =
my konnen wir allerdings vermeiden, indem wir den Propagator modifizieren:

gyiqugu gyiqugu
) S S (9.42)
2 —m?% @ —m% +imzly
Mit dieser Korrektur wird der totale Wirkungsquerschnitt zu
2 2
— gg S (C{/ + C.{Z\ )(662 + CZ2> (943)

192 (s—m%)2+miTY

Das Maximum bei s = m% kann zur experimentellen Bestimmung der Z°-Masse
benutzt werden.

9.6.2 Vorwirts-Riickwirts-Asymmetrie

Es fillt auf, dafl es einen Interferenzterm von axialer und vektorieller Kompo-
nente des Stromes von Z° gibt. Es sei erwithnt, dal wenn man den Feynman-
Graphen mit einem Photon anstelle des Z° miteinbezieht, auch noch eine In-
terfernz zwischen dem Vektorstrom des Photons und dem Axialvektorstrom des
ZY auftritt. Besonders deutlich #ufert sich dieser Effekt in der sogenannten
Vorwdrts- Riickwarts-Asymmetrie. Hierbei iiberlegt man sich, wie sich die For-
mel fiir den differnetiellen Wirkungsquerschnitt #indern wiirde, wenn f und f
gerade in die vertauschten Richtungen davonfliegen wiirden, d.h.

0 —>0=0—7

cos(f) — cos(f) = cos(6 — m) = — cos(h) (9.44)
1+ cos?() — 1+ cos(f) = 1 4 cos?(6)

Man definiert die 'Forward-Backward’-Asymmetrie Appg als

[ 9219d2 — [ 92 |5d2
[ 9510dQ2+ [ 4 |5d2

AFB = (945)

Nach Einsetzen von Gleichung (9.41), Kiirzen und anschlieender Integration
erhdlt man

P
Arp =3 aa
(e * + b (e + 5

€ €
CyCa

(9.46)

Da sowohl ¢y als auch ¢4 mit dem Weinberg-Winkel 0y, verkniipft sind, stellt
die Untersuchung der Vorwirts-Riickwirts-Asymmetrie eine gute Moglichkeit
zur experimentellen Bestimmung von 0y, dar.

9.7 Der Higgs-Mechanismus

Wegen der kurzen Reichweite der schwachen Wechselwirkung gingen wir davon
aus, daf3 die Eichbosonen eine hohe Masse besitzen miissen. Um den Zusam-
menhang zwischen der Reichweite einer Wechselwirkung und der Masse der
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zugehorigen Feldquanten zu verdeutlichen, betrachten wir die zeitunabhdngige
Klein-Gordon-Gleichung fiir das skalare Potential V(%) einer Quelle p():

{—v2 + m2}V(f) = p(@) (9.47)

Eine partikuldre Losung ist gegeben durch das Yukawa-Potential,

= =

—m|Z—Z'|

V(&) = / o(#) -y (9.48)

4m |2
einem Coulomb-Potential mit zusiitzlichem exponentiellen Dampfungsterm e~ "7
Man sieht also, daB bei einer e~™#l-Dampfung den Feldquanten eine Masse m
zugeordnet werden kann.

Wenn wir nun die Masse fiir W+, Z° in die Lagrangedichte der elektroschwachen
Wechselwirkung als einen Proca-Masseterm der Form

Ly = %m WHwW, (9.49)
einbringen wiirden, wiirde dieser bei einer Eichtransformation von W# eine Ver-
letzung des Fichprinzips verursachen. Also miissen wir anders an die Sache her-
angehen: Wir werden uns des Higgs-Mechanismus bedienen, bei welchem man
sich vorstellt, da3 die Masse keine statische Quantenzahl ist, sondern durch
Wechselwirkung mit einem dufleren Skalarfeld dynamisch erzeugt wird.

9.7.1 Meif3ner-Ochsenfeld-Effekt

Beim Meifiner-Ochsenfeld- Effekt beobachtet man, dafl das Innere eines Supralei-
ters von einem uBeren B-Feld nicht durchdrungen wird. Es bilden sich lediglich
kleine, schmale Flufschliuche, der Rest des Supraleiters ist feldfrei. Dieser Zu-
stand kann auf zwei verschiedene Arten erzeugt werden:

1. Man fihrt das B-Feld in einem bereits abgekiihlten Supraleiter hoch auf
den konstanten Endwert. Beim Hochfahren ist %—If # 0.

2. Man kiihlt den Supraleiter in einem konstanten B-Feld auf seine kritische

Tempaeratur ab. Dabei ist die ganze Zeit %—]? =0.

Zur quantitativen Beschreibung des ersten Falls benotigen wir die 4. Maxwell-
Gleichung,

VxB=7, fiir — =0 (9.50)

Beim Hochfahren des B-Feldes wird im Supraleiter ein Abschrimstrom induziert,

der durch die London’sche Gleichung
1

— . — . mc
v =-—B t A% = 9.51

X ]C )\2 mi1 (26)2nc ( )
beschrieben wird, sofern gilt:

e Schwache Wechselwirkung zwischen den Cooper-Paaren (Elektron-Phonon-
Wechselwirkung)
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e Kohirente Uberlappung der Wellenfunktionen der Cooper-Paare iiber ma-
kroskopische Abstédnde

Eingesetzt in die 4. Maxwell-Gleichung ergibt dies

T

VxVxB+ B=0

22
1 (9.52)
2 5
{-v2+ P}B =0
Gehen wir nun iiber zum Vektorpotential /Y, so erhalten wir
2, 1\ g

{—V + F} =0 (9.53)

Wir betrachten das Problem an einer unendlich ausgedehnten flachen Grenz-
fliche in der « — y-Ebene, dann ist V = 9, und (9.53) wird gelést durch

—

AZ) = Ay - e/ (9.54)
d.h. A [~ 30nm] ist die Eindringtiefe des B-Feldes in den Supraleiter.

Betrachten wir nun den zweiten Fall: Kiihlt man den Supraleiter in einem kon-
stanten B-Feld unter die kritische Temperatur ab, so kann wegen %—? = 0 kein
Abschirmstrom induziert werden. Da das Verhalten des Supraleiters aber iden-
tisch mit dem ersten Fall ist, miissen wir unser Modell neu formulieren:

Die Photonen des #uBeren B-Feldes erhalten durch Wechselwirkung mit den
Cooper-Paaren beim Eindringen in den Supraleiter eine Ruhemasse. Das fiihrt
zu einer kurzen Reichweite der Photonen im Supraleiter, d.h. das B-Feld ver-
schwindet im Inneren des Supraleiters.

Zur formalen Bestétigung definieren wir

M? = Vi (9.55)
und setzen dies in Gleichung (9.53) ein:
{—V2+M2}/T:O (9.56)

Wir erhalten die zeitunabhéngige Klein-Gordon-Gleichung (9.47) fiir ein Teil-

chen der Masse M, und sie gilt fiir A: also die Wellenfunktion der Photonen !
Damit haben wir den Photonen eine (effektive) Ruhemasse gegeben.

9.7.2 Der Higgs-Mechanismus im Lagrange-Formalismus

Der Higgs-Mechanismus stellt die relativistische Verallgemeinerung in drei Raum-
richtungen dar. Wir wahlen als Higgs-Feld ein komplexes skalares Feld ®, um
auch an geladene Teilchen koppeln zu kénnen. Die Lagrangedichte £ eines kom-
plexen skalaren Feldes kann zerlegt werden in

L=T-U

— (0,0)(0"0) U (857
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wobei U die Potentialdichte ist. Fiir diese wird im Higgs-Mechanismus der fol-
gende Ansatz gemacht:

1 1
U®) = —§/¢2|<1>|2 + ZA2|<1>\4 (9.58)

Fiir 42 > 0 hat diese Potentialdichte die Form eines Mexikanerhutes:

%(0)

Re (0)

Der Grundzustand dieser Potentialdichte (Vakuum-Erwartungswert) ist dann
von null verschieden und liegt bei

o v . o)
Pyl = ——=— tovi=— 9.59
| O| \/?)\ \/5 e A ( )

Bemerkenswert ist, daBl nur der Betrag von ®( eine Rolle spielt. Die Phase
0 = arg(®y) ist frei wéhlbar, so da} der Grundzustand oo-fach entartet ist
(Stichwort: Spontane Symmetriebrechung):

P, i0 wobei 6 € [0; 27) (9.60)

v
=—ce
V2

(Der Vakuum-Erwartungswert wird in der Literatur auch oft mit < ® > statt
®( bezeichnet.) Das Higgs-Feld ® ist komplex und wir kénnen es durch

D = R{P} +iS{D}
= % [v-e” +n+iC]

(9.61)
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in seinen Grundzustand, eine reelle Komponente 7 und eine imaginire Kompo-
nente 1 zerlegen. Die Lagrangedichte schreibt sich nun als

1 1
Litiges = (0,2)(0"®)" + Sp?[0f + (N[0!

%(8/”7)(8“77)* — 2+ %(aﬂg)(@#g)* + const + (9(773,C3) (9.62)
1 1
RS @0um(@" )" = p® i + 5 (0,0)(9"¢)"

Ly L¢
und man erkennt sofort zwei Beitrége:

e die Lagrangedichte des reellen massiven Skalarfeldes n
(Higgs-Boson)

e die Lagrangedichte des reellen masselosen Skalarfeldes ¢

(Goldstone-Boson)

9.7.3 Die Wechselwirkung zwischen Higgs-Feld und e.m.
Feld

Die Lagrangedichte fiir Higgs-Feld und e.m. Feld lautet
L em = (D,®)(DI®)* + %,ﬂcp\? + iVI‘P\“ + %FWF‘“’ (9.63)
wobei D# die kovariantisierte Ableitung fiir das e.m. Feld ist:
D# = 0* 4 iq A* (9.64)

Wir setzen fiir das Higgs-Feld wieder wie folgt an:

P = % [v- e’ +n+i] (9.65)

Wir betrachten nur den 7-Teil der Lagrangedichte Lg em
THem = (D, 2)(DHD)*
1 . i .
= 5([‘% +ig Aullv-e “+ n +i¢])
([0" —ig AM[v- e+ —iC))

= L@@ ) + 53,00

1 ) .
+ 5q2 [w(e™ 4+ =) (n +iC) +v® + 12 + ¢} A, AH

(9.66)

~v?

+quAL(9"¢) + O(*,¢?)

~ L)+ LO00"C) + AL + LA, A0

Wollen wir nun die gesamte Lagrangedichte unter Vernachlissigung von O(n?, ¢?)
hinschreiben, so benstigen wir noch einen Term —pu?n? (siehe 9.62) sowie einen
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Term +1F,, F* (siehe 9.63):

»CH,em ~

(0u$)(0"¢)" + quA L (0"C) + %q2v2AﬂAN (9.67)

E(,A

Den Term L 4 kénnen wir noch weiter umformen:
1 1
Lea = 50u0(0"0)" + quA,(9"Q) + 5?4, A"
1 "
= §q21)2 (A“ - %) )) <AM + (8,@) (9.68)

qu qu
—. }q2U2AlﬂAIH
2
d.h. wir kénnen mit einer Eichtransformation,
o+
Ar o gy 9279 (9.69)
qu

und der kompensierenden Phasentransformation

d— P =e P

o ) (9.70)
= \ﬁ[v/ . 619 + 77/ + ZCI]
die Invarianz der Lagrangedichte ausnutzen:
~ 1 / JTRNAR 2,12 1 nr
L:H,em"‘i(aun )(8 77) —Hn +1FMVF
(9.71)

Lo o o
Jriqv ATA,

=:m?2

5

Durch diese Eichtransformation verschwindet also das Goldstone-Boson ¢ und
ein Masseterm fiir das Photon taucht plotzlich auf:

My = qU (9.72)

Die Zahl der Freiheitsgrade bleibt durch die Wechselwirkung des Higgs-Feldes
mit dem e.m. Feld allerdings unberiihrt:

Ohne Wechselwirkung 7-Feld, (-Feld, 2 transversale Freiheitsgrade fiir mas-
selose Photonen

Mit Wechselwirkung n-Feld, 2 transversale + 1 longitudinales Freiheitsgrad
fiir massive Photonen

Diese Diskussion hat Modellcharakter: Sie gilt nur innerhalb eines Supraleiters.
Da fiir Photonen im Vakuum m. = 0 gilt, miissen dort zusétzliche "Faktoren’
ins Spiel kommen. Wir werden es im n#chsten Abschnitt zeigen: Benutzt man
die Kovariantisierung der elektroschwachen Wechselwirkung verschwindet die
Photonenmasse wieder.
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9.7.4 Die Massen der Eichbosonen W+, Z°

Um auf die Massen der Eichbosonen W*, Z° (und auch auf die des Photons im
Vakuum) zu kommen, miissen wir das Higgs-Feld ® als ein komplexes SU(2),
-Dublett mit schwacher Hyperladung Y,, = 1 ansetzen:

o+
d = ( 30 ) (9.73)
Hierin sind ®* und ®° komplexe Felder. Der Vakuum-Erwartungswert wird als
<ot > 0

angenommen. Es ist < ®T >= 0, da das Vakuum elektrisch neutral sein sollte.
In der Ndhe des Grundzustandes ist ® deshalb ndherungsweise

o~ ( a0 ) (9.75)

Es folgt nun die Kovariantisierung der Ableitungen in der Lagrangedichte:

/
O = D' = 0"+ VB 4 W

/
= or —|—i% Y, B" +ig FIW I (9.76)
-9 - A
iz W i T W
Zﬂ T Z\/§ T
Wir bilden
. 0 ig o, ( O ig (0
qu):(aﬂ@o)JFQBl (¢0>_2W3’l 0
ig Ol ) e ( 0 )
+ W M -+ L W TH 9.77
V2 ( 0 /2 0 (9.77)

o 0 1 A >Y 3.1 0 2 M QO
<8”(I)O>+2(QB gW )(@0)+\@W 0

und betrachten wieder nur den 7-Teil der Lagrangedichte Ligqs

THiggs = (DM(P)(DHCI))*
= (8,0°)(0" ")
|(I)0|2 / 3 oY) 3,1\ *
+ 1 (g'Bu = gW,)(g'B" — gW™)
N g2|q)0|2

= (9,2°)(9"2°%)

T 2
1 B ! —qq’ B*
Z1pY|? I g 99 *1
4‘ ‘ ( VVS ) ( _gg/ 92 WrB,,u [ ]

12(1)02
L 1g |
27 2

-
Wi, (9.78)

(WP + W) [*2]
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Hierbei gingen die Pauli-Matrizen sowie die Quantenzahlen Y,, = 1 und 2[5 =
—1 fiir das Higgs-Feld ® ein. Ferner wurde (W™*)* = W~ verwendet. Man erhlt
in Zeile [*2] einen Masseterm fiir W=*:
2|p02 2,2
m2, =2 |2 | z94“ (9.79)

Der Term in Zeile [*1] kann mittels

(W)= (5 D) (2)=0 (%) om

() (4o (E)-u(h)  ew

umgeformt werden zu

:
Ligop2 ( Bu g9* —g9' B
4 Wl‘f —qq’ 92 3w

=M
+
Laop( A Ar
e o ()
T
:1|¢0|2 Ay 0 0 ) Ax (9.82)
4 Zy 0 ¢*+¢ zZ"
—m?
(2)| o et |(5)
=5 9"+ 9 502 n
2\ Z, 0 T|q>| Z
—_———

=m?

was einem Masseterm fiir Z° und das Photon entspricht. Man erhilt also fiir
die Massen der Eichbosonen

W* m

A m

Photon m

= = COS ew (9.83)

9.7.5 Die Massen der Fermionen, Yukawa-Kopplung
Sicherlich werden Sie sich nun zwei Fragen stellen:

e "Wenn die Eichbosonen ihre Masse aus der Wechselwirkung mit dem
Higgs-Feld bekommen, gilt dann nicht auch das selbe fiir die Fermionen?”

e "Verletzt denn der Masseterm der Fermionen nicht auch die Eichinvarianz
der Lagrangedichte?”



9.8. DIE LAGRANGEDICHTE DER ELEKTROSCHWACHEN WECHSELWIRKUNG113

Die Antwort auf die erste Frage lautet ”Ja”, die auf die zweite ”"Nein”. Um
allerdings auch die Fermion-Massen mit dem Higgs-Feld verkniipfen zu kénnen,
bedient man sich der sog. Yukawa-Kopplung.

Wir werden uns an dieser Stelle aus zeitlichen Griinden darauf beschrinken
miissen, den Mechanismus der Yukawa-Kopplung nur kurz vorzustellen, ohne
ihn herzuleiten. Der Term, der zur Erzeugung der Masse eines Fermions f in
der Lagrangedichte eingesetzt werden muf, lautet:

ACYukawa = _gf[\I]R((DT‘IIL)][(@L(I))\I]R)] (984)

Dabei sind die Yukawa-Kopplungskonstanten gy und die Massen der Fermionen
my iiber

Y
my =975 (9.85)

mit dem Vakuum-Erwartungswert v des Higgs-Feldes ® verkniipft.

9.8 Die Lagrangedichte der elektroschwachen Wech-
selwirkung

Die Lagrangedichte setzt sich aus einem freien Term fiir das Dirac-Feld ohne
den Massenterm,

L¢=U(iv,0" —mp)V = iUy, 0"V —m UV (9.86)
~——
=Lfom
dem Yukawa-Term fiir die Masse jeder Fermionsorte f

EYuka,wa = 7gf [\PR((I)T\PL)][(\PL(D)\I/R)] (987)

einem elektroschwachen Wechselwirkungsterm (durch Kovariantisieren der Ab-
leitungen),

3
s, 1
Ef + Lint = \Il(i'yMD“ - mf)‘I’ - ZFi,WFiH - Zf,uuflw

i=1

e

~

= U (i, 0" — my) ¥ — %\TJ(%YMB“)\I/ - g@(yﬁ. Wi)o
Lo =~ (Y B — L7 T
S
=1

sowie dem Term fiir das Higgs-Feld,

1 1
Liiggs = (0,P)(0"®)* + §u2|<1>|2 — Z)\2|<I>|4 (9.89)
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zusammen. Die gesamte Lagrangedichte der elektroschwachen Wechselwirkung
lautet somit:

L= ‘Cfom + Ly ukawa + Lint + £Higgs (990)

9.9 Ubungsaufgaben (Termin 9)

Aufgabe 9.1
a) Berechnen Sie < |M|? > unter Verwendung der allgemeinen Kopplung
V(1 +€ey®) fiilr v, + e — p= + ve.

1/ g \*
[ Antwort: Z IM? = 3 (Tzw> (1 = €*)2(p1 - pa)(p2 - P3)
Spins

+ (1466 4+ €*)(p1 - p2)(ps - pa)) |
b) Setzen Sie m. = m, = 0 und berechnen Sie den differentiellen Wirkungs-

querschnitt. im CM-System. Bestimmen Sie gleichfalls den totalen Wirkungs-
querschnitt.

¢) Wenn Sie genaue experimentelle Daten iiber diese Reaktion hitten, wie
wiirden Sie € bestimmen?

Aufgabe 9.2

Berechnen Sie die Lebensdauer des 7-Leptons und vergleichen Sie sie mit dem
experimentellen Ergebnis. (Nehmen Sie an, da8 m, gegen m, vernachlissigt
werden kann. Stiitzen die experimentellen Daten diese Niherung?)

7ou (

0
U
0
gilt, worin u ein Teilchen-Bi-Spinor

( " )
u = 5.0

p-c

E+m uA

mit £ > 0 ist, der die Dirac-Gleichung 16st. Zeigen Sie davon ausgehend, dafl
die Projektionsmatrix

Aufgabe 9.3
Zeigen Sie, daf} im Falle m < F

'3.1—‘"3.1
QlB QL

=

A 1
Prr= 5(1 F4°)
die Helizitdtskomponenten F1 von u herausgreift:

S5 R
% (Pr/ru) = F(Pr/gu)

=H

{
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Aufgabe 9.4

Berechnen Sie das Verhéltnis der Zerfallsraten von K~ — ¢~ 4+ 7, und K~ —
w~ + . Die beobachtete Lebensdauer des K~ betrigt 1,2 -107® s und 64%
aller K~ -Teilchen zerfallen iiber den Kanal p~ + 7. Schétzen Sie die Zerfalls-
konstante fx ab.

Aufgabe 9.5

a) Berechnen Sie die Zerfallsrate fiir Z° — f 4 f, worin f irgendein Fermion
ist. Nehmen Sie an, dafl f leicht genung ist, so dal seine Masse gegen die des
79 vernachlissigt werden kann (my < mz).

[ Antwort: T' = £.72 (jf 2 4+ |c]]2) |
b) Bestimmen Sie, unter der Annahme, dafl dies die dominierenden Zerfallsarten
sind, das Verzweigungsverhéltnis fiir jede Quark- und Leptonensorte. Vergessen
Sie dabei nicht, daBl es fiir jede Quarksorte drei Farben gibt. Nehmen Sie an,
daf fiir die Masse des t-Quark 2m; < my sei und so die Niherung aus a) selbst
fir das t-Quark gelte. [ Antwort: Je 3% fiir e, u, 7, je 6% fir ve, vy, vr, je 10%
fiir u, ¢, t und je 14% fiir d, s,0 |

c¢) Berechnen Sie die Lebensdauer des Z°. wie wiirde sie sich &ndern, wenn
es eine vierte Generation giibe? (Beachten Sie, dafi uns eine genaue Messung
der Z°-Lebensdauer sagen wird, wieviele Quarks und Leptonen es mit Massen
< 45 GeV geben kann.)
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Kapitel 10

Quantenchromodynamik

In Anlehnung an die QED wird angenommen, dafl die starken Kréfte zwischen
den Quarks durch Feldquanten mit Spin 1 vermittelt werden. Der experimentelle
Nachweifl der Gluonen durch die Beobachtung von 38-Jet-Ereignissen im Jahre
1979 war eine bedeutende Stiitze fiir die Theorie der Quantenchromodynamik.

10.1 Die Forderung nach der Existenz der Farb-
ladung

Das A*t*-Baryon mit Spin % besteht aus drei u-Quarks mit je Spin % Da die
Wellenfunktion total symmetrisch beziiglich der Vertauschung zweier u-Quarks
ist, muf} (um die Giiltigkeit des Pauli-Prinzips zu wahren) eine neue Quantenzahl
gefordert werden: die Farbladung.

1/1 = ¢Ort . ¢Spin ' d)Farbe (101)

Da 9or: und ®gpin symmetrisch sind mufl der Term x pqrpe die Symmetrie der
drei u-Quarks brechen:

1
VFarbe = %(URUGUB +ugupur + upuguG
— URUBUG — UBUGUR —UG'LLR'LLB) (102)

= % €ijkUiUjUL

Quarks konnen also die Farbladung rot, griin oder blau (RGB) tragen, An-
tiquarks dementsprechend antirot, antigriin oder antiblau (RGB). Baryonen
sind gebundene Zusténde von drei Quarks und nach auflen immer farbneutral
("weif}’), d.h. sie bilden eine Kombination RGB. Mesonen, gebundene Zustaénde
von zwei Quarks, sind ebenfalls immer farbneutral, d.h. sie kombinieren zu RR,
GG oder BB. Fiir die Tatsache, daB es genau drei verschiedene Arten der Farb-
ladung gibt, sprechen die folgenden experimentellen Befunde:

117
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ete~ — Hadronen

Nach dem Quark-Parton-Modell erwartet man fiir das Verhéltnis

+

o(ete™ — Hadronen)

N¢ - N, 10.3

olete™ — utpu™) xNo - VF ( )

mit der Anzahl der Arten von Farbladung N¢ und der Anzahl an Flavours Np.
Die experimentellen Daten ergeben Ngo = 3.

Zerfallsmoden des 7~

Das 77 geht unter Emission eines intermedidren W~ in ein v, iiber, das W~
zerfallt in drei gleichgewichteten Asten in e~ + 7, in u~ + 7, oder in ein Meson
d' 4 4. Ohne Farbfreiheitsgrad sollte man als Verzeigungsverhéltnis BR(t~ —
v; + e + ) = % erhalten, bei drei Quarkfarben erwartet man BR(t~ —
Urt+e +7,) = % Der experimentelle Wert ist

1
BR(r™ — vy +¢” +7) = 0.1801 £ 0.0018 ~ & (10.4)

Wir kénnen also 1/3 mit Sicherheit ausschlieBen.

Zerfallsrate des 7°

Die Zerfallsrate des 7°-Meson in zwei Photonen berechnet sich iiber eine Quark-
Antiquark-Schleife und ist abhéngig von NZ. Die vorhergesagte Rate ohne Farb-
freiheitsgrad ist I' = 0,86 eV, mit drei Quarkfarben I' = 7,75 eV. Der Mefiwert
betragt

D% =~y +7) = (7,86 +£0,54) eV (10.5)

10.2 Gluon-Felder und lokale SU(3)¢ -Invarianz

Da Photonen nur einen Typ Ladung (-) und die dazugehorige Antiladung (+)
tragen, sind sie elektrisch neutral. Gluonen kénnen nun eine Farbladung und ei-
ne Antifarbladung tragen, da diese aber nicht gleich sein miissen, sind Gluonen
nicht unbedingt farbneutral.

Da drei Typen Farbladung und drei Typen Antifarbladung existieren miisste es
eigentlich neun verschiedene Gluonen geben. Die Kombination Farbe-Antifarbe
ergibt ein Oktett, das durch eine SU(3)-Gruppe beschrieben werden kann und
theoretisch ein Singulett. Das Singulett kénnte durch eine U (1)-Gruppe beschrie-
ben werden, was analog zu QED eine unendliche Reichweite der starken Wech-
selwirkung fordern wiirde. Da dies den experimentellen Beobachtungen wider-
spricht ist das Singulett physikalisch verboten.

Nach den Erfolgen der Eichtheorie lag es nahe, eine Theorie der starken Wech-
selwirkung zu konstruieren, die auf lokalen Eichtransformationen beziiglich der
Gluon-Felder und damit verbundenen Phasentransformationen der Wellenfunk-
tion ¥ beruht. Diese schreiben wir als ein Produkt eines Bi-Spinors 4 (z#) und
eines Farbspinors X rarbe

U= w(xu) * XFarbe (106)
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wobei wir
1 0 0
xeg:=1| 0 xe:=11 xg:=1 0 (10.7)
0 0 1

definieren. Eine lokale SU(3)¢ -Transformation schreiben wir in der Form
=% TNy (10.8)

mit ¥ = (71, ...,7s) und den Gell-Mann-Matrizen \. Die Invarianz der Dirac-
Gleichung ist gewéhrleistet wenn man acht Gluonfelder G, durch Kovarianti-
sieren der Ableitung einfiihrt

G4 — DM = 9" + i%s X-Gr (10.9)

und diese eichtransformiert:

8
Gl =Gl — 0"y — gs Z fiirviGY (10.10)

ij=1

Der Term proportional zur Kopplungskonstante gs kommt aus der Nichtver-
tauschbarkeit der Generatoren der SU(3). In Anlehnung an die QED und unter
Beriicksichtigung, dafl die Generatoren der SU(3) nicht vertauschen definieren
wir den Gluon-Feldstirketensor

8
FY = 0"Gy - 0"Gl — g. Y fiuGLGY (10.11)

ij=1

10.3 Die Lagrangedichte der QCD

Anders als in der QED koppeln in der QCD die Gluonen nicht nur an Quarks
sondern auch an andere Gluonen. Die Lagrangedichte der QCD setzt sich dem
entsprechend aus einem freien Term fiir das Dirac-Feld

L= V(i 0" —m,)¥

f ._( T (I)_ (1012)

= iUy, 0"V — m UV

einem Quark-Gluon- Wechselwirkungsterm (durch Kovariantisieren der Ablei-
tung)

8
1 v
Ly+ LY, =W(iy,D" — 1 kg FiouwFl

8
- oo e 1 ,
= T(i7,0" —mg) ¥ — L T(y, X-GT — 72 P B!

2 e (10.13)

£l =% gy, X.G") \IJ—fZF;WV
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und aus einem Gluon-Gluon- Wechselwirkungsterm

gS v v L
ﬁicfn = 9 fijk(a#Gi -0 Gé )Gj nGr v
(10.14)

2
— & fifium G GLG G

bestehend aus einem Beitrag fiir einen 3g- Vertex und einem Beitrag fiir den 4g-
Vertex zusammen. Die gesamte Lagrangedichte fiir eine Quarksorte ¢’ lautet
dann:

L=Lr+ L + L8

int int

= iUy, 0"V —m Wl

8

9s = Yy A 1 v

=5 Ul A GMY - o > Fpu !
k=1

(10.15)

+ 2 fnl0"GY = 0"GIG G
g2
- ZS fijkfilmG;GZGl qu v

Da die Gluonen als masselos betrachtet werden enthélt die Lagrangedichte kei-
nen Proca-Masseterm.

10.4 Quark-Gluon-Kopplung

Die Kopplung von Quarks und Gluonen wird wie gesagt durch Kovariantisieren
der Ableitung in der Lagrangedichte oder der Dirac-Gleichung der freien Quarks
ermittelt, d.h.

(v, D —m)¥ =0

(70" =) ¥ = =2 L (7, X- G*)w
wir erhalten also
p 8
(ifyﬂau - m)wXFarbe = +?S Z(’YMGIli)w ()‘kXFarbe) (10~16)
k=1

Um Vertizes zu betrachten, bei denen sich die Farbe von Quarks unter Emission
eines Gluons dndert, ist es sinnvoll die sogenannten Schiebeoperatoren der QCD
zu definieren, die solche Farbiibergdnge erzeugen:

Schiebeop. Farbiibergang Gluon Gluon-Feld

Ipoi= 5(A1 +iXg) G—R RG XV =(RG)":= 75 (G +1iGY)
Vi =1\ —ids) R— B BR Y"=(BR)":= (G} —iGE)
Ui = 3(X6 +iA7) B—G GB  Z'=(GB)* = 5(Gf +iGY)
I_ = 2(A —iXg) R—G GR X' =(GR)":= J5(GY —iGY)
V_ = %(/\4 + Z/\5) B — R RB Y“‘ = (RB)“ = %(GZ + ZGg)
U_ = 1(X6 —iA7) G— B BG 7= (BG)" := (Gy —iGY)
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G Iy R

Ferner gibt es zwei Operatoren, die einen farberhaltenden Ubergang vermitteln:

Op. wirkt auf Gluon Gluon-Feld
A3 RRGG RR - GG AF = %(RR -GG =GY
Ag alle RR+ GG —2BB Bt = %(RR—%GG’—?BB)“ =GY
Die acht Gluonen kénnen im SU(3)c -Oktett
GB RB
. °
oR / W2 (.Rf—oé) “RG
\/@(R§+GG—ZB§/
-_— .—
BR BG

angeordnet werden. Unter Verwendung dieser acht Operatoren kann der Aus-
o 8
druck A\ - GF = kzl \e Gl wie folgt umgeschrieben werden:

8
X-Gr =Y NG
k=1

V2 I XF 4+ V2V, VP +V2U, Z¢ (10.17)
+V2 L XP V2V Y 4V2U 2
+ A3A* 4+ \gB*

Die Eigenwerte der Operatoren %)\3 und %)\g bezeichnet man als Isospinfarbla-
dung Q o und Hyperladung Qg:

1
5)\3 U=0QuV Q@ 4: Isospinfarbladung (10.18)
1
5)\8 U=QpV @ p: Hyperladung (10.19)
Das bedeutet fiir Quarks und Gluonen:
Qa Qs
Quark R % ﬁ
G -1 {
2 2V3
B 0 7
Gluon X -1 0
R
A
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10.5 Die Feynman-Regeln der QCD

Die starke Kopplungskonstante ist analog zur QED definiert als
gs = VAamag (10.20)

Wie das Photon so sind auch die acht Gluonen masselose Spin-1-Teilchen und
werden durch einen Polarisationsvektor e# dargestellt, der senkrecht zum Impuls
p* des Gluons steht:

e’p, =0 (10.21)
Das Matrixelement M in Baumdiagrammen wird nach folgenden Regeln gebil-
det:

1. Notation, Externe Linien: Man nummeriere die Viererimpulse der ein-
und auslaufenden Linien mit pi,...,p,, die Viererimpulse der inneren
Linien mit ¢1, g2, - . ., und zeichne an jede Linie einen Pfeil, um die positive
Richtung im Auge zu behalten. Fiir eine externe Linie mit Impuls p bzw.
Farbspinor x schreibe man

Quark einlaufend  u(p) x
auslaufend  a(p) x'

Antiquark einlaufend  o(p) X'
auslaufend  v(p)

Gluon einlaufend €, (p)A*
auslaufend €}, (p) \F*

2. Kopplungskonstante: Man schreibe fiir jeden Vertex einen Faktor
Quark-Gluon-Vertex e\t

3g-Vertex —igs f* g (k1 — k2)
+gur(ke — k3)p + gap (ks — k1))

4g-Vertex =gzl f* f7(9urgvp — Gup9un)
+fkm0flno(g;wg>\p - g/Mng)
+fknofl77Lo(gMpgu/\ _ gwjg/\p)}

3. Propagator: Man schreibe fiir jede innere Linie einen Faktor
Quark/Antiquark i%

. 6kl
Gluon —2“]“;72

4. Energie- und Impulserhaltung: Fiir jeden Vertex schreibe man eine -
Funktion der Form (27)* - §*(k; + k2 + k3), worin die k; die Viererimpulse
sind, die in den Vertex ein- oder aus ihm auslaufen. Einlaufende Linien
werden positiv gezihlt, auslaufende negativ.
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. Integration iiber innere Impulse: Fiir jede innere Linie schreibe man

. d*q; . . .. . . .
einen Faktor ﬁ und integriere iiber alle inneren Viererimpulse.

. Streichen der -Funktion: Das Ergebnis wird eine §-Funktion der Form

(2m)*-6(p1+- - - — pn) enthalten. Nach dem Streichen dieses Faktors bleibt
—iM {ibrig.

. Antisymmetrisierung bei Kombination: Einfithrung eines Minuszei-

chens zwischen zwei Diagrammen, die sich lediglich durch den Austausch
zweiter ein- oder auslaufender Quarks oder Antiquarks bzw. durch die Er-
setzung eines Quarks durch ein Antiquark oder v.v. unterscheiden.

Beispiel: Quark-Antiquark-Streuung

Zu diesem ProzeB tragen zwei Diagramme bei:

V2 P2 X2 V4 Pa X4

V2 P2 X2 V4 P4 X4

Ui pP1 X1 us p3 X3

U1 P1 X1 us p3 X3

Fir das das Matrixelement M; aus Diagramm a) erhalten wir nach Regel 1. u.

2.

mit u; = u(p;) und v; = v(p;). Nach Regel 3. bendtigen wir einen Faktor —

Qs ,_ ) igs
%(UBXE )‘]W“ UIXI)%(WXE )\ZVV V4X4)
- ~ 1
= —g2(uzy" u1)(Tay” vy) - Z(xg MNox 1) (b Axa)

gwékz
-

der k = [ bewirkt. Ferner wird durch g,,v" =,

.
195 , _ _ 1
e (usy" u1)(V2yy va) - Z(X]:, )\le)(Xg AX4)

Regel 4. und 5. ergeben

- 2
195, _ _ 1
[ un) @ v 106 X0 Moo

q
4 . d4q
(2m)45(p1 — p3 — q) - (2m)*6(ps — p2 + q) - o,
02
195 B ) )
(or = (" 1)@ v0) - 306 AN M)

(27)*0(p1 + pa — p2 — p3)
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Regel 6. besagt, daB nach dem Streichen des Faktors (27)*4(...) der Ausdruck
—iM Ubrigbleibt. Es folgt

2
9s Y T \k
— —(x3 \"x1) (x5 A\x4 10.22
(pl 7p3)2 4( 3 )( 2 ) ( )
Das Diagramm b) tritt nur dann auf, wenn Quark und Antiquark gleichen Flavour
tragen, da sie sich sonst nicht annihilieren kdnnen. Dann erhalt man fiir das Matri-
xelement M

My = — (dzy" 1) (Vv va) -

2

_ _ 1
m@ﬂ” uy) (U3, va) - Z(XE )\le)(Xg )\kX4) (10.23)

wobei das unterschiedliche Vorzeichen sich aus Regel 7. ergibt. In allen anderen
Fallen ist My = 0.

Moy =+

Das Gesamtmatrixelement fiir gleichen Flavor bildet sich zu

M= M+ Ms
92 1 Tk I
=——2% (usy" uy)(v V4) = A¥ ¥
(p1 *}73)2( 37 1)( 2V 4) 4(X3 Xl)(Xz X4) (10.24)
93 DoyH i Lotk Tk
m(vﬂ/ u1)(Usy, va) - Z(XQ A%x1) (xs A¥xa)

Wir wollen noch kurz den Spezialfall betrachten, daB Quark und Antiquark im

Ausgangs- und Endzustand jeweils entgegengesetzte Farbe besizten, d.h. x; =

—x2 = Xi und x3 = —x4 = xy¢. In diesem Fall vereinfacht sich das Gesamt-
matrixelement zu

g; 9;

M = | ———(us7" w1) (V27 ”4)+( s

—= (V" uy)(u v
(pl —p3)2 D1 +p2)2( 27 1)( 3V 4)

1
-7 0 M) O Aoxp)
(10.25)

und ist bis auf den Faktor (X} MNexi)(x! Afxf) identisch mit der fiir die Elektron-
Positron-Streuung.

Beispiel: Quark-Quark-Streuung

Die Diagramme, die zu diesem ProzeB beitragen sind:

U2 P2 X2 Ug P4 X4 U2 P2 X2 Ug P4 X4

Ui p1 X1 uz p3 X3 Ui P1 X1 uz P3 X3
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Fiir das das Matrixelement M; aus Diagramm a) erhalten wir nach den Feynman-
Regeln

2
s . = 1
My = —7@1 )2 (@sy* w1)(Tay, ue) - Z(Xg )‘le)(le )\kxz) (10.26)

Das Diagramm b) tritt nur dann auf, wenn die beiden Quarks gleichen Flavour

tragen, da sie sonst unterscheidbar sind. Dann erhdlt man fiir das Matrixelement
Moy

1
04 M¥x)0d Mxe)  (1027)

2
My = +978(174’7“ u)(Usyy uz2) - 4(

(P1 — pa)?

wobei das unterschiedliche Vorzeichen sich wiederum aus Regel 7. ergibt. In allen
anderen Fillen ist My = 0.

Das Gesamtmatrixelement fiir gleichen Flavor bildet sich zu

M= M1+ M,
2
1

_ s — u — Y T \k

Ty _pS)Q(US’Y ) (Uayy uz) 4(X3 Axa)(xa A"x2) (10.28)
2
) _ _ 1

oo i) i ) - 30k X0 M)

10.6 Stabilitit hadronischer Systeme

Baryonen und Mesonen sind sind Farbsinguletts. Warum sind diese gebundenen
Zusténde stabil 7

Zur qualitativen Beantwortung dieser Frage soll gezeigt werden, dafi gerade
diese Systeme eine verhiltnisméflig grofle negative potentielle Energie besitzen.
Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dafl das Ubergangsmatrixelement M
fiir Quark-Antiquark-Streuung genau daselbe ist wie das der Elektron-Positron-
Streuung, aufler dal g. durch g, ersetzt ist und wir einen zusétzlichen Colour-

Factor der Form )

fe = 70" x0) - (XN xa) (10.29)
beriicksichtigen miissen. Wir kénnen schlufifolgern, dafl fiir den Bereich kleiner
Abstinde das Farb-Potential dem Coulomb-Potential dhnlich sieht:

_CF’as

Vir) fiir kleine r (10.30)
r
Hierbei ist C'r definiert als
1) fir gd
Cp=2-f.- (=1) e (10.31)
(+1) fiir qq
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl das Farb-Potential noch einen weiteren
Term enthélt, der in der Néherung fiir kleine Abstdnde allerdings nur einen
vernachléssigbaren Beitrag liefert:

+or (10.32)

Dieser Term trigt dem Confinement Rechnung und enthilt die String- Tension
o~ 0,9 GeV/fm.

Wir werden im Anschluf} die Farbfaktoren f, fiir ausgewéhlte Beispiele berech-
nen, um ein Maf fiir die potentielle Energie dieser Systeme zu erhalten.

Beispiel: Quark und Antiquark gleicher Farbe

Wir gehen von einem RR Paar im Ausgangszustand aus, also y; = (1,0, 0). Es gibt
drei mogliche Austausch-Gluonen (RR), (RG) und (RB), die im Endzustand ein
RR, GG oder ein BB Paar hinterlassen, d.h. x¢1 = (1,0,0), xs2 = (0,1,0) und
Xf3 = (0,07 ].)

f — fRR—>RR+ fRR—>GC¥ +fRR—>BB

1 3 8 1
n X m 0 [(17070)>\ka77]

w

Moo

)\k 1m )ml

>

m

»&\H

S

H

ES
Il

-

Nach Einsetzen der Gell-Mann-Matrizen A* erhilt man fiir den Colour-Factor

Je= SRR Cr=—7 (10.34)

also ein anziehendes Potential.

Beispiel: Quark und Antiquark unterschiedlicher Farbe

Wir betrachten ein Paar unterschiedlicher Flavors, d.h. My = 0 so daB wir nur
den Colour-Factor von M untersuchen missen. Wir gehen im Ausgangszustand
von einem RG Paar aus, also x; = (1,0,0) = xg und x2 = (0,—1,0) = x&. Die
einzig moglichen Austauschgluonen sind A3 und A®. Demnach ist der Endzustand
ebenfalls RG, also x3 = xr und x4 = xg. Der Colour-Faktor des Matrixelements
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M in Gleichung (10.24) wird zu

(xd M xa)(xd Mxa)

Sh
I

| =
(]

k=1
1 8
=1 (xk Mxr) (x5 Mxe)
k=1
8 1 0
:iZ (1,0,0) A* {0 (0,—1,0) \F | -1 (10.35)
k=1 0 0
1 8
=72 (W)
k=1
1 3 3 8 ] 1 1 1
1 = (-14+2)=—=
4(>\ )11()\ )22 + ()\ )11(A )22 4( _|_ 3) 6

Da dies der einzige Beitrag ist folgt

1 1
.= —= Crp=+= 10.36
I 6 ~ F +3 ( )

und es liegt ein abstoBendes Potential vor.

Beispiel: Zwei Quarks unterschiedlicher Farbe

Wir betrachten zwei Quarks unterschiedlichen Flavors. Der eingehende Colour-
Factor aus Gleichung (10.28) lautet

1
fo =70 X (0 M) (10.37)

Wir legen nun fest, daB die Quarks im Ausgangszustand R und G sind. Die Quarks
im Endzustand sind ebenfalls R und G, allerdings wissen wir nicht a priori, ob die
Quarks ihre Farbe iiber das Gluon (RG) getauscht haben oder mittels A* oder A3
eine farberhaltende Wechselwirkung durchgefiihrt haben:

2G 4G 2 G 4 R
A8 9RG
1R 3R 1R 3G

Wir kdnnen nun symmetrische oder antisymmetrische Kombinationen betrachten.
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a) symmetrisch Der Colour-Factor wird zu

1< 1 1 1 0
=23 = (@00 Ak [ o || o= [(0,1,00 2| 1
4 k=1 V2 0 V2 0
1 28: 1 Y e O
+253"— [(0,1,00 N | 0 || —= [(1,0,0) ¥ [ 1
4 k=1 V2 0 V2 0
1 8
=3 Z ()\Ifl A5y + /\’2“1)\’1“2)
k=1
1
=3 (Ai)l)‘§2 + AT1A3 + AlgAd; + )‘%2)‘31)
1 1 1
= (—l4+-+141)=+-
gl g +1+1)=+g
Es folgt
1 1
fe=+g & Cr=+3 (10.38)

und es liegt ein abstoBendes Potential vor. Die Kombinationen %(RGHLGR) , %(GB#L
BG) , %(BR+ RB) sowie RR , GG , BB (Sextett) sind alle symmetrisch und
liefern das selbe Resultat.

b) antisymmetrisch Der Colour-Factor wird zu

1 28: 1 1 1 0
fP==NT = [(1,0,00 X [ 0 || ==1(0,1,0) \* | 1
4 k=1 V2 0 V2 0
1S 1 1 1 0
=Y —= 10,100 X[ 0 — [(1,0,0) X* [ 1
4=V WARZ 0
1 8
= 3 Z ()\’ﬁ)\lzcz - )\151)\/{:2)
k=1
1
=3 (AT1A32 + AT A3 — ALoAs; — AToA3)
-8 3 3
Es folgt
1 2
c=—= Crp=—= 10.39
f 3 < F 3 ( )

und es liegt ein anziehendes Potential vor. Die Kombinationen %(RG—GR) , %(GB—
B@G) , %(BR—RB) (Triplett) sind alle antisymmetrisch und liefern das selbe Re-
sultat.
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Zusammenfassung der Ergebnisse
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Nun die Zusammenfassung der Ergebnisse sowie ergdnzende Beispiele fiir Cp:

Konfiguration SU(3)c -Multiplett  Cpg
qq  Quark + Antiquark gl. Farbe Singulett —z
Quark + Antiquark unt. Farbe Oktett +§
qq 2 Quarks unt. Farbe Triplett -2
2 Quarks unt. Farbe Sextett +§

oder 2 Quarks gl. Farbe
qqq Singulett —4
Oktett -1
Dekett +2
qqqq Triplett —4
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Kapitel 11

Standardmodell und
Supersymmetrie

11.1 Effektive Ladungen, Asymptotische Freiheit
und Confinement

Effektive Ladungen in der QED

Aus den von einer punktférmigen, elektrischen Ladung ¢o emittierten Photonen
kénnen im Rahmen der Heisenberg’schen Unschiirferelation vituelle e~ e™-Paare
gebildet werden:

Probeladung qp Probeladung qp

Ladung qo Ladung qq

Eine punktférmige, elektrische Ladung erzeugt also immer eine Wolke virtueller
e~et-Paare um sich herum ( Vakuum-Polarisation),

%ﬁ
ﬁ%

die die "nackte” Ladung ¢y abschirmen. Die von einer Ladungssonde gemessene
Ladung ist also eine effektive Ladung, die vom Abstand r abhingt und immer

131
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kleiner als die tatsdchliche Ladung ist:
¢ = ¢ (r) < qo (11.1)
Damit wiirde das Potential V (r) zu
« € €
Vi) =26 () g 1) (11.2)

Man kann diesen Effekt formal natiirlich auch auf die Kopplungskonstante «
iiberwélzen und behaupten, dafl diese vom Abstand r abhéingt und die Ladungen
unverdandert lassen:

Vi(r)= OKEGT)QO “qp (11.3)

Anzumerken wire noch, dafl uns etwas ganz #hnliches bereits in der Atom-
physik iiber den Weg gelaufen ist: Der Lamb-Shift. Dort wird die Kernladung
u.a. durch die inneren Hiillenelektronen abgeschirmt.

Anwendung auf die QCD

Genau wie in der QED ist auch in der QCD oy = a4(r). Denn auch aus den
von einer punktformigen Farbladung emittierten Gluonen kénnen im Rahmen
der Heisenberg’schen Unschéirferelation vituelle ¢g gebildet werden. Aber an-
ders als bei der QED konnen hier aufgrund der Wechselwirkung der Gluonen
untereinander auch virtuelle Gluonen-Paare gebildet werden:

a) Screening b) Antiscreening

Die Selbstwechselwirkung der Gluonen hat auch zur Folge, dal der Feldverlauf
der QCD zu schmalen Strings von ca. 1 fm Durchmesser mit quasi parallelen
Feldlinien zusammenschrumpft:

VA

ol

QCD
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Aus der Elektrostatik wissen wir, daf} die parallelen Feldlinien eines Platten-
kondensators ein Potential der Form V' (d) = |E| - d bewirken. Im Potential der
QCD fiigen wir deswegen einen Zusatz-Term der Form +or ein,

V(r) = Cr-0:(r) -ras(r) +or (11.4)

wobei 0 &~ 0,9 GeV/fm ~ 160 N die sog. String-Tension ist.

Asymptotische Freiheit und Confinement

Man kann durch eine einfache Uberlegung einen Zusammenhang zwischen dem
Abstand r der Partner einer Reaktion und dem Impulsiibertrag Q2 := ¢ 2
manifestieren: ” Je grofler der Impulsiibertrag bei einer Reaktion ist, desto néher
miissen sich wohl die Reaktionspartner gekommen sein.”

Wie der Zusammenhang zwischen ~ und Q? aussieht sei uns an dieser Stelle egal.
Wichtig ist nur, daf einer besteht, denn so kénnen die Kopplungskonstanten in
Abhiingigkeit von Q? statt r ausgedriickt werden:

a=a(r) = a(Q?) (11.5)
(was uns in der Teilchenphysik wesentlich ”leichter fillt”)

Unter asymptotischer Freiheit versteht man das Verschwinden der Kopplung
fiir grofle Impulsiibertréige:

lim as(Q?*) =0 (11.6)

Q?—o0

Das bedeutet, da8 sich die Quarks im Falle grofier Q? wie nahezu freie Teilchen
bewegen.

Asymptotische Freiheit tritt nur bei nicht-abel’schen Eichtheorien auf, also nicht
bei der QED.

Mit Confinement bezeichnet man die Einschluleigenschaft von Quarks in Ha-
dronen, welche -wie wir gleich illustrieren werden- vom Term +o7r in der Poten-
tialgleichung herriihrt: Vergrofilert man den Abstand eines gg-Paares, so kann
das Potential V (r) durch

V(r)~or fiir grofler (11.7)

angenadhert werden. Ist der Abstand nun gerade so grof}, dafl die potentielle
Energie die doppelte Quarkmasse erreicht, reifit der String auf und es wird ein
neues gg-Paar gebildet (Fragmentation oder Hadronisation):
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<O -
a 9
-
q q
<60
a9 49 9 gq

Vir)= 2mq02
or = 2mq02 (11.8)
2 2
. myC
o

Das ist bei einem Abstand von r & 1fm der Fall. (Analogie: Zerreiflen eines
Gummibandes.) Da das selbe innerhalb von Baryonen geschieht, kann man nie
ein einzelnes Quark bzw. Antiquark separieren. Sie sind immer in Mesonen oder
Baryonen eingeschlossen.

Das Confinement funktioniert nur, wenn die Anzahl Quakrsorten Ny < 16 ist.

11.2 Renormierung und laufende Kopplungskon-
stanten

Die Berechnung der a(Q?)-Abhiingigkeit erfolgt iiber sog. Schleifendiagramme:

€

et

Der wesentliche Unterschied zu den bisher behandelten Baum-Diagrammen be-
steht darin, daf} iiber alle moglichen Impulse in der Schleife integriert werden
mufl. Dabei treten komplizierte, divergierende Integrale auf.

In der Theorie der Regularisierung und Renormierung wird gezeigt, dafl das
Einfiihren einer oberen Integrationsgrenze |p*| = A gleichbedeutend damit ist,
im Graphen niedrigster Ordnung die "nackte Ladung” der Fermionen e durch
eine renormierte Ladung er zu ersetzen und die Schleifendiagramme wegzulas-
sen:

er =123 ¢ (11.9)

Alternativ dazu kann man statt der Ladung auch die Kopplungskonstante re-
normieren:

aR=Z3 e (11.10)
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In der N&herung fiir Q% — 0 ist Z3

@ A2
Zs=1-7-In e (11.11)
und fiir Q% — oo gilt
a . Q3
=1+—In— 11.1
73 + 37 In mg ( 2)
Damit ist die Kopplungskonstante o(Q?) bei hohen Impulsiibertriigen
QQ
a(Q?) = <1+ln> (11.13)
Q3

wobei a &~ ﬁ (aus Compton-Streuung) und Qg = m, ist. Die Summation iiber

alle Ordnungen ergibt

Q) = —— oy (11.14)

Q
—3%11’1@

was bei hohen Energien um die Beitrige der p™p~- und 77 -Paare ergéinzt
werden muf3.

In der QCD gilt fiir die gG-Schleifen

90, Q) 0s(Q3) (11.15)

017(Q?) = (1 N 2
0

mit der Anzahl an Quarksorten Ny (zur Zeit geht man von Ny = 6 aus). Die
Gluon-Schleifen ergeben

20901, ) an(@d (11.16)

9(02) — _
a2(Q?) (1 1 -

Die Summation beider Ausdriicke iiber alle Ordnungen ergibt

a,(Q3F)
+(33 - 2Ny 25520 In &

127

as(Q%) = (11.17)

T B33=2N;
was sich durch die Substitution A2 = Q3e ~12= fa@®) ynd in der Néiherung
Q% > A? zu

127
as(Q?) = 11.18
(@) (33— 2N;)In & (1L18)

vereinfacht. Im Gegensatz zur QED macht es keinen Sinn, den Grenzfall Q% — 0
zu betrachten, da es dort keine Stérungsrechnung gibt. Der Skalenparameter A2
kann in der QCD nicht berechnet sondern nur experimentell bestimmt werden.
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Abbildung 11.1: Energieabhingigkeit a) der 3-Jet-Fraction und b) der straken
Kopplungskonstanten.

starke
Wechselwirkung

Kopplungskonstante

elektroschwache

impulsiibertrag Q

Abbildung 11.2: a) Laufen der Kopplungskonstanten wvon starker und elek-
troschwacher Wechselwirkung. b) Typisches Drei-Jet-Eriegnis. Hadronenjets wie
diese drei Biindel bestdtigen zwei fundamentale Voraussagen der QCD: Die Exi-
stenz der Gluonen und die Asymptotische Freiheit der Quarks. Wenn die Ener-
gie, die sich nach der Kollision am Stofort konzentriert, hoch genug ist, bewegen
sich die entstehenden qq -Paare wie freie Teilchen.
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11.3 Experimentelle Verifikation des Standard-
Modells

11.3.1 Beobachtung der laufenden Kopplungskonstanten

Die Feynman-Graphen fiir 2-Jet- bzw. 3-Jet-Ereignisse lauten:

et q et q
-———- -———- g
Zoq Zoq

e~ q e~ q

Die Ubergangsamplitude fiir das Drei-Jet-Ereignis Mgg', Jet enthélt wegen des
Quark-Gluon-Vertex einen Faktor g5 o< (/a, den die Ubergangsamplitude fiir
das Zwei-Jet-Ereignis Ms_ je; nicht enthélt. Somit gilt fiir das Verhéltnis:

O3—get  |[Ms_jet]?
R3 = x X « 11.19
02— Jet ‘M2—Jet|2 * ( )

Indem man Rz bei verschiedenen Schwerpunktsenergien (und somit verschie-
denen Impulsiibertrigen Q?) beobachtet, findet man, daB R3 "liuft”: R =
R3(Q?). Somit folgt auch ag = as(Q?).

11.3.2 Zahl der Neutrino-Familien

Das Z° kann nur in f f-Paare zerfallen. Als Teilchen im Endzustand kommen die
Quarks u, d, c, s, b, die geladenen Fermionen e, y1, 7 sowie die Neutrinos v, v, v
sowie evtl. noch unbekannte Neutrinos in Frage. Das t-Quark wird wegen seiner
hohen Masse ausgeschlossen.

Die Zerfallsbreite I' beim Z°%-Pol bildet sich also zu

Iz = Tua+ FdJ + T+ Tz + FbE
~—
=(2490+7) MeV =(1740,7+5,9) MeV

+Fe e_+r _+F‘r T
. o . (11.20)

=(251,52+0,81) MeV
+ Nl/ : Fuf/
~—

=(167,14+0,3) MeV

Man kann nun aus den einzelnen Beitrigen die Anzahl der Neutrino-Familien
N, bestimmen, und erhélt:

N, = 2,99 +0,01 (11.21)
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Abbildung 11.3: Wirkungsquerschnitt der Reaktion et +e~ — f+ f beim Z°-Pol
und die theoretischen Kurven fiir zwei, drei und vier Neutrinosorten.

11.3.3 Eingrenzung der t-Quark-Masse

Der Zerfall Z° — b + b liefert eine starke indirekte Evidenz fiir die Existenz
des t-Quarks. Die gemessene Zerfallsbreite von 383 + 5 MeV stimmt sehr gut
mit dem Wert des Standardmodells 375 MeV iiberein. Gébe es kein t-Quark,
so miifte man das b-Quark in ein Singulett des schwachen Isospin einteilen und
erhielte eine Zerfallsbreite von nur 24 MeV.

Die Daten zum Zerfall Z° — b+ b sind noch nicht priizise genug, aber man
kann fiir die Masse des t-Quark bereits folgende Abschétzung machen:

my = (170 & 20) GeV (11.22)

Beim CDF-Experiment gibt es Kandidaten fiir ¢-Ereignisse, die auf eine Masse
von 175 GeV hindeuten wiirden.

11.4 Grand Unified Theories
11.4.1 Motivation

Das Standardmodell beschreibt alle beobachteten Wechselwirkungen zwischen
Elementarteilchen mit einer erstaunlichen Prézision. Trotzdem kann es nicht als
die ultimative Theorie angesehen werden, weil zu viele Fragen noch unbeant-
wortet sind:

e Das Gauge-Problem
Warum gibt es genau 3 unabhéngige Symmetiregruppen?

e Das Parameter-Problem
Wie kann die Zahl der freien Parameter reduziert werden? (Es gibt insge-
samt 20 freie Parameter wie Kopplungen, Massen und Mischungsparame-
ter)
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e Das Fermion-Problem
Warum gibt es genau 3 Generationen? Wo rithrt die Symmetrie zwischen
Quarks und Leptonen her? Sind diese Teilchen fundamental?

e Das Ladungsproblem
Warum sind die elektrischen Ladungen von Proton und Elektron exakt
entgegengesetzt?

e Das Hierarchie-Problem
Warum ist die schwache Skala so klein verglichen mit der GUT-Skala, oder
warum ist myw =~ 10~ m pranck?

e Das Fine-Tuning-Problem

Bei den Strahlungskorrekturen zu den Massen von Higgsteilchen und Eich-
bosonen treten quadratische Divergenzen auf. Das heifit, die Korrektu-
ren zu den Higgsmassen (Ampy ~ O(Mpiancr)) sind viele Grofienord-
nungen grofler als die Massen selbst, von welchen man vermutet, daf sie
in der Groflenordnung der elektroschwachen Eichbosonen angesiedelt sind
(mp =~ O(My,z)). Das erfordert ein unnatiirliches " Fine-Tuning” der Pa-
rameter des Higgs-Potentials. (Dieses Problem wiirde durch eine minimale
supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells gelost.)

In einer groBen vereinheitlichten Theorie (GUT) geht man davon aus, dafl alle
Massen und Kopplungen im Energiebereich der GUT-Skala identisch sind, und
die Abweichungen bei geringeren Energien aus unterschiedlichen Strahlungskor-
rekturen herriihren.

11.4.2 Grofle Vereinheitlichung, SU(5)-Modell

Einige der o.g. Probleme konnen gelost werden, wenn man die Symmetriegrup-
pen SU(3)c ® SU(2);, ® U(1)y als Teil einer grofleren Gruppe G betrachtet:

G C SU(?))C ®SU(2)L ® U(].)y

Die kleinste Gruppe G, auf die dies zutrifft ist die SU(5)-Gruppe. Diese Gruppe
beinhaltet eine einzige Kopplungskonstante fiir alle Wechselwikrungen. Die be-
obachteten Abweichungen der verschiedenen Kopplungen bei geringen Energien
erhélt man aus den entsprechenden Strahlungskorrekturen. Weil die Energie-
abhéngigkeit der Kopplungskonstanten logartihmisch ist, ist die Vereinheitli-
chungsskala ziehmlich hoch: 10® bis 10'¢ GeV je nachdem welche Teilchen man
in den Schleifendiagrammen beriicksichtigt.

In der SU(5)-Gruppe konnen die 15 Teilchen und Antiteilchen fiir jede Genera-
tion in einem 5-plet und 10-plet angeordnet werden. Fiir die erste Generation
lauten diese:

dg 0  +uf —ul —u, -—d,

B d¢ oy —uf 0 4uf —u, —d,

5= d¢ 0=—7| +uf —uf 0 —uy —dy (11.23)
e~ V2 +ug  Fup  Fup 0 —eT
—Ve +dy  +d,  +dy +et 0 ),
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Das Superscript ¢ bezeichnet jeweils das ladungskonjugierte Teilchen, d.h. die
Antiteilchen und Teilchen sind alle als linkshéndig gewihlt, denn ein rechtshéndi-
ges Antiteilchen transformiert sich wie ein linkshédndiges Teilchen. Das Supers-
cript © reprisentiert ein rechtshiindiges Singulett mit schwachem Isospin I3 = 0.

Beachten Sie, daf} es in diesen Multiplets keine Antineutrinos gibt. Das bedeutet,
dafl das Neutrino innerhalb des SU(5)-Modells masselos ist, denn fiir ein mas-
sives Teilchen giibe es auch eine rechthiindige Komponente. (Natiirlich, es wiire
moglich, eine rechtshéndige Neutrinokomponente in eine Singulett-Représenta-
tion zu packen.)

Die SU(5)-Transformationen kénnen durch 5 x 5-Matrizen dargestellt werden.
Die lokale Eichinvarianz fordert die Einfithrung von 52 — 1 = 24 Eichfeldern, die
sog. Mediatoren, die die Wechselwirkungen zwischen den Materiefeldern bewir-
ken:

G — \2/% G122B Gi3 Xg Yi
G Gao — 750 Goas X3 Y,
24 = G G2 Gy — 25 X§ YL
3
X X, X % + j% W
- w3 3B
Y Y, Y3 w -+ 7%

(11.24)
Die G;; stehen fiir die Komponenten der 3 x 3-Matrix, vgl. auch (10.17):

8
(Gij) =G" - X=> "G\ (11.25)
k=1

aus der QCD. Die W+, W? und B sind direkt die Felder der elektroschwachen
Wechselwirkung. Die X; und Y; sind neue Eichbosonen und représentieren die
Umwandlung von Quarks in Leptonen und andersherum. Folglich miissen die X-
(Y-) Bosonen, die an Elektron (Neutrino) und d-Quark koppeln, die elektrische
Ladung Q = 3 (Q = %) tragen.

11.4.3 Vorhersagungen des SU(5)-Modells
Der Proton-Zerfall

Die Eichbosonen X und Y koénnen Ubergiinge zwischen Quarks und Leptonen
und somit eine Leptonenzahl- und Baryonzahlverletzung bewirken. (Anmerkung:
Die Differenz aus beiden B— L bleibt aber erhalten !) Dies fithrt zu den folgenden
moglichen Proton- bzw. Neutronzerféllen:

p— et 470
et + p° n— et +m"
et +uw° e++p’
et +n und v+ w?
v+nt v+l
v+ pt v+ K°

v+ KT
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Die Zerfille mit K-Mesonen sind aufgrund der Mischungen bei der elektroschwa-
chen Wechselwirkung erlaubt. Fiir die Lebensdauer des Protons setzt man in

Analogie zum Myonenzerfall
PRI S
P aim
an. Aufgrund des zur Verfiigung stehenden Phasenraums ist der bevorzugte Zer-
fall p — e + 7°. Man geht hierbei von einer Lebensdauer 7, > 5 - 1032 a aus.
Daraus ergibe sich mx > 10" Gev. Aus den Extrapolationen der Kopplungs-
konstanten im SU(5)-Modell erwartet man aber eine GUT-Skala im Bereich
deutlich unter 10 Gev. Die Messungen der Lebensdauer des Protons schlieBen
also das SU(5)-Modell als GUT aus. Wir werden spiiter sehen, daf die super-
symmetrische Erweiterung des SU(5)-Modells eine GUT-Skala von deutlich diber

10'% Gev besitzt, und somit in Frage kommt.

Baryon-Asymmetrie

Die schweren Eichbosonen, die fiir die vereinheitlichte Kraft verantwortlich wéren,
konnen nicht mit konventionellen Beschleunigern erzeugt werden. Allerdings wa-
ren Energien iiberhalb von 10*® Gev withrend der Geburt des Universums kein
Problem. Das koénnte zu einer Bevorzugung der Materie gegeniiber der Anti-
materie direkt am Anfang gefithrt haben: Die Eichbosonen X und Y kénnen
direkt in Materie zerfallen: X — wu. Dieser Zerfall ist erlaubt, da X die elek-
trische Ladung @ = % tragt. Solch eine Bevorzugung ist moglich, wenn sowohl
C als auch CAP, die Baryonzahl B verletzt sind, und der Prozef} iiber eine Pha-
se des Ungleichgewichts ablduft. Alle drei Bedingungen sind im SU(5)-Modell
moglich. Die Ungleichgewichtsphase findet statt, wenn das heifle Universum un-
ter die Temperatur abkiihlt, so daf§ keine neuen X und Y mehr erzeugt werden
konnen. Dann sind nur noch die Zerfélle der bereits vorhandenen moglich. Da
die CAP—Verletzung nur sehr klein ist, wird sich die meiste Materie mit Anti-
materie in Photonen annihilieren, was den grofien Photoneniiberschuf} iiber die
Baryonen (]1\\[[—; ~ 10'0) erkldren wiirde.

Quantisierung der Ladung

Aus der Tatsache, dal Quarks und Leptonen im selben Multiplett angeordnet
sind, folgt, dal ihre Ladungen in Bezug stehen miissen. Denn die Spur eines
jeden Generators muf} identisch null sein. Der Ladungsoperator, z.B., ergibt

Tr(Q) = Tr(4q: 9, 94:€,0) = 0 (11.26)

Es folgt also, daf} die Ladung des d-Quarks Qg4 = —% sein muf}. Fiir das u-Quark
erhilt man @, = %, so daf} die Ladung des Protons zu Q, = 2Q, +Qq =1
wird, also genau entgegengesetzt zu der des Elektrons.

Vorhersage von sin? 0y

Wenn die Gruppen U(1)y und SU(2), dieselben Kopplungskonstanten g = ¢’
hitten, konnte der elektroschwache Mischungswinkel 6y leicht berechnet wer-

den. Aus Gleichung (9.22) erhielte man: sin” Oy, = S 1. Allerdings ist

g%+g"?
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die Sache etwas komplizierter, denn die Generatoren F; unitérer Transformatio-
nen miissen orthogonal sein in dem Sinne, daf

Te(FyF}) = o (11.27)

gilt. Diese Normierung ist unkritisch, wenn man fiir jede Untergruppe eine eigene
Kopplungskonstante bereithélt. Normierungsfehler kénnte man mit dieser Kon-
stanten korrigieren. Diese Freiheit geht verloren, wenn man mit einer einzigen
Kopplungskonstanten auskommen mufl. Man sieht dies an der SU(2), @ U(1)y
-Transformation:

vl

U = ¢i% Yutil a7 (11.28)

Hier sind die Pauli-Matrizen 7; korrekt normiert, aber der Operator der schwa-
chen Hyperladung Y,, mufl angepafit werden:
Wir definieren CTj := %Yu,, womit die Gell-Mann-Nishijima-Relation zu

Q="Ts+CT (11.29)

wird. Die Kopplungskonstanten definieren wir zu gs := g = C'¢’. Die Forderung
nach der selben Normierung fiir 73 und T impliziert nach (11.27) fiir C:

Tr(Q?%) = (1 + C*)Tr(T2)
Tr(Q?) spee3-1/9+1 8

1+C?% = = =°
(1+C) Tr(T2) 2-1/4 3 (11.30)
5
c?==
3
Damit wird der elektroschwache Mischungswinkel 6y zu:
12 2 /02 1
sin2 HW _ 29 > — 295/2 s = 5
9>+g 95 +95/C 1+C (11.31)
3
=-=0,375
8

Die starke Abweichung dieses Wertes vom experimentellen Wert (sin? 0w )exp =
0,23 bei niedrigen Energien brachte das SU(5)-Modell urspriinglich in Ver-
ruf, bis man feststellte, dal das Laufen der Kopplungskonstanten den Wert
von sin? Oy zwischen der GUT-Skala und der niederenergetischen Skala er-
heblich senken kann. Wie der prézise Vergleich mit experimentellen Daten von
LEP allerdings zeigt, ist eine Vereinheitlichung der drei Kopplungskonstanten
im SU(5)-Modell nicht moglich, und genau wie beim Proton-Zerfall kommt
auch hier, wie wir spéter sehen werden, die supersymmetrische Erweiterung des
SU(5)-Modells als Retter ins Spiel: In dieser Erweiterung ist eine Vereinheitli-
chung der Kopplungskonstanten perfekt moglich. (Beachten Sie: sin’ 6y = 3/8
erhdlt man in jedem Modell, das SU(3)c ® SU(2)r ® U(1)y als Untergruppe
enthélt. Der Wert ist also nicht SU(5)-spezifisch.)

Spontane Symmetriebrechung im SU(5)-Modell

Die Symmetrie im SU(5)-Modell ist mit Sicherheit gebrochen, denn wenn X
und Y masselos wiren, wiirden Protonen extrem schnell zerfallen. Wie bereits
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erwihnt ist die lange Lebensdauer des Protons ein Indiz fiir die grolen Massen
der Eichbosonen X und Y. Die Erzeugung dieser Massen kann auf eine eichin-
variante Art und Weise wieder iiber den Higgs-Mechanismus erreicht werden.
Hierbei wird die Symmetrie in zwei Schritten gebrochen:

SU(5) — SU(3) ® SU(2) ® U(1) — SU(3) ® U(1)

Das fithrt zwei Massenskalen ein (mx fiir den ersten Ubergang und myy fiir den
zweiten), welche den Eichbosonen X und W* entsprechen.

Die Massen der Fermionen

Das Higgs-5-plet Hs kann benutzt werden, um in der selben Weise die Mas-
sen der Fermionen zu erzeugen wie im Standardmodell. Uber den Yukawa-
Mechanismus werden die Massen mit den Vakuum-Erwartungswerten des Higgs-
Feldes verkniipft:

EYukawa = hg g: m* TO]‘ + hg El Ej‘ H (1132)
Da das 5-plet sowohl Leptonen als auch ”down-type”-Quarks enthilt, werden

diese miteinander verkniipft. Bei der GUT-Skala erwartet man:

Mg = Me Mms = My my = My,

Die Massen der "up-type”-Quarks sind frei. Um die Massen der Quarks bei ge-
ringeren Energien zu finden, muf} auf die RGE (renormalization group equation)
zuriickgegriffen werden. Fiir die Massen der leichten Quarks ergeben sich wegen
der Einschlufleigenschaft starke Ungenauigkeiten, aber die Masse des t-Quarks
kann aus der Masse des 7-Leptons vorhergesagt werden, wenn man gewisse
Strahlungskorrekturen beriicksichtigt. Da die dominanten Korrekturterme die
starke Kopplungskonstante a enthalten, erwartet man

M _ » (O‘S(mb)> = 0(3)

mr as(mx)

11.5 Supersymmetrie

In der Supersymmetrie (SUSY) setzt man eine Symmetrie zwischen Fermionen
und Bosonen voraus: Man geht davon aus, daf§ zu jedem Teichen (Particle)
mit Spin j ein supersymmetrischer Partner (Sparticle) mit j — % existiert. Die-
se werden in einem sog. chiralen Multiplett und einem vektoriellen Multiplett
angeordnet:

’ Vektorielles Multiplett H Chriales Multiplett ‘

J=1 | J=1/2 J=1/2 J=0

g g QLaUEaDg QLaUE7D€
wE WO | WwE WO L1, EY L, ES
B B ﬁ17ﬁ2 HlvHQ
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Die Nomenklatur erfolgt nach der folgenden Regel: SUSY-Partner von Fer-
mionen erhalten ein vorangestelltes ”s” (z.B. Lepton und Slepton, Quark und
Squark). Bei Bosonen ersetzt man die Endung ”on” durch ”ino” (Photon und
Photino) oder hiingt einfach nur ein ”ino” an (Z und Zino, Higgs und Higgsino).

11.5.1 Motivation

Ungliicklicherweise konnten Sparticles noch nicht beobachtet werden. Demnach
ist entweder SUSY eine elegante Idee, die nichts mit der Realitéit zu tun hat,
oder die Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen ist beziiglich der Mas-
sen gebrochen, so dafl die Sparticles schwerer als die Particles sein koénnen.
Da viele gute Griinde fiir SUSY sprechen, preferieren viele Wissenschaftler die
letztere Moglichkeit. Das Modell, das wir zu Grunde legen, ist die minimale
supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells (MSSM), das auf dem
SU(5)-Modell basiert und zwei Higgs-Dubletts beinhaltet.

Griinde fiir die Popularitéit der SUSY sind:

e Losung des Fine-Tuning-Problem
In der SUSY enthalten die Schleifendiagramme Fermionen und Bosonen.
Diese Beitréige tragen nach den Feynman-Regeln entgegengesetzte Vorzei-
chen und heben sich gegenseitig auf, wenn die Sparticles nicht allzu schwer
sind (d.h. <1 TeV).

e Losung fiir das Hierarchie-Problem

e Vereinheitlichung der Kopplungskonstanten

o F ; -

Se0f §60;
50 | 50 [
40§ 40 f
0 | 30| -
2 | 20 |
10 | 10§~
% 510 ‘11(;5 ‘ R — 10 ‘110|5
lOgQ ]ogQ

e Vereinheitlichung mit der Gravitation
In der SUSY ist eine Vereinheitlichung mit der Einsteinschen Relativitéts-
theorie grundsitzlich moglich, allerdings fithren alle bisher entworfenen
Modelle auf nicht renormierbare Divergenzen.

e Grofie GUT-Skala
Wie wir bereits beim SU (5)-Modell besprochen haben, impliziert die lange
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Lebensdauer des Protons eine GUT-Skala von > 10'° GeV. In der SUSY
ist dies der Fall!

e Photino perfekter Kandidat fiir dunkle Materie
Das LSP (Lightest SParticle) kann aufgrund der R-Paritéit nicht in nor-
male Materie zerfallen. Demnach ist es ein idealer Kandidat fiir dunkle
Materie.

11.5.2 SUSY Wechselwirkungen
Drehimpuls, B- und L-Zahl

Die Erhaltung von Drehimpuls, Baryon- und Leptonzahl muf bei allen Reaktio-
nen sichergestellt sein! Das erfordert die Einfiihrung einer neuen, multiplikativen
Quantenzahl (R-Paritét) die erhalten ist.

R-Paritét

Einfithrung einer neuen, multiplikativen Quantenzahl:

R = (—1)PB+L+25 _ +1  fiir Particles (11.33)
—1  fiir Sparticles

Wenn man die Erhaltung der R-Paritiit fordert, folgt, daB das LSP stabil ist
und schwach wechselwirken kann. Auflerdem ist nur eine paarweise Erzeugung
von Sparticles moglich. Auch kann das Wechselwirkungsverhalten der Sparticles
anders sein, als das der Particles. So koppelt das Photon z.B. an Elektron und
Positron, wohingegen eine Kopplung von Photino an Selektron und Spositron
eine Verletzung der R-Paritiit zur Folge hatte.

Teilchensignaturen findet man iiber die Missing-Energy-Methode.

Higgs-Mechanismus

In der SUSY muf} der Higgs-Mechanismus aus zwei Griinden erweitert werden:

e Die Higgsinos haben Spin %, weshalb sie die Eichanomalie verursachen, es
sei denn, man hat Paare von Higgsinos mit entgegengesetzter schwachen
Hyperladung Y,,, so da§ > Y}, = 0 gilt:

i

0 +
Hi(1,2,—1) = ( s ) Hy(1,2,1) = ( ijfg ) (11.34)
1

Da das Vakuum neutral sein sollte, mufl man davon ausgehen, dafl nur die

neutralen Komponenten einen von Null verschiedenen Vakuum-Erwartungswert

haben:
U1

<H1>:(0>’ <H2>:<1?2) (11.35)

Es gilt v1 # v2 und man definiert tan § := 2.
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e Die Einfiihrung des zweiten Dubletts 16st ein weiteres Problem: Es legt
die Massen der "up-type”-Materiefelder fest, die im SU(5)-Modell ja frei
waren. Verwendet man die oben eingefithrten Higgs-Felder, so erzeugt Hy
die Massen der ”down-type”-Materiefelder wéhrend Hs die der ”up-type”-
Materiefelder erzeugt.

Die Tree-Level-Potentialdichte fiir den neutralen Sektor (d.h. fiir die HY) kann
als

U(HY, Hy) = mi|HY|? +m3| Hy[> — m3(HY Hy + h.c.)
P+ (11.36)

+ L (HDPE — |

geschrieben werden. Der Vakuum-Erwartungswert, also das Minimum von U,
findet man, indem man

871/{ =0 und ou

O] olHY] ~ (11.37)

fordert. Aus diesen Gleichungen kann die Masse des Z° leicht abgeleitet werden:
2
my = 792 g < H >*= 2—m% — mj tan® 5

11.38
2 tan? 5 — 1 ( )

Bei der GUT-Skala gibt es keine elektroschwache Symmetriebrechung und es
wird dort wegen m; = mo = m die Masse des Z° zu mQZ = —2m? < 0. Bei
Energien unterhalb der GUT-Skala wird aufgrund von Strahlungskorrekturen
die Symmetrie gebrochen:

b t
H, --»—Q-’- H, H, --»—Q-»— H,
b t

Die Korrekturen fiir Hy sind grofler als die fiir H; und so wird ms < my, was
zur Brechung der Symmetrie fiihrt.
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