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Kapitel 1

Elektro- und Magnetostatik im
materiegefiillten Raum

Bisher haben wir die Maxwellgleichungen im Vakuum betrachtet. Sie beschreiben den
Zusammenhang zwischen sich im Vakuum befindenden Ladungen und Stromen und den
elektrischen und magnetischen Feldern. In diesem Kapitel erweitern wir die Elektro- und
Magnetostatik auf den materiegefiillten Raum. Die Ergebnisse verwenden wir, um die
Maxwellgleichungen im materiegefiillten Raum zu formulieren.

1.1 Elektrostatik im materiegefiillten Raum

Die Elektrostatik befasst sich mit Systemen, in denen es keine bewegten Ladungen und
keine elektrischen Stréme gibt. Alle Ladungen sind stationédr im Raum, und ebenso die
elektrischen Felder. Es gibt keine Magnetfelder.

Es gelten in der Elektrostatik im Vakuum folgende Beziehungen:

(") = dmo(r) (1.1)
(M) = 0. (1.2)

Aus der zweiten Beziehung folgt, dass das elektrische Feld sich als der Gradient eines
Potenzials schreiben lésst,

E(7) = —V&(F) (1.3)
mit
@(f):/d%/%:%+l%+.... (1.4)

Im letzten Schritt haben wir die Multipolentwicklung verwendet, die immer dann sinn-
voll ist, wenn der Ort 7, an dem das Potenzial gemessen wird, weit entfernt ist von der
Ladungsverteilung, die das Potenzial hervorruft. Wir haben den Schwerpunkt der La-
dungsverteilung in den Koordinatenursprung gelegt. @ ist die Gesamtladung [ d*r'o(),
und p'ist das elektrische Dipolmoment [ d*r’o(7)r" der Ladungsverteilung.



All diese Beziehungen gelten auch im materiegefiillten Raum, wenn wir eine mikro-
skopische Betrachtungsweise haben: Die Atome und Molekiile des Materials machen mit
ihren Ladungsverteilungen einen Beitrag zum elektrischen Feld im Raum. Da es unmoglich
und unnoétig ist, alle Atome und Molekiile in die Rechnungen einzubeziehen, wahlt man
eine makroskopische Betrachtungsweise: Die Details auf ganz kleinen Langenskalen in-
teressieren nicht. Wir mitteln daher iiber kleine Volumina, die viel grofler als der Atom-
bzw. Molekiildurchmesser sind. Auflerdem machen wir fiir die Ladungsverteilung jedes
Atoms oder Molekiils eine Multipolentwicklung, so dass von jedem Molekiil j nur seine
Gesamtladung ¢; und sein Dipolmoment p; wichtig ist. Ihre Dichten sind dann

Ladungsdichte der Molekiile: onol(T) = Z q;0(7"—17) (1.5)
J

Polarisationsdichte der Molekiile: Tyl (7) = Z 0 —15). (1.6)
J

Damit konnen wir das elektrische Potenzial nahern durch den Ausdruck

o)~ [ e (282 T (7 ) W

=] 7

Nun mitteln wir iiber ein kleines Volumen wv:
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+ P(r7) - F_Fg) (1.8)

1
mit o(F) = - /d3'r’gMol (F+ ') Ladungsdichte (1.9)
v v
- 1
P(r) = —/d3r'7?M01(F+ ) Polarisationsdichte (1.10)
v v

o(7) und P(7) sind die Ladung pro Einheitsvolumen und das Dipolmoment pro Einheits-
volumen. Sie sind ebenso wie das Potenzial {iber kleine Volumina gemittelt und sind daher
kontinuierliche Funktionen.

Das zu dem gemittelten Potenzial gehorige elektrische Feld ist

—V{(®(7) .
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Wir berechen die Divergenz dieses Ausdrucks, um den neuen Ausdruck fiir die erste Max-

wellgleichung zu erhalten. Unter Verwendung der Beziehung

7= - 1
v
|7 — 73 |77 — |
erhalten wir
V-E = —/d3r' o(7)V? ! + P(7)\V' ( V2 !
|77 — | |77 — |

L dmp() - / ar'dr (V' B()) - 67— 7)
= Amo(F) — AxV - P(7).

Wir definieren die Verschiebungsdichte

und erhalten

Die zweite Gleichung der Elektrostatik lautet nach wie vor

ﬁxE:O.

Gleichung (1.13) lisst sich folgendermaflen interpretieren:

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Esist V- E = Ao — 47V - P. Dabei ist o die Dichte der Raumladung, also derjenige
Beitrag zur Ladungsdichte, der durch die Gesamtladung der Atome und Molekiile des
Materials hervorgerufen wird. Der Ausdruck —V - P muss dann derjenige Beitrag zur
Ladungsdichte sein, der durch die Polarisation des Materials hervorgerufen wird, und wir
nennen ihn die ,,Polarisationsladungsdichte gp. Wir veranschaulichen ihn uns durch das

folgende Bild, das den Rand des Dielektrikums zeigt:



innen

St

Sei V' das am Rand des Dielektrikums eingezeichnete flache Volumen. Dann ist

—/ﬁ«ﬁd‘”’f/ _ _ [ B.qF
Vv Vv

I
ol
Q

- 71 F(« Innenfliche)

= opd®r’ = opF . (1.15)
v

Hierbei ist 0, = P -7 die durch die Polarisation des Materials hervorgerufene Oberfléchen-
ladungsdichte.

1.2 Randbedingungen fiir die Felder der Elektrosta-
tik
Wir ermitteln im Folgenden, wie sich das elektrische Feld und die Verschiebungsdichte an

Grenzflichen &ndern.
Es seien  Ej, P|,D| die Komponenten parallel zur Grenzfliche und

E,, P ,D, die Komponenten senkrecht zur Grenzflache .

o Aus V X E:Ofolgt:



auflen
innen

fﬁ-dg = 0

= E| = E (1.16)
Die Tangentialkomponente von E ist an einer Grenzfliche stetig.

e Aus V- D = 47 folgt: (wenn o = 0 an der Grenzfliiche)

aullen
innen
7
/ D-dF = 0 (1.17)
v

Die Normalkomponente von D ist an der Grenzfliche stetig.

1.3 Freundliche Vereinfachungen

Die folgenden vereinfachenden Annahmen liefern — zumindest fiir schwache Felder —
brauchbare Ergebnisse fiir das Rechnen mit Dielektrika.



1. Linearer Response des Materials:

av T
I

o

3

t

—_

—_

R

e=1+4my . (1.21)

Wir gehen also davon aus, dass das Dipolmoment durch das duflere Feld E induziert
ist.
2. Isotropie des Materials:

= D und P sind parallel zu E
= g und x konnen durch Skalare ersetzt werden.

—e
3. Homogenitédt des Materials

¢ und Yy, sind ortsunabhéngig.

Diese Vereinfachungen fithren auf folgende Beziehungen

V.- E=4r? (1.22)
3

D=¢E 1.23)

P=y.E (1.24)

e =1+4mx. (1.25)

1.4 Beispiel: Plattenkondensator mit Dielektrikum

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir einen Plattenkondensator, der teilweise mit
einem Dielektrikum gefiillt ist, so wie in der Abbildung dargestellt:

| >
V£, §a

— 5 v B i d
N ¢ E1 ¢d1




Es ist

Sei Fjy das Feld, das ohne Dielektrikum im Kondensator wére.

Da die Normalkomponente der Verschiebungsdichte stetig ist, haben wir die Beziehun-
gen

D2 = EEQ D1 = E1 D2 = D1 (128)
und damit
E1 = EEQ . (129)
d
2d; +d
Ey = ———c¢F 1.31
T T et d (1.31)

Um die anschauliche Bedeutung dieser Beziehung zu erfassen betrachten wir folgenden
zwei Grenzfille:
d1—>0 :>E1:E08, E2:E0
d—0 :>E1:E07 EQZ%
Wenn das Dielektrikum den Kondensator vollig ausfiillt, ist also das Feld dasselbe wie
im ungefiillten Kondensator.
Wir berechnen als néchstes die Oberflichenladungsdichte auf dem Dielektrikum (Ober-
seite):
—1 e—1
O-p:Pn:E(El_EZ):_ A
Das negative Vorzeichen kommt daher, dass die Normale der Oberfliche antiparallel zum
elektrischen Feld ist. Im Grenzfall d; — 0 erhalten wir

E2 = _XeEQ (132)

op = XeEo - (1.33)
Die Fldchenladungsdichte auf den Kondensatorplatten ist
Q _Ey 1 U Ee

—=0=—=— = 1.34
F " i 2dy + ¢ 4m (2die + d) (134)
Im Grenzfall d; = 0 ist
Ue EO

=—=— 1.35
T drd an- (1.35)

und die Kapazitat des Kondensators ist dann

Q eF

C=—==——. 1.36
U 4nd (1.36)

Dies ist das e-fache der Kapazitit im Vakuum.
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In diesem Grenzfall betrigt die Gesamtladung von Kondensatorplatte und Dielektri-
kumoberflache

o+ Op = EQ + —EEO = _EO . (137)

47 47 47
Die Kondensatorplatte und die Dielektrikumoberfliche haben also zusammen dieselbe
Ladung wie im Vakuum. Die Platte selbst ist stirker geladen als im Vakuum.

1.5 Beispiel: Dielektrische Kugel im dufleren Feld

Als néchstes betrachten wir eine dielektrische Kugel im dufleren Feld.

Eq
v » z
—
Ohne Kugel ist das Feld Ej und das Potenzial
$ = —Fyz = —Fgrcos? . (1.38)

Im Inneren der Kugel ist A® = 0, ebenso aulerhalb der Kugel. In der Vorlesung Theo-
rie [ haben wir die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung A® = 0 in Kugelkoordinaten
kennengelernt. Mit dem Ansatz

erhalt man l
(I)<T7 197 ()0) = Z Z (almrl + Blmri(lJrl))Yzm(l% @) . (139>
=0 m=—1

Die Y},, sind die Kugelfiachenfunktionen, die in der Quantenmechanik als Eigenfunktionen
des Drehimpulses auftraten. In unserem Beispiel liegt azimutale Symmetrie vor, d.h. das
System ist invariant unter Rotation um die z-Achse. Also kann die Losung nicht vom
Winkel ¢ abhéngen, und wir haben nur die Summanden m = 0. Der Losungsansatz fiir

11



unser Beispiel ist also

P = ZAlrlPl(cosﬂ) (1.40)

=0
00

" = (Bir' + Cir™'71) By(cos ) (1.41)

=0

Die P,(z) sind Legendre-Polynome und auf dem Intervall [—1, 1] definiert. Sie sind gegeben
durch die Beziehung

o |4zt

Ihr Zusammenhang mit den Kugelflichenfunktionen ist

P(z) = — [il (x2—1)l]. (1.42)

20+1
T

Yio(¥, ) = Pi(cos ). (1.43)

Die Randbedingungen an der Kugeloberfliche und bei r = 0 und r = co bestimmen
die Koeffizienten A;, B, C;:

e &i(r = 0) = endlich: diese Randbedingung ist schon beriicksichtigt, da wir die Terme

r~!=1 im Kugelinneren weggelassen haben.

o &(r>a) = —Eyrcosd

= By = —Fy, Bix1 =0

° E|| stetig
1 0% 1 09
- — 1.44
TTL | T e, (1.44)
— , 4P, = dP,

= ;Ala W Eyasind + ; Cia W (1.45)

C
= A = —Ey+ —g (1.46)

a
A = G 1#41 (1.47)

e Die Kugel sei insgesamt ungeladen: = Cy =0 = Ay =0

12



° ﬁl stetig = 5El stetig

0P oo
- _ = — 1.48
* or —a or |,_, (1.48)
204
= 5141 = —EO - F (]_49)
l+1
eA; = R [ #1 (1.50)
Wenn wir alle diese Bedingungen zusammennehmen, erhalten wir:
A = —(Z5) Eo A= 0 1#1
e=13 (1.51)
Cl = ma EO Cl = 0 l# 1
S P p ¥ (1.52)
=gk T COS .
. e—1_a°
O = —Fyrcosd + €+2E07’_2 cos ¥ (1.53)

Der zweite Beitrag zum &ufleren Potenzial ist das Potenzial eines Dipols mit dem
Dipolmoment

Eya’e, . (1.54)

Die polarisierte Kugel wirkt also wie ein reiner Dipol, dessen Feld sich dem vom auflen
angelegten Feld {iberlagert. Die Polarisation im Inneren der Kugel ist homogen:

3e—1-=
_ 2 £ 1.55
A dre+2 " (1.55)

Die Oberflichenladungsdichte der Kugel betragt

o 3e—1
gp(ﬁ)zp'n:E&thQ

Eycos?. (1.56)
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1.6 Magnetostatik im materiegefiillten Raum

Die Magnetostatik im materiegefiillten Raum ist konzeptionell &hnlich wie die Elektro-
statik im materiegefiillten Raum. Wahrend in der Elektrostatik das elektrische Feld ein
elektrisches Dipolmoment P pro Einheitsvolumen induziert, induziert in der Magnetosta-
tik das magnetische Feld ein magnetisches Dipolmoment M pro Einheitsvolumen. Man
nennt M die »,Magnetisierung®“, die fiir die makroskopische Formulierung der Magneto-
statik wichtig ist.

Wir wiederholen zunéchst die Grundgleichungen der Magnetostatik im Vakuum. Sie
lauten

V-

—

V X

=0
471'—,»

B
B = —7. 1.57
- (1.57)

Aus der ersten Beziehung folgt, dass das Magnetfeld sich als Rotation eines Vektorpoten-
zials A schreiben lésst: L
B=VxA (1.58)

mit

. 1 i mx
A(F) = - [ & = - 1.59
R (1.59)
Im letzten Schritt haben wir die Multipolentwicklung verwendet, die dann sinnvoll ist,
wenn der Ort 7, an dem das Potenzial gemessen wird, weit entfernt ist von der Strom-
verteilung, die das Potenzial hervorruft. Das magnetische Dipolmoment m ist gegeben

durch
i /d3r’ [f’ X j‘(f’)} . (1.60)
2c
Das magnetische Dipolmoment von Atomen und Molekiilen berechnet man allerdings nicht
mit dieser Formel aus der klassischen Physik, sondern mit Hilfe der Quantenmechanik.
Wenn wir nun zu einer makroskopischen Betrachtungsweise iibergehen, mitteln wir
wieder {iber kleine Volumina, die viel grofler sind als der Atom- oder Molekiilabstand.
Dann wird M , das magnetische Dipolmoment pro Volumeneinheit, die relevante Grofe.
Mit j bezeichnen wir ab jetzt die makroskopische Stromdichte, die bei dieser Mittelung
iibrigbleibt. Sie ist das Analogon zur Raumladungsdichte in der makroskopischen Elek-
trostatik. Neben dieser makroskopischen Stromdichte trigt die Magnetisierung zum Vek-
torpotenzial bei, so dass wir erhalten:

. (O GONp /M(F) x (")
A(F = - d*r’ d?r’ 1.61
7 e [ (161)
= (V) <)
j M()

part.Integration 2 —
1 \Y
L /‘W ) +|f a3 (1.62)

T



Der Ausdruck ¢V x M ist eine ,effektive Stromdichte* 7. Um die makroskopische
Version von Gleichung (1.57) zu erhalten, berechnen wir

VxVxA®F) = —AA+V(V-A)
_ - 7o 2(3) (A i 3,../
C]+47TVXM+CV/\<IJ(T)+] (r))l Vi
_‘»v Y 1
Jges IR v/
V|fF—'F’|

le S 1
_v (V/'.esq)'id‘gl
c / Joes7)) T 4
—_———
= 0 in der Magnetostatik, denn
V-9 =V(VxM)=0und

V-j= —% =0
da sich keine freien Ladungen be-
wegen.
Wir erhalten also A
V x (é - 47TM> =73 (1.63)
%,_’_/ ¢
= H
und damit die makroskopische Version von Gleichung (1.57):
— — 4 —
VxH=""7 (1.64)
c

Fiir H und B haben sich folgende Bezeichnungen eingebiirgert:
H: ,magnetische Feldstarke*
B: ,Induktion®, ., Flussdichte“
Aulerdem gilt weiterhin V-B=0.
Wenn wir ebenso wie in der Elektrostatik die vereinfachenden Annahmen von linearem
Respons und Homogenitit und Isotropie des Materials machen, erhalten wir

B = uH (1.65)
M = xnH (1.66)
H = B—4rM (1.67)
L 1+ 47xm (1.68)

w1 ist die ,Permeabilitdat®. Wir unterscheiden die folgenden Félle:
> 1: Paramagnetismus (< x,, > 0)
Material ,,bindet* die magnetische Feldlinien
p < 1: Diamagnetismus (< x,, < 0)
Material schliet magnetische Feldlinien aus sich teilweise aus.
Ferromagnetische Materialien haben eine permanente Magnetisierung und lassen sich
damit natiirlich nicht durch die obigen linearen Beziehungen beschreiben.
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1.7 Randbedingungen fiir die Felder der Magneto-

statik

Wir gehen analog zur Elektrostatik vor:

e AusV-B=0 folgt gil) = ET)

Die Normalkomponente von B ist an der Grenzfliche stetig.

o Aus V x H =0 (falls j = 0) folgt H)” = H".

Die Tangentialkomponente von H ist stetig.

1.8 Beispiel: Das von einer homogen magnetisierten

Kugel erzeugte Feld im Vakuum

Wir betrachten die in der Abbildung dargestellte Situation:

7= Mye, fir r<a
0 sonst

\4

(1.69)

Die Magnetisierung der Kugel ist vorgegeben, und wir wollen das durch diese Magnetisie-
rung hervorgerufene Magnetfeld berechnen. Es ist V- M = 0 im Inneren der Kugel (und

auBen sowieso), und folglich
V-H=V.-(B—47M)=0.

Wegen f: 0 ist auch V x H = 0 und folglich

Vx(VxH)=V(V-H) —AH=-AH=0

(1.70)

(1.71)

Dies ist eine Laplace Gleichung fiir H. Wegen V x H = 0 lisst sich H schreiben als

auf)

16
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mit einem ,, magnetischen Skalarpotential® ®,;. Wegen V - H = 0 erhalten wir
Ady =0. (1.73)

®,, erfiillt ebenfalls die Laplacegleichung.
Genau wie im zweiten Beispiel zur Elektrostatik haben wir azimutale Symmetrie und
konnen fiir das Skalarpotenzial den folgenden Ansatz machen:

P, = Z At P(cos 1)
1=0

P, = (Bir' + Cyr™'71) Py(cos )
1=0
Die eine Stetigkeitsbedingung ist »
q2Y = 7 (1.74)
[ [
und fiihrt auf c
!
A =B+ el (1.75)
Die zweite Stetigkeitsbedingung ist
HY + 4z, = A (1.76)
und fiithrt fiir [ = 1 auf o0
a
und fiir [ # 1 auf
I+1

Fiir ¥ — oo muss H = 0 sein, also ®,, = 0.

=B=0=A4=C=0 fir [#1. (1.79)
Fiir [ = 1 folgt daraus
2
—A1 + 47TMO = % .
a
Aus (1.77) erhalten wir
i
Al = g
und folglich
4
Cl = ?Wa?’MO
4
A = %MO. (1.80)



Unser Endergebnis fiir die Felder ist dann

4
—WMOT cost, r<a
Cu(m) = § 4 9
%Moa?’cisz , r>a
Ny (O _%W
BY = HO 44xM = %WM (1.81)
Dies ist ein homogenes Feld.
AufBlerhalb der Kugel erhalten wir
(a) @) — _ AT s (2
A® — B@— _ T v(—)
3 r3

m: magnetisches Dipolmo-
ment der Kugel

LT
- (%)

3F(m - 7)o

Dies ist das Feld eines magnetischen Dipols.

1.9 Beispiel: paramagnetische Kugel im dufleren Feld

Dieses Beispiel ist dhnlich wie das vorige Beispiel, aber mit den Bedingungen

—

M =x,H in Kugel (1.83)

und H = B = Hy im Unendlichen. Dieses Problem ist analog zu der dielektrischen Kugel,
und die Losung lasst sich sofort abschreiben, wenn wir dort die folgenden Ersetzungen
machen:

Tty
=Ty

—
—
—

Xe = Xm

18



1.10 Ubersicht der verwendeten Groéfien

OMol
T Mol
Dbj

Ay

oy
i | Q
S Udimlthlili Q T " 5O T aim T o e = o

Ladungsdichte der Molekiile
Polarisationsdichte

Polarisation eines Molekiils

elektrisches Potenzial

Ort

kleines Volumen

Polarisationsdichte (iiber kleines v gemittelt)
Ladungsdichte (iiber kleines v gemittelt)
Oberflachenladungsdichte durch Polarisation
Verschiebungsdichte
Dielektrizitétstensor
Dielektrizitédtskonstante

Spannung

elektrisches Feld

Ladung

Fléche

Polarisation senkrecht zur Oberfliche
Flachenladungsdichte
Legendre-Polynom

Summationsindex

Koeffizienten

magnetisches Potenzial

Magnetisierung

Vektorpotenzial

magnetische Feldstéarke

Induktion / Flufidichte

Permeabilitét

Stromdichte
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1.11 Exkurs: Magnetismus in der Quantenmechanik

Wir betrachten die Schrédiggeggleichung im Magnetfeld. Fiir das Vektorpotenzial A wihlen
wir die Coulomb-Eichung V- A = 0, da dies die Rechnungen vereinfacht. Die Schrédinger-
gleichung lautet in Ortsdarstellung

0 1 h 2
h? 2, ieh -
- [—Q—V 2m + m—A V+e¢} v (1.84)

wobei wir im letzten Schritt die Coulomb-Eichung verwendet haben. Wir erinnern daran,
dass der Impulsoperator = —ihV fiir den kanonischen Impuls (also die zur Ortsvariable
kanonisch konjugierte Variable) steht, und 7 = —eA/c ist der kinetische Impuls mv. Im
Folgenden betrachten wir den einfachen Fall eines konstanten Magnetfeldes B. Aulerdem
verschwinde das elektrische Potenzial ®. Das Vektorpotenzial ist dann

A= ——(¥x B), (1.85)
denn es erfiillt die beiden Bedingungen V-A=0und Vx A=B , Wie wir nun zeigen.
Die Komponenten von A sind

A; = —%eijkijk.
Damit ist o 1
V-A= —é&-eijkijk =0 (1.86)
und o ] 1
(VxA), = —aeijkﬁjeklmxle = §Bi -2=DB,. (1.87)

Wir summieren hier immer iiber doppelt auftretende Indizes, ohne explizit das Summen-
zeichen zu schreiben. Die beiden A-abhéngigen Terme in (1.84) werden zu

1 1 5= 1

A2 = Zeijkijkeilmxle == Z_QBQ — Z(f 5)2 (188)
und
'h 'h 15 2

Wenn wir die z-Achse parallel zum Magnetfeld legen, vereinfacht sich der Ausdruck fiir
A? 7u

1
A% = ZBz(:L’2 + %) . (1.90)
Der Hamiltonoperator ist dann
. h? e?B e =
H=—-—V? *+y)——B-L. 1.91
2m 8m02( ) 2me (1.91)



Der dritte Term liefert einen Beitrag zum Paramagnetismus, der zweite Term den
Diamagnetismus. Wir betrachten zunéchst den dritten Term. Er hat die Form

B

Sv

mit e 2
h=—1". 1.92
m 2me ( )

Dieser Ausdruck fiir das magnetische Dipolmoment des geladenen Teilchens entspricht
dem klassischen Ausdruck (1.60)

1 ;
= %/d%’ [F’ xj(f')} ,

der mit der Ersetzung

zu

wird. Der paramagnetische Beitrag zur Energie ist am niedrigsten, wenn das magnetische
Dipolmoment parallel zum Magnetfeld orientiert ist. Wenn das Teilchen zusétzlich zum
Bahndrehimpuls auch einen Spin hat, gibt es einen Zusatzterm

ge = AR
- 2" B.S
2me

zu (1.91), der in der nichtrelativistischen Quantenmechanik phédnomenologisch eingefiihrt
werden muss, und der sich aus der Dirac-Gleichung herleiten ldsst. Aus der Diracglei-
chung erhilt man g = 2, und die Quantenelektrodynamik erzeugt kleine Korrekturen zu
diesem Wert. (Bemerkung: die Spin-Bahn-Kopplung, die dann ebenfalls auftritt, haben
wir ignoriert.)

Um das Dipolmoment pro Volumeneinheit M zu bestimmen, sind noch einige Schrit-
te notig, die man erst mit Kenntnis der statistischen Physik vollziehen kann. Die Idee
ist folgende: Je nach Orientierung des Dipolmoments eines Atoms ist sein Beitrag zur
Energie des Systems verschieden. Wenn das Dipolmoment parallel zum Magnetfeld ist,
ist die Energie am niedrigsten. Die Energie hiangt von der Quantenzahl [, bzw S, ab. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit welche Quantenzahl und damit welche Energie angenommen
wird, héngt von der Temperatur des Systems und von der Stéarke des Magnetfelds ab.
Diese Rechnung kann mit Methoden der statistischen Physik durchgefiihrt werden. Wir
kénnen aber auch ohne Rechnung sofort schlielen, dass fiir schwaches Magnetfeld die
Magnetisierung M proportional zum Feld sein sollte, da fiir schwaches Feld der Energie-
unterschied zwischen den verschiedenen Orientierungen kaum zu spiiren ist und folglich
die Differenz zwischen der Zahl von Dipolen, die parallel bzw antiparallel zum Feld ori-
entiert sind, klein ist. Der lineare Term ist der fithrende Term in einer Taylorentwicklung
im Magnetfeld. Der Proportionalitatstaktor ist die Suszeptibilitét.

Der zweite Term in (1.91) hat das umgekehrte Vorzeichen. Er erhoht die Energie des
Teilchens. Bevor wir diesen Term diskutieren, schiatzen wir seine Groflenordnung relativ
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zum paramagnetischen Term ab. Die typische Gréflenordnung von z? + y? ist der Bohr-
Radius a zum Quadrat, und die GroBenordnung des Drehimpulses ist A. Damit ist das
Verhéltnis des zweiten und dritten Terms aus (1.91) gendhert durch

e?B%a*2mec  a®e

- = _"_"B=11x10"""B in Gau$.
8mc2ehB 4he % At

Diamagnetische Effekte sind also fiir im Atom gebundene Elektronen unter Laborbe-
dingungen kleiner als paramagnetische. Nur in Atomen, deren Gesamtbahndrehimpuls
und Gesamtspin verschwinden, wird der Diamagnetismus wichtig. Wir betrachten da-
her im Folgenden Atome oder Ionen mit abgeschlossenen Schalen, wie z.B. Helium und
die anderen Edelgase oder die Alkalihalide, im Grundzustand |0). In erster Ordnung
Storungstheorie verschiebt der diamagnetische Term die Grundzustandsenergie um den

Wert

QBQ )
1.
=0 O\Z 2 +y2))0) = 12ch O\Zr 0Y, (1.93)

wobei der Index ¢ die Elektronen des Atoms durchzahlt. Wegen der Kugelsymmetrie der
Wellenfunktion fiir abgeschlossene Schalen ist (0| >, 27(0) = (0] >, y2|0) = (0] >, 27]0) =
(1/3)(0] >, 72|0). Das durch das Feld induzierte magnetische Dipolmoment erhalten wir
durch folgende Uberlegung, die einen Zusammenhang zwischen der Energie und dem indu-
zierten Dipolmoment herstellt: Wir argumentieren klassisch und betrachten einen kleinen
Leiterring mit Radius a. Wenn in ihm der Strom [ flieit, betrdgt sein magnetisches Di-
polmoment nach Gleichung (1.60) m = I7a?/c. Das Induktionsgesetz besagt, dass das in
dem Ring erzeugte elektrische Feld gegeben ist durch

FE - 27ma = —lﬂa @
c dt
Wenn wir dies in den Ausdruck
dW = qFEdl

fiir die vom elektrischen Feld an den Ladungen des Leiters verrichtete Arbeit einsetzen,
erhalten wir

dw 1 dB dB
=qFv = FEI2ra = ——7ma’l— = —.
5 kv = ma=——ma ] =—m-
Wenn wir nun das Symbol E wieder fiir die Energle verwenden, erhalten wir dF = —mi-dB
und e )
1 € 2
J— - _ 0 210)B . 1.94
e =~ 35 = g O 0 (1.9

Das induzierte Dipolmoment ist proportional zum angelegten Feld, und der Proportiona-
litdtsfaktor ist die magnetische Suszeptibilitét.

Schliefflich diskutieren wir noch die quantenmechanischen Grundlagen des Ferroma-
gnetismus. Der Ferromagnetismus entsteht durch die Wechselwirkung zwischen den Spins
der Teilchen. Die naheliegende Annahme, dass hier die Dipol-Dipol-Wechselwirkung den
Hauptbeitrag liefert ist falsch. Die durch das Pauli-Prinzip und die Coulomb-Wechselwir-
kung entstehende Austauschwechselwirkung ist dominant und liefert (fiir zwei Spins) einen
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Beitrag —J 5’1 . 52 zur Energie, wobei J eine Kopplungskonstante ist. Da dieser Term eine
parallele Ausrichtung der Spins bevorzugt, kann man sich vorstellen, dass bei geniigend tie-
fen Temperaturen die Spins des Materials vorzugsweise parallel zueinander sind, auch ohne
ein aufleres Magnetfeld. Das einfachste Modell, dass diesen Phaseniibergang beschreibt, ist
das Ising-Modell, das in der statistischen Physik oder einer spéteren Vorlesung behandelt
wird. Im folgenden wiederholen wir die Entstehung der Austauschwechselwirkung.

Wir betrachten zwei Elektronen, z.B. in einem Atom oder Molekiil. Solange wir die
Coulomb-Wechselwirkung zwischen ihnen vernachldssigen, konnen ihre Eigenzusténde
und Energieeigenwerte unabhéngig berechnet werden. Da die Teilchen ununterscheidbar
sind, ist der Ortsanteil ihrer gemeinsamen Wellenfunktion gegeben durch

1

V2

wobei das Vorzeichen von der Symmetrie des Spinanteils abhéngt, der hier nicht hinge-
schrieben wurde. Die Energieverschiebung durch die Coulombwechselwirkung ist in erster
Ordnung Storungstheorie

P(71,7) (P1(71)1h2(75) £ ba (1)1 (72))

2

(&
AE = <¢|m|¢)
2
= 5 [ [Pl ) ) P
_ / dr, / A rafupn (74) Plba (P2) |2/ |71 — 7
Le? / &y / Bt (7)o (Fo) o (Fa () /|71 — T
= A+B. (1.95)

Die niedrigere Energie liegt vor, wenn die beiden Spins parallel sind und der Ortsanteil
folglich antisymmetrisch ist.
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Kapitel 2

Die Maxwell-Gleichungen und
elektromagnetische Wellen

2.1 Maxwellgleichungen im materiegefiillten Raum

Die Maxwellgleichungen im materiegefiillten Raum lauten

V-D = 4mp (2.1)
Lo 108

E = ——— 2.2
VX c Ot (2:2)
V-B =0 (2.3)

= — 47 - 1 65
VxH = —j+-—— 2.4
8 ¢’ * c Ot (24)

Fiir Medien mit linearer Antwort gilt:

D =¢E, B =puH, j:g~E (2.5)

Gegeniiber den Maxwell-Gleichungen im Vakuum haben wir in der ersten und vierten
Gleichung E und B durch D und H ersetzt, so wie wir uns das im vorigen Kapitel erarbei-
tet haben. Der letzte Term der vierten Maxwell-Gleichung (2.4) kam in der Magnetosta-
tik im materiegefiillten Raum nicht vor, und wir miissen im Folgenden noch begriinden,
warum wir auch hier £ durch D ersetzt haben. Wir beginnen mit der Kontinuititsglei-
chung und formen sie mit Hilfe der ersten Maxwellgleichung identisch um:

- = _ Yo 9
V- Y (2.6)
4T - o - - - - 185
—_—

Diese Gleichung erhalten wir auch, wenn wir die Divergenz der vierten Maxwell-Gleichung
bilden. Wenn dort im letzten Term ein E statt D stiinde, héatten wir einen Widerspruch.
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Anschaulich ist der letzte Term der vierten Gleichung der ,, Verschiebungsstrom*: dort,
wo der Stromfluss endet (z.B. auf Kondensatorplatten), baut sich Ladung auf und damit
ein elektrisches Feld. Ein zeitlich verédnderliches elektrisches Feld verursacht ebenso wie
flieBender Strom ein Magnetfeld.

2.2 Potenziale und Eichungen

Die Potenziale ¢ und A sind nicht eindeutig, sondern wir haben die Freiheit, die Fichung
zu wéhlen. In diesem Abschnitt machen wir die Rechnungen im Vakuum, also fiir € =
pw=1und H = B und D = E. Wir haben

V-B=0=34A:VxA=8 (2.8)

Der Beweis von rechts nach links ist einfach: wenn B = rotA ist, dann ist V-B=0.
Den Beweis von links nach rechts haben wir in der Magnetostatik dadurch gefiihrt, dass
wir einen expliziten Ausdruck (1.59) fiir A geliefert haben. Im allgemeinen Fall geht der
Beweis so: Wir definieren einen antisymmetrischen Tensor

0 By —B
B=|-B, 0 B (2.9)
By —-By 0

und verbinden Punkte im betrachteten Gebiet durch gerade Wege mit dem Ursprung
7o = 0. Der Weg zum Punkt 7 wird also beschrieben durch 7(¢) = ¢7 mit ¢ € [0, 1]. Dann
ist

A(F) = — /0 dtB(F(t)) - 7(t), denn (2.10)

(6 X A“)l (7) = 9pAs(7) — B3 As(7)

At [05(By;T;) — Da(Bs,;))

1
dtt [—8383.1’1 -+ 8381373 —+ 32313:2 — 8282.1’1]

1
dtt|: — T (8333 + 8232) +231 + (ZL‘383 + ZL‘Q@Q) Bl]
~—_————

—01B1

1
= /dtt[231+(77‘6)31}
0

I
o— — —

— /01 dt% [231(?@))} = B,(7) (2.11)

In der zweiten Zeile dieser Rechnung ist die Summation iiber den doppelt auftretenden
Index j impliziert.
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Nun besteht eine gewisse Freiheit in der Wahl von A: Wir addieren zu A den Gradi-
enten einer skalaren Funktion y:

S

A= A+

<
g <

=B = X

Das Vektorpotenzial A kann ebenso gut verwendet werden wie das Vektorpotenzial A.
Als néchstes bestimmen wir das elektrische Potenzial ®, das in der Elektrodynamik

eine kompliziertere Beziehung erfiillt als in der Elektrostatik. Wir setzen die Beziehung

—

B=VxA (2.14)

in die zweite Maxwell-Gleichung (Gl. 2.2) ein:

- — ]. a = — — — ]_ a -
Dies bedeutet, dass es ein & gibt mit:
E4+-—A=-Vo. 2.16
i c Ot v (2.16)

Denn ganz allgemein gilt fiir ein Vektorfeld Fmit VxF = 0, dass F sich ausdriicken
lasst durch F' = V& mit

O(F) = [ dFF () (2.17)
0
Die Begriindung hierfiir ist folgende: Aus VxF=0 folgt ¢ F.-d5=0 ldngs eines
geschlossenen Weges.

= / dFﬁ—/ A7 F =0 = & ist unabhéngig vom Weg. (2.18)
NP
Weg 1 Weg 2

Wir driicken nun die Maxwell-Gleichungen durch ® und A aus:

Lo L/ 10 -
V.- E=4rp= V- (V‘P + E%A) = —4mp (2.19)
10 /o =
AD+ - (V-A) — _4rg (2.20)
= — 1 8 — 471'—,»

1-.0d 1024  4dr-

_— = — 2.22
Jrc 6t+02 ot? c‘] ( )



L 1924 (= - 100 47 5
AA— —— — A+ —— | =——j 2.2
c? Ot? V(V Jrc@t) ¢’ (2:23)

Statt vier gekoppelten parziellen Differenzialgleichungen erster Ordnung hat man jetzt
zwei gekoppelte inhomogene parzielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung.

Da die Potenziale nicht eindeutig sind, hat man die Freiheit, eine Fichung zu wihlen:
die Maxwell-Gleichungen bleiben invariant unter der Transformation

A— A= A+ VA7 1) (2.24)
10
P =0 — - A7 2.2
— 5 AT E) (2.25)

Wir diskutieren im Folgenden zwei haufig verwendete Eichungen:

Lorentz-Eichung: Mit der Wahl

L 100
VoA oS =0 (2.26)

wird Gleichung (2.20) zu (schreibe jetzt A, ® statt A’, ®'):

P i (2.27)
c? ot?
und Gleichung (2.23) zu
2
AA - C—IQ%A’ = —4%} (2.28)
Diese Wahl hat den Vorteil, dass die Gleichungen fiir & und A nun entkoppelt sind.
Die Eichtransformation stellt folgende Bedingung an A:

1 92 L. 10
AN = oA = (v A+ E&‘p) (2.29)

Dies ist ebenso wie die beiden Gleichungen davor eine inhomogene Wellengleichung. Der-
artige Gleichungen 16st man mit der Methode der Greenschen Funktionenen (siehe spéter).

Coulomb-Eichung: Mit der Wahl VA = 0, die fiir A die Bedingung V-A+AAN =0
impliziert, wird Gleichung (2.20) zu

AD = —47p (2.30)
und Gleichung (2.23) zu
- 1PA 4r- 1500
A-———=——j+-V—
c? ot? ¢’ * cV ot

Dies léasst sich vereinfachen durch Einfiihren der transversalen und longitudinalen
Komponente von j:

(2.31)
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j o= Jo+tj  mit (2.32)
Vxj, = 0 und (2.33)

—

V-j = 0. (2.34)

Diese Komponenten bestimmen wir durch folgende Rechnung:

- J(7 )
— ——A Ays 2.35
9 /7 b (239
denn A| 'F’| = 475 (F — )
1 = = j("jvt) 3,./ = = /j(f"t) 3,/
= — d -V : d
4W{VXVX/|F—F’| r V-V 77 r
ﬁ/f’(—r t) \VA 1 43
TR
= ﬁ/jOﬂ t) 3.0
= -V 7|F—f"| d°r" (part. Int.)
= 8Q<7_j7t) 3,1
= K L.
V/ 5 |7’— |d (Kont.gl.)
- 0D
-V
1 |- - it 5 ,\ 0P
_ 1 o® 9.
4W{VX<VX/|F_F,|C1T +V (2.36)
- 547 (2.37)
Damit wird Gleichung (2.23) zu
1 62 471'—)

Im Fall verschwindender Strom- und Ladungsdichte o = 0 und j: 0 ist

AP = 0 und (2.39)

S 10?7 2
AA— A = 2.4
c? Ot? 0 (2.40)

Die zweite Gleichung ist eine homogene Wellengleichung. Die erste Gleichung ist eine
Laplace-Gleichung. Fiir Lorentzeichung erfiillt auch ® eine homogene Wellengleichung.
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2.3 Energie- und Impulserhaltung

Auch in der Elektrodynamik gilt Energie- und Impulserhaltung. Wir leiten zunéchst aus
den Maxwell-Gleichungen den Poyntingschen Satz her:

(GL.2.2)- (—H)+ (ClL 24)- E =

— — — 471'—» — 1 — 8D — aé
E-(Vxd)-f-(VxE) = Zj Ba- (B0
8 % ¢’ * c ( ot ot )
L dr- o . 9D . OB
Ve (Exd) = ZjBE+- (B4l S0 24
8 ¢’ * c ( ot ot ) (241)
Fiir den Ubergang zur letzten Zeile braucht man folgende Nebenrechnung:
ﬁ . (E X ﬁ) = 8i5ijkEij = gijk (6,E]) Hk + 5ijkEj (asz)
= —Eja?ijkain + Hkskij&-Ej = —E . (ﬁ X ﬁ) + ﬁ (ﬁ X E)
Eine kleine Umformung von (2.41) gibt den Poyntingschen Satz:
v.(E H) B — |- =24+ H. 22
47rv ( % + 47T< ot + 8t>
B=cB,B=pil
=GR
= ———|(E-D+H-B 2.42
8 Ot + ( )

Um die Bedeutung dieser Gleichung zu erkennen, interpretieren wir die einzelnen Terme
von (2.42) nacheinander.

° j E: Die vom Feld an der elektrischen Stromdichte pro Zeiteinheit geleistete Arbeit.
Wir machen uns dies anhand von zwei Beispielen klar.

— Fall eines Ohmschen Drahtes:

j=0E = /J-Ed?’r:/aE?d?’r

~—~ ~—~
Drahtquerschnitt Drahtstiicklinge
U\? U?
= oFl(—) =—==1IR 2.43
ot () =5 (2.43)

Dies ist die Ohmsche Leistung.
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— Arbeit an geladenem Teilchen im elektromagnetischen Feld:

—_

Kraft: F = ¢ <E + -7 X E) (2.44)
c

verrichtete Arbeit

- E=7-E 2.45
Zoit v J (2.45)

=F.7

. % (E D+ H- é) : Energiedichte des elektomagnetischen Feldes.

Dies begriinden wir fiir das elektrische und magnetische Feld getrennt:
— Elektrisches Feld:
Hier konnte man die Rechnung aus der Theorie I Vorlesung wiederholen, aber

mit V- D = 4mp. Wir wihlen an dieser Stelle eine alternative Begriindung und
betrachten hierzu einen Kondensator:

F
€«

[

I

Die zum Laden des Kondensators notige Arbeit ist

Yo F U Fd [ FdDE DE
/ UdQ = o / UdD = T / EdD = = 1% (2.46)
0 0 0

T T 8T 8

— Magnetisches Feld:
Im Skript zur Theorie I Vorlesung befindet sich eine allgemeine Herleitung f7r
die Magnetostatik, in der man an der richtigen Stelle B durch H ersetzen muss.
Wir stellen hier eine alternative Begriindung vor und berechnen die magneti-
sche Feldenergie einer Spule mit n Windungen pro Langeneinheit:

ey

l
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Die zum Aufbau des Magnetfeldes notige Spannung ist nach dem Induktions-
gesetz

1 de 1 dB
—nlF— 2.4
c dt cnl dt (2.47)

Das Magnetfeld in der Spule ist

H=—nl (aus V x H = —) (2.48)
c c

Damit ist die beim Aufbau des Magnetfeldes geleistete Arbeit:

o dB ¢ Vot 1
U-I1dt = -nlF -—Hdt = — HdB = —H B,V (2.49
/0 n dt 4mn 4dr gr 00 (249)

.

nennt man den Poynting- Vektor und interpretiert ihn als Energiestromdichte. Dies
wird klar, wenn wir die Gleichung (2.42) insgesamt betrachten.

Insgesamt ist Gleichung (2.42) eine Kontinuitatsgleichung mit Dissipation:

o (1 S -
E-D+1-B) .3 . E
(g EBeaR))- TS
~- < Wegtransport von Dissipation von Energie
Abnabn@ der Energie durch das (Umwandlung  in  eine
Energiedichte Feld andere Energieform)
des Feldes

(2.51)
Diese Gleichung beschreibt also die Energieerhaltung in der Elektrodynamik.

Auch die Impulserhaltung konnen wir aus den Maxwellgleichungen ablesen. Es gibt
zwei Beitrage zum Impuls, ndmlich den Impuls sich bewegender Ladungen und den Impuls
des elektromagnetischen Feldes.

Wir beginnen mit der Lorentzkraftdichte f und der daraus resultierenden Kraft F:

F=-Pon = / (7 d*r = / (gE +72x B) & (2.52)
dt v v c

31



Wir driicken nun die Ladungs- und Stromdichte durch die Felder aus:

1. 2.1 =—V-D
(GL21) = o=V
> c (= - 10D
1. 2.4 = et
(G ) = 47T<VX c@t)
d 5 1 s _ o\ = 10D 4\
> — Prcar = EV<E(V D>+ xH)x —Eax3>dr

—cVxE

Im Vakuum ist ¢ = g = 1, und wir konnen dies weiter umformen zu

S(Byw+— | E Bd3> _ —/K E)E ( -B)B
dt( h+47rc v x " Am [y Vv Vv

~~
c% fV Sd?’T‘EPfeld

+<§x§>x§+(§xﬁ)xﬁ]d3r

Dies bedeutet

d /> = 0
T Pmec Pe): —Edg
it (P + Prar), = [ 5 T

mit dem Maxwellschen Spannungstensor

1 1 —, —,

Dies ist eine Kontinuitétsgleichung fiir die Komponenten des Impulses.
Die zu den Umformungen nétige Nebenrechnung ist

(V-E)E+ (Vx E) x E]
(@»Ej) E; + Eijk (5jlmalEm) Ey
= FE0;E; + Ey €ijicjim OB,
——
Ok10im — OkmOi it klim # j

1

1 _,
= 0 (EE] — 5csijEQ)

2
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2.4 Ebene Wellen in nichtleitenden Medien

Wir befassen uns im Folgenden mit elektromagnetischen Wellen. In diesem Unterkapitel
betrachten wir ein Medium mit konstantem e und p. Das Medium sei nichtleitend und
ungeladen, also p = 0 und 7 = 0. Die Maxwell-Gleichungen reduzieren sich dann auf

V-E=0 V-B=0 (2.59)
und - .,
. .  10B - E

Guxio_t98 g gkl (2.60)

c Ot ¢ Ot

Aus den letzten beiden Gleichungen gewinnen wir Gleichungen fiir E allein und fiir B
allein:

Vx (VxE) = VX T T e
= V. (V-E)-AE = —AE

Mit den Definitionen v = £ (Phasengeschwindigkeit) und n = ,/épz (Brechungsindex)
erhalten wir daraus die folgende Wellengleichung fiir das elektrische Feld

L 1 0E
AE ————=0. 2.61
v2 Ot? ( )
Ganz analog erhalten wir
. 10°B
AB - ———=0. 2.62
v2 Ot? 0 (2.62)

Wir betrachten das Medium als unendlich ausgedehnt. Dann sind ebene Wellen Lésungen
der Wellengleichung. Andere Losungen lassen sich durch die Uberlagerung ebener Wellen
konstruieren. Um die Eigenschaften der ebenen Wellen zu bestimmen, beginnen wir mit

dem Ansatz B o
E(7 t) = Byel(Fr=1) (2.63)

Genaugenommen ist das elektrische Feld der Realteil dieses Ausdrucks. Aber da es sich
mit komplexen Grofien leichter rechnet, bleiben wir bei diesem Ausdruck, behalten aber
im Hinterkopf, dass wir zur Ermittlung des tatséchlichen Felds am Ende den Realteil
nehmen miissen. FEingesetzt in die Wellengleichung erhalten wir

2
—IPEy 4+ Fy=0
v
und daraus den Zusammenhang zwischen k£ und w:

k= (2.64)

w
[
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AusV-E =0 folgt k-Ey= 0, und analog fiir das magnetische Feld. Dies bedeutet, dass k
auf beide Felder senkrecht steht, d.h. ebene elektromagnetische Wellen sind Transversal-
wellen. Der Zusammenhang zwischen dem elektischen und magnetischen Feld ergibt sich
iiber die Rechnung

—

- - 108 . W = -, nk -
VXE:_ZEjZkXEO:?BOjBO:?XEO- (265)
Die beiden Felder stehen senkrecht aufeinander.

Der Poynting-Vektor einer ebenen Welle ist

. L L L 2
S=CFxfi=-"FExpf="""p (cos(k-F—wt>) iy (2.66)
4T AT Amp ok

gibt % bei Mittelung

iiber die Zeit

2.5 Frequenzabhingigkeit von ¢(w) und o(w)

Die einfache Annahme des letzten Unterkapitels, dass € konstant ist, ldsst sich im Allge-
meinen nicht aufrecht erhalten. Um dies zu sehen, betrachten wir ein einfaches Modell aus
voneinander unabhéngigen polarisierbaren Atomen oder Molekiilen. Auflerdem erlauben
wir, dass es freie Ladungstréger gibt, d.h. dass das Material leitfahig ist. Wir setzen u = 1.

Das einfachste Modell einer polarisierbaren Ladungsverteilung ist eine Masse m der
Ladung ¢ in einem harmonischem Potenzial:

m<£é+ VZ +w§f) — qE(T,1) (2.67)
~—~
Dampfung

Der dritte Term auf der linken Seite beschreibt das harmonische Potenzial, das eine
Riickstellkraft proportional zur Auslenkung verursacht. Das elektrische Feld kommt von
einer auf das Material fallenden elektromagnetischen Welle und hat daher die zeitliche
Form E = Eye™™!. Also machen wir fiir # den Ansatz # = e ™'. Einsetzen in (2.67)
und Auflésen nach 7y ergibt

- qEo
To=— (2= — ) (2.68)

Das molekulare Dipolmoment ist dann

2 —
. L q Ey
— =21 2.69
b=t mwi —w? —iwy’ (2.69)
und die molekulare Polarisierbarkeit ist
2
ool 4 (2.70)



Der Real- und Imaginérteil von « sind

Rea(w) = Q_Q wp = W’
m (wg — w2)2 + w2y?
2
ma(w) = L= et . (2.71)
m(wf — w?)” + wy?

Je grofler der Imaginérteil ist, desto grofler ist die Phasenverschiebung zwischen dem elek-
trischen Feld und dem durch das Feld induzierten Dipolmoment. Diese Phasenverschie-
bung wird durch den Dampfungsterm in (2.67) verursacht. Dieser Term kommt daher, dass
das Molekiil die absorbierte Strahlungsenergie in anderer Form wieder abgibt (isotrope
Strahlung,...). Mit der Beziehung (1.25) erhalten wir daraus die Dielektrizitétskonstante

47Tq2 f
-1 N J 2.72
ew) T ~~ Z wi — w? — iwy; (2.72)
Molekil- 7 B
Dichte Summe iiber schwingungsfidhige
Systeme

Hierbei haben wir angenommen, dass ein Molekiil je f; schwingungsféhige Systeme der
Sorte j hat, ndmlich die verschiedenen Arten von Elektronen, die jeweils ihre eigene
Déampfungskonstante und Eigenfrequenz haben. Die Gesamtzahl der schwingungsfahigen
Systeme ist Z, also

> =2 (2.73)

f; heifit auch , Oszillatorstérke®.
Im Folgenden betrachten wir getrennt den Grenzfall kleiner und grofier Frequenzen.
e Kleine Frequenzen w — 0

Wir unterscheiden zwischen Isolatoren und Leitern:

1. Isolator: Es sind alle w; # 0, und es gibt keine freien Ladungen.

= lim e(w) = g ist endlich

w—0
2. Leiter: Es gibt ein w; = 0, dazu gehoren die Konstanten ~y, fo. Nun erhalten

WIT 9
q° fo

e(w)= g +il4TN——F——
—~— mw (Yo — iw)

(2.74)
Beitrag aller
Wy 7& 0

Der zweite Term divergiert im Grenzfall w — 0. Dies ist fiir einen Leiter an-

schaulich klar: das Feld bewegt die Ladungen iiber makroskopische Entfer-
nungen. Das Bild eines schwingungsfidhigen Systems bricht damit fiir die frei
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beweglichen Ladungen (also den Beitrag j = 0) fiir kleine Frequenzen zusam-
men, und wir sollten stattdessen die Leitfihigkeit des Materials bestimmen. Zu
diesem Zweck gehen wir zuriick zur Gleichung (2.67) und setzen dort wy = 0

und ¥ = —iwi: .
- - qF 5
J=Nfogi= fyN¢—————~ =0oF (2.75)
m (Yo — iw)
Daraus erhalten wir eine frequenzabhéngige Leitfahigkeit
N 2
o(w) = —JoNa__ (2.76)
m (Yo — iw)

Dies ist das sogenannte Drude-Modell. Die Leitfahigkeit wird bei kleinen Fre-
quenzen fast reell. Strom und Feld sind dann in Phase.

e Hohe Frequenzen w > wj,v;: Der Term w? im Nenner von (2.72) dominiert, und
alle Ladungen verhalten sich wie freie Ladungen. Wir erhalten den vereinfachten

Ausdruck , )
1 [47Ngq Wy
s(w)Nl—E[ — ij}ﬂ—ﬁ (2.77)
mit der Plasmafrequenz
NZq?
wy =2y 2L (2.78)

m

Fiir w < w, wird € negativ und n bzw. v imaginér. Dies bedeutet, dass die Wellen-
amplitude exponenziell abklingt, wenn eine ebene Welle auf das Medium trifft. Die Welle
wird dann reflektiert.

2.6 Ebene Wellen in leitenden und dissipativen Me-
dien

Nachdem wir einen Ausdruck fiir eine frequenzabhéngige Dielektriztéitskonstante bestimmt
haben, betrachten wir nun ebene Wellen in solchen Medien. Auflerdem erlauben wir, dass
das Medium auch leitfahig ist. Wir beginnen also mit den Beziehungen

D=e¢E B=pH j=0F. (2.79)

Fiir eine ebene Welle haben wir aulerdem die Beziehungen
E = Byei(kr=wt) B _ B eilkrwt) (2.80)
Die Ladungsdichte schwingt mit dem elektrischen Feld,
o = ge!(F=t) (2.81)
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Mit diesem Ansatz werden die Maxwell-Gleichungen zu
'ia&])]g . EO = 47'('5 ’l]; X EO = Eg@
c

1 — — 1 —
. BO =0 —ik X BQ = — (471'0' — ’iWEQ) E(] (282)
1 c

B!

Wir betrachten nun hauptséchlich den Fall p = 0 und untersuchen den Fall p # 0 nur fiir
eine spezielle Situation.

1. Fall p = 0:

Es ist k - EO = 0, und die drei Vektoren E, EO, éo bilden ein kartesisches Dreibein.
Wir berechnen den Zusammenhang zwischen w und k wie vorher:

Kxkx By=—kEy= 2k x By = -2t (4no — iweo) B, . (2.83)
c cc
Also ist "
= 2=k (weg + idmo) = ala=ly S IRSULA Iy (2.84)
c? c? WeQ

Wir unterscheiden nun zwischen Isolatoren und Leitern:

(a) Isolator,o = 0: = k = 2,/ugo = 2 Ob g und damit v reell ist, hingt davon
ab, ob die Frequenz w in der Nihe einer der Resonanzen wy ist. Wenn w weit
weg von den wj ist, ist g praktisch reell. In der Ndhe von ,,Resonanzen® w = w;
ist der Realteil von £ nicht mehr so dominant, und wir schreiben

= UEY =N + 1K
mit dem Extinktionskoeffizienten k. Die ebene Welle hat dan die Form
pilka—wt) _ giw(nE—t) =rre (2.85)
Dies ist eine gedampfte Welle.
(b) Leiter,o # 0: Wir haben den vollen Ausdruck

w . c
k= Z\//L&?Q <1 + z47rw—€0) (2.86)

Dies bedeutet, dass es auch weit weg von den Resonanzen geddmpfte Wel-
len gibt, bei guten Leitern sogar bis zu sehr hohen Frequenzen. Bei hoher

Leitfahigkeit ndhern wir
14
U+ forown. (2.87)

k ~ f\/,m'47m'/u1 =
c c
Die Eindringtiefe der Welle in den Leiter ist dann die ,,Skintiefe®
. L c
“Im k \ropw

Die Stromverdrangung aus Leitern bei hohen Frequenzen nennt man den Ski-
neffekt.

(2.88)
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2. Fall o # 0:
Interessant ist der Spezialfall

Ao —iweg =0 =k x By=0 (2.89)
:l>B():0 S kxEy=0 =5 |k (2.90)

= es gibt rein elektrische Schwingungen, und zwar Longitudinalwellen.

Wir bestimmen die Frequenz, bei der dies passiert. Wir hatten oben fiir einen Leiter
die Ausdriicke (2.74) und (2.76), aus denen

4
e=ggt 2 (2.91)
resultiert. Dies bedeutet, dass in unserem Spezialfall € = 0 gilt.
Auflerdem hatten wir
w2
e=1- w—g fir w > wy,wp, . (2.92)

= dieser Effekt passiert bei der Plasmafrequenz.

2.7 Hohlleiter und Hohlraumresonatoren

Wir betrachten nun elektromagnetische Wellen in einem durch einen Leiter begrenzten
Raum. Wir wéhlen einen zylinderférmigen Metallkorper, der also iiberall den gleichen
Querschnitt hat. Wenn er an den Enden geschlossen ist, ist er ein Hohlraumresonator,
wenn er an den Enden offen ist, ist er ein Hohlleiter oder Wellenleiter. Der Zylinder
sei mit einem Material gefiillt, dass durch die Konstanten ¢ und g charakterisiert ist.
Die Oberflache des Zylinders sei ein idealer Leiter. Wir setzen wieder zeitlich periodische
Felder an,

E(Ft) = e ™E,
B(ft) = e ™B(F). (2.93)

Ab hier meinen wir mit E den zeitunabhéingigen Faktor E(7) und mit B entsprechend
B(7), wenn es nicht anders spezifiziert wird.
Die Maxwell-Gleichungen und die Wellengleichungen im Inneren des Zylinders sind

— —

ﬁﬁ
X

=0
:%é AE + pes E
e“F .

0
B - 2.94
V X B = —iue AB + e 0 ( )
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Wegen der Translationsinvarianz in z-Richtung machen wir den Ansatz

B = Eay)e

B(F) = B(z,y)e*™ (2.95)
Im Hohlraumleiter haben wir laufende Wellen ¢*** oder e~**?* und im Hohlraumresonator
stehende Wellen e** £ e~*** Entsprechend zerlegen wir den Laplace-Operator in einen
transversalen Anteil und einen z-abhingigen Anteil:

V?=V;+V?
mit o o
2 [ —_—

Vi = Ox? + oy?’

Dies fithrt auf die Gleichungen

2
(V? + uei—Q — k2) E(x,y)eft—#t =

2
(Vf + u&t% - k2) B(z,y)ef*"t = ( (2.96)

Diese Gleichungen gelten natiirlich genauso ohne den Faktor e*#*—it,

Nun zerlegen wir auch dle Felder in die Komponenten senkrecht und parallel zur z-
Rlchtung E=EFE, + E, und B = B, + B.. Die folgenden Umformungen dienen dem Ziel,
E, und B, durch E, und B, auszudriicken. Damit wird gezeigt, dass die transversalen
Feldkomponenten durch die longitudinalen vollsténdig bestimmt sind.

Wenn wir die Maxwell-Gleichung V xE = Z“’B in ihren transversalen und longitudi-
nalen Anteil zerlegen, erhalten wir

W =

6t X Et = —B, und
C
Vz X Et + Vt X Ez = ?Bt . (297)

Wir benotigen nachher den folgenden Ausdruck, den wir aus der letzten Gleichung be-
kommen:

V.x 2B, = Vv, <ﬁz : Et> +V, (ﬁz : E) ~V2E, - (ﬁt : ﬁz) E
Cc N——
k2E,

= (OF _,
= ) + K’E;. 2.98
Vi ( B ) + t ( )
Wenn wir die Maxwell-Gleichung V x B = —%“,uz—:ﬁ in ihren transversalen und longi-

tudinalen Anteil zerlegen, erhalten wir
V, x B, = — ¥ B, (2.99)
c
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und

Vix B4V, x B, = — 2 jicE, (2.100)
— cC
' - = (O0F, )
_x (kQEt + V, ( )) sieche oben
w 0z
Also kénnen wir E, durch die longitudinalen Felder ausdriicken:
Et (Mgw—Q — kQ) = vt ( Z) + Zﬂvlj X Bz, (2101)
c 0z c

2 . .. . ..
und wenn pe¥y # k? ist, kénnen wir auflésen nach

~ 1 L OE, i B
B = [Vt 68; - % (e; X Vt) Bz] . (2.102)

Die Ausgangsgleichungen sind invariant, wenn E durch B und B durch —pz—:E ersetzt
wird. Also gelten auch alle weiteren Gleichungen mit dieser Ersetzung. Die Beziehung fiir
B, ist also

— 1 - 0B, iwep /, =
B, = e {vt =+ (ez X vt) E} . (2.103)

Die Transversalkomponenten werden aus den longitudinalen vollstdndig bestimmt.
Man bestimmt also die Losung der Maxwellgleichungen am einfachsten, indem man die
Wellengleichung fiir die longitudnalen Komponenten 16st und daraus die transversalen be-
stimmt. Um diese Losungen zu finden, ben6tigen wir noch die richtigen Randbedingungen.
Das elektrische Feld steht senkrecht auf die Leiteroberflache, weil in einem idealen Leiter
die Ladungen unendlich schnell flieen und daher immer im Gleichgewicht mit dem mo-
mentanen Feld sind. Also gilt die Beziehung der Elektrostatik, dass E] stetig ist. Ebenso
ist B, stetig an der Leiteroberfliche. Da die elektromagnetische Welle nicht in den Leiter
eindringt, verschwinden aber im Inneren des Leiters beide Felder. Die Randbedingungen
sind also (77 ist der Einheitsvektor senkrecht zur Leiteroberflache)

l

]l

=0
0. (2.104)

-

o~

=0 =
xE=0=

Ntij St
I

Sy

Wir formen die Randbedingung 7 - B, = 0 um in eine Randbedingung fiir B,, indem wir
Gleichung (2.103) mit @ multiplizieren. Dies gibt
- 0B
— 3 v z — 0
"V,
=ikn-ViB, = 0. (2.105)
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Fiir die erste Zeile benotigen wir folgende Nebenrechnung:

-1 - (@ X ﬁt) Ez = n- (ﬁt X Ez)
Oy E, —ny .
— i | —aE |= n |-VE=0. (2106
0 0

Der letzte Ausdruck ist die Anderung von E, lings der Oberfliche be festem z, und sie
verschwindet wegen der Randbedingung.
Also ist an der Oberfliche

0B,
on

=0. (2.107)

Man klassifiziert die Wellen im Hohlleiter je nachdem, welche Komponenten auftreten.

e Transversal magnetische (TM) Wellen:
B, = 0 iiberall im Inneren, £, = 0 an der Oberfléche.

e Transversal elektrische (TE) Wellen:

E. = 0 iiberall im Inneren, aa% = 0 an der Oberflache.

e TEM: E, = B, = 0. Dies geht aufgrund der Gleichungen (2.102) und (2.103) nur,

wenn

w2

_ 32
,uec—2 =k
ist. Die Wellengleichungen (2.96) werden dann zu

V2Brgm = 0. (2.109)

Diese drei Beziehungen sind dieselben wie fiir eine elektromagnetische Welle im
unbegrenzten Medium, die sich in z-Richtung ausbreitet. Derartige Wellen lassen
sich aber nicht mit einfachen Hohlleitern realisieren. Wir haben in der x — y-Ebene
eine Laplacegleichung fiir E. Diese kénnen wir 16sen mit dem Ansatz E = -V,
wobei @ an der Oberflache konstant sein muss. Dieses Randwertproblem hat ein
iiberall konstantes Potenzial als Losung, und damit verschwindet E. Damit eine
andere Losung als die triviale Losung E=0 moglich ist, ist eine zweite Oberflache
notig, auf der die Feldlinien enden, die auf der ersten Oberfliche starten (oder
umgekehrt). Zu diesem Zweck baut man Koaxialkabel.
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2.8 Beispiel 1: TM Wellen im zylinderférmigen Hohl-
leiter

Wir betrachten einen Hohlleiter in der Form eines Kreiszylinders mit Radius R. Die
Wellengleichung fiir die Komponente F, ist dann

2
(V? + 72) E.=0 mit der Abkiirzung ~? = ,uz—:w—2 — k2 (2.110)
c

Die Randbedingung an der Oberfliche ist £, = 0. Wegen B, = 0 sind die transversalen
Felder allein aus E, berechenbar. Es ist

— 1 —

B, = — (w&;f) <€Z X Vt> E, und
¥ c

— 1 —
Y

Damit ist ét = %e} X Et, d.h. die transversalen Felder stehen sekrecht aufeinander.
Fiir negatives +2 gibt es keine nichttriviale Losung, da E, dann im Wesentlichen eine
Exponenzialfunktion ist, und diese verschwindet nicht bei R. Wir rechnen also fiir positives
~? und gehen iiber zu Zylinderkoordinaten:
”? 10 1 02
<8@2 " 000 " 0% 0p?

Mit dem Ansatz E, = ¢™? f,,(0) mit ganzzahligem m reduziert sich dies auf

) E.(0,p) = —’E; (2.112)

0”2 10 , m?
— - — — | fm(0) =0. 2.113
(aQQvLQanL’V gz)f(g) ( )
Dies ist die Besselsche Differenzialgleichung, und folglich ist
= fm(0) = Jm(yme) (2.114)

mit der Besselfunktion J,,. Die Randbedingung lasst nur bestimmte -, zu: 7, R muss
eine Nullstelle der Besselfunktion J,,, sein. Wir schreiben also statt -,
xmn
R
wobel Z,,, die n-te Nullstelle der Besselfunktion .J,, ist. Die zugehorigen Frequenzen sind

Ymn =

Winn = . V2, + k2 wenn k vorgegeben ist, (2.115)

/J4E
und die Wellenzahlen sind

Emn = — Vi T HE— wenn w vorgegeben ist. (2.116)
c
Wellen mit w < m’ﬁ kénnen sich nicht ausbreiten, da k imaginédr wird.
Bemerkung: EM Wellen berechnet man ganz analog zu diesem Beispiel, aber

mit den Ersetzungen E— B , B— — pz—:E und der Randbedingung aa% |r = 0.
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2.9 Beispiel 2: TEM Wellen im Koaxialkabel

Der Radius des dufleren Zylinders ist Rs, der des inneren Zylinders R;. Fur TEM Wellen

hatten wir die Beziehung
w

k= /e (2.117)

Wegen B, = F, = 0 reduziert sich die zweite Maxwellgleichung dann auf
B = uze, x E. (2.118)

Wir bestimmen im Folgenden die Losung fiir E aus den beiden Beziehungen

—

ANE=0, E,=0. (2.119)
Diese Losung finden wir mit dem Ansatz
E = -V, e @) (2.120)

wobei Ay® = 0 ist und ® = @, 5 bei Ry 5.

Wir setzen 22 + y? = p* und machen den Ansatz ® = ®(p), weil die Randbedin-
gung von ¢ unabhéngig ist. Die Losung der Laplace-Gleichung fiir ® reduziert sich in
Zyinderkoordinaten auf die folgende Rechnung:

10 0P
= 9 <98_9> — 0 (2.121)
= ®(o) = Alno+B (2.122)
o — P
A= 11n&2 (2.123)
Ra
®yIn R, — B, In R
B— 21 ;nﬁln 2 (2.124)
Ra
_ A
= Eren = Eez,eﬂ(‘*)t*’“) (2.125)
5] A—» —i(wt—kz)
Brem = \/,uage@e (2.126)

Das Kabel iibertragt TEM Wellen beliebiger Frequenz mit der Geschwindigkeit des
Lichts im Dielektrikum.
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Kapitel 3

Das Feld vorgegebener Ladungs- und
Stromverteilungen

In diesem Kapitel berechnen wir das elektromagnetische Feld bei vorgegebenen Ladungen
und Strémen. Wir werden sehen, dass beschleunigte Ladungen Energie abstrahlen, und
wir werden als Anwendung den Hertzschen Dipol betrachten.

3.1 Zeitabhingige Greensfunktion

In der Elektrostatik hatten wir aus einer vorgegebenen Ladungsverteilung und einer vor-
gegebenen Randbedingung das elektrische Potential mit Hilfe der Greenschen Funktion
berechnet. In der Elektrodynamik gehen wir analog vor, aber nun mit einer Greenschen
Funktion, die auch von der Zeit abhéngt.

Zunichst wiederholen wir die wichtigen Schritte der Rechnung in der Elektrostatik:
Dort haben wir die Lésung von

V20 = —47p(7) (3.1)
mit Hilfe der Greenschen Funktion gesucht. Sie war definiert als Losung von
V2G(7, ) = —4md (7 — ), (3.2)
und damit war
o) = [ @G, (3.3)
Die Losung fiir die Greensfunktion war

G(7,7) = ! + F(7,7) (3.4)

s

wobei F'im betrachteten Volumen die Bedingung AF = 0 erfiillt und ansonsten noch
dafiir sorgt, dass die Randbedingungen erfiillt werden.

In der Elektrodynamik haben wir in Lorentz-Eichung nun statt (3.1) die folgenden
Gleichungen fiir die Potenziale A und ® (siehe (2.27) und (2.28)):
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S 10 47 -
ZA - _
v c? Ot? c? (36)

Dies sind vier Gleichungen der Form

1 0?0 .

Analog zur Definition (3.2) aus der Elektrostatik definieren wir die zeitabhingige
Greensfunktion iiber

(V2 - 0—125—;) G(7 t; 7, 1) = —4n&3(F — 7)o (t — /). (3.8)

Dann ist ndmlich
V(7 t) = /dgr’dt'G(F,t; 7 ) F(F ). (3.9)
Um die zeitabhéngige Greensfunktion zu bestimmen, gehen wir in den Fourierraum,
G(r ;7 t) = /OO d?’k:/oo dwg(E,w)eié(ﬂw)*w(t*t/) . (3.10)

Hier haben wir berticksichtigt, dass G nur von den Differenzen "—7" und t—t" abhéngt.
Die linke Seite von (3.8) wird dann zu

, 10 3 - 7 w? 2\ ik (F—)—iw(t—t')
\% T G= d°k dwg(k,w) c_Q_k e : (3.11)

Die rechte Seite léasst sich ebenfalls als Fourierintegral ausdriicken,

S =)ot —t) = @) / Z d*k Z dweF (P —iwlt=t) (3.12)
Also erhalten wir
g(Fyw) = 4%3;@% (3.13)
und
1 [ o0 2 o
G(r 67 t) = . 4’k N dw—— wQel’W—r Jmiw(=t) (3.14)

Bei der Ausfithrung dieses Integrals gibt es ein Problem. Der Integrand hat Pole bei
w = Fck. Wir 16sen dieses Problem durch einen Trick, dessen Bedeutung und Konsequen-
zen im Anschluss an die Rechnung ausfiihrlich diskutiert werden. Wir ersetzen w durch
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w + te und schicken am Ende ¢ — 0. Die Pole liegen nun bei w = +£ck — ie. Mit der
Notation R =7 — 7 und 7 =t — t' ergibt sich

ik-R—iwr

N 1 00 5 00 e

Dieses Integral wird mit Hilfe der Funktionentheorie durchgefiihrt. Bevor wir dies tun,
wiederholen wir kurz die wichtigsten Bausteine der Funktionentheorie:

e Eine Funktion f(z) heifit ,, holomorph*, wenn sie im betrachteten Teilgebiet G der
komplexen Ebene differenzierbar ist.

e Cauchyscher Integralsatz: Ist f(z) holomorph auf G und ist C eine einfache geschlos-
sene Kurve, so gilt

7{ f(z)dz=0. (3.16)
c
e Hat f(z) in einem Punkt zy einen Pol ersten Grades, dann heifit

Res,, f(z) = lim (z — z9) f(2) (3.17)

2—20
das ,Residuum® von f(z) in z.

e Residuensatz: Fiir einen geschlossenen Weg C' in einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet G mit singuldren Punkten a; ... a, innerhalb C gilt

jé f(2)dz = 2mi Y " Res,, f(2). (3.18)

Zur Ausfiithrung des Integrals (3.15) wihlen wir fiir 7 < 0 folgende geschlossene Kurve:

A w
C
Re w
> > >
([ [ )
—ck — ie ck —ie

Der Halbkreis befindet sich im Unendlichen, und das Integral iiber ihn verschwindet wegen
7 < 0. Also ist A _

oo d e—sz B e—ZwT d B O 3 19

. w_kz _ (w+;-€)2 - o ka _ (w+;-€)2 W = ) ( . )
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da es keine Pole in der oberen Halbebene gibt.

Fiir 7 > 0 wéhlen wir den Weg in der unteren Halbebene, damit das Integral {iber den

Halbkreis verschwindet:

Damit ist

00 efin 67iw7
dCUi.Q = % 7‘2(1(4)
/ o k2 @)  j2 i)

c

» efin efin
—271 (Resckigm + Rescki€m>

c? c?

5—1‘0 » _02€—ick7 CQ eickT
= —2m +

ck + ck ck + ck
2re

s sin (ckT)

und schliefllich zusammengefasst

(R — 0, 7<0 dh firt<?
(#.7) = 5o [5 Bk RED) g b, fiir £ > ¥

)

Wir formen um fiir ¢ > ¢:

o) 1
G(R,7) = E/ dkksin(clm')/ dy e*hy
0 —

T 1
2¢ ™ Qksin (ckr) sin (k)
= — mn mn
R ; S CRT)S
— ¢ = ik(ct—R) _ _ik(cT+R)
2rR /Oo dk (6 ‘ )

(6(ct — R) — d(cT + R))

(3.20)



Wenn wir 7 und R wieder durch die urspriinglichen Variablen ersetzen, erhalten wir

5 (t .~ "””‘)
G ;7 1) = |F—F|c (3.21)
0 (F’,t — \F—CF’I>
= O(F,t) = /d?’r’ T (3.22)
A =1 / d%’j@’t_ =) (3.23)
’ c |77 — 7| '

4

Man nennt ® und A ,, retardierte Potenziale “. Sie haben folgende Interpretation: Die
Ladungs- und Stromverteilung zur Zeit ¢’ am Ort 77 verursacht zur spéteren Zeit ¢ =
t'+ ‘F_—j' am Ort 7 ein Feld. Das Signal breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus.

Im statischen Grenzfall, wo ¢ nur von 7 abhéngt, ergibt sich das Ergebnis der Elek-
trostatik.

Es gibt eine zweite Klasse von Losungen, die man dadurch erhélt, dass man die Pole
statt in die untere in die obere Halbebene verschiebt. Dann ersetzt man w durch w — ie
statt durch w + 7, und man bekommt

o (t—1+ =)
G(rtrt) = - (3.24)
0 (F’,t+ 'F‘f‘)
O(r,t) = /d3r’ e (3.25)
} j‘(ﬁ,t+ 'F‘f')
A(rt) = /d3r’ T (3.26)

Dies sind die ,,avancierten Potenziale “. Diese Situation ergibt sich aus der retardierten Si-
tuation durch Umkehr der Zeitrichtung. Beide Losungen sind formal korrekt. Wenn man
nun die avancierten Losungen als ,unphysikalisch, weil die Kausalitdt verletzend® aus-
schlie3t, steckt man aufler den Maxwellgleichungen ein zweites Element in die E-Dynamik,
namlich ,,es treten nur die retardierten Losungen auf®.

Hier ergeben sich zwei Fragen:

1. Wie kommt es, dass es zwei wesensméflig verschiedene Klassen von Losungen gibt
(wobei eine Klasse die zeitumgekehrte andere Klasse ist)?
Die in der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik betrachteten Losungen
gehoren nédmlich alle zu einer Klasse: die zeitumgekehrte Version einer Losung ist
entweder identisch (Bsp: schwingendes Pendel) oder durch eine Symmetrietransfor-
mation im Raum erhéltlich (Bsp: nach rechts hiipfender Ball — nach links hiipfender
Ball (Raumspiegelung) ) oder durch eine andere Transformation auf eine Situati-
on derselben Klasse (Bsp: ¢ — 1% bei Zeitumkehr der Schrédingergleichung - ||
bleibt dabei gleich).
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2. Wie kommt es, dass nur die eine Klasse von Losungen in der Natur vorkommt?

Wir diskutieren diese beiden Fragen in den néchsten beiden Unterkapiteln.

3.2 Warum gibt es zwei qualitativ verschiedene Ar-
ten von LOosungen?

Um dies zu verstehen, beginnen wir mit einer Situation, in der es nur eine Klasse von
Losungen gibt und untersuchen, wann diese Losungen nicht mehr moglich sind:

Wir betrachten einen quaderférmigen Hohlraum mit leitender Oberfléche, der zunéchst
leer ist: Im Inneren gilt dann

1 2
<v2 — C_a_) d =0, (3.27)

und an der Oberfliache ist & = 0. Die Losung ist

¢ = sin (k) sin (kyy) sin (k. z) sin (wt — @) (3.28)
mit 5
ky = L—Wn ne €7 (3.29)

und ebenso fiir die anderen Komponenten. Zwischen den Komponenten gilt die Beziehung
2 2 ) W

km+ky+kz—§:0 (3.30)

Bei vorgegebener Anfangsbedingung im Raum ist die Losung eindeutig. Die zeitumgekehr-

te Losung gehort offensichtlich zur selben Klasse. Man erhélt sie ndmlich einfach durch

-, —

die Transformation w — —w oder (¢, k) — (—p, —k).
Jetzt setzen wir in den Hohlraum eine periodisch oszillierende Ladungsverteilung. Die
Gleichung fiir das Potenzial lautet dann

1 0 . :
(V2 — ?ﬁ) O, (7, t) = —4mo(7) sin (wt) (3.31)
Mit dem Ansatz @, = sin (wt)®(7) erhalten wir
2 | W
<V + g) O (1) = —dmo(7) (3.32)

Mit der Fouriertransformation ®(7) = > zsin(k,z)sin(kyy) sin(k.2)®; und o(7) =
> rsin(kyx) sin(kyy) sin(k.2)op erhalten wir die Gleichung

w2
(—k:2 + g) ¢ = —4mo;
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mit der Losung

(PE = 471-9];‘:2 s
k2 — <
die im Ortsraum die Form
D7) = 4r Y sin(k,) sin(hyy) sin(k:2) % (3.33)
i T2

annimmt. Summiert wird jeweils iiber die k-Vektoren mit k; = QL—’TnZ

Dieser speziellen Losung iiberlagert sind die vorher ermittelten homogenen Losungen.
Die Losung wird eindeutig, wenn die Anfangsbedingung fiir das Potenzial zur Zeit t,
vorgegeben ist. Diese Losung ist eine Summe von stehenden Wellen, wobei diejenigen
Wellen, deren Wellenzahl am néchsten bei w/c liegt, die grofite Amplitude haben. Diese
Losung ist invariant unter Zeitumkehr. Ein Problem mit dieser zeitumkehrinvarianten
Sorte von Losungen entsteht dann, wenn w? mit einem der k%c? iibereinstimmt. Dann
liegt eine Resonanz vor. Die Amplitude der entsprechenden Mode schaukelt sich immer
weiter auf, bis das Modell zusammenbricht und z.B. Energie im begrenzenden Leiter
dissipiert wird.

Da die k diskrete Werte sind, treten diese Resonanzen bei willkiirlicher Wahl von w
eigentlich nicht auf. Aber je grofier das Volumen wird (grofie L,, L,, L,), desto niher liegt
w bei einer Resonanz. Im unendlich groflen System bzw im freien Raum gibt es dann auf
jeden Fall eine Schwingungsmode, die mit der Schwingungsfrequenz der Ladungsvertei-
lung in Resonanz ist, und an die die oszillierende Ladungsverteilung folglich unbegrenzt
Energie abgibt. Dies ist der Grund dafiir, dass von der oszillierenden Ladungsverteilung
eine elektromagnetische Strahlung ausgesandt wird. Da der Raum unbegrenzt ist, kann
diese Strahlung sich nicht zu einer stehenden Welle aufbauen, sondern sie lduft immer
weiter von der Quelle weg.

Wir lernen aus dieser Uberlegung, dass der Limes ¢ — 0 und der Limes L — o
nicht vertauschen. Schickt man zuerst € nach Null, bekommt man stehende Wellen, deren
Amplitude fiir L — oo divergiert. Schickt man zuerst L nach Unendlich, weif das Feld
nichts von einem Rand, aber es sieht die ,Resonanz“, die in diesem Fall eine sich mit
w = ck ausbreitende Welle ermoglicht. Dies ist die retardierte Losung. Die avancierte
Losung entspricht einer anderen Randbedingung im Unendlichen: statt dass anfangs kein
Feld aulerhalb der Ladungsverteilung ist, entspricht die avancierte Losung einer aus dem
Unendlichen einlaufenden Welle, die an der Ladungsverteilung vollstéindig absorbiert wird.

Zusammengefasst: im Kontinuumslimes auftretende Resonanzen zwischen der Fre-
quenz der schwingenden Ladungsverteilung und einer Schwingungs-Mode des leeren Raum-
es sind die Ursache fiir die Instabilitdt der zeitumkehrinvarianten Losungen und das Auf-
treten der qualitativ neuen Arten von Losungen.

Statt die Pole von Anfang an in die untere Halbebene zu verschieben, kénnen wir die
retardierten Losungen auch auf die folgende plausible Art bekommen: Wir stellen uns vor,
dass die Ladungsverteilung langsam “eingeschaltet” wird von der Zeit t = —oo bis t = 0.
Wir haben dann in diesem Zeitintervall fiir die Fourierkomponente k die Gleichung
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1 9 i(k-r—(wti
<V2 G E) O = —dmop T (3.34)

Entsprechend machen wir fiir das Feld den Ansatz

— q)];: ei(k-?'_"—(w-f-i&‘)t) (335)

,w

r

4mor
= o = — i 3.36
o k2 + 5 (w+ ie)? (3-36)

Dies entspricht formal genau dem Ausdruck mit den verschobenen Polen. Dies gibt also
im Kontinuumslimes die retardierten Losungen.

Die avancierten Losungen erhélt man durch ein ,, Ausschalten® der Ladungsverteilung
von t = 0 bis £ = oo mit der Bedingung, dass bei ¢ = oo auch alle Felder verschwunden
sein sollen.

Nun haben wir erklart, dass Resonanzen im Kontinuumslimes die stationédre Klasse
von Losungen zerstoren und zwei neue Arten von Losungen auftreten. Als ndchstes miissen
wir iiberlegen, warum in der Natur nur die retardierten Losungen auftreten (sofern sich
dies aus etwas ,, Fundamentalerem® {iberhaupt ableiten l4sst).

3.3 Warum kommen in der Natur nur die retardieren
Losungen vor?

Hierzu miissen wir etwas weiter ausholen. Wir betrachten einen raumlich und zeitlich be-
grenzten Ausschnitt des Universums und ermitteln die Felder als Funktion der Ladungen
und der Randbedingungen. Die Randbedingungen umfassen die rdumlichen und zeitlichen
Réander: sie beinhalten die Anfangsbedingung zur Zeit ¢; und die Endbedingung zur Zeit
to im gesamten betrachteten Raum, und die Potenziale an der Oberflache (also am Rand
des betrachteten Raums) zu allen Zeiten € (¢,t2) ).

Dies ist die Verallgemeinerung von Randwertproblemen der Elektrostatik auf die Elek-
trodynamik. Zur Erinnerung wiederholen wir zunéchst kurz den Formalismus aus der
Elektrostatik. Aus dem Greenschen Theorem

/V B (B(F)AG(F — ) — G(F — 7) A D(7))

_ = 8G<F_ 7_’*) / 8(1)(7_1) - /
= %W ((I)(T) 5 dF 5 G(r—r)dF (3.37)
haben wir erhalten (mit G(7— ") = \FEM)
OPD(1) 9]
_ — > o\ 13, > &Y A= /
O(r) = ; o(F"G(r—7)d’r + g /av (G(r ) 5 O(r )aﬁ/G('r’ T )) dF
(3.38)
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So erhielten wir aus dem Potenzial an der Oberfliche und der Ladungsverteilung im
Inneren das Potenzial ®(7) im Inneren. Die Greensfunktion ist nun nicht eindeutig. Das
Ergebnis fiir ® ist dasselbe, wenn statt der Greensfunktion

1

=7

G(F — ) = (3.39)

eine andere Greensfunktion
1

77— 7|

G(r—r)= + F(r—7) mit AF=0 in V (3.40)
genommen wird.

Nun machen wir eine analoge Rechnung in der Elektrodynamik. Wir starten wieder
mit

/V B! (D7 VNG, 7 ) — GF 47 A A 1))

- / (Au(f',t')ﬁ'a(m; 7o) — G(F, 47 )V A7 )) as', (3.41)
oV
wobei dS’ ein gerichtetes Oberflichenelement ist und wir die Notation
A'=d %= pc (3.42)
verwendet haben. Die Greensfunktion muss die Gleichung
1 0 . ,,
<A’ - g@t’Q) G777, t) = —4rnd* (F — 7)o (t — t) (3.43)

erfiillen. Multiplikation mit A* und Integration iiber unseren raumzeitlichen Ausschnitt
gibt

& 1 0
3 S _ -
/tl dt'/vd r AR ) (A' — g@) G(rt; 7 t") = —4m A*(7)t) . (3.44)
Fiir die weitere Umformung beno6tigen wir folgende Nebenrechnung;:
t2 02 o | 2 9A* OG
dt’ A'— A — —
/t1 8t’2G 8t’G o Ju O oY
oG ~ _0AM"? 2 R AK
At — — de’
[ o~ Cov L * /t T

Wenn wir mit Hilfe von (3.41) den Ausdruck [;, A*A’Gd?r" in (3.44) ersetzen, erhalten
wir

AM(FE) = /t dt/d%’G AN )

47T62 / &' [GF 47, 1) 0,AM (7, ) — AM(F )0G(F, 7, )], (3.45)

t2
v [Car / (AR 1) A TG )] S
ov

o2



Diese Formel gilt mit jeder Funktion GG, die die Bedingung (3.43) erfiillt, also gilt sie
sowohl mit der retardierten als auch mit der avancierten Greensfunktion.
Mit der retardierten Greensfunktion haben wir

AM(F) = / dt’ / &' Gre (7, 857, ) (7, 1) (3.46)

+7 02/d3 NGret (7 17, 11) 0y AP (7 1)) — AP 1) 0, Gret (7 17, 11)]
m
/ ar / G717, )V AT, ) — AN )V o (7,87, 1) - A
oV
= Quellterm + Randterme = AL (7, t) + Al (3.47)

Al (7)) ist das von j#(7,t') (mit ¢ < t) erzeugte Feld, und A resultiert aus der
Anfangsbedingung (Feld bei ¢; in V') und der Randbedingung fiir Zeiten ¢’ < t.
Das Potenzial hat also folgende Beitrige:

e was von j* erzeugt wird;
e was sich aus dem Anfangsfeld entwickelt;
e was von drauflen reinkommt.

Mit der avancierten Greensfunktion haben wir

AM(Tt) = / dt’/d?’r'Gadvrtr t) (1)

/d3 NGaaw (Fr t; 7 t2) 0y AP (7 ty) — AP(7,12) 0y, Gaay (Tr 157, 12)]

47Tc2
to
b / Gl P17, 0) 0 A7, 1) = A1) G (717, - A
av
= Quellterm + Randterme = AY, (7,t) + AL, . (3.48)

AP (7, t) ist das von j# (7", t') (mit ¢ > t') erzeugte Feld, und AL, resultiert aus der

Endbedingung (Feld bei t5 in V') und der Randbedingung fiir Zeiten ¢’ > t.
Anschaulich sind dies folgende Beitréage:
e was vom (zukiinftigen!) j* erzeugt wird (also ,Senken“ von A" statt ,Quellen®);
e was am Ende da sein wird;
e was fiir Zeiten ¢’ > ¢ nach drauflen abwandert.

Die Existenz nur von retardierten Feldern bedeutet in der Darstellung mit der retar-
dieren bzw in der Darstellung mit der avancierten Greensfunktion

Al =0 bzw. Al

adv

= 0. (3.49)
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Wir wéhlen die erste Darstellung. Die Zeitrichtung resultiert also aus der Bedingung
Al' = 0 bald nach der Zeit t;. Dies kénnen wir uns so vorstellen dass die anfangs vor-
handenen oder von auflen einlaufenden Felder am Rand absorbiert werden. Im Labor ist
diese Bedingung oft ganz gut realisiert. Der Rand hat also die Eigenschaft, dass einfallen-
de Strahlung thermisch ins Gleichgewicht kommt, und dass er umgekehrt Strahlung von
der avancierten Form nicht abgeben kann. Dies ist eine thermodynamische Erklarung, die
auf den Entropiesatz zuriickzufiihren ist! Wenn der betrachtete Raum nicht nach auflen
durch Absorber isoliert ist, miissen wir ein gréfleres Gebiet oder gar das ganze Universum
betrachten. Die Bedingung Al = 0 bedeutet dann, dass nur solche Strahlung vorhanden
ist, die in der Vergangenheit mal von einer lokalisierten Quelle abgesandt wurde. Auch
hier kénnen wir wieder den Entropiesatz bemiihen: Verschiedene Raumgebiete kénnen
sich nicht “verschwoéren”, so dass sie gemeinsam avancierte Strahlung abgeben, die dann
an einen Punkt zusammenlduft und dort Ladungen bewegt und dabei absorbiert wird.
Denn dazu miisste aus der thermisch ungeordneten Bewegung der Molekiile in diesen
Raumgebieten eine Bewegung werden, die so korreliert ist, dass die avancierte Strahlung
ausgesandt werden kann. Alle Materie, die der Strahlung im Weg steht, miisste sich eben-
falls an dieser Verschworung beteiligen und dazu beitragen, dass die Strahlung auf das
Ziel einlaufen kann.

Mit der Zuriickfithrung auf den Entropiesatz haben wir freilich das Problem der Irre-
versibilitit von Abstrahlungsphéinomenen nicht gelost. Wir haben es nur auf die Thermo-
dynamik abgewélzt....

3.4 Liénard-Wiechert Potenziale

In diesem Abschnitt berechnen wir die Felder von sich bewegenden Punktladungen.
Wir beginnnen mit den Potenzialen. Das Skalarpotenzial von Gleichung (3.22) wird
fiir ein sich auf einer Trajektorie 7(¢') bewegendes Punktteilchen zu

7oy -
O(Ft) = /d3r’dt’ of”, )5(t—t'—|r T')

|7 — 77| c
_ / d*r'at’ —eé(ﬁf o) (4 p_ IF=T
|7 — | ¢
1 — 7ot
|7 = o (t)] ¢
e 1
O(Ft) = — o _— (3.50)
7= () 1 — B e

Hier haben wir die Formel §(f(z)) = >, d(x — x0)/|f'(20)| verwendet (zo sind die Null-
stellen von f) und die Definitionen



(Einheitsvektor von der Ladung zum Beobachtungsort 7) und

o dr(t
) =5

Analog erhalten wir fiir das Vektorpotenzial

|
—~
!
~
N—
Il
o

7= 7ro(t)] 1 - it - g p—y IF= ()]

[

(3.52)

(3.53)

Zur Berechnung von E und B verwenden wir die Abkiirzungen R = 7 — 7(t/) und

g=1t —t+ £ AuBerdem benétigen wir die Umformungen

und
do dd(q) dt’

[ B e =[S ey

dt’

. Ny G
= G| - [ 0 G e

v~

=0

. d [ £t ] 1
- T ap 7-o(t) 7-0(t')
dt l—== =t 2 1-= t=t— &
Das Magnetfeld berechnet sich dann zu
= = o o= e [U{)
B = A= — [ —=25(q)dt’
V x V x c/ 7 (q)
L1 . 3t
= Z/ {(Vﬁ) x U6(q) + Vi(q) x Ké)} dt’
e Rx#(t) R x #(t') dd(q)
= = — 1) dt’
c/ R3 (9) + cR? dg
e) RBxw L4 [Exv 1 ] 1
- . 3 (1 — ¥ dv 2 1 v )
¢ R (1 c) t’:t—g dt cR 1 c t=t— & 1 c
Mit i—f = —¢ und % = _g'ﬁz—ﬁ-ﬁund
d . . R0 vR—(R-9* _ . v*—(7-0)
=TT R? SYT TR

(3.54)

(3.55)

(3.57)



folgt (wir verstehen alle folgenden Formeln wieder mit dem Zusatz t' =t — R/c)

B = —-

e Lo i-v ﬁ i
- — Rxﬁ(l——)JrRxﬁ - (3.58)
c?R?(l—%)‘”’( ‘ < ‘ ))

Den letzten Term koénnen wir umformen geméaf

<§x5(1—u)+ﬁx6<u>> — Rx
c c

_ %X[_ﬁx(ﬁxﬁ)]+%x[ﬁx(v}%xﬁ)}
— _ﬁﬁx[ﬁx (cR—UR)xv)} (3.59)

Also ist das Magnetfeld

P (Rx i) (1-2) + Bx [Bx ((Be— Ri)) x i) | /R

t'=t—&

(3.60)

Berechnung von E ergibt

(ﬁc - ﬁm/)) & (1 - —) + R x [(Rc - Rﬁ(t’)) x 5(t/)}

E=e (3.61)




e Wenn die Ladung ruht, oder sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, ist v=0
und

(Re — R(t'))c? (1 . _)

P (e R-(e)’ v o
) R x () (1 . _) .
— e <&_§%m»3 = xE. (3.63)
t'=t—L

Beide Felder sind fiir groBe R proportional zu R~2. Der Poynting-Vektor verhilt
sich fiir grofle R wie

|
19 o< |EN| Bl o - (3.64)

Eine gleichformig bewegte Ladung kann also nicht strahlen, denn dann miisste |§ | o
% sein, damit der Energiefluss durch Kugeloberflachen mit groflem Radius R fiir
alle R gleich grof ist.

Fiir eine gleichformig bewegte Ladung ldsst sich ¢’ explizit eliminieren aus E und

B:

Es ist Ry
R(t) — R(t') = fp(t') — 7y(t) = 0(t' —t) = —& <C ). (3.65)
Also kann man im Zihler von E und B die Ersetzung
cR(t) = cR(t') — TR(t) (3.66)

machen. Um im Nenner ¢’ zu eliminieren, berechnen wir
L\2 . 2 - . . 2
(cR(t)) - (R(t) X 17) — ER(')? + v2RA(Y) — 2¢R()7 - R(t') — (R(t’) x 17)
. . 2
— ERAl') — 2eR()T- R(t') + (17. R(t’)) (3.67)
Fiir eine mit konstanter Geschwindigkeit v bewegte Ladung sind somit die Felder

0 (1 - —) eR(t) ( - —)

E(F,t) = - 5= — (3.68)
l(cﬁ(t)) - (ﬁ(t) X 6) ] lRQ(t) - (ﬁ x -) ]
émo::giﬁzz axmo@-g)g' (3.69)



v

Fiir kleine L sind die fithrenden Terme

. R(t) . eTx R(t)
E = d B=-—°7—— .
6R3(t) un P (3.70)
Fiir v < ¢ haben wir
— fiir R || o
— fiir R L #:
_, e v?\ 77 _ e v

In Flugrichtung ist das E-Feld geschwéicht, und senkrecht zur Flugrichtung ist es
verstarkt.

Dieses Ergebnis bekommt man spéter mit der kovarianten Formulierung viel einfa-
cher ...

e Wenn die Ladung beschleunigt ist, addieren sich zu E und B die Terme

R x [éc - RU(t’)] X (1)

(3.73)

2 =€

und

(3.74)
t'=t— 2

Beide sind fiir groie R proportional zu R~! und sind dort folglich die dominanten
Terme. Damit ist S| oc 7.

Beschleunigte Ladungen strahlen Energie ab.

Die abgestrahlten Felder stehen senkrecht aufeinander, denn es ist 52 = R x EQ /R.

Fiir v <« ¢ sind die fiihrenden Terme

- R x (R x )
. ﬁx[ﬁx(ﬁxﬁ)] Bxi
By, = e =y =t m (3.76)
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Der Beitrag der beschleunigungsabhéngigen Terme zum Poynting-Vektor ist

C — —

L (E B)

47?(2X 2
2

—@(é%(éxb)) (7 x )

o2 R (ﬁ X 17)
4l R?

(3.77)

= Die Abstrahlung erfolgt senkrecht zur Momentanbeschleunigung am stérksten.

Der durch eine Kugeloberfldche im Abstand R austretende Energiestrom wird durch
das ,,Larmor-Gesetz“ beschrieben:

o2
210 = 2% i
/R|S| 362)

Fir v < ¢ findet man die stéirkste Abstrahlung in Richtung ' (Synchrotronstrah-
lung), da dort der Nenner von (3.75) und (3.76) am kleinsten ist.

3.5 Felder und Strahlung einer lokalisierten, oszillie-

renden Quelle

Wir betrachten eine periodisch oszillierende Ladungs- und Stromverteilung

o7 1) = o(Pe ™' (7 t) = j(i)e ™" (3.78)
Das Vektorpotenzial hat dieselbe Zeitabhingigkeit:
— 1 . |E=7
A(F,t) /dB / ]( ) ezw‘ = ‘ —zwt (7:‘)6 (379)
¢ |7 — 7|
A
Somit gilt fiir das Magnetfeld . . ‘
B(7,t) = B(fP)e ™", (3.80)
wobei der Ortsteil sich durch den Ortsteil des Vektorpotenzials ausdriicken lésst:
B(P) =V x A(7) (3.81)
AufBlerhalb der Quelle ist
- - 10 = W =
B=-"F—_i*F .82
V X 5 i (3.82)
und folglich »
E() = £V x B(F) (3.83)
w



Fiir die weitere Behandlung fithren wir einige Léngenskalen ein: Sei d die Abmessung
der Quelle, A = % die Wellenldnge der emittierten Strahlung, und r = |r] der Abstand
des Beobachters von der Quelle. Auflerdem betrachten wir den Fall d < A, d.h. die Quelle
schwingt so langsam, dass die Wellenléinge der emittierten Strahlung viel grofler als die
Ausdehnung der Quelle ist. Dann unterscheidet man 3 Bereiche

1. Nahbereich d < 7 < A\. Wegen r < X ist kr < 1 und damit ™" ~ 1.
S N A (GO
= A(r) = - d?r’. 3.84
m=1 [ 334

Das Potenzial hdangt mit dem Strom genauso wie in der Magnetostatik zusammen. In
unmittelbarer Ndahe der Quelle sieht man noch nicht, dass eine Abstrahlung erfolgt.

2. Ubergangsbereich r ~ \: In diesem Bereich lassen sich die Formeln nicht vereinfa-
chen.

3. Fernbereich » > A = kr > 1. Hier kénnen wir folgende Naherungen machen:

—». —
|f—fﬁ|:\/r2+w2—2f-fwr(1—r7,;)='f’—ﬁ~'f"’ (3.85)
1 1 AN
HES <1+ - ) ~1 (5.36)
1= ikr 1 20N —ikn- 13,/
A(F) = e o Jj()e d°r’. (3.87)

Wir haben also eine aus der Quelle auslaufenden Welle mit Winkelabhéngigkeit. Wir
entwickeln die Exponentialfunktion im Fernfeld:

—

A ~

g ()

cr m!
m=0

/ 7 (i 7 & (3.88)
Im Folgenden diskutieren wir die fithrenden Terme dieser Entwicklung.

e Dipolstrahlung: Sie ist der Summand m = 0:

=3
=
4
B
S
S
—~
=L
(@R
w
ﬁ\

ikr

- < / P (V) a

—iw eikr 5 S
= — /F’g(f')d r'wegen V-j=—p=iwp (3.89)
c r
|
p : Dipolmoment der
Ladungsverteilung
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Das Magnetfeld ist dann
B - $xA

ikr
— ik (Ve )xﬁ
T

ikr 1
— BRixp S (1-—
(7 > p) ( ikr)

,
eikr
~ kX (i x p) fir kr>1 (3.90)
r
Das elektrische Feld berechnet sich zu
E(R) = %ﬁ « B
eikr
~ K (A xp)x i fir kr>1
r
— Bxii (3.91)

Wir berechnen daraus die ausgestrahlte Leistung pro Raumwinkel d€2:

dP = 12d§) (ﬁ - 5)

P ¢ , Lo C 5 =5 Ck
= _ 2 (s (B 3)2_232:_‘20 2 .92
= 0= 1 (n (E x B) o | B| 1, Sin P (3.92)
Gemittelt iiber eine Periode erhalten wir unter Verwendung von
|py| = sin (wt)p (3.93)
und
1/T‘Q(t)dt ! (3.94)
— sin” (w =— .
T J, 2
das Ergebnis
dP  ck* ,
- = — in“ 4. .
Q= 5 P sin (3.95)
Integration iiber den Raumwinkel ergibt die insgesamt abgestrahlte Leistung
Ck?4 ™ Ck?4p2 p2w4
P=—p>2 dv sin® ¥ = = : 3.96
— /o sin 3 303 ( )

Die vom Dipol ausgestrahlte Leistung ist proportional zur vierten Potenz der
Frequenz.

Dies ist fiir die blaue Farbe des Himmels verantwortlich: Die einfallende Son-
nenstrahlung induziert in den Luftmolekiilen ein periodisch oszillierendes Di-
polmoment. Seine Stérke ist frequenzunabhéngig, solange w < wy (Resonanz-
frequenz) ist. Die von der Athmosphére abgestrahlte (also gestreute) Leistung
ist daher proportional zu w?, und kurzwelliges (blaues) Licht wird deutlich
stiarker gestreut als langewelliges (rotes) Licht.
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Hohere multipolare Anteile der Strahlung:

Der Term m=1 ist dominant, wenn p = 0 ist. Dann haben wir

eikr

A

12

ikr ik ezkr o
= (ik)i X m + — /F’(ﬁ i) -V gdir
’
mit dem magnetischen Dipolmoment m und iwp = icko
ikr k:2
— er {zkﬁ X 1M — ?nj/f"r}g(f’)d?w] (3.97)

Der erste Term ist die magnetische Dipolstrahlung und der zweite Term die
elektrische Quadrupolstrahlung.
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Kapitel 4

Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik

In diesem Kapitel behandeln wir die kovariante Formulierung der Elektrodynamik. In
dieser Formulierung sieht man deutlich, dass die Elektrodynamik in jedem Inertialsystem
gleich ist, und es vereinfachen sich einige Formeln. Wir fiihren auch die Langrage-Dichte
des elektromagnetischen Feldes ein und die Lagrange- und Hamiltonfunktion fiir ein ge-
ladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Damit schlagen wir die Briicke zu den in
der Mechanik-Vorlesung vermittelten Konzepten.

4.1 Vierervektoren

Die kovariante Formulierung beruht auf einer gemeinsamen Behandlung von Raum und
Zeit. Dem wird durch die Einfithrung des Vierer-Ortsvektors Rechnung getragen. Er ist
definiert als

o = (2%, 2, 2%, %) = (ct, 1.y, 2) . (4.1)

Jeder Vektor a*, der sich bei einer Lorentztransformation in derselben Weise transformiert
wie der Ortsvektor, ist ein kontravarianter Vierervektor. Fiir ihn gilt also

ox'™

- Oz

/
a*

a” = A" ,a” (4.2)

Wir vereinbaren wieder die Summenkonvention: iiber doppelt auftretende Indizes wird
summiert.
Weitere Vierervektoren sind (Begriindung spéter) die Viererstromdichte

-,

j* = (co, ) (4.3)
und das Viererpotenzial (bei Lorentz-Eichung)

AF = (D, A). (4.4)
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Wir definieren den kovarianten Vierervektor

a, = (ag, a1, as,a3) = (a°, —a', —a*, —a*) = g,,a" (4.5)
mit der Matrix
1 0 0 O
0 -1 0 0 ,
Gw=10o o -1 o |79 (4.6)
0O 0 0 -1

Wir verlangen, dass das Produkt eines kovarianten mit einem kontravarianten Vierervek-
tor invariant unter einer Lorentztransformation ist. Kovariante Vierervektoren miissen
sich daher geméf
al, = or”
BT opin
transformieren. Dann ist namlich das Produkt eines ko- und eines kontravarianten Vie-
rervektors

a, = (A" ,a, (4.7)

I

a;b'“ = (A_l)yua,,A“ab" = (AN a, b7 = a,b” . (4.8)
Durch diese Bedingung ist die Lorentztransformation definiert.
Bemerkung: 0, = a% ist ein kovarianter Vierervektor. Er transformiert sich namlich
gemaf
0 dx¥ 0 ox?
d, = = = » 4.9
B9z Ox' Oxv Ox'M (4.9)
4.2 Lorentz-Transformation
Wir betrachten homogene Lorentztransformationen
ox'*
=AM 2 = v 4.10
T LT v x ( )

Die allgemeine (inhomogene) Lorentztransformation hat die Form z'* = A* 2 + a*. Der
Vektor a* macht eine Translation. Wir betrachten nur den Fall ¢ = 0. Inhomogene
Lorentztransformationen lassen Produkte (z} — 2%) (:cl u— T2 u) invariant.

Aus der Bedingung, dass das Produkt eines kovarianten Vektors mit einem kontra-
varianten Vektor invariant unter einer Lorentztransformation ist, erhalten wir folgende
Bedingung fiir A*:

a'“bL = A",a" gu. A7 b° . a’b, = a’g,,b°
= A'ungO-AoQ = gl/g

In Matrixschreibweise ist dies

ATgA =g (4.11)

Inversion beider Seiten dieser Gleichung gibt
Alg(AT) =y
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und damit die Variante

AgAT =g (4.12)

Im Folgenden zéhlen wir einige Eigenschaften der Lorentztransformationen auf:

e Lsist '
det(ATgA) = (det A)?det g = det g.

Also ist der Betrag der Determinante 1 und

det A = £1.

e Wenn wir in der Beziehung vor (4.11) v = 0 setzen, erhalten wir

AMOQMUAJQ = go0 = 5@0 .

Wenn wir auch ¢ = 0 setzen, wird daraus
und explizit
3
(A00)2 - Z(Ako)Q =1.
k=1

Dies bedeutet
AOO >1 oder AOO < 1.

e Wenn A eine Lorentztransformation ist, dann auch gA:

(gA)"g(gA) = A" ggg A=g. (4.13)
<~
=g
Die Matrix
1 0 0 0
0 -1 0 0
=0 0 -1 o (4.14)
00 0 -1

macht eine Raumspiegelung. Sie invertiert das Vorzeichen von det A.

e Wenn A ecine Lorentztransformation ist, dann auch (—g)A:

(—gA)Tg(—gA) = A" gg9 = g. (4.15)
<~
=g
Die Matrix
-1 0 0O
0O 1 00
—q 0 010 (4.16)
0 0 0 1

invertiert die Zeitrichtung. = Jede Lorentztransformation lésst sich als Produkt von
g und/oder —g mit einer Matrix A schreiben, die A°; > 1 und det A = 1 erfiillt.
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e Wenn A; und A, Lorentztransformationen sind, dann ist auch das Produkt AsA;
eine Lorentztransformation:

(AgAl)Tg<A2A1) = A,{AggAgAl = A,{gAl =4g.

e Im folgenden sei det A = 1 und A°, > 1. Fiir die Matrix A mit 16 Elementen
bleiben 6 voneinander unabhingige Parameter iibrig. Denn die Bedingung (4.11)
wird zu 16 Bedingungen an die Elemente von A, wenn wir sie fiir alle 16 Matrix-
elemente ausschreiben. Allerdings sind jeweils 6 dieser Bedingungen identisch, da
Transposition von (4.11) wieder die identische Bedingung liefert. Also haben wir
10 voneinander unabhéngige Bedingungen an 16 Elemente, was auf 6 freie Para-
meter fithrt. Wenn wir also 6 voneinander unabhéngige Lorentz-Transformationen
angeben, die jeweils durch einen Parameter charakterisiert sind, konnen wir alle
anderen aus ihnen durch Produktbildung zusammensetzen. Diese 6 Parameter sind
3 Drehwinkel fiir die Rotationen um die drei Achsen und 3 Geschwindigkeiten fiir
eigentliche Lorentztransformationen langs der 3 Achsen.

Wir behandlen zunéchst die Drehungen. Eine Drehung um ¢ umd die z-Achse ent-
spricht der Lorentztransformation

10 0 0 1o 0 0\"
| 0 cosp —sinp 0 | .. 01 -5 0
A= 0 sing cosp 0 | ]\}12; 0 % 1 0 (4.17)
0 0 0 1 00 0 1

Die Drehungen um die anderen Achsen erhalten wir durch zyklisches Vertauschen
von x,y, z. Es ist leicht zu zeigen, dass die Drehungen die Beziehung (4.11) erfiillen.

Bei einer Loretztransformation im engeren Sinn bewegt sich das Inertialsystem [’
mit Geschwindigkeit ¢ gegeniiber I.

Wenn ¢ in z'-Richtung zeigt, ist

coshn —sinhnp 0 0 I —% 00 N
| —sinhnp coshpn 0 O | .. -—% 1 00
A= 0 0 10| A% 0 o 10 (4.18)
0 0 01 0 0 01
mit
1
coshn = =7
-4
und .
sinhn = < = By
12
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Damit haben wir die vertraute Form der Lorentztransformation:

,  x—ut t—wz/v?

P = =
U2

c2

Es ist leicht zu zeigen, dass auch diese Lorentztransformationen die Beziehung (4.11)

erfiillen.

Wir fassen die Essenz dieses Abschnitts zum Schluss nochmal zusammen: Jede Lor-
entztransformation lasst sich als das Produkt von g (Raumspiegelung), —¢g (Zeitumkehr),
Rotation um die drei Achsen und Lorentztransformationen im engeren Sinn in Richtung

der drei Achsen schreiben.

4.3 Viererstromdichte, Viererpotenzial und Feldstirketenso

4.3.1 Viererstromdichte

Es muss in jedem Inertialsystem die Kontinuitatsgleichung gelten:

Mit j° = co wird dies zu

9,5" = 0.

An dieser Gleichung sehen wir, dass j* ein Vierervektor ist.

4.3.2 Viererpotenzial
Mit der Lorentz-Eichung

10® 5 -
S -A=0
c Ot v
gilt
1824 g = Am-
I 2= D
c? Ot? v J
und 1 0%
2
;ﬁ —V (I) :47TQ

Wir definieren den d’Alembert-Operator

1 6?

Dzauf?“:gﬁ

und
A=
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



und erhalten dann die Eichbedingung in der Form

9, A" =0 (4.26)

und die Gleichungen fiir die Potenziale in der Form

47
OA* = 7]“. (4.27)

Also ist auch A* ein Vierervektor.
Wir benotigen nun den Zusammenhang zwischen dem Viererpotenzial und elektrischen
und magnetischen Feldern.

4.3.3 Feldstarketensor

Die Felder hiangen mit den Potenzialen zusammen iiber

- 104~
E = ———- =V (4.28)
B = VxA. (4.29)

Komponentenweise geschrieben ist dies

_ 104, 02 _ 041 Al 40
T c Ot or (6/1 GA)
0A 0A
B = %% 2 (923 — 9342
. 3z+6y (0 O A?)

(und entsprechend mit zyklischer Vertauschung der drei Raumkoordinaten).
Wir definieren den Feldstérketensor

0 -E, —E, —E,
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

Fi = gAY — A =

Dies ist ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe. Jede Komponente transformiert sich
geméf einer Lorentztransformation:

ox'* ox'"
F/pl/ —
ox® OxP

Der kovariante Feldstarketensor ist

FoP = AF NG PP (4.30)

0 E E, E.
. _E, 0 -B. B

F,U«V = gﬂagl’ﬁF ’ = —Ey Bz O _51‘ <431>
-k, -B, B, 0

Y
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Die beiden inhomogenen Maxwellgleichungen lassen sich daher schreiben als

47
0, F*° = — i (4.32)

Dies iiberpriifen wir durch folgende Nebenrechnung;:

3
6=0: —k:4779
kzlﬁx

=1 10F, 6BZ+8By_47r,
o c Ot oy 9, ¢’°
Durch zyklisches Vertauschen der Raumkoordinaten erhalten wir aus der letzten Glei-
chung die vierte Maxwellgleichung
—d - ]_ aE_: 47T —
VxB——-—=—j.
c Ot ¢’

Die homogenen Maxwellgleichungen lassen sich schreiben als

OF P - 9V FP = () (4.33)

Dies ist die sogenannte Jacobi-Identitét.
Auch dies iiberpriifen wir durch eine kurze Nebenrechnung:

a,B,7=1,2,3: V-B=0
a,B,7v=0,1,2: —0B. — 0, E,+0,FE, =0
bzw. mit allen drei Komponenten
_ - 10B
=VxE+-——=0. 4.34
+ c Ot ( )

Die Jacobi-Identitét folgt unmittelbar aus der Definition
Fr = orAY — 0" AH
durch Addition der entsprechenden Ableitungen:
PFI 4P F 9 FP = 9°0° AT — 0" AP +0° " A* — 9P 0" AV +- 070" A° — 97 0° A* = 0.

(4.35)
Sie lésst sich kompakter schreiben mit der Definition des dualen Feldstérketensors

1
FH = S,

0 —-B, —B, —B.
| B. o E -E
| B, -E. 0 E (4.36)

B. E, —-E, 0

und lautet dann

9, F" =0, (4.37)
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Bemerkung: #¥2¢ ist der ,,vollstindig antisymmetrische Tensor vierter Stufe®
etAe — 1 falls Ao eine gerade Vertauschung von 0 1 2 3 ist

gmAe — 1 falls uvo eine ungerade Vertauschung von 0 1 2 3

e\ = () sonst

Aus dem Feldstarketensor lassen sich zwei unter Lorentztransformation invariante Grofien
konstruieren:

1 . - .
éF“ F. = B? — E? (4.38)
und ]
Zﬁ‘“’Fw/ =F B (4.39)

4.4 'Transformation der elektromagnetischen Felder
F# ist ein Tensor zweiter Stufe und transformiert sich daher geméafl
F'™ = A* NY F7°. (4.40)

Wir betrachten eine Lorentztransformation im engeren Sinn. Sei I’ gegeniiber I mit Ge-
schwindigkeit v in z!-Richtung bewegt. Dann ist

v =B 8 8
A= gv g - (4.41)
0 0 01
und die Felder transformieren sich geméaf
E. = F0 = AL AO PO AL A P = 5202(— B, + 42E,
- E,
E, = F? = A%,A°  F?° + A’,\° F?' = vE, — ByB,
= (Ey — BB.)
E, = F =N\ F* + NA° F°' = yE. + BB,
= 7(E. + BBy)
B, = F® = A3,A2 3
= B,
B, = F'B = A A FP® + ALY A PP = BE, + 4B,
= (B, + BE)
B, = F*' =N\ F* + AN\ F? = —ByE, + B,
= 7(B. — BEy)
Vektoriell geschrieben lautet dies
B=B (B4 Gx B =+ ixB- L FF-B @)
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— — — — — — — — 2 - - —
B'= By + By~ §x B) =(B = § x B) - — 5 A(7 - B) (443)

wobei EII und éll die Komponenten in Richtung v sind.

Ein Feld, das in einem System rein elektrisch oder rein magnetisch ist, erscheint im
anderen System als eine Mischung von elektrischen und magnetischen Feldern. Elektrische
und magnetische Felder sind eng miteinander verkniipft.

Wir betrachten als Beispiel das Feld einer Punktladung, die sich mit Geschwindigkeit o/
am Beobachter vorbeibewegt. Die Ladung ¢ ruht im System I’ (Eigensystem der Ladung)
am Ursprung. Der Beobachter sitzt in seinem System I bei P = (0, b,0).

/
T2 Lo

P

Im System I’ gibt es nur ein elektrisches Feld. Am Ort P betriagt das Feld

qut’ qb
mit 7’ = Vb2 + v2t/? (4.44)
Um zu den Feldern im System I zu gelangen, machen wir die Ersetzung ¢ = % Dann gilt
am Ort P:

t

B, = B =—20" (4.45)
/02 1 72022

b

By = B, = - (4.46)
/b2 1 72022

Die iibrigen Komponenten verschwinden.
Wir betrachten die Grenzfélle kleiner und grofler Geschwindigkeit.

e Bei nichtrelativistischer Geschwindigkeit, d.h. fiir v ~ 1 gilt

und




e Bei relativistischer Geschwindigkeit, also bei § ~ 1,7 > 1 ist

q

by = _721}2752 ’

und wenn yvt > b ist, ist
E2 - B3 .

Zur Zeit t = 0 bewegt sich die Ladung sekrecht zur Beobachtungsrichtung, und es ist
E, =0, By = B3 = . Das Feld ist um den Faktor 7 héher als das einer ruhenden
Ladung, aber nur fiir eine Zeit der Gréfenordnung % Die elektrischen Feldlinien
scheinen senkrecht zur Flugrichtung komprimiert.

<y

4.5 Lagrange- und Hamiltonfunktion fiir ein gelade-
nes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Fiir die Teilchenbahn in elektromagnetischen Feld muss das Prinzip der minimalen Wir-
kung gelten. Die Wirkung ist

t2 T2
S = / Ldt = / ~vLdr (4.48)
t1 T1
Hierbei haben wir als als Integrationsvariable eine invariante Grofle gewéhlt, die Eigenzeit
7 des Teilchens, die mit der Zeit im System des Beobachters zusammenhéngt iiber

dt
dr = —
~

und die gegeben ist durch die Bedingung
dztdz, = (d7)?/c”.

Die Wirkung sollte Lorentz-invariant sein, also auch yL. Um L zu finden, suchen wir
zunachst den einfachsten Lorentz-invarianten Ausdruck, der sowohl die Geschwindigkeit
des Teilchens als auch seine Masse und das elektromagnetische Feld enthélt. Er ist

1 e
A ( 2, ¢ A“) . 4.49
> me” + e (4.49)
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u* = (¢, V) ist die Vierergeschwindigkeit.

Um zu iiberpriifen, ob dies die richtige Lagrangefunktion sein kann, betrachten wir den
nichtrelativistischen Grenzfall, in dem die Lagrangefunktion in diejenige aus der Theo-1
Vorlesung iibergehen sollte. Wenn wir in v/c entwickeln und nur die fithrenden Terme
mitnehmen, erhalten wir

L~—-mc+ %va —ed + ZU~ A, (4.50)
in Ubereinstimmung mit dem Ausdruck aus der Theo-1 Vorlesung. Der Ausdruck (4.49)
ist also der richtige Ausdruck fiir die relativistischen Lagrange-Funktion eines Teilchens
im elektromagnetischen Feld. Dies ist nicht das einzige Beispiel dafiir, dass der einfachste
Ausdruck, der den logischen Anforderungen geniigt, auch tatséchlich der richtige ist.

Als né#chstes leiten wir die Hamilton-Funktion nach den gewohnten Regeln her. Der
zu x; kanonisch konjugierte Impuls ist

pi = 55 = M + ZAZ‘- (4.51)

(2

(Bei lateinischen Indizes sind die rdumlichen Komponenten gemeint.) Damit ist die Hamilton-
Funktion

1 - 1 .
H=pv,—L = 7m02+—mCQ+EA-U+—E (70@—717-%1) (4.52)
¥ c v
= ymc® +ed. (4.53)
Nun miissen wir die Hamilton-Funktion noch durch den kanonischen Impuls ausdriicken

statt durch die Geschwindigkeit, die in v enthalten ist. Dazu machen wir folgende Berech-

nung: Es ist
H—ed

C

= ymc

und .
p——-A=ymv
c

Auf der rechten Seite dieser beiden Gleichungen stehen die Komponenten des Viererim-
pulses mu*. Aus beiden Gleichungen zusammen bekommen wir die Beziehung

H—ed\? N2
< € ) — (ﬁ_ EA) = m2027 (454)
c c
und aufgelést nach H ist dies
€ 2
H = \/m2c*+ 2 (ﬁ— —A) +ed. (4.55)
c

Bemerkungen:
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e Fiir & =0, A = 0 ist diese relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls
bekannt.

e Das elektromagnetische Feld wird eingekoppelt durch die Ersetzungen H — H —e®
und p— p— £A.

e Im nichtrelativistischen Grenzfall erhélt man
9 I /., e \?2
H ~ mc +—<p——A> +ed, (4.56)
2m c
so wie man es von der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik schon kennt.

Als néchstes bestimmen wir die relativistischen Bewegungsgleichungen, also die aus
(4.49) resultierenden Lagrange-Gleichungen:

d oL oL
a4 _ 4.57
d e o0 e 0A,
el LA = — . 4.
dt (Wm}l + c 2) eaxl cvk ox; (4.58)
d . - edd e Lo
Z(mi) = —eVo -2 45V (v : A) (4.59)
- edA e - o e .
= —eVo————(7-V)A+-V(7- 4.
eV ot C(v V)A+ CV(U ), (4.60)
%UX(%X A)
Also ist die Bewegungsgleichung
L i) = B + S x B (4.61)
at’ B c ' '

Wir betrachten getrennt die Komponente in Flugrichtung des Teilchens und senkrecht
zu ihr: In Flugrichtung des Teilchens haben wir

(i(ymz_}’)) =L = k| (4.62)

(Zur Erinnerung: Eﬁ ist das Feld im Bezugssystem des Teilchens.)
Senkrecht zur Flugrichtung erhalten wir

d = e _ 1 =
Symd)) = eEL+Sox B= e
<dt(fymv))L e L+Cv>< 7e il
d . -
[E(Wm})h = ek
d - dz
L
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4.6 Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes

Die Maxwell-Gleichungen lassen sich aus dem Prinzip der minimalen Wirkung herleiten.
Dazu miissen wir eine Lagrange-Dichte fiir ,,Felder® einfiihren:

L (A", 0,AM) (4.64)

Sie hingt von allen Feldkomponenten und allen ersten Ableitungen ab.
Die Lagrange-Funktion ist dann

L(2°) = / d*z.Z (A", 0, A") (4.65)
und die Wirkung ist
S= / Qo (AP0, AM) — / A0 L(z") (4.66)
Q

wobei () ein Gebiet im 4-dimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum ist.
Das Prinzip der kleinsten Wirkung wird uns auf die Bewegungsgleichungen der Felder
fithren. Wir verlangen also 65 = 0 bei Variation der Felder, d.h. bei der Variation

At (x) — A*(x) + 0 AH(x) (4.67)

mit §A*(z) = 0 auf der Oberfliche I'(2). Wir erhalten

58 = /d‘lx{%éA“jL 02 5(8VA”)}
Q

d AW a(0, Ar)
0L 0 0Z
— 4.1 727 sAm _ = I
/Qd x{(‘)AM 04 (axv 6(6VAM)) }M (4.68)
0 0L
4 H
+/Qd x@x” <8(8VA#)5A )

-~

0L —
Jr@ 400 575557 0A1=0

(Dabei ist do,, ein Oberflichenelement.)
Dies muss fiir beliebige  A#(x) verschwinden. Also haben wir die Bewegungsgleichungen

0L 0 0Z

DAr ~ Dur Do, An) O (4.69)

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen der Feldtheorie.

Nun setzen wir fiir das elektromagnetische Feld eine Langrange-Dichte an und zeigen,
dass die zugehorigen Euler-Langrange-Gleichungen die inhomogenen Maxwellgleichungen
sind. Wir benétigen wieder einen Lorentz-invarianten Ausdruck und setzen daher an

1 1
N7y R R V! 4.70
167 * o (4.70)
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mit F* = oFAY — 9V A*. Dann ist

0. 1 )
20, A 1o 2P, ) (047~ 04) (4.71)
gM O\ Ae—goed, AN
1
— _8_7T(Fkgéméng—FAgégyaAug@) (4.72)
1 1%
- -, (4.73)

und die Euler-Langrange-Gleichungen sind

1. 1
4
g, Fn = (4.75)
C

Dies sind die inhomogenen Maxwellgleichungen.

4.7 Energie-Impulstensor (kanonischer)

Die Hamilton-Dichte ergibt sich aus der Lagrange-Dichte iiber die Beziehung
0L

H = G0 (OAt) — &L (4.76)
zu A" kanonisch konjugierter Fel-
dimpuls
Wir definieren die allgemeinere Grofie
w92 AN — gL (4.77)
0(9,4%) ’

deren 00-Komponente die Hamilton-Dichte ist. Wir werten dies fiir das freie elektroma-
gnetische Feld aus:

g-Lp L (52 . §2> (4.78)
167 &1
1
= T = —EgWFMVAA — g (4.79)
1
=T% = —4—F0A80AA - (4.80)
7I
1 - 10A
- __—_F.-Z22 4.81
47 c Ot Z (4.81)
—E-V®
_ e LB Se- i(EQ — B?) (4.82)
47 47 8w
= (B + B+ (V- (E®) - (¥ E)) (4.83)



1 1 = —
T% = S—W(EQ + B?) + =V (E®) (4.84)

Dabei ist &=(E? + B?) die Energiedichte, so wie frither definiert, und LV . (E®) ver-
schwindet bei Integration {iber den Raum.

) 1 ) 1 = -
TV = ——F0'A* = —E - 9,A 4.85
dr A ( )
Fiir den néchsten Schritt benotigen wir folgende Nebenrechnung:

-,

(Ex (VxA);=E-9,A—(E-V)A;

Also wird

. 1 — — ]_ — —
T = E(E X B); + E(E -V)A; (4.86)

und wegen V - E =0 ist dies gleichbedeutend mit

A 1~ B
T = E(E X B); + -V (AE) (4.87)

Dabei ist - (Ex B); die Impulsdichte, so wie frither definiert, und ﬁﬁ(A,E ) verschwindet
bei Integration iiber den Raum.

Bemerkung:

Es gibt ein allgemeines Verfahren, um aus dem kanonischen Energie-Impulstensor
T+ einen symmetrischen Energie-Impuls-Tensor ©#” zu konstruieren, der ei-
chinvariant und spurlos ist. Es verschwinden dann die Zusatzterme, und ©% =

L(E?+ B?), 0% = L(E x B), 0 = — L (E,E; + B;B; — 36,;(E* + B?).
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Kapitel 5

Mechanik des starren Korpers

5.1 Einfithrung

In diesem Kapitel betrachten wir die Bewegung starrer Korper. Ein starrer Korper ist ein
Korper mit fest vorgegebener, diskreter oder kontinuierlicher Massenverteilung, dessen
Gestalt sich nicht dndert. Wir betrachten zwei Arten von starren Korpern:

a) Ein System von n Massepunkten mit den Massen mq,...,m,, die durch starre
y
Absténde verbunden sind. Die Gesamtmasse ist

M:zn:mi. (5.1)

Beispiel:

ms3

(b) Ein Korper mit kontinuierlicher Massenverteilung o(7). Seine Gesamtmasse ist
M = /d?’rg(F). (5.2)

Die zweite, kontinuierliche Beschreibung kénnen wir auch als Grenzfall der ersten Beschrei-
bung auffassen, indem wir die Massepunkte mit Atomen oder Molekiilen identifizieren und
tiber kleine Volumina mitteln (die grof§ sind verglichen mit einem Atom).
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In diesem Kapitel werden keine Deformationen betrachtet. Der starre Korper kann
also nur seine Lage und seine Orientierung éndern. Er ist ein idealer Kandidat fiir die
Benutzung des Lagrange-Formalismus, da die starren Abstéinde Zwangsbedingungen dar-
stellen. Es ist zweckméflig, genau so viele verallgemeinerte Koordinaten zu wéhlen, wie
der Korper Freiheitsgrade hat. Dies sind drei Translations- und drei Rotationsfreiheits-
grade, wenn nicht weitere Zwangsbedingungen hinzukommen, die dem Korper von auflen
auferlegt werden.

Um die Lage und Bewegung des Korpers zu beschreiben, benotigen wir ein Koordina-
tensystem. Wir betrachten zwei Koordinatensysteme:

1. Ein raumfestes Koordinatensystem K, also das Laborsystem, mit den Achsen z, v,
z.

2. Ein fest im starren Korper verankertes intrinsisches Koordinatensystem K mit den
Achsen x1, xo, x3.

Im System K lassen sich Bewegungen in einfacher Weise beschreiben. Im System K ist
die Masseverteilung p unabhéngig von der Zeit, ganz gleich, welche Bewegung der Korper

ausfithrt. Die beiden Koordinatensysteme sind in der folgenden Abbidlung gezeigt:
z

xs3

=

\4

Der Ursprung S von K wird oft in den Schwerpunkt gelegt, kann aber auch in einem an-
deren Punkt des Korpers verankert sein. Anhand dieser Abbildung kann man begriinden,
dass der starre Korper 6 Freiheitsgrade hat: Um seine Lage im Raum vollstandig festzu-
legen, geniigt es, die momentane Position 7(t) des Ursprungs S des Koordinatensystems
K 7u kennen sowie die momentane Orientierung von K relativ zu K. Diese Orientierung
kann man durch 3 Winkel beschreiben (Rotation von K relativ zu K um die 3 Achsen
von K). oder durch die Positionen 7 und 7 zweier im starren Korpers verankerten Punkte
(da die Abstédnde zwischen diesen beiden Punkten und zu S fest vorgegeben sind, erhélt
man auch auf diesem Weg 6 — 3 = 3 Orientierungsfreiheitsgrade).
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5.2 Kinetische Energie und Trigheitstensor

Fiir den Lagrange-Formalismus benotigen wir die kinetische Energie. Um sie zu ermitteln,
beginnen wir mit der Betrachtung infinitesimaler Verriickungen des Kérpers. Der Punkt
P habe die Position 7 in K und die Position Z in K. Verschiebt und rotiert man den
starren Korper ein wenig, so gilt fiir P:

dr =drs +dg x & (5.3)
Die Richtung
dg
|dg| G4)

ist die Rotationsachse (Rotation im Uhrzeigersinn wenn man in Achsenrichtung schaut),
und |d| ist der Winkel, um den der Korper gedreht wird bei festgehaltenem S. Die
Drehung ist im folgenden Bild veranschaulicht:

A

|dg|

~

Aus |dZ| = |Z| sin («)|dF] und dZ L n, & folgt dZ = dg x Z.
Wir dividieren die Gleichung (5.3) durch dt
dr dry N dg o« 7
at At ar "

(5.5)
und schreiben dies in der Form .
=V +IXZT. (5.6)

Die Winkelgeschwindigkeit & héngt nicht von der Wahl des Punktes S ab. Um dies
zu sehen, wihlen wir einen anderen Ursprung von K, den Punkt S’ im Abstand @ von S:
Tsr = T's + d. Gleichung (5.6) lésst sich dann alternativ schreiben als

T=V'+d <. (5.7)
Aulerdem ist 7 =7y + & =g+ d+ & = s + T und folglich ¥ = ¥’ + d. Eingesetzt in

(5.6) gibt dies
T=V+dxd+dxT. (5.8)
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Diese Formel setzen wir nun gleich mit (5.7). Die Gleichheit muss fiir jede Wahl von &
und dazugehorigem 7" gelten. Also ist

Vi=V+&xa (5.9)

und
Jd=a. (5.10)

Als néchstes bestimmen wir den Ausdruck fiir die kinetische Energie. Wir wéahlen S als
den Schwerpunkt des starren Korpers, wenn wir nicht explizit etwas anderes vermerken.

Dann ist .
> mE(i) =0 (5.11)
i=1

bzw.
/d?’x To(T) =0. (5.12)

Im System von Massepunkten ist die kinetische Energie

1 . N2
- S m (V+c3>< f(’)>
_ Zmz ‘72+V~Zmi(wxx(l))+12ml (&xx(z))Q
2 i i 2 i —
S—— ~ ~~ -~
M 20) (o 2 (i) i 2
Zmlx (Vx9) = “7\"" sin” «
— = G2®° (1 — cos® )
— P (@ 70)
3
—(17 2
= Z W [az() djk — xjxk} Wi
Jk=
—Mv2 Z w;J W - (5.13)

jkl

In Zukunft lassen wir die Summenzeichen weg und implizieren, dass iiber doppelt auftre-
tende Indizes summiert wird. Der Trdgheitstensor ist

Jik = Zmz [ﬂ ik — :L‘gl)l‘l(j) (5.14)
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Im kontinuierlichen Fall sieht die Rechnung so aus:

2

T = %/d3xg(f)(17+&xf>

= %VQ/d?’xg(f) +V x (D/dgxfg(f) +w;Jjpwy (5.15)
— - ~ y
mit
Jik = /d?’xg(f) (2205 — @] (5.16)

Also haben wir die kinetische Energie in zwei Beitriage zerlegt,

T = Tyans + Trot (517>
mit dem Beitrag der Translation
L 5o
,I‘trans = §MV (518)
und dem Beitrag der Rotation
1
TT’Ot - éﬁtiﬁ . (519)

J ist ein Tensor zweiter Stufe: Sei R eine Rotationsmatrix, so dass die Koordinaten unter
einer Rotation die Transformation

, f— .
T — x; = Rjay,
machen. Dann transformiert sich J geméafl
!
Jnm — Jnm = anRkajk .

Dies kann man fiir den zweiten Term in J sofort sehen. Fiir den ersten Term machen wir
die Rechnung B
R RinOmn = 0jk ,
N——
R
d.h. der erste Term ist invariant unter einer Rotation.

Der Translationsterm verschwindet, wenn das Koordinatensystem K in einem Punkt
des Korpers verankert ist, der ruht. In diesem Fall ist V= 0, und in der Herleitung (5.13)
verschwinden die ersten beiden Terme der dritten Zeile, so dass T = %&tiﬁ iibrigbleibt.

Im Folgenden listen wir einige Eigenschaften des Tragheitstensors auf:

e J hiingt von der Wahl des Koordinatensystems K ab.

e J ist linear in o(Z) und daher additiv. Bei Zusammenfiigen zweier starrer Korper
addieren sich die Tréagheitstensoren.
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e Satz von Steiner:
Sei J der Trigheitstensor, wie er im korperfesten System K berechnet wird, das

im Schwerpunkt S zentriert ist, und sei K einzu K achsenparalleles System, das
o } . . .
gegeniiber diesem um @ verschoben ist. = Der in K berechnete Tragheitstensor ist

I = L/&fdf”f%m—@ﬁ} (5.20)

#=z+a
L U+ M (@6 — aia5) (5.21)

(denn alle in Z linearen Terme verschwinden wegen der Schwerpunktbedingung).

e J ist reell und symmetrisch,

:1:% + :L’§ —T1Ty  —T1X3
J= /d3x o(F) | —xomy 23417 —zom3 (5.22)
—T3T1 —T3x2 x% + x%

und lésst sich durch eine orthogonale Transformation auf Diagonalform bringen:

I, 0 0
_1 . .
@oiﬁo - io— 0 I, 0
0 I
ys+y; O 0
= / d*yo(y) 0 wys+yi O (5.23)
0 0  yi+uys

Hierzu bestimmt man die Eigenwerte und Eigenvektoren
Jo = 1, (5.24)

§0—1 hat als Spalten die G®.
I, I, I3 sind die (Haupt-)Triagheitsmomente des starren Korpers. Fiir sie gilt

=1,>0, k=123

und
L +1,> 14

(und analog unter zyklischer Vertauschung der Indizes). Dasjenige korperfeste System, in
dem der Trégheitstensor diagonal ist, heiflit Haupttragheitsachsensystem.

Bei Entartung von Eigenwerten wihlt man die &® so, dass sie senkrecht aufeinander
stehen. Diese Situation tritt auf, wenn der starre Kérper rotationssymmetrisch um eine
Achse ist. Diese Achse ist dann eine Haupttriagheitsache; die anderen beiden sind senkrecht
dazu und sind beliebig wéhlbar. Dies zeigen wir wie folgt: Sei die Symmetrieachse die x3-
Achse. Dann ist

Q(.Tl,.TQ,.Tg) = Q<—.§U1,.§U2,x3) = Q(.Tl, _x27x3) = Q(_xlu —.TQ,ZU,?,), (525>
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und die Auferdiagonalelemente des Triagheitstensors verschwinden, wie wir am Beispiel
des Elements 12 zeigen:

B 1
—Jig = /d3$9($)$19€2 =3 /d3$$19€2 (o(z1, 2, 3) + 0(—21, T2, x3))

1

= 5 /d3:1: o(w1, 2o, x3) (122 + 22(—21)) = 0. (5.26)

Also sind nur die Diagonalelemente von 0 verschieden. Aulerdem ist I} = I, weil [ d*zo(%)z}

[ d3o(Z)x3 aufgrund der Rotationssymmetrie.

Beispiel 1

Homogene Kugel der Dichte p und des Radius R. Es ist I} = I, = I3 aus Symmetrie-
griinden, und das Hauptachsensystem ist im Kugelzentrum verankert. Es ist

R 5
8moR
L+1,+13=3]= 3@/7“2(131‘ = 87TQ/ ridr = Wg . (5.27)
0
Mit o = 43’5\1/%[3 erhalten wir daraus
2
IZEMR? (5.28)
homogener Kinderkreisel
A
h
\4
<>
R
Lo
Volumen V = gR h (5.29)
. 3M

e Wir betrachten zuerst den Fall, dass das Hauptachsensystem in der Spitze verankert
ist:
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A I‘é
In Zylinderkoordinaten
zy = rcos(p) (5.31)
ry, = rsin(p) (5.32)
Ty, = 2 (5.33)

berechnen wir dann

I{:_fé =

B hd Rz 2w R2x4

- e S Ty N

(e

AV
3 /1

_ 2um(igp? 2 34
- (43 +h) (5.34)

und

L= o[ @l

h Rz/h 27
= Q/ dz/ dr/ rdep (7’2 cos®  + r? sin® go)
0 0 0

h 4.4
R*z
= Q/O d227r4h4
3
= —_MR*. :
10 R (5.35)
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e Wenn das Hauptachsensystem im Schwerpunkt verankert ist,

A
T3
T2
T %h
erhalten wir mit Hilfe des Satzes von Steiner
LI, = I'—M(2h Q—EM(R2+1h2) (5.36)
L 4°) 720 4 '
3
L=1I, = 1—0MR2. (5.37)

5.3 Drehimpuls und Bewegungsgleichung des starren
Korpers
Der Drehimpuls hat zwei Beitrage:

e Drehimpuls des Schwerpunktes: das ist derjenige, den man erhélt, wenn der Korper
auf eine Punktmasse zusammenschrumpft. Er ist von der speziellen Wahl des (raum-
festen) Koordinatenursprungs abhéngig.

e Relativdrehimpuls: das ist der Drehimpuls um die Achse durch den Schwerpunkt.
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Wir berechnen hier den Relativdrehimpuls. Wenn wir den Ursprung des Laborsystems in
den Schwerpunkt des Korpers legen, ist dies der einzige Beitrag zum Drehimpuls:

n

L = Zmlﬁ- X FZ bzw.
i=1

L = /dgng(x)f X T

Il
1%
&l

(5.38)

Also:

-

L=Js (5.39)

L hat im allgemeinen nicht dieselbe Richtung wie . Es hat nur dann dieselbe Richtung,
wenn & entlang einer der drei Hauptachsen gewahlt wird.

Die Rotationsenergie konnen wir nun auch durch den Drehimpuls ausdriicken: Aus
(5.19) und (5.39) erhalten wir

1

T ==& L. (5.40)

\)

Wenn & zur i-ten Hauptachse parallel ist, vereinfachen sich die beiden letzten Gleichungen
zu

L= Luw; (5.41)
und
| R
TT’Ot = 5[2(,(] . (542)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist

dL d L
E = EZmimxm

N — 5 s — Tk
= E 7 X K+ E FriTi X 95— (5.43)
- — |7“ i — Tk
% i,k
duBlere Krifte innere‘g(réfte
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Wegen dem dritten Newtonschen Gesetz heben sich die inneren Kréfte paarweise auf. Also

bleibt

anKE

mit dem Drehmoment D.

5.4 Kriftefreie Bewegung von starren Korpern

Ohne duflere Krifte gilt

(5.44)

1. Der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig und gleichférmig. Dies folgt unmittelbar

aus

1=1 1=1

Der Schwerpunkt S verhélt sich wie ein Massenpunkt unter der Wirkung der Resul-
tierenden der &uleren Krifte, und wenn diese verschwindet, bewegt sich S geradlinig

und gleichférmig.

2. Der Drehimpuls ist erhalten:

Dies folgt aus (5.44).

3. Die Rotationsenergie ist erhalten:

d 1d 1d >
qp 24 ~t~:__<~.L): .
Jw 51 W 0

dt™ ™ T 2dt (¢'49)

Dies folgt aus der Energieerhaltung und %Ttmns =

(5.45)

(5.46)

Wir betrachten nun einen rotationssymmetrischen starren Korper (Kreisel) in Abwe-
senheit von auﬁeren Kraften. Sei die x3-Achse die Symmetrieachse, SO dass I = I, # I3
ist. Weiterhin sei L vorgegeben. Wir legen die x1-Achse in die von L und der Symme-
trieachse aufgespannte Ebene. Dann steht die xo-Achse steht senkrecht auf dieser Ebene,
und Ly = wy = 0. Also liegt & in der (1,3)-Ebene. Diese Situation ist in der folgenden
Abbildung am Beispiel eines ellipsenformigen Kreisels dargestellt, wobei die (1, 3)-Ebene

die Papierebene ist:
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xs3

Wie schon erwéahnt, liegen die Vektoren E, @ und die Symmetrieachse in einer Ebene, und
da man diese Betrachtung zu jedem Zeitpunkt anstellen kann, liegen sie folglich immer in
einer Ebene. Wir kénnen dies auch zeigen, indem wir das Spatprodukt der drei Vektoren
bilden und zeigen, dass es Null ist:

. wa wily
(Wxes) L= —wy . wols =wiwy(l) — ) =0.
0 u.)3[3

In unserem Beispiel ist I; > I3. Deshalb liegt der Vektor L niher an der z;-Achse
als der Vektor &. Die Symmetrieachse x3 bewegt sich nach  hinten“ (also senkrecht zur
Papierebene). Sie rotiert gleichformig um die Richtung des raumfesten L. Man nennt
dies die ,regulére Prizession“. Die Frequenz der reguldren Prézession erhalten wir durch
Aufspalten von & in eine Komponente &; parallel zur x3-Achse und eine Komponente &Jp,
parallel zu L:

W=+ Ip, .

&y ist irrelevant fiir die Prézessionsbewegung. Wir berechnen daher wp, = |&p,|: Aus

wi = wpysin (0) (5.47)
und .
L1 = ‘L‘ sin (9) = [1(,()1 = [1(,de sin (9) (548)
erhalten wir .
_ £
Wp, = ) (5.49)
L

@ tiberstreicht bei der reguldren Prézession den ,Spurkegel®, die Symmetrieachse den
, Nutationskegel “:
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A
>
]

&l

-

Die Winkelgeschwindigkeit um die Symmetrieachse konnen wir auch durch den Dre-
himpuls und die Trégheitsmomente ausdriicken: Es ist

Ly |L|cos(0)
A (5.50)

5.5 Starre Korper mit nur einem Freiheitsgrad

Nun betrachten wir starre Korper mit dufleren Kraften und beschrédnken uns zunéchst
auf Systeme mit nur einem Freiheitsgrad. Es ist zum Beispiel der Korper fest auf einer
Rotationsachse montiert, oder er rollt auf einer Unterlage in nur einer Richtung. In beiden
Féllen behélt die Rotationsachse ihre Richtung bei, und wir kénnen den Winkel ¢ als
Freiheitsgrad wahlen:

Bahn des Schwerpunktes S (p)

Wir wéhlen die z-Richtung parallel zur Rotationsachse. Die kinetische Energie hat
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dann die Beitrage

1

Trot = _Jzngz (551)
2
1 - 1

Tirans = §MV2:§M3'2, (5.52)

wobei § die Geschwindigkeit des Schwerpunkts ldngs seiner Bahnkurve ist.

Beispiel 1: physikalisches Pendel
Dies ist ein an der z-Achse aufgehingter starrer Korper. Sei R der Abstand SO. Dann ist

1 1
T = §J;Z<p2 - a(Jzz + MR*)¢? (5.53)

und
V=—MgRcosy

€z

\ 4
l

€y
Die Lagrange-Funktion ist also
1
L= §J;Z<p2 + MgRcos ¢ (5.54)
und die Lagrange-Gleichung 2. Art ist
d oL 0L
0=————=J_¢$+ MgRsingp. 5.55
G0 9y Pt Myltsing (5.55)

Diese Bewegungsgleichung ist diejenige eines mathematischen Pendels der Lénge | = A‘]j;?
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Beispiel 2: Jojo

/]

N

R = Radius der Achse, um die der Faden gewickelt ist.
S sei in der Mitte der Achse. Hier ist die Lagrange-Funktion

1

1 1 IR
_ .92 .9 1 zz .2
L—QJZZQO +§M37 — Mgz = §<R2 —|—M)$L’ — Mgz,

und die Bewegungsgleichung ist folglich

Jzz .

mit der Losung
1
o(t) = - J== 1\
T

Am untersten Punkt haben wir eine elastische Reflektion

+ x9 + vot .

T — —T

(5.56)

(5.57)

(5.58)

und die Rolle steigt dann wieder bis zu dem Punkt, bei dem @ = 0 ist. Sei [ die Fadenlédnge.

Dann ergibt sich die Schwingungsperiode zu

2l (J..
T=2,/— M
\/Mg <R2 + )

(5.59)

Dies ist iibrigends eine Methode, um .J,, zu messen: Man misst ([, 7, R, M und berechnet

daraus J,,.
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Beispiel 3: Walze auf schiefer Ebene
Y

T~

Die Walze habe den Radius R und die Masse M, und der Schwerpunkt der Walze sei in

der Mitte der Walze. Der Zusammenhang zwischen y und ¢ ist
y=Re

und die Lagrange-Funktion ist

1 N 1
L:§Jzz <%> +§MQZ+Mgsin(a)y.

Die Lagrange-Gleichung
doL  JL

Aoy dy
fithrt auf
. Mgsin(a)

5+ M

Wenn die Massenverteilung homogen ist, ist ¢ konstant und M = R?mpl und

l R 2
J.. = g/ dz/ drr/ dcpr2
0 0 0
R4

1
— ol2r— = —MR?.
QT T
Also ist 9
y:§gsma.

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

Im Unterschied hierzu lautet die Bewegungsgleichung, wenn die Walze reibungsfrei gleitet

ohne zu rollen

Y =gsinwa
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5.6 Die Eulerschen Gleichungen

Nun heben wir die Beschrédnkung auf einen Freiheitsgrad auf. Wir bestimmen die Be-
wegungsgleichungen bezogen auf das kérperfeste System K, dessen Ursprung im Schwer-
punkt liegt. Hierbei ist es wichtig, sich bewusst zu machen, dass auch K ein Interzialsystem
ist. Es rotiert also nicht mit, sondern ist zu jedem Zeitpunkt neu zu wéahlen.

Wir hatten

— d—»
D=—L
dt
und
T=0XZT
und

Bemerkung: wir verstehen alle Grofien auf dieser Seite (Vektoren, Tensoren) im System
K, aber schreiben keine Querstriche iber die Gréflen.
Wir erhalten

dL .
E:/d%g(f) [(@x ) x @ x0) +7x G x D)+ 7% (3% (&% D))
=0+.J ﬁ+/u7X(fX(ﬁXl‘))Q(f)d3ZE
und somit

D=J &d+&xL (5.66)

Dabei haben wir benutzt, dass

Gx (@ —b@-b)=—(@xb)@-b)=xa)i-b

und die rechte Seite ist

—, — — =

b x (@@-b) — ba®) = (b x @)(@- b) = linke Seite.

wenn J diagonal ist, lauten die Eulerschen Gleichungen

. Ly w1 Iy, Ly + wows(I3 — 1)
D = [2(,;)2 + ) X [2(,02 = [2@2 + w3wq ([1 — [3) (567)
[3&)3 w3 [30)3 [3@3 + CLJ1(,LJ2<[2 — [1)

Diese Gleichungen sind nichtlinear und fithren damit im Allgemeinen auf komplizierte
Bewegungen. Wir betrachten noch einmal einen rotationssymmetrischen starren Korper
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ohne #uBere Kriifte. Es ist also D = 0 und I; = I,. Aus der dritten Euler-Gleichung folgt
sofort, dass w3 = 0 ist. Wenn wir die erste Euler-Gleichung nach der Zeit ableiten und w,
durch die zweite Euler-Gleichung ausdriicken, erhalten wir

([1 — [3)2(,05

(I)l + wq [12 =0.

Wir definieren

W2 = (I — ]3)2W§

0 _[12

und erhalten damit

wy = Asin(wet — @) (5.68)
und

wy = —Acos(wot — @), (5.69)

wobei A und ¢ durch die Anfangsbedingungen festzulegen sind. Die Vektoren & und
L rotieren mit Frequenz wy um die Symmetrieachse. Dies wird in der Literatur auch
“Nutation” genannt. Die Frequenz wy ist verschieden von der Prézessionsfrequenz wp,
aus Gleichung (5.49), mit der die Symmetrieachse im Laborsystem um den Drehimpuls
rotiert.

5.7 Der Schwere Kreisel

xs3

/

@)

Der Kreisel im Schwerefeld ist ein anspruchsvolles Thema der theoretischen Mechanik, und
wir beschranken uns hier auf eine Berecnung der wesentlichen Phénomene. Der Kreisel
sei rotationssymmetrisch um die x3-Achse, und wir definieren

=08

wobei O der Punkt ist, in dem der Kreisel gestiitzt wird. Da der Punkt O fest ist, bleiben
von den 6 Freiheitsgraden des starren Korpers nur 3 iibrig.
Wir wihlen 3 Winkel als Freiheitsgrade:
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A
1
1
1
z /!
1 x2
A ; S
/L1
1
1
!
/ Y
!
._\ll
0/
1
1
1
'

1

1

1,

N
— »>

@  Winkel zwischen z-Achse und x3-Achse
¢ Winkel zwischen Projektion der z3-Achse auf den Boden und der z-Achse des La-

borsystems
1 Winkel zwischen xi-Achse und der Verbindungslinie von S zur z-Achse (Linie L
x3-Achse)
Die kinetische Energie ausgedriickt durch die 3 Winkel ist
1 o fhe g . 1 S 2
T =~ (I + Ml )(9 + ¢*sin 9) o (w+¢cos9) (5.70)
2 —— 2
I

Die potenzielle Energie ist
V = Mglcos (0).

Die Lagrange-Funktion L =T — V erfiillt die Gleichungen % = 0 und g—g = 0. Also sind
1 und ¢ zyklische Variablen, und

P, = 8_L (5.71)
o
und 5L
ol0)

sind ErhaltungsgroBien. Aufferdem ist auch die Gesamtenergie £ = T'+V eine Erhaltungs-
groffe. Wir haben folglich genauso viele Erhaltungsgrofien wie Freiheitsgrade und kénnen
die Losung der Bewegungsgleichungen finden.

96



Wir driicken zunéichst ¢ und ¢ durch die Erhaltungsgrofen aus:

P, = I (¢+q§cose) (5.73)
Py = (I}sin®0 + I3 cos®0) ¢ + I31) cos 0 (5.74)
Py — Py cost
= = £ v 5.75
¢ I} sin? 0 (5.75)
. P, .
v o= =2 —deosh. (5.76)
I3

Dies wird in den Ausdruck fiir die Energie eingesetzt:

1 . . . . 2
E = T+V:§(I{ (02+¢281n20>+13 (’17/)+¢COSQ> )+Mglcos€

1,., P} (P, — P, cosh)?
= PP+ L Mgl — Mgl (1—cosb) . 5.77
o o T T T g gl (1 = cosd) (5.77)

=Ues (6)
WEeil E eine Erhaltungsgrofle ist, ist auch

/ Pli 1 1 N2

E=EFE— Y Mgl=-I*+U,(9) (5.78)
215 2

eine Erhaltungsgrofe. Der Ausdruck fiir £’ ist der eines gewthnlichen eindimensionalen
Problems mit der Variablen 6 und dem Potenzial U,;.

Wir diskutieren die Dynamik des Kreisels im Folgenden qualitativ jund in mehreren
Schritten.

e Esist £/ > Ueff.
o Wenn Py # P, ist: limg_g Uesy = limg_.r Ueypp = 00

e Definiere u(t) = cos6(t). Dann ist

oo
1 —u?

und

= f(u)
mit )

2F"  2Mgl(1 —u P,— P,u
f(u) —_ (1 _ u2) I/ + g;/ ) _ ( 9] I/2¢ ) (579)
1 1 1

u € [—1,1]und f(u) > 0.

— u = 1 entspricht P, = P, und @ = 0 (stehender Kreisel)
— u = —1 bedeutet Py = —P,, und @ = 0 (héngender Kreisel)
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— —1 < u < 1: schiefer Kreisel

e f(u) ist positiv zwischen zwei Werten u, ug €] —1, 1] Also bewegt sich 6(t) zwischen
zwel Werten 6 und 6.

Betrachte
. Pyug—u

gb_l_{l—tﬂ

: P
(mit uy = P—Z)

zusitzlich zu 0 baw.
Man muss 3 Fille unterscheiden, je nachdem wie ug relativ zu u; und s liegt:

L ug > ug (bzw. ug < up):
= ¢ hat stets dasselbe Vorzeichen. Die Bewegung des DurchstoBpunktes der zs-
Achse durch eine Kugelschale sieht folgendermaflen aus:

2.u1 < ug < Uy = <;5 hat am oberen Breitengrad ein anderes Vorzeichen als am
unteren:

3. ug = u; oder ug = uq
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¢ verschwindet an einem Breitenkreis.
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Kapitel 6

Elastizitatstheorie

Wiéhrend wir im vorigen Kapitel Bewegungen eines starren Koérpers betrachtet haben, der
sich nicht deformiert, behandeln wir in diesem Kapitel Deformationen fester Korper. Wir
fassen den festen Korper als Kontinuum auf. In den folgenden Abschnitten werden wir
zundchst die Grundlagen legen und den Verzerrungs- und den Spannungstensor und die
elastischen Module einfithren, bevor wir dann verschiedene Arten von Verformungen und
Schwingungen behandeln.

6.1 Der Verzerrungstensor

Bei einer Deformation dndern im Allgemeinen sidmtliche Punkte eines Korpers ihre Lage.
Wir bezeichnen mit dem Verschiebungsvektor

i=7 -7 (6.1)

die Verschiebung eines Korperpunktes durch die Deformation. & ist seine Position vor
der Deformation, & ist seine Position nach der Deformation. Der Verschiebungsvektor
ist an verschiedenen Stellen des Korpers verschieden und ist daher eine Funktion von 7.
Die Vorgabe des Vektors « als Funktion von Z bestimmt vollstdandig die Deformation des
Korpers.

Wir betrachten als néchstes die Verdnderung des Abstands zweier infinitesimal be-
nachbarter Punkte unter der Deformation. Vor der Deformation war er

dl = \/da? + da3 + do?

und nach der Deformation ist er

Al = /a2 + daf? + da?.

Wir verwenden wieder die Summenkonvention, d.h. wir summieren iiber alle in einem
Ausdruck doppelt auftretenden Indizes, und schreiben daher

di? = da?, dl”? = dz? = (dx; + du,)? .
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Wir machen nun die Substitution

3ui
Uu axk T
und erhalten
di’”? = di? + 2udx;dxy, (6.2)

wobei der Tensor u;, durch die Gleichung

w _l 8ui+8uk+8ul%
=9\ oz, " Ox; = Ox; Oxp

(6.3)

definiert ist. Der Tensor u;; heifit Verzerrungstensor. Aus seiner Definition ist ersichtlich,
dass er symmetrisch ist, d.h. es ist u;, = ug;.

Wie jeden symmetrischen Tensor kann man wu;; in einem beliebig vorgegebenen Punkt
auf Diagonalform bringen. Man muss natiirlich im Auge behalten, dass der in einem vor-
gegebenen Punkt diagonalisierte Tensor in allen iibrigen Punkten des Korpers im Allge-
meinen nicht diagonal ist. Wenn der Verzerrungstensor im gegebenen Punkt diagonalisiert
ist, dann hat das Léngenelement (6.2) in der Umgebung des Punktes die folgende Form

dI” = (6 + 2ug)dzday,
= (1 +2uM)da? + (14 2u®)dz? + (1 + 2u®)da? . (6.4)

Hierbei sind u™®, u® und «® die drei Diagonalelemente (Hauptwerte) des Verzerrungs-
tensors.

Dieser Ausdruck zerfallt in drei voneinander unabhéngige Terme. Das bedeutet, dass
man die Deformation in jedem Volumenelement des Korpers als Uberlagerung dreier von-
einander unabhéngiger Deformationen in drei zueinander orthogonalen Richtungen, den
Hauptachsen des Verzerrungstensors, betrachten kann. Jede dieser Deformationen stellt
eine einfache Dehnung oder Kompression in der entsprechenden Richtung dar.

Die Deformationen des Korpers sind praktisch fast in allen Féllen klein, d.h. die
Anderung eines beliebigen Abstands im Korper bleibt im Vergleich zum Abstand selbst
stets klein. Dies bedeutet, dass auch alle Komponenten des Verzerrungstensors klein sind.
Dagegen kann der Verschiebungsvektor selbst in einigen Féllen trotz kleiner Deforma-
tion grole Werte annehmen. So erfahren zum Beispiel die Enden eines langen, diinnen
Stabs beim Verbiegen des Stabs eine wesentliche rdumliche Verschiebung, wahrend die
Dehnung und Kompression im Inneren des Stabs klein bleiben. Dies ist dadurch moglich,
dass der Stab diinn ist bezogen auf seine Lange. Aber in Kérpern, deren Maf§ in keiner
Richtung besonders klein ist, kann kein Teil eine starke riimliche Verschiebung erfahren,
ohne dass im Korper starke Dehnungen und Kompressionen auftreten. Wir beschrénken
uns zunéchst auf Korper, die in allen Richtungen eine dhnlich grole Ausdehnung haben.
In ihnen ist u; bei kleinen Deformationen klein, und wir kénnen das letzte Glied in (6.3)
vernachléssigen. Somit ist der Verzerrungstensor bei kleinen Deformationen durch den

Ausdruck L /8 5
_ 4 U; U
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gegeben. Die relativen Anderungen der Liangenelemente in Richtung der Hauptachsen des
Verzerrungstensors (im gegebenen Punkt) sind jetzt, bis auf Glieder hoherer Ordnung,

V14206 — 1~ o

d.h. sie sind gleich den Hauptwerten des Vezerrungstensors.

Wir betrachten zum Schluss die Anderung eines kleinen Volumens bei der Deformation.
Das Volumenelement dV besteht aus dem Produkt dz;dwxedzs. Nach der Deformation
betrégt es

AV’ = dv (1 +uM)(1 +u@)(1 +u®).

Bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung folgt hieraus
AV’ = dv (1 +u +u®@ +u®).

Die Summe der drei Hauptwerte des Tensors ist gleich der Summe der Diagonalelemente
Ui = U1 + Uge + usz unabhéngig vom Koordinatensystem. Wir haben daher

Die Summe der Diagonalelemente des Verzerrungstensors stellt also die relative Volu-
menénderung (dV’ — dV)/dV dar.

6.2 Der Spannungstensor

Eine Deformation bringt den Koérper aus seinem Gleichgewicht, und es entstehen Kriifte,
die ihn in den Gleichgewichtszustand zuriickzuversetzen suchen.Diese bei der Deformation
auftretenden Krafte nennt man innere Spannungen. Die Krifte, die die inneren Spannun-
gen bewirken, sind in der Elastizitdtstheorie Nahwirkungskréfte, d.h. sie werden von einem
bestimmten Punkt aus nur auf die néchsten Nachbarn {ibertragen. Hieraus folgt, dass die
von einem Teil des Korpers von den benachbarten Teilen gerichteten Kréfte nur iiber die
Oberflache dieses Teils wirken konnen.

Wir betrachten jetzt die auf einen bestimmten Teil des Korpers wirkende resultierende

Kraft,
/ Fav,

wobei F' die auf eine Volumeneinheit wirkende Kraft ist, so dass auf das Volumenelement
dV die Kraft FdV einwirkt. Andererseits kénnen die Kréfte, mit denen die verschie-
denen Teile innerhalb des Teilvolumens aufeinander wirken keine von Null verschiedene
Resultierende bilden, da sie infolge der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung (3.
Newtonsches Gesetz) sich gegenseitig kompensieren. Die auf ein Teilvolumen wirkende
Gesamtkraft kann man daher als Summe derjenigen Krifte betrachten, die aus seiner
Umgebung auf das Teilvolumen einwirken. Wie wir aber oben schon erwédhnt haben, wir-
ken diese Krifte auf das betrachtete Teilvolumen iiber seine Oberfliche. Die resultierende
Kraft kann daher als die Summe der auf jedes Oberflichenelement wirkenden Kriéfte, also
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als ein Integral iiber diese Oberfldche dargestellt werden. Damit kann jede der drei Kom-
ponenten [ F;dV der Resultierenden aller inneren Krifte eines beliebigen Volumens in ein
Integral iiber die Oberflache dieses Volumens umgewandelt werden. Der Vektor F; muss
daher als Divergenz eines Tensors zweiten Ranges darstellbar sein:

adik

F, = .
al‘k

(6.7)

Dann kann die auf ein Volumen wirkende Kraft als ein Integral {iber eine das Volumen
umspannende geschlossene Flidche dargestellt werden:

/ Fav = [ 9% qy — f oud fi, (6.8)
or k

wobei d f; die Komponenten des Fldachenelements sind, also eines Vektors, der stets in der
Richtung der dufleren Normalen der Fléche liegt.

Der Tensor oy heiBBt Spannungstensor. Wie man aus (6.8) ersieht, ist o;d fy die i-te
Komponente der auf das Flachenelement df wirkenden Kraft.

Wir zeigen im Folgenden, dass der Spannungstensor symmetrisch ist. Dazu bestimmen
wir das auf ein Teilvolumen des Korpers wirkende Drehmoment D. Seine erste Kompo-

nente ist
do. do
D1 = /(l‘gFg - ZEgFQ)dV = / (a—x?;ll'g - a—:;lll‘g) dV

= / Moz — Uleg)dV — / <ng% - 021%> dVv
ox; T

- f (032 — oows)df, — / (032 — 023)dV . (6.9)

Da das Drehmoment nur an der Oberfliche des betrachteten Volumens angreifen kann,
muss der zweite Term verschwinden. Fiir die anderen beiden Komponenten des Drehmo-
ments erhalten wir ein entsprechendes Ergebnis. Wir kommen also zum Ergebnis

Oik = Oki (610)

d.h. der Spannungstensor ist symmetrisch.

Wenn der Korper gleichméBig von allen Seiten komprimiert wird (hydrostatische Kom-
pression), kann der Ausdruck fiir den Spannungstensor leicht hingeschrieben werden.
Bei einer solchen Kompression wirkt auf jede Oberflicheneinheit des Korpers dem Be-
trag nach der gleiche Druck, der entlang der Normalen zur Oberfldche in das Innere des
Korpervolumens gerichtet ist. Wenn man diesen Druck mit p bezeichnet, wirkt auf das
Oberflachenelement d f; die Kraft —pd f;. Andererseits muss diese Kraft, durch den Span-
nungstensor ausgedriickt, die Form o, d f, aufweisen. Also hat der Spannungstensor bei
einer hydrostatischen Kompression folgendes Aussehen:
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Alle seine von Null verschiedenen Komponenten sind einfach dem Druck gleich.

Im allgemeinen Fall beliebiger Deformation sind auch die nichtdiagonalen Kompo-
nenten des Spannungstensors von Null verschieden. Dies bedeutet, dass auf jedes Ober-
flichenelement im Innern des Korpers neben der Normalkraft noch Tangenzialkréfte wir-
ken, die parallele Oberflichenelemente relativ zueinander zu verschieben suchen.

Im Gleichgewichtszustand miissen sich die Kréfte der inneren Spannungen in jedem
Volumenelement des Koérpers kompensieren, d.h. es muss gelten F; = 0. Die Gleichung
fiir den Gleichgewichtszustand eines deformierten Korpers lautet somit

aO'Z'k
8:ck

—0. (6.12)

Wenn sich der Korper im Schwerefeld befindet, muss die Summe aus den Kriften der
inneren Spannungen und der Schwerkraft pro Einheitsvolumen, F'+ pg, verschwinden. Die
Gleichgewichtsbedingungen haben in diesem Fall die Form

80ik

R +0g9; = 0. (6.13)
Wenn es unmittelbar an der Oberfliche angreifende duere Kréfte gibt (sie sind gewohnlich

die Ursache der Deformation), so gehen sie in die Randbedingungen der Gleichgewichtsbe-

dingung ein. Es sei K die auf die Oberflicheneinheit des Korpers wirkende duflere Kraft,

so dass auf das Oberflachenelement d f die Kraft Kd f wirkt. Im Gleichgewicht muss diese

durch die Kraft —o;;dfi, welche auf das gleiche Oberflichenelement infolge der inneren

Spannungen wirkt, kompensiert werden. Es muss daher gelten

Hieraus folgt, wenn man fiir dfy den Ausdruck dfy = nidf einsetzt (7 ist der Einheits-
vektor der duBeren Normalen zur Oberfliche),

Das ist die Bedingung, die auf der gesamten Oberfliche des Korpers im Gleichgewichts-
zustand erfiillt sein muss.

6.3 Deformationsenergie und Hookesches Gesetz

In diesem Teilkapitel berechnen wir einen Zusammenhang zwischen einer Deformation und
den dadurch auftretenden inneren Spannungen. Wir gehen wieder davon aus, dass die De-
formation klein ist, so dass wir in Potenzen des Verzerrungstensors entwickeln kénnen.
Zunéchst berechnen wir die Energie einer Deformation. Der Korper dndert seine innere
Energie dadurch, dass durch die aulen angreifenden Kréfte bei der Deformation Arbeit
verrichtet wird. Wir bezeichnen mit §EdV die Anderung der inneren Energie in einem
kleinen Teilvolumen dV des Korpers. Wir gehen weiterhin davon aus, dass die Ener-
giedinderung unabhéngig von der Geschwindigkeit der Deformation ist, so dass wir eine
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quasistatische (also unendlich langsame) Deformation annehmen diirfen zur Berechnung
der Energieinderung. Dann ist der Korper zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht, und es
gilt die Gleichung (6.12) im Inneren des Koérpers und (6.14) an seiner Oberflache. Da die
Krifte an der Oberfliche angreifen, erhalten wir damit den folgenden Ausdruck fiir die
Energiedinderung des Korpers

Tk k

1 dou;  Oduy B

Beim Ubergang zur letzten Zeile haben wir die Symmetrie des Spannungstensors aus-
geniitzt. Also lautet der Zusammenhang zwischen der Anderung der inneren Energie und
der Deformation

Dieses Ergebnis gilt, solange bei der Deformation keine Warme zwischen den verschie-
denen Teilen des Korpers fliefit, also fiir eine adiabatische Deformation. Wenn Wérme
flieBt, miissen wir auf der rechten Seite den aus der Thermodynamik bekannten Term
TdS addieren, wobei S die Entropie (pro Volumen) ist. Wenn der Kérper immer auf
konstanter Temperatur bleibt, beschreibt (6.16) nicht die Anderung der inneren Energie,
sondern die Anderung der freien Energie dF = d(E — T'S). Im folgenden nehmen wir an,
dass die Temperatur konstant ist und verwenden die freie Energie. Also gilt

OF
Ou, .

Dieses und alle folgenden Ergebnisse kéonnen wir auf adiabatische Prozesse anwenden,
wenn wir iiberall die freie Energie durch die innere Energie ersetzen und alle Module bei
konstanter Entropie statt bei konstanter Temperatur definieren.

Um einen Zusammenhang zwischen der freien Energie F' und der Deformation zu be-
kommen, entwickeln wir F'in Potenzen der u;,. Da wir annehmen, dass die Deformationen
klein sind, geniigt es, die fiihrenden Terme dieser Entwicklung zu beriicksichtigen. Wir
machen also den Ansatz

F = Fy + ajpui, + bijruipug

mit Entwicklungskoeffizienten a;;, und b;;;;. Die meisten dieser Koeffizienten verschwinden.
Wegen
OF

ik | (.10

@ik = Okl fuim=0 = 0

verschwinden die linearen Terme. Wir betrachten ein isotropes Material, in dem also alle

Richtungen gleichberechtigt sind. Von den quadratischen Termen bleiben dann nur die-
jenigen, die unter einem Wechsel des Koordinatensystems invariant sind. (Fiir Kristalle
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werden die folgenden Ausdriicke komplizierter.) Es gibt nur zwei solche skalaren Terme
zweiter Ordnung. Zunéchst ist die Spur u; des Verzerrungstensors invariant unter Koor-
dinatentransformationen, und folglich auch ihr Quadrat u%. AuBerdem ist auch die Spur
des Quadrats des Verzerrungstensors invariant unter Koordinatentransformationen, also
der Ausdruck w;zuy; = u,. Wir erhalten somit den Ausdruck

A
F=F+ Eui + pu, . (6.18)

Dies ist der allgemeine Ausdruck fiir die freie Energie eines deformierten isotropen Korpers.
Die Groflen A und p nennt man Lamé-Koeffizienten. Unter Verwendung der Beziehung
(6.17) erhalten wir daraus den folgenden Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor
und dem Verzerrungstensor:

Tife = 201045 + Ay, -

Statt der Lamé-Koeflizienten werden meist der Kompressions- und der Schermodul ver-
wendet, so dass wir den Ausdruck fiir /' im Folgenden auf diese beiden Parameter um-
schreiben. Eine reine Scherung ist eine Deformation ohne Volumenénderung, und die Spur
des Verzerrungstensors verschwindet daher bei einer reinen Scherung. Der umgekehrte Fall
ist eine mit einer Volumenénderung verbundene Deformation, bei der der Kérper seine
Form beibehélt. Dabei wird der Abstand zweier Punkt in jeder Richtung und iiberall im
Korper um den gleichen Faktor gedndert, und der Verzerrungstensor lautet u;;, = const-d;,
er ist also proportional zur Einheitsmatrix. Wir haben eine solche Deformation schon un-
ter dem Namen hydrostatische Kompression kennengelernt. Man nent sie auch homogene
Dilatation.

Jede Deformation kann als Summe einer reinen Scherung und einer homogenen Dila-
tation dargestellt werden,

1 1
U = (uzk - g@k%l) + §5ikull . (6.19)

Das erste Glied auf der rechten Seite stellt eine reine Scherung dar, da die Summe seiner
Diagonalelemente verschwindet (d; = 3). Das zweite Glied beschreibt die homogene Dila-
tation. Wenn wir diese Zerlegung des Verzerrungstensors in den Ausdruck (6.18) einsetzen,
erhalten wir
1 ° K,

F= 12 (u,k - §5ikull) + Eu” . (620)
Die GroBlen K und p nennt man Kompressionsmodul und Torsionsmodul (Schubmodul,
Schermodul). K hiangt mit den Lamé-Koeffizienten iiber folgende Gleichung zusammen

2
K=X+3p. (6.21)

Der Kompressionsmodul und der Torsionsmodul sind stets positive Groflen. Dies folgt
daraus, dass die freie Energie im thermodynamischen Gleichgewicht ein Minimum hat. In
Abwesenheit von dufleren Kréften muss dieses Minimum bei u;, = 0 liegen. Die notwendige
und hinreichende Bedingung hierfiir ist die Positivitdt von K und pu.
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Zur Berechnung des Spannungstensors miissen wir die Ableitung 0F/0u;, auswerten.
Hierzu schreiben wir das totale Differenzial

1 1
dF = Kuyduy + 2 (uzk — §5¢kull) d (uzk — §5¢kull) .

Die Multiplikation der ersten Klammer im zweiten Glied mit d;;, liefert Null. Es bleibt
daher der Ausdruck

1 1
dF = Kuyduy + 2p <Uzk — §5ikull) dug, = [Kulléik +2u (uzk — g@k%l)] duy, .
Hieraus folgt fiir den Spannungstensor
1
oir = Kuydy, + 2 (uzk - g@kuu) : (6.22)

Dieser Ausdruck erlaubt die Bestimmung des Spannungstensors aus dem Verzerrungsten-
sor im Fall isotroper fester Kérper. Man sieht u.a., dass bei einer reinen Scherung oder
einer reinen homogenen Dilatation die Beziehung zwischen den o;; und u;, allein durch
den Torsions- bzw. Kompressionsmodul bestimmt wird.

Wir kénnen auch umgekehrt den Verzerrungstensor durch den Spannungstensor aus-
driicken. Dazu benoétigen wir die Summe der Diagonalelemente o;;. Das zweite Glied in
(6.22) verschwindet bei der Summation, und wir haben o;; = 3Ku;; oder

_ ! (6.23)
Uiy = 3K Oij - .
Diesen Ausdruck setzen wir in (6.22) ein und bestimmen hieraus die wu;:
1 1 1
Uik 0K ko + 2 (Uk 3 kall) ( )

Aus Gleichung (6.23) ist ersichtlich, dass die relative Volumenénderung wu;; bei beliebiger
Deformation eines isotropen Korpers nur von der Spur o;; des Spannungstensors abhéngt.
Bei hydrostatischer Kompression des Korpers hat der Spannungstensor die Form oy, =
—pdir, und es folgt
p
= ——. 6.25
wi=-"2 (6.25)

Wegen der Kleinheit der Deformation sind u; und K ebenfalls kleine Grofien, und wir

konnen das Verhiltnis von relativer Volumenénderung zum Druck w;/p in der Form
(1/V)(0V/Op)r schreiben. Somit haben wir

1 1 [oV

Dies ist die Kompressibilitit des Korpers.

Nach (6.24) ist der Verzerrungstensor eine lineare Funktion des Spannungstensors.
Die Deformation ist also proportional zu den angreifenden Kréften. Dieses bei kleinen
Deformationen geltende Gesetz heifit Hookesches Gesetz.
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6.4 Homogene Deformationen

Bei homogenen Deformationen ist der Verzerrungstensor im gesamten Volumen des Korpers
konstant. Folglich ist auch der Spannungstensor im gesamten Volumen konstant. Wir be-

trachten in diesem Teilkapitel Korper, die Zylinderform haben. Sie sind ldngs der z-Achse

orientiert, und ihr oberes und unteres Ende sind parallel zur z-y-Ebene. Am oberen und

unteren Ende wird mit konstanter Kraft p pro Fldcheneinheit gezogen, so dass der Koérper

gestreckt wird. Wir betrachten nacheinander zwei verschiedene Randbedingungen fiir die

Seitenflichen. Zuerst betrachten wir den Fall, dass die Seitenflachen frei sind, d.h. dass

keine Kraft auf sie wirkt. Anschlieend betrachten wir den Fall, dass die Seitenflichen

fixiert sind, z.B. weil sie an den Wanden eines Behélters kleben.

Wenn die Seitenflichen frei sind, ist dort o;n, = 0. Der Einheitsvektor 77 steht senk-
recht zur z-Achse, d.h. er besitzt nur die Komponenten n, und n,. Also ist o;, = 03, = 0.
Die einzige von Null verschiedene Komponente ist also o,, = p. Daraus erhélt man un-
ter Verwendung von (6.24) den Verzerrungstensor. Die einzigen von Null verschiedenen
Komponenten sind

1/1 1 P
=z (==+-)p=L 6.27
22 =3 (3K * u) P=F (6:27)
und L/ .
=ty = —= [ — — — ) p=—ou.. . 6.28
u Uy 3 <2,u 3K) P ou (6.28)
Hier haben wir den FElastizitdtsmodul ( Youngsche Zahl)
9K
E = 6.29
3K + ( )

und den Querkontraktionskoeffizienten (Poissonsche Zahl)

13K —2pu
= 6.30
CT 93K 1 u (6.30)
eingefithrt. Da K und p positiv sind, muss o im Bereich [—1,1/2] liegen. Allerdings
sind Korper mit o < 0, d.h. deren Querdimension sich bei einer longitudinalen Dehnung
vergrofert, nicht bekannt.
Die relative Volumenanderung des Korpers nach seiner Streckung ist

1

i = Do 6.31
Wi = Pag (6:31)
Die freie Energie des gestreckten Korpers ist
1 p?
F=- = —. .32
5 U022 = 5 (6.32)

Im folgenden werden wir anstelle von K und pu, wie iiblich, die Koeffizienten E und o
benutzen. Die bisherigen allgemeinen Beziehungen lauten dann

E E Eo
T e s B D P s (6:33)
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E o
F=— (W +—u? 6.34
2(1+0_) <U’Zk+ 1 _20_ull) Y ( 3 )

FE o
k= — | W Oir | 6.35
Oik 1+U<Uk+1_20_uu k) ( )
1
Uik = E [(1 —+ O')O'ik — Uo'lléik] . (636)

Als néchstes betrachten wir die Kompression des Zylinders bei festgehaltenen Sei-
tenwanden. Da der Korper nur in z-Richtung deformiert wird, ist von allen Komponenten
des Verzerrungstensors nur u,, von Null verschieden. Daraus ergibt sich

ok
Ozx = Oyy = Uzz
W= U+ 0)(1=20)

und
E(1-o0)

(14+0)(1—20

wobei p wieder die streckende Kraft pro Flacheneinheit ist. Wir erhalten also

O,y = )uzz:p

(1+0)(1—20)

2z — . 6.37

u Ed—o) " (6.37)
Die Spannungen in Querrichtung des Zylinders sind
o

Ow = Oy = PT— - (6.38)

Schliefflich erhalten wir fiir die freie Energie den Ausdruck

,(1+0)(1 — 20)
2E(1—o0)

F=p (6.39)

6.5 Elastische Wellen im isotropen Medium

In einem elastischen Medium konnen sich Wellen ausbreiten. Die mit der Welle einherge-
henden Dehnungen und Kontraktionen laufen i.A. so schnell ab, dass man sie als adiaba-
tisch ansehen kann. Wir verstehen in diesem Teilkapitel die elastischen Koeffizienten F
und o daher als adiabatische Koeffizienten.

Um die Bewegungsgleichungen fiir ein elastisches Medium zu erhalten, muss die Kraft
der inneren Spannungen dem Produkt aus Beschleunigung und Dichte gleichgesetzt wer-
den,

. Doy,
ot = al‘k ’

Wir miissen die rechte Seite durch den Verschiebungsvektor « ausdriicken. Zu diesem

Zweck driicken wir den Spannungstensor durch den Verzerrungstensor aus und ersetzen

(6.40)
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diesen durch (6.5):

Eo 8u” FE 8ulk
(140)(1—20) 0x; 1+ 0 Oxy

ou; =

B Eo 0%y, n 0%y n E 0%u, n 0%y,
 2(14+0)(1 —20) \Ox0x; OO 2(1+0) \ 022 Ox;0xy
E 0%y E 0%y
= 2 1—20).
2(1+0) 022 ' 2(1+0)(1—20) Dy 20 T 1= 20)

Vektoriell geschrieben lautet diese Beziehung

-, E _, E »
Qu:mAu+2(l+g)(1_20)V(V-u). (6.41)

Wir betrachten als erstes ebene Wellen. Mit dem Ansatz

—

i = Oei(kx—wt)

erhalten wir

E
2(1+0)

E
2(14+0)(1—20)

—

(—kQ)uo -+

<_k2)(ﬁo>m€x .

—QWQUO =

Wenn iy parallel zur Ausbreitungsrichtung liegt, erhalten wir daraus

w? E(1-o0) 5
— = = 6.42
2ot o)(1-20) (642)
und wenn w senkrecht zur Ausbreitungsrichtung liegt, erhalten wir
w? E 9
— ==, 6.43
k2 20(1+0) “ ( )

Longitudinale und transversale Wellen haben also verschiedene Ausbreitungsgeschwindig-
keit. Wegen o > 0 ist
c > Ct\/§

d.h. die longitudinale Welle breitet sich schneller aus als die transversale.

Auch allgemeine (d.h. nicht ebene) Wellen lassen sich in einen longitudinalen und einen
transversalen Anteil zerlegen, die sich mit verschiedener Geschwindigkeit ausbreiten. Wir
formen (6.41) um zu

L= ENi+ (2 — A)V(V - d) (6.44)

und zerlegen # in einen longitudinalen und transversalen Teil, @ = u; 4 u;, die den Bezie-
hungen

und
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geniigen. Eingesetzt in (6.44) fithrt dies auf
Uy + iy =GN+ ) + (& — AV(V-10). (6.47)
Wenn wir darauf die Divergenz anwenden, erhalten wir
V(i — EAG) =0.

Da auch die Rotation des Ausdrucks in der Klammer verschwindet, muss der Ausdruck
in der Klammer selbst verschwinden, und wir erhalten fiir den longitudinalen Anteil die
Wellengleichung
0%,
ot?

Analog wenden wir auf Gleichung (6.47) die Rotation an und erhalten

— Al =0. (6.48)

V X (U — AG) = 0.

Da die Divergenz des Ausdrucks in der Klammer verschwindet, muss der Ausdruck in der
Klammer selbst verschwinden, und wir erhalten fiir den transversalen Anteil die Wellen-
gleichung

0?1,

ot?

— Al =0. (6.49)

6.6 Oberflichenwellen

Als néchstes berechnen wir Oberflachenwellen. Dies sind Wellen, die sich in der Nihe der
Korperoberfliche ausbreiten, ohne in das Innere des Korpers einzudringen. Wir beginnen

mit der Wellengleichung
o Al =0 6.50
oz ~CAu=0, (6.50)
wobei 4 eine transversale oder eine longitudinale Welle bezeichnet, und ¢ die entspre-
chende Ausbreitungsgeschwindigkeit. Die tatsichliche Welle ist eine Linearkombination
einer transversalen und einer longitudinalen Welle. Wenn wir die allgemeine Losung fiir
die transversale und longitudinale Welle gefunden haben, miissen wir sie so kombinieren,
dass auch die Randbedingung an der Oberfliche erfiillt ist.
Die Oberflache sei in der Ebene z = 0, und das Korperinnere sei bei z < 0. Wir

machen den Ansatz einer monochromatischen Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet,
i = eilkz—wt) ]F(Z) '

Wir werden spéter sehen, dass die Randbedingung eine Beziehung zwischen k& und w
vorgibt. Durch Einsetzen in die Wellengleichung erhalten wir

d2 2 o
d—i — <k2 = %) fl2).
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Fiir k2 < w?/c? ist die Losung periodisch in z und kann daher keine Oberfliichenwelle
beschreiben. Wir fordern daher k? > w?/c?. Dann erhalten wir fiir f Losungen der Form

f(z) = const - 2V =2/

(Die Losungen mit einem Minuszeichen im Exponenten scheiden aus, da sie im Korper

anwachsen statt abklingen). Wir setzen k = \/k? —w?/c? und erhalten damit fiir «
il = elhe—wherz (6.51)

Die transversale und die longitudinale Welle haben hierbei verschiedene Werte fiir .
Im Folgenden bestimmen wir diejenige Linearkombination einer transversalen und einer
longitudinalen Welle, die die Randbedingung an der Oberfliche erfiillt. An der freien
Oberflache muss o;,n, = 0 sein. Da 77 in z-Richtung zeigt, folgt hieraus

Ogz = Oyz = Oz :07
und daraus ergibt sich
Uy, =0, Uy, =0, 0 (U + Uyy) + (1 —0)u,, =0. (6.52)

Da keine der Grofien von y abhéngt, liefert die zweite Gleichung

_ 10u,
M= 9%, T
woraus wir mit Hilfe von (6.51) erhalten
uy = 0. (6.53)

Der Verschiebungsvektor der Oberflichenwelle liegt somit in einer Ebene, die zur Ober-
flache orthogonal ist.
Die Divergenz des “Transversalanteils” der Welle, ;, muss verschwinden,

autm 8utz
ox 0z

Wenn wir (6.51) einsetzen, wird daraus

=0.

Z.kfutx + RiUt, = 0 .

Wir konnen daher schreiben

Upe = /{taezkx—mz—zwt’ Up, = _ikaezkx—ntz—zwt (654)
mit einer Konstanten a.
Die Rotation des “Longitudinalanteils” der Welle, ;, muss verschwinden,
8ulx 0ulz .

0z or
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Wenn wir (6.51) einsetzen, wird daraus
tkuy, + Ku, = 0.
Wir kénnen daher schreiben
U = kbeikw—mz—iwt’ U = _,L'/{lbeikx—mz—iwt (655)

mit einer Konstanten b.
Jetzt beniitzen wir die erste und dritte Randbedingung (6.52):

ou ou du Ju
‘ = =0 T+ (= 2¢) 5= =0. 6.56
0z + ox ’ o, + e —24) ox (6.56)
Hierin muss
Uy = Uy + Uty Uy = Uy + Ugy
eingesetzt werden. Wir erhalten dann die Bedingungen
a(k? + Kk7) + 2bkr; = 0 (6.57)
und
2act ik + bc} (k] — k?) + 2¢2k% = 0.
Die letzte Gleichung dividieren wir durch ¢ und setzen in sie
2 2
2 2 w 2 26
k2= (k2 ot
" g
ein. Sie erhélt dann die Form
2akik +b(k* + k7)) =0. (6.58)

Aus (6.57) und (6.58) kénnen wir @ und b eliminieren und erhalten
(K + K2)% = 4% kK

oder, wenn man diese Gleichung quadriert und x; und x; durch ¢; und ¢; ausdriickt

w2 4 w2 w2
C Ct G

Aus dieser Gleichung erhélt man eine Beziehung zwischen w und k. Wir machen den
Ansatz
w =k (6.60)

und erhalten fiir ¢ die Gleichung
2 2
€6 8¢t 4 8¢ (3 - 2%) ~ 16 ( - C—;) —0. (6.61)

1
¢ muss positiv, reell und < 1 sein. Es gibt nur eine Wurzel, die diesen Bedingungen
geniigt, so dass man zu jedem gegebenen ¢;/c; nur ein bestimmtes £ erhélt. Die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Oberflichenwelle ist dann &, und das Amplitudenverhéltnis
des Trasversalteils und des Longitudinalteils lasst sich durch £ ausdriicken als
92 _ 2
a__ 228 (6.62)

b ioe
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6.7 Longitudinalwellen in Stiben und Platten

Im Rest dieses Kapitels befassen wir uns mit Wellen in Stidben und Platten. Zunéchst
betrachten wir longitudinale Wellen, bei denen der Verschiebungsvektor in Richtung der
Stabachse bzw. in der Plattenebene liegt. Im néchsten Abschnitt betrachten wir dann
Biegewellen von Stében, bei denen die Verschiebung senkrecht zur Stabachse ist.
Betrachten wir zunéichst Longitudinalwellen in einem Stab. Die longitudinale (im Stab-
querschnitt homogene) Deformation eines Stabes, auf dessen Seitenfldchen keine dufleren
Krifte wirken, ist eine einfache Dehnung oder Kompression. Bei einer einfachen Dehnung
ist nur die Komponente 0., des Spannungstensors von Null verschieden. (Die z-Achse
liegt in der Stabachse.) Sie hangt mit dem Verzerrungstensor durch die Beziehung (6.27)

ou,,
0,,=Fu,,=F % (6.63)
zusammen. Setzt man diesen Ausdruck in die Bewegungsgleichung
. Ooy
ou, = Dy
ein, so erhélt man , ,
5= (664

Dies ist eine Wellengleichung, und aus ihr erhélt man die Ausbreitungsgeschwindigkeit

£ (6.65)
%

der Schwingung. Sie ist kleiner als die longitudinale Wellengeschwindigkeit (6.42) in un-
begrenzten Medien. Dies liegt daran, dass im unbegrenzten Medium das Material bei
Kompression in einer Richtung nicht in der dazu senkrechten Richtung ausweichen kann,
was die Riickstellkraft und damit die Wellengeschwindigkeit gréffer macht.

Wir betrachten jetzt Longitudinalwellen in diinnen Platten. Die Platte sei in der a-
y-Ebene ausgedehnt. Auf der Ober- und Unterseite greifen keine Kréfte an, d.h. o;, = 0.
Unter Verwendung der Gleichungen (6.35) und (6.36) konnen wir die folgenden Rechen-
schritte durchfiihren, um den Spannungstensor durch den Verzerrungstensor auszudriicken

Ugz = Uyz = 07
1+0 20 1—0
Ugy + Uyy = E (Oue + 0yy) — f(am+ayy) = T(Urr+ayy)v
E
Opy = 1_702(%36 + ouy,),
E
Oyy = m(uyy + OUgy)
E
Oxy = H—guxy .
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Damit erhalten wir die Wellengleichungen

. Doy O0pp Doy, E  du, E  0%u, E  &u,
QUy = = + = + + ,
oy, ox Dy 1—02 022 2(1+0)0y? 2(1—o0)0z0y
vil, — 0oy, _ 0oy, n dogy  E 0%, E 9%, E  *u, (6.66)

Oz Dy or  1—o02 0y? * 2(1+0) Oz? * 2(1 — o) dz0y

Wir untersuchen eine “ebene” Welle in Richtung der z-Achse, d.h. eine solche Welle, in
der die Deformation nur von z abhéngt. Die Gleichungen (6.66) vereinfachen sich dann
sehr und nehmen die folgende Form an:

0%u, E  Pu, 0 0*u, E 9%,
o2 o(l—o2) 022 o2 20(1+ o) 0x?
Wir haben somit wiederum einfache Wellengleichungen. Die Koeffizienten darin sind fiir

u, und u, verschieden. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle mit parallelen Schwin-
gungen zur Ausbreitungsrichtung ist

~0. (6.67)

v
o(l—0o)?

Dagegen ist die Geschwindigkeit der Welle (u,) mit orthogonalen Schwingungen (die aber
in der Plattenebene liegen) der Geschwindigkeit ¢; der Transversalwellen im unbegrenzten
Medium gleich.

Wir sehen also, dass die “Longitudinalwellen” in Stdben und Platten den gleichen
Charakter besitzen wie Wellen im unbegrenzten Medium und sich nur durch die Ge-
schwindigkeit unterscheiden, welche nach wie vor nicht von der Frequenz abhéngt.

(6.68)

6.8 Biegewellen in Stiben

Wir betrachten einen in 2-Richtung orientierten Stab, der transversale Schwingungen
in z-Richtung ausfithrt. Dadurch wird der Stab gebogen. Sei X (z) die Auslenkung der
Stabachse aus ihrer Ruhelage, und sei R der durch die transversale Biegung entstandene
Kriimmungsradius an einer gegebenen Stelle. Ausgedriickt durch X ist er

1 ?X

= a2 (6.69)
Wir betrachten Stébe, die bei der Biegeschwingung nur wenig deformiert werden, so dass
ihre Orientierung nur wenig von der z-Achse abweicht. Dann kénnen wir z immer auch als
Koordinate lings der Stabachse auffassen, so wie wir das in der letzten Formel gemacht
haben.

Sei x die Koordinate in Richtung X in einem in der Stabachse verankerten Koordi-

natensystem. Der Abstand dz zweier parallel zur Stabachse infinitesimal benachbarter
Punkte dndert sich bei der Deformation zu

4z = (1 n %) dz, (6.70)
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und damit ist

zz — 6.71
U = 7 (6.71)
(denn wu,, ist die relative Anderung des Abstands in z-Richtung) und
T
. =—F. 6.72
0= T (6:72)

Wir suchen nun einen Ausdruck fiir die Kraft, die auf ein gegebenes Stabelement in X-
Richtung wirkt. Diese Kraft kommt daher, dass die Dehnung wu,, fiir verschiedene Werte
von x verschieden ist. Es greift daher ein Biegemoment

E ET
M, = —/xazzdf = —E/:Ezdf = —fy (6.73)

an der Querschnittsflache f an. M, ist das Drehmoment der inneren Spannungskrifte,
die im gegebenen Querschnitt wirken, und es zeigt bei unserer Wahl der Achsen (z in
Richtung des Stabs und z in Richtung der Auslenkung) in negativer y-Richtung. Dabei
ist I, das Trégheitsmoment der betrachteten Querschnittsfliche. Nun betrachten wir eine
infinitesimal diinne Scheibe der Dicke dz des Stabs, die durch zwei Querschittsflichen
begrenzt wird. Das insgesamt an der Oberfliche angreifende Biegemoment ist dann
oM,
M,(z+dz) — My(z) = 5 Ydz, (6.74)
z
wobei das Minuszeichen des zweiten Terms daher kommt, dass die linke Oberfliche der
Scheibe in Richtung —z orientiert ist. Das Biegemoment dM koénnen wir aber auch in der
Form

dM =dz x F (6.75)

schreiben, wobei F die Kraft ist, die auf die rechte Oberfliche der Scheibe in Richtung x
und auf die linke Oberfliche in Richtung —z wirkt und damit das Drehmoment verursacht.
Wir dividieren beide Seiten durch dz und erhalten

dM,
— Y= F,, 6.76
P (6.76)
und durch nochmaliges Differenzieren wird dies zu
d*M, dF,
2 -4 (6.77)

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist das Negative der Kraft of# pro Léngeneinheit, die
den Stab in z-Richtung auslenkt, so dass wir unter Verwendung von (6.73) und (6.69) die

Bewegungsgleichung
. dix
of X =—-FEI,—— (6.78)

Y dzt

bekommen. Die Losung erhalten wir wieder mit dem Ansatz

X = Xgelthz=et) | (6.79)
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Dies fiihrt auf die Dispersionsrelation

EI, ,
w=y|—=k 6.80
of (6:80)
und die Ausbreitungsgeschwindigkeit
dw El
= — =2,/ Y. 6.81
YTk of (6.81)
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