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4 INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung

Dieses Skript ist enthélt einige ausgewihlte Abschnitte aus meiner Vorlesung iiber
Eichfeldtheorie, die ich seit Anfang der 90er Jahre mehrfach an der Humboldt-
Universitdt unter dem Titel Hauptfaserbiindel und Zusammenhénge bzw. Eichfeld-
und Holonomietheorie als Teil meines Differentialgeometrie-Kurses fiir Studenten im
Hauptstudium gehalten habe. Ich habe dieses Skript als begleitendes Studienmateri-
al fiir den Kompaktkurs “Einfiihrung in die Eichfeldtheorie“ zusammengestellt, den
ich an der Humboldt-Universitdt vom 31.03.05 -02.04.05 durchgefiihrt habe. Dabei
setze ich voraus, dass der Leser mit der Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

vertraut ist.

Dieser Kurs hat das Ziel, die wichtigsten Begriffe der Eichfeldtheorie einzufiihren.
Es wird erkliart, was Hauptfaserbiindel und assoziierte Faserbiindel sind, was
man unter einem Zusammenhang in einem Hauptfaserbiindel versteht, was seine
Kriimmung und seine Holonomiegruppe ist. An Ende des Kurses soll der Leser z.B.
verstehen, was Kriimmung und Holonomie mit der Existenz paralleler Schnitte zu

tun haben.

Der Kompaktkurs war nicht lang genug, um konkrete Anwendungen dieser Konzepte
zu behandeln. Solchen Anwendungen wird man sowohl in der Differentialgeometrie
bei der Bearbeitung geometrischer Probleme als auch in der theoretischen Physik
bei der mathematischen Modellierung physikalischer Wechselwirkungen noch oft

begegnen.

Fiir diejenigen, die sich wundern werden, dass der Name Eichfeld aufler im Titel
im ganzen Skript nicht vorkommt, sei hier bemerkt, dass “Eichfeld* der von
Physikern benutzte Name fiir die Kriimmung eines Zusammenhanges in einem

Hauptfaserbiindel ist.

Ich habe vor vielen Jahren selbst an der Humboldt-Universitét studiert und hier viele
Vorlesungen tiber Differentialgeometrie, insbesondere auch iiber Liesche Gruppen
und homogene Ridume und iiber Differentialgeometrie auf Faserbiindeln bei Prof.
Dr. Rolf Sulanke gehort, von denen ich sehr profitiert habe. Vieles in meinen eigenen
Vorlesungen basiert auf dem bei ihm Gelernten. Ich méchte mich deshalb auch an
dieser Stelle nach langer Zeit nochmals bei ihm fiir diese Vorlesungen bedanken und
die Gelegenheit nutzen, ihm zu seinem diesjdhrigen 75. Geburtstag alles Gute zu

wiinschen.



Kapitel 1

Liesche Gruppen und homogene

Raume

1.1 Liesche Gruppen und ihre Algebren

Zu den grundlegenden Objekten, die in der Eichfeldtheorie auftreten, gehtren
Gruppen mit differenzierbarer Struktur. Im ersten Kapitel werden wir grundlegende
Eigenschaften und Aussagen {iiber solche Gruppen behandeln, die wir spéter

bendtigen werden.

Definition Eine Liesche Gruppe G ist eine Gruppe, die mit einer differenzierbaren
Struktur! versehen ist, fiir die Abbildung

GxG — G

(gaa) Hg‘a’_l ’ g,CLGG.

glatt ist.

Beispiele:
1. Die Mannigfaltigkeit R™ mit der Addition von Vektoren als Gruppenoperation.
2. Die Mannigfaltigkeit S' := {z € C | |z| = 1} mit der Multiplikation von
komplexen Zahlen als Gruppenoperation.

3. Die Gruppen GL(n,R) bzw. GL(n,C) als offene Untermannigfaltigkeit des
R"™ bzw. des R,

4. Seien G und H Liesche Gruppen. Dann ist das Gruppenprodukt G x H, verse-

hen mit dem Produkt der differenzierbaren Strukturen, eine Liesche Gruppe.

5. In Kapitel 1.3 werden wir zeigen, dafl jede abgeschlossene Untergruppe einer
Lieschen Gruppe wieder eine Liesche Gruppe ist. Insbesondere sind also die
Gruppen O(n), SO(n), SL(n,R),U(n), SU(n) und Sp(n) Liesche Gruppen.

! Alle in diesem Skript betrachteten Mannigfaltigkeiten sind glatt (d.h. C°°). Wir sagen oft kurz

nur Mannigfaltigkeit. Mit differenzierbarer Struktur ist immer eine glatte Struktur gemeint.

5



6 KAPITEL 1. LIESCHE GRUPPEN UND HOMOGENE RAUME

6. Die Gruppe aller Isometrien und die Gruppe aller konformen Abbildungen
einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit sind Liesche Gruppen. (Dies ist ein
tiefer liegender Satz der Differentialgeometrie, den wir hier nicht beweisen

werden).

Definition: Sei V ein Vektorraum? und [-,-] : V x V — V eine schiefsymmetrische
bilineare Abbildung, die die Jacobi-Identitit:

[[w, v], w] + [[v,w],u] + [[w,u],v] =0 fir alle u,v,w € V

erfiillt. Dann heifit (V,[-,-]) Lie-Algebra und [-,] Kommutator oder Lie-Klammer.

Beispiele:
1. R™ mit [-,-] :== 0.
2. R3 mit dem durch das Vektorprodukt gegebenen Kommutator: [v,w] = vXxw.

3. Jede assoziative Algebra (A, -) mit dem Kommutator [a,b] :==a-b—b-a. Ins-
besondere ist die Algebra End(V') aller Endomorphismen eines Vektorraumes

eine Lie-Algebra.

4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Der Vektorraum X (M) der glatten
Vektorfelder auf M mit dem Vektorfeld-Kommutator ist eine Lie-Algebra.

5. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist der Vektorraum

aller Killingfelder mit dem Vektorfeld-Kommutator eine Lie-Algebra.

Wir wollen nun jeder Lieschen Gruppe G eine endlich-dimensionale reelle Lie-
Algebra zuordnen. Dazu fithren wir zunéchst folgende Bezeichnungen ein. Fiir ein

festes Element g € G heiflen die Diffeomorphismen

Ly : z€e6G—g-zeCG Linkstranslation,
Ry : 2€¢6G—2-9€G Rechtstranslation,
ag = Lgo Rg_1 G— G innerer Automorphismus.

Ist F': M — M ein Diffeomorphismus und X € X (M) ein Vektorfeld auf M, so sei
dF(X) das durch

dF(X)(z) = dFp1 () X(F'(z)) , z€M
definierte Vektorfeld. Bekanntlich gilt

dF[X,Y] = [dFX,dFY] firalle X,Y € X(M). ()

2Wir werden in diesem Skript nur reelle und komplexe Vektorrdume betrachten.



1.1. LIESCHE GRUPPEN UND IHRE ALGEBREN 7

Ein Vektorfeld X € X(G) auf einer Lieschen Gruppe G heifit linksinvariant (rechts-
invariant), falls dLyX = X (bzw. dRyX = X) fiir alle g € G gilt. Wegen (*) ist der
Vektorraum

g:={X € X(G)| X ist linksinvariant}

mit dem Vektorfeld-Kommutator [-, -] eine Lie-Algebra.

Definition: Die Lie-Algebra der linksinvarianten Vektorfelder (g,[-,-]) heiit
Lie-Algebra der Lie-Gruppe G.

Offensichtlich ist jedes linksinvariante Vektorfeld X €& g durch den Vektor
X(e) € T,G im Tangentialraum an das 1-Element e € G eindeutig bestimmt.

Deshalb werden wir im folgenden oft g und 7. G identifizieren.

Beispiel 1: Sei G = GL(n,R) die Lie-Gruppe aller invertierbaren reellen (n x n)-
Matrizen. Die zugehorige Lie-Algebra ist der Vektorraum g = gi(n,R) aller reellen

(n x n)-Matrizen mit dem Kommutator
[X,)Y]=XoY-YoX , X, Yeg:

Da G = GL(n,R) eine offene Untermannigfaltigkeit von R ist, ist der Tangen-
tialraum TG an die Einheitsmatrix mit dem R™* = gl(n,R) zu identifizieren. Sei
X € TgG und vx : I — G eine glatte Kurve in G = GL(n,R) mit vx(0) = £ und
75 (0) = X. Fiir das durch X erzeugte linksinvariante Vektorfeld X gilt dann

X(4) = dLa(X) = L (LG (H))eco

d
= 5 (Aorx(t))—o = Ao X.

Der Kommutator von Vektorfeldern auf Untermannigfaltigkeiten kann durch die

Richtungsableitung berechnet werden:

[X,Y] = [X,Y](E) = X(Y)(E) - Y(X)(E)

= L))o — (K ()i
= Ll (t) oY — (1) o X))mo
= XoY—-YoX

Beispiel 2: Sind (g, [, -]g) und (b, [+, -]y) Lie-Algebren, so ist die direkte Summe g®h

der Vektorrdume und dem Kommutator
(X1 + Y1, Xo +Yo] := [ X1, Xo]g + [Y1,Y2]y , X1, Xo€g,Y1,Y2€)h

eine Lie-Algebra. Sind G und H Liesche Gruppen mit den zugehorigen Lie-Algebren
g und b, so ist g ® b die Lie-Algebra der Lieschen Gruppe G x H.
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Definition: 1. Seien G und G9 Liesche Gruppen. Eine Abbildung ¥ : G1 — Gs
heiflit Homomorphismus der Lieschen Gruppen, falls ¢ ein glatter Gruppen-Homo-
morphismus ist.

2. Seien (V1,[-, 1), [Va, [, ]2) zwei Lie-Algebren und ¢ : Vi — V5 eine lineare
Abbildung. ¢ heifit Lie-Algebren-Homomorphismus, falls

[p(v), p(w)]2 = [v,w];  fiir alle v,w € V].

Satz 1.1 Sei : G1 — Go ein Homomorphismus zwischen zwei Lieschen Gruppen
und seien g1 bzw. go die Lie-Algebren von G1 bzw. Go. Fir X € g1 bezeichne . X €
g2 das durch den Vektor di.(X(e)) € T.Ga definierte linksinvariante Vektorfeld.
Dann ist die Abbildung

Yeig1 — @2
X — . X

ein Homomorphismus der Lie-Algebren.

Beweis: Da das Differential di), linear ist, ist auch v, eine lineare Abbildung. Wir
zeigen, daf} die Vektorfelder X und ¢, X t-verkniipft sind, d.h. dafl

(¥ X)(1(9)) = (dipg)(X(g)) fiir alle g € G.

Auf Grund der Definition von ), X gilt:

(1 X)(¥(9)) = dLy(q)(dipe(X(e))
= d(Lw(g) o). X(e)
d(p o Lg)eX (e)
dg(dLgX (e)) = dipg(X(9))-

Fiir den Kommutator ¢-verkniipfter Vektorfelder gilt
[0 X, .Y ] = [ X, Y]

Folglich ist v, ein Lie-Algebren-Homomorphismus. O

Definition: Sei GG eine Lie-Gruppe und (g, [, ]) eine Lie-Algebra.

1. H C G heif3t Liesche Untergruppe von G, falls H eine Untergruppe und eine

Untermannigfaltigkeit® von G ist.

2. h C g heifit Liesche Unteralgebra von g, falls h ein linearer Unterraum ist und

_[h.h) C b gilt.
3Mit Untermannigfaltigkeiten sind in diesem Skript eingebettete Untermannigfaltigkeiten ge-

meint. Die Topologie von H stimmt also mit der durch G induzierten Topologie {iberein.
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3. Ein linearer Unterraum h C g heifit Ideal von g, falls [h, g] C b.

Liesche Untergruppen sind also selbst Liesche Gruppen, Liesche Unteralgebren selbst
Lie-Algebren. Ist ¢ : g1 — go ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so das Bild
von ¢ eine Unteralgebra in go und der Kern von ¢ ein Ideal in g;. Ist H eine Liesche
Untergruppe der Lieschen Gruppe G, so ist die Lie-Algebra von H eine Liesche
Unteralgebra der Lie-Algebra von G.

1.2 Die Exponential-Abbildung einer Lieschen Gruppe

Im folgenden Abschnitt beweisen wir spezielle Eigenschaften von linksinvarianten
Vektorfeldern auf Lieschen Gruppen, die es uns gestatten, angepafite Koordinaten

einzufiihren.

Satz 1.2 Sei G eine Liesche Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Sei X € g ein
linksinvariantes Vektorfeld und ¢x die maximale Integralkurve von X durch das

neutrale Element e € G. Dann gilt:

1. px ist auf ganz R definiert.

2. pox : R — G ist ein Homomorphismus der Lieschen Gruppen, d.h.

ex(0) =€ und x(s+1t)=px(s) px(t) firalles,tecR.
3. psx(t) = @x(s-t) fir alle s,t € R.
Beweis: Sei px : [ = (tmin, tmax) C R — G die maximale Integralkurve von X
durch e, d.h. px(0) = e und px(t) = X(px(t)), wobei ¢ die Ableitung von ¢ nach
t bezeichnet. Wir zeigen zunéchst, daf3 fir alle s,t € I mit s+t € [
px(s+1) = ox(s) - ox(t)

gilt. Sei dazu s € I ein fester Parameter und g := px(s) € G. Wir betrachten die

glatten Kurven

n:re€l — g-px(1)€G

7:7 € (tmin—5, tmax—5) — @x (7 +s) € G.

n und 7 sind Integralkurven von X durch g € G, denn 7(0) = g - px(0) = g,
1(0) = ¢x(s) = g und

(1) = dLg(¢x(7)) = dLg(X(ox(7))) = X(g- ox(7)) = X(n(7))

(1) = ¢x(T+s) = X(px(1 +5)) = X(7i(7)).

=.

Auf Grund der Eindeutigkeit von Integralkurven stimmen 7 und 7 auf dem gemein-
samen Definitionsbereich I N (¢min — S, tmax — ) iiberein. Somit gilt fiir alle ¢ € I mit
t+sel:

n(t) = ex(s) - ox(t) =0t) = px(s +1).
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Wir zeigen nun, dafl ¢x ist auf ganz R definiert ist.

Angenommen, tp.x < 00. Sel « := min(tmax, |tmin|). Wir betrachten die Kurve
n(s) == ¢x(5) - ¢x (s — §). Dann ist n(0) = px(5) - px(=5) = ¢x(0) = e und mit
9= ¢x(3) gilt:

i(s) = dLg(px(s = 3)) = dLy(X (px(s — 3)))

Das bedeutet, dal n die Integralkurve von X iiber tyax hinaus fortsetzt, im Wider-
spruch zur Maximalitdt des Definitionsbereiches I, also ist o x auf ganz R definiert.
Wir zeigen abschlieBend, dafl ¢ x () = px(s-t).

Sei dazu §(t) := px(s-t). Dann ist §(0) = ¢x(0) = e und

o(t) = spx (s - 1) = sX(ox (s 1) = sX(5(t))

Folglich ist ¢ die Integralkurve von sX durch e, d.h. psx(t) = px(s-1). O

Definition: Sei g die Lie-Algebra von G. Die Abbildung

exp : g — G
X — ox(1)

heifit Fxponentialabbildung von G.

Nach Satz 1.2 ist ¢x(t) = ¢ix(1) = exptX die maximale Integralkurve von X
durch e € G und die Kurve t € R — g - exptX die maximale Integralkurve von X
durch g € G.

Beispiel: Betrachten wir als Beispiel wieder die Gruppe aller invertierbaren Matri-
zen GL(n,R) mit ihrer Lie-Algebra gl(n,R). Fiir diese Gruppe stimmt die Exponen-
tialabbildung mit dem {iiblichen Exponential von Matrizen iiberein, d.h. es gilt

o0

eXpX:eX:ZXn

n!
n=0

Als n#chstes beweisen wir einige grundlegende Eigenschaften der Exponentialabbil-

dung.
Satz 1.3 Die Abbildung exp : ¢ — G ist ein lokaler Diffeomorphismus um den
Nullvektor o € g. Weiterhin gilt

1. exp(o) =e
2. exp(—X) = (exp X)~!
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3. exp((t+s)X) =exp(sX) -exp(tX) s,teR, X €g.

Beweis: Die Glattheit der Exponentialabbildung folgt aus den Standardsétzen iiber
die glatte Abhéngigkeit der Losung von linearen Differentialgleichungen von den
Anfangswerten. Die Eigenschaften 1., 2., 3. folgen aus Satz 1.2. Es bleibt zu zeigen,

daB
dexp, : Tog~g —T.G=g

ein Isomorphismus, d.h. exp ein lokaler Diffeomorphismus um o € g ist. Sei X € g =
T.G. Dann gilt
d d
dexp,(X) = a(exp(o +tX))i=0 = a(exp tX)i—o = X.

dexp, ist also die Identitdt auf g. |

Mit Hilfe der Exponentialabbildung kénnen wir spezielle Koordinaten auf der Lie-
schen Gruppe G einfithren. Sei W(e) C G eine offene Menge in G, die das diffeo-
morphe Bild einer sternformigen Umgebung V(o) C g ist. Fiir g € G setzen wir

W(g) :=Lg(W(e)) und ¢g4:=exp 'oL,1:W(g9) — V(o).

Dann ist (W(g), pg) eine zulissige Karte von G um g. Die Umgebung W (g) heifit

Normalenumgebung von g und die Koordinaten ¢, Normalkoordinaten um g.

Nach Satz 1.3 ist die durch ein Element X € g definierte Abbildung
f:teR —exptX €G

ein glatter Gruppenhomomorphismus. Wir zeigen als néchstes, dafl jeder stetige

Gruppenhomomorphismen von R nach G in dieser Form darstellbar ist.

Satz 1.4 Sei G eine Lie-Gruppe und ¢ : R — G ein stetiger Gruppenhomomor-
phismus. Dann gibt es ein X € g mit ¢ (t) = exptX fir alle t € R. Insbesondere ist
jeder stetige Gruppenhomomorphismus v : R — G auch glatt.

Beweis: Sei W = exp(V(0)) eine Normalenumgebung um e € G. Da ¢ : R — G
stetig ist und 1(0) = e gilt, existiert ein ¢ > 0 mit ¢ (t) € W fiir alle ¢ mit || < e.
Sei Y € V(0) der Vektor mit exp(Y) = ¢(e) und X := £. Wir zeigen

P(t) = exp(tX) =: f(t) fiir alle t € R.

Wir betrachten dazu die Menge K :={t e R | f(t) =¢ ()} CR.Da f,y :R — G
Gruppenhomomorphismen sind, ist X C R eine Untergruppe. K ist aulerdem ab-
geschlossen und enthélt 0 und €. Jede nicht-triviale Untergruppe von R ist entweder
R selbst oder eine diskrete Gruppe der Form Ky := {n-d | n € Z}, wobei d das
kleinste positive Element von K ist. Wir zeigen, dal K = R gilt.
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Angenommen, es wire K = K;. Da ¢ € K, ist % < €. Somit folgt:

(1(3))" = (ewx)" = ewax = s@ = w0 = (v(3))"

Die Gruppenelemente f(d) und v¥(d) liegen in W. Wegen

exp ' (f(5)%) = 2exp ' (£(5)) = exp ' (¥(5)?) = 2Zexp~'(¥(§)) erhalten wir
P(4) = f(£). Damit wire aber d nicht das kleinste Element von K, also gilt K = R.
|

In Verallgemeinerung des eben bewiesenen Resultates zeigen wir, dafl jeder stetige

Gruppenhomomorphismus zwischen Lieschen Gruppen glatt ist.

Satz 1.5 Sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra, fiir die eine Vektorraum-
zerlegung g = V1 @ ... BV, gegeben ist. Dann ist die Abbildung

vi+...+v, — exp(vy)- ... exp(v,)
ein lokaler Diffeomorphismus um o € g.
Beweis: Der Beweis verlduft analog zu Satz 1.3. Wir betrachten das Differential
doo :Tog~g=V1...0V, - T.G=g=V1®...0V,.

Fiir X; € V; erhalten wir

dgo(Xi) = %W(UQ)) lt=0= %(GXP(O) oooexp(tXy) L eXP(0)>
= %(exp(tXi)) ’t:OZ Xz

Satz 1.6 Jeder stetige Gruppenhomomorphismus v : G1 — Go zwischen Lieschen

Gruppen G1 und G ist glatt.

Beweis: Sei g1 die Lie-Algebra von GG1 und go die Lie-Algebra von Go. Wir fixieren
eine Basis (X1,...,Xy) in g1. Dann ist ¢; : t € R — ¥(exptX;) € Gy ein stetiger
Gruppenhomomorphismus. Nach Satz 1.4 existiert ein Y; € go, so daf

Vi(t) = Y(exptX;) = expty;.
Die Abbildung x : g1 — G2 definiert durch

X1 X1+ ...+t X)) i=exp(t1Y7) - ... - exp(t,Yn)
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ist glatt. Sei ¢ : g1 — G die in Satz 1.5 betrachtete Abbildung
d(t1 X1+ ...+t Xy) =exp(t1 Xy) - ... - exp(tn Xy).

Da ¢ ein lokaler Diffeomorphismus um o € gy ist, gilt ©» = y o ¢! auf einer Norma-
lenumgebung W (e) C G;. Das zeigt, dafl ¢ auf W (e) glatt ist. Da

P(g-a) =¥(g) - P(a) = Ly (¥(a)),

ist ¢ auch glatt auf der Normalenumgebung W (g) = Ly(W (e)) von g € Gj. O

Satz 1.7 Sei vy : G1 — G ein Lie-Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
(exp X) = exp(¢.X)

fiir alle X in der Lie-Algebra von G1.

Beweis: Wir betrachten 7(t) := ¢(exptX). Dann gilt v(0) = ¢ (e) = e und

V() = dipexpix (X (exptX)) = dipexpix (dLexpix (X (€)))
= de(exth)dzpe(X(e)) = (%X)(T/J(exp(tx)))
(LX) (v(1))-

Folglich ist ~ die Integralkurve von 1, durch e, was die Behauptung liefert. O

Satz 1.8 Sei G eine Liesche Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Dann gilt
exptX -exptY = exp(t(X +Y) + O(t?)),
wobei X,Y € g und |t| < e, € hinreichend klein.

Beweis: Wir wihlen Normalkoordinaten (W, ¢) um e € G. Sei dazu (Xy,...X,)
eine Basis in g und ¢ : W — R" die Karte

plexp(x1 X1+ ...+ 2o Xp)) = (T1, ... Tp).

Da die Multiplikation in G stetig ist, gibt es eine Umgebung U des neutralen Ele-
mentes mit U - U C W. Wir betrachten die Gruppenmultiplikation in den Karten
(U x U, x @) und (W, p):

UxUCGxG

W cCcd@G
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Dabei ist ji(z,0) = x und 1(0,y) = y. Die Taylorformel fiir i um (0, 0) ergibt:
. . — Ofi — Of
iz, y) = j(0,0) + Y =(0,0)a; + gy 00 +0(2) =0+2+y+0(2),
j=1""

o0x;
j=1 """

wobei O(2) fiir Ableitungen ab der zweiten Ordnung steht. Damit ist gezeigt, daf
exp(X +Y 4+ O(2)) = exp(X) - exp(Y)

fiir hinreichend kleine Vektoren X und Y. O

Satz 1.8 ist ein Spezialfall der Baker-Campell-Hausdorff-Formel.* Sind X,Y € g
zwei Vektoren, fiir die das Produkt exp(X) - exp(Y') in einer Normalenumgebung
W (e) C G liegt. Wie wir wissen, existiert genau ein Vektor X * Y € exp 1 (W) C g
mit exp(X) - exp(Y) = exp(X * Y). Der Vektor X x Y heiit Campell-Hausdorf-
Produkt von X und Y und hat folgende Darstellung

X+Y =X +Y+ %[X,Y] + %{[[X,Y],X] + [V, X], X]}+

+ weitere Kommutatoren.

Als Anwendung beweisen wir die folgende Aussage iiber die Struktur abelscher Grup-

pen

Satz 1.9 Sei G eine zusammenhdngende abelsche Gruppe. Dann ist G diffeomorph

2u einem Produkt T* x R™ aus einem Torus und einem Euklidischen Raum.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dal die Exponentialabbildung exp : g — G im Fall
abelscher Gruppen ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir X,Y € g und hinreichend
grofles N € Ny gilt nach Satz 1.3 und Satz 1.8

exp(X) -exp(¥) = (exp(3)" - (exp(3))
- (ot -emi )

= (exp(H (X +Y) +0())
1

= exp(X+Y —|—O(N))

Mit N — oo folgt exp(X) - exp(Y) = exp(X + Y). Da G eine zusammenhéngende
Liesche Gruppe ist, wird sie von der Normalenumgebung W(e) C G erzeugt, d.h.
jedes g € G ist in der Form

g=exp(X1) -exp(Xa)-...-exp(X,,) =exp(X1+...+ X,), X, €9

“fiir die genaue Formel siche S. Helgason: Differential Geometry, Lie groups and symmetric spaces
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darstellbar. Folglich ist exp : g — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Da
exp : g — G ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist K = Kerexp C g ein diskreter
Normalteiler. Also gilt

G~glg=TFxR™.

1.3 Abgeschlossene Untergruppen von Lieschen Grup-

pen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl jede abgeschlossene Untergruppe einer
Lieschen Gruppe selbst eine Liesche Gruppe ist.

Im folgenden sei G eine Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra g und H eine abge-
schlossene Untergruppe von G. Wir werden auf H einen glatten Atlas definieren, der
H zu einer Untermannigfaltigkeit von G macht. Dazu beweisen wir zunéchst einige
Hilfssétze.

Lemma 1.1 Sei (X,)nen eine Nullfolge von nichttrivialen Vektoren in g mit
exp(Xy,) € H fir jedes n. Wir setzen voraus, dass der Grenzwert X := lim H§7n\\

n—oo n
existiert. Dann gilt

exp(tX) € H fiir allet € R.

Beweis: Sei t € R eine fixierte Zahl und ¢, := max{k € Z | k- || X, ||< t}.
Dann gilt: ¢, || Xy, [|[< t < (¢n +1) || Xy ||. Da (Xp)nen eine Nullfolge ist, folgt
lim ¢, || X, ||=t. Mit Satz 1.3 erhalten wir

n—oo

Xn

exp(cnXn) = (exp Xy,)™ = exp(cp || Xu || m
n

) € H.

Somit konvergiert die Folge (exp(c,Xp))nen gegen exptX. Da H abgeschlossen ist,
folgt exptX € H fiir alle t € R. |

Lemma 1.2 Die Menge b :={X € g|exptX € H fiir allet € R} ist ein linearer

Unterraum von g.

Beweis: Ist X € h und s € R, so folgt aus der Definition von h, dal sX € h. Seien
X,Y € bh. Nach Satz 1.8 gilt fiir hinreichend kleine ¢

exptX -exptY = exp(t(X +Y) + O(t?)) € H.

Sei t(X +Y) 4+ O(t?) = t(X +Y + Z(t)). Wir wihlen eine Nullfolge hinreichend

kleiner positiver Zahlen ¢, — 0 so, dafl

Xn=to(X +Y + Z(t,)) #0.
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Dann gilt exp X,, € H und

X,  X4+Y+Z({t,) — X+4Y
[ Xn - 1 X +Y + 2(t) | I X+Y |
Aus Lemma 1.1 folgt exp(tﬁ) € H firalleteR,dh. X +Y €b. O

Lemma 1.3 Sei h = {X € g | exptX € HVt e R} und m C g ein algebraisches
Komplement zu b, d.h. g = m @ h. Dann existiert eine offene Umgebung f/(o) Cm

des Nullvektors o € m so, daff exp(V(o)\{o}) N H = 0.

des Nullvektors in m gilt

Beweis:  Angenommen, fiir jede Umgebung V(o)
exp(V (0)\{o})NH # (. Dann gibt es eine Nullfolge (X, )nen in m mit exp(X,,) € H.
Sei £ die Menge

t={Xem|1<|X|<2}

und sei fiir jedes n € N eine Zahl ¢, € N so gewiihlt, daB ¢, X,, € ¢ gilt. Da € kompakt

ist, existiert eine konvergente Teilfolge (c,,X,,);, die gegen ein X € ¢ konvergiert.

Dann gilt B B ~
X,, Cn X, X
- = - —_— .
I X I en X I X
Aus dem Lemma 1.1 folgt exp(tléH) € H fiir alle t € R und somit X € b.
Da aber X € ¢ C m im Komplement von b liegt, erhalten wir X = o im Widerspruch
ul<|| X |<2. O

Mit diesen Vorbereitungen beweisen wir

Satz 1.10 Sei G eine Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra g und sei H C G eine
abgeschlossene Untergruppe von G. Dann ist H eine Liesche Untergruppe von G mit
der Lie-Algebra

h={X e€g| exptX € H fiir allet € R}.

Beweis: Sei r die Dimension von . Wir zeigen, dal H eine r-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von G ist. Dazu ist zu zeigen, dafl es um jeden Punkt a € H eine
Karte (U, ¢ = (21,...,25)) von G gibt mit

eoUNH)=pU)N{z1=... = 25—, =0} (%)
Seig=m®hund ¢ : g — G die Abbildung

p:g=mdbh — G
XY — exp(X)-exp(Y).

Nach Satz 1.5 ist ¢ ein Diffeomorphismus auf einer Umgebung V' =V, x Vj C m@h

um den Nullvektor, wobei V,,;, C m entsprechend Lemma 1.3 so gewéhlt werden
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kann, daB exp(Vi,\{o}) N H = () gilt. Dann ist (U = ¢(V), ¢~ ') eine zuliissige Karte
von G um e € G mit der Eigenschaft

¢ (UNH)={o} x Vy=¢'(U)N({o} x R").

(U, ¢~ 1) ist also eine Untermannigfaltigkeitskarte um e € H. Fiir ein beliebiges
Element a € H erfiillt die Karte (Ly(U), ¢ ' o L,-1) die Bedingung (*). Folglich ist
H eine Untermannigfaltigkeit von G, also eine Liesche Untergruppe.

Da exptX die Integralkurve von X durch e € G ist, gilt

h={Xecg|exptXe H VteR} CT.H.

Da die Vektorrdume h und T, H die gleiche Dimension haben, folgt h = T, H. Also
ist h die Lie-Algebra von H. |

Beispiel 1: H = SL(n,R) = {A € GL(n,R) | det A = 1}.
H ist das Urbild des reguldren Wertes 0 € R der Abbildung

6:R” = R
A detA—-1
und somit eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Dimension n? — 1 von

GL(n;R). Nach Satz 1.10 ist SL(n,R) eine Liesche Untergruppe von GL(n,R) mit
der Lie-Algebra

sl(n,R) = {X € gl(n;R) | det(e’*) =1 Vt € R}.

Aus det(e¥) = "X folgt 4(det(e'X))|,_o = TrX und somit TrX =0 fiir jedes
X € sl(n,R). Ein Dimensionsvergleich ergibt dann

sl(n,R) = {X € gl(n,R) | TrX = 0}.

Beispiel 2: H = O(n) = {4 € GL(n,R) | AA' = E}.
Wir betrachten die glatte Abbildung

F- Rn2 N Rn(n+1)/2
A — obere Dreiecksmatrix von (AA! — E)

Die orthogonale Gruppe O(n) ist das Urbild F~!(0) des Nullvektors o und dieser
ist ein reguldrer Wert von F'. Folglich ist O(n) eine abgeschlossene Untermannigfal-
tigkeit der Dimension n? — n(n;l) = n(n2_1) von GL(n,R). Nach Satz 1.10 ist O(n)
eine Liesche Untergruppe mit der Lie-Algebra

o(n) ={X € gl(n,R) | X o ((e"))! = E Vt € R}.
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Leiten wir die Kurve ¢t € R — !X o (e!X)! ab, so folgt, dass jedes X € o(n) schief-

symmetrisch ist. Ein Dimensionsvergleich ergibt dann
o(n) = {X € gl(n,R) | X + X" =0}.

Beispiel 3: H = SO(n) ={A € O(n) | det A =1}.
SO(n) ist die Zusammenhangskomponente der Einheitsmatrix in O(n). Folglich

stimmen die Lie-Algebren von O(n) und SO(n) tiberein.

Beispiel 4: H = U(n) = {4 € GL(n,C) | AA* = E}.

Dies ist eine n?-dimensionale reelle Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra
u(n) ={X €gl(n,C) | X + X' =0}.

Beispiel 5: H = SU(n) = {A € GL(n,C) | AA' = E und det(A) = 1}.

Dies ist eine (n? — 1)-dimensionale reelle Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra

su(n) ={X € gl(n,C) | X + X" =0 und Tr(X) = 0}.

1.4 Homogene Riume

In diesem Abschnitt betrachten wir Mannigfaltigkeiten, die sich als Faktorraum
einer Lieschen Gruppe nach einer ihrer abgeschlossenen Untergruppen darstellen

lassen.

Definition: Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liesche Gruppe. Man sagt:
G wirkt von links auf M, falls eine glatte Abbildung ¢ : (¢9,z) € GXM —— g-x € M
gegeben ist, fiir die folgende Eigenschaften gelten:

1. Fiir jedes g € G ist die Abbildung I, : v € M +— g-x € M ein Diffeomor-
phismus.
2. x=-e-x firalle x € M, wobei e das 1-Element von G ist.

3.g-(a-z)=(g-a) -z firallexe M, g,a €QG.

Ist eine solche Wirkung von G auf M gegeben, so nennt man das Paar [M, G| auch
Liesche Transformationsgruppe. Eine G-Wirkung ¢ : G x M — M heifit transitiv,
falls zu jedem Paar x,y € M ein g € G existiert mit g - x = y. Die Wirkung heif}t
einfach-transitiv, falls sie transitiv ist und das Element ¢ eindeutig bestimmt ist.
Sie heifit frei, falls [, : M — M fixpunktfrei fiir alle g # e ist. Die Wirkung heifit
effektiv, falls I, = idpr nur fiir g = e gilt. Analog definiert man diese Begriffe fiir

eine Rechtswirkung.
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Definition: Eine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Liesche Gruppe G transitiv

wirkt, heiflit homogener Raum.

Beispiel 1: Die Liesche Gruppe GL(n,R) wirkt von links auf R™ durch die Matri-
zenmultiplikation ¢(A, z) := Ax. Diese Wirkung ist transitiv auf R™\{o}.

Beispiel 2: Die orthogonale Gruppe O(n) wirkt transitiv auf der Sphiire S"~1(r) =
{z € R" ||| z ||=r} vom Radius r im R", aber nicht transitiv auf R™\{0}.

Beispiel 3: Wir definieren eine Wirkung der Lieschen Gruppe G = SL(2,C) der
komplexen (2x2)-Matrizen mit Determinante 1 auf dem 4-dimensionalen Minkowski-
Raum RY3. Dazu identifizieren wir zunichst den Minkowski-Raum mit dem Vektor-

raum H(2) der hermiteschen (2 x 2)-Matrizen: Seien

01 0 —¢ 1 0
o1 = s o9 = : gq =
T l1o >\ o o
. . . 10 . .
die Pauli-Matrizen und o¢ = 01 ) Dann ist die Abbildung

R — H(2)
3 0,3 1 _ ;.2
r = (xo,:rl,:nQ,m3) — X(z) = Zxkak _ ( xl —i—.x2 a:o w:3 )
ein Isomorphismus. Die inverse Abbildung ist durch
ko1 1,3
X e H(2) — (2 := QTT'(O'k OX))k:O,...,s cR

gegeben. Ist X € H(2) und A € SL(2;C), so ist AX A? ebenfalls in (2). Dies gestat-
tet es, die folgende Wirkung von SL(2,C) auf dem Minkowski-Raum zu definieren:

¢:SL(2,C) x RY — R ~ H(2)

(A, z) — AX(x)A

Fiir die Determinante der hermiteschen Matrix X () gilt det X (z) = (2°)2 — (2!)? —
(22)% — (2)2. Folglich erhilt die Transformation

la:RY — RY?

r — ¢(A 1)

die Minkowski-Metrik n(z,y) = —2%° + xly! + 22y + 23y3. Wir bemerken hier,
daf} die dadurch definierte Abbildung

SL(2,C) — Op(1,3)

A — Iy

eine 2-fache Uberlagerung der eigentlichen Lorentzgruppe ist.
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Sei G eine Liesche Gruppe und H C G eine abgeschlossene Untergruppe. Wir nennen
zwei Elemente g1, 92 € G dquivalent (g1 ~p ¢g2), falls es ein h € H mit g1 = g2 - h
gibt. Mit [g] := {g-h | h € H} = gH sei die Aquivalenzklasse eines Elementes g € G
bezeichnet.
G/H =]l = | 9H
geG geG
sei die Menge der Aquivalenzklassen und 7 : G — G/H die natiirliche Projektion

7(g) = [g]. Wir zeigen nun, dal der Faktorraum G/H ein homogener Raum ist.

Satz 1.11 Sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Lieschen Gruppe G. Dann
existiert auf dem Faktorraum G/H eine Mannigfaltigkeitsstruktur so, dafl gilt:

1. Die Projektion w : G — G/H st glatt.

2. Mit der Linkswirkung (g,[a]) € G x G/H + [ga] € G/H ist G/H ein homo-

gener Raum.

3. Es existieren “lokale Schritte inm: G — G/H”, d.h. zu jeder Aquivalenzklasse
[a] € G/H existiert eine Umgebung W ([a]) C G/H und eine glatte Abbildung
Sla) * W([a]) — G mit wo Sla] = 'LdW([a])

Beweis: Wir versehen die Menge der Aquivalenzklassen G/H mit der durch 7 :
G — G/H definierten Faktortopologie. Da H eine abgeschlossene Teilmenge von
G und 7 eine offene Abbildung ist, ist G/H ein Hausdorffl-Raum mit abzihlbarer
Basis. Wir definieren nun um jeden Punkt [g] € G/H eine Karte: Dazu verfahren wir
wie im Beweis von Satz 1.10. Sei b die Lie-Algebra von H, m C g ein algebraisches

Komplement von h in g und ¢ der lokale Diffeomorphismus um den Nullvektor o € g

p:g=mdh — G
X®Y — exp(X)-exp(Y).

Wir verkleinern die im Beweis von Satz 1.10 angegebene Umgebung V' = Vi, x Vj
noch einmal auf eine Umgebung W = Wy, x Wy C Viy x V; derart, daf§ (exp W)~ ! -
exp W C U. Dann priift man leicht nach, daf} fiir jedes g € G die Abbildung

X L
Ol Wa — G =% G- G/H
ein Homoomorphismus auf ihr Bild ist. Folglich ist (o5 (W), 4,0[;]1) eine Karte um
[9] € G/H. Fiir zwei solche Karten, deren Kartenbereiche einen gemeinsamen Durch-
schnitt haben, gilt (p[;}l 0@ (X) = prmo ¢ (Ly-1,exp(X)) fiir X € Wy,, wobei pry,
die Projektion von g auf m bezeichnet. Da alle Abbildungen auf der rechten Seite
glatt sind, sind die Karteniiberginge glatte Abbildungen. Damit definiert

A= {(Sp[g}(Wm%‘p[;]l) | g€ G}
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einen glatten Atlas auf G/H. Wir zeigen nun, daf§ die Projektion = : G — G/H
beziiglich dieser Mannigfaltigkeitsstruktur glatt ist. Dazu betrachten wir die Kar-
tendarstellung von 7 um g € G in den Karten (Ly o (W), (Lyo¢)™!) um g € G
und (¢(g (W), 90[;]1) um [g] € G/H. Benutzt man die Definition von g, so erhlt

man fiir die Kartendarstellung von 7
90[;}1 omo (Lg © ¢) = PIm,

sie ist folglich glatt. Auf analoge Weise zeigt man die Glattheit der Linkswirkung
von G auf G/H. Die Transitivitit der Wirkung folgt aus den Gruppeneigenschaften
von G. Somit ist G/H ein homogener Raum.
Lokale Schnitte fiir 7 : G — G/H erhélt man auf folgende Weise:
Fiir [g] € G/H betrachten wir den Kartenbereich W ([g]) := ¢g (W) und die glatte
Abbildung

Sg) := Lg o exp ogo[_g]l :W(lg]) — G.

Sei [a] € W([g]). Dann existiert genau ein Xy, € Wy, mit
[a] = ¢ (Xm) = TLg exp X = 7Ly exp oy i [a] = 7(s1g[al).

Folglich ist sy ein lokaler Schnitt. |

Wenn wir im folgenden von abgeschlossenen Untergruppen H einer Lieschen
Gruppe G und von homogenen Rdumen G/H reden, so seien diese immer mit den

in Satz 1.10 und Satz 1.11 beschriebenen Mannigfaltigkeitsstrukturen versehen.

Wir zeigen als néchstes, daf§ sich jeder homogene Raum [M,G] in der Form M =
G/H fiir eine geeignete abgeschlossene Untergruppe H C G darstellen la8t. Fir
einen Punkt = € M bezeichnet GG, C G den Stabilisator von z:

Gy, ={9€G| gr ==z}

G ist offensichtlich eine abgeschlossene Untergruppe von G. Es gilt

Satz 1.12 Sei G eine Liesche Gruppe, die von links auf M wirkt und x € M. Dann
ist die Abbildung
V:lale G/Gopr—a-zeM

ein G-dquivarianter Diffeomorphismus, d.h. es gilt V(g - [a]) = g - V([a]) fir alle
a,g€G@.

Beweis: Da G transitiv auf M wirkt, ist U korrekt definiert und bijektiv. Die
Vertauschbarkeit von ¥ mit der G-Wirkung folgt aus der Definition. Wir miissen
zeigen, dafl ¥ ein Diffeomorphismus ist. Sei § : G — M die glatte Abbildung 3(g) =
g-x. §1ist ein Lift von v, d.h. ¥ o m = 3. Analog wie im Beweis von Satz 1.11 zeigt
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man, dafl die Kartendarstellungen von W glatt sind. Es geniigt nun zu zeigen, dafl
fir jeden Punkt [a] € G/G, das Differential

A : Tjg) G/ G — Ty (ja M

ein Isomorphismus ist. Wegen dijq o dly = dl, o di)jg, reicht es aus, dies fir die
Aquivalenzklasse [e] des trivialen Elements e € G zu zeigen.

Aus Satz 1.11 folgt Tj)G /G = dpj¢(m), wobei m C g ein algebraisches Komplement
der Lie-Algebra h von G, ist. Dann gilt fiir X € m:

dipre)(deppe (X)) = d(W o m o exp)(X) = d(3 0 exp)(X) = df(X)

Die Abbildung df : g — T M hat den Kern b, folglich ist diy : 1o G /Gy — To M

ein Isomorphismus. O

Beispiel 1: Sei S C R"*! die Sphire vom Radius 1. Die spezielle orthogo-
nale Gruppe SO(n + 1) wirkt transitiv auf S™. Der Stabilisator des Vektors
ent1 = (0,0,...,0,1)t ist die Untergruppe SO(n) — SO(n + 1), eingebettet durch

A < '3 ?) Folglich kann man S™ als homogenen Raum S™ = SO(n + 1)/SO(n)

darstellen.

Beispiel 2: Sei RP™ der n-dimensionale reell-projektive Raum. RP™ ist die Man-
nigfaltigkeit aller Geraden durch o im R"*!. Die Gruppe SO(n + 1) wirkt transitiv
auf RP™. Der Stabilisator der Geraden Re,,+; ist die Untergruppe

A 0
O(n) = {( 0 detA) | Ae O(n)} C SO(n+1).

Also haben wir
RP" =SO(n+1)/0(n).

Beispiel 3: Sei CP" der n-dimensionale komplex-projektive Raum. CP" ist die
Mannigfaltigkeit aller 1-dimensionalen komplexen Unterrdume des C"t!. Wie im

Beispiel 2 erhilt man

CP" = SU(n+1)/S(U1) x U(n)).

Beispiel 4: Bezeichne K die reellen oder komplexen Zahlen oder die Quater-
nionen und (-,-)gn das entsprechende Standard-Skalarprodukt. Unter der Stiefel-
Mannigfaltigkeit V(K™) versteht man die Menge der k-Tupel von orthonormalen
Vektoren im K”

Vk‘(Kn) = {(Ul) s 7Uk) ‘ v; € K" ) <vi7vj>]K" = 62]}
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Diese Menge kann man mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen (Ubungsaufga-
be). Die orthogonale Gruppe O(n) wirkt transitiv auf Vi (R™) durch
A-(vi,...v5) = (Avy, ... Avg). Der Stabilisator des k-Tupels (e,—g41,- - ., €y) ist die

Untergruppe
O(n — k) = {(? g) \AeO(n—k)} c o).

(Hierbei bezeichnet e; = (0,...,0,1,0,...) und E die Einheitsmatrix). Demnach ist
Vi(R™) als homogener Raum

VL(R") = O(n)/O(n — k)
darstellbar. Analog erhilt man

Vi(C") = U(n)/U(n — k)
Ve(H") = Sp(n)/Sp(n — k).

Beispiel 5: Unter der Grassmann-Mannigfaltigkeit G (K™) versteht man die Menge
aller k-dimensionalen Unterrdume von K". Auch diese Menge triagt eine Mannigfal-

tigkeitsstruktur und ist auf folgende Weise als homogener Raum darstellbar:
Gr(R") = O(n)/(O(k) x O(n — k))
U(n)/(U(k) x U(n — k))
Gr(H") = Sp(n)/(Sp(k) x Sp(n — k)).

1.5 Die adjungierte Darstellung

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Wirkung einer Lieschen Gruppe
G iiber ihrer Lie-Algebra g.

Definition: Sei G eine Liesche Gruppe, (A4, [-,:]) eine Lie-Agebra und V ein Vek-
torraum iiber dem Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Eine Darstellung der
Lieschen Gruppe G iiber dem Vektorraum V ist ein Lie-Gruppen-Homomorphismus
p: G — GL(V). Eine Darstellung der Lie-Algebra A iiber V ist ein Lie-Algebren-
Homomorphismus ¢ : A — gl(V), d.h. es gilt

(X, Y]) =p(X)op(Y) —p(Y)op(X), XY eA

Der Vektorraum V' heifit auch Darstellungsraum.

Sei G eine Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra g. Ist p : G — GL(V) eine
Darstellung der Lieschen Gruppe G iiber V, so ist nach Satz 1.1 das Differential
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px : g — gl(V) eine Darstellung der Lie-Algebra g iiber V.

Sind (V, p) und (W, o) zwei Darstellungen der Lieschen Gruppe G iiber dem Vektor-
raum V bzw. W, so sind durch die folgenden Festlegungen Darstellungen von G iiber
der Summe V @ W, dem Tensorprodukt V @ W, den Homomorphismen Hom/(V, W)

bzw. dem dualen Raum V* definiert.

I
h
—~

)
—~

kS
L

Definition: Eine Darstellung p : G — GL(V) iiber einem n-dimensionalen Eukli-
dischen bzw. hermitischen Vektorraum (V, (-, )y ) heiBt orthogonal bzw. unitdr, falls
das Skalarprodukt (-,-) G-invariant ist, d.h. falls

(p(g)v, p(g)w)y = (v,w)y fir alle v,w € V,g € G.

Wir zeigen als néchstes, dass jede Darstellung einer kompakten Lieschen Gruppe

orthogonal bzw. unitér ist.

Satz 1.13 Sei G eine kompakte Liesche Gruppe und p : G — GL(V') eine Dar-
stellung von G tber einem reellen oder komplexen Vektorraum V. Dann existiert ein
G-invariantes Euklidisches bzw. hermitisches Skalarprodukt auf V', d.h. die Darstel-

lung ist orthogonal bzw. unitdr.

Beweis: Sei (X1,... X)) eine Basis in TcG und bezeichne X; € X(G) die durch X;
definierten rechtsinvarianten Vektorfelder: X (g) := dRy(X;). Wir betrachten die
dualen 1-Formen (w?, ... ,w") zu (X7, ..., X;}). Dann ist die n-Form w = wlA. .. Aw"
eine rechtsinvariante Volumenform auf G. Sei (-,-) ein beliebiges positiv-definites
Skalarprodukt auf V. Da G kompakt ist, definiert

(vw) = [ {plg)v. plg)uwie,
G
ein neues Skalarprodukt auf V und wegen der Rechtsinvarianz von w gilt:

(pla)v, playw) = / (plga)v, plga)w)w,

G
— /R;:(<p(g)v,p(9)w>wg)
G
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Definition: Eine Darstellung p : G — GL(V') heifit irreduzibel, falls kein echter
Unterraum W C V existiert, fiir den p(G)W C W gilt.

Satz 1.14 Sei p: G — GL(V) eine Darstellung einer kompakten Lieschen Gruppe
iber einem endlich-dimensionalen Vektorraum. Dann zerlegt sich (V, p) in die direkte

Summe von irreduziblen orthogonalen bzw. unitiren G-Darstellungen, d.h.

(V, p) = (‘/hpl) S...0 (Vnapn)v

wobei (Vi, pi) irreduzible orthogonale bzw. unitire G-Darstellungen sind.

Beweis: Nach Satz 1.13 gibt es auf V ein G-invariantes Fuklidisches bzw. her-
mitisches Skalarprodukt (-,-). Angenommen p : G — GL(V) ist nicht irreduzibel.
Dann existiert ein echter p(G)-invarianter Unterraum W C V. Sei W' das
orthogonale Komplement von W beziiglich des G-invarianten Skalarprodktes (-, -).
Dann gilt p(G)W+ c W+, d.h. wir haben eine Zerlegung V = W @ W in zwei
p(G)-invariante Teilrdume, die wir dann gegebenenfalls weiter zerlegen konnen. Die
Einschrinkung von p(g) und (-,-) auf diese Teilrdume liefert die G-Darstellungen

(Vi, pi). Da V endlich-dimensional ist, folgt die Behauptung. O

Wir bemerken, dass Satz 1.14 fiir nicht-kompakte Gruppen i.a. nicht gilt. Be-
trachten wir zum Beispiel die Wirkung der Gruppe G = {(é (11) | @ € R} durch

Matrizenmultiplikation auf R?. Dann ist ein 1-dimensionaler Unterraum W C R?
genau dann G-invariant, wenn er vom Vektor (1,0)! erzeugt wird. Der Unterraum

R(1,0)" hat kein aber invariantes Komplement.

In der Eichfeldtheorie spielt eine spezielle Darstellung der Lieschen Gruppe G iiber
ihrer eigenen Lie-Algebra g eine besondere Rolle, die adjungierte Darstellung. Fiir

ein Element g € G betrachten wir den inneren Automorphismus
ag:=Lgo Ry :G— G.
Das Differential (ag). : g — g ist ein Isomorphismus der Lie-Algebra g von G.

Satz 1.15 1. Die Abbildung Ad : g € G — (ay)« € GL(g) ist eine Darstellung
der Lie-Gruppe G.

2. Fir das Differential Ad, =: ad : g — gl(g) von Ad gilt

ad(X)(Y) = [X,Y].

3. Fiir das Zentrum Z(G) der Liegruppe G gilt Z(G) C Ker Ad und Z(G) =
Ker Ad, falls G zusammenhdngend ist.
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Definition: Die Darstellung Ad : G — GL(g) heifit adjungierte Darstellung der
Lie-Gruppe G. Die Darstellung ad : g — ¢l(g) heifit adjungierte Darstellung der
Lie-Algebra g.

Beweis von Satz 1.15
Die Abbildung Ad : G — GL(g) ist ein Homomorphismus, da
Ad(ga) = (aga)s = (ag © a)s = (ag)« 0 (aa)x = Ad(g) o Ad(a).

Fiir X € g und hinreichend kleine ¢ € R folgt aus Satz 1.7

Ad(g)X = %(exp_l(ag(exth)) = %(exp_l(g cexptX -g_1)>.

Dies zeigt die Stetigkeit von Ad. Wegen Satz 1.6 ist Ad auch glatt.

Wir zeigen ad(X)Y = [X,Y] fir X,Y € g. Wir benutzen dazu die Darstellung des
Kommutators zweier Vektorfelder als Lie-Ableitung. Sei t € R — ¢(z) € G die
Integralkurve des linksinvarianten Vektorfeldes X € X' (G) durch x € G. Dann ist

X)) = S do oY (ou(a)) o

Wie wir in Kapitel 1.2 gesehen hatten, ist ¢;(g) = g - exp(tX) = Rexpex)(9)-

Dann gilt
ad(X)Y = Ad(X)Y = %(Ad(exth)) o Y
(AR -13) © AL (V) i
= %(dReXp(_tX)(Y(exth)) lt=0
— X,Y].

Zum Beweis der 3. Behauptung bemerken wir, dafl ¢ genau dann im Zentrum
von G liegt, wenn oy = idg gilt. Folglich ist Z(G) C Ker Ad. Sei nun G zusam-
menhéngend und g € Ker Ad. Da G als zusammenhéngende topologische Gruppe
von einer Normalenumgebung des 1-Elementes erzeugt wird, geniigt es zu zeigen,
dass exptX = ag4(exptX) fiir alle X € g,t € R. Wir betrachten den Homomorphis-
mus
P:teR — a4(exptX) € G.

Nach Satz 1.4 existiert ein Y € g so, daB exptY = a4(exptX) fiir alle t € R.

Differenzieren wir diese Gleichung in ¢ = 0, so folgt

V(€)= S(exptY) imo = (dag)e(X(e))
= Ad(g)(X(e) = X(¢).

Demnach ist X =Y und somit oy = idg. O

Als Ubung iiberlassen wir dem Leser die folgende einfache Folgerung.
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Folgerung 1.1 Ist G eine abelsche Liesche Gruppe, so ist ihre Lie-Algebra g
abelsch, d.h. es gilt [-,-]g = 0. Ist umgekehrt G eine zusammenhdingende Lie-Gruppe

mit abelscher Lie-Algebra g, so ist G abelsch.

Wirkt eine Lie-Gruppe G auf einer glatten Mannigfaltigkeit M, so definiert jedes
Element der Lie-Algebra g von G ein spezielles Vektorfeld auf M, das in der
Eichfeldtheorie eine wichtige Rolle spielt.

Definition Sei [M, G| eine Links-Transformationsgruppe und X € g. Dann heifit
das Vektorfeld X auf M, definiert durch

X(z) = %(exp(—tX) - ) |i=0,

das zu X gehorende fundamentale Vektorfeld. Ist [M, G| eine Rechtstransformati-

onsgruppe, so ist das fundamentale Vektorfeld definiert durch

X(@) = o exp(tX) o

Satz 1.16 Sei [M,G] eine Liesche Transformationsgruppe.

1. Die Abbildung
g — X(M)

X — X

P

ist linear und es gilt [X,Y] = [X,Y]. Insbesondere bildet die Menge der fun-
damentalen Vektorfelder eine Liesche Unteralgebra der Lie-Algebra aller Vek-
torfelder.

2. Wirkt die Zusammenhangskomponente der Einheit von G effektiv auf M, so
15t
g—{XeX(M)|Xeg}

ein Lie-Algebren-Isomorphismus.

3. Wirkt G von rechts auf M, so gilt fiir alle a € G und X € g

(drg)(X) = Ad(a~ 1) X.

Fiir eine Linkswirkung gilt

P

(dlg)(X) = Ad(a)X.



28 KAPITEL 1. LIESCHE GRUPPEN UND HOMOGENE RAUME

Beweis: Wir fithren den Beweis hier fiir Rechtswirkungen. Fiir Linkswirkungen
schlieft man analog. Sei x € M fixiert und bezeichne ¢, : G — M die Abbildung
vz(g) = x - g. Fiir ein linksinvariantes Vektorfeld X € g gilt

d

(dps)a(X(a) = dpu(dLa(X(e)) = 5 (e(LalexptX))) ],

= %(m ca-exptX)|,_g = X(z-a) = X(p4(a)).

Folglich sind X € g € X(G) und X € X (M) @,-verkniipft fiir alle € M. Damit

erhilt man

X, V] =X, Y]
Die Linearitéit der Zuordnung X € g — X € x(M) folgt aus der Linearitiit des
Differentials (dyy)q. Sei Gp die Zusammenhangskomponente von e € G. Wir zeigen,
dass die Zuordnung X € g — X € X (M) injektiv ist, falls Gy effektiv wirkt.
Sei X = 0. Dann ist jeder Punkt von M eine Nullstelle von X , folglich bewegt der
FluB von X die Punkte von M nicht. Wir erhalten

r-exptX =x fiir alle z € M,t € R.

Fiir hinreichend kleine ¢ty € R liegt go = exptpX in einer Normalenumgebung des
1-Elementes von Gg. Da Gy effektiv auf M wirkt folgt aus ry, = idy daBl go = e,
also X = 0 ist.

Seinun x € M,a € G und X € g. Dann gilt:

(dro(X))(2) = (dra)ge-—1(X(za™))

= (dre) g <%(xa_l - exp tX)h:o)
- %(m- (™' exptX - a))l—g

- %(x. (-1 exptX))],_g

_ %(x -exp(tAd(a™")X))|,_

= (Ad(a 1) X)(x).

1.6 Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass es genau zwei 2-dimensionale, zueinander nicht
isomorphe reelle Lie-Algebren gibt. Geben Sie in beiden Féllen eine Liesche Gruppe

mit der entsprechenden Lie-Algebra an.
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Aufgabe 2. Zeigen Sie, daB die Sphire S° die Struktur einer Lieschen Gruppe
trigt. Warum kann es auf S? keine Liegruppen-Struktur geben?

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dafl die Lie-Algebra der speziellen orthogonalen Gruppe
SO(3) isomorph zur Lie-Algebra (R3, x) ist, wobei x das Vektorprodukt im R3

bezeichnet.

Aufgabe 4. Fir A € GL(n,R) und v € R" bezeichne Fy , die folgende Abbildung
auf dem R"

Fpy(z) = Az 4 v, x € R".

Zeigen Sie, dass die affine Gruppe Af f(R") := {Fa, | A € GL(n,R),v € R"} eine
Liesche Gruppe ist und bestimmen Sie ihre Lie-Algebra.

Aufgabe 5. Es bezeichne C := {z € R"* | (z,2)1,41 = 0} den Lichtkegel
im (n+2)-dimensionalen Minkowski-Raum und PC := {Rz | z € C \ {o}} seine

Projektivierung.

1. Zeigen Sie, dass PC' ist diffecomorph zur Sphére S™ ist. Veranschaulichen Sie

dies an einem Bild.

2. Zeigen Sie, dass die pseudo-orthogonale Gruppe O(1,n + 1) transitiv auf PC
wirkt. Bestimmen Sie den Stabilisator des Punktes R(1,0,...,0,1) € PC.

Aufgabe 6. Zeigen Sie: Die Stiefel-Mannigfaltigkeit
Vie(R™) := {(v1,...,v8) | vi € R™, (v3,v5) = 035, 4,5 = 1.k}
und die Grassmann-Mannigfaltigkeit
Gr(R") := {E C R" | E k-dimensionaler Unterraum von R"}
sind homogene Ridume und es gilt:

Vi(R") = O(n)/O(n — k) und Gr(R") =0(n)/ O(k) x O(n — k).

Aufgabe 7. Beweisen Sie:
1. Ist G eine abelsche Liesche Gruppe, so ist die Lie-Algebra g von G abelsch.

2. Ist die Lie-Algebra g einer zusammenhéngenden Lieschen Gruppe G abelsch,
so ist G abelsch.

Aufgabe 8. Sei SO(n) die spezielle orthogonale Gruppe und so(n) ihre Lie-Algebra,
betrachtet als Menge der schiefsymmetrischen Abbildungen des R™. Weiterhin be-

zeichne po die durch die Matrixwirkung von SO(n) auf R" induzierte Darstellung
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von SO(n) auf dem Raum der alternierernden Tensoren R™ A R™.
Sei ¢ : R® AR™ — so(n) die Abbildung

(v Aw) = Xy wobel Xy p(2) = (v,2)w — (w,z)v fiirz € R"

Zeigen Sie, dass ¢ ein linearer Isomorphismus ist, der mit der Wirkung (p2). von
s0(n) auf R AR™ und der durch die adjungierte Darstellung ad definierten Wirkung

von so(n) auf so(n) kommutiert.

Aufgabe 9

Es sei [M, G] eine von rechts wirkende Transformationsgruppe. Wir betrachten Kur-
ven z(t) in der Mannigfaltigkeit M und g(¢) in der Lieschen Gruppe G mit z(0) = =
und g(0) = g. Es bezeichne z(t) die Kurve z(t) := z(t) - g(t) in M. Beweisen Sie, da8
die folgende Formel fiir den Tangentialvektor der Kurve z(t) in ¢t = 0 gilt:

P

2(0) = dry((0)) + (dLg-19(0)) (z - g).

Dabei bezeichnet X das von einem Element X der Lie-Algebra von G erzeugte
fundamentale Vektorfeld auf M.



Kapitel 2

Hauptfaserbiindel und

assozlierte Faserbiindel

2.1 Lokal-triviale Faserungen

In diesem Abschnitt definieren wir die grundlegenden Objekte, mit denen wir uns

in dieser Vorlesung beschiftigen wollen, die lokal-trivialen Faserbiindel.

Definition: Sei 7 : F — M eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkei-
ten! und F eine weitere Mannigfaltigkeit. Das Tupel (E, 7, M; F) heiit lokal-triviale
Faserung (oder lokal-triviales Biindel) mit dem Fasertyp F, falls es um jeden Punkt
x € M eine Umgebung U C M und einen Diffeomorphismus ¢y : 771 (U) — U x F
gibt, so dass ¢y o pr1 = 7 gilt.

Man kann sich den Raum F also als zusammengeklebte “Zylinder“ der Form U x F'
vorstellen. Der Raum FE heifit der Totalraum, M der Basisraum, 7w die Projektion
und F der Fasertyp der Faserung. Die Untermannigfaltigkeit £, = 7~ !(z) C E
nennen wir Faser iber x € M. Das in der Definition gegebene Paar (U, ¢r7) heifit
Biindelkarte oder lokale Trivialisierung tber U. Mit Ey bezeichnen wir die Menge
der Fasern iiber V' C M. Ist V offen, so ist (Ey,m, V; F') ebenfalls eine lokal-triviale
Faserung, das Teilbiindel iber V. Fiir jedes x € M ist die durch die Biindelkarte
(U, ¢) gegebene Abbildung

GUg =prao (I>U|Ez B, — F

ein Diffeomorphismus zwischen der Faser und dem Fasertyp. Sei U = {U;}ien ei-
ne offene Uberdeckung von M und {(U;, ¢r,) biea ein Atlas von Biindelkarten. Die
Abbildungen

piodyt: (UinNUy) x F — (U;NU) x F

'alle Mannigfaltigkeiten in diesem Skript sind glatt

31
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heiBen Ubergangsfunktionen zwischen den Biindelkarten (Uy, ¢x) und (U, ¢;). Sie
lassen sich dquivalent in der Form von Abbildungen
Gir.: UiNUx — Dif f(F)
x  — ooy F—F

beschreiben, die die sogenannten Cozyklusbedingungen
Gi () o Prj(x) = dij(z) und  ¢ii(z) = Idp

erfiillen.

Definition: Zwei lokal-triviale Faserungen (F,m, M;F) und (E,fr,M : F) heifien

isomorph, wenn es einen Diffeomorphismus H : E — E gibt, so dass 7o H = 7.

Beispiel 1: Seien M und F Mannigfaltigkeiten und pry : M x F — M die Pro-
jektion auf die 1. Komponente. Dann ist ' := (M x F,pry, M; F') eine lokal-triviale
Faserung mit einem Biindelatlas aus einer Karte {(M x F,id)}. Wir nennen jede

Faserung, die isomorph zu dieser Faserung ist, trivial.

Beispiel 2: Jede Uberlagerung 7 : M — M einer zusammenhingenden Man-
nigfaltigkeit ist eine lokal-triviale Faserung. Der Fasertyp Fp ist hier ein diskreter
topologischer Raum, der sich bijektiv auf den Faktorraum (M, x)/ 7rﬁ(771(]\~4 ,Z))
abbilden l&8t.

Beispiel 3: Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die folgenden Biindel

iiber M sind lokal-triviale Faserungen:

das Tangentialbiindel (TM,m, M;R™)

das Cotangentialbiindel (T*M, 7, M;R™)

das Biindel der k-Formen (AR(M), 7w, M; R M), mit A, = (Z)
das Biindel der (r, s)-Tensoren (T7°%(M),m, M;R"®).

Die Topologie und Differentialstruktur des Totalraumes E einer lokal-trivialen Fa-
serung (E,m, M; F') ist wegen der Glattheit der Biindelkarten durch diejenige von
M und F eindeutig bestimmt. Daraus ergibt sich folgende Bemerkung, die fiir die
Konstuktion neuer Biindel niitzlich ist:

Seien M und F' Mannigfaltigkeiten und E lediglich eine Menge mit einer Abbildung
7 : E — M. Weiterhin gebe es um jeden Punkt x € M eine Biindelkarte (U, ¢) mit
bijektiver Trivialisierung ¢ : 7~ 1(U) — U x F und einen Biindelatlas {U;, ¢;)}ica,

fiir den alle Ubergangsfunktionen
piodyt: (UinNUy) x F — (U;NU) x F

glatt sind. OBdA seien die Umgebungen U; C M Kartenbereiche von M. Dann kann

man eine Topologie und eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf E derart definieren, dass
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(E,m, M; F) eine (glatte) lokal-triviale Faserung wird:

Eine Menge O C FE sei offen, wenn fiir jede Biindelkarte (U;, ¢;),i € A, die Menge
¢ (O N7~ (U;)) € U; x F offen in der durch M und F gegebenen Produkttopo-
logie auf U; x F' ist. Dies definiert eine Topologie auf E, die Hausdorffsch ist und
eine abzdhlbarer Basis besitzt. Zur Definition der Mannigfaltigkeitstruktur betrach-
ten wir zusétzlich einen glatten Atlas {(U;, ¢;)}iea von M und einen glatten Atlas
{(Vj,¢)}jer von F. Die Karte (W;;, 6;;) auf E wird dann definiert durch

Wij =7 U) N (U; xV;) CE
Oij = (i X 5) 0 ¢ : Wij — i(Us) x 9;(V;) CR" x R
Dann ist {(W;;,0;5) | i € A,j € T} ein glatter Atlas auf E und fiir die dadurch auf
E definierte Differentialstruktur sind die Projektion 7 und die Biindelkarten (U;, ¢;)
glatt. Man iiberzeugt sich schnell davon, dass die auf E definierte Topologie und
Differentialstruktur nicht von den gewéahlten Atlanten abhéngt.
Sind (E, 7, M; F) und (E, 7, M; F) (glatte) lokal-triviale Faserungen iiber M und

H : E — F eine bijektive Abbildung mit H o7 = . Seien weiterhin fiir alle Karten
zweier Biindelatlanten {(U;, ¢;)} von E bzw. {(U;, ¢;)} von E die Abbildungen

(;;iOHOgbl;l : (UiﬂUk) XF—>(UiﬁUk) x F
glatt, dann ist H ein Diffeomorphismus.
Sei ¢ = (E,m,M;F) eine lokal-triviale Faserung und f : N — M eine glatte

Abbildung. Dann definieren wir die zuriickgezogene Faserung f*¢ := (f*E, 7, N; F)
durch

JE = {(y,e) e NxE | flyy=n(e)} C N x E.
T(y,e) =y

Offensichtlich kommutiert das Diagramm

ffE 5 E
7T lm
N Lou

Satz 2.1 f*¢ = (f*E, 7, N; F) ist eine lokal-triviale Faserung (die durch f indu-
tierte Faserung tiber N ).

Beweis: Sei {(U;, ¢;)} ein Biindelatlas von £. Wir betrachten die offenen Mengen
V; := f~Y(U;) € N und die bijektiven Abbildungen
vit 7N (Vi) = (fFE)y, — Vix F
(y,e) — (y,pradi(e))

Dann sind
Yior s (VinVg) x F — (VinVi) x F

(:%U) — (yvpr2¢k¢i_1(f(y)7v))
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glatte Abbildungen. Folglich gibt es auf f*E eine Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass
[*¢ eine (glatte) lokal-triviale Faserung mit dem Biindelatlas {(V;,;)} wird. O

Definition: Unter einem glatten Schnitt?> in einer lokal-trivialen Faserung
(E,m,M; F) versteht man eine glatte Abbildung s : M — E mit m o s = idyy.
Einen Schnitt im Teilbiindel Ey iiber einer offenen Menge U C M nennt man
lokalen Schnitt in E iiber U. Mit I'(F) bezeichnen wir die Menge der glatten
Schnitte in F, mit I'(U, ) = I'(Ey) die Menge der lokalen glatten Schnitte iiber U.

Aus der Differentialgeometrie kennt man die folgenden Identifizierungen der Schnitt-
rdume der in Beispiel 3 genannten Biindel: I'(T'M) sind die glatten Vektorfelder,
['(A¥(M)) die glatten k-Formen und T'(77*(M)) die glatten (r, s)-Tensorfelder auf
M. Fiir ein triviales Biindel F = (M x F,pry, M; F') gilt I'(F) = C*°(M, F).

Abschlieflend beweisen wie die Existenz von globalen Schnitten fiir lokal-triviale

Faserungen, deren Fasertyp diffeomorph zu einem reellen Vektorraum ist.

Satz 2.2 Sei (E, 7, M;F) eine lokal-triviale Faserung, deren Fasertyp F diffeo-
morph zu einem reellen Vektorraum R™ ist und A C M eine abgeschlossene Teil-
menge. Dann kann man jeden auf A definierten glatten Schnitt s : A — FE zu

einem globalen glatten Schnitt auf M fortsetzen.? Insbesondere existiert ein globaler

glatter Schnitt in E, d.h. T'(E) # (.

Beweis: Sei (U, ¢y) eine Biindelkarte von E, A C M eine abgeschlossene Teilmenge
von M und s : A — F ein glatter Schnitt in F {iber A. Dann kann man den Schnitt
Slyna : ANU — E glatt auf die offene Menge U fortsetzen. Wir betrachten dazu
die glatten reellwertigen Funktionen f1,..., f, : ANU — R, die mittels

(bU: EAOU — U xR™

s(z) — (x, fi(z),..., fm(x))

definiert sind. Jede glatte reellwertige Funktion, die auf einer abgeschlossenen Teil-
menge einer Mannigfaltigkeit definiert ist, kann man glatt auf die gesamte Man-
nigfaltigkeit fortsetzen.* Wir wihlen glatte Fortsetzungen fi : U — R von f; und
definieren die Fortsetzung sy : U — E durch

su() = ¢y (@, fi(@),. ., fu(2))).

2Im folgenden werden wir nur glatte Schnitte betrachten und zur Abkiirzung einfach Schnitt

sagen

3Eine auf einer abgeschlossenen Menge definierte Abbildung f : A C M — E heifit glatt, falls
es zu jedem = € A eine offene Umgebung U(z) C M und eine glatte Abbildung F, : U(z) — E
mit Fz|U(a:)r‘1A = f gibt.

4Fiir einen Beweis dieser Tatsache siche S. Kobayashi und K. Nomizu: Foundations of Differential

Geometry, Volume 1, Appendix 3.
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Sei nun {(Ua, o) taca eine Uberdeckung von E durch Biindelkarten, {f,}aea eine
Zerlegung der 1 zur Uberdeckung U = {U,} von M und V,, := {z € M | fo(x) >
0}. Dann ist {V,}aea eine offene Uberdeckung von M und die Mengen clV,, :=
supp(fa) C Uy, sind kompakt.

Sei J C A eine Teilmenge der Indexmenge A und M; := (J,c;clV,. Dann ist
M = M. Wir betrachten das Mengensystem

T:={(r,J)| JCA, 7: My — E glatter Schnitt mit 7[y, 4 = s|p;,~alt-
7 ist nichtleer, da (sy,,{a}) € 7. AuBerdem ist 7 durch
(', JY < ("I = J cJ' = 7'”|MJ,

halbgeordnet und jede wohlgeordnete Kette in 7 hat eine obere Schranke. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es somit ein maximales Element (§, J ) € 7. Um den Beweis
abzuschlieBen, miissen wir J = A zeigen. Angenommen es giibe ein ig € A \ J. Dann

existiert ein glatter Schnitt 7;, : U;;, — FE, so dass
Tig ’AﬂclViO = 8|AﬂclVi0 und
TZ'O ’Mjﬂcl‘/io = S|Mjﬁcl\/io :

Sei J' := J U {ip} und der Schnitt § : M, — E durch

N S auf Mj
' Tio,  auf clVj,

definiert. Dann ist (§',.J') € 7. Dies widerspricht der Maximalitit von (3, J). Somit
ist M = M; und 8 : M — E der gesuchte glatte Schnitt mit 3|, = s. a

2.2 Hauptfaserbiindel

Wir betrachten nun spezielle lokal-triviale Faserungen, deren Fasertyp eine Liesche

Gruppe ist.
Definition: Sei G eine Liesche Gruppe und 7 : P — M eine glatte Abbildung.
Das Tupel (P, m, M;G)? heiBt G-Hauptfaserbiindel iiber M, falls gilt

1. G wirkt von rechts als Liesche Transformationsgruppe auf P. Die Wirkung ist

fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern.

2. Es gibt einen Biindelatlas {(U;, ¢;)} aus G-dquivarianten Biindelkarten, d.h.
o ¢;: 1 HU;) — U; x G ist ein Diffeomorphismus.

SFalls keine Verwechslungen méglich sind, bezeichnen wir das Hauptfaserbiindel auch kurz mit
P
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® priog; =m.
e 0i(pg) = ¢i(p)g firallepe P g e G,
wobei G auf U; x G durch (z,a)g = (z,ag) wirkt.

Wir geben zwei weitere dquivalente Definitionen fiir Hauptfaserbiindel an:

Satz 2.3 (P,m; M;G) ist ganau dann ein G-Hauptfaserbiindel, wenn gilt

1. G wirkt von rechts als Liesche Transformationsgruppe auf P. Die Wirkung ist

fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern.

2. Es existiert eine offene Uberdeckung U = {U;}ien von M und lokale Schnitte
s; : Uy — P fiir jedes i € A,so dass die Abbildung

¢5i5 PUZ' — G
si(r)-g — g

glatt ist.

Beweis: Sei s : U — P ein lokaler Schnitt mit glatter Abbildung . Dann ist

¢y : mHU) — UxG

s(x) g — (z,9)
ein G-dquivarianter Diffeomorphismus. Ist andereseits (U, ¢r7) eine G-dquivariante
Biindelkarte des Hauptfaserbiindels P, so ist durch s(x) := ¢~!(z,e), wobei x € U

und e € G das triviale Element der Lieschen Gruppe G ist, ein lokaler Schnitt iiber
U definiert, fiir den ¥, glatt ist. |

Satz 2.4 (P,m; M;G) ist genau dann ein G-Hauptfaserbiindel, wenn es einen
Biindelatlas {(U;, ¢;)} gibt, dessen Ubergangsfunktionen durch Linkstranslationen
mit Cozyklen von G gegeben sind, d.h wenn es eine Familie glatter Abbildungen

gir : U; NUy, — G, i,k € A, mit der Cozyklusbedingung
9ij(x) - gjr(x) = gir(x) und gii(z) = e,
gibt, so dass ¢ix(v) = Ly, (o)1 G — G.

Beweis: Sei {(U;, ¢;)} ein G-dquivarianter Biindelatlas eines G-Hauptfaserbiindels
P. Dann sind die Abbildungen
gir: UyNU, — G
o gin(®) = din(dp, (€) = dir(z)(e)

glatt, erfiillen die Cozyklusbedingung und ¢;x()(g9) = gix(z) - g. Sei andererseits ein
G-iquivarianter Biindelatlas {(U;, ¢;)} gegeben, dessen Ubergangsfunktionen durch
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Linkstranslationen mit Cozyklen gegeben sind, dann definieren wir die G-Wirkung
auf P durch

p-g:= ¢ (dis(p)  9),
wobei x € U; und p € P,. Diese Wirkung ist dann unabhéngig von der gew&hlten

Karte und erfiillt die gewiinschten Bedingungen. O

Beispiel 1: Das triviale Biindel G := (M xG, pr1, M ; G) ist ein G-Hauptfaserbiindel.

Beispiel 2: Sei £ = (P, 7, M; G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber M und f: N — M
eine glatte Abbildung. Dann ist das induzierte Biindel f*¢ ein G-Hauptfaserbiindel
iiber V.

Beispiel 3: Das homogene Biindel eines homogenen Raumes

Sei G eine Liesche Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe und G/H der
entsprechende homogene Raum (siche Kapitel 1.4). Bezeichne 7 : G — G/H die
Projektion auf den Faktorraum. Dann ist (G, w,G/H; H) ein H-Hauptfaserbiindel.
H wirkt von rechts auf G und Existenz der notigen lokalen Schnitte ist im Satz

1.11 bewiesen.

Beispiel 4: Die Hopfbiindel iiber CP" und HP"
Wir betrachten die Sphire S?"+1 = {(wo,...,w,) € C" | |wo|> + ... + |w,|> = 1}
und die Liesche Gruppe S'. S! wirkt von rechts auf $?"*! durch
S2n+1 % Sl N 82n+1
((wo, ... ,wp),2) — (Wo - 2,..., Wy 2).
Dann definiert die Projektion
T S2n+1 — CP" = 52n+1/5«1
(wo, ..., wy) — [wo:...: wy]
ein S'-Hauptfaserbiindel iiber dem komplex-projektiven Raum CP", das wir das

Hopfbiindel iiber CP™ nennen. Ist speziell n = 1, so erhilt man wegen CP! = S2
ein S'-Hauptfaserbiindel (53,7, 52%; S1) iiber S2. Die lokalen Trivialisierungen sind

durch die folgenden lokalen Schnitte iiber U; = {{wg : ... : wy] | w; # 0} C CP"
gegeben
_1
il
w wj— w; Wp, w
si(lwo : ... wy]) = (—9,..., J '1,1, ]-1'-17'”77) : 1—1—2 k'2
Wj Wj Wj Wj Py |wj]

Auf analoge Weise erhilt man das Hopfbindel iber HP™. Wir betrachten dazu die
Sphire S4"+3 = {(qo,...,qn) € H" ' | |qo|? +...|gn|? = 1} und die Liesche Gruppe
S3 ={qeH||q| =1}. S wirkt auf $4"*3 durch

S4n+3 X S3 S4n+3

((qos---an)sq) — (q0- ¢ qn - q)-
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Dann definiert die Projektion

T S4n+3 — HP" = S4n+3/53
(Qos---yqn) V> [qo .- qn

ein S3-Hauptfaserbiindel iiber dem quaternionisch-projektiven Raum HP", das
wir das Hopfbiindel iber HP™ nennen. Ist speziell n = 1, so erhilt man wegen
HP! = S* ein S3-Hauptfaserbiindel (S7,7,S%;S') iiber S*. Die lokalen Schnitte

werden analog zum komplexen Fall definiert.

Beispiel 5: Wir betrachten die Stiefel-Mannigfaltigkeit Vi (R"™) und die Grassmann-
Mannigfaltigkeit Gx(R™). Die Projektion

7 Vi(R") — Gp(R")

(v1,...,v%) — span(vi,..., VL)

definiert ein Hauptfaserbiindel iiber Gj(R™) mit der orthogonalen Gruppe O(k)
als Strukturgruppe. Auf analoge Weise erhélt man ein U(k)-Hauptfaserbiindel
7 : Vi (C") — Gi(C™) iiber der komplexen Grassmann-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 6: Das Reperbiindel einer Mannigfaltigkeit

Sei M™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
GL(M), :={vy = (v1,...,v,) | v, Basis in T, M}
die Menge der Basen in T, M und

GL(M):= | J GL(M),
xeM
die disjunkte Vereinigung dieser Basen. Die Projektion 7 : GL(M) — M ist durch
7(vg) := x gegeben. Die Gruppe GL(n,R) wirkt von rechts auf der Menge GL(M)
durch
(Ul, cee ﬂ}n) CA = (ZviAilv .- -,sz’Am) , A= (Aij)-
i i

Diese Wirkung ist fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern. Ist (U,¢) =
(1,....x,)) eine Karte der Mannigfaltigkeit M, so definiert die kanonische Basis

einen lokalen Schnitt

ox1’ 7 Oxy,

s-( 0. .20 ):U—>GL(M).

Dies definiert die Topologie und die Mannigfaltigkeitsstruktur auf der Menge
GL(M), wie im Kapitel 2.1 erldutert wurde. Das entstehende GL(n,R)-Haupt-
faserbiindel (GL(M), n, M;GL(n,R)) heiit das Reperbiindel iber M.

Jede zusétzliche geometrische Struktur auf M definiert auf analoge Weise ein
Teilbiindel des Reperbiindels GL(M).



2.3. ASSOZIIERTE FASERBUNDEL 39

e Sei (M,Oy) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Dann betrachten wir alle po-
sitiv orientierten Basen GL(M)} := {v, € GL(M), | v, positiv orientiert}.
Wir erhalten das GL(n, R)T-Hauptfaserbiindel aller positiv-orientierten Repe-
re (GL(M)*,m, M,GL(n,R)").

e Sei (M"! g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Signatur (k,l). In
diesem Fall betrachten wir die orthonormalen Basen O(M,g), = {v, €
GL(M), | vy ist g, —orthonormal} und erhalten das O(k,)-Hauptfaserbiindel
aller orthonormalen Repere (O(M, g), 7, M;O(k,1)).

e Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann betrachten wir die sym-
plektischen Basen Sp(M,w), = {v, € GL(M), | v, ist symplektisch} und
erhalten das Sp(n,R)-Hauptfaserbiindel (Sp(M,w),w, M;Sp(n,R)) der sym-
plektischen Repere.

Definition: Zwei G-Hauptfaserbiindel (P,7, M;G) und (P, 7, M;G) heiflen iso-
morph, falls es einen G-iquivarianten Diffeomorphismus ® : P — P mit 7o ® = 7
gibt.

Die G-Aquivarianz ist dabei wesentlich! Es gibt G-Hauptfaserbiindel, die als

Faserungen, aber nicht als Hauptfaserbiindel isomorph sind. Als Beispiel betrachte

man das Hopfbiindel ¢ = (83, 7,52 81) und die gleiche lokal-triviale Faserung

1

€= (537,52 5" mit der Gruppenwirkung (wy,ws) -z = (w1 - 2=, wy - 271).

Die Existenz der G-Wirkung auf einem Hauptfaserbiindel hat die folgende starke

Konsequenz

Satz 2.5 Ein G-Hauptfaserbiindel (P, w, M;G) ist genau dann trivial, wenn es einen
globalen Schnitt besitzt.

Beweis: Sei s : M — P ein globaler Schnitt. Dann ist

d: M xG — P
(x,9) = s(z)-g

ein Hauptfaserbiindel-Isomorphismus zwischen P und dem trivialen G-Hauptfaser-
biindel. Umgekehrt definiert ein Hauptfaserbiindel-Isomorphismus ® : M x G — P
durch s(z) = ®(x,e) einen globalen Schnitt in P. O

2.3 Assoziierte Faserbiindel

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie man aus Hauptfaserbiindeln durch

“Ersetzen der Faser* neue Biindel konstruieren kann. Im folgenden bezeichne
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(P,m,M;@G) ein G- Hauptfaserbiindel iiber M und [F,G] eine von links wirkende
Transformationsgruppe. Auf dem Produkt P x F' wirkt G von rechts durch

(p,0)-g:=(p-g,97" - v).
Mit
E:=(PxF)/G=:PxgF
bezeichnen wir den entsprechenden Faktorraum, mit [p, v] die Aquivalenzklasse von
(p,v) und mit
™. EFE — M
[p,v] — m(p)

die Projektion.

Satz 2.6 Das Tupel (E, 7, M;F) ist eine lokal-triviale Faserung iber M mit dem
Fasertyp F (das zum Hauptfaserbiindel P und der Transformationsgruppe [F,G]|

assoziierte Faserbiindel).

Beweis: Wir miissen zeigen, dass es einen Atlas von Biindelkarten fiir E gibt. Sei
x € M und (U, ¢y) eine Biindelkarte des Hauptfaserbiindels P um x
ov: Py — UxG
p +— (7(p),eu(p))-
Da ¢y mit der G-Wirkung vertauscht, gilt gleiches fiir ;. Wir definieren jetzt
Yvy: By — UXF
[p,v] — (7(p), eu(p) - v)
Wegen der G-Aquivarianz von ¢y ist 1y korrekt, d.h. unabhiingig von der Wahl des
Représentanten definiert und bijektiv. Die Karteniiberginge
wvozpal: UNV)xF — (UNV)x F
(z,v) (2, 0v(p) (pulp)' - v))

sind glatt. Folglich gibt es auf E eine Topologie und Mannigfaltigkeitsstruktur so,
dass (E, @, M; F) eine (glatte) lokal-triviale Faserung wird. O

Sehen wir uns die Karteniibergéinge von P und dem assoziierten Biindel F genauer
an, so stellen wir folgendes fest: Seien g1 : U; N U — G die durch den Biindelatlas
{(Us, ¢3)}i von P definierten Cozyklen. Die Ubergangsfunktionen des in Satz 2.6
durch {(U;, ¢;)}: definierten Biindelatlas {(U;,;)}; von E erfiillen dann

Yin(2)0 = Yin(V, (v) = @i(p) - (pr(p) ™ - v))
fiir jedes p € P,. Wihlen wir ein pg € P, mit ¢r(po) = ¢rz(po) = e, so erhalten wir
Pir(@)v = @i(po) - v = (Gia(dp, (€) - v = gin(x) - v

Die Ubergangsfunktionen von F sind also durch die Linkswirkung lgin(z) € Dif f(F)
der Cozyklen g;r von P gegeben.
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Satz 2.7 Sei M eine Mannigfaltigkeit und [F,G| eine von links wirkende Trans-
formationsgruppe. Sei weiterhin U = {U;}Yien eine offene Uberdeckung von M und
gik : UiNUx, — G, i,k € A, eine Familie von Cozyklen. Dann gibt es (bis auf Iso-
morphie) genau eine lokal-triviale Faserung (E,#, M;F), deren Ubergangsfunktio-
nen durch die Linkswirkungen ly,, ) € Dif f(F, F') gegeben sind. Dieses Faserbiindel
ist assoziiert zum eindeutig bestimmten G-Hauptfaserbiindel, dessen Ubergangsfunk-

tionen durch die Linkstranslationen Lg,, ) € Dif f(G) gegeben sind.

Beweis: Wir konstruieren das Biindel £ aus den vorgegebenen Daten. Betrachten

wir zunéchst die disjunkte Vereinigung
E = U Ui x F

Die in dieser Vereinigung auftretenden “Zylinder“ verkleben wir iiber den Mengen
U; N U # 0 mittels folgender Aquivalenzrelation: Zwei Elemente (z;,v;) € U; x F
und (xg, vx) € U X F seien dquivalent, falls x; = 2 = 2 € U;NUy und v, = gg; () v;
gilt. Die Aquivalenzklasse von (z;,v;) bezeichnen wir mit [z;,v;]. Dann betrachten

wir die Menge der Aquivalenzklassen
E:=F/. und =([z,v]) ==

Die Abbildungen
wi EU«L —_ Uz x F

[xi7 'U] — (xi’ U)

sind bijektiv und es gilt 1, (V! (v)) = gir(z) v = lg(z)(v) - Insbesondere ist

Yol (UNU,) x F — (UiNU) x F

(z,0) (2,9 (2)v)

glatt. Folglich gibt es auf E eine Topologie und Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass
(E,7,M;F) eine lokal-triviale Faserung wird. Die analoge Konstruktion machen
wir mit der Transformationsgruppe [G,G]. Nach Satz 2.4 entsteht dann ein G-
Hauptfaserbiindel P. Die Abbildung

PxgF — E

[[zi, g],v] — [z, 9 0]

ist ein Isomorphismus der Faserbiindel. Abschlieend zeigen wir noch die Eindeu-
tigkeit von E. Seien E und E zwei Faserbiindel mit Biindelatlanten {(U;, ;)} bzw.
{(Ui, )}, deren Ubergangsfunktionen durch die Cozyklen g;, gegeben sind. Dann

definieren wir einen Biindelisomorphismus H : E — E durch

By, 5 Ey
Wil K

UxF 24 U xF
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Die Voraussetzungen an die Biindelkarten liefern die Unabhéngkeit von U;. a

Im folgenden werden wir oft spezielle Diffeomorphismen zwischen dem Fasertyp F'
und den Fasern des zum G-Hauptfaserbiindel P und dem G-Raum F' assoziierten
Faserbiindels F = P X F benutzen:

Sei p € P, ein Punkt von P in der Faser iiber x € M. Dann heifit

[p]: ve F—[p,v] € Ey =P, xg F

der von p definierte Faserdiffeomorphismus. Offensichtlich gilt [pg] = [plg fiir alle
pePged.

Abschlieflend beweisen wir eine niitzliche Interpretation der Schnitte in assoziierten
Faserbiindeln. Mit C* (P, F)% bezeichen wir die Menge der glatten G-iquivarianten
Abbildungen von P in F

CX(P,F)% :={scC*(P,F) | 3(p-g) =g"-5(p) Vpe P, gcG}.
Dann gilt

Satz 2.8 Sei £ := P xg F das zu einem G-Hauptfaserbiindel P iiber M und ei-
ner Transformationsgruppe [F, G| assoziierte Faserbindel. Dann gilt fir die glatten
Schnitte in E

['(E) = C®(P, F)“.

Beweis: Sei 5 € C®(P,F)“ eine #quivariante Abbildung. Wir definieren
den zugehérigen Schnitt s : M — FE durch s(z) := [p,s(p)] € E,, wobei
p € P, ein beliebig gewdhltes Element in der Faser iiber z € M ist. Wegen
[pg,3(pg)] = [pg, g '5(p)] = [p,5(p)] hiingt dies nicht von der Auswahl von p ab.

Sei andererseits s € I'(E) ein Schnitt in £ und die Abbildung 5: P — F definiert
durch 3(p) := [p]~'s(x). Dann gilt 3(pg) = [pg]'s(z) = g~ [p]'s(z) = g7 '5(p).
Also ist 5 € C°(P, F)C. O

2.4 Vektorbiindel

In diesem Abschnitt betrachten wir lokal-triviale Faserungen, deren Fasertyp ein

endlich-dimensionaler Vektorraum ist.

Definition: Eine lokal-triviale Faserung (E,w, M;V) heifit K-Vektorbindel vom
Rang m < oo, falls folgende Bedingungen gelten

1. Der Fasertyp V ist ein m-dimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K.

2. Jede Faser E, des Biindels ist ein K-Vektorraum.
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3. Es existiert ein Biindelatlas {U;, ¢;) }iea von E, so dass die Faserisomorphismen
Gin By — V., €A
Vektorraum-Isomorphismen sind.

Ist K = R, so heifit E reelles Vektorbiindel, ist K = C, so heifit F komplexes
Vektorbiindel.

Fiir Vektorbiindel kann man die gleichen Operationen ausfithren, wie fiir Vek-

torraume.

1. Die Whitney-Summe
Seien F und E zwei K-Vektorbiindel iiber M mit dem Fasertyp V bzw. V. Wir
betrachten die Menge
E®F = U E, o E,
zeM
und die Projektion
T (ex,€x) € E,®E,—z€ M.
Die Topologie und Differentialstruktur auf E & E wird, wie in Kapitel 2.1 erliutert,
durch Biindelkarten erkirt. Seien (U, ¢) = (7, ¢y) und (U, $) = (r, ¢y) Biindelkar-
ten von F bzw. E iiber der offenen Menge U C M. Dann ist

ov: (E®@E)y — Ux(VaV)
(e,€) = (m(e),pule) @ pu(€))

eine Biindelkarte von E @ E iiber U. Das Vektorbiindel (E @ E; wg, M; V ® V) heifit
Whitney-Summe von E und E.

2. Das Tensorprodukt
Seien E und E Vektorbiindel wie in 1. Beispiel. Wir betrachten die Menge

EQFE = U E, @k Fy
zeM

und die Projektion

g : (€r,€z) € E,@E,— z€ M.
Die Topologie und Differentialstruktur auf £ ® E wird durch die Biindelkarten

oU : (EXE)U — Ux(V@Kf/)
(e,;6) = (m(e),pule) ® pu(e))

erkliart. Das Vektorbiindel (F ® E;?T®, M;V® f/) heilt Tensorprodukt von E und
E.

SFalls MiBverstindnisse ausgeschlossen sind, lassen wir die Angabe des Kérpers weg
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3. Das duale Vektorbiindel
Sei (E, 7, M; V) ein Vektorbiindel und V* der duale Vektorraum zu V. Wir betrach-

ten die Menge
E = ] E;
zeM
und die Projektion

7Ly € E; — x € M.
Die Topologie und Differentialstruktur auf E* wird durch die Biindelkarten

¢ Bl — UxV*
L v (n(L),93(L)), mit ¢ (L)(v) = L(ey,(v))

erklart. (E*, 7%, M;V™*) heiit zu E duales Vektorbiindel.

4. Das konjugierte Vektorbiindel

Sei (E,7,M;V) ein komplexes Vektorbiindel und bezeichne V den konjugiert-
komplexen Vektorraum zu V', d.h. die abelsche Gruppe V mit der C-Wirkung
(\,v) € CxV = X-v € V. Fiir eine Biindelkarte (U, ¢yy) von E bezeichne
aUJ : B, — V den durch ¢y, induzierten Vektorraum-Isomorphismus. Wir be-

trachten die Menge

zeM

die Projektion 7 : €, € E, — 2 € M und die Biindelkarten

by: Ey — UxV
EEECE — (CU@U@(E))

Das Vektorbiindel{ E, 7, M; V) heifit das zu E konjugierte Biindel.

5. Das Homomorphismenbiindel
Seien E und E zwei K-Vektorbiindel iiber M mit dem Fasertyp V bzw. V und den
Biindelatlanten {(U, ¢)}vey bzw. {(U, ¢)}veyw Wir betrachten die Menge

Hom(E,E) := U Hom(E,, E,)
zeM

und die Projektion
7L, € Hom(Ex,Ex) —x € M.

Die Topologie und Differentialstruktur auf Hom/(E, E ) wird durch die Biindelkarten

by Hom(E,E)U — U X Hom(V,V)
L, — (2, T) mit T'(v) := (QZN)U,:E oLgo gf)&lw)(v))
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erklirt. Das Vektorbiindel (Hom(E, E),#, M;Hom(V,V)) heift Homomorphis-

menbiindel von E nach E.

Definition: Zwei Vektorbiindel (E, 7, M;V) und (E,fr,M;f/) heiflen isomorph,
falls es einen Diffeomorphismus ® : E — FE mit # o ® = 7 gibt, dessen Ein-

schrinkungen P| B, E, — E~’w auf die Fasern Vektorraum-Isomorphismen sind.

Jedes Vektorbiindel ist zu einem Hauptfaserbiindel mit linearer Strukturgruppe as-
soziiert. Sei (E,mw, M;V) ein Vektorbiindel iiber M mit Fasertyp V und GL(V)
die lineare Liesche Gruppe aller Isomorphismen des Vektorraumes V. Bezeich-
ne weiterhin {(U;, ¥;)}ien einen Biindelatlas von E. Da die Ubergangsfunktionen
Uik (x) 1= iz 0 w,;xl : V' — V linear sind, definieren sie Cozyklen

ik = Yip : U; NU — GL(V)

in GL(V). Nach Satz 2.4 ist E assoziiert zum durch die Cozyklen {g;;} definierten
Hauptfaserbiindel iiber M mit Strukturgruppe GL(V').
Sei andererseits (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel und p : G — GL(V) eine

Darstellung von G iiber V. Dann ist das dazu assozierte Faserbiindel
E=Pxg,)V
ein Vektorbiindel mit der auf den Fasern F, = P, X(G.p) V durch
Alp,v] + plp,w] == [p, w4+ pw], pePovweV,A\pekK

definierten Vektorraum-Struktur. Die durch ein p € P, definierten Faserdiffeomor-
phismen [p]:v €V — [p,v] € E; sind dann lineare Isomorphismen.

Die Operationen @, ®,*,”, Hom,... auf den Biindeln entsprechen den analogen
Operationen auf den Darstellungen.

Sind E = P x(g,) F und E=rP X(G,p) V zwei zu G-Darstellungen assoziierte
Vektorbiindel, so ist z.B. das Tensorbiindel gegeben durch F QE =P X(@,p®7) Vev.

Wir erldutern die Beziehung zwischen Vektorbiindeln und Hauptfaserbiindeln an

zwei Beispielen.

Beispiel 1: Die Tensorbiindel einer Mannigfaltigkeit

Sei M™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, T'M das Tangentialbiindel, T*M das
Cotangentialbiindel, A*(M) das Biindel der k-Formen, T"»*) M das Biindel der (r, s)-
Tensoren und GL(M ) das GL(n,R)-Hauptfaserbiindel aller Repere von M. Bezeich-
ne weiterhin p : GL(n,R) — GL(R") die durch die Matrizenwirkung gegebene
Darstellung von GL(n,R) auf dem Vektorraum R"™ und p* : GL(n,R) — GL(R™)
die dazu duale Darstellung, py : GL(n,R) — GL(A*(T}M)) die induzierte Dar-
tellung auf den k-Formen und p(, s : GL(n,R) — GL(T"*(T;M)) die induzierte
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Darstellung auf den (r, s)-Tensoren. Dann sind die folgenden Biindel isomorph

M

12
@

L(M

X (GL(nR),p) R"

T*M ~

Q

L(M

X (GL(n,R),p*) R™
X(GL(n,R),pk) Ak(Rn*)

X(GL(n,R),pr.s) "°(R"™)

ANM ~

Q

(M)
(M)
L(M)
(M)

TS (M) ~

Q

L(M

Den Isomorphismus zwischen dem Tangentialbiindel und dem zum Reperbiindel as-

soziierten Biindel erhdlt man beispielsweise durch

d . GL(M) x,R" — TM
[($1y--y8n), (T1, -y an)] — Doiq s
wobei (s1,...,$,) eine Basis in T, M bezeichne. Den Isomorphismus fiir das Cotan-

gentialbiindel erhélt man durch

o . GL(M) X px R* — T*M
[(Slﬂ ceey Sn)7 (yla s ,yn)] — Z?:l yigiv

wobei (o!,...0") die duale Basis zu (si,...,s,) bezeichnet. Die beiden letzten

Féllen gehen analog.

Beispiel 2: Das kanonische Linienbiindel iiber CP"
Sei H die Menge H := {(L,§) € CP" xC"*! | ¢ € L} und 7 : H — CP" die
Abbildung 7 : (L,§) € H — L € CP"™. Dann gilt

e (H,7m,CP™ C) ist ein 1-dimensionales komplexes Vektorbiindel iiber CP".

e Sei (§?"+1; 7, CP™; S') das Hopfbiindel iiber CP™ und py, : S — GL(C) die
Darstellung py.(2)w = 2w fiir k € Z. Dann gilt

H ~ S2n+1 X(Sl,p) C
H* ~ g X(s1,-1) €
k 2n+1

®°H 2 S X (g1, C

Abschlielend zeigen wir noch, das jedes reelle Vektorbiindel vom Rang m
zu einem O(m)-Haupfaserbiindel und jedes komplexe Vektorbiindel vom Rang m

zu einem U (m)-Hauptfaserbiindel assoziiert ist. Wir benutzen dazu Biindelmetriken.

Definition: Eine Biindelmetrik auf einem reellen bzw. komplexen Vektorbiindel £
iiber M ist ein Schnitt (-,-) € I'(E*® E"), der jedem Punkt 2 € M eine nichtaus-
geartete symmetrische Bilinearform (K = R) bzw. eine nichtausgeartete hermitische
Form (K = C)

(g, = (,)(x): By x B, = K
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zuordnet.

Ein Beispiel sind die semi-Riemannschen Metriken auf dem Tangentialbtindel T'M.

Analog wie fiir Riemannsche Metriken beweist man

Satz 2.9 Auf jedem komplexen oder reellen Vektorbiindel existiert eine positiv-
definite Biindelmetrik.

Beweis: Sei (E,m, M;V) ein komplexes oder reelles Vektorbiindel iiber der Man-
nigfaltigkeit M mit dem Fasertyp V. Wir betrachten einen Atlas von Biindelkarten
{(U;, i) Yiea von E und eine Zerlegung der 1 { f;};ea zur Uberdeckung U = {U;}icn.

Sei (ai,...,am) eine Basis in V. Dann definiert

Siar - Uz — K
x — Sio(z) = qﬁi_l(x,aa)

ein lokales Basisfeld (s;1,...,Sim,) in E iiber U;. Wir definieren eine Biindelmetrik
(-,-); im Teilbiindel Ey, durch die Bedingung

(Sia(), $i3(x))iz := Oap fir z € Uj.

Dann liefert das “Verkleben®“ dieser lokalen Metriken mittels der Zerlegung der 1,
d.h.

(@)=Y fil@) i

(IS

eine positiv-definite Biindelmetrik auf E. O

Satz 2.10 1. Jedes reelle Vektorbindel vom Rang m ist zu einem O(m)-Haupt-

faserbiindel assoziiert.
2. Jedes komplexe Vektorbiindel vom Rang m ist zu einem U(m)-Hauptfaser-

biindel assoziiert.

Beweis: Sei E ein Vektorbiindel vom Rang m iiber M. Wir fixieren eine positiv-
definite Biindelmetrik (-, -) auf E und betrachten die Menge der Basen

Py :={sy =(51,...,5m) | $p Basis in E; mit (sq,s8)s = dap}

Dann ist durch ‘
P=\JP: 5 M
xeM
Sy —> X

ein O(m)- bzw. U(m)-Hauptfaserbiindel iiber M gegeben und es gilt

PXomyR" ~E bzw. P Xy, C" ~E,
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wobei die Identifizierung durch [(s1,...,Sm), (Z1,...,Zm)] — D0 | ZaSa gegeben
ist. O

Ist (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber M, p : G — GL(V) eine Darstellung
von G iiber einem reellen bzw. komplexen Vektorraum V und (-, -)y eine G-invariante
nichtausgeartete symmetrische Bilinearform bzw. eine G-invariante nichtausgearte-
te hermitische Form der Signatur (k,l) auf V. Dann ist auf dem assozierten Vek-
torbiindel £ = P X (g ,) V eine Biindelmetrik der Signatur (k,1) durch

{[p,v], [p,w])E, == (v,w)y firpe P,v,weV

gegeben.

2.5 Reduktion und Erweiterung von Hauptfaserbiin-
deln

Wir behandeln in diesem Abschnitt, wie man die Strukturgruppe eines Hauptfa-

serbiindels dndern kann.

Definition: Sei ¢ = (P, m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel und A : H — G ein
Homomorphismus von Lieschen Gruppen. Eine A-Reduktion von £ ist ein Paar
(n, f) bestehend aus einem H-Hauptfaserbiindel n = (Q, 7, M, H) und einer glatten
Abbildung f : Q — P mit den folgenden Eigenschaften

e Tof=a und

e f(qg-h)=f(q)-A(h) fiir alle g € Q und h € H.

Definition: Zwei A\-Reduktionen (7, f) und (7, f) von & heifien isomorph, wenn es
einen H-Hauptfaserbiindel-Isomorphismus ¢ : Q — Q gibt, fiir den ® o f = f gilt.
Mit Redy (&) bezeichnen wir die Menge der Isomorphieklassen von A\-Reduktionen.

Ist speziell H C G eine Liesche Untergruppe von G und A die Einbettung, so spricht
man auch von der Reduktion von P auf H, da die Abbildung f : Q@ — P in diesem
Fall eine Einbettung ist.

Beispiel: Reduktionen des Reperbiindels

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit dem Reperbiindel GL(M). Jede
zusétzliche geometrische Struktur auf M liefert eine Reduktion des Reperbiindels
auf eine Untergruppe von GL(n,R). Wir beschreiben dies am Beispiel der Metriken.
Sei g eine semi-Riemannsche Metrik der Signatur (k,l) auf M, dann ist das in
Kapitel 2.2 definierte Biindel O(M, g) der orthonormalen Basen eine Reduktion des
Reperbiindels GL(M) auf die orthogonale Gruppe O(k,l). Andererseits definiert
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jede O(k,1)-Reduktion (@, 7, M,O(k,l)) des Reperbiindels eine semi-Riemannsche
Metrik g der Signatur (k,l) auf M. Um die Metrik zu definieren, betrachten
wir fiir jeden Punkt x € M ein Element ¢ € @), in der Faser iiber x. Dann ist
f(q) = (v1,...,vy,) eine Basis in T, M. Wir definieren g, durch die Forderung
92 (vi,vj) = €i6;5, wobei ¢; = —1fuiri=1,...,kund g =1furi =k +1,...,n.
Die Invarianzeigenschaften von f haben zur Folge, dass g, nicht von der Auswahl
von ¢ € @, abhingt. Die Glattheit des durch die Familie {g,} definierten Schnittes
geI'(T*"M @T*M) folgt aus der Glattheit von f. g ist also eine semi-Riemannsche
Metrik der Signatur (k,1) auf M.

Satz 2.11 Sei & = (P,m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber M und \ : H — G
ein Homomorphismus von Lieschen Gruppen. Dann existiert genau dann eine \-
Reduktion von P, wenn es einen Bindelatlas {(Uj, ¢;)}iea von P und eine Familie
von H-Cozyklen hy, : U;NU, — H, i,k € A, gibt, so dass

A hig(z)) = ®iy (P (€)) = gir(z) fiir allex € U; N Uy
gilt.

Beweis: Sei zunéchst das H-Hauptfaserbiindel (Q,7, M; H) mit der Abbildung
f: Q@ — P eine A-Reduktion von P. Wir betrachten einen Biindelatlas {(U;, ¥;) }icv
von ) und die entsprechende Familie von Cozyklen h;, : « € U; N U, —
¢ix(wk_$l(€)) € H. Aus der Biindelkarte (U;, ;) verschaffen wir uns eine Biindel-
karte von P iiber U;. Sei dazu p € P, fiir ein x € U;. Dann existiert ein ¢ € QQ; mit
p = f(q) - g. Wir definieren

(;51': PUZ' — Uz x G
p o (7(p), Mviz(q)) - 9)-

Dieser Diffeomorphismus ist unabhéngig von der Auswahl von ¢, G-dquivariant und

fiir die entsprechenden Cozyklen gilt

9ij(2) 1= Gia(d, (€)) = Mhar(x)).

Sei andererseits (P, m, M; G) ein G-Hauptfaserbiindel, dessen Cozyklen {g;;} durch
H-Cozyklen hj, : Uy N Uy — H gegeben sind, d.h. gelte g;x(z) = A(hix(z)). Nach
Satz 2.4 definieren diese H-Cozyklen ein H-Hauptfaserbiindel (@, 7, M; H) iiber M
mit Biindelkarten v; : Qu, — U; x H iiber U;. Dann erhalten wir fiir die Teilbiindel
Abbildungen f; : Qu, — Py, durch f; := ngi_l o (tdy,; x A) o ;. Das Diagramm

Qu, s, Py,
L i L &
idX A

UiXH — Ul‘XG

kommutiert. Aus der Cozyklusbedingung folgt, dass f; = fi auf Qu,nv,. Damit ha-
ben wir eine Abbildung f : Q — @Q mit den erforderlichen Eigenschaften definiert.O
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Als n#chstes beweisen wir ein Kriterium fiir die Reduzierbarkeit eines G-
Hauptfaserbiindels (P, m, M;G) auf eine abgeschlossene Untergruppe H C G, das
die Existenz von Schnitten in assoziierten Faserbiindeln benutzt. Wir betrachten
dazu die von den Linkstranslationen induzierte G-Wirkung auf dem homogenen

Raum G/H und das assoziierte Faserbiindel
E =Px¢G/H ~ P/H
pg-Hl  — (p-9)-H

Satz 2.12 Das G-Hauptfaserbindel (P,m,M;G) ist genau dann auf die abge-
schlossene Untergruppe H C G reduzierbar, wenn das assoziierte Faserbiindel
(E, 7, M;G/H) einen globalen glatten Schnitt besitzt.

Beweis: Betrachten wir zunéchst einen glatten Schnitt s € I'(E). Nach Satz 2.8
entspricht diesem Schnitt eine G-iquivariante Abbildung 3 € C=(P,G/H)¢. Wir
definieren die Menge @@ C P durch

Q:={peP|sp) =eH}

und zeigen, dass () mit der Projektion 7 := 7| o ein H -Hauptfaserbiindel ist. Wegen

der G-Aquivarianz von 3 gilt
5(ph) = h'5(p) = h™leH = eH fiir alle h € H.

Folglich wirkt die Untergruppe H von rechts auf (). Seien ¢,§ € Q N P,. Dann gibt
es genau ein g € GG, so dass ¢ = ¢ - g. Da

5(q) = eH =3(4g) = g~ '3(q) = g 'eH = g 'H,

liegt ¢ in der Untergruppe H. Folglich ist die H-Wirkung auf @ fasertreu und
einfach-transitiv auf den Fasern. Sei {(Uj;,s;)}iea eine Uberdeckung von P durch
lokale Schnitte, die Biindelkarten von P entsprechen (siche Satz 2.3), und o; :
W; € G/H — G lokale Schnitte im homogenen Biindel mit s;(U;) C W;. Dann
ist g; := 0g;050s; : U — G eine glatte Abbildung. Wir betrachten den Schnitt
3; : U; — P definiert durch

Si(x) := si(x) - gi().
Wegen der Invarianzeigenschaft von 5 gilt

(3i(z)) = g; ' -S(si(x)) = g; ' - 9i- H = eH.

|

Also ist 8; : U; — (@ ein lokaler Schnitt in (). Dies definiert die nétigen lokalen
Trivialisierungen von @) und die Einbettung ) C P erfiillt alle Eigenschaften einer
H-Reduktion von P.

Sei nun andererseits (Q, 7, M, H) mit f : Q — P eine H-Reduktion von P. Dann
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ist f: @ — P eine Einbettung. Die Untergruppe H wirkt von links auf G. Dies
definiert ein G-Hauptfaserbiindel Q x g G iiber M und man priift leicht nach, dass
die Abbildung

P: QxygG — P

[¢,9] +— f(a)g

korrekt definiert und ein Isomorphismus der G-Hauptfaserbiindel ist. Den gesuchten
Schnitt §: P — G/H definieren wir nun durch

5: P=QxyG — G/H
(g, 9] — g 'H.

Dann gilt die Invarianzbedingung

5(lg.9] - @) =3(lg. 9a]) =a 'g7'H = a™'5([q,g]) fiir alle g,a € G,q € Q.

Folglich ist 3 € C°°(P,G/H)¢. ]

Als Anwendung dieses Kriteriums beweisen wir, dass man man jedes G-Hauptfaser-
biindel mit nicht-kompakter Strukturgruppe G auf eine kompakte Gruppe reduzieren

kann.

Satz 2.13 Sei G eine zusammenhdngende, nicht-kompakte Liesche Gruppe und
(P, 7, M;Q) ein G-Hauptfaserbiindel iber der Mannigfaltigkeit M. Dann lift sich
P auf jede mazximal-kompakte Untergruppe K C G reduzieren.

Beweis: Sei K C G eine maximal-kompakte Untergruppe. Dann ist der homogene
Raum G/K diffeomorph zu einem reellen Vektorraum R™.7 Nach Satz 2.12
geniigt es zu zeigen, dass es einen globalen Schnitt im assoziierten Faserbiindel
E = P x¢ G/K gibt. Dies folgt aber aus Satz 2.2. |

Satz 2.14 Sei A\ : H — G ein Homomorphismus von Lieschen Gruppen und
p : G — GL(V) eine Darstellung von G. Sei weiterhin (P,m,M;G) ein G-
Hauptfaserbiindel und (Q, f) eine A\-Reduktion von P. Dann sind die assoziierten

Vektorbiindel P X(g p) V und Q X (1,50 V isomorph.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung

v Q X(H’p)\)v — PX(Gﬁ)V
lg,0]  — [f(a),].

U ist korrekt definiert, da W([gh, pA(R~Hv]) = [f(Q)A(R), p(A(R)~Y)v] = [f(q),v].
Offensichtlich ist ¥ linear und faserteu. Sei nun ¥([g,v]) = ¥([g,?]) fir ¢, € Qu,

"Einen Beweis findet man in J. Hilgert, K.-K.Neeb: Lie-Gruppen und Lie-Algebren, Vieweg-
Verlag 1991, Kap. III
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v,0 € V. Dann gibt es ein h € H mit ¢ = gh. Wir erhalten f(§q) = f(¢)A(h) und

daraus

[f(@),v] = [F(@AR), p(A(h)~)o] = [£(@), P(A(R) " )v] = [£(q), T].

Folglich gilt & = p(A(h™'))v und somit [q,v] = [gh, p(A(h~1))v] = [G,D]. Also ist ¥
injektiv. Sei jetzt [p,v] € P XV ein beliebiges Element mit p € P,. Wir wihlen ein
beliebiges Element ¢ € @Q,. Dann gibt es ein g € G, so dass f(q) = pg. Wir erhalten
U([q, p(g~1)v]) = [f(q), p(g71)v] = [p,v]. Somit ist ¥ surjektiv. Die Glattheit erhlt

man aus der Betrachtung der Biindelkarten. O

Wir betrachten jetzt eine zur Reduktion inverse Prozedur, die Erweiterung von

Hauptfaserbiindeln.

Definition: Sei A : H — G ein Homomorphismus von Lieschen Gruppen und
(Q,m,M; H) ein H-Hauptfaserbiindel. Wir betrachten die durch A definierte H-
Wirkung auf G. Dann heifit das assoziierte G-Hauptfaserbiindel P := Q xgy G die

A-Erweiterung von Q.

Satz 2.15 Sei A : H — G ein Homomorphismus von Lieschen Gruppen.

1. Sei Q ein H-Hauptfaserbindel iber M und f : Q — P = Q xg G die
Abbildung f(q) = [q.€]. Dann ist (Q, f) eine A\-Reduktion der Erweiterung
P = Q XH G.

2. Sei P ein G-Hauptfaserbiindel iber M und (Q, f) eine \-Reduktion von P.

Dann ist P isomorph zur \-Erweiterung von Q).

Beweis: Wir iiberlassen den Beweis dem Leser zur Ubung. Zum Beweis der 2.

Behauptung zeigt man, dass die Abbildung

v QXHG — P
la,9]  +—— fla)g

ein Isomorphisms der G-Hauptfaserbiindel ist. O

Als Anwendung beweisen wir abschlieflend ein Kriterium fiir die Existenz von
pseudo-Riemannschen Metriken. Auf einer Mannigfaltigkeit M existiert immer eine
Riemannsche Metrik (siehe Satz 2.9). Fiir pseudo-Riemannsche Metriken gilt dies

nicht mehr.

Satz 2.16 Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n und (k,1) ein Tupel
natirlicher Zahlen mit k + 1 = n. Dann existiert genau dann eine pseudo-
Riemannsche Metrik der Signatur (k,l) auf M, wenn es ein reelles Vektorbindel

& vom Rang k und ein reelles Vektorbiindel n vom Rang [ iber M gibt, so dass
TM =¢®n gilt.
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Beweis: Sei TM = & & n. Wir wihlen eine beliebige Riemannsche Metrik r auf M

und setzen
lexe = ~Tlexe s losey = Tlyxn + Ilexy = 0-

Dann ist g eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur (k,[). Sei umgekehrt g eine
pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur (k,7). Dann betrachten wir das Biindel
aller g-orthonormalen Repere O(M,g). Die Strukturgruppe von O(M,g) ist die
nicht-kompakte Liesche Gruppe O(k,l). Das Produkt der orthogonalen Gruppen
O(k) x O(l) C O(k,1) ist eine maximal-kompakte Untergruppe in O(k,[). Nach Satz
2.13 existiert eine (O(k) x O(1))-Reduktion @) von O(M, g). Nach Satz 2.14 gilt dann

TM GL(M) X@L(n,R) R"

= O(M,g) Xo@, R"

= Q xomxou) (RF &R

= (Q xom R @ (Q xon R

= £Dn.

2.6 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 1. Sei Vi(R"™) die Stiefel-Mannigfaltigkeit, Gr(R") die Grassmann-
Mannigfaltigkeit und 7 : Vix(R") — Gi(R™) die Abbildung, die jedem k-Tupel
(v1,...,v;) von ON-Vektoren den von ihnen erzeugten k-dimensionalen Unterraum
des R™ zuordnet. Beweisen Sie, dal (Vi(R"), 7, Gr(R™);O0(k)) ein O(k)-Haupt-

faserbiindel ist.

Aufgabe 2. Es seien { = (P, m¢, X;G) und n = (P, m,;, Y; G) G-Hauptfaserbiindel
und f:Y — X eine glatte Abbildung. Beweisen Sie:
Die G-Hauptfaserbiindel f*¢ und 7 iiber Y sind genau dann isomorph, wenn es

eine glatte G-dquivariante Abbildung H : P, — P gibt, fiir die mcoH = fom, gilt.

Aufgabe 3. Sei f:(M,g) — (M ,g) eine semi-Riemannsche Immersion.
Zeigen Sie: Es existiert ein Vektorbiindel vy {iber der Mannigfaltigkeit M derart,
daf

F*TM =TM & vy.

(vf heiit Normalenbiindel der Immersion f.)

Aufgabe 4. Es sei (52", r, CP"; S') das Hopfbiindel iiber CP",
H :={(L,£) € CP"xC" | ¢ € L} das kanonische Linienbiindel iiber CP" , k € Z
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und py : S — GL(C) die S'-Darstellung, die durch pg(2)w := 2* - w gegeben ist.

Beweisen Sie:
1. (H,pri;,CP™; C) ist ein komplexes Vektorbiindel vom Rang 1 iiber CP™.

2. Das aus H entstehende Tensorbiindel

H —H®..®H fallsk>0  bzw. H —=H*®..oH* fallsk<0
N———— N————

k—mal |k|—mal

ist assoziiert zum Hopfbiindel und der Darstellung pg, d.h.

Hk = Szn+1 X[pk’sl} C.

Aufgabe 5. Es sei M = G/H ein homogener Raum, g die Lie-Algebra von G und
b die Lie-Algebra von H. M heifit reduktiv, falls es ein algebraisches Komplement m
von h in g gibt, das H-invariant unter der Adjungierten Darstellung Ad von G auf
g ist, d.h.:

g=mébh und Ad(H)(m)Cm.

Sei nun M = G/H ein reduktiver homogener Raum. Dann erhélt man mittels der
Adjungierten Darstellung Ad eine H-Wirkung auf m und auf GL(m).

Beweisen Sie, dafl das Tangentialbiindel und das Reperbiindel von M auf fol-
gende Weise als assoziierte Faserbiindel aus dem homogenen Hauptfaserbiindel
(G,m,G/H; H) entstehen:

TM =G X[Ad,H] m bzw. GL(M) =G x GL(TII) .

[Ad, H]

Aufgabe 6. Sei M"™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, V' ein n-dimensionaler
reeller Vektorraum, G eine Liesche Gruppe und p : G — GL(V) eine Darstellung
von G auf V. Unter einer G-Struktur auf M verstehen wir ein Paar (P, ), bestehend
aus einem G-Hauptfaserbiindel (P, , M;G) iiber M und einer 1-Form 6 € Q' (P, V)
auf P mit Werten in V, die folgende Eigenschaften hat:

*0 __ -1 B
L. Ry0=p(g~")o0 fiirallegeG.
2. Kerf, =Tv,P fir alle u € P.

Beweisen Sie, dass die Menge der G-Strukturen in bijektiver Beziehung zur Menge
der Reduktionen der Reperbiindels GL(M) von M bzgl. p : G — GL(V) steht.



Kapitel 3

Zusammenhinge in

Hauptfaserbiindeln

In diesem Kapitel werden die notwendigen Begriffe fiir die Differentialrechnung auf

Hauptfaserbiindeln und ihren assoziierten Vektorbiindeln eingefiihrt.

3.1 Zusammenhinge, Definition und Beispiele

Im folgenden bezeichne (P, m, M;G) ein glattes G-Hauptfaserbiindel iiber der Man-
nigfaltigkeit M. Die Lie-Algebra von G wird wie bisher mit g bezeichnet. P, sei die
Faser iiber dem Punkt x € M und v € P ein Punkt in dieser Faser. Da7w: P — M
eine Submersion ist, ist die Faser P, eine glatte Untermannigfaltigkeit von P. Wir

bezeichnen den Tangentialraum an die Faser P, im Punkt uw mit
Tv, P :=T,(P,) C T,P
und nennen ihn den vertikalen Tangentialraum von P im Punkt wu.

Lemma 3.1 Fiir den vertikalen Tangentialraum gilt:
1. Tv,(P) = Kerdm,

2. Die Abbildung

- d
Xeg— X(u):= &(u -exp(tX))|t=0 € Tv, P,

die jedem Element der Lie-Algebra von G das von ihm erzeugte fundamentale

Vektorfeld auf P zuordnet, ist ein linearer Isomorphismus. Es ist also

Tv,(P) = {X(u) | X € g}

Beweis:

Sei ® : Py — U x (G eine lokale Trivialisierung von P um den Punkt x € M. Es
sei u € Py und ®(u) = (x,g). Wegen m = pry o @, liegt ein Vektor X € T, P genau
dann im Kern von dm,,, wenn d®,(X) = (0,Y) fiir einen Vektor Y € T,G gilt, also

95
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genau dann, wenn es eine Kurve der Form 0(t) = (x,¢(t)) in U x G gibt, so dass
d®,(X) = 6(0) gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass X die Ableitung der in der
Faser P, liegenden Kurve ®~1(§(¢)) in ¢t = 0, also ein vertikaler Tangentialvektor

ist. Um die 2. Behauptung einzusehen, bemerken wir zunéchst, dass die Abbildung
Xegr— X(u) S T'l}u(P)

linear ist. Da die Dimension von g mit der der Fasern des Hauptfaserbiindels
iibereinstimmt, geniigt es zu zeigen, dass diese Abbildung injektiv ist. Sei also
X (u) = 0, das heifit u eine Nullstelle von X. Dann ist Integralkurve von X durch u
konstant, d.h. es gilt u = u - exptX fiir alle ¢ € R. Da die Exponential-Abbildung
ein lokaler Diffeomorphismus und die G-Wirkung auf P frei ist, folgt X = 0. O

Einen zum vertikalen Tangentialraum Twv, P C T, P komplementidren Vektorraum
nennt man horizontalen Tangentialraum von P im Punkt v € P. Unter einem
Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiindel (P, 7, M;G) versteht man eine mit
der G-Wirkung und der glatten Struktur vertrdgliche Auswahl von horizontalen
Tangentialriumen von P. Solche Zuammenhénge sind die grundlegenden Objekte

der Differentialrechnung auf Hauptfaserbiindeln.

Definition: Ein Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiindel (P,w, M;G) ist eine
Zuordnung
Th:ue P—Th,PCT,P,

die folgende Bedingungen erfiillt:
1. Komplementaritit: T,P = Tv,P&® Th,P Yué&€ P
2. Rechtsinvarianz: dRq(ThyP) = Thy.P Ya€ G,uec P.

3. Glattheit: Zu jedem Punkt u € P gibt es eine Umgebung W C P und glatte
lokale Vektorfelder X7, Xo,..., X, auf W, so dass

ThyP = span(Xi(w), Xo(w),..., X, (w)) YweW.

Vektoren aus den vertikalen Tangentialrdumen von P nennen wir vertikal, solche aus
den horizontalen Tangentialrdumen horizontal. Die Projektion pr, von TP auf die
vertikalen Tangentialrdume ist glatt. Die Zuordnung T'h ist genau dann glatt, wenn
die Projektion pry von T'P auf die horizontalen Tangentialraume ebenfalls glatt ist.

Entsprechend Lemma 3.1 ist das Differential der Projektion =
dmy : Thy P — Tr(wyM

ein linearer Isomorphismus von den horizontalen Tangentialrdumen auf den entspre-

chenden Tangentialraum von M.
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Im folgenden besprechen wir weitere Moglichkeiten, Zusammenhénge zu charak-
terisieren. Die erste ist die Charakterisierung durch gewisse 1-Formen auf P mit

Werten in der Lie-Algebra g.

Definition: Eine Zusammenhangsform auf dem Hauptfaserbiindel (P, 7, M;G) ist
eine 1-Form A € Q!(P,g), die folgende Eigenschaften hat:

. AX)=X VXcg
2. RZA=Ad(g™)oA Vgegq.

Die Menge der Zusammenhangsformen auf P bezeichnen wir mit C(P).

Satz 3.1 Die Zusammenhdnge und die Zusammenhangsformen auf dem Hauptfa-

serbindel (P,m, M;G) stehen in bijektiver Beziehung zueinander:

1. SeiTh:u € P+— ThyP ein Zusammenhang auf P. Dann ist durch
A(Xw)@Yy) =X VXecguecPY,ecTh,P
eine Zusammenhangsform auf P definiert.

2. Ist A € QY (P;g) eine Zusammenhangsform auf P, so ist
Th:ue€ P+~ Th, =Ker A,
ein Zusammenhang auf P.

Beweis:
Zu 1.) Nach Definition von A gilt fiir alle fundamentalen Vektorfelder X die Bedin-
gung A(X) = X € g. Fiir fundamentale Vektorfeld gilt auBerdem

—_~—

dRg(X (u)) = (Ad(g=1)X)(ug).

Ist Y}, horizontal im Punkt u, so ist dR,(Y},) horizontal im Punkt ug. Daraus erhélt

man

(RyA)u(X (u) +Yn) =

Folglich gilt
RyA = Ad(g™1) o A.
Zu 2.) Wir miissen zeigen, dass Ker A eine rechtsinvariante glatte Auswahl von ho-

rizontalen Raumen ist:
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Komplementaritit: Sei Y € KerA, NTv,P. Dann ist Y der Wert eines fundamen-
talen Vektorfeldes, d.h. Y = X (u) fiir ein X € g. Daraus folgt 0 = A(Y) = X und
somit Y = 0. Ker A, ist also transversal zu Tv, P. Da A, nach Definition surjektiv
ist, gilt

dimKer A, = dim TP — dimg = dim T, P — dim T'v, P.

Somit ist T, P = Ker A, ® Tv, P.
Rechtsinvarianz: Sei Y € T, P ein Vektor mit A,(Y) = 0. Dann erhélt man

Aug(dR,Y) = (RyA)(Y) = Ad(g™)(Au(Y)) = 0.

Glattheit: Wir fixieren eine Karte (W, (z1,...,%y)) um v € P und eine Ba-
sis (a1,...,a,) in der Lie-Algebra g. Sei ¥ = ), §ia%i(u) € T,P die Basisdar-
stellung von Y € T,P. Da die Zusammenhangsform A differenzierbar ist, gilt
A(aii) = >_; Aijaj, wobei A;; glatte Funktionen auf W sind. Ein Vektor Y liegt
genau dann im Kern von A,, wenn

Z&A’U =0 fir allej: 1,...,7‘

(2
gilt. Die Losungen dieses linearen Gleichungssystems sind glatt auf einer Umgebung

von u. Folglich wird Ker A lokal durch glatte Vektorfelder aufgespannt. a

Fiir eine weitere Charakterisierung von Zusammenhingen benutzt man lokale 1-
Formen auf der Basis-Mannigfaltigkeit des Hauptfaserbiindels.

Sei A € QY(P,g) eine Zusammenhangsform auf dem Hauptfaserbiindel P und s :
U C M — P ein lokaler Schnitt in P. Die 1-Form

A= Aods € QY(U,g)

heifit die durch s bestimmte lokale Zusammenhangsform. Wihlt man verschiedene
lokale Schnitte iiber der gleichen Umgebung U, so kann man den Unterschied der
zugehorigen lokalen Zusammenhangsformen berechnen.

Seien s; : Uy — P und s; : Uj — P lokale Schnitte in P mit U; N U; # (). Dann
gibt es eine glatte Ubergangsfunktion gij - UiNU; — G zwischen diesen Schnitten

si(x) = sj(x) - gij(z) fir allex € U; N U;.

Im folgenden bezeichnet 6 € Q!(G,g) die kanonische 1-Form (Maurer-Cartan-
Form) der Lieschen Gruppe G

0c(Yy) :=dLy1(Yy), Y,€T,G
und 6;; := g;;0¢ die auf U; N U; zuriickgezogenden kanonischen 1-Formen
QZ](X) = dLgi—jl(x)(dgij(X))v X € Tx(UZ N Uj).

Mit diesen Bezeichnungen gilt
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Satz 3.2 Zusammenhdinge in Hauptfaserbiindeln kinnen auf die folgende Weise

durch lokale Zusammenhangsformen charakterisiert werden:

1. Sei A € QY(P,g) eine Zusammenhangform im Hauptfaserbiindel P und seien
(si,U;) und (sj,U;) lokale Schnitte in P mit U; NUj # 0. Dann gilt

Asi = Ad(g;l) o} Asj + (91]

2. Ist umgekehrt eine Uberdeckung des Biindels P durch lokale Schnitte {(si, U;)}i
und eine Familie von lokalen 1-Formen {A; € QY (U;, 9))}i gegeben, so dass fiir
UnU; #10

A; = Ad(gzgl) o0 Aj+ 0; (%)

gilt, so existiert eine Zusammenhangsform A auf P, die A% = A; erfillt.

Bevor wir Satz 3.2 beweisen, notieren wir folgende Spezialfille, die in der physikali-

schen Literatur oft benutzt werden:

1. Ist G € GL(r,K) eine Matrizengruppe, so gilt wegen der Linearitét der Wirkung
dL,X = gX und Ad(9)X = gXg~! fiir alle g € G und X € g. In diesem Fall

lautet die Transformationsformel (*) folglich
A; = g;;' o Aj o gij + g5 dgij.
2. Ist das Hauptfaserbiindel P trivial, dann ist ein Zusammenhang in P eindeutig

durch eine 1-Form Z auf dem Basisraum M mit Werten in der Lie-Algebra g gege-

ben, da man das Biindel P durch einen einzigen (globalen) Schnitt iberdecken kann.

Im Beweis von Satz 3.2 benutzen wir die Produktregel fiir die Ableitung von Kurven
in Transformationsgruppen, die wir hier nochmal ohne Beweis angeben (Ubungsauf-
gabe 9, Kapitel 1)

Lemma 3.2 Sei G eine Liesche Gruppe, die von rechts auf einer Mannigfaltigkeit
N wirkt. Sei x(t) eine Kurve in N durch den Punkt xo und g(t) eine Kurve in G
durch den Punkt go. Dann gilt fiir die Ableitung des Produktes der Kurven

d —~

21 (@) - 9()]e=0 = dRygy («(0)) + (dLy1(9'(0))) (z0 - 90)-

Beweis von Satz 3.2:
Zul.) Seix e U;NU;, X € T, M und ~(t) eine Kurve durch « mit dem Tangential-
vektor X, d.h. 7(0) = z und 4(0) = X. Benutzt man die Produktregel aus Lemma

3.2 so ergibt sich

dsi(X) = S (56000
= 5500 - 010 leco

= dRy, (2)(ds;j(X)) + 0:;(X)(s;(x))
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Daraus folgt

A%(X) = A(dsi(X))
= Ad(gij(x) ") A% (X) + 0;5(X).
Zu 2.) Seien s; : U; — P lokale Schnitte und A; : TU; — g lokale 1-Formen mit
dem Transformationsverhalten (*). Wir zeigen zuerst, dass A; eine Zusammenhangs-
form auf dem trivialen Teilbiindel Py, definiert und setzen diese Zusammenhangs-

formen dann zu einer Zusammenhangsform auf P zusammen:

Sei x € U; und u := s;(z) € P das Bild von z in P. Dann gilt
TuP =Tv,P @ ds;(T,U;).
Wir definieren die 1-Form A, : T,P — g in u durch
A (Y (u) @ dsi(X)) = A(X)+Y, Y egXeTU.
Im nach rechts verschobenen Punkt ug € P sei A,y : T;,gP — g definiert durch
Ay 1= Ad(g™") 0 Ay(dRy1(-).
Dann gilt fiir jedes Y € g

Aug(Y(ug)) = Ad(g™)

Fiir die rechtsverschobene 1-Form erhilt man

(ReA)ug(V) = Auga(dRa(V))
= Ad(a)Ad(g™) Au(dRy 1)1 (ARa(V)))
= Ad(a)A,(V)
Damit haben wir nachgewiesen, dass A eine Zusammenhangsform auf dem
Teilbiindel Py, ist. Als néchstes zeigen wir, dass die mittels (A;,s;) und (A;,s;)
definierten Zusammenhangsformen A und A auf dem Biindel Py,nu; tibereinstim-
men. Da die Zusammenhangsformen A und A nach Definition auf den vertikalen
Tangentialriumen {ibereinstimmen und auflerdem durch A, ;) und Asj(x) eindeutig

bestimmt sind, geniigt es zu zeigen, dass fiir den Punkt u = s;(x)

Au(dsi(X)) = Au(dsi(X)) = Ai(X)
gilt. Sei s;(z) = sj(x) - gsj(x), X € T,P und ~(t) eine Kurve durch v mit dem
Tangentialvektor X. Dann erhélt man unter Benutzung der Produktregel aus Lemma
3.2

—_—

si(X) = 5 (55000) - 0 (10 g = ARy (A (X)) + 05X 552) - 914 (2)
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Folglich gilt wegen der Transformationsformel (*)

~ A~

Adsi(X)) = A(dRy, () (ds; (X)) + 03
= Ad(gij(z) ") A(ds;(X)) + 055(X)
= Ad(gij(m)*l)Aj(X) + QZJ(X)

— A,(X).

>
—
w0
<.
—
8
~—
s
<0
<.
—
8
~—
~—
N————

Die 1-Formen A und A stimmen also auf PU,-mUj iiberein. Die Familie von 1-Formen
A; mit dem Transformationsverhalten (*) definiert folglich eine Zusammenhangs-
form auf P. a

Als néchstes betrachten wir einige spezielle Zusammenhénge.

Beispiel 1: Der kanonische flache Zusammenhang
Wir betrachten das triviale G-Hauptfaserbiindel (P := M x G, pry, M; G) iiber der
Mannigfaltigkeit M. Dann gilt fiir den vertikalen Tangentialraum

TP =T g ({2} x G) = T,G.

Die fundamentalen Vektorfelder auf P stimmen bei dieser Identifzierung mit den

linksinvarianten Vektorfeldern auf G {iberein, da fiir Y € g gilt

V(2,9) = 5 ((5.9) - exp(tV g = 5529 exp(tV)) g = 0 dLy(¥).

Wir wahlen als horizontale Tangentialrdume des Biindels P die Tangentialrdume an
M
Thiz,g) P =Tz, (M x {g}) >~ T M.

Die zu diesem Zusammenhang gehérende Zusammenhangsform ist durch die kano-

nische 1-Form von G gegeben

A: T(gc’g)(M X G) ~ TwM@TgG — g
X+Y  +— dLy Y =0g(Y)

Beispiel 2: Zusammenhinge auf dem Reperbiindel einer glatten Mannig-
faltigkeit

Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann steht die Menge der kova-
rianten Ableitungen auf M in bijektiver Beziehung zur Menge der Zusammenh#nge
auf dem GL(n)-Hauptfaserbiindel GL(M) aller Repere von M:

1. Sei A : T(GL(M)) — gl(n,R) eine Zusammenhangsform auf dem Re-

perbiindel. Wir bezeichnen mit B;; die n x n-Matrix, in der in der i. Zeile
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und j. Spalte eine 1 und an allen anderen Stellen 0 steht. Dann kann man A

mittels der Basis (Bj;)i j=1,..n von gl(n,R) in der Form
A = Z wijBi]‘
ij

darstellen, wobei w;; : T(GL(M)) — R reelle 1-Formen sind. Sei s :=
($1,...,8n) : U — GL(M) ein lokales Basisfeld auf M. Wir definieren die
zu A gehorende kovariante Ableitung V durch

Vxsg:= Zwik(ds(X))si

und die nétige Produktregel.

2. Sei andererseits V eine kovariante Ableitung auf M und s := (s1,...,sp) :
U — GL(M) ein lokaler Schnitt im Reperbiindel. Dann gilt

Vs; = E wij @ ;5
7t

fiir reelle 1-Formen w;; € QY(U). Wir definieren lokale 1-Formen A, €
QY (U, gl(n,R)) durch

AS = ZwijBij'
ij

Die Familie {(As, s) | s lokaler Schnitt in GL(M)} dieser 1-Formen erfiillt die
Transformationsregel (*) aus Satz 3.2, definiert also eine Zusammenhangsform

auf dem Reperbiindel.

Beispiel 3: Der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit

Wir betrachten eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M™, g), wobei g eine Me-
trik der Signatur (k,l) mit n = k+1 ist. Auf (M, g) gibt es eine eindeutig bestimmte

metrische und torsionsfreie kovariante Ableitung
vV D(TM) — T(T*M @ TM),

den Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g). Dem Levi-Civita-Zusammenhang V¢
entspricht eine Zusammenhangsform A“C im Hauptfaserbiindel aller orthonormalen
Repere (O(M, g), 7, M;O(k,l)) der semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit:

Seien Ej;; die (n x n)-Matrizen

-1 fallsi=1,...,k

E;; :=¢iB;i — ;B;j, wobei g; :=
ij Py T Cj g ! { lLfallsi=k+1,...,k+1

Die Lie-Algebra o(k,1) der orthogonalen Gruppe O(k,) wird von den Matrizen E;;
erzeugt
o(k,l) = span{E;; | i < j}.
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Sei nun s = (s1,...,8,) : U C M — O(M, g) ein lokales Feld von orthonormalen
Basisvektoren. Wir definieren eine lokale 1-Form Ag € QY(U, o(k,1)) durch

A(X) =) eig; g(VE si, ) By € o(k, 1).
1<j
Die Familie {(As,s) | s lokaler Schnitt in O(M,g)} dieser 1-Formen erfiillt die
Transformationsregel (*) aus Satz 3.2, definiert also eine Zusammenhangsform AX¢
auf dem Biindel der orthonormalen Repere.
Analog zum Beispiel 2 zeigt man, dass die Menge der metrischen kovarianten
Ableitungen auf dem Tangentialbiindel T'M in bijektiver Beziehung zur Menge der

Zusammenhinge im Biindel der orthonormalen Repere O(M, g) steht.

Beispiel 4: Ein Zusammenhang auf dem Hopfbiindel

Wir betrachten das Hopfbiindel (3,7, CP!, S) iiber dem CP!. Die Strukturgruppe
dieses Biindels ist die Gruppe S!, ihre Lie-Algebra identifizieren wir mit iR. Die 1-
Form A € Q(S3,iR)

1
Ay wa) = i{wldwl — w1 dwy + Wadwy — wadwWa}

ist eine Zusammenhangsform auf dem Hopfbiindel.

Beispiel 5: Linksinvariante Zusammenhinge auf homogenen Riumen

Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Lieschen Gruppe G. Bezeichne g
die Lie-Algebra von G und § die Lie-Algebra von H. Der homogene Raum M = G/H
heifit reduktiv, falls es eine Vektorraum-Zerlegung g = h @ m gibt, so dass Ad(H)m C
m gilt. Sei nun G/H ein reduktiver homogener Raum und £ = (G, n,G/H; H) das
homogene H-Hauptfaserbiindel iiber G/H. Dann ist

Th:geG— ThyG :=dLs(m) C T,G

ein Zusammenhang auf £, der wegen der Reduktivitdt von G/H zusétzlich linksin-
variant ist, d.h. T'h erfiillt auch

dLy(ThyG) = TheyG fir alle a € H,g € G.
Die zugehorige Zusammenhangsform ist
A:=pryofg e Ql(G, h),

wobei O die kanonische 1-Form der Lieschen Gruppe G bezeichnet.

Ist andererseits M = G/H ein homogener Raum mit der Eigenschaft, dass auf
dem zugehorigen homogenen Haupfaserbiindel ein linksinvarianter Zusammenhang
existiert, so ist M = G/H reduktiv.

Nachdem wir einige Beispiele von Zusammenhidngen auf speziellen Hauptfa-
serbiindeln besprochen haben, zeigen wir nun, dass es auf jedem Hauptfaserbiindel

einen Zusammenhang gibt.
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Satz 3.3 Auf jedem Hauptfaserbiindel existiert ein Zusammenhang.

Beweis: Es sei (P, 7, M;G) ein beliebiges G-Hauptfaserbiindel iiber einer Mannig-
faltigkeit M. Wir fixieren eine offene Uberdeckung U = {U,}aen von M, iiber der
das Biindel P trivial ist, d.h. es gelte Py, ~ U, x G. Weiterhin sei {f,}aca eine
Zerlegung der 1 zu U. Es bezeichne A, € Q'(Py,,g) den kanonischen flachen Zusam-

menhang auf dem trivialen Teilbiindel Py, (Beispiel 1). Wir definieren eine 1-Form
A € Q(P,g) durch
A= Z( faomA
Ist X das von X € g erzeugte fundamentale Vektorfeld auf P, so gilt
= Zfa(ﬂ-(p)) Aa(X(p)) = X.
Fiir die Rechtsverschiebung gilt

(RyA)p(Y) = Apg(dRyY) Zfa Ry(Y)) = Ad(g™") Ap(Y).

A ist somit eine Zusammenhangsform auf P. O

3.2 Der affine Raum aller Zusammenhénge

Nachdem wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, dass es auf jedem Hauptfa-
serbiindel einen Zusammenhang gibt, wollen wir nun sehen, wie grof§ die Menge
aller Zusammenhénge eines Hauptfaserbiindels ist. Es wird sich zeigen, dass diese
Menge ein unendlich-dimensionaler affiner Raum ist. Um dies zu zeigen, fithren wir

zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Sei E ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M. Mit QF(M, E) := T(A*M @ E)
bezeichnen wir den Raum aller k-Formen auf M mit Werten in E. Wir erinnern

daran, dass eine k-Form w € QF(M, E) durch eine glatte Zuordnung

w:xeM — wy:T,Mx...xT,Mw— E,

multilinear und schiefsymmetrisch

gegeben ist. Die Glattheit von w bedeutet, dass fiir beliebige glatte lokale Vektorfel-
der X1,..., X} auf einer offenen Teilmenge U von M der lokale Schnitt

s:x €U — w(X1(x),...,Xk(x)) € E, C Ey

im Biindel E glatt ist. Die k-Form w kann man auch als C°°(M)-multilineare und

schiefsymmetrische Abbildung
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auffassen. Dabei ist fiir jedes z € M
WXy, Xp)(2) = we (X (2),..., Xu(2)) € E,.

Ein Spezialfall sind die k-Formen auf M mit Werten in einem Vektorraum V', die
wir auch als die Schnitte Q¥ (M, V) := T(A*M ® V) fiir das triviale Biindel V. iiber

M mit der Faser V schreiben konnen.

Im folgenden sei (P, 7, M; G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber M, p: G — GL(V) eine
G-Darstellung und E := P X (g )V das dazu assoziierte Vektorbiindel. In Kapitel 2.3
haben wir gesehen, dass die glatten Schnitte in £ mit den invarianten Funktionen
von P nach V

C=(P,V) G .= {s: P -V |s(pg) = p(g")s(p) , s glatt}

zu identifizieren sind. Wir stellen als nichstes eine analoge Beziehung zwischen
den k-Formen auf P mit Werten im Vektorraum V und den k-Formen auf M mit
Werten im Vektorbiindel E her.

Definition Eine k-Form w € QF(P, V) auf P mit Werten in V heift

1. horizontal, falls wy(X1,..., X)) =0 gilt sobald einer der Vektoren X; € T,P
vertikal ist.

2. vom Typ p, falls Riw = p(a~!)ow fiir alle a € G gilt.

Wir bezeichnen die Menge der horizontalen k-Formen vom Typ p mit Q],?L or (P, V)(G’p).
Als Beispiel betrachten wir die Menge der Zusammenhénge C(P) von P. Sind A;
und Ay zwei Zusammenhénge auf P, so ist die Differenz A; — Ay offensichtlich eine
horizontale 1-Form von Typ Ad. Ist andererseits A ein Zusammenhang auf P und w
eine horizontale 1-Form von Typ Ad auf P mit Werten in der Lie-Algebra g von G, so
ist A := A+w ebenfalls ein Zusammenhang auf P. Die Menge aller Zusammenhénge
C(P) ist folglich ein affiner Raum mit dem Vektorraum Q} (P, g)(@A9),

Satz 3.4 Der Vektorraum Q’fLOT(P, V(&P der horizontalen k-Formen auf P vom
Typ p ist isomorph zum Vektorraum QF (M, E) der k-Formen auf M mit Werten in
E.

Beweis: Sei p € P, ein Element in der Faser von P iiber dem Punkt z € M. Mit

[p] : V — E; bezeichnen wir den Faserisomorphismus von E
[pl:veV — [p,v] € E,.

Wir definieren eine lineare Abbildung ® : QF (P, V)(@+) — QF(M, E) auf folgende
Weise:
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Fiir o € QF (P, V)P sei die k-Form w = ®(@) € QF(M, E) durch die Familie der

hor

folgenden k-Formen w, € A*(T; M) ® E, gegeben
wz(tl, - ,tk) = [p,wp(Xl, - ,Xk)],

wobel 7(p) =, t1,...,tp € T, M und Xi,...,X; € TpP mit dm,(X;) =t; .

Da @ horizontal ist, hingt w nicht von der Wahl der Vektoren X; ab. Sind némlich
X; weitere Vektoren mit dr(X;) = t;, so gilt dr(X; — X;) = 0, folglich ist X; — X
vertikal. Damit folgt @(. .. ,Xj - Xj,...)=0.

Die p-Invarianz von @ liefert die Unabhéngigkeit von der Auswahl von p € P,. Sei
p = pg und Y1,...,Y; € T3P Vektoren, die sich auf ¢1,...,t; € T, M projezieren.
Dann gilt

D,05(Y1,...,Ye)] = [pg,wpg(Y1,...,Y%)]
= [p.p(9) ©pg(V1, .-, V)]
= [P (Rg1@)pg (Y1, - Vi)
= [p,wp(dRy1Y1,...,dR;1Y})]
= [p,wp(X1,..., Xk)]
Sei s: U C M — P ein lokaler Schnitt in P und 71, ..., T} lokale Vektorfelder auf

U. Dann ist
w(Ty, ..., Ti) |y =[5, Wy (ds(Th), . . ., ds(T},))]-
Dies zeigt die Glattheit von w.
Die Abbildung @ ist bijektiv. Ist w € QF(M, E), so ist das Urbild @ = &~ }(w) €
QF (P, V)@?) gegeben durch

hor
wp<X1, .. ,Xk) = [p]_lwﬂ(p)(dﬂ(Xl), R ,d’/T(Xk)) eV.

|

Folgerung 3.1 Die Menge der Zusammenhinge C(P) eines G-Hauptfaserbiindels
P diber M ist ein affiner Raum mit dem Vektorraum QY(M, Ad(P)), wobei Ad(P)
das adjungierte Biindel Ad(P) := P X 44 g bezeichnet.

3.3 Parallelverschiebung in Hauptfaserbiindeln

Mit Hilfe eines Zusammenhangs 148t sich eine Parallelverschiebung im Biindel
P und in den assoziierten Faserbiindeln erkldren. Dies soll in diesem Abschnitt
erldutert werden.

Im folgenden ist (P, 7, M; G) ein G-Hauptfaserbiindel mit fixiertem Zusammenhang

Th und der dazugehoérigen Zusammenhangsform A.

Definition: Sei X ein Vektorfeld auf M. Ein Vektorfeld X* auf P heilit horizontaler
Lift von X, falls
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1. X*(p) € Thy(P) und
2. dmp(X*(p)) = X (n(p)) fur alle pe P

gilt.

Satz 3.5 1. Fiir jedes Vektorfeld X auf M gibt es einen eindeutig bestimmten

horizontalen Lift X* auf P. X* ist rechtsinvariant.

2. Ist andererseits Y ein horizontales und rechtsinvariantes Vektorfeld auf P, so
existiert genau ein Vektorfeld X auf M mit X* =Y.

3. Sind X undY Vektorfelder und f eine glatte Funktion auf M. Dann gilt

X 4+Y* = (X+Y)*
(fX)" = (fom) X*
(X, Y] = prp[ X", Y]

4. Sei Y ein horizontales und X ein fundamantales Vektorfeld auf P und V ein
Vektorfeld auf M. Dann ist der Kommutator [X,Y] ebenfalls horizontal und
es gilt [X,V*] =0.

Beweis: Da die Abbildung dmy, : Th,P — T )M ein linearer Isomorphismus ist,

ist die einzig mogliche Wahl eines horizontalen Liftes durch

X*(p) := (drly)  (X((p)

gegeben. Wir zeigen, dass das dadurch definierte Vektorfeld X™* glatt und rechtsin-
variant ist. Um die Glattheit einzusehen, betrachten wir eine lokale Trivialisierung
® : Py ~ U x G um den Punkt 7(p). Sei Y das glatte Vektorfeld Y := d®~1(X @ 0)
auf Py. Dann gilt dn(Y) = X und folglich X* = prpY. Da Y und pr, glatt
sind, ist X™* glatt. Aus der Rechtsinvarianz des Zusammenhanges Th erhilt man
dRy(X*(p)) € ThyyP. Folglich gilt dn(dRyX*(p)) = dn(X*(p)) = X(7(p)). Die Ein-
deutigkeit des horizontalen Liftes liefert dann dRy(X*(p)) = X*(pg). Somit ist X*
rechtsinvariant.

Fiir ein horizontales und rechtsinvariantes Vektorfeld Y auf P definieren wir ein
Vektorfeld X auf M durch

X(z) = dmp(Y(p)) fiir ein p € P,.

X ist wegen der Rechtsinvarianz von Y korrekt (d.h. unabhéngig von der Wahl von
p € Py) definiert und erfiillt X* =Y.

Die ersten beiden Rechenregeln fiir den horizontalen Lift aus der 3. Behauptung
folgen unmittelbar. Die Aussage iiber den horizontalen Lift des Kommutators erhélt

man, da dr mit dem Kommutator vertauscht

dr(priX*,Y7)) = dr([X*, ") = [dn(X7), dn(Y")] = [X,Y] = dr([X,Y]")
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und der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts.

Um die 4. Behauptung einzusehen, benutzen wir die Darstellung des Kommutators
von Vektorfeldern als Lie-Ableitung. Sei Y ein horizontales Vektorfeld auf P, X € g
und X das davon erzeugte fundamentale Vektorfeld auf P. Der Fluss von X ist

durch die Schar von Diffeomorphismen
pr: P — P
p = p- eXp(tX) = Rexp(tX)(p>

gegeben. Fiir den Kommutator gilt dann

X.¥)0) = (L)) = o (do (Y (o)

d

- o),

t=0

Da Y horizontal und der Zusammenhang rechtsinvariant ist, ist die Kurve, die in
der Zeile (*) abgeleitet wird, eine Kurve im horizontalen Tangentialraum T'h,P.
Folglich ist [X, Y] ein horizontales Vektorfeld. Ist speziell Y = V* fiir ein Vektorfeld
V auf M, so ist Y zusétzlich rechtsinvariant und die in (*) abgeleitete Kurve ist
konstant Y (p). Folglich ist [X,V*] = 0. O

Wir betrachten nun horizontale Lifte von Wegen im Basisraum M des Biindels P,

wobei wir unter Wegen hier immer stiickweis glatte Kurven verstehen.

Definition: Ein Weg ~* : I — P heift horizontaler Lift des Weges v : I — M,
falls
1. w(~v*(t)) = ~(t) fir alle t € I und

2. die Tangentialvektoren 4*(¢) sind horizontal fiir alle ¢ € I.

Satz 3.6 Seiy: I — M ein Weg in M, to € I und u € Py

Faser iiber v(to). Dann gibt es genau einen horizontalen Lift v von v mit v (to) = u.

to) €in Punkt in der

Zum Beweis von Satz 3.6 benutzen wir eine Aussage aus der Theorie der Lieschen
Gruppen (sieche z.B. Kobayashi/Nomizu Band I, Kapitel 2.3).

Lemma 3.3 Es sei G eine Liesche Gruppe mit der Lie-Algebra g. Fiir jede stiickweis
glatte Kurve'Y :[0,1] — g in der Lie-Algebra g existiert eine eindeutig bestimmite
stiickweis glatte Kurve g : [0,1] — G in der Lieschen Gruppe G mit dR;é)g(t) =
Y (t) und g(0) = e.

Beweis von Satz 3.6: Sei oBdA I = [0,1] und typ = 0. Da P lokal trivial ist,
existiert ein Weg § : I — P mit §(0) = w und 7 o § = . Wir miissen diesen Weg
0 zu einem horizontalen Weg abidndern. Wir suchen also einen Weg g : I — G,
fiir den der Weg 7 (t) := 0(t) - g(t) horizontal wird. Der Tangentialvektor ~;(t) ist
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genau dann horizontal, wenn A(%;(t)) = 0 gilt. Benutzen wir die Produktregel aus

Lemma 3.2 so erhalten wir, dass dies dquivalent ist zu

0 = A(dRyd(t) + (AL 15(0) (75 (1)))
= Ad(g(t)")A(B(8)) + dLyy-14(t)

= ARy AB() + (1),

Wir betrachten nun die stiickweis glatte Kurve Y := —A(4(-)) : I — g. Nach Lem-

ma 3.3 existiert genau ein Weg g : I — G mit g(0) = e und g(t) = —dRy) A(4(t)).
Damit haben wir den Weg ¢g(¢) gefunden, der aus 0 den horizontalen Weg ~;* macht. O

Definition: Sei v : [a,b] — M ein Weg in M. Die Abbildung

Piti Pya) — Py

u  — yi(b)

heiflt Parallelverschiebung in P entlang - beziiglich des Zusammenhanges A.

Aus Standardfakten der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen erhélt

man

Satz 3.7 1. Die Parallelverschiebung entlang v hdngt nicht von der Parametri-

sterung der Kurve vy ab.

2. Seien v und pu Wege in M, die x mit y bzw. y mit z verbinden und bezeichne
w*~y den hintereinander ausgefihrten Weg von x nach z. Dann gilt

pA

_ pA A
sy = Pp o P3

8. Die Parallelverschiebung ist G-dquivariant, d.h. es gilt
Pl oRy,=RyoP  firalle g€ G.

Die Parallelverschiebung héngt im allgemeinen vom Weg ab.

Beispiel 1: Betrachten wir als einfachstes Beispiel die 2-fache Uberlagerung der
Sphiire 7 : ST — St 2z € S — 22 € S'. Da die Faser Z, diskret ist, stimmt
jeder horizontale Tangentialraum Th,S! mit 7,S! iiberein. Betrachtet man nun 2
Punkte z, y in S' und die beiden verschiedenen verbindenden Kurvenstiicke v; und
o zwischen ihnen, so erhélt man bei Parallelverschiebung eines Punktes u in der

Faser iiber x entlang v, bzw. 72 die beiden verschiedenen Punkte der Faser iiber y.

Beispiel 2: Sei (Py = M x G,pr1, M;G) das triviale G-Hauptfaserbiindel iiber M
mit dem kanonischen flachen Zusaammenhang Th(%g)P = T, M und der zugehorigen

Zusammenhangsform Ag . Der horizontale Lift eines beliebigen in x € M startenden
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Weges v mit dem Anfangspunkt (z,g) ist durch v*(¢t) = (v(t), g) gegeben. Folglich

ist die Parallelverschiebung von = nach y

7%40: {z} xG — {y} xG
(x,9) +— (y,9)

unabhéngig vom Weg ~.

Der folgende Satz zeigt, dass dies die einzig mogliche Situation ist, in der die Paral-

lelverschiebung nicht vom Weg abhéngt.

Satz 3.8 Sei (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel iber einer zusammenhdngenden
Mannigfaltigkeit M, A eine Zusammenhangsform auf P und hdnge die Parallelver-
schiebung in P bzgl. A nicht vom Weg ab. Dann ist (P, A) isomorph zum trivialen
G-Hauptfaserbiindel Py mit dem kanonischem flachen Zusammenhang Ag, d.h. es
existiert ein Hauptfaserbiindel-Isomorphismus ® : P — Py, fiir den ®*Ag = A bzw.
d®(ThP) = The Py gilt.

Beweis: Das Hauptfaserbiindel P ist genau dann trivial, wenn es einen globalen
Schnitt in P gibt (siehe Satz 2.5). Wir nennen einen Schnitt s : M — P horizontal
bzgl. eines in P fixierten Zusammenhanges, falls ds, (T, M) = Thg,) P fiir jeden
Punkt x € M gilt.

1. Wir zeigen, dass (P, A) genau dann zu (P, Ap) isomorph ist, wenn ein globaler
A-horizontaler Schnitt in P existiert. Sei zunéchst ® : Py = M x G — P eine
Trivialisierung des Hauptfaserbiindels P mit do (T, g)(M x{g})) = The (s g P-
Wir betrachten den durch die Trivialisierung gegebenen globalen Schnitt

s: M — P

x — s(z):= P(z,e).
Dieser Schnitt ist horizontal, da
dS(TxM) = dq)(x,e) (T(:Jc,e) (M X {6}) = Ths(w)P.

Sei andererseits s : M — P ein globaler A-horizontaler Schnitt in P. Wir

betrachten die durch s definierte Trivialisierung ® von P

b: Ph=MxG — P
(,9) — s(z) g = Ry(s(x))

Dann gilt

d® (4,0 (T(a,q) (M x {g})) = dRgds(T: M) = dRyThyuy) P = Thy(gy.qP.

2. Es bleibt nun zu zeigen, dass es einen globalen A-horizontalen Schnitt in P

gibt, wenn die Parallelverschiebung nicht von Weg abhéngt. Dazu fixieren wir
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eine Punkt zp € M und ein Element v € P,, in der Faser iiber xzo. Wir

definieren den gesuchten globalen Schnitt durch

s(x) =P} (u) = 7i(1),

wobei 7 : [0,1] — M ein beliebiger Weg von z¢ nach z ist. Eine Uberpriifung

in lokalen Trivialisierungen zeigt, dass s glatt ist. s ist horizontal, da

d d
= 260 = 5

gilt, wobei  eine Kurve in M durch x mit dem Tangentialvektor X € T, M

as(X) (53(6)) € Thya P

1st.

|

Die Parallelverschiebung im Hauptfaserbiindel P induziert eine Parallelverschiebung
in den zu P assoziierten Faserbiindeln. Sei (P,m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel
iiber M mit fixierter Zusammenhangsform A, [F,G] eine Transformationsgruppe
und E := P x¢ F das dazu assoziierte Faserbiindel. Sei 7 : [a,b] — M ein Weg in
M. Die Abbildung
Py By — By
[p,v] ¥ [P4(p),v].
ist korrekt definiert, da Pf mit der G-Wirkung kommutiert. 735 4 heiBt die von A
induzierte Parallelverschiebung im Biindel E. Fiir jeden horizontalen Lift 4* von
gilt
PyZ = [y (b)] o [y (a)] .
Ist E insbesondere ein Vektorbiindel, so ist die Parallelverschiebung P7E 4 ein

linearer Isomorphismus.

Beispiel: Sei (M", V) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit kovarianter Ablei-
tung. V definiert ebenfalls eine Parallelverschiebung im Tangentialbiindel T'M
V.
v — X,(b),
wobei X, das durch vjt(“ = 0 und X,(a) = v definierte Vektorfeld entlang -y ist. Wir

wissen, dass das Tangentialbiindel zum Reperbiindel assoziiert ist

TM = GL(M) XGl(mR) R™.

Der kovarianten Ableitung V entspricht eine Zusammenhangsform AY in GL(M).

Die durch V und AV definierten Parallelverschiebungen stimmen iiberein:

Py =pA%.
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3.4 Das absolute Differential eines Zusammenhanges

In diesem Abschnitt sei (P,m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel mit fixierter Zusam-
menhangsform A, p : G — GL(V) eine Darstellung von G und E := P xg V das
dazu assoziierte Vektorbiindel iiber M. Analog zu den kovarianten Ableitungen auf
M definiert man fiir beliebige Vektorbiindel £

Definition: Eine lineare Abbildung
V:T(E)=QM,E) — T'(T*"M ® E) = Q'(M, E)
heifit kovariante Ableitung in E, falls
V(fe)=df ®e+ f- Ve fir alle f e C°(M),e e I'(E).

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie man mit Hilfe der gegebenen Zusammen-
hangsform A beliebige Differentialformen auf M mit Werten im Vektorbiindel E
ableiten kann. Insbesondere werden wir der Zusammenhangsform A auf kanonische
Weise eine kovariante Ableitung V4 in E zuordnen. Im vorigen Abschnitt haben
wir gesehen, dass die Differentialformen auf M mit Werten in E den horizontalen
Differentialformen vom Typ p auf P mit Werten in V' entsprechen. Wir benéttigen
also ein Differential, das den horizontalen Formen von Typ p auf P wieder horizon-

tale Formen vom Typ p zuordnet.

Das iibliche Differential auf den k-Formen auf P mit Werten in V'

d: QKP, V) — QML(P V)

w — dw
ist (fiir £ > 0) gegeben durch
k . A
dw(Xo, . ,Xk) = Z(_l)ZXi(W(XI; e, Xyl ,Xk)) +
i=0
D (=D)w([X, X1, Xo, . Xy, Xy, Xg)
1<j

und erfiillt bekanntlich d o d = 0'. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Differenti-
al einer horizontalen k-Form nicht unbedingt horizontal sein muf}. Wir betrachten
dazu die Mannigfaltigkeit M = R, die Liesche Gruppe G = R und das triviale R-
Hauptfaserbiindel P = R x R iiber M mit dem kanonischen flachen Zusammenhang.
Fiir jede glatte Funktion f € C°°(P,R) ist durch w4y = f(t,s)dt eine horizontale
1-Form w € Q'(P,R) definiert. Das Differential dw = % ds A dt ist dagegen nur
dann horizontal, wenn w geschlossen, d.h. dw = 0 ist.

Um diesen Nachteil zu beseitigen, éndern wir das Differential mit Hilfe des auf P

gegebenen Zusammenhanges ab:

'Dabei bedeutet ein ~ iiber einem Vektor, dass er beim Einsetzen weggelassen wird.
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Definition Die lineare Abbildung D4 : QF(P,V) — QFL(P V)

(DAw)p(to, . ,tk) = dw(p?"htg, . ,prhtk)

heifit das durch A definierte absolute Differential auf P.

Satz 3.9 1. Dy: QF

hor

(PV)(E9) — QuEN (P, V)0

2. Fiir jede k-Form w € QF (P, V)(Gr) gilt

hor
Daw =dw+ p«(A) Nw,

wobei der 2. Summand durch

(p<(A) Aw)(to, ... tg) :== Z(—l)i ps(At)) (w(to, .. tis. .. 1)
definiert ist.

Beweis: Sei w € QQOT(P, V(@) Da fiir jeden vertikalen Vektor die Horizontal-
projektion verschwindet, ist D 4w horizontal. Wir miissen also nur die G-Invarianz

iiberpriifen.

(RgDaw)(to, - tr) = (Daw)(dRgto, ..., dRyty)
= dw(prpdRgto, ..., pridRgty)
= dw(dRgprpto, ..., dRypruty)
= (Rydw)(prito, - .., prtk)
= d(Ryw)(prito, ., prate)
= d(p(g~") ow)(prato, - - -, pratr)
= plg™Y) o dw(prato, ..., prite)
= plg™)((Daw)(to,- -, tx))
Die Form D 4w ist also ebenfalls vom Typ p.
Da sich jeder Tangentialvektor ¢; € T),P in einen horizontalen und einen vertikalen
Teil zerlegt, geniigt es, die Formel in Behauptung 2. auf vertikalen bzw. horizontalen

Vektoren t; zu iiberpriifen.

Seien alle Vektoren t; horizontal. Dann gilt die Behauptung wegen
(Daw)(to, ..., tx) = dw(to,...,tx) und A(t;) =0.

Seien nun mindestens zwei der Vektoren t; vertikal und der Rest horizontal. Da w

und D 4w horizontal sind, ist

(Daw)(to,...,tk) =0 und (p«(A) Aw)(to,...,tx) =0.
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Es geniigt also zu zeigen, dass dw(tg,...,tx) = 0 gilt. Einen vertikalen Vektor ¢ €

Tv, P kann man durch ein fundamentales Vektorfeld fortsetzen , d.h es gilt t = X (p)

fiir ein X € g. Der Kommutator von fundamentalen Vektorfeldern ist wegen [X' , f/] =

[X,Y] wieder vertikal. Folglich wird in jeden Summanden bei der Berechnung von
dw ein vertikaler Vektor eingesetzt, sodass sich wegen der Horizontalitdt von w Null
ergibt. Als letztes {iberpriifen wir Behauptung 2., wenn genau einer der eingesetzten
Vektoren vertikal und der Rest horizontal ist. Seien also tg vertikal und t1,..., ¢
horizontal. Dann gibt es ein X € g mit ¢ty = X (p) und Vektorfelder Vi, ...,V auf
M mit V;*(p) = t;. Wir erhalten in diesem Fall

(Daw)(to, ..., tg) = dw(prpto,ti,... tg) =0
(02 (A) A@)(H0r -+ 86) = pul(Alt))(lt1, - 1a)) = pu ()t - - 1)

und
k

(dw)(tﬂv s 7tk) = X("‘)(Vl*v RS Vk*))(p) +Z(_1>iw([)}v7 Vz*]7 Vl*7 T ‘A/i*7 B Vk*)(p)
=1

Nach Satz 3.5 gilt [X,V;*] = 0. Wir erhalten

Clw(to, o ,tk) = X(w(vl*a ceey VI:))(p)

- %(w(Vl*(p-eXth),---’Vk*(P'eXPtX))M

Horizontale Lifte sind rechtsinvariant, somit ist

t=0

Vi* (p - €xXp tX) = dRexp tX(sz‘* (p)) = dRexp tX (tz)

Daraus folgt

d,
dw(to, ... tg) = %(Rexthw(tl’”"tk))‘tzo
d
= 2 (et 1)

= —p(X)(w(t1, ... tg)).

Das absolute Differential D4 induziert eine entsprechende Abbildung d4 auf den
k-Formen auf M mit Werten im Vektorbiindel £
da: QY(M,E) — QF1(M,E)
w — daw

daw := Djw

wobei @ € QF (P, V)(@¢) die o € Q¥(M, E) entsprechende Differentialform ist. Die

hor

Identifizierung der Formenrdume liefert

(dAw)a:(th ce. 7tk) = [p, (DAw>p(tEk)7 s 7t2)]
= [p,dwp(ty. ..., t})]
= [5(‘7:)7 (DAw)s(x)(ds(tO)’ s ds(tk))]v
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wobei s : U C M — P einen lokalen Schnitt um z € M, p einen Punkt in der
Faser P, iiber z, t; Vektoren in T,; M und t; € T}, P ihre horizontalen Lifte bezeichnen.

Satz 3.10 1. Das durch den Zusammenhang A € C(P) definierte absolute Dif-

ferential
da: Q°(M,E) — QY (M, E)
ist eine kovariante Ableitung im assozierten Vektorbiindel E.
2. Sei e : U C M — E|; ein lokaler Schnitt in E und sei e durch einen lokalen
Schnitt s : U C M — P|; in P und eine glatte Funktion v € C*(U,V)

dargestellt, d.h.
e(x) = [s(x),v(x)] fir ale xe€U.

Dann gilt
(dae)e = [s(z), dve + p.(A°(-))v(z)]

Beweis: Wir zeigen zunichst die Produktregel da(fe) = df ® e + fdae . Sei X €
T, M. Dann gilt

da(fe)a(X) = [p,d(fe)(X})]
= [p.d(f om)(X}) €(p) + (f(w(p))) de(X})]
= [p.dfe(X) e(p)] + f(2) [p, de(X})]
= df(X)-e(x) + f(z) - (dae)o(X)
Sei nun e ein in der Form e(z) = [s(x), v(z)] dargestellter lokaler Schnitt in E . Dann
gilt v(z) =€e(s(x)) und wir erhalten mittels Satz 3.9

(dae)(X) = [s(x), (Dae)(ds(X))]

[s(), de(ds(X)) + p«(A(ds(X))e(s(x))]
= [s(x),d(€05)(X) + p«(A°(X))(€ 0 5)()]
[s(), dv(X) + p.(A*(X))v(2)]

S\T

Wir nennen
VA = dalgo g : T(E) — T(T*M ® E)

die durch A induzierte kovariante Ableitung auf E.

Abschliefend beschreiben wir V4 noch durch die mittels A definierte Parallelver-
schiebung. Fiir eine Kurve v in M mit dem Anfangspunkt v(0) = = sei

EA
Pio By — Ey)

die durch A in E definierte Parallelverschiebung entlang der inversen Kurve ~~.

Dann gilt
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Satz 3.11 Seis € I'(E) und X € T, M. Dann ist
d (- BA
(Vits) @) = Z (P00 o
wobei v eine Kurve in M mit v(0) = x und ¥(0) = X ist.

Beweis: Sei v* der horizontale Lift von «. Wir beschreiben die Parallelverschiebung

durch die Verkniipfung der Faserisomorphismen
EA * * -
Pig” =)oy ()]~

und erhalten

& (PEAGOON) o = (B O @) (50D Y oy
(
(
(

= 1) % (" @17 (500 g
= 17" (O))(ds(5° ()

= [7"(0), d5(5*(0))]

~ p.ds(X;)

= (das)a(X)

= (V5)(@)

3.5 Die Kriimmung eines Zusammenhanges

In diesem Abschnitt definieren wir die Kriimmungsform eines Zusammenhanges,
die seine Abweichung vom kanonischen flachen Zusammenhang mifit. Im gesamten
Abschnitt sei (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel mit fixiertem Zusammenhang
Th und zugehoriger Zusammenhangsform A, p : G — GL(V) eine Darstellung von
G und E := P x¢ V das dazu assoziierte Vektorbiindel iiber M.

Definition: Die 2-Form
FA:= DA e QXP,g)

heifit Krimmungsform von A.

Aus Satz 3.9 folgt unmittelbar, dass die Kriimmungsform horizontal und vom Typ
Ad ist. Fiir einen lokalen Schnitt s : U € M — P bezeichne

FS = s*FA = FA(ds(-), ds(-)) € Q3(U, g)

die lokale Krimmungsform bzgl. s. Sei 7 : U — P ein weiterer lokaler Schnitt und

T = s - g fiir eine glatte Funktion g : U — G. Benutzen wir die Formel
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dr(X) = dRy(ds(X)) + dL,1dg(X),
und die Invarianz von F*, so erhalten wir die folgende Transformationsformel fiir

die lokalen Kriimmungsformen
F™ = Ad(g~ ") o F*.
Fiir eine lineare Gruppe G C GL(m,K) gilt spezieller
FT=gloFsoy.

Da die Kriimmungsform horizontal und von Typ Ad ist, konnen wir sie als 2-Form
F4 ¢ Q(M, Ad(P)) auf M mit Werten im adjungierten Biindel auffassen. Entspe-
chend Satz 3.4 ist diese 2-Form im Punkt x € M durch

F} = [s(x), F}]

T

zu beschreiben, wobei s : U — P ein lokaler Schnitt um z ist.

Wie fiir kovariante Ableitungen auf Mannigfaltigkeiten ordnet man jeder kovarianten
Ableitung V : T'(F) — I'(T*M ® E) auf dem Biindel E einen Kriimmungsendomor-
phismus

RY e T(AY(T*M) ® End(E, E))

zu, der durch
RY(X,Y)p = (VxVy = VyVx — Vixy))¢

fir p € I'(E), X,Y € X (M) definiert ist. Wir wissen aus dem vorigen Abschnitt,
dass der Zusammenhangsform A auf P eine kovariante Ableitung V4 auf dem Vek-
torbiindel E entspricht. Wir iiberlassen dem Leser den Beweis des folgenden Satzes
als Ubungsaufgabe, der die Beziehung zwischen den Kriimmungsformen von A und
von V4 herstellt.

Satz 3.12 Sei p € P, ein Punkt in der Faser von P dber x und [p] : v € V —
[p,v] € By = Py Xg' V' der dadurch definierte Faserisomorphismus. Dann gilt fir

die Kriimmungen
A * * —
RY“(X,Y) = [pl o pu (BN (X", V%)) 0 [p] Y,

wober X, Y € T, M und X*,Y* € T,,P ihre horizontalen Lifte sind.

Um weitere Eigenschaften der Kriimmungsform formulieren zu kénnen, definieren
wir den Kommutator von Lie-Algebra-wertigen Differentialformen auf einer Man-

nigfaltigkeit N mit Werten in einer Lie-Algebra g. Wir fixieren dazu eine Basis
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(a1,...,a;) in g und stellen jede k-Form w € QF(N, g) und jede I-Form 7 € Q!(N, g)

in dieser Basis dar
' T
w = E w'a; und T = g T'a;.
i—1 i=1

Dann sind w’ und 7¢ gewohnliche reelle Formen auf N und wir definieren
w, 7" = (W' AT @ (a5, a5 € AN, g).
i’j
Man iiberzeugt sich schnell davon, dass diese Definition nicht von der Wahl der Basis

in g abhingt und dass fiir den Kommutator

['7']/\ : Qk(Nvg) X QZ(N’g) - QkJrl(N?g)

(w,7) — [w, 7N

die folgenden Eigenschaften gelten:
L. [w,7]" = (=D)F+r, W)
2. dlw, 7" = [dw, 7] + (=1)F[w, d7]"

3. Ist w eine 1-Form, so gilt: $[w,w] (X,Y) = [w(X),w(Y)].

Satz 3.13 Die Kriimmungsform FA € Q*(P,g) erfiillt folgende Identititen
1. Strukturgleichung: F4 = dA+ 1[A, A"
2. Bianchi-Identitit: DaF4 =0

3. Fiir eine horizontale k-Form w € QF (P, V)G yom Typ p gilt:

hor

DD aw = po(FA) Aw.

Die analogen Identititen gelten fiir die entsprechenden Formen auf M mit Werten

im Biindel Ad(P) bzw. E.

Beweis: Zum Beweis der Strukturgleichung geniigt es, diese Identitit auf vertikalen
bzw. horizontalen Vektoren X,Y € T, P zu iiberpriifen. Sind X und Y horizontal,
so gilt A(X) = A(Y) = 0 und FA(X,Y) = (D4A)(X,Y) = dA(X,Y), was die
Behauptung zeigt. Sei X horizontal und Y vertikal. Dann ist FA(X,Y) = 0, da
FA horizonal ist. Wir setzen X durch einen horizontalen Lift und Y durch ein
fundamentales Vektorfeld fort, d.h. es sei X = V*(p) und Y = T(p) fiir ein V €
X(M) und ein T € g. Nach Satz 3.5 gilt [V*,7] = 0. Da A(V*) =0 und A(T) =T
konstant sind, gilt dA(X,Y) = 0. Dies zeigt die Strukturgleichung fiir diesen Fall.
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Seien nun X und Y vertikal und X = T(p),Y = S(p) fiir T, S € g. Dann gilt
FA(X,Y)=0und

dA(X,Y) = X(AQ))/— Y (A(T)) — A([

= —A(T,S)) = —[T, 5] = ~[A(T(p)), A(5(p))]

~.
e

Zum Beweis der Bianchi-Identitét differenzieren wir die Strukturgleichung
A 1 Al A A A
AP = ddA + d[A, A" = 5([01,4, AP — [A, dA] ) = [dA, A]
und erhalten daraus
DAFA =dF%opry, = [dA o pry,, Ao pry])" = 0.

Beweisen wir nun die 3. Behauptung. Da w und D sw horizontal und vom Typ p
sind, folgt aus Satz 3.9

DA(Djgw) = d(dw + p«(A) Aw) + pi(A) A (dw + p<(A) Aw)
= ddw + d(p«(A)) Aw — p(A) Adw + pu(A) A dw + ps(A) A pe(A) Aw
= px(dA) Nw + pi(A) A pu(A) A

Aus
(0e(A) A pu(A)(X,Y) = pa(A(X)) 0 pe(AY)) = pa(A(Y)) 0 pa(A(X))
= [P (AC)), 2o (A vy
= po(AX), A(Y)]y)
= Sl AV (X))
folgt

DADjw = p.(dA+ = [A A Aw = po(FY) Aw

Die Kriimmung eines Zusammenhanges A mifit also, inwieweit d4 o d4 von Null
abweicht. Der néchste Satz zeigt, dass die Kriimmung die vertikale Komponente des

Kommutators horizontaler Vektorfelder beschreibt.

Satz 3.14 Seien X und Y horizontale Vektorfelder auf P. Dann gilt

1. FAX,Y) = -A([X,Y])

2. pT’U([X, Y]) - _FA(X7 Y)
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Beweis: Da X und Y horizontal sind, gilt

FAX,Y) = dA(X,Y) = X(A(Y)) - Y(A(X)) - A([X,Y]) = —A([X,Y)).

Nach Definition von A folgt daraus pr,([X,Y]) = —FA(X,Y). O

Die im letzten Satz beschriebene Eigenschaft der Kriimmung hat weitere Konse-
quenzen. Um diese zu erlidutern, erinnern wir an den Satz von Frobenius.?

Eine Distribution D C T'N auf einer Mannigfaltigkeit N heifit involutiv, falls fiir
alle Vektorfelder X,Y € I'(D) der Kommutator [X, Y] ebenfalls in I'(D) liegt. Eine
Integral-Mannigfaltigkeit von D ist eine immergierte Untermannigfaltigkeit® Q C N,
so dass T;,Q = D, fiir alle ¢ € @Q gilt. Eine Distribution D C T'N heifit vollstindig
integrierbar, falls es durch jeden Punkt x € N eine maximale zusammenhéngende
Integral-Mannigfaltigkeit von D gibt. Der Satz von Frobenius besagt, dass eine

Distribution D genau dann vollsténdig integrierbar ist, wenn sie involutiv ist.

Satz 3.15 1. Das vertikale Tangentialbiindel T,,P C TP ist involutiv.

2. Das horizontale Tangentialbiindel T, P C TP ist genau dann involutiv, wenn
FA =0.

Beweis: Die erste Behauptung folgt, da fiir fundamentale Vektorfelder
T,5] = [?,\g] gilt. Der Kommutator vertikaler Vektorfelder ist also immer
vertikal. Fiir zwei horizontale Vektorfelder X und Y auf P ist nach dem /vgi/gen
Satz die vertikale Komponente des Kommutators durch pr,[X,Y] = —FA(X,Y)
gegeben. Folglich ist [X,Y] genau dann horizontal, wenn F4(X,Y) = 0 gilt. Die
Involutivitdt des Zusammenhanges Th ist also dquivalent zum Verschwinden der

Kriimmung F4. O

Das Verschwinden der Kriimmung F4 bedeutet also, dass es durch jeden Punkt von
P eine maximale, zu den Fasern des Biindels transversale immergierte Unterman-
nigfaltigkeit H C P mit dem Tangentialbtindel TH = ThP|; gibt. Betrachten wir
speziell das triviale G-Hauptfaserbiindel Py = M x G iiber M und den kanonischen
flachen Zusammenhang ThPy mit der Zusamenhangsform Ag. Dann gilt F40 = 0.
Die maximale Integral-Mannigfaltigkeit von ThPy durch den Punkt (z,g) ist die
Untermannigfaltigkeit M x {g} C M x G .

2Einen Beweis dieses Satzes findet man in F.W.Warner: Foundations of differentiable manifolds
and Lie groups

3Unter einer immergierten Untermannigfaltigkeit Q C N verstehen wir das Bild einer injektiven
Immersion einer glatten Mannigfaltigkeit in /N mit der durch diese Immersion iibertragenen glatten
Struktur. Insbesondere ist die Inklusionsabbildung i : Q@ — N glatt.
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Definition: Eine Zusammenhangsform A auf dem Hauptfaserbiindel (P, 7, M; Q)
nennen wir flach, wenn es eine offene Uberdeckung U = {U;}; von M gibt, so dass
die Teilbiindel (Py,, A) isomorph zum trivialen G-Hauptfaserbiindel iiber U; mit

kanonischem flachen Zusammenhang sind.

Nach Satz 3.8 ist A genau dann flach, wenn es in jedem der Teilbiindel Py, einen hori-
zontalen globalen Schnitt gibt, und auch genau dann, wenn die Parallelverschiebung

in jedem Teilbiindel Py, unabhéngig vom Weg ist.
Satz 3.16 Ein Zusammenhang A ist genau dann flach, wenn FA = 0.

Beweis: Sei A flach. Dann gibt es um jeden Punkt x € M einen Hauptfaserbiindel-
Isomorphismus ® : Py — FPyy = U x G mit ®*Ay = A|,. Es folgt FA|U =
®*FA0 = (. Sei andererseits F4 = 0. Dann ist die durch A definierte horizontale
Distribution ThP C TP involutiv. Nach dem Satz von Frobenius existiert durch
jeden Punkt p € P eine maximale Integral-Mannigfaltigkeit H(p) C P von Th, d.h.
T,(H(p)) = ThyP fur alle ¢ € H(p). Wir definieren dann einen lokalen horizontalen
Schnitt um x = w(p) € M durch

s: Ulx) — PN H(p),
y — ()

wobei U(z) eine Normalenumgebung von x (bzgl. einer beliebig fixierten Riemann-
schen Metrik auf M), v die radiale Geodite von x nach y und +; der horizontale

Lift von v mit dem Anfangspunkt p ist. O

Satz 3.17 Sei (P, 7, M;G) ein Hauptfaserbiindel mit Zusammenhangsform A iiber
einem einfach zusammenhingenden Raum M. Dann gilt F4 = 0 genau dann, wenn
(P, A) isomorph zum trivialen Biindel mit dem kanonischen flachen Zusammenhang

18t.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass die Parallelverschiebung in P im Falle verschwin-
dender Kriimmung und einfach-zusammenhingendem Basisraum nicht vom Weg
abhingt. Seien x und y zwei Punkte in M und v, : I — M zwei Wege, die x
mit y verbinden. Da M einfach-zusammenhéngend ist, existiert eine Homotopie
F: I xI — M mit fixiertem Anfangspunkt x und Endpunkt y zwischen v und
0. Wir betrachten die Kurve der Endpunkte F'(1,s)* der horizontalen Lifts der
Kurvenschar F(-,s) dieser Homotopie und zeigen, dass diese konstant ist. Dazu
zerlegen wir I x I in so kleine Késtchen Kj;, dass P|F(Ki) trivial ist. Dann héngt
die Parallelverschiebung in diesen Teilbiindeln nicht vom Weg ab. Setzt man diese
lokale Information zusammen, so erhdlt man, dass F(1,s)* lokal konstant, also

konstant ist. O
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Abschlieflend sehen wir uns noch an, wie sich Zusammenhéinge und Kriimmungen

unter Isomorphismen von Hauptfaserbiindeln verhalten.

Definition: Eine Eichtransformation im Biindel (P, m, M; G) ist ein Diffeomorphis-

mus f: P — P, der faserteu und G-aquivariant ist, d.h. fiir den
1. mof=/f und
2. fl(p-g)=f(p)-g firallepe Pund g € G gelten.

G(P) bezeichne die Gruppe der Eichtransformationen des Biindels P.

Wir beschreiben zwei weitere Interpretationen der Gruppe der Eichtransforma-
tionen. Bezeichne o : G — Aut(G) die durch die innereren Automorphismen

a(g)a = gag~' gegebene Wirkung und
a(P):=Px,G

das assoziierte Faserbiindel. Nach Satz 2.8 kann man die Schnitte im Biindel a(P)

als glatte G-dquivariante Funktionen auf P mit Werten in G interpretieren

I(a(P)) =C®(P,G)" ={u: P — G | ulpg) = g 'pu(p)g, n glatt}.

Die Identifizierung der Gruppe der Eichtransformationen mit den G-dquivarianten
Abbildungen C*>(P,G)% ist durch die Zuordnung f € G(P) — pu € C®(P,G)%,

wobei
f(p)=p-ulp)  firpeP

gegeben. Dann gilt der folgene Satz, den wir dem Leser als Ubungsaufgaben iiber-

lassen

Satz 3.18 Sei A € C(P) eine Zusammenhangsform im Hauptfaserbiindel P und
f € G(P) eine Eichtransformation. Dann gilt

1. f*fAeC(P)

2. f*A=Ad(u(-)"Y) o A+ u*og
3. foP{ " =Piof

4. Dpa=f"oDyof 1

5. FI'4 = f*FA = Ad(u(-)™") o F4 .
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3.6 Zusammenhinge auf S'-Hauptfaserbiindeln

In diesem Abschnitt wollen wir uns als Beispiel die Zusammenhinge eines S'-
Hauptfaserbiindels genauer ansehen. Hier wird die Situation besonders einfach, da
S' abelsch ist. Im folgenden sei also (P, 7, M;S') ein Hauptfaserbiindel mit der
Strukturgruppe S'.

1. Die Lie-Algebra und die kanonische 1-Form von S'!

Wir betrachten die Sphire S! als Menge der komplexen Zahlen mit Betrag 1. Eine
Kurve durch 1 € S! ist dann zu schreiben als y(t) = ), wobei §(0) = 0. Jeder
Tangentialvektor an S' im 1-Element hat also die Form 4(0) = i(0) € iR. Wir
identifizieren deshalb die Lie-Algebra von S! im folgenden mit dem reellen Vektor-
raum ¢R. Die komplexe Koordinate auf C sei z. Wir bezeichnen mit § = 641 die

kanonische 1-Form von S'. Dann gilt

Sei namlich X € T,S! und ~ eine glatte Kurve in S* mit v(0) = 2 und %(0) = X.

Dann gilt nach Definition der kanonischen 1-Form

1

00 =X = (1 s00)], = (e 20)] = b= L),

2. Die Eichtransformationen des S!-Biindels P

Fiir die Gruppe der Eichtransformationen von P gilt
G(P) = C®(M,S"):

Einer Eichtransformation f € G(P) entspricht die S!-iquivariante Abbildung
g € C>®(P, Sl)sl, die durch die Bedingung f(p) = pji(p) definiert ist. Da S*
1i(p)z = i(p) - fi ist also
rechtsinvariant und somit mit einer Abbildung y: M — S* zu identifizieren.

abelsch ist, folgt aus der Invarianzbedingung fi(pz) = 2z~

3. Die Zusammenhiinge auf dem S'-Biindel P
Die Menge der Zusammenhénge C(P) ist ein affiner Raum, dessen Vektorraum durch
die 1-Formen Q'(M,iR) gegeben ist. Um dies einzusehen, bemerken wir, dass im
Falle abelscher Lie-Gruppen die Adjungierte Darstellung als Identitéit auf der Lie-
Algebra wirkt. Folglich ist jede 1-Form 7 € Q}L or (P iR)(S "Ad) horizontal und rechts-
invariant und projeziert sich somit zu einer 1-Form 1 € Q' (M, iR). Zwei Zusammen-
hangsformen unterscheiden sich also durch eine 1-Form auf M mit Werten in ¢R.
Ist f € G(P) eine Eichtransformation von P mit der zugehorigen Abbildung
p € C®°(M,S") und A € C(P) eine Zusammenhangsform auf P. Dann erhalten
wir aus Satz 3.18

ffFA=A+7"u"0q.
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4. Die Kriimmungsform eines S'-Zusammenhanges und die 1. Chern-
Klasse von P

Da S! abelsch ist, ist die Kriimmung eines S'-Zusammenhanges eichinvariant, d.h.
fFA=F4  fir f e G(P), AcC(P).

Die Kriimmungsform F4 eines S'-Zusammenhanges A € C(P) kann man als ge-
schlossene 2-Form in Q?(M, iR) auffassen: Zum einen folgt aus der Strukturgleichung

und der Kommutativitit von St, dal
1
FA=DyA=dA+ 5[A,A]A = dA.

Insbesondere ist F4 geschlossen. Zum anderen ist F4 € Q2(P,4R) horizontal und
rechtsinvariant, also mit einer geschlossenen 2-Form in Q2?(M,iR) zu identifizieren.
Sind A und A zwei Zusammenhangsformen auf P mit der Differenz A — A = 7 €

OY(M,iR), so gilt fiir die Kriitmmungsformen
FA=FA 4y

Insbesondere ist

o1 (P) = [—%M,FA] € H2,(M,R)

eine von der Zusammenhangsform A unabhingige DeRham-Kohomologieklasse.
Die Kohomologieklasse ¢1(P) € H3,(M,R) heiBt 1. reelle Chern-Klasse von P.

Der folgende Satz zeigt, dafl man jedes Element der 1. Chern-Klasse von P durch

die Kriimmungsform eines Zusammenhanges auf P realisieren kann.

Satz 3.19 Sei w € ¢1(P) ein Element der 1. Chern-Klasse von P. Dann existiert

eine Zusammenhangsform A € C(P) so dass

Beweis: Sei Ag eine beliebig fixierte Zusammenhangsform auf P. Dann liegen die
2-Formen w und @ := —55- F40 in ¢;(P). Es gibt also eine 1-Form € Q'(M,R) so

dal w — @ = dn. Wir definieren nun eine neue Zusammenhangsform auf P durch
A= Ay —2min.

Dann gilt FA = FA —2xidy = FA — FA — 21jw = —271iw und somit
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3.7 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 1. Es sei (M",g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Signatur
(k,1) und V der Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g). Fiir einen lokalen Schnitt
s = (81,..,8,) : U C M — O(M,g) im Hauptfaserbiindel der orthonormalen
Repere definieren wir die folgende 1-Form auf U mit Werten in der Lie-Algebra
o(k,1) der Strukturgruppe von O(M, g):

Z° = Zfzfj 9(Vsi,sj)E;j.
1<j
Hierbei bezeichnet e; = g(s;,s;) = +1 und (Ej;,¢ < j) die Standard-Basis der
Lie-Algebra o(k,1) :
Eij = €iBji — €jBij,
wobei B;; die Matrix ist, die nur in der i.-Zeile und j.-Spalte eine 1 hat und sonst
aus Nullen besteht.
Beweisen Sie: Sei S eine Familie von lokalen Schnitten, die M iiberdecken. Dann
definiert die Familie der lokalen 1-Formen {(Z*,s)}ses einen Zusammenhang im

Hauptfaserbiindel O(M, g) der orthonormalen Repere von (M, g).

Aufgabe 2. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie:
Die Menge der kovarianten Ableitungen auf M steht in bijektiver Beziehung zur

Menge der Zusammenhinge im Reperbiindel GL(M) von M.

Aufgabe 3. Essei M = G/H ein homogener Raum, g die Lie-Algebra von G, h die
Lie-Algebra von H und §{ = (G, 7,G/H; H) das homogene Hauptfaserbiindel iiber

dem homogenen Raum M. Beweisen Sie:

1. Ist der homogene Raum M reduktiv, d.h. existiert ein Unterraum m C g so
dal g=m®bh und Ad(H)m C m, dann definiert die Zuordnung

g€ G — ThyG :=dLy(m) C T4G

einen Zusammenhang auf &, der zusétzlich linksinvariant ist. Die zugehorige

Zusammenhangsform Z : TG — b ist gegeben durch
Z = pryobg,

wobei 0 die kanonische 1-Form von G ist und pry, die Projektion auf die

Unteralgebra h bezeichnet.

2. Existiert auf dem homogenen Hauptfaserbiindel £ ein linksinvarianter Zusam-

menhang, so ist der homogene Raum M = G/H reduktiv.

Aufgabe 4. Wir betrachten das Hopfbiindel (S3, 7, CP'; S') iiber CP'. Die Lie-
Algebra der Lieschen Gruppe S' sei mit iR identifiziert. Die Sphire S3 betrachten
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wir als Teilmenge des komplexen Vektorraumes C2.
Beweisen Sie, daf die 1-Form A :TS% — iR

1
A(wl,wg) = 5{@16&01 — widwy + Wodwy — ’LUQd@Q}

eine Zusammenhangsform im Hopfbiindel H definiert.

Hinweis: Betrachten wir T(wl,w2)53 C TC? ~ C?, so bezeichne dw; und dw; die
1-Formen dw;(X1, X2) := X; und dw;(X1, X2) := X; , wobei X; € C.

Aufgabe 5. Es sei (E, V) ein Vektorbiindel iiber M mit kovarianter Ableitung V.
Sei 7 eine Kurve in M mit dem Anfangspunkt v(a) = z, e € F, ein Punkt der Faser

iitber x und bezeichne ¢, den eindeutig bestimmten Schnitt in F iiber entlang der
Kurve 7, fiir den Vdfe = 0 und @.(a) = e gilt. Dann ist durch

P,YV ec T,y(a)E — goe(b) S T,y(b)E

eine Parallelverschiebung im Vektorbiindel £ definiert.

Sei nun £ = P xXg V zu einem G-Hauptfaserbiindel P und einer Darstellung
p: G — GL(V) assoziiert und V4 die durch eine Zusammenhangsform A auf P
induzierte kovariante Ableitung. Zeigen Sie, dass die durch A und V4 definierten

Parallelverschiebungen in E iibereinstimmen:

vA _ pEA
737 —7?7

Aufgabe 6. Essei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, (P, 7w, M; G) ein
glattes Hauptfaserbiindel mit Zusammenhangsform A, und B eine nichtausgeartete,
Ad-invariante symmetrische Bilinearform auf der Lie-Algebra g von G.

Beweisen Sie:
1. h:=n*g+ B(A(-),A(-)) ist eine semi-Riemannsche Metrik auf P.

2. Die Rechtstranslationen R, : P — P, a € G, sind Isometrien bzgl. der
Metrik A auf P.

Aufgabe 7. Es sei (P,m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel. Ist A eine Zusammmen-
hangsform auf P und o eine 1-Form auf M mit Werten im Adjungierten Biindel
Ad(P), so ist A+ o ebenfalls eine Zusammenhangsform auf P (siehe Abschnitt 3.2).
Weiterhin sei p : G — GL(V) eine Darstellung von G und E := P x, V das

assoziierte Vektorbiindel. Beweisen Sie folgende Beziehungen:

1. Fiir alle p-Formen w auf M mit Werten in E gilt:

datow =daw + pe(0) A w.
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2. Fiir die Kriimmungsformen gilt:

1
FAte :FA—I—dAU—Fi[U,U}.

Aufgabe 8. Essei (P,m,M;G) ein G-Hauptfaserbiindel. A sei eine Zusammen-
hangsform in P, F4 die Kriimmungsform von A und 77,;4 die durch A definierte
Parallelverschiebung in P. Weiterhin bezeichne f eine Eichtransformation auf P
und p € C*®(P;G)¢ die durch

flp)=p-up), peP

definierte Abbildung von P in die Liesche Gruppe G.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
1. f*A ist eine Zusammenhangsform auf P.
2. (f*A)p = Ad(u(p)~") 0 Ap +dLyp)-1 dpp, p € P.
3. fo ];*Azpfo!f.
4. Dpep = f*oDyo f* L.

5. FI"'A = f*FA = Ad(u(-)~1) o FA,

Aufgabe 9. Es sei (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel, p : G — GL(V) eine
G-Darstellung und £ = P x¢ V das assoziierte Vektorbiindel. Sei A eine Zusam-
menhangsform auf P, F4 € Q%(P;g) die Kriimmungsform von A, V4 die von A
induzierte kovariante Ableitung in E und R* der durch V4 definierte Kriimmungs-

endomorphismus
RYX,Y) := VRVy — V§VE = Vi) T(E) — T(E), X,Y eT(TM).
Beweisen Sie die folgende Beziehung zwischen den Kriimmungen:

RAX,Y)e = [p,p*(szq(X*,Y*))v], wobei e = [p,v] € Er ).

Aufgabe 10. Es sei M"™ eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und P das
GL(n,R)-Reperbiindel von M. A sei eine fixierte Zusammenhangsform auf P und V
die zu A gehorende kovariante Ableitung auf M. Wir betrachten die folgende 1-Form
6 € QY(P,R")

0,(X) :=[p] 'drp(X) peP, XeT,P.

Die 2-Form ©4 := D40 € Q*(P,R™) heiBt Torsionsform von A. Beweisen Sie:

1. 0 ist eine horizontale 1-Form vom Typ p (p = Matrixwirkung von GL(n,R)
auf R™).
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2. Ist U € I'(T'M) ein Vektorfeld auf M, U* € I'(T'P) das zugehorige horizon-
tale Vektorfeld auf P und U € C®(P,R")“L("R) die dem glatten Schnitt U
entsprechende invariante Abbildung. Dann gilt:

o(U*) =U.
3. Fiir alle Vektorfelder X,Y auf P gilt:

O4(X,Y) =di(X,Y) + A(X)(Y) — A(Y)H(X).

4. Fir den Torsionstensor 1" von V
TWU,V):=VyV-VyU-[UV] UV el(TM)

gilt:
T.(X,Y) = [p| o ©,(X*,Y™),

wobei p € P, X, Y € T, M, X*,Y* € Th,P die entsprechenden horizontalen
Lifte und [p] die durch p € P definierte Faserisomorphie bezeichnet.

Aufgabe 11. (P, 7, M;G) sei ein Hauptfaserbiindel mit abelscher Strukturgruppe
G. Dann gilt:

1. Die Kriimmungsformen zweier eichidquivalenter Zusammenhénge sind gleich.

2. Ist M zusétzlich einfach-zusammenhéngend, so gilt die Umkehrung:
Sind die Kriimmungsformen zweier Zusammenhénge gleich, so sind diese Zu-

sammenhénge eichdquivalent.

Aufgabe 12. Sei & = (53,7, CP!; S') das Hopfbiindel iiber CP! und bezeichne &*
das S'-Hauptfaserbiindel, das aus der Hopffaserung entsteht, wenn man die Liesche

Gruppe S' von rechts auf S% mittels

53 ><S1 — 53

1

(w1,w2),2) — (wy-2z" 1 wy-271)

wirken 148t. Beweisen Sie, dass fiir die 1. Chern-Klassen von & und &* gilt:

() =-1 und (&) =1,

wobei HZ,(CP!,R) durch die Zuordnung [w] € H3,(CPL,R) —» [ weR mit R
cpt
identifiziert ist.

k

Welche Chern-Klassen entstehen, wenn man die Wirkung pi(2)w = wz* von S1 auf

53 betrachtet ?



Kapitel 4
Holonomietheorie

In diesem Kapitel betrachten wir Liesche Gruppen, die durch Parallelverschiebung
entlang geschlossener Wege entstehen, die sogenannten Holonomiegruppen. Es wird
sich zeigen, dass man die Strukturgruppe eines Hauptfaserbiindels auf diese Gruppen
reduzieren kann, ohne die durch den Zusammenhang gegebene Differentialrechnung

zu verandern.

4.1 Reduktion und Erweiterung von Zusammenhingen

In diesem Abschnitt untersuchen wir zunéchst, wie sich Zusammenhénge bei Reduk-

tion und Erweiterung von Biindeln verhalten.

Satz 4.1 Sei (P,m, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel, A : H — G ein Lie-Gruppen-
Homomorphismus und (Q, f) eine A-Reduktion von P. Sei weiterhin A € C(Q) ein

Zusammenhang in Q. Dann existiert genau ein Zusammenhang Ae C(P), so dafs
dfy(ThyQ) = Thi, P. (%)
Fir die Zusammenhangs- und Kriimmungsformen gilt
f*A = \oA
FEA = )\ o FA
Definition: Der Zusammenhang A € C(P) mit (¥) heift die \-Erweiterung von

A € C(Q). Der Zusammenhang A € C(Q) mit (*) heifit die \-Reduktion von
Aec(P).

Beweis von Satz 4.1: Sei p € P ein Element in der Faser iiber x € M . Wir
wihlen einen Punkt ¢ € @, und betrachten das Element g € G mit f(q)g = p. Wir
definieren

Th,P = dRydf,(ThiQ) C T,P

und zeigen, daf} dies einen Zusammenhang auf P liefert. Zun#chst iiberzeugen wir

uns, daf3 die Definition korrekt, d.h. unabhingig von der Auswahl von ¢ ist. Ist

89
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p = f(@)g, so gilt ¢ = gh fiir ein h € H. Dann folgt p = f(qh)g = f(g)Mh)F = f(q)g-
Da G einfach-transitiv auf der Faser P, wirkt, ist g = A(h)g und wir erhalten
dRydfg(Thi Q) = dRgdfs(dRn(Thy Q)
= dRgdRndfy(Thy Q)
= dRydfy(Thy Q)

Die Zuordnung Th :p € P — Th,P C T, P ist rechtsinvariant, da
dRq(ThyP) = dRadRydf (Th Q) = dRgadfy(Th Q) = Thy, P.

Der Unterraum Th,P C T,P ist komplementdr zum vertikalen Tangentialraum
Tv,P, da (df o dm)|p), o = dtlpy,, o ein Isomorphismus von TheQ auf T, M und
dfg : TheQ — Thyq) P surjektiv ist. Die Glattheit von ThP folgt aus der Glattheit
von ThAQ und f. Damit ist bewiesen, dass ThP ein Zusammenhang auf P ist. Die

Invarianzeigenschaften eines Zusammenhanges liefern die Eindeutigkeit von ThP.

SeidecC (P) die zu ThP gehérende Zusammenhangsform. Wir zeigen f *A = \o0A:
Fiir einen horizontalen Vektor X & Thj;‘Q gilt

A(ACX) =0 und (f*A)(X) = Adf(X)) = 0.
Fiir einen vertikalen Vektor Y (q) € Tv,Q mit Y € b gilt

MAY(g) = AY und
(f*A)(Y(g)) = A(df(Y(9))) = ANY (f(9)) = MY,

Zum Beweis der Formel A\, 0 F4 = f*F A benutzen wir die Strukturgleichung fiir die

Kriimmungsform eines Zusammenhanges (siehe Satz 3.13) und erhalten
FPFA = frdAd+ %f*[[l, AP
= (7 A) + oA A
— d(h o A) + %[)\* o A, A, o A

= M\ odA+ %)\*[A,A]A
= \FA

Waéhrend eine A-Erweiterung eines Zusammenhanges immer existiert, ist dies fiir
die A-Reduktion nicht der Fall. Wir geben im né#chsten Satz ein Kriterium fiir
die Reduzierbarkeit eines Zusammenhanges eines G-Hauptfaserbiindels auf eine

Untergruppe H C G an. Wir beschrinken uns dabei auf spezielle Paare (G, H).
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Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Lieschen Gruppe G, h die Lie-
Algebra von H und g die Lie-Algebra von G. Wir erinnern daran, dass der homogene
Raum G/H reduktiv heifit, falls es eine Vektorraum-Zerlegung g = h & m gibt, so
daBl Ad(H)m C m gilt.

Satz 4.2 Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe und G/H ein reduktiver ho-
mogener Raum. Sei P ein G-Hauptfaserbiindel und Q C P eine H-Reduktion von
P. Ist A € C(P) eine Zusammenhangsform auf P, so ist

A::prhoA|TQ:TQ—>[)

eine Zusammenhangsform auf Q). Nimmt insbesondere die Zusammenhangsform Ae

C(P) ihre Werte in b an, so ist A := A|TQ eine Zusammenhangsform auf Q.

Beweis: Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. a

4.2 Das Holonomiebiindel

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die “kleinste* Reduktion eines G-Hauptfaser-
biindels mit gegebenem Zusammenhang zu finden. Die Untergruppen von G, auf
die wir in diesem Abschnitt reduzieren werden, sind i.a. nicht abgeschlossen. Wir

betrachten deshalb immergierte Liesche Untergruppen:

Definition: Sei G eine Liesche Gruppe. Eine Untergruppe H C G heif3t immergierte
Liesche Untergruppe von G, falls H eine immergierte Untermannigfaltigkeit von G
ist und die Gruppenoperationen bzgl. der auf H gegebenen Mannigfaltigkeitsstruk-
tur glatt sind.

Fiir immergierte Liesche Untergruppen ist die Inklusionsabbildung ¢ : H — G offen-
sichtlich ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Wir benutzen im Folgenden den Satz
von Freudenthal/Yamabe, der ein Kriterium dafiir angibt, wann eine Untergruppe

eine immergierte Liesche Untergruppe ist.

Satz 4.3 (Satz von Freudenthal/Yamabe) Sei G eine Liesche Gruppe und
H C G eine algebraische Untergruppe. Zu jedem h € H existiere ein stiickweis glat-
ter Weg w : [0,1] — G, der vollstandig in H liegt und h mit dem trivialen Element

e verbindet. Dann ist H eine immergierte Liesche Untergruppe von G.

Beweis: Wir geben hier nur die Beweisidee an.' Sei S ¢ T,G = g der Teilraum

S:={X eT.G| X =4(0) fiir v:[0,1] — G Weg mit v(0) = e und Imy C H}.

'Einen Beweis dieses Satzes findet man in S. Kobayashi und K. Nomizu: Foundations of Diffe-
rential Geometry, Volume I, Anhang 4.
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Dann zeigt man, dafl S eine Unteralgebra von g und die Distribution
x € Gr— S, =dL,(S) C TgG

involutiv ist. Offensichtich ist T, H = 1,5 fiir alle h € H. Nach dem Satz von

Frobenius trigt dann H die Struktur einer immergierten Untermannigfaltigkeit. O

Im folgenden sei (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber einer zusammenhéngen-
den Mannigfaltigkeit M und A € C(P) eine fixierte Zusammenhangsform auf P.
Wir bezeichnen mit 77;4 : Pyo) — Py(1) die durch A definierte Parallelverschiebung
entlang des Weges v in P. 2 Fiir x € M bezeichne

Q(x) = {7 |~ in = geschlossener Weg in M }
Qo(x) = {v |~ in x geschlossener und null-homotoper Weg in M}.

Definition: Sei p € P, ein Element in der Faser von P iiber x € M. Die Gruppe
Holy(A) := {g € G| 3~ € Q) mit P (p) = pg} C G
heifit Holonomiegruppe von A in p € P. Die Gruppe
Hol,(A)g :={g9g € G| T~y € Qo(x) mit Pf(p) =pg}t CG

heifit reduzierte Holonomiegruppe von A in p € P. Das Element g, € G mit
Pf(p) = pg~ heiBt Holonomie des Weges v bzgl. p.

Fiir den horizontalen Lift v, eines Weges v mit Anfangspunkt p € P gilt 5, = v, -a.
Daraus folgt fiir die Holonomie von Wegen «,0 € Q(z), dass gy = gy - g5 -
Insbesondere sind also Hol,(A) und Hol,(A)o tatsichlich Untergruppen von G.
Fir v € Q(z) und v € Qo(z) ist 7~ *x 9 x v € Qo(z) und somit g;lgyog7 €
Hol,(A)o. D.h. Hol,(A)g ist ein Normalteiler in Hol,(A) . Aus der G-Aquivarianz
der Parallelverschiebung folgt sofort, dass die Holonomiegruppen zu verschiedenen

Referenzpunkten konjugiert sind:
Holp,(A) =a™' - Hol,(A)-a fallsp€ P, und a € G.

Wir zeigen nun, dass die Holonomiegruppe eine immergierte Liesche Untergruppe

von G ist.

Satz 4.4 Die Holonomiegruppe Hol,(A) ist eine immergierte Liesche Untergruppe
von G. Die reduzierte Holonomiegruppe Hol,(A)q ist die Zusammenhangskompo-
nente des 1-Elementes von Hol,(A). Insbesondere ist die Holonomiegruppe Hol,(A)

genau dann zusammenhdngend, wenn M einfach-zusammenhdingend ist.

2Wir erinnern daran, daf wir unter einem Weg immer eine stiickweis glatte Abbildung verstehen
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Beweis: Wir beweisen zunéchst, dass die reduzierte Holonomiegruppe Holy(A)g eine
zusammenhangende immergierte Liesche Untergruppe von G ist. Wir benutzen dazu
den Satz von Freudenthal-Yamabe und zeigen, daf} sich jedes Element g € Hol,(A)g
mit dem neutralen Element e € G durch einen vollstandig in Hol,(A)g liegenden
Weg verbinden 148t. Sei v € Qg(x) und Pf(p) = pg. Wir wihlen eine Homotopie
aus Wegen Hg € Qo(z) zwischen dem in = konstanten Weg Hy und H; = ~. Seien
H die horizontalen Lifte von H, mit dem Anfangspunkt p € P, und Pj (p) =
pgs = HX(1). Da die Losung von gewdhnlichen Differentialgleichungen glatt von der
Anfangsbedingung abhéngt, ist s € [0,1] — g5 € G ein stiickweis glatter Weg in G
mit Bild in Hol,(A)g, der e und g verbindet. Folglich ist Holy,(A)q eine immergierte
Liesche Untergruppe.

Wir betrachten nun die Abbildung

F: m(M,z) — Holy(A)/Hol,(A)g
[v] +— gy mod Hol,(A)g

Dies ist ein korrekt definierter surjektiver Gruppenhomomorphismus. Aus der
Topologie weifl man, dafl die Fundamentalgruppe einer glatten Mannigfaltigkeit
abzdhlbar ist. Also ist der Faktorraum Hol,(A)/Hol,(A)o abzéhlbar. Insbesondere
ist die Gruppe Holp(A) die Vereinigung hchstens abzahlbar vieler disjunkter Orbits
der Form g, - Hol,(A)o mit g, € Hol,(A). Ubertrigt man die glatte Struktur
von Holy(A)o auf alle diese Orbits, so wird Holy(A) eine immergierte Unterman-
nigfaltigkeit in G. Alle Gruppenoperationen sind bzgl. dieser Differentialstruktur
glatt. Hol,(A) ist also eine immergierte Liesche Untergruppe von G. Die reduzierte
Holonomiegruppe Holp,(A)p ist dann per Definition die Zusammenhangskomponente
des 1-Elementes. Insbesondere ist Hol,(A) zusammenhéngend, wenn 71 (M) = 0.

O

Der néchste Satz zeigt, dafl sich jeder Zusammenhang eines G-Hauptfaserbiindels

auf seine Holonomiegruppe reduzieren l&ft.

Satz 4.5 (Reduktionssatz der Holonomietheorie) Sei (P,7,M;G) ein G-
Hauptfaserbiindel iber einer zusammenhdingenden Mannigfaltigkeit M mit Zusam-
menhangsform A € C(P) und u € P ein fixierter Punkt. Bezeichne

PA(u) := {p € P | es existiert ein A-horizontaler Weg von u nach p.}
Dann gilt:

1. (PA(u),m, M) st ein Hauptfaserbiindel iber M mit der Strukturgruppe
Hol,(A).

2. (P, A) reduziert sich auf P*(u).

Wir zeigen zunéchst zwei Hilfssitze iiber Reduktionen des G-Hauptfaserbiindels P,

die wir im Beweis von Satz 4.5 benutzen werden.
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Lemma 4.1 Sei H C G eine immergierte Liesche Untergruppe und QQ C P eine

Teilmenge mit den folgenden Eigenschaften
1. Die Projektion 7 := 7T|Q :Q — M st surjektiv.
2. Rp(Q) =Q fiir alle h € H.
3. Sind q,q € Qr := QN Py und gelte g =G -g. Dann ist g € H.

4. Fliir jeden Punkt x € M existiert eine offene Umgebung U(x) € M und ein
glatter Schnitt s : U(x) — P mit s(U) C Q.

Dann ist Q@ C P eine immergierte Untermannigfaltigkeit und (Q, 7, M; H) ein H-
Hauptfaserbiindel, das zusammen mit der Inklusion ¢ : Q — P eine Reduktion von
P auf H ergibt.

Beweis: Sei s : U — P ein lokaler Schnitt in P mit s(U) C @ und ¢y die zugehorige
Biindelkarte
Yy Py — UxG
p=s(r(p))g — (m(p),9).

Wegen der Voraussetzungen 1.-4. ist ¢y := w|QU : Qu = PyN@Q — U x H bijektiv.
Die Menge @) 1&8t sich durch solche Karten ¢, iiberdecken, die Karteniibergénge
bu; oqﬁl}il sind glatt. Wir iibertragen die Topologie und die Mannigfaltigkeitsstruktur
von M und H wie in Kapitel 2.1 erldutert mittels dieser Karten auf . Dadurch
wird (Q, 7, M; H) ein H-Hauptfaserbiindel iiber M und die Inklusion ¢ : Q < P ist
nach Konstruktion glatt. Das Paar (Q,¢) ist offensichtlich eine Reduktion von P
auf H. a

Lemma 4.2 Sei Q) eine Reduktion von P auf eine immergierte Liesche Untergruppe
H C G und gelte fir den durch die Zusammenhangsform A € C(P) definierten
Zusammenhang

Th{P C T,Q  fir alleq € Q.

Dann reduziert sich A zu einer Zusammenhangsform A’ := A|TQ auf Q.

Beweis: Die Zuordung Th :q € Q — ThyQ := Th;?P C T,Q ist ein Zusammen-
hang auf @ und fiir die zugehorige Zusammenhangsform A’ gilt A’ = Alpq. O

Beweis von Satz 4.5: Um diesen Satz zu beweisen, geniigt es nun, fiir die Menge
der von u € P ausgehenden horizontalen Wege
PA(u) := {p € P | es existiert ein A-horizontaler Weg von u nach p.}

die Bedingungen aus den Lemmata 4.1 und 4.2 zu iiberpriifen.
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e Sei x = 7(u) und y € M ein beliebiger Punkt. Da M zusammenhéngend ist,
gibt es einen glatten Weg v : [0,1] — M, der z mit y verbindet. Dann liegt
der Endpunkt des bei u beginnenden horizontalen Lifes v* in P4 (u) und es

gilt m(v;(1)) = y. Folglich ist 7| pa, surjektiv.

e Sei p € PA(u) und h € Hol,(A). Dann existiert ein horizontaler Weg & von
u nach p und ein Weg p € Q(z) mit Pf(u) = uh. Der Weg 6h * u, ist ho-
rizontal und verbindet w mit ph. Folglich gilt Ry, (P4(u)) C PA(u) fiir alle
h € Hol,(A).

e Seien p,p € PA(u) N P, und p = pg. Bezeiche § einen horizontalen Weg von
u nach p und § einen horizontalen Weg von u nach p. Dann ist p = 7(67) *
7(0) € Q(z) und der horizontale Lift von p mit dem Anfangspunkt u hat den

Endpunkt ug. Folglich ist g € Hol,,(A).

e Sei x € M. Um einen lokalen Schnitt um = zu definieren, betrachten wir eine
Normalenumgebung U(x) um z (bezgl. einer fest gewéhlten Riemanschen Me-
trik auf M) und definieren s : U(x) — P4(u) durch die Parallelverschiebung
s(y) = P%y (u), wobei 7., die eindeutig bestimmte radiale Geodéte in U(x)

von z nach y ist.

e Sei ¢ € PA(u) und X € Th;;‘P ein horizontaler Vektor. Dann gibt es eine in
7(q) beginnende Kurve v in M, so dal X = 4;(0). Da ¢ mit u durch einen
horizontalen Weg verbindbar ist, liegt das Bild von ~; in PA(u). Folglich ist
X € T,PA(u).

Wir haben damit bewiesen, dass (P4(u),m, M, Hol,(A)) ein Hauptfaserbiindel
mit der Strukturgruppe Hol,(A) ist, auf das sich das G-Hauptfaserbiindel P

einschliefflich seines Zusammenhanges A reduziert. O

Definition: Sei (P, 7, M;G) ein G-Hauptfaserbiindel iiber einer zusammenhéngen-
den Mannigfaltigkeit M. Wir nennen einen Zusammenhang A € C(P) irreduzibel,

falls sich (P, A) nicht auf eine echte immergierte Untergruppe reduzieren 148t.

Das Holonomiebiindel P4 (u) ist die “kleinst mogliche “ Reduktion von (P, A) (siehe
Ubungsaufgabe 2, Kapitel 4). Nach Satz 4.2 ist ein Zusammenhang A € C(P) folglich
genau dann irreduzibel, wenn P = P4(u) und G = Hol,(A) fiir alle u € P gilt.

Wir wollen nun ein Kriterium fiir die Irreduzibilitat herleiten und auflerdem sehen |,

wie “grof}* die Holonomiegruppe ist.

Satz 4.6 (Holonomietheorem von Ambrose und Singer) Sei (P, 7, M,QG)
ein G-Hauptfaserbiindel tber einer zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit M und
A € C(P) eine Zusammenhangesform auf P mit der Kriimmungsform FA = D A.
Dann gilt fiir die Lie-Algebra hol,(A) der Holonomiegruppe von A bzgl. u € P

hol,(A) = span{FI?(X, Y)|pe PAu),X,Y € T,P} C g.
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Ist insbesondere G zusammenhdingend und M einfachzusammenhdingend, so ist

(P, A) genau dann irreduzibel, wenn
g =span{F(X,Y) | p € P*(u), X,Y € T,P}.

Beweis: Wir konnen oBdA annehmen, daB G = Hol,(A) und P = P4(u). Ande-
renfalls reduzieren wir zuerst (P, A) auf das Holonomiebiindel (P4(u), Hol,(A)). Sei
zur Abkiirzung

m := span{F;(X,Y) |p € P, X,Y € T,P}

Wir miissen m = g zeigen. Wir beweisen zunéchst, das m ein Ideal in g ist. Sei
F;‘(X ,Y) € mund W € g. Aus der Invarianzeigenschaft der Kriimmungsform er-

halten wir fiir die Ableitung der in m liegenden Kurve ¢ — (R, | v FHp(X,Y) €m

(R @Rep X, Ry ))| = & (Ad(esp(-m ) (FAX, YY)
— —ad(W)(FA(X,Y))
= [F];‘(va)7W]

Folglich ist [FI;“(X ,Y), W] C m, d.h. m ist ein Ideal in g. Wir betrachten nun die
glatte Distribution

E:peP — E,:=Th,P®{W(p)| W €mC T,P}

und zeigen, daf sie involutiv ist. Ist X ein horizontales Vektorfeld auf P und W ein
von W € m erzeugtes fundamentales Vektorfeld, so ist nach Satz 3.5 der Kommutator
[X, W] ebenfalls horizontal. Fiir zwei Vektorfelder W,V mit W,V € m gilt [W,V] =

[W, V] und [W, V] € m. Sind X, Y zwei horizontale Vektorfelder auf P, so gilt nach
Satz 3.13 fiir die vertikale Komponente des Kommutators [X, Y]

[X,Y]' = —FAX,Y)em

Folglich liegt auch dieser Kommutator in I'(E). Somit ist E involutiv. Nach
dem Satz von Frobenius existiert eine maximale zusammenhingende Integral-
Mannigfaltigkeit ) C P von E durch v € P. Ein Punkt ¢ € P liegt genau dann in
Q, wenn es einen Weg « : [0,1] — P zwischen u und ¢ gibt mit §(t) € E, fiir
jeden Parameter t € [0,1]. Da ThP C TQ, folgt dann aus der Definition von P4(u),
dass P = P4(u) C Q. Folglich gilt P = Q und damit E = TP. Dies bedeutet aber,
daB m = g. O

Fiir Vektorbiindel E' mit gegebener kovarianter Ableitung V kann man auf analoge
Weise eine Holonomiegruppe definieren. Sei € M und v € Q(z) ein in x geschlos-
sener Weg. Dann ist die durch V definierte Parallelverschiebung Py € GL(E;) ein

linearer Isomorphismus auf der Faser E, (siche Aufgabe 5, Kapitel 3).
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Definition: Die Gruppe
Holo(V) :={PY | v € Qx)} C GL(E,)
heifit Holonomiegruppe von V bzgl. x. Die Gruppe
Holy(V)o :={PY | v € Qu(x)} C GL(E,)
heifit reduzierte Holonomiegruppe von V bzgl. x.
Die Beziehung zwischen den so definierten Holonomiegruppen fiir Zusammenhinge

in Hauptfaserbiindeln und fiir kovariante Ableitungen in Vektorbiindeln ist durch

die Beziehung zwischen den Parallelverschiebungen gegeben.

Satz 4.7 Sei P ein Hauptfaserbiindel iber M, p : G — GL(V) eine Darstellung
von G und E = P xgV das assoziierte Vektorbiindel. Sei weiterhin A eine Zusam-
menhangsform auf P und V4 die assoziierte kovariante Ableitung in E. Dann gilt

fiir die Holonomiegruppen
HOZ&:(VA) = [p] o p«(Holy(A)) o [p]_l

wobet x € M und p € P,.

4.3 Holonomiegruppen und parallele Schnitte

In diesem Abschnitt betrachten wir ein reelles oder komplexes Vektorbiindel
(E, 7, M;K") iiber einer einfach-zusammenhéingenden Mannigfaltigkeit M mit fi-

xierter kovarianter Ableitung V¥ und den Raum aller parallelen Schnitte
Par(E,VF) :={p e I'(E) | VP = 0}.

Wir wollen Bedingungen dafiir angeben, da Par(E, VE) #£ 0.

Ein Teilbiindel F C E nennen wir VZ-invariant, falls
VED(F) cT(F)  fiir alle X € X(M).

Fiir ein invariantes Teilbiindel F C E induziert V¥ eine kovariante Ableitung

vE.=vE auf F.
O(T*M®F)

Satz 4.8 Sei F C E ein VFP-invariantes Teilbiindel, V' die induzierte kovariante
Ableitung auf F und gelte fiir deren Kriimmungsendomorphismus RY" = 0. Dann
15t

dim Par(E, V) > rang(F).
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Beweis: Sei x € M ein fixierter Punkt und (vq,...,v,) eine Basis in F,. Wir

definieren Schnitte ¢; in F' durch Parallelverschiebung der v;
pit y € M — pi(y) =Py, (i) € Fy,

wobei 7, ein Weg in M ist, der x mit y verbindet. Wir zeigen zunéchst, dafl diese
Definition nicht von der Wahl des Weges 7., abhéngt. Wir betrachten dazu das zu
F assoziierte Gl(r, K)-Hauptfaserbiindel P und die zu V¥ gehorende Zusammen-
hangsform A auf P (siehe Kapitel 2.4 und 3.4). Dann gilt F' = P X x) K. Der
Kriimmungsendomorphismus RY" 148t sich durch die Kriimmungsform Q4 von A

in der folgenden Form ausdriicken
b o RV (X,Y) o [p| = EA(X*Y*)  falls pe Py,

wobei X™* und Y* die horizontalen Lifte von X bzw. Y bezeichnen. Da nach Vor-
aussetzung RV =0 ist, folgt F4 = 0. Da auBerdem die Basis-Mannigfaltigkeit M
einfach-zusammenhiingend ist, ist die durch A definierte Parallelverschiebung P*
in P unabhingig vom Weg (siehe Satz 3.17). Nun gilt aber per Definition fiir die

Parallelverschiebung in F'
F
Py o lpl = [P(p)).

Somit ist die Parallelverschiebung PV in F unabhéngig vom Weg und ¢; ein korrekt
definierter Schnitt in F'. Die Glattheit des Schnittes folgt aus der glatten Abhéngig-
keit der Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen von den Anfangsbedin-
gungen. Wir zeigen nun, dafl die Schnitte ¢ parallel sind. Dazu benutzen wir die
Beziehung zwischen kovarianter Ableitung und Parallelverschiebung aus Satz 3.11.
Es gilt

(Vie)w) = L (%, (a®)]
- %(P“Y(g,y szj(t) Wi(x”) ’tzO
= %PZ;(%(@))L:O
=0,

wobei P, ;, die Parallelverschiebung léngs eines Weges von a nach b bezeichnet. O

Eine Moglichkeit, parallele Schnitte in E zu finden, besteht also darin, ein moglichst
grofles invariantes flaches Teilbiindel F' von E zu finden. Eine andere Moglichkeit
erhéilt man durch Betrachtung der Holonomiegruppe.

Sei P ein G-Hauptfaserbiindel iiber einer einfach-zusammenhéingenden Mannigfal-
tigkeit M mit Zusammenhangsform A € C(P), p: G — GL(V) eine Darstellung der
Lieschen Gruppe G und E = P xg V das dazu assoziierter Vektorbiindel mit der
durch A definierten kovarianten Ableitung V. Dann gilt
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Satz 4.9 Der Raum der parallelen Schnitte in E ist gegeben durch die Menge der

Holonomie-invarianten Vektoren in V

Par(E,VF) = {ve V| p(Hol,(A))v = v}
= {v eV |phol,(A)v =0}

Beweis: Sei v = m(u) und zur Abkiirzung H = Hol,(A). Sei zundchst v € V mit
p(H)v = v. Dann definieren wir einen Schnitt ¢, in E durch

po 1y €M — pu(y) = [PAw),v] € By,

wobei v ein Weg in M von x nach y ist. Wir zeigen, daf} ¢, unabhéngig vom gewéhl-
ten Weg ist. Sei p ein weiterer Weg in M von x nach y. Dann ist u~ v € Q(z)
und

Pk o) = P (P5(w) = uh

fiir ein h € H. Es folgt P2 (u) = P;!(uh) = Pyu(u)h und deshalb
[P (u), 0] = [P (uw)h, o] = [P (u), p(h)v] = [P;(u),v].

Die Glattheit und Parallelitdt von ¢, folgt wie im Beweis von Satz 4.8.
Sei nun andererseits ¢ € I'(E) ein paralleler Schnitt. Entsprechend dem Holonomie-
theorem (Satz 4.6) reduziert sich (P, A) auf das Holonomiebiindel P4 (u). Nach Satz
2.14 gilt

E=PxgV =P u)xyV.

Wir kénnen ¢ also in der Form
o(n(p)) = [p,2(p)] = [4,¥(q)]

fiir Funktionen 3 € C®(P, V)¢ und ¢ € C®(PA(u),V)? darstellen, wobei
[ PA() = 1. Fiir die kovariante Ableitung von ¢ gilt

(VX@)(m() = [p, dp(X* (p)] = [p. X* (@) ()],

wobei X* der horizontale Lift von X ist (Satz 3.9). Folglich ist ¢ genau dann parallel,
wenn die Funktion @ konstant entlang horizontaler Kurven in P ist. Also gibt es
einen Vektor v € V mit ¢ = 3P| PAw) = V- Aus der Invarianzeigenschaft fiir ¥ €
C>®(PA(u), V)H folgt

D(qgh) =v=p(h)""P(q) = p(h v  fiirallehc H

Also gilt p(H)v = v. Aus der Definition von v folgt aulerdem, dafl ¢, = ¢. |
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4.4 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 1. Es sei H eine zusammenhéingende Liesche Untergruppe einer Lie-
schen Gruppe G und G/H ein reduktiver homogener Raum. Weiterhin sei P ein
G-Hauptfaserbiindel iiber M und Q C P eine H-Reduktion von P. Dann gilt:

Ist A: TP — g ein Zusammenhang auf P, so ist

A:=pryoAlrg: TQ — b

ein Zusammenhang auf Q.
Insbesondere gilt: Nimmt die Zusammenhangsform A nur Werte in § an, so reduziert
sich A auf Q.

Aufgabe 2. Es sei (P, A) ein G-Hauptfaserbiindel mit Zusammenhang und (Q, A)
eine Reduktion von (P, A) auf eine immergierte Liesche Untergruppe von G. (Q C
P sei dabei als immergierte Untermannigfaltigkeit betrachtet). Dann gilt fiir das
Holonomiebiindel P4 (u) von A bzgl. u :

1. PA(u) C Q fiir alle u € Q.

2. A lrpa@w= A lrpa@) » dh A reduziert sich auf den durch den Zusammen-

hang A auf dem Holonomiebiindel gegebenen Zusammenhang.

In diesem Sinne ist das Holonomiebiindel die kleinst mogliche Reduktion von (P, A).

Aufgabe 3. Es seien (P, 7, M;G) ein Hauptfaserbiindel mit zusammenhéngender
Strukturgruppe und zusammenhéngender Basis und A ein Zusammenhang auf P.
Weiterhin sei h C g ein Ideal in der Lie-Algebra g von G. Dann gilt fiir die Lie-
Algebra der Holonomiegruppe Hol,(A):

hol,(A) C b firemue P < FA:TPxTP—,

wobei F4 die Kriitmmungsform von A bezeichnet.

Aufgabe 4. Sei (M"™,g) eine n-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit dem Levi-Civita-Zusammenhang V. Die Gruppen

Hol, (M, g) = {P'yv | v € Q(x)} C O(TuM, g)

Holy(M, g)o = {,PVV | v € Qo(2)} C O(TuM, gz)

heiflen Holonomiegruppe bzw. reduzierte Holonomiegruppe von (M,q) bzgl x € M.

Beweisen Sie:

1. Ist O(M,g) das Biindel der orthonormalen Repere von (M,g), A der Levi-
Civita-Zusammenhang auf O(M, ¢g) und u eine orthonormale Basis in T, M.

Dann gilt fiir die Holonomiegruppen

Hol,(A) = Hol,(M,g) und Hol,(A)y = Holy(M,g)o.
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2. Die Holonomiegruppen Hol,(M,g) und Hol, (M, g) fiir verschiedene Punkte
einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit sind konjugiert. Die Konjugation
ist durch die Parallelverschiebung entlang einer x und y verbindenden Kurve

gegeben.

3. Identifiziert man Hol,(M,g) durch Wahl einer orthonormalen Basis in
(T, M, g;;) mit einer Untergruppe von O(n), so sind alle entstehenden Unter-
gruppen von O(n) zueinander konjugiert. (In diesem Sinne betrachtet man die
Holonomiegruppe Hol(M, g) als Klasse konjugierter Untergruppen von O(n)
und schreibt kurz auch Hol(M, g) C O(n).)

Aufgabe 5. Es sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und O(M, g) das
Hauptfaserbiindel der orthonormalen Repere von (M, g). Beweisen Sie, dafl die fol-

genden Aussagen dquivalent sind:

1. (M™, g) ist eine hermitische Mannigfaltigkeit, dh. es existiert eine orthogonale
fast-komplexe Struktur .J auf (M, g).

2. Die Dimension n der Mannigfaltigkeit M ist gerade (n = 2m) und das Biindel
O(M, g) reduziert sich auf ein U(m)-Hauptfaserbiindel Q.

Dabei sei U(m) auf Standardweise als Untergruppe von O(2m) aufgefait (vergessen

die komplexe Struktur von C™).

Aufgabe 6. Sei (M?™,g,.J) eine hermitische Mannigfaltigkeit mit dem Levi-Civita-

Zusammenhang V. Beweisen Sie, daf} folgende Aussagen dquivalent sind:

1. (M,g,J) ist eine Kéhler-Mannigfaltigkeit, dh. V.J = 0.

2. Der Levi-Civita-Zusammenhang des Biindels O(M, g) der orthonormalen Re-
pere reduziert sich auf die U(m)-Reduktion ) aus Aufgabe 5.

3. Fiir die Holonomiegruppe von (M, g) gilt: Hol(M,g) C U(m).

(Benutzen Sie die Aufgaben 1 und 2).

Aufgabe 7. Es sei (M,g,J) eine Kidhler-Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie, daf fol-

gende Aussagen dquivalent sind:

1. Fiir den Ricci-Tensor von (M, g) gilt: Ric = 0.

2. Fiir die reduzierte Holonomiegruppe von (M, g) gilt: Hol(M, g)o C SU(m).

Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 3 und beweisen Sie zunichst, dafl fiir den

Kriimmungs- und den Ricci-Tensor einer Kdhler-Mannigfaltigkeit gilt:
Ric(X,Y) = Ric(JX,JY)
1
Ric(X,)Y) = §T7‘ace(JoR(X, JY)).
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