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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Warum Computerphysik?

Physikalische Fragestellungen fithren auf mathematische Probleme, die
man in der Mehrzahl nicht analytisch behandeln kann. In der klassischen
Mechanik, Elektrodynamik und Quantenmechanik geht es in erster Li-
nie um die Behandlung von gewohnlichen oder partiellen Differentialglei-
chungen, wihrend man in der statistischen Mechanik typischerweise mit
der Losung von Integralen und Reihensummen mit vielen Freiheitsgraden
konfrontiert wird.

Zur Behandlung solcher analytisch nicht zugénglichen Probleme greift
man héufig auf Standardmethoden der numerischen Mathematik zuriick.
Daneben sind aber auch spezialisierte Methoden entwickelt worden, die
zumindest urspriinglich zur Behandlung physikalischer Fragestellungen
entwickelt worden sind. Hier sind vor allem sog. Monte Carlo Methoden
zu nennen, die eine stochastische Berechnung von Reihensummen und
Integralen erlaubt. Die Einfiithrung von verschiedenen Monte Carlo Algo-
rithmen und die Anwendung auf physikalische Fragestellungen soll einen
Schwerpunkt dieser Vorlesung bilden.

Eine weitere Methode, die im Rahmen dieser Vorlesung besprochen wer-
den soll, ist die Methode der Molekulardynamik Simulation. Bei der Mo-
lekulardynamik Simulation werden die Bewegungsgleichungen der Teil-
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2 Kapitel 1. Einfiihrung

chen numerisch integriert. Diese Methode ist im Gegensatz zur Monte
Carlo Methode deterministisch.

Neben diesen Schwerpunkten sollen auch noch weitere numerische Metho-
den vor dem Hintergrund ihrer physikalischen Anwendungen vorgestellt
werden. Die Themen lauten im Einzelnen:

e Erzeugung von Zufallszahlen

Monte Carlo Simulation klassischer Vielteilchensysteme

Einfiihrung in die Molekulardynamik Simulation

Monte Carlo Simulation von Quantensystemen

Methoden zur Diagonalisierung grofler Matrizen

1.2 Elemente der statistischen Mechanik des
Gleichgewichts

In diesem Abschnitt sollen einige Grundtatsachen der statistischen Me-
chanik angesprochen werden, da die meisten Algorithmen in Bezug auf
Anwendungen in der statistischen Physik diskutiert werden.

In dieser ersten Diskussion betrachten wir nur solche Systeme, die sich
im thermischen Gleichgewicht befinden, da man fiir diese Systeme den
Zusammenhang zwischen dem mikroskopischen Zustéinden und dem Ma-
krozustand formulieren kann. Ein Beispiel fiir ein klassisches (d.h. nicht
quantenmechanisches) Vielteilchensystem sind Teilchen, die in einer Box
eingesperrt und einem Wérmebad ausgesetzt sind. Bei einem solchen Sy-
stem wird der Mikrozustand durch den Ort und Impuls der Teilchen
bestimmt. Bei einem quantenmechanischen System entspricht ein Mikro-
zustand einem Eigenzustand des Hamiltonoperators.

Nur in sehr wenigen Fillen ist es moglich, das reale System exakt zu
behandeln. Daher begniigt man sich héufig mit Modellen, die die fiir die
Fragestellung wesentlichen Eigenschaften des realen Systems beinhalten.
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Die Beziehung zwischen der mikroskopischen Konfiguration des (Modell-
) Systems und den makroskopischen Groflen wird durch das folgende
fundamentale Ergebnis der statistischen Mechanik hergestellt:

Es sei E,, die Energie des Mikrozustandes a. Wenn das System nun mit
einem Wirmebad der Temperatur 7" in Kontakt steht, ist die Wahrschein-
lichkeit P,, dass das System sich im Zustand « befindet, proportional zu

_Ea/kBT f— _ﬂEa

C (&

mit der Boltzmannkonstanten kz = 1.38 x 1072% J/k.

Die Proportionalititskonstante muss natiirlich so gewéhlt sein, dass die
Wahrscheinlichkeitsverteilung normiert ist. Es sei nun

1
Pa = E G_BE[X

mit der Normierungskonstanten Z = Y e #Fe wobei die Summation

iiber alle moglichen Mikrozusténde geht (bei kontinuierlichen Freiheits-
graden muss man die entsprechenden Integrale auswerten). Die Normie-
rungskonstante wird als Zustandssumme bezeichnet. Wir kénnen mit die-
ser Verteilung beliebige Mittelwerte (X) von Messgrofien X berechnen,
wenn wir

e alle Mikrozustinde o und die zugehorigen Energien E, angeben
konnen.

e den Wert (X,) einer MessgroBe X in einem beliebigen Mikrozu-
stand a kennen.

e die Summe
1
_ _ —BEq
(X) = E XaPa—Z E X,e€

berechnen konnen.
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Die Berechnung der Zustandssumme, die im Allgemeinen sehr schwierig
ist, erlaubt uns die Berechnung von thermodynamischen Gréflen, also die
Verkniipfung von thermodynamischen und mikroskopischen Eigenschaf-
ten des Systems.

Die thermodynamischen Eigenschaften des Systems konnen auch von ver-
schiedenen Zwangskriften abhingen, die auf das System wirken. Bei-
spiele fiir solche Zwangskréfte sind ein dufleres Magnetfeld oder ein-
fach eine Box, in die die Teilchen eingesperrt sind. Die Zwangskrifte
miissen natiirlich auch in die mikroskopische Beschreibung einflielen. So
beriicksichtigt man die Beschréinkung der Teilchen auf ein vorgegebenes
Volumen dadurch, dass man die potentielle Energie Upy(z,) = 0 inner-
halb und U, (z;) = oo auBlerhalb der Box wihlt, wobei durch z; die
Position des iten Teilchen bezeichnet wird.

Wir wollen nun konkret den Zusammenhang zu thermodynamischen Grofien
herstellen. Man sieht dabei, dass das funktionelle Verhalten von Z eine
entscheidende Rolle spielt. Wir betrachten zunéchst die mittlere Energie
U = (E) eines Systems im thermischen Gleichgewicht:

1
U=(E)=- > E,e P

Wenn man nun die Zustandssumme kennt, kann man diesen Ausdruck
einfach berechnen, denn

U _ (8logz)
9B )y

fiihrt auf den obigen Mittelwert. Der Index {V'} soll andeuten, dass die
Zwangskrifte, die auf das System ausgeiibt werden, unveréndert gelassen
werden.

Auch die spezifische Wéarme konnen wir leicht berechnen, da gilt

ou 0%*log Z
- (5), (35,
Ye\or ), B )y

Man kann ebenfalls zeigen, dass die freie Energie

F=U-TS
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die einfache Form
1

F =
5}

log Z

hat.

1.3 Numerische Berechnung von thermo-
dynamischen Mittelwerten

Die direkte Berechnung von thermodynamischen Mittelwerten erfordert
die Bestimmung der Zustandssumme, was fiir realistische Systeme wegen
der hohen Zahl der Freiheitsgrade unmoglich ist.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen, besteht darin, Konfigura-
tionen zufillig zu generieren und somit einen Schéatzwert fiir die gesuch-
te Grofle zu berechnen:

B
Z T e PEk
k=1
rp = B
Z e*ﬁEk
k=1

Diese einfache Methode liefert korrekte Werte fiir die thermischen Mittel-
werte unter der Voraussetzung, dass man eine geniigend grofie Zahl von
Konfigurationen generiert. Letzteres ist jedoch insbesondere bei niedrigen
Energien schwierig, da die Gewichte der Konfigurationen extrem unter-
schiedlich sind. Es ist zudem sehr unwahrscheinlich, dass man Konfigu-
rationen zufallig generiert, die ein grofles Gewicht in der Zustandssumme
besitzen.

Abhilfe schafft das sogenannte “Importance Sampling”, die Grundlage
aller Monte Carlo-Algorithmen. Der Begriff des Importance Samplings
beinhaltet, dass die Wahrscheinlichkeit eine Konfiguration zu generieren,
automatisch dem Gewicht in der Zustandssumme entspricht. Dies wird
dadurch realisiert, dass die Konfigurationen nicht unabhéngig generiert
werden, sondern auseinander hervorgehen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
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zwischen zwei Konfigurationen sind dabei so gewéhlt, dass die Konfigu-
rationen tatsdchlich mit ihrem Gewicht in der Zustandssumme erzeugt
werden.



Kapitel 2

Erzeugung von
(Pseudo-)Zufallszahlen

In der Einleitung wurde deutlich, dass man bei der Simulation von Viel-
teilchensystemen die Zustandssumme und thermodynamischen Mittel-
werte dadurch abschétzt, dass man in zufélliger Art und Weise Konfigu-
rationen des Systems erzeugt. Dies fithrt uns direkt auf das Problem der
Generierung von (Pseudo-)Zufallszahlen auf dem Computer.

2.1 Echte- und Pseudozufallszahlen

Zufallszahlen werden dadurch charakterisiert, dass ihr Wert nicht vorher-
gesagt werden kann. Préaziser: Wenn wir eine Sequenz von Zufallszahlen
generieren, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der neuen Zufallszahl
unabhéngig von dem Wert der bisherigen Sequenz. Bsp.: Beim Roulet-
te ist die Wahrscheinlichkeit, dass die “18” fillt, unabhingig von den
bisher gezogenen Zahlen.

Echte Zufallszahlen kénnen nur experimentell generiert werden. Als Bei-
spiel sei hier der radioaktive Zerfall genannt, der als quantenmechanischer
Prozess echt zufillig ist. Eine Moglichkeit eine Sequenz von Zufallszahlen
zu erzeugen, besteht darin, die Anzahl der emittierten a-Teilchen in ei-
nem vorgebenenen Zeitintervall zu messen und der Sequenz eine 0 hinzu-

7



8 Kapitel 2. Zufallszahlen

zufiigen, wenn eine gerade Zahl von a-Teilchen detektiert wird und eine 1
bei einer ungeraden Zahl. Die so erzeugte Sequenz von Nullen und Einsen
ist dann eine echte Zufallssequenz. Wenn man sie zur Nutzung in Compu-
terprogrammen heranziehen will, muss man aber noch beriicksichtigen,
dass die Wahrscheinlichkeiten fiir “0” und “1” unter Umsténden nicht
gleich sind.

In der Praxis ist der Einsatz von echten Zufallszahlen jedoch zu umstéandlich.
Man benutzt vielmehr Algorithmen zur Generierung von Pseudo-Zufallszahlen,
die zwar deterministisch erzeugt werden, aber trotzdem viele Eigenschaf-

ten echter Zufallszahlen besitzen.

Pseudo-Zufallszahlen werden meist durch Operationen auf Integer-Zahlen
generiert. Die Integer-Zahlen werden typischerweise aus der Menge {0, 1,2,...,m—
1} erzeugt und dann durch Division durch m auf das Intervall [0, 1] ab-
gebildet. Die einfachste Methode zur Generierung von Zufallszahlen i,

ist:

in = [(in1) (2.1)

d.h. die n-te “Zufallszahl” ist einfach eine Funktion der (n — 1)-ten “Zu-
fallszahl”.

Anforderungen an f(i,_1):
e f(i) sollte nur Integer-Operationen enthalten (+, —, -, +, XOR, . ..).

e die Abbildung sollte moglichst Zahlenfolgen generieren, die die glei-
chen statistischen Eigenschaften (in Bezug auf die jeweilige Anwen-
dung) wie echte Zufallszahlen haben.

Man initialisiert den Zufallszahlengenerator mit dem sog. “seed”, d.h.
ip wird vorgegeben. Durch die Wahl von f(i) und iy wird die Sequenz
vollstéandig bestimmt, was man fiir Testzwecke ausnutzen kann.

Eine wichtige Eigenschaft aller Zufallszahlengeneratoren ist, dass sie
Zyklen erzeugen, die die Maximalldnge m haben. Wenn bei einem Zu-
fallszahlengenerator ein Zyklus der Lange k auftritt, bedeutet das, dass
In = 1,k fr ein beliebiges n > ngy gilt.
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Wir suchen natiirlich solche Zufallszahlengeneratoren mit moglichst grofier
Zykluslange k. Die Zykluslange lasst sich durch Funktionen

Z.n = f(inflainf% e 7Z‘nfl> y (22>

die von mehreren Zufallszahlen abhéingen, vergrofiern: im giinstigsten
Fall auf die Linge m!, was der Zahl der moglichen [-Tupel entspricht.
Zur Initialisierung beno6tigt man dann die Startwerte g, %, ,...,%_1.

2.2 Lineare-Kongruenz-Generatoren

Lineare-Kongruenz-Generatoren verwenden die Relation:
in=(ai,—1 +¢) modm (2.3)

wobei p mod ¢ den Rest ergibt, wenn p durch ¢ geteilt wird (Bsp.: 9
mod 4 = 1). Das Ergebnis dieser Operation liegt also zwischen 0 und
m — 1.

Eine einfache Methode besteht darin, die Modulo-Operation wegzulassen
und den Overflow zu ignorieren (entspricht my., = 23%) !. Dies fiihrt
aber dazu, dass die niedrigen Bits nicht sehr zufillig sind: das kte Bit
hat hochstens die Periode 2*. Das heifit insbesondere, dass alle Zahlen
entweder immer gerade oder immer ungerade sind oder zwischen gerade
und ungerade alternieren.

Die Prozedur sollte auch keinen Overflow produzieren, da sonst nicht
gewdhrleistet ist, dass man die volle Periode erhélt. Daher muss m we-
sentlich kleiner als m,,,, sein.

Die richtige Wahl von a, ¢, m ist subtil. Knuth [1] hat folgende Werte
vorgeschlagen:

'Es ist heute Standard, dass Integer-Variablen auf 32 Bits definiert sind. Wenn
man signed int benutzt, bestimmt das fiihrende Bit das Vorzeichen, so dass 23! — 1
die grofite darstellbare Zahl ist. Der Maximalwert eines unsigned int ist dement-
sprechend 232 — 1.
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(unsigned int)  a =2416,c = 374441, m = 1771875
(signed int) @ =9301,c = 49297, m = 233280

Die Zyklusldnge des Generators lésst sich durch den Trick von Schrage
vergroflern, der den Overflow verhindert. Es sei ¢ der Quotient und r der
Rest bei der Division, genauer

q=|m/al;r=m moda (2.4)

([...] ist die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich m/a ist.)

Wir kénnen mit ¢, r die Zahl m folgendermaflen zerlegen:
m=aq+r (2.5)
Es gilt dann:

ai, modm = (ai,— |i,/q]m) modm
= (ain_ LG/QJ(aq—f_r)) mod m
= (a(in— Lin/qlq) = lin/q]r) mod m
Der erste Term in der Klammer lasst sich folgendermafien abschétzen:
a(in — in/qlq) = a(i, modq) <ag<m
~—_——
€{0,1,...,¢—1}

Falls zusatzlich r < ¢ gilt, erhélt man fiir den zweiten Term:
lin/glr < in(r/q) <i,<m

Damit ergibt die Operation a(i,, mod q)—|i,/q]|r eine Zahl aus [—m, +m].
Es wird also der Overflow vermieden, allerdings muss man auf signed In-
teger zuriickgreifen.

Insgesamt miissen wir also die Operation

ai, modm (2.6)
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durch:
iny1 = a(i, modq)— |in/q]r
if<in+1 < 0)
Z-nJrl == Z'nJrl +m

ersetzen. Eine gute Wahl (Lewis ’69), die griindlich getestet wurde und
breit eingesetzt wird, ist:

a = 16807
m = 231 —1 = 2147483647
c = 0

Damit ist ¢ = 127773 und r = 2896 und die Bedingung ¢ > r erfiillt. Die
Wahl ¢ = 0, die von Knuth fiir alle Zufallszahlengeneratoren mit m =
2" +1 empfohlen wird, verbietet den Seed 7y = 0. Damit ist die maximale
Zykluslinge m — 1. Die Zykluslinge des Generators ist ~ 2 - 10°. Die
erzeugten Zufallszahlen sind allerdings schon fiir Sequenzlingen > 107
nicht mehr statistisch unabhéngig. Diese effektive Léange reicht aus fiir
kleine Monte Carlo Simulationen.

Neben der relativ kleinen Zykluslédnge haben die obigen Generatoren noch
ein weiteres Problem: Wenn man k-komponentige Vektoren erzeugt, de-
ren Elemente die generierten Zufallszahlen sind, fiillen diese den Raum
nicht homogen aus. Die Vektoren liegen vielmehr auf £ —1 dimensionalen
Hyperebenen. Die Maximalzahl der Hyperebenen ist auf m!/* beschréinkt.

Bei der Benutzung von linear-kongruenten Generatoren ist zudem zu
beachten, dass man die hohen Bits benutzt, da sie weniger Korrelationen
aufweisen. Benotigt man z.B. eine ganze Zufallszahl zwischen 1 und 10,
sollte man auf folgende Methode zuriickgreifen

¢ =14 [(10.0 x ran()/(Mmaz + 1.0))]

wobei ran() einen beliebigen Zufallszahlengenerator bezeichnet, der Zah-
len € {0,..., My} erzeugt. Vermeiden sollte man dagegen Funktionen
wie

j=1+(ran() mod 10),

da dann nur auf die niedrigsten Bits zugegriffen wird.
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2.3 Shuffling-Schema

Das Problem der Korrelationen zwischen aufeinander folgenden Zufalls-
zahlen kann man durch das Shuffling Schema von Bays und Durham
beheben.

Z.z«Q T( <@ neueZ.z.

Abbildung 2.1: Shuffling: Man wiihlt den kten Platz eines Feldes
j zuféllig aus. Die Zufallszahlen jk] wird aus-
gegeben und dann mit einer neuen Zufallszahlen
belegt.

Der Zufallszahlengenerator hat folgende Struktur:
Initialisierung

- Belegung eines Feldes mit N Elementen z.B. durch einen linear-kongruenten
Zufallszahlengenerator.

- Generierung eine weiteren Zufallszahl iy
Iteration

(1) Durch die neue Zufallszahl iy wird ein Element k des Feldes j zuféllig
bestimmt.

(2) Element k wird ausgegeben und durch iy ersetzt.
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(3) Generierung einer neuen Zufallszahl iy — zu(1).

Eine Implementierung dieses Zufallszahlengenerators findet sich in der
Numerical Recipes Bibliothek (die Funktion ranl()). Der dort realisierte
Generator hat eine nutzbare Periode von 10®. Durch geschickte Kombi-
nation zweier oder mehrere Zufallszahlengeneratoren lasst sich die Zy-
kluslédnge weiter vergrofilern (realisiert in Numerical Recipes Bibliothek
als Funktion ran2()).

2.4 Weitere Generatoren

2.4.1 Shift-Register Zufallszahlengeneratoren

Diese Generatoren, die von Tausworthe vorgeschlagen wurden, basieren
auf Bit-Shift-Operationen: Es sei R*(L) ein rechts-(links)-Shift um s(t)
Platze.
Bsp. :

s=4
4 ~ =
R* 10111010 — 00001011

Die Shift-Operation wird mit der XOR-Operation kombiniert.

i . S -
lpo1 = ln-1 & R’ip

in=1"_, @& L' _| (2.7)

Bei 31-Bit Generatoren wahlt man z.B. s = 18,¢ = 13 oder s = 28,t =
3. Bei 32-Bit Generatoren hat sich s = 15,¢t = 17 als giinstige Wahl
erwiesen. Die Operationen, die dem Zufallszahlengenerator zu Grunde
liegen, sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Dieser Generator ist zusammen
mit einem Shuffling Schema eine gute Wahl.



14 Kapitel 2. Zufallszahlen
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Abbildung 2.2: Tllustration der Shift-Operationen im Shift-
Register-RNG. Man sieht, dass alle Bits der neu-
en Zufallszahl manipuliert werden. Um dies zu
gewéhrleisten, muss s + ¢ = 32 gelten.

2.5 Lagged-Fibonacci-Generatoren
Diese Generatoren basieren auf der Operation

in=(ln—r O in_s) modm (2.8)
XD

Lewis und Payne haben die Operation XOR vorgeschlagen, die die Modulo-
Operation iiberfliissig macht.

Eine haufige Wahl fiir r, s ist r = 147, s = 1279. Eine andere Variante, die
ebenfalls sehr hiufig eingesetzt wird, ist der r250 -RNG von Kirkpatrick
& Stoll bei dem r = 147, s = 250 gesetzt sind. Die Periode des r250-RNG
ist 2250 — 1 und somit auch ausreichend fiir grofiskalige Simulationen.

Fiir kleinere Werte von r,s sind Addition und Multiplikation besser.
Beispiel ist der Generator ran3() in Numerical Recipes. Er benutzt die
Operation “—” und s = 55,r = 24.

Die Benutzung beider Generatoren setzt voraus, dass man ein Feld mit
w = Max(r,s) Elementen anlegt (durch linear kongruenten Generator).
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iln-1]

i[n—s]\
Q —=i[n]

i[n—r/

Abbildung 2.3: Struktur des Liste von gespeicherten Zufallszah-
len im Circular-FIFO-Buffer.

Die neu generierte Zufallszahl ,, ersetzt dann einfach das Element ,,_,,
im Array.

Bemerkung: Die Lagged-Fibonacci Generatoren sind sehr schnell und ha-
ben grofle Zyklen. Der Nachteil ist, dass die Theorie nicht so gut ausge-
arbeitet ist.

2.6 Erzeugung nicht-gleichverteilter Zufalls-
zahlen

2.6.1 Invertierungsmethode

Ziel ist es, mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators ran(), der gleichver-
teilte Zufallszahlen zwischen |0, 1| generiert, Zufallszahlen zu erzeugen,
die geméB p(z) verteilt sind.

Es sei nun

z

P(z) =Prob (' < 2) = /p(z’)dz’ (2.9)

—00

Die Verteilung p(z) zu samplen bedeutet, dass man die gleichverteilten
Zufallszahlen z; als Funktionswerte von P(z;) an der Stelle z; auffasst.
Ausgegeben wird dann der Wert z;, den wir durch Invertierung von
P(z) erhalten. Durch dieses Verfahren generieren wir Zufallszahlen z;,
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die geméafB p(z) verteil sind.

Bsp.:
(a) Exponentialverteilung:

p(z) = X z€[0,00]

z

— P(z) = /)\e)‘zl d =e M [E=1—eN

0
—1 —1
=z = In(l1 — P(2)) = - In(1 — ran()) (2.10)
Die Abbildung der gleichverteilten Zufallszahlen ran() auf exponentiell
verteilte Zufallszahlen erfolgt also durch die Funktion — In(ran())/\?.
(b) Die Lorentz-Verteilung:

1 r
e = Tty e
- r 1 [dY 1
Pl) = = [dd == [ =
~ P2) 7'('/ ZF2+(Z’)2 7r/ ' 14 (2//T')2
z/T
1 1 1
= ;/dn1+n2:;[arctan[z/F]+g]
= 5+ arctan[z/T) = ran()
= 5+ —arctan[z/I] = ran
1
z = I'tan W(ran()—i)l (2.11)

2.6.2 Rejektionsmethode

Die Invertierungsmethode kann man natiirlich nur auf Verteilungen an-
wenden, die invertierbar sind. Allgemeiner anwendbar ist die Rejektions-

2Da durch ran() gleichverteilte Zufallszahlen €0, 1 erzeugt werden, sind die Funk-
tionen In(1 — ran()) und Iln(ran()) dquivalent.
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methode, die man am leichtesten fiir Verteilungen anwenden kann, die
auf kompakten Intervallen definiert sind.

4 p(x)

\/

Xo X1

Abbildung 2.4: Rejektionsmethode: Man generiert zwei zweidi-
mensionale Zufallsvektoren, die das oben skiz-
zierte Rechteck gleichméfig abdecken. Die x-
Komponente dieses Vektors wird akzeptiert,
wenn die zugehorige y-Komponente unterhalb des
Funktionswertes p(z) liegt.

Der Algorithmus basiert auf folgender Idee:

Man erzeugt ein zufélliges Zahlenpaar (zy) von gleichverteilten Zufalls-
zahlen. Die z-Koordinate sei zwischen [xg, z1] verteilt und die y-Koordinate
zwischen [0, pmax]. Es werden dann nur solche = ausgegeben fiir die y <

p(z) gilt.

algorithm rejection
begin
notfound = FALSE;
while (found = FALSE )do
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ul = ran();

z = 70 + (z1-z0)*ul;

u2 = ran();

y = pmax * u2;

if (y <= p(z)) found = TRUE;
end while
return(z);

end

Die Methode ist offensichtlich korrekt, denn
dx

= () dr = Pgen(T) Daccept () (2.12)

x
Paccept (37) = gr(na)

X

- OIS x p(x)dx (2.13)

Pmax (xl - .To)
Die Effektivitéat der Methode hangt vom Verhéltnis von F /pmax (21 — o)
ab (mit F} = f;;l dzp(x)). Fir eine auf dem Intervall [—6,6] definierte
GauBverteilung

ist das Verhaltnis

2pmax (xl - l’o)
[ ple) da

Man muss also im Mittel 9.57 gleichverteilte Zufallszahlen generieren, um
eine gauBverteilte Zufallszahl zu generieren.

= 9.57

Eine Verbesserung der Effizienz ist durch die Kombination von Invertierungs-
und Rejektionsmethode moglich. Dazu benutzt man eine zweite Vertei-
lungsfunktion g(z), die invertierbar ist und die Eigenschaft hat p(z) <
g(x) Va besitzt.
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Graphisch

1. Schritt: Die z-Koordinate wird aus der Invertierung von g(x) be-
stimmt.

2. Schritt: Die z-Koordinate wird mit der Wahrscheinlichkeit p(z)/g(z)
angenommen.

Bedingung fiir die Anwendbarkeit der Methode ist, dass g(x) > p(z) Vx €

R gilt. Die Effizienz wird durch das Verhéltnis von [ dzg(z)/ [ dep(x)

bestimmt.

2.6.3 Generierung von gauflverteilten Zufallszahlen

Fiir die Gau3-Verteilung;:

pal) = —— exp (—M)

o2no 202

kann man bekanntermaflen keine Stammfunktion angeben, so dass die In-
versionsmethode nicht anwendbar ist. Dennoch lassen sich gaufiverteilte
Zufallszahlen effizient generieren.

Die einfachste Methode beruht auf dem Zentralen Grenzwertsatz:
Es seien z;, ¢ = 1,2,...,n unabhéngige Zufallsvariablen, die durch die
Wabhrscheinlichkeitsdichten f;(z) beschrieben werden. Die f;(x) haben die

Mittelwerte u; und die Varianz o?. Dann hat die Zufallsvariable

n
Z Ty
_ =1

z =

n

die folgenden Eigenschaften

IS
~
N

«
Il
—

(i) Der Erwartungswert von z ist E(z) = (

(ii) Die Varianz der Verteilung ist V(z) = (Z 01-2) /n?
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(iii) Im Limes n — oo ist z gauBverteilt

12

Wenn alle x; gleichverteilt sind zwischen [0, 1], dann ist z = ) z; anndhernd
i=1

gauBverteilt. Der Mittelwert der ; ist 3, so dass E(2') = 12-1 = 6. Ent-

sprechend ist die Varianz der Einzelwerte o; = 15, so dass V(z') = 1.

Normalverteilte (m = 0,02 = 1) Zufallszahlen lassen sich also durch

12
z= g x;, — 6
i=1

generieren.

Wesentlich effizienter ist die Box-Miiller-Methode, die eine exakte Me-
thode zur Generierung von gaufiverteilten Zufallszahlen ist.

Zur Begriindung der Methode betrachten wir zunéchst Verteilungsfunk-
tionen von mehreren Variablen: Es seien 1, xa, . . ., z,, geméB p(z1, ..., x,)
verteilt. Ferner seien yy, s, ...,y, Funktionen der Variablen x1,..., z,.
Durch die Transformation der Variablen muss die Wahrscheinlichkeit er-
halten bleiben, was in einer Dimension der Bedingung p(z)dx = p(y)dy
entspricht. Die entsprechende Verallgemeinerung fiihrt in héheren Di-
mension auf:

O(z1,...,xp)

dy,...,dy, .
a(yh"'?yn)

P, Yn) dy, - Ay = p(x1, ..., T0)

Wir betrachten nun die Variablen:

y1 = v/ —2Inxzy cos(2mzy)
Y2 = v/ —2Inxy sin(2mxy)

1
= tan(2mx,) = 2 baw. x1 = o—arctan(yz/y1)
hn 2

und
v+ ys = —2Inaxy(cos®(2mxy) + sin®(27ay))

1
bzw. x4 = exp(—§ (Z/% +y§)> )
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wobei die Zufallsvariablen x1, x5 gleichverteilt im Intervall |0, 1] sind. Die
Jakobideterminante lautet

0wy, x2) | Qw1 /dyr Dx1/Oys (2.14)
A(y1,ys) 012/0y;  Ox9/0ys .
1y 1 _wn
— ‘ 2myi+y3 2w y%ﬂ%‘ (2.15)
—U1T2 —Y2Z2

1 1 2 1 2
— Iy = e_y1/2] X [— e_yQ/Q} . (2.16
o [\/27r V2 ( )

d.h. die Zufallsvariablen yy, 3o sind tatsédchlich unabhéngig voneinander
gauBverteilt3.

2.7 Statistische Tests fiir RNG

2.7.1 Test auf Gleichférmigkeit der Zufallszahlense-
quenz

Man erzeugt Zufallszahlen auf dem Intervall |0, 1[. Die Zufallszahl wird
dann durch die Operation

k= |ran()-v]

auf v-Werte abgebildet. Die Werte k£ € {0,1,...,v — 1} miissen im Mit-
tel mit der gleichen Héufigkeit ny = n auftreten. Die Frage, ob die Ab-
weichung der tatséchlichen Héaufigkeit N mit der der Wert k in einer
Sequenz auftritt vom Erwartungswert (Ny) = n systematisch oder von
statistischer Natur sind, ldsst sich durch den sog. x2-Test entscheiden.

Beim y%-Test misst man die relative quadratische Abweichung der N,
von dem jeweiligen Erwartungswert:

x> = Vi (e = ne)® : (2.17)

n
k=0 k

3Da z1, 7o gleichverteilte Zufallszahlen €]0, 1] sind, gilt p(z1,22) = p(z1)p(xs) =
1. Die statistische Unabhiingigkeit von y1,ys, die sich durch p(y1,y2) = p(y1)p(y2)
ausdriickt, ist durch die geschickte Wahl der Transformation bedingt und nicht einfach
Resultat der statistischen Unabhéngigkeit der x;.
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v—1

wobei in unserem Fall ny =n = N/v (mit N = > Ni) gilt.
k=0

Ein grofier Wert von 2 signalisiert, dass die Hypothese der Gleichférmigkeit
nicht erfiillt ist. Man kann dies weiter quantifizieren, wenn die Summan-
den in (2.17) Quadrate normalverteilter Zufallszahlen ( Ny, —ny) sind (fiir
groBe Werte von v ist die Annahme erfiillt). Fiir diesen Fall gibt die
Funktion Q(x?|v) die Wahrscheinlichkeit an, dass x? bei einer wahren
Hypothese grofler ist, als der gefundene Wert. Es gilt:

_ofr X
QIX*lv) =Q <§, ?) (2.18)
mit
Qla,z) = ﬁ/etto‘ldt (> 0) und

[(a) = / e tdt (2.19)
0
Es gilt Q(,0) = 1 und Q(«,00) = 0. Die Funktion Q(«,x) ist in der
Numerical Recipes Bibliothek als gammaq() aufgefiihrt.

2.7.2 Serielle Korrelationen

Neben der Gleichférmigkeit ist die Abwesenheit von seriellen Korrelatio-
nen eine wichtige Eigenschaft von Pseudo-Zufallszahlen. Diese kann man
dadurch bestimmen, dass man d-Tupel von Zufallszahlen generiert (z.B.
d = 2: Fasse Paare von Zufallszahlen (x;, x9;11) zusammen). Jeder Ko-
ordinate des d-Tupels ordnet man dann wie beim Gleichférmigkeitstest
eines von v-Intervallen zu, so dass die d-Tupel auf v? Boxen verteilt wer-
den. In Abwesenheit von seriellen Korrelationen sollten die erzeugten
d-Tupel gleichméafig auf die Boxen verteilt sein. Wir erhalten also:
d
c (Ny, — n)2 . —d
X’ = —_— mit n=v “-N, 2.20

; " (2.20)

wobei N die Zahl der zufillig generierten d-Tupel bezeichnet.
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2.7.3 Gap-Test

Der Gap-Test ist ebenfalls ein Test auf Gleichférmigkeit. Bei diesem Test
misst man, wieviele Zufallszahlen generiert werden miissen, bis eine neu
generierte Zufallszahl zum zweiten Mal in das Intervall [a, 3] fallt.

Wie iiblich kann man das Ergebnis der Messung mit der Vorhersage

P(j) =m’ (2.21)

v—1

vergleichen, wobei p =1 —p = ist und v die Anzahl der Intervalle

bezeichnet.

2.7.4 Der Maximum-von t-Test

Bei diesem Test generiert man v Untersequenzen von Zufallszahlen z;
aus dem Intervall z; € [0, 1[. Die Untersequenzen haben die Lange t. Aus
den Untersequenzen wird dann das jeweilige Maximum bestimmt.

Die theoretische Erwartung kann man leicht angeben, wenn man die
Wabhrscheinlichkeit P(x) berechnet, dass das Maximum kleiner als ein
vorgegebener Wert x ist. Wegen der Unabhéngigkeit der Variablen gilt
P(z) = z', da die Wahrscheinlichkeit fiir jede einzelne Zufallsvariable,
einen Wert kleiner als z anzunehmen, z ist. Die korrespondierende Dich-
tefunktion ist dann

p(z) =tz . (2.22)

Wir konnen die Gleichférmigkeit der Zufallszahlen durch die Einordnung
der z; in Teilintervalle und anschlieBenden y2-Test ermitteln. Die Dis-
kretisierung der z; ist aber iiberfliissig, wenn man den Kolmogorov-
Smirnov(KS)-Test anwendet.

Beim KS-Test wird die kumulative Verteilung zum Vergleich zwischen
theoretischer Erwartung und den erzeugten Daten herangezogen.

Die Signifikanz einer theoretischen Erwartung bestimmt sich dann aus
dem Wert von Dy = max |Sy(z) — P(z)|, wobei Sy(z) den An-
—oo<xr <00

teil der N Datenpunkte bezeichnet, die kleiner als x sind, und P(x) =
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/

[ da' p(z') die kumulative Verteilung der theoretisch erwarteten Wahr-

scheinlichkeitsdichte darstellt. Die Signifikanz der Hypothese wird dann
durch die Summe

o0

Qrs(A) =2 (=1)/ e @™ (2.23)
j=1
bestimmt, die die Eigenschaft

hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand D gréfier als der beobach-
tete Wert ist, ist gegeben durch

Prob(D > D) = Qs (VN +012+011/VNIDy) . (2:25)

Die Funktion Qxs() findet sich unter probks () in der Numerical Recipes
Bibliothek.
Weitere Tests, die in [1, 3] ausfiihrlicher besprochen werden, sind

e der Kollisionstest: Es werden N Zufallszahlen erzeugt und in M
Intervalle eingeteilt. Es gelte N < M. Ausgewertet wird die theo-
retische und empirische Wahrscheinlichkeit, dass zwei oder mehrere
Zufallszahlen in das gleiche Intervall fallen (Test auf Gleichférmigkeit).

e der Run-Test: Analyse der Zahl der auf- und absteigenden Un-
tersequenzen von Zufallszahlen der Linge 0 < ¢ <[ in der Sequenz
VON Ty, ..., Ty.

2.7.5 Bit-Level Tests

Die obigen Testverfahren haben die Eigenschaften des Wertes der Zufalls-
zahlen getestet. Fiir einige Anwendungen ist allerdings auch die Gene-
rierung von moglichst zufilligen Bits wichtig (Bsp.: Simulation von ein-
fachen stochastischen Cellular Automaten). In diesen Fillen miissen die
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Eigenschaften der einzelnen Bits gesondert getestet werden. Man spricht
dann von Bit-Level Tests.

Zwei dieser Tests sollen hier kurz vorgestellt werden:
d-Tupel Test

Beim d-Tupel Test werden die vom Zufallszahlengenerator erzeugten s
Bits der Integer Variablen x; benutzt. Wir stellen also die Integer-Zahl
folgendermaflen dar:

Il = b171...b15
IQ = bg,l...bzs

I = bui.. bs

Jede dieser Bindrsequenzen wird in Untersequenzen I] der Lange [ auf-
geteilt, die dann neue Binédrsequenzen bilden. Dann fasst man d solcher
Untersequenzen zu einer neuen Sequenz [ in folgender Weise zusammen:

71 = bl,l...bllbgl...bg,l...de...bdl

)

[2 - b2,1 ce b2,l ...... bd+1’1 ce bd+2,2

[k = bk71 c. bk,l . bd+k,1 . derk,l

Die I sind aus der Menge I € {0,...,2% — 1}. Es muss dann die
Verteilung der generierten Werte von [ analysiert werden (siehe Referenz
[2] in Vattalainen et al).

Der Rang-Test

Aus den Zufallszahlen konstruiert man (v x w)-Bindrmatrizen, deren
Rang analysiert wird. Die Verteilung fiir den Rang solcher zufilligen
Bindrmatrizen kann man berechnen und mit der empirischen Verteilung
vergleichen.
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2.7.6 Weitere Tests

(1) Spektraltests: Beschreiben die Eigenschaften der Hyperebenen von
Linear-Kongruenz Generatoren (Diskussion in [1]).

(2) Visuelle Tests: Die visuellen Tests erlauben eine schnelle qualitative
Analyse von Zufallszahlengeneratoren.
Beispiele:

(7)

(i)

Man plottet Paare von Zufallszahlen und sucht nach geordneten
Strukturen in der Abbildung.

Binérsequenzen koénnen als Zustédnde des zweidimensionalen Ising-
Modells bei der Temperatur T' = oo verstanden werden. Die Ei-
genschaften kénnen dann mit denen des korrespondierenden Ising
Modells verglichen werden.

Es werden n-Zufallszahlen erzeugt und die Absténde d;; = |z; — ]
zwischen allen Zahlen berechnet. Der Wert von d;; wird in eine
Graustufe iibersetzt, so dass die d;; ein zweidimensionales Muster
erzeugen. Fliachen mit gleicher Graustufe deuten auf Korrelationen
hin. In gleicher Weise kann man auch den Gap-Test visualisieren.

Literatur zu diesem Kapitel

[1 ] D.E. Knuth, The Art of Computer Programming (3 ed.), Addison-

2

Wesley, Longman (1998), Bd. 2, Kap. 3

| W.H. Press et al; Numerical Recipes in C, Cambridge University
Press, Cambridge (1992), Kap. 7

[3 ] I. Vattalainen et al; Preprint, hep-lat/9304008



Kapitel 3
Der Random Walk

Der Random Walk (dt.: “Irrweg”, RW) ist ein einfacher stochasti-
scher Prozef}, der die zufillige Bewegung eines Teilchens beschreibt.
Aus physikalischer Sicht ist der RW u.a. als Modell fiir einen Diffusions-
prozess von Bedeutung. Den RW kann man im zeitlichen und rdumlichen
Kontinuum formulieren, aber auch als Gittermodell in diskreter Zeit.
Letztere Variante eignet sich naturgeméfi am besten fiir Computersi-
mulationen. Beim diskreten RW in einer Dimension wird die Dynamik
des Teilchens einfach dadurch realisiert, dass das Teilchen mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf eines seiner beiden Nachbarplétze springt (siehe
Abb. 3.1).

1/2 12
NN

t t t Xl(t) t

Abbildung 3.1: Dynamik des “Random Walkers”: Zum Zeitpunkt
t befinde sich der RWer am Platz X (¢). Daher
wird der RWer nichsten Zeitschritt jeweils mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 auf dem Platz X (¢)+1
oder X (t) — 1 anzutreffen sein.

algorithm Random Walk in d =1

27
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begin
pos = 0;
for nsteps do
if ran() < p then
position = position +1;
else position = position -1;
end do
end

Der obige Algorithmus beschreibt einen eindimensionalen RWer in ei-
ner Dimension. Der Walker geht von der Startposition x = 0 mit der
Wahrscheinlichkeit p in positive x-Richtung und entsprechend mit der
Wahrscheinlichkeit 1 — p in negative x-Richtung.

Durch die stochastische Natur des RWs koénnen sinnvolle Aussagen iiber
Messgroflen nur im statistischen Mittel sinnvoll getroffen werden. Die
Mittelung setzt aber die Kenntnis der die Gréfie P(z,t) voraus, also der
Wahrscheinlichkeit, dass der Walker zur Zeit ¢ am Ort x zu finden ist.

Die Zeitentwicklung von P(z,t) wird durch die sogenannte Masterglei-
chung bestimmt. Sie lautet in diskreter Zeit ganz allgemein:

Pz, t+1) = - Zw(x — 2’ t)P(x,t) + Zw(x’ — x,t)P(2',t), (3.1)

und stellt auf der rechten Seite die Bilanz des Wahrscheinlichkeitsflusses
zwischen Ubergéngen, die von z wegfithren, und Ubergéingen, die zu z
hinfithren, dar. Durch w(z — 2',t) wird die Wahrscheinlichkeit bezeich-
net zur Zeit ¢ von der Konfiguration x zur Konfiguration x’ iieberzugehen.
Die Summation erstreckt sich {iber alle Zusténde des jeweiligen stocha-
stischen Prozesses. Speziell fiir den RW ergibt sich

w(z — ', t) = porrr1 + (1 —p)opr (3.2)
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und damit im speziellen Fall p = 1/2 die Mastergleichung?

[ =

P(z,t+1) == (P(x+1,t)+ P(z — 1,1)) . (3.3)

~ DN

Offenbar ist Position X(t) des Walkers nach ¢ Schritten eine stocha-

stische Variable, die eine Summe von ¢ unabhingigen Zufallszahlen
Sy € {—1,+1} ist:

t
X(t) = Sy, Prob(Sy=+1)=1/2.

t'=1

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir diese Summe ist die Binomialver-

teilung:
= Pt =5 ( (t —tyc>/2 ) |

Binomia Gauss

Abbildung 3.2: Die GauBlverteilung als Kontinuumslimes der Bi-
nomialverteilung

Im Limes grofler Zeiten ¢ — oo kann man die Binomialverteilung als
Gaufiverteilung ndhern, wie man formal mit Hilfe der Stirling-Formel fiir
die in den Binomialkoeffizienten auftretenden Fakultéten zeigt. Man kann
aber auch einfach den zentralen Grenzwertsatz anwenden, da (Sy) =

!Beim diskreten RW mit dem Startpunkt x = 0 zur Zeit ¢ = 0 sind bei geraden
Zeitschritten ¢t = 2,4, 6, .. nur gerade Plétze besetzt. Ensprechendes sind fiir ungerade
Zeitschritte nur ungerade Plédtze. Es treten folglich keine Verlustterme in der Master-
gleichung auf, da die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P(z,t) verschwinden.
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0 und (S2) = 1 gilt. Wir erhalten also fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(z,t) im Limes t — oo:

2
e~ V?/2

. 1
lim Py = z/Vt,t) =

Jim Ply =/ Viit) = ——
Die typische Léingenskala des RWs wird durch /¢ beschrieben, da wir
durch Reskalierung von z durch /¢ eine invariante Form von P(z,t)
erhalten. Gleichzeitig ist v/t die typische Entfernung des Walkers vom
Startpunkt nach ¢ Schritten.

200 r

X(t)

-200

d

0 10000 20000 30000 40000 50000

t

Abbildung 3.3: X (¢) fiir einige Realisierungen des RW im Ver-
gleich mit 4+/%.

Wenn man die Verteilungsfunktion P(z,t) durch eine Computersimulati-
on bestimmen mochte, muss man zunéchst viele Realisierungen X (¢) des
RW generieren, um dann aus der Mittelung P(z,t) zu bestimmen (siche
Abb. 3.3).
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Das Modell kann auch leicht verallgemeinert werden. Zunéchst einmal
betrachten wir den Kontinuumslimes, durch Einfiihrung einer Schritt-
weite a und Zeitintervalls 7. Damit ergibt sich fiir die Master-Gleichung:

Pz, t+71) = %{P(as —a,t)+ Pz +a,t)}.

Die Taylorentwicklung der linken (Entwicklung um ¢) und rechten (um
x) liefert in fithrender Ordnung (7 < 1, a < 1).

oP 1 OP(z,t) 1 ,0?°P(z,t)
OP(z,t) 1 ,0?°P(z,t)
B 1 ,0*P(x,t) 4

Setzen wir nun: lim, ;o 5~ = D, erhalten wir die Diffusionsgleichung

OP(x,t) D(?QP(x, t)
ot ox?

die die Losung

P(x,t) ! ( i )
r,t) = —— exp | ———
VarDt © \ 4Dt
besitzt. Wir sehen also, dass wieder die Liangenskala v/t auftaucht.

Die Beobachtung, dass die Einfiithrung eines Gitters die Eigenschaften auf
grofien Skalen nicht dndert, gilt auch fiir andere Modelle. Man kann also
héufig bei der Simulation auf das entsprechende Gittermodell zuriickgreifen.

Die Verallgemeinerung des Prozesses auf d-Dimensionen ist ebenfalls
leicht zu bewerkstelligen. Wenn man den Prozess auf einem kubischen
Gitter definiert, wahlt man einfach einen der 2d néchsten Nachbarplitze
aus. Die typische Léngenskala des Prozesses bleibt unveréindert, die Dif-

. . . . . 2
fusionskonstante verallgemeinert sich allerdings zu limg ;o 55~ = D.
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Abbildung 3.4: Gerichteter Walk in 2 Dimensionen n = (1,1).
Es sind nur Schritte in positive z-Richtung bzw.
positive y-Richtung erlaubt.

Der gerichtete RW ist eine Variante des RWs, bei der nur Schritte in
eine Richtung erlaubt sind, die eine positive Projektion auf eine Vorzugs-
richtung n besitzen:

Der gerichtete RW kann z.B. als einfaches Modell fiir ein Polymer in einer
Stromung aufgefasst werden oder aber als Modell fiir eine Grenzschicht
zwischen verschiedenen Doménen eines Ferromagneten.

Die Master-Gleichung des gerichteten RW kann einfach durch die Zerle-
gung von z(t) in einen Anteil z)(¢) parallel zur Vorzugsrichtung und in
einen Anteil 2 (¢) senkrecht zu n gelost werden. Parallel zu n bewegt sich
der Walker mit konstanter Geschwindigkeit. Senkrecht zu n entspricht die
Dynamik der eines gewohnlichen d — 1 dimensionalen RWs.
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Fiir die mittlere quadratische Entfernung nach N Schritten ergibt sich
dementsprechend

<$ﬁ,N> ~ NI,
mit v =1 und
<x2LN> ~ Nt

mit v, = % unabhéngig von der Dimension.

Nichttriviale Ergebnisse erhdlt man fiir gerichtete RWs in ungeordne-
ten Medien, bei denen die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei
Gitterplatzen zufillig gewédhlt wurden.

3.1 Einfache Polymermodelle und der Self-
Avoiding-Walk

Polymere sind lange Kettenmolekiile, die aus einer grofien Zahl von kon-
stituierenden Einheiten bestehen, den sog. Monomeren. Auf der Skala von
einigen Monomeren werden die Eigenschaften der Polymere wesentlich
von den chemischen Eigenschaften der Monomere bestimmt. Auf grofien
Skalen aber, d.h. fiir lange Polymerketten, spielen Details der chemischen
Bindung keine Rolle mehr. Man operiert dann mit einfachen Modellen,
die nur die Eigenschaften von Polymeren beschreiben, die das Verhalten
auf groffen Langenskalen beeinflussen. Das einfachste Modell eines Po-
lymers ist der RW. Die Verbindung zum Polymer wird offensichtlicher,
wenn man die sog. frei verbundene Kette betrachtet. Bei diesem Modell
wird eine feste Schrittweite gewéhlt, die Richtung des Walkers ist aber
beliebig.

Eine Variante des freely joined chains ist die, dass man den Winkel o
festhilt, wie es der Natur der chemischen Bindung entspricht. Dies er-
zeugt Korrelationen auf kurzen Skalen, die aber das asymptotische Ver-
halten von (R?) nicht beeinflussen.

Wir halten also fest, dass die Eigenschaften dieser einfachen Polymermo-
delle auf groflen Skalen denen des einfachen RWs entsprechen.
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Eine wichtige Eigenschaft von Polymeren, die bislang vernachléssigt wur-
de, ist, dass sich Polymere nicht durchdringen koénnen. Dies bedeutet
fiir das RW Modell der Polymere, dass sich die Trajektorien nicht mit
sich selbst schneiden diirfen. Die Selbstabstofung der Polymere wird
durch das Losungsmittel sogar noch verstérkt, da es bei einem guten
Losungsmittel fiir die Monomere energetisch giinstiger ist, sich mit Mo-
lekiilen des Losungsmittels zu umgeben. Dies fithrt zu einer effektiven
Abstoflung der Monomere untereinander.

Abbildung 3.5: Realisierungen des SAW auf einem zweidimensio-
nalen Quadratgitter. Jeder Gitterplatz kann nur
einmal besucht werden. Dies kann zum Abbruch
des Walks fithren, wenn kein freier Nachbarplatz
zur Verfiigung steht.

Ein einfaches Polymermodell, dass den Effekt der SelbstabstofBung beriicksichtigt
ist der sog. Self-Avoiding Walk (SAW). Der SAW wird auf einem Gitter
definiert. Der Volumenausschluss wird dadurch beriicksichtigt, dass der
Walker jeden Gitterpldtz nur einmal besuchen kann.

Zur Simulation des SAW muss man also ein Gitter definieren, auf dem

die Plétze, die bereits besucht worden sind, abgespeichert werden. Die

Zahl der moglichen Schritte des Walkers bei einer gegebenen Position

kann daher reduziert werden. Falls an der aktuellen Position des Walkers



3.1. Einfache Polymermodelle und der Self-Avoiding-Walk 35

kein Nachbarplatz frei ist, muss der SAW abgebrochen werden (vergl.
Abb. 3.5).

Der SAW kann mit folgendem einfachen Algorithmus simuliert werden:

algorithm self-avoiding walk
begin
Initialize
for (i< N) latt[i]=0;
pos = 0;
while ( t < nsteps ) do
pos = select_neighbour(pos);
if ( pos > 0 ) latt[pos| = 1;
else break;
t=t+1;
end while
end

procedure select_neighbour(pos)
begin
nn = count= 0;
while ( nn < neighbors ) do
if ( !att[neigbor[pos|[nn]] )
newsite[count| = latt[neigbor[pos|[nn]];
count = count+1;
end if
end while
if ( count ) select = ran()*count;
return newsite[select];
end if
else return -1;
end

Die Selbstwechselwirkung éndert die universellen Eigenschaften des RWs.
So wird beispielsweise der Exponent v, der das Verhalten von (R?) ~ N
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beschreibt, dimensionsabhéngig und entspricht nur fiir d > 4 dem des
einfachen RWs. Aus einer Skalenanalyse ergibt sich die Form

3
_ 2 4hn
v d+2

v = 1

o+
vl o
N =

die in d = 1, 2,4 mit dem exakten Ergebnis {ibereinstimmt und fiir d = 3
zumindest eine gute Ndherung darstellt. Da der Exponent fiir 2 < d < 4
analytisch nicht exakt berechnet werden kann, muss der Wert aus der
Skalenanalyse numerisch {iberpriift werden. Problematisch ist aber dabei
die Generierung grofler Walks, da die Zahl der SAWSs im Verhéltnis zu
der Anzahl der méglichen RWs exponentiell veschwindet. In jiingster Zeit
sind aber sehr effiziente Algorithmen entwickelt worden, die grofie Ket-
tenldngen generieren kénnen. Diese Techniken werden in einem spéteren
Abschnitts erldutert.
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Der Perkolationsiibergang

4.1 Perkolationmodelle

Bei der Perkolation werden &hnlich wie beim Random Walk in einfa-
cher Weise zufillige Konfigurationen erzeugt. Eine Art der Perkolati-
on, die sog. Site-Perkolation, besteht darin, dass man auf einem vorge-
gebenen Gitter Pldtze (Sites) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit p besetzt. Entsprechend bleiben Platze mit der Wahrscheinlichkeit
1 — p unbesetzt. Die beiden Gitterzustande (besetzt/unbesetzt) konnen
fiir vielfaltige Eigenschaften stehen. Ein Beispiel ist, die besetzten Sites
als leitend und die unbesetzten Sites als isolierend zu betrachten. Legt
man an ein solches System eine Spannung an, kann ein Strom nur dann
flielen, wenn benachbarte Pléitze besetzt sind. Bei einer hohen Beset-
zungswahrscheinlichkeit p erwarten wir, dass das Gesamtsystem leitend
ist, weil man einen oder mehrere Pfade zwischen néchsten Nachbarn fin-
det, auf denen man das System durchqueren kann. Umgekehrt wird man
bei sehr kleinen Werten von p solche Pfade nicht finden und das System
verhélt sich isolierend.

Die Existenz von isolierender und leitender Phase impliziert, dass es einen
Wert p, gibt, fiir den der Strom zum ersten Mal das System durchdringen
kann. Diesen Wert p. bezeichnet man auch als Perkolationsschwelle.
Neben der Site-Perkolation betrachtet man auch die Bond-Perkolation,
bei der die Bindungen zwischen benachbarten Gitterplatzen zufillig ge-

37
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A

Abbildung 4.1: Zweidimensionales Quadratgitter mit zufillig besetzten Sites.
Knoten, die sich auf benachbarten (néchste Nachbarn!) Gitterplédtzen befinden,
gehoren zum gleichen Cluster. Wenn sich ein Cluster von A nach B erstreckt,
spricht man von einem perkolierenden Cluster.

setzt werden. Beide Arten der Perkolation haben zahlreiche Anwendun-
gen. Die Bond-Perkolation kann noch natiirlicher als zufélliges Netzwerk
von elektrischen Leitern verstanden werden. Eine weitere Anwendung
stammt aus der Chemie, der Sol-Gel Ubergang. Der Sol-Gel Ubergang
ist der Ubergang von einer fliissigen Phase mit kleinen sich verzweigen-
den Molekiilen (Sol) zu einem makroskopischen Netzwerk (Gel) durch
Aktivierung von Bindungen zwischen den Molekiilen. Das Gel besitzt
dann mechanische Eigenschaften analog zu denen eines festen Korpers.
Ein Beispiel fiir den Sol-Gel Ubergang ist das Eierkochen.

Im Rahmen eines Perkolationsmodells wird die Zahl der aktiven Bindun-
gen durch die Wahrscheinlichkeit p parametrisiert, eine Bindung zwischen
benachbarten Platzen zu setzen.

e p > p.: makroskopisches Netzwerk von Bindungen (Gel)
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B

A

Abbildung 4.2: Bond-Perkolation: Quadratgitter mit zufillig gesetzten Kan-
ten (fett).

e p < p.: Bindungen nur auf endlichen Skalen (Sol)
e p = p.: Sol-Gel Ubergang

Die Struktur des Problems macht auch eine Verkniipfung von Bond und
Site-Perkolation sinnvoll, da man dann auch die zuféllige Anordnung des
Materials beriicksichtigt.

Eine weitere wichtige Variante ist die Besetzung der Gitterpunkte gemé&f
einer gewéhlten stochastischen Dynamik. In Modellen zur Ausbriitung
von Epidemien (besetzt = krank / unbesetzt = gesund) oder Wald-
brénden (besetzt = brennend) werden die Nachbarsites mit einer vor-
gegebenen Wahrscheinlichkeit besetzt.

Schlielich kann man Perkolation auch im Kontinuum formulieren (Schweizer-
Kése Modell). Bei dieser Variante bohrt man an zufélligen Positionen
Locher einer vorgegebenen Grofie in das Material und analysiert den
Anteil des verbleibenden Materials p. an den Punkt bei dem das Rest-
material gerade noch perkoliert. In d = 2 ist p. = 0.312. Der Perkola-
tionsiibergang wird durch die geometrischen Eigenschaften des grofien
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Cluster in der Nahe von p,. charakterisiert.
Aus theoretischer Sicht wird er dadurch interessant, dass er als kritisches
Phénomen verstanden werden kann.

4.2 Perkolation als kritisches Phinomen

I:)inf ’

0 R 1
Abbildung 4.3: Typischer Verlauf von P, im unendlichen System.

Die Eigenschaften von Perkolationsmodellen entsprechen zumindest teil-
weise denen thermodynamischer Systeme am kritischen Punkt. Wie bei
thermodynamischen Phaseniibergédngen kann man einen Ordnungspa-
rameter finden, der in einer Phase (p < p.) verschwindet und in der
anderen Phase (p > p,.) einen endlichen Wert annimmt (vergl. Abb. 4.3).
Bei der Perkolation ist der Ordnungsparameter die Wahrscheinlichkeit
P, dass ein Bond/Site zum unendlichen Cluster gehort.

Wir haben also folgenden Verlauf von P..:

P<p. : Pyx=0

pP>pe Poooc(p_pc)ﬁ

An der Perkolationsschwelle betrachtet man also ein algebraisches An-
wachsen von P..

Der Wert von p. hingt, wie man Tabelle 4.2 entnehmen kann, von der

Gitterstruktur, der Dimension und der Art der Perkolation ab.
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Pec
d Gitter Site-Perkolation Bond-Perkolation
Dreieck 1/2 2sin(7/18)
2|  Quadrat 0.5927460 1/2
Honigwaben 0.6962 1 — 2sin(7/18)

fee 0.198 0.119
3 bee 0.245 0.1803

sc 0.31161 0.248814

st |
0 R 1

Abbildung 4.4: Typischer Verlauf von £ im unendlichen System.

Eine weitere Charakterisierung des Phaseniibergangs wird durch die De-
finition der Korrelationslinge ¢ erreicht. Die Korrelationsldnge be-
schreibt die lineare Ausdehnung der endlichen Cluster. Das Verhalten
von ¢ wird durch
5 ~ ’p - pc’ﬂj

beschrieben (siehe Abb. 4.4). Der Exponent, der die Divergenz beschreibt,
ist fiir beide Phasen derselbe. Gemessen wird die Korrelationsldnge durch
die Bestimmung des mittleren Abstandes zweier Punkte im gleichen Clu-
ster (fiir p > p, werden die perkolierenden Cluster nicht betrachtet).

Ein weiterer Exponent wird durch die mittlere Zahl der Platze bzw. die
Masse der endlichen Cluster S festgelegt. In der Néhe von p. beobachtet
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man:
S o |p - pc|7ﬂy
(Der Exponent « hat ebenfalls fiir p > p. und p < p. den gleichen Wert.)

Die Werte von 3, v, ~ sind universell, d.h. sie hidngen ausschliellich von
der Dimension, nicht aber von den Details der Gitterstruktur (fec, sc, . . .)
oder von der Art der Perkolation (Site/Bond) ab.

Man hat folgende Werte fiir die Exponenten gefunden

|d=2| d=3 |d>6
31 5/36 |0.417 £0.003
v| 4/3 |0.875+0.008
v | 43/18 | 1.795 £ 0.003

— ol

Die Werte fiir d = 2 wurden durch eine exakte analytische Rechnung
bestimmt. Ab der Dimension 6 wird die Mean-Field Naherung exakt. In
den iibrigen Dimensionen miissen die Exponenten numerisch bestimmt
werden.

4.3 Algorithmen zur Cluster-Identifizierung

Die numerische Untersuchung des Perkolationsiibergangs setzt zunéchst
die Generierung von zufélligen Konfigurationen mit der vorgegebenen Be-
setzungswahrscheinlichkeit voraus. Dies ist aber trivial. Die anspruchs-
vollere Aufgabe besteht darin, effizient Cluster zu identifizieren und zu
analysieren. In diesem Abschnitt werden drei Algorithmen vorgestellt zur
Identifizierung von Clustern vorgestellt. Die ersten beiden Algorithmen
sind Suchalgorithmen, die auf allgemeine Graphen angewendet werden
konnen, wiahrend beim dritten Algorithmus die Gitterstruktur ausgenutzt
wird.

4.3.1 Depth-First-Search

Der Depth-First-Search Algorithmus eignet sich zur Bestimmung von Clu-
stern auf allgemeinen Graphen G(V, E), wobei V fiir Knoten (Vertices,
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1 4

Abbildung 4.5: Veranschaulichung des Depth-First-Search Algorithmus:
Nachdem alle Knoten des Graphen, als nicht zu einem Cluster gehorend in-
itialisiert worden sind, startet man die Suche mit dem Knoten 1. Dann geht
man zu einem Nachbarn, der noch nicht zum Cluster gehért (Knoten 6). Die
Suche wird in die Tiefe fortgesetzt, d.h. man kehrt nicht zu 1 zuriick, sondern
besucht zunéchst die Nachbarn des neuen Knotens, die noch nicht im Cluster
sind. Die Reihenfolge der besuchten Knoten ist durch die Zahlen ausserhalb
des Kreises angezeigt.

Gitterpunkte) und E fiir Kanten (Edges, Bindungen) steht. Die Wir-
kungsweise des Algorithmus ist in Abb. 4.5 dargestellt. Kennzeichnend
fiir den Algorithmus ist, dass man soweit wie moglich in die Tiefe geht,
bevor die Nachbarn des Startknotens ¢ besucht werden.

Jeder Knoten eines Clusters wird genau einmal besucht. Es wird ein
Baumstruktur erzeugt, die den Cluster aufspannt (Spanning Tree). Fiir
den Gesamtgraphen erzeugt man einen Spanning Forest.

Der Algorithmus hat die folgende Struktur:

algorithm components (G)
begin
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Initialize

for (i € V) compli] := 0;

t =1,

while(there is a node i with comp[i]=0) do
depth _first(G,i,comp,t);
t=t+1;

end while

end

procedure depth _first(G,i,comp,t)
begin
compli] := t;
for all neighbors j of i do
if (comp(j]=0)
depth_first(G,j,comp,t);
end if
end for
end

4.3.2 Breadth-First-Search

Kapitel 4. Perkolation

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung von Clustern ist der Breadth-
First-Search (BFS) Algorithmus, der zunéchst alle Nachbarknoten abar-

beitet bevor er zum néchsten Knoten iibergeht.

Der Algorithmus identifiziert alle Elemente eines Clusters und bestimmt
zusétzlich den Abstand vom Startknoten. Ferner wird der kiirzeste Pfad
von einem beliebigen Punkt auf dem Graphen zu seinem Startpunkt ge-

speichert (durch pred ()).

Zur vollstandigen Bestimmung der Cluster einer Konfiguration muss man
den BFS Algorithmus mehrfach mit verschiedenen Startknoten aufrufen.

Der Algorithmus kann in folgender Art und Weise implementiert werden:

procedure breadth-first-search(G,s)
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Abbildung 4.6: Suchschema beim BFS Algorithmus. Ausgehend vom Oten
Knoten werden alle Nachbarknoten besucht und ihnen der Level 1 zugeord-
net. Dann werden alle Nachbarsites des néchsthoheren Levels abgearbeitet, bis
schlieSlich alle Sites abgearbeitet sind. Jede Kante des Graphen wird zweimal
beriihrt.

begin
Initialize
queue Q:= s;
level(s):= 0;
for (all other vertices) level(i) = -1;
queue pred(0):= -1;
while (Q not empty) do
Remove first vertex i of Q;
for (all neighbors j of i) do
if (level(j) = -1 ) do
set level(j) := level(i) + 1;
set pred(j) :=1;
add j at the end of Q ;
end if
end for
end while
end
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4.3.3 Der Hoshen-Kopelman Algorithmus

Der Hoshen-Kopelman Algorithmus (HKA) stellt eine sehr effiziente Me-
thode zur Analyse von Clustern auf reguldren Gittern dar. Die Ein-
schriankung beziiglich der Gitterstruktur wird im Vergleich zu den beiden
Suchalgorithmen dadurch kompensiert, dass der HKA sich effektiv paral-
lelisieren ldsst und somit die Simulation von sehr grofien Gittern zulésst.
Die Grundidee des HKA besteht darin, den verschiedenen Clustern je-
weils genau ein Label zuzuordnen. Die Zuordnung des Labels erfolgt fiir
jeden Gitterplatz durch eine lokale Operation. Durch den HKA kann die
GroBenverteilung der Cluster in einem Durchlauf bestimmt werden.

X
y 1|1 2 1 2
1 3|2 1 2|2
4 2 2
4 2 2
5 2 6 5 2 6

Abbildung 4.7: Iterationsstufen im Hoshen-Kopelman Algorithmus:
Links: Beispielkonfiguration auf dem 2d-Quadratgitter mit offenen Rand-
bedingungen. Mitte: Indizierung der Cluster mit den aktuellen “wahren”
Labeln der Nachbarn. Rechts: Korrektur der Label in einem zweiten
Durchlauf.

Wir wollen die Arbeitsweise des Algorithmus am Beispiel des zweidimen-
sionalen Quadratgitters erlautern:

Im ersten Durchlauf wird jedem besetzten Site das Minimum der wah-
ren Nachbarlabel zugordnet. Da man sich bei der Zuordnung der La-
bel auf den oberen und linken Nachbarn beschrénkt ist gelegentlich eine
Korrektur des Labels erforderlich. Entscheidende Idee des Algorithmus
ist es nun, die Korrektur des Labels nicht tatsdchlich auszufiihren, son-
dern nur zu speichern, in welches Label das temporér zugeordnete Label
iibergegangen ist.



4.3. Algorithmen zur Cluster-Identifizierung A7

In unserem Beispiel tritt ein solcher Fall bei der Betrachtung des Platzes
(4,2) auf, der zum Cluster “2” gehort, ebenso wie der Platz (3,2), der
mit dem temporédren Label “3” belegt wurde. Die Vereinigung der Clu-
ster wird dadurch berticksichtig, dass man ein Feld N(m) fiihrt, dass die
Anzahl der Gitterplatze im Cluster m speichert. Fiir den Fall unterschied-
licher Label der Nachbarn kann addiert man die Zahl der Gitterplitze
der verschiedenen Cluster und ordnet sie dem Minimum der Label zu. In
unserem Fall ergibt sich N(2) = N(2)+ N3)+1=1+1+1=3. Zur
spateren Korrektur des Index speichert man dann mit welchem Cluster
der Cluster “3” zusammenhéngt. Dies geschieht einfach durch die Zu-
ordnung N(3) = —2. Durch diese Art des Speicherns kann man auf die
Korrektur der Label verzichten.

Damit die Clustergrofle direkt nach einem Durchlauf ausgegeben werden
kann, muss man immer das wahre Label beriicksichtigen. Dies bedeutet
z.B. fiir den Platz (3,5), dass wegen N(4) = —2 und N(2) = 10 dem
Platz der Index “2” zugeordnet wird. (Im allgemeinen Fall ist es auch
moglich, dass man mehrere Schritte braucht, bis man auf ein positives
N(a) und damit auf den wahren Index st6ft.) Im Anschluss erhtht man
die Zahl der Elemente im Cluster “2” auf N(2) = N(2) + 1.

In einem zweiten Durchlauf wird dann die Korrektur der Indizes durch-
gefiihrt, d.h. man ordnet allen Gitterplatzen mit einem Index m, fiir den
N(m) < 0 gilt, den wahren Index zu.

Der HKA fiir ein offenes 2d-Quadratgitter hat die folgende Struktur:

algorithm Hoshen-Kopelman
begin
m=1;
for (i <N ) do
if (occli] ) do
Ix =1y =-1;
if (occnx[i]] ) Ix = get_label ( nx[i] );
if (occlnyl[i]] ) ly = get_label ( nyli] );
if ( (Ix>0) & (ly>0)) label[i] = merge (nx[i], nyl[i]);
else if (Ix>0) do
label[i] = Ix;
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n(lx| = n[lx]+1;
end else if
else if (ly>0)do
label[i] = ly;
ully] = nfly]+1;
end else if
else do
label[i] = m;
njm| = 1;
m = m+1;
end else
end if
end for
for iel...N)do
if (‘occl[i] )
label[i] = get_label (i );
end for
end

procedure get_label (1)

begin
s = label[i];
while ( n[s] < 0) do s = -nls[;
return return s;

end

procedure merge(Ix,ly)
begin
cl = min{ Ix,ly } ;
c2 = max{ Ixly };
nfcl] = nfcl] + nfc2] + 1 ;
nfc2]= -cl;
return cl;
end

Kapitel 4. Perkolation
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4.4 Der Perkolationsiibergang: Skalentheo-
rie und Finite-Size-Scaling

Der Perkolationsiibergang bei p = p. ist ein Phaseniibergang zweiter
Ordnung. Er geniigt mathematischen Gesetzméfigkeiten, die allgemeiner
Natur sind, d.h. wir werden sie bei anderen Phaseniibergéngen zweiter
Ordnung wieder antreffen. Diese GesetzméBigkeiten werden in Form von
sogenannten Skalengesetzen wiedergegeben.

Die erste Grofle, die wir betrachten ist ng(p) (s= “size”), die Konzen-
tration von Clustern der endlichen Grofle s im unendlichen System mit
Besetzungswahrscheinlichkeit p. Demnach ist ng(p) die Wahrscheinlich-
keit, dafl ein beliebig herausgegriffener Gitterplatz zu einem Cluster der
Grofle s gehort, dividiert durch die Grofle des Clusters s!

Es stellt sich heraus, dal ns(p.) algebraisch mit s abféllt:

ns(pe) o< s~ (4.1)

wobei 7 ein sogenannter kritischer Exponent ist (7 < 3), der von der z.B.
von der Dimension des Gitters abhéngt.

In der Néhe von p, geniigt ns(p.) einer Skalenform bzw. einem Skalen-
gesetz:

ng(p) = s f ((p—pe)/" ) (4.2)

wobei o ein anderer kritischer Exponent ist und f(x) eine sogenannte
Skalenfunktion. Skalenfunktionen héngen immer von dimensionslosen
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Skalenvariablen ab, z.B. dem Verhiltnis zweier Langenskalen. In unse-
rem Fall ist die Skalenvariable das Verhéltnis der linearen Clustergréfie
s¥/4s1 ynd der Korrelationslinge

5 = |p - pcl_y' (43)

Wenn die Skalenannahme (4.2) erfiillt ist, so sollte fiir o gelten

s 8 v
S(p_pc)l/ ~ NS(p—pc) df7

&l

d.h. man erwartet die Skalenrelation:

1
~—ud 4.4
— = vy (4.4)

Bemerkung: (1) Wir haben stillschweigend die fraktale Dimension
dy eingefiihrt, die in der Néhe von p. die Beziehung zwischen linearer
Ausdehnung Ry eines Clusters und seiner Geamtmasse S beschreibt:

S o RY (4.5)

(2)

Es ist f (5%) = f(Slf/df) . wobei f(x) = f(gjl/df)

1Perkolationsclustern
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eine andere Skalenfunktion ist, die ebenso von einer dimensionslosen Va-
riablen abhéngt. Wir kénnen also das Argument x einer Skalenfunktion
f(x) beliebig manipulieren.

Wesentlich fiir die Giiltigkeit einer Skalentheorie wie oben ist die Tatsa-
che, daf das System asymptotisch (d.h. fiir S — o0, § = |p — p.| — 0)
nur eine relevante Léangenskala & besitzt, die fiir 0 — 0 divergiert. Auf
kleinen Skalen kénnen durchaus signifikante Abweichungen von den Ska-
lengesetzen auftreten (miissen auch, denn sonst wéren alle Gitter auch
mikroskopisch gleich!).

Aus (2) ergibt sich fiir die mittlere Masse S der Cluster:

-y SN

° 52::1 ’ (2?—1 S ns>
=D

wobei sng/ Y oo | sny die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dafl ein besetzter

Platz zu einem Cluster mit s “Sites” gehort.

1 & 1 &
S =- $*ng o~ — STV s
p vy 2T

~
divergiert wegen 2<7<3
00

N/d852_Tf(CS) c =0l

1
0o

~ T / dx 2°77 f(z)

*

6(3—7’)/0’ _ ’p . pc|(3—7')/a

(4.6)
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Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit P, dafl ein Platz zum un-
endlichen Cluster gehort:

1 -y
Po=1—- SNg
——
=p fir p<p.dh P, =0

Denn jeder Platz ist entweder:
a) leer mit Wahrscheinlichkeit 1 —p
b) besetzt und im unendlichen Cluster mit Wahrscheinlichkeit pPy,
¢) besetzt, aber nicht im unendlichen Cluster

Da ), sns konvergent ist, kénnen wir zur Bestimmung des singuléren
Anteils nicht einfach die Summe durch ein Integral ersetzen. Wir wenden
folgenden Trick an:

100
Po=1—- s'T f(es
p; (cs)

dPy
=
&

y — %;SszI(CS)
~ / ds s> f'(cs)
1

o CT—3

= P sing. X ¢ 2 =00 (2<7 <3

T—2
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Umgekehrt ergeben sich aus v = (3 — 7) /o und g = (1 — 2)/0o:

Bemerkung:

My =), ns ist die totale Anzahl von Clustern.

My o< ™ (mit obigem Trick), d.h. My o< §~V/7 = §2-
mit

T—1

2—a= =20+7 (4.9)

Die genaue Definition der linearen Ausdehnung R, eines Clusters der
Grofe s (der “mittlere quadratische Abstand” zwischen allen Paaren
eines Clusters) ist:

s

1
2 2 2/d
R = oy 2 ) st

ij=1

Jeder Gitterplatz gehort mit Wahrscheinlichkeit sn, zu einem Cluster der
Grofe s und ist darin mit s (genau s — 1) anderen Plidtzen verbunden.
Der Wert R? wird daher mit der Wahrscheinlichkeit s?ng/(> 0 s%ny)
angenommen. (s* taucht wegen Gleichgewichtung jedes Paares auf).
Im Mittel ist daher R% gleich &2, der Korrelationslinge zum Quadrat.

o0 2 .2
— ZS:]. RSS ns

chz)l s%ng

62
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Also:
Doy ST f (0 — pe) 7 )
2oty f((p—pe)7 )
Wir iiberfithren die Summen in Integrale, um die Asymptotik abzuschétzen:
0= P — De

& ~

[e.9] oo

Zso‘f(él/“ ) ~ /dssaf(él/" s) = 5_(1+a)/”/d$xo‘f(x)
s=1 1 =T *

§—(2/ds+3-7)/0
§—B-1)/c
Dies ergibt wieder die schon oben erwahnte Relation:

= 52 ~ ~ 5—2/de _ ‘p _pcl—Q/de

1

V= —
O’df

Die Fraktale Dimension des perkolierenden Clusters:

Da
P Masse des perkolierenden Clusters

Gesamtmasse

In einem endlichen System der Linge L mit L ~ & = (p—p.)~" (p > pe)
ist Py, = &% /€7 | andererseits Py, = 0% = ¢7%/ = (Hyperskalenrelation)

B _
= =d-d, (4.10)

Bis hierhin haben wir iiber die in einem unendlichen System auftreten-
den Singularitéiten und die sie charakterisierenden kritischen Exponenten
gesprochen. In einer Computer-Simulation kénnen wir aber nur endli-
che Systeme untersuchen — wie kénnen wir aus den Daten fiir P, S, &,
usw. fiir ein endliches System (mit linearer Ausdehnung L) Erkenntnisse,



4.4. Der Perkolationsiibergang: Skalentheorie und Finite-Size-Scaling 55

d.h. insbesondere Schéatzwerte und deren Fehlerbalken, fiir die gesuchten
kritischen Exponenten [3,v,v, 0,7, ... erhalten? Der naive (aber hin und
wieder beschrittene) Weg besteht darin, “sehr grofe” Systeme zu untersu-
chen und an die Daten irgendwie die Funktionen mit den entsprechenden
algebraischen Singularitdten anzufitten. Dies ist recht unzuverléssig. Der
“bessere”, weil systematischere und zuverléssigere, Weg besteht in einer
Finite-Size-Scaling (FSS) Analyse.

Betrachte ein System der Grofle L, z.B. ein L x L-Quadratgitter. Im
unendlichen System gibt es fiir p < p. keinen unendlichen Cluster, fiir
p > p. gibt es immer einen. Fiir p = p. gibt es manchmal einen, sagen wir
mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Nennen wir Ppe.(p) die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl ein unendlicher Cluster auftritt, so ist dies eine Stufenfunktion.

by Pull),

Y,

Abbildung 4.8: Abhingigkeit der Perkolationswahrscheinlichkeit von p im
unendlichen (links) und im endlichen (rechts) System.

=
%
____..___|
[E=Y

D, P D

Im endlichen System wird der Ubergang unscharf, d.h. es gibt eine endli-
che Wahrscheinlichkeit bereits fiir p < p. einen perkolierenden Cluster im
System zu finden bzw. fiir p > p. keinen. Pye(L, p) ist eine analytische
Funktion. Die Steigung von Pperc(L, p) bei p = p. wird mit zunehmendem
L immer gréfer wird und die schraffierten Flachen werden immer kleiner.

Neben L existiert eine weitere charakteristische Lingenskala im System,
die Korrelationslénge £. Die FSS-Form fiir P,e,(L) ist demnach:
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Poere(L,p) ~ P(L/€) = P(L4") (4.11)
P {L.p)
i’ g A %ert(.L’p)
A
14— b gnon®X "
iox. x Ll
.:' o L2
.Xxi L] L3
o pxe” : 1 1 >
-1 0 +1 L&Y

Abbildung 4.9: Links: Plot von Pperc(L,p) fiir verschiedene L als Funktion
von p (L1 < Lg < L3). Rechts: Skalenplot von Pperc(L,p) fiir verschiedene L
aufgetragen gegen die Skalenvariable L/& = Lo".

Bei p = p. wird geméB (4.11) P,ec(L,p) unabhéngig von L (das Argu-
ment der Skalenfunktion ist fiir alle Werte von L Null, da die Korre-
lationslédnge divergiert), alle Kurven P,e.(L,p) als Funktion von p (fiir
verschiedene L) schneiden sich in einem Punkt Pueo(L,p = p.) — der
Wahrscheinlichkeit dafiir bei p. einen perkolierenden Cluster zu finden.

Damit haben wir ein probates, d.h. sehr zuverldssiges, Mittel an der
Hand, p. zu bestimmen!

Der Skalenplot oben rechts ermoglicht eine zuverlissige, erste Bestim-
mung von v: Durch Auftragung von Pye.(L,p) als Funktion von 6" L =
(p — pe)’ L (p. wie oben bestimmt) miissen geméfl (??) alle Daten fiir
verschiedene L auf eine Kurve fallen, der Skalenfunktion P(z). Da wir
v i.a. nicht a priori kennen, und wir wissen, dafl der sog. Datenkollaps
nur fiir die richtige Wahl von v eintritt, ist v ein Fit-Parameter. Wir va-
riieren ihn so lange, bis durch bloles Hinsehen die Daten moglichst gut
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“kollabieren” (d.h. zusammenfallen). Dies ist sicherlich fiir ein ganzes In-
tervall [v — Av, v + Av| akzeptabel, z.B. Av = 0.01. Wir erhalten so
einen groben Schatzwert fiir den Fehler des so bestimmten Wertes von v.
Systematischer wiirde man versuchen, eine stetige Kurve mittels Least-
Square-Fit (z.B. Splines) durch die Daten zu legen und den Fehler durch
einen y2-Test bestimmen.

Als néchstes betrachten wir Py (L,p): Am kritischen Punkt ist £ = oo
und die lineare Ausdehnung RPe'® < des groBten Clusters (largest clu-
ster,l.c.) ist identisch mit der Systemgrofie L (denn er perkoliert). Es gilt
also: p = p. = £ = oo = RP™ < = [, Damit ist die Wahrscheinlichkeit,
dafl ein Bond zum perkolierenden Cluster gehort, einfach die Masse des
perkolierenden Clusters dividiert durch das Gittervolumen:

LY o

Durch doppelt-logarithmische Auftragung von P, (L, p = p.) verschiede-
ner L sollten wir also eine Gerade mit der Steigung —(3/v erhalten. Das
ergibt, durch Least-Square-Fit einen Schétzwert (incl. Fehler) fiir 5/v.

Fiir p # p. gibt es zwei Grenzfille:

L>¢ = P, verhilt sich fast = Py ~ (p—pe)°?
wie im unendl. System

L<¢ = P verhélt sich fast = P~ L P
so wie eines mit & = oo,
d.h. bei p = p.

Da asymptotisch nur das Verhéltnis der beiden Lingenskalen L/¢ in
P (L,p) eingeht, ist die entsprechende FSS-Form
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In Byt (L,p=p,)
A

\J

InL

Abbildung 4.10: Die doppelt-logarithmische Auftragung von Poo(L,p = p;)
erlaubt die Bestimmung von 3/v. Der Quotient ist geméfl G1.(?7?) die Steigung
der sich ergebenden Geraden.

Po(L,p) ~ L™/ (L/¢) (4.13)

mit §(z) xBv f.zx1
g const. f.x>1

(denn fiir L/€ < 1ist dann L=/ g(L/€) ~ L=8/V(L/€)P/v = ¢=Blv = §5)

Analog verlauft die Behandlung von S(L,p), der mittleren Masse der
Cluster

S(L,p =pe) ox L (4.14)

L<E=S~(p—p)"
L>»¢=8~L"
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LR (L)

-1 0 +1 Ly’

Abbildung 4.11: Links: P, fiir verschiedene L. Rechts: Skalen-Plot, durch

den man einen zweiten Schatzwert fiir v erhilt.

~ S(L,p) ~ L h(L/€) (4.15)

. A S |
h(L/€) ~ { const. f.z>1

Die fraktale Dimension d; erhélt man einfach durch Analyse der Masse
des perkolierenden Clusters im endlichen System

gperc. cl. (p — pc) o Ldf

(— log-log Plot von SP vs. L bei p = p,)
Eine unabhéngige Bestimmung von v erhélt man durch Berechnung von

¢ iiber Rq:

7 und o, fiir die man Schétzwerte aus (4.8) erhélt, wenn 5 und v schon be-
rechnet sind, kann man anhand von Skalenplots gem#f} (4.2) fiir S < L%
iiberpriifen: Fiir jeweils feste s sollte ein Plot n,(p) - s™ versus 6/?s einen
Datenkollaps fiir verschiedene s erzeugen. Bei p = p. andererseits kann
man ng im log-log Plot (vs. s) betrachten, das ergibt einen Schitzwert
fiir 7.
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Ier-pC)

Abbildung 4.12: Man kann iiber den Wert von Rg die Korrelationslinge
berechnen. Dies erlaubt die Bestimmung von v im log-log Plot direkt aus der
definierenden Gleichung (4.3).

In ng(p=p,)
A

slope -T

Ly |L2|Ls

Ins

Abbildung 4.13: Unabhéngige Bestimmung von 7: Am kritischen Punkt kann
man im log-log Plot von ng versus s den Exponenten 7 aus der Geradenstei-
gung bestimmen.

4.5 Verwandte Perkolations-Probleme

4.5.1 Epidemieen und Waldbrénde

Der Prozess ist auf einem Quadratgitter definiert, jeder Gitterplatz ent-
spricht einem Individuum. Mit Wahrscheinlichkeit p sei das Individuum
infizierbar, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p immun.

t=0: Individuum auf zentralem Gitterplatz sei infiziert.
t — t+1: Infiziertes Individuum infiziert alle nicht-immunen Nachbarn.

Das Problem entspricht der Site-Perkolation:
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p < pe: Nur endliche Cluster ~» Epidemie stoppt nach einer gewissen Zeit
p > p.: Epidemie breitet sich {iber das gesamte System aus.

M(t) = Angzahl infizierter Individuen oc t% (4.16)

d;= Graph-Dimension, beschreibt wie die Cluster-Masse mit der chemi-
schen Distanz [ skalt. Die chemische Distanz [ zwischen zwei Punkten
entspricht der Lange des kiirzesten Weges auf dem Cluster. Es gilt

| ~ ghmin (4.17)
wobei r den euklidischen Abstand zwischen den ausgewihlten Punkten
bezeichnet. (Fiir Cluster, die eine regulére euklidische Gitterstruktur ha-
ben, z.B. Quadratgitter, gilt: d; = dy = d und dpi, = 1)

R(t) = Ausbreitungs — Radius oc M (t)Y/% (4.18)
d
(??):>d,::¢in

Einige Werte fiir die verschiedenen Dimensionen, fiir p < p.:

| d=2[d=3

dy ~ | 91/48 | 2.524

dy~ | 1.678 | 1.84

i ~ | 1.13 | 1.374

Fir p > p. und R > ¢ wird der Cluster kompakt, d.h. d; = dy = 2.
Oberhalb von p, ist daher in erster Linie die Ausbreitung der Front von
Interesse. Diese wird durch die Ausbreitungsgeschwindigkeit quanti-
fiziert. Sie ist gegeben durch v = dR/dt ~ t%/4~1, Im allgemeinen gilt
d; < dy (da der Radius des Clusters hichstens linear in ¢ wéchst). Aus-
serdem haben wir die Randbedingung v — 0 fiir p — p., da sich die
Epidemie nur fiir p > p, fiir alle Zeiten weiter ausbreitet.
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Fiir die Ausbreitung unterscheiden wir zwei Zeitskalen:

thldr fir t < t
di/dyg ¢
R(t) oc t4/U f(t/te) o { ¢ fiir ¢ >> t,

= f(z) oc "W fiir 2> 1

te ist die charakteristische Zeit um Cluster der Grofie £ zu generieren,
d.h.:

Die Bedeutung von ¢, ergibt liegt in der unterschiedlichen Struktur des
Clusters zu kleinen und groflen Zeiten: Solange der Cluster kleiner als die
Korrelationslange ist, hat er eine fraktale Struktur, wenn er grofler als &
wird, ist er kompakt.

Insgesamt wichst die Front also wie:

= R(t) oc tg/ " ot/ i ¢ > ¢
und die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist gegeben durch:

v (p = pe) AU o (p — ) dmin D, (4.19)
In obigem Modell stecken die infizierten Individuen alle nicht-immunen
Nachbarn an.

Modifikation:

Es wird eine zuséatzliche Wahrscheinlichkeit ¢ eingefiihrt, daf} ein infizier-
tes Individuum einen nicht-immunen Nachbarn ansteckt. Fiir (p,q) < 1
entspricht dies der Site-Bond-Perkolation, fiir p = 1 hat man reine Bond-
Perkolation.

Kleine gs unterhalb der Perkolations-Schwelle konnen die Ausbreitung ei-
ner Epidemie verhindern. Als Beispiel sei hier die Immunschwéchekrankheit
AIDS genannt, deren Ausbreitung durch geeignete Schutzmafinahmen
zumindest eingeddmmt werden konnte.

Eine andere Variante besteht darin, bei der Ausbreitung nicht mehr
gleichzeitig alle nicht-immunen Nachbarn zu identifizieren, sondern einen
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Nachbarn zufillig auszuwéahlen. Man kann dann auch “Lebensdauern” fiir
angesteckte Sites einfiihren und erhélt so fiir p > p,. kritische Lebensdau-
ern — 7.(p) fiir eine perkolierende Epidemie.

4.5.2 Invasions-Perkolation

Betrachte das Eindringen von Wasser in einem mit Ol gefiillten pordsen
Medium (z.B. ein Felsen). Da Wasser und Ol inkompressibel und nicht
mischbar sind, muB das eindringende Wasser das Ol verdringen. Das
pordse Medium kann als Netzwerk von Poren angesehen werden, die
durch enge Miindungen miteinander verbunden sind.

Modell: Ein anfangs unbesetztes L x L Quadratgitter reprisentiert das
mit dem Ol (“Defender”) besetzte porose Medium. Das Wasser (“In-
vader”) wird anfangs entlang einer Kante plaziert. Der Widerstand der
Miindungen wird durch Zufallszahlen zwischen 0 und 1 modelliert.

Das Eindringen des Wasser folgt dem Pfad des geringsten Widerstandes:
In jedem Zeitschritt wird der Platz an der Oberflache des eindringenden
Wassers besetzt, der den kleinsten Widerstand hat. Wegen der Unmisch-
barkeit und Inkompressiblitét der beiden Fliissigkeiten kann von Wasser
umschlossenes Ol nicht mehr verdringt werden.

7.B.
08| 06| 01| 03 5 6 7
09| 03] 08| 09| —» 3
01 02| 05| 0.7 1 2 4

~ dy A~ 1.82,d) = 1.40

Gerichtete Perkolation

Gerichtete Perkolation kann z.B. als Modell fiir Waldbrand mit starkem
Wind aus einer Richtung angesehen werden. Sie wird realisiert als Bond-
Perkolation auf Quadratgitter mit Konzentration p. Zusétzlich wird je-
dem besetzten Bond eine Richtung zugeordnet:
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JEe

—>X

Horizontale Bonds zeigen nach rechts, vertikale Bonds nach links.
[lustration: Interpretiere besetzte Bonds als Leiter, die aber den Strom
nur in eine Richtung durchlassen. ~» p < p. Isolator; p > p. Leiter.

pe = 0.644701 fir Quadratgitter (grofer als bei normaler Perkolation)
0.479 fiir ein Dreiecksgitter

Die Cluster-Struktur ist stark anisotrop, man hat daher zwei relevante
Léngenskalen £, . Die Cluster sind nicht selbstéhnlich wie bei der
gewoOhnlichen Perkolation, sondern selbstaffine geometrische Objekte.

X

»
s

Fiir die Langenskalen hat man auch zwei unabhéngige kritische Expo-
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nenten:

éL ~ |p - pc|_yl
§|~ |p—p| ™
vy =1.0972, v = 1.7334in 2d

4.5.3 Die fraktale Dimension

Die Struktur des unendlichen Clusters bei p = p. entspricht der eines
Fraktals. Ein Beispiel eines mathematischen Fraktals ist das sog. Sier-
pinsky Gasket.

Bildungsgesetz

Die fraktale Dimension des Sierpinsky Gasket erschlieit sich aus der de-
finierenden Relation

M(l) ~ 19

wobei M(l) die Masse des fraktalen Objekts auf der Liangenskala [ be-
zeichnet. Wir ordnen nun jedem vollen Dreieck die Masse “1” zu, so dass
wir
M(2) = const2¥ =3
und M (4) = const4¥ =9

erhalten. Damit folgt sofort

In3
dj = — = 1.
j o 585

Die obige Beziehung gilt insbesondere fiir r = a¢ mit a < 1.
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aus Py, o< (p—p.)? und € o (p — p.)~" erhalten wir sofort die Beziehung

(p — pe)? o< (p — pe) =)

= @:d_é
14

zwischen fraktaler Dimension und kritischen Exponenten.

Die fraktale Dimension beschreibt die Eigenschaften des unendlichen Clu-
sters nicht vollstdndig. Ahnlich wichtig sind kiirzeste Pfade auf dem Clu-
ster.

Die Léange eines solchen Pfades skaliert mit dem euklidischen Abstand
wie:

l ~ ,r.dmin

Ahnlich wie beim Sierpinsky Gasket handelt es sich auch beim perkolie-
renden Cluster um ein fraktales Objekt. Wir hatten bereits gesehen, dass
es bei p = p. Locher auf allen Léngenskalen gibt. Zudem ist der Cluster
selbstéhnlich fiir alle Léangenskalen grofler als die Gitterlinge. Die Masse
des perkolierenden Clusters verhélt sich also wie

M(r) « r¥

Fiir p > p. gelten die perkolierenden Eigenschaften nur fiir r < &, so dass
wir insgesamt

dj
o {7158
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erhalten. Man kann die fraktale Dimension in Beziehung zu den kritischen
Exponenten setzen. Es gilt offensichtlich

rdi

POON—d T<€
r

(fiir p = p. entspricht das der Definition; fiir 7 < £ hat der unendliche
Cluster die gleichen Eigenschaften wie der perkolierende Cluster bei p =

Pe-)
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Die Monte Carlo Simulation

Die stochastische oder Monte Carlo Simulation kann nicht nur fiir solche
Systeme eingesetzt werden, die von Beginn an als stochastische Prozesse
definiert sind, sondern auch zur approximativen Berechnung von hochdi-
mensionalen Integralen und Reihensummen. Diese Eigenschaft der Mon-
te Carlo Simulation macht sie fiir die Anwendungen in der Physik von
Vielteilchensystemen interessant.

5.1 Die Monte Carlo Integration

Die numerische Integration wird gewohnlich durch Auswertung des Inte-
granden f(x) an verschiedenen Stiitzstellen x; durchgefiihrt. Ein Beispiel

b
fiir diese Technik ist die Regel von Simpson: Es sei I = [dz f(z) das zu

berechnende Integral. Den Wert des Integrals kann manadurch die Reihe

mg[f(a)+4f<a+h)+2f(a+2h)+---+4f(b—h)+f(b)]

approximieren. Die Ungenauigkeit dieser Methode ist von der Ordnung

O(h*) mit h = L.

Alternativ lasst sich das Integral auch stochastisch berechnen. Dazu er-
zeugt man zufillig Stiitzstellen, die homogen im Intervall [a,b] verteilt

69
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sind, so dass man das Integral durch

Ive = (b]_\/.a) Zf(xi)

abschétzen kann. Fiir grole Werte von N konvergiert der Schétzwert 1,,¢
gegen den wahren Wert von I. Der Fehler von Iy;¢ lasst sich durch die
Varianz:

(s ) (5 )

abschiitzen, wobei die spitzen Klammern (---) die Mittelung {iber ver-
schiedene Sequenzen der Zufallszahlen bezeichnet. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz erwarten wir o ~ 1/v/N. Dies ist im Vergleich zu Stan-
dardmethoden der numerischen Integration, die einen Fehler ~ N ~* mit
k > 1 (Simpson-Regel k = 4) aufweisen, unakzeptabel.

Interessant wird die Methode aber in hoheren Dimensionen. Wenn das
Integral iiber einen d-dimensionalen Hyperkubus der Kantenlédnge L defi-
niert ist, muss man die Funktion bei dem iiblichen numerischen Verfahren
an N = (L/h)¢ Stiitzstellen auswerten. Wenn nun der Fehler der Metho-
de von der Ordnung ©(h*) ist, konvergiert die Methode insgesamt wie
N—*4_Das Ergebnis ¢ ~ N~'/2 bei der Monte Carlo Integration gilt
aber unabhéngig von der Dimension, so dass sie schneller konvergiert,
falls d > 2k!

Dieses iiberraschende Resultat liegt darin begriindet, dass durch die zuféllige
Wahl der Stiitzpunkte das Integrationsvolumen homogener ausgefiillt
wird als durch ein reguldres Gitter. Wenn wir z.B. eine Dichte p von
Stiitzpunkten z; vorgeben, so wéchst bei einem reguldren Gitter die
Zahl der Stiitzpunkte immer dann sprunghaft an, wenn eine Kantenlénge
das Integrationsvolumen um ein Vielfaches von h {iberschreitet. Bei der
zufilligen Wahl der Stiitzpunkte sind solche Spriinge fiir groe N sehr
unwahrscheinlich.
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5.2 Importance Sampling

Hauptursache fiir die statistischen Fluktuationen bei der stochastischen
Berechnung von Integralen ist die Tatsache, dass die Funktion homogen
gesampled wird, auch wenn das grofite Gewicht der Funktion in einem
engen Teilintervall liegt. Dieses Problem kann vermieden werden, wenn
man eine Funktion p(z) findet fiir die gilt:

b

. / dup(z) = 1

e f(z)/p(x)~ const im Intervall [a, b]

Das Integral kann dann berechnet werden, indem man

a/b‘““” ~ f e [ 2]

a
auswertet.

Man generiert dann die Punkte nicht gleichverteilt, sondern geméfl der
Wahrscheinlichkeitsdichte p(z). Durch dieses Verfahren werden dann mit
hoher Wahrscheinlichkeit dort Punkte generiert, wo die Funktion den
grofften Absolutwert erreicht. Dieses Verfahren reduziert die Schwankun-
gen erheblich.

algorithm (importance sampling)
begin
Initialize
[=0;
for (i< N) do
I=L+(x)/ p(x);
end db= (b-a) * I/N;
print [;
end
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5.3 Importance Sampling und Markov Pro-
zesse

Wir betrachten zunéchst das kanonische bzw. NVT Ensemble (d.h. wir
halten die Teilchenzahl N, das Volumen V und die Temperatur 7" wiahrend
der Simulation fest).

Die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Konfiguration x zu finden, ist
proportional zu

p(x) o exp (—BE(z))

Eine Méglichkeit zur Simulation besteht darin, dass man zufillig Kon-
fiurationen generiert und diese mit der Wahrscheinlichkeit exp (—(z))
akzeptiert (wir nehmen an, dass wir insbesondere bei niedrigen Tempe-
raturen extrem niedrige Akzeptanzraten haben.

Ausweg: Wir generieren neue Konfigurationen nicht mehr unabhéngig,
sondern mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, die von der aktuellen

Konfiguration abhéngt. Die bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit Py (x1, o, . . .

die Konfigurationen z1, ..., zy zu erzeugen, durch
Py(zy,29,...,xn) = Pi(21) T(x1 — 22) ... T(xNn_1 — ZN)

gegeben ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind normiert, d.h.
Z T(x —a') =1.

Ein Beispiel fiir einen solchen Markov-Prozess ist der Random Walk.

Die Markov-Eigenschaft des Prozesses besagt, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit

nur von der aktuellen Konfiguration abhingt (Gegenbeispiel: SAW: Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten héngen von der gesamten Historie ab.)

Ziel: Generierung einer Markovkette, so dass

e die Konfigurationen x mit einer Wahrscheinlichkeit o< exp (—SE(x))
erzeugt werden
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e die Wahrscheinlichkeitsverteilung unabhéngig von der Anfangskon-
figuration ist

Die Unabhdngigkeit von den Anfangsbedingungen wird dadurch erreicht,
dass:

e jede Konfiguration nach einer endlichen Zahl von Schritten von je-
der beliebigen Konfiguration erreicht werden kann

e keine Perioden auftreten (Zufallszahlengenerator)

Nun miissen wir noch sicherstellen, dass die Konfigurationen tatséchlich
geméf der Boltzmann-Verteilung generiert werden.

Es sei p(z,t) die Wahrscheinlichkeit, die Konfiguration « nach ¢ Schritten
zu generieren. Dann gilt

plz, t+1) — p(x,t) = — ZT(JJ — ') p(z,t) + ZT(:U' — x) p(at)

(Mastergleichung)

Wenn nun die stationére Verteilung p(z) erreicht ist, gilt:
S T(@ = o) pla) = ST — 2) pla). (5.1)
Diese Gleichung ist im Allgemeinen schwer zu 16sen. Eine spezielle Losung
kann man aber sofort angeben
T(x— 2")p(x) =T (" — z) p(x'), (5.2)

d.h. die Stationaritétsbedingung (5.1) ist sogar paarweise erfiillt. (Die
Bedingung 5.2 nennt man detailliertes Gleichgewicht / detailed ba-
lance).

Es sei nun

T(ZL’ - l’/) = Wga! Aw$’7
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wobel wyy = Wy, 0 < wper < 1Tund Y wye = 1.
‘r/

Damit ergibt sich fiir A aus der Bedingung (5.1):
Awr_ p()
Ape  p()
Wir identifizieren die symmetrische Wahrscheinlichkeit w,,, als Wahr-

scheinlichkeit, eine Anderung der Konfiguration # — ' zu erzeugen und
A, als Wahrscheinlichkeit, die neue Konfiguration auch anzunehmen.

Die Wahl von Metropolis fiir A, ist:

Ay = min (1, p(a) /()

Die Simulation mit Hilfe der Markovkette impliziert, dass die Konfigura-
tionen korreliert sind. Im Limes grofier Zeiten (die aber praktisch uner-
reichbar sein konnen) ist die statistische Unabhéngigkeit garantiert.

Wenn wir nun den Mittelwert (A) einer Observablen A bestimmen wollen,
so gilt:

1 n
A) = A,
(4) n_ﬂg;g

wobei ng die Zahl der MC-Schritte bis zum Erreichen des Gleichgewichts,
A, den Wert von A beim Zeitschritt v und n die Lange der Markovkette
bezeichnet.

Wichtig: Die Messung von A erfolgt nach jedem Zeitschritt und nicht
nur dann, wenn sich die Konfiguration dndert, da die Konfigurationen
gemaf ihrem statistischen Gewicht erzeugt werden.

Bemerkungen:

1) Es ist auch moglich w,,» unsymmetrisch zu wéihlen; dann gilt
/

Ay = min (1,¢.y) wobel g = M

Waar p(T)

2) Neben dem Metropolis-Algorithmus gibt es auch noch andere Akzep-
tanzwahrscheinlichkeiten, die die detaillierte Bilanz erfiillen. Ein Beispiel
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ist der Heat-Bath Algorithmus. Beim Heat-Bath Algorithmus werden nur
wenige Freiheitsgrade gedndert. Es sei F = F(z) und E' = E(2’). Dann
erfiillt die Akzeptanzwahrscheinlichkeit

Pz — o) x exp (~B(E' — E)2)
fiir symmetrisches w,,s die detaillierte Bilanz.

Beim Heat-Bath Algorithmus wird ein Spin zufillig ausgewéhlt und un-
abhéngig von seinem aktuellen Wert wird die neue Orientierung zuféllig
bestimmt. Wenn der Spin ¢ (bzw. der lokale Zustand) ¢ verschiedene
Zustdnde annehmen kann, lautet die Wahrscheinlichkeit einen beliebigen
Zustand n aus den g Moglichkeiten zu wéhlen
Lo
Pn= g,

Z e_ﬁEm

m=1
wobei E, die Energie des Systems ist, wenn der i-te Spin den Wert der
Orientierung n annimmt.

Man kann leicht sehen, dass die Akzeptanzraten Detailed Balance erfiillen,
denn:

q
e BEw Z, €
m=1

e_/BEn

P —n') _ pw

— ~B(E,1—Ep)
Pn S5 o
m=1

=€

5.4 Einfache Anwendungen der Monte Car-
lo Methode

5.4.1 Das Ising-Modell

Wir betrachten das Ising-Modell auf einem zweidimensionalen Quadrat-
gitter. Auf jedem Gitterplatz befinde sich ein Spin s; mit s; € {—1,1}.
Die Hamiltonfunktion des Systems lautet

H({s:}) = —JZ S$iSj — hz S
(6,3) i
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wobei durch ) die Summation tiber nichste Nachbarn bezeichnet wird.
(4,9

Die Monte Carlo Simulation des Ising-Modells ist denkbar einfach. Man

wéhlt einen Spin aus und &ndert die Orientierung. Dann bezeichnet man

die Energieinderung AFE. Der Spinflip wird dann mit der Metropolis-

oder Heat-Bath-Wahrscheinlichkeit angenommen. Fiir das Ising-Modell

lauten die Auswahlwahrscheinlichkeiten des Heat-Bath Algorithmus:

efﬁEup efngdown

B e_ﬁEuP + @_ﬁEdown ! deWH o 6*5Eup+efﬁEdown

pup

Die Summation iiber alle Bonds konnen wir durch Ausklammern von
¢38(EuptEaown) vermeiden. Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Spinflip von | nach T, die durch A = p,, gegeben ist. Mit AE =
Eup - Edown

efﬂEup
A =
e_BEup + e_BEdown
efﬁ(Eup*%EupféEdown) eféﬂAE
= 1 1 = 1 1
e~ 3BAE | 1BAE e~ 3BAE | J1BAE

mit AE = Ey, — Egown. Die Akzeptanzrate fiir einen Spinflip von T—|
ist ebenfalls A, wobei AE = Ejown — Eup.

Hinweise fiir die effiziente Simulation

(1) Das effektive Feld
hi=—JY s;—h
J

sollte abgespeichert werden, wobei Y die Summe iiber die nichsten

J
Nachbarn bezeichnet. Dies erleichtert die Berechnung der Energiediffe-
renz (AE(s; — —s;) = —2h;s;). Wird der Spinflip angenommen, miissen
die effektiven Felder der Nachbarn korrigiert werden (h; — h; +2J s;).

(2) Man kann die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen
Werte von h; tabellieren.
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5.4.2 Monte Carlo Simulation eines monoatomaren
Gases

Bei der Berechnung der Zustandssumme Z haben wir gesehen, dass der
nichttriviale Anteil von Z durch den Potentialterm bestimmt wird. Damit
konnen zur Bestimmung der Gleichgewichtseigenschaften die Geschwin-
digkeiten der Teilchen vernachléassigt werden und wir kénnen uns auf die
Generierung von verschiedenen Konfigurationen konzentrieren.

Fiir ein Wechselwirkungspotential U(r"™) (r" steht fiir die Gesamtheit
der Teilchenpositionen) ist die Struktur des Algorithmus folgendermaflen
gegeben:

(i) Wihle zuféllig ein Teilchen 7.

(ii) Bestimme einen zufélligen Verschiebungsvektor Ar, so dass r; —
r; + Ar und berechne die Energie der geénderten Konfiguration
'N
rov.
(iii) Akzeptiere die neue Konfiguration mit der Wahrscheinlichkeit
min (1, exp[=B(U (™) = U)))).

Bemerkung:

1) Die Heat-Bath Wahrscheinlichkeit ist nicht praktikabel fiir Systeme
mit kontinuierlichen Freiheitsgraden.

2) Die Schrittweite sollte so gewahlt werden, dass die Akzeptanzrate €
[0.4,0.6] liegt.

Wir wollen nun einige Details der Implementierung diskutieren:

Wahl der Randbedingungen

Ziel der Simulationen ist es, die makroskopischen Eigenschaften des Sy-
stems zu bestimmen. In der Praxis ist es aber nur méglich, Systeme in
der Groflenordnung von einigen 1000 Teilchen zu simulieren, so dass man
Randeffekte nicht vernachlassigen kann. Man wendet daher héiufig peri-
odische Randbedingungen an, so dass es in dem System keine Randplétze
mehr gibt.
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Bild einfiihren

Die Einfiihrung periodischer Randbedingungen ist dann von besonderem
Nutzen, wenn die Wechselwirkung kurzreichweitig sind. Bei langreichwei-
tigen Wechselwirkungen kann es zu Selbstwechselwirkungen kommen, die
die Berechnung der Akzeptanzraten erschweren. In der Praxis 16st man
dieses Problem durch geeignetes Abschneiden der Randbedingungen.
Auch bei einer periodischen Box haben Gréfie und Form Einfluss auf das
Simulationsergebnis. Die Position der Box dagegen nicht.

5.5 Nachbarschaftslisten

Im Gegensatz zum Ising-Modell, bei dem sich die Anderung der Energie
durch den Spinflip aus der Orientierung der néchsten Nachbarn ergibt,
muss bei kontinuierlichen Systemen im Prinzip iiber alle Teilchenpositio-
nen summiert werden.

Die Laufzeit des Algorithmus kann aber fiir Systeme, bei denen die Wech-
selwirkung auf einen endlichen Radius r. beschrankt ist, durch Einfiihrung
von Nachbarschaftslisten erheblich reduziert werden.

Dies geschieht am einfachsten durch Einfithrung eines Gitters mit Gitter-
konstanten a > r.. Man ordnet dann jeder Teilchenposition eine Box des
Gitters zu. Damit kann die Anderung der potentiellen Energien durch
Summation iiber alle Teilchen in der gleichen bzw. in benachbarten Bo-
xen durchgefiithrt werden.

Bild fehlt

5.6 Monte Carlo Simulationen in verschie-
denen Ensemblen

Das kanonische Ensemble ist fiir die meisten Problemstellungen die natiirliche
Wahl. Es kann aber fiir verschiedene Fragestellungen vorteilhaft sein, zu
einem anderen Ensemble iiberzugehen. Wir wollen einige dieser Moglichkeiten
diskutieren.
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5.6.1 Das (NPT)-Ensemble

Das NPT-Ensemble entspricht einer Situation, die experimentell héufig
realisiert wird, ndmlich den Druck statt des Volumens festzuhalten.

Der Mittelwert einer Messgrofie A im NPT-Ensemble ist gegeben durch:

[dV e PPV [dR A(R) e PUR)
<A>NPT = 2

Q(N,P,T)

wobei Q = [dV e PPV Z(N,V,T).

Die Realisierung des Druckensembles bedeutet, dass man das Volumen
der Simulationsbox variieren muss. Die Variation des Volumens kann aber
nicht unabhéngig von den Teilchenpositionen erfolgen, da es entsprechend
unwahrscheinlich ist, fiir das neue Volumen giiltige Konfigurationen zu
erzeugen.

Praktikabler ist es, die Teilchenpositionen entsprechend der Volumenénderung
zu reskalieren. Wir betrachten nun speziell eine kubische Simulationsbox

mit V' = L3. Die Teilchenkoordinaten seien nun durch T, = S, L parame-
trisiert.

Damit gilt:
[aV e PEVVN [ ds A(LS) e PULS)
(A) ey = 2
Q(N, P, T)
wobei S die Positionen s, ..., sy bezeichnet, die bei der Volumenénderung

nicht verandert wurden. Das Boltzmanngewicht im NPT-Ensemble lautet
daher:

p(‘/’ S) — 6—,@PV‘/N e—ﬂU(LS)7

so dass die Akzeptanzrate fiir eine Volumenédnderung durch

Vnew> exp[—B(U(LpewS) — U(LowaS))]

exp[—ﬁP (Vnew - V;ld)] ( V]d
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gegeben ist.

Die Bestimmung der Differenz der potentiellen Energie ist im allgemeinen
Fall rechenzeitintensiv, da man {iiber alle Teilchenpositionen summieren
kann. Fiir ein Wechselwirkungspotential aber, das als eine Linearkombi-
nation von Potenzen von (o /r)k darstellbar ist, ist sie aber einfach, da
gilt

O-k Z:(Laufter’sij)_lC =0

i<j

Z(Lbeforesij)_k] (Lafter/Lbefore)_kv (53)

i<j
d.h. man muss nur wenige Summanden reskalieren.

Bsp. Das Lennard-Jones-Potenzial U(r) = 4[r~'2 — r=¢]. Man speichert
die Werte von Uy =4 Y (LS;;) " und Uy = 4> (LS;;) % separat ab und

1<j 1<J

reskaliert gemés (5.3).

5.6.2 Das grofikanonische Ensemble

Im groflkanonischen Ensemble ist der Mittelwert einer Messgrofie A
durch den Ausdruck

NE:O %GB“NA_?’N f dRy A(Ry) e~ PU(EN)
(A)pr = —

ZQ(U? Vva T)

mit der groBkanonischen Zustandssumme

=1
Zg(p, V. T) = Z ﬁ /dRN A(Ry)e V)
N=0

h
V2mm kT
Das chemische Potential bezeichnet die mittlere Energie pro Teilchen.

Der Wert von p bestimmt die mittlere Anzahl der Teilchen im System,
ahnlich wie der Druck das mittlere Volumen. Der Faktor N! stammt aus

A:
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der Quantenmechanik und resultiert aus der Ununterscheidbarkeit der
Teilchen.

Damit ist das relative Gewicht einer Konfiguration gegeben durch:
p(N, Ry) = e PUEN A=3N /N1 BN

Der Metropolis-Algorithmus hat die folgende Struktur

(1) Bestimmen Sie zufillig, welche der Schritte

e Teilchenerzeugung
e Teilchenvernichtung

e Teilchenbewegung

erfolgen soll.
(2) Teilchenerzeugung

Es wird zufillig eine Position des neuen Teilchens ausgewéhlt und die
Potentialenergiedifferenz

AU = U(Ry41) — U(Ry)

bestimmt. Da die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in einem Volumenele-

ment zu plazieren durch M% gegeben ist, akzeptieren wir die Teilchen-

erzeugung mit der Wahrscheinlichkeit
) %

min (| ———

A3(N +1)

Teilchenvernichtung

e BAUT By : 1)

e Zufillige Auswahl eines Teilchens

e Berechnung der Potentialenergiedifferenz

AU™ =U(Bn-1) — U(Ry)
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e Akzeptanz mit

min (1,e P2V A3N/Ve 1)

Teilchenbewegung: Die Teilchenbewegung erfolgt wie im (N, V,T)-
Ensemble.

5.6.3 Das Gibbs-Ensemble

Die Untersuchung von Phasengleichgewichten ist mit der bisherigen Me-
thode schwierig, da die Teilchen in den verschiedenen Phasen die gleiche
Temperatur, den gleichen Druck und das gleiche chemische Potential be-
sitzen miissen. Man kann aber nicht nur die intensiven Variablen fixieren,
da sonst das Volumen und die Teilchenzahl unbeschrankt sind.

Eine Methode diese Schwierigkeiten zu iiberwinden, ist die Simulation
im Gibbs-Ensemble bei der die Teilchen in zwei Subsysteme aufgeteilt
werden, so dass sie keine Barriere in der freien Energie zu iiberwinden
haben. Die Ideee der Gibbs-Ensemble Methode ist die folgende: Man
teilt das System in zwei Subvoluminen V7, V5 auf, zwischen denen Teilchen
ausgetauscht werden kénnen. Das Gesamtsystem ist aber im (N, V,T')-
Ensemble.

Skizze fehlt

Weiterhin halten wir fest, dass es keine Wechselwirkung zwischen den
Teilvolumen gibt, d.h. die Akzeptanzraten fiir den Teilchenaustausch
h&ngt nur von den Energieéinderungen in den jeweiligen Teilchenvolumina
selbst ab. Neben dem Teilchenaustausch werden auch noch die {iblichen
MC-Moves und Anderungen der Teilvoluminen durchgefiihrt.

Wie im NPT-Ensemble werden die Teilchenpositionen reskaliert, so dass
Ry, = LiSk (mit k = 1,2) und V;, = L3. Das Gewicht einer Konfiguration
mit (‘/17 ‘/27 N17 N27 Sla SQ) ist

v v Bk(L1S1) ,—Bk(L2S2)
B — 151) ,— 202
p (V1, N1, 51, Va, Na, S) = Nl No! c ‘
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Durch dieses Boltzmanngewicht werden die Akzeptanzraten fiir die MC-
Moves bestimmt:

Fiir die Simulation muss man zunéchst die apriori Wahrscheinlichkeiten
fiir

e Teilchenbewegung in den Subsystemen

e Teilchenaustausch zwischen den Teilsystemen (jeweils ein Teil-
chen, gleiche Wahrscheinlichkeit fiir alle Teilchen)

e relative Volumendnderungen

setzen. Die Akzeptanzraten in den einzelnen Schritten lauten dann

(i) Teilchenbewegung
min (1, exp{—p[U(LSy*") — U(LSP)]})

(ii) Volumenénderungen

min <1, H exp{—BlU (L} S) — U(LYS)]} (“/};:) )

k=12
(iii) Teilchenaustausch (Transfer von 1 — 2)

: v MW
min (1,exp[—ﬂ(AU2+ - AUl )]m 71)
mit AU, = Energiefinderung im Teilsystem 2 durch das Hinzufiigen eines
Teilchens; U; entsprechend.

Bemerkung: Das Problem dieser Methode ist das gleiche wie bei der
groflkanonischen Simulation, ndmlich die Schwierigkeit bei hohen Dich-
ten Teilchen einzufiigen. Damit eignet sich die Methode nicht sehr gut,
um fliissig-fest Phasengleichgewichte zu simulieren.
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5.7 Cluster-Algorithmen

Die Simulationen des Ising-Modells mit der Single-Spin-Flip-Dynamik
werden durch das sogenannte Critical-Slowing-Down erschwert, d.h. die
Korrelationszeiten wachsen geméfl

gz
an, wobei z den sogenannten dynamischen Exponenten bezeichnet. Fiir
die meisten Systeme und Algorithmen ist z &~ 2. Fiir die effiziente Ana-

lyse ist es natiirlich erstrebenswert, den dynamischen Exponenten z zu
verkleinern. Dies wird durch die Einfithrung von Cluster-Update erreicht.

5.7.1 Der Swendsen-Wang Algorithmus

1987 haben Swendsen und Wang einen Algorithmus vorgestellt, der fiir
das Ising-Modell einen dynamischen Exponenten z € [0,2;0.27] hat und
damit signifikant kleiner als der Wert z = 2.125 des Standard Algorith-
mus ist.

Der Swendsen-Wang Algorithmus hat die folgende Struktur:

1. Zwischen benachbarten Spins, die eine unterschiedliche Orientie-
rung haben, wird kein Link gesetzt.

2. Wenn die Spins die gleiche Orientierung besitzen, wird mit der
Wahrscheinlichkeit p = 1 — e=2%/ ein Link gesetzt.

Diese Prozedur wird solange fortgesetzt, bis alle ndchsten Nachbarpaare
aktualisiert worden sind. Durch die Links werden Cluster erzeugt, denen
eine zufillige, aber gemeinsame Orientierung zugeordnet wird.

Die Ergodizitiit des Algorithmus ist offensichtlich, da Ubergéinge zwischen
beliebigen Konfigurationen mit endlicher Wahrscheinlichkeit stattfinden.

Wir miissen daher zeigen, dass der Algorithmus die Bedingung der de-
taillierten Bilanz erfiillt. Dazu betrachten wir zunéichst das Setzen ei-
nes Links. Wenn ein Link gesetzt ist, bedeutet dies, dass die Wechsel-
wirkungsenergie V;; fiir den Bond (ij) V;; = oo ist, im anderen Fall ist
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Vi; = 0. Damit ergibt sich fiir den Hamiltonian
H — Ho + Vi,
wobei Hy den urspriinglichen Hamiltonian ohne den Bond ij bezeichnet

und H den urspriinglichen Hamiltonian.

Wir betrachten nun die detaillierte Bilanz fiir den Ubergang von S — S

rs—25) _ o~ BIH(S)—H(S)) _ Io(S = 5') 7 (578=5;8:)
TS — S) To(S" — 5)

wobei wir die Aufspaltung so gewéhlt haben, dass wir die Analyse des
SWA fiir einen Link ausfithren kénnen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit:
TS — 5
kann in folgender Weise zerlegt werden:
T(S — S/) = Tf(S — S/)Pf(S) + Td(S — S’)Pd(S’),
wobei “f” fiir das Setzen (“freeze”) und “d” fiir das Loschen eines Links
steht.
Fiir einen geloschten Bond ist Ty(S — §') = To(S — S'). Fir die
Ubergangswahrscheinlichkeit T (S — 5) gilt:

n | To(S —5") falls S =5
Tf(SHS)_{o falls 5! # S/

Bem.: S; = S; muss erfiillt sein, da sonst der Bond nicht eingefroren
ware.

Wir konnen nun die detaillierte Bilanz in der Form
T(S—8) _ Ty(S = S)P(S) + TulS — S)Pa(S)

TS —S) — TS — S)Pp(S") + Ty(S" — S)Py(S")
o —BIH(S)=H(S)]




86 Kapitel 5. Monte Carlo

darstellen. Wir betrachen nun die verschiedenen Moglichkeiten fiir die
Spineinstellungen:

1. Fall: SZ = Sj; S( = S;

]

= P, =exp[—20J]und P; =1 — exp[—23/J]
TS —98")  To(S— 91 —exp(—28J)] +To(S — S') exp[—24J]

T TS = 8)  To(S = S)[1 = exp(—28)] + To(S' — ) exp[—28J]

To(S - Sl)
To(S/ — S)
so dass, wegen e PI(Si55=5%) — 1 die detaillierte Bilanz erfiillt ist.
2. Fall:S; # S;; S} # 5]
Damit ergibt sich
Py(S) = P(S) =05 Py(S) = Fa(5") =1
TS —S") To(S— 9
T(S"— 8) Ty(S" — 95)
e AI(8i55=51%) = 1 die detaillierte Bilanz erfiillt

und damit ist wieder wg.

3. Fall: S; = S;; S| # 5]
= Py(S)=exp[-20] =1— P;(S); Pu(S") =1

Die Ubergangswahrscheinlichkeit 77(S — S’) = 0, da die Spins in S’
eine unterschiedliche Orientierung haben, was mit dem “Einfrieren” der
Bindung unvertréglich ist, so dass wegen

TS —S8)  To(S— 8')exp[—26J]

T(S"— 95) To(S" — S)

die detaillierte Bilanz erfiillt ist. Die analoge Argumentation gilt fiir den
4. Fall S; # S; und S} # Sj. Damit ist der Beweis vollsténdig, da das
Setzen der Links eine rein lokale Operation ist und unabhéngig von den
iibrigen Spins ist.

Der nichttriviale Anteil des Algorithmus besteht darin, effizient Cluster
zu identifizieren. Hier kénnen wir auf die Algorithmen, die wir im Per-
kolationskapitel besprochen haben, zuriickgreifen.
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5.7.2 Bestimmung des dynamischen Exponenten z

Durch die zuféllige Orientierung der Cluster nach einem Update kann

man zur Bestimmung der Korrelationszeit nicht die Autokorrelations-

funktion C(t) = (M(to)M(to +t)) o e ¥ heranziehen, da sie immer
T—t

auf Korrelationszeiten O(1) fithrt ({...) = == >_). Wir betrachten

(T—t) P

stattdessen die Suszeptibilitdt pro Gitterplatz

WA
X:ﬁ< >S5 >
=1

die auf die Korrelationsfunktion

S X(n+ 0 X(n)
Cr(t) = "=

wobei die “Zeit” t in MC-Sweeps gemessen wird.

Die Suszeptibilitat kann direkt aus der Konfiguration bestimmt werden.
Alternativ kann man aber auch sog. “improved estimators” benutzen:
Wir kénnen in der Form

()

darstellen, wobei N, die Zahl der Spins im Cluster ¢ bezeichnet und s,
die Orientierung des entsprechenden Clusters.

Dies kann umgeschrieben werden in

X = % <ZNCSCZNCSC’>7
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wobei wir iiber alle méglichen Spinorientierungen fiir eine gegebene Ver-
teilung von Clustern mitteln miissen, so dass sich die Terme mit unter-
schiedlichen Vorzeichen wegheben und wir schliefllich

1
()

erhalten. Diese Art der Bestimmung von gibt einen verbesserten Schétzwert,
da er fiir eine gegebene Clusterverteilung bereits die Mittelung iiber die
mogliche Spineinstellung beinhaltet. beinhaltet.

5.7.3 Der Wolff-Algorithmus

Wolff hat eine andere Cluster-Methode vorgeschlagen, bei der bei jedem
Schritt nur ein Cluster erzeugt wird.

Struktur des Algorithmus:

algorithm

begin

Initialize
spin=(int) (N* ran());
nlist = 1;

for (i< N) clust[i]=0;

new|0] = spin;
nspin=1; clust[spin]=1
while(nspin> 0) do
cl= new[nspin-1];
for(k< k neighb) do
nn= neighb|cl][k];
if((clust[nn]==0) AND (s[nn]=orient))do
if(ran()<(1 — e2/))do
new|nspin]=nn;
nspin++;
clust[nn]=1;
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s[nn]=-s[nn];
end if
end if
end for
new|[0] = new[nspin-1];
nspin - -;
end while;
end

Wir beginnen also den Algorithmus mit der zufilligen Auswahl eines
Spins 4. In den Cluster werden benachbarte Spins mit gleicher Orientie-
rung mit der Wahrscheinlichkeit 1—e~2%/ aufgenommen und in eine Liste
eingetragen. Die Nachbarn der Listenelemente werden abgearbeitet und
die Konstruktion des Clusters ist beendet, wenn die Liste keine Elemente
mehr enthélt. Alle Spins im Cluster werden geflippt.

Die Auswahlwahrscheinlichkeit der Spins entspricht der des Swendsen-
Wang Algorithmus, so dass die detaillierte Bilanz erfiillt ist. Beim Wolff
Algorithmus entfillt die Bestimmung der zusammenhéngenden Cluster.
AuBlerdem ist die Korrelationszeit reduziert, da die Wahrscheinlichkeit,
einen Cluster zu flippen, proportional zur Anzahl seiner Elemente ist.
Daher werden typischerweise grof3e Cluster geflippt, was tendenziell zu
kurzen Korrelationszeiten fiihrt.

Bei der Bestimmung der Korrelationszeiten muss man beriicksichtigen,
dass nur ein einziger Cluster mit variabler Grofie geflippt wird. Wenn man
die Korrelationszeit 1y, in Einheiten von Updates pro Spin bestimmen
will, muss man die Korrelationszeit 7y, in Clusterupdates in Beziehung
zur mittleren Clustergréfie setzen:

(Nsc)

TW:TwiLd

wobei (Ng¢) die mittlere Grofie eines einzelnen Clusters ist. (Ng¢) ist
zugleich “improved estimator” fiir die Suszeptibilitat, denn

N,
(Nsc) = < ZZ/C Nswc> =X
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da die Wahrscheinlichkeit einen “SW-Cluster” im Wolff-Algorithmus zu
finden durch Ngyc/L¢ gegeben ist.

5.7.4 Kontinuierliche Spins

Neben dem Ising-Modell betrachtet man auch Modelle mit N oder so-
gar kontinuierlichen Spineinstellungen. Die Wechselwirkung zwischen be-
nachbarten Spins wird dann durch das Skalarprodukt

ﬁi : ﬁj

parametrisiert. Fiir die Konstruktion des Algorithmus ist es wichtig, dass
in diesen Modellen die Spineinstellungen langsam variieren, abrupte An-
wendungen der Spinorientierungen sind selten. Dieser physikalischen Ei-
genschaft des Systems sollte auch im Algorithmus Rechnung getragen
werden. Man muss also die moglichen Anderungen der Orientierung be-
schranken. Dies fiihrt allerdings zu langen Korrelationszeiten.

Wolff hat daher vorgeschlagen, die Anderungen abhiingig von der Orien-
tierung zu machen. Wir wéhlen dazu zunéchst einen Einheitsvektor mit
zufilliger Orientierung w. Jeder Spin wird dann in einen Anteil parallel
und senkrecht zu u zerlegt:

1
S

5 0= 8 —58
Beim Spin-Flip wird |s”| und |s*| konstant gelassen und nur die parallele
Komponente geflippt.
s; = s 4 € |s7|u mit ¢
=1 =1 119 1= 7
Wenn sich die Orientierung ¢; éndert, entspricht dies einem Spinflip um

die Ebene senkrecht zu wu.
Figur fehlt!!
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Zur Konstruktion des Clusters schreiben wir den Hamiltonian in der
Form

H[EZ] = Z Jij €i€j
(i)

Dieses “Ising-Modell’ mit variablen Kopplungsstérken wird dann mit dem
gewohnlichen Cluster-Algorithmus simuliert.

Die Effizienz des Algorithmus liegt darin begriindet, dass man fiir jede
Orientierung von u einen geeigneten Rand des Clusters findet, bei dem
die Spins (fast) senkrecht zu u stehen und damit J;; < 1. Das bedeu-
tet, dass die Clustergrenze typischerweise da verlauft, wo die Spins ihre
Orientierung durch den Spinflip kaum &dndern.

Die Implementierung des Algorithmus erfolgt analog zum Ising-Modell:

e Wir wihlen einen zufilligen Spin s; aus

e Bestimmung eines Zufallsvektors u mit |u| = 1 (in 2D: Wir bestim-
men zufillig den Winkel zur z-Achse)

e Ein Nachbar von ¢ wird mit der Wahrscheinlichkeit
Py =1— min {1, exp[20s; - §j]}

in den Cluster genommen und geflippt (Beachte: s; ist schon die
Orientierung nach dem Spinflip)

Die kontinuierlichen Spineinstellungen verhindern, dass man z.B. die
Wahrscheinlichkeiten Py tabellieren kann. Dies ist aber fiir das n-Zustands
Clock-Modell méglich, bei dem die Spins die Werte 27j/n mit j =
0,...,n—1 annehmen koénnen. Fiir gro§e Werte von n (n;20) entsprechen
die Eigenschaften des Modells denen des XY -Modells. Beim XY -Modell
in 2D beobachtet man den sog. Kosterlitz-Thouless Phaseniibergang.
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Wir wollen an dieser Stelle kurz das Verhalten des Modells diskutieren:
Das Modell hat zunéchst einmal kontinuierliche Anregungen, d.h. Spin-
wellen bei denen sich die Spineinstellungen nur langsam &ndern.
Daneben gibt es aber auch noch Vortex (“Wirbel”)-Anregungen.
Bild
Diesen Anregungen ordnet man eine Wirbelstéirke (vorticity) zu, die
misst, um welchen Wirbel sich die Spins entlang eines geschlossenen
Pfades um den Wirbel &ndern (+27, bei hohen Temperaturen auch:
+7,...).
In einem groflen System sind einzelne Wirbel nicht méglich, da die Ener-
gie einer solchen Anregung logarithmisch divergiert. Vortex-Paare konnen
sich aber bilden. Zwischen den Vortexpaaren gibt es eine effektive Wech-
selwirkung aln R (entspricht der Coulomb-WW in 2D).
Das System hat einen Phaseniibergang bei dem man das Entkoppeln der
Vortexpaare beobachtet. Unterhalb der kritischen Temperatur beobach-
tet man langreichweitige Kopplung der Spineinstellungen geméaf

1

(O =0~

Der Exponent xr ist temperaturabhéngig.

Eine Grofle, die den Phaseniibergang gut charakterisiert, ist die Steifig-
keit der Spins (“spin-ware stiffness”) I'. I misst die freie Energie, die man
braucht, um bei niedrigen Temperaturen und fixierten Randbedingungen
die Spins um einen Wirbel § zu drehen.

Die Energiedifferenz skaliert wie
A ~T5%

Am Phaseniibergang verschwindet I'(T'). Im periodischen System kann
man ' geméf
2>

J J
r = 573 <;COS(@i—®j)> ~ ST <
ij

; 2
212kpT < >

Z sin(@i - @i—i-ex)

Z sin(@i - @i+ey)
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messen. Bei Tgr nimmt I' den Wert 2kgTkr /7 an.
Bild

93
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Kapitel 6

Molekulardynamik-
Simulationen

Die Molekulardynamik-Methode stellt den Versuch dar, die experimentel-
le Situation nachzustellen: Man prépariert das System in einem Zustand
und 16st dann die Newtonschen Bewegungsgleichungen. Das System wird
dann solange seiner Dynamik iiberlassen bis die Messgrofien sich nicht
mehr dndern.

Wir wollen nun mit der Struktur eines Molekulardynamikprogramms be-
ginnen und dann die einzelnen Elemente erlautern.

6.1 Struktur des Programms

1. Einlesen der Parameter, die die Bedingungen der Simulation steu-
ern (z.B. Temperatur, Teilchendichte, Zeitschritt usw.).

2. Initialisierung des Systems, d.h. die Teilchenpositionen und Ge-
schwindigkeiten werden festgelegt.

3. Berechnung aller Kréfte, die auf ein Teilchen wirken (wird iteri-
siert).

4. Integration der Newton-Gleichungen (wird iterisiert).

95
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5. Mittelung iiber die Messgrofien und Ausgabe

6.1.1 Initialisierung

Die Anfangspositionen sollten so gewihlt werden, dass sie mit der
Wechselwirkung des Systems kompatibel sind. Dies erreicht man haufig
dadurch, dass man die Teilchen auf ein Gitter setzt.

Dann muss man den Teilchen noch Geschwindigkeiten zuordnen. Ei-
ne einfache (und nicht optimale) Moglichkeit besteht darin, den Teil-
chen zuféllige Geschwindigkeitskomponenten zuzuordnen, d.h. vj(i) €
[—0.5,0.5] (vx (i) ist die k-te Komponente der Geschwindigkeit des i-ten
Teilchens). Nach der zufélligen Initialisierung muss man noch gewéhrleisten,

dass der Gesamtimpuls verschwindet. Dazu setzen wir v(i) = v(i) —
N

%5 v, = >, v(i), N = Teilchenzahl, alle Teilchen haben die gleiche Mas-
i=1

se. Nun miissen wir die Geschwindigkeit reskalieren, um die Temperatur
einzustellen.

Im thermischen Gleichgewicht gilt:

wpy =228

Entsprechend erhalten wir:

kﬁBT(t) — iv: muy (f)

wobei Ny die Zahl der Freiheitsgrade des Systems bezeichnet. Eine Ann&herung
an die gewiinschte Temperatur 7" erhalten wir durch Reskalieren der Ge-
schwindigkeiten mit (7/T(t))"/2.

Die Temperatur wird aber wihrend der Simulation fluktuieren.

Bei der Integration der Bewegungsgleichungen braucht man aber nicht die
Geschwindigkeiten, sondern die Teilchenpositionen zu den Zeiten ¢t und

t — 1. Daher dient die Anfangsgeschwindigkeit dazu, die Teilchenposition
zur Zeit —dt zu bestimmen:

2n(i) = 2(i) — v(i) dt
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procedure init
begin

for (k< D) sum v k] = 0.;
unleserlich
sum v2 = 0.;

for (k<D) do
for (i<N) do
x [k] [i] = latt-pos (k,i);
v [k] [i] = ran() -0.5;
sum v[k|] = sum v [k] + v [k] [i];
sum v2 [k| = sum v2 [k] + v [K] [i] * v [K] [i];
end for
sum v [k] = sum v [k]/N;
end for
sum v = sum v2 /(D - N);
v scale = sqrt (temp/sum v2);
for (k<D) do
for (i< N) do
v [K] [i] = (v [K] [i] - sum v [k]) + v scale;
xmlk] [i] = x [i] - v [i] * dt;
end do
end do
end

6.1.2 Berechnung der Krifte

Dieser Teil einer Molekulardynamik Simulation ist gewohnlich der zeit-
aufwindigste. In einer naiven Implementation miifiten hier N x (N —1)/2
Distanzen betrachtetet und bei periodischen Systemen und langreichwei-
tigen Wechselwirkungen eventuelle Selbstwechselwirkungen beriicksichtigt
werden. Man kann die Bestimmung der Kréifte effizienter gestalten, in-
dem man zunéchst einen Cut-off einfiihrt. Dies wollen wir am Beispiel des
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Lennard-Jones Potentials illustrieren. Wir wéhlen eine Distanz r, < L/2
wobei L die Kantenldngen der Box bezeichnet. Damit sind Selbstwechsel-
wirkungen ausgeschlossen. Im néchsten Schritt miissen wir den kiirzesten
Abstand in der periodischen Box berechnen. Dies geschieht (fiir jede
Komponente) einfach durch

xr = z[k][i] — x[K][j];

xr = xr — boxx |xr/L|;

Die Distanz rfj muss dann mit r. verglichen werden. Falls rfj < r. gilt,
miissen wir die Kraft auf das Teilchen bestimmen. Fiir die z-Komponente

gilt
r [ On
fao(r) = - (5)

so dass wir fiir das Lennard-Jones Potential (n(r) = 4 (

erhalten.

Wir fiithren schliefllich einen Shift des Potentials ein, damit n(r) bei r.
stetig ist, also n(r) = 4 (Hz — -5) — e wobei ¢, = 4 (43 — =%).
procedure force (f,en)

begin

en =0:
for (k < D) do
for (i < N) do
£ k] [i] = 0;
end do
end do
for i=1,...,N-1)do
for(j=i4+1,...,N)do
rsqr = 0;
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for (k < D) do
xr k] = x [k] [i] -, x [k] [j};
xr [k] =xr [Kk] - L*LX"E[k]/U;

rsqr = rsqr - xr [k| * k]
end for
if (rsqr < rc2) do

r2i =1/ rsqr ;

r6i = r2i * r2i *r2i ;
ff = 48 * r2i *r6i * (161 - 0.5) ;
for (k < D) do

flk] i = ffk] [i] + fF * xr [k];
fIk] [i] = f[k] [j] - ff * xr [k];
en=en + 4 *r6i * (r6i- 1) - ¢ cut ;
end for
end for
end for
return en ;
end

Das letzte Element einer Molekulardynamik Simulation bildet die Inte-
gration der Bewegungsgleichungen. Wir benutzen hier den sog. Verlet-
Algorithmus, der eine von mehreren moglichen Varianten darstellt.

Zur Herleitung betrachten wir zunéchst die Taylorentwicklung

rit+ a1 = r(t) + o(tat+ 2 (- B0 g((an
und
rit = 1) = r(t) — o(t)at + L (e - BT g((any
=
£t

r(r+ At) =2r(t) —r(t — At) + % (At)? + 6((At)*)
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Die Geschwindigkeit der Teilchen wird dann einfach durch

o(t) = r(t+ Atg;:(t — At)

+ O((At)?)

abgeschétzt.

(1. Komponente, die iibrigen analog;:)

procedure move

begin
sumv =0 ;
sum v2 = 0 ;
dsqr = dt * dt ;

for (i < N) do
xx = 2 * x [i] - xm [i] + dsqr * f [i] ; Verlet Algorithmus
vi= (xx-xm [i]) /2 *dt;
sum v2 =sum v2 +vi*vi;
xm [i] = x[i] ;
x [i] = xx;

end for

temp = sum v2 / 3* n part ;

e tot = (en + 0.5 * sum v2) / n part ;

end

6.1.3 Bemerkungen zur Integration der Bewegungs-
gleichungen

Der aufwendigste Schritt bei der Molekulardynamik-Simulation ist die
Berechnung der Krifte, so dass man prinzipiell daran interessiert sein
sollte, dass der Fehler von méglichst hoher Ordnung in dt ist. Dies wiirde
dann relativ grole Schrittweiten fiir dt erlauben, also fiir ein gegebenes
Zeitintervall die Zahl der Kraftberechnungen erniedrigen.

Das Problem von Algorithmen, die Ableitungen von hoher Ordnung beriicksichtigen,
ist, dass die Energieerhaltung lokal zwar in sehr guter Naherung erfiillt
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ist, so dass sich fiir grofle Zeiten eine systematische Drift einstellt. Dies
steht im Gegensatz zum Verlet Algorithmus, dessen Eigenschaften bzgl.
der Energieerhaltung auf grofien Zeitskalen giinstiger sind.

Den Algorithmen ist gemein, dass sie die Trajektorien schlecht voraussa-
gen. Dies ist in dem Sinne zu verstehen, dass Trajektorien von benach-
barten Punkten im Phasenraum sich exponentiell voneinander entfernen.
Man spricht dann von einer sog. Lyapanov Instabilitdt. Hierzu muss man
aber betonen, dass es auch nicht das Anliegen einer MD-Simulation ist,
Trajektorien detailgetreu zu reproduzieren, sondern vielmehr fiir das Sy-
stem typische Trajektorien zu generieren.

Einige Integrationsschemata sind dquivalent zum Verlet-Algorithmus. Das
erste Beispiel ist das sog. Leap-Frog Verfahren. Ausgehend vom Verlet-
Algorithmus kann man den Leap-Frog Algorithmus durch Einfiihrung
von Geschwindigkeit an Halbschritten herleiten:



