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Kapitel 1

Maxwell-Gleichungen und Eichfelder

1.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die beschreiben alle Rnomene, die mit (klassischen) elektrischen und magnetischen Feldern
zu tun haben. InVakuumlauten sie:

dvE =2 divB =0
€0 . (1.1)
rotE = —B rot B = po(j + coE)

Darin bezeichne¥ das elektrische und3 das magnetische Feld(x, ¢) ist die Ladungs- und
j(x) die Stromdichte. Die Divergenz und die Rotation einer Funkfitiz) sind dabei definiert
als

divR(x) = Z 0?1:,- Ri(x) = O;R;(x)

3

0
(rOtR(m))i = Z Ez‘jk%Rk = €ijr0; Ry.(T)

jk=1 J

Fur die jeweils nach dem zweiten Gleichheitszeichen angegebene Kurzschreibweise wurde die
Einsteinsche Summenkonvention verwendet, nachiter doppelt vorkommende Indizes zu
summieren ist (hier von 1 bis 3;;;, ist das antisymmetrische Levi-Civita-Symbol, das definiert
ist als
1 (ijk) = (123),(231), (312)
€k = —1  (ijk) = (132),(321), (213)

0 sonst

Aus dieser Definition folgt;;, = € unde;, = —€j4.
Aus Konsistenzdgmden muss digontinuitatsgleichunggelten:

o+divi=0 (1.2)
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Beweis:
0= ¢€p leE
. 1
= go div (— (rot B — ,Uoj))
Hoco

1 . .

= —divrot B —divj
Ho

divrotB = 8ieijk8jBk = €k 818] B, =0 (13)
~

antisym. sym.

Die physikalische Bedeutung der Kontiratggleichung liegt in der Ladungserhaltung:

Qt) = /V ol, ) &z

14 \4

Verwendet man nun den Gaul3schen Satz,

/ dvR d*z = @ Rds (1.4)
1% oV

so sieht man, dass die Laduagslerung im Volumerv' gleich der Summe des Stroms ist, der

ausV abflief3t:
O=-— # jds (1.5)
C1%

Darin istoV die Oberféache (= der Rand) vow.
Aus den Maxwell-Gleichungen sollen nun Differentialgleichungen zweiter Ordnung abgelei-
tet werden:

(rotrotE); = €;;,0;(rot E),

= EijkajﬁkzmﬁzEm
Benutzt mar; ;i€ = 9i10jm — dimdji, SO ergibt sich:
(rOt rOtE)i = (5il(5jm8jé?lEm — (5im5j18j81Em

— (rotrotE); = 0,0, F,, — 0,0,F;
rotrotE = VdivE — AE

—~ VdivE — AE = —rot B = 0,10 (j n eoE)

1 _ .
= _—Vo- AE = —py0ij — copo B
0
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Verwendet man

1
50#026—2
so folgt
1 02 o) 1
—— —A|E=—py—j — — 1.
(62(%2 ) Hod gova) (1.6)

Der darin vorkommende d’Alembert-Opera oc%g—; — A) wird haufig mit[] abgekirzt.
Analog ergibt sich:

.. . 1
B = —rotE = —rot— (rot B — 1j)
Eolto

1. . .
= C—ZB = —(VdivB—AB) + pg rotj
=0

1 92 .
= gﬁ_A B =y roty 2.7)

Diese Gleichungen sind/ellengleichungerFir sie kann man verschiedene SpeZldf unter-
scheiden:

1. 7, o = 0 = Freie Wellenausbreitung, die Differentialgleichungen sind homogen und line-

ar.

2. 7, o sind vorgegebens> Die Theorie der dazugéhnigen elektromagnetischen Felder be-

handeltinhomogene Differentialgleichungen und beschreibt die von Ladungen antestr
ausgehenden Felder.

3. 7, o hangen (Aherungsweise) linear vad, B ab.
= Lineare Dielektrika (polarisierbare Medien}ihren zu linearen Differentialgleichun-
gen.

4. j3, o hangen nichtlinear voiy, B ab.
=- Nichtlineare Differentialgleichungen, im allgemeinen schwer @seh. Nichtlineare
Optik.

1.2 Skalares Potential und Vektorpotential

Eine der Maxwell-Gleichungen (1.1) lautet: d& = 0 (= 0;B;). Nach Gleichung[(1]3) gilt
allgemein: divrotA = 0. Daher &3t sich das magnetische Feld auch schreibEh als

A = Vektorpotential

1wir sehen hier von Subtiliten ab wie sie in mehrfach zusamméanbgenden Raumgebieten auf Grund topolo-

gischer PAnomene auftreterbkinen.
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B ist ein reines Wirbelfeld, d. h. es existieren keine magnetischen Quellen (= magnetische Mo-
nopole).
Setzt man das weiter in die Maxwell-Gleichunggen](1.1) ein, salerhan

=rotE=—-B=—rotA
=r1ot(E+ A) =0

es gilt allgemein rot grad = ¢;,0;0,¢ = 0

SE+A=-V¢ in einfach zusammerdimgendem Gebiet

=E=-V¢— A ¢ = skalares Potential

Die Potentialed und ¢ sind nicht mef3bar. Mel3bar sind nErund B. Allgemeine Bewegungs-
gleichungeniir sie lauten:

divE = £ — _div gradé — div A
€0

rot B = rotrot A = iy (5 + o[~V — A))

Ap=—-2 _diva
€0
(1.8)

(%A - AA) +Vdiv A = g — %vgb
C C

Ware divA = 0, so hatten wir die Poisson-Gleichungrf¢ und eine Wellengleichundif A. ¢
spielt dann die Rolle des Coulomb-Potentials. D& lsich tatdchlich erreichen.

1.3 Eichtransformationen

Durch B = rot A wird A nicht eindeutig festgelegt. Wegen rot grad= 0 fur beliebigesy
fuhrt
A'=A+Vy

zum selbemB-Feld. Ebensoithren und
¢\ = ¢ — Ohx
zum gleichenE-Feld, denn

E'=-V¢-A' =-Vp+Vy—A—Vy
=-V¢—A=E
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Dies nennt man Eichtransformationen. Die physikalischen Fédé#? bleiben dabei unvéndert.
Eichtransformationendnnen dazu verwendet werden, bestimmte (bequeme) Bedingungen an
die Potentiale zu stellen. Am gehrchlichsten sind die folgenden:

dvA=0 Coulomb-Eichung

, 10 , 1.9
dvA+——¢=0 Lorentz-Eichung
c? ot
Beide sind voneinander unadigig und nicht gleichzeitig zu éffen. Die ersteiihrt zur Coulomb-
Eichung, diese ist aber nicht kovariant. Die Lorentz-Eichung ist dagegen Lorentz-invariant und
deswegeniir die Relativiitstheorie wichtig.

Zur Herleitung der Coulomb-Eichung:

SeienA’, ¢’ irgendwelche Potentiale. Gesucht ist girso dass divA = 0:

A=A —Vy=dvA=divA — Ay =0

Das ist eine Differentialgleichungif y:

Ay =divA Poisson-Gleichungif (1.10)
Mit der Losung
1 [divA(z)
H)=—— [ /Py
x(@, 1) 47 |z — /| ‘
Beweis: ) )
Ay =—— [ divA'(2')A >z
=X 47r/ VA (@) “le — x| g

Fur die weitere Umformung benutzen wir folgenden wichtigen Satz:

1
Im = —47I'5($ — wl)

Beweis:

= A,x= —i/div Al(z')(—4m)o(x — 2')
=divA'(x) ged.

Setzt man die Coulomb-Eichung aus Gleichyng](1.9) in Gleichung (1.8) ein, &b erdn
die Feldgleichungenif die Potentiale in Coulomb-Eichung:

1 9 A
(gﬁ—A)Azﬂoﬂ—c—zvéﬁ

(1.11)
Ap=-L

€0

Interpretation: = Coulomb-Potential
A = elektromagnetische Wellen
Achtung:Die Interpretation ngt von den Eichbedingungen ab!
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1.4 Multipolentwicklung

Multipole sind einsehrwichtiges Hilfsmittel der Elektrodynamik. Aus ihnen folgen z.B. die
Auswahlregeln von Atomen und Molalen in der Quantenmechanik.

In ihrem Kern ist die Multipolentwicklung eine Entwicklung nach Drehimpuls-Eigenzu-
standen wie in der Quantenmechanik.

Skalare Multipole

Beispiel:Skalares Potential in Lorentz-Eichung.

o(z,1)

Oo(x,t) = =

Zeitliche Fourier-Transformation:

qgw(:c) = /e_mgzﬁ(az,t) dt

(AR = 2B
€0 Cc
Das ist die inhomogene Helmholtz-Gleichung. Die Green-Funktiodie Helmholtz-Gleichung
erfullt
(A +k)G(z,2') = —5(x — 2)

und ist (mit Randbedingun@ — 0 fur | — «’| — o0) gegeben durch

1 eikz|w x|
Gla—a) = 47r]zc—:1:’]
=ik jilkro)hM (k (¥
Z]l <) rs) Z_:l Yim (¥, 9)
m=- Basisfunktion
Darin sind
1.\ si . .
g1 =(—z)! (—81) MY sprarische Besselfunktionen (1.12)
T X
1\ . .
nY =j, — (—x)’ (—81) “2%  spharische Hankelfunktionen (1.13)
T T

Die Losung ist

/Z Z Ji(kro)h k‘r>) Yim (9, ) dr!

=0 m=-1

’ /}/l;kn@yv @,)éw(rlv 19/7 90/) dsy



1.4 Multipolentwicklung 7

Von besonderem Interessi praktische Anwendungen ist das Féldx) an einem Ort: auRer-
halb der Ladungsverteilung. &It man den Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt
der Ladungsverteilung, so gilt damn= || > |’| = ' und damitr. =/, r~ = r.

- Z]zzz::yzmﬁ(p k”f’)

[ Y@ ) dctar

(1.14)

Invielen Wichtigen Anwendungen ist die Ausdehnung der Ladungsverteilung kleinigsgren
der Wellennge)\ = ” = % (z. B. Atome oder Moleldle: " = 1 A, A = 1 um). Das Argument
kr’ von j; ist also kleln fir x < 1 qilt

l

. x
MO~
l
- / Ji(kr"YE 0, dQYdr’ ~ ﬁ / Y} b, dYdr’ (1.15)
Man definiert das sg#rische Multipolmoment der Ordnurigp als
Qum = / 'Y 0, AV dr (1.16)
Spezialélle:
Qoo = L/@ (x') d*a'
Var “

Q @ = Gesamtladung des lons/Mold&k beiw

Qll - \/ /Qw l‘ - Zy/) de/ 8:;_( - ipy)
Q=3 [ el o=/ 1
10 Ar w A z

Darin istp = (p., py, p.) das (cartesische) elektrische Dipolmoment:

p= / 'o(x’) d’a'

Das Potential, das durch einen reinen Punktdipol erzeugt wird, ist

. __pr
Poip(@) = dreg|x|3
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Anschauliche Bedeutung eines reinen Dipols: Zwei ge@jietishe Ladungen mit sehr kleinem
AbstandL.
Dipolmoment=¢(L) - Ln =p
L geht gegeid), aber gleichzeitig geht(L) — oo, so dasg/(L) - L endlich bleibt.
Das elektrische Feld eines Dipols, der sich im Ursprung befindet, ist gegeben durch

1 3z(px) —
2P2) =P g ®
Areg |z|3 |

Epip(z) =

Die allgemeine Entwicklung des Potentials in der Elektrostatik lautet:

b(x) = 1 [Q pa:_l_ ZQ”xx]

dteg | T

Darin ist
Qij = /Q(CC)(?)CL’ZSEJ — 5Z-ja:2) dgl'

der (spurlose) Tensor des Quadrupolmoments.

Gleichung [(1.14) kann aber auch direkt durch Entwicklung nach Kégsiénfunktionen
hergeleitet werden. Diese sind Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators ufidredie Or-
thogonaliatsrelation

2 s
/ / Y;km’ (197 @)Em(l% 90) sin v dv ng = (5ll’5mm’ (117)
0 0

und die Vollsandigkeitsrelation

Z Z Vi (9, 0) = 6(p — ¢') d(cost) — cos?') (1.18)
=0 m=-1 :5(?2:9’)
Wegen Gleichund (1.18) giltif eine beliebige skalare Funktigifd, ¢):
f(9, ) /f (¥, Q) dQY

_ Z / Q) F(Q)

= ZYlm(ﬁ,gp)  Fi, mit den Koeffizienter¥,,,, := /Yljn(ﬂ’)f(ﬂ’) asy

Iym

In unserem Fall gilt:

w) = Z Yzm(ﬂv So)qgw,lm(T)

Mit G (1) — / Yo (@)oo, ) dY
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Dies setzt man nun in die Helmholtz-Gleichung ein:

~ 1 _
(A + k2)¢w(x) = __Qw(x)
€0
Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:
Aol 0 22—iL ;. L=ax(—iV)

7‘_257“ or r?
10,0 I(l+1 § 1.
(—— 20 _ M+, k) i) = = i (r)

r
r20r Or 72

Losen dieser radialen Differentialgleichung mit geeigneten Randbedingungen (auslaufende Wel-
le fir r — oo, d. h.~ cos(kr)2 sin(kr)2) fuhrt zu obigem Ausdruck (T-14lif ¢, ().

Multipolentwicklung f tr Vektorfelder

Man kann auch eine MultipolentwicklurtivergenzfreieMektorfelder (z. B. divB = 0) durchiuhren.
Im Wesentlichen werden dabei die Kugatfhenfunktioner;,, ersetzt durch

1 . .
X = ———=LY},,(¥, p) »Vector spherical harmonics®

0+1)

X, erfullt
/szle’m’dQ = 5ll’5mm’
/Xfm (X Xpp)dQ2 =0

Ein vollstandiges System von Vektorfunktiondir tivergenzfreie Felder ist dann gegeben durch
E(kT)le und V x (gl(kr)le

wobei  Fy(kr) = iy (kr) + B2y (kr)
gi(kr) = gl(l)hl(l)(k:r) + 91(2)hl(2)(k7“)
hl(l)(k:r) = spharische Hankelfunktionehl@)(kr) = hl(l)*(kr)
Die elektromagnetischen Felder im freien Raum lassen sich dann entwickelfdgem

B = Z lag(l,m)F(kr) X i, + am(l,m)V x g(kr) X ]

Im

E=Y [%am, M)V X Fy(kr) X i + @ (1, m) gu(kr) X i,

lym
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Felder, die proportional zu,, sind heil3erspharische TM-Felder,transverse magnetic*) und
Felder, die proportional zug sind heil3erspharische TE-Felde(,transverse electrical®).

Die Felder lassen sich auf die jeweiligen Multipolmomentelizi4fihren, wennkr < 1
innerhalb der Ladungsverteilung gilt. Es gilt dann

aE(la m) ~ le ; am(la m) ~ Mlm
_ 1 ; r+jlx)\ ;5
Mlm— (l+1)/TY2mV( - d’x

M,,,, heil3st magnetisches Multipolmoment. Genaueres zur vektoriellen Multipolentwicklung fin-
det man inl[1], insbesondere Kapitel 16.2 und 16.6.

1.5 Elektrodynamik in dielektrischen Medien

Bis jetzt wurden nur Felder im Vakuum in Anwesenheit vorgegebener Ladungen behandelt. Oft
mochte man aber elektromagnetische Felder im Inneren von Medien (z. B. Glas oder Kristallen)
betrachten.

Fast alle Medien sind aus Atomen und Mdlédn aufgebaut. In solchen Objekten sind die
Ladungen gebunden, d. h. siérinen durch ein angelegtasiReres Feld nicht frei verschoben
werden. Sie sind jedoch polarisierbar oder haben gar ein permanentes Dipolmoment. Atome
sind z. B. durch Anlegen eines elektrischen Feldes polarisierbar:

E=0 E+0

(@)

LA
I
AT
I

Molekule (z.B. Wasser) &nnen auch ein permanentes Dipolmoment haben. Dies tritt oft bei
ionischen Bindungen auf. Betrachtet man nicht den Effekt jedes einzelnen iglskbndern

nur makroskopische Felder, dider einen Raumbereich, der viele Mdiik entlélt, gemittelt
sind, kann man die makroskopischen FeldgrD, B und H durch folgende Gleichungen gut
beschreiben:

divD =p divB =0

rotE = —B rotH =5+ D
makroskopische Maxwell-Gleichungen

(1.19)

Es gelten die materialaBhgigen Beziehungen

D=¢E+P ; B=u(H+M)
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Darin sind D die dielektrische Verschiebungsdichte uRktldie magnetische Feldske, P
ist die Polarisation un@dZ die Magnetisierung des Mediums. Es gibt einige Spedialf

* Im Vakuum gilt P = 0 und M = 0, so dass wir auf die bisherige Form der Maxwell-
Gleichungen kommen.

» Wenn die Molekile ein permanentes Dipolmoment (el. oder magn.) haben, aber im Medi-
um ungeordnet sind, gilt trotzdem im Mittd = P = 0. Werden die Molelle ausge-
richtet, so kannV oder P # 0 werden. Ein Beispielifr ein theoretisches Modell dazu ist
das Ising-Modell.

o, . m
SN

» Sind die Atome/Molekle polarisierbar, so gilt
P=xE ; D=cE=¢¢,E=(c+x)E

¢ ist die Dielektriziitskonstante des Mediums ugdseine Suszeptibilitt. Dieser Effekt
kann (vor allem bei Kristallen) richtungsadnigig sein (Doppelbrechung):

P = xii B ; D; =g B
e;;. dielektrischer Tensor
» FUr optisch aktive Medien gilt nach dem Modell von Fedcﬁow
M =0 ; D =¢E+f(rotE)

Optische Aktiviat heil3t, dass die Polarisation eines Lichtstrahls beim Durchgang durch
das Medium gedreht wird.

* In nichtlinearen Medien gilt z. B.:

D = E + k|E’E

2Es gibt verschiedene Modelle zur Beschreibung der optischen Altibieses Modell sei nur als Beispiel
herausgegriffen.
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1.6 Herleitung der makroskopischen Maxwell-Gleichungen

Der physikalische Hintergrund der &enFE, D, B und H ist, dass sie makroskopische
Felder darstellen, die als Mitteluridper die,mikroskopischen” FeldeE ik und B auftreten.
Letztere eriillen die bisher behandelten Gleichungen

div FEnix = % div Bnik =0

€0
rot Emixk = —Bmik rot Bmik = io(Jmik + €0 Emix)

Wir spalten Ladungs- und Stromdichte wie folgt auf:

Omik = Ofrei T Ogebunden
JImik = Jfrei T Jgebunden

Die freien Gbl3en entsprechen dabei Teilchen, die nicht an Atome/Nliddedrebunden sind. Im
Rahmen der klassischen Physikinen sie geschrieben werden als

orei(®) = Y gid(@ — ;)

Jiei(x) = Z qx0(x — ;) Summeriiber die freien Teilchen.

Die gebundenen @fien korrespondieren zu den Atomen/Madikek des Mediums:

Ogebunded ) = Y _ on(x) Summeiiber die Molekile

on(x) = Z q:6(x — x;) Summelber die Teilchend™, Kerne) im Molekil
jgebundeéw) = Z]n(m) ; Jn(w) = qufBl(S(m — a:l)

In den meisten Situationerdknen die Mel3géte fur elektromagnetische Felder einzelne Mo-
lekiile (GoRRe~ 1,&) nicht aufbsen. Bei optischen Experimenten ist dieimliche Aufbésung
beispielsweise in der @Renordnung der Welleimge & 6000A). Man kann daher einéumliche
Mittelung Uber Ex und B durchfihren ohne die Beschreibung der Experimente zu ver-
schlechtern:

E(x) = (Enic(x)) = / f (&) Bz — @) o2’
B(z) = (Bri(z))

Darin soll f(x) eine Funktion sein, die sich auf molekularer Skala langaadert, aber deren
Trager klein gegeiiber der Wellerdnge ist. Wegen der Mittelung soll iiglich gelten[ f(z) d’z =
1.
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f(x)
e

700 nm

Fur E und B folgen dann die Gleichungen

9
0331‘

8 / / /
oz /f(az ) Bmik.i(x — ') d*z

/ a / /
= /f(w )a—xiBmik,i(ac —) dx

_ / f(a') dv Buu(@ — @) &'’

S

divB(x) = Bi(x)

-~

= <d|V Bmik(w)) ::0
<Qmik>
rot E(x) = —Bo(az)

und analog diE(x) =

. 1.
rotB(x) = pio{gmi(@)) + 5 E()
Die Mittelwerte kbnnen wie folgt verarbeitet werden:

<Qmik> = <erei> + <Qgebundet>
=: o(x) + (0gebunden o(x) : makroskopische Ladungsdichte

(Ogebunged = Y {on()) (1.20)

n(Molekile)

Fur jedes Molekil ist die Ausdehnung sehr viel kleiner als der Mittelungsbereich, daher:

on(T) ~ /f(w’)gn(a: —x') d*2’
- / f@) Y ad@—a @) da

i(e—, Kerne

= Z ¢if(x — ;) d*a’

i(e—, Kerne

Ist ,, der Schwerpunkt das Moléls, so gilt|z; — «,,| < Trager vonf und man kanry ent-
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wickeln:
fle—z) = flx —x, — (2 — )
~ flx—x,) — (x; — x,)Vf(x; —x,) + - - -
= (@)~ > g{f@-=,) — (@ —z,) V(@ —x,)+--}

i(e~, Kerne

= <Qn(w)> ~ f(w - wn) Z qi —Vf(a: — a:n) Z qi(xi — mn) 4+ ..

i(e—, Kerne i(e—, Kerne
N—— —~ s
dn Py

qn ist die Ladung des MoléKs n. Fur nicht ionisierte Molekllle istg,, = 0. p,, ist sein Dipolmo-
ment.

= <Qgebunde|> = Z (—Vf(ib - mn)pn

n(Molekule)

PolarisationP(z) = > f(z —x,)p, ; Gu=0

- <Qgebunde|€$)> = —div P(:B)

Setzt man dies und Gleichurig (I].20) in die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen einadio erh
man

: 1
divE = _<Qmik>
€0
1 1 .
=—p——divP
€0 o
D:€0E+P:>d|VD:Q

Eine entsprechende Behandlurig f
. L.
rot B = f1o(Jmix) + gE
fuhrt auf

(i) = 3 + 1ot M + P
M = <Z m,o(x — x,))

i(e—, Kerne i(e—, Kerng '

2

Hier istm,, das magnetische Dipolmoment des Malksk:. (Zu Details vgl.[1], Abschnit6.7).
Daraus folgen dann die makroskopischen Maxwell-Gleichungen Gleichung (1.19).
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1.7 Ebene Wellen
Im Vakuum @ = 5 = 0) gilt:

OE=0B=0 ; dvE=divB=0
Ansatz zur losung:

E = Eepexp(ikx — iwt)
1 02

OF = Erex (?@ — A) exp(ikx — iwt)

Darin sind &, € C die Amplitude und
€L der Polarisationsvektor.
2 |

— 0OF = Ekek(—w—2 + k?) exp(ikx — iwt) = 0
c

Das ist eine Bsung vonJE = 0 falls w = c|k|. Hierbei istwy := c|k| die Frequenz eines
Photon mit Impuls hk. Die Energie des Photons ist gegeben durch die Plancksche Formel
E = hwy. Der Polarisationsvektar, wird festgelegt durch die Bedingung dv = 0, FE; = 0:

divE = Ex(er)iik; exp(ikx — iwyt)
= ng(Ekk?) exp(ika} — @'wkt)
20
= €, muss senkrecht auf dem Wellenvekkostehen!

Im R? gibt es zwei linear unakiimgige Vektoren senkrecht u—> es gibt zwei unabdingige
Polarisationsrichtungen. Die genauen Richtungemﬂélsind willkdirlich. Eine Moglichkeit ist

cos @ sin ¥ cos  cos ¥ k —siny
k=Fk | sinpsinv ; eg) = | singcos ¥ ; eg) ==X GS) = | cosyp
: k
cos v —sin v 0

Die reellen Vektoremg) undef) entsprechen linear polarisiertem Licht. Der allgemeine Polari-
sationsvektor ist eine Superposition beider Vektoren:

en=ae, + 0 ;1 mitla?+[gP=1 , aBeC

Ein Beispiel ist zirkular polarisiertes Licht:

+ 1, ), . @
- L i)

V2

3Der Begriff des Photons als elementares Quantum des Strahlungfeldes wird eigentlich erst in der Quantenelek-
trodynamik eingéihrt. Die Eigenschaften eines Photor@mfen aber so eng mit denen der klassischen Elektrody-
namischen Felder zusammen, dass es sich lohnt, den Begriff schon hier zu verwenden
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In der Literatur werden béglich der Bezeichnungen unterschiedliche Konventionen verwendet.

Wir halten uns hier an die vonl[1, 10]:
.+ links zirkular oder positive Helizit, o*-Licht

.— . rechts zirkular oder negative Heliait, 0 ~-Licht
ot-undo~-Licht ist wichtig fur die Auswahlregeln in der Atomphysik:=* : Am = +1, wobei
m die magnetische Quantenzahl der Atome ist. Allgemeine Superposit@nemegj) + ﬁef)
heil3en elliptisch polarisiert.

In der Quantenelektrodynamik beschreibt der Polarisationsvektor gleichzeitig den Spin eines
Photons. Photonen haben Gesamtdpisie haben aber nur dieSpin-Wertes, = +1. Das
entsprichto™- und o~ -Licht. Die AuswahlregelAm = =1 folgt dann aus der Erhaltung des
Gesamtspins (Atom + Photon). Der Wett = 0 ist wegen der verschwindenden Ruhemasse
nicht realisiert (vgl.[8], Abschnitt 14.5). Im Allgemeinen gehzu einem zeitaldmgigenE-
Feld auch ein zeitat#imgigesB-Feld. Dieses kann man aus der Maxwell-Gleichung@et —B
herleiten:

B = —rot{&pepe ™= 4c.c)
—eijkﬁj(ek)lc‘,’ke(ikm_w"“ + c.C.
—eijk(ek)lgklkje(ikm_wkt) + c.c.

= —i&k(k x €)@k 4 ¢ c.

Zur Losung dieser Differentialgleichung macht man den Ansatz exp(—iwyt). Daraus ergibt
sich:
Ek (ikz—iwgt)
B = —(k x €)e ¥ 4+ c.c.
Wk

1
=—(kx FE
wk( % )

Die allgemeine Bsung im freien Raum ist eine Superposition ebener Wellen:

E(x, /dgk’ Z 51(: e,: exp(tkx — iwt) + C.C.

o=1,2

(0)
B(x,t) :/d3k Z o (k x ek )Y exp(ika — iwt) + C.C.
o=1,2

Besonders erdhnenswert sind noch folgende SpeZkdf:

1. Der Polarisationsvektor setzt sich aus einem Realtaild einem Imagiarteil €’ zusam-
men:

E = Egep exp(ikx — iwit) + C.C.
= Ek(€' + i€”) exp(ikx — iwit) + C.C.
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Dabei geltee”? + € =1, € € R.
= FE = Ee'2 cos(kx — iwyt) — Exe"2sin(kx — iwyt)
Es handelt sich also um eine laufende Welle.

2. Man betrachtet di&Jberlagerung zweier sich gegénfig ausbreitender Wellen n#, =
E,k Undek = €_g-

E=FE,+ FE_4
= Ererexp(ikx — iwgt) + E_re_g exp(—ikx — iwyt) + C.C.
— FE ~ cos(kx)cos(wyt)

Es handelt sich also um eine stehende Welle.
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Maxwell-Gleichungen und Eichfelder



Kapitel 2

Quantenfeldtheorie des Lichts - QED

2.1 Vielteilchentheorie in der Quantenmechanik

Nimmt man 2 freie Teilchen, so ergibt sich der gemeinsame Hamilton-Operator zu

2 2
g= P (2.1)
2m  2m

Die zugelidrige 2-Teilchen-Wellenfunktion ist

Y (T1, T2) = ¢p (1) - O (T2) (2.2)

In dieser Wellenfunktion sind die Teilchen unterscheidbar, der experimentelle Befund jedoch
zeigt, dass identische Teilchen NICHT unterscheidbar sind. Dies igtigésistet, Wennp(ml, T3)
dieselben Mel3ergebnisse wi€éx-, x;) liefert. Man fuhrt den Vertauschungsoperaiorein.

E¢(w1,$2) = (x2, T1) (2.3)

Fir den Austausch-Operator gif? = 1. Somit sind die Eigenwerte dieses Operataiis Als
Eigenfunktionen definiert man:

E:¢B(w17332) = +¢p(T1, T2) = Yp(T2, T1) (2.4)
Evp(xy,22) = —vYp(x1,22) = p(T2, 1) (2.5)

Aus dem experimentellen Befunden schliesst man, das alle Teilchen in der Natur Eigenfunktio-
nen des/-Operators:

* Yp < Bosonen
* Y < Fermionen

Das Pauli-Verbot ist eine Konsequenz der Antisymmetriewgn
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Spin-Statistik-Theorem
» Bosonen= ganzzahliger Spin
* Fermionens halbzahliger Spin

Der Beweis benutzt im Wesentlichen Kausatliind kann in[[4] gefunden werden.

Vielteilchen-Wellenfunktion (x4, ..., x,) soll symmetrisch oder antisymmetrisch unter dem
Austausch zweier beliebiger Teilchen sein:

V(1o Ty e Ty Ty) = (21,0 Ty Ty, X)) (2.6)

Das erreicht man durch Symmetrisierung: Summigrer alle Permutationen der Koordinaten
und normiere

1
VY (T1,..., %) = oyl ;¢ (Zp1) -+ > Tpm)) (2.7)
1
wF (-Tla S 73311) = W ;(—1)"% (xp(l)a <o 7xp(n)) (28)

wobei p die Permutationen signalisiert, alsel )? ist +1 fur gerade Anzahl von Vertauschungen,
—1 fur ungerade Anzahl von Vertauschungen.
Als Beispiel wird die Produktwellenfunktion freier Teilchen benutzt:

(21, 02, 13) = Vi(21) Vi (T2) 0 (73) (2.9)

Also Teilchen 1 im Zustand |, Teilchen 2 im Zustand m, Teilchen 3 in n. So&rieéwdie Teilchen
unterscheidbar.
Fur Fermionen \@re die ununterscheidbare Wellenfunktion per Konstruktion also:

U (21,9, 5) %wz(xlwm(wn(asg)—¢l<x2>¢m<x1>¢n<x3)

FU(@2) Y (3)Un (21) — Vi(23)m (22)Yn(21)
F 1 (23)m (21)n(2) — ¢l(x1)¢m($3>¢n(x2)}

Dies ware fir grof3e Teilchenzahlen sehr addig.

2.1.1 Fock-Raum und Teilchenzahldarstellung

In der Einteilchenquantenmechanik muss man night), also die Ortsdarstellungf die Wel-
lenfunktion kennen. Um den Zustand vaélstlig festzulegen, reichen Quantenzahlen aus. Zum
Beispiel sind das beim H-Atom die Quantenzahlen n,l und m. Der Zustand ist als@nditgt
durch|n, {, m) statt durchy,,;,,(z) = (z|n,l, m) bestimmt.
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In der Vielteilchentheorie reicht es analogjig aus zu wissen, wie viele Teilchen in welchen
Zustainden sind: der ket 1,,,, 1,,) wird mit dem Zustand 1 Teilchen in |, 1 Teilchen in m, und 1
Teilchen in n, also der Wellenfunktiaf (x1,z,,x3) identifiziert.

Bosonisches Beispiel:

OE (21, 29,03) = %{wl)wl(xz)wmm)

+ (1)1 (3) P (2)
F o (w2) i (23)m (1) }

— (2, 1)

Superposition solcher Zustde sind riaglich und werden auch im Experimentapariert,
z.B:

|¢> = ‘2l7 1m> + /6 ‘3l7 Om> + Y ’117 2m>
Aber auch Superpositionen von Zastlen mit verschiedener Teilchenzahl wie
[V) = ally) + B121) + 731, 4m) - -

sind nbglich. Formal sind Superpositionen von Zarstlen mit verschiedener Tielchenzahl Ele-
mente des Fock-Raumes, der wie folgt definiert ist.

« SeiH™ der Hilbert-Raumiir 1-Teilchen-Wellenfunktionen
« H® der Hilbert-Raumiir 2-Teilchen-Wellenfunktionen ...
Der Fockraum ist die direkte Summe aller N-Teilchen-Hilb&ume:
FeHO o HO o HO @ . o> (2.10)

H© beschreibt das Vakuum und hat dementsprechend nur einen einzigen Zustand, der als
|0) geschrieben wird.((|0) = 1).

Man braucht den Fockraum, um Prozesse zu beschreiben, die die Teilchenzahl einer Teil-
chensorte nicht erhalten. Zum Beispiel kann man die Paarerzeugung womd e~ aus einem
~v-Quant folgendermalien darstel@n

|17> ® |Oe+> |Oe—> - |07> ® |1e+> |1e—>

Als zweites Beispiel kann man die Anregung eines Atoms vom Grundzugtghnith den ange-
regten Zustandll.) durch ein Photon so darstellen:

|1g> ® |1v> — 1) ® |0’Y>

1Eigentlich braucht man zur Energie und Impulserhaltung bei diesem Prozef noch ein weiteres Teilchen, aber es
geht uns hier nur um das Prinzip.
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2.1.2 Erzeuger und Vernichter

Diese erlauben eine einfache Darstellung von Vielteilchen-Wellenfunktionen. Definiere den Er-
zeuger eines Teilchens im Zustand (in der Mode) | durch:

a“nl(, ny ooy =v/nb +1](n 1),nim™ ) (2.11)

ar [\ 0™ Y = V@ [(n® — 1), n0M ) (2.12)

m

wobei beide Formelniir Bosonen definiert sind.
Fur diese Operatoren gilt folgende Vertauschungsrelation. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise lassen wir die Indizes weg.

[a',a] |n) = a'a|n) — aa’|n)
= a'vnln—1)—avn+1|n+1)
= nln) —(n+1)|n)
= (=1 n)

Daraus folgt[a, aT] = 1. Die Wirkung der Operatoren sowie die Vertauschungsrelation sind also
dieselben wie beim harmonischen Oszillator. Allgemein gilt

[, al,] = 6im (2.13)

[ay, am] = [a;, m] =0 (2.14)

Der physikalische Grund dieser Analogie zwischen harmonischem Oszillator und den Vielteil-
chenzusinden liegt darin, dass die Energieniveaus analog zu denen des harmonischen Oszillators
gelegen sind: Die Erzeugung venTeilchen der Energié’, entspricht einer Energiezunahme

von nFEy. Die ist analog zun-fachen Anregung eines harmonischen Oszillators, bei der eben-
falls die Energiev F,, (fir £y = hw) berbtigt wird.

Offensichtlich gilt tir Bosonen:

alTH(N) — s HWHD
aHY)  — HW-D
a0y = 0= Zahll
Dabei sind die beiden oberen Gleichungen Abbildungen vom Fockraum in den Fockraum, die
untere Abbildung ist die Definitionsgleichungrfdie Vernichtung des Vakuums.

Fur Fermionen muss niatich wegen des Pauli-Verbo(ssle)2 = 0 gelten. Diese Forderung
lasst sich durch die Relationen

{alT, ajn} ={a,an} =0 {ay, aln} = Oim (2.15)

erfullen, wobei{ A, B} = AB + BA den Antikommutator bezeichnet.
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2.1.3 Der Feldoperator

Wie berechnet man nun Erwartungswerte mit Hilfe von Erzeugern und Vernichtern? Wir betrach-
ten einen 1-Teilchen-OperatoXz, p). Nun gilt in der Ein-Teilchen-Theorie

(0) = / 5 (#)0 (@) d%

Fir N Teilchen ergibt sich dann der Erwartungswert @nffensichtlich zu:
N
<O> = Z <O>Einteilchen
i=1
Die legt nahe, den Erwartungswert eines Ein-Teilchen-Operators wie folgt zu definieren:

N
(On) = D> (O(@p) )
=1
N A~
= Z/d%l o dPag (T, an)On(a, .. y) (2.16)
=1
Betrachten wir z.B. die Energie, mit der Eigenwertgleichung
H(i,ﬁ)%(ﬂf) = Ea¢a($> (2-17)
Bei einemn-Teilchenzustanth,,, ..., n., ..., n. ) ist die Energie offensichtlich
E=FEn,+...+Enyg+... (2.18)

- / B 2 (@) H (&, )t (2)na + / & 0 (2) H (3, ) bor (2)nr + -

Die Teilchenzahlen kann man mit Hilfe der Erzeuger/Vernichter berechnen:
Fuhre folgenden Operator ein:

N, = dla, (2.19)

Das ist der Anzahloperatoiiff ein Teilchen im Zustand. Die Deutung als Anzahloperator wird
SO motiviert:

(e NG|y Y = (e, abag] . ngs ) (2.20)
(g lal /el (g — 1)a, ...
(coisnaye o V(e — 1)+ 1/Ng| ooy o) =6 (o]0 =g

Also gilt fur E:

E = /de Ui @)H (2, p)ba(z) (.. Ny Narlalag] o Nay e M) (2.21)

Wichtig:
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In diesem Ausdruck wirken die Operatoren o/ nur auf die Teilchenzahlzusde,
nicht aufi, (x).

Umgekehrt wirktH (z, p) nur aufy,(x), nicht auf|... n,,...).

Die Teilchenzahlzuginde sind eine Art Buchhaltungstrick, um die Kombinatorik zu
vereinfachen.

Wir konnen also den Ausdruckif £ umschreiben in:
E={..ngng,... |/d N a(z)alag| . . e, My ) (2.22)

Fuhre derfeldoperator¥ (z) := ) a,,(x) ein:

E={.. ngng,... |/d H(zZ,9)¥(x)|..., e Nary - ) (2.23)

Beweis der Wirkung des Feldoperators:

( ..\/d% oiHy|. ) = |/d3 Zw JalH > by (z)a| .. .) (2.24)
b
—Z/d GeHY, (o] ) =Y FBul - lalad . ) = S Fang = B

ab e ——
=Ey [ Yis=Epdap

Allgemein kann man jeden Erwartungswert in einem Fock-Zusfahdon einem Einteilchen-
operatorO(z, p) herleiten gerai3:

~

(O(@,p)) = (¥ | d VT (2)O(@, p)¥(2)|) (2.25)
Dies gilt fur beliebige Elemente des Fock-Raumes, z.B.
[¥) = 11a) +120) = (V[UT0]) = (1]UT[L,) + (20| UT[2,) (2.26)
Bemerkungen zum Feldoperator:

» U(x) istin gewisser Weise sowohl ein Operator als auch ein Zustand:

= agb(x) (2.27)
a,. Operator im Fock-Raum
1, (z): Einteilchenzustand
Man konntey, (x) als (x|vYa) gineiichen dEULEN:

= (@] D aaltba)gy, = (@) (2.28)
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« Interpretation vont (z): Was ist der Zustand'(x) |0)? Wie wir im Folgenden sehen wer-
den, ist er ein spezieller Einteilchenzustand im Ein-Teilchen Hilbert-R¥lim Betrachte
dazu einen vollgindig lokalisierten Zustand iy ("):

Guo(x) = 0(x — m0) = Z Cutn(z), {¢,}= Basis dest

n

- / & 6% (1), () = / & 6% (2)5(x — 20) = 6} (o)
— g (z Z ¢* ()b () (Vollstandigkeitsrelation) (2.29)

Die Fock-Raum-Darstellung dieses Zustandes lautet

D Gnlwo) [1n) =D ¢n(wo)al [0) = (o) [0,) (2.30)

Also: U (z,) erzeugtein Teilchen am Ort.
U (x() vernichtetein Teilchen am Ort,.

« Kommutatorrelationenifr Bosonen:

[\Il Z a(x Z al L ( Z Ui ) lai, a m]

= an —§(x —y) (fur Bosonen) " (2.31)
[@(2), ¥ (y)] = 6(x —y) (2.32)
[Wi(2), ¥i(y)] = [W(2), ¥(y)] = 0 (2.33)
Fur Fermionen gilt analog:
{ar,al } = 0 = aial, + amal
| {¥(x), ¥ (y)} =z —y) (2.34)
{wi(2), ¥'(y)} = {¥(2), ¥(y)} =0 (2.35)

2.1.4 Zweite Quantisierung

Die Konstruktion der Feldoperatoren wie oben ist mathemaiigghivalent zur nochmaligen
Quantisierung der Schdinger-Wellenfunktion.
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Kanonische Quantisierung eines klassischen Teilchens:
Mit der Lagrange-Funktiod(z, ) lat sich der kanonisch konjugierte Impuls definieren:

oL
Y

Quantisiert wird, indem: und p zu Operatoreri: und p gemacht werden und man folgende
Kommutatorrelation fordert:

p (2.36)

&, 5] = ih (2.37)

Genauso kann man bei einem Feld vorgehen:
Fur ein Schodinger-Teilchen entspricht der Lagrange-Funktion die Lagrange-[ﬂchte

L%, 97) = ih(¢™ — ™)) — o VYV —YTVY (2.38)
Die Feldgleichungiihrt auf die komplex konjugierte Sdhtinger-Gleichung:
oL oL oL
Oh— = —0;——— + — 2.39
i~ YW " au (239
2
— Oyiba)* = afh—w* —Vy* (2.40)
2m
Man definiert die kanonisch konjugierte Impulsdichte
m(x) = (?E = ihy*(x) (2.41)
()
und quantisiert nach dem folgenden Schema:
(), m(z) — V(z), 1(x)
(U (2), IL(y)] = ihd(z — y) — [¥(2), ¥ (y)] = 6(z —y) (2.42)

Man erfalt also dieselben Kommutatorrelationen wie bei der Konstruktion des Feldoperators mit
Hilfe von Erzeugern und Vernichtern.

Die Methode der zweiten Quantisierung wird adufigsten angewendet bei der Erstellung
einer Vielteilchentheorielfr Felder. Sie hat allerdings den Nachteil, dass die explizite Konstruk-
tion des Fock-Raums und die Bedeutung der Feldoperatoren nicht so offensichtlich sind wie bei
der vorher beschriebenen Methode.

2.1.5 Zusammenfassung der Konstruktion einer Vielteilchentheorie

“Kochrezept” zur Konstruktion einer Vielteilchentheorie am Beispiel des@tihgerfeldes:

2Es gibt auch andere Formeinrfdie Lagrange-Dichte eines SékingerTeilchens. Die hier verwendete igt f
unsere Zwecke geeignet.
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(1) Wahle statioare Losungenp, (x) einer Einteilchentheorie mity,,|¢.,) = 0. Das Ska-
larprodukt soll zeitunaldngig sein, da sonst die Bedeutung der Moden und damit der
Vernichter und des Feldoperators zeitabig ware. Die Interpretation der Operatoren im
Schibdinger-Bild ware dann schwieriger.

ihowp = He, (Yl = /d?’x ¥
ool = [ (5 o) e = [{ 3ty v oG} i
=+ [ ) - vy =o (2.43)

Dabei wurden die hermitesch konjugierte Sitingergleichung und die Hermitezitvon
H beZiglich des Skalarproduktes benutzt.

(17) Ersetze die allgemeinedisung

U(x) = cnpn(x) (2.44)

n

der Einteilchen-Bewegungsgleichungen durch den Feldoperator

U(zr) = Z A () mit [an, am = Opm (2.45)

(bzw. {a,, al } = 6, fUr Fermionen).
Ui(x) erzeugt ein Teilchen am Ort

2.1.6 Quantisierung in Coulomb-Eichung

Die Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld lautet

Lox E?—B?=(—V¢— A)? — (rot A)? (2.46)

L enthalt keine Ableitungen der Felddr und B und fuhrt deshalb nur zu den Maxwell-
Gleichungen, wenn man es als Funktion der Potentiale betrachtet. Die Feldgleichungen in Coulomb-
Eichung (divA = 0) lauten

1.
OA = oj = V9, Ap=-2 (2.47)

€0

Die Gleichung f@ir ¢ ist nicht dynamisch!
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Die entsprechenden Gleichungen im Vakuum lauten:

OA = —lvg'b, Ap=0 (2.48)

c2

Randbedingungen:¢ —>0 — ¢=0 =— [OA=0

Losung:
Az, t) = AD(x,t) + AT (x,1) (2.49)
M oden funktion
= /d3/{3 Z Aio ;JkNak exp (—z’wkt) exp (Zkil?j—l— C.C. (250)
N o=1,2 g B A(_)(w, t)
AP (z 1)
dabei sind:

Ay, die Entwicklungskoeffizienten

€, der Polarisationsvektor

N, ein Normierungskoeffizient

A (x,t) der sog,,positive Frequenzanteil* (o exp (—iwyt))

Wir wissen, dalz’** eine vollsiindige Basis ist (wegen der Fouriertransformation) %
schon inA™)(x,t) alleine vorkommt, reicht es, nuA™) (x,t) zu betrachten. Da auerdem
A(x,t) reell ist, kann der entsprechende Operaionur ein hermitescher Operator sein, aber
[a, a’] = 1 bedeutet, daB nicht hermitesch sein kann. Deshalb kann der volle OperAtoicht
alleine aus Vernichtern aufgebaut werden. Auch das ist ein Guahd(x, t) statt A(x,t) zu
guantisieren.

Seien nunA™ (1), A’ (z,t) Lésungen voiiJA = 0. Ein erhaltendes Skalarprodukt ist
dann gegeben durch

—

<A(+)(w7t) ’Al(+)(w,t)> = —ie—fg /d?’x { A(H* A/("‘) _ A A/(H }
A A

Der Vorfaktor stammt aus dimensionalgberlegungen:

Js

A= &

[(AlA”)] =1
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Behauptung:
0, (A|A) = —z% & {A*A' FAA - AA - A*A'} Lo
verwende hierzu 0—12A —AA=0
— 0,(A|A) = —2%0 c2/d3x{(AA*)A’ — A (AAN)}

= —2% c /d3x {A"(AA") — (AA¥) A’}

=0
wobei benutzt wurde, dass/ (VZ-Vz-A;) Al; = —/ViA;ViA’j = /A;ViViA'j
Normierung der ebenen Wellé¥y,, e, exp (ikx — iwit) = pro(x, 1)
!
<§0k0|90k’a’> - 600’5(k - k,)

= —i%) /d3$NkaNk/g/€ZG€k/gl
{e*ikmeiwkt (ZWk) eikz’mefiwk/t
_efik:l:eiwkt (_Zwk/) eik:’:,cef’iwk/t}

mit / Bz K= — (27)35(k — E') folgt:

€
<S0k0|90k'0/> = %0(271-)3 szaek’a’ 5(k - k,) Nk‘O'Nk‘O'/ 2Wk:
50,(7’
= %0(2@32% NZ.6,0(k — k')

L5, 0k — k)

h

— Nyp=y)o——
g 2(2m)3€eqwi

fur t = 0 folgtf also fur A(z):

3 .
/ d k:ZA,m/ Frer, Sk P (ikx) + c.c. (2.51)

3Wir setzen hiet = 0 um den zeitunatimgigen Operatorif das Vektorpotential (in Coulomb-Eichung) im
Schibdinger-Bild herzuleiten. Man kann au¢h# 0 betrachten und edit einen zeitabfingigen Operator, der das
Vektorpotential im Wechselwirkungs-Bild beschreibt.
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Quantisierung: Ersetze die Amplitudg,, durch Vernichter,, mit
(ks @l | = i Ok — K)

aLU erzeugt ein Photon ( = Lichtquant ) mit Impuil& und Polarisationsvekta;,, .
Im Gegensatz zur klassischen Maxwell-Theorie sind in der QED Intgnsitd Energie eines
Lichtstrahls gequantelt.
Photonen sind Bosonen und haben Spin 1, jedoctzwarmogliche Werte @ir die magnetische
Quantenzaht = +1, —1. Diese Werte entsprechen den links - bzw. rechtszirkular polarisierten
ebenen Wellen: die Polarisation ist also spinfreiheitsgragéladpiy. m = 0 (= longitudinal pola-
risierte Photoner= €y, || k) ist verboten, wegen des Verschwindens der Masse der Photonen.
Mehr dazu in Abschnitt 14.5 von Ref./[8].

Den elektrischen und magnetischen Feldoperator kann man leicht aus dem Vektorpotential

herleiten:
E(m) = — :4(:3) = z'/d3k‘ E (ko _fwr €re*® + H.C. (2.52)
t=0 t=0 - 2(27’(')360

> _ 3 ik
B(x) = rotA /d l{:Zakﬂ/ S (k X ery)e™™ +H.c. (2.53)

Der Hamiltonian kann aus der klassischen Energiedichte gewonnen werden:

~ - 6_0 3 ~2 2/\2 -
i = 3 dx(E(m)+cB(m)>—...

= /d?’k Z {a,wako + akUaLJ}
= [y {agaaka ; %} (2.54)

(& Summe harmonischen Oszillatoren)
Die Bewegungsgleichung der Operatoren im Heisenberg-Bild lautet allgemein:

ih0,0(t) = {6(15),?1] (2.55)



2.1 Vielteilchentheorie in der Quantenmechanik 31

hieraus folgt

1
E,»(a:,t),/d%z hwy, {a,Twakg + 5}
o
y _— 1
[ak/o./ e’k m<5k/a’)i - az,a,eﬂk m(sk’o/)h/d?)k; ﬁ’u)k {alt:crakg + 5}
ﬁw /
- /d?’k’Z/d%Z ’“

{elk w(sk’ﬂ’)ié(k’ L )500’ak0 —e ¥ $(€ZJ’)ia£’a’(_50’U'5(k - k,))}

r h ikx —ikx _*
— E = /d%zwg, /m (akgek o + al 7" e,w) (2.56)

Berechne nurrot B);:

(rot B);

0 h
/ d%ng 0ok X e e LY

2(27)3eowy

a h
3 —ikax
— Z/d k’zgzﬂ aka(k X ska) W

rotB = /dgk}Z “ 27’(’ 360u)k k X k X Eko)ako ke +k x (k X slm)a’ka lkm)

Woraus dann folgt:

(2.57)
Mit k - €., = 0 erhélt man aulRerdem:
kx (kxer)=kk-er)— erk® = —€rk’ (2.58)
rotB = / d%z 2o 350wkk Hapee™*®ery + al_e*®el ) (2.59)
1. :
=rotB = C_2E = /L0€0E (260)

Dies ist eine der inhomogenen Maxwell-Gleichungénf = 0 (andernfalls gilt ja roB =
% E = pp{j + c0E}). Analog findet man

ihB = [B,H] =
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= B = —rotE (2.61)
AulRerdem gilt wegetk - g, = k- (k X g,) =0
divB =0 (2.62)
und

dvE =0 (: ﬁ) (2.63)

€0

= | Die Feldoperatoren eifllen die Maxwell-Gleichungen im VakULPm

Die Bewegungsgleichungen lassen sich leidéiseh, wenn man die einzelnen Moden betrach-
tet:

ihag, = [age, H]
/ / ].
— a,]m-,/dSk' Zhwk (a;;,o,aklax -+ 5)

= / &’k " hwy,, 0k — K )ay,
= hwipais ’ (2.64)
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet
aro = € “Fag(0)

ax,(0) ist dabei der Sclidinger-Operatorifr die entsprechende Mode. Diédung hat dieselbe
Struktur wie die entsprechende klassische Welle.

Bemerkungen zum Faktérim Hamiltonian

Dieser Term ist eine Konstante und hat daher keinen Einflu3 auf die Dynamik. Bsegpiert

die Vakuumenergie und ist divergent. Eargt jedoch von den Randbedingungen an die Moden
ab.

Beispiel: Zwei Spiegel im Abstand L (siehe Abbildupg P.1). Die Spiegel implizieren Randbedin-
gungen @ir das Maxwell-Feld. Die Folge davon ist, dass nur diskrete Wellenzahléet, rﬁit%’rn,

n € N statt|k| € R zugelassen sind. Entsprechend wird im Hamiltonianiier die diskreten
Wellenvektoren summiert, so dass sich die Vakuumenéugkert.

Subtrahiert man die freie Vakuumenergie von der zwischen den beiden Spiegelralsonarin
eine endliche Energie-Differenz, die vom Abstand L dtdt. Dies @ihrt zu einer anziehenden
Kraft (Casimir-Kraff) zwischen den Spiegeln. Casimirddte werden ausghrlich in Ref. [7] be-
handelt.
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< >

L

Abbildung 2.1: Skizze zu Casimir-Effekt

2.2 Koharente Zustande

Koharente Zustnde sind die bei weitem wichtigsten in der Quantenoptik. Sie bilden eine quan-

tenmechanische Beschreibung klassischer Felder.
Betrachte eine Mode, [a, aT} = 1 des elektromagnetischen Feldes. Verschiedene Definitio-

nen des koaherenten Zustanda):
 Eigenzustand von: a |a) = a|a), a € C
« Zustand minimaler Unséhrfe (siehdJbungen)
» “Verschiebung des Vakuums”

Was ista |«)? Entwickle|«) nach Fock-Zugtnden:

m:z%w:z;ymW>
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=ala) = Zanalm = Zan\/ﬁ\n — 1)
n=0 n=1

Mit n’ = n — 1 ergibt sich damit:
a) =" awn VW 1) L ala) = a Y au ')
n/=0 n/=0

Daraus folgt die Relation,,,; = aﬁ wobeiag noch durch die Normierung festgelegt wird.
Aus

a; = OaQp
a9y = —o
a3 = ——0p USW.

folgt

o (2.65)

Damit ergibt sich nun:

= g Z \/_ In) = Z 04_! = agexp (aal) |0)

=0

Unter Verwendung voiin|m) = d,,,, und Gleichung[(2.65) e#it man dann

{ala) =1 = |ag|? Z

woraus sich dann

n| =y = o “” — JaoZexplaf? £ 1

Qp = exp (—@> (2.66)

o) = exp (";"2> g \‘/)‘m In) = exp (—O‘T) exp(aa’) |0) (2.67)

|a)) kann auch mit denverschiebe-Operator

D(a) = exp (aa’ — a*a) (2.68)

konstruiert werden. Die Baker-Campbell-Hausdorf-Gleichung lautet:

o(ATB) _ (A B, —3[AB] —§lA[AB] (2.69)
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Mit A = aa’ und B = —a*a folgt nun
1 1
5[4 B = —S(-laP)la’d = -5~ €R

= [A,[A,B]] =0
Damit ergibt sich mit Gleichung (2.69) folgende Darstellung \dexschiebe-Operators

D(a) = eo“”e’a*“e’% (2.70)
Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften des Verschiebe-Operators:
* D(«) ist unitar:
Di(a) = e = """ = D™(a) = D(~a)
 Es gilt die Beziehung
) = D() |0) (2.71)

Aus Gleichung([(Z2.71) wird ersichtlich, dass man das Vakuum als speziellérekdln
Zustand mitw = 0 auffassen kann.

In denUbungen wurde gezeigt, dg8s

E ~ a+al (2.72)
B ~ i(a"—a) (2.73)
Damit ergibt sich:
E = (a|Ela)={ala+ad|a) =a+a* =2Rea (2.74)
B = (a|Bla) = (a]i(a’ —a)|a) =i(a* —a) = 2Ima (2.75)

(AE)? = (E*) - E?
= (a]a® +ad" +d'a+ (a')?|a) — (o — a*)?

= a®+ (@) +a*a+ (a]ad |a) — (a — a*)?
= o’ + () +a'a+ (alda+ [a,al] |a) — (a — a*)?
= o’ + (") +a"a+ (ala’a+1]a) — (a —a*)?
= o’ + (@) + 200" +1—-a*— () — 200
=1 (2.76)
“Genaugenommen kommt es dabei auf die Wahl der Polarisation und der Phage eimeFeinzelne Mode
gilt A < aexp(ikr)e + af exp(—ikz)e* und SOMItE = — A o iwaexp(ikz)e + (—iw)a' exp(—ikz)e* sowie

B = rot A « iaexp(ikz)k x € + (—i)at exp(—ikz)k x €. Wahlt man nun z.B. zirkular polarisiertes Licht
(e x e, +iey,) und den Orte = 0, so ergeben sich nachfolgenden Beziehungenie y-Komponenten der Felder.
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= AF ist unabkangig vona. Analoge Rechnungif A B:

(AB?=-..=1 (2.77)

= AEAB =1 (2.78)

Die allgemeine Heisenberg'sche Unaderelation @ir zwei (beliebige) hermitesche Operatoren
lautet AEAB > |([E, B])|/2. Hieraus kann man ersehen, dassdehnte Zusinde minimale
Unsclarfe haben.

= Man kann kolarente Zusinde durch eine Amplitude € C und eine Unscérfe 1 charakteri-
sieren. Graphisch:

FImo

ot

Abbildung 2.2: Veranschaulichung eines &odénten Zustandes durch eine komplexe Amplitude
mit Unsctlarfe 1 (kleiner Kreis). Der gestrichelte Kreis beschreibt die (freie) Zeitentwicklung der
Amplitude.

Freie Zeitentwicklung koarenter Zusinde:
la(t)) = U(t) |o(0)) & Ue® |0) = Ue* UTU |0)
U [0) = [0) = |a(t)) = Ue*'UT |0)

A2
UetUt = U(1+A+7+...)UT

1
= UU'+UAU' + 5UA(UTU)AUT + ...

1
= 1+UAUT+§(UAUT)2+...
= exp(UAU™) (2.79)
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= Ue Ut = ¢*V'V" = oxp(ae~™'a) (2.80)

= |a(t)) = |ae™™") (2.81)

Koharente Zusinde bleiben also k@ent, ihre Zeitentwicklung beschreibt einen Kreis um den
Ursprung der komplexen Ebene.

» Koharente Zusinde sinchicht diagonali

(alf) = e 5 ez el (2.82)

Herleitung: Uber Entwicklung nach Fock-Zusden odetiber Verschiebeoperator und
Baker-Hausdorfformel (Gleichunp (2]69) auf S¢it¢ 34).

» Koharente Zusinde sindibervollsandig

/d2oz la) (o] = 71 (2.83)

Beweis: Entwicklung nach Fock-Zuastden, Integratioiiber Winkel.

2.3 Klassische und guantenmechanische Interferenz

Der Unterschied zwischen klassischer und quantenmechanischer Interferenz ist auf den ersten
Blick subtil, 1aRt sich aber mit kdirenten Zugtnden gut verstehen. Sei algp) = |a) =
D(a)[0); D¥(a) = D™*(a)

D(«) kann verwendet werden, um zu einem &néquivalenten,Bild“ Uberzugehen, bei
dem der Zustanfl)) = D~'(«) |[¢)) durch das Vakuum gegeben ist.

Operatoren-Trafo:

O = D'(a)OD(«) (2.84)

E(z) = D' (a)E(z)D(c)

hwa
2(2m)3¢

- Z (Qho - - . €%+ H.C) + €. D (a)aD(a) + H.c.

agoFa

- /dkz Uy - .. +H.C.4 i/ e,e® DtaD + H.c.
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Was istDT(a)aD(a)?
Benutze das Theorem:

AN~ Ly
e*Be =) ki ko = B: ki1 = [A, k] (2.85)
n=0
— A=a'a—aa;B=a
— ky=a;k = [a*a—&aT,a} =«
— ky=k3=...=
— | Di(a)aD(a) =a+«a

E(z) = EaieanderenModent (iy/ - -€.6"%a — i,/ ese”*al)
—|—(Z‘O(1 /.. ,eaei _ 7/\/_6* * 7zk::v>

— |E(z) = E(x) + E';'aSSiscr(x) (2.86)

mit demauReren FeI(E';'aSS( )(unde'ass( ).

Damit a3t sich der Unterschied zwischen der Interferenz von Photonen und klassischer Maxwell-
Felder verstehen:

» Klassische Interferenz:

E=FE,+E,, z.B.E; x ¢k

I < EE* = |E,> + | E;|* + 2Re(E, Ej)
2Re(E | E}) x cos(x(ky — k2))

* Quantenmechanische Beschreibung klassischer Interferenz:

W> = |0517 a2>
= Di(a1)Dz(a2)0)
D1 (al) _ ealai—oﬁal
Dy(ay) analog

Das ProduktD, D, erzeugt die Summe klassischer Felder:

DIDIED,Dy = DY(E + E\)Dy = E + E, + E,
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Transformiere mittelsD] DI von |¢) auf den Vakuumzustand:
[x WEOED = (OB + B+ E)E" + B, + E)o)
= |E+ B
<= klassisches Interferenzbild

Im Gegensatz zu klassischen Feldern kann man in der Quantenmechanik aaoenk®h
Zustandelberlagern:

V) = |a1) + |az) = (D1(an) + Da(az)) |0)

Interferenzmuster dieses Zustandes:

2 () 2, ()
I o (WE E [

(
— (0|(D! + D*)E( "ET (D, + Do)|0)

O(DIE9YEW D, + DIEYEW D, + DIECED D, + DIEC E®) D,)|0)
|E4|* + \EQP (O(DIECE® D, + DIECE® D))|0)
= [E\]* +|E2* + (1| BV ED|as) + (az| BV EW o)

()
(

=1 x |E\|>+|Es]*+ EfE(

| ‘2 2
(n]an) = e e3¢

) + B3 By (aslan)

ajas

— o loa—azf?

= | (a1]a) |2 =

— FUr oy — as| > 1 ist die Quanteninterferenz stark untdrdkt. Fir ein klassisches Feld
mit groRer Anzahl von Photonén|?> >> 1 spielt sie daher keine Rolle. Der Zustand) + |az)
wird auch Schidinger cat state genannt, da er einer Superposition makroskopischandsist
entspricht (@r |o;|? > 1).

2.4 Bemerkungen zum Problem der Quantisierung in ande-
ren Eichungen

Die Tatsache, daR nut und nichtg quantisiert wurde, &ngt mit der Coulomb-Eichung zusam-
men.

Grund:JA =0 Ap=0

— ¢ ist nicht dynamisch, sein konjugierter Impuls verschwindet.
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Das sieht man gut an der Lagrange-Funktion:

1 2 2 D2\ g3
L = 5/(E — ¢"B*)d’x
— % /[(_v¢ — A)? — A(rotA)?]d*x

_ % / (V)2 + 26divA + A* — (rotA?)|ds

= /Edgx
oL

99

Coulomb-Eichung:

Lorentz-Eichung:

divA + 0—12¢ —0=1L= / (Vo)? — 2¢¢3le + A% — 2(rotA?)]
Betrachtet man jetzt die Wirkun§ = [ Ldt, so kann man den Term ¢ partiell integrieren
und erllt damit eine neue Lagrange-Diché oc ¢2. Damit wird 9£'/d¢ # 0 und der skalare
kanonische Impuls verschwindet nicht.

— In der Lorentz-Eichung e#it man daher nicht nur zwei zirkular polarisierte Photo-
nen, sondern auch ein skalartes= ¢) und ein longitudinal polarisiertes&— divA # 0).
Die beiden letzteren sind unphysikalisch undssen durch geeignete Nebenbedingungen an die

Zustande entfernt werderidivA + ¢/c2) |4) = 0) fur die physikalischen Zughde|v)).
Eine einheitliche Vorschrift zur Quantisierung von Systemen mit Nebenbedingungen wurde
von Dirac entwickelt, ist aber schwierig (Siehe z.B. Kapitel 1 in Ref. [9])



Kapitel 3

Quantenmechanik der Atome: ein kurzer
Uberblick

3.1 Das Wasserstoffatom, Pardt

Hamilton-Operatoriir ein Proton, ein Elektron (V Coulombpotential):

2 2
D, D
— He — 3.1
Mit R = m(Mpacp + m.x.) Schwerpunktkoordinate; = x. — x, Relativkoordinate,
M = M, +me, ,; = 5 + ;- ergibt sich:
P2 p2
H=—+4+—+1V 3.2
o7 VD) (3:2)
In der Atomphysik spielt die Relativbewegung die zentrale Rolle, in der Atomoptik die
Schwerpunktbewegung.
Fuhrespharische Koordinateritr die Relativbewegung ein:
LA R L 3.3
iﬂ—_ﬂ ;rrr_r_Q ()

Dabei istp = —ihV und L der Bahndrehimpulsoperator. Es gjiil, |r|] = 0. Eigenfunktionen
von H sind auch Eigenfunktionen von L:

¢ = Yzm(ea ¢)fl(7n)

. 3.4
L*Y), = R*(1+1)Y;,, (3.4)

Der Radialanteilf;(r) der Wellenfunktion efillt dann

n* 1 211+ 1
Ef, = (———&m@r + — ( —Z ) + V(r)) fi (3.5)
2ur 2u T
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Losung f; ~ rlexp (—L> - Laguerre-Polynome;, = Bohr-Radiusx 0, 5A.

nag

= Voim = fuYim(0, ¢) <= |nlm) (elektronischer Zustand) (3.6)

Hierbei bezeichnet die Hauptquantenzahldie Drehimpulsquantenzahl unddie magnetische
Quantenzahl. Zugzlich: Spins des Elektronsy = +3, [¢)) = |nlms) .
Paritat:

T — —T
7| — |r| (3.7)
Vi (0, ¢) — Vi (7 — 0,0 +7) = (=1)'Yin(6, ¢)

= Paritat von|nims) ist (—1)".
Die Parifat ist wichtig fur die Auswahlregeln der Dipolstrahlung.
3.2 Feinstruktur und Spin
Allgemein von grof3er praktischer Relevanz ist die Wechselwirkung mit einem Magnetfeld:
H=—-u-B (3.8)

Dabei isti das magnetische Dipolmoment des Atoms. Ein klassisches Teilchen mit Drehimpuls
L (z.B. auf Kreisbahn) und Ladung g hat das magn. Moment

q
=—0L. 3.9
1= o0 (3.9)
Das Elektron liefert den Bahnbeitrag:
[
n, = — L (3.10)
2me

Fur das Proton ergibt sich wegéd, > m.:

e

_ i< 3.11
o= Fop, 7 S H (3.11)
Spin des Elektrong]
e he
28 = 5 (3.12)

Die Feinstruktur entsteht dadurch, dass im Ruhesystem des Elektrons der Kern um das Elektron
rotiert und dabei ein Magnetfeld erzeugt.

1Der Faktor 2, der im Unterschied zum Bahndrehimpuls auftritt, wird gyromagnetischer ajeoannt. Aus
der Dirac-Gleichung, die ein relativistisches Elektron beschreibt, folgt2. Auf Grund der Vakuumfluktuationen
des elektromagnetischen Feldes ergeben sich aber kleine Abweichungen von diesepm¥\&0a02).
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Kernsystem: elektrisches Feld = — V'V, B = 0 (der Kern erzeugt kein Magnetfeld, da
er ruht).
Lorentztransformation ins Ruhesystem des Elektfons

B =vx E

= —?v X VVcoul (313)

1
= —— VVeou
MPX Coul

Dabei istv die Geschwindigkeit.

1
VCoul - VCoul(’rD - v‘/Coul - ev'arv;:oul - T;aeraul
(3.14)

1 /1 1 /1 -
A ——(Zp. (e7)
— B M <TarVCoul> pXr M (T87VCoul) L
Es existiert also eine Kopplung zwischen Spin und Bahndrehimpuls des Elektrons:
Hgp = —p.oB’

1 3.15
= HUeO - L (;aTVCoul) ( )

Eine exakte Berechnung der Matrixeleme(té'm’s'| Hsg|nims) inklusive relativistischer
Korrekturen ergibt:

1 1 1 3
ABEpg = —2mo(aZ)'— [ —— — 2

AFEpg/h~ 100GHz

Hierbei bezeichnet = [ + % den Gesamtdrehimpuls des Elektrons.
Ohne relativistische Korrekturenimde A Erg von | und s statt von j = | + s aldimgen.

3.3 Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinstruktur hat zwei Ursachen:

1. Wechselwirkung zwischen dem Drehimpuls des Elektrons und dem Kernspin

2. QED Korrekturen (Vakuumfluktuationen)

2Eigentlich bewegt sich das Elektron auf einer nicht-inertialen Kreisbahn und man muf anders vorgehen. Das
Ergebnis stimmt aber bis auf einen Faktor 1/2 (Thomas-Faktor) mit dem korrekten Rébeltain und der hier
beschriebene Weg erith die wesentliche Physik.
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Zu 1.: Ein magnetisches Dipolmoment erzeugt ein Magnetfeld, mit dem andere magnetische
Dipole wechselwirken. Beim H-Atom erzeugt der Gesamtdrehimpuis s + I des Elektrons
ein Magnetfeld am Kern, mit dem der Kernspin wechselwirkt.
Hyperfeinspin:
F=S.+3 (3.17)

Es mul3 hierbei angemerkt werden, dass die Addition §grund 5 zum Hyperfeinspimicht
aquivalentzu der Addition von Gesamtsp#i; = S + S. und elektronischem Bahndrehimpuls

L zu F ist. Dies geschieht, obwohl die Operatoren eigentlich exakt die gleichen sind. Der Grund
liegt darin, dass man bei der Addition von Drehimpulsen immer eine bestimmte Basis assoziiert,
die den Gesamtdrehimpuls diagonalisiert. Diese Basis ist verschieden je nachdem, welche der
beiden Zerlegunge = S + j beziehungsweis#' = S, + L man verwendet. Siehe dazu

Anhang 12.p



Kapitel 4

Die Wechselwirkung von Atomen und
Licht

4.1 Die minimale Kopplung
Die klassischen Maxwell-Gleichungen sind eichinvariant,

A—-A=A+Vyxy , ¢—¢ =0¢—0x. (4.1)
Die Invarianz gilt auch in Anwesenheit von Ladungennd Stbmenj. Diese Eigenschatt sollte

auch in der Quantenmechanik erhalten bleiben.

4.1.1 Herleitung der minimalen Kopplung

Die Bewegungsgleichung klassischer geladener Teilchen

mx = qFE + qx x B Elektrische + Lorentz-Kraft

kann aus der Lagrange-Funktion

L= %mzﬁ + qA(z,t) — qp(x, 1) (4.2)

wie folgt abgeleitet werden: Déanonisch konjugierte Impujsist definiert als

L

pi = —— = p; = mi; + qA;(x, 1) (4.3)
al‘i

In Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes ist der kanonisch konjugierte Impuls also ver-
schieden vonkinetischen Impul$l = ma. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

d oL

—p = — 4.4
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Gleichungen[(4]2) undl (4.3) einsetzen:

oL
= —q0;¢ + qi1,0; Ay
(%zi
d . 0 0 )
P = M + qui (x(t),t) + q(?_a:kAi (x(t),t)
= mi; = —q0;¢ — O, A; + qi,(0;Ax — Ok A,;) (4.5)

verwenden-0;¢ — 0, A; = E; (gilt per definitionem)
= mi; = qF; + qir(0;Ax — Op i) (4.6)
nun ist abeB; = (rot A); = €;mn0m A,

= €1 Bj = €ikj€jmnOmAn

= €ik€jmnOmAn

= (8imOkn — OinOkm)OmAn

= 0; A — OLA; (4.7)
= mi; = qB; + qireqn; B

= qE; +q(z x B); ged.

Mit Hilfe der Lagrange-Funktion kann man den Hamilton-Operator und die Form ded@ohr
ger-Gleichung herleiten: In der klassischen Mechanik lautet die Hamilton-Funktion

Sie soll mit Hilfe vonz = #(p — gA) als Funktion vorp undx ausgedickt werden—-

1 1 1 , 1
H = pz‘a(pi —q4;) — §mﬁ(p —qA)” — QE(I? —qA)A +q9
1
H=_—(p—qA)?’+qs

2m
Um zur Quantenmechanikberzugehen verwendet man die kanonische Quantisierung:
T—x ; p—p ; [fuﬁj] = 0y
In der Ortsdarstellung gilt:
xr—x ; p— —ithV

und somit

= o (il — A 0] 4 ad(@0) i, n) = Hu(n)|  (@48)

Dies ist die Schidinger-Gleichungiir nichtrelativistische Teilchen in einem elektromagneti-
schen Feld. Die Forrtp — ¢A) wird minimale Kopplunggenannt.
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4.1.2 Eichinvarianz der minimalen Kopplung

Wendet man die Transformation (#.1) auf den Hamiltonjan| (4.8) an so stellt man fest, dass die
Schidinger-Gleichung nicht invariant ist:

N S S 2 oo Ox
H' = 5 (=ihV — qA(#,1) = ¢VX)" + ¢d(,1) — g5

Um die Invarianz wiederherzustellen, muf auch die Wellenfunktiorutrdnsformiert werden:

V' =1 exp(igx/h) (4.9)
Daraus folgt
. : o ox
I igx/h
1thow e {Zh_ﬁt 8t w}
. . Oy
—  lax/h — g2
e {Hw qatw}
. 1, ox
_ igx/h _ _ 2 — g2
e {2m( ihV — qA) +qu}1/1 q8t¢
1 , ax
_ o o igx/h YA
= {Qm( ihV — qA — qVx)? +q¢} (e" /) qatw
= H"WY (4.10)

Die minimale Kopplung spielt in der Hochenergiephysik eine zentrale Rolle. Von der Grund-
struktur her haben alle Fundamentalite aul3er der Gravitation (also elektromagnetische, starke
und schwache Wechselwirkung) diese Form. Beim elektromagnetischen Feld ist die Eichinvari-
anz auf die einfachste Art realisiert. Man nennt Sie auch U(1) Eichtheorie, da die Transformation
des Zustands (4.9) einer Multiplikation mit eirgnitarenlx 1 Matrix (= komplexe Zahl mit Be-
trag eins) entspricht.

Bei anderen Wechselwirkungen treten mehrere Felder auf. Beispiel: bei der sogenannten
Soeziellunitaren SU(2) Eichtheorie der (elektro-) schwachen Wechselwirkung werden déndast

genald
( @Z},e ) = exp(io - x) ( ;’f: > (4.112)

transformiert. Hierbei ist). die Wellenfunktion des Elektrons;,, die des Elektron-Neutrinos
undo die Pauli-Matrizen. Das Wodpeziellbedeutet, dass die Matra-»xp(w x ) die Determi-
nante 1 hat. Das Elchpotentlal in dieser Theorie wirdAls= A% g, geschrieben und besteht
daher aus drei VektorfelderA®. Die entsprechen grob gesagt den \Bosonen und dem Z-
Boson, die die schwache Wechselwirkung vermit{&in.

1Eigentlich sind die schwache und die elektromagnetische Theorie ineinander verwoben und werden zusammen
durch eine U(1xSU(2) Eichtheorie beschrieben. Die U(1) ist dabei die der Hyperladung und nicht die, die die
elektromagnetischen Felder allein beschreibt.
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4.2 Die Power-Zienau-Woolley-Transformation

Obwohl sie fir die Beschreibung der Fundamentalke wichtig ist, hat die minimale Kopplung
einige Nachteile, wenn man die Wechselwirkung von Atomen und Licht beschreiben will:

» Bei elektrisch neutralen, aus Elektronen, Neutronen und Protonen zusammengesetzten
Atomen ist eine Kopplung an die Ladung der Teilchen etwas amatich. Bequemer are
es, die Kopplungiber die Multipolmomente der Atome zu beschreiben.

* In der minimalen Kopplung treten die Eichpotentiale statt der physikalischen Felder auf.
Das ist zwar kein prinzipielles Problem, aber eine Kopplung an das elektrische und das
magnetische Feld &e — unablngig von der gedahlten Eichbedingung — manifest ei-
chinvariant.

* In der Coulomb-Eichung kann das skalare Potentidurch das unretardierte Coulomb-
Potential ersetzt werden, da letzteres eidsung der Poisson-Gleichung ist, dierfullt.
Das Coulomb-Potential ist aber unretardiert und gaukelt uns eine instantane langreichwei-
tige Wechselwirkung zwischen den Atomen vor.

Die Power-Zienau-Woolley-Transformation (Refs.!|[27] und [28], siehe audh [29] und [30])
ist eine uniare Transformation, die die minimale Kopplung in eéwivalente Forniiberfihrt,
die die obigen Probleme beseitigt.

4.2.1 Das Grundprinzip der Transformation

Zur Herleitung der Dipolkopplurfkann man von der Feststellung ausgehen, dass sich die Euler-
Lagrange-Gleichungen nichhdern, wenn man zur Lagrange-Funktion eine totale Zeitableitung
addiert:

dor oL doL oL

/ . ; d
L(.CC,I,t)—L(I';%;t)‘i_aF(mﬂf):>%ajj  9r  dtdr  Or

Der Einfachkeit halber betrachten wir konstante FelBeund B (der Beweis geht auch allge-

mein).

E:EU, B:Bo<:>¢:—$EU

A= —%(:c « Bo)

2Besser vire der Ausdrucknultipolare Kopplungda die Power-Zienau-Woolley-Transformation die minima-
le eigentlich in eine Kopplungberfihrt, die an alle Multipolmomente angreift. In der Praxis wird jedoch meist
nur das Dipolmoment bécksichtigt. Bei dem einfachen Beispiel in diesem Unterabschnitt tritt ebenfalls nur das
Dipolmoment auf.
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Wahlt manf’ = —gx A so folgt

%F — gEA+ g(w x @) B, (4.12)
L= %m:i:Q t g A+ qrEy—qiA + g(m x @) By (4.13)

L
= %md:Q +qxE)+ %LBO mit L = (x x mx) (4.14)

Setzt man d := qx elektrisches Dipolmoment des Teilchenso findet man idr die neue
p = 5=-L magnetisches Moment des Teilchens
Lagrange-Funktion

1
L' = §mzb2 +dE, + uBy

Vorteil: Jetzt gilt Uir den kanonisch konjugierten Impyls= ma. Ausserdem ist die Kopplung
manifest eichinvariant und besser geeigfietdiektrisch neutrale Teilchen.

4.2.2 Die vollsindige Transformation

Wir betrachten eine Verteilung von Punktteilchen mit Ladgngm Ortx,,, deren Ladungsdichte
durch

o®@) =) qud(@ — x0) (4.15)

gegeben ist. Da wir insbesondere am Verhalten eines aus nicht ionisierten Atomen bestehenden
Gases interessiert sind nehmen wir an, dass die Gesamtladung NIl igt, = 0. Die Po-
larisation der makroskopischen Elektrodynamikiétfdie Gleichung diP = —(gger) (Siehe
Abschnit{1.5). r den vorliegenden Fall ist einédsung dieser Gleichung gegeben durch

P(x) = Z/O du go(xq — R)S(x — R — u(z, — R)) (4.16)
Beweis:

OiPi(x) = Y /0 du go (o — R)0;0(x — R — u(x, — R))

=S /O du qo(@a — R):0' (2 — Ry — u(aa — R);) X
S, — R, — u(we — R),)S(xs — Ry — ulz, — R)y) . (417)

wobei tiberi summiert wird und, j, k) = (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2). ¢ ist die Ableitung der
o-Distribution. Nun gilt

(To — R)i0'(x; — R; — u(xo — R);) = —0,0(x; — R; — u(x, — R);) (4.18)
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und somit

0, P;(x) -> /0 du qu0,0(x — R — u(xs — R))

-3 4 (@~ z.) ~ b(@ — R))

Qi(x — R) — ) qab(x — x4) (4.19)

Die Gesamtladung@) verschwindet iir neutrale Atome und der zweite Term entspricht gerade
der Ladungsverteilung g.e.d.

Um alle Konsequenzen der Power-Zienau-Woolley-Transformation verstehénazerk muf3
man mehrere Atome/Moléite im Gas bdicksichtigen. Wir stellen uns also eine Ladungsver-
teilung vor, bei der die Ladungsgiger zu elektrisch neutralen Atomen gruppiert sind. Daes
Atom hat die Kern-Koordinatd,, und die Teilchen-Koordinaten (Elektronen + Keu) .

=] =3
n,l . m=2
] ...‘
X0l
. :..4._———-—___
°Q®
Ryt &4

Der vollséandige Hamiltonian dieses Systems in der minimalen Kopplung ist gegeben durch

n= YY g

— qoémA(wam))2 + £

Do, /d3:B ((EL)2 + 0232) +

m (0% 2
m<m/ m

E* ist dabei der Operator des transversalen elektrischen Feldes, den wir bisher (in Abwesenheit
von Ladungen) einfach alE bezeichnet haben. Das gesamte elektrische Feld in Anwesenheit
von Ladungen nimmt die Forl& = E* — VVeou(x) an. Die Coulomb-Wechselwirkung der
Teilchen innerhalb eines Atoms ist gegeben durch

VCouI(m) = Z

am,<ﬁm

qa m q/B m

47T€0 ’wam - mﬂm‘

(4.21)
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wahrend die inter-atomare Coulomb-Wechselwirkung die Form

qamq !
Veou(m,m') = Y O (4.22)

/ Areg|T,,, — mﬁm,|

APy,

annimmt.
Um die unifare Transformation zwischen minimaler und multipolarer Kopplung zu konstru-
ieren, setzen wir die Gesamtpolarisation aus derjenigen der einzelnen Atome zusammen,

P(z) = ) P,(=z) (4.23)
Pux) = 3 /0 g (@ — Ro) 6@ — Ry —u(m —Ry)) . (424)

Die Power-Zienau-Woolley-Transformatigst dann gegeben durch
U =exp <%/d3x P(x)- A(m)) (4.25)

Berechnung der Transformation

Unsere Aufgabe besteht nun darin, das Verhalten des Hamiltonians und der anderen Operatoren
unter dieser Transformation zu untersuchen.Daine Funktion vone,,, und A(x) ist, ist es
offensichtlich, dass wegeg;(x), A;(z')] = [Ai(x), B;(x')] = 0 das Vektorpotential, das ma-
gnetische Feld sowie die Teilchen-Koordinaten und die Polarisation sich trivial transformieren:

A = UlAU=A (4.26)
B = B (4.27)
&o, = o, (4.28)
P =P (4.29)

Alle anderen Felder lassen sich mit Hilfe des Theorerpg§—iS) E exp(iS) = E—i[S, E]+- - -
leicht berechnen. ¥ das elektrische Feld folgt

Bl(@) = Bie)-; [ Py)A@) B () (4.30)
= Ei(z)— %/d?’x’ Pj(a:’)_g—f)h(%(m —x'). (4.31)

Erinnert man sich daran, dass der transversale (quellenfreie) Anteil eines Vektoffettlgsh
(TP)i(x) = [ d*s" Pj(z')d;;(x — «') gewonnen werden kann, so folgt

E (z)= E'(z) - giopl(m) . (4.32)
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Diese Gleichung hdiberraschende Konsequenzen. Schreibt manasidich in der Form

~ 1

eoEX(z) = 5B (z) + P (x) = D (4.33)

so sieht man, dass dalte Operators, E* des elektrischen Feldés neuen Bilddie Rolle der

dielektrischen Verschiebungsdichfel Ubernimmt. Oder anders ausgéckt: benutzt man die
minimale Kopplung, so wird das elektrische Feld dukeh und die dielektrische Verschiebungs-
dichte durcte, E*++ P+ beschrieben. Benutzt man die Dipolkopplung, so ist das elektrische Feld

durchE" und die dielektrische Verschiebungsdichte dLH'@:EL + P = coE* gegeben. We-
gen der einfachen Form des Operatfts verwendet man auch bei der multipolaren Kopplung
diesen Operator an Stelle des eigentlichen Feldes. Man beschreibt die Wechselwirkiitgalso
die dielektrische Verschiebungsdichte.

Es bleibt, die Transformation der Teilchenimpulse zu berechnen. In derselben Weise wie
beim elektrischen Feld findet man

i)am = pam - i[s7pam] + o
= P, +hVa,S. (4.34)

Die Berechnung des Gradienten werden wir weiter unten behandeln. Insgesamt ergibt sich damit
fur den transformierten Hamiltonian

H = ZZ@(pam+WamS—%mA(%m>)2

m

1 -
+% d*x (E—Q(Dl — P2+ 6232) +
0

> Vooul(m,m') + Y Veoul(m) (4.35)

m<m/ m

Berechnung der Polarisations-Integrale

Dieser Ausdruckdflt sich noch erheblich vereinfachen. Formen wiraainst die zweite Zeile
um;

1 -1 1 ~ 1 .
— | &#z (D —-P")? = — | & D ) —-2D .- Pt +(PY)? 4.36
5 [ Y= o z (D7) +(PYR) (436)
. 1 3 N2 ot 1 _ plh2
= dx((D) oD . Pt + (P P))

wobei P! der longitudinale Anteil des Vektorfeldes ist (d.h. die Fourier-Transformierte des Fel-
des ist parallel zum Wellenvektor und nicht transversal dazu). Man kann nun die folgendene
Relation verwenden,

/ d*r R (x)- S(z) = / d*r R*(x) - S*t(x) . (4.37)
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Zum Beweis zeigt man zuerst, dass der Transversalisierungs-Operator idempotent ist. Per Defi-
nition gilt

(T*R);(x) = /d?’x’(%(w —x) /d?’x”éﬁg(a:’ —z")Ry,(x") (4.38)
Mit
/de/(SJ_(w — )5J_ /d3 // d*k dSk/ zk (a:fw’)eik’-(a:’f:c”) >
03 -4
J kz J (k )
Pk i kK, k;ky
= J e (- 52) (0 52)
= &gz —2") (4.39)
ergibt sich

(T°R)i(z) — / 25 (z — ") Ra(a”)
— (TRu@) (4.40)
Ausserdem isT” hermitesch bemlich des Standard-Skalarprodukts:
/ d*r R(x) - (TS)(x) = / d*r Ri(x) / P26 (x — ') S;(x)
_ / &2/ (TR)(2) - () (4.41)
Die Behauptung (&37) folgt dann aus
/ &z R-(z)- S(z) — / &z (TR)(x) - S()
_ / &z (T°R)(z) - S(z)
~ [ & TR @) (1S)(@)
= / &z R (x) - S*(x) . (4.42)

Die Relation[(4.3]7) hilft uns dabei, das Integiier die Polarisation umzuformen:

2—; R (P2 —op Pl + (P”)Z) - 2%0 &z <P2 _oPly? ¢ (P”)Q)
1 2
= 5 | & (P2 (PI?) (4.43)
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Das Integraliber den longitudinalen Anteil kann exakt berechnet werden. Da die Quelle f
diesen Term die Ladungsverteilung ist, Biv= divP! = —p, kann man erwarten, dass er etwas
mit dem Coulomb-Potential zu tun hat. Formen wir diesesizbat um:

Veoul®) = L/d?’x’ —g(az’)

= 1 /dS:U’ p! (w’)8{—1 (4.44)

e — |

Fur den Gradienten des Coulomb-Potentials, der ja das negative longitudinale elektrische Feld
ist, ergibt sich

1 1
8jVCou|($) = m/dgl’, Pl(m,)aja;m
1

— (4.45)
|z — 2|

I / &z’ P)(x)9;0,

471'80

Um die doppelte Ableitung im Integranden zu berechnen, verwendet man am besten die

Fourier-Transformation:
e—ikm 471'
/ P PR (4.46)

Zum Beweis geht man zu Kugelkoordinai@mer und vahlt die z-Achse in Richtung vak. Man
findet daniff

) e—ikm 00 e—ik’rcosﬂ
d*z = r?dr dcosV dp ——
|| 0 r

- 9 d —tkr _ ikr
7T/0 rdr —i/{;fr<€ e™")

_ % {W(S(k) _ @% _ (mS(k) + @%) }

47
= ? (4.47)

3Die Unterdiickung des Hauptwertéain der letzten Zeile hat folgenden Hintergrund: Wie jede Distribution ist
auchP/k nur als Integrand zusammen mit einer Testfunktion (unendlich oft differenzierbar, endliche Norm, keine
Pole) definiert. Nun taucht in der vorletzten Zeile aber noch eiétziisher Faktoil /£ auf, der keine Testfunktion
ist. Das Ergebnis ist alsadkhstens dann noch sauber definiert, wenn man es mit einer Testfunktion multipliziert,
die linear mitk gegen Null geht. Es ist in der theoretischen Physik jeddatith, diese Gleichung einfach unsauber
(ohne Angabe von Testfunktionen) weiter zu verwenden. Der Hauptwert macht dann keinen Sinn mehr, da er bei
einer Singularét der Forml/k? nicht mehr zur Aufhebung der divergierenden Terriaerf. Man Bsst ihn daher
einfach weg.
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Damit folgt fur die doppelte Ableitung

3 ik-(z—x')
5,0, 1 :aa/dkéhre
o —a
Bk kik;
- _ ik-(z—a’) ViV
47r/(27r)3e o
= —4r (0;0(x — a') — 65 (x — x')) (4.48)
und somit
O Veoulw) = — /d%’ Pl(@')(—4n) (6,6(z — @) — 64(x — )
471'50
— lp”( ) (4.49)
€0

Das longitudinale elektrische Feld ist also vdlistig durch den Polarisationsanteil gegeben.
Dieser Zusammenhangtirt zu

1 € .
—_ 2_80/dgx (PH)Q — —50 d35B (VVCOLH)Q
9
= 50 d*x VeouAVeoul
1 3
= —5 d’z Veouo (4-50)

wobei die letzte Zeile daraus folgt, dass das Coulomb-Potential die Poisson-Gleichiitig erf
Setzt man Gleichung) (4.]L5)f die Ladungsdichte ein, so findet man

1 Qo 9o’
| B P” S i 451
20 / Z Z dreo|®a,, — o | ( )

m,oem m/ al

In diesem Ausdruck mufd man die Ternig gleiche Teilchen weglassen, da sie divergieren. Der
Rest ist symmetrisch unter Vertauschen der ungestrichenen und der gestrichenen Indizes, so dass

1 Qa4
PR — d3 P” 2 — _ m m/
ol R VD Vv ey

m<m’ am,a’
my 7YL/

SN
dmeg|x,, — Ty |

m am<al,

= =Y Vimm) = Y Vim) (4.52)

m<m/

Das Integraluber den longitudinalen Anteil der Polarisation hebt also genau die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Atomen auf. Dies ist der Grund, warum es in GI| (4.36) sinnvoll
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war, die transversale Polarisation in die va@tstlige und die longitudinale Polarisation zu zerle-
gen. Das verbleibende Integi#ber die volle Polarisation zerlegen wir in die Einzellige der

Atome:
/ &’z P? =" / &Pz PP, (4.53)

Aus Gl. (4.24) kann man ersehen, dass die Polarisatiomdes Atoms stark auf den Bereich
des Atoms lokalisiert ist. Da im Gaszustand der Abstand zwischen den Atomen sehbdfdiet gr
als ihre Ausdehnung ist, kann man die Termemig m’ vernachfssigen und e#it

1 , 1 .
o Pr P? ~ 2—80zm:/d%cpm

= g2 [ (P ly)
= iz / dx (P;)2+ZV(m) (4.54)

260

Hamiltonian und multipolare Entwicklung

Setzt man alle Umformungen in den transformierten Hamiltorian|(4.35) ein, so gelangt man zu

]:I = Z Hm + Hrad‘|‘ Hint (4-55)
- P’ 1 3 142
H, = om — [ &2 (P 4.56
n = S v o [y (4.56)
1 1
Ho = — [ &z (DY) + — / d*r B? (4.57)
250 2,&0
Hiy = Y [#aDtop
€0
1
+ ) s (M Pa, + Pa, T+ (n0,)?) (4.58)
mit
(na'rn)i = h(va'rn)ZS - qamAl(mam> (4'59)
1
= h(vam)l/ du qam (wam - Rm) ' A(Rm + u(wam - Rm)) - qamAi<wam)
0

du g, (AZ-(Rm +u(za, — Ru))

I
—

(@, — Ron) U0, Aj (B + (@, — Bin))) =, Ai(e,)
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Der Vektorn,, kann in eine explizit potential-unabhgige Form gebracht werden, wenn man
die mittels partieller Integration beweisbare Gleichung

/1 du u0, A(R,, + u(x,, — R,)) = A(z,,,) — /1 du A(R,, + u(x,, — R,)) (4.60)
0 0

verwendet. Mit der Ablrzungr,,,, := z,,, — R,, folgt

1
(Ng,, )i = / du qa,, (Ai(R.,, + ury,,) + (7a,,)ju0;Aj (R, + ur,,,))
0
1
— / du qq,, (WO, A (Ry +ury,,) + Ai(R, +ur,,,))
0
1
= / du qa,, ((Ta,,)ju0;A;(Ry + ur,,,) — u(ra,,)i0;Ai( Ry + ury,,))
0
1
= [ a0, QA (Rt ure,) - AR, Fur,,)) (46D)
0
und somit wege; A; — 0, A; = €, By,
1
Ny, = qam/ udu (x,, — Ry) X B(Ry, + u(x,, — Ry)) (4.62)
0

Damit sind wir bei der endgtigen Form des multipolaren Hamiltonians angelangt. Es sollte
noch einmal betont werden, dass abgesehen von der Annahme, dass die vollen Polarisationen
zweier MoleKile einen geringetUberlapp haben, keine @herungen in die Herleitung einge-
gangen sind. Man kann also genauso gut diesen Hamiltonian wie auch die minimale Kopplung
verwenden. Die wichtigsten Eigenschaften des Hamilton[ans|(4.55) sind

« explizite Eichinvarianz, da nur noch das elektrische und das magnetische Feld auftreten,

» das Coulomb-Potential zwischen verschiedenen Atomen ist verschwunden. Die Wechsel-
wirkung zwischen den Atomen wird nun ausschliel3lider die retardierten dynamischen

FelderD ™" und B vermittelt.

4.3 Dipolnaherung und Dipolkopplung

Da die typische Bngenskala von Atomen der Bohrsche Radius: (0.5 x 1071 m) ist, die
Wellenlange\ = 27 /k des Lichts aber im Bereich von einigen 100 nm liegt, kann man den
multipolaren Wechselwirkungs-Hamiltonian schon nach wenigen Gliedern abbrechen. Die Be-
grundung baut darauf auf, dass in diesem Fall die Multipolmom&eateOrdnung proportional

zu (kr)! sind undkr < 1 gilt, siehe Gl. ). Man kann sich daher auf die niedrigsten Terme
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beschanken und erdlt fur die Polarisation

P(z) = ) Pu()

= > o, (@0, — Ry) / du 6(x — R, — u(x,, — Ry))

0

~ ZZQam(aEam — Rm)/o du §(x — R,,) + O(|za,, — Rp)|?)
- Z 5(33 - Rm) Z Qam<mam - Rm)
= D 0@ = Ry)dn . (4.63)

wobeid,, das Dipolmoment des:ten Molekils ist. Analog findet manifr den zweiten Kopp-
lungsterm

1
ng,, ~ Qam/ u du (o, — Rm) X B(Rm) + O(|wam - Rm)|2) (4.64)
0
und somit

1
na'm ' pam + pO(m ' na'm + (na'm)Q ~ 2q0¢7np04m ' / U du (warn - Rm) X B(Rm)
0
= —qa,, Lo, - B(R,) (4.65)

In dieserDipol-Naherungerhalten wir als Hamiltonian die sogenanBigolkopplung

- 1 ~ 1
Hin = == ; dp - D™ (R,,) — ij t, - B(Ry) (4.66)

wobei p,,, = > . Ga,La, /(2M,, ) das mit dem Bahndrehimpuls verbundene magnetische
Dipolmoment ist. Dass der Spin-Anteil hier nicht auftritt liegt allein daran, dass wir ihn bei der
Behandlung nicht mit einbezogen haben.

Es mul3 betont werden, dass nur die vailgtige multipolare Wechselwirkung und die mini-
male Kopplung undéraquivalent sind. Sobald marélNerungen eitifhrt, fuhren die unterschied-
lichen Kopplungen zu leicht unterschiedlichen Ergebnissen. Wir werden ein Beispielichaf
nachsten Kapitel sehen. In der Quantenogpiikrf dabei in der Regel die Dipolkopplung zu den
etwas besseren Resultaten.

4.4 Auswahlregeln fir Atome

Eine der wichtigsten Fragen in der Atomphysik und Quantenoptik ist, welche Niveaus durch das
elektromagnetische Feld gekoppelt werden. Um dies zu untersuchen, betrachten wir ein einzelnes
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Atom, dessen Kern am Ursprung des Koordinatensystems Ryht£ 0, die Schwerpunktbewe-
gung ist fir die Auswahlregeln in sehr guterdNerung unerheblich). Da alle anderen Teilchen
Elektronen sind, reduziert sich das elektrische Dipolmoment auf

dm = Z o, (wozm - Rm)

=: —er (4.67)

r ist die Summe der Elektronenkoordinaten relativ zum Kern. Im Folgenden werden wir den
Index m unterdiicken, da wir nur noch ein einzelnes Malgkbetrachtend,, — d, a,,, — «
usw., wobei die Summe nur nodlber die Elektronen laufen soll und eventuelle Kernkegier
explizit addiert werden.

In Kapitel[3 haben wir gesehen, dass die atomareréndgstin guter [dherung Eigenzuahde
des Gesamtdrehimpulses

F=sk+Y (Lo+sa) (4.68)

sind, [¢) = |F,mp,---). Da die Wechselwirkungiber das Dipolmoment vermittelt wird, sind
die Ubergangsamplituden zwisch&f mg) und|F’, m/.) proportional zu

dpmprrm, = (Fymp| —er[F',mp) . (4.69)

Die Berechnung dieser Matrixelemen#&t sich erstaunlich elegant und einfach bewerkstelligen,
wenn man das Konzept deektor-Operatoreri.a. Tensor-Operatoren) verwendet.

Ein Vektor-OperatoiR beziglich eines Drehimpulsek ist definiert als ein Operator, der die
folgenden Kommutator-Relationen @fi:

Ly Ry] = 0

[L_,R.] = 0

[L.,R.] = 2hR,

[L_,R,] = —2hR,

(L., Re] = +hR.

L R = FhRs (4.70)

HierbeiistLy = L, +iL, undRy = R, £iR,. Aquivalent dazu sind die Relationen
[La, Rb] = Z.hgabcRc . (471)

Ein Beispiel fir einen Vektoroperator ist der Ortsoperator eines &tihger-Teilchens, wenn
L der Bahndrehimpuls ist. Es ist jedoch auch einfach zu zeigen, dass das Dipolmbeiant
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Vektor-Operator ist:

[Fo.d)] = [(sK)a +Z ot Sa)ar—€ Y _(5)y)

B
= _ez a as wﬁ
= —eZéagzhgabc(wg)c

a,B

- _iehgabc Z(wa)c

07

= iheged. (472)

Die Matrixelemente eines Vektoroperators igich der Drehimpuls-Eigenzustde lassen
sich weitgehend algebraisch berechnen.

+ M, mplde|F mp) = (F.mp|[F., d]|F',mp)
= <F, mF|FZd:|: — diFZ|F/, m'F)
= h(imp —mp)(F,mg|ds|F',m}) (4.73)
woraus folgt, dassF, mpg|d+|F’, m’.) nur dann ungleich null ist, wenfym := mp — m/, = £1
ist. Dad. mit F', kommutiert zeigt man analog
0 = (F,mp|[F.,d.]|F,mp)
= h(mp —mp)(F,mg|d,|F',m}) (4.74)

Insgesamt erhalten wir diduswahlregelniir die magnetische Quantenzahl

(Fymp|d,|F',my) # 0 istnur nbglich fir mpg = m’, (4.75)
(F,mp|dy|F',m}) # 0 istnurmbglich fur mp = m/ + 1 (4.76)
(F,mp|d_|F',m%) # 0 istnur nbglich fir mpr =m/( —1 (4.77)

Weitergehende Aussagéber die Matrixelemente vodi erlaubt das

Wigner-Eckart-Theorerthier nur fur Vektoroperatoren): Digspharischen®* Matrixelemente
{dy,dy,d_,} = {—d,/\?2,d.,d_/\/2} eines Vektoroperators sind gegeben durch

D(F, F')

(F,mpldq\F',mH = <F/7m/F? 17Q|F7 mpr, (17F/)>T_|_1 :

(4.78)

Hierbei wird D(F, F') als reduzierte Matrixelement bezeichnet.

Dieses ausgesprochen wichtige Theorem besagt, dass die Matrixelemente von Vektoroperato-
ren (und Tensoroperatoren im Allgemeinen) proportional zu Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind
(Siehe Einschup 13.2).
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Zum Beweis des Theorems schreiben wir die Kommutator-Relatipnerj (4.70) in der Form

[F..d,) = qhd,, [Fi d,]=h/2—qlqE)du . (4.79)

Hieraus folgt

(Fymp|[Fx, d_g)|[F,mp) = hy/2+q(—q £ 1)(F,mp|d_gua|[F', mp) (4.80)
= (Fymp|Fi|F,mpF1) (F,mp F1d_j|F',mp) —
(Fymp|d_,|F',mp £ 1) (F',mly £ 1| Fy|F',mp) .

Setzt manD,y, g = (F,mr|d_g1)|F',m}) und verwendet man die Werte (I2.@) fdie
Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren, so folgt

Dot FUF 4+ 1) = (e + 1) (mlp +1%1) = (4.81)
Doty mpr1qVF(F +1) = (mp+ 1) (mp +1F1) +
Duympar1iV/2 — (a+ 1) (g +1F 1)

Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat dieselben Koeffizienten wie das entsprechende
Gleichungssystem G[. (12 A 2)rfdie Clebsch-Gordan-Koeffizienten, wenn man die Ersetzungen
(7,m;) — (F',mk), (I,m;) — (F,mp)und(s,ms) — (1,q) macht. Die KoeffizienterD und

C missen daher proportional zueinander sein, was das Theorem beweist (ded Fedbr+ 1

ist Konvention).

Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt eine anschauliche Interpretation. Die Dipolkopplung
vermittelt die Absorbtion oder Emission eines Photons, dessen Spin Eins ist. Bei der Absorbtion
oder Emission muf3 der Gesamtdrehimpuls erhalten bleiben, dalssembei dem Prozess die
Drehimpulse wie im Abschnift 12.2 besprochen addiert werden.

Das Wigner-Eckart-TheoremBt nur noch die Frage offen, wie derunablangige Vorfak-
tor D(F, F’) aussieht. Prinzipiell eéit man ihn, wenn man einen bestimmighergangn, m’
betrachtet und ihniir diese Zusinde berechnet. Das ist jedoch sehr schwierig und erfordert er-
heblichen numerischen Aufwand, so dass man zumeist entweder die experimentell gemessenen
Werte einsetzt oder sich mit der folgenden Aldgziing behilft. Der Operator des Dipolmoments
ist definiert als Elektronen-Ladung mal Elektronen-Relativkoordinate im Atom. Man kann daher
davon ausgehen, dass die Dipolmatrixelemente von déié&rordnunga, sind, wobeia, der
Bohrsche Radius ist und grob den mittleren Abstand der Elektronen vom Kern beschreibt. Diese
Daumenregel erlaubtif viele Falle eine veriinftige Absclatzung.

Eine weitere wichtige Frage ist die physikalische Bedeutung deirigamen Komponen-
ten d, des Dipolmoments. Betrachten wir dazu eine laufende klassische Laserwelle entlang
der Quantisierungsachse (= z-AchsgE)," (z) = exp(ikz)e exp(—iwt), die einenUbergang
zwischen dem Grundzustand,, m,) und dem angeregten Zustahd, m.) treiben soll. Das
Ubergangsmatrixelement ist dann gegeben durch

I = —exp(ikz) exp(—iwt)(Je, me|d - €| J,, my) (4.82)
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Ist der Laserstrahl links/rechtszirkular polarisiert, so gilt= (e, + ie,)/+/2 und somit

1
d-e. = E(dxj:idy)

— Fdi . (4.83)

Linkszirkular polarisiertes Licht eines entlang der Quantisierungsachse laufenden Laserstrahls
koppelt also anl, und erfordert dahem. = m, + 1. Genauso kann man zeigen, dass e,

eine Kopplung and, und damitm. = m, nach sich zieht. Ein entsprechender Laserstrahl muf3
senkrEIecht zur Quantisierungsachse propagieren, da sein Wellenvektor senkrechsiiien

muf3.

E, Eigenzustande

m=-1 m=0 m=1

F=0

m=0

Es mul3 noch einmal betont werden, dass zirkular polarisiertes Licht numadarnm, + 1
erfordert, wenn der Laserstrahl entlang der Quantisierungsachse propagiert. In alle anderen Rich-
tungen kann ein solcher Strahl an alle Komponemtgkoppeln. Zum Beispiel hat ein linkszir-
kular polarisierter Strahl entlang der x-Achse die Polarisatien(—e. + ie,)/v/2 und koppelt
wegend - € = —dy/v/2 — (d, + d_,)/2 an alle drei Komponenten. Entsprechend gilt dann
me =mg+14,7=—1,0,1.

Zum Abschlul3 dieses Abschnittes sollen noch einmal die allgemeinen Auswahlregeln zusam-
mengefasst werden, die man aus den Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ableiten
kann:

Am =0,=£1
AJ =0,+1
Fur J' = J ist derUbergangn = 0 — m’ = ( verboten.

“Diese Aussage ist eigentlich zu stark. Da echte Laserstrahlen immer fokussiert sind, tragen zu ihnen auch
Wellenvektoren bei, die nicht exakt parallel zur Ausbreitungsachse liegen. Ein echter Laser hat daher immer auch
einen kleinen longitudinal polarisierten Anteil, der aber meistens verasggt werden kann.



Kapitel 5

Das 2-Niveau Modell fir Atome

Beleuchtet man Atome im Grundzustand mit der Enefgjenit einem Laserstrahl, dessen Pho-
tonen die Energiéw haben, so &nnen diese die Energie des Photons absorbieren und in einen
angeregten Zustand mi’ = E, + hw Ubergehen. Wegen der Energieerhaltung miufdén
angeregten Zustand) £’ ~ F. gelten. In dieser Situationdknen alle anderen Niveaus ver-
nachhssigt werden. Das Atom erscheint dann als neutrales Teilchen mit nur 2 inneren Freiheits-

i
)

Abbildung 5.1: Absorbtion eines Photons durch ein Atom

graden|g) und |e); esahnelt damit z. B. einem einzelnen Neutron mit SpirModelle mit 2-
Niveaus tauchen in der Quantenmecharilfig auf, z. B.

* Spini Teilchen

* Photonen mit Polarisation

die Bandkant Val d Leit b g -
ie Bandkanten von Valenz- und Leitungsban
J \

Atome und Molekile

lonen

Josephson-Effekt in Supraleitern

2 Interferrometer
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* Qbits

Der Inhalt dieses Kapitels kann mathematisch auch auf diese anderen Modelle angewendet
werden.

Zwei-Niveau-Modelle erlauben eine bessere Veranschaulichung kompliziertémgmagrrotz
ihrer einfachen Form liefern sie oft auch quantitativ gute Ergebnisse.

5.1 Herleitung des 2-Niveau Systems

Beispiel: H-Atom Die Eigenzusinde (ohne Spin) haben die Fofnim). In Abwesenheit ei-
nes Magnetfeldes sind diese biglich m entartet. Benutzt man nun Laserlicht der Frequenz

— — — oF

— 2S

- 1S

Abbildung 5.2: Skizze der Wasserstoff-Energieniveaus

w =~ (Eyp — E15)/h so kdnnen alle Multipletts au3erS und 2P vernachassigt werden. Wir
erhalten ein System mit vier Zuistden. Systeme aus zwei Multipletts werden manchmal bereits
als 2-Niveau Systeme bezeichnet (wegen der 2 Energieniveaus). Bei Hyperfeinspin-Entartung
konnen dabei recht viele Zuistde beteiligt sein. Um ein echtes 2-Niveau System (mit zwei

- - - ‘6)F’,7’TLF1>;F,:0,1,2,3

- F=2
F=1 ‘ng7mf>

Abbildung 5.3: Feinstrukturaufspaltung iRb®". Auch wenn man Licht verwendet, dass reso-
nant mit zwei Energieniveaus (z.B: = 1 — F' = 2) ist, sind im Allgemeinen sehr viele
Zustinde an denybergang beteiligt.

Zustndenstatt zwei Energieniveaus) zu realisieren, muf3 man Laser mit geeigneter Polarisation
benutzen und auf die spontane Emission (die auch den Auswahlregeln folgt) achten.
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Beispiele fir Zwei-Niveau Systeme

1. Beispiel:
Jo=1

j Absorbtion und Emission
0+
Jg=0

Pumpt man mit zirkular polarisiertem Licht, so kommen nur die beiden Niveaus réchts f
Ubergange in Frage. Man edlft so ein effektives 2-Niveau System.

2. Beispiel:
. J, =3

Absorbtion und Emission
T O'+

Mechanismus:

* |my = 1) ist nur anjm,. = 2) gekoppelt und bildet ein 2-Niveau System

* |my = —1) ist an|m. = 1) gekoppelt. Dieser zeiflt spontan injm, = —3) und

lmy = 1). Bei jeder spontanen Emission wird daher Population auf das echte 2-Ni-
veau Systenn, = 1), |m. = 2) Ubertragen.

» Nach vielen spontanen Emissionen sind praktisch alle Atome in diesem 2-Niveau
System.

5.1.1 Darstellung von Operatoren

Ab jetzt betrachten wir nur noch ein 2-Niveau System mit denahdgng), |e). Die Operatoren
in diesem System werden gewonnen durch:

O=>In) (0 |m){m|~ > |n)Oum(m|

Mit: Opn = (n|Om) = (gzz ggz)

Die wichtigsten Operatoren sind:

Einsoperator 1 = (1 1)

E

Hamiltonian H, = <E€
g

) dale), |g) Eigenzusinde vonH, sind

Orts-/Dipoloperator der Elektronen x o« d = —ex mit den Matrixelementen
<6|d|g> = deg = d;e
(eld]e) = (g|d|g) =0
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Das Verschwinden der Diagonalelemente folgt dabei daraus|«asw|g) Eigenzusinde
des Pariitsoperators sind undldie Pariit —1 hat. Es gilt also

B 01 . (0 0) [0 de\ 0 @
tdn (po) o ()=, W) el ) e
wobeizx., das Matrixelement der Relativkoordinate der Elektronen ist.

Impulsoperator der Elektronen Zunachst wie beim Ortsoperat¢y|p|g) = 0 und(e|p|e) = 0.
Es sind also nur noch die Aul3erdiagonalelemente zu bestimmen. Dazu verwendet man

einen Trick, mlich:

th
[z, Hol = —p (5.2)
D_ies folgt ausH, = ), ﬁpi + 2 apVi,B)undp = > p,, ® =3, x, Dennes
gilt
@ Hol = 3 [0, P2
) ~ 2m6 y o
ih
= — D,
Me
Also gilt
m€
(elplg) = — (ellz. Hollg)
1M,

2 (E, — B,) {ello)

Womit also die Matrixdarstellung des elektronischen Impulses

_ mewo (0 —id,
P=— <z’d:g 0 ) (5:3)
%—&;% (5.4)

lautet.

5.1.2 Kopplung eines 2-Niveau-Atoms an ein elektromagnetisches Feld

Betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit dem positiven Frequenzanteil des Vektorpo-
tentials in der Form

AD(t, R =0) = Age ™zt R: Schwerpunkt des Atoms (5.5)
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Der Wechselwirkungs-Hamiltonian lautet in Dipol-Kopplu & — A)

Hiny = —d-FE
= —d(E™ + EY)
= —iwp(dey le) (9] + di, |9) (e]) (Age ™' — Age™) (5.6)

Zum Vergleich die minimale Kopplung:

7

(& . * —iw * W
Hipy = ml A = —iwg(deg le) (9] — diy |g) (e])(Aoe™ ™ + Age™r’) (5.7)

Abgesehen von Vorzeichen, die sich durch Phasenfaktoren an den Basislaumstind durch Ver-
schieben der Schwerpunktskoordinate wegtransformieren lassen, liegt der Hauptunterschied in
den Vorfaktorenu;, bzw.wy. Der Grund fir diesen Unterschied ist, daf man nur einen Teil des in
seiner Gnze uniér invarianten Hamiltonian betrachtet. In Abbildding 5.4 ist dieareifTransfor-

mation als Drehung im Hilbertraum dargestellt. Anschaulich bedeutet das: DégaiRibwer-

i . i
le) ) le) v
| ReS,‘Q’";f >
et Jg’>
0 ) }

Abbildung 5.4: Uniére Transformatiofy)’) = U |¢)

Zieman-Woolley-Transformation “dreht” die Zé@stde im Hilbertraum. Die 2-Niveaudatherung

ist aber eine Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum. Je nachdem, ob man diese Pro-
jektion vor (e) und|g)) oder nach |¢’) und|¢’)) der Power-Zieman-Woolley-Transformation
durchiuhrt, erfalt man ein unterschiedliches Ergebnis, da man ja unterschiedliche zweidimen-
sionale Untei@ume betrachtet.

In der Praxis ist dieser Unterschied aber unwichtig, da lediglich detaH w;, interessant ist.

E]Im Folgenden verwenden wir died - E-Kopplung. Definiere di&kabi-Frequenz

1 1
Q.= ﬁdeg : EO = ﬁdeQ : Aou)L (58)
mit E, := Aowy,, und als AbKirzung fir eine weniger wichtige @fe:
~ 1
Q= ﬁdegEg (5.9

Lo &~ wr, ist eine Voraussetzungjif das Zwei-Niveau-Modell.
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Damit ist
Hipy = —ihe) (g| (e~ — Qe™r') +ih|g) (e] (e — Qre™™rt)  (5.10)
Der ungestrte Hamiltonian ist:

E. 0) 1 1
HO = ( 0 Eg) = §(Ee + Eg)l + §(Ee - Eg)gz (511)
Durch Wahl vonE, (der Energienullpunkt kann beliebig gahlt werden) kann ma#/, in ver-
schiedener Weise darstellen:

hw E.—F
Ee+Eg:O:> H():—OO'Z, Wy = 7 g

E,=0 = Hy = (E. — E,) (é 8) — hwp ((1) 8) (5.13)

Im Folgenden wird von deRotating-Wave-Approximatiddebrauch gemacht. Diese wirdurfig
benutzt, sie funktioniert sehr gut und vereinfacht die Rechnungen erheblich. Dazu geht man
zunachst ins Wechselwirkungsbild. Dabei wird die zeitliche Entwicklung aufgrundipauf

die Wellenfunktioniibertragen:

(5.12)

) = e MRy = U [ (5.14)

Die transformierte Schidinger-Gleichung lautet: |¢)) = H ]zZ) und der Hamiltonian wird um-
geformt geraf3
H = —ihU'U + U (Hy + Hy)U = UTH,p U
= —ihle) (g| (QeHwr—wo)t _ (NZei(“’LJ“”O)t) + H.c.

Der ¢iwr+wo)t-Term oszilliert sehr schnell und ist im zeitlichen Mittel daher uageiNull. Man
erhalt damit folgende einfache Forriirfden Hamiltonian im Wechselwirkungs-Bild

(5.15)

Hyw (t) = —ihe ™21 |e) (g + i e™ |g) (e (5.16)

Es wurde dabei noch der Ausdrudk fdie Laser-Verstimmung\ = w; — wy benutzt.
Wenn man ins Sckidingerbild zuéiickkehrt, ergibt sich:

hwq 0 — Qe Lt
H=—=0.+h (m*ew 0 ) (5.17)

Durch eine uniére Transformationaldt sich erreichen, da nur noch vom Betrag vot
abhangt. Diese verzieft) mit einer Phase’, wobei—i§) = |Q|e**.

U:le) — €% |e)

e 0
7= ( . 1) (5.18)

Damit wird der Hamiltonian maximal vereinfacht:
0 \Q\e"""”)

hw
T _ 0 A
U'HU = 5 02+h(\ﬂ\e’th 0

(5.19)
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5.2 Rabi-Oszillationen und Landau-ZenerUbergange

Als nachstes Problem sei die Zeitentwicklung eines Zustandes mit Hamiltéhiare im vor-
hergehenden Abschnitt betrachtet.

. we _ 3 —ifde et we
1ho; (%) h (ZQ* iwopt e ) (%) (5.20)

Ohne den zeitatimgigen Faktoe“z! ware diese Gleichung recht einfadgisbar. Man kann ihn

durch eine uniére Transformation entfernen:
LW _iit
U=eitot_ (¢ ? .&t Ve e (5.21)
0 ez ¢9 77ng

Die transformierte Bewegungsgleichung ist:

ihd, (g) - ( mUTU+UTHU) (i)

g g

o ﬁu)L FLCUO O —ZQ Qz;e
= { -5 o, + TN o, +h (ZQ* 0 ) } <Jg> (5.22)
Also ergibt sich &rr H:
H=h —3 —i0 (5.23)
ol 4 '

Ein solcher zeitunali@imgiger Hamiltonian ist nur in der Rotating-Wave-Approximatiaighch.
Die gegenrotierenden Terméven auch nach der Transformation Gleichiing (5.21) noch z&itejiin
Die Schidinger-Gleichungdf3t sich nun einfacldken:

7Z}Je(t) —itH /R 7Ze(o)
(%(t) 0y(0)
Schreibe nurH um. Es treten nur drei Komponenten auf, da der Hamiltonian spurfrei und
hermitisch ist.
B Im¢)
H=hm-o, n = | ReQ (5.25)
_A
2

Der Ausdrucke—™° |aRdt sich in eine Potenzreihe entwickeln:

- 1
—ztna’ _ l_ . l (526)
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Fur das Produkt zweier-Matrizen gilt:

0,05 = Z'Eijk’o-k’ + (Swl (527)
= (n . 0‘)2 = niamjaj = nmj(i&?ijkak -+ (5131) = |n\21 (528)
(n-o)* = n|"1 (5.29)
Damit laRt siche=“™“ schreiben:
—itn-o = (_it)zl 21 = (_Zt)zlﬂ 2041
— . S (n. 5.30
‘ ; o (™) +; SR (5-30)
—itne _ cos(|nft)l — i | ' |" sin(|n|t) (5.31)
n
Als weitere AbKirzung verwenden wir:
A 2
w=|n|= (§> + Q)2 (5.32)

Dieser Ausdruck ist nur vom Betrag véhabhangig.
Wenn das Atom anfangs im Grundzustand ist, lautet duing

(%%) - ((D - @,8) - (COS(W;)%—Si;l%WSti)n(Wt)) (5.33)

Die WahrscheinIichkeitsampIitud%e(t) fur die Anregung oszilliert mit der Frequerz man
nennt dies didRabi-OszillationenEs gilt:

~ 02
P.(t) = |[Ye(t)]? = |W—|2 sin®(wt) (5.34)
Der maximale Wert vorP, wird erreicht fir wt = 7/2 + n7 und ist gegeben durch
Q2
3 5.35
P @ e 529

Wenn der Laser nicht gegéber der Resonanzfrequenz verstimmt ist= 0, ist vollstandige
Anregung P. = 1) mdglich. P, hangt stark von der Verstimmung ab:
2
A > Q) = P. ~ A <1 (5.36)
Die Anregungswahrscheinlichkeifihgt also vom Veréitnis der Rabi-Frequenz zur Verstim-
mung abE| Diese Ergebnisse sind sehr relevdint Atomoptik, Quantenoptik, Elektronen-Spin-
resonanz, Kernspinresonanz, Interferometrie und in vielen weiteren Bereichen.

2Es wird oft behauptet, dass die Anregungswahrscheinlichkeit vomalait der Rabi-Frequenz zur Lebens-
dauer des angeregten Zustands Zaigh. Wie wir sgter sehen werden ist dieses \athis fur kleine Laser-
Verstimmungen auch wichtig. Das Védmis(2/A spielt jedoch allgemein die gRBere Rolle.
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Durch Laserpulse mit bestimmter Zeitdauer kann man wohldefiniert@Zdsterzeugen. Der
sogenannte ideaI?Pulsﬂ erzeugt eine 50-50 Superposition von Anregung und Grundzustand:

T , 1 /1 -1
A= t=— = UMT = 5.37
0 10 = U=e 7 (1 1 ) ( )

Der idealer-Puls bringt alle Elektronen in den angeregten oder abgeregten Zustand:

A=0 LN U= ((1) _01) (5.38)

Zur Veranschaulichung der Z@stde in einem Zwei-Niveau-System dient der Bloch-Vektor,
der die Komponentetr) = (v, w, u) hat. Es gilt

u=(0,) = we|2 - |¢g‘2
v = (0z) = Yrthy + w;we (5.39)
w = <0y> = _i(w:¢g - ¢;¢e>

Der Bloch-Vektor eines reinen Zustandes hat diadgie 1, er bewegt sich auf der Blochkugel mit
Radius 1 um den Koordinatenursprung.

z
1 |we =1

Y

i+ uw?=1

Abbildung 5.5: Die Bloch-Kugel

Bei einem nicht verstimmten Laser lassen sich die Rabi-Oszillationen so beschreiben:

— sin(Qt
ve) — (—sin() (5.40)
Yy cos(Qt)
3In der Praxis Angt die Verstimmung eines Atoms wegen des Doppler-Effekts auch von seinem Schwerpunkts-

Impuls ab. Bei Zimmertemperatur macht dies einen ideaj@Puls in der oben dargestellten Form uigtich. Rir
kalte Atome oder mit bestimmten Tricks lassen sich jedoch solche Pulse mit sehr guter Effizienz herstellen.
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v — sin(20Q¢)
w | = 0 (5.41)
(u) ( COS(2Qt))

Fur einent-Puls,t = 5 beschreibt der Bloch-Vektor einen Halbkreis, siehe Abbil 5.5.

Der Bloch-Vektor ist dann:

Interferometrie mit zwei internen Zustanden: ein Beispiel zur Anwendung vonr und 7 /2
Pulsen 2-Niveau-Systeme und Rabi-Oszillationen lassen sich zur Herstellung eines Interfero-
meters verwenden. Die beiden Zastle spielen dabei die Rolle der Interferometer-Arme, die
Rabi-Oszillationen &nnen Strahlteiler und Spiegel realisieren. Anschauliche Darstellung der

Anordnung:
|g>/ '>}hasenschieber
) /|€) ~

|¥0) ) A~ i) |¥3)

b =1 = ()

|¢1> = UTI'/Q |1/}0>
1

L~

ol
|
I3

Il

|H
[\
7 N 7 N
—_ |

—
~__
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o 2 (%) 10 (1)

Messe die Anzahl der Atome jn):

P. = [(ysle)]*
1 N
:'5(1—6 ) _5(1—cos<p)

5.2.1 Landau-ZenerUbergange

Landau-Zenetdbergange sind nicht so wichtig wie Rabi-Oszillationen, spielen aber eine groRRe
Rolle zur Erkbrung vieler PAnomene. Wesentlicher Unterschied zu Rabi-Oszillationen: Das
Detuning ist zeitablingigA = A(t) = Agt

_ A
gon 3t 0
QLo

wobei wir in der Rotating Wave Approximation arbeiten Und R annehmen.
Bewegungsgleichung:

: 1.
e = —§A0twe + Q) (5.42)
. 1.
ng = éAOtwg + Q%

Leite die Gleichungiir % nach der Zeit ab und erhalte

' 1. 1. . .
iy = §Ao¢g + §Aoﬁ/}g + Q1

Einsetzen vor (5.42) liefert

. 2A2 g
g = — (92+TO+§A0> y

Filhre neue Variable = t\/A,

2 2 :
R A L

Das ist die Standard-Form der DGlirfparabolische Zylinderfunktionen (sielhe [16]).
Die Losungen lassen sich durch konfluente hypergeometrische Funktionen darstellen und
haben typischer weise folgendes Aussetign/f,(—oo) = 1:



74 Das 2-Niveau Modellifr Atome
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Die asymptotische Anregungewahrscheinlichi&git+oo) kann analytisch berechnet werden
und lautet:

a2

Py(+00) =1 — [hy(+00)[> =1 — e 20

Landau-Zenetdbergange sind in verschiedenen Bereichen wichtig. Die tinsgliche An-
wendung liegt in der Moleliphysik:

E r'y
E.(R)
le>
O
E(R) lg>
L >
R, R

» Das Licht mit der Frequenz;, ist nur fur einen bestimmten KernabstaRg resonant.

+ Die Zeitentwicklung der Elektronenzéstde wird mit den Zusinden|e(R)), |g(R)) be-
schrieben und ist viel schneller als die Kernbewegung (wédgm> 1M.)

» Der Kernabstand geht dann als (langsam zeitlich variierender) Parameter in die Bewe-
gungsgleichungen der Elektronen ein:

()= (RO e ) ()
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* Inder Nahe vonR, gilt AE(R(t)) = E. — E, =~ AE(Ry) +E' (R — Ry)
hw ~vot

= A(t) = wy, — AE(R(t))/h = —E'vot /I

Landau-Zenetdbergange sind auch wichtigif STIRAP und Bloch-Oszillatoren.

5.3 Dressed States

Dressed States heil3en allgemein Aunske, die Eigenzuihde vond einschliel3lich der Wechsel-
wirkung mit einer oder wenigen Lichtmoden sind. Einfachster Fall: Wechselwirkung mit einem
Laserstrahl wie oben

Hy = Ey

_A Q)
Hen( g
@ 3

Die Eigenwerte dazu sind
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e 1 A— —0
1 A—
(=)
Ve _){O A — —00

Man nennt dieses Rinomen “avoided crossing”ufF 2 = 0 sind die Eigenzugindey, und,.
Ihre Eigenwerte kreuzen sich dann kei= 0. Die Kopplung durch den Laserstrafilrf2 = 0
macht daraus zwei sich nicht schneidende Hyperbeln mit Energieal¥t#nd

Bemerkenswert: Folgt man einer Hyperbel, so geht martaufon «, nachy, und aufE,.
von ), nachy,. Man kann iir zeitablngigeA (t) einenUbergang von),nachy, machen, ohne
je einen Eigenvektor vo#/ (t) verlassen zu fissen.

Dies hangt eng mit Landau-Zenéfbergingen zusammen: Tunneln zwischBn und E,
entspricht den nicht angeregten Atomen. Bei einem (Landau-Zdtieergang versucht der Zu-
stand jedoch auf einer Hyperbel zu bleiben.

Man kann die asymptotisché¢bergangswahrscheinlichkeit auch mit Hilfe des Tunnelns zwi-
schen den zwei Hyperbeln verstehen. Nach der WKaw&ung (siehe z.B. [17]) kann die Tun-
nelwahrscheinlichkeit zur anderen Hyperbel duféh= e~ 24" mit A—hE = 29| ausgedickt
werden. Die typische Zeitskatdir das Tunneln ist in etwa dadurch gegeben, dass der Abstand
zwischen den Hyperbeln auf(2| angestiegen ist

s 4|Qf = (%ﬂ)z + 1

419
=1t =—
Ag
_ 212149 _sle?
=P=e % =¢ %0

5.3.1 Dressed States in einer Cavity

Weitaus faufiger verwendet man den Begriff dressed stdiegih quantisiertes Strahlungsfeld.
Die Form des Zwei-Niveau-Hamiltonians kann genauso wie vorher hergeleitet werden. Einziger
Unterschied: die Rabi-Frequenz wird operator-wertig:

a1 =~(+)
0= ﬁdeg -E (@) (5.43)
Daraus folgt der Hamilton-Operator zu:
hwy ~ P
H="20. — |dy - B(@)le) (9] + d, - B() |9) (e] | + Hraa (5.44)
Dieses transformieren wirber Ny o
U =e #2000 (5.45)
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wieder in das Wechselwirkungsbild:

Hint = - |:deg |€> <g| eint + d:g |g> <€| eiint] ' E(.’D, t) (546)
Dabei gilt:
E(x,t) =i / kY Tk ke iontg, o, 4. (5.47)
’ — || 2(27)%< e

Veranschaulichen wir uns die Terr (g| ax, und|e) (g| a}:

+
le><g|aks le><glaks

A

Abbildung 5.6: Der Term auf der rechten Seite ist in gewisser Weise unphysikalisch und wird in
der RWA vernachissigt

Die RWA vernachssigt also die Prozessdsorption & AbregungsowieEmission & Anre-
gung
Gehen wir (in RWA) wieder in das Sabdinger-Bild:

hw,
HSchraed - Too-z + /dgk Z m}kalaaka + h/dsk Z |:|€> <g| QkoJko + H. c. (548)

wobei g, gegeben ist durch:

Wi

2h(2m ey (5-49)

Gko = _Z.deg * Eko

Besonders oft studiert wurde das Modell mit nur einer Photon-Mode, das sog. Jaynes-Cummings-
Modell. Rir dieses ergibt sich aus Gleichung (5.48)

H=h (%UZ +wrala + gota + g*a‘aT> . (5.50)

Hierbei isto* definiert durch:

O’+:(8(1)) J_:((l)g) (5.51)

Dieses Modell ist sinnvollifr den Fall, dass
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* nur eine Mode besetzt ist{ > n,,), also im wesentlichenif einen klassischen Laser-
strahl

* nur eine Mode in einer Cavity resonant ist.

In der Cavity-Quantenelektrodynamik sind in den letzten 15 Jahren grofR3e Fortschritte ge-
macht worden. Die grundlegende Idee kann an einer idealen Cavitytenl werden, die aus
einem Hohlraum besteht, desseraide ideale Spiegel sind. Dieseawdle sorgenifr Randbe-
dingungen an das elektrodynamische (Quanten-)Feld, wodurch im wesentlichen nur Moden mit
der Wellenéinge)\,, = 2L /n zugelassen sind. Deren Frequenzgn= 27c/\,, « n sind diskret
und sind nur iéir w, ~ (E, — E,)/h mit dem atomaretbergang resonant, so dass nur Mo-
den 1r ein bestimmtes berlicksichtigt werden missen. Um die Gif3enordnungen zu nennen:
bei Mikrowellen benutzt man Resonatoren déngel ~ 1cm mitn ~ 1, bei Licht dagegen
Resonatoren derdngel ~ 1 — 10cm undn ~ 10° > 1.

Reale Cavities sind nie ideal. Ein Maik fdie Qite ist der Qualétsfaktor), der die Anzahl
der Durchlufe eines Photons angibt, bis dieses statistisch verlorentissdhr gute Cavities
erreicht many ~ 10°. Dabei ist nur eine Polarisationsrichtung resonant, da die Spiegel immer
aus doppelbrechendem Material sind.

In einer 3d-Cavity wird auch die spontane Emission modifiziert, da das Atom nur in bestimm-
te Moden emittieren und die emittierten Photonen wieder absorbieren kann.

Dressed States in einer Cavity sind allgemein darstellbar durch

[0) = (o) le,n) +1(n) g, ) ) (5.52)

Wir suchen die Eigenwerte vai |zZ> — E|4). Dies fihrt uns zu dem Gleichungssystem:
(B+ "0 o)y (n) = gVl — 1) (553)
(B0 Dhwrun 1) = h" Vi (n) (5.54)

wobei wir fur die untere Gleichung.(n — 1) wahlen, da dieses an,(n) koppelt. (Anregung
geschieht durch Absorption eines Photons!). Mit den Ersetzufiges: g /n undA = wy, —wy
konnen wir dieses Gleichungssystem auch schreiben als:

(et (00)") = (af %) ("00") e

Diese Gleichung ist dieselbe wie beim klassischen EM-Feld. Dabramdn wir die Eigenwerte
sofort ablesen zu:

1 AN?
En,i:(n—é)mih 3 + 0,2 (5.56)

Die Energien Angen Angen also vom ab, das bedeutet, dass bei einer Superposition von
Zustanden mit verschiedenen die einzelnen Phasenfaktores {(=+*/") auseinanderlaufen.
Dies fuhrt wegen destruktiver Interferenz zu Collapse and Revival der Anregungswahrschein-
lichkeit.

Literatur: [5], [6]
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5.4 Modelle mit wenigen Niveaus, Dunkelzusinde, Raman-
Ubergange

Am Gebiuchlichsten ist das Drei-Niveau-Modell. Um zu solch einem System zu gelangen, muss
man Laser geeignet einstrahlen. Das schematische Beispielltséntiinge vonJ = 1 nach

J' = 1. Hierbei ist detUbergang von/’' nach.J mit m = m’ = 0 verboten. Durch Einstrahlen

von o, undo_-Licht kann man daher das Niveau = 0, J = 1 entWlkern und erhlt ein sog.
A-System aus den Zustden|J = 1,m = £1) und|J' = 1,m’ = 0).

-1 0 1

- A 7] =1
SN ok S0

. /N o— VAN
[ 7ARVARNE
-1 0 1 1=l

Abbildung 5.7: Die Vektoren bezeichnen difbergange, die durclr, -Licht angeregt werden.
Die gewellten Linien zeigen zaszliche nogliche Abregungen durch spontane Emission auf.

Der Hamilton-Operator dieses Systems in RWA ist:
E, Qe @+t pQ_e~iw-t

H = RO ettt Ey 0
hQ* eiv-t 0 E_
0 hQ e i+t Qe iw-t
= Eld1+ | wYe“tt E —-E, 0 (5.57)
RQ* ==t 0 E_—F,
Wir fuhren wieder eine Transformation durch, um die Zeitaigigkeit zu entfernen:
e = e, (5.58)
Dies fuhrt zu dem zeitunaldmgigen Hamiltonian
0 Q Q
H=hn| Q. Ay 0 + E.1 (5.59)
Q0 A_
E.—FE4

wobeiwirA; = wy — gesetzt haben.

BBy
5.4.1 Dunkelzusinde (Dark States)

Betrachte den Fall deZwei-Photonen-Resonana, = A_, dabei bedeutef\. # 0, dass
einzelne Photonen nicht resonant mit déimergangen|+) — |e) sind. Bei der Zwei-Photonen-
Resonanz hat man abkfw, —w_) = E_ — E,. Das folgt direkt aug\, = A_ wegen

hwy — B, + E, =hw_—E, +E_
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Ist die Bedingung der Zwei-Photonen-Resonanz gegeben, so existiert ein Eigenzustand des
Hamiltonians, deDunkelzustangenannt wird:

QO Q.

WD) = s [+) — s —) (5.60)

mit Q := 1/|Q_|* + |Q,|*. Die Wirkung des Hamiltonians auf diesen Zustand ist

0 Q Q- 0
Hlvpy=h| Q. Ay 0 Q_/Q
Q0 AL Q. /Q
B _ 2 0
_n| " Ag’fﬁ =na | %
—A_Qy _%_+
Q Q

falls A, = A_ = A. Also istim Fall der Zwei-Photonen-Resonduz,) ein Eigenzustand von

H, der keine angeregte Komponente hat. Die Anregungswahrscheinlichkeit ist null, die Atome

sind fur dieses (!) Lichtfeld transpareﬁiDie Ubergangsamplituden interferieren destruktiv.
Einfacher Spezialfal), = 0 = |¢p) = |+)

le>

_._

[-> |+>
Andert man die Rabi-Frequenzen, so kamn) angeregt werden. Zl),) gibt es auch einen
entsprechenden gekoppelten Zustand, den Bright State:

o QO
)+ = |-

p) =

Fur diesen giltH |¢5) = Qe) + A |[¢p)

|vp) und|y) bilden eine alternative Basis 24), |—). Spontane Emission transferiert im
Allgemeinen|e) sowohl in|ip) als auchj:)), da der Dunkelzustand nuiaif die Photonen der
beiden Laserstrahlen dunkel ist und an andere Lichtmoden koppeln kann:

¥ le)
i ?[ 0
o 1

[¥p)  [¥s)

) (5.61)

“Dies gilt auch, wenn keine Zwei-Photonen-Resonanz vorliegt.
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Das kann zum Pumpen i) verwendet werden (siehe Kapitigher Laserlhlung). Far
A, # A_ist|¢p) kein Eigenzustand des Hamiltonians mehr und entwickelt sich mit der Zeit
zu v ), von dem aus das Atom angeregt werden kann. Der Pumpzyklus funktioniert dann nicht
mehr.

Die anschauliche Bedeutung der Dunkelamste kann man am Beispiel eingberganges
mit J, = L, = 1 nachJ, = L. = 0 verstehen. Dieses Beispiel ist zwar nicht besonders
realistisch, daiir die meisten Grundzustde der Bahndrehimpuls, verschwindet, es erlaubt
aber, den Mechanismus hinter DunkelZusten im Kern zu verstehef) Betrachten wir dazu
die Form der elektronischen Zaside|e) = |L. = m. = 0) und|m) = |L, = 1,m, = m) im
Ortsraum. Schreibt man die Relativkoordinate des Elektrons iarsganen Koordinaten,

r sin ¥ cos ¢
x = | rsinvsing
r cos v

so ergibt sichiir die Zusénde

(x| = 1) = Y119, )1 fy(r)
=re ¥sindf,(r) = (x —iy) f,(r)
(x]0) = rcosfy(r)
= 2fy(r)
(x[1) = (x +iy) fy(r)
(zle) = Yoofe(r)
= fe(r)

Damit lassen sich die Matrixelemente des Dipolmoments wie folgt berechnen:

de_1 = (e| —ex|—1)

xr

_ . / & [ (r) (@ —iy) |y
z

2% —ixy

= —e / d* f:f_l(T’) Ty — in
Tz — 1Yz

aus Symmetriegindenz — —z’ odery — —v/ folgt

IQ

d - —c / & 1) | —iy?
0

°In realistischen Atomen hat man z.B, = 0,5 = 1,L. = 1 so dass/, = 1 undJ. = 0 fur eineA-
Konfiguration. Obwohl hierbei die Bahndrehimpulse genau umgekehrte Werte als in unserem Beispiel haben, sorgen
die Auswahlregeln ddif, dass die folgenden Argumente auch auf diesenifaitragen werdendknen.
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Da wiederum aus Symmetriggrden [ f(r)z* = [ f(r)y? gilt, findet mand, _; ~ (1, —i,0).
Analog kann man zeigen, dads; ~ (1,4,0) undd., ~ (0,0, 1) gilt.

Betrachten wir nun als Beispiel den Fall, dass linear-Richtung polarisiertes Licht einge-
strahlt wird. Wir haben als& ~ e,. Wegen

1 , 1 :
e, +e. = —— (e, +ie,) + — (e, —ie,) = V2e,

V2 V2

ist diesaquivalent dazu, dass wir links- und rechtszirkular polarisiertes Licht mit gleicher Inten-
sitat einstrahlen. & die zugebrigen Rabi-Frequenzen ergibt sich

1 1 1

=Q,=-d. . -E~| i |-l0]=1
h )

0

1 1 1
Q,:ﬁde’,l'EN —Z O :1

0 0

:>Q+:Q,

Die Rabi-Frequenzen sind also gleich, so dass sich der Dunkelzustand (5.60) zu

1
[¥p) = E(HD - =1

ergibt. Die Ortsdarstellung dieses Zustandes ist

Un(a) = = (o) = ¥1(2)
- % (@ + 1) £,(r) — (= — iy) fo()}
= \/ﬁiyfg(ﬂ (5.62)

=1 p istantisymmetrisch in y-Richtung, es entspricht einer Hantel engddg es ein p-Zustand
ist):

Jetzt wo wir wissen, wie der Dunkelzustar@imlich aussieht,dnnen wir uns die Wechsel-
wirkung des Atoms mit dem Lichtfeldaher anschauen. Die klassische Wechselwirkung eines
elektrischen Feldes mit einem Atom besteht darin, dass positive und negative Ladungen gegen-
einander verschoben werdemd zwar entlang der Richtung vdi:



5.4 Modelle mit wenigen Niveaus, Dunkelzumste, RamatJberginge 83

Die anfanglich symmetrische Ladungsdichte des Atoms wird dabei asymmetrisch. In der
Quantenmechanik ergibt sich gihnliches Bild.E erzeugt dann eine Superposition iehund
lg). In unserem Beispiel igt) symmetrisch im Ortsraum und alle drei Grundzumste antisym-
metrischﬁ Die Superposition ist im Allgemeinen asymmetrisch.
AY, A, AV, + ¥

T AN

X X X

Die Ladungsdichte der Elektronen ist gegeben durch) = —e|y()|?. Sie ist symme-
trisch sowohl @éir den reinen angeregten Zustdagals auch fir die drei Grundzuginde. Erst die
Superposition erzeugt eine asymmetrische Ladungsverteilung:

A

-4 + ‘I-"gl'

— >

\/

Die Superposition der Zushde ist also die quantenmechanische Beschreibung der Tatsache,
dass die Ladungen im elektrischen Feld gegeneinander verschoben werden.

Fur normale Atome findet mariif jeden Laserstrahl und sein zugeiges elektrisches Feld
einen p-Zustand, mit dessen Hantel man durch Superpositioreilaag der elektrischen Feld-
richtung verschobene Ladungsverteilung erzeugen kann. Bei einem Dunkelzustand geht das
nicht: in unserem Beispiel zeigt das elektrische Feld entlangrdchse, der Dunkelzustand
(5.62) ist aber antisymmetrischgaRichtung. Sind die Atome also im Dunkelzustanéppariert,
so kann das elektrische Feld ihre Ladungsdichte nichtiRichtung verschieben.

6Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass dies genau umgekehrt ist, wie es bei Atomen normalerweise der
Fall ist.



84 Das 2-Niveau Modellifr Atome

5.4.2 RamanUbergange
Betrachte die Zeitentwicklung der Zaside mit

0 Q. QO
H=h| @ A, 0 (5.63)
O 0 A

= ithe = Qb + Q-
i)y = Apthy + Qb

Ansatzi), = e Bty =

e = Qe ) + Q_e A1) (5.64)
e = Qpedely, (5.65)

Wegen|vy.| < 1 ergibt sich daraus, da$z§i| < |Q.] gilt. Die formale Losung fir ¢, lautet

Ye(t) = 1e(0) —i / at’ {me*mww +Q ey (t’)} (5.66)
e 0

Betrachte den Fall groler Verstimmunged:.| > [Q.|. In diesem Fall variiert>. (t) langsam
gegeribere= A+t da‘@i’ < Q.| < |AL|. Man kann daher unter dem Integral (') ~ 1. (t)
setzen und nuiiber die schnell varilerenden Terme integrieren. Damit folgt

Q ‘ ~ O , .
Ye(t) = A_+ (e7" =1) ¥y () + N (7" =1) v (1)
+ —
Einsetzen in GI[(5.65) ergibt
" x i Q 7 Q 7
e = Qe+ {A_i (7 = 1) wu(t) + (e S -1) w(t)}
oder ausmultipliziertiir eine Komponente
2O A DV A -
e =l (o ey gy o+ T e a0 s g gy

~1 reet(Ap—A_)t

wobei schnell variierende Terme sich wegmitteln und deshalb gégerdangsamen Termen
vernachassigt werdendnnen[| Zusammengefasst kann man daher eine effektive Zwei-Niveau-
Gleichung tir die beiden Grundzugthde formulieren:

L0 (¢ ¢

h—( 57 | =H - 5.67

Zat(w> e“(w) (567

’Im Gegensatz dazu hatten wir in Gl. (5.65) ausschlieRlich schnell variierende Terme, so dass wir sie dort nicht
vernachhssigen durften.
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mit
|QA+\2 Q*Ziei(AJr—A_)t
Heff == h QiQ+ —i{A+—A,)t - ‘Q_|2 (5.68)
AL € A

Der stets nur schwach besetzte angeregte Zustand tritt hier nicht mehr auf. Man neadiadies
batische Eliminierung des angeregten Zustandes
Die Matrixelemente voti/; sind proportional z@?/A. Dieser Ausdruck kann auchrfklei-
ne Anregungswahrscheinlichkeitéh = 2%/A? groB sein. Aus dieser Tatsache folgt die groRRe
praktische Bedeutung von Rambibergingen, denn eine geringe Anregungswahrscheinlichkeit
bedeutet, dass spontane Emission und der damit verbunder@edfakierlust der Wellenfunkti-
on stark unterdickt ist. Man kann daher Atome mit Raméibergaingen kokrent manipulieren.
Die Zeitskala des Kadrenzverlustes (Dekd@nenz) ist die Anregungwahrscheinlichkeit multipli-
ziert mit der spontanen Emissionsraié’,.. Typisches Zahlenbeispigl = 10° Hz, v = 107 Hz,
A = 10 Hz. Damit folgtQ?/A = 108 Hz undy P, = 10° Hz.
Die effektive Rabi-Frequenz
Q-

A
bestimmt die Kopplung zwischen den beiden Grundmusén. Hierbei ist der Index an der
Verstimmung bewusst weggelassen worden, denn es ergibt sich folgendes Problem.

Heg ist nicht mehr hermitesch, da im Allgemeinén £ A, ist. Warum kann man diesen
Operator dennoch verwenden? Der Grund liegt darin, dass die adiabatische Entwicklung des
angeregten Zustands

Qeft = (5.69)

Q, -

: O_ - .
—iA —iA_
1/}8 = A+ 4 (6 +t _ ]_) + E¢_ (6 t_ ]_) (570)
als Entwicklung vory, nach Potenzen voglz angesehen werden kanp, ist korrekt bis zur

ersten Ordnung inAl—i, sofern alle Frequenzen,., A, — A_ < A, sind. Daher muss man
folgende Entwicklung machen:

L
AT A —A+A,
1 1
~ —— —(A_-A 71
1 1
- AL + O(<A_i)) (5.72)

Hg ist also hermitesch bis zur ersten Ordnunglin Fuhrt man nun die effektive Rabi-Frequenz
nach [5.6P) ein, so kann maf durch

i(AL—A_)t
* Lee” ) (5.73)

Heﬁ - h ( Qzﬁe—i(A+—A7)t *

darstellen. Dieser Hamiltonian ist analog dem des Zwei-Niveau-Systems.
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5.5 Adiabatisches Theorem, STIRAP

Die STImulatedRapidAdiabaticPassage ist eine Methode, Dunkelzuste und Ramablberginge
hocheffizient miteinander zu kombinieren. Sie benutzt das

Adiabatische Theorem Gegeben sei ein zeitaihgiger Hamiltoniar (¢) mit Eigenzusinden
In(t)), H(t)|n(t)) = E.(t) [n(t)). Ein Zustandi(t)) folgt adiabatisch dem Zustand(t)), falls
H(t) (unendlich) langsam variierf{/H — 0). Dann gilt:

(1)) = e |n(t)) (5.74)
Den exakten Beweidihren wir an dieser Stelle nicht, aber der Satz soll im Folgenden moti-

viert werden:
Zu losen istho; [1(t)) = H(t) |¢(t)) mit |(0)) = |n(0)). Dazu macht man den Ansatz

(1)) = ealt) [n(t)) (5.75)
Dies in die Schidinger-Gleichung eingensetzt ergibt:
ihoy [) = iy {énln) + e |n)}
— ")
= Y En(t)ea(t) In(t)) (5.76)

Multipliziert man diese Gleichung von links mftn ()|, so ergibt sich unter der Vorausset-
zung(m(t)|n(t)) = dpm:

i + i Zn: ¢ (m|n) = E—;cm (5.77)
Ansatz fir die Koeffizientery,, () :
en(t) = exp (—z’ /O ' B, (1) /h) (D) (5.78)
Es ergibt sichifir ,,:
Cm = — Y _ & (m|) exp (—i /0 t dt' (E,(t") — En(t) /h) (5.79)

Variiert H langsam, so wirdm/|n) klein gegen den PhasenfaktptE,, — E,,), falls m # n.
Man kann dann diese Terme vernaiddigen und egit:

Em = — (m|m) &, (5.80)
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Wegen
(m|m) = = (m|m) = —({m|m))” (5.81)

folgt, dass(m|m) = ia(t) eine rein komplexe Zahl sein muss. Somit gilt:

en(t) = exp (—z’ /O ta(t')dt’) (5.82)

Anmerkung: die Phas¢ a(t)dt wird Berry-Phasegenannt und hat eine geometrische Bedeu-
tung: im Hilbertraum bekommt man, wenn man einen geschlossenen Weg langsam oder schnell
durchhiuft, immer dieselbe Phasendifferenz, da die Berry-Phase invariant unter einer Reparame-
trisierung der Zeit ist.

5.5.1 Anwendung des adiabatischen Theorems auf Dunkelzéstde

oo
[Yp) = o |+) — 0 -) (5.83)

mit
Q242+ (5.84)

Mache die Rabi-Frequenzen zeitablgig und veiindere sie adiabatisch,. = (2. (¢). Dies
fuhrt dann zu:

[¥p) = [¥p(T)) (5.85)

Falls der Anfangszustand der Atome duf¢fi0)) = |¢p(0)) gegeben ist, dann folgt:(t))
adiabatisch dem Dunkelzustand(t)) = |p(T")). Genau dies ist das Prinzip von STIRAP. Man
kann dadurch Atome mit hoher Effizienz zwischen den beiden Gruritmlesh transferieren. Im
Einzelnen macht man das wie folgt:

le> le>

Q. Q-

—o— —o—
|-> |+> |-> |+>

Abbildung 5.8: Links Anfangsszustand, rechts Endzustand. Der Kreis markiert den Dunkelzu-
stand

* [¥(0)) = |-) = [¢p) MitQ_(0) =0
» Verandere), und()_ so, das$), (¢;) =0
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« Dannist|y)(t1)) = |[+) = |¢¥p(t1)) mit Q. (¢1) = 0.

Diese Abfolge entspricht einer kontraintuitiven Abfolge von Laserpulsen, bei der zuerst der
nicht koppelnde Laserstrahl angeschaltet wird.

1

08

0.4 / \

j / \
0.2 | Jan \
. .

Abbildung 5.9: Der erste Puls entspridht , der zweitel) .

Die STIRAP hat eine maximale Effizienz von 99% undidser. Dabei bleiben die Atome
immer in einer Superposition vgr-) und |+) (|¢p)), obwohl die Zusinde|+) und |—) nur
Uber|e) gekoppelt sind. Im Idealfall findet ein Transfer vbn) nach|+) statt, ohne dass die
Atome jemals angeregt sind.



Kapitel 6

Atomoptik

Die Atomoptik behandelt allgemein die kisdtente Propagation atomarer Materiewellen. Haupt-
augenmerk wird also auf Schwerpunktbewegung der Atome gelegt. In dieser Vorlesung wird der
Einflul3 von Licht auf die Schwerpunktbewegung behandelt.

6.1 Grundlegendes Prinzip

In Kap.[3 behandelten wir, dass der vdlistlige atomare Hamiltonian aus Relativ- und Schwer-
punktbewegungsbe#gen bestent:

p2
H:§M+%}mmm| (6.1)

| —
=Hy
wobei H, die Relativbewegung der Elektronen berschrdibt & 1s,2p. . .), p der Schwerpunk-
timpulsoperator und/ die Gesamtmasse des Atoms ist.
Die Kopplung an ein elektromagnetisches Feld ist in der Dioémung nach Abschniit 4.3
gegeben durch:

Hye=——d-D(z) - p- Bla) (62)

Dabei sindd, i Operatoren, die auf die Relativbewegung wirkenist der Schwerpunkt des
Atoms. Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen liefern:

= —% @, H + Hypy) = %P 6.3)
P=-L[P H,=V{-~d D) - u- B(x)} (6.4)
h o

Inhomogene Feldgindern also die Schwerpunktbewegung. DaBeigt dieAnderung vom
inneren Zustand ab (z.B. Stern-Gerlach)
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Besonders intuitiv zu verstehen ist die Absorption/Emission einzelner Photonen mit Polari-
satione und Wellenvektok. Der Photonenimpuls ergibt sich zu:

p, = hk (6.5)
Aus der Impulserhaltung folgt:

p,9) © |1k) — [p + hik, €) ©[0) (6.6)

Beispiel: laufende Laser-Welle mit Wellenvektér,

Hiyy = —d-E(x) E = Ey'** (6.7)
Hieraus ergibt sich
dey - E ,
0=-— gﬁ = etk (6.8)
Fur ein Zwei-Niveau-System gilt dann:
2 ik x
P —hA 0 Qoe L
H= Wl—i— ( 0 ) + h( Qe 0 ) (6.9)

Man verwendet folgende Zusammémige

) = / &p |p) ¥(p) . analogli,) (6.10)
mit 2% |p) = |p + hky) (6.11)

Die letzte Gleichung e#dlt man am einfachsten, wenn man die Orstdarstellung der Impulseigen-
zustinde verwendetixz|p) « exp(ip - ¢ /h). Man setzt dies in die Schdinger-Gleichung ein

; [e) \ _ %)
h6t< ,) > = H( ,) > (6.12)
und erfalt;

(pt+hkp)®
o) <¢E(Z_E7:;kL)> _ ( [ +2M 2 hA} Ve(p + hkp) +hQO¢g(p) ) (6.13)
9\P 210ng<17) + A e(p + hkr)

Das ist nun wieder ein 2-Niveau-System der Fc(r% (Z Jgpisz)> .
g

Wichtig: der Impulgibertragandert die Verstimmung:

= = (p + hkp)? p
E,—-E, = |2 _pA|l - 2
© { oM oM
h h2k?

= —hA+ —p-k L

+Mp L+2M

(6.14)
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Hieraus erkennt man, wenn man= %p anwendet und einmal durchh dividiert:

A(w)=A— oy — L (6.15)
V)= v L oM .

Hierbei ist—wv - k;, die Doppler-Verschiebung der Laserfrequenz im Ruhesystem des Atoms,

"kl stellt den recoil-shift (RckstolRverschiebung) dar.

2M

6.2 Atom-Interferometrie

Atom-Interferometrie wird seit 1991 (Carnal & Mlynek [38]) betrieben. Wir bé&dtgen uns
hier nur mit Interferometern, die Lichtstrahlen als Atomstrahlteiler verwenden.

Das Grundprinzip ist allen Licht-Atom-Interferometern gleich: Licht wird verwendet, um Atome
zu ,kicken".

6.2.1 Ramsey-Boré-Interferometer (Bordé 1988, Riehle 1991)

A A
’€7p+hk> ‘gap> ‘€7p_hk>
t
19, P) T’ T T’
k k Y —k Y —k
2 —3 2 3

Abbildung 6.1: Das Atom-Interferometer von Ramsey und Bord

Die Atome andern also nicht nur ihren internen Zustand sondern auch ihren Impuls. Sie
durchlaufen in diesem Interferometer (siehe Abbildung 6.1) @smiich unterschiedliche Bah-
nen [36,7]. Tatsachlich wurde ein solcher Aufbau auch schon vor 1991 verwendet, allerdings
nicht zur Interferometrie, sondern als Spektrometer.
Funktionsweise:

1. Der erste Laserstrahl bewirkt einen idealgRuls mit Impul§ibertraghk,

l9,p) — %(lg,m +le, p + hk)) = |1h1)



92 Atomoptik

2. Freie Propagationit die ZeitT”,

|11) (lg,p) + le,p + hk) exp(iAE(p, k)T'/h)) = |12)

1
o
V2

mit AE(p, k) = E. — B, + 25 4+ hp |

3. Der zweite Laserstrahl bewirkt einen ideaf2Puls mit Impuléibertraghk,
1 A , A ,
a) = 5 (lg.p) (1 = @AEPRTIN) [ p ot hk) (1 4+ SEERTR) ) — [yy)

Die AbhangigkeitA E(p, k) vom atomaren Impuls verhindert, dass bereits das Signal nach dem
zweiten Laserpuls sinnvollif die Interferometrie verwendet werden kann. Der Grund ist, dass
Atome mit unterschiedlichem Impuls verschiedene Phasenverschiebungen erfahren und somit
das Gesamtsignal verwaschen wird. Um dieses Problendsan] verwendet man das zwei-

te Pulspaar in Abbildung 6.1. Nehmen wir an, dass die Zeitwischen den Pulspaaren lang
gegetiiber der Zerfallszeit der angeregten Atome ist. In diesem Balh&n wir in|3) den an-
geregten Anteil vernacssigen. AulRerdem sollalirend der Flugzeil’ irgendeinaul3eres Po-
tentialf| eine Phasenverschiebueg(ia) zwischen den beiden Armen des Atominterferometers
erzeugen, so dass der Zustand zum ZeitplinktT” proportional zu

[a) = lg, p) (e — (SE@RTIn)

ist. Die Anwendung des zweiten Laserpuls-Paares kailig\analog zum ersten Paar berechnet
werden. Man findet danriif den Zustand nach dem zweiten Laserpaar

<g |¢(2T, + T)> X (eia _ eiAE(p,k:)T’/h)(l . eiAE(P,—k)T’/h) ‘

Man kann am Ausgang des Interferometers beispielsweise die Wahrscheinlichkeitraes-
sen, Atome im Grundzustand zu finden. Diese ist duitgtw (27" + T')) | gegeben und lautet
explizit

eia(_efiAE(p,k)T//hefiAE(p,7k)T//h + e—i(AE(p,k)+AE(p,fk))T’/h) + c.c.+ Rest.

Mittelt mantiber verschiedene Impulse, so fallen alle Terme, die nochpvalblangen, heraus.
Es Uberlebt nur der letzte Term. In diesem wiridr fedes Atom genau die entgegengesetzte
impulsablingige Phasenverschiebung akkumuliert, so dass insgesamt jedes Atom dieselbe totale
Phasenverschiebung &hirt und man diese messen kann. Man bezeichnet dieses Interferometer
daher alDoppler-frei Es bleibt dann nur noch dieiRkstoR3verschiebung, die jedodlr fedes
Atom dieselbe ist und einfach herausgerechnet werden kann.

Offensichtlich schlieR3en die Interferometerarme eiréché ein. Das Ramsey-Interferometer
ist Doppler-frei, d. h. die Phase, die durch die Doppler-Verschiebung verursachtallirdefaus
(sieheUbung).

17 .B. die Schwerkraft. Da Atome, die den Impiitertrag erfahren haben, etwaihier weiterfliegen als die, die
im Grundzustand bleiben, durchlaufen sie ein anderes Gravitationspotential.
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Ein groRer Nachteil besteht darin, dagser die Zeitl” Atome im angeregten Zustand exi-
stieren. Hier kann durch spontane Emission die Interfeedmgkeit zersirt werden. &r ,nor-
male* Atome und optischBberginge liegt die Zerfallszeit bet 107 s~'. Die Teilchen erhalten
durch den ursgimgliche Puls (Wellenzahl vokh ~ 10" m~! (Licht)) eine Geschwindigkeit von
v = % ~ 1cm/s. Sie kommen so innerhalb der Zerfallszeit ramun weit. Eine solch kleine
Aufspaltung ist kaum mef3bar.

Um spontane Emission zu vermeiden, nilil3< 1/~ (y: Zerfallswahrscheinlichkeit) sein.
Man wahlt daher langlebige (metastabile) Zarse mity ~ 103s!. Fur diese Niveaus sind
elektrische Dipadlberdginge verboten, sie werden z.B. mittels Quadrupetgingen angeregt.

6.2.2 Atomic fountain (Kasevich & Chu 1991)

2. R. Puls

wd0¢

1. Raman- 3. R. Puls

Puls !

Abbildung 6.2: Grundprinzip des Interferometers

Der Vorteil gegeiiber dem Ramsey-Bogdinterferometer besteht darin, dass durch die Ver-
wendung von Raman-Pulsen die Atome praktisch die ganzdiBeitim Grundzustand bleiben
[37]: dadurch sind sehr lange Laufzeiten (bisiz2b5 s) erreichbar.

1.P. 2.P. 3.P.
e N ATy e ™

Abbildung 6.3: Durch die Raman-Pulse induziddieergange

Mit dieser Apparatur wurde die Erdbeschleunigung Buf® genau gemessen, sie ist so emp-
findlich, dass Whenunterschiede des Aufbaus im cm Bereich (und die dadurch verursachte
Anderung der Erdbeschleunigung) gemessen werdanda.

Funktionsweise: Unter einem Rama#Puls versteht man einen Ramblibergang mit der effek-

tiven Rabi-Frequenz

Qesp = —Qi(wf_(w) , (6.16)

der fur eine Zeitt angeschaltet bleibt, die

te[Qepr| =

=~
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erfullt. Ein solcher Pulsiberihrt das System in eine Superposition yeH und|—). Wahlt man
nun fur

A i 02 .
QO () = Qoetk+™ dann gilt:Q.;; = Koe’(’“*"“)'“’ (6.17)

Was gerade einem effektiven Zwei-Niveau-System entspricht. Der liipeisag ist damit ge-
geben durch:
Ap =h(k_ — k) analog zum Zwei-Niveau-System (6.18)

Anschaulich entspricht dies der Absorption eines Photon§laumd der stimulierten Emission
in ©2,.. Es gibt nun verschiedene realisierbare Systeme:

parallele Laser: k, = k_ = Ap=20

gegenéufige Laser: k, = —k_ = Ap = 2hk_ also doppelt so viel wie im Ramsey-Bérd
Interferometer.

Keine Doppler
Sensitivitt fur

|+, p + 2hk) T=T

t
|—, D) T T
RP, RP, RP;
2 m 2

Abbildung 6.4: Das Atom-Interferometer von Kasevich und Chu

6.3 Optische Potentiale

Idee der optischen Potentiale: Nutze die Ortgaigligkeit vonQ)(x) aus. Zur Vermeidung der
spontanen Emission wird eine grof3e Verstimmung &dtv(dies entspricht der adiabatischen
Eliminierung des angeregten Zustandes, siehp GlI| 5.68).

A
Z. B.% —.

Das optische Potential ist dabei durch
() |?
A
gegeben. Die Form des Potentials wird also durch den Laser bestimmit.

Vopt(T) = R (6.19)
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6.3.1 Laufender Laser mit Gaul3-Profil

. g2 .
EM(x) = et e w2 ek mit: o = /22 + y? (6.20)
Die Rabi-Frequenz ergibt sich dann als
1 , o
Qz) = +d- EM = Quet**e w2 (6.21)
0z 2
Also V,,; = K06_2w7 (6.22)

Fur A > 0 streben die Atome zu den Orten geringster Lichtintéhgjtow-field-seekers®), dir

V(x)

P

A<O

Abbildung 6.5: Optisches Potential eines Lasers mit gawniger Intensitsverteilung

A < 0 zum den Intensittsmaximum (high-field-seekers®). & A < 0 stellt das System also
eine Atomfalle dar. Typische Parametér BEC-Fallen sind

Q~~7-10"s
A ~ 1015 S—l
Proser = 2W auf30 pum fokussiert

Dies ergibt ein optisches Potential von etiga= 5- 1072 J. Damit gelingt es, Teilchen, die eine
Temperatur VOQ‘/—; ~ 40 pK besitzen, einzufangen. Typischerweise ist die Kondensattemperatur

kleiner alsl pK. Die Dekolarenzrate eines solchen Systems Iiegtyb@‘z—2 ~ 5-1072s7!,istalso
sehr langsam. Sie ist das Produkt der Anregungswahrscheinli¢hikeit\* und der spontanen
Emissionsrate und gibt an, in welcher Zeitskala eine den Zustandmsrde spontane Emission
stattfindet.

6.3.2 Stehender Doughnut-Laser

2

E®)(z) = cos(kz)e™ % (z + iy) B, (6.23)
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Phase

Wobeiz + iy = 0e'® gilt; ein solcher Laser sieht in etwa wie folgt a :
Es gilt also

92

Q= Qpcos(kz)(x +iy)e w2 und (6.24)
D 21 2o
V= A o8 (kz)o“e “w? (6.25)
V(x)
A>0
0
@_%@ﬁ ’ // \\\\\ P g
\\\\\\ ///I/ \\\\\\ A < Q/////

d. h. der Laser bildet eingRohre" fur Atome, die sich am Minimum ansammelii(folau ver-
stimmtes Licht).

6.3.3 Evaneszente Lichtfelder

(Ubung)

6.3.4 Linsen fir einen Atomstrahl

Ein realer Laserstrahldit seinen Fokus nuiber einen gewissen Bereich hinv@g

By .
EH)(ZE) — gikz 0 oike*/(24(2)) q(z) =z —iz (6.26)
q(z)
Wobeiz, die Rayleigh-lange bezeichnet, die die Breitberw, := /22 bestimmt. Das optische

Potential ist in diesem Fall

2 2
Vit o |d- EP2 =V ( o > et mit: w(z) = woy/1 + (2/2)? (6.27)

w(z)

2Dasi im Exponenten ist kein Druckfehler. Diese Forin flas elektrische Feld ergibt sich in der sogenannten
Paraxial-Naherung, die in Bcherniiber Optik oder in meinem Skript zur Elektrodynamik behandelt wird.
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Z

A<O

Abbildung 6.6: Rayleigh-Bnge und Breite

Die Berechnung einer solchen Linse gelingt mittels der Raman-

— Nath-Naherung: Wenn die WechselwirkungsZzgizwischen Licht
und Atomen so kurz ist, dass sich die Dichteverteilung der Atome
kaumandert, kann maé}% im Hamilton Operator vernachssigen.

P(x,t) = Ut)ho(x) = e P Mpy(2) m eV @ Mpg () (6.28)

Esandert sich also nur die Phase der Wellenfunktion. Danach propagiert der Zustand frei, d. h.
W(x,t) = e napy(x, T) (6.29)

1-dimensionales Beispiel: Der Lichtstrahl &uft in z-Richtung und hat eine gewisse Breite,
der Atomstrahl passiert den LichtstrahlarRichtung. Die Atome haben dadurch nur eine kur-

ze Wechselwirkungszeit mit dem Laser, so dass die Raman-Nattkesding angewendet werden
ges.: Impulanderung ire-Richtung

X B E
kann. Yo(z) =e i = (2, T) ~ e "Te TR (6.30)
z —(y HTR)2?
1

(6.31)

e

wobei wir das Potential durch

V(z) ~ Rz? angerhert haben (wegen deiinerungsweise quadratischen Abbigkeit des opti-
schen Potentials um= 0). Die Zeitentwicklung dieser Wellenfunktion laf3t sich am einfachsten
mittels einer Fourier-Transformation angeben:

Bz, t) = F (e B F(p(2,T)) (6.32)

22 . 1 th 1
= Y(z,t) x e mlt:ﬁ:E+im unda:w—%+iTRz
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Also
4 2 2 22212 . 2h
w*(t) = [40|° = (at — (wy + T*R*z))* + const. mit: @ = -

D. h.w(t) besitzt ein Minimum @ir ¢ > 0, was einer Fokussierung entspricht.



Kapitel 7

Inkoh arente Wechselwirkung und
Dichtematrix

7.1 Dichtematrix-Formalismus

Die Dichtematrixp erlaubt es, die Zeitentwicklung inkéhenter Systeme (an Stelle reiner Zumte)
zu beschreiben. Insbesondere égticht sie auch die Beschreibung offener Quantensysteme.
Ein Beispiel: Ein (klassischer) Apparat im Labor produziert einen Quantenzustand nur mit einer
gewissen klassischen Wahrscheinlichkeit bei jeder Dituling des Experiments. Dies kann
beispielsweise ein Ofen sein, bei dem Atome mal mit Geschwindigkemal mitv, ausgesto-
Ren werden.

Man weif3 daher nur mit einer Wahrscheinlichkgit ob der Zustandk);) realisiert wurde. Die
|4;) missen dabei nicht orthogonal sein. Die Wahrscheinlichkeitéssen natrlich Y . p, = 1
erfullen, da irgendein Zustand mit Sicherheit vorliegt. Jedes entwickelt sich danach (ge-
schlossenes System, kein Reservoir) amigien@aB |;(t)) = e~ 7 |1;(0)). Falls bei einer Rea-
lisierung des Experiments der Zustand) vorliegt, so ist der Mittelwert einer Observablér f

diesen Zustand gegeben durch
(A), = (Wi(t)[ali(0)) (7.)

|4;) liegt bei jeder Realisierung mit Wahrscheinlichkgitvor. Man gewinnt den vollgindigen
Erwartungswert durch die Mittelurigber alle Realisierungen,

(4) = Zpi (A), = Zpi (Pu()[alei(2) (7.2)

Ist {|n) } eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes, daf¥ $ich diellls) _  |n)(n| darstellen.
Damit gilt fur den Erwartungswert:

(A) =D i (il 3o (ol Als) = 32 (A pilis) (wiln) = 3 (nlAgln) - (7.3)

n n
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Die Dichtematrixp definiert maniber

0= Zpi |¢z><¢z\

Der Erwartungswert eines Operators ist die Sjther diesen und die Dichtematrix:

(A) = Tr (34)

Eigenschaften der Spur
(i) Die Spur fangt nicht von der Basis ab.
(i) Tr(AB) =Tr(BA)

Beweis:

zu (i) Sei{|n’)} eine andere Basis des Hilbertraumes. Dann ist
Tr(A4) = Zm\Ayn Z n\z ') (/| Aln)
—Z n|AZ|n (nln') = > (/| Aln')

n/

zu (i)

Eigenschaften der Dichtematrix

(i) oist hermitesch.

(i) Tro=1

(i) Tr(2%) <1 (= 1furreine Zusinde)
Beweis:

zu (i) trivial wegenp; € [0,1]

(7.4)

(7.5)



7.1 Dichtematrix-Formalismus 101

zu (i)
Tr§:Z< |pz|¢z Q/)z|n sz 77ZJ2|X:|TL TLW)Z
—sz wzhzjz Zpl_]-

zu (iii)
Tr(9°) = Zmiﬁm¢mm¢m Xm@ww%m>

Z;mw@¥£§;%;%:1

Bei einemreinen Zustandilt:
o=1v) @], &*=0
Ein Gemischhat mindestens zwei verschiedene anske:

0 = pu [1) (1] + p2 |Y2) (o] + ..., pi #0

Der Unterschied zwischen Gemisch und Superposition wird an folgendem Beispiel deagtlich:
beschreibt ein Gemisch:

be = 5(1e)el + lo) ()

Die Halfte der Atome ist angeregt, die ander&lfte istim Grundzustand. In diesem Zustand soll
der Erwartungswert des Dipol-Operataflsx |e){g| + |g){e|, gebildet werden.

(d) o< Tr(2a(le){gl + [g){el)) = %Tf(lgﬂel +le){gl)

05 = [9)(w] = 5(1e) +19))({g] + Ie)
= S(la) ol + le)el) +5 ()l + lab el

J/




102 Inkoharente Wechselwirkung und Dichtematrix

0s hat nichtdiagonale Elemente, sogenanntedtehzen. Der Erwartungswert des Dipol-Opera-
tors ist:

(d) o< Tr (2s(le) (gl + lg)(el)) = Tr ((2c + %(|e><g| +lg)(eD)(le) (gl + lg){el))

= 04 2 Tr (el + lg)g]) = 1

Die nichtdiagonalen Elemente der Dichtematrix beschreiben den Grad an quantenmechanischer
Koharenz, also die &higkeit des Systems, Interferenzeffekte zu zeigen. Sie werden deshalb oft
Koharenzergenannt. Die Diagonalelemente enthalten die Population dea@ast

7.2 Liouville-Gleichung, Superoperatoren

Man betrachte die Zeitentwicklung vahim abgeschlossenen System. Ein einzelner Zustand
erfullt bekanntlich die Sclirdinger-Gleichung:

ihOy 1) = H [ty)
Dies kann man auf die Dichtematridoertragen:
ihdyo = éthﬁt(!w(wi\) = ithi(at |ha) (il + [i) O (i)
= ZPz‘(H (i) (hi| — [i) (Wi H)

ihd,0 = [H, 0] (7.6)

Dies ist die Liouville-Gleichungiir geschlossene Systeme.
Die Spur der Dichtematrix ist zeitlich konstant:

iho,Tro=Tr([H,0]) =Tr(Ho— 0H) =0
[H, -] ist ein Spezialfall sogenannter Superoperatoren, die ihrerseits auf Operatoren wirken.
Lo:=[H, 0]

nennt marLiouville-SuperoperatarNun muf3 die Liouville-Gleichungho,o = Lo gelost wer-
den. Dies geschieht zanhst formal:

. i i t? .
o(t) = e w5 5(0) = (1 — %tﬁ — ﬁﬁﬁ +---)0(0)
~ it t? ~ i Hi~yy L
= 5(0) = [H, 8(0)] = 55 H, [H,5(0))] + ... = e~ #5(0)ei
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Beweis:
f(t) = e7750(0) — ihdf = Lf = [H, f]
g(t):=e thQ(O)eth
zu zelgen'f( )= g(t)
ihoyg = zh(——Hg + th) [H, g]

f(t) un (t) erfullen die gleiche Differentialgleichung.

f(0) =2(0) = ¢(0)
f(t) undg(t) erfullen die gleichen Anfangsbedingungen.

—[f(t) = g(t)
Entropie, Gleichgewichts-Dichtematrix (Exkurs stat. Mechanik)
Die Entropie eines Quantensystems ist wie folgt definiert:
S = —kgTr(olnp) = —kg (In ) (7.7)

S beschreibt den Grad an Unordnung, der in einem System herrscht. R
In (7.7) wird der Logarithmus der Dichtematrix gebildet. Allgemein ist eine Funkftiot) eines
Operators in seiner Diagonaldarstellung am besten definiert.

Alan) = anlan) — A= ayan){a,l

Fur hermitesche Operatoren gilti,|a,,) = dnm
f sollte Taylor-entwickelbar sein:

=3 A
A? = Zanmn an\Zammm am\—Zan\an (an|

Dies [aRt sich auf beliebige Potenzen erweitern:

Al = Z aiz |an)(an]

n

Z Za lan) an|—2f an) |an){an| (7.8)

Als Beispiel folgt die Entropie des reinen Zustandes:

o=1-|Y)(¢]
S = —kpTr(olng) = —kpTr (L [¥)(¥]- 1H( ) 1) (@)

:O
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Die Entropie des reinen Zustandes ist 0.
Fur Gleichgewichtszuande gilt:

i=0o [H @} —0
— ¢ hat gemeinsamen Satz von Eigenwerten Fhit
H\|E,) = Ey|Ey)
= 0= 0nlE) (|
Thermischer Gleichgewichtszustand: maximiere Entréfimeit den Nebenbedingungen:
* Tr (o) = 1 (Erhaltung der Wahrscheinlichkeit)

. <H> = F (Kanonische oder grol3kanonische Gesamtheit)

Fuhre dazu zwei Larange-Parameler )\, ein. Maximierung:

(% (S (TP () — 1) — )\2(<ﬁ> - E> ~0

Da o in dieser Basis diagonal ist, gilt somit:

aiQn {_kBZn;Qn’ 1nQn’ -\ (Zn; On’ — ]-> - X2 (zn; Qn’En’ - E>} =0

= 0= —]{ZB(IHQ”—Fl)—)\l—)\QEn

B

1
= 0, = exp{ (A + )\gEn)}

Ao

~ e kp "

A1 wird fixiert durch) o, =1
A2
S o) e |ENE,]

fasse dies als Funktion vai auf

Setzeh, = =0 = %e‘ﬁﬁ, A= B% Z=Tr (e—5H>
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Liouville-Theorem Die Entropie eines Systerasdert sich nicht, wenn man eine @ Trans-
formation auf die Dichtematrix anwendet.
i =UoUt
S = —kgTr (' Ing) = S(¢') = S (UaU")
Taylor-Entwicklung des Operators innerhalb der Spur:

K() =g =Y K,g"=> K, (UsU")"

Werte den Term in der Klammer aus

(UsUN" =UpUU U UBUT . ..
1
= Uo"UT

= K(0)=U)_ K,p"U'
= 5" = —kgTr (UslnoU")
= —kpTr (U'UgIg) = S

= Die Entropie kann durch keine Zeitentwicklubg = exp(—iHt/h) in einem geschlos-
senen System vandert werden. Will man also die Entropie eines Systandern, so darf es
sich nicht um ein geschlossenes System handeln. Durch die Wechselwirkung mit der Umgebung
kann das System Energie, Impuls oder Teilchen austauschen und so ZiBit gekden.

7.3 Reduzierte Dichtematrix, Zwanzigs Master-Gleichung

Direkte Produkte von Hilbert-R aumen Betrachte zwei Hilbert-RumeH s, Hy mit den Ba-
sen{|S,)}, {|R.)}. Das direkte Produkt diese@Bme ist gegeben durch

Hs @ Hg = {W> ‘W) = ana |Sn> ® ’Ra>}

Dieser Raum entdt nicht nur Zusinde, die in Produktforms,,) ® |R,) geschrieben werden
kodnnen, sondern auch so genanrgeschankte Zusinde z.B.

|S1) @ |Ry) + |S2) ® | Ra)

Verschiankte Zusinde spielen eine zentrale Rolle bei vielen modernen Forschungsgebieten (Bell-
Ungleichungen, Quanten-Kryptographie, Quanten-Teleportation, Quantum-Computing usw.). Ih-
re besondere Eigenschaft besteht darin, dass Korrelationen zwischen den beiden Sistathen
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S bestehen, die praktisch nicht mit klassischen Modellen verstanden weideark Mehr dazu
kann man in Referenz [18] erfahren.
Seip die Dichtematrix auf{s ® Hr. Der Erwartungswert einer Observablen, die nurfdyf

wirkt, ist <AS> =Tr (@ <AS ® 1R)>. Hier ist unterAg ein Operator zu verstehen, der nur auf
dem Hilbert-Raunt s wirkt:

Ag:Hs — Hg 1 |S,) — Ag|S,)

Ag ® 15, ist die Darstellung dieses Operators auf dem Produkt-Hilbert-Raum mit der Wirkung
Ag@1p: Hs @ Hrp — Hg @ Hp
[Sn) ® |Ra) = Ag |Sn) © 1r | Ra)

7.3.1 Reduzierte Dichtematrix, Projektions-Superoperatoren

Die Spur eines Operators im Produkt-Raum kann damit zerlegt werdeilgem

Tr(O)nsern = ) ({Sal © (Ral) O (1S,) © |Ra))

n,o

(As) = Z (Sul ® (Ral 6(As © 15) [S0) © | Ra)
_ZS|Z o) As |S,)
_ZsyTrR )Ag|S,)

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass ein Operator der auf dem einen Teilraum wirkt, im
anderen Teilraum keine Wirkung hat.

Trr (0) = Y (Ral 0| Ra)

Nenne

reduzierte Dichtematrix
0s Wirkt auf Hg, insbesondere gilt:

<AS> = Trs (0sAs) = Trs (Trz (6)As))

Die reduzierte Dichtematrix ertlt also die volle Informatiofiber das Verhalten einer Observa-
blen im Subsysters.
Ziel: Finde eine Gleichung, digs alleine beschreibt.
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Projektions-Superoperatoren Normale Projektionsoperatoréhin der Quantenmechanik, wie
zum BeispielP = |e)(e| mit P |¢) = |e) {e|y), erfullen P2 = P, Pt = P
Fur den Projektions-Superoperator gilt analagdie Wirkung auf Operatoren:

P2A=PA
Beispiele:
1. Reduzierte Dichtematrix

Po = o0r(0)Trg (0) , (7.9)
wobei o (0) derDichtematrix des Reservoirs zur Zeit 0 entspricht

P?0 = 0r(0)Trg (0r(0)) 05 = Po

2. Projektion auf die Populationen

Po=Y_In)(nldn) (n|

P projiziert o auf seine Diagonalelemente, damit werden also alledketzen zerstt.

7.3.2 Zwanzigs Master-Gleichung
Zwanzigs Master-Gleichung ist eine Gleichuiig P alleine, die aus der Liouville-Gleichung
tho = Lo

fur o abgeleitet wird. Zur Herleitungrhren wir zuchst den z® komplemeréren Projektions-
SuperoperatoQ := 1 — P ein, wobeiQ? = Q erfilllt ist]] Der Projektions-Superoperator ist
zeitunablangig,P = 0,

= ihﬁpg =PLo=PL(P+ Qo

ot
0
= zhapg =PLPo+ PLp
analog mitQo
L0
zha Qo=QLPo+ QLo (7.10)
IHier ist die Unterscheidung zwischen Projektions-Operatoren und Projektions-Sgperopqratoren wiichtig: f
. . Py) " ; PAP PAQ
Projektionsoperatoren gilty)) = Q10 , dagegen giltiir Super-Operatoremd = 0P 0do
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Lose zudchstihQp = QLQp. Sind die Super-Operatoren zeitunahbig, so kann man die
formale Losung leicht hinschreiben:

Qo(t) = exp(—1QLAL/7)Qo(0) .

Der allgemeine Fall ist bedeutend komplizierter uitirt auf ein sogenanntes zeitgeordnetes
Exponential. Da diesesehrhaufig in der Quantenfeldtheorie und anderen Bereichen der theore-
tischen Physik auftritt, soll es hier kurz vorgestellt werden.

Das zeitgeordnete Exponential

Formale Losung:
t t
ih / Qodt = / QL(t")Qo(t")dt’ (7.11)
0 0

= Qult) = Qol0) — 1 [ QL) 0Qul o (712

wobei im letzten SchritQ? = Q verwendet wurde. Diesedsung ist nur formal, da sie sich
praktisch selbst wieder erith: Qo(t) hangt vonQo(t') mit ¢’ < ¢ ab. Diickt manQo(t') wieder
mit Hilfe von Gleichung([(7.12) aus, so ergibt sich

0ult) = Qol0) - 1 [ (0L(Q)100) - 1 [ droL)0eu)) (.43

Iteriere dieses Verfahren:

= Qult) = Q2(0) — 1 [ H(QL()Q) Q000

T <—%>2/Otdt’/otl dt" (QLA())(QLA(t")Qo(0) + ... (7.14)

Fuhre dageitgeordnete Produldin:

TA0BE) = { B0 e (7.1

Damit konnen wir die mehrfachen Integrale der Reihe umschreiben:

/OdtlgﬁQ(tl)/o dthEQ(tg):/o dtg/tQ 4t T(QLO(t)) QLO(ty)) (7.16)

T(QLO(t1) QLY(t2)) hat auch die richtige Ordnung der Operatoren (détesie steht links
vom friiheren), wenm, < ¢, ist. Betrachte deshalb das Integral mit modifizierten Greniaet f

N / "t / 4, T(0LO(H) 0LO)

t t1 t t
:/ dtl/ dt,QLO(t) QCQ(t2)+/ dtl/ dt,QLO(ts) QLO(t) (7.17)
0 0 0 t1
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Der erste Term auf der rechten Seite von Gleich{ing[7.17) kommt in der Reihe (Gleichuig (7.14))
vor. Fir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung|(7aBt)dich schreiben:

t t t to
/dtl/ dt, QLO(t5) QEQ(tl):/ dtg/ dt, QLO(t,) QLO(ty) (7.18)
0 t1 0 0
Mit ¢} = ¢, undt), = t, folgt:

¢ t
= 2.Term in Gleichung (7.17)= / dt'l/ dt,QLO(t)) QLO(L)) (7.19)
0 0

Gleichung|(7.1P) ist wieder ein Term, der in unserer Reihe (GleicHung] (7.14)) vorkommt.

t t1
0 0
t t
L, / 4 T(OLO(H) OLO()) (7.20)
0 0

Wir haben es also erreicht, dass der erste Term der Reihe mit Hilfe von Integralen mit un-
abhangigen Grenzen geschrieben werden kann. Man kann zeigen, dass eine entsprechende all-
gemeine Relation gilt:

/dtl/ dts .. / dt, QLO(t1) ... QLO(t,)

= dtl /dt T(QLO(L)...QLO(t,)) (7.21)

nl

. g
= Qo(t) = {1—%/dt1Q£Q...
0

L (:) / Tt / 4, T(QLO(L) ... QLO(E)} Qel0)

n! \ h
= Texp (%Z /t dt’gﬁQ(t’)) Q0(0) (7.22)
0

Dies ist die losung der homogenen Gleichung
ihQo = QLA(Qo) (7.24)

Das zeitgeordnete Exponentiéikxp ist dabei definiertiber seine Taylor-Reihe, in der Integrale
Uber verschiedene Variablen ., . .. auftreten. Der ZeitordnungsoperatBrsorgt dafir, dass
die Zeiten genau entsprechend ihrem Auftreten in R¢ihe|(7.14) erscheinen.
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Herleitung der Master-Gleichung: Fortsetzung

Zur Herleitung der Master-Gleichung ist nun der Ans@iz(t) = Uqgo(t)0g(t) zweckmaRig.
= 1h0; Qo = ihUQQ@Q + iﬁUQQéQ (7.25)

Mit Ugg = —1QLQ(t)Uqq(t) folgt unter Verwendung der Gleichurig (7]10):

ihog = Ugh(t)QLPo(t) (7.26)
dolt) = Gol0)— 3 [ #UGY)QLP() (7.27)
= Qo(t) = QQ(O)—%UQQ(t) /0 dt'Ug (1) QLQPo(t) (7.28)

Setze Gleichund (7.28) in die Gleichurig P ein:

ihPo=PLPo+PL(t)Q {Q@(O) — %UQQ(t) /O dt/UQé(tl)Qﬁpg(t/)} (7.29)

Gleichung|(7.2P) istwanzigs Master-Gleichung

Dies ist eine exakte DifferentialgleichungrfPo alleine, die in der Praxis ohnedlerungen

nicht gebst werden kann. Um sie zu vereinfachen, spezialisieren wir uns nun auf einen Super-
Projektor von der Forin 7.9 und betrachten folgenden Spezialfall:

1. 0(0) = 0r(0) ® 05(0), d.h. keine Korrelationen zwischen System und Reservoir zur Zeit
t=20

2. [or(0), Hg] = 0, d.h. das Reservoir ist in einem statiwan Zustand vorfH; (es gilt
H = Hg + Hs + Hin).

3. Trr(or(0)Hin) = 0 z.B. Hny = —d - E, das Reservoir entspricht der Strahlung
= Trg (0r(0)Hine) = —d (E) (t = 0) = 0.7

Unter diesen Voraussetzungen gilt

Qo(0) = 0(0) —Po(0)
= 0r(0) ® 05(0) — 0r(0) @ Trr (0r(0) ® 05(0))
= 0r(0) ® 0s5(0) — 0r(0) ® 05(0)
= 0 (7.30)

2In einem statioéren Zustand ist im freien RaugE) = 0, da ein solcher Zustand einem Gemisch (kei-
ner Superposition) von Teilchenzahl-Zastlen entspricht. WegeB ~ a + a™ gilt daher(n|a + a™|n) =

(n|(Vnin—=1)++vn+1n+1))=0
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Aus denUbungen sindiir einen beliebigen Operatéf die folgenden Relationen bekannt:

PLPX = on(0)[Hs, Tra(X)] = PLsX (7.31)
PEQX = QR(O)TrR ([Hint7 X]) = PﬁintX (732)
QLPX = [Hin, 0r(0)Trr (X)] = LinPX (7.33)

Desweiteren findet man

0L0X = (1-P)LOX

= LOX —PLOX

= L(1-P)X — PLinX

= LX — LPX — PLimX

= [Hg+ Hgp+ Hp, X] — [Hs + Hg + Hing, 0r(0)Trg (X)]
—0r(0)Trg ([Hint, X1)

= [Hs+ Hr+ Hin, X] — [Hs, 0r(0)Trg (X))
—[Hpg, 0r(0)]Trz (X) = [Hint, 0r(0)Trg (X)]
—0r(0)Trg ([Hint, X1)

Mit [Hg, or(0)] = 0 folgt daraus:

QLOX = [Hg,X —PX|+ [Hg, X|+ [Hint, X — PX] — P[Hint, X]
= [H57 QX] + LrX + [Hinh QX} — PLinX
= (LsQ+Lr+ LinQ — PLin) X (7.34)

Weitere Eigenschaften:

LsQ = QLg (7.35)
PLs = LgP (7.36)

Einsetzen in die Master-Gleichung (Gleichupg (7.29)) liefert:

. t
thPo="PLsPo— %Pﬁmt/ dt'Ugo(t)Ugg(t) LintPo(t')
0

t
Uoo(t) = T exp (%Z / dt”QE(t”)Q)

0
L)X =[H(t),X] = [Hs + Hg + Hin, X]
Naherung: BeicksichtigeH;,; nur bis zur 2. Ordnung. (Annahmé&;,,, < Hg, Hy)

= UQQ R exp (—%Q(ﬁs + ER)Qt)
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Falls Hs und Hy, zeitunabkngig sind.

QL, =L, Q = OL.O=L0=0L,
QL =LrQ =Lp

= Ugg = e~i9Lst/hg=iLrt/h

Im letzten Schritt haben wir dabg€iLLr = L L, verwendet, was in der folgenden Weise bewie-
sen werden kann:

(LrLs — LLr)X = [Hg,[Hs, X]] — [Hs, [Hr, X]]
[H Hs, } + [ X HR}
—[X,[Hr, Hs]| =
N——

=0

wobei die Jakobi-ldenéit verwendet wurde. Es folgt

e—1QLst/h _ Z %(gﬁs)n (QL)"=L"Q"=L"Q n>0
n=0 )

= e Lp — THstIhQ P

Damit ertalt man fir die Master-Gleichung:

. t
’LhPQ = PﬁsPQ — %Pﬁmt / dt exp{ (t — 1 )(ES + ﬁR)} EthQ<t/)

freie Zeit‘e,ntwicklung
Po = 0r(0)Trr (0) = 0r(0)os(t)

= ihor(0)d, = or(0) Trr ([Hs, or(0)e.]) -

[Hs,05]

i ¢ o
- ﬁ@R(O)TrR <[Hmt,/0 dtle_z(t_t)(£S+LR)/FL[HW,QR(O)Qs(t/)H)

o i [ iy
ihos(t) = [Hs, 0s(t)] — ﬁ/ dt'Trg ([Hmt, e I EA LR/, QR(O)Qs(t/)H)
0

Dies ist die allgemeine Master-Gleichung unter der Bedingting < Hr, Hs undH, = Hp =
0.
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Annahmeliber die Form der Wechselwirkundi;,;, = —d;E;, i = 1,...,N wobeid;
Operatoren auf{, und £; Operatoren auf{z sind.

= Trg ((Hins,--]) = Trg ([d B, e LR g [y QR(O)QS(t/)H>

mit e R X = TR X /R (siehe Anfang des Kapitels)
= e TOEHERNdi By, on(0)0s(1)] =
[di(t — ) Ey(t — '), 0r(0)e 0=y (11)its (=) /1]
mit
ch(t —t) = e~ it=tHs/h cit—t)Hs/h
Byt — ') = e~ R/ gilt=t) Hr/h
or(t) = or(0) wegen[Hg, 0r(0)] =0

Bemerkung,(—t) ist der Operatot; im Wechselwirkungsbild

Trr ([Hings--.) = Trg ([dE [dy(t — ) Ey(t — '), 0r(0) Uy(t — )0

i1 )

s(t
=,
mit Uy (t) := e "Hst/h
=Tre(...) =Trg <diEZ-dl(t —t"YE(t —t)or(0)os — d; E;0r(0)0.d;(t — ') Ey(t — t')—
—di(t — ") Ei(t —1')or(0)0sdi E; + 0r(0)0sdi(t — ') Ey(t — t/)diEi)

= didy(t —t')0sTrr (EiEy(t — t")or(0)) — diosdi(t — t')Trr (Eior(0)Ey(t — t'))—
— dy(t — ") 0sdiTrg (Ey(t — )QR(O)EZ') + 0sdi(t — ') d;Trg (0r(0)Ey(t — ') E;)
Setze Fm1m2 (tl,tg) = T (Em1 (tl)Emg (t2>QR(O)) = <Em1 (tl)Em2 (t2)>

= Trp(...) = didi(t — ") 2, Fu(0,t —t') — d;osdy (t — ') Fjs(t — t',0)—
— di(t —1')0sd;i Fi(0,t — t') 4 05y (t —t')d; Fyi(t —1',0)

= 1ho,ps(t) = [HS, Qs(t)} — 72_”1 /Ot dt (El(oat —t') [di, d(t — t’)@5]+

Fu(t —t,0) [osdi(t — 1), dz’])

Wir fuhren nun die sehr verbreitéttarkov-Naherungdurch. Idee: Die Reservoir-Funktidy (0, t—
t') fallt oft sehr schnell mit — ¢ ab. (Das Reservoir "vergisst” sehr schnell, wie sein Zustand
war). Fir kleinet — ¢ kanng,(t') dann angeahert werden durch:

os(t') = Us(t' = t)os(OUI(' — 1)
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U, beschreibt die freie Zeitentwicklung. Man nimmt also an, dass sich das Systekrze
Zeiten im wesentlichen frei entwickelt.

= 0s = US(t - t/)Qs<t/)UJ(t - t,) = QS(t)

?

ihdhos(t) = [Hs, 05(t)] — £ /O L (Fil(o,t —t')[di, di(t — ') 0s(t)] +

Ez(t - t/, 0) [dl(t - t/)gs(t)v dz})

Setzer =t —t dr = —dt'
7

= ihdsos(t) = [Hs, 0s(t)] — & /0 dT(Fﬂ(o,T)[di,dlmgs(t)]+ﬂi<r,0>[gs<t>dl(7>,di]>

Da F;;(0, 7) schnell abllt, kann man die Integrationsgrenze t duschersetzen.
= Endglltige Form der Master-Gleichung in der Markoaherung:

ihd0,(t) = [Hs, 0s(t)] — %/000 dr (Fil(O,T) [di, di(T)0s(t)] + Fri(7,0) [0s(t)di(T), d,})

Die Master-Gleichung in Markov-&herung

* ist eine lineare Differentialgleichung und im Gegensatz zur allgemeinen Master-Gleichung
keine Integro-Differentialgleichung mehr,

* hat konstante Koeffizienten (gegeben durch das Intégpexir).

7.4 Spontane Emission

Bei der spontanen Emission im freien Raum spielt das Atom die Rolle des Systems, an dem wir
interessiert sind. Die Strahlung bildet das Reservoir, dessen Zustand im wesentlichen konstant
ist, da im freien Raum spontan emittierte Photonen nicht zum Atofickkehren.

Hg =) Ey,[n)(n| ,|n) = atomare Energieniveaus

Hp = / kY hwpal ar,

Hy, = —dE(:I}) — —dDED — g EE)

wobeix der Ort des Atoms ist und in der letzten Gleichung die rotating wave approximation
gemacht wurde.

E™) = positiver Frequenzante(ix ay . )

d™) = Aufsteigeoperator
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« Beim 2-Niveau-Systemd'") = d,, |¢) (g|
« Bei zwei Multipletts:d™ =3 |, me) (Jy, my| din, m,

Der anfingliche Zustand der Strahlung soll das Vakuum sgji{0) = |0) (0|. Die Master-
Gleichung lautet allgemein in der MarkovaRerung

mg:m&m—%lwwﬁ%@@mm@@@» (7.37)
+ losdy(7), ] (E5 (1) E:) |

In unserem Fall setzen wWir

d =dv;E =EY
dg = d(_) X E2 = E(i)

Man kann leicht nachrechnen, dass wegen des Vakuumzustandes der Strahlung
(OIED B, (0) = (01 EL VB 10) = (01 BV E, Pjo) =0

gilt. Fur die Master-Gleichung folgt damit
{ld )} = {UBDED @) [0, 5 (e
+ (BO(DED) losds” (7). a7}

Die Korrelationsfunktion hat den folgenden Wert (si¢haungen):
h

(+) (=) —
<O‘Ea <w7O)Eb (CU,T)‘O> - 67TZEOC3

(5ab/ dwy wp e kT (7.38)
0

Die zweite Korrelationsfunktion, bei derim ersten Operator vorkommt, kann man mittels des
freien Zeitentwicklungsoperatots(7) mit diesem Ergebnis verbinden:

(OIES (M B, (0)]0) = (0[U (M ES (0)UT (0 By~ (0)]0)
Verwendel |0) = |0) :
= (EP@EO) = (0B O)U(nE " (0)U()0)
(0B () B, (=7)[0)
Die Zeitablangigkeit der atomaren Operatoren ist bei freier Zeitentwicklung gegeben durch

B ) = 3 1) el -

Me,Mg

3Genau genommen steht in der allgemeinen Summe oben dedés eine Vektor-Komponente von entweder
d™) oderd™). Um die Notatioriibersichtlich zu halten, unteiiatken wir aber diesen Punkt.
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. / " dr d9 () (B (1) EC) (0))

0
h o0 o0 )
S (e o 1 er 12) (T 1| / W / dr (7 memy)
0 0

672€pc?
Me,Myg

Mit Wiy, = (Em, — Enm,)/h. Unter Verwendung,” dr e=“7 = §(w) — P /w folgt daraus

h
Z | Je, me) (g, Mg (dmemg )b

6m2epc?
Me,Myg

00 P 3
X <7rw§’nem —|—i/ dw —w>
e 0 (w_wmemg>

= Z | Jes me) (g, mg| (e mg )b (Knem, +iK’:nemg)

Me,Mg

& (+)

+iK,

Die Operatorerk "~ und K" wirken dabei nur noch auf die atomaren Freiheitsgrade und sind
zeitunablngig. Als Ergebnis erhalten wir die Master-Gleichuiigdtomare Multipletts

_ i S(L) . 2 _
ihos = [Hs, 0s] = = {[d", (KL = iRI) o) + [os (R + ik, ), a1} | (7.39)

wobei wir K .= <K(+)

t (= . t
> undK/( - (K/(+)) eingefihrt haben.

Wenden wir dieses Ergebnis auf das Zwei-Niveau-System an, so haben diese Operatoren die
einfache Gestalt
hasg

(1)
K = d. )
)9l ey ot

£ (+) =
K~ =le)g|d., / e (7.40)

0
Der Zahlenwert des Integrals KIH) ist dabei irrelevant, da er nicht nur divergiert (und renor-
miert werden muf3) sondern im Rahmen des Zwei-Niveau-Modells und der rotating wave appro-
ximation auch nach der Renormierung inkorrekt ist. Setzen wir diese Operatoren |in Gl. (7.39)
ein, so erhalten wir diMaster-Gleichungiir Zwei-Niveau-Atome

? ?

o = —lhwole)el, o] = £[hALambe) (el , o] (7.41)
—%(U+U—Q+ 00,0 —20_004)
mit 2
egl Wo
= 7.42
3mheyc? ( )
und

d..|? o0 Puws
Ao = M/ O
0

6m2hegc? W — wp)



7.4 Spontane Emission 117

Konsequenzen Realteil K und Imagirarteil K'*) haben offensichtlichéllig unterschied-
liche Konsequenzen.

. K’m enthalt das Hauptwert-Integralberw und ist daher mit dem Kommutatot Aj,

verbunden. Es bewirkt eine Verschiebung der Resonanzfrequénz w, + Aj. Die
Verschiebung\;, heil3tLamb-Shift

* A, ist divergent und riasste renormiert werden. Eine Behandlung,idier das 2-Niveau-
Modell hinausgeht, findet man in Ref. [7A;, verandert nicht die Unitarét der Zeitent-
wicklung.

* Der Realteilf(m ist die Ursacheiir den Term proportional z¢und beschreibt eine nicht
unitare Zeitentwicklung (s.u.);
~ ist diespontane Emissionsrate

* Die Struktur—%(RTRg + oR'R — 2RoR') ist die allgemeinste Form eines Terms zur
Beschreibung inkafrenter Prozesse und wird Lindblad-Form genamhist dabei ein
verallgemeinerter Aufeder Absteigeoperator.

Beispiel: Strahlung bei Temperatur T sttt —- Thermische Anregung der Atome:

—n(T)(0-010+ 0004 —20,00-)
Mehr dazu kann man z.B. in Ref. [5] finden.

Im Folgenden wird die Lamb-Shift in die Laserfrequenz integriert: wy + Ar.

0=—[hwle)el, o] — %{Uw—@ + 00,0 —20 004} (7.43)

1
h

Damit laf3t sich die Zeitentwickung vameinfach berechnen:

Qee  Oeg
Q =
(Qge Qgg)

Zunachst wird der Kommutator mit dem Systemhamiltonian berechnet:

l9ea= (s o)-¢ = (5 %)

Fur die Lindblad-Form gilt:
oro_ = le){glg)(e|l = |e)(e]
und damit
2 ee €
\@@M+pwxd—2mxdmawv=(9 Qg)
—— N~

Qge _2Qee

o oy
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Damit lautet die komplette Master-Gleichung:

<é:)ee Q:eg> — —iW( 0 Qeg> . z <2966 Qeg ) (744)
Qge Qgg _Qge 0 2 Qge _2Qee

Fur die linear unabingigen Komponenten gilt:

@ee = —YOce = Qee<t> = Qee(o)eivt (745)
; ; 2 —iwt  — 5

Oeg = <_Zw - 5) Qeg = Qeg<t> =€ te gt@eg(())

Qgg = 7V 0Qee = Qgg(t) = Qgg(o) + (1 - ei’yt)gee“))

Diese Losung charakterisiert die spontane Emission:

Der angeregte Zustand wird inkatent entilkert, da bei demtJbergang vore nachg
keine Kotarenzery,,, o, €ntstehen. Bei Rabi-Oszillationeriivden aucly.,, o, zunachst
wachsen.

Anfanglich vorhandene Kdéirenzero.,, o . zerfallen mit2. Dies liegt daran, dafy)(e|
eine angeregte Komponente efthdie zerfallen kanre) (e| dagegen zwei.

Was oben an Population verloren geht, wirdpjjy wieder aufgesammelt, das sichert die
Wahrscheinlichkeitserhaltung.

TrQ:1 - TI’QZOZQee—FQQg
Dies gilt allgemein fir die Lindblad-Form:
Tro— —%Tr {R'Ro+ oR'R — 2RoR"}

- —%Tr {R'Ro+ R'Ro — 2R'Ro} = 0

Im Vergleich zur Master-Gleichungif die Dichtematrix kann die @momenologische Be-
schreibung der spontanen Emission verschiedene Aspekte nicht korrekt beschreiben. Mit
Ye(t) = e 2%, (0) folgt fur die Spur vorp:

[e|” + [0g]* = €77 1he(0)]* + |14 (0)]* # const.

Es qilt keine Wahrscheinlichkeitserhaltung. Versucht man, dies zu repariétan,das
zum zwischenzeitlichen Auftreten von Kétenzen, die es bei einem spontanen Prozel3
nicht geben sollte.

Gg(t) 0 /g (O + (1= e (0)[2 = 0oy = Yt # 0

0eq ISt flrt = 0 undt — oo gleich 0, dazwischen aber nicht.
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Abbildung 7.1:7-Puls (links) und spontane Emission (rechts) auf der Bloch-Kugel

Veranschaulichung auf der Bloch-Kugel:

Sowohl bei einer Rabi-Oszillation um den Winkekls auch bei der spontanen Emission han-
delt es sich um die gleichen Ausgangs- und Endma#. Am Beispiel der Bloch-Kugel wird

der Unterschied deutlich: Bei der Rabi-Oszillation beschreibt der Bloch-Vektor einen Halbkreis
und andert seine &nge nicht: Das System befindet sich immer in einem reinen Zustand. Bei
der spontanen Emission “schrumpft” der Bloch-Vektor und entwickelt sich durch den Koordina-
tenursprung nach unten, zwischenzeitlich entsteht dabei ein maximal unbestimmtes Gemisch.

Was geschieht, wenn man als Ausgangszustand eine beliebige Superposititid @hne spon-

Abbildung 7.2: Verhalten einer beliebigen Superposition auf der Bloch-Kugel bei einer Rabi-
Oszillation (links) und unter spontaner Emission (rechts).

tane Emission wird sich nur die Phase der Superposition entwickeln, der Bloch-Vekéttrseh

ne Lange und bewegt sich auf einem Kreis mit konstantem Winketzhse (Abbildung 712,
links). Berlicksichtigt man die spontane Emission, dann bewegt sich der Vektor auf einer Spi-
ralbahn abwarts, wobei er zwischendurchilkzer wird und schlief3lich im Grundzustand landet
(Abbildung, rechts). Zur Veranschaulichung d#sergangs vom reinen Zustand zum Ge-
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misch zum reinen Zustand sei hier noch die Spur yoberechnet.
Tr Q2 = Qze + 2QegQge + ng
Unter der Annahme vop,.(0) = 1 folgt mit (7.43):
Tro®(t) =1 — 27 4 272 (7.46)

Diese Zeitentwicklung ist in Abbildurig 7.3 abgebildet. Der Betrag der Siilivbn 1 rasch auf

% ab (vollstindiges Gemisch) undahert sich dann asymptotisch wieder der 1. Dieses Resultat
gilt allerdings nicht, wenn man die Schwerpunktbewegung der Atome rilthsichtigt. Durch

den Impulsibertrag der Photonen entsteht ein Gemisch-4Raum. Schematisch gilt

W
o= le,p)(e,p| — le,p){e, p| +/d3k lg,p + hk){g,p + hk| §(|k| — ;0)
(7.47)

W
- /d?’k lg,p + hk){g,p + hk| 6(|k| — 70)

7.5 Vermeidung spontaner Emission durch Interferenz

Betrachte ein 3-Niveau-Atom in V-Konfiguration:

E.=E.,=E_

In der allgemeinen Master-Gleichurig (7.38) Atome findet man einen Term
KO ikl = [ ard () 0 (B ()

- Z |m€> <g’ (dmeg)i(Kmeg +Z K:neg)
— N N——~
¢ €R €R

Da K, 4, K/, , NUr vonE, — E, abtangen, sind sieiiir beideUbergange,+ — g und— — g,
gleich.
KW 1 iK' = (K +iK){|+){g| dyg + |-)g|d_,}

Einsetzen in die Master-Gleichung ergibt:
ihos = [Hs, 0s]

—%{[d+gl+><g|+d-g|—><g| : (K—z'K')](|g><+|dig+|g><—|d*_g)gs}

HK 4K | o[ +) gl dig + |-Mgld—y) . diyl)(+]+d", o)~ |}
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Abbildung 7.3: Plot von Tp? bei spontaner Emission
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Unter der AnnahmfBd, = d_ = d vereinfacht sich dies zu

ihos = [Hs, 0] = £l { (5 = i) [ (1) + =) 4ol Iob ((+ + (1) 0, |

(7.48)
(K +iK) [0 (1) + =) (gl 1) (¢ + (=D ] }

Die Atome seien in angeregtem Zustdmd = %(H) — |=)) prapariert:

0s(0) = [V}, Hs|v) = Ec[¢) — [Hs,05(0)] =0

AuBerdem gilt((+] + (—]) |/} = 0. Wegen des Termg,(|+) + |—)) = 0 in den Kommutatoren
in Gleichung[(7.4B) gilt damit
Q.s =0

= |¢) kann nicht in den Grundzustand zerfallen!

* Die destruktive Interferenz zwischen den Amplituden yen und |—) sorgt daiir, daf3
dieser Zustand stabil ist [13].

* Der Effekt istahnlich wie beim Dunkelzustand, nur daR ein angeregter Zustand ist und
fur alle Photonen dunkel ist.

« Die Realisierung ist schwierig, da bei Atomdn = e*“d_ nicht erfillbar ist, denn die
Zustnde sind Eigenzughde vonJ,

Beispiel:  Drei-Niveau-System in
V-Konfiguration: \/

J, =0 J.=1

Es qilt:
d, = D(e, —ie,)/V2 koppelt ano -Licht
d_=Dle, +ie,)/V2 koppelt ano_-Licht

Damitistd, - d* = 0, Interferenzterme treten nicht auf. Beispielsweise gilt
(I+)ds + [=)d-) (gl - lg) ((+]d + (=[d") = D*(|4) {(+] + [-)(~])
statt wie im oben angenommenen Fall = d_

D*(l+) + -N{+ + (-l

» Bei Molekillen ist die destruktive Interferenz im Prinzipoglich. Ein experimenteller
Nachweis wurde erbracht [14], abei&sgr angezweifelt [15].

4Moglich ist auchd,. = e**d_



Kapitel 8

Laser-Kuhlen von Atomen

8.1 Allgemeines zur Kihlung von Atomen

Nach dem Satz von Liouville kann man die Entropie eines abgeschlossenen (Quanten)-Systems
nichtandern, da es sich uaitentwickelt. Adiabatischesiilen zur Verringerung der Temperatur
ist zwar moglich (sieheJbungen), die Entropie,Unordnung “) bleibt dabei aber erhalten.

Um die Unordnung zu verringern bzw. das von den Atomen besetzte Phasenraumvolumen zu
verkleinern muss das System offen sein. Die Beschreibung des Systems kann dann durch eine
Master-Gleichung erfolgen.

Verschiedene Konzepte der Kihlung

» Austausch von Atomen mit der Umgebung. z.B. Verdampfuiabin wie bei der Kaffee-
tasse (bzw. bei Corinnas Teetasse). Hierbei befinden sich die Atome in einem Potentialtopf
endlicher Tiefe. Nur die heiResten Atome haben genug Energie, um den Topf zu verlassen.
Die verbliebenen Atome sind dann im Mittehlker. Durch Shf3e zwischen den Atomen
werden die Atome rethermalisiert, so dass die Energieverteilung wieder thermisch wird.

» Spontan emittierte Photonen dissipieren Energie und Impuls. (Induzierte Emission tut dies

nicht, da dies ein urdirer Prozess istk—> Laser-Kuhlen. Nobelpreis 1997 an Claude
Cohen-Tannoudiji, Steve Chu und Bill Phillips

Eine ausgezeichnete Eiitfrung in die Konzepte der Lasédung kann man in Refl [11]
finden.

8.2 Doppler-Kihlung

Die Doppler-Kuhlung ist die grundlegendste Form der LaséihKing (Lethokov, Ensch und
Schawlow 1975).
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8.2.1 Das Prinzip

Die Anregungswahrscheinlichkeit der Atomértgt von der Laser-Frequenz ab (siehmingen).
_ Q]

A2+ 2 4202
wobeiA = w; —w und(? die Rabi-Frequenz ist. Der mittlere absorbierte Impulgisto..(w; ).

Bewegt sich das Atom mit der Geschwindigkeitso nimmt es eine durch den Doppler-
Effekt verschobene Laser-Frequenz= w; — k;, - v wahr:

Oce (8.1)

* furv parallel zuk, istw), rotverschobend; < wr)
« furv antiparallel zuky, istw’; blauverschoben, > wy)

Nun wahlt manA; = w; —wy < 0, also einen rotverstimmten LaseiifAtome, die auf den
Laser zufliegen, ist die Verstimmung gegeben durch

AN=u),—wy=w,—kr-v—wy=A,—kr-v (8.2)

so das§A’| < |AL| (solangev nicht zu grof3 ist). Ein rotverstimmter Laser regt deshalb vor-
nehmlich Atome an, die auf ihn zufliegen.

Bei zwei gegerdufigen rotverstimmten Laserstrahlen werden die Atome vornehmlich Photo-
nen von dem Laserstrahl absorbieren, auf den sie zufliegen. Dadurch werden die Atdime gek

8.2.2 Theoretische Beschreibung

Man beschreibt das Problem durch:

2

H = — KA fe)(e] = i) @) |e){g] — h' (@) g} (8.3)

(Zwei-Niveau-Atom mit Schwerpunktbewegung im Laserfeld). @sen ist die DGL:

7

h

Der letzte Ternv_po ist dabei anders als im vorigen Kapitel, da der Imfbkstrag der
spontan emittierten Photonen beksichtigt werden muss:

0 [H, o] — %{0+U—Q + 00,0 — 2600y} (8.4)

0_004 = |g> <g| Oee (85)
__ dQQ 7 7.12 ikx A —ikx
T_00+ —/ 87 /3 (1 — |deg - K| ) €7 Occl 19) (9] (8.6)

Wobei (1 — |cieg . I%|2> die Dipol-Charakteristik beschreilt** den Impulsibertrag voriik,
Oce ISt (e|ole). Herleitung: Siehe Refl [12]. Dieser Terrheizt“ die Atome, da er\p um etwa
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hk vergmolert.

L osungsideedir die Mastergleichung
Verwende die Born-OppenheimeaNerung (oder adiabatischéherung): Die Schwerpunktbe-
wegung ist viel langsamer als die elektronische Relativbewegung, dadtenan das elektroni-
sche Problemiir fixiertesx und setzt dies in die Schwerpunkt-DGL ein.

Die interne Zeitentwicklung ist sogar so schnell, dass man einfach die stagietektroma-
gnetische bBsung nehmen kann.

o=0= — o - %{0+U—Q +o0y0 —20 g0} (8.7)
mit
(A Q@)
H = h( _0* () 0 > (8.8)
Die Losung dieses Problems ist:
2 Q(A—ig)
Qee = T Qeg = _TQ - Qge (89)

wobei L := A% + 2 4+ 2|0J% Dies setzt man in die Schwerpunktbewegung ein ursstl

hier der Einfachheit halber den dissipativen Tefr‘@% ... weg (weiter unten werden wir ihn

phanomenologisch wieder eiitiren). So ergibt sich:
p2

H = Y d- E(x) + innere Zusinde (8.10)

Daraus folgen:

. P
T = (8.11)
p=V(d-E(x)) (8.12)
Dies sind die Heisenberg-Bewegungsgleichungem:fund p.
Wir benutzen wieder die RWA:
d-E(x) = doy - ED(z)[e)(g] + diy - B (@) |g) (el
= hQ(x) |e)(g| + hQ"(x) [g) el (8.13)

Der Mittelwertiiber die inneren Freiheitsgrade ergibt

ﬁ = TrQXQ(Qﬁ)
= h Trax0(0{le)(g] V() + |g)(e| VO (2)})
= "(VQ(x))oge + MV ())0eq (8.14)
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. Q*(A+iY
Einsetzen vor,, und o, = Oy = - LHQ)-

V(RPR) 7 2(VR) = (VOY)

2 * *
—~ —@m (A% +L 4 2\9\2) V) Z UV g g
4 "2 A2+ 2 4202

Der erste Term ist eine konservative Kraft (dav...), der zweite Term stellt eine dissipative
Kraft dar.

L1 Ve - aver

F— —hA,~Vn A2+—+2Q2) 8.16
2 < Lt el 202 + 2 4 2|0P (8.10)
Beispiel 1: laufende Laserwell& = Qg - ¢*®, |Q> = Q2 € R
QQ
— F—hk— 20 — kY v (8.17)
A + I+ 205
Doppler-Effekt:
k
AL—>AL—]€’U:AL—pM (818)
QQ .
— F = hk e
BB+ 5 2

Beispiel 2: Zwei gegeidufige Laser. Wir behandeln das Problem vereinfacht, indem wir die
Krafte vonQ; = Qoe’** und ), = Qoe~** addieretfi]

F=F +F_

4Ap - 52 (8.19)
[(Ar =527+ (A + 57 + )
(fur Qo < 7). Dabei istF'._ = F_ (—k). Fur kleines p gilt

4hk A
F ’}/92kp—L ~ P

KRS

In Richtung vonk haben wirF'p < 0 fur A, < 0, so dass aus der Bewegungsgleichygng
I die Zeitentwicklungp(t) ~ e~ abgeleitet werden kann. Der mittlere Impuls wird somit
abgebremst. WegehR ~ - ist dafir die spontane Emission notwendig. Die maximale Kraft

wird erreicht fir A;, = —2 und ist gegeben durch = —§ & 32 D.

= Ik~ Q2

Eigentlich muss ma® =  cos(kz) setzen und #llig anders weiterrechnen. DieHrt zu komplizierten
Berechnungen. Qualitativ richtig und viel einfacher ist der Zugang, den wir hier verwenden.
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Diese Kraft muss verglichen werden mit der (noch nichtibksichtigten) Heizrate, die sich
durch den Impulgbertrag der spontan emittierten Photonen ergibt- (mpulsverteilung wird
verbreitert).

Heizrate intuitiv: die Breite der Impulsverteilung ist definiertafs= (p?) — (p)2. lhre durch
das Heizen verursachte zeitlichederung getigt

d ,

pTid = AnregungswahrscheinlichkeiEmissionsrate Impuldibertrag’

Heiz

= QOce "7 thQ

Somit erhalten wirifir die gesamte (Khlen und HeizenAnderung den Ausdruck

2pp Voeeh?k? | giz

Betrachten wir die Situationif die maximale Kihlungskraft, als@\;, = —v/2, so ist die
Anregungswahrscheinlichkeit durgh, = 202 /7? gegeben. Im Gleichgewicht muB2pF =
yh?k? - 202 /4% gelten, so dass man auf

2
p_ Iy _ 1
o 16 2l
schliel3en kann. Das stimmt bis auf einen numerischen Faktor. Das richtige Ergebnis ist das sog.
Doppler-Limit:
Y1075 = T~ 107*K (8.20)
8.3 VSCPT

Velocity-selective coherent population trapping![19] verwendet Dunkeindstzum Kihlen und
kann erst bei tiefen Temperaturen eingesetzt wereeh(uK). Die Methode liefert dair sehr
tiefe Endtemperaturen (3 nK). Betrachte avBystem mit Schwerpunktbewegung:

le, p) E.

k*?"‘JLva Q+7wL7k+

|—p—hk_) |+.p—hky) Eg
Dabeiqilt £, = E_ = E,, A =w;, — (E. — E,)/h, |k+| = |k_| =k
]52
H=-—1-hA
S1—hAle) (el

RO [ ) (] 4 e ) (o] 8.21)
+ Qe [e* e) (+| + e * = |+) (e]]
= Hy + Hint
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il ) = H |¢), entwickle|:)) gemaR

) = / &p (0.(®) |e, D)

+ i (p— hky) |+, p — hky)
+¢_(p—hk_)|—,p—nhk_)}

Einsetzen—-
%(P) —hA + % h’Q+ ) hsY ¢e(p)
o, [ vy(p—nky) | = | hQ, & Yi(p—Thky) | (8.22)
Y- (p—hk-) hQ- 0 e \¢ (p—Tk)

—> Im allgemeinen ist die Entartung vo#), |—) durch die Schwerpunktbewegung aufgehoben.
Setze), =Q_ =0 =

() = s{l=p — W) — . p— k. )} (8.23)
ist ein Dunkelzustand im Sinne Vdi [’ (p)) = 0. Aber:
Hleo(w) = (257 + 57 ) oo
+ \% {—% _p—hk_)+ hk+p +.p— hk+>}
ko=, =k = Holvn(e) = B p)) - Eigenzustand
kim k= ko = Holin(p) = % 0(p) — "2 15 p)

— Bei gegertwfigen Lasernk, = —k_) ist nur | (0)) ein Eigenzustand voily + Hiq.
Dies fuhrt uns zur Idee von VSCPT:

» Atome werden von den Lasern ngehangeregt und fallen via spontaner Emissioruzir
» Atome, die nachyg(p)) fallen, werden wieder hochgepumpt

» Atome, die nacHyp(p # 0)) fallen, entwickeln sich erst zlws(p)) und werden dann
gepumpt

» Atome in|yp(p = 0)) bleiben dort: Kihlung.



Kapitel 9

Elektromagnetisch induzierte Transparenz

EIT ist einer von vielen Effekten in der Quanten-Optik, bei denen Licht den Zustand der Atome
und somit seinen Brechungsindamndert. Grundlage sind dabei die

9.1 Maxwell-Bloch-Gleichungen

Gleichung fir Atome:p = Lo wie in Kapitel[7 fir die Kopplung zwischen Licht und Atomen:

1 ‘
H:HA+HRad——/P(£B)'D(CB)d3ZL‘
€o

P(x) = Polarisation, z.B.ir ein Atom Ortx,, : (9-1)
P(x) = dé(z — x)
Heisenbergsche Bewegungsgleichungen (wie in Kgpitel 2):
ihD(x) = [D(x), H] mit ©.2)
[Di(x), Bj(x')] = —ihe;j0p0 (x — ')
Daraus ergibt sich:
D - LiotB (9.3)
Ho

B = —e—lorot (D — P) (9.4)

Das entspricht den MaxweII-GIeichungrin einem Dielektrikum mit Polarisatio#®. Daraus
lassen sich nach dem aus den ersten Kapiteln bekannten Schema Wellengleichungen herleiten:

1
(;63 + rot rot) D =rotrotP (9.5)

Iwir nehmen an, dass die makroskopische freie Ladungsdichte verschwindet, seldass). Man kann dan
die Unterscheidung zwischen dem senkrechtem Anteil der Verschiebungsdichte und der Verschiebungsdichte selbst

fallenlassen.
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Bzw. unter der Verwendunf) = ¢ F + P
1 .
(0—283 + rot rot) E = —1,P (9.6)

Mit ¢ = Lp zusammen bilden diese Gleichungen Bliaxwell-Bloch-GleichungerDiese Glei-
chungen sind im Allgemeinen schwer Zisén, weshalb &herungen durchgélirt werden. Oft
gemachte Annahmen sind:

* Homogen verteilte Atome
= P(x,t) = P(t) (9.7)

» Das atomare Gas hat eine so geringe Dichte, dass sich die Atome nicht gegenseitig beein-
flussen und einzeln mit dem Licht wechselwirken.

= P(t) = od (9.8)
Dabei istp die Dichte der Atome und der Dipoloperatoriir ein einzelnes Atom.

Mitteln Uber die atomaren Freiheitsgrade ergibt:

1 .
(Eﬁijrotrot)E = —uoo(d) (9.9)
1 ,
= —— 5T 1
0T (0d) (9.10)

Die Maxwell-Bloch-Gleichungen erlauben die Berechnung der optischen Eigenschaften ei-
nes Mediums von Atomen. Bei Gasen kann man zu einem gewissen Grad@e$id Wech-
selwirkung zwischen den Atomen vernaassigen.

9.2 Der Brechungsindex von 2-Niveau-Atomen

Betrachte wie in Kapitél]|8 ein 2-Niveau-Atom in einer laufenden Laserwelle:

E = Eje**e it L ¢ c, (9.11)

Die Laserwelle soll kontinuierlich eingeschaltet sein, so daf} die Atome durch ihren stati-
onaren Zustand beschrieben werdémiken:

Qst — |Q|2
e A2+ 24202
0 = 1-0
—Q(A — 2
o = ( ) (9.12)

A2 4+ 2 42|02
A = wp—wy
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Diese Losunge gilt @ir das “mitrotierende” Bezugssystem, in défm = hA |e) (e ist. Um
zum “Laborsystem” zu wechseln,iresen wir die entsprechende @né Transformation

U = exp (—iwpt |e) (e]) (9.13)

rickgangig machen:

oft) = Ut)e U™ (1)
= ZQStU| ) (| U™

ee\ ) (el + 05 19) (gl + o2ge ™" le) (gl + ggee™" g) {e| (9.14)

= Tr (0(t)d) = degyelt) + dy0e0(1) (9.15)

Der Zusammenhang zwischen der Amplitude des elektrischen Feldes und der in der stati-
onaren Dichtematrix (9.12) auftretenden Rabi-Frequenz ist gegeben durch

1
Qz,t) = ﬁdeg-E(”(t)
1 ) )
= ﬁdeg . EOekaeﬂth (916)

Einsetzen in die Maxwell-Gleichungen ergibt

1 . 4
_5.2 + rot rot (Eoezkmefzth E* —ikax zth)
2t

70 A+id : o1
— M (deg(_1> . 2 ezthe—zk::z:_d* ES

c?eo A? + 1 42| h
A —i2 |
+df (—1 2 e wrteikr —q E 9.17
g( )A2+%+2|Qo|2 90 ( )

mit y = d.,- E,/h. Machen wir nun die Annahme, ddi}, = const. gilt. Koeffizientenvergleich
von et™rt |iefert:

QwL * A— Z%
kx(kxFE ——d; (d. 9.18
X ( X 0) h6062 ( g 0>A2 I % N 2|QO|2 ( )
Setzedeg =De*, Ey = 506 mite L k:

= )2 A — 2

= ——806+l<: €y = —2L g, " (9.19)
hegce A? + 1 4 2|02
2 52 A — 2

e o By A 920

¢ heoc? — AZ + Lo+ 2|Q
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Dies ist eine Gleichung, die mit w;, verknipft. w; ist vom Laser vorgegeben und muf3 auch
innerhalb des Mediums denselben Wert annehmen, da sonst die Randbedingungen an der Grenze
zwischen Medium und freiem Raum verletztinden.k kann jedoch innerhalb des Mediums
einen anderen Wert annehmen @s Losung:

b(wg) = (L _wL0D% A (9.21)
ey A2 4 T 4 2|0

wobeiA = w;, — wy

Vergleiche dies mit der Definition des Brechungsindex:

w
k(wr) = = n(wr) (9.22)
= n(wy) =4/1— oD? Ao (9.23)
hey A2 + 74_2 + 2|2

Fur kleine Dichten: Mherungy/1 —x =1 — %:z; =

2 (9.24)

Der Brechungsindex ist im Allgemeinen komplex= n' + in"

= E(+) — EoefitheikmwTL(n/+in”)
Ege wrtek @k @ (9.25)

« Der Realteiln” bestimmt die Phasengeschwindigkejt = aor des Lichts. Bei Verschwin-
den des Detunings wird daraugA = 0) = c.

» Gruppengeschwindigkeit: Betrachte das Wellenpaket
E(z,t) = /dweik(‘”)”eth(w) (9.26)
Schmale Frequenzbreite, ddh~ wy, erlaubt die Entwicklung

k(w) =~ k(wo) + ok

R (W—wp) + ... (9.27)

wo

= E(.Z"t) = /dwE 7Zwt zk (wo)z 6 | (wfwo):r

—9k| 4
— zg / dwE(w 55 o® (9.28)
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Daraus folgt: Das Pakealft mit der Geschwindigkeit

f = const.—= % -
t T\ dw

was der Gruppengeschwindigkeif, = (%)-1 entspricht. Dieséndert sich besonders
stark umA = 0 herum. Allerdingsxn” beschreibt die Absorption und wird ebenfalis f
A = 0 maximal, so dass man nicht mehr von einer wirklichen Propagation des Lichts

sprechen kann. Der Begriff der Gruppengeschwindigkeit wird dann unsinnig.

_
Ok

wo

(9.29)

wo

« “Spectral hole burning}€),|> ~ Lichtintensitit; daraus folgt, daR hohe Interigén selbst
bei A = 0 die Absorption stark unterdcken. Grund: Wenn alle Atome angeregt sind
kdnnen die verbleibenden Photonen nicht mehr absorbiert werden.

9.3 Elektromagnetisch induzierte Transparenz und Dunkel-
zustande

Der Brechungsindexi Atome mit mehr als zwei Niveaus kann sehr von dem 2-Niveau-Ergebnis
abweichen. Ein Beispiel daf ist das PAhnomen der elektromagnetisch induzierten Transpa-
renz in einem\-System. Um den Brechungsindex herzuleiteiissen wir wieder die Maxwell-
Bloch-Gleichungeniir ein A-Sytem bsen.

~ 0 -0 -0 —VOee —30c— —30ct
—Qi O AJr _%Q+e 0 %Qee
Also:

{
0=—7

h
Die LOsung dieses linearen Gleichungssystems zu finden ist im Prinzip einfach, das Ergebnis ist
aber so umfangreich, dal3 es nicht mehr interpretierbar ist. Wir machen daher die Annahme, daf3
Q. klein ist, und entwickeln unf, = 0.

Die Losung tir Q2. = 0 ist einfach der Dunkelzustand, also

00 = |+){(+] (9.32)

Da |+) der Dunkelzustandif diese Situation{, = 0, Q_ # 0) ist, wird so die gesamte
Population nacl+) gepumpt.

Wird nun der zweite Laser eingeschaltét,(# 0) so fuhrt man eine strungstheoretische
Rechnung durchef = Hy + H, mit

~ 0 -0 0 ~ 0 0 —Q
Ho=h|-0 A_ 0 H=r| 0 0 o0 (9.33)
0 0 A, 7 0 0

[H, o] + Lsp. EmO =0 statiorére Losung (9.31)
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Setzt man nun den Ansafiz= o, + 01 + O(92) in (9:31) ein, so findet man

?

0=
h

[HO + Hl; Qo + Ql] + £sp.Em.§0 + £sp.Em.§1 (934)

und day, die ungedirte Gleichungast, verbleibt zur ersten Ordnung nur noch:

?

h

l

AL (9.35)

[HOa Ql] + Esp.Em.Z)\l =

Also ein inhomogenes lineares Gleichungssystanpf. Lost man dieses Gleichungssystem,
dann findet man:

0= | ) H+{oer [e)(+] + ot [-)(+[+Hc} (9.36)
——
©0
mit
IR (- Sy w3 X
‘ (A= = AL)(AL +i3) + Q-2
—Q.0"

O0—+ = :
TSR D) P

Berechne nun den Brechungsindéx tlenQ2; Laser mit Hilfe von Gleichung (9]9). Von der
Herleitung des Brechungsinderfdas Zwei-Niveau-System in Abschrjitt 9.2 her wissen wir,

daR gilt]

N oD _ ~(-) 1
e~ 1+ g 6D'rr(d 0,0, (9.37)
Da fur den2,. Strahld' -€g, o |+){e] gilt, folgt
oD? A_—A
ny~1- 2 * (9.38)

2h€0 (A_ — A+)(A+ + Z%) + |(2_|2

Der dabei auftretende Vorfaktor ist charakterististih dptisch dinne Gase und derselbe wie
beim Zwei-Niveau-System. Der Bruch eathden Effekt der elektromagnetisch induzierten
Transparenz.

FarA_ = A, giltn = 1, d. h. derselbe Brechungsindex wie im Vakuum; insbesondere findet
keine Absorption statt. Das System v&lttsich jedoch nicht vollsindig wie das Vakuum, denn
die rechte Seite der Gleichung ist nur bei Resonanz exakt Null. Auf3erhalb der Resonanz treten
neue Effekte auf. Die Gruppengeschwindigkeit die %ﬁitzusammen@ngt weicht auchifr den
Resonanzfall vom Vakuumwert ab.

2Die Herleitung dieser Gleichung vadft Wllig analog zur Herleitung von Gleichung (9]24).
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Far A_ = A, gilt alson = 1 es tritt keine Absorption auf, denn die Atome sind fast
alle im Dunkelzustand. Die Phasengeschwindigkeit entspricht der des Vakuums, nicht aber die
Gruppengeschwindigkeit.

Betrachten wir den Falh_ = 0 (Pumplaser in Resonanz):

oD? (wo —wy)

=1- 9.39
e 2heq (wo — wy)(wy —wo +13) + [Q_[2 (9-39)
Fur den Wellenvektor gilt nun:
w4
ki (wy) = ?n+(w+) (9.40)
Die Gruppengeschwindigke#Bt sich damit leicht berechnen:
Ok _me _wilny 1, wo oD 1 (9.41)
Owy |y € c Owy c ¢ 2hey |22
C
= Ugr = T (9.42)
L+ S ap

Theoretisch ist damity, = 0 erreichbar (@ir _ — 0), dann ist jedoch die obige Entwicklung
eigentlich nicht mehr erlaubt.

Obwohl dieser Grenzfall nicht mehr von unserer Theorie beschreibbar ist (denn wirQatten
(2_ vorausgesetzt) ist er dennoch im Experiment erreicht worden.

Beispiel wy = 10¥%s71, D = eap, 0 ~ 10*'m~3, Q_ ~ 10®s~! dann findet manifr die
Gruppengeschwindigkeit

1
vgr = 5100 ~ 100? (9.43)

In einem ersten Experiment erreichte die Gruppe von Lene Hau 199926]17 m/s. Ein Jahr
spater gelang es der Gruppe von Bill Philipps sogar, Licht zu stoppean kann mit dieser
Methode einen Puldif eine Zeitdauer im Millisekundenbereich anhalten, ohne die Information
durch inkolarente Prozesse zu verlieren. Diémhite z. B. interessant seiarfoptische Compu-
ter. Zudem kann man das gestoppte Licht auf @lélje Weise manipulieren, z. B. quetschen.

Das Stoppen kann dabei als Transfer der Atome|wgmach|—) und anschlieRendem Ab-
schalten des Pumplasers verstanden werden. Das Licht ist dann reversibel arehkglespei-
chert. Der() -Puls kann nach bis zu einer Millisekunde wiederhergestellt wefden [34].
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Kapitel 10

Photonische Bandlicken

Photonic band gaps (PBG) treten idlNger Analogie zu den Bandtken von Elektronen in
periodischen Potentialen auf. Ihre Bedeutung ist, dass Photonen mit bestimmten Frequenzen in
einem periodischen dielektrischen Medium nicht propagietemkn. Sie entstehen bei periodi-
scher Modulation des Brechungsindexes. Zur Vereinfachung der Schreibbres fwir die

relative Dielektrizibtskonstante, ein

g (x) = =% = n?(x) n: Brechungsindex (10.1)

von der wir annehmen, daf3 sie zeitlich konstantist( ¢(x) = 0), was einen von der Frequenz
unablangigen Brechungsindex impliziert. Es gilt dann

D=¢E+P=c(x)E =cpe,(x)E(x) (10.2)
und die Maxwell-Gleichungen lauten:
B = —rotE D = ¢,c*rot B (10.3)

was auf eingsymmetrische” Wellengleichungif B fuhrt:

(af + c*rot rot) B(x,t) =0 (10.4)

er()

Betrachte nun einen periodischen Brechungsingéx) = ¢,.(x + L), der der Einfachkeit hal-
ber nur vonz abhangen soIE|. Um die Analogie zwischen photonischen und elektronischen
Bandlicken nidglichst klar herauszuarbeiten, soll die Wellengleichuingdas Magnetfeld mit
den bekannten Konzepten aus der Quantenmechanik behandelt werden

1Im Folgenden schreiben wir trotzdem die volle Aligigkeits,.(z), wenn die entsprechende Gleichung auch
im allgemeinen Fall gilt.
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 Zunachst definieren wir ein erhaltendes Skalarprodukt (siehe auch Abgchnijt 2.1.6), mit
dessen Hilfe wir hermitesche Operatoren @imen lonnen:

(BIB) = i / i (B'B — B'B)) (10.5)
= 0, (B|B’) / & (B'B' — B*B) (10.6)

eingesetzt in die Wellengeichurjg (10.4)

1
:/d?’x [(—c2rot6 (m)rotB*)B’—B*(—c2rot rotB’)} (10.7)

er()

1 1
= /d?’x B*(—c*rot ——rot B') — B*(—c*rot ——rotB’)| =0
er(x) er()
(10.8)

Dabei wurde im letzten Schritt zwei mal partiell integriert, um die Rotation auf den gestri-
chenen Term zu schaufeln. In diese Rechnung ging insbesondere auch ein,(a&ss
unablangig von der Zeit ist und dass es symmetrisch zwischen den beiden Rotations-
Operatoren auftritt.

« Der “Hamilton"-Operatoi{ := —c*rote, () 'rot isthermitisch, d. \B'|HB) = (HB'| B).
Zudem istH periodisch, d. hH (z + L) = H(x).

Um nun die Eigenmoden der Wellengleichupg (10.4) zu finden, betrachten wir analog zur
Festlorperphysik zuachst den Translationsoperator

Ty, = P/ = oz0Ve (20.9)
Wirkung des Operators: (T, f)(x) = f(x + o) (10.10)
Bew.: T f () = Ve f(x)
=> Mf(m) = Taylor-Reihe ume
n:
n=0
= f(z + xo) (10.11)

H vertauscht miff;,, denn
(HTp, — T H)f(x) =Hf(x+L)—H(zx+ L)f(xr+L)=0,

da H periodisch ist. Also ha#/ ein gemeinsames System von Eigenfunktionenimit

Die Eigenzusinde voril;, sind die Impulseigenzusndec®* mit zugeldrigen Eigenwerten
Tretke = eihle+Ll) — oikLeikz Dag heilt, es liegt eine-fache Entartung der Eigenwerte voiirF
allek =q+ Q"T’T, n € Z ergibt sich derselbe Eigenwestp(igL).
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Die Eigenzusinde vonH konnen nach einem Satz entarteter Eigenwerte Worentwickelt
werden und haben daher die Form

Vo) = €97 D" iy e T (10.12)

n=—oo

Die Quantenzahj kann aug—7, 7] gewahit werderﬂ q hei3tQuasi-Impulg= Impuls modulo
27/ L).

Zulosendes Eigenwert—ProbIen(n%Q2 — H) Y =0, Ansatz)(z,t) = e*™*)(z) = —w?P(z) =
Hy(x)

Ein modglichst einfaches Beispiel dazu:

146 2m
€ = ecos | —x
L

mitde < 1 =
H = —c*rot 1 rot
1 4+ decos (%”a:)
2
~ —c’rot (1 — decos (—Wx)> rot
L
= HU + (SEHl
mit

H, = —c?rotrot

2
H, = *rot cos (%x) rot

Betrachte Lichtwelle entlang der x-Achse:

Dieser Ansatz effilt die Maxwell-Gleichung divB = 0. Fur die Wirkung des Hamilton-Operators

folgt
1 o 1 0
<—rOtMrOtB) = <8—xm%3> ey
Verwende nun StrungstheorieB(z) = (z|B), |B) = |By) + d¢ | By ), dabei ist By) ein Impuls-

eigenzustang.
(Ho + deHy) (|Bo) + d€|By)) = —w? (|Bo) + de|By)) mitw? = w3 + dew?

2Eine andere Wahl kann duréndern des Summationsindexes auf diese Watilakgefihrt werden. Falls z.B.
¢’ = q+ 2n/L so erfélt man dieselbe Entwicklung mit, ,, ersetzt durch)y ,, 1.
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Gleichung 0. Ordnung:

Hy [po) = —wg |po)

= up = |2

Gleichung 1. Ordnung:
Ho |By) + Hy|By) = =i |Bo) — wj | Bu)

Dies zu bsen ist uiibersichtlich. Von der Struktur sieht diésung wie folgt aus: DiAnderung
des Eigenwertes kann auso? = (By|H,|B,) bestimmt werden. Der Zustand hat die Struktur

|B1) ~ Hi |Bo)
2T
~ rotcos (—x) rot|po)
L
2m _;2m
~ <61L$+6 ZL£E> |p0>

2
~ |po + T h) + |po —
k

27
—h
7

C2p2
Hy|p) = — p)

= wi(p) Ip)

Far py ~ % ist ¢|pp — hk| nahezu resonant ztlpy|, wahrendp, + hk eine viel tohere

ungesbrte Energie hat> H; koppelt vornehmlichp, undp, — hk fur p, ~ % . Man erlalt

also effektiv ein Zwei-Niveau-System. I§t,| sehr verschieden vo@ﬁ, so ist die Kopplung

vernachéssigbar. Ein Schema der daraus folgenden Energieniveaus ist in A@b. 10.2 dargestellt.
Betrachten wir das Zwei-Niveau-Systelir fp, ~ % Bezeichnen wir das Matrixelement

(po| Hy |po — hk) mit hy, so erfélt man die Gleichungen
|B) =~ a|po) + B |po — hk)

5EH1 |p0> ~ 56h1 |p0 — hk)
deH, |po — hk) =~ dehy |po)

und das Eigenwert-Problem
H|B) = —w?|B)

3bzw. po undpy + hk fir py ~ — 4
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Abbildung 10.1: Energie-(Quasi-)-Impulsrelatioiir f elektromagnetische Wellen im freien
Raum. Die gestrichelte Linie beschreibt die Enerfjig) = c|p| in Abhangigkeit vom Impuls
p, die durchgezogene in ABnhgigkeit vom Quasi-Impulg. Der Unterschied ist lediglich eine
andere Benennung der Quantenzahlen: statt einer kontinuierlichen Variabfeitzt man eine
kontinuierlicheg und den diskreten Bandindex
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Abbildung 10.2: Energie-Quasiimpulsrelatioir felektromagnetische Wellen im periodischen
Dielektrikum. An den Stellen, an denen die freien Amste resonant sind, enstehen Bécken.



142 Photonische Bandtken

19 = (5 o wn ) (5)

mit den Eigenwerten:

_ wi(po) + wi(po — hk
2

L 2 (Ghtpo) — oo — 1))+ 52

wobei die "Verstimmung” gegeben ist durcl(py) — wi(po — hk) ~ Z%kAp worin der An-
fangsimpuls ge@i3p, = % + Ap relativ zuhk /2 angegeben istAp spielt daher einéhnliche
Rolle wie die echte Verstimmung beim Zwei-Niveau-System aus Abs¢hritt 5.3. Variierfyman

so erfalt man in Wlliger Analogie zum Landau-Zenéftbergang ein avoided crossing, welches

dazu tihrt, dass Bandicken entstehen.
Bedeutung der Photonic Band Gaps:

* Licht mit Frequenzen innerhalb einer Baiadke kann nicht durch das Medium propagie-

ren. Das kann benutzt werdeir fSpiegel, Glasfasern, Filter, ...

» Theoretische Vorhersage: Spontane Emission von Atomen, die in das Medium eingebettet

sind, wird stark modifiziert [21]. Jedoch sind photonische Kristalle mit Biacidin, die

sich Uber den kompletten Winkelbreich des Photonenimpulses erstrecken, erst seit recht

kurzer Zeit vorhanden [22].



Kapitel 11

Bose-Einstein-Kondensate

11.1 Vielteilchentheorie bosonischer Atome

In Kapitel 2 wurde die allgemeine Struktur von Vielteilchentheorien in der Quantenmechanik
behandelt. Diese soll nun auf bosonische Atome angewendet werden:
SeiHy(z, p) ein Ein-Teilchen-Operator, z.B.

2

Ho(w,p) = 537 + V(1)

mit EigenzusindenHyv, (z) = E,¢,(z). Die Eigenzusinde sollen normiert seitw),,|¢y,) =
Onm = [ d® % (x)¢n (). Mit Hilfe dieser Basis kann man den Feldoperator

B(@) = Y dn (@)

einfuhren, der ein Atom am Ott vernichtet. Der Feldoperator und die Erzeuger/Vernichter
erfullen die Kommutator-Relationen

V(@) Vi(y) =8 —y) . [@na}]=um
Freier Hamilton Operator mittels Feldoperatoren ausgsdr

Hy = /d3x Ut () Ho(z, p)¥ () (11.2)

wobei:p — ihV

Die Wechselwirkung wirdiber einen Mehrteilchenoperator vermittelt. Der eine Kollision ver-
mitteInde Operator lautet

~

How = 5 / d dy ()8 (y)V (2 — )8 (y) B (x) (11.2)

Diese Darstellung des Operators im Fock-Raum ist eing Mdtrixelement’ des Operatorsif

zwei Teilchen.V kann zum Beispiel das Coulomb Potential darstellen. Allgemein tritt pro an
der Wechselwirkung beteiligtem Teichen ein Feldoperator und der entsprechende adjungierte
Operator (am selben Ort genommen) im Wechselwirkungs-Hamiltonian auf. Diese Darstellung
der Wechselwirkungdngt eng mit den Feynman Diagrammen zusammen.
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Beispiel: Anwendung auf einen 2-Teilchen-Zustand

=a,a .Nn. elcnen in ivioade .
¥) = alal |0) d.h. 1 Teilchen in Mode 1 (11.3)
1 Teilchen in Mode 2

Der Effekt der Wechselwirkung kann nun berechnet werdet/)Jrsind die beiden Atome
unkorreliert, die Wechselwirkung wird im allgemeinen ein Korrelation erzeugen. Also:

Healt) =5 [ s &y V@V (Ve -y Ewi@.aadn @1
dies gilt wegen
() |0) = 0und  [B(y)¥(@),afal] 10) = (V(y)P(@)alal - alab(y)¥(@)) 0) (115)

Es mulR also noch der Kommutator|in (11.5) berechnet werden. Man findet so unter Ausnutzung
der RelationNAB, C| = A[B, C| + [A, C]B nach Angerer Rechnung:

1
V2

wobei noch folgendeiitzliche Relation verwendet wurde:

(W(y)W(x),a}as] |0) = —= (V1 (y)a(@®) + ba(y)tn(x)) 0) (11.6)

=" (@) [@ 0l = v (@) (11.7)

Mit diesem Ergebnis edit man fir den Wechselwirkungshamiltonian:

Hoou |9) = /d?’fc dy Ui (@) T (y)V (@ — y) (1 (y)ia(@) + 1 (@)a(y)) [0)  (11.8)

d. h. die Wirkung des Operators auf einen Zweiteilchenzustand erzeugt einen neuen Zweiteil-
chenzustand, der mit dem Wechselwirkungspotential gewichtet wird und so Korrelationen zwi-
schen Teilchen am Ot undy enthalt.

Wechselwirkung mit Licht  In diesem Fall hat der Wechselwirkungs-Hamiltonian die Form

—d-B(z) — — / & U (@) T, (x)dey B (@) + he. (11.9)

Wobei\flg und ¥, jeweils Atome in Grund- und angeregtem Zustand vernichten. Insgesamt wird
also ein Photon vernichtet und ein Grundzustandsatom durch ein angeregtes ersetzt. Auch dieser
Operator hat die Struktur einer Afatrixelement".
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Bewegungsgleichungen Im Heisenbergbild lauten die Bewegungsgleichungen eines solchen
Systems:

WU = [U(z), H] (11.10)
Fur den freien Anteil des Hamiltonians lauten sie insbhesondere:

(), Ho) = / 0% (), B (') Ho(a', p') B ()]
= /d?’x/ §(x — x')Ho(z', p )V ()

= Ho(;c,p)\fl(:c) = Schidingergleichung (11.11)
Wabhle alsy,,(x) die Eigenfunktionen voily(x, p): Ho(x, p)i,(x) = E, ), (x):
Ho(z,p)¥(z) =Y Ho(x, p)anthn(x) = D G Fyihn(x) (11.12)
da H, nur aufy,, (x) wirkt. Damit findet man die Bewegungsgleichung
ih(z) = mz Unibn (@) = Ho(m, p)W(z) = > GnEnthy () (11.13)
= a,(t) =¢ ’E"t/hAn( ) da diey,, orthogonal sind. (11.14)
Insbesondere gilt auch:
Hy = /d% U (z)Hy(x, p)U /d3 Zaw )Ho(z,p) Y awthw(z)  (11.15)
= Za*an (n| Ho(2, P)[¥n) 17eitchen (11.16)
—E,/6nn
= ala,k, (11.17)

n

Also die bereits von den Photonen bekannte Form der Gesamtenergie.

11.2 Der Bose-Einstein-Phaseibergang

Anwendung des eben Gelernten auf den Bose-Einstein-Flizessgyang. Betrachte den Gleich-
gewichtszustand eines nicht wechselwirkenden Bose-Gas@s feilchen. Aus der statistischen
Mechanikiibernehmen wir die Form der Dichtematrix

0= %eﬁ% = %eﬁz"ﬁwn N, = dja,
-~ H —BNnEn _ 7 H Z e PNEn N V(N,| < Spektralzerlegung  (11.18)

n Np=0
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mit: Z := Tre~##o und der Nebenbedingung, N, = N.

In Lehrbichern wird die folgende Rechnung im allgemeini@ndie grof3kanonische Gesamt-
heit durchgeihrt, da dort die kombinatorischen Schwierigkeiten, die aus der Nebenbedingung
> N,, = N entstehen, wegfallen.

Wir verwenden die kanonische Gesamtheit, da wir einen sehr einfachen Fall betrachten: Nur
2 Modenyyy(x), 1 (x) sind vorhanden.

N

1 A

== ) (I IOR (N = Nio, N)((N = Ni)o, Nif (11.19)
N1=0 1. Mode Nebenbdg.

SetzeE, =0, £y, = AE.

N
1
= 0= 7 Z e BNAE |(N - Nl)o,N1><(N — Nl)O,N1| (11.20)

N1=0

Damit kann die Zustandssumme sehr einfach berechnet werden:

N

Z=Tre oo = 37 ¢ 0MAE (11.21)
N1=0
Setzeg := e PAF < 1 =
N 1 — qN+1
—dq

N1=0

Berechne die mittlere Teilchenzahl in Mode 1 (angeregte Mode):

Nl = Tr (Qj\\[1>
1 N
= D Mg"
N1=0

1—g¢q q N N+1
= 1—(N+1 + N
1—¢N+1 (1 —¢q)? { ( )q q }

Im Fall einer grof3en Anzahl von Atomen findet man

N 1 1
: N_ o A b b N
g Ng© = lim g N = Ingq—N s ( In q) ¢ =0 (11.23)
. Y q
g Ny =g 5 <0 (¢<1) ( )

D. h. es tritt ein &ttigungseffekt auf. Ab einer gewissen Anzahl von Atomen gelilerweiteren
Atome, die man hinziifgt, in den GrundzustandiFein freies Gas befinden siciwfl” — 0 alle
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Atome im Grundzustand. In einem wechselwirkenden (realen) Gas verbleibt ein Rest angeregter
Atome.

Addiert man also bei festgehaltener Temperatur Teilchen zu einem bosonischen Gas, so ge-
hen ab einer gewissen Anzahl alle neuen Teilchen in den Grundzustand. Die Anzahl der ange-
regten Atome wird gestigt.

Dieses Ergebnis ist unalihgig von der Anzahl der Moden (gilt auctirfkontinuierliche Mo-
den) und von der zu Grunde gelegten Gesamtheit (kanonisch, grof3kanonisch). Es existiert eine
kritische Temperaturiir die gilt:

NQ N—Nl q
— — =1-—— <1 11.25
N N N(1—q)p "~ (11.25)

Fur kleinespAFE gilt nun1 — ¢ =~ SAE (wegeng = e #2F) also:
N N 1
N ~ N(BAE)
Dies ist eine Bedingung af, die angibt, wann sich eine makroskopische Anzahl von Atomen
im Grundzustand befindet. Bis auf numerische Vorfaktoren stimmt dies mit dem Ergébnis f

harmonische Falletiberein[24]. Im freien Raum ed#ft man andere Bedingungen, die meist mit
Hilfe der thermischen deBroglie-Wellgige ausgedckt werden:

~ 1 (11.26)

0Ny =¢ (;) ~ 2.612 (11.27)

mit \gp := +/27h?/(MkgpT). Dies BBt sich folgendermaRen deuten: In einem thermischen
Gas kann man sich vorstellen, dal3 die Teilchen Wellenpakete mit Ausdehggitgiden. Die
Bedingung[(11.27)ir die Bose-Einstein-Kondensation bedeutet, daf? man in etwa ein Teilchen
pro Volumen\3, hat. Hat man weniger Teilchen, &berlappen die Wellenpakete sich nicht und
merken nichts von ihrer bosonischen Natuberlappen sie, so kommt es zu Beeinflussungen
und die Atome kondensieren.

11.3 Atome mit Wechselwirkung, kollektive Wellenfunktion

Wechselwirkung istidr ein BEC zwar nicht notwendig, muss aber in der Regelidesichtigt
werden. Dies kann man durch den Hamilton-Operator

H = /d ) Ho(z, p) ¥ //d Ui (y) V(e —y) U(y)¥(z) (11.28)

ausdiicken. Atomare BECS{Ru,*Na, ...) sind verdnnte Gase in dem Sinn, dass der mittlere
Abstand der Atome weit giRer ist als die Streéthgea ihrer Wechselwirkun§|

0a> <1  (o=Dichte) (11.29)

1Die Streutingeq ist definiertiiber den Streuquerschnidt,oc a2. Fur dietiblichen atomaren BECs ist sie einige
Nanometer grol3.
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T>T,
|—7\,dB—|
g
—~
T<T,

Abbildung 11.1: Anschauliche Interpretation der Bose-Einstein-Kondensation: & 7, oder

zu geringe Dichtenn = d—3 sind die Wellenpakete zu weit auseinander und beeinflussen sich
gegenseitig nicht. Ist die BEC-Bedingungiélt, so sind die Wellenpakete nahe genug beieinan-
der, damit ihre bosonische Statistik wirken kann. Da Bosonen eine Tendenz haben, in denselben
Zustand zu gehen, ist dann Kondensatidigiich.
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Die Potentiale sind kurzreichweitigx( 1/r5, Van-der-Waals-Wechselwirkung), in diesem Fall
kann man das Potential als purikiinig auf der Skala des mittleren Abstandes betrachten und
V(x — y) durch ein Kontaktpotential mit derselben Sténde ersetzen

Arh2a

Vie—y) — oz —y). (11.30)

Der Vorfaktor ist hierbei gerade so géhit, dass sich die richtige Strémge fir das Kontakt-
potential ergibt. Dies ist ein so genanntes Pseudopot@ﬂm}r Hamiltonoperator lautet dann:

A= / e {01 (2) Ho(z,p) B(a) + 0 ()28 (2)2) |, e 2704 (11.31)

2 ' M

Den Grundzustand vofl findet man mit Hilfe eines Variationsansatzes. Dabei geht man von

(ap)"
VNI

(also N Atomen in der Modey,) als Zustand aus. Die Variationsvariable ist dabei die Mode
¥o(x), als Nebenbedingung muss geltgni®s |¢y|* = 1. Diese Nebenbedingung anders ausge-
driickt bedeutet:

[¥) =

10) (11.32)

WINI0) = (w] [ ds T @)y = ¥ (11:33)
Uber die Kommutatorrelation
[B(2), (a)"] = Noo(w)(ah)¥! (11.34)

kommt man durchdngere Rechnung zu

W) = N [+ 5OV - il hs (11.35)
W) = N [l (11.36)

Nun minimiert man(y| H|) — u(()|N|1p) — N)) (Variation unter Nebenbedingurig (11/.33) nach
1o(z)). Man kann dies entweder durch normale Variationsrechnywvigtelle Veriickung®)
oder durch Funktionalableitung [23] erledigen.

5 , K ) -
e { / [N%Hwo + 5NN = 1)(v5)*5 — MNWO\?} d + MN} =0  (11.37)

2Genau genommen ilsste man in 3Difr das Pseudopotentid).(r§(r)) benutzen (siehe z.B. [24]).(F sehr
viele Situationen ist dies aber unerheblich.
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Anwendung der,Funktionalableitungir Physiker‘ﬂ

5g(<5a:>F (@) =l ~{F [g(y) + =00 — ) — F lglo)]} (11.38)
fuhrt zu
o(w) = Hovo(w) + £(N = 1)ltol*o(x) (11.39)

Dies ist die Gross-Pitevskii-Gleichung (GPE) oder nichtlineare&@thger-Gleichung (NLSE).
1 heisst kollektive Wellenfunktion. Zweitsungenyy, v, konnen nicht mehr zu einer dritten
superponiert werden, da die GPE nichtlinear ist. Die Dichte eines Kondensadés/ist, die
kollektive Phase isirg v)q.

Die GPE kann auch aus der Heisenberg-Gleichiimglén Feldoperator gewonnen werden:

W (z, t) = G, |
— Ho(z,p)U(z, 1) + 0T (z, )02 (2, 1) (11.40)
Annahme: Das Kondensat ist im Kidenten Zustangy) der Modeyy,. Dann kann¥ durch

atbg(z) ersetzt werden|¢|> = N). Man erfalt also die GPE (11.39) zikck. In diesem Fall ist
1o () vollig analog zu einer Lasermode des Lichtfeldes.

Es lasst sich bisher nicht entscheiden, ob ein BEC din¢roder % “0 - besser beschrieben
wird. Wahrscheinlichste @sung: ein BEC entspricht einem Gemsic von Fock-anden. Ein
solches kann auch einem Gemisch &mter Zusinde entsprechen, siebbungen.

11.4 Einfache Anwendungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung

11.4.1 BECs in harmonischen Fallen , Thomas-Fermi-&herung

Lose
= —¢ + Vi + Nkl (11.41)

Annahme: nichtlinearer Terer;<;|z/;\2w ist viel grof3er als die kinetische Energie (klappt ab etwa
10000 Atomen), also vernachksige%. Dies ist die Thomas-Fermid&herung. Es ergibt sich
durch einfaches Aufisen:

NJY|* = 0= % (0>0) (11.42)

Das chemische Potentialwird durch die Normierund'|¢|*d* = 1 festgelegt.

In einem harmonischen Potential ergibt sich ein qualitativer Verlaufone in Abb.[11.2
gezeigt. Diese Dichteverteilung wurde auch bei den ersten Experimenten zu atomaren Konden-
saten als Signatuiif deren Entstehung verwendet|[25] 26].

3In der Mathematik wird fie Funktionalableitung etwas anders definiert. Im wesentlichen besteht der Unterschied
darin, dass die Physiker-Funktionalableitung in etwa dem Integralkern der Mathematiker-Funktionalableitung ent-
spricht und wieliblich etwas unsauberer definiert ist. Das einzige Buch, das sich meines Wissens mit dem Zusam-
menhang besélitigt, ist das von Grossmann (Funktionalanalysis 1+2).
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Dichte

Abbildung 11.2: Plot vorp in harmonische Falle, beliebige Einheiten

Die Naherung bricht nur im Bereich niedriger Dichten, also hier am Rand des Kondensats,
zusammen.

11.4.2 Solitonen

Solitonen sind Wellenpakete, die sich durch nichtlineare Effekte selbst stabilisieren und ihre
Form nicht veéndern. Die normale Dispersion eines Schnger-Wellenpaketes wird durch die
Wechselwirkung zwischen den Atomen aufgehoben.

* Bright-Solitons , 1D: V' (z) = 0, k < 0, also attraktive Wechselwirkung. Es ergibt sich als
DGL und als (eine) Soliton-asung

i =~ Nl (11.43)
L1
P=e " " (%) \/% (11.44)

mit w = 2h%/(|M||x|) undp = h/(2|M|w?). Bei dieser bsung heben sich die kinetische
Energie und Wechselwirkungs-Energie gerade auf, so dass das Wellenpaket auch ohne
Fallen-Potential seine Form beiligh

 Dark-Solitons, 1D: V(z) = 0, k > 0, also repulsive Wechselwirkung. Digdkung der
DGL ist dann: .
= e it ganp (£ 11.45
P me an <w> ( )

Betrachtet man die Dichte)|* so entspricht dies einem "Loch” in der ansonsten konstan-
ten Dichte, sozusagen die Umkehrung der Bright-Solitons.
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» Gap-Solitonssind Bright-Solitons ir sich abstol3ende (> 0) Atome. In diesem Fall ist

die nichtlineare Energie positiv. Die Idee ist, dass man zur Kompensation die kinetische
Energie mit Hilfe von Bandicken negativ macht. Im periodischen Potential hat die freie
Energie freier Teilchen eine Bandstruktur.

An der oberen Bandkante gily(q) ~ Eo — 557 (¢ — 5)*. M* < 0 heil3t effektive Masse
(= inverse der Kilmmung vonEy(q))
Entwickelt mamy nach Bloch-Funktionen um die obere Bandkante herum, so kann man

2”—;[ + V(z) durchEy(q) ersetzen und edit eine effektive negative kinetische Energie, die
sich gegen die positive nichtlineare Energie aufheben kann.



Kapitel 12

Einschiibe

12.1 Greenfunktion
Gegeben sei eine lineare inhomogene DGL der Form:
(L F)(®) = h()
Eine Greenfunktion ist eine speziell&®$ung mit der Inhomoge#its (x — «’).
(LG)(z,a') = 6 (x — o)
Kennt manG (x, «'), so ist die losung des inhomogenen DGL's gegeben durch:
Flz) = / Glo, @) - h(z) da’ (12.1)
Beweis:

(L,F)(z) = L, / dz' G(z,2') - h(x)

_ / da’' [,G(z,2') - h(z)

- /dx/5 (@ — ) h(z) = h(x)

12.2 Addition von Drehimpulsen

Ein Drehimpuls ist definiert als ein Vektdi dessen drei Komponenten Operatoren mit den
Kommutator-Relationen
[L,, Ly] = ihegpe L. . (12.2)

Es &Rt sich leicht zeigen, dagE?, L;] = 0 ist, so dass man Eigenfunktionen vBA und einer
Komponente, meist wird ., gewahlt, findet:

L?|l,m) = Al +D)|l,m) , L.|l,m) = hm|l,m) (12.3)



154 Einschibe

Es ist ausserdem von Vorteil, die Operatoden := L, + iL, einzufuhren, diglL., L,] =
FhLiund[L,,L_] = 2hL, erfullen. Es folgt
FhLy|l,m) = [Li,L.]|l,m)
= mhL.|l,m) — L, L.|l,m) (12.4)
so dasd.. |, m) proportional zyl,m + 1) ist. DaL! = L_undL* = L? + L, L_ — hL, gil,
finden wir
(I m|L?|l,m) = RA(+1)
= (I,m|L>+ L,L_ — hL.|l,m)
= R*m® —*m+ [{I,m|L.|l,m —1)? (12.5)
und somit

(I,m|Ly|l,m —1) = (I,m — 1|L_|l,m) = hy/I(l + 1) — m(m + 1) (12.6)
(Die Phasen der Zugde|l, m) lassen sich so &hlen, dass diese Matrixelemente reell sind.)
Will man zwei (miteinander kommutierende) Drehimpukeind S zuJ = L + S addie-
ren, so stellt sich die Frage, welche Eigenfunktionen geeignet sind. Eigkame Wabhl ist das
Tensorprodukt der Einzelbasen,
1, my; s,mg) i= |1, my) @ |s,myg) . (12.7)
Oft ist es jedoch bequemer, in der Eigenbasis ¥dnund J . zu arbeiten. WegefL?, J;| =
[S?,J;] = 0 ist diese durch vier Quantenzahlen
|j7 mg, (l78)> (128)

charakterisiert. Die Matrixelementé m,; s, ms|j, m;, (1, s)) werdenClebsch-Gordan-Koeffizi-
entengenannt und erlauben den Basiswechsel@g&m

|j7 mj7 (l78)> = Z <laml;87m8|j7 mj7 (l,S)>|l,ml;s,ms> (129)

my,ms

Wir klirzen sie im Folgenden mif;,,  ,,,, .., ab. Durch Anwenden vod ., sieht man leicht, dass
ms+m; = m; gelten mul3. Die numerischen Werte tlie Clebsch-Gordan-Koeffizienten lassen
sich aus dem linearen Gleichungssystem

<l7ml35’mS‘Ji‘j’mj>(1’3» = ijiLML,ms<jamji1a(l>5>’Ji’jamja(las)> (12-10)
= (Lms,m(Le+ S1) Y Coy gt |1 mi; s,m0)

my,ml
= Z Cm]-,mg,m’saaml;sams‘Li_‘_Si|lamgss7m;>
my,ms
= Z ij,m;,mg(<l,ml|Li|lam2>5m57m; +
my,mj

= <Svm8,si‘87m/s>5mz7mf)
= ij,ml:Fl,ms<l7ml|L:t|l7ml + 1) +

ij7mz,ms:!31<57 ms|S:|:’37 ms + 1>
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und der Normierungsbedingung

1 = <j7mja(l75)|j>mj7(l75)>
= > [ mus s malgomg, (1 s) 2 (12.11)

my,ms

ableiten. Setzt man die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren ein, so kann man das Glei-
chungssysten (12.]L11) in die Form

Conyst 3G+ 1) = (my + D)(m, +1£1) = (12.12)
Conyamrims VI +1) — (my + 1) (my + 1LF 1) +
ij,ml,msqil\/5<5 +1)—(ms+1)(ms+1F1)

bringen. Allgemein sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nur von Null verschieden, wenn
s> 7 > |l — s|erfulltist.

Bei der Addition von drei oder mehr Drehimpulsen mul3 man bei der Wahl der Basis vor-
sichtig sein. Betrachte den Fdll = I + L + S. Addieren wir zuigchstJ = L + S und dann
F = I + J, so wirde die obige Prozedur uns die Ba$jg,m, (i, ))} liefern, also Eigen-
zustinde vonF?, F_, I? undJ?. Addieren wir aber zuichst® = I + Sund dannF = L+ ¥,
so benutzen wir die Basig f, my, ({,0))}. Die beiden Basen sind verschieden, in diesem Sinne
ist die Addition von Drehimpulsen sozusagen nicht assoziativ. Welche der Basen besser geeignet
ist, hangt von der physikalischen Situation ab.

Gute Abhandlungeiiber Drehimpulse in der Quantenmechanik finden sichlin [2] und [3].

12.2.1 Weitere Darstellung der Addition von Drehimpulsen

[L“L ] Z EZ]k‘Lk
L;]

i =0
[ (12.13)
L, \lm) = hm |lm)
L?|lm) = R*1(1 + 1) [Im)
Der Gesamtdrehimpuls igt= L + S.
- ZZdesms l;m> X ‘S7ms> (1214)

l,m s,msg

Dabei ist|y)) € Produktraum, digl, m) ® |s, m,) sind Eigenfunktionen void,, L?, S., §. Die
Problemstellung ist nun, eine Basis des Produktraumes zu findej?, diel j, diagonalisiert.

3° W) =125 + 1) [v)

5. |0) = b, |4 (12.13)
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|¢> = |j’mj7l75>
Jz [) = (L: + 52) )
= ) Cimam, (hm + himy) [lm) & |sm) (12.16)

Imsmg
|
= hmj Z ¢l,m,s7ms |lm> ® |Sm>
Imsmg

= [¢)) kann nur gebildet werden durch Zastle, bei denen giltz; = m + m .

i =(L+S)
= L*+ S*+2LS (12.17)
LS =1L,S,+L,S,+L.S,
Fuhre ein:
Li=1L,+il,
Sy =S5, +iS,
L S+ L.S_ = (Ly+iL,)(Sy —iSy) + (Ly —iLy,) (S, +iSy) (12.18)
=2L,S, +2L,S, +i(L,S; — LyS,) +i(L.S, — L,S,)
=2(L,S, + L,S,)

1
—> LS = L.S. + 5(L-S; + Ly.5-) (12.19)

Ly, L.) = L, +iL,, L.]
= (—iL, £ iiL,)
=FLih
= L, L. |l,m)=(LyL,+[L,,Ly])|l,m) (12.20)
=mhLy |l,m)+ Ly |l,m)
=h(m £ 1)Ly |l,m)
= Ly |l,m) ~|l,m=E1)

[L27 L:I:] =0
— ‘ja mj;l78> - Z ¢m,l,mj—m,s |l’m> |8’mj _m> (1221)
m,ms:m+ms=m;
= Basis:|j, m;, [, s)
F:S/+] :>‘F,mp,j75/>
= (12.22)

F=(8+8)+L = |F.m. S.L)
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12.3 Distributionen

Distributionen sind Objekte, die eigentlich nur unter einem Integral definiert sind. So ist z.B.
d(z — xo) nur durch seine Wirkung unter dem Integral definiert:

/ dx f(z)d(x — o) = f(x0)

wobei f(x) eine sog. Test-Funktion sein soll. Grob gesagt sind Testfunktionen Funktionen, die
sich immer gutartig verhalten. Etwas formaler sind’&sFunktionen mit begrenztem dger,

oder sie fallen zumindest hinreichend schnelliaj:f| — oo). Distributionen sind keine Funk-
tionen.é(z — xg) ist z.B. nicht am Ortz, definiert.

Das IntegralD(w) := [, dr e~*7 ist auch im Distributions-Sinn zu verstehen:

[ wpeiser = [ase [Caret

—00 [e.e]

= [" o s - i

““dw * dw
= 0)—: li — —
w0 =i lim ([ Zre+ [T )
Der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile kann mathematisch bewiesen werden. Der darin
auftretende Hauptwert bedeutet, dass auf beiden Seiten der Sirgguli@sselbe verwendet
wird. Im Unterschied dazu muf3 man beim normalen Grenzwetiéide Seiten der Singulaait
verschiedene Grenzwerte verwenden.
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