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2.2 Koḧarente Zusẗande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .33
2.3 Klassische und quantenmechanische Interferenz . . . . . . . . . . . . . . . . . .37
2.4 Bemerkungen zum Problem der Quantisierung in anderen Eichungen . . . . . . .39

3 Quantenmechanik der Atome: ein kurzerÜberblick 41
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Kapitel 1

Maxwell-Gleichungen und Eichfelder

1.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die beschreiben alle Phänomene, die mit (klassischen) elektrischen und magnetischen Feldern
zu tun haben. ImVakuumlauten sie:

div E =
%

ε0

div B = 0

rotE = −Ḃ rotB = µ0

(
j + ε0Ė

) (1.1)

Darin bezeichnetE das elektrische undB das magnetische Feld;%(x, t) ist die Ladungs- und
j(x) die Stromdichte. Die Divergenz und die Rotation einer FunktionR(x) sind dabei definiert
als

div R(x) =
3∑
i=1

∂

∂xi
Ri(x) = ∂iRi(x)

(
rotR(x)

)
i
=

3∑
j,k=1

εijk
∂

∂xj
Rk = εijk∂jRk(x)

Für die jeweils nach dem zweiten Gleichheitszeichen angegebene Kurzschreibweise wurde die
Einsteinsche Summenkonvention verwendet, nach derüber doppelt vorkommende Indizes zu
summieren ist (hier von 1 bis 3).εijk ist das antisymmetrische Levi-Civita-Symbol, das definiert
ist als

εijk =


1 (ijk) = (123), (231), (312)

−1 (ijk) = (132), (321), (213)

0 sonst

Aus dieser Definition folgtεijk = εjki undεijk = −εjik.
Aus Konsistenzgr̈unden muss dieKontinuitätsgleichunggelten:

%̇+ div j = 0 (1.2)
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Beweis:

%̇ = ε0 div Ė

= ε0 div

(
1

µ0ε0

(rotB − µ0j)

)
=

1

µ0

div rotB − div j

div rotB = ∂iεijk∂jBk = εijk︸︷︷︸
antisym.

∂i∂j︸︷︷︸
sym.

Bk = 0 (1.3)

Die physikalische Bedeutung der Kontinuitätsgleichung liegt in der Ladungserhaltung:

Q(t) =

∫
V

%(x, t) d3x

=⇒ Q̇ =

∫
V

%̇ d3x = −
∫
V

div j d3x

Verwendet man nun den Gaußschen Satz,∫
V

div R d3x =

∫
0

∫
∂V

R ds (1.4)

so sieht man, dass die Ladungsänderung im VolumenV gleich der Summe des Stroms ist, der
ausV abfließt:

Q̇ = −
∫

0

∫
∂V

j ds (1.5)

Darin ist∂V die Oberfl̈ache (= der Rand) vonV .
Aus den Maxwell-Gleichungen sollen nun Differentialgleichungen zweiter Ordnung abgelei-

tet werden:

(rot rotE)i = εijk∂j(rotE)k

= εijk∂jεklm∂lEm

Benutzt manεijkεklm = δilδjm − δimδjl, so ergibt sich:

(rot rotE)i = δilδjm∂j∂lEm − δimδjl∂j∂lEm

=⇒ (rot rotE)i = ∂i∂mEm − ∂l∂lEi

= ∇idiv E − ∆Ei

rot rotE = ∇div E − ∆E

⇒ ∇div E −∆E = −rot Ḃ = −∂tµ0

(
j + ε0Ė

)
⇒ 1

ε0

∇%−∆E = −µ0∂tj − ε0µ0Ë
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Verwendet man

ε0µ0 =
1

c2

so folgt (
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
E = −µ0

∂

∂t
j − 1

ε0

∇% (1.6)

Der darin vorkommende d’Alembert-Operator
(

1
c2

∂2

∂t2
−∆

)
wird häufig mit� abgek̈urzt.

Analog ergibt sich:

B̈ = −rot Ė = −rot
1

ε0µ0

(rotB − µ0j)

⇒ 1

c2
B̈ = −

(
∇ div B︸ ︷︷ ︸

=0

−∆B
)

+ µ0 rot j

=⇒
(

1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
B = µ0 rot j (1.7)

Diese Gleichungen sindWellengleichungen! Für sie kann man verschiedene Spezialfälle unter-
scheiden:

1. j, % = 0 ⇒ Freie Wellenausbreitung, die Differentialgleichungen sind homogen und line-
ar.

2. j, % sind vorgegeben⇒ Die Theorie der dazugehörigen elektromagnetischen Felder be-
handelt inhomogene Differentialgleichungen und beschreibt die von Ladungen und Strömen
ausgehenden Felder.

3. j, % hängen (n̈aherungsweise) linear vonE, B ab.
⇒ Lineare Dielektrika (polarisierbare Medien), führen zu linearen Differentialgleichun-
gen.

4. j, % hängen nichtlinear vonE, B ab.
⇒ Nichtlineare Differentialgleichungen, im allgemeinen schwer zu lösen. Nichtlineare
Optik.

1.2 Skalares Potential und Vektorpotential

Eine der Maxwell-Gleichungen (1.1) lautet: divB = 0 (= ∂iBi). Nach Gleichung (1.3) gilt
allgemein: div rotA = 0. Daher l̈aßt sich das magnetische Feld auch schreiben als1

B = rotA A = Vektorpotential

1Wir sehen hier von Subtilitäten ab wie sie in mehrfach zusammenhängenden Raumgebieten auf Grund topolo-
gischer Pḧanomene auftreten können.
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B ist ein reines Wirbelfeld, d. h. es existieren keine magnetischen Quellen (= magnetische Mo-
nopole).

Setzt man das weiter in die Maxwell-Gleichungen (1.1) ein, so erhält man

⇒rotE = −Ḃ = −rot Ȧ

⇒rot (E + Ȧ) = 0

es gilt allgemein rot gradφ = εijk∂j∂kφ = 0

⇒E + Ȧ = −∇φ in einfach zusammenhängendem Gebiet

⇒ E = −∇φ− Ȧ φ = skalares Potential

Die PotentialeA undφ sind nicht meßbar. Meßbar sind nurE undB. Allgemeine Bewegungs-
gleichungen f̈ur sie lauten:

div E =
%

ε0

= −div gradφ− div Ȧ

rotB = rot rotA = µ0

(
j + ε0[−∇φ̇− Ä]

)

=⇒
∆φ = − %

ε0

− div Ȧ(
1

c2
Ä−∆A

)
+∇div A = µ0j −

1

c2
∇φ̇

(1.8)

Wäre divA = 0, so ḧatten wir die Poisson-Gleichung für φ und eine Wellengleichung für A. φ
spielt dann die Rolle des Coulomb-Potentials. Dies läßt sich tats̈achlich erreichen.

1.3 Eichtransformationen

Durch B = rotA wird A nicht eindeutig festgelegt. Wegen rot gradχ = 0 für beliebigesχ
führt

A′ = A +∇χ

zum selbenB-Feld. Ebenso f̈uhrenφ und

φ′ = φ− ∂tχ

zum gleichenE-Feld, denn

E′ = −∇φ′ − Ȧ
′
= −∇φ+∇χ̇− Ȧ−∇χ̇

= −∇φ− Ȧ = E
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Dies nennt man Eichtransformationen. Die physikalischen FelderE,B bleiben dabei unverändert.
Eichtransformationen k̈onnen dazu verwendet werden, bestimmte (bequeme) Bedingungen an
die Potentiale zu stellen. Am gebräuchlichsten sind die folgenden:

div A = 0 Coulomb-Eichung

div A +
1

c2
∂

∂t
φ = 0 Lorentz-Eichung

(1.9)

Beide sind voneinander unabhängig und nicht gleichzeitig zu erfüllen. Die erste f̈uhrt zur Coulomb-
Eichung, diese ist aber nicht kovariant. Die Lorentz-Eichung ist dagegen Lorentz-invariant und
deswegen f̈ur die Relativiẗatstheorie wichtig.

Zur Herleitung der Coulomb-Eichung:
SeienA′, φ′ irgendwelche Potentiale. Gesucht ist einχ, so dass divA = 0:

A = A′ −∇χ =⇒ div A = div A′ −∆χ
!
= 0

Das ist eine Differentialgleichung für χ:

∆χ = div A′ Poisson-Gleichung für χ (1.10)

Mit der Lösung

χ(x, t) = − 1

4π

∫
div A′(x′)

|x− x′|
d3x′

Beweis:

∆xχ = − 1

4π

∫
div A′(x′)∆x

1

|x− x′|
d3x′

Für die weitere Umformung benutzen wir folgenden wichtigen Satz:

∆x
1

|x− x′|
= −4πδ(x− x′)

Beweis:

=⇒ ∆xχ = − 1

4π

∫
div A′(x′)(−4π)δ(x− x′)

= div A′(x) qed.

Setzt man die Coulomb-Eichung aus Gleichung (1.9) in Gleichung (1.8) ein, so erhält man
die Feldgleichungen für die Potentiale in Coulomb-Eichung:(

1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
A = µ0j −

1

c2
∇φ̇

∆φ = − %

ε0

(1.11)

Interpretation:φ =̂ Coulomb-Potential
A =̂ elektromagnetische Wellen

Achtung:Die Interpretation ḧangt von den Eichbedingungen ab!
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1.4 Multipolentwicklung

Multipole sind einsehr wichtiges Hilfsmittel der Elektrodynamik. Aus ihnen folgen z. B. die
Auswahlregeln von Atomen und Molekülen in der Quantenmechanik.

In ihrem Kern ist die Multipolentwicklung eine Entwicklung nach Drehimpuls-Eigenzu-
sẗanden wie in der Quantenmechanik.

Skalare Multipole

Beispiel:Skalares Potential in Lorentz-Eichung.

�φ(x, t) =
%(x, t)

ε0

Zeitliche Fourier-Transformation:

φ̃ω(x) =

∫
e−iωtφ(x, t) dt

=⇒ (∆ + k2)φ̃ω(x) = − %̃(x)

ε0

, k =
ω

c

Das ist die inhomogene Helmholtz-Gleichung. Die Green-Funktion für die Helmholtz-Gleichung
erfüllt

(∆ + k2)G(x,x′) = −δ(x− x′)

und ist (mit RandbedingungG→ 0 für |x− x′| → ∞) gegeben durch

G(x− x′) =
1

4π

eik|x−x′|

|x− x′|

= ik
∞∑
l=0

jl(kr<)h
(1)
l (kr>)

m∑
m=−l

Y ∗lm(ϑ′, φ′)Ylm(ϑ, φ)︸ ︷︷ ︸
Basisfunktion

Darin sind

jl =(−x)l
(

1

x
∂x

)l
sin x

x
spḧarische Besselfunktionen (1.12)

h
(1)
l =jl − (−x)l

(
1

x
∂x

)l
cosx

x
spḧarische Hankelfunktionen (1.13)

Die Lösung ist

φ̃ω(x) =

∫
G(x,x′)

%̃(x)

ε0

=⇒ φ̃ω(x) =
ik

ε0

∫ ∞∑
l=0

l∑
m=−l

jl(kr<)h
(1)
l (kr>)Ylm(ϑ, ϕ) dr′

·
∫
Y ∗lm(ϑ′, ϕ′)%̃ω(r

′, ϑ′, ϕ′) dΩ′
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Von besonderem Interesse für praktische Anwendungen ist das Feldφ̃ω(x) an einem Ortx außer-
halb der Ladungsverteilung. Ẅahlt man den Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt
der Ladungsverteilung, so gilt dannr = |x| > |x′| = r′ und damitr< = r′, r> = r.

=⇒ φ̃ω(x) =
ik

ε0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm(ϑ, ϕ)h
(1)
l (kr)

·
∫
jl(kr

′)Y ∗lm(ϑ′, ϕ′)%̃ω(r
′, ϑ′, ϕ′) dΩ′dr′

(1.14)

In vielen wichtigen Anwendungen ist die Ausdehnung der Ladungsverteilung klein gegenüber
der Wellenl̈angeλ = 2π

k
= 2πc

ω
(z. B. Atome oder Molek̈ule:r′ = 1 Å, λ = 1µm). Das Argument

kr′ von jl ist also klein. F̈ur x� 1 gilt

jl(x) ≈
xl

(2l + 1)!!

=⇒
∫
jl(kr

′)Y ∗lm%̃ω dΩ
′dr′ ≈ kl

(2l + 1)!!

∫
r′lY ∗lm%̃ω dΩ

′dr′ (1.15)

Man definiert das spḧarische Multipolmoment der Ordnunglm als

Qlm :=

∫
r′lY ∗lm%̃ω dΩ

′dr′ (1.16)

Spezialf̈alle:

Q00 =
1√
4π

∫
%̃ω(x

′) d3x′

=
Q√
4π

Q = Gesamtladung des Ions/Moleküls beiω

Q11 = −
√

3

8π

∫
%̃ω(x

′)(x′ − iy′) d3x′ = −
√

3

8π
(px − ipy)

Q10 =

√
3

4π

∫
%̃ω(x

′)z′ d3x =

√
3

4π
pz

Darin istp = (px, py, pz) das (cartesische) elektrische Dipolmoment:

p =

∫
x′%(x′) d3x′

Das Potential, das durch einen reinen Punktdipol erzeugt wird, ist

φDip(x) =
px

4πε0|x|3
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Anschauliche Bedeutung eines reinen Dipols: Zwei gegensätzliche Ladungen mit sehr kleinem
AbstandL.

Dipolmoment = q(L) · Ln = p

L geht gegen0, aber gleichzeitig gehtq(L) →∞, so dassq(L) · L endlich bleibt.
Das elektrische Feld eines Dipols, der sich im Ursprung befindet, ist gegeben durch

EDip(x) =
1

4πε0

3x̂(px̂)− p

|x|3
mit x̂ =

x

|x

Die allgemeine Entwicklung des Potentials in der Elektrostatik lautet:

φ(x) =
1

4πε0

[
Q

r
+

px

r3
+

1

2

∑
ij

Q̄ij
xixj
r5

+ · · ·

]
Darin ist

Q̄ij =

∫
%(x)(3xixj − δijx

2) d3x

der (spurlose) Tensor des Quadrupolmoments.
Gleichung (1.14) kann aber auch direkt durch Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen

hergeleitet werden. Diese sind Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators und erfüllen die Or-
thogonaliẗatsrelation∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗l′m′(ϑ, ϕ)Ylm(ϑ, ϕ) sinϑ dϑ dϕ = δll′δmm′ (1.17)

und die Vollsẗandigkeitsrelation

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(ϑ′, ϕ′)Ylm(ϑ, ϕ) = δ(ϕ− ϕ′) δ(cosϑ− cosϑ′)︸ ︷︷ ︸
=δ(Ω−Ω′)

(1.18)

Wegen Gleichung (1.18) gilt für eine beliebige skalare Funktionf(ϑ, ϕ):

f(ϑ, ϕ) =

∫
f(ϑ′, ϕ′)δ(Ω− Ω′) dΩ′

=
∑
l,m

∫
Y ∗lm(Ω′)Ylm(Ω)f(Ω′) dΩ′

=
∑
l,m

Ylm(ϑ, ϕ) · Flm mit den KoeffizientenFlm :=

∫
Y ∗lm(Ω′)f(Ω′) dΩ′

In unserem Fall gilt:

φ̃ω(x) =
∑
l,m

Ylm(ϑ, ϕ)φ̃ω,lm(r)

mit φ̃ω,lm(r) =

∫
Y ∗lm(Ω′)φ̃ω(r

′, ϑ′, ϕ′) dΩ′
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Dies setzt man nun in die Helmholtz-Gleichung ein:

(∆ + k2)φ̃ω(x) = − 1

ε0

%̃ω(x)

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:

∆ =
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− 1

r2
L ; L = x× (−i∇)

L2Ylm = l(l + 1)Ylm

=⇒
(

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− l(l + 1)

r2
+ k2

)
φ̃ω,lm(r) = − 1

ε0

%̃ω,lm(r)

Lösen dieser radialen Differentialgleichung mit geeigneten Randbedingungen (auslaufende Wel-
le für r →∞, d. h.∼ cos(kr)1

r
sin(kr)1

r
) führt zu obigem Ausdruck (1.14) für φ̃ω(x).

Multipolentwicklung f ür Vektorfelder

Man kann auch eine MultipolentwicklungdivergenzfreierVektorfelder (z. B. divB = 0) durchf̈uhren.
Im Wesentlichen werden dabei die KugelflächenfunktionenYlm ersetzt durch

X lm :=
1√

l(l + 1)
LYlm(ϑ, ϕ)

”
Vector spherical harmonics“

X lm erfüllt ∫
X∗

lmX l′m′dΩ = δll′δmm′∫
X∗

lm · (x×X lm)dΩ = 0

Ein vollsẗandiges System von Vektorfunktionen für divergenzfreie Felder ist dann gegeben durch

Fl(kr)X lm und ∇× (gl(kr)X lm

wobei Fl(kr) = F
(1)
l h

(1)
l (kr) + F

(2)
l h

(2)
l (kr)

gl(kr) = g
(1)
l h

(1)
l (kr) + g

(2)
l h

(2)
l (kr)

h
(i)
l (kr) = spḧarische Hankelfunktionenh(2)

l (kr) = h
(1)∗
l (kr)

Die elektromagnetischen Felder im freien Raum lassen sich dann entwickeln gemäß

B =
∑
l,m

[aE(l,m)Fl(kr)X lm + am(l,m)∇× gl(kr)X lm]

E =
∑
l,m

[
i

k
aE(l,m)∇× Fl(kr)X lm + am(l,m)gl(kr)X lm

]
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Felder, die proportional zuam sind heißenspḧarische TM-Felder(
”
transverse magnetic“) und

Felder, die proportional zuaE sind heißenspḧarische TE-Felder(
”
transverse electrical“).

Die Felder lassen sich auf die jeweiligen Multipolmomente zurückführen, wennkr � 1
innerhalb der Ladungsverteilung gilt. Es gilt dann

aE(l,m) ∼ Qlm ; am(l,m) ∼Mlm

Mlm = − 1

(l + 1)

∫
rlYlm∇

(
x + j(x)

c

)
d3x

Mlm heißt magnetisches Multipolmoment. Genaueres zur vektoriellen Multipolentwicklung fin-
det man in [1], insbesondere Kapitel 16.2 und 16.6.

1.5 Elektrodynamik in dielektrischen Medien

Bis jetzt wurden nur Felder im Vakuum in Anwesenheit vorgegebener Ladungen behandelt. Oft
möchte man aber elektromagnetische Felder im Inneren von Medien (z. B. Glas oder Kristallen)
betrachten.

Fast alle Medien sind aus Atomen und Molekülen aufgebaut. In solchen Objekten sind die
Ladungen gebunden, d. h. sie können durch ein angelegtesäußeres Feld nicht frei verschoben
werden. Sie sind jedoch polarisierbar oder haben gar ein permanentes Dipolmoment. Atome
sind z. B. durch Anlegen eines elektrischen Feldes polarisierbar:

E = 0

+
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Moleküle (z. B. Wasser) k̈onnen auch ein permanentes Dipolmoment haben. Dies tritt oft bei
ionischen Bindungen auf. Betrachtet man nicht den Effekt jedes einzelnen Moleküls, sondern
nur makroskopische Felder, dieüber einen Raumbereich, der viele Moleküle entḧalt, gemittelt
sind, kann man die makroskopischen FelderE, D, B undH durch folgende Gleichungen gut
beschreiben:

div D = % div B = 0

rotE = −Ḃ rotH = j + Ḋ
(1.19)

makroskopische Maxwell-Gleichungen

Es gelten die materialabhängigen Beziehungen

D = ε0E + P ; B = µ0(H + M)
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Darin sindD die dielektrische Verschiebungsdichte undH die magnetische Feldstärke,P
ist die Polarisation undM die Magnetisierung des Mediums. Es gibt einige Spezialfälle:

• Im Vakuum gilt P = 0 und M = 0, so dass wir auf die bisherige Form der Maxwell-
Gleichungen kommen.

• Wenn die Molek̈ule ein permanentes Dipolmoment (el. oder magn.) haben, aber im Medi-
um ungeordnet sind, gilt trotzdem im MittelM = P = 0. Werden die Molek̈ule ausge-
richtet, so kannM oderP 6= 0 werden. Ein Beispiel f̈ur ein theoretisches Modell dazu ist
das Ising-Modell.

m m

/M = M = 0 0

• Sind die Atome/Molek̈ule polarisierbar, so gilt

P = χE ; D = εE = ε0εrE = (ε+ χ)E

ε ist die Dielektriziẗatskonstante des Mediums undχ seine Suszeptibilität. Dieser Effekt
kann (vor allem bei Kristallen) richtungsabhängig sein (Doppelbrechung):

Pi = χijEj ; Di = εijEj

εij: dielektrischer Tensor

• Für optisch aktive Medien gilt nach dem Modell von Fedorow2

M = 0 ; D = ε(E + β rotE)

Optische Aktiviẗat heißt, dass die Polarisation eines Lichtstrahls beim Durchgang durch
das Medium gedreht wird.

• In nichtlinearen Medien gilt z. B.:

D = ε0E + κ|E|2E

2Es gibt verschiedene Modelle zur Beschreibung der optischen Aktivität. Dieses Modell sei nur als Beispiel
herausgegriffen.
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1.6 Herleitung der makroskopischen Maxwell-Gleichungen

Der physikalische Hintergrund der GrößenE, D, B und H ist, dass sie makroskopische
Felder darstellen, die als Mittelungüber die

”
mikroskopischen“ FelderEmik undBmik auftreten.

Letztere erf̈ullen die bisher behandelten Gleichungen

div Emik =
%mik

ε0

div Bmik = 0

rotEmik = −Ḃmik rotBmik = µ0

(
jmik + ε0Ėmik

)
Wir spalten Ladungs- und Stromdichte wie folgt auf:

%mik = %frei + %gebunden

jmik = j frei + jgebunden

Die freien Gr̈oßen entsprechen dabei Teilchen, die nicht an Atome/Moleküle gebunden sind. Im
Rahmen der klassischen Physik können sie geschrieben werden als

%frei(x) =
∑
i

qiδ(x− xi)

j frei(x) =
∑
i

qiẋiδ(x− xi) Summen̈uber die freien Teilchen.

Die gebundenen Größen korrespondieren zu den Atomen/Molekülen des Mediums:

%gebunden(x) =
∑
n

%n(x) Summeüber die Molek̈ule

%n(x) =
∑
i

qiδ(x− xi) Summeüber die Teilchen (e−, Kerne) im Molek̈ul

jgebunden(x) =
∑
n

jn(x) ; jn(x) =
∑
i

qiẋiδ(x− xi)

In den meisten Situationen können die Meßgeräte f̈ur elektromagnetische Felder einzelne Mo-
leküle (Gr̈oße∼ 1Å) nicht aufl̈osen. Bei optischen Experimenten ist die räumliche Aufl̈osung
beispielsweise in der Größenordnung der Wellenlänge (∼ 6000Å). Man kann daher eine räumliche
Mittelung über Emik und Bmik durchf̈uhren ohne die Beschreibung der Experimente zu ver-
schlechtern:

E(x) = 〈Emik(x)〉 =

∫
f(x′)Emik(x− x′) d3x′

B(x) = 〈Bmik(x)〉

Darin sollf(x) eine Funktion sein, die sich auf molekularer Skala langsamändert, aber deren
Träger klein gegen̈uber der Wellenl̈ange ist. Wegen der Mittelung soll natürlich gelten

∫
f(x) d3x =

1.
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700 nm
x

f(x)

Für E undB folgen dann die Gleichungen

div B(x) =
∂

∂xi
Bi(x)

=
∂

∂xi

∫
f(x′)Bmik,i(x− x′) d3x′

=

∫
f(x′)

∂

∂xi
Bmik,i(x− x′) d3x′

=

∫
f(x′) div Bmik(x− x′)︸ ︷︷ ︸

=0

d3x′

= 〈div Bmik(x)〉 = 0

und analog divE(x) =
〈%mik〉
ε0

rotE(x) = −Ḃ(x)

rotB(x) = µ0〈jmik(x)〉+
1

c2
Ė(x)

Die Mittelwerte k̈onnen wie folgt verarbeitet werden:

〈%mik〉 = 〈%frei〉+ 〈%gebunden〉
=: %(x) + 〈%gebunden〉 %(x) : makroskopische Ladungsdichte

〈%gebunden〉 =
∑

n(Moleküle)

〈%n(x)〉 (1.20)

Für jedes Molek̈ul ist die Ausdehnung sehr viel kleiner als der Mittelungsbereich, daher:

%n(x) ≈
∫
f(x′)%n(x− x′) d3x′

=

∫
f(x′)

∑
i(e−, Kerne)

qiδ(x− x′ − xi) d3x′

=
∑

i(e−, Kerne)

qif(x− xi) d3x′

Ist xn der Schwerpunkt das Moleküls, so gilt|xi − xn| � Träger vonf und man kannf ent-
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wickeln:

f(x− xi) = f(x− xn − (xi − xn))

≈ f(x− xn)− (xi − xn)∇f(xi − xn) + · · ·

=⇒ 〈%n(x)〉 ≈
∑

i(e−, Kerne)

qi{f(x− xn)− (xi − xn)∇f(xi − xn) + · · · }

=⇒ 〈%n(x)〉 ≈ f(x− xn)
∑

i(e−, Kerne)

qi︸ ︷︷ ︸
qn

−∇f(x− xn)
∑

i(e−, Kerne)

qi(xi − xn) + · · ·︸ ︷︷ ︸
pn

qn ist die Ladung des Molek̈ulsn. Für nicht ionisierte Molek̈ule istqn = 0. pn ist sein Dipolmo-
ment.

=⇒ 〈%gebunden〉 =
∑

n(Moleküle)

(−∇f(x− xn)pn

PolarisationP (x) =
∑
n

f(x− xn)pn ; qn = 0

=⇒ 〈%gebunden(x)〉 = −div P (x)

Setzt man dies und Gleichung (1.20) in die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen ein, so erhält
man

div E =
1

ε0

〈%mik〉

=
1

ε0

%− 1

ε0

div P

D = ε0E + P =⇒ div D = %

Eine entsprechende Behandlung für

rotB = µ0〈jmik〉+
1

c2
Ė

führt auf

〈jmik〉 = j + rotM + Ṗ

M = 〈
∑
n

mnδ(x− xn)〉

mn =
∑

i(e−, Kerne)

qi
2mi

(xi ×miẋi) =
∑

i(e−, Kerne)

qi
2mi

Li

Hier istmn das magnetische Dipolmoment des Molekülsn. (Zu Details vgl. [1], Abschnitt6.7).
Daraus folgen dann die makroskopischen Maxwell-Gleichungen Gleichung (1.19).
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1.7 Ebene Wellen

Im Vakuum (% = j = 0) gilt:

�E = �B = 0 ; div E = div B = 0

Ansatz zur L̈osung:

E = Ekεk exp(ikx− iωt)

�E = Ekεk

(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
exp(ikx− iωt)

Darin sind Ek ∈ C die Amplitude und
εk der Polarisationsvektor.

=⇒ �E = Ekεk(−ω
2

c2
+ k2) exp(ikx− iωt)

!
= 0

Das ist eine L̈osung von�E = 0 falls ω = c|k|. Hierbei istωk := c|k| die Frequenz eines
Photons3 mit Impuls ~k. Die Energie des Photons ist gegeben durch die Plancksche Formel
E = ~ωk. Der Polarisationsvektorεk wird festgelegt durch die Bedingung divE = ∂iEi = 0:

div E = Ek(εk)iiki exp(ikx− iωkt)

= iEk(εkk) exp(ikx− iωkt)

!
= 0

=⇒ εk muss senkrecht auf dem Wellenvektork stehen!
Im R3 gibt es zwei linear unabhängige Vektoren senkrecht zuk =⇒ es gibt zwei unabḧangige

Polarisationsrichtungen. Die genauen Richtungen derε
(σ)
k sind willkürlich. Eine Möglichkeit ist

k = k

cosϕ sinϑ
sinϕ sinϑ

cosϑ

 ; ε
(1)
k =

cosϕ cosϑ
sinϕ cosϑ
− sinϑ

 ; ε
(2)
k =

k

k
× ε

(1)
k =

− sinϕ
cosϕ

0


Die reellen Vektorenε(1)

k undε
(2)
k entsprechen linear polarisiertem Licht. Der allgemeine Polari-

sationsvektor ist eine Superposition beider Vektoren:

εk = αε
(1)
k + βε

(2)
k ; mit |α|2 + |β|2 = 1 , α, β ∈ C

Ein Beispiel ist zirkular polarisiertes Licht:

ε
(±)
k =

1√
2
(ε

(1)
k ± iε

(2)
k )

3Der Begriff des Photons als elementares Quantum des Strahlungfeldes wird eigentlich erst in der Quantenelek-
trodynamik eingef̈uhrt. Die Eigenschaften eines Photons hängen aber so eng mit denen der klassischen Elektrody-
namischen Felder zusammen, dass es sich lohnt, den Begriff schon hier zu verwenden
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In der Literatur werden bezüglich der Bezeichnungen unterschiedliche Konventionen verwendet.
Wir halten uns hier an die von [1, 10]:

”
+“: links zirkular oder positive Heliziẗat,σ+-Licht

”
−“: rechts zirkular oder negative Helizität,σ−-Licht

σ+- undσ−-Licht ist wichtig für die Auswahlregeln in der Atomphysik:σ± : ∆m = ±1, wobei
m die magnetische Quantenzahl der Atome ist. Allgemeine Superpositionenεk = αε

(1)
k + βε

(2)
k

heißen elliptisch polarisiert.
In der Quantenelektrodynamik beschreibt der Polarisationsvektor gleichzeitig den Spin eines

Photons. Photonen haben Gesamtspin1. Sie haben aber nur diez-Spin-Wertesz = ±1. Das
entsprichtσ+- und σ−-Licht. Die Auswahlregel∆m = ±1 folgt dann aus der Erhaltung des
Gesamtspins (Atom + Photon). Der Wertsz = 0 ist wegen der verschwindenden Ruhemasse
nicht realisiert (vgl. [8], Abschnitt 14.5). Im Allgemeinen gehört zu einem zeitabḧangigenE-
Feld auch ein zeitabhängigesB-Feld. Dieses kann man aus der Maxwell-Gleichung rotE = −Ḃ
herleiten:

Ḃ = −rot {Ekεke
(ikx−iωkt) + c.c.}

= −εijk∂j(εk)lEke
(ikx−iωkt) + c.c.

= −εijk(εk)lEklkje
(ikx−iωkt) + c.c.

= −iEk(k × εk)ie
(ikx−iωkt) + c.c.

Zur Lösung dieser Differentialgleichung macht man den AnsatzBi ∼ exp(−iωkt). Daraus ergibt
sich:

B =
Ek

ωk
(k × εk)e(ikx−iωkt) + c.c.

=
1

ωk
(k ×E)

Die allgemeine L̈osung im freien Raum ist eine Superposition ebener Wellen:

E(x, t) =

∫
d3k

∑
σ=1,2

E (σ)
k ε

(σ)
k exp(ikx− iωt) + c.c.

B(x, t) =

∫
d3k

∑
σ=1,2

E (σ)
k

ωk
(k × ε

(σ)
k ) exp(ikx− iωt) + c.c.

Besonders erẅahnenswert sind noch folgende Spezialfälle:

1. Der Polarisationsvektor setzt sich aus einem Realteilε und einem Imagin̈arteil ε′′ zusam-
men:

E = Ekεk exp(ikx− iωkt) + c.c.

= Ek(ε′ + iε′′) exp(ikx− iωkt) + c.c.
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Dabei gelteε′2 + ε′′2 = 1, E ∈ R.

=⇒ E = Ekε′2 cos(kx− iωkt)− Ekε′′2 sin(kx− iωkt)

Es handelt sich also um eine laufende Welle.

2. Man betrachtet diëUberlagerung zweier sich gegenläufig ausbreitender Wellen mitEk =
E−k undεk = ε−k:

E = Ek + E−k

= Ekεk exp(ikx− iωkt) + E−kε−k exp(−ikx− iωkt) + c.c.

=⇒ E ∼ cos(kx)cos(ωkt)

Es handelt sich also um eine stehende Welle.
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Kapitel 2

Quantenfeldtheorie des Lichts - QED

2.1 Vielteilchentheorie in der Quantenmechanik

Nimmt man 2 freie Teilchen, so ergibt sich der gemeinsame Hamilton-Operator zu

H =
p2

1

2m
+

p2
2

2m
(2.1)

Die zugeḧorige 2-Teilchen-Wellenfunktion ist

ψ (x1,x2) = φn (x1) · φm (x2) (2.2)

In dieser Wellenfunktion sind die Teilchen unterscheidbar, der experimentelle Befund jedoch
zeigt, dass identische Teilchen NICHT unterscheidbar sind. Dies ist gewährleistet, wennψ(x1,x2)
dieselben Meßergebnisse wieψ(x2,x1) liefert. Man f̈uhrt den VertauschungsoperatorÊ ein.

Êψ(x1,x2) = ψ(x2,x1) (2.3)

Für den Austausch-Operator gilt̂E2 = 1. Somit sind die Eigenwerte dieses Operators±1. Als
Eigenfunktionen definiert man:

ÊψB(x1,x2) = +ψB(x1,x2) = ψB(x2,x1) (2.4)

ÊψF (x1,x2) = −ψF (x1,x2) = ψF (x2,x1) (2.5)

Aus dem experimentellen Befunden schliesst man, das alle Teilchen in der Natur Eigenfunktio-
nen desÊ-Operators:

• ψB ⇔ Bosonen

• ψF ⇔ Fermionen

Das Pauli-Verbot ist eine Konsequenz der Antisymmetrie vonψF .
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Spin-Statistik-Theorem

• Bosonen⇔ ganzzahliger Spin

• Fermionen⇔ halbzahliger Spin

Der Beweis benutzt im Wesentlichen Kausalität und kann in [4] gefunden werden.

Vielteilchen-Wellenfunktion ψ(x1, . . . , xn) soll symmetrisch oder antisymmetrisch unter dem
Austausch zweier beliebiger Teilchen sein:

ψ(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = ±ψ(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn) (2.6)

Das erreicht man durch Symmetrisierung: Summiereüber alle Permutationen der Koordinaten
und normiere

ψB (x1, . . . , xn) =
1√
N !

∑
p

ψ
(
xp(1), . . . , xp(n)

)
(2.7)

ψF (x1, . . . , xn) =
1√
N !

∑
p

(−1)pψ
(
xp(1), . . . , xp(n)

)
(2.8)

wobei p die Permutationen signalisiert, also(−1)p ist +1 für gerade Anzahl von Vertauschungen,
−1 für ungerade Anzahl von Vertauschungen.

Als Beispiel wird die Produktwellenfunktion freier Teilchen benutzt:

ψ(x1, x2, x3) = ψl(x1)ψm(x2)ψn(x3) (2.9)

Also Teilchen 1 im Zustand l, Teilchen 2 im Zustand m, Teilchen 3 in n. Somit wären die Teilchen
unterscheidbar.

Für Fermionen ẅare die ununterscheidbare Wellenfunktion per Konstruktion also:

ψFlmn(x1, x2, x3) =
1√
6
{ψl(x1)ψm(x2)ψn(x3)− ψl(x2)ψm(x1)ψn(x3)

+ψl(x2)ψm(x3)ψn(x1)− ψl(x3)ψm(x2)ψn(x1)

+ψl(x3)ψm(x1)ψn(x2)− ψl(x1)ψm(x3)ψn(x2)}

Dies ẅare f̈ur große Teilchenzahlen sehr aufwändig.

2.1.1 Fock-Raum und Teilchenzahldarstellung

In der Einteilchenquantenmechanik muss man nichtψ(x), also die Ortsdarstellung für die Wel-
lenfunktion kennen. Um den Zustand vollständig festzulegen, reichen Quantenzahlen aus. Zum
Beispiel sind das beim H-Atom die Quantenzahlen n,l und m. Der Zustand ist also vollständig
durch|n, l,m〉 statt durchψnlm(x) = 〈x|n, l,m〉 bestimmt.
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In der Vielteilchentheorie reicht es analog völlig aus zu wissen, wie viele Teilchen in welchen
Zusẗanden sind: der ket|1l, 1m, 1n〉 wird mit dem Zustand 1 Teilchen in l, 1 Teilchen in m, und 1
Teilchen in n, also der WellenfunktionψFlmn(x1, x2, x3) identifiziert.

Bosonisches Beispiel:

ψBllm(x1, x2, x3) =
1√
3
{ψl(x1)ψl(x2)ψm(x3)

+ψl(x1)ψl(x3)ψm(x2)

+ψl(x2)ψl(x3)ψm(x1)}
⇐⇒ |2l, 1m〉

Superposition solcher Zustände sind m̈oglich und werden auch im Experiment präpariert,
z.B:

|ψ〉 = α |2l, 1m〉+ β |3l, 0m〉+ γ |1l, 2m〉

Aber auch Superpositionen von Zuständen mit verschiedener Teilchenzahl wie

|ψ〉 = α |1l〉+ β |2l〉+ γ |3l, 4m〉 . . .

sind m̈oglich. Formal sind Superpositionen von Zuständen mit verschiedener Tielchenzahl Ele-
mente des Fock-Raumes, der wie folgt definiert ist.

• SeiH(1) der Hilbert-Raum f̈ur 1-Teilchen-Wellenfunktionen

• H(2) der Hilbert-Raum f̈ur 2-Teilchen-Wellenfunktionen . . .

Der Fockraum ist die direkte Summe aller N-Teilchen-Hilberträume:

F := H(0) ⊕H(1) ⊕H(2) ⊕ · · · ⊕ H(N) (2.10)

H(0) beschreibt das Vakuum und hat dementsprechend nur einen einzigen Zustand, der als
|0〉 geschrieben wird. (〈0|0〉 = 1).

Man braucht den Fockraum, um Prozesse zu beschreiben, die die Teilchenzahl einer Teil-
chensorte nicht erhalten. Zum Beispiel kann man die Paarerzeugung vone+ unde− aus einem
γ-Quant folgendermaßen darstellen1

|1γ〉 ⊗ |0e+〉 |0e−〉 −→ |0γ〉 ⊗ |1e+〉 |1e−〉

Als zweites Beispiel kann man die Anregung eines Atoms vom Grundzustand|1g〉 in den ange-
regten Zustand|1e〉 durch ein Photon so darstellen:

|1g〉 ⊗ |1γ〉 −→ |1e〉 ⊗ |0γ〉
1Eigentlich braucht man zur Energie und Impulserhaltung bei diesem Prozeß noch ein weiteres Teilchen, aber es

geht uns hier nur um das Prinzip.
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2.1.2 Erzeuger und Vernichter

Diese erlauben eine einfache Darstellung von Vielteilchen-Wellenfunktionen. Definiere den Er-
zeuger eines Teilchens im Zustand (in der Mode) l durch:

a†l |n
(l)
l , n

(m)
m . . .〉 =

√
n(l) + 1 |(n(l) + 1)l, n

(m)
m . . .〉 (2.11)

al |n(l)
l , n

(m)
m . . .〉 =

√
n(l) |(n(l) − 1)l, n

(m)
m . . .〉 (2.12)

wobei beide Formeln für Bosonen definiert sind.
Für diese Operatoren gilt folgende Vertauschungsrelation. Zur Vereinfachung der Schreib-

weise lassen wir die Indizes weg.[
a†, a

]
|n〉 = a†a |n〉 − aa† |n〉

= a†
√
n |n− 1〉 − a

√
n+ 1 |n+ 1〉

= n |n〉 − (n+ 1) |n〉
= (−1) |n〉

Daraus folgt
[
a, a†

]
= 1. Die Wirkung der Operatoren sowie die Vertauschungsrelation sind also

dieselben wie beim harmonischen Oszillator. Allgemein gilt[
al, a

†
m

]
= δlm (2.13)

[al, am] =
[
a†l , a

†
m

]
= 0 (2.14)

Der physikalische Grund dieser Analogie zwischen harmonischem Oszillator und den Vielteil-
chenzusẗanden liegt darin, dass die Energieniveaus analog zu denen des harmonischen Oszillators
gelegen sind: Die Erzeugung vonn Teilchen der EnergieE0 entspricht einer Energiezunahme
von nE0. Die ist analog zurn-fachen Anregung eines harmonischen Oszillators, bei der eben-
falls die EnergienE0 (fürE0 = ~ω) ben̈otigt wird.
Offensichtlich gilt f̈ur Bosonen:

a†lH
(N) −→ H(N+1)

alH(N) −→ H(N−1)

al |0〉 = 0 = Zahl!

Dabei sind die beiden oberen Gleichungen Abbildungen vom Fockraum in den Fockraum, die
untere Abbildung ist die Definitionsgleichung für die Vernichtung des Vakuums.

Für Fermionen muss natürlich wegen des Pauli-Verbots(a†l )
2 = 0 gelten. Diese Forderung

lässt sich durch die Relationen

{a†l , a
†
m} = {al, am} = 0 {al, a†m} = δlm (2.15)

erfüllen, wobei{A,B} = AB +BA den Antikommutator bezeichnet.
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2.1.3 Der Feldoperator

Wie berechnet man nun Erwartungswerte mit Hilfe von Erzeugern und Vernichtern? Wir betrach-
ten einen 1-Teilchen-Operator̂O(x̂, p̂). Nun gilt in der Ein-Teilchen-Theorie

〈Ô〉 =

∫
ψ∗(x̂)Ôψ(x)d3x

Für N Teilchen ergibt sich dann der Erwartungswert vonÔ offensichtlich zu:

〈Ô〉 =
N∑
i=1

〈Ô〉Einteilchen

Die legt nahe, den Erwartungswert eines Ein-Teilchen-Operators wie folgt zu definieren:

〈ÔN〉 :=
N∑
i=1

〈 Ô(x̂i, p̂i) 〉

=
N∑
i=1

∫
d3x1 . . . d

3xn ψ
∗
N(x1, . . . xN)ÔNψ(x1, . . . xn) (2.16)

Betrachten wir z.B. die Energie, mit der Eigenwertgleichung

H(x̂, p̂)ψa(x) = Eaψa(x) (2.17)

Bei einemn-Teilchenzustand|na, . . . , na′ , . . . , na′′〉 ist die Energie offensichtlich

E = Eana + . . .+ Eana′ + . . . (2.18)

=

∫
d3x ψ∗a(x)H(x̂, p̂)ψa(x)na +

∫
d3x ψ∗a′(x)H(x̂, p̂)ψa′(x)na′ + . . .

Die Teilchenzahlen kann man mit Hilfe der Erzeuger/Vernichter berechnen:
Führe folgenden Operator ein:

N̂a = a†aaa (2.19)

Das ist der Anzahloperator für ein Teilchen im Zustanda. Die Deutung als Anzahloperator wird
so motiviert:

〈. . . , na, . . . |N̂a| . . . , na, . . .〉 = 〈. . . , na, . . . |a†aaa| . . . , na, . . .〉 (2.20)

= 〈. . . , na, . . . |a†a
√
na| . . . , (na − 1)a, . . .〉

= 〈. . . , na, . . . |
√

(na − 1) + 1
√
na| . . . , na, . . .〉 = na 〈. . . | . . .〉 = na

Also gilt fürE:

E =

∫
d3x ψ∗a(x)H(x̂, p̂)ψa(x) 〈. . . , na, . . . , na′|a†aaa| . . . , na, . . . , na′〉 (2.21)

+

∫
d3x ψ∗a′(x)H(x̂, p̂)ψa′(x) 〈. . . , na, . . . , na′|a†a′aa′| . . . , na, . . . , na′〉

+ . . .

Wichtig:
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In diesem Ausdruck wirken die Operatorenaa, a†a nur auf die Teilchenzahlzustände,
nicht aufψa(x).
Umgekehrt wirktH(x̂, p̂) nur aufψa(x), nicht auf|. . . , na, . . .〉.
Die Teilchenzahlzustände sind eine Art Buchhaltungstrick, um die Kombinatorik zu
vereinfachen.

Wir können also den Ausdruck fürE umschreiben in:

E = 〈. . . , na, na′ , . . . |
∫
d3x ψ∗a(x)H(x̂, ŷ)ψa(x)a

†
aaa| . . . , na, na′ , . . .〉+ . . . (2.22)

Führe denFeldoperatorΨ(x) :=
∑

a aaψa(x) ein:

E = 〈. . . , na, na′ , . . . |
∫
d3x Ψ†(x)H(x̂, ŷ)Ψ(x)| . . . , na, na′ , . . .〉 (2.23)

Beweis der Wirkung des Feldoperators:

〈. . . |
∫
d3x Ψ†HΨ| . . .〉 = 〈. . . |

∫
d3x

∑
a

ψ∗a(x)a
†
aH
∑
b

ψb(x)ab| . . .〉 (2.24)

=
∑
a,b

∫
d3x ψ∗aHψb︸ ︷︷ ︸

=Eb

∫
ψ∗aψb=Ebδab

〈. . . |a†aab| . . .〉 =
∑
a

Ea 〈. . . |a†aaa| . . .〉 =
∑
a

Eana = E

Allgemein kann man jeden Erwartungswert in einem Fock-Zustand|ψ〉 von einem Einteilchen-
operatorÔ(x̂, p̂) herleiten gem̈aß:

〈Ô(x̂, p̂)〉 = 〈ψ|
∫
d3x Ψ†(x)Ô(x̂, p̂)Ψ(x)|ψ〉 (2.25)

Dies gilt für beliebige Elemente des Fock-Raumes, z.B.

|ψ〉 = |1a〉+ |2a′〉 → 〈ψ|Ψ†Ψ|ψ〉 = 〈1a|Ψ†Ψ|1a〉+ 〈2a′|Ψ†Ψ|2a′〉 (2.26)

Bemerkungen zum Feldoperator:

• Ψ(x) ist in gewisser Weise sowohl ein Operator als auch ein Zustand:

Ψ(x) =
∑
a

aaψa(x) (2.27)

aa: Operator im Fock-Raum
ψa(x): Einteilchenzustand
Man könnteψa(x) als〈x|ψa〉Einteilchendeuten:

→ Ψ(x) = 〈x|
∑

aa|ψa〉
Eint.

= 〈x|Ψ〉Eint. (2.28)
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• Interpretation vonΨ(x): Was ist der ZustandΨ†(x) |0〉? Wie wir im Folgenden sehen wer-
den, ist er ein spezieller Einteilchenzustand im Ein-Teilchen Hilbert-RaumH(1). Betrachte
dazu einen vollsẗandig lokalisierten Zustand imH(1):

φx0(x) = δ(x− x0) =
∑
n

cnφn(x), {φn}= Basis desH(1)

cn =

∫
d3x φ∗n(x)φx0(x) =

∫
d3x φ∗n(x)δ(x− x0) = φ∗n(x0)

→ φx0(x) =
∑
n

φ∗n(x0)φn(x) (Vollständigkeitsrelation) (2.29)

Die Fock-Raum-Darstellung dieses Zustandes lautet∑
n

φ∗n(x0) |1n〉 =
∑
n

φ∗n(x0)a
†
n |0〉 = Ψ†(x0) |0n〉 (2.30)

Also: Ψ†(x0) erzeugtein Teilchen am Ortx0.
Ψ(x0) vernichtetein Teilchen am Ortx0.

• Kommutatorrelationen für Bosonen:

[
Ψ(x),Ψ†(x)

]
=

[∑
l

alψl(x),
∑
n

a†nψ
∗
n(y)

]
=
∑
l,n

ψl(x)ψ
∗
n(y) [al, a

†
m]︸ ︷︷ ︸

δln

=
∑
n

ψn(x)ψ
∗
n(y) = δ(x− y) (für Bosonen) (2.31)

[
Ψ(x),Ψ†(y)

]
= δ(x− y) (2.32)[

Ψ†(x),Ψ†(y)
]

= [Ψ(x),Ψ(y)] = 0 (2.33)

Für Fermionen gilt analog:

{al, a†m} = δlm = ala
†
m + ama

†
l

→
{
Ψ(x),Ψ†(y)

}
= δ(x− y) (2.34){

Ψ†(x),Ψ†(y)
}

= {Ψ(x),Ψ(y)} = 0 (2.35)

2.1.4 Zweite Quantisierung

Die Konstruktion der Feldoperatoren wie oben ist mathematischäquivalent zur nochmaligen
Quantisierung der Schrödinger-Wellenfunktion.
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Kanonische Quantisierung eines klassischen Teilchens:
Mit der Lagrange-FunktionL(x, ẋ) läßt sich der kanonisch konjugierte Impuls definieren:

p =
∂L

∂ẋ
(2.36)

Quantisiert wird, indemx und p zu Operatoren̂x und p̂ gemacht werden und man folgende
Kommutatorrelation fordert:

[x̂, p̂] = i~ (2.37)

Genauso kann man bei einem Feld vorgehen:
Für ein Schr̈odinger-Teilchen entspricht der Lagrange-Funktion die Lagrange-Dichte2

L(ψ, ψ∗, ψ̇, ψ̇∗) = i~(ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ)− ~2

2m
∇ψ∗∇ψ − ψ∗V ψ (2.38)

Die Feldgleichung f̈uhrt auf die komplex konjugierte Schrödinger-Gleichung:

∂t
∂L
∂ψ̇

= −∂i
∂L

∂(∂iψ)
+
∂L
∂ψ

(2.39)

→ ∂ti~ψ∗ = ∂2
i

~2

2m
ψ∗ − V ψ∗ (2.40)

Man definiert die kanonisch konjugierte Impulsdichte

π(x) =
∂L

∂ψ̇(x)
= i~ψ∗(x) (2.41)

und quantisiert nach dem folgenden Schema:

ψ(x), π(x) → Ψ(x),Π(x)

[Ψ(x),Π(y)] = i~δ(x− y) →
[
Ψ(x),Ψ†(y)

]
= δ(x− y) (2.42)

Man erḧalt also dieselben Kommutatorrelationen wie bei der Konstruktion des Feldoperators mit
Hilfe von Erzeugern und Vernichtern.

Die Methode der zweiten Quantisierung wird am häufigsten angewendet bei der Erstellung
einer Vielteilchentheorie für Felder. Sie hat allerdings den Nachteil, dass die explizite Konstruk-
tion des Fock-Raums und die Bedeutung der Feldoperatoren nicht so offensichtlich sind wie bei
der vorher beschriebenen Methode.

2.1.5 Zusammenfassung der Konstruktion einer Vielteilchentheorie

“Kochrezept” zur Konstruktion einer Vielteilchentheorie am Beispiel des Schrödingerfeldes:

2Es gibt auch andere Formen für die Lagrange-Dichte eines SchrödingerTeilchens. Die hier verwendete ist für
unsere Zwecke geeignet.
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(i) Wähle station̈are L̈osungenϕn(x) einer Einteilchentheorie mit〈ϕn|ϕm〉 = δnm. Das Ska-
larprodukt soll zeitunabḧangig sein, da sonst die Bedeutung der Moden und damit der
Vernichter und des Feldoperators zeitabhängig ẅare. Die Interpretation der Operatoren im
Schr̈odinger-Bild ẅare dann schwieriger.

i~∂tψ = Hψ, 〈ψ|ψ′〉 =

∫
d3x ψ∗ψ′

∂t 〈ψ|ψ′〉 =

∫ (
ψ̇∗ψ′ + ψ∗ψ̇′

)
d3x =

∫ {
i

~
(Hψ∗)ψ′ + ψ∗

−i
~
Hψ′)

}
d3x

=
i

~

∫
{ψ∗(Hψ′)− ψ∗(Hψ′)} = 0 (2.43)

Dabei wurden die hermitesch konjugierte Schrödingergleichung und die Hermitezität von
H bez̈uglich des Skalarproduktes benutzt.

(ii) Ersetze die allgemeine Lösung

ψ(x) =
∑
n

cnϕn(x) (2.44)

der Einteilchen-Bewegungsgleichungen durch den Feldoperator

Ψ(x) =
∑
n

anϕn(x) mit
[
an, a

†
m

]
= δnm (2.45)

(bzw.{an, a†m} = δnm für Fermionen).
Ψ†(x) erzeugt ein Teilchen am Ortx.

2.1.6 Quantisierung in Coulomb-Eichung

Die Lagrange-DichteL für das elektromagnetische Feld lautet

L ∝ E2 − c2B2 = (−∇φ− Ȧ)2 − c2(rotA)2 (2.46)

L entḧalt keine Ableitungen der FelderE und B und führt deshalb nur zu den Maxwell-
Gleichungen, wenn man es als Funktion der Potentiale betrachtet. Die Feldgleichungen in Coulomb-
Eichung (divA = 0) lauten

�A = µ0j −
1

c2
∇φ̇, ∆φ = − %

ε0
(2.47)

Die Gleichung f̈ur φ ist nicht dynamisch!
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Die entsprechenden Gleichungen im Vakuum lauten:

�A = − 1

c2
∇φ̇, ∆φ = 0 (2.48)

Randbedingungen:φ
r→∞−→ 0 =⇒ φ = 0 =⇒ �A = 0

Lösung:

A(x, t) = A(+)(x, t) + A(−)(x, t) (2.49)

=

∫
d3k

∑
σ=1,2

Akσ

Modenfunktion︷ ︸︸ ︷
εεσkNσk exp (−iωkt) exp (ikx)︸ ︷︷ ︸

A(+)(x, t)

+ c.c.︸︷︷︸
A(−)(x, t)

(2.50)

dabei sind:

• Akσ die Entwicklungskoeffizienten

• εεσk der Polarisationsvektor

• Nσk ein Normierungskoeffizient

• A(+)(x, t) der sog.
”
positive Frequenzanteil“ (∝ exp (−iωkt))

Wir wissen, daßeikx eine vollsẗandige Basis ist (wegen der Fouriertransformation). Daeikx

schon inA(+)(x, t) alleine vorkommt, reicht es, nurA(+)(x, t) zu betrachten. Da außerdem
A(x, t) reell ist, kann der entsprechende OperatorÂ nur ein hermitescher Operator sein, aber
[a, a†] = 1 bedeutet, daßa nicht hermitesch sein kann. Deshalb kann der volle OperatorÂ nicht
alleine aus Vernichtern aufgebaut werden. Auch das ist ein Grund,A(+)(x, t) stattA(x, t) zu
quantisieren.

Seien nunA(+)(x, t), A′(+)(x, t) Lösungen von�A = 0. Ein erhaltendes Skalarprodukt ist
dann gegeben durch

〈
A(+)(x, t)

∣∣∣A′(+)(x, t)
〉

= −iε0
}

∫
d3x { Ȧ

(+)∗︸ ︷︷ ︸
Ȧ

(−)

A′(+) −A(+)∗︸ ︷︷ ︸
A(−)

Ȧ′(+)
}

Der Vorfaktor stammt aus dimensionalenÜberlegungen:

[A] =
Js

Cm
=⇒ [〈A |A′ 〉] = 1
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Behauptung:

∂t〈A|A〉 = −iε0
}

∫
d3x

{
Ä
∗
A′ + Ȧ

∗
Ȧ′ − Ȧ

∗
Ȧ′ −A∗Ä′

}
!
= 0

verwende hierzu
1

c2
Ä−∆A = 0

=⇒ ∂t〈A|A〉 = −iε0
}
c2
∫

d3x {(∆A∗) A′ −A∗ (∆A′)}

= −iε0
}
c2
∫

d3x {A∗ (∆A′)− (∆A∗) A′}

= 0

wobei benutzt wurde, dass

∫ (
∇i∇iA

∗
j

)
A′

j = −
∫
∇iA

∗
j∇iA

′
j =

∫
A∗j∇i∇iA

′
j

Normierung der ebenen WellenNkσεεkσ exp (ikx− iωkt) = ϕkσ(x, t)

〈ϕkσ|ϕk′σ′〉
!
= δσσ′δ(k − k′)

= −iε0
}

∫
d3xNkσNk′σ′εε

∗
kσεεk′σ′{

e−ikxeiωkt (iωk) e
ik′xe−iωk′ t

−e−ikxeiωkt (−iωk′) eik
′xe−iωk′ t

}
mit
∫

d3x ei(k−k′)x = (2π)3δ(k − k′) folgt:

〈ϕkσ|ϕk′σ′〉 =
ε0
}

(2π)3 εε∗kσεεkσ′︸ ︷︷ ︸
δσ,σ′

δ(k − k′) NkσNkσ′ 2ωk

=
ε0
}

(2π)32ωk N
2
kσδσ,σ′δ(k − k′)

!
= δσ,σ′ δ(k − k′)

=⇒ Nkσ =

√
}

2(2π)3ε0ωk

für t = 0 folgt 3 also f̈ur A(x):

A(x) =

∫
d3k

∑
σ

Akσ

√
}

2(2π)3ε0ωk
εεkσ exp (ikx) + c.c. (2.51)

3Wir setzen hiert = 0 um den zeitunabḧangigen Operator für das Vektorpotential (in Coulomb-Eichung) im
Schr̈odinger-Bild herzuleiten. Man kann aucht 6= 0 betrachten und erhält einen zeitabḧangigen Operator, der das
Vektorpotential im Wechselwirkungs-Bild beschreibt.
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Quantisierung: Ersetze die AmplitudeAkσ durch Vernichterakσ mit

[
akσ, a

†
k′σ′

]
= δσ,σ′ δ(k − k′)

a†kσ erzeugt ein Photon ( = Lichtquant ) mit Impuls}k und Polarisationsvektorεεkσ .
Im Gegensatz zur klassischen Maxwell-Theorie sind in der QED Intensität und Energie eines
Lichtstrahls gequantelt.
Photonen sind Bosonen und haben Spin 1, jedoch nurzwei mögliche Werte f̈ur die magnetische
Quantenzahlm = +1,−1. Diese Werte entsprechen den links - bzw. rechtszirkular polarisierten
ebenen Wellen: die Polarisation ist also spinfreiheitsgradabhängig. m = 0 (⇒ longitudinal pola-
risierte Photonen⇔ εεkσ ‖ k ) ist verboten, wegen des Verschwindens der Masse der Photonen.
Mehr dazu in Abschnitt 14.5 von Ref. [8].

Den elektrischen und magnetischen Feldoperator kann man leicht aus dem Vektorpotential
herleiten:

Ê(x)
∣∣∣
t=0

= − ˙̂
A(x)

∣∣∣
t=0

= i

∫
d3k

∑
σ

akσ

√
}ωk

2(2π)3ε0
εεkσe

ikx + H.c. (2.52)

B̂(x) = rotÂ(x) = i

∫
d3k

∑
σ

akσ

√
}

2(2π)3ε0ωk
(k × εεkσ)e

ikx + H.c. (2.53)

Der Hamiltonian kann aus der klassischen Energiedichte gewonnen werden:

Ĥ =
ε0
2

∫
d3x

(
Ê

2
(x) + c2B̂

2
(x)
)

= . . .

=

∫
d3k

∑
σ

}ωk
2

{
a†kσakσ + akσa

†
kσ

}
=

∫
d3k

∑
σ

}ωk
{
a†kσakσ +

1

2

}
(2.54)

(⇔ Summe harmonischen Oszillatoren)

Die Bewegungsgleichung der Operatoren im Heisenberg-Bild lautet allgemein:

i}∂tÔ(t) =
[
Ô(t), Ĥ

]
(2.55)
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hieraus folgt

i}Ėi(x, t) =

[
Ei(x, t),

∫
d3k

∑
σ

}ωk
{
a†kσakσ +

1

2

}]

= i

∫
d3k′

∑
σ′

√
}ωk′

2(2π)3ε0[
ak′σ′ e

ik′x(εεk′σ′)i − a†k′σ′e
−ik′x(εε∗k′σ′)i,

∫
d3k

∑
σ

}ωk
{
a†kσakσ +

1

2

}]

= i

∫
d3k′

∑
σ′

∫
d3k

∑
σ

√
}ωk′

2(2π)3ε0
}ωk{

eik
′x(εεk′σ′)iδ(k − k′)δσσ′akσ − e−ik

′x(εε∗kσ′)ia
†
k′σ′(−δσσ′δ(k − k′))

}

=⇒ Ė =

∫
d3k

∑
σ

ω2
k

√
}

2(2π)3ε0ωk

(
akσe

ikxεεkσ + a†kσe
−ikxεε∗kσ

)
(2.56)

Berechne nun(rotB)i:

(rotB)i = i

∫
d3k

∑
σ

εijl
∂

∂xj
akσ(k × εεkσ)le

ikx

√
~

2(2π)3ε0ωk

− i

∫
d3k

∑
σ

εijl
∂

∂xj
a†kσ(k × εε∗kσ)le

−ikx

√
~

2(2π)3ε0ωk

rotB = −
∫

d3k
∑
σ

√
~

2(2π)3ε0ωk

(
k × (k × εεkσ)akσe

ikx + k × (k × εε∗kσ)a
†
kσe
−ikx

)
(2.57)

Mit k · εεkσ = 0 erḧalt man außerdem:

k × (k × εεkσ) = k(k · εεkσ)− εεkσk
2 = −εεkσk

2 (2.58)

Woraus dann folgt:

rotB =

∫
d3k

∑
σ

√
~

2(2π)3ε0ωk
k2{akσeikxεεkσ + a†kσe

−ikxεε∗kσ} (2.59)

⇒ rotB =
1

c2
Ė = µ0ε0Ė (2.60)

Dies ist eine der inhomogenen Maxwell-Gleichungen für j = 0 (andernfalls gilt ja rotB =
1
c2

Ė = µ0{j + ε0Ė}). Analog findet man

i~Ḃ = [B, H] = . . .
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⇒ Ḃ = −rotE (2.61)

Außerdem gilt wegenk · εεkσ = k · (k × εεkσ) = 0

div B = 0 (2.62)

und

div E = 0

(
=

%

ε0

)
(2.63)

⇒ Die Feldoperatoren erf̈ullen die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Die Bewegungsgleichungen lassen sich leicht lösen, wenn man die einzelnen Moden betrach-
tet:

i~ȧkσ = [akσ, H]

=

akσ,∫ d3k
′∑
σ
′

~ω′

k

(
a†
k′σ′

ak′σ′ +
1

2

)
=

∫
d3k

′∑
σ′

~ωk′δσσ′δ(k − k
′
)ak′σ′

= ~ωkakσ (2.64)

Die Lösung dieser Differentialgleichung lautet

akσ = e−iωktakσ(0)

akσ(0) ist dabei der Schrödinger-Operator f̈ur die entsprechende Mode. Die Lösung hat dieselbe
Struktur wie die entsprechende klassische Welle.

Bemerkungen zum Faktor1
2

im Hamiltonian:
Dieser Term ist eine Konstante und hat daher keinen Einfluß auf die Dynamik. Er repräsentiert
die Vakuumenergie und ist divergent. Er hängt jedoch von den Randbedingungen an die Moden
ab.
Beispiel:Zwei Spiegel im Abstand L (siehe Abbildung 2.1). Die Spiegel implizieren Randbedin-
gungen f̈ur das Maxwell-Feld. Die Folge davon ist, dass nur diskrete Wellenzahlen mitkn = 2π

L
n,

n ∈ N statt|k| ∈ R zugelassen sind. Entsprechend wird im Hamiltonian nurüber die diskreten
Wellenvektoren summiert, so dass sich die Vakuumenergieändert.
Subtrahiert man die freie Vakuumenergie von der zwischen den beiden Spiegeln, so erhält man
eine endliche Energie-Differenz, die vom Abstand L abhängt. Dies f̈uhrt zu einer anziehenden
Kraft (Casimir-Kraft) zwischen den Spiegeln. Casimir-Kräfte werden ausführlich in Ref. [7] be-
handelt.
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Abbildung 2.1: Skizze zu Casimir-Effekt

2.2 Kohärente Zustände

Kohärente Zusẗande sind die bei weitem wichtigsten in der Quantenoptik. Sie bilden eine quan-
tenmechanische Beschreibung klassischer Felder.

Betrachte eine Modea,
[
a, a†

]
= 1 des elektromagnetischen Feldes. Verschiedene Definitio-

nen des koḧaherenten Zustands|α〉:

• Eigenzustand vona: a |α〉 = α |α〉, α ∈ C

• Zustand minimaler Unschärfe (sieheÜbungen)

• “Verschiebung des Vakuums”

Was ista |α〉? Entwickle|α〉 nach Fock-Zusẗanden:

|α〉 =
∞∑
n=0

αn |n〉 =
∞∑
n=0

αn√
n!

(
a†
)n |0〉
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⇒ a |α〉 =
∞∑
n=0

αna |n〉 =
∞∑
n=1

αn
√
n |n− 1〉

Mit n′ = n− 1 ergibt sich damit:

a |α〉 =
∞∑
n′=0

αn′+1

√
n′ + 1 |n′〉 !

= α |α〉 = α
∞∑
n′=0

αn′ |n′〉

Daraus folgt die Relationαn+1 = α αn√
n+1

, wobeiα0 noch durch die Normierung festgelegt wird.
Aus

α1 = αα0

α2 =
α2

√
2!
α0

α3 =
α3

√
3!
α0 usw.

folgt

αn =
αn√
n!
α0 (2.65)

Damit ergibt sich nun:

|α〉 = α0

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = α0

∞∑
n=0

αn

n!

(
a†
)n |0〉 = α0 exp

(
αa†
)
|0〉

Unter Verwendung von〈n|m〉 = δnm und Gleichung (2.65) erhält man dann

〈α|α〉 = 1 = |α0|2
∞∑
n=0

(α∗)n√
n!
〈n|

∞∑
m=0

αm√
m!
|m〉 = |α0|2

∞∑
n=0

|α|2n

n!
= |α0|2 exp |α|2 !

= 1

woraus sich dann

α0 = exp

(
−|α|

2

2

)
(2.66)

ergibt. Insgesamt k̈onnen wir nun|α〉 darstellen als

|α〉 = exp

(
−|α|2

2

) ∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = exp

(
−|α|

2

2

)
exp(αa†) |0〉 (2.67)

|α〉 kann auch mit demVerschiebe-Operator

D(α) = exp (αa† − α∗a) (2.68)

konstruiert werden. Die Baker-Campbell-Hausdorf-Gleichung lautet:

e(A+B) = eAeBe−
1
2
[A,B]e−

1
6
[A,[A,B]] . . . (2.69)
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Mit A = αa† undB = −α∗a folgt nun

−1

2
[A,B] = −1

2
(−|α|2)[a†, a] = −|α|

2

2
∈ R

⇒ [A, [A,B]] = 0

Damit ergibt sich mit Gleichung (2.69) folgende Darstellung desVerschiebe-Operators:

D(α) = eαa
†
e−α

∗ae−
|α|2
2 (2.70)

Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften des Verschiebe-Operators:

• D(α) ist uniẗar:

D†(α) = eα
∗a−αa† = e−(αa†−α∗a) = D−1(α) = D(−α)

• Es gilt die Beziehung
|α〉 = D(α) |0〉 (2.71)

Aus Gleichung (2.71) wird ersichtlich, dass man das Vakuum als speziellen kohärenten
Zustand mitα = 0 auffassen kann.

In denÜbungen wurde gezeigt, dass4

E ∼ a+ a† (2.72)

B ∼ i(a† − a) (2.73)

Damit ergibt sich:

Ē = 〈α|E |α〉 = 〈α| a+ a† |α〉 = α+ α∗ = 2Reα (2.74)

B̄ = 〈α|B |α〉 = 〈α| i(a† − a) |α〉 = i(α∗ − α) = 2Imα (2.75)

(∆E)2 = 〈E2〉 − Ē2

= 〈α| a2 + aa† + a†a+ (a†)2 |α〉 − (α− α∗)2

= α2 + (α∗)2 + α∗α+ 〈α| aa† |α〉 − (α− α∗)2

= α2 + (α∗)2 + α∗α+ 〈α| a†a+
[
a, a†

]
|α〉 − (α− α∗)2

= α2 + (α∗)2 + α∗α+ 〈α| a†a+ 1 |α〉 − (α− α∗)2

= α2 + (α∗)2 + 2αα∗ + 1− α2 − (α∗)2 − 2αα∗

= 1 (2.76)

4Genaugenommen kommt es dabei auf die Wahl der Polarisation und der Phase an. Für eine einzelne Mode
gilt A ∝ a exp(ikx)εε + a† exp(−ikx)εε∗ und somitE = −Ȧ ∝ iωa exp(ikx)εε + (−iω)a† exp(−ikx)εε∗ sowie
B = rot A ∝ ia exp(ikx)k × εε + (−i)a† exp(−ikx)k × εε∗. Wählt man nun z.B. zirkular polarisiertes Licht
(εε ∝ ex + iey) und den Ortx = 0, so ergeben sich nachfolgenden Beziehungen für diey-Komponenten der Felder.
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⇒ ∆E ist unabḧangig vonα. Analoge Rechnung für ∆B:

(∆B)2 = · · · = 1 (2.77)

⇒ ∆E∆B = 1 (2.78)

Die allgemeine Heisenberg’sche Unschärferelation f̈ur zwei (beliebige) hermitesche Operatoren
lautet∆E∆B ≥ |〈[E,B]〉|/2. Hieraus kann man ersehen, dass kohärente Zusẗande minimale
Unscḧarfe haben.

⇒Man kann koḧarente Zusẗande durch eine Amplitudeα ∈ C und eine Unscḧarfe 1 charakteri-
sieren. Graphisch:

Abbildung 2.2: Veranschaulichung eines kohärenten Zustandes durch eine komplexe Amplitude
mit Unscḧarfe 1 (kleiner Kreis). Der gestrichelte Kreis beschreibt die (freie) Zeitentwicklung der
Amplitude.

Freie Zeitentwicklung koḧarenter Zusẗande:

|α(t)〉 = U(t) |α(0)〉 ∝ Ueαa
† |0〉 = Ueαa

†
U †U |0〉

U |0〉 = |0〉 ⇒ |α(t)〉 = Ueαa
†
U † |0〉

UeAU † = U(1 + A+
A2

2
+ . . . )U †

= UU † + UAU † +
1

2
UA(U †U)AU † + . . .

= 1 + UAU † +
1

2
(UAU †)2 + . . .

= exp(UAU+) (2.79)
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⇒ Ueαa
†
U † = eαUa

†U†
= exp(αe−iωta†) (2.80)

⇒ |α(t)〉 = |αe−iωt〉 (2.81)

Kohärente Zusẗande bleiben also kohärent, ihre Zeitentwicklung beschreibt einen Kreis um den
Ursprung der komplexen Ebene.

• Kohärente Zusẗande sindnicht diagonal:

〈α|β〉 = e
−|α|2

2 e
−|β|2

2 eα
∗β (2.82)

Herleitung:Über Entwicklung nach Fock-Zuständen oder̈uber Verschiebeoperator und
Baker-Hausdorfformel (Gleichung (2.69) auf Seite 34).

• Kohärente Zusẗande sind̈ubervollsẗandig:∫
d2α |α〉 〈α| = π1 (2.83)

Beweis: Entwicklung nach Fock-Zuständen, Integration̈uber Winkel.

2.3 Klassische und quantenmechanische Interferenz

Der Unterschied zwischen klassischer und quantenmechanischer Interferenz ist auf den ersten
Blick subtil, läßt sich aber mit koḧarenten Zusẗanden gut verstehen. Sei also|ψ〉 = |α〉 =
D(α) |0〉; D†(α) = D−1(α)

D(α) kann verwendet werden, um zu einem unitär äquivalenten
”
Bild“ überzugehen, bei

dem der Zustand|ψ̃〉 = D−1(α) |ψ〉 durch das Vakuum gegeben ist.
Operatoren-Trafo:

ˆ̃O = D†(α)ÔD(α) (2.84)

(⇐⇒ 〈ψ̃| ˆ̃O|ψ̃〉 = 〈ψ|Ô|ψ〉)

Ẽ(x) = D†(α)E(x)D(α)

=
∑
akσ 6=a

(akσ . . . e
ikx + H.c.) + i

√
~ωa

2(2π)3ε0
εae

ikxD†(α)aD(α) + H.c.

=

∫
dk
∑
σ

akσ . . .+ H.c.+ i
√
. . .εae

ikxD†aD + H.c.
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Was istD†(α)aD(α)?
Benutze das Theorem:

eABe−A =
∞∑
n=0

1

n!
kn k0 = B; kn+1 = [A, kn] (2.85)

=⇒ A = α∗a− αa†;B = a

=⇒ k0 = a; k1 =
[
α∗a− αa†, a

]
= α

=⇒ k2 = k3 = . . . = 0

=⇒ D†(α)aD(α) = a+ α

Ẽ(x) = EAlle anderen Moden+ (i
√
. . .εae

ikxa− i
√
. . .ε∗ae

−ikxa†)

+(iα
√
. . .εae

ikx − i
√
. . .ε∗aα

∗e−ikx)

=⇒ Ẽ(x) = E(x) + Eklassisch
a (x) (2.86)

Der Zustand|α〉 in Abwesenheiẗaußerer Felder ist unitär äquivalent zum Vakuum
mit demäußeren FeldEklass.

a (x) (undBklass.
a (x)).

Damit läßt sich der Unterschied zwischen der Interferenz von Photonen und klassischer Maxwell-
Felder verstehen:

• Klassische Interferenz:

E = E1 + E2, z.B.Ei ∝ eikix

I ∝ EE∗ = |E1|2 + |E2|2 + 2Re(E1E
∗
2)

2Re(E1E
∗
2) ∝ cos(x(k1 − k2))

• Quantenmechanische Beschreibung klassischer Interferenz:

|ψ〉 = |α1, α2〉
= D1(α1)D2(α2) |0〉

D1(α1) = eα1a
†
1−α∗1a1

D2(a2) analog

Das ProduktD1D2 erzeugt die Summe klassischer Felder:

D†2D
†
1ÊD1D2 = D†2(Ê + E1)D2 = Ê + E1 + E2
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Transformiere mittelsD†2D
†
1 von |ψ〉 auf den Vakuumzustand:

I ∝ 〈ψ|E(−)E(+)|ψ〉 = 〈0|(Ê
(−)

+ E∗1 + E∗2)(Ê
(+)

+ E1 + E2)|0〉
= |E1 + E2|2

⇐⇒ klassisches Interferenzbild

Im Gegensatz zu klassischen Feldern kann man in der Quantenmechanik auch kohärente
Zusẗandeüberlagern:

|ψ〉 = |α1〉+ |α2〉 = (D1(α1) +D2(α2)) |0〉

Interferenzmuster dieses Zustandes:

I ∝ 〈ψ|Ê
(−)

Ê
(+)
|ψ〉

= 〈0|(D†1 +D†2)Ê
(−)

Ê
(+)

(D1 +D2)|0〉
= 〈0|(D†1E(−)E(+)D1 +D†1E

(−)E(+)D2 +D†2E
(−)E(+)D1 +D†2E

(−)E(+)D2)|0〉
= |E1|2 + |E2|2 + 〈0|(D†1E(−)E(+)D2 +D†2E

(−)E(+)D1)|0〉
= |E1|2 + |E2|2 + 〈α1|E(−)E(+)|α2〉+ 〈α2|E(−)E(+)|α1〉

=⇒ I ∝ |E1|2 + |E2|2 + E∗1E2 〈α1|α2〉+ E∗2E1 〈α2|α1〉

〈α1|α2〉 = e−
|α1|

2

2 e−
|α2|

2

2 eα
∗
1α2

=⇒ | 〈α1|α2〉 |2 = . . . = e−|α1−α2|2

=⇒ Für |α1 − α2| � 1 ist die Quanteninterferenz stark unterdrückt. F̈ur ein klassisches Feld
mit großer Anzahl von Photonen|α|2 � 1 spielt sie daher keine Rolle. Der Zustand|α1〉+ |α2〉
wird auch Schr̈odinger cat state genannt, da er einer Superposition makroskopischer Zustände
entspricht (f̈ur |αi|2 � 1).

2.4 Bemerkungen zum Problem der Quantisierung in ande-
ren Eichungen

Die Tatsache, daß nur̂A und nichtφ quantisiert wurde, ḧangt mit der Coulomb-Eichung zusam-
men.
Grund:�A = 0 ∆φ = 0
=⇒ φ ist nicht dynamisch, sein konjugierter Impuls verschwindet.
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Das sieht man gut an der Lagrange-Funktion:

L =
1

2

∫
(E2 − c2B2)d3x

=
1

2

∫
[(−∇φ− Ȧ)2 − c2(rotA)2]d3x

=
1

2

∫
[(∇φ)2 + 2φdivȦ + Ȧ

2 − c2(rotA2)]d3x

=

∫
Ld3x

Coulomb-Eichung:

divA = 0 =⇒ ∂L
∂φ̇

= 0

Lorentz-Eichung:

divA +
1

c2
φ̇ = 0 =⇒ L =

1

2

∫
[(∇φ)2 − 2φφ̈

1

c2
+ Ȧ

2 − c2(rotA2)]d3x

Betrachtet man jetzt die WirkungS =
∫
Ldt, so kann man den Term∝ φ̈ partiell integrieren

und erḧalt damit eine neue Lagrange-DichteL′ ∝ φ̇2. Damit wird∂L′/∂φ̇ 6= 0 und der skalare
kanonische Impuls verschwindet nicht.

=⇒ In der Lorentz-Eichung erḧalt man daher nicht nur zwei zirkular polarisierte Photo-
nen, sondern auch ein skalares(⇐⇒ φ) und ein longitudinal polarisiertes(⇐⇒ divA 6= 0).
Die beiden letzteren sind unphysikalisch und müssen durch geeignete Nebenbedingungen an die

Zusẗande entfernt werden:(divÂ +
˙̂
φ/c2) |ψ〉 !

= 0) für die physikalischen Zustände|ψ〉.
Eine einheitliche Vorschrift zur Quantisierung von Systemen mit Nebenbedingungen wurde

von Dirac entwickelt, ist aber schwierig (Siehe z.B. Kapitel 1 in Ref. [9])



Kapitel 3

Quantenmechanik der Atome: ein kurzer
Überblick

3.1 Das Wasserstoffatom, Pariẗat

Hamilton-Operator f̈ur ein Proton, ein Elektron (V Coulombpotential):

H =
p2
p

2Mp

+
p2
e

2me

+ V (|xp − xe|) (3.1)

Mit R = 1
Mp+me

(Mpxp + mexe) Schwerpunktkoordinate,r = xe − xp Relativkoordinate,

M = Mp +me, 1
µ

= 1
Mp

+ 1
me

ergibt sich:

H =
P 2

2M
+

p2

2µ
+ V (|r|) (3.2)

In der Atomphysik spielt die Relativbewegung die zentrale Rolle, in der Atomoptik die
Schwerpunktbewegung.

Führespḧarische Koordinatenfür die Relativbewegung ein:

=⇒ p2

2µ
= − ~2

2µ
·

(
1

r
∂rr∂r −

L̂
2

r2

)
(3.3)

Dabei istp = −i~∇ undL̂ der Bahndrehimpulsoperator. Es gilt[L̂, |r|] = 0. Eigenfunktionen
von H sind auch Eigenfunktionen von L:

ψ = Ylm(θ, φ)fl(r)

L̂2Ylm = ~2l(l + 1)Ylm
(3.4)

Der Radialanteilfl(r) der Wellenfunktion erf̈ullt dann

Efl =

(
− ~2

2µ

1

r
∂rr∂r +

~2

2µ

l(l + 1)

r2
+ V (r)

)
fl (3.5)
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Lösung: fnl ∼ rl exp
(
− r
na0

)
· Laguerre-Polynome,a0 = Bohr-Radius≈ 0, 5 Å.

=⇒ Ψnlm = fnlYlm(θ, φ) ⇐⇒ |nlm〉 (elektronischerZustand) (3.6)

Hierbei bezeichnetn die Hauptquantenzahl,l die Drehimpulsquantenzahl undmdie magnetische
Quantenzahl. Zus̈atzlich:Spins des Elektrons,s = ±1

2
, |ψ〉 = |nlms〉 .

Parität:

r −→ −r

|r| −→ |r|
Ylm(θ, φ) −→ Ylm(π − θ, φ+ π) = (−1)lYlm(θ, φ)

(3.7)

=⇒ Pariẗat von|nlms〉 ist (−1)l.
Die Pariẗat ist wichtig f̈ur die Auswahlregeln der Dipolstrahlung.

3.2 Feinstruktur und Spin

Allgemein von großer praktischer Relevanz ist die Wechselwirkung mit einem Magnetfeld:

H = −µ ·B (3.8)

Dabei istµ das magnetische Dipolmoment des Atoms. Ein klassisches Teilchen mit Drehimpuls
L (z.B. auf Kreisbahn) und Ladung q hat das magn. Moment

µ =
q

2M
L. (3.9)

Das Elektron liefert den Bahnbeitrag:

µe = − e

2me

L̂ (3.10)

Für das Proton ergibt sich wegenMp � me:

µp = +
e

2Mp

L̂ � µe (3.11)

Spin des Elektrons:1

− e

2me

2S = − ~e
2me

σ. (3.12)

Die Feinstruktur entsteht dadurch, dass im Ruhesystem des Elektrons der Kern um das Elektron
rotiert und dabei ein Magnetfeld erzeugt.

1Der Faktor 2, der im Unterschied zum Bahndrehimpuls auftritt, wird gyromagnetischer Faktorg genannt. Aus
der Dirac-Gleichung, die ein relativistisches Elektron beschreibt, folgtg = 2. Auf Grund der Vakuumfluktuationen
des elektromagnetischen Feldes ergeben sich aber kleine Abweichungen von diesem Wert (g ≈ 2, 002).
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Kernsystem: elektrisches FeldE = −∇VCoul, B = 0 (der Kern erzeugt kein Magnetfeld, da
er ruht).

Lorentztransformation ins Ruhesystem des Elektrons2:

B′ = v ×E

= −v ×∇VCoul

= − 1

M
p×∇VCoul

(3.13)

Dabei istv die Geschwindigkeit.

VCoul = VCoul(|r|) =⇒ ∇VCoul = er∂rVcoul = r
1

r
∂rVCoul

=⇒ B′ = − 1

M

(
1

r
∂rVCoul

)
p× r =

1

M

(
1

r
∂rVCoul

)
L(e−)

(3.14)

Es existiert also eine Kopplung zwischen Spin und Bahndrehimpuls des Elektrons:

HSB = −µeσB′

= µeσ ·L
(

1

r
∂rVCoul

)
(3.15)

Eine exakte Berechnung der Matrixelemente〈n′l′m′s′|HSB|nlms〉 inklusive relativistischer
Korrekturen ergibt:

∆EFS = −1

2
mec

2(αZ)4 1

h3

(
1

j + 1
2

− 3

4n

)
∆EFS/~ ≈ 100GHz

(3.16)

Hierbei bezeichnetj = l ± 1
2

den Gesamtdrehimpuls des Elektrons.
Ohne relativistische Korrekturen würde∆EFS von l und s statt von j = l + s abhängen.

3.3 Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinstruktur hat zwei Ursachen:

1. Wechselwirkung zwischen dem Drehimpuls des Elektrons und dem Kernspin

2. QED Korrekturen (Vakuumfluktuationen)

2Eigentlich bewegt sich das Elektron auf einer nicht-inertialen Kreisbahn und man muß anders vorgehen. Das
Ergebnis stimmt aber bis auf einen Faktor 1/2 (Thomas-Faktor) mit dem korrekten Resultatüberein und der hier
beschriebene Weg enthält die wesentliche Physik.
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Zu 1.: Ein magnetisches Dipolmoment erzeugt ein Magnetfeld, mit dem andere magnetische
Dipole wechselwirken. Beim H-Atom erzeugt der Gesamtdrehimpulsj = s + l des Elektrons
ein Magnetfeld am Kern, mit dem der Kernspin wechselwirkt.

Hyperfeinspin:
F = Sk + j (3.17)

Es muß hierbei angemerkt werden, dass die Addition vonSk und j zum Hyperfeinspinnicht
äquivalentzu der Addition von GesamtspinSG = Sk+Se und elektronischem Bahndrehimpuls
L zuF ist. Dies geschieht, obwohl die Operatoren eigentlich exakt die gleichen sind. Der Grund
liegt darin, dass man bei der Addition von Drehimpulsen immer eine bestimmte Basis assoziiert,
die den Gesamtdrehimpuls diagonalisiert. Diese Basis ist verschieden je nachdem, welche der
beiden ZerlegungenF = Sk + j beziehungsweiseF = SG + L man verwendet. Siehe dazu
Anhang 12.2



Kapitel 4

Die Wechselwirkung von Atomen und
Licht

4.1 Die minimale Kopplung

Die klassischen Maxwell-Gleichungen sind eichinvariant,

A → A′ = A +∇χ , φ→ φ′ = φ− ∂tχ . (4.1)

Die Invarianz gilt auch in Anwesenheit von Ladungen% und Str̈omenj. Diese Eigenschaft sollte
auch in der Quantenmechanik erhalten bleiben.

4.1.1 Herleitung der minimalen Kopplung

Die Bewegungsgleichung klassischer geladener Teilchen

mẍ = qE + qẋ×B Elektrische + Lorentz-Kraft

kann aus der Lagrange-Funktion

L =
1

2
mẋ2 + qẋA(x, t)− qφ(x, t) (4.2)

wie folgt abgeleitet werden: Derkanonisch konjugierte Impulsp ist definiert als

pi :=
∂L

∂ẋi
⇒ pi = mẋi + qAi(x, t) (4.3)

In Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes ist der kanonisch konjugierte Impuls also ver-
schieden vomkinetischen ImpulsΠ = mẋ. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

d

dt
pi =

∂L

∂xi
(4.4)
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Gleichungen (4.2) und (4.3) einsetzen:

∂L

∂xi
= −q∂iφ+ qẋk∂iAk

d

dt
pi = mẍi + q

∂

∂t
Ai (x(t), t) + q

∂

∂xk
Ai (x(t), t) ẋk

=⇒ mẍi = −q∂iφ− q∂tAi + qẋk(∂iAk − ∂kAi) (4.5)

verwenden−∂iφ− ∂tAi = Ei (gilt per definitionem)

=⇒ mẍi = qEi + qẋk(∂iAk − ∂kAi) (4.6)

nun ist aberBj = (rotA)j = εjmn∂mAn

=⇒ εikjBj = εikjεjmn∂mAn

= εjikεjmn∂mAn

= (δimδkn − δinδkm)∂mAn

= ∂iAk − ∂kAi (4.7)

=⇒ mẍi = qEi + qẋkεikjBj

= qEi + q(ẋ×B)i qed.

Mit Hilfe der Lagrange-Funktion kann man den Hamilton-Operator und die Form der Schrödin-
ger-Gleichung herleiten: In der klassischen Mechanik lautet die Hamilton-Funktion

H = piẋi − L

Sie soll mit Hilfe vonẋ = 1
m

(p− qA) als Funktion vonp undx ausgedr̈uckt werden=⇒

H = pi
1

m
(pi − qAi)−

1

2
m

1

m2
(p− qA)2 − q

1

m
(p− qA)A + qφ

H =
1

2m
(p− qA)2 + qφ

Um zur Quantenmechanik̈uberzugehen verwendet man die kanonische Quantisierung:

x → x̂ ; p → p̂ ; [x̂i, p̂j] = δij

In der Ortsdarstellung gilt:
x → x̂ ; p → −i~∇

und somit

Ĥ =
1

2m
(−i~∇− qA(x̂, t))2 + qφ(x̂, t) , i~∂tψ(x, t) = Ĥψ(x, t) (4.8)

Dies ist die Schr̈odinger-Gleichung f̈ur nichtrelativistische Teilchen in einem elektromagneti-
schen Feld. Die Form(p− qA) wird minimale Kopplunggenannt.
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4.1.2 Eichinvarianz der minimalen Kopplung

Wendet man die Transformation (4.1) auf den Hamiltonian (4.8) an so stellt man fest, dass die
Schr̈odinger-Gleichung nicht invariant ist:

Ĥ ′ =
1

2m
(−i~∇− qA(x̂, t)− q∇χ)2 + qφ(x̂, t)− q

∂χ

∂t
ψ

i~∂tψ(x, t) 6= Ĥψ(x, t)

Um die Invarianz wiederherzustellen, muß auch die Wellenfunktion unitär transformiert werden:

ψ′ = ψ exp(iqχ/~) (4.9)

Daraus folgt

i~∂tψ′ = eiqχ/~
{
i~
∂ψ

∂t
− q

∂χ

∂t
ψ

}
= eiqχ/~

{
Ĥψ − q

∂χ

∂t
ψ

}
= eiqχ/~

{
1

2m
(−i~∇− qA)2 + qφ

}
ψ − q

∂χ

∂t
ψ′

=

{
1

2m
(−i~∇− qA− q∇χ)2 + qφ

}(
eiqχ/~ψ

)
− q

∂χ

∂t
ψ′

= Ĥ ′ψ′ (4.10)

Die minimale Kopplung spielt in der Hochenergiephysik eine zentrale Rolle. Von der Grund-
struktur her haben alle Fundamentalkräfte außer der Gravitation (also elektromagnetische, starke
und schwache Wechselwirkung) diese Form. Beim elektromagnetischen Feld ist die Eichinvari-
anz auf die einfachste Art realisiert. Man nennt Sie auch U(1) Eichtheorie, da die Transformation
des Zustands (4.9) einer Multiplikation mit einerUnitären1×1 Matrix (= komplexe Zahl mit Be-
trag eins) entspricht.

Bei anderen Wechselwirkungen treten mehrere Felder auf. Beispiel: bei der sogenannten
Speziellunitären SU(2) Eichtheorie der (elektro-) schwachen Wechselwirkung werden die Zustände
gem̈aß (

ψ′e
ψ′νe

)
= exp(iσ · χ)

(
ψe
ψνe

)
(4.11)

transformiert. Hierbei istψe die Wellenfunktion des Elektrons,ψνe die des Elektron-Neutrinos
undσ die Pauli-Matrizen. Das Wortspeziellbedeutet, dass die Matrixexp(iσ · χ) die Determi-
nante 1 hat. Das Eichpotential in dieser Theorie wird alsA = A(i)σi geschrieben und besteht
daher aus drei VektorfeldernA(i). Die entsprechen grob gesagt den W±-Bosonen und dem Z-
Boson, die die schwache Wechselwirkung vermitteln.1

1Eigentlich sind die schwache und die elektromagnetische Theorie ineinander verwoben und werden zusammen
durch eine U(1)×SU(2) Eichtheorie beschrieben. Die U(1) ist dabei die der Hyperladung und nicht die, die die
elektromagnetischen Felder allein beschreibt.
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4.2 Die Power-Zienau-Woolley-Transformation

Obwohl sie f̈ur die Beschreibung der Fundamentalkräfte wichtig ist, hat die minimale Kopplung
einige Nachteile, wenn man die Wechselwirkung von Atomen und Licht beschreiben will:

• Bei elektrisch neutralen, aus Elektronen, Neutronen und Protonen zusammengesetzten
Atomen ist eine Kopplung an die Ladung der Teilchen etwas umständlich. Bequemer ẅare
es, die Kopplung̈uber die Multipolmomente der Atome zu beschreiben.

• In der minimalen Kopplung treten die Eichpotentiale statt der physikalischen Felder auf.
Das ist zwar kein prinzipielles Problem, aber eine Kopplung an das elektrische und das
magnetische Feld ẅare — unabḧangig von der geẅahlten Eichbedingung — manifest ei-
chinvariant.

• In der Coulomb-Eichung kann das skalare Potentialφ durch das unretardierte Coulomb-
Potential ersetzt werden, da letzteres eine Lösung der Poisson-Gleichung ist, dieφ erfüllt.
Das Coulomb-Potential ist aber unretardiert und gaukelt uns eine instantane langreichwei-
tige Wechselwirkung zwischen den Atomen vor.

Die Power-Zienau-Woolley-Transformation (Refs. [27] und [28], siehe auch [29] und [30])
ist eine uniẗare Transformation, die die minimale Kopplung in eineäquivalente Form̈uberf̈uhrt,
die die obigen Probleme beseitigt.

4.2.1 Das Grundprinzip der Transformation

Zur Herleitung der Dipolkopplung2 kann man von der Feststellung ausgehen, dass sich die Euler-
Lagrange-Gleichungen nichtändern, wenn man zur Lagrange-Funktion eine totale Zeitableitung
addiert:

L′(x, ẋ, t) = L(x, ẋ, t) +
d

dt
F (x, t) =⇒ d

dt

∂L′

∂ẋ
− ∂L′

∂x
=

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x

Der Einfachkeit halber betrachten wir konstante FelderE undB (der Beweis geht auch allge-
mein).

E = E0; B = B0 ⇐⇒ φ = −xE0

A = −1

2
(x×B0)

2Besser ẅare der Ausdruckmultipolare Kopplung, da die Power-Zienau-Woolley-Transformation die minima-
le eigentlich in eine Kopplung̈uberf̈uhrt, die an alle Multipolmomente angreift. In der Praxis wird jedoch meist
nur das Dipolmoment berücksichtigt. Bei dem einfachen Beispiel in diesem Unterabschnitt tritt ebenfalls nur das
Dipolmoment auf.
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Wählt manF = −qxA so folgt

d

dt
F = −qẋA +

q

2
(x× ẋ)B0 (4.12)

L′ =
1

2
mẋ2 + qẋA + qxE0︸ ︷︷ ︸

L

−qẋA +
q

2
(x× ẋ)B0 (4.13)

=
1

2
mẋ2 + qxE0 +

q

2m
LB0 mit L = (x×mẋ) (4.14)

Setzt man d := qx elektrisches Dipolmoment des Teilchens
µ := q

2m
L magnetisches Moment des Teilchens

so findet man f̈ur die neue

Lagrange-Funktion

L′ =
1

2
mẋ2 + dE0 + µB0

Vorteil: Jetzt gilt f̈ur den kanonisch konjugierten Impulsp = mẋ. Ausserdem ist die Kopplung
manifest eichinvariant und besser geeignet für elektrisch neutrale Teilchen.

4.2.2 Die vollsẗandige Transformation

Wir betrachten eine Verteilung von Punktteilchen mit Ladungqα am Ortxα, deren Ladungsdichte
durch

%(x) =
∑
α

qαδ(x− xα) (4.15)

gegeben ist. Da wir insbesondere am Verhalten eines aus nicht ionisierten Atomen bestehenden
Gases interessiert sind nehmen wir an, dass die Gesamtladung Null ist,

∑
α qα = 0. Die Po-

larisation der makroskopischen Elektrodynamik erfüllt die Gleichung divP = −〈%geb〉 (Siehe
Abschnitt 1.5). F̈ur den vorliegenden Fall ist eine Lösung dieser Gleichung gegeben durch

P (x) =
∑
α

∫ 1

0

du qα(xα −R)δ(x−R− u(xα −R)) (4.16)

Beweis:

∂iP i(x) =
∑
α

∫ 1

0

du qα(xα −R)i∂iδ(x−R− u(xα −R))

=
∑
α

∫ 1

0

du qα(xα −R)iδ
′(xi −Ri − u(xα −R)i)×

δ(xj −Rj − u(xα −R)j)δ(xk −Rk − u(xα −R)k) , (4.17)

wobei über i summiert wird und(i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2). δ′ ist die Ableitung der
δ-Distribution. Nun gilt

(xα −R)iδ
′(xi −Ri − u(xα −R)i) = −∂uδ(xi −Ri − u(xα −R)i) (4.18)



50 Die Wechselwirkung von Atomen und Licht

und somit

∂iP i(x) = −
∑
α

∫ 1

0

du qα∂uδ(x−R− u(xα −R))

= −
∑
α

qα {δ(x− xα)− δ(x−R)}

= Qδ(x−R)−
∑
α

qαδ(x− xα) (4.19)

Die GesamtladungQ verschwindet f̈ur neutrale Atome und der zweite Term entspricht gerade
der Ladungsverteilung q.e.d.

Um alle Konsequenzen der Power-Zienau-Woolley-Transformation verstehen zu können, muß
man mehrere Atome/Moleküle im Gas ber̈ucksichtigen. Wir stellen uns also eine Ladungsver-
teilung vor, bei der die Ladungsträger zu elektrisch neutralen Atomen gruppiert sind. Dasmte
Atom hat die Kern-KoordinateRm und die Teilchen-Koordinaten (Elektronen + Kern)xαm.

Der vollsẗandige Hamiltonian dieses Systems in der minimalen Kopplung ist gegeben durch

H =
∑
m

∑
αm

1

2Mαm

(
pαm

− qαmA(xαm)
)2

+
ε0

2

∫
d3x

(
(E⊥)2 + c2B2

)
+∑

m<m′

VCoul(m,m
′) +

∑
m

VCoul(m) (4.20)

E⊥ ist dabei der Operator des transversalen elektrischen Feldes, den wir bisher (in Abwesenheit
von Ladungen) einfach alsE bezeichnet haben. Das gesamte elektrische Feld in Anwesenheit
von Ladungen nimmt die FormE = E⊥ − ∇VCoul(x) an. Die Coulomb-Wechselwirkung der
Teilchen innerhalb eines Atoms ist gegeben durch

VCoul(m) =
∑

αm<βm

qαmqβm

4πε0|xαm − xβm|
(4.21)



4.2 Die Power-Zienau-Woolley-Transformation 51

während die inter-atomare Coulomb-Wechselwirkung die Form

VCoul(m,m
′) =

∑
αm,βm′

qαmqβm′

4πε0|xαm − xβm′ |
(4.22)

annimmt.
Um die uniẗare Transformation zwischen minimaler und multipolarer Kopplung zu konstru-

ieren, setzen wir die Gesamtpolarisation aus derjenigen der einzelnen Atome zusammen,

P (x) =
∑
m

Pm(x) (4.23)

Pm(x) =
∑
αm

∫ 1

0

du qαm(xαm −Rm) δ(x−Rm − u(xαm −Rm)) . (4.24)

Die Power-Zienau-Woolley-Transformationist dann gegeben durch

U = exp

(
i

~

∫
d3x P (x) ·A(x)

)
(4.25)

Berechnung der Transformation

Unsere Aufgabe besteht nun darin, das Verhalten des Hamiltonians und der anderen Operatoren
unter dieser Transformation zu untersuchen. DaU eine Funktion vonxαm undA(x) ist, ist es
offensichtlich, dass wegen[Ai(x),Aj(x

′)] = [Ai(x),Bj(x
′)] = 0 das Vektorpotential, das ma-

gnetische Feld sowie die Teilchen-Koordinaten und die Polarisation sich trivial transformieren:

Ã = U †AU = A (4.26)

B̃ = B (4.27)

x̃αm = xαm (4.28)

P̃ = P (4.29)

Alle anderen Felder lassen sich mit Hilfe des Theoremsexp(−iS)E exp(iS) = E−i[S,E]+ · · ·
leicht berechnen. F̈ur das elektrische Feld folgt

Ẽ
⊥
i (x) = E⊥i (x)− i

~

∫
d3x′ P j(x

′)[Aj(x
′),E⊥i (x)] (4.30)

= E⊥i (x)− i

~

∫
d3x′ P j(x

′)
−i~
ε0

δ⊥ij(x− x′) . (4.31)

Erinnert man sich daran, dass der transversale (quellenfreie) Anteil eines VektorfeldesP durch
(TP )i(x) =

∫
d3x′ P j(x

′)δ⊥ij(x− x′) gewonnen werden kann, so folgt

Ẽ
⊥
(x) = E⊥(x)− 1

ε0

P⊥(x) . (4.32)
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Diese Gleichung haẗuberraschende Konsequenzen. Schreibt man sie nämlich in der Form

ε0E
⊥(x) = ε0Ẽ

⊥
(x) + P̃

⊥
(x) = D̃

⊥
(4.33)

so sieht man, dass deralte Operatorε0E
⊥ des elektrischen Feldesim neuen Bilddie Rolle der

dielektrischen VerschiebungsdichtẽD
⊥

übernimmt. Oder anders ausgedrückt: benutzt man die
minimale Kopplung, so wird das elektrische Feld durchE⊥ und die dielektrische Verschiebungs-
dichte durchε0E

⊥+P⊥ beschrieben. Benutzt man die Dipolkopplung, so ist das elektrische Feld

durchẼ
⊥

und die dielektrische Verschiebungsdichte durchε0Ẽ
⊥

+ P̃
⊥

= ε0E
⊥ gegeben. We-

gen der einfachen Form des OperatorsE⊥ verwendet man auch bei der multipolaren Kopplung
diesen Operator an Stelle des eigentlichen Feldes. Man beschreibt die Wechselwirkung alsoüber
die dielektrische Verschiebungsdichte.

Es bleibt, die Transformation der Teilchenimpulse zu berechnen. In derselben Weise wie
beim elektrischen Feld findet man

p̃αm
= pαm

− i[S,pαm
] + · · ·

= pαm
+ ~∇αmS . (4.34)

Die Berechnung des Gradienten werden wir weiter unten behandeln. Insgesamt ergibt sich damit
für den transformierten Hamiltonian

H̃ =
∑
m

∑
αm

1

2Mαm

(
pαm

+ ~∇αmS − qαmA(xαm)
)2

+
ε0

2

∫
d3x

(
1

ε2
0

(D̃
⊥ − P⊥)2 + c2B2

)
+∑

m<m′

VCoul(m,m
′) +

∑
m

VCoul(m) (4.35)

Berechnung der Polarisations-Integrale

Dieser Ausdruck l̈aßt sich noch erheblich vereinfachen. Formen wir zunächst die zweite Zeile
um:

1

2ε0

∫
d3x (D̃

⊥ − P⊥)2 =
1

2ε0

∫
d3x

(
(D̃
⊥
)2 − 2D̃

⊥ · P⊥ + (P⊥)2
)

(4.36)

=
1

2ε0

∫
d3x

(
(D̃
⊥
)2 − 2D̃

⊥ · P⊥ + (P − P ‖)2
)

wobeiP ‖ der longitudinale Anteil des Vektorfeldes ist (d.h. die Fourier-Transformierte des Fel-
des ist parallel zum Wellenvektor und nicht transversal dazu). Man kann nun die folgendene
Relation verwenden, ∫

d3x R⊥(x) · S(x) =

∫
d3x R⊥(x) · S⊥(x) . (4.37)
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Zum Beweis zeigt man zuerst, dass der Transversalisierungs-Operator idempotent ist. Per Defi-
nition gilt

(T 2R)i(x) =

∫
d3x′δ⊥ij(x− x′)

∫
d3x′′δ⊥jk(x

′ − x′′)Rk(x
′′) (4.38)

Mit ∫
d3x′δ⊥ij(x− x′)δ⊥jk(x

′ − x′′) =

∫
d3x′

∫
d3k

(2π)3

d3k′

(2π)3
eik·(x−x′)eik

′·(x′−x′′) ×(
δij −

kikj

k2

)(
δjk −

k′jk
′
k

(k′)2

)
=

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′′)

(
δij −

kikj

k2

)(
δjk −

kjkk

k2

)
= δ⊥ik(x− x′′) (4.39)

ergibt sich

(T 2R)i(x) =

∫
d3x′′δ⊥ik(x− x′′)Rk(x

′′)

= (TR)i(x) (4.40)

Ausserdem istT hermitesch bez̈uglich des Standard-Skalarprodukts:∫
d3x R(x) · (TS)(x) =

∫
d3x Ri(x)

∫
d3x′δ⊥ij(x− x′)Sj(x

′)

=

∫
d3x′(TR)(x′) · S(x′) (4.41)

Die Behauptung (4.37) folgt dann aus∫
d3x R⊥(x) · S(x) =

∫
d3x (TR)(x) · S(x)

=

∫
d3x (T 2R)(x) · S(x)

=

∫
d3x (TR)(x) · (TS)(x)

=

∫
d3x R⊥(x) · S⊥(x) . (4.42)

Die Relation (4.37) hilft uns dabei, das Integralüber die Polarisation umzuformen:

1

2ε0

∫
d3x

(
P 2 − 2P · P ‖ + (P ‖)2

)
=

1

2ε0

∫
d3x

(
P 2 − 2(P ‖)2 + (P ‖)2

)
=

1

2ε0

∫
d3x

(
P 2 − (P ‖)2

)
(4.43)
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Das Integralüber den longitudinalen Anteil kann exakt berechnet werden. Da die Quelle für
diesen Term die Ladungsverteilung ist, divP = divP ‖ = −%, kann man erwarten, dass er etwas
mit dem Coulomb-Potential zu tun hat. Formen wir dieses zunächst um:

VCoul(x) =
1

4πε0

∫
d3x′

%(x′)

|x− x′|

=
−1

4πε0

∫
d3x′

divP ‖(x′)

|x− x′|

=
1

4πε0

∫
d3x′ P

‖
i (x

′)∂′i
1

|x− x′|
(4.44)

Für den Gradienten des Coulomb-Potentials, der ja das negative longitudinale elektrische Feld
ist, ergibt sich

∂jVCoul(x) =
1

4πε0

∫
d3x′ P

‖
i (x

′)∂j∂
′
i

1

|x− x′|

=
−1

4πε0

∫
d3x′ P

‖
i (x

′)∂j∂i
1

|x− x′|
(4.45)

Um die doppelte Ableitung im Integranden zu berechnen, verwendet man am besten die
Fourier-Transformation: ∫

d3x
e−ik·x

|x|
=

4π

k2 (4.46)

Zum Beweis geht man zu Kugelkoordinatenüber und ẅahlt die z-Achse in Richtung vonk. Man
findet dann3 ∫

d3x
e−ik·x

|x|
=

∫ ∞
0

r2dr d cosϑ dϕ
e−ikr cosϑ

r

= 2π

∫ ∞
0

rdr
1

−ikr
(e−ikr − eikr)

=
2πi

k

{
πδ(k)− i

P
k
−
(
πδ(k) + i

P
k

)}
=

4π

k2 (4.47)

3Die Unterdr̈uckung des HauptwertesP in der letzten Zeile hat folgenden Hintergrund: Wie jede Distribution ist
auchP/k nur als Integrand zusammen mit einer Testfunktion (unendlich oft differenzierbar, endliche Norm, keine
Pole) definiert. Nun taucht in der vorletzten Zeile aber noch ein zusätzlicher Faktor1/k auf, der keine Testfunktion
ist. Das Ergebnis ist also höchstens dann noch sauber definiert, wenn man es mit einer Testfunktion multipliziert,
die linear mitk gegen Null geht. Es ist in der theoretischen Physik jedochüblich, diese Gleichung einfach unsauber
(ohne Angabe von Testfunktionen) weiter zu verwenden. Der Hauptwert macht dann keinen Sinn mehr, da er bei
einer Singulariẗat der Form1/k2 nicht mehr zur Aufhebung der divergierenden Terme führt. Man l̈asst ihn daher
einfach weg.
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Damit folgt für die doppelte Ableitung

∂j∂i
1

|x− x′|
= ∂j∂i

∫
d3k

(2π)3

4πeik·(x−x′)

k2

= −4π

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′)kikj

k2

= −4π
(
δijδ(x− x′)− δ⊥ij(x− x′)

)
(4.48)

und somit

∂jVCoul(x) =
−1

4πε0

∫
d3x′ P

‖
i (x

′)(−4π)
(
δijδ(x− x′)− δ⊥ij(x− x′)

)
=

1

ε0

P
‖
j(x) (4.49)

Das longitudinale elektrische Feld ist also vollständig durch den Polarisationsanteil gegeben.
Dieser Zusammenhang führt zu

− 1

2ε0

∫
d3x (P ‖)2 = −ε0

2

∫
d3x (∇VCoul)

2

=
ε0

2

∫
d3x VCoul∆VCoul

= −1

2

∫
d3x VCoul% , (4.50)

wobei die letzte Zeile daraus folgt, dass das Coulomb-Potential die Poisson-Gleichung erfüllt.
Setzt man Gleichung (4.15) für die Ladungsdichte ein, so findet man

− 1

2ε0

∫
d3x (P ‖)2 = −1

2

∑
m,αm

∑
m′,α′

m′

qαmqα′m′

4πε0|xαm − xα′
m′ |

(4.51)

In diesem Ausdruck muß man die Terme für gleiche Teilchen weglassen, da sie divergieren. Der
Rest ist symmetrisch unter Vertauschen der ungestrichenen und der gestrichenen Indizes, so dass

− 1

2ε0

∫
d3x (P ‖)2 = −

∑
m<m′

∑
αm,α′m′

qαmqα′m′

4πε0|xαm − xα′
m′ |

−
∑
m

∑
αm<α′m

qαmqα′m
4πε0|xαm − xα′m|

= −
∑
m<m′

V (m,m′)−
∑
m

V (m) (4.52)

Das Integral̈uber den longitudinalen Anteil der Polarisation hebt also genau die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Atomen auf. Dies ist der Grund, warum es in Gl. (4.36) sinnvoll
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war, die transversale Polarisation in die vollständige und die longitudinale Polarisation zu zerle-
gen. Das verbleibende Integralüber die volle Polarisation zerlegen wir in die Einzelbeiträge der
Atome: ∫

d3x P 2 =
∑
m,m′

∫
d3x PmPm′ (4.53)

Aus Gl. (4.24) kann man ersehen, dass die Polarisation desmten Atoms stark auf den Bereich
des Atoms lokalisiert ist. Da im Gaszustand der Abstand zwischen den Atomen sehr viel größer
als ihre Ausdehnung ist, kann man die Terme mitm 6= m′ vernachl̈assigen und erḧalt

1

2ε0

∫
d3x P 2 ≈ 1

2ε0

∑
m

∫
d3x P 2

m

=
1

2ε0

∑
m

∫
d3x

(
(P⊥m)2 + (P ‖m)2

)
=

1

2ε0

∑
m

∫
d3x (P⊥m)2 +

∑
m

V (m) (4.54)

Hamiltonian und multipolare Entwicklung

Setzt man alle Umformungen in den transformierten Hamiltonian (4.35) ein, so gelangt man zu

H̃ =
∑
m

Hm +Hrad +Hint (4.55)

Hm =
∑
αm

p2
αm

2Mαm

+ V (m) +
1

2ε0

∫
d3x (P⊥m)2 (4.56)

Hrad =
1

2ε0

∫
d3x (D⊥)2 +

1

2µ0

∫
d3x B2 (4.57)

Hint = − 1

ε0

∫
d3x D⊥ · P

+
∑
m,αm

1

2Mαm

(
nαm · pαm

+ pαm
· nαm + (nαm)2

)
(4.58)

mit

(nαm)i := ~(∇αm)iS − qαmAi(xαm) (4.59)

= ~(∇αm)i

∫ 1

0

du qαm(xαm −Rm) ·A(Rm + u(xαm −Rm))− qαmAi(xαm)

=

∫ 1

0

du qαm

(
Ai(Rm + u(xαm −Rm))

+(xαm −Rm)ju∂iAj(Rm + u(xαm −Rm))
)
− qαmAi(xαm)
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Der Vektornαm kann in eine explizit potential-unabhängige Form gebracht werden, wenn man
die mittels partieller Integration beweisbare Gleichung∫ 1

0

du u∂uA(Rm + u(xαm −Rm)) = A(xαm)−
∫ 1

0

du A(Rm + u(xαm −Rm)) (4.60)

verwendet. Mit der Abk̈urzungrαm := xαm −Rm folgt

(nαm)i :=

∫ 1

0

du qαm (Ai(Rm + urαm) + (rαm)ju∂iAj(Rm + urαm))

−
∫ 1

0

du qαm (u∂uAi(Rm + urαm) + Ai(Rm + urαm))

=

∫ 1

0

du qαm ((rαm)ju∂iAj(Rm + urαm)− u(rαm)j∂jAi(Rm + urαm))

=

∫ 1

0

du qαmu(rαm)j (∂iAj(Rm + urαm)− ∂jAi(Rm + urαm)) (4.61)

und somit wegen∂iAj − ∂jAi = εijkBk

nαm = qαm

∫ 1

0

u du (xαm −Rm)×B(Rm + u(xαm −Rm)) (4.62)

Damit sind wir bei der endg̈ultigen Form des multipolaren Hamiltonians angelangt. Es sollte
noch einmal betont werden, dass abgesehen von der Annahme, dass die vollen Polarisationen
zweier Molek̈ule einen geringen̈Uberlapp haben, keine N̈aherungen in die Herleitung einge-
gangen sind. Man kann also genauso gut diesen Hamiltonian wie auch die minimale Kopplung
verwenden. Die wichtigsten Eigenschaften des Hamiltonians (4.55) sind

• explizite Eichinvarianz, da nur noch das elektrische und das magnetische Feld auftreten,

• das Coulomb-Potential zwischen verschiedenen Atomen ist verschwunden. Die Wechsel-
wirkung zwischen den Atomen wird nun ausschließlichüber die retardierten dynamischen

FelderD̃
⊥

undB vermittelt.

4.3 Dipolnäherung und Dipolkopplung

Da die typische L̈angenskalar von Atomen der Bohrsche Radius (≈ 0.5 × 10−10 m) ist, die
Wellenl̈angeλ = 2π/k des Lichts aber im Bereich von einigen 100 nm liegt, kann man den
multipolaren Wechselwirkungs-Hamiltonian schon nach wenigen Gliedern abbrechen. Die Be-
gründung baut darauf auf, dass in diesem Fall die Multipolmomentelter Ordnung proportional
zu (kr)l sind undkr � 1 gilt, siehe Gl. (1.15). Man kann sich daher auf die niedrigsten Terme
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beschr̈anken und erḧalt für die Polarisation

P (x) =
∑
m

Pm(x)

=
∑
m

∑
αm

qαm(xαm −Rm)

∫ 1

0

du δ(x−Rm − u(xαm −Rm))

≈
∑
m

∑
αm

qαm(xαm −Rm)

∫ 1

0

du δ(x−Rm) +O(|xαm −Rm)|2)

=
∑
m

δ(x−Rm)
∑
αm

qαm(xαm −Rm)

=
∑
m

δ(x−Rm)dm , (4.63)

wobeidm das Dipolmoment desmten Molek̈uls ist. Analog findet man für den zweiten Kopp-
lungsterm

nαm ≈ qαm

∫ 1

0

u du (xαm −Rm)×B(Rm) +O(|xαm −Rm)|2) (4.64)

und somit

nαm · pαm
+ pαm

· nαm + (nαm)2 ≈ 2qαmpαm
·
∫ 1

0

u du (xαm −Rm)×B(Rm)

= −qαmLαm ·B(Rm) (4.65)

In dieserDipol-Näherungerhalten wir als Hamiltonian die sogenannteDipolkopplung

H̃int = − 1

ε0

∑
m

dm · D̃
⊥
(Rm)−

∑
m

µm ·B(Rm) (4.66)

wobei µm =
∑

αm
qαmLαm/(2Mαm) das mit dem Bahndrehimpuls verbundene magnetische

Dipolmoment ist. Dass der Spin-Anteil hier nicht auftritt liegt allein daran, dass wir ihn bei der
Behandlung nicht mit einbezogen haben.

Es muß betont werden, dass nur die vollständige multipolare Wechselwirkung und die mini-
male Kopplung uniẗar äquivalent sind. Sobald man Näherungen einführt, führen die unterschied-
lichen Kopplungen zu leicht unterschiedlichen Ergebnissen. Wir werden ein Beispiel dafür im
nächsten Kapitel sehen. In der Quantenoptik führt dabei in der Regel die Dipolkopplung zu den
etwas besseren Resultaten.

4.4 Auswahlregeln f̈ur Atome

Eine der wichtigsten Fragen in der Atomphysik und Quantenoptik ist, welche Niveaus durch das
elektromagnetische Feld gekoppelt werden. Um dies zu untersuchen, betrachten wir ein einzelnes



4.4 Auswahlregeln für Atome 59

Atom, dessen Kern am Ursprung des Koordinatensystems ruht (Rm = 0, die Schwerpunktbewe-
gung ist f̈ur die Auswahlregeln in sehr guter Näherung unerheblich). Da alle anderen Teilchen
Elektronen sind, reduziert sich das elektrische Dipolmoment auf

dm =
∑
αm

qαm(xαm −Rm)

= −e
∑
αm

xαm

=: −er (4.67)

r ist die Summe der Elektronenkoordinaten relativ zum Kern. Im Folgenden werden wir den
Indexm unterdr̈ucken, da wir nur noch ein einzelnes Molekül betrachten,dm → d, αm → α
usw., wobei die Summe nur nochüber die Elektronen laufen soll und eventuelle Kernbeiträge
explizit addiert werden.

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass die atomaren Zustände in guter N̈aherung Eigenzustände
des Gesamtdrehimpulses

F = sK +
∑
α

(Lα + sα) (4.68)

sind, |ψ〉 = |F,mF , · · · 〉. Da die Wechselwirkung̈uber das Dipolmoment vermittelt wird, sind
die Übergangsamplituden zwischen|F,mF 〉 und|F ′,m′F 〉 proportional zu

dF,mF ;F ′,m′
F

:= 〈F,mF | − er|F ′,m′F 〉 . (4.69)

Die Berechnung dieser Matrixelemente läßt sich erstaunlich elegant und einfach bewerkstelligen,
wenn man das Konzept derVektor-Operatoren(i.a. Tensor-Operatoren) verwendet.

Ein Vektor-OperatorR bez̈uglich eines DrehimpulsesL ist definiert als ein Operator, der die
folgenden Kommutator-Relationen erfüllt:

[L+, R+] = 0

[L−, R−] = 0

[L+, R−] = 2~Rz

[L−, R+] = −2~Rz

[Lz, R±] = ±~R±
[L±, Rz] = ∓~R± (4.70)

Hierbei istL± = Lx ± iLy undR± = Rx ± iRy. Äquivalent dazu sind die Relationen

[La, Rb] = i~εabcRc . (4.71)

Ein Beispiel f̈ur einen Vektoroperator ist der Ortsoperator eines Schrödinger-Teilchens, wenn
L der Bahndrehimpuls ist. Es ist jedoch auch einfach zu zeigen, dass das Dipolmomentd ein
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Vektor-Operator ist:

[F a,db] = [(sK)a +
∑
α

(Lα + sα)a,−e
∑
β

(xβ)b]

= −e
∑
α,β

[(Lα)a, (xβ)b]

= −e
∑
α,β

δαβi~εabc(xβ)c

= −ie~εabc
∑
α

(xα)c

= i~εabcdc (4.72)

Die Matrixelemente eines Vektoroperators bezüglich der Drehimpuls-Eigenzustände lassen
sich weitgehend algebraisch berechnen.

± ~〈F,mF |d±|F ′,m′F 〉 = 〈F,mF |[F z,d±]|F ′,m′F 〉
= 〈F,mF |F zd± − d±F z|F ′,m′F 〉
= ~(mF −m′F )〈F,mF |d±|F ′,m′F 〉 (4.73)

woraus folgt, dass〈F,mF |d±|F ′,m′F 〉 nur dann ungleich null ist, wenn∆m := mF −m′F = ±1
ist. Dadz mit F z kommutiert zeigt man analog

0 = 〈F,mF |[F z,dz]|F ′,m′F 〉
= ~(mF −m′F )〈F,mF |dz|F ′,m′F 〉 (4.74)

Insgesamt erhalten wir dieAuswahlregeln f̈ur die magnetische Quantenzahl

〈F,mF |dz|F ′,m′F 〉 6= 0 ist nur m̈oglich für mF = m′F (4.75)

〈F,mF |d+|F ′,m′F 〉 6= 0 ist nur m̈oglich für mF = m′F + 1 (4.76)

〈F,mF |d−|F ′,m′F 〉 6= 0 ist nur m̈oglich für mF = m′F − 1 (4.77)

Weitergehende Aussagenüber die Matrixelemente vond erlaubt das

Wigner-Eckart-Theorem(hier nur f̈ur Vektoroperatoren): Die
”
spḧarischen“ Matrixelemente

{d1,d0,d−1} := {−d+/
√

2,dz,d−/
√

2} eines Vektoroperators sind gegeben durch

〈F,mF |dq|F ′,m′F 〉 = 〈F ′,m′F ; 1, q|F,mF , (1, F
′)〉D(F, F ′)√

2F + 1
. (4.78)

Hierbei wirdD(F, F ′) als reduzierte Matrixelement bezeichnet.

Dieses ausgesprochen wichtige Theorem besagt, dass die Matrixelemente von Vektoroperato-
ren (und Tensoroperatoren im Allgemeinen) proportional zu Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind
(Siehe Einschub 12.2).
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Zum Beweis des Theorems schreiben wir die Kommutator-Relationen (4.70) in der Form

[F z,dq] = q~dq , [F±,dq] = ~
√

2− q(q ± 1)dq±1 . (4.79)

Hieraus folgt

〈F,mF |[F±,d−q]|F ′,m′F 〉 = ~
√

2 + q(−q ± 1)〈F,mF |d−q±1|F ′,m′F 〉 (4.80)

= 〈F,mF |F±|F,mF ∓ 1〉 〈F,mF ∓ 1|d−q|F ′,m′F 〉 −
〈F,mF |d−q|F ′,m′F ± 1〉 〈F ′,m′F ± 1|F±|F ′,m′F 〉 .

Setzt manDm′
F ,mF ,q := 〈F,mF |d−(q+1)|F ′,m′F 〉 und verwendet man die Werte (12.6) für die

Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren, so folgt

Dm′
F±1,mF ,q

√
F ′(F ′ + 1)− (m′F + 1)(m′F + 1± 1) = (4.81)

Dm′
F ,mF∓1,q

√
F (F + 1)− (mF + 1)(mF + 1∓ 1) +

Dm′
F ,mF ,q∓1

√
2− (q + 1)(q + 1∓ 1)

Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat dieselben Koeffizienten wie das entsprechende
Gleichungssystem Gl. (12.12) für die Clebsch-Gordan-Koeffizienten, wenn man die Ersetzungen
(j,mj) → (F ′,m′F ), (l,ml) → (F,mF ) und (s,ms) → (1, q) macht. Die KoeffizientenD und
C müssen daher proportional zueinander sein, was das Theorem beweist (der Faktor1/

√
2F + 1

ist Konvention).
Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt eine anschauliche Interpretation. Die Dipolkopplung

vermittelt die Absorbtion oder Emission eines Photons, dessen Spin Eins ist. Bei der Absorbtion
oder Emission muß der Gesamtdrehimpuls erhalten bleiben, daher müssen bei dem Prozess die
Drehimpulse wie im Abschnitt 12.2 besprochen addiert werden.

Das Wigner-Eckart-Theorem läßt nur noch die Frage offen, wie derm-unabḧangige Vorfak-
tor D(F, F ′) aussieht. Prinzipiell erḧalt man ihn, wenn man einen bestimmtenÜbergangm,m′

betrachtet und ihn für diese Zusẗande berechnet. Das ist jedoch sehr schwierig und erfordert er-
heblichen numerischen Aufwand, so dass man zumeist entweder die experimentell gemessenen
Werte einsetzt oder sich mit der folgenden Abschätzung behilft. Der Operator des Dipolmoments
ist definiert als Elektronen-Ladung mal Elektronen-Relativkoordinate im Atom. Man kann daher
davon ausgehen, dass die Dipolmatrixelemente von der Größenordnungea0 sind, wobeia0 der
Bohrsche Radius ist und grob den mittleren Abstand der Elektronen vom Kern beschreibt. Diese
Daumenregel erlaubt für viele F̈alle eine vern̈unftige Abscḧatzung.

Eine weitere wichtige Frage ist die physikalische Bedeutung der sphärischen Komponen-
ten dq des Dipolmoments. Betrachten wir dazu eine laufende klassische Laserwelle entlang
der Quantisierungsachse (= z-Achse),E(+)(x) = exp(ikz)εε exp(−iωt), die einenÜbergang
zwischen dem Grundzustand|Jg,mg〉 und dem angeregten Zustand|Je,me〉 treiben soll. Das
Übergangsmatrixelement ist dann gegeben durch

I = − exp(ikz) exp(−iωt)〈Je,me|d · εε|Jg,mg〉 (4.82)
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Ist der Laserstrahl links/rechtszirkular polarisiert, so giltεε± = (ex ± iey)/
√

2 und somit

d · εε± =
1√
2
(dx ± idy)

= ∓d±1 . (4.83)

Linkszirkular polarisiertes Licht eines entlang der Quantisierungsachse laufenden Laserstrahls
koppelt also and1 und erfordert daherme = mg + 1. Genauso kann man zeigen, dassεε = ez
eine Kopplung and0 und damitme = mg nach sich zieht. Ein entsprechender Laserstrahl muß
senkrecht zur Quantisierungsachse propagieren, da sein Wellenvektor senkrecht aufez stehen
muß.4

Es muß noch einmal betont werden, dass zirkular polarisiertes Licht nur dannme = mg ± 1
erfordert, wenn der Laserstrahl entlang der Quantisierungsachse propagiert. In alle anderen Rich-
tungen kann ein solcher Strahl an alle Komponentendq koppeln. Zum Beispiel hat ein linkszir-
kular polarisierter Strahl entlang der x-Achse die Polarisationεε = (−ez + iey)/

√
2 und koppelt

wegend · εε = −d0/
√

2 − (d1 + d−1)/2 an alle drei Komponenten. Entsprechend gilt dann
me = mg + i, i = −1, 0, 1.

Zum Abschluß dieses Abschnittes sollen noch einmal die allgemeinen Auswahlregeln zusam-
mengefasst werden, die man aus den Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ableiten
kann:
∆m = 0,±1
∆J = 0,±1
Für J ′ = J ist derÜbergangm = 0 → m′ = 0 verboten.

4Diese Aussage ist eigentlich zu stark. Da echte Laserstrahlen immer fokussiert sind, tragen zu ihnen auch
Wellenvektoren bei, die nicht exakt parallel zur Ausbreitungsachse liegen. Ein echter Laser hat daher immer auch
einen kleinen longitudinal polarisierten Anteil, der aber meistens vernachlässigt werden kann.



Kapitel 5

Das 2-Niveau Modell f̈ur Atome

Beleuchtet man Atome im Grundzustand mit der EnergieEg mit einem Laserstrahl, dessen Pho-
tonen die Energie~ω haben, so k̈onnen diese die Energie des Photons absorbieren und in einen
angeregten Zustand mitE ′ = Eg + ~ω übergehen. Wegen der Energieerhaltung muß für den
angeregten Zustand|e〉 E ′ ≈ Ee gelten. In dieser Situation können alle anderen Niveaus ver-
nachl̈assigt werden. Das Atom erscheint dann als neutrales Teilchen mit nur 2 inneren Freiheits-

|e′〉

|e〉

~ω
|g〉

Abbildung 5.1: Absorbtion eines Photons durch ein Atom

graden|g〉 und |e〉; esähnelt damit z. B. einem einzelnen Neutron mit Spin1
2
. Modelle mit 2-

Niveaus tauchen in der Quantenmechanik häufig auf, z. B.

• Spin 1
2

Teilchen

• Photonen mit Polarisation

• die Bandkanten von Valenz- und Leitungsband
V

L

• Atome und Molek̈ule

• Ionen

• Josephson-Effekt in Supraleitern

• 2 Interferrometer
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• Qbits

Der Inhalt dieses Kapitels kann mathematisch auch auf diese anderen Modelle angewendet
werden.

Zwei-Niveau-Modelle erlauben eine bessere Veranschaulichung komplizierter Vorgänge. Trotz
ihrer einfachen Form liefern sie oft auch quantitativ gute Ergebnisse.

5.1 Herleitung des 2-Niveau Systems

Beispiel: H-Atom Die Eigenzusẗande (ohne Spin) haben die Form|nlm〉. In Abwesenheit ei-
nes Magnetfeldes sind diese bezüglich m entartet. Benutzt man nun Laserlicht der Frequenz

1S

2P

2S

Abbildung 5.2: Skizze der Wasserstoff-Energieniveaus

ω ≈ (E2P − E1S)/~ so k̈onnen alle Multipletts außer1S und 2P vernachl̈assigt werden. Wir
erhalten ein System mit vier Zuständen. Systeme aus zwei Multipletts werden manchmal bereits
als 2-Niveau Systeme bezeichnet (wegen der 2 Energieniveaus). Bei Hyperfeinspin-Entartung
können dabei recht viele Zustände beteiligt sein. Um ein echtes 2-Niveau System (mit zwei

}
}

|e, F ′,mF ′〉; F ′ = 0, 1, 2, 3

F = 2
F = 1 |g, F,mf〉

Abbildung 5.3: Feinstrukturaufspaltung imRb87. Auch wenn man Licht verwendet, dass reso-
nant mit zwei Energieniveaus (z.B.F = 1 → F ′ = 2) ist, sind im Allgemeinen sehr viele
Zusẗande an dem̈Ubergang beteiligt.

Zusẗandenstatt zwei Energieniveaus) zu realisieren, muß man Laser mit geeigneter Polarisation
benutzen und auf die spontane Emission (die auch den Auswahlregeln folgt) achten.
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Beispiele f̈ur Zwei-Niveau Systeme

1. Beispiel:

Jg = 0

Je = 1
Absorbtion und Emissionσ+

Pumpt man mit zirkular polarisiertem Licht, so kommen nur die beiden Niveaus rechts für
Überg̈ange in Frage. Man erhält so ein effektives 2-Niveau System.

2. Beispiel:

Jg = 1
2

Je = 3
2

Absorbtion und Emissionσ+π

Mechanismus:

• |mg = 1
2
〉 ist nur an|me = 3

2
〉 gekoppelt und bildet ein 2-Niveau System

• |mg = −1
2
〉 ist an |me = 1

2
〉 gekoppelt. Dieser zerfällt spontan in|mg = −1

2
〉 und

|mg = 1
2
〉. Bei jeder spontanen Emission wird daher Population auf das echte 2-Ni-

veau System|mg = 1
2
〉, |me = 3

2
〉 übertragen.

• Nach vielen spontanen Emissionen sind praktisch alle Atome in diesem 2-Niveau
System.

5.1.1 Darstellung von Operatoren

Ab jetzt betrachten wir nur noch ein 2-Niveau System mit den Zuständen|g〉, |e〉. Die Operatoren
in diesem System werden gewonnen durch:

Ô =
∞∑
n=0

|n〉 〈n| Ô
∞∑
m=0

|m〉 〈m| ≈
∑

n,m=e,g

|n〉Onm 〈m|

mit: Onm = 〈n|Ô|m〉 =

(
Oee Oeg

Oge Ogg

)
Die wichtigsten Operatoren sind:

Einsoperator 1 =

(
1

1

)

Hamiltonian H0 =

(
Ee

Eg

)
da|e〉, |g〉 Eigenzusẗande vonH0 sind

Orts-/Dipoloperator der Elektronen x ∝ d = −ex mit den Matrixelementen

〈e|d|g〉 := deg = d∗ge

〈e|d|e〉 = 〈g|d|g〉 = 0
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Das Verschwinden der Diagonalelemente folgt dabei daraus, dass|e〉 und|g〉Eigenzusẗande
des Pariẗatsoperators sind undd die Pariẗat−1 hat. Es gilt also

d = deg ·
(

0 1
0 0

)
+ d∗eg ·

(
0 0
1 0

)
=

(
0 deg

d∗eg 0

)
= −e

(
0 xeg

x∗eg 0

)
(5.1)

wobeixeg das Matrixelement der Relativkoordinate der Elektronen ist.

Impulsoperator der Elektronen Zunächst wie beim Ortsoperator〈g|p|g〉 = 0 und〈e|p|e〉 = 0.
Es sind also nur noch die Außerdiagonalelemente zu bestimmen. Dazu verwendet man
einen Trick, n̈amlich:

[x, H0] =
i~
me

p (5.2)

Dies folgt ausH0 =
∑

α
1

2me
p2
α +

∑
α,β V (α, β) undp =

∑
α pα, x =

∑
α xα. Denn es

gilt

[xα, H0] =
∑
α′

1

2me

[xα,p
2
α′ ]

=
i~
me

pα

Also gilt

〈e|p|g〉 =
me

i~
〈e|[x, H0]|g〉

=
ime

~
(Ee − Eg) 〈e|x|g〉

Womit also die Matrixdarstellung des elektronischen Impulses

p =
meω0

e

(
0 −ideg
id∗eg 0

)
(5.3)

ω0 =
Ee − Eg

~
(5.4)

lautet.

5.1.2 Kopplung eines 2-Niveau-Atoms an ein elektromagnetisches Feld

Betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit dem positiven Frequenzanteil des Vektorpo-
tentials in der Form

A(+)(t,R = 0) = A0e
−iωLt R: Schwerpunkt des Atoms (5.5)
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Der Wechselwirkungs-Hamiltonian lautet in Dipol-Kopplung (E = −Ȧ)

Hint = −d ·E
= −d(E(+) + E(−))

= −iωL(deg |e〉 〈g|+ d∗eg |g〉 〈e|) (A0e
−iωLt −A∗0e

iωLt) (5.6)

Zum Vergleich die minimale Kopplung:

H ′int =
e

me

p ·A = −iω0(deg |e〉 〈g| − d∗eg |g〉 〈e|)(A0e
−iωLt + A∗0e

iωLt) (5.7)

Abgesehen von Vorzeichen, die sich durch Phasenfaktoren an den Basiszuständen und durch Ver-
schieben der Schwerpunktskoordinate wegtransformieren lassen, liegt der Hauptunterschied in
den VorfaktorenωL bzw.ω0. Der Grund f̈ur diesen Unterschied ist, daß man nur einen Teil des in
seiner G̈anze uniẗar invarianten Hamiltonian betrachtet. In Abbildung 5.4 ist die unitäre Transfor-
mation als Drehung im Hilbertraum dargestellt. Anschaulich bedeutet das: Die unitäre Power-

|g〉

|Rest〉

|e〉

|g〉

|g′〉

|e〉
|e′〉

|Rest′〉

Abbildung 5.4: Uniẗare Transformation|ψ′〉 = U |ψ〉

Zieman-Woolley-Transformation “dreht” die Zustände im Hilbertraum. Die 2-Niveau-N̈aherung
ist aber eine Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum. Je nachdem, ob man diese Pro-
jektion vor (|e〉 und |g〉) oder nach (|e′〉 und |g′〉) der Power-Zieman-Woolley-Transformation
durchf̈uhrt, erḧalt man ein unterschiedliches Ergebnis, da man ja unterschiedliche zweidimen-
sionale Unterr̈aume betrachtet.
In der Praxis ist dieser Unterschied aber unwichtig, da lediglich der Fallω0 ≈ ωL interessant ist.
1 Im Folgenden verwenden wir die−d ·E-Kopplung. Definiere dieRabi-Frequenz

Ω :=
1

~
deg ·E0 =

1

~
deg ·A0ωL (5.8)

mit E0 := A0ωL, und als Abk̈urzung f̈ur eine weniger wichtige Größe:

Ω̃ =
1

~
degE

∗
0 (5.9)

1ω0 ≈ ωL ist eine Voraussetzung für das Zwei-Niveau-Modell.
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Damit ist

Hint = −i~ |e〉 〈g| (Ωe−iωLt − Ω̃eiωLt) + i~ |g〉 〈e| (Ω∗eiωLt − Ω̃∗e−iωLt) (5.10)

Der ungesẗorte Hamiltonian ist:

H0 =

(
Ee 0
0 Eg

)
=

1

2
(Ee + Eg)1 +

1

2
(Ee − Eg)σz (5.11)

Durch Wahl vonEg (der Energienullpunkt kann beliebig gewählt werden) kann manH0 in ver-
schiedener Weise darstellen:

Ee + Eg = 0 ⇒ H0 =
~ω0

2
σz, ω0 =

Ee − Eg
~

(5.12)

Eg = 0 ⇒ H0 = (Ee − Eg)

(
1 0
0 0

)
= ~ω0

(
1 0
0 0

)
(5.13)

Im Folgenden wird von derRotating-Wave-ApproximationGebrauch gemacht. Diese wird häufig
benutzt, sie funktioniert sehr gut und vereinfacht die Rechnungen erheblich. Dazu geht man
zun̈achst ins Wechselwirkungsbild. Dabei wird die zeitliche Entwicklung aufgrund vonH0 auf
die Wellenfunktionübertragen:

|ψ〉 = e−iH0t/~ |ψ̃〉 = U |ψ̃〉 (5.14)

Die transformierte Schrödinger-Gleichung lauteti~ |˜̇ψ〉 = H̃ |ψ̃〉 und der Hamiltonian wird um-
geformt gem̈aß

H̃ = −i~U †U̇ + U †(H0 +Hint)U = U †HintU

= −i~ |e〉 〈g| (Ωe−i(ωL−ω0)t − Ω̃ei(ωL+ω0)t) + H.c.
(5.15)

Derei(ωL+ω0)t-Term oszilliert sehr schnell und ist im zeitlichen Mittel daher ungefähr Null. Man
erḧalt damit folgende einfache Form für den Hamiltonian im Wechselwirkungs-Bild

H̃WW (t) = −i~e−i∆ tΩ |e〉 〈g|+ i~Ω∗ei∆ t |g〉 〈e| (5.16)

Es wurde dabei noch der Ausdruck für die Laser-Verstimmung∆ = ωL − ω0 benutzt.
Wenn man ins Schrödingerbild zur̈uckkehrt, ergibt sich:

H =
~ω0

2
σz + ~

(
0 −iΩe−iωLt

iΩ∗eiωLt 0

)
(5.17)

Durch eine uniẗare Transformation läßt sich erreichen, daßH nur noch vom Betrag vonΩ
abḧangt. Diese verziert|e〉mit einer Phaseeiϕ, wobei−iΩ = |Ω|eiϕ.

U : |e〉 → eiϕ |e〉

U =

(
eiϕ 0
0 1

)
(5.18)

Damit wird der Hamiltonian maximal vereinfacht:

U †HU =
~ω0

2
σz + ~

(
0 |Ω|e−iωLt

|Ω|eiωLt 0

)
(5.19)
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5.2 Rabi-Oszillationen und Landau-Zener-̈Ubergänge

Als nächstes Problem sei die Zeitentwicklung eines Zustandes mit HamiltonianH wie im vor-
hergehenden Abschnitt betrachtet.

i~∂t
(
ψe
ψg

)
= ~

(
ω0

2
−iΩe−iωLt

iΩ∗eiωLt −ω0

2

)(
ψe
ψg

)
(5.20)

Ohne den zeitabḧangigen FaktoreiωLt wäre diese Gleichung recht einfach lösbar. Man kann ihn
durch eine uniẗare Transformation entfernen:

U = e−i
ωL
2
σzt =

(
e−i

ωL
2
t 0

0 ei
ωL
2
t

) (
ψe
ψg

)
= U

(
ψ̃e
ψ̃g

)
(5.21)

Die transformierte Bewegungsgleichung ist:

i~∂t

(
ψ̃e
ψ̃g

)
=

(
−i~U †U̇ + U †HU

)(ψ̃e
ψ̃g

)

=
{
− ~ωL

2
σz +

~ω0

2
σz + ~

(
0 −iΩ
iΩ∗ 0

)}(ψ̃e
ψ̃g

)
(5.22)

Also ergibt sich f̈ur H̃:

H̃ = ~
(
−∆

2
−iΩ

iΩ∗ ∆
2

)
(5.23)

Ein solcher zeitunabḧangiger Hamiltonian ist nur in der Rotating-Wave-Approximation möglich.
Die gegenrotierenden Terme wären auch nach der Transformation Gleichung (5.21) noch zeitabhängig.
Die Schr̈odinger-Gleichung l̈aßt sich nun einfach lösen:

(
ψ̃e(t)

ψ̃g(t)

)
= e−itH̃/~

(
ψ̃e(0)

ψ̃g(0)

)
(5.24)

Schreibe nuñH um. Es treten nur drei Komponenten auf, da der Hamiltonian spurfrei und
hermitisch ist.

H̃ = ~n · σ, n =

ImΩ
ReΩ
−∆

2

 (5.25)

Der Ausdrucke−itn·σ läßt sich in eine Potenzreihe entwickeln:

e−itn·σ =
∞∑
l=0

1

l!
(−it)l(n · σ)l (5.26)
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Für das Produkt zweierσ-Matrizen gilt:

σiσj = iεijkσk + δij1 (5.27)

⇒ (n · σ)2 = niσinjσj = ninj(iεijkσk + δij1) = |n|21 (5.28)

(n · σ)2l = |n|2l1 (5.29)

Damit läßt siche−itn·σ schreiben:

e−itn·σ =
∞∑
l=0

(−it)2l

(2l)!
(n · σ)2l +

∞∑
l=0

(−it)2l+1

(2l + 1)!
(n · σ)2l+1 (5.30)

e−itn·σ = cos(|n|t)1− i
n · σ
|n|

sin(|n|t) (5.31)

Als weitere Abk̈urzung verwenden wir:

w := |n| =

√(
∆

2

)2

+ |Ω|2 (5.32)

Dieser Ausdruck ist nur vom Betrag vonΩ abḧangig.
Wenn das Atom anfangs im Grundzustand ist, lautet die Lösung(

ψ̃e(0)

ψ̃g(0)

)
=

(
0
1

)
⇒

(
ψ̃e(t)

ψ̃g(t)

)
=

(
−Ω

w
sin(wt)

cos(wt)− i ∆
2w

sin(wt)

)
(5.33)

Die Wahrscheinlichkeitsamplitudẽψe(t) für die Anregung oszilliert mit der Frequenzw, man
nennt dies dieRabi-Oszillationen. Es gilt:

Pe(t) = |ψ̃e(t)|2 =
|Ω|2

w2
sin2(wt) (5.34)

Der maximale Wert vonPe wird erreicht f̈ur wt = π/2 + nπ und ist gegeben durch

Pe ∝
|Ω|2

(∆
2
)2 + |Ω|2

(5.35)

Wenn der Laser nicht gegenüber der Resonanzfrequenz verstimmt ist,∆ = 0, ist vollsẗandige
Anregung (Pe = 1) möglich.Pe hängt stark von der Verstimmung ab:

∆ � |Ω| ⇒ Pe ≈
|Ω|2

∆2
� 1 (5.36)

Die Anregungswahrscheinlichkeit hängt also vom Verḧaltnis der Rabi-Frequenz zur Verstim-
mung ab.2 Diese Ergebnisse sind sehr relevant für Atomoptik, Quantenoptik, Elektronen-Spin-
resonanz, Kernspinresonanz, Interferometrie und in vielen weiteren Bereichen.

2Es wird oft behauptet, dass die Anregungswahrscheinlichkeit vom Verhältnis der Rabi-Frequenz zur Lebens-
dauer des angeregten Zustands abhängt. Wie wir sp̈ater sehen werden ist dieses Verhältnis für kleine Laser-
Verstimmungen auch wichtig. Das VerhältnisΩ/∆ spielt jedoch allgemein die größere Rolle.
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Durch Laserpulse mit bestimmter Zeitdauer kann man wohldefinierte Zustände erzeugen. Der
sogenannte idealeπ

2
-Puls3 erzeugt eine 50-50 Superposition von Anregung und Grundzustand:

∆ = 0 t =
π

4Ω
⇒ U = e−itn·σ =

1√
2

(
1 −1
1 1

)
(5.37)

Der idealeπ-Puls bringt alle Elektronen in den angeregten oder abgeregten Zustand:

∆ = 0 t =
π

2Ω
⇒ U =

(
0 −1
1 0

)
(5.38)

Zur Veranschaulichung der Zustände in einem Zwei-Niveau-System dient der Bloch-Vektor,
der die Komponenten〈σ〉 = (v, w, u) hat. Es gilt

u = 〈σz〉 = |ψe|2 − |ψg|2

v = 〈σx〉 = ψ∗eψg + ψ∗gψe

w = 〈σy〉 = −i(ψ∗eψg − ψ∗gψe)

(5.39)

Der Bloch-Vektor eines reinen Zustandes hat die Länge 1, er bewegt sich auf der Blochkugel mit
Radius 1 um den Koordinatenursprung.

-1
|ψg| = 1

1
z
|ψe| = 1

y

x

π-Puls

u2 + v2 + w2 = 1

Abbildung 5.5: Die Bloch-Kugel

Bei einem nicht verstimmten Laser lassen sich die Rabi-Oszillationen so beschreiben:(
ψe
ψg

)
=

(
− sin(Ωt)
cos(Ωt)

)
(5.40)

3In der Praxis ḧangt die Verstimmung eines Atoms wegen des Doppler-Effekts auch von seinem Schwerpunkts-
Impuls ab. Bei Zimmertemperatur macht dies einen idealenπ/2 Puls in der oben dargestellten Form unmöglich. F̈ur
kalte Atome oder mit bestimmten Tricks lassen sich jedoch solche Pulse mit sehr guter Effizienz herstellen.



72 Das 2-Niveau Modell f̈ur Atome

Der Bloch-Vektor ist dann: vw
u

 =

− sin(2Ωt)
0

− cos(2Ωt)

 (5.41)

Für einenπ-Puls,t = π
2Ω

beschreibt der Bloch-Vektor einen Halbkreis, siehe Abbildung 5.5.

Interferometrie mit zwei internen Zust änden: ein Beispiel zur Anwendung vonπ und π/2
Pulsen 2-Niveau-Systeme und Rabi-Oszillationen lassen sich zur Herstellung eines Interfero-
meters verwenden. Die beiden Zustände spielen dabei die Rolle der Interferometer-Arme, die
Rabi-Oszillationen k̈onnen Strahlteiler und Spiegel realisieren. Anschauliche Darstellung der
Anordnung:

|ψ0〉 |ψ1〉
π
2

|ψ2〉 |ψ3〉
|g〉

|g〉

|e〉

−π
2

Phasenschieber

|ψ0〉 = |g〉 =

(
0
1

)
|ψ1〉 = Uπ/2 |ψ0〉

=
1√
2

(
1 −1
1 1

)(
0
1

)
=

1√
2

(
−1
1

)
⇔ 1√

2
(|g〉 − |e〉)

|ψ2〉 =

(
eiϕ 0
0 1

)
|ψ1〉

=
1√
2

(
|g〉 − eiϕ |e〉

)
|ψ3〉 = U−π/2 |ψ2〉

=
1√
2

(
1 1
−1 1

)
1√
2

(
−eiϕ

1

)
=

1

2

(
1− e−iϕ

1 + eiϕ

)
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⇔ 1

2

(
|g〉
(
1 + eiϕ

)
+ |e〉

(
1− eiϕ

))
Messe die Anzahl der Atome in|e〉:

Pe = |〈ψ3|e〉|2

=

∣∣∣∣12 (1− eiϕ
)∣∣∣∣2 =

1

2
(1− cosϕ)

5.2.1 Landau-Zener-̈Ubergänge

Landau-Zener-̈Uberg̈ange sind nicht so wichtig wie Rabi-Oszillationen, spielen aber eine große
Rolle zur Erkl̈arung vieler Pḧanomene. Wesentlicher Unterschied zu Rabi-Oszillationen: Das
Detuning ist zeitabḧangig∆ = ∆(t) = ∆̇0t

H = ~

(
− ∆̇0

2
t Ω

Ω ∆̇0

2
t

)

wobei wir in der Rotating Wave Approximation arbeiten undΩ ∈ R annehmen.
Bewegungsgleichung:

iψ̇e = −1

2
∆̇0tψe + Ωψg (5.42)

iψ̇g =
1

2
∆̇0tψg + Ωψe

Leite die Gleichung f̈ur ψ̇g nach der Zeit ab und erhalte

iψ̈g =
1

2
∆̇0ψg +

1

2
∆̇0tψ̇g + Ωψ̇e

Einsetzen von (5.42) liefert

ψ̈g = −

(
Ω2 +

t2∆̇2
0

4
+
i

2
∆̇0

)
ψg

Führe neue Variabley ≡ t
√

∆̇0

⇒ ψ′′g = −
(
y2

4
+

Ω2

∆̇0

+
i

2

)
ψg

Das ist die Standard-Form der DGL für parabolische Zylinderfunktionen (siehe [16]).
Die Lösungen lassen sich durch konfluente hypergeometrische Funktionen darstellen und

haben typischer weise folgendes Aussehen für ψg(−∞) = 1 :
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Die asymptotische AnregungewahrscheinlichkeitP0(+∞) kann analytisch berechnet werden
und lautet:

P0(+∞) = 1− |ψg(+∞)|2 = 1− e
−π Ω2

2∆̇0

Landau-Zener-̈Uberg̈ange sind in verschiedenen Bereichen wichtig. Die ursprüngliche An-
wendung liegt in der Molek̈ulphysik:

• Das Licht mit der FrequenzωL ist nur für einen bestimmten KernabstandR0 resonant.

• Die Zeitentwicklung der Elektronenzustände wird mit den Zuständen|e(R)〉, |g(R)〉 be-
schrieben und ist viel schneller als die Kernbewegung (wegenMp �Me)

• Der Kernabstand geht dann als (langsam zeitlich variierender) Parameter in die Bewe-
gungsgleichungen der Elektronen ein:

i~
(
ψ̇e
ψ̇g

)
=

(
−∆E(R(t))/2 Ω

Ω ∆E(R(t))/2

)(
ψe
ψg

)
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• In der N̈ahe vonR0 gilt ∆E(R(t)) = Ee − Eg ≈ ∆E(R0)︸ ︷︷ ︸
~ωL

+E ′ (R−R0)︸ ︷︷ ︸
≈v0t

⇒ ∆(t) = ωL −∆E(R(t))/~ = −E ′v0t/~

Landau-Zener-̈Uberg̈ange sind auch wichtig für STIRAP und Bloch-Oszillatoren.

5.3 Dressed States

Dressed States heißen allgemein Zustände, die Eigenzustände vonH einschließlich der Wechsel-
wirkung mit einer oder wenigen Lichtmoden sind. Einfachster Fall: Wechselwirkung mit einem
Laserstrahl wie oben

Hψ = Eψ

H = ~
(
−∆

2
Ω

Ω∗ ∆
2

)
Die Eigenwerte dazu sind

E± = ±~w = ±~

√(
∆

2

)2

+ |Ω|2

ψ(±) =
1√
2w

(
Ω√

w±∆/2

±
√

w ±∆/2

)

Asymptotischer Fall, das heißt∆ � |Ω|. Verwende

w =
|∆|
2

√
1 +

|Ω|2

∆2/4
≈ |∆|

2

(
1 +

1

2

|Ω|2

∆2/4
+ . . .

)
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ψ(+)
e →

{
0 ∆ →∞
1 ∆ → −∞

ψ(−)
e →

{
1 ∆ →∞
0 ∆ → −∞

Man nennt dieses Phänomen “avoided crossing”: Für Ω = 0 sind die Eigenzuständeψe undψg.
Ihre Eigenwerte kreuzen sich dann bei∆ = 0. Die Kopplung durch den Laserstrahl für Ω 6= 0
macht daraus zwei sich nicht schneidende Hyperbeln mit Energieabstand2~ |Ω|.

Bemerkenswert: Folgt man einer Hyperbel, so geht man aufE− vonψg nachψe und aufE+

vonψe nachψg. Man kann f̈ur zeitabḧangige∆(t) einenÜbergang vonψgnachψe machen, ohne
je einen Eigenvektor vonH(t) verlassen zu m̈ussen.

Dies ḧangt eng mit Landau-Zener-Überg̈angen zusammen: Tunneln zwischenE− undE+

entspricht den nicht angeregten Atomen. Bei einem (Landau-Zener-)Übergang versucht der Zu-
stand jedoch auf einer Hyperbel zu bleiben.

Man kann die asymptotischëUbergangswahrscheinlichkeit auch mit Hilfe des Tunnelns zwi-
schen den zwei Hyperbeln verstehen. Nach der WKB-Näherung (siehe z.B. [17]) kann die Tun-
nelwahrscheinlichkeit zur anderen Hyperbel durchP = e−∆Et/~ mit ∆E

~ = 2 |Ω| ausgedr̈uckt
werden. Die typische Zeitskalat für das Tunneln ist in etwa dadurch gegeben, dass der Abstand
zwischen den Hyperbeln auf4 |Ω| angestiegen ist

⇔ 4 |Ω|2 =

(
∆(t)

2

)2

+ |Ω|2

⇒ ∆ = ∆̇0t ≈ 4 |Ω|

⇒ t =
4 |Ω|
∆̇0

⇒ P = e
− 2|Ω|4|Ω|

∆̇0 = e
− 8|Ω|2

∆̇0

5.3.1 Dressed States in einer Cavity

Weitaus ḧaufiger verwendet man den Begriff dressed states für ein quantisiertes Strahlungsfeld.
Die Form des Zwei-Niveau-Hamiltonians kann genauso wie vorher hergeleitet werden. Einziger
Unterschied: die Rabi-Frequenz wird operator-wertig:

Ω̂ =
1

~
deg · Ê

(+)
(x) (5.43)

Daraus folgt der Hamilton-Operator zu:

H =
~ω0

2
σz −

[
deg · Ê(x) |e〉 〈g|+ d∗eg · Ê(x) |g〉 〈e|

]
+Hrad (5.44)

Dieses transformieren wir̈uber
U = e−i

ω0
2
σzte−i

Hradt

~ (5.45)
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wieder in das Wechselwirkungsbild:

Hint = −
[
deg |e〉 〈g| eiω0t + d∗eg |g〉 〈e| e−iω0t

]
· Ê(x, t) (5.46)

Dabei gilt:

Ê(x, t) = i

∫
d3k

∑
σ

√
~ωk

2(2π)3ε0

eikxe−iωktεεkσakσ + h. c. (5.47)

Veranschaulichen wir uns die Terme|e〉 〈g| akσ und|e〉 〈g| a†kσ:

Abbildung 5.6: Der Term auf der rechten Seite ist in gewisser Weise unphysikalisch und wird in
der RWA vernachl̈assigt

Die RWA vernachl̈assigt also die ProzesseAbsorption & AbregungsowieEmission & Anre-
gung.

Gehen wir (in RWA) wieder in das Schrödinger-Bild:

HSchroed =
~ω0

2
σz +

∫
d3k

∑
σ

~ωka†kσakσ + ~
∫
d3k

∑
σ

[
|e〉 〈g| akσgkσ + H. c.

]
(5.48)

wobeigkσ gegeben ist durch:

gkσ = −ideg · εεkσ
√

ωk
2~(2π)3ε0

eikx (5.49)

Besonders oft studiert wurde das Modell mit nur einer Photon-Mode, das sog. Jaynes-Cummings-
Modell. Für dieses ergibt sich aus Gleichung (5.48)

H = ~
(ω0

2
σz + ωLa

†a+ gσ+a+ g∗σ−a†
)
. (5.50)

Hierbei istσ± definiert durch:

σ+ =

(
0 1
0 0

)
σ− =

(
0 0
1 0

)
(5.51)

Dieses Modell ist sinnvoll f̈ur den Fall, dass
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• nur eine Mode besetzt ist (na � nkσ), also im wesentlichen für einen klassischen Laser-
strahl

• nur eine Mode in einer Cavity resonant ist.

In der Cavity-Quantenelektrodynamik sind in den letzten 15 Jahren große Fortschritte ge-
macht worden. Die grundlegende Idee kann an einer idealen Cavity erläutert werden, die aus
einem Hohlraum besteht, dessen Wände ideale Spiegel sind. Diese Wände sorgen für Randbe-
dingungen an das elektrodynamische (Quanten-)Feld, wodurch im wesentlichen nur Moden mit
der Wellenl̈angeλn = 2L/n zugelassen sind. Deren Frequenzenωn = 2πc/λn ∝ n sind diskret
und sind nur f̈ur ωn ≈ (Ee − Eg)/~ mit dem atomaren̈Ubergang resonant, so dass nur Mo-
den f̈ur ein bestimmtesn ber̈ucksichtigt werden m̈ussen. Um die Gr̈oßenordnungen zu nennen:
bei Mikrowellen benutzt man Resonatoren der LängeL ≈ 1 cm mit n ≈ 1, bei Licht dagegen
Resonatoren der L̈angeL ≈ 1− 10 cm undn ≈ 106 � 1.

Reale Cavities sind nie ideal. Ein Maß für die G̈ute ist der QualiẗatsfaktorQ, der die Anzahl
der Durchl̈aufe eines Photons angibt, bis dieses statistisch verloren ist. Für sehr gute Cavities
erreicht manQ ≈ 106. Dabei ist nur eine Polarisationsrichtung resonant, da die Spiegel immer
aus doppelbrechendem Material sind.

In einer 3d-Cavity wird auch die spontane Emission modifiziert, da das Atom nur in bestimm-
te Moden emittieren und die emittierten Photonen wieder absorbieren kann.

Dressed States in einer Cavity sind allgemein darstellbar durch

|ψ〉 =
∑
n

(
ψe(n) |e, n〉+ ψg(n) |g, n〉

)
(5.52)

Wir suchen die Eigenwerte vonH |ψ〉 = E |ψ〉. Dies f̈uhrt uns zu dem Gleichungssystem:

(E +
~ω0

2
− n~ωL)ψg(n) = ~g∗

√
nψe(n− 1) (5.53)

(E − ~ω0

2
− (n− 1)~ωL)ψe(n− 1) = ~g∗

√
nψg(n) (5.54)

wobei wir für die untere Gleichungψe(n − 1) wählen, da dieses anψg(n) koppelt. (Anregung
geschieht durch Absorption eines Photons!). Mit den ErsetzungenΩn := g

√
n und∆ = ωL−ω0

können wir dieses Gleichungssystem auch schreiben als:

1

~

(
E −

(
n− 1

2

)
~ωL

)(ψe(n− 1)
ψg(n)

)
=

(
−∆

2
Ωn

Ω∗n
∆
2

)(
ψe(n− 1)
ψg(n)

)
(5.55)

Diese Gleichung ist dieselbe wie beim klassischen EM-Feld. Daher können wir die Eigenwerte
sofort ablesen zu:

En,± =
(
n− 1

2

)
~ωL ± ~

√(
∆

2

)2

+ |Ωn|2 (5.56)

Die Energien ḧangen ḧangen also vonn ab, das bedeutet, dass bei einer Superposition von
Zusẗanden mit verschiedenenn die einzelnen Phasenfaktoren (e−iEn,±t/~) auseinanderlaufen.
Dies führt wegen destruktiver Interferenz zu Collapse and Revival der Anregungswahrschein-
lichkeit.

Literatur: [5], [6]
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5.4 Modelle mit wenigen Niveaus, Dunkelzustände, Raman-
Übergänge

Am Gebr̈auchlichsten ist das Drei-Niveau-Modell. Um zu solch einem System zu gelangen, muss
man Laser geeignet einstrahlen. Das schematische Beispiel zeigtÜberg̈ange vonJ = 1 nach
J ′ = 1. Hierbei ist derÜbergang vonJ ′ nachJ mit m = m′ = 0 verboten. Durch Einstrahlen
vonσ+ undσ−-Licht kann man daher das Niveaum = 0, J = 1 entv̈olkern und erḧalt ein sog.
Λ-System aus den Zuständen|J = 1,m = ±1〉 und|J ′ = 1,m′ = 0〉.

Abbildung 5.7: Die Vektoren bezeichnen dieÜberg̈ange, die durchσ±-Licht angeregt werden.
Die gewellten Linien zeigen zusätzliche m̈ogliche Abregungen durch spontane Emission auf.

Der Hamilton-Operator dieses Systems in RWA ist:

H =

 Ee ~Ω+e
−iω+t ~Ω−e

−iω−t

~Ω∗+e
iω+t E+ 0

~Ω∗−e
iω−t 0 E−


= Ee1 +

 0 ~Ω+e
−iω+t ~Ω−e

−iω−t

~Ω∗+e
iω+t E+ − Ee 0

~Ω∗−e
−iω−t 0 E− − Ee

 (5.57)

Wir f ühren wieder eine Transformation durch, um die Zeitabhängigkeit zu entfernen:

ψ̃± = e−iω±tψ± (5.58)

Dies führt zu dem zeitunabhängigen Hamiltonian

H = ~

 0 Ω+ Ω−
Ω∗+ ∆+ 0
Ω∗− 0 ∆−

+ Ee1 (5.59)

wobei wir∆± = ω± − Ee−E±
~ gesetzt haben.

5.4.1 Dunkelzusẗande (Dark States)

Betrachte den Fall derZwei-Photonen-Resonanz: ∆+ = ∆−, dabei bedeutet∆± 6= 0, dass
einzelne Photonen nicht resonant mit denÜberg̈angen|±〉 → |e〉 sind. Bei der Zwei-Photonen-
Resonanz hat man aber~(ω+ − ω−) = E− − E+. Das folgt direkt aus∆+ = ∆− wegen

~ω+ − Ee + E+ = ~ω− − Ee + E−
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Ist die Bedingung der Zwei-Photonen-Resonanz gegeben, so existiert ein Eigenzustand des
Hamiltonians, derDunkelzustandgenannt wird:

|ψD〉 =
Ω−
Ω
|+〉 − Ω+

Ω
|−〉 (5.60)

mit Ω :=
√
|Ω−|2 + |Ω+|2. Die Wirkung des Hamiltonians auf diesen Zustand ist

H |ψD〉 = ~

 0 Ω+ Ω−
Ω∗+ ∆+ 0
Ω∗− 0 ∆−

 0
Ω−/Ω
−Ω+/Ω


= ~

 Ω+Ω−
Ω2 − Ω−Ω+

Ω2

∆+Ω−
Ω

−∆−Ω+

Ω

 = ~∆

 0
Ω−
Ω

−Ω+

Ω


falls ∆+ = ∆− = ∆. Also ist im Fall der Zwei-Photonen-Resonanz|ψD〉 ein Eigenzustand von
H, der keine angeregte Komponente hat. Die Anregungswahrscheinlichkeit ist null, die Atome
sind für dieses (!) Lichtfeld transparent.4 Die Übergangsamplituden interferieren destruktiv.

Einfacher Spezialfall:Ω+ = 0 ⇒ |ψD〉 = |+〉

Ändert man die Rabi-Frequenzen, so kann|ψD〉 angeregt werden. Zu|ψD〉 gibt es auch einen
entsprechenden gekoppelten Zustand, den Bright State:

|ψB〉 =
Ω∗+
Ω
|+〉+

Ω∗−
Ω
|−〉 (5.61)

Für diesen giltH |ψB〉 = Ω |e〉+ ∆ |ψB〉
|ψD〉 und |ψB〉 bilden eine alternative Basis zu|+〉, |−〉. Spontane Emission transferiert im

Allgemeinen|e〉 sowohl in|ψD〉 als auch|ψB〉, da der Dunkelzustand nur für die Photonen der
beiden Laserstrahlen dunkel ist und an andere Lichtmoden koppeln kann:

|ψB〉|ψD〉

|e〉
Ω

4Dies gilt auch, wenn keine Zwei-Photonen-Resonanz vorliegt.
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Das kann zum Pumpen in|ψD〉 verwendet werden (siehe Kapitelüber Laserk̈uhlung). F̈ur
∆+ 6= ∆− ist |ψD〉 kein Eigenzustand des Hamiltonians mehr und entwickelt sich mit der Zeit
zu |ψB〉, von dem aus das Atom angeregt werden kann. Der Pumpzyklus funktioniert dann nicht
mehr.

Die anschauliche Bedeutung der Dunkelzustände kann man am Beispiel einesÜberganges
mit Jg = Lg = 1 nachJe = Le = 0 verstehen. Dieses Beispiel ist zwar nicht besonders
realistisch, da f̈ur die meisten Grundzustände der BahndrehimpulsLg verschwindet, es erlaubt
aber, den Mechanismus hinter Dunkelzuständen im Kern zu verstehen.5 Betrachten wir dazu
die Form der elektronischen Zustände|e〉 = |Le = me = 0〉 und |m〉 = |Lg = 1,mg = m〉 im
Ortsraum. Schreibt man die Relativkoordinate des Elektrons in sphärischen Koordinaten,

x =

 r sinϑ cosϕ
r sinϑ sinϕ
r cosϑ


so ergibt sich f̈ur die Zusẗande

〈x| − 1〉 = Y1,−1(ϑ, ϕ)rfg(r)

= re−iϕ sinϑfg(r) = (x− iy)fg(r)

〈x|0〉 = r cosϑfg(r)

= zfg(r)

〈x|1〉 = (x+ iy)fg(r)

〈x|e〉 = Y0,0fe(r)

= fe(r)

Damit lassen sich die Matrixelemente des Dipolmoments−ex wie folgt berechnen:

de,−1 = 〈e| − ex |−1〉

= −e
∫
d3x f ∗e f−1(r)(x− iy)

 x
y
z


= −e

∫
d3x f ∗e f−1(r)

 x2 − ixy
xy − iy2

xz − iyz


aus Symmetriegründenx→ −x′ odery → −y′ folgt

de,−1 = −e
∫
d3x f ∗e (r)f−1

 x2

−iy2

0


5In realistischen Atomen hat man z.B.Lg = 0, S = 1, Le = 1 so dassJg = 1 und Je = 0 für eineΛ-

Konfiguration. Obwohl hierbei die Bahndrehimpulse genau umgekehrte Werte als in unserem Beispiel haben, sorgen
die Auswahlregeln dafür, dass die folgenden Argumente auch auf diesen Fallübertragen werden können.
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Da wiederum aus Symmetriegründen
∫
f(r)x2 =

∫
f(r)y2 gilt, findet mande,−1 ∼ (1,−i, 0).

Analog kann man zeigen, dassde,1 ∼ (1, i, 0) undde,0 ∼ (0, 0, 1) gilt.
Betrachten wir nun als Beispiel den Fall, dass linear inx-Richtung polarisiertes Licht einge-

strahlt wird. Wir haben alsoE ∼ ex. Wegen

εε+ + εε− =
1√
2

(ex + iey) +
1√
2

(ex − iey) =
√

2ex

ist diesäquivalent dazu, dass wir links- und rechtszirkular polarisiertes Licht mit gleicher Inten-
sität einstrahlen. F̈ur die zugeḧorigen Rabi-Frequenzen ergibt sich

⇒ Ω+ =
1

~
de,+1 ·E ∼

 1
i
0

 ·
 1

0
0

 = 1

Ω− =
1

~
de,−1 ·E ∼

 1
−i
0

 ·
 1

0
0

 = 1

⇒ Ω+ = Ω−

Die Rabi-Frequenzen sind also gleich, so dass sich der Dunkelzustand (5.60) zu

|ψD〉 =
1√
2

(|+1〉 − |−1〉)

ergibt. Die Ortsdarstellung dieses Zustandes ist

ψD(x) =
1√
2

(ψ+1(x)− ψ−1(x))

=
1√
2
{(x+ iy) fg(r)− (x− iy) fg(r)}

=
√

2iyfg(r) (5.62)

⇒ψD ist antisymmetrisch in y-Richtung, es entspricht einer Hantel entlangy (da es ein p-Zustand
ist):

- +

y

x P-Hantel

Jetzt wo wir wissen, wie der Dunkelzustand räumlich aussieht, k̈onnen wir uns die Wechsel-
wirkung des Atoms mit dem Lichtfeld näher anschauen. Die klassische Wechselwirkung eines
elektrischen Feldes mit einem Atom besteht darin, dass positive und negative Ladungen gegen-
einander verschoben werden,und zwar entlang der Richtung vonE:
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+ +

- -

E = 0 E 6= 0

Die anf̈anglich symmetrische Ladungsdichte des Atoms wird dabei asymmetrisch. In der
Quantenmechanik ergibt sich einähnliches Bild.E erzeugt dann eine Superposition von|e〉 und
|g〉. In unserem Beispiel ist|e〉 symmetrisch im Ortsraum und alle drei Grundzustände antisym-
metrisch.6 Die Superposition ist im Allgemeinen asymmetrisch.

Die Ladungsdichte der Elektronen ist gegeben durch%(x) = −e|ψ(x)|2. Sie ist symme-
trisch sowohl f̈ur den reinen angeregten Zustand|e〉 als auch f̈ur die drei Grundzustände. Erst die
Superposition erzeugt eine asymmetrische Ladungsverteilung:

Die Superposition der Zustände ist also die quantenmechanische Beschreibung der Tatsache,
dass die Ladungen im elektrischen Feld gegeneinander verschoben werden.

Für normale Atome findet man für jeden Laserstrahl und sein zugehöriges elektrisches Feld
einen p-Zustand, mit dessen Hantel man durch Superposition eineentlang der elektrischen Feld-
richtung verschobene Ladungsverteilung erzeugen kann. Bei einem Dunkelzustand geht das
nicht: in unserem Beispiel zeigt das elektrische Feld entlang derx-Achse, der Dunkelzustand
(5.62) ist aber antisymmetrisch iny-Richtung. Sind die Atome also im Dunkelzustand präpariert,
so kann das elektrische Feld ihre Ladungsdichte nicht inx-Richtung verschieben.

6Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass dies genau umgekehrt ist, wie es bei Atomen normalerweise der
Fall ist.
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5.4.2 Raman-̈Ubergänge

Betrachte die Zeitentwicklung der Zustände mit

H = ~

 0 Ω+ Ω−
Ω∗+ ∆+ 0
Ω∗− 0 ∆−

 (5.63)

⇒ iψ̇e = Ω+ψ+ + Ω−ψ−

iψ̇± = ∆±ψ± + Ω∗±ψe

Ansatz:ψ± = e−i∆±tψ̃± ⇒

iψ̇e = Ω+e
−i∆+tψ̃+ + Ω−e

−i∆−tψ̃− (5.64)

i ˙̃ψ± = Ω∗±e
i∆±tψe (5.65)

Wegen|ψe| ≤ 1 ergibt sich daraus, dass| ˙̃ψ±| ≤ |Ω±| gilt. Die formale L̈osung f̈ur ψe lautet

ψe(t) = ψe(0)︸ ︷︷ ︸
≡0

−i
∫ t

0

dt′
{

Ω+e
−i∆+t′ψ̃+(t′) + Ω−e

−i∆−t′ψ̃−(t′)
}

(5.66)

Betrachte den Fall großer Verstimmungen:|∆±| � |Ω±|. In diesem Fall variiert̃ψ±(t) langsam

gegen̈ubere−i∆±t, da
∣∣∣ ˙̃ψ±

∣∣∣ ≤ |Ω±| � |∆±|. Man kann daher unter dem Integralψ̃±(t′) ≈ ψ̃±(t)

setzen und nur̈uber die schnell variierenden Terme integrieren. Damit folgt

ψe(t) ≈
Ω+

∆+

(
e−i∆+t − 1

)
ψ̃+(t) +

Ω−
∆−

(
e−i∆−t − 1

)
ψ̃−(t)

Einsetzen in Gl. (5.65) ergibt

i ˙̃ψ± = Ω∗±e
i∆±t

{
Ω+

∆+

(
e−i∆+t − 1

)
ψ̃+(t) +

Ω−
∆−

(
e−i∆−t − 1

)
ψ̃−(t)

}
oder ausmultipliziert f̈ur eine Komponente

i ˙̃ψ+ =
|Ω+|2

∆+

(
1− ei∆+t

)︸ ︷︷ ︸
≈1

ψ̃+(t) +
Ω∗+Ω−
∆−

(
ei(∆+−∆−)t − ei∆+t

)︸ ︷︷ ︸
≈ei(∆+−∆−)t

ψ̃−(t)

wobei schnell variierende Terme sich wegmitteln und deshalb gegenüber langsamen Termen
vernachl̈assigt werden k̈onnen.7 Zusammengefasst kann man daher eine effektive Zwei-Niveau-
Gleichung f̈ur die beiden Grundzustände formulieren:

i~
∂

∂t

(
ψ̃+

ψ̃−

)
= Heff

(
ψ̃+

ψ̃−

)
(5.67)

7Im Gegensatz dazu hatten wir in Gl. (5.65) ausschließlich schnell variierende Terme, so dass wir sie dort nicht
vernachl̈assigen durften.
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mit

Heff = ~

(
|Ω+|2
∆+

Ω∗
+Ω−
∆−

ei(∆+−∆−)t

Ω∗
−Ω+

∆+
e−i(∆+−∆−)t |Ω−|2

∆−

)
(5.68)

Der stets nur schwach besetzte angeregte Zustand tritt hier nicht mehr auf. Man nennt diesadia-
batische Eliminierung des angeregten Zustandes.

Die Matrixelemente vonHeff sind proportional zuΩ2/∆. Dieser Ausdruck kann auch für klei-
ne AnregungswahrscheinlichkeitenPe = Ω2/∆2 groß sein. Aus dieser Tatsache folgt die große
praktische Bedeutung von Raman-Überg̈angen, denn eine geringe Anregungswahrscheinlichkeit
bedeutet, dass spontane Emission und der damit verbundene Kohärenzverlust der Wellenfunkti-
on stark unterdr̈uckt ist. Man kann daher Atome mit Raman-Überg̈angen koḧarent manipulieren.
Die Zeitskala des Koḧarenzverlustes (Dekohärenz) ist die Anregungwahrscheinlichkeit multipli-
ziert mit der spontanen Emissionsrate,γPe. Typisches Zahlenbeispiel:Ω = 109 Hz, γ = 107 Hz,
∆ = 1010 Hz. Damit folgtΩ2/∆ = 108 Hz undγPe = 105 Hz.

Die effektive Rabi-Frequenz

Ωeff :=
Ω∗+Ω−

∆
(5.69)

bestimmt die Kopplung zwischen den beiden Grundzuständen. Hierbei ist der Index± an der
Verstimmung bewusst weggelassen worden, denn es ergibt sich folgendes Problem.

Heff ist nicht mehr hermitesch, da im Allgemeinen∆− 6= ∆+ ist. Warum kann man diesen
Operator dennoch verwenden? Der Grund liegt darin, dass die adiabatische Entwicklung des
angeregten Zustands

ψe =
Ω+

∆+

ψ̃+

(
e−i∆+t − 1

)
+

Ω−
∆−

ψ̃−
(
e−i∆−t − 1

)
(5.70)

als Entwicklung vonψe nach Potenzen von1
∆±

angesehen werden kann.ψe ist korrekt bis zur

ersten Ordnung in 1
∆±

, sofern alle FrequenzenΩ±, ∆+ − ∆− � ∆± sind. Daher muss man
folgende Entwicklung machen:

1

∆−
=

1

(∆− −∆+) + ∆+

≈ 1

∆+

− 1

∆2
+

(∆− −∆+) + . . . (5.71)

=
1

∆+

+O((
1

∆2
+

)) (5.72)

Heff ist also hermitesch bis zur ersten Ordnung in1
∆±

. Führt man nun die effektive Rabi-Frequenz
nach (5.69) ein, so kann manHeff durch

Heff = ~
(

∗ Ωeffe
i(∆+−∆−)t

Ω∗effe
−i(∆+−∆−)t ∗

)
(5.73)

darstellen. Dieser Hamiltonian ist analog dem des Zwei-Niveau-Systems.
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5.5 Adiabatisches Theorem, STIRAP

DieSTImulatedRapidAdiabaticPassage ist eine Methode, Dunkelzustände und Raman-Überg̈ange
hocheffizient miteinander zu kombinieren. Sie benutzt das

Adiabatische Theorem: Gegeben sei ein zeitabhängiger HamiltonianH(t) mit Eigenzusẗanden
|n(t)〉,H(t) |n(t)〉 = En(t) |n(t)〉. Ein Zustand|ψ(t)〉 folgt adiabatisch dem Zustand|n(t)〉, falls
H(t) (unendlich) langsam variiert (̇H/H −→ 0). Dann gilt:

|ψ(t)〉 = eiφ(t) |n(t)〉 (5.74)

Den exakten Beweis führen wir an dieser Stelle nicht, aber der Satz soll im Folgenden moti-
viert werden:

Zu lösen isti~∂t |ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉mit |ψ(0)〉 = |n(0)〉. Dazu macht man den Ansatz

|ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t) |n(t)〉 (5.75)

Dies in die Schr̈odinger-Gleichung eingesetzt ergibt:

i~∂t |ψ〉 = i~
∑
n

{ċn |n〉+ cn |ṅ〉}

= H |ψ〉
=

∑
n

En(t)cn(t) |n(t)〉 (5.76)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit〈m(t)|, so ergibt sich unter der Vorausset-
zung〈m(t)|n(t)〉 = δnm:

iċm + i
∑
n

cn 〈m|ṅ〉 =
Em
~
cm (5.77)

Ansatz f̈ur die Koeffizientencm(t) :

cm(t) = exp

(
−i
∫ t

0

dt′Em(t′)/~
)
· c̃m(t) (5.78)

Es ergibt sich f̈ur ˙̃cm:

˙̃cm = −
∑
n

c̃n 〈m|ṅ〉 exp

(
−i
∫ t

0

dt′ (En(t
′)− Em(t′))/~

)
(5.79)

Variiert H langsam, so wird〈m|ṅ〉 klein gegen den Phasenfaktor
∫

(Em − En), fallsm 6= n.
Man kann dann diese Terme vernachlässigen und erḧalt:

˙̃cm ≈ −〈m|ṁ〉 c̃m (5.80)



5.5 Adiabatisches Theorem, STIRAP 87

Wegen
〈m|ṁ〉 = −〈ṁ|m〉 = −(〈m|ṁ〉)∗ (5.81)

folgt, dass〈m|ṁ〉 = iα(t) eine rein komplexe Zahl sein muss. Somit gilt:

c̃m(t) = exp

(
−i
∫ t

0

α(t′)dt′
)

(5.82)

Anmerkung: die Phase
∫
α(t)dt wird Berry-Phasegenannt und hat eine geometrische Bedeu-

tung: im Hilbertraum bekommt man, wenn man einen geschlossenen Weg langsam oder schnell
durchl̈auft, immer dieselbe Phasendifferenz, da die Berry-Phase invariant unter einer Reparame-
trisierung der Zeit ist.

5.5.1 Anwendung des adiabatischen Theorems auf Dunkelzustände

|ψD〉 =
Ω−
Ω
|+〉 − Ω+

Ω
|−〉 (5.83)

mit

Ω =
√
|Ω+|2 + |Ω−|2 (5.84)

Mache die Rabi-Frequenzen zeitabhängig und ver̈andere sie adiabatisch,Ω± = Ω±(t). Dies
führt dann zu:

|ψD〉 = |ψD(T )〉 (5.85)

Falls der Anfangszustand der Atome durch|ψ(0)〉 = |ψD(0)〉 gegeben ist, dann folgt|ψ(t)〉
adiabatisch dem Dunkelzustand,|ψ(t)〉 = |ψD(T )〉. Genau dies ist das Prinzip von STIRAP. Man
kann dadurch Atome mit hoher Effizienz zwischen den beiden Grundzuständen transferieren. Im
Einzelnen macht man das wie folgt:

Abbildung 5.8: Links Anfangsszustand, rechts Endzustand. Der Kreis markiert den Dunkelzu-
stand

• |ψ(0)〉 = |−〉 = |ψD〉mit Ω−(0) = 0

• VerändereΩ+ undΩ− so, dassΩ+(t1) = 0
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• Dann ist|ψ(t1)〉 = |+〉 = |ψD(t1)〉 mit Ω+(t1) = 0.

Diese Abfolge entspricht einer kontraintuitiven Abfolge von Laserpulsen, bei der zuerst der
nicht koppelnde Laserstrahl angeschaltet wird.

Abbildung 5.9: Der erste Puls entsprichtΩ+, der zweiteΩ−.

Die STIRAP hat eine maximale Effizienz von 99% und darüber. Dabei bleiben die Atome
immer in einer Superposition von|−〉 und |+〉 (|ψD〉), obwohl die Zusẗande|+〉 und |−〉 nur
über |e〉 gekoppelt sind. Im Idealfall findet ein Transfer von|−〉 nach|+〉 statt, ohne dass die
Atome jemals angeregt sind.



Kapitel 6

Atomoptik

Die Atomoptik behandelt allgemein die kohärente Propagation atomarer Materiewellen. Haupt-
augenmerk wird also auf Schwerpunktbewegung der Atome gelegt. In dieser Vorlesung wird der
Einfluß von Licht auf die Schwerpunktbewegung behandelt.

6.1 Grundlegendes Prinzip

In Kap. 3 behandelten wir, dass der vollständige atomare Hamiltonian aus Relativ- und Schwer-
punktbewegungsbeiträgen besteht:

H =
p2

2M
+
∑
n

En |n〉 〈n|︸ ︷︷ ︸
=H0

(6.1)

wobeiH0 die Relativbewegung der Elektronen berschreibt (|n〉 = 1s, 2p . . .), p der Schwerpunk-
timpulsoperator undM die Gesamtmasse des Atoms ist.

Die Kopplung an ein elektromagnetisches Feld ist in der Dipolnäherung nach Abschnitt 4.3
gegeben durch:

Hint = − 1

ε0

d ·D(x)− µ ·B(x) (6.2)

Dabei sindd,µ Operatoren, die auf die Relativbewegung wirken,x ist der Schwerpunkt des
Atoms. Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen liefern:

ẋ = − i

~
[x, H +Hint] =

1

M
P (6.3)

Ṗ = − i

~
[P , Hint] = ∇{− 1

ε0

d ·D(x)− µ ·B(x)} (6.4)

Inhomogene Felder̈andern also die Schwerpunktbewegung. Dabei hängt dieÄnderung vom
inneren Zustand ab (z.B. Stern-Gerlach)
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Besonders intuitiv zu verstehen ist die Absorption/Emission einzelner Photonen mit Polari-
sationεε und Wellenvektork. Der Photonenimpuls ergibt sich zu:

pγ = ~k (6.5)

Aus der Impulserhaltung folgt:

|p, g〉 ⊗ |1k〉 −→ |p + ~k, e〉 ⊗ |0〉 (6.6)

Beispiel: laufende Laser-Welle mit WellenvektorkL

Hint = −d ·E(x) E = E0e
ikLx (6.7)

Hieraus ergibt sich

Ω = −deg ·E
~

= Ω0e
ikLx (6.8)

Für ein Zwei-Niveau-System gilt dann:

H =
p2

2M
1 +

(
−~∆

0

)
+ ~

(
0 Ω0e

ikLx

Ω0e
−ikLx 0

)
(6.9)

Man verwendet folgende Zusammenhänge

|ψe〉 =

∫
d3p |p〉ψe(p) , analog|ψg〉 (6.10)

mit eikLx |p〉 = |p + ~kL〉 (6.11)

Die letzte Gleichung erḧalt man am einfachsten, wenn man die Orstdarstellung der Impulseigen-
zusẗande verwendet:〈x|p〉 ∝ exp(ip · x/~). Man setzt dies in die Schrödinger-Gleichung ein

i~∂t
(
|ψe〉
|ψg〉

)
= H

(
|ψe〉
|ψg〉

)
(6.12)

und erḧalt:

i~∂t
(
ψe(p + ~kL)

ψg(p)

)
=

( [
(p+~kL)2

2M
− ~∆

]
ψe(p + ~kL) + ~Ω0ψg(p)

p2

2M
ψg(p) + ~Ω∗0ψe(p + ~kL)

)
(6.13)

Das ist nun wieder ein 2-Niveau-System der Form

(
ψe(p + ~kL)

ψg(p)

)
.

Wichtig: der Impuls̈ubertrag̈andert die Verstimmung:

Ẽe − Ẽg =

[
(p + ~kL)2

2M
− ~∆

]
− p2

2M

= −~∆ +
~
M

p · kL +
~2k2

L

2M
(6.14)
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Hieraus erkennt man, wenn manv = 1
M

p anwendet und einmal durch−~ dividiert:

∆(v) = ∆− v · kL −
~k2

L

2M
(6.15)

Hierbei ist−v ·kL die Doppler-Verschiebung der Laserfrequenz im Ruhesystem des Atoms,
~k2

L

2M
stellt den recoil-shift (R̈uckstoßverschiebung) dar.

6.2 Atom-Interferometrie

Atom-Interferometrie wird seit 1991 (Carnal & Mlynek [38]) betrieben. Wir beschäftigen uns
hier nur mit Interferometern, die Lichtstrahlen als Atomstrahlteiler verwenden.
Das Grundprinzip ist allen Licht-Atom-Interferometern gleich: Licht wird verwendet, um Atome
zu

”
kicken“.

6.2.1 Ramsey-Bord́e-Interferometer (Bordé 1988, Riehle 1991)

T ′
t

π
2

−k

|e,p + ~k〉 |e,p− ~k〉

T ′

−π
2

π
2

k

|g,p〉

−k

T

k
−π

2

|g,p〉

Abbildung 6.1: Das Atom-Interferometer von Ramsey und Bordé

Die Atome ändern also nicht nur ihren internen Zustand sondern auch ihren Impuls. Sie
durchlaufen in diesem Interferometer (siehe Abbildung 6.1) also räumlich unterschiedliche Bah-
nen [36,?]. Tats̈achlich wurde ein solcher Aufbau auch schon vor 1991 verwendet, allerdings
nicht zur Interferometrie, sondern als Spektrometer.
Funktionsweise:

1. Der erste Laserstrahl bewirkt einen idealenπ
2

Puls mit Impuls̈ubertrag~k,

|g,p〉 → 1√
2
(|g,p〉+ |e,p + ~k〉) = |ψ1〉
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2. Freie Propagation für die ZeitT ′,

|ψ1〉 →
1√
2
(|g,p〉+ |e,p + ~k〉 exp(i∆E(p,k)T ′/~)) = |ψ2〉

mit ∆E(p,k) = Ee − Eg + ~2k2

2M
+ ~

M
p · k

3. Der zweite Laserstrahl bewirkt einen idealenπ
2

Puls mit Impuls̈ubertrag~k,

|ψ2〉 →
1

2

(
|g,p〉 (1− ei∆E(p,k)T ′/~) + |e,p + ~k〉 (1 + ei∆E(p,k)T ′/~)

)
= |ψ3〉

Die Abhängigkeit∆E(p,k) vom atomaren Impuls verhindert, dass bereits das Signal nach dem
zweiten Laserpuls sinnvoll für die Interferometrie verwendet werden kann. Der Grund ist, dass
Atome mit unterschiedlichem Impuls verschiedene Phasenverschiebungen erfahren und somit
das Gesamtsignal verwaschen wird. Um dieses Problem zu lösen, verwendet man das zwei-
te Pulspaar in Abbildung 6.1. Nehmen wir an, dass die ZeitT zwischen den Pulspaaren lang
gegen̈uber der Zerfallszeit der angeregten Atome ist. In diesem Fall können wir in|ψ3〉 den an-
geregten Anteil vernachlässigen. Außerdem soll während der FlugzeitT irgendeinäußeres Po-
tential1 eine Phasenverschiebungexp(iα) zwischen den beiden Armen des Atominterferometers
erzeugen, so dass der Zustand zum ZeitpunktT + T ′ proportional zu

|ψ4〉 = |g,p〉 (eiα − ei∆E(p,k)T ′/~)

ist. Die Anwendung des zweiten Laserpuls-Paares kann völlig analog zum ersten Paar berechnet
werden. Man findet dann für den Zustand nach dem zweiten Laserpaar

〈g |ψ(2T ′ + T )〉 ∝ (eiα − ei∆E(p,k)T ′/~)(1− ei∆E(p,−k)T ′/~) .

Man kann am Ausgang des Interferometers beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafür mes-
sen, Atome im Grundzustand zu finden. Diese ist durch|〈g |ψ(2T ′ + T )〉 |2 gegeben und lautet
explizit

eiα(−e−i∆E(p,k)T ′/~e−i∆E(p,−k)T ′/~ + e−i(∆E(p,k)+∆E(p,−k))T ′/~) + c.c.+ Rest.

Mittelt manüber verschiedene Impulse, so fallen alle Terme, die noch vonp abḧangen, heraus.
Es überlebt nur der letzte Term. In diesem wird für jedes Atom genau die entgegengesetzte
impulsabḧangige Phasenverschiebung akkumuliert, so dass insgesamt jedes Atom dieselbe totale
Phasenverschiebung erfährt und man diese messen kann. Man bezeichnet dieses Interferometer
daher alsDoppler-frei. Es bleibt dann nur noch die Rückstoßverschiebung, die jedoch für jedes
Atom dieselbe ist und einfach herausgerechnet werden kann.

Offensichtlich schließen die Interferometerarme eine Fläche ein. Das Ramsey-Interferometer
ist Doppler-frei, d. h. die Phase, die durch die Doppler-Verschiebung verursacht wird, fällt heraus
(sieheÜbung).

1Z.B. die Schwerkraft. Da Atome, die den Impulsübertrag erfahren haben, etwas höher weiterfliegen als die, die
im Grundzustand bleiben, durchlaufen sie ein anderes Gravitationspotential.
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Ein großer Nachteil besteht darin, dassüber die ZeitT ′ Atome im angeregten Zustand exi-
stieren. Hier kann durch spontane Emission die Interferenzfähigkeit zersẗort werden. F̈ur

”
nor-

male“ Atome und optischëUberg̈ange liegt die Zerfallszeit bei≈ 107 s−1. Die Teilchen erhalten
durch den urspr̈ungliche Puls (Wellenzahl vonk ≈ 107 m−1 (Licht)) eine Geschwindigkeit von
v = ~k

M
≈ 1 cm/s. Sie kommen so innerhalb der Zerfallszeit rund1 nm weit. Eine solch kleine

Aufspaltung ist kaum meßbar.
Um spontane Emission zu vermeiden, mußT ′ � 1/γ (γ: Zerfallswahrscheinlichkeit) sein.

Man wählt daher langlebige (metastabile) Zustände mitγ ≈ 103 s−1. Für diese Niveaus sind
elektrische Dipol̈uberg̈ange verboten, sie werden z.B. mittels Quadrupolüberg̈angen angeregt.

6.2.2 Atomic fountain (Kasevich & Chu 1991)

1. Raman-
Puls

2. R. Puls

3. R. Puls

20cm

Abbildung 6.2: Grundprinzip des Interferometers

Der Vorteil gegen̈uber dem Ramsey-Bordé-Interferometer besteht darin, dass durch die Ver-
wendung von Raman-Pulsen die Atome praktisch die ganze Zeitüber im Grundzustand bleiben
[37]: dadurch sind sehr lange Laufzeiten (bis zu0.25 s) erreichbar.

1. P. 2. P. 3. P.

Abbildung 6.3: Durch die Raman-Pulse induzierteÜberg̈ange

Mit dieser Apparatur wurde die Erdbeschleunigung auf10−8 genau gemessen, sie ist so emp-
findlich, dass Ḧohenunterschiede des Aufbaus im cm Bereich (und die dadurch verursachte
Änderung der Erdbeschleunigung) gemessen werden können.
Funktionsweise: Unter einem Ramanπ

2
-Puls versteht man einen Raman-Übergang mit der effek-

tiven Rabi-Frequenz

Ωeff =
Ω∗+(x)Ω−(x)

∆
, (6.16)

der für eine Zeitt angeschaltet bleibt, die

t · |Ωeff | ≈
π

4
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erfüllt. Ein solcher Puls̈uberf̈uhrt das System in eine Superposition von|+〉 und|−〉. Wählt man
nun für

Ω±(x) = Ω0e
ik±·x dann gilt:Ωeff =

Ω2
0

∆
ei(k−−k+)·x (6.17)

Was gerade einem effektiven Zwei-Niveau-System entspricht. Der Impulsübertrag ist damit ge-
geben durch:

∆p = ~(k− − k+) analog zum Zwei-Niveau-System (6.18)

Anschaulich entspricht dies der Absorption eines Photons ausΩ− und der stimulierten Emission
in Ω+. Es gibt nun verschiedene realisierbare Systeme:

parallele Laser: k+ = k− ⇒ ∆p = 0

gegenl̈aufige Laser: k+ = −k− ⇒ ∆p = 2~k− also doppelt so viel wie im Ramsey-Bordé-
Interferometer.

t

π
2

|+,p + 2~k〉

π
2

π

|−,p〉 T ′T

RP1 RP2 RP3

Keine Doppler
Sensitiviẗat für
T = T ′

Abbildung 6.4: Das Atom-Interferometer von Kasevich und Chu

6.3 Optische Potentiale

Idee der optischen Potentiale: Nutze die Ortsabhängigkeit vonΩ(x) aus. Zur Vermeidung der
spontanen Emission wird eine große Verstimmung gewählt (dies entspricht der adiabatischen
Eliminierung des angeregten Zustandes, siehe Gl. 5.68).

Z. B.

∆
Ω
|−〉 .

Das optische Potential ist dabei durch

Vopt(x) = ~
|Ω(x)|2

∆
(6.19)

gegeben. Die Form des Potentials wird also durch den Laser bestimmt.
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6.3.1 Laufender Laser mit Gauß-Profil

E(+)(x) = eikze−
%2

w2 εεE0 mit: % =
√
x2 + y2 (6.20)

Die Rabi-Frequenz ergibt sich dann als

Ω(x) =
1

~
d ·E(+) = Ω0e

ikze−
%2

w2 (6.21)

Also Vopt =
Ω2

0

∆
e−2 %2

w2 (6.22)

Für ∆ > 0 streben die Atome zu den Orten geringster Lichtintensität (
”
low-field-seekers“), f̈ur

V(x)

ρ

∆ > 0

∆ < 0

Abbildung 6.5: Optisches Potential eines Lasers mit gaußförmiger Intensiẗatsverteilung

∆ < 0 zum den Intensiẗatsmaximum (
”
high-field-seekers“). F̈ur ∆ < 0 stellt das System also

eine Atomfalle dar. Typische Parameter für BEC-Fallen sind

Ω ≈ 7 · 1010 s−1

∆ ≈ 1015 s−1

PLaser = 2 W auf30 µm fokussiert

Dies ergibt ein optisches Potential von etwaV0 = 5 · 10−28 J. Damit gelingt es, Teilchen, die eine
Temperatur vonV0

kB
≈ 40 µK besitzen, einzufangen. Typischerweise ist die Kondensattemperatur

kleiner als1 µK. Die Dekoḧarenzrate eines solchen Systems liegt beiγ · |Ω|
2

∆2 ≈ 5·10−2 s−1, ist also
sehr langsam. Sie ist das Produkt der Anregungswahrscheinlichkeit|Ω|2/∆2 und der spontanen
Emissionsrate und gibt an, in welcher Zeitskala eine den Zustand zerstörende spontane Emission
stattfindet.

6.3.2 Stehender Doughnut-Laser

E(+)(x) = cos(kz)e−
%2

w2 (x+ iy)E0 (6.23)
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Wobeix+ iy = %eiφ gilt; ein solcher Laser sieht in etwa wie folgt aus:

Phase

.
Es gilt also

Ω = Ω0 cos(kz)(x+ iy)e−
%2

w2 und (6.24)

V =
Ω2

0

∆
cos2(kz)%2e−2 %2

w2 (6.25)
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�
%

z

V(x)

ρ

∆ > 0

∆ < 0

d. h. der Laser bildet eine
”
Röhre“ für Atome, die sich am Minimum ansammeln (für blau ver-

stimmtes Licht).

6.3.3 Evaneszente Lichtfelder

(Übung)

6.3.4 Linsen f̈ur einen Atomstrahl

Ein realer Laserstrahl hält seinen Fokus nur̈uber einen gewissen Bereich hinweg2:

E(+)(x) = eikz
E0

q(z)
eik%

2/(2q(z)) q(z) = z − iz0 (6.26)

Wobeiz0 die Rayleigh-L̈ange bezeichnet, die die Breiteüberw0 :=
√

2z0
π

bestimmt. Das optische
Potential ist in diesem Fall

Vopt ∝ |d ·E(+)|2 = V0

(
w0

w(z)

)2

e−
%2

w2 mit: w(z) = w0

√
1 + (z/z0)2 (6.27)

2Dasi im Exponenten ist kein Druckfehler. Diese Form für das elektrische Feld ergibt sich in der sogenannten
Paraxial-N̈aherung, die in B̈uchernüber Optik oder in meinem Skript zur Elektrodynamik behandelt wird.
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V0

z

∆ > 0

∆ < 0

Abbildung 6.6: Rayleigh-L̈ange und Breite

Atome

L
as

er Die Berechnung einer solchen Linse gelingt mittels der Raman-
Nath-N̈aherung: Wenn die WechselwirkungszeitT zwischen Licht
und Atomen so kurz ist, dass sich die Dichteverteilung der Atome
kaumändert, kann manP

2

2M
im Hamilton Operator vernachlässigen.

ψ(x, t) = U(t)ψ0(x) = e−iHt/~ψ0(x) ≈ e−iV (x)t/~ψ0(x) (6.28)

Esändert sich also nur die Phase der Wellenfunktion. Danach propagiert der Zustand frei, d. h.

ψ(x, t) = e−i
p2

2M
t
~ψ0(x, T ) (6.29)

1-dimensionales Beispiel: Der Lichtstrahl l̈auft in z-Richtung und hat eine gewisse Breite,
der Atomstrahl passiert den Lichtstrahl inx-Richtung. Die Atome haben dadurch nur eine kur-
ze Wechselwirkungszeit mit dem Laser, so dass die Raman-Nath-Näherung angewendet werden

kann.

x

z

ges.: Impuls̈anderung inz-Richtung

ψ0(z) = e
− z2

w2
1 ⇒ ψ(z, T ) ≈ e

− z2

w2
1 e−iTRz

2

(6.30)

e
−( 1

w2
1

+iTR)z2

(6.31)

wobei wir das Potential durch
V (x) ≈ Rz2 angen̈ahert haben (wegen der näherungsweise quadratischen Abhängigkeit des opti-
schen Potentials umz = 0). Die Zeitentwicklung dieser Wellenfunktion laßt sich am einfachsten
mittels einer Fourier-Transformation angeben:

ψ(z, t) = F−1(e−
p2

2MF(ψ(z, T ))) (6.32)

⇒ ψ(z, t) ∝ e−
z2

4β mit: β =
1

4α
+ i

t~
2M

undα =
1

w2
1

+ iTRz



98 Atomoptik

Also

w4(t) = |4β|2 = (at− (w2
1 + T 2R2z))2 + const. mit: a =

2~
m

D. h.w(t) besitzt ein Minimum f̈ur t > 0, was einer Fokussierung entspricht.



Kapitel 7

Inkohärente Wechselwirkung und
Dichtematrix

7.1 Dichtematrix-Formalismus

Die Dichtematrix̂% erlaubt es, die Zeitentwicklung inkohärenter Systeme (an Stelle reiner Zustände)
zu beschreiben. Insbesondere ermöglicht sie auch die Beschreibung offener Quantensysteme.
Ein Beispiel: Ein (klassischer) Apparat im Labor produziert einen Quantenzustand nur mit einer
gewissen klassischen Wahrscheinlichkeit bei jeder Durchführung des Experiments. Dies kann
beispielsweise ein Ofen sein, bei dem Atome mal mit Geschwindigkeitv1, mal mitv2 ausgesto-
ßen werden.
Man weiß daher nur mit einer Wahrscheinlichkeitpi, ob der Zustand|ψi〉 realisiert wurde. Die
|ψi〉 müssen dabei nicht orthogonal sein. Die Wahrscheinlichkeiten müssen naẗurlich

∑
i pi = 1

erfüllen, da irgendein Zustand mit Sicherheit vorliegt. Jedes|ψi〉 entwickelt sich danach (ge-
schlossenes System, kein Reservoir) unitär gem̈aß|ψi(t)〉 = e−

i
~Ht |ψi(0)〉. Falls bei einer Rea-

lisierung des Experiments der Zustand|ψi〉 vorliegt, so ist der Mittelwert einer Observable für
diesen Zustand gegeben durch

〈Â〉i = 〈ψi(t)|â|ψi(t)〉 (7.1)

|ψi〉 liegt bei jeder Realisierung mit Wahrscheinlichkeitpi vor. Man gewinnt den vollständigen
Erwartungswert durch die Mittelung̈uber alle Realisierungen,

〈Â〉 =
∑
i

pi 〈Â〉i =
∑
i

pi 〈ψi(t)|â|ψi(t)〉 (7.2)

Ist {|n〉} eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes, dann läßt sich die 1als
∑

n |n〉〈n| darstellen.
Damit gilt für den Erwartungswert:

〈Â〉 =
∑
i

pi 〈ψi|
∑
n

|n〉 〈n|Â|ψi〉 =
∑
n

〈n|Â
∑
i

pi|ψi〉 〈ψi|n〉 =
∑
n

〈n|Â%̂|n〉 (7.3)
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Die Dichtematrix%̂ definiert man̈uber

%̂ =
∑
i

pi |ψi〉〈ψi| (7.4)

Der Erwartungswert eines Operators ist die Spurüber diesen und die Dichtematrix:

〈Â〉 = Tr (%̂Â) (7.5)

Eigenschaften der Spur

(i) Die Spur ḧangt nicht von der Basis ab.

(ii) Tr (ÂB̂) = Tr (B̂Â)

Beweis:

zu (i) Sei{|n′〉} eine andere Basis des Hilbertraumes. Dann ist

Tr (Â) =
∑
n

〈n|Â|n〉 =
∑
n

〈n|
∑
n′

|n′〉 〈n′|Â|n〉

=
∑
n′

〈n′| Â
∑
n

|n〉〈n|︸ ︷︷ ︸
1

n′〉 =
∑
n′

〈n′|Â|n′〉

zu (ii)

Tr (ÂB̂) =
∑
n

〈n|ÂB̂|n〉 =
∑
n,n′

〈n|Â|n′〉 〈n′|B̂|n〉

=
∑
n,n′

〈n′|B̂|n〉 〈n|Â|n′〉 =
∑
n′

〈n′|B̂Â|n′〉

Eigenschaften der Dichtematrix

(i) %̂ ist hermitesch.

(ii) Tr %̂ = 1

(iii) Tr (%̂2) ≤ 1 (= 1 für reine Zusẗande)

Beweis:

zu (i) trivial wegenpi ∈ [0, 1]
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zu (ii)

Tr %̂ =
∑
n,i

〈n|pi|ψi〉 〈ψi|n〉 =
∑
i

pi 〈ψi|
∑
n

|n〉 〈n|ψi〉

=
∑
i

pi 〈ψi|ψi〉︸ ︷︷ ︸
1

=
∑
i

pi = 1

zu (iii)

Tr (%̂2) =
∑
n

〈n|
∑
ij

pi|ψi〉 〈ψi|pj|ψj〉 〈ψj|n〉 =
∑
i,j

pipj 〈ψi|ψj〉 〈ψj|ψi〉

=
∑
i,j

pipj | 〈ψi|ψj〉 |2︸ ︷︷ ︸
≤1

≤
∑
i

pi
∑
j

pj = 1

Bei einemreinen Zustandgilt:
%̂ = |ψ〉 〈ψ| , %̂2 = %̂

Ein Gemischhat mindestens zwei verschiedene Zustände:

%̂ = p1 |ψ1〉〈ψ1|+ p2 |ψ2〉〈ψ2|+ . . . , pi 6= 0

Der Unterschied zwischen Gemisch und Superposition wird an folgendem Beispiel deutlich:%̂G
beschreibt ein Gemisch:

%̂G =
1

2
(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)

Die Hälfte der Atome ist angeregt, die andere Hälfte ist im Grundzustand. In diesem Zustand soll
der Erwartungswert des Dipol-Operators,d ∝ |e〉〈g|+ |g〉〈e|, gebildet werden.

〈d〉 ∝ Tr (%̂G(|e〉〈g|+ |g〉〈e|)) =
1

2
Tr (|g〉〈e|+ |e〉〈g|)

=
1

2
〈e| . . . |e〉+

1

2
〈g| . . . |g〉 = 0

%̂S beschreibt eine Superposition:

|ψ〉 =
1√
2
(|e〉+ |g〉)

%̂S = |ψ〉〈ψ| = 1

2
(|e〉+ |g〉)(〈g|+ |e〉)

=
1

2
(|g〉〈g|+ |e〉〈e|)︸ ︷︷ ︸

%̂G

+
1

2
(|e〉〈g|+ |g〉〈e|)
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%̂s hat nichtdiagonale Elemente, sogenannte Kohärenzen. Der Erwartungswert des Dipol-Opera-
tors ist:

〈d〉 ∝ Tr (%̂S(|e〉〈g|+ |g〉〈e|)) = Tr ((%̂G +
1

2
(|e〉〈g|+ |g〉〈e|))(|e〉〈g|+ |g〉〈e|))

= 0 +
1

2
Tr (|e〉〈e|+ |g〉〈g|︸ ︷︷ ︸

1

) = 1

Die nichtdiagonalen Elemente der Dichtematrix beschreiben den Grad an quantenmechanischer
Kohärenz, also die F̈ahigkeit des Systems, Interferenzeffekte zu zeigen. Sie werden deshalb oft
Kohärenzengenannt. Die Diagonalelemente enthalten die Population der Zustände.

7.2 Liouville-Gleichung, Superoperatoren

Man betrachte die Zeitentwicklung von̂% im abgeschlossenen System. Ein einzelner Zustand
erfüllt bekanntlich die Schr̈odinger-Gleichung:

i~∂t |ψi〉 = H |ψi〉

Dies kann man auf die Dichtematrixübertragen:

i~∂t%̂ = i~
∑
i

pi∂t(|ψi〉〈ψi|) = i~
∑
i

pi(∂t |ψi〉 〈ψi|+ |ψi〉 ∂t 〈ψi|)

=
∑
i

pi(H |ψi〉〈ψi| − |ψi〉〈ψi|H)

i~∂t%̂ = [H, %̂] (7.6)

Dies ist die Liouville-Gleichung f̈ur geschlossene Systeme.
Die Spur der Dichtematrix ist zeitlich konstant:

i~∂tTr %̂ = Tr ([H, %̂]) = Tr (H%̂− %̂H) = 0

[H, ·] ist ein Spezialfall sogenannter Superoperatoren, die ihrerseits auf Operatoren wirken.

L%̂ := [H, %̂]

nennt manLiouville-Superoperator. Nun muß die Liouville-Gleichungi~∂t%̂ = L%̂ gelöst wer-
den. Dies geschieht zunächst formal:

%̂(t) = e−
i
~ tL%̂(0) = (1− i

~
tL − t2

2!~2
LL+ · · · )%̂(0)

= %̂(0)− it

~
[H, %̂(0)]− t2

2!~2
[H, [H, %̂(0)]] + . . . = e−

i
~Ht%̂(0)e

i
~Ht
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Beweis:

f(t) := e−
it
~ L%̂(0) → i~∂tf = Lf = [H, f ]

g(t) := e−
i
~Ht%̂(0)e

i
~Ht

zu zeigen:f(t) = g(t)

i~∂tg = i~(− i

~
Hg +

i

~
gH) = [H, g]

f(t) undg(t) erfüllen die gleiche Differentialgleichung.

f(0) = %̂(0) = g(0)

f(t) undg(t) erfüllen die gleichen Anfangsbedingungen.

→f(t) = g(t)

Entropie, Gleichgewichts-Dichtematrix (Exkurs stat. Mechanik)
Die Entropie eines Quantensystems ist wie folgt definiert:

S = −kBTr (%̂ ln %̂) = −kB 〈ln %̂〉 (7.7)

S beschreibt den Grad an Unordnung, der in einem System herrscht.
In (7.7) wird der Logarithmus der Dichtematrix gebildet. Allgemein ist eine Funktionf(Â) eines
Operators in seiner Diagonaldarstellung am besten definiert.

Â |an〉 = an |an〉 → Â =
∑
n

an |an〉〈an|

Für hermitesche Operatoren gilt:〈an|am〉 = δnm
f sollte Taylor-entwickelbar sein:

f(Â) =
∑
l

fl
l!
Âl

Â2 =
∑
n

an |an〉〈an|
∑
m

am |am〉〈am| =
∑
n

a2
n |an〉〈an|

Dies l̈aßt sich auf beliebige Potenzen erweitern:

Âl =
∑
n

aln |an〉〈an|

⇒ f(Â) =
∑
l

fl
l!

∑
n

aln |an〉〈an| =
∑
n

f(an) |an〉〈an| (7.8)

Als Beispiel folgt die Entropie des reinen Zustandes:

%̂ = 1 · |ψ〉〈ψ|
S = −kBTr (%̂ ln %̂) = −kBTr (1 · |ψ〉〈ψ| · ln(1)︸︷︷︸

=0

|ψ〉〈ψ|)
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Die Entropie des reinen Zustandes ist 0.
Für Gleichgewichtszustände gilt:

˙̂% = 0 ⇔
[
Ĥ, %̂

]
= 0

⇒ %̂ hat gemeinsamen Satz von Eigenwerten mitĤ

H |En〉 = En |En〉

⇒ %̂ =
∑
n

%n |En〉〈En|

Thermischer Gleichgewichtszustand: maximiere EntropieS mit den Nebenbedingungen:

• Tr (%̂) = 1 (Erhaltung der Wahrscheinlichkeit)

•
〈
Ĥ
〉

= E (Kanonische oder großkanonische Gesamtheit)

Führe dazu zwei Larange-Parameterλ1, λ2 ein. Maximierung:

∂

∂%n

(
S − λ1(Tr (%̂)− 1)− λ2(

〈
Ĥ
〉
− E

)
= 0

Da %̂ in dieser Basis diagonal ist, gilt somit:

∂

∂%n

{
−kB

∑
n′

%n′ ln %n′ − λ1

(∑
n′

%n′ − 1

)
− λ2

(∑
n′

%n′En′ − E

)}
= 0

⇒ 0 = −kB (ln %n + 1)− λ1 − λ2En

⇒ %n = exp

{
− 1

kB
(λ1 + λ2En)

}
∼ e

− λ2
kB

En

λ1 wird fixiert durch
∑

n %n = 1

⇒ %̂ ∼
∑
n

e
− λ2

kB
En |En〉〈En|

fasse dies als Funktion vonH auf

%̂ ∼ e
− λ2

kB
H

Setzeλ2 = 1
T
⇒%̂ = 1

Z
e−βĤ , β = 1

kBT
, Z = Tr

(
e−βĤ

)
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Liouville-Theorem Die Entropie eines Systemsändert sich nicht, wenn man eine unitäre Trans-
formation auf die Dichtematrix anwendet.

%̂′ = U%̂U †

S ′ = −kBTr (%̂′ ln %̂′) = S(%̂′) = S
(
U%̂U †

)
Taylor-Entwicklung des Operators innerhalb der Spur:

K̂(%̂′) := %̂′ ln %̂′ =
∑
n

Kn%̂
′n =

∑
n

Kn

(
U%̂U †

)n
Werte den Term in der Klammer aus(

U%̂U †
)n

= U%̂U †U︸︷︷︸
1

%̂U †U%̂U † . . .

= U%̂nU †

⇒ K̂(%̂′) = U
∑

Kn%̂
nU †

⇒ S ′ = −kBTr
(
U%̂ ln %̂U †

)
= −kBTr

(
U †U%̂ ln %̂

)
= S

⇒ Die Entropie kann durch keine ZeitentwicklungU = exp(−iHt/~) in einem geschlos-
senen System verändert werden. Will man also die Entropie eines Systemsändern, so darf es
sich nicht um ein geschlossenes System handeln. Durch die Wechselwirkung mit der Umgebung
kann das System Energie, Impuls oder Teilchen austauschen und so z.B. gekühlt werden.

7.3 Reduzierte Dichtematrix, Zwanzigs Master-Gleichung

Direkte Produkte von Hilbert-R äumen Betrachte zwei Hilbert-R̈aumeHS,HR mit den Ba-
sen{|Sn〉}, {|Rα〉}. Das direkte Produkt dieser Räume ist gegeben durch

HS ⊗HR =

{
|ψ〉

∣∣∣∣∣|ψ〉 =
∑
n,α

ψnα |Sn〉 ⊗ |Rα〉

}

Dieser Raum entḧalt nicht nur Zusẗande, die in Produktform|Sn〉 ⊗ |Rα〉 geschrieben werden
können, sondern auch so genannteverschr̈ankte Zusẗande, z.B.

|S1〉 ⊗ |R1〉+ |S2〉 ⊗ |R2〉

Verschr̈ankte Zusẗande spielen eine zentrale Rolle bei vielen modernen Forschungsgebieten (Bell-
Ungleichungen, Quanten-Kryptographie, Quanten-Teleportation, Quantum-Computing usw.). Ih-
re besondere Eigenschaft besteht darin, dass Korrelationen zwischen den beiden SystemenR und



106 Inkoḧarente Wechselwirkung und Dichtematrix

S bestehen, die praktisch nicht mit klassischen Modellen verstanden werden können. Mehr dazu
kann man in Referenz [18] erfahren.

Sei%̂ die Dichtematrix aufHS⊗HR. Der Erwartungswert einer Observablen, die nur aufHS

wirkt, ist
〈
ÂS

〉
= Tr

(
%̂
(
ÂS ⊗ 1R

))
. Hier ist unterÂS ein Operator zu verstehen, der nur auf

dem Hilbert-RaumHS wirkt:

ÂS : HS → HS : |Sn〉 7→ ÂS |Sn〉

ÂS ⊗ 1R ist die Darstellung dieses Operators auf dem Produkt-Hilbert-Raum mit der Wirkung

ÂS ⊗ 1R : HS ⊗HR → HS ⊗HR

|Sn〉 ⊗ |Rα〉 7→ ÂS |Sn〉 ⊗ 1R |Rα〉

7.3.1 Reduzierte Dichtematrix, Projektions-Superoperatoren

Die Spur eines Operators im Produkt-Raum kann damit zerlegt werden gemäß:

Tr (Ô)HS⊗HR
=
∑
n,α

(〈Sn| ⊗ 〈Rα|) Ô (|Sn〉 ⊗ |Rα〉)

⇒ 〈
ÂS

〉
=
∑
n,α

〈Sn| ⊗ 〈Rα| %̂(ÂS ⊗ 1R) |Sn〉 ⊗ |Rα〉

=
∑
n

〈Sn|
∑
α

〈Rα| %̂ |Rα〉 ÂS |Sn〉

=
∑
n

〈Sn|TrR (%̂)ÂS |Sn〉

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass ein Operator der auf dem einen Teilraum wirkt, im
anderen Teilraum keine Wirkung hat.

TrR (%̂) ≡
∑
α

〈Rα| %̂ |Rα〉

Nenne
%̂S = TrR (%̂)

reduzierte Dichtematrix.
%̂S wirkt aufHS, insbesondere gilt:〈

ÂS

〉
= TrS (%̂SÂS) = TrS (TrR (%̂)ÂS))

Die reduzierte Dichtematrix enthält also die volle Information̈uber das Verhalten einer Observa-
blen im SubsystemHS.

Ziel: Finde eine Gleichung, diê%S alleine beschreibt.
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Projektions-Superoperatoren Normale Projektionsoperatoren̂P in der Quantenmechanik, wie
zum BeispielP = |e〉〈e|mit P |ψ〉 = |e〉 〈e|ψ〉, erfüllenP 2 = P , P † = P

Für den Projektions-Superoperator gilt analog für die Wirkung auf Operatoren:

P2Â = PÂ

Beispiele:

1. Reduzierte Dichtematrix

P %̂ ≡ %̂R(0)TrR (%̂) , (7.9)

wobei %̂R(0) derDichtematrix des Reservoirs zur Zeitt = 0 entspricht

P2%̂ = %̂R(0)TrR (P %̂)
= %̂R(0)TrR (%̂R(0) TrR (%̂)︸ ︷︷ ︸

%̂S :HS 7→HS

)

⇒
P2%̂ = %̂R(0)TrR (%̂R(0)) %̂S = P %̂

2. Projektion auf die Populationen

P %̂ ≡
∑
n

|n〉 〈n| %̂ |n〉 〈n|

P projiziert %̂ auf seine Diagonalelemente, damit werden also alle Kohärenzen zerstört.

7.3.2 Zwanzigs Master-Gleichung

Zwanzigs Master-Gleichung ist eine Gleichung fürP %̂ alleine, die aus der Liouville-Gleichung

i~%̇ = L%

für %̂ abgeleitet wird. Zur Herleitung führen wir zun̈achst den zuP komplemenẗaren Projektions-
SuperoperatorQ := 1 − P ein, wobeiQ2 = Q erfüllt ist.1 Der Projektions-Superoperator ist
zeitunabḧangig,Ṗ = 0,

⇒ i~
∂

∂t
P% = PL% = PL(P +Q)%

⇒ i~
∂

∂t
P% = PLP%+ PLQ%

analog mitQ%
i~
∂

∂t
Q% = QLP%+QLQ% (7.10)

1Hier ist die Unterscheidung zwischen Projektions-Operatoren und Projektions-Superoperatoren wichtig: für

Projektionsoperatoren gilt:|ψ〉 =
(
P |ψ〉
Q |ψ〉

)
, dagegen gilt f̈ur Super-Operatoren:̂A =

(
PÂP PÂQ
QÂP QÂQ

)
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Löse zun̈achsti~Q%̇ = QLQ%. Sind die Super-Operatoren zeitunabhängig, so kann man die
formale L̈osung leicht hinschreiben:

Q%(t) = exp(−iQLQt/~)Q%(0) .

Der allgemeine Fall ist bedeutend komplizierter und führt auf ein sogenanntes zeitgeordnetes
Exponential. Da diesessehrhäufig in der Quantenfeldtheorie und anderen Bereichen der theore-
tischen Physik auftritt, soll es hier kurz vorgestellt werden.

Das zeitgeordnete Exponential

Formale L̈osung:

i~
∫ t

0

Q%̇dt =

∫ t

0

QL(t′)Q%(t′)dt′ (7.11)

⇒ Q%(t) = Q%(0)− i

~

∫ t

0

QL(t′)QQ%(t′)dt′ (7.12)

wobei im letzten SchrittQ2 = Q verwendet wurde. Diese Lösung ist nur formal, da sie sich
praktisch selbst wieder enthält:Q%(t) hängt vonQ%(t′) mit t′ < t ab. Dr̈uckt manQ%(t′) wieder
mit Hilfe von Gleichung (7.12) aus, so ergibt sich

Q%(t) = Q%(0)− i

~

∫ t

0

dt′(QL(t′)Q){Q%(0)− i

~

∫ t′

0

dt′′QL(t′′)QQ%(t′′)} (7.13)

Iteriere dieses Verfahren:

⇒ Q%(t) = Q%(0)− i

~

∫ t

0

dt′(QL(t′)Q)Q%(0)

+

(
− i

~

)2 ∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′(QLQ(t′))(QLQ(t′′))Q%(0) + . . . (7.14)

Führe daszeitgeordnete Produktein:

T (A(t)B(t′)) :=

{
A(t)B(t′) für t > t′

B(t′)A(t) für t′ > t
(7.15)

Damit können wir die mehrfachen Integrale der Reihe umschreiben:∫ t

0

dt1QLQ(t1)

∫ t1

0

dt2QLQ(t2) =

∫ t

0

dt2

∫ t

t2

dt1T (QLQ(t1) QLQ(t2)) (7.16)

T (QLQ(t1) QLQ(t2)) hat auch die richtige Ordnung der Operatoren (der spätere steht links
vom früheren), wennt1 < t2 ist. Betrachte deshalb das Integral mit modifizierten Grenzen für t2:

⇒
∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2T (QLQ(t1) QLQ(t2))

=

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2QLQ(t1) QLQ(t2) +

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2QLQ(t2) QLQ(t1) (7.17)
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Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (7.17) kommt in der Reihe (Gleichung (7.14))
vor. Für den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (7.17) läßt sich schreiben:∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2QLQ(t2) QLQ(t1) =

∫ t

0

dt2

∫ t2

0

dt1QLQ(t2) QLQ(t1) (7.18)

Mit t′1 = t2 undt′2 = t1 folgt:

⇒ 2.Term in Gleichung (7.17)=
∫ t

0

dt′1

∫ t′1

0

dt′2QLQ(t′1) QLQ(t′2) (7.19)

Gleichung (7.19) ist wieder ein Term, der in unserer Reihe (Gleichung (7.14)) vorkommt.

⇒
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2QLQ(t1) QLQ(t2)

=
1

2!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2T (QLQ(t1) QLQ(t2)) (7.20)

Wir haben es also erreicht, dass der erste Term der Reihe mit Hilfe von Integralen mit un-
abḧangigen Grenzen geschrieben werden kann. Man kann zeigen, dass eine entsprechende all-
gemeine Relation gilt: ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 . . .
∫ tn−1

0

dtnQLQ(t1) . . .QLQ(tn)

=
1

n!

∫ t

0

dt1 . . .
∫ t

0

dtnT (QLQ(t1) . . .QLQ(tn)) (7.21)

⇒ Q%(t) = {1− i

~

∫ t

0

dt1QLQ . . .

+
1

n!

(
−i
~

)n ∫ t

0

dt1 . . .
∫ t

0

dtnT (QLQ(t1) . . .QLQ(tn)}Q%(0)

= T exp

(
−i
~

∫ t

0

dt′QLQ(t′)

)
Q%(0) (7.22)

= : UQQ(t)Q%(0) (7.23)

Dies ist die L̈osung der homogenen Gleichung

i~Q%̇ = QLQ(Q%) (7.24)

Das zeitgeordnete ExponentialT exp ist dabei definierẗuber seine Taylor-Reihe, in der Integrale
über verschiedene Variablent1, t2, . . . auftreten. Der ZeitordnungsoperatorT sorgt daf̈ur, dass
die Zeiten genau entsprechend ihrem Auftreten in Reihe (7.14) erscheinen.
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Herleitung der Master-Gleichung: Fortsetzung

Zur Herleitung der Master-Gleichung ist nun der AnsatzQ%(t) = UQQ(t)%̃Q(t) zweckm̈aßig.

⇒ i~∂tQ% = i~U̇QQ%̃Q + i~UQQ ˙̃%Q (7.25)

Mit U̇QQ = − i
~QLQ(t)UQQ(t) folgt unter Verwendung der Gleichung (7.10):

i~ ˙̃%Q = U−1
QQ(t)QLP%(t) (7.26)

⇒ %̃Q(t) = %̃Q(0)− i

~

∫ t

0

dt′U−1
QQ(t′)QLP%(t′) (7.27)

⇒ Q%(t) = Q%(0)− i

~
UQQ(t)

∫ t

0

dt′U−1
QQ(t′)QLQP%(t′) (7.28)

Setze Gleichung (7.28) in die Gleichung fürP% ein:

i~P %̇ = PLP%+ PL(t)Q
{
Q%(0)− i

~
UQQ(t)

∫ t

0

dt′U−1
QQ(t′)QLP%(t′)

}
(7.29)

Gleichung (7.29) istZwanzigs Master-Gleichung.
Dies ist eine exakte Differentialgleichung für P% alleine, die in der Praxis ohne Näherungen
nicht gel̈ost werden kann. Um sie zu vereinfachen, spezialisieren wir uns nun auf einen Super-
Projektor von der Form 7.9 und betrachten folgenden Spezialfall:

1. %(0) = %R(0) ⊗ %S(0), d.h. keine Korrelationen zwischen System und Reservoir zur Zeit
t = 0

2. [%R(0), HR] = 0, d.h. das Reservoir ist in einem stationären Zustand vonHR (es gilt
H = HR +HS +Hint).

3. Tr R(%R(0)Hint) = 0 z.B.Hint = −d ·E, das Reservoir entspricht der Strahlung
⇒ TrR (%R(0)Hint) = −d 〈E〉 (t = 0) = 0. 2

Unter diesen Voraussetzungen gilt

Q%(0) = %(0)− P%(0)

= %R(0)⊗ %S(0)− %R(0)⊗ TrR (%R(0)⊗ %S(0))

= %R(0)⊗ %S(0)− %R(0)⊗ %S(0)

= 0 (7.30)

2In einem station̈aren Zustand ist im freien Raum〈E〉 = 0, da ein solcher Zustand einem Gemisch (kei-
ner Superposition) von Teilchenzahl-Zuständen entspricht. WegenE ∼ a + a+ gilt daher 〈n| a + a+ |n〉 =
〈n| (

√
n |n− 1〉+

√
n+ 1 |n+ 1〉) = 0
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Aus denÜbungen sind f̈ur einen beliebigen OperatorX die folgenden Relationen bekannt:

PLPX = %R(0)[HS,TrR (X)] = PLSX (7.31)

PLQX = %R(0)TrR ([Hint, X]) = PLintX (7.32)

QLPX = [Hint, %R(0)TrR (X)] = LintPX (7.33)

Desweiteren findet man

QLQX = (1− P)LQX
= LQX − PLQX
= L(1− P)X − PLintX

= LX − LPX − PLintX

= [HS +HR +Hint, X]− [HS +HR +Hint, %R(0)TrR (X)]

−%R(0)TrR ([Hint, X])

= [HS +HR +Hint, X]− [HS, %R(0)TrR (X)]

−[HR, %R(0)]TrR (X)− [Hint, %R(0)TrR (X)]

−%R(0)TrR ([Hint, X])

Mit [HR, %R(0)] = 0 folgt daraus:

QLQX = [HS, X − PX] + [HR, X] + [Hint, X − PX]− P [Hint, X]

= [HS,QX] + LRX + [Hint,QX]− PLintX

= (LSQ+ LR + LintQ−PLint)X (7.34)

Weitere Eigenschaften:

LSQ = QLS (7.35)

PLS = LSP (7.36)

Einsetzen in die Master-Gleichung (Gleichung (7.29)) liefert:

i~P %̇ = PLSP%−
i

~
PLint

∫ t

0

dt′UQQ(t)U−1
QQ(t′)LintP%(t′)

UQQ(t) = T exp

(
−i
~

∫ t

0

dt′′QL(t′′)Q
)

L(t)X = [H(t), X] = [HS +HR +Hint, X]

Näherung: Ber̈ucksichtigeHint nur bis zur 2. Ordnung. (Annahme:Hint � HR, HS)

⇒ UQQ ≈ exp

(
− i

~
Q(Ls + LR)Qt

)
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FallsHS undHR zeitunabḧangig sind.

QLs = LsQ ⇒ QLsQ = LsQ = QLs
QLR = LRQ = LR

⇒ UQQ = e−iQLst/~e−iLRt/~

Im letzten Schritt haben wir dabeiLsLR = LRLs verwendet, was in der folgenden Weise bewie-
sen werden kann:

(LRLs − LsLR)X =
[
HR, [HS, X]

]
−
[
HS, [HR, X]

]
=

[
HR, [HS, X]

]
+
[
HS, [X,HR]

]
= −

[
X, [HR, HS]︸ ︷︷ ︸

=0

]
= 0

wobei die Jakobi-Identität verwendet wurde. Es folgt

e−iQLst/~ =
∞∑
n=0

(
− it/~

)n
n!

(
QLs

)n
(QLs)n = LnsQn = LnsQ n > 0

⇒ e−iQLst/~QLP = e−iLst/~QLP

Damit erḧalt man f̈ur die Master-Gleichung:

i~P %̇ = PLSP%−
i

~
PLint

∫ t

0

dt′ exp {−i
~

(t− t′)(Ls + LR)}︸ ︷︷ ︸
freie Zeitentwicklung

LintP%(t′)

P% = %R(0)TrR (%) = %R(0)%s(t)

⇒ i~%R(0)%̇s = %R(0) TrR
(
[HS, %R(0)%s]

)︸ ︷︷ ︸
[HS ,%s]

−

− i

~
%R(0)TrR

([
Hint,

∫ t

0

dt′e−i(t−t
′)(Ls+LR)/~[Hint, %R(0)%s(t

′)]
])

i~%̇s(t) = [HS, %s(t)]−
i

~

∫ t

0

dt′TrR

([
Hint, e

−i(t−t′)(Ls+LR)/~[Hint, %R(0)%s(t
′)]
])

Dies ist die allgemeine Master-Gleichung unter der BedingungHint � HR, HS undḢs = ḢR =
0.
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Annahmeüber die Form der Wechselwirkung:Hint = −diEi, i = 1, . . . , N wobei di
Operatoren aufHs undEi Operatoren aufHR sind.

⇒ TrR
(
[Hint, . . .]

)
= TrR

([
diEi, e

−i(t−t′)(Ls+LR)/~[dlEl, %R(0)%s(t
′)]
])

mit e−iLt/~X = e−iHt/~XeiHt/~ (siehe Anfang des Kapitels)

⇒ e−i(t−t
′)(Ls+LR)/~[dlEl, %R(0)%s(t

′)
]

=[
dl(t− t′)El(t− t′), %R(0)e−iHS(t−t′)/~%s(t

′)eiHS(t−t′)/~]
mit

d̂l(t− t′) = e−i(t−t
′)HS/~d̂le

i(t−t′)HS/~

Êl(t− t′) = e−i(t−t
′)HR/~Êle

i(t−t′)HR/~

%R(t) = %R(0) wegen
[
HR, %R(0)

]
= 0

Bemerkung:d̂l(−t) ist der Operator̂dl im Wechselwirkungsbild

TrR
(
[Hint, . . .

)
= TrR

([
diEi,

[
dl(t− t′)El(t− t′), %R(0)Us(t− t′)%s(t

′)U †s (t− t′)︸ ︷︷ ︸
=:%̄s

]])
mit Us(t) := e−iHSt/~

⇒TrR
(
. . .
)

= TrR
(
diEidl(t− t′)El(t− t′)%R(0)%̄s − diEi%R(0)%̄sdl(t− t′)El(t− t′)−

− dl(t− t′)El(t− t′)%R(0)%̄sdiEi + %R(0)%̄sdl(t− t′)El(t− t′)diEi

)
= didl(t− t′)%̄sTrR

(
EiEl(t− t′)%R(0)

)
− di%̄sdl(t− t′)TrR

(
Ei%R(0)El(t− t′)

)
−

− dl(t− t′)%̄sdiTrR
(
El(t− t′)%R(0)Ei

)
+ %̄sdl(t− t′)diTrR

(
%R(0)El(t− t′)Ei

)
Setze Fm1m2(t1, t2) := TrR

(
Em1(t1)Em2(t2)%R(0)

)
= 〈Em1(t1)Em2(t2)〉

⇒ TrR
(
. . .
)

= didl(t− t′)%̄sFil(0, t− t′)− di%̄sdl(t− t′)Fli(t− t′, 0)−
− dl(t− t′)%̄sdiFil(0, t− t′) + %̄sdl(t− t′)diFli(t− t′, 0)

⇒ i~∂t%s(t) =
[
HS, %s(t)

]
− i

~

∫ t

0

dt′
(
Fil(0, t− t′)

[
di, dl(t− t′)%̄s

]
+

Fli(t− t′, 0)
[
%̄sdl(t− t′), di

])
Wir f ühren nun die sehr verbreiteteMarkov-N̈aherungdurch. Idee: Die Reservoir-FunktionFil(0, t−
t′) fällt oft sehr schnell mitt − t′ ab. (Das Reservoir ”vergisst” sehr schnell, wie sein Zustand
war). F̈ur kleinet− t′ kann%s(t′) dann angen̈ahert werden durch:

%s(t
′) ≈ Us(t

′ − t)%s(t)U
†
s (t
′ − t)
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Us beschreibt die freie Zeitentwicklung. Man nimmt also an, dass sich das System für kurze
Zeiten im wesentlichen frei entwickelt.

⇒ %̄s = Us(t− t′)%s(t
′)U †s (t− t′) = %s(t)

i~∂t%s(t) =
[
HS, %s(t)

]
− i

~

∫ t

0

dt′
(
Fil(0, t− t′)

[
di, dl(t− t′)%s(t)

]
+

Fli(t− t′, 0)
[
dl(t− t′)%s(t), di

])
Setzeτ = t− t′ dτ = −dt′

⇒ i~∂t%s(t) =
[
HS, %s(t)

]
− i

~

∫ t

0

dτ

(
Fil(0, τ)

[
di, dl(τ)%s(t)

]
+ Fli(τ, 0)

[
%s(t)dl(τ), di

])
DaFil(0, τ) schnell abf̈allt, kann man die Integrationsgrenze t durch∞ ersetzen.
⇒ Endg̈ultige Form der Master-Gleichung in der Markov-Näherung:

i~∂t%s(t) =
[
HS, %s(t)

]
− i

~

∫ ∞
0

dτ

(
Fil(0, τ)

[
di, dl(τ)%s(t)

]
+ Fli(τ, 0)

[
%s(t)dl(τ), di

])
Die Master-Gleichung in Markov-N̈aherung

• ist eine lineare Differentialgleichung und im Gegensatz zur allgemeinen Master-Gleichung
keine Integro-Differentialgleichung mehr,

• hat konstante Koeffizienten (gegeben durch das Integralüberτ ).

7.4 Spontane Emission

Bei der spontanen Emission im freien Raum spielt das Atom die Rolle des Systems, an dem wir
interessiert sind. Die Strahlung bildet das Reservoir, dessen Zustand im wesentlichen konstant
ist, da im freien Raum spontan emittierte Photonen nicht zum Atom zurückkehren.

HS =
∑
n

En |n〉 〈n| , |n〉 = atomare Energieniveaus

HR =

∫
d3k

∑
σ

~ωka†k,σak,σ

Hint = −dE(x) = −d(+)E(+) − d(−)E(−)

wobei x der Ort des Atoms ist und in der letzten Gleichung die rotating wave approximation
gemacht wurde.
E(+) = positiver Frequenzanteil(∝ ak,σ)

d(+) = Aufsteigeoperator
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• Beim 2-Niveau-System:d(+) = deg |e〉 〈g|

• Bei zwei Multipletts:d(+) =
∑

me,mg
|Je,me〉 〈Jg,mg|dme,mg

Der anf̈angliche Zustand der Strahlung soll das Vakuum sein:%R(0) = |0〉 〈0|. Die Master-
Gleichung lautet allgemein in der Markov-Näherung

i~%̇S =[HS, %S]−
i

~

∫ ∞
0

dτ
{

[di, dj(τ)%S] 〈EiEj(τ)〉 (7.37)

+ [%Sdj(τ), di] 〈Ej(τ)Ei〉
}

In unserem Fall setzen wir3

d1 = d(+) ; E1 = E(+)

d2 = d(−) ; E2 = E(−)

Man kann leicht nachrechnen, dass wegen des Vakuumzustandes der Strahlung

〈0|E(+)
a E

(+)
b |0〉 = 〈0|E(−)

a E
(−)
b |0〉 = 〈0|E(−)

a E
(+)
b |0〉 = 0

gilt. Für die Master-Gleichung folgt damit{
[di, . . . ] 〈. . .〉 . . .

}
=

{
〈E(+)

a E
(−)
b (τ)〉 [d(+)

a , d
(−)
b (τ)%S]

+ 〈E(+)
b (τ)E(−)

a 〉 [%Sd(+)
b (τ), d(−)

a ]
}

Die Korrelationsfunktion hat den folgenden Wert (sieheÜbungen):

〈0|E(+)
a (x, 0)E

(−)
b (x, τ)|0〉 =

~
6π2ε0c3

δab

∫ ∞
0

dωk ω
3
k e
−iωkτ (7.38)

Die zweite Korrelationsfunktion, bei derτ im ersten Operator vorkommt, kann man mittels des
freien ZeitentwicklungsoperatorsU(τ) mit diesem Ergebnis verbinden:

〈0|E(+)
a (τ)E

(−)
b (0)|0〉 = 〈0|U(τ)E(+)

a (0)U †(τ)E
(−)
b (0)|0〉

VerwendeU |0〉 = |0〉 :

=⇒ 〈0|E(+)
a (τ)E

(−)
b (0)|0〉 = 〈0|E(+)

a (0)U †(τ)E
(−)
b (0)U(τ)|0〉

= 〈0|E(+)
a (0)E

(−)
b (−τ)|0〉

Die Zeitabḧangigkeit der atomaren Operatoren ist bei freier Zeitentwicklung gegeben durch

d(+)(τ) =
∑
me,mg

|Jeme〉〈Jgmg|dme,mge
iτ(Emg−Eme )/~

3Genau genommen steht in der allgemeinen Summe oben jedesdi für eine Vektor-Komponente von entweder
d(+) oderd(−). Um die Notation̈ubersichtlich zu halten, unterdrücken wir aber diesen Punkt.
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=⇒
∫ ∞

0

dτ d(+)
a (τ) 〈E(+)

a (τ)E
(−)
b (0)〉

=
~

6π2ε0c3

∑
me,mg

(dme,mg)b |Je,me〉〈Jg,mg|
∫ ∞

0

ω3dω

∫ ∞
0

dτ eiτ(ω−ωme,mg )

mit ωme,mg := (Eme − Emg)/~. Unter Verwendung
∫∞

0
dτ e−iωτ = πδ(ω)− iP/ω folgt daraus∫ ∞

0

dτ d(+)
a (τ) 〈E(+)

a (τ)E
(−)
b (0)〉 =

~
6π2ε0c3

∑
me,mg

|Je,me〉〈Jg,mg| (dme,mg)b

×
(
πω3

me,mg
+ i

∫ ∞
0

dω
Pω3

(ω − ωmemg)

)
=:
∑
me,mg

|Je,me〉〈Jg,mg| (dme,mg)b(Kmemg + iK ′memg
)

=:K̂
(+)

b + iK̂
′(+)

b

Die Operatoren̂K
(+)

undK̂
′(+)

wirken dabei nur noch auf die atomaren Freiheitsgrade und sind
zeitunabḧangig. Als Ergebnis erhalten wir die Master-Gleichung für atomare Multipletts

i~%̇S = [HS, %S]−
i

~

{
[d(+)
a , (K̂(−)

a − iK̂ ′(−)
a )%S] + [%S(K̂

(+)
a + iK̂ ′(+)

a ), d(−)
a ]
}

(7.39)

wobei wirK̂
(−)

:=
(
K̂

(+)
)†

undK̂
′(−)

:=
(
K̂
′(+)
)†

eingef̈uhrt haben.

Wenden wir dieses Ergebnis auf das Zwei-Niveau-System an, so haben diese Operatoren die
einfache Gestalt

K̂
(+)

= |e〉〈g|deg
~ω3

0

6πε0c3
; K̂

′(+)
= |e〉〈g|deg

∫ ∞
0

. . . (7.40)

Der Zahlenwert des Integrals in̂K
′(+)

ist dabei irrelevant, da er nicht nur divergiert (und renor-
miert werden muß) sondern im Rahmen des Zwei-Niveau-Modells und der rotating wave appro-
ximation auch nach der Renormierung inkorrekt ist. Setzen wir diese Operatoren in Gl. (7.39)
ein, so erhalten wir dieMaster-Gleichung f̈ur Zwei-Niveau-Atome

%̇ = − i

~
[~ω0 |e〉〈e| , %]−

i

~
[~∆Lamb |e〉〈e| , %] (7.41)

−γ
2
(σ+σ−%+ %σ+σ− − 2σ−%σ+)

mit

γ :=
|deg|2ω3

0

3π~ε0c3
(7.42)

und

∆Lamb := − |deg|2

6π2~ε0c3

∫ ∞
0

dω
Pω3

(ω − ω0)
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Konsequenzen RealteilK(+) und Imagin̈arteilK ′(+) haben offensichtlich v̈ollig unterschied-
liche Konsequenzen.

• K̂
′(+)

entḧalt das Hauptwert-Integral̈uberω und ist daher mit dem Kommutator∝ ∆L

verbunden. Es bewirkt eine Verschiebung der Resonanzfrequenz:ω′0 = ω0 + ∆L. Die
Verschiebung∆L heißtLamb-Shift.

• ∆L ist divergent und m̈usste renormiert werden. Eine Behandlung, dieüber das 2-Niveau-
Modell hinausgeht, findet man in Ref. [7].∆L ver̈andert nicht die Unitariẗat der Zeitent-
wicklung.

• Der RealteilK̂
(+)

ist die Ursache f̈ur den Term proportional zuγ und beschreibt eine nicht
unitäre Zeitentwicklung (s.u.);
γ ist diespontane Emissionsrate.

• Die Struktur−γ
2
(R†R% + %R†R − 2R%R†) ist die allgemeinste Form eines Terms zur

Beschreibung inkoḧarenter Prozesse und wird Lindblad-Form genannt.R ist dabei ein
verallgemeinerter Auf-oderAbsteigeoperator.
Beispiel: Strahlung bei Temperatur T statt|0〉 =⇒ Thermische Anregung der Atome:

−η(T )(σ−σ+%+ %σ−σ+ − 2σ+%σ−)

Mehr dazu kann man z.B. in Ref. [5] finden.

Im Folgenden wird die Lamb-Shift in die Laserfrequenz integriert:ω ≡ ω0 + ∆L.

%̇ = − i

~
[~ω |e〉〈e| , %]− γ

2
{σ+σ−%+ %σ+σ− − 2σ−%σ+} (7.43)

Damit läßt sich die Zeitentwickung von% einfach berechnen:

% =

(
%ee %eg
%ge %gg

)
Zunächst wird der Kommutator mit dem Systemhamiltonian berechnet:

[|e〉〈e| , %] =

[(
1 0
0 0

)
, %

]
=

(
0 %eg

−%ge 0

)
Für die Lindblad-Form gilt:

σ+σ− = |e〉〈g|g〉〈e| = |e〉〈e|

und damit

|e〉〈e| %+ % |e〉〈e| − 2 |g〉〈e|︸ ︷︷ ︸
σ−

% |e〉〈g|︸ ︷︷ ︸
σ+

=

(
2%ee %eg
%ge −2%ee

)
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Damit lautet die komplette Master-Gleichung:(
%̇ee %̇eg
%̇ge %̇gg

)
= −iω

(
0 %eg

−%ge 0

)
− γ

2

(
2%ee %eg
%ge −2%ee

)
(7.44)

Für die linear unabḧangigen Komponenten gilt:

%̇ee = −γ%ee ⇒ %ee(t) = %ee(0)e
−γt (7.45)

%̇eg =
(
−iω − γ

2

)
%eg ⇒ %eg(t) = e−iωte−

γ
2
t%eg(0)

%̇gg = γ%ee ⇒ %gg(t) = %gg(0) + (1− e−γt)%ee(0)

Diese L̈osung charakterisiert die spontane Emission:

• Der angeregte Zustand wird inkohärent entv̈olkert, da bei demÜbergang vone nachg
keine Koḧarenzen%eg, %ge entstehen. Bei Rabi-Oszillationen würden auch%eg, %ge zun̈achst
wachsen.

• Anfänglich vorhandene Kohärenzen%eg, %ge zerfallen mit γ
2
. Dies liegt daran, daß|g〉〈e|

eine angeregte Komponente enthält, die zerfallen kann,|e〉〈e| dagegen zwei.

• Was oben an Population verloren geht, wird in%gg wieder aufgesammelt, das sichert die
Wahrscheinlichkeitserhaltung.

Tr % = 1 → Tr %̇ = 0 = %̇ee + %̇gg

Dies gilt allgemein f̈ur die Lindblad-Form:

Tr %̇ = −γ
2

Tr {R†R%+ %R†R− 2R%R†}

= −γ
2

Tr {R†R%+R†R%− 2R†R%} = 0

• Im Vergleich zur Master-Gleichung für die Dichtematrix kann die phänomenologische Be-
schreibung der spontanen Emission verschiedene Aspekte nicht korrekt beschreiben. Mit
ψe(t) = e−

γ
2
tψe(0) folgt für die Spur von%:

|ψe|2 + |ψg|2 = e−γt|ψe(0)|2 + |ψg(0)|2 6= const.

Es gilt keine Wahrscheinlichkeitserhaltung. Versucht man, dies zu reparieren, führt das
zum zwischenzeitlichen Auftreten von Kohärenzen, die es bei einem spontanen Prozeß
nicht geben sollte.

ψg(t) ∝
√
|ψg(0)|2 + (1− e−γt)|ψe(0)|2 ⇒ %eg = ψeψ

∗
g 6= 0

%eg ist für t = 0 undt→∞ gleich 0, dazwischen aber nicht.



7.4 Spontane Emission 119

Abbildung 7.1:π-Puls (links) und spontane Emission (rechts) auf der Bloch-Kugel

Veranschaulichung auf der Bloch-Kugel:
Sowohl bei einer Rabi-Oszillation um den Winkelπ als auch bei der spontanen Emission han-
delt es sich um die gleichen Ausgangs- und Endzustände. Am Beispiel der Bloch-Kugel wird
der Unterschied deutlich: Bei der Rabi-Oszillation beschreibt der Bloch-Vektor einen Halbkreis
und ändert seine L̈ange nicht: Das System befindet sich immer in einem reinen Zustand. Bei
der spontanen Emission “schrumpft” der Bloch-Vektor und entwickelt sich durch den Koordina-
tenursprung nach unten, zwischenzeitlich entsteht dabei ein maximal unbestimmtes Gemisch.

Was geschieht, wenn man als Ausgangszustand eine beliebige Superposition zuläßt? Ohne spon-

Abbildung 7.2: Verhalten einer beliebigen Superposition auf der Bloch-Kugel bei einer Rabi-
Oszillation (links) und unter spontaner Emission (rechts).

tane Emission wird sich nur die Phase der Superposition entwickeln, der Bloch-Vektor behält sei-
ne Länge und bewegt sich auf einem Kreis mit konstantem Winkel zurz-Achse (Abbildung 7.2,
links). Ber̈ucksichtigt man die spontane Emission, dann bewegt sich der Vektor auf einer Spi-
ralbahn abẅarts, wobei er zwischendurch kürzer wird und schließlich im Grundzustand landet
(Abbildung 7.2, rechts). Zur Veranschaulichung desÜbergangs vom reinen Zustand zum Ge-
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misch zum reinen Zustand sei hier noch die Spur von%2 berechnet.

Tr %2 = %2
ee + 2%eg%ge + %2

gg

Unter der Annahme von%ee(0) = 1 folgt mit (7.45):

Tr %2(t) = 1− 2e−γt + 2e−2γt (7.46)

Diese Zeitentwicklung ist in Abbildung 7.3 abgebildet. Der Betrag der Spur fällt von 1 rasch auf
1
2

ab (vollsẗandiges Gemisch) und nähert sich dann asymptotisch wieder der 1. Dieses Resultat
gilt allerdings nicht, wenn man die Schwerpunktbewegung der Atome mitberücksichtigt. Durch
den Impuls̈ubertrag der Photonen entsteht ein Gemisch imp-Raum. Schematisch gilt

% = |e,p〉〈e,p| → |e,p〉〈e,p|+
∫

d3k |g,p + ~k〉〈g,p + ~k| δ(|k| − ω0

c
)

→
∫

d3k |g,p + ~k〉〈g,p + ~k| δ(|k| − ω0

c
)

(7.47)

7.5 Vermeidung spontaner Emission durch Interferenz

Betrachte ein 3-Niveau-Atom in V-Konfiguration:

|g〉

|+〉 |−〉

Ee = E+ = E−

In der allgemeinen Master-Gleichung (7.39) für Atome findet man einen Term

K
(+)
i + iK

′(+)
i =

∫ ∞
0

dτ d(+)
j (τ) 〈0|E(+)

j (τ)E
(−)
i (τ)|0〉

=
∑
me=±

|me〉〈g| (dmeg)i(Kmeg︸ ︷︷ ︸
∈R

+iK ′meg︸ ︷︷ ︸
∈R

)

DaKmeg, K
′
meg nur vonEe − Eg abḧangen, sind sie für beideÜberg̈ange,+ → g und− → g,

gleich.
K(+) + iK ′(+) = (K + iK ′){|+〉〈g|d+g + |−〉〈g|d−g}

Einsetzen in die Master-Gleichung ergibt:

i~%̇s = [HS, %s]

− i

~

{[
d+g |+〉〈g|+ d−g |−〉〈g| , (K − iK ′)](|g〉〈+|d∗+g + |g〉〈−|d∗−g)%s

]
+(K + iK ′)

[
%s(|+〉〈g|d+g + |−〉〈g|d−g) , d∗+g |g〉〈+|+ d∗−g |g〉〈−|

]}
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Abbildung 7.3: Plot von Tr%2 bei spontaner Emission
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Unter der Annahme4 d+ = d− = d vereinfacht sich dies zu

i~%̇s = [HS, %s]−
i

~
|d|2

{
(K − iK ′)

[
(|+〉+ |−〉) 〈g| , |g〉 (〈+|+ 〈−|) %s

]
+(K + iK ′)

[
%s (|+〉+ |−〉) 〈g| , |g〉 (〈+|+ 〈−|)

]} (7.48)

Die Atome seien in angeregtem Zustand|ψ〉 = 1√
2
(|+〉 − |−〉) präpariert:

%s(0) = |ψ〉〈ψ| , HS |ψ〉 = Ee |ψ〉 → [HS, %s(0)] = 0

Außerdem gilt:(〈+|+ 〈−|) |ψ〉 = 0. Wegen des Terms%s(|+〉+ |−〉) = 0 in den Kommutatoren
in Gleichung (7.48) gilt damit

%̇s = 0

⇒ |ψ〉 kann nicht in den Grundzustand zerfallen!

• Die destruktive Interferenz zwischen den Amplituden von|+〉 und |−〉 sorgt daf̈ur, daß
dieser Zustand stabil ist [13].

• Der Effekt istähnlich wie beim Dunkelzustand, nur daß|ψ〉 ein angeregter Zustand ist und
für alle Photonen dunkel ist.

• Die Realisierung ist schwierig, da bei Atomend+ = eiαd− nicht erf̈ullbar ist, denn die
Zusẗande sind Eigenzustände vonJz

Beispiel: Drei-Niveau-System in
V-Konfiguration:

Jg = 0 Je = 1

�
�

�
��3

Q
Q

Q
QQk

Es gilt:

d+ = D(ex − iey)/
√

2 koppelt anσ+-Licht

d− = D(ex + iey)/
√

2 koppelt anσ−-Licht

Damit istd+ · d∗− = 0, Interferenzterme treten nicht auf. Beispielsweise gilt

(|+〉d+ + |−〉d−) 〈g| · |g〉 (〈+|d∗+ + 〈−|d∗−) = D2(|+〉〈+|+ |−〉〈−|)

statt wie im oben angenommenen Falld+ = d−

D2(|+〉 + |−〉)(〈+| + 〈−| .

• Bei Molekülen ist die destruktive Interferenz im Prinzip möglich. Ein experimenteller
Nachweis wurde erbracht [14], aber später angezweifelt [15].

4Möglich ist auchd+ = eiαd−



Kapitel 8

Laser-Kühlen von Atomen

8.1 Allgemeines zur K̈uhlung von Atomen

Nach dem Satz von Liouville kann man die Entropie eines abgeschlossenen (Quanten)-Systems
nichtändern, da es sich unitär entwickelt. Adiabatisches K̈uhlen zur Verringerung der Temperatur
ist zwar m̈oglich (sieheÜbungen), die Entropie (

”
Unordnung “) bleibt dabei aber erhalten.

Um die Unordnung zu verringern bzw. das von den Atomen besetzte Phasenraumvolumen zu
verkleinern muss das System offen sein. Die Beschreibung des Systems kann dann durch eine
Master-Gleichung erfolgen.

Verschiedene Konzepte der K̈uhlung

• Austausch von Atomen mit der Umgebung. z.B. Verdampfungskühlen wie bei der Kaffee-
tasse (bzw. bei Corinnas Teetasse). Hierbei befinden sich die Atome in einem Potentialtopf
endlicher Tiefe. Nur die heißesten Atome haben genug Energie, um den Topf zu verlassen.
Die verbliebenen Atome sind dann im Mittel kälter. Durch Sẗoße zwischen den Atomen
werden die Atome rethermalisiert, so dass die Energieverteilung wieder thermisch wird.

• Spontan emittierte Photonen dissipieren Energie und Impuls. (Induzierte Emission tut dies
nicht, da dies ein unitärer Prozess ist).⇐⇒ Laser-K̈uhlen. Nobelpreis 1997 an Claude
Cohen-Tannoudji, Steve Chu und Bill Phillips

Eine ausgezeichnete Einführung in die Konzepte der Laserkühlung kann man in Ref. [11]
finden.

8.2 Doppler-Kühlung

Die Doppler-K̈uhlung ist die grundlegendste Form der Laser-Kühlung (Lethokov, Ḧansch und
Schawlow 1975).
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8.2.1 Das Prinzip

Die Anregungswahrscheinlichkeit der Atome hängt von der Laser-Frequenz ab (sieheÜbungen).

%ee =
|Ω|2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω|2

(8.1)

wobei∆ = ωL−ω0 undΩ die Rabi-Frequenz ist. Der mittlere absorbierte Impuls ist~kL%ee(ωL).
Bewegt sich das Atom mit der Geschwindigkeitv, so nimmt es eine durch den Doppler-

Effekt verschobene Laser-Frequenzω′L = ωL − kL · v wahr:

• für v parallel zukL ist ω′L rotverschoben (ω′L < ωL)

• für v antiparallel zukL ist ω′L blauverschoben (ω′L > ωL)

Nun wählt man∆L = ωL−ω0 < 0, also einen rotverstimmten Laser. Für Atome, die auf den
Laser zufliegen, ist die Verstimmung gegeben durch

∆′ = ω′L − ω0 = ωL − kL · v − ω0 = ∆L − kL · v (8.2)

so dass|∆′| < |∆L| (solangev nicht zu groß ist). Ein rotverstimmter Laser regt deshalb vor-
nehmlich Atome an, die auf ihn zufliegen.

Bei zwei gegenl̈aufigen rotverstimmten Laserstrahlen werden die Atome vornehmlich Photo-
nen von dem Laserstrahl absorbieren, auf den sie zufliegen. Dadurch werden die Atome gekühlt.

8.2.2 Theoretische Beschreibung

Man beschreibt das Problem durch:

H =
p2

2M
− ~∆ |e〉〈e| − ~Ω(x) |e〉〈g| − ~Ω∗(x) |g〉〈e| (8.3)

(Zwei-Niveau-Atom mit Schwerpunktbewegung im Laserfeld). Zu lösen ist die DGL:

%̇ = − i

~
[H, %]− γ

2
{σ+σ−%+ %σ+σ− − 2σ−%σ+} (8.4)

Der letzte Termσ−%σ+ ist dabei anders als im vorigen Kapitel, da der Impulsübertrag der
spontan emittierten Photonen berücksichtigt werden muss:

σ−%σ+ = |g〉〈g| %ee (8.5)

σ−%σ+ =

∫
d2Ω

8π/3

(
1− |d̂eg · k̂|2

)
eikx%̂eee

−ikx |g〉〈g| (8.6)

Wobei
(
1− |d̂eg · k̂|2

)
die Dipol-Charakteristik beschreibt,eikx den Impuls̈ubertrag von~k,

%̂ee ist 〈e|%̂|e〉. Herleitung: Siehe Ref. [12]. Dieser Term
”
heizt “ die Atome, da er∆p um etwa
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~k vergr̈oßert.

Lösungsidee f̈ur die Mastergleichung
Verwende die Born-Oppenheimer Näherung (oder adiabatische Näherung): Die Schwerpunktbe-
wegung ist viel langsamer als die elektronische Relativbewegung, daher löst man das elektroni-
sche Problem f̈ur fixiertesx und setzt dies in die Schwerpunkt-DGL ein.

Die interne Zeitentwicklung ist sogar so schnell, dass man einfach die stationäre elektroma-
gnetische L̈osung nehmen kann.

%̇
!
= 0 = − i

~
[H, %]− γ

2
{σ+σ−%+ %σ+σ− − 2σ−%σ+} (8.7)

mit

H = ~
(

−∆ −Ω(x)
−Ω∗(x) 0

)
(8.8)

Die Lösung dieses Problems ist:

%ee =
|Ω|2

L
%eg = −

Ω
(
∆− iγ

2

)
L

= %∗ge (8.9)

wobei L := ∆2
L + γ2

4
+ 2|Ω|2. Dies setzt man in die Schwerpunktbewegung ein und lässt

hier der Einfachheit halber den dissipativen Term
∫

d2Ω
8π/3

. . . weg (weiter unten werden wir ihn
phänomenologisch wieder einführen). So ergibt sich:

H =
p2

2M
− d ·E(x) + innere Zusẗande (8.10)

Daraus folgen:

ẋ =
p

M
(8.11)

ṗ = ∇(d ·E(x)) (8.12)

Dies sind die Heisenberg-Bewegungsgleichungen für x undp.
Wir benutzen wieder die RWA:

d ·E(x)
RWA
= deg ·E(+)(x) |e〉〈g|+ d∗eg ·E(−)(x) |g〉〈e|

= ~Ω(x) |e〉〈g|+ ~Ω∗(x) |g〉〈e| (8.13)

Der Mittelwertüber die inneren Freiheitsgrade ergibt

˙̄p = Tr 2×2(%ṗ)

= ~ Tr 2×2(%{|e〉〈g|∇Ω(x) + |g〉〈e|∇Ω∗(x)})
= ~(∇Ω(x))%ge + ~(∇Ω∗(x))%eg (8.14)
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Einsetzen von%eg und%ge = %∗eg = −Ω∗(∆+i γ
2
)

L
.

˙̄p = F̄ = −~∆L
∇(|Ω|2)

L
− i~

γ

2

Ω∗(∇Ω)− Ω(∇Ω∗)

L

= −~∆L

2
∇ ln

(
∆2
L +

γ2

4
+ 2|Ω|2

)
− i

~γ
2

Ω∗(∇Ω)− Ω(∇Ω∗)

∆2
L + γ2

4
+ 2|Ω|2

(8.15)

Der erste Term ist eine konservative Kraft (da= ∇...), der zweite Term stellt eine dissipative
Kraft dar.

F = −~∆L
1

2
∇ ln

(
∆2
L +

γ2

4
+ 2|Ω|2

)
− i~

γ

2

Ω∗∇Ω− Ω∇Ω∗

∆2
L + γ2

4
+ 2|Ω|2

(8.16)

Beispiel 1: laufende Laserwelle:Ω = Ω0 · eikx, |Ω|2 = Ω2
0 ∈ R

=⇒ F = ~k
γΩ2

0

∆2
L + γ2

4
+ 2Ω2

0

= ~kγ%ee (8.17)

Doppler-Effekt:

∆L −→ ∆L − kv = ∆L −
pk

M

=⇒ F = ~k
γΩ2

0(
∆L − kp

M

)2
+ γ2

4
+ 2Ω2

0

(8.18)

Beispiel 2: Zwei gegenläufige Laser. Wir behandeln das Problem vereinfacht, indem wir die
Kräfte vonΩ1 = Ω0e

ikx undΩ2 = Ω0e
−ikx addieren1.

F = F→ + F←

= ~ k γ Ω2
0

4∆L · kp
M

[(∆L − kp
M

)2 + γ2

4
][(∆L + kp

M
)2 + γ2

4
]

(8.19)

(für Ω0 � γ). Dabei istF← = F→(−k). Für kleines p gilt

F ≈ 4 ~ k

M
γ Ω2

0 k p
∆L(

∆2
L + γ2

4

)2 ∼ p

In Richtung vonk haben wirFp < 0 für ∆L < 0, so dass aus der Bewegungsgleichungṗ =
F die Zeitentwicklungp(t) ∼ e−αt abgeleitet werden kann. Der mittlere Impuls wird somit
abgebremst. WegenF ∼ γ ist daf̈ur die spontane Emission notwendig. Die maximale KraftF̂

wird erreicht f̈ur ∆L = −γ
2

und ist gegeben durcĥF = −8 ~ k2

M

Ω2
0

γ2 p.

1Eigentlich muss manΩ = Ω0 cos(kx) setzen und v̈ollig anders weiterrechnen. Dies führt zu komplizierten
Berechnungen. Qualitativ richtig und viel einfacher ist der Zugang, den wir hier verwenden.



8.3 VSCPT 127

Diese Kraft muss verglichen werden mit der (noch nicht berücksichtigten) Heizrate, die sich
durch den Impuls̈ubertrag der spontan emittierten Photonen ergibt. (=⇒ Impulsverteilung wird
verbreitert).

Heizrate intuitiv: die Breite der Impulsverteilung ist definiert alsσ2 = 〈p2〉−〈p〉2. Ihre durch
das Heizen verursachte zeitlicheÄnderung gen̈ugt

d

dt
σ2

∣∣∣∣
Heiz

= Anregungswahrscheinlichkeit· Emissionsrate· Impuls̈ubertrag2

= %ee · γ · ~2k2

Somit erhalten wir f̈ur die gesamte (K̈uhlen und Heizen)̈Anderung den Ausdruck

d

dt
σ2 =

d

dt
p2︸︷︷︸

2pṗ

+
d

dt
σ2︸︷︷︸

γ%ee~2k2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Heiz

Betrachten wir die Situation für die maximale K̈uhlungskraft, also∆L = −γ/2, so ist die
Anregungswahrscheinlichkeit durch%ee = 2Ω2

0/γ
2 gegeben. Im Gleichgewicht muß−2pF =

γ~2k2 · 2Ω2
0/γ

2 gelten, so dass man auf

p2

2M
=

~γ
16

=
1

2
kBT

schließen kann. Das stimmt bis auf einen numerischen Faktor. Das richtige Ergebnis ist das sog.
Doppler-Limit:

kBT = ~γ γ ≈ 107 s−1 =⇒ T ≈ 10−4 K (8.20)

8.3 VSCPT

Velocity-selective coherent population trapping [19] verwendet Dunkelzustände zum K̈uhlen und
kann erst bei tiefen Temperaturen eingesetzt werden (< 10µK). Die Methode liefert daf̈ur sehr
tiefe Endtemperaturen (3 nK). Betrachte einΛ-System mit Schwerpunktbewegung:

|e,p〉

k−, ωL,Ω− Ω+, ωL,k+

Ee

Eg|−,p− ~k−〉 |+,p− ~k+〉

Dabei gilt:E+ = E− = Eg, ∆ = ωL − (Ee − Eg)/~, |k+| = |k−| = k

H =
p̂2

2M
1− ~∆ |e〉 〈e|

+ ~Ω−
[
eik−x |e〉 〈−|+ e−ik−x |−〉 〈e|

]
+ ~Ω+

[
eik+x |e〉 〈+|+ e−ik+x |+〉 〈e|

]
= H0 +Hint

(8.21)
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i~ |ψ̇〉 = H |ψ〉 , entwickle|ψ〉 gem̈aß

|ψ〉 =

∫
d3p {ψe(p) |e,p〉

+ ψ+(p− ~k+) |+,p− ~k+〉
+ ψ−(p− ~k−) |−,p− ~k−〉}

Einsetzen=⇒

i~∂t

 ψe(p)
ψ+(p− ~k+)
ψ−(p− ~k−)

 =

−~∆ + p2

2M
~Ω+ ~Ω−

~Ω+
(p−~k+)2

2M
0

~Ω− 0 (p−~k−)2

2M


 ψe(p)
ψ+(p− ~k+)
ψ−(p− ~k−)

 (8.22)

=⇒ Im allgemeinen ist die Entartung von|+〉, |−〉 durch die Schwerpunktbewegung aufgehoben.
SetzeΩ+ = Ω− = Ω =⇒

|ψD(p)〉 =
1√
2
{|−,p− ~k−〉 − |+,p− ~k+〉} (8.23)

ist ein Dunkelzustand im Sinne vonHint |ψD(p)〉 = 0. Aber:

H0 |ψD(p)〉 =

(
p2

2M
+

~2k2

2M

)
|ψD(p)〉

+
1√
2

{
−~k−p

M
|−,p− ~k−〉+

~k+p

M
|+,p− ~k+〉

}

k := k+ = k− =⇒ H0 |ψD(p)〉 =
(p− ~k)2

2M
|ψD(p)〉 : Eigenzustand

k := k+ = −k− =⇒ H0 |ψD(p)〉 =
(p2 + ~2k2)

2M
|ψD(p)〉 − ~kp

M
|ψB(p)〉

=⇒ Bei gegenl̈aufigen Lasern (k+ = −k−) ist nur |ψD(0)〉 ein Eigenzustand vonH0 + Hint.
Dies führt uns zur Idee von VSCPT:

• Atome werden von den Lasern nach|e〉 angeregt und fallen via spontaner Emission zurück.

• Atome, die nach|ψB(p)〉 fallen, werden wieder hochgepumpt

• Atome, die nach|ψD(p 6= 0)〉 fallen, entwickeln sich erst zu|ψB(p)〉 und werden dann
gepumpt

• Atome in|ψD(p = 0)〉 bleiben dort: K̈uhlung.



Kapitel 9

Elektromagnetisch induzierte Transparenz

EIT ist einer von vielen Effekten in der Quanten-Optik, bei denen Licht den Zustand der Atome
und somit seinen Brechungsindexändert. Grundlage sind dabei die

9.1 Maxwell-Bloch-Gleichungen

Gleichung f̈ur Atome:%̇ = L% wie in Kapitel 7 f̈ur die Kopplung zwischen Licht und Atomen:

H = HA +HRad−
1

ε0

∫
P (x) ·D(x)d3x

P (x) = Polarisation, z.B. f̈ur ein Atom Ortx0 :

P (x) = d̂δ(x− x0)

(9.1)

Heisenbergsche Bewegungsgleichungen (wie in Kapitel 2):

i~Ḋ(x) = [D(x), H] mit

[Di(x), Bj(x
′)] = −i~εijk∂kδ(x− x′)

(9.2)

Daraus ergibt sich:

Ḋ =
1

µ0

rotB (9.3)

Ḃ = − 1

ε0

rot (D − P ) (9.4)

Das entspricht den Maxwell-Gleichungen1 in einem Dielektrikum mit PolarisationP . Daraus
lassen sich nach dem aus den ersten Kapiteln bekannten Schema Wellengleichungen herleiten:(

1

c2
∂2
t + rot rot

)
D = rot rotP (9.5)

1Wir nehmen an, dass die makroskopische freie Ladungsdichte verschwindet, so dass÷D = 0. Man kann dan
die Unterscheidung zwischen dem senkrechtem Anteil der Verschiebungsdichte und der Verschiebungsdichte selbst
fallenlassen.
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Bzw. unter der VerwendungD = ε0E + P(
1

c2
∂2
t + rot rot

)
E = −µ0P̈ (9.6)

Mit %̇ = L% zusammen bilden diese Gleichungen dieMaxwell-Bloch-Gleichungen. Diese Glei-
chungen sind im Allgemeinen schwer zu lösen, weshalb N̈aherungen durchgeführt werden. Oft
gemachte Annahmen sind:

• Homogen verteilte Atome
⇒ P (x, t) = P (t) (9.7)

• Das atomare Gas hat eine so geringe Dichte, dass sich die Atome nicht gegenseitig beein-
flussen und einzeln mit dem Licht wechselwirken.

⇒ P (t) = %̄d (9.8)

Dabei ist%̄ die Dichte der Atome undd der Dipoloperator f̈ur ein einzelnes Atom.

Mitteln über die atomaren Freiheitsgrade ergibt:(
1

c2
∂2
t + rot rot

)
E = −µ0%̄ 〈d̈〉 (9.9)

= − 1

c2ε0
%̄Tr (%d̈) (9.10)

Die Maxwell-Bloch-Gleichungen erlauben die Berechnung der optischen Eigenschaften ei-
nes Mediums von Atomen. Bei Gasen kann man zu einem gewissen Grad die Stöße und Wech-
selwirkung zwischen den Atomen vernachlässigen.

9.2 Der Brechungsindex von 2-Niveau-Atomen

Betrachte wie in Kapitel 8 ein 2-Niveau-Atom in einer laufenden Laserwelle:

E = E0e
ikxe−iωLt + c.c. (9.11)

Die Laserwelle soll kontinuierlich eingeschaltet sein, so daß die Atome durch ihren stati-
onären Zustand beschrieben werden können:

%stee =
|Ω|2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω|2

%stgg = 1− %stee

%steg =
−Ω(∆− iγ

2
)

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω|2

(9.12)

∆ = ωL − ω0
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Diese L̈osunge gilt f̈ur das “mitrotierende” Bezugssystem, in demHA = ~∆ |e〉 〈e| ist. Um
zum “Laborsystem” zu wechseln, müssen wir die entsprechende unitäre Transformation

U = exp (−iωLt |e〉 〈e|) (9.13)

rückg̈angig machen:

%(t) = U(t)%stU+(t)

=
∑
i,j

%stijU |i〉 〈j|U+

= %stee |e〉 〈e|+ %stgg |g〉 〈g|+ %stege
−iωLt |e〉 〈g|+ %stgee

iωLt |g〉 〈e| (9.14)

⇒ Tr (%(t)d) = deg%ge(t) + d∗eg%eg(t) (9.15)

Der Zusammenhang zwischen der Amplitude des elektrischen Feldes und der in der stati-
onären Dichtematrix (9.12) auftretenden Rabi-Frequenz ist gegeben durch

Ω(x, t) =
1

~
deg ·E(+)(t)

=
1

~
deg ·E0e

ikxe−iωLt (9.16)

Einsetzen in die Maxwell-Gleichungen ergibt(
1

c2
∂2
t + rot rot

)(
E0e

ikxe−iωLt + E∗0e
−ikxeiωLt

)
=

ω2
L%̄

c2ε0

(
deg(−1)

∆ + iγ
2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

eiωLte−ikx 1

~
d∗egE

∗
0

+d∗eg(−1)
∆− iγ

2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

e−iωLteikx 1

~
degE0

)
(9.17)

mit Ω0 = deg ·E0/~. Machen wir nun die Annahme, daßE0 = const. gilt. Koeffizientenvergleich
von e±iωLt liefert:

−ω2
L

c2
E0 − k × (k ×E0) =

−%̄ω2
L

~ε0c2
d∗eg(degE0)

∆− iγ
2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.18)

Setzedeg = Dε∗, E0 = E0ε mit ε ⊥ k:

⇒ −ω
2
L

c2
E0ε + k2εE0 = − %̄ω2

L

~ε0c2
D2εE0

∆− iγ
2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.19)

⇒ −ω
2
L

c2
+ k2 =

−%̄ω2
L

~ε0c2
D2 ∆− iγ

2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.20)
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Dies ist eine Gleichung, diek mit ωL verkn̈upft.ωL ist vom Laser vorgegeben und muß auch
innerhalb des Mediums denselben Wert annehmen, da sonst die Randbedingungen an der Grenze
zwischen Medium und freiem Raum verletzt würden.k kann jedoch innerhalb des Mediums
einen anderen Wert annehmen alsωL

c
. Lösung:

k(ωL) =

√
ω2
L

c2
− ω2

L

c2
%̄D2

~ε0
∆− iγ

2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.21)

wobei∆ = ωL − ω0

Vergleiche dies mit der Definition des Brechungsindex:

k(ωL) =
ωL
c
n(ωL) (9.22)

⇒ n(ωL) =

√
1− %̄D2

~ε0
∆− iγ

2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.23)

Für kleine Dichten: N̈aherung
√

1− x = 1− 1
2
x⇒

n(ωL) = 1− 1

2

%̄D2

~ε0
∆− iγ

2

∆2 + γ2

4
+ 2|Ω0|2

(9.24)

Der Brechungsindex ist im Allgemeinen komplex,n = n
′
+ in

′′

⇒ E(+) = E0e
−iωLteikx

ωL
c

(n
′
+in

′′
)

= E0e
−iωLteik

′
xe−k

′′
x (9.25)

• Der Realteiln
′
bestimmt die Phasengeschwindigkeitvph = ω

Rek des Lichts. Bei Verschwin-
den des Detunings wird darausv(∆ = 0) = c.

• Gruppengeschwindigkeit: Betrachte das Wellenpaket

E(x, t) =

∫
dωeik(ω)xe−iωtE(ω) (9.26)

Schmale Frequenzbreite, d.h.ω ≈ ω0, erlaubt die Entwicklung

k(ω) ≈ k(ω0) +
∂k

∂ω

∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0) + . . . (9.27)

⇒ E(x, t) =

∫
dωE(ω)e−iωteik(ω0)xe

i ∂k
∂ω |ω0

(ω−ω0)x

= eik(ω0)xe
−i ∂k

∂ω |ω0
ω0x
∫

dωE(ω)e
−iω(t− ∂k

∂ω |ω0
x)

(9.28)
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Daraus folgt: Das Paket läuft mit der Geschwindigkeit

x

t
= const.=

(
∂k

∂ω

)−1
∣∣∣∣∣
ω0

=
∂ω

∂k

∣∣∣∣
ω0

(9.29)

was der Gruppengeschwindigkeitvgr = ( ∂k
∂ω

)−1 entspricht. Diesëandert sich besonders
stark um∆ = 0 herum. Allerdings:n′′ beschreibt die Absorption und wird ebenfalls für
∆ = 0 maximal, so dass man nicht mehr von einer wirklichen Propagation des Lichts
sprechen kann. Der Begriff der Gruppengeschwindigkeit wird dann unsinnig.

• “Spectral hole burning”:|Ω0|2 ∼ Lichtintensiẗat; daraus folgt, daß hohe Intensitäten selbst
bei ∆ = 0 die Absorption stark unterdrücken. Grund: Wenn alle Atome angeregt sind
können die verbleibenden Photonen nicht mehr absorbiert werden.

9.3 Elektromagnetisch induzierte Transparenz und Dunkel-
zustände

Der Brechungsindex für Atome mit mehr als zwei Niveaus kann sehr von dem 2-Niveau-Ergebnis
abweichen. Ein Beispiel dafür ist das Pḧanomen der elektromagnetisch induzierten Transpa-
renz in einemΛ-System. Um den Brechungsindex herzuleiten, müssen wir wieder die Maxwell-
Bloch-Gleichungen f̈ur einΛ-Sytem l̈osen.

Ĥ = ~

 0 −Ω− −Ω+

−Ω∗− ∆− 0
−Ω∗+ 0 ∆+

 Lsp. Em.̂% =

−γ%ee −γ
2
%e− −γ

2
%e+

−γ
2
%−e

γ
2
%ee 0

−γ
2
%+e 0 γ

2
%ee

 (9.30)

Also:

%̇ = − i

~
[H, %] + Lsp. Em.%

!
= 0 station̈are L̈osung (9.31)

Die Lösung dieses linearen Gleichungssystems zu finden ist im Prinzip einfach, das Ergebnis ist
aber so umfangreich, daß es nicht mehr interpretierbar ist. Wir machen daher die Annahme, daß
Ω+ klein ist, und entwickeln umΩ+ = 0.
Die Lösung f̈ur Ω+ = 0 ist einfach der Dunkelzustand, also

%0 = |+〉〈+| (9.32)

Da |+〉 der Dunkelzustand für diese Situation (Ω+ = 0, Ω− 6= 0) ist, wird so die gesamte
Population nach|+〉 gepumpt.

Wird nun der zweite Laser eingeschaltet (Ω+ 6= 0) so führt man eine störungstheoretische
Rechnung durch:̂H = Ĥ0 + Ĥ1 mit

Ĥ0 = ~

 0 −Ω− 0
−Ω∗− ∆− 0

0 0 ∆+

 Ĥ1 = ~

 0 0 −Ω+

0 0 0
−Ω∗+ 0 0

 (9.33)
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Setzt man nun den Ansatẑ% = %̂0 + %̂1 +O(Ω2
+) in (9.31) ein, so findet man

0 = − i

~
[H0 +H1, %0 + %1] + Lsp.Em.%̂0 + Lsp.Em.%̂1 (9.34)

und da%0 die ungesẗorte Gleichung l̈ost, verbleibt zur ersten Ordnung nur noch:

− i

~
[H0, %1] + Lsp.Em.%̂1 =

i

~
[H1, %0] (9.35)

Also ein inhomogenes lineares Gleichungssystem für %̂1. Löst man dieses Gleichungssystem,
dann findet man:

% = |+〉〈+|︸ ︷︷ ︸
%0

+ {%e+ |e〉〈+|+ %−+ |−〉〈+|+ H.c.} (9.36)

mit

%e+ = − (∆− −∆+)Ω+

(∆− −∆+)(∆+ + iγ
2
) + |Ω−|2

%−+ =
−Ω+Ω∗−

(∆− −∆+)(∆+ + iγ
2
) + |Ω−|2

Berechne nun den Brechungsindex für denΩ+ Laser mit Hilfe von Gleichung (9.9). Von der
Herleitung des Brechungsindex für das Zwei-Niveau-System in Abschnitt 9.2 her wissen wir,
daß gilt2

n+ ≈ 1 +
%̄D
2~ε0

Tr (d̂
(−)
· ε∗Ω+

%)
1

Ω+
(9.37)

Da für denΩ+ Strahld̂
(−)
· ε∗Ω+

∝ |+〉〈e| gilt, folgt

n+ ≈ 1− %̄D2

2~ε0

∆− −∆+

(∆− −∆+)(∆+ + iγ
2
) + |Ω−|2

(9.38)

Der dabei auftretende Vorfaktor ist charakteristisch für optisch d̈unne Gase und derselbe wie
beim Zwei-Niveau-System. Der Bruch enthält den Effekt der elektromagnetisch induzierten
Transparenz.

Für ∆− = ∆+ gilt n = 1, d. h. derselbe Brechungsindex wie im Vakuum; insbesondere findet
keine Absorption statt. Das System verhält sich jedoch nicht vollständig wie das Vakuum, denn
die rechte Seite der Gleichung ist nur bei Resonanz exakt Null. Außerhalb der Resonanz treten
neue Effekte auf. Die Gruppengeschwindigkeit die mit∂ω

∂k
zusammenḧangt weicht auch f̈ur den

Resonanzfall vom Vakuumwert ab.

2Die Herleitung dieser Gleichung verläuft völlig analog zur Herleitung von Gleichung (9.24).
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Für ∆− = ∆+ gilt also n = 1 es tritt keine Absorption auf, denn die Atome sind fast
alle im Dunkelzustand. Die Phasengeschwindigkeit entspricht der des Vakuums, nicht aber die
Gruppengeschwindigkeit.

Betrachten wir den Fall∆− = 0 (Pumplaser in Resonanz):

n+ = 1− %̄D2

2~ε0

(ω0 − ω+)

(ω0 − ω+)(ω+ − ω0 + iγ
2
) + |Ω−|2

(9.39)

Für den Wellenvektor gilt nun:

k+(ω+) =
ω+

c
n+(ω+) (9.40)

Die Gruppengeschwindigkeit läßt sich damit leicht berechnen:

∂k+

∂ω+

∣∣∣∣
ω+=ω0

=
n+

c
− ω+

c

∂n+

∂ω+

= . . . =
1

c
+
ω0

c

%̄D2

2~ε0

1

|Ω−|2
(9.41)

⇒ vgr =
c

1 + %̄D2

2~ε0
ω0

|Ω−|2
(9.42)

Theoretisch ist damitvgr = 0 erreichbar (f̈ur Ω− → 0), dann ist jedoch die obige Entwicklung
eigentlich nicht mehr erlaubt.
Obwohl dieser Grenzfall nicht mehr von unserer Theorie beschreibbar ist (denn wir hattenΩ+ �
Ω− vorausgesetzt) ist er dennoch im Experiment erreicht worden.

Beispiel ω0 = 1015 s−1, D = ea0, %̄ ≈ 1021 m−3, Ω− ≈ 108 s−1 dann findet man f̈ur die
Gruppengeschwindigkeit

vgr =
1

3
10−6c ≈ 100

m

s
(9.43)

In einem ersten Experiment erreichte die Gruppe von Lene Hau 1999 [20]vgr = 17 m/s. Ein Jahr
sp̈ater gelang es der Gruppe von Bill Philipps sogar, Licht zu stoppen [?]. Man kann mit dieser
Methode einen Puls für eine Zeitdauer im Millisekundenbereich anhalten, ohne die Information
durch inkoḧarente Prozesse zu verlieren. Dies könnte z. B. interessant sein für optische Compu-
ter. Zudem kann man das gestoppte Licht auf vielfältige Weise manipulieren, z. B. quetschen.

Das Stoppen kann dabei als Transfer der Atome von|+〉 nach|−〉 und anschließendem Ab-
schalten des Pumplasers verstanden werden. Das Licht ist dann reversibel und kohärent gespei-
chert. DerΩ+-Puls kann nach bis zu einer Millisekunde wiederhergestellt werden [34].
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Kapitel 10

Photonische Bandl̈ucken

Photonic band gaps (PBG) treten in völliger Analogie zu den Bandlücken von Elektronen in
periodischen Potentialen auf. Ihre Bedeutung ist, dass Photonen mit bestimmten Frequenzen in
einem periodischen dielektrischen Medium nicht propagieren können. Sie entstehen bei periodi-
scher Modulation des Brechungsindexes. Zur Vereinfachung der Schreibweise führen wir die
relative Dielektriziẗatskonstanteεr ein

εr(x) =
ε(x)

ε0

= n2(x) n: Brechungsindex (10.1)

von der wir annehmen, daß sie zeitlich konstant ist (ε̇r ∝ ε̇(x) = 0), was einen von der Frequenz
unabḧangigen Brechungsindex impliziert. Es gilt dann

D = ε0E + P = ε(x)E = ε0εr(x)E(x) (10.2)

und die Maxwell-Gleichungen lauten:

Ḃ = −rotE Ḋ = ε0c
2rotB (10.3)

was auf eine
”
symmetrische“ Wellengleichung für B führt:(

∂2
t + c2rot

1

εr(x)
rot

)
B(x, t) = 0 (10.4)

Betrachte nun einen periodischen Brechungsindexεr(x) = εr(x + L), der der Einfachkeit hal-
ber nur vonx abḧangen soll1. Um die Analogie zwischen photonischen und elektronischen
Bandl̈ucken m̈oglichst klar herauszuarbeiten, soll die Wellengleichung für das Magnetfeld mit
den bekannten Konzepten aus der Quantenmechanik behandelt werden

1Im Folgenden schreiben wir trotzdem die volle Abhängigkeitεr(x), wenn die entsprechende Gleichung auch
im allgemeinen Fall gilt.
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• Zunächst definieren wir ein erhaltendes Skalarprodukt (siehe auch Abschnitt 2.1.6), mit
dessen Hilfe wir hermitesche Operatoren einführen k̈onnen:

〈B|B′〉 := −iε0

~

∫
d3x (Ḃ

∗
B′ −B∗Ḃ

′
) (10.5)

⇒ ∂t 〈B|B′〉 ∝
∫
d3x (B̈

∗
B′ −B∗B̈

′
) (10.6)

eingesetzt in die Wellengeichung (10.4)

=

∫
d3x

[
(−c2rot

1

εr(x)
rotB∗)B′ −B∗(−c2rot

1

εr(x)
rotB′)

]
(10.7)

=

∫
d3x

[
B∗(−c2rot

1

εr(x)
rotB′)−B∗(−c2rot

1

εr(x)
rotB′)

]
= 0

(10.8)

Dabei wurde im letzten Schritt zwei mal partiell integriert, um die Rotation auf den gestri-
chenen Term zu schaufeln. In diese Rechnung ging insbesondere auch ein, dassεr(x)
unabḧangig von der Zeit ist und dass es symmetrisch zwischen den beiden Rotations-
Operatoren auftritt.

• Der “Hamilton”-OperatorH := −c2rot εr(x)−1rot ist hermitisch, d. h.〈B′|HB〉 = 〈HB′|B〉.
Zudem istH periodisch, d. h.H(x+ L) = H(x).

Um nun die Eigenmoden der Wellengleichung (10.4) zu finden, betrachten wir analog zur
Festk̈orperphysik zun̈achst den Translationsoperator

Tx0 = eip̂·x0/~ = ex0·∇x (10.9)

Wirkung des Operators: (Tx0f)(x) = f(x + x0) (10.10)

Bew.: Tx0f(x) = ex0·∇xf(x)

=
∞∑
n=0

(x0 ·∇x)n

n!
f(x) ≡ Taylor-Reihe umx

= f(x + x0) (10.11)

H vertauscht mitTL, denn

(HTL − TLH)f(x) = Hf(x+ L)−H(x+ L)f(x+ L) = 0 ,

daH periodisch ist. Also hatH ein gemeinsames System von Eigenfunktionen mitTL.
Die Eigenzusẗande vonTL sind die Impulseigenzuständeeikx mit zugeḧorigen Eigenwerten

TLe
ikx = eik(x+L) = eikLeikx. Das heißt, es liegt eine∞-fache Entartung der Eigenwerte vor. Für

allek = q + 2nπ
L
, n ∈ Z ergibt sich derselbe Eigenwertexp(iqL).
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Die Eigenzusẗande vonH können nach einem Satz entarteter Eigenwerte vonTL entwickelt
werden und haben daher die Form

ψq(x) = eiqx
∞∑

n=−∞

ψq,ne
i 2nπ

L
x (10.12)

Die Quantenzahlq kann aus[−π
2
, π

2
] geẅahlt werden2. q heißtQuasi-Impuls(= Impuls modulo

2π/L).

Zu lösendes Eigenwert-Problem:
(
∂2

∂t2
−H

)
ψ = 0, Ansatzψ(x, t) = e±iωtψ(x) ⇒ −ω2ψ(x) =

Hψ(x)
Ein möglichst einfaches Beispiel dazu:

εr = 1 + δε cos

(
2π

L
x

)
mit δε� 1 ⇒

H = −c2rot
1

1 + δε cos
(

2π
L
x
) rot

≈ −c2rot

(
1− δε cos

(
2π

L
x

))
rot

= H0 + δεH1

mit

H0 = −c2rot rot

H1 = c2rot cos

(
2π

L
x

)
rot

Betrachte Lichtwelle entlang der x-Achse:

B(x) = B(x)ey

Dieser Ansatz erf̈ullt die Maxwell-Gleichung divB = 0. Für die Wirkung des Hamilton-Operators
folgt (

−rot
1

εr(x)
rotB

)
=

(
∂

∂x

1

εr(x)

∂

∂x
B

)
ey

Verwende nun Störungstheorie:B(x) = 〈x|B〉, |B〉 = |B0〉+ δε |B1〉, dabei ist|B0〉 ein Impuls-
eigenzustandp0.

(H0 + δεH1) (|B0〉+ δε |B1〉) = −ω2 (|B0〉+ δε |B1〉) mit ω2 = ω2
0 + δεω2

1

2Eine andere Wahl kann durcḧAndern des Summationsindexes auf diese Wahl zurückgef̈uhrt werden. Falls z.B.
q′ = q + 2π/L so erḧalt man dieselbe Entwicklung mitψq,n ersetzt durchψq′,n−1.
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Gleichung 0. Ordnung:

H0 |p0〉 = −ω2
0 |p0〉

= −c2 p
2
0

~2
|p0〉

⇒ ω0 =
∣∣ cp0

~

∣∣
Gleichung 1. Ordnung:

H0 |B1〉+H1 |B0〉 = −ω2
1 |B0〉 − ω2

0 |B1〉

Dies zu l̈osen ist un̈ubersichtlich. Von der Struktur sieht die Lösung wie folgt aus: DiëAnderung
des Eigenwertes kann aus−ω2

1 = 〈B0|H1|B0〉 bestimmt werden. Der Zustand hat die Struktur

|B1〉 ∼ H1 |B0〉

∼ rotcos

(
2π

L
x

)
rot |p0〉

∼
(
ei

2π
L
x + e−i

2π
L
x
)
|p0〉

∼ |p0 +
2π

L︸︷︷︸
k

~〉+ |p0 −
2π

L
~〉

H0 |p〉 = −c
2p2

~2
|p〉

= ω2
0(p) |p〉

Für p0 ≈ ~k
2

ist c|p0 − ~k| nahezu resonant zuc|p0|, währendp0 + ~k eine viel ḧohere
ungesẗorte Energie hat⇒ H1 koppelt vornehmlichp0 und p0 − ~k für p0 ≈ ~k

2
3. Man erḧalt

also effektiv ein Zwei-Niveau-System. Ist|p0| sehr verschieden von~k
2

, so ist die Kopplung
vernachl̈assigbar. Ein Schema der daraus folgenden Energieniveaus ist in Abb. 10.2 dargestellt.

Betrachten wir das Zwei-Niveau-System für p0 ≈ ~k
2

. Bezeichnen wir das Matrixelement
〈p0|H1 |p0 − ~k〉mit h1, so erḧalt man die Gleichungen

|B〉 ≈ α |p0〉+ β |p0 − ~k〉

δεH1 |p0〉 ≈ δεh1 |p0 − ~k〉

δεH1 |p0 − ~k〉 ≈ δεh1 |p0〉

und das Eigenwert-Problem
H |B〉 = −ω2 |B〉

3bzw.p0 undp0 + ~k für p0 ≈ −~k
2



141

Abbildung 10.1: Energie-(Quasi-)-Impulsrelation für elektromagnetische Wellen im freien
Raum. Die gestrichelte Linie beschreibt die EnergieE(p) = c|p| in Abhängigkeit vom Impuls
p, die durchgezogene in Abhängigkeit vom Quasi-Impulsq. Der Unterschied ist lediglich eine
andere Benennung der Quantenzahlen: statt einer kontinuierlichen Variablep benutzt man eine
kontinuierlicheq und den diskreten Bandindexn.

Abbildung 10.2: Energie-Quasiimpulsrelation für elektromagnetische Wellen im periodischen
Dielektrikum. An den Stellen, an denen die freien Zustände resonant sind, enstehen Bandlücken.
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H |B〉 =

(
−ω2

0(p0) δεh1

δεh†1 −ω2
0(p0 − ~k)

)(
α
β

)
mit den Eigenwerten:

−ω
2
0(p0) + ω2

0(p0 − ~k)
2

± 1

2

√
(ω2

0(p0)− ω2
0(p0 − ~k))2

+ 4δε2

wobei die ”Verstimmung” gegeben ist durchω2
0(p0) − ω2

0(p0 − ~k) ∼ 2 c
2

~2k∆p worin der An-
fangsimpuls gem̈aßp0 = ~k

2
+ ∆p relativ zu~k/2 angegeben ist.∆p spielt daher einëahnliche

Rolle wie die echte Verstimmung beim Zwei-Niveau-System aus Abschnitt 5.3. Variiert man∆p,
so erḧalt man in v̈olliger Analogie zum Landau-Zener-Übergang ein avoided crossing, welches
dazu f̈uhrt, dass Bandlücken entstehen.

Bedeutung der Photonic Band Gaps:

• Licht mit Frequenzen innerhalb einer Bandlücke kann nicht durch das Medium propagie-
ren. Das kann benutzt werden für Spiegel, Glasfasern, Filter, . . .

• Theoretische Vorhersage: Spontane Emission von Atomen, die in das Medium eingebettet
sind, wird stark modifiziert [21]. Jedoch sind photonische Kristalle mit Bandlücken, die
sich über den kompletten Winkelbreich des Photonenimpulses erstrecken, erst seit recht
kurzer Zeit vorhanden [22].



Kapitel 11

Bose-Einstein-Kondensate

11.1 Vielteilchentheorie bosonischer Atome

In Kapitel 2 wurde die allgemeine Struktur von Vielteilchentheorien in der Quantenmechanik
behandelt. Diese soll nun auf bosonische Atome angewendet werden:

SeiH0(x, p) ein Ein-Teilchen-Operator, z.B.

H0(x, p) =
p2

2M
+ V (r)

mit EigenzusẗandenH0ψn(x) = Enψn(x). Die Eigenzusẗande sollen normiert sein,〈ψn|ψm〉 =
δn,m =

∫
d3x ψ∗n(x)ψm(x). Mit Hilfe dieser Basis kann man den Feldoperator

Ψ̂(x) =
∑
n

ânψn(x)

einführen, der ein Atom am Ortx vernichtet. Der Feldoperator und die Erzeuger/Vernichter
erfüllen die Kommutator-Relationen

[Ψ̂(x), Ψ̂†(y)] = δ(x− y) , [ân, â
†
m] = δn,m

Freier Hamilton Operator mittels Feldoperatoren ausgedrückt:

Ĥ0 =

∫
d3x Ψ̂†(x)H0(x,p)Ψ̂(x) (11.1)

wobei:p → i~∇
Die Wechselwirkung wird̈uber einen Mehrteilchenoperator vermittelt. Der eine Kollision ver-
mittelnde Operator lautet

ĤColl =
1

2

∫
d3x d3y Ψ̂†(x)Ψ̂†(y)V (x− y)Ψ̂(y)Ψ̂(x) (11.2)

Diese Darstellung des Operators im Fock-Raum ist eine Art
”
Matrixelement“ des Operators für

zwei Teilchen.V kann zum Beispiel das Coulomb Potential darstellen. Allgemein tritt pro an
der Wechselwirkung beteiligtem Teichen ein Feldoperator und der entsprechende adjungierte
Operator (am selben Ort genommen) im Wechselwirkungs-Hamiltonian auf. Diese Darstellung
der Wechselwirkung ḧangt eng mit den Feynman Diagrammen zusammen.
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Beispiel: Anwendung auf einen 2-Teilchen-Zustand

|ψ〉 = â†1â
†
2 |0〉d.h. 1 Teilchen in Mode 1 (11.3)

1 Teilchen in Mode 2

Der Effekt der Wechselwirkung kann nun berechnet werden. In|ψ〉 sind die beiden Atome
unkorreliert, die Wechselwirkung wird im allgemeinen ein Korrelation erzeugen. Also:

ĤColl |ψ〉 =
1

2

∫
d3x d3y Ψ̂†(x)Ψ̂†(y)V (x− y)[Ψ̂(y)Ψ̂(x), â†1â

†
2] |0〉 (11.4)

dies gilt wegen

Ψ̂(x) |0〉 = 0 und [Ψ̂(y)Ψ̂(x), â†1â
†
2] |0〉 =

(
Ψ̂(y)Ψ̂(x)â†1â

†
2 − â†1â

†
2Ψ̂(y)Ψ̂(x)

)
|0〉 (11.5)

Es muß also noch der Kommutator in (11.5) berechnet werden. Man findet so unter Ausnutzung
der Relation[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B nach l̈angerer Rechnung:

[Ψ̂(y)Ψ̂(x), â†1â
†
2] |0〉 =

1√
2

(ψ1(y)ψ2(x) + ψ2(y)ψ1(x)) |0〉 (11.6)

wobei noch folgende n̈utzliche Relation verwendet wurde:

[Ψ̂(x), â†1] = [
∑
m

âmψm(x), â†1]

=
∑
m

ψm(x) [âm, â
†
1]︸ ︷︷ ︸

δ1m

= ψ1(x) (11.7)

Mit diesem Ergebnis erḧalt man f̈ur den Wechselwirkungshamiltonian:

ĤColl |Ψ〉 =

∫
d3x d3y Ψ̂†(x)Ψ̂†(y)V (x− y)(ψ1(y)ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(y)) |0〉 (11.8)

d. h. die Wirkung des Operators auf einen Zweiteilchenzustand erzeugt einen neuen Zweiteil-
chenzustand, der mit dem Wechselwirkungspotential gewichtet wird und so Korrelationen zwi-
schen Teilchen am Ortx undy entḧalt.

Wechselwirkung mit Licht In diesem Fall hat der Wechselwirkungs-Hamiltonian die Form

−d̂ · Ê(x) → −
∫
d3x Ψ̂†e(x)Ψ̂g(x)deg · Ê

(+)
(x) + h.c. (11.9)

WobeiΨ̂g undΨ̂e jeweils Atome in Grund- und angeregtem Zustand vernichten. Insgesamt wird
also ein Photon vernichtet und ein Grundzustandsatom durch ein angeregtes ersetzt. Auch dieser
Operator hat die Struktur einer Art

”
Matrixelement“.
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Bewegungsgleichungen Im Heisenbergbild lauten die Bewegungsgleichungen eines solchen
Systems:

i~ ˙̂
Ψ = [Ψ̂(x), Ĥ] (11.10)

Für den freien Anteil des Hamiltonians lauten sie insbesondere:

[Ψ̂(x), H0] =

∫
d3x′ [Ψ̂(x), Ψ̂†(x′)H0(x

′,p′)Ψ̂(x′)]

=

∫
d3x′ δ(x− x′)H0(x

′,p′)Ψ̂(x′)

= H0(x,p)Ψ̂(x) ≡ Schr̈odingergleichung (11.11)

Wähle alsψn(x) die Eigenfunktionen vonH0(x,p): H0(x,p)ψn(x) = Enψn(x):

H0(x,p)Ψ̂(x) =
∑
n

H0(x,p)ânψn(x) =
∑
n

ânEnψn(x) (11.12)

daH0 nur aufψn(x) wirkt. Damit findet man die Bewegungsgleichung

i~ ˙̂
Ψ(x) = i~

∑
n

˙̂anψn(x) = H0(x,p)Ψ̂(x) =
∑
n

ânEnψn(x) (11.13)

⇒ ân(t) = e−iEnt/~ân(0) da dieψn orthogonal sind. (11.14)

Insbesondere gilt auch:

Ĥ0 =

∫
d3x Ψ̂†(x)H0(x,p)Ψ̂(x) =

∫
d3x

∑
n

â†nψ
∗
n(x)H0(x,p)

∑
n′

ân′ψn′(x) (11.15)

=
∑
n,n′

â†nân′ 〈ψn|H0(x,p)|ψn′〉1-Teilchen︸ ︷︷ ︸
=En′δnn

(11.16)

=
∑
n

â†nânEn (11.17)

Also die bereits von den Photonen bekannte Form der Gesamtenergie.

11.2 Der Bose-Einstein-Phasen̈ubergang

Anwendung des eben Gelernten auf den Bose-Einstein-Phasenübergang. Betrachte den Gleich-
gewichtszustand eines nicht wechselwirkenden Bose-Gases mitN Teilchen. Aus der statistischen
Mechanikübernehmen wir die Form der Dichtematrix

% =
1

Z
e−βĤ0 =

1

Z
e−β

∑
n N̂nEn N̂n := a†nan

=
1

Z

∏
n

e−βN̂nEn =
1

Z

∏
n

N∑
Nn=0

e−βNnEn |Nn〉〈Nn| ⇔ Spektralzerlegung (11.18)
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mit: Z := Tr e−βĤ0 und der Nebenbedingung
∑

nNn = N .
In Lehrb̈uchern wird die folgende Rechnung im allgemeinen für die großkanonische Gesamt-

heit durchgef̈uhrt, da dort die kombinatorischen Schwierigkeiten, die aus der Nebenbedingung∑
Nn = N entstehen, wegfallen.
Wir verwenden die kanonische Gesamtheit, da wir einen sehr einfachen Fall betrachten: Nur

2 Modenψ0(x), ψ1(x) sind vorhanden.

⇒ % =
1

Z

N∑
N1=0

e−iβN1E1︸ ︷︷ ︸
1. Mode

e−β(N−N1)E0︸ ︷︷ ︸
Nebenbdg.

|(N −N1)0, N1〉〈(N −N1)0, N1| (11.19)

SetzeE0 = 0, E1 = ∆E.

⇒ % =
1

Z

N∑
N1=0

e−βN1∆E |(N −N1)0, N1〉〈(N −N1)0, N1| (11.20)

Damit kann die Zustandssumme sehr einfach berechnet werden:

Z = Tr e−βĤ0 =
N∑

N1=0

e−βN1∆E (11.21)

Setzeq := e−β∆E < 1 ⇒

Z =
N∑

N1=0

qN1 =
1− qN+1

1− q
(11.22)

Berechne die mittlere Teilchenzahl in Mode 1 (angeregte Mode):

N̄1 = Tr (%N̂1)

=
1

Z

N∑
N1=0

N1q
N1

=
1− q

1− qN+1

q

(1− q)2

{
1− (N + 1)qN +NqN+1

}
Im Fall einer großen Anzahl von Atomen findet man

lim
N→∞

NqN = lim
N→∞

N

q−N
= lim

N→∞

1

− ln qq−N
= lim

N→∞

(
− 1

ln q

)
qN = 0 (11.23)

⇒ lim
N→∞

N̄1 =
q

(1− q)
<∞ (q < 1) (11.24)

D. h. es tritt ein S̈attigungseffekt auf. Ab einer gewissen Anzahl von Atomen gehenalle weiteren
Atome, die man hinzuf̈ugt, in den Grundzustand. Für ein freies Gas befinden sich für T → 0 alle
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Atome im Grundzustand. In einem wechselwirkenden (realen) Gas verbleibt ein Rest angeregter
Atome.

Addiert man also bei festgehaltener Temperatur Teilchen zu einem bosonischen Gas, so ge-
hen ab einer gewissen Anzahl alle neuen Teilchen in den Grundzustand. Die Anzahl der ange-
regten Atome wird ges̈attigt.
Dieses Ergebnis ist unabhängig von der Anzahl der Moden (gilt auch für kontinuierliche Mo-
den) und von der zu Grunde gelegten Gesamtheit (kanonisch, großkanonisch). Es existiert eine
kritische Temperatur für die gilt:

N̄0

N
=
N − N̄1

N
= 1− q

N(1− q)3
. 1 (11.25)

Für kleinesβ∆E gilt nun1− q ≈ β∆E (wegenq = e−β∆E) also:

N̄0

N
≈ 1

N(β∆E)
≈ 1 (11.26)

Dies ist eine Bedingung anβ, die angibt, wann sich eine makroskopische Anzahl von Atomen
im Grundzustand befindet. Bis auf numerische Vorfaktoren stimmt dies mit dem Ergebnis für
harmonische Fallen̈uberein [24]. Im freien Raum erhält man andere Bedingungen, die meist mit
Hilfe der thermischen deBroglie-Wellenlänge ausgedrückt werden:

%λ3
dB = ζ

(
3

2

)
≈ 2.612 (11.27)

mit λdB :=
√

2π~2/(MkBT ). Dies l̈aßt sich folgendermaßen deuten: In einem thermischen
Gas kann man sich vorstellen, daß die Teilchen Wellenpakete mit AusdehnungλdB bilden. Die
Bedingung (11.27) f̈ur die Bose-Einstein-Kondensation bedeutet, daß man in etwa ein Teilchen
pro Volumenλ3

dB hat. Hat man weniger Teilchen, soüberlappen die Wellenpakete sich nicht und
merken nichts von ihrer bosonischen Natur.Überlappen sie, so kommt es zu Beeinflussungen
und die Atome kondensieren.

11.3 Atome mit Wechselwirkung, kollektive Wellenfunktion

Wechselwirkung ist f̈ur ein BEC zwar nicht notwendig, muss aber in der Regel berücksichtigt
werden. Dies kann man durch den Hamilton-Operator

Ĥ =

∫
d3x Ψ̂†(x)H0(x, p) Ψ̂(x) +

1

2

∫∫
d3x d3y Ψ̂†(x)Ψ̂†(y)V (x− y) Ψ̂(y)Ψ̂(x) (11.28)

ausdr̈ucken. Atomare BECs (87Ru,23Na, . . . ) sind verd̈unnte Gase in dem Sinn, dass der mittlere
Abstand der Atome weit größer ist als die Streulängea ihrer Wechselwirkung1

%a3 � 1 (% =̂Dichte) (11.29)

1Die Streul̈angea ist definiertüber den Streuquerschnitt,σ ∝ a2. Für dieüblichen atomaren BECs ist sie einige
Nanometer groß.
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Abbildung 11.1: Anschauliche Interpretation der Bose-Einstein-Kondensation: für T < Tc oder
zu geringe Dichten% = d−3 sind die Wellenpakete zu weit auseinander und beeinflussen sich
gegenseitig nicht. Ist die BEC-Bedingung erfüllt, so sind die Wellenpakete nahe genug beieinan-
der, damit ihre bosonische Statistik wirken kann. Da Bosonen eine Tendenz haben, in denselben
Zustand zu gehen, ist dann Kondensation möglich.
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Die Potentiale sind kurzreichweitig (∝ 1/r6, Van-der-Waals-Wechselwirkung), in diesem Fall
kann man das Potential als punktförmig auf der Skala des mittleren Abstandes betrachten und
V (x− y) durch ein Kontaktpotential mit derselben Streulänge ersetzen

V (x− y) −→ 4π~2a

M
δ(x− y). (11.30)

Der Vorfaktor ist hierbei gerade so gewählt, dass sich die richtige Streulänge f̈ur das Kontakt-
potential ergibt. Dies ist ein so genanntes Pseudopotential2. Der Hamiltonoperator lautet dann:

Ĥ =

∫
d3x {Ψ̂†(x)H0(x, p) Ψ̂(x) +

κ

2
Ψ̂†(x)2Ψ̂(x)2} , κ :=

4π~2a

M
(11.31)

Den Grundzustand von̂H findet man mit Hilfe eines Variationsansatzes. Dabei geht man von

|ψ〉 =
(a†0)

N

√
N !

|0〉 (11.32)

(alsoN Atomen in der Modeψ0) als Zustand aus. Die Variationsvariable ist dabei die Mode
ψ0(x), als Nebenbedingung muss gelten:

∫
d3x |ψ0|2 = 1. Diese Nebenbedingung anders ausge-

drückt bedeutet:

〈ψ|N̂ |ψ〉 = 〈ψ|
∫
d3x Ψ̂†(x)Ψ̂(x)|ψ〉 = N (11.33)

Über die Kommutatorrelation[
Ψ̂(x), (a†0)

n
]

= Nψ0(x)(a
†
0)
N−1 (11.34)

kommt man durch l̈angere Rechnung zu

〈ψ|Ĥ|ψ〉 = N

∫
{ψ∗0H0ψ0 +

κ

2
(N − 1)|ψ0|4}d3x (11.35)

〈ψ|N̂ |ψ〉 = N

∫
|ψ0|2d3x (11.36)

Nun minimiert man〈ψ|Ĥ|ψ〉−µ(〈ψ|N̂ |ψ〉−N) (Variation unter Nebenbedingung (11.33) nach
ψ0(x)). Man kann dies entweder durch normale Variationsrechnung (

”
virtuelle Verr̈uckung“)

oder durch Funktionalableitung [23] erledigen.

δ

δψ∗0(x)

{∫ [
Nψ∗0H0ψ0 +

κ

2
N(N − 1)(ψ∗0)

2ψ2
0 − µN |ψ0|2

]
d3x + µN

}
= 0 (11.37)

2Genau genommen m̈usste man in 3D f̈ur das Pseudopotential∂r(rδ(r)) benutzen (siehe z.B. [24]). Für sehr
viele Situationen ist dies aber unerheblich.
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Anwendung der
”
Funktionalableitung f̈ur Physiker “3

δ

δg(x)
F [g(x)] := lim

ε→0

1

ε
{F [g(y) + εδ(x− y)]− F [g(y)]} (11.38)

führt zu
µψ0(x) = H0ψ0(x) + κ(N − 1)|ψ0|2ψ0(x) (11.39)

Dies ist die Gross-Pitevskii-Gleichung (GPE) oder nichtlineare Schrödinger-Gleichung (NLSE).
ψ0 heisst kollektive Wellenfunktion. Zwei L̈osungenψ0, ψ′0 können nicht mehr zu einer dritten
superponiert werden, da die GPE nichtlinear ist. Die Dichte eines Kondensates istN |ψ0|2, die
kollektive Phase istargψ0.

Die GPE kann auch aus der Heisenberg-Gleichung für den Feldoperator gewonnen werden:

i~ ˙̂
Ψ(x, t) =

[
Ψ̂(x, t), Ĥ

]
= H0(x, p)Ψ̂(x, t) + κΨ̂†(x, t)Ψ̂2(x, t) (11.40)

Annahme: Das Kondensat ist im kohärenten Zustand|α〉 der Modeψ0. Dann kann̂Ψ durch
αψ0(x) ersetzt werden (|α|2 = N ). Man erḧalt also die GPE (11.39) zurück. In diesem Fall ist
ψ0(x) völlig analog zu einer Lasermode des Lichtfeldes.

Es l̈asst sich bisher nicht entscheiden, ob ein BEC durch|α〉 oder (a†0)N

√
N !

besser beschrieben
wird. Wahrscheinlichste L̈osung: ein BEC entspricht einem Gemsich von Fock-Zuständen. Ein
solches kann auch einem Gemisch kohärenter Zusẗande entsprechen, sieheÜbungen.

11.4 Einfache Anwendungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung

11.4.1 BECs in harmonischen Fallen , Thomas-Fermi-N̈aherung

Löse

µψ =
p2

2M
ψ + V ψ +Nκ|ψ|2ψ (11.41)

Annahme: nichtlinearer TermNκ|ψ|2ψ ist viel größer als die kinetische Energie (klappt ab etwa
10 000 Atomen), also vernachlässige p2

2M
. Dies ist die Thomas-Fermi-N̈aherung. Es ergibt sich

durch einfaches Aufl̈osen:

N |ψ|2 = % =
µ− V

κ
(% > 0) (11.42)

Das chemische Potentialµ wird durch die Normierung
∫
|ψ0|2d3x = 1 festgelegt.

In einem harmonischen Potential ergibt sich ein qualitativer Verlauf von% wie in Abb. 11.2
gezeigt. Diese Dichteverteilung wurde auch bei den ersten Experimenten zu atomaren Konden-
saten als Signatur für deren Entstehung verwendet [25, 26].

3In der Mathematik wird fie Funktionalableitung etwas anders definiert. Im wesentlichen besteht der Unterschied
darin, dass die Physiker-Funktionalableitung in etwa dem Integralkern der Mathematiker-Funktionalableitung ent-
spricht und wiëublich etwas unsauberer definiert ist. Das einzige Buch, das sich meines Wissens mit dem Zusam-
menhang beschäftigt, ist das von Grossmann (Funktionalanalysis 1+2).
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Abbildung 11.2: Plot von% in harmonische Falle, beliebige Einheiten

Die Näherung bricht nur im Bereich niedriger Dichten, also hier am Rand des Kondensats,
zusammen.

11.4.2 Solitonen

Solitonen sind Wellenpakete, die sich durch nichtlineare Effekte selbst stabilisieren und ihre
Form nicht ver̈andern. Die normale Dispersion eines Schrödinger-Wellenpaketes wird durch die
Wechselwirkung zwischen den Atomen aufgehoben.

• Bright-Solitons , 1D:V (x) = 0, κ < 0, also attraktive Wechselwirkung. Es ergibt sich als
DGL und als (eine) Soliton-L̈osung

i~ψ̇ = − ~2

2M
ψ′′ −N |κ||ψ|2ψ (11.43)

ψ = e−iµt
1

cosh
(
x
w

) 1√
2w

(11.44)

mit w = 2~2/(|M ||κ|) undµ = ~/(2|M |w2). Bei dieser L̈osung heben sich die kinetische
Energie und Wechselwirkungs-Energie gerade auf, so dass das Wellenpaket auch ohne
Fallen-Potential seine Form beibehält.

• Dark-Solitons , 1D: V (x) = 0, κ > 0, also repulsive Wechselwirkung. Die Lösung der
DGL ist dann:

ψ =
1√
2w

e−iµt tanh
( x
w

)
(11.45)

Betrachtet man die Dichte|ψ|2 so entspricht dies einem ”Loch” in der ansonsten konstan-
ten Dichte, sozusagen die Umkehrung der Bright-Solitons.
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• Gap-Solitonssind Bright-Solitons f̈ur sich abstoßende (κ > 0) Atome. In diesem Fall ist
die nichtlineare Energie positiv. Die Idee ist, dass man zur Kompensation die kinetische
Energie mit Hilfe von Bandl̈ucken negativ macht. Im periodischen Potential hat die freie
Energie freier Teilchen eine Bandstruktur.

An der oberen Bandkante gilt:E0(q) ≈ E0− ~
2|M∗|(q−

k
2
)2.M∗ < 0 heißt effektive Masse

(= inverse der Kr̈ummung vonE0(q))

Entwickelt manψ nach Bloch-Funktionen um die obere Bandkante herum, so kann man
p2

2M
+ V (x) durchE0(q) ersetzen und erhält eine effektive negative kinetische Energie, die

sich gegen die positive nichtlineare Energie aufheben kann.



Kapitel 12

Einschübe

12.1 Greenfunktion

Gegeben sei eine lineare inhomogene DGL der Form:

(L̂xF )(x) = h(x)

Eine Greenfunktion ist eine spezielle Lösung mit der Inhomogenität δ (x− x′).

(L̂xG)(x,x′) = δ (x− x′)

Kennt manG (x,x′), so ist die L̈osung des inhomogenen DGL’s gegeben durch:

F (x) =

∫
G(x,x′) · h(x′) dx′ (12.1)

Beweis:

(L̂xF )(x) = L̂x

∫
dx′G(x, x′) · h(x)

=

∫
dx′ L̂xG(x, x′) · h(x)

=

∫
dx′ δ (x− x′)h(x) = h(x)

12.2 Addition von Drehimpulsen

Ein Drehimpuls ist definiert als ein VektorL dessen drei Komponenten Operatoren mit den
Kommutator-Relationen

[La,Lb] = i~εabcLc . (12.2)

Es l̈aßt sich leicht zeigen, dass[L2,Li] = 0 ist, so dass man Eigenfunktionen vonL2 und einer
Komponente, meist wirdLz geẅahlt, findet:

L2|l,m〉 = ~2l(l + 1)|l,m〉 , Lz|l,m〉 = ~m|l,m〉 (12.3)
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Es ist ausserdem von Vorteil, die OperatorenL± := Lx ± iLy einzuf̈uhren, die[L±,Lz] =
∓~L± und[L+,L−] = 2~Lz erfüllen. Es folgt

∓ ~L±|l,m〉 = [L±,Lz]|l,m〉
= m~L±|l,m〉 −LzL±|l,m〉 (12.4)

so dassL±|l,m〉 proportional zu|l,m± 1〉 ist. DaL†+ = L− undL2 = L2
z + L+L−− ~Lz gilt,

finden wir

〈l,m|L2|l,m〉 = ~2l(l + 1)

= 〈l,m|L2
z + L+L− − ~Lz|l,m〉

= ~2m2 − ~2m+ |〈l,m|L+|l,m− 1〉|2 (12.5)

und somit

〈l,m|L+|l,m− 1〉 = 〈l,m− 1|L−|l,m〉 = ~
√
l(l + 1)−m(m+ 1) (12.6)

(Die Phasen der Zustände|l,m〉 lassen sich so ẅahlen, dass diese Matrixelemente reell sind.)
Will man zwei (miteinander kommutierende) DrehimpulseL undS zu J = L + S addie-

ren, so stellt sich die Frage, welche Eigenfunktionen geeignet sind. Eine mögliche Wahl ist das
Tensorprodukt der Einzelbasen,

|l,ml; s,ms〉 := |l,ml〉 ⊗ |s,ms〉 . (12.7)

Oft ist es jedoch bequemer, in der Eigenbasis vonJ2 und J z zu arbeiten. Wegen[L2,J i] =
[S2,J i] = 0 ist diese durch vier Quantenzahlen

|j,mj, (l, s)〉 (12.8)

charakterisiert. Die Matrixelemente〈l,ml; s,ms|j,mj, (l, s)〉 werdenClebsch-Gordan-Koeffizi-
entengenannt und erlauben den Basiswechsel gemäß

|j,mj, (l, s)〉 =
∑
ml,ms

〈l,ml; s,ms|j,mj, (l, s)〉|l,ml; s,ms〉 (12.9)

Wir kürzen sie im Folgenden mitCmj ,ml,ms ab. Durch Anwenden vonJ z sieht man leicht, dass
ms+ml = mj gelten muß. Die numerischen Werte für die Clebsch-Gordan-Koeffizienten lassen
sich aus dem linearen Gleichungssystem

〈l,ml; s,ms|J±|j,mj, (l, s)〉 = Cmj±1,ml,ms〈j,mj ± 1, (l, s)|J±|j,mj, (l, s)〉 (12.10)

= 〈l,ml; s,ms|(L± + S±)
∑
m′

l,m
′
s

Cmj ,m′
l,m

′
s
|l,m′l; s,m′s〉

=
∑
m′

l,m
′
s

Cmj ,m′
l,m

′
s
〈l,ml; s,ms|L± + S±|l,m′l; s,m′s〉

=
∑
m′

l,m
′
s

Cmj ,m′
l,m

′
s
(〈l,ml|L±|l,m′l〉δms,m′

s
+

= 〈s,ms|S±|s,m′s〉δml,m
′
l
)

= Cmj ,ml∓1,ms〈l,ml|L±|l,ml ∓ 1〉+

Cmj ,ml,ms∓1〈s,ms|S±|s,ms ∓ 1〉
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und der Normierungsbedingung

1 = 〈j,mj, (l, s)|j,mj, (l, s)〉
=

∑
ml,ms

|〈l,ml; s,ms|j,mj, (l, s)〉|2 (12.11)

ableiten. Setzt man die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren ein, so kann man das Glei-
chungssystem (12.11) in die Form

Cmj±1,ml,ms

√
j(j + 1)− (mj + 1)(mj + 1± 1) = (12.12)

Cmj ,ml∓1,ms

√
l(l + 1)− (ml + 1)(ml + 1∓ 1) +

Cmj ,ml,ms∓1

√
s(s+ 1)− (ms + 1)(ms + 1∓ 1)

bringen. Allgemein sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nur von Null verschieden, wennl +
s ≥ j ≥ |l − s| erfüllt ist.

Bei der Addition von drei oder mehr Drehimpulsen muß man bei der Wahl der Basis vor-
sichtig sein. Betrachte den FallF = I + L + S. Addieren wir zun̈achstJ = L + S und dann
F = I + J , so ẅurde die obige Prozedur uns die Basis{|f,mf , (i, j)〉} liefern, also Eigen-
zusẗande vonF 2, F z, I

2 undJ2. Addieren wir aber zun̈achstΣ = I +S und dannF = L+Σ,
so benutzen wir die Basis{|f,mf , (l, σ)〉}. Die beiden Basen sind verschieden, in diesem Sinne
ist die Addition von Drehimpulsen sozusagen nicht assoziativ. Welche der Basen besser geeignet
ist, ḧangt von der physikalischen Situation ab.

Gute Abhandlungen̈uber Drehimpulse in der Quantenmechanik finden sich in [2] und [3].

12.2.1 Weitere Darstellung der Addition von Drehimpulsen

[Li, Lj] = i~εijkLk
[L2, Li] = 0

Lz |lm〉 = ~m |lm〉
L2 |lm〉 = ~2l(l + 1) |lm〉

(12.13)

Der Gesamtdrehimpuls istj = L + S.

|ψ〉 =
∑
l,m

∑
s,ms

ψlmsms |l,m〉 ⊗ |s,ms〉 (12.14)

Dabei ist|ψ〉 ∈ Produktraum, die|l,m〉 ⊗ |s,ms〉 sind Eigenfunktionen vonLz,L
2, Sz,S

2. Die
Problemstellung ist nun, eine Basis des Produktraumes zu finden, diej2 undjz diagonalisiert.

j2 |ψ〉 = ~2j(j + 1) |ψ〉
jz |ψ〉 = ~mj |ψ〉

(12.15)
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|ψ〉 = |j,mj, l, s〉
jz |ψ〉 = (Lz + Sz) |ψ〉

=
∑
lmsms

ψlmsms(~m+ ~ms) |lm〉 ⊗ |sm〉

!
= ~mj

∑
lmsms

ψl,m,s,ms |lm〉 ⊗ |sm〉

(12.16)

=⇒ |ψ〉 kann nur gebildet werden durch Zustände, bei denen gilt:mj = m+ms .

j2 = (L + S)2

= L2 + S2 + 2LS

LS = LxSx + LySy + LzSz

(12.17)

Führe ein:

L± = Lx ± iLy

S± = Sx ± iSy

L−S+ + L+S− = (Lx + iLy)(Sx − iSy) + (Lx − iLy)(Sx + iSy)

= 2LxSx + 2LySy + i(LySx − LxSy) + i(LxSy − LySx)

= 2(LxSx + LySy)

(12.18)

=⇒ LS = LzSz +
1

2
(L−S+ + L+S−) (12.19)

[L±, Lz] = [Lx ± iLy, Lz]

= (−iLy ± iiLx)

= ∓L±~
=⇒ LzL± |l,m〉 = (L±Lz + [Lz, L±]) |l,m〉

= m~L± |l,m〉+±L± |l,m〉
= ~(m± 1)L± |l,m〉

=⇒ L± |l,m〉 ∼ |l,m± 1〉

(12.20)

[L2,L±] = 0

=⇒ |j,mj, l, s〉 =
∑

m,ms:m+ms=mj

ψm,l,mj−m,s |l,m〉 |s,mj −m〉 (12.21)

=⇒ Basis:|j,mj, l, s〉

F = S′ + j =⇒ |F,mF , j, s
′〉

∼
F = (S′ + S) + L =⇒ |

∼
F ,m∼

F
, SG, L〉

(12.22)
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12.3 Distributionen

Distributionen sind Objekte, die eigentlich nur unter einem Integral definiert sind. So ist z.B.
δ(x− x0) nur durch seine Wirkung unter dem Integral definiert:∫

dx f(x)δ(x− x0) := f(x0)

wobei f(x) eine sog. Test-Funktion sein soll. Grob gesagt sind Testfunktionen Funktionen, die
sich immer gutartig verhalten. Etwas formaler sind esC∞-Funktionen mit begrenztem Träger,
oder sie fallen zumindest hinreichend schnell ab für |x| −→ ∞). Distributionen sind keine Funk-
tionen.δ(x− x0) ist z.B. nicht am Ortx0 definiert.

Das IntegralD(ω) :=
∫∞

0
dτ e−iωτ ist auch im Distributions-Sinn zu verstehen:∫ ∞

−∞
dω D(ω)f(ω) =

∫ ∞
−∞

dω f(ω)

∫ ∞
0

dτ e−iωτ

=

∫ ∞
−∞

dω f(ω)(πδ(ω)− i
P c

ω
)

= πf(0)− i lim
ε→0+

(

∫ −ε
−∞

dω

ω
f(ω) +

∫ ∞
ε

dω

ω
f(ω))

Der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile kann mathematisch bewiesen werden. Der darin
auftretende Hauptwert bedeutet, dass auf beiden Seiten der Singularität dasselbeε verwendet
wird. Im Unterschied dazu muß man beim normalen Grenzwert für beide Seiten der Singularität
verschiedene Grenzwerte verwenden.
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Dielektrizitätskonstante

relative, 137
Differentialgleichungen

nichtlineare, 3
Dipol, 7
Dipolmoment, 7
Direktes Produkt von Hilbert-R̈aumen, 105
Distributionen, 157
Divergenz, 1
Doppler

-Effekt, 124
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