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Kapitel 1

Einige Klassen von
Optimierungsaufgaben

1.1 Die allgemeine Aufgabenstellung

1.1.1 Das Minimierungsproblem

Definition.
Wir sagen, dafl eine Optimierungsaufgabe vorliegt, wenn 3 Dinge gegeben
sind

H — Raum

S C H — Teilmenge des Raumes H

f S — R — Funktion, die auf S definiert ist

und gesucht sind

eine Zahl f* € R sowie
(OA) { ein Element z* € S, so daB
F* = fe) < fle)Va € S

Bemerkung.

1. Folgende Begriffe sind iiblich:
f - Zielfunktion,
S - zulassiger Bereich, Restriktionsbereich,
f* - Optimalwert,
x* - optimale Losung.
Ein z € S wird zuléssige Losung genannt.



2. Folgende Bezeichnungen sind fiir die obige Optimierungsaufgabe iiblich:

ff=mf{f(x):z €S}

oder auch

(0A) {f(:r) — min
res
3. Wir vermerken, daf} iiber die Natur von f und S nichts Néaheres vor-
ausgestzt wird, wie etwa:
S - abgeschlossen, konvex, zusammenhéngend
f - stetig, differenzierbar, konvex

4. Wir betrachten generell nur Minimierungsprobleme, da sich Maximie-
rungsprobleme sofort auf Minimierungsprobleme zuriickfiithren lassen
und die Theorie der Minimierungsprobleme sich unmittelbar auf Maxi-
mierungsprobleme umschreiben 1a8t. Der Grund dafiir ist in folgendem
Fakt zu sehen: Sind ein ** € S und ein f** € R gesucht, so dafl

[r=r@") = fx), Vzes,  (Max)
dann lasst sich iiber F(z) := —f(z) das Minimierungsproblem
F* =inf{F(z): 2z €S} (OA)

zuordnen und es gilt: f** = —F* und ™" ist optimale Losung von (62)
genau dann, wenn z** das Problem (Max) 16st.

5. Fir die Menge {z € S: f(z) = f*} der optimalen Losungen von (OA)
ist die Bezeichnung Argmin{f(x) : x € S} iiblich. Fiir eine optimale
Losung von (OA) ist auch die Bezeichnung argmin{ f(z) : z € S}.

1.1.2 Einteilung von Optimierungsaufgaben in Klassen

Ausgehend von den Eigenschaften der 3 Bestandteile H, f, S einer Optimie-
rungsaufgabe kann man diese klassifizieren.



Problem des
freien Extremums

Problem des
estringierten Extremumg

S=H S+£H

Lineare
Optimierungsaufgabe

Nichtlineare
Optimierungsaufgabe

(a) f — lineare Funktion wenigstens eine der Eigenschaften
(b) S — konvexe, polyedrale Menge (a), (b) liegt nicht vor

Konvexe
Optimierungsaufgabe

Nichtkonvexe
Optimierungsaufgabe,

(¢) f — konvexe Funktion wenigstens eine der Eigenschaften
(d) S — konvexe Menge (¢), (d) liegt nicht vor



Aufgabe der Mathe-
atischen Optimierung

nendlichdimensionale
Opfimierungsaufgabe

(e) H=R" wenigstens eine der Eigenschaften
(f) S ist Losungsmenge eines Systems (e), (f) liegt nicht vor

von endlich vielen Gleichungen und

Ungleichungen, d.h. dg; : R" — R,

1=1,2,....,p+q, so daB

S={reR":g(x) <0,i=1,2,...,p

Vgi(x)=0,i=p+1,...,p+q}

Diskrete
Opfimierungsaufgabe

Konfinuierliche
Optimierungsaufgabe

(g) S oder eine Teilmenge von explizit sind keine Diskretheits-
S besteht nur aus isolierten Punkten forderungen erhoben

(z° € S ist ein isolierter Punkt von S,

wenn ein € > 0 existiert, so dafl

SN Ue(z?) = {a°}),

in der Praxis ist die Diskretheit meis-

tens dadurch erzeugt, dafl gewisse der

Koordinaten des Vektors z € R"

nur ganzzahlige Werte oder die

Werte 0 bzw. 1 annehmen diirfen.

Wir behandeln in dieser Vorlesung weder diskrete noch unendlichdimensio-
nale Optimierungsaufgaben. In der Regel werden wir die Differenzierbarkeit
der vorkommenden Funktionen voraussetzen.



Abschnitt 1 der Vorlesung ist

e der Theorie der Aufgabe des freien Extremums (ohne numerische Ver-
fahren),

e der Theorie der klassischen Extremwertaufgabe (ohne numerische Ver-
fahren)

e den generellen Eigenschaften konvexer Optimierungsaufgaben (ohne
Optimalitétskriterien)

e der Simplexmethode zur Lésung linearer Optimierungsaufgaben gewid-
met.

Abschnitt 2 der Vorlesung beschéftigt sich mit den Bestandteilen einer Opti-
mierungsaufgabe. Im wesentlichen geht es um Eigenschaften konvexer Men-
gen und konvexer Funktionen. Die hier angeschnittenen Fragen gehoren in
die sogenannte ”Konvexe Analysis”.

In Abschnitt 3 werden Optimalitéitskriterien der Aufgabe der Mathemati-
schen Optimierung behandelt.

Abschnitt 4 behandelt Beziehungen zwischen der Aufgabe der Mathemati-
schen Optimierung und einer ihr zugeordneten sogenannten Lagrange-dualen
Aufgabe. Diese Beziehungen werden abschlieend néher fiir lineare Aufgaben
analysiert.

1.1.3 Bemerkungen zur Geschichte der Optimierung

e 1947 - G.B. Dantzig beschreibt eine erste Variante der Simplexmethode
fiir Zuordnungsprobleme

e 1948 - Fritz John publiziert ein Optimalitdtskriterium fiir Optimie-
rungsaufgaben, in denen Ungleichungen unter den Restriktionen er-
laubt sind.

e 1950 - Kuhn-Tucker-Theorem

e 1950-1970: Ausarbeitung der linearen Optimierung und der Theorie der
nichtlinearen Optimierung

e 1970-1980: Ausarbeitung der Theorie und Verfahren fiir nichtdifferen-
zierbare Optimierungsaufgaben und der Optimierung auf Graphen. Be-
trachtung von groflen Aufgaben. Abrundung der Theorie der kontinu-
ierlichen Aufgaben.



e 1980-1990: Komplexitatstheorie, insbesondere fiir diskrete Aufgaben.
Wiederentdeckung der inneren-Punkt-Methoden.

e 1990-:...: Versuch, die Aufteilung in lineare und nichtlineare Proble-
me zu unterlaufen, indem semidefinite Aufgaben verstiarkt untersucht
werden.

Die Optimierungstheorie und ihre Verfahren entwickelten sich nicht zufallig
erst mit dem Entstehen von elektronischen Rechnern. Es geht in ihr um
x € R", wobei n > 10 bei nichtlinearen Aufgaben und n > 10° bei linearen
Aufgaben typisch sind.

1.1.4 Der Aspekt: global - lokal

Oben hatten wir den Begriff der optimalen Losung eingefiihrt. In der Regel
wird diese Losung gesucht. Haufig erweist es sich aber, daf§ das Aufsuchen
dieser optmalen Losung auf Schwierigkeiten st68t und man nur in der Lage
ist, Punkte zu berechnen, unter denen die gesuchte optimale Losung sein
kann. Das fiihrt zu dem Begriff der lokal-optimalen Losung. Die oben bereits
betrachtete optimale Losung werden wir in diesem Zusammenhang als global-
optimale Losung bezeichnen.

Definition.

Gegeben sei die Aufgabe f* = inf{f(z): 2z € S} (OA) .

Der Punkt z* € S heifit global-optimale Losung von (OA), wenn f(z*) <
f(z),Vz € S.

Der Punkt z* € S heifit lokal-optimale Lésung von (OA), wenn Je > 0 :
f(z*) < f(z),Yx € SNU(z*).

Beispiel. aus dem R!
Sei S € R! und f: S — R wie unten gegeben.

x1, X9, T3, T4 — lokal-optimale Losungen 1 — global-optimale Losung



Beispiel. aus dem R?

Sei S = {z € R? : gi(z) < 0,92(z) < 0}, wobei g1,92 : R* — R. Sei
f:R?—R.

Wir tragen in die Ebene Niveaulinien von f, d.h. Punktmengen, die f(z) =
const erfiillen, sowie die Randkurven g¢;(z) = 0 und go(z) = 0 von S (Ni-
veaulinien von g; zum Niveau Null) ein. Durch Pfeile deuten wir an, wo die
Niveaulinien fiir hoheres Niveau liegen.

p s £00 2

() %o, 1A
: y " .m. L]
= Nineqilivicny | aa co 2,20y

Bemerkung.

1. Eine global-optimale Losung ist stets auch lokal-optimal. Damit er-
scheint es sinnvoll, die global-optimale Losung unter den lokal-optimalen
zu suchen. Wenn f* aber in keinem Punkt aus S angenommen wird,
so ist es moglich, dafl die global-optimale Losung nicht unter den lokal-
optimalen zu finden ist (vgl. hierzu Satz 1.5)
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2. Das Dilemma der diskreten Optimierung wird u.a. durch folgende Aus-
sage beschrieben: Wenn z° ein isolierter Punkt von S ist, dann ist x°
offensichtlich lokal-optimal.

1.1.5 Zur Existenz optimaler Lésungen

Die Losbarkeit einer Optimierungsaufgabe (d.h. die Existenz einer global-
optimalen Losung) nachzuweisen, werden wir stets mit im Auge haben. Das
generell Mogliche wird bereits in der Analysis untersucht.

Satz (1.1). (K. Weierstra8)
Gegeben sei die OA

(OA) f*=inf{f(x):z €S}
mit S C R™, f: S — R. Wenn

S # (), beschrinkt und abgeschlossen
f stetig auf S

dann besitzt (OA) eine global-optimale Losung.

Satz (1.2).
Gegeben sei (OA) mit S C R™. Wenn

S abgeschlossen
f stetig auf S
Jz° € S, sodaB {x € S: f(x) < f(x°} beschrénkt ist

dann besitzt (OA) eine global-optimale Losung.

1.2 Die Aufgabe des freien Optimums

Definition.
Wenn in der Optimierungsaufgabe (OA) S = R", dann sagen wir, daf§ (OA)
eine Aufgabe des freien Optimums ist.

Bemerkung.

1. Wir bezeichnen

(FO) {f(:v) — min

reR"
Dabei wird vorausgesetzt, dal f : R — R.

11



2. Viele andere OA lassen sich unter Umstédnden auf diesen Typ zuriickfiihren:

tiber einen Strafansatz (vgl. Beweis zu Satz 1.7)
e {iber Variablenelimination
e iiber die Lagrangefunktion
e wenn S eine offene Menge ist (vgl. Satz 1.6)
3. Wir wollen wiederholen, was wir unter Differenzierbarkeit verstehen
wollen. Sei f in einer Umgebung von z° definiert. Wir sagen, daf} f

in z° differenzierbar ist (im Sinne von Frechet), wenn ein Vektor
Vf(xz°) € R" existiert, so daB

o J@) = f@) = < Vi) o —at >
s o= o]

V f(z°) bezeichnen wir als Gradienten von f in x°.

4. Es ist bekannt, wenn V f(z°) existiert, dann besteht er aus den parti-
ellen Ableitungen:

_[9f(@°) of(@°)  Of(2°)
S Oxy ) Oz T Oz,

V()

5. Wir sagen, dal f in x° zweimal differenzierbar ist, wenn es einmal
in z° differenzierbar ist und eine Matrix VZf(x) € R™" existiert, so

dafl
iy £ = f@0) - < V(%) e —2° > —3 <z —a°,V2f(z°)(x — 2°) >
e |z —2|”

V2 f(z°) wird Hessematrix von f in z° genannt.

6. Es ist bekannt, wenn V2 f(x°) existiert, dann besteht es aus den zweiten
partiellen Ableitungen von f in z° :

P f(z°) 9 f(z°) 9% f(z°)
012 O0xo0x1 " Oxzndxi
?f(x®)  I*f(z°) % f(x°)
VQf(QZO) _ 8&71'89:2 89:'22 e axn.amg
) 9f(a) 024 (s*)
0x10xn,  Ox20xy " Oz 2

Satz (1.3). (Notwendiges Optimalitétskriterium)
Sei f: R"™ — R. Sei z* € R" eine lokal-optimale Losung von (FO). Dann
gilt:

12



1. Wenn f in o* differenzierbar ist, dann ist V f(z*) = 0.

2. Wenn f in * zweimal differenzierbar ist, dann ist V2 f(z*) eine positiv
semidefinite Matrix.

Bemerkung.

1. Worin besteht der Wert von Satz 1.3 7

(a) Im differenzierbaren Fall miissen die lokal-optimalen Losungen un-
ter den Losungen des Systems

Vi@ =0 (+)

sein. Mit anderen Worten: Jede Losung des Systems (+4) von
n Gleichungen mit n Unbekannten ist verdéchtig, lokal-optimale
Losung von (FO) zu sein. Das eroffnet einen Weg, akademische
Beispiele von (FO) zu 16sen. Es mufl gesagt werden, daff die nu-
merische Praxis diesen Weg i.a. nicht geht. Anstelle das i.a. nicht-
lineare Gleichungssystem (+) zu losen, wendet man direkte Ver-
fahren auf (FO) an.

(b) Jeder Punkt € R™, der wenigstens eine der Bedingungen V f(z) =
0 (im einmal differenzierbaren Fall) bzw. V?f(%) positiv semide-
finit (im zweimal differenzierbaren Fall) nicht erfiillt, kann nicht
lokal-optimal sein.

2. Wie koénnen wir testen, ob eine quadratische symmetrische Matrix A
positiv semidefinit ist? A ist positiv semidefinit <= eine der Bedin-
gungen (a), (b) ist erfiillt
(a) Alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.

(b) Alle Minoren entlang der Hauptdiagonalen von A sind nichtnegativ
(d.h. alle einreihigen, alle zweireihigen, usw. entlang der Hauptdiago-
nalen, nicht nur die Hauptminoren).

Spéter (vgl. Satz 2.30) werden wir sehen, dass bei konvexen, 2-mal
differenzierbaren Funktionen f stets V2f(z) positiv semidefinit ist.

3. Oben hatten wir behauptet, dafl in der Praxis wir kaum Mdéglichkeiten
besitzen, die global-optimale Losung zu berechnen, aber haufig in der
Lage sind (d.h. Moglichkeiten besitzen, z.B. durch Auswerten notwen-
diger Optimalitatsbedingungen oder Anwenden von Minimierungsver-
fahren) lokal-optimale Losungen zu berechnen. Exakterweise miifiten
wir anstelle von lokal-optimal in diesem Zusammenhang besser von
stationér sprechen.

13



Definition.
Wenn Vf(z*) = 0, dann sagen wir, dafl 2* ein stationdrer Punkt von f
ist.

Satz 1.3 sagt also, dafl im differenzierbaren Fall lokal-optimale Lésungen von
(FO) stationére Punkte von f sind.
Offensichtlich gilt die Umkehrung nicht unbedingt:

e
£Cx) = r3

—y

x* = 0 ist stationdrer Punkt, aber keine lokal-optimale Losung von

r € R!

14



x* ist stationdrer Punkt, aber keine lokal-optimale Losung von

r € R!

Wir wollen der Frage nachgehen, bei welchen Funktionen das Kriterium
V f(z*) = 0 nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist.

Definition.
Sei SCR™ f: S — R,z €S, fin 7 differenzierbar.
Wir sagen, daf} f in T bzgl. S pseudokonvex ist, wenn aus

<Vf(@),x—T>>0
res

stets folgt, daB f(x) > f(Z).
Wir sagen, dafl f in T bzgl S streng pseudokonvex ist, wenn aus

<Vf(@),x—T>>0
reSr#T

stets folgt, dal f(z) > f(T).

Wir sagen, da8 f auf S pseudokonvex (bzw. streng pseudokonvex) ist, wenn
f in jedem Punkt T € S bzgl. S pseudokonvex (bzw. streng pseudokonvex)
ist.

Beispiel.

e f in x; pseudokonvex bzgl. S, aber nicht streng pseudokonvex
e f in x5 streng pseudokonvex bzgl.S

e f auf S nicht pseudokonvex

15



e f auf S pseudokonvex

)

e [ auf S nicht pseudokonvex ( z, ist horizontaler Wendepunkt von f )

Vorgriff: Differenzierbare konvexe Funktionen sind stets pseudokonvex.

Satz (1.4.1). (Notw. und hinreich. Opt.-kriterium erster Ordnung)
Sei f: R"™ — R pseudokonvex in xz* bzgl. R". Dann ist 2* global-optimale
Losung von (FO) genau dann, wenn V f(x*) = 0.

16



Satz (1.4.2). (Hinreich. Opt.-kriterium zweiter Ordnung)
Sei f:R" — R.In 2" € R" sei f zweimal differenzierbar. Dann gilt: Wenn

{Vf(ac*) =0

V2 f(z*) positiv definit,
dann ist z* eine lokal-optimale Losung von (FO).
Bemerkung.

1. Aus dem Beweis folgt, dafl unter den Voraussetzungen des Satzes x*
sogar streng lokal-optimale Losung von (FO) ist (d.h. 3e > 0, so da8

f(x) > f(z7), Ve € Ulz")\{2"} ).

2. Wie konnen wir eine quadratische Matrix A auf positive Definitheit
iiberpriifen?
e alle Eigenwerte von A sind positiv
e alle Hauptminoren von A sind positiv
e in der Cholesky-Zerlegung A = LTL ( L- obere Dreiecksmatrix)

sind alle Diagonalelemente von L positiv

3. Spiter werden wir sehen, dafi die Forderung V?2f(z*) positiv definit
bedeutet, dafl f in einer Umgebung von x* streng konvex ist.

Wir wollen noch einen Satz betrachten, der etwas iiber die Existenz einer
global-optimalen Losung in (F'O) aussagt.

Definition.
Sei

f:R"—= R
f stetig in R™.

Wir sagen, dafl f koerzibel (=bezwingbar) ist, wenn zu jeder Zahl M € R
eine Zahl ry; € R existiert, so daf aus ||z|| > 7y stets folgt, daBl f(xz) > M.

Bemerkung. Bei koerziblen Funktionen ist also

m f(z) = +o0.

[[]|—o0

Satz (1.5).
Wir betrachten die Aufgabe (FO) mit koerziblem f. Dann gilt:

1. (FO) besitzt eine global-optimale Losung.

17



2. Wenn f zusétzlich in R™ differenzierbar ist, dann ist die global-optimale
Losung von (FO) unter den stationdren Punkten von f zu finden.

Folgerung.

Bei differenzierbaren, koerziblen f kann man eine global-optimale Losung
von (FO) finden, indem man alle Losungen x!', 22 23, ..., 2% von Vf(z) = 0
berechnet und dann einen Punkt % i, € {1,2,...,k} aussucht, fiir den

1131& f(z") realisiert wird (gilt auch, wenn & = oo und das Minimum exi-
_1_

stiert).

Abschlieflend zu (FO) wollen wir die Frage untersuchen, wann die allgemeine
Aufgabe der Optimierung als Aufgabe des freien Optimums behandelt werden
kann.

Satz (1.6).
Wir betrachten die beiden Optimierungsaufgaben

(OA){f(x)ﬁmin und (FO){f(x)—wnm

r €S zeR"”

wobei S C R™, f : R" — R. Es sei 2* € int(S)(d.h.Fe > 0: U (a*) C 9).
Dann gilt:

x* ist lokal-optimale Losung von (OA) <= x* ist lokal-optimale Losung von
(FO).

Bemerkung.

1. Unter den Voraussetzungen des Satzes (speziell z* € int(S)) sind die
notwendigen und hinreichenden Optimalitétskriterien fir z* in (OA)
die gleichen wie in (FO). (OA) ist deshalb erst eine wesentlich andere
Aufgabe als (FO), wenn die lokal-optimalen Losungen von (OA) auf
dem Rand von S liegen (d.h., Ae > 0: U (z*) C 9).

2. Die Aussage des Satzes laBit sich verallgemeinern: Es seien S, T C
R™ a* € S,x* € int(T): Wir betrachten 2 Aufgaben

(OAy) J(w) = min anstelle von (OA) und
reSNT

f(z) — min

anstelle von (FO).
res

(OA) {

Dann gilt: «* ist lokal-optimal in (OA;) <= z* ist lokal-optimal in
(0A,).

18



1.3 Die klassische Aufgabe des restringierten
Optimums

In der Analysis wird unsere allgemeine Optimierungsaufgabe (OA) fiir den
Fall untersucht, da} S' durch ein endliches System von Gleichungen definiert
ist.

Es seien g; : R" — R, i =1, ...,m gegeben. Wir setzen S = {x € R" : g;(z) =
0,i=1,...,m}. (o)

Im weiteren soll nur der Fall betrachtet werden, dafl die g; differenzierbar

sind. Wenn (OA) mit einem nach (o) definierten S vorliegt, wollen wir von
der Aufgabe (OAGR) sprechen.

( f(x) — min

g1(x) =0
(OAGR) { g2(x) =0

(gm(x) =0

Bevor wir das notwendige Optimalitétskriterium formulieren, wollen wir ei-
nige Bezeichnungen festlegen.

Definition.
Fir A, € R, A = [A1, A, ..., Ap] € R™ bezeichnen wir mit L(x, \,, A) die soge-

m

nannte Lagrangefunktion zu (OAGR) : L(z, Ao, ) = Ao f () + > Nigi(2)
i=1
Mit VxL(I, )‘07 )‘) = )‘ovxf(x) + Z )‘zvxgz(x)
i=1

und V2 _L(z, Ao, \) = A\ V2 f(z) + i AN V2 gi(z)
i—1

1=
bezeichnen wir den z-Gradienten bzw. die x-Hessematrix der Lagrange-
funktion.

Definition.
Sei x* eine zuléssige Losung von (OAGR), die g; seien in z* differenzierbar.
Dann wird der Unterraum

T(m*) = {Z € RTL << ng(x*)7 z >= O’Z = ]_7 2’ 7m}
des R™ als Tangentialraum zu z* bezeichnet.

Bemerkung.
T'(x*) ist die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems und

hat die Dimension n — rank{Vg;(x*)}™,.
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Satz (1.7). (Notwendiges Optimalitétskriterium)
Es sei 2* lokal-optimale Losung von (OAGR). Dann gilt:

1. Wenn f,g;,i =1,2,...,m in einer Umgebung von z* stetig differenzier-
bar sind, dann existieren A\ > 0 und A}, A3, ..., A7, € R, so daB

m

+) i:ZO()\;‘)Z >0

Vo L(z*, A5, A%) = 0

2. Wenn zusitzlich zur Voraussetzung von (1) noch gilt, dal f,g;,i =
1,2,...,m in z* zweimal differenzierbar sind, dann gilt fiir beliebige
XA, .o, A, die (4) erfiillen, daB8 auch

.oy mo

< 2, V2 L(x*, X, \)z >> 0,Vz € T(z%) (++)
sein muf} (d.h. der x-Hessematrix der Lagrangefunktion muss auf dem
zu z* gehodrenden Tangentialraum positiv semidefinit sein).

Bemerkung.

1. Geometrische Interpretation: Wenn A% # 0, dann folgt aus () V f(z*) =
— Y AT/ AV gi(2*) , d.h. lokal-optimale Losungen von (OAGR) zeich-
i=1

nen sich dadurch aus, dafl in ihnen der Gradient der Zielfunktion in
dem durch die Gradienten der Nebenbedingungen aufgespannten Un-
terraum liegt.

2. Spater werden wir uns besonders dafiir interessieren, unter welchen Be-

dingungen garantiert werden kann, dafl ein (m+1)-Tupel X!, ..., A} mit
s # 0 existiert, das (+) erfiillt (sogenannte Regularitét des zuldssigen
Bereichs).
Im Analysis-Kurs wird gewohnlich in Verbindung mit Satz 1.7 noch
die Forderung {Vg;(x*)}™, ist eine linear unabhingige Menge (sog.
(LICQ)) gestellt. Unter dieser Zusatzforderung folgt aus (4), dafl \* #
0, da bei linearer Unabhéngigkeit der g;-Gradienten und A} = 0 die
zweite Zeile von (+) nur bei A7 = ... = A* = 0 moglich ist, was der
ersten Zeile von (+) widerspricht.

3. Die Zahlen X!, A}, ..., A, die (+) erfiillen, heilen Lagrangesche Multi-

“ey m>s

plikatoren zu lokal-optimalen Losung z*.
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4. Da die X in die Lagrangefunktion homogen eingehen, braucht man ei-
gentlich nur 2 Moglichkeiten fiir ¥ betrachten: \* = 0 und A} = 1. (bei
As#£ 0 fihrt A=A /A50=0,1,2,...,m,1in (+) zu A} = 1).

5. Wenn (OAGR) die Aufgabe (FO) ist (d.h. m = 0), dann ergeben die
Aussagen von Satz 1.7 genau die Aussagen von Satz 1.3 (da T'(z*) =
R", A5 #£0).

6. Der Beweis gibt Hinweise, wie man (OAGR) losen kann (zugehoriges
(FO) l6sen) und wie man die Lagrangemultiplikatoren dabei berechnen
kann.

Definition.
Der Punkt z* € R™ heifit stationérer Punkt von Aufgabe (OAGR), wenn

Zahlen \* > 0, A%, ... \% mit > (AF)? > 0 existieren, so daf} gilt
i=0

Y 0’

oy JVeL(@™, 25,0 =0
gi(z*)=0,i=1,2,...m

Bemerkung.

1. Satz 1.7 besagt u.a.: Im stetig-differenzierbaren Fall sind die lokal-
optimalen Punkte unter den stationdren Punkten zu finden.

2. (o) ist ein System aus (m + n) (i.a. nichtlinearen) Gleichungen mit
(m +n+ 1) Unbekannten a7, ..., a5, X5, .. AL

) n? o)

3. Bei der Suche nach Punkten, die verdéchtig sind, lokal-optimale Losun-
gen von (OAGR) zu sein, muff man (aus akademischer Sicht) folgende
2 Gleichungssysteme aus je (m + n) Gleichungen mit je (m +n) Unbe-
kannten analysieren:

3 A Vai(z) = 0

i=1
(Fall\, = 0) (A) ] gi(x) =0, i=1,2,...m

m

> (X)*>0

i=1

Vf(x)+3 " MVag(xz) =0

(Fall\, =1)  (AA) {gi(x) —0, i=1,2.m
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4. Die Numerik der Optimierung geht nicht den Weg des Losens von (A)
und (AA), sondern liefert Iterationsverfahren, die (OAGR) direkt an-
gehen. Satz 1.7 wird in der Theorie zu diesen Verfahren benutzt.

Satz (1.8.1). (Hinreichendes Optimalitatskriterium zweiter Ordnung fiir ein
lokales Optimum)

Sei z* stationédrer Punkt von (OAGR). Seien f, g1, go, ..., gm in z* zweimal
differenzierbar. Dann gilt:

Wenn V2 _L(z*, A%, \*) auf dem Tangentialraum positiv definit ist, dann ist

x* lokal-optimale Losung von (OAGR).
Genauer: Wenn [z*, \*) \*] Losung von (o) ist und

) 07

<2, V2 L(z*, X', \)2 >> 0, Vz e T(z*)\{0}, (0)

) o)

dann existiert ein € > 0, so dafl

f@®) < flx),  VoeUdz®)n(S\{z"})
(S={xeR":g(x)=0,i=1,2,....m}).

Bemerkung.

1. In einigen (akademischen) Beispielen kann man die allgemeine Losung
des T'(z*) definierenden Gleichungssystems gewinnen und mit ihrer Hil-
fe (O) tiberpriifen.

2. Interessant sind 2 Grenzfille:
(a) T(x*) = {0} (d.h. m = n,rank{Vg;(z*)}*, = m) Dann ist (O)
erfiillt.
(b) V2, L(z* A\, \*) ist eine positiv definite Matrix. Dann ist (O)

) 07

ebenfalls erfiillt.

3. Im Falle A} # 0 gilt (O) genau dann, wenn von den (n + m) Hauptmi-
noren der Matrix

((wotrnr v x)

die letzten (n—m) (d.h vom (2m+1)-ten bis zum (m-+n)-ten) alle das
Vorzeichen (—1)™ haben. ( Vg(x*) sei hier die Matrix, deren Zeilen die
Vg;(x*) bilden.)

4. Satz 1.8 ist ein Spezialfall von Theorem 3.6 (das wir in der Vorlesung
beweisen).
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Zum Abschlufl wollen wir noch ein hinreichendes Kriterium fiir ein globales
Optimum aufstellen.

Definition.
Sei SCR™ f: S — R, T €S. Wir sagen, dafl f in T bzgl. S quasikonvex
ist, wenn aus

r €S

immer folgt, daf(Ax + (1 — \)7) < f(T)

Wir sagen, dafl f auf S quasikonvex ist, wenn es in jedem Punkt von S qua-
sikonvex ist. Wir sprechen von Quasikonkavitit, wenn (—f) quasikonvex
ist.

Bemerkung.

1. In den Anwendungen wird haufig S eine sog. "konvexe” Menge sein.
Dann ist die Forderung (Az + (1 — \)T) € S automatisch erfiillt, wenn
x,T € S.

2. Beispiel

A+

L
L

Y

f ist quasikonvex auf S
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f weder quasikonvex noch quasikonkav auf S, aber f ist quasikonvex
in 7, in T nicht quasikonvex bzgl. S

x4 - -
h.

Xql- - -

3. Im besonders interessanten Fall, daf§ S eine sog. konvexe Menge ist,
d.h. mit 2!, 2% € S und X € [0, 1] gilt stets Ax' + (1 — N\)z? € S, haben
wir: f ist auf S genau dann quasikonvex, wenn Va! 2% € S;\ € [0, 1]
gilt

fOa! + (1= N)2%) <mazx{f(z"), f(«*)}  (+)
(Funktionswert in einem Punkt des Intervalls [z}, z?] ist nie groBer als
der groflere Funktionswert an den Intervallenden).

Satz (1.8.2). (Hinreichendes Optimalitétskriterium fiir globales Optimum)
Wir betrachten Aufgabe (OAGR). Seien f, g;,i = 1, ..., m in T differenzierbar.
Sei T stationdrer Punkt von (OAGR), d.h es existieren A} > 0, A}, ..., A}, € R,
so daf

NVE@) + 2 A Ve(T) =0
i=1
() gi(@) =0, i=1,2...m

> (X)) >0
i=0
Wenn gilt
s #0
g; ist bei A7 > 0 quasikonvex in = bzgl. R"
g; ist bei \I < 0 quasikonkav in T bzgl. R"
f ist in T pseudokonvex bzgl. S

dann ist T global-optimale Losung von (OAGR). (S - zuléssiger Bereich von
(OAGR))
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Bemerkung.
Im Beweis haben wir die Differenzierbarkeit der ¢g; bei¢ : A\ = 0inxz =%
nicht bendétigt. Da wir die erste Zeile von (o) auch so formulieren kénnen:

NVFE) + > A Vg(T) =0
AT F#0

so ist die Differenzierbarkeit der g; fiir die A} = 0 im Satz 1.8.2 auch nicht
erforderlich.

1.4 Die lineare Optimierungsaufgabe

1.4.1 Aufgabenstellung

Definition.
Wir sagen, dafl die Funktion f : R — R eine affin-lineare Funktion ist,
wenn ein Vektor a € R™ und eine Zahl o € R existieren, so dal Vx € R" gilt

flz) =<a,z>+a= Zajxj + a.
j=1
Bemerkung.
1. Fir affin-lineare Funktionen f ist also Vf(x) = a = const.

2. Bei a = 0 sprechen wir von linearen Funktionen.

Definition.

Sei S C R"™ Wir sagen, daf§ S eine polyedrale Menge ist, wenn S als
Losungsmenge eines endlichen Systems von Gleichungen und Ungleichungen
mit affin-linearen Funktionen darstellbar ist.

Bemerkung.
Wenn S C R"™ polyedral ist, dann existieren also m; > 0 affin-lineare Funk-
tionen

fi(z) =< d', x> 4, 1=1,2,...,m4

und mey > 0 affin-lineare Funktionen
h]<l’) =< bj,$>+ﬁj, J=1,2,...,ms
so, daf

S={reR": fi(x) <0,i=,1,2,...,my und hj(z) =0,7 =1,2,...,ma}
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In der Regel werden wir S in der Matrix-Vektor-Schreibweise darstellen:
S={reR": Ar <aund Bzx =b}

wobei
A — Matrix vom Typ [mq, n]

B — Matrix vom Typ [ma, n]
a — Vektor des R™
b — Vektor des R™2,

die Zeilen von A sind die a*, die Zeilen von B sind die b,
die Komponenten von a sind die (—q;), die Komponenten von b sind die

(=8;)-
Definition.
Wir sagen, daf3

r €S

(0A) {f(x)—wmn

eine lineare Optimierungsaufgabe (LOA) ist, wenn f eine lineare Funk-
tion des R™ und S C R" eine polyedrale Menge ist.

Bemerkung.

1. Die LOA sind die verbreitetsten Optimierungsaufgaben in der Anwen-
dung. Fiir ihre Losung gibt es ein reichhaltiges (kommerzielles) Angebot
sicherer Software.

2. Im allgemeinen hat eine LOA also die Gestalt

ce R, be R"™,de R™

(LOA) S Az =b
Ae R™M " B e R™*™,

<c,x >— min

mi {

Bz <d

3. Es gibt viele spezielle Typen von LOA (Transportprobleme, LOA auf
Graphen, ...) fiir die auch spezielle Losungsverfahren entwickelt wur-
den. Wir betrachten in Abschnitt 1.4 nur einen allgemeinen Typ (Fall
B := —I,d =0), auf den alle LOA zuriickgefiihrt werden kénnen (vgl.
Ubung).
In diesem Abschnitt geht es auch nur um das klassische Losungsver-
fahren fiir diesen Aufgabentyp, die sog. Simplexmethode. Gegen Ende
des Semesters (vgl. Abschnitte 4.3, 4.4 ) beschéftigen wir uns mit der
Theorie der LOA néher.
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Definition.

Wir sagen, daB eine LOA in der (K)-Form (=kanonische Form) gegeben ist,
wenn die Ungleichungsnebenbedingungen in der Form z > 0 erscheinen und
ansonsten nur Nebenbedingungen in Gleichungsform vorkommen.

Bemerkung.
In der (K)-Form hat eine LOA also die Gestalt

< ¢, x >— min
(K){ Az =10
x>0

Fiir das Weitere vereinbaren wir ¢ € R", b € R™, A- Matrix vom Typ [m,n]

Definition.

Es sei eine LOA in (K)-Form gegeben. Es bezeichne A; € R™ die j-te Spalte
von Matrix A. Fiir ein z € R" setzen wir J(z) = {j : z; # 0}. Wir sagen,
daB x € R" eine Basislosung von (K) ist, wenn gilt

x ist zuldssige Losung von (K) (d.h. Az =b,2 > 0)
{A; :j € J(x)} ist eine linear unabhéngige Menge.

Bemerkung.

1. Wir fithren hier ein Standardbeispiel ein, das wir im Weiteren zu Illu-
strationszwecken heranziehen wollen:

x1 + 619 — Tr3 + 24 + S5 4+ 1026 — MUN

b1 — dxy + 1323 — 224 + 5 + Dxg = 20

T1 — Xo+ 5x3 — Ty + X5 + 226 = 8

x; >0, j=12..6

20 5 —4 13 =2 1 5
c:[1,6,—7,1,5,10]7b:(8> A:(1 -1 5 )

|
—_
—_
N}

= 1/2T+1/22, z*=

5]
I
_ O O O o o
=
I
O T OO W
o O O Olw
&
O O oONjgNe O

sind zuléssige Losungen von (O). Die zugehorigen Zielfunktionswerte
sind < ¢,T >=40,< ¢, >=28,< ¢, T >= 34, < ¢, z* >= —60/7.
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2.

J(T) = {6} = T ist eine Basislosung,
J(z) = {1,5} = & ist eine Basislosung,
J(z) ={1,5,6} = 7T ist keine Basislosung,
J(z*) = {2,3} = x* ist eine Basislosung.
. Wir vereinbaren, dafl bei b = 0 die zulédssige Losung x = 0 als Ba-

sislosung gilt ( J(z) =0 ).

. Es sei x eine Basislosung von (K). Da Az = bin der Form ) A;z; =b
=1

aufgeschrieben werden kann und z; = 0 bei j € J(z), so ist z Losung
des Systems (+)
Z Aij = b
(4) { 7€J(@)

Wir setzen B := (A;)jec)@) und I = (€7);¢(), wobei

B ist eine Matrix vom Typ [m,|J(z)]].
I, ist eine Matrix vom Typ [n,n—|J(x)|] ( |J(x)] steht fiir card(J(x)).
Das System (+) hat dann die Systemmatrix

B 0
= (0 7)
vom Typ [m+n, |J(z)| +n — |J(z)|] = [m + n,n] und da

{mnk(B) = |J(z)] (da z Basislosung),
rank(l,) =n —|J(z)|

so ist rank(L) = n. D.h. (+) ist ein lineares Gleichungssystem mit n
Unbekannten mit vollem Rang der Systemmatrix.

Deshalb gibt es fiir (+) nur 2 Moglichkeiten. Entweder ist (+) nicht
losbar oder es ist eindeutig 16sbar. Da aber (siehe oben) z Losung von
(4) ist, so ist es die einzige Losung von (+).

Damit haben wir ein Charakteristikum einer Basislosung von (K) ge-
funden: Eine Basislosung = von (K) zeichnet sich dadurch aus, daf sie
einzige Losung des mit x verbundenen Systems (+) ist.
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5. Wir vermerken, dafl (K) hochstens endlich viele (d.h. keine oder endlich

viele) Basislosungen besitzen kann. Denn es gibt nur endlich viele un-
terschiedliche Teilmengen J C {1,2,...,n} und damit nur endlich viele
Systeme (+)
( dabei fallen diejenigen J sogar noch weg, fiir die {A;};c; linear
abhéngig und auch die J, fiir die {A4,};c; zwar linear unabhéngig ist,
aber die zugehorige (eindeutige) Losung z = [z1, ..., 2,] von (+) negative
Komponenten enthilt).

Definition.
Es sei © € R eine Basislosung von (K). Jede Indexmenge S C {1,2,...,n}
mit den Eigenschaften

J(z) C S
card S =m

B ={A;:je S} ist eine linear unabhéngige Menge

heifit Basisindexmenge zur Basislosung z.
Die zugehorige Matrix B = {A; : j € S} heifit Basismatrix zur Basisindex-
menge S.

Bemerkung.

1. Wir betrachten unser Standardbeispiel.
T’ =10,0,0,0,0,4], J(z) = {6}.
Mégliche Wahl von S und B zu 7 : S ={6,1},

()

oder S = {6, 2},
oder ...

&' =13,0,0,0,5,0], J(z) ={1,5}
Einzig mogliche Wahl von S und B: S =J(z),

o= (1)
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2. Man sieht leicht, wenn rank(A) < m, dann kann es zu einer beliebi-

gen Basislosung (BL) von (K) keine Basismatrix (BM) und auch keine
Basisindexmenge (BiM) geben. Wir werden deshalb im Weiteren stets
rank(A) = m voraussetzen.
Das ist keine Einschréankung der Allgemeinheit, denn bei rank(A) < m
sind im losbaren System Az = b genau k = m — rank(A) der linearen
Gleichungen iiberfliissig. Genauer: Es existieren k Zeilen in A und b so,
da8 fiir die nach Streichen dieser Zeilen verbliebenen Restmatrix A und
den Restvektor b gilt

{z: Az =0} = {z: Az =b}.

Die Restmatrix A hat dann genau rank(A) Zeilen und rank(A) =
rank(A), d.h. in ihr stimmen Zeilenanzahl und Rang iiberein.

3. Wenn rank(A) = m, dann existiert zu jeder BL z von (K) wenigstens
eine BM B und eine BiM S, denn dann ist {A; : j € J(z)} eine linear
unabhéingige Menge von Vektoren des R™.

Da rank(A) = m, so enthélt die Menge der Spalten von A wenigstens
eine Basis £, des R™. Nach einem Satz der linearen Algebra 148t sich
aber jede linear unabhéngige Menge zu einer Basis £; des Raumes
ergénzen, wobei die ergdnzendenVektoren aus der Basis £, entnommen
werden kénnen.

Also, bei rank(A) = m 148t sich {A4; : j € J(z)} unter Zuhilfenahme
weiterer Spalten von A zu einer Basis des R™ ergénzen,d.h. es existieren
m linear unabhéngige Spalten von A, die die Spalten A; mit j € J(x)
enthalten, d.h. S und B existieren (nicht unbedingt eindeutig).

4. Eine Basismatrix ist eine quadratische Matrix vom Typ [m, m| aus m
linear unabhéngigen Spalten, d.h. det(B) # 0 und es existiert B~

1.4.2 Theoretische Grundlagen der Simplexmethode

Satz (1.9). (Hinreichendes Optimalitétskriterium)
Gegeben sei eine LOA in (K)-Form. Es sei z* eine BL von (K) und S eine
mit z* verbundene BiM. Es sei y* Losung des Systems

¢+ <y,a; >=0 ,Vjes. (+)
Wir setzen A; = cj+ <y*, A; >,5 ¢ S. Wenn
N; >0 Vi &S, (++)

dann ist x* optimale (d.h. global-optimale) Losung von (K).
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Bemerkung.

1. Wie aus Satz 1.11 und der Definition des spéater einzufithrenden Be-
griffes "nichtentartete BL” folgen wird, ist das Kriterium (4+4) fiir
nichtentartete BL auch notwendig fiir die Optimalitdt. Bei solchen BL
ist die Basisindexmenge S eindeutig festgelegt. Im allgemeinen Fall gilt
fiir BL folgendes Optimalitéatskriterium: Die BL x* ist optimal genau
dann, wenn zu x* eine Basisindexmenge S existiert, in der fiir den nach
(+) berechneten Vektor y* die Eigenschaft (++) vorliegt.

2. Aus dem spiter zu betrachtenden Kuhn-Tucker-Theorem (Theorem
3.11) wird folgendes allgemeine Optimalitétskriterium folgen: Die zuléssi-
ge Losung x* (nicht unbedingt BL) von Aufgabe (K) ist optimal genau
dann, wenn ein y* € R™ existiert, fiir das

c+y*A>0
<c+y'Axt>=0

erfiillt ist (vgl. auch Satz 4.5).

3. Die A; werden Optimalititsindikatoren genannt. Genauer: A; ist der
Optimalitatsindikator zur Variablen z; bei der BiM S.

4. Wir betrachten unser Standardbeispiel.
(a) #=[3,0,0,0,5,0]", S ={1,5}

o= (1)

S5y1 +y2+1=0
Y1+1y2+5=0

(+) ist das System

Es hat die Losung y; = 1,y5 = —6. Daraus erhalten wir nach
Definition der A : Ay =1+ < y*, A1 >=0

AQ = 8, Ag = —24, A4 = 5, A5 = 0, AG = 3.

Weil A3z < 0, so ist unser notwendiges Optimalitatskriterium nicht
erfiillt.— Vermutlich ist & keine optimale Losung.

(b) 2* =[0,4/7,12/7,0,0,0]T. Hier ist S = {2, 3},

—4 13
o4 5)
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und damit ist (+) das System

—4dy1 —y2+6=0
13y1 + 95y —7=0

Es hat die Losung yi = 23/7,y5 = —50/7. Daraus erhalten wir
N =c+ < y*,A1 >= 72/7

A2:07 Agzo, A4: ].1/7, A5:8/7, A6:85/7

Alle A; > 0 = z* ist optimale Losung des Standardbeispiels.

Da < ¢,z* >= —60/7, aber < ¢, & >= 28, so ist & sicher keine
optimale Losung (in Bemerkung 4(a) hatten wir festgestellt, daf
& vermutlich nicht optimal ist).

Fiir die Unlosbarkeit von
ff=inf{<c,x > Ar=0b,x > 0} (K)
sind 3 Griinde denkbar
e S={zeR": Az =0bx>0}=10
o S #0,aberf* = —o0
e S, f*> —o0, aber Axr* € S, so daB f* =<c¢,z* >

Wie wir das Vorliegen des ersten Falls austesten konnen, wird Satz 1.14 zei-
gen. In einem spéateren Abschnitt (Theorem 2.22) zeigen wir, daff der dritte
Fall bei LOA unmoglich ist. Jetzt zeigen wir, wie wir das Vorliegen des zwei-
ten Falles austesten konnen.

Satz (1.10). (Optimum im Unendlichen)
Wir betrachten Aufgabe (K). Es sei  eine BL von (K) und S sowie B seien
eine zu x gehorende BiM bzw. BM. Schlieflich sei y die Losung des Systems

cj+<y,Aj >:0,j€S <+)
Wenn ein Index k € {1,2,...,n}\S existiert, fiir den gilt

Ny =+ <y, A >< 0
T = B_lAk <0

dann ist f* = inf{< ¢,z >: Az = b,z > 0} = —o0, d.h. Aufgabe (K) ist
dann unldsbar.
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Bemerkung.

1. Wie im Beweis des Satzes sei angenommen, dafl S = {s1, s9, ..., S;u} C
{1,2,...,n} die mit x verbundene BiM ist. Wie der Beweis zeigt, ist
unter den Voraussetzungen des Satzes z(©) = z + Od, © > 0 mit
d" = [dy,ds, ..., d,),

—Tik ] =S

0 , sonst
ein unendlicher Strahl in
S={reR": Az =b,z >0}
und auf ihm gilt elgr;o < ¢,x(0) >= —o0.

2. Anféanglich hatten wir die Optimalitédtsindikatoren iiber den Vektor y
aus System (+) definiert:

Aj = cj+<y,Aj > .

Wie die Rechnungen im Beweis zeigen, 1a8t sich A; iiber z.; und cp =
[Csyy Csyy ooy Cs,, ] AUCh wie folgt berechnen:

ANj=cj—<cp, Ty > .

Satz (1.11). (Méglichkeit des Ubergangs zu einer benachbarten Basislésung)
Wir betrachten Aufgabe (K). Es sei x eine BL von (K) und S = {s1, s2, ..., Sm}
sowie B seien eine zu x gehorende BiM bzw. BM. Es sei y die Losung des
Systems

ci+ <y, A; >=0, ViesS (+)

SchlieBlich sei fiir ein k € {1,2,...,n}\S Ny =+ <y, A ><0

L1k
T = = B_lAk ﬁ 0.

Tmk

33



Wir setzen

(0, = mjn{zf; 24, so da x> 0} = i—l;

5= (S\{s:}) U{k}

o =[x}, ..., 2] mit

(A) T — O0Tik J=Si
x = ¢ O,, j=k firj=1,2,...,n
0, sonst
B = {Aj}jeS’
Dann gilt:

2’ ist Basislosung von (K)

S’ ist eine zu 2’ gehorende BiM

B’ ist eine zu 2’ gehorende BM

< >=<c,x>+0,Ar << c,x>.

Bemerkung.

1. Satz 1.11 besagt: Wenn auf  weder das Optimalitétskriterium von Satz
1.9 noch das Unlosbarkeitskriterium von Satz 1.10 erfiillt sind, dann ist
nach den Formeln (A) der Ubergang von der der BL z zu einer neuen
BL 2/ mit zugehoriger BM und BiM moglich. Wenn dabei ©, > 0 (i.a.
ist ©, >0 ), gilt, dann ist < ¢, 2’ ><< ¢,z > .

2. Wir demonstrieren die Aussage des Satzes am Vorrechenbeispiel:
Auf der zul. BL & = [3,0,0,0,5,0] mit S = J(z) = {1, 5},

()

war Ap = Az < 0 (vgl. Bemerkung 4(a) zu Satz 1.9)
Wir haben S = {sy,s2} = {1,5}, 7.3 = B"'A3 = Br3= A3 =

)6
()

Dann ist [ = {i : zy, > 0} = {1,2}
© = min{ =, 22} = min{3/2,5/3} = 3/2
13 T23
== s, =81 = 1.
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Neue BL 2’ = {2}2_), wobei

rh =0 =3/2

v =0, fiir j =2,4,6, da diese j € S und j # k(= 3)
¥ =3-3/2.2=0

Z,=5-3/2-3=1/2

— 2’ =[0,0,3/2,0,1/2,0], 5 = {3,5} und

<c ' >=<cx>+0-N3=28-3/2-24= -8

Die Bemerkung suggeriert den Gedanken, auf diese Weise zu einer optimalen
Losung zu gelangen: starten mit BL, testen auf Optimalitdt, wenn Optima-
litdt der vorliegenden BL nicht feststellbar, gehen wir zu einer neuen BL mit
nichtschlechteren ZF-Wert iiber. Nach Satz 1.11 ist das moglich, wenn auf
der vorliegenden BL die Unlosbarkeit von (K) nicht feststellbar ist.

Unten (vgl. Satz 1.13) werden wir fiir den sogenannten Nichtentartungsfall
zeigen, dafl man auf diese Weise zum Optimum gelangen kann.

Aus der Vorgehensweise wird folgen, dafl die so erhaltene Losung eine BL ist.
Mit unserem letzten Satz zur Theorie wollen wir zeigen, daf§ die Vorgehens-
weise auch dann sinnvoll sein kann, wenn der sogenannte Nichtentartungsfall
nicht vorliegt.

Satz (1.12). (Existenz einer optimalen BL)
Aufgabe (K) sei l6sbar (d.h. es existiert eine global-optimale Losung). Dann
existiert unter den optimalen Losungen eine, die Basislosung ist.

Bemerkung.

1. Man kénnte meinen, die Aussage des Satzes ist trivial, da alle optimalen

Losungen von (K) Basislosungen sind. Das ist i.a. nicht so, wie folgende
Uberlegung nahelegt:
Wenn z* und z** zwei verschiedene optimale Losungen sind, die BL
sind, dann ist z(A) = Az* + (1 — A)a*™ bei A € [0, 1] auch optimale
Losung, aber bei A € (0,1) i.a. keine BL (da {A;};c () nicht linear
unabhéngig sein wird).

2. Auf analoge Weise wie Satz 1.12 von uns bewiesen wurde, kann man
auch folgende Aussage zeigen: Wenn Aufgabe (K) eine zuldssige Losung
hat, dann hat sie auch eine zuléssige Losung, die BL ist. Diese Aussage
erhalten wir u.a. in Satz 1.14 auf andere Weise.

3. Basislosungen von (K) sind sogenannte Extremalpunkte der Menge S =
{r eR": Az = b,z > 0}.
S ist eine sogenannte konvexe Menge (vgl. Abschnitt 2.1), f(z) =<
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¢, > ist eine sogenannte konkave Funktion (vgl. Abschnitt 2.3). Fiir
Aufgaben

(OA) {f(x) T i f konkav, S konvex
resS

zeigen wir eine Verallgemeinerung der Aussage von Satz 1.12: Wenn S
wenigstens einen Extremalpunkt besitzt und (OA) losbar ist, dann ist
unter den optimalen Losungen von (OA) wenigstens ein Extremalpunkt
von S (vgl. Satz 2.35).

1.4.3 Die primale modifizierte Simplexmethode

Die Sétze aus Abschnitt 1.4.2 legen folgenden Prinzipalgorithmus nahe (Wir
betrachten vorldufig nur die Situation, daf§ eine zul. BL als Startlosung be-
kannt ist = impliziert, dal {z : Az =b,x >0} # 0 ).

e 0.Schritt:
Es sei 2° eine (zulédssige) BL von (K) und S, = {s9, ..., s%,} sowie B, =
{A;},cs, eine zugehdrige BiM bzw. BM. Es sei cp, = [cq, ..., Cso | . Wir
setzen ¢ := 0 und berechnen fiir alle j € {1,2,...,n} die Vektoren

t -1 Tt t 1T
Ij — Bt Aj — [Il‘]’ ...,Imj]

( = Koordinaten der Vektoren A; in der aktuellen Basis) Wenn es
unmoglich ist, eine BL 2° zu berechnen, dann Ende A.

e 1. Schritt:
Fiir j=1,2,...,n berecnen wir A% = ¢;— < cp,, ¥'; > und setzen
2 =< cp, T, >, wobei zly = [z} .. 2! 1T
e 2.Schritt:
Wir berechnen A} = min Al Wenn A} > 0, dann Ende B. ( 2 ist

0<j<n
optimale Losung von (K), vgl. Satz 1.9)

e 3.Schritt:
Wenn 2!, <0, dann Ende C. (Aufgabe (K) ist unldsbar, vgl. Satz 1.10)
Andernfalls berechnen wir einen Index st € I; und die Zahl ©,, so da8

Ty T
O := =~ = min{—" i € I;}.
Lk Lik

Hierbei bezeichnet I = {i : 2}, > 0}.
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e 4.Schritt:
Wir setzen ot = [0t . 2T und Siy g = (Si\{st}) U {k} wobei

n

t t ot
Ty — O,x;,, wennj = s;
t1 . ) .
l‘j = @t ,wennj = k fUI‘ J = 1,2, N
0 , sonst

(Nach Satz 1.11 ist z'*! BL und Sy, eine zugehdrige BiM.)

e 5.Schritt:
Wir berechnen die mit 2+ und S,,; verbundene Information

R B A PR B e

und gehen mit ¢ := ¢+ 1 zu Schritt 2)
Bemerkung.

1. Es bleibt noch zu zeigen, dafl der Algorithmus gegen eine optimale
Losung konvergiert (siche unten).

2. Die Wahl des Indexes k nach A} = min;gs, A’ ist nicht zwingend fiir
die SM erforderlich. Wie Satz 1.11 zeigt, ist in der primalen SM nur

notwendig, k so zu wihlen, dafi A} < 0.

3. Fiir die praktische Rechnung ist es sinnvoll, die mit der 'aktuellen BL
verbundene Information in einem Schema anzuordnen. Ublich ist die
sogenannte modifizierte Simplextabelle. (wir lassen den Iterationsindex

t weg).
S Cp B 1 2 c. n ©
S1 Csl -7751 11 Z12 e T1in
82 | Csy | Tsy | T21 | T22 | --- | T2n
Sm Csm -Tsm Tm1 Tm2 e Tmn
—z | AN Dy || A,

In die Spalte © tragen wir spéter (nur in den Zeilen, die in [; eingehen)

. . Ts. .
die Quotienten xk ein.
1
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4. Es sei vermerkt, dafl sich das Ausfiillen der ersten Tabelle besonders
einfach gestaltet, wenn B, = I.
Es seien hier nochmals die Formeln zusammengestellt (vgl. Sétze 1.9 -
1.11), nach denen sich der Inhalt der Spalten zg,1,2,...,n berechnet:

- T _p-1
X.y; = [Ilj,l’gj, ...,Imj] =B Aj

— T
+) rp = B0 = |1, 74y, ..., Ts, ]
z=<cCB,Tp >
Aj:Cj—<CB,.T.j> i =1,...n

5. Ab der ersten Iteration (¢ = 1) laft sich die ndchste Simplextabelle
rekursiv aus der vorhergehenden Tabelle aufdatieren (d.h. im 5. Schritt
braucht nicht wieder auf die Formeln (4) aus der vierten Bemerkung
zuriickgegriffen zu werden).

Wir verzichten hier auf die formale Begriindung der Aufdatierungsfor-
meln und fithren nur an, wie mit der Tabelle zu verfahren ist (Hinter-
grund ist ein Ubergang zu einer neuen Basis, die sich von der vorher-
gehenden nur durch einen Vektor unterscheidet).

Um die Aufdatierungsformeln anzugeben nehmen wir an, der Index &
(Index der sogenannten Leitspalte) sei in Schritt 2 ausgewéhlt worden
( AL < 0). Ebenso sei der Index 7 (Index der sogenannten Leitzeile)
im Schritt 3 festgelegt worden. Das Element z!, an der Uberschnei-
dung von Leitzeile und Leitspalte (es ist positiv) wird als Leitelement
bezeichnet.

Die Spalten zp, 1,2, ...,n der Simplextabelle sehen dann so aus (wieder
ohne Iterationsindex t ):

Lgy T11 T12 Ce T1k e T1in
L gy T21 T29 . T e Ton
Tg, Tr1 Tro o | Xpk e Lrn,
Lspy | Tm1l | Tm2 | -+ | Tmk coo | Tmn
—Z Al Ag . Ak e An
mit X...Leitelement, —...Leitzeile und ||...Leitspalte
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Der neue Inhalt dieser Tabelle berechnet sich dann wie folgt:

(Zuerst wird die Leitzeile aufdatiert nach:
neuer Inhalt := alter Inhalt, dividiert durch Leitelement
Anschlieend wird der Rest der Tabelle aufdatiert nach:
neuer Inhalt := alter Inhalt minus Produkt aus Element
aus neuer Leitzeile (selbe Spalte wie aktuell aufdatierende

Zelle) und Element aus alter Leitspalte (selbe Zeile wie

aktuell aufdatierendes Element).

Wir trainieren das in der Ubung.

Definition.

Es sei x eine Basislosung von (K). S eine zugehorige Basisindexmenge. Wir
sagen, daf x primal nichtentartet ist, wenn S = J(z) (d.h. z; > 0,Vj € S
bzw. cardJ(z) =m ).

Satz (1.13). (Endlichkeit der SM)

Gegeben sei eine Aufgabe (K) in der alle Basislosungen primal nichtentarten.
Es gilt: Wenn die Simplexmethode mit einer BL x° gestartet wird, dann tritt
nach endlich vielen Iterationen entweder Ende B oder Ende C ein.

Bemerkung.

1. Wie der Beweis zeigt, benotigen wir nur, dafl alle BL, welche die SM
generiert, primal nichtentarten.

2. Ohne Nichtentartungsvoraussetzung ist in der oben beschriebenen SM
eine sog. Verzyklung (Erzeugen einer Kette sich stdndig wiederholender
Basisindexmengen( S; — Siy1 — ... — Siip — Siper1 = St — Spat - -
) moglich.

Das erste Beispiel, das diese Eigenschaft hat, stammt von Beale.
Natiirlich ist solch eine Verzyklung nur moglich, wenn primal entartete
BL auftreten. Eine genauere Analyse zeigt, daf§ die Verzyklung mit der
Nichteindeutigkeit der Wahl des Indexes s, in Schritt 3 ( ©; wird auf
mehreren Indizes realisiert) einhergeht.

3. Unser Satz 1.12 legt nahe, dafl man aber auch im Entartungsfall iiber
BL zum Optimum gelangen kann (der Satz 1.12 benotigte keine Nich-
tentartungsvoraussetzung).

Das abzusichern ist aber in der obigen SM nur mit einer Verfeinerung
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der Auswahl des Indexes s, moglich.

Wir wollen uns nicht ndher mit solch einer Regel beschéftigen. Ziel ei-
ner jeden Regel ist, die Giiltigkeit der Aussage von Satz 1.13 zu sichern
(natiirlich, ohne Nichtentartungsannahme).

4. R.G.Bland gab eine einfache Regel an:
Immer dann, wenn es fiir die Wahl des Indexes k (Schritt 2 aber nur
Ay < 0, nicht Ay = min A, k = Index der in die Basis aufzunehmen-

j
den Variablen) oder die Wahl des Indexes r (Schritt 3, s, = Index der
die Basis verlassenden Variablen) eine Wahlmoglichkeit gibt, wéhle den
Index mit dem kleinsten Wert.

Diese Regel beifit sich aber mit (von uns nicht betrachteten) Uberlegun-
gen zur numerischen Stabilitéit der SM. Diese Uberlegungen verlangen,
daB | Ag | und | ., | nicht zu nahe bei Null liegen diirfen.

1.4.4 Die Phase I der SM

Die oben gegebene Beschreibung der Simplexmethode ging im 0.Schritt da-
von aus, dafl wir eine Startbasislosung x° und die zugehorige Simplextabelle
kennen. Nicht immer ist diese Ausgangsinformation leicht beschaftbar:

Im allgemeinen ist die Gewinnung einer Basislosung eine Aufgabe, welche
einen Aufwand erfordert, der mit dem der Simplexmethode vergleichbar ist.
In der einschlédgigen Software fiir die Simplexmethode ist es iiblich, die Me-
thode selbst einzusetzen, um eine Startbasislosung zu berechnen. Dazu teilt
man den Rechenprozef in zwei Phasen auf:

e Phase I: Losen einer Hilfs-LOA, fiir die das Problem der Start-Simplextabelle
nicht besteht. Anhand der optimalen Losung dieser Hilfs-LOA kann
man entscheiden, ob die eigentlich zu l16sende LOA eine BL besitzt und
wenn ja, wie eine solche aussieht.

e Phase II: Losen der eigentlichen LOA mit der SM, beginnend mit der
in Phase I erhaltenen Startbasislosung.

Wir wollen Phase I und den Ubergang zu Phase II nun niher beschreiben.
Gegeben sei eine Aufgabe

< ¢, x >— min
(K)S Az =D
x>0
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Die bisher iibliche Forderung rank(A) = m kann fallengelassen werden. Fiir
das Weitere sei 0.E.d.A. angenommen, dafl b > 0. Wir fiithren die Hilfsaufgabe
(H) ein

> u; — min

i=1

Az +ITu=1>
z>0,u>0

(H)

Hier bezeichne I die Einheitsmatrix der Ordnung m. (H) ist eine LOA in
(K)-Form, wie die foldenden Bezeichnungen zeigen:

¢=100,e] e R™" mite=11,1,..,1] € R"
2 =[z,u]" € R™" A=A, I] vom Typ [m,n +m).

In diesen Bezeichnungen ist (H) die Aufgabe

< G,z >— min
(H){ Az =
z>0

Wir erkennen leicht folgende Eigenschaften dieser Aufgabe:

1. Der zuléssige Bereich von (H) ist nicht leer. So ist, z.B. z° = [2°,u?]
mit 2° := 0,u° := b eine zulissige Losung (da b > 0). 2° ist sogar eine
BL, denn S, := {n+ 1,n+2,...,n +m} = Indizes der u;-Variablen in
z° und B, := [ ist eine BiM bzw. BM zu 2z°.

2. f: inf{< ¢,z >: Az = b,z >0} > 0= Ende C (Optimum bei —o0)
scheidet fiir (H) aus.

3. Aus (1) und (2) wird nach einem spéter auch formal bewiesenen Theo-
rem 2.22 folgen, da8 (H) eine optimale Losung besitzt. Nach Satz 1.11
hat sie also auch eine optimale Basislosung. Nach Satz 1.12 besteht eine
Chance, solch eine optimale BL von (H) nach endlich vielen Iterationen,
startend mit z°, zu erhalten.

4. m = rank(A) > rank(A)

Satz (1.14). )
Es sei 2* = [z¥, u*]T eine optimale Basislosung von (H). Essei f =< ¢, 2* >=<
e,u* > . Dann gilt:

1. Wenn f = 0, dann ist z* cine Basislosung (d.h. auch zulissige) von
Aufgabe (K)
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2. Wenn f > 0, dann ist der zuléssige Bereich von Aufgabe (K) leer
(Ausgang A der SM).

Bemerkung.

1. In der Zwei-Phasen-Methode zur Losung von (K) mit der SM wenden
wir zuerst die SM auf (H) an und wenden im Falle f = 0 anschlieBend
die SM auf (K) an (d.h streichen in (H) die mit den u; verbundenen
Spalten und ersetzen die bisherige Zielfunktion durch < ¢,z > .)

2. Wie steht es um BiM und BM fiir die Startlosung von Phase II 7
Es sei z* = [z*, u*] optimale BL von (H) mit u* = 0.
Wenn sich keine der u;— Variablen mehr in der Basis zu z* befindet,
d.h. die Basis von z* nur aus Variablen aus dem z—Teil von z besteht,
dann ist die BM und BiM von z auch BM bzw. BiM in Aufgabe (K).
= Simplextabellen zu z* in (H) kénnen im wesentlichen als Startsim-
plextabellen zu z* in (K) weiterverwendet werden: Spalte cg, Zielfunk-
tionswert z und Optimalitdtsindikatoren A; miissen entsprechend der
Zielfunktion aus Phase II ersetzt werden.

3. Im Fall, dal «* = 0 und sich aber noch wenigstens ein u; in der Basis

von z* befindet, sollte man versuchen die Voraussetzung der 2. Bemer-
kung zu erfiillen, d.h. eine andere Basis zu z* zu finden, in der kein u;
mehr BV ist.
Dazu fithre man am besten weitere Simplexiterationen nach der soge-
nannten dualen SM (die von uns behandelte SM haben wir primale SM
genannt) aus. In dieser SM ist zuerst die aus der Basis zu eliminierende
Variable (in unserem Fall u;) zu fixieren (in der primalen SM wurde
zuerst die in die Basis aufzunehmende Variable xy, fixiert).

4. Wenn rank(A) < m, dann wird die in der 3. Bemerkung vorgeschla-
gene Vorgehensweise (duale SM zur Elimination der u; aus der Basis
benutzen) nicht zum totalen Erfolg fiihren kénnen.
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Kapitel 2

Grundlagen der konvexen
Analysis (differenzierbarer Fall)

Die konvexe Analysis liefert Grundlagen nicht nur fiir die Optimierungstheo-
rie, sondern auch fiier eine Reihe verwandter Disziplinen, wie der Spieltheorie,
des Operation Research, der Mathematischen Okonomie, der Kontrolltheorie
u.a..

2.1 Konvexe Mengen

2.1.1 Der Begriff ”konvexe Menge”

Es seien 2! und z? zwei verschiedene Punkte des R". Dann beschreibt die
Gleichung

¢ =2°+ \Nz' — 2?)
fiir A € (—o0, 00) eine Gerade g des R".
Die Punkte ¢ = 22+ \(z! —2?) fiir 0 < A\ < 1 sind die Punkte des Abschnittes
[1, 2%] auf g.
Wir withlen im Weiteren fiir diese Punkte meist die Darstellung ¢ = A\a! +
(1—-XNz?, 0<A<1.

Definition.
Sei C' C R™. Wir sagen, dafl C' konvex ist, wenn bei z,y € C' und A € [0, 1]
stets auch (Az + (1 = \)y) € C.

Bemerkung.

1. C'ist also konvex genau dann, wenn mit beliebigen Punkten x, y aus C'
auch der gesamte Abschnitt [x,y] zu C' gehort. Deshalb sind die Men-
gen C7 und C5 konvex,
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2. Welche Punktmengen auf der Geraden g = {x € R" : v = 2° 4 aqa, o €
R}, wobei a # 0, sind konvex 7
Durch Anwenden der Definition iiberzeugt man sich, dafl
(a) Ein Punkt 2° + a,a ( a, = fixiert) ist eine konvexe Menge.
(b) Ein beliebiges Intervall

{r=2"4aa: o <a<a},
{z=2"+aa:a; <a<ay},
{r=2°+aa:a; <a<a},

{r=2"4aa: o <a<ay},
ist eine konvexe Teilmenge von g¢.

(c¢) Der Strahl {x = 2° + aa : a > a3} ist eine konvexe Menge.

(d) Die gesamte Gerade g = {x = 2° + aa : —00 < o < 400} selbst
ist eine konvexe Menge.

(e) Aber z.B. zwei disjunkte Intervalle {x = 2° + aa : oy < a <
as Vo oag<a<a)mit oy <ay < ag < ayist keine konvexe
Menge.

3. Typische konvexe Mengen des R" sind:

(a) Der R™ selbst ist konvex.
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(b) Jeder Unterraum L C R" ist konvex.
(c) Jede affine Mannigfaltigkeit N = {2°} + L (wobei 2° € R", L ein
Unterraum des R™ ) ist eine konvexe Menge.
(d) Ebenen € = {x =2°+ aa+ (b: o, € R} (wobei 2°,a,b € R",a
und b fixiert sowie linear unabhéingig) sind konvexe Mengen.
(e) Hyperebenen m = {x € R" :< p,z >= a} (wobei p # 0, € R, «
und p fixiert) sind konvex.
(f) Die durch die Hyperebene 7 = {x € R" :< p,x >= a} erzeugten
Halbrédume
{r e R" :< p,z >> a},
{zr e R" :<p,z >> a},
{r e R" :<p,x >< a},
{r e R" :<p,z >< a},

sind konvex.
4. Per Definition sei bei uns die leere Menge konvex.

5. Diein der Linearen Optimierung eingefiihrten polyedralen Mengen (vgl.
Abschnitt 1.4.1) sind konvex (polyedrale Menge = Durchschnitt von
endlich vielen abgeschlossenen Halbraumen und Hyperebenen).

2.1.2 Algebraische Eigenschaften konvexer Mengen

Satz (2.1).

Der Durchschnitt von konvexen Mengen ist wieder eine konvexe Menge. Ge-
nauer: Es sei [ eine Indexmenge (endlich oder abzéhlbar oder auch iiberabzahl-
bar). Fiir beliebiges ¢ € I sei C; € R™ eine konvexe Menge. Dann ist auch

=G
iel
konvex.

Satz (2.2).
Die algebraische Summe von konvexen Mengen ist wieder eine konvexe Men-
ge. Genauer: Es sei m € N. Fiir beliebiges « = 1,2,...,m sei C; C R" eine

45



konvexe Menge und «; € R eine gegebene Zahl. Dann ist auch
C = Z OéiCi
i=1

m
=pes {z € R" : es existieren 2* € Cj,i = 1,2,...,m so, dafl z = Zaixi}
i=1

eine konvexe Menge.

Folgerung (2.2.1).

Wenn C4,Cy C R™ konvexe Mengen sind, dann sind auch C; + Cs, C —
Cy, Cy — C; konvexe Mengen. Beachten Sie dabei, dal bei C; # 0 und C}
keine einelementige Menge gilt, C; — C; # (), Cy — Cy # {0}.

Bemerkung.
Im allgemeinen liefert die Vereinigung konvexer Mengen keine konvexe Men-

ge.
Eine typische unbeschrénkte konvexe Menge ist der konvexe Kegel.

Definition.
Die Menge K C R"™ heifit konvexer Kegel, wenn mit x,y € K, A >0, >0
stets auch (Az + py) € K.

Bemerkung.

1. Mit 2 Elementen x, y muB ein konvexer Kegel auch die Menge {\z+py :
A >0, > 0} enthalten.

{ ey "-,"}\-.a?b‘,/m‘-‘io:'

-~ ~.
NN

e . . B \

2. Damit x € K auch 0 = 0- 2 € K, so ist nach der 1. Bemerkung auch
der in 0 beginnende und durch x gehende Strahl in K enthalten.

R fnal
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3. Der
R! ={zeR":2 >0} und
K={zxeR": Az <0}, A— Matrix vom Typ |[m,n]

sind typische Kegel (sogenannte polyedrale Kegel)

2.1.3 Die linare konvexe Hiille

Definition.
Es seien o', 22, ..., 2™ € R"™, A1, \a, ..., A\, € R. Wir betrachten das Element

m .
x =y \Nz'
1

1=

Wenn die \; > 0,7 = 1,2, ...,m, dann sagen wir, da3 x eine nichtnegative
Linearkombination der {z'} ist.

m
Wenn » \; = 1, dann sagen wir, dal = eine affine Linearkombination der

i=1
{z'} ist.
Wenn die Linearkombination sowohl nichtnegativ als auch affin ist, dann

sprechen wir von konvexer Linearkombination (d.h. A\; > 0,Vi, > \; =
i=1
1).

Die Begriffe "konvexe Menge” und ”konvexer Kegel” hatten wir iiber die
Linearkombination von 2 Elementen eingefiithrt. Wie der folgende Satz zeigt,
hétten wir auch von beliebig vielen (aber endlich vielen) ausgehen konnen.

Hilfssatz (2.3).

Eine Menge ist genau dann konvex, wenn sie jede endliche konvexe Linear-
kombination ihrer Elemente enthélt.

Eine Menge ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn sie jede endliche nicht-
negative Linearkombination ihrer Elemente enthélt.

Eine Menge ist genau dann eine affine Mannigfaltigkeit, wenn sie jede affine
Linearkombination ihrer Elemente enthélt.

Definition.
Es sei A C R™.
Die Menge conv(A) =p.s (] C heifit konvexe lineare Hiille von A.
CoA,
C konvex
Die Menge cone(A) =pes N K heifit konvexe konische Hiille

KDA,
K konvexer Kegel
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von A.

Die Menge aff(A) =p.s N N heifit affine Hiille von A.

NDA,
N affine Mannigf.

Die Menge span(A) =p.y N L heifit lineare Hiille von A.
LDA,
L Unterraum

Bemerkung.

1. Nlustrationsbeispiele im R?:

2. Unabhéngig davon, ob A konvex ist, conv(A), cone(A), aff(A), span(A)
sind stets konvex. Auflerdem ist cone(A) ein konvexer Kegel, aff(A) eine
affine Mannigfaltigkeit, span(A) ein Unterraum.

3. Wenn A eine endliche Menge ist, dann wird conv(A) als konvexes Po-
lyeder und cone(A) als polyedrischer konvexer Kegel bezeichnet.
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4. Zeigen Sie, daf3

conv(A) = A <= A ist konvex

cone(A) = A <= A ist ein konvexer Kegel
aff(A) = A <= A ist eine affine Mannigfaltigkeit
span(A) = A <= A ist ein Unterraum

5. Wenn N eine lineare Mannigfaltigkeit ist und 2° € N, dann ist L =p.;
N — {z°} der zu N parallele Unterraum.
Der zu aff(A) gehorende parallele Unterraum wird mit Lin(A) bezeich-
net ( Lin(A) = aff(A) —{x°}, wobei x° € A moglich).
Wir benotigen spéter folgende Eigenschaften:

e Wenn 0 € A, dann ist Lin(A) = aff(A) = span(A).

e Wenn z € A,y,z € Lin(A),a, 5 € R, dann ist (z + ay + §z) €
aff(A).

e Wenn z,y € A, dann ist (z —y) € Lin(A).

Hilfssatz (2.4).
Es sei N eine affine Mannigfaltigkeit des R".

Dann existieren ein m € N und eine Matrix A vom Typ [m,n| sowie ein
Vektor b € R", so dafl

N ={z e R": Az = b}.

Folgerung.

Wenn A im Hilfssatz nicht die Nullmatrix ist (d.h. N # R"™, dann ist dim{x :
Az =0} = n—rank(A) < n ,d.h. dim(Lin(N)) < n und damit ist int(N) =
0.

Eine affine Mannigfaltigkeit des R"™ besitzt folglich nur dann innere Punkte,
wenn sie mit dem gesamten Raum R™ identisch ist.
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Satz (2.5).
Es sei A C R". Dann gilt:

1. conv(A) ist die Menge aller endlichen konvexen Linearkombinationen
von Elementen aus A.

2. cone(A) ist die Menge aller endlichen nichtnegativen Linearkombina-
tionen von Elementen aus A.

3. aff(A) ist die Menge aller endlichen affinen Linearkombinationen von
Elementen aus A.

4. span(A) ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Ele-
menten aus A.

Nach dem Satz ist bei A C R" jeder Punkt aus conv(A) als endliche konvexe
Linearkombination von Punkten aus A darstellbar. Eines der fundamentalen
Ergebnisse der konvexen Analysis ist, dal man sich hierbei auf Linearkom-
binationen von hochstens n + 1 Elementen aus A beschranken kann.

Hilfssatz (2.6).

Es seien m Zahlen A\; > 0,i = 1,2,...,m mit Y A; = 1 und m Punkte
i=1

' e R"i=1,2,...,m gegeben. Es sei v = >_ Nz’ und m > n + 1.
i=1

Dann existieren Zahlen o; > 0,4 = 1,2,...,m mit Y _ a; = 1, wobei wenigstens
i=1

eines der a; verschwindet, so dal © = >/" | aya* (d.h. bei m > n + 1 ist =

auch als konvexe Linearkombination von weniger als der gegebenen m Punkte

ol 22, ... 2™ darstellbar).

Theorem (2.7). (C. Caratheodory, 1907)
Essei A C R" und x € conv(A). Dann ist x eine konvexe Linearkombination
von hochstens (n 4+ 1) Punkten aus A.

Bemerkung.

1. Warnung: Der Satz sagt nicht, daBl man zur Darstellung verschiedener
Punkte x € conv(A) immer auf dieselben n + 1 Punkte aus A zuriick-
greifen kann.

2. Beispiele: A = {z!, 22, 23, 2% 2%}, n = 2
# ist konvexe LK von z', 22, 2°.
7 ist konvexe LK von z?, 2%, 2°.
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Punkte in doppelt schraffiertem Bereich sind nur iiber 3 Elemente aus
A darstellbar, die anderen Punkte aus conv(A) sind iiber 2 Punkte
darstellbar.

Folgerung (2.8).
Es sei A C R". Wenn A abgeschlossen und beschriankt ist, dann ist es auch
conv(A).

2.1.4 Topologische Eigenschaften konvexer Mengen

Im weiteren sei U, (z°) = {z € R" || 2 —2° ||< ¢}. Fir A C R" sei
cd(A)={x e R": Ve > 0ist U(r) N A # 0}, und int(A) = {r € A:3e >0,
so dafl U (z) C A}.

cl(A) werde AbschlieBung von A genannt, int(A) soll Inneres von A hei-
Ben.
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Satz (2.9).
Sei C' C R", C-konvex. Dann gilt:

1. ¢l(C) ist konvex,
2. int(C) ist konvex,
3. aff(C) = aff cl(A).

Leider ist fiir viele in der Optimierung betrachteten konvexen Mengen C'
das Innere leer. Aus diesem Grund ist das sogenannte relative Innere von
Interesse.

Definition.

Sei x € A C R". Wir sagen, dal x ein relativ innerer Punkt von A ist,
wenn ein € > 0 existiert, so dafl (Uc(xz) N aff(A4)) C A.

Die Menge aller relativ inneren Punkte von A wird mit ri(A) bezeichnet und
relativ Inneres von A genannt.

Bemerkung.

1. Relativ innere Punkte sind also innere Punkte in Bezug auf aff(A), aber
nicht unbedingt in Bezug auf den zugrunde gelegten Raum R™.

2. Sei g eine Gerade des R? und A ein Intervall auf der Geraden.

A%, ney

?
wnt(#) = f
/ A =A

4
=

Dann ist int(A) = 0, aff(A) = g und damit 7i(A) = A ohne die End-
punkte des Intervalls.

3. Es sei € eine Ebene des R? und A eine in € liegende Kreisscheibe.
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Dann ist int(A) = (), aff(A) = e. Somit ergibt sich, daf ri(A) = A ohne
die Peripherie der Kreisscheibe.

. Wenn A C B, dann ist cl(A) C cl(B),int(A) C int(B).

Wie das folgende Beispiel zeigt, mufl aber ri(A) C ri(B) i.a. nicht gel-
ten:

B - ein Quader, A - eine Seitenfliche des Quaders.

e 7 o
! 4 A=d
. eler
1) Fl,

Dann ist 7i(B) = Quader ohne Seitenfliche, wogegen ri(A) = Seiten-
fliche ohne Kanten.

Damit ist kein einziger Punkt aus ri(A) in ri(B) enthalten, d.h. ri(A) ¢
ri(B).

. 2° € ri(A) gilt genau dann, wenn aus {z'}2°, C aff(A4) mit lim z° = z°

1—00

stets folgt, daB es ein i, gibt, so daf bei i > i, gilt 2* € A.
. Wir sagen, daf§ die Menge A relativ offen ist, wenn A = ri(A).

. Die Menge bd(A) =p.s cl(A)\int(A) wird Rand von A genannt. Ana-
log nennt man die Menge 76(A) =pes cl(A)\ri(A) relativen Rand
von A.
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8. Wenn int(A) # (), dann ist int(A) = ri(A).

Satz (2.10).
Sei C'C R™,C - konvex, C' # (). Dann ist ri(C') # 0.

Lemma (2.11). (Zugénglichkeitslemma)
Sei C C R™,C # (), C -konvex.
Wenn z € ri(C),y € cl(C), A € (0,1],dann ist z =p.s (Az+(1-N)y) € ri(C).

Bemerkung.

1. Unter der Bedingung des Satzes haben wir [x,y) C ri(C).

X & -r:/i‘;j
& b/t
W) ¢ deteg 19
(xx+62)y) € () 42 g (s wo3) e ot
2L A A €fey

o P A2 7

Ohne Konvexitit von C' mufl die Behauptung nicht gelten: (Az + (1 —

AN)y) € ri(A), YA € (0,1] ist nicht wahr, obwohl = € ri(A),y € cl(A).

2. Ilustration:

Folgerung (2.12).
Sei C' C R™, C-konvex. Dann ist auch 7i(C') konvex.

Hilfssatz (2.13).
Sei C' C R™,C # (), C- konvex. Dann gilt

{d((;) = clri(A)
ri(C) = ricl(C).

Bemerkung.
Ohne Konvexitéit miissen die Behauptungen nicht gelten:
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1. Sei A =[0,1]U{2} C R.
Dann ist A = cl(A) und clri(A) = [0,1] # cl(A).

A

o 4 ]

2. Sei A= (0,1)U (1,2).
Dann ist ri(A) = A, cl(A) = [0, 2] und damit ricl(A) = (0,2) # ri(A).

R
S ey S »

2.2 'Trennbarkeit konvexer Mengen

In diesem Abschnitt geht es um die Existenz einer sogenannten trennenden
Hyperebene. Aus geometrischer Sicht betrachtet ist es dabei das Ziel, eine
Hyperebene so im Raum zu legen, dafl zwei gegebene Mengen A und B in
verschiedene durch die Hyperebene erzeugte Halbraume zu liegen kommen.

L,
A und B trennbar A und B nicht trennbar.

Es ist anschaulich klar, daf elementefremde konvexe Mengen trennbar sind.
Dieser tiefe Fakt ist aber schwer zu beweisen und hat weitreichende Folgerun-
gen. Viele Existenzaussagen lassen sich iiber Trennungssitze beweisen. Wir
wahlen einen Beweisweg, der mit den topologischen Eigenschaften der Norm
im R” zusammenhéngt.
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Analoge Aussagen der Funktionalanalysis werden meist als Hahn-Banach-
Theorem bezeichnet.

2.2.1 Die Projektion eines Punktes

Definition.

Sei A C R",a € R". Unter der Projektion des Punktes a auf die Menge A
verstehen wir einen Punkt Ps(a) aus A mit der Eigenschaft | Pa(a) —a ||<||
r—a |,V € A

Bemerkung.

1. Ps(a) ist damit optimale Losung der Optimierungsaufgabe

|z —al®> — min

{H 7 = al= min und damit auch der  (OA) {
reA

reA

2. Wenn a € A, dann ist Ps(a) = a.

3. Ilustration:

Hilfssatz (2.14).
Es sei C' C R", C # (), C-konvex und abgeschlossen. Es sei a € R",a & C.
Dann gilt:

1. Po(a) existiert und ist eindeutig, Po(a) # a,
2. < Po(a) —a,z — Po(a) >>0 Vo e C,

3. < Pola) —a,z —a>> || Pe(a) —a|* >0 Vo e C.
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[lustration von (2) und (3):

Nach 2. ist a nichtstumpf. Nach 3. ist § spitz.
Es ist klar, dal bei nichtkonvexem C' diese Eigenschaften nicht gelten miissen:

2.2.2 Der Begriff der Trennung

Definition.

Seien A;, A, C R"™. Wir sagen, da} A; und A, trennbar sind, wenn ein
p € R",p# 0und ein g € R existieren, so dal < p,z >> 3 ><p,y >,Vx €
Al,‘v’y € AQ.

Wir sagen, dal A; und A, eigentlich trennbar sind, wenn sie trennbar
sind und dabei p so gewéhlt werden kann, dafl ein T € A; und ein § € A,
existieren, fir die < p,T >><p,y > .

Schlieflich sagen wir, da} A; und A, stark trennbar sind, wenn p und
so gew#hlt werden konnen, dal inf{< p,x >:x € A1} > [ > sup{< p,y >:
Y < AQ}
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Bemerkung.

1. Die von uns betrachteten drei Arten der Trennbarkeit sind mit der Exi-
stenz einer trennenden bzw. eigentlich trennenden bzw. stark trennen-
den Hyperebene Hg ={z € R" :< p,z >= [} verbunden. Geometrisch
gesehen bedeutet die Trennbarkeit, dafl eine Hyperebene existiert, so
dal die Mengen A; und As in verschiedene durch die Hyperebene er-
zeugte Halbrdume zu liegen kommen.

2. Klar ist, daf}: stark trennbar = eigentlich trennbar = trennbar.

3. Hlustrationen:

MM, g

Y

stark trennbar

A, ..

eigentlich trennbar, aber nicht stark trennbar
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e

Aj und A, liegen in der x; — zo-Ebene.

Als Mengen des zweidimendionalen x; — xo-Raumes sind A; und A,
nicht trennbar. Als Mengen des R?® sind A; und A, trennbar, aber
nicht eigentlich.

2.2.3 Trennungssitze

Theorem (2.15). (Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir starke
Trennbarkeit)

Seien Cl, Csy C Rn, Cl, Cy 7é @, Cl, Csy-konvex.

Cy und Cs sind stark trennbar genau dann, wenn der Abstand p(C}, Cy) der
beiden Mengen positiv ist.

Folgerung (2.16).

Seien C1,Cy C R™, O, Cy # 0, Cy, Cy-konvex und abgeschlossen, wobei we-
nigstens eine der beiden Mengen beschrankt sei.

Dann gilt: Wenn C; N Cy = (), dann sind die Mengen stark trennbar.
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Folgerung (2.17).
Sei C C R",C # (), C-konvex und abgeschlossen. Sei a € R™,a & C.
Dann existieren p € R", f € R, sodal inf{< p,z >z € C} > f ><p,a > .

Bemerkung.

1. Wie das Beispiel

1
Cl = {[1'1,112] € R2 P Ty > —, T > O},
xq

—1
Cg = {[1'1,112] S R2 C Ty < —, 11 > 0}
xq

zeigt, konnen wir in Folgerung 2.16 die Forderung nicht fallen lassen,
dal wenigstens eine der Mengen beschréinkt ist.

WA
L LN

eigentlich trennbar, aber nicht stark trennbar, einzige trennende Hyper-

ebene ist < p,z >= 0 mit p=[0,1]. inf < p,z >= sup < p,y >=0.
zeCy yeCs

+

2. Wie das Beispiel

Cy = {[r1,29) € R* 1 21,19 > 0,27 + 25 > 0} U {[z1,29] € R? : 1y > 0,29 < 0},
Cy = {[070]}

zeigt, konnen wir in Folgerung 2.16 die Forderung nicht fallen lassen,
daBl die Mengen abgeschlossen sind.
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égéf '*#a’?f#
//V.// 4

C7 und (5 sind eigentlich trennbar, aber nicht stark trennbar. H =
{[z1,z2] € R*: 2y = 0} ist die eigentlich trennende Hyperebene.

ke
=2

Definition.
Sei p # 0,p € R™ Die Hyperebene Hg = {x € R" :< p,xz >= (3} heifit
Stiitzhyperebene an die Menge A C R" im Punkte a € ¢l(A), wenn
( <p,x>>0 NVre A
(]
<p,a>=f

Wir sagen, dafl Hg eine eigentliche Stiitzhyperebene ist, wenn zusétzlich
zu ( o ) noch die Existenz eines T € A gesichert ist, fiir das < p,T >> [ gilt.

Ilustration: Sei n = 2.

#

Hfll ist eine eigentliche Stiitzhyperebene an A im Punkt a,
Hg; ist eine Stiitzhyperebene an A in a, aber keine eigentliche.
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Im Abschnitt 2.1.4 hatten wir die Begriffe des Randes und des relativen
Randes einer Menge eingefiihrt:

cl(A)\int(A) = Rand von A,
cl(A)\ri(A) = relativer Rand von A.

Da int(A) C ri(A) stets gilt, so ist der relative Rand stets Teil des Randes.
Wenn int(A) # 0, dann gilt int(A) = ri(A) und damit ist der Rand identisch
mit dem relativen Rand.

Wenn aber int(A) = ), dann kénnen sich Rand und relativer Rand von A
stark unterscheiden.

Beispiel: n = 2

M n=
/

)
- ?

Der relative Rand von A besteht aus den Endpunkten des Abschnittes A.
Der Rand von A ist identisch mit A.

Satz (2.18). (Existenz einer Stiitzhyperebene)
Sei C' C R", C-konvex, C # (). Dann gilt:

1. In einem Randpunkt von C' existiert eine Stiitzhyperebene an C.

2. In einem relativen Randpunkt von C' existiert eine eigentliche Stiitzhy-
perebene an C.

[lustration: Sei n = 3
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Sei C' eine konvexe Menge der Ebene e. Wir haben a € (cl(C)\int(C)), da
int(C) = (. Einzige Stiitzhyperebene in a an C' ist die Ebene ¢, die aber nicht
eigentlich stiitzt.

Weiter haben wir b € (cl(C)\ri(C)). Mit jeder von € verschiedenen, durch b
verlaufenden Ebene des R3, bei der C' auf einer Seite liegt, ist eine eigentliche
Stiitzhyperebene an C' verbunden.

Theorem (2.19). (Notwendiges und hinreichendes Kriterium der eigentli-
chen Trennbarkeit)

Seien O, Cy C R™, Oy, Cy-konvex, Oy, Cy # ().

Dann gilt: C; und Cy sind genau dann eigentlich trennbar, wenn 7i(C7) N

TZ(CQ) = @

2.2.4 Drei erste Anwendungen der Trennungsséitze

Theorem (2.20). (Farkas, 1902)
Es sei A eine Matrix vom Typ [m,n]|,b € R™. Dann gilt: Eines und genau
eines der beiden Systeme (+) und (4++) besitzt eine Losung:

Ax =b pA >0
+ ++ -
(){xzo ( ){<p,b><0

Bemerkung.

1. Geometrisch kénnen wir Theorem 2.20 wie folgt interpretieren:
Den Vektor b € R™ und die Spalten der Matrix A konnen wir als
Vektoren des R™ interpretieren. Dann gilt genau eine der Alternativen:

e Alternative I: b ist eine nichtnegative Linearkombination der Spal-
ten von A ((4)) ist 16sbar).
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e Alternative II: Es gibt einen Vektor p € R™, der mit allen Spal-
ten von A einen nichtstumpfen Winkel bildet, mit b aber einen
stumpfen Winkel bildet ((+4) ist 16sbar).

§ 44,
Aa 3

¢ Ay
A Ay
£
(+) losbar (4) nicht 16sbar
(++) nicht 16sbar (++) losbar

2. Ein Analogon des Satzes 143t sich fiir alle linearen Systeme zeigen (d.h.,
sie ist nicht an die spezielle Form von (4) gebunden). So gilt, z.B. auch
die Aussage, dal von den zwei Systemen

pA=0
Az < b, <p,b><0
p=0

stets genau eines losbar ist.

Satz (2.21). (Gordan, 1973)
Es sei A eine Matrix vom Typ [m,n] und B eine Matrix vom Typ [[, n]. Von
den beiden Systemen

yA+2B =0 Ad <0
(o) (00) B
y>0,y#0 Bd=0

hat stets genau eines eine Losung.

Bemerkung.

1. In ( oo ) soll in jeder Komponente der Vektorungleichung Ad < 0
strenge Ungleichheit gelten.

2. Geometrisch kann man den Satz von Gordon fiir den Fall B = 0 so
interpretieren: Es gilt stets genau eine von 2 Alternativen
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e Altenative I: Der Ursprung kann als nichttriviale, nichtnegative
Linearkombination der Zeilen A dargestellt werden (( o ) losbar ).

e Alternative II: Es existiert ein Vektor p, der mit allen Zeilen von
A echt stumpfe Winkel bildet (( oo ) losbar).

ba fYy
4
A
L
R YN J’
Alf Aa
( o) losbar, ( 0o ) losbar

z.B.. 0= ")/Ag + )\Al + (1 - )\)A4 + 0A3

Wir betrachten voriibergehend wieder mal die allgemeine Optimierungsauf-
gabe:
Fir SCR"und f:S — R sei

(OA) ff=inf{f(x): 2z € S}
Beziiglich der Losbarkeit kénnen wir vier Moglichkeiten unterscheiden:
1. Moglichkeit: S = (), d.h. f* = 400 und Az* € S, so daB f(z*) = f*.
2. Moglichkeit: S # (), f* = —oo und damit Azr* € S, sodaB f(z*) = f*.

3. Moglichkeit: S # 0, f* > —oo und 3z* € S, so daB f(x*) = f*.

4. Moglichkeit: S # 0, f* > —oo und Az* € S, so da f(z*) = f*.
Theorem 2.22 zeigt, dafl bei LOA die vierte Moglichkeit ausgeschlossen ist.

Theorem (2.22). (Losbarkeit fiir LOA)
Wir betrachten die LOA

(K) fr=inf{<c,a> Ar=>bz >0},

wobei b € R™, ¢ € R" gegebene Vektoren und A eine gegebene Matrix vom
Typ [m,n] seien. Es sei S ={x € R": Az =b,x > 0} # () und f* > —oc.
Dann existiert eine optimale Losung z* von (K).

Bemerkung.
Die Aussage ist nicht an die (K)-Form der LOA gebunden, sondern gilt fiir
beliebiges polyedrales S und lineares f in (OA).
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2.3 Konvexe Funktionen

2.3.1 Der Begriff der konvexen Funktion

Definition.
EsseiS CR™, f:S — R, T €S Wirsagen, dal f in T bzgl. S eine konvexe
Funktion ist, wenn aus

yes
A€ [0,1]
AN+ (1=XNy)es

stets folgt, daf3

(©) ST+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1= f(y)

Wenn in (o) beiy # 7, A € (0, 1) stets echte Ungleichheit gilt, dann sprechen
wir von strenger Konvexitéit.

Wenn f in beliebigem 7 € S konvex bzgl. S ist, dann sagen wir, daf§ f auf S
konvex ist.

Wenn F(z) = —f(x) in T € S bzgl. S konvex ist, dann sagen wir, dal f in
T bzgl. S konkav ist.

Bemerkung.

1. Man sollte nicht denken, dafl eine Funktion entweder konvex oder kon-
kav ist (d.h., es gibt Funktionen, die weder konvex noch konkav sind).
So gilt, z.B. fir f(z) :=sinz, S =[-27,27],

A

L. &

dafl f auf S weder konvex noch konkav ist, aber z.B. auf [, 27] konvex
und auf [0, 7] konkav ist (den exakten Nachweis konnen wir leichter
erst zu einem spéteren Zeitpunkt fithren, z.B. mit Hilfe differentieller
Konvexitétskriterien).

66



2. In unserem Kursus wird meist die Menge S aus der Definition eine
konvexe Menge sein. Dann ist die Forderung (A7 4+ (1 — \)y) € S bei
A € [0,1] automatisch erfiillt.
Wir haben in der obigen Definition absichtlich S als nichtkonvexe Men-
ge erlaubt, um z.B. die Konvexitét einer Funktion auf einer diskreten
Menge S betrachten zu kénnen.
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3. Geometrische Illustration im Fall n = 1. Gegeben sei S ¢ R, f: S —

R.
4
Hs) -
|
F' """"""""" I
I
|
-F(*l---.-——.— )
P . b ! |
PR * L
S o,k
R - 2 g S

Nach dem Strahlensatz ist in der Skizze: &L = 2tz — 21¥ woraus wir
f(@) B fy)?

z.B. erhalten:

_ a+7
f@) =g ()
) =2s (o)

Da in der Skizze z € [T,y], so existiert ein A € [0,1], so da} z =
AT+ (1= N)y.

Nach der Definition bedeutet die Konvexitdt von f in T bzgl S, dafl
u.a.

f) <A@+ X =Nfly) (D).
Wir haben in der Skizze

M@ =N, = @+ )+ (1= e+ y)
= afz[)\f+ (1 =Xy +d z:,\ﬂz(l—,\)y af_z(a + 2)
=5
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Somit bedeutet ( O )
flz) <8,

d.h. bei konvexen Funktionen im R! liegt die Sekante (= Verbindung
von [T, f(Z] mit [y, f(y)] ) nirgendwo unterhalb der Funktion.

. Ausgehend von der in 3. gegebenen geometrischen Interpretation ist,
anschaulich klar, da z.B. auf [r, 27|

fl@y=e,  fla)=2a%  f(z)=sinz

konvexe Funktionen sind:

f

i
o
X
S —
r

VX s
VA

Einen einfachen formalen Beweis, daf§ das wirklich so ist, koénnen wir
erst spéter fithren (z.B iiber die zweite Ableitung, vgl. Satz 2.30).

. Esseia € R", a- fixiert. Sei & € R. Wir betrachten f(z) =< a,z > +a.
Offensichtlich ist

fOr+(1=Ny)=<a, \xz+(1—-Ny >+«
=<a, v+ (1 =Ny >+da+(1—-Na
=A< a,y>+a]+ (1= N)[<a,y>+a]
=M@+ (1-Nf(y),YA€ R (OO)

Also ist f im R! konvex. Wegen der Gleichheit ( OO ) ist auch —f(z)
konvex, d.h. unser f ist auch konkav..
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6. Sei C C R™, C- konvex, f: C — R,a € R. Wir setzen T = {2 € C :
f(z) < af.
T/ ist die sogenannte Niveaumenge von f zum Niveau a.
Dann gilt: Wenn f auf C konvex ist, dann ist 7Y eine konvexe Menge.

7. Nach der 6. Bemerkung ist eine konvexe Funktion stets auch quasikon-
Vex.
Genauer: Ist f in T € bzgl. C' konvex (wobei C' eine konvexe Menge),
dann ist f in T bzgl. C' auch quasikonvex (vgl. Definition der Quasi-
konvexitit in Abschnitt 1.3).

2.3.2 Erste Eigenschaften konvexer Funktionen

Satz (2.23). (Jensensche Ungleichung)
Sei C' C R", C- konvex, f:C — R.
Dann gilt: f ist auf C' konvex genau dann, wenn aus

ol 22, a2k eC

NS>0 Vi=1,2,..k
k

Sh=1

i=1

k
stets folgt, daB f(3° Ma?) < 328 Nif(2h).

i=1

Bemerkung.

In der Definition der Konvexitit ist k = 2. Satz 2.23 verallgemeinert die
Ungleichung ( o ) aus der Definition der Konvexitdt auf konvexe Linearkom-
binationen beliebiger (endlicher) Lénge.

Satz (2.24).

Sei SCR™ Firt=1,2,....ksei f;: S —=Rund o; € R,; > 0.

Dann gilt: Wenn jedes der f;,7 =1,2,....,k in T € S konvex bzgl S ist, dann
ist

k
fla) =) aifi(x)
i=1
in T bzgl. S konvex.

Bemerkung.

1. Eine nichtnegative Linearkombination konvexer Funktionen ist also
wieder konvex.
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2. Wenn unter den Bedingungen des Satzes Ji,, so dafl o;, > 0, f; () in
T bzgl. S streng konvex, dann ist f(z) streng konvex in T bzgl. S.

3. Nach Satz 2.24 ist also
f(x)=—<a,z>+a+3-¢" + 17 sinz +5 - 2°
auf [, 27] konvex.

Satz (2.25). (Obere Einhiillende)

Es sei C' C R",C- konvex, A C R™. Es sei ¢ : C' x A — R, wobei fiir bel.
y € A,y - fixiert, die Funktion ¢(-,y) auf C eine konvexe Funktion (bzgl.x)
sei. Dann gilt:

f(x) := sup ¢(x, y)

yeA

ist auf C' konvex.
Bemerkung.
1. La.ist f: C — RU{+o0}.

2. Essei A=1{1,2,....,k}. Wir setzen f;(x) := ¢(x,i),i =1,2,..., k.
Der Satz 2.25 bedeutet dann: Wenn f, fo, ..., fr auf C' konvexe Funk-
tionen sind, dann ist f(z) = max fi(x) auf C konvex.

3. Beispiel aus dem R! : Seien fi(z) = 22, fa(x) = €°, f3(z) = 3z + 4.
Nach dem Satz ist

x? < —1
f(I) :mam{5276x’3$+4} =<3x+4 ,—-1<z<a
er , x> a

(wobei a Losung der Gleichung 3x + 4 = e*, offenbar ist 2 < a < 3 )
eine konvexe Funktion.
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4. Beispiel fiir ¢(x,y) und f aus dem Satz.
Sei ¢p(z,y) = ——~—(y-x—1). Sei A= (-1,1),C = [-1,1]

Bei y € A,y -fixiert, ist z = ¢(z,y) die Gleichung der Tangente im

Punkt [y, —y/1 —%?] an den unteren Kreisbogen mit der Gleichung
z = f(z) = —v1— 22

-t

A

-
o~

-

P
Bei fixiertem y ist ¢(x,y) eine affin-lineare Funktion in x und damit
bzgl. z eine konvexe Funktion. Nach dem Satz ist sup,c 1) &(z,9)
eine konvexe Funktion. Die obere Einhiillende der Tangenten ist aber
gerade der untere Kreisbogen mit der Gleichung z = —v/1 — 2.

Also haben wir gezeigt, daf3 der untere Kreisbogen eine konvexe Funk-
tion ist (was uns durch die Anschauung schon als plausibel erschien).
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Satz (2.26). (Superposition konvexer Funktionen)

Es sei C € R", C - konvex und fiir : = 1,2, ...,m sei ¢g; : C' — R eine auf C'
konvexe Funktion.

Wir fithren die Vektorfunktion g : C' — R™ nach

g9(z) = [g1(x), 92(x), ..., g ()]

ein. Weiterhin sei U C R™, U - konvex und die skalare Funktion ¢ : U — R
habe folgende zwei Eigenchaften:

e ¢ ist auf U konvex.

e ¢ ist auf U bzgl. der Halbordnung des R™ monoton nichtfallend, d.h.
aus u',u? € U mit u' < u? folgt stets p(u') < o(u?).

SchlieBlich sei g(C') C U.
Dann gilt: f(z) := ¢(g(x)) ist konvex auf C.

Bemerkung.

1. g(x) = 2? ist im R! konvex, ¢(u) = e* ist im R! konvex und monoton
nichtfallend.
Nach dem Satz ist deshalb f(z) := e”" im R! konvex.

2. Warum konnen wir im Satz nicht einfach U := g(C') setzen 7
(Vergewissern Sie sich an einem Beispiel fiir m = 2, daf§ g(C) i.a. keine
konvexe Menge ist, obwohl g;(x) und go(z) auf der konvexen Menge C
konvexe Funktionen sind!)

Wie der folgende Satz zeigt, konnen wir in Satz 2.26 die Forderung der
Monotonie an ¢ fallen lassen, wenn ¢ eine affin-lineare Vektorfunktion ist.

Satz (2.27).

Es sei U C R™,U - konvex. Es sei ¢ : U — R auf U eine konvexe Funktion.
SchlieBlich seien b € R™ und A eine Matrix vom Typ [m, n].

Wir setzen C' := {z € R": (Az +b) € U}.

Dann ist f(z) := ¢(Ax + b) auf C konvex.

Bemerkung.
Vergewissern Sie sich, dafl unter den Bedingungen des Satzes C' eine konvexe
Menge ist.
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2.3.3 Differentielle Konvexitatskriterien
Satz (2.28).

1. Sei SCR™ f: S — R.Sei T € int(S) und f sei in T differenzierbar.
Dann gilt:
Wenn f in 7 bzgl. S konvex ist, dann gilt:

f(x) > f@)+ < Vf(@),r—7T >, Ve e S

2. Sei S C R™", f: S — R, S eine offene Menge, f auf S differenzierbar.
Sei C' C S, C' - konvex. Dann gilt:
f ist auf C konvex genau dann, wenn f(z) > f(y)+ < Vf(y),z —y >
) Ve,y e C.

Folgerung (2.28’).
Wenn f in T € int(S) differenzierbar und konvex bzgl. S ist, dann ist f in T
bzgl. S pseudokonvex (vgl. Definition in Abschnitt 1.2)

Geometrische Tllustration: im R}

Sei SCR,f:5—R.

Dann ist durch z = f(z) eine Kurve des R? gegeben. Durch z = f(7)+ <
Vf(@),z —T > ist eine Gerade durch den Kurvenpunkt [z, f(T)], genauer,
die Tangente an die Kurve gegeben.

Atz

2 ﬁ-f-'(‘.:r)

2 =of15) *(774'.@1 ;,-;f/)
e

-

P B

Die Forderung aus Satz 2.28 bedeutet: Die Kurve z = f(z) gerét nirgendwo
in S unterhalb der Tangente an f in x = 7.

Allgemeiner: (n > 1)
Die Hyperfliche mit der Gleichung z = f(x) gerdt nirgendwo in S unterhalb
der Tangentialhyperebene mit der Gleichung z = f(T)+ < Vf(T),z —T) > .

Bemerkung.
Konvexe, differenzierbare Funktionen zeichnen sich also dadurch aus, daf3 bei
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ihnen das Restglied in der Taylorreihe
flx) = @)+ < V@), —-T>+o(| z -7 |)
nichtnegativ ist.

Satz (2.29).

Sei S CR™, f:59 — R, S sei eine offene Menge und f sei auf S differenzier-
bar. Sei C' C S, C -konvex. Dann gilt:

f ist auf C' genau dann konvex, wenn < V f(z)—V f(y), x—y >> 0, Va,y €
C.

Bemerkung.

Sei A ein Operator, der aus dem R" in den R"” wirkt A : R" — R". Wir
sagen, dal A ein monotoner Operator ist wenn < A(z) — A(y),x —y >>
0,Vx,y € R™

Satz 2.29 sagt also, dafl bei einer konvexen Funktion der Gradient ein mono-
toner Operator ist.

Betrachten Sie auch monotone Funktionen des R! als Beispiel eines monoto-
nen Operators.

Satz (2.30).

1. Sei SCR™ f:S — R, sei T €int(S). Sei f in T zweimal differenzier-
bar. Dann gilt:
Wenn f in T bzgl. S konvex ist, dann ist V2 f(T) eine positiv semidefi-
nite Matrix.

2. 5ei S Cc R f:S — R,S - offene Menge des R". Sei C C S,C -
konvex, sei f auf C' zweimal differenzierbar. Dann gilt:
f ist auf C' genau dann konvex, wenn in jedem Punkt x von C' die
Matrix V2 f(z) positiv semidefinit ist.

Folgerung.

1. Sei @) eine quadratische symmetrische Matrix der Ordnung n.
Nach dem Satz ist die quadratische Funktion f(z) = a4+ < ¢,z > + <
x,Qr > im R" genau dann konvex, wenn () positiv semidefinit ist.

2. Sei C' C R!, C - konvex. Sei f eine auf einer Umgebung von C' definierte
Funktion: f:U(C) — R. Sei f auf C zweimal differenzierbar.
Dann ist f auf C konvex <= f"(z) > 0, Ve e C.
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2.3.4 Ungleichungsysteme mit konvexen Funktionen
Wir wollen hier eine weitere Anwendung der Trennungssétze erwahnen.
Satz (2.31). (Ky Fan)

Sei ¢ € R" C -konvex. Seien f; : C — R,i = 1,2,....m. Die f;,1 =
1,2,...,m, seien auf C' konvex. Auflerdem seien f,, 1, ..., fmir affin-lineare

Funktionen im R". Dann gilt:
Wenn das System

fl(ﬂf) < 0, 1=1,2,....m

()R fmij(@) =0,  §=1,2,...k
xreC

nicht losbar ist, dann ist das System (Unbekannte sind die y; )

m—+k

> vifile) 20,  Vzel
i=1

(+H)y; >0, i=1,2,...m
m+k
>y >0
i=1

losbar.

Satz (2.32). (Farkas - Minkowski)

Sei C' C R™, C - konvex, seien f; : C' — R,7=20,1,2,...,m und diese f; seien
auf C' konvex. Schliellich seien f,,1;,7 = 1,2, ..., k affin-lineare Funktionen
im R™. Dann gilt:

Wenn das System

(fo(x) <0
fi(z) <0, 1=1,2,...m
(0) frnpi(z) <0, §=1,2,...,1
frori(®) =0,  j=1+1,14+2,..k
[z € C

nicht 16sbar ist, aber das System

fm+j(x) < 0
(2) fmsi(z) =0, j=1+1,..,k
z € ri(C
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ist 16sbar, dann ist auch das System (Unbekannte sind die y; )

(o0 4 o) + S yifie) =0, Vzel
yi > 0, 1=1,2,...m+1

losbar.

2.4 Konvexe Optimierungsaufgaben

Definition.
Sei S C R™, f: 5 — R. Wir sagen, daf} die Optmierungsaufgabe
(0A) {f(:r) — min
res

eine konvexe Optimierungsaufgabe ist, wenn

S — konvexe Menge
f — eine auf S konvexe Funktion

sind.

Bemerkung.
Uns geht es um Aussagen, die generell fiir konvexe Aufgaben gelten, wir wol-

len aber auch abgeschwiichte Formen der Konvexitit betrachten (vgl. hierzu
auch die Sétze 1.4.1 und 1.8.2 zur Aufgabe (FO) und (OAGR)).

Satz (2.33).
Wenn die OA

(0A) {f(w) — min
resS
eine konvexe OA ist, dann ist jede lokal-optimale Losung auch global-optimal.
Bemerkung.

1. Da eine global-optimale Losung immer lokal-optimal ist, so braucht
man also bei konvexen Aufgaben nicht zwischen lokal und global zu
unterscheiden.

2. Wenn man in Satz 2.33 die Forderung ” f konvex auf S 7 ersetzt durch
7 f ist im Punkt T des lokalen Minimums streng quasikonvex bzgl. S
7, so gilt: T ist Punkt des globalen Minimums von f iiber S.
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3. Wenn f auf S pseudokonvex ist, S - konvex, dann ist jedes lokale Mi-
nimum in (OA) auch global.

Satz (2.34).
Die OA f* = min{f(z) : x € S} sei eine konvexe OA. Dann gilt:

1. Die Menge

Argmin{f(z):x € S} :={zx e S: f(x) = f*}
aller optimalen Losungen ist eine konvexe Menge.

2. Wenn zusitzlich f sogar streng konvex ist, dann besteht Argmin{f(x) :
x € S} aus hochstens einem Punkt.

Folgerung (2.34’).
Bei konvexen Aufgaben ist die Optimalmenge eine zusammenhéngende Men-

ge.

Bemerkung.
Wenn f auf S nicht konvex und/oder S keine konvexe Menge ist, dann muf
weder (1.) noch (2.) des Satzes gelten:

Af

e e —
c- " ‘\-l'-
LN

S = [a, b]U][c, d], S- nicht konvex, f- streng konvex. Die Menge {c, b} der lokal-
optimalen Losungen ist weder konvex noch hochstens einelementig, noch ist
lokal gleich global.
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N o
<7

T

f- nicht konvex, S- konvex. Die Menge der lokalen Minima {«, 3} ist gleich
der Menge der globalen Minima, aber weder (1.) noch (2.) gelten.

Wir wollen noch den Fall S- konvex, aber f auf S konkav betrachten. Dazu
benotigen wir den Begriff des Extremalpunktes einer konvexen Menge.

Definition.
Sei C' C R" konvex. Der Punkt T € C' heift Extremalpunkt von C, wenn

T=Xx+(1-Ny A=0 (dh.y=7) oder
r,yecC nur bei ¢ A =1 (dh.z=1) oder
A e 0,1] 0< A<l aberz=y=ux

moglich ist (d.h. T kann nicht als innerer Punkt eines echten, voll in C' lie-
genden Abschnittes dargestellt werden).

Jeder Punkt der Peripherie ist ein Extremalpunkt.

x!, 2%, 2 sind alle Extremalpunkte von C.

77757,
C' hat keine Extremalpunkte.

Satz (2.35).
Gegeben sei die OA (OA) f* =inf{f(z) : € S}, wobei f # const auf
S, f auf S quasikonkav, S C R", S -konvex. Dann gilt:
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1. Jede global-optimale Losung von (OA) gehort zu ¢l(S)\ri(S) (d.h. ist
Punkt des relativen Rands von S).

2. Wenn f sogar streng quasikonkav auf S ist und S einen Extremal-
punkt besitzt, dann kommen nur Extremalpunkte von ¢l(S) als global-
optimale Losungen in Frage.

Bemerkung.

1. Der Satz hat vielfiltige Anwendungen, da er es erlaubt, die Suche nach
dem globalen Optimum auf den relativen Rand bzw. die Extremalpunk-
te von S zu beschranken.

2. Da eine konkave Funktion stets quasikonkav ist, gilt (1.) des Satzes
auch fiir konkaves f. Bei konkavem f gilt (2.) in folgender Form:
Wenn S einen Extremalpunkt besitzt und die Menge der global-optimalen
Losungen nichtleer ist, dann ist unter den global-optimalen Losungen
wenigstens ein Extremalpunkt darunter.
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Kapitel 3

Die allgemeine Aufgabe der
Mathematischen Optimierung

3.1 Die Aufgabe (MOA)

Im ersten Abschnitt hatten wir bereits einige Klassen von Optimierungsauf-
gaben betrachtet: Aufgabe des Freien Optimums (FO), die Optimierungsauf-
gabe mit Gleichungrestriktionen (OAGR), die Lineare Optimierungsaufgabe
(LOA). Wir wollen hier die Aufgabe der Optimierung in endlichdimensiona-
len Rdumen betrachten, welche die obigen Aufgabenstellungen als Spezialfille
enthélt.

Definition.
Sei S C R™, f: 5 — R. Wir sagen, dal die Aufgabe
(0A) {f(x) — min
res

eine Aufgabe der Mathematischen Optimierung ist, wenn gegeben sind

eine Menge P C R"
Funktionen ¢; : P — R, 1=1,2,..,m

so daf

S:={reP:gr)<0, i=12 ..,k
gi(z) =0, i=k+1,k+2,...,m}

Bemerkung.
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1. Wir bezeichnen die angesprochene Aufgabe kurz als MOA:

f(x) — min
< =1.2 ..
(MOA) g’L(aj)_O Z ) Y 7k
g(x)=0 i=k+1L,k+2...m
re P

2. Typische Félle fiir Psind P=R",P =R}, P={r € R":a < 2 < b},

3. In (MOA) sollen die Fille &k = m (d.h. keine Gleichungsrestriktionen),
k = 0 (d.h. keine Ungleichungsrestriktionen), m = 0 (d.h. nur Menge
P als Restriktionsbereich) nicht ausgeschlossen sein.

4. Unser Ziel ist es, notwendige und hinreichende Optimalitédtsbedingun-
gen fiir (MOA) zu finden. Insbesondere soll der sogenannte regulire
Fall diskutiert werden. Spéter wollen wir (MOA) eine sogenannte duale

Aufgabe zuordnen. Die Aussagen in diesem Abschnitt verallgemeinern
somit die Aussagen der Abschnitte zu (FO), (OAGR) und (LOA).

3.2 Optimalitiatskriterien fiir (M OA)

Wir betrachten die Aufgabe (MOA) fiir differenzierbare Funktionen f und
gi, 1 =1,2,..,m. Es seien folgende Bezeichnungen vereinbart:

0 1
gi(r) =0,i=k+1,..,m} — zuléssiger Bereich,
Y={yeR™:y; >0, i=12 .k}

L(%, Y0, y) = Yo f (x) + Zyzg, — zu (MOA) gehorende Lagrangefunktion

VoL(z,Y0,y) = yoV f(z) + Z y;Vgi(r) — x — Gradient der Lagrangefunktion

L betrachten wir als definiert fiir y, > 0,y € Y,z € P.

Theorem (3.1). (W. Karush 1938, F: John 1948)

Es sei X, € R"™ X, offen. Wir betrachten die Aufgabe (MOA) mit P C
X,, P- konvex, f,g;: X, — R, i=1,2,....m

Es sei x* € S. Die Funktionen f,g, ..., gr seien in z* differenzierbar, die
Funktionen gxy1, ..., gm seien in einer Umgebung von z* stetig differenzierbar.
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Dann gilt:

Wenn z* lokal-optimale Losung von (MOA) ist, dann existieren y! € R, y* €

R™, so daf} gilt

(STAT)

Definition.

W)+ v > >0

Yo >0,y ey

yr - gi(z*) =0 1=1,2,....k

< V. L(z*,y¥y*),x —z* >>0, Vr € P

Jedes z* € S, zu dem y € R und y* € R™ existieren, so dafl das Tripel
[z*,yZ, y*] die Bedingungen (STAT) erfiillt, heifit stationdrer Punkt von

(MOA).

Bemerkung.

1. Die Bedingungen y; - g;(z*) = 0,7 < k, heilen Komplementaritéts-
bedingungen.

2. Wenn wir setzen [(z*) := {i € {1,2,...,m} : ¢g;(z*) = 0}, dann folgt
aus (STAT) und z* € S, daB y7 = 0 bei i ¢ I(z*). Deshalb sind die
Bedingungen (STAT) dquivalent (in beiden Richtungen) mit

(STAT)

W)+ X yr>0
1€l(z*)

Yo 2 0,

y; =0, i & 1(x7)

20, (<K)AGE )

<Y V(@) + Xicren ¥ Vei(a?),x — " >> 0, Vo € P

3. Die in (STAT) vorkommenden Zahlen y*, y7, ...,y heiflen Lagrange-
sche Multiplikatoren fiir (MOA)

Definition.

Sei P C R". Sei 2* € P. Die Menge Kp(z*) := {a € R" :< a,z — 2* ><
0,Vx € P} heiit Normalenkegel in z* an P.
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Bemerkung.

1. Die Behauptung von Theorem 3.1 bedeutet also: Im lokal-optimalen
Punkt z* von (MOA) existieren Lagrangesche Multiplikatoren v, ..., %,
so dafl =V, L(z*, y¥ y*) € Kp(x*).

2. Die letzte Zeile von (STAT) enthélt i.a. eine unendliche Anzahl von
Forderungen ( < -,- >> 0 muf fiir jedes € P gelten). Deshalb,
wenn wir in der Lage sind, Kp(z*) durch ein endliches System von
Bedingungen zu ersetzen, dann 1483t sich auch (STAT) auf ein endliches
System reduzieren.

Die néchsten Folgerungen liefern einige Beispiele dafiir.
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Folgerung (3.2).
Wenn unter den Bedingungen von Theorem 3.1 gilt x* € int(P), dann kann
die letzte Zeile von (STAT) ersetzt werden durch V,L(z*, y¥, y*) = 0.

Bemerkung.
Der angesprochene Fall liegt z.B. vor, wenn P = R".

Folgerung (3.3).

Wenn unter den Bedingungen von Theorem 3.1 gilt P={x € R":a <z <
b}, wobei a,b, € R™ vorgegeben Vektoren mit a < b, dann kann die letzte
Zeile von (STAT) ersetzt werden durch

>0 , Wenn r; = a;
OL(x*, y5, y") !
— = =4¢<0 , wenn % = b,
3xj J J
=0 , wenn a; < xj < by

Bemerkung.
Bei P ={x € R": > o} ergibt sich

QLEbot) g = (0 Vj

{VxL(a:*, yiy*) >0

Ox;

Folgerung (3.4).
Wenn unter den Bedingungen von Theorem 3.1 gilt P = {z € R" : Az = b},
wobei b € R™, A eine Matrix vom Typ [m, n], dann kann die letzte Zeile von

(STAT) ersetzt werden durch: IN* = [A], ..., A% ], so daB
V.L(x* s y") = A= Z)\fai,
i=1

a' = i-te Zeile von A.

Theorem (3.5). (Hinldnglichkeit von (STAT))

Es sei X, C R", X, offen, P C X,. Gegeben sei Aufgabe (MOA). Es sei P
konvex. Die Funktionen f, g1, ..., g : X, — R seien in z* € § differenzierbar.
Es sei 2* ein stationdrer Punkt von (MOA) (d.h. es existieren ¥, y*, so dafl
[z*,yZ, y*] die Bedingungen (STAT) erfiillt).

Wir setzen

L ={ie{l,2,... k}:g(x") =0},
L={ie{k+1,..,m}:y >0},
Iy={ie{k+1,...,m}:y <0},
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Wenn gilt

Yo >0
(A) f ist in z* bzgl. P pseudokonvex
g; ist bei i € (I; U I3) in z* bzgl. P quasikonvex

g; ist bei 2 € I3 in x* bzgl. P quasikonkav
dann ist z* global-optimale Losung von (MOA).

Bemerkung.

1. Vermerke, daf fiir i € {1,2,...,m}\([1Ul,UIl3) in ( A ) keine Forderung
(auBler Differenzierbarkeit) an g; steht (wie der Beweis zeigt, konnte fiir
diese ¢ die Differenzierbarkeit durch Stetigkeit ersetzt werden).

2. Die Forderungen ( A ) sind z.B. erfiillt, wenn y* = 1, f, g1, ..., gx auf P
konvex, gxi1, .., gm- affin-linear (Menge S ist dann konvex).

3. Abschnitt 3.3 beschéftigt sich mit der Absicherung der Forderung v >
0 (sogenannter regulérer Fall von S).

Theorem 3.5 sichert uns einen globalen Optimumspunkt durch relativ scharfe
Forderungen. Wir wollen noch ein Kriterium fiir ein lokales (sogenanntes
strenges lokales Optimum) betrachten. Wir betrachten weiterhin Aufgabe
(MOA)

f(z) — min

gi(x) <0 =12,k

gi(z) =0 i=k+1,....m

xeP

Zusétzlich zu den oben vereinbarten Bezeichnungen seien noch folgende No-
tationen festgelegt:

V2, L(2,Y0,y) = yoV2if(x) + >0 v:V2gi(x) — die z -Hessematrix der La-
grangefunktion von (MOA),

V(z*) :={r € R": es existiecren A > 0 und z € P, sodaB r = (z — z*) - \} —
fiir * € P ist das der Kegel der bzgl. P zulédssigen Richtungen in x*,

T(z*) :={r € R" :< Vf(2*),r >< 0 und < Vg;(z*),r >< 0 fiir i < k,
bei denen g;(z*) = 0 und < Vg;(z*),r >= 0,7 =k + 1,...,m} — Kegel der
Richtungen in x* € S die bzgl. der Nebenbedingungen zuléssig und bzgl. der
Zielfunktion keine Aufstiegsrichtungen sind.
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Theorem (3.6). (Hinreichendes Kriterium 2. Ordnung)

Sei X, C R", X, offen. Sei P C X,, f,9;: X, — R, 1=1,2,...m.

Wir betrachten Aufgabe (MOA). Es sei 2* € S. Es seien f,¢1,.., gy in z*
zweimal differenzierbar. AuBerdem sei z* ein stationdrer Punkt von (MOA),
d.h. zusammen mit gewissen y’,y* erfiillt das Tripel [z*,y*, y*] die Bedin-

gungen (STAT). Schlielich gelte
(+) <7, V2 L(x*, yly*)r >> 0,Vr € [el(V(z*) N T(x*)\{0}].

Dann ist z* lokal-optimale Losung von (MOA).
Genauer: Es existiert ein € > 0, so dafl

(8 @) < flx) Ve (Ula™) N S)\{a"}}

Bemerkung.
Wir wollen einige Félle ansprechen, in denen (+) direkt iiberpriifbar ist (wir
setzen: A := V2 L(z*,y},vy*) ):

1. cl(V(x*)) = R" und das mit 7'(z*) verbundene System von Gleichungen
und Ungleichungen 148t sich explizit nach r auflésen, so daffi man <
r, Ar >> 0 auf T'(z*)\{0} direkt iiberpriifen kann.

2. Uber die Eigenwerte von A oder das Sylvestersche Kriterium iiberpriift
man, ob A positiv definit ist. In diesem Fall gilt (+) natiirlich.

3. c(V(z*)) NnT(xz*) = {0}. Dann gilt (+).

4. Es sei cl(V(z*)) = R" und man ist z.B. unter Einsatz von Software in
der Lage nachzuweisen, dafl die quadratische Optimierungsaufgabe

(< r, Ar >— min
< Vf(x*),r><0
< Vgi(z*),r ><0  ,i<kmit gi(z*) =0
< Vgi(z*),r >=0 a=k+1,....m
—esr=<e , wobei e =1,...,1] € R"

einen negativen Optimalwert hat. Dann kann (+) nicht gelten.

3.3 Regularitit des zuléssigen Bereichs

Wie oben erwihnt, ist die Forderung y* > 0 in den Bedingungen (STAT) z.B.
wichtig, um die Hinlanglichkeit von (STAT) zu beweisen (vgl. auch Abschnitt
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4 iiber duale Aufgaben). Bedingungen an die Menge S, die das garantieren,
werden als Regularitidtsbedingungen bezeichnet (CQ - constraint qualificati-
on).

Wir wollen vorerst (MOA) iiber der Annahme P = R™ betrachten und dafiir
Regularitéitsbedingungen finden. Es sei erwihnt, daf§ nach Folgerung 3.2 in
diesem Fall die letzte Zeile von (STAT) dquivalent mit V,L(z*, y¥, y*) = 0
ist.

Abschlieend zu den einleitenden Bemerkungen heben wir hervor, dafl y> > 0
in (STAT) dquivalent mit y* = 1 ist, denn wir kénnen dann in (STAT) setzen

=L i=0,1
Yi = ,i=0,1,...,m.

Definition.
Gegeben sei Aufgabe (MOA) mit P = R™ Wir sagen , dal der zuldssige
Bereich S in z* € S die (MFCQ) - Bedingung erfiillt, wenn gilt:

L. {Vgi(«*)}i%, . sind linear unabhéngig

2. 47 € R", so daf

< Vygi(z"), T — 2" >< 0 JVie I (x")
< Vgi(z"), T — 2" >=0 NVie{k+1,...,m}

Hierbei sei I (z*) = {i € {1,2,..,k} : g;(z*) = 0}.

Satz (3.7).

Wir betrachten (MOA) unter der Annahme, da§ P = R™. Wenn S in z* € S
die (MFCQ)-Bedingung erfiillt, dann ist auf jeder Losung [z*,y}, y*] von
(STAT) y > 0.

Definition.

Gegeben sei Aufgabe (MOA) unter der Voraussetzung P = R"™. Wir sagen,
daB8 in z* € § die (LICQ)-Bedingung erfiillt ist, wenn {Vg;(2*)}icr, (o+) U
{Vgi(x*)} 12,1 linear unabhéngig sind. (Li = linear independence).

Satz (3.8).

Wir betrachten Aufgabe (MOA) unter der Annahme, da§ P = R". Wenn
im stationdren Punkt z* € S die (LICQ)-Bedingung erfillt ist, dann ist auf
jedem Tripel [z*, y¥, y*], das (STAT) 16st, v > 0.

Bemerkung.
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1. Sowohl (MFCQ) als auch (LICQ) sind nicht sehr praktikabel:
x* ist unbekannt (d.h. gesucht). Um (LICQ) a-priori abzusichern, miifiten
wir garantieren, daf die {Vg;()}icrz) U{Vgi(x)}i2) 1 in jedem z € S
linear unabhéngig sind. Auflerdem ist in der Praxis die lineare Un-
abhéngigkeit faktisch nicht iiberpriifbar.

2. Unter Benutzung des Satzes von Gordan (Satz 2.21) kénnen sie zeigen,
daf aus (LICQ) stets (MFCQ) folgt.

Als praktikabel erweisen sich Regularitdtsbedingungen vom Typ (LINCQ)
und (SLATER-CQ). Wir wollen zuerst eine einfache Version von (SLATER-
CQ) betrachten und dann praktikablere Varianten definieren.

Definition.
Gegeben sei Aufgabe(MOA) mit P = R™. Wir sagen, dafl S die Bedingung
(SLATER-1-CQ) erfiillt, wenn

1. Die g;,i > k + 1, sind affin-linear (d.h.g;(x) =< Vg;,x > +a;,i =
E+1,..,m).

2. Die Vektoren {Vg;}i*, ., sind linear unabhéngig.
3. Die Funktionen g;(z),i = 1,2, ..,k sind in R™ konvex.
4. Es existiert ein T € S mit ¢;(T) < 0 =1,2,.. k.

Bemerkung.
Unter den Voraussetzungen der Definition ist S eine konvexe Menge.

Satz (3.9).
Wir betrachten Aufgabe (MOA) mit P = R". Wenn (SLATER-1-CQ) gilt,
dann ist auf jeder Losung [x*, y%, y*] von (STAT) y* > 0.

Definition.
Wir betrachten Aufgabe (MOA). Wir sagen, dafi S die (LINCQ) erfiillt,

wenn gilt

1. g1, .., gm sind affin-linear

2. P ist eine konvexe polyedrale Menge

Definition.

Wir betrachten Aufgabe (MOA). Wir sagen, daf§ S die (SLATER-2-CQ)
erfiillt, wenn gilt:
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1. P ist konvex und polyedral.

2. Es existiert ein [ mit 1 <[ < k, so daf} die g1, ..., g; auf P konvex sind
und fiir wenigstens ein T € S gilt: 9:(T) <0, 1=1,2,..,1.

3. Gty ks Gki1, -5 9m sind affin-linear.

Definition.

Wir betrachten Aufgabe (MOA). Wir sagen, daf§ S die (SLATER-3-CQ)
erfiillt, wenn gilt:

1. P ist konvex.

2. Es existiert ein [ mit 1 <[ < k, so dafl die ¢1, ..., g; auf P konvex sind
und fiir wenigstens ein T € SNri(P) gilt:  ¢;(T) < 0, 1=1,2,...,1.

3. Gis1y s ks Gkt 1s ---» m sind affin-linear

Satz (3.10).

Wir betrachten Aufgabe (MOA). Seien f, g1, ..., gm in 2* € S differenzierbar.
Sei z* eine lokal-optimale Losung von (MOA). Sei wenigstens eine der Be-
dingungen (LINCQ), (SLATER-2-CQ) oder (SLATER-3-CQ) erfiillt.

Dann existiert zu z* wenigstens eine Losung [z*, vy}, y*] von (STAT), in der

o = 1.

Bemerkung.
Wenn f in 2* bzgl. P noch zusétzlich pseudokonvex ist, dann ist unter den
Bedingungen von Satz 3.10 x* global-optimal (wende Theorem 3.5 an).

Theorem (3.11). (Kuhn-Tucker, 1950)

Gegeben sei Aufgabe (MOA) unter P = R". Die Funktionen f, g1, ..., gm
seien in z* € § differenzierbar. Aulerdem seien f, gy, ..., gx in R"™ konvex und
k41, ---, gm seien affin-linear. Sei wenigstens eine der Bedingungen (MFCQ),
(LICQ), (LiNCQ), (SLATER-2-CQ) bzw. (SLATER-3-CQ) erfiillt.

Dann gilt: z* ist global-optimale Lésung von (MOA) genau dann, wenn ein
y* € Y existiert, so dafl

Vf(@*) + 320y Vgi(z*) =0
yr-gi(z*) =0 i=1,2,...k
>0 Li=1,2 ..k

e S

(K —Twvoa)
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Kapitel 4

Dualitatstheorie

Wir betrachten in diesem Abschnitt weiterhin die Aufgabe

f(x) = min
< =1,2
(MOA) gl(:l"') — O 72. = 7k
gi(z) =0 i=k+1,....m
reP

wobei P C R™. Wir gehen davon aus, da3 f,g; : P — R, 1=1,2,...,m.
Im wesentlichen werden wir den konvexen Fall betrachten, wobei im Gegen-
satz zum vorherigen Abschnitt die Differenzierbarkeit keine Bedingung ist.
Wie oben sei auch hier fiir den gesamten Abschnitt vereinbart:

S={reP:glx)<
gi(x)

0, i=1,..k
0,i=k+1,..,m} — zuldssiger Bereich von (MOA).

Y={yeR™:y;>0, i=1,2 ..k},

L(z,y) = f(x)+ > vigi(x) - die mit (MOA) verbundene regulire Lagran-
gefunktion,

L wird auf P x Y betrachtet.

fr=inf{f(x): =z e:S}- Optimalwert von (MOA).

4.1 Die duale Aufgabe

Jeder OA kann man eine duale Aufgabe zuordnen. Das Studium des dualen
Objekts erlaubt tieferes Versténdnis der Natur des urspriinglichen Objekts,
das wir in diesem Zusammenhang primales Obiekt nennen.

Die Theorie der Beziehungen zwischen der primalen und der dualen Aufgabe
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(die sogenannte Dualitdtstheorie) ist eng mit der Theorie der Optimalitéits-
kriterien verbunden. Wir wéhlen einen Zugang zum dualen Objekt iiber die
reguldre Lagrangefunktion. Man kann auch andere Wege gehen und dabei
andere duale Augaben erhalten: Fenchel-duale, iiber die Empfindlichkeits-
funktion usw. Um zur dualen Aufgabe zu gelangen, wollen wir die primale
Aufgabe (MOA) erst in einer anderen Form aufschreiben.

Eingefiihrt haben wir sie als f* = inf{f(z) : x € S}.
Da aber bei x € S und y € Y gilt

Yi - 9i(x) = 0, i=k+1,...m
yi - gi(x) <0, 1=1,2,....k

und day =0 €Y, soist sup > y;9:(x) =0 (beix € §).
yeY i=1

Andererseits, wenn = € (P\S), dann ist wenigstens eine der folgenden zwei
Beziehungen wahr:

e Jdi, € {k+1,...,.m} mit g; (z) #0,
e Jiy € {1,2,...,m} mit g;,(z) >0

In beiden Féllen ist sup Y y;9:(z) = 400 (bei x € (P\S)) . Deshalb haben
yey
wir

U(x) =pes sup{L(z,y) 1y € Y}

= sup{f(v) + Zyigi(w) ryeY}

= f(z) +sup{> _yigi(z) :y € Y}
i—1
) f(2), r €S
+00, x € (P\9).
Deshalb ist (MOA) die Aufgabe (wenn S # @) f* = inf{¥(z) : z € P},
d.h.die Aufgabe f* = inlf__) sup L(z,y).
re

yey

Definition.
Es sei ¢(y) = ig}fDL(aﬁ, y)und Q@ ={y €Y : ¢(y) > —oo}. Die Aufgabe

¢* =sup{o(y) :y e Q}  (MOAD)
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heifit duale Aufgabe zu (MOA), genauer: (MOAp) ist die Lagrange-
Duale zu (MOA).

Bemerkung.
1. Bei S = 0 setzen wir: f* = +oo. Bei Q = ) setzen wir: ¢* = —oo.

2. (MOAp) ist damit die Aufgabe ¢* = sup,y infrep L(z,y). In die-
ser Form erkennen wir Symmetrieeigenschaften zur obigen Form f* =
inf,ep sup, ey L(z,y) von (MOA).

3. Aber (MOA) kénnen wir in expliziter Form aufschreiben

(MOA) {f(:x) — min

xes
(weil wir davon ausgegangen waren, dafl uns f und S explizit bekannt
sind), wogegen uns das bei (MOAp) nur in wenigen Spezialfillen ge-
lingen wird, da wir ¢ und @ nur algorithmisch kennen und i.a. nicht

explizit durch eine endliche Formel beschreiben koénnen (Ausnahme,
z.B. LOA).

4. Noch ein paar Worte zu den Unterschieden zwischen der expliziten
Form von (MOA) und der algorithmisch gegebenen (und damit impli-
ziten) Form von (MOAp).

Es seien f, g;, P explizit gegeben. Um in (MOA) fiir ein x zu ermit-
teln, ob x zuléssig ist und den Zielfunktionswert zu berechnen, brau-
chen wir nur die Funktionswerte der uns explizit gegebenen Funktionen
gi(x),i = 1,...,m sowie f(z) berechnen, die in die Nebenbedingungen
eingehenden Gleichungen und Ungleichungen {iberpriifen und priifen,
ob x zur explizit gegebenen Menge P gehort.

Um in (MOAp) fiir ein y zu ermitteln, ob es zuldssig ist und den
Zielfunktionswert zu berechnen, miissen wir i.a. unter Einsatz eines
Losungsverfahrens (Algorithmus) zuerst die Optimierungsaufgabe ¢(y) =
inf,ep L(z,y) 16sen.

5. Rein formal bestehen zwischen (MOA) und (MOAp) natiirlich keine
Unterschiede: f und ¢ sind Funktionen, S und @ sind Mengen, beides
sind Optimierungsaufgaben.

6. Wir vermerken, da i.a. ¢ : Y — R U {—o0}.
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7. Abschlielend sei vermerkt, dafl sich die duale Aufgabe dndern kann,
wenn man die (explizite) analytische Beschreibung der primalen Auf-
gabe dndert (ohne sie inhaltlich zu &ndern), z.B. wenn man eine Redefi-
nition von P vornimmt (z.B. ¢g1(x) < 0 zur Definition von P hinzufiigt)
oder Folgerungen aus dem System

gi(x) <0 =1,k
gi(z) =0 di=k+1,....m

zum System hinzufiigt.

Satz (4.1).
Unabhéngig von der Natur der Menge P sowie der Funktionen f,g;, ¢ =
1,...,m gilt stets, daBl (M OAp) eine konvexe Aufgabe ist.

Satz (4.2). (Schwache Dualitét)
1. Bei x € Sund y € Y gilt stets f(z) > ¢(y).

2. Wenn S # () und Q # (), dann ist —oo < ¢* < f* < +o0.
Bemerkung.

1. Da@Q C Y, sogilt f(z) > ¢(y) um so mehr fiir zuldssige Losungen von
(MOA) und (MOAp), d.h. fir x € S,y € Q.

2. Wenn wenigstens eine der Mengen S und () leer ist, dann gilt f* > ¢*
auch, denn S = ) = f* = +o0 = f* > ¢* gilt, bei Q = ) = ¢* =
—00 = f* > ¢* gilt.

3. Nach dem Beweis gilt
fl@)z¢", Vees  [T=o(y), VyeQ.

Damit liefert der Zielfunktionswert einer zuléssigen Losung von (MOA)
eine obere Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert von (MOAp).
Analoges folgt aus der zweiten Ungleichung fiir f*.

4. Nach dem Beweis haben wir auerdem f(z) > f* > ¢* > ¢(y),Vz €
S,Vy € Q.
Damit 148t sich z.B. die Giite einer zulédssigen Losung = von (MOA)
abschitzen (Giite gemessen an der Entfernung des Zielfunktionswertes
vom optimalen Zielfunktionswert), denn wenn uns fiir ein § € @) der
Wert ¢(7) bekannt ist und wir fiir x € S den Wert f(x) berechnet ha-
ben, dann gilt 0 < f(z) — f* < f(x) — ¢(¥), d.h. der uns dann bekannte
Wert f(x) — ¢(y) liefert eine obere Schranke fir die Optimumsentfer-
nung von .
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5. Wenn fiir das Paar z* € S,y* € @ zuldssiger Losungen von (MOA)

7.
8.

und (MOAp) gilt: f(z*) = ¢(y*), dann sind (MOA) und (MOAp)
losbar, ja es sind sogar x* und y* optimale Losungen von (MOA) bzw.
(MOAp) ,denn nach der 4. Bemerkung ist

@)= fr=¢" = d(y") = f(z")
= 0> "= f(2") 2 ¢" = o(y") 2 0
— f(@") = [" oy") = ¢
x* ist optimale Losung von (MOA),
{y* ist optimale Losung von (MOAp)

Wir vermerken, dafl in diesem Fall f* = ¢* gilt.

Nach dem Satz ist f* > ¢* in jedem Fall. Wenn f* > ¢* gilt, spricht
man von einer Dualitétsliicke. Wenn es gelingt, fiir ein Aufgabenpaar
(MOA) und (MOAp) zu beweisen, dafl f* = ¢*, dann sagt man, dafl
starke Dualitét vorliegt.

Jeder denkbare Fall einer Dualitétsliicke

+oo=f">¢">—00, H+oo>f">¢p"=—00,

+oo> f">0">—00, +oo=f">¢p"=—-
ist moglich (d.h. 148t sich durch Beispiele belegen). Wir betrachten in
8.) ein Beispiel, auf dem +o00 > f* > ¢* > —o0 gilt.
Zuvor sei vermerkt, dal auch 400 = f* = ¢* bzw. —00 = f* = ¢*

moglich sind (d.h. durch Beispiele belegbar). Die 7. Bemerkung zeigt,
welche spezielle Situation dann vorliegen mu#.

Wenn f* = —o0, dann ist Q = (). Wenn ¢* = +o0, dann ist S = (.

Essei f(z)=2—1, g(z)=2>-1, P=RL
und wir betrachten
f(z) — min

g(x) =0
r € P.

Diese Aufgabe hat x = +1 als einzige zulissige Losung. Damit ist
f*=0. Wir haben

d(y) = inf{L(z,y) : * € P} =inf{(x — 1) + y(z* — 1) : z > 0}
) oo, y <0
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Damit ist @ = R} und ¢* = sup{¢(y) : y € Q} = -1, d.h. 0 = f* >
¢* = —1. Begriindung fiir die Werte von ¢:

@ Bei y = 0ist x — 1+ y(2*> — 1) = 2 — 1 und offensichtlich ist
inf{z —1:2 >0} = —1.

e Beiy > 0ist x — 1+ y(2? — 1) als Funktion von x eine nach oben
geoffnete Parabel. Sie hat ihren kleinsten Wert im Scheitelpunkt
der Parabel. Der Scheitelpunkt mufi 0 = (z — 1 + y(22 — 1)) =
1 + 2yz erfiillen und liegt damit fiir y > 0 bei negativen x-Werten
= inf{(z—1)+y(*-1):2>0}=0-14+y(0—-1)=-1—y.

e Beiy < 0ist z—1+y(2? —1) als Funktion von z eine nach unten
gedfinete Parabel.=—> inf{(z — 1) + y(z* — 1) : 2 > 0} = —c0 .

9. Nach den eingangs des Abschnittes gefithrten Motivationsbetrachtun-
gen zum Einfiithren der dualen Aufgabe bedeutet starke Dualitdt (d.h.
f*=0¢), daB

inf sup L(x,y) = sup inf L(x,y).
TEP ey (z,y) yey TEP (z.y)

4.2 Starke Dualitat

Definition.
Es sei P # (). Wie oben bezeichne f* den Optimalwert von (MOA), genauer:

* = inf sup L(z,y).
f Inf sup (z,y)

Der Vektor y* € Y heifit Kuhn-Tucker-Vektor der Aufgabe (MOA), wenn
[P @)+ ) yia),  YzeP (o)
i=1

gilt.

Bemerkung.

Bei S = () haben wir: f* = +oo. Wenn P # (), dann ist folglich (o) nur
moglich, wenn S # (). Mit anderen Worten:

Wenn (MOA) einen Kuhn-Tucker-Vektor besitzt und P # 0, dann ist f* <
+oo und S # 0.

Satz (4.3). (Starke Dualitét)
Aufgabe (MOA) besitze wenigstens einen Kuhn-Tucker-Vektor. Dann gilt:
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1. Wenn f* > —oo, dann ist die Menge Y* =p.r {y € Q : ¢(y) = ¢*} der
optimalen Losungen von (MOAp) nicht leer und es gilt:
(i) oo > f*=¢" > —o0,
(i) Y* = Menge der Kuhn-Tucker-Vektoren von (MOA).

2. Wenn @ # (), dann ist f* > —oo.
Wenn Q = 0, dann ist f* = —ooc.

Bemerkung.

1. Unter der Bedingungen des Satzes wird die starke Dualitét, die Endlich-
keit des gemeinsamen Optimalitidtswertes und die Annahme des Opti-
malwertes in (MOAp) gewéhrleistet, nicht aber die Annahme des Op-

timalwertes in (MOA) (Optimalwert f* von (MOA) ist endlich, aber
die Optimalmenge kann leer sein).

2. Nach Bemerkung 7.) zu Satz 4.2. folgt aus f* = —oo, daBB Q = (). Satz
4.3. zeigt, daf3 bei Existenz eines Kuhn-Tucker-Vektors aus Q = () auch
f* = —oo folgt. Generell kénnen wir aus () = () aber nicht schluf3-
folgern, dafl f* = —oo. Wie in Bemerkung 6.) zu Satz 4.2. bemerkt
wurde, kann bei @ = () (d.h. ¢* = —o0 ) auch f* = +oo (d.h. S=10)
oder —oo < f* < +o00 sein. Das 148t sich durch Beispiele belegen (siehe
Bemerkung unter Folgerung 4.8).

3. Die Existenz eines Kuhn-Tucker-Vektors von (MOA) 148t sich auf die
Existenz eines Sattelpunktes der mit (MOA) verbundenenen reguléren
Lagrangefunktion zuriickfithren: [z*,y*] € P x Y heifit Sattelpunkt
von L(z,y), wenn

Man kann leicht zeigen: Wenn [z*, y*| ein Sattelpunkt von L ist, dann
gilt

x* ist optimale Losung von (MOA)

y* ist optimale Losung von (MOAp)

] ;y;*gi(a:*) =0

y* ist Kuhn-Tucker-Vektor von (MOA)

Wir wollen mit Satz 4.4. einen anderen Weg der Absicherung der Exi-
stenz eines Kuhn-Tucker-Vektors gehen, weil
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e der Weg iiber den Sattelpunkt in der Praxis nur etwas bringt,
wenn wir praktikable Kriterien haben, die die Existenz eines Sat-
telpunktes garantieren. Das aber fithrt wieder zu Satz 4.4.

e der Weg iiber den Sattelpunkt leicht iiber die Aussage von Satz
4.3. hinausschieft: Er sichert auch die Annahme des Optimums in

(MOA).

Starke Dualitét ist (wenn wir keine Differenzierbarkeitsforderungen erheben)
nach Satz 4.3 mit der Existenz eines Kuhn-Tucker-Vektors verbunden. Letz-
teres hingt eng mit der Regularitéit des zuléssigen Bereichs zusammen (vgl.
y> =1 beim Kuhn-Tucker-Vektor). Wir werden das nur fiir die Regularitéts-
bedingung (SLATER-1-CQ) néher betrachten.

Satz (4.4).
Wenn in Aufgabe (MOA) f eine konvexe Funktion ist und (SLATER-1-CQ)
erfiillt ist, dann besitzt (MOA) einen Kuhn-Tucker-Vektor.

4.3 Die Duale zu einer LOA
Wir wollen nur die (LOA) in (K)-Form betrachten:

< ¢, x >— min
(K)S Az =D
x>0

wobei ¢ € R",b € R™, A - Matrix vom Typ [m, n].(K) ist eine Aufgabe vom
Typ (MOA).
Wir setzen f(z) =< c,x >, P=R1,k=0,9(x) = Ar —b,Y = R™. Dann
ist

L(z,y)=<c,e>+ <y, Az —b>=—-<yb>+<c+yA x>

o(y) = infeep L(z,y) = — <y, b > +inf{< c+yA,x > 2 > 0}

Was konnen wir iiber ¢(y) aussagen?

e 1.Fall: Fiir fixiertes y € R™ sei ¢+ yA > 0. Dann ist < ¢+ yA,x >>
0,Vxr >0 = inf{<c+yAd,x>2>0}=0= o(y) = — <y,b>.

e 2. Fall: Fiir fixiertes y € R™ sei c+yA # 0. Dann ist inf{< c+yA, z >:
r >0} =—00 = ¢(y) = —0.
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Damit haben wir:
—<y,b> wennc+yA>0
oY) = {—oo ,wenn ¢ +yA # 0
Im Falle der Aufgabe (K) ist also
Q=pes{y€Y :¢(y) > —oo} ={y € R": c+yA >0},
und damit ergibt sich als duale Aufgabe
(Kp) ¢" =sup{< —y,b>c+yA >0} =sup{<y,b> yA<c}.
Bemerkung.
1. (Kp) ist also die Aufgabe
<y,b>— min
{c +yA>0
und damit eine LOA.
2. Im Gegensatz zu vielen Aufgaben (MOA) ist die Duale zu (K) in ex-

pliziter Form aufschreibbar. Das gilt nicht nur fiir (K), sondern fiir alle
LOA.

3. Auf analoge Weise, wie wir oben (Kp) aus (K) nach der Definition der
Dualen hergeleitet haben, 1d8t sich die Duale zu einer beliebigen LOA
erhalten. So ist

¢" =—min{ <u,b>+ <v,d>c;+ <u,Aj >+ <v,B; >>0,
j=1,..,tund ¢c;+ <u,A; >+ <v,B; >=0,
j=t+1,...n ,v >0}
die duale Aufgabe zu
[f=min{<c,x > Ar =b,Bx <d,z; >0, j=1,..t}
( Aj, B; bezeichne die j-te Spalte von A bzw. B ).

4. Aus der dritten Bemerkung lassen sich folgende Merkregeln dazu ab-
leiten, wie (Kp) aus (K) entsteht:
e rechte Seite wird zum Zielfunktionsvektor
e negativer Zielfunktionsvektor wird zur rechten Seite

e Nebenbedingungsmatrix wird zur transponierten Nebenbedingungs-
matrix

e Nichtnegativitdtsforderungen auf die Variablen werden zu Unglei-
chungsforderungen in den Nebenbedingungen

99



4.4 Optimalitits- und Losbarkeitskriterien fiir
LOA

Wir wollen uns wieder auf LOA in der (K)-Form beschrianken:
(K) fF=inf{<c,z> xS}

wobei S = {x € R": Az = b,z > 0}. Im Abschnitt 1.4 hatten wir mit Satz
1.9 bereits ein Optimalitétskriterium fiir Basislosungen von (K) bewiesen.
Wir wollen hier zeigen, daf es sich auf beliebige zuldssige Losungen von (K)
iibertragen l4ft.

Satz (4.5). (Optimalitdtskriterien)
Es sei z* zulissige Losung von Aufgabe (K). Dann sind folgende 3 Behaup-
tungen dquivalent:

(i) «* ist optimale Losung von (K)

(ii) Es existiert eine zulissige Losung y* der dualen Aufgabe (Kp), fiir die
<c+yAxt>=0.

(iii) Es existiert eine zuléssige Losung y* der dualen Aufgabe (Kp), fiir die
<c,r* >+ <y, b>=0.

Bemerkung.

*

1. Wie aus dem Beweis folgt, ist unter den Bedingungen (ii) und (iii) y
eine optimale Losung von (Kp).

2. Nach den Standardumformungen, wie wir sie im Abschnitt 1.4 zur Sim-
plexmethode kennengelernt haben, kann man Aufgabe (Kp) eine dqui-
valente Aufgabe in (K)-Form zuordnen. Schliellich zeigt man, daf8 die
Duale zu dieser Aufgabe (d.h die Duale von der Dualen) eine Aufgabe
ist, die dquivalent zur Ausgangsaufgabe (K) ist. Aus diesen beiden Er-
gebnissen ist klar, daf§ ein symmetrisches Resultat zu Satz 4.5 gelten
muf.

Satz (4.5%).
Es sei y* eine zuldssige Losung von Aufgabe (Kp). Dann sind folgende 3
Behauptungen édquivalent:

(i) y* ist optimale Losung von (Kp)
(ii) Es existiert eine zuldssige Losung x* von Aufgabe (K), fiir die < ¢+

y*A ¥ >=10
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(iii) Es existiert eine zuléssige Losung 2* von Aufgabe (K), fiir die < ¢, 2* >
+ <y*,b>=0.

Satz (4.6). (Losbarkeitskriterien)
Wir betrachten die zueinander dualen Aufgaben

(K) f*=inf{<c,x>2¢€S}und
(Kp) ¢ =sup{— <y, b>yecQ}

mit S={r e€R": Az =b,x >0}, Q={yeR":c+yA>0}. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) (K) besitzt eine optimale Losung.
(ii) (Kp) besitzt eine optimale Losung.
(iii) S#0,Q #0
(iv) Q #0,¢" = sup{< —y,b >y € Q} < +00
(v) S0, f*=inf{<c,z >z €S} > —oc.

Folgerung (4.7).
Aufgabe (K) ist genau dann 16sbar, wenn Aufgabe (Kp) 16sbar ist.

Folgerung (4.8). (Starke Dualitdt in LOA’s)
Wenn wenigstens eine der Bedingungen (i) - (v) von Satz 4.6 erfiillt ist, dann
gilt

(i) 400> f*=¢* > —0
(ii) Ve € Sund Vy € Q gilt < ¢,z >> f* = ¢* >< —y,b >.

Satz (4.9).
Fiir die Aufgaben (K) und (Kp) gilt:

(i) Wenn S # (), aber @ = ), dann ist f* = ¢* = —oc.
(ii) Wenn S = (), aber @ # (), dann ist f* = ¢* = 0.
(iii) Wenn f* = —oco, dann ist Q = 0.

(iv) Wenn ¢* = 400, dann ist S = 0.
Bemerkung.
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1. Der Fall S = ) und @ = 0 (d.h. f* = +00,¢* = —o0 ) ist, wie das

folgende Beispiel zeigt, moglich (vergewissern Sie sich durch analytische
oder geometrische Betrachtungen):

—T] — 3Ty — Mmin —y1 + 3y — max
$1—2$2+I3:1 —1+y1—y220

(K) B (Kp)
—I1+2$2+I4——3 —3—2y1+2y220
xj >0, 1=1,2,3,4 y1 > 0,99 >0

. Wie die Folgerungen und Sétze zeigen, ist aufler in dem Fall der 1.
Bemerkung (d.h. bei S =0,Q =0 ) in der Linearen Optimierung stets
f*=¢*, d.h. bei LOA sind die Félle:

+00 > f* > ¢* = —o0,

+o0 = f* > ¢* > —o0,

400 > f* > ¢F > —o0,

nicht moglich.
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