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1. Sobolev Raume

Im folgenden bezeichnet €2 C R, d > 1, stets eine offene, beschrinkte Menge, p €
[1,00) einen Lebesgue-Exponenten mit dualem Exponenten p’ € (1, 0], zl? + ]% =1,

und o € N? einen Multiindex mit |a| := oy + ... + ag und

olel

D% i = ————
LA I

Vo e Clolq).

Da € beschrankt ist, gilt LP(2) C L'(Q), und die kanonische Injektion ist stetig. Aus
dem GauB’schen Integralsatz folgt fiir alle o, € C5°(R2) und alle a € N*

[ epe =l [ upee, (1)

1.1 Definition: Seien ¢, € L(Q) und o € IN?. Dann heiBt ¢ die a-te schwache
Ableitung von ¢, kurz 1» = D%p, wenn fiir alle p € C§°(Q2) gilt

/Q pD%p = (—1)l° / ¥p. (2)

O

1.2 Bemerkung: (1) Die a-te schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig
(im Sinne von L!-Funktionen).

(2) Ist ¢ € Cl*(Q), so stimmen die a-te schwache Ableitung und die klassische a-te
Ableitung iiberein. O

Beweis: ad (1): Seien ¢, 11, € L1 (Q) mit

(—1)"'/Q¢1p=/gsoDap=(—1)'“/szp Vp € C5° ().

Dann gilt
[w—wmp=0  vpecz@)
Da C§°(€) dicht ist in L*(2), folgt ¢ = 1o fast {iberall.
ad (2): Folgt aus dem Gauf’schen Integralsatz (vgl. (1)). [

1.3 Beispiel: Sei = (—1,1) und ¢(z) = |z|. Dann ist ¢ im Sinne von Def. 1.1
differenzierbar und die Ableitung ist

(=1 fir-1<x<0
1ZJ(CL))'_{l fir 0 <z < 1.
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Denn fiir alle p € C§°(Q) gilt

/_190/0:/_190P+/0 wp
0
—(0)p(0) — p(~1)p(~1) + / )
—p(0)p(0) + p(1)p(1) — / p

/ Yp,

da p(&1) = 0 ist. [

1.4 Definition: (1) Fiir £ € IN und p € [1,00) definieren wir den Sobolev Raum
WFP(Q) und seine Norm |||, durch

WhP(Q) = {p € LP(Q) : D*p € LP(Q) V|a| < k},

= {3 Il b

|| <k

(2) Durch

DR

loe|=k

wird fiir k¥ € N* eine Semi-Norm auf W#?(Q) definiert.
(3) Ist speziell p = 2 , so schreiben wir H*(Q) statt W*2(2) und lassen den Index
p = 2 bei der Norm und Semi-Norm weg. W

1.5 Beispiel: (1) Seien ¢ und 2 wie in Bsp. 1.3. Dann gilt ¢ € W1P(Q) fiir alle
p € [1,00).

(2) Seien d > 2, @ = B(0, 3) und ¢(z) := |z|* mit s € R, wobei |.| die euklidische
Norm in R¢ bezeichnet. Dann gilt

Dp(x) ~ |z|*~1*

und

1

2

1Dl 70y ~ Wd—1/ p(s=lolppd=1g, « o
0

= ps—la))+d-1> -1

d
= s> o] — —.
p



(3) Sei d =2, Q= B(0,3) und ¢(z) = In|In(|z|)|. Fiir z # 0 und i € {1,2} ist
Oy _ =
ox; |:13|2‘1n(|:13|)‘

2 1/2
dp |2 1
=2 ——rd
/Q;)a% 7T/o ()2

Hieraus folgt

- 1 77=3
=27 lim [— —}
e—0 Inrlr=¢
B 2w
CIn2°
Also ist p € HY(). [

1.6 Satz: (1) (W*P(Q),|.||xp) ist ein Banach-Raum.
(2) C°() ist dicht in WFP(Q).
(3) H¥(Q) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

D -
la|<k !
Beweis: ad (1): Sei ny 4 := #{a € N : |a| < k}. Dann koénnen wir W*?(Q) ver-
mittels der Abbildung i : ¢ — (D%p)|q|< mit LP(Q; R ) identifizieren. Insbeson-
dere ist dann |||, = [i(¢) | Lr(@mr"+.a). Hieraus folgt sofort die Normeigenschaft
von ||.||k.p- Sei nun (pn)nen C WFP(Q) eine Cauchy-Folge. Dann ist (i(¢n))nen C
LP(Q;IR"*4) ebenfalls eine Cauchy Folge und damit konvergent. Daher gibt es zu je-
dem o € N mit |a| < k ein ¥, € LP(Q), so daB D¢, in LP(Q) gegen v, konvergiert.
Insbesondere konvergiert D%y, punktweise f.ii. gegen 1,. Fiir jedes p € C5°(Q) gilt

andererseits
onD%p = (—1)'“'/ D%ppp. (3)
0 Q

Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes konnen wir in (3) den Grenziibergang
n — oo durchfiihren und erhalten

/woDap: lim /(anap
w n—o Jjo
= lim (<)) [ Dpup = (1) [ v,
9 Q

Also ist 1), die a-te schwache Ableitung von 1, und (¢, ),en konvergiert in W (£2)

gegen .

ad (2): Kopiere den Beweis von ”C*°(Q) ist dicht in LP(Q2)”.

ad (3): Offensichtlich ist (.,.)s bilinear und ||¢||2 = (¢, ¢)x. Damit folgt die Behaup-

tung aus Teil (1). [
Im folgenden werden wir haufig Funktionen begegnen, die stiickweise glatt sind.

Der folgende Satz gibt uns ein Kriterium, wann solche Funktionen in W*?(Q) sind.
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1.7 Satz: Seien Q1,9 zwei nichtleere, offene, beschrinkte und disjunkte Teilmen-
gen von 2 mit stiickweise glattem Rand und Q = Q1 U Qy. Weiter sei ¢ € LP(£) so,
dafs ola, € C¥(Qy),i € {1,2}, k > 1 ist. Dann ist ¢ € WEP(Q) genau dann, wenn
o € CF=1(Q) ist.

Beweis: Es reicht den Fall £k = 1 zu betrachten. Der allgemeine Fall folgt dann

durch Induktion. Sei n die duflere Normale an €; und [¢] der Sprung von ¢ iiber
> = 01 N 0S5 in Richtung n, d.h.

[p](z) = t£%1+ oz +1tn) — tl_l)I(I)l_i_ p(t —tn) VreX.

Seien p € C§°(2) und i € {1,...d} beliebig. Dann folgt aus dem Gauf’schen Integral-

satz
e = ear - Lear
0 0z, Jo, T0m Jo, " 0x;
i
= ) P wpn;
0, 9% o9

Dip
+ P + PPN
Q, 0% 805

_ [ 9¢
—/Qé)xiwr/z[@]pm-

/E[so]pni =0 VpeCP(),ic{l,..d}.

Ist also p € W1P(Q), so folgt

Also ist [¢] = 0 f.ii. auf ¥, d.h. aber ¢ € C(Q).
Ist umgekehrt ¢ € C(Q2), so verschwindet [p] auf 3, und aus obiger Identitdt folgt
© € WHr(Q). [

1.8 Bemerkung: Gemif} Satz 1.6 (2) ist C°°(Q) dicht in W*P(Q). Fiir C5°(Q) gilt
dies aber i.a. nicht. Betrachte z.B. d = 1,Q = (0,1) und ¢(z) = z. Sei p € C3°(Q)
beliebig. Wegen ¢(0) = p(0) = p(1) = 0 folgt aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

1 =p(1) — p(1) = [¢(0) — p(0)]
1
- / () — (D)t
! / /12 1/2
{1 -
<[l = pll1-
Also kann C§°(2) nicht dicht in H'(£) sein. [
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1.9 Definition: Wg’p(Q),k > 1, ist die Vervollsténdigung von C§°(€2) bzgl.
1-lkps HE(Q) 1= W52 (92). O

1.10 Definition: Wir sagen, () hat einen Lipschitz-Rand bzw. () ist ein Lip-

schitz-Gebiet, wenn es ein N € N* und offene Mengen U, ..., Uy € R? mit folgen-

den Eigenschaften gibt:

(1) 99 CUi<i<n Uiy

(2) Fiir jedes 1 < i < N ist 92 N U; darstellbar als Graph einer Lipschitz-stetigen
Funktion.

O

1.11 Bemerkung: (1) 2 sei ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert fast tiberall auf
0f) das duflere Einheitsnormalenfeld n zu €.

(2) © habe einen stiickweise glatten Rand. Zudem gebe es zu jedem xg € 02 einen
nichttrivialen Kegel K¢ mit Basis zo und Q ¢ R\ K, (Kegelbedingung). Dann ist
Q) ein Lipschitz-Gebiet. [

1.12 Satz: (Spursatz) Seien Q ein Lipschitz-Gebiet und k € N*,1 € {0,...,
k —1}. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung ~; : WFP(Q) — LP(0Q) mit der

Eigenschaft
0! i
n(p) = g qeloa Ve e CHQ).

Beweis: R.A. Adams: Sobolev Spaces. Academic Press, 1975.

Idee: Man zeigt zunéchst, daf die Restriktionen von C§° (R%)-Funktionen auf Q dicht
sind in WW*?(€2). Dann fithrt man eine Uberdeckung von 99 wie in Definition 1.10 ein
und rechnet die Eigenschaft von ; auf den Karten 9Q N U; fiir C$°(IR%)-Funktionen
nach. [

1.13 Bemerkung: Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 1.12.
Wegen des Satzes vom abgeschlossenen Graphen ist v (W*P?(Q)) ein abgeschlossener
Unterraum von LP(0f2). Dieser wird iiblicherweise mti Wwh-l=pp (092) bezeichnet.
Fiir unsere Anwendungen sind die Félle [ = 0 und | = 1 besonders wichtig. Fiir
cine alternative Charakterisierung der Réume W* /"5 (092) analog zu Definition
1.4 (mit Q ersetzt durch 0f2) verweisen wir auf das Buch von R.A. Adams. [

1.14 Satz: W[P(Q) = {o € WFP(Q) 1 y(p) =0V0 <1 < k —1}.
Beweis: R.A. Adams; loc. cit.

Idee: Da die v; stetig sind, ist ﬂ kerv; ein abgeschlossener Unterraum von
0<I<k—1
WHP(Q), der C3°(Q) enthilt. Hieraus folgt mit Definition 1.9 die Behauptung. [



1.15 Satz: (Friedrich’sche Ungleichung) ||.||r, und |.|x, sind dquivalente Nor-
men auf Wg’p(Q).

Beweis: Offensichtlich gilt ||k, < [|¢|lkp fiir alle o € WEP(Q).

Fiir die umgekehrte Abschétzung wihle R € R}, so daB Q@ C By|_(0, R). Dabei
bezeichnet |.|so die Maximum-Norm auf R?. Sei & € N mit |a] = k — 1 und ¢ €
C5°(2), ¢ := D%p. Dann ist ¥ € Cg°(2). Wegen Q C By |_ (0, R) folgt fiir beliebiges
x €  mit der Holder’schen Ungleichung

= [ )|
4 - _Raxl Y,T2,...,Tq)ay

R
0
§(2R>p_1/R a—i(y7x27"'7xd)

p

dy.

Integration tiber € liefert
wazp(g) = [ [(x)?
Q
</ PP
B|.|..(0,R)
<(2R)"™ 1/ / ‘ (y, z2, ..., Tq) pdyda:
B (0 R) Oy

:QRp/ v
2 B|.|oo (0,R) 8x1

~err| gl

Summation iiber alle Multiindizes o € N% mit |a| < k — 1 ergibt

Lr(Q)

|g0|i—l7p S Ck_1|gplllz,p

mit
(ke d—2)!
-1 = GRS

Hieraus folgt

k—1
k,p :|90’Z,p + Z ’('O‘f,p
1=0

§|80|Z7p + Z C ’(p|%3—|—17p
§{1 4 Cp_q1 + Cp—1Cl—o + ... + ck_l...clco}|g0|g’p.
Hieraus folgt die Behauptung, da Cg°(Q) dicht ist in W} (Q). [

6



1.16 Bemerkung: Aus Satz 1.15 folgt ||¢|/xp < cx(Q)]p|x., fiir alle o € WiP(Q).
Die Konstante ¢ (£2) hangt nur von k£ und dem Durchmesser von €2 ab. Eine analoge
Abschatzung gilt fiir alle Funktionen, die auf einem Teil des Randes verschwinden,
der positives (d — 1)-dimensionales Maf hat. [

1.17 Definition: Seien (X, ||.||x) und (Y, ||.||y) zwei normierte Vektorrédume.

(1) Eine lineare Abbildung A : X — Y heiBt kompakt, wenn das Bild A(Bx (0;1))
der abgeschlossenen X-Einheitskugel in Y kompakt ist.

(2) X ist stetig eingebettet in Y, kurz X — Y, wenn X C Y und die kanonische
Injektion 7 : X — Y stetig ist.

(3) X ist kompakt eingebettet in Y, kurz X <> Y, wenn X C Y und die kanoni-
sche Injektion 7 : X — Y kompakt ist.

O

1.18 Bemerkung: (1) Gilt X — Y, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit ||¢|ly <
cllol||x fir alle p € X.

(2) Aus X <5V folgt X — Y.

(3) Ist X <> Y und (¢n)nen C X eine beschriinkte Folge, so besitzt (¢, )nen eine in
Y konvergente Teilfolge. [

Beweis: ad (1): Folgt aus der Definition der Stetigkeit fiir lineare Operatoren.
ad (2): Sei A: X — Y ein kompakter linearer Operator. Dann ist n.V. A(Bx(0;1))
kompakt und somit insbesondere beschréankt. Also gibt es ein ¢ > 0 mit [|Ap|ly < C
fir alle ¢ € X mit [|¢]|x < 1. Also ist A stetig.

ad (3): (i(¢n))nen C Y ist in der kompakten Menge i(Bj |, (0; R)) mit R :

max ||¢,||x enthalten.
neN

il

1.19 Satz: (Sobolev’scher Einbettungssatz) (1) Seip < d. Dann gilt WkP(Q)
— Wk=La(Q) fiir alle q € [1, %] und WFP(Q) < WHL9(Q) fir alle q € [1, dp—i).
(2) Seip=d. Dann gilt W*P(Q) < WF=19(Q) fir alle ¢ € [1,00).

(3) Sei k> 4. Dann gilt W*P(Q) < C(Q) fiir alle 1l € N mit 0 <1<k — <.

Beweis: R.A. Adams; loc cit. O

1.20 Bemerkung: (1) Sei d =2, p =2 und Q = B(0; 3). Dann zeigt Beispiel 1.5
(3), daBl die Schranke an ¢ in Satz 1.19 (2) scharf ist.

(2) Sei d > 3, p=2 und Q = B(0; 3). Dann zeigt Beispiel 1.5 (2), daB die Schranke
an ¢ in Satz 1.19 (1) scharf ist.

(3) Sei p =2 und d = 2. Dann ist H'(Q) <> LI(Q) fiir jedes ¢ € [1,00).

(4) Sei p =2 und d = 3. Dann ist H'(Q) <> L(Q) fiir jedes ¢ € [1,6) und H(Q) —
L5(Q).

(5) Sei p=2und d € {2,3}. Dann ist H?(Q) — C%(Q). Fiir H*(Q)-Funktionen sind
Punktwerte dagegen nicht definiert. O



1.21 Satz: (Poincaré’sche Ungleichung) |.|; und ||.||1 sind dquivalente Normen
auf Vi={p € H'(Q) : [, =0}
Beweis: Wie im Beweis von Satz 1.15 miissen wir nur zeigen, daf} es eine Konstante
C > 0 gibt mit

el < Cleh VoeV. (4)

Wir nehmen an, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine Folge

((Pn)neN C V mit
lpnli =1  VneN (5)

und
Tim [p]s = 0. (©)

Wegen Satz 1.19 und Bem. 1.18 (3) gibt es eine Teilfolge (¢n, )ken von (¢p)nen und
eine Funktion ¢ € L?(Q) mit

gmH%w—Mb=0
—00

Wegen (6) konvergiert (¢, )xen sogar in H(Q). Mithin ist ¢ € H'(Q2) und |¢|; = 0.
Daher ist ¢ konstant. Da V' ein abgeschlossener Unterraum von H!(Q) ist, gilt aber
Jo @ =0. Also ist ¢ = 0 im Widerspruch zu (5). H

1.22 Bemerkung: (1) Satz 1.21 kann fiir H!(Q) nicht gelten, da die rechte Seite
von (4) fiir die konstante Funktion ¢ = 1 verschwindet.
(2) Der Beweis von Satz 1.21 ist nicht konstruktiv. Mit anderen Techniken kann man

zeigen, daf} die Konstante C' in (4) proportional zum Durchmesser d := sup |z — y|
z,yEe

von {2 ist. Ist insbesondere €2 konvex, ergibt sich C' < %.
(3) Analoge Aussagen zu Satz 1.21 gelten fiir die Rdume {¢ € WhP(Q) : [, ¢ = 0}
mit p € (1, 00). [

2. Abstrakte Variationsprobleme

In diesem Paragraphen erinnern wir an die abstrakten Ergebnisse des § I1.5 der
Vorlesung ”Numerische Behandlung von Differentialgleichungen I”. Wegen ihrer Be-
deutung fiir das Folgende fithren wir diese Ergebnisse und ihre Beweise nochmals
auf.

2.1 Satz: (Lax-Milgram) Seien (X, ||.||x) ein Banach Raum, | € L(X,R) ein
stetiges lineares Funktional und a € L*(X,R) eine stetige Bilinearform. Zusitzlich
set a symmetrisch, d.h.

a(u,v) = a(v,u) Yu,v € X,
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und koerziv, d.h., es gibt ein o > 0 mit
a(u,u) > allullk Yu € X.
Dann besitzt das Funktional J € C?(X,R) mit

1
J(u) = §a(u,u) —l(u) (1)
ein eindeutiges Minimum u* in X. Dieses ist die eindeutige Losung von
a(u*,v) =1l(v) YveX. (2)

Beweis: 1. Schritt: Offensichtlich ist J € C?(X,IR) mit
DJ(u)v = a(u,v) —l(v) Yu,v e X.
Also ist jeder kritische Punkt von J eine Losung von (2).
2. Schritt: Seien uj,us € X zwei Losungen von (2). Dann folgt
a(up —ug,v) =0 YveX
und
alluy —ug||% < aluy — ug, uy — ug) = 0.

Also besitzt (2) hochstens eine Losung.
3. Schritt: Fiir alle u € X gilt

«
J(u) > §HUH§< — Ul zx.m) llull x
« 1
> Tlulk = I exm

1
> ——||1)|? .
> U2 xm)
Also ist J nach unten beschrankt. Sei

p:= inf J(u) € R

ueX
und (up)nen eine Minimalfolge, d.h.
p= lim J(uy,).

Dann folgt fir n,m € N

o|tn — Um||% < a(tn — U, Un — Up)

= 8027 (un) + 5T (w) — T3 (4 )}

2
1 1
< Z — _
< 8{ 5 (un) + 5 (m) = 0}
— 0.

Also ist (up)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein u* € X mit

J(u*) = p.
Also besitzt J mindestens ein Minimum. Zusammen mit den Schritten 1 und 2 folgt
hieraus die Behauptung. O



2.2 Satz: Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1. Setze zur
Abkiirzung

A= llallz2(x,w)-
Sei Xy, C X ein endlich dimensionaler Unterraum von X. Bezeichne mit u € X und
up € Xy das eindeutige Minimum von J in X bzw. Xp. Dann gilt

lu—up||lx < — inf |Ju—wvplx.
vREXH

Sei zusdtzlich H ein Hilbert Raum mit Skalarprodukt (.,.)g und Norm ||.||g derart,
daff X — H und bzgl. ||.|g dicht ist in H. Fir jedes ¢ € H bezeichne u, € X die
eindeutige Losung von

a(v,uy) = (p,v)g Yo e X. (3)

Dann gilt

lu —upllagr < Allu—up||x sup inf |Ju, —vnllx.
POSERA

Beweis: Wegen Satz 2.1 besitzt J ein eindeutiges Minimum wu; in Xj,. Dieses ist
eindeutig charakterisiert durch

a(up,vp) = l(vy) Yup € Xp,. (4)
Aus (2) und (4) folgt
a(u —up,vp) =0 Vo, € Xp,. (5)
Hieraus ergibt sich fiir jedes v, € X,
allu —up |3 < alu —up,u—up)
= a(u — up,u —vp) + alu — up, vy — up)
= a(u — up,u — vp)
< Allu — unllx|lu — vnllx-
Da vy, beliebig war, folgt hieraus die erste Fehlerabschéatzung.
Wegen X C H definiert jedes ¢ € H durch
v ()

ein stetiges lineares Funktional auf X. Wegen Satz 2.1 besitzt somit (3) eine eindeutige
Losung u, € X. Aus (3) und (5) folgt fiir beliebiges ¢ € H und beliebiges v;, € X},

(U — Uh, SO)H :a(u — Uh, USD)
=a(u — up, Uy — Vp)

<Alju — up||x|luy — vnllx-

Da
lu—upllp = sup (u—un,)n
weH
lell =1
ist, folgt hieraus die zweite Fehlerabschatzung. O
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2.3 Bemerkung: Der erste Teil von Satz 2.2 ist bekannt unter dem Namen ”Cea
- Lemma”; der zweite firmiert unter dem Namen ”Dualitatsargument von Aubin -

Nitsche”. 0

Die Voraussetzungen der Satze 2.1 und 2.2 sind insbesondere fiir Konvektions-
Diffusions Gleichungen, die wir in den néachsten Paragraphen betrachten werden, zu
restriktiv. Daher schwachen wir sie in den folgenden beiden Satzen entsprechend ab.

2.4 Satz: Seien (X, ||.|x) und (Y,|.|ly) Banach Riume mit X <>Y und ag,a; €
L?(X,R) zwei stetige Bilinearformen. Die Bilinearform ag sei symmetrisch und ko-
erziv. Fiir die Bilinearform a; gebe es eine Konstante A € R’ mit

ar(u, ) < Allulxlloly Va0 € X. (©)
Sei a:=ag+ a1 € L2(X,R), d.h.
a(u,v) := ap(u,v) + a1 (u,v) Vu,v € X.

Fir alle w € X\{0} gelte schlieflich

a(u,u) > 0. (7)
Dann besitzen die Probleme
a(u,v) =1(v) YweX (8)
und
a(v,u) =1lv) YveX 9)

fiir jedes stetige lineare Funktional | € L(X,R) jeweils eine eindeutige Lisung.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung nur fiir Problem (8). Der Beweis fiir das andere
Problem ist vollig analog. Sei [ € £(X,R) beliebig. Wegen Satz 2.1 gibt es genau ein
u; € X mit

ap(ug,v) =1l(v) Yo e X.

Dann ist (8) dquivalent zu
ap(u,v) + a1 (u,v) = ag(ug,v) Vo € X.
Wiederum wegen Satz 2.1 gibt es zu jedem w € X ein eindeutiges u,, € X mit
ap(Uw,v) = a1(w,v) Yve X.

Die Zuordnung w — wu,, definiert eine lineare Abbildung K € L£(X, X), und (8) ist
damit aquivalent zu

(Id+ K)u = u. (10)
Wegen X <5 Y und (6) ist K kompakt. Daher erfiillt Id+ K die Fredholm Alternative:
Entweder besitzt (10) fiir jede rechte Seite eine eindeutige Losung oder das zugehorige
homogene Problem besitzt eine nichttriviale Losung u # 0. Wegen (7) besitzt (8) mit
[ = 0 und damit (10) mit u; = 0 aber nur die triviale Losung. [
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2.5 Satz: Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 2.4. Zusatzlich

set Xy C X ein endlich dimensionaler Unterraum. Dann besitzt das Problem
a(up,vy) = l(vy) Vo € Xy (11)

fir jedes | € L(X,R) eine eindeutige Lésung up, € Xp. Die Bilinearform a sei
zusdtzlich koerziv, d.h. es gibt ein 3> 0 mit a(u,u) > B||ul% Yu € X. Dann gilt fiir
die eindeutigen Lésungen u und uy, der Probleme (8) und (11) die Fehlerabschditzung

A
lu—unllx < = inf [lu—uslx. (12)
v €Xp

Dabei ist A := |la||z2(x r)- Seien schlieflich H, und u, wie in Satz 2.2. Dann gilt
die Fehlerabschdatzung

lu—upllm < Allu —up|x sup  inf Jluy — upl|x. (13)
1z M EXn

Beweis: Die eindeutige Losbarkeit von (11) folgt aus Satz 2.4. Die Fehlerabschatzung
(12) folgt wie im Beweis von Satz 2.2. Man beachte, dafl wir dort nur die zu (8) und
(11) analogen Eigenschaften (2) und (4) ausgenutzt haben. Wegen X «— H definiert
jedes ¢ € H durch v — (p,v)y ein stetiges lineares Funktional auf X. Daher folgt
die Existenz und Eindeutigkeit von u,, aus Satz 2.4. Die Fehlerabschatzung (13) folgt
dann wie im Beweis von Satz 2.2. [

3. Schwache Losungen

Im folgenden ist Q ¢ R?, d > 2 eine offene beschrinkte Menge mit Lipschitz-Rand
I' := 909 und aduflerem Einheitsnormalenfeld n. Wir betrachten skalare, lineare, ellip-
tische Differentialgleichungen 2. Ordnung. Thre allgemeine Form lautet (vgl. § II1.1
der Vorlesung ”Numerische Behandlung von Differentialgleichungen 1)

d

0 0 0
- Y g ug) +Deg rau=sina W

1<i,j<d ] !

(a1,...,aq) € CYQ,R?Y) und A =

Dabei ist f € L3(Q), a € C(Q,Ry), a =
ji(x) fir alle x € 2,1 <4,j < dund

(Az‘j)lgi,jgd S Cl(Q,IRdXd) mit Aij(x) =

T
. .. 2 A(x)z
Ao := inf inf A
z€Q zcR4 zTZ

> 0. (2)

12



Spater werden wir die Glattheitsbedingungen an die Koeffizienten «,a und A ab-
schwachen. Zur Vereinfachung der Notation sprechen wir im folgenden von
- einer Konvektions-Diffusionsgleichung, wenn «,a und A beliebig sind,

einer Reaktions-Diffusionsgleichung, wenn a = 0 ist,
einer Membrangleichung, wenn o« = 0 und a = 0 ist,

einer Poisson Gleichung, wenn o =0, a =0 und A = [ ist.

Die partielle Differentialgleichung (1) mufl mit Randbedingungen versehen werden.
Wir betrachten drei Typen von Randbedingungen

- (homogene) Dirichlet Randbedingungen: v = 0 auf T,

- (inhomogene) Neumann Randbedingungen: n” AVu = g auf T,

- gemischte Dirichlet-Neumann Randbedingungen: v = 0 auf I'p und

nT AVu = g auf T'y.

Dabei ist g € L*(T'), TpNTxy = P und ' = T'p UTN. Wir werden bei gemischten
Randbedingungen stets fordern, dafl I'p ein positives (d — 1)-dimensionales Maf} hat.
Die Beschrankung auf homogene Dirichlet Randdaten ist nicht wesentlich, vereinfacht
aber die Darstellung.

Sei nun u € C?(2) eine Losung von (1) mit homogenen Dirichlet Randbedingun-
gen und v € C§°(£2). Multiplikation von (1) mit v , Integration iiber € und Anwenden
des Gauf’schen Integralsatzes liefert

/fv—— Z /i<A~%>v+§:/a-%v+/auv
Q N anl Z]al’j i1 Q Zaxi Q

1<i,j<d
d
ou 0 B
0 N Y P P
(Sigeado 0T 0 i Jo Om Q

:/ {Vu" AVv + a - Vuv + auv}.
0
Da C§°(€) dicht ist in H(Q) folgt, dal u € H}(Q) die Gleichung

/Q{VuTAVv+a-Vuv} :/va (4)

fiir alle v € H(Q) erfiillt. Umgekehrt folgt aus (3), da eine Losung von (4) die
Differentialgleichung (1) erfiillt, sofern sie hinreichend glatt, d.h. in C?(Q2) ist. In
diesem Sinne ist (4) zur Konvektions-Diffusionsgleichung (1) mit homogenen Dirichlet
Randbedingungen aquivalent.

Betrachten wir in obigem Argument Funktionen v € C'*°(2), so treten in (3)
zusatzlich Randterme — fr nT AVuv auf. Erfiillt v Neumann Randbedingungen, so

—/nTAVuv: —/gv.
r r
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Wir werden daher in diesem Fall (4) durch den zusétzlichen Term [.gv auf der
rechten Seite modifizieren. Diese Uberlegungen fithren auf folgende Definition.

3.1 Definition: (1) u € H () heilt schwache Losung der Konvektions-Diffu-
sions Gleichung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen, wenn fiir alle v € H}(Q)
gilt
/ {Vu"AVv +a- Vuww + auv} = / fu.
Q Q

(2) u € HL(Q) := {¢ € HY(Q) : ¢ = 0 auf I'p} heiBt schwache Losung der
Konvektions-Diffusions Gleichung mit gemischten Randbedingungen, wenn fiir alle
v e HLH(Q) gilt

/{VUTAVv+a-Vuv+auv}:/fv—I—/ gu.
Q Q r

N

(3) u € H'(Q) heiBt schwache Lésung der Konvektions-Diffusions Gleichung mit
Neumann Randbedingungen, wenn fiir alle v € H' () gilt

/{VUTAVv+a-Vuv+auv}:/fv+/gv.
Q Q r
[

3.2 Bemerkung: (1) Jede klassische Lésung von (1) ist auch eine schwache Losung,.
Jede schwache Losung, die zweimal stetig differenzierbar ist, ist eine klassische Losung
von (1).

(2) Fiir schwache Losungen bendtigen wir fiir die Koeffizienten nur die Regularitéts-
voraussetzungen o € L>®(Q), > 0,a € L>(Q,R?%), A € L>®°(Q, R™%).

(3) Bei inhomogenen Dirichlet Randbedingungen v = up auf I' bzw. I'p muf} in
Definition 3.1 die Bedingung u € H}(Q) bzw. u € H5(Q) durch u € up + Hj ()
bzw. u € up + H}(Q) ersetzt werden. [

3.3 Satz: (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir schwache Losungen)

(1) Ist —%diva—{—a > 0, so besitzt die Konvektions-Diffusionsgleichung mit homogenen
Dirichlet- Randbedingungen eine eindeutige schwache Losung.

(2) Ist —%diva +a>0unda-n>0 auf 'y, so besitzt die Konvektions-Diffusions
Gleichung mit gemischten Randbedingungen eine eindeutige schwache Losung.

(3) Ist « > ag > 0, —%diva +a>0unda-n>0 aufI', so besitzt die Konvektions-
Diffusions Gleichung mit Neumann Randbedingungen eine eindeutig schwache Lo-
sung.

(4) Ist a =0, —%diva >0 unda-n>0 auf T sowie [, f+ [rg=0, so besitzt die
Konvektions-Diffusions Gleichung mit Neumann Randbedingungen eine eindeutige

schwache Lésung u mat fQ u=0.
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Beweis: Wir wenden jeweils Satz 2.4 an.
ad (1): Setze
X -=H&<Q>

Y :=L*(Q

- fr

ag(u,v) ::/ {VUTAVU + auv},
Q

aq (u,v) ::/ a- Vuv.
Q

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt

L@)] <[l fllollvllo < I lollvllx,
|ao(u, v)| <[|A| Lo |ul[v]y + [l Lo [[ullof|v]lo
< max{||Al| <, laf| e }Hul1][v]l1,

a1 (u, v)| <[lal[ze<luli][v]lo < llallze [[ull1][v]lo-

Wegen o > 0 und (2) ist
ao(u,u) :/ {VuTAVu + au®}
Q

2)\0/ Vul'Vu
Q
=Xo|ul}.

Wegen der Friedrich’schen Ungleichung, Satz 1.15, ist also ag koerziv. Aus dem
Gauf}’schen Integralsatz und (2) folgt schliefSlich

a(u,u) :/Q{VuTAVu%—a - Vuu + au’}
>Nolul3 + /Q{a - Vuu + au’}
=Xolulf + /Q{%a -V (u?) + an®}
:/\0|uﬁ+/g{—%diva+a}u2.

Also ist wegen —%diva + a > 0 auch a koerziv.
ad (2): In diesem Fall ist

X :=H}H(Q),

/fv+/FNgv



Die anderen Groflen dndern sich nicht. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
und dem Spursatz, Satz 1.12, folgt

[L@)] <[ fllollvllo + llgllz2wmllvll2ra)
<{IIfllo + cllglizz) vl

so daf} [ stetig ist. Die Koerzivitat von ag bleibt wegen Bem. 1.16 erhalten. Bei der
Anwendung des Gauf’schen Integralsatzes in der Abschétzung von a(u,w) tritt der
zusatzliche Randterm fFN n - au? auf. Wegen n - a > 0 auf I'y ist er nicht negativ,
und die Koerzivitat von a bleibt erhalten.

ad (3): Nun ist X = H(Q). Die anderen Gréfien sind wie in (2) mit T an Stelle von
I'n. Wegen a > ap > 0 erhalten wir

ao(u, ) >Xoluli + aollullg

> min{Xo, ao }|Jull}

und somit die Koerzivitat von ag. Die anderen Abschiatzungen adndern sich nicht,
insbesondere gilt a(u,u) > 0 fir alle u € X.
ad (4): Alle Groflen sind wie in (3). Wegen « = 0 erhalten wir

ao(u, u) > Xolul3.

Hieraus und aus der Poincaré’schen Ungleichung, Satz 1.21, folgt die Koerzivitat von
ap auf V := {p € H'(Q) : [, = 0}. Die Abschétzung a(u,u) > 0 fiir alle v € X
bleibt giiltig, ebenso die Stetigkeit von agp und a;. Lediglich bei der Stetigkeit von [
ist Sorgfalt geboten. Da V = H(2) /IR ist, muB fiir die Stetigkeit von [ die Inklusion
IR C kerl gelten. Dies ist aber wegen [, f + [ g = 0 der Fall. O

3.4 Bemerkung: (1) Im Fall der Reaktions-Diffusions Gleichung, d.h. a = 0,
reduzieren sich die Voraussetzung von Satz 3.3 auf a > o > 0 bei Teil (3) und auf
a=0, [of+ [rg=0Dbei Teil (4).

(2) Gelegentlich treten auch sog. Robin Randbedingungen der Form fu +n’ AVu =
gr auf I'g C T auf. In diesem Fall muf} [ duch fFR grv und ag durch fFR Buv erginzt
werden. Die Koerzivitat von ag bleibt erhalten, wenn entweder 8 > 0 und I'p # ()
oder 3 > By > 0 ist. O

Das folgende Beispiel, das wir schon in § III.1 der Vorlesung ”Numerische Be-
handlung von Differentialgleichungen I” kennengelernt haben, zeigt, dafl wir eine
Regularititsaussage der Form u € H? fiir schwache Losungen nur unter zusétzlichen

Annahmen an den Rand I" erwarten konnen.
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3.5 Beispiel: Sei 0 < a < 27 und (), das Kreissegment
Qn :={zeR?*:2=(rcosp,rsinp),0 <r<1,0<¢<al.

Definiere die Funktion v : , — IR durch

v(z) == r™° sin(zgo) x = (rcosp,rsiny).
a

Dann gilt fiir jedes z € Q)

_12 ov 1821)_

Av() = =2 4 280 g,
v(z) r@r(rar)+r28902 0

Sei w € C§°(R?, R) mit

2 1
supp w C B(0, g) und w =1 auf B(0, g)

Definiere
u:=wv , f:=A[(1—-w)v].
Dann gilt
—Au=f in €,
u=0 auf 0€,.

Offensichtlich ist (1 — w)v € C®(IR?* R) und somit f € C*(Q,). Ebenso ist u €
C* (). Wegen u = v in B(0, ) gilt aber

u ¢ C®(Qy).
Wie man leicht nachrechnet gilt
ueCFQ,) <= 0<a<

k>1

und

DkueLQ(Qa)@)O<a<% k> 2.

Wir konnen also bei gegebenem « i.a. keine Abschétzung der Form
HuHckJrz(ﬁa) < CkaHck(ﬁa)

oder
[u-H*2(Q0) < Gl f Il

erwarten, wie sie fiir gewohnliche Differentialgleichungen gelten wiirde. [

17



3.6 Satz: (Regularititssatz) Sei I' eine Ct-Mannigfaltigkeit oder Q konvex und
f € L?(Q). Bei gemischten oder Neumann Randbedingungen gebe es eine Funk-
tion ug in H?(Q) mit g = yo(ug) = uglry. Dann gilt fir die schwache Lisung
u der Konvektions-Diffusions Gleichung mit homogenen Dirichlet oder gemischten
oder Neumann Randbedingungen die Regularititsaussage u € H?(Q) und die a priori
Abschatzung

lulle < e{1£llo + lugllz).

Die Konstante ¢ hangt nur von Q und den Koeffizienten o, a und A ab.

Beweis: J. Necas: Les Méthodes directes en théorie des Equations Elliptiques. Masson,
1967 oder D. Gilbarg, N.S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order. Springer, 1983. [

4. Eindimensionale lineare Elemente

Zur Motivation erinnern wir in diesem Paragraphen kurz an die Ergebnisse von § I1.5
der Vorlesung ” Numerische Behandlung von Differentialgleichungen I”. Dort haben
wir Finite Element Methoden fiir die eindimensionale Konvektions-Reaktions Glei-
chung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen auf Q := (0, 1) kennengelernt. Im

Rahmen von § 2 ist
X :Hé((()? 1))7

1) = | o
a(u,v) :/Ol{Au"U' + auv}.

Sei Tp, :={1; : 0 < j <n} mit [ ;= [zj,2j41] und 0 = 29 < 1 < ... < Tp41 = 1 eine
Unterteilung von [0, 1] in n + 1 Teilintervalle. Setze

hj2:$j+1—£lﬁj ,0§j§n
und
h := max h;.
0<ji<n

Im Rahmen von Satz 2.1 setzen wir
Xy =510 = {p e C(10,1]) : pls, € P1 V0 < j < n,(0) = p(1) = 0}

Eine Basis von X}, ist gegeben durch die Funktionen vy, ..., v, mit

0 fir v <x;—1 oder x > x;41,
T—T;_1 o ) )

/U,L(x) = hi_1 fiir Ti1 <x < L,
Tij41—T

> fir z; <z <xiq1.
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Das diskrete Problem

a(up,vp) = l(vp) Yup, € Xy,
ist dann dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem im IR™ mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Tridiagonalmatrix.

Aus Satz 2.1 folgt, dal der Fehler u — uj, zwischen der schwachen Losung u und
der Finite Element Losung u, durch den Approximationsfehler
inf |Ju— o1
vp €EXp

kontrolliert wird. In Satz I1.5.14 der Vorlesung ” Numerische Behandlung von Diffe-
rentialgleichungen I” haben wir gezeigt, daf3
inf |lu—woplli <V2 inf |u—owvnli < V2h|ul (1)
v EXp vhEXH

ist. Mit Satz 2.1 folgt hieraus sofort die Fehlerabschatzung
lw — upllo + hlu — up|y < ch?|uls

fiir die schwache Losung v und ihre Finite Element Approximation uy. Der Beweis von
(1) beruhte auf der Friedrich’schen Ungleichung angewandt auf den Interpolations-
fehler u — Ipu. Dabei ist Iu € X}, bestimmt durch die Interpolationsbedingungen

Ihyu(z;) = u(x;) VO<i<n-+1.

Fassen wir noch einmal die wesentlichen Schritte zusammen:

(1) Konstruktion einer Unterteilung 7 von {2 in einfache Teilgebiete.

(2) Konstruktion eines Finite Elemente Raumes X, der aus ”einfachen” Funktionen
auf den Teilgebieten in 7}, besteht.

(3) Konstruktion einer Basis von X}, die auf Funktionen mit mdoglichst kleinem
Trager besteht.

(4) Abschétzung des Interpolationsfehlers.

5. Bilineare Rechteckselemente

Im folgenden bezeichnet Q ¢ IR? ein zusammenhingendes Polygon mit achsenparal-
lelen Kanten. Wir betrachten zunachst die Reaktion-Diffusions Gleichung mit homo-
genen Dirichlet Randbedingungen. Im Rahmen von § 2 ist gemafl § 3

X =HY(Q)

[(v) :/va

a(u,v) :/ {Vu" AVv + auv}.
Q
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Sei 7, = {K; : 1 <i < my} eine Zerlegung von € in achsenparallele Rechtecke, so
dafl je zwei Rechtecke entweder disjunkt sind oder einen Eckpunkt oder eine Kante
gemeinsam haben (Zulassigkeit). Fiir K € 7), bezeichnet hy die ldngste Kante.
Setze

h:= max hg.
KGTh

Die Eckpunkte der Rechtecke bezeichnen wir mit Np; N, o sind die Eckpunkte im
Innern von Q. Wir numerieren zunéchst die Punkte in N, o von 1 bis ny, und an-
schlieflend die Punkte in N3 \N; q, die alle auf dem Rand T' liegen, von ny + 1 bis
Np.

Sei @ := span{l, z1,x2,x122} der Raum aller Polynome in zwei Variablen, die
in jeder Variablen hochstens den Grad 1 haben. Im Rahmen von Satz 2.1 setzen wir

X ={peC):¢lxk €Q1 VK €T,¢o=0aufl}.
Man tiberlegt sich leicht, daf} fiir jedes achsenparallele Rechteck K und jedes Poly-
nom p € ()1 das Polynom eindeutig bestimmt wird durch seine Werte in den vier
Eckpunkten von K. Da die Einschrinkung von p auf eine beliebige Kante von K ein
lineares Polynom einer Veranderlichen ist, folgt aulerdem, daf fiir je zwei achsenpar-
allele Rechtecke K1, K5, die eine Kante E' gemeinsam haben, und je zwei Polynome

p1,p2 € Q1 die Funktion

L P1 auf K 1
L P2 auf K 2
genau dann stetig ist, wenn p; und ps in den Eckpunkten von F iibereinstimmen.
Daher sind die Funktionen in X}, eindeutig bestimmt durch ihre Werte in den Punkten
von N, . Insbesondere ist dim X, = ny,.

Wir wollen nun eine Basis fiir X}, konstruieren. Sei dazu zp € Nj o beliebig.

Definiere zwei Funktionen einer Veranderlichen wie in § 4 durch

0 falls 1 < 291 — hw oder 21 > 201 + h,
r1—20,1+h

O (1) 1= % falls 20,1 —hw < @1 < 20,1,
%j—ml falls zo1 <1 < 201 +hE

und

0 falls x9 < 20,2 — hs oder 3 > 20,2 + hn,
xo—2z0,2+h

Voo (22) = — s falls 200 —hs <@y < 209,

zo,2+hN—x2

BN falls 20,2 < T2 < 20,2 + hN.

Dabei bezeichnen hg, hyw, hy, hs die Langen der Kanten, die von zy in die vier
Himmelsrichtungen ausgehen. Offensichtlich sind die Funktionen ¢, und 1., stetig
und stiickweise linear. Daher ist

Vzo (71, T2) 1= P20 (T1)2, (72) € X
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und

Xy, =span{v, : 2 € N q}.

Man beachte, dafl der Triger von v, genau aus den vier Rechtecken besteht, die den

Knoten z gemeinsam haben.

Jedes up € X}, 1afit sich eindeutig darstellen als

Up = E HzVUz,

ZE./\/'hyg

und es ist
pr =up(z)  Vz€Npa.

Dabher ist das diskrete Problem
a(up,vp) = l(vp) Yo, € Xy, (1)

aquivalent zu einem linearen Gleichungssystem mit nj, Gleichungen und Unbekann-
ten. Die Unbekannten sind genau die Werte von uy in den Gitterpunkten. Die Matrix
des LGS heifit (System-) Steifigkeitsmatrix. Wegen der Symmetrie von a ist die
Steifigkeitsmatrix symmetrisch. Wegen der Koerzivitit von a ist die Steifigkeitsmatrix
positiv definit. Da die Trager der Basisfunktionen v, aus jeweils vier Rechtecken
bestehen, hat die Steifigkeitsmatrix hochstens 9 von Null verschiedene Eintrage pro
Zeile, d.h., sie ist diinn besetzt.

Da die Unbekannten des zu (1) dquivalenten LGS die Werte von wuy in den Git-
terpunkten sind, kann man (1) auch als ein Differenzenverfahren interpretieren. Dies
gibt dann auch einen Einblick in die Struktur der Steifigkeitsmatrix. Wir betrachten
hierzu den einfachsten Spezialfall der Poisson Gleichung auf einem dquidistanten Git-
ter, d.h., « = 0, A = I und alle Kanten haben die Lénge h. Fiir jedes p € )1 sind die
partiellen Ableitungen ;—fl und 88—;; offensichtlich lineare Funktionen allein der Vari-
ablen zo bzw. x1. Daher ist fiir alle up,v, € X} der Ausdruck Vusvh stickweise
von der Form ag(x1) + f(x2) mit o, f € R und ¢, 9 € IPy. Da die eindimensionale
Simpson Regel die Ordnung 3 hat, folgt aus dem Satz von Fubini, daf ein Ausdruck
der Form [ K Vul'Vuy, durch die zweidimensionale Simpsonregel

2

2 . .

hihs 1 J

~ > > iy —hy, ’p,
/KSO 36 izojzoo"”<z1+2 L2ty 2)

mit
Qp,0 = Q2 = Q0 = Qg2 = 1,

Qo1 =10 =021 =12 =4,

o111 = 16
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exakt integriert wird (vgl. Bsp. I1.1.3 (3) der Vorlesung ” Einfithrung in die Numerik”).
Hierbei ist K ein achsenparalleles Rechteck mit Kantenlangen h; und hs und unterer
linker Ecke z. Seien p € Q1 und p,, , := p(z1 + ph1, 22 +vha), p,v € {0, 1}, die Werte
von p in den Eckpunkten von K. Dann sind die Werte von Vp in den Eckpunkten
von K gegeben durch

<h%[l71,1 —p0,1]> (;%1[2?1,1 —po,1]>
;%2[]90,1 — Po,0] h%[pm — P10

< %[pl,o — Po,o] ) ( %[Pl,o — po,0] > '
h—2[p0,1 — Po,0] h—Q[pm — P10
Die Werte in den restlichen Knoten obiger Quadraturformel ergeben sich durch lineare

Interpolation. Wenden wir diese Uberlegungen auf fQ Vusvz fur alle z € MV}, o an,
so erhalten wir fiir eine Unterteilung in Quadrate, d.h. h; = he = h,

1 1
/ VIV, = 3OS0 Bijun(er +ih, 2 + jh)
Q

i=—1j=—1
mit 9
Bo,0 = 3

By = —é () % (0,0).

Dies liefert die gewiinschte Darstellung der linken Seite von (1) als Differenzenver-
fahren.

Sei nun u € H}(Q) die eindeutige schwache Losung der Reaktions-Diffusions
Gleichung und uj,, € X} die eindeutige Losung von (1). Geméf Satz 2.1 kann der

Fehler |u — up|; durch den Approximationsfehler inf |u—wvy|; abgeschétzt werden.
vheEXh
Um diesen Approximationsfehler zu kontrollieren, betrachten wir wie in § 4 einen

geeigneten Interpolationsoperator I, : C(Q) — Xj. Dieser ist definiert durch
Inu € X, und (Inu)(2) =u(z) Vze N,

oder aquivalent

Iy = Z u(2)v,.

ZGN}L’Q

5.1 Satz: Fiir alle v e H} () N H2(Q) gilt die Interpolationsfehlerabschitzung

h
lv — Ihv|p < —=|vl2.

V3
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Beweis: Sei zunéchst h > 0 und i : C([0, h],IR) — IP; der lineare Interpolationso-
perator in den Punkten 0 und h. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung und partieller Integration erhalten wir fiir alle ¢ € C?(]0, h],IR) und alle
teR

und
h
o) =oh) ~ [ #(5)ds
t h
— o) — (h— 1) (1) - /h (h — 5)"(s)ds.
Multiplikation der ersten Gleichung mit 2t und der zweiten Gleichung mit & und

anschliefende Addition der resultierenden Glemhungen liefert

ot h
o) =inp(t) + "5 [ sds— 1 [ sy 2

B t h
—ing(t) ~ "5 [ s eas = ¢ [ (= s) (o) Q

Sei nun v € C§°(N2) und K ein achsenparalleles Rechteck mit Kantenldngen hy und
ho. Durch Translation des Koordinatensystems konnen wir erreichen, dafl o.E. K =
[0, h1] x [0, hs] ist. Anwenden der Gleichung (3) auf die Variable x liefert fiir alle
(z,y) € K

hy—x [ 0 x (M 0
. ds — 2 [ (hy —s) 2 ds.
) 5902 v(s,y)ds I (h1 — s)=—=v(s,y)ds

v(z,y) = (inv(.,y))(x) —

Wenden wir Gleichung (2) fiir festes = auf die Variable y und ¢(y) := (ipv(.,y))(x)

an, erhalten wir weiter

. _hl—.’L‘ hg—’y i
(inv( ) () =T { T 0(0,0) + 370(0,ho)
he —y (Y O y [0
+ 0,t)dt — — 0,t)dt
ha Jo Oy v(0.%) ha J, ay" v(0.%) }

x hg—
+h—1{ (b, 0) + h—v(hl,hz)

h2 - Yy "2 9
—uv(h - hy,t)dt
/ U 17 h2 y ay ( 1, ) }




x ho—y (Y10 0
+ 2 /0{—v(h1,t)—a—yv(0,t)}dt

Da fur alle ¢ € [0, ho]

o o hi 92
a_yv(h17t) - a_yv(()?t) - 0 amay

ist, erhalten wir insgesamt die Darstellung
ho —y [Y 0O y [ o

— t)dt — — . t)dt
o/ gy V(0 Bt =5~ ayv(O )dt

x hg ha
t dsdt
hi  ha // alan S i

h1 2
Ty 0
— —— t)dsdt
hl hg y 0 8x8y <S ) 5

[T 92
— hlhl ’ ; saa—v(s,y)ds
hi 32
_ h_l i (hl — S)wU(S,y)dS.

v(s,t)ds

U(I,y) = Ih(xay) +

Differentiation bzgl. x liefert

) 1 (M (Yhy—y 82
— (v =1 ——
or (U h'U)(CE,y) hl / / hz 81‘8 U(S7t)d8dt

hi  phe o2
- — / T 8:1:8y v(s,t)dsdt

/ (92 v(s,y)ds

1 ha 9%v

+ h_l . KQ(S,QI)@(S,y)dS

h2_y .
Ki(ty) = T f?r0§t<y
—ff’—Q fliry <t < ho

mit

Ko(s,2) s fir0<s<zx
28,%) = —(hy — s) firex <s<h;
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Quadrieren dieser Identitdt und Anwenden der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

ergibt
0
|55 (0 = Inv) (@, )

h1 ho h1 ho 82
_h2 / |K1ty]dsdt/ / st|dsdt

2 hi 82
K .
+h%/0 Ka(sa)Pds [ 155 ) P

Integration tiber K liefert

/|—U—Ihv|

h1 ha h1 ho 5 621) 5
<— Ki(t,y)|*dsdtdxdy|| =——=1||72
= A A A At I35 30

9 h1 h1 ) (92’0 )
b [ Koo Pasde) G5 .

Offensichtlich ist
2 h1 ho h1 ho
72 / / / / | K (t, y)|2dsdtdxdy
1

ha  pho
—2/ / | K1 (t, y)|?dtdy

h 1 2 2
= / ﬁy(hz —y)" + —(hz —y)y“dy
0

5 h3
2 M
~Ta y(ha — y)dy
0
1
_ghg
und
hi  pha
h2/ / | Ko (s, z)|*dsdx
h
1 1
h2 gx + 3(h1 —z)%dx
2 (1., 1,
3h2 {4h1 + i
Insgesamt haben wir also die Abschéatzung
h3 0% h? 0%
H8_( IhU)HLZ(K) <2 H8 By ||L 2(g) T - H@ 2 ||L2(K)
v v
L2 500 + 1 52 a0 |
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Vertauschen wir die Rollen von x und y, so erhalten wir mit der gleichen Rechnung

0%

R, 0%v 9
{I5aa5 1200 + 15,2 100 |

0
Hég(v——lﬁv)Hngg <3

Addition dieser beiden Abschitzungen und Summation iiber alle Rechtecke beweist

wegen
0%v 0% 0%v
2 2 2 2
=== 2
o = 1155313 + 255 1 + 1 55 1
und Definition 1.9 die Behauptung. [

Aus Satz 2.2, Satz 3.6 und Satz 5.1 folgt unmittelbar die folgende Fehlerab-
schatzung.

5.2 Satz: Seien u € H(Q) die schwache Lisung der Reaktions-Diffusions Glei-
chung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und up € X die Losung des
diskreten Problems (1). Es seiu € H?(S)). Dann gilt

lu —upl1 < crhluls.
Ist Q zusatzlich konvezx, so ist
lu = unllo < c2h?fulz.
Die Konstanten c1 und co hdngen nur von £ und den Koeffizienten o und A ab.

5.3 Bemerkung: (1) Bei inhomogenen Dirichlet Randbedingungen v = up auf I’
sucht man die Losung uy von (1) statt in Xj, in Ipup + X}, d.h. man setzt uy, in der

up = Z Uy + Z up(2)v,

EISR 2ENR\Np .0

Form

mit unbekannten Koeffizienten p, an. Satz 5.2 bleibt giiltig.

(2) Bei gemischten oder Neumann Randbedingungen mufl man analog zu Definition
3.1 die rechte Seite von (1) durch fFN gu erganzen. Satz 5.2 bleibt giiltig.

(3) Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 gilt Satz 5.2 auch fiir Konvektions-
Diffusionsgleichungen (die Bilinearform a muf natiirlich wie in § 3 beschrieben an-
gepafit werden). Die Konstanten ¢; und ¢y verhalten sich dann im wesentlichen wie
Ay P max{||A|| e, |lal/ e, |||/}, wobei A\g wie in Gleichung (2) von § 3 ist. Fiir
Diffusions-dominante Probleme, d.h. ||a||p<~ ~ ||A]lL= ~ Ao, ist diese Abschédtzung
gut. Fiir Konvektions-dominante Probleme, d.h. ||A|p~ ~ Ao << ||a||p=, ist sie
dagegen unbrauchbar. Auflerdem entspricht die Diskretisierung in (1) einer zen-
tralen Differenzendiskretisierung des Konvektionstermes a - Vu. Daher treten bei der
numerischen Losung wu; unphysikalsiche Oszillationen auf, wenn die Péclet-Zahl
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Ay 'llal|zeh groB ist. Im nichsten Paragraphen beschreiben wir fiir diesen Fall eine
Modifikation von (1), die die genannten Schwierigkeiten vermeidet und die auch auf
Rechteckselemente angewendet werden kann (vgl. (5) in § 6 und Satz 6.5 ff.). [

6. Lineare Dreieckselemente

Im folgenden bezeichnet |.| die euklidische Norm auf dem RR% und |||.||| die zugehéorige
Matrixnorm. Q C IR? ist ein offenes, beschrénktes, zusammenhingendes Gebiet mit
polygonalem Rand I'. Wie in § 5 betrachten wir zunéchst die Reaktions-Diffusions
Gleichung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und setzen im Rahmen von §2

X :=H}(Q),

-

a(u,v) ::/{VUTAVU + auv}.
Q

Sei 7p, = {K; : 1 < i < my} eine Unterteilung von €2 in Dreiecke, derart daf je
zwei Dreiecke entweder disjunkt sind oder einen Eckpunkt oder eine Kante gemeinsam
haben (Zuléssigkeit). Fiir jedes K € 7}, bezeichnen wir mit hx den Durchmesser
von K und mit px den Durchmesser des grofiten in K eingeschriebenen Kreises.
Die Dreiecke sollen vergleichbare Grofie haben, d.h. hx /pk soll unabhéngig von K
und h durch eine Konstante ¢ nach oben beschrankt sein (Regularitét). Dies ist
aquivalent zu der Bedingung, dafl der kleinste Winkel aller Dreiecke gleichméfig von
Null weg beschrankt sein soll (Winkelbedingung). Setze

h:= max hg.
KeTy,

Fir K € 7, bezeichnen wir die Eckpunkte mit zg 1,..., 2k 3. Dabei soll aus prak-
tischen Griinden die Numerierung so sein, dafl der Rand von K im mathematisch
positiven Sinn durchlaufen wird, wenn die zx ; in aufsteigender Reihenfolge durch-
laufen werden. Die Menge aller Eckpunkte der Dreiecke bezeichnen wir wieder mit
Np; N sind wieder die Eckpunkte im Innern von Q. Wir numerieren die Punkte in
Np.o zunédchst von 1 bis nj, und anschlieBend die Punkte in N,\N}, o, die auf dem
Rand T liegen, von nj, + 1 bis 7.

Im Rahmen von Satz 2.1 setzen wir
={pecC(Q):¢|lx €Py VK €Ty, p=0aufT'}.

Da eine Ebene im R? durch drei nicht kolineare Punkte eindeutig bestimmt ist, ist
fiir jedes K € 7, und jedes p € IP; das Polynom p eindeutig bestimmt durch seine
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Werte in den drei Eckpunkten von K. Da die Einschrankung von p auf eine beliebige
Kante eine lineare Funktion einer Veranderlichen ist, folgt auflerdem, daf fiir je zwei
Dreiecke K71, K5, die eine Kante E gemeinsam haben, und fiir je zwei Polynome
p1,p2 € IP1 die Funktion

| p1 oauf Ky
L py  auf Ky

genau dann stetig ist, wenn p; und po in den Eckpunkten von E iibereinstimmen.
Daher sind die Funktionen in X} eindeutig bestimmt durch ihre Werte in den Punkten
von N, q. Insbesondere ist

dith = Np.

Wir wollen nun eine Basis fiir X}, konstruieren. Sei dazu K € 7} beliebig. Fiir
i € {1,2,3} definieren wir die Funktion A\ ; durch

A s() 1= SR L = @ 2R it — Zrci1) (1)
v det(zK7i+1 — ZK,iy RK,i+2 — zK,i)

Dabei sind die Indizes i + 1 und ¢ + 2 modulo 3 zu interpretieren, d.h. 4 < 1, 5 < 2
usw.. Die Funktionen Ak 1, ..., Ak 3 heiflen die Schwerpunktskoordinaten von K .
Sie haben offensichtlich folgende Eigenschaften

Ak, € Py,
Aii(2K,5) = dij, (2)
A1+ Ak2 + A3 =1

Man beachte, dafl %det(zK,iH — 2K, ZK,i+2 — ZK,;) fur alle ¢ € {1,2,3} die Flache
von K angibt. Fiir beliebiges z € N}, definieren wir

Wy = U K

KeTy,

zeK
und
(2) = 0 falls x ¢ w,
Uz\T) = Ai,i(x) fallsx € K Cw, und z = 2k ;.

Offensichtlich sind die Funktionen v, stetig, stiickweise linear, haben den Wert 1 im
Punkt z und verschwinden in allen anderen Punkten von N},. Daher ist

X, = span{v, : 2 € N }.

Man beachte, dafl w, genau aus den Dreiecken besteht, die den Punkt z als Eckpunkt
haben. Die Funktionen v, heilen nodale Basis von X},.
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Jedes up € X, 1afit sich eindeutig darstellen als

Up = Z HzVz

ZENh
und es ist
pe = up(2).
Dabher ist das diskrete Problem
a(uh,vh) = l(uh) Yo, € Xp, (3)

aquivalent zu einem linearen Gleichungssystem mit n; Gleichungen und Unbekann-
ten. Wie in § 5 ist die Steifigkeitsmatrix symmetrisch, positiv definit und diinn be-

setzt.

Da die Unbekannten des zu (3) dquivalenten LGS die Werte von uy, in den Gitter-
punkten N}, sind, kann (3) wieder als ein Differenzenverfahren interpretiert werden.
Um einen Eindruck iiber die Struktur dieses Differenzenverfahrens zu erhalten, betra-
chten wir den einfachsten Spezialfall der Poisson Gleichung auf einer sog. Courant
Triangulierung. Diese besteht aus gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecken mit Ka-
theten der Lange h parallel zu den Koordinatenachsen und Hypotenusen parallel zu
einer festen Richtung (dies ist entweder die Winkelhalbierende des 1. und 3. Quad-
ranten oder diejenige des 2. und 4. Quadranten). Seien K ein Dreieck der Trian-
gulierung und wuy, vy € Xp. Man uberlegt sich leicht, dal der Ausdruck f % Vu;";Vvh
translations- und rotationsinvariant ist. Daher ist K o.E. das Dreieck mit den Eck-
punkten z; := (0,0), 2o := (h,0) und z3 := (0, h). Setze u; := up(z;), v; := vp(z;). Da
uyp, und vy, linear sind, sind ihre Gradienten konstant auf K und haben den Wert

(v2 — 1)

>

(uz — u1)
VUh = 7vvh =
%(U:s —Ul) %(Us —U1)

Sl

Daher ist
1
/ Vul Vo, = 5{(1@ —ug)(v2 —v1) + (ug — uq)(vs — v1)}.
K

Hieraus folgt mit leichter Rechnung, daff die linke Seite von (3) dem Differenzen-

schema
dup(z) —up(z + hey) — up(z — hey) — up(z + hea) — up(z — heg)

entspricht. Dabei ist z € Nj, o beliebig, und e, e2 sind die kanonischen Einheitsvek-
toren des R2.
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Zur Abschétzung des Fehlers der Finite Element Diskretisierung (3) definieren
wir wie in § 5 einen Interpolationsoperator Ij, : C'(Q) — X}, durch

Inu € X und (Ihu)(z) = u(z) Vze N,

oder aquivalent

Ihu= Z u(2)v,.

ZeNh,Q

Bei der Analyse des Interpolationsfehlers spielt das Referenzelement K mit
den Eckpunkten (0,0), (1,0),(0,1) eine ausgezeichnete Rolle. Jedes K € 7}, ist affin
aquivalent zu K.D.h., es gibt eine regulire Matrix Bx € IR**? und einen Vektor
b € IR?, so dafBl die affine Transformation

Fy :IR? — R?

i—>BKJA,‘+bk

(4)

das Dreieck K bijektiv auf das Dreieck K abbildet. O.E. kénnen wir dabei annehmen,
dafl Fx orientierungstreu ist.

Wir schatzen zunachst den Interpolationsfehler auf dem Referenzelement ab.

6.1 Satz: DBezeichne mit 7 : C(K) — IP; den linearen Interpolationsoperator zu
den Eckpunkten von K. Dann gilt fiir alle v € H? (R’) die Fehlerabschatzung

Beweis: Gem# Bem. 1.20 (5) gilt H?(K) — C(K). Daher ist #v fir v € H?(K)

wohldefiniert. Da gemiB Satz 1.6 (2) C°°(K) dicht ist in H?(K), reicht es, ein be-
liebiges v € C°(K) zu betrachten. Da #v linear ist, ist V(#v) konstant und

.y (v(1,0) —v(0,0)
V() = (v(o, 1) — v(0,0)) ‘

Fiir beliebiges (,y) € K gilt daher

2 o9) — o0 a,9)
:%(x,y) — {v(1,0) — v(0,0)}

v L ow
:%(xhy) — ; %(S,O)ds

:/Ol{g—Z(x,y) — %(s,())}ds



:/Ol‘{g_i(x,y)—%(s,y)}ds+/ox{%(s,y)_g_:j(s’o)}ds
+/xl{g—2(x,y)— %(gj’l_‘s)}ds"'/;{%(%l—s)—%(8,1—3)}ds
/{gv(sal—s) g (s, 0)}ds
// aydads+/ / axaystdtds
/[Saaxtdtds—// $)dods
L

::Zli(:c,y).

Quadrieren und integrieren dieser Gleichung liefert wegen der Cauchy-Schwarz’schen

Ungleichung fiir endliche Summen die Abschétzung

2 ov
= — _ — (7 < 2
L2(K) / ox 83: () 52/ il

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir Integrale konnen die Ausdriicke

Eriil

[ |Ii|* wie folgt abgeschétzt werden:

/‘11\2 / //dods //| ay)|2dads}
S/A _"’32'“"/ |—(0,y)| da}

= //1y/\820y\do—dxdy

N

31 3o i

/ / / dtds /w /y’aﬁngy(S,t)lzdtdS}
:/ /1 @ xy/ / }axay s,t)\thds}dydx
/ /1 x/ /1 m’axay s,1)| dtdsdydz

<3l 7221,

/\

IA

IN

IN

/A TAL
K

L%(K)
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Loy Loy 0% 2
2
/Kug| g/f({/w} 1_sdt\ds}{L| | 0]
L=z 9%y 2
g/}({/x /0 |3x—8y(x’t)| dtds}
1 l1—x 1 1—x 82’0 9
_/0/0 /0/0 ‘m(x,t)‘ dtdsdydx
= a8
— 21 9z0y " L*(K)
) 1 s 1 s 6211 5
/R|I4\ S/K{/x /I dads}{/x /I |@(O‘,1—8)| dO‘dS}
B 1 ) 1—x 1-t 82’0 9
—/f({i(l—w) /0 /m ‘ﬁ(a,t)‘ dadt}
1 Lot 92y 2
§§/f</o/o ’@(U,t)’ dodt

1 0%v 2
—ZH@HB(K)

1 1—s 1 1—s 821} 9
2
/[%]I5| g/K{/w /0 dtds}{/m /O |axay(s,t)| dtds}
_ 1 Y R o 2
—/1%{5(1—30) /m /0 |8xay(s,t)| dtds
1 Lopl=s 52y 2
§§/1%/0/0 ‘m(s,t)‘ dtds

SRy A
T4 9oy LK)

Insgesamt ergibt sich

0 o2 3.,0% 2 5, 0%v 2
I @ = #0)30i) <54 T35l 2o + 15055 e )

0V 2 0°v 2
Sz{H@HLz(KﬁHax—ayHm(m}

Vertauschen wir die Rollen von x und y erhalten wir mit den gleichen Argumenten
die Abschéatzung

IN

0 NN 5 (07 2 0°v |2
Hg_y(U_WU)Hm(R) z{Ha—?ﬂHLz(kﬁ||3x—3yHLz(f<)}-

Hieraus folgt die Behauptung. W

Als niichstes schiitzen wir die Spektralnormen ||| B ||| und ||| B ||| der Transfor-

mationsmatrizen in (4) ab.
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6.2 Satz: Fir jedes K € T, gilt fiir die Matriz Bk aus (4)

2 ++/2 V2
2

I Bklll < hie o lIBEIN < —.
PK

Beweis: Bezeichne mit hz und pz den Durchmesser von K und des groBten, in K
eingeschriebenen Kreises. Eine leichte Rechnung liefert

th:\/i y pk:2—\/§.

Sei nun 2 € IR? mit || = pj beliebig. Dann gibt es Punkte &, 7 € K mit # —§ = 2.
Da Fx : K — K bijektiv ist, folgt

|Br 2| = |Fk (%) — Fr(9)| < hk-

Also ist s
1 ) h 2442
1Bl = — sup Byl < M = 2HV2,

K 2€R? K
|2\:PR

Vertauschen der Rollen von K und K liefert

hg V2

Byl < £ = X2,
1B <

O

Durch Transformation auf das Referenzelement kénnen wir jetzt den Interpola-
tionsfehler auf einem beliebigen Dreieck K € 7;, und damit auf ganz €2 abschétzen.

6.3 Satz: (1) Fiir jedes K € T;, und jedes v € H*(K) gilt

2
|U — Ih'U|H1(K) < 10.5—K‘U|H2(K).
PK

2) Fir jedes v € Hi(Q) N H?(Q) gilt
(2) J 0 g
|v — Inv|; < 10.5¢7h|v]s.

Beweis: ad (1): Seien K € 7;, und v € H?(K) beliebig. Mit der affinen Transforma-
tion Fi : K — K aus (4) definieren wir

v:=wvo Fk.

Dann folgt
I = (7d) o Frt.
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Der Transformationssatz liefert daher
0= Tl = [ 100 = 1) g
= [ 100 = 7)o Fie e e
:/;”ngpa»—ﬁM]oFQW%maR%
< /K IBEMIPND (D — 70)] o FicM |2 g2 g2y

—12 A oA
=l det Bll|BE I [ 1D(0 = 7)1 g

=[det Bic ||| B [I7[0 = #9131 -

Ebenso ergibt sich
w‘ip(‘f() :/A HD2@H%2(R2,R2)

K

— / 1D%(0 0 i)l e e
K

— /K 1020 0 Fic(Bic-, Bic-)l[ 2 ges pes

4
< /K 1Bl (D] © F |2 qes per

4 _
1B l1*ldet B~ [ D%l
4 _
=Bk I det Bxc |~ [vl772 (10
Aus diesen Abschiatzungen und den Séatzen 6.1 und 6.2 folgt

[0 — Invl g sy <[ det Bre| 2B 16 — 0] 1 )
<2.5det Bi["?|| B 9] 72 )

_ 2
<2.5(| B 1Bl |v|H2(K)

(2+[) \/—

§25 2—=|v| g2
DK | |H (K)

5)

1(4+3\/_)—|U|H2

Wegen 2(4 + 3v/2) < 10.5 folgt hieraus die Behauptung.

ad (2): Folgt wegen h = maxger, hxg und ¢ = maxger, hi/px aus (1) durch
Quadrieren und Aufsummieren. O

Aus Satz 2.2, Satz 3.6 und Satz 6.3 folgt unmittelbar die folgende Fehlerab-
schatzung.
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6.4 Satz: Seien u € HJ(Q) die schwache Lisung der Reaktions-Diffusions Glei-
chung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und u, € Xy, die Lésung von (4).
Es seiu € H*(Q). Dann gilt die Fehlerabschitzung

lu —up|1 < crhluls.
Ist zusdtzlich Q) konvezx, so ist
lu — upllo < cah?|uls.

Die Konstanten ¢ und co hangen nur von cr, 2 und den Koeffizienten o und A ab.

Bemerkung 5.3 zur Behandlung von inhomogenen Dirichlet Randbedingungen,
von gemischten und Neumann Randbedingungen und von Konvektions-Diffusions
Gleichungen iibertragt sich direkt auf die vorliegende Diskretisierung. Insbesondere
treten im Konvektions-dominanten Fall Schwierigkeiten durch die zentrale Differen-
zendiskretisierung des Konvektionstermes auf.

Im folgenden wollen wir ein Verfahren beschreiben, das diese Schwierigkeiten
vermeidet und im Konvektions-dominanten wie im Diffusions-dominanten Fall gute
Ergebnisse liefert. Dieses Verfahren firmiert in der Literatur unter den Bezeich-
nungen Stromlinien-Diffusions Methode (englisch Streamline-diffusion finite
element method, kurz SDFEM) bzw. streamline upwind Petrov-Galerkin
Verfahren, kurz SUPG. Fiir die Darstellung des zugrunde liegenden Prinzips be-
schrianken wir uns auf den einfachsten Spezialfall konstanter Koeffizienten A = €1,
a € R*\{0}, a = 0 und homogener Dirichlet Randbedingungen. Dabei ist die Skalie-
rung so gewahlt, dafl

laj]=1 und 0<e<<1

ist. Andere Randbedingungen und variable Koeffizienten werden im Prinzip genauso
behandelt, erfordern aber grofleren technischen Aufwand.

Im Rahmen von Satz 2.1 ist jetzt

—HL(9),
l(v) = /fv

a(u,v) = / {eVuT' Vv + a - Vuv}.
Q

Der diskrete Raum X} ist wie in (3). Wir definieren auf X eine gitterabhéngige
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Bilinearform ay, eine Linearform /;, und eine Norm |.|; , durch

an(up,vp) =a(up,vp) + Z 5K/ a - Vupa - Vuy,
KeTy, K

lh(uh) ::l(vh)—i— Z 5K/Kfa'Vvh,

KETh

1/2
unlin ={elunf + Y dxclla- Vunlagey ) -
KeT,

Das neue diskrete Problem lautet dann
ah(uh,vh) = lh(vh) Yo, € X, (5)

Dabei sind die dx nicht negative Parameter, die wir spater bestimmen werden. Die
d0x-Terme werden eine zusatzliche Stabilisierung ergeben. Der zusatzliche Term in
ap, entspricht einer Diskretisierung von —8872211. Daher wird eine zusatzliche Diffusion
in Stromrichtung eingefiihrt. Insbesondere kann man erhoffen, dafy senkrecht zu der
Stromrichtung keine kiinstliche Diffusion, d.h. kein Verschmieren auftritt. Formal
kann man sich vorstellen, daf3 die Konvektions-Diffusions Gleichung statt mit v, mit
v+ xeT, 0xa-Vup getestet wird. Daher sind im allgemeinen Fall noch zusétzliche
Terme der Form

Z 5K/ {—=div(AVuy) + aup }ta - Voy,

KeT,, K

in a; aufzunehmen.

6.5 Satz: Die Bilinearform ay, ist koerziv bzgl. |.|1 1, d.h.
ah(uh,uh) > ]uhﬁ’h Yup € Xp.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 3.6 (1) ergibt sich fiir den aktuellen Spezialfall die
Abschatzung
a(v,v) > elv|]] Vv € Hy(Q).

Hieraus und aus der Definition von a;, und |.|;,; folgt sofort die Behauptung. a

6.6 Bemerkung: (1) Aus Satz 6.5 folgt, da8 das diskrete Problem (5) eindeutig

losbar ist.

(2) Satz 6.5 benotigt auBer der Annahme 05 > 0 keine weiteren Voraussetzungen an

die 0.

(3) Im allgemeinen Fall bleibt Satz 6.5 giiltig, wenn wie in Satz 3.6 —1 diva+a >0

und At Al e )05 < 1 st O
Fiir die Fehlerabschédtzung der Diskretisierung (5) bendtigen wir eine Abschét-

zung der L2-Norm des Interpolationsfehlers.
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6.7 Satz: (1) Fir alle v € H2(K) gilt

lv = 7vll 2y < VI0[0] gz
(2) Fiir alle K € T;, und alle v € H*(K) gilt

lv = Invll L2y < 10h% 0] 2 (k) -

Beweis: ad (1): Wie im Beweis von Satz 6.1 geniigt es, Funktionen v € C*°(K) zu
betrachten. Sei (z,y) € K beliebig. Wegen v(0,0) = (7v)(0,0) gilt

(v —7v)(2,y) =(v — 70)(z,y) — (v — 7v)(x,0)
+ (v — 7v)(z,0) — (v — 7v)(0,0)

_/y 0 — (v —7v)(z, t)dt
0

/ 5 (U~ T)(s,0)ds
:/0 gy (v~ ) D)dt
" / D (o w05,y
/ / dzay 0 V(s t)dtds
= ifz(x

Quadrieren und Integrieren iiber K dieser Gleichung liefert mit der Cauchy-Schwarz’-

schen Ungleichung fiir endliche Summen

3
o= #olage <33 [ 12
=1

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir Integrale erhalten wir fiir die ersten
beiden Summanden

/13112 S/A y/y’%(v—frv)(x,t)’th

1—x 1— m
S// / (v—Tv xt}dtdydx
1 6
<3 a_( ||L2(K)
J<[af 12 0 wo)(s,) s
K
1 8
<5la = 70320
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Bei der Abschitzung des dritten Summanden beachten wir, dafl ag—;y(ﬁv) = 0 ist, da
7v € Py ist. Das liefert

/1%132 S/f(xy/o /0 |aigy(s,t)‘2dtds
Lortmr 9% 2
< _ -
_/Ka:y/o /0 ‘8x8y(s’t)| dtds
0%v |2 Y
P e B
"1

v 2
:H Oxdy ”LQ(IA() /0 5%(1 B :B)zdx

_1 I v Ik
~ 2411 9z dy 112 (K

Aus diesen Abschétzungen und dem Beweis von Satz 6.1 folgt insgesamt

A 3 (9 ) 3 6 . 1 0 v
Hv — WUHQB(R) §§H%(U - WU)H2L2(R) + §H@_y(v - m’)HQH(K) + §||(9:)3(9yH2LQ(K)

<45 0%v 45 0% 75 1\, 0°v 2
<< I35l + §||a_y2“L2(R) T (z + g) H—@xayﬂmm

ad (2): Wir gehen wir im Beweis von Satz 6.3 vor und erhalten mit Teil (1) und
v:=vo Fg
v = Inv|lL2(x)
=|det B |20 — 70| 1> %,
<V10|| B I [v] 12 )
2+ /2)?
S\/ 10%}7%(“)“{2([()
Sth%{‘U|H2(K)~
[
6.8 Satz: Sei u € H}(Q) die Lisung der Konvektions-Diffusions Gleichung mit
A = el,a € R?, la] = 1, @« = 0 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen und

up € Xy, die Losung der SDFEM Diskretisierung (5). Es sei u € H?(Q). Dann gilt
die Fehlerabschdatzung

1/2
|u — uh|17h < 32.567{ Z [525]( + 8h%( + 5Kh%( + 5}—(1}&1{} |u|%_12(K)}
KeT,,
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Dabei ist c; = maxker, hi/pK . Die Fehlerabschitzung ist optimal fir die Wahl
_ hk
Ve? + h3

Beweis: Wegen der Dreiecksungleichung gilt

O =

lu — up|i,n < |u—Tpulin + [Thu — uplip.

Aus Satz 6.3 folgt

o 9 1/2
lu — Tyulyp < 10.5(;7{ 3 e+ 6K)hK]u|H2(K)} .
KeTy,

Setze zur Abkiirzung wy, := up — Ipu. Aus Satz 6.5 folgt
\wp|1,n < ap(wh, wr) = ap(w — Iyu, wp) + ap(up — uw, wp).
Da u € H?(Q) ist, folgt aus der Definition von ap, I, und (5)
ap(up — w, wp)

:lh(wh) — ah(u, wh)

=l(wp) + Z 5K/Kfah~th—a(u,wh)— Z 51{/ a-Vua - Vwy,

KeT, KeTy, K
= Z 5K/ {f—a-Vu}a-Vuw,
KeTy, K
= Z 5K/ {—eAu}a-th
KeT, K

< Y edklulpzairlla- Vwnl pax)
KET}L

S{ Z 625K|U|§{2(K) }1/2"(1)}1

KGTh

1,h-

Hierbei haben wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung zunéchst fiir Integrale und
danach fiir endliche Summen ausgenutzt. Mittels partieller Integration fiir den Kon-
vektionsterm erhalten wir mit Satz 6.3 und Satz 6.7 weiterhin

ap(u — Inu, wy)

:5/ V(u— Inu) "' Vw, + / a-V(u— Inu)wy
Q Q

+ Z 5K/ a-V(u—Ipu)a- Vuwy,
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<elu— Inuhlwply + Y lu— Inullz2(x)lla - V|2 (k)

KeT,
+ Y dxlla- V(u— L) la- Vol
KeTy,
§2!wh|1,h{ > e+ 0k]lu— Inuli g
KeTy,
- 1/2
+ > O lu— Dl |
KeT,,
2.2 12 2
§2]wh|17h{ Z [€+5K]10.5 CThK‘ule(K)
KeT,,
1/2
+ 7 000k uld e b
KeT,
2 —152 2 1/2
§2-10.507|wh|17h{ Z hK[S—i-(SK—{-(SK hK]|u|H2(K)} .
KeT,

Aus den letzten beiden Abschatzungen folgt wegen ¢ > 1

lup, — Inulin =|wp|1,n

1/2
§2207{ S [eh¥ + hidx + 5 bk + 525K]|u|§,2(K)} .
KeT,

Zusammen mit der bereits bewiesenen Abschatzung fiir |u — Ipul; ; folgt hieraus die
Fehlerabschétzung fiir |u — up|1 5. Offensichtlich ist sie optimal, wenn die d-Terme
und die §~!-Terme gleich sind. Hieraus folgt die Behauptung iiber die optimale Wahl
von 4. O

6.9 Bemerkung: FEs gilt 0x ~ hg, wenn € << hg ist. In diesem Fall liefert Satz
6.8 eine optimale Fehlerabschatzung der Form

la -V (u—=un)llo < chluls

in Stromrichtung. Im Fall hx < e, in dem auch die Diskretisierung (3) gut funktio-
niert, ist 65 ~ h%e~!, und Satz 6.8 liefert eine Fehlerabschiitzung der Form

|u — up|1 < chlula,

die vergleichbar ist zu derjenigen von Satz 6.4. O
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7. Finite Elemente hoherer Ordnung

In diesem Paragraphen verallgemeinern wir die Vorgehensweise der §§ 5, 6. Dabei ist
d € {2,3} und Q C IR? ein offenes, beschrinktes, zusammenhingendes Polyederge-
biet, d.h. der Rand T" von 2 besteht stiickweise aus Hyperebenen.

Die Grundidee ist folgende:

(1) Unterteile Q in Teilgebiete K1, ..., K,y,, mit einfacher geometrischer Struktur. In
§ 5 waren dies Rechtecke, in § 6 Dreiecke.

(2) Approximiere die Sobolev Rdume W*P?(Q) durch endlich dimensionale Riume
X}, sodaB jedes v € X}, eingeschrankt auf ein beliebiges Element K; eine einfache
Struktur hat. In § 5 waren dies die bilinearen Polynome in )1, in § 6 die linearen
Polynome in IP;.

(3) Konstruiere eine Basis von X}, so daf} jede Basisfunktion eine einfache Struktur
und einen kleinen Trager hat. In § 5, 6 waren die Basisfunktionen die stetigen,
stiickweise bilinearen bzw. linearen Funktionen, die in einem Elementeckpunkt
den Wert 1 haben und in allen anderen Elementeckpunkten verschwinden.

(4) Um den Fehler der Finite Element Diskretisierung abzuschétzen, konstruiere
einen einfachen Interpolationsoperator I, : W*P? — X, und schitze den Inter-
polationsfehler ab. Letzteres geschah in § 6 zunachst auf einem Referenzelement.

Die in (1) geforderte einfache geometrische Struktur der Elemente K; a8t sich wie
folgt konkretisieren: Es gibt ein Referenzelement K ¢ RY, so daB jedes K; zu K
diffeomorph ist und dafl der entsprechende Diffeomorphismus Fi, : K — K; eine
einfache Gestalt hat. Wie in der Praxis iiblich, werden wir zwei Typen von Referenz-
elementen betrachten:
(a) den Referenz d-Simplex K = {z € Rz + .. 42y < Lx; >0,1 <i<d}
und
(b) den Referenz d-Wiirfel K := [0, 1]%.
Wir beschranken uns im folgenden auf affin dquivalente Finite Elemente, d.h.
jedes Element K; ist das Bild des Referenz-Simplex oder -Wiirfels unter einer affinen
Transformation Fg,. Ist K der Referenz-Simplex, so ist K; ein allgemeiner d-Simplex.
Ist dagegen K der Referenz-Wiirfel, so ist K; ein d-Epiped, d.h. ein Parallelogramm,
falls d = 2 ist, bzw. ein Parallelepiped, falls d = 3 ist. Wenn K der Referenz-Wiirfel
ist, werden in der Praxis héufig allgemeinere Elemente, sog. isoparametrische Ele-
mente, betrachtet, bei denen die Diffeomorphismen F, Polynome hoheren Grades
sind. Wir beschranken uns auf affin dquivalente Elemente, weil dies den technischen
Aufwand bei Fehlerabschatzungen erheblich reduziert.

Sei also 7, = {K; : 1 < i < my} eine Unterteilung von €, die folgende Bedin-
gungen erfiillt:

(1) affine Aquivalenz: zu jedem K € 7;, gibt es einen affinen Diffeomorphismus
Fi des Referenz-Simplexes oder -Wiirfels K auf K.
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(2) Zulassigkeit: Je zwei Elemente K5, Ky € 7, sind entweder disjunkt oder haben
einen Eckpunkt, oder eine Kante oder, falls d = 3 ist, eine Seitenflache gemein-
sam.

(1) Regularitit: Der Quotient hy /pk ist durch eine Konstante ¢z, die nicht von
K oder h abhangt, nach oben beschriankt.

Dabei ist ahnlich wie in § 6 hx der Durchmesser von K und px der Durchmesser des
grofiten, in K eingeschriebenen d-Balles.

Wie in den §§ 5,6 bezeichnen wir mit A}, und N, o die Menge aller Eckpunkte aller
K € 7; bzw. der Eckpunkte im Innern von €.

7.1 Definition: (1) Bezeichne die Eckpunkte des Referenz-Simplexes mit 2, :=
€1y..ry 2q := eq und Z411 := 0. Dann ist fir k € IN*

d+1 .
i) ::{ = iZi i €40, —, ., Ly, i= 1}7
pi= i_zluz ni € {0, ¢ - }i_zlu

falls K der Referenz-Simplex ist, und

Sy = {(% L) s e {0,1,..k}

falls K der Referenz-Wiirfel ist.

A~

(2) Fir K = Fx(K) € 7T, und k € IN* ist

~

Ek = Zk(K) = FK(Zk)

(3) Gn == Uger, Zk(K),Gna = Gn N
(4) Setze Qo := Py := R und definiere fiir £ € N*

Qr = span{z® : o € N, lrgigxd a; < k}
IPj, ;= span{z® : a € N g+ ag < k}.
Dabei ist 2% := 27" ... *. Setze

Ry, := Ry K) _ ) Qr falls l:( der Referenz-Wiirfel,
‘ ' IP;. falls K der Referenz-Simplex.

O

7.2 Bemerkung: (1) Sei K ein allgemeiner Simplex. Bezeichne die Eckpunkte von
K mit zq, ..., 24+1. Dann ist

d+1 1 E_1 d+1
Y(K) = {Z,uzzz s € {0, R T,l},z,ui = 1}.
i=1 =1
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Analog kann man fiir ein allgemeines Epiped K die Punkte von Y (K) bestimmen,
indem man die Kanten von K aquidistant unterteilt und die so entstandenen Punkte
miteinander verbindet.

(2) Die Menge Gy, heifit auch Gitter. Die Punkte von G; werden manchmal auch
Knoten genannt.

(3) Da die F affin sind, beschreiben die Transformationen ¢ — ¢ o F und ¢ —
o Fic! Tsomorphismen von C(K) auf C(K) bzw. von C(K) auf C(K), die fiir jedes
k € N die Polynomraume IP; und () invariant lassen. O

7.3 Satz: Sei k € IN*. Dann ist jedes p € Ry eindeutig bestimmt durch seine Werte
auf L) bzw. auf Y(K), K €Ty

Beweis: Wegen der Definition von ¥ (K) und Bem. 7.2 (3) reicht es, die Behauptung
fiir 3 zu zeigen. Eine leichte Rechnung zeigt, daf3

dim Ry, = #3,

ist. Daher reicht es, eine der folgenden Aussagen (a) oder (b) zu zeigen:
(a) Zu jedem Vektor (b,), s existiert ein p € Ry mit p(z) = b, fiir alle 2 € Sk
(b) Ist ¢ € Ry, und ¢(z) = 0 fiir alle z € 3y, so ist p = 0.

Fall 1: K ist der Referenz-Wiirfel: Definiere fiir ¢ € N¢ die Funktion j; durch

:ﬁ ﬁ kxj—z
j=1 1;=0 J
l;éz

Dann ist p; € Q mit p;(54) = 1 und p,(34) = 0 fiir alle ¢/ € N9\ {i}. Sei nun
(bi)z‘eNg beliebig. Dann leistet die Funktion

= > bipi(z)
ieN¢

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
Fall 2: K ist der Referenz-Simplex: Definiere die Funktion 5\1, - 5\d+1 durch

Die Funktionen 5\1, v 5\d+1 heifen die Schwerpunktskoordinaten von K (vgl. §
6) und haben offensichtlich die Eigenschaft NeP,1<i<d+1, 5\1(2]) = 0,5,
1<4,j<d+ 1.
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k =1: Zu gegebenem (b;)1<i<q+1 leistet offensichtlich

das in Eigenschaft (a) Geforderte.
k =2 : Bezeichne mit 2;; := 3(% + 2;),1 < i < j < d+ 1, die Kantenmittelpunkte

von K. Definiere o
pi = Ni2A — 1] 1 <i<d+1,

Dann gilt offensichtlich py, p1;; € P2 und
pi(25) = 0i; ;o pi(Zk) =0 Vi kI
pij(Zet) = Oindji 5 pij(Zm) =0 Vi, j, k. l,m.

Dabher leistet zu gegebenem (b,) = (b;, bgy) die Funktion

2622
d+1
p(@) =Y byu(x)+ Y bupw()
i=1 1<k<I<d+1
das in Eigenschaft (a) Geforderte.
k = 3 : Definiere
1 . .
Ziij = 5(221'4‘5’3') A1 <4, <d+1,5#1
1
Zijk = g(?:‘i—f-fj-f-é'k) A<i<ji<k<d+1

und .
[ = 5&-[3& —1B\i -2 ,1<i<d+1,

9. ~ .
fijh = 27NN Ag A<i<l<k<d+1.
Offensichtlich gilt p;, ptii5, piji € IP3. Eine leichte Rechnung liefert fiir die relevanten
Indizes
ni(25) =6y 5 pi(Zjk) =0, wi(Zm) =0,
Piij (Zekt) = Oiedji i (Zw) =0 , i (Zrim) =0,

Wijk(Zimn) = 0i10imOkn »  fijk(Z) =0,  pije(Zum) = 0.
Dabher leistet fiir gegebenes (b.), s, = (bi, bjjk, bimn) die Funktion

d+1
pl@) = bu(@) + D> byu()+ D bigriik(e)
i=1 1857 <4 1<i<j<k<d+1
i#j

44



das in Eigenschaft (a) Geforderte.
k>4: Sei ¢ € Py mit () = 0 fiir alle z € 3. Dann verschwindet ¢ auf allen
Kanten bzw., falls d = 3 ist, auf allen Seitenflichen von K. Daher gibt es ein ¢ €
P._4—1 mit

© = 5\1...3\d+1¢ und ¢(z) =0 Vze 2N [%.

Damit folgt die Eigenschaft (b) durch Induktion tiber k. [

7.4 Satz: Seien k € N*, K1, Ky € T;, mit K1 N Ky # () und p1,p> € Ry. Definiere
die Funktion ¢ auf K1 U Ko durch

Dann ist ¢ € C(Ky U K>3) genau dann, wenn fir alle z € Fg,(33) N Fr, (S) gilt
p1(z) = pa(2).

Beweis: ” =" : offensichtlich.

7 «<=" . Offensichtlich ist nur etwas zu zeigen, wenn K; und K> eine Kante oder,
falls d = 3 ist, eine Seitenflache gemeinsam haben.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dal d = 2 ist und K; und K5 eine Kante E
gemeinsam haben. Setze E=K N{xy = 0}. Dann ist F das Einheitsintervall, d.h. der
Standard 1-Simplex. Die Transformationen Fx, und F, konnen so gewahlt werden,
da E = Fx, (E) = Fi,(E) ist. Definiere q := pyo Fy, | 5 —p20Fy, o Wegen Bem. 7.2
(3) ist ¢ € Ry ein Polynom einer Verénderlichen. Nach Voraussetzung verschwindet
¢ in allen Punkten von 3, N E. Also ist ¢ = 0 und damit ¢ stetig.

Betrachte nun den Fall, dafl d = 3 ist und K; und K5 eine Seitenfliche gemeinsam
haben. Setze E := K N {z3 = 0} und definiere ¢ wie oben. Dann ist ¢ € Ry ein
Polynom in zwei Veranderlichen, das in den Punkten von S N E verschwindet. Da
E der Standard 2-Simplex bzw. Standard 2-Wiirfel ist, folgt aus Satz 7.3, daBl ¢ =0
und damit ¢ stetig ist.

Ist schliellich d = 3 und haben K; und K> eine Kante gemeinsam, setzen wir F :=
K N{x3 =25 = 0} und gehen ansonsten wie im Fall d = 2 vor. [

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Finite Element Raume hoherer
Ordnung zu 75 wie folgt definieren:
SEhi={p e LY Q) : p|x € Rx VK € Tp},
K= s nom),
S,Iizg ={pe€ S,’j’o cp=0auf I'}.

Wegen Satz 1.7 ist S,]j’o C WtP(Q) und S,’j:g - Wéc’p(ﬂ) fir jedes 1 < p < oo. Wir

konnen daher im Rahmen von Satz 2.2 X; = S’Z:g mit beliebigem k& € IN* wahlen
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und dadurch die diskreten Probleme der §§ 5, 6 verallgemeinern. Aus den Satzen 7.3
und 7.4 folgt, dafl die Funktionen in S}’f’o und S,li’g eindeutig bestimmt sind durch
ihre Werte in den Gitterpunkten G;, bzw. G, o. Insbesondere gibt es zu jedem z € Gj,
eine eindeutige Funktion v, € S,’f’o mit v,(z) =1 und v,(2’") = 0 fir alle 2’ € G \{z}.
Die Funktionen v,, 2z € Gy, heiflen nodale Basis von SZ’O. Jedes uy € SZ’O 1483t sich

Up = E HzUz,

z€Gy,

eindeutig darstellen als

und die p, sind genau die Werte uy(2). Daher 148t sich das entsprechende diskrete
Problem mit X = S}]f’g wieder als Differenzenverfahren interpretieren.

Ahnlich wie in den §§ 5, 6 definieren wir einen Interpolationsoperator I, :
H2(Q) — 8 durch
(Inhu)(z) =u(z) Vzegy

oder aquivalent

Ihyu = Z u(2)v,.

z€Gh

Man beachte, dafl I,(H (Q)NH?(2)) C S,’jjg ist. Wie in § 6 geschieht die Abschitzung
des Interpolationsfehlers zunachst auf dem Referenzelement. Dazu definieren wir Iy, :
H?*(K) — Ry, durch

(ILzu)(2) = u(z) Vz € 3.

Wegen Satz 7.3 und Bem. 1.20 ist diese Definition sinnvoll. Aus Bem. 7.2 (3) folgt
auBerdem fiir jedes u € H?(Q2) und jedes K € 7;, die Identitit

(Inu)| = [y (ulx 0 Fi)] o Fie'.

Im folgenden versehen wir Grofien wie K , f]k oder f[k mit einem zusatzlichen Index
S oder W, wenn wir hervorheben wollen, daf} sie sich auf den Referenz-Simplex (S)
bzw. auf den Referenz-Wiirfel (W) beziehen.

7.5 Satz: Sei k € N*. Dann wird durch

[ulks1 = |ulrs1 + Z |u(z)]

ZEiJk,S

eine Norm auf H* TV (K) definiert, die zu ||.||ps1 dquivalent ist.

Beweis: Da geméB Satz 1.19 H*t1(K) — C(K) ist, ist []s+1 wohldefiniert, und es
gibt eine Konstante ¢; € R} mit

[ulis1 < etllullirr Vu € HEFH(EK).
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Wir miissen also noch zeigen, daf es eine Konstante ¢, € RY gibt mit
[ullesr < caluliyr  Yu € HFHK).

Angenommen, eine solche Konstante existiere nicht. Dann gibt es eine Folge (uy,)nen
C H*'(K) mit

lunlliss =1 VneN (1)
und
Jim [ =0, )

Wegen Satz 1.19 und Bem. 1.18 gibt es eine Teilfolge (un,, )men von (up)nen und
ein v € H*(K) mit

lim ||u,, —ulr=0.
— 00

Wegen (2) ist insbesondere

lim |uy,, — ulg+1 = 0.
m—00

Daher ist sogar u € H*t1(K) mit |u|p11 = 0, und es gilt
i ([, — ullig1 = 0.
Wegen |u|gy1 = 0 ist u € IP. Wegen Satz 1.19 gilt
u(z) = n}gnoo Un, (2) Vz € ikvs.
Hieraus und aus (2) folgt aber
u(z) =0 Vze g
Wegen Satz 7.3 ist also u = 0 im Widerspruch zu (1). O
7.6 Satz: Sei k € IN*. Dann gibt es eine Konstante c, die von k abhdngt, mit

|u— My pgr < clulppr Vo e HFFY(K).

Beweis: Fall 1: K = Kg : Aus Satz 7.5 folgt fiir beliebiges u € HF1(K)

Ju — Tgul[g41 < colu — Hpulpr1 = calulpi,

da IIyu € Py und u(z) — flku(z) =0 ist fiir alle z € ik,&
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Fall 2: K = Ky : Sei u € H’C“(K) beliebig. Da Kg C Ky ist, folgt aus der Drei-
ecksungleichung

l|lu — ﬂk’WUHk—H < ju— ﬂk,SUHkH + Hﬂksu - ﬂkawu”k“'

Wegen P, C Qi und Satz 7.3 gilt

g w (g, su) = Ik su
und somit
Hk,su — Hkywu = Hk,W(Hk,Su — u)

Bezeichne mit 0., z € ik,W, die nodale Basis zu K und Qp, d.h.

ﬁz € Qka
0.(2) =1,
0.(2) =0 VY2 € Spw\{z}.

Dann folgt fiir beliebiges ¢ € H*1(K) mit Satz 1.19

e weli =1 D @(2)a:llk
zeﬁlk,w

< D le@No:lka

ZEik,W

S”SDH(J(K) Z 192]1k+1

ZEth

<cllellitr D Nozller

Zeik,w

=l pllk+1-

Aus dem soeben Gezeigten und dem Fall 1 folgt
lu = T wullspr <llu =Tk sullis + [ Tw (5w = )|k

<(1+¢)lu — Mg sul et
<1+ )ealulp+1.

O

7.7 Satz: Sei k € IN*. Dann gelten fiir alle u € H**1(Q) die Interpolationsfehler-
abschatzungen

lu — Thullo < e1 B ulpia

lu — Thyuly < coh®|ulpgr.
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Dabei ist h := maxger, hix. Die Konstanten c¢; und ca hangen von Q,k und der

Konstanten cr in der Regularititsbedingung an Ty ab.

Beweis: Sei K € T, und Fi : ©* — bg + Bgx eine affine Transformation des Refe-
renzelements K auf K. Wie im Beweis von Satz 6.3 erhalten wir

lu = Inull L2y =| det B |2 || (u = Inu) o Fic| 1),
u — Inul iy <| det B[V [[Bi Il (w = Tnw) © Fi| g ),

_ k+1
w0 Fic|pusa iy <l det Bre| 72| Brell™ [l s -
Wie im Beweis von Satz 6.2 folgt

IBrlll < hrc/pge 5 BRI < hi/px.
Aus diesen Abschéatzungen und Satz 7.6 ergibt sich wegen I,uo Fx = flk(u o Fi)

lu — Tnullp2crey <c(hrc/pg)*Hulges (r),s
lu— Inul g ry <chg/pic(hc/py )" ul g ),
h
—k—1(""K\ 1k

Hieraus folgt die Behauptung durch Quadrieren und Summieren iiber alle Elemente
KeT,. O

7.8 Bemerkung: Die Ergebnisse der Satze 7.5, 7.7 gelten mit den offensichtlichen
Modifikationen fiir alle W*+1P_Riume mit 1 < p < oo. O

8. Randapproximation und numerische Integration

In den §§ 5 — 7 haben wir stets vorausgesetzt, dafl {2 ein Polyedergebiet ist, d.h.
der Rand I' besteht stiickweise aus Hyperebenen. l.a. ist jedoch der Rand von 2
gekriimmt. Daher ersetzt man in der Praxis {2 durch ein approximierendes Polyeder
Qp, derart dafl die Eckpunkte von €2, auf I' liegen und die Kanten von €2, die Lange
O(h) haben. Sei I';, der Rand von €. Wenn T stiickweise C? ist, folgt dann

dist(I",T',) =sup inf |z — y|
zel yely,

= sup inf |z —y| = O(h?).
yel'y xel

Daher kann der Fehler der Finite Element Approximation bestenfalls von der Ord-
nung O(h?) sein.
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7Ty, ist dann eine Unterteilung von 2, die den Bedingungen der §§ 5 — 7 geniigt.
Zusatzlich miissen die Eckpunkte von €, in der Menge N}, der Elementeckpunkte
enthalten sein. Fir die Konstruktion von ; und 75, mufl der Benutzer den Rand
I' stiickweise als Graph oder implizit als {F'(z) = 0} zusammen mit F' und grad F
angeben.

Falls © konvex ist, gilt €; C € und die Fehlerabschatzungen der §§ 5 — 7
konnen iibertragen werden, wobei die Randapproximation einen zusétzlichen Kon-
sistenzfehler von O(h?) beitrigt. Ist  nicht konvex, gilt 2,\Q # (). Dann miissen die
Daten A,a,a und f auf ), fortgesetzt werden. Dies geschieht am einfachsten durch
Reflexion: Ist € Q,\Q, setze f(x) := f(Z) und analog fiir A,a und a. Dabei wird
T wie folgt bestimmt: Berechne die orthogonale Projektion T von x auf I' und wahle
Z auf der Geraden durch z und Z, so dafl Z in 2 liegt und den gleichen Abstand zu
7T hat wie z. Mit diesen Modifikationen bleiben die Fehlerabschatzungen der §§ 5 —
7 erhalten. Dabei miissen alle Normen auf 2 N ), statt auf €2 bezogen werden. Die
Randapproximation trigt wieder einen Konsistenzfehler der Ordnung O(h?) bei.

Um den Konsistenzfehler durch die Randapproximation zu verringern, kann
man auch krummlinige oder isoparametrische Elemente betrachten. Dabei ist mit
der Notation von § 7 die Transformation Fx : K — K nicht mehr affin, sondern
ein allgemeiner Diffeomorphismus (krummlinige Elemente) oder komponentenweise
eine Funktion aus Ry (isoparametrische Elemente). In diesem Sinn sind die linearen
Dreieckselemente aus § 6 isoparametrische Elemente der Ordnung 1. Bei Verwendung
isoparametrischer Elemente der Ordnung k£ > 2 kann man eine Randapproximation
der Ordnung O(h**1) erreichen. Dementsprechend ist der Konsistenzfehler durch die
Randapproximation auch von der Ordnung O(h**1). Die groBere Genauigkeit wird
natiirlich durch einen erhoéhten Aufwand erkauft.

Die Finite Element Diskretisierungen der §§ 5 — 7 fiihren auf lineare Gleichungs-
systeme. Zur Berechnung der rechten Seite und der Steifigkeitsmatrix miissen Inte-
grale der Form [ P mit o = fo,p = VuT AVv o.4. berechnet werden. Wir haben
bisher stets angenommen, daf§ dies exakt geschieht. Aufler in einfachen Spezialfallen
wird man aber in der Praxis diese Integrale nur ndherungsweise mit einem Quadratur-
verfahren berechnen. Passende Quadraturformeln werden wegen der Ergebnisse von

§ 7 am besten aus solchen fiir das Referenzelement hergeleitet. Sei also
L
Qi (@)= wup(by)
1=1

eine Quadraturformel fir [ % ©- Sie hat die Ordnung k, wenn fiir alle p € Py gilt



Sei nun K € 7;, und F : K — K eine affine Transformation mit Bg = DFg. Da
F affin ist, folgt aus Satz I1.1.4 der Vorlesung ” Einfithrung in die Numerik”, daf3

)= wip(b)
=1

mit
= |detBK|(I}l s bl IFK(bl)

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir [, ¢ ist, d.h.
Qr(p) = / ¢ Vo€ R
K

Man kann zeigen, dafl die Fehlerabschatzungen der §§ 5 — 7 fiir Finite Element
Diskretisierungen der Ordnung m, d.h. X; = S,T(’)O, giiltig bleiben, wenn die Quadra-
turformel @z mindestens die Ordnung 2m — 2 hat (s. § 4.1 in Ph. G. Ciarlet: The
Finite Element Method for Elliptic Problems). Insbesondere reicht also fiir lineare
simpliziale Elemente (m = 1, K = Kg) und d-lineare Wiirfelelemente (m = 1, K =
KW) eine Quadraturformel der Ordnung 0 aus, d.h. nur die konstanten Funktionen

miissen exakt integriert werden.

8.1 Beispiel: (1) K = Ks,d € {2,3},L = 1,1 = &,b1 = 745 S0 % (Schwer-
punkt) liefert eine Quadraturformel der Ordnung 1 fiir den Referenz d-Simplex.

(2) K = Kg,d = 2,L = 3,0y = 1,
eine Quadraturformel der Ordnung 2 fiir das Referenzdreieck.

3) K=Kg,d=2,L="1

@ile 120{ i Z 90(2ij)+2790(2123)}

1<i<j<3

by = 2(Z + 241) (Kantenmittelpunkte) liefert

liefert eine Formel der Ordnung 3 fiir das Referenzdreieck.
(4) Sei

L
= @(E)
=1

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir fol Y(x)dzx. Dann ist gemaf Beispiel 11.1.3
(3) der Vorlesung ”Einfithrung in die Numerik”

L L
= E § WldSO xl17"'7§:ld)
l1:1 :

eine Quadraturformel der Ordnung k fiir den Referenz d-Wiirfel.
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(5) Die Mittelpunktsregel liefert die Formel
. 11
Qi () = 90(57 5)

der Ordnung 1 fiir das Referenz-Quadrat.
(6) Die Trapezregel liefert die Formel

der Ordnung 1 fiir das Referenz-Quadrat.
(7) Die Simpsonregel liefert mit

1 4 1
(aij)o<ij<2:=14 16 4
1 4 1
die Formel
1 2.2 o
£(®) =22 aue(5:3)
i=0 j=0
der Ordnung 3 fiir das Referenz-Quadrat. 0

9. Numerische Losung der diskreten Probleme

Um die wesentlichen Punkte besser herausarbeiten zu konnen und um unnétige tech-
nische Schwierigkeiten zu vermeiden, betrachten wir im folgenden die Reaktions-
Diffusions Gleichung mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und Dreiecksele-

mente der Ordnung k£ > 1, d.h. 7} besteht aus Dreiecken und X = S,Ii:g.

Da die Trager der nodalen Basisfunktionen nur aus wenigen Dreiecken bestehen,
ist die Steifigkeitsmatrix der Finite Element Diskretisierung diinn besetzt. Wegen des
Speicherplatzbedarfes und des Rechenaufwandes sind direkte Gleichungsloser wie die
Cholesky Zerlegung nur fiir grobe Gitter, d.h. wenige Dreiecke effizient. Fiir feinere
Diskretisierungen sind iterative Losungsverfahren vorzuziehen. Da die Effizienz dieser
Verfahren wesentlich von der Kondition der Steifigkeitsmatrix abhangt, wollen wir
diese zunéchst abschatzen. Dazu definieren wir ein gitterabhéngiges Skalarprodukt
(.,.)n und eine zugehorige Norm ||.||;, auf X, durch

=D D ke,

KeTy ze5,(K)

lelln =g, )}/ >.
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|.||5 ist eine skalierte euklidische Norm auf R"", n;, := #G, o. Die Matrix, die zu
(.,.)n und der nodalen Basis gehort, ist diagonal. Insbesondere kénnen Gleichungssys-

teme der Form
(u,v)p = 1(v) Vv e Xy,

leicht gelost werden.
9.1 Satz: (1) ||.||n und ||.||o sind dquivalente Normen auf X},. Die entsprechenden
Konstanten hdngen nur von k and der Konstanten cr in der Regularitdtsbedingung

an 7Ty, ab.
(2) Fir alle v e Xy, gilt die inverse Abschéatzung

ol < c(min hie) oo

Die Konstante ¢ hangt von k und cr ab.

Beweis: ad (1): Wegen Satz 7.3 ist {Zzeik \(p(z)|2}1/2 eine Norm auf IPy. Da 1Py
endlich dimensional ist, gibt es zwei Konstanten ¢y, ¢2, die nur von k£ abhangen, mit

) A2
eallllaiey < { D 02} < Ellellag Ve € Py
Zeik
Sei nun K € 7j, beliebig und F : K — K eine affine Transformation. Wegen
c1h? < |det DFg| < coh%
folgt aus obiger Abschétzung mit dem Transformationssatz
éllll ey =éa| det DFi %[l 0 Ficll 2 )

<ahic{ > rsooFK(z>r2}1/2

Zeik
1/2 1/2
= "hc{ Y le(2)lP}
z€X(K)
<c*hicésllp o Fic | o )
:C;/Qézh‘r{’ det DFK‘_1/2H90”L2(K)
1/2, —1/2
SCQ/ C2Cq / ||90||L2(K)-
Hieraus folgt die Behauptung (1) durch Quadrieren und Summieren iiber alle Drei-
ecke. Man beachte, dafl die Konstanten ¢y, co von ¢z abhangen.

ad (2): Da |.[ 1 ) eine Norm auf IP; /IR und P /IR endlich dimensional ist, gibt es

eine Konstante ¢ mit
|90‘H1(K) < é”90||L2(f<) Vo € P /RR.
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Da die linke Seite dieser Ungleichung fiir konstante Funktionen verschwindet, gilt die
Ungleichung sogar auf ganz Py. Seien nun K und Fg wie in Teil (1). Dann folgt
durch Transformation auf das Referenzelement
[pla () <|det DFg[V2|IDFM Il © Ficl o )

<é|det DFi|"?|| DF Ml © Ficll 2y

=¢||DE el 22 ey

<¢hg/pkllellL2 )

<Ryt llell e xe)-
Dabei hiangt ¢’ von ¢z ab. Quadrieren und Summieren dieser Ungleichung beweist
Teil (2). [

Aus Satz 9.1 (1), dem Beweis des Existenzsatzes 3.3 und der Friedrich’schen

Ungleichung 1.15 folgt fiir alle v € X},
a(v,v) 2 Blvfi = B'l|vllg = B |lvll3.

Ebenso folgt aus dem Beweis von Satz 3.3 und Satz 9.1 fir alle v,w € X},
a(v,w) <BJoli|uwl;

§C2B(;I<Iéi% hie) 72 [ollollwllo

<c'( min hi) =2 [0l 1wl -

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Kondition 0((minge7, hx)™2). Daher scheiden das
Jacobi und GauB-Seidel Verfahren als Loser aus. Da die Bilinearform a symmetrisch
ist, ist die Steifigkeitsmatrix symmetrisch, und ein CG-Verfahren oder besser ein
PCG-Verfahren konnen als Loser benutzt werden. Als Vorkonditionierer eignet sich
z.B. der SSOR-Vorkonditionierer aus § II1.6 der Vorlesung ”Numerische Behandlung
von Differentialgleichungen 1”.

In der Vorlesung ” Numerische Behandlung von Differentialgleichungen I” haben
wir gesehen, dafl Mehrgitter (MG-)Verfahren sehr effiziente Loser fiir Differenzen-
diskretisierungen elliptischer Differentialgleichungen liefern. Wir wollen daher nun ein
MG-Verfahren fiir Finite Element Diskretisierung analysieren. Dazu nehmen wir an,
da wir eine Hierarchie geschachtelter Triangulierungen 75, C 7, C ... C 7Tj, haben.
Es gilt, die Finite Element Diskretisierung zur feinsten Triangulierung numerisch zu
16sen. Dazu machen wir folgende Annahmen:

(1) Q ist konvex.
(2) Jede Triangulierung 7p,, ist uniform, d.h.

hy = max hg <c¢ min hg
KEThm KEThm

mit einer von m unabhangigen Konstanten c.
(3) hm—1 < chy, fiir alle m mit einer von m unabhéngigen Konstanten c.
Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir einen Index h,, in der Regel durch m.
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9.2 Algorithmus: (MG-Verfahren mit V-Zyklus und Jacobi Glattung)
0. Gegeben eine Niherung ul, € X, fiir die Lésung des diskreten Problems.

1. (Vorgliattung) Fiiri=1,...,v; berechne u', aus u', ' als Lésung von

(uy, — uirjl,v)m = w;bl{lm(v) - a(ufgl,v)} Yo € X,,.

2. (Grobgitterkorrektur) Berechne

ln—1(v) ==l (v) —a(ull,v) Yv e Xp_q.

m>

Falls m > 1, wende das MG-Verfahren mit Startwert u®, | = 0 auf das Problem

a(uy, _1,v) =lm—1(v) Yv € Xp_1

m—1»
an. Das Ergebnis sei Uy,—1. Falls m =1 ist, berechne tpy,—1 := u}, ;. Setze
1 ~
w2t =l T, .

3. (Nachglattung) Fiiri = vy +2,...,v1 +vy+1 berechne ut, aus ul; ' als Lisung
von

(uly, — Ul V) = wi {ln (v) — aul, ' v)} Yo € Xy,

9.3 Bemerkung: (1) Es ist [g(v) = I(v) = [, fv. Die rechten Seiten [, zu den
groberen Triangulierungen werden rekursiv berechnet.

(2) Die Dampfungsparameter w,,, werden spéater bestimmt.

(3) Die Gleichungssysteme in den Glattungsschritten haben eine diagonale Koef-
fizientenmatrix.

(4) Die Grobgitterkorrektur nutzt aus, dafl die Finite Element Rédume geschachtelt
sind, d.h. X,,,_1 C X,,. In der Praxis stellt man u,,, und u,,,_1 als Vektoren dar, deren
Komponenten die Werte in den entsprechenden Gitterpunkten sind. Insbesondere
muf} u,,_1 vom Gitter G,,_1 auf das Gitter G,, interpoliert werden. O

Da die Bilinearform a symmetrisch ist, besitzt sie auf jedem X,, einen voll-
standigen Satz Ay, 1,...s Amon,,, m = dim X,,, von Eigenwerten und zugehorigen,

bzgl. (.,.)m orthonormierten Eigenfunktionen ¢, 1, ..., Ym n,.:

a(wm,;uv) = Am,u(¢m,ua U)m Vv e X,
(wm,ua wm,u)m - 5/1,1/-

O.E. konnen wir die Eigenwerte der Grofie nach ordnen

0< A1 < ... <A, = Ap.
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Da die Triangulierungen uniform sind, folgt aus Satz 9.1 A, ~ h,,2. Wir nehmen im
folgenden an, daf

Wm = A,
ist. Es reicht jedoch, wenn w,, > A,, und w,, ~ h.? ist.

Jedes v € X, a3t sich eindeutig darstellen als

N
v = E Cum -
=1

Fiur s € R konnen wir daher durch

nm . 9 V2
Molllm = {3 A2 }
n=1

eine Norm auf X, definieren. Aus den Voraussetzungen folgt fiir alle v € X,,
olllo,m = ol = l1v]lL2(@),
ol = a(v,0)!2 = o]l a1 (0.

Dabei bedeutet ”~” Aquivalenz von Normen mit von m unabhingigen Konstanten.
Sind v,w € X,, mit v = X Vm, , w = XduYm ,, so folgt aus der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung fiir Summen und der Orthogonalitat der Eigenfunktionen

a(v,w) = Z A Cudy,
p=1

Nm Nm

() {4 a

=[l[olllo,m lltwlllz -

9.4 Satz: Bezeichne mit Q,, : X,, — X,,_1 die Ritz-Projektion, d.h. Q,,v €
X,;—1 und
a(Qmu,w) = a(v,w) Yw € Xpp_1.

Dann gilt fir alle v e X,,

|||U - va’”l,m S Chm|||v|H2,m‘

Die Konstante ¢ hangt nicht von m ab.

Beweis: Aus der Definition der Ritz-Projektion und (1) folgt
o = Quvllly ,r, =a(v = Qv v = Qo)
=a(v — Qmu,v)
<lllv = @mlllg ml[vlll2,1m

SCH’U - va||0,m|||v|||2,m'
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Da 2 konvex ist, folgt aus Satz 2.2
[v — Qmollo <chm-1]lv — Qmvll
<chm-1[lv = Qmvll; ;-
Wegen h,,_1 < ch,, folgt hieraus die Behauptung. O
Als néchstes definieren wir einen Operator J : X,, — X,, durch
(Jv,w)m = (v, W) — A a(v,w) Yw € Xop,.

J beschreibt die Fehlerfortpflanzung in den Glattungsschritten von Algorithmus 9.2.
Ist v € YXc,¥m, u, so folgt

JU—ZCM Mwmu

Insbesondere ist J symmetrisch posmv semi-definit bzgl. des Skalarproduktes af.,.).
Definiere fur v € X,,

v| :==a(v, Jv)'/?
P e 0
o(v) ::{ g, o RlEv#0

0 , falls v = 0.
Dann gilt offensichtlich fir v € X,,
o] = ||/
0<p(v) <1

9.5 Satz: Seiv € X,, und p:= p(J"v). Dann gilt
T 01 < 271011y -

Beweis: Schreibe v = X¢,9,,,, und setze zur Abkiirzung o, := 1 — A, /Ay, Dann
folgt mit der Holder’schen Ungleichung

77l . ZAm W ch

2v/2v+1 1/2v+1
S{Z Am,uUiyﬂg} {Z mouC }
WP I35 e m“““

Bilden wir die (v + %)—te Potenz dieser Ungleichung, so erhalten wir

2v+1 2
70l <IT 20l ol

=702 [0lll 1 -

Hieraus folgt

Vv 2
1970l <{ e o
L =17l Lo

= [l -
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9.6 Satz: Seiv € X, und p := p(v). Dann gilt

7 = @ulvllly ,p, < min{1, ey/1 = p}lv]

Daber ist ¢ die Konstante aus Satz 9.4.

1,m*

Beweis: Da I — Q,, eine Projektion ist, ist

I = Qulvllly < MVllly, -

Weiter ist mit v = Yc,m,,

]

Nom Nm )\
T = 1P = A = D i (1= )
m

Nm
- Z AL )‘gn»uci
p=1
- 2
=L 0ll5
Hieraus und aus Satz 9.4 folgt

2 2
T = @ulvlly <Vl
=, A (1 = p)[[v]

2
1,m-

Da A, ~ h_2 ist, folgt hieraus die Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Konvergenz von Algorithmus
9.2 beweisen.

9.7 Satz: Bezeichne mit 6,, die Konvergenzrate von Algorithmus 9.2 mit v, = vy =
v auf dem m-~ten Gitter gemessen in der |||.|||, ,,,-Norm. Dann gilt mit der Konstanten

c aus Satz 9./
c

c+ 2

m =

Beweis: Bezeichne mit u), die Losung der Finite Element Probleme auf dem m-ten
Gitter und mit e’, den Fehler im i-ten Schritt von Algorithmus 9.2. Dann gilt

v+l _ v * * ~
€m  —Cm — Um—1 + Upp—1 — Um—1
V% 46 1 ( * o~ )
=€ Uy —1 m—l(S Uy —1 Um—1
m—1

=[I — Qnler, + Om—1Wm—_1

mit wy,—1 = (5;11_1(16:;1_1 — Up—1) € Xpp—1 und

Nwm—1llly 1 < w1l s
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Wegen der Galerkin Orthogonalitat
a((I — Qm)v,w) =0 Yve X,,,we X,
folgt
I = Qumleh, + wmally
=11 = @mleinllly 1 + Nlwm—1ll
=l = Qulebllf 1 + Mwm—1 17 s
<IN = Qualenlls o + M1 lIY s
=117 = @umletnllly n + Num—rll
=[lIl7 = Qule, + upuy I3,
——
=Qmer,
=lllez % m-
Sei nun w € X,;, mit [lwl]|; ,,, = 1 beliebig. Dann gilt

aent w)

=a(JVe! ™ w)
—a(er 1, TV w)
=a([I — Qmler, + dm—1Wm—_1, J W)
=(1 = dm-1)a([l = @mley,, J'w)
+ dm—1a([L — Qmlel, + wm—1, J w).
Da I — @,, ein Projektor bzgl. des Skalarproduktes a(.,.) ist, folgt fiir den ersten

Summanden

a([l = Qumler,, J'w)
=a([l — Qmlen,, [I — Qm]J w)
< = @mlenllly I = @l wllly .-
Fiir den zweiten Summanden gilt
a([l — Qmler, + Wm—1,J w)
</ = @mler, + wm—llly I wllly 1,
<llezllly Il wlll -
Aus diesen beiden Abschéatzungen folgt mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

a(efn”Jrl

<L = 0m-)lIlF = @mlenllly I = @] wlll; 1,
+0m—lllemlllymll 7wl

<{(1 = -0 = Quleill ., + 1 ller,
{1 = 80T = Qul Wl , + St | T w07 } 2.

7w)

}1/2
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Wegen der Satze 9.5 und 9.6 ist

(1= bm-0)II = Quletulls o + dm—rllell} .
(1= G-I = Q] T lT o + Sl T €0 T

<{(1 = 8p) min{1,ey/T= p(T7 el )} + 01 fo(T7 ¢S el 13 1,

und ) )
(1= Gm-0) 1L = Qul T Wl + sl T,
<{(1 = 1) min{1, ey/T= p(T7 W)} + 81 pp(T*w0)? 7,
Da
e Ml = sup  a(e® )
’ wWE X m

=1
lllll...

ist, folgt hieraus

162l < 1l s, {2 [Bon-1 + (1= 80-2) min{Le(1 = p)}] }.

Also ist

Om < 012132(1{,02” [6m—1+ (1 = m—1) min{1,c(1 — p)}] }

Da auf dem grobsten Gitter exakt gelost wird, gilt

c
o=0< .
0 ~c+2v

Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir m — 1 gezeigt. Man iiberlegt sich leicht,
dafl die Funktion

5 — Orggé(l{pzy [6+ (1 — &) min{1, (1 — p)}}}

auf [0, 1] monoton wachsend ist. Daher folgt aus der Induktionsannahme

& 2v
m < 2 in{1,c(l — }
0 —o?,?%(l{p [c+ ot c+2v min{1, ¢(1 - p)}]

< max [ [+ 21y}

0<p<1 c+2v c+2v
c

_ 2v o
3oy e {1 - 2]

o
e+ 200

Denn die Funktion p — p*[2v + 1 — 2vp| ist monoton wachsend auf [0, 1] und nimmt
den Wert 1 im Punkt 1 an. [
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9.8 Satz: Sei b, die Konvergenzrate von Algorithmus 9.2 mit v, = v,vs = 0 auf

dem m-ten Gitter gemessen in der |||, ,,-Norm. Dann gilt mit der Konstanten c

aus Satz 9.4
- c 1/2
< .
Om < [c + 2y]

Beweis: Sei M der Operator eV, — €% des Algorithmus 9.2 mit v; = v,v5 = 0.
Dann beschreibt der bzgl. des Skalarproduktes a(.,.) adjungierte Operator M* die
Fehlerfortpflanzung von Algorithmus 9.2 mit 1 = 0, v5 = v. Insbesondere beschreibt
M*M die Fehlerfortpflanzung von Algorithmus 9.2 mit vy = v5 = v. Damit folgt aus
Satz 9.7

M 2
MW e ML, koI, )
:H]M*]\JHE((XT”7

c
< .
“c+2v

|| PO < )

O

Der Beweis von Satz 9.7 beruht wesentlich auf den Annahmen (1) — (3), d.h.
da € konvex ist und die Gitter uniform sind. Die Konvexitat von 2 wird in Satz
9.4 benétigt, da dort das Dualitatsargument von Aubin-Nitsche benutzt wird, das die
H?2-Regularitit der Differentialgleichung voraussetzt. Die Uniformitét der Gitter wird
fiir die inverse Abschéatzung zur Kontrolle des grofiten Eigenwertes der Steifigkeits-
matrix bendétigt. Diese Einschrankungen sind fiir die Praxis zu restriktiv. Ebenso
hat sich gezeigt, dafl man mit anderen Glattern als der simplen Jacobi Iteration in
Algorithmus 9.2 wesentlich bessere Konvergenzraten erzielen kann.

Die genannten Nachteile konnen mit einem allgemeineren, abstrakten Zugang,
der in den letzten Jahren entwickelt wurde und als Teilraum-Korrektur-Methode
(TRK) bekannt ist, vermieden werden. Wir wollen diesen Zugang und die entspre-
chende Konvergenzanalyse im folgenden kurz darstellen. Dazu betrachten wir fol-
gende abstrakte Situation:

- V ist ein endlich dimensionaler Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.).

- Vi,...,Vn sind Untervektorraume von V mit V = Zi\;l V; (diese Zerlegung ist
in der Regel weder direkt noch gar orthogonal).

Q; : V — V; sind die orthogonalen Projektionen bzgl. (.,.).

AV — V ist ein symmetrischer, positiv definiter Operator.
A; 1 V; — V; ist die Einschrénkung von A auf V;, d.h. (4;u,v) = (Au,v) VYu,v €
Vi.

- R; : V; — V; ist eine leicht berechenbare, symmetrisch positiv definite Approxi-

mation an A;l.
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Im Rahmen dieser Vorlesung ist V ein Finite Element Raum, (.,.) ist das L?-Skalar-
produkt oder ein dazu dquivalentes Skalarprodukt wie z.B. (.,.); und A wird durch
eine symmetrische, koerzive Bilinearform erzeugt.

Zu 16sen ist das Problem

Au = f.

Dies geschieht mit folgendem Algorithmus:

9.9 Algorithmus: (Teilraum-Korrektur-Methode)
0. Gegeben: Startndherung ug € V.
1. Firn=0,1,... und j =1,..., N berechne

Uptj/N = Unt(j—1)/N T RBjQ;(f — Aupyj—1)/N)-

9.10 Beispiel: (1) Sei V =R" und V; = span{e;}. Dann ist Algorithmus 9.9 das
Gauf3-Seidel Verfahren.

(2) Sei V = Xy, Vi = Xp,, Ro = Ay und R; = w; '1,i > 0. Dann ist Algorithmus
9.9 der Mehrgitteralgorithmus 9.2 mit v1 = 1,5 = 0. Durch passende Wahl der R;
kann man auch den Fall ; > 1 und andere Glatter beriicksichtigen. [

Fiir die Konvergenzanalyse von Algorithmus 9.9 setzen wir

A= min A\pin(R;A:),

1<i<N
A= 1r_<n%>§\[ Amax(RiA;),
T; == R;Q; A.
Aus den Voraussetzungen folgt 0 < A < A. Durch entsprechende Skalierung kann man
o.E. erreichen, daf§ A < 2 ist. Wir bezeichnen mit |||.||| die zu A gehorige Energienorm,
d.h.

llull == (Au,u)'/* VueV.

Fiir Finite Element Diskretisierungen der Reaktions-Diffusions Gleichung ist insbe-
sondere |[||.||| zur H'-Norm dquivalent.

9.11 Satz: FEs gebe zweir Konstanten Ky und Ky mit

N 5 1/2 N
I o} " < Kolloll Yo=Y wiev
=1 i=1

und

N 172 (X 51 1/2
> (v wy) < KX MollP} D Mg} v € Viyw € 1
j=1

1<i,j<N i=1

62



Weiter sei A < 2. Dann ist die Konvergenzrate von Algorithmus 9.9 gemessen in der

Norm |||.||| kleiner oder gleich

-G -)Eg)

2]1/2.

Beweis: Sei u die exakte Losung von Au = f. Aus Algorithmus 9.9 folgt

U—Upyi/n = (I = Tj) (U — Upt(j—1)/N)

und somit
U — Unp+1 = (I — TN)(I — Tl)(u — un)

Setze zur Abkiirzung

EO =1
E,=U-1T;)..I-Ty) ,1<j<N.
Dann miissen wir zeigen, daf fiir alle v € V' gilt

Ewoll < [1- (3 =1 ()] el 2

Aus der Definition der E; folgt sofort
—Ei+E;_1=T;FE;_ v1<j<N.

Bezeichne mit P; : V; — V; die orthogonale Projektion bzgl. des Skalarproduktes
(A.,.). Dann folgt

QiA = AP
und damit

(RiA:)™'Ti =(RiAi) "' RiQi A

=(RiA;) 'R;A;P; = P,
d.h. (R;A;)71T; ist die orthogonale Projektion von V auf V; bzgl. (A.,.). Damit folgt
fiir beliebiges v € V'

2 2
-1l = [ E;v]
2 2

=Ty B0 + Ejoll* — 1Bl
:(AT'Ej_l’U T-Ej_lv) + 2(AT'Ej_1U EU)

(AT EJ 10, T: EJ 1’U) + 2(AT E] 1V, (I T; )Ej_l’l))
(AT EJ 10, (2[ T: )Ej_lv)
( )(ATjEj_lv,Ej_lv).
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Summieren wir diese Ungleichung von 57 = 1 bis IV, so erhalten wir

2 2
llell® = Wl
N
2 2
=S {IEs 1ol - NEII? |
(3)
N
(ATjEj_l’U, Ej_1’1)>.
j=1

Schreibe v = vazl v;. Da (R;A;)7T; die orthogonale Projektion bzgl. (A.,.) ist,
folgt aus der Chauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der ersten Voraussetzung des

Satzes 9.11 )
[[v]l[* =(Av,v)

N

:Z(Av,vi)

1

.
I

(A(R; Ay) ™' Tywv;)

M=

1

.
I

N
S)\_l Z(AT[U, Ui)

=1

N
<Y Tl
=1
N 12 N 1/2
— 2 2
Yo Y e}
=1 =1
N 1/2
— 2
A Kolloll{ 1Tl
=1

Also ist

1 al 2 1/2
Ilelll < A~ ko { S IiTioll*} (4)

=1

Aus der zweiten Voraussetzung von Satz 9.11 folgt

Z (ol

(AT’U T;v)

|
—

1

{ (AT‘Z'U, Ti<Ej_1 — Ej)?)) =+ (ATZ'U, TiEi_lv)}

M=M=

~
I
—

B
I

=

{ (AT, T,TE;_1v) + (ATl-v,TiEi_lv)}

J

-

@
I
MR
I
MR
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N 1—1

SA Z Z(ATZ/U, TjEj_lﬂ)

i=1j=1
N 12 N 1/2
2 2
ANl Il
i=1 j=1

und somit

N N

2 2
S O Twl* <AEY T E;—yol
i=1 j=1

N
:A2K%Z(ATjEj_1U,TjEj_1’U) (5)

j=1

Z

§A3K12 Z(ATjEj—lva Ej_lv).

j=1

Aus den Abschétzungen (3) — (5) erhalten wir

2 2
ol = [ ENvll
N
2(2 — A) Z(ATjEj,lv, Ej,1U>
i=1

N
3 2
>(2= MATK? ) (I Tol
i=1
>(2 = MATNEG 2K |l
Hieraus folgt offensichtlich (2) und damit die Behauptung des Satzes. [

9.12 Bemerkung: (1) Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ist die zweite
Voraussetzung von Satz 9.11 stets mit Ky < N erfillt. Fiir Mehrgitterverfahren
bedeutet die Abschitzung K; < N, dafl die Konvergenzrate von Algorithmus 9.9
sich schlimmstenfalls wie 1/In|h x| verhélt. Haufig kann man jedoch eine verschéirfte
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(Avi,wy) < A lwillllw;
mit v € (0,1) beweisen. Dann ist K; < ﬁ
N

(2) Da nach Voraussetzung V = Z V; ist, ist die Abbildung

1=1
N
Vix..xVy> (Ul,...,UN> — Zvi ev
1=1
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linear, stetig und surjektiv. Aus dem Satz von der offenen Abbildung (§ I1.5 Yosida:
Functional Analysis) folgt daher, dafl die erste Voraussetzung von Satz 9.11 ebenfalls
stets erfiillt. Die Schwierigkeit besteht darin, eine explizite Abschatzung von Ky, die
moglichst nicht von N abhéngt, zu finden. Mit Hilfe allgemeiner Satze der Approxi-
mationstheorie und tiefliegender Charakterisierungen der Sobolev Raume ist dies im
Rahmen von Mehrgitterverfahren fiir Finite Element Diskretisierungen in der Tat
moglich. [

10. A posteriori Fehlerschatzung und adaptive Gitterverfeinerung

In den §§ 6 — 7 haben wir sog. a priori Fehlerabschatzungen gezeigt, d.h. wir
haben den Fehler der Finite Element Diskretisierung abgeschétzt, ohne dazu das
entsprechende diskrete Problem zu losen. Die Fehlerabschatzungen sind alle asymp-
totisch, d.h. sie sagen etwas iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Fehlers aus,
wenn die Elementgrofien gegen Null streben. Fiir ein gegebenes Problem und eine
gegebene Unterteilung sind sie aber unbrauchbar, da sie u.a. von Normen der un-
bekannten Losung der Differentialgleichung abhéangen. Fiir die Praxis stellt sich aber
natiirlich die Frage nach dem tatsachlichen Fehler der berechneten Finite Element
Losung. Zudem will man i.a. eine bestimmte Genauigkeit mit minimalem Aufwand,
d.h. moglichst wenigen Elementen erreichen. Diese Fragen werden durch a posteri-
ori Fehlerabschitzungen und adaptive Gitterverfeinerungstechniken gelost.

Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen.

Um die wesentlichen Prinzipien herauszuarbeiten und um technische Schwierig-
keiten zu vermeiden, beschranken wir uns auf die Reaktions-Diffusions Gleichung
in Q@ ¢ R? mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und Dreieckselemente der
Ordnung k > 1, d.h. 7} besteht aus Dreiecken und X, = S,l,f:g.

Zunachst miissen wir einige zuséatzliche Notationen einfiihren. Die Menge aller
Dreieckskanten, die im Innern von ) liegen, bezeichnen wir mit &,. Jedes F ist
dann die gemeinsame Kante von genau zwei Dreiecken, die wir mit Kg; und Kgo
bezeichnen. Jedem E € &, ordnen wir einen Einheitsvektor ng, der senkrecht auf F
steht, zu und bezeichnen fiir stiickweise stetige Funktionen ¢ mit [p]g den Sprung
von ¢ iiber E in Richtung ng, d.h.

[ole(z) = tlg& ol +tng) — tli%1+<p(x —tng) VzekFE.

Der Sprung [¢]g héngt von der Orientierung von ng ab. Groflen der Form [npVo|g
sind aber von der Orientierung von ng unabhangig. Fir E € &, bezeichnet hg die
Lange von E. Wegen der Regularitatsbedingung der §§ 6 — 7 konnen Groflen der
Form hg /hyx und hg/hgp mit K N K’ # () und EN K # () nach oben und unten
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durch die Konstante ¢y abgeschétzt werden. Schlieilich bendtigen wir verschiedene
Umgebungen von Punkten z € N}, Kanten E € &, und Dreiecken K € 7y:

W, 1= Suppv, = U K’,

zeK’
WK = U K’,
KNK'e&y
(DK = U K’,
KNK'#)
Wg = U K’,
ECOK’
Op = U K’
ENK'#()

Dabei ist v, € Si:g die nodale Basisfunktion zu z, und K N K’ € &, bedeutet, dafl K
und K’ eine Kante gemeinsam haben.

Im folgenden bezeichnen u € H}(Q) und u, € Xj, die schwache Losung der
Reaktions-Diffusions Gleichung und ihre Finite Element Approximation. Wegen des
Existenzsatzes 3.3 und der Friedrich’schen Ungleichung 1.15 gibt es eine Konstante
£ > 0 mit

Bllu —un||? < alu —up,u—up).
0 hangt von €2 und den Koeffizienten A und « des Differentialoperators ab. Aus dieser
Abschatzung folgt insbesondere Stabilitat, d.h.

1
Ju—wunlls < = sup  a(u—up,v). (1)
veHé(Q)
lollr=1

Da X, C H}(R) ist, haben wir Galerkin-Orthogonalitét des Fehlers, d.h.
a(u —up,vp) =0 Vo, € Xp. (2)

Die Abbildung v — a(u — up,v) = l(v) — a(up,v) definiert ein stetiges lineares
Funktional auf H}(Q). Dies ist das Residuum. Als néchstes wollen wir eine Darstel-
lung des Residuums angeben, die praktisch handhabbar ist. Sei dazu v € H}(Q)
mit ||v]|; = 1 beliebig, aber fest. Anwenden des Gaufi’schen Integralsatzes auf jedem
Element K € 7, liefert

a(u — Up, V)

) — a(up,v)

/fv—/{Vu AVU—I—auhv}

/fv—/ Vu AVU—/ auhv}
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— Z {/Kfv-i—/KV-(AVuh)v—/aKnK-AVuhv—/KOzuhv}

KeTy, (3)
:K;h /K{f +V - (AVuy) — auh}v — Egh /E[nE - AVup) v,

Dabei bezeichnet nx die auflere Normale zu K. Wegen der Galerkin Orthogonalitat
(2) konnen wir auf der rechten Seite von (3) eine beliebiges Element v;, € X}, von v
subtrahieren. Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir Integrale folgt dann

a(u — up,v) < Z |f+ V- (AVup) — aup|| L2 x)llv — vall L2k
KeT,,

+ Z Ine - AVur]ell2z) v — vnll2(g)-
Eeé&y,

(4)

Als néchstes miissen wir v, € Xj, geschickt wéhlen, so dafl die Normen [|v — v 12 (k)
und [|v — vp||2(p) moglichst klein werden. Wegen der Ergebnisse der §§ 6,7 sind wir
versucht, v, = I,v zu wihlen. Dies ist aber nicht moglich, da v nur aus H} () ist
und damit Ijv gar nicht definiert ist. Statt dessen konstruieren wir einen sog. Quasi-
Interpolationsoperator Rj, : H}(Q) — S,llzg wie folgt. Fiir jedes z € N}, bezeichnen
wir mit 7, : L?(w,) — IR die orthogonale Projektion, d.h.

1
TP 1= ®.
’wz| Wy

Dabei ist |w,| die Flache von w,. Dann ist

Ry := Z (T 0)v,. (5)

ZGNh,Q

Man beachte, dal Ry, fiir alle ¢ € L*(2) definiert ist und dafl nur iiber die Drei-
eckseckpunkte im Innern von 2 summiert wird.

10.1 Satz: FEs gibt zwei Konstanten cq,co die nur von der Konstanten cr in der
Regularititsbedingung an T;, abhingen, so daf fir alle v € H}(Q), alle Dreiecke
K €7y und alle Kanten E € &, gilt

v — Rpvll2 (k) < cihi|vmi@),

v — Ruvll 2y < cohil [0l mi()-

Beweis: 1. Schritt: Aus der Poincaré’schen Ungleichung 1.21 folgt fiir jedes z € N},
und jedes p € H(w,)

o — 7Tz90||L2(wz) < diam(wz)|90|H1(wz)'
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Wegen der Regularitatsannahme an 7, gibt es eine Konstante ¢’ mit
diam(w,) < hk

fiir jedes Dreieck K, das z als Eckpunkt hat.
2. Schritt: Bezeichne mit £ die horizontale Kante des Referenz-Dreiecks K. Wegen
des Spursatzes 1.12 gibt es eine Konstante ¢, so daf§ fiir alle p € H 1(K ) gilt

el 2y < elell i)
Seien nun K € 7}, ein beliebiges Dreieck, F eine Kante von K und ¢ € H'(K).
Wihle die affine Transformation Fx : K — K so, daB E auf E abgebildet wird.
Setze ¢ := po Fg € H 1(f( ). Wegen der Regularitdtsannahme an 7}, gilt
hil?|detDF| "% < ch ) M? | hY?|det DFg|~Y?||DF||| < chil®.

Damit folgt durch Transformation auf K

1/2 ~
Il 2y =i 116l L2 )

A7 1/20 A
<ehil* |18l g )

~71/2 ~ ~ 1/
=ehif* {10122 ) + 1912 )

~71.1/2 _
<éhyl*{aetDF |7 Igl12. 4,
1 C1y2 2 1/2
+ ldet DF| " IDF 1Pl ) }

A [ —1/2 1/2
<ée{ W Ielpecae) + il el o) }-
3. Schritt: Sei K € 7; ein Dreieck, das keinen Eckpunkt auf dem Rand I' hat.
Bezeichne die Menge der Eckpunkte von K mit N (K). Dann ist
Z v, =1 auf K.
z€N(K)
Damit folgt aus Schritt 1

lv = Ruvllzorey =1 Y vl = m0)ll L2 (s
zeEN(K)

< Z HUZ(U - 71'zU)HLQ(K)

z€N(K)

< Z v =m0l 2k

z€N(K)

< Z HU_WzUHLQ(wz)

zeN(K)

S Z ChKl'U‘Hl(wz)
zeN(K)

< hg |v| g (@)
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4. Schritt: Betrachte nun ein Dreieck K, das mindestens einen Eckpunkt auf dem
Rand I' hat. Dann gilt auf K

v— Rpv = E VU — E VT,V

zeEN(K) zeN(K)NNp 0
= Z ’UZ(’U — 7TZ’U) + Z VT2V
2N (K) ZEN(K)\Np 0

und somit

v — RhUHLQ(K)

< Z HUZ(U—WZU)HL2(K)+ Z H1)27T2UHL2(K).

zEN(K) Z2EN (K)\Nhn, 0

Der erste Summand wurde bereits in Schritt 3 abgeschétzt. Sei also z € N(K)\N.q
ein Eckpunkt von K, der auf I' liegt. Dann ist

H’Uzﬂ'z'UHLZ(K) g ChK‘ﬂ'zU‘.

Da z € T ist, gibt es ein Dreieck K’ € 7;, und eine Kante E’ von K’, so dafl z ein
Endpunkt von £/ und E’ C IT" ist. Da u auf E’ verschwindet, folgt mit Schritt 2

o] =h 2|l L2
—1/2

gec{h;}”h;{%”nv — 10l g2y + B Pl v — WZU|H1(K,)}

gac'{hgguv — mvl ey + yU|H1(K,)}.

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl [v — 7. v| g1 (g7 = |v| g1 (k) ist, da 7. konstant ist.
Aus diesen Abschétzungen folgt die Behauptung fir K.

5. Schritt: Sei £ € &, eine Kante, die keinen Eckpunkt auf dem Rand T' hat.
Bezeichne mit N (F) die Menge der Eckpunkte von E. Dann ist

Z vy,=1 auf F.

zEN(E)

Hieraus und aus Schritt 1 und 2 folgt

lv = Rpovllzacey =l D v:(v = mv)|L2m)

zEN(E)
< Y o= m)lam)
zEN(E)
S Z ”’U—Tl'z"U”LQ(E)
zeN(E)
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< ¥ c{h 21y — )| L2 (s
zEN(E)

1/2

+ hK/E’U — 7TZ/U’H1(KE)}

S Z éch%j|v|H1(w )
2EN(E)

SéclhlE/z ’U’Hl(QE).
Dabei bezeichnet K ein Dreieck, das E als Kante hat.
6. Schritt: Betrachte nun eine Kante F, die einen Endpunkt auf dem Rand I" hat.
Dann ist auf £

v— Rpv = Z v, (v —mv) + Z VT L.

2eN(E) 2EN(E)\Np 0

Der erste Summand wird wie in Schritt 5 abgeschatzt. Der zweite Summand wird mit
den gleichen Methoden wie in Schritt 4 behandelt. Hieraus folgt dann die Behauptung
fiir F. O

Wir greifen nun die Abschétzung (4) wieder auf. Wir setzen v, = Rj,v, benutzen
Satz 10.1 und wenden die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir endliche Summen

an:

a(u — up,v)

<er Y hillf + V- (AVug) = oun | 200 @)

KeTy,
+er Y i llng - AVl gl ol @)
Ec&y
1/2 1/2
<ei{ 3 BkIf + Y (AVw) — el b { D Wl b
KeTy, KeT,
1/2 1/2
+02{ > hEH[nE'Avuh]EHQL?(E)} {Z |U|§11(JJE)}
E€g, Eeg),
<d|v|; { Z hillf+ V- AVuh)—auhHLz(K)
KeTy,
5 1/2
+ 3 holng - AVu]slia
Eecé&y,

Dabei haben wir im letzten Schritt die Regularitdtsbedingung an 7; ausgenutzt.
Hieraus und aus (1) folgt insgesamt

[l = unfly < en (6)
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mit 1o
77 :={ > 77%} ,

KGTh

e ={ I+ (AVun) — o3y (7)

1 9 1/2
+5 Y helle - AVsBag )
ECOK\T

Der Faktor % vor der zweiten Summe in ng berticksichtigt, dal bei Summation iiber
alle Dreiecke jede innere Kante doppelt gezahlt wird.

Ungleichung (6) ist eine a posteriori Fehlerabschitzung. Die Grofle n kann
aus den gegebenen Daten f,A,a und der berechneten numerischen Loésung up a
posteriori berechnet werden. Sie heifit daher auch a posteriori Fehlerschatzer.
Ungleichung (6) zeigt, dafl der Fehlerschitzer zuverlassig ist, d.h. ist n < ¢, so ist
der Fehler ebenfalls (bis auf einen Faktor) nicht gréfler als . Die Kontrolle von 7
erlaubt also, eine vorgegebene Toleranz zu erreichen. Um dies mit einem minimalen
Aufwand zu erreichen, reicht die obere Schranke (6) nicht aus. Wir miissen zusétzlich
garantieren, dal 17 den Fehler nicht tiberschitzt und die rdumliche Verteilung des
Fehlers auch richtig widerspiegelt. Dies nennt man Effizienz. Sie ist gegeben, wenn
es gelingt, den Fehler auch nach unten durch n abzuschatzen.

Um dies zu erreichen, benotigen wir einige zusatzliche Notationen. Bezeichne
mit f5 irgendeine, im folgenden feste Finite Element Approximation an f, z.B. die
L2?-Projektion auf die stiickweise konstanten Funktionen Sg’_l. Fir ein gegebenes
Dreieck K bezeichne mit 21, 29, 23 seine Eckpunkte und setze

Y =270, 0,,0,, auf K.

Wie man leicht nachpriift, hat ¢ x folgende Eigenschaften

Y € IP3,
Y >0 auf K,
Y =0 auf OK,

gl&)(mm((x) = 1.

Insbesondere kann also ¢ durch Null zu einer Funktion aus H} () forgesetzt werden.
Fiir eine Kante E € &, numerieren wir die Eckpunkte der angrenzenden Dreiecke
Kgi und Kgs so, dafl die Endpunkte von E zuerst numeriert werden. Bezeichnen
Uz, iy Vzs,ir Uzg i die nodalen Basisfunktionen zu Kg;,¢ = 1,2, so definieren wir

Vg =40, iV, auf Kgi,i=1,2.
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Offensichtlich hat 1 folgende Eigenschaften

Yp € C(wr)
wE|KE1 € ]P27i = 1727
Y >0 auf wg,

Y =0 auf dwg,

max YE(r) =1.

Fiir eine Dreieckskante E € &}, bezeichnen wir mit Py (E) die Polynome von Grad < k
in einer Variablen auf E. Jedes ¢ € IPy(E) kann in kanonischer Weise zu einem Poly-
nom vom Grad < k in zwei Variablen auf IR? fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung

bezeichnen wir wieder mit ¢.

10.2 Satz: Fur jedes Dreieck K € Ty, jede Kante E € &, jedes v € P und jedes
o€ Py(E) gilt

/2
cillvllpery < {/ U } < [|v] 2 ()5
K
cohi |0rvllLe sy < Yol iy < eshig [Wrvl 2 x),
1/2
callollL2m) < {/ ¢E02} < llollr2(m),
E

cshi 1VEo | 12w < VB0 a1 (we) < cshp' 1VE0] L2 (ws),
1/2
[0l 2w < erh [0 z2e).
Die Konstanten cy, ..., c; hangen nur von k und der Grofie cr in der Regularitatsan-
nahme an 7T;, ab.

Beweis: Die obere Schranke in der ersten Abschétzung folgt aus der Cauchy-Schwarz’-
schen Ungleichung. Wie man leicht nachrechnet, definiert [ UKo Frw? eine Norm
auf IP;. Da auf endlich dimensionalen Raumen alle Normen aquivalent sind, gibt es

eine Konstante ¢ mit
. 5 1/2
Mooy < { [ oo Fru?}” vwePy,
K

Anwenden des Transformationssatzes liefert

éllvllzz(xy =¢l det DFk|"?|lv o Ficl| 2z

1/2
§|detDFK|1/2{/ @DK OFK(’U OFK)Q}
K

~{ [}
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und beweist die untere Schranke der ersten Abschéatzung.
Da ¢ o Fi in den Eckpunkten von K verschwindet, definiert |k o Frw| H(R) eine
Norm auf IP;. Mithin gibt es zwei Konstanten ¢; und ¢o mit

GillYr o Frwll 2y <[k © Fkw| g g

Hieraus und aus dem Transformationssatz folgt wieder die Behauptung.

Die Abschétzungen fiir o folgen mit den gleichen Argumenten wie diejenigen fir v.

l
Sei nun K € 7, beliebig. Setze

wg =V (fn + V- (AVuy) — auy).

Wegen Satz 10.2 ist
S+ V- (AVw,) = aunlfagre < [ wiclf+ V- (ATw,) = auy).
K

Setzen wir wy als Testfunktion v in (3) ein und berticksichtigen, daf§ wx auf 0K und
auflerhalb von K verschwindet, so erhalten wir

/K wK(fh + V- (AVuh) — auh)

:/KwK(f+v-(Ath)—auh)+/ wr (fa = f)

K

~a(u—wn )+ [ wiclfn - )

K
<llallz2|lu — unl| g1 () lwrc | 71 () + 110 — Fllo2 ) lwre | 2 (k)

Offensichtlich ist
lwillzz(ry < [[fn +V - (AVup) — aup | L2 (k).

Aus Satz 10.2 folgt weiter

/
lwscllars ey ={ el ey + lwie s )

o) _9 1/2
§{1+Cshz< } lwk |22 (x)
Schi_(l”fh + V- (AVuh) — auhHLQ(K)'

Aus diesen Abschatzungen und der Dreiecksungleichung ergibt sich
hacllf +V - (AVur) = aunll ey < ef lu = wnllim ey + bl = Fallizaer b (8)
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Sei nun F € &, eine Kante. Setze

WE ‘— wE[nE : AVuh]E

Wegen Satz 10.2 ist
Eling - AVunpl2a ) < /E wilns - AV,

Setzen wir wg als Testfunktion v in (3) ein und berticksichtigen, dafl wg auf dwg
und auflerhalb wg verschwindet, so folgt

/ wE[nE . AVuh]E
E

:/ (f+ V- (AVuy) — aup)wg — a(u — up, wg)
WE
<|f+ V- (AVup) — aun|r2(wp) lwEell L2 (wg) + lallc2 (v — unll g1 wp) lWE | HY (0p)
Wegen Satz 10.2 ist
1/2
[wEllL2 s Serhid?[wpl L2 s
§C7h}3/2|| e - AVuilel L2 (g

und _1
lwell i (we) <chg [[wel L2 (wg)

<chip"?|ng - AVur)g| 2 (s
Aus diesen Abschétzungen und (8) ergibt sich insgesamt
hi 2 llne - AVunlsll e < efllu = unllmep) +helf = fllzen} ()

Aus den Abschétzungen (8), (9) und der Definition (7) erhalten wir folgende lokale
untere Fehlerschranke

nic < e{llu—un| g1y + h | f = fallL2ws) }- (10)

Summation iiber alle Dreiecke liefert zudem die globale untere Fehlerschranke

n< efllu—unl +{ Y2 kIS = fulldec )7} (11)

KeTy,

In beiden Abschiatzungen sind die f — fj-Terme Storterme hoherer Ordnung, die
zudem a priori allein aus der Kenntnis der Daten kontrolliert werden konnen, ohne
eine Differentialgleichung oder Diskretisierung zu losen.
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10.3 Bemerkung: (1) Die Abschétzungen (6), (10) und (11) zeigen, daf§ der
Fehlerschatzer n zuverlassig und effizient ist. Es ist nicht verwunderlich, dafl wir nur
in einer Richtung lokale Schranken erhalten. Denn die Abschétzung (6) benotigt den
inversen Differentialoperator, der ein globaler Operator ist. Die Abschétzung (10)
dagegen benutzt nur den Differentialoperator, der ein lokaler Operator ist.

(2) Die Grole f+ V- (AVuy) — auy, ist das Residuum der Finite Element Approxi-
mation uy, bzgl. der starken Form der Differentialgleichung. Die Grole [ng - VAuy)g
ist der Sprung des Spuroperators, der auf kanonische Weise die starke und schwache
Form der Differentialgleichung verkniipft.

(3) Ahnliche Ergebnisse gelten fiir die Konvektions-Diffusions Gleichung. A priori
héngen die Konstanten in den Fehlerabschéatzungen von der Peclet-Zahl ab und wach-
sen fiir abnehmende Diffusion an. Dieser Effekt kann durch eine verbesserte Analyse
weitgehend vermieden werden.

(4) Es gibt auch andere Fehlerschétzer, die z.B. auf der Losung lokaler, diskreter
Dirichlet- oder Neumann-Probleme beruhen. Mit technischem Mehraufwand lassen
sich fiir diese Schétzer zu (6), (10) und (11) analoge Abschétzungen beweisen. [

Wir wenden uns nun dem Problem der adaptiven Gitterverfeinerung zu. Zu-
nachst konnte man versuchen, den geschatzten Fehler 7 tiber alle Unterteilungen 75
mit einer gegebenen Elementzahl zu minimieren. Dies ist jedoch ein hochgradig nicht-
lineares, extrem aufwendiges Optimierungsproblem. Einfache heuristische Argumente
zeigen andererseits, dafl bei einer optimalen Triangulierung alle Elemente etwa den
gleichen Beitrag zu n liefern. Dies legt es nahe, Elemente, die einen zu grofien Beitrag
nk liefern, zu unterteilen, und fiihrt auf folgenden Algorithmus.

10.4 Algorithmus: (Adaptive Gitterverfeinerung)
0. Bestimme eine grobe Triangulierung 7y, von §2. Setze k := 0.
Lose das diskrete Problem zur Triangulierung 7y, .
Berechne ni, K € T, , und 1y 1= maxgeT, 7K.
Falls n, < e ist, STOP. Sonst gehe zu 4.
Verfeinere alle Dreiecke K € Ty, mit nxg > k. Verfeinere evtl. weitere Drei-

- W =

ecke, um eine zuldssige Triangulierung Ty, ., zu erhalten. Erhohe k um 1 und

gehe nach 1 zurick.

In Algorithmus 10.4 ist v ein zu wéahlender Parameter mit 0 < v < 1. Ist v ~
0, werden viele Elemente verfeinert; ist v ~ 1, werden nur sehr wenige Elemente
unterteilt. In der Praxis wahlt man héufig v = 0.5. Algorithmus 10.4 kann auch ggf.
durch eine Vergroberungsstrategie erganzt werden.

Fiir die praktische Realisierung von Algorithmus 10.4 miissen wir noch beschrei-
ben, wie Dreiecke verfeinert werden und wie die Zulassigkeit der verfeinerten Trian-
gulierung gesichert werden kann. Dabei miissen wir beachten, dafl alle Triangulierun-
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gen die Regularitatsbedingung erfiillen sollen, d.h. die Dreieckswinkel sollen nicht zu
klein oder zu grof§ werden. Dazu fiihren wir folgende Sprechweise ein:

- Ein Dreieck wird rot unterteilt, wenn seine Kantelmittelpunkte miteinander ver-
bunden werden.

- Ein Dreieck wird blau unterteilt, wenn der Mittelpunkt der langsten Kante mit
dem gegenitiberliegenden Eckpunkt und dem Mittelpunkt einer weiteren Kante
verbunden wird.

- Ein Dreieck wird griin unterteilt, wenn der Mittelpunkt der langsten Kante mit
dem gegeniiberliegenden Eckpunkt verbunden wird.

- Ein Dreieck hat einen (oder mehrere) hingenden Knoten, wenn K nicht un-
terteilt wurde, aber eines (oder mehrere) der angrenzenden Dreiecke unterteilt

wurde.

Dabei bedeutet ”angrenzend”, daf3 die betreffenden Dreiecke eine Kante gemeinsam
haben.
Eine rote Unterteilung erzeugt offensichtlich dhnliche Dreiecke und verandert somit
die Winkel nicht. Die Vorgabe, primar die langste Kante zu unterteilen, sichert bei der
griinen und blauen Unterteilung, dafl der kleinste Winkel nicht verkleinert wird. Of-
fensichtlich ist eine Triangulierung genau dann zulassig, wenn kein Dreieck hangende
Knoten hat.
Schritt 4 von Algorithmus 10.4 wird nun gemafl folgender Regeln durchgefiihrt:
1. Ist nxg > yng, unterteile K rot.
2. Hat K drei hangende Knoten, unterteile K rot.
3. Hat K zwei hingende Knoten, von denen keiner auf der langsten Kante liegt,
unterteile K rot.
4. Hat K zwei hangende Knoten, von denen einer auf der langsten Kante liegt,
unterteile K blau.
5. Hat K einen hingenden Knoten, unterteile K blau, wenn der hangende Knoten
nicht auf der langsten Kante liegt, sonst unterteile K griin.

Man kann zeigen, dafl dieser Algorithmus in endlich vielen Schritten eine verfeinerte
Triangulierung erzeugt, die den oben diskutierten Vorgaben gentigt.

11. Implementierung

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die Implementierung der Methoden der letzten
Paragraphen und die dafiir benétigten Datenstrukturen ein. Um die Notationen und
den technischen Aufwand moglichst gering zu halten, beschrinken wir uns dabei in
der Regel auf lineare Dreieckselemente.
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Sei also 7}, eine Triangulierung des polygonalen Gebietes @ C RZ. Bezeichne
mit N1 die Zahl aller Dreiecke und mit NV die Zahl aller Dreieckseckpunkte. Die
Dreieckseckpunkte, d.h. die Punkte in N}, (alllgemeiner in Gj,) werden beliebig nu-
meriert. Die Koordinaten werden in zwei Feldern VX (NV) und VY (NV) gespeichert.
In jedem Dreieck K werden die Eckpunkte lokal im mathematisch positiven Sinne

durchnumeriert. Der Zusammenhang zwischen lokaler und globaler Numerierung wird
durch ein Feld ITNODE(3, NT) hergestellt. Dabei gilt

ITNODE(i,K) =1 <= Knoten i von Dreieck K
hat die globale Nummer /.

Jedem Knoten wird eine Eigenschaft durch das Feld IV ERT(NV') zugeordnet. Dabei
ist
0 Knoten i liegt in €2,

IVERT (i) = { j >0 Knoten i liegt auf dem j-ten Dirichlet Randstiick,
7 <0 Knoten 7 liegt auf dem j-ten Neumann Randstiick.

Weiter miissen wir die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Dreiecken kontrol-
lieren. Dazu vereinbaren wir, daf§ die j-te Kante stets dem j-ten Eckpunkt gegen-
tiberliegt, und definieren das Feld ITEDGE(3, NT) durch

ITEDGE(i,K) =3 >0 <= Kante i von Dreieck K

grenzt an Dreieck j.

Fiir Kanten auf dem Rand von I' kann ITEDGE genutzt werden, um den Typ des
Randes, d.h. gerades oder j-tes gekrimmtes Randstiick, zu beschreiben.

Wenn wir ein Mehrgitterverfahren wie in § 9 zur numerischen Losung benutzen oder
eine adaptive Gitterverfeinerung wie in § 10 durchfithren, miissen wir auch mehrere
Gitterhierarchien verwalten. Dies geschieht durch das Feld ITM ARK (3, NTT). Da-
bei ist NTT' die Summe der Zahl aller Dreiecke auf allen Niveaus. Weiter ist

ITMARK(1,K) =j <= Dreieck K ist durch Unterteilung des Dreiecks j
entstanden

(eine Hierarchiestufe zuriickgehen),

4 Dreieck K wird rot unterteilt,

0 Dreieck K wird nicht unterteilt,

j  Dreieck K wird griin unterteilt,
indem die j-te Kante halbiert wird,

ITMARK(2,K) =

(eine Hierarchiestufe vorriicken)
ITMARK(3,K)=j <= Dreieck j ist ein Nachkomme von Dreieck K.

Dabei gilt fiir die Numerierung der Nachkommen folgende Konvention:
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- bei roter Unterteilung erhalt das Zentrumsdreieck, dessen Eckpunkte die Kan-
tenmittelpunkte von K sind, die Nummer ITM ARK (3, K) und das Dreieck, das
den i-ten Eckpunkt von K erbt, die Nummer ITMARK (3, K) + 1,

- bei griiner Unterteilung erhélt das Dreieck, das die Knoten I'TM ARK (2, K) und
ITMARK(2,K)+1 von K erbt, die Nummer I TMARK (3, K) und das andere
Dreieck die Nummer ITMARK (3, K) + 1.

Hierbei sind Ausdriicke der Form 7+ j stets modulo 3 zu verstehen, d.h. 4 < 1,5 < 2

usw. Ganz analog kann man auch blaue Unterteilungen codieren.

Die grobste Triangulierung kann man auf zwei Weisen erzeugen. Bei der ersten
Moglichkeit gibt man die Groflen ITNODE, IVERT, VX und VY fir die Dreiecke
und Eckpunkte des grébsten Gitters von Hand ein. Zusétzlich gibt man die Werte
von ITEDGE fiir die Randkanten ein. Die Nachbarschaftsbeziehungen fiir die in-
neren Kanten lassen sich aus I TNODFE errechnen. Nach Eingabe der grobsten Tri-
angulierung erzeugt man weitere Triangulierungen durch gleichméflige oder adaptive
Verfeinerungen.

Bei der zweiten Variante erzeugt man die grobste Triangulierung automatisch aus

einer orientierten Liste von Eckpunkten auf dem Rand I'. Fiir diese Punkte mufl

man VX, VY und IV ERT vorgeben. Weitere Gitterpunkte und die Triangulierung
werden aufgrund einer der folgenden beiden Strategien, die auch kombiniert werden
konnen, erzeugt:

(a) Schlage eine Ecke ab, d.h. wéhle ein i, verbinde die Punkte i — 1 und ¢ + 1 der
Liste und erzeuge so ein Dreieck, dessen Eckpunkte die Punkte ¢ — 1, 2 und ¢ 41
der Liste sind.

(b) Verbinde alle Punkte der Liste mit ihrem Schwerpunkt.

Beide Varianten sind natiirlich nur zuléssig, wenn die so erzeugten Dreiecke in (2
liegen. Zusatzlich sollte man die Qualitat der erzeugten Dreiecke kontrollieren, um
zu spitze oder zu stumpfe Dreiecke zu vermeiden (wegen der Regularitdtsbedingung
der §§ 6, 7). Ein Ma$ fiir die Qualitét eines Dreieckes ist das Verhaltnis der Summe
der Quadrate seiner Kantenldngen zu seiner Flache.

Fiir das Aufstellen des linearen Gleichungssystems mufl man die Gréflen
by :==1(v;) und a;; = a(vi,v;)
berechnen. Dabei bezeichnet v; die nodale Basisfunktion zum i-ten Knoten. Bezeichne
dazu fir K € 7 mit [ bzw. ax die Einschrankung von [ bzw. a auf das Element

K, d.h. die Integrale werden nur bzgl. K genommen. Dann erfolgt die Berechnung
der rechten Seite nach folgendem Schema:
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11.1 Algorithmus: (Berechnung der rechten Seite b)
b:=0
for all triangles K do

for all vertices I of K do

i:=ITNODE(I,K)
bi = bz —+ lK(Ui)
enddo
enddo.
Dabei wird Ik (v;) mit einer Quadraturformel berechnet. Fiir die Formel aus

Beispiel 8.1 (2) ergibt sich z.B.

1

I (vi) = ED{f(%(ZI + 2141)) + f(%(Z] + ZI+2))}~

Dabei sind z1, 29, z3 die Eckpunkte von K und
D =det(zy — 21,23 — 21).

Auflerdem sind die Indizes I + 1 und I 4+ 2 wie zuvor beschrieben modulo 3 zu

verstehen.

Ganz analog berechnet man die Steifigkeitsmatrix gemafl folgendem Schema:

11.1 Algorithmus: (Aufstellen der Steifigkeitsmatrix a)
a:=0
for all triangles K do

for all vertices I of K do

i:=ITNODE(I,K)
j:=ITNODE(I +1,K)
@i = Qi + ax (vi, v;)
if 7 > i then
Q5 = Q35 + CLK(Ui,Uj)
endif

enddo
enddo.

Dabei werden die Grofen ax (v;,v;) und ax (v;,v;) wieder mittels numerischer
Integration berechnet. Zusatzlich sind jetzt aber zwei Punkte zu beachten.
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Erstens sind die Ableitungen der Basisfunktion v; stiickweise konstant. Bezeichne mit
21, 22, z3 die Eckpunkte von K und wahle die Transformation Fx : K—K so, daf
der Nullpunkt auf z; abgebildet wird. Dann ist

Bk := DFk = (2141 — 21, 2142 — 21)

und
1) = Fx) = B
1 —VR-(’UiO K)— KVKUZ'-

Hieraus folgt sofort

\V. . 1 Z142,1 — 21,1 — (21+2,2 - 21,2)
KV = —
D \ zr+12— 212 — (21411 — 21.1)

mit
D :=det B = det(z2 — 21,23 — 21).

Eine analoge Formel gilt natiirlich fiir Vgv;.

Zweitens ist die Steifigkeitsmatrix diinn besetzt. Das Element ¢, j ist hochstens dann
von Null verschieden, wenn die entsprechenden Eckpunkte auf einer gemeinsamen
Dreieckskante liegen. Diese diinne Besetzung mufl in Algorithmus 11.2 unbedingt
beachtet werden. Wenn man das diskrete Problem mit einem iterativen Verfahren
wie dem CG- oder MG-Verfahren 16st, benotigt man nur die von Null verschiedenen
Eintrage rechts von der Diagonalen und die Diagonalelemente. In diesem Fall spei-
chert man diese Elemente hintereinander in einem Feld STIFF(NN) ab. Zusétzlich
benotigt man zwei Felder IC(NN) und ID(NV'). Dabei gibt IC(k) den Spaltenindex
des k-ten Eintrages von STIFF an. ID(i) gibt die Position des i-ten Diagonalele-
mentes der Steifigkeitsmatrix in STIFF an. Insbesondere stehen die Elemente der
i-ten Zeile in den Positionen ID(i) bis ID(i+ 1) — 1 mit ID(NV +1) := NN + 1.
Die Felder ID und IC miissen zusatzlich in Algorithmus 11.2 belegt werden. Den
bendtigten Speicherplatz, d.h. NN, kann man leicht a priori abschatzen. Bezeichnet
NFE die Zahl aller Dreieckskanten, so ist NN < NV 4+ NE. Wegen der Euler’schen
Polyederformel ist NE = NT + NV — 1.

12. Nichtkonforme Methoden

Bisher haben wir stets konforme Finite Element Diskretisierungen betrachtet, bei
denen der diskrete Raum X} im unendlich dimensionalen Raum X des Variationspro-
blems enthalten ist. Nun wollen wir sog. nicht-konforme Methoden betrachten,
bei denen diese Inklusion nicht mehr gilt.
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Zunéchst betrachten wir wie in § 2 eine abstrakte Situation. Sei dazu (X, ||.||x)
ein Banach Raum, [ € £(X,R) und a € £2(X,R) symmetrisch und koerziv. Zu lésen
ist das Variationsproblem

a(u,v) =1(v) Yve X. (1)

Weiter seien (Xp, ||.||x,) ein endlich dimensionaler Banach Raum, I, € L(X},R)
und aj, € L£? (Xh,R) symmetrisch und koerziv. Die Normen von [;, und a; sowie die
Koerzivitatskonstante ay, von aj seien gleichméflig in A nach oben bzw. — fiir oy, —
nach unten weg von 0 beschrankt. Die diskrete Approximation von (1) lautet

ah(uh,vh) = lh(vh) Yoy, € X;,. (2)

Wegen Satz 2.1 haben (1) und (2) jeweils eine eindeutige Losung u bzw. uy. (Man
beachte, dafl hierfiir die gleichméBige Beschrénktheit von ||l ]z, [|[an || z2 und ay, nicht
benotigt wird.) Da wir an der nicht-konformen Situation interessiert sind, ist X; ¢ X.
Allerdings setzen wir voraus, dafl ay, [, und ||.|| x, auch fiir Elemente von X einen Sinn
machen und fiir solche Elemente mit a, ! bzw. ||.|| x iibereinstimmen. Der folgende Satz
ist unter diesen Annahmen das nicht-konforme Analogon zum Céa-Lemma (erster Teil
von Satz 2.2)

12.1 Satz: (Zweites Strang Lemma) Unter den obigen Voraussetzungen gilt die
Fehlerabschatzung

A . 1
Ju=wnllx, < (1+22) inf Ju—villx, +—  sup Jan(,wn) = lauwn).

v €Xp h wpeEXp
lwn i x, =1
Dabei ist Ay, = ||lap||z2 und oy die Koerzivitdtskonstante von ay,.

Beweis: Sei v, € X}, beliebig und wy, := up — v,. Aus der Koerzivitat von aj, folgt

dann )
anllwnlx, <an

<Ap|lu = vnllx, |wallx,
+ |lp(wp) — ap(u, wp)].
Wegen
lu = unllx, <llu—vallx, + [lwallx,
folgt hieraus die Behauptung. [

Der folgende Satz ist die nicht-konforme Variante des Dualitatsargumentes von
Aubin-Nitsche (zweiter Teil von Satz 2.2).
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12.2 Satz: Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in Satz 12.1. Zusdatz-
lich sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (.,.) g und Norm ||.|m, so daff X — H
dicht und X;, C H ist. Fur jedes ¢ € H seien u, € X die eindeutige Losung von

a(v,uy) = (p,0)g YveX
und u, p € Xy, die eindeutige Losung von
an(vn, up.n) = (p,vp)mg Yo, € Xp,.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lu—unll < sup {Anllu = unllx, ug el
S

%]
llell g=1

+ \ah(u - uhaugo) - (%U - Uh)H’

ol (1, = pn) = Ity = o)}
Beweis: Da X — H dicht und X C H ist, ist

|u—upllg = sup (p,u—up)m. (3)
weH
lell g=1

Sei nun ¢ € H mit ||¢||g = 1 beliebig. Dann folgt

(s u —un)g =a(u,uy) — an(Un, up,n)
=ap(u, uy) — an(Un, Up,n)
=ap(u — Up, Uy — Up.h)

+ an(Un, up — Ug,p)

+ ap(u — up, U p).
Fiir den zweiten und dritten Summanden dieser Gleichung folgt

an(up, Uy — Ugp,p)
=ap(un, uy) — ap(u, uy) + ap(u, uy) —ap(up, up )
—_———— ——— ——
=(p,u)m —(pun)u
= —ap(u —up,uy) + (p,u —up)g
und
an(u — Un, Ugp,p)
=ap(u, up n) — ap(u, uy) + ap(u, uy) —ap (U, te n)
e — N —— ——
=l(uyp) _lh(uw,h)

= — ap(u; up — Up,n) + In(Up — Up,n)-
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Also ist
(90, u— uh)H Zah(u — Up, Up — ucp,h)

—{an(u —un,up) — (p,u —up)m}

—{an(u,up —upn) = In(uy — upn)}-
Hieraus und aus (3) folgt die Behauptung. [

Wir wenden diese abstrakten Ergebnisse auf ein einfaches, aber typisches Modell-

problem an: der Crouzeix-Raviart Diskretisierung der ebenen Poisson Gleichung
mit homogenen Dirichlet Randbedingungen. Dabei ist @ C IR? ein beschriinktes, zu-
sammenhéngendes Gebiet mit stiickweise geradem Rand T', X = Hi(Q2), H = L*(Q),
(v) = [, fv und a(u,v) = [, Vul V.
Wie in § 6 bezeichnet 7, = {K; : 1 < i < my} eine zuldssige und reguldre Un-
terteilung von 2 in Dreiecke. Wir bezeichnen die Dreieckskanten in 7, mit &, und
die inneren Kanten mit &, o. Fir E € &, ist mg der Kantenmittelpunkt. Da jede
Ebene durch drei nicht kolineare Punkte eindeutig bestimmt ist, ist fiir jedes K € 7},
jedes lineare Polynom p € IP; eindeutig bestimmt durch seine Werte in den Kanten-

mittelpunkten von K. Daher ist folgende Definition sinnvoll

Xy = {(,0 c L*(Q): ¢lx € Py VK € Ty, ¢ ist stetig in

mE,E € 5h7Q,<p(mE) =0 VEe€ gh\gh,Q}

X}, heifit der Finite Element Raum von Crouzeix-Raviart.
Jedes up € X}, ist eindeutig bestimmt durch seine Werte in den Kantenmittelpunk-
ten mg, £ € &, . Bezeichnen 21, 29, z3 die Eckpunkte von K und v.,,v,,,v,, die

zugehorigen nodalen Basisfunktionen aus § 6, so folgt mit einer leichten Rechnung
3

Uh|K = Zuh(mz‘)wz,
i=1
wobei m; der Mittelpunkt der i-ten Kante von K und

Wi = Vg g T Vgyyy — Uy

ist. (Dabei liegt wie in § 11 die i-te Kante vereinbarungsgemif dem i-ten Eckpunkt
gegeniiber.) Die Funktionen in X}, sind nicht stetig und verschwinden nicht identisch
auf T'. Daher ist X;, ¢ X. Es ist aber X;, C H = L*(Q2). Aulerdem ist offensichtlich
S,i:g C Xp,. Die Norm |.||x,, die Linearform [, und die Bilinearform a; werden

definiert durch 1/
lunllx, == { D= lunfbnge )

KETh
()= Y [ fun,
KeT,, K
ap(up,vp) == Z / VUZ,CVU}L.
KeT,, K
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Offensichtlich sind die Voraussetzungen der Satze 12.1 und 12.2 erfiillt. Insbesondere
ist Ah = p = 1.

12.3 Satz: Seiu € HE(Q) N H%(Q) die Lésung von (1) und
Ly(w) == ap(u,w) — lp(w) Yw € X & Xp.
Dann gilt fiir alle w € X & X,
| Lu(w)| < chlula|w] x, -

Die Konstante ¢ hdingt nur von der Konstanten cr der Regularitdtsbedingung an Tp

ab.

Beweis: Sei w € X & X, beliebig. Durch elementweise partielle Integration folgt mit
den gleichen Notationen wie in § 10

Ly(w) = Z / vul' Vw — Z /fw
KeT;, 'K KeT, K __
:fK —Auw

=Y /KVuTVw+ >

KeTy, KeTy,

/ Auvw
K
—_————

= fK VuTVw+faK On g uw

= Z /8K8nKuw

KETh
= Z /[&nEuw]E—l— Z /8nuw.
EBeEpa’F E€E\énn ' F

Da u € H?(Q) ist, gilt fiir jede innere Kante E € &, o

/E[anEu]E = 0.

Ist dagegen E € &£,\&.o eine Randkante, so ist entweder w = 0 auf E, falls w € X
ist, oder

/ w = hgw(mg) =0,
E

falls w € X}, ist. Definieren wir daher fiir jede Kante F € &, den Mittelwert von w
auf F durch
Wg = hgvl / W,
E
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so folgt

+ Z /8uw WEg).

Ec&n\&n,a
Bezeichne mit Ij, : X N H(Q) — Shjo C X}, den nodalen Interpolationsoperator aus
§ 6. Da fiir jede Kante E
/ (w — WE) =0
E

und 0Oy, (Inu) g konstant ist, folgt

)= 3 [ Buetu= Do = wp)l

Ecén o

. / O (1t — Tyu)(w — Tw)] 5.
E€E\Ena” P
Wegen |n| = |ng| = 1 folgt hieraus mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
Lu(@) £ 32 19— )l oo — Tl

Ecéy,
Betrachte nun eine beliebige Kante F € &, und ein Dreieck K € 75, das F als
Kante hat. Bezeichne mit F die horizontale Kathete des Referenz-Dreieckes K und
mit Fx : K — K eine affine Transformation von K auf K , die E auf E abbildet.
Setze w := w o Fi. Aus dem Transformationssatz folgt

wE:h,gl/w:/w

E E
/(w—wE)zo.
E

Wie im Beweis der Poincaré’schen Ungleichung 1.21 folgt, dal es eine Konstante ¢

Also ist

gibt mit

HSDHL2(K) |90‘H1(K)
fir alle ¢ € H 1(K ) mit [z ¢ = 0. Hieraus folgt mit dem Transformationssatz und
dem Spursatz 1.12

lw =Wl L2 (p) = hif 1o — Bl )
< hig*e{ o - wE”L?(K)+|w_wE|iIl<k>}l/2
1/2 c(1+¢é )1/2‘w_EE’H1(K) 5)
_h1/2 (14¢ )1/2|w|H1(K)
< hif?e(1 + ¢3)'/?| det DFye|~"/2|| DFicl|[w] 1 1)

< Yl
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Hierbei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dafl wegen Satz 6.2 und der Re-
gularitit von 7;, der Ausdruck | det DFy|~'/2||DFk]||| durch eine von ¢z abhingige
Konstante beschrankt ist.

Mit den gleichen Argumenten folgt aus dem Spursatz 1.12, Satz 6.1 und Satz 6.7

durch Transformation auf das Referenzelement mit @ := u o Fig

IV (u — Inw)l| 2

=hp 2|1V (i — 70) | pa )

<chy' o — 7l g

:ch;m{”’& - ﬁﬁ“iz(fg) + |4 — ﬁaﬁ{l(ﬁ{) + |a|§12(f<)}1/2 (6)
SC’h§1/2|ﬁ|H2(k)

§c’h§1/2| det DFK|_1/2|||DFK|||2|U|H2(R)

<" hif?[ul pr2 ) -

Hierbei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dafl wegen Satz 6.2 und der Reg-
ularitiit von 7;, die Grofe hy'|det DFy|~Y2||DFg||* durch eine von ¢z abhéngige
Konstante beschrankt ist.

Aus den Abschétzungen (4) — (6) und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir
Summen folgt

|Lu(u)| <c Z hE"U}‘Hl(K)‘U’HQ(K) < c'h\w\Xh\ulg.
Ee&y,

O

12.4 Satz: Seien u € H}(Q) N H?(Q) die schwache Lisung der Poisson Gleichung
und up, € Xy, die Losung der Crouzeix-Raviart Diskretisierung. §2 sei konvex. Dann
gelten die Fehlerabschatzungen

lw = unllx, < cihlulz,

|w — upllo < cah?|uls.
Die Konstanten cqi,co hangen von 2 und der Konstanten cr aus der Reqularitdtsbe-
dingung an 7y, ab.

Beweis: Da 5,11’8 C X}, ist, folgt aus Satz 6.3
inf flu—wvpllx, < inf Jlu—wlx,
vh€EXh whesill’g
= inf |u—w|s
wr €S}

<|u — Ihuls

<ch|uls.
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Damit folgt die erste Fehlerabschatzung aus Satz 12.1 und Satz 12.3.
Satz 12.3 mit w = u — uy, liefert andererseits

‘ah(u - uhvuép) - (907 U — uh)O‘
<chluylallu — unl x,

<chlellollu = unllx,-

Satz 12.3 mit w = u, — u, , und der erste Teil des Beweises ergeben weiter

lan(u, up — up ) — In(Up — g n)l
<chlluy — ug,nllx, |ul2
<c'h?|ug|2]ul2

<c"h*|[elloful2-

Damit folgt die zweite Fehlerabschiatzung des Satzes aus der ersten Abschéatzung und
Satz 12.2. O

12.5 Bemerkung: (1) Sei J(u) := $an(u, u) — I5(u). Wegen S,i:g C X ist

inf J(u) < inf J(up).

uweX uhesiyg
1,0 .
Wegen S,’; C X}, ist ebenso

inf J(up) < inf  J(up).

up€Xp un€S,’0

Daher ist das Minimum von J bei nicht-konformen Methoden kleiner als bei konfor-
men Methoden und haufig dichter am kontinuierlichen Minimum.

(2) Satz 12.4 benotigt im Gegensatz zu Satz 6.4 nicht nur die H2-Regularitit der
aktuellen Losung u sondern die H2-Regularitit fiir jede rechte Seite in L?(Q). Daher
mufl ) als konvex vorausgesetzt werden. Diese zusatzliche Einschrankung ist nicht
Beweistechnik. Nicht-konforme Methoden reagieren haufig empfindlicher als konforme
Methoden auf mangelnde H?2-Regularitiit z.B. aufgrund einspringender Ecken.

(3) Konstruktionsgeméa$ gilt

Ly(w) =0 Yw e Hy ().

Dies gilt aber nicht fiir L2-Funktionen, da L, auf L?(2) nicht stetig fortsetzbar ist.
O
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13. Gemischte Methoden

Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden und die wesentlichen Aspekte besser
herauszuarbeiten, beschréanken wir uns im folgenden auf ein einfaches Modellbeispiel:
die Poisson Gleichung in einem zweidimensionalen, beschrankten, konvexen Polygon

2 mit homogenen Dirichlet Randbedingungen

—Au=f inQ

1
u=0 aufl. (1)

Dies ist ein extrem einfaches Modell fiir die vertikale Auslenkung wu einer ebenen,
diinnen, eingespannten Membran unter Einflufl einer vertikalen Last f. Die bisher
betrachteten Methoden liefern Approximationen der Auslenkung. Unter mechani-
schen Gesichtspunkten sind aber haufig die aus der Belastung resultierenden inneren
Spannungskrafte viel wichtiger. Im Rahmen dieses einfachen Modells ist dies der
Gradient Vu der Auslenkung. Diese Gréfle mufl bei den bisher betrachteten Methoden
durch Differentiation aus der Auslenkung u berechnet werden und wird i.a. um eine
h-Potenz schlechter approximiert als die Auslenkung. Wegen der Bedeutung dieser
Grofle sucht man nach Verfahren, die sie direkt und genauer approximieren.

Dies leisten sog. gemischte Finite Element Methoden. Dazu fiihren wir
o := Vu als zusétzliche Variable ein. Damit geht (1) iiber in das folgende Differen-
tialgleichungssystem 1. Ordnung

c—Vu=0 inQ
—dive =f inQ (2)
u=0 aufl.

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (2) mit einem hinreichend glatten Vektor-
feld 7, integrieren tiber (), wenden den Gauf}’schen Integralsatz an und nutzen die
Randbedingungen fiir u aus, erhalten wir

0:/0-7—/7'-Vu

Q 0

:/J-T+/udiv7'—/ m u TN
Q Q o

=0
:/J~T—|—/udiv7.
9 Q

Offensichtlich ist die zweite Gleichung von (2) &quivalent zu

—/UdiVU:/fU Vv € L*(Q).
Q Q
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Diese Beobachtung fiihrt auf folgende schwache Formulierung von (1):

Finde [o,u] € X := M x @Q, so da8
/J-T—l—/udiVTzo Vre M
Q Q (3)

—/deivo:/ﬂfv Yo € Q.

M :=H(div,Q) := {0 € L*(Q;R?) : dive € L*(Q;R)},
Q =L*(Q).

M wird versehen mit der Norm

Dabel ist

ol zrcaivy == {llollf + Il div o[[§}/2.

Wie in Satz 1.6 kann man zeigen, dal M mit dieser Norm ein Banach Raum ist.

Die Herleitung von (3) zeigt, daf§ dieses Problem im iiblichen Sinne zu (2)
dquivalent ist: Jede klassische Losung von (2) 16st auch (3) und jede hinreichend
glatte Losung von (3) ist auch eine klassische Losung von (2). Problem (3) ist ein sog.
gemischtes oder Sattelpunktsproblem. Es stellt die Fuler-Lagrange Gleichungen
des folgenden Optimierungsproblems mit Nebenbedingungen dar:

1
J(o) ::§/a-a—>minian ={oceM:—dive = f}.
Q

Fiir die Analyse von (3) fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:

o, ulllx ={lloll§ + Il divollg + llullg}/?,

a([o,ul, [, ) ;:/QU-T+/QudiVT—/deiva,
Hirol) = [ 1o

Dann ist (3) offensichtlich dquivalent zu
a([o,ul, [7,0]) = I([7,0])  V[r,0] € X. (4)

Auf den ersten Blick scheint Problem (4) in den abstrakten Rahmen von § 2 zu passen.
Aber die Bilinearform a ist nicht symmetrisch und nicht koerziv. Dies spiegelt die
Sattelpunktsstruktur von (3) wider. Statt der Koerzivitét erfiillt a allerdings eine sog.
inf-sup Bedingung:

90



13.1 Satz: (inf-sup Bedingung) FEs gibt eine Konstante o > 0, die nur von €2
abhangt, mit
f sup a(lo,ul.[m,0)
lo.ulex\ {0} [rolex\{o} [l[os ulllx [I[m, 0]l x

Beweis: Sei [o,u] € X\{0} beliebig, aber fest. Dann gilt
a([o,u], [o,u]) = o3
und wegen divo € L?()
a([o,u], [0, — div o]) = || div o]|2.

Da Q beschrinkt ist, gibt es ein R > 0 mit Q C (=R, R)%. Setze u durch 0 auf ganz
R? fort und definiere

z1
Tu(x) = 61/ u(s,x9)ds Va = (x1,z2) € (.
~R

Dabei ist e; der erste Einheitsvektor in IR?. Offensichtlich ist 7, € M und erfiillt
divry, = u, [|7u]lo < collullo-

Dabei hangt die Konstante ¢y nur vom Durchmesser von 2 ab. O.E. ist ¢g > 1.
Hieraus folgt

a@MW@%ZAmm+M%

> = |lollolimullo + lul

> — [lollocollullo + [lullg

—_

1
> llulls = <sllollc.

Setze

L.
p:zcga—{—m,w::cgu—§dlva.

Dann folgt
a([o, ul, [p, w]) =cga((o, ul. [0, u]) + a([o, u], [, 0]) + %a([d, ul, [0, = div o))

1 1 1, ..
>3+ Sllulld - 5llol3 + 5l div o3
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und 1
Ilos wlllx <cglllo, ulllx + [|[7u, 0]l x + §|l[0» —divol]|x

— ol + {3 + a3 )2+ Ll divoll
——
<cgllull3
1) /2
<{drdrieg) Nl
<2630l

Aus diesen Abschitzungen folgt die Behauptung mit o = 1/(4c3). [

13.2 Satz: Problem (3) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis: Sei u € Hj (Q) die schwache Losung von (1) im Sinne von Definition 3.1. Da
Q konvex ist, folgt aus Satz 3.6 u € H2(Q). Also ist 0 := Vu € H(div,Q). Aus der
Herleitung von (3) folgt, da [o, u] eine Losung von (3) ist. Wir miissen also noch die
Eindeutigkeit zeigen. Dazu reicht es, zu zeigen, dafi das homogene Problem, d.h. (3)
mit f = 0 bzw. (4) mit [ = 0, nur die triviale Losung hat. Ist aber [0, u] eine Lésung
des homogenen Problems (4), so folgt aus Satz 13.1

a(lo,ul, [r,v
allolx < sup  Aoublnd)
rolex\{or 7 vlllx
Also ist 0 = u = 0. 0

Fiir die Diskretisierung von (3) betrachten wir nur das einfachste Beispiel, das
sog. Raviart-Thomas Element niedrigster Ordnung. Dazu bezeichnet 7}, eine Fa-
milie zulassiger und reguldrer Triangulierungen von 2 und &, die Menge der Drei-
eckskanten in 7;,. Fir ein Dreieck K sei

RT(K) := {(g) +7<2> :a,ﬁ,fyelR}.

13.3 Satz: Sei K ein Dreieck und nk das duflere Einheitsnormalenfeld zu OK.
Dann gilt fiir jedes o € RT(K):

(1) 0 - ng ist konstant auf den Kanten von K.

(2) o ist eindeutig bestimmt durch die Werte von o - nk auf den Kanten von K.

Beweis: ad (1): Die Funktion x — x - ng ist konstant auf den Kanten von K.
ad (2): Wegen dimRT'(K) = 3 miissen wir nur zeigen, daf§ 0 die einzige Funktion

o € RT(K) ist, fiir die 0 - ng auf allen Kanten von K verschwindet. Sei o = (g) +
0% (il) eine solche Funktion. Dann folgt aus dem Gauf’schen Integralsatz
2
0:/ a-nKZ/ diVU:/ 27
oK K K
ﬁ’y = O.
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Also steht der Vektor (a) senkrecht auf dem zweidimensionalen Raum, der von den

&

Richtungsvektoren der drei Kanten von K aufgespannt wird. Also ist auch o = g = 0.

O

Definiere

RT; ' :={0:Q— R*: 0 € RT(K)VK € T),}
RT), :=RT;' n H(div, Q).

Wie im Beweis von Satz 1.7 folgt, dafl o € RT),~ 1 genau dann in RT}, liegt, wenn
o - ng stetig ist iiber alle Dreieckskanten, die in €2 liegen. Wegen Satz 13.3. ist daher
RTy, # {0}. Die Freiheitsgrade der Funktionen o}, € RT}, sind genau die Werte von
op - ng auf den Kanten in &,. Insbesondere ist dimRT}, = #&,. Wir setzen nun

My, :=RT),
Qn =8,
Xp =My, x Qp,

und approximieren Problem (4) durch

Finde [0}, up] € Xp, so daB

a([on,un), [Th,vn]) = U[mh, vn])  V]mh,vn] € Xy,
oder in anderer Schreibweise

Finde [0}, up] € Xj, so daB

/Uh-Th—l—/uhdiVThZO V1, € My, (6)
Q Q

—/UhdiVO'hZ/fUh Yon € Q.
Q Q

13.4 Satz: (1) Es ist div My, = Q. Zu jedem up, € Qp, gibt es ein 7, € My, mit
div Thu, = Un s |Thoun llo < cllun o

Die Konstante ¢y hdangt nur vom Durchmesser von ) und der Konstanten cr aus der
Regularitatsbedingung an Tp, ab.

(2) (inf-sup Bedingung) FEs gibt eine Konstante 5 > 0, die nur von der Konstanten
c1 aus Teil (1) abhdingt, mit

inf sup a([ah7 Uh], [Th, Uh])

(o un]€ X\ {0} [rn,onlexp\{o} [Hlom, wn]llx Hmn, vn]llx
(3) Problem (5) bzw. (6) besitzt eine eindeutige Lisung.
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Beweis: ad (1): Aus der Definition von RTj folgt sofort div M; C Q. Sei nun
up, € Qp beliebig und

Tuy, 1= 61/ up(s,x2)ds Va = (r1,22) € Q
—R

wie im Beweis von Satz 13.1. Wir definieren einen Operator Iy, : H(div,Q) — M,
durch

(IhT)-nK:hgl/T-nK VK € T, FE € &, F C 0K.
E

Dabei ist hg die Lange von E. Wegen Satz 13.3 ist diese Definition sinnvoll. Fiir jedes
K € Tj, folgt mit dem Gaufy’schen Integralsatz

/KdiV(IhTuh): Z /E(IhTuh)-nK

Begy,
ECOK

= E /Tuh'nK
peg, YE

ECOK

:/ div 7,
K
:/ Up, .-

K

Da wup, und div(I, 7y, ) auf K konstant sind, bedeutet dies
div(Ip Ty, ) = up.

Mit dem iiblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das Referenzelement
und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensionalen Riumen, zeigt man, dafl

[ nTus llo < c2l|Tuy || 2 (aiv)

ist mit einer Konstanten cp, die nur von ¢z abhéangt. Also leistet 7y, 4, := I 7, das
Gewiinschte mit ¢; = co(1 4 ¢2)'/? und ¢y wie im Beweis von Satz 13.1.

ad (2): Wegen Teil (1) kénnen wir den Beweis von Satz 13.1 kopieren. Dabei iiber-
nimmt 7, aus Teil (1) die Rolle von 7, aus dem Beweis von Satz 13.1.

ad (3): Wie im Beweis von Satz 13.2 folgt aus Teil (2), dal das homogene Problem
(5), d.h. (5) mit [ = 0, nur die triviale Losung besitzt. Da (5) ein lineares Gle-
ichungssystem mit der gleichen Anzahl von Gleichungen und Unbekannten ist, folgt
hieraus die Behauptung. O
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13.5 Satz: Seien [o,u] € X und [op,up] € X}, die eindeutigen Lésungen der Prob-
leme (4) und (5). Es sei 0 € H*()?, dive € HY(Q) und u € HY(Q). Dann gilt die
Fehlerabschatzung

lo —onllo + || div(e — on)llo + ||lu — unllo < ch{|o|i +|diveols + |ul1}.

Beweis: Sei [m,, vp] € X}, beliebig. Mit der Dreiecksungleichung folgt
llo = on,u—unlllx <lllo—=7nu—walllx + 7 — on, vn — un]llx.
Wegen X;, C X folgt aus (4) und (5) die Galerkin Orthogonalitét
a([oc — on,u — upl, [pr,wn]) =0 Y]pp, wn] € Xp.
Hieraus und aus Satz 13.4 (3) folgt

Bll[mh — on,vn — unlllx
a([th — on,vn — upl, [pn, wp])

< sup
lon,wn]€XH\{0} ||[Ph, wh] HX

= sup a([Th —0,Un _u],[ph,U)h])
[onwn]€XK\{0} | lon, walllx

<|[lrn — o vn —ul|[x.

Hierbei haben wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir Inte-
grale und Summen und die Definition von ||.||x ausgenutzt. Da |1, v,] € X}, beliebig
war, beweisen diese Abschiatzungen das folgende Analogon zum Céa-Lemma, Satz
2.2,

1 :

o — on,u —upl||x < (1+—> inf  ||[o — T, u — vp]]|x-

B) i wnlex,
Bezeichne mit 7, : L?(Q) — Qp, die L?-Projektion. Dann folgt aus obiger Ab-
schatzung

) 1/2
{lo = anli2 + || div(e — o) |12 + [lu — un||?}

< (1 + %) o — Ino,u — mpull| x

1 . 1 2
- (1 + B) {llo = Ino I} + Il div(o = 1) |3 + lu = muul3} .
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Dabei ist I}, der Interpolationsoperator aus (7). Aus der Poincaré’schen Ungleichung,
Satz 1.21, folgt

1/2
|u — mhullo = { Z Ju— 7Thu||%2(K)}

KeTn

1/2
1 o /
= Z Hu—m KUHL2(K)
1

KGTh

/2
S{ > Czh%{‘u’%ﬂ(l{)}

KeTy,
<ch|ul;.

Durch Transformation auf das Referenzdreieck folgt wie im Beweis von Satz 6.3 fiir

jedes K € Ty,
HO‘ — IhUHLZ(K) SC inf HJ — TKHLZ(K)
Tk ERT(K)

<c inf HO'_pKHLz(K)
px ER?

SC/hK|O'|H1(K)-
Dabei haben wir wieder im letzten Schritt die Poincaré’sche Ungleichung, Satz 1.21,
ausgenutzt. Quadrieren dieser Abschatzung und Summieren iiber alle Dreiecke liefert

lo — Inollo < chlo|;.

Sei nun v € L?(Q) beliebig. Dann ist
/ div(oc — Ipo)v
Q

:/ div(oc — Io)(v — mpv) + / div(oc — Ipo)mpo.
Q Q

Wegen (7) erhalten wir fiir den zweiten Summanden
/ div(c — Ipo)mpv

Q
= / div(e — Ino)mhv
KeT;, 'K

= Z /aKnK (o0 — Ipo)mpv

KeTy,

-y ¥ /EnK-U—/EnK-(IhU) T

KeT, Ecé&y
ECOK

-~

=0
=0.
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Fiir den ersten Summanden folgt aus der Cauchy-Schwarz’schen und der Poincaré’-
schen Ungleichung

/ﬂdiv(a — Ino)(v — mpo)

1/2
<||div(o — on ||0{ Z lv - 7ThUHLZ(K)}

KETh

1/2
<c||div(c — o, ||o{ Z hK|U|H1(K)} :

KGT}L

Wahlen wir spezeill v = div(o—1j0) und beachten, dafl div Ij,0 elementweise konstant
ist, erhalten wir aus obiger Abschéitzung

I div(e — Ino) |3

1/2
<c|| div(c — Ip0) Ho{ Z h3 |d1VU|H1(K }

KeTy,
<ch| div(o — Ip0o)||o| div o]y

und damit
| div(e — Ino)|lo < ch|divol;.

Hieraus folgt die Fehlerabschéitzung des Satzes. [

13.6 Bemerkung: Da Q konvex ist, ist u € H?(2) und ¢ = Vu € HY(Q).

Wegen divo = —f sind daher die Regularitatsannahmen von Satz 13.5 erfiillt, wenn

f € HY(RQ) ist. [
Das lineare Gleichungssystem (6) hat folgende Struktur

(5 %) (5) = ()

Die Koeffizientenmatrix dieses LGS ist symmetrisch, aber indefinit. Dies spiegelt die
Sattelpunktsstruktur von (3) wider. Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit,
und die Matrix B hat wegen Satz 13.4 (1) maximalen Rang. Die Grofle des LGS (6)
ist &, + #75. Wegen der Indefinitheit kann es nicht mit einem CG-Verfahren gelost
werden. Wir wollen nun ein aquivalentes diskretes Problem herleiten, das auf ein
kleineres, symmetrisches, positiv definites LGS fiihrt. Bezeichne dazu wie in § 12 mit
&n.o die Menge aller Kanten im Innern von €. Jedem E € &}, o ordnen wir wieder
einen dazu orthogonalen Einheitsvektor ng zu und bezeichnen mit [p]gr denSprung
von ¢ iiber E in Richtung ng. Setze

U E

Ecéh
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und bezeichne mit
Sis ={\:T—R:A\g€R VEE€&q}

die stiuckweise konstanten Funktionen auf X..

13.7 Satz: (1) RT, = {O’ € RT; ' Z / [0 -nplpA=0 VA€ 52151}-
Ecéy o E

(2) Sei ¢ € L(RT; *,R) mit p(c) = 0Vo € RT),. Dann gibt es genau ein A\, € 52:;
mit

90(0'): Z /[U‘HE]E)\@ VO’ERTh_l.

Beweis: ad (1): Wie im Beweis von Satz 1.7 folgt, da§ o € RT}, ' genau dann in RTj,
liegt, wenn o - ny stetig ist iiber alle inneren Kanten, d.h. wenn [0 - ng|g fiir alle
E € &), o verschwindet. Wegen Satz 13.3 (1) ist dies genau dann der Fall, wenn gilt

Z /E[O'nE]E)\:O V)\ngzgl

E€&n.a

ad (2): Sei p € L(RT, ', R) eine lineare Abbildung, die auf RT}, verschwindet.
Wegen des Rangsatzes gibt es ein A\, € 5’2:51 mit der gewlinschten Eigenschaft. Wir
miissen also nur noch die Eindeutigkeit von A, zeigen. Sei dazu u € Sg:g ! mit

Z /[O“TLE]E/LZO VO’ERT}L_I.
E€&n.a E

Dann miissen wir p = 0 zeigen. Sei dazu E* € &}, o beliebig und K* € 7}, ein Dreieck,
das E* als Kante hat. Wegen Satz 13.3 gibt es ein ¢* € RTh_1 mit

ol =0 fiir alle K € T,\{K"}
o*-ng =0 fir alle Kanten Evon K" mit F # E*

" -ng- =1.

Damit folgt

0= Z /E[U*'TLE]EH

E€&h.0
:/*[0* “np-|pH
— & |E* |y
Da E* beliebig war, folgt u = 0. [
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Wir betrachten nun das folgende Problem:
Finde &, € RT}, ' i, € S, ™", fin € S5, so daB

/&h'7h+/ahdiVTh+ Z /[Th'nE]E[Lh:O VThERTh_l
Q Q Ecén a E

_/vhdiv&h :/fvh vvhesg,—l (8)
Q Q

> / 6n-nElEAn =0 VA, € Spgt
Ecén o E
13.8 Satz: Die Probleme (6) und (8) sind dquivalent.

Beweis: Sei 6y, Up, fip, eine beliebige Losung von (8). Aus der dritten Gelichung von
(8) und Satz 13.7 (1) folgt &, € RT), = M},. Indem wir in der ersten Gleichung von
(8) nur Vektorfelder 7, € RT}, als Testfunktionen betrachten, sehen wir, da§ &y, up,
eine Losung von (6) ist.

Betrachte nun umgekehrt die Losung op,, up von (6). Diese erfiillt wegen (6) und Satz
13.7 (1) die zweite und dritte Gleichung von (8). Wegen (6) verschwindet zudem die

lineare Abbildung
T—>/0’h'7'+/ up div T
Q Q

auf RTj. Wegen Satz 13.7 (2) gibt es daher genau ein uy, € 52”51 mit

/Uh'Th—f—/UhdiVTh—l- Z /[Th~nE]E,uh:O VThGRTh_l.
Q Q E

Ecé o

Also ist o, up, pp eine Losung von (8). O

Problem (8) ist ein LGS der Form

121 BT CT Oh 0
B 0 0 Up = —bh
C 0 0 L 0

Da es die Grofle #&, + 175, 4 €4 o hat, haben wir auf den ersten Blick im Vergleich zu
(6) nichts gewonnen. Da die Funktionen in RTj}, ' keine globalen Stetigkeitsbedingun-
gen erfiillen miissen, gibt es eine Basis von RT," ! aus Funktionen, deren Tréger jeweils
auf ein einziges Dreieck konzentriert ist. Daher ist A ein blockdiagonale Matrix; die
Zahl der Blocke ist §7;,. Wegen Satz 13.3 (2) ist jeder Block eine 3 x 3 Matrix. Wir
konnen daher die Unbekannte oj elementweise durch u, und pp ausdriicken und
erhalten

op = —Ail{BTuh + C’T,uh}.
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Einsetzen in die Gleichung fiir uy, liefert
—bj, = Boy, = —BA 'BTu;, — BA1CT .

Da die Funktionen wuy, elementweise konstant sind, ist die Matrix BA~!B7T diagonal.
Wir konnen daher uj;, durch pj, ausdriicken und erhalten

Up, = {B/I_lBT}_l{bh - B/I_lcTuh}.
Setzen wir dies in die Gleichung fiir uy, ein, erhalten wir

0=Coy
=—CA 'BTu, —CA1CT
= —CA'BT{BA'BT}"Yb, — BA~'CTpup,} — CA~*CT py,
—{CA'BT{BA'BT}'BA-'CT — CA~'CT}u, - CA"*BT{BA-1 BT} lp,,.

Wir konnen also die Unbekannten o5, und uj elementweise eliminieren und erhalten
ein LGS der Form

Hpyp = gn 9)

fiir p15,. Es hat nur noch die Grofle §&, o. Die Matrix
H=CA'BT{BA'BT}"'1BA-'CcT —CcA~'CT

ist offensichtlich symmetrisch. Da die Matrix des LGS (8) wegen Satz 13.4 (3) und
Satz 13.8 regulér ist, ist H auch positiv definit. Daher kann Problem (9) z.B. mit
einem CG- oder PCG-Verfahren gelost werden.

Die Freiheitsgrade von puy, sind die Werte in den Mittelpunkten der inneren Kan-
ten. Gleiches gilt fiir die nicht-konforme Crouzeix-Raviart Diskretisierung aus § 12. In
der Tat sind das Problem (9) und die Crouzeix-Raviart Diskretisierung eng verwandt.
Aufgrund dieser Verwandschaft kann man zudem die Unbekannte pj benutzen, um
eine Approximation der Ordnung O(h?) fiir die Verschiebung zu erhalten.

13.9 Satz: Seien [o,u] € X und [op,un, un) € RT; * x Sp ™" x 52151 die eindeutigen
Lésungen der Probleme (3) und (8). Bezeichne mit CRy, den Raum der Crouzeiz-
Raviart Elemente aus § 12 und definiere uy, € C' Ry, durch

un(mp) = —ppp YE € Eng.
Dabei ist mg der Mittelpunkt der Kante E. Dann gilt

lu = anllo < eh®{|fl1 + l|ull2}.
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Beweis: Da die Mittelpunktsregel fiir lineare Funktionen exakt ist, folgt aus der De-

finition von 4y,

/ (tin + pn) =0 VE € Epq.
E

Definiere analog uj; € C'R), durch
/(u}; —u)=0 VEe€&q.
E

SchlieBlich sei 7y, := 7,u die L?-Projektion von u auf 52’_1. Dann folgt mit element-
weiser partieller Integration fiir alle 7, € RT) !

Il
\
q
5‘
+
ing

Z / up[ng - Tl E-

Ecén o

Hieraus und aus der ersten Gleichung von (8) erhalten wir

= ) {—/aEuh[nE-Th]E—/aEu;;[nE-Th]E}

:/Q(o—h_g).Th+/ﬂ(uh—ah)dmh.

Mit dem {iblichen Skalierungsargument, d.h. Transformation auf das Referenzele-
ment und Aquivalenz von Normen auf endlich dimensionalen Riumen, folgt ander-
erseits, dafl es eine Konstante ¢ gibt, die nur von der Konstanten c7 in der Regu-
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laritdtsbedingung an 7; abhangt, mit

[in — upllo
/ (an —up)[ne - mhlE
Ecén o 22
< sup 1/2
TWERT, ! _2 ) ) 5
> Rl ey + 1 div T ey
KeT,,

Damit folgt aus obiger Identitét

1/2
lin — wllo SC{ S [Billo — onliZacuey + —ahnizm]}
KeT,

<¢/[llo— onllo + llun — nllo
GemaB Satz 3.5 und Bem. 3.6 ist
Bllo = onllo < e [If1s + flull]

Wir wollen zeigen, daf gleiches fiir ||up —upl|o gilt. Dazu benutzen wir ein Dualitéts-

argument und bezeichnen mit z die schwache Losung von
Az =up —wup in Q
z =0 auf I’

und setzen ¢ := Vz. Mit dem Interpolationsoperator I;, aus (7) folgt dann
i = wnl = [ (@ = i) divg
:/Q(Uh —up) div(Ipe)
= /Q(u —up) div(Irp)

_ /ﬂ (o — o) Ine

- /Q (0h — ) Inp— @)+ [ (on — o)y

=/ (01 — o) (Ing — @) +
Q

=/ (on — 0)Ing — @)
Q

:/Qm o) (I — ) —
<llo — onllolie — Ingllo + [l divio — aw)llollz — mnzlo

<ch{llo = anlloliehs + Il div(e = an)lolzh }-

(o, —0)-Vz
div(op, — o)z

div(op, — 0)(z — mp2)

S~ S5
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Wegen
|21 + el < cll@n — unllo

und Satz 3.5 liefert dies

I = wnllo <ch{llo = anllo + | div(o = an) o }

< {171+ [lull -

Dies beweist die Fehlerabschatzung des Satzes.
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