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1. ENFUHRUNG

MoTIVATION. Wichtige mathematische Begriffe kbnnen wie folgt als Mengen interpretiert
werden:

Funktionenf: X - Yist{, f(x): x € X},

Paareix, y) -={{x}, {X, y}},
Relationen: z.B<y={ M, m): n, me Yund n <y m},
natirliche Zahlemd := g, 1 :={&}, 2 := {2, {2}, ...,.n + L :=n U{n}.

»,NAIVER MENGENBEGRIFF VON GEORG CANTOR. ,Eine Zusammenfassung von
wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Gegenstdnden unseres Denkens oder unserer
Anschauung.” Dieser Mengenbegriff wird wie folgt ausgelegt:ESeine Eigenschaft, dann
existiert die Menge, die als Elemente genau die Objekte mit Eigen&chaft geschrieben
als{x: x hat E}.

Dieser naive Ansatz fuhrt zu Widersprichen.

BEeISPIELE (a) Die Eigenschatft sei ,nicht Element von sich selbst sein®. Bilde e {x:
X ¢ x}. Frage mich: GiltM & M? Dann abeM ¢ M. Also M ¢ M. Aber dann hatV
Eigenschaft, alsoM & M. Also wedet™M & M nochM ¢ M. Widerspruch.

(b) Betrachte die Eigenschaft: ,die kleinste natlrliche Zahl sein, die mit weniger als 50
Wortern mit je héchstens 20 Buchstaben nicht definierbar ist”.

Beispiel (b) zeigt, dal’ wir vorsichtig unsere Sprache wahlen mussen.

SPRACHE Wir benutzen dieSprache erster Stufé.® mit SymbolmengeS = {€}, wobei e
ein 2-stelliges Relationszeichen ist. Genauer:

Alphabet A, =, 7, (,), =, vu (fir jedesn eN), €

Formeln sind rekursiv definiert:Primformeln sind v, € Vi, Vo = Vy fir n, m e A.
Rekursionsschritt: Fallg, v Formeln, so sind aucty A ), =, M, ¢ (fur jedesn € N)
Formeln.

Intuition: Alle Variablen stehen flr Mengen.

ABKURZUNGEN. Wir verwenden folgende Abkurzunget, ¢ kirzt ab-, -, (¢ V y)
klrzt ab—(-p A —y), (p = ) kUrzt ab(—p V), (p < w) klrzt ab(p - w) A (y = @), Vi #V,
kirzt ab-v; = v;, vi ¢ v; klirzt ab-v; e v;. Klammern werden weggelassen, wenn aus Kontext
Klar.

Wir verwenden im folgenden die Buchstabepw, ... fir Variableng, g, ... fur Formeln und
F, G, ... fur Relationen. Ein8ubformeleiner Formeb ist ein ,Intervall ing*, welches eine
Formel ist.

BEISPIEL ¢ sei(Ho Vo evi A N1 Vo € ). ¢ hat funf Subformeln.

Ein Wirkungsbereich eines Quantorsy; ist jene Subformel, die aul; folgt. Eine Variable
v; heil3tgebunden wenn sie — Uberall wo sie auftritt — im Wirkungsbereich eines Quafiors
steht. Sonst heil3t die Varialbitei.
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Definiere frei auf der Menge aller Formeln rekursiv, so gead3(p) die Menge der freien
Variablen vong ist: frei(Vh € Vin) = {Vn, Vin}, frei(vh = Vi) = {Vn, Wi}, frei(p A w) = frei(p) U
frei(y), frei( M, o) = frei(p) \ (v}, frei(—p) = frei(p).

KONVENTION. Seigp eine Formel mifiei(p)  {vo, ..., \}. Dann schreiben wip(vo, ..., ).
Falls dannyy,..., y, Variablen sind, so ist(yo, ..., ¥) die Formel, die entsteht, wenn mampin
vi — wo immery; frei auftritt — durchy; ersetzt, alle <n. Solch eine Ersetzun&bstitution
hei3terlaubt, falls — nirgends wa; frei auftritt —v; im Wirkungsbereich eines Quantaot
steht.

BEISPIELE ¢(x) sei & X #VY. ¢(z) ist dannFy z #y. ¢(y) ist dannF y # y, wobei die
Ersetzung unerlaubt ist.

Ein Satzist eine Formel ohne freie Variablen. Theoreme der Mathematik sind Satze. Die
Axiome der Mengenlehre werden Satze sein. Weverselle Abschlufd/on ¢(xo, ..., %) ist

%o ... ¥ @, ein Satz.
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2. AXIOME

Wir werden gleich dieZermelo-Fraenkelschen Axiom&FC einfihren. Es wirdZFC ¢
Lo'®. Unsere Theoreme werdene Lo\ sein mitZFC ~ ¢. Als logische Axiome stehen uns

va.rt=t und]“goix FI" % ¢ zur Verfuigung. Mit" := g, ¢ :=x = xerhalten wir- 7 x = x

AXxIoM . Extensionalitatsaxiom Vx W (Vz (zex e zey) » X =Y).

In Worten: ,Zwei Mengen, die die gleichen Elemente enthalten, sind gleich.” D.h. eine
Menge ist ausschlielich durch ihre Elemente bestimmt. Die Umkehrung des
Extensionalitatsaxioms) folgt aus der Substitutionsregel fur die Gleichheit (vgl. [Eb96], S.
74).

Axiom Il. PaarmengenaxiomvX Wy 7z /5 (sez« (S=X Vs =Y)).

Unter Verwendung des Extensionalitatsaxioms kdnnen wir beweisen, dal3 es genau ein
solches z gibt.

SATZ2.1L. VK W U W (s (Seu e (S=XVS=YDA K (SeEVe (S=XVS=Y))>U=V).

BEWEIS. Zeige, dallu und v dann die gleichen Elemente haben und verwende das
Extensionalitatsaxiom. 4

NOTATION. Mit {X, y} bezeichnen wir dieses eindeutig bestimmteallsx =y, mit {x}. Mit
Extensionalitatsaxiom zeigf, y} = {y, x}. Genauer: Wir fiihren ein neues zweistelliges
Funktionszeichek in unser Alphabet ein und fiigen den universellen Abschlul3 des Axioms
=F(x,y) & V5 (sez < (s =x Vs =y))zu unseren Axiomen. Wir schreiben ddrny} statt

F(x, y)
DEFINITION. Setze, y) := {{x}, {x, y}}.
SATZ22. %, Y= U, VW=2X=UuAy=V.

BEwEIs. {{x}, {X, y}} = {{u}, {u, v}} ist die Voraussetzung.

Fall 1. x =y. Dann{{x}, {x, y}} = {{x}, {x}} = {{x}} . Dann folgt{u} = {x} und{u, v} = {x}.
Also u = x Es gilt x € {x}. Wende die Substitutionsregel fur die Gleichheit an auf die
Pramissqu} = {x} und die Formep(v) = x e vmitt = {x} undt' = {u} . Damit erhalten wix
€ {u} und mit der Definition voRu} alsou = x. Ebensas = x = v. Alsou = xundv =Y.

Fall 2. x #y. Dann mul3 geltefx} = {u} und{x, y} = {u, v}. Aus dem ersten folgt = u, und
damit aus der zweiten Gleichuggr v. s

Analog kénnen wir geordnete Tripel, Quadrupel usw. definiefeny, 2 := X, ¢y, 2).
Zeige:(x,y, 2= U, v,W =x=uYy =V, z = w. Alternativ laf3t sich ein Tupel durgR, y) =
{X, {x, y}} definieren.

AxioMm lll. Komprehensionsaxiom odAussonderungsaxiomdxiomschema: Zu jedem ¢(z,
Xo, .-+, %) UNd allen von z, den und untereinander verschiedenen Variablen x, y das Axiom
VX1 ... Vo VX Ty V2 (z€Y > (ZEX A (2, X1, ...y H)))-

In Worten: ,Zu jeder Menge& und zu jeder Eigenschd# die durch einefie}-Ausdrucke
formulierbar ist, gibt es die Mende & x: z hat die Eigenschaft E}
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Nach Axiom | ist diesey eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es kurz fhit € z A ¢}
oder{t € z: ¢}. Zu jedemg kriegen wir ein Axiom (deshalb Axiomschema). Insgesamt
abzahlbar viele.

BEMERKUNG. Warumy ¢ frei(p)? Sonst gabe es keine nichtleere Menge: Warehtleer,
wéhle alsp .=t ¢ y. Bildey = {t € z: t ¢ y}. Fallsz # 2, wahlety, € z Dannty, € y und
folglich ty ¢y, Widerspruch. Falls ab&y ¢ y, dann, da j& & z alsoty €'y, Widerspruch.

Wir haben gesehen, da& x = x gilt. Wende Axiom Il an auf die Menge die wir haben
mit ¢ .= -t =t. Erhaltey = {t e z: t #t}. Dann gilt# t .

KONVENTION. Wir bezeichnen diesgamit &.

SATZ23. kW Tz (tezotexAt ey).

BEwEeIs. Nach Axiom Ill existierft  x: t € y}. Bezeichne diese Menge mit?y. 4
Wir definieren nun den Schnitt von Mengen etwas allgemeiner.

DEFINITION. SeiX # 2. X ={t: ke Xtex}.

Warum existiert’’X? Wahlex e X. Dann gilt/X ={t ex: W (ye X >t €y)}. Was ist wohl
Na?{t: ke @t ex}. Esgiltnt ¥k (xe @ -t ex), also/ 1o = {t: t = t} . Aber dies ist keine
Menge.

SATZ 2.4.{t: t = t} ist keine Menge. Als Formek7# vt e z.

BEWEIS. Angenommen#z vt t € z Bilde mittels Komprehensionsaxioyn= {t € z: t # t}.
Dann klarerweisg € z Wir fragen uns, oly ey gilt. Dazu mul aber ¢ y gelten. Wegen
z, alsoy €y, Widerspruch. 4

Trotzdem wollen wir Uber solche ,virtuellen* Mengen sprechen. Wir nennd{iassen

Eine Klasse ist genaugenommen nichts weiter als eine Formel), die wir als{x: ¢(x, p);}
interpretieren. Fir Klassen verwenden wir fette Grol3buchstabenCz®.V, Ord,.... Wir
schreiben auclt /7D, C\ D usw. Im folgenden Sinn: S& mittels¢(x, p) definiert,D mittels
w(x, ¢). Dann ist die definierende Formel v@n/7D ¢(x, p) A y(x, g¢), vonC\ D ¢(x, p) A

=w(x, q). V= {X: X = x}.

Wir sprechen auch vofunktionalen Klassen Die KlasseF — definiert durchyp(x, p) — ist
funktional, falls gilt: ¥ (p(x, p) = u F X =@, V) A U W Fw (p((U, V), p) A (1, W), p) -
v =w). Fallse(, v), p) gilt, schreiben wiF(u) = v. FallsC die Klassqu: & ¢((u, V), p)} ist
undD = {v: Fu ¢(d, V), p)}, so schreiben wiF: C - D. Jede Menge ist eine Klasse; wir

definieren z durch ¢ :=te z, z = {t: te z}.
Bisher konnen wik /7y, x \ yaber noch nicht (/y bilden. Dazu benétigen wir das folgende
Axiom.

AxioM IV. Vereinigungsaxiom VX N (t ey & K (xe X At €X)).
Das postuliertg ist eindeutig und wird mitX bezeichnet.

SATZ25. WKW Tzt (teze (tex vt ey)).
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BEwEIs. WahleX = {x, y}, existiert nach Paarmengenaxiom. Bild¥. Es gilt:t € UX « A
uUe{x,y}ateu)texvtey. =

Anstelle von{4x, y} schreiben wix (.
Als nachsten Ziel setzen wir uns die Bildung von kartesischen Prodpktery) = {t: U
XAeYt=w,v}.

AXIoM V. Potenzmengenaxiomk & # (t ey « 5 (set - s eX)).
Diesesy ist wieder eindeutig bestimmt und wird mitX) bezeichnet.

Sobald der Kardinalitatsbegriff eingefiihrt ist, werden wir zeigen, dal3 fur jed#«x)
groRere Kardinalitat alshat. Vorlaufig kbnnen wir zeigen, daf ¢A(x) & x.

Betrachte dazu die Menge= {y e x: y ¢ y}. Alsos c x, alsos € @¢(x). Wares & x, multe
wegenx = s U (x \ s)entweders € s oders € x \ sgelten. Im ersten Fall folgf ¢ s Im
zweiten Falls e xunds ¢ s, alsos € s, Widerspruch. Also folgs & x.

Jetzt kdnnen wik xy konstruieren fur allg, y. Wir wollen jax xy ={t: u & (t= U, W A
uexAvey)} Esgiltt = @, v) = {{u}, {u, v}}, wobeiu, v e x Uy. Weiter gilt{u}, {u, v} €
Ax Uy)und damitf{u}, {u, v}} € g@Ax Uy)). Alsox xy ={t € AeAX Uy)): o(t, x, y)}. X X
y existiert also nach Vereinigungs-, Potenzmengen, Paarmengen- und Komprehensionsaxiom.

Wir kénnen jetzt auch langere endliche kartesische Produkte defimexenx z := (X xy)
X ZUSW.

DEeFINITION. Eine MengeR heil3tbinédre Relation falls alle Elemente voR geordnete Paare
sind.

SATz 2.6.Falls R binére Relation ist, so existieren Mengen X, y nat®x y.

BEwEels. Es gilt mit{{u}, {u, v}} € R dalR{u}, {u, v} € R undu, v € ULR. Definiere
dom(R)={u € ULR: # (u, v) € R} undran(R) = {v € ULR: Fu (, v) € R}. Beides sind
Mengen, und es ist leicht zu zeigen, B dom(R)x ran(R) Wir kénnen alsx = dom(R)
undy = ran(R)nehmen, oder einfach=y = UUR. 4

Ist R eine bindre Relation, so zeigt man mit Hilfe des Komprehensionsaxioms, dalR ‘auch
={(y, X): (X, y)e R} eine Menge ist.

DEFINITION. Eine binare RelatioR heif3tFunktion, falls gilt ¥k W vz (X, ) e RA (X, 2 €
R) -y =2z) ,f: x - ¥ kirzt ab ,f ist eine Funktion undom(f) = xundran(f) c y".

Fallsf: x - yundz c x, kdnnen wirf 7z dieRestriktionvon f auf zbilden ald 7z = {t & f:
A=W, WAuez))

Fallsg eine weitere Funktion ist, so hediFortsetzungvon { fallsf c g.

BEMERKUNG. Fallsf eine injektive Funktion ist, so ist auth eine injektive Funktion.

Aufgrund der Axiome | bis V kdnnen wir nicht beweisen, dal3 eine unendliche Menge
existiert.

AxioM VI. Unendlichkeitsaxiom IX (g e X A W (ye X =y U{y} € X)).
DiesesX enthalt alsa0 = g, 1 = {&}, 2 := {g, {F}}, 3 ={o, {}, {2 {5}, ..., die

natirlichen Zahlen. Dieses§ist aber nicht eindeutig bestimmt. Intuitiv tunendlich, aber
zunendlich® ist noch nicht definiert.
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Axiom VII. ErsetzungsaxiomAxiomschema: Sei ¢(x, y) eine ,, funktionale Formel“, d.h. es
gilt & Wy ¥z (p(x, y) A o(x, z) -y = z), und sei X eine Menge. DannistY = f(xe X A
o(x, y)} eine Menge.

Kurzform: FallsF: V - V eine funktionale Klasse ist urXleine Menge, so igE[x] eine
Menge, wobeF[x] :={y: & (xe XF(x) = y)}.

Axiom VIII. Regularitdtsaxiom oddfundierungsaxiom ¥ ( yex - Fz (zex A =3 (u
EXAUez))oderkirzewk (X# 2= F (zexAz/1X = 2)).

In Worten: ,Jede nichtleere Menge besitzt eiminimales Element.”
SATZ 2.7. VX X & X.

BEWEIS. Betrachte sonst, falls € x, x = {x}. Dann istx /7 x = {x}. Also x hat kein&
minimales Element. Allgemeinexy € x; € X2 € X ist unmdoglich; denn sonst hafte, xi, %}
kein es-minimales Element. 4

Axiom IX. Auswahlaxiom(AC). ¥X (¥ (xe X - x # @) - F (f ist FunktionA dom(f) = X
A K (xe X - f(X) eX)).

In Worten: ,Jede Menge, deren Elemente alle nicht leer sind, besitzt eine Auswahlfunktion.”

UBUNGEN
2.1. Zeige3 #4.
2.2. Schreibe eine formale Version des Ersetzungsaxioms.

2.3. Zeige, dal3 zu Mengeq) y das kartesische Produktx y existiert, ohne dabei das
Potenzmengenaxiom zu verwenden.

2.4. Zeige, dal¥x, y» = {X, {X, y}} eine alternative Mdglichkeit zur Definition des
geordneten Paares vamndy ist. Tipp: Verwende das Fundierungsaxiom.

2.5. Seix = {g, {2}, {2, {g}}}. Bestimme die folgenden Mengen durch Auflisten ihrer
Elemente:(k, /X, ¢(X{X}), #AX) 17 Urkx, {x}}.

2.6. Verwende diZFC-Axiome, um zuzeigen, dal3 fur alle Mengeny die folgenden
Klassen Mengen sindiAy): y e x}, {f: f: x - y}.

2.7. Wird durchx, y] ={x, {y}} ein geordnetes Paar definiert?

2.8. Zeige, dal3 das Paarmengenaxiom aus den ubrigen Axiomen folgt. Tipp: Wende das
Ersetzungsaxiom an auf die ohne Paarmengenaxiom konstruierte Mer{ga}.

2.9. SeiExtdas Extensionalitatsaxiom. Finde eine Mehgeso daExt" nicht gilt.

2.10. SeM Modell fir das Komprehensionsaxiom. Zeige:

(@ Falls %k e M W eM #zeM XxezAy e z) so istM Modell fir das
Paarmengenaxiom.
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(b) Falls’k eM Fz M Uk cz so istM Modell fur das Vereinigungsaxiom.

(c) Angenommen fur jede Formelx, y, p) und fir alleA, p € M mit der Eigenschaft
e ARy eM o"(x,y, p)gelte Y eM {y: K 4 ¢™(x, y, p)}c Y. Dann istM
Modell fir das Ersetzungsaxiom.
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3. ORDINALZAHLEN

DEeFINITION. Ein PaarP, <)ist einePartialordnung, falls< ¢ P x P und fur allex,y, ze P
gilt

(@) %, x) & < (Irreflexivitat),

(b) X, Y <A, 2 e< = (X 2 e< (Transitivita).

Es folgt

(€) Ax<yay<x)
da sonst mit Transitivitat < x folgt.

Hier und im folgenden schreiben wir< y anstelle von, y) € <. Aul3erdem verwenden
wir X <y anstelle vorx <y v x = yundx >y anstelle vory < x.

Eine Partialordnung heifiotalordnung (oder aucHineare Ordnungy, falls ¥ ¥y (x e P A
yeP)->(X=yVvx<yVvy<Xx)(Trichotomig.

Eine MengeX ¢ P heil3tAnfangsabschnittvon B falls einx & P existiert, so daX = {y
P: y < x}. Dann schreiben wiX = P(x).

BEISPIELE (&, <) ist eine Totalordnung.
Falls x mindestens zwei Elemente hat, Gx), ©) eine Partialordnung, aber keine
Totalordnung.

Sei(P, <) eine Partialordnungh € P, x € P. Wir sagerx istmaximales Elementon A .=
XxXeAnWeA-x<y, xistminimales Elementvon A:= X e A A W € A -y <X X ist
grofdtes Element von dderdasMaximum von A: = x e AA W € Ay < X X ist kleinstes
Element von AderdasMinimum von A:= x e AA Wy € A X<y, X istobere Schrankeson
Ao W eAy<x xistuntere Schrankevon A: & W € A X<y, X istSupremumvon A: <
X ist obere Schranke vohundx <y fur jede obere Schrankevon A, x ist Infimum von A
. & Xist untere Schranke vahundy < x fur jede untere SchrankevonA.

DEeFINITION. Eine PartialordnundP, <) heil3tWohlordnung, falls (P, <) eine Totalordnung
ist und jede nichtleere Teilmenge vBrein kleinstes Element besitzt( (XcP A X # ©) -
HyeXAVz(zeX >y <2).

BEMERKUNG. Jede endliche Totalordnung ist eine Wohlordnung.

Gegeben seien zwei Partialordnungeqn <;) und(P,, <;). Eine Abbildund: P; — P, heil3t
ordnungstrey falls gilt: X ¥ (xeP1 Ay e P1) - (X <1y « f(X) <z f(y))). Kurz: Fur allex,
y e Pi: x <1y & f(X) < f(y).

BEMERKUNG. Ein ordnungstreuddsbraucht nicht injektiv zu seifiist aber injektiv, fall{P1,
<,) eine Totalordnung ist: Falis# y undx, y € P1, dann entwedex <; y, alsof(x) < f(y) und
folglich f(x) # f(y), odery <; x, alsof(y) < f(x), alsof(x) # f(y).

Eine bijektive ordnungstreue Abbildundgt P; - P, heil3t Isomorphismus Ein
Isomorphismus zwischd?y undP; hei3stAutomorphismus

LEMMA 3.1.Sei (P, <) eine Wohlordnung und sei f:-PP ordnungstreu. Dann giltx € P
f(x) = x.
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BEwEIs. Andernfalls ist die MengA = {x & P: f(x) < x} nicht leer. DEP, <) wohlgeordnet
ist, existiertmin(A) =: x. Also f(x)) < Xo, daXy € A. Daf ordnungstreu ist, folgi(f(xp)) <
f(xo0). Alsof(xg) € A. Widerspruch zur Minimalit&t voxy. s

KOROLLAR 3.2. Sei (P, <) eine Wohlordnung und sei f:-PP ein Automorphismus. Dann
gilt f = idp, d.h. f(x) = x fur alle x= P.

BEWEIS. Angenommen es gabe einen nichttrivialen Automorphidnis» P, d.h. 2 f(x) #
x. Klarerweise ist aucfi*: P —» P ein Automorphismus. Falf§x) # x, so folgt aus Lemma 3.1
f(x) > x. Es folgtf (f(x)) > f 1(x). Alsof*(x) < x, im Widerspruch zu Lemma 3.1. 1

KoRrRoLLAR 3.3. Falls zwei Wohlordnungen isomorph sind, so ist der Isomorphismus
eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Seien(Py, <1), (P2, <2) Wohlordnungen und s&i P, — P, ein Isomorphismus und
sei auchy: P; - P; ein Isomorphismus. Zu zeigen fst g.

Angenommenn es gales P; undf(x) # g(x) Jede Komposition zweier Isomorphismen ist
ein Isomorphismus. Also igf* o f ein Automorphismus voR,. Es giltg(f(x)) # x, dag
Y9(x)) = x g(x) # f(x) undg™ injektiv ist, Widerspruch zu Korollar 3.2. 1

LEMMA 3.4.Keine Wohlordnung ist isomorph zu einem Anfangsabschnitt von sich selbst.

BEwEls. Sei (P, <) eine WohlordnungP # @. Angenommen es gabe s P und einen
Isomorphismus: P - P(x), wobeiP(x) = {y € P: y < x}. Definieref: P - P durchf'(y) =
f(y), alley e P. f* ist immer noch ordnungstreu, aber nicht mehr surjektiv. ES'@it< X,
Widerspruch zu Lemma 3.1. s

SaTz 3.5.Seien (R, <), (P2, <2) Wohlordnungen. Dann gilt genau einer der folgenden drei
Falle:

(&) P1 und R sind isomorph.
(b) Py ist isomorph zu einem Anfangsabschnitt van P
(c) Pyistisomorph zu einem Anfangsabschnitt ven P

BEwEIS. Definieref = { (X, y) € P1 x P2: P1(x) ist isomorph zu #y)}. f ist eine Menge nach
Komprehensionsaxiom. Wegen Lemma 3.4 &he Funktion.

Angenommenk, y), X, 2 €f, alsoP1(x) = P,(y) undPi(X) = P,(z). Dann istP(y) = P,(2).
Fallsy # z z.B.y <, z dann giltPx(y) = P(2)(y) alsoP,(z) ware isomorph zu einem
Anfangsabschnitt von sich selbst. Widerspruch zu Lemma 3.4. Alsoyfelgt

Seienx, X' € Py, X <3 X' undx’ e dom(f) Wir werden zeigen, dal? darne dom(f)undf(x)
<, f(x'). Dazu wahley' & P,, so dalR’, y*) e f. Es gibt einen Isomorphismims P;(x) —
P.(y'). Setzey := h(x). Es gilt, daf 7P1(x): P1(X) - P2(y) ein Isomorphismus ist. Es folgf,
y) ef, alsox € dom(f) Nach Konstruktiori(x) =y <y* = f(x').

In der obigen Situation haben Vffx) = h(x) erhalten. D beliebig war, folgf 7P;(x‘) = h.
Also insbesondere i$t7 P;(Xx): P1(x') — P2(y’) ein Isomorphismus. D& beliebig, folgt: v
U, v ef. f 7P1(u): P1(u) - Px(Vv) ist ein Isomorphismus.

Wir haben also gezeigt: (*) Falise dom(f) so giltP1(x) € dom(f) P»(f(x)) < ran(f) undf 7
P1(X) ist ein Isomorphismus vdey(x) auf Po(f(x)).

Fall 1. dom(f) = B undran(f) # P,. Behauptung: Sejp -= min{y € P,: y ¢ ran(f)}. Aus (*)
folgt ran(f) = Px(yo). Warum? 2" folgt aus der Minimalitat vory. ,,c*. Seiy e ran(f), z.B.y
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= f(x). Wollen zeigen, daf3 < yo. Sonsty > yo. Wegen (*) giltf 7P1(X): P1(x) — Px(y), aberyy
€ Py(y), also doclyy e ran(f) undran(f) = P,, Widerspruch.

Fall 2. dom(f) # P, undran(f) = P,. Seixg .= min{x € P;: x ¢ dom(f)} Wegen (*) gilt
dom(f) = R(x).

Fall 3. dom(f) = B undran(f) = P,. f ist injektiv und ordnungstreu: Seignx' € Py, X > x'.
Seiy = f(x), y* = f(X') . wegen (*) isty* € P,(y), alsoy‘ <.

Fall 4. dom(f) # P; undran(f) # P,. Wir wollen zeigen, dal3 dies unmoglich ist. &gi=
min{x € P1: x ¢ dom(f)}undyp := min{y € P,: y ¢ ran(f)}. Mit Hilfe von (*) folgt dom(f) =
P1(Xo) undran(f) = Pa(yo). Alsof: P1(Xp) — Pa(Yo) surjektiv. Aul3erdem idtordnungstreu (wie
oben). AlsoP;(xo) = Pa(Yo), folglich ko, Yo) €. Alsoxy € dom(f) yo € ran(f), Widerspruch.-

DEeFINITION. Eine Menge heil3ttransitiv, falls & Vz (e zA ze xX) - y € x), kurz ,Jedes
Element vorx ist Teilmenge vox-.

BEISPIELE 2, {2}, {2, {2}}, {2, {2}, {2, {2}}} sind transitiv. Hingegen ig{ 2}} nicht
transitiv.

DerFINITION. Eine Mengex heil3t ordinal bzw. Ordinalzahl, falls x transitiv ist und
wohlgeordnet ist durche auf x, d.h. die Relation{¢y, 2: vy, z € x und y € z} eine
Wohlordnung auk ist.

Konvention: Ordinalzahlen werden meist mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet.
Wir schreiben oftr < g statta €.

SATZ 3.6.Es gelten folgende Aussagen:

(a) oist ordinal.

(b) Falls o ordinal und p € a, so ist p ordinal.

(c) Falls o, p ordinal und o. C p, so ist a €.

(d) Falls o, p ordinal, so gilt o € oder  C o.

(e) Falls o, p ordinal, so gilt a €  oder o = p oder f € a.

BeEwels. Fall (a) ist trivial.

Fall (b). Daa transitiv ist, giltp c a. Da (o, €) eine Wohlordnung ist, ist trivialerweisg,
&) eine Wohlordnung; denn jede Teilordnung einer Wohlordnung ist Wohlordnung. Also ist
nur zu zeigen, daB transitiv ist. Seien alspe f undo €y beliebig. Zeiged € f. Es qiltg ¢
a, alsoy € a. Alsoy c a, alsoo € a. Zusammenm, y, f € o undo €y undy € . Da € eine
transitive Relation aut ist, folgto 4.

Fall (c). Setzey := min(f \ @), wobei min bzgl. der Wohlordnungauf . Behauptunge =
7. ,C' Seid ea. Alsod €p. Fallso ¢y, folgtd =y vy €9, da, &) linear geordnet isf. =
o ist unmdglich, da < a, abery g a. y €0 ist unmoglich, da sonste a wegena ordinal. Es
folgto €y.,2" Seio ey. Dap transitiv ist, folgtv €. Wegen Minimalitat von folgt 6 € a.

Fall (d). Angenommen nicht, alse /7 c a unda /75 c p, Setzey := a /7. Da ein
Durchschnitt von zwei Ordinalzahlen trivialerweise ordinal ist, folgt, dadinal ist. Aus
Fall (c) folgty e @ undy € f, alsoy € a /1 = y. Also y € y. Das widerspricht der
Irreflexivitat von € aufa bzw. aufp.

Fall (e). Seiena, p ordinal unda # . Nach Fall (d) giltx < oderp c a, nach Fall (c) also
a € poderp eo. 1
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Mit Ord bezeichnen wir die Klasse aller Ordinalzahlen.

Korollar 3.7.Es gelten folgende Aussagen:
(a) eist eine lineare Ordnung ard.
(b) Sei a ordinal. Dann ist o = {f € Ord: f < a}.

(c) SeiC eine nichtleere Klasse von Ordinalzahlen. DaniiStordinal, /IC e C und/C =
min(C), d.h. ¥k e C /)C < X.

(d) Sei X eine Menge von Ordinalzahlen. Dann_iXtordinal, auRerdem giltxX = sup(X).
(Nicht notwendigerweiséX & X).

(e) Falls a ordinal ist, so auch a + 1 :=a U{a}, aulRerdenmu + 1 = min{f € Ord: > o).

(H Ordist eine echte Klasse, d.h. keine Menge.

BEwEIs. Fall (a). Angenommem € o fur ein ordinales. Danna € a € a, im Widerspruch
zur Irreflexivitat vone aufa. Angenommery € f € a. a ordinal, alsgs ¢ a, alsoy € a. (e)
aus Satz 3.6 gibt die Trichotomie.

Fall (b). ,2" ist trivial. ,, c* wegen (b) aus Satz 3.6.

Fall (e). @ + 1 ist klarerweise ordinakx € & + 1. Seia € f und g ordinal. Alsoa C p.
Folglicha + 1 ¢, alsoa + 1 = odera + 1 < f (vgl. Satz 3.6 (c)).

Fall (f). Sonst warerd ordinal. Also auctOrd + 1. AberOrd + 1 € Ord, Widerspruch zu
Fall (e). s

BEMERKUNG. Aus (a) und (c) des vorigen Korollars folgt: et Ord eine Menge. Dann ist
(X, ©) eine Wohlordnung.

SaTz 3.8.Jede Wohlordnung ist isomorph zu einer eindeutig bestimmten Ordinalzahl.

BEwEIs. Die Eindeutigkeitfolgt aus Lemma 3.4 und Satz 3.6: §&j <) eine Wohlordnung.
Angenommerw undf waren verschiedene Ordinalzahlen, die isomorpR gind. Dann sind
a undp isomorph. Falls z.Ba < f, so ist nach Satz 3.6 (h)= f(a), der durchy bestimmte
Anfangsabschnitt vof. Widerspruch zu Lemma 3.4.

Zur Existenz Betrachte die Formel(?) .= X o (t = (x, a) A X € P A a ordinal A a = P(X)).

BehauptungEs gilt, da3 zu jedem < P genau eirw existiert derart, daB(¢, «)) gilt. Mit
anderen Worten definiert eine funktionale Klasse P — Ord.

Die Eindeutigkeiterhalten wir wie oben.

Zur Existenz(ahnlich wie Satz 3.5): Zeige zuerst) FallsF(x) = a, so istP(x) ¢ dom§)
unda cran(F) undF 7P(x): P(x) - a ist ein Isomorphismus.

Beweis von (*). Nach Voraussetzung existiert ein Isomorphidmé%x) — a. Seiy e P(X).
Klarerweise ish 7P(y) ein Isomorphismus zwischd®(y) und a(%(y)). Abera(h(y)) = h(y).
Es folgte(¢y, h(y)). Wir haben gezeige 7P(x) = h Das genugt fur (*).

Beweis der Behauptung: Angenomnteymg) < P. DaP wohlgeordnet ist, existiert alsg
:=min(P \ domit)). Nach (*) folgtdom@) = P(Xy). Nach Ersetzungsaxiom iB{P(xq)] =: vy
eine Menge. Klary ¢ Ord.

Behauptung 2y ist ordinal. Wegen der Bemerkung vor Satz 3.8 ist nur zu zeigen; daf3
transitiv ist: Seix €. Es existierk € P(x) mit F(x) = a. Wegen (*) isia = F[P(X)] <.

AuBerdem isE 7P(x): P(x) — y ein Isomorphismus/ < yi < Xo. Alsoy; € domE). Seid;
= F(y1). Nach (*) istF 7 P(y): P(y1) — 01 Isomorphismus. Alsd~(yo) < 1. Also F
ordnungstreu. Gezeigt ist alde: P(x)) — y ist Isomorphismus ungordinal. Natdrlich gilt~
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=F 71 (P(o) xy). Also istF eine Menge wegen Komprehensionsaxiom. Es ialgt, ),
alsoxp € dom¢), ein Widerspruch. Es folglom§) = P.

Sei wiedery := F[P]. Nach Ersetzungsaxiom ist eine Menge. Mit den gleichen
Argumenten wie oben zeigt man, da@rdinal,F ein Isomorphismus und eine Menge jst
also die gesuchte Riisomorphe Ordinalzahl. s

DerINITION. Sei (P, <) eine Wohlordnung. Die (nhach Satz 3.8) eindeutig bestimmte zu
isomorphe Ordinalzahl nennen wir d®@ndnungstypvon B, kurzo.t.(P)

Klar: a ordinal= o.t.(a) = .

DerINITION. Eine Ordinalzaht hei3tNachfolgerordinalzah| falls o = g + 1 fur eing qilt.
Fallsa nicht Nachfolgerzahl ist ung # @, so heil3tx Limes(ordinal)zahl

DerINITION. Eine Ordinalzahd heil3tnattrliche Zahl, falls V8 <sa (=0 v H p =y+ 1).

Klar ist, daf3 die Klasse der natirlichen Zahlen entweder ein Anfangsabschriittd/oder
ganzOrd ist: Fallsa nattrliche Zahl ung@ < a, so ist auclf eine natirliche Zahl.

SaTz 3.9.Sei X eine Menge mit®& X und der Eigenscha#ty (y e X -y U{y} € X). Dann
enthalt X alle naturlichen Zahlen.

BEWEIS. Angenommen es gabe eine naturliche Zamlit n ¢ X. Also istn # 0. Es gibt also
einm mitm = m + 1, wobeim eine natirliche Zahl ist. Es gitt ¢ X. Es folgtm \ X # &. Seli
g = min(n \ X) Es folgtg # 0, aberq ist natirliche Zahl. Es gibt alsamitq =r + 1. Wegen
Minimalitat vonq folgtr € x. Aber dann auch+ 1 & X, Widerspruch. 4

KOROLLAR 3.10.Die Klasse aller natirlichen Zahlen ist eine Menge.

BEweEIs. Verwende das Unendlichkeits- und das Komprehensionsaxiom. 4
DerINITION. Die Menge aller natirlichen Zahlen wird mitbezeichnet.

LEMMA 3.11. SeX eine Menge von Ordinalzahlen, so daftansitiv ist. Dann isX ordinal.
Bewels Ubung. 1
KOROLLAR 3.12.w ist ordinal. Aul3erdem isto die kleinste Limeszahl.

BEWEIS. w ist nach Definition eine Menge von Ordinalzahlenist auRerdem transitiv: Sei
n € w. Also istn eine naturliche Zahl, d.'/m <n (m =0v g m = q + 1) Daraus folgt
unmittelbar, daf3 jedes < n natirliche Zahl ist und damit zu gehort. Nach Lemma 3.11 ist
alsow ordinal. Sicherw # 0. Warew = a + 1 fir eina, so ista < w und damita eine
natlrliche Zahl. Dann ist aber auehnatirliche Zahl, alsa & @, Widerspruch. Also ist
eine Limeszahl.

Klarerweise isto die kleinste Limeszahl. 4

SATZ 3.13.w erflllt die Peano-Axiome
(@) 0 cw.

(b) M(n+lew).

c) mMMmMn#zm-n+1#m+1).
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d) X (XCoA0eXAMeX(N+1leX) =X =)

Beweis als Ubung. 4
UBUNGEN
3.1. Sei(P, <) eine Partialordnung. S&i ¢ P und seiB die Menge aller oberen Schranken

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

vonA. Zeige, daflk = sup(A)genau dann gilt, wersa= min(B) Ebenso gilly = inf(A)
genau dann, weryndas Maximum der Menge aller unteren SchrankenAvish.

Gib ein Beispiel einer Totalordnung, die

(a) einen nichttrivialen Automorphismus besitzt und

(b) isomorph zu einem Anfangsabschnitt ist.

Gib ein Beispiel einer transitiven, nichtordinalen Menge. Wieviele Elemente mul3 eine
solche Menge mindestens haben?

Nenne zwei Funktioneinund g kompatibel, fallsf(x) = g(x) fur alle x & dom(f) /7
dom(g) Zeige:

(@) fundg sind kompatibel genau dann, wenn(dom(f)/7 dom(g)) = g7 (dom(f)/?
dom(9))
(b) Ist F eine Menge von paarweise kompatiblen Funktionen, sG ist (F eine

Funktion mitdom(G) = (fdom(f): f € F} undran(G) = Hran(f): f € F}.
SeiC eine nichtleere Klasse von Ordinalzahlen. Zeige:
(&) /Cistordinal.
(b) r'CeC.
(c) /C=min(C).

SeiX eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen. Zeige:

(@) UXist ordinal.

(b) UX=sup(X)

(c) Es gilt UX = max(X)genau dann, wentiX eine Nachfolgerzahl ist.

Zeige, dal3 jede transitive Menge von Ordinalzahlen ordinal ist.

Zeige, dall jede Teilmenge @ndie wohlgeordnet ist bzgl. der Gblichen Ordnung auf
R, abzahlbar ist.

Beweise, dals ein Modell fir die Peano-Axiome ist (vgl. Satz 3.13).

3.10. Zeige, dal? die folgende Menge existiertt/ g(w) U g(Ap(w)) U (Al i(w))) U ...
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4. TRANSFINITE INDUKTION UND REKURSION

SaTz 4.1.SeiC eine Klasse von Ordinalzahlen mit den folgenden drei Eigenschaften:

(@) 0 C,

(b) falls a € C, so auch o + 1 €C,

(c) falls a Limeszahl und falls p € C fur alle < a, so folgt o € C.

Dann istC = Ord.

BEWEIS. SeiD = {a € Ord: a ¢ C}. FallsD # &, so folgt aus Korollar 3.7 (c), dafD =
min(D). Setzex := /ID. Dann ista # 0.

Warea = f + 1 fUr eing, so folgtp € C. Aus (b) folgt abep + I & C, Widerspruch. Also ist
a Limeszahl. Fur all@g < a gilt f € C. Aus (c) folgta € C, Widerspruch.

Es folgtD = &, alsoC = Ord. .

SATZ 4.2.Sei y € Ord und sei CC y eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(@) 0 eC,

(b) falls a e Cund o + 1 <7y, so aucha + 1 €C,

(c) falls a €y Limeszahl und falls p € C fur allep < a, so folgt a € C.

Dann folgt C = 1y.

BEWEIS. Analog zu dem Beweis zu Satz 4.1. s

Haufig werden wir ,durch transfinite Induktion® beweisen, dal} eine KlaSsgon
Ordinalzahlen gleiclOrd bzw. gleich einer Ordinalzahl ist, d.h. wir zeigen, daf die
Eigenschaften (a), (b) und (c) aus Satz 4.1 bzw 4.2 besitzt. Die Eigenschaften (b) und (c)
kénnen naturlich kombiniert werden zur Eigenschaft

(d) fallsa €0rd, o # @ und fallsp € C fur allef < a, so gilta €C.
LEMMA 4.3.Falls C cOrd und (a) und (d) gelten, so folgt= Ord.

BEWEIS. LasseD :=0rd\ C. FallsD # g, seia .= min@D). Wegen (a) isk # @. Au3erden
e C fur alle < a. Nach (d) alsa < C, Widerspruch. 4

Ein analoges Lemma laf3t sich in bezug auf Satz 4.2 beweisen.

DEFINITION. Seif eine Funktion mitlom(f) = a ordinal. Dann heilfteinea-Folge. Fallsa <
w, heil3tf endliche Folge Fallsa > w, heil3tf transfinite Folge Fallsa = w, heil3tf Folge.

Stattf schreiben wir haufigf(v): v < a); und stattF: Ord — V schreiben wirF(a): a €
Ord). Wir sagenf sei eineAufzahlung der MengeX; falls X = ran(f).

Seif wie oben ung eine Menge. Dann bezeichrety) die (o + 1)-Folgeg, die definiert ist
durchg 7a = fundg(a) = y. Mit anderen Worteh" () =1 U{, y)}.

In der Mathematik sind wir gewohnt, rekursiv Folg@n v < a) mindestens flue = o zu
definieren, etwa so: Sage, wasist. Nehme an¢@,: v < y) sei fur einy < o definiert. Nun
sagen wir, was, ist; dabei verwenden wir typischerweigeg: v < y) undy.
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Problem: Warum rechtfertigt dies die Existenz der Fgdgev < a)? Noch etwas konkreter:
Definiere rekursivin!: n < w). SetzeQ! := 1. Angenommenu!: u < m) = f sei definiert fur
einm<w.m!:=fm-1)m=(m—-1)lem

SATz 4.4. Gatz Uber transfinite RekursiprZu jedemG: V — V existiert ein eindeutig
bestimmte&: Ord — V mit der Eigenschaft, daRa) = G(F 7a) = G((F5): p < a)).

BEWwEIs. Eindeutigkeit SeienF, F* wie gewinscht. Durch transfinite Induktion zeigen wir:
F(o) = F' (o), allea & Ord:

InduktionsanfangF(0) = G(F 70) = G(0) = G(F* 70) =F*(0).

InduktionsschrittSeia € Ord, so daf¥() = F* (p) fur allep < a. Es folgt,F 7a = (Fp): p
<o)=F@P):p<a)=F Ta.F(a) =GF 7a) =G 7a)=F (a).

Das beweist die Eindeutigkeit.

Existenz Seiy € Ord. Einey-Folge heil3{-Approximation zuF, falls fur allea < y gilt: f(a)
= G(f 7a). Es gilt (*): Fallsy <y, fy-Approximation ung™ y -“Approximation ist, so gilf* 7y
=f.

Beweis von (*): Zeige durch transfinite Induktipiie) = f(a), allea < y. f(0) = G(f* 70) =
G(0) = G(f 70) = f(0). Es gelter“ () = f(p) fur alle s < a flr eina < y. Es folgtf(a) = G(f* 7
a) = G(f 7a) = f(a). Das beweist (*).

Wegen (*) genugt es zum Beweis des Satzes zu zeigen, daf} zu)jedednd eine y-
Approximation existiert. Warum? Waéhle zu jedems Ord die eindeutig bestimmte-
Approximationf,: y — V und setzé= = (ff,: y € Ord}. Was ist dieF definierende Formel
o)? o) < Fo K (t = (@, x) A aist ordinal A Yf (fist (a + 1)-Approximation — f(a) = x)).
Durch transfinite Induktion zeigen wir jetzt noch, dafl zu jedene Ord eine y-
Approximation existiert.

Seiy = (. Die O-Approximation isto.

Seiy = a + 1. Angenommen es existiert eiaeApproximationf. Definiere eingo + 1)-
Approximationg durchg = f~ (G(f) ).

y ist eine Limeszahl und fir jedes< y existiert eine nach (*) eindeutig bestimmite
Approximationf,. Idee: Lassd = (ff,: a < y}. Fallsf existiert, so isf wegen (*) einey-
Approximation.

Warum existierf? Seiy(x, y) die Formelx ist ordinalA y ist x-Approximation. Wegen (*)
und Induktionsvoraussetzung gilt, dal3 zu jederm y genau eirx (ebenf,) existiert, so dafd
w(a, x) gilt. Nach Ersetzungsaxiom existiétt= {x: 7 €y y(a, x)}. Dann existiert auclX
und dies ist die gewunschtéApproximation. s

BEMERKUNGEN. Satz 4.4 ist ein Meta-Theorem, d.h. ein metatheoretischer Satz. Das
bedeutet, er ist nicht formulierbar in unserer Sprache, da tiber Formeln quantifiziert wird.

»F ist eindeutig bestimmt” heil3t: Falls: Ord — V auch Eigenschafta  Ord F' (o) =
G(F' 7a) hat, so folgtva F(a) = F' (o). Das impliziert nicht, daf3 die Formeln, dieundF
definieren, identisch sind.

F 7o ist eine MengeF 7a =F /7 (a xF[a]). Also macht es Sinti;(F 7a) zu schreiben.

SaTz 4.5 AC). Jede Menge besitzt eine Aufzahlung. Form®l: = F (y ordinal A f:y - X
surjektiv). Diese kann auf3erdem injektiv gewahlt werden.

BEWEIS. SeiX gegeben. FallX = g lassef = 2. Sei alsaX # 2. Seif: (AX) \ {g} - X eine
Auswahlfunktion, alsd(Y) €Y, alleY c X, Y # @. DefiniereG: V - V wie folgt: Wahley
Ord \ X (y existiert, da sonsDrd eine Menge ware) un@(z) = f(X \ ran(z)) falls z eine
Funktion ist mitran(z) € X und X \ ran(z) # @, undG(z) = y sonst. Nach Rekursionstheorem
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gibt esF: Ord - V, so daf¥(a) = G(F 7a), allea € Ord. Es gilt (*): Fur allea € Ord, falls
F(a) € X, soistF(p) € X, allepp < o undF(a) #F ().

Beweis von (*) Fixierea mit F(a) € X. Angenommerran(F 7a) ¢ X, dann folgtF(a) =
G(F 7a) =y & X, Widerspruch. Es folgan(F 7a) c X.

Zeige noclF () #F(a) fur p < a: F(a) = G(F 7a) = f(X \ran(F 7a)) #F (), daF(a) € X\
{F)}. Das beweist (*).

Aus (*) folgt: Z F(a) = y, da sonsF: Ord — X injektiv ware. Folglich waré&[Ord] < X
eine Menge. Folglich ware nach Ersetzungsaxiom @&iti-[Ord]] = Ord eine Menge,
Widerspruch.

Seiag = min{a € Ord: F(a) = y}. Dann giltF 7a hat rangec X. DaF(ag) = G(F 7ag) = y,
folgt X \ ranF 7ag) = &, alsoran(F 7ag) = X. F 7ag ist also die gesuchte Aufzahlung und
aulRerdem injektiv nach (*). s

DEFINITION. Wir sagen, dal3 eine Mengewohlgeordnetwerdenkann, falls R ¢ X x X
existiert, so dafgX, R) eine Wohlordnung ist.

KOROLLAR 4.6 AC). (Wohlordnungssatz (W)Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

BEWEIS. Sei X gegeben. Nach Satz 4.5 finde eine Bijektibm — X, wobeia ordinal.
Ubertrage die Wohlordnung aafmittelsf auf X: Fiirx, y € X setzek, y) e R i fi(x) e f
Y(y). Klarerweise istX, R eine Wohlordnung. s

Es gilt auch die Umkehrung:
SaTZ 4.7.(W) = AC.

BEWEIS. SeiX eine Menge, so dal3 alfe= X nichtleer sind. Nach (W) wahk ¢ UX x UX,
so dal¥UX, R) eine Wohlordnung ist. Seiy, z, X, R) die Formely € X A zist dasR-kleinste
Element vory. Nach Konstruktion gilty (ye X - Fz ¢(y, z, X, R)). Setzd = {(y, 2 e X x
UX: o, z, X, R)}. 4

DEFINITION. Sei(P, <) eine Partialordnung. Eine Teilmengec P heil3tKette falls &, y
AX<yvx=yvy<Xx).

SaTz 4.8 AC). (Lemma von Zorn () Sei (P, <) eine nichtleere Partialordnung mit der
Eigenschaft, dal} jede Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt P ein maximales
Element.

BEwels. Wahleu ¢ P. Definiere G: V - V wie folgt: Seif: gP) \ {&} - P eine
Auswabhlfunktion. DanrG(z) = f({x € P \ ran(z): x ist obere Schranke von ran(zJBlls z
eine Funktion ist milom(z)e Ord undran(z) ¢ P und fallsran(z) eine obere Schranke i\
ran(z) besitzt; andernfall&(z) = u.

Mittels Satz Uber transfinite Rekursion erh&teOrd — V, so dal¥(a) = G(F 7a), allea.
Zeige jetzt: (*) Fall&(a) € P fur eina € Ord, so gelten

Q) ran(F 7a) cP,

(2) F(B) < F(a), allep < a.

Beweis von (*).Zu (1) Sonst giltF@) = G(F 74) = u, fur einf < a. O.B.d.A. seif
minimal. Dann isF 7/ eine Funktion, und es gilt wegen der Minimalitat yoran(F 75) ¢
P. Falls aulRerdeman(F 7/) obere Schranken iR \ ranF 74) hatte, folgt, da&5(F 7p) =
F(p) eine obere Schranke voan(F 74) in P \ ranf 7p) ist, Widerspruch. Es folgt, daf3
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ran(F 7p) keine obere Schranke i\ ranF 74) hat. Umso mehr gilt, dal3 aucin(F 7a)
keine obere Schranke ih\ ranf 7a) hat. Es folgtF(a) = G(F 7a) = u, Widerspruch. Also
ist (1) bewiesen.

Zu (2) Seip < a. Wegen (1) giltF(8) € P. WegenF(a) = G(F 7a) folgt: F 7« ist eine
Funktion mitran(F 7a) ¢ P undran(F 7a) besitzt eine obere SchrankeRn\ ranfF 7 a).
AuRBerdem isE(a) = G(F 7a) = f({x e P\ranF 7a): x ist obere Schranke von ran(F 7a) in
P\ranF 7a)}). Es folgtF(a) > F(p). Damit ist (2) und insgesamt auch (*) bewiesen.

Aus (*) folgt: #x F(a) = u. Sonst ward- eine injektive Einbettung vo@®rd in P. Seia €
Ord minimal mitF(a) = u. Dann istF/a/ eine Kette inP wegen (*). DaF(a) = u hatF/a/
keine obere Schranke i\ F/o/. Aber nach Voraussetzung Hgfa/ eine obere Schranke in
P. Also hatF/a/ eine obere Schrankes F/o/. Dann ist klarerweise = max{/a/) eindeutig
bestimmt.

Wabhlep < o mit x = F(p). Es folgt:x ist maximales Element iR. Warum:x = max€/a/)
undF/o/ hat keine obere SchrankeRn\F/a/. Seiy e P.y eFJo] =2y <xyeP\F/o] =y
nicht obere Schranke vdiya/, d.h. es gibz € F/a/ mity < z Dax >z folgty < z 4

SATZ 4.9.(Z) = AC, also (Z)= AC.

BEWEIS. SeiX eine Menge, so day € X y # @. Findef: X - UX mitf(y) €y, alley € X.
Sei P die Menge aller partiellen Auswahlfunktionen agfd.h.P = {g: g ist Funktion und
dom(g) € X und ¥y € dom(g): g(y)e y}. Als Partialordnung< auf P wahlen wir ¢, die
Fortsetzung von Funktiongn < g>: < g1 c g < g2 7dom(g) = gs.

Wir stellen fest: (1P # @, dag e P. (2) SeiA c P eine Kette, d.hyg, he A:gch vhc
g. Seigp = UA. Es giltgp ist eine Funktion ung < go, alleg € A. go € P: Seiy € dom(g).
Folglich existierty € Amity e dom(g) Also gilt go(y) = g(y) €.

Wir kdnnen also (Z) anwenden. Sgi ein maximales Element vdd. Behauptungg; ist
eine Auswahlfunktion fukx.

Warum? Zu zeigen istom(g) = X. Angenommen es gabg € X \ dom(g). Nach
Voraussetzung ist # 2. Seiz €y. Lassey, = g1 U{y, Z}}. Offensichtlich isig, € P undg; <
02, Widerspruch zur Maximalitat vog. 4

UBUNGEN

4.1. Sei(W,: a € Ord) eine funktionale Klasse a@ird derart, daf\, = (LW, v <y} flr
alle Limeszahlery und W, ¢ W,; fur alle « € Ord gilt. Zeige durch transfinite
Induktion Ubes, dalRW, ¢ W; flr allea € < Ord gilt.

4.2. Verwende den Satz Uber transfinite Rekursion, um die Existenz einer funktionalen
KlasseV,: a € Ord) mit folgenden Eigenschaften zu beweisen:
(@ Vo= g,
(b) Vu+1 = AV, fur allea € Ord,
() V, = {V,: v <y} flr alle Limeszahlen e Ord.

4.3. Zeige, dal3 jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Tipp: Verwende das Lemma von
zZorn.

4.4. Definiere mit Hilfe des Rekursionstheorems fur aJlg € Ord die ordinale Summe
+ 8, das ordinale Produkt - 8 und die ordinale Exponentiatiaff, so daR folgendes

gilt:



4.5.

4.6.
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@ at0=a,a+ (c+1)=(a+0)+ I falls f Limeszahl, s@ + f = sup({o. + 0: o
<pY.

(b) ae0=0Cae(c+1)=(a-0) + a falls f Limeszahl, sa «f = sup({fo *0: 0 <
B

(c) o®=1;a’"! = »a; falls g Limeszahl, so = sup({a’: o < B}).

Zeige (o) = "7 fiir beliebigea, B, y € Ord. Tipp: Fallsa # 0, verwende transfinite
Induktion tber.

Beweise die folgenden Rechengesetze fir die ordinale Arithmetilg, (y seien
beliebige Ordinalzahlen).
@ Oea=0=a0,acl=a=1-q,
O<aANf<y=acf<acey,
aspacy<pfey,
(@ep)ey=acBepacBty=acf+aey.
(b) o =0d ear.
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5. ORDINALZAHLARITHMETIK

DEFINITION. SeiA = Ord oderA & Ord. Eine Funktiorf: A - Ord heil3tstetig falls fur jede
Limeszahly € A qilt: f(y) = sup{f(v): v € y}. f heildtnormal, falls f stetig und streng monoton
wachsend ist, d.h. fur altle p € A, fallsa < S, sof(a) < f().

LEMMA 5.1.Sei f:Ord - Ord normal. Dann hat f beliebig grof3e Fixpunkte, df.< Ord
P eOrd (B =a Af(B) =p).

BEwEIS. Bemerke zuerst, daf f(a) > a. Sonst wahlex minimal mit f(a) < a. Wegen
Monotonie folgtf(f(a)) < f{a), ein Widerspruch zur Minimalitdt valn Seia e Ord beliebig.
Definiere rekursiv eine Folgen: n < w) wie folgt: ap = a, an+1 = flan). ES gilt alsax = ap <
01 <0 <03 < ... Setzef = supfon: N € w)}.

Fall 1. 5 = 0. Alsoon = 0, allen < w. Alsof(B) = p.

Fall 2. p =6 + 1. Es existiert alsm € w, so dals, =0 + 1, allen >m, alsof(® + 1) = f(an)
=am+1 =0 + 1, alsof(p) = p. o

Fall 3. 8 Limeszahl. Es giltf{B) =" %Vsunsftv): v € B} = sup{fion): n < o} = supfans1:
n<w}=supfonn<w}=,.

Zu (*): , =" trivial, da {flon): n < w} C{f(v): v < p}. ,<" Seiv < . Finden mit o, = v. ES
folgt mit Monotonief(ay) = f(v). Also gilt ,<". 4

DEFINITION. Seia & Ord. Definiere durch transfinite Rekursion Ulee Ord die ordinale
Summeq + 8, dasordinale Produkta « 8 und dieordinale Exponentiations”, so daR gelten:

@at+0=a,a+(w+1)=(a+v)+1furallev €O0rd, a + f = sup{a + v: v < g} fur alle
Limeszahlerp & Ord.

B)a*0=0aev+1)=(aev)+aflrallev eOrd, a f = supfa v: v < )} fur alle
Limeszahlerp e Ord.

(© a®=1,a"" =a" cafiralley €0rd, o =supfa’: v < p} fiir alle Limeszahleg  Ord.

HINWEIS zu (a). Zu jedenmu € Ord mussen wirG,: V — V definieren, so dal3 das nach
Rekursionstheorem dazu existierefide Ord - V, alsoF,3) = G.F, 74), die gewiunschten
Eigenschaften hak,(0) = a, Fo(v + 1) = F,(v) + 1, Fo(B) = sup{F,(v): v <}, Limesp.

BEMERKUNGEN. ,,+“ ist nicht kommutativ:/ + o = sup{l + n: n < w} = sup{n + 1: n < w}
=w #w+ 1.

, < ist nicht kommutativ2 e = sup{2 en:n<w}=w <o +w=w2="0 «(1 + 1).

Linksdistributivitat gilt nicht:(1 + 1) ew = w, aberl ecv + 1 eov = 0 + .

Die obigen Operationen konnen auch eingefiihrt werden Giddnungstypen von
wohlgeordneten Mengei.B. seiem, f € Ord. Seia # :=a U{®, y): v < B}, wobeiy & a
Up. Definiere<aufa # £ durch: Flumw, u < a setzev <u: = v <u. Furv < a, u < f setzev <
(u, v). Furv, u < p setze®, y) < (u, y) : < v < u. Es ist leicht zu sehen, da@ # p, <) eine
Wohlordnung mit Ordnungstygp + £ ist.

LEMMA 5.2.Es gelten folgende Rechengesetze fur Ordinalzah|grny < Ord:

@0+a=a=a+0,f<sat+pB pf<yzat+tf<atypasf=at+ty<sf+y(atf)+y
=t By

B)0ea=0=ac0,acl=a=1°0,0<aArf<ya°ff<acspasf>acy<fey (a
Bley=acBey)acBty=acftoey
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(C)ﬂ;'-‘O:)Og Olﬁ—l,]<a/\ﬁ<y:)aﬁ<ay,a\<ﬁ:)ay\<ﬁy,]<a:)ﬁ\<aﬁ,aﬂ+y=
o e () =d

BEWEIS. (Auszugsweise). ZA <y = a + f < a + y: Beweis durch Induktion tberflr feste

o p.

y = 0: Klar.

y=v+1:ausp < yfolgt p <v. Es folgta + B <" a+v<(@+v) +1=CF" g+ n+
1) =a+y.

y Limeszahl, als@ = sup(y). Seif <y. Wahleyv mitp <v <y, z.B.v =4 + 1. Es folgta +
<MVg 4y ssup{a + 0.0 <y} =0et.*) ¢ + .

Zu (oY = o’ Induktion ubep:

y=0:"°=0"=1= ()

y=v+ I Pt —(Def) LB = P e P —(1Vv) aﬂ) e — (Def. Exp)(aﬂ)v+1 (aﬂ)y

y Limes: o By —(Def) sup{ﬁ'v v <y} —(*)+(Def. EXp)Sup{aﬂ v < y} —(Iv)sup{( ) V< y} __(Def. Exp.)
(@Y.

(*): Wir verwenden, daBup{p «v: v <y} = sup{o: ¢ < f »y} und dal¥f -y eine Limeszahl
ist. § «y Limeszahl folgt aug Limes und Definition vof <y = sup{f sv: v <y} und0 < a A
f<y=>aef<aey Dap «yLimes, folgt aus der Definition der Exponentiatiaft?’ "< =

sup{o’: o< ey} = sup{aﬁ'v.' v <yl 4

BEMERKUNGEN. FUr jedes: € Ord ist die Funktiornp ~ a +  normal. Fir jedea # 0 ist die
Funktionf ~ a ¢ f normal. Fira > 1 ist die Funktiong ~ ¢ normal. Dabei folgt die
Stetigkeit aus den Definitionen vor’, , < und der Exponentiation. Die Monotonie folgt aus
f<yzat+tf<oat+tp0<aArf<y=>a- ﬂ<a-y,l<a/\ﬁ<y:>aﬂ<ay.

LEMMA 5.3.Seien o, € Ord.

(a) Subtraktionslemmaralls a < p, so existiert ein eindeutig bestimmte y € Ord, so dal¥
+yp=5

(b) Divisionslemma Falls f # 0, so existieren eindeutig bestimmte &, n € Ord, so daly = f
*C+nundn<p.

(c) Logarithmuslemma Falls oo # 0 und [ > 1, so existieren eindeutig bestimmte o, 1, y €
Ord (Logarithmus, Koeffizient, Rest), so daR 7 et + ymit | <t <fundy </’

BEWEIS. Zu (a) Die Eindeutigkeitfolgt ausp <y = a + f < a + y. Existenz Nach Lemma
5.2 (a) giltp <a + p. Also existiert ein kleinstes e Ord, so dafy <a + y. Angenommeny
< a +y. Esfolgty #0, daa <p. y ist nicht Limeszahl, da songt+ y = sup{a + o: ¢ < y},
alsop <a + o fur eino < y, Widerspruch zur minimalen Wahl vgnAlsoy = ¢ + 1 flr eine.
Esfolgt.a + o <f <a + (o + 1), Widerspruch. Als@ = a + y.

Zu (b) Eindeutigkeitzur Ubung.Existenz Aus Lemma 5.2 (b) folgl «a < f *a. Seiy
minimal mita </ «y. Fallsa = f ¢y, lasseZ = y undy = 0. Sei alsax < f «y. Dann isty ein
Nachfolger, z.By = ¢ + 1. Es folgtp <& < a < B « (£ + 1). Aus (a) folgt die Existenz eines
eindeutig bestimmtepmitf ¢S +n=a. Esgilta =g «+n<pe(E+ 1) =L+ L.L<y
=+ pf<a+yimplizierty <p.

Zu (c) Eindeutigkeitzur UbungExistenz Es gilta <4 nach Lemma 5.2 (c). S&iminimal
mit a <. Fallsa = f°, lasses = 6, 7 = 1, y = 0. Sonst istx < £, und es mul® = ¢ + 1 fiir
eino € Ord gelten. Alsgf” < a < 7' = p° « p. Nach (b) existieren eindeutig bestimmte,
soda=p" ez +yundy <. Esfolgtaug) <aAf<y=aef<aey daBl sz <pfir<
S gilt wegen Monotonie. Ware= 0, so folgta = y < #” < a, Widerspruch. 4

KOROLLAR 5.4.Seien o, f € Ord. Es gelten:
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(@) aist Limeszahl genau dann, wenn oo = w <& fur einé # 0.

(b) Die Funktion (funktionale Klass&): Ord — Ord, F(a) = @ (I + a) ist der eindeutig
bestimmte=-Isomorphismus vo@rd auf die Klasse aller Limesordinalzahlen.

(c) Falls o Limesordinalzahl und 1 <n < w ist, so gilt n *a = .
(d) Fallsn<wundw <a, son+a=o.

() a pist Nachfolger genau dann, wenn o. und B beide Nachfolger sind.

BEWEIS. Zu (a) ,, =". Seia Limeszahl. Mit Lemma 5.3 (b) finde eindeutig bestimfte, so
dalla = w <& + 5 undy < w. Daa Limeszahl, folgt #0undy = 0. Alsoa = w «¢.

. Sela =w & ¢ #0. Falls¢ Limeszahl, so istt = sup{w *v: v < £} eine Limeszahl
wegen Monotonie: Denn wate= u + 1, alsou < a, SO existiert eiv <& mitu < w *v. Daé
Limeszahl, giltv + I <& Alsoa 2w e(v+ 1) =w *v+w>w v =>u+ 1, Widerspruch. Sei
jetzté =o + 1 flr eing. Es folgta =w (o + 1) =w *0 + v =sup{w *o + n: n < w}. Also
ist o Limeszahl.

Zu (b} Wegen (a) ist~(a), alle @, eine Limeszahl. Wegen Lemma 5.2 (a) kststreng
monoton. SchlieB3lich igF surjektiv auf die Klasse aller Limeszahlen: Seine Limeszahl.
Findea & Ord mit F(a) = 7. Wegen (a) existied # 0, so dal¥ = w ¢ a. Fallsa > w, so istl
+a=anach (d), alsé(a) =w (1 + @) =w ca = 1. Fallsa < w, alsoa = ¢ + 1 flr eing <
w,0itF@)=we(l +to)=we(ct])=w-a=r1.

Zu (c) Wegen (a) gilu = w «&fur einé #0. Es giltn ew = sup{n em: m < o} = v, daw >
n>1Alsonea=n+@ *& =" (now) é=w+E=a.

Zu (d} Analog zu (c).

Zu (e) , <". Folgt aus der Definition der Multiplikation: Sei=v + I,f=u+1.a *f = (v
+D) equ+D)=@+1Deu+@w+1)=LV+1)eu+v)+1.

.= Seia «f =y + I fur einy. Nach Lemma 5.2 (b) gilt #0undg # 0. Nach Lemma 5.3
gilt y = a <& + 5 mit eindeutig bestimmtefiundn < a. Folglicha «f=y+ 1 =a & +n+ 1.

Wir dividiereny + I durcha: Nach Divisionslemma existieren eindeutig bestimmtemit
p<a,sodaly+1=ae<t+p Esqilty+1=a-p, alsor=pundp = 0. Aber auchy + 1 =
a*é+ @+ 1). Dan + 1 #0, hatten wir im Fall, da# + / < o eine zweite Darstellung.

Aus der Eindeutigkeit folgt, daf3+ / < a unmdglich ist. Es folgt = » + 7 und folglicha -
pf=y+Il=0a+l+a=a-(+1). Aus der Monotonie folgt = & + 1. 4

SATZ 5.5. Seien o, f € Ord mit a # 0 und f > 1. Dann existieren eindeutig bestimmte
Ordinalzahlen n mit .kxn < @ und ©4, ..., taund oy, ..., on, SO dald

a=p"er+ ..+ et 01>02> ... >opund 1< < f

gilt. Diese Darstellung heil3t di@antor-Normalformvon a zur Basis p.
Falls aulBerdenf = w, so existieren eindeutig bestimmte 1 <n < w und oy, ..., an € Ord, SO
dafi

o=0""+ ... +o™und o = ... = an.

BEwEIS. Transfinite Induktion Ubet:

oa=1'"n=10=0,11=1: 1 =4 - 1.

Angenommen, die Behauptung sei bewiesen fir élle «. Nach Logarithmuslemma
existieren eindeutig bestimmée, 7, y € Ord, so dalll <71 <,y < unda = 7 e11 + .
Es folgty < f” <a. Nach Induktionsvoraussetzung existieren also eindeutig bestinate
<wundry', ...,tm undey > ... > o', sodall <7<, allel <i <m undy = o7' + ...

+ 7" ez’ Wir erhalten die Cantor-Normalform venzur Basiss wie folgt: Setzen :==m +
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1, 5 =50 = o fir allel <i < m Es gilt 52 <y < g Aus Monotonie der
Exponentiations” folgt o1 > 0.
Fallsfg = w, so gilty; < w, allei, undw” ¢z = 0" + ... + ®” (r-mal). 4

DerINITION. Eine Ordinalzahy heiRtHauptzahl fir die Addition fallsy #0unda +y =y
gilt fur alle o < y. AufBerdem heil3t additiv zerlegbay falls es Ordinalzahlea, § < y gibt, so
dalRe + B = y; andernfalls heil3t additiv unzerlegbar

SATZ 5.6.Es gelten folgende Aussagen:

() Eine Ordinalzahl y # 0 ist Hauptzahl fur die Addition genau dann, wenadditiv
unzerlegbar ist.

(b) Die Hauptzahlen fir die Addition sind genau die Ordinalzahlen von der EGrir ein
a € Ord.

() @": a € Ord) ist der eindeutig bestimmte-Isomorphismus vo®©rd auf die Klasse
aller Hauptzahlen fur die Addition.

BEWEIS. Zu (a} Seiy Hauptzahl fir die Addition (HZA) und seien f < y. Wegen Lemma
5.1 (a) gilta + p < a + y = y. Also isty additiv unzerlegbar. Sei umgekehrtadditiv
unzerlegbar ung # 0. Seia < y. Nach Lemma 5.3 (a) (Subtraktionslemma) figde y, so
dal3a + f =v. Es folgtp = y. Es folgta + y = y.

Zu (b} Seia € Ord. Klarerweise isw” # 0. Sei0 < f < w” Seif = o + ... + & die
Cantor-Normalform vorg zur Basisw, alsop; > ... > f,. Dao” <p < »* allei, folgt < a.
Wir wollen g + o“ = »” zeigen, dann ist” HZA.

Dazu genugt es jetzt zu zeigen, dal3+ o' = o' fir alle g, r € Ord mit ¢ < z. Warum?
Daraus folgt” + 0* = 0% o + (@ + 0%) = " + 0" = 0% ..., "+ ...+t P+ 0" = ...
= w”. Sei alsar < 7. Nach Subtraktionslemma existier 0 mit z = ¢ + y. Danne’” > » und
1 + o’ = " nach Korollar 5.4 (d). Mit Lemma 5.2 (b) erhalten wir+ o* = 0” + 0”7 = &’
t (@ )= s(L+W)=0" 0 =0"" ="

Umgekehrt, sep # 0 nicht von der Fornm” fir eina € Ord. Zu zeigen ist, dagnicht HZA.
Seiy = o™ + ... + @’" die Cantor-Normalform vop zur Basisw. Es giltn > 2 und folglichw”
< y. Aus der Eindeutigkeit der Cantor-Normalform folgt + y # y. Es folgt, daf¥ nicht
HZA ist.

Zu (c) Die Abbildunga ~ »” ist normal nach Lemma 5.2 (c) und surjektiv auf die Klasse
aller HZA nach (b). 4

UBUNGEN

5.1. Berechne die Cantor-Normalform vefi + @ bezlglich der Basi8, wobei
(@ p=nfurein! <n<o.
(b) = o.
() f=w + 1.

5.2. Seim(é): £ € Ord) eine normale Funktion. Dann gilté) + o <n( + o) fur alleé, o €
Ord.

5.3. Beweise die Eindeutigkeit der im Subtraktions-, Divisions- und Logarithmuslemma
gezeigten Darstellungen.
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5.4. Eine Ordinalzaht heil3tHauptzahl fur die Multiplikation (HZM), fallsa > 7 undg -
a = o furallep mitl <p < a. Beweise:

(&) 2undw sind HZM. Fall2 < n < w, so istn nicht HZM.
(b) Fallsz #0, so istw” HZM.
(c) Fallsy #0undy nicht Hauptzahl fur die Addition (HZA) ist, so st nicht HZM.
(d) Fallsa; #0,n > 1unda = 0™ + ... + @™ mitay > ... > a,, SO ista nicht HZM.
(e) Die Klasse aller HZM ist gend@} U {w®": © € Ord}.

5.5. Sek € Ord Hauptzahl fur die Exponentiation(HZE), fallse > 2 unda® = ¢ fur alle 2
<a <g. Zeige:

(@) Falls2' =y, so isty HZE. Tipp: Zeige nacheinander, daRimeszahl, HZA und
HZM ist.

(b) Die Klasse aller HZE ist gengw, U{a: o” = o).
(c) Zeige, daf3 es i@rd unbeschrankt viele HZE gibt.
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6. KARDINALZAHLEN

DEFINITION. FUr MengerA, B schreiben wiA B, falls es eine Injektioft A — B gibt; wir
schreibenA ~ B (,A ist gleichméachtig zu B), falls es eine Bijektionf: A — B gibt.
Schlie3lichA <B: = A<BA A %B.

SATz 6.1. Satz von Cantor-Bernstein oder Schroder-Bernktéiir alle A, B gilt: Falls A
< B und Bx A, so gilt A~ B.

BEWEIS. Seienf: A - B injektiv, g: B = A injektiv. Definiere rekursiv MengeA,, By, allen
<w: A=A By=g[B], A1 =0 of[A)],Bns1 =g of[By]. ES giltAc DBy DA OBy O....

Beweis durch Induktion: Offensichtlich i8y > By > Ay © B;. Sei jetztA,.; 2 B,.1 2 A, OB,
bewiesen fir eim > 1. Nach DefinitionA, = g o f[An.1] undB, =g of[Bp.1]. AlsoAn1 D Bna
29gof[Ang 2gof[Bnq. Es folgtg of[g o f[An4]] 2gof[g of[Bn]] .

Seiz e rechte Seite. Also existieyte g o f[Bn.a] mit g o f(y) = z Es folgty e g o f[An1].
Also z = gof(y) e g oflg o fl[An1]] . AuBerdemA,.1 € Bn: Seiz € A1 = g o f[A]. Also
existierty € A, mitz = g of(y). Alsoy & By.1. Es folgtz = g of(y) € g o f[Bn.1] = Bn.

Wir definieren eine Bijektiom: A, — Bo. Das geniigt, da damyT o h: A — B eine Bijektion
ist. Definition vonh: Seix € A. Dannh(x) = g o f(x), falls einn < w existiert, so daR € A, \
Bn; undh(x) = x, sonst.

h ist injektiv Seienx, y € Ao, X #Y. -

Fall 1. Seienx, y € Unheo An \ Bn. Nach Definition vorh gilt: h(x) = g o f(x) #Kompesitong o
f(y) = h(y).

Fall 2. Seienx € A, \ B, fur einn, abery ¢ A, \ By, fur allem < w. Dann isth(x) = gof(x)
g of[An\ By =@Mk g 6 fA ]\ g o f[By] = Anst \ Brss. Es folgth(x) # h(y).

Fall 3. Seienx, y ¢ A, \ By, allen < w. Es folgth(x) = x #y = h(y).

h ist surjektiv Seiy & By.

Fall 1. Es existierz < w, so dafyy € A, \ B,. Dann istn > 0, Es giltA,\ B, =g of[Anq] \g ©
f[Bn-1] =g of[An-1\ Bng]. Also existiertx € Ap.1\ Bo.pmitg of(x) = .

Fall 2. Es existiert keim < w, so daly € Ay \ B,. Dann gilty = h(y). .

DerINITION. Die Kardinalitat einer MengeX ist definiert als das kleinsie € Ord mit der
Eigenschafta ~ X, falls es so eim gibt. Diesesa wird dann durchcard(X) oder |X]
bezeichnet.

BEMERKUNGEN. AC impliziert, daf3|X| existiert fur alleX (Satz 4.5). Fall&\C nicht gilt, so
gibt es Mengen deren Kardinalitat nicht definiert (8¢ < AC).
Klarerweise giltA ~ B = |A| = |B|. AuRerdem gilt stet® ~ |A|.

DerINITION. Eine Ordinalzahd heil3tKardinalzahl, fallsa = |a|. Also V8 < a o # . Card =
{o € Ord: o ist eine Kardinalzahl}.

Also Card ist eine Klasse. Wir werden zeigen, d2#¥d keine Menge ist.
LEMMA 6.2.Seien a, f € Ord und sei |a| <f <a. Dann || = |a|.

BEWEIS. Ausf <a = f < a. Umgekehrt gilta ~ |a| < p, folglich a < . Nach Cantor-
Bernstein folgx ~ f. 4

LEMMA 6.3.Sei he w. Es gilt:
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@nzn+1.
(b) Va ((o €eOrd Aa ~N) > a =n).

BEWEIS. Zu (a)} Induktion Ubern: O # 1. Es gelten # n + 1. Zeigen + 1 # n + 2
Angenommer: n + 1 - n + 2ware bijektiv.

Fall 1. f(n) = n + 1, dann istf 7n eine Bijektion zwischem undn + 1, Widerspruch zur
Induktionsvoraussetzung.

Fall 2. f(n) #n + 1 Definiereg: n + 2 - n + 2durchg(i) = n + 1, fallsi = f(n); g(i) = f(n),
fallsi=n+ 1; g(i) =i, sonst. So igf bijektivundg of: n + 1 - n + 2 bijektiv mitg o f(n) =
n + 1, also Widerspruch wie im Fall 1.

Zu (b} Seia ~n.

Fall 1. a < n. Also ista e w und|a| <a < a + 1 <n. Aus Lemma 6.2 folgla + 1| = |al,
alsoa + I ~a, im Widerspruch zu (a).

Fall 2. n < a. Wieder:|a| = |n| sn<n+ 1<a. Aus Lemma 6.2 folgin + 1| = |n|, alson +
1 ~n, Widerspruch zu (a). .

KOROLLAR 6.4.Jedes n= w ist eine Kardinalzahl und ebenso ist w eine Kardinalzahl.

DerINITION. Eine MengeA heil3tendlich, falls |[4] < w. Eine MengeA heiltabzahlbar falls
|A| < . Eine MengeA heil3tunendlich, falls A nicht endlich, d.h|A| > w. Eine MengeA
heiRtiberabzahlbay fallsw < |4].

LEMMA 6.5.Es gelten folgende Aussagen:
(a) Falls k eine unendliche Kardinalzahl ist, so ist k eine Limesordinalzahl.
(b) A ist unendliche Es existiert Bc A mit A~ B.

BEWEIS. Zu (a)} Seia € 0Ord, o > w. Finde Bijektionf: a + I — a wie folgt: fla) = 0; f(n) =
n+1 allen < w; fip) =p, allew < < a. Klar: f ist bijektiv.

Zu (b} Es genugt dies filk € Ord zu beweisen. Sei € Ord. Sei zuerst: > w. Definiereg:
a - a\{0}durchg@) =p + 1, falls f < w, undg(p) = B, fallsw < f < a. g ist bijektiv. Die
Umkehrung liefert im wesentlichen Lemma 6.3 (b). Zeige: Keia w ist gleichmachtig zu
einemA cn. 4

SATZ 6.6. (Gntor) X (X < #A(X)).

BEWEIS. Klarerweise isf: X —» @A(X), y ~ {y} injektiv. Somit giltx = g(x).

Angenommen es gabe eine Injektiop(x) — x. Betrachte die Mengé = {y & (x): f(y) ¢
y}. Setzew = f[Z] . Wir fragen uns: Gilf(w) ¢ w? Angenommen ja. Dann it e Z, alsof(w)
e f[Z] = w, Widerspruch. Folglich gilt(w) ¢ w = f[Z]. Es gibt alsyy € Z mit f(y) = f(w). Es
folgt y # w. Also istf nicht injektiv. .

SATZ 6.7.Zu jedem o € Ord existiert ke Card mit k > o.

BEWEIS. Mit AC: Seia & Ord gegeben. UnteAC existiert|g(a)|. Wegen Satz 6.6 gilt <
().

Ohne AC. Seia € Ord mit o > w gegeben. Setz&/ = {R € g(a x a): (o, R) ist eine
Wohlordnung} Seig(x, y) die Formel, die besagt, daleine Wohlordnung auf ist undy =
o.t.((a, x)). Es gilt dann: Zu jedenx € W existiert genau eiry mit ¢, y). Nach
Ersetzungsaxiom existiert al3o:= {o.t.((a, R)): R e W}. T £ Ord. Seik = sup(T) Daa €T,
gilt k = a. Wir werden zeigen: (I ¢ T und (2)k € Card.
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Zu (1) Sonstk € T, also existierR € Wmit o.t.(@, R)) = k. Insbesondere ware~ k. Daa
> w, folgtk > @ und somitk ~ k + 1. Es gibt also eine Bijektiogr a — k + 1. DefiniereRy &
Wdurch: Fumv, u ea: (v, u) e Ro < g(v) € g(u). Klarerweiseo.t.((@, Ro)) = k + 1. Folglichk
+ 1 T, Widerspruch. Alsd & T.

Zu (2 Angenommernk| < k. Wahley € T mit |k| <y < k. Nach Lemma 6.2 gilf ~ k.
AulRerdenu ~y. Folglichk ~ a. Seif: a — k bijektiv. DefiniereR, c a x o durch(, v) e R
& fl) €f(v). Es folgto.t.((@, R2)) =k, alsok e T, Widerspruch zur Behauptung (1). s

BEMERKUNG. Es folgt, dalfCard eine echte Klasse ist, wéikCard = Ord.
DEFINITION. Seia € Ord. Mit «” bezeichnen wir das kleinste=s Card mit y > a.
SATZ 6.8.Sei X< Card eine Menge. Dann gilt’X € Card.

BeEwels. Fallssup(X) = max(X)Klar.

Nehme an, dafax(X)nicht existiert, alssup(X) & X. Seik = sup(X) Angenommernk| <
k, also auchk| + 1 < k. Wahlea € X mit |k]| + 1 < a < k. Nach Lemma 6.2 gil& ~ |K|.
Folglich |a| < a. Abera € X < Card, ein Widerspruch. 4

DEFINITION. Mittels transfiniter Rekursion konnen witard durchnummerierenwg = o,
Our1 = (0)", ; = sup{o,: o < )}, falls i eine Limesordinal ist.

Genauer: Definier&: V — V wie folgt: G(a) = a(a)", falls a eine Funktion ist mit Domain
a+ 1,a €0rd, unda(a) € Ord; G(a) := sup(ran(a)) falls a eine Funktion ist, die als Domain
eine Limesordinalzahl ha(a) .= w, sonst.

ErhalteF: Ord - V. Setzaw,, .= F(a) und zeige die drei Eigenschaften oben. Klarerweise ist
F surjektiv aufCard 7w und auf3erdem normal.

BEMERKUNG. Stattw, schreibt man oft, (sprich: Aleph Alpha).

Eine Kardinalzahlw, heil3t Nachfolgerkardinalzah| falls « = g + 1 fur ein g, und
Limeskardinalzah| falls « eine Limesordinalzahl ist.

DerFINITION. Definiere diekardinale Addition Multiplikation und Exponentiation wie
folgt: Seien dazu, 2 & Card. Wir setzenc @ 4 = [k x{0} UA x{1}|, k ® 1 = |x x| und«’
= "x|, wobei®A :={f: f: B — A} fiir MengenA, B sei.

Es ist klar, dalgs und ® kommutativ sind. Esgih @/ =w #w + I undo ® v =w #w °
o, da|ow Xow| = o.

Warum gilt|o x w| = »? Verwende den Satz von Cantor-Bernstein. Betrashtew x o,
n~ M, 0undew xw - o, M, M~ 2" «3" injektiv. Betrachte auch die Bijektian x v —
o, h,mMsY%en+m)(n+m+1)+n

Allgemein werden wir zeigen, daf}, ® o, = o, fur allea.

SATZ 6.9.Es qgilt Z = |¢(x)| fur alle k € Card.

BEWEIS. BetrachteF: “2 — g(k) mit X ~ {a: x(a) = 1}. Zeige als Ubung, daR ist bijektiv
ist. 4

SATZ 6.10.Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Es gilt k & k = k.
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Beweis. Definiere< auf Ord? wie folgt: (@, 8) < (4, 0) 1< (max({a, B}) < max({y, 6})) vV
(max({a, p}) = max({y, 6}) Ao <y) V(max({a, f}) = max({y, 6})) Ao=y Ap <J).

< ist eine Wohlordnung audrd x Ord. Sei dazuX ¢ Ord?, X # &, X Klasse. Betrachte
zuerstYy = {max({a, p}): (o, p) € X}. AlsoYy cOrd, Yy # @. Seiyo = min(Yo). SetzeY; = {a:
(@, ) € X A max({a, p}) = yo}. ES qiltY1 # 2. Seiap = min(Yy). SetzeY, = {f: (o, ) € X A
max({a, f}) = vo A o = ag}. ES gilt Y, # @, Seify = min(Yz). Priufe: (wg fo) = min(X).
Bemerke® x 6 ist Anfangsabschnitt vodrd? fiir alled e Ord.

Definierel: Ord® - Ord, (@, 8) ~ 0.t.Ord*((@, B)), wobeiOrd*((a, B)) = { (¥, u) € Ord*:
W, u) < (a, p)}. Es folgt: I" ist ordnungstreu und surjektiv. Also iBtein Isomorphismus
zwischen Klassen ist also bijektiv.

Klar ist, dal¥ /o x o] = w; denn flur alleth, n) e v x w ist Ordz((h, m)) endlich und jeder
endliche Anfangsabschnitt vo®rd® ist gleich Ord’(t, my) fir ein h, M) € o X w.
Allgemein werden wir zeiged:/w, X w,] = o, gilt fir allea € Ord.

Wir haben das eben schon fir= 0 gesehen. Beweis indirekt: Wahieminimal, so daf}
Iw, X, #w, Dawn, xw,ein Anfangsabschnitt vodrd? ist, istl'fw, X w,] €0Ord.

Entwedell Jw, x w,] < w,oderl[w, x w,] > v, Das erste ist unmoglich, dg < w, x w,
~Iw, xw,] < o, Dann wéray, aber keine Kardinalzahl, ein Widerspruch. Also fjlb,,
X w,] > w4 AlsSo existiert@, y) € w, x w,, so dal¥ (P, v) = w,. Daw, eine Limeszahl ist,
konnen wiré < w, wahlen mitf < 6 undy < 4. Also gilt (5, y) € 0 x 6, und wegen Definition
von < OrdX((B, ) € x 4. Es folgtI ™ /w,] = Ord*(¢8, y)) € xJ. Also haben wir, d&"*
injektiv, (*) w, <0 xd ~|d| x|J|. Dad < w,, folgt |§| <6 < w, und somitd| = wy, flr einh
< a. Wegen Minimalitat vor folgt I'/wn x whn] = wy, also insbesondere, x wn ~ wn. Wir
erhalten aus (*, < wn X wp ~ wp. ZUSAMMERD, < wh ein Widerspruch zé < a.

Wir erhalten also, dal¥/w, x w,] = w, gilt fur allea € Ord, insbesondergn, x w,| = w,,
allea € Ord. 4

KOROLLAR 6.11.Seien «x, A unendliche Kardinalzahlen. Dann gilt k & = k & 1 = max({x,

).

BEWEIS. Sei z.Bx = max({x, 1}). Es gilt © 1 =P |k xA| vk X/ sk XKk ~k sk XA ~K
® . Aus dem Satz von Cantor-Bernstein falgp 1 = «.

Auch giltx @4 =P |k x{0} Ui x{1}| ~x x{0} UL x{1} sk X\ sk XKk ~Kk <K @A
Also wieder mit Cantor-Bernsteing 1 = «. 4

SATZ 6.12 AC). Sei k = w eine Kardinalzahl, und sei (X,: a < k) eine k-Folge, so dald |X,| <
k fur alle a < k. Dann gilt | X, a < k}!| < k. Falls k = w folgt also: Eine abzahlbare
Vereinigung von abzahlbaren Mengen ist abzéhlbar.

BEWEIS. Zu jedemu < k seiZ, = {f: f: X, — k ist injektiv}. Da|X,| <k, folgtZ, # @. Wegen
Ersetzungsaxiom existiew/ = {Z,: o < x}. NachAC existiertg: W - (W, so dalg(2Z) € Z,
alleZ e W. Es ist als@(Z,): X, — « injektiv. Definiereh: (fX,: a < k} -k x k wie folgt: Fur
X € UXy a < k} setzeh(X) = (9(Z)(x), ), wobeif < k minimal ist mitx & Xz. Dann isth
injektiv: Seienx, y € fX,: a < k} undx #y. Seify < k minimal mitx e Xs und seip, € «
mity e Xz,

Fall 1. 8 = . Also h(X) = (9(Z)®), A, h(y) = (@(Z)(»), B). Dag(Z) injektiv ist, folgt
9(Zp)(x) # 9(Z)(y), alsoh(x) # h(y).

Fall 2. Bx # py. Alsoh(x) = (9(Zs)(x), Bx), h(y) = (9(Z,) (). py); also haben WitfX,: a < x;

SK XK ~K. -

Wir haben also gezeigt: Falise Card, x > w und (A,: v < k), wobei|A,| <k, dann gilt
| LAA,: v < k}| <k. AlSO U<, A, sk XK ~ K.
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BEMERKUNGEN. Es gilt folgende Verallgemeinerung: S8j: i €1) eine Mengenfamilie. Es
gilt: |fAi: 1 el}| <|ll @ sup{|Al: i1 €1}).

Aus Satz 6.9 und Satz 6.6 (Satz von Cantor) folgt trivialerwéises Card 2° > x und 2°
=@M 12| ~ |p)| > k. Insbesondere gilt2” > w;, allgemein 2% > «x,.,. Die
Kontinuumshypothes€CH) besagt:2” = w;. Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese
(GCH) besagt:va € Ord: 2% = X, .

Sowohl CH als auchGCH sind unabhangig vodZFC. Genauer: Godel hat gezeigt: Falls
ZFC konsistent ist, so ist au&FC + GCH = ZFC U {GCH} konsistent. Cohen hat gezeigt:
FallsZFC konsistent, so ist aud@FC + —CH konsistent.

CH heif3t ,Kontinuumshypothese®, weil das KontinugmR und (*) |R| = 2 ist. AlsoCH
= |R| = N1.

Warum gilt (*)? ,=“ Betrachtef: “{0, 2} - R, x ~ Z,,, x(n) / 3*1. Leichte Ubungf ist
injektiv, es gilt alsd’2 ~ {0, 2} < R. Ubrigens isf[“{0, 2}] die sogenannt€antormenge

» <. Wir haben|Q| = w. R ist die Menge aller Dedekind-Schnitte v@nalsor € R gdw.r
cQAWer e (y<x=yer), d.h.r ist Anfangsabschnitt vo@. FolglichR ¢ (A Q),
alsoR < Q) ~ p(w) ~2°.

LEMMA 6.13.Seien A, B, C Mengen.

(a) Es gilt ['(°C)| = |**C|.

(b) Es gilt [(A xB)| = |°A x°B|.

(c) Falls B/7C = g, so gilt P“°A| = |PA x©A.

SATZ 6.14.Falls o, f € Ord und o <, so gilt w,”” = 2.

BEWEIS. Es gilt ) < wﬁwa <(Satz 6.6 und 6.9)9)/,(%2) z/(Lemma 6.13 (a))o)/jxa)az z/(Korollar 6.11) 73

Verwende dann Cantor-Bernstein. .
Insbesondere haben wix,”* = 2“«, allea. Also|R| = 2” = v®.

DEFINITON. Seierng, f € Ord. Eine Funktiorn: a — f heil3tkofinal, falls ran(f) unbeschrankt
isting, d.h.w<p F&<a: flé) =v.

Die Kofinalitat oder deiKofinalitatstypvon f, abgekirztf(f), ist die kleinste Ordinalzalal,
so dald ein kofinale§ o — /5 existiert.

BEMERKUNGEN. Es qilt V5 cf() <. Nehmef: § - S, f(v) = v.

Fallsp =y + 1 fUr einy, so istcf(p) = 1.

cf(0) = kleinstes, so dal kofinaleg: p — 0 existiert, alsaf(0) = 0.

cffw) = w, da fir jedes: n - w mit n < w ran(f) beschrankt ist iw. Weiter giltcf(o + w)
= o undcf(w *w) = .

LEMMA 6.15.Fur jedess € Ord gibt es ein kofinales f: cf(p) — p, welches ordnungstreu ist.

BEwEels. O.B.d.A. sejp Limeszahl. Seg: ¢f(f) — p kofinal. Definieref: cf(f) — f rekursiv
wie folgt: FUrv < cf(p) setzef(v) = max({g(v), sup({f(&) + 1: £<v})}). Klarist: W f(v) = g(v),
also fallsran(f) ¢ g, so istf kofinal in 5. AuRerdem ist ordnungstreu nach Definition. Aber
warum istf(v) < g, allsv < ?

Seiv = 0: g(0) < p, sup@) = 0, alsof(0) = max({g(0), 0}) < . Angenommen es gabe<
cf(f) mit f(v) = B, seiv minimal mit dieser Eigenschaft. Also# 0. Aus der Definition von
fv) folgt f(v) = sup({f(&) + 1: &< v}), dajeg(v) < f. Aus der Minimalitat vorv folgt f(&) < p,



MENGENLEHREI 31

alle ¢ < v. Dag Limesordinalzahl ist, ist augit) + 1 < p. Es folgtf(v) = pund{f(&) + 1: £ <
v} ist unbeschrankt if. Betrachtg™: v — S, & - f(&) + 1. Also istf* kofinal. Dav < ¢f(f), ist
dies ein Widerspruch. 4

DEFINITION. Seif € Ord. g heil3tregular, falls ¢f(f) = p. Sonst, fallscf(5) < S, heil3tp
singular.

BEMERKUNG. Fallsf reguldr ist, s@g € Card. Es gibt aber singulare Kardinalzahlen.

BEISPIELE Alle n € o sind regular. Auchw ist regular. Wir werden sehen: Alle
Nachfolgerkardinalzahlen sind regular, adsQ w>, ..., w, regular.
Aber w,, ist singular. Betrachte daZzuw - w,, h ~ w, kofinal.

LEMMA 6.16.4ngenommen a, § € Ord und f: a — [ sei kofinal mit der Eigenschaft & <v =
f&) <f(v). Dann gilt cf(a) = cf(p).

BEwEIS. Bemerke, dal gilz Limeszahle S Limeszahl.

,=" Seiv < f. Findeu < a, so dal¥(u) = v, daf kofinal. Daa Limeszahl ist, folgu + 1 <
a. Daf ordnungstreu ist, folgtu + 1) > f(u) = v. Es folgty + 1 <.

» <" ahnlich.

0.B.d.A. nehmen wir any sei Limeszahl und somit augh Wir zeigen zuerstf(ff) < cf(a).
Wahleg: cf(a) — a kofinal. Dann ist og: cf{a) — f kofinal.

Warum? Sei < . Wahleu < a, so dal¥{u) = v. Wahle jetzt < cf(a) mit g(¢) > u. Aus der
Ordnungstreue vohfolgt f(g()) = f(i) = v. Also istf o g kofinal.

Nun zeigen wikf(a) < cf(B): Seig: cf(B) - p kofinal. Definiereh. ¢f(f) - a wie folgt: Firv
< cf(p) seih(v) das kleinste&® < o mit f(&) > g(v). Wir zeigen, dafh kofinal ist (dann folgt
cffo) < cf(p)): Seiy < a beliebig. Finder < ¢f() mit g(v) = f{y), wegen der Kofinalitat vog.
Nach Definition vorh gilt f(h(v)) = g(v).

Behauptungk(v) = y. Dies folgt aus der Ordnungstreue Yamdf(z(v)) = g(v) = f(y). s

KOROLLAR 6.17. VB cf(cf(B)) = cf(P), d.h. Kofinalitatstypen sind regular.

BEWEIS. , <" ist trivial.
»=" Nach Lemma 6.15 existiert ein kofinales und ordnungstréugss) — f. Aus Lemma

6.16 folgt danrxf(cf(B)) = cf(B). 4

LEMMA 6.18. Seiem, f € Ord mit a < f. Es existiert keine ordnungstreue Abbildyhg —
a.

BEWwEIS. Induktion Gber als Ubung.

SATZ 6.19.Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann sind &quivalent:
(@) x ist singuldar.

(b) Es existiert eine Kardinalzahl 1 < k und eine A-Folge (S ¢ < A)von Teilmengen:& «,
sodalB |8 <k, allel €A, und k = Us<; S

(c) Wie unter (b), aber mit dem Zusatz, daf)&- = o fir alleé & <A mit & #&°
BEWEIS. Zu (a) = (b): Fallsx singular ist, so istf(x) < k. Es existiert also ein kofinalds

cflk) - k. Setzel = cf(x) undS: = f(&), alleé < 1. Daf kofinal ist, folgt -, S = k. Daf{¢) <
k undx e Card, gilt |f{¢)| < k. Es gilt also (b).
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Zu (b) = (c). Sei (S & < 4)wie in (b) gegeben. Z&i< A seiS’: := &\ U,<+ S. Klarerweise
IstS’: /1S== g, alleé #¢°, daS's € S. Weiter Uz<; S’ =k und|S’e <|S] <.

Zu (c) = (a). Seii < k die kleinste Kardinalzahl, fir welche (c) gilt, d.h. es existiert eine
disjunktei-Folge (S:: & <) mitx = Uz; S und|S| <k, alleé < A. Flur jedes’ < 1 setzef;: =
0.t. U< S.. Wegen Lemma 6.18 gift: <, allel < &% Sonsta :=0.t. U<z § > 0.t. Uy S,
=: p fur ein Paat < ¢* < 4. Klarerweise ist die Injektion U,z S, = U<+ S (Mitjo @ Uper S
> aundj; : U<z S — f) ordnungstreu. Dann ware aljer i ojo': a — g ordnungstreu, ein
Wiederspruch zu Lemma 6.18. Aus der Minimalitat xdalgt weiterf: < «, alleé < A: Sonst
fur einé <A pf: >k, alsop: = k, dal,<x S, c x. Wahle eine Bijektio: U<+ S, — «, und setze
S, :=x/S,], allev < ¢ Es folgt|S’,| = |S)| < «, allev < k, undx = U< S',. Da jaé < 4, haben
wir einen Widerspruch zur Minimalitat von Es folgtg: < x, alle& < 4. Wir wollen zeigen,
dal3sup-, p: = k. Dann ist: ¢ < i) kofinal in x, somitcf(x) < < k, also istx singular.
Setzef := sup<; f= Also S < k. Betrachte die Abbildung x = U,<, S = 4 xf, a ~ (& ),
wobeié = min{v < A: a € S} undy = o.t. Sz /1 a. Bemerke, daBinjektiv ist: Seiap < a1 < k.
Seif(ag) = (So, yo) Undf(ar) = (&1, y1). Fallséy # &, fertig. Sei alsdy = & =: £ Dann istS: /7
ap ein echter Anfangsabschnitt v&a/7a;: Anfangsabschnitt ist klar. ,Echt”, dg ¢ S /7 ao,
aberay € S /1 as. Es folgtyo < y1, somitf{ag) # flai). Es folgtx < |4 x| =1 & |f| = max{2,
1B} =<« |B]. Dap <k, folgtp = «. .

SaTz 6.20 (AC).(Unendliche) Nachfolgerkardinalzahlen sind stets regular.

BEWEIS. Angenommen, nicht. Dann existiert also ein unendlighe<Card undy < «* und
eine kofinale Funktiorf: y — x*. Dann gilt Uff(v): v < 9} = k. Day < «". folgt |y| < «,
ebensdf(v)| <x. Aus Satz 6.12 foldtLff(v): v < y}| <k, ein Widerspruch. 4

BEMERKUNG. Falls o Limeszahl ist, giltefix,) = cf(a), daa — 8, f — 8z kofinal und
ordnungstreu ist. Verwende also Lemma 6.16.

Wir stellen uns im folgenden die Frage, ob es regulére Limeskardinalzahlen gibt.

DEFINITION. Regulare Limeskardinalzahlen> (@) heil3en schwach unerreichbare
Kardinalzahlen
x € Card heiltstark unerreichbar falls x > w, x regular undvi < x 2* < «.

BEMERKUNGEN. Wir bemerken folgende Eigenschaften zur obigen Definition:
(a) « stark unerreichbag x schwach unerreichbar.

(b) Sei w, schwach unerreichbar. Dann gilt< o, = cf(w,) =* cf(a) < a. AlSO ®w, = a.
Umgekehrt impliziertn, = « noch nicht, dal&, schwach unerreichbar ist. Betrachte den
ersten Fixpunkt voa ~ w,. Seif definiert Uberw; = sup({w, w,, ...}). Dann giltwg =

B, alsocf(wp) = w.

(c) In ZFC st die Existenz von schwach unerreichbaren Kardinalzahlen nicht beweisbar. Es
gilt sogar: FallZFC konsistent ist, so ist iBFC nicht die Konsistenz vorZFC +  k
schwach unerreichbar* beweisbar. (Denkbar, aber unwahrscheinlich isgFdadie
Existenz solcher ,grof3en* Kardinalzahlen verwirft.) Warum nicht? Da aus der Existenz
einer solchen Kardinalzahl die Konsistenz von ZFC folgt.

BEWEIS. Zu (a): Seiy < x eine Kardinalzahl. Dann ist nach Cantbrs 2. Da2’ < «, folgt
y" < k. Folglichx Limeskardinalzahl.

Zu (b): Zu (*): a ist Limes. Deshalb ist a - w,, f ~ o, kofinal und ordnungstreu. Mit
Lemma 6.16 folgt (*). 4
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SaTz 6.21. Gatz von Konige?™ > « fiir alle unendlichem < Card.

BEWEIS. Seif ¢f{x) — « kofinal. SeiF: k - ““k beliebig. Wir werden zeigen, d&Bnicht
surjektiv ist. Das impliziert natiirlick”™ > «, dax <x“™ trivial ist.

Wir definierenh: ¢f(x) — k, alsoh € “®x mit h ¢ ran(F), wie folgt: Seiv & ¢f(x). Seih(v) =
min(k \ {F(a)(v): o < f(v)}). Es existiert, d&/F(o)(v): o < f(v)}| < k.

Warum gilth ¢ ran(F)? Angenommen doch. Es gabe alsa< « mit 4 = F(ap). Daf kofinal
ist, existierty < cf{x) mit f(v) = ag +1. Es folgtF(ag)(v) € {F(a)(v): a < f(v)}. Somith(v) #
F(og)(v), alsoh # F(ap), Widerspruch. 4

KOROLLAR 6.22. Vo € Ord cf(2) > x,..

BEWwEIS. Ware, flr eimy, cf(2) <x,. Setzey; = cf(2"). Es folgt(2™)" = 2% = 2% Lassex
= 2% So haben wik?™ = x, Widerspruch zu Satz 6.21. 1
Die Kontinuumsfunktion F: Card — Card, x ~ 2 erflillt also folgende Eigenschaften:
@) x<i=>Fx <F@),

(b) F(x) > x (Cantor),
(c) cf(F(x)) > k (KOnig).

Dies sind die einzigen beweisbaren RestriktionenFauffx € Card: k > w A k regular}.
Genauer: SeH: {k € Card: k > w A k regular} — Card beliebig mit (a), (b) und (c), dann
existiert ein Modell(M, &) von ZFC, in welchemH die Kontinuumsfunktion ist (Satz von
Easton).

Die Kontinuumsfunktion auf singularen Kardinalzahlen erfullt mehr beweisbare
Restriktionen.

UBUNGEN

6.1. SeierA, B, C Mengen. Finde naturliche Bijektionen zwischen folgenden Mengen:
(@) “(CA) und®°A;
(b) “(A xB)und®A x °B;
(c) BAund®A xCA, fallsB/7C = &.

6.2. Sei(A: i €1)eine Familie von Mengen und #eeine unendliche Menge. Zeige:

@ [UAi T eIl <|I| -sup({|Al:T €1});
(b) @in(A), die Menge aller endlichen Teilmengen vAnhat die gleiche Kardinalitat
wie A.

6.3. Eine reelle Zahl heildtalgebraisch fallsr Nullstelle eine Polynoms iZ[X] ist. Sonst
heil3tr transzendentZeige, dal3 es nur abzahlbar viele algebraische Zahlen gibt.

6.4. Seik ein Korper unck ein k-Vektorraum. Zeige, dal3 die Kardinalitat jeder Basis von
E dieselbe ist (diese heil3t d@mensionvonE). Zeige ferner:
(@) |E| = |k|] «dim(E) fallsdim(E) > w,
(b) |E*| = |k|“™®, wobeiE* = Homy(E, k)



6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.
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Zeige, daB die Abbildurfg “{0, 2} - R, x ~ Zi-,, (i) 3" injektiv ist. Die Menge
f[“{0, 2}] ist die Cantormenge.

Zeige, dal} die Cantor-Menge
(a) Lebesgue-Mald Null hat;

(b) abgeschlossen umdrgends dichtist, d.h. jede nichtleere offene Intervall enthalt
ein nichtleeres offenes Intervall, das disjunkt zur Cantor-Menge ist.

Zeige, dal} die Kardinalitat der Menge aller stetigen Abbildunge®v@achR 27 ist;
verwende dabdiR| = 2“. Tipp: Eine stetige Funktion ist bestimmt durch ihre Werte
auf Q.

Zeige, daR die Kontinuumshypothese die Existenz einer Parfior X U Y
impliziert derart, dal3 jede horizontale Gerade nur abzahlbar viele PunkXesati#ilt
und jede vertikale Gerade nur abzahlbar viele Punkteyaarghalt. Tipp: Verwende
eine Wohlordnung vo® vom Ordnungstyp.

Seienk, A Kardinalzahlen mit? < x. Zeige, dal} die Kardinalitat der Menge aller
injektiven Funktionen von nachx gleichx” ist.
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/. KARDINALE ARITHMETIK

Wir schreiben stets statt® 1, k ® 4 nur nochk + A, k 1.

DEFINITION. SeiA eine Menge und e Card.
[A]* ={X: X €4 und |X] = k}

[A]™ ={X: X €4 und |X| < k}

[A]¥ = {X: X cAund |X|<x}.

LEMMA 7.1.Sei k € Cardund o. € Ord mit k <N,. Es gilt [w,]" = N,".

BEwEIs. Fur jede Funktiort: k — w, gilt f €k x w, und|f] = k. Es folgts,” = |*w,.| < |[x x
0l = |[lc X 0d]"| = |[wd"], da |k x w,] = k * &, = &,. Umgekehrt erhalten wir eine
Injektion F: [w,]" - “w, wie folgt: ZuX € [w,]" wahle eine surjektive Funktidia: x - X.
SetzeF(X) = fy. Offensichtlich ist danfk injektiv. 4

DerINITION. (Unendliche (kardinale) Summen bzw. Produkte von KardinalzpBleix;: i
€ |} eine Menge von Kardinalzahlehi¢t eine beliebige Indexmenge). SeZe ki = | U4 ki
x{i}l und/fg4 xi = |[l4 x|, wobeillig ki = {f: f: | - Ug ki mitf(i) ek, alleiel}.

BEMERKUNG. Wir verwenden dabei das Zeicheff sowohl fir das Produkt von
Kardinalzahlen als auch fir das kartesische Produkt von Mengen. Welche Bedeutung das
Zeichen im folgenden hat, wird aus dem Zusammenhang hervorgehen.

LEMMA 7.2.Sei A eine unendliche Kardinalzahl und seien x; > 0 Kardinalzahlen fur i </.
Es qilt 2i<;, ki = 1 *sup-, ;.

BEWEIS. Setzex = sup;<; ki, 0 = 2;; k. Dak <k fur allei </, folgto < 2ic)x = 4 k.
Umgekehrt: Daq = 1, allei < 4, istA = 2, 1 < 2i<; ki = 0. Dak; <o, allei, folgt o > sup-,
ki = k. Es folgto > max{4, k} =k * 4. 4

BEMERKUNG. Seix eine Limeskardinalzahl. Dann existiert eine Falgei < cf(x)), so dald
ki € Card, ki < k, allei < cf(x), undsup-. ki = k (die Folge also kofinal ir): Dann istx =
Ziceig kit Aus Lemma 7.2 folgti< 4 ki = cf(k) *x = k.

BEMERKUNG. Zu /%4 xi: Fallski = «, allei 1 undl = 4, 4 e Card, so folgt/Z, « = |'x| =
*. Es gelten auch die folgenden Rechenregéln: k" = (/7o x) und /T4 ' = ° mit s =
Z2ia 4i. Dies ist leicht einzusehen.

LEMMA 7.3.(Assoziativgesetz) Sei |15 A mit A NA = ofurallej, | €J,]#]". Seien
ki, | €l, Kardinalzahlen. Es qilt7/ 4 «i = /1.; (/] caj Ki).

LEMMA 7.4.Sei 1 eine unendliche Kardinalzahl und (x;: i < 1) eine nichtfallende Folge von
Kardinalzahlen i, # 0 (i <j < A =21 <kj). ES Qilt/]<; x; = (Sup<; Ki))”.

BEWEIS. Setzex = sup-; «i. Es qilt /1<, ki < I, k = K Umgekehrt sex: 1 x1 - 1 eine
Bijektion. SetzeA; = z/{j} x A]. SomitA; N A = o fur allej <;* < . AuRerdemA| = 4.
Folglich istA; unbeschrankt in (wareA; ca < 4, so|Aj| <a| < 41). Da (k- i < ) nichtfallend
ist, folgt supeaj ki = k. AulRerdem st/ cpj ki = SURep ki, allej € A, da stets # 0. Es folgt:
1<, ki =emma 737 e ([fapjxi) = gk = K. 4
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SATz 7.5.(Satz von Konig) Seiet, A Kardinalzahlen mit k; < J; fur alle i € 1. Dann gilt
Zia ki < [hig .

BEwEIs. SeienT;, i €1, Mengen mifT;| = A4i. Sei weitelZ; ¢ /4 Tj, mit|Zj| <x;, allei 1.
Es genlgt zu zeigen, ddR. Z # [f4 T,. Sei dazu§ = {f(i): f € Z}, allei 1. Dann ist
naturlich|S| <|4| = k. Da§ c T, folgt § c T, da|Ti| = 4 > ;. Wir kdnnen also einen Punkt
ti € Ti \ § wahlen. Dann ist: = (ti))igq € /fa Ti. Es gilt nunte ¢ U4 Z: Fallsi €1, f € Z, so
istf(i) #t und folglichf #tg. 4

BEMERKUNG. Der Satz von Cantok K 2) ist ein Korollar des Satzes von Konig.
BEWEIS. k = Zi<, 1 <(onig) /1i<x 2 = 2. 4

KOROLLAR 7.6.Es gelten folgende Aussagen:
(@) Fur alle o € Ord gilt cf(2*) > N,

(b) Fur allea, B € Ord gilt cf(N,") > 8.

(c) Fir alle & & Ord gilt 8,7 > x,.

BEWEIS. Zu (a) Seif = w,. Sei (i < w,) eine Folge von Kardinalzahlen mit «; < 2%,
allei < 6. Es geniigt zu zeigen, daR daljm x; < 2%. Aber miti; = 2%, allei < 6, folgt: Zi-p
Ki <(Kénig) [Ty 2% = (2N“)N” = 2% = 2%,

Zu (b) Seif = wy. Sei(ki: i < wp) eine Folge von Kardinalzahlen< x,"”
NaNﬁ: i<6 Ki <(K('jnig) ]7i<H Naxﬂ = (NaNﬁ)Nﬂ = NaNﬁ-

Zu (c) Seif = §,. Fallunterscheidung: Fall &, ist Nachfolgerkardinalzahl, also reguléar,
alsocf N, = N ES folgts, 7™ = 8,% = (satz 6.142" > (canton) No Fall 2.5, ist Limeskardinalzahl.
Seienk; < N,, i < cf(8,), Kardinalzahlen mit2i< ) xi = 8.. Dann gilty, = Zi<m <onig)
[7i<cf(0) No = NaCf(Na)- -

. Es folgt mit4; =

BEMERKUNG zu (c) in Korollar 7.6: Aus Satz 6.14 folgt = 2%

Betrachte die sogenanri@ntinuumsfunktion Cont Card |  — Ord, 8, ~ 2%. Cont hat
die folgenden Eigenschatften:

(@) Nq <8z = Contx,) < Cont(xg) (trivial),
(b) &, < Cont(x,) (Cantor),
(c) N, < cf(Contix,)) (Satz 7.6 (a)).

Diese drei Eigenschaften sind die einzigenZlRC beweisbaren Restriktionen an die
Kontinuumsfunktion auf regularen Kardinalzahlen. Es gilt der folg&ate von EastonSei
F: {8, o € Ord und 8, reguléar} - Card eine beliebige Funktion, welche Eigenschaften (a) —
(c) erfullt. Dann existiert eine Klas3¢ mit (M, &) £ ZFC, so dalM £ F = Cont Fur die
Kontinuumsfunktion auf singularen Kardinalzahlen sind weitere Restriktionen beweisbar
(siehe Satz von Bukovsky-Hechler oder Satz von Galvin-Hajnal weiter unten).

Aus dem Satz von Galvin-Hajnal folgt < wq 2% = 8,7 =2 2" =8y mity = w1, 6 = w141.

Der Satz von Jenserbesagt: FallO™ (,zero sharp“, kleine ,groRe Kardinalzahl“) nicht
existiert, dann istCont 7 {singulare Kardinalzahlen}bestimmt durchCont 7 {regulare
Kardinalzahlen}

Galvin-Hajnal spricht nur tiber'2mit cf(x,) = w:. Shelahhat etwas ahnliches gezeigt #ir
mit cf{x,) = w. Insbesondere gilt (Shelal) < w 2™ = Xp+1 = 2% <Xpes.
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SATZ 7.7. (Bukovsky-Hechler) Sei k eine singulare Kardinalzahl, so dalCont unter k
schlieBlich konstant ist, d.h. es existigrk x mit 2’ = 2 fir alle yo <y < k. Dann ist 2" = 2".

DEFINITION. Setze2™ := sup{Z: 1 < x}. (Klar: 2 < 2.
LEMMA 7.8.Falls « eine Limeskardinalzahl ist, so ist 2° = (2=)7%.

BEWEIS. Seiki: i < c¢f(x)) eine ink kofinale Folge von Kardinalzahlen < x. Dann giltx =
Zi<efi 1 NAch Lemma 7.2. Es fol@f = [Ty 29 < <oy 27 =277 < (297 = 2%
=2~ 4

BEwEIs des Satzes von Bukovsky-Hechler. Fingle k mit ¢f{x) <y, und auRerder®’ = 2’

fir alle yo <y < x. Somit2™ = 2%, Mit Lemma 7.8 folgt auRerde@f =g emma 7.8(27)7™ =
ZVO‘C'f(K) - 2)’0_ 4

DEFINITIOlN.)J (gimel) ist das kleine hebraische g. mimel-Funktion ist definiert durch
2(Na) =R,

SaTz 7.9.(Erster Teil) (Bukovsky) Die Kontinuumsfunktion kann durch die Gimel-Funktion
definiert werden.

BEWEIS. Sei zuersk, regular, alsaf(x,) = N, Dann gilt2% = say s14%" = 8.7 = 2(,).
Sei nuny, singular, also Limeskardinalzahl. Es gelte zusatzlich,Gtaf} schliel3lich konstant
ist unters,, also einyg < X, existiert mit2’ = 2% fir alley, <y < 8,. Nach Satz 7.7 gi* =
2" = 2 Abery," ist regulér, somit nach erstem Fall @it = 27" = 303"). SchlieBlich sei
N, singular, abe€ont nicht schlieRlich konstant unterhalb vien Setzel := 27%. Dann ist die
Funktionf: 8, — 4, & ~ 2 kofinal in A und klarerweise gilf < v = (&) </{v). Nach Lemma
6.16 folgtcf() = cf(x,). Aus Lemma 7.8 folgp" = (2%)9™) = J98) = 39 = 53 1

Zur Exponentiationsfunktiow,”: Fallsa < f, so gilt nach Satz 6.14,% = 2%. Was aber,
wenna > [7?

LEMMA 7.10. Sei k eine unendliche reguldre Kardinalzahl und sel < « eine beliebige
unendliche Kardinalzahl. Dann gilt i = < |al".

BEwEIS. Nach Voraussetzungen ist jede Funkjioh — x beschrénkt, d.h. es existier «
mit ran(f) € a. Es folgt'x = U, “a (*). Es folgtx” = S, |al*. ,<* Klar mit (*). , > 2.
|0c|)~ =(Lemma 7.8f¢ *SUR< |a|” <Kk ek’ = i .

KOROLLAR 7.11.(Hausdorff-Formel) Fur alle o < 8 € Ord gilt 8-/ = 8, * 8y 1.

BEwels. Fall 1: 8 > . Danng > a + 1 und folglichX,+ /" =(sauz 6.142". Aber auchy,” =sat
6.14) 27 >Canton)Ng+1 > Na+1. FOIQIChR," o8y p = 8,7 = 2. DamitN ./ = 8y" *Not1-

Fall 2: 8 < a. Seif = x,.;. Dan,+; regular ist, folgt aus Lemma 7.%0.," = X<y |y|"™. Aber
Do 9] = R e Narrt Do |9 < Do 8,7 = 8« 8., Umgekehrt gilt:Zp [y[% > &, und
Zy<9 |y|N/j = Ng+]- 4

LEMMA 7.12.Sei k eine Limeskardinalzahl und /. > cf(x) eine Kardinalzahl. Es gilt K=
(SUR< | ).

BEwEIs. Wahle Kardinalzahlen < x; < « fur allei < cf(x), so dalkc = 2i<.40 xi. ES folgtzci
A _ A A_ A A\ " Aecf(i)— A
< (i<efp 16)' = Thecypg & < i<y SUR<r |a* = (SUR<i | )™ < ()W = 1= ) K A
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SATZ 7.13. (Rekursive Berechnung von N,”) Sei X fixiert. Dann laRt sichx,”
folgendermal3en berechnen:

(@) Falls a <P, so ist 8, = 2.

(b) Falls y < o existiert mit 8, =8, 50 ist 8," = 8, ",

() Falls a > B und 8, < x, fur alley < a, so gilt: Falls cf(x,) > 8 (also insbesondere falls
X, reguldr ist), sov,” = 8. Falls cf(N,) <Np (< No), 50 8, = 8,7,

BEWEIS. Zu (a) Ist Satz 6.14.

Zu (b) Es gilt danny,” <8, < (8, = 8% = 8%,

Zu (c) Fallsa = v + [ fur einv, folgt mit der Hausdorff-Formek,” = 8.+, =(nausdorf) ¥, *
Ny+1 =(Voraussetzungitv+1 = Ne. S€I NUNY, Limeskardinalzahl. Wegen der Voraussetzung von (c)
gilt dann (*) 8, = sUP<. N,” ( < @ = N, < 8, <(voraussetzung)y¥o)- S€I NUNNg < cf{N,)
(Voraussetzung des ersten Teils). Dann ist jede Funktiesy — o, beschrankt, d.h. es
existiert einv < w, mit ran(f) ¢ v. Folglich ist”w, = U<, “w, und somitx,” = 2, §,%
=(Lemma 7.2)|0] * SUP<q &, =¢y |a| * &, = 8. SchlieRlich sekf(x,) < &5 Mit Lemma 7.12
erhalten wins," = (Sup.<, 8,%)7™ =y 8,7, 4

KOROLLAR 7.14.Flr alle a, B € Ord ist der Wert von 8, * entweder
(a) 2% oder

(b) ~, oder

(©) &™) fiir einy <o, wobei cf(8,) <Nz < N,.

BEwEIS. Angenommen, es gelte weder (a) noch (b)xSeie kleinste Kardinalzatd mit "
= N, . Nach Voraussetzung (daf” # 2%) ist danny > g (da sonsk,” = &,% =(satz 6.142")
und zudem (wegen Minimalitat voi 857 < «, fur alles < y (da sonsks” <8, < (87" =
X;7). Daw,” = 8,7 > X, = 8, (nach Voraussetzung) gilt, mu3” # §, gelten. Der erste Fall
von Satz 7.13 (c) trifft also nicht zu, folglich mu3 der zweite Fall von (c) gelten: Namlich
muB gelterx,” = x,“™) und auRerdeny(x,) <~ < N,. 4

KOROLLAR 7.15.(GCH) Seien a, B € Ord. Dann ist der Wert von 8, gleich

(&) N falls 8z < cf(N,),
(b) Na+1, falls cf(Ne) <8p <Nq,
(C) Np+1, falls No < Np.

BEwels. Fallsy,” < &, fur alley < a undix; < cf{x.), also insbesondefe< a, gilt 8, = x,
wegen des ersten Falls von Satz 7.13 (c). Warunx,gike %, alley < o? Es gilt nur, fallst,
Limeskardinalzahl ist: Dann gilt wege€BCH fir allef <y < a: 8,7 <8,” = 2% =gcHy N+ <
X, Flry < p folgt darausy,” < 84" < 8. Fallsx, = 8,7, folgt 8+, =@ausdoriy ¥y *Ny+7. Aber
RS Spev) X =(satz 6.14)2N" =(GCH) Nv+1 = No. ES folgty, = X,

Fa”SCf(Na) \<Nﬁ S Ngi No+1 S(Satz 7.6 (C))YaCf(Na) \<Nax/j \<Na‘\’[/' =(Satz 6.14)2\’[/' =(GCH) No+1-

Fallsx, <, gilt No” =(Satz 7.13 (a) & Satz 6.13Nﬂ =(GCH) Np+1- n

SATz 7.9. (Zweiter Teil) Die Exponentiationsfunktion N, kann durch die Gimel-Funktion (x
~ k™) und die Kofinalitatsfunktionk( cf{x)) definiert werden.

BEWEIS. Folgt aus Satz 7.13. s
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UBUNGEN

7.1. Seif: i €1)eine Familie von Kardinalzahlen und & U A, wobeiA NA = o
far aIIej ?fj‘ inJ. Es gl|t]7|e| K = ]7]'5] (.[7i6Aj K‘i).

7.2. SeienyXi:i €l), (Yi: i €l)Mengenfamilien, so dajX;| = |Y;| fur allei 1. Verwende
das Auswahlaxiom, ufYZ 4 X| = | /1 4 Yi| zu zeigen.
7.3. Zeige
@) IMy<p<on=2%
(b) 7Ty<e, 8n = X0,
©) My<wricr N = Ry -

7.4. Es sep €0rd, so daR™ = x,.4 fur allea € Ord. Zeige, daB danfi < w. (Verwende
den Satz von Bukovsky-Hechler.)

7.5. Esgilt,™ = 8,0 « 2%,

7.6. Beweise folgende Aussagen:
(@) Furjedesy < w1 isty,* =K, ° 2"
(b) Firjedesy < wy iStr,> =K, « 2%
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8. HLTER UND CLUBS

DEFINITION. SeiSeine Menge. Dann heil3t die Mengec ¢(S)Filter auf S falls
(F1) SeF, o ¢F.

(F2) FallsX eF,Y e F, soistX NY F.

(F3) FallsX, Y e AS) X e FundX CY, so istY e F.

Eine Mengd ¢ ¢(S)heiRtideal auf S fallsI€ :={S \ X: Xe I} ein Filter aufSist. Es gelten
also die zu (a) bis (c) dualen Eigenschaften:

(D) aoel, S|,
(I2) fallsX el undY el, so istX UY &1;
(I3) falls X, Y € AS) X el undY c X, so istY 1.

Klarerweise isti® = 1. I heiRRt der zU duale Filter. FallsF Filter, so heiRE® das zuF
duale Ideal

BEISPIELE Wir geben die folgenden Beispiele fir Filter und Ideale an:
(a) F ={S} heil3t detriviale Filter aufS

(b) SeiXy €S Xo #@. Dann istF = {Y ¢ S: X% ¢ Y} ein Filter aufS Filter dieser Gestalt
heiRenHauptfilter bzw.F® heitHauptideal

(c) SeiSunendlich. Sel die Menge aller endlichen Teilmengen \@rDann istl ein Ideal,
das sogenannteréchet-ldeal I° heiRtFréchetfilter. Klarerweise ist nicht Hauptideal
bzw. 1€ nicht Hauptfilter: SeiXy, ¢ S beliebig, X, # @. 1€ ist die Menge alleX ¢ §
wobeiS \ Xendlich ¥ ist koendlich). Wahle e X,. Dann istS \ {s} e I, aberX, ¢ S \
{s}.

(d) Sei X ein nichtleerer topologischer Raum. Seie X. Sei Ny die Menge aller
Umgebungen vor. Dann istNy Filter.

(e) Sei/ das Lebesgue-MaR aj@ 1]. SeiN = {X /0, 1]: A(X) = 0}. N ist Ideal.N ist der
Filter aller MengerX c [0, 1] mit A(X) = 1.

DEFINITION. SeienA;, i €I, Mengen, seP = /4 A.. SeiF ein Filter aufl. Definiere aufP
eine Relatiorg durch:f = g := {i l: 1(i) = g(i)} eF (furf, g €P).

Zeige leicht, dal®r eine Aquivalenzrelation ist: Reflexivitdt:=¢ f, dal e F. Symmetrie:
trivial. Transitivitat: Seif = gundg = h. SetzeA = {i e l: f(i) = g(i)}, B ={i € I: g(i) =
h()}, C = {i eI: (i) = h(i)} . Nach Voraussetzung i8t B € F. DaF Filter, istA /7B € F.
Klarerweise istA /7B ¢ C. FolglichC e F.

DEFINITION. SeienA;, i €1, Mengen, seP = /f4 A. SeiF ein Filter aufl. Die Menge aller
Aquivalenzklassen von Elementen vBrheil3t dageduzierte Produkider Mengemy, i e |,
moduloF und werden mit’/= A oderP / =¢ bezeichnet. Alsd/i A ={{f e P: f=r g} g e
P}.

DerINITION. Eine MengeA hat dieendliche DurchschnittseigenschafeDE), falls fir jede
endliche Meng® c A gilt, daR3/7B # @ (hier/1 @ =V).

BEMERKUNG. Ein Filter hat stets die endliche Durchschnittseigenschatft.
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LEMMA 8.1.Es gelten folgende Aussagen:

(a) Sei Y eine nichtleere Menge von Filtern auf der Menge S. Dann ist/atchin Filter
auf S.

(b) Sei C eine nichtleere-Kette (Kette bzgl. Inklusion) von Filtern auf S, d.h. fur alle F, G
€ Cist Fc G oder G¢ F. Dann istU Cein Filter auf S.

(c) Falls G ¢ ¢(S) die endliche Durchschnittseigenschaft hat, so existiert ein Filter F auf S
mit G ¢ F (naturlich ist S# @ vorausgesetzt).

BEWEIS. Zu (a) Es isto ¢ F undS e F fur alleF €Y. Es folgte ¢ /7Y undS € /7Y. Seien
X, Y enY. DannX,Y e F fur alleF €Y. Da alleF €Y Filter sind, folgtX 7Y e F, alleF
Y. FolglichX /7Y € /7Y. Analog beweist man das dritte Filteraxiom.

Zu (b} Wir verifizieren nur das zweite Filteraxiom: Seien aXoY ¢ (/ C. Es existieren
somitF, G eCmit X e FundY € G. Falls z.BF cG, folgt X, Y € G. DaG Filter, istX 1Y
€ G. FolglichX 1Y e UC.

Zu (c) F sei die Menge alleK ¢ S so dal3 eine endliche nichtleere Teilmehbes G
existiert mit/7H < X. Dann istF ein Filter: (F1) WegeeDEvonG ist @ ¢ F. WahleH ¢ G,
H # @. Dann ist/7H ¢ S Es folgtS € F. (F2) SeienX, Y & F; somit existieren endliche
nichtleereH;, H, ¢ G mit /7H; ¢ X und /7 H, ¢ Y. Dann istH;  H, endliche nichtleere
Teilmenge vorG und /7 (Hy UHy) = (/1H1) N (N Hy) € XY =2 XNY eF. (F3) trivial. A

BEMERKUNG. Klarerweise ist der in (c) konstruierte Filteder kleinste Filter aud mit G ¢
F; somitF = /7{D: D ist Filter auf S und Gc D}.

DerFINITION. Ein FilterU aufSheil3tUltrafilter, falls fir jede TeilmengX ¢ SentwedeiX &
U oderS \ Xe U. Ein Ideall aufS heiRtPrimideal, falls I ein Ultrafilter aufSist.
Ein Filter F aufS heiRtmaximal, falls kein FilterF* aufS existiert mitF c F.

LEMMA 8.2.Ein Filter F auf S ist Ultrafilter genau dann, wenn F maximal ist.

BEWEIS. , =", SeiF ein Ultrafilter aufS. FallsX ¢ Smit X ¢ F, so ist nach Definitiors \ X
€ F. Ware nunF* ein Filter aufSmit F ¢ F* und X € F*, so folgtX /7 (S \ X)e F, ein
Widerspruch.

» <. SelF ein Filter aufS der nicht Ultrafilter ist. Wir zeigen, da® dann nicht maximal
ist: Es existiert alsy c SmitY ¢ FundS \ Y& F. SetzeG = F (U {Y}. Wir wollen zeigen,
dalRG eDEhat. SeiX € F beliebig. Da nich6 \ Ye F, folgt X ¢ S \ Yund somitX 1Y # 2.
Sei nunH ¢ F endlich, nichtleer. D&7H e F, folgtY /7 (/7H) # 2. Es folgt, dal5 die eDE
hat. Nach Lemma 8.1 existiert ein FilteTr auf Smit G ¢ F'. Somit istF ¢ F* undF nicht
maximal. 4

SaTz 8.3.(AC) (Tarski) Zu jedem Filter F auf einer Menge S existiert ein Ultrafilter U auf S
mit F c U.

BEWEIS. SeiFg ein Filter aufS. SeiP die Menge aller FilteF aufSmit Fo ¢ F. SomitF, €
P. Dann ist(P, c) eine Partialordnung. Die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn sind
erfullt: FallsC < P eine nichtleere Kette isE{ ¢ F, oderF, ¢ F fur alleFy, F, e P, F1 #
F2), dann ist nach Lemma 8.1 auctC ein Filter aufS. Naturlich giltFo ¢ UC, alsoUC P
und U C ist obere Schranke vadd. Nach dem Lemma von Zorn (Satz 4.8) bes®ztc) ein
maximales Element vod. Wegen Lemma 8.2 i&t ein Ultrafilter. DaU € P, Fo c U. .

BEISPIELE Wir geben zwei Beispiele fur Ultrafilter:
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(a) Seia € S Dann ist deHauptfilter F, = {X ¢ S: ae X} ein Ultrafilter.

(b) SeiSunendlich und sdt, der Frechet-Filter au. Nach Satz 8.3 existiert ein Ultrafilter
U aufSmit F, c U. Klarerweise istJ nicht Hauptfilter.

DEFINITION. Seix eine unendliche Kardinalzahl und segin Filter auf einer Meng8& Dann
heilRtF (bzw. F°) k-vollstandig, falls fiir jede Teilmengel ¢ F mit |H| < « gilt, daR/7H e F
(bzw. fiir jededH ¢ F© mit |H| < x gilt UH e F°).

BEMERKUNGEN. Zum Begriff denc-Vollstandigkeit bemerken wir vier Eigenschaften:
(a) Per definitionem ist jeder Filter bzw. jedes Idealollstandig.

(b) Statt ,;-vollstandig” sagt man in der Reget-yollstandig’.

(c) Klarerweise is# x-vollstandig genau dann, weftT x-vollstandig ist.

(d) Angenommeni sei singular und x-vollstandig. Dann isE sogarx” -vollstandig: SeH
< F mit |H| = k. Nach Satz 6.19 existiert eine Famiie: £ < 1), so daldl <, |S] < x
und U=, & = H. DaF k-vollstandig ist, gilt7 S e F, alle < A. Dann aber auchi-<; (/7
S e F, dal <« Klar: M=, (7S = /7 H. Deshalb wird der Begriff dek-
Vollstandigkeit nur fur regulare verwendet.

Sei nunx stets eine regulare, Uberabzéhlbare Kardinalzahl £z=Bx;).

DerINITION. Eine Teilmeng&€ ¢ « heil3tClub (fir closed unbounded) awf falls

(C1) (Abgeschlossenheit) Fir jede Menye C mit |4| < « gilt sup Ae C. Aquivalent dazu
ist: FUr jede Folgep < a1 <... <as< ... (¢ <y) einer Lange < k von Elementen i€
gilt sup<, oz € C.

(C2) (Unbeschréanktheit) Zu jedem< x existiert > o mit § € C.
LEMMA 8.4.Falls C und D Clubs sind auf 'k, so auch C /1 D.

BEwEIs. Die Abgeschlossenheit vad /7 D ist trivial: SeiA ¢ C /7D, |4| < k. Dann gilt
sup(A)e C, D, alsosup A C /1 D.

Zur Unbeschranktheit: Sei < x vorgegeben. Wegen der Unbeschranktheit €oand D
kdnnen wiraon € C undasnsr €D, allen < w, wahlen, sodaB < ag < o1 < ax < ... < a <
azn+1 < ... (*). Die Folge (*) hat Lange. Nach Konstruktion gilf = sup, <, on = SUph<e O2n
= SUPi<e 02n+1. ADErsup,<, aon € C undsup,<, a2n+1 € D. Folglichp € C /7D undg > a. C
/1D ist also unbeschrankt. 4

Mit Induktion folgt aus Lemma 8.4, dal} die Menge aller Clubskadie eDE hat. Nach
Lemma 8.1 (c) (Beweis) i€LUB,. = {X C«: es existiert ein Club C C k mit C ¢ X} ein Filter
aufx, der sogenann€lub-Filter aufx.

BEISPIELE Wir geben im folgenden drei Beispiele fur Clubs an:

(a) Die Menge aller Limeszahlen i (lim(x)) ist ein Club. SeA ¢ lim(x), |A| < k. Falls
sup(A) = max(Ax A c lim(x). Fallsmax(A)nicht existiert, so issup(A)eine Limeszahl.
DalA| < k, istsup(4) < k, alsosup(A) e lim(x). Seia € k. Dann iste < k + o € lim(x).
Auch die Menge allet. € x, welche Supremum einer Folgg: v < y) sind, wobeil, €
lim(x) und y < x Limeszahl ist, ist Club. Bezeichnundim(im(x)). Analog ist
lim(lim(lim(x))) Club etc.
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(b) SeiA cx unda €k, wobeil < a unda = sup(4 /1 a). Nicht notwendigerweise & A.
Dann heil3ta Limespunktvon A. Falls A ¢ « unbeschrankt, so ist die Menge aller
Limespunkte vorA Club. lim(lim(x)) ist die Menge aller Limespunkte vam x).

(c) Eine Funktiory: k — x heil3tnormal, falls f ordnungstreu und stetig isig(4) = f(7) =
sup-<, f(v)). Die Clubs aufk sind genau die Wertebereiche von normalen Funktionen von
k nachk.

Das folgende Lemma impliziert, d&fl. UB, x-vollstandig ist.
LEMMA 8.5.Der Durchschnitt von weniger als k vielen Clubs ist Club.

BEwEIs. Sei (C,:- a < y) eine Folge von Clubs auf, wobeiy < x. Wir beweisen durch
Induktion Gber < y* <y, dal3/),<,- C, Club ist.

Seiy‘ =1.MN<C, = Co Club.

Seiy‘=v + [. Dann ist/),<,+; C, = C, /7 (/)< C,), wobeiC, und/),, C, Clubs sind. Nach
Lemma 8.4 Club.

Seiy‘ Limesordinalzahl und die Behauptung bewiesenyflik y‘. Flra < y‘ setzeC,' =
MNe<y Cz (F MNi<qir C2). Daa + 1 <y, istC,’ Club nach Induktionsvoraussetzung. Klarerweise
gilt: Co' 2C' 2...2C 2...(a <p)und /)< C, = <y C,' =1 C. Cist trivialerweise
abgeschlossen. S&ic C, [4] < x. DannA ¢ C,/, allea < y‘. Somitsup(A)e C,/’, allea < y*,
alsosup(A)e C.

C ist unbeschrankt (ir): Seia < k beliebig. Wir konstruieren eine Folgé:: & < y‘) mit -
e Cs undpfy < p1 < ... < f: < ... (< k) wie folgt: Wahles, € Co' mit fp > a. Seiv < y‘und
Pz & < v) konstruiert. Dax regular ist undv < y* < g, ist f* = sup<, f: < k. DaC,
unbeschrankt ist, existigft = C,* mit g, > p*. Wiederum isp := sup-,: f: < k, day‘ < k. Sei
nun¢ < y‘ beliebig. Nach Konstruktion igt, € C, < C/, alle <v mitv < y°‘. Somit gehort
ein Endabschnitt der Folgg;: j < y‘) (namlich @;: ¢ <j <y‘)) zuCs. DaC¢ Club ist und
sups: Bj = p, folgt p e C<. Da ¢ < y* beliebig war, giltp € /=, C/ = C. Also C
unbeschrankt. 1

Es folgt unmittelbar die-Vollstandigkeit vonCLUB..

DEFINITION. Sei (X,: a < k) eine Folge von Teilmengen van Derdiagonale Durchschnitt
derX,, a <k, ist definiert alst {X,: a <k} = Agaie Xo = {E < Kk: & E Nyare Xa}-

ES Qilt Ay X, =4 {E € Xyr E> ) = N X, U {E E < a). Klarerweise iSICLUB, nicht«” -
vollstandig:C, :=« | {o}, a < k, ist Club. Aber ), C, = &.

LEMMA 8.6.Sei(C,: a < k) eine k-Folge von Clubs auf k. Dann ist A,<, C, ein Club.

BEWEIS. SetzeC,' = /), C-. Wegen Lemma 8.5 i€1,' Club, allea < x. Aus der Definition
von4 folgt 4,<, C, = 4,< C,'. SchlieZlich gilt (*)Cy' 2C' 5...0C, O...(a < k). SetzeC
'=Ay<rc Cy

C ist abgeschlosse®eiA ¢ C mit |[4| < k gegeben. Setze := sup(A) Zu zeigen istt € C,
d.h.a € C/, allel < a. Seié < a beliebig. Sed "= {v e 4: £ <v}. WegenA' cAcCyqiltv e
C,, allev € A" und alleu < v; somitv € C;, allev € A". Da C: abgeschlossen ist und=
sup(A") folgta € C-. Da¢ < a beliebig war, folgx € C.

C ist unbeschrankt (ir): Seia < k. Konstruiere rekursiv eine Folgg, n < w), so dal¥y
> a, fo € Co', und aulRerdem flr jed®s fn+1 > fn uUnd fni1 € Cpp)'. Setzef := supi<, b
Wegen Regularitat vonist f < x. Wir wollen zeigen, daf8 € C. Klarerweise istt < o < f.
Seié < f beliebig. Wir wolleng e C; zeigen. Finde: < w mit ¢ < £,. Nach Konstruktion ist
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Pk € Cgpy* fur allek > n, dapx € Cpu-r)* < Cppn)'. DaCppy' Club undp = supisn i, folgt g e
Csm)'. Wegen (*) folgtp € Cs. Es folgtp e C. .

KOROLLAR 8.7. CLUB, ist abgeschlossen unter diagonalen Durchschnitten, d.h. fur jede
Folge (X,: a ex) mit X, € CLUB,, alle o < k, ist Ay<,c X, € CLUB..

BEwEIs. Wahle ClubC, ¢ X,. Dann4,<, C, C4,<x X, 4

DEeFINITION. Eine Teilmenges ¢ « heildtstationéar, falls S /7 C # @ fur jedes ClubC C k.
Aquivalent dazu istS ¢ (CLUB,) .
(CLUB,)® heiRt das Ideal deichtstationdrenMengen.

BEISPIEL Seiy < k eine regulare unendliche Kardinalzahl. Die MeBge= {a < k. cf(a) =
y} ist stationar: SeC ¢ « Club. Konstruiere rekursiv eineFolge (@, v < y) mit a, € C und
ap<o1<..<a,<..(v<y). Seia :=sup<, a,. Dann ista € C undcf(a) =remma 6.16¢/(?) =
y. Also a € C /1 S. Fallsx > wi, enthaltx somit mindestens zwei disjunkte stationare
Mengen, namlicls, , undS;; mit 6 = w,. Es folgt, dalCLUB, fUr ¥ > w1 nicht Ultrafilter ist:
x| S, ¢ CLUB, da$S, ¢ (CLUB)®. x | S5 ¢ CLUB,, da$ ¢ (CLUB,)®. Ware CLUB,
Ultrafilter, mu3tenS, und S; beide zuCLUB, gehdren, abeg, /7S = @. Wir werden spéater
sehen, dal3 audbLUB; kein Ultrafilter ist. (Fallsc = wy, istS, s = lim(w4) Club.)

DEFINITION. SeiS ¢ Ord eine Menge und eine Funktion mitdom(f) = S Dann heil3ff
regressiy falls f{a) < o fur allea € Smita # 0.

SaTz 8.8.(Satz von Fodor) Sei f eine regressive Funktion auf einer stationdren Menge S
k. Dann existiert eine stationdre Menge §C S und y < k, so dald fl@) =y fur allea € .

BEwEIS. Angenommen, flr jedes< x ware die Mengé), := {a €S f(a) = y} nichtstationar.
Es existieren also Clulis,, y < x, so dallC, /71, = @, d.h. fur allea € S/ C, ist f(a) #y.
SetzeC :=4,<, C,. Nach Lemma 8.6 ist ein Club. Folglich isC /7 S stationar (sonst’ /7
(C~NS)=ofar ein ClubC' c«; also(C* /17C) /7S =2 und C* /) C Club, somitS
nichtstationar, ein Widerspruch). See C /7 Sbeliebig, alsax € Sunda € C,, alley < a. Es
folgt f(a) #y, alley < a; somitf(a) > a, ein Widerspruch zur Regressivitat vion 4

LEMMA 8.9.Jede regulére Uberabzahlbare Kardinalzahist die Vereinigung von x vielen
disjunkten stationdren Mengen.

BEWEIS. Sei§, = {a < k: cf(a) = w} (S, stationar wie gehabt). Zu jedeme S, wahle eine
Folge (3% n < @) mit sup,<, f'n = a undpe < g9 < ... << ...

Wir behaupten, daf3 ein< o existiert mit der Eigenschatft, daf3 zu jederm « die Menge
{a € S,: f% = v} stationar ist. Andernfalls gabe es zu jedemw einv, < k, so dal¥a € S,:
B’n = vn} nichtstationar ist. Setae:= sup<, vn. Alsox > v. Wahle zu jedem < w ein Club
Chmit C, /7 {a € S,: p* = vn} = @. SetzeC := /)<, C,. Also istC Club nach Lemma 8.5,
somit S, /7 C stationar, also insbesondere unbeschrankt, da alle EndabschniiteClhains
sind. Wahlex € S, /7C mit a > v. Es folgtp”, < vy < v < @, allen < w. Somitsup,<e, f% <v
< a, ein Widerspruch.

Wie behauptet existiert also< « mit der gewiinschten Eigenschaft. Betrachte die Funktion
f aufS, definiert durchf{a) = p“.. Dann isff regressiv. Zu beliebigem< « seiS,, = {a € S,:
B'n = v} Also istS,, stationar, aller < k. Mit dem Satz von Fodor finde stationare Mengen
S' ¢S,,undy, <k, so dal¥§’, =y, fur allea € S'; dies fir allev < k. Nach Konstruktion
gilt y, =v. Folglich ist die Menggy,: v < x} unbeschrankt ir und hat somit die Kardinalitat
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x (x regular!). Klarerweise i3 1S' = aflry, #ys. Folglich|{S,: v <x}| = |{n: v <} =
k. Die Behauptung folgt.

Oder direkt: Konstruiere wachsende Teilfolges: 0 < k). Dann ist(S,;: 0 < k) paarweise
disjunkt. s

k=Uc S S NS = o allef #v, alleS: stationar. Also keit: gehért zuCLUB,)®, also
keinx | S: gehort zuCLUB,. Aber hdchstens ei& gehdrt zuCLUB,. Tatsachlich gehort kein
S zuCLUB,, da sonst j&, € (CLUB)C, allev #¢. (Aber alleS, stationar.)

DerINITION. Ein Filter F auf « hei3t normal, falls F abgeschlossen ist unter diagonalen
Durchschnitten.
Ein Ideall aufx heiRtnormal, falls 1® normal ist.

Nach Korollar 8.7 isCLUB, normal.

LEMMA 8.10.Falls F ein normaler Filter auf k ist, der alle Endabschnitte von k enthdlt, d.h.
alle {o: ap < a < k} fur einag < k, dann gilt CLUB, CF.

BEWEIS. SeiLim(x) = {A € k: lim(2)}. ES QiltLim(x) = Ay {E a0 + 1 < &<k} ,C" Seil e
Lim(x) unda < A. Es folgta + 1 < 1. Somitl € {& a+ 1 <<k}, Seile{éa+1<¢
< k}. Seia < A. Nach Voraussetzunige {¢: o + 1 <<k} Alsoa + 1 < k.

Nach Voraussetzung foldtim(x) € F. SeiC ein Club aufx. Seif: k - x die normale
Funktion mitC = ran(f). Setzes, :=f{a). Also C = {,: a < k}. ES QiltC D Lim(x) /) Ay<, {¢:
L. < &<k} Daraus folgC € F. Warum gilt die Inklusion? Séie Lim(k) /1 Ap<ic {E: fo < E<
k}. Es qgilt alsdim(1) undp, < /A fur allea < 1. Seif := sup-<; f.. Dann gilt alsg? < 1. Daf
normal undim(}), gilt § = f,. Es gilta <p, fur allea < k. Folglich, = 1. Aberf, € C. 4

UBUNGEN
8.1. Jeder Filter auf einer endlichen Menge ist Hauptfilter.
8.2. SeiF ein Filter undX € F. Dann ist~ /7 ¢(X) ein Filter aufX.

8.3. SeiU ein Ultrafilter undX (Y € U. Zeige, dall dan¥ € U oderY e U.

8.4. Fallsw, singular ist, so existiert keim,-vollstandiges Ideal autv,, das nicht
Hauptideal ist.

8.5. Zeige, dal3 die Clubs auf einer regularen tberabzahlbaren Kardinaigahhu die
Wertebereiche aller normalen Funktionen warachx sind.

8.6. Seil ein k-vollstdndiges Ideal aut. Zeige, dald normal ist, genau dann wenn fir
jedesS c k mit S ¢ | und jede regressive Funktidnauf SeinS ¢ Smit § & |
existiert, so daRkonstant ist au%,.
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9. SNGULARE KARDINALZAHLEN

SATZ 9.1. (Silver) Sei k eine singulare Kardinalzahl mit Uberabzahlbarer Kofinalitét;(<
cf(x) < k). Falls GCH unterhalb x gilt, so gilt sie an der Stelle , d.h. falls 2% = X, fur alle
N, <K 502 =K.

DerINITION. Eine Kardinalzahk heif3tstarker Limes(oderstarke Limeskardinalzabh) falls
2% < i gilt fur alle s, < . (Insbesondere ist darnLimeskardinalzahl: Ware = 1", s02* >
YA

SATz 9.2. (Galvin-Hajnal) Sei k eine singulare starke Limeskardinalzahl von
Uberabzahlbarer Kofinalitat, so daf3< x,. Dann gilt 2 < x,.
Prézisere Schranke: Falls= x,, o ist 2 < §,, wobei y = (2",

Fur den Beweis von Satz 9.1 und Satz 9.2 nehmen wir zur Vereinfachung der Notation stets
K =N, Mita = w1 an, alsaf(x) = §1. Der allgemeine Fall geht genau gleich.

DEFINITION. Zwei Funktionerf undg mit dom(f) = dom(g) = w1 heil3enfast disjunkt falls
ap < w1 existiert, so daffo) #g(a), alleay <a < wi. Oder &quivalent: /7 g ist abzéahlbar.

Die MengeF von Funktionen auf»; heil3tfast disjunkt falls je zwei Elemente ik fast
disjunkt sind.

LEMMA 9.3.Sei n = wa. Es gelte 8, < 8, fur alle a < 5. Sei F eine fast disjunkte Menge von
Funktionen auf'n, wobei F C I1,<, A, fir gewisse Mengen,fu < 7, so dald die Menged < 7:
|A| <Ny} stationdr ist ing. Dann gilt |F| <N,

BEWEIS. Sein = w1. SeiS* = {a < 5. |4, <N8.}. Zu jedema € S* wahle eine Injektion,:
A, - o, und setzéd,* :=r,[A,]. Zu jedemu e 5 | §* seiA* = A, undzx, = id4,. Sei nunf €
F. Definieref* e /1,<, A.* durchf*(a) = m,(f(2)). Klarerweise ist danf* = {f*: f e F} fast
disjunkt und|F*| = |F|. Fira e S* ist aul3erdend,* ¢ w,, also|A,*| <~,. O.B.d.A. dirfen
wir annehmen, es gelte schdnc w, und somifjA,| cx, fur allea € S*. DaLim(n) ein Club
ist, ist die Menge&y, = {a < 5. lim(a) und A, € w,} (= Lim(x) /7 S*) stationar. Fur jedes &
S undf e Fistf{a) < w,. DaS nur Limesordinalzahlen enthalt, existigre o mit fla) < wg.
Bezeichne das kleinste solchenit gf(a). Wir erhalten so eine regressive Funkt@rauf S
mit der Eigenschaffa) < o, mitv = g'(a) fir allea € S. Nach dem Satz von Fodor existiert
eine stationare Mendg® ¢ S undy' < 5, so daly(@) = ' fir allea € S. Es folgtf(a) < w,
mit v = yf fir allea e S. DaF fast disjunkt ist, gilt fur jede unbeschrankte Meisge n und
allef,geF: Fallsf 7S=9g7S sog =f.

Da stationdre Mengen unbeschrankt sind, ist folglich die Funktiok definiert durchf ~
(S, f 79) injektiv. SeiS ¢ n unbeschrankt. Die Menge aller beschrankten Funktibn&h-
o, hat Kardinalitd] Uy, S(,)| und| U<, Y@,)] = e, 851 = sup<, 8, =oraussetzungh,- Nach
Konstruktion istf 7S: S — w, beschrankt (durch, mitv = y') fur jedesf € F. Da|p()| = 2"
< (voraussetzungi¥y, folgt, dal die Meng§(S, f 7S): f e F} Kardinalitat hochsteng” « », = «,
hat. Es folg{F| <x,. 4

LEMMA 9.4.Sei n = w1. Es gelte N," < 8, alle a < n. Sei F eine fast disjunkte Menge von
Funktionen. Es gelte E /7., A,, so dal3 die Mengex{< #: |4, < N,+;} Stationar ist. Dann
gilt |F| <&+,
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BEWEIS. Wie im Beweis von Lemma 9.3 durfen wir 0.B.d.A. annehmen, die M&nhge/a
<n: A. C wq+ 1} Sei stationar. Weiter durfen wir annehmen, dal3 fir jedes 4, ¢ Ord, also
f:n - 0rd, allef e F. Firf € F seiF; = {g € F: es existiert ein stationares 8§, so daf?
g(a) <f(a) fur alle a € S}. Zu beliebigent ¢ § sei weiterFis={g e F: Vo €S g(a) <f(a)}.
Offensichtlich giltF; = Uscs & s stationar Frs Da Fis € F, ist Fis fast disjunkt. SelS ¢ §
stationdr und e F. SeiB, = f(a) + 1, fallsa € S undB, = a, fallsa e | S. Dann giltF;s €
Il,e, B,. Flra € SC S qilt fla) < wq+1, somit|ffa) + 1| = |f(a)| <X, falls zudeny(a) > .
Folglich |B,| <&, allea € S Wir sind in der Situation von Lemma 9.3 und erhalten somit (*)
|Fid <N, Es folgt|Fi| = | Uscs stationar Fr d <2 * Ny =(Voraussetzung¥y, allef e F.

Um zu zeigen, daJk| <, gilt, konstruieren wir eine Folgé:: £ < v) von Funktioneri; €
F, so daly <N, undF = U=, Fyy. Daraus folgt dann naturlidf| < |v| 8, <8, Zur
Konstruktion: Rekursiv: Sef, € F beliebig. Seidf,: v < &) fur ein ordinales schon
konstruiert. Falls schof = U< Fyy), setzep :=¢. Andernfalls existiert € F, so dald fur jedes
v < ¢ die Mengefa € S: f(a) < f,(a)} nicht stationér ist. Dann ist natirligh € & f(a) >
f.(a)} stationar fur aller < ¢, d.h.f, € F;. Setzef: := f. Nach Konstruktion ist alsfy ¢ U<
Fry, undf, € Fe, allev < £ Das beendet die Konstruktion vea & < v). Nach Konstruktion
gilt fz = f, fur allev < & < ¢. (Daf, € Fy,), aberf;: & Fy,).)

Wegen (*) gilt|Fqe| <&, und{f,: v <& < Fyy. Daraus folgté| <, alle < v, mit anderen
Wortenv < §,+;. 4

Das folgende Lemma ist offensichtlich starker als Satz 9.1.

LEMMA 9.5. Sei « eine singuldre Kardinalzahl mit ck) > w1. Falls eine normale (streng
monoton wachsen und stetig) Folge: a < c¢f(a)) von Kardinalzahlen existiert, so daf3
SUR<cfi) Ko = K und {o. < cffi): 2% = x,'} stationdr ist, so gilt 2= «".

BEMERKUNG. Nach Voraussetzung isf{x) eine Uberabzahlbare regulare Kardinalzahl. Wir
haben alscCLUB,;). Normale (k,: o < cf(x)) existieren stets: Sep,: v < cf(x)) beliebig
kofinal, wachsend inc. Seix, = (kleinste Kardinalzahl> max{sup-, x, f.}), falls v
Nachfolgerx; = sup-; «,, falls A Limeskardinalzahl.

BEwWEIsvon Lemma 9.5. Sej = w;. Wieder nur im Falk = &,, alsocf(x) = 5. Sei(k,: a <
n) eine beliebige normale Folge von Kardinalzagr x, mit sup,<, x, = &, (also z.Bx, =
N,) und so, dal® := {a < 5: 2 = k,"} stationar ist. Setz8 = {a < 5: k, = X,}. Dann istC ein
Club: C abgeschlossen: Sgic C, |4] < 5. Setzea := sup(A) Es giltx, = sup.ca x, =(acs)
SUP.ea N =(Definition) No- C UNbeschrankt: Sei < . Definiere rekursiv eine wachsende Folge
Can n<w) in n, SO daly < ﬂo UndKﬁ(()) < Np) < Kpa) < Np3z) < ... SGtZ% ’= SUP<w ﬁn undx
= SUR<e Kp2n) = SUP<w Npan+n)- DaNN iste = kg undx = xp, alsop € C. DaC Club ist, ist
auchS := S/7C stationar. Klars ¢ fo < n: 2% = X,4/}. Zu jeder Teilmeng&X c &, setzefx
= (Xu: a <n), wobeiX, =X Nw, SeiF = {fx: X cx,}. Klarerweise isF fast disjunkt: Seien
X, YCN, X#Y.Wahlev eX4Y (=X\YUY\X. Wahleag < n mitv < 8. Es folgtX /7
No #Y N8, allea > ag. Folglich fy, fy fast disjunkt. Nach Definition vof& gilt F ¢ //,<,
Pwq). Es Qilt|p(wy)| = Ny flr allea € S. Es gilts,” < &, allea < n: Seia < 5 beliebig.
Wahlep € S, B > a. Es qilts,” <57 = 2% = 8g,; < 8,. Nach Lemma 9.4 ist al4B| < ¥,+/.
DaX ~ fx injektiv ist, folgt g(x,) <&+ 4

BEMERKUNG. Wir bemerken zu Satz 9.1 von Silver: ,Falls= 8, ...“. Man weil nicht, ob
das gilt. MAglicherweise schdii* > x; dann aber sagt der Satz von Silver nichts aus, da die
Voraussetzungen des Satzes nicht erfillt sind. Aber es ist konsistegt; daf}.;, alles, <
x. In solchen Modellen muf3 nach dem Satz von Silver aliehc” gelten.

Zum Beweis von Satz 9.2 bendtigen wir ein weiteres Lemma:
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LEMMA 9.6.Sei n = w1. Es gelte N, < 8, fur alle a < . Sei F eine fast disjunkte Menge von
Funktionen Fc 77,<, A,, so daR |4 < &, fur alle a < 5. Dann gilt |F| < x,, wobei y = (2")",
also 8, <N,.

BEwWEIsvon Satz 9.2 aus Lemma 9.6. §et w1. ZuX ¢ &, definierefx = (X, a < ) durch
Xo = X 11K, SetzeF = {fx: X £ x,}. Wie im Beweis von Lemma 9.5 zeigt man, daflast
disjunkt ist und somifF| = 2%. Nach Definition ist~ ¢ /7,-, ¢(8,) und nach Voraussetzung
gilt |p(x,)| = 2% < 8,. (8, ist starker Limes.) AuBerdem gilt aus demselbéns 5, = 2% <
Xy, allea <. Aus Lemma 9.6 folg™ = |F| < &, mit ¢ = (2")". Nach Voraussetzung i&")"
<Ny 4

Zum Beweis von Lemma 9.6 brauchen wir eine Verallgemeinerung des Begriffs einer
Wohlordnung.

DEFINITION. Eine bindre Relatio& (iber einer Meng® (alsoE ¢ P?) heiRtwohlfundiert,
falls jede nichtleere Teilmengéc P ein E-minimales Element enthélt, d.h. es existiee X,
so dal3 wir fur keix € X haberx E a(dabei stehx E afir (x, a) € E).

BEMERKUNGEN. Zum Begriff der Wohlfundiertheit bemerken wir:
(a) Das Fundierungsaxiom besagt, dafvohlfundiert ist Uber jeder Menge.

(b) Falls (P, E) wohlfundiert ist, so existiert keine Folga,: » < w) von Elementem, € P
mit a,+1 E a, fur allen < w. Andernfalls hattda,: » < o} kein E-minimales Element.
Mit AC gilt auch die Umkehrung: Fali&, E) keine unendliché-absteigende Folge
besitzt, so is{P, E) wohlfundiert: SeX ¢ P, X # @. Wéhlea, rekursiviag € X, a3y € X\
{ag}, a1 E &, &2 € X \ {&, &}, a2 E & usw., so lange dies moglich ist. Nach
Voraussetzung kdnnen wir so nur endlich vigJd&onstruieren. Das letzgg ist dannE-
minimal in X.

SAaTz 9.7. Falls E eine wohlfundierte Relation tGber der Menge P ist, so existiert eine
Funktion f: P— Ord, so dal’ fur alle x, ¥ P gilt: x E y= f(x) < f(y).

Etwas praziser: Es existiert sogar eine eindeutige Funkiggn = sup{pe(y) +1:yeP Ay
E x}!. Zudem ist ran(pg) eine Anfangsabschnitt vo®rd, somit ran(pg) € Ord. Diese
Ordinalzahl heif3t did.ange von E, bezeichnet miE). Somit ist [(E) = sup{pe(X) + 1: X €
P}.

BEWEIS. Zur Definition vonpe auf P definiere erst eine Folg®,: o € Ord): Py := &, P,
={xeP:WeP(yEx>yePy)}; P,.= U, P, fallslim(). Zeige durch Induktion tbet,
daBP, ¢ P,+; (und folglichP, < P, allea < f): a = 0 klar.a = v + I: Seix € P,. Seiy € P
mit y E x Zeigey € P,. Da x € P,4;, folgt nach Definition vonP,.; y € P,. Nach
Induktionsvoraussetzung Bt ¢ P,+; = P,. lim(a) als Ubung.

Mit Ersetzungsaxiom folgt, dafl3 nicRi c P, fur allea e Ord, sonst finde Injektion von
Ord aufP. Seif € Ord minimal mitP, = P,.;. Dann giltPy, = P: Andernfalls P \ P, # ©)
wéhle E-minimales Elemena € P \ P,. Fir jedesx € P mit x E afolgt x € Py. Nach
Definition vonPy.; somita & Py, alsoPy.; \ Py # @, ein Widerspruch.

Definiere furx € P: pg(x) = min{a € Ord: X € P,+;}. Ordnungstreue vope folgt aus der
Definition: Seix E y. Seia = pg(y), alsoa das kleinster mity € P,.;. Nach Definition von
P,+; folgt x € P,, somitpg(x) < v.

Zu (*): Seir(y) = sup{pe(x) +1: x E y} Behauptungr(y) = pe(y): Aus der Definition folgt
. <, aberauch 2" a = kleinstes v mit y € P,+;. ES folgt: Zu jedenf < a existiertx € P mit x
E yundx € P, \ P (somitpg(x) = £). Somit waren all& € P mit x E yElement vorP; flr ein
p < a. Daraus folgy & Ps.;, ein Widerspruch zur Minimalitat van
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Wir haben gezeigt: Zu jedefi< o existiertx € P mit x E y; so dalpg(x) = . Es folgt pe(y)
=) o <sup{pe(X) + 1: X E y}(= r(y)). Nach Konstruktion ist = ran(pg): (o € ran(pg) < P+
\P, #2). 4

Sein = wy undv = CLUB,. Wir kennen schoss, aufy: Firf, g "y wurde definiertf =, g
e {a<n: fla) = g(a)} ev. Betrachte nun die folgende Relatiorauf’y: Firge, v €y setze
0 <y:{a<n e() =wyle)} nichtstationdr (d.h. e (CLUB7)C) s {a<n o) <yla) e
CLUB,.

(’7;7,32) ist eine Partialordnungy < ¢, ¢ < y < y, da CLUB, Filter. ("5, <) ist keine
Totalordnung: Seie, T ¢ 5 stationar, disjunkt. Setze 7 Skonstantl, y 7(y | S) konstan®©,
¢ 7T konstantl unde 7 | T) konstant0. Wichtig: (", <) ist wohlfundiert: Angenommen
(pn: n < w) ware eine absteigende Ketigi1 < ¢y, allen < w. SetzeC,, = {a < 5. pnsa(a) <
en(a)}. Dann istC, € CLUB,, allen < w. DaCLUB, 5-vollstandig ist, existiertt € /)<, Cy.
Dann ist aber@n(a): n < 5) eine unendliche absteigende Folge von Ordinalzahlen. Ein
Widerspruch zur Wohlgeordnetheit vamd.

Mit Satz 9.7 erhalten wir also eine Rangfunktjpt: "y — Ord mit ||¢|| = sup{||w|| + 1 v
€n A w < ¢}. Nun verallgemeinern wir die obige Definition ven||{|: SeiS c# stationar.
Definiere<s auf’n: Flrg, w € 'n seip <sy : < {a €S: p(a) = y(a)} nicht stationéar. Wie
oben zeigt man, da@7;, <s) eine wohlfundierte Partialordnung ist. Somit existiert eine
Rangfunktion||4|s: "7 — Ord mit [|[|s = sup{|ly|ls + 1: y <s¢}.

LEMMA 9.8.Sei n = w1. Es gelten die folgenden Aussagen:
(@) Seien S, T stationdr mit SC T. Dann gilt ||p||t <||¢||s alle p €.

(b) llpllsur = min{|lolls |l¢]|1}-
(c) Sei S stationar und X nichtstationar. Dann gilt |p||s = ||¢||xus alle .

d) Zu ¢ €y sei I, := (CLUB,,)C U{S c n: S stationdr und |p|| < ||¢||g}. Dann ist |, ein
Ideal auf'n.

(€) Falls ||p|| Limeszahl ist, so ist So := {a. < n: ¢(a) Nachfolgerordinalzahl} & \,. Falls ||¢p||
Nachfolgerordinalzahl ist, so ist = {a < 5. ¢(a) Limesordinalzahl} € |,.

BEWEIS. Zu (a) Sein = w1. SeienS c T ¢ 5 stationar. Trivialerweise gilyy <t ¢ =y <s¢
(+). Wir beweisen die Behauptung durch Induktion gbgts: ||¢||s = 0. Also ¢ <s-minimal.
Aus (+) folgt, daf® auch eircr-minimales Element ist, algw||r = 0. Sei nun||p||s > 0. Es
gilt |plls = sup{|lylls + 1: w <s ¢} > sup{||ylls + 1: ¥ <1 ¢} Zpnduktionsvoraussetzungitp{||¥]|7
+1: y <t ¢} = ||p||. Insbesondere foldly|| <||¢||s, alle stationare.

Zu (by Angenommen (b) gelte fur disjunk® T. Seien nunS T beliebig. ||¢||sor =
lglscms) = minfllglls llpling: = llgllrusm = min{|p|lx, lg|lsv}. Seien nun 0.B.d.ASNT =
2. Es qilt stetsyy <sur ¢ @ w <sp Ay <t ¢ (++). ,=2“ wegen (+). &, da(CLUB7)C Ideal.
Induktion tbet|p|[sur: [lpllsur = sup{|lyllsur + 1w <sur o} =@+ sup{|lyllsur + 1y <sp A
v <7 (0} :(Induktionsvoraussetzungé'up{min{||l//||S +1, ||V/||T +I}-' WV <s@o Ny <71 (ﬂ} =(S/T=0)
sup{min{||yolls +1, [lyallr +1}: wo <s ¢ A w1 <t @} =¢) min{sup{||yolls +1: yo <s ¢},
sup{|lyallt +1: v <t @}} = min{]|p|ls |l¢||t}. Zu (*): , <" klar. ,=* Sei z.B.sup{||yo||s + 1:
wo <s @} = min{sup{||yolls +1: yo <s @}, sup{|lyillr +1: y1 <7 ¢}}. Seiyo <s¢. Findey, <t ¢
mit [[yol| < [lyallr. Somitmin{||yolls +1, |[yallr + 1} = [|yolls + 1.

Zu (c} Leicht, da<x.s gleich<sist. Folglich||d|x.s = || 1|s

Zu (d} SeienA, B €1, FallsA, B € My, sOA UB & M. FallsA € My, B € My, so||gp|| <
ll9lls = 19lleea; SOMItB UA € My. FallsA, B € Mz, ||pllace =@ minllglla llolls! > gl =
A UB e M.
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Zu (e) SeiM = &. Seilim(]|¢||). WareM ¢ |,. Es folgt||¢|| = ||¢||m. Definierey: w1 - w1
mit y(a) = p(a) — 1, fallsa € M, undy(a) = ¢(a), sonst. Dann isy <y ¢ und: Fallsy <y ¢,
S0 isty =v y odery <w y. Es folgt||¢||m = ||y|Im + 1, ein Widerspruch. AlstM < |,. Ganz
ahnlich zeiges, € 1,,. =

BEwWEIS von Lemma 9.6 aus Lemma 9.8. et w1. Wahleg: n — 5, so dalA,| < Su+p(-
Seid = I("y, <) die Lange. D4 | surjektiv von’y aufd ist, gilt|0] <|'y| = 2". Es folgtd <
(2")". Folglichy + ||p|| < (2")". Wir habenF| < 8, mitv = (2")". 4

LEMMA 9.9.Sei = w1. Es gelte 8," < 8, alle a < n. Sei ¢p: n — n und sei F eine fast
disjunkte Menge, so dalB& //,<, A, und [A| < 8.4 Dann gilt [Fl <X, -

BEWEIS. Sein = w;i. Induktion Gbet]gp]|.

llp|] = 0. Also ¢ minimal in ("y, <), folglich istS = {a < 5: ¢(a) = 0} stationér. Dann ist
Lemma 9.9 genau Lemma 9.3. Zur Erinnerungyp £’y wurde definiert,, = (CLUB,7)C U{s
cn. Sstationdr und |pl|| < |l¢||s}-

Sei nun |lp|| > 0. Fall 1: ||p|| ist Limesordinalzahl. Setz& = {a < 5: ¢(a)
Limesordinalzahl} somitg(a) > 0. Wegen||g|| > 0 istT := {a < n: ¢(a) = 0} nichtstationér,
alsoT €1,. Wegen Lemma 9.8 (e) iS§ = {a < 5. ¢(a) ist Nachfolgerordinalzahl} € |,. Dan
=S UT USundl, Ideal, istS ¢ |,. Nach Voraussetzung igt,| < 8.+, deshalb dirfen wir
0.B.d.A. annehmen, es geke C w4 Folglichf(a) < wgipw, allef e Funda <. Zuf e
F unda € Sfinde zudem ein minimalgs< ¢(a), so dal}{a) < w4 setzef =: yi(a). Flra e
n \ S setzeyi(a) = ¢(a). Dann alsay; €"y. Alsoy <s¢. DaS ¢ |,, folgt mit Lemma 9.8 (a):
1]l <es @ [1¥lls < llolls = [lg]|. Setze weiteF,, = {f & F: f'(a) < wusp, alle a < n}.
Naturlich gqilt f € F,. Da f beliebig war, folgtF = (fF,: |ly|]| < |[l¢||}. Nach
Induktionsvoraussetzung gjf, | <&+ (< 8y+0) fUr alley €y mit ||y]| < ||¢||. Da|y| =
2"und?2’ <(Voraussetzung)¥r» folgt |F| <2 - n+ ol

Fall 2: ||p|| Nachfolgerordinalzahl,|j¢|]] = y + [. Setze § := {fo < n: @)
Nachfolgerordinalzahl}Seien wiedem undSwie im 1. Fall. Wiedefl <1, da||¢|| > 0, und
nach Lemma 9.8 (e) i8S € |,. Es folgtS & 1,. Wieder dirfen wir annehmen, es geec
Wa+p Allea <. FUrf e FseiFs:={g e F: ;B S (S, A Vo €S (g(a) <f(a)}. FUrSc
S mitSe&1, sei weiterFis :={g e F: Va €S (g(a) <f(a))}. Dann giltFs = fFfs ScSH A S
& l,}. SeiSc S, S & |,. Definierey: n - 5 durchy(a) = ¢(a) — 1, fallsa € S, undy(a) =
0(a), falls o ¢ S. Es folgtllwl| <ws @) |vlls <we: 1 llolls = llol|. (Tatsachlich isfly]| = .)
Seig € Fis Fallsa € S gilt fla) < 8,90 UNd @(a) = w(a) + 1. Folglich |[f{(a)| < Sa+y(-
Weiter istg(a) <f(a). Fallsa ¢ Sist jap(a) = y(a). SetzeA," = f(o) + 1, fallsa € S undA,
= A, sonst. Es folgfA,/| < Su+y@, allea. UndFis < 71,<, A)'. Dally|| < ||¢||, folgt nach
Induktionsvoraussetzunrd < 8+ < Ny+- WegenFs = Uscsoyisarp Frs folgt |Fe| < 27 «
Ny+y = Ny+y. Nun konstruieren wir eine Folg&: & < 8) mit 0 <X+, undF = fFis & < 0}
Angenommenf,: v < &) sei schon konstruiert. Wahle (falls moglidh)s F \ U< Fy,). Fur
jedesy < ¢ist folglich S’ = {a € S f«(a) <f(a)} €1,. Seig =1z Es folgt{a € S: f.(a) <
f(a)} &1, (sonsts € 1,) und somitf, € Fg, allev < & Da|Fg| < 8,4+, erhalten witf < x, 4,1,
falls f: existiert. Folglich endet die Konstruktion spatestensamwitx;,.,.;, daf, nicht mehr
existieren kann. 4
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10. WOHLFUNDIERTHEIT

DEFINITION. Sei A eine Menge undR ¢ A x A eine Relation aufA. Dann heil3tR
wohlfundiert, falls jede nichtleere Teilmenge vérein R-minimales Element besitzt, d.kX
CAX£o=>FHeX-Fz2eXK, Yy eR) (Unter Verwendung voaF .)

BEMERKUNG. ZF ist ZF ohneAC. ZF, ZFC ist dasZF bzw. ZFC ohne Fundierungsaxiom.
ZFC-P, ZF-P, ZFC-P, ZF-P bezeichnet die entsprechenden Axiomensysteme ohne das
Potenzmengenaxiom.

DerFINITION. Definiere (V,: a  Ord) durch transfinite Induktion wie folg¥/y = &; V4, =
Vo) Vo = UV, a < 2}, falls) Limeszahl. Setz&/F = ({V,. a € Ord}.

Also gilt: x € WF & 0 € Ord x € V,. Wir nennenWF die Klasse der wohlfundierten
MengenEs istVo = 9, Vi = ((2) ={}, Vo = ({2}) = {2, {2}, Vs = V) = {2, {4}, {2,
{2}, { G} . Also gilt Vo] = 1, [V4| = 2° [Vo| = 2%, |V3| = 22, ..., |Vi| = 272 (,2 hoch2 hoch
2. n—=2mal).|V,| = 8o, Vo = Up<w» Vi, V11| = |iAVa)| = 2.

DEFINITION. Definiere(a,: a € Ord) wie folgt: 39 = 8o, (21 = 2% = &1 unterGCH), 2,.+; = 2%,
3, = sup({3,: o < 1}) fur A Limeszahl.

BEMERKUNGEN. Es giltGCH = va 3, = 8, und|V,,+,| = 3,. Beides beweist man leicht durch
Induktion Ubem.

LEMMA 10.1.Es gelten folgende Aussagen:
(@) va V, ist transitiv.
(b)p<a=>VsCV,.

BEwEIs. Simultane Induktion bzw. wir beweisen (a) und (b) durch Induktion diber

a = 0: Zu (a):Vo = otransitiv. Zu (b):¥p < 0 qilt V3 CV,.

Sei (a) und (b) bewiesen fir atte< y.

Fall 1. y Limeszahl. Zu (a)V, transitiv; denn: Sex € V,. Es existiert alsa < y mit x € V,,.
Nach Induktionsvoraussetzung \éf transitiv, alsax ¢ V,. DaV, ¢V,, also auclx ¢ V,. Zu
(b): Seip < y. Nach Definition vorV, gilt V; C V,.

Fall 2.y =g + 1. Zu (a):V, transitiv: Seix € V, = gAVjp). Alsox < V;. Seiy € X. Alsoy €
V;. Nach Induktionsvoraussetzung Vst transitiv, alsoy < V. Somit haben wiy e ¢A(Vy) =
V,. Zu (b): Sei < y undx € V,. Alsoa < und somit nach InduktionsvoraussetzungV, <
V;. Also x € V. Da Vg transitiv ist nach Induktionsvoraussetzung, folgt Vs. Somitx e

AVp) = V,. .
DEFINITION. Furx e WF setzerk(x) = min({a € Ord: X € V,.+,}) denRangvon x

BEMERKUNGEN. Wir bemerken folgende Eigenschaften zur Definition des Rangs:
(a) Seix e WF und sely € Ord minimal, so daiX € V,. Dann isty eine Nachfolgerzahl.
(b) Fallsrk(x) = a, so folgtx ¢ V,, undx & V,.

(c) Es qiltV, = {x e WF: rk(x) < o}. Beweis: ,c“: Seix € V,. Es folgtrk(x) < a nach der
Definition des Rangs.2': Seix € WF undrk(x) < a. AlSO X & Vikx+1 undrk(x) + 1 <
a. Nach Lemma 7.1 (b) folgt e V..
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LEMMA 10.2.Sei ye WF. Es gelten:
(a) Falls x ey, so folgt xes WF und rk(x) < rk(y).
(b) rk(y) = sup({rk(x) + 1: xey}).

BEWEIS. Zu (a) Seia = rk(y). Alsoy c V,, y € V,. Folglichx € V, ¢ WF. Wegen der
obigen Bemerkung (c) folgk(x) < a.

Zu (b} ,="folgt aus (a)x ey = rk(x) + 1 < rk(y), alsosup({rk(x) + 1: xey}) <rk(y).

. <" Setzep :=sup({rk(x) + 1: xey}). Es folgty c V4. Dannx e y = X € Vikx+1 € Vg nach
Lemma 7.1 (b). Folglicly & V;.;. Somitrk(y) <. 4

BEMERKUNGEN. WF ist eine transitive Klasse.
Fallsx € WF, so folgtx ¢ x (in ZF), da sonstk(x) < rk(x).

Wir werden sehen, daf¥ + V = WF. Es giltOrd ¢ WF nach folgendem Lemma:

LEMMA 10.3.Es gelten folgende Aussagen:
(@) a €0rd = a e WF A rk(a) = o.
(b) a €0Ord =2V, 170rd = a.

BEWEIS. Zu (a) Zeige (a) durch transfinite Induktion tker0 € V3 undrk(0) = 1.

Seia €+ 1 undp e WF undrk(B) = B. Alsof c Vpundp & V;, somit e V.. Es folgta
=B U{B} € Vp+y, daf < Vp € Vg undp € Vpsy; somita € Vg, € WE. Warea € Vg =
AVg), wirde folgen, daB = g U {p} < Vs. Alsop e Vg, Widerspruch.

Zu (b} ,c" Falls g €V, /70rd, folgt nach der obigen Bemerkung (€)p) < a. Aberrk(f)
= f, alsop < a.

,2" Seif <a. Dannb e WF undrk() = p < a. Es folgt mit der obigen Bemerkung (&)
V,. 4

LEMMA 10.4.WF ist abgeschlossen unter allen mengentheoretischen Operationen:

(a) Falls x e WF, so folgt(k, ¢(Ax), {x} € WF.
(b) Falls x, ye WF, so folgt xxy, xUy, x/7Y, {X, Y}, X, Y, ’x € WF.

Beweis als Ubung. 4
LEMMA 10.5. ¥ (x e WF < x c WF).

BEWEIS. ,, =" Seix € WF. Es folgtx ¢ WF wegen der Transitivitat vowF.
. <" Seix ¢ WF, x eine Menge. Lasse = sup({rk(y) + 1. y € x}). Es folgtx ¢V, und
somitx € V,+; cWF. 4

BEMERKUNG. Alle Objekte der Mathematik konnen\WF nachgebildet werden.

Sei z.B. (G, ) eine Gruppe. Set = |G|. Seif: G - a eine Bijektion und definiere die
Funktion* auf o® wie folgt: Firu, v e a: u * v :=f(f*w) »f'(v)). Also ist* ca’. Es gilta
WEF, genauew & V4. AuRerdeno® € V,. 3, folglich * & V.. Somit qgilt (@, *) € V,+20,
also(, *) e WF. Naturlich gilt(@, *) = (G, o).

Ahnlich zeige: Zu jedem topologischen Raum existiert ein homéomorpher RaWi.in
Jeder Vektorraum besitzt eine isomorphe Kopié/ia usw.

LEMMA 10.6 ¢ZF). Falls A e WF gilt, so ist(A, €) wohlfundiert.
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BEWEIS. SeiX ¢ A mir X # @. Wegen der Transitivitat vowF folgt X ¢ WF. Seia =
min({rk(x): x € X}). Wéahlex & X mit rk(x) = o. Dann istx eminimal: Warey € X,y € X, SO
folgt nach Lemma 10.2 (ak(y) < rk(x), Widerspruch zur Minimalitat voa. 4

Die Umkehrung von Lemma 10.6 braucht nicht zu gelten.

BEISPIEL Es ist mdglich (irZF), folgende Situation zu haben: Es existiexeay, so dalXk
={y} undy = {x} gilt. Klarerweise isiX, ) wohlfundiert (¥, €) auch). Aber es gikk ¢ WF,
da sonstk(x) < rk(y) < rk(x) gilt.

LEMMA 10.7 ZF). Falls A transitiv ist undA, €) wohlfundiert ist, so folgt & WF.

BEwEIS. Nach Lemma 10.5 genigt ésc WF zu zeigen. Waréd ¢ WF, so istX := A\WF
# 2. Seily e-minimales Element voX. Wegen der Transitivitat voA gilt y ¢ A. Wegen der
Minimalitat vony gilt y /7 X = 2. Es folgty ¢ WF, alsoy € WF nach Lemma 10.5,
Widerspruch zur Wahl von 4

DEFINITION (ZF-P). Zu einer MengeA definieren wir rekursivit? A = A, U A = (A
Aligemein seilU"™ A= U U Afiirn cw.
Dertransitive AbschluR/onA, geschriebetrcl(A), ist definiert alsf{ (' A:n e ).

SeiA’ transitiv undA c A'. Es folgt UA ¢ A'. Weiterhin folgtt/{ UA) c A'.

LEMMA 10.8 ZF-P). Fur alle Mengen A gilt:

(@) A ctrcl(A).

(b) trcl(A) ist transitiv.

(c) Falls AcT und T transitiv ist, so folgt trcl(AY T.
(d) Falls A transitiv ist, so gilt trcl(A) = A.

(e) Falls x € A ist, so folgt trcl(x)c trcl(A).

(f) trcl(A) = A U Utrel(x): x € A}.

Bewelis als Ubung.

SaTz 10.9.Fir jede Menge A sind folgende Aussagen aquivalent:

(@) A e WF.

(b) trcl(A) e WF.

(c) (trcl(A), &) ist wohlfundiert.

BEWEIS. Zu (a)= (b): SeiA € WF. Zeige durch Induktion ber, daB()' A € WF gilt. Es
folgt aus Lemma 10.5, daf¥' A ¢ WF fur all en ist und somitrcl(A) ¢ WF, alsotrcl(A) e
WEF qilt.

Zu (b)= (c): siehe Lemma 10.6.

Zu (c) > (a): Nach Lemma 10.7 und Lemma 10.8 (b) fatgt(A) € WF. Es folgtA ¢
trcl(A) c WF, alsoA e WF (Lemma 10.5).

SaTz 10.10 ZF). Folgende Aussagen sind aquivalent:

(a) das Fundierungsaxiom.

(b) V = WF (Vx x & WF).
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BEWEIS. Zu (a)= (b): Seix als Menge beliebig. Aus (a) folgt, daficl(x), &) wohlfundiert
ist. Aus Satz 10.9 folgt € WF.

Zu (b) = (a): Seix beliebig. Aus (b) folgtx € WF. Aus Lemma 10.6 folgt, dafk, &)
wohlfundiert ist. 4

DEFINITION (ZF-P). SeinemA, R Klassen, so daR ¢ A Wir sagen, da® wohlfundiert ist
auf A, falls jede nichtleere Teilmenge vénein R-minimales Element besitzt, d.WX (X ¢
AANX#2) > KeXWWeX=y, X% eR). Stattx, y) € R schreiben wik R y.

R heiRitmengenahnlichauf A, falls fir allex € A die Klassgdy  A: yR x} eine Menge ist.

BEISPIEL SeiA = V undR = &. Dann istR mengenéhnlich auf.

DEFINITION. SeiR mengenahnlich auk und sex € A. Setzepred(A, X, R)={y € A: yR x}.
Allgemein definierepred'(A, x, R), allen € w: pred(A, x, R) = pred(A, x, R), pred™™(A, x,
R) = Upred(A, y,R): y e pred(A, x,R)}.

Zusatzlich definierel(A, x, R)= (fpred'(A, x,R): n e w}.

BEISPIEL SeiA = V undR = &. Dann istcl(A, x,R) = trcl(x).

FallsA, R klar aus dem Zusammenhang, schreilfe), pred(x) stattcl(A, x, R), pred@, X,
R).

SaTz 10.11.Sei R wohlfundiert und mengenahnlich aaf Dann besitzt jede nichtleere
KlasseC c A einR-minimales Element.

BEWEIS. SeiC c A, C # @. Wahlex e C. Fallsx schonR-minimal ist inC, sind wir fertig.
Andernfalls istC /7 cl(A, x, R) nicht leer und auf3erdem eine Menge — eine Teilmengéyvon
Es gilt sogaC /7 pred@, x,R) # @ undpred(x)c cl(x). Seiy einR-minimales Element vo@

7 cl(x). Wir behaupten, dagein minimales Element voa ist. Andernfalls gabe ese C mit
zRYy. Ausy e cl(x) = Ypred'(x): n € w} folgt y e pred'(x) fir einn € w. Folglichz e
pred™(x) c cl(x), alsoz  C /7 cl(x), ein Widerspruch zur Minimalitat vonin C /7¢cl(x). 4

Wir koénnen Beweise fiihren durch Induktion Uber wohlfundierte, mengenéhnliche
RelationerR aufA.

LEMMA 10.12. Sei R wohlfundiert und mengenahnlich aéf und ¢(x) eine Formel.
Angenommen es gelten die folgenden beiden Eigenschaftgf)fir
(@) o(x) gilt fur alle R-minimalen Elemente & A.

(b) Falls x € A und ¢(y) gilt fur alle y € pred@, X, R), so gilt p(x), dann gilt p(x) fur alle x
eA.

Dann gilt p(x) fur alle x e A.
BEWEIS. BetrachteC = {x € A: —¢(x)}. WareC # @, so hatC nach Satz 10.11 eiR-

minimales Elemernt. Also - (x). x ist nichtR-minimal in A wegen (a). Es gilp(y) fur alley
€ pred@, x,R) wegen Minimalitat vorx. Aus (b) folgtp(x), ein Widerspruch. Als€ = &. 4

SATz 10.13 ZF-P). (Verallgemeinerte transfinite Rekursjoisei R wohlfundiert und
mengenahnlich auk und seiG: V - V. Es existiert eine eindeutig bestimmte Funk&orA
-V, so daF(x) = G(F 7pred@, x,R)) gilt fur alle x e A.

BEwEIS. Analog zum Spezialfall mR = < als Ubung. .
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DerFINITION (ZF-P). Sei R wohlfundiert und mengenahnlich auf. Definiere durch
transfinite Rekursionk: A — Ord, so dal¥ka r(X) = sup({rkar(y) + 1: y € pred@, x,R)}).

Zur obigen Definition verwend&) = sup({a + 1: a < ran(h)}, falls h eine Funktion ist
mit ran(h) ¢ Ord undG(h) = 0, sonst. Zeige: Das zugehorigast rka r.

DEeFINITION (ZF-P). SeiR wohlfundiert und mengenéhnlich a&f Die Mostowski-Kollaps-
Funktion F vonA, R ist durch transfinite Rekursion definiert, so danE) = A undF(x) =

{F(y): y € pred@, x,R)}.

Das zugehorig& ist folgendermal3en definiei®(x) = ran(x), falls x Funktion; G(x) = O,
sonst. Erhalté&: A — V nach Satz 10.13. Seie A. Es qgiltF(x) = G(F 7pred(x)) = ranf 7
pred(x)) = {F(y): y € pred(x)}

Unterschied zwischen einer wohlfundierten Relatl@nR) und einer WohlordnungWV, <)
Bei der Wohlfundiertheit verlangen wir nicht die Irreflexivitat, die Transitivitat und die
Trichotomie. Wohlordnungen sind stets wohlfundierte Relationen.

Sei (W, <) eine Wohlordnung. Wir haben gesehen, dal3 eine eindeutig bestimmte
Ordinalzahl a existiert, so dal3 (W, <) =~ (@, ).

BEWEIS (schnell). Definiere mittels Satz 10.E3 W -V, so dal¥(x) = {F(y): y < x} fur
allex e W ist. Zugehorigess: V - V ist G(x) = ran(x), falls x Funktion, und3(x) = 0, sonst.
ErhalteF: W - V wie gewiinscht ist eine Menge, schreilbe= F.

BehauptungF[W] & Ord und (F[W], &) =~ (W, <).

Beweis. Setze := F[W].

a ist transitiv: Sep € a. Also existiertx e Wmit g = F(x) = {F(y): y e WAy <X} C F[W].

Es gilt: &,y e W x <y F(X) € F(y). ,=“ F(y) = {F(2): z <y} 3 F(X). ,&" SeiF(X) €
F(y) ={F(z): z <y}, also giltx <Yy.

Folglich ist F ein Isomorphismus zwischetV, <) und (@, ¢&). Folglich ist @, &)
wohlgeordnet. s

LEMMA 10.14.SeienA, R, F wie in der Definition des Mostowski-Kollaps, und bei=
F[A]. Dann gelten:

(@) &, yeA xRy =F(x) eF(y)),
(b) M ist transitiv,

(c) M cWF,

(d) & eA (rk(x, A, R) = rk(F(x)).

Beweis. Zu (a): Seiex y € A mit x Ry. Nach Definition vorF gilt F(y) = {F(2): ze A 1z
R y}. Folglich giltF(x) e F(y).

Zu (b): Seia € M. Also existiertx € A mit a = F(x). Folglich ista = {F(y): ye A A yR x}
cM.

Zu (c): Beweise durch Induktion (verallgemeinert), &4K) € WF fur allex € A: 1) Seix
A R-minimal. Es gilt danfF(x) = {F(y): ye A AyRx} = @. 2) Seix € A, so dalF(y) e WF
fur alley € pred(x,A, R) gilt. Es folgtF(x) = {F(y): y € pred(x,A, R)} ¢ WF. Aul3erdem ist
F(x) eine Menge (Ersetzungsaxiom). Es fétgx) € WF nach Lemma 10.5.

Zu (d): Induktion: 1) Sex € A R-minimal. Dann giltrk(x, A, R) = sup{rk(y,A,R) + 1.y €
pred(x,A, R)} = 0. Aus (c) folgtF(x) = @. Also giltrk(F(x)) = 0. 2) Seix € A, so dal¥(y) €
WEF fur alley & pred(x,A, R) gilt. Dann gilt:rk(x, A, R) = sup{rk(y,A, R) + 1: y e pred(x,A,
R)} =™ sup{rkE(y)) + 1: y € pred(x,A, R)} = sup{rk(b) + 1: b e F(x)} = rk(F(X)). 1
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DEFINITION. SeiR ¢ A% R heiltextensionalaufA, falls ¥, ye A (vz €A (zZRx < zRY)
= x =y). Kurz: Fallspred(x,A, R) = pred(y,A, R) gilt, so folgtx =y.

BEISPIELE
(a) Das Extensionalitatsaxiom besagt, da@xtensional au¥ ist.

(b) Sei A = {{{ g}, {2 {g}}} und R = . Frage: IstR extensional aufA? Antwort:
pred{{c}}, A,R)={y:ye Ary e{{}}}. Da{a} ¢ Aist, giltpred({{<}}, A, R) = 2.
pred{c}, {a}}, A, R) ={y:ye Ary e{g {a}} = 2. Also ist € nicht extensional auf
A. Berechnung des Mostowski-Kollags;({{ 2}}) = {Fay): ye Ary e {{a}}} = &
F.({2, {2}}) = @. Also istF; nicht injektiv, weilR nicht extensional ist.

(c) Sei A = {2}, {4}, {2 {2}}, R = & A ist nicht extensional, dared({{<}}) =
pred({o, {2}}), aber{{ 2}} # {2, {2}}. Berechnung des Mostowski-Kollags;({2}) =
o, F{{a}) = {Fay):y e Ary e{{a}} ={ g FHF({D})), Fs({a {a}}) = {2}

Also istF3 nicht injektiv.

(d) SeiA ={{}, {{4}, {{ 2}, {{F}}}} undR = &. Dann istA extensional. Berechnung des
Mostowski-Kollaps: Find&({2}) = 2, Fa({{ 2}}) ={ 2}, Fa({{ 2}, {{ 21}}) = { 2, {}}.

SATZ 10.15. ZF-P) (Mostowski-Kollaps-TheorenseiR wohlfundiert, mengenahnlich und
extensional auA. Dann existiert eine transitive Klasbeund eine bijektive Funktiof: A —
M, so dalRF ein Isomorphismus zwischéq R und M, e ist. Aul3erdem sind/l und F
eindeutig bestimmt.

BEWEIS. SeiF die Mostowski-Kollaps-FunktiorH(x) = {F(y): y € pred(x)) undM = F[A]
wie gehabt. Zu zeigen ist nur noch Injektivitat und Eindeutigkeit.

Injektivitat Angenommerf ist nicht injektiv. Also IsC ={x e A: H¥ e A X zy AF(X) =
F(y))} # @. Wahlex R-minimal in dieser Klass€: Fixierey € A, so dal¥(x) = F(y). Nach
Extensionalitat gilpred(x,A, R) # pred(y,A, R). Es gilt entweder:

Fall 1: 7 €A (zR x A -zRYy). Es folgtF(z) € F(x) = F(y) = {F(w): w € pred(y)} Es
existiert alsav e pred(y,A, R) mit F(w) = F(z). Daz ¢ pred(y) folgt w # z Folglich istz
C. Widerspruch zur Minimalitat vor

Fall 2. 7 €A (zRy A -zR X). Es folgtF(z) € F(y) = F(x) = {F(w): w € pred(x)} Es
existiert alsav & pred(x,A, R) mit F(w) = F(z). Daz ¢ pred(x) folgtw # z Folglich istw &
C. Widerspruch zur Minimalitat vor

Eindeutigkeit Angenommen wir hatten neb& M nochF‘, M* wie im Satz. Wir zeigen
F(x) = F'(x) fur alle x € A durch Induktion: 1) Sex € A R-minimal. F(x) = {F(y): y €

pred(x)} = @ = ... = F'(x). 2) Seix € A undF(y) = F'(y) bewiesen fur allg & pred(x) Es
folgt F(x) = {F(y): y e pred(x)} =V {F'(y): y & pred(x)} =F‘(x). Also giltF = F*. Weil M
=ran(F) undM* = ran(F") sind, folgtM = M*. s

KoroLLAR 10.16. ZF-P) Angenommene sei extensional auf einer Klasg® Dann
existieren eindeutig bestimmg F, so daf3 gilt:

(a) M ist transitiv,
(b) F: A - M ist bijektiv,

(c) F ist ein Isomorphismus zwischeh, ) und M, &), d.h. ¥k, ye Ax ey & F(X) €
F(y).
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UBUNGEN

10.1. Es gelt, y € WF. Zeige, dal3 dann auch die folgenden MengewEugehéren und
berechne deren Rang in Abhangigkeit viogx) undrk(y):

(@) Uk, (Ax), {x}.
(b) x xy, x Uy, x 1y, {X, y}, %, ¥, *X.

10.2. Berechne den Rang vh@, R, C.

10.3. Seierx, AundT Mengen. Beweise:
(&) A ctrcl(A).
(b) trcl(A) ist transitiv.
(c) FallsA c TundT transitiv ist, so giltrcl(A) c T.
(d) FallsAtransitiv ist, so giltrcl(A) = A.
(e) Fallsx € A, so gilttrcl(x) ctrcl(A).
() trcl(A) = A U Utrcl(x): x € A}.

10.4. Beweise das verallgemeinerte Rekursionstheorem (Satz 7.13).

10.5. Zeige inZFC-P: Eine RelationR ist wohlfundiert auf einer MengA genau dann,
wenn keine Folgex,: n € w) in A existiert derart, dai,+1 R x, fir allen € w.

10.6. Definiere eine Relatidh ¢ w® wie folgt: n E mgenau dann, wenn an der Stellévon
rechts gezahlt) der binaren Darstellung woainel steht. Zeigew, E) =~ (V,,, €).

10.7. Definiere die relationale KlasReauf WF durchx R y genau dann, werx & trcl(y).
Zeige, dalR wohldefiniert und mengenahnlich ist awfF. Sei F die Mostowski-
Kollaps-Funktion vo'WF, R. ZeigeF (x) = rk(x) fur allex € WF.
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11. RELATIVIERUNG UND ABSOLUTHEIT

Wir wollen definieren, wann eine Klasgd, <) Modell ist flir eine Formeb e L9,

DEFINITION. SeiM eine Klasse. Zu jedem e L' definieren wirg™ e L'¥ durch Rekursion
Uber den Formelaufbau wie folgt:

(@) (x=y)Mistx =y,

(b) (x eyMistx ey,

©) (@ A iste" AyM,

(d) (=)™ ist =",

(e) (& p)Mist K (xeM A o).

Stattp™ schreiben wir aucM £ ¢ und sagen dafiir,gilt in M“ oder M ist Modell fiir o*.
Falls® c L9 ist, setzed™ = {pM: p € @}, auRerdenM ~ & soll heiRen- " firr allep e ®.

BEMERKUNG. Die Korrektheit der Schluf3regeln des Sequenzenkalkuls inpliziert:galis
FoM und~M # @ gilt, so folgt+ M. Etwas allgemeiner folgt: Falls ~ y undT + M # & A
oM gilt, so folgtT £ y™.

Warum missen wir M # @ fordern? Weil gilt- 7x x = x Lassay = & x = x Es gilt alsap
Fy fur alleg. Z.B. seip = ¥k -x = x. Es gilt mitM = @M £ ¢, aber nichiM £ y.

LEMMA 11.1.Seien S, & Lo'® undM eine Klasse. Angenommen es gelteM # gund T
o™ fiir allep € S. Dann impliziert die Konsistenz von T die Konsistenz von S.

BEwEIS. Angenommers ware nicht konsistent, also existigrte L9, so dalfS -y A .
Es existierempo, ...,¢pn1 € S so dal¥gy, ..., pn-1} -y A = und folglich auchpg A ... A g F
w A —w. Nach Voraussetzung gilt £ M # @ undT £ (o ..., pn-1)"” bzW. T £ 9" A ... A pn.
M. Nach Korrektheit giltT + (i A -w)™, alsoT + y™ 4 —™. Folglich istT nicht konsistent,
also inkonsistent. 4

Im folgenden werden wir viel Anwendungen dieses wichtigen Lemmas sehe,igtBF
oderZF, Sist z.B.ZFC, ZFC + GCH ZF + -AC oderZFC + -CH. Wir nehmen immer an,
ZF gelte. D.hV £ ZF. Wir wollenM herstellen, so daRF + ¢™ gilt fiir gewissep. Die Frage,
die sich stellt, ist: Gibt es einen Zusammenhang zwisehep undM £ ¢?

LEMMA 11.2. Sei M eine transitive Klasse. Dann gilM £ Ext, wobei Ext das
Extensionalitatsaxiom ist.

BEWEIS. Ext= X Wy vz (zex = zey) 2 x=y).Ext' = ik W (xeM Ay eM) = (¥z (z
EM3@zZexezey)=2x=y) (K o ist K (xeM A e"). (& o)™ ist (= )V, also
K (xeM A =pM) und somitvk (-x e M v ¢, folglich ¥ (x e M = ™). Wir beweisen
Ext" unter der Annahme, ddfkt gilt.

Seienx, y beliebig. Es gelte € M undy € M. Es gelte, dal fur alleeM qilt: zex ez e
y. M ist transitiv. Folglich isk ¢ M undy ¢ M. Es folgt, dal fur allz gilt: zex &z ey.
Wir kdnnenExt anwenden und auf=y schliel3en. s

LEMMA 11.3.SeiM ecine beliebige Klasse. Angenommen zu jeder Formel ¢(x, z, p) gelte {x
ez: 9"(x, z, p)}e M fir alle z, pe M. Dann giltM # Komprehensionsaxiom.
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Bewels. Die Menge{x e z: ¢"(x, z, p)}existiert inV nach Komprehensionsaxiom. Wir
missen zeigen, dal fur jedas, z, p) folgendes gilt’zeM peM H eM K eM (xey
e xezAe™(x,y, p)) Es geniigt zu zeigen, daR folgendes gite M p e M F e M ¥x
(xey e xezap(x,y, p) Seien daza, p € M beliebig. Setzg = {x €z: ¢"(x, z, p)}
Existiert inV. Unsere Voraussetzung besagt M. Dann isty wie gewinscht. 4

KoRoLLAR 11.4. Falls ¥z ¢ M @gz) ¢ M qgilt, so ist M Modell fur das
Komprehensionsaxiom.

WF hat diese Eigenschaft, d&® ¢ WF ¢(z) c WF.

SaTz 11.5.Es gelten folgende Aussagen:

(@) (ZF) Falls M = {0} ist, so ist M Modell fir das Extensionalitdtsaxiom, flr das
Komprehensionsaxiom und fék x = 0.

(b) Con(ZF) = Con(Extensionalitatsaxiom + Komprehensionsaxior#ix = 0)

BEWEIS. Zu (a):Ext M ist transitiv. Der Rest folgt mit Lemma 11.2. Komprehensionsaxiom:
A2) = {2} cMmitKorollar 11.4.% x=0 (=K Fyex)= -KeM F My ex sonst
x=0Ay =040 e0, Widerspruch.

Zu (b): Paarmengenaxiomrk ¥y #z 1 (U e z & (U = X V U = y)). Paarmengenaxiom¥x
W F (xe z Ay e z) Paarmengenaxiom’ + KomprehensionsaxisnPaarmengenaxiom.
Vereinigungsaxiom': X # (X < y. Vereinigungsaxiom‘ + Komprehensionsaxios
Vereinigungsaxiom. s

LEMMA 11.6.SeiM eine transitive KlasséV ist Modell fir das Potenzmengenaxiom genau
dann, wenn’k eM F e M o(x) M =y qilt.

BEWEIS. SeiP das Potenzmengenaxiot & ¥z (zey < z £ X).

Bemerke zuerst, daB fiir allev e M gilt: u cv < (u < v). Warum?u c v kiirzt ab: v (w
cuswev).Alsoucv'= v eM (Weu=wev). ,=" Es gelterv (We u = w e V).
Trivialerweise gilt danu cv)". , <" Es gelte v e M (W e u = w e v). Dau e M undM
transitiv ist, giltu ¢ M. Es folgtu c v.

,=>". Es gelteP, also'k eM Fy eM zeM (zey < (z< x)™). Seix e M. Sei dazwy
wie in P, Wir zeigen:y = g(x) /7M. ,c* Seiz . Folglich gilt(z ¢ x)". Nach der obigen
Bemerkung und weit € M gilt wegen der Transitivitat voll, folgt z ¢ x. Zusammen gilz €
AX) M. , 3 Seiz e ¢x) 7M. Also gilt z ¢ x. Nach Bemerkung folgz ¢ x)'. Daz e M
gilt, folgt z ey.

, <. Esgelter’x eM F eM gx) NM =y. Zu zeigenP". Seix e M. Seiy e M mity =
MAX) /TM. Seiz € M. Angenommernz €y. Also giltz e M undz ¢ x. Nach Bemerkung giliz
cx). Umgekehrt sefz < x). Nach Bemerkung folgt c x. Daraus folgz €'y. 4

Fur allex € WF ist ((x) 77WF = gAx) € WF. Also gilt WF £ P. AuR3erdem giltV,, £ Ext,
KomprehensionsaxionB. Z.B. Beweis vorV,, £ P: Seix € V,,. Es gibt also: < v mitx €
V,,. DaV, transitiv ist, folgtx ¢ V. Also gilt ¢(x) € @A) = V1. Folglich gilt ((x) € g V1)
= Vhi2 € V,. Es folgtg(x) 77V, = g(AX) € V,,.

LEMMA 11.7.AngenommeM sei Modell fur das Komprehensionsaxiom.

@€Fals keMWeM #ZzeM (X ezAry e z) qilt, so istM Modell fur das
Paarmengenaxiom.
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(b) Angenommen es geltek e M #7z € M (kK < z, dann istM Modell fir das
Vereinigungsaxiom.

Bewels. Ubung. 1

Wieder ist leicht zu testen, da®F und V, Modell sind fir das Paarmengen- und das
Vereinigungsaxiom.

Ersetzungsaxiom: Seix, y, p), so dalRkx 'y ¢(x, y, p) gilt. Dann gilt: o X ¥ Wy (ye Y
e KeXok y p)

LEMMA 11.8.SeiM Modell fur das Komprehensionsaxiom. Angenommen fir jede Formel
o(x, v, p) und fur jedes Xe M und pe M mit der Eigenschaft, da e X Ay e M ¢"(x, y, p)
gilt, gilt ¥ eM {y: K eX o™ (x, y, p)}<c Y. Dann gilt das Ersetzungsaxionmhin

Bewels. Ubung. 4

Es folgt: Das Ersetzungsaxiom gilt\f, und inWF. Aber: Das Ersetzungsaxiom gilt nicht
in V,+,, Obwohl Ext Komprehensionsaxiom, P, Paarmengen-, Vereinigungs-,
Fundierungsaxiomnf in V.-, gelten. Tippw + o & V,+,, aber alle RelationeR c o + w,

R € V40, SO dalyw, R) eine Wohlordnung mit Ordnungstyp + w ist. Also ist iV, der
Satz ,Jede Wohlordnung ist isomorph zu einer Ordinalzahl.” falsch.

FundierungsaxiomX (FyeX = F (YeX A -F zexrzey). FY: ik eM (Fy e M

yeEXa>HeMyexA-TzeM (zexAzey))).

LEMMA 11.9.Das Fundierungsaxiom gilt in jedelwh mitM < WF.

BEwEIS. Seix e M mit (x # 2)™. Wahley e x /7M von minimalem Rang. Fallse M, z & x
undz ey qilt, so folgtrk(z) < rk(y). Widerspruch zur Minimalitat des Rangs won .

Folglich gilt: WF £ ZF —InfundV,, £ ZF —Inf AuRerdem giltWF £ Inf, aber nich¥/,, £ Inf.

DEFINITION. SeienM, N Klassen mitM c N, und seip(x, ..., %) e L1<.
(a) ¢ istabsolutfiir M, N gdw. gilt ¥ eM ... ¥, €M oM (Xe, ..., %) < 0" (X, ...y X).
(b) ¢ istabsolut fur M, falls ¢ absolut fiM, V im Sinne von (a) ist.

(c) ¢ istaufwarts absolut fir M,N, falls gilt ¥ e M ... V&, e M oM (Xe, ..., %) = ¢ (X, ...,
Xn)-

(d) ¢ heiRtabwarts absolufiir M, N, falls gilt V<, e M ... ¥xq € M @V (X4, ..., %) = 0" (X,
s K)-

BEMERKUNG. Falls ¢ absolut furM und absolut fuN ist undM < N gilt, so folgt, ¢ ist
absolut fiitM, N: Seienxy, ..., x» e M. Ese™(xq, ..., %) < 0 (X1, ..., %) < ¢ (X, ..., %).

K €y ¢ ist eine Abklrzung furk (x € y A ¢). Wir nennenzX € y einengebundenen
Quantor.

LEMMA 11.10.Es gelten folgende Aussagen:

(a) FallsM <N und die Formeln ¢ und w absolut fur M, N sind, so sind auckg und ¢ A w
absolut furM, N.

(b) Falls M, N transitiv sind undM < N und ¢ absolut fur M, N ist, so ist auch die Formel
K ey @ absolut fur M, N (fur alle Variablen X, y).
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BEWEIS. Zu (a): trivial.
Zu (b): Seip p(x, y, z1, ..., 7). Seieny, z1, ..., zo e M. Es qilt:(K ey )™ < K (xeM A x
ey @ K (xeyro) o K(xeya9") @ KXeNAxeyAp") & (FKey o). 4

DEeFINITION. Wir definieren diedo- Formeln rekursiv wie folgt:
() x ey undx =y sind4o.

(b) Fallsg undy 44 sind, so auchy unde A w.

(c) Fallsg 4 ist, so auchk ey ¢ fur alle Variablerx, y.

KOROLLAR 11.11.Sei ¢ eine Ap-Formel, und seiem, N transitive Klassen miM < N.
Dann ist ¢ absolut fur M, N.

LEMMA 11.12.SeienM, N nichtleere Klassen mM ¢ N. Sei Sc Lo'®, und seien p(xy, ...,
Xo), W(x1, .., %) € 19, so dal & Wy ... V& @(x1, ... %) < w(xy, ..., %). AuRerdem gelt®! ~
S undN £S. Dann ist ¢ absolut fur M, N gdw. y absolut fur M, N ist.

BewEls. Aus der Korrektheit der SchluRregeln folgef ... ¥, € M o™ (x4, ..., %) <
yN(Xa, ..., %) UN Vi ... WX € N @ (Xe, .., %) < ¥ (Xq, ..., %). Angenommerny sei absolut
fur M, N. Seienxy, ..., X, € M. Es giltp™(xy, ..., %) < vM (X, ... %) S (X, ..o %) < 0" (X,
ey X)- 4

BEMERKUNG. Seip e L'¥ undS ¢ Lo'®, so dafS die Aquivalenz vorp zu einerdo-Formel
beweist. Dann isp absolut fur transitive Klassa, N mitM ¢ N, M £SundN £S

Zu definierten Funktionerf(x, y) = {x, y} alsoo(x, y, z) & z = {Xx, y} Es giltZF + ¥ W
Tz ¢(x, y, z). p definiert die FunktiorF durchF (X, y) =z o(x, y, 2).

Sei jetztM eine Klasse. Fall$! £ ¥x ¥ Tz o, v, z) gilt, so ist es moglichF" zu
betrachten: Fix, y e M gilt FM(x, y) = ze< o™ (x, v, ) Es stellt sich die Frage, ébabsolut
ist, d.h. ob fiir alle, y e M FM(x, y) =F(x, y)gilt.

DEFINITION. SeiS ¢ Lo'®, p(x1, ..., % ¥) € LI, Es geltes + ¥y ... ¥ Ty o(x1, .os % Y).
SeiF die durchy definierte Funktion, alsé (X, ..., %) = Y ist ¢(x1, ..., %, Y). F ist diein S
durch ¢ definierte Funktion. FallsM £ Sgilt erhalten wir die Funktiof™. Firxy, ...,x, € M
gilt F(Xg, o, X) =Y < 0" (Xa, ooy % Y).

Sei jetztM ¢ N, M £SundN £ S Wir nennerf absolutfir M, N, falls die FormeF(x, ...,
X,) = y absolut fiitM, N ist. Aquivalent dazuvxy, ..., % e M FM(xq, ..., %) = FN(Xq, ..., %).

SaT1z 11.13.Die folgenden Relationen und Funktionen sind in-Zfnf definiert durch
Formeln, die in ZFP-Inf &quivalent zud,-Formeln sind. Sie sind folglich absolut fur
beliebige transitive Modelle fur ZfP-Inf.

(@ xey (h) x Uy
(b)x=y (i) x7y
(c)xcy () x\y

(d) {x, y} (K) s(x) = xU{x}
(e) {x} () x ist transitiv
M &y (m) Uk

@0 (n) /X fur x # 0.



BEWEIS. Zu (c):x cy definiert durchvz (zex = zey), also-7z (ze x A =z € y) und somit
-2 € X —Z €Y, alsodo.

Zud):z={x,y}=2xezAayezA W ez (W=XVW=Y)istA,.

Zu(Q9):z=9 e ez (X#X)istdo.

Zum)z=(ke Mwez(Wcz)A ivez W exweVvisto. 4

LEMMA 11.14.Absolute Formeln und Funktionen sind abgeschlossen unter Komposition,
d.h. folgendes: Fall81 < N und die Formel ¢(x1, ..., %), die FunktionerF(x, ..., %), Gi(X,
oo Xn) fUr i =1, ..., n absolut fiM, N sind, so sind auch die Formel ¢p(Gi(y1, ..., ¥n), «-e
Gn(Y1, .-+ ¥n)) und die Funktior(Ga(y1, ---» ¥n)s -+ Gn(Ya, --., ¥n)) @bsolut firM, N.

BEWEIS. ObdA. sein = m = 1 Zur Erklarung:p(G(y)) kurzt ab: entwedetk (x = G(y) A
@(x)) oder ¥x (x =G(y) = ¢(x)). Dies sind aquivalente Formeln.
Seiy e M. Es gilt dannp(G(y))" < i e M(x = GY(y) = ¢"(X)) & & eN (x = GM(y) =
cg“(”&))))f K eN (x=G(y) = ¢"(x) < oGY)". FGY)" = F*(G"(y)) = F'G"(y)) =
y). 4

BEISPIEL einer Anwendung von Lemma 11.14, y) = {{x}, {X, y}}. SetzeF (X, y) = {X, y},
G(x, y) = {x}. F und G werden definiert durch eingy,-Formel, sie sind also absolut. Nach
Lemma 11.14 ist also aueh(x, y) = X, y) = F(G(X, y),F(X, y))absolut.

Mehr Beispiele:

SaTz 11.15.Die folgenden Relationen und Funktionen sind absolut fir beliebige transitive
Modelle von ZFP-Inf:

(a) z ist ein geordnetes Paar,

(b) A xB,

(c) R ist Relation,

(d) dom(R), ran(R),

(e) R ist eine Funktion,

(H R(x) (falls R eine Funktion ist undsxdom(R)),

(9) R ist injektiv (falls R eine Funktion ist).

BEWEIS. Zu (a):zist ein geordnetes Paap Kk e Uz F € Uz z =X, Y) < ¢(Gi1(z2), Gx(2),
G3(2)), wobeiGy(z) = Gy(z) = Uz, G3(z) = zundg(a, b, ¢) = X ca F €b ¢ =, y). Nach
Lemma 11.14 isp(G;(z), Gx(z), G3(z)) absolut.

Zub):C=AxBe WeBX% yYeCanlvzeC KeAF eBz=, Yy absolut nach

Lemma 11.14.
Zu (c):Rist eine Relatior= (¥z € R) zist ein geordnetes Paar. 4

LEMMA 11.16.SeiM transitiv mitM £ ZF-P-Inf. Falls o € M ist, so giltM £ Inf.

BEWEIS Inf: K (@exA W (yex=y Ufy} ex)). Inf's: KeM (M exar W eM (yex
=3y) ex)) = KeM (@ exA W ex s(y)e x), wobeis(x) = x U{x}. Es giltw €M und o
ew AW ewsk) €w. Also giltInf. 4

SATz 11.17. ZF) V,, ist ein Modell fur ZFC-Inf+Inf. Folglich gilt Con(ZF) = Con(ZFC-
Inf+ —Inf).
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BEWEIS. Schon geseheW,, £ ZF-Inf. (1) V,, £ —-Inf. Angenommen es gabe= V,, mit & € X
A Wexs(y)ex Also gilt @ e x, 1 e xusw.,n e xfur allen € w. Also istw ¢ x. Dann gilt
rk(x) = sup{rk(y) + 1: ye x} = sup{rk(n) + 1: ne w} = sup{n + 1: n € w} = w. Aber es gilt
V, ={y € WF: rk(y) < w}. Also gilt (*) V,, £jede Menge ist endlich. (3}, £ AC. Da wegen
(*) gilt: V,, £ jedesx ist gleichmachtig zu einem & w. Folglich gilt: V,, £ jedesx &Rt sich
wohlordnen. Verwend@V) < (AC). 4

LEMMA 11.18.SeiM ein transitives Modell fir ZFP-Inf. Sei A, R=M.

(a) Falls (A, R eine Wohlordnung ist, so gilul £ (A, R} ist eine Wohlordnung.

(b) Falls (A, R wohlfundiert ist, so giltM £ (A, R} ist wohlfundiert.

BEWEIS. Zu (a): (1) zu zeigemv £ (A, R) ist totalgeordnet. Es gi{l) ¥, ye A ((X, Y)e R
vx =y v(y, X)eR) (T = (T), ebenso Transitivitat und Irreflexivitét.

(2): Seip(X, 4, R) die FormelX cAAX#0) > yeX Vze X (2, y)¢ R o(X, 4, R) ist 4.
Also gilt o < ¢" fiir alleX, A, R eM. Nach Voraussetzung giX c 4 o(X, 4, R). Also auch

K eM (X A = 9(X, 4, R)). Folglich gilt ¥X eM (X cAM = o"(X, A, R))
Zu (b): Analog. s

BEMERKUNG. SeiM transitiv. Fallsp 4 ist, so ist¥ ¢ abwarts absolut fiM, V, und % ¢
ist aufwarts absolut fiv, V.

LEMMA 11.19.Sei Ac WF. Dann kann A wohlgeordnet werden gdMFE ~ A wohlgeordnet
werden kann.

BEWEIS. , =" Sei (A, R eine Wohlordnung. Es giR ¢ A%. Dann gilt:A e WF = A> e WF
= A% cWF. Also istR € WF. Nach Lemma 11.18 giWF £ (A, R)ist eine Wohlordnung.
. <. SeiR e WF, so dalBWVF £ (A, R ist eine Wohlordnung gilt. Leicht zeigt m&hs (A,
R) ist Totalordnung, da diese Axiomk sind. Es gilt unter Verwendung der im Beweis von
Lemma 11.18 definierten Formgl WF £ ¥X c 4 o(X, 4, R). Es gilt(A) € WF, also gilt ¥X
CA (X, A, R, folglich gilt ¥X €4 o(X, 4, R). 1
KOROLLAR 11.20.Es gelten folgende Aussagen:
(a) ZF + AC = (AC)'"
(b) Con(ZF) = Con(ZF) und Con(ZF§ = Con(ZFC)

BEWEIS. Zu (a): Lemma 11.19.
Zu (b): Geht Uber Konstruktion vaivF, erster Teil schon gezeigt. s

Von jetzt an arbeiten wir in ZF oder ZFC, d.h. wir nehmen das Fundierungsaxiom hinzu.
Damit erhalten wir starkere Absolutheitsresultate.

SaTz 11.21.Die folgenden Relationen und Funktionen wurden in ZF-P durch Formeln
definiert, die beweisbar in ZF-P aquivalent 2g4Formeln sind. Sie sind folglich absolut fir
transitive Modelle von ZF-P.

(a) x ist Ordinalzahl,

(b) x ist eine Limesordinalzahl,

(c) x ist eine Nachfolgerordinalzahl,
(d) x ist eine endliche Ordinalzahl,
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) o,
M 0,1,2,3, ...

BEWEIS. Zu (a): InZF-P gilt: x ordinal & x transitiv 4 (X, €) ist totalgeordnet.

Zu (b):x ist Limesordinalzaht= x ordinalA W ex zexyez A x #0.

Zu (c):xist ordinala x # 0 A xist nicht Limesordinalzahl.

Zu (d): x ist ordinal A W & x (y ist 0 v y ist Nachfolgerordinalzahl A x ist
Nachfolgerordinalzahl.

Zu (e):x = w < xist Limesordinalzahh ¥y e x (yist nicht Limesordinalzahl

Zu (f): Per Induktion tben: Zeigex = n hat einedp-Definition, z.B.x = 1001 < F e x (y
=1000 4 x = s(y)) 4

LEMMA 11.22.SeiM transitiv mitM £ ZF-P. Sei x eine endliche Teilmenge WwhnDann
gilt x e M.

Bewels. Durch Induktion tber die Kardinalitat von (1) Sei zuersfx| = 0, also giltx = &.
Also istx = o= &M M. (2) Sei die Behauptung bewiesen fiix haben + 1 Elemente.
Wahley & x. Wegen Transitivitat gily € M. Wegen IV giltx \ {y} € M. Wegen Absolutheit

von U {y} und\ gilt x = fy} U (x\ {y}) = " S VDY = dyl v\ ) em. L

SaTz 11.23.Folgende Relationen und Funktionen sind absolut fur transitiveZ®-P:
(a) x ist endlich,

(b) A" fur n < o,

(c) A :== A" n < ).

SATz 11.24.Die folgenden Aussagen sind absolut fur beliebige transitive Modelle von ZF-
P:

(a) R ist eine Wohlordnung auf A,
(b) R ist wohlfundiert auf A.

BEWEIS. Zu (b): FallsM transitiv undM £ ZF-P ist, so gilt fur alleA, R € M: (A, R) ist
wohlfundiert< M £ (A, R ist wohlfundiert.

» =" schon bewiesen.

<. M £ Es existiertF: A - Ord, so dalB%, y € A X R ye F(X) € F(y).* (mit F
Mostowski-Kollaps vonyA, R) im Sinne vorM). Wegen Transitivitat voM ist A €M, und
wegen Absolutheit des Ordinalzahl-Seins @itd" = Ord /7 M. Es folgt, da®: A — Ord
eine Funktion ist inV. Es gilt naturlich inv, dalR vk, y € A X R ye F(X) € F(y) (in V). Wir
zeigen jetzt, daRA, R) wohlfundiert inV ist: SeiX ¢ Amit X # @. Seiog = min{F(x): x € X}.
wéahlexy € X mit F(Xg) = ap. Dann istxg R-minimales Element voX: Sonst gabe s X mit
y R %, alsoF(y) € F(x0), alsoF(y) < ao. Widerspruch zur Minimalitéat vou. 4

Zur Absolutheit von Funktionen, welche durch transfinite Rekursion definiert werden: Wir
hatten folgenden Satz: FaRswohlfundiert und mengenahnlich adfist undG: V - V geht,
so existierf: A -V, so dallk e A F(x) = G(F 7pred@, x,R)) gilt.

BEMERKUNG zur Relativierung von Klassen: S&ieine Klasse definiert durch die Formel
o(x). SeiM eine Klasse. Dann ist per Definitigd”" = {x € M: ¢"(x)}. Wir sagenA sei
absolut firM, falls ¢(x) absolut ist fuM, d.h.A™ = A 7M.
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BEISPIELE V ist absolut fur jedell. Ord ist absolut fur transitive Modelle vaif-P.

Wir schreiben jaG: V -V, falls ZFC + vk Ry G(x, y) gilt. Wir relativierenG auf M nur
dann, wenn giltM £ vk Ay G(x, y) Aber wenn das gilt, haben wa": M — M. Dann istG
absolut fuM, d.h.G™ = G 7M gdw.GM = G 7M ist.

SaTz 11.25.SeiR eine wohlfundierte, mengenahnliche RelationAauhdG: V - V. SeiF:
A -V mittels transfiniter Rekursion definiert, so da(k) = G(F 7pred(x)) fur alle xe A ist.
SeiM eine transitive Klasse mil £ ZF-P. Aul3erdem gelte

(a) Gist absolut fuM,

(b) R undA sind absolut fiM, (R ist mengenahnlich au)™ und vx e M pred@, x,R) ¢
M.

Dann istF absolut firM.

BEWEIS. Es giltM £ ,R ist wohlfundiert auA“. Und nach Voraussetzung haben Wirs R
ist mengenahnlich aufA“. Nach dem Satz Uber transfinite Rekursion angewende¥l in
erhalten wirF™: A™ - M, so daR gilt:ix € AM FM(x) = GM(FEM 7pred’(AM, x, RY)). Die
Behauptung istt™ = F 7AM. Falls dies falsch ist, sg ein R¥-minimales Element vofx &
AM: FM(x) # F(X)}. Es giltxo € AM = A 7M. Weiter gilt (*): pred!(AM, xo, R = {y e A N
M:yR X} ={y €A:yR x} = pred(A, %, R). Wegen Absolutheit vo® und Minimalitat von
X folgt dannFY(xg) = GM(EM 7 pred(AM, %, R)) = G(F 7 pred@, %, R)) = F(xX).
Widerspruch zur Wahl vory (minimal!). 4

ANWENDUNG. R sei &, A seiV oderOrd. (b) gilt dann fir alle transitiven Modelle vati--P.

SaTz 11.26.Die folgenden Uber transfinite Rekursion definierten Funktionen sind absolut
fur alle transitiven Modelle von ZF-P:

(a) rk(x),

(b) trcl(x).

BEWEIS. Zu (a): Rekursionrk(x) = sup{rk(y) + L.yex}: A=V, R = g, G(z) = sup{z(y) +
1: y e dom(z)} falls z Funktion und-an(z) ¢ Ord, undG(z) = 0, sonst.

Zu (b): Rekursiontrcl(x) = x U Atrcl(y):y ex}: A=V, R = g, G(z) = dom(z)U fan(z),
falls z Funktion, unds(z) = 0, sonst. .

LEMMA 11.27.SeiM ein transitives Modell fir ZF. Es gelten

(a) Pot(x) = Pot(x) /7M firr alle xe M.

(b) V." =V, /M fir allea eOrd /7M.

UBUNGEN

11.1. Zeige, dal,, ., nicht Modell fir das Ersetzungsaxiom ist.
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12. REFLEXIONSARGUMENTE

DEFINITION.  Eine Liste von Formelng:, ..., ¢n € L!9 heiRt abgeschlossen unter
Subformeln falls folgendes gilt: Falld <i <nundy eine Subformel vog; ist, so gilty =
g fureinl <j <n.

LEMMA 12.1. Kriterium von Tarski-VaughtSeienM, N Klassen miM < N. Sei ¢y, ..., ¢n
eine Liste von Formeln, die unter Subformeln abgeschlossen ist. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(a) Alle Formeln ¢4, ..., ¢, sind absolut fuM, N.

(b) Falls gi = Z y(x, y1, ..., Y) (also frei(y) C{X, %1, ..., Y} und y = ¢; fir ein 1<j <n) so
gilt: Wi, ...,y eM (K eNy X, W, ..., ¥) 2 K eM X, v, ..., Y)).

BEWEIS. Zu (a)= (b): Seip; wie in (b). Seiy = ¢;. Seienyy, ...,yi e M, so dalRk e N yN(X,
y1, ..., Y) gilt. Es gilt alsop™(ys, ..., ). Wegen (a) (Absolutheit vom) gilt ¢i™(ys, ..., y), d.h.
HKeM o™X, Wi, ..., Y). Wegen Absolutheit vop folgt darausk e M ¢N(x, Wi, ..., Y).

Zu (b)= (a): Durch Induktion Gber die Komplexitat venzeigen wir, dal3 alle;, 1 <i <n,
absolut sind fuM, N:

Induktionsanfang: Fallg; eine Primformel ist, gily™ = ¢i = ¢, also ist klarerweise;
absolut furM, N.

InduktionsschluRR: Fallg; = (w1 A y2), alsoy; = gk undy, = ¢ fur gewissel <k, j <n, so
sind nach My, undy, absolut fuM, N. Es folgt leicht, daf auah absolut fimM, N ist.

Ebenso leicht, weng, = - ist.

Sei jetzty; = Z y(x, y1, ..., ¥). Also isty = ¢; flr einel <j < n. Nach IV isty; absolut fur
M, N. Seienys, ...,yi € M beliebig. Es gilipM(ys,..., ) & K eM g, ..., y) &™) K e
M oN(X, Voo ) @ K EN GNX, Voo, Y) < 01 (V1 -on Y). 1

SATz 12.2.SeiZ eine Klasse, und séZ,: a € Ord) eine funktionale Klasse, so daf3 gilt:
(@) Yo, p €0Ord (o < p = Z, C Zy),

(b) Falls y Limeszahl ist, so ist Z, = Uy<, Z,,

(€) Z= Upeord Zp,d.N. X (XeZ & Fo €Ord x € Z,).

Seien auRerdemy, ..., pn € L'9. Dann existiert zu jedem a € Ord ein f € Ord, so daf > «
und alle g; fur 1 <i < n sind absolut fir £ Z.

BEwEIS. Wir wollen Lemma 12.1 anwenden mit = Z und M = Z; fiir ein noch zu
bestimmendeg. Falls notig, verlangere die Listg, ..., ¢, zuerst zu einer Liste, ..., pm mMit
n < m, die unter Subformeln abgeschlossen ist. Fir jédes < n definiere die Funktiof;:
Ord — Ord wie folgt: Fallsg; = 2 ¢j(x, i, ..., ¥) ist, definiere zuerst die Funktids: yA
Ord wie folgt:

FUr (1, ..., Y) € Z' gelte:

Falls =& € Z oi“(X, Vi, ..., ¥) gelte, setz&(, ..., y) = O.

Falls & € Z ¢;"(X, Wi, ..., ¥) gilt, seiG(ys, ..., ¥) das kleinstgg  Ord, so dal giltZk e Zg
01706 Yor oons W): K E Z5 (X, Wy oons W)

Fiur a e Ord setze jetztFi(@) = sup{Gi(¥1, ..., ¥): 1 ... ¥) € Z'}. Falls ¢ nicht
existentiell ist, so sdt; konstan®.

Bemerke folgendes: Angenommgiist eine Limesordinalzahl, so dal3 () <i <sm V¥ <p
Fi©) <p, Dann sind alle;, 1 <i <m, absolut fiiZs, Z.
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Beweis der Bemerkung: Skis<i < nbeliebig, und sepi = ¢i(y1, ..., ¥). Seienyy, ...,yi € Z.
Aul3erdem geltey = % w(y1, ..., ¥). Wegen Lemma 12.1 brauchen wir nur zu prufen, dal3
folgendes gilt:% € Z y*(X, Wi, ..., ¥) = K € Zs v*(X, W, ..., ). Es gelte alsak € Z y*(x,
v Y). Dag Limeszahl ist, existierf < f, so daly; € Z fur allel <i <n. Es folgt X €
Zo1,..yy (%, W, ..., ¥). Da abeG(yy, .., ) < Fi@) < f gilt, folgt daraus e Z; y*(x, yi, ...,
y)). Das beweist die Bemerkung.

Sei jetzta € Ord. Wir konstruierers > o wie in (*) wie folgt: Setzefy = a. Fallsfk schon
definiert ist, setzt@.1 = max{fx + 1, F1(py), F20bx), ---» Fm(PK)}. Dann istPy: k < w) eine
wachsende Folge von Ordinalzahlen, folglichfist sup{fx. k < o} eine Limeszahb a.
AulRerdem hagf Eigenschaft (*): Sel <i s mund¢ < . Wahlek < w, so dal¥ < pi qgilt. Es
folgt Fi(&) <Fi(Bx) <Br+1 < p. Also ist Satz 12.2 bewiesen. 4
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