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1. TOPOLOGISCHE UND METRISCHIRAUME

DerINITION. Eintopologischer Raurist ein PaatX, 7), so dal3 folgende Axiome gelten:
(@) 7 < AX) (Potenzmenge voX), d.h.U e 7= U c X

(b) o, Xe 7

(c) Fallsl beliebig undJ; € 71uri el, soistUg U; € 7+

(d) FallsU,V e 7, soauclu NVe7’

7 heildtTopologieauf X. Die Elemente vory heil3enoffeneMengen, deren Komplemente
heil3enabgeschlossen

EXTREME BEISPIELE
(@) 71 = #AX) heilRtdiskreteTopologie
(b) 77 = {2, X} heil’tKlumpentopologie

Gegeben Topologiewr; 7 auf X, so heil3t7 feiner als 77, falls 7~ ¢ 7. Dann heil3t7"
groberals 7. Die diskrete Topologi¢7s ist also die feinste Topologig; die grobste.

Eine MengeJ ¢ X, welche Durchschnitt von abz&hlbar vielen offenen Mengen ist, Ggil3t
Dual dazu nennen wir abzahlbare Vereinigungen von abgeschlossenen Mgngen

Ein Teilraumvon (X, 7) ist ein PaafY, 7 7Y), wobeiY c Xund7 7Y ={U NY:Ue 7}. 7
7Y heil3trelative oderinduzierteTopologie aufY (77 7Y ist trivialerweise eine Topologie auf
Y).

Eine Basisfur die Topologie7 ist eine Teilmenge® ¢ 7 mit der Eigenschaft, dal3 jede
Menge in7 die Vereinigung von (gewissen) Mengengst. Wir sagen auch% erzeugt/™.

BeispIiEL Auf der Menge der reellen Zahl&bildet die Gesamtzahl der offenen Intervalle
(a, b) mit a, b € R eine Topologie. Eine Basis fir diese Topologie stellt die Menge der
offenen Intervalle mit rationalen Endpunktéte {(a, b): a, be Q} dar.

Eine Teilmenge$ ¢ 7 heil3tSubbasidir 7, falls die Menge aller endlichen Schnitte von
Mengen inS’eine Basis furist.

Ein topologischer Raum erfullt dasveite Abzahlbarkeitskriteriynfialls er eine abzahlbare
Basis hat.

Gegebenx € X und U € 7 mit x € U, so hei3tU offene Umgebung/on x. Eine
Umgebungsbasionx ist eine MengeZ/ ¢ 7 mit folgenden Eigenschaften:

@Ue?Z/=>xel.

(b) Jede offene Umgebung varenthélt ein Element i@/ (als Teilmenge).

Ein topologischer Raum erfullt dagste Abzahlbarkeitskriteriunfalls jeder Punkt eine
abzahlbare Umgebungsbasis besitzt.

LEMMA 1.1.Zweites Abzahlbarkeitskriteriusa Erstes Abzahlbarkeitskriterium.

BEWEIS. Sei % eine abzahlbare Basis vanhundx € X. SetzeZ/= {U € %. x € U}. Axiom
(@) ist klarerweise erfullt. Wir beweisen die Gliltigkeit von Axiom (b). \&eine beliebige
offene Umgebung vor, alsox € V € 7. Es existiererlJ; € Zfluri el mitV = U4 U,
Darlber hinaus existiert eine | mit x € Ui.. Dann istU; € 7/ AulRerdem giltJ; c V. =
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Man mufd schon etwas suchen, um einen Raum zu finden, in dem das erste, nicht aber das
zweite Abzahlbarkeitskriterium gelten. In den Raumen, die im nachfolgenden behandelt
werden, gelten zumeist sowohl das erste als auch das zweite Abzahlbarkeitskriterium.

SeienX, Y topologische Raume. Eine AbbildufgX — Y heil3tstetig falls fir jede offene
MengeV c Y die Mengef*(V) := {x € X: f(x) € V} offen ist inX. Mit anderen Worten: Eine
Funktion ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist. Klarerweise
gilt dann fiir jede abgeschlossene MeNge Y, daRf*(V) abgeschlossen ist, G&Y \ V) = X \
f1(V). Die Abbildung f heiRt offen (bzw. abgeschlossén falls fiir jede offene (bzw.
abgeschlossene) Mengec X die Mengd(U) := {f(x): x & U} offen (bzw. abgeschlossen) ist
in Y. Fallsf bijektiv ist, so istf offen gdw.f abgeschlossen ist, da daff \ U) = Y \ f(U)
Anstelle vonf(U) schreiben wir manchmal au€iu .

BEISPIELE

(a) f(x) = 1ist nicht offen.

(b) f(x) = sin(x)ist nicht offen.

(c) f(x) = ax + bist offen fira # 0.

Die Abbildungf heil3tHoméomorphismugzwischen X und YYalls f bijektiv, stetig und
offen ist. (Falls71, 77 die Topologien auK bzw.Y sind, dann gilt7; = {f(U): U & 73}.) Ein
Homoéomorphismus ist damit eine bijektive stetige Abbildung, deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist. Ein Homo6éomorphismus bildet offene Mengen auf offene ab und
abgeschlossene auf abgeschlossene.

Weiter heil3f: X — Y eineEinbettung von X in Malls f ein Homdomorphismus zwischeénh
und f(X) ist, wobeif(X) die relative Topologie tragt. Falise X, so heil3f stetig im Punkt x
(oderx Stetigkeitspunkt vorf), falls f*(V) eine offene Umgebung vonist fiir jede offene
UmgebungV vonf(x). (Aquivalent: Falls/ cY offen undf(x) €V, so istf*(V) offen.)

Sei(Y))ia eine Familie von topologischen Raumen undXseine Menge. Weiter séi X —

Y fur jedes €| gegeben. Dann existiert eine grobste Topologauf X, so dald allé, i 1,
stetig werden. Man nengtdann die durclf;)i4 erzeugteropologie.

Als Anwendung davon erhalten wir dirodukttopologieeiner Familie von topologischen
Raumen(X)iq auf 7/ig X (hier ist /4 X das kartesische Produkt alléf, d.h. die Menge
aller Familien(x)ia mit X € X). Diese ist die grobste Topologie alifo4 X, so dal3 alle
Projektionenz: /ig X - X, (X)ia ~ %, ] € |, stetig werden. Eine Basis flur die
Produkttopologie bilden alle Mengen der Foffy U;, wobeiU; ¢ X offen fur allei 1 und
Ui = X; fur fast allei 1 (alle bis auf endlich viele). Allg; sind offen.

Schliel3lich ist dietopologische Summe(X, 7) = &4 X einer Familie (X)ig Vvon
topologischen Raumen wie folgt definiert: SeF (4 X die disjunkte Vereinigung def;,
z.B.X = Ug X x{i}. Die Bijektionx ~ (x, i) ,verschiebt* die Topologie voX; auf X; x {i}.

Wir erklaren, daly/ ¢ X offen ist gdw.V /7 (X x {i}) offen ist fur allei. Klarerweise is: X;
- &g X, X~ (X, ]) eine Einbettung (im topologischen Sinn).

Das Verstandnis der Produkttopologie ist fur viele der nachfolgenden Anwendungen von

grol3er Bedeutung. Die topologische Summe hingegen wird keine grof3e Rolle spielen.

Sei X ein topologischer Raum und ¢ X. Dann definieren wilU als denAbschluRvon U
durchU = 77{V: U ¢V ¢ X A V abgeschlossen} £y c v c x 1 v abgeschiosse- Klarerweise ist
U die kleinste abgeschlossene Menge (bzyldieU enthélt. Es giltx € U gdw.U NV # @
fur alle offenen Umgebunganvonx.

Daruiber hinaus definieren wir fiir ¢ X die MengeU® := X \ U, dasKkomplementvonU.

Ein Paar(X, d) heiRtmetrischer Raunrfallsd: X* - [0, o) eine Abbildung ist mit folgenden
Eigenschaften:
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@ Vx,yeXdx,y)=0=x=y
(b) VX, yeXd(x, y) =d(y, x)
(©) ¥, y, ze Xd(x, y)<d(x, z) + d(z, y)

Die Funktiond heil3t eineMetrik auf X. Eine Metrikd induziert stets eine Topologig auf
X wie folgt: Fiirx e Xunde > 0, ¢ € R setzeB(x, ¢) = {y e X: d(x, y) < &}.

LEMMA 1.2. Z= {BY(x, g): x € X N e > 0} ist eine Basis einer Topologie auf X.

BEWwEIS. Wir verwenden Aufgabe 1.1, um zu zeigen, dald das stimmt: B@ien, B(y, J) €
£ 1. Fall. B(x, ¢) /1B(y, o) = @. @ist die leere Vereinigun@. Fall. Seiz € B(x, ¢) /1B(y, J).
Setzep:= min{ ¢ — d(x, z), 0 — d(y, z)}. Dann istz € B(z, p) C B(x, ¢) /1 B(y, 0). Seiv € B(z, p).
d(v, X)<d(, z) + d(z, x) < (e- d(x, z)) + d(z, x) = ¢. Folglichv € B(x, ¢). Analog zeigev
B(y, 6). Daraus folgt, daf3 sicByx, &) /7 B(y, ) als Vereinigung von Elementen #ischreiben
lant. Wir haben (a) aus Aufgabe 1.1 nachgewiesen. (b) ist klarcdy, ¢) fur allee > 0. A

L wird in diesem Fall mit7g bezeichnet. Elemente vary haben also die Gestali 4 Ui,
wobeiU; € £undl beliebig.

Ein topologischer Raur(X, 7) hei3tmetrisierbar falls eine Metrikd auf X existiert, deren
induzierte TopologieZy gleich 77ist. Wir sagen danrg sei kompatibelmit 7. Falls zwei
Metriken aufX gegeben sind, so heiRen didsmmpatibel falls beide dieselbe Topologie
induzieren.

Seid eine Metrik aufX. Dann existiert eine md kompatible Metrikd* mit d* <1, d.h.d‘(x,

y) < 1firallex, ye X. Nehmed* =d /(1 + d).

Eine TeilmengeD ¢ X eines topologischen Raunxsheil3tdicht, falls fur jede nichtleere
offene MengaJ ¢ X gilt D 17U # &. Falls X eine abzéahlbare, dichte Teilmenge hat, so heift
X separabel

LEMMA 1.3.Alle RA&ume mit dem zweiten Abzahlbarkeitskriterium sind separabel.

BEWEIS. Falls # eine abzahlbare Basis vohist, wahlexy € U fur alleU € #mit U # &.
Dann ist{xy: U & %} abzahlbar und dicht. 4

BEISPIEL R ist separabel, den@ist dicht inR und abzahlbar.

Sei(X, d)ein metrischer Raum und c X. Dann ist(Y, d 7Y?) ein metrischer Raum urdi 7
Y? ist kompatibel mit der relativen Topologie agfda firy e Y gilt BY""(y, ¢) = {z € Y: d(y,
z)<e) =B, ¢ NY.

LEMMA 1.4.(X, d) sei separabel und B X sei dicht und abzahlbar. Weiter set¥X. Dann
ist Y separabel.

BEWEIS. Moglicherweise isY /1D = g (wieim FallX=R,D = Q,Y =R\ Q). Zu jedemp
= (x, n) e D x Ywahle, falls moglich, einen Punit € Y /7B(x, 1 / n) DaD x & abzahlbar
ist, ist die Meng®' := {y ,: p € D x A} abzahlbar. Nach Konstruktion giX < Y. Au3erdem
ist D* dicht inY: Seiy € Y undn € & beliebig. Wir findeny, € D* /7 B(y, 1 / n)wie folgt:
Findex € D mit x € B(y, 1 / (2n)) Dann gilty € B(x, 1 / (2n)) somitY /7 B(x, 1 / (2n))# @.
Nach Konstruktion gilt fip = (X, 2n) y € Y /7B(x, 1/ (2n)) Es folgtd(y, y) < d(y, x) + d(x,
Yo)<1/(2n)+1/(2n)=1/n 4

Ahnlich zeigt man, daR ein metrischer Raum genau dann separabel ist, wenn er das zweite
Abzahlbarkeitskriterium erfullt.
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BEWEISSKIZZE ,, <" schon gesehen.=". SeiD ¢ X dicht und abzahlbar. Setzé= {B(x, 1
/ (n+1)): xeD A neM}. Verifiziere, dalR¥eine Basis ist.

LEMMA 1.5.Sei ((%, d.))nevy €ine Folge von metrischen Raumen. Wir haben bereits gesehen,
dal3 X := /ey X, die Produkttopologie7 tragt. (X, 7) ist metrisierbar durch die Metrik
d((%)nev: Ynnew) = Zney On(Xn, Yn) / (2n+1(1 + (X, Yn)) = Znew On'(Xn, Yn) / 2

BEWEIS. (1) dist eine Metrik aui. (a) d((*)new (Ynew) = 0 & d(()nem (Yn)new) = O fur
aleneN e x =y, firallen e N & X)nhey = (Yn)ner () Symmetrie folgt aus der
Symmetrie fur diad,’s. (c) 4 - Ungleichung folgt leicht aud - Ungleichung furd, / (1 + d,)
=dn'.

(2) Zu zeigen bleib¥ = 74. Seill,oy U, eine offene Menge in der natirlichen Basis von
D.h. es existierhy € N, so dafllJ,, = X, fur allen > ng undU, ¢ X, offen fir allen < nyg. Wir
zeigen, dal3 zu jedem= (X)newy € [hey Un €ine > 0 existiert, so darBd(x, g) C ey Up.
Wahle zun < ng &, > 0, so daB™™ (x,, 2"*%¢,) ¢ Uy, Seie = minfen: n < no}. Seid(x, y) < e
fiir y € X. Folglichdy'(Xn, Yn) / 2" < &, alsody(Xn, ) < 2™ ¢, alsoy, € B (x,, 2" ¢), fr
alle n < ny. Es folgty, € Uy, allen < ng, somit fir allen e N. D.h.y = (Yo)nev € Llhey Un.
Umgekehrt seB%(x, ¢), y € BY(x, ¢). Finde Zoy Un Mity & Moy Un € B, ¢), so daflJ, < X,
offen fur fast alleU, = X,. Setzez* := ¢ — d(x, y). Findeny € Y gro3 genug, so daf,..o 1 /
2" < ¢/2. Wahlegy, ..., enp.1> 0, 50 dalR¥cicno & / 2% < &*/ 2. SeiU, = B (y,, ) filrn
< ng undU, = X, sonst. Alsoy = (Yn)newy € Lhey Un. Seiz e I,y Up. Es folgtd(z, y) =2n<no
' W) 1 2 + Do On'@e, V) 1 2 < S en I 2+ e /2 =6/ 2+ /2 =¢".
Folglichd(x, z)<d(x, y) +d (v, z) <e. 4

Die Summe einer beliebigen Familie von metrischen R&dumen ist metrisierbar. Abzahlbare
Summen von separablen (metrischen) Raumen sind separabel. Ein Rauragud#gt wenn
zu jedemx e X und zu jeder offenen Umgebutyvon x eine offene Umgebuny von x

existiert mitV c U.
LEMMA 1.6.Metrische Raume sind regular.

BEwEIS. Sei(X, d)ein metrischer Raum unde X undU eine offene Umgebung voa Es
existierte > 0 mit B(x, ¢) ¢ U. Dann gilt B(x,£/2) € B(x, ¢) < U: Sei namlichy € B(x,£/2).
Dann giltB(y, 1/ n)/7B(x, ¢/ 2) # oflr allen e N, da sonsy ¢ B(y, 1/ nj 2 B(x, ¢/ 2), ein
Widerspruch zur Definition des Abschlusses einer Menge. Wir kbnnen gpaiB(y, 1 / n)
M B(x, ¢/2) zu jederm & NYwahlen. Fur allen € Y gilt dannd(x, y) < d(X, %) + d(X, y) <&/

2+ 1/n Esfolgtd(x, y)<e/2. Wir haben gezeigB(x,£/2) c{y e X: d(x, y)<e/2}. 4

B(x,e) O5{y € X: d(Xx, y)< ¢} gilt im allgemeinen nicht, wie das folgende Gegenbeispiel
zeigt.

GEGENBEISPIEL Sei(X, 7) diskret, also metrisierbar durdiix, y) = Oftr x = y undd(x, y) =
1, sonst. SeieRr, y € X, X #y. DannB(x, 1) = {x};, auRerdenB(x,1) = B(x, 1)und{z & X: d(x,
z)<1}=X>5X,Y.

AulRerdem erflllen metrische Raume Hisisdorff’sche Trennungsaxiom

(T2) Einpunktige Mengen sind abgeschlossen. (Aquivalent: Ealie X, x #Y, so besitzy
eine offene Umgebung mit x ¢ U: FallsX durchd metrisiert wird, nehmé& = B(y, d(x, y)))
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BEISPIEL Ein topologischer Raum, versehen mit der Klumpentopologie, effillhicht.

SaTz 1.7. Gatz von UrysohnFalls X das zweite Abzahlbarkeitskriterium erfillt, so ist X
metrisierbar gdw. X (i) erfullt und regulér ist.

LEMMA 1.8.Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt
(a) Ist F c X abgeschlossen, so ist ;.G
(b) Ist Uc X offen, soist U F

BEWEIS. (@) Zue > 0 seiU(F, ¢) := {y e X: AX e F d(x, y) < &}. Klarerweise istU(F, ¢) =
Uker B(x, ¢) offen. Dann giltc = /7{U(F, 1/ n): ne N}.

, CYist trivial, daF c U(F, ¢) fur allee > 0.

, 2 Seix € /ey U(F, 1/ n) Dann giltx € F , da sonst eine offene MengedvX existiert,

namlichV = (F )%, mitx e VundV /7F = @. Findee > 0 mit B(x, ¢) c V. Wahlen e &, so
dal3/ /n < e. Dann ist nach Voraussetzuxg U(F, 1 / n) es existiert alsa € F mit d(x, z) <

1/n < e Dannz € B(x, ¢), SOmitB(x, ¢) /1F # o, ein Widerspruch. Somit git e F = F.
(b) (Beweis fur(X, d) separabel) Sé& c X abzahlbar und dicht. Es gilt = U{B(x,1/n): x

eD,neN A B(x1/n) cU}.
, 2" ist trivial.
. C " WahlezeD /7B(x, 1/ (3n)) Dann istx € B(z, 1 / (3n)) Und aul3erdenB(z,1/(3n)) ¢

B(x, 1/ n)c U. Wir haben schon geseheB(z,1/(3n)) c {y € X: d(z, y)c 1/ (3n)} Seiy € X
beliebig mitd(z, y)c 1 / (3n) Es giltd(x, y)<d(x, z) +d(z,y) <1/(3n)+1/(3n)<1/n
und somity € B(x, 1/ n) 4

UBUNGEN

1.1. SeiX eine Menge unds c ¢(X), so dal3

(a) der Durchschnitt von zwei beliebigen Mengen#tygleich der Vereinigung von
gewissen Mengen i ist, und

(b) die Vereinigung aller Mengen i gleich X ist.
Zeige, dal¥zdie Basis einer Topologie axfist.

1.2. SeiX eine Menge unds ¢ ¢(X). Dann existiert eine Topologi€auf X, so dali$ eine
Subbasis furist. (Verwende die Konventiort’ @ = g, /17 @ = X.)

1.3. SeiX eine Menge undY;)i4 eine Familie von topologischen Raumen. Sei fe(f)gs
eine Familie von Funktionefi: X - Y. Zeige, dal} eine grobste Topologie auf
existiert, bzgl. Welcher allg stetig werden.

1.4. Sei(X)iq eine Familie von topologischen Raumen uhfdX; versehen mit der
Produkttopologie. Zeige, dal3 alle Projektiongn < J, offen sind.

1.5. Seid eine kompatible Metrik fir den RaufX, 7). Zeige, dald durc’ :=d / (1 + d)
eine kompatible Metrik mid* < 1 definiert wird.
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2. BAUME UND ORDINALZAHLEN

DerINITION. EinePartialordnung(oder aucheilweise geordnete Menpist ein PaafP, <),
bestehend aus einer Mengeind einer Relatiorr auf P, so dal3 folgende Axiome gelten fur
allex,y,zeP:

(a) Reflexivita) x <x.

(b) (AntisymmetrigFallsx <y undy <X, sox =Y.

(c) (Transitivitah Fallsx syundy <z sox <z

Eine Partialordnung () hei3tTotalordnung(oderlineare Ordnung, falls aul3erdem
(d) x <y odery < xfur allex,y e P.

Falls (P, <) Partialordnung, so hei¥{ ¢ P Kette falls die UnterordnundK, <) eine
Totalordnung ist. (Aquivalenty x, ye K x sy 'y < x.) Eine KetteK ¢ P heiBtmaximal
falls keinK* cPmitK cK' (K # K") Kette ist. Eine Totalordnun@, <) heil3tWohlordnung
falls jede nichtleere Teilmenge vérein kleinstes Element besitzt, dhX cP (X # @ = FX
e X Vy e X =(y < X)), wobeiy < x definiertist alsy sx Ay #X.

BEMERKUNG. Eine Partialordnung kann mehrere kleinste Elemente besitzen.

DEeFINITION. Eine MengeA heil3ttransitiv, falls jedes Element voA Teilmenge vomA ist,
d.h. Vx (xe A= xcA). (Aquivalent: Vx,y (yex e A=y eA))

BEISPIELE
@) o,{g, {2 {2}, {2 {2}, {2 {2}}} sind transitiv und totalgeordnet.
(b) {{ 2}} ist nicht transitiv, daz ¢ {{ 2}} .

(c) {2, {2}, {{ g}}} ist transitiv, partiell geordnet, aber nicht totalgeordnetyéa{{ 2}} und
{a} g2

DEeFINITION. Eine Meng@A heildtordinal bzw. Ordinalzahl falls A transitiv und das PaéA,
€) eine Wohlordnung ist.

BEISPIELE &, {}, {2, {2}}, {9, {2}, {2, {2}}} sind Ordinalzahlen.

Wir geben nun einige Eigenschaften von Ordinalzahlen an. Aalidinal, so auch + 1 :=
A U{A}. FallsA eine transitive Menge von Ordinalzahlen ist, sd\istrdinal. FallsA ordinal
ist unda € A, so ista ordinal. FallsA und B ordinal sind, so giliA e B VA =B vB € A
Damit erhalt man, dal3 die Klaséed aller Ordinalzahlen wohlgeordnet ist unter Ord ist
eine echte Klasse, d.h. keine Menge.

Ublicherweise werden natiirliche Zahlen definiert als endliche Ordinalzdhlenz, n + 1
=n U{n} ={0, ..., n}. ¥= w ist die Menge allenaturlichen Zahlen. Dann isto eine
transitive Menge von Ordinalzahlen, also dstordinal. Es ist leicht zu sehen, dafl3die
kleinste Ordinalzahl ist, die alle natirlichen Zahlen enthalt. Dann sindeaauch, (w + 1) +
1, ... ordinal. Es gibt auch Uberabzahlbare Ordinalzahlen. Die kleinste solchegbwrgid
mit w1 bezeichnet. Dann igi; also die Menge aller abzahlbaren Ordinalzahlen.

Man zeigt, dal¥rd die Klasse alletsomorphietypervon Wohlordnungen ist. D.h. zu einer
beliebigen Wohlordnun@P, <) existiert (genau) eine Ordinalzahund eine Bijektiorf: a -
P, so daB fur allg, y e a qilt: p €y < f() < f{(y). Folglich sind(a, &) und(P, <) isomorph.
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SaTz 2.1. Prinzip der Induktion auf Ordinalzahlgrbei o eine Ordinalzahl und P eine
Eigenschatft. Falls wir zeigen kénnen, daf3

(@ 0eP,und
(b) falls p € a und alle y € p Eigenschaft P haben, so auch p,
dann haben alle p € a die Eigenschaft P.

BEWEIS. Angenommel = {f € a: B hat nicht P} # @. Daa wohlgeordnet ist, enthak ein
kleinstes Element,. Wegen (a) gils, # 0. Es gilt, daf¥ P hat fir allef € fo. Wegen (b) hat
auchfy P, ein Widerspruch. 4

Zu MengenA, B bezeichne®® (oder auch/Z; A) die Menge aller Funktioneih B — A. Wie
in der Mengenlehre ublich identifizieren wir eine Funktion mit ihrem Graphkeftb, f(b)): b
€ B}.

Sei nunA # g, n e N. Dann istA" also die Menge alles: n — A. Wir schreibers = (5(0), ...,
s(n — 1) oder aucls = {(0,s(0)), ..., (n — 1, s(n — 1))pist also eine Folge der Langevon
Elementen imA. Wir schreiberlength(s) = noder|s| = n. BemerkeA’ = { z}. Dariiber hinaus
verwenden wir die Schreibweige”™ = (v A" fiir die Menge aller endlichen Folgen von
Elementen irA. A*" tragt eine natiirliche Partialordnung: Eiit € A*" definieres <t (,s ist
Anfangsstiick von t), fall$s| < |t| undt 7|s| = s wobei furm < |t| gilt t 7m = ¢(0), ..., t(m —
1)) (.t restringiert aum®). Klarerweise gilts <t gdw.s c't. Fallss <t odert = s, so heil3ers
undt vergleichbar(oder auctkkompatibe), andernfallsinvergleichbarinkompatibe).

Zus, t € A*Y kdnnen wir diekonkenatiorvon s undt bilden, bezeichnet mi*t := (5(0), ...
s(|s| - 1), t(0), ..., t(|t| - D) Also ist|s " t| = |s| + [t| unds~t(i) = s(i), fallsi < [s] unds " t(i) =
t(i - [s]), falls[s| <i < [s| + [t|. Fallst = ) fur einn € A, also|t| = 1, so schreiben wis " n
statts " (h). Wir kénnen die unendliche Konkenation v@r A", i € A, bilden:sy" s, " ..." s °
... Das ist ein Element voA" gdw. nicht von einem an alles = o. Fallss € A", i e A,
paarweise kompatibel sind, insbesondere wgna s, s, < ..., sSo kbnnen wix := Ugy S
bilden. Dann isk € A" gdw.lim supey |s]| = .

DEFINITION. SeiA eine nichtleere Menge. EBaumaufA ist eine Teilmengd ¢ A", die
abgeschlossen ist gegenuber der Bildung von Anfangsstiuckew,skhT ¥n <|s| s7n e T.
Elemente vorT heiRenKnotenvon T. Ein unendlicher Asvon T ist ein Elemenk < A" mit
der Eigenschaft, da® 7n T fur alle n € N. Klarerweise ist danfx 7 n: n € A} eine
maximale Kette vorfT, <). Mit [T] bezeichnen wir die Menge aller unendlichen Aste Ton
Also[T]={x €AY ¥neNxneT}

Ein Baum aufA heil3t gestutzt falls (T, =) keine maximalen endlichen Ketten besitzt
(&quivalentT # @ und jede maximale Kette vd, <) ist unendlich).

BEIsPIELE Die folgenden zwei Baume werden uns besonders interessieren.

(a) Mit A =2 ={0, 1} ergibt sich2*", dervolle binareBaum.

(b) Mit A = NYensteht der Baur™".

Klarerweise gilf2<"] = 2" und[¥"] = &". Beides sind gestutzte Baume.

Sei jetztA versehen mit der diskreten Topologie. DannAishetrisierbar, z. B. durch die
Metrik d: A% - {0, 1} mit s(a, b) = 1 fallsa # b unds(a. b) = Q sonst. Da, wie wir gesehen

haben, abzéhlbare Produkte von metrischen Raumen metrisierbar sift(istsehen mit
der Produkttopologie) metrisierbar. Eine kompatible Metrik erhalt man z.B. folgendermal3en:
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Firx, y € AY mit x #y setzed(x, y) = minfk € ¥ x(k) # y(k)}. Damit setzel(x, y) = 1 / (A(x,
y) +1), fallsx # y undd(x, y) = Q sonst.

LEMMA 2.2.Die Metrik A ist kompatibel mit der Produkttopologie.

Bewels. Die natiirliche Basis der Produkttopologie Alibesteht aus Mengen der Form

(a) kv Ui, wobeiU; ¢ A offen ist fur alle e YundU; = A, aul3er fur endlich vielw, ..., k-
1 €N, undU; # g far allei.

Da A diskret ist, konnen fulJg), ..., Un1) einelementige Mengen gewahlt werden.
Klarerweise existiert zu jeder Menge der Form (a) und jedem Ruakl/_y U; eine Menge
der spezielleren Form

(b) 7fem{ai} x Ilym A, wobeim e Yunda; € A, so dalk e /7 m {ai} X Ilym A C [T oy U;.
Setze daza; = x(i). Wir fuhren zunachst eine neue Notation ein.

DEFINITION. Fallss := (ag, ..., @n.1), SO[S] := [an{a} X wn A ={y e A% Vi<my() =
a}. Manchmal werden wiKs anstelle vorjs] schreiben.

Somit ist auch® = {[s]: s € A"} eine Basis der Produkttopologie &t Fiirx € A" undn
eNgilt aberBi(x, 1/ (n + 1)) = {ye A% x =y v4(x, y) >n + 1} = [x 7{0, ..., n}]. Da{BY(x,
1/(n+1)): xe A", n €W eine Basis fiir die durahinduzierte Topologie ist, sind wir fertig.

SaTz 2.3. Sei A# o und diskret. Die Abbildung 5 [T] ist eine Bijektion zwischen der
Menge aller gestutzten Baume auf A und der Menge aller nichtleeren abgeschlossenen
Teilmengen von’A Die Umkehrabbildung ist > 7 := {x 7n: x € F, n e A}, wobei Fc A"
abgeschlossen ist und#2.

BewEls. (a)[T] ist abgeschlossen. Klarerweid@ # o, daT gestutzt ist. Wir zeigefiT] =
[T]. Seix e [T]. Fur jedesn & AV ist Ny, eine offene Umgebung von Somit existierty, &
Nxn /7[T]. Day, €[T], folgtx 7n =y, 7n € T. Da n beliebig, folgk € [T].

(b) Zp = T qilt fur alle gestutzten Baume. Es gilt 717 = {x 7n: X € [T], n € A} nach
Definition. Wir beweisen nudi; = T. ,2* Seis € /. Findex € [T], n e N mits =x 7n.
Dax 7n T, folgts € T. ,C“: Seis € T. Weil T gestutzt ist, gibt es € [T] mit x & Ns. Somit
X 7n = sflr einn € A, alsos & 7.

(c) [T.]= F firr alle abgeschlossenen nichtleeferr AY. ,c: Seix e [T.], d.h.x 7n e Ik

fur allen € N. Sein € NV beliebig. Es existiely € F, so dalk 7n =y 7n, alsoy € Ny». Da
{Nxn: N €N} eine Umgebungsbasis vanst, folgtU /7 F # @ fur jede offene Mengl mit x

e U. Folglichx F=F. ,2 Seix e F. Nach Definition istx 7n e I: fur allen e N.
Folglichx e[ 7] . 4
ALLGEMEIN GILT: Fallsf: A - Bundg: B - A Abbildungen sind, so daf3
(&) YaeAg(f(a)) = aund
(b) ¥beBf(g(b)) =h
dann sind undg Bijektionen undy = f™.

DEFINITION. SeiS ein Baum aufA und T ein Baum auB. Eine Funktionp: S — T heil3t
monoton falls auss ct folgt ¢(s) C () fur alles, t € S Fur ein monotoneg seiD(p) = {x €
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[S]: My [@(x 7N)| =0}, FlUrx € D(p) setzep*(x) = Uhey @(x 7n). Bemerkep*(x) & [T],
somitp*: D(p) — [T]. AulRerdem heil3 total, falls D(p) = [S].

SATz 2.4.Seien S und T weiterhin Baume undgse& — T monoton. Dann ist D(p) Gs in [S]
und p*: D(p) — [T] ist stetig. Falls umgekehrt f: G> [T] stetig ist und G Gin [S] ist, soO
existiert ein monotones ¢. S - T mit f = ¢*, also insbesondere G = D(p).

BEWEIS. Es giltx € D(p) gdw. ¥ n 7m |p(x 7m)| =n. SetzeJ, :={x €[S]: Im |p(x 7Tm)| =
n}. Klar ist, dalRD(p) = /hey Un. ES gentigt zu sehen, dal3 alleoffen sind. Sek € U,. Es
existiertm € &, so dalle(x 7m)| = n. Es folgtx € Num /7[S] € Un: Seiy € Nym /7[S]. Dann
isty 7m = x 7m, und somifp(y 7m)| = |p(x 7m)|=n. Also istD(lp(x 7m)|) G in [S].

Wir zeigen nun, dag* stetig ist: Dajp*) ™ (Ua U)) = Ua (p*)*(U;), gentigt es zu zeigen,
daR(p*)™*(U) offen ist fir alleU aus einer Basis der Topologie 4Uf. Eine solche isfN; /?
[T]: t eT}. Furt e Tgilt (@**([t] 7[T]) = U{[s] N D(): s € SAt Co(s)). Letztere
Mengen sind offen i (p).

SeienG, f wie in der Umkehrung des Satzes. Félls o, kdnnen wirp = @ setzen. Sei also
G # oundG = /hey Uy flr gewisse offend), € [S]. SetzeUy' .= [S] undUpn+1’ = e
Unm. Es folgtG = /hey Uy, Uy ist offen unddy' DU DU ©...0Uy DUpst' O

Zu jedems € Sseik(s) € N folgendermalRen definie(s) sei das groldtk < |s|, k € N, so
dalBNs /7 [S] € U'. So eink existiert, dalNs /7 [S] € Uy’ = [S] . Definiere numy(s) firs € S
durch Induktion Ubets|. ¢p(©) = 2. Allgemein seip(s) gleich dem langsten & T einer
Lange< k(s) so dal¥(Ns /7G) € N, fallsNs /7 G # @. FallsNs /7 G = &, so seip(s) = ¢(s 7
m), wobeim < |s| maximal ist, so daRlsm, /7 G # @. Unmittelbar aus der Konstruktion folgt:
Fallss c s', wobeis, s' € S so istk(s) < k(s) unde(s) C ¢(s‘); somit istp monoton.

Zu zeigen isD(p) = G undf = ¢p*. Seienx € G undm & A beliebig. Dax € Uy, und Uy
offen, existiern = mmit Ny, /7[S] € Uy'. Es folgtk(x 7n) = m. Folglichlim,_. k(x 7n) = oo.
Weiter folgt aus der Stetigkeit vdndal® zu jedemrm & & einn > m existiert, so daf(Nys, /7
G) < Ny Dalimp_ k(X 7n) = oo, kdnnen wir annehmen, es gt 7n) > m Klarerweise
X € Nkn /7 G, alsoNyn /7 G # @. Es folgtf(x) 7m c ¢(x 7n). Dam beliebig war, folglim,_.,
lp(x 7n)| =00, somitx € D(p) und auck(x) = p*(x) = Uhey p(x 7nN).

Falls umgekehrx € D(p), so istlim,_., |¢(x 7n)| = oo; also auchimyy k(X 7n) =, da nach
Definition |¢(s)| <k(s) alles € S D.h. zu jedenm existiertn € A mit k(x 7n) >m, d.h.x
Nyn /7[S] € Un'. SOMitX € /ey Un' = G. Also G = D(p). 4

DEFINITION. Eine abgeschlossene Teilmerigeines topologischen RaunXsheil3tRetrakt
von X, falls eine stetige SurjektidnX — F existiert, so daBx) = x fir allex e F.

SaTz 2.5.Seien F, H zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen it & ¢ H, wobei A
diskret ist. Dann ist F ein Retrakt von H.

BEWEIS. Nach Satz 2.3 existieren gestutzte Ba@mend T auf A, so dal¥ = [S] undH =
[T]. Im folgenden definieren wir ein monotonges7? — S so dal¥(p) = H (p ist total) und
o(s) = s fur alles € S Wegen Satz 2.4 ist dayin= ¢*: H - F stetig und klarerweise7F =
idg. Es gilt namlich(x) = Chey o(x 7n) = Uhew X 70, flrx € [S] = F. Wir definierengp(z) fur t
€ T durch Induktion Ubelt|. Setzep(o) = @. Fallsp(?) € Sschon definiert ist, missen wift
"~ a) definieren fir alle e Amitt"a e T. Fallst"ae T flira € A. so wahldb e Amit o) " b
€ S So einb existiert, daS gestutzt ist undy(z) € S nach Induktionsvoraussetzung. Dann
setzen witpt~a) =t a, fallst"a e Sundet "a) = ¢(t) "b, fallst"ag S 4
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UBUNGEN

2.1. _Zeige, dal3 die Summe einer beliebigen Familie von metrischen Raumen metrisierbar
ISt.

2.2. Sei(X, d)ein metrischer Raum und ¢ X. Zeige, dafk € U genau dann wenx, € U
fur allen € N existieren, so daldn,,_.,, X, = x (d.h.lim,_, d(x, »x) = 0).

2.3. FallsA ordinal ist undx € A, so ist aucla ordinal.

2.4. Fallso ordinal ist, so auch + 1 := o U{a}.

2.5. FallsA eine transitive Menge von Ordinalzahlen ist, s@istdinal.

2.6. _Zeige, dalR das Produkt einer abzahlbaren Familie von separablen Raumen separabel
ist.

2.7. SeiA diskret undU ¢ A" offen. Zeige, daR eine Mendgg ¢ A" existiert, deren
Elemente paarweise inkompatibel sind, sodafi Uss [S].

2.8. SeiT ¢ A™" ein Baum mit[T] # 2. Zeige, daR ein gestutzter Balhexistiert mit
[T1=10T1.

2.9. Eine Metrikd auf einem RaunX heifl3tUltrametrik, falls d(x, y) < max{d(x, y), d(y, 2)}

gilt fur allex, y, z € X. Zeige, daR die Standardmetrik &ff definiert durchd(x, y) =
1/, y) + 1), fallsx #yundd(x, y) = Q fallsx =y, eine Ultrametrik ist.
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3. POLNISCHE RAUME

DEeFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Fol§&,)..y von Punkten inX heifl3t
Cauchy-Folgefalls Ve > 0 In. e N ¥Vn, m=n, d(%, X <e&.

BEMERKUNG. Ob (X,)nev Cauchy ist, hdngt ab von der Metdkund nicht nur von der durch
d induzierten Topologie.

DerFINITION. (X, d) heil3tvollstandig falls jede Cauchy-Folgéx,).-v konvergiert, d.h. es
existiertx € X, so daflimn_.. X, = X, was nach Definition bedeutéds > 0 In,. e N Vn=>n,
d(x, ») <e.

Ein topologischer RauniX, 7] heil3tvollstdndig metrisierbarfalls eine Metrikd auf X
existiert, so dad kompatibel ist mit7; d.h. 7= 73, und(X, d)vollstandig ist.

Weiter heil3t(X, 7) ein polnischer Raumfalls (X, 7) vollstandig metrisierbar und separabel
ist.

BEISPIELE
(@ R, ¢ 1=[0,1],R", " I R" " I"sind polnische Raume.

(b) Das offene Intervall(0, 1) mit der von/R induzierten Topologie ist polnisch. Die
Standardmetriki(x, y) = |x — ylist nicht vollstandig; denn z.B. it / n}.y Cauchy bzgl.
d, aber nicht konvergent. Das gleiche gilt fur die Fofje— 1 / (n + 1))en Eine
vollstandige Metrik isd(x, y) = [x —y| + |1/ min{X, 1 — x} — 1/ min{y, 1 —y}|

(c) Jeder diskrete Raum ist vollstandig metrisierbar. Jeder abzahlbare, diskrete Raum ist
polnisch.

(d) A= AV ist polnisch. Dieser Raum heiBaire-Raum
(e) ¢:= 2" (= {0, 1} ist polnisch und heitantor-Raum

(f) SeiA eine beliebige Menge versehen mit der diskreten Topologie. Dafh (sersehen
mit der Produkttopologie) vollstandig metrisierbar. Wir hatten eine Mettik
folgendermaRen definiert: Fiiry e AY mit x #y setzed(x, y) = minfk € N x(k) # y(K)}.
Damit setzel(x, y) = 1/ (A(x, y) +1), fallsx # y undd(x, y) = Q sonst. Schon gezeigt,
dalRd kompatibel ist.

BEHAUPTUNG. (A", d) ist vollstandig.

BEWEIS. Sei(X,)ney Cauchy inA"Y., Wihle induktiv zu jederk € Y einn, € N, so day
> Ni.p UNAd (%, Xm) < 1/ (K + 1)fdr allen, m > n,, dad(xn, %n) > K. Setzes, := Xng) 7K +
1. Da(nk)kev Streng monoton ist, folgk = s 7k + 1 fur allek < 1. Somit istx := Ukey &
e A". Klarerweise gilix = limy_., X.. 1

BEHAUPTUNG. Falls A abzéhlbar ist, so ist'sseparabel und somit polnisch.

BEWEIs. Seia € A beliebig. Zu beliebigers e A™" seixs € A" definiert durchxg(n) =
s(n), fallsn < |s|undxg(n) = a, fallsn > |s|. Es gibt also eins € Ng; somit istD = {Xs S
e A™™ dicht. DaA" abzéahlbar ist, fir alle e A, folgt, daBA™" = (v A" ebenfalls
abzahlbar ist. Folglich i€d abz&hlbar. s

SaTz 3.1. Aist homdomorph z& \ Q.
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Bewels. Klarerweise istA” homéomorph ztA", sofernA abzahlbar unendlich ist. Falls
namlichf: &Y - A bijektiv ist, so isth: & — A", h(x)(n) = f(x(n)) ein Homéomorphismus.
(Oder einfacher: Zwei abzadhlbare unendliche diskrete Raume, A.Bind A, sind
homoomorph. Folglich auch deren Produktraume.)

Es geniigt somit zu zeigen, da&¥ homdomorph ist zwR \ Q. Dazu konstruieren wir eine
Familie 7 = (s s € Z*") von offenen nichtleeren Intervallen a&s Wir konstruieren/
rekursiv in abzahlbar vielen Schritten, wobei mten Schritt(ls s € Z") konstruiert wird.
Furn = 0 seil, = R. Angenommenls s € Z") sei schon konstruiert. Wir konstruierdg s
eZ")= (s . se 2, ke Z). Seis € Z" beliebig fixiert. Seis = (as, b)) mit as < bs undas,
bs € R U{-0,0}. Setzems = a5+ (bs - &) / 2. Fallss = g, istag = -0, bs = o undmg = 0. Sei
. N - Q eine Bijektion undyy, := z(m). Also Q = {gm M € A}. Wahle (X)kev €ine streng
monoton wachsende Folge von Elementenl ot folgenden Eigenschaften:

(1) X0 =ms

(2) X1 = qi, wobeil = min{l' eN. q- € (m;, by)}

B)x €, allek =2

(4) limy_w X = bs.

Fast symmetrisch wéhle eine Folggky von Elementen i, die streng monoton fallt und
folgende Eigenschaften hat:

(1) Yo=ms

(2) y1 = qu, wobeiu = min{u‘* e . qu € (as, My}

(B) yk € Q, allek =2

(4) limg_w Yk = as.

Damit definierds x = (Xk, %+1), fallsk € Z A k=0, undls_« = (Y, Yk+1), fallsk e Z A k < 0.
Damit ist die rekursive Konstruktion vah; s € Z*") beendet.
Zeige leicht durch Induktion Gb¢si:

(a) aS1 bS € @
(.

(b) Es qilt |, < Isfur allek e

(c) diamlg. k< 1/ 2 * diam L Mit diam I bezeichnen wir die L&nge des Intervélls

Dariiber hinaus zeigen W = {as, by s € Z*", s # &}: Angenommen es galipe Q\ {a,
bs s € Z*™. Es gibtm € ¥ mit q = gn. Zu jedemn existiert ein eindeutig bestimmtegg, n)
€ Z" mit q € lsgny ES folgtlsg1)2 ls@g2)2 .- 2 Isgn)2 ... IM Schrittn = n + 1 wurdelggn+1)
entweder links oder rechts vongq ) in lsqn gewahlt. Dazu wurden die Folg€x), (yi) in
Is@g,n) gewahlt. Insbesondese = iy, wobeil(n) = min{l e ¥ q € (ms, by}, undy: = Qnek)
wobeiu(n) = min{u e N qu € (M, by)}. Fallslsqn+1) liNks von mgqn liegt, mulZm > u(n)
gelten, fallslsgn+1) rechts vonmggq ) liegt, gilt m > I(n). Klarerweise isn ~ I(n) injektiv,
ebenson ~ u(n). O.B.d.A. kénnen wir annehmen, es gabe unendlich viet® dallsq,n+1)
links von myqn) liegt (sonst ,rechts® flr unendlich viele). Es folgtm > u(n) fur diese
unendlich vielem. Widerspruch.

Definiere jetzth: Z° - R. Seix € Z". Es giltly D lxp 2 .. 2 Iy 2 v | sy € lxx uNd

lime_., diam kx = 0. Folglich enthalt’},.cy Ixn genau einen Punkt, den wir mitbezeichnen.
Setzeh(x) = r.. Wir haben schon gezeigt, daRZ"] cR\ Q, daQ ={as, bs s e Z"\ {2}}.
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h ist injektiv: Seienx, y € 2", x # y. Seis = x 74(x, y), das langste gemeinsame
Anfangsstick vorx undy. Dann isth(x) & Is. xuu yy Undh(y) € Is . yuq, vy Daxdx, y) #
Y(A(x, ), istls xae y) sy vy = @. Folglichh(x) # h(y)

h[.Z"] = R\ @: Schon gesehen, daRk*,gilt. Sei umgekehrt € R\ Q. Nach Konstruktion
existiert zu jedenm & &Y ein eindeutig bestimmten, r) e Z" mitr e Iscn, r ES gilts(n, r) <
s(n +1,r) allen e N. Setzex = Uhey S(N, 1) Es folgth(x) = .

h ist stetig und offen: Fur jedase Z~" gilt h[NJ = 1\ Q@ = 1s N (R\ Q). Da{Ns s € 2™}
eine Basis der Topologie af" ist, geniigt es zu zeigen, ddB\ Q: s € Z*"} eine Basis der
Topologie aufR \ Qist. Seien dazw, r; e R, r1 <rpundr & (ry, r2) \ Q. Wie gesehen giftr}
= [hew lsi, n Folglichlimy_.. asm, = liMp_w Bsin, = r. Somit existiern e Ymit ry < agp, <
Bsn, n < r2. Somitr € I, n)\ Q < (11, 12). 4

BEMERKUNG. SeiH ¢ R dicht und abzahlbar. Dann sindund R \ H homdomorph. Somit
auchR\ QundR\ H.

DEeFINITION. Die Cantormengée 3 € [0, 1] ist definiert al€E1/3 = /ey U 21 mod 34 <3 hoch n[i
/13 ({+1)/37.

SATZ 3.2.C’ist hombéomorph zuif.

BEMERKUNGEN.

(1) Eys3 ist abgeschlossen umirgens dicht d.h. jede nichtleere offene Menge enthalt eine
nichtleere offene Teilmenge, die disjunktEi ist.

(2) Ey3ist eine Menge mit Lebesgue-M@af3

SaTz 3.3 (Satz von Cantor-Bernstgirk; 3 hat dieselbe Kardinalitat wik.

BEWEIS. [Eyd = |c] = {0, 1} = [o(M)] = [AQ)] > IR, daR ¢ AQ). |Eual < IRl

Zusammen folgt die Behauptung. s

DEFINITION. Ein topologischer Raumd heil3tkompakt falls zu jeder FamiligU;: i 1) von
offenen MengetJ; ¢ X mit X = {4 U; eine endlichef < | mit U4 U; = X existiert.

Ein Unterrauny ¢ X hei3stkompakt falls Y mit der relativen Topologie kompakt ist.

Ferner hei3tX o-kompakt, falls eine abzéahlbare Familigr,: n € AN) von kompakten
Unterraumery, ¢ X existiert, so dal® = Uhey Y.

Ein topologischer RaurK heil3tsepariertoderHausdorff'sch falls fir allex, y € X mit x #
y disjunkte offendJ, V ¢ X existieren mik € U undy € V.

LEmMMA 3.4.In der allgemeinen Topologie beweist man leicht folgende Eigenschaften:

(a) Kompakte Teilmengen von separierten Raumen sind abgeschlossen.

(b) Abgeschlossene Teilmengen von kompakten Raumen sind kompakt.

(c) Endliche Vereinigungen von kompakten Mengen sind kompakt.

(d) Stetige Bilder von kompakten Mengen sind kompakt.

(e) Metrische Raume sind stets separiert.
LEMMA 3.5 (Satz von TychongfiBeliebige Produkte von kompakten Raumen sind kompakt.

LEmMA 3.6.Falls (X, d) metrisch ist, so sind aquivalent:



16 DESKRIPTIVEMENGENLEHRE

(a) X ist kompakt.

(b) Jede Folge (¥nev VOn Punkten in X besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS. (a) > (b): Sei(xn)nev gegeben. Setzd, := X \ {x,:m=n}. Folglich istU, offen

undUp cU; ... ¢ U, € Upis € ... Klarerweise istJ, # X. Folglich existieren keine endlich
vielen U, welcheX Gberdecken. Wegen Kompaktheit vEmilt X # (pey Un, wahlex € X'\

Unhew Un. Nach Definition detd,, folgt x € {x,,: m=n} fur allen. D.h. daf3 zu jedemist also
B(x, 1/ n)/ 7 {Xm m = n} # @, wahlek, > n mit Xy, in diesem Durchschnitt. Klarerweise gilt

lIMp o0 Xn = X.
(b) = (a) ist etwas schwieriger. s

DEFINITION. Sei T ¢ A™" ein Baum. Dann heif% endlich spaltendfalls fiir allet € T die
Menge{a € A: t" a € T} endlich ist.

BEISPIELE
(a) 2" ist endlich spaltend.
(b) " ist nicht endlich spaltend.

SaTz 3.7 (Lemma von Kénig). Sei & A" ein endlich spaltender Baum. Falls T unendlich
ist, so ist [T] nichtleer.

BEWEIS. Konstruierg(t,)ney rekursiv, so dafd fur alle e & gilt:
D)t eA" N,

(2) th Sy,

(3) Tin:={s e T: sctyodert, cs}sei unendlich.

Setzety = @. DannT, = T. Seit, konstruiert mit (3). Es folgli, = U{Tin.aa a €A AL, "acEs
T}. DaT endlich spaltend ist, existieren nur endlich veele A mitt, " a € T. Finde folglicha
€ A, so dald, " a e TundT; 5 unendlich ist. Setzg.; :=t, " a. Es gelten (1) bis (3). Setze
= Uhew tn. Folglichx e[T]. 4

SaTz 3.8.Sei Fc A" eine nichtleere abgeschlossene Menge. Dann ist F kompakt gdw. der
eindeutig bestimmte gestutzte Baum T mit [T] = F endlich spaltend ist.

BEWEIS. ,=" durch Kontraposition. Angenommehist nicht endlich spaltend, es existiert
alsot €T, so dalB = {a € A: t" a € T} unendlich ist. SelU die Menge[Ns /7[T]: s e Tund s
ist kompatibel mit t{/{N; ., /7[T]: a € A und t a € T}. Dann istU eine offene Uberdeckung
vonF = [T] . Seix € [T]. Fallst £ x, so giltx & N; .y /7[T] . Fallst £ x, so existiert eim, so
dafdt undx 7n e T inkompatibel sind. Folgliclk € Ny, /7[T]. FallsUg < U endlich ist, so ist
Uo keine Uberdeckung va, daUg nur endlich viele de;_, /7[T] enthlt.

» <" SeiT endlich spaltend. Seid#, i €1, offen mitF ¢ U4 U;. Firt e TseiTy={s e T:
sctvtcshSeiS={teT: Zi el N/ 7F cUj}. Dann istS ein Baum unds ¢ T; denn falls
N; /7F ¢ Ui undt® ct, soN¢ /7F g U;. _

1. Fall: Sist endlich. Dann existiert € &, so dalS ¢ U<, A. Zu jedems € A" /7 T existiert,
da danrs ¢ S somiti(s) € T mit Ns /7 F < Uys). Klarerweise gil{T] = Useann 1 [T, Somit
[T] € Useanr Ujs), da[Tg = Ns /7 F. DaT endlich spaltend ist, igs" /7 T endlich (Beweis
durch Induktion Uben).



DESKRIPTIVEMENGENLEHRE 17

2. Fall: Sist unendlich.Sist als Teilraum vorT endlich spaltend. Nach dem Lemma von
Konig existiert eirx € [S] c F. Es existiert € | mit x € U;. DaU; offen ist, existiern €, so
dalRx € Nyn € U;. Es folgtx 7n ¢ S ein Widerspruch zu € [S]. .

KOROLLAR 3.9.Es gelten die folgenden Resultate:
(a) Cist kompakt.
(b) Aist nicht o — kompakt.

Bewels. (a) = [2°"]. Klarerweise is2*" endlich spaltend.

(b) A= [NN, NMist klarerweise nicht kompakt. Sei€q ¢ A, n € A, abzahlbar viele
kompakte nichtleere Teilmengen. Zu zeigenAs# Uhoy Fn. Wahle gestutzte Baunig, n €
N, mit F, = [T,]. DaF, kompakt ist, ist nach Satz 318 endlich spaltend. Konstruiere jetzt
e M\ Uhey [TH] rekursiv:x(0) = minfk e . k) ¢ To}. Allgemein sex(n + 1) = min{fke &. x
7(n+1) kgTha}. Klarist:x ¢ [T,], allen e N. 4

BEMERKUNG. Der Satz von Hurewicbesagt: FallsX ein nicht 6 — kompakter, polnischer
Raum ist, so enthdK einen abgeschlossenen Unterraum, der homéomorph i§t Adist in
diesem Sinne damit der kleinste nicht c — kompakte Raum.

Achtung: A ist homéomorph zlR \ Q ¢ R, R ¢ — kompakt. Es folgt allerdings kein
Widerspruch zum Satz von Hurewicz, 84 @ nicht abgeschlossen ist.

SeiX ein ein topologischer RaurtY, d)ein metrischer Raurdy ¢ X undf: A - Y.

DEFINITION. Zu beliebiger TeilmengB c Y seidiam(B) = sup{d(x, y): X, ¥ B} € [0, ) U
{0}, wobeidiam(@) := 0.

Definiere dieOszillationvon f an der Stellx e X als 0sg(x) = inf{diam(f(U /7 A)): U ist
eine offene Umgebung von x}

BEMERKUNG. Wir verlangen nichk & A in der Definition der Oszillation.

LEMMA 3.10.Es gelten
(a) Falls x e A, so gilt: f ist stetig an der Stelle x gdw. {0gc= 0.
(b) Zu e > 0sei A, := {x € X: 0S¢(x) < ¢}. Dann ist A, offen.

BEWwEIS. (a) ,=". Seie¢ > 0. Wegen der Stetigkeit baiexistiert eine offene Umgebung
vonx, so daff(U 17 A) ¢ BYf(x), ¢). Folglichdiam f(U /7 A) < 2¢ und somitosg(x) = 0, dae
beliebig.

, <. Seie > 0. Wir zeigen, daf'(B(f(x), ¢) eine (bzgl.A) offene Umgebung enthélt.
Wegenosg(x) = 0 existiert eine offene Umgeburd) von x mit diam f(U /7 4) < . Es folgt
d(f(x), f(v)) <e, fur alley e A/7U, dax € A/7U, und somif(U /17 A) € B(f(x), ¢).

(b) Seix € A.. Es existiert eine offene Umgebublgvon x, so daldiam f(U/74) < ¢. Es
folgt osg(y) < ¢ fur alley € U. FolglichU c A.. 4

STz 3.11. Sei X ein topologischer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum. SebfY X
Dann ist A = {xe X: f ist stetig an der Stelle x};G

BEWEIS. Es giltA = /hey Ayn Wegen (a) von Lemma 3.10. Wegen (b) des gleichen Lemmas
ist Ay offen, somitA Gs.
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SAaTz 3.12. Erweiterungssatz von KuratowykiSei X metrisierbar, Y vollstandig

metrisierbar und Ac X und f: A Y stetig. Dann existiert eine;®lenge G mit AZ G ¢ A
und eine stetige Erweiterung g: 8Y von f, d.h. g ist stetig und f =7gA.

BEWEIS. Seidx eine kompatible Metrik auX, dy eine vollstandige, kompatible Metrik avf

SetzeG = A/ {x e X: 0s¢(x) = 0}. Wir haben schon gesehen: Jede abgeschlossene Menge in
einem metrischen Raum Gf. {x & X: 0sg(x) = 0} ist G; nach (b) von Lemma 3.10. Folglich

ist G Gs. Daf stetig ist auf, gilt A € G ¢ A wegen (a) von Lemma 3.10.

Seix € G. Dax € A, existiert eine Folgéx,)ney, SO dalk, € Afir allen e Yundlimp_o X,
= X. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit gelge, %) < 1 / n. Es gilt0 = 0sg(x) = limp_,
diam(f(A/7B(x, 1 / n))) Somit existiert zu jedem> 0 einn, € N mit diam f(A/7B(x, 1/ R))
<e. Es giltx, € B(x, 1/ ) fur allen > n,. Zusammen folgt daraudy(f(x), f(x)) < ¢ fur allei,
J = n.. Somit ist(f(x,))ney €ine Cauchy-Folge iM. Dady vollstandig ist, existieim,_., f(X,).
Setzeg(X) = limp_y f(X).

Wir mussen prufen, daf{x) wohldefiniert ist, d.h. unabhé&ngig ist von der Wahl (o).
Zeige dazu: Fall$x,')ney €ine weitere Folge iA ist mitlim,_., X' = X, so ist die Folg&xo,
X0y X1, X'y oy Xy X'y -..) Cauchy. Es folglim,_. X, = lim_, X,'. Klarerweise gilg 7A =1, da
wir fir x € A die Folge(X,))ney Mit X, = X wahlen kdnnen. Somg(x) = limn_. f(X%,) = limp_
f(x) = f(x).

Schliel3lich istg stetig: Wegen der vorangegangenen Bemerkung genigsas) = O fur
allex € G zu zeigen. Set € GundU ¢ X offen mitx € U. Nach Konstruktion vog gilt g(G

M U) c f(A 77 U). Es folgtdiam(g(G /7 U)) < diam f(AnU)= diam f(A /7 U). Dax € G,
folgt 0sg(x) = 0 und somitosg(x) = 0. Folglich istg stetig beix. 4

DEFINITION. Sei(X, d)ein metrischer Raum urdl ¢ X undx & X. Setzed(A, x) = inf{d(x,
y):y € A}

SATz 3.13. Sei X metrisierbar und ¥ X vollstdndig metrisierbar. Dann ist Y;@ X.
Umgekehrt, falls X vollstdndig metrisierbar ist undcY X Gy ist, so ist Y vollstandig
metrisierbar.

BEWEIS. SeiY ¢ X vollstandig metrisierbar. Betrachidy: Y — Y. idy ist offensichtlich

stetig. Nach Satz 3.12 existiert eil@gMengeG mit Y ¢ G ¢ Y und eine stetige Erweiterung
g: G - Yvonidy.

DaG c Y, existiert zu einem beliebigens G eine Folggyn)ney Mit yn € Y undlimp_o, yn =
X. Aus der Stetigkeit vog folgt g(x) = limn_s g(¥h) = liMp_e idy(Yn) = limpos Yo = X. Dag(x)
€Y, folgtx € Y und somitG = Y undg = idy.

Sei umgekehrK vollstandig metrisierbar und ¢ X Gs. SchreibeY = /).y U, flr gewisse
offeneU, ¢ X. SetzeF, = X \ U,. Also istF, abgeschlossen fur alte Seid eine vollstadndige
kompatible Metrik aui.

Ziel: Definiere eine kompatible Metri@' aufY, so daR fur jede Foldg)iy in Y gilt: Falls
(V)ienv Cauchy ist bzgld*, so

0] ist (yi)iey Cauchy bzgld, und
(i)  (d(y;, F))iey konvergiert mit Limesz O fur jedesn e A.

Fir x, y € Y setzed(x, y) = Zhey min{l / 2*1 |1/ d(x, ) — 1 / d(y, R)|}. Das ist
wohldefiniert, dad(x, R, > 0 fur allex €Y, n e N. Zeige leicht, da@d‘ eine Metrik ist.

d* ist kompatibel: Dal < d', folgt Y /7B (x, ¢) <Y 7 B%x, ¢), somit ist7g feiner als7.
Umgekehrt finde zu beliebigene Y unde > 0 eind > 0 mit Y /7B%x, 6) <Y N B (x, &) wie
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folgt: Wahlen,, so daR%.,. 1 /2™ <&/4. Wahles* > 0, so daRB fiir ally € BYx, 59 /7Y fir
allei<n,qilt|1/d(y, ) —1/d(x, B| <&/ (“4n,). Setzes = min{o", ¢ / 2}. Es qilt fury &
B, 8): d'(X, y) = d(X, y) +Zepe Min{L / 2" |1/ d(x, ) = 1/ d(y, B[} + Znsne min{l /
2"V d(x, R) = 1/dly, R} <e/2+n.e/(4n) +e/4=c¢.

Sei nun(y))iey € Y Cauchy bzgld‘. Dann gilt (i) wegerd < d".

Auf3erdem gilt (ii): Sen € N. Wahlei,, so daftl'(y;, y) <1/ 2" fir allei, j > i,. Fir solche
jgilt: 1/ 2% > d(yi, y) =min{l /2" [1/7d(y, F) = 1/ d(y, F)l} = |11/ d(y;, F) = 1/
d(y;, Fn)|. Daraus folgt, daRkl / d(y, Fn))iey Cauchy ist inR und somit konvergiert. Folglich
konvergiert(d(y;, Fn))iey mit Limes # 0. Das beweist (ii).

Wegen Vollstandigkeit voiX und (i) existiertx € X mit lim;_,, yi = X. Es folgtlim;_., d(y;,
Fn) = d(x, R) fur allen e A. Folglich wegen (ii) istl(x, R, # 0. Es folgtx ¢ F,, allen. Somit
x € MUy =Y. Somit(Y, d°) vollstandig. s

KOROLLAR 3.14.Ein Teilraum eines polnischen Raums ist polnisch genau dann, wenn er G
ist.

UBUNGEN
3.1. Zeige, da®undR nicht homéomorph sind.

3.2. Zeige, dafd: ¢ - Eyj3, definiert durch(x) = 2oy 2X(0) / 3*1 ein Homoomorphismus
ist.

3.3. Zeige, daflE;;; abgeschlossen und nirgends dicht ist und auRerdem Lebesgue-Mal3
Null hat.

3.4. Sei(X, d) ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dal3 jede Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt. Zeige, da[X, d)kompakt ist.

3.5. Sei(X, d)ein metrischer Raum. Zeige, ddi@m(A) = diam(A) fir alleA ¢ X.

3.6. Sei(X, d)ein metrischer Raum. Zeige, da@\, x) = 0 x € A fiir alle A ¢ X undx
exX

3.7. Sei(X, d)ein metrischer Raum. Zeige:
(@) d(A, x) =d(A, x)fiir alleA ¢ X undx & X.

(b) Sei (y)iey €ine Folge inX mit lim;_, i = y fur einy € X mit A ¢ X. Dann gilt
limi_. d(A, y) =d(A, y)

3.8. (Satz von Baire Sei X vollstdndig metrisierbar. Zeige, dal3 der Durchschnitt von
abzahlbar vielen dichten, offenen MengeiXidicht ist.

3.9. Zeige, dal® (oder allgemeiner jede abzahlbare dichte TeilmengeR)omicht G; ist
in R. (Tipp: Verwende Aufgabe 3.8)

3.10. Zeige, dal’ die Summe zweier polnischer Raume polnisch ist.
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4. BORELMENGEN

SeiX eine Menge. Eine Meng# ¢ ¢(X) heil3tAlgebra falls
@oeA

(b)aeA=a" =X\aeA

©a,..¢1eA4> U g eA

A ist abgeschlossen unter Komplementen und endlichen Vereinigungen. Eine Afgebra
heil3to-Algebra, falls A abgeschlossen ist unter abz&hlbaren Vereinigungen.

(d) a, e Afur allen e N, s0 Upey an € A

Gegebens ¢ ¢(X), so existiert eine kleinste c-Algebra, die & enthélt. Sie wird mib(%)
bezeichnet und heilitie von % erzeugtes-Algebra. % heildt auchErzeugendensysteron
o(%). Eine o-Algebra A heilltabzahlbar erzeugfalls 7 = o(%) fur ein abzahlbares.

Warum existiert(%)? Es gilto(%) = /XA Aist o-Algebra auf X und £ c A}. Weiter gilt-
AX) e {A Aist o-Algebra auf X und L ¢ A und-{ A Aist o-Algebra auf X und & C A}
ist o-Algebra.

,,Externe* Beschreibung von o-Algebren: Fur & ¢ (AX) setzes&, .= { bhey An: An €5 N €
N, -E={A% A € &. Definiere die folgende Hierachigy (5, X) = B, IIL(B, X) = -21(B, X).
Fira eine beliebige Ordinalzahl s&j(%, X) = {they An: An € 200)(B, X) U 11,08 X), a(n)
<a,n €N = (Up<a 28(B, X) U Up<o II)( B, X)), und /1(B, X) = -2(ZB, X).

LEMMA 4.1.Es gelten
(@) 2L X) U I1(5 X) co(®) fur allea € Ord.
(b) 6(B) = 24,)(B, X) = [1,1(F, X) = 23(5, X) = [I[}(F, X) fur allef > w,.

BEwEIS. (a) Induktion Uber: Angenommen (a) gelte fur alle< a. Dann gilt 2,(%, X) ¢
o(8), = o(2). Ebensa/l(5, X) C-0(8) = o(5B).

Wegen (a) genugt es zu zeigen, daRk 2,,;(%, X) und dall2,, (&, X) eine c-Algebra ist.
Das erste ist klar, day(5, X) ¢ 2,(%, X)fur allep < a.

Zum zweiten: Seiel, € 2,,;(L, X) fur einn € N. Nach Definition existiert zu jedemein
am, m) < w1 undAnm € 2omm(B, X) U Iypnm(ZB, X), so dalA, = Uney Aum Dann isty .=
Unmev 0(n, m) eine abzahlbare Vereinigung von abzahlbaren Mengen, somialtahlbar.
AulRerdem isty eine transitive Menge von Ordinalzahlen, sopndrdinal. Folglichy < w;.
Nach Definition gilta(n, m) <y fur allen, m € N. FolglichAnm € 2,(&, X) U I1(5, X), allen,
m, somit Uy mew An € 25+1(B, X). Aber Up mev Anm = Uhey AnUndy + 1 < w1. Somit Upey An €
20)1(5)1 X)

Zeige analog: Falld € 2,/(8, X),s0A° € 2,/(B, X). Findea(n) < w1, Ay € Zw)(B, X) U
IT6)(B, X)Mit A = Upery An. Seiy = Uhaya(n). Alsoy + 1 < wy UndA € 2, /(B, X). DannA°
e 11,.1(B, X) € 2,::(B, X) € 2,1(B, X).

Wir haben gezeigtl,,;(£ X) = o(%), (tatsachlich soga#(B) = U,<n; 2.(L, X)). Es folgt
11,/(B X) = -0(B) = o(5) usw. 4
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Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann he#}7) dic c-Algebra der Borelmengernn X.
Eine Teilmengér ¢ X heil3tBorel gdw. Y & (7). Statta(7) schreiben wiB(X, 7) oder nur
B(X), falls 7 klar.

Sei jetzt(X, d)ein metrischer Raum. Wir wissen schon, dal3 jede abgeschlosseneAfvienge
X Gsist: Es giltF = /hey B(F, 1 / n) wobeiB(F, ¢) = {x € X: d(x, F) < ¢} offen. Mit den
Regeln von de Morgan folgt: Jede offene Mehge X ist F,: SchreibeU® = /oy Vi, Va
offen. FolglichU = U® = Uy (V).

DEFINITION. Wir definierenB(X) intern wie folgt: 2.°(X) = {U ¢ X: U offen} /:°%(X) = -
2:°%(X) = {F < X: F abgeschlossen}.

Fira € oxd, a > 1, setzeZ, (X) = {Unhey An a(n) < a, n € N, Ay € I °(X)}, I1,%X) = -
22(X). Fure e ord sei ferneu,2(X) = Z,2(X) 1 17,2(X).

BEMERKUNG. Klarerweise gilt2,’(X) = {F < X: Fist £} und /%%(X) = {F c X: F ist G}.

LEMMA 4.2.Es gelten

(@) Z,2(X) U IT,2(X) S A4,+,°(X) fur allea > 1.

(b) Z,+.°(X) = (IZ,2(X)), fir allea > 1.

(©) B(X) = Uy 4.°(X), genauer: 4,°(X) < 2(X), I7,2(X) fur allea > 1.

BEwEIS. (a) Durch transfinite Induktion Gber

o = 1: SeiU e 2,%(X), alsoU offen. Wie gesehen itl F,, alleU e 5,%(X). Trivialerweise
istU Gy, alsoU e 75°(X), somitU e 4,°(X). Dualer Beweis fUF & /,%(X).

Sei nun (a) bewiesen fiir alle< a, fir eina > 1. SeiU e Z(X). Findea(n) < a, A, €
IT,,°(X) mit U = Uhey Ar. Nach Induktionsvoraussetzung ght e /7,%(X), somitU e
2,:1°(X). Ferner giltu® e 77,°(X), folglich U® € %, ,°(X), alsoU = U®® & /7,.,°(X). AlsoU &
A4+1°(X). Dual firF e 17,2(X).

(b) folgt unmittelbar aus (a).

(c) folgt mit denselben Argumenten wie am Anfang dieses Kapitglg£, X) = 0(5)). A

BEISPIELE

(a) Qist eine Borelmenge iR. Sei@Q = {qn: n e M}. SetzeU, = R\ {qg,}. Klar: U, offen.R
\ Q= heyUn = R\ Uhey (R\ Un) € TRAR). Q = Uhey R\ Uy € ZX(R).

(b) A ={x e x(n) =0 fur unendlich viele M ={x e M YkeNTneN(n =Kk A x(n)
= 0)} = Ikey Unhsk {X € A X(n) = 0}. {x € &M x(n) = 0} ist offen fir allen. Somit {f,« {X
e M x(n) = 0} offen fiir allek. Folglich istA G;, alsoA e ILY(A).

X polnisch.A e B(X). Finde polnische Topologiga aufX, so dafA € 74 undA® € 7 und
B(X) = B(X, 7a). Dazu beweisen wir zunachst zwei Lemmas.

LEMMA 4.3. Sei (X,7) ein polnischer Raum und E X abgeschlossen. Sgi die grobste
Topologie mit7 U{F} ¢ 7 (7 U{F} ist also eine Subbasis vorg, bzw.7 U{F NU: U
7% ist eine Basis voryg). Dann ist (X,7g) polnisch, F ist offen und abgeschlossen bZgl.
und B(X,7) = B(X, 7F).

BEwEIs. Bemerke zuerst, ddX, 7F) die topologische Summe ist v@R, 7 7F) und(F%, 7~
7F9),dauU e 7r U NF e 7 7FundU N F° € 7 7F%
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U eZr U= Ug U UlUgF NV mitU, V, e 77 FolglichU NF = (Ug Ui U U
V) NFundU NF = Ug Ui NF°.

, <" SeiU NF e 7 7F. Es existiertl; € 7mitU /7F = Uy /7F. Falls zudenU NF* e 77
F¢, existiertU; e 7mit U /7 F°= Uy NF°. Zusammed = (U /7F) U(U NF°) = (Up NF) U
(U1 18 F% € 7F.

Da offene und abgeschlossene Mengen in einem metrischen Bawsimd, sind nach
Korollar 3.14 beide Raum@=, 7 7F) und (F°, 7 7 F°) polnisch. Die topologische Summe
zweier polnischer RAume ist aber stets polnisch. Die erste Behauptung folgt.

DaF e 7¢, istF offen bzgl.7r. DaF® € 7 ¢ 7F, ist F abgeschlossen bzglr. Klarerweise
ist 7r € B(X, 7), da jedes Element vofir von der FormU U (F 1 V) fur U, V € 7 ist.
FolglichB(X, 7¢) € B(X, 7). AberB(X, 7) ¢ B(X, 7F) ist trivial, da7 ¢ 7. .

LEMMA 4.4. Sei (X, 7) ein polnischer Raum und sefj,oy €ine Folge von polnischen
Topologien auf X miy" ¢ 7,. Sei7, die grobste Topologie mit;, ¢ 7., fur alle ne N (Uhey
7, ist also eine Subbasis vofy). Dann ist7, polnisch. Falls7, ¢ B(X, 7) fur alle ne A, so
gilt B(X, 7) = B(X, 7).

BEweEls. Betrachte die Abbildung: X —» X", x » (X, X, ..., X, ...)Bemerke, daf}X)
abgeschlossen ist iffhcy (X, 77):

Sei Xnney € XY ¢(X). Es existieren, j e N, i < ], so dalx # x. Seid eine bzgl.7~
kompatible Metrik aui unde = d(x;, x). Setzel = BY(x, £/2), V = BY(x, £ /2). AlsoU, V
7, % €U, % eVundU 7V = 2. FolglichU € 7iundV e 7;. Dann gilt(X))ney € X X ... X X
xUXxXx..xXxVxXx...und die rechte Seite ist offen iih,oy (X, 75) und disjunkt zu
o(X). (Sie enthalt keine konstante Folge wegier’V = @.) Der Raum//,oy (X, 77) ist als
abzahlbares Produkt von polnischen R&umen polnisch. Wegen Korollar 3.14X]st
polnisch. Fir die erste Behauptung genigt es zu zeigenyp dal Homoomorphismus
zwischen(X, 7x) und ¢(X) ist. Klarerweise isip eine Bijektion zwischen diesen Raumen.
Folglich gentgt es zu zeigen, dal}

(@) o(U) offen ist fur alleU & Uney 71
() o' (X x ... xX xU xX x...) e 7 fur alleU € 7, undn & A.

Zu (a): SelJ € 7, fur einn. o(U) = {(x)ney: X €U} = (X X ... x X xU x X x...) "N p(X).

Zu (b): SeilU € 7 o' (X x ... xXxU xX x..)=U e 7.

Fur die zweite Behauptung: Sé&}, eine abzahlbare Basis vofy. Dann istS := Uhey 5
eine Subbasis vof,.. Nach Voraussetzung gif ¢ B(X, 7). Folglich ist, da$ abzahlbar ist,
B(X, 7) = a(S) c B(X, 7) c B(X, 7). Also Gleichheit Uberall. 4

und

SATZ 4.5. Sei (X, 7) ein polnischer Raum und & B(X, 7). Es existiert eine polnische
Topologie 74 > 7, so daR Bfa) = B(7) sowie Ae 7 und A & 74, also A offen und
abgeschlossen bzgfa.

BEWEIs. SeiSdie Menge alleA ¢ X, fur welche die Aussage des Satzes gilt. Es gentigt zu
zeigen, dal¥ ¢ S'und Seine 6-Algebra ist. Dann folgt nAmlichB(X, 7J = o(7) C o(S) = &.
Aber 7 ¢ Sfolgt nach Lemma 4.3: Falls € 7, soF = A° abgeschlossen. Nach Lemma 4.3
ist (X, 7¢) polnisch,F offen, abgeschlossen bzglr, somit auchA offen und abgeschlossen
bzgl. 78 undB(X, 7) = B(X, 7F). Klarerweise folgt aué e SauchA® e S

Sei schlieRlicHA.: n e A} € S Wir zeigenlhey Aq € S Wahle 7, polnisch mitA,, A e
72 und B(7) = B(75). Sei 7, definiert wie in Lemma 4.4. Somk, € 7., somit Uhey An €
7% Da Uhey 7n € B(X, 7), folgt mit Lemma 4.4B(X, 7)) = B(X, 7). Wende nochmals
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Lemma 4.3 mifF = (Uhey An)° an und erhalte polnische® mitF € 77, F¢ € 77, 7. € 77,
B(X, 7") = B(X, 7)) = B(X, 7). .

UBUNGEN
4.1. Es gelt& = o¢(E) undC = o(F) undE c CundF cB. ZeigeB = C.

4.2. SeiS eine abzahlbare Subbasis des topologischen R&img). ZeigeB(X, 7) =
o(S).

4.3. Zeige, dal3 folgende Teilmenge \@Borel ist:{x € C’ lim supey [{i < n: x(i) = 1} /
n = 0}.

4.4. Seif: R —» R. Zeige, dal die Menge allere R, so dafl¥ differenzierbar ist bex,
Borel ist. (Verwende das Resultat, dal3 die Menge aller StetigkeitspunkfeBaoal
ist.)

4.5. SeierX, Y metrische Raume urfdX - Y stetig. Zeige:

(a) Die Klassen Z2(X), IZ.2(X), 4,(X) sind abgeschlossen unter endlichen
Durchschnitten und Vereinigungen, fur alle Ordinalzallen

(b) {FHA): A e Z2Y)} c Z2X), {fHA): A e ILAY)} < I1.XX), {f(A): A € 4.°(Y)}
< A4.2X).

(© Zao(X) ist abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungﬁﬁ(X) unter
abzahlbaren Durchschnittefi,’(X) unter Komplementen.

4.6. Sei(X, 7) polnisch und(An)hey €ine Folge von Borel-Mengen. Zeige, dal3 eine
polnische TopologiegZ™ auf X existiert, so dal¥y ¢ 77, B(7) = B(7") undA, offen und
abgeschlossen ist bzgl” fur allen e .
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5. ANALYTISCHE MENGEN

DEFINITION. Ein Lusin-Schemaauf einer MengeX ist eine Familie(As s € &) von
Teilmengen vorX mit folgenden Eigenschatften:

(@) Asi N A = ofir alles e ¥V undi #j,i,j e,
(b) As; cAsfir alles e ¥ undi e .

Sei nun(X, d) ein metrischer Raum uné = (As s € ") ein Lusin-Schema a{. Dann
hat A verschwindenden Durchmesséalls lim,,_.. diam Ay = 0 fur alle x € &Y. Dann hat
/hev Axn also hochstens ein Element. In diesem Fall defirere{x eN% Nhay Acn # o}
undf: D - X, so daf¥(x) fur x € D das eindeutig bestimmte Element ist VGny Axn. Dann
heil3tf die zu.A# assoziierte Abbildung

SaTz 5.1.Sei (X, d) ein metrischer Raum und s&& (As s € N") ein Lusin-Schema auf X
mit verschwindendem Durchmesser und sei £ B die assoziierte Abbildung. Dann gelten:

(a) fist injektiv und stetig.
(b) Falls jedes Aoffen ist, so ist f eine Einbettung.
(c) Falls (X, d) vollstandig ist und jedeg &bgeschlossen ist, so ist D abgeschlossen.

BEWEIS. (a) Seierx, y € D, x #Yy. Dann giltf(x) € Acupy+1, fY) € Ayugery+1- ADET Axunyy+i
NAusy+1 = @, dax 14(x, y) =y 14(x, y), abewx(d(x, y)) #y(4(x, y)).

Zur Stetigkeit: Seiemr, X, € D, n € N, mitlimp_o, X, = X. Zeigelim,_,, f(x,) = f(x). Seie¢ > 0.
Finden(e), so daftliam(Au) < e. Dalimn_. X, = X, findem(e), so dalk, 7n(e) = x 7n(e) fur
allen >m(e). Es folgtf(x,) € Aune fur allen = m(e) und somitd(f(x,), f(x)) < ¢ fur allen >
m(e).

(b) FUr jedes e V" gilt: f(Ns /7 D) = f(D) /) As.
(c) Ubung. s

LEMMA 5.2.Sei X polnisch und sei E X F, und ¢ > 0. Es existieren paarweise disjunkte F -
Mengen A, n e N, so dald F =Uhey An, diam(A) < e und A, < F fur alle neN.

BEwEIS. Wir zeigen: 1)F &Rt sich schreiben als Vereinigung von paarweise disjurigten
MengenB,, n € A, so daﬁgng F. 2) F lal3t sich schreiben als Vereinigung von paarweise
disjunktenF,-MengenC,, n € &, so daltliam(G,) < ¢, allen e A.

Zu 1): SeiF = Uheny Fn, Wobei alleF, abgeschlossen sind. Selz¢ = U, Fi; alsoF.*
abgeschlossen urieh* ¢ F.1*, allen € N. Nach einer Bemerkung in der Einleitung (offene
Mengen sind,), ist (F,*)¢ F,, fur allen e &, also(F*)¢ = Uy Hi", mit abgeschlossenéh".
Folglich gilt Fre1* \ Fo* = Foer* 71 (Fa*) ¢ = Uey (Fae* 77H"), somit istFn.* \ Fo* F,,. Setze
Bo = F¢*, Bre1r = Frar* \ F*. Somit sind dieB, paarweise disjunkf,, und B ,, c F, . *=
Fra* CF.

Zu 2): SeiQ ¢ X abzéhlbar und dicht. S&i = (v Fn, Wobei alleF,, abgeschlossen sind.
Klarerweise gilt:X = (g B(g, €/ 3), und folglichF, = (o (B(Q,£/3) /7 Fp). SetzeBgn) :=

B(q,e/3) /1 Fn. Klarerweise isBqn abgeschlossen umtiam(Bgn) <2¢/3 < e. Wahle eine
Bijektion b: ¥ - Q x &Y. SetzeC,, := Bpm) \ U<n Bog) = Bo) /n Bog)". Wie in 1) zeigt man,
dal3 C, (als Differenz zweier abgeschlossener Mendenjst. Offensichtlich sind dieC,
paarweise disjunkt undiam(G,) < diam(Byny < e. 4



DESKRIPTIVEMENGENLEHRE 25

SaTz 5.3.Sei X ein polnischer Raum. Dann existiert eine abgeschlossene Mengéund
eine stetige Bijektion f: F» X. Wegen Satz 2.5 (F ist Retrakt wéh existiert eine stetige
Surjektion g:A - X.

BEwEIs. Seid eine kompatible, vollstandige Metrik ad Wir konstruieren ein Lusin-
SchemdAs: s e N aufX mit folgenden Eigenschaften:

@ As=X,

(b) AsistF, fir alles e &%,

(©) As= UevAsi = Uey A, fiir alles e ¥,

(d) diam(A) <1/ 2.

Aufgrund von Lemma 5.2 ist die Konstruktion klar. 8dD — X die assoziierte Abbildung.
Nach Satz 5.1 idtstetig und injektiv.

Wegen (c) isf aul3erdem surjektiv: Sgie X. Findey € D mit f(y) = x, d.h.x € /ey Ayn.
Konstruierey(n) rekursiv: Wahley(0), so dalX e Agoy. Seiy(i): i <n) Kkonstruiert, s e
Aym+1. WegenAym+1 = Uewy A\/m+1Ai existierty(n + 1) e N mit x EA\)/m+1Ay(n+1). Erhalte sy D
wie gewilnscht.

Es bleibt noch zu zeigen, d&Rabgeschlossen ist: Seigne D, n e N, x € X mit limp_o, X,
= Xx. Zeigex € D. Zu jedemN e Nfindeny so dald¥i = ny % 7N = x 7N. Folglich

(+) Vi =ny (%) € An

Wegen (d) erhalten wiv'i >j > ny d(f(x), f(x)) <1/ 2. DaN beliebig war, istf(x): i € V)
Cauchy. Es existiert algoe X, so daflim;_. f(x) =y. Aus (+) und (c) folgy € A_\ € AN
fur alleN e A, alsoy & /ey Axn. Folglichx e D. =

DEFINITION. SeiX ein topologischer Raum. Eine X heil3tisoliert, falls {x} offen ist. Fallsx
€ X nicht isoliert ist, hei3x Haufungspunk{dann enthalt jede offene Umgebung won
mindestens 2 Punkte).

Der RaumX heil3tperfekt falls alle Punkte Haufungspunkte sind. Eine TeilmeRge X
heiRtperfekt falls P abgeschlossen uitlperfekt ist in der relativen Topologie.

DEFINITION. SeiX eine Menge. EitCantor-Schemauf X ist eine FamiligAs s € 2°") von
Teilmengen vorX mit folgenden Eigenschatften:

(@) Aso /1 As1 = ofir alles e 2,

(b) As; cAsfiir alles e 2°", i < 2.

SATZ 5.4. Sei X ein perfekter polnischer Raum. Dann existiert eine Einbettung’worX.
Wegen Kompaktheit vor? enthalt X somit eine homodomorphe Kopie voh als
abgeschlossenen Unterraum.

BeEwEls. Wir definieren ein Cantor-Scher;: s € N") aufX, so daR zusatzlich:

(c) Asist offen undAs # o fir alles e %,

(d) diam(A) <2,

(€) Ay CA

Angenommen, wir hatte(As. s € N"%) schon konstruiert. Sei dafin¢ — X die assoziierte
Abbildung. Seix  C. Es gelten oy Acn = /hey A, Wegen (€) undim,_., diam(A) = 0
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wegen (d) und alléyn # @ wegen (c). D& vollstandig ist, enthalt folglichcy Axn genau
einen Punkt, den wir al§x) definieren. Wie in Satz 5.1 zeigt man, dadietig und injektiv
ist. Da ¢ kompakt ist, ist jede abgeschlossene MefAge ¢’ kompakt, und folglich ist auch
f(A) kompakt und damit abgeschlosserXimlso istf abgeschlossen und somit auch offen, da
injektiv. Zusammen erhalten wir, déBine Einbettung ist.

Konstruiere nun ein Cantor-Schema wie gewinscht. Defidigdrrch Induktion Ubefs|:
A, sei beliebig mit (c) und (d), z.B\, = B(x, 1 / 2)fiir x € X beliebig. SelAs definiert. Nach
Induktionsvoraussetzung igt offen und nichtleer. Set € As. Da X perfekt ist, istx nicht
isoliert, und deshalb existigyte As mity # x. Wahleey, e, > 0, so dalB(x, 1), B(y, €2) € As
und maxfer, e} < min{l / 2 * d(x, y), 1 / B""%}. SetzeAso = B(x, €1/ 2), Asn = B(y, &2 | 2).
Prife leicht, daf3 die verlangten Eigenschaften gelten. 4

SaTz 5.5.Sei X ein perfekter polnischer Raum. Dann laf3t #Gh X einbetten.

BEwEIS. Wegen Satz 5.4 geniigt es zu zeigen, ddfn ¢ eingebettet werden kann.
Definierep: N - 2" wie folgt durch Induktion Ubds|: (@) = @, (s “n) = ¢(s) " (O, ..., 0,
1) (n Nullen); z.B.¢(2, 0, 4) = (0, 0, 1, 1, 0, 0, O, 0,)21Definiere jetzf: A"— ¢ durchf(x) =
Uhew @(x 7n). Zeige leicht, daR eine Einbettung ist. Bemerke dazu, d&8) = {y < C: y(n)
=1 fur unendlich viele n}Alsof(A) ist G in C. s

SaTz 5.6. Cantor-Bendixson Sei X ein polnischer Raum. Dann kann X auf eindeutige
Weise zerlegt werden als X =P C, wobei P/7 C = g, P eine perfekte Teilmenge und C
abzahlbar.

BEWEIS. Ein Punktx & X heil3tKondensationspunkton X, falls jede offene Umgebung von
x Uberabzahlbar ist. Definiele = {x & X: x ist Kondensationspunkif = X \ P. Sei(Up)nen
eine Basis der Topologie aif Offensichtlich istC = (fU,: n e Yund U}, ist abzahlbar}

Warum? Sex e C, also istx nicht Kondensationspunkt. Es existiert eine offene abzéhlbare
UmgebungU von x. Da (Up)ney Basis ist, existiert ein € & mit x € U, ¢ U. Dann istU,
abzahlbar. Sei umgeketut, abzéhlbar und & U,. Dann istx nicht Kondensationspunkt, also
x € C. Es folgt, daltC offen ist und abzahlbar. Somit Btabgeschlossen.

Warum istP perfekt? Sex € P undU eine offene Umgebung von Zu zeigen ist, dald /7
P unendlich ist. Da Kondensationspunkt ist voX ist U Uberabzéahlbar. D& abzahlbar ist,
folgt dalBU /7P = U \ Cuberabzahlbar, also unendlich ist.

Zur Eindeutigkeit: SeY polnisch. Setz&* = {y € Y: y ist Kondensationspunkiemerke:
FallsY perfekt, soy* = Y: Seiy €Y. SeiU eine offene Umgebung von Fir jedegz € U und
jedes offenev mit z € V ist U /7 V eine offene Umgebung van und somit istU /7 V
unendlich, daz nicht isoliert ist. Es folgt, dal® versehen mit der relativen Topologie ein
perfekter Raum ist, obwold i.a. nicht perfekte Teilmenge vofist, da nicht abgeschlossen.
Nach Korollar 3.14 isU auch polnisch. Nach Satz 5.4 |ai3t sicim U einbetten. Somit idt
Uberabzéhlbar. D eine beliebige offene Umgebung wwar, isty € Y*.

Ware nunX = P* (U C' eine weitere Cantor-Bendixson-Zerlegung, so folgt mit der
Bemerkung(P)* = P*. Aber(P‘)* ¢ X* = P; letzteres folgt nach Konstruktion zur Existenz.
Also P* ¢ P. Sei nunx € C'. DaC' abzahlbar und offen ist, igte C. Nach Konstruktion ist
C = U U, abzahlbar} wobei(Up)noy Basis vonX. Es folgtC' ¢ C. SomitP = P* undC =
(O 4

KOROLLAR 5.7. Jeder polnische Raum ist entweder abzéhlbar oder er hat dieselbe
Kardinalitat wieR (oder ().
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BEWEIs. SeiX ein polnischer Raum. S¥i= P (/ C die Cantor-Bendixson-Zerlegung vén
nach Satz 5.6. FalB = @, so istX = C abzahlbar. Andernfalls 143t siaiin P einbetten
(Satz 5.4), somilc] < |P| = |X|. Umgekehrt seR ¢ X abzahlbar und dicht. Zu jedexns X
existiert eine Folgég*)ney € QY mit limy_.. gu* = x. Klarerweise ist die Abbilduny — Q"

X ~ (0% ney injektiv. Es folgt|X| < |QY = |V = |2 = |]. Aus dem Satz von Schréder-
Bernstein (Mengenlehre) folgX| = |]. 4

BEISPIEL SeiX = {Xo, ..., %, ...} U{Xs}, so dal} all§x,} offen sind und auBerde{r,: n >
m} U {X,} offen fur allem. Es gibt alsdim,_., X, = X.. Also sind allex, isoliert, aberx,, ist
Haufungspunkt. Abex,, ist nicht Kondensationspunkt.

Cantor-Bendixson-Analys&' = {x & X: x ist Haufungspunkt} = {}. X" = 2.

Sei X beliebig polnischX' = {x & X: x ist Haufungspunkt}Definiere mit transfiniter
RekursionXg = X, X, = X', X, = M<; X, fUr A eine Limeszahl.

Zeige: Es existiert < wy mit X,+; = X,. Dann istX = X,+; U {X \ X,+;} die Cantor-
Bendixson-Zerlegung.

SATz 5.8. Sei X ein polnischer Raum und seicAX eine Borelmenge. Es existiert eine
abgeschlossene Menged=A’und eine stetige Bijektion f: B A. Falls A# @, gibt es wegen
Satz 2.5 auch eine stetige Surjektiomdg= A, welche f fortsetzt.

BEwEls. Nach Satz 4.5 finde eine polnische Topologie> 7 (7 ist die Topologie auk),
bzgl. welcherA offen und abgeschlossen ist. Nach Satz 3.13 ist §8mifa 7 A) polnisch.
Nach Satz 5.3 existiert eine abgeschlossene Meéngé/und eine stetige Bijektioh F — A,
die stetig ist bzgl7a 7AaufA. Da7 7A c 75 7Afolgt: f ist auch stetig bzglr 7A. .

DEFINITION. Sei X ein polnischer Raum. Eine Mende ¢ X heil3t analytisch falls ein
polnischer Rauny und eine stetige AbbildurfgY — X existieren, so daffY) = A
BEMERKUNGEN.

(a) Wegen Satz 5.3 kénnen wir in der Definition von ,analytisgldurch A’ersetzen, falls
A # 2. AuBerdem isto analytisch, da wity = @ wéahlen kénnen. Wir bezeichen die
Menge aller analytischen Teilmengen vomit 2;*(X).

(b) Es giltB(X) ¢ 21*(X), d.h. Borelmengen sind analytisch (s. unten).

(c) Falls in der Definition von ,analytisch‘injektiv ist, so istA = f(Y) Borel. Es gibt aber
stets, fallsX Uberabzahlbar, analytische Mengen, die nicht Borel sind (s. unten).

SATz 5.9.Sei X polnisch und & X. Es sind aquivalent:

(a) A ist analytisch.

(b) Es existiert ein polnischer Raum Y und eine BorelmengeXBx Y mit A = prok(B),
wobei prog: X xY - X, (X, y)~ X.

(c) Es existiert eine abgeschlossene MengeXxx A/mit A = proj(F).
(d) Es existiert eine &SMenge Gc X x ¢mit A = proj(G).

BEWEIS. (@)= (c). Seif: A/—» X mit A = f(A). SetzeF := graph™(f) := {(f(x), X): x € A}. Da
f stetig ist, isF abgeschlossen X x A/ Klarerweise giltA = projx(F).
(c) = (b) ist trivial.
(b) = (a). Nach Satz 5.8 existiert eine stetige Funktiot’— X x'Y mit B = f(A). Es folgtA
= (projx o f)(B). Also A analytisch.
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Als Ubung zeige (d¥= (c). Verwende die konstruierte Einbettung véfin . s

DEFINITION. Sei I eine Klasse von Teilmenge von beliebigen polnischen Raudien (
gegeben als Definition). S¥iein polnischer Raum. Dann bezeichnen wir iiik) die Menge
aller Teilmengen voiX, die zul” gehodren, d.h. die Definitiof erfillen. Eine Mengé& c A/

x X hei3tAcuniversellfur I'(X), fallsU e I'(A'x X) und aul3erdem(X) = {Uy: y € A}, wobei
Uy = {x e X: (y, X)e U}.

BEISPIEL Seil" die Klasse aller offenen Mengen. Dann/igY) = {Y ¢ X: Y offen}
LEMMA 5.10. A’und A? sind homdomorph.

Bewels. Definiereh: A7 — A% durchh(x) = (%, x1), Wobeixg(n) = x(2n)undx;(n) = x(2n +
1), allen eN. 4

LEMMA 5.11.Es existiert eined‘universelle Menge fiZ: (A).

BEWEIS. Zuerst zeigen wir, daB einuniverselle Menge fiZ:°(A) (alle offenen) existiert.
Sei dazus: ¥ - ¥ eine Bijektion. Definierd) ¢ A# folgendermaReny, X) e U 1< x
Uenayiy=o Nsgiy. SeiV e 210(/\/). Es existiertA c A mitV = U Nsgi). Definierey e A’durch
y(i) = 0, fallsi € A, undy(i) = 1, sonst. Es folgty = {x € A7 (y, X) € U} = Uecwayi=0 Nsg) =
Uen Nsg) = V. Ferner isU offen in A% Sei(y, x) € U. Es existiert alsd € &V mit y(i) = 0 und
x & Ng). Es folgt(y, X) € Nygi+1y x Nsgy € U. Klar ist, daRl, e %A, alley.

Da A’und A homdomorph sind, existiert auch eiféuniverselle MengdJ® fiir 2,°(A4).
SetzeU* = (id 4 x h)(U) = {(y, h(x)): (y, X)e U}. id 4 x h ist ein Hom6omorphismus. S¢ic
A? offen. Findey mit h™(V) = U,. Dann giltV = (U*),. SetzeF := A?\ U'. AlsoF e /1,°(A?).
Es folgt sofort, dafF Acuniversell ist fur/7.°(A?): SeiH e IL%(A?), alsoV = A\ H e
2°(A?). Findey mit V = (Uf),. FolglichH = A?\V = (A \ UY), = F,.

Wir wollen zeigen, daR die Mende= {(y, X) e A% Tz e NM(y, X, z)e F} Afuniversell ist
fur 21} (A). Projektionen sind stetig. Wegen (b) von Satz 5.8 @talytisch und folglich auch
A, flr alley e M.

Sei jetztB € Z1Y(A). Findey mit B = A,. Nach Bemerkung (a) weiter oben existiert ein
abgeschlossends ¢ A, wobei H =N, falls B + @ oder H =@ sonst, und eine stetige
Surjektionf: H — B. SeiG := graph(f)* = {(x, z) € A% z e H A x = f(2)}. Daf stetig, istG
abgeschlossen in%. DaF Acuniversell fir/h,%(A?), existiert einy € A/mit G = F,. Es folgt
XeBedz(X,2)eCGeFz(Y, X, 2eF =, X)eAXxeEA,. 4

SATz 5.12. Sei X ein (berabzéhlbarer polnischer Raum. Es gilt BEXE(X), d.h. es
existieren analytische Mengen, die nicht Borel sind.

BEwEIS. Zuerst firX = Af Sei A ¢ A* Afuniversell fir 2%(X) (Lemma 5.11). Also
insbesonderd e Z1'(A#). Wir zeigen, dafA nicht Borel ist. AngenommeA ware doch
Borel. Dann ist auc® = A” \ A Borel. Die Diagonalel := {(x, x): x € A} ist klarerweise
abgeschlossen; folglich igt /7 A° = {(x, X): x e M4 (X, X) & A} Borel. Trivialerweise isg: 4
- A, (X, X) = X ein Homoéomorphismus. Folglich i8t:= g4 /7 A°) eine Borelmenge in,
Also (**) B = {x € M (x, X) ¢ A} und B ist analytisch. DaA Auniversell ist fir 2 (A,
existierty e A/ so dalR (*B = A, = {x € A (y, X) € A}. Wir fragen uns: Isy € B oder nicht?
Fallsy e B, folgt (y, y) € Awegen (*). Dann aber ¢ B wegen (**). Fallsy & B, folgt (y, y) ¢
A wegen (*). Dann aber € B wegen (**). Wir erhalten einen Widerspruch und folglichAst
nicht Borel. Seh: A’ - A# ein Homdomorphismus (Lemma 5.10). DanrhiA) analytisch
und nicht Borel inA/
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Sei nunX ein beliebiger, Uberabzahlbarer polnischer Raum. Nach Satz 5.6 existiert eine
Einbettungi: &— X. Sei nunB ¢ A analytisch, nicht Borel. Dann igB) ¢ X analytisch.
Wérei(B) Borel, so aucli'(i(B)) = B, dai injektiv. Ein Widerspruch. s

SATz 5.13 (Trennungssatz von LuginSei X polnisch und A, B X disjunkte analytische
Mengen. Dann existiert eine Borelmenge &, welche A und B trennt, d.h.a&AC und C/7B
= o

Zum Beweis verwenden wir folgendes Lemma.

LEMMA 5.14.Seien P =Uney Pm und Q = Uney Qm Teilmengen von X, so dald zu jedem n
und m eine Borelmenge existiert, dig tthd Q, trennt. Dann existiert eine Borelmenge,
welche P und Q trennt.

BEWEIS. Sei Ry, € X Borel mit Py, € Rnn € (@) SetzeR = Uney /ey Rmn
Offensichtlich istR Borel. Aul3erdem trenir PundQ:

(i) EsqiltP ¢ R Seim & N beliebig. Es giltP,, € Ry fur allen e N. FolglichPr, € /hey
Rnn SOmIitP, € R Dam beliebig, giltP = UpeyPm € R

(i) Es giltR c Q% Sein e N beliebig. Es giltlQ, /7 Ry fur allem e A. Umso mehr haben
wir Q /7 /'kew Rnk = @ fur alle m. Folglich Q, /7 Unen kev Rnk = @. Dan beliebig
war, folgtQ = Uhey Qn ¢ K.

Das beweist das Lemma. .

BEWEIS (Satz 5.13). Fall&\ oderB schon Borel, ist die Aussage trivial. Also durfen wir
insbesondere annehmefy,und B seien nicht leer. Es existieren also nach Bemerkung (a)
stetige Surjektionefi A//— Aundg: A — B. SetzeAs := f(Ns) undBs := g(Ny), fur alles e
NN DaNs = Uy Nsj, gilt As = Uy Asj undBs = Uy Bsj. AngenommenA und B lassen
sich nicht durch eine Borelmenge trennen.foa f(A) = f(Np) = Uy f(Ng) = Uy A4y und
analogB = Uy B, folgt aus Lemma 5.14, daf®0) € A, y(0) € N existieren, so daB oy
und By nicht durch eine Borelmenge getrennt werden kénnen. WiedeAgif = Uy
Ax),y Und By = Uev By o) Mit dem gleichen Argument erhalten wifl), y(1) € A, so
dal Ago)xay und Bg)yay hicht durch eine Borelmenge getrennt werden konnen. So
weiterfahrend konstruieren wit y € A; so daf? fir allen € &, A und By nicht durch eine
Borelmenge getrennt werden kénnen. A3 € A undg(y) € B undA /7B = & folgt f(x) #

g(y). Finde disjunkte offen®, V ¢ X mit f(x) € U undg(y) € V. Wegen der Stetigkeit van
undg finden e A&, so dalAyn = f(Nxs) € U undByn = g(Nyn) < V. Dann trennt aber das
offeneU die Mengem» undBy», ein Widerspruch zur Konstruktion. 4

DEFINITION. SeiX ein polnischer Raum. Definiere rekursii(X), /7,"(X), 4,*(X) fir allen
e N\ {0}: Z1H(X) = {A c X: A analytisch} 7;5(X) = - Z11(X) = {A% A € Z11(X)}, 4:4(X) =
X)) 1 TEMX). 2t (X) = {f(A): Y polnisch, f: Y- X stetig, Ae /1,X(Y)}, Ths1'(X) = -
a1 (X), Ansa (X) = Znea(X) 17 T (X).

KOROLLAR 5.15 GSuslin. Sei X ein polnischer Raum. Es gilt B(X) = A,*(X).

Beweis. SeiA € 4:,'(X). Also A e Z1'(X), A° € Zi'(X). Nach Satz 5.13 existiert eine
BorelmengeB ¢ X mit A ¢ B ¢ (A)° = A. AlsoA = B.

Umkehrung: SehA € B(X). Dann aucth® € B(X). FolglichA, A° € 2,'(X). Dann abeA®, A €
THHX). Also A e 4:1(X). 1
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SATZ 5.16.Seien X, Y polnische Raume und sei £ X stetig. Falls Ac X Borel und f7A
injektiv ist, so ist f(A) Borel.

BEwEIS. Nach Satz 5.10 existiert eine abgeschlossene MEnge A" und eine stetige
Bijektion f: F — A. Wir durfen also annehmen, es geftee A’und A sei abgeschlossen, da
f(A) = f o f'(F). SetzeBs = f(A /7 Ny) fiir s € N, Daf 7 A injektiv ist, folgt, daR(Bg)s ein
Lusin-Schema ist. Fern®&, = f(A), Bs = Uhey Bsn Und Bs ist analytisch fir alles. Mit Hilfe
der Aufgabe 5.1 finden wir leicht ein Lusin-Sche(Ba)., so daf} all8s Borel sind undB,'
=Y undBs ¢ Bs'. Schliel3lich definieren wir durch Induktion tbet BorelmengerBs*, so

daB (B¢)s ein Lusin-Schema ist, wie folgB,* = B, = Y undBp# = B/ /1 B, , n & .

Durch Induktion Ubek

Allgemein: Bno),...n5* = B n(0)...n00 /7 Bn(oy....nk-1)* B<n(0) ..... n(k)) *

Dann istf(A) offensichtlich Borel.

,C". Seix e f(A). Findea € A mit x = f(a). Folglich gilt nach Konstruktior & /ey Ban €
nnE/W Bam* _CC

,2'. Seix € C. Dann existiert ein eindeutig bestimmgegs A/'mit X & /hey Ban*. Folglich

(*) X € 'hev B, . INsbesondere fol@.n # @, allen, somitA /7 Nan # 2, allen. Es folgta

.....

A= A, daA abgeschlossen. Klarerweise fof§a) & /hey Ban. Wir behaupterf(a) = x.
Andernfalls existieren disjunkte offene UmgebundénV von f(a) bzw. x. Wegen der

Stetigkeit vorf finde n(0) mit f(Nan©) < U. Dax ¢ U ist, giltx ¢ f (Nano) - Aber B o) €
f(N..n) - Alsox & B,_ o, , €in Widerspruch. 4

UBUNGEN

5.1. SeiX polnisch und seiei, ¢ X, n € A, analytisch und paarweise disjunkt. Dann
existieren paarweise disjunkte Borelmen8sm A, so dalA, ¢ B..

5.2. Sei(X, d) ein metrischer Raum und séhs s € ") ein Lusin-Schema mit
verschwindendem Durchmesser 2ufSeif: D — X die assoziierte Abbildung. Zeige,
daRD abgeschlossen ist, fallX, d)vollstdndig und jede&s abgeschlossen.

5.3. Ein BaumT aufA heil3tperfekt fallsT # @ und zu jedens € T eint € T unday, a; €
A existieren, so daBy # &, sctundt ay, t" a e T. Zeige, dal§ cAY perfekt ist
genau dann, wenn ein perfekter Baliny A" existiert mitF = [T] .

5.4. Seip: N > 2°" definiert, so daB(2) = o unde(s “n) = o(s) 0"~ 1 fir alles e ¥,
n e Y, wobei0" die Folge vom Nullen sei. Definierd: A”— ¢ durchf(x) = Uhey o(x 7
n).
(a) Zeige, daf§ eine Einbettung ist.

(b) Zeige, daB(AN) G;istinC.
5.5. SeienX und Y metrische Raume. Zeige, dal’Xf — Y stetig ist genau dann, wenn
graph(f)abgeschlossen ist K x Y.

5.6. SeiX ein polnischer Raum und seidg € X, n € &, analytisch. Zeige, dal{-v An
und /hey An analytisch sind.



5.7.

5.8.

DESKRIPTIVEMENGENLEHRE 31

SeiX ein polnischer Raum und seidn c X, n € A, analytisch und paarweise disjunkt.
Zeige, dal3 paarweise disjunkte BorelmenBgrc X, n € A, mit A, < B, existieren.
(Verwende Lusin’s Trennungssatz.)

SeierX, Y polnische Raume unid X — Y Borel-meRbar, d.Hi:*(B) ist Borel fiir jede
BorelmengeB c Y. Dann gilt fir jede analytische Mengec X bzw. B c Y, dal3f(A)
bzw.f(B) analytisch ist.
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6. UNENDLICHE SPIELE-DETERMINIERTHEIT

Wir betrachten unendliche Spiele wie folgt: GegeBea @ und X ¢ A", so betrachten wir
dasSpielG(A, X) (= G(X)) mit folgendemSpielverlauf Spieler | (Er) und Spielerin Il (Sie)
spielen abwechselnd Elemente VAN

Spieler I (Er) a a
Spieler Il (Sie) ay ag

Also g € A, allei e N. Es wird vereinbart, da’ Er gewinnt, fal#g)ney € X. Also ist X die
Gewinnmenge (fur Ihn)

DEFINITION. EineStrategie firr list eine Abbildung: A" - A", so daR gelten:
@ vseA o) =Is| + 1,
(b) Vs, te AN (sct=p(s) Cot).

Das ist wie folgt zu verstehen: Falls Er gemal} Strategig@elt und Si€azn.1)neny Spielt, so
spielt Er(azn)ney, Wobei @) = ¢(2), (@0, &) = ¢((@1)), (Ao, &, &) = ¢((a1, &)), Usw.

Zwei aquivalente Definitionen sind die folgenden:

Zum einen eine Abbildung: 4" — A. Er spielt danra = ¢(2), a = ¢((@), as = ¢((a,

a)).

Zum anderen ein Baumc A™", so daR

(a) o ist nichtleer und gestutzt.

(b) Falls (ay, ..., &) €0, SO (@, ..., & & € o fur allea € A. (Sie darf spielen, was Sie
will.)

(c) Falls ay, ..., @n-1) €0, SO existiert genau eme A mit @y, ..., &n-1, &) 0.

Analog definieren wir, was eirfétrategie fur Siést.

Eine Strategie o fur lhn heiRtGewinnstrategie fur Thnm Spiel G(A, X) falls fur jeden
Spielverlauf(an)ney, bei welchem Er die Strategie befolgt (also(an)ney € [0/, falls ¢ als
Baum aufgefaf3t wird), gilt, daf®,)nev € X. Analog wird Gewinnstrategie fir Sidefiniert:
Fallso Strategie Fur Sie un@y)ney € /a/, so folgt(an)ney e AY\ X

Das SpielG(A, X)oder auch nur die Mengéheil3tdeterminieri falls (mindestens) einer der
beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt. (Klarerweise besitzt hdchstens ein Spieler eine
Gewinnstrategie.)

BEMERKUNG. Falls|A| = 2, so kann man mit Hilfe des Auswahlaxioms eine MeXge A"
konstruieren, welche nicht determiniert ist. Der Satz von Martin (siehe unten) besagt, dal’ alle
BorelmengerX ¢ A" determiniert sind.

Oft stellen wir bei einem SpidRegelnauf, d.h. wir beschranken die Spielfreiheit von |
und/oder II: D.h. wir habeA # 2, aber zusatzlich einen nichtleeren gestutzten Baum
A", welcher die erlaubten Ziige festlegt. Zu beliebiger Gewinnm¥nggl] betrachten wir
das SpielG(T, X) Wir verlangen zusatzlich, dgBo, ..., &) € T fur allen € N. Wiederum
setzen wir fest, daR Er gewinnt, fals)noy € X. Dies ist kein allgemeinerer Spielbegriff: Zu
X c[T] setzeX' = {x € A% (In x 7n & T) 4 das kleinste solche n mit & T ist gerade}l/

X.
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BEISPIEL Wir definieren das*-Spiel. Sei X ein (nichtleerer) polnischer Raum mit
kompatibler, vollstandiger Metrill. Sei % = (Vp)neny €ine abzahlbare Basis vof bestehend
aus nichtleeren (offenen) Mengen. 8et X. Das SpielG*(A) ist folgendermafien definiert:

Spieler | (Er) (U@, U,®) (Uo®, u,®)

Spieler I (Sie) i(0) i(1)

Regeln: DieU™, n e ¥ undi e {0, 1}, sind offene Mengen i mit diam(U™) < 2™,
U " U= g in) {0, 1}, U," 0U" c Un™. Wer gewinnt? Se{Uim™hney
gewonnen aus einem Spielverlauf VGRH(A).

Aus den Regln folgt, daR e X existiert mit /oy Uin™ = {x}. Wir setzen fest, daR Er
gewinnt, fallsx € A.

G*((,?\) von der FormG(T, X) X* = {((Uo™, Ui"™), iMhey € [Tl: IX € A {X} = /hey
Ui(n)n}.

Satz 6.1Sei X ein (nichtleerer) perfekter polnischer Raum und>A Es gelten:
(a) Er hat eine Gewinnstrategie in G*(A) gdw. si€tin A einbetten Iaft.
(b) Sie hat eine Gewinnstrategie in G*(A) gdw. A abzé&hlbar ist.

BEMERKUNG. Aus dem Satz von Martin (siehe unten) wird damit folgen: Eine beliebige
BorelmengeA ¢ X ist entweder abzahlbar oder enthalt eine homdéomorphe Kopie’yond
hat deshalb Kardinalitd&] = |X|.)

BEWEIS (Satz 6.1). (a) . Seio eine Gewinnstrategie fur lh@ €in Baum aufTl). Durch
Weglassen iw lhrer Zuge, d.h. aller Wertg(2i + 1) fir s e o und2i + 1 < |s|, erhalten wir

ein Cantor-Schem@Js)s, S # &, so dal3 geltertJs offen, nichtleerU.., OU., € Us, diam(W)

< 2’8" AuRerdem, da Gewinnstrategie fiir lhn ist, folgt fur aliee 2% Falls{x} = /ey
Uyn, SO giltx € A. Wie im Beweis von Satz 5.4 zeigt man, daf} die Zuordnung (die assoziierte
Funktion)y ~ x eine Einbettung vog’in A ist.

» <. Sei umgekehri: ¢ — A eine Einbettung un€ := i(¢). Dann istC eine perfekte
Teilmenge vorA. Wir definieren eine Gewinnstrategidur Ihn wie folgt: Er spielt in seinem
ersten Zug ein erlaubtes Pgap®, U;?), d.h.U® € 8 diam U® <1, U, NU,” = g, so
daR zusatzlichs;® /) C # @ fiir i < 2. Sie antwortet mit einem Spielzi@) < 2. DaC
perfekt ist,U® /7 C # @ und somitU;® /7 C unendlich, kann Er ein erlaubtes Péag™,
U,®) wahlen, so daRiY) /7 C # @ firi < 2. Gemals soll er so ein Paar spielen, etc.

Wir behaupten, daB eine Gewinnstrategie fur Ihn ist: S(@Ji(n)(”))new das Ergebnis eines
Spielverlaufs, bei dem Er gemafyespielt hat. Es gilt somili,)™ /7 C # g, fiir allen € A,

Seix e X der eindeutig bestimmte Punkt nfi§ = /hey Uin™. Dann giltx e C= C c A,
Also gewinnt Er.

(b) ,<". Sei A abzéhlbar, z.BA = {Xo, X1, %, ...}. Seio die folgende Strategie fur Sie: In
ihrem n-ten Spielzug sieht Sie Seinarten SpielzugUy"™, U,"). Sie wéhlt gemaB i(n)
{0, 1}, so dark, & U™ und spielii(n). Sei(Uin™)noy der resultierende Spielverlauf upd
= /hew Uin)™. Es folgtx # x,, allen & .

,=". Sei umgekehrte eine Gewinnstrategie fur Sie. Sgi € A. Wir nennen eine
Spielpositionp = (Uo®, U?), o, ..., (W™, U™Y), in.1) kompatibel mitx, falls sie gemad
gespielt wurde, alsp € o, undx € Ui(n-l)(”'l) gilt. Die leere Spielposition sei per definitionem
auch kompatibel mitx. Bemerke nun folgende Trivialitdt: Falls jede Positipn die
kompatibel ist mitx, eine echte Verlangerung besitzt, die auch kompatibelxnmst, so
existiert ein SpielverIaLmJi(n)(”))ne/w, bei welchem Sie befolgt, dessen Ergebnyamit {y} =
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ey Ui(n)(”) aber gleichx ist. Somit hatte Er gegesmn gewonnen, ein Widerspruch, da
Gewinnstrategie fur Sie ist. Aus der Trivialitat folgt: Zu jedera A existiert eine langste
Position, die kompatibel mit ist. Sei nump = (U@, Ui?), g, ..., (L™, U™, in.0) eine
beliebige Spielposition, bei der Sie genséffespielt hat. Sg € ¢ undA, die Menge allek e
A, fiir welchep die langste mik kompatible Spielposition ist, als, = {x & Uj.1\"™: Fur
jeden Ihm in der Position p erlaubten Spielzug™WVU,") gilt: Falls ¢ darauf mit i(n)
antwortet, so ist ¥ Ui)™}. Aus der Trivialitat folgiA € Upeop hat gerade Langdy- S€IP € 0 von
gerader Langen. Klarerweise enthalh, hdchstens ein Element: Angenommegnx, e Ay, Xo
#x. Dann konnte Er in seinem nachsteten Zug ein erlaubtes Pa@f™, U,"™) spielen, so
daRx, € Ug™, x; € U,™. Falls Sie gemaB mit i(n) antwortet, giltx) € Uin™. Dann wérep
(U™, U1™), i) kompatibel mitx(), ein Widerspruch zx, € A,. 4

SeiA ¢ X, G*(A). Wir haben schon gesehen: Es existiert ein BawmdA' ¢ [T], so daf}
G*(A) aquivalent zuG(T, AY) ist. Seif e [T], f = (Uo®, Ui?), io, (U™, UY), iy, ...). Es
existiertx; € X, so daf{x¢} = /hey Uin™. Es ist leicht zu sehen, daR die Abbildu#hg[T] -
X, f > ¥ stetig ist. Es gilA* = F(A). Der Satz von Martin besagt: FalBsc [T] Borel, so ist
G(T, B)determiniert. Als Korollar daraus und aus Satz 6.1 werden wir erhalten:

SeiX ein polnischer Raunf ¢ X Borel. Entweder existiert eine Einbettung” — A oderA
ist abzahlbar.

SATz 6.2. Gale-Stewait Sei T ¢ A™ ein nichtleerer gestutzter Baum und X [T]
abgeschlossen oder offen. Dann ist das Spiel G(T, X) determiniert.

BEWEIS. Sei zuersiX abgeschlossen. Wir nehmen an, Sie hatte keine Gewinnstrategie flr
G(T, X) und wollen zeigen, dal’ dann Er eine Gewinnstrategie hat. Eine Spielspefiufag,
., &n1) €T, In welcher Er am Zug ist, heificht verloren fir lhn falls Sie in dieser
Stellung keine Gewinnstrategie hat, d.h. Sie hat keine Gewinnstrategie imGSRieX,),
wobei T, = {s eAN p-seT} undX, = {x e A p~ x e X}. Unsere Voraussetzung, daR Sie
keine Gewinnstrategie iG(T, X) hat, bedeutet, daf die leere Spielpositibnicht verloren
ist fur IThn. Nun gilt klarerweise folgendes: Falls (ay, ..., @n-1) nicht verloren ist fir lhn, so
existiertagn, € Amit (@) € Tp, d.h.p " an €T, so daB fur all@yn.1 € A mit @z, 8on+1) € Tp
die Stellungp ~ (azn, @n+1) nicht verloren ist fur Ihn. Damit beschreiben wir eine Strategie
AN > Afiir Ihn wie folgt: Wahlep(()) = ap € A, so daRB fiir keim, € A mit (a, a) € T die
Stellung (ag, ai) verloren ist fur Ihn. Falls allgemei@y, ..., &n+1/) nicht verloren ist fur lhn,
so wahlep((@o, ag, ..., @n+1)) = azn+2 € A, SO dal¥ay, ..., @n+2) € T und fiir keinazn.s € A mit
(@, ..., an+3) € T die Stellungy, ..., &n+3) verloren ist fur lhn. (Fallgay, ..., &n+1) verloren
ist fur Ihn, definierep((ay, ..., &n+1)) beliebig, erlaubt.)

Wir behaupten, dalp eine Gewinnstrategie ist fur lhn: S@,).ov €in Spielverlauf, bei
welchem Er gemag gespielt hat. Zeige leicht durch Induktion Gbedald dannray, ..., &n-1)
nicht verloren ist fur lhn, fur alla e N.

Wabhle jetzt(a,)ney € X, alsog nicht Gewinnstrategie, so existiert, [dd \ X offen ist, eink
e N mit Nap), ... agy /7 [T] < X. Dies gilt auch fir allé >k, also auch fir eih=2n — 1fur
einn e N. N, ..., a@n-1y /7 [T] < X°. Dann ware aber die Stelluf@y, ..., &n.1) verloren fir
Ihn, ein Widerspruch.

Ein symmetrisches Argument beweist den Fall, Xaffen ist. s

DEeFINITION. Sei wiedefT ein nichtleerer gestutzter Baum aufEineQuasistrategie fir Ihn
in T ist ein gestutzter nichtleerer Baulhc T mit der Eigenschaft, dal fur jede Positias,
..., &n) € 2, in der also Sie am Zug ist, fUr ablg,«; € A mit (@, ..., @n+) € T gilt (A, ...,
aon+1) € 2. Klarerweise enthalt jede Quasistratedi@ir Ihn eine Strategie fur Ihn, alsos €
2. Analog definieren wiQuasistrategie fir Sie
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Sei X < [T] gegeben. Eine Quasistrategi& fur lhn im Spiel G(T, X) heil3t
Gewinnquasistrategie fur Ihalls[ 2] < X

BEMERKUNG ZzUM BEWEIS VON GALE-STEWART. Sei nunX ¢ [T] abgeschlossen, so dal3 Sie
in G(T, X)keine Gewinnstrategie hat. Dann existiert eine kanonische Gewinnquasistfategie
fur IThn. 2'wird bestimmt durch die fur Ihn nicht verlorenen Positione@ (i, X) Fir alleay,
.oanceAneN

@, ..., 3n1) €2 & (@, ..., @n.) nNicht verloren fur Thn.

@, ..., 3n) €2 < (g, ..., 3n1) €2

Der obige Beweis von Gale-Stewart ze[gf] ¢ X. Analog gilt: FallsX ¢ [T] offen ist und
Er keine Gewinnstrategie iG(T, X) hat, so existiert eine kanonische Gewinnquasistrategie
fur Sie.

SATZ 6.3. O. A. Martin) Sei T ein nichtleerer gestutzter Baum auf A und sei[K] Borel.
Dann ist G(T, X) determiniert.

Wir werden zuG(T, X) ein anderes SpieG(T', X‘) assoziieren, so daRk‘ < [T
abgeschlossen G(T', X) nach Gale-Stewart also determiniert — ist und aus einer
Gewinnstrategie fur einen der Spieler @(T, X') eine Gewinnstrategie fir den
entsprechenden Spieler@{(T, X)erhalten werden kann. Dazu folgende Definition.

DEFINITION. SeiT ein nichtleerer gestutzter Baum a\if Eine Uberlagerung von Tist ein
Tripel (T", &, ), so daf3 folgende Dinge gelten:

(a) T* ist ein nichtleerer gestutzter Baum auf einer Meige

(b) z: T* - T ist monoton mit|z(s)| = s fur alles e T'; = induziert somit eine stetige
Funktionz‘: [T] - [T], n'(x) = Uheym(x 7n). Schreiber® = z.

(c) ¢ ist eine Abbildung, welche Strategien fir Ihn (bzw. Sie] imbbildet auf Strategien
fur Ihn (bzw. Sie), so da(s) eingeschrankt auf Stellungen einer Langen nur
abhéngt vorv‘ eingeschrankt auf Stellungen einer Large, fur allen; d.h. falls wir
Strategien als Baume auffassen und zu einem Baanf“ ¢ 7n :={s €o: |s| = n}, SO
folgt ause‘ 7n =0 Tn @(c’) Tn = @p(c’‘) 7n fur alle Strategiew’, ¢** fur Ihn (bzw.
Sie) inT".

(d) Fallso‘ eine Strategie fur Sie (bzw. lhn) ist Th undx & [T] ein Spielverlauf ist, bei
welchem Sie (bzw. Ep(s‘) verwendet, alsa € [p(c°)], SO existierx' & [o‘], so dald

n(x‘) =x. Kurz:z([a’]) 2 [p(c)].

Sei nun(T* =, ¢) eine Uberlagerung voil und X ¢ [T]. Setzex* := z(X). Dann
.Simuliert G(T, X‘) das Spiel5(T, X)im folgenden Sinn: Ein Spielverlaufe [T] simuliert
n(x) € [T]. Fallso eine Gewinnstrategie fur lhn (bzw. fur Sie) im S, X*) ist, so ist
p(c) eine Gewinnstrategie fur Ihn (bzw. Sie)&({T, X) Angenommen nicht, so gabeeg
[o(c)] mit x ¢ X (bzw. x € X). Wegen (d) existier' € [o‘] mit z(x’) = x. Nach
Voraussetzung gik‘ € X' (bzw.x' ¢ X*) und damitx = z(x‘) € X (bzw.x = z(x*) & X), ein
Widerspruch.

DEFINITION. Sei(T", 7, ) eine Uberlagerung voh

(a) Seik € N. Dann heilR{T", , p) k-Uberlagerung falls T 72k = T* 72kundz 7(T* 72K)
ist die Identitat. Klarerweise folgt dafin7i = T* 7i undz 7(T* 7i) = id fur allei < 2k.



36 DESKRIPTIVE MENGENLEHRE

(b) SeiX c [T]. Wir sagen, da@r", =, ) die MengeX oder auch das Spi€(T, X)entwirrt,
falls 7*(X) offen und abgeschlossen ist[if] . Klarerweise wird dann auckf entwirrt,
daz*(X%) = 7 (X)".

BEMERKUNG. Falls alsqT", 7, ¢) das SpielG(T, X)entwirrt undX* := z"}(X), so ist wegen
Gale-StewarG(T*, X‘) determiniert und somit aucB(T, X)

Somit folgt Satz 6.3 aus dem folgenden Satz.

SATZ 6.4. Martin) Sei T ein nichtleerer gestutzter Baum und K] Borel. Dann existiert
zu jedem ke Y eine k-Uberlagerung von T, welche X entwirrt.

Satz 6.4 folgt aus den folgenden zwei Lemmas.

LEMMA 6.5.Sei T ein nichtleerer gestutzter Baum auf A und X] abgeschlossen. Dann
existiert zu jedem k /N eine k-Uberlagerung, die X entwirrt.

BEwEIs. Falls X schon offen-abgeschlossen, also insbesondere, Xa#s 2, nehme die
triviale UberlagerundT, id, id) FallsX # g, seiTx ¢ T der nichtleere gestutzte Baum mit
[Tx] = X. Wir haben das Spi&(T, X)

Er(T) x(0) X(2)

Sie() x(1) X(3)

wobei (x(0), ..., x(I))e T fur allel, und Er{) gewinnt genau dann, weiix(n) ey € X. Wir
werden ein&-UberlagerungT*, «, ¢) vonT definieren. Zur Definition vorT* betrachten wir
das folgende modifizierte Spiel, dessen erlaubte Positionen die Elementé san werden.
Der Beginn ist wie bei(T, X)

Er(T)  x(0) X(2) X(2k — 2)

Sie(T") x(1) X(3) x(2k — 1)

Hier wieder(x(0), ..., x(i))e T fur allei <2k — 1 In seinem na&chsterk(¢ 1)-ten) Zug spielt
Er(T*) ein Paarx(2k), 2), so daflyx(0), ..., x(2k))e T und 2; eine Quasistrategie fur INR(—

Er(T) x(0) x(2k — 2) (x(2k)21)

Sie(T") x(1) x(2k — 1)

ist Sie(T*) am Zug. Siel‘) hat zwei Optionen.

Option 1.Sie(T*) spielt (x(2k + 1), u) so dal¥x(0), ..., X(2k + 1)) T undu eine Folge

Falls Sie{*) Option 1 wahlen kann und auch wahlt, also Spielstand

Er(T) x(0) x(2k — 2) (x(2k) A1)

Sie(T") X(1) X(2k — 1) (x(2k + 1), u)

eintritt, so spielen im weiteren Verlauf die SpielerTE)y( Sie(T*) x(2k + 2) x(2k + 3)...
usw., so dafx(0), ..., x(j))e T fur allej € ¥und auRerdera c (x(2k + 2), x(2k + 3), x(2k +

4), ...) Es folgt danr{x(i))icy & [Tx] = X.
Option 2. Sie(T*) spielt (x(2k + 1), %), wobei (x(0), ..., X(2k + 1))e T und % eine
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gewahlt wird, so spielen EI{(), Sie(T) im weiteren Verlauk(2k + 2) x(2k + 3) ..., so daf}
(x(2k + 2), x(2k + 3), ..., )= 2} fur allel = 2k + 2 Dann(x(N)hey € [Tx] = X. Klarerweise
hat Sie(") in ihrem k + 1)-ten Zug immer mind. eine der beiden Optionen: Falls Option 1

.....

e
Der BaumT* besteht nun aus allen erlaubten Spielstdnden im eben beschriebenen’ Spiel:
enthalt genau die endlichen Folgen einer der beiden folgenden Gestalten:

(1) (x(0), ..., x(2k — 1), (x(2kX1), (x(2k + 1), u), x(2k + 2), ..., x(I)
(2) (x(0), ..., x(2k — 1), (x(2k%1), (x(2k + 1),2)), x(2k + 2), ..., x(l)
wobei(x(0), ..., x(i))e T fur allei <|I; 2 ist eine Quasistrategie fir IAN(in T, ... x@xyund

.....

Die Funktionz: T — T ist definiert durche(x(0), ..., x(2k — 1), (x(2k), 21), (X(2k + 1), ...),
X(2k + 2), ..., x()) = (x(0), x(1), ..., x()somit gilt fur allex' € [T]: z(x‘) € X & x'(2k + 1)
(x(0), ..., x(2k + 1) T A %, 2y Quasistrategien wie beschrieberffen und abgeschlossen.

Als néchstes definieren wis. Seic* eine Strategie auf‘. Wir mussens := ¢(c°), eine
Strategie aufT, so definieren, dal3 fir albe € /o] ein X' € [o] existiert mitz(x‘) = x.
Aul3erdem sols 7n nur vons* 7n abhéngen fir alla e A.

Fall 1. ¢ ist eine Strategie fur Ihm(). Beschreiber: Fir die erster2k Zuge befolgts ¢,
d.h.o 72k = o 72k Dann schreibt‘ Ihm(T*) einen Zugx(2k), 2;) vor. Wir setzen fest, daf
Ihm(T) den Zugx(2k) vorschreibt. Sie) antwortet mitx(2k + 1) Wir unterscheiden zwei
Falle.

Unterfall 1. Er(T) hat eine Gewinnstrategie im Spi&b((2)xek+n)y [(2)xeExr1)) \

.....

ein erlaubter Spielstand it bzw. Element voi*, der kompatibel mit* ist. Nun setzen wir
fest, dal fur alle weiteren ZugeTrEr(T) lauto die Strategie* verwendet. Klarerweise gilt:
Falls (X())ievy € [0/ und daftr Unterfall 1 gilt, also insbesondeYgewie oben existiert, so
existiert einl, so dald miu = (x(2k + 2), ..., x(2I — D)pilt: x* := (x(0), ..., x(2k — 1), (x(2K),
21), X(2k + 1), u), x(2k + 2), ... /o] undz(x‘) = x.

.....

etc.) die Strategier‘ verwendet, wobei wir annehmen, daf3 Bip@uf T* (x(2k+1), 2y)
gespielt hat. Diese Festsetzung gilt allerdings nur, solange wiB 8ief weiteren Zuge(2I
— 1) so wahlt, dal stet&(2k + 2), ..., x(2I — 1)) 2y gilt. Denn falls Siel) ,aus 2
hinausspielt”, kan@a* nicht mehr angewendet werden, da jener Spielstand nichit gehort.
Falls dies aber geschieht, also ein kleinbtest 21 — 1 > 2k + 2existiert mit(x(2k + 2), ...,

gemal Unterfall 1: Setae:= (x(2k + 1), ..., X(2I — 1)und setze fest, dal’ Strategiehm(T)
die gleichen Zuge(2l), x(2l + 2), ... vorschreibt wies‘, wobei wir annehmen, daf3 Sig(
(X(2k + 2), u)gespielt hat. Somit haben wifauch fur Unterfall 2 definiert.



38 DESKRIPTIVE MENGENLEHRE

Falls jetztx = (X(i))iev € [o] ein Spielverlauf ist wie im Unterfall 2, existieren also
Quasistrategied; und 2;, wie in der Definition vory beschrieben. Falix(2k + 2), ..., x(2 —
1)) € 2 fur allel, folgt aus der Definition vom, dal3x‘ := (x(0), ..., x(2k — 1), (x(2k)&),
(X(2k + 2),2), x(2k + 2), ...)e [o]. Nach Definition vornr gilt z(x ‘) = n(x). Falls Sie{) aus
21 ,hinausspielt®, haben wir die Situation von Unterfall 1.

Fall 2. ¢ ist eine Strategie fur Si€() auf T*: Wieder haben wib := ¢(c‘) zu definieren.
Wiederum muly 72k = o 72k Falls(x(0), ..., X(2k — 1)yespielt wird, spielt EM) einen Zug
X(2k) Betrachte folgende drei MengeB: = {Z: 2 ist eine Quasistrategie fur Sie in

..........

EI’(T(X(O) x(2k)) X(2k + 2) X(2k + 4)

.....

Sie(Txo)...x@x)  X(2k + 1) X(2k + 3)

.....
.....

Sie(T) lauto eben diese Gewinnstrategie verwendet, bis zum erste(x(2&l+ 1), x(2k + 2),
o X(21 = 1))e U gilt. Seiu := (x(2k + 2), ..., x(2I — 1))Wahle nun2; wie in der Definition
von (X(2k + 1))" u € U. Wir setzen fest, da3 S§(laut o fur ihre weiteren Zuge(2l + 1),
x(21 + 3), ... die Strategie ‘ befolgt, wobei wir annehmen, atf sei schor{x(0), ..., x(2k — 1),
(x(2k), 21), (x(2k + 1), u), x(2k + 2), ..., x(2l — 1Yespielt worden.

..........

Spielstand
Er(T)  x(0) x(2k - 2)
Sie(T") x(1) X(2k - 1)

den Zug(x(2k), 2) tut. Bemerke, dafd dantt Ihr(T*) keinen Zug der Fornx(2k + 1), u)
vorschreiben kann, da sor(®(2k + 1))" u € U ware; aber auctx(2k + 1))" u € 2 nach
Definition vonT‘. Ein Widerspruch dazu, daB /7 U = g, da 2} Gewinnquasistrategie ist.
Zur Definition vone nehmen wir an, EI() hat (x(2k), 2i) gespielt. Wegen der Bemerkung
von eben antwortet‘ mit einem Zug der Forrnfx(2k + 1), 2;) (Option 2). Wir setzen fest,
dal3 Sie() lauto x(2k + 1) und in ihren weiteren Zligert befolgt, wobei wir annehmen, auf
T sei(x(0), ..., x(2k — 1), (x(2k}x1), (x(2k + 1), 21)) gespielt worden. Dies allerdings nur
solange wie Ef) ,in 2 bleibt, d.h.(x(2k + 2), ..., x(2l))e 2. Falls aber fur ein (erstek)>
k + 1 Er(T) einx(2l) spielt mit(x(2k + 2), ..., x(2l))¢ i, so ist sogafx(2k + 2), ..., x(21))¢
(L) xex+yy da 2y eine Quasistrategie fur Sie (&)xex1) ISt, also die Zuge fir Ihn nicht
eingeschréankt werden. Nach Definition véhist die Positionx(2k + 1), ..., x(2l))verloren
setzen wir fest, daf8 Ihn(T) vorschreibt, diese Gewinnstrategie zu verwenden, bis zum ersten
Mal eine Positioru := (x(2k + 2),..., X(2] — 1))z U erreicht ist. Definiere danmim weiteren
Spielverlauf wie im Unterfall 1.

Die Verifikation, dal3 zu jedem & [o] einX' € [o°] existiert mitz(x ‘) = x, ist ahnlich wie
im Fall 1. Schlief3lich ist klar, daf3 7n nur vons* 7n abhangt, fur alle e . 4

LEMMA 6.6.Sei ke AYund sei (%1, mie1, pis1) €ine (k + i)-Uberlagerung von,; Tur alle i e
N. Dann existiert ein nichtleerer gestutzter Baumuhd Abbildungen m.; ¢;, SO dald (T,
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T, Pi) €ine (kK + i)-Uberlagerung von; Tst und auBerdemisy 0 moiv; = Mo Und Qis1 © Poois1
= @ui. Folglich mit Induktion gilt: me) = 1 O =T O OTo) =... = 1 O ...0 W41 O Topjt]-

BEWEIS. Es gilt nach Voraussetzuig 72(k + i) = T; 72(k + i) fur allej > i. Wir kénnenT,,
somit folgendermal3en definierene T, : < s e T, fur allei mit [s]| < 2(k + i). Definierern.;:
T, — T; wie folgt: Fallss € T, und|s| < 2(k + i), so setzer.;(s) = s Falls|s| > 2(k + i), soO
wahlej minimal mit2(k + j) > |s| und setzer.(s) = w1 © ... o w1 o 7(S). Prifer,; = mivq o
Tooi+1 -

Zur Definition dergp..;: Wir verwenden folgende Terminologie: Gegeben eine Strategjié
einem BaumTl undn  A. Dann nennen wit 7 n eine partielle Strategie aldi Bemerke
folgendes: Fir beliebigesilt pj+1(0) 72(k +j) = o 72(k + ) fur jede Strategie aufT1:

Sei z.B.o eine Strategie fur Thn. Angenommen es gilt Ungleichheit. Fallstzzb: 72(k +
J) Voj1(e) 72(k +j), finde kleinstes gerades< 2(k + j) mitt 7n + 1 & gj+1(0) 7n + 1, abert
n e gj+1(0) 7n. Falls alses € gj+1(0) 72(k +j) mitt 7n s sosgo 72(k + j). Wahlex e
[9(a)] mit's € x. Nach Axiom (d) von Uberlagerung existieft € /o], S0 dalr.1(X) = X.
Aber iy 7(Tjer 72(k +j)) = id, somitx' 72(k +j) =x 72(k + j) = s. Also dochs ¢ 72(k +
j), ein Widerspruch.

Seio,, eine Strategie auf,.. Wir missemy..;(o.,) als Strategie auf; definieren. Setze..;(o.,)
12(k + i) = 0, 712(k +1). Fallsj > i, setzep..i(0.) 72(k +j) = ¢is1 © ... 0 9j1 0 @j(0x T2(K +
1)). Verifiziere po; = gis1 © Posiv)-

Verifiziere, dal(T.,, .., ¢.;) eine(k + i)-Uberlagerung vof; ist. Zum Axiom (d): Sei dazu
0. €ine Strategie auff,, undX; & [p.i(0,)] beliebig. Wir misseRr, & [o.] finden mitz..;(X.)
= Xi. D8 0i(0) = Qi1 (9i+1(02)), und da Axiom (d) funTic1, mis1, @iv1) Qilt, finde X1 €
[0xi+1(0)], SO dalmi+1(X+1) = Xi. In gleicher Weise fortfahrend finde goftr allej > i, so
dalzj:1(X+1) = X UNdXj+1 € [@ujr1(0x)] - Damisr 7(Tixr 72(K + 1)) = id, folgt X412 72(k + i) =
X 72(k +i). So fortfahrend erhaltg.; 72(k +j) =% 72(k + i) " X+1 7[2(k + 1), 2(k + i+ 1))~

X T[2(k+ )= 1), 2(k + ])) Definierex, = X 72(k +1) " X+1 7[2(k + 1), 2(k + 1+ 1))~
X 7[2(k + ] —1), 2(k + j))" ... Nach Konstruktion isk, € T., und sogax., & /o], dac., 7
2(k +j) = ¢ui(e) 12(K + j) undX; € [pwj(0.)], somitx 72(K + ]) € 0, allej > i. Auch nach
Konstruktion giltz..(X.) = X;. .

BEWEIS von Satz 6.4 aus den Lemmas 6.5 und 6.6. Gegeb&n#sp, T gestutzt unK <
[T] Borel. Wir beweisen die Behauptung (Existenz eikétberlagerung vorl, die X
engwirrt) durch Induktion Uber die Komplexitat vofy d.h. tberé := minfa € Ord: X €
2 ([TD} -

Falls¢ = 1, istX offen. Lemma 6.5 gibt die Behauptung ¥fr somit auch fuix.

Angenommen, die Behauptung gelte fiir glle £ Nach Definition vonff ([T]) existieren
Xi 5175(,) ([T]) fur gewisse(i) < &, allei e N, so dal’X = Uy X%. DaX® 525(,) (ITD, gilt die
Behauptung fiX;® und somit auch fiX; fur allek’. Sei(Ty, w1, ¢1) einek-Uberlagerung von
To := T, welcheX, entwirrt. Da/Z,°([To]) abgeschlossen ist unter stetigen Urbilderngist
Y(Xy) e 1:,)°([T4]), allei > 1. Folglich existiert eingk + 1)-UberlagerundTy, 7, ¢2) von Ty,
welcher; “(X1) entwirrt. Bemerke, daR daiffi,, 71 o 7, @1 © ¢2) einek-Uberlagerung voiT,
ist, welcheXy undX; entwirrt.

Allgemein finde eingk + i)-Uberlagerung(Tis1, mis1, ¢iv1) von Ti, welcher ™ (i (.m0
1(Xi)...)) entwirrt. Klarerweise ist dan(Ti.1, 71 © ... o m+1, @1 © ... 0 piv1) €inek-Uberlagerung
von Ty, welche die MengeiXo, ..., X; entwirrt. Mit Lemma 6.6 erhalten Wi, 7., ¢«;) fUr
allei e A, wie dort. Es gilt somit, daf.y (X)) = (71 © ... 0 Tix1 © Toiv1) (X)) = Twiss (Tie1”
Y .m(X)...)) also offen und abgeschlossen isflin] . Somit entwirr(T.., 7.0, ¢«0) jedesX,

i e AN. Insbesondere st (X) = Uey 700 (%) offen in [T,]. Mit Lemma 6.5 finde
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schlie3lich einek—_l"JberIagerungT‘, 7, ) von T.,, welcher..,™(X) entwirrt. Dann is{7T, ..y o
T, pop © @) einek-Uberlagerung voiT, welcheX entwirrt. s

UBUNGEN

6.1. Zeige, dal3 die drei in der Vorlesung gegebenen Definitionen einer Strategie &quivalent
sind, d.h. es gibt kanonische Bijektionen zwischen den Mengen aller Strategien in
einem Sinne.

6.2. Zeige, dal’ in jedem Spiel hochstens ein Spieler eine Gewinnstrategie hat.

6.3. Konstruiere mithilfe einer transfiniten Rekursion eine nichtdeterminierte Ménge
2",

6.4. SeiT ¢ A*" ein Baum undX c [T]. Zeige, darX' c A" existiert, so daR die beiden
SpieleG(T, X)undG(A, X‘) aquivalent sind.

6.5. Zeige, dal3 das-Spiel G*(A) aquivalent ist zu einem Spi&(T, X) wobei T ein
nichtleerer gestutzter Baum uMXdc [T] ist. Zeige unter Verwendung des Satzes von
Martin, daf3G*(A) determiniert ist, fallé&\ Borel ist.

6.6. SeiT ein nichtleerer gestutzter Baum autind seiX ¢ [T] abgeschlossen, sonXt=
[S] fur einen Baunt ¢ T. Definiere (S: :¢£ € Ord) mittels transfiniter Rekursion wie
folgt:

peS<=p=(2, ... an1) €T\
PeS  =p=(20 - an) €TAVan[p aneT = Tana (P an & €],
S = Uk, &, falls 1 Limesordinalzahl.

Zeige, dal} Er eine Gewinnstrategie im S@EI, X)hat genau dann, wemh & Uzcord

S
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