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1 Definitionen und Berechnungsmodelle

Diese Vorlesung basiert weitgehend auf einer Vorlesung, die im Winter 1999,/2000 an der Universitét
von Toronto von Faith Fich gehalten wurde. Ich md&chte mich an dieser Stelle bei ihr fiir die zur
Verfiigungstellung ihrer Unterlagen bedanken.

1.1 Abstrakte Datentypen vs. Datenstrukturen
Ein abstrakter Datentyp (ADT) besteht aus

1. einer Kollektion mathematischer Objekte
2. Operationen, die auf diesen Objekten ausgefiihrt werden kénnen

3. Bedingungen, die erfiillt sein miissen
Ein ADT ist somit eine Spezifikation. Beispiele fiir einen ADT sind

1. der Stack

e eine Sequenz von Elementen eines Universums, zum Beispiel eine Sequenz von Zahlen

e die Operationen: push, pop und newstack
2. ein statisches Worterbuch (static dictionary)

e cine Menge von Elementen eines Universums

e die Operation: ist ein Element von
3. ein dynamisches Worterbuch (dynamic dictionary)

e eine Menge von Elementen eines Universums

e die Operationen ist ein Element von, insert, delete

Eine Datenstruktur ist eine Implementation eines ADT. Sie besteht daher aus einer Représentation
der Objekte auf einem Computer sowie aus den dazugehdrigen Algorithmen.

Beispiele fiir Datenstrukturen fiir statische oder dynamische Worterbiicher sind: binédre Suchbédume,
AVL-Biume, sortierte Arrays, Hashtabellen.

1.2 Berechnungsmodelle

Je nach dem benutzten Berechnungsmodell kénnen Datenstrukturen mehr oder weniger effizient sein.
Im wesentlichen unterscheiden wir die folgenden Modelle:

1. Comparison Trees: Die einzigen erlaubten Operationen sind Vergleiche zwischen den Elemen-
ten.
Vorteile: einfach zu analysieren, gute untere Schranken
Nachteile: sehr schwach, Hashing oder Bucket Sort kénnen nicht implementiert werden



2. Unit Cost RAM: Der Speicher besteht aus einem unbegrenzten Array von Registern, die
iiber einen positiven Integerwert adressiert werden konnen. Jedes Register kann einen beliebigen
(unbegrenzten) Wert speichern. Jede Operation (wie die direkte und indirekte Adressierung,
bedingte Spriinge, Addition, Multiplikation) kostet eine Einheit.

Vorteile: einfach und universell
Nachteile: zu stark, eine ganze Datenstruktur passt in ein Wort (siehe Beispiel unten)

3. RAM mit konstanter Wortgroéfle: Jedes Register kann nur ein Wort konstanter Grofle spei-
chern. Jede Operation kostet eine Einheit.
Vorteile: Reale Computer haben eine feste Wortgrofie
Nachteile: zu schwach, es kann nur ein begrenzter Speicherbereich adressiert werden. Die Ma-
schine ist somit nicht méchtiger als ein endlicher Automat.

4. log-Cost RAM: Die Kosten jeder einzelnen Operation hidngen von der Anzahl der Bits der
Operanden ab.
Vorteile: Realistisch fiir sehr grofle Operanden
Nachteile: schwer zu analysieren und stellenweise schwach: Addition nicht allzu grofier Zahlen
und das Folgen von Pointern ist nicht in konstanter Zeit moglich.

5. Word Based RAM: (oder Word Level RAM, Transdichotomous Modell, Conservative Mo-
dell, Random Access Computer (RAC)) Algorithmen fiir b-Bit Integerwerte als Eingabe kénnen
O(b)-bit Worter verwenden. Somit kann eine konstante Anzahl von Eingabewerten in einem
Wort gespeichert werden. Eine Operation kostet eine Einheit.

Vorteile: einfach zu analysieren, lisst beschrinkten Parallelismus zu (auf dem Wort-Level), ge-
bréuchliches Modell in der heutigen Datenstrukturliteratur.

Zum Beweis von unteren Schranken erlauben wir eine beliebige Menge von Operationen, so lange sie
nur eine konstante Anzahl von Register verdndern oder benutzen. Fiir die oberen Schranken erlauben
wir die Basisoperationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division sowie das bitweise And, Or,
Not, Left-Shift und Right-Shift. Ferner wird fiir einige Algorithmen der Befehl ,Random* erlaubt.

Zu Beginn einer Berechnung sind alle Register mit 0 initialisiert. Alternativ kann man davon ausgehen,
daf alle Register mit zufélligen Werten initialisiert sind.

1.3 Simulation von O-initialisierten Speichern bei nicht initialisierten Spei-
chern

Sei M eine RAM mit nicht initialisiertem Speicher bestehend aus iiberlappten unendlichen Arrays
A und B. Zudem sei ¢ ein Zihler.

A gibt den Inhalt der Speicherzellen an, in welche der Algorithmus schon geschrieben hat. Speicher-
stellen, auf welche noch nicht zugegriffen wurde, enthalten eine zufilligen unniitzen Wert (Garbage).
Um zwischen den Speicherstellen zu unterscheiden, auf die schon zugegriffen wurde, und solchen, die
noch ihren urspriinglichen Wert speichern, werden wir eine Liste aller Speicherstellen verwalten, in
die schon einmal geschrieben wurde. Diese wird in B verwaltet. ¢ gibt die Lénge dieser Liste an.
Will der Algorithmus auf eine Speicherstelle zugreifen, so durchsuchen wir zunéichst diese Liste. Wird
die Adresse nicht gefunden, so fiigen wir sie an das Ende der Liste an und schreiben eine 0 an die
entsprechende Stelle.

Ein Problem bei dieser Losung ist, dass sie die Laufzeit eines Algorithmuses quadrieren kann. Daher
verwenden wir ein drittes Array C'. Wenn A[¢] initialisiert wurde, speichern wir an C[i] die erste
Stelle in B, welche den Wert 4 enthélt. Um zu testen, ob B[i] schon initialisiert wurde, geniigt es
zu testen, ob B[C[i]] = ¢ und C[i] < ¢ ist. Diese Tests kénnen in konstanter Zeit ausgefiihrt werden.
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Abbildung 1: Speicher einer RAM mit nicht initialisiertem Speicher zur Simulation von 0-
initialisiertem Speicher.

1.4 Ein Suchalgorithmus fiir eine Unit Cost RAM in konstanter Zeit

Sei S:={y1,...,yn} C[0,2° — 1]. Wir repriisentieren S durch ein einzelnes n(b+ 1)-Bit Wort Y .

Sei z € [0,2° — 1]. Wir reprisentieren z durch einen b-Bit String. Multipliziere x mit (0°1)" . Wir
erhalten den n(b+1)-Bit String (0x)™. Z sei das bitweise XOR von (0z)™ mit Y . Fiir Z gilt nun,
dassesin Z eine Bitsequenz Z[i-(b+1),i-(b+1)+b] = 0**! fiir i = 1,2,...,n gibt, genau dann wenn
eine Zeichenkette y; = x ist. Zudem gilt, dass Z an jeder (b+1)-ten Stelle Z[0], Z[b+1], Z[2b+2],...
gleich 0 ist.

Subtrahieren wir Z von (10°)", so ist das Ergebnis Z’ nur dann an einer der (b + 1)-ten Stelle
Z'0],Z'b+ 1], Z'[2b+2], ... gleich 1, wenn es eine Bitsequenz Z[i-(b+1),i-(b+ 1) +b] = 0**! gab.
Sei Z" das bitweise AND von (10°)" und Z’, so ist Z” genau dann groBer 0, wenn z € S ist.
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Abbildung 2: Statisches Worterbuch auf einer Unit-Cost RAM.

1.5 Zeit- und Platzkomplexititsmafle

Wir messen die Zeit, die benttigt wird, um eine Operation auszufiihren, sowie den bené6tigten Platz,
um die Reprisentation einer Datenstruktur zu speichern. Der Platz ergibt sich somit aus dem Index
des grofiten Registers, welches einen Wert ungleich 0 speichert.

Fiir die Zeit unterscheiden wir folgende Komplexitéatsmafe:



1.5.1 Worst-Case Zeitkomplexitéit

Das Worst-Case Zeitma$ eines Algorithmus auf einer Datenstruktur der Lénge n definieren wir wie
folgt:

T(n):= max Zeit t(S), die der Algorithmus auf S bendétigt.

Instanzen S der Datenstruktur der Laenge n

Zum Beispiel wird fiir die Suche eines Elements in einem 2-3 Baum eine Worst-Case Zeit von O(logn)
bendtigt, wenn n die Anzahl der Elemente im 2-3 Baum angibt.

1.5.2 Randomisierte Zeitkomplexitit

Ein randomisierter Algorithmus kann zur Berechnung Zufallszahlen (Miinzwiirfe) zur Hilfe nehmen.
Seine Laufzeit kann vom aktuellen Ergebnis der Miinzwiirfe abhingen. Wir betrachten daher die
erwartete Laufzeit eines Algorithmus auf einer Instanz S':

E(t(9)) := Z (Zeit t(S,r), die der Algorithmus auf S und r benéotigt) - Prob(r) .

Sequenz von r Ergebnissen von Muenzwuerfen

Fiir die randomisierte Zeitkomplexitét ergibt sich somit:

Trand(n) := max E(t(S)) .

Instanzen S der Datenstruktur der Laenge n

1.5.3 Amortisierte Zeitkomplexitit

Bei der amortisierten Zeitkomplexitéit betrachten wir nicht eine einzelne Operation losgel6st von ihrem
Kontext, sondern vielmehr den mittleren Zeitaufwand einer Operation innerhalb einer Sequenz von
Operationen.

Zeit um o auszufithren

Tamort (TL) = sup Ia
Sequenz o von Operationen startend von einem fixen Startzustand ange von o

Eine einfache Uberlegung zeigt, dass die amortisierten Kosten eines Algorithmus immer kleiner gleich
dessen Worst-Case Kosten sind, da die amortisierten Kosten ein average Maf fiir eine einzelne Ope-
ration angibt.

2 Implementierung eines Stacks durch Array

In diesem Kapitel wollen wir das amortisierte Zeitverhalten zweier Datenstrukturen untersuchen,
welche einen Stack mit Hilfe eines Arrays implementieren. Die betrachteten Operationen sind hierbei
push fiir das Hinzufiigen eines Elements auf den Stack, sowie pop, um das oberste Element vom Stack
zu entfernen.



2.1 Implementierung ohne Speicherfreigabe nach pop-Sequenz

Unser Algorithmus speichert die Elemente des Stacks in der durch den Stack vorgegebenen Reihenfolge
in einem Array. Wann immer ein push-Befehl einen Uberlauf des Arrays zur Folge hat — das Array hat
bereits im Schritt zuvor seine Fassungsgrenze erreicht — so reservieren wir ein neues doppelt so grofles
Array (beachte, dass diese Operation in dem von uns gewéhlten Modell nur eine konstante Anzahl
von Schritte benétigt) und kopiere die alten Elemente in das neue Array. Zu Beginn gehen wir davon
aus, dass das Array leer ist und die Liange 1 hat.

Sei o eine Sequenz von n Operationen und betrachten wir den Fall, dass jedes pop und jedes einfache
push in genau einer Zeiteinheit ausgefithrt werden kann, so erkennt man schnell, dass ¢ genau dann
die maximalen Kosten verursacht, wenn es zu einer maximalen Anzahl von Arrayiiberldufen fiihrt —
wenn ¢ eine reine push-Sequenz ist. Wir erhalten daher fiir die Operationen folgende Kostenfunktion:

1, wenn ¢ — 1 keine Potenz von 2 ist

Kosten fiir das i -te push = { t+c¢, wenn ¢ — 1 eine Potenz von 2 ist,

wobei ¢ die Kosten sind, die durch die Reservierung des neuen und die Freigabe des alten Arrays
entstehen. Fiir die Sequenz o ergibt sich somit:

n

Z Kosten fiir das i-te push = Z 1 + Z (i+c¢)

i=1 1<i<n, VjeN:i—1#£27 1<i<n, 3jEN:i—1=2J

= n+ Z (i—1+4¢)

1<i<n, JjEN:i—1=27

[logy (n—1)]

= n+ Z (29 +¢)

j=1
= n+ [logy(n —1)] - ¢+ 2Ues(r=DI+1 _q

< 3n+|logg(n—1)]-c.

Vernachlissigen wir also die Kosten fiir das Reservieren des Speicherplatzes (deren Anteil an der
amortisierten Zeit 1982("=blc iy wachsende Sequenzlingen gegen 0 geht), so erhalten wir fiir die

amortisierten Kosten einen Wert kleiner 3.

2.2 Implementierung mit Speicherfreigabe nach pop-Sequenz
Der erste (naive) Algorithmus arbeitet wie folgt:

e Wie im obigen Algorithmus verdoppeln wir die Arraygrofie, wenn wir durch einen push-Befehl
einen Uberlauf des Arrays erhalten. Wir benétigen daher fiir ein push auf einen Stack S die
folgende Zeit:

tousn(S) == L wenn |S| keine Zweierpotenz ist
push = S| +1+4¢, wenn |S|eine Zweierpotenz ist



|S| bezeichnet hierbei die Anzahl der Elemente im Stack S vor dem push-Befehl. Wie im obigen
Algorithmus sei ¢ die Zeit, die benétigt wird, um ein neues Array zu reservieren.

e Wir halbieren die Arraygrofie, wenn das Array nach einem pop-Befehl nur noch halb gefiillt ist,
d.h. wir reservieren ein Array halber Grofie und speichern die Elemente, die sich noch im Stack
befinden neu in das verkleinerte Array. Fiir ein pop erhalten wir folgendes Zeitverhalten:

toon(S) = 1, wenn |S| — 1 keine Zweierpotenz ist
pop 1 |S|+e¢, wenn |S|—1 eine Zweierpotenz ist

|S| bezeichnet hierbei die Anzahl der Elemente im Stack S vor dem pop-Befehl.
Betrachten wir nun die folgende Befehlssequenz der Linge n = 2% +1:

1. fithre 2¥=! 41 push-Befehle aus

2k—2

2. wiederhole mal ein pop-push-Paar

Wir erhalten somit folgendes Platz-/Zeitverhalten fiir den zweiten Schritt: Da vor dem ersten pop das
Array eine GroBe von 2% hat und 2*~! + 1 Elemente speichert, benétigen wir fiir ein pop 27! + ¢
Schritte. Nach dem pop hat das Array eine Gréfe von 2F~! und speichert auch 2*~! Elemente.
Ein push benétigt daher 2¥~! + 1 + ¢ Schritte und resultiert in einem Array der GroBe 2%, welches
2F=1 4+ 1 Elemente speichert. Dieses entspricht jedoch der Konstellation vor dem pop-push-Paar. Eine
Sequenz von 2F~2 pop-push-Paaren benétigt daher eine Zeit von

n—12+mn-1)-(1+¢)

22 2k 4 14¢) = 1

€0(n?) .

Die amortisierte Laufzeit ist somit zumindest linear in der Lange der Befehlssequenz. Das Worst-Case
Verhalten dieses Verfahrens ist ebenfalls linear. Fiir die amortisierte Laufzeit erhalten wir daher O(n).

Im Folgenden wollen wir ein verbessertes Verfahren untersuchen:

e Wie zuvor verdoppeln wir die Arraygréfie, wenn wir durch einen push-Befehl einen Uberlauf des
Arrays erhalten. Die Ausfithrungszeit eines push-Befehls auf einen Stack S und einem Array A
der Grofie |A| ist somit:

Fonen(S, A) 1= 1, wenn |S| < |A| keine Zweierpotenz ist

pushis o S|+ 1+¢, wenn |S|=|A|eine Zweierpotenz ist.

e Wir halbieren die Arraygrofe, wenn das Array nach einem pop-Befehl nur noch zu einem Viertel
gefiillt ist. Fiir ein pop auf einen Stack S und einem Array A der GroBe |A| erhalten wir
folgendes Zeitverhalten:

toop(S, A) 1= L, wenn [S| —1> I%I keine Zweierpotenz ist
R . S| +¢, wenn |S|—1= I%I eine Zweierpotenz ist.

Da sich die Bestimmung der amortisierten Zeit dieses Verfahrens schwieriger gestaltet, sollen im Fol-
genden zwei Verfahren vorgestellt werden, die uns diese Analyse erleichtern sollen:



2.2.1 Die Bilanzmethode (Accounting Method)

Zu Beginn weisen wir jedem Befehl einen Betrag zu, der eine (geschiitzte) obere Grenze der amortisier-
ten Kosten dieses Befehls entsprechen soll. Dieser Betrag wird beim Ausfithren dieses Befehls auf ein
Guthabenkonto verbucht. Zur Vereinfachung werden wir dieses Konto in eine entsprechend gewéhlten
Datenstruktur speichern. Mit Hilfe dieses Guthabenkontos zahlen wir nach jedem Schritt die Kosten
des eben ausgefithrten Befehls. Wir miissen sicherstellen, d.h. beweisen, dass unser Konto nie einen
negativen Betrag anzeigt. Dieses bedeutet:

Z Aktuelle Kosten der Operationen < Z Kredit fiir die Operationen .

Fiir den oben angegebenen Algorithmus wihlen wir:

e fiir einen push-Befehl einen Kredit von 3$ und

e fiir einen pop-Befehl einen Kredit von 28.

Wir wollen im Folgenden iiber eine vollstindige Induktion zeigen, dass diese Betrége eine obere Schran-
ke fiir die amortisierten Kosten darstellen. Hierfiir speichern wir an jeder Arrayposition den Betrag,
den wir iiber eine auf diese Position ausgefiihrten letzten Befehl erhalten. Man beachte, dass iiber
diese Organisation des Guthabenkontos Betrédge verloren gehen kénnen. Ist die Summe der gespei-
cherten Betrige jedoch weiterhin grofier gleich Null, so geben die gefundenen Befehlsbetrige weiterhin
eine obere Schranke fiir die amortisierte Zeit an. Im weiteren werden wir davon ausgehen, dass keine
Kosten fiir das Reservieren eines neuen Arrays anfallen, d.h. ¢=0.

Wir wollen nun die folgende Invariante untersuchen:

In einem Array A der GroBe 2% sind zumindest die unteren 2¥~2 Positionen besetzt.
Fiir jedes Element, welches in der oberen Hilfte gespeichert ist, weist unser Konto 2§
Guthaben auf. Das Konto weist fiir jede freie Arrayposition im zweiten Viertel von unten
einen Guthabensbetrag von 1$ auf.

Der erste Teil der Invariante, dass ein Array der Grofie 2F sind zumindest 272 Elemente speichert,
folgt unmittelbar aus der Konstruktion unseres Verfahrens.

Betrachten wir nun den Rest unserer Invariante:

Fiir einen leeren Stack (bevor ein push oder ein pop ausgefiihrt wurde) gilt die Behauptung unmit-
telbar. Nach dem ersten push speichert das Array ein Element. Zudem kénnen wir ein Guthaben von
2% verbuchen, da wir das Array ja noch nicht vergréfiern miissen.

Nehmen wir nun an, dass die Invariante auch nach den ersten ¢ — 1 Operationen giiltig ist. Fiir die
i-te Operation miissen wir nun zwischen den folgenden Fillen unterscheiden:

1. die i-te Operation ist ein push, welches keinen Arrayiiberlauf zur Folge hat,
2. die i-te Operation ist ein pop, welches keine Arrayverkleinerung zur Folge hat,
3. die i-te Operation ist ein push, welches einen Arrayiiberlauf zur Folge hat, und

4. die 7-te Operation ist ein pop, welches eine Arrayverkleinerung zur Folge hat.



Fall la: Fall 1b: Fall 2a: Fall 2b:
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Abbildung 3: Kontoénderung bei push (links) und pop (rechts) ohne eine Vergrofierung oder Ver-
kleinerung der Arrayldnge.

Fiir den ersten und zweiten Fall folgt die Behauptung unmittelbar (siche Abbildung 3)

Betrachten wir zunéchst den push-Befehl. Hier miissen wir zwei Unterfille unterscheiden. Im Fall 1a
wird ein Element in der oberen Hilfte eingetragen. Dieses kostet 18, erhoht jedoch den Betrag fiir die
obere Hilfte um 2$. Schreibt ein push jedoch ein Element in das zweite Viertel von unten (Fall 1b), so
kénnen wir den Zugewinn von 3$ vernachlissigen und die Kosten fiir das push iiber einen in diesem
Viertel gespeicherten Dollar zahlen.

Die Invariante gilt somit nach einem push, welcher keinen Arrayiiberlauf zur Folge hat.

Kommen wir nun zum zweiten Fall. Wie zuvor, miissen wir zwei Unterfille betrachten. Im Fall 2a
wird ein Element aus dem zweiten Viertel von unten entfernt. Wir kénnen somit nach dem Abzug der
Kosten von 13 unseren Kontostand fiir dieses Viertel um einen Dollar erhéhen. Léschen wir jedoch ein
Element aus der oberen Hilfte, so konnen wir das Guthaben von 2$, welches wir fiir dieses Element
speichern im Folgenden vernachlissigen und zahlen die Operationskosten von den 2$, die wir fiir das
pop erhalten. Den verbleibenden Dollar werden wir im Weiteren vernachlissigen.

Die Invariante gilt somit auch nach einem pop, welches keine Arrayverkleinerung zur Folge hat.

Betrachten wir nun den Fall, dass die i-te Operation ein push ist, welches zu einem Arrayiiberlauf
fithrt. Das Array speichert somit vor diesem push |A| = 2* Elemente und weist ein Guthaben von
2. I—‘;‘I$ = |A|$ in der oberen Hilfte auf. Zum Kopieren der alten Daten benstigen wir |A|$, welche
wir {iber dieses Guthaben begleichen kénnen. Das Hinzufiigen des neuen Elements kostet 1$. Somit
konnen wir noch 2$ fiir das neue (und jetzt einzige) Element in der neuen oberen Hiélfte verbuchen
(siehe Abbildung 4).

Dieses bedeutet, dass die Invariante nach einem push mit Arrayiiberlauf giiltig ist.

Kommen wir nun zum letzten Fall, dem pop mit einhergehender Verkleinerung des Arrays. Vor dieser
Operation sind in dem Array |A|/4 + 1 Elemente gespeichert. Zudem weist unser Konto fiir das
zweite Viertel von unten ein Guthaben von |A|/4—1$ auf. Der pop-Befehl kostet 1$ und erhsht unser
Guthaben zudem auf |A|/4$ . Dieses Guthaben kénnen wir nun einsetzen, um die verbleibenden |A|/4
noch im Array gespeicherten Elemente in das neue Array der Linge |A|/2 zu iibertragen. Das neue
Array weist nach der Operation kein Guthaben auf, was auch nicht in der Invariante gefordert wird.



Wir kénnen somit schlieflen, dass die Invariante nach einem pop mit Arrayverkleinerung giiltig ist.

Fall 3: Fall 4:
vor push nach push vor pop nach pop

2%
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Abbildung 4: Kontodnderung bei push (links) und pop (rechts) bei Vergroflerung oder Verkleine-
rung der Arraylinge.

Zusammenfassend génnen wir somit sagen, dass die amortisierte Zeit fiir ein push nach oben durch 3
und fiir ein pop durch 2 beschrankt ist.

Im Folgenden wollen wir noch eine weitere Methode zur Begrenzung der amortisierten Kosten vor-
stellen.

2.2.2 Die Potentialmethode

Bei der Potentialmethode versuchen wir mit Hilfe einer Potentialfunktion & Schwankungen der Ko-
stenfunktion auszugleichen. Die Potentialfunktion ist dabei eine Abbildung vom Zustandsraum der
Datenstruktur auf die ganzen Zahlen. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion fiir einen Stack S und ein
Array |A| ist:

(5, 4) = [2-]5] — |Al] .

Der eigentliche Ausgleich der Schwankungen der Kostenfunktion erfolgt iiber die Potentialdifferenz
A@(Di_l, Dz) = (I)(Di) — (I)(Dz_l)
einer Operation auf einer Instanz D;_; der Datenstruktur.

Hier bezeichnen D; 1 und D, den Zustand der Datenstruktur vor und nach der Operation. Bezeich-
nen wir nun mit ¢; die fiir die i-te Operation anfallenden Kosten, dann untersuchen wir nun die
durch die Potentialdifferenz bereinigte Kostenfunktion:

éi = ¢ + A(I)(Di_l,Dz) .

Fiir die Summe der Kosten gilt nun:

n n n n

Zci = Z(ai_m(pi_l,pi)) = Zc - Z(@(DQ-@(DH))

=1 1=



= Y& — ®(Da) + B(Dy)
=1

Fir ®(D,) < ®(Dy) ist daher Y . | ¢ eine obere Schranke fiir Kosten der vorliegenden Sequenz.
Fiir die Potentialmethode sollten wir die Potentialfunktion ® so wihlen, dass die Summe > ¢
einfach zu berechnen ist.

Fiir das vorliegende Beispiel gilt nun ®(Sp, Ag) = 1. Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass
¢; < 3 fiir jede mogliche Sequenz ¢ und alle Positionen ¢ in dieser Sequenz ist. Um dieses zu
beweisen, miissen wir die folgenden vier Fille analysieren:

1. Die i-te Operation ist ein push, welche keinen Arrayiiberlauf zur Folge hat.

In diesem Fall ist ¢; = 1. Zudem gilt fiir 2-|S;_1| > |A;-1], d.h. das push fiigt ein Element in
die obere Hilfte des Arrays ein:

AP(S;—1,Ai—1, 55, Ai) = | 2|8 — Al | — | 2-]Si—1| — |Aiza] |
= 2-([Si-a[ +1) = [Ai1| =2+ [Sia| + [Aia| = 2.

Fiigt das push das Element in das zweite Viertel von unten ein, d.h. 2-|S;_1| < |4;_1], so gilt:

AD(S;—1,Ai-1,8,A4:) = | 218 — Al | — | 2-]Si=1] — |Ai=1] |
= |Aial =2-(|Si-1]+1) = [Aica| +2-[Siza] = 2.

Wir erhalten somit: ¢;, =14+2<3.

2. Die i-te Operation ist ein push mit Arrayiiberlauf.

In diesem Fall ist ¢; = |A;—1|+1 = |Si—1|+1 sowie |A;| = 2-(]S;|—1) . Fiir die Potentialdifferenz
erhalten wir:

AD(S;i1,Ai-1,8i,A) = | 2-1Si| = Al | — [2-]Siza] = [Aical | = 2—[Si-a].
Es gilt daher ¢; =[S;—1|+1+4+2—]S;—1] =3.

3. Die i-te Operation ist ein pop, welches zu keiner Arrayverkleinerung fiihrt.

In diesem Fall ist wiederum ¢; = 1. Wie im ersten Fall miissen wir hier wieder zwischen den
Féllen unterscheiden, dass die Operation sich auf die obere Hélfte oder das zweite Viertel von
unten auswirkt. Wir erhalten fiir den ersten Fall, d.h. 2-|S;| > |4;|:

AD(S;1,Ai-1,8:,A4) = [2-1Si] = Al | — [ 2-]Siz1] = [Aia] |
2-|S¢|—|Ai,1|—2'(|5¢|+1)+|Ai71| = -2

und fiir den zweiten Fall, d.h. 2-|S;| < |4;]:

AD(S;i—1,Ai-1, 81, 4) = [ 2-1Si] = Al | — [2-]Siz1] = [Ai-a] |
= |Ai—1|—2-1Si| —|Aim1|+2-(ISi|+1) = 2.

Daher gilt wiederum ¢; =1F2 < 3.

4. Die i-te Operation ist ein pop und fiithrt zu keiner Arrayverkleinerung.

In diesem Fall ist ¢; = |S;—1] = ‘A%[” +1 sowie |A4;| = 2|S;| . Fiir die Potentialdifferenz erhalten
wir:

AD(Si—1,4i-1,8:,4) = [2-1Si] — Al | — [2-]Sica] = [Aical | = 4-2-[Si1]

Es gilt daher ¢ =4—]S5;_1] . Da der Stack vor dieser Operation nicht leer ist, ist folglich ¢; < 3.
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Fiir die Summe der ¢; erhalten wir somit unabhéingig von der konkreten Befehlsfolge:

n n
Zé¢§3-n und somit Zq§3-n+1.

i=1 i=1

Als obere Schranke fiir die amortisierte Zeit erhalten wir Tamert(n) < 3 .

3 Das statische Worterbuch

Unter einem statischen Worterbuch (static dictionary) verstehen wir eine Menge S C U von Ele-
menten eines Universums U , auf welchen die Operation ,, x ist ein Element von S “ existiert. Diese
Operation werden wir im Folgenden als membership-Operation bezeichnen. Wie der Name schon zu
erkennen gibt, ist S fest, und kann nicht veréindert werden. Zur Vereinfachung sei n := |S| und
m = |U]|.

Im Folgenden wollen wir Verfahren vorstellen, mit deren Hilfe statische Worterbiicher implementiert
werden konnen.

3.1 Sortierte Listen

Liegt die Menge S C U in Form einer sortierten Liste vor, so kann mit Hilfe der bindren Suche in
dieser Liste die Frage x € S in [logy(n+1)] Schritten entschieden werden. Steht uns auf der anderen
Seite nur ein Comparison Tree zur Verfiigung, so zeigt uns eine einfache informationstheoretische
Uberlegung:

Beobachtung 1 Jedes Comparison Tree Verfahren zur Lisung des membership-Problems bendtigt
Q(logn) Schritte.

Beweis: Wir wihlen S :={1,3,...,2-n—1} und U :={0,1,2,...,2-n}. So benétigt ein binirer
Suchbaum, welcher das membership-Problem entscheidet, 2 - n Bléatter. Sollte dieses nicht der Fall
sein, so existieren zwei Elemente y < 3’ in U, auf deren Eingabe der Comparison Tree Algorithmus
im gleichen Blatt des Suchbaumes endet. Somit endet dieser Algorithmus auch fiir alle Eingaben z
mit y < z <y’ und daher auch y+ 1 in diesem Blatt. Der Comparison Trees Algorithmus generiert
folglich auf y und y 4+ 1 die gleiche Antwort. Da aber nur einer dieser Werte in S ist, 16st dieser
Algorithmus nicht das membership-Problem.

Beachten wir nun, dass ein Bindrbaum der Tiefe k& hochstens 2 Blitter hat, so folgt die Behauptung
unmittelbar.

Diese untere Schranke wollen wir nun auf Verfahren verallgemeinern, welche auf dem Vergleich der
Eingabe mit indizierten Elementen aus S beruhen.

3.1.1 Das Cell-Probe Modell
Das nachfolgende Ergebnis stammt von A. Yao [Yao81]:
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Theorem 1 Sei S eine n-elementige Teilmenge von U , welche in einer sortierten Tabelle der
Linge n gespeichert ist. Ist m = |U| > 2n — 1, dann bendtigt ein Vergleichsverfahren zumindest
[logy(n +1)] Proben von T, um das n -t kleinste Element aus U zu finden.

Beweis: Das Theorem soll mit Hilfe eine Adversary-Arguments bewiesen werden. Nehmen wir also an,
dass ein Algorithmus existiert, welcher auf jede Eingabe weniger als [log,(n + 1)] Schritte benstigt,
um das n-t kleinste Element aus U in S zu finden. Mit anderen Worten, sei U := {zg,...,Zm—1}
mit zg <1 < ...< Zy_1, dann soll der Algorithmus x,_; € S entscheiden. Hierzu konstruiert der
Adversary S, so dass der Algorithmus die falsche Antwort ausgibt. Der Beweis — und damit auch die
Konstruktion von S — erfolgt durch Induktion iiber n .

Fiir der Basisfall, n = 2, miissen wir zeigen, dass jeder Algorithmus zumindest [log,(n + 1)] = 2
Proben aus S ansehen muss. Fiir n = 2 sind daher drei Tabellen méglich: [zo,z1], [0, 2] und
[z1, 2] . Der Algorithmus hat somit die Moglichkeit entweder nur in der Tabellenposition T'[0] oder
T'[1] anzusehen. Im ersten Fall wihlen wir T'[0] = z¢ , S ist somit {xo, 21} oder {zg,z2} . Entscheidet
sich unser Verfahren nun fiir ; € S, so wihlen wir S = {z¢, z2} und unser Verfahren generiert eine
falsche Antwort. Antwortet unser Algorithmus jedoch mit z1 € S, so wihlen wir S = {zg, 21} . Der
Fall, dass der Algorithmus T'[1] testet, verlduft analog.

Nehmen wir nun im Folgenden an, dass die Aussage von Theorem 1 fiir alle ¢ < n giiltig ist. Es soll
nun gezeigt werden, dass dann diese Aussage auch fiir alle Arrays der Grofle n giiltig ist.

Sei T'[p— 1] die erste Abfrage unseres Verfahrens, dann unterscheiden wir die folgenden Fiille:

1. p <n/2:Indiesem Fall withlen wir {zo,...,2p—1} C S und somit T[i] := z; firalle i <p—1.
Die ersten p Felder des Arrays sind somit festgelegt. Fiir die verbleibenden n' :=n —p > n/2
Elemente in S’ := S\ {zo,...,zp-1} C U = U\ {zo,...,zp-1} gilt |U| >2n—-1—p >
2(n —p)—1 = 2n/ — 1 und das n’-t kleinste Element in U’ ist z,_;. Wir haben somit
das Problem, das Element z,_1 in S zu finden, auf das Problem reduziert, z,_1 in S’ zu
finden. Aus der Induktionshypothese geht jedoch hervor, dass dieses mindestens [log,(n'+1)] >
[logy(n/2 —1)] > [logy(n — 1)] — 1 Tests bendtigt. Zuziiglich des ersten Schritts bendtigt das
Verfahren also zumindest [logy(n’ 4+ 1)] Proben.

2. p > n/2: In diesem Fall wéhlen wir {z,,_(n—p)—1,..-,Tm-1} C S und somit T[p — 1] :=
Ty (nep)—1s-+-» I[n—=1]=xp 1.8 n':=p—-1>n/2, 8" := S\ {Tm_(n—p)=1,- -+ Tm—1}
und

U.=U \ ({1‘0, ey Tpp U {ij,(n,p),l, ceey ij_l}) ,

dannist |[S'|:=p—1, |U'|>2n—-1-2(n—p+1)=2(p—1)—1 und z,_;1 das p—1-t kleinste
Element in U’ . Nach der Induktionshypothese benétigt jedes Verfahren jedoch [log,(n'+1)] =
[log, p] Tests, um x, € S’ korrekt zu entscheiden. Aus der Bedingung p > n/2 folgt jedoch,
dass [log, p] > [logs(n +1)] — 1 (beachte, dass entweder n eine Potenz von 2 ist und daher
[log, p] = [logsn] oder n keine Potenz von 2 ist und daher [logon] = [logy(n + 1)]). Die
Behauptung ergibt sich unmittelbar.

Wihlen wir an Stelle der sortierten Tabellen, Tabellen, in denen S beziiglich einer festen Permutation
gespeichert ist, so konnen wir obige Aussage auf derartige Tabellen verallgemeinern.

Koénnen wir zudem Vergleiche des Positionsindex zur Hilfe nehmen, so ist eine Worterbuchabfrage oft
effizienter moglich. Betrachten wir beispielsweise eine zyklische Reprdsentation einer Menge S C U
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mit (U] =|S|+ 1 und sei {z,}:=U\ S, dann speichern wir S in der Tabelle wie folgt
T[] == xppit1 fir 0<i<|Ul—p—2 wund T[U|—-p+i:==2z fir 0<i<p.

Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung 5 zu finden.

[ps[es[o7[es[o oo [z o]

Abbildung 5: Zyklische Reprisentation eines Worterbuchs.

Um das membership-Problem zu 16sen, geniigt nun eine Anfrage, da genau dieses Element aus U nicht
in S ist, welches dem Element T[0] vorausgeht.

Datenstrukturen, welche iiber die Position, an der ein Element gespeichert ist, Informationen iiber die
gesamte Menge enthalten, nennen wir implizite Datenstrukturen.

3.1.2 Implizite Datenstrukturen

In einer impliziten Datenstruktur speichern wir eine Menge S in einer Tabelle der Grofie |S|, jedes
Element aus S an einer eigenen Position. Jede Menge S wird nach einer bestimmten festen Per-
mutation mg gespeichert. Eine zyklische Représentation eines Worterbuchs ist daher eine implizite
Datenstruktur.

Es soll nun gezeigt werden, dass implizite Datenstrukturen immer helfen kénnen, einen effizienten
Zugriff zu gewéhrleisten. Hierzu werden wir den folgenden Satz aus der Ramsey-Theorie anwenden
(siehe [GrRS90]).

Theorem 2 (Ramsey‘s Theorem) Fiir alle k,r,t € N existiert ein R(k,r,t) € N, so dass fiir alle
m > R(k,r,t) und alle Funktionen f:{0,...,m —1}" — {0,...,t — 1} die folgende Aussage giiltig
ist: Es existiert eine Menge M C {0,...,m —1} der Grifle k, so dass fiir alle Teilmengen M’ C M
aus M der Wert von f(M') der gleiche ist.

Versuchen wir uns diesen Satz an folgendem Beispiel mit £ = 3 und r = t = 2 zu illustrieren:
Betrachten wir eine Menge von 6 Menschen. Fiir jedes Paar in dieser Menge gilt, dass sich die beiden
Personen entweder kennen oder sich fremd sind. Da R(3,2,2) < 6 ist, gibt es in einer Gruppe von
6 Personen eine Dreiergruppe, so dass in dieser Gruppe jeder jeden kennt, oder keiner keinen kennt.
Dieses Beispiel ist in Abbildung 6 illustriert.

r stellt also die Gruppengrofie dar, zwischen deren Mitgliedern wir eine Beziehung f kennen. Hierbei
gibt es t verschiedene Beziehungsformen. k ist hingegen die Grofie einer Zielgruppe, deren Unter-
gruppen der Grofle r jeweils die gleiche Beziehungsform zueinander haben.

Mit Hilfe von Ramsey‘s Theorem koénnen wir nun den folgenden Satz beweisen:

Theorem 3 Jede implizite Datenstruktur zum Speichern einer Menge S der Gréfie m aus einem

Universum U der Grifle m hat fiir ein hinreichend groffes m eine worst-case Zeitkomplezitit von
[logo(n + 1)] zur Beantwortung von membership-Frage.
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Abbildung 6: Ein Beispiel fiir Ramsey‘s Theorem. Die Kante, welche durch ein Fragezeichen ersetzt
ist, kann weder durchgezogen noch gestrichelt sein, ohne dass ein durchgezogenes oder gestricheltes
Dreieck entsteht.

Beweis: Sei m > R(2n — 1,n,n!). Die Parameter der Ramseyfunktion R ergeben sich wie folgt: die
Mengen S, die wir in einem Worterbuch speichern wollen, haben eine Gréfie von n und die Anzahl
der Permutationen von einer n -elementigen Menge ist n!. Sollte uns die vorhandene Permutation
keine Erkenntnisse iiber S geben, so liegt keine sinnvolle implizite Datenstruktur vor. Nach Theorem 1
benotigen wir aber dann [log,(n + 1)] Schritte, um eine membership-Frage zu beantworten, wenn
dass Universum 2n — 1 Elemente umfasst.

In einer festen impliziten Datenstruktur wird jede Menge S nach einer festen Permutation 7g in
der Tabelle T gespeichert. Wir withlen daher die Funktion f so, dass f(S) := ms . Nach Ramsey's
Theorem existiert nun bei einem Universum der Groéfle m eine Menge von 2n — 1 Elementen, dessen
Teilmengen der GroBle n alle nach der gleichen Permutation in 7' gespeichert werden. Aus Theo-
rem 1 wissen wir somit, dass wir zumindest [logy(n + 1)] Proben aus 7' ansehen miissen, um eine
membership-Frage im worst-case beantworten zu konnen. |

3.2 Hashing

Uber Hashingverfahren kann oft effizienter auf Eintriige eines Worterbuches zugegriffen werden als
iiber sortierte Listen. Ein einfaches mit dem Hashing verwandtes Verfahren stellt hierbei der charak-
teristische Vektor dar, der wie folgt definiert ist:

. 1, wennuz; €85
Tl = { 0, ansonsten.

Die membership-Frage kann auf einer derartigen Datenstruktur in einem Schritt entschieden werden.
Ein Nachteil dieser Datenstruktur ist jedoch die Grofle der Tabelle auch bei kleinen Mengen S .

Ein Hashverfahren wird iiber eine Funktion, der Hashfunktion h:U — {0,...,r — 1} angegeben. Ein
Element x € S wird danach an der Tabellenposition h(x) abgelegt. Man beachte, dass Hashfunk-
tionen zun#chst nicht ausschliefen, dass es zu Kollisionen kommt, d.h. es ist moglich, dass es zwei
Elemente x #y in S gibt, fiir welche h(z) = h(y) ist. Um eine membership-Frage zu beantworten,
miissen wir jetzt nur testen, ob ein = an der Position h(z) abgespeichert ist. Um eine membership-
Frage einfach beantworten zu kénnen, miissen wir nun garantieren, dass die Hashfunktion Konflikte
ausschlielt. Sie muss also fiir unser S eindeutig sein. Wir nennen daher eine Hashfunktion perfekt
fiir S, wenn fiir alle Paare x,y € S mit x # y gilt: h(z) # h(y) .

Ein Beispiel fiir eine Hashfunktion ist A(x) := 2z mod 5. Ist nun S = {2,9} € {0,...,25} =: U, so
erhalten wir h(2) =4 und h(9) = 3. Wir speichern folglich T[4] :=2 und T'[3]:=9.
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3.2.1 Perfekte Hashfunktionen

Beispiele fiir perfekte Hashfunktionen sind:

1. die identische Funktion: h : U — U mit h(zx) = « fiir alle « € U . Diese Funktion ist eine
perfekte Hashfunktion fiir alle S C U , jedoch benétigt sie wie der charakteristische Vektor sehr
grof3e Hashtabellen.

2. Funktionen aus einer universellen Familie von Hashfunktionen. Eine Familie H von Funktionen

h:U — {0,...,7 — 1} nennen wir eine universellen Familie von Hashfunktionen, wenn
fir alle z,y € U mit x # y gilt:
heHlh(x)=nh 1
Probuer(h(z) = hy)] = 1 | |(H|) WH ¢ o (;> .

Die Beobachtung, dass jede universelle Familie von Hashfunktionen eine perfekte Hashfunktion fiir
jedes S C U mit |S| =n umfasst, stammt von Carter und Wegman [CaWeT9.

Theorem 4 Sei H eine universelle Familie von Funktionen h : U — {0,...,r — 1} fir ein hin-
reichend groffes r . Dann ezistiert fiir jede Menge S C U der Gréfie n eine perfekte Hashfunktion
heH fir S in H.

Beweis: Fiir ein festes S C U mit |S| =n sei C(h) die Anzahl der Kollisionen fiir h € H, d.h.

Ch) = |{(z,y)|z,ye S, z<y, h(z)=h(y) } | .
Ist h eine perfekte Hashfunktion, dann ist C'(h) = 0. Es gilt:

1 fiir h(z) = h(y)
0 ansonsten.

C(h) = > Cuy(h) wobei Cuy(h) = {

<y, x,yeS

Aus der Definition einer universellen Familie folgt nun fiir den Erwartungswert E[C] fiir eine ent-
sprechend gewéhlte Konstante ¢ (implizit durch die O -Notation gegeben):

ElC) = Y ElCy] = Y Probuen(Cey(h)

<y, z,yeS <y, z,yeS

= > Probuen[h(z) = h(y)]
<y, x,yeS

C ny\c

< - = - .

- Z r (2)7“
<y, x,yeS

Wihlen wir r > ¢- (3) , dann ist E[C] < 1.Da C(h) nicht negativ sein kann, existiert eine Funktion
h mit C(h) < 1. Die Anzahl der Kollisionen ist jedoch immer ganzzahlig und daher fiir ein h € H
gleich Null. Diese Funktion ist folglich eine perfekte Hashfunktion fiir S'. |

Wihlen wir nun r > 2c- (3), so gilt E(C) < i . Somit ist bei dieser Wahl von r zumindest die
Hilfte aller Funktionen in H eine perfekte Hashfunktion fiir .S . Kénnen wir nun Funktionen uniform
zufilllig aus H wéhlen, so bestimmt der folgende Algorithmus eine perfekte Hashfunktion fiir eine

Menge S':
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1. Wahle eine zufillige Funktion h € H .
2. Teste, ob h allen Elementen z € S eine unterschiedliche Tabellenposition zuweist.

3. Weist h zwei Werten z,y € S mit x # y die gleiche Position zu, beginne von vorne.

Die erwartete Anzahl von Versuchen bei r > 2¢ - (g) ist kleiner 2, daher ist die erwartete Laufzeit
dieses Algorithmus O(n), sofern die Funktion in linearer Zeit aus H gewihlt werden kann, und
zudem die Berechnung von h(z) in konstanter Zeit erfolgt.

3.2.2 Universelle Familien von Hashfunktionen
Beispiele fiir universelle Familien sind:

1. Ein erstes Beispiel fiir eine universelle Familie stellt die Menge aller Funktionen
f:U—{0,...,r—1}

dar. So ist einfach einzusehen, dass fiir alle € U und z € {0,...,r — 1} gilt

[{hlh:U — {0,...,r — 1} und h(z) = z}| _
{hlh:U —{0,...,7 — 1}}] r

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewédhlte Funktion zwei Elemente z,y € U
auf den gleichen Wert abbildet, auch gleich % .

2. Ist die Grofle m des Universums eine Primzahl, und teilt r die Zahl m — 1, so ist
H, = {(eaxmodp)modr|acZ,\{0}}

eine universelle Familie (siche hierzu [FrKS84]).

3. Eine verwandte universelle Familie (siehe hierzu [CoLR90], Seite 231) erhalten wir durch die
Unterteilung der Bindrdarstellung einer Eingabe z in Blécke g, ...,z der Linge |logy 7] .
Fiir eine Primzahl r erhalten wir dann eine universelle Familie

H = { (Zaixi) mod r | ag,...,ar € {0,...,r—1} }.
i=1
Man beachte, dass |H| = r™+!.
4. Die letzte universelle Familie H := { h, | 0 < a < 2* fiir ungerades a } und

ha :+ {0,...,28 =1} «{0,...,2°}  mit hu(z) := (az mod2") div2~".

Fiir diese universelle Familie gilt |U| = 2* und |T'| = 2. Man beachte, dass die Funktionen h,
genau b Bits aus der Binédrdarstellung von az . Die Operationen mod und div lassen sich als
einfache Shift-Operationen implementieren. Daher ist die Berechnung einer Funktion aus dieser
Menge einfacher als die Berechnung einer Funktion aus dem zweiten Beispiel. Letzte universelle
Familie wurde in [DHKP97] ausgiebig untersucht und im Folgenden wollen wir zeigen, dass es
sich hierbei tatsidchlich um eine universelle Familie handelt.
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axr =

Abbildung 7: Wahl des Blocks in der Bindrdarstellung von az ,
der den Wert von h,(x) angibt.

Theorem 5 Fiir alle Paare x,y € U mit © # vy gilt

Proby, en[h(z) = h(y)] < ol-m

Beweis: Die fiir die Analyse einer Funktion h, wichtigen Blécke der Bindrdarstellung von az sind
in Abbildung 7 illustriert. Sei z,y € U = {0,...,2F —1} mit z >y, dann gilt

ar div 2F > ay div 2"
und fiir he(x) = he(y)

_ - k k
laz mod 25 — aymod 2| — {a(x y) mod 2% fiir az mod 2 > ay mod 2 } < 2 (1)

a(y — ) mod 2%  fiir ax mod 2* < ay mod 2*

Man beachte, dass bei der Umformung des linken Ausdrucks in Gleichung 1 die hoherwertigen Bit-
stellen in a(z — y) mod 2* von a(x —y) nicht ins Gewicht fallen. Aus 0 < z,y < 2% folgt zudem

(x —y)mod 2¥ # 0 und daher fiir ungerade ¢ a(z —y) mod 28 # 0.

a(z —y) mod 2F =

Abbildung 8: Blécke in der Biniirdarstellung von a(x—y) mod 2% .

Dabher gilt:

PrObhaGH[h(m) = h(y)] < PrObaE{OP..,Zkfl}, a ungerade[1 < Cl(.Z‘ - y) mod 2k < Zk_b - 1]
+ PrOba€{07...,2k71}, a ungerade 1< a(y - l‘) mod 2k < 2k — 1] .

Die beiden Wahrscheinlichkeiten ergeben sich fiir die beiden symmetrischen Félle in Gleichung 1. Im

Folgenden wollen wir uns auf den ersten Fall beschréanken und zeigen, dass

1

PrObaG{O,...,Qk—l}, a ungerade[l < a(ac - y) mod 2k < 2kib - 1] < ﬁ :

Wir beginnen unsere Analyse mit der Betrachtung des Sonderfalls, dass « —y ungerade ist. Da x —y
ungerade ist, ist der groBte gemeinsame Teiler von 2 —y und 2% gleich 1, daher existieren Zahlen
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u,v € N mit u(x —y) = v2%¥ + 1 (siche beispielsweise [Rose93], S. 75). Sei w := u mod 2¥ | so gilt
w(z — y) mod 2¥ = 1. Da a ungerade ist, gilt ferner, dass auch a(z — %) und a(z — y) mod 2¥
ungerade sind.

Aus 1 < a(r —y) mod 2% < 280 — 1 folgt:

a(z —y)mod 2% € {1,3,...,2"0 — 1}

und daher
a = [(w(z—y)mod2¥)-(amod2*) mod 2*¥ = wa(x—y)mod 2"
=1 =a
€ {wmod?2*, 3wmod2* ..., (27 —1)wmod 2"} .
Da a jedoch uniform aus {1,3,...,2% — 1} gezogen werden konnte, folgt

Pro}:)ae{O,...,Z’“71}7 a ungelrade[1 < Cl(.Z‘ - y) mod 2k < 2kib - 1]

< [{w mod 2%, 3w mod 2%, ..., (2¥7% — 1)w mod 2*}| < 2k—b—1 1
- {1,3,...,2k —1}] - 2k=1  2b~

Im Allgemeinen gibt es jedoch s,z € N, so dass z —y = z - 2% fiir ein ungerades z ist. Fiir s gilt
0 < s < k. Die Blocke in der Binédrdarstellung von a(z — y) sind in Abbildung 9 illustriert. Hierbei

k

az2® = | 10...0

Abbildung 9: Blocke in der Bindrdarstellung von a(z—y) = az2°.

miissen wir zwel Fille unterscheiden:

1. s>k —10b:Da z ungerade ist, gilt

s ko (az mod 2F=%).2% > 2% >2Fb_1 firs<k
@227 mod 27 = {0 fiir s>k .

Somit gilt Probgeqo,....25—1}, a ungerade|l < a(z —y) mod 2k <2k=b 1] =0.

2. s < k — b: Dieser Fall stellt eine Verallgemeinerung des einfachen Falls mit ungeradem x — y
dar, nur dass wir uns in diesem Fall auf z konzentrieren. Wie im obigen Fall kénnen wir auf
die Existenz zweier Zahlen u,v € N folgern, so dass u -z = v2¥7° + 1. Sei w := u mod 2%
dann ist wz mod 2¥7% = 1. Da z ungerade ist, gilt jetzt wiederum:

az2® mod 2% € {2°, 3.2% ... (2" —1). 2%}
und daher
a2°mod 2 = awz2® mod 2F
€ {(w2%) mod 2%, (3w-2%) mod 2% ,..., ((2F"™7% — 1)w-2°) mod 2"} .

Eine einfache Umformung fithrt somit zu

amod 2F7° € {wmod 2%, 3wmod 287 ..., (2F"™7% — 1)w mod 2F°} .
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Da a uniform aus {1,3,...,2¥ — 1} gewihlt werden konnte, wihlen wir a mod 2¥~* uniform
aus {1,3,...,2¥7% — 1} . Somit ergibt sich iiber die Wahlmoglichkeiten von a mod 2%~ :

2k—s—m—l 1

Probueo,...26 -1}, a ungerade[l < a(z —y) mod 2F <2870 —1] < oF a1~ gm

3.2.3 Deterministische Konstruktion guter Hashfunktionen

Im Folgenden wollen wir ein Polynomialzeit-Verfahren vorstellen, welches eine Hashfunktionen A,
beziechungsweise ein dazugehoriges a findet, welche(s) die am Ende des Beweises von Theorem 4
gezeigte Giite fiir die erwartete Anzahl Ej,en[C(h)] < (3)2'~" von Kollisionen erreicht. In anderen
Worten, fiir das zu konstruierende a soll gelten:

C((az mod 2%) div 2¥7t) <

Der nachfolgende Satz stammt aus [Ram96a]:

Theorem 6 Gegeben sei eine Menge S C {0,...,28 —1} der Gréfle n. Dann kann eine Funktion
hqe € H deterministisch in Zeit O(k - n?) konstruiert werden, so dass C(hg,) < (3) -2'7°.

Beweis: Die Konstruktion von a = ag_1ag—2...a1a¢ erfolgt von der niederwertigsten Stelle ausge-
hend zur hochstwertigsten Stelle. Da a ungerade ist, gilt ap = 1. Sei nun a =a)_;...a( ein Suffix
der Lange ¢ von a, so dass

Eycqo,...20~13[ C(ha) | a ist eine Suffix von a] <

1
E,[ C(hg) | « ist eine Suffix von a] = §Ea[ C(hy) | Ocx ist eine Suffix von a]

1
+ §Ea[ C(hy) | 1o ist eine Suffix von a]

gilt entweder

Eqcqo,...2¢—13[ C(ha) | Oc ist eine Suffix von a] <

oder .
Eqacqo,...2¢~13[ C(ha) | 1 ist eine Suffix von a] < % .
Es geniigt daher E,cyo,  or_13[ C(ha) | Oa ist eine Suffix von a] zu bestimmen, um den néchsten
Wert a; von a zu bestimmen. Ist dieser Wert kleiner (5)2'~% so wéhlen wir a; = 0 und a} =1

ansonsten. Nach k Iterationen haben wir somit ein entsprechendes a bestimmt.
Ein Problem stellt jedoch die Bestimmung der einzelnen Werte von E,[ C'(h,) | « ist eine Suffix von a]

dar. Sei nun
dzy(a) = Probglha(r) = he(y)|e ist eine Suffix von af ,
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dann gilt
E.[ C(hg) | « ist eine Suffix von a] = Z day(a) .
z,y€{0,...,.28—1}, x#y

Der Beweis, dass 0,y(a) in konstanter Zeit berechnet werden kann, ist in [Ram96a, Ram96b] zu
finden. Die hier zum Einsatz kommende Technik ist sehr mit der Technik verwandt, die wir im letzten
Beweis angewendet haben. Daher soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden. |

3.2.4 Konstruktion von perfekten Hashfunktionen fiir Tabellen linearer Grofle

Im Beweis, dass jede universelle Familie eine perfekte Hashfunktion beinhaltet, gibt uns eine quadra-
tische obere Schranke fiir die Grofle der benutzten Hashtabelle. Dieses fiithrt jedoch dazu, dass die
Hashtabelle nur sehr sparlich gefiillt ist. In diesem Abschnitt soll nun ein Hashverfahren vorgestellt
werden, welches mit einer Hashtabelle linearer Grofle auskommt. Die folgende Konstruktion geht auf
die Arbeit [FrKS84] zuriick.

Betrachten wir zun#chst noch einmal die Schranke, die wir im Beweis von Theorem 4: Fiir jede
universelle Familie H von Funktionen h:U — {0,...,7—1} und fiir jede Menge S = {0,...,n—1}

gilt:
JheH . E[Ch)] € 0( (Z) -1) .

r

Beschranken wir uns auf die Funktion h , deren Bildbereich linear in n ist, so bedeutet diese Schranke,
dass die erwartete Anzahl von Kollisionen ebenfalls linear ist. Betrachten wir nun das Verfahren von
Raman im letzten Unterkapitel, so sehen wir, dass eine solche Hashfunktion auch effizient konstruiert
werden kann.

Wir wollen nun die Anzahl der Elemente aus S untersuchen, die aus einem Wert abgebildet werden.
Sei also:
Ni(h) = |{zeS|h(x)=1i}.

Somit gilt >°1" ) N;(h) = n.Da zwei Elemente aus S nur dann auf eine Position iiber h abgebildet
werden, wenn diese kollidieren, gilt:

r—1 r—1

Aﬁ(h) 1 n
c(h) = Z< ) ) = 521\@-@)2 -5
i=0 i
Somit gilt

Bren[S5i0 Ni(h)?] = 2 Buen[C(h)]+n € O(n).

Die Funktion h an sich ist im Allgemeinen keine perfekte Hashfunktion. Erlauben wir aber die
Benutzung eines weiteren Hashschritts, so konnen wir ein perfektes Hashingverhalten erreichen. Man
beachte hierzu, dass es fiir jeden Wert i € {0,...,r — 1} ausreicht, einen Bucket der Gréfie N;(h)?
zur Verfiigung zu stellen, um die Elemente in N;(h) perfekt abzubilden (siehe Theorem 4). Hierzu

benutzen wir fiir jeden Wert ¢ eine entsprechend gewihlte Funktion h; (fiir jedes nicht leere Bucket
1 ). Dieses ist in Abbildung 10 illustriert.

Der Platzbedarf dieses Verfahrens ist

r—1

ro+ > Ni(h)* € O(n).

=1

Der Test, ob ein @ € U ein Element aus S ist, kann wie folgt erfolgen:
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[

Abbildung 10: Ein Hashverfahren, welches eine Datenstruktur li-
nearer Grofie bendtigt.

1. Bestimme i = h(z);
2. bestimme y = T;[h;(x)];

3. z €8 genau dann, wenn x =y .

Zusammenfassend erhalten wir:

Theorem 7 Fs existiert eine Datenstruktur der Grifile ©(n) fir Mengen der Grifie n, auf der eine
RAM, welche die Operationen ADD, SUB, MULT sowie SHIFT bzw. DIV benutzt, das membership-
Problem in konstanter Zeit lésen kann.

3.2.5 Hashing auf RAMs ohne SHIFT und DIV

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die Operationen SHIFT bzw. DIV fiir die Implementierung
effizienter Hashingverfahren notwendig sind. Das nachfolgende Ergebnis ist in [FiMi95] zu finden.

Aber zuvor sollen noch einige hilfreiche Beobachtungen hergeleitet werden. Sei ¢ ein Polynom vom
Grade d, dessen Koeflizienten alle Intergerwerte sind, dann gilt:

Fakt 1 Firalle yeR gilt |{z€eR|qglz)=y}| < d.

Fakt 2 Fiir alle endlichen Mengen Y CR gilt |[{ze€R | q(x)eY } | < d-]Y|.

Fakt 3 Sei Z C Z, so dass fiir alle Paare z1,z2 € Z der Abstand zwischen z1 und zy gréfler gleich
d-(s+1) ist, dann gilt
|[{z€Z]q(z)€{0,....,s} } | < d.

Beweis: Der Beweis erfolgt {iber die Widerspruchsannahme, dass

|[{ze€Z|q(2)e{0,...,s}| > d+1.
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Seien zg,21,...,24 € ZN{ x| q(z) €{0,...,8} } mit 20 < 21 <...< zg. Aus Fakt 2 und der Wahl
der Abstinde zwischen den Werten z; folgt nun unmittelbar, dass fiir jedes Paar z;, z;11 ein x; € Z
mit z; < z; < 241 existiert, so dass

q(z;) ¢ {0,...,s}.

ist. Man beachte, dass ¢(z;) € Z, da ¢ nur ganzzahlige Koeffizienten aufweist. Somit hat ¢ zumindest
2-(2d + 2) Schnittpunkte mit den Geraden go(z) =s+ 4 und g,(z) = —4 (wobei zumindest einer
der Schnittpunkte zwischen —oco und zq, jeweils zumindest zwei zwischen zwei Werten z;, z;41 und
schliefllich zumindest einer zwischen z; und oo liegt. Dieses Verhalten ist in Abbildung 11 illustriert.

S+1 1 go

q
2 4
1 -
Zi +1 Zit1

2
—1 \/ Ju
_2 -

Abbildung 11: Der Kurvenverlauf eines ganzzahligen Polynoms.

Somit muss ¢ zumindest eine der beiden Geraden g, oder g, d+1 mal schneiden. Dieses widerspricht
jedoch Fakt 1. Es gibt also maximal d Elemente in Z, welche von ¢ auf Elemente aus {0,..., s}
abgebildet werden. [ |

Mit Hilfe der oben angegebenen Beobachtungen wollen wir nun folgendes Theorem zeigen:

Theorem 8 Jedes statische Wirterbuch, welches eine n -elementige Teilmenge S C U ={0,...,m—

1} mit Hilfe einer Datenstruktur bestehend aus r < Iz Worten verwaltet, bendtigt zur Beantwortung
einer membership-Anfrage eine worst-case Zeit von Q(logmin{n, log(m/n)}) auf einer RAM, welche

die Operationen ADD, SUB und MULT jedoch nicht SHIFT oder DIV benutzt.

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber ein Adversary-Argument. Wir wihlen hierfiir ein U’ C U und ein
S und bestimmen eine Sequenz von Teilmengen aus

Uy CU;i1 C ... CULCU=U",

so dass sich eine RAM auf allen Elementen auf U; in den ersten ¢ Schritten gleich verhilt. Der
Adversary schriinkt hierfiir die Menge U’ immer weiter ein. Beinhaltet U; nun Elemente aus S
sowie dem Kompliment von S, so muss die RAM auf einem der Elemente einen Fehler machen,
da das gleiche Verhalten auch ein gleiches Akzeptanzverhalten einschliefit. Auf die fiir diesen Beweis
notigen technischen Definitionen soll nun im Folgenden eingegangen werden.

Hierfiir wollen wir uns auf ein Teiluniversum

U = {0,9, 29, ..., 2n—1)-g}
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sowie
S = {0, 29, ..., 2n—2) g}
mit
g = (r+1)-2°
beschrianken. Es soll gezeigt werden, dass ¢ eine untere Schranke fiir die Suchzeit im worst-case ist.
Ist 2n—1)-g <m—1, so folgt aus der Wahl von g¢
ot < m—1
“(2n—-1)-(r+1)

und somit ¢t € Q (1og ﬂ) .
n-s

Aus der Vorbedingung s < 3 folgt schliefllich ¢ € Q(logn) .

Wie oben schon dargestellt, werden wir einen Adversary konstruieren, welchen beginnend mit der
Menge Uy := U’ die Menge der Kandidaten, auf welche eine Suchfrage zutreffend ist, Schritt fiir
Schritt weiter einschriinkt. Hierbei seien die Mengen U; konstruiert, auf denen die RAM in den
ersten ¢ Schritten immer gleich reagiert. Diese sind also fiir die RAM nicht zu unterscheiden. Von
grofler Bedeutung wird hierbei sein, dass fiir wachsendes ¢ die Werte von |U;| und |U; NS| nicht zu
schnell schrumpfen.

Von weiterer Bedeutung werden noch die Intervalle in U’ sein, welche vollstéindig in einer aktuell
betrachteten Teilmenge U” C U’ enthalten sind. Wir sagen, dass U” aus ¢ Bldcken besteht, wenn U"”
aus ¢ vollstéindigen Intervallen aus U’ besteht. Ferner muss fiir jedes Paar solcher Intervalle zumindest
ein Element aus U’ \ U” zwischen diesen Intervallen liegen. Diese Eigenschaft ist in Abbildung 12
illustriert.

U

vy LI T T T T T T T T T 1]

Abbildung 12: Zwei Mengen U’ und U” , wobei U” aus vier Blécken besteht .

Kommen wir nun zur Beschreibung der RAM. Hierbei miissen wir jedoch darauf achten, dass diese
Beschreibung keine RAM ausschlieft bzw. jede RAM leicht in eine neue RAM iiberfiihrt werden
kann, die dieser Beschreibung geniigt und ohne dass diese Transformation zu einem signifikanten
Effizienzverlust fiithrt.

Seien M[0], M[1],M[2],... die Register des Speichers, dann enthélt zu Beginn M[0] die Eingabe x
und MI1],..., M][r] die Datenstruktur, in welcher die Menge S gespeichert ist. Fiir alle Speicher-
positionen i > r sei M[i] = 0. Zum verwalten der Parameter der einzelnen Operationen verfiigt
die RAM iiber zwei zusétzliche Register, sogenannten Accumulatoren, welche wir mit acc und acc’
bezeichnen. Der Befehlssatz der RAM besteht aus den folgenden Operationen:

1. HALT, ACCEPT, REJECT
2. LOAD: 1adt eine Konstante a in den Accumulatoren acc: acc+— a .

3. ADD, SUB: addiert acc und acc’ bzw. subtrahiert acc’ von acc:  acc+— acc + acc’ bzw.
acc— acc — acc’

4. MULT: multipliziert acc und acc™> acc+ acc - acc’.

5. READ: liest ein Register des Speichers: acc— MJacc’]

23



6. WRITE: schreibt den Wert eines Accumulators in den Speicher: M[ace’] «— acc.

7. JUMP: springt bei Zutreffen einer Bedingung an eine angegebene Befehlszeile, und setzt die
Ausfithrung des Programms von dieser Zeile an fort: If acc;0 then go to line L.

Diese Befehle stehen auch bei vertauschten Accumulatoren zur Verfiigung.

Mit ¢; werden wir den Wert des Befehlszihlers und mit p; und p, die Werte der Accumulatoren
zu Beginn des t-ten Schritts bezeichnet. Da wir das Verhalten der RAM auf verschiedene Eingaben
x untersuchen wollen, sind diese Werte Funktionen von x . Zu Beginn einer Berechnung sei fiir alle
z €U po(z) =pi(xz) =0 und co(x) ein konstanter Wert.

Um ein gleiches verhalten einer RAM auf zwei verschiedene Eingaben zu untersuchen, miissen wir noch
die Speicherzugriffe der RAM beschreiben. Mit @); bezeichnen wir die Menge der Funktionen, welche
— in Abhéngigkeit von x — die bis zum ¢-ten Schritt von der RAM beschriebenen Speicherzellen
angibt. Die Menge { ¢(z) | ¢ € Q¢ } ist somit die Menge der von der RAM auf Eingabe = € U’
bis zum ¢-ten beschriebenen Speicherstellen. Zu Beginn sei Qo := { z — 0 }. Um den Wert der
jeweiligen Speicherstellen nach dem Schreiben zu bezeichnen, verwenden wir die Funktion v, , wobei
fiir jedes ¢ € Q¢ vq,(x) := Mg(x)] ist. Somit ist vy, o(z) = .

Betrachten wir zunéchst das folgende kleine Beispiel

1. WRITE 17 TO 2z
2. WRITE z* TO 5

Fiir die oben beschriebenen Mengen erhalten wir Qo := {2z -0}, @1 :={z — 0, v — 2z },
und Q2 :={ 2 — 0, z - 2z, v — 5 }. Zudem gilt vy, 0(x) = vy—0, 1(2) = vy_o, 2(x) = =,
Vg—2z, 1(T) = Vy2p, 2(x) = 17 und vy_5, o(x) = 2.

Mit Hilfe der oben angegebenen Funktionen und Mengen konnen wir nun definieren, was wir unter
dem Ausdruck: ,,Die RAM verhdlt sich im Schritt i auf alle Elemente x € U; gleich.“ verstehen.
Diese Aussage ist erfiillt, wenn sich die RAM im Schritt i —1 auf alle Elemente x € U; gleich verhilt,
und

(A) die Werte ¢;(x) fiir alle x € U; gleich sind, d.h. es existiert ein Wert ¢, so dass fiir alle z € U;
ci(z) =c.

(B) die Werte der Accumulatoren durch p; und p, beschrieben werden, d.h. fiir alle « € U; hat
acc den Wert p;(z) und ace’ den Wert p;(z)" .

(C) fur alle x € U; und alle ¢ € Q; hat M[g(x)] den Wert vg,(x).

(C) fiir alle € U; und alle noch nicht beschriebenen Speicherstellen M[j] —d.h. 7 & { ¢(x) | g €
Q; } —hat M[j] noch den Initialwert.

Der Adversary beeinflufit nun iiber seine Antworten die Werte von ¢;, U;, p;, p;, Qi und vy, fiir
alle ¢ € @; . Dabei muss er dafiir Sorge tragen, dass sich die RAM in allen Schritten j < i auf alle
Elemente x € U; gleich verhilt, zudem soll er die folgenden technischen Einschrinkungen garantieren:

Lemma 1 Die oben beschriebenen Werte konnen gewdhlt werden, so dass fir alle 0 < i <t gilt:
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(a) U; besteht aus hochstens 2% Blicken,

(c) fiir alle q € Q; sind q, vy, pr und p, Polynome vom Grad < 2°,
(d) |Qil <i+1 und

(e) fiir alle q,q' € Q; mit ¢ # ¢ und alle x € U; gilt q(x) # ¢'(z) .

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber eine Induktion iiber 1.

Zu Beginn, d. h. fir i =0,ist Up=U", Qo={2—0}, vgo,0=2, po=py =0 und ¢ die
Startposition fiir alle Eingaben. Diese Werte erfiillen die Behauptungen des obigen Lemmas.

Nehmen wir nun an, dass die Behauptungen fiir alle Schritte j < i erfiillt sind. Uber eine Fallanalyse
iiber alle moglichen Typen von Operationen soll nun gezeigt werden, dass Behauptungen auch noch
nach dem (i + 1) -ten Schritt erfiillt sind, oder vielmehr, dass der Adversary seine Antwort so wihlen
kann, dass die Behauptung nach dem (i + 1) -ten Schritt erfiillt ist.

1) HALT, ACCEPT, REJECT
2) LOAD: acc:  acc— a

3) ADD, SUB: acc+— acc + acc’ bzw. acc— acc — acc’
4) MULT: acc« acc - acc’

5) READ: acc— M| acc’)

6) WRITE: M[acc’] «— acc

7) JUMP: If acc >0 then go to line L.

Im ersten Fall, ist das (i + 1) -te Kommando ein HALT, ACCEPT oder REJECT werden die Werte
voun ¢, Uy, pi, p;, Q; und vy, unverdndert gelassen. Die Bedingung gilt daher trivialer Weise
auch nach diesem Schritt.

Handelt es sich bei dem (i+41) -te Kommando um ein LOAD (acc < a ), so verdndert sich nur p;4q(z)
und ¢;41 . Wir erhalten

Ci+1($) = Ci(ﬁ) + ].7 Ul‘+1 = Ui Qi+l = Qia
Vg€ Qi1 1 Vgiv1 = Vg Pit1 Ju Pi+1 = Q.

Die Bedingung gilt daher auch nach diesemm Kommando.

Bei ADD bzw. SUB erhalten wir

Ci+1($) = CZ(JZ) + 1, U’i+1 = U Qi+1 = Qia
Vg e Qiyr - Vq,i+1 = Uq,is p§+1 = p’p Pi+1 = piipé-

Nach Ausfiihren dieses Befehls ist p;11 ein Polynom, dessen Grad dem maximalen Grad von p; und
p, entspricht. Die Behauptung des Lemmas sind somit weiterhin erfiillt.

Fiir die Multiplikation MULT gilt analog

cip1(z) = ci(x)+1, U1 = U Qiy1 = @,
Vg € Qit1 1 Vgir1 = Vg, p§+1 = Péa Pi+1 = Pi'pé-

Der Grad von p;;1 ist folglich die Summe der Grade von p; und p}. Da nach Voraussetzung die
Grade von p; und p; durch 2! nach oben beschriinkt sind, ist der Grad von p;;; hochstens 201,
Die Aussage von Lemma 1 ist daher auch weiterhin erfiillt.
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Da in einer READ-Operation sich nur der Wert eines Accumulators éndert, gilt:

cit1(x) = clx)+1, Qit1 = Qs Vge Qiy1 1 Vgit1 = Vg, Piyr = D

Fiir die Analyse der Werte des veréinderten Accumulators und U,;; unterscheiden wir die folgenden
Fille:

1. pé €Q;:
Da in diesem Fall Mp}(z)] = vp;ﬂv(a:) fiir alle = € U; ist, gilt pit1 :=vy; und Uiy = U; .

2. pi ¢ Q; und p; = a ist eine Konstante:
In diesem Fall wihlen wir Uiy :={ 2z € U; |Vg€ Q; : q(x) #a }. Somit ist p;+1(x) gleich
dem Initialwert der Speicherstelle Ma]. Die Bedingungen c-e sind somit auch nach diesem
Schritt weiterhin erfiillt.

Zur Analyse der ersten und zweiten Bedingung betrachten wir die Mengen M, :={ z | ¢(z) = a }
fiir alle ¢ € @;. Aus Fakt 1 und der Bedingung, dass der Grad eines Polynoms ¢ € Q); durch
2" beschriinkt ist, folgt |M,| < 2°. Die Bedingung |Q;| < i+ 1 impliziert somit:

Uial = U\ | Myl > U = D M| > U] = (i +1)2°
qEQ; qeQ;

Die Anzahl der Blécke in U;y; erhoht sich von hochstens 2% auf maximal 22 4 (i + 1)2° <
92(i+1)

Betrachten wir nun die Grofle von U1 N S. Analog zu unserer obigen Beobachtung gilt:
n ; i
U0 S| > [(UinS\ | M| > [Uan S| =) M| > 5 —(@+1)2".
q€Q; q€Q;

Folglich ist fiir n > (i +1)2%*!  |U;y1 N S| > n- 270+ Daher sind die Bedingungen a und b

aus Lemma 1 (fiir i < logT2n ) erfiillt.

3. pi ¢ Q; und p) ist keine Konstante:
In diesem Fall geht unser Adversary davon aus, dass p} eine noch nicht benutzte Speicherstelle
adressiert. Wir wahlen p;11 =0 und

Usr = {zeU; | pi(z) €{0,...,r} und Vg € Q; : pi(z) # q(x) } .

Man beachte nun, dass der Abstand zwischen zwei Elementen aus U; zumindest 2°-(r+1) ist.
Da der Grad von p} zudem durch 2 beschriinkt ist, folgt aus Fakt 3:

HzelU|pi(x)e{0,....,r} } < 2°.

Auf der anderen Seite folgt aus der Bedingung c, dass ¢ — p} fiir alle ¢ € Q; ein Polynom vom
Grad < 2¢ ist. Daher folgt aus Fakt 1:

Uil = { = € Us | pi(x) € {0,...,7} }\—\Qil-{]réanl{wGUi | pi(x) —q(x) =0 }|

|Us| =20 = (i4+1)-2" = |U;| — (1 4+2)-2".

|Uit1]

Y

Y

Es folgt unmittelbar, dass die Anzahl der Blécke in U;y; durch 2% + (i + 2) - 28 < 22041
beschrinkt ist. Ferner gilt fiir n > (i + 2)22*! bzw. i < IOgTW

n

UitinS| > [U;NS| = (i+2)-2° > it
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Die Behauptungen des Lemmas gelten auch nach dem (i41) -ten Kommando, wenn dieses ein LOAD-
Befehl ist.

Betrachten wir nun den Fall, dass die (i+1) -te Operation eine WRITE-Instruktion M [p;(z)] < p}(zx)
ist. Nach diesem Befehl gilt trivialer Weise:

C¢+1($) = C¢($)+17 p§+1 = p/i, Pi+1 = pi'pé
Qiv1 = QiU{pi}, Vge Qi @ vgiv1 = Vg, Upit1(®) = pi(T) .

Fiir den Wert von U,y miissen wir an dieser Stelle wieder mehrere Fille unterscheiden:

L. p; € Q-
In diesem Fall sei U;11 := U; . Die Behauptung folgt unmittelbar.
2. p; ¢ Qi

In diesem Fall wihlen wir

U1 = {zelU; |VYgeQ; : pi(z) #qlx) }.
Aus dieser Konstruktion sowie aus der Induktionsannahme folgt sofort, dass die Bedingung ¢, d
und e nach dem WRITE-Kommando erfiillt sind.

Betrachten wir nun die Mengen M, := {z € U; | pi(z) —¢(x) =0 } fiir alle ¢ € Q;. Da der
Grad des Polynoms p;(z) —g(x) durch 2° beschrénkt ist, folgt aus Fakt 1, dass |M,| < 2. Da
ferner |Q;[ <i+1 und jedes Element aus (J,co, My die Anzahl der Blocke um héchsten einen
erhoht, ist die Anzahl der Blocke hochstens

2% + | U M,| < 2% +|Qi| -max|M,| < 2% 4+ (i+1)-20 <220+
q€Q; 1€
Zudem gilt fiir n > (i +1)- 2% (bzw. i < —log?f” )

. i n . i n
|U¢+1QS| Z |U¢ﬂS|—(Z+1)~2 Z g—(Z—Fl)-Q Z W

Somit gelten nach der WRITE-Instruktion weiterhin die Bedingungen a und b des Lemmas.

Es verbleibt noch die Analyse des bedingten Sprungkommandos JUMP. Bei diesem Kommando wird
abhingig vom Wert p;(x) des Akkumulators acc ein Sprung ausgefiihrt oder nicht. Ist p;(z) > 0, so
setzen wir den Wert ¢;11(z) des Befehlszéhlers auf L. Ist hingegen p;(z) < 0, so fahren wir mit dem

im Programmtext folgenden Befehl fort, d.h. ¢jy1(z) := ¢;(z) + 1. Da die einzigen Werte, die durch
dieses Kommando veréndert werden, der Wert des Befehlszéhlers und die Menge U;41 ist, setzen wir

Qit1:=Qi, DPiy1:=Dpis Pigr =05 V4EEQip1 1 Vgiy1 = Vg -
Zur Analyse der Werte von ¢;;1 und U;y; unterscheiden wir wieder zwischen den folgenden Féllen:
1. p; = a ist eine Konstante:
In diesem Fall verhélt sich der Sprungbefehl fiir alle Eingaben x € U; gleich. Es gilt daher

ci(x)+1 fira<0,
U = U; Ci+1(m) = { L( ) fira>0.

Die Behauptung des Lemmas folgt somit unmittelbar aus der Induktionsannahme.
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2. p; ist keine Konstante:
In diesem Fall wihlen wir U;y; beziiglich des Schnitts mit S maximal, d.h.

Uir e {zcU|pix) >0} fir {zecU|p(z)>0}nS| > n-2-0+D
T {z €U | pi(xz) <0} ansonsten

und entsprechend

{ L fir {zeUi|pi(e)>0}nS| > n-270+D

Cit1 =
ot ¢; +1 ansonsten.

Man beachte, dass diese Wahl immer so moglich ist, dass [Ujp1 N S| > 587 — dieses folgt
unmittelbar aus der Uberlegung, dass wir die |UiNS| > & Elemente aus U; NS auf die beiden
Moglichkeiten p;(x) > 0 und p;(z) < 0 aufteilen miissen. Zumindest die Hilfte — und somit
5771 — dieser Elemente muss daher eine dieser Bedingungen erfiillen.

Es verbleibt nunmehr die Anzahl der Blocke in U;41 zu analysieren. Da wir U; abhéingig von
p; in zwei Teilmengen aufteilen — U/ = { z € U; | pi(z) > 0} und U/ ={z € U; | pi(xz) <0},
wovon eine Menge dann U,4+1 entspricht — erhoht sich die Anzahl der Blocke héchsten um die
Halfte der Nullstellen des Polynoms p; . Diese Aufteilung ist in Abbildung 13 illustriert.

Pi

U; : O U!: . ul: o
Abbildung 13: Aufteilung der Menge U; in U] und U/ .

Die Anzahl der Blocke in U;,; ist durch 2% + 2i=1 < 22041 heschrinkt. Somit gelten auch in
diesem Fall nach Ausfithren des WRITFE-Kommandos die Bedingungen a und b.

Zusammenfassend lésst sich somit sagen, dass die Aussage des Lemmas auch nach der (i + 1)-ten
Instruktion giiltig ist, wenn n > (i+2)-22+1 ist. Wihlen wir fiir unsere Zeitschranke ¢ := [1%82%] 1,
so gilt die Behauptung des Lemmas bis zum Ende der t-ten Instruktion. |

Aus Lemma 1 kénnen wir nun schliefen, dass U; mit ¢ := [logTw} —1 hochstens 22! Blocke beinhaltet.
Zudem gilt |[UyN S| >n-27¢

US| > n-27t > n.o-Gomm/3 > ,2/3 o g2(llogm)/s1-1) _ 92t

Da also mehr Elemente in U; NS sind als Blocke in U; , muss es nach dem Pigeon Hole Principle
zumindest einen Block in U; geben, der zwei aufeinander folgende Elemente x; := 2jg und x5 :=
2(j +1)g von S umfasst. Da z; und zo jedoch Elemente eines Blocks sind, beinhaltet U; auch
das Element zp := (2j + 1)g ¢ S. Da sich die RAM auf allen Elementen aus U; jedoch in den
ersten t Schritten gleich verhilt und somit vor allem das gleiche Akzeptanzverhalten aufweist, muss
die t-zeitbeschréinkte RAM auf einer der Eingaben zy oder x; eine fehlerhafte Ausgabe generieren.
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Wir kénnen somit schlieBen, dass eine RAM, welche die Operationen ADD, SUB und MULT jedoch
nicht SHIFT oder DIV benutzt, zur korrekten Beantwortung einer membership- Anfrage eine worst-case
Zeit von Q(logn) bendtigt. |

3.3 Randomisiertes perfektes Hashing und dessen Derandomisierung

In Kapitel 3.2.4 haben wir ein perfektes Hashverfahren kennen gelernt, welches eine Hashtabelle li-
nearer Grole benutzte. Das Bestimmen der fiir eine Menge S C U C {0,1}* mit |S| =n geeigneten
Hashfunktion benétigte auf einer RAM O(kn?) Schritte. Wir wollen nun im Folgenden ein im Erwar-
tungswert O(n) zeitbeschriinktes randomisiertes Verfahren vorstellen, um eine perfekte Hashfunktion
h:U —{0,...,r—1} zu bestimmen. Hierbei soll die TabellengroBe r wieder linear in n sein. Im An-
schluss soll dieses Verfahren derandomisiert werden. Diese Verfahren wurden in [TaYa79] bzw. [Pagh00]
publiziert.

3.3.1 Ein randomisiertes Hashverfahren

Wir werden uns hier auf Universen polynomieller GréBe beschrinken, d.h. |U| € n®®") . Daher kénnen
die Elemente aus U mit Hilfe bindrer Strings logarithmischer Lénge dargestellt werden.

Die Konstruktion unserer Hashfunktion wird in zwei Schritten erfolgen. Im ersten Schritt soll die
Problemgrofie von |U] € n©(1) deterministisch auf ein Hashproblem iiber einem Universum U’ qua-
dratischer Grofle reduziert werden. Dieses Hashproblem soll dann randomisiert gelost werden.

Sei |U| = 2% =n? fiir n,k,d € N, dh. n=2%/?_ Zur Reprisentation von S benutzen wir in unserem
ersten Schritt einen n-niren Baum. Hierzu betrachten wir die m-néren Darstellung der Elemente
x € U . Unm diese Représentation zu erhalten, zerlegen wir die bindre Représentation von z in Blocke
der Liange k/d. Jedes Element x € U besteht somit aus d € O(1) Blocke By(z),...,Bg—1(x):

r = 101...11011...10...001...01 .
—_— N Y
k/d bits  k/d bits k/d bits

d Blocke Bg(z),...,Ba—1(x)

Diese Aufteilung kann auf einer RAM mit Hilfe der Division in O(d) = O(1) fiir jedes « € U erfolgen.
Zudem konnen wir den Wert jedes Blocks B;(z) in Zeit O(1) bestimmen.

Mit Hilfe dieser Blockaufteilung, konnen wir S in einem n -néren Suchbaum darstellen. Jedes Element
x aus S beschreibt hierbei einen eineindeutigen Pfad 7, von einem Blatt zur Wurzel des Baumes,
wobei der i-te Block von x angibt, welcher Sohn des i-te Knotens v in diesem Pfad =, der
Nachfolger von v in 7, ist. Um den Baum moglichst kompakt zu gestalten, entfernen wir die Knoten,
welche zu keinem Pfad 7, fiir ein z € S gehoren. Ein Beispiel fiir einen solchen 4 -néren Suchbaum
ist in Abbildung 14 zu sehen.

Da |U| =n?, ist die Tiefe des n -niren Suchbaums jeder Teilmenge von U gleich d. Der Suchbaum
fiir S hat hochstens d-n € O(n) Knoten. Um eine membership Anfrage zu beantworten, geniigt es,
somit dem Pfad zu folgen der durch eine Eingabe x angegeben wird. Endet dieser in einem Blatt, so
ist x € 5, endet der Pfad an einem inneren Knoten, welcher keinen durch x angegebenen Nachfolger
mehr im Baum hat, so ist « € 5. Die membership Anfrage kann somit in konstanter Zeit beantwortet
werden. Auch kann der Suchbaum in der Zeit O(d - n) konstruiert werden.
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Wy
{00‘01‘10‘11} {00‘01‘10‘11} {00‘01‘10‘11} {00‘01‘10‘11}
] T T T 1 ]

v = v N

000100 000111 010101 010111 011110 110100 110110 110111

Abbildung 14: 4 -néirer Suchbaum fiir S = {000100,000111,010101,010111,011110,
1101000,110110,110111}.

Um den Suchbaum fiir S zu speichern, benutzen wir eine Tabelle in der wir die d-n Knoten des
Baumes abspeichern kénnen. Man beachte hierbei, dass jeder Baumknoten wiederum aus einer Tabelle
von bis zu n Adressen besteht. Da aber jede Adresse eine Tabellenposition ist, und die Tabelle {iber
maximal d-n? Eintriige verfiigt, miissen wir folglich in jeder Speicherzelle nur O(logn) Bits speichern.
Diese konnen in dem von uns gewéhlten Maschinenmodell an einer Speicherzelle abgelegt werden.
Wollen wir einem Pfad im Baum folgen, so kénnen wir mit der an einer Speicherstelle gespeicherten
Adresse zu der Speicherstelle springen, an der die fiir den nachfolgenden Knoten relevante Teiltabelle
beginnt. Der entsprechende Block in der Eingabe xz enthélt dann die relativen Koordinaten der
Speicherzelle, an dem die Adresse des nichsten Knotens zu finden ist. Folgen wir auf diese Weise
einem Suchpfad im Baum, so kénnen wir eine membership Anfrage wiederum in konstanter Zeit
beantworten. Wie der Suchbaum kann auch diese Tabelle in Zeit O(d - n) konstruiert werden.

Ein Beispiel fiir einen solchen Tabelle ist in Abbildung 15 abgebildet.

n

‘00‘0&10‘1300‘01‘10‘11‘00‘01‘10‘11 00‘01‘10‘11 00‘01‘10‘11‘00‘01‘10‘11‘00‘01‘10‘11‘00‘01‘10‘11‘

‘ 000100 ‘ 000111 ‘ 110100 ‘ 110110 ‘ 110111 ‘ 010101 ‘ 010111 ‘ 011110

Abbildung 15: Tabelle zum Speichern des Suchbaumes aus Abbildung 15.

Betrachten wir nun einmal die Implementierung der Tabelle als unsere eigentliche Aufgabe. Es ist
einfach zu erkennen, dass die Tabelle nur O(d - n) Nicht-NIL Eintrége beinhaltet, wenn wir die
Blétter, welche die Elemente aus S speichern, nur durch eine Zelle darstellen. Man beachte, dass
die Elemente aus U durch binére Zeichenketten logarithmischer Liange dargestellt und daher auch in
einer Speicherzelle gespeichert werden kénnen.

Stellen wir Adressen der Speicherzellen als ein neues Universum U’ dar und die Menge der nicht
leeren Speicherstellen als eine neue Menge S’ so erhalten wir ein neues Problem fiir ein statisches
Worterbuch. Man beachte hierbei, dass die Beantwortung einer membership-Frage (ist die adressierte
Speicherstelle nicht leer) nicht ausreicht, um das obige Problem zu lésen, vielmehr miissen wir auch
den Inhalt einer nichtleeren Speicherstelle erfahren. Das im Folgenden konstruierte Worterbuch kann
diese Aufgabe jedoch ohne zusitzlichen Aufwand bei der Losung des membership-Problems 16sen.
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Im Folgenden werden wir uns auf das membership-Problem konzentrieren, merken uns jedoch, dass
wir an den entsprechenden Stellen der Tabelle immer ein Keyword und eine Zusatzinformation spei-
chern. Fiir unser oben beschriebenes Problem bedeutet dieses, dass jeder Eintrag im Worterbuch
die aktuelle Adresse in der oben beschriebenen Tabelle sowie einen Zeiger auf die Teiltabelle des
entsprechenden Nachfolgerknotens speichert. Zur Beantwortung einer membership-Frage im Startpro-
blem S,U bendtigen wir somit die Beantwortung von d membership-Frage im neuen Problem S’ U’.
Man beachte, dass |U’| = m/ € ©(n?) und |S'| = n’ € O(n). Erlauben wir eine lineare aufblihung
der Problemstellung — dieses kann durch eine Vergréflerung des Universums geschehen — so gilt
k' = [log, |U’'|] > 2log,n’ + ¢ fiir eine Konstante ¢, die wir im Folgenden noch festlegen miissen.

In einem ersten Schritt stellen wir U’ als eine 2% x 28 -Matrix M = (a; ;) mit a+ 3=k’ dar, deren
Eintrédge wie folgt bestimmt werden:

u . z€S wenn xg...Te—1 =jund Ty ...Tayg—1 =1
J leer sonst.

Ist a;; = « fiir ein « € S’ so entspricht die Zeilennummer ¢ den « hochstwertigsten Bits der
Bindrdarstellung von x und die Spaltennummer j die § niederwertigsten Bits der Bindrdarstellung
von z . Fiir @ und B wihlen wir die folgenden Werte:

a = [logyn']+1 wnd f := [logyn']+k—1.

Die Aufteilung der Binidrdarstellung sowie die Darstellung von S’ mit Hilfe der Matrix M ist in
Abbildung 16 illustriert.

204

Abbildung 16: Speichern einer Menge S’ in einer Matrix.

Da die GroBe der Matrix in ©(n?) und die Grofe von S in ©(n) liegen, ist die Matrix M nur
sehr diinn besetzt. Um ein perfektes Hashverfahren zu bekommen, permutieren wir die einzelnen
Spalten und anschliefend die Zeilen, so dass die resultierende Matrix nur einen nicht leeren Eintrag
pro Spalte hat. Dieses ist moglich, da die Matrix 2 = 2/l°g27"1+1 5 9/ Spalten besitzt. Eine perfekte
Hashfunktion erhalten wir dann, indem wir jeden Eintrag an die Position der Tabelle eintragen, die
durch die Spalten in der permutierten Matrix angegeben wird.

Da wir 2% 427 € O(n) viele Permutationen benétigen, miissen die Spalten- und Zeilenpermutationen
so gewahlt werden, dass jede Permutationfunktion auf konstantem Platz abgespeichert werden kann.
Die Spaltenpermutationen werden wir im Folgenden mit 7, ..., m2«_1 und die Zeilenpermutationen
mit pog,...,pas_1 bezeichnet. Dieses Herangehen ist in Abbildung 17 dargestellt.

Die erste Permutation soll gewéhrleisten, dass nur wenige Konflikte pro Zeile auftreten. Aufbauend
auf dieser Matrix soll die zweite Permutation die Spalten Konflikte autheben. Wir definieren daher:

Si = {xeS |z[0; a—1] =i, dh. der Prifix von = der Lénge « ist i },
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Abbildung 17: Spalten- und Zeilenpermutationen auf der Matrix M .

wobei j ein Binédrstring der Linge a ist. Ferner werden wir mit «[é] die (¢4 1)-te Position in der
Binédrdarstellung von x adressieren, d.h. = = z[0]z[1]...z[|z|—1]. Zudem sei x[é;7] := z[j]...z[j].

Die Spaltenpermutationen werden wir Spalte fiir Spalte abhéngig von den bisher gew#hlten Permuta-
tionen bestimmen. Sei also 7, ..., m;—1 eine Folge von bisher gewdhlten Permutationen, so bestimmen
wir m; abhéngig von den auftretenden Zeilenkonflikten die durch die ersten i Spalten entstehen. Wir
Definieren daher:

R, = {(z,y)eS;x8;|j<i und m(z[a; a+B-1]) = m(yla; a+5-1]) }.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass wir auf eine sehr einfache Form der Permutationen einschrinken
konnen, die iiber ein bitweises XOR der Zeichenkette x[o; o+ § — 1] mit einem Zufallsstring b
berechnet werden kann,

mi(zla; a4+ 1)) = z[le; a+8-1] ® b, .

Zum Speichern einer Permutation wird daher nur die Zeichenkette b, benétigt. Da die Lange von b}
logarithmisch in n beschrinkt ist, kénnen wir b} in einer Speicherzelle ablegen. Der Speicheraufwand
zum Speichern aller 2% Spaltenpermutationen betrégt O(n).

Die oben beschriebenen Permutationen vertauschen die Eintrige zweier Positionen einer Spalte bzw.
Zeile. Ein Beispiel ist in Abbildung 18 dargestellt.

®
001 001 = 100 @ 101
010 010 = 111 ® 101
011 011 =110 @ 101
100 100 = 001 ® 101
101 101 = 000 @ 101
110 110 = 011 ® 101
111 111 = 010 ® 101

Abbildung 18: Beispiel einer XOR-Permutationen.

Wir wollen nun den Erwartungswert E[|R;|] der Anzahl der Zeilenkollisionen nach einer Spaltenper-
mutation betrachten, wobei der Permutationsstring b; uniform aus {0,1}# gewiihlt wird. Wenn ein
Element y € S;» mit j <4 auf eine Zeile r durch die Permutation 7; geschoben wird, dann ist die

Wabhrscheinlichkeit 277 | dass auch ein Element x € S/ auf die Zeilenposition r geschoben wird. Es
gilt somit
1
BB = 55-1Si1->_ISjl -

J<i
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Da wir den Permutationsstring uniform aus {0,1}” wiihlen, folgt aus der Markhov-Ungleichung:

1
Prob[|R}| > (1 . B|R! <
rob[|Rj| > (1+¢) - E[|R}]]] < T+
bzw. )
Prob||Ri| < (1 - E[|R! > )
robl|Ri| < (1+)- BIR]] > 15—

Somit kénnen wir im Erwartungswert mit einer konstanten Anzahl von Versuchen (abhéngig von ¢)
ein b} finden, so dass

1+e
Bl < —5 1871- Y1551 (2)
j<i
ist. Wie oben schon erwéahnt, wihlen wir fiir die Zeilenpermutationen den gleichen Ansatz wie fiir die
Spaltenpermutationen:
pi(z[0; a—1]) = z[0; a—1] ®@ b},

wobei wir b aus {0,1}* wihlen. Im Unterschied zu den Spaltenpermutationen bestimmen wir die
Zeilenpermutationen sortiert in der Reihenfolge der Anzahl ihrer Elemente. Sei also

S = {zel | mo aqy(zles a+p—-1]) =1}

die Menge der Elemente aus S, die nach Ausfithren aller Spaltenpermutationen in Zeile i sind. Sei
To,...,796_;1 die Folge der Zeilenindizes, so dass fiir alle i € {1,...,28 —1}:

|S/I

Ti—1

[ N

Wir bestimmen po, ..., p2o—1 in der Reihenfolge p,., pr,, pry, - - .. Man beachte, dass die entsprechen-
de Folge der Zeilenindizes mit Hilfe von Bucket-Sort in linearer Zeit bestimmt werden kann.

Unter der Annahme, dass pr,, pry,---,pr;_, schon festgelegt sind, bestimmen wir p,, wie folgt:

L. |8/ | =1, dh. in Zeile 7; gibt es nur ein Element.

In diesem Fall miissen wir den Permutationsstring nicht randomisiert bestimmen. Stattdessen
wéhlen wir eine Spalte s; der Matrix, in die wir bisher noch keinen Eintrag {iber die Permuta-
tionen prq, Prys---5Pr,_, geschoben haben. Den Permutationsstring erhalten wir durch

bl = z2[0; a—1] ® s,

wobei x das einzige Element in S’ ist.

Benutzen wir eine Liste der noch nicht besetzten Spalten, so kann der Index s; fiir alle r; mit
IS | =1 in jeweils konstanter Zeit bestimmt werden. Die Liste dieser Spaltenindizes kénnen wir
wiederum in Zeit O(2%* + n) = O(n) vorweg bestimmen, und nach jedem Schritt in konstanter
Zeit auf den jeweils aktuellen Stand bringen.

2. [S8)]>2,dh. Zeile r; hat zumindest zwei Elemente.

In diesem Fall verfahren wir entsprechend dem Verfahren zur Bestimmung der Spaltenpermuta-
tionen. Sei also

R} = {(z,y) €8 xS |j<i und p,(z[0; a=1]) = py;(y[0; a—1]) }
und
pr(2[0; a—1]) = 2[0; a—1] @ b
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fiir ein uniform aus {0,1} gewihltes 0] . Entsprechend der Analyse fiir die Spaltenpermuta-
tionen folgt fiir die Zeilenpermutationen, dass

> E.
- 1+e¢

Prob[|R!| < (1+¢) - E[|R}|]]

Nach einer im Erwartungswert konstanten Anzahl von Versuchen finden wir somit einen String
by, so dass

1—|—6
IR!| < SIS (3)

7<i

Da [S7| < |S7] fiir alle j < gilt, folgt

1
sil st o< Yisek o< (). (@)

j<i j<i j<i

1"

(lSTJ' l) entspricht genau der Anzahl der Kollisionen in Zeile r; , daher gilt

(7)< £(7) = g

1<t j<28 12

IN

Fassen wir die Ungleichungen 2, 3, 4 und 5 zusammen, so erhalten wir:

1 4-(1 ! 4-(1
R < S Ssnl YIS < 7(;5)2('5 ) < 7(2a+8)ZIR§|

§<i j<i i<2
4-(1+4¢) 1+e /| / 4-(1+¢e)? (n
< T 2 M ;w < e |2 )

da 37, ga [Si- 32,155 durch die Anzahl aller sortierten Paare in S’ beschrénkt ist. Setzen
wir die fiir @ und [ gewédhlten Werte ein, so ergibt dieses:

R < 4-(1—&-5)2(7;’) - 4-(1+¢)? (n)? (14¢)?

9a+8 (n)2- 28 2 = T ok-1

Fiir k> 1+4+2log,(1+¢) ist somit |R}| < 1. Da jedoch nur eine ganzzahlige Anzahl von Kolli-
sionen moglich ist, kénnen wir im Erwartungswert mit einer konstanten Anzahl von Versuchen
ein b/ bestimmen, so dass wir nach der Zeilenpermutation keine Spaltenkollisionen mit schon
gewéahlten Zeilenpermutation haben.

AnschlieBend sei noch erwihnt, dass 1+ 2log,(1 + €) fiir ein konstantes ¢ ebenfalls konstant
ist. Die Permutationsstrings kénnen somit in jeweils einer Speicherzelle gespeichert werden.

Im Folgenden wollen wir noch einmal die Laufzeit dieses Hashverfahrens sowie den Platzbedarf fiir
die Datenstruktur im Detail betrachten.

Die Datenstruktur muss neben der eigentlichen Tabelle T' der Gréle 2% € O(n) fiir die Elemente aus
S’ auch eine Tabelle T fiir die Spaltenpermutationen ; bzw. fiir b, mit 2° € O(n) Eintriigen sowie
eine Tabelle T" fiir die Zeilenpermutationen p; bzw. fir b} mit 2¢ € O(n) Eintréigen umfassen.
Der gesamte Speicheraufwand ist jedoch weiterhin durch O(n) beschréinkt. Eine membership-Anfrage
x € 8" kann in der Zeit O(1) durch Testen von

T[z[0, a« — 1] @T"[z[e; a+ -1 @T'[z[0, a—1]]]] = =z
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beantwortet werden. Um zu testen, ob ein Element in S ist (unsere urspriingliche Fragestellung),
geniigen d voneinander abhiingige Tests bzw. membership-Anfragen auf S’. Da d konstant ist, ist
dieses auch in konstanter Zeit moglich.

Der Aufbau der Datenstruktur erfolgt in zwei Phasen. In der ersten Phase wird die Menge S’ aus
S bestimmt. Sortieren wir zunéichst S — dieses ist mit dem Bucket-Sort in der Zeit d -n mit n
Buckets und d Iterationen moglich — so kénnen wir die Menge S’ in Zeit O(n) generieren. Auf
dieses soll jedoch nicht weiter eingegangen werden. Vermerkt sei hier nur, dass die sortierte Liste von
S alle Pfade im Baum in der Reihenfolge von links nach rechts gehend umfasst, und dass ein einmal
verlassener Teilpfad des Baums durch eine nachfolgendes Element in S auch nicht mehr betreten
wird.

In der zweiten Phase wird ein perfektes Hashverfahren auf S’ realisiert. Der Zeitbedarf der einzelnen
Schritte wurde von uns bereits bei der Présentation dieses Verfahrens diskutiert. Die Bestimmung
der einzelnen Permutationen konnte in der Zeit O(|S}|) bzw. O(]S}|) ausgefiihrt werden. Zusam-
menfassend ergibt dieses einen Zeitaufwand von O(3, |Si| + >, 1S/]) = O(n) . Zudem mussten wir
die Mengen einmal S} nach ihrer Gréfie sortieren. Dieses bedeutet jedoch nur einen zusétzlichen
additiven Zeitaufwand von O(n).

Zusammenfassend gilt:

Theorem 9 Sei S C U eine Menge der Grifie n und |U| polynomiell in n. Dann kann eine
perfekte Hashfunktion h:U — {0,...,r — 1} fir S und ein r € O(n) randomisierte in Zeit O(n)
generiert werden. Zum Speichern von h wird ein Platz von ©(n) bendtigt. Eine membership-Anfrage
fir S kann mit Hilfe von h in konstanter Zeit beantwortet werden.

3.3.2 Die Derandomisierung

Wir wollen nun zeigen, dass die im oben vorgestellte Verfahren verwendeten Permutationsstrings b’
und b/ deterministisch in der Zeit O(|S}|logn) bzw. O(|S}|logn) generiert werden kénnen. Somit
ist die Laufzeit des derandomisierten Hashverfahren O(n) + Y, O(|Sj|logn) + . O(|S}|logn) =
O(nlogn) . Es folgt somit:

Theorem 10 Sei S C U eine Menge der Grifle n und |U| polynomiell in n . Dann kann eine
perfekte Hashfunktion h : U — {0,...,r — 1} fir S wund ein r € O(n) deterministisch in der
Zeit O(nlogn) generiert werden. Zum Speichern von h wird ein Platz von ©(n) bendtigt. Eine
membership-Anfrage fiir S kann mit Hilfe von h in konstanter Zeit beantwortet werden.

Im Folgenden wollen wir nun die deterministische Berechnung eines Permutationsstrings b; beschrei-
ben. Die Bestimmung einer Zeilenpermutation b} erfolgt analog.

Anstelle des oben angegebenen Problems, ein b] zu bestimmen, so dass R} unter einer vorgegebenen
Schranke liegt, wollen wir diese Aufgabenstellung wie folgt abstrahieren:

Gegeben sei eine Tabelle, welche wir mit Hilfe von Zeichenketten aus {0,1}” adressieren
sowie eine Menge A C {0,1}# . Generiere eine Zeichenkette b € {0,1}7, so dass

Y Treb < '2%'- > 1]

z€EA i€{0,1}8

in der Zeit O(8 - |A]).
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Gibt T[j] die Anzahl der Elemente an, welche vor der Bestimmung von b} in den Spalten k < ¢ in
Zeile j stehen, so ist T[z ® b] die Anzahl der Zeilenkonflikte von z nach der Permutation. Gilt

Y Taeb < '2%'- o1,

z€EA i€{0,1}8

wobei A der Menge S] entspricht, so ist die Summe der Konflikte nach der Permutation durch ‘AQ‘[;",

beschrankt.

Betrachten wir nun das oben beschriebene neue Problem.

Zur Bestimmung von b erweitern wir zunéchst 7', so dass 7' durch alle Bindrzeichenketten der Lénge
kleiner gleich @ indiziert werden kann. Fiir ein 7 < [ und eine binéire Zeichenketten i € {0,1}"”
definiere

D; = {jec{0,1}?|jl0;v—-1] = i}
T[] = T[O]+T[il] = Z T[] -

T kann also naheliegend als einen Binirbaum mit 27 Blittern dargestellt werden, indem wir dem i -
ten Blatt den Wert von T'[bin(i—1, 3)] zuweisen, wobei bin(i—1, 8) die Bindrdarstellung von i—1 der
Lénge f ist. Ein interner Knoten v repriisentiert einen Tabelleneintrag T[i] , dessen Wert der Summe
der Werte seiner Bléatter des durch v adressierten Unterbaumes entspricht. Diese Baumdarstellung
ist in Abbildung 19 illustriert.

000 001 010 011 100 101 110 111

Abbildung 19: Repréisentation der erweiterten Tabelle T als Baum.

Die Konstruktion von b erfolgt sukzessiv Bit fiir Bit, indem wir die Folge der Zeichenketten by =
Abi,...,bg = b generieren. b;41 entsteht dabei aus b;, indem wir an b; eine 0 bzw. eine 1
anhiingen. Die Zeichenketten b; ist somit ein String aus {0,1}?. Fiir die jeweiligen Iterationsstufen
soll hierbei gelten:

A .
Eien, (Y Teod] < 2. 3 1)) ()
z€A je{0,1}8
Fiir ¢ = 3 gilt daher
|A| .
Eaep, [y Tlead] = Y Tlob)] < 5 ST
TCA z€A je{0,1}8

Womit b die erforderten Bedingungen erfiillt.
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Betrachten wir zunéchst einmal b, so gilt

1 1
Eaep,, Y Tlx®d] = ol Y. Y Tewd = 5> Y Teod
€A bo d€Dy, €A zEA deDy,
A A )
= '2—; Y, Thod = '2—; S Tl
de{0,1}8 i€{0,1}7

Unter der Voraussetzung, dass die Ungleichung 6 fiir b; erfiillt ist, wollen wir nun die Zeichenkette
biy1 konstruieren. Da Dy, = Dy,0 U Dp,1 sowie Dy,o und Dyp,; disjunkt sind, folgt:

EdEDbi [Z T[x X d]] = PTObdeDbi [d S DbiO] . EdEDbio[Z T[QJ ® d]]
z€A z€A
+ PI"ObdeDbi [d € Dp]- EdGDbi1 [Z Tz ® d]]
z€A
1
= 3 <EdeDbio[Z Tle®d] + Faep,,[Y Tlr® d]]) -
T€A z€A
Somit gilt fiir zumindest einen der Erwartungswerte auf der rechten Seite, d.h. fiir ein £ € {0,1}:
Fucn, [S.Thod) < 4. S 1y

d€ Dy, = 25 Jl -

zEA je{0,1}8

Gilt nun Egep,,, Y- e Tlr@d]] < |A|-2_5~Eje{0)l}ﬁ Tj], so withlen wir b;11 := b,0 und b; 41 := b;1
ansonsten.

Es verbleibt somit noch zu zeigen, wie Eaep, o[> ,c4 Tz @ d]] fiir alle i < 3 und b; € {0,1}" in
Zeit O(|A|) berechnet werden kann. Hierfiir betrachten wir

1

Baep, |Y Tle®d] = Y Eap, [Tlz@d] = Y 55 Tlal0; i — 1] @ b
_ %ZTW? i1 @b .
Tz€EA

Mit Hilfe der erweiterten Tabelle T kann die Summe mit Hilfe von |A4| XOR-Operationen, |A]
Leseoperationen in T sowie |A| —1 Additionen berechnet werden. Der Zeitaufwand ist O(|A4]) . Zur
Berechnung des Erwartungswerts fehlt somit nur noch eine Division. Der Zeitaufwand zur Bestimmung
einer Permutationzeichenkette ist daher O(8 x |A|) . Nach dem eine solche Permutationzeichenkette
bestimmt worden ist, muss abschliefend noch die Tabelle T modifiziert werden. Dieses erfordert
weitere O(8 x |A]) Schritte.

4 Das dynamische Worterbuch

Eine Datenstruktur fiir ein dynamische Worterbuch gestaltet aufgrund der Moglichkeit das Worter-
buch zu modifizieren um einiges komplexer als eine Datenstruktur fiir ein statisches Worterbuch. Fiir
ein dynamische, Worterbuch bendtigen wir neben der membership-Abfrage auch die Einfiigeoperation
insert und die Loschoperation delete.
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4.1 Perfektes dynamisches Hashing

Das im Folgenden vorgestellte Verfahren ist aus der Arbeit [DKMM94] entnommen. Die diesem Ver-
fahren zugrunde liegende Idee ist mit unserer Uberlegung zu der dynamischen und speichereffizienten
Realisierung eines Stacks (siche Kapitel 2) verwandt. Wir arbeiten auf einer gegebenen Hashtabelle,
bis diese zu einem bestimmten Grad gefiillt ist. Wird ein gegebener Threshold iiberschritten, so allo-
kieren wir eine neue Tabelle der doppelten Groflie. Wird eine gegebene untere Schranke unterschritten,
so verwenden wir im weiteren eine Hashtabelle der halben Grofle. Wir erreichen somit, dass die Hash-
tabelle immer linear in der Anzahl der zu speichernden Daten ist. Ein Problem ergibt sich allerdings,
wenn es zu Konflikten bei der insert-Operation kommt. Um in diesem Fall nicht jedes mal eine neue
Hashfunktion fiir die gesamte Menge zu generieren, wird im Folgenden wieder auf das doppelte Ha-
shing zuriickgegriffen. Wir erhalten eine Toplevel-Hashtabelle T° der Grofle r, deren Eintriage Pointer
auf Secondary-Hashtabelle T7y,...,T;,. der GroBe rq,...,r, sind.

Benutzen wir als Hashfunktionen wieder Funktionen einer universellen Familie, so folgt aus der De-
finition unmittelbar, dass die erwartete Anzahl von Kollisionen an einer beliebigen Toplevel-Position
fir r > n in O(1) liegt. Daher kénnen wir membership sowie insert und delete in erwartet konstanter
Zeit 16sen.

Im worst-case héingt die Laufzeit einer membership-Anfrage bei linearen Secondary-Tabelle jedoch
von dem maximalen r; ab. Diese Situation dhnelt der Situation n Bélle in r Eimer zu werfen. Ist
r =mn, so ist die erwartete maximale Anzahl von Billen in einem Eimer in O(logn), fiir » = 2n in
O(logn/loglogn) und fiir r = Q(n?) ist mit sehr grofiler Wahrscheinlichkeit die maximale Anzahl
der Bille pro Eimer 1.

Um die Lange der Toplevel-Hashtabelle linear in n zu halten, speichern wir die Elemente in den
Secondary-Tabelle mit Hilfe weiterer Hashfunktionen. Um ein dynamisches Anwachsen der einzelnen
Tabellen zu erlauben, wihlen wir die Toplevel-Hashtabelle doppelt so grofl wie die Toplevel-Hashtabelle
im statischen Fall (siehe Kapitel 3.2.4).

In Kapitel 3.2.4 haben wir gesehen, dass fiir eine universelle Familie H,,) von Hashfunktionen
h:U —{0,...,7(n) — 1} mit r(n) € O(n) ein b(n) € O(n) existiert, so dass fiir jede n elementige
Teilmenge S C U gilt

r(n)—1

1
Probren, ., |:Zi—0 (Nk(h)? < b(n)| > R

wobei N;(h) = [{z € S|h(z) =1i}| ist. Zudem existiert eine Konstante ¢, so dass

1
Probuer, , [h ist eine perfekte Hashfunktion fiir S] > 5

ist. Wie oben schon angedeutet, wihlen wir die Hashfunktion so, dass ihre Kapazitdt auch fiir eine
groflere Menge S ausreicht. Anstelle des Parameters n benutzen wir daher zur Bestimmung der
Tabellengrofe @ := 2---n. Die Hashfunktionen der i-ten Untertabelle wird analog nicht beziiglich
N;(h) sondern beziiglich ihrer Kapazitit von 7; :=2--- N;(h) bestimmt.

Im Folgenden wollen wir nun zunéchst auf das Generieren einer derartigen dynamischen Zwei-Level
Hashtabelle eingehen.

4.1.1 Generieren einer dynamischen Zwei-Level Hashtabelle

Zur Bestimmung der Toplevel-Hashfunktion wihlen wir uniform randomisierte Funktionen h € H, )
und bestimmen h(z) fiir alle z € S. Wir beenden diesen Prozess sobald eine Hashfunktion gefunden
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wurde, die

() < b(m)
i=0
erfiillt. Da n < @ ist, finden wir eine solche Hashfunktion im Erwartungswert in einer konstanten
Anzahl von Ziigen. Zur Auswertung der obigen Ungleichung benétigen wir pro Hashfunktion O(n)
Schritte. Somit kénnen wir im Erwartungswert eine entsprechende Hashfunktion in Zeit O(n) finden.

Analog suchen wir in einem zweiten Schritt eine perfekte Hashfunktion h, € H.z, fiir jede der
Secondary-Tabellen T; beziiglich der Mengen {z € S|h(x) =i} jedoch mit einer Kapazitét fiir m; -
elementige Mengen. Wie oben gesehen, ist fiir eine entsprechende Wahl von c¢ eine zufillig gewéhlte
Hashfunktion h; € H.m, perfekt fir {x € S|h(z) = i}. Somit kann eine solche Hashfunktion in
erwarteter Zeit O(N;(h)) ermittelt werden.

Fiir die erwartete Gesamtlaufzeit erhalten wir

Um eine konstante amortisierte Zeit zu erhalten, diirfen wir folglich die Hashtabellen nicht zu héufig
neu generieren. Zu den Tabellen speichern wir noch die Gréfle der aktuellen Mengen S und {x €
S|h(z) =i} fiir alle i € {0,...,r(7) — 1} sowie die Werte von 7,7, ..., 7, (m)—1 - Die Speichergréfie
ist durch

o(rm) + > cm < Or@)+4-c-bm € O(n)

beschrankt.

4.1.2 delete und insert in dynamischen Zwei-Level Hashtabelle

Im Folgenden sollen zwei Funktionen vorgestellt werden, mit deren Hilfe man die delete- und insert-
Funktion effizient realisieren kann.

procedure delete(x)

1 if Th@)(ha@)(z)) = = then

2 n:=n-1

3 if n<?®

4 then Generiere eine neue Hashtabelle fiir die gesamte Menge S ohne x
5 else i:=h(x); l6sche den Eintrag T;(h;(x)); n; :=n; — 1
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procedure insert(z)

1 if Th(w)(hh(ac) x)) # = then

2 n:=n+1

3 if n>n

4 then Generiere eine neue Hashtabelle fiir die gesamte Menge S zuziiglich z

) return

6 else i:= h(x); n; :=n; + 1;

7 if T;(hi(x)) leer then T;(h;(x)) := z; return;

8 ifn; >ny

9 thenmn; :=2-m;

10 it 3000w > db(m)

11 then Generiere eine neue Hashtabelle fiir ganz S zuziiglich =
12 return

13 Generiere eine neue Hashtabelle fiir {z} U {y € S|h(y) =i} der Kapazitét n;

Zum Generieren einer neuen Hashtabelle aus einer alten Hashtabelle miissen wir neben dem Aus-
werten der Hashfunktion an sich auch noch die Daten aus der alten Hashtabelle aufsammeln. Dieses
konnen wir jedoch dadurch vereinfachen, dass wir die Elemente aus S mit Hilfe mehrerer iiber Pointer
verketteter Listen untereinander verkniipfen.

Um den zusétzlichen Speicher zur Verfiigung zu stellen, den wir bei einer Verdoppelung der Kapazitét
einer Secondary-Tabellen T; benétigen, allokieren wir beim Aufbau der Toplevel-Hashtabelle ©(n)
zusétzliche Speicherzellen.

4.1.3 Platz- und Zeitanalyse

Unter einer Phase verstehen wir das Zeitintervall zwischen dem Ende einer Neugenerierung einer Hash-
tabelle fiir die gesamte Menge S und dem Beginn der néchsten Neugenerierung. Im Folgenden wollen
wir zunéichst den bendtigten Platz untersuchen: Im Verlauf einer Phase gilt 7/4 < |S| < 7. Die Grofle
der Toplevel-Hashtabelle ist somit in O(r(m)) = O(r(]S])) = O(]S|) . Sei nun 7, die Kapazitéit der
Secondary-Tabellen T; am Ende der untersuchten Phase, dann bendtigen wir fiir 75 , sofern T; in
dieser Phase j-mal neu aufgebaut werden musste, zu Beginn der Phase c - (7}/27)? Speicherzellen.
Allgemein wird fiir 7; ein Speicher der Grofie

T e e R S T /7 R N
benotigt. Da die Werte von 7; innerhalb einer Phase monoton steigen (sie werden bei einem delete
nicht verkleinert), ist der gesamte Speicherbedarf fiir alle Secondary-Tabellen durch

r(m)—1 r(m)—1
doo2ee-@)? < 2ec- Y @) < 2-c-4-bm) € O(S))
1=0 1=0

beschrinkt. Zusammenfassend konnen wir schlieflen, dass der Speicherbedarf innerhalb einer Phase
linear in der Grofle der aktuellen Menge S ist.

Bei der Zeitanalyse wollen wir zunéchst einmal die delete-Operation betrachten. Ist die Gréfle von S
grofer als 7/4, so konnen wir ein Element aus S in konstanter Zeit 16schen. Wird die Schranke 7/4
unterschritten — dieses kann jedoch frithstens nach m/4 delete-Operationen geschehen — so benétigen
wir fiir die Neugenerierung der gesamten Datenstruktur O(|S|) Schritte. Verteilen wir diese Kosten —
beispielsweise iiber die Bilanzmethode — auf die vorhergehenden m/4 delete-Operationen, so erhalten
wir amortisiert fiir jede Loschoperation einen konstanten Zeitbedarf.
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Wegen der moglicherweisen Neugenerierung der Secondary-Tabellen erweist sich die Analyse der amor-
tisierten Zeit von insert-Operationen als aufwendiger als die Analyse der delete-Operationen.

Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass Zeile 4 der Prozedur insert alle m/2 insert-
Operationen ausgefithrt wird. Man beachte, dass dieses aufgrund von delete-Operationen oder we-
gen des vorzeitigen Neubaus der ganzen Hashtabelle nicht unbedingt der Fall sein muss. Ein solcher
Neubau stellt fiir den amortisierten Zeitbedarf kein grofles Hindernis dar; er verschlechtert nur die
Konstante. Die Analyse erfolgt fiir diesen Neubau analog zu der delete-Operation.

Im Folgenden wollen wir uns auf die Analyse der Neugenerierungen in Zeile 11 und 13 konzentrieren.
Zu Beginn jeder Phase beinhaltet die betrachtete Menge S nur 7/2 Elemente, die Hashfunktion
wurde jedoch uniform aus H, ) gezogen, folglich sollte mit der Wahrscheinlichkeit von zumindest %
auch nach dem Hinzufiigen von 7/2 weiteren Elementen zu S

r(m)

Do (Ni(h)* < b(m)

=0

sein. Somit ist die Anzahl der Neugenerierungen der gesamten Hashtabellen zwischen zwei reguliren
Neugenerierungen durch O(1) beschriinkt. Da die Kosten fiir eine Neugenerierung linear in n sind,
ist der zu erwartende Gesamtaufwand fiir Neugenerierung der gesamten Hashtabellen zwischen zwei
reguldren Neugenerierungen in O(n). Da zwischen zwei reguldren Neugenerierungen 7/2 insert-
Operationen liegen, sind die amortisierten Zeitkosten wiederum konstant.

Es verbleibt somit die Analyse der amortisierten Zeitkosten, welche sich durch die zusétzlichen Neu-
generierungen der Secondary-Tabellen in Zeile 13 ergeben. Diese Zeile gelangt zur Ausfithrung, wenn
entweder ein Konflikt in einer Secondary-Tabelle entsteht oder die Kapazitéit einer Secondary-Tabelle
iiberschritten wird.

Man beachte, dass die Anzahl der Elemente im i-ten Bucket zu Beginn einer Phase 7;/2 ist, und
da wir h; uniform aus H,, ) gewéhlt haben, ist diese Hashfunktion mit einer Wahrscheinlichkeit
von zumindest % eine perfekt Hashfunktion fiir dieses Bucket, auch wenn wir weitere 7;/2 Elemente
zu diesem Bucket hinzufiigen. Die erwartete Anzahl von Neugenerierungen dieser Hashtabelle fiir die
folgenden m;/2 insert-Operationen zu diesem Bucket ist somit 2. Da die Kosten fiir die Neugenerierung
einer Secondary-Tabelle fiir das i -te Bucket O(7;) sind, sind die amortisierten Kosten, welche durch

einen Konflikt entstehen, konstant.

Wir miissen um die Kapazitéit der i-ten Secondary-Tabelle zu iiberschreiten 72;/2 Elemente dem i -
ten Bucket hinzufiigen. Die hierauf folgende Neugenerierung der Secondary-Tabelle ben6tigt wiederum
O(2-m;) = O(m;) = O(n;) Schritte. Da dieser Neugenerierung jedoch 7;/2 insert-Operationen vorweg
gehen, koénnen wir iiber diese Operationen ein hinreichend grofies Potential ansparen, so dass die
amortisierten Kosten wiederum konstant sind.

4.2 Dynamisierung statischer Datenstrukturen

Dynamisierung ist eine generelle Technik, um aus einer statischen Datenstruktur eine dynamische zu
erstellen. Da dieses eine Technik nicht nur fiir Worterbiicher ist, miissen wir allgemeine Anfragen an
die Datenstruktur erlauben. Wir definieren daher fiir ein Universum U , eine Teilmenge S C U und
ein Element 2 € U die Anfragefunktion Q(x,S) iiber

Q : U x 2V - R,

wobei R die Menge der moglichen Antworten ist. Beispiele solcher Antwortmengen sind:
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o fiir die membership-Anfrage: R := {true,false}, wobei

true firze S

Q(z,5) = {false firzdgsS.

e fiir die Vorgingerfunktion: R :=U U{—o0}. Fiir U C N gilt:

Q(z,S) {max{ye5y<x} fir £ > min S

—00 fir x <minS .

o fiir die membership-Anfrage bei der konvexen Hiille eine Punktmenge in der Ebene.

Die oberen Beispiele unterscheiden sich in einem wesentlichen Punkt von dem letzten Beispiel mit der
konvexen Hiille; sie sind in einfachere Teilprobleme zerlegbar. Wir nennen eine Anfrage Q) zerlegbar,
wenn eine bindre Zusammensetzungsfunktion f : Rx R — R existiert, so dass fiir alle S C U , alle
disjunkten Teilmengen A, B C S mit S =AUB und alle x € U gilt:

Qz,S) = f(Q(x,A),Q(x,B)) .

Fiir die einfache membership-Anfrage ist diese Funktion f die Oderfunktion und fiir die Vorgénger-
funktion das Maximum. Die membership- Anfrage bei der konvexen Hiille ist wie oben schon angedeutet
nicht zerlegbar.

Wir werden im Folgenden zeigen, wie eine effiziente dynamische Datenstruktur aus einer statischen
Datenstruktur generiert werden kann, wenn die benétigte Anfragefunktion zerlegbar ist.

4.2.1 Eine semidynamische Datenstruktur: Insertions Only

Wir beginnen unsere Analyse mit der Konstruktion einer semidynamischen Datenstruktur, welche nur
die insert-Operation und nicht die delete-Operation zur Verfiigung hat.

Theorem 11 Sei Q eine zerlegbare Anfrage, fiir welche eine statische Datenstruktur mit Anfrage-
zeit q(n), Speicherplatzbedarf s(n), Konstruktionszeit c(n) und konstanter Zusammensetzungszeit
existiert, wobei q(n), s(n)/n und c(n)/n monoton wachsende Funktionen sind. Dann existiert eine
semidynamische Datenstruktur fir @ mit der Anfragezeit ¢'(n) € O(q(n)-logn) , dem Speicherplatz-
bedarf s'(n) € O(s(n)) und dem Zeitbedarf fir eine insert-Operation von t'(n) € O(C(")'%) .

Um S in einer semidynamischen Datenstruktur fiir () zu speichern, zerlegen wir S in eine Folge von
[logyn| + 1 disjunkter Teilmengen S = SoUS; U...U S|1og,n| , wobei fiir alle i € {0, ..., [logyn]}

5 = 2t wenn das (i + 1)-te niederwertigste Bit der Bindrdarstellung von |S| 1 ist und
e 0, wenn das (i + 1)-te niederwertigste Bit der Biniirdarstellung von |S| 0 ist.

Die einzelnen Teilmengen S; werden mit Hilfe einer statischen Datenstruktur verwaltet. Die genaue
Zugehorigkeit eines Elements x € S zu einer Teilmenge S; ergibt sich aus dem Zeitpunkt, an dem
x zu der Menge S hinzugefiigt wurde. Diese Zugehorigkeit wird aus der Betrachtung des Zeitbedarfs
fiir eine insert-Operation, welche weiter unten folgen wird, deutlich.

Wir wollen zunéchst die amortisierten Kosten einer solchen Datenstruktur analysieren. Spéter

werden wir aus dieser vereinfachten Datenstruktur eine etwas aufwendigere zweite Datenstruktur
entwickeln, welche auch ein effizientes worst-case Verhalten aufweist.
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Speichern wir die oben vorgestellten Teilmengen mit Hilfe der gegebenen statischen Datenstruktur, so
gilt fiir den Platzbedarf der semidynamischen Datenstruktur

sn) = Z 5(2%)

7 mit b;=1 und ISIZbUOgQ nJ"'blbD

B Lloiénj 8(21') Y < UC%"J 8(7”&) 9i < 8(7”&) 9 llog, n)+1 c O(())
B =0 2 - =0 n " o

wobei die zweite Ungleichung aus der Annahme folgt, dass S(rzl) keine fallende Funktion ist.

Um eine Anfrage @ an die Datenstruktur zu beantworten, wird eine Zeit von

[logy n]
Z (q(]S;]) + Zeit zum Zusammensetzen zweier Resultate)
i=0

|log, 1]
> (aln)+0(1)) € Ofq(n)-logn) .

=0

q'(n)

IN

Es verbleibt somit die Analyse der amortisierten Kosten fiir eine insert-Operation.

Bei einer insert-Operation eines Elements x € U \ S vereinigen wir die Teilmengen Sp,...,S; von
S mit {z} zu einer neuen Menge S;11, wobei von dieser insert-Operation fiir diese Teilmengen gilt:
|S;] =27 fiir alle j <i und |Si+1| = 0. Nach der insert-Operation gilt daher |S;| =0 fiir alle j <
und [S;11] = 21 . Die Kosten einer derartigen Operation sind daher durch ¢(2¢*!) beschriinkt,
sofern die Elemente aus Sy U S; U S; in linearer Zeit aufgesammelt werden kénnen. Dieses kann
beispielsweise iiber eine mit Hilfe von Pointen verkniipfte Liste geschehen, iiber die die Elemente aus
So U S US; zusétzlich verbunden sind.

Um die amortisierte Zeit zu erhalten, betrachten wir eine Sequenz o, von n insert-Operationen.
Man beachte, dass die Hélfte dieser insert-Operationen in der Zeit ¢(1), ein Viertel in der Zeit ¢(2),
ein Achtel in der Zeit c(4) oder allgemeiner ein Anteil von 279~! der n Operationen in Zeit c(2¢)
ausgefithrt werden konnen. Fiir die ganze Sequenz ergibt sich daher ein Zeitbedarf von

Lican) c(2) - n n Lica ) c(29) n Lica ) c(n)
=0 1=0 1=0

Fiir die amortisierte Zeit erhalten wir daher

t;mort (Tl) € O <

n

c(n) - logn) |

Als Beispiel fiir eine Dynamisierung einer statischen Datenstruktur betrachten wir die Représentation
einer Menge mit Hilfe einer sortierten Liste. Fiir den benétigten Speicherplatz gilt dann s(n) € O(n),
fiir die Beantwortungszeit einer membership-Anfrage ¢(n) € O(logn) und fiir die Konstruktionszeit
¢(n) € O(nlogn). Fiir die semidynamische Datenstruktur gilt daher ein Speicherplatzbedarf von
s'(n) € O(n), eine Beantwortungszeit von ¢'(n) € O(log”n) und fiir die amortisierte Zeit fiir eine
insert-Operation ¢/ (n) € O(log®n) . Die amortisierte Zeit fiir eine insert-Operation kann noch auf
t] (n) € O(logn) verbessert werden, wenn wir an Stelle der vollsténdigen Neukonstruktion durch

amort
eine Neusortierung von SyUS; US; die einzelnen Listen durch Merge-Operationen zusammenfiihren.

Im Folgenden soll nun die oben vorgestellte Strategie so abgewandelt werden, dass eine insert-Operation

c(n)-logn
n

auch im worst-case in der Zeit O ( ( ) ausgefiihrt werden kann. Hierzu verteilen wir die Ko-

sten, welche durch das Zusammenfiigen der einzelnen Teilmengen entstehen iiber die Zeit zwischen
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zwei Zusammenfiigeoperationen der gleichen Tiefe. Da wir jedoch nicht wie bei der Betrachtung der
amortisierten Kosten eine Art Potential aufbauen und dann spéter bei Bedarf nutzen kénnen, miissen
wir das Zusammenfiigen an sich iiber mehrere insert-Operationen ausfithren. Wie zuvor teilen wir S
wieder in Teilmengen der Groéfle 1,2,4,.... Im Unterschied zu unserer obigen Strategie benutzen wir
jedoch eine Folge disjunkter Mengen S;1,S;2,S;3,... jeder Grofe 2°. Fiir S gilt somit

[logz n]

s = U Usi-
i=0  j

Wie zuvor bendtigen wir eine statische Datenstruktur fiir jede nicht leere Teilmenge S; ;. Zudem
benutzen wir fiir jedes i eine Hilfsdatenstruktur fiir eine Menge S/ der Grofle 2i*! | welche eine
Menge Sit+1,; im Aufbau darstellt. Im Folgenden werden wir noch zeigen, dass immer drei aktive
Mengen S, 1,S;2,5:3 fiir jede GréBe 2° ausreichen.

Es ist nun einfach zu sehen, dass wie im obigen Fall der Speicherplatz s’(n) in O(s(n)) und der
Zeitbedarf ¢'(n) fiir eine Anfrage Q(z,S) in O(g(n) -logn) liegt. Bei der Analyse miissen wir hier
nur darauf achten, dass wir fiir jedes i bis zu vier Teilmengen der GrofSe 2¢ speichern und bis zu
drei Teilmengen dieser Groflie durchsuchen miissen. Wie wir jetzt gleich sehen werden, miissen wir die
jeweiligen Teilmengen im Aufbau zur Beantwortung einer Anfrage Q(x,S) nicht durchsuchen.

Um den Zeitbedarf einer insert-Operation zu analysieren, miissen wir den Aufbau der Datenstruktur
und damit die Arbeitsweise der insert-Operation nidher beschreiben. Die insert-Operation fiigt das neue
Element z in die Menge Sp; mit dem kleinsten Index j ein, welche leer ist. Analog identifizieren
wir die Teilmenge S/, sobald die dazugehorige Datenstruktur fertig gestellt wurde, mit der Menge
Sit+1,; mit dem kleinsten Index j, fiir den S;41; noch leer ist:

Sit1,; =S, und S = 0.

Mit der Konstruktion einer Datenstruktur fir S/ beginnen wir jedes Mal, wenn die Mengen S, 1
und S; 2 voll sind. Sobald die Menge S; fertig aufgebaut wurde, und deren Identifizierung mit einer
Menge S;t1,; erfolgt ist, fithren wir ferner die Operationen (bzw. Identifizierungen)

5@1 = 04,3, Vj>3 : Si)jfl = S@j und SZ‘)Q = 0

aus. Um eine Menge S/ zu generieren, verteilen wir die Operationen um die zwei Mengen S; 1 und S; 2
auf 2”? insert-Operationen. Jede dieser Operationen hat somit einen anteiligen Berechnungsaufwand
von 6(221.1:11) Schritten dieser Zusammenfassungsoperation zu tragen. Da eine einzelne insert-Operation
moglicherweise fiir jede der Teilmengen im Aufbau S, S7, S5, ... einige der Zusammenfassungsope-
rationszyklen ausfithren muss (die Bearbeitung der einzelnen Zusammenfassungsoperatoren erfolgt

hierbei von S} nach S"Uog n] ), ergibt sich eine Gesamtlaufzeit fiir eine einzelne insert-Operation von

llogn]—1 . llogn|
c(2i1h) c(n) c(n) -logn
t < (1 ——F < — —_— ] .
msa+ 3 Gt s YA eo(T

Hierbei haben wir bereits vorausgesetzt, dass keine Menge S; ; mit j > 3 bendétigt wird. Der Beweis
fiir die Korrektheit dieser Voraussetzung erfolgt in Lemma 2.

Ein Beispiel fiir die Funktionsweise der insert-Operation ist in Tabelle 1 illustriert. Wir werden hier
wieder auf das Beispiel der sortierten Listen zuriickgreifen, wobei wir fiir die Zusammenfassung zweier
Teilmengen S;; und S;2 die Merge-Operation verwenden, da dieses die Darstellung versténdlicher

macht.

Es verbleibt noch der Beweis, dass fiir jede Grofie 2 nur drei Teilmengen S, ; erforderlich sind.
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Schritt | Element | S 1 50,2 50,3 56 S11 S19 S13 Si

0, ) ) )
t=1 2 2
t=2 1 2] [ 2,
t=3 1 2 [ 1] 2.4
1 2.4
t=4 3 1 3 1,724
t=5 7 1 3 7 [L,3] | 2,4
[7] [274] [173} [17_7_7_]

Tabelle 1: Eine Folge von 5 insert-Operationen 2, 4, 1, 3, 7.

Lemma 2 Bei dem oben wvorgestellten Verfahren sind fiir jede Grofie 2° nie mehr als drei aktive
Mengen nétig.

Beweis: Der Beweis erfolgt iiber eine Widerspruchsannahme. Sei die ¢; -te insert-Operation die erste
Operation, bei der unser obiges Verfahren vier Teilmengen der GroBe 2! generiert. Zudem sei die
£y -te insert-Operation die letzte Operation vor der die /¢ -te insert-Operation, bei der eine Menge
Si2 generiert wird. Diese erfolgt durch eine Identifizierung:

Sio = Si_4 gefolgt von ~ S/_;:=10.

Um die dritte Menge S, 3 zu generieren, miissen wir zuniichst S/_; fiillen, fiir welches wir 2¢ insert-
Operationen bendtigen. Die Identifizierungen

Sis == S, gefolgt von S ;=10

erfolgen somit frithstens im Anschluss zu der (£ +2%) -ten insert-Operation. Um die vierte Teilmenge
Si.4 zu fiillen, benétigen wir wiederum zumindest 2° insert-Operationen. Somit gilt 1 > £o + 201,
Man beachte, dass bei der £o-ten, der ({o + 2%)-ten und der (£o + 2°+1)-ten insert-Operation kein
neuer Aufbau der Menge S;_; begonnen wird.

Der Algorithmus beginnt mit der Generierung der Menge S, sobald die beiden Mengen S;1 und
Sio voll sind, also mit der /g -te insert-Operation. Da die Fertigstellung von S! genau 2i! insert-
Operationen benétigt (die ¢g-te Operation wird hierbei mitgerechnet), erfolgt mit der (£o+2iT1—1)-
ten insert-Operation auch die Zuweisung

Sii = Sis gefolgt von Sia=10.

Da die £ -te insert-Operation die letzte Operation vor der ¢ -ten insert-Operation ist, bei der eine
Menge S;o generiert wird, muss folglich ¢; < £y + 2i*1 — 1 sein — ein Widerspruch. |

4.2.2 Eine semidynamische Datenstruktur: Deletions Only

Die delete-Operation unterscheidet sich in einem Punkt wesentlich von der insert-Operation: Beim
Einfiigen eines Elements spielt es Dank der Méglichkeit Ergebnisse von Anfrageoperationen zu kom-
binieren, keine Rolle zu welcher Teilmenge wir ein Element hinzufiigen. Die delete-Operation entfernt
hingegen ein bestimmtes Element aus einer bestimmten Menge. Wir wollen daher hier nur die we-
sentlichen Ideen beschreiben, welche ein effizientes amortisiertes Zeitverhalten einer dynamisierten
Datenstruktur mit der delete-Operation garantiert.
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Anstelle ein Element bei einer delete-Operation zu l6schen, markieren wir dieses Element nur als
geloscht. Somit ist der Speicherplatzbedarf solange asymptotisch gleich dem Speicherplatzbedarf der
statischen Datenstruktur, solange wir in der Datenstruktur einen konstanten Anteil der Elemente
der urspriinglichen Menge speichern. Ist der Zeitbedarf zum Beantworten einer Anfrage @ hochstens
polynomiell in der Gréfle der Menge S, so ist auch der Zeitbedarf zur Berechnung der Antwort auf
eine Sache Frage asymptotisch gleich dem entsprechenden Zeitbedarf fiir die statischen Datenstruktur.

Damit diese Eigenschaften erhalten bleiben, generieren wir immer dann eine neue Datenstruktur fiir
S, wenn die Hiilfte aller Elemente der urspriinglichen Menge geloscht wurden. Es gilt somit

s'(n) € O(s(n)),  ¢'(n) € Ogn))  und  t,o(n) € Olc(n)/n + d(n)),

wobei d(n) die Zeit angibt, in welcher das Element aus S , welches geloscht werden soll, gefunden wer-
den kann. Wir gehen hierbei wieder davon aus, dass wir die einzelnen Elemente der Menge zusétzlich
zu der Datenstruktur noch iiber eine doppelte Pointerkette verbunden haben. Im Fall der sortierten
Liste bedeutet dieses

s'(n) € O(n), q'(n) € O(logn) und  t,..:(n) € O(logn) .

4.2.3 Deletions und Insertions: eine amortisierte Analyse

Wir wollen nun untersuchen, wie wir beide Operationen Deletions und Insertions kombinieren kénnen.
Betrachten wir zunéchst eine statische Datenstruktur fiir eine Menge S der GroBle n. Sei d(n) die
Zeit, die benotigt wird, um ein Element aus S zu léschen, ohne das dabei der von der Datenstruktur
benstigte Speicherplatz oder die Zeit, die wir fiir eine Einfiigeoperation oder zur Beantwortung einer
membership-Anfrage benotigen, vergrofert wird. Eine Loschoperation aus einem Array, wo von dem
zu 16schenden Element die Position des Eintrags bekannt ist, konnen wir in O(1) Schritten ausfithren,
indem wir den Eintag als geloscht markieren. Miissen wir hingegen diesen Eintrag zuvor noch finden,
so gilt d(n) = logn. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass d(n) eine in n wachsende Funktion
ist.

Theorem 12 Ezistiert eine semidynamische Deletions-Only-Datenstruktur fir eine zerlegbar Anfrage
Q mit der Anfragezeit q(n), dem Speicherplatzbedarf s(n), der Konstruktionszeit c¢(n) und dem
Zeitbedarf d(n) zum Léschen eines Fintrags, wobei q(n), s(n)/n und c¢(n)/n monoton wachsende
Funktionen sind. Dann existiert eine dynamischen Datenstruktur fir Q@ mit der Anfragezeit ¢'(n) €
O(q(8n) -logn), dem Speicherplatzbedarf s'(n) € O(s(8n)), einem amortisiertem Zeitbedarf fiir eine

insert-Operation von t,,,..+(n) € O(C(”)'%) und einem amortisiertem Zeitbedarf fiir eine delete-

Operation von d (n) € O(% +d(n)).

amort

Die Strategie, um eine derartige Datenstruktur zu realisieren, basiert auf einer Auflockerung der
Grofle der einzelnen Teilmengen S; . Bei der Implementation einer semidynamischen Datenstruktur
mit Insertion-Only wurden diese Mengen so gew#hlt, dass fiir alle i entweder die Teilmenge S; leer
oder voll, d.h. |S;| = 2¢, war. Im Folgenden wollen wir fiir S; die Félle |S;| =0 oder 2¢/8 < |S;| < 2
erlauben. Wir speichern S; mit Hilfe einer statischen Datenstruktur fiir 2° Elemente, wobei diese
zumindest zu einem Achtel gefiillt ist. Zudem gehen wir davon aus, dass die Gréfie von S; bekannt ist,
und die Elemente aus S; als eine Liste zur Verfiigung stehen. Dieses wird uns bei einem Neuaufbau
der Datenstruktur behilflich sein. Da [S;| > 2?73 ist, sind alle Teilmengen S; mit i > 3 + log,n
leer. Die Realisierung der Datenstruktur erfolgt analog zu der Implementation einer semidynamischen
Datenstruktur fiir Insertion-Only. Wir kénnen daher nun den Zeitbedarf fiir eine membership- Anfrage
und den benétigten Speicherbedarf analysieren.
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Somit gibt es hochstens 3 4 log, n verschiedene nichtleere Teilmengen. Um eine membership-Anfrage
zu beantworten, miissen wir zumindest jede dieser Mengen betrachten. Um eine solche Anfrage fiir
ein S; zu beantworten, benstigen wir ¢(2¢) Schritte. Da fiir alle i die Gréfie der Mengen S; durch
8n beschrankt ist, gilt fiir die resultierende Anfragezeit:

¢'(n) € O(q(8n)logn) .

Der Speicherbedarf ergibt sich fiir monoton wachsende Funktionen s(n)/n wie folgt:

3+log, n 3+logyn 8(21)
TR SRR i

=0 =0
B 3+log, n S(23+10g2 n) . S(8n) 3+logy, n 21
— 23+10g2 n - 8n Z

=0 1=0

8
€ 8(8:;‘) 0(n) = O(s(8n)) .

Wir nennen eine nicht leere Menge S; # () deletion-sicher, wenn |S;| > 202 und sicher, wenn
2072 < |S;| < 2171 ist. Eine Menge S; ist somit deletion-sicher, wenn wir die Hélfte der Elemente aus
dieser Menge streichen kénnen, ohne dass wir die Datenstruktur neu aufbauen miissen. Eine Menge
ist sicher, wenn wir auch die Grofle der Menge verdoppeln kénnen, ohne dass ein Neuaufbau notig
wird. Um die Funktionen insert und delete zu implementieren, verfahren wir wie folgt:

e Kinfiigen eines Elements x :

Um ein Element « in unsere Datenstruktur einzufiigen, bestimmen wir zunédchst das kleinste
k, so dass
L+ [Sol + |S1] + -+ + |Sk] < 2F

ist. Dieses kann in O(logn) Schritten erfolgen. Anschliefend generieren wir eine neue Daten-
struktur fiir die Menge

S, = {2} USyUSTU---USk
und entfernen die Datenstrukturen fiir die Mengen Sy bis Sy . Dieses kann in Zeit c(2¥) erfol-
gen. Man beachte, dass aus der Wahl von k folgt, dass |S;| > 1+, [S:] > 2*"1 und S,
daher deletion-sicher ist. a
e Entfernen eines Elements x € S; :

Gilt fiir x, dass nach dem Entfernen die Menge S; die untere Groflenschranke noch nicht
unterschreitet, d.h. |S;| > 2¢73 + 1, so kénnen wir z einfach aus S; entfernen. Der Zeitbedarf
liegt daher in d(2%). Ansonsten miissen wir nach dem Entfernen die Mengen neu balancieren.
Fiir das Entfernen muss ein Zeitbedarf von d(2¢) miteinbezogen werden.

Die Menge S; 1 ist vor dieser Operation entweder leer, oder es gilt 2¢=% < |S; ;| <271, Wir
miissen bei einem Rebalancieren die folgenden drei Félle unterscheiden:

1. S;_1 ist klein, d.h. |Si_1| < 213 .
Wir entfernen z aus S; und bilden eine neue Datenstruktur fiir S;_; = 5,1 US; \ {z}.
Der Aufwand zum Generieren der neuen Datenstruktur betrigt ¢(2i71). Da ferner

270 =[S\ {a}] < ISi4] = [Sica| +1S:\ fa}] < 272,

ist die Menge S/_; nach dieser Operation sicher.
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2. S;_1 hat eine mittlere Grofle, d.h. 2073 < |S; ;| <2172
Wir entfernen x aus S; und bilden eine neue Datenstruktur fiir S, = .5;_1US;\ {z}. Der
Aufwand zum Generieren der neuen Datenstruktur betrigt ¢(2?). Zudem gilt

2.2173 = 2172 < |§)] = |G|+ S\ {z}| < 217242178 < 2,

Daher ist die Menge S/ nach dieser Operation sicher.

3. S;_q ist gI’OB7 d.h. 2072 < |Si,1| < 2i—1.
Nachdem wir = aus S; entfernt haben, tauschen wir die Elemente aus S; \ {z} mit
denen aus S;_1, d.h. S/_; = 5;\ {z} und S/ = S;_;. Dieses kann in ¢(271) + ¢(2%) €
O(c(2%)) Schritten erfolgen. Aus der GréBenbeschriinkung der Mengen S; 1 und S; folgt
unmittelbar, dass sowohl S,_; als auch S! sicher sind.

Der Aufwand zum Loschen eines Elements aus S; betrigt daher O(d(2%) + ¢(2¢)) .

Wir wollen nun die amortisierten Zeiten fiir das Einfiigen und Entfernen eines Elements analysieren:
Amortisierte Zeit fiir das Entfernen

Die Kosten zum Entfernen eines Elements aus S; betragen (ohne die Rebalancierungskosten) d(2¢) <
d(n) . Da nach dem Rebalancieren die Mengen S; und S;_; sicher oder leer sind, wird die Menge S;
hochstens alle 2073 Schritte erneut durch das Entfernen eines Elements aus dieser Menge rebalanciert.
Wir kénnen die Kosten zum Rebalancieren auf 2¢~3 Schritte aufteilen, daher benstigen wir fiir diese

Operation amortisiert % € O(@) Schritte. Aufgrund der Monotonie ergibt sich eine

amortisierte Laufzeit von O(@) . Es gilt:

c(n)
d/amort(n) € O(C(n) + T) .
Man beachte, dass S; auch dann deletion-sicher ist, wenn es nach einer Loschoperation leer ist, und
aufgrund einer Loschoperation aus S;y1 oder durch Hinzufiigen von Elementen wieder neu aufgebaut
wird.

Amortisierte Zeit fiir das Einfiigen

Sei t ein Zeitpunkt, an dem wir die Menge Sy aufgrund einer Einfiigeoperation neu aufbauen miissen,
und ¢ >t der nichste Schritt nach ¢ ist, wo eine Einfiigeoperation den Neuaufbau einer Menge S,
mit ¢ > k zur Folge hat. Wir wollen nun die benétigte Anzahl an Operationen zwischen diesen beiden
Schritten untersuchen. Man beachte, dass unmittelbar nach Schritt ¢ gilt:

So =8 = - =81 = 0.
Lemma 3 t/' —t > 2F-2,

Beweis: Sei t' —t < 2F72 Dann kann ein erneuter Neuaufbau einer Menge S, mit ¢ > k nicht durch
alleiniges Einfiigen von Elementen erfolgen, da diese 2¥~2 — 1 Elemente in den Mengen S, mit ¢ <
k —2 verwaltet werden kénnen. Einer Menge Sy mit ¢ > k wird durch eine Einfligeoperation jedoch
nur dann neu aufgebaut, wenn zumindest 2¥~! Elemente in den Mengen Sy, ...,Sk_1 vorhanden
sind.

Da Sj; nach dem Neuaufbau in Schritt ¢ deletion-sicher ist, und dieser Umstand auch nicht durch
das Entfernen von Elementen aus den Mengen S, mit ¢ > k geéndert werden kann, ben6tigen wir
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zumindest 2¥~3 Loschoperationen, bevor durch Loschen eines Elements wieder Elemente aus Sj in
eine Menge Sy mit ¢ < k — 1 gelangen. Nach diesem Loschen ist Sy jedoch wieder deletion-sicher,
und wir bendtigen weitere 28~3 Loschoperationen, bevor ein Neuaufbau wieder stattfinden muss.
Daher kann durch Entfernen von Elementen innerhalb der ersten 2¢~2 —1 Schritten nach dem Schritt
t maximal einmal eine solche Operation erfolgen. Eine solche Rebalancierung fithrt dazu, dass bis zu
2%=2 Elemente in die Mengen Sp,...,Sk_1 gelangen. Zum Zeitpunkt ' gilt:

1+ [Sol + |S1] + -+ + [Sp_1] < 28724283 < okl
Folglich fiithrt eine Einfiigeoperation nur zum Neuaufbau der Menge Sj_; . |

Aus diesem Lemma kénnen wir schlielen, dass die Menge S, maximal sz=5 mal neu aufgebaut wird.
Da der Aufbau von Sp maximal ¢(2¥) Schritte benstigt, ist die gesamte Laufzeit fiir die Menge aller
Einfiigeoperationen beschrankt durch:

logy n log,

logy n
n c(2%) c(n) dn - c¢(n) - logyn
z : 0(2]@)2]@72 =n 2 : ok—2 < 4n 2 : n n 2— € O(c(n)logyn)
k=0 k=0 k=0

da ¢(n)/n monoton wachsend ist. Fiir die amortisierte Zeit gilt daher:

c(n)logyn

t/amort(n) € O( )

n
Wenden wir nun die Technik der Dynamisierung an, wie wir sie bereits kennen gelernt haben, so
konnen wir zeigen:

Theorem 13 Ezistiert eine semidynamische Deletions-Only Datenstruktur fir eine zerlegbar An-

frage @Q mit der Anfragezeit q(n), dem Speicherplatzbedarf s(n), der Konstruktionszeit c(n) und

dem Zeitbedarf d(n) zum Léschen eines Eintrags, wobei q(n), s(n)/n und c(n)/n monoton wach-

sende Funktionen sind und sei f eine monoton wachsende Funktionen mit f(n) > 2 fir alle n.

Dann existiert eine dynamische Datenstruktur fir @ mit der Anfragezeit ¢'(n) € O(f(n) - q¢(n)),

dem Speicherplatzbedarf s'(n) € O(s(n)), einem worst-case Zeitbedarf fiir eine delete-Operation von
(n

d(n) € O(c—) +d(n)) und einem Zeitbedarf fiir eine insert-Operation von

n

#(n) € O(m%mz%)a wenn f(n)/logn monoton wachsend ist und
ce(n) f(n)nt/fm
O(emtlmn 77y

- wenn f(n)/logn monoton fallend ist.

49



5 Die Vorginger-Datenstruktur

Eine Vorgiinger-Datenstruktur verwaltet eine Menge S C U , so dass fiir jedes « € U die predecessor-
Anfrage pred(z,S) := max{y € S|y < z} effizient gefunden wird. Existiert kein Element y mit y < x
in der Menge S, so sei pred(z,S)=10.

Mit Hilfe einer sortierten Liste, in der wir einzelne Elemente sowie deren Nachbarn ansehen kénnen,
und der predecessor-Anfrage konnen wir die folgenden Aufgaben 16sen:

1. Fiir ein gegebenes = finde den Wert y € S, der den kleinsten Abstand zu z hat.

2. Fiir zwei gegebene Werte x,2’ mit x < 2’ bestimme die Werte y € S mit z <y <az’.
Eine statische Vorgénger-Datenstruktur kénnen wir mit folgenden Hilfsmitteln implementieren:

1. Eine sortierte Liste in einem Array und mit Hilfe der bindren Suche.

In dieser Reprisentation benétigen wir zur Losung einer predecessor-Anfrage O(logn) Schritte.
Die Représentation kann auf Platz O(n) realisiert werden, wobei n = |S] ist.

2. Ein balancierter Baum.

Diese Reprisentation ist wieder auf Platz O(n) realisierbar und eine predecessor-Anfrage benétigt
wieder O(logn) Zeit.

3. Eine Tabelle mit direktem Zugriff.

Da diese Tabelle allen Elementen aus U einen Wert fiir die predecessor-Anfrage zuordnen muss,
benotigt sie O(|U|) Platz. Eine predecessor-Anfrage kann jedoch in konstanter Zeit beantwortet
werden.

Um eine dynamische Vorginger-Datenstruktur zu implementieren, kénnen wir uns der AVL-, B- oder
rot-schwarz Biéume bedienen. Jede dieser Implementationen benétigt O(n) Platz und eine predecessor-
Anfrage kann in O(logn) Zeit beantwortet werden.

5.1 Baumreprisentation der Menge S

Wir withlen zunéchst die folgende Reprisentation der Menge S C U: Seien m = [log, |U|] und
n = |S|. U kann dann als eine Menge von Binédrworten der Linge m aufgefasst werden, d.h. U C
{0,1}™. Sei T ein Baum der Tiefe m , wobei jeder Knoten v maximal zwei S6hne hat: einen linken
Sohn v0 und einen rechten Sohn vl . Geben wir nun der Wurzel den Namen )\, wobei A den leeren
String darstellt. Dann beschreiben die Namen der Knoten im Baum auch die Pfade von der Wurzel
des Baums zu den jeweiligen Knoten. Passen die Elemente aus U jeweils in ein Wort, so benétigt ein
Baum Tg zur Reprisentation von S O(nm) Speicherzellen. Die Blétter des Baums stellen also die
Elemente aus S dar. Neben dem Baum gehen wir davon aus, dass die Bldtter auch in einer sortierten
Zeigerkette angeordnet sind.

Fiir ein gegebenes = sei y der ldngste Prifix von x, so dass y ein Knoten von Tg ist. Man beachte,
dass y auch einen Pfad von der Wurzel bis zum Knoten y beschreibt, und dass wir y in der Zeit
O(Jy|) finden konnen. Ist y = =, so ist € S, und wir kénnen mit Hilfe der Zeigerkette direkt
pred(z,S) bestimmen. Ist y # z, so finden wir den Knoten yz nicht in T, wobel z = z[|y| + 1]
das (|y| + 1)-ste Bit in dem Bindrwort x ist. Um das Vorgéngerproblem fiir diesen Fall zu losen,
verfahren wir wie folgt:
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e Ist yl1 ein Prifix von z, so folgen wir beginnend bei y den am weitesten rechts liegenden Pfad
zu einem Blatt — wir wahlen fiir jeden Knoten startend bei y immer den rechten Sohn, wenn
dieses moglich ist. Existiert dieser nicht, so wihlen wir den linken Sohn. Das Blatt in dem dieser
Pfad endet, ist das Ergebnis von pred(z, S) . Dieses ist in Abbildung 20 illustriert.

e Ist y0 ein Préfix von z, so folgen wir beginnend bei y den am weitesten links liegenden Pfad
zu einem Blatt — wir wéhlen fiir jeden Knoten startend bei y immer den linken Sohn, wenn
dieses moglich ist. Existiert dieser nicht, so wihlen wir den rechten Sohn. Das Ergebnis von
pred(x,S) ist der Vorgiéinger des Blatts, in dem dieser Pfad endet.

Dieser Algorithmus benotigt O(m) Schritte.

Abbildung 20: Suchweg fiir ein ¢ S und yl ist ein Prifix von .

Um die Beantwortung einer Vorgéngerfrage und die Suche nach einem maximalen Préfix von z, der
auch der Prifix eines Elements in S ist, zu beschleunigen, fiigen wir unserer Datenstruktur, die wir
oben eingefiihrt haben, noch ein Worterbuch hinzu (siehe Abbildung 21). Sei

S":={y | ly| = [m/2] und y ist der Priifix eines Elements aus S },

a2’ der Pifix von x der Linge [m/2] und z” der entsprechende Suffix, d.h. x = 2’2" . Ferner defi-
niere S, = {y"|2'y"” € S} . Wir benutzen nun ein Worterbuch fiir S’ , welches neben den Elementen
y €5, fiir jedes solches Element auch einen Zeiger auf das maximale y = max(y’) € S, welches 3’
als Préfix hat. Eine Vorgingerfrage kann nun wie folgt rekursive beantwortet werden:

e wenn 2’ € S, dann ist pred(x, S) = pred(z”,S,/) und

e wenn 2’ ¢ S’ dann ist pred(x,S) = max(pred(z’,S")) .

Die Zeit zur Beantwortung einer Vorgéingerfrage reduziert sich durch diese rekursive Struktur zu
O(qlogm), wobei ¢ die Zeit ist, die eine membership-Anfrage an das Worterbuch benstigt. Durch
diese Struktur vergroflert sich jedoch die Zeit, die wir fiir das Einfiigen eines neuen Elements in die
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Datenstruktur benétigen, da ein solches Element im worst-case eine Verdnderung jedes Worterbuchs
auf jedem Level des Baumes zur Folge hat. Die resultierende Einfiigezeit ist O(mtinsert) , Wobei tinsert
die benétigte Einfiigezeit in ein Worterbuch ist.

N s

Abbildung 21: Kombination von Baum und Wérterbuch.

Wir wollen nun versuchen die Einfiigezeit zu reduzieren. Hierfiir wollen wir den Wert des maximalen
Elements einer Menge S nicht mehr wie bisher in den Bldttern des Baums abspeichern, sondern
in einer separaten Datenstruktur, z.B. im Knoten selbst. Hierbei entstehende Konflikte kénnen wir
beispielsweise mit Hilfe eines Stacks umgehen. Das Vorgéngerproblem kénnen wir nun mit Hilfe der
folgenden Prozedur 16sen:

procedure pred(z, S)
1 if S=0 then

2 return ()

3 if maxyesy < x then
4 return maxyegsy

6 if |S| =1 then

7 return ()

8 if a2’ €5 then

9 return pred(z”, Sy/)
10 if 2’ ¢ S then

1 return pred(z’,S")

= O

Da bei den rekursiven Aufrufen der Prozedur pred die Lénge der Zeichenketten fiir  und daher auch
der Elemente in S veréndert wird, entspricht der resultierende Wert von pred (x, S) nicht immer dem
Wert des Vorgéngers von x in S . Bei einer entsprechend gewéhlten Datenstruktur, konnen wir aber
den jeweiligen Wert des Vorgéngers von = aus S an der Stelle im Baum speichern, wo wir in Zeile
3 fiindig werden. An Stelle von maxy,csy in Zeile 4 miissen wir dann nur diesen Wert zuriick geben.
Wir bezeichnen diesen im Folgenden mit value (maxyesy) . Um ein Element in unsere Datenstruktur
einzufiigen, konnen wir die folgende Prozedur benutzen:
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procedure insert-pred(x, v, S)

1 if S =0 then

2 maxyesy = « und velue(maxyesy) = v

3 else

4 if x> maxycsy then

5 hy = maxyesy und h, = value(maxycsy)
6 maxycsy = z und value(maxycsy) = v

7 z = h; und v = hy,

8 sei x = 2’2" mit |2'| = [|z|/2]

9 if 2’ ¢ S’ then

10 fiige «’ in S’ ein

11 maxyes , ¥ = 2 und value(maxycs ,y) = v
12 else insert-pred(z”,v,S,/)

Bis auf den rekursiven Aufruf in Zeile 12, die membership-Anfrage in Zeile 9 und das Einfiigen eines
Elements in ein Worterbuch in Zeile 10 benétigt dieser Algorithmus konstante Zeit. Vielmehr ist sogar
zu erkennen, dass wir bei der Ausfithrung der Rekursion maximal ein Element in ein Worterbuch
eintragen, Zeile 10 wird maximal einmal ausgefiihrt. Die Laufzeit ergibt sich somit wie folgt:

T(m) = tinsers +T'(m) mit T'(m) = Otmem) +T'(m/2) € O(tmemlogm) ,

wobel tyem die Zeit zur Beantwortung einer membership-Anfrage angibt. Um die genaue Zeit bestim-
men zu kénnen, miissen wir die Datenstruktur des Worterbuchs genauer analysieren. Wir wollen hier
zwei Moglichkeiten fiir eine solche Implementation ansprechen:

e Tabellen mit direktem Zugriff (siehe [Boas77] und [BoKZ77]): Die resultierende Datenstruktur
wird Van-Emde-Boas-Baum genannt.

Alle bendtigten Operationen auf diese Art von Tabellen benotigen konstante Zeit. Der Platzbe-
darf ist jedoch S(m) = O(2"/2) + (2™/2 +1)S(m/2) € O(2™).

o Perfektes Hashing auf linearem Platz (siehe [Will83]): Die resultierende Datenstruktur wird
X-Fast-Baum genannt.

Jedes Element kommt maximal in einer Hashtabelle auf jedem Level des Baumes vor, daher ist
der Platz beschriinkt durch O(nm) . Zudem sind die amortisierten Kosten fiir das Einfiigen und
Loschen konstant und somit in O(logm) fiir die ganze Datenstruktur.

Beide Datenstrukturen erlauben es die Vorgéingerfrage in O(logm) Zeit zu beantworten.

Um den Platzbedarf zu reduzieren, wollen wir eine zweistufige Datenstruktur betrachten. Hierfiir tei-
len wir die Liste der sortierten Elemente aus S in Intervalle der Lange m ein. Sei x1,...,x die Liste
der jeweils ersten Elemente der Intervalle. Diese Liste verwalten wir mit Hilfe eines X-Fast-Baums.
Der benotigte Platz hierfiir ist O(n) . Fiir eine dynamische Datenstruktur erlauben wir Intervalle mit
mindestens m und hochstens 2m Elementen. Wenn das Einfiigen eines Elements zu einer Uberschrei-
tung der maximalen IntervallgréBe fithrt, teilen wir diese Intervalle in zwei neue Intervalle und fithren
eine entsprechende Modifikation des X-Fast-Baums durch. Die Intervalle verwalten wir mit Hilfe von
balancierten binfiren Suchbdumen, wie beispielsweise B- oder AVL-Baumen. Jeder dieser Suchbiume
kann auf einem Platz von O(m) gespeichert werden. Der resultierende Platz liegt somit bei O(n) .

Die Beantwortung einer Vorgingerfrage kann in Zeit O(logm) erfolgen, indem wir zunichst die
Vorgéngerfrage mit Hilfe des X-Fast-Baums 16sen und mit Hilfe dieses Ergebnisses noch die Vorgénger-
frage in dem entsprechenden Intervall 16sen. Der Zeitbedarf fiir das Einfiigen eines Elements in die
Datenstruktur hangt weitgehend von der Représentation der Intervalle ab.
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5.2 Reprisentation der Menge S mit B-Biumen

B -Biume sind Suchbidume, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

alle Blatter haben die selbe Tiefe,

jeder Knoten unterhalb der Wurzel speichert zwischen B/2 und B Schliissel,

die Wurzel speichert zwischen 1 und B Schliissel und

jeder Knoten, der k Schliissel speichert und kein Blatt ist, hat k& + 1 Nachfolger.

Fiir einen Knoten v sei 1 < z92 < ... < xp die Menge der Schliissel in v. Ist v kein Blatt,
so separieren diese Schliissel die Menge der Schliissel, die in dem Teilbaum 7T, mit der Wurzel v
gespeichert sind wie folgt: alle Schliissel kleiner x; befinden sich im ersten Teilbaum von T, , alle
Schliissel zwischen z; und zs im zweiten Teilbaum, usw.

Eine Moglichkeit, um diese Schliissel zu verwalten, ist eine Datenstruktur, welche die folgenden Ope-
rationen unterstiitzt: rank (y) , insert (y) , delete (y) , split und join. Ein Ranking-Worterbuch ist eine
Datenstruktur, welche diese Operationen unterstiitzt. Hierbei sei rank(y) := |{zilz; < y} + 1.
Suchen wir einen Wert y & {x1,...,2x}, so gibt uns rank (y) den Teilbaum, in dem wir die Suche
fortsetzen miissen.

Durch die insert (y) -Operation kann es passieren, dass ein Knoten zu grof§ wird. In diesem Fall teilen
wir diesen Knoten in zwei Teile mit Hilfe der split-Operation. Auf der anderen Seite kénnen Knoten
auch zu klein werden, wenn wir zu viele Schliissel mit Hilfe der delete (y) -Operation lschen. Mit Hilfe
der join-Operation konnen wir dann zwei Knoten vereinigen.

Lemma 4 Gegeben sei ein Ranking- Worterbuch, auf welchem die oben angegebenen Operationen in
der Zeit O(T) ausgefihrt werden kénnen. Dann gibt es eine dynamische Datenstruktur, in welcher

Einfiige- und Ldschoperationen sowie Vorgingerfragen in Zeit O(I;(}gan) bearbeitet werden konnen.

Beweis: Wir implementieren jeden internen Knoten v mit Hilfe eines Ranking-Worterbuchs R, und
eines Arrays P, . Mit Hilfe von R, verwalten wir die in v gespeicherten Schliissel. P, enthilt Zeiger
auf die Nachfolgeknoten von v .

Da jeder Knoten in einem B-Baum zwischen B/2 und B Schliissel speichert, ist die Tiefe eines
Baums, der n Schliissel speichert, in ©(logz n) . Da jede Operation auf einem Ranking-Wérterbuch
in O(T) Schritten ausgefithrt werden kann, kénnen wir beginnend bei der Wurzel einen Schliissel in
O(T logg n) Schritten finden. |

Wir wollen nun zunéchst Ranking-Worterbiicher iiber einem kleinen Universum betrachten.
Lemma 5 Ist die Wortlinge eines Computers zumindest B(m + 2) mit m = [log|U|], dann kann
ein Ranking- Worterbuch dber dem Universum U , welches Platz fiir bis zu B FElemente bietet, so

implementiert werden, dass das ganze Warterbuch in ein Speicherwort passt und jede Operation in
O(1) Schritten ausgefiihrt werden kann.
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Beweis: Sei S = {x1,...,xx} mit k < B und z; < x;41 fiir alle ¢ < k. Beachte, dass jedes Element
aus U mit Hilfe eines Bindrwortes der Linge m dargestellt werden kann. Sei nun X € {0,1}2(m+2)
ein Bindrwort der Folgenden Gestalt:

X := 0021002500...00z;(001™)B=F

Die B — k Kopien der Zeichenketten 1™ dienen als Platzhalter, um der Zeichenkette X eine feste
Lénge zu geben.

Gegeben sei die Operation rank (y), so kénnen wir die verbleibenden Operationen wie insert (y),
delete (y) , split und join mit Hilfe von Shiftoperationen in konstanter Zeit ausfiihren.

Wir wollen nun zeigen, wie das Ergebnis der Operation rank (y) fiir ein y € U in konstanter Zeit
bestimmt werden kann. Zunéchst berechnen wir

Z = (00y)? = MULT(y, (0m*'1)B)
und mit Hilfe des bitweisen OR
Z = (01y)® = OR((00y)Z, (01mTHB) .

Wir bestimmen nun
R = SUB(Z',X) .

Die vor jedem y stehenden 01 in Z’ bleiben hierbei fiir alle x; < y erhalten. Die verbleibenden
Bitpaare werden zu 00:

R = (01 {071}m)rank(y)(00 {O’I}m)B—rank(y)
und mit Hilfe des bitweisen AND
R = (Olom)rank(y)(0m+2)Bfrank(y) _ AND(R, (110m)B)

Der Wert von rank (y) entspricht nun der Anzahl der lerin R’. Um diese zu bestimmen, multiplizieren
wir R’ mit (0™+11)B . Den Wert von rank (y) finden wir dann in dem Bitintervall der Linge m +
2 startend bei dem (m + 2)B — 1 niederwertigsten Bit des Ergebnisses. Ist die Zeichenkette von
MULT (R', (0m*11)B) zu lang, um diese Bits anzugreifen, so teilen wir zunichst R’ in zwei Teile,
multiplizieren diese getrennt und addieren die beiden Teilergebnisse. |

Aus diesen beiden Lemmata kénnen wir schlie3en:

Theorem 14 FEine dynamische- Vorginger-Datenstruktur iber einem Universum der Grife 20(w/B)
fiir Mengen der Grofle n kann mit Hilfe von B -Bdumen und einer Wortlinge w so implementiert

werden, dass Finfiige- und Loschoperationen sowie Vorgingeranfragen in der Zeit O(llgggg,) bearbeitet

werden kénnen. Die Darstellung dieser Datenstruktur bendtigt O(n) Worter.

Beweis: Um eine Menge von n Elementen in einem B-Baum zu speichern, bendtigen wir einen
B -Baum mit < n Knoten, daher geniigt es, Zeiger der Linge [logn] € O(w/B) zur Darstellung der
Kanten zu benutzen. Da jeder Knoten maximal B + 1 Nachfolger hat, kénnen wir jeden Knoten in
O(1) Wortern speichern.

In Lemma 5 haben wir ferner gesehen, dass zur Implementation eines Ranking-W o6rterbuches ein Wort
geniigt und dass jede nétige Operation in O(1) Schritten ausgefithrt werden kann. Die Zeitschranke

von O(llgggg) folgt unmittelbar aus Lemma 4, wobei wir T € O(1) setzen koénnen. |
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