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1 Die Axiome der Elementargeometrie

1.1 Das axiomatische Vorgehen

Die Geometrie ist der anschauliche Teil der Mathematik, d.h., hier werden Objekte und ihre Beziehun-
gen zueinander untersucht, die uns bildhaft vor Augen stehen und die wir in der Regel auch zeichnerisch
(oder plastisch) darstellen. Andererseits kénnen diese zeichnerischen oder plastischen Darstellungen
die geometrischen Objekte gar nicht exakt wiedergeben, da man nie eine Gerade auf ein Blatt zeichnen
kann, sondern (bei Verwendung eines Bleistifts) hochstens eine Ansammlung von Graphit-Flecken, die
innerhalb eines schmalen Streifens liegen, und man kann nie plastisch exakt eine Ebene im Raum
darstellen, da jedes dieser Objekte eine gewisse Dicke haben mufl. Die geometrischen Objekte sind
also eigentlich Abstraktionen und existieren nur in unserem Denken.

Es konnte nun der Fall auftreten, dafl zwei Menschen, die sich iiber eine Gerade unterhalten, zwar
denselben Namen benutzen, aber etwas Verschiedenes darunter verstehen. Um also sicher zu sein, dafl
wir dieselben Objekte meinen, miissen wir sie zweifelsfrei beschreiben, d.h. sie definieren.

Nun ist aber die Definition gerade der Grundobjekte in der Mathematik duflerst schwierig, oft sogar
unmoglich. EUKLID (ca. 365 — 300 v.Chr.) unternahm den Versuch, in seinen um 325 v.Chr. geschriebe-
nen Elementen (unter anderem) die damals bekannte Geometrie als geschlossenes theoretisches System
darzustellen durch Erkldrung (bzw. Definition) der auftretenden Begriffe und Aufstellen von (nicht
beweisbaren) Grundaussagen (bzw. Axiomen).

Besonders bei den Definitionen tritt das Problem auf, dafl man den zu definierenden Begriff auf andere
bekannte Begriffe zuriickfithrt. Diese miissen aber auch erst definiert werden, und so kommt man
schliefllich an einen Punkt, an dem man Begriffe ,,aus dem Nichts“ definieren miifite. Heute 16st man
dieses Problem dadurch, daffl man solche Grundbegriffe mittels Axiome durch Beziehungen zueinander
charakterisiert, und mit Hilfe dieser Grundbegriffe die weiteren definiert.

Im Grunde ist die Auswahl der Eigenschaften, die als Axiome gelten sollen, willkiirlich. Allgemein
stellt man drei Forderungen:

e Ein gewihltes Axiomensystem mufl widerspruchsfrei sein, denn unter der Annahme der Rich-
tigkeit der Axiome sollen ja die weiteren Eigenschaften abgeleitet werden, und aus falschen
Annahmen kann man nach den Gesetzen der Logik beliebige Folgerungen ziehen. Im allgemei-
nen zeigt man die Widerspruchsfreiheit, indem man ein Modell, d.h. ein System von Objekten,
angibt, das existiert und die Bedingungen des Axiomensystems erfiillt.

e Auflerdem sollen die Axiome voneinander unabhingig sein, d.h. kein Axiom soll aus den
anderen logisch herleitbar sein, denn sonst kénnte man es im Axiomensystem wegfallen lassen.

e Natiirlich bleibt die Geometrie mit der Anschauung verkniipft, und man mdochte ein Axiomensy-
stem aufstellen, das zusammen mit den abgeleiteten Sdtzen alle interessierenden Aussagen aus
der Anschauung widerspiegelt. Ein Axiomensystem sollte daher hinreichend viele Begriffe und
Aussagen festlegen, es sollte vollstindig sein.

Das erste logisch vollstdndig exakte Axiomensystem fiir die euklidische Geometrie, die am besten
unserer Anschauung entspricht, stellte David Hilbert (1862 — 1943) im Jahr 1899 auf. Janos Bolyai
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(1802 — 1860), Carl Friedrich Gau$ (1777 — 1855) und Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1792 — 1856)
fanden (unabhéngig voneinander) heraus, dal Axiomensysteme ohne Parallelenaxiom andere Modelle
von Geometrien begriinden, wobei unter diesen nichteuklidischen Geometrien besonders die sphérische
(Kugel-)Geometrie zur Beschreibung der Verhéltnisse auf der Erdoberfliche und die hyperbolische
Geometrie fiir die Relativitétstheorie von Bedeutung sind.

Hier wird in der Vorlesung ein Axiomensystem fiir die euklidische Geometrie der Ebene angegeben. Da-
bei wird nicht Wert darauf gelegt, dafi es minimal ist, sondern dafi die Axiome unmittelbar einsichtige
geometrische Grundtatsachen beschreiben bzw. am Gebrauch der Zeichengeréte orientiert sind.

Aus den Axiomen werden durch logische Schliisse weitere Aussagen hergeleitet, die man Satze nennt,
und die Gesamtheit der Axiome, der damit verbundenen Begriffe und der Sétze wird eine mathema-
tische Theorie genannt.

Diese Systematik, die in der Mathematik im klassischen Griechenland entwickelt wurde, ermoglicht,
zwischen Annahmen, deren Giiltigkeit nicht bewiesen wird, und den daraus abgeleiteten Folgerungen
zu unterscheiden. Daher hatten andere Wissenschaften das Bestreben, analog zur Geometrie vorzu-
gehen, und zwar nicht nur die Naturwissenschaften, sondern auch z.B. die Philosophie. DESCARTES
(1596-1650) studierte die Geometrie, um in Theologie und Philosophie eine exakte Vorgehensweise
einzufithren, und die Begriindung der Analytischen Geometrie durch die Einfithrung von Koordinaten
war quasi ein Nebenergebnis.

1.2 Punkt, Gerade, Ebene, Axiome der Verkniipfung

Wir betrachten ein Zeichenblatt nach allen Seiten beliebig ausgedehnt und bezeichnen es als Ebene.
Mit einem Stift kann man auf dieser Ebene Punkte zeichnen. Ublicherweise betrachtet man nun die
Ebene als Menge aller solchen Punkte. Will man ausdriicken, dafl ein Punkt A in der Ebene I' liegt,
dann schreibt man A € T.

Mit einem Lineal kann man gerade Linien zeichnen. (Man kann solche Linien auch durch Falten eines
Zeichenblattes erzeugen.) Die Punkte auf solchen Linien bilden Teilmengen der Ebene, und wir wollen
sie Geraden nennen. Natiirlich sind nicht alle Teilmengen der Ebene Geraden. Wir wollen nun die
Punkte und Geraden durch Axiome charakterisieren:

Verkniipfungsaxiome 1.2.1
Gegeben sei eine Menge I" von Punkten, die Ebene genannt wird, und gewisse Teilmengen von I, die
Geraden heiflen sollen, und fiir die folgende ” Verkniipfungsaxiome” gelten sollen:

(V1) Zu je zwei verschiedenen Punkten P,Q € T' gibt es stets genau eine Gerade g, die diese Punkte
enthdlt.

(V2) Jede Gerade enthilt mindestens zwei verschiedene Punkte.

(V3) Es gibt mindestens drei verschiedene Punkte, die nicht in ein und derselben Geraden enthalten
sind.

Statt P € g sagt man auch, ,, P liegt auf g“ oder ,,g geht durch P* oder , P inzidiert mit g“. Daher
heiflen die Axiome auch Inzidenzaxiome.
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Sind g und h zwei Geraden, dann sagt man fiir gNh = {P}, daB sich ,,g und h im Punkt P schneiden*
oder ,, P ist gemeinsamer Punkt von g und h*.

Drei Punkte, die das Axiom (V3) erfiillen, heilen “nicht kollinear“ und Punkte, die auf einer ge-
meinsamen Geraden liegen, heiflen , kollinear*.

In dem bisher gewihlten Axiomensystem miissen Ebene, Gerade, Punkt noch nicht die gewohnte
anschauliche Bedeutung haben. Man kann sogar recht ungewohnte Modelle angeben, die die Verkniip-
fungsaxiome erfiillen, und damit deren Widerspruchsfreiheit zeigen. Nach Axiom (V3) muf} eine Ebene
mindestens 3 Punkte enthalten, aber nicht mehr, also schon gar nicht unendlich viele Punkte. Es
miissen auch nicht unendlich viele Geraden existieren, und Geraden kénnen Mengen mit endlich vielen
Punkten sein.

Beispiel 1.2.2

Betrachtet man z.B. eine Menge I' aus drei verschiedenen Punkten P, @, R als Ebene und als Geraden
die 2-elementigen Teilmengen {P, Q},{P, R},{Q, R}, dann sind alle Verkniipfungsaxiome erfiillt.

Es gibt kein Modell, in dem die Inzidenzaxiome gelten, das weniger Punkte oder Geraden enthiilt.

Man kann leicht Modelle konstruieren, in denen genau zwei der drei Verkniipfungsaxiome gelten, und
damit die Unabhéngigkeit der Axiome zeigen:

Beispiel 1.2.3
Sind P, Q zwei verschiedene Punkte, I' = {P,Q}, g = I die einzige Gerade, dann sind (V1) und (V2)
erfiillt, aber nicht (V3).

Aus den Verkniipfungsaxiomen folgen sofort folgende Sétze:
Satz 1.2.4 Zwei verschiedene Geraden der Ebene haben genau einen oder keinen Punkt gemeinsam.

Satz 1.2.5 Es existieren (mindestens) drei paarweise verschiedene Geraden.

Beispiele 1.2.6

(1) Fiir das Modell mit I' = {P, @, R, S} als Ebene und als Geraden die 2-elementigen Teilmengen
{P,Q},{P,R},{P,S},{Q,R},{Q,S},{R, S}, dann sind alle Verkniipfungsaxiome erfiillt.

D {C, D} C

Man stellt ein solches Modell oft als Skizze dar,
in der die Punkte des Modells als Punkte der
Zeichenebene und die Geraden z.B. als Verbin- {4, D} {B,C}
dungsstrecken der entsprechenden Punkte dar-
gestellt werden.

7D}

’C}

A {4, B} B

(2) Ist T := IR? := {(z,y); z,y € R} die Ebene (Zeichenebene, versehen mit einem Koordinaten-
system) und fiir beliebige a,b,c € IR mit a® + b* # 0 die Menge {(z,y); ax + by + ¢ = 0} eine
Gerade. Dann sind in diesem Modell alle Verkniipfungsaxiome erfiillt.
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(3) Betrachtet als Punkte von I' alle Punkte auf der Oberfliche einer festen Kugel, und als Gera-

den die Groflkreise (d.h. die Kreise auf der Kugeloberfliche, deren Radius mit dem Kugelradius
iibereinstimmt), dann schneiden sich je zwei verschiedene Grofikreise in genau zwei verschiede-
nen Punkten, d.h. das Axiom (V1) ist nicht erfiillt.
Betrachtet man aber als Punkte von I' alle Paare von diametralen Punkten auf der Kugelo-
berfliche, also der Punkte, die auf einem gemeinsamen Durchmesser liegen, und als Geraden
alle solchen Punktepaare, die auf einem gemeinsamen Grofkreis liegen, dann sind alle Ver-
kniipfungsaxiome erfiillt.

1.3 Das Parallelenaxiom

Bei einer Ebene mit 4 Punkten P, @, R, S und Geraden {P,Q}, {P, R}, {P, S}, {Q, R}, {Q, S}, {R,S}
gibt es Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben.

Definition 1.3.1 Zwei Geraden g, h der Ebene heiffen parallel, wenn gNh =0 () bedeute die "leere
Menge”).

Parallelitét ist natiirlich eine symmetrische Relation auf der Menge der Geraden.

In der gewohnten Zeichenebene gibt es zu jeder Geraden g und jedem Punkt P auflerhalb g eine
Parallele zu g durch P. Das ist fiir unser Modell der Ebene mit 3 Punkten nicht erfiillt, da sich dort
alle Geraden schneiden. Bei einem entsprechenden Modell einer Ebene mit 5 Punkten P,Q, R,S,T
gibt es zu PQ sogar zwei parallele Geraden durch R, ndmlich RS und RT.

Wir legen als zusétzliches Axiom fest:

Parallelenaxiom 1.3.2

(Pa) Ist g eine beliebige Gerade, P ein beliebiger Punkt der Ebene mit P & g, dann gibt es genau eine
Gerade h mit P € h und gnNh = 0.

Wie in Abschnitt 1.1 ausgefiihrt, haben Bolyai, Gaufi und Lobatschewski erst ca 1830 die Unabhéngig-
keit des Parallelenaxioms von den anderen euklidischen Axiomen gezeigt. Will man verstérkt nicht-
euklidische Geometrien untersuchen, dann ist es sinnvoll, das Parallelenaxiom an das Ende der Liste
der Axiomen zu setzen. Hier soll mehr das Augenmerk auf die euklidische Geometrie gerichtet werden.
Daher wird das Parallelenaxiom schon hier aufgefiihrt.

Es ergibt sich folgender Satz, wobei Aussage (a) der Transitivitit der Aquivalenzrelation aus (b)
entspricht.

Satz 1.3.3 (a) Sind g,h,k drei Geraden mit gNh ={P}, hnk =0, dann schneidet g die Gerade
k in genau einem Punkt.

(b) Die Relation ,parallel oder gleich® ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geraden der
Ebene.
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1.4 Anordnungsaxiome

Liegen auf einer Geraden, wie wir sie aus der Anschauung kennen, zwei Punkte P und @, und zieht
man diese Gerade mit einem Stift nach, dann trifft man zuerst auf P und dann auf @ oder umgekehrt.
Da dies fiir ein beliebiges Paar von Punkten gilt, sind die Punkte auf einer Geraden vollstdndig und
streng geordnet:

Definition 1.4.1 Sei g eine feste Gerade. Eine Relation ,<“ auf der Menge der Punkte von g heifst
lineare strenge Ordnungsrelation, wenn fir je drei Punkte P,Q, R € g gilt:

(a) Es gilt genau einer der drei Fille P < Q oder Q < P oder P = Q. (Linearitit)
(b) Gilt P < Q, dann folgt Q 4 P. (Asymmetrie)
(c) Gilt P < Q und Q < R, dann folgt P < R. ( Transitivitdt)

Natiirlich gibt es bei einer Geraden unserer Anschauung mehr als zwei Punkte auf jeder Geraden, und
zwar sowohl vor, zwischen als auch hinter den beiden festgelegten Punkten. Andererseits zeigt unser
Modell aus Beispiel 1.2.2, dafl dies nicht aus den Verkniipfungsaxiomen folgen muf}. Daher legen wir
als weitere Axiome fest:

Anordnungsaxiome 1.4.2
(A1) Die Menge der Punkte jeder Geraden ist streng linear geordnet.

(A2) Sind P und Q zwei verschiedene Punkte der Geraden g und gilt P < Q, dann gibt es mindestens
drei weitere Punkte R,S, T € gmit R<P<5<Q<T.

Fiir Punkte und Geraden in einer Ebene, die das Axiomensystem (V1)—(V3), (Pa), (A1)—(A2) erfiillen,
lassen sich nun weitere Folgerungen herleiten:

Satz 1.4.3 Jede Gerade enthdlt unendlich viele Punkte.

Eine Ebene enthélt nach (V3) mindestens drei (nicht kollineare) Punkte. Durch je zwei von diesen
geht eine Gerade, d.h. die Ebene enthélt auch mindestens drei Geraden. Aus dem eben gezeigten Satz
folgt sogar:

Satz 1.4.4 Die Ebene enthdlt unendlich viele Geraden.

Wir wollen im folgenden die (eindeutig bestimmte) Gerade durch die beiden (verschiedenen) Punkte
A und B mit AB bezeichnen. Mit der néchsten Definition kennzeichnen wir besondere Teilmengen
einer Geraden:

Definition 1.4.5 Seien A, B zwei verschiedene Punkte der Fbene I' mit A < B, g = AB die Gerade
durch A und B.

(a) Die Punktmenge {X € g|A < X < B oder A = X oder X = B} heifit Strecke (oder Verbin-
dungsstrecke von A und B), A und B heiffen Endpunkte der Strecke. Bezeichnung: AB.
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(b) Die Punktmengen
ga ={X €g; A=X oder A< X}

bzw.
gen ={X €g; A= X oder X < A}

heifsen Halbgerade oder Strahl mit Anfang A.

Bemerkung 1.4.6 - L
Kehrt man die Orientierung auf g um, dann folgt sofort AB = BA. Weiter setzen wir AA := {A}.

Analog zu Satz 1.4.3 gilt
Satz 1.4.7 (a) Jede Strecke AB mit A # B enthilt unendlich viele Punkte.
(b) Jede Halbgerade enthdlt unendlich viele Punkte.

Den Namen ,,Halbgerade* rechtfertigt

Satz 1.4.8 Ist g eine Gerade, A € g ein beliebiger Punkt der Geraden. Dann gilt g = g— A4 Uga— und
g—AMNGga— = {A}

Nach unserer Anschauung zerlegt jede Gerade die Ebene in zwei verschiedene Teile. Wir wollen diesen
Sachverhalt mit unseren hier definierten Begriffen beschreiben:

Definition 1.4.9 Seien g eine Gerade, A, B zwei Punkte in der Ebene mit A ¢ g, B ¢ g. Man sagt,
A und B liegen auf derselben Seite von g, wenn ABN g = (.

Sei A ein fester Punkt und g eine Gerade mit A ¢ g. Sind By, By, Bs, ... ¢ g weitere von A verschiedene
Punkte und liegen alle Punktepaare (A, By), k = 1,2, ..., auf derselben Seite von g, dann sollten nach
unserer Anschauung auch alle Punkte Bj, Bs, ... auf derselben Seite von g liegen, d.h. es sollte z.B.
BiB> N g = 0 gelten. Wir werden sehen, daB dies gleichbedeutend dazu ist, daf jede Gerade, die
eine Seite eines Dreiecks schneidet, mindestens eine der anderen beiden Seiten schneidet. Um dies zu
sichern, reicht unser Axiomensystem aber nicht aus

Beispiel 1.4.10
Wir betrachten unser (nach allen Seiten ausgedehntes) Zeichenblatt mit einem kartesischen Koordina-
tensystem, und betrachten als Ebene I'" die Menge aller Punkte (z,y), fiir die es eine natiirliche Zahl
k € IN und ganze Zahlen z*, y* € Z gibt mit x = 2* - 27%, y = y* . 27K,
Zum Beispiel ist (i, —l) ein Punkt der Ebene, nicht aber (l, i) bzw. (i, 1)

128° 32 332 128°7
Die Geraden seien die Durchschnitte der Geraden der Zeichenebene, die mindestens zwei Punkte von
I" enthalten, mit I.
Dann sind die Verkniipfungsaxiome nach Definition der Geraden erfiillt. Die strenge lineare Ordnung
auf den gewohnlichen Geraden des Zeichenblattes iibertréigt sich auf unsere Geraden in I'; d.h. (A1)
ist erfiillt.
Ist g eine Gerade von I' mit Punkten A = (x1,y1), B = (x2,y2) € I', dann liegt der Mittelpunkt
g_ (331+562 Y1ty

7 3 ) der gewohnlichen Strecke AB des Zeichenblattes in T, also auch auf g. Dasselbe
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gilt fiir R = (221 — x2,2y; — y2) und T' = (229 — x1,2y2 — y1). Gilt in der gewohnlichen Zeichenebene
A < B, dann folgt auflerdem R < A < S < B < T, also das Axiom (A2).

Wir betrachten nun die Gerade g = {(z,y) € I'|y = —32z + 3} und die Punkte A = (0,0), B =
(2,0), C = (1,4). Dann gilt A, B,C € T'und A, B,C ¢ g. g trifft die Strecke AB in D = (1,0). Die
Gerade g* der Zeichenebene, die g entspricht, trifft die Gerade BC' der Zeichenebene in (5, —12), die
Strecke BC also auch in der Zeichenebene nicht, und damit nicht in T', d.h. g N BC = (), und g trifft

— 12 —
die Strecke AC' der Zeichenebene in £ = (§ ), aber E ¢ T, d.h. gn AC = 0.

7T
Wir miissen daher ein weiteres Axiom, das ,,Axiom von PASCH (1843-1930)“, voraussetzen:
Axiom von Pasch 1.4.11

(A3) Seien g eine Gerade der Ebene, A, B,C drei verschiedene Punkte der Ebene auflerhalb g. Schnei-
det g eine der drei Strecken AB, AC oder BC, dann noch eine weitere.

Bemerkung 1.4.12
Eine Gerade g kann ein Dreeick AABC mit A, B,C ¢ g nicht in drei oder mehr Punkten der Drei-
ecksseiten schneiden, es gibt also nur 2 oder keinen Schnittpunkt.

Damit folgt

113

Satz 1.4.13 Sei g eine beliebige Gerade. Durch ,,...liegt auf derselben Seite von g wie ...« wird auf

'\ g eine Aquivalenzrelation definiert.

Analog zur Definition 1.4.5 (b) legt man fest:

Definition 1.4.14 Sei g eine Gerade der Ebene I'; A & g ein Punkt auflerhalb g. Dann heiflen die
Punktmengen
H' :={X €T'; X liegt auf derselben Seite von g wie A}

bzw.
H™ :={X €T'; X liegt nicht auf derselben Seite von g wie A}

offene Halbebenen. H™ U g bzw. H~ U g heiffen abgeschlossene Halbebenen.

Damit gilt:

Satz 1.4.15 Jede Gerade zerlegt die Ebene in zwei offene Halbebenen und die Gerade selbst.

1.5 Abstinde von Punkten. Winkel

Wir wollen in der Ebene die ” Entfernung” zwischen zwei Punkten bestimmen. Dazu fithrt man in der
Mathematik iiblicherweise eine Abstandsfunktion oder Metrik ein. Die grundlegenden Eigenschaf-
ten gibt folgende

Definition 1.5.1 Sei M eine beliebige, nichtleere Menge. Eine Funktion f : M x M — IR heifst
Metrik auf M, wenn fiir alle X,Y,Z € M gilt:
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(a) f(X,Y) =0

b) f(X,Y)=0 & X=Y

(c) f(X,Y) = f(Y,X). (Symmetric)
(d) f(X,Y) < f(X,Z)+ f(Z,Y). (Dreiecksungleichung)

Diese Definition legt nur die unbedingt notwendigen Bedingungen fest, die eine Funktion erfiillen muf,
um als Abstandsfunktion zu dienen. Sie ermdglicht daher viel Spielraum fiir sehr unterschiedliche
Formen der Messung.

Beispiele 1.5.2: Wir betrachten die gewthnliche Zeichenebene.

(1) Ist jeder Punkt beschrieben durch seine Koordinaten (z,y) beziiglich eines kartesischen Koordi-
natensystems, dann wird durch

f((xlayl)’ (Sﬂz,yz)) = \/(5'32 —21)% + (y2 — y1)?

eine Metrik definiert. Sie heif3t ,,euklidische Metrik*.

(2) Ist jeder Punkt beschrieben durch seine Koordinaten (z,y) beziiglich eines kartesischen Koordi-
natensystems, dann wird durch

F((@1.91), (w2, 92)) = max{|z — 21/, ly2 — 1]}
eine Metrik definiert. Sie heifit , Maximum—Metrik®.

(3) Durch

1 fir P£Q
f(P’Q)'_{O fir P=Q

wird eine Metrik definiert, die miffit, ob zwei Punkte verschieden sind oder nicht. Sie heifit
,,diskrete Metrik*.

Um unser gewiinschtes geometrisches Modell der Zeichenebene ausreichend zu beschreiben und un-
erwiinschte Abstandsmessungen auszuschlieffen, miissen wir mit weiteren Axiomen eine bestimmte
Metrik mit speziellen Eigenschaften festlegen. Wir erweitern unser Axiomensystem:

Abstandsaxiome 1.5.3

(D1) Je zwei beliebigen Punkten A, B € T' wird eindeutig eine nichtnegative reelle Zahl f(A, B) zuge-
ordnet mit den Eigenschaften:
(a) Fiir alle A €T gilt f(A, A) =0.
(b) Fir alle A,B €T gilt f(A,B)= f(B,A).
(¢) Fiir alle A,B,C €T mit B € AC gilt f(A,B) + f(B,C) = f(A,C).
(d) Fiir alle A,B,C €T mit B & AC gilt f(A,B)+ f(B,C) > f(4,0).

f(A, B) heifit Entfernung zwischen den beiden Punkten A und B oder Lange der Strecke AB.
Bezeichnung: |AB|.
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(D2) Sei d > 0 eine beliebige reelle Zahl, ga—, eine beliebige Halbgerade. Dann gibt es genau einen
Punkt P auf der Halbgeraden mit |AP| = d.

Aus den Festlegungen von Axiom (D1) (und (D2)) folgt, da8 |[AB| eine Metrik auf der Ebene ist, denn
es gelten alle Forderungen aus Definition 1.5.1.

Beispiele 1.5.4:
1. Die diskrete Metrik aus Beispiel 1.5.2 (3) geniigt weder Axiom (D1)(c) noch (D2).

2. Die Maximum-Metrik aus Beispiel 1.5.2 (2) geniigt Axiom (D2), aber nicht Axiom (D1)(d). Sei
némlich T' der zweidimensionale Vektorraum IR?, A = (0,0), C' = (2,1). Fiir beliebiges x mit
0 <z <1 und den Punkt B, = (1,z) gilt d(A, B;) = d(B;,C) =1 und d(A,C) = 2.

3. Die Metrik aus Beispiel 1.5.2 (1) geniigt Axiom (D1) und (D2).

Definition 1.5.5 Zwei Strecken AB und A’B’ heifien kongruent, wenn [AB| = |A'B/|.

Satz 1.5.6 (a) Die Streckenkongruenz aus Definition 1.5.5 ist eine Aquivalenzrelation auf der Men-
ge der Strecken in der Ebene.

(b) Sind g, h Geraden in der Ebene, A, B,C Punkte von g mit B € AC, A’, B',C’ Punkte von h mit
B' € AC" und gilt |AB| = |A’B'| und |BC| = |B'C’|, dann gilt auch |AC| = |A’C’|.

(c) Sind g,h Geraden in der Ebene, A, B,C Punkte von g mit B € AC, A’, B',C’ Punkte von h mit
B' € AC" und gilt |AB| = |A’B'| und |AC| = |A’C’|, dann gilt auch |BC| = |B'C’|.

(d) Es seien g,h Geraden in der Ebene, A, B,C Punkte von g mit B,C € ga_,, A', B',C" Punkte
von h mit B',C" € har_, und es gelte |AB| = |A'B'| und |AC| = |A'C"|. Ist B € AC, dann auch
B’ € A'C', d.h. die Streckenkongruenz erhidlt die Anordnung der Punkte auf den Geraden.

Betrachtet man alle Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt A einen vorgegebenen Abstand
haben, dann kommt man zu

Definition 1.5.7 Sei A ein Punkt der Ebene, r > 0 eine reelle Zahl. {X € I'; |XA| = r} heifit Kreis
mit Mittelpunkt A und Radius r.

Ublicherweise betrachtet man auch ,Kreise“ mit Radius 0, die wegen Definition 1.5.1 (b) nur aus dem
Mittelpunkt bestehen.

So wie man Geraden (und damit Strecken und Halbgeraden) mit dem elementaren Hilfsmittel Lineal
zeichnen kann, kénnen Kreise mit Hilfe einer Schnur fester Lénge oder mit Hilfe eines Zirkels gezeichnet
werden. Ein spezieller Punkt einer Strecke AB, der mit ausschlieBlicher Hilfe von Zirkel und Lineal
konstruiert werden kann, ist der Mittelpunkt der Strecke:
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Definition 1.5.8 Sei AB eine beliebige Strecke der Ebene T'. M € AB heifst Mittelpunkt der
Strecke AB, wenn |[AM| = |MB].

Satz 1.5.9 Jede Strecke der Ebene hat genau einen Mittelpunkt.

Mit dem Begriff Winkel in der Ebene werden anschaulich verschiedene Vorstellungen verbunden. Ge-
meinsam ist, dafl immer zwei Halbgeraden mit demselben Anfangspunkt beteiligt sind. Man kann
aber unter dem Winkel zwischen diesen Halbgeraden eine der beiden aus der Ebene ausgeschnittenen
Fldchen verstehen oder jeweils nur den Rand der Flédchen.

Definition 1.5.10

(a) Ein Paar von Strahlen ga—, und ha—, mit gemeinsamem Anfangspunkt A heifft Winkel mit
Scheitel A und den beiden Schenkeln ga_, und ha—_.. Bezeichnung: 4 (ga—,ha—).

(b) Fir ga—, = ha_, heifst $(ga—,ha—) Nullwinkel (bzw. Vollwinkel).

(c) Sind ga—, und ha_, verschiedene Halbgeraden einer Geraden, d.h. ga—. = h.—a, dann heifst
J(94—, ha—) gestreckter Winkel.

(d) Der Winkel <(g—a,h—a) heifit Scheitelwinkel von < (ga—,ha—), die Winkel <(ga—,h—4)
und J(g—a,ha—) Nebenwinkel von 4 (ga—,ha_).

Liegt G # A auf g4, und H # A auf h4_,, dann beschreibt man den Winkel auch durch 4 (GAH).

Ist H, die offene Halbebene beziiglich g, die ha—\{A} enthélt, und H," die offene Halbebene beziiglich
h, die ga— \ {A} enthélt, dann heit H; N H;" das Innere des Winkels < (ga—,ha—).

Wir haben einen Winkel als Paar von Halbgeraden mit gleichem Anfangspunkt bzw. als Rand der
ausgeschnittenen Fliche definiert. Schon aus der Anschauung wird klar, daf§ es zu einem Winkel zwei
verschiedene ausgeschnittene Flichen (Winkelfelder) gibt, die sog. Komplementirwinkelfelder. Wir
beschrinken uns auf Winkelfelder, die Teilmengen von abgeschlossenen Halbebenen sind.

Unterscheidet man bei zwei Halbgeraden g4, und h4_, die beiden Paare (ga—,ha—) und (ha—,,ga—),
dann nennt man die zugehorigen Winkel orientierte oder gerichtete Winkel.

1.6 Spiegelungen

Nur mit Hilfe der bisher festgelegten Axiome koénnen viele wichtige Aussagen der ebenen euklidischen
Geometrie nicht hergeleitet werden wie z.B. viele bekannte Sétze der Schulgeometrie. Das liegt daran,
dafl wir den Begriff der Kongruenz (auer bei Strecken) noch nicht zur Verfiigung haben.

Eng verkniipft mit dem Begriff der Kongruenz sind die Bewegungen. Das sind spezielle Abbildungen
von I' auf I', die Abstdnde von Punkten unveridndert lassen. Im nichsten Kapitel wird hergeleitet,
welche Arten von Bewegungen es gibt, welche Eigenschaften diese Abbildungen haben und welche
speziellen geometrischen Aussagen sich daraus ergeben.
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Hier betrachten wir zunéchst Geradenspiegelungen.

Ein auf der Zeichenebene I' senkrecht stehender ebener Spiegel gibt recht gut wieder, was man in der
Geometrie unter einer Geradenspiegelung versteht. Ohne das Hilfsmittel der spiegelnden Ebene kann
man die entstehende Abbildung von I' auf sich folgendermafien beschreiben:

Gegeben ist eine feste Gerade g der Ebene. Jedem Punkt P der Ebene wird ein Punkt P’ der Ebene
so zugeordnet, dafl die Strecke PP’ die Gerade ¢ in einem Punkt M schneidet, M der Mittelpunkt
der Strecke PP’ ist, und g und PP’ rechtwinklig sind.

Fine andere Moglichkeit, eine Spiegelung anschaulich darzustellen, ist, die beiden Halbebenen jeweils
um die Gerade g zu klappen. Eine beliebige Urbildfigur wird zusammen mit der Bildfigur zu einer
achsensymmetrischen Figur, g heifit daher auch Symmetrieachse.

Wir definieren nun Geradenspiegelungen ohne Zuhilfenahme der Anschauung mit Hilfe unserer bisher
festgelegten Axiome:

Definition 1.6.1 Seien g eine Gerade der Ebene, A und B Punkte der Ebene mit A,B € g, A # B.
Ist P ¢ g, P' # P mit |AP| = |AP'| und |BP| = |BP'|, dann heifst P’ Spiegelpunkt von P. P € g
heif$t Spiegelbild von sich.

Bemerkungen 1.6.2:

1. Da das Bild von P sowohl von g als auch von den beiden fest gewihlten Punkten A und B
abhingen kann, miifite man eigentlich ,, P’ Spiegelbild von P beziiglich g, A und B* nennen. Im
folgenden wird gezeigt, daB fiir jede Wahl von A, B € g (mit A # B) sich derselbe Spiegelpunkt,
d.h. insgesamt dieselbe Abbildung ergibt.

2. Ist P € g, dann gilt fiir P’ € I nach (D1) und (D2)

|AP| = |AP'| und |BP|=|BP| — P eg.

3. Die vorher aufgefiihrten anschaulichen Beschreibungen sind ihrem Wesen nach rdumliche Dar-
stellungen. Eine entsprechende Darstellung nur mit Hilfe der abzubildenden Ebene geht nicht,
da sich bei einer Geradenspiegelung der Umlaufsinn éndert: Ein Dreieck in der Ebene mit Ecken
A, B, C gegen den Uhrzeigersinn geht iiber in ein Dreieck mit entsprechenden Ecken im Uhr-
zeigersinn.

4. Bei allen hier betrachteten Abbildungen der Ebene interessiert uns nur, welche Bildpunkte den
Urbildpunkten zugeordnet werden. Welche Zwischenstationen Punkte bei der Abbildung einneh-
men, ist (im Gegensatz zu einer physikalischen Deutung einer Bewegung) unwichtig. Auerdem
wird jeder Punkt der Ebene abgebildet, auch wenn charakteristische Eigenschaften einer Be-
wegung in der Regel mit Hilfe der Abbildung spezieller Teilmengen der Ebene veranschaulicht
werden.

Fiir unsere durch das bisher festgelegte Axiomensystem festgelegte Ebene ist nicht gewihrleistet,
ob jeder Punkt P iiberhaupt ein Spiegelbild hat. Es konnte auch passieren, dafl ein Punkt mehrere
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verschiedene Spiegelbilder besitzt, und damit durch die Vorschrift aus Definition 1.6.1 keine Abbildung
definiert ist, da die Eindeutigkeit verletzt ist.

Betrachtet man zwei beliebige verschiedene Punkte auf einem Zeichenblatt, dann kann man das Blatt
so falten, daf} einer der Punkte auf den anderen fillt. Es gibt also eine entsprechende Spiegelgerade.
Auch das folgt nicht allgemein aus den bisher aufgestellten Axiomen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist der Zusammenhang der Abbildung und der Absténde von zwei
Urbildpunkten und den zugehorigen Bildpunkten.

Daher erweitern wir das Axiomensystem:

Spiegelungsaxiome 1.6.3

(S1) Seig eine Gerade in der Ebene (und A, B € g, A # B). Dann gibt es zu jedem Punkt der Ebene
genau ein Spiegelbild (beziiglich g, A, B).

(S2) Zu je zwei verschiedenen Punkten P,Q € I' gibt es stets genau eine Gerade g (und A, B € g,
A # B), so dafy Q Spiegelbild von P (beziiglich g, A, B) ist.

(S3) Ist g eine beliebige Gerade (mit A,B € g, A # B), und sind P,Q € I" zwei beliebige Punkte mit
Spiegelpunkten P' bzw. Q' (beziiglich g, A, B), dann gilt |P'Q’| = |PQ)|.

Damit erhélt man aus der punktweisen Vorschrift von Definition 1.6.1 eine Abbildung der Ebene
I'—>T.

Definition 1.6.4 Seien g eine Gerade in der Ebenel’, A, B € g mit A # B. Die Abbildung sy : I' — T,
die jedem Punkt der Ebene sein Spiegelbild wie in Definition 1.6.1 zuordnet, heifst Spiegelung an der
Geraden g. g heifit Spiegelachse oder Symmetrieachse.

Axiom (S1) sichert bei gegebener Spiegelachse zu jedem beliebigen Punkt P € I' die Existenz genau
eines Spiegelpunktes bzw. die Existenz der Spiegelung als Abbildung. (S2) legt fest, dal umgekehrt
zu einem vorgegebenen Paar von Punkten P,@Q € I' es immer genau eine Symmetrieachse gibt bzw.
eine Spiegelung, so dafl @ Spiegelpunkt von P ist, und Axiom (S3), dafl Spiegelungen vertriiglich mit
der Abstandsmessung von Punkten sind.

Satz 1.6.5 Sei g eine Gerade, s, die zugehdrige Spiegelung.
(a) sq ist injektiv, d.h. fir alle P,Q € T' mit P # Q gilt s4(P) # s4(Q).
(b) sq ist surjektiv, d.h. zu jedem Q € I' gibt es ein P € " mit s4(P) = Q.

(c) Ist id die identische Abbildung der Ebene (d.h. mit id(P) = P fir alle P € T'). Dann gilt
540584 = id.

In Definition 1.6.1 wurden die Spiegelpunkte iiber den Abstand von zwei festen Punkten A, B € g
festgelegt. Ersetzt man diese Punkte durch zwei beliebige andere verschiedene Punkte auf g, dann
erhélt man dieselbe Spiegelung:
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Satz 1.6.6 Sei g eine Gerade, s, die zugehirige Spiegelung, P & g beliebig und P’ := s4(P). Dann
gilt |PC| = |P'C| genau dann, wenn C € g.

Bemerkungen 1.6.7:

(1) Die Punkte A, B € g aus Definition 1.6.4 der Spiegelung an ¢ sind also frei auf g wihlbar, d.h.
die Spiegelung héngt nur von g ab. Wir werden sie im folgenden oft mit s, bezeichnen.

(2) Liegt der Punkt P aus dem vorigen Satz auf der Spiegelachse g, dann gilt wegen P = P’
|PC| = |P'C| fiir jedes C € T, nicht nur fiir Punkte C € g.

(3) Ist P & g, dann gilt auch P’ ¢ g.

Der folgende Satz zeigt, dafl eine Spiegelung Geraden in Geraden iiberfiihrt.

Satz 1.6.8 Seien g eine Gerade, s, die zugehirige Spiegelung, P,Q, R Punkte einer Geraden h, und
P':=54(P), Q' :=54(Q), R := s4(R). Dann liegen P',Q’', R" auch auf einer Geraden h'. Jeder Punkt
auf I/ hat einen Urbildpunkt auf h.

Abbildungen werden in der Mathematik oft durch die Punkte bzw. Mengen charakterisiert, die bei
der Abbildung nicht verdndert werden, d.h. auf sich abgebildet werden:

Definition 1.6.9 Sei s, die Spiegelung an g. P mit P' := s,(P) = P heif$t Fixpunkt der Spiegelung.
Ist h eine Gerade mit P' := s4(P) € h fiir jedes P € h, dann heifit h Fixgerade.

Bemerkung 1.6.10: Ist h Fixgerade der Spiegelung sy, P € h, dann ist P nicht unbedingt Fixpunkt
von Sg.

Aus Definition 1.6.1 folgt, daf ein Punkt P der Ebene nur dann Fixpunkt einer Geradenspiegelung s,
sein kann, wenn P € g. g ist damit auch Fixgerade von sg4, aber nicht die einzige, wie die folgenden
Sétze zeigen.

Satz 1.6.11 Sei g eine belicbige Gerade, s, die zugehorige Spiegelung.

(a) Sind P,Q zwei beliebige Punkte der Ebene, P’ := s,(P), Q' := s4(Q), dann gilt s,(PQ) = P'Q)’,
d.h. Strecken werden auf Strecken abgebildet.

(b) Sind h,k zwei parallele Geraden, dann sind sq(h) und sq(k) auch parallel.

c) Ist P & g ein beliecbiger Punkt mit Bildpunkt P’ := s,(P), dann ist PP' Fizgerade von s,.
g g

Aus der Anschauung wissen wir, daf} die Verbindungsgeraden von Urbild- und Bildpunkt senkrecht
zur Spiegelachse sind. Auflerdem gehen diese Geraden bei Spiegelung wieder in sich selbst iiber, sie
sind also Fixgeraden. Wir nutzen diese Beobachtungen aus, um iiber den Begriff der Fixgeraden die
Orthogonalitéit von Geraden zu definieren:
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Definition 1.6.12 Sei g ecine belicbige Gerade mit zugehdriger Spiegelung s,. Eine weitere Gerade
h # g heifit Senkrechte (oder senkrecht oder orthogonal) zu g, wenn h Fizgerade der Spiegelung sg
ist. Bezeichnung: hlg.

Damit ergibt sich

Satz 1.6.13 (a) Die Relation L “ ist symmetrisch, d.h. fir je zwei Geraden g,h gilt:
glh &  hlg.

(b) Ist g eine beliebige Gerade, dann existiert durch jeden Punkt P genau eine zu g senkrechte Gerade
h. Die Gerade heifst Lot auf g von P bzw. in P.

(c) Ist g eine beliebige Gerade und sind h,k zu g senkrecht, dann sind h und k zueinander parallel
oder gleich.

(d) Ist g senkrecht zu h, dann auch zu jeder Parallelen von h.

Bis jetzt haben wir vom Bild eines Punktes P ¢ g bei Spiegelung an g nur gefordert, daf} es verschieden
von P ist. Wir konnen jetzt zeigen:

Satz 1.6.14 Ist g eine beliebige Gerade mit zugehoriger Spiegelung sq, P & g, P' := s4(P). Dann
liegen P und P' in verschiedenen Halbebenen beziiglich g, d.h. es gilt PP’ 0 g # (.

Zum Schlufl untersuchen wir die Bilder von Figuren in der Ebene mit bestimmten Eigenschaften:

Satz 1.6.15 (a) Seien P,Q beliebige verschiedene Punkte mit Symmetrieachse g, h eine beliebige
Gerade mit zugehiriger Spiegelung sp,. Dann ist sp(g) Symmetrieachse der Bildpunkte sp(P) und

sn(Q)-

(b) Sind g und h zueinander senkrechte Geraden, k eine beliebige Gerade mit zugehoriger Spiegelung
sk. Dann gilt si(g)Lsg(h).
(c) Sind g und h zwei beliebige Geraden. Dann gilt:
— Ist g = h, dann gibt es unendlich viele Symmetrieachsen k mit si(g) = h.
— Sind g und h parallel, dann gibt es genau eine Symmetrieachse k mit sk(g) = h.

— Ist gN h = {S}, dann gibt es genau zwei Symmetrieachsen k mit si(g) = h. Sie stehen
aufeinander senkrecht.
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2 Kongruenzabbildungen - Bewegungen

2.1 Die Gruppe der Bewegungen

Bei der Untersuchung der Geradenspiegelungen hat sich ergeben, daf} eine Geradenspiegelung, zweimal
ausgefiihrt, die identische Abbildung ergibt - man sagt, ,das Produkt einer Geradenspiegelung mit
sich selbst® ist die identische Abbildung. Wir wollen nun mehrere verschiedene Geradenspiegelungen
nacheinander ausfithren:

Definition 2.1.1 FEin Produkt von endlich vielen Geradenspiegelungen heiffit Kongruenzabbildung
oder Bewegung.

Bemerkungen 2.1.2:

(1) Eine solche Abbildung , Bewegung® zu nennen, ist natiirlich reine Definitionssache. Wir werden
im folgenden zeigen, dafl dies gerade die Abbildungen sind, die man anschaulich als Bewegung
bezeichnen wiirde, ndmlich zum Beispiel Verschiebungen oder Drehungen. Dabei wird eine Be-
wegung nicht als dynamischer Prozefl aufgefafit, sondern als Abbildung, bei der dem Anfangs-
zustand der Ebene der Endzustand nach der Bewegung gegeniibergestellt wird.

(2) Da jede Geradenspiegelungen Geraden auf Geraden abbildet (,geradentreu ist) und Strecken
auf kongruente, d.h. gleichlange Strecken (,streckentreu®), gelten diese Eigenschaften auch fiir
Produkte endlich vieler Geradenspiegelungen. Wir werden zeigen, dafl diese Eigenschaften sogar
charakteristisch fiir Kongruenzabbildungen sind.

(3) Eine Geradenspiegelung ist eine Kongruenzabbildung, aber nicht jede Kongruenzabbildung ist
Geradenspiegelung, wie das Beispiel der Identitéit zeigt.
Fiir die Menge der Kongruenzabbildungen gelten beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen Re-

chenregeln:

Satz 2.1.3 Sei B die Menge der Kongruenzabbildungen. Dann ist (B, o) eine nichtkommutative Grup-
pe, d.h. fiir beliebige Kongruenzabbildungen f,g,h € B gilt

(a) gohe B (Abgeschlossenheit bzgl. o)
(b) fo(goh)=(fog)oh (Assoziativgesetz)
(c) foid=idof=f (id ist neutrales Element)
(d) Es ezistiert ein f* € B mit fo f*= f*o f =1d. (Existenz der inversen Abbildung)
(e) Es gibt f*,g* € B mit f*og" # g*o f* (Kommutativgesetz gilt nicht allgemein)

Die Definition der Kongruenzabbildungen erscheint so allgemein, dafl es moglicherweise eine uniiber-
sehbare Menge verschiedenartiger solcher Abbildungen geben konnte. Wir werden zeigen, dafl dies
nicht der Fall ist, sondern dafl es nur sehr wenige verschiedene Typen von Bewegungen gibt. Dazu
untersuchen wir zuerst, wieviele Punkte man zusammen mit ihren Bildpunkten kennen muf}, damit
eine Bewegung festgelegt ist.
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Satz 2.1.4 Eine geraden- und streckentreue surjektive Abbildung der Ebene auf sich ist festgelegt
durch die Bilder dreier nicht kollinearer Punkte.

Korollar 2.1.4.1 Ist f eine geraden- und streckentreue surjektive Abbildung der Ebene auf sich mit
drei nicht kollinearen Fizpunkten, dann ist f = id.

Satz 2.1.4 sagt nichts dariiber aus, ob eine geraden- und streckentreue Abbildung existiert, die die
vorgegebenen Punkte in die gewiinschten Bildpunkte iiberfiihrt. Fiir die Sicherung der Existenz miissen
Urbild- und Bildpunkte sicher zusiitzliche Voraussetzungen erfiillen, z.B. muf} |f(P)f(Q)| = |PQ|
gelten. Wir betrachten zuerst den Fall zweier Punkte:

Satz 2.1.5 Seien P,Q,P',Q" € T mit P # Q und |PQ| = |P'Q’|. Dann gibt es genau zwei Bewegungen
f1, und fo, die P auf P und Q auf Q" abbilden. Die beiden Bewegungen unterscheiden sich nur durch
eine Geradenspiegelung, d.h. es gibt eine Geradenspiegelung s, mit f1 = fa 0 s,.

Damit ergibt sich folgender wichtiger Satz, durch den die Gruppe B der Bewegungen erheblich iiber-
sichtlicher wird:

Satz 2.1.6 (a) Jede geraden- und streckentreue surjektive Abbildung der Ebene auf sich ist eine
Bewegunyg.

(b) Jede Bewegung lafst sich als Produkt von héchstens drei Geradenspiegelungen darstellen.

Bemerkungen 2.1.7: Der letzte Satz zeigt nur, dal man jede Bewegung als Produkt von hdchstens
drei Geradenspiegelungen schreiben kann, nicht, dal es wirklich Bewegungen gibt, die man nicht als
Produkt von zwei Geradenspiegelungen schreiben kann und die selbst nicht Geradenspiegelungen sind.
Wir werden dies zeigen, indem wir die méglichen Fixpunkte von Bewegungen untersuchen.

2.2 Kongruenz von Winkeln und Dreiecken

Zwei Strecken haben wir kongruent genannt, wenn sie gleich lang waren. Ist eine Strecke Bild einer
zweiten unter einer Bewegung, dann sind beide wegen der Streckentreue der Bewegung kongruent.
Andererseits haben wir gezeigt, daf§ es zu je zwei kongruenten Strecken eine Bewegung gibt, die
die eine auf die andere abbildet. Das ergibt eine Moglichkeit zur Verallgemeinerung des Begriffs der
Kongruenz:

Definition 2.2.1 (a) FEine Punktmenge oder ein System von Punktmengen der Ebene nennen wir
geometrische Figur.

(b) Zwei geometrische Figuren My und My heiffen kongruent, wenn es eine Bewegung f gibt mit
f(My) = Ms.

Bemerkungen 2.2.2:

(1) Die erweiterte Kongruenz ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation.
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(2) Wir werden uns im wesentlichen mit der Kongruenz von Winkeln und von Dreiecken befassen.

(3) Sind g,h zwei verschiedene Geraden mit {A} = g N h, ist k die nach Satz 1.6.15 eindeutig
bestimmte Symmetrieachse mit si(ga—) = ha—,, und ist k4_, die Halbgerade, die in derselben
von g erzeugten Halbebene liegt wie h4_., dann gilt

sk( L(ga—, kas)) =F(kas, ha),
d.h. kg, zerlegt den Winkel < (ga—,, ha—) in zwei kongruente Winkel. k4, heifit Winkelhal-
bierende des Winkels < (ga—,ha_).

Auf einer gegebenen Geraden konnte man von einem festen Punkt nach Axiom (D2) auf genau zwei
verschiedene Arten eine Strecke fester Linge abtragen. Fiir Winkel gilt entsprechendes:

Satz 2.2.3 Sind g,h zwei verschiedene Geraden mit {A} = g N h, A’ ein beliebiger Punkt, g eine
beliebige Gerade mit A’ € ¢', dann gibt es in jeder durch g' bestimmten Halbebene genau eine Halbgerade
by, so daf $(9a—,ha—) kongruent ist zu S(g'y_, Wy _).

Bemerkungen 2.2.4:
(1) Sind zwei Winkel kongruent, dann auch ihre Nebenwinkel.
(2) Scheitelwinkel sind zueinander kongruent.

Zwischen der Kongruenz von Strecken und Winkeln und der Kongruenz von Dreiecken besteht ein
enger Zusammenhang:

Satz 2.2.5 Gegeben seien die beiden Dreiecke mit den Ecken A, B,C bzw. A',B',C’.
(a) Sind jeweils die drei Paare entsprechender Seiten kongruent, d.h. gilt
|AB| = |A'B'|, [BC|=|B'C'|, [AC|=[ACY],
dann sind die Dreiecke kongruent. (sss)

(b) Sind zwei Paare entsprechender Seiten und die von den beiden Seiten jeweils eingeschlossenen
Winkel kongruent, dann sind die Dreiecke kongruent. (sws)

(c) Ist ein Paar entsprechender Seiten und die Paare der jeweils anliegenden Winkel kongruent,
dann sind die Dreiecke kongruent. (wsw)

Ein Dreieck mit zwei zueinander kongruenten (gleichlangen) Seiten heifit gleichschenklig. Die diesen
Seiten gegeniiberliegenden Winkel heiflen Basiswinkel, die dritte Seite Basis des gleichschenkligen
Dreiecks. Ein Dreieck, in dem alle Seiten kongruent sind, heifit gleichseitig.

Korollar 2.2.5.1 (a) Die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks sind kongruent.

(b) Hat ein Dreieck zwei kongruente Innenwinkel, dann ist es gleichschenklig und die Winkel sind
die Basiswinkel.

(¢) Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn alle Innenwinkel kongruent sind.
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2.3 Die Punktspiegelung

Wir wollen nun in den n#ichsten Abschnitten die verschiedenen Arten von Bewegungen untersuchen.
Nach Satz 2.1.6 148t sich jede Bewegung als Komposition héchstens dreier Spiegelungen schreiben. Wir
haben also Bewegungen zu untersuchen, die aus zwei oder aus drei Spiegelungen zusammengesetzt sind.

Definition 2.3.1 FEine Bewegung heifit gleichsinnig, wenn sie als Komposition von zwei Spiegelun-
gen darstellbar ist, und sonst ungleichsinnig.

Bemerkungen 2.3.2:

(1) Zeichnet man ein Dreieck auf den Fuflboden, schreitet seine Seiten so ab, daB das Innere des
Dreiecks immer links liegt, und bezeichnet die Ecken in der Reihenfolge ihres Durchlaufens mit
A, B und C, dann hat man dem Dreieck einen Umlaufsinn bzw. eine Orientierung gegeben.
Spiegelt man dieses Dreieck an einer beliebigen Geraden, dann liegt beim Durchlaufen der ent-
sprechenden Ecken A’, B/, C' des Bilddreiecks das Innere dieses Dreiecks rechts. Das gespiegelte
Dreieck hat also einen anderen Umlaufsinn als das urspriingliche.

Spiegelt man das Bilddreieck mit den Ecken A’, B’, C' nochmals an einer beliebigen Gera-
den, dann hat das dritte Dreieck denselben Umlaufsinn wie das urspriingliche erste Dreieck.
Anschaulich gilt also: Das Produkt einer geraden Anzahl von Geradenspiegelungen dndert den
Umlaufsinn eines Dreiecks nicht, Produkte einer ungeraden Anzahl von Spiegelungen éndern den
Umlaufsinn.

Die verwendeten Begriffe ,,links* und ,,rechts* haben bei alleiniger Betrachtung der Ebene keinen
Sinn (- sie sind eng mit der zusétzlichen rdumlichen Dimension verbunden). Daher definieren
wir entsprechende Abbildungen als gleichsinnig bzw. ungleichsinnig.

(2) Man kann zeigen, daf jedes Produkt aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen sich als Produkt
von genau zwei Spiegelungen darstellen 148t. Eine Bewegung ist daher genau dann gleichsinnig,
wenn sie als Produkt einer geraden Anzahl von Geradenspiegelungen darstellbar ist.

Satz 2.3.3 Die Menge der gleichsinnigen Bewegungen bildet eine Untergruppe der Gruppe der Bewe-
gungen.

Zur Untersuchung der moglichen gleichsinnigen Bewegungen betrachten wir die gegenseitige Lage der
Symmetrieachsen zueinander. Sie kénnen parallel zueinander sein oder sich schneiden. Zuerst nehmen
wir an, daf} sich die Symmetrieachsen schneiden und zueinander senkrecht sind.

Satz 2.3.4 Seien g, h zueinander senkrechte Geraden der Ebene mit Schnittpunkt M, b := sy 05y, die
aus den zugehorigen Spiegelungen zusammengesetzte Bewegung. Dann gilt:

(a) b hat genau einen Fizpunkt, ndmlich M.

(b) Jedem Punkt P der Ebene wird ein Bildpunkt P" := b(P) so zugeordnet, daff M Mittelpunkt der
Strecke PP" ist.

(c) Die Geradenspiegelungen sind vertauschbar, d.h. es gilt sq 0 s, = sp 054 = b.
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(d) bob=1id.

(e) Ist i eine beliebige Gerade durch M, k die zu i senkrechte Gerade durch M, dann gilt auch
b = s; o8k, d.h. die Bewegung b ist von der speziellen Auswahl der zueinander senkrechten
Geraden durch M mnicht abhdngig.

Definition 2.3.5 Seien g, h zueinander senkrechte Geraden der Ebene mit Schnittpunkt M. Dann
heifit b := s, o s;, Punktspiegelung an M.

Bemerkungen 2.3.6:

(1) Der Name Punktspiegelung riithrt daher, dafl die Strecke PP’ bei einer Geradenspiegelung durch
die Symmetrieachse und bei einer Punktspiegelung durch den Punkt halbiert wird.

(2) Die Identitét und die Punktspiegelungen sind die einzigen gleichsinnigen Bewegungen, fiir die

bob =id gilt.

Nach dem obigen Satz ist eine Punktspiegelung allein durch den Punkt M bestimmt. Eine beliebige
Bewegung ist durch die Vorgabe von drei nicht kollinearen Punkten und ihren Bildern eindeutig
bestimmt. Fiir eine Punktspiegelung gilt:

Satz 2.3.7 Zu je zwei verschiedenen Punkten P, Q gibt es genau eine Punktspiegelung, die P auf Q)
abbildet, nimlich die Punktspiegelung am Mittelpunkt der Strecke PQ.

Wir wollen nun untersuchen, welche Bilder geometrischer Figuren bei einer Punktspiegelung entstehen.
Speziell interessieren Figuren, die auf sich abgebildet werden:

Definition 2.3.8 FEine Figur heifit achsensymmetrisch, wenn es eine Geradenspiegelung gibt, die

die Figur auf sich abbildet, und punktsymmetrisch, wenn es eine Punktspiegelung gibt, die die Figur
auf sich abbildet.

Beispiele: Gleichschenklige Dreiecke, Parallelenpaare, Rechtecke und Kreise sind achsensymmetrisch,
Rechtecke und Kreise sind punktsymmetrisch.

Satz 2.3.9 Sei M ein beliebiger Punkt, by die Punktspiegelung an M.

(a) Ist k eine beliebige Gerade mit M ¢ k, k' := by(k), dann ist k' parallel zu k. M hat zu k und
k' denselben Abstand, d.h. fiir die Senkrechte i zu k durch M mit Schnittpunkten P von k und
i bzw. Q von k' und i gilt |MP| = |MQ)|.

(b) Ist k eine beliebige Gerade mit M € k, dann ist k' := bpyr(k) =k, d.h. k ist Fizgerade von byy.

FEine Verallgemeinerung des Rechtecks gibt

Definition 2.3.10 FEin Viereck, dessen gegeniiberliegende Seiten jeweils zueinander parallel sind,
heifst Parallelogramm.
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Parallelogramme sind typische punktsymmetrische Figuren, wie sich aus dem folgenden Satz ergibt:

Satz 2.3.11 @ Ist by die Punktspiegelung an M, und sind A und B beliebige verschiedene Punkte
mit M ¢ AB, A" := by (A), B' := by (B). Dann ist das Viereck mit den Ecken A, B, A', B’ ein
Parallelogramm.

(b) Seien A, B, C und D Ecken eines Parallelogramms, M der Schnittpunkt der Diagonalen. Dann
ist das Parallelogramm punktsymmetrisch beziiglich M, gegeniiberliegende Seiten sind kongruent
und M ist der Mittelpunkt beider Diagonalen.

Aus der Untersuchung der Bilder von Winkeln unter einer Punktspiegelung ergeben sich wichtige
Folgerungen. Zuerst einige Benennungen:

Definition 2.3.12 Gegeben seien die Geraden h und k, die von der Geraden g in H bzw. K geschnit-
ten werden. Die Orientierung auf g sei so gewdhlt, daff H < K und damit gx—. C gr—, gilt.

(a) Liegen hp—, und kg, in derselben Halbebene beziiglich g, dann heifsen die Winkel < (gg—, hi—)
und 4 (9x—, kr—) Stufenwinkel.

(b) Liegen hp—, und ki_, in verschiedenen Halbebenen beziiglich g, dann heiffen die Winkel
J(ge—pr, hpg—) und 4 (g9x—, kix—) Wechselwinkel.

9K — Kk
K
9gH—
H
q th —
Stufenwinkel Wechselwinkel

Mit Hilfe der Punktspiegelungen folgt

Satz 2.3.13 (Wechsel-/Stufenwinkelsatz mit Umkehrung)

Werden die Geraden h und k von der Geraden g in H bzw. K geschnitten, dann gilt:
Die entstehenden Wechselwinkel sind genau dann kongruent, wenn k und h parallel sind.
Dasselbe gilt fiir die entstehenden Stufenwinkel.

Damit folgen einige wichtige elementargeometrische Aussagen:

Satz 2.3.14 (a) Seien «, (3, v die Innenwinkel eines Dreiecks. Dann ist die Summe der drei Winkel
ein gestreckter Winkel. ( Winkelsumme im Dreieck)

(b) Ein Aufenwinkel im Dreieck (d.h. ein Nebenwinkel eines Innenwinkels) ist gleich der Summe
der beiden nicht anliegenden Innenwinkel. (2. Aufenwinkelsatz)
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(c) Fine Gerade durch den Mittelpunkt einer Seite eines Dreiecks halbiert genau dann eine zweite
Seite, wenn sie zu der dritten Seite parallel ist. In diesem Fall heiffit die von dem Dreieck aus
dieser Geraden herausgeschnittene Strecke Mittelparallele des Dreiecks und ist halb so lang
wie die dritte Seite. (Satz von der Mittelparallelen)

(d) Seien g eine Gerade und py,pa,ps,--- parallele Geraden, die aus g kongruente Strecken heraus-
schneiden. Ist h eine beliebige, nicht zu p1 parallele Gerade, dann schneiden die Parallelen auch
aus h kongruente Strecken heraus.

Bemerkung 2.3.15:

1. Liegt die Halbgerade k4—, im Inneren des Winkels o :=<(ga—,ha—), dann kann man « als
Summe der Winkel § :=<9(ga—,ka—) und v := (ka—,hs_) auffassen. Fiir zwei Winkel  und
~, deren Scheitel nicht iibereinstimmen oder die nicht einen Schenkel gemeinsam haben, kann
man eine Winkelsumme definieren, indem man zu § einen geeigneten zu v kongruenten Winkel
~" addiert. o' ist nach Satz 2.2.3 eindeutig bestimmt. Allerdings geht das nur fiir Winkel, fiir
die die Vereinigung der Winkelfelder Teilmenge einer Halbebene ist. Fiir diese Winkel ist die
Winkelsumme eindeutig bestimmt bis auf Kongruenz.

2. Mit Hilfe der letzten Aussage kann man eine vorgegebene Strecke in n gleich lange Teile zerlegen.

2.4 Die Parallelverschiebung

Wir betrachten nun Verkniipfungen von zwei Spiegelungen an parallelen Spiegelgeraden:

Definition 2.4.1 Seien g und h parallele Geraden. Dann heif§it t := sj, o s, Parallelverschiebung
oder Translation.

Satz 2.4.2 Seien g und h parallele Geraden, t := spos, die zugehorige Parallelverschiebung, P und Q
beliebige verschiedene Punkte, P' :=t(P), Q' :=t(Q). Dann sind PP’ und QQ' kongruente Strecken,
die senkrecht zu g und doppelt so lang wie der Abstand der Geraden g und h sind, und P’ und Q' liegen

in derselben Halbebene beziiglich PQ, falls Q ¢ PP’, und sonst gilt P',Q € PQ’ oder P,Q" € P'Q.

Sind g und h parallele Geraden, k eine zu g (und damit auch zu h) senkrechte Gerade, M der Schnitt-
punkt von g und k, N der Schnittpunkt von A und &, dann gilt

t =508y, =85,0id0 Sy =5,08,085,0585="byobyy,

d.h. die Translation ¢ 148t sich als Produkt der zwei Punktspiegelungen by und by; darstellen. Umge-
kehrt gilt

Satz 2.4.3 Seien M und N beliebige verschiedene Punkte. Dann ist t := by o bys eine Parallelver-
schiebung. Ist P ein beliebiger Punkt, P' := t(P), dann ist PP’ parallel zu MN und doppelt so lang
wie MN, und P' und N liegen in derselben Halbebene beziiglich PM, falls P & MN, und sonst gilt
M, P" € s3,(M)P oder P,sy(M) € MP'.
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Bemerkung 2.4.4: Es ist sinnvoll, die Identitéit auch als Parallelverschiebung aufzufassen. Sie ist ja
als Produkt von zwei Geradenspiegelungen an derselben Geraden bzw. als Produkt von zwei Punkt-
spiegelungen an demselben Punkt darstellbar. Bei der Identitdt wird jeder Punkt der Ebene um eine
Strecke der Lange 0 verschoben.

Aus den Eigenschaften der Geraden- und Punktspiegelungen folgt:

Satz 2.4.5 (a) Eine Parallelverschiebung, die nicht die Identitdt ist, besitzt keinen Fizpunkt.

(b) Eine Gerade ist genau dann Fixgerade bei einer Parallelverschiebung, wenn sie senkrecht zu den
Spiegelgeraden bzw. parallel zur Verbindungsgeraden der Spiegelpunkte ist. Alle anderen Geraden
werden auf parallele Geraden abgebildet.

(c) Winkel, von denen ein Schenkel senkrecht zu den Spiegelgeraden bzw. parallel zur Verbindungs-
geraden der Spiegelpunkte ist, werden auf kongruente Stufenwinkel abgebildet.

(d) Ist t eine Translation, dann ist die inverse Bewegung t~1 ebenfalls eine Translation. Ist P ein
beliebiger Punkt, P' :=t(P), P" :=t=Y(P), dann ist P Mittelpunkt der Strecke P'P".

Analog zu den Geradenspiegelungen ist eine Parallelverschiebung schon durch die Angabe eines Punk-
tes und seines Bildpunktes festgelegt:

Satz 2.4.6 Seien P, @ beliebige Punkte der Ebene. Dann gibt es genau eine Parallelverschiebung t
mit t(P) = Q.

Wie Punktspiegelungen aus zwei Geradenspiegelungen an beliebigen zueinander senkrechten Gera-
den durch den Spiegelpunkt darstellbar sind, kann man auch die beiden Geradenspiegelungen bzw.
die Punktspiegelungen, durch die eine vorgegebene Translation dargestellt wird, unter gewissen Ein-
schrinkungen frei wihlen:

Satz 2.4.7 Seit eine Translation, P ein beliebiger Punkt, P' := t(P), k :== PP'.

(a) Es seien g und h zwei beliebige parallele Geraden mit Abstand 3|PP’|, die zu PP’ senkrecht sind.
Weiter sei M der Schnittpunkt von g und k, N der Schnittpunkt von_h und k, und R € k so
gewdhlt, daff P,P',M,N € kr_, und P € RP’ gilt, und es gelte M € RN. Dann gilt t = sj, 0 54.

(b) Seien M und N zwei beliebige Punkte mit Abstand |MN| = |PP'|, so daff fiir die zu MN
senkrechten Geraden g durch M und h durch N die Bedingungen aus (a) erfillt sind, und seien
by und by die Punktspiegelungen an M bzw. N. Dann gilt t = by o byy.

Translationen werden schon durch die ersten beiden Eigenschaften aus Satz 2.4.5 charakterisiert:

Satz 2.4.8 Jede geradentreue surjektive Abbildung der Ebene auf sich, die jede Gerade der Ebene auf
sich oder auf eine Parallele abbildet und keinen Fixpunkt besitzt, ist eine Parallelverschiebung.
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2.5 Die Drehung, Eigenschaften des Kreises

Die exakte Einfithrung des Begriffs der Orientierung von Dreiecken und Winkeln der Ebene wiirde den
zeitlichen Rahmen der Vorlesung sprengen. Wir wollen daher - in Anlehnung an die Bemerkungen zu
Beginn des Abschnitts 2.3 - anschaulich ein Dreieck AABC mit den Ecken A, B und C' positiv ori-
entiert nennen, wenn man beim Durchlaufen der Ecken in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn
lauft, und sonst negativ orientiert.

Definition 2.5.1 (a) Seien g, h zwei beliebige Geraden mit Schnittpunkt D, A # D ein beliebiger
Punkt auf gp—,, B # D auf hp—,. Der Winkel 4(9p—,hp—) heifit positiv orientiert, wenn
das Dreieck ANDAB positiv orientiert ist und im zugehdrigen Winkelfeld liegt. Im folgenden

— _
bezeichnen wir einen solchen Winkel auch durch 4(DAB) oder <(9p—,hp—).

(b) Eine Abbildung f der Ebene auf sich heifit Drehung oder Rotation, wenn sie genau einen
Fizpunkt D besitzt, und fiir je zwei Punkte P, Q der Ebene mit Bildpunkten P’ := f(P) und

—_ E— — —_
Q' := f(Q) die Strecken DP und DP' kongruent sind und die Winkel <(DPP’) und < (DQQ")
——
kongruent und gleichorientiert sind. D heifst Drehpunkt, <(DPP’) Drehwinkel.

Beispiele: Ist der Drehwinkel ein gestreckter Winkel, d.h. ist D wegen D € PP’ und |DP| = |DP/|
Mittelpunkt von PP’ fiir jedes P, dann ist die Drehung gleich der Punktspiegelung an D.

Die Identitét ist eigentlich keine Drehung, da sie mehr als einen Fixpunkt besitzt. Wir wollen sie aber
als Drehung mit Nullwinkel als Drehwinkel (und mit beliebig wéhlbarem Drehpunkt) auffassen.

Eine Punktspiegelung, die ja eine spezielle Drehung ist, haben wir als Verkniipfung von zwei Gera-
denspiegelungen definiert. Wir zeigen nun fiir beliebige Drehungen den Zusammenhang zu den Gera-
denspiegelungen:

Satz 2.5.2 Seien g und h zwei Geraden mit Schnittpunkt D, gp_, eine der Halbgeraden von g und
die Halbgerade hp—, so gewdihlt, dafi sie in dem Winkelfeld des gestreckten Winkels <(gp—, g—p) liegt.
Dann ist die Bewegung b := sj, o s4 eine Drehung um D mit Drehwinkel 2 < (9p—, hp—).

Im Gegensatz zu Geradenspiegelung, Punktspiegelung und Parallelverschiebung ist eine Drehung nicht
durch die Angabe eines Punktes und seines Bildpunktes festgelegt. Wegen der Kongruenzbedingung
|PD| = |@D| muf der Drehpunkt D auf der Mittelsenkrechten von PQ, d.h. der Senkrechten zu PQ
durch den Mittelpunkt von PQ, liegen, ist aber dort auch beliebig wihlbar (d.h. es gibt zu jedem
solchen D eine entsprechende Drehung). Gibt man auch D vor, dann ist die Drehung festgelegt:

Satz 2.5.3 Jede Drehung um D mit Drehwinkel o lifit sich als Produkt sy o s4 zweier Geradenspie-

gelungen darstellen, wobei g und h sich in D schneiden und den Winkel 504 einschlieflen.

Damit kann man auch die zu einer Drehung inverse Abbildung charakterisieren:

Satz 2.5.4 Sei b die Drehung um D mit Drehwinkel o. Dann ist die Drehung um D mit zu o kom-
plementdirem Drehwinkel die inverse Abbildung zu b.
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Kreise haben eine besondere Verbindung zu Drehungen. Ist ndmlich b eine Drehung um D, dann wird
jeder Kreis mit Mittelpunkt D auf sich abgebildet. Wir wollen einige wichtige Eigenschaften der Kreise
zusammenstellen:

Definition 2.5.5 (a) Schneidet eine Gerade g einen Kreis mit Mittelpunkt M in zwei verschiedenen
Punkten P und @, dann heif§t sie Sekante und die Strecke P(Q) Sehne. Liegt M auf der Sehne,
dann heifit sie Durchmesser.

(b) Schneidet eine Gerade g einen Kreis mit Mittelpunkt M in genau einem Punkt P, dann heifst
sie Tangente und der Punkt Beriithrpunkt.

U

(c) Ist k ein Kreis mit Mittelpunkt M, und sind P, Q und R drei nicht kollineare Punkte auf k,
—

_—
dann heifit (M P, M Q) Mittelpunktswinkel und < (RP, R

|

)

) zugehiriger Umfangswinkel.

Satz 2.5.6 Sei k ein Kreis mit Mittelpunkt M. Dann gilt:
(a) Jede Gerade durch M ist Symmetrieachse des Kreises.
(b) k wird durch jede Drehung um M auf sich abgebildet.
(c) Ist PQ eine beliebige Sehne des Kreises, dann geht die Mittelsenkrechte von PQ durch M.

(d) Sind P, Q und R drei nicht kollineare Punkte, dann gibt es genau einen Kreis, der diese Punkte
enthdlt. Er heifst Umkreis des Dreiecks APQR.

(e) Zwei verschiedene Kreise schneiden sich in hichstens zwei Punkten. Die Mittelpunkte der beiden
Kreise, die sich in den Punkten P und QQ schneiden, liegen auf der Mittelsenkrechten von PQ).

(f) Eine Gerade schneidet einen Kreis in hochstens zwei Punkten.

(9) Ist g eine Gerade, P ein gemeinsamer Punkt von g und k. Dann gilt: g ist Tangente an k mit
Beriihrpunkt P genau dann, wenn M P senkrecht zu g ist.

Fiir Dreiecke folgt daraus:

Satz 2.5.7 (a) Die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

(b) Die Héhen (Lote von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seite) eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt.

Fiir die Winkel im Kreis gilt:

Satz 2.5.8 (a) Alle Umfangswinkel, die zum gleichen Mittelpunktswinkel gehoren, sind zueinander
kongruent und halb so grof$ wie der Mittelpunktswinkel. (Umfangswinkelsatz)

(b) Jeder Umfangswinkel im Halbkreis (d.h. mit einem Durchmesser als Sehne) ist ein rechter Win-
kel. (Satz des Thales, ca.624-547 v.Chr.)
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2.6 Zusammensetzung gleichsinniger Bewegungen, Un-
tergruppen

Jede Bewegung kann man als Produkt von hochstens drei Geradenspiegelungen darstellen und jede
gleichsinnige Bewegung als Produkt von genau zwei Geradenspiegelungen, die gleichsinnigen Bewe-
gungen bilden also eine Untergruppe der Bewegungsgruppe, die ungleichsinnigen nicht. Wir haben in
den letzten Abschnitten alle moglichen Formen gleichsinniger Bewegungen untersucht und die Trans-
lationen und Drehungen (und die Punktspiegelungen als spezielle Drehungen) gefunden.

Verkniipft man zwei Drehungen um verschiedene Drehpunkte miteinander, dann erhélt man i.a. keine
Drehung, wie das Beispiel von zwei Punktspiegelungen an verschiedenen Punkten zeigt, deren Ver-
kniipfung eine Translation ergibt. Die Menge der Punktspiegelungen sowie die Menge der Drehungen
bilden also keine Untergruppe der Bewegungsgruppe.

Fiir die Translationen gilt aber

Satz 2.6.1 Sind t; und ty zwei Translationen, A, B und C beliebige Punkte mit A # B, B # C und
B =t1(A), C =ta(B). Dann ist t := ta oty eine Translation mit t(A) = C. Die Translationen bilden
also eine Untergruppe der Bewegungsgruppe.

Mit Hilfe der Translationen kann man Vektoren als Aquivalenzklasse aller Verbindungsstrecken von
Urbild und Bild definieren und erhélt aus dem obigen Satz die Summation von Vektoren.

Fiir die Drehungen gilt

Satz 2.6.2 Sind dy und do Drehungen mit Drehpunkt My bzw. Mo und Drehwinkel ap bzw. o,
b:=ds ody, dann gilt:

(a) Ist My = My, dann ist b eine Drehung um My mit Drehwinkel o + oy, die Drehungen um einen
festen Punkt bilden also eine (sogar kommutative) Untergruppe der Bewegungsgruppe.

(b) Ist My # My und sind die Drehwinkel komplementdr, dann ist b eine Translation.

(c) Sonst ist b eine Drehung um einen neuen Drehpunkt mit Drehwinkel oy + aa.

2.7 Die Schubspiegelung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt Produkte von drei Geradenspiegelungen. Fiir spezielle Lagen
der Spiegelgeraden zueinander ergibt sich keine neue Art von Bewegung:

Satz 2.7.1 Seien g, h und k beliebige Geraden, sy, sp, sy die zugehérigen Geradenspiegelungen und
b := s, 0 55 054. Sind entweder mindestens zwei der Geraden gleich oder alle zueinander parallel oder
haben alle drei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt, dann ist b eine Geradenspiegelung.

FEin analoger Satz gilt auch fiir alle Punktspiegelungen:

Satz 2.7.2 Das Produkt von drei Punktspiegelungen ist wieder eine Punktspiegelung.
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Die restlichen Fille von Produkten von drei Geradenspiegelungen behandelt

Satz 2.7.3 Seien g, h und k beliebige Geraden mit insgesamt mindestens zwei Schnittpunkten, s4,
Sp, si die zugehdrigen Geradenspiegelungen. Dann lifit sich b := sy o sy 0 54 als Produkt einer Gera-
denspiegelung an einer Geraden | und einer Translation in Richtung | darstellen.

Wir haben also eine Art von Bewegung gefunden, die mit den bisher bekannten nicht iibereinstimmt.

Definition 2.7.4 Die Verkniipfung einer Spiegelung an einer Geraden g mit einer Translation in
Richtung g heifst Schubspiegelung oder Gleitspiegelung, g heifst Schubspiegelachse.

Als Eigenschaften von Schubspiegelungen ergibt sich

Satz 2.7.5 (a) In einer Schubspiegelung sind die Spiegelung an der Schubspiegelachse und die Trans-
lation in Richtung der Schubspiegelachse vertauschbar.

(b) Jede Schubspiegelung kann man als Produkt von drei Geradenspiegelungen darstellen, so dafs
zwei der Spiegelgeraden zueinander parallel und die dritte senkrecht dazu ist.

(c) Jede ungleichsinnige Bewegung ist eine Spiegelung oder eine Schubspiegelung.
(d) Eine Schubspiegelung hat keinen Fixzpunkt. Die Schubspiegelachse ist die einzige Fizgerade.

(e) Sei b eine Schubspiegelung mit Achse g. Ist die Gerade h parallel zu g, dann ist h' := b(h) auch
parallel zu g und g ist Mittelparallele zu h und h'. Ist h senkrecht zu g, dann ist h' die durch die
Translation in Richtung g entstehende Parallele zu h.

(f) Sei P ein beliebiger Punkt, der nicht auf der Schubspiegelachse liegt, P' der Bildpunkt, dann
wird PP’ durch die Achse halbiert.
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3 Lingenmessung, Flicheninhalt, Ahnlichkeit

3.1 Langenmessung von Strecken

Durch das Axiom (D1) haben wir jeder (nicht zu einem Punkt entarteten) Strecke eine positive re-
elle Zahl zugewiesen, die wir Linge der Strecke nannten. Zwischen Strecken auf einer gemeinsamen
Trégergeraden mit einem gemeinsamen Endpunkt hat sich sofort eine Beziehung zwischen der Grofier-
Relation in der Menge der reellen Zahlen und der Inklusion der Strecken (als Punktmengen) ergeben.

Léngen zu messen bedeutet nun, die Lange einer beliebigen Strecke mit der Linge einer festen Strecke
zu vergleichen.

Die feste Strecke wird Mafleinheit genannt. Thre Auswahl ist willkiirlich (natiirlich darf sie nicht die
Lénge 0 haben).

Beispiele fiir Mafleinheiten sind Elle, Fufl, Zoll, die sich an durchschnittlichen menschlichen Korper-
maflen orientierten, oder Meter, das urspriinglich als (ungefihr) 1:40.000.000-ter Teil des Erdumfangs
gewihlt wurde.

Der Mafleinheit wird nun die Zahl 1 als Lénge zugeordnet.

Ist n eine natiirliche Zahl, und triagt man auf der Trégergeraden einer Strecke der Lénge 1 (also einer
zur MaBeinheit kongruenten Strecke) n-mal fortgesetzt entlang der Orientierung auf der Trigergeraden
dazu kongruente Strecken ab, dann erhélt man wegen (D1) eine Strecke der Linge n + 1, d.h. jede
natiirliche Zahl kommt als Streckenmaf vor.

Sei nun r = b eine beliebige positive rationale Zahl mit positivem Zé&hler p und positivem Nenner gq.
q
Wegen Satz 2.3.14 (d) kann man die MaBeinheit in ¢ gleichlange Teile zerlegen, und durch Abtragen

von p Strecken der Linge — auf einer gemeinsamen Geraden erhélt man eine Strecke der Lénge r.
q

Fiir reelle Zahlen gilt dasselbe, der Beweis ist aber nicht mehr elementar, sondern benttigt eine genaue
Kenntnis der Eigenschaften der reellen Zahlen.

Die Art der Einfiihrung der reellen Zahlen (z.B. durch Intervallschachtelungen oder Cauchy-Folgen
oder Dedekindsche Schnitte) erfordert entsprechend verschiedene Beweise.

Eine direkte Beziehung zu den Streckenldngen hat das

Axiom von Archimedes 3.1.1

(Ar) Sei a eine beliebige positive reelle Zahl. Dann gibt es (genau) eine natirliche Zahl n
mitn <a<n+1.
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Sind nun zwei Strecken der Léngen a > 0, b > 0 gegeben, dann kann man die zweite Strecke als
MafBeinheit nehmen, und erhélt:

Satz 3.1.2 Seien s1, so zwei Strecken positiver Linge. Dann kann man auf der Trdgergeraden von sy
eine Strecke s3 konstruieren mit

n-|sa| < s1| <[s3| = (n+1)-[sa],

indem man auf der Trigergeraden von s1, ausgehend von einem Endpunkt, endlich oft ( n-mal) zu so
kongruente Strecken abtrdgt.

Bemerkung 3.1.3: Mit dem Archimedischen Axiom und mit Hilfe von Intervallschachtelung kann
man zu jeder beliebig gewdhlten Mafleinheit so jeder Strecke s; eine Mafizahl zuordnen.

3.2 Flachenbegriff und Inhaltsgleichheit

Unter einer Flédche versteht man anschaulich eine zweidimensionale Punktmenge. Da wir ohne den
Begriff der Dimension arbeiten, benutzen wir den Begriff der Kreisfliche zur Abgrenzung gegen Linien:

Definition 3.2.1 Sei F' C I' eine Punktmenge der Ebene.

(a) Sei M ein Punkt der Ebene, r > 0 eine reelle Zahl. Die Menge der Punkte P der Ebene mit
|PM| < r heifit Kreisfliche.

(b) Sei A € F ein Punkt. Gibt es einr > 0, so daf die Kreisfliche mit Mittelpunkt A und Radius r
Teilmenge von F ist, dann heifst A innerer Punkt von F. Die Gesamtheit aller inneren Punkte
von F heifit offener Kern von F'.

(c) F heifit Fldche, wenn F' mindestens einen inneren Punkt enthilt.

(d) Ist A € T weder innerer Punkt von F noch von '\ F, dann heifit A Randpunkt von F. Die
Gesamtheit aller Randpunkte von F' heifst Rand von F'.

Die obigen Definitionen stimmen natiirlich mit der Anschauung {iberein.

Man will nun analog zur Léngenmessung jeder Fliche F' eine nichtnegative reelle Zahl |F| als Flachen-
inhalt zuordnen. Der Flichenbegriff ist aber dafiir zu allgemein. (Innerhalb der Mafi— und Integrati-
onstheorie wird die Frage untersucht, wann dies moglich ist. Auch fiir sehr allgemeine Maf3definitionen
ergeben sich nicht mefibare Mengen.) Wir beschriinken uns daher hier auf elementargeometrische Fi-
guren wie z.B. konvexe Polygone (Dreiecke, Rechtecke, Parallelogramme usw.). Die Vorgehensweise
ist aber typisch auch fiir die Integrationstheorie und beruht auf folgenden Axiomen:
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Flacheninhaltsaxiome 3.2.2
(F1) Kongruente Flichen haben denselben Flicheninhalt.

(F2) Ist eine Fliche F in n Teilflichen Fy, ..., F, zerlegt, d.h. (mit einer natirlichen Zahl n) gilt

n
F= U Fy und Fy N0 Fy, enthdlt fir | # k keinen inneren Punkt,
k=1

dann folgt
|F| = |Fy| 4 [P + ...+ |Fy.

(F3) Jedes Quadrat mit der Seitenlinge 1 hat den Flicheninhalt 1.

Definition 3.2.3 Zwei Flichen F und F' heifien zerlegungsgleich, wenn es Zerleqgungen von F in
Fi,...,F, und von F' in F{, ..., F} gibt, so daf jeweils F}, und F; kongruent sind.

Aus den Axiomen (F1) und (F2) folgt damit

Satz 3.2.4 Zwei zerlegungsgleiche Flichen haben denselben Fldicheninhalt.

Fiir Rechtecke, deren Seiten rationale Linge haben, kann man analog zu den Léngenberechnung bei
Strecken den Flécheninhalt berechnen, indem man sie in kongruente Quadrate zerlegt, deren Sei-
tenléinge gleich 1/(Hauptnenner der Seitenlingen) ist. Fiir Seiten mit nichtrationaler Linge sind wieder
die Eigenschaften der Menge der reellen Zahlen zu beriicksichtigen. Es gilt allgemein:

Satz 3.2.5 FEin Rechteck mit Seiten der Ldinge a und b hat den Fldacheninhalt a - b.

Fiir Parallelogramme und Dreiecke folgt:

Satz 3.2.6 (a) Sind ABCD und ABEF zwei Parallelogramme mit gleicher Seite AB und liegen die
dazu parallelen Seiten CD und EF auf derselben Geraden, dann haben beide Parallelogramme
denselben Fliacheninhalt. Er ist gleich dem Produkt der Léinge |AB| von AB mit dem Abstand
der Parallelen AB und CD, der Linge der zugehirigen Hohe.

(b) Sei NABC' ein Dreieck, E der Mittelpunkt der Seite BC. Dann hat das Dreieck denselben Fld-
cheninhalt wie ein Parallelogramm mit Seite AB und gegeniiberliegender Seite auf einer Par-

allelen zu AB durch E. Ist a = |AB|, h die Linge der Dreieckshihe durch C, dann ist der

Flicheninhalt % .

Damit folgt speziell, dafl zwei Dreiecke mit gleicher Grundseite, deren Spitzen auf einer (gemeinsamen)
Parallelen zu der Grundseite liegen, denselben Flicheninhalt haben.
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Manchmal ist es einfacher, Fldcheninhalte durch Hinzufiigen anderer Flachen zu bestimmen.

Definition 3.2.7 Zwei Flichen F und F’' heiffen erginzungsgleich, wenn es zerlequngsgleiche Fli-
chen G und G' mit Zerlegungen von G in F und Fy, ..., F, und von G' in F' und F},...,F), gibt, so
daf$ jeweils G und G' und Fj, und F},, 1 < k < n, kongruent sind.

Es folgt wie bei zerlegungsgleichen Flichen, dafi ergéinzungsgleiche Flachen denselben Flicheninhalt
haben. Man kann sogar zeigen, daf3 zwei ergénzungsgleiche Vielecke auch immer zerlegungsgleich sind.

Als Folgerung ergibt sich z.B.:

Satz 3.2.8 (a) Sei ABCD ein Parallelogramm, S ein innerer Punkt der Diagonalen AC. Weiter
seien EG die Parallele zu BC durch S (mit E € AB und G € CD) und FH die Parallele zu
AB durch S (mit F € BC und H € AD). Dann haben die Parallelogramme HSGD und EBFS
denselben Fldcheninhalt.

(b) Ein Trapez ABCD mit parallelen Seiten AB der Linge a und CD der Linge c und zugehoriger
Héhe mit Linge h (gleich Abstand der Parallelen) hat den Flicheninhalt ate h.

Mit denselben Uberlegungen kann man den Satz von Pythagoras und den damit verwandten Katheten—
und Hohensatz zeigen. Dabei sei wie iiblich die Hypothenuse die Dreiecksseite, die dem rechten Winkel
gegeniiberliegt, und die Katheten die anderen beiden Seiten.

Satz 3.2.9 (Kathetensatz (Euklid)) In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit Hypothenuse
AB sei D der Fuflpunkt der Hohe auf AB. Dann gilt

AC? — [AD|-[AB| wnd [BC| = (BD|-[4B|.

Satz 3.2.10 (Pythagoras) In einem rechtwinkligen Dreieck mit Katheten der Linge a und b und
Hypothenuse der Linge c gilt a? + b =2

Bemerkungen 3.2.11:

1. Im Bereich der Zahlentheorie untersucht man, ob es natiirliche Zahlen a, b, ¢ gibt, fiir die die
Gleichung aus dem Satz des Pythagoras gilt. Ein solches Zahlentripel heiffit pythagoriisches
Tripel. Man kann zeigen, dafl es unendlich viele solcher (sogar teilerfremder) Tripel gibt.

Von Pierre Fermat (1601-1655) stammt die Behauptung, daf keine der Gleichungen

" 4yt =2", z,y,z2,n €N, n> 2,
losbar ist. Diese Aussage heifit Grofler oder (letzter) Fermatscher Satz und wurde erst 1997
durch Andrew Wiles bewiesen.

2. Die herausragende Bedeutung des Satzes von Pythagoras (und der damit verbundenen Sétze wie
Katheten- und Hohensatz) kann man daran erkennen, dafl zahlreiche im Grundansatz verschie-
dene Beweise entwickelt wurden.
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3. Die Aussagen des Kathetensatzes und des Satzes von Pythagoras sind dquivalent, d.h. man kann
sie jeweils aus dem andern herleiten.

4. Katheten- und Hohensatz ergeben die Moglichkeit, nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal zu einem
gegebenen Rechteck ein flicheninhaltsgleiches Quadrat zu konstruieren. Eine solche Aufgaben-
stellung nennt man eine Quadratur. Eines der groBen antiken (erst in der Neuzeit geldsten)
Probleme war die Quadratur des Kreises. Der Nachweis, dafl dies nicht moglich ist, gelang erst
Ende des 19. Jahrhunderts.

Schon seit der vorgriechischen Antike wird die Umkehrung des Satzes von Pythagoras benutzt, um
ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren:

Satz 3.2.12 Es seien a, b, c reelle Zahlen, die die Gleichung a® 4+ b*> = ¢ erfiillen, und ANABC' ein
Dreieck mit |AB| = ¢, |AC| = b, |BC| = a. Dann ist das Dreieck rechtwinklig.

Satz 3.2.13 (Hohensatz (Euklid)) In einem rechtwinkligen Dreieck NABC mit Hypothenuse AB
sei D der Fufpunkt der Hohe auf AB. Dann gilt

'DC* = [AD| - [DB|.

3.3 Strahlensitze, zentrische Streckung, Ahnlichkeit

Aus den Kongruenzsitzen und der Flachenformel fiir Dreiecke erhilt man

Satz 3.3.1 (1. Strahlensatz) Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfang A von zwei Paralle-
len geschnitten, die beide nicht durch A laufen, dann verhalten sich die Ldngen von irgend zwei (der
durch die Parallelen erzeugten) Abschnitte auf dem einen Strahl wie die Lingen der entsprechenden
Abschnitte auf dem zweiten.

Satz 3.3.2 (2. Strahlensatz) Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfang A von zwei Paral-
lelen geschnitten, die beide nicht durch A laufen, dann verhalten sich die Lingen der Abschnitte auf
den Parallelen wie die Lingen der entsprechenden Abschnitte auf einem der Strahlen.

Bemerkung 3.3.3: Beide Strahlensétze lassen sich auch auf die Situation verallgemeinern, dafl zwei
sich in A schneidende Geraden durch ein Parallelenpaar geschnitten wird.
Der 1. Strahlensatz ist auch umkehrbar (im Gegensatz zum 2.):

Satz 3.3.4 (Umkehrung des 1. Strahlensatz) Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfang
A von zwei Geraden geschnitten, die beide nicht durch A laufen, und verhalten sich die Lingen von
irgend zwei (der durch die Geraden erzeugten) Abschnitte auf dem einen Strahl wie die Lingen der
entsprechenden Abschnitte auf dem zweiten, dann sind die beiden Geraden parallel.

Bemerkung 3.3.5: Die Umkehrung des 2. Strahlensatzes gilt nicht.
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Wir betrachten nun surjektive Abbildungen der Ebene, die die Abstéinde der Punkte veréindern, also
im allgemeinen keine Bewegung sind.

Definition 3.3.6 FEine Abbildung der Ebene auf sich heifit zentrische Streckung, wenn es eine
positive reelle Zahl k € IR, k > 0, und einen Fixpunkt S € I' gibt, so daf fiir jeden Punkt P und sein
Bild P’ gilt:

(a) P’ liegt auf der von S ausgehenden Halbgeraden durch P.
(b) |P'S|=k-|PS]|.

S heifst Streckzentrum, k Streckfaktor. Bild und Urbild einer zentrischen Streckung heifsen zen-
trisch dhnlich.

Bemerkungen 3.3.7:
(1) Eine zentrische Streckung ist durch Streckzentrum und Streckfaktor eindeutig festgelegt.
(2) Fiir k =1 ist jede entsprechende zentrische Streckung gleich der Identitéit.

(3) Jede zentrische Streckung ist bijektiv, d.h. jeder Punkt der Ebene hat insbesondere genau einen
Urbildpunkt. Die zentrische Ahnlichkeit ist eine symmetrische Relation.

(4) Unter einer Dilatation mit Zentrum S und Faktor k£ € IR, k& # 0, versteht man fiir £ > 0 die
entsprechende zentrische Streckung und fiir £ < 0 eine zentrische Streckung mit Faktor |k| und
anschlieBender Punktspiegelung an S.

Fiir die Abbildung von Geraden, Strecken und Winkel gilt:

Satz 3.3.8 Sei f eine zentrische Streckung mit Streckzentrum S und Streckfaktor k.
(a) Jede Gerade durch S ist Fizgerade von f.
(b) Jede Gerade, die S nicht enthdilt, wird auf eine dazu parallele Gerade abgebildet.
(c) Eine Strecke wird auf eine Strecke k-facher Linge abgebildet.
(d) Jeder Winkel wird auf einen kongruenten Winkel abgebildet.

(e) Ein Dreieck wird auf ein anderes Dreieck mit zum Urbild paarweise parallelen Seiten k-facher
Linge, paarweise kongruenten Winkeln und demselben Umlaufsinn abgebildet.

(f) Ein Kreis mit Radius r wird auf einen Kreis mit Radius k - r abgebildet.

Fiir je zwei Dreiecke und allgemeiner je zwei n-FEcke kann man aus bestimmten Eigenschaften die
zentrische Ahnlichkeit erkennen:

Satz 3.3.9 (a) Zwei Dreiecke, bei denen je zwei Seiten paarweise parallel sind und die Verbin-
dungsgeraden entsprechender Ecken sich in einem gemeinsamen Punkt schneiden, sind zentrisch
dhnlich. Insbesondere sind auch die dritten Seiten zueinander parallel. (Desargues)
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(b) Zwei inkongruente Dreiecke mit paarweise parallelen Seiten sind zentrisch dhnlich.

(¢c) Zwei n-Ecke, deren Seiten paarweise parallel sind und bei denen parallele Seiten konstantes
Langenverhdltnis k # 1 haben, sind zentrisch dhnlich.

Bemerkung 3.3.10: Sind bei zwei n-Ecken, n > 3, nur alle entsprechenden Seiten parallel, dann
miissen sie nicht zentrisch dhnlich sein, wie man am Beispiel von einem Quadrat und einem geeigneten
Rechteck erkennt.

Satz 3.3.11 Ist F' eine Fliche mit Flicheninhalt |F|, f eine zentrische Streckung mit Streckfaktor k
und F' = f(F). Dann hat F' den Flicheninhalt |F'| = k?|F|.

Im folgenden wird gezeigt, daf die Dilatationen (mit Faktor k € IR, k # 0, genau die Abbildungen der
Ebene auf sich sind, die die Eigenschaften von Satz 3.3.8 (a) und (b) haben.

Nach Satz 2.4.8 ist jede dieser Abbildungen, die keinen Fixpunkt besitzen, eine Translation. Ande-
rerseits kann eine solche Abbildung hochstens einen Fixpunkt haben, wenn sie nicht die identische

Abbildung ist:

Satz 3.3.12 Sei f # id eine Abbildung der Fbene auf sich, die jede Gerade auf sich oder eine Parallele
abbildet. Dann gilt:

(a) Ist S Fizpunkt, dann ist jede Gerade durch S Fizgerade von f.

(b) f hat hochstens einen Fizpunkt.

Damit ergibt sich fiir derartige Abbildungen mit genau einem Fixpunkt:

Satz 3.3.13 Sei f eine Abbildung der Ebene auf sich, die jede Gerade auf sich oder eine Parallele
abbildet und genau einen Fizpunkt S hat (d.h. f ist weder die Identitit noch eine Translation). Dann
qgilt:

(a) Fiir jeden Punkt P € T' mit P' := f(P) sind die Punkte P, P' und S kollinear.
(b) Eine Gerade g ist genau dann Fizgerade von f, wenn S € g.

(¢) Durch Vorgabe des Fizpunktes S und des Bildpunktes A" zu einem festen Punkt A # S ist f
eindeutig festgelegt.

(d) Sei A # S beliebig, A" = f(A) und

AI
—“‘Z A" fir S AA
= , .
||§i|| fir S ¢ AA

Fir k > 0 ist f eine zentrische Streckung mit Zentrum S und Faktor k und fir k < 0 eine
zentrische Streckung mit Zentrum S und Faktor |k| und anschlieffender Punktspiegelung an S.
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Wir verkniipfen nun Dilatationen und Bewegungen:

Definition 3.3.14 Die Verkniipfung von endlich vielen Dilatationen mit endlich vielen Bewegungen
heift Ahnlichkeitsabbildung. Zwei geometrische Figuren, die durch eine Ahnlichkeitsabbildung auf-
einander abgebildet werden, heiffen dhnlich.

Bemerkungen 3.3.15:

(1) Dilatationen mit Faktor & < 0 kann man als zentrische Streckung mit anschlieBender Punkt-
spiegelung auffassen. Daher betrachten wir hier nur Verkniipfungen von zentrischen Streckungen
mit Bewegungen.

(2) Da zentrische Streckungen und gleichsinnige Bewegungen die Orientierung (eines Dreiecks) nicht
dndern, #ndert sich die Orientierung bei einer Ahnlichkeitsabbildung genau dann, wenn eine
ungerade Anzahl ungleichsinniger Bewegungen auftritt.

Satz 3.3.16 Ahnlichkeitsabbildungen sind geraden-, winkel-, parallelen- und verhdiltnistreu.

Das Bild eines Dreiecks unter einer Ahnlichkeitsabbildung ist also ein Dreieck, dessen Winkel paar-
weise kongruent zu den Winkeln des Urbildes sind, und deren Seitenlédnge jeweils zu der Léange der
entsprechenden Seite des Urbildes dasselbe Verhéltnis hat. Umgekehrt gilt

Satz 3.3.17 Gegeben seien zwei Dreiecke AABC und AA'B'C’, und entsprechende Innenwinkel seien

zueinander kongruent. Dann gibt es eine Ahnlichkeitsabbildung f mit A" = f(A), B' = f(B) und
C' = f(0).

Korollar 3.3.17.1 Sind zwei Winkel eines Dreiecks kongruent zu den entsprechenden Winkeln eines
anderen Dreiecks, dann sind die Ldngenverhdltnisse entsprechender Seiten gleich.

Es gilt auch die Umkehrung;:

Satz 3.3.18 Stimmen bei zwei Dreiecken die Lingenverhdltnisse entsprechender Seiten tberein, dann
sind sie dhnlich, d.h. entsprechende Winkel sind kongruent.
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