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Dieses Skript ist hauptsachlich zu meiner eigenen Vorbereitung auf die Vorlesung
geschrieben. Es enthalt keine Bilder und ist liberhaupt weniger bunt und weniger
kommunikativ als die Vorlesung, auBerdem nicht besonders gut korrektur-gelesen.
Quellen sind Biicher von Oprea, do Carmo, Bar und Jost, auBerdem eine Vorlesung
von Steffen.

1 Kurven

1.1 Definition und Beispiele von Kurven

Die intuitive Vorstellung von einer Kurve (1-dim. Punktmenge oder besser Bahn ei-
nes bewegten Punktes im Raum) lésst sich auf verschiedene Weise in mathematische
Konzepte fassen. Dabei kiimmern wir uns zunéchst noch nicht um Regularitiat (d.h.
Glattheit oder Differenzierbarkeit) der Kurve. Die folgenden Definitionen sind auch
zunéchst sehr allgemein gehalten, in der Absicht, méglichst wenig “Kurven” auszu-
schlielen. Spéater werden wir zusétzliche Forderungen stellen, um “schone” Kurven zu
erhalten.

Definition (Kurven im R") (i) Die implizite Darstellung einer Kurve in R™ ist ein
Gleichungssystem

g(x) =0 mit g : R" D D — R"™ (mindestens stetig),
d.h. n — 1 Gleichungen gi(x1,...,2,) = 0, 1 < k < n —1 fir n Unbekannte. Die
Lisungsmenge {x € D : g(x) = 0} heifit die hierdurch implizit definierte Kurve.
(i1) Die parametrische Darstellung einer Kurve in R™ ist eine stetige Abbildung
a:l —R" tsa(t) = (a*(t),...,a"(t))
eines Intervalls (Parameterbereichs) I C R nach R"™, Die Abbildung « heifit parame-
trisierte Kurve, ihr Bild heif$t Spur der parametrisierten Kurve.

(i7i) Die Graphendarstellung einer Kurve in R" (auch nicht-parametrische Darstellung
genannt) ist gegeben durch eine stetige Funktion f : I — R"™' auf einem Intervall
I C R. Die zugehirige Kurve ist

Graph(f) :={x € R": 2* € I, 2" = f*(a!) firk=1,...,n — 1}
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als implizite bzw.

It (t fr't),...,f"1t) e R

als parametrische Kurve. Als explizite Kurvendarstellung bezeichnen wir das Bild einer
Graphendarstellung unter einer Bewegung T (Drehung plus Translation) der R™, d.h.
T(Graph(f)) bzw. t — T(t, f(t)).

Bemerkung: Wie unter Geometern iiblich schreiben wir die Indizes fiir Komponenten
von Vektoren oben. Man gewohnt sich dran. Il

Grundlegende Beispiele (von ebenen Kurven, n = 2):
(1) Geraden werden implizit beschrieben durch

a-z+b=0 mit a € R?\ {0}, b € R.
Parametrische Darstellungen sind z.B. von der Form
Rot—tu+v mit u,v € R? u # 0.

Nicht-vertikale Geraden sind natiirlich auch Graphen von f(z,) = cx; +d, ¢,d € R,
wahrend vertikale Gerdagen nur nach einer Drehung als Graph geschrieben werden
konnen (explizite Darstellung).

(2) Die Kreislinie um den Punkt z € R? mit Radius R > 0 wird implizit beschrieben
durch die Gleichung

(l’l _ 21)2 4 (.1'2 . Z2>2 — RQ.
Eine parametrische Darstellung ist

t i+ (2! + Rcoswt, 2> + Rsinwt)

mit Winkelgeschwindigkeit w # 0. Nimmt man ganz R als Definitionsbereich, so wird
die Kreislinie unendlich oft durchlaufen. Einmal durchlaufen wird sie z.B., wenn man
I =10, 27”[ wahlt. Beide Parametrisierungen haben aber dasselbe Bild, d.h. dieselbe
Spur. Eine explizite Darstellung als Graph ist natiirlich nicht fiir die gesamte Kreislinie
moglich. Hierzu muss man sich auf einen Halbkreis beschrénken.

Der Kreis ohne einen Punkt kann auch durch rationale Funktionen parametrisiert wer-
den:

2
R
t2+1’z + 2 4+1

Dies ist die sogenannte stereographische Parametrisierung. (Bild!)

2 _
Rat»—><zl+R 2t t 1),

(3) Allgemeiner versteht man unter Quadriken in R? alle Kurven, die durch eine all-
gemeine quadratische Gleichung der Form

axf + 2bxq 29 + cxg +dr; +exa+ f=0

mit a,b,¢,d, e, f € R und (a,b,c) # (0,0,0) implizit beschrieben werden. (Hier aus-
nahmsweise Indizes unten wegen der vielen Quadrate!) Wir wollen uns einen Uberblick
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iiber diese Kurven verschaffen. Dabei wollen wir durch Drehungen und Verschiebungen
(die ja beide nicht viel an den geometrischen Eigenschaften der Kurve dndern) die Kur-
ve in eine giinstige Lage bringen, in der wir sie bequem analysieren kénnen. Zunéchst

beobachten wir, dass wir mit A := (ZS) und v := (f) die Gleichung als

x-Ar+v-z+ f=0

schreiben konnen. Da A symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar, d.h. es gibt eine or-

thogonale 2 x 2-Matrix B, so dass BAB™! = (31)\2), wobei

_a+tc (a—c? ., _a+tc (a—c)?
M= Tt =t b

die Eigenwerte von A sind. Schreibe jetzt y := Ba; d.h. der Ubergang von a- zu y-
Koordinaten entspricht der Drehung mittels der orthogonalen Matrix B~!. Mit u :=
B~'v transformiert sich unsere Gleichung zu

My + Aays + uryr + ugyz + f = 0.
Falls \; # 0 und Ay # 0, so konnen wir dies noch weiter vereinfachen. Wir setzen
z1 =y + 2“711 und 29 1=y + 2“722 Diese Transformation entspricht einer Verschiebung

2 2
in R?. Mit g := f — - — ;52 vereinfacht sich unsere Gleichung weiter zu

)\12% + )\2222 +9g= 0.

Jetzt konnen wir mehrere geometrisch relevante Fiélle unterscheiden:
1. Fall: \{, Ay und —¢g haben dasselbe Vorzeichen.

In diesem Fall schreiben wir 7% := —g/\;, r2 := —g/As und finden damit

2 2
@) (@)
T1 T2
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Halbachsen r; und r5. Sie kann auch parame-
trisch dargestellt werden durch

R >t — (rycost,resint).

Elementargeometrisch ist diese Ellipse dadurch charakterisiert, dass die Abstandssum-
me zu den beiden Brennpunkten (++/77 — r3,0) konstant gleich 27 ist (falls r; > 7o,
sonst muss man die Rollen der beiden Komponenten vertauschen). Im Spezialfall
r1 = 1y ist die Ellipse ein Kreis.

2. Fall: A\; und Ay haben unterschiedliche Vorzeichen und g # 0.

Hat g dasselbe Vorzeichen wie x5, dann setzen wir r? := —g/A; und r3 = g/\y und

finden
)y -2
—) - (=) =1.
T T2



Es handelt sich um eine Hyperbel, die aus zwei Asten besteht. Jeder einzelne Ast kann
parametrisch durch
R > ¢+ (£r cosht,rysinht)

dargestellt werden; aber die Hyperbel als ganze hat keine parametrische Darstellung!
Auf der Hyperbel ist iibrigens die Differenz der Abstiande zu zwei “Brennpunkten”
konstant.

Fiir ¢ mit dem anderen Vorzeichen geht nach Vertauschung der Komponenten alles
genauso.

3. Fall: \;, Ay haben gleiche Vorzeichen, g = 0.

In diesem (degenerierten) Fall besteht die “Kurve” aus dem einzelnen Punkt z = (0, 0).
4. Fall: A\;, A9, g haben gleiche Vorzeichen.

Dieser Fall ist ebenfalls degeneriert, denn die Kurve ist die leere Menge.

5. Fall: A\; und Ay haben unterschiedliche Vorzeichen und g = 0.

Dann haben wir A, 22+ Xp23 = 0, also 21 /25 = £+/—Xa/)\;. Folglich besteht die Losungs-

menge aus zwei Geraden, die sich im Ursprung schneiden. Auch dieser Fall wird als
degeneriert betrachtet.

In den restlichen drei Fallen ist entweder A; oder A gleich 0 (beides zuglkeich ist wegen
A # 0 ausgeschlossen). Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass Ay = 0. Die Gleichung fiir yy, yo

2
. . . u
transformieren wir nun mit z; := y; + 2"711, 29 =19, g = f — o und erhalten

)\12% + U222 + g = 0.

6. Fall: /\1 ?é 0, /\2 = 0, U9 7A 0.
Dann konnen wir nach zy auflosen und finden
1 2
2 = —— ()\131 +9).
Uz

Das beschreibt den Graphen einer quadratischen Funktion und deshalb eine Parabel.
Ubrigens sind Parabeln dadurch charakterisiert, dass es eine Gerade und eine nicht auf
dieser Geraden liegenden Punkt gibt, so dass die Absténde zu diesen beiden Objekten
fiir jeden Punkt der Parabel gleich ist.

7. Fall: A\ #0, Ay =0, us =0, g =0.

Die Losungsmenge der Gleichung A\, 27 = 0 ist die Gerade z; = 0.

8. Fall: Ay =0, us = 0, A\; und ¢ haben unterschiedliche Vorzeichen.

Die Losungsmenge der Gleichung \;z% + g = 0 besteht aus zwei parallelen Geraden.
9. Fall: \y =0, up =0, A; und g haben gleich Vorzeichen.

Wie im 4. Fall ist hier die Lésungsmenge leer.

Wir haben damit die Quadriken klassifiziert. Es handelt sich um Ellipsen, Parabeln
und Hyperbeln (nichtdegenerierte Quadriken), oder (im degenerierten Fall) um Paare
von Geraden, Geraden, Ein-Punkt-Mengen oder die leere Menge.
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(4) Allgemeiner werden ebene algebraische Kurven implizit durch
p(zy,22) =0, p ein Polynom in z, z,

beschrieben. Die Quadriken entsprechen hier dem Fall quadratischer Polynome. Mit
zunehmendem Grad wird die Klassifikation schnell uniibersichtlich. Tatséchlich spie-
len solche impliziten Beschreibungen von Kurven in der Differentialgeometrie nur eine
untergeordnete Rolle, Das Studium algebraischer Kurven iiberlassen wir der algebrai-
schen Geometrie. O

Bemerkungen: (1) Die Stetigkeitsvoraussetzungen in der Definition reichen in kei-
nem der Fille aus, um degeneriertes Verhalten auszuschlieen. Wie wir in Beispiel (3)
gesehen haben, sind in (i) die leere Menge oder auch ein einzelner Punkt als Kurven
erlaubt, und mit g(z) = 0 sogar der ganze Raum! Auch bei (ii) sind ein Punkt oder
eine den ganzen Raum fiillende Kurve erlaubt (Peano-Kurven bilden sogar ein Inter-
vall surjektiv und stetig auf z.B. [0, 1]*> ab). Bei (iii) ist es nicht ganz so extrem, aber
immerhin sind noch ziemlich zerknitterte Graphen unendlicher Léange erlaubt.

(2) Unter geeigneten zusétzlichen Regularitétsvoraussetzungen sind aber die Konzep-
te implizit, parametrisch oder explizit beschriebener Kurven lokal dquivalent (in dem
Sinne, dass zumindest die Kurven stiickweise durch diese Konzepte beschrieben wer-
den). Ist z.B. in (i) die Funktion g mindestens C' und Rang Dg = n — 1, so liefert der
Satz iiber die implizite Funktion (bis auf Drehung) eine lokale Graphendarstellung der
Losungsfunktion. Fiir den Ubergang von (i) zu (iii) braucht man z.B. die zusitzliche
Voraussetzung o/ (t) # 0 auf einer Umgebung von ¢y € I, um « lokal mit dem Umkehrs-
atz als Graph darzustellen. Die Uberginge von (iii) nach (i) oder (ii) stehen schon in
der Definition.

(3) Natiirlich enthélt eine parametrisierte Kurve mehr Information als ihre Spur,
némlich einen zeitlichen “Fahrplan”, nach dem die Kurve durchlaufen wird, und damit
auch z.B. eine Durchlaufrichtung. In der Differentialgeometrie sind Kurven meistens
in parametrisierter Form gegeben Ist von einer Kurve die Rede, so meint man damit
meist eine parametrisierte. Il

Definition (differenzierbare und regulire Kurven, Linge)

(i) Eine (parametriserte) Kurve o : I — R"™ heifit (k-mal) differenzierbar, falls jeder
der Komponentenfunktionen o', i = 1,...,n, (k-mal) differenzierbar ist. Wir nennen
a glatt, falls sie unendlich oft differenzierbar ist. Ist a stetig auf I und differenzier-
bar auf I bis auf hochstens abzdhlbar viele diskret (d.h. ohne Héiufungspunkt) liegende
Punkte, so heifit a stiickweise differenzierbar. Eine C*-Kurve ist eine k-mal stetig dif-
ferenzierbare Kurve.

(i1) Eine differenzierbare Kurve o : I — R™ heifst regulér, falls o/(t) # 0 fiir allet € 1
qgilt.

(i1i) Die Ableitung o/ (t) einer (stickweise) differenzierbaren Kurve o bei t € I heifst
auch Tangentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor von a in t.
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(iv) Ist a: I — R™ eine stickweise differenzierbare Kurve, so heifst

L(a) == /I|o/(t)| dt

die Lange von «. Ist J ein Teilintervall von I, so schreiben wir auch Lj(a) fir die
Linge von «;.

Bemerkung: Differenzierbare Kurven kénnen durchaus Ecken und Spitzen haben. Das
zeigt das Beispiel o : R — R?, a(t) := (0,#?) fiir ¢t < 0 und «(t) := (¢2,0) fiir t > 0. Es
gilt o/(t) = (0,2¢) fiir t < 0, was bei t = 0 mit o/(t) = (2t,0) stetig zusammenpasst,
also ist « stetig differenzierbar. Analog verschafft man sich beliebig oft differenzierbare
Beispiele von Kurven mit Knick. Die Bedingung o/(t) # 0 fiir regulidre Kurven schlieit
solche Knicke aus. Deshalb ist “regulér” fiir Kurven die natiirlichere Voraussetzung als
“differenzierbar”. O

Beispiele: (Kurven im Raum)

(1) Zwei Punkte p # g € R?® definieren eindeutig eine Gerade durch diese beiden
Punkte. Sie wird parametrisiert z.B. durch o : R — R3,

aft) =p+tqg—p).
Es gilt
o(t)=q—p
und deshalb L, (a) = |b — al|¢ — p| fiir a < bin I.
(2) Die Helir ist a : R — R3,

a(t) := (Rcost, Rsint, ht)
mit Radius R > 0 und Ganghdhe 27h, h > 0. « ist reguldre Kurve mit
o'(t) = (—Rsint, Rcost, h)

und

b
L[a,b](Oé) = / \V R2 + h2 dt = (b — a)\/RQ + h2.
Il

Bisher haben wir die Linge einer Kurve als Zeitintegral ihrer Geschwindigkeit |o/(t)|
definiert, was aus physikaliscehr und anschaulicher Erfahrung der richtige Begriff sein
sollte. Stimmt das mit unserem anschaulichen Langenbegriff {iberein, so sollte die Lénge
im Wesentlichen nur von der Spur der Kurve abhéngen, nicht aber von der Wahl
der Parametrisierung (zumindest solange wir jeden Punkt der Kurve genau einmal
durchlaufen). Das wollen wir im Folgenden formalisieren. Hierzu miissen wir zunéchst
sagen, was wir unter einer Umparametrisierung verstehen.



Definition (Umparametrisierung) Sei o : I — R" eine parametrisierte Kurve.
Sei J C R ein weiteres Intervall. Eine Parametertransformation ist eine bijektive
Abbildung ¢ : J — I, so dass sowohl ¢ als auch ¢~ differenzierbar sind (also ein
Diffeomorphismus). Die parametrisierte Kurve & := a o ¢ : J — R"™ heifit eine Umpa-
rametrisierung von .

Bemerkungen: (1) Fiir k-mal differenzierbare Kurven o hat man analog den Begriff
der C*-Umparametrisierung (als C*-Diffeomorphismus definiert); analog C*°-Umpara-
metrisierungen fiir glatte Kurven.

(2) Genau dann ist & reguldre Kurve, wenn « regulire Kurve ist.

(3) Fiir unsere Zwecke ist eine Kurve immer eine parametrisierte Kurve. Wer es ganz
genau nimmt kann den Begriff einer Kurve aber auch wie folgt definieren, was der
umgangssprachlichen Bedeutung des Wortes etwas néher kommt: Eine Kurve ist eine
Aquivalenzklasse parametrisierter Kurven unter der Aquivalenzrelation, die eine para-
metrisierte Kurve mit jeder ihrer Umparametrisierungen identifiziert.

(4) Wie oben gefordert, ist die Linge tatséchlich parametrisierungsinvariant. Ist « :
I — R™ eine (stiickweise) differenzierbare Kurve und ¢ : J — I eine Parametertrans-
formation, dann ist

Liaoy) /Iaoso |ds—/|a DI (s !ds—/la ) dt = L(a).

(5) Man betrachtet die Parametrisierung als ein Hilfsmittel zum Studium der (eigent-
lich ehrer als Spur vorzustellenden) Kurven. Deshalb tendiert man oft dazu, nur (mit
Ausnahmen allerdings) solche Groflen als “geometrisch” zu betrachten, die unabhéngig
von der Wahl der Parametrisierung sind. Moglicherweise diirfen sie auch noch von der
Orientierung abhéngen; siehe (6).

(6) Eine Parametertransformation J — I ist entweder eine monoton steigende oder
eine monoton fallende Funktion. Im ersten Fall erhélt er den Durchlaufsinn der Kurve,
im zweiten Fall kehrt er ihn um. Eine Aquivalenzklasse von Kurven, die durch monoton
steigende Parametertransformationen (diese nennt man auch “orientierungserhaltend”)
auseinander hervorgehen, nennt man auch eine orientierte Kurve. O

Es gibt praktischere und wenige praktische Parametrisierungen einer Kurve. Eine héaufig
sehr niitzliche wird jetzt definiert.

Definition (Parametrisierung nach der Bogenlinge) FEine stickweise differen-
zierbare Kurve o : I — R™ heif$t proportional zu Bogenlédnge parametrisiert, falls |o/|
(dort wo es definiert ist) konstant ist. Ist || = 1, so heiffit o nach der Bogenlénge
parametrisiert.

Satz (Umparametrisierung nach der Bogenlinge) Zu jeder requliren Kurve o :
I — R™ gibt es eine orientierungserhaltende Parametertransformation o, so dass ao g
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.



Beweis: Wir wahlen ein ¢y € I und setzen

Y(s) = Lps(c) oder — Lig(ar)

/t: o/ (t)| dt.

Da ¢/'(s) = |a/(s)] # 0 fiir alle s € I, ist ¢ streng monoton wachsend, also Diffeomor-
phismus auf sein Bild J := t(I) (Umkehrsatz!). Schreiben wir ¢ := ¢!, dann ist ¢
eine orientierungserhaltende Parametertransformation. Nach der Umkehrformel gilt

fiir alle t € J, also

(o @) (1) = [’ (@) ()] = ‘mw '

Folglich ist a o ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert. U

Bemerkungen: (1) Diese Umparametrisierung nach der Bogenlénge ist nicht ganz
eindeutig, weil wir in obiger Konstruktion tq € [ frei wiahlen konnen. Zwei solche
(orientierungserhaltende) Parametrisierungen unterscheiden sich aber nur durch eine
Verschiebung t +— t + ¢ des Definitionsbereichs der Kurve.

(2) Ohne die Voraussetzung “reguldr” kann bei der Umparametrisierung nach der
Bogenlidnge Glattheit von « verloren gehen. In einem eventuellen “Knick” der Kurve
muss namlich dann o’ unstetig sein.

(3) Fiir Beweise und abstrakte Rechnungen ist die Moglichkeit der Parametrisierung
nach der Bogenlidnge praktisch, wie wir noch sehen werden. Beim konkreten Rechnen
tritt aber schon fiir sehr einfache Kurven, z.B. Ellipsen, das Problem auf, dass diese
Parametrisierung nicht explizit angegeben werden kann, z.B. weil das Langenintegral
nicht durch eine elementare Stammfunktion ausgedriickt werden kann.

(4) Die Lange einer stiickweise differenzierbaren Kurve ist gleich ihrem eindimensiona-
len Hausdorff-Mafl und auch gleich dem Limes der Léngen eingeschriebener Strecken-
ziige bei immer feineren Unterteilungen. U

1.2 Ebene Kurven

Hier soll es um Kurven in R? gehen. Wir hatten schon einige Beispiele. Aufler der
Ableitung einer Kurve, die die Richtung angibt, gibt es auch aus der zweiten Ableitung
gewonnene Information: die Kriimmung.

Motivation (Kriimmung von ebenen Kurven):
Die Kriimmung einer Kreislinie sollte um so grofler sein, je kleiner der Rasdius ist;
also liegt es nahe, die Kriitmmung als das Reziproke des Radius zu definieren. Ist eine
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beliebige reguldare zweimal differenzierbare Kurve gegeben, so findet man zu jedem
Punkt auf der Kurve einen eindeutig bestimmten Kreis, der die Kurve bestmaoglich, d.h.
von mindestens zweiter Ordnung, approximiert. (Der Kreis kann zu einer Geraden, d.h.
Radius oo, degenerieren.) Eine Kreislinie mit Mittelpunkt a € R? und Radius r > 0
wird (nach der Bogenldnge parametrisiert) beziiglich einer noch zu wihlenden ONB
{u,v} von R? beschrieben durch

t—1 t—1
~(t) ::a—l—rcos( 0>u+rsin( O)v.
r r

Ist a : I — R? zweimal differenzierbar und ebenfalls nach der Bogenlinge parametri-
siert, so beriihren sich o und v in () von zweiter Ordnung, falls gilt:

v(to) = a(to) = a+ ru= alty),
v (to) = o (to) = v=0a(ty),
7" (to) = (o) = —%u = o (to).

Dieses System losen wir nach u, v, » und a auf und finden

Y Oé”(tg)
" (to)]
v = (ty),
A 1
" (to)] )
o (to
a alto) + o (to)]

Dabei hat r eine geometrische Interpretation als “Kriimmungsradius” und a als “Kriim-
mungsmittelpunkt”; diese Gréflen beschreiben den beriihrenden Kreis, und die Kriimmung
ist das Reziproke des Kriimmungsradius. Die Vektoren v und v bilden eine ausgezeich-
nete “mitbewegte Orthonormalbasis entlang der Kurve”. Diese Uberlegungen motivie-
ren die folgenden Definitionen:

Definition (Kriimmung von ebenen Kurven) Sei o : I — R? eine nach der
Bogenlinge parametrisierte C?-Kurve. Fiir to € I definieren wir

Finheitstangentenvektor: T(to) == o (to),
Kriimmungsvektor: K(tg) := " (to),
Krimmung: (o) = o/ (to)] = [ K (to)]
K (to)
K (to)]

Einheitsnormalenvektor: N(tp) :=

Der Einheitsnormalenvektor ist undefiniert wo o/ (ty) = 0, und sein Vorzeichen springt
bei Wendepunkten der Kurve. Trotzdem st die Definition gebrduchlich, weil sie so-
fort fiir Kurven in R™ dibernommen werden kann. Im Fall ebener Kurven gibt es aber



einen geschickter gewdhlten Einheitsnormalenvektor, bei dem die beschriebenen Proble-
me nicht auftauchen:

FEinheitsnormalenvektor: F(to) := (Ol_ol)T(to);

dann ist F(ty) = £N(to). Fiir jedes to € I ist {T'(to), F(to)} positiv orientierte ONB
von R? Sie heifit begleitendes orientiertes 2-Bein der Kurve o. Wir definieren ferner
die

orientierte Krimmung Ko (to) durch o (to) = Kor(to)F(to);

dann ist k.. = £k in jedem Punkt. k.. > 0 gilt in “Linkskurven”, k.. < 0 in “Rechts-
kurven” beim Durchlaufen von o mit Fahrplan o(t).

Beispiel: Die Cornu-Spirale o : R — R?,

a(t) == ( /0 t cos(s?) ds, /O t sin(s2) ds),

o/ () = (cos(t?),sin(t?)),

also auch |o/(t)] = 1, ist daher nach der Bogenldnge parametrisiert. Die Kriitmmung
berechnet sich zu

erfillt

k(t) = | (t)| = |2t(—sin(t?), cos(t?))| = |2¢]
und die orientierte Kriitmmung zu
Kor(t) = 2L.

Die orientierte Kriimmung ist eine lineare Funktion der Bogenlénge. Das hat angeblich
Anwendungen beim Eisenbahnbau: Beim Einfahren in eine Kurve spiirt der Fahrgast
die seitliche Beschleunigung nicht abrupt, sondern sie wird linear aufgebaut. U

Satz (Frenet’sche Ableitungsformeln) Fiir eine nach der Bogenlinge parametri-
sierte zweimal differenzierbare Kurve o : I — R™ gelten

T = Koro
F' = —k,T.

Beweis: Die erste Formel ist die Definition von x,,. Fiir die zweite Formel beobachten
wir, dass wegen |F|*> =1 immer F’ - F = 0 gilt und folglich

F' = (F-F)F+(F -T)T

= (F’ -TT
= —(F-T"T (wegen F - T =0)
- _/iorTa
wobel wir zum Schluss die erste Formel benutzt haben. O
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Satz (Hauptsatz iiber ebene Kurven) FEine nach der Bogenlinge parametrisierte
C?%-Kurve o : I — R? ist bis auf eine orientierungserhaltende Bewegung des R? eindeu-
tig durch ihre orientierte Kriimmung bestimmt. Zu jeder stetigen Funktion k.. : I — R
und zu jedem Anfangsdatum ty € I, py € R?, vy € St gibt es genau eine anch der
Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve o : I — R? mit orientierter Kriimmung ko, und
a(ty) = po, & (to) = vy, namlich

a(t) =po+ (/t cos f(s) ds,/t sin 0(s) d3>;

to to

hier sei 6 eine Stammfunktion von k., mit

(cosB(ty),sinB(ty)) = vo.

Beweis: Komplex geschrieben (d.h. unter der Identifikation R? 2 C, unter der F' = iT)
wird 7" = ko F' 2u T = KT Das ist eine komplexwertige gewohnliche Differential-
gleichung mit der allgemeinen Losung

T(t) = exp (z(/tt Kor($) ds + 90)).

0

Die Anfangswerte verlangen vy = o/(tg) = T'(to) = €%, was 6 bis auf Vielfache von 27
festlegt. Folglich ist der Exponent gleich i6(¢) mit der im Satz definierten Funktion 6.
Jetzt ist o/ = T explizit bekannt, und die zu beweisende Formel folgt durch Integration
und a(tg) = po. « ist eindeutig bestimmt durch die Anfangsdaten, weil die Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung das ist. U

Korollar Fliir eine nach der Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve o : I — R? gilt
k = 0 genau dann, wenn « eine Gerade parametrisiert. k. ist konstant # 0, genau
wenn « eine Kreislinie vom Radius 1/k parametrisiert.

Motivation (Kriimmungsgréflen in allgemeiner Parametrisierung) Wir haben
Kriimmung bisher nur fiir nach der Bogenldnge parametrisierte Kurven definiert; da
eine solche Parametrisierung aber fiir jede regulidre Kurve existiert, ist das keine grofe
Einschrénkung. Will man die Kriimmung und das zugehorige 2-Bein als “geometri-
sche” Groflen definieren, so muss man diese als Eigenschaft der orientierten Kurve (als
Aquivalenzklasse) und nicht irgendeiner Parametrisierung betrachten. Die Definition
muss daher parametrisierungsinvariant gemacht werden; genauer: invariant unter ori-
entierungserhaltenden Parameterwechseln. Um zu sehen, was das bedeutet, nehmen
wir an, dass a : I — R? regulire C%-Kurve ist und @ = avo ¢ : J — R? “die” Umpara-
metrisierung nach der Bogenldnge. Alle Kriimmungsgrofien von a zur Zeit ¢(t) sollen
den entsprechenden Gréflien von & zur Zeit t entsprechen. Beim Umrechnen mit der
Kettenregel brauchen wir noch die Beziehung




die wir aus dem Existenzbeweis fiir die Parametrisierung nach der Bogenlédnge iiberne-

hemen. Alle Groflen m
auf a. Wir berechnen

Ror (1)

it Schlange beziehen sich im Folgenden auf &, die ohne Schlange

(o) (t)

o/ (ot (1)

o/ (o(1))

o (p(0)]

PRED)

it Tod(o(2))]

o)1) ((elt)) - o (et (o)1)
o/ (o(t))] ( (o/()so(t))(P())

1 ” o (p(t)) - " (p(t ,
@ O - e o)
) (elt)) - o (p(1)

1 " o (p(t)) - " (p(t ,
FGOE O - G )
" (o(t)a?(p(t)) — 0¥ (p(t) " (0(6)]

PO ’
a2 (o(1))a?(p(t)) — 0¥ (p(t)) " (0(1))]

e
det(o/((1)), o ((1)))

|/ (0 ()P

Das gewiinschte Transformationsverhalten ist £(t) = k(p(t)) und analog fiir die anderen

Groflen. Deshalb miiss

en wir wie folgt definieren:

Definition (Kriimmung ebener Kurven in allgemeiner Parametrisierung) Sei
a : I — R? requlir parametrisierte C*-Kurve. Zu dieser Kurve definieren wir die Funk-

tionen .
= |a_/| (Einheitstangentenvektor),
a
1 oy
K = m<m> (Krimmungsvektor),
d t / Z
_ [de |(O(;|’3a ) (Kriimmung),
K 0—-1
N = 4k 10 )T (Einheitsnormalenvektor),

_det(a/, ")

or

P (orientierte Krimmung).
«

Als néchstes interessieren wir uns fiir geschlossene Kurven und die von ihnen einge-

schlossene Flache.
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Definition (geschlossene Kurven) Fine stetige Kurve « : [a,b] — R™ heifit ge-
schlossen, falls a(a) = «(b). Eine geschlossene Kurve a : [a,b] — R? heifit einfach,
falls sie keine Selbstiiberschneidungen hat (also o als Abbildung [a,b][— R? injektiv
ist).

Basis fiir die folgenden Uberlegungen ist die Greensche Formel, die einen Zusammen-
hang zwischen Flachen- und Wegintegarion liefert.

Satz (Greensche Formel) Sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes glatt be-
randetes Gebiet mit positiv orientiertem Rand 0S). Seien P,Q : {2 — R stetig differen-
zierbare Funktionen. Dann gilt

/Q (% i %) de = [)Q<Pdw2 — Qdz").

Beweis: Dies ist der Satz von Stokes, angewendet auf die 1-Form Pdz? — Qdz'. O

Beispiel: Setze in der Greenschen Formel P(z) := z'/2 und Q(z) := z?/2. Damit
erhalten wir

1 1 1
Flache($2 :/ -+ = d:r:—/ 2t de? — 2% dat).
() Q<2 2) 2 89( )

Damit kénnen wir den Flacheninhalt von € als ein Integral iiber die Randkurve schrei-
ben. Dies ist alles andere als eindeutig, denn aus demselben Grund gelten

Fléche(Q2) = / ot da? = —/ r? dat.
o0 o0

g

Satz (isoperimetrische Ungleichung) Unter allen reguliren einfachen geschlosse-
nen ebenen Kurven vorgegebener Linge L schliefit der Kreis den kleinsten Flicheninhalt
A ein. Es gilt also

L? > 47 A,

und Gleichheit gilt nur im Falle eines Kreises.

Bemerkung: Der Satz gilt fiir weit allgemeinere Kurven als nur regulére. Dies ist aber
dann eine mafitheoretische Fragestellung, um die wir uns hier nicht kiitmmern. O

Beweis des Satzes: Die Kurve sei a : [0, L] — R? von der wir 0.B.d.A. annehmen
diirfen, dass sie nach der Bogenldnge parametrisiert ist und die berandete Flache positiv
umlduft. Wir finden zwei vertikale Geraden, die die Kurve (0.B.d.A.) in «(0) und
a(sp) beriithren, so dass o ganz im Streifen zwischen den beiden Geraden verlauft. Wir
konstruieren jetzt einen parametrisierten Vergleichskreis wie folgt: Sei 2r der Abstand

13



zwischen den beiden Geraden und 0.B.d.A. a'(0) = —r, a'(sy) = r. Definiere § :
[0, L] — R? durch

pit) = al(t),
() = {—\/7’2—041(75)2 fir ¢ € [0, so,

r2—al(t)?  fiir t € [so, L.
Dann gilt 3(0) = B(L) = a(0) = a(L), und § parametrisiert einen Kreis (bei dem

einzelne Intervalle moglicherweise “mehrmals hin und her” parametrisiert werden).
Die von der Kurve a berandete Flache ist nach dem vorigen Beispiel

Ay = /axl da® = /OL ol (t)(a?) (t) dt,

mrt = /xdm /g

Wir addieren beide Gleichungen und erhalten

und die Kreisflache

Ay +7r? = /0 (a'(a?) — B*(at)) dt

L
< / la'(a?) — B(aly| dt

— /0 \/(a1)2(a2>12 _ 20(1(042)/52((11)/ + (62)2(051)/2 dt

< / V@ T (D) (@) + (a2)?) dt
(wegen (a(alY + F2(2))? > 0)

- [ VEPE@ERa esen 0= 1)

- /OLIﬁ(tHdt
_ /Oert

= rL.

Mit der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel folgt daraus

also



wie behauptet. Gilt Gleichheit in dieser Ungleichung, so muss in allen drei “<” des Be-
weises “=" gelten. Aus der ersten und zweiten Gleichheit folgt, dass 8 = r((a?)’, —(at)),
aus der dritten A, = 7r? (und folglich L = 27r). Wegen 3 L (3’ folgt aus der ersten
Gleichung, dass ' und o’ zu allen Zeiten parallel sind, und wegen 3! = o' folgt daraus
G = o und deshalb a = [ + const, also ist a ein Kreis. Il

1.3 Raumkurven

Nicht-orientierte Kriimmung kénnen wir nicht nur fiir ebene Kurven, sondern auch fiir
Kurven im Raum definieren, mit weitgehend derselben Motivation (u und v sind jetzt
zwei othonormale Vektoren in R3).

Definition (Kriimmung von Raumkurven) Sei« : I — R3 nach der Bogenlinge
parametrisierte C?-Kurve. Wir definieren

Finheitstangentenvektor: T(to) == (to),
Kriimmungsvektor: K (ty) := o (to),
Krimmung: — (to) = |o"(t0)] = |K (to)]
FEinheitsnormalenvektor: N(ty) = Kto) :
[ K (to)|
letzteres nur wenn o # 0. Die von T'(ty) und N(to) (falls definiert) aufgespannte Ebene
ist die Ebene in R3, in der a — a(to) nahe tq bis auf Storungen von héherer als zweiter
Ordnung verliuft. Sie heifft Schmiegeebene zu «v in ty. (Im Fall o' (ty) = 0 ist so eine
Ebene nicht eindeutig bestimmt.)

Bemerkung: Weil es fiir das 2-Bein (T, N) in R? keinen natiirlichen Orientierungsbe-
griff gibt, machen F' und &, fiir Raumkurven keinen Sinn. O

Motivation und Definitionen (Torsion): Anders als ebene Kurven sind Raum-
kurven durch ihre Kriimmung nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel hat die Helix
a:R — R3,

a(t) := (Rcost, Rsint, ht)

fiir R > 0, h € R die Umparametrisierung nach der Bogenlinge

__t Rsin f hi )
VR?+ 1% VRE+ 12 RZ+h2/

Wir berechnen Kriimmungsvektor und Kriimmung

at) = <R Ccos

Kt) = o'(t)= —L<COS ! sin ! O)
Bl R\ VR R VR R

. R

Rt) = lo"(t)] = el

15



Also hat die Helix konstante Kriimmung, ist aber (anders als in obigem Korollar, dessen
Analogon in R3? folglich nicht gilt) kein Kreis (wenn & # 0).

Um Kurven im Raum vollstédndig beschreiben zu kénnen, bendtigen wir neben der
Kriimmung eine weitere Grofle, die Torsion. Sie soll messen, wie stark die Kurve lo-
kal von einer Ebene abweicht, oder wie schnell sich die Schmiegeebene dndert. Da «
“von zweiter Ordnung in der Schmiegeebene verlduft”, muss die Torsion eine Grofle
(mindestens) dritter Ordnung sein, also von «” (und evtl. o/, o) abhéngen. Eine
Schmiegeebene haben wir nur in Punkten nicht-verschwindender Kriimmung; nur dort
wird die Torsion definiert. Wie bei der orientierten Kriimmung brauchen wir in jedem
Punkt der Kurve (mit o/ # 0 und o’ # 0) eine mit der Kurve mitbewegte natiirliche
ONB des R?. Da T und N schon orthonormal sind, liegt die folgende Definition nahe:

Binormalenvektor: B(t) := T'(t) x N(t).

Dann heifit die von ¢ € I abhingige ONB {T'(t), N(t), B(t)} das Frenetsche Dreibein

zu «. Durch die Definition von B ist es immer positiv orientiert.

Die Torsion soll ein Ma$ fiir die Anderung der Schmiegeebene werden, die bekanntlich
von T'(t) und N(t) aufgespannt wird. Da T"(t) und N(t) linear abhingig sind, trégt
die Anderung von T' (von erster Ordnung) nicht zur Anderung der Schmiegeebene bei.
Fiir N’ beobachten wir

N' L N wegen |[N|* =1,
N -T=(N-TY =N-T' = —N-T' = —r|d|.

N’ hat also immer eine Komponente in Richtung von 7', aber auch diese tragt nicht zur
Anderung der Schmiegeebene bei. Wir definieren daher den Torsionsvektor T(t) fiir
nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven « als die Komponente von N'(t)
othogonal zu N(t) und T'(¢) (also zur Schmiegeebene). Wir erhalten

"

() ‘ZN'—(N’-T)TzN’+nT=<a

||

/
> + |O[”’Of,
und die Torsion 7(t) als den Betrag davon,
7(t) == |2(t)| = |[N"+ £T|.

T und 7 héngen also tatséchlich von den ersten drei Ableitungen von « ab.

Bis hier haben wir B noch nicht benutzt, was bedeutet, dass wir Torsionsvektor und
Torsion in jedem R™, n > 3, genauso definieren kénnen. Wie es aber in R? die orientierte
Kriimmung gibt, so gibt es in R* die orientierte Torsion. Dazu benutzen wir, dass ¥
und B linear abhéngig sind, und definieren die

orientierte Torsion: Tor(t) :=%(t) - B(t) = N'(t) - B(t)

(beachte |¢/| = 1 und immer o (t) # 0). Warnung: Verschiedene Lehrbiicher definie-
ren hier verschiedene Vorzeichen!
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(BILDER: 7, < 0 “hopfen-wendig”, 7, > 0 “wein-wendig”.)

Fiir allgemeine Kurven miissen wir wieder alles parametrisierungsinvariant umrechnen,
wie wir dies fiir ebene Kurven getan haben. In der folgenden Definition geben wir die
jeweils einfachste Form an; fiir alle Groflen kann man natiirlich Formeln ableiten, die
nur von o, a”, /" abhéngen, vgl. Aufgabe 7. Die Rechnungen sind dieselben wie im
ebenen Fall, plus einige analoge, die wir nicht ausfiihren:

Definition (Kriimmung und Torsion von Raumkurven) Fiir requlire C*-Kurven
a: I — R3 definieren wir die parametrisierungsinvarianten (bzgl. positiven Parame-
tertransformationen) Graflen

T -— |Z_’J (Einheitstangentenvektor),
K — |Z_/| (Krimmungsvektor),

k= |K| (Kriimmung),

N :— % (Einheitsnormalenvektor),

B:=T x N (Binormalenvektor),

die letzten beiden nur bei K # 0. In Punkten mit K # 0, in denen die Kurve zusdtzlich
C? ist, definieren wir auch

!/

T = o] + RT  (Torsionsvektor),
a
T:=|%| (Torsion),
Tor =% - B (orientierte Torsion).

Beispiel: Fiir die Helix in Parametrisierung nach der Bogenlénge ist (siehe z.T. oben)
mit / =V R?+ h?

t

— _t N A
a(t) = (Rcosf,Rsmf,f),
T(t) = (—%Sin%,%cos%,%),
K(t) = —ﬁ(—cos%,—sin%ﬂ),
K(t) = e
N(t) = (—cos%,—sin%,O),
T(t) = %(Siﬂ%,—COS%,O)%—ﬁ(—%sin%,%cos%,%)
= %(hsin%,—hcosl,]%),
T(t) = Rzihza
B(t) = %(hsin%,—hcos%,]%),
Tm«(t) = RQLW
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U

Satz (Frenetsche Ableitungsformeln) Ist o : [ — R? nach der Bogenlinge pa-
rametrisierte C3-Kurve mit nirgends verschwindender Kriimmung, so gilt fir das Fre-
netsche Dreibein (T, N, B)

T = kN,
N = —kT +71,B,
B = _Tm"Na
oder (leichter zu merken)
T\’ 0 x 0 T
N = -k 0 75 N
B 0O -7, O B
Beweis: 7" = kN folgt aus der Definition von k. Fir N' = —xT + 7,,.B siehe die

Motivation fiir die Torsion. Die Formel fiir B’ rechnen wir komponentenweise nach.
B’ - B =0 wegen |B|?> =1 ist klar. Auerdem haben wir

BT = (B-TY—B-T'=—xB-N =0,
B'-N = (B'N)/_B'N,:_TOT|B|2:_TO7‘.

g

Satz (Hauptsatz iiber Raumkurven) Fine nach der Bogenlinge parametrisierte
C3-Kurve in R® mit nirgends verschwindender Kriimmung ist bis auf eine orientie-
rungserhaltende Bewegung des R® eindeutig durch ihre Krimmung £ > 0 und ihre
orientierte Torsion T, bestimmt. Zu jedem Paar von Funktionen r € C1(I,Rsq) und
Tor € CO°(I,R) und zu jedem Anfangsdatum to € I, py € R?, vy € S%, wy € S* mit vy L
wo gibt es genau eine nach der Bogenlinge parametrisierte C-Kurve o : I — R3 mit
Krimmung k, orientierter Torsion T und a(ty) = po, o/ (to) = vo, " (tg) = K(tg)wo.

Beweis: (Anders als bei ebenen Kurven kenne ich hier keine brauchbare explizite
Formel.)

Nach den Frenetschen Formeln (und o' = T) miissen wir das lineare gewohnliche
Differentialgleichungssystem

/

« 0 1 0 0 «
T . K 0 T
N | |10 - 0 7o N
B B

0 0 -7 O

fiir die unbekannten Funktionen a, T, N,B : I — R? l6sen. Nach dem Existenz-und
Eindeutigkeitssatz fiir solche Systeme gibt es genau eine Losung mit

a(to) =po, T(to) =vo, N(to) =wo, Bl(tg)=wvp x wo,
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was den im Satz gesetzten Anfangswerten entspricht. Da die Differentialgleichung li-
near ist, existiert diese Losung auf dem gesamten Intervall I. Sie stellt aber nur dann
die gesuchte Kurve dar, wenn (7', N, B) zu jedem Zeitpunkt (als Frenetsches Dreibein)
eine positiv orientierte ONB des R3 ist. Um das zu sehen, folgern wir aus dem Diffe-
rentialgleichungssystem mit der Produktregel die Beziehungen

T-T 0 0 0 O 0 2K T-T
N-N 0 0 0 O 2Ty —2K N-N
B-B _ 0 0 0O 0 —27, O B-B
B.-T - 0 0 0 O K —Tor B-T
B-N 0 —7pr Tor —K 0 0 B-N
N-T —K K 0 7 0 0 N-T

mit den Anfangsbedingungen

N(to) = B(to) - B(to) = 1,
(to) - N(to) = N(to) - T(to) = 0,

die aus den obigen Anfangsbedingungen folgen. Fiir dieses System gibt es wieder eine
eindeutige Losung; in diesem Fall stellt sich aber heraus, dass man die konstante Losung

LR
N2~ =2S
|
coo R R~ R~

(durch Wunschdenken raten und) verifizieren kann; diese muss es also sein. Also bilden
(T, N, B) tatsichlich fiir alle ¢ eine positive ONB; aulerdem gilt o/ = T wegen der
ersten Gleichung des gelosten Gleichungssystems. Die Frenet-Gleichungen fiir a zeigen
ferner, dass dann x und 7, tatséchlich Kriimmung und orientierte Torsion von « sind.
Da die betrachteten Anfangswertprobleme eindeutig losbar waren, ist « die einzige
Kurve I — R? mit den geforderten Eigenschaften. U

Bemerkung: Ein Analogon zu den Hauptséitzen iiber ebene bzw. Raumkurven gilt
auch in jeder hoheren Raumdimension. Im R™ kann man fiir Kurven n—1 absolute und
eine orientierte “Kriimmungsgrofie” definieren (wobei jede von einer Ordnung von o
mehr abhéngt als die vorige). Unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen, die sicherstel-
len, dass die ersten n Ableitungen der Kurve linear unabhéngig sind, ist eine nach der
Bogenlénge parametrisierte Kurve durch diese Groflen bestimmt. Natiirlich braucht
man dazu ein Frenetsches n-Bein und Ableitungsformeln dafiir. U
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2 Flachen im Raum

2.1 Definition und Beispiele

Im Folgenden werden Abbildungen x : R?> O D — R3 betrachtet. Wir schreiben
b, 22 2? fiir die Komponentenfunktionen von x, v und v fiir die beiden Variablen
in R? und x,, x, fiir die partiellen Ableitungen g—;‘, %. Analog X, Xy, Xy fiir zweite
partielle Ableitungen und so weiter.

Anders als Kurven (deren Topologie extrem iibersichtlich ist) kann man Flichen im
Allgemeinen nicht sinnvoll “in einem Stiick” parametrisieren.

Definition (regulidre Fliche) Fin regulires Flichenstiick ist eine differenzierbare
Abbildung x : D — R3 eines Gebiets (d.h. offene zusammenhingende Teilmenge) D C
R2, so dass gilt:

(1) x ist Homéomorphismus D — x(D);

(i1) Die Jacobi-Matriz Dx(u,v) € R3*? hat an jeder Stelle (u,v) € D den Rang 2.
Eine Teilmenge M von R® heifit regulire C*-Fliche, falls

(iii) zu jedem p € M existieren eine Umgebung V. C R3 won p und ein regulires
C*-Flichenstiick x : D — R3, so dass M NV = x(D);

Die Abbildungen x heiffen dann lokale Parametrisierungen von M. M NV heiffit Koordi-
natenumgebung von p in M, und die Koordinaten des Punktes x(u,v) sind (u,v) € R?
(hdngen also von der Wahl der Parametrisierung ab).

Bemerkungen: (1) Man kann sehr einfach nachpriifen, wann Dx(u,v) den vollen
Rang hat. Denn das bedeutet ja nichts anderes als lineare Unabhéngigkeit der Spalten
x, und x, an jeder Stelle. Wer will, kann diese durch die Bedingung

Xy X X, £ 0 an allen Stellen (u,v) € D

ausdriicken.

(2) Sehr haufig geniigt eine einzige Parametrisierung, um eine Fliche aulerhalb einer
Nullmenge (z.B. einer Kurve oder endlich vieler Punkte) zu parametrisieren. In diesem
Fall rechnen wir oft stillschweigend mit dem Flachestiick, ohne fiir die Ausnahmepunkte
zu einer anderen Parametrisierung iiberzugehen.

(3) Das Wort “reguléar” wird oft weggelassen.

(4) Ahnlich wie Kurven kann man auch Flichen implizit oder explizit (d.h. nach Dre-
hung stiickweise als Graphen) darstellen. In der klassischen Differentialgeometrie spielt
aber der parametrische Standpunkt eindeutig die Hauptrolle. Mit impliziten Darstel-
lungen befassen wir uns im iibernéchsten Abschnitt.
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(5) Die Definition erlaubt, dass Fldchen mehrere Zusammenhangskomponenten haben
konnen. In dieser Vorlesung werden wir aber immer stillschweigend annehmen, dass sie
wegzusammenhingend sind, d.h. zu p,q € M existiert eine Kurve « : [0,1] — R? mit
a(0) = p, (1) = ¢ und «([0,1]) C M.

(6) Wir versehen Flichen M C R3 mit der Relativtopologie, d.h. A C M heifit of-
fen/abgeschlossen, wenn A = V' N M fiir eine offene/abgeschlossene Teilmenge V' von
R3 gilt. O

Beispiele: (1) Affine Ebenen, aufgespannt von zwei linear unabhéngigen Vektoren
X,Y € R3 durch den Punkt p € R? werden reguliir als Flichenstiick (und damit auch
als Fldche) parametrisiert durch

x: R? — R?, x(u,v) :=p+uX +vY.
Wir haben
Dx=(XY),
und diese Matrix hat Rang 2, weil X, Y linear unabhéngig sind.

(2) Sei D C R? ein Gebiet, f : D — R eine Funktion. Dann ist der Graph von f eine
Fliche in R3, parametrisiert als ein einziges Flichenstiick

x:D — R x(u,v) := (u,v, f(u,v)).

Wir berechnen

1 0

Dx(u,v) = 0 1 ,
fulu,v) - folu,v)
und diese Matrix hat den Rang 2 fiir alle (u,v) € D.
(3) Die FEinheitssphdre
S?={zeR®: |z| =1}

ist das einfachste Beispiel einer Fliche, die nicht als ein eiziges Fliachenstiick para-
metrisiert werden kann (denn sie ist nicht homdomorph zu irgendeiner Teilmenge des
R?). Eine naheliegende Parametriesierung ist die Parametrisierung von Halbsphiiren
als Graph. Dazu sei B := {(u,v) € R? : u? +v? < 1}. Wir kommen dann mit den sechs
Fléchenstiicken

x4 (u,v) = (u,v,£2V1—u?—v?),

Y:I:(uav) = (U’7:t\’ 1—u2—7J2,U),

zi(u,v) = (V1—u?—v2 u,0)
aus, die allesamt auf B definiert sind. Jede dieser Funktionen ist ein reguléres Fléchenstiick
nach Beispiel (2). Also ist S? regulire (C>-)Fliche.

Ein Fléachenstiick, das die Sphére bis auf eine Nullmenge parametrisiert, wird durch die
bekannten Polarkoordinaten gegeben, wobei man iiblicherweise ¢ und ¥ statt v und v

schreibt: x 1] —m, w[x ] — 5, —2[— R,

x(p, 1) 1= (cos ¥} cos @, cos ¥ sin @, sin ).
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Die Koordinate ¢ heifit geographische Léinge und 9 geographische Breite, (0,0,1) ist
der Nordpol, (0,0, —1) der Siidpol und S*{0} der Aquator. Fiir die Geographie und alle
praktischen Zwecke in der Mathematik reicht dieses eine Koordinatensystem, aber im
Sinne unserer Definition wird der 180. Langengrad samt den Polen nicht parametrisiert.
Mathematisch gesehen braucht man daher (mindestens) ein zweites Flachenstiick, das
z.B. den Aquator vom -90. bis zum 90. Lingengrad nicht trifft (vom “Ostpol” bis zum
“Westpol”777).

Eine fast noch niitzlkiche Parametrisierung der Sphére ist die stereographische Para-

metrisierung, die unter anderem (wie wir noch sehen werden) Winkel korrekt abbildet
und deshalb auch fiir die Seefahrt interessant war. Wir definieren x. : R?> — R? durch

1

= m (2u, 21}, Zt(]_ — U2 — U2)).

x4 (u,v) :

Beide Abbildungen haben sogar S? ohne einen der Pole als Bild. Dass Dx, iiberall
Rang 2 hat, kénnen wir an

9 1 —u?+0? —2uv
Dxy(u,v) = ——5—— —2uv 1+ u? — v?
(1+u?+07) —2u —2v
ablesen (und analog geht es fiir x_). O

2.2 Tangentialebenen (und Ausblick auf differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten)

Wie eine Kurve in jedem Punkt einen Einheitstangentenvektor hat, hat eine C''-Fliche
in jedem Punkt eine Tangentialebene; auch diese ist durch erste Ableitungen bestimmt:

Definition (Tangentialebene an ein Flichenstiick) Ist x : R> D D — R? ein
Cl-Flichenstiick und M := x(D), dann ist die Tangentialebene an x(D) in x(u,v)
definiert als

T(uwyM = Bild Dx(u, v).

Diese Definition ist eher formal; der néchste Satz zeigt, dass sie tatsdchlich das an-
schauliche Konzept einer die Flache beriihrenden Ebene wiedergibt: Die Elemente der
Tangentialebene sind die Tangentialvektoren an Kurven, die in der Fléche verlaufen.

Satz (geometrische Beschreibung der Tangentialebene) Ist x : R? > D — R?
ein C-Flichenstiick und M := x(D), dann ist X € Ty(uwyM genau dann, wenn es ein
e > 0 und eine parametrisierte C*-Kurve o : [—¢,&] — R3 mit Bild in M gibt, so dass
a(0) = x(u,v) und /(0) = X gilt.
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Beweis: Sei G C R? die Menge der Vektoren, die die gerade genannte Bedingung
erfiillen.

Zuniichst zeigen wir Ty M C G. Ist X € Ty(,.), dann gibt es Y € R? mit X =
Dx(u,v)Y. Setze a(t) :=x((*) 4+ tY). Fiir hinreichend kleines ¢ ist (%) +¢Y € D, also
ist av auf [—¢, ¢] fiir ein € > 0 definiert. Wegen

a0) = x(u,v),

a(0) = %x((u) +tY> = Dx(u,0)Y = X

v

ist X € (.

Jetzt zeigen wir umgekehrt G C Ty(, ) M. Wir nehmen also an, dass es zu X € R? eine
glatte Kurve a : [—¢,¢] — R3 mit Bild in M gibt, fiir die a(0) = x(v,u) und o/(0) =Y.
Wir betrachten jetzt die ebene Kurve v : [—¢,¢] — D mit v(t) := x '(«a(t)). Da x
Homoomorphismus ist, ist v wohldefiniert, aber ist es auch differenzierbar? Ja (folgt
aus dem Satz iiber die implizite Funktion, hier ein “elementarerer” Beweis): Wende
den Umkehrsatz auf die Hilfsabbildung

H(z,y,t) = x(z,y) +1Z
an, wobei Z := x,(u,v) X x,(u,v) # 0. Dann ist
DH(“: v, 0) - (Xu(u7 U) X”u<u’ U) Z)

vom Rang 3, folglich C'-umkehrbar in einer Umgebung von H(u,v,0); dann ist a
forteriori x C'-umkehrbar in einer Umgebung von x(u, v). Das zeigt Differenzierbarkeit
von v nahe 0. Wir setzen Y :=+/(0) und berechnen

d
Dx(u,v)Y = — xovy=d/(0) =X,
dt jt=0
folglich gilt X € Bild Dx(u,v) = Ty(uunM. O

Der Satz beschreibt die Tangentialebene unabhéngig von der Wahl der Parametrisie-
rung x, abhéngig nur von einer Umgebung von x(u, v) in Bild M = x(D). Deshalb ist
die folgende Definition wohldefiniert:

Definition (Tangentialebenen an Flichen) Ist M C R? regulire Fliche, p € M
und x : D — R? eine lokale Parametrisierung von M mit x(u,v) = p. Dann ist die
Tangentialebene in p an M definiert durch

T,M := Bild Dx(u,v).
Das Argument am Schluss des Beweises wollen wir fiir spétere Zwecke in einem Lemma
konservieren. Statt “Kurve in R3 mit Bild in M” sagen wir ab jetzt kiirzer “Kurve in

M”. Der Umkehrsatz ist gut genug, um C* zu liefern, wenn hohere Differenzierbarkeit
gilt.
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Lemma (zuriickgeholte Kurve) Istx :R? D D — R? ein requlires C*-Flichenstiick
und o : I — x(D) C R? eine C*-Kurve, dann gibt es eine C*-Kurve v : I — D mit
a=xXor.

Ein weiteres Nebenprodukt desselben Beweises ist auch bemerkenswert:

Lemma (Differenzierbarkeit der Ubergangsabbildungen) Ist M C R? eine re-
qulire C*-Fliche und sind x und y zwei zugehorige lokale Parametrisierungen, dann
ist y~tox C*-Diffeomorphismus auf seinem (méglicherweise leeren) Definitionsbereich.

Tatséchlich stellt sich diese Beobachtung als grundlegend fiir die “modernere” (auch
schon 90 Jahre alte) Differentialgeometrie heraus. Diese betrachtet nicht nur glatte
Kurven, Fldchen, Hyperflichen in irgendeinem Euklidischen Raum, sondern abstraktere
Objekte, sogenannte differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Das sind gekriimmte Raume,
in denen man Begriffe wie Differenzierbarkeit mit Hilfe der Koordinaten, d.h. ohne
Bezug auf einen umgebenden Raum definiert. Um dies zu einem wohldefinierten Begriff
zu machen, braucht man genau die Differenzierbarkeit der Ubergangsabbildungen, also
ersetzt man die Rangbedingung an die Jacobi-Matrix (die einzige Referenz an den
umgebenden Raum) durch diese Forderung:

Definition (Differenzierbare Mannigfaltigkeit) Eine differenzierbare (C*-)Man-
nigfaltigkeit der Dimension n ist eine Menge M zusammen mit einer Familie von injek-
tiven Abbildungen (x; : D; — M);er (zusammenhdngender) offener Mengen U; C R™,
so dass die folgenden Bedingungen gelten:

(1) Nier xi(Di) = M;

(ii) fiir jedes Paari,j € I mit x;(D;) Nx;(D;) = W # 0 sind x;'(W) und x;' (W)
offene Teilmengen von R™ und die Abbildungen Xj_1 ox; : x; (W) — X]-_l(W) sind
(C*-)differenzierbar.

Die Menge der x; heifst ein Atlas von M. Die Bilder offener Teilmengen von R™ un-
ter den x; bilden eine Basis der Topologie von M (d.h. die Gesamtheit der offenen
Mengen in M ist das kleinste unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Schnitten

abgeschlossene System von Teilmengen, das die Mengen der Basis enthdlt). Mit der so
definierten Topologie von M fordern wir zusdtzlich

(i1i) M ist Hausdorff-Raum mit abzihlbarer Basis der Topologie.

Bemerkungen: (1) Ein topologischer Raum M heifit Hausdorff-Raum, falls es zu je
zwei Punkten p # in M offene Umgebungen U von p und V von M gibt mit UNV = ().

(2) “Abzihlbare Basis der Topologie” ist hier gleichbedeutend damit, dass die Index-
menge [ abzdhlbar gewéhlt werden kann. U

Da R3 eine abzithlbare Basis der Topologie hat und hausdorffsch ist, ist der letzte Punkt
fiir Flachen im Raum immer erfiillt, und wir kénnen aus dem vorigen Lemma folgern:
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Korollar (Flichen sind Mannigfaltigkeiten) Jede requlire Fliche in R? ist eine
zweidimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Nicht jede zweidimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Fliche in R3.
Beispiele dazu spater. Wir begniigen uns fiir den Moment mit der Erkenntnis, dass man
das Konzept einer differenzierbaren Fléche notfalls ohne Bezug auf den umgebenden
Raum R3 zu einer sinnvollen Definition machen kann. Geometrische Gréfien, denen man
in Mannigfaltigkeiten Sinn geben kann, werden daher als “innere Gréflen” der Fladche
bezeichnet, wihrend “dufere GréBen” den expliziten Bezug auf den umgebenden R3
verlangen. Die Unterscheidung von innerer und duflerer Kriitmmung wird eine wichtige
Rolle spielen.

Wir sind abgeschweift. Urspriinglich wollten wir Tangentialebenen verstehen.

Beispiel: Wir hatten S? (bis auf einen Punkt) mit der stereograpgischen Parametri-
sierung beschrieben. Die Tangentialebene an den Punkt

1
x4 (u,v) 1= T (2u, 20,1 — u* — v?)
ist das Bild von
9 1 —u?+v? —2uv
Dxy(u,v) = —F—5 —2uv 1+u? —0?
(1+u?+v?) o o

Da beide Spalten senkrecht zu x, (u,v) sind, ist die Tangentialebene die Ebene senk-
recht zu diesem Vektor. Wir haben also die anschaulich klare Tatsache

Tp52 = {p}L

fiir (fast) alle p € S? nachgerechnet. O

2.3 Urbilder reguliarer Werte

In diesem Abschnitt geht es um ein Analogon zur impliziten Beschreibung von Kurven.

Definition (regulirer Wert) Seig: R™ D U — R™ eine differenzierbare Abbildung
auf einer offenen Menge U. Ein Punkt p € U heifit kritischer Punkt, falls Dg(p) :
R™ — R™ nicht surjektiv ist. Das Bild g(p) € R™ eines kritischen Punktes U heifit ein
kritischer Wert von F'. Fin Element von R™, das kein kritischer Wert ist, heifst ein
reguldrer Wert von g.

Bemerkungen: (1) Ist m > n, so ist Dg(p) fiir kein p surjektiv aus Dimensions-
griilnden. Reguliare Werte (auler “Nicht-Werte”) gibt es also nur im Fall m < n.

(2) Im Fall m = 1 ist p ein kritischer Wert von g, genau wenn Dg(p) = 0 ist. Das ist
der einzige Fall, den wir hier brauchen werden. U
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Wir wollen eine Fliche implizit durch “eine Gleichung fiir drei Unbekannte” in R3
beschreiben, d.h. als Nullstellenmenge einer Funktion ¢ : R — R, oder nach Addition
einer Konstanten als Urbild g~'{a} eines Wertes a € R. Der niichste Satz sagt, wann
das geht:

Satz (implizit beschriebene Flichen) Istg:R?* D U — R (mit U offen) eine C*-
Funktion und a € R ein reguldrer Wert von g, dann ist g~*{a} eine regulire C*-Fliche
in R3.

Beweis: Das folgt sofort aus dem Satz iiber die implizite Funktion. Wer will, kann
alternativ dhnlich wie im Beweis des vorigen Satzes den Umkehrsatz auf die Hilfsfunk-
tion G(z!, 2% 23) := (2!, 2%, g(z!, 2%, 23)) anwenden. O

Von vielen Mengen kénnen wir jetzt mit weniger Aufwand als frither sehen, dass es sich
um regulédre Flachen handelt:

Beispiele: (1) Sei z € R? vorgegeben. Setzen wir g(x) := |z — 2|?, dann ist Dg(x) =
2(x — 2)" nur fur x = z gleich 0. Also ist z der einzige kritische Punkt von g, und
g(z) = 0 der einzige kritische Wert. Folglich sind alle a # 0 reguldre Werte. Im Fall
a >0 ist

g Hay={zeR®: |z — 2> =a}

die Sphédre um z mit Radius a; das ist sicher eine reguliare Flache. Im Fall a < 0 ist
g~ '{a} die leere Menge, also formal gesehen auch eine reguliire Fliche (wenn auch keine
besonders interessante). Nur im Fall des kritischen Werts a = 0 ist g7'{0} = {z} ein
einzelner Punkt und deshalb keine regulidre Flache.

(2) Hier definieren wir g : R® — R, g(z,y,2) = 2* + y* — 2%. (Gelegentlich sind
x,y, 7z praktischer als z', 2% x3.) Die einzige kritische Stelle ist (0,0,0) und gehort
zum kritischen Wert 0. Fiir a > 0 ist daher g~'{a} eine regulire Fliche und heifit
einschaliges Hyperboloid. Auch fiir a < 0 ist g~ '{a} regulir und heiBt zweischaliges
Hyperboloid. Aber g='{0} ist keine reguldre Fliche, denn dieser Doppelkegel hat eine
“Singularitat” im Nullpunkt. (BILDER!)

(3) Der Satz liefert nur eine hinreichende Bedingung. Auch Urbilder kritischer Werte
kénnen “zufillig” regulére Flichen sein. Z.B. ist fiir g(x,y, 2) := (2 — 1)? die 0 ein kri-
tischer Wert, aber ¢g~1{0} ist die Ebene z = 1; das ist zweifellos eine reguliire Fliche.(]

Bemerkung: Ganz allgemein (und mit demselben Beweis) gilt, dass das Urbild eines
reguliren Wertes a € R™ einer differenzierbaren Funktion g : R” — R™ (m < n) eine
(n—m)-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist (und als solche eine Unter-
mannigfaltigkeit von R™). Letzteres ist evtl. schon aus der Analysis-Grundvorlesung
bekannt. U
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2.4 Differenzierbare Funktionen auf Flichen

Wir werden sowohl Funktionen auf Flidchen als auch Abbildungen zwischen Fléchen
differenzieren miissen. Wir nennen eine Funktion differenzierbar, wenn ihre Darstellung
in Koordinaten differenzierbar ist.

Definition (differenzierbare Funktionen) (i) Sei M C R3 ecine regulire Fliche.
Eine Funktion f : M — R heifit differenzierbar in p € M, falls in fir eine lokale
Parametrisierung x : R* O D — M mit x(u,v) = p gilt: Die Funktion fox: D — R
ist differenzierbar in (u,v).

(ii) Sei N C R3 eine weitere requlire Fliche. Eine Abbildung ® : M — N heifit

differenzierbar in M, falls fir lokale Parametrisierungen x von M mit x(u,v) = p und
y von N mit ®(p) im Bild von'y gilt: y~' o ® o z ist differenzierbar in (u,v).

(11i) Die reguliren Flichen M und N heifien diffeomorph, falls es eine differenzierbare
bijektive Abbildung ® : M — N gibt, deren Umkehrung ®~' : N — M ebenfalls

differenzierbar ist.

Bemerkungen: (0) Analog definiert man alles fiir “C*” statt “differenzierbar”.

(1) Der Satz iiber die Differenzierbarkeit der Ubergangsabbildungen sagt, dass die
Differenzierbarkeit von Funktionen und Abbildungen nicht von der Auswahl der lokalen
Parametrisierungen abhéngt; folglich ist sie wohldefiniert.

(2) Diffeomorphie von Flichen ist eine Aquivalenzrelation.

(3) Oft unterscheidet man notationsméfig nicht zwischen f und f o x und schreibt
z.B. f(u,v) statt f(x(u,v)). Wir versuchen das in dieser Vorlesung zu vermeiden. [

Beispiel 1: Es sei M C R3 regulidre Fliche und U C R3 eine offene Menge mit
M c U.Ist f: M — R Einschrinkung einer differenzierbaren Funktion g : U — R,
dann ist f ebenfalls differenzierbar, denn fiir jede lokale Parametrisierung x von M ist
fox = gox differenzierbar nach der Kettenregel. Insbesondere sind folgende Funktionen
differenzierbar auf M:

(i) Die Héhenfunktion bzgl. eines Einheitsvektors a € R3. Das ist h : M — R mit
h(p) := p-a (mit dem {iblichen Skalarprodukt auf R?).

(ii) Das Quadrat des Abstands von einem festen Punkt ¢ € R?, also f : M — R mit
fp) = 1Ip—q O

Beispiel 2: Es seine M und N regulire Flichen in R?. Ist U C R3 wieder offen mit
M C U, und ist & : M — N die Einschréankung einer differenzierbaren Funktion
U — R3, dann ist ® differenzierbar. Das folgt wie im Beispiel 1 aus der Kettenregel;
hier benutzt man allerdings noch zusitzlich die Differenzierbarkeit von y~! o g, wenn
g differenzierbar ist (vgl. den Satz aus Abschnitt 2.2).

Insbesondere geben lineare Abbildungen L : R® — R? durch Einschrinkung auf M Dif-
feomorphismen M — L(M); ebenso Translationen M — M +a fiir einen fest gewéhlten
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Vektor a € R3. O

Wenn wir Abbildungen differenzieren kénnen, wollen wir natiirlich auch eine Art Ablei-
tung ausrechnen kénnen. Da wir Abbildungen zwischen zweidimensionalen Objekten
differenzieren, sollte die Ableitung an einem festen Punkt durch eine 2 x 2-Matrix
ausgedriickt werden kénnen. Dieser Standpunkt ist hier etwas unpraktisch, aber wir
kénnen die Ableitung immerhin als lineare Abbildung zwischen zweidimensionalen Vek-
torrdumen (namlich Tangentialebenen) auffassen:

Definition (Differential) Seien M, N regulire Flichen in R® und ® : M DV — N
(V' offen in M) eine in p € V differenzierbare Abbildung. Dann heifst die folgende
lineare Abbildung d®(p) : Ty,M — Ty N das Differential von ® in p:

Zu X € T,M gibt es eine Kurve o : [—e,e] — M mit «(0) = p und o/(0) = X. Setze
dD(p) X 1= (@0 a)(0) € Ty N

Bemerkung: Hier ist nicht sofort klar, dass d®(p) wohldefiniert ist, geschweige denn
linear. Wir miissen das nachrechnen:

Seien x : D — M und y : E — N lokale Parametrisierungen von M und N mit
xX(u,v) = pund y(s,t) = ®(p). Sei o : [—¢,e] — M irgendeine Kurve mit «(0) = p und
a’(0) = X. Dann gibt es eine zuriickgeholte Kurve 7 : [—£1,£1] — D mit o = xo0 und
7 (0) =Y, wobei Dx(u,v)Y = X;und Y € R? ist eindeutig bestimmt und héngt linear
von X ab. Die Abbildung D y 1o ®o X ist Abbildung zwischen zwei Gebieten in R?;
ihre Ableitung verstehen wir also schon seit Analysis II. Die dort gelernte Kettenregel
sagt uns

de(p)X = (®oa)(0)
= (yo®07)(0)
= Dy(s,t)D®(u,v)Y,

woraus man abliest, dass d®(p)X linear von Y (also auch von X) abhéngt und insbe-
sondere nicht von der speziellen Wahl von « (solange o/(0) = X). O

Natiirlich kann man das Differential auch fiir Funktionen M — R definieren (braucht
man allerdings seltener); die Wohldefiniertheit ist in diesem Fall sogar einfacher als fiir
Abbildungen, weshalb wir sie als gegben annehmen:

Definition (Differential von Funktionen) Sei M regulire Fliche in R® und f :
M — R eine in p € M differenzierbare Funktion. Das Differential von f bei p ist die
lineare Abbildung df (p) : T,M — R, die jedem Vektor X = o/ (0) (fiir eine differenzier-
bare Kurve mit a(0) = p) die Zahl (f o «)'(0) € R zuordnet.

Beispiel: Setzen wir obiges Beispiel 1 fort, so kénnen wir das Differential gleich ange-
ben: In diesem Fall ist ndmlich df (p)X nichts anderes als die Richtungsableitung der
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auf U definierten Funktion g mit gps = f in Richtung X; folglich ist df(p) einfach
die Einschrinkung der linearen Abbildung Dg(p) : R* — R auf T,M C R3. Analog in
Beispiel 2. Il

Bemerkung: Ohne Auszeichnung einer Basis des Tangentialraums kénnen wir das
Differential nicht als 2 x 2-Matrix hinschreiben. Auch wenn wir es selten konkret be-
rechnen, wird es aber dennoch eine wichtige Rolle spielen. [l

2.5 Erste Fundamentalform und Flicheninhalt

Nachdem wir uns mit Differenzierbarkeit befasst haben, werden wir uns im Folgenden
mit “metrischen” Eigenschaften von Flichen befassen. Die grundlegende Erkenntnis
ist hier, dass das Skalarprodukt des umgebenden R?® dabei eine wichtige Rolle spielt.
Deshalb zunéchst eine trivial erscheinende Definition:

Definition (erste Fundamentalform) Sei M eine regulire Fliche in R®. Die erste
Fundamentalform auf M ordnet jedem Punktp € M ein Skalarprodukt I, auf T,M zu,
nimlich die Einschrinkung des Skalrprodukts von R3 auf T,M, d.h.

L(X,)Y):=X-Y  firX,Y eT,M.

Ist x : R? D D — M eine lokale Parametrisierung, so heiflen die Funktionen E,F,G :
D — R,

E(u,v) = Ix(u,v)(xu(u7v)7xu(u’U))7
F(U,U) = Ix(u’v)(Xu@L,U),XU(U,U)),
G(u,v) = Iuw)(Xe(u,v), Xy (u,v))

die Koefizienten der ersten Fundamentalform.

Bemerkungen: (0) Kurzform zum Merken:

E=x, -x,, F=x, x,, G =X, " Xy.

(1) Also wird die erste Fundamentalform beziiglich der Basis {x,, x, } durch die Matrix
(E e ) dargestellt, in dem Sinne, dass

FG
X EF\ (Y
Ixuv X,Y - : )
i = () (o) ()
wobei X, Y € Tyy,,)M als

X Y;
X = Xix, 4+ Xox, = Dx( '), Y =VYix, +Yix, = Dx|[_}
X, Y,
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entwickelt werden. E, F, G, x,,X,, Dx sind bei (u,v) auszuwerten.

(2) Oft findet man auch I, statt Ixw,.), gelegentlich auch E, F,G als Funktionen
auf x(D) statt auf D. In der Riemannschen Geometrie (die eine weitreichende Ver-
allgemeinerung der klassischen Differentialgeometrie ist) schreibt man g statt I und
g11 statt E, gio = go1 statt F' und goo statt G. Hier darf man eine zweidimensionale
Mannigfaltigkeit mit solch einer “Riemannschen Metrik” ¢ versehen, auch wenn dies
nicht vom Skalarprodukt eines umgebenden euklidischen Raums kommt.

(3) E, F,G sind C*~'-Funktionen auf D (iiblicher Beweis), wenn die Fliche C* ist, wie
man aus (0) abliest. Aus (1) folgt, dass an jeder Stelle (u,v) die Matrix (? g) positiv
definit ist. 0

Beispiele: (1) Fiir die Sphére in Polarparametrisierung,
x(p, ) = (cos ¥ cos @, cos ¥ sin p, sin ),
berechnen wir

) = (—cosdsinp,costcosp,0),

) = (—sindcosy, —sindsin @, cos ),
E = x,-x,= cos® 9,

F = x,-x9=0,

G Xy - XU = 1.

(2) Fiir die Sphire in stereographischer Parametrisierung,

X(’u7 U) = m (2u, 2’0, 1— U2 — U2>
hatten wir
9 1 —u? + v? —2uv
Dx(u,v) = ———— —2uv 1+ u? =% |,
(1 +u? +0?) —2u —2v
also
2
E = uw Ry = T 5 . o\
Xuw X (14 u? + v?2)?
F = x,-x,=0,
2
G o= XXy = (14 u? 4 0v2)2
Wir beobachten, dass £ = G und F' = 0. U

Man benutzt die erste Fundamentalform, um Langen-, Fliachen- und Winkelberechnun-
gen auf der Fliche auf (leichter zu handhabende, da im “flachen R?” stattfindende)

30



Berechnungen im Parameterbereich zuriickzufithren. Im Folgenden sei immer M C R?
eine regulire Fliche und x : R? D D — M eine lokale Parametrisierung.

(1) Langenberechnung: Sei o : [ — M eine differenzierbare Kurve, die im Bild von
x verlauft. (Ist das nicht der Fall, so muss man die Kurve in Teilkurven zerlegen und
jede unter einer geeeigneten lokalen Parametrisierung von M betrachten.) Dann gibt
es eine eindeutige differenzierbare Kurve v : I — D mit a@ = x o ~y. Fiir [a,b] C [ ist

Losfe) = [ la(o)]d

= / VEQ( )2+ 2F () (v () (v?) (1) + G(v(1) (72)'(£)* dt.

(2) Winkelberechnung: Seien o : I — M und : I — M differenzierbare Kurven
mit a(ty) = B(to) = p = x(u,v) € x(D). Dann ist der (orientierte) Winkel, unter dem
sich die Kurven (als Kurven in R?) in p schneiden, gegeben durch

o' (to) - B'(to)
o/ (to)] 16 (to)| -

Natiirlich kénnen wir auch das mit E, F, G und den zuriickgeholten Kurven ~ und ¢
mit ¥y =x o« und 6 = x o 3 berechnen:

I,(Dx(u,v)Y (to), Dx(u,v)d (to))
VIp(Dx(u,v) (to), Dx(u, v)7'(to) I, (Dx(u, v)d' (to), Dx(u, v)d'(fo))
E(y)'(8Y) + F(1)'(6%) + F(y*)'(6")" + G(y*)'(6%)'
VEGD+2F G ) + GOR B )2+ 2F 0 07 + GO
Eine Parametrisierung mit F' = 0 heifit orthogonal. Fiir orthogonale Parametriserungen
liest man ab: Die Koordinatenlinien u — x(u,v) fiir festes v und v — x(u, v) fiir festes

u schneiden sich alle senkrecht. Die Polarparametrisierung und die stereographische
Parametrisierung der S? sind orthogonal.

cos p =

cosp =

Rechte Winkel werden also von othogonalen Parametrisierungen erhalten, aber nicht
unbedingt alle Winkel. An obiger Formel lesen wir ab: Der Winkel zwischen zwei Kur-
ven a und 3 in p ist genau dann immer gleich dem Winkel zwischen den zuriickgeholten
Kurven v und 0 in (u, v), wenn E(u,v) = G(u,v) und F(u,v) = 0. Um E = G zu sehen
(F = 0 wissen wir schon), vergleiche den letzten Ausdruck der Formel mit dem Winkel
zwischen o und (3 bei (u,v), also mit

7' (to) - 0'(to)
|7 (t0) 10" (to)|
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Eine lokale Parametrisierung x : D — M heiit konform (oder winkelerhaltend), falls
E =G auf D und F = 0 gelten. Also ist die stereographische Parametrisierung winke-
lerhaltend. Mit ihrer Umkehrung (plus Skalierung) kann man also wie frither behauptet
winkeltreue Karten von Teilen der Erdoberfliche erhalten.

(3) Fliachenberechnung: Aus der Mafitheorie kennen wir (hoffentlich) die Fléchen-
formel (oft auch als Definition des Fléchenintegrals verwendet). Sie sagt aus, dass fiir
eine differenzierbare injektive Abbildung x : R? O D — R? und eine messbare Funktion
f gilt (oder definiert wird)

/ f(z) dw(x / f(u,v)Jacy(u, v) du dv,

mit Jacxy = y/det(Dx!" Dx) = |x, X X,|. Insbesondere berechnet man die Fliche von
x(D) durch Integration von f = 1. Wir benutzen die bekannte Formel

X x Y[ = | XPY = (X Y)?

fir XY € R3, um
|x, X X,| = VEG — F?

zu berechnen. Ist also S eine beschriankte messbare (z.B. relativ offene) Teilmenge von
x(D) C M, so ist sein Fldcheninhalt gleich

:/ VEG — F?dudv.
x=1(8)

Zum Beispiel gilt fiir die Sphére, die wir bis auf eine Nullmenge mit der Polarparame-

trisierung treffen,
VEG — F?(p,19) = Vcos? ¥ — 0 = | cos V.

Also ist
T w/2
A(S?) = / / | cos 9| dOy
- J—m/2
w/2
= 27 / cos V) dv
—7/2
= A4,
wie es auch sein sollte. O

3 AuBlere Kriimmung von Flichen

3.1 Orientierbare Flichen und die Gauf3-Abbildung

Bekanntlich steht fiir linear unabhiingige Vektoren X,Y € R? der Vektor X x Y immer
senkrecht auf beiden. Ist x : U — R? ein regulires Flichenstiick, dann erzeugen x,
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und x, an jeder Stelle die Tangentialebene; folglich ist

X, X Xy
Xy X X, |

an jeder Stelle ein normierter Vektor, der senkrecht auf dem Fliachenstiick (d.h. senk-
recht auf der Tangentialebene) steht und auflerdem stetig (sogar differenzierbar) vom
Punkt abhéngt.

Fiir Flachenstiicke geht das immer. Aber brauchen wir fiir eine Flache M mehrere lokale
Parametrisierungen, so ist nicht gesagt, dass wir die mehreren Einheitsnormalenvektor-
felder stetig zu einem auf ganz M zusammensetzen kénnen. Denn damit das gilt, darf
es beim Ubergang von einer Parametrisierung zur anderen keinen Vorzeichenwechsel
geben; mit anderen Worten: der Parametrisierungswechsel muss positive Determinante

haben.

Definition (orientierbare Fliche) Fine regulire Fliche M C R3 heifit orientier-
bar, falls sie so mit Koordinatenumgebungen x;(D;) tiberdeckt werden kann, dass die
Ableitungen der Ubergangsabbildungen D(xj_loxi) tiberall positive Determinante haben.
Ist M mit solchen x; versehen (i € I), so heifst M durch (X;);e; orientiert.

Definition (Gauf3-Abbildung) Sei M durch (x;)c; orientierte reguldre Fliche in
R3. Die Abbildung N : M — S?, die jedem Punkt p = x;(u,v) den Einheitsnormalen-

vektor
(%i)u(u, v) X (xi)u(u,v)

| (%) u (1, v) X (Xi)o(u, 0)]|
zuordnet, heifst die GauB-Abbildung von M.

N(x;(u,v)) =

Dass das wohldefiniert ist, siecht man an der Voriiberlegung. Genauer:

Lemma (orientierbar < Gauf3-Abbb. existiert) Genau dann ist eine reguldre
Fliche M C R® orientierbar, wenn eine stetige Abbildung N : M — S? existiert,
so dass N(p) L T,M fiir alle p € M.

Beweis: Ist M orientiert, so definiere die Gaufl-Abbildung wie oben und rechne nach,
dass sie stetig ist. (Sie ist auch differenzierbar, da elementare Funktion von x, und x,,
wenn die Fliche mindestens C? ist.)

Ist umgekehrt ein solches N gegeben, dann nimm irgendeine Uberdeckung von M mit
Parametrisierungen x; : D; — M. An jeder Stelle bildet dann {(x;)y, (x;)», N)} eine
ONB von R3. Wegen Stetigkeit von det((x;)u, (X;)v, N) auf D; nimmt diese Determi-
nante fiir jedes ¢ genau ein Vorzeichen an. Ist es positiv, dann setze y; := x;; ist es
negativ, dann ersetze y; := x; 00, wobei o : R*> — R? eine fest gewiihlte Spiegelung ist.
(Der Definitionsbereich von y; ist dann natiirlich o(D;).) Es ist eine Frage der Routine
in linearer Algebra, nachzurechnen, dass M durch die y; orientiert wird. U
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Beispiele: (0) Fliachenstiicke sind immer orientierbar.

(1) Die Sphire S? ist orientierbar, denn N(p) = p ist ein stetiges Einheitsnormalen-
vektorfeld (und N(p) = —p ein anderes).

(2) Das Mdobiusband ist ein Beispiel einer nicht orientierbaren Fldche. Es kann z.B.
durch x :]0, 27 x | — 1, 1],

x(u,v) := ((2 —wvsin §)sinw, (2 — vsin §) cos u, v cos %)

und “dieselbe” Parametrisierung auf | —m, 7[ x ] —1,1[ iiberdeckt werden. (AM BILD
ERKLAREN.) U

Die meisten Flichen in R3, denen man so begenet, sind orientierbar. Ein Grund dafiir:

Lemma (Urbilder regulirer Werte sind orientierbar) Sei g : R* O U — R
differenzierbare Funktion, a € R regulirer Wert von g. Dann ist M = g~'{a} orien-
tierbar.

Beweis: Fiir irgendeine Kurve o : I — M differenziere

nach ¢ und erhalte

Vg(a(t)) - o'(t) = 0.
Folglich steht Vg(p) senkrecht auf jeder Kurve in M durch p und deshalb senkrecht
auf T,,M. Da a reguldrer Wert von g ist, ist aulerdem Vg(p) # 0. Folglich wird durch

Vy(p)
N(p) =
Vy(p)|
ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf M definiert. U

3.2 Zweite Fundamentalform und Weingarten-Abbildung

Wir betrachten eine orientierte Fliche M in R3, z.B. ein Flichenstiick. Zur Gauf}-
Abbildung N : M — S? beobachten wir

Bemerkung: Weil N(p) fiir p € M senkrecht auf T, M steht (Definition von N), und
weil N(p) senkrecht zu T, S? ist (wir kennen ja den Normalenvektor fiir S5?), folgt
T,M = Ty, S? fiir alle p € M. Folglich kann das Differential der Gauf-Abbildung,
dN(p) : T,M — Ty(,)S? als eine Abbildung

dN(p): T,M — T,M

aufgefasst werden. O
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Die Anderung des Normalenvektors misst natiirlich die Anderung der Tangentialebene
T, M bei Anderung von p. Dies beschreibt die Kriimmung der Fliche im Raum. Da man
die Anderung von N mit p durch das Differential d N (p) misst, muss die Kriimmung von
M also durch von dN(p) abgeleiteten Grossen beschrieben sein. Deshalb hat —dN (p)
(mit historisch bedingtem Vorzeichen) einen Namen:

Definition (Weingarten-Abbildung) Sei M C R? reguliire orientierte Fliche (min-
destens C*) mit Gauf-Abbildung N. Fir p € M wird durch W, := —dN(p) die
Weingarten-Abbildung (oder der Shape-Operator)

W, : T,M — T,M

definiert.

Beispiel: Fiir die Sphiire S? hatten wir N(p) = +p gezeigt. Aus Griinden, die spéter
klar werden, entscheidet man sich iiblicherweise fiir die durch N(p) = —p gegebene
Orientierung. Es folgt, dass W(p) = —dN(p) = idy, s fiir alle p € S? gilt. O

Eine grundlegende Beobachtung iiber W, ist:

Lemma (W, ist selbstadjungiert) Sei M C R3 regulire orientierte Fliche und
p € M. Dann ist W, selbstadjungiert beziiglich des Skalarprodukts I, auf T,M .

Beweis: Sei p = x(u,v) fiir eine lokale Parametrisierung (passend zur Orientierung);
dann sind {x,, x, } (jeweils an der Stelle (u, v)) eine Basis von T,M. Weil I,,(W,(x,), X,)
I, (xy, Wp(xy,)) und L,(W,(x,), Xy) = I, (x,, W,(x,)) trivial sind, ist nur I,(W,(x,),x,) =
I, (xy, Wy(x,)), also

X, - AN (p)x, = X, - AN (p)x,

(mit dem Skalarprodukt von R?) nachzurechnen. Das wiederum ist dasselbe wie
X, + (N ox), =x, - (N ox),

an der Stelle (u, v) nach der Definition des Differentials (mit den Koordinatenlinien als
Kurven). Um diese Gleichung zu beweisen, differenziern wir

X, - (N ox) =0, X, (Nox)=0
partiell nach u bzw. v und erhalten

Xup - (N 0X) +x, - (N ox), =0,
Xy - (N 0x) + %, - (N ox), =0,

woraus die Behauptung folgt. O

Jede selbstadjungierte lineare Abbildung stellt eine symmetrische Bilinearform dar:
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Definition (zweite Fundamentalform) Sei M C R® regulire orientierte Fliche
(mindestens C?) und p € M. Die von der Weingarten-Abbildung dargestellte Bilinear-
form I, auf T,M mait

I,(X,Y) = L,(X, Wp(Y))
heifst die zweite Fundamentalform von M in p. Die Koeffizienten von I, beziiglich der

Basis {x,(u,v),x,(u,v)} (wo x(u,v) = p) beziiglich einer lokalen Parametrisierung
x: D — M sind die Funktionen l,m,n : D — R, gegeben durch

Hu,v) = M) (Xu(u,v),x,(u,v)),
m(u,v) = Iy (Xu(w,v), Xy (u,v)),

Ex(u,v) (Xv(uv U)7 XU(“? ))

S

n(u,v)

Bemerkungen: (1) Da W, beziiglich I, selbstadjungiert ist, ist I, symmetrisch.

(2) Zur Berechnung der Funktionen [,m,n gibt es geringfiigig einfachere Formeln.
Die letzten beiden Formeln im vorigen Beweis sind dquivalent (wenn man selbigen
riickwérts liest und die Definition von I benutzt) zu

Xy + (N ox) — (I 0x)(xy,%,) =0,
woraus wir
m = Xy - (N 0x)
folgern. Vollig analog sieht man

I = qu'(NOX>?

n o= Xy - (Nox).
(3) Moderner sind die Bezeichnungen hyy; = I, hia = hoy = m, hay = n. O

Beispiele: (1) Die Sphire S? hat W, = id fiir alle p € S? und deshalb I, = I,

Beziiglich irgendeiner lokalen Parametrisierung ist also [ = £, m = F und n = G.
(2) Fiir den Graphen

x(u,v) :== (u,v, f(u,v))
einer C?-Funktion f: D — R ist

% = (LO.f).
x, = (0.L1),
$u = (0.0, i),
$u = (0.0, ),
%o = (0.0.f,).
Xy XXy = (=fu,—fo, 1),
Nox = ———(~fu—fu))
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An einem kritischen Punkt von f ist f, = f, = 0, also (TZ";) die Hesse-Matrix der
Funktion f. O

3.3 AuBlere KriimmungsgroBen

Es gibt verschiedene Kriimmungsbegriffe fiir Flichen. Wir beginnen mit der Normal-
kriimmung. Dazu sei M orientierbare regulire C2-Fliche, orientiert durch Auswahl
eines Einheitsnormalenfeldes N : M — S% Sei a : [—¢,e] — M eine nach der Bo-
genldnge parametrisierte Kurve in M mit «(0) = p. KriimmungsgréBen der Kurve o
(aufgefasst als Raumkurve in R?) versehen wir mit einem Index a. Im Fall £,(0) # 0
ist
a"(0) = ka(0) N4 (0).

Dies spalten wir auf in einen Anteil der Kriimmung “innerhalb von M” und einen
Anteil, der “die Kriimmung von M in R3” widerspiegelt. Also zerlegen wir zunéichst
N,(0) in N,(0)" € T,M und N,(0)* L T,,M. Die Lineare Algebra sagt uns N,(0)" =
(N,(0)" - N(p))N(p) und deshalb

a(0) = Ka(0)Na(0)" + £ (0)(Na(0) - N (p))N (p).

Der erste Summand hat mit der geoddtischen Krimmung von « in M zu tun und wird
uns spéater beschéftigen. Fiir den Moment betrachten wir den zweiten Summanden.

Definition (Normalkriimmung) Sei M C R? regulire orientierte C*-Fliche, p €
M und X € T,M mit |X| = 1. Die Normalkrimmung k,(p, X) von M in p in Richtung
X ist wie folgt definiert: Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve o :
[—¢e,¢] = M mit a(0) = p und o/(0) = X setzen wir

kn(p,X) - Oé”(o> . N(p) — { ga(0)<Na(0) ) N(p)) ?ZZ; ZZES; i 8’

Bemerkung: Es folgt |k, (p, X)| < £4(0). Allerdings darf die Normalkriimmung (ob-
wohl sie eine Komponente der zweiten Ableitungen von Kurven beschreibt) nur von
p = «(0) und X = o/(0) abhéingen, sonst ist die Normalkriimmung nicht wohldefiniert.
Uberraschenderweise ist das tatséchlich so, und das ist der Inhalt des folgenden Satzes:
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Satz (Satz von Meusnier) Sei M C R® orientierte requlire C*-Fliche, p € M,
X € T,M mit |X| = 1. Dann gilt fiir jede nach der Bogenlinge parametrisierte C*-
Kurve o : [—e,e] — M mit «(0) = p und o/(0) = X, dass

a"(0) - N(p) = L(X, X).

Insbesondere haben alle nach der Bogenlinge parametrisierten C*-Kurven durch p mit
demselben Tangentialvektor in p dort dieselbe Normalkrimmung (die damit von o
tiberhaupt nicht abhdngt!); es gilt also

k(p, X) = L,(X, X).

Beweis: Da « in M verlduft, ist N(a(t)) - o/(t) = 0. Folglich

0 = &, (N(a(h) - o'(1)
= [, N(a()] - '(0) + N(p) - a"(0)
= [UNEI0) o0+ ba(o(0)0)
= X -dN(p)X + k,(p, X)
~ n )

was zu beweisen war. O

Der Satz von Meusnier zeigt: Die zweite Fundamentalform von M beschreibt vollstandig
den “ufleren” Anteil der Kriimmung von Kurven in M, und dabei weitgehend un-
abhéngig von der Auswahl der Kurve, so dass wir die Normalkriimmungen &, (p, X) =
I,(X, X) tatsdchlich als Eigenschaften der Fléche betrachten diirfen. Fiir festgehalte-
nes p € M ist also k,(p, X) eine quadratische Form in X, die (wie wir schon gesehen
haben) durch die Weingarten-Abbildung W), dargestellt wird:

Fa(p. X) = L,(X, X) = X - W, (X).

Weil W, : T,M — T,M selbstadjungiert ist, hat es eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren:

Definition (Hauptkriimmungen) Sei M C R? orientierte requlire C*-Fliche, p €
M. Die Eigenwerte ky(p) < ka(p) von W, : T,M — T,M heiflen die Hauptkriimmun-
gen von M in p. Zugehorige normierte Eigenvektoren heiffen Hauptkriimmungsrich-
tungen.

Bemerkungen: (1) Nach der geometrischen Interpretation von X - W,(X) als Nor-
malkriimmung haben die Hauptkriimmungsrichtungen eine unmittelbare Bedeutung:
Es handelt sich um die Richtungen kleinster bzw. grofter Normalkriimmung (un-
ter den Einheitsvektoren). Denn sind X;, Xs die Hauptkriimmungsrichtungen und
X = Xj cosp + Xysin ¢ irgendein Einheitsvektor, dann ist

k(p, X) = I(X, X) = k1(p) cos” ¢ + ky(p) sin® ,
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woran man die Behauptung abliest. Ist ki(p) = k2(p), so ist jede Richtung in T,M
Hauptkriimmungsrichtung.

(2) Man kann sich die Normalkriimmung &, (p, X) nach dem Satz von Meusnier auch
wie folgt veranschaulichen: Sei o die Kurve, die man durch Schnitt von M mit der
affinen Ebene p + RX + RN(p) erhilt; diese ist nach dem Satz iiber die implizite
Funktion reguldr nahe p, und ihre Kriimmung in p ist betragsméflig gleich ihrer Nor-
malkriimmung, also gleich |k, (p, X)|. Das gibt eine noch etwas direktere Veranschau-
lichung der Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen. U

Aus den Eigenwerten einer symmetrischen Matrix berechnet man ja unter anderem
auch Spur und Determinante; die zugehorigen Grofen fiir W, sind die wichtigsten
“dufleren” Kriimmungsgrofen:

Definition (GauB-Kriimmung und mittlere Kriimmung) Sei M C R? eine re-
guléire orientierte C*-Fliche, p € M. Dann heifit

K(p) := ki(p)ka2(p) = det W,

die GauB-Kriimmung von M in p und

H(p) — k1 (p) -2F ka(p) _ % Spur IV,

die mittlere Krimmung von M in p.

Bemerkungen: (1) Oft wird der Faktor % in der Definition der mittleren Kriimmung
weggelassen. Eine Uneinigkeit mehr, die zu heilloser Verwirrung fithren kann!

(2) Man bemerke, dass H von der Orientierung abhéngt, da es bei anderer Wahl von
N sein Vorzeichen éndert. Als Produkt der beiden Eigenwerte ist aber K unabhéngig
von der Orientierung. O

Beispiele: (1) Fiir die Sphére S?, orientiert durch N(p) = —p, hatten wir W, = idr
fiir alle p € S? ausgerechnet. Folglich gelten K = 1 und H = 1 auf S?. Da man Sphiren
als positiv gekriimmt ansieht, ist hier der Grund fiir die Orientierung N(p) = —p zu
sehen (sonst wire H = —1.

(2) Fiir den Zylinder
M:=S"xR={(z,y,2) eR*: 2> +¢y* = 1}
haben wir offensichtlich

N({L‘,y, Z) = —(x,y,O)

(oder das Negative davon). Wir konnten mit Hilfe einer Parametrisierung W = —dN(p)
ausrechnen; aber in diesem Fall erhilt man die Kriimmungen weniger miithsam. Denn
die oben beschriebene Interpretation der Normalkriimmungen zeigt, dass &, in jedem
Punkt zwischen 0 und 1 (oder —1) variiert (BILDER!), also gelten ky(p) = 0 und
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k2(p) = 1 in jedem Punkt; folglich K =0 und H = % O

Die Gauf-Kriimmung wird auch fiir folgende Klassifizierung von Punkten einer Fléche
benutzt:

Definition (Klassifizierung von Punkten einer Fliche) Fin Punkt p einer C?-
Fliche M C R?® heifit

(i) elliptisch, falls K(p) > 0,

(11) hyperbolisch, falls K(p) < 0,
(i) parabolisch, falls K(p) =0, aber W, # 0,
() Flachpunkt, falls W, = 0.

Letzteres sind Alternativen. Ein Punkt mit ki(p) = ka(p) (das kann ein elliptischer
oder ein Flachpunkt sein) heifit ein Nabelpunkt von M.

Die Namen erklaren sich weiter unten in den Beispielen.

Die Kriimmungen sind ohne Bezug auf eine Parametrisierung definiert; trotzdem sind
sie nur in seltenen Beispielen ohne Benutzung einer lokalen Parametrisierung auszu-
rechnen. Dafiir benotigen wir Formeln:

Lemma (Berechnung von K und H) Sei x : R? O D — R? ein regulires C?-
Flachenstiick. Dann st

Kox — det(h;;) _ In —m? |
det(gw) EG — F?
2
1 . 1 En—2Fm+ Gl
H = - hijg? = = )
T e Ty T RGP

wobei (g”) die zu (gi;) inverse Matriz bezeichne.

Beweis: Das jeweils zweite “=" ist simple Lineare Algebra; zu zeigen ist also nur
jeweils das erste. Wir schreiben u = (u!, u?) statt (u,v) und xi, x5 statt x,, X,.
Sei (wf(u)) die Matrix, die Wy, beziiglich der Basis {x;(u),x2(u)} darstellt, also

2

Wiy (i () = Y wh (w)xi(u).

k=1

Wir multiplizieren mit x;(u) und erhalten



Daraus folgern wir durch Auflssen des LGS nach wf(u)

wh(u) =) hij(u)g (u).

j=1
Das Lemma folgt, indem wir von dieser Gleichung die Determinante und die Spur bil-
den. U

Bemerkung: (1) Der Beweis zeigt klar, wie die moderne Bezeichnung der Matrizen

(f: g) und (Tm) besser mit Linearer Algebra zusammenpassen. Trotzdem sind die in-

dexfreien klassischen Bezeichnungen weiterhin beliebt. O

Der Beweis zeigt, dass W), beziiglich der Basis {x,, x,} durch die Matrix (WZ’Z) (g g)_l
dargestellt wird. Weil W, = —dN ist und (N o x), = dNx,, (N ox), = dNx,, folgt

Lemma (Weingarten-Gleichungen) Die Ableitungen von N o x werden durch
(e0) =z (1) (5 %) ()
(Nox), /] EG-F2\m n -F E X,
dargestellt, d.h.
Fm — Gl Fl—Em

(N ) Fn—Gm +Fm—En
(@] = _ R — .
*Jo EG—F2 T EG_F2

Beipiele (Fortsetzung): (3) Fiir den Funktionsgraphen x : R? D D — R?,

x(u,v) := (u,v, f(u,v)),

einer C%-Funktion f: D — R hatten wir
E F\ _ L+ 2 fufo
rG) fufo 1+ )7

m n m fuv fvv ’

also
fuufvv_ 51,
Rox = Wxpvpr
Hox — QD w—=2fufofuw+ (4 ) fun

21+ f3+ [
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In kritischen Punkten (u,v) mit D f(u,v) = 0 haben wir insbesondere

K(x(u,v)) = detD*f(u,v),
Hx(u,v)) = %SpurDQf(u,v)

als “einleuchtende” Formeln.
(4) Da K = 1 auf der Sphiire gilt, ist jeder Punkt der Sphiire S? ein elliptischer Punkt.

Fiir den Zylinder hatten wir gesehen, dass k;(p) = 0 und k2(p) = 1, folglich ist jeder
Punkt parabolisch.

Das hyperbolische Paraboloid ist der Graph von f(u,v) = u® — v?; es gilt

—4

K (x(u,v)) = (1 + 4u? + 4v?)?

nach Beispiel (3), also ist jeder Punkt hyperbolisch.

Der Graph von f(u,v) = u? +v?* hat einen Flachpunkt in (0,0, 0), alle anderen Punkte
sind elliptisch. Auch das folgt aus Beispiel (3). O

In der Sphére vom Radius r (ky = ko = %) oder der Ebene (k1 = ko = 0) sind alle
Punkte Nabelpunkte. Als ersten kleinen Satz iiber Kriimmungen beweisen wir:

Satz (Nabelfliichen) Sind alle Punkte einer zusammenhingenden C3-Fliche M Na-
belpunkte, so ist M entweder in einer Sphdre oder einer Ebene enthalten.

Beweis: Es sei p € M und x : D — M lokale Parametrisierung von M bei p mit
zusammenhéngendem D. Da jedes x(u, v) fiir (u,v) € D Nabelpunkt ist, gilt fiir jeden
Vektor Y € Tx(u,v)M

Wiu)(Y) = Au, v)Y

mit einer C''-Funktion A : D — R. Wegen W,y = —dN (x(u, v)) folgt durch Einsetzen
von X, und x, fir Y

(N ox), = =Xy, (N ox), = —Ax,.

Wir differenzieren die erste Gleichung nach v, die zweite nach u, und subtrahieren. So
erhalten wir
AuXy — ApXy, = 0,

woraus

A=A =0
mit der linearen Unabhéngigkeit von {x,,x,} folgt. Es folgt

A = const

auf D; hier braucht man, dass D zusammenhéngend ist.
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Ist nun A = 0, dann ist (N ox), = (N ox), = 0 auf D; es folgt
(x- (N ox)), =%, - (N ox) = 0
und die entsprechende Gleichung mit v statt u; Also gilt
x - (N ox) = const,

und x(D) liegt in einer Ebene.

Ist A = const # 0, dann berechnen wir
(x+ A (Nox)), =%, —%,=0
(und genauso fiir v), also
X + AN o x) = const =: y.
Es folgt
[x —y[* =277,
also liegen alle Punkte von x(D) in der Sphére vom Radius |A|™! um y.

Damit ist der Satz lokal bewiesen. Ein Uberdeckungsargument liefert die globale Aus-
sage. (Benutze, dass je zwei Punkte durch eine Kurve in M verbunden werden kénnen,
die in der Vereinigung von endlich vielen Koordinatenumgebungen liegt.) U

In jedem Punkt p einer Flidche M, der nicht Nabelpunkt ist, gibt es zwei ausgezeichnete
Hauptkriimmungsrichtungen. Dazu gibt es “Integralkurven”:

Definition (Kriimmungslinie) Sei M C R® requlire C*-Fliche. Die Spur einer
(0.B.d.A) nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve o : I — M heifst eine Kriim-
mungslinie von M, falls o/ (t) fiir jedest € I eine Hauptkrimmungsrichtung von M bei
a(t) ist.

Das folgende Lemma gibt eine einfache Charakterisierung der Kriimmungslinien:

Lemma (Rodrigues) Sei M eine C?-Fliche in R®, « : [ — M eine regulire C*-
Kurve. Dann sind dquivalent:

(i) Die Spur von « ist Krimmungslinie;
(i1) « erfillt die Differentialgleichung (N o «)'(t) = A(t)d/(t) fir alle t € I, mit einer
stetigen Funktion \ : I — R.

(111) Jede C'-Umparametrisierung von v : J — M wvon « erfiillt die Differentialglei-
chung (N o) (t) = X\, (t)Y'(t) fir allet € J mit einer stetigen Funktion A, :J — R.

Beweis: (ii)=-(iii) ist trivial. Fiir (i)=-(ii) und (iii)=-(i) reicht es zu erwihnen, dass

a/(t)/|a/(t)| genau dann eine Hauptkriitmmungsrichtung ist, wenn o/ (t) ein Eigenvektor
von dN ist (was (N o a)/(t) = dN(/(t)) = A(t) heifit wegen der Kettenregel). O
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3.4 Vektorfelder

Zuletzt haben wir schon die Hauptkriimmungsrichtungen in stetiger Abhéngigkeit vom
Punkt betrachtet. In diesem Zusammenhang definieren wir:

Definition (Vektorfeld) Sei M C R3? regulire Fliche (der Klasse C*). Ein Vektor-
feld (der Klasse C*) auf M ist eine stetige (bzw. C*-) Abbildung W : M — R3, fiir
die

W(p) € T,M fiir allep € M
qgilt.

Also wird jedem Punkt ein an M tangentieller Vektor in diesem Punkt zugeordnet.
Beispiele: (1) Fiir festes Y € S? wird auf S? durch

Wip) =Y — (Y -pp

ein glattes Vektorfeld definiert.

(2) Ist M der Graph der glatten Funktion f : D — R, parametrisiert durch x : D —
R3, x(u,v) := (u,v, f(u,v)), dann werden durch

Wi(x(u,v)) = (1,0, fu(u,v)),
Wa(x(u,v)) = (0,1, fu(u,v))

zwel Vektorfelder auf M definiert. O

Die Vektorfelder aus Beispiel (2) sind Spezialfille von

Definition (Koordinatenvektorfelder) Ist M C R? regulire C'-Fliche, x : D —
M eine lokale Parametrisierung, so heiffen x, ox ' und x, o x~ ! die Koordinatenvek-
torfelder zu x; es sind Vektorfelder auf x(D) C M.

Bemerkung: Ist x von der Klasse C*, dann sind die Koordinatenvektorfelder im All-
gemeinen nur C*~1, O

Zu jedem Vektorfeld W auf M kann man die Frage nach Kurven stellen, die die Diffe-

rentialgleichung
o (t) = W(a(t))

16sen. Eine solche Kurve heifit eine Trajektorie von W. Die Sétze iiber Existenz, Eindeu-
tigkeit und stetige Abhéngigkeit von den Daten fiir gewohnliche Differentialgleichungen
lassen sich auf diese Differentialgleichung anwenden (zumindest wenn man mit Hilfe
lokaler Parametrisierungen in Koordinaten rechnet). Man erhélt
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Satz (Fluss eines Vektorfelds) Es sei W ein Vektorfeld auf einer requliren Fliche
M C R3. Ist p € M gegeben, so gibt es eine Trajektorie o : I — M mit a(0) = p fiir
ein Intervall I 3 0. Sie ist eindeutig in dem Sinne, dass jede andere solche Trajektorie
mit dieser auf dem Schnitt der Definitionsbereiche tbereinstimmdt.

Ferner hdingt die Trajektorie differenzierbar von p € M ab, in folgendem Sinne: Zu
jedem p € M gibt es eine Umgebung U von p in M, ein Intervall I und eine diffe-
renzierbare Abbildung ¢ : U x I — M, so dass a,(t) := ¢(q,t) fir jedes g € V die
Tragektorie von W mit o, (0) = q ist. Anders ausgedriickt erfillt ¢ die Gleichungen

%tow’) W(p(g,t),  ¢(g,0)=q

fiir alle g € U, t € I. Diese Abbildung ¢ heifst der (lokale) Fluss von W.
Wir benotigen die folgende Konsequenz dieses Satzes:

Lemma (erstes Integral) Es sei W ein Vektorfeld aus einer requliren Fliche M C
R3 und p € M erfiille W(p) # 0. Dann gibt es eine Umgebung U von p in M und eine
Funktion f: U — R, so dass [ konstant ist auf jeder Trajektorie von W und df (q) # 0
fiir alle ¢ € U. Eine solche Funktion heifit ein erstes Integral von W auf U.

Beweis: Es sei x : D — M eine lokale Parametrisierung, von der wir annehmen
diirfen, dass x(0,0) = p und Dx(0,0)(;) = W(p). Definiere ein Vektorfeld Z(u,v) :=
Dx(u,v)"'W (x(u,v)); nach fritheren Uberlegungen ist dies wohldefiniert und so glatt
wie x und W zulassen. Sei jetzt ¢ : U x I — D (mit Nullumgebung V' C D und
Intervall I hinreichend klein) der lokale Fluss von Z bei (0,0). Die Einschrénkung von
¢ auf das (0.B.d.A.) Rechteck {(u,v,t) € V' x I : u = 0} bezeichnen wir mit ¢. Nach
Definition des Flusses ist

Dg(0,0)e, = ey, Dp(0,0)e; = e,

(mit den Einheitsvektoren e,, e,, e;). Folglich ist D$(0,0) nicht singuldre Abbildung
zwischen der v-t-Ebene und der u-v-Ebene. Nach dem Umkehrsatz existiert also eine
Umgebung V' C V von (0,0), auf der p~! definiert und differenzierbar ist. Die Projek-
tion von @~ ! auf die v-Komponente ist deshalb eine differenzierbare Funktion g, falls
V klein genug, und sie ist konstant auf jeder Trajektorie durch (0, v), ndmlich konstant
gleich v. Weil Dgp(O 0) nicht singulér ist, kann durch Verklelnerung von V auch Dp als

nichtsingulér auf 1% angenommen werden; es folgt Dg # 0 auf V. Die Behauptung des
Lemmas folgt mit der Definition f := gox~!. U

Beispiel: Auf S? wird ein Vektorfeld durch

W(z,y,z) = (y,—z,0)

gegeben. Ein erstes Integral ist
flz,y,2) =2 +y* =122
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jedenfalls auBerhalb der Pole. Die Flusslinien des Vektorfelds sind die Niveaulinien des
ersten Integrals. O

Nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts:

Satz (Parametrisierungen mit vorgeschriebenen Koordinatenrichtungen) FEs
sei M regulire Fliche, Wi und Wy zwei Vektorfelder auf M, p € M. Sind Wi(p) und
Wy(p) linear unabhdngig, so gibt es eine Umgebung V' von p in M wund eine lokale
Parametrisierung x : D — v, so dass fir alle (u,v) € D gilt: x,(u,v) hat dieselbe
Richtung wie Wi (x(u,v)) und x,(u,v) hat dieselbe Richtung wie Wa(x(u,v)).

Bemerkung: Der Satz sagt nicht, dass es mit x,(u,v) = Wi(x(u,v)) und x,(u,v) =
Ws(u,v) geht.

Beweis: Es sei U eine Umgebung von p, auf der die ersten Integrale f; und f, zu Wy
und Wy definiert sind. Mit diesen definieren wir f : U — R durch

f(q) == (f1(q), f2(q))-

Aus den Eigenschaften der ersten Integrale folgt

df (p)Wi(p) = (0,dfa(p)Wi(p)) # 0, df(p)Wa(p) = (dfi(p)Wa(p),0) # 0.

Also ist df (p) nicht singular und folglich f ein lokaler Diffeomorphismus bei p. Setze
nun x := f~! auf einer hinreichend kleinen Umgebung, auf der f ein Diffeomorphismus
ist. Die Koordinatenlinien © = const bzw. v = const von x entsprechen den Mengen
fi(q) = const bzw. fy(q) = const, also haben sie die durch Wj bzw. W, bestimmten
Richtungen. O

Eine erste Anwendung dieses Satzes ist

Korollar (orthogonale Parametrisierung) Sei M C R? requlire Fliche. Zu je-
dem p € M g¢ibt es eine lokale Parametrisierung x : D — M bei p, fir die sich die
Koordinatenlinien u — x(u,v) und v — x(u,v) tberall orthogonal schneiden, fir die
also F' =0 gilt. (Eine solche Parametrisierung heifit orthogonal ).

Beweis: Sei x ~D — M irgendeine lokale Parametrisierung von m bei p, mit den
Koeffizienten E F, G der ersten Fundamentalform. Dann sind durch

Wi (x(u,v)) = Xu(u,v), ~
F(u,v)

Wa(x(u,v)) = %X,(u,v) —miu(u,v)

in jedem Punkt orthogonale Vektorfelder gegeben, auf die sich der Satz anwenden lasst,
um die orthogonale Parametrisierung lokal zu konstruieren. U

Ein weiteres Korollar beschéftigt sich mit Parametrisierungen, die an die Kriimmung
besonders angepasst sind:
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Korollar (Kriimmungslinien als Koordinatenkurven) FEs sei M C R?® eine re-
qulire C?-Fliche und p € M kein Nabelpunkt. Dann gibt es eine lokale Parametri-
sierung X : D — M bei p, fir die die Koordinatenlinien (als Mengen aufgefasst) die
Kriimmungslinien von M sind.

Bemerkung: Das bedeutet m = 0, weil dann (7;”;) in diesen Koordinaten diagona-
lisiert ist; wir haben also eine zum vorigen Korollar analoge Aussage fiir die zweite
Fundamentalform. Allerdings sind die Kriimmungslinien immer senkrecht zueinander,
so dass zusétzlich auch F = 0 gilt!

Beweis: Ist p kein Nabelpunkt, dann gibt es (wegen der stetigen Abhéngigkeit von
I, und I, von q) eine Umgebung von p in M ohne Nabelpunkte, auf der die Haupt-
kritmmungsrichtungen (bis aufs Vorzeichen) wohldefiniert und linear unabhéngig (sogar
orthogonal) sind, also zwei wohldefinierte linear unabhéngige Vektorfelder bilden. Der
Satz liefert dazu eine Parametrisierung, deren Koordinatenlinien tangential an diese
Vektorfelder sind; das sind aber genau die Kriimmungslinien. Il

3.5 Die Gau3-Kriimmung

Dieses Kapitel leitet schon iiber in das Thema der inneren Krimmung von Fléachen.
Als innere geometrische Groflen betrachtet man solche, die nur von den metrischen
Verhiltnissen innerhal ber Fliche abhiingen, ohne Bezug auf den umgebenden R3.
Wie wir schon gesehen haben, kénnen die metrischen Gréflen der Fléche vollstdndig
mit Hilfe der ersten Fundamentalform ausgedriickt werden. Es wird sich herausstellen,
dass das auch (trotz des “4uBeren” Charakters der einzelnen Hauptkriimmungen) fir
die GauB-Kriimmung gilt, die damit eine innere Kriimmung der Fléiche ist! Das ist
unser néchstes Ziel.

Dazu bendtigen wir zunéchst einige Vorbereitungen. An jeder Stelle x(u,v) eines Fla-
chenstiicks ist {x,(u,v),x,(u,v), N(x(u,v))} eine natiirliche “mitbewegte” Basis des
R3. Beziiglich dieser Basis entwickeln wir X, X4, und X,,. Die Komponenten in Nor-
malenrichtung haben wir dabei schon frither als [, m, n identifiziert:

Xy = LpXy+T0 %, +1(Nox),
Xy = LypXu+ %, +m(N ox),
Xpy = LyXu+ %, +n(N ox).

Dabei sind die I'?, noch zu berechnende Koeffizientenfunktionen, die zunéchst einmal
einen Namen bekommen.

Definition (Christoffel-Symbole) Es sei x : D — R? ein regulires C*-Flichen-
stick. Fir i,j,k € {u,v} heiflen die Koeffizientenfunktionen Ffj : D — R von x;;
beziiglich der Basis {Xp}refuw), N © x die Christoffel-Symbole des Flichenstiicks.

Bemerkung: Wegen der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen folgt sofort Ffj = F?i

fiir alle ¢, 7, k. O
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Oft (und moderner) schreibt man {1, 2} statt {u, v}. Natiirlich wollen wir die Christoffel-
Symbole berechnen koénnen:

Lemma (Berechnung der Christoffel-Symbole) Sei x : D — R? ein C?-Fli-
chenstiick. Firi,j, k € {u,v} gelten dann

1
FZ - 5 Z QSk(@-gjs + ajgsi - as.gij)’

se{u,v}

wobei mit (gV) wie iblich die zu (g;;) inverse Matriz gemeint ist.

Bemerkung: Damit hingen die Christoffel-Symbole also ausschliellich von E, F', G,
Eu; FU7 Guv Ev; Fln GU ab‘

Beweis: Mit der Produktregel und N (x(u,v)) L Tx(uvXx(D) berechnen wir, wobei wir
(-, ) fiir das Skalarprodukt in R? schreiben und alle Summen iiber {u,v} gehen,

asgij = 8s<Xz‘, Xj>

= (X, Xj) + (X, Xg5)

= <Z I, Xj> + (xi, Z FZjXT>

= > (T%g +T0m).

r

Vollig analog haben wir nach zyklischer Vertauschung von i, j, s

0igjs = Z(F;jgrs_*’rgsgv"j>>

r

ajgsi - Z(F;sgm_f'l—‘;zgrs)

r

Wir addieren die letzten beiden Gleichungen und ziehen die erste ab. Damit erhalten
wir

az'gjs + ajgsi - asgij =2 Z F;jgrs'

Multiplikation mit g** und Summation iiber s gibt zusammen mit »__ g,sg** = oF die
Behauptung. O

Damit kennen wir die partiellen Ableitungen der Basis {x,, x,, Nox} von R?, die analog
zur Theorie der Kurven ein “mitbewegtes Dreibein” fiir ein Flachenstiick bilden. Wir
fassen namlich obige Uberlegungen mit den Weingarten-Gleichungen zusammen zu

Lemma (Fundamentale Beschleunigungsformeln) Fiir ein C?-Flichenstick x :
D — R? gelten (wobei die Christoffel-Symbole wie oben berechnet werden kdonnen)

Xy = LpXy+T0 %, +1(Nox),

48



Xy = Lo Xu+ 10, %, +m(Nox) = Xy,
Xpy = LopXu + 0%, +n(N ox),
Fm — Gl Fl— Em

Wex) = Fo—m™tEa—p™
(N ox) Fn—Gm Fm — En
0X)y =

G T pa X

Als néchstes wollen wir systematisch Relationen zwischen den Koeffizienten der Fun-
damentalformen und den Christoffel-Symbolen herleiten. Dazu nehmen wir an, dass x
mindestens C? ist und benutzen Vertauschbarkeit partieller Ableitungen in der Form

(qu)v_ (Xuv)u = 07

(va)u - (Xuv)v -

Dazu differenzieren wir einfach die Beschleunigungsformeln noch einmal durch. So er-
gibt sich aus der ersten Gleichung

LauXuw + Doy Xow + 1N 0 X)y + (I, Xy + (Ih,)0Xe + 1 (N 0 X)
= I Xuu + TpyXuw +m(N o x), + (T, uXu + (I, )uXy + My (N 0 X).

Mit den Beschleunigungsformeln entwickeln wir das wieder in der Basis {x,,x,, N ox}
und erhalten

Fn—Gm

= (ru T, + Ty + i ————— + (T

0 (uu uv+ uu U’U+ EG_F2+(uu)’U
u U v U Fm -Gl u
- Fuvl—‘uu - Fquuv -m m - (Fuv)u> Xu
Fm — En

Lol o F 0w 1l —=5—7 + (I'y,

+< uu uv+ uu vv+ EG_F2+(uu>U

S v Fl—Em v
o Fuvruu - (Fuv)z -m m - (Fuv)u> Xy

(I, 4 0Ly, + 1y = 0%, = mI, = my )N ox.

Alle drei Koeffizienten in den grofien Klammern miissen 0 sein. Es ergeben sich mit

Kox= ]é%__”}; die folgenden Gleichungen:

FKox = (I'),— (%), +II% —T%T"

uvT uv uus vv?

FKox = (FZu)v _ (FZv)u _|_Fu e +FU v —TeTv — (FZU)2’

uu—T uv uuT vv uvT uu

Die erste Formel ist nicht niitzlich fiir die Berechnung von K, falls F' = 0 ist. Aber
E ist nie 0, also haben wir hier die (angekiindigte) Formel fiir die Gauf-Kriitmmung
allein mit Termen, die aus der ersten Fundamentalform berechnet werden kénnen. Wir
halten fest
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Satz (“Theorema Egregium” von Gauf}) Ist x : D — R? ein requlires C®-Fli-

chenstiick, so hiangt K o x nicht von der zweiten Fundamentalform ab und kann allein

aus E, F', G und seinen Ableitungen ausgerechnet werden vermdoge der Gauf-Gleichung
1

Bemerkung: In der Gauf}-Formel kann man natiirlich mit hinreichend viel Fleif} al-

le Christoffel-Symbole ausrechnen. Fasst man das Ergebnis nach endloser Rechnung
geschickt zusammen, so ergibt sich

E’u'u Guu Eu Ev EU Gu

K I R TR
°X=TEG _F2e2 v —| 7

(BG - F?) G, F G & F oG

g

Die dritte der drei Gleichungen aus dem Koeffizientenvergleich hat ein (véllig analog
zu beweisendes) Analogon aus der zweiten Vertauschungsrelation (die aufierdem noch
eine weitere Gleichung fiir F'K o x und eine dhnliche fiir GK o x liefert). Es handelt
sich um

Satz (Mainardi-Codazzi-Gleichungen) Istx : D — R? ein requlires C3-Flichen-
stiick, dann gelten

ly—m, = T +m(I%, —T%,)—nl"

uu?

my —n, = Iy +m(Cy, —Tr)—nl, .

Bemerkung: In Aufgabe 20 berechnen wir fiir den Fall ' = 0 (der ja, wie wir in-
zwischen wissen, lokal immer hergestellt werden kann durch geeignete Umparametri-
sierung) die Christoffel-Symbole als

b B B Ge
uy 28 uv 28 VU 28
v _GU v _GU v EU
U’U_2G7 uv—2G, wu 2G

Damit wird die GauB-Gleichung vereinfacht zu

Kox——1<E”) B 1(Gu> E.G. EG, E? B G?
- E\2G/s E\2G/. 4E:G 4AEG?  4FE2G AEG?’

Wie man durch Ausdifferenzieren zeigt (siehe Aufgabe 20), ldsst sich dies noch ein-
dampfen zu folgender praktischer Formel:

Lemma (GauB-Gleichung fiir orthogonale Parametrisierung) Istx: D — R3
ein requlires C3-Fldchenstiick mit F' = 0, dann vereinfacht sich die Gauf-Gleichung
20

1 E, G,
Kox= _2@(<\/E—G)U + (ﬁ))
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Die Berechnungen und Erkenntnisse aus diesem Kapitel werden uns noch im Kapitel
iiber innere Geometrie weiter beschéftigen. Zunéchst wollen wir uns aber noch zwei
hiibsche Eigenschaften der Gaufl-Kriimmung ansehen:

Satz (kompakte Flichen haben irgendwo positive Kriimmung) Ist M C R?
requlire C?-Fliche und kompakt (also abgeschlossen und beschrinkt in R3), dann gibt
esp € M mit K(p) > 0.

Beweis: Mit dem Betrag in R? definieren wir f : M — R3 durch f(q) := |¢|?; das ist
eine stetige Funktion, die als solche auf der kompakten Mange M ihr Maximum und ihr
Minimum annimmt. Sei p eine Maximumstelle von f auf M. Dann liegt M innerhalb
der Sphére um 0 mit Radius |p| und beriihrt diese in p. Wir nehmen daher an, dass
K(p) > |p|™ (was die GauB-Kriimmung der Sphiire ist); das ist jetzt zu zeigen.

Zu beliebigem V' € T,M mit |V| =1 finden wir eine (nach der Bogenldnge parametri-
sierte) Kurve av: I — M mit «(0) = p und o/(0) = V. Weil auch f o« sein Maximum
im Punkt p (also bei 0) annimmt, gelten

(fea)(0)=0,  (fea)'(0)<0.
Wegen f o a(t) = |a(t)|? sind diese Relationen gleichbedeutend mit
0=2a(0)-a'(0)=2p-V
(was fiir alle Einheitsvektoren V' € T, M gilt, folglich p L T,,M) und

0 > 2|/(0)]* + 2a(0) - a”(0)

= 2+42p-a"(0).

Letzteres bedeutet
p-a’(0) < -1

und deshalb fiir die Normalkriimmung von M in p (beachte N(p) = :I:%)
[ka(p, V)| = IN(p) - o"(0)] = i - " (0)] = [p] ",

und weil die Normalkriimmungen stetig von V' abhéngen, haben sie auch alle dasselbe
Vorzeichen. Folglich gilt

K(p) = ki(p)k2(p) > Ip| 2,

was die Vermutung bestétigt und den Satz beweist. U

Das folgende Korollar ist bemerkenswert, weil es das erste Beispiel eines Satzes ist, bei
dem aus einer (lokalen) Annahme iiber die Kriimmung eine (globale) Aussage iiber die
Topologie folgt:

Korollar st M eine requlire C*-Fliche in R® mit K < 0 auf ganz M, so ist M nicht
kompakt.
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Weil H = 0 bedeutet, dass k; = —ks, also K < 0, folgt dasselbe fiir Flachen mit H = 0;
diese heiBen Minimalfidchen (und werden uns noch beschiftigen).

Korollar FEs gibt keine kompakten Minimalfichen in R3.

Wir hatten schon gesehen, dass die Nabelflachen immer Sphéren oder Ebenen sind und
dass beide konstante Gauf-Kriimmung haben. Der néchste Satz (in den vieles von dem
eingeht, was wir bis jetzt bereitgestellt haben), charakterisiert die kompakten Flachen
konstanter Gauf-Kriimmung;:

Satz (H. Liebmann) Ist M eine kompakte C3-Fliche in R® mit konstanter Gauf-
Kriimmung K, dann ist (K > 0 und) M eine Sphdire vom Radius 1/vVK .

Beweis: Nach dem vorigen Satz kann die Voraussetzung des Satzes nur zutreffen, wenn
K > 0ist. Da K konstant ist und K = kjks, hat k5 in jeder Minimumstelle von k; eine
Maximumstelle; sei p eine solche Stelle (existiert, weil M kompakt und kq, ko stetig).

1. Fall: ki(p) = kao(p). Da ki in p sein Minimum annimmt und ks sein Maximum,
miissen alle Normalkriimmungen auf M zwischen k;(p) und ko(p) liegen, also konstant
gleich p sein. Dann ist jeder Punkt ein Nabelpunkt, und die Aussage des Satzes folgt
aus dem Satz iiber die Nabelfldchen.

2. Fall: ki(p) < ko(p). Wir wollen zeigen, dass dies nicht vorkommt, dann sind wir
fertig.

Es gibt eine Umgebung von p , auf der k; < ks noch gilt. Nach eventueller Verkleinerung
konnen wir diese Umgebung nach den Kriimmungslinien parametrisieren, also durch
x: D — M mit p =x(0,0), F =0 und m = 0; siehe das letzte Korollar im vorigen
Abschnitt. Dann ist ky ox = [/FE und ks ox = n/G (0.B.d.A. nach evtl. Vertauschung
der Variablen; wir schreiben jetzt ki, ks statt k; ox und ks 0 x). Die Mainardi-Codazzi-
Gleichungen vereinfachen sich mit m = 0 und F = 0 zu

Dies benutzen wir, um k; = [/E und ks = n/G zweimal partiell zu differenzieren:

1 B,
(kl)v = ﬁ(Elv - Evl) = ﬁ(k& - kil)a
1 G
(k’g)u = @(Gnu — G’un) = ﬁ(lﬁ — ]{72),
Evv
(k1)ow = °F (ko — k1) + Ey(...),
Guu
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Weil k; minimal und ks maximal ist in p, gelten im Punkt p
(k1)o =0, (k2)u =0, (K1)ww > 0, (k2)uu < 0.
Damit folgern wir aus obigen vier Gleichungen, dass
E,(0,0) =0, G,(0,0) =0, E.,(0,0) >0, Guu(0,0) > 0.

In Punkten mit E, = 0 ist

( E, ) _ Ey

VEG/v  VEG’

und eine analoge Gleichung gilt fiir G,, = 0. Daher koénnen wir mit der Gauf3-Gleichung
K (p) berechnen als

w0 = e ((G5e) + (Fme) oo
Eyy + Gy
R

< 0

das ist der gewiinschte Widerspruch. O

Ein Nebenprodukt dieses Beweises ist

Lemma (Hilbert) Ist M C R3 regulire C3-Fliche und p € M ein Punkt, ky ein
lokales Minimum und ke ein lokales Mazimum hat sowie ki(p) < ko(p) gilt, dann ist
K(p) <0.

Bemerkung: Zum Schluss eine Bemerkung zu den Gleichungen von Gaufl und Meinardi-
Codazzi. Wie fiir Kurven gibt es auch einen “Hauptsatz” der lokalen Flédchentheorie.
Er sagt, dass man E, F, G, [, m, n in der Umgebung eines Punktes vorgeben kann und
dazu (evtl. nach Verkleinerung dieser Umgebung) ein (bis auf Bewegungen eindeutiges)
Flichenstiick in R3 mit eben diesen Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamental-
form findet, unter der Voraussetzung, dass F, F', G, [, m und n schon die Gleichungen
von GauB und Mainardi-Codazzi erfiillen (und dass EG — F? > 0). Dies ist der Satz
von Bonnet, den wir hier nicht beweisen. Es ist klar, dass Gaul und Mainardi-Codazzi
notwendige Bedingungen fiir die Existenz so einer Flache sind. Der Satz von Bonnet
sagt, dass diese auch ausreichen, d.h.: Alle Relationen zwischen E, F', G, I, n, m (und
ihren partiellen Ableitungen) auf einem Flichenstiick folgen aus EG — F? > 0, der
GauB-Gelichung und den Mainardi-Codazzi-Gleichungen. (Und insbesondere braucht
man von den verschiendenen Versionen der GauB-Gleichung FK = ..., FK = ...,
GK = ... nur die erste oder die dritte.) U
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4 Die innere Geometrie von Flachen

4.1 Isometrien und konforme Abbildungen

Zwei Flichen, die “dieselbe” erste Fundamentalform haben, sollten vom metrischen
Standpunkt, und beziiglich aller Eigenschaften, die auf der Kenntnis von I beruhen
(dazu gehort z.B. auch die GauB-Kriimmung), nicht zu unterscheiden sein:

Definition (Isometrie) Seien M;, My zwei regulire Flichen in R3. Ein Diffeomor-
phismus ® : M; — M, heifst Isometrie, falls fir alle p € My, X,Y € T,M, gilt,
dass

L(X,)Y) = Ipp) (d®(p) X, d2(p)Y).

(Kurz ausgedriickt: ® ist Isometrie, wenn d® das innere Produkt erhdlt.) Existiert eine
Isometrie zwischen My und My, so heiffen My und My isometrisch.

Bemerkungen: (1) Schon eine Abbildung mit
1,(X. X) = L) (d(p) X d(p) X)
fir alle p € My, X € T,M, ist eine Isometrie, was aus der Polarisationsformel
2L(X,Y) = L(X +Y, X +Y) - [,(X,X) — I,(Y,Y)

(giiltig fur alle symmetrischen Bilinearformen) folgt.

(2) Zwei Flichenstiicke x : D — R3> und y : D — R3, fiir die £, F und G auf D
iibereinstimmen, sind isometrisch, und y o x~! sowie x o y ! sind Isometrien.

Zum Beweis bezeichnen wir mit E*, F*, G* bzw. EY, FY, ¥ die Koeffizienten fiir
x bzw. y. Gilt jetzt EX = EY, F* = FY, G* = Y, dann setze ® := y o x~! und
beobachte, dass fiir o/(0) = X € Ty(uwyM mit einer Kurve o(t) = x(U(t), V(1)) in M
und a(0) = x(u, v) gilt:

X
do(x(u,v))X

' (0) = U'(0)xy,(u, v) + V'(0)x,(u, v),
d®(x(u,v))a’(0)

~ (@0a)(0)

= (yo (U, V))(0)

= U (0)yu(u,v) + V'(0)y,(u,v).

Es folgt

T (x(u,)) (AP (x(u, ) X, dP(x(u, v)) X)

Iy (u) (P (x(u, v)) X, dP(x(u, v))X)
U'(0)2EY (u,v) + 20U (0)V'(0) F¥ (u,v) + V'

= U'(0)*E*(u,v) + 2U"(0)V'(0) F*(u,v) + V'(0)*G*(u, v)
= x(uw) (X, X)

0
0
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fir alle (u,v) € D und alle X € Ty()x(D), also ist nach (1) die Abbildung ® eine
[sometrie zwischen x(D) und y(D).

(3) Ist umgekehrt ® : M; — My eine Isometrie und x : D — M eine lokale Parametri-
sierung, dann hat ®ox : D — M dieselben Koeffizienten der ersten Fundamentalform.

(4) Tsometrie von Flichen ist eine Aquivalenzrelation.
(5) Isometrien sind hier C*, wenn M; und M, C*-Flichen sind. O

Beispiel: Es sei M} := R? x {0}, M, := {(z,y,2) € R3: 2z = coshy} sind isometrisch.
Denn M; und M, lassen sich als Fldchenstiicke

x:R* — R?, x(u,v) = (u,v,0),
y : R? = R?, y(u,v) = (u, v, coshv)

schreiben. Im zweiten Flichenstiick parametrisieren wir die Koordinatenlinine v +—
y(u,v) nach der Bogenléinge um und erhalten

z:R* — R? z(u,v) = (u, Arsinhv, V1 + v?)
als neue Parametrisierung von M,. Fiir dieses Fliachenstiick z berechnen wir

z,(u,v) = (1,0,0),
z,(u,v) = <0 = ! ),

V102 Vo2

woraus wir £ = G = 1 und F' = 0 ablesen, und dasselbe gilt offensichtlich fiir x.
Folglich sind M; und M, isometrisch, und eine Isometrie ist z.B. ® : M| — M, mit

®(u,v,0) := (u, Arsinh v, V1 4 v2).

Diese ist bei weitem nicht eindeutig, z.B. sind

(u,v,0) — (u+3,Arsinh(v —4),/1+ (v —4)3?),
(u,v,0) +— (v, Arsinhu, V14 u?)

weitere Isometrien. O

Bemerkung: Im letzten Beispiel kommen die vielen Isometrien dadurch zustande,
dass eine feste Isometrie mit den (vielen) Isometrien der Ebene auf sich verkniipft
wird. Man iiberlegt sich leicht, dass die Isometrien M — M einer Flache auf sich
selbst eine Gruppe bilden, die Isometriegruppe von M. Sie enthélt immer die Identitét;
und enthélt sie mehr Elemente, so beschreiben diese (innere) Symmetrien der Flidche.[J

Manchmal braucht man auch das zugehorige lokale Konzept:

Definition (lokale Isometrie) Seien My, M, regulire Flichen in R3. Eine Abbil-
dung ® : U — My einer Umgebung U von p € My in My heifst lokale Isometrie bei p,
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wenn es eine Umgebung V' von ®(p) in My gibt, so dass ® : U — V eine Isometrie
ist. Gibt es zu jedem Punkt p € M, eine lokale Isometrie nach My, so heifst M lokal
isometrisch zu Ms. Die Flichen M; und My heiffen lokal isometrisch, falls My lokal
isometrsich zu My und My lokal isometrsisch zu My ist.

Bemerkung: Auch “lokal isometrisch” ist eine Aquivalenzrelation. O

Beispiele: (1) Die Ebene R? x {0} und der Zylinder {(z,y,z) € R? : 2% + y* = 1}
sind lokal isometrisch. Denn durch

®(u,v,0) := (cosv,sinv, u)

sind lokale Isometrien in den Zyliner bei jedem Punkt der Ebene gegeben (bei geeigneter
Wahl des Definitiosbereichs), und mit

(z,y,2) = (2,log(x +iy),0)

lokale Isometrien in die Ebene bei jedem Punkt des Zylinders (bei geeigneter Wahl
des komplexen Logarithmus). Dass es sich jeweils um lokale Isometrien handelt, rech-
net man leicht nach. Wir fiithren es nur fiir die eine Richtung aus: Wegen (etwas lax
formuliert)
0 —sinv 0
dd(u,v,0) = D®(u,v,0)=| 0 cosv 0
1 0 0

ist fiir X = (X', X2%,0) und Y = (Y1, Y20) in Ty0(R* x {0}) = R? x {0} mit
p = (u,0,0)

—X?sinw —Y?Z%sinv
Lo (d®(p) X, d®(p)Y) = X2?cosv | -| YZcosv
X! y!
= X'W'4+ X?%y?
- X.Y
= L(X)Y).
(2) Das Helikoid und das Katenoid sind lokal isometrsich, vgl. Aufgabe 23. U

Jetzt konnen wir genauer sagen, was wir unter “inneren geometrischen Gréflen” einer
Fléache verstehen: Es sind solche geometrische Groflen, die invariant unter Isometrien
sind. Beispiele sind Kurvenlédngen, Flichen, Winkel (denn alle werden mit I ausgerech-
net, welches unter Isometrien invariant ist), aber auch die Gau-Kriimmung. Denn aus
dem “Theorema Egregium” folgt sofort:

Satz (GauBl) Die Gauf-Kriimmung von C3-Flichen ist invariant unter (lokalen) Iso-
metrien. Das heifft K(p) = K(®(p)), wenn ® lokale Isometrie ist.
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Weil wir Langen von Kurven allein unter Benutzung der ersten Fundamentalform be-
rechnen konnen (zumindest lokal), ist auch der folgende Abstandsbegriff invariant unter
[sometrien:

Definition (innerer Abstand) Sei M C R3 ecine wegzusammenhingende requlire
Fliche. Zu p,q € M definieren wir den (inneren) Abstand d(p, q) zwischen p und q als
das Infimum der Ldangen aller Kurven « : [0,1] — M mit a(0) = p, o(1) = g.

Dieser innere Abstand macht M zu einem metrischen Raum (wie man leicht sieht). [J

Aufer Isometrie von Flichen gibt es noch eine schwiichere Aquivalenzrelation, die eher
in der komplexen Analysis von Bedeutung ist:

Definition (konform) Fin Diffeomorphismus ® zwischen zwei requliren Flachen M,
und M, in R?® heifit konform, wenn es eine differenzierbare Funktion \*> : M, — Ry
gibt, so dass

Lo (d2(p) X, dP(p)Y) = N (p)[,(X,Y)

fiir alle p € My und alle X,Y € T,M; gilt. Gibt es eine konforme Abbildung My — M,
so heiffen My und M, konform (&quivalent).

Den Begriff “lokal konform” erklirt man dann villig analog zu “lokal isometrisch”.

Bemerkungen: (1) In der Formel fir Winkel mit £, F' und G stehen so viele E, F', G
im Zahler wie im Nenner. Es folgt, dass konforme Abbildungen winkelerhaltend sind,
und das ist die geometrische Motivation fiir den Begriff “konform”.

(2) “konform” ist eine Aquivalenzrelation, ebenso “lokal konform”.
(3) Jede Isometrie ist eine konforme Abbildung, mit A\* = 1.

(4) Wie fiir Isometrien beweist man: Genau dann ist ¢ : x(D) — y(D) konforme
Abbildung zwischen zwei reguliren Flichenstiicken x : D — R3, y : D — R?, wenn fiir
die wie oben indizierten Koeffizienten der ersten Fundamentalformen gilt:

EY = \2EX, FY = \?F*, GY = \2G™.
Wir erwédhnen den wichtigsten Satz in diesem Zusammenhang:

Satz Je zwei requlire Flichen sind lokal konform.

grobe Beweisskizze: Man kann zeigen, dass man eine Umgebung jedes beliebigen
Punktes auf einer reguldaren Fliche so parametrisieren kann, dass

F =0, E =G = N(u,v) >0,

sogenannte isotherme oder konforme Koordinaten. Der Beweis ist ein gutes Stiick
aufwandiger als fiir die speziellen Parametrisierungen, die wir schon produziert ha-
ben. Glaubt man deren Existenz, so folgt der zu beweisende Satz sofort, denn jede so
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parametrisierte Flédche ist lokal konform zur flachen Ebene. O

Bemerkung: Wir hatten 2-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten als Ver-
allgemeinerung von Flachen im Raum eingefiihrt. Alles, was wir iiber die innere Geo-
metrie von Flachen im Raum sagen, ldsst sich auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.
Sei M so eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zu p € M definiert man dann die Tan-
gentialebene T),M abstrakt als den Vektorraum der Tangentialvektoren an Kurven in p
(modulo einer Aquivalenzrelation, die Tangentialvektoren von “sich berithrenden Kur-
ven identifiziert). Versieht man eine solche Mannigfaltigkeit M mit einer Riemannschen
Metrik, das ist ein differenzierbar vom Punkt p abhédngendes Feld von symmetrischen
positiv definiten Bilinearformen g, auf 7,,M, dann kann man zu gegebener lokaler Pa-
rametrisierung x : D — M mit x(u,v) = p die Funktionen g;; als

g (u,v) = gp(Dx(u,v)e,, Dx(u,v)e,),
gi2(u,v) = gp(Dx(u,v)e,, Dx(u,v)e,) =: ga1(u,v),
ga2(u,v) = g,(Dx(u,v)e,, Dx(u,v)e,)

<

definieren. Sie spielen dieselbe Rolle wie E, F' und G fiir Flachen, und Langen, Winkel,
Fliacheninhalte, Abstand und die GauB-Kriimmung kénnen nach denselben Formeln be-
rechnet werden wie auf Flédchen. g, spielt dabei die Rolle von I,,. Eine Mannigfaltigkeit,
versehen mit einer Riemannschen Metrik, heifit Riemannsche Mannigfaltigkeit. Gene-
rell gilt fast alles aus diesem Kapitel iiber innere Geometrie auch fiir 2-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeiten statt Flachen. U

4.2 Kovariante Ableitung und Parallelverschiebung

Ist auf einer Fliche M ein Vektor X in einem Punkt p gegeben, also X € T,M, dann
konnen wir nicht ohne weiteres sagen, was “derselbe” Vektor nach T, M verschoben sein
soll; denn anders al in R™ haben wir noch kein natiirliches Konzept fiir Parallelverschie-
bung. In R™ ist Parallelitéit von Vektorfeldern X zum Beispiel dadurch charakterisiert,
dass die Ableitung D(X o«) fiir alle (diffferenzierbaren) Kurven « in R™ verschwindet.

Auf Fldchen hiangt die Parallelverschiebung im Allgemeinen von der Auswahl der Kurve
ab, langs der parallel verschoben werden soll. Unser néchstes Ziel ist die Definition eines
geeigneten Differentialoperators, der auf “parallelen Vektorfeldern lings einer Kurve”
verschwindet.

Definition (kovariante Ableitung) Sei W ein differenzierbares Vektorfeld auf der
requliren Fliche M C R®, p € M und y € T,M. Ferner sei eine Kurve o : [ — M
gegeben mit «(0) = p und o/(0) = y. Die Projektion von (W o a)'(0) € R® auf T,M
heifst kovariante Ableitung von W bei p in Richtung y und wird mit

D(W o «)

D,W(p) oder I

(0)
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bezeichnet. Allgemeiner heifit eine (C*- oder differenzierbare) Abbildung V : [—¢,¢] —
R? mit V(t) € TywyM fiir alle t € I ein (C*- oder differenzierbares) Vektorfeld lings
o, und die Projektion von V'(t) auf TowM heifit die kovariante Ableitung von V in t
und wird mit

ﬂ t)

dt (

bezeichnet.
Ist schliefSlich Y ein weiteres Vektorfeld auf M, so bezeichne Dy W das Vektorfeld mit

(DyW)(p) := Dy W (p)
fiir alle p e M.

Bemerkungen: (1) Nicht jedes differenzierbare Vektorfeld lings einer Kurve ist die
Einschrankung eines differenzierbaren Vektorfelds auf M. Denn es wird nicht verlangt,
dass bei einem Selbstschnitt der Kurve a(s) = a(t) auch V(s) = V() sein muss.

(2) Ist o : I — M differenzierbare Kurve, dann ist o/ (t) € T, )M fiir alle t € I nach der
Definition von Ty M. Folglich ist o' ein Vektorfeld langs «, das Tangentenvektorfeld
von «. Dieses Beispiel kann als Motivation fiir die Betrachtung von Vektorfeldern léngs
Kurven dienen.

(3) Wir miissen noch nachpriifen, dass D,W (p) wohldefiniert ist, also nicht von der
Auswahl der Kurve o abhéingt. Dazu sei wie iiblich a(t) = x(7(¢)); und wir entwickeln
W (a(t)) beztiglich der mitbewegten Basis {x,,x,}:
W(a(t)) == w"(t)xu(v(t) + w’ ()% (v(t))-
Es folgt
(Wea) = (w)xuoy+ (w)x,07
Fw" ((7") Xuu 07 + (1") Xuw 0 9) + W ((7") Xuw 07 + (7°) X0 © 7).

Hier konnen wir x,,,, X,, und x,, mit den Beschleunigungsformeln als Linearkombinati-

on von X, X, und (/N ox) ausdriicken. Die Projektion auf 7,,M erhélt man dann einfach,
indem man die (N o x)-Komponente weglédsst. Auf diese Weise haben wir bewiesen:

Lemma (Koordinatenformel fiir die kovariante Ableitung) Unter den Voraus-
setzungen der vorigen Definition und Bemerkung (3) gilt auf C*-Flichen M

D(W o «)

pr = (w")'x, + (W")'x, + Z Ffjwi(yj)'xk,

i,j,k€{u,v}

also insbesondere fir p :== x(z) = «(0), y = y"x,(2) + ¥y'x,(2) = /(0) und W ox =
w'x, + w'X,:

DyW (p) = Oy (2)%u(2) + Oy (2)%0(2) + D Thi(2)w' (2)y’xu(z).

i,5,k€{u,v}

Aus letzterer Formel folgt die Wohldefiniertheit von D, W (p).
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Bemerkungen: (0) Wir lesen ab, dass man die kovariante Ableitung allein durch par-
tielles Differenzieren und Kenntnis der Christoffel-Symbole berechnen kann. Es handelt
sich damit um eine innere geometrische Operation.

(1) Die letzte Formel bedeutet: Die Kovariante Ableitung von W in Richtung y ist die
“komponentenweise partielle Ableitung” (bzgl. x,, x,) plus eine von den Christoffel-
Symbolen abhéngige Korrektur nullter Ordnung in W.

(2) Die erste Formel des Lemmas gilt auch dann, wenn W nur auf a(/) definiert ist,
kann also auch zur Berechnung der kovarianten Ableitung von Vektorfeldern lings Kur-
ven definiert werden. O

Geméf obiger Analogie zu parallelen Vektorfeldern in R™ definieren wir:

Definition (paralleles Vektorfeld) Sei M C R? eine regulire Fliche und o : [ —
M eine differenzierbare Kurve. Fin Vektorfeld V auf M lings o heifit parallel, falls
% = 0 auf I. Ein Vektorfeld W auf M heifst parallel lings o, wenn seine Fin-
schrankung auf o(I) parallel als Vektorfeld lings a ist.

Bemerkung: Ein Vektorfeld lings « ist also parallel, genau wenn seine gewthnliche
Ableitung V'(t) iiberall senkrecht zu Ty M ist. O

Im Folgenden zeigen wir, dass gewisse Eigenschaften von parallelen Vektorfeldern, die
wir aus dem Euklidischen kennen, erhalten bleiben:

Lemma (Parallelitiit erhiilt Betriige und Winkel) FEs sei M C R? regulire Fliche,
a: I — M differenzierbare Kurve und V', W' zwei parallele differenzierbare Vektorfel-

der lings o. Dann sind die Betrdge von V(t) bzw. W (t) sowie der Winkel zwischen
V(t) und W (t) konstante Funktionen auf I.

Beweis: V'(t), W'(t) sind iiberall senkrecht zu T,y M, also insbesondere senkrecht zu
V(t) und W (t). Es folgt

(VW) = (V! W) +(V.IW') =0,

und dasselbe fiir (V, V) und (W, W), woraus die Behauptungen folgen. O

Satz und Definition (Parallelverschiebung) Es sei M C R3 regulire C*-Fliche,
a: I — M differenzierbare Kurve mit a(ty) = p. Dann gibt es zu jedem w € T,M ein
paralleles Vektorfeld W lings 1 mit W (to) = w. Es ist eindeutig und hdngt stetig von
w ab. Dieses Vektorfeld heifit die Parallelverschiebung von w lings «.

Beweis: Wir miissen

DW
Z 0
dt
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auf I mit den Anfangswerten W (ty) = w losen. Dies ist nach obigen Koordinaten-
formeln ein System von zwei linearen Differentialgleichungen fiir w* und w’; und die
eindeutige Losbarkeit sowie stetige Abhéngigkeit von w folgen aus den entsprechenden
Standardsétzen iiber gewohnliche Differentialgleichungen. U

Bemerkungen: (1) Mit der Kettenregel weist man sofort nach, dass die Parallelver-
schiebung invariant ist unter Umparametrisierung der Kurve a. Von der Spur von «
héngt die Parallelverschiebung dagegen sehr wohl ab, wie wir gleich sehen werden. [

(2) AuBler den Daten iiber Kurven, Vektorfelder und Richtungen werden in den For-
meln fiir die kovariante Ableitung nur die Christoffel-Symbole gebraucht, von denen
wir wissen, dass sie invariant unter Isometrien sind. Es folgt: Kovariante Ableitung,
Parallelitdt und Paralleverschiebung lings Kurven sind invariant unter Isometrien.
Das bedeutet zum Beispiel: Ist ® : M; — M, eine Isometrie und W die Parallelver-
schiebung von w € T,M; langs o (mit a(ty) = p), dann ist ¢t — dP(a(t))W () die
Parallelverschiebung von d®(p)w langs der Kurve ® o o in M,. O

Beispiel: Der einschalige Kegel {(z,y,2) € R?: 0 < z = ky/2? + y?} (ohne Spitze) ist
lokal isometrisch zur Ebene.Um das zu sehen, bestimmen wir zunéchst den Offnungs-
winkel (zur z-Achse) des Kegels als

[ := arccot k.
Der Kegel ohne eine Gerade wird parametrisiert durch x : y :]0, oo[ x |0, 27 sin 3] — R3,
xX(u,v) := (usin B cos(v/sin f + ), usin Fsin(v/ sin a + 1), u cos 3),

wie man leicht sieht; wobei ¢ € R irgendein fest gewéhlter Winkel ist. Mit zwei ver-
schiedenen Wahlen von ¢ erhélt man einen vollstdndigen Atlas fiir den Kegel.

Sei nun U C R? x {0} der Sektor in der Ebene (vollstindig) parametrisiert durch
y :]0, 00[ X |0, 27 sin 3] — R3,
y(u,v) := (ucosv,usinv, 0)
(also einfach durch ebene Polarkoordinaten). Dann sind fiir “beide” Parametrisierungen
E=1, F=0, G =’
Folglich ist das Bild von x fiir jede Wahl von 1) isometrisch zu U; der Kegel damit lokal

isometrisch zu R? x {0}.

Damit kénnen und mit der letzten Bemerkung kénnen wir jetzt die Parallelverschie-
bung z.B. lings eines “Breitenkreises” des Kegels explizit durch Zeichnen bestimmen
(ausfithren!). Insbesondere zeigt sich: Parallelverschiebung eines Vektors liangs des ge-
schlossenen Breitenkreises dreht den Vektor un 273. Folglich ist die Parallelverschie-
bung eines Vektors abhéingig von der Kurve, lings der parallel verschoben wird (denn
fiir einen kleinen Kreis im Kegel ist die Parallelverschiebung desselben Vektors die
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Identitét). d

Bemerkung: Ist p € M fixiert, so ist, weil Parallelverschiebung Betridge und Winkel
erhélt, die Parallelverschiebung léngs irgendeinem festen geschlossenen Weg o« von p
nach p in M eine orthogonale Abbildung L, : T,M — T,M (kann aufgefasst werden
als eine orthogonale Abbildung R? — R?, also als ein Element der orthogonalen Grup-
pe O(2)). Hintereinander-Durchlaufen von Wegen entspricht Hintereinanderausfithrung
von solchen orthogonalen Abbildungen (Differenzierbarkeit ist nach Approximation
kein Problem beim Zusammensetzen), also bilden die L, zu allen geschlossenen We-
gen « von p nach p in M eine Untergruppe von O(2). Man kann zeigen, dass diese,
wenn M wegzusammenhingend ist, bis auf Isomorphie nicht von der Auswahl von p
abhéngt. Sie heifit die Holonomiegruppe von M. Im gerade betrachteten Fall des Ke-
gels mit Offnungswinkel /3 zeigt sich, dass die Parallelverschiebung lings geschlossener
Kurven immer eine Drehung um ein Vielfaches von 27 sin  bewegt. Deshalb ist die
Holonomiegruppe die Gruppe {e‘?™snf . L ¢ N} und hingt vom Winkel 3 ab. Ist
B = /6, dann ist sie {£id}; ist sin  dagegen irrational, dann ist sie unendlich und
dicht in SO(2) = {e? : ¥ € R} = SL. O

4.3 Geodéatische

Geoditische spielen auf Flichen weigehend die Rolle, die (affine) Geraden in R? spielen.
Geraden (in Parametrisierung proportional zur Bogenldnge) sind durch (/)" = 0 cha-
rakterisiert, wobei wir o als Vektorfeld ldngs a auffassen und (o)’ als dessen gewohn-
liche (also auch kovariante) Ableitung. Eine analoge Beschreibung haben Geoditische:

Definition (Geoditische) Fine Kurve a : I — M in einer requliren C*-Fliche
M C R? heifit Geodiitische, falls sie mindestens C? ist und
D
7
Eine Geoddtische o heifit geschlossen, falls o periodisch ist, also I = R und es existiert
ein T € R mit a(t) = a(t +7) fir alle t € R.

"t)=0 fir alle t € 1.

Héufig bezeichnen wir auch (etwas ungenau) das Bild einer Geodétischen in M als eine
Geoditische, und im Fall I = [a, b] sprechen wir von einer Geoditischen von a(a) nach
a(b).

Bemerkungen: (1) Nach obigem Lemma ist |o/| fiir Geodéatische konstant, weil o
paralleles Vektorfeld ist. Geoddtische sind also immer proportional zur Bogenlinge pa-
rametrisiert. Die Durchlaufgeschwindigkeit darf nach der Definition auch 0 sein (also
die Kurve konstant); wir nehmen aber diesen degenrierten Fall meist stillschweigend
aus.

(2) Nach der Interpretation der kovarianten Ableitung ist o genau dann Geodétische
in M, wenn
a"(t) L M fiir alle ¢,
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wobei o die zweite Ableitung von o aufgefasst als Kurve in R? ist.

(3) Isometrien fiihren Geodéitische in Geoditische iiber, d.h. ist ® : M; — M, Iso-
metrie und a Geodéatische in M7, dann ist auch ® o a@ Geodéatische in Ms. Dies ist so,
weil kovariante Ableitungen invariant unter Isometrien sind (was hier bedeutet, dass
d® mit & vertauscht). d

Aus der Formel fiir % folgern wir sofort

Lemma (Differentialgleichung fiir Geoditische:) Sei M requlire C*-Fliche in
R3. Dann ist o : I — M genau dann eine Geoddtische, wenn fiir jede lokale Parametri-
sierung x : D — M die zuriickgeholte Kurve v : 1 O J — D die Differentialgleichung

)+ (Thon()Y () =0, ke {uv}
1,
auf ihrem natirlichen Definitionsbereich J = {t € I : a(t) € x(D)} ldst.

Mit dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme von gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen folgt sofort:

Satz (Lokale Existenz von Geoditischen) Sei M regulire C*-Fliche in R3. Dann
existiert zu jedem p € M und jedem Y € T,M ein & > 0 und eine Geoddtische
a ] —6,00]— M mit a(0) = p, &/(0) = Y. Bis auf eventuelle Vergrofierung oder
Verkleinerung des Definitionsbereichs ist o hierdurch eindeutig bestimmd.

Beispiele: (0) Die Geoditischen auf R? x {0} sind genau die (proportional zur Bo-
genléinge parametrisierten) affinen Geraden. Denn £ = % (weil alle Christoffel-Symbole

dt
0 sind).

(1) Die Geoditischen auf S? kann man mit Bemerkung (3) wesentlich bequemer bestim-
men als iiber die Differentialgleichung. Wir mochten die Geoditische mit a(0) = p € S?
und o/(0) = Y € T,5% berechnen, dann ist ¥ L p. Nehmen wir an, dass Y # 0
(sonst ist die Geodiitische konstant), dann spannen p und Y eine Ebene E in R3
auf, und die Spiegelung o an dieser Ebene ist eine Isometrie von S2. Mit o muss
also auch ¢ o a Geodiitische in S? sein. Und es gilt (0 o a)(0) = o(p) = p und
(0 o) (0) = do(a(0))/(0) = do(p)Y =Y, folglich ist 0 o @ = «a. Das heifit, dass
« in der Fixpunktmenge von ¢ in S? verlaufen muss, diese ist der Groffkreis S* N E
(eindimensional!). Folglich ist a die Parametrisierung dieses GroBkreises mit konstanter
Geschwindigkeit Y], also

a(t) = pceos(|Yt) + % sin(|Y'|t),
und alle Geodétischen auf S? sind (falls nichtkonstant) in diesem Sinne Grofikreise.
Umgekehrt rechnet man mit Bemerkung (2) nach, dass jeder Grofikreis bei Parametri-
sierung proportional zur Bogenlinge Geoditische auf S? ist: Denn jeder solche Grof-
kreis ist von der Form
a(t) = Vsinwt + W sinwt
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mit w € R, V,IWW € S? und V L W. Dann ist

O// (t)

= —w2a(t) = wQN(oz(t)) 1 Ta(t)SQ,

also o {iberall senkrecht zu S? wie verlangt.

(2) Fiir das Rotationsparaboloid

x(u,v) =

haben wir

guu:E
guv:gvu:F
gvv:G
EG — F?

uu

9

VU

9 =49

VY

9

(u,v,u* +v?)

1+ 4u?,

4uw,

1+ 402,

1+ 4u® + 40,
1+ 40?
—4uv

1+ 4u? + 402’
1+ 4u?

1+ 4u? + 402"

Fiir die Berechnung der Christoffel-Symbole empfiehlt sich die Abkiirzung

1
Iyj = 5(61‘93'5 +0;9si —

damit ist
|
Livw = Dyuo
|

und aus Symmetriegriinden dann

F’UUU

Wir folgern

F’u

uu

Fgu = FZ'U guuFuuv + gu’UFU’Uﬂ)

guuruuu + guvrvuu =

059ij);

1

= au uu — 4 )

g Culfuu =2

1

5 av uu — Oa

9 g

19) L 0, 4

uwJuwo — 7 OvGuu = U,
g 9 g
Fvvv 4U7
= Fvvu = Oa

I'uww = 4u.

(1 + 4v*)4u — duvdv

4u

1+ 4u? + 402
0,
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(1+4v?)du — duvdv 4u

FZU = guuruvv + guvrvvv =

1+ 4u2+ 402 1+ 4u2+ 4?2’
. 4v
F'U’U - —7
1+ 4u? + 402
sz:FZu = 0,
4
rvo= 0
14 4u? + 402

Also lauten die Differentialgleichungen fiir Geodétische @ = x o~

4 u
u\" /12
_1_—) = 0,
4 v
v\ ) /12
== O

Dieses System konnen wir wohl nicht explizit 16sen. In Aufgabe 26 schreiben wir die
Gleichung in (etwas giinstigeren) Polarkoordinaten hin. U

Definition (Exponentialabbildung) Sei M C R?® regulire C*-Fliche. Die Ex-
ponentialabbildung von (M,g) in p € M ist diejenige Abbildung exp, : T,M 2
Def(exp,) — M, die gegeben ist durch exp,(w) = «(l) fir die Geoddtische o mit
a/'(0) = w und a(0) = p.

Bemerkungen: (1) Die lokale Eindeutigkeit von Geodétischen, zusammen mit der
Erkenntnis, dass mit t — «(t) auch t — a(\t) Geoditische ist fiir alle A € R, bedeutet,
dass exp, den Strahl von 0 € T,M nach w € T,M auf die Geodétische von z nach
exp,(w) in M abbildet, und zwar proportional zur Bogenlinge parametrisiert (falls
diese Geoditische existiert). Mit v enthélt Def(exp,) dann auch immer die Strecke von
0 nach p in T, M; man sagt, dass Def(exp,) sternformigin T, M ist.

(2) Aus dem Satz iiber differenzierbare Abhéngigkeit der Losung eines Differenti-
algleichungssystems von den Anfangsdaten und Koeffizientenfunktionen folgt, dass
Def(exp,) offen in T),M ist und dass exp differenzierbar ist.

(3) Es gilt (dexp,)(0)w = %IO exp,,(tw) = %‘Ooz(t) = o/(t) = w, wobei « die Geoditi-

sche mit a(0) = p und o/(0) = w sei. Das beweist:
dexp,(0) = idz, -

Mit dem Umkehrsatz fiir Abbildungen zwischen Flidchen (der wie frither aus dem Satz
iiber die implizite Funktion oder dem {iblichen Umkehrsatz folgt) folgt daraus:

Proposition (exp als lokaler Diffeomorphismus) Sei M C R? reguliire C?-Fliche.
Zu jedemp € M gibt ese > 0, so dass exp,, : T,M D B.(0) — M ein Diffeomorphismus
von B:(0) zu einer offenen Menge in M ist. d
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Definition (Normalkugel, Injektivitatsradius) Wir nennen exp,(B.(0)) mit solch
einem € > 0 eine Normalkugel von p in M und die Parametrisierung dieser Umgebung
durch exp,, : B.(0) — M eine Normalparametrisierung, die Umkehrung als Normalko-
ordinaten. Das grofitmdgliche e, fiir das exp,, eingeschrinkt auf B.(0) noch Diffeomor-
phismus ist, heifst Injektivitdtsradius von p in M. Das Infimum dieser Radien iber alle
p € M heifit der Injektivitdtsradius von M, er kann fiir nicht kompaktes M Null sein.

Korollar (lokal eindeutige Verbindbarkeit durch Geodétische) Jedes v € M
hat eine Umgebung V' in M, so dass jeder Punkt g € V' mit p durch eine Geoditische
a in 'V verbindbar ist und dass diese eindeutig ist in dem Sinne, dass jede Geodditische
von p nach q, die nicht Umparametrisierung von « ist, V wverldsst.

Beweis: Wihle V' als Normalkugel von p. Dann entsprechen die Geodétischen in V
durch a genau den Strahlen in B.(0) durch 0, und exp~(g) liegt auf genau einem sol-
chen Strahl. O

Wie das im R? fiir Geraden der Fall ist, sind Geodétische in Flichen diejenigen Kurven,
die kiirzeste Verbindungen zwischen zwei Punkten realisieren. Allerdings stimmt diese
Aussage im Allgemeinen nur lokal. Mit diesem Aspekt wollen wir uns im Folgenden
beschéftigen.

Hier arbeiten wir mit stiickweise C''-Kurven statt glatten Kurven, weil man diese leich-
ter “zusammensetzen” kann (und weil die Methoden diese Bequemlichkeit ohne grofien
Mehraufwand erlauben).

Definition (Energie von Kurven) Sei « : [a,b] — M stiickweise C'-Kurve in der
requliren Fliche M C R3. Dann heifit die Grife

1 b
E(a) = 5/ o/ (t)|* dt
die Energie von «.

Bemerkungen: (1) Die Minimierer der Energie bei festgehaltenen Endpunkten a(a)
und «(b) in R™ sind genau die proportional zur Bogenlinge parametrisierten Geraden,
d.h. genau die Geodétischen mit den richtigen Parametrisierungen (wihrend jede mo-
notone Umparametrisierung davon die Kurvenléinge minimiert). In diesem Sinne ist die
Eigenschaft “energieminimierend” enger mit Geodétischen verkniipft als “langenmini-
mierend”. Das wird auch in Flachen so sein.

(2) Wir schreiben L(a) := LY(«) fiir die Liinge der Kurve aus der Definition. Die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Funktionen auf [a, b] liefert die Ungleichung

L(a) < v/2(b - a)y/ E(a),

mit Gleichheit genau dann, wenn |o/(t)| konstant ist. Also ist jeder proportional zur
Bogenlénge parametrisierte Minimierer von E ein Minimierer von L, und jeder Mini-
mierer von F ist automatisch nach der Bogenlédnge parametrisiert. Wir verlieren also
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durch Betrachtung von E statt L keine Information iiber Lingenminimierer Die Ana-
lysis fiir F ist wegen des Quadrats etwas weniger technisch als die fiir L. O

Definition (Variation) Sei M eine regulire Fliche, o : [a,b] — M eine stickweise
C'-Kurve. Eine Variation von « ist eine 1-Parameterschar von Kurven ay : [a,b] — M,
s €] —0,0[ fireind >0, so dass apg = «, (s,t) — a,(t) ist C° und sogar C* fiir alle t
aufSer den Knickstellen von o, und 0s0ycis(t) sowie 0p0sas(t) sollen bei s = 0 und allen
t aufler den Knickstellen von « existieren und stetig sein.

Das stiickweise C1-Vektorfeld V (t) := %lszoas(t) langs o heif$t das Variationsvektorfeld

zu der Variation.

Wir sprechen von Variation mit festen Endpunkten, falls as(a) = a(a) und as(b) =
a(b) fir alle s €] —6,0[ gilt.

Bemerkung: Man muss sich zunéchst kurz davon iiberzeugen, dass es iiberhaupt
(viele) Variationen gibt. Verlauft o ganz im Bild einer Parametrisierung x : D — M,
dann kann man z.B.

a(t) := x(x Ha(t)) + sW(t))

fiir eine C'-Funktion W (t) in R? ansetzen. Oder fiir ein vorgegebenes (stiickweise)
C'-Vektorfeld V lings o definiert man

as(t) == expyp (sV (1)),

dann ist V' auch tatsichlich das Variationsvektorfeld zu dieser Variation. O

Im folgenden Satz heifit “stiickweise C?”, dass die Kurve C? ist bis auf eventuelle
endlich viele Knickstellen, wo sie nur C? ist.

Satz (Minimierer von Linge oder Energie sind Geoditische) FEssei M C R?
regqulire C?-Fliche und p,q € M gegeben. Ist o : [a,b] — M mit a(a) = p, a(b) = q ei-
ne stiickweise C*-Kurve, die bei festen Endpunkten die Energie minimiert (d.h. E(a) <
E(B) fiir alle stiickweise C?-Kurven 3 : [a,b] — M mit 3(a) = p und 3(b) = q), dann
ist a Geoddatische (und insbesondere glatt ohne Knickstellen). Im Fall o/ # 0 dberall ist
jede stiickweise C?-Kurve, die bei festen Endpunkten die Léinge minimiert, monotone
Umparametrisierung einer Geoddtischen.

Beweis: Die Energieminimierer-Eigenschaft bedeutet, dass die differenzierbare Funkti-
on s — E(as) bei s = 0 ein lokales Minimum annimmt, folglich muss die erste Variation
der Energie %‘S:OE (¢s) fiir alle Variationen von ¢ mit festen Endpunkten Null sein.
Wir berechnen zunéchst

d d 1 f°

—  Elay) = — - L)) dt

dS|5:O (a ) dSls_O(Q/(; ’as< )’ )
1 [*d ,

S AR O

67



Dabei garantieren die Voraussetzungen an Variationen, dass wie benutzt

2 Dawm=20 an
O0sls=00t ' OtOsis=0

Sind t; < ty < ...t, die Knickstellen, ty := a, ty11 := b, dann folgt mit partieller
Integration auf den Intervallen [ty, tx1]

d%s:oE(OéS) B _/a <—a V> + Z

k=0

t/tk+1

t\tk

Nach obiger Bemerkung kann man zu jedem stiickweise C''-Feld mit V' = 0 auf [, 3] \
[tk, tgs1] fiir ein k € {0, ..., ¢} eine Variation o, von a = aq konstruieren, so dass

d

%|S:0a5 =V auf [ty, tpi1]-

as = a auf [a,b] \ [tg, tes],

Dann folgt aus obiger Berechnung der ersten Variation (und der Tatsache, dass sie

gleich 0 sein muss)
1, D
0= —a(t),V(t))dt
[ (G o)
D

fiir alle V', woraus 7 o (t) = 0 auf [ty t,41[ folgt; dieser Schluss heifit auch Fundamen-
tallemma der Variationsrechnung. Also haben wir schon bewiesen, dass « stiickweise
geodatisch ist. Wir schliefen jetzt noch die Existenz von Knickstellen aus wie folgt:
Diesmal sei V = 0 auf [a,b] \ [tx_1,trs1] (aber V(t;) # 0 wird ausdriicklich erlaubt).
Mit der schon bewiesenen Tatsache, dass ¢ stiickweise geodétisch ist, folgt wieder aus

der Berechnung der ersten Variation
0 = {a'(tr+), V(tr)) — (& (tx=), V(tr)).

Hier ist V' (tx) beliebig, also folgt « (tk—l—) = o/(ty—), d.h. o ist stetig. Dann sorgt die
Differentialgleichung dafiir, dass auch 2 @ stetig ist (ndmlich = 0, und damit auch alle
hoheren kovarianten Ableltungen) Folghch ist o glatt und hat gar keine Knickstellen;
a ist damit als Geodéatische bewiesen.

Fiir das Langenintegral geht alles weitgehend analog. Die erste Variation ist hier

/

b ’ V4
4 o= [ S
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Aus der Minimierereigenschaft folgert man Stetigkeit von % und %ﬁ = 0, d.h. die
g

Umparametrisierung von o nach der Bogenldnge ist Geodétische. U

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt i.A. nicht, d.h. Geodétische miissen nicht
(global) Minimierer von Lénge oder Energie sein. Aus der Berechnung der ersten Va-
riation folgt aber sofort: Jede Geodétische ist stationdr fiir Linge und Energie, d.h.

d d

E(as) =0 und L(as) =0

ds|s=0 ds|s=0

fir alle Variationen o, von «. O

Wir hatten frither fiir nach der Bogenlédnge parametrisierte Kurven o in M
o' (t) = ka(t)Na(t)" + Eala(t), o/ (1))

zerlegt und den zweiten Summanden (die Normalkriimmung bereits ausgiebig disku-
tiert. Den ersten Summanden (der ja nichts anderes ist als der tangentielle Anteil von
o (t) erkennen wir jetzt wieder als 2%, Aus diesem machen wir eine skalarwertige

dt
orientierte Kriimmungsgrofe:

Definition (geoditische Kriimmung) Es sei M C R? orientierte Fliche, o : I —
M differenzierbare Kurve. Fiir jedes Einheitsvektorfeld W lings o ist %(t) normal
zu w(t) und deshalb

DW

P (1) = M (a(t)) < (1),
Die reelle Zahl \(t) wird mit [2Y(t)] bezeichnet und heift der algebraische Wert der
kovarianten Ableitung von W in t.

Ist nun « : I — M nach der Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve, so heifit

0= (2]

die geodétische Kriimmung von a in t. Wie diblich definiert man die geodditische Krimmung
einer allgemein parametrisierten Kurve dann durch Umparametrisierung nach der Bo-
genlinge.

Bemerkungen: (1) Der Betrag der geoditischen Kriimmung ist |22°|. Das Vorzeichen
héngt von der Durchlaufrichtung der Kurve und der Orientierung von M ab.

(2) Eine nach der Bogenliinge parametrisierte C*-Kurve ist Geoditische genau dann,
wenn ihre geoditische Kriitmmung 0 ist.

(3) Obige Zerlegung kann jetzt als
o'(t) = ka(t)(N(a(t)) x /(1)) + kn(a(t), o'())

geschrieben werden. O
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4.4 Der Satz von Gaufl und Bonnet

Hierbei handelt es sich um einen der tiefsten Sétze der elementaren Differentialgeome-
trie. Er stellt einen Zusammenhang zwischen Kriimmung und Topologie einer Flache
her. Die Topologie kommt dabei durch folgende Begriffsbildung ins Spiel:

Definition (Rotationsindex) Auf einer zusammenhingenden offenen Teilmenge G
einer requliren Fliche M C R3 sei ein stetiges orthonormales 2-Bein U,V gegeben, d.h.
eine stetige Auswahl von Orthonormalbasen von T,M firp € G. Fiir eine geschlossene
stetige Kurve « : [a,b] — G und ein Vektorfeld X ohne Nullstellen lings o mit X (a) =
X (b) wird der Rotationsindex ind(X; U, V') definiert als die Windungszahl der durch

—)— cos « sin o
X0 = (cosV(t))U(a(t)) + (sind(¢))V (a(t))

definierten (geschlossenen stetigen) Kurve t — ¢ : [a,b] — S*.

Ist X (t) nur stickweise stetig, aber so, dass der links- und rechtsseitige Limes an
keiner Sprungstelle entgegengesetzte Richtungen haben, so wird ind(X;U, V') definiert
als Windungszahl derjeniger stetiger Kurve, die aus t — e durch das Einfiigen von
Kreisbogen der Linge < 7 in den Sprungstellen entsteht.

Bemerkungen: (1) Wegen ind(X;U,V) = ind(é—‘; U, V') geniigt die Betrachtung von
Einheitsvektorfeldern.

(2) ¥ aus der Definition heifit “Winkelfunktion” von X léngs a beziiglich U und V.
Es gilt

J(b—) —V(a—) ¥ -0

(.01 < M) =0lan) _ 9(6) = dla)
2m 2m

(3) ind veréndert sich offensichtlich stetig bei stetiger Anderung von X (ohne Nullstel-

len), M oder U,V. Da ind immer ganzzahlig ist, folgt: ind ist invariant unter diesen

Deformationen; deshalb ist ind eine topologische Grofe. U

Im néchsten Satz wird ein erster Zusammenhang des Rotationsindex zur GauB-Kriimmung
hergestellt:

Satz (GauB-Kriimmung und Rotationsindex) Sei M C R? regulire Fliche, G C
M offen, zusammenhingend, G kompakt, und eine Umgebung H > G versehen mit ei-
nem glatten orthonormalen 2-Bein U,V. Der Rand von G seit nach der Bogenlinge
parametrisierbar als stickweise C'-Kurve  : [0,L] — M; und « sei positiv orien-
tiert passend zu der durch U und V wvorgegebenen Randorientierung (Bild!). (Anm.:
Dann ist G automatisch einfach zusammenhingend.) Dann gilt fir jedes stickweise
C'-Einheitsvektorfeld X lings o mit X (t;+) # —X (t;—) in den Sprungstellen, dass

LiDX i
G 0 i=1
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wobei ¥; firi =1...k die orientierten Winkel von X (t;—) nach X (t;+) in |—n,n| sei-
en und dwyy das Flichenmaf auf M (auszurechnen in Koordinaten mit v EG — F? dudv).

Beweis: Erginze X (¢) an jedem ¢ durch Y'(¢) zu einer beziiglich {U(«(t)), V («(t))}
positiv orientierten ONB von T, ;)M ; dann ist
DX DX
oy 22
[ dt } dt
Schreiben wir wieder
X(t) = (cosI(t)U(a(t)) + (sind(t))V(a(t)),
wobei ¢ C! ist aufler evtl. an den Sprungstellen ¢; mit ¥; = 9(t;+) — ¥(¢;—). Es folgt
Y(t) = (—sind(t))U(a(t)) + (cos I(t))V(a(t)).
Damit berechnen wir aulerhalb der Sprungstellen

[%“)} = Y- CZ((COSWt))U(a(t))+(sim9<t))V(a(t)

)
= V() - {=(sind(£))U(a(t)) + (cos I(t))V (a(£)) }'(2)

FY () {(cos D) 2 (a(t)) + (sin 9(1)) - (a(6)}
= () + (o8 HNV (1) - () — (SN (0 (1)) - (0 (1)

= V() + V() %(a(f)),

wobei wir in der vorletzten Zeile D U 1 U und D V L V ausgenutzt haben, und in der
letzten die differenzierte Form von U V=0. Jetzt stellen wir

o/ (t) =: (cos C(2))U(a(t)) + (sin ¢(£))V(a(t))

dar und finden, dass

v(t) == (sin¢(#))U(a(t)) — (cos C(2))V ((t))

der duBere (so sind die Orientierungen gewihlt) Normaleneinheitsvektor zu G ist (d.h.
tangential an M nach aufien zeigend). Damit berechnen wir weiter, unter erneuter
Verwendung von U - V = 0,

o at) = Viat)) - {(cos (1)) Dul(a(t)) + (sin¢(t)) DvUla(t))}

= (cosC(0))V(a(t)) - DuU(a(t)) = (sin((1))U(a(t)) - DvV(a(t))
= —v(t) - {DuU(a(t)) + DyV(a(t))}-

Damit ist bisher gezeigt:

[%@)] — (1) — v(t) - {DuU(a(t)) + Dy V(a())}.

71



Der Gaufische Satz (oder genauer eine Variante fiir Gebiete auf Flachen mit Ecken, die
genauso wie der Gaufsche Satz aus dem Satz von Stokes folgt) sagt

Q- -vdt= / div Q) dw)y
oG G
fiir Vektorfelder @ auf G. Dabei ist div auf M zu interpretieren als

(divQ)(p) = U - DuQ(p) + V - DvQ(p)

fiir irgendeine (und damit alle) ONB {U, V'} von T,,M. Damit integrieren wir die vorige
Gleichung und erhalten

L DX L
/ [—} dt = / 9 (¢) dt — / div(DyU + Dy'V)dwar,
o Ldi 0 e

und das erste Integral auf der rechten Seite ist

L
/ 9'(t) dt = 2w ind(X; U, V) = > ;.
0

i=1

Alles was uns noch fehlt ist, dass die Divergenz auf der rechten Seite die Gauf-
Kriimmung ist. Dazu stellen wir zunéchst einmal fest, dass wegen |U| = |V| = 1
Funktionen ¢ und v existieren mit

DyU=¢V,  DyU=4¢V,  DyV=—pU  DyV=—¢U

Es folgt (wieder weil {U,V'} ONB ist)

div(DyU + DyV) = div(eV —9U)
= U-Dy(pV —9U)+V - Dy(eV —4U)
= U -DyV =0y + 0y — ¢V - DyU
= U -A{Dy(=4U) = Dv(=¢V) + ¢DyV +¢DyV'}
= U -{DyDyvV — DyDyV + DyyiypvV
= U -{DyDyV — DyDyV — Dp,v_p,uvV}
= K,
womit der Satz bis auf das letzte “=" (eine weitere bemerkenswerte Formel fiir K, die
im néchsten Satz formuliert wird) bewiesen ist. O

Bemerkung: Der Satz gilt (mit gleichem Beweis) analog fiir den Fall, dass G mehrere
Randkomponenten hat; dann muss man auf beiden Seiten iiber alle Randkomponenten
summieren, wiahrend das Integral iiber K so stehen bleibt. Insbesondere ist der Satz
dann auch fiir nicht einfach zusammenhéngende G anwendbar. O
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Definition (Riemannsche Kriimmung) Sei M requlire C®-Fliche. Die Zuordnung
R(X, Y)Z = Dnyz - DyDXz — D[X,Y]Z

mit
[X,Y]:=DxY — Dy X

fiir C?-Vektorfelder X, Y und Z auf M heifst der Riemannsche Kriitmmungstensor von
M.

Bemerkung: Dies ist ein anderer Zugang zur Kriimmung, der Kriimmung als die
“Nichtvertauschbarkeit kovarianter Ableitungen” auffasst und deshalb Dx Dy — Dy D
(geeignet modifiziert, dass es ein Tensor wird) als Mafl der Kriimmung einer Fliche
definiert. Was das mit den uns bekannten (inneren) KriimmungsgréBen zu tun hat,
wird teilweise im néchsten Satz erklart. Der Riemannsche Kriimmungstensor enthélt
keine Information, die wir nicht auch bisher schon hétten gewiinen kénnen, organisiert
die Information iiber Kriimmung aber in algebraisch anderer Weise. Einer seiner Vor-
teile ist die direkte Verallgemeinerbarkeit auf Flichen hoherer Dimension (wo es kein
direktes Analogon zur GauB-Kriimmung gibt). O

Satz (Eigenschaften der Riemannschen Kriimmung) (i) Die Riemannsche Kriim-
mung ist C*°-linear in allen Komponenten (und wird u.a. deshalb Tensor genannt), d.h.

R(eX + yW,Y)Z = oR(X,Y)Z + yR(W,Y)Z

fiir alle Vektorfelder X, W,Y,Z und alle C*°-Funktionen o, auf M. Analog fiir die

anderen beiden Komponenten.

(ii) Fiir die Koordinatenvektorfelder 9, := x, o x ! und 9, := x, o x ! gelten die
Formeln
R(0;,0;)0 = Y Ri;0s
se{u,v}
mat

e = Ol — 0T + Z(ngrfr — 5%,
woraus man nach (i) mit X = X"0, + X0, usw. R(X,y)Z ausrechnen kann als

R(X,Y)Z =Y X'YIZFR,0..

i,5,k,s

(11i) Die Gauf-Krimmung kann als

(R(84,0,)0,,0,)  ERY,, + FR?

K — %Y uvv

EG — F?  EG - F?

ausgerechnet werden.
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Bemerkung: Aus (iii) folgt die noch offene Behauptung im vorigen Beweis, wenn man
Normalkoordinaten (vgl. Aufgabe 27) um p € G mit x,(0,0) = U(p) und x,(0,0) =
V(p) einfiithrt, mit £(0,0) = G(0,0) = 1 und F(0,0) = 0.

Beweis: (i) Wir zeigen nur die multiplikative Linearitét; der Rest ist einfach.

R(pX,Y)Z = Dy,xDyZ — Dy D,xZ — Di,xy1Z
= ¢DxDyZ — Dy(¢DxZ) — Dyixy|-(oyp)X 2
= ¢DxDyZ — (Oyp)DxZ — ¢DyDxZ — pDixy|Z + (Oyp)Dx Z
— LR(X,Y)Z

und analog fiir R(X, ¢Y)Z, sowie

R(X,Y)(¢pZ) = DxDy(pZ)— DyDx(¢Z) — Dixy)|(¢Z)
= Dx((0vp)Z +¢DyZ) — Dy((0x¢)Z + ¢Dx Z)
— (Oxy1p)Z — Dixy1Z
= {0x0vp — OvOxp — Oxy)0}Z + wDxDyZ
— oDy DxZ — oDixy1Z
- QDR(Xa Y)Z,

wobei man {...} = 0 durch komponentenweises Ausrechnen verifiziert.

(ii) Aus der Definition der Christoffel-Symbole mit Ableitungen von x,, und x, folgern
wir
Dy,0; =Y Thok.
k
und berechnen

[0y, 0] =0

mit der Koordinatenformel fiir kovariante Ableitung. Damit ist
R(al, aj)ﬁk = DaiDaj (9k — Daj Daﬁk

= Z ((@-ij)ﬁs + 15.D5,05 — (0;175,) 05 — kaD5j85>’

woraus mit der ersten Gleichung die behauptete Formel fiir Rf;, folgt.

(iii) Einsetzen der Formeln aus (ii) fiir R, und RY,, gibt auf der rechten Seite eine Li-
nearkombination der Christoffelsymbole aus den rechten Seiten der Gauf3-Gleichungen

fir FK, FK und GK. U

Bevor wir den Satz von Gauf3/Bonnet formulieren, stellen wir noch ein weiteres topo-
logisches Resultat zur Verfiigung:
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Satz (Umlaufsatz) Sei G eine einfach zusammenhdngende beschrankte offene Teil-
menge von R?, versehen mit einem differnzierbaren Feld g von positiv definiten Biline-
arformen auf R?, orientiert berandet durch eine stickweise C*-Kurve o : [0, L] — R?
(nach der Bogenlinge parametrisiert) ohne Spitzen (d.h. o/ (t;—) # —ad/(t;+) an den
Knickstellen). Dann gilt fiir jedes positiv orientierte g-orthonormale 2-Bein {U,V'} auf
einer Umgebung von G, dass

ind(a/; U, V) = 1.

Bemerkung: Das Feld g stellen wir uns vor als Vorgabe von E, F,G auf dem Para-
meterbereich G einer lokalen Parametrisierung einer Fléche,

g(X,Y) = X - <§g>y

g-orthonormal heifit g(U,U) = g(V,V) =1 und g(U,V) = 0 auf G.
Beweis: Sei gy das Skalarprodukt von R? d.h. go(X,Y) = X - Y, dann ist durch

gs =59+ (1 —5)g0

fiir s € [0, 1] eine stetige Deformation von g nach gy gegeben, und wie friiher {iberlegt
ist ind invariant unter solchen Deformationen. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen,
dass ¢ das iibliche Skalarprodukt auf R? ist.

Mit modulo 27 eindeutiger Winkelfunktion ¢ konnen wir

U(zx) = (cos p(z),sin p(x)), V(z) = (—sinp(z), cos p(x))

schreiben. Weil G einfach zusammenhiingend ist, lisst sich ¢ stetig withlen (ist ja kom-
plexer Logarithmus von U; das ist das Standardargument aus der Funktionentheorie).
Dann ist

Us(z) := (cos(sp(x)),sin(sp(x))),  Vi(z) = (sin(sp(x)), cos(sp(z)))

fir s € [0,1] eine stetige Deformation zwischen {U,V} und der (konstanten) Stan-
dardbasis von R?; wir diirfen daher 0.B.d.A. auch U = ((1]) und V = (?) annehmen.
SchlieBllich wird der Rotationsindex beim “Abrunden” der Ecken von « erhalten (so ist
er gerade definiert), so dass wir auch annehmen diirfen, dass « differenzierbar ist mit
o (L) = a/(0).

Nach einer Bewegung des R? und geeigneter Wahl des Anfangspunktes kénnen wir
annehmen, dass «(0) = a(L) = (8), a'(0)=ad/(1) = ((1)) und ol(t) > 0 fiir alle ¢. Setze
jetzt

A={(st) eR*:0<s<t< L}

und definiere h : A — S durch

% fir s # t und (s,t) # (0, L),
h(s,t) =1 o/(t) fir s = t,

—a/(0)  fiir (s,t) = (0, L).
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Der Nenner ist # 0, weil « injektiv ist, und die Stetigkeit bei (0, L) folgt aus o/(0) =
o/(L); man sieht so, dass h stetig ist auf ganz A. Die Windungszahl von [0, L] 5 t —
h(t,t) = o/(t) ist dann der Index von «'. Die Funktion h liefert dann eine Homotopie
(durch Kurven nach S') zu der Kurve, die aus h auf den beiden anderen Riindern des
Dreiecks zusammengestzt ist, also zu 3 : [0, L] — S! mit

Bt _:{ R(0,2t) fiir t € [0, L/2],

h(2t — L,L) firte[L/2,L].
Nach Konstruktion lauft die erste Héalfte von (3 von ((1)) nach (Bl) in der oberen Hélfte
von S', und die zweite Halfte von 3 lduft von (_01) nach ((1)) in der unteren Hélfte von
S1. Daraus lesen wir sofort ab, dass der Winkelzuwachs von 3 gleich © + 7 = 27 ist.
Der Rotationsindex von (3 ist daher 1, und weil der Rotationsindex invariant unter
Homotopien ist, folgt die Behauptung iiber o’. O

Jetzt konnen wir alles zusammensetzen zum Satz von Gaufl und Bonnet. Der Spezialfall
fiir geodétische Vielecke stammt von Gauf}, die allgemeinere Version von Bonnet.

Satz (Gaufl/Bonnet, lokale Version) SeiG offene zusammenhdingende beschrink-
te Teilmenge der C%-Fliche M in R?, berandet von einer einfach geschlossenen stetigen
und stiickweise C?-reguliren Kurve « : [0, L] — M ohne Spitzen, nach der Bogenlinge
parametrisiert. Liegt G im einfach zusammenhdingenden Bild einer lokalen Parametri-
sierung X : D — M, so gilt

L k
/deM+/ ka(t)dt—i-Z??i:QW,
G 0 i=1

wobei V; firi € {1,...,k} die Aufenwinkel des Gebiets in den Knickstellen des Randes,
also die Winkel in | — m,m[ zwischen o (t;—) und o/ (t;+) sind.

Bemerkung: Um konsistent mit fritheren Vereinbarungen zu sein, wird hierbei in
a(t) € 0G diejenige Orientierung zugrunde gelegt, fiir die der duflere Normalenein-
heitsvektor v(t) von G in M und der Tangentenvektor o/(¢) in dieser Reihenfolge eine

positiv orientierte Basis von T, ;)M bilden; dann ist k. (t) = —v(t) - Dd—;"/(t).

Beweis: Wende den Satz iiber Rotationsindex und Gauf-Kriimmung auf das Vektor-
feld X = o/ an. Dann ist [ZX] = k, nach der Definition von k,. Um den Index auf
der rechten Seite zu berechnen, hole alles mit x auf eine einfach zusammenhéngende
Teilmenge von R? zuriick und folgere ind(a/; U, V') = 1 (fiir egal welche positive Basis-
wahl {U,V'}) aus dem Umlaufsatz (hier haben wir das Skalrprodukt ¢ im Umlaufsatz
gebraucht!). Damit ist die Formel bewiesen. U

Bemerkung: Die Annahme, dass G im einfach zusammenhéngenden Bild eines x lie-
gen muss, ist entbehrlich und nur eine technische Erleichterung fiir den Beweis. Des
Satz gilt auch ohne diese Voraussetzung. Wie man das beweist, wird im Beweis der
globalen Version des Satzes klar werden. U
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Als erste Anwendung betrachten wir geoddtische Dreiecke in M, das sind Gebiete mit
drei Ecken p,q,r € M, die von den drei Geodétischen von p nach ¢, von ¢ nach r und
von r nach p berandet werden. Die Innenwinkel ¢1, po¢3 dieses Dreiecks sind gleich
m — 19;. Bekanntlich hat ein ebenes Dreieck die Winkelsumme 7.

Definition (Exzess) Sei M regulire C*-Fliche. Der Exzess eines geoditischen Drei-
ecks ist die Differenz

P11+ Yo+ 3 —m

der Winkelsumme zu w. Uber die Aufenwinkel wird der Exzess ausgedriickt durch

271'—191—’[92—’[93.

Auf dem Rand eines geodétischen Dreiecks gilt k, = 0. Damit folgt aus dem Satz von
Gaufl/Bonnet unmittelbat fir geodétische Dreiecke das folgende Korollar (das Gauf’
Formulierung des Satzes wohl ndher kommt)

Korollar (Exzess geoditischer Dreiecke) Ist M C R? requlire C*-Fliche, so ist
der Exzess eines geoddtischen Dreiecks A auf M gleich fA K dwyy. Insbesondere ist auf
der Sphire S* (mit K = 1) der Exzess gleich dem Flicheninhalt des Dreiecks.

Bemerkung: Noch genauer hat Gaufl formuliert, dass der Exzess gleich dem Fléchen-
inhalt des Bildes von A unter der GauB-Abbildung von M ist (was sich als dasselbe
herausstellt wie das Integral iiber K). U

Als néchstes wollen wir den Satz von Gaul/Bonnet zu einer “globalen” Version zusam-
mensetzen. Dazu brauchen wir das Konzept der Triangulierung von Flachen, was grob
gesagt eine Aufteilung der Fliche in (kleine) Dreiecke bedeutet:

Definition (Triangulierung) Sei M C R? regulire Fliche. Eine einfach zusam-
menhdngende abgeschlossene Teilmenge von M mit Randkurve, die bis auf (héchstens)
drei Knickstellen (keine Spitzen!) glatt (mindestens C?) ist, heifit ein Dreieck in M.

Ist G C M offene zusammenhdngende Teilmenge von M, dann ist eine Triangulierung
von G eine endliche Familie {A;}i—1.., von Dreiecken in M, fiir die G = Ui A
und fir die gilt: Ist A; N A; # O fiir gewisse i # j, dann ist A; N A; entweder eine
gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Ecke von A; und A;.

Zu einer gegebenen Triangulierung von G bezeichnen wir mit #(F) die Anzahl der
Dreiecke (Flichen), mit #(K) die Zahl der Kanten (jede nur einmal gezdhlt) und mit
#(E) die Zahl der Ecken. Die Zahl

X = #(F) — #(K) + #(E)
heifit dann die Euler-Charakteristik der Triangulierung.
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Es folgen einge Sitze iiber Triangulierungen, die wir als topologischen Input ohne
Beweis glauben miissen:

Satz (Triangulierbarkeit von Flichen) FEs sei M C R? eine orientierte requlire
Fliche, G C M eine offene zusammenhdngende beschrinkte Teilmenge, berandet von
hichstens endlich vielen Kurven, die C? sind bis auf evtl. endlich viele Knickstellen
ohne Spitzen. Dann gelten:

(i) Es gibt eine Triangulierung von G.

(11) Ist {Xy}rer ein Atlas von mit der Orientierung vertriglichen lokalen Parametri-
sierungen von M, so kann die Triangulierung von G so gewdhlt werden, dass jedes
Dreteck ganz in Bild eines der x5 enthalten ist. Ist dariber hinaus der Rand jedes
Dreiecks positiv orientiert, so haben aneinander grenzende Dreiecke entgegengesetzte
Orientierungen der gemeinsamen Kante.

(i7i) Die Euler-Charakteristik ist dabei unabhdingig von der Wahl der Triangulierung
und wird deshalb mit x(G) bezeichnet.

Bemerkung: In der Topologie werden die kompakten (geschlossenen) Fliichen in R3
wie folgt klassifiziert: Jede ist diffeomorph zu einer “Sphére mit g Henkeln”, wobei
g € NU{0} das Geschlecht der Fliache heifit. Fiir jede dieser Fldchen berechnet man
die Euler-Charakteristik, indem man irgendeine Triangulierung aufmalt und abzihlt.
Mit nicht allzuviel Miihe zeigt man, dass eine geschlossene Flache M, vom Geschlecht
g die Euler-Charakteristik

X(Mg) =2—2g

hat. O

Bemerkung: Fiir das Folgende erinnern wir daran, dass fiir beschrinktes () im Bild
von zwei lokalen Parametrisierungen x und y von M und eine beschrinkte Funktion
f das Integral | Q f dwyy sowohl durch

/fde:/ foxy/EXG* — (F*)2dudv
Q x~1(Q)

als auch durch

/fde:/ foyVEYGY — (F¥)2dudv
Q y Q)

ausgerechnet werden kann, also nicht von der Wahl der Parametrisierung abhéngt.
Deshalb kann fG f dwys auch dann ausgerechnet werden, wenn G nicht im Bild einer
einzigen Parametrisierung liegt, indem einfach G = Q1 U...UQ), zerlegt wird, mit jedem
Q; in einer einzigen Koordinatenumgebung; die Integrale werden dann aufsummiert.
(Eine solche Zerlegung gibt es wegen Teil (ii) des Satzes tiber Triangulierungen.) In
diesem Sinne sind im Folgenden Integrale wie | 1 K dwyy wohldefiniert. U

Jetzt haben wir alles bereitgestellt fiir die globale Version des Satzes von Gaufl/Bonnet.
(Die Orientierbarkeit von M, die wir annehmen, ist entbehrlich, wir fordern sie nur aus
Bequemlichkeit. )
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Satz (Gaufl/Bonnet, globale Version) Es sei M C R3 eine orientierte regulire
2_Fliche, G C M eine offene zusammenhingende beschrinkte Teilmenge, berandet
von hdchstens endlich vielen Kurven, die C? sind bis auf evtl. endlich viele Knicks-
tellen ohne Spitzen. Die Randkomponenten seien nach der Bogenlinge als Kurven
a; : [0,L;] — M (i = 1...n) parametrisiert und die Aufenwinkel der c; mit 0;
(7 =1...m). Fir die Integration seien alle Randkurven als positiv orientiert zu lesen
(in fritherem Sinne). Dann gilt

n L; m
/deM+Z/ ko, (t) dt + > 0 = 27(G).
G i=1 70 j=1

Vor dem Beweis das wichtigste Korollar: Wir wenden den Satz auf G = M,, geschlos-
sene Fliache vom Geschlecht g an; dann gibt es keine Randkurven. Es folgt das bemer-
kenswerte

Korollar (Gauf3/Bonnet fiir geschlossene Flichen) Sei M, C R? eine regulire
geschlossene Fldache vom Geschlecht g. Dann gilt

K dwy = 47(1 — g).
Mg
Bemerkung: Also ist das Integral der Gauf}-Kriimmung iiber die ganze Fléche eine
topologische Invariante! Il

Beweis des Satzes: Nach dem vorigen Satz gibt es eine Triangulierung von G, fiir
die jedes Dreieck in einer Koordinatenumgebung von M liegt. Wir addieren die Glei-
chungen aus dem lokalen Gaufi/Bonnet fiir alle Dreiecke und beobachten, dass sich
an den inneren Kanten die beiden Integrale wegkiirzen wegen der entgegengesetzten
Orientierungen bzgl. der beiden angrenzenden Dreiecke. Es folgt

n L;
/ K dwy + Z/ ko, dt + A = 21#(F),
G =1 /0

wobei A die Summe der Auflenwinkel aller Dreiecke ist. An jeder inneren Ecke p ist
die Summe der Dreiecksaufenwinkel gleich 27 — 7 ord(p), wobei ord(p) die Anzahl der
bei p einmiindenden Kanten ist. Das folgt sofort aus der Tatsache, dass die Summe der
Innenwinkel bei p gleich 27 ist und jeder Aulenwinkel gleich 7 minus Innenwinkel. Das
heif3t

21 = mord(p) — Z(Auﬁwi. v. Dreie. in p).

In Randecken p von G muss als fehlender “Innenwinkel 7 plus der Aulenwinkel von G
in p ergénzt werden, und es gibt nur ord(p) — 1 Innenwinkel von Dreiecken in p, also

2 = Z(Innwi. bei p) + 7 — (AuBwi. v. G in p)
= Z(TI‘ — Auiwi. v. Dreie. in p) + 7 + (AuBwi. v. G in p)
= m(ord(p) — 1) — Z(Auﬁwi. v. Dreie. in p) + 7 + (AuBwi. v. G in p)
= mord(z) — Z(Auﬁwi. v. Dreie. in p) + (AuBwi. v. G in p).
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Aus den letzten beiden Gleichungen folgt (wobei p alle Ecken durchlauft)

A = Zﬁj +7 Yy (ord(p) — 2)
— Zﬁj + 21 (#(K) — #(F)),

letzteres weil jede Kante zwei Ecken hat, also ) ord(p) = 2#(K). Einsetzen dieses A
in obige Formel ergibt die Behauptung des Satzes. U
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