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1 Kurven in der Ebene und im Raum

1.1 Parameterdarstellung von Kurven

Eine Kurve im R? kénnen wir in der Form y = f(x) , a < z < b darstellen.
Die Darstellung ist in dieser Weise oft unpraktisch, da z. B. der Kreis 22+3? =
r? zwei Funktionen, niamlich y = vr? — 22 und y = —v/r2 — 22 erfordert.
ZweckméBiger ist hier die Parameterdarstellung, die fiir einen Kreis in der
x-y-Ebene lautet:

x(t) = rcost , 0<t<27m
y(t) = rsint , 0<t<2rm
2(t) = 0

In Vektornotation konnen wir schreiben:

x(t) rcost
y(t) | = [ rsint
(%) 0

Definition: Unter einer Kurve der Klasse C*, k € N im R? verstehen wir
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung

v:I— R
7= ()
von einem Intervall I in den R3. Wir schreiben auch

x1(T)
T x(1) = | 22(7)
.133(’7')

mit folgenden Eigenschaften

1. Die Komponentenfunktionen x;(t), i« = 1,2,3 sind k-mal stetig dif-
ferenzierbar

2. Die Ableitung
/
1
X(1) = | @5(7)
/
3

ist verschieden vom Nullvektor.

Eine Darstellung mit der Figenschaft 2 wird auch reguldre Darstellung einer
Kurve genannt.

Beispiel 1: Ein Kreis mit Radius r und Mittelpunkt (0,0, 0) hat die Darstel-
lung
T COST
x(t)= | rsinT |. (1)
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Beispiel 2: Durch

wird fiir feste Werte r,h > 0 eine Schraubenlinie definiert. Die Projektion
auf die (1, x9)—Ebene ist ein Kreis geméf Gleichung (1). Mit wachsendem
Parameter ¢ steigt die x3 Koordinate gleichméflig an.

Beispiel 3: Durch die Gleichungen

t 2
xi(t) = aﬁ/ COS%CZT,
0

¢ 2
xo(t) = aﬁ/ sin%dr,
0
wird eine Klothoide erklart.

Beispiel 4: Die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten a, b € R™ kann
in der Form
x(t)=a+ (b —a)r, 0<7<1

parametrisiert werden.

Parametertransformationen. Eine Kurve ldsst sich auf verschiedene
Weise in Parameterform darstellen. Es soll nun gekért werden, wann zwei
Kurven mit verschiedenen Darstellungen als gleich angesehen werden konnen.
Zu diesem Zweck machen wir die

Definition: Sei x : I — R? eine Kurve der Klasse C*. Eine Funktion ¢ : J —
I auf einem Intervall J in das Intervall I heifit Parametertransformation, falls
gilt:

a) v ist k-mal stetig differenzierbar,
b) 1 ist bijektiv und
c) Y'(o) #0 fur alle 0 € J.

Wir nennen die Transformation

i) orientierungserhaltend, falls ¢/(c) > 0,

ii) orientierungsumkehrend, falls ¢'(c) < 0
fiir alle o € J gilt.

Durch die Parametertransformation 7 = (o) wird die Kurve x(71)
iibergefiihrt in

X(0) = x(¢(0))
Es gilt nach der Kettenregel:
X'(0) =x'(1)(0))¢'(0)

Die Eigenschaft c¢) garantiert nun, dass X ebenfalls eine reguldre Darstellung
einer Kurve ist.



Definition: Zwei Kurven heiflen dquivalent, falls sie durch eine orien-
tierungserhaltende Parametertransformation hervorgehen.

Bogenlinge einer Kurve

Definition: Ist
1(7)
x(1) = [ @2(7)
3(7)
eine Kurve, so wird
ds = \/T (T2 + 23(r)? + a(r P dr

Bogenelement genannt. Das Integral

/ds ::/ o2+ 2 + 2R dr
¥ I

heifit Bogenldnge der Kurve.

Beispiel 5: Wir berechnen die Bogenlénge des Kreises

7 COST
xX(t)=| rsinT |, 0<7 <27 (2)
0
Es gilt:
—sinT 2
d
xX(ry=r| cost |, x(r) =r und 3=/rd7’=27r7".
0 dr
0
Beispiel 6: Die Bogenlidnge der Schraubenlinie
7 COST
x(t)= | rsinT |, 0<7 <27
ht
berechnet sich aus
—rsinT
X'(t)=| rcost
h

und

x'(7)| = Vr2sin? 7 + r2cos? T + h2 = V12 + I?
Fiir eine volle Umdrehung folgt

2
5§ = /\/7’2 + h2dt = 27vVr? 4+ h2.
0

Satz 1: Die Bogenldnge ist invariant gegentiber Parametertransformationen.

BEWwEIs: Ist x : [a,b] — R eine Kurve und ¢ : [o, 3] — R eine Parameter-
transformation, so folgt mit der Substitution 7 = ¢ (o)

b 15} B
[ x@lar = [ @) violdo = [ 1x(0)jdo



Bogenlinge als Parameter. Ist x : ] — R? cine Kurve und a € I ein
fester Wert, so konnen wir die Bogenldnge als Funktion des Parameters 7
betrachten. Wir erhalten

s(r) = / X (7)ldr

Dann gilt wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und
der Regularitédtsbedingung:

s'(r)=x'(r)]>0.

Somit ist s(7) eine stetig differenzierbare, streng monoton wachsende Funk-
tion mit einer Umkehrfunktion 7 = 7(s) mit den gleichen Eigenschaften. Wir
setzen

Es folgt

. X(7(s)) _ x(7(s))

X'(s) = x'(7(s))7'(s) = = :

' (M)l X (7(s))]

Somit kann die Bogenldnge als Kurvenparameter verwendet werden. Durch
diese Parametertransformation geht eine reguldre Kurvendarstellung x(7)
stets wieder in eine regulidre Darstellung X(s) = x(7(s)) iiber, bei der wegen
dr

¢ > 0 die Orientierung erhalten bleibt. x(s) heifit nach der Bogenldnge

parametrisiert.

Definition: Eine Parameterdarstellung x : I — R? heifit eine natiirliche
Parameterdarstellung einer Kurve, wenn fiir alle 7 € I gilt:

X'(7)] =1 (3)

Aus unseren Betrachtungen folgt, dass die Bogenlédnge s stets als natiirlicher
Parameter verwendet werden kann.

Bemerkung:

1. Die natiirlichen Parameter einer C'-Raumkurve unterscheiden sich
(abgesehen von der Orientierung) von der Bogenldnge nur durch eine
additive Konstante.

2. Wenn s = s; + const gilt, so wird die Bogenlidnge s; von einem anderen
Punkt der Kurve aus gemessen.

1.2 Tangentenvektor und Normalebene

Definition: Es sei x(s) eine C'-Kurve, die nach der Bogenlinge
parametrisiert ist. Die Ableitung von x(s) nach der Bogenlinge

t(s) := dflf)

heiBt Tangentenvektor an die Kurve im Punkt x(s).
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Lemma 1: Der Tangentenvektor t ist ein Einheitsvektor.
BEWEISs: Dies ergibt sich unmittelbar aus Gleichung (3) O

Definition: (Tangentengleichung einer Raumkurve). Es sei eine C'-Kurve
x(s) gegeben. Die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkt x(sg) lautet

y(s) = x(s0) + (5 — 50)t(s0), s € R. (4)
Bemerkung: Wir kénnen die Tangentengleichung auch in der Form
y(s) = x(s9) + st(so), s € R. (5)

Die Gleichung (4) hat jedoch den Vorteil, dass der Beriihrpunkt x(sg) auf
der Kurve und auf der Tangente den gleichen Parameterwert sy haben.

Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Schnittkurve der Tangenten der Kurve

-
x(r)=| B7? TeR
crr

fir B, C' =const# 0, n € N mit der z-y-Ebene.

LOsuNG: Die Tangentengleichung im Punkt x(7) lautet

T 1
y(r)=x(r)+1t=| Br* | +71 2BT —oc0o<A<oo, TER
cr nCr"1

Fiir den Schnittpunkt mit der z-y-Ebene muss die dritte Komponente null
werden, also C7"" (7 + An) = 0. Es folgt

A=——.
n

Die Schnittkurve in der xy-Ebene hat dann die Gleichung

(3)= (o) 7 Cone )= (o oy )

Damit ergibt sich als Schnittkurve fiir n = 1 die y-Achse, fiir n = 2 die
x-Achse, und fiir n > 3 die Parabel

B(1 —2/n)x?
Ty

Definition: Als Normalebene der Kurve x im Punkt x(tg) wird die Ebene
bezeichnet, die den Kurvenpunkt enthélt und deren Fliachennormale die Rich-
tung von t hat. Der Ortsvektor y der Normalebene kann durch die folgende
Gleichung beschrieben werden:

{y = x(70),t(70)) = 0.

In der Gleichung kann t durch x'(7) ersetzt werden, da t und x'(7) propor-
tional sind.



1.3 Kriimmungsvektor und Kriimmung

Definition: Es sei x(s) eine C?-Kurve. Der Vektor

d’x
k:= e t'(s) = x"(s)

heifit der Krimmungsvektor der Kurve im Punkt x(s). Die Zahl
k= k| = [t'(s)| = [x"(s)]
heifit die Krimmung der Kurve und die Gréfle
1 "
pi=— fir k#0
K
heifit der Kriimmungsradius.

Satz 2: Der Krimmungsvektor k und der Tangentenvektor t sind zueinander
orthogonal.

BEWEIS: Aus (x(s),x'(s)) = 1 folgt mittels Differentiation nach s

also gilt (t(s),k(s)) = 0. O

Beispiel 7: Wir berechnen den Kriimmungsvektor eines Kreises in der Ebene

7 COST
x(t)= [ rsinT
0

mit Radius r. Es folgt

—rsinT %' —sinT

xX'(r)=1[ rcost und t=-— = CoST
0 x| 0

Hieraus ergibt sich

dt  dtdr dt1 1 [ 7

=—=——=—-=—-| —sin7
ds drds drr r 0

Wir erhalten die Kriimmung x = [k| = * und den Kriimmungsradius p = r.

Satz 3: Fine Kurve ist genau dann eine Gerade, wenn entlang der Kurve
k=0 gilt.

BEWEIS: Sei die Kurve x = x(s) in natiirlicher Darstellung.



1. Ist kK = 0, dann folgt

x = t=k=0,
X = t=a=const mit|a|=|t|=1,
X = s-a+b mit b = const.

2. Ist die Kurve eine Gerade, so gilt:
x(s)=s-a+b mit |a| =1, b = const,
dann folgt daraus iiberall auf der Geraden

x'(s) = a
x"(s) = k=0.

O

Der folgende Satz dient dazu, die Kriimmung zu berechnen, auch wenn die
Parameterdarstellung nicht die natiirliche Form hat.

Satz 4: Es sei x(7) die Darstellung einer zweimal stetig differenzierbaren
Kurve. Dann gilt:

(6)

BEWEIS: Durch eine Parametertransformation 7 = 7(s) kénnen wir die Bo-
genlédnge s als Parameter einfiihren. Wir setzen

X(s) = x(7(s))
Durch Differentiation folgt:

S/

X'(s) "(7(s))7'(s)

= X
R(s) = X(r()7(s)? + X (r(5))"(s)
Nun wird das Vektorprodukt berechnet:
X (s) x X'(s) = 7%(s)(x'(7) x x"(7))
Wegen [x/| =1 folgt
[%'(7) x X"(7)] = |[x'(7) k.

Losen wir nach x auf, so folgt die Behauptung unter Beriicksichtigung von
7' |x'(7)] =1 gilt. O

Beispiel 8: Gegeben sei eine ebene Kurve



Es soll die Kriimmung berechnet werden. Es gilt:

0
XI: fI(T) , X/I: f”(T) , XIXX/I: O 7
0 0 £(r)
also
S
x|? T+ (F(r)2

Satz 5: Fine Kurve x = x(7) ist eine Gerade, wenn fir alle T die Vektoren
x" und x".
linear abhdngig sind.

BEWEIS: Sind die Vektoren linear abhingig, so folgt x’ x x” = 0 und nach
(6) folgt k = 0 und damit ist die Kurve eine Gerade. Umgekehrt gilt fiir eine
Gerade k = 0, woraus mit Hilfe von (6) die lineare Abhéngigkeit der beiden
Vektoren folgt. a

Beispiel 9: Fiir das Geradenstiick x = a4+ cos7b  (mit b,a = const)
gilt:

x' = —sintb und x” = —cos7b.

Somit sind die Vektoren x’ und x” linear abhéngig.

1.4 Das begleitende Dreibein

Definition: Sei k # 0 der Kriimmungsvektor einer zweimal stetig differen-
zierbaren Kurve im Punkt x(s). Dann heifit der Einheitsvektor

k

n— —
K|

der Hauptnormalenvektor der Kurve im Punkt x(s).

Definition: Es sei x(s) eine natiirliche Darstellung einer zweimal stetig dif-
ferenzierbaren Kurve. Es sei £(s) # 0. Der Vektor

b=txn
heiit Binormalenvektor.

Bemerkungen:
1. Esgilt |b|=1,dat L nund [t|=|n|=1.

2. Die Vektoren t,n,b sind Einheitsvektoren und stehen paarweise
senkrecht aufeinander, sie bilden das begleitende Dreibein der Kurve.
Durch das begleitende Dreibein werden in jedem Kurvenpunkt mit
k # 0 drei Ebenen festgelegt (der Ortsvektor sei jeweils y).



Definition: Die Ebene, welche durch t(s) und n(s) im Kurvenpunkt x(s) ein-
er glatten Kurve aufgespannt wird, heifit Schmiegebene der Kurve im Punkt
x(s). Die Ebene, die vom Normalenvektor n und dem Binormalenvektor b
aufgespannt wird, heifit Normalebene. Die Ebene, die vom Tangentenvektor t
und dem Binormalenvektor b aufgespannt wird, heiflt rektifizierende Ebene.

Fiir die Punkte y der drei Ebenen gilt mit (A, x € R):

Normalebene:
(y = x(s),t(s)) =0,
y =x(s) + An + ub,
ly = x(s),n,b| = 0.
Schmiegebene:

{y =x(s),b(s)) = 0,
y =x(s) + At + pun,
ly —x(s),t,n| =0.

Rektifizierende Ebene:
(y —x(s),n(s)) =0,

y = x(s) + At + b,
ly —x(s),t,b| = 0.

Dabei kann eine Ebene durch jeweils eine der drei Gleichungen
beschrieben werden.

Satz 6: Eine ebene Kurve liegt stets in ihrer Schmiegebene.

BEWEIS: Die Kurve liege in einer Ebene durch den Punkt e und werde von
den Vektoren ¢ und d aufgespannt. Die Kurve ldsst sich dann in der Form

x(s) = a(s)c+ ((s)d + e
schreiben. Wir erhalten

t = x'(s)=a'(s)c+['(s)d
kn = x"(s)=a"(s)c+ 3"(s)d

Hieraus folgt fiir den Binormalenvektor b:
kb=k(t xn)=(a'8"—a"B")(c xd)

Somit ist b konstant und orthogonal zu der durch ¢ und d aufgespannten
Ebene. O
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Beispiel 10: Wir berechnen die Schmiegebene der Schraubenlinie mit der

Darstellung
acosT

x(1)=| asint

bt
fiir a > 0, b# 0 und 7 € R. Es folgt
—asinT

x' = acosT |, (7)
b

Wegen |x’| = v/a? + b? kénnen wir mit 7 = s/+v/a? + b? die Bogenlinge s als
Parameter einfithren. Es folgt

1 —asinT
t = ——— QaCcosST , (8)
vare |
dt  dt 1 a oS T

E_E|X’| = — = 8137' , (9)

SchlieBllich folgt

K —COST
n= 7 = | —sinT |. (10)
0

Die Gleichung der Schmiegebene bei festem 7 lautet |y —x(s),t,n| = 0. Also
gilt:
Y1 —acosT Yy —asint ys— bt
—asinT @ cosT b = 0.
—COST —sinT 0

Multipliziert man die letzte Zeile mit a und subtrahiert sie von der ersten,
erhélt man

n Y2 y3 — bt
—asinT acosT b = 0.
—CcOoST —sinT 0

Satz 7: Der Binormalenvektor b(s) ist entlang einer Kurve genau dann
konstant, wenn eine ebene Kurve vorliegt.

BEWEIS:

1. Sei x eine ebene Kurve. Laut Satz 6 ist b der Normalenvektor der
Ebene, in der die Kurve liegt.

2. Essei b = const. Dann liegen t und n stets in ein und derselben Ebene,
in der auch die Kurve liegt. Insbesondere folgt

(b,x") = 0.
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Hieraus folgt
(b,x) =0

und wir sehen, dass die Kurve in einer Ebene liegt, die orthogonal zum
Binormalenvektor b ist.

1.5 Frenetsche Formeln

Sei x(s) Kurve in natiirlicher Darstellung und x”(s) # 0. Dann gilt:

t = x'(s),
kn = x"(s),
b = txn.

Fiir einen Moment setzen wir
vi=t, vo=mn, v3=D>b

und machen den Ansatz

3

! .

vi:E aixveg, t=1,2,3
k=1

Durch skalare Multiplikation mit vy, folgt wegen der Orthogonalitéit der drei
Vektoren
<V7/;7 Vi) = Qi

Die Orthogonalitidtsbedingung (v;,vy) =0 liefert:
<V;>Vk> + <Vi7V;c> =0.

Hieraus folgt:
Qi = —Qk; -

Insgesamt gibt es somit drei unbekannte Koeffizienten aqs, a13, ass. Mit der
Beziehung t' = k - n folgt v| = K - vo und wir erhalten

Q12 = —Q21 = K,
a3 — —ag1 = 0.
Somit sind alle Koeffizienten mit Ausnahme von as3 = —aso bestimmt.

Definition: Die Grofie
w = <V/27V3> = <Il/,b>

heifit Torsion oder Windung der Kurve.
Auf diese Weise erhalten wir den Zusammenhang zwischen den Grofien
t = vy, n = vy, b= v3und ihren Ableitungen nach der Bogenlénge s.

12



Formeln von Frenet

t' = kN,
n’ = —kt +wb
b’ = —wn.

Satz 8: Fine Kurve ist genau dann eben, wenn fiir alle s gilt:
w(s) =0

BeEweIs: Mit Hilfe der dritten Frenetschen Formel folgt, dass w(s) = 0 genau

dann gilt, wenn b = const gilt. Mit Hilfe von Satz 7 folgt nun die Behauptung.
O

Berechnung der Torsion

1. Fiir eine Kurve in natiirlicher Darstellung folgt

x = t,
x" = t' =kn,
x" = K'n+rn’ =r'n+ k(—kt +wb),
x' xx" = kb,
<(X/ % XH),X”/> _ /{2w — |X//|2w )

Hieraus folgt fiir die Torsion:
|:>(/7 X”, X///|
= —|x”]2 . (11)

2. Fiir eine Kurve in allgemeiner Darstellung x(7) fithren wir 7 = 7(s) als
Funktion der Bogenlénge und setzen:

X(s) = x(7(s))

Zur Anwendung von Gleichung (11) auf X bilden wir

=/ ( S) — X/TI,
e /(8) — X//7_/2 + X/T”,
)—(///( S) _ X/// 7_/3 + 3 7_/ 7_//X// + X/7_///
- 9
‘)—(/7 }—(// )-(///‘ _ 7_/6 |X/, X”, X/// |

)

Mit Hilfe von Satz 4 folgt unter Beriicksichtigung von 7/|z'| =1

B |>—(/,>—(//,}—(///| B |X/7X”,X/”| 6 |X/,X//7X
w= K2 o 2 //|2

/I/|

K ¥ xx
Satz 9: Es sei x(7) die Darstellung einer dreimal stetig differenzierbaren
Kurve und X" (1) # 0. Dann gilt:

|X/ X// X///|
= 7 : //’2 (12)

¥ xx
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1.6 Geometrische Deutung von Kriimmung und Tor-
sion
Mit Hilfe des Satzes von Taylor folgt:

2 3

x(s) = x(0) + sx'(0) + S—x”(o) + S

. —x"(0) + O(s")..

Mit den Beziehungen fiir die Ableitung des Ortsvektors und den Frenetschen
Formeln folgt:

x = t,
" — kn,
- /@'n—i— xn’

= k'm+ k(—kt +wb).

Hieraus erhalten wir

2 2 /3

K 4 s K's RW 4 4
—(s— T (2 B sy, .
x(s) = (s 65) +(2/£+ 5 n + = + O(s")

Fiihren wir ein neues Koordinatensystem ein durch
x(s) = &t + &n + &b,

so folgt die kanonische Darstellung der Kurve:

fl = S(l_ESQ)a
YL
RW
& = 33?.

1. Niherung : Kurve lauft in Richtung der Tangente

2. Ndherung : Kurve verlauft in der Ebene von Tangente und Normale
(Schmiegebene)

Wir sehen, dass die Kriimmung s die Abweichung von der Tangente bes-
timmt. Duch die Torsion w wird der Abstand von der Schmiegebene
beschrieben.

Fiir den Kurvenverlauf erhalten wir als Grobdarstellung;:

él = S,
K

52 = 582,
RW

§ = _6 s°.
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2 Flachentheorie

2.1 Flichen im R?

Definition: Sei G ein Gebiet im R2, d. h. eine offene und zusammenhiingende
Menge. Eine Abbildung

X:G — R
x1(ut, u?)
(u',u?) — X(u'u?) = [ zo(ul,u?)
r3(ut, u?)

heiit Parameterdarstellung einer Fliche der Klasse C*, falls die Komponen-
tenfunktionen x;(u',u?), zo(u',u?), x3(u',u?) k-mal stetig differenzierbar

sind und gilt:
0X 00X

[ X [
oul  Ou?
2

Definition: Die Kurven u! — X(u', u?) heiflen u!-Linien, die Kurven u?
X (u', u?) heifen u2-Linien. Die Ableitungsvektoren

40, (1)

0X 0X
X1 = Xul = % und Xg = Xu2 = %

heiflen Tangentialvektoren.

Beispiel 1: Eine Kugelfliche kann durch die Parameterdarstellung

T = rcosu’cosu?,
Ty = rsinu'cosu?,
r3 = rsinu’.

beschrieben werden. Die w!-Linien mit u? = const. werden hier als Breit-
enkreise bezeichnet. Die u?-Linien mit u! = const. heifien Meridiane. Es gilt

oy +al+aj=1"
Beispiel 2: Eine Ebene in Parameterdarstellung ist gegeben durch
X =u'a+u’b+c
Die Bedingung (1) ist genau dann erfiillt, wenn a x b # 0 gilt.
Beispiel 3: Ein Drehkegel ist gegeben durch

2

X (u',u?) = (u' cosu?, u' sinu?, aut)

Die u!-Linien u? = const sind Geraden durch den Nullpunkt, wihrend die
u?-Linien Kreise parallel zur 2!, 22-Ebene bilden.
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Im Folgenden verwenden wir die Kuzschreibweise

oX oX
u1:%undX2 3:Xu2:%

Diese Vektoren spannen die Tangentialebene auf:

X1 =X

v(¢' ¢*) = X+ ¢' X + ¢*X,,

Eine Kurve in der Flache konnen wir durch ihre Koordinaten beschreiben:

Die Parameterdarstellung der Kurve im R? lautet dann:
X(t) = X(u' (), u*(t))
Die Tangente an die Kurve ist gegeben durch:

o OXdd | OXdit
Coul dt ou? dt

Der Tangentenvektor ist Linearkombination der Tangentialvektoren X; und
Xy, d. h. er liegt in der Tangentialebene.

Definition: Der Normalenvektor ist definiert durch

N — Xu1 X Xuz
|Xu1 X Xuz ‘
Beispiel 4: Die Kugelflache
rcosu' cos u?
X = rsinu' cos u?
7 sin u?
hat die Tangentialvektoren
—rsinu! cosu?
X, = rcosu! cosu?
0
und
—r cosu! sin u?
Xy, = | —rsinu' sinu?

r cos u?

Fiir die Richtung des Normalenvektors ergibt sich

1 2

COS U™ COsSu Ccosu

1

X xX, =12 sin u! cos u? =r2cosu? | sinu!

sin? u! cos u? sin u? + cos? ut cos u? sin u?

Definition: Die Vektoren
Xla X27 N.

werden Dreibein der Fldche genannt.

16
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Es gelten die Beziehungen
(X1,N) = (X3,N)=0.
wéhrend im Allgemeinen (X;, Xy) # 0 gilt.

Definition: v’ = u'(a',u*), i = 1,2 heifit eine zulissige Parametertrans-
formation, falls die Fumktionen 1 mit ihren zugehorigen Umkehrfunktionen

k-mal stetig differenzierbar sind und gilt:
oul  out
d(u?) oul  ou? L0
o) ou?  ou? '
out  Ou?

In den neuen Koordinaten lautet die Flache

X = X(u (@, 22); u(@, 72)).
Daraus folgt o
L 0X ou
"our T'owr

ol

Summationskonvention: Tritt ein Index auf (einmal als oberer und ein-
mal als unterer), so wird iiber diesen Index summiert.

- = ou’ o — = )
X; X X :Xz% X X]ﬁ = X; X X2a(ﬂk)

Dabei bezeichnet g((;;))

Der Normalenvektor ist invariant (bis auf das Vorzeichen) gegeniiber Pa~
rametertransformationen.

die Funktionaldeterminante.

2.2 Die erste Fundamentalform

Wir betrachten die Flache
X = X(u', u?)

mit dem Differential
dX = X,;du' = X du' + Xodu?
und eine Flachenkurve
x(t) = X(u'(t),w*(t))
X(t) = Xju"
(x %) = (Xq, X)) ()2 + 2(Xy, Xo)u v + (Xy, Xao) (u?).

Somit erhalten wir fiir das Bogenelement

ds® = |X'|2dt* = Z<X“ X ) uuM dt? .

ik

17



und die Bogenlange ergibt sich zu

s(t) = / 1 (7)]dr -

Die Gleichung . ‘
du® = u"'dt

liefert .
ds® = gikdulduk,

wobel wir die Groflen

gik = <Xi7 Xk>

eingefithrt haben.

Definition: Die quadratische Form
ds® = gikduiduk

heifit erste Grundform, erste Fundamentalform oder metrische Grundform
der Fléchentheorie.

ds®> = (dX,dX) >0

Es gilt sogar das >-Zeichen, da |dX| # 0, sonst wiren X; und X, linear
abhéngig (was wir bei der Flichendefinition ausgeschlossen hatten).

Die Kenntnis der g;. erlaubt nicht nur Léngenmessung, sondern auch
Messung von Winkeln und Flachen. Wir stellen uns vor, dass wir die
Flichenkoordinaten um du' bzw. du? &ndern. Der Flichenpunkt dndert sich
dann um X;du' bzw. um Xodu?. Die beiden Anderungsvektoren spannen ein
Parallelogramm auf. Wegen

g = det(gir)
= 011922 — 9%2
= XX — (X4, Xy)?
= (X; x X5, X; xX3) >0

konnen wir den Fliacheninhalt auch mit Hilfe der Determinante g der ersten
Fundamentalform ausdriicken.

Definition: Der Ausdruck
dF = |X; x Xy|du'du® = /g du' du?
wird Fldchenelement genannt.

Das Fléchenelement liefert den Flicheninhalt des Parallelogramms, das von
den beiden Anderungsvektoren aufgespannt wird. Der Fliacheninhalt einer

Fléche ergibt sich zu
F = / / Vg dutdu?
G

18



Wir betrachten nun zwei Flachenkurven

D
ut = h'(t)’

die dann als Raumkurven die Darstellung

xp(t) = X(f1(1), (1))
xu(t) = X(h'(t),h*(t))

besitzen. Der Winkel v zwischen beiden Kurven ist gleich dem Winkel zwis-
chen den Tangentenvektoren. Auf diese Weise erhalten wir

b) KX

x| - |7, ] \/Xikai’fk’Xlehl’hm’
g f"'h¥

\/gikfi/fk/glmhl/hm/

cosy =

Invarianz bei Parametertransformationen Fithren wir neue
Flachenkoordinaten iiber die Transformation

wl = (@t a?)

ein, so erhalten wir als Koeffizienten der ersten Grundform

gik = <Xz’7ik>
out ou™
= g Xngar)

oul ou™
= (X, X, )
Ko Xom) s G
oul ou™
Im o ok
Um die erste Fundamentalform wieder mit Hilfe von du; auszudriicken,
berechnen wir

ou’

,i o ]

du' = S0 du’,
ou*

d—k — d n

U S u

und erhalten

ou' 0u" o 0u'
Imdw ok dud our
Jim (5§~ o, du’ du™
= gjnduj du”

du? du”

gdu'du® =

Es folgt, dass die erste Grundform invariant gegeniiber Parametertransfor-
mationen ist.
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2.3 Regelflichen und Torsen
2.3.1 Regelflichen
Regelflachen sind Flachen, die durch Bewegung einer Geraden entstehen.
Definition: Sind u' — y(u') eine Kurve und z(u') Vektoren im R? mit
¥ X7 £0, (2)
dann heifit die Flache
X(u'u?) = y(u') + v’z(u')
Regefliche.
In jedem Punkt der Kurve y(u') ist eine erzeugende Gerade
w? — y(u') + ulz(u')
angeheftet. Die Tangentenvektoren
X1 =y (ub) +u*Z (u')

und

haben das Kreuzprodukt
X X X2 =y X z+u’Z X z,

das heifit fiir betragskleine u? ist wegen (2) die Regularititsbedingung fiir
Fléachen erfiillt. erfiillt.

Beispiel 5: (Kegel) Alle Erzeugenden eines allgemeinen Kegels gehen durch
einen Punkt
X(u', u?) = v?z(u') + yo,

wobei die Kegelspitze durch den Punkt y, gebildet wird.

Beispiel 6: (Allgemeiner Zylinder) Alle Erzeugenden sind bei einem allge-
meinen Zylinder parallel und gehen durch eine Kurve y(u!). Die Gleichung
lautet

X(u', u?) = y(u') + v’z

Beispiel 7: (Tangentenfliche) Die Erzeugenden bestehen aus den Tangenten
einer festen Raumkurve.

X(u',w?) = y(u') +u?y'(u')
u! sei Bogenlinge, b der Binormalenvektor
X x X2 = (y +u?y") x y = —u’kb
Fliche ist langs der Kurve singulér. Man spricht daher von einer Gratlinie.
Normalenvektor

N(u',u?) = £b(u')
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2.3.2 Torsen

Definition: Eine Regelfldche heifit Torse, wenn alle Punkte einer Erzeugen-
den die gleiche Tangentialebene haben.

Beispiel 8: Tangentenflachen sind Torsen (der Normalenvektor hangt nicht
von u? ab).

Beispiel 9: Bei einer Zylinderfliche

X(u', u?) = y(u') + v’z
ist der Normalenvektor durch die Gleichung

Xy x X2 =y'(u') x z

gegeben. Auch hier hingt der Normalenvektor nicht von u? ab, also sind
Zylinderflachen ebenfalls Torsen.

Beispiel 10: Bei Kegelflichen
X(u',u?) = yo + u’z(u')
héngt die Richtung des Normalenvektors
X x X2 =07 Xz
nur von u' ab, also sind Kegelfliichen Torsen.
Satz 1: Eine Regelfiiche
X(u',u?) = y(u') + v’z(u')

st genau dann Torse, wenn

y',z, 2| =0 (3)
gilt, d. h.

vy, z,7'

linear abhdngig sind.

BEWEIS: Die Tangentialebene im Punkt mit den Flichenkoordinaten !, u?

wird von den Vektoren
X, =y (uh) + u?2' (u)
und
Xuz = Z(ul)

aufgespannt. Damit die Tangentialebene im Punkt (u!, 0) gleich der im Punkt
(u',u?) ist, muss z’ eine Linearkombination von y’ und z sein, d. h. die drei
Vektoren y’,z und z’ miissen linear abhéingig sein. Umgekehrt folgt aus der
linearen Abhingigkeit, dass fiir festes u' alle Tangentialebenen gleich sind.
O
Bemerkung:

1. Man kann zeigen: Torsen sind entweder Kegel-, Zylinder- oder Tangen-

tenfldchen.

2. Es gibt Regelflachen, die keine Torsen sind, wie das einschalige Hyper-
boloid oder die Wendelflache.
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2.4 Zweite Fundamentalform

Wir moéchten nun das Verhalten einer Fliche in der Umgebung eines
Flachenpunktes untersuchen. Insbesondere sind wir daran interessiert, wie
die Fliache von ihrer Tangentialebene abweicht. Mit der Taylorentwicklung
erhalten wir unter Beachtung der Summationskonvention

X(u' + dut, u? + du?) = X(u', u?) + Xdu' + EXikduZduk + O(|dul?)

Dabei haben wir
?X
T duiouk
gesetzt. Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite der Taylorentwicklung
spiegeln das Verhalten der Tangentialebene wieder, wihrend der quadratische
Term die Abweichung von der Tangentialebene zeigt.
Wir definieren
Liy = <N7Xik>

Definition: Die L;; heiflen die zweiten Fundamentalgrdfien, die quadratische
Form
I1 := Ly.du'du®

heifit zweite Fundamentalform.

Aus den Betrachtungen folgt, dass abgesehen von Termen hoherer als zweit-
er Ordnung und einem Faktor 1/2 durch die zweite Fundamentalform die
Abweichung einer Fliche von der Tangentialebene beschrieben wird. Denn
Multiplikation der Taylorentwicklung mit N liefert (IN ist orthogonal zu X;)

1
5[[ = (X(u' + du', u?® + du?) — X(u',u?), N) + O(|dul?).

Bemerkung: Die zweite Fundamentalform ist invariant gegeniiber orien-
tierungserhaltenden Parametertransformationen.

Definition: Wir definieren
L= L11L22 — L%Q

Falls L < 0 im Punkt X(u',u?), heifit die Fliche hyperbolisch gekrimmt in
X (u',u?). Dann heifit X (u', u?) ein hyperbolischer Flichenpunkt.

Falls L = 0, heiit die Fliche parabolisch gekriimmt in X (u', u?).
Falls L > 0, heiBit die Fliche elliptisch gekrimmt in X(u', u?).

Beispiel 11: Kreiszylinder:
cos u'

X(u',u?) = | sinu' |, 0<u'<2m, —o0<u?®< 0.

U2
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—sinu! 0 cos u'
X, = cos u? , Xo=1| 0|, N = | sinu' |,
0 1 0
—cosu! 0 0
X11 = —sin Ul s X12 = 0 s X22 = 0
0 0 0

L11 - XHN - —1, L12 - 0, L22 - 0

Also gilt L = 0, die Fldache besteht nur aus parabolischen Punkten. Die zweite
Fundamentalform lautet

Il = —(du*)? = 0.

2.5 Normalkriimmung, Hauptkriimmungen
2.5.1 Normalkrimmung

Im Folgenden geht es um die Kriitmmung von Kurven auf Flachen. Sei x(7) =
X(ul(7),u?(7)) eine Flichenkurve mit Kriimmungsvektor k. Dann heif}t

kn = (k,N)

die Normalkrimmung der Kurve, wobei N der Normalenvektor der Flache
ist.

Bemerkung x, hingt nicht von der Orientierung der Kurve ab, weil k un-
abhéngig davon ist. Aber k, hédngt von der Orientierung von N ab.

Satz 1: Es gilt

k.N) Il Ly du' du' + 2L15 du' du?® + Los du? du?
/{n = s = — = .
I g1 dut dul + 2g1o dut du? + goo du? du?

BEwEIS: Es gilt

ko = (k,N)= <j—;x(r),N> - <j—;X(u1(T),u2(T)),N>

ds du’ Xpdutdu® d?ut
= (—X;— | ,N)=(——— N X;,N
<ds< ds> > < (d45)? >+< e

17 . Lij du’ duj
I ggdubdul’

Bemerkung:

1. Kk, ist invariant gegeniiber orientierungserhaltenden Parametertrans-
formationen, weil I und I/ das sind.
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2. Sei du! # 0, dann liefert kiirzen durch (du')?

2 2
 Lu+ 2L12% + L22(%)2
g1 + 2912% + 922(%)2

Also hiingt &, nur von u!, u* und d“ ab. Nun ist hler > die Richtung
des Tangentenvektors der Kurve. Also gilt folgender Satz

Satz 2: (Meusnier) Alle Kurven auf einer Fliche, die in einem Punkt dieselbe
Tangente haben, besitzen dort dieselbe Normalkriimmung.

Bemerkung: Es gilt k = kn, wobei x die Kriimmung der Kurve und n der
Hauptnormalenvektor sind. Wegen |n| = |N| = 1 folgt

kn = (kn,N) = K cosa,

wobel o« der Winkel zwischen n und N ist. Das liefert

Knp

K= .
cos «

Also hingt die Kriitmmung der Flachenkurve im betrachteten Punkt nur ab
von

i) der Richtung des Tangetenvektors, also von Z—Zi;

ii) vom Winkel a (= Winkel zwischen n und N).
Deshalb folgt:
Alle Flichenkurven durch X(u},u2) mit der gleichen Schmiegebene (aufges-
pannt von t und n) haben in X(uj,u2) dieselbe Kriimmung &.

Beispiel 12: Auf dem Kreiszylinder

COS Ul

X(u',u?) = | sinut |, 0<u' <21, —oc0o<u?<oo

u2

sei durch u? = 3u! eine Flichenkurve festgelegt. Wir besimmen k&,
L11 + 2L, %% du1 + L22(du1)

g11 + 2912du1 + 922(31;?)2 '

Wegen u? = 3u! folgt d“f = 3. Ferner ist g11 = g2 = 1, L3 = —1 und
gi2 = L12 = L22 =0. AISO gllt Rp = 1&

2.5.2 Hauptkriimmungen, Kriimmungslinien

Die Normalkriimmung s, hingt ab von u!,u? und d“ (du' # 0). Sei ein
Punkt auf der Fliche gewéhlt. Dann hangt Kn nur noch von der Richtung
A= % ab:
_ Lyp 4 2L1p\ + Ly N2

911 + 201X + g22A?

Entweder ist x,, konstant, oder k,, hat ein Maximun und ein Mininmum.

Kn = Kn(
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Definition: Sei in einem Flichenpunkt X (u, u) die Normalkriimmung rich-
tungsunabhiingig. Dann heiflt X(ul, u3) ein Nabelpunkt.

Beispiele: Die Ebene und die Sphére bestehen nur aus Nabelpunkten. Bei
einem Rotationsparaboloid ist der Pol ein Nabelpunkt.

Satz 3: Sei X(u',u?) fest gewdihlt und kein Nabelpunkt. Dann gibt es genau
eine Richtung in der Tangentialebene, so dass k,, mazximal wird, sowie genau
eine Richtung, so dass Kk, minimal wird.

Definition: Seien u', u? fest gewihlt und \ eine beliebige Richtung in der
Tangentialebene. Dann heiflen

K1 1= max En(A) und Ky = m}n Kn(A)
die Hauptkrimmungen der Fliche im Punkt X (u', u?). Die zugehorigen Rich-

tungen A;, Ay heiBen Hauptkrimmungsrichtungen in X (u', u?).

Bemerkung:

1. Falls X(u',u?) kein Nabelpunkt ist, sind die Hauptkriimmungs-
richtungen orthogonal (Beweis Satz 4 unten).

2. Falls X(u', u?) ein Nabelpunkt ist, gilt k; = 9. Dann ist jede Richtung
eine Hauptkriimmungsrichtung.

Definition: Eine Flachenkurve, bei der in jedem ihrer Punkte die Richtung
der Tangente eine Hauptkriimmungsrichtung ist, heifit Krimmungslinie.

Differentialgleichung der Kriimmungslinien: Wir bestimmen die Ex-

2 .
trema von K, (\) = Lgiﬁéfji‘ﬁ;f/\); . Es gilt

1
kn(A) = E(Qn + 2015) + g22A?) (2L1o + 22 L)
1
—E(Ln + 2L19)\ + L22>\2)(2912 + 2)\g92)

mit 1 = g11 + 2912 + goa A%, Wegen u # 0 ist #/,(\) = 0, falls
PN+ g +r=0
mit
p=(g12Llas — g22l12), q=(guloz — gaaln1), 7= (911L12 — g12L11)-
Wir setzen in der Gleichung

PAZ+gA+7=0

a?
dul

(g12L22—g22L12) (du2)2—|—(gllL22—922L11)du1du2+(911L12—912L11)(du1)2 = 0.

fiir X ein und multiplizieren mit (du')?. Es folgt
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Dies ist die Differentialgleichung der Kriimmunglinien. Sie 1&8t sich schreiben
als
(du®)?  —dutdu® (du')?
911 912 g2 | =0.
Ly, Ly Loy

Falls keine Nabelpunkte vorliegen, gibt es genau zwei Losungen Z—Zi und %.
Durch jeden Punkt der Fliche gehen dann genau zwei Kriimmunglinien.

Beispiel 13: Die Flache

p COS ¢
X(p,¢) = | psing mit p>0, 0<¢ <27
fp)
ist eine Rotationsfiche. Berechnung der Kriimmungslinien:
cos ¢ —sing —f'cos ¢
Xi=| sing |, Xo=p| coso , N= " —f'sing |,

f 0 V9 1

g=1+(f)

0 —sing cos ¢
X = 0 , X = cos ¢ , Xgp=—p| sing
f'l/ O O

Es gilt g12 = 0 und L1 = 0. Also lautet die Differentialgleichung der
Kriimmunglinien

(911L22 - 922L11)d,0 dp =0 (4)

Die Klammer ist nie null, falls kein Nabelpunkt vorliegt, denn die Klammer
Lin —gn
Loy —go2

(Ln —911)(95):0
Lyy  —go Yy

hat genau dann eine nichttriviale Losung, falls gilt:

ist die Determinante von ( ) und das Gleichungssystem

Ly = ygll und Loy = y922-
T T

Wegen L1 = 0 = g1o bedeutet dies: Im betrachteten Punkt gilt fiir alle
Richtungen
Il =cl

mit der Konstanten ¢ = %. Dies gilt nur in Nabelpunkten. Falls kein
Nabelpunkt vorliegt, folgt aus (4)

dp=0 oder d¢=0.

8

Die Kriimmunglinien sind also die Linien p = const und die Linien ¢ = const.
Die Linien ¢ = const heiflen Meridiane, die Linien p = const heiflen Breit-
enkreise. Also sind bei einer Rotationsflache die Meridiane und Breitenkreise
die Kriimmunglinien.
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Satz 4: Sei X(u',u?) kein Nabelpunkt. Dann sind die beiden Kriimmungs-
linien, die durch den Punkt X(u',u?) gehen, orthogonal.

BeEwEIS: Die Kriimmungslinien seinen die Parameterlinien der Fléache. Also
ist die Linie u! = ¢ Kriimmunglinie. Aus u! = ¢ folgt du! = 0. Somit lautet
die Dgl der Kriimmungslinien

(g12L29 — gaL12)(du?)®> = 0.

Wegen du? # 0 folgt
Lasgr2 — gaalna = 0.

Analog folgt fiir die Linie u? = ¢ dann du? = 0 und

Li1gi2 — gi1Li2 = 0.

Diese beiden Gleichungen als Gleichungssystem geschrieben lauten

Loy —g2 g2\ _
Liiv —gn Ly '

Wegen Det # 0 (kein Nabelpunkt, siehe Bsp. zuvor) muss g1 = Lip = 0
gelten. Aus g2 = 0 folgt, dass die Parameterlinien orthogonal sind. Weil die
Parameterlinien die Kriimmungslinien sind, folgt die Behauptung. O

Definition: Die Zahl

L
K :=—
g

heifit Gaufische Krimmung, die Zahl

1
H = %(Lngm + Laagin — 2g12L12)

heifit mittlere Krimmung.
Bemerkung: Man kann zeigen: K = kq ko und H = %(/{1 + Ka).
Bemerkung: Ein Flichenpunkt ist ein

o clliptischer Punkt, falls K > 0,

e parabolischer Punkt, falls K = 0,

e hyperbolischer Punkt, falls K < 0.

Geometrische Deutung: Fiihren wir neue Koordinaten in Richtung der
Hauptkriimmungen ein, so liasst sich die Flédche lokal durch
1
2= S0 + m(?)?)
beschreiben. Dabei bedeutet z den Abstand von der Tangentialebene. In
einem elliptischen Punkt haben die Hauptkriimmungen gleiches Vorzeichen
und die zweite Fundamentalform ist positiv definit. In der Umgebung eines
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solchen Punktes liegt die Fliache auf einer Seite der Tangentialebene. Lokal
sieht die Flédche dhnlich wie ein Paraboloid aus. Fiir parabolische Punkte
ist eine Hauptkiimmumg gleich null und die Flédche sieht &dhnlich wie eine
Zylinderfliche aus. Fiir hyperbolische Punkte haben die Hauptkriimmungen
unterschiedliches Vorzeichen und die Fliche hat lokal die Form eines Hyper-
boloids.

Satz 5: Fine Regelfiiche ist genau dann Torse, wenn in allen Flichenpunkten
fir die Gaufl’sche Krimmung K = 0 gilt.

BEWEIS: Sei y(s) eine regulidre Kurve, |y’| = |z| = 1 und
F(s,A\) =y(s) + Az(s).
Wir finden
Xi=t+M, Xo=z, XixXy=txz+ M xz,

Xllzt/+)\Z/,, X12:Z/, X22:O.
Daraus folgt Loy = 0, also

L=-13,<0.

Ferner gilt

1 1
L12 = Xlgﬁ(xl X Xg) = —([Z/, t, Z] + A [Z,, Z/7 Z]) .

Vo 0
Also ist ’ 72
e )
g g
genau dann null, wenn Lj5 null ist, also [Z,t,z] null ist. Genau dann ist F
eine Torse. a

2.6 Christoffelsymbole

Zerlegt man die zweiten Ableitungen X, der Fldchenvektoren in einen tan-
gentialen und einen normalen Anteil, erhélt man die Ableitungsgleichung von

Gaufs:

Die Koeffizienten I'}, (1 <4, k,r < 2) heiflen Christoffelsymbole zweiter Art.
Um diese GroBlen zu berechnen, multiplizieren wir die Ableitungsgleichung
mit X; und erhalten

(Xik, Xy) = I'ip( X, Xg) = g0 := Digpr

Definition: Die Grofien
Likp = Ulp g
heilen Christoffelsymbole 1.Art.
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Die Christoffelsymbole (erster und zweiter Art) sind wegen X;; = Xj; sym-
metrisch in den beiden ersten unteren Indizes. Aus gy = (X, Xj) folgt durch
Differenzieren:

0gik
ou!

= (X, X)) + (X4, Xia) = Ligjie + T

Durch Vertauschen der Indizes folgen die Gleichungen

Ogik

CCLLE RS
Dl Ik + Lk
Igik
i tijk T Lkt
Jgu

I'; T
D ki 1+ Lkl

Wegen der Symmetrie folgt

1 dga  Ogix . Ogix
Firp = 2 (émk ou! * ou!

Mit ¢** bezeichnen wir die inverse Matrix zu g;,. Es gilt:
( gt g7 ) _ 1 < 922 —Y12 )
gt g* g\ —g12 gu

g Ty = glrré‘kgil =T 05 = I

Es folgt

und damit ergibt sich

. 9" (091 Ogix . Og
2 \ouk  out  ou
Die Groflen auf der rechten Seite hdngen nur von den metrischen Groflen gy

ab. Es zeigt sich, dass die Christoffelsymbole bereits bei Kenntnis der ersten
Fundamentalform berechnet werden kénnen.

Satz 1: Die Christoffelsymbole sind Grofien der inneren Geometrie, d. h. sie
sind durch die g;, und ihre Ableitungen bestimmit.

2.7 Geoditische Kriimmung

Sei x(s) = X(u'(s),u*(s)) eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Flachenkurve. Sei t der Tangentenvektor von x. Dann bilden die drei Vek-
toren

t,N, (N x t)

eine Orthonormalbasis. Der Kriimmungsvektor k der Kurve a8t sich
beziiglich dieser Basis darstellen:

k =a1t +aN +a3(N x t).

Berechnung der Koeffizienten aq, as, as:
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i) Aus kLt folgt a; =0 .
ii) Multiplizieren mit N liefert

= (k,N) = k, (=Normalkriimmung).
iii) Multiplizieren mit N x t liefert
az = (k,N x t) = [k, N, t] = (N, t x k).

Definition: Sei x(7) = X(u!(7),u*(7)) eine Flichenkurve mit Tangenten-
vektor t und Kriimmungsvektor k. Die Zahl

kg = (Nt xk) = —

heifit geoddtische Kriimmung.

Folgerung: i) Es gilt
k =k, N+ry (N xt).

ii) Sei x die Kriimmung der Fléchenkurve und o der Winkel zwischen N und
k. Es gilt

Kn, = KCOSQ,
kg = Ksina
2 2 2
Kg t kK, = K.

ili) s, ist invariant gegeniiber orientierungserhaltenden Parametertransfor-
mationen.

Beispiel 14: Geodiitische Kriimmung der Kurve z = ¢? auf der Fliche

Rcos¢
X(¢,2) = | Rsing

z

= (N, x' x x") . Es gilt

Wir berechnen x, = ]

<

—Rsin ¢ —Rcos ¢ 2R cos ¢ + 2¢Rsin ¢
x = Rcos¢p |,x"=| —Rsing |, x'xx" = | —2¢Rcos¢+ 2Rsin
2¢ 2 R?
cos ¢ 9R

N=| sing |, |¥X|=VR+4¢?, ky=—"-5.
0 V R? + 492

Lemma 1: Sei x(7) = X(u*(7),u*(7)) eine Flichenkurve. Dann gilt

= Vo{(Tia'a® + a*)a' — (Dpa'a® + i')a} (5)

wobei 1! d" die Ableitung nach der Bogenldnge ist; bzw.

Ky = ﬂ{(FQkulluk + )t — (Tl 4+ u!")ay,

wobei u” = % die Ableitung nach 7 ist.
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BEWEIS: Berechnung von k: Es ist

d 1 B COXdut
t = £X(u (s),u”(s)) = S de Xt (6)
und
d d 1 20 ) i
k = —t= g[Xi(U (s),u”(s)) @' (s)]

d . :

= [XU E ?Lj (S)] alA(S) -+ Xz i

= Xju'w +X;u.
Mit den Ableitungsgleichungen von Gauf

X =T% Xy + LN
folgt
k = (I% Xy + Ly N)@'e) + Xyii* = Xp (05 a'e/ + %) + NLya'a! . (7)
Berechnung von N X t: Es gilt
(axb)xc=—(a,b-c)+ (b,c-a)

fiir beliebige Vektoren a, b, c,d € R3. Wir verwenden N = \%(Xl x X3) und
(6) und erhalten

Nxt= (Xl X Xz) X Xm’L.Lm (8)

(XQ gim — X1 me) . (9)

S|

Mit (7) und (9) finden wir

kg = (k,Nxt)

= _(FZ u'n’ + Uk){g%gm — G1k92m } -

V9

m

Ferner gilt

0 fir k=m

{gorGim — Girgom} = { —g fir k=1, m=2
g fir k=2 m=1

Satz 1: Die geoditische Kriimmung ist eine innergeometrische Grofle.
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2.8 Geoditische Linien

Definition: Eine Flichenkurve heifit geoddtische Linie, falls kg = 0 gilt.

Satz 1: Geodditische Linien sind durch das Differentialgleichungssystem
"+ T =0, r=1,2 (10)

charakterisiert.

BEWEIS: Setzen wir x, = 0 in Gleichung (5), so folgt die Behauptung. O

Satz 2: Von jedem Punkt einer Fliche geht in jeder Flichenrichtung genau
eine geoddtische Linie aus.

BEWEIS: O. B. d. A. kénnen wir u! = u? = 0 annehmen. Wir geben eine
Fléchenrichtung durch A
v =0'X;
vor mit A
(v,v) = ggv'v® =1

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgle-
ichungen ist das System von zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung
bei diesen Anfangsbedingungen eindeutig 16sbar. Wir behaupten, dass durch
s die Bogenldnge gegeben ist. Um das zu zeigen, setzen wir

f(s) = gi(u'(s), u*(s))u"u"
Es gilt f(0) = 1. Durch Differentiation erhalten wir

f/(S) — ? U]/uuuk,+gkruw/uk/+gikul/luk,

ou’

Beriicksichtigen wir nun die Beziehung

9gix
ou’

so erhalten wir nach Einsetzen und Umnummerierung der Indizes

= Lijie + Uijpi = gerliy + 9 Uy,

f/(S) = Gir (ngui’uj’ + ur//) uk/ + Gir ( zjuj/uk/ + ur//) ui/ =0
Hieraus folgt f(s) = 1. O

Beispiel 15: Wir bestimmen die geodétischen Linien in der Ebene

u
X(u',u?) = | u?
0
Fiir die Tangentialvektoren erhalten wir
1 0
X1 = 0 y X2 =

O =
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Da alle g;; konstant sind, folgt fiir die Christoffelsymbole I';,; = 0, also I, =
0 fiir beliebige Indizes i, k,[. Die Differentialgleichung (10) der geodétischen
Linien liefert

i = 0,
i = 0.

Die Losungen sind

u=as+c und w?=bs+d

mit Konstanten a,b,c,d, wobei a? + b?> = 1 gelten soll, damit die
Parametrisierung nach der Bogenlédnge erfolgt. Dies sind Geraden in der
Ebene.

Beispiel 16: Um die geodétischen Linien der Zylinderflache

Rcos¢
X(¢,z) = | Rsing
z

zu berechnen, bilden wir die Tangentialvektoren

—Rsin ¢ 0
X = Rcos ¢ , Xo=10
0 1

und bekommen

(gz‘j)=<%2 (1))

Weil alle g;; konstant sind, sind die Christoffelsymbole null. Die Differential-
gleichung der geodétischen Linien lautet wie im Fall der Ebene

Die Losungen sind

W' =as+c¢ und u?=bs+d,

wobei a? + b? = 1 gelten soll. Wir unterscheiden zwei Fille

1. Wenn a = 0 gilt, folgt ¢ = u' = const. In diesem Fall erhalten wir
Geraden die parallel zur Zylinderachse sind als Losungen.

2. Im Fall a # 0 folgt
z=u? = au' + 8.
Das sind die Kurven

Rcos ¢
X(u', u?(u')) = X(ut,au! +3) = | Rsing | +
g

oD o o

also Schraubenlinien.

33



2.9 Geoditische Linien als kiirzeste Verbindung

Gegeben seien zwei Punkte auf einer Flidchenkurve u‘(t):
u'(to) » u'(t)

Wir stellen die Frage, wann eine Flachenkurve kiirzeste Verbindung zwischen
den Punkten ist. Zur Losung des Problems betrachten wir die Variations-
methode. Sei v*(t) so gewihlt, dass v'(ty) = u'(t;) = 0 gilt. Wir betrachten
die Kurven

u'(t) + ev'(t)

und nehmen an, dass ¢ die Bogenlénge bei € = 0 darstellt. Es gilt:

d82 _ gik(ul + eul,u2 +6u2)(ui'—0—eui/)(uk/—|—euk/)

t1 t1
L(e):/ds:/wdt,
to to

wobei nach Vorraussetzung w = 1 bei € = 0 gilt. Notwendige Bedingung fiir
ein Minimum ist L/'(0) = 0.

Wir setzen

tl

1 (Ogu . o A
L'(0) = /2— <%u”u’“vﬂ + Qgikv”uk') dt
w \ Ju
to

Partielle Integration liefert
t1

iy L Ogik_ir w5 d(giu")\
L(O)_Q/(Oujuu 2 i vdt

to

Da die Funktionen v/ beliebig gewiihlt werden koénnen, folgt:

10gi 4 p  dlggu)
saw T g 0

oder 19 5
LO9ik ir ke 995 ki en
5 auju U (9uk’u u — gpu - =0.

Durch Symmetrisierung des zweiten Terms folgt

% <8gik _ Ogij 89@;‘) W g =0

ow  Ouk out

und somit
ri it kit
griu + Fik|ju u’' =0

oder
Ul” + Fékuz/ukz/ -0
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2.10 Geoditische Linien auf Rotationsflichen

Wir betrachten eine Rotationsfache

f(2)cos
X(2,6) = | f(z)sing

z

Um die Christoffelsymbole zu berechnen, bilden wir die Tangentialvektoren

f'(z)cos ¢ —f(z)sing
X, = | PGsing | . Xo= [ flz)coso
1 0

und bekommen fiir die Koeflizienten der metrischen Fundamentalform

(955) = < ! +](;’(z)2 f((i)? ) .

Zur Berechnung der Christoffelsymbole bilden wir

f"(z) cos ¢ —f'(z)sin¢
Xi(z,0)=| f"(z)sind |, Xp(z,0)=| f(z)cosd |,
0 0
—f(z)cos ¢
Xo(z,¢) = | —f(z)sing
0

Da die Tangentialvektoren zueinander orthogonal sind, erhalten wir fiir die
zum zweiten Vektor gehorenden Christoffelsymbole

o <X11a X2>

F%l - <)(17 X1> 07
o <X127 2) /

F%Q <X1,X1> f (Z)f(Z),
. <X227 2)

R

Fiir die Differentialgleichung der geodétischen Linie folgt

2o f(2)dodz
e iy drd

Multiplikation mit f(z)? liefert

d o) ¢ dpdz
& (10 5) = G e G —o

Es folgt, dass

= const.

d
B
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Satz 1:(Clairaut) Der Kosinus des Winkels einer geoddtischen Linie auf
einer Rotationsfliche mit einem Breitenkreis ist umgekehrt propotional zum
Abstand r = f(z) des Punktes zur Rotationsachse.

BeEweEIs: Fiir den Winkel zwischen geoditischer Linie mit der Richtung
Z/
(5)

cosy = Vim = 1(2)

folgt
d¢
dt
a

2.11 Ableitungsgleichungen von Weingarten, Theore-
ma egregium von Gauf}

Ahnlich wie wir bei den Ableitungsgleichungen von GauB die zweiten
Ableitungen der Fliachenvektoren in einen tangentialen und normalen An-
teil zerlegt haben, zerlegen wir nun die Ableitungen des Normalenvektors
N;

Satz 1: (Ableitungsgleichung von WEINGARTEN ) Es gilt
N; = —L;*X,

wobei .
Li* = Lig'™*

gesetzt wird.
BEWEIS: Wir machen den Ansatz

Durch skalare Multiplikation mit N folgt wegen (N, N) = 1 und (N, N;) =0
die Gleichung ¢; = 0. Skalare Muliplikation mit X; liefert

(N, Xj> =—L;; = bikgkj
Hieraus folgt die Behauptung. O

Differentiation der Ableitungsgleichung von Gauf liefert

ar” OL;
Xy = aqu X, + X, + anN + LiN;
_ oy I (pr ’ 0L,
= X+ T (T} X, + LyN) — Ly L;"X, + a0 N
arr i . AL,
(aTJk + Fﬁkl“lj — Ly L; ) X, + (W + Féijl) N
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Vertauschung von k und j liefert wegen X;z; = Xjji:

oIy, . , JLi;
Xikj = (le + L7, — Lij Ly ) X, + (8u’fj + Péij:l> N

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von X1, X5, N erhalten wir die Gleichun-
gen von MAINARDI-CODAZZI

0Ly OLy

ou’ ouk

und die Gleichungen von GAUSS

+ T Ly — Ty L =0

iy — (LirL;" — Li L") = 0,
wenn wir die nachfolgende Definition beachten.

Definition: Die Groflen

T aF:k I 177 8FZJ I r
i = + 0Ly, — Tk IR

werden Riemanscher Krimmungstensor genannt.

Da auf der rechten Seite nur Gréflen vorkommen, die von der ersten Fun-
damentalform abhéngen folgt, dass Rj;; eine Gréfe der inneren Geometrie
ist.

Mit
Ljr — legrl
Lkr — Lklgrl
und den Gleichungen von Gauf folgt:

R

ikj

= (Liijl - Lz‘ijz)g”
oder

ger;kj = Liijm - szLkm
Firi=k=1, j =m = 2 folgt:

gor Ry = LinLoy — L3, = L

und

L 9or
K=—=="Ry,
9

Y

Satz 2: Die Gaufische Kriimmung ist eine Grifse der inneren Geometrie.
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2.12 Abbildungen von Flichen

Seien F' = X%(u',u?) und F* = X*(ul,u?) zwei Flichenstiicke. Sei

p:F — F”
XOuh,u?) e Xy, )
eine bijektive Abilldung (Bijektiv bedeutet, zu jedem Punkt X°(u', u?) € F

gibt es genau einen Bildpunkt X*(ul, u?) € F*).
Weil u! und w? Funktionen von u! und wu

*

Parametrisierung X?(u', u?) von F* mit
X3!, u?) = X2 (ul(ul o), w2, ).

Also lassen sich die Fliche F' = XO°(u',u?) und die Bildfliche F* =
H(XO(ut,u?)) = X2(u', u?) auf die gleichen Parameter beziehen.

2 sind, gibt es eine

Beispiel 17: Seien 0 < u' <7, 0 <u? <1,

ut cosu'
F=Xw'v?)= |« |, F'=X'("'v)=/| sinul
0

u2

und ¢(X(ut, u?)) = X*(u', u?).

F ist ein Ebenenstiick, F* ein Stiick auf einem Kreiszylinder. Die u!-
Linien von F' werden auf die Breitenkreise abgebildet, die u2-Linien auf die
Meridiane. Insbesondere werden Gerden in F' auf Schraubenlinien abgebildet,
also geodétische Linien auf geodétische Linien!

Ferner gilt fiir die Metrikkoeffizienten g;; von F' und g;; von F* in allen

Punkten
10 N

2.12.1 Isometrische Abbildungen

Definition: Eine bijektive Abbildung ¢ : F — F™* heifit isometrisch oder
langentreu, wenn fiir jede Kurve x auf F' das zughorige Bild x* auf F* dieselbe
Lange wie x hat.

Satz 3: Sei ' ein Flichenstiick mit Metrikkoeffizienten g;; und erster Fun-
damentalform I. Ferner sei I ein Flichenstiick mit Metrikkoeffizienten g
und erster Fundamentalform I*. Fine bijektive Abbildung ¢ : F — F* ist
genau dann isometrisch, wenn in allen Punkten

I'=1I" bzw. g =g;
firl <i,7 <2 gilt.

BEWEIS: Seien F' und F* durch gleiche Parameter aufeinander bezogen. Sei
x(t) = X(ut(t),u(t)), to < t < t1, eine Flichenkurve auf F und x*(t) =
X*(ul(t),u*(t)) die Bildkurve auf F*. Fiir die Bogenlingen

t1 t1
s =s(x) = /\/fdt und  s* = s%(x¥) = /\/th
to to
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folgt

O

Bemerkung: Biegungsinvariante bleiben bei isometrischen Abbildungen er-
halten (weil g;; = g;; gilt). Somit werden geoditische Linien auf geodétische
Linien abgebildet, denn £, ist biegungsinvariant. Aber Kriimmungslinien wer-
den nicht auf Kriitmmungslinien abgebildet, denn &, ist nicht biegungsinvari-
ant.

Satz 4: Eine Fldche, die sich isometrisch in die Ebene abbilden ldsst, ist eine
Torse.

BEWEIS: Die Flachenstiicke F' und F™* seien isometrisch und auf die gleichen

ul

Parameter bezogen. Ferner sei F' = u? ein Ebenenstiick. Dann gilt

0

(gij) = (1) (1) = (g;;)- Also sind alle Christoffelsymbole null, also R, =

0. Fiir die Gauflsche Kriimmung folgt:

Ria9
g

K = = 0.

Da K eine Biegungsinvariante ist, gilt K* = K = 0 auf F*. Somit ist F™* eine
Torse. a

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung des Satzes: Jede Torse lésst sich
isometrisch in die Ebene abbilden.

Satz 5: Die Kugelfiiche lisst sich nicht isometrisch in die Ebene abbilden.

BeEwEIs: Fiir die Ebene gilt K = 0, fiir die Kugelfliche K = % > (. Unter
einer isometrischen Abbildung muss K aber invariant bleiben. a

2.12.2 Konforme Abbildungen

Definition: Eine bijektive Abbildung ¢ : F' — F™* heifit konform oder winkel-
treu, wenn der Schnittwinkel zweier beliebiger Kurven auf F', die sich in
einem Punkt P schneiden, gleich dem Schnittwinkel der Bildkurven auf F*
im Punkt Fj ist.

ul

Beispiel 18: Sei X = [ w? | Darstellung der Ebene. Die Abbildung ¢ :
0
X(ul, u?) — X(5ul, 5u?) ist konform.

Bemerkung: Isometrische Abbildungen sind konform. (Dies folgt z.B. aus
dem nachfolgenden Satz)
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Satz 6: Eine Abbildung ¢ : F — F* ist genau dann konform, wenn eine
Funktion \(u',u?) > 0 ewistiert, so dass in allen Punkten

I" =X bzw. g;; = Agij, 1<4,5 <2,
qilt.

BEWEIS: Seien x;(t) = X(u'(t),u*(t)) und xo(t) = X(v'(t),v*(t)) zwei
Flachenkurven. Die Tangentenvektoren im Schnittpunkt seien

du’ do*
T = Xi% und 15 = ng,
die im Bildpunkt seien
T = Xj d und T, = X —— dt
a) Sei g5, = Agi. Dann folgt
T girdu'dv®
cosy = = ——
|T1 | |T2| \/gijduzdui \/gkldvkd’ul
B Agirdu'dv® B g5 du'dvk
VAGyduidud \/ Agiadv*dv! \/g;‘jduiduj Vg5 dvkdot
Ty '
= ——— = COS"YY
T3] T3]
=5 = "

b) Sei ¢ konform und 0 < v < 7. Es gilt

Ty x Ty T\ |1 — (ThT»)?
|1>< 5| \/‘ 12T 112) :m:sinfy,

T 11 2| T3 [?

Ferner gilt

du’ dv® du'dv? — du?dov!
Ty xT = |Xj Xy — X; xX
T > T ' g K| = X x Xal dt dt
duldv? — du?dov!
= V9 dt dt
Es folgt
. V9 1 271
siny = dutdv? — du*dv
= winl |
V" 1 251
= siny* = ——|du'dv® — du*dv'],
|TY(|T3]
also

g * k
M| = /T T3]
g
Fiir Ty = Ty folgt 1 = /1", 0
g
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Lemma 2: Sei ¢ : F — F™* konform und es gelte [* = AI fiir konstantes .
Dann bildet ¢ Geodéten auf Geodéten ab.

BeEWwEIs: Fiir eine geodatische Linie auf F' gilt
Ihate’ + " =0, k=1,2.
Sind beide Flichen auf gleiche Parameter bezogen, so gilt auf F*
(T5) 0/ 4 " =0, k=1,2.

- ko (Tk\*: :
Die Behauptung folgt, falls I'j; = (I'j;)* ist. Es gilt

. PP
9 =g, (97)" = 39",
also
k o\ * 1 kmyx (o x * *
(Fij) = 5(9 ) (gjm,i T Gmij gij’m)
lgkm k

Bemerkung: Sei

die Ebene und ¢ : F' — F* eine konforme Abbildung. Dann gilt I* = (du')?+
(du?)?, also
I = Mu',u?)[(du')? + (du?)?] (11)

Es ist immer mdglich, eine kleine Umgebung eines Punktes einer beliebigen
Fliache so zu parametrisieren, dass (11) erfiillt ist. Deshalb gilt:

Jedes hinreichend kleine Stiick einer beliebigen Flache ist konform auf ein
Ebenenstiick abbildbar.

Insbesondere gibt es vielfiltige konforme Abbildungen der Kugelfliche in
die Ebene, zum Beispiel die stereographische Projektion.
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