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Kapitel 1

Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Erinnerung. Sei M eine Menge. Ein Mengensystem O C P(M) heifit Topologie auf M, falls

1. 0, M € O.
2. Sind U; € O, ¢ € I, dann ist auch

UUzEO

iel
3. Sind Uy, Uy € O, soistauch U1 NUy € O.
Das Paar (M, O) heif$t topologischer Raum. Meist spricht man aber etwas unprazise vom topolo-

gischen Raum A/. Eine Teilmenge U C M heif$t offen in M, falls U € O. Eine Teilmenge A C M
heif3t abgeschlossen, falls M — A € O.

Sind (M, Oy) und (N, On) topologische Raume, so heifit eine Abbildung f : M — N stetig, falls
fHV) € Oy furalle V e Oy.

Eine bijektive stetige Abbildung f : M — N, fiir die auch f~! stetig ist, heit Homdomorphis-
mus. Zwei topologische Raume M und N heiflen homdomorph, falls es einen Homdomorphismus
zwischen ihnen gibt.

Definition. Sei M topologischer Raum mit der Topologie O. Dann heifst M n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit, wenn Folgendes gilt:

1. M ist hausdorffsch, das heifSt, fiir alle p, ¢ € M mit p # ¢ existieren offene Mengen U,V C M
mitpe U,ge VundUNV = .
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2. Die Topologie von M besitzt eine abzdhlbare Basis, das heifst, es existiert eine abzahlbare
Teilmenge B C O, so dass fiirjedes U € O es B; € B, i € I, gibt mit

U:U&.

icl

3. M ist lokal homdomorph zu R", das heif3t, fiir alle p € M existieren eine offene Teilmenge
U C M mit p € U, eine offene Teilmenge V' C R™ und ein Homdomorphismus z : U — V.

Bemerkung. Die ersten beiden Bedinungen in der Definition sind eher technischer Natur und
werden manchmal auch weggelassen. Entscheidend ist die Tatsache, dass eine topologische Man-
nigfaltigkeit lokal homéomorph zu R” ist, d. h. Mannigfaltigkeiten sehen im Kleinen so aus wie
der euklidische Raum. Wird die Topologie von M durch eine Metrik induziert, so ist Bedingung 1
automatisch erfiillt. Ist M sogar gegeben als eine Teilmenge von R mit der Teilraumtopologie,
so sind Bedingungen 1 und 2 automatisch erfiillt.

Beispiel.
(1) M = R" ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltikeit, denn
(), (ii) Sind Klar.
(iii) GiltmitU = M,V =R" und z = id.
(2) Sei M C R" offene Teilmenge. M ist n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.
(i), (ii) Sind klar.
(iii) GiltmitU = M,V = M und z = id.

(3 M =8"={y e R""|||y|]| = 1} ist n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(i), (ii) Sind klar, da S™ Teilmenge eines R”.

(iii) Es werden zwei Homoomorphismen
benotigt, die mit Hilfe der stereografi-
schen Projektion konstruiert werden. De-
finiere dazu Uy :=S" —{SP} mit SP :=
(-1,0,...,0) € R**!, Setze Vi := R™.
Definiere ferner

2
. _ 0 1 ny __ 0 ~\ _ N
x.weam,ﬂM—xw,yp“w)—x@,w—1+ywu
=i
x ist stetig und bijektiv. Die Umkehrabbildung y lautet
1
y:Vi— U, y(o) (4 = [Jal?, 42),

AR
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und ist ebenfalls stetig. Also ist  ein Homéomorphismus. Ganz analog dazu wird der
Homoomorphismus definiert, der den Nordpol auslédsst. Sei nun U, := S — { NP} mit
NP :=(1,0,...,0) € R*" und V; := R™. Dann ist

Uy — Vo, 2(y) =2°,y",....y") =2y
N——

Also ist die Sphire S eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(@) Alle n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des RY im Sinne der Analysis 3 sind n-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten.

(5) Nichtbeispiel. Wir betrachten M := { (v}, 4%, y3) € R?| (y*)? = (v*)? + (y*)? }, den Doppel-
kegel.

Da M C R3, sind (i) und (ii) erfiillt. Aber
- M ist keine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Denn falls doch, dann wiirden eine offene

z(q1) Teilmenge U C M mit 0 € U, eine offene Teil-

menge V C R? und ein Homdomorphismus
0 — x: U — V existieren mit 2(0) = 0.

& 2(q2) O.B.d. A.sei V = B,.(2(0)) mit einem r > 0.
6 %4 Wiéhle ¢1,q2 € U mit ¢} > 0und ¢4 < 0.

Waihle weiterhin einen stetigen Weg ¢ : [0, 1] — V mit
c(0) = z(q1), ¢(1) = z(g2) und ¢(t) # z(0) fur alle ¢ € [0, 1].
Definiere den stetigen Weg ¢ := z= o ¢ : [0,1] — U. Dann gilt
é(0) = q1, &(1) = qa, das heiflt &' (0) > 0, &'(1) < 0.
Daraus folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass ein ¢ € (0, 1) existiert mit ¢*(¢) = 0.Dann ist
é(t) = (0,0,0) und folglich ¢(t) = z(é(t)) = (0), was der Wahl von ¢ widerspricht. Also ist
M keine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Definition. Ist M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, so heifien die Homdomor-
phismen x : U — V Karten (oder lokale Koordinatensysteme) von M.

.V C R"

~LL

Nach der Wahl eines lokalen Koordinatensystems z : U — V wird jeder Punkt p € U eindeutig
durch die Koordinaten (z'(p), ... ,z"(p)) festgelegt.
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In einer 0-dimensionale Mannigfaltigkeit M besitzt jeder Punkt p € M eine offene Umgebung
U, die homdomorph zu R° = {0} ist. Folglich ist {p} = U eine offene Teilmenge von M fiir alle
p € M, das heifit M tréagt die diskrete Topologie. Und da fiir die Topologie von M eine abzéhlbare
Basis exisiert und die Topologie gleichzeitig diskret ist, muss M selbst abzéhlbar sein.

Wir erhalten also:

PROPOSITION 1.1.1. Ein topologischer Raum M ist genau dann eine O-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit, wenn M abzihlbar ist und die diskrete Topologie trigt.

Definition. Wir nennen eine topologische Mannigfaltigkeit M zusammenhingend, falls fiir je zwei

Punkte p, g € M es eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — M gibt mit ¢(0) = pund ¢(1) = ¢.

Es miissen also je zwei Punkte sich durch eine stetige Kurve in M verbinden lassen. In der Topo-
logie nennt man dies normalerweise ,wegzusammenhadngend”, was im Fall von Mannigfaltigkeit
allerdings dquivalent zum Konzept von ,zusammenhéingend” ist, worauf wir an dieser Stelle al-
lerdings nicht weiter eingehen wollen.

Bemerkung. Nach Proposition 1.1.1 besteht jede zusammenhéingende 0-dimensionale Mannig-
faltigkeit M aus nur einem Punkt: M = {Punkt}.

Auch in Dimension 1 gibt es nicht viele verschiedene zusammenhidngende Mannigfaltigkeiten:

PROPOSITION 1.1.2. Jede zusammenhingende 1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist entweder
zu R oder zu S' homdomorph.

Einen Beweis dafiir findet man zum Beispiel im Anhang von [Milnor]. Einzige kompakte zusam-
menhéngende topologische Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ist also S*.

SATZ 1.1.3. Seien M und A Mengen. Fiir alle o € A seien U, C M und V, C R™ Teilmengen und
Zo : Uy — V, bijektive Abbildungen. Fiir alle o, § € A gelte:

@ (JUa=n,

a€A
(i) zo(Ua NUg) C R™ ist offen und

(ii) zgoza ! 2a(Us NUg) — x5(Us NUg) ist stetig.

Dann trigt M genau eine Topologie, beziiglich der alle U,, offene Mengen und alle x, Homdomorphismen
sind.

Us
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei O eine solche Topologie auf M. Ist W € O, so ist auch W N U, und
damit auch z, (W N U,) offen fiir alle o € A.

Ist umgekehrt W C M eine Teilmenge, fiir die z,(W N U,) C R™ offen ist fiir alle a € A, so ist
auch W N U, offen in U,. Da auch U, C M offen ist, ist auch W N U, offen in M. Wegen (i) ist
dann auch W = J . ,(W N U,) offen in M, und somit ist

O={W C M|zo(WnNU,) CR" offen fiir alle o« € A}.

Existenz: Wir nehmen die Darstellung aus dem Eindeutigkeitsteil und setzen:
O:={W C M|z,(WnU,) CR" offen fir alle « € A}.

und weisen nun nach, dass dieses O die gewtiinschten Eigenschaften hat:

(a) O ist eine Topologie, denn

G) 0,M € 0.
(ii) Seien W; € O,i € I.

() - g

= U 2o (W; NU,,) offenin R" fiir alle o € A.
L offen in Rn
(iii) W1, Wy € O = W1 N W, € O folgt ganz dhnlich wie in (ii).
(b) Zu zeigen ist: Ug € O fiir alle 3 € A.
za(Us NUy) C R™ ist offen fiir alle « € A nach Voraussetzung.
(c) xp ist stetig fiir alle 5 € A, denn:
Sei Y C Vj offen. Dann gilt fiir alle o € A:
Tz (Y)NUa) = zalzs™ (Y Nzg(Ua NUp)))
= (zaoxs ') (YNas(U,NUps)) ist offen in R™.

:(ggﬂoxafl)*l offen

stetig

offen
Daher ist 2531 (Y) € O.
(d) x5! ist stetig, denn:
Sei W C Ug offen. Dann ist W € O. Dann gilt fiir alle o € A:
(g~ 1)1 (W) = 2g(W) = x3(W N Up) ist offen. O

Beispiel (Der reell-projektive Raum).
M =RP" := P(R™!):={L c R""|L isteindimensionaler Untervektorraum}
A := {affin-lineare Einbettungen o : R” — R"™! mit 0 ¢ a(R™)}
Dass « affin-linear ist, bedeutet, dass es ein B € Mat(n x (n+ 1), R) und ein ¢ € R"*! gibt, so dass

fur alle € R™ gilt:
a(z) = Bx +c.

Da « eine Einbettung ist, gilt Rang(B) = n.



6 Kapitel 1. Mannigfaltigkeiten

Es ist also a(R") eine affin-lineare Hyperebene. Setze
Uy :={L € RP" | LN a(R™) # 0}.

Fur L € U, besteht L N a(R") aus genau einem Punkt, denn sonst wiirde 0 € L C «(R") sein,
aber das ist ein Widerspruch. Es gilt also

RP" — U, = {L|L C B(R") eindimensionaler Untervektorraum} (~ RP" '),
wenn «a(z) = Bz + ¢ mit B € Mat(n x (n + 1), R). Setze V,, := R" und
T Us — Vi, 2o(L) := a Y (LN a(R™))

fir o € A. Dann ist z,, eine bijektive Abbildung. Es gilt

o (v) =R - a(v) firalle o € A.
Im Folgenden werden die Voraussetzung von Satz 1.4 iiberpriift:

() Zu zeigen: e p Ua = M
Seidazu eg,...,e, € R"! die Standardbasis. Fiir j = 1, ..., n definieren wir:
aj(v) i=vleg+ ... +viej_1 +ej +vit e+ F v ey,
Angenommen, es existiert ein

LERP”—OU% ﬁ RP" —
j=0 §=0

und somit

Lc()e*={0}.
j=0

-
-

rd
€4 n
Das ist ein Widerspruch, also gilt U U, = RP™.

(ii) Es gilt: 2, (Us NUg) = R™ — affin-linearer Unterraum ist offen fiir alle «, Be A.

abgeschlossen

B(R) f




1.1. Topologische Mannigfaltigkeiten 7

(ii) Esgilt: zgoz, v — f7H(R - a(v) N B(R™)) ist stetig fiir alle o, 8 € A.

Wegen Satz 1.1.3 besitzt RP" besitzt genau eine Topologie, fiir die die U, offen und die z,
Homoomorphismen sind.

PROPOSITION 1.1.4 (Zusatz 1 zu Satz 1.1.3). Falls es in Satz 1.4 eine abzihlbare Teilmenge A1 C A gibt
mit
U Ua=0,
a€A;

so besitzt die resultierende Topologie eine abziihlbare Basis.

Beispiel (RP"). Fiir RP" hat sogar die endliche Menge A; := {ay,...,a,} die ein Proposition
1.1.4 verlangte Eigenschaft, die Topologie von RP" besitzt folglich eine abzihlbare Basis.

Beweis von Proposition 1.1.4. Die aus A resultierende Topologie hat die Eigenschaften der aus A,
resultierenden Topologie. Da die Topologie eindeutig ist, miissen A und A; also dieselbe Topolo-
gie liefern.

Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass A; = A abzdhlbar ist. Dann hat V, C R™ eine
abzihlbare Basis B, fiir alle a € A.
= 2, !(B,) ist eine abzéhlbare Basis von U,,.

= Uuea Za ' (Ba) ist abzéhlbare Basis von M. O

PROPOSITION 1.1.5 (Zusatz 2 zu Satz 1.1.3). Falls es in Satz 1.1.3 zu je zwei Punkten p,q € M ein
a € A gibt mit p,q € Uy, so ist die Topologie von M hausdorffsch.

Beispiel (RP"). Zu L, L, € RP" existiert eine affin-lineare Hyperebene E mit
Ly / Ly

7 LinE#0#LNE.
O} /p
N / E = RP" ist hausdorffsch.
% = RP" ist eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit.

Beweis von Proposition 1.1.5. Seien p,q € M mit p # ¢. Wahle ein o € A mit p,q € U,. Wahle
weiterhin Vi, V5 C V,, offenmitp € Vi, g€ Vound Vi NV, = (.

= 2, (V1) und z, 71 (V2) trennen p und q. -
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Lo

<Y

oJo;
R™ D>V,

Bemerkung (Der komplex-projektive Raum CP"). Analog zum reell-projektiven Raum definie-
ren wir

CP" := {L c C""!| L ist eindimensionaler komplexer Untervektorraum}.

Analog zum reellen Fall ergeben sich Karten z, : Uy, — C" = R?”. Daher ist CP" 2n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit.

1.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten
Fiir eine topologische Mannigfaltigkeit M/ macht es Sinn von stetigen Funktionen f : M — R zu
sprechen.

Frage. Was bedeutet Differenzierbarkeit von f?

Versuch einer Definition. Die Funktion f soll in p € M differenzierbar heiflen, falls fiir eine Karte
2 :U — V mitp € U die Funktion f oz~! : V — R in x(p) differenzierbar ist.

=7

M
K‘R%Il

Problem. Ist y : U — V eine weitere Karte mit p € U, so gilt nahe y(p)

foy™t=(foa)o(zoy™).

——
diff'bar nur
inz(p) stetig

Diese Konzept von Differenzierbarkeit hdngt ab von der Wahl der Karte x. Wiissten wir, dass
z o y~! ein Diffeomorphismus ist und nicht nur ein Homdomorphismus, dann kénnten wir aus
der Differenzierbarkeit von f o 27! auf die von f o y~! schlieen. Daher machen wir folgende
Definition.

Definition. Sei M n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Zwei Karten « : U — V und
y: U — V von M heifsen C*-vertriglich, falls

yoxr l:x(UNU)—y(UNU)

ein C'*°-Diffeomorphismus ist.
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Definition. Eine Menge von Karten z, : Uy — V4, a € A, heifit Atlas von M, falls

U(@:A[

acA
Ein Atlas A heifst C*°-Atlas, falls je zwei Karten in A C*°-vertraglich sind.
Beispiel. (1) Sei M := U C R” offen. Dannist A := {id : U — U} ein C*°-Atlas.

(2) Seien M := S"und A := {(z : Uy — V1),(T : Uy — Va)}, wobei U; := S" — {SP},
Us :=S" — {NP}und V; := V3 := R™. Auflerdem ist

z(y) = Tyo@, wobei y = (yo,g) S R"'H,
1
= ————(4—|lz|]* 4z) und
ve) = el ) un
- 2
iy) = 00
Dann gilt fiir v € (U N Us):
- (APl A
1 _
For ) = # (e T
_ 2 4v
A [pIE I
4+ v
8v 4v

At [[olP =4+ pll>  [fo]?

ist C* auf R" — {0} = z(S" — {SP, NP}) = 2(U; N Us). Analog fiir z 0 771
= 2 und % sind C*>-vertraglich.
= Aistein C*°-Atlas.

(3) Seien M := RP", A := {z, : Uy — R"|a ist affin-lineare Einbettung R" — R"*! von
maximalem Rang und 0 ¢ «(R™)}. Alle Kartenwechsel x5 o 7, 7! sind C* und damit ist =
A ein C*°-Atlas.

(4) Sei M := CP". Der resultierende Atlas ist ebenfalls ein C*°-Atlas.
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Bemerkung. Ist A ein C*°-Atlas von M, so ist auch
Apax = {Karten x von M | z ist C*°-vertraglich mit allen Karten in .4}

ein C°°-Atlas von M. Denn:

Sind « und & zwei Karten von M, die C*°-vertraglichmit allen Karten in A sind, dann sind auch
x und Z miteinander C*°-vertréglich:

Zu p € z(U N U) existiert eine Karte (y : U — ‘:/) € Amitz~1(p) € 0. Nahe p gilt dann:

Fox '=(Foy o(yoa™t) ist C™.
—_—— —
ist C'>° ist C'>°
Definition. Ein C°°-Atlas Ap,ax heifst maximal (oder auch differenzierbare Struktur), falls jede Karte,
die mit allen Karten in A, C°°-vertrédglich ist, bereits in A ax enthalten ist.

Nach der Bemerkung ist jeder C*°-Atlas A in genau einem maximalen C'*°-Atlas A,.x enthalten.

Definition. Ein Paar (M, Amax), wobei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
und Apax eine differenzierbare Struktur auf M ist, heifst n-dimensionale differenzierbare Mannig-

faltigkeit.

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Eine stetige Abbil-
dung f : M — N heifSt k-mal stetig differenzierbar (oder C*) nahe p, k € N U {oo}, falls es fiir eine
(und damit jede) Karte (z : U — V) € Apax(M) mit p € U und fiir eine (und damit jede) Karte

(y: U — V) € Apax(N) mit f(p) € U eine Umgebung W C =(f~(U) N U) von z(p) gibt, so dass

yofor l:iz(f~HU)NU) -V

C* ist auf W.

Beispiel.

(1) Sei M = S™ mit der differenzierbaren Struktur, die von A := {(z : Uy — V1), (% : Uy — Va)}
induziert wird. Wir zeigen, dass

f:8" =S5 fy):=—y

C® ist nahe N P. (Tatsdchlich ist f sogar C*° auf ganz S".)
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s" s"
U U
NPelU; =S"—{SP} S"—{NP}=U,

[

0 eVi =R" R =V,
Es gilt dann
- A—|pl* v >
R'sv = z7l(w) = ,
0 = (5l T
! A—|pl? v
= - ’
4+ lol>" 4+ o]
7 2 4v 8v
— . = —— = —
Ly Al 4l 8
4+ [olf?
Daraus folgt, dass Z o f oz~ (v) = —v und somit gilt: Zo f oz~ ist C* auf R™. Wir kénnen

also W = R™ nehmen.

(2) Wir betrachten auf M = R die Atlanten A; := {z = id : R — R} mit zugehoriger dif-
ferenzierbarer Struktur A; jyax sowie Ay := {7 : R — R} mit #(¢) = ¢3 und zugehoriger
differenzierbarer Struktur A max.

Nun ist 7 o 71(t) = t* zwar C*, aber x 0 71 (t) = ¥/t ist es nicht.
Das heifst,  und Z sind nicht C*°-vertraglich und somit sind die differenzierbaren Struktu-
ren verschieden:

-Al,max 7é AQ,max .

o Istid : (R, A1 max) — (R, A2 max) eine C*°-Abbildung?
id
R——R
z:idl li = Zoid oz !ist O und damit auch id.
t—t3

R——R
o Istid : (R, A2 max) — (R, A1 max) eine C*°-Abbildung?

id
R——R

|

R

lw:id = xoid oz !ist nicht C*° und damit auch id nicht.
R

t»—»%
—

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Ein Hom6omorphismus f :
M — N hei8t C*-Diffeomorphismus, falls f und f~! beide C* sind. Statt C*°-Diffeomorphismus
sagen wir einfach Diffeomorphismus.

Falls es einen Diffeomorphismus f : M — N gibt, so heiflen M und N diffeomorph.

Beispiel. Seien M = (R, Aj max) Mit Ay max = {# = id : R — R} und N = (R, A3 max) mit
AQ,maX = {53 ‘R — R7i’(t) = tB}I

e id : M — N ist kein Diffeomorphismus (siehe vorne).
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e f: M — N, f(t) = V/tist ein Diffeomorphismus, denn

!
M——N

R——R

Somit sind M und N diffeomorph.

Frage. Ist jede differenzierbare Struktur auf R" diffeomorph zur Standard-Struktur A,.x, die
durch A = {z =id : R — R"} induziert wird?

Antwort. Fiir n = 0, 1,2 und 3: JA. Ebenso fiir n > 5: JA.

Aber fiir n = 4: NEIN. Es gibt {iberabzdhlbar viele differenzierbare Strukturen auf R*, die paar-
weise nicht diffeomorph sind (so genannte , exotische” Strukturen).

Bemerkung. (Milnor, 1956) Es gibt exotische n-dimensionale Sphiren (das heifit, sie sind
homomorph zur S", aber nicht diffeomorph) fiir n > 7, in jeder Dimension aber nur endlich
viele.

1.3 Tangentialvektoren

Frage. Was ist die Ableitung in einem Punkt einer differenzierbaren Abbildung zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten?

Vage Antwort. Das ist die lineare Approximation der Abbildung in diesem Punkt.

Frage. Was ist die lineare Approximation in einem Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit?

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M. Ein Tangentialvektor an M
im Punkt p ist eine Aquivalenzklasse von differenzierbaren Kurven ¢ : (—¢,e) — M mite > 0
und ¢(0) = p, wobei zwei solche Kurven ¢ : (—¢1,61) — M und ¢ : (—¢e2,e2) — M &dquivalent
heilen, falls fiir eine Karte z : U — V mitp € U gilt:

d
E(CE ocy)li=0 = E(CE o ¢2)lt=0-

Bemerkung. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Karte z : U — V ab, dennseiy : U —
V eine weitere Karte mit p € U. Dann

Ketten-
regel

d d _ _ d
Go9keo = Gor e won " Dlyoa gy (Gleook). ()
Lo d d d d

Also gilt: E(m o¢c1)|t=0 = E(m 0 ¢a)|t=0 & E(y o ¢1)|t=0 = E(y 0 ¢2)]t=0-

Notation. Fiir die Aquivalenzklasse von c schreibe ¢(0).

Definition. Die Menge T, M := {¢(0) |c : (—¢,e) — M differenzierbar mit ¢(0) = p} heifsit der
Tangentialraum von M im Punkt p.
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LEMMA 1.3.1. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, seip € M undseix : U — V
eine Karte von M mit p € U. Dann ist die Abbildung

M — R,
dxz|, : . d
» ¢(0) E(JC o ¢)¢=o,

wohldefiniert und bijektiv.
Beweis.

e Wohldefiniertheit. Klar, wegen Definition der Aquivalenzrelation.
e Injektivitit. Klar, wegen Definition der Aquivalenzrelation.

o Surjektivitiit. Sei v € R™. Setze c(t) :== 271 (x(p) + tv).
Wihle € > 0 so klein, dass z(p) + tv € V fiir alle [t| < e. Dann gilt

{40 - o 2 (wlp) + )0 = 4 2(p) + 1) =

dt

O

Definition. Wir versehen T, M mit der eindeutigen Vektorraumstruktur, fiir die dz|, ein linearer
Isomorphismus wird, das heift fiir a,b € Rund ¢; : (—¢e1,e1) — M, ¢a : (—e2,62) — M setzen
wir:

a-¢1(0) + b+ é2(0) 1= (dalp) ™ (a - daly(61(0) + b daf, (¢2(0))).

LEMMA 1.3.2. Diese Vektorraumstruktur hingt nicht von der Wahl der Karte z : U — V ab.

Beweis. Seiy:U — V eine weitere Karte mit p € U.

Zu zeigen: Auch dy|, : T,M — R" ist linear beztiglich der Vektorraumstruktur, die von x induziert
wird. Dies gilt, denn

(%) —
dy|p = D(y ox 1)|ac(p) OdI|P
| E——— P
linear linear

ist Verkettung zweier linearer Abbildungen. 0
LEMMA 1.3.3. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M, sei f : M — N differen-
zierbar nahe p. Dann ist die Abbildung

T,M — TypyN
T o) (Foe0)

wohldefiniert und linear.
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Beweis. Wibhle eine Karte z : U — V von M mit p € U und eine Karte y : U — V von N mit
f(p)eU.

T -

mdelf(m -[
. m D(yoforrfl)‘w(p) n . . 1 .
(oc)(0) e Rm =L 0 g 5 (6 foej(0) = ((yo for) o (2.0 0))(0)

= D(y o f 0w lag((z 0 ¢)(0))

Somit ist df |, = (dyl f(p))_l o D(yo foaxt)|yp o dx|,. Insbesondere ist df|, wohldefiniert und
linear. O

Definition. Die Abbildung df|, heifst das Differential von f im Punkt p.

Bemerkung. Ist U C M eine offene Teilmenge, so ist das Differential der Inklusionsabbildung
¢ : U — M ein kanonischer Isomorphismus dv : T,U — T,M, der gegeben ist durch ¢(0) —
(t0¢)'(0) = ¢(0). Wir werden die Tangentialrdume vermoge dieses Isomorphismus identifizieren
und einfach T,,U = T, M schreiben.

Bemerkung. Ist M ein n-dimensionaler R-
Vektorraum, so sind M und T,M kanonisch
isomorph vermoge

M — T,M,
v (0,

wobei ¢, ,(t) := p + to.

Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V hat dz|, zwei Bedeutungen:

é(0) (z 0¢)(0)
S m
dz|p n
T,U = T,M Toip)V = TR
dzlpl :/
\6 oSS e
% (x o C)|t:0 c R"™ \sc?ﬁ\o‘?k“s

SATZ 1.3.4 (Kettenregel). Seien M, N und P differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Seien f : M — N
und g : N — P differenzierbar. Sei p € M. Dann gilt

d(go f)lp = dgls) © dflp
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Beweis. Fir eine Kurve ¢ : (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p gilt:

dlgo Np(E0) = T((goH o)l

= Lo (foe)lms
= dalyi (7 2 )(0)
= dal s (0}, (6(0)))

O

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine surjektive stetige Abbil-
dung f : M — N heif$t lokaler C*-Diffeomorphismus, falls fiir alle p € M eine offene Umgebung U
von p in M und eine offene Umgebung V von f(p) in N existieren, so dass

flo:U—=V
ein C*-Diffeomorphismus ist.
Beispiel. Setze f : R — &%, f(t) = €. R
Zwar ist f nicht injektiv, aber ein lokaler f(to)
Diffeomorphismus, denn: vl

W

Zu ty € R wihle U := (tp — m,tp + 7) und
V=8 — {—f(to)}. —f(to)u 4

Bemerkung. Ist f : M — N ein lokaler C*-Diffeomorphismus, so ist
df|p : TpM — Tf(p)N

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt dim(7, M) = dim(T,)N) und daher auch dim M = dim N.
Denn:

O.B. d. A. sei f ein C*-Diffeomorphismus. Fiir eine Kurve ¢ : (—¢,¢) — M mit ¢(0) = p gilt:
d(idar)[,(¢(0)) = (idas 0 ¢)(0) = ¢(0) = d(idar)p = id1, a1
Daraus folgt mit der Kettenregel:
idr,ar = d(ida)lp = d(f " 0 fllp = df ") 0 dflp

Analog lisst sich die Gleichung df |, o df | 4(,) = idr, ar herleiten. Daraus folgt:
df ) = (dflp) ™

Es gilt auch die Umkehrung der Aussage:

SATZ 1.3.5 (Umkehrsatz). Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei p € M. Sei f :
M — N eine C*-Abbildung. Falls df|,, : T,M — Ty, N ein Isomorphismus ist, so existieren eine offene

Umgebung U von p im M und eine offene Umgebung U von f(p) in N, so dass
flo:U—U

ein C*-Diffeomorphismus ist.
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Beweis. Wihle eine Karte = : Uy — V4 von M mit p € U; und eine Karte y : Uy — V5 von N mit

f(p) € Ua.

Auf z(Up N f 1(Us)) ist die Abbildung y o f o ! definiert. Da df|, invertierbar ist, ist auch
D(yo foax™1)| invertierbar.

Der , klassische Umkehrsatz” besagt, dass es eine offene Umgebung V' C 2(Uy N f~ HU,)) von
z(p) und eine offene Umgebung V C V, von y(f(p)) gibt, so dass
yOfOI71|V:V—>‘~/

ein C*-Diffeomorphismus ist. Mit U := 2~ (V) und U := y~ (V) folgt, dass f|y : U — U ein
C*-Diffeomorphismus ist. m

1.4 Richtungsableitungen und Derivationen

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M
und sei ¢(0) € T,M. Dann heif3t fiir eine nahe p differenzierbare
Funktion f: M — R

d
dt( oc)l=o €R i

ae(o)f = df|p(é(0))
die Richtungsableitung von f in Richtung ¢(0).

Notation. Zu U C M offen schreibe C*(U) := {f : U — R| fist C*}. Zua € R, f € C*(U) und
g € C*(U) setze

a-fe C*U),  (a-fll@)=a-f(qg)
f+ge CFUNU), (f+9)(@):=Ff(a)+g(q)
f-ge CHUNU), (f-9)(@):=1F(a)-9(q)

und G i= U O¥(U).
Up()efn

Definition. Eine Abbildung 0 : C7° — R heifit Derivation in p, falls Folgendes erfiillt ist:

(i) Lokalitit: Sind U C U offen, p € U, f € C*°(U), dann
of = o(flg)-
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(i) Linearitat: Sind o, 8 € R, f, g € Cp°, dann
d(af + Byg) = adf + f0g.
(iii) Produktregel: Fiir f,g € C;° gilt

o(f-g)=0f-g(p)+ f(p)-dg.

Beispiel. e Seien M =R" und p € M. Dannist 0 = %

» eine Derivation.

e Sei M eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien p € M und ¢(0) € T, M. Dann

ist 0;(0) eine Derivation, denn zum Beispiel (iii) ergib sich aus

Oy (F9) = (U 9) om0
= S((fod)(goc)lms

= L7000 9(e(0) + F(e(0)) - (g o)y

dt
= Os0)f - 9(p) + () - Oe(0)9

Bemerkung. Die Menge Der(C;°) aller Derivationen in p bildet einen R-Vektorraum vermoge

(@01 + B02)(f) = 01 f + B0af.

LEMMA 1.4.1. Die Abbildung & : T,M — Der(C;°), ¢(0) +— 0y, ist linear.

Beweis. Seix : U — V eine Karte von M mitp € U.

.M Der(C}°)
dm|pJ Z/
R ao@@\?

Zu zeigen: 8 o (dz|,) ! ist linear. Sei dazu v € R™.

(90 (dal,) ")) = dfly((dal,) " (v)
= dfl,(e(0) mit e(t) = & (x(p) + to)

= L(oa M alp) + t))le=o
= <grad(fox*1)|$(p)7v> |t:0-

Dieser Ausdruck ist linear in v.

O

Bemerkung. Seiey,...,e, die Standardbasis des R". Dann ist (dz|,) " *(e1), ..., (dz|,) " *(e,) eine

Basis von T}, M. Es gilt

o(fox™t)

_ of
Naaly) e (f) = (grad(f o™ Ny €5) = =5—7—| =i 55

T Ol

z(p)

z(p)
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Zu jeder Karte x erhalten wir die Derivationen

0

dat

0

7...,—n
» ox

P

PROPOSITION 1.4.2. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei p € M. Dann ist die Abbildung
0. : TpM — Der(Cgo), C(O) = 0¢(0)5

ein Isomorphismus. Insbesondere ist jede Derivation eine Richtungsableitung und fiir jede Karte x : U —
V mitp € U ist

9 9
Ozt |, Oam |,
eine Basis von Der(C°).
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Derivationen
9 9
ol e A
dx'|, x|,
eine Basis von Der(Cp°) bilden.
. . . . . 2 1/ a . . 1 . y
(a) Lineare Unabhiingigkeit: Sei Z o 0| = 0.Zu zeigenist: «* = ... = a" = 0. Wahle f = 27.
x’L
i=1 P
Dann
A .
0= C——| =dfurj=1,...,n.
; « 7 ) o’ ftir RN )
- ——

=57

(b) Erzeugendeneigenschaft: Sei 6 € Der(C;°). Setze o/ := §(27) fiir j = 1...,n. Wir werden

zeigen, dass
d= g
jz:; @ oxJ

(b1) Es gilt
5(1)=6(1-1) @ 5(1)-1+1-5(1) =25(1) = 8(1) = 0.

Sei nun « € R. Dann ist -
5(a) =d(a-1) 2 a-5(1)=0.

Derivationen verschwinden somit auf allen konstanten Funktionen.
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(b2) Sei f € C}°, genauer f € C°°(U) mit p € U offen.

Wihle eine offene Umge-
bung U von p mit

Ucinu

und #(U) = B(z(p), ). 2(UN0)
Lemma 1.4.3 (sieche unten) mit h = f o 2~! besagt: Es existieren g1,...,g, €

C>(B(x(p),r)), so dass

(fox)(a) = (for)alp) + Y (o' a'(p)) - gi(w) und

Daraus folgt dann

o 2 a(flp)

(ii) n -

DY (o () gi o)

WS 6( — a(p) - g a0) + (& — 2 D)y Olgs 0 2))
=1

(ii) n

3522 (p)

LEMMA 1.4.3. Sei h € C*°(B(q,)). Dann existieren g1, ..., gn € C*(B(q,r)) mit

n

() hx) = hlg) + (@' = ¢")g:(a) und
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Beweis. Fur z € B(q,r) setze wy : [0,1] — R, wg(t) := h(tz + (1 — t)q). Daraus folgt

h(x) =h(g) = wx(1) —w:(0)
1
_ / o (1) dt
0
'~ Oh :
_ /Zaz (af — ¢) dt
0 =1 9T ltar(1-t)g
n 1
= (z° — qz)/ a—hz dt
i=1 0 97" liy1-0)g
= gi(ac)
Daraus folgt (i). Und (ii) folgt aus (i) durch Differentiation an der Stelle ¢. O

Wir haben jetzt folgende Situation auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit:

Q

(dzly) " (e;) € TyM . Der(Cp®) = 5

o

Il

do (d33|p)_1

/

héngen ab von
der Wahl von x

Von jetzt an identifiziere 7),M mit Der(C;°) vermoge des Isomorphismus 0.. Schreibe zum Bei-

spiel fiir ¢ € T, M
n ; 9
&= 12216 ox?

statt 9 = >0, & ,bzw. € =370, € (dalp) ™ (e:), wobei (€1, ..., €7)" = dal,(€).

Wie dndern sich die Koeffizienten £, . .., ", wenn man die Karte 2 durch die Karte y ersetzt?

p

Sei ¢ € T, M, seien = und y Karten, die p enthalten. Es gelte

.0 0
& a5 == 7 7=
; Or » ; 0yJ »

Dann gilt

¢ n' n'

Do = dalp(€) = (dalp) | (dylp) T | =D(zoy lyp |
" n" n"
n' ¢

Analogergibtsich | : | =D(yoz )|, | : | also

n" 3
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i yjoz ANy oax™t)

z(p)
Etwas anders formuliert: Fiir den Fall £ = Z; das heifst (¢1,...,£")* = e;, erhalten wir
0 "0
il 277] i
ox » = 8yJ
- Yyee ) L
j=1k=1 z(p) Y p
n j 1
-y 3@/%) 2] atso
j=1 z z(p) Y Ip
iy e o
8951 j=1 x(p) Oy’ P

Vor allem in der physikalischen Literatur notiert man Formeln aus Griinden der Ubersichtlichkeit

héufig gemdf der

Einstein’schen Summenkonvention:

In einer Formel, in der ein Index einmal oben und einmal unten (auf einer Seite des Gleichheitszeichens)

auftritt, ist iiber den Index zu summieren.

Obige Transformationsformel wiirde dann also kurz folgendermafien geschrieben:

8 JR—
oxt

Oy’

ort

oy’

0

1.5 Vektorfelder

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann

heifst
T™ = ] T,M
peM

das Tangentialbiindel von M.

Wir verabreichen T'M die Struktur einer differenzierbaren Mannig-
U — V von M konstruieren wir eine
Karte X, : U, — V, von TM, wobei 7 : TM — M,n(§) = p fir

faltigkeit: Zu jeder Karte z :

¢ € T, M die FuBBpunktabbildung ist. Setze also

U, =7 (U)cTM, V,:=V xR"

Dann ist X, ™! (v, w) =
Schematisches Bild

(dx|z*1(v))_1(w)‘

C R*™und X,(¢) :=

12.11.2001

09:00 Uhr

(@(7(£)), d|x(e) (£))-
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TM
X, | \E
M x i
Offensichtlich gilt (nach Konstruktion):
U U.=1m

Karten
T von

Seien x und y Karten M. Dann gilt:

Xy o Xz_l(’u,’u}) = Xy((dz|$*1(v))_1 ’LU))
= (Y ((d]o=1(0)) ™ (W), dYln((dal, -1 ()~ () ([d2]o-10) T ()))
= (Y@ (), dylo-1.)((dzlo-1.0) 7 ()))
= ((yoar D)), Dyoxz" ")y w)
O c
ist eine C'*°-Abbildung, also insbesondere stetig.

Mit Satz 1.4 folgt dann, dass T'M genau eine Topologie tragt, fiir die die X, Homdomorphismen
sind.

Hat die Topologie von T M eine abzihlbare Basis?

Die Topologie von M hat eine abzdhlbare Basis.

= M besitzt eine abzdhlbaren C'*°-Atlas.

= Die zugehorigen Karten von T'M bilden einen abzédhlbaren Atlas von 7M.

Mit Proposition 1.1.4 folgt dann, dass die Topologie von T'M eine abzahlbare Basis hat.
Ist T M hausdorffsch?
Seien &, n € TM mit £ # n.

1. Fall: ©(§) # w(n).
M ist hausdorffsch.

= Es existieren eine offene Umgebung U; von 7(&) und
eine offene Umgebung U, von 7(n), so dass U1 NU> = 0.

= Die Mengen 7~ !(U;) bzw. 7=!(U>) sind offene Umge-
bungen von ¢ bzw.  mit 7~ (Uy) N7~ (Us) = 0.

2. Fall: (&) = 7 (n).

Sei x : U — V eine Karte von M mit 7(§) = n(n) € U. Dann
sind ¢,n € 71 (U) = U,. Mit Proposition 1.1.5 folgt dann, dass
sich € und 7 trennen lassen.
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Insgesamt ergibt sich: Mit der so konstruierten Topologie wird T'M eine 2n-dimensionale topolo-
gische Mannigfaltigkeit mit dem Atlas

-AT]\/I = {Xz : Uz - Vm | (l‘ U — V) S AM,max}-

Da die Kartenwechsel X, o X yil nicht nur stetig, sondern sogar C'*° sind, ist A7) ein C*°-Atlas.
Dadurch wird (T'M, Arns,max) zu einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine Abbildung & : M — T'M heifst Vektorfeld auf
M, falls fiir alle p € M gilt

m(&(p)) = p-

S

Sei x : U — V eine Karte von M. Ein Vektorfeld £ wird auf U durch Funktionen
&V SR
beschrieben, und zwar folgendermafien:

€)= Y EG) oo

p

Wir iiberpriifen, was C* fiir Vektorfelder bedeutet: Zur Karte  von M betrachte die zugehérige
Karte X, von T M.

M TM
Y lu Y
ri(v)e U U, S¢&(x71(v))
T Xz
=z~ (v)
—_—~
veV V x R™ 3 (z(m (a1 (0)))), de|n(e(@ (w)) (€7 (0))))

[gn Hr\;% = (v,€'(v),...,£"(v))

Es gilt also: ¢ ist C% auf U < ¢, ..., ¢" sind C* auf V.
Beispiel (M = R?). Polarkoordinaten: Fiir ¢y € R setze U := R? — Rx ( Z?ﬁgo ), V = (0,00) x
0
(00,0 +2m)und y : U — V mit y=1(r, ) := (rcos ¢, rsinep).
Auf U ist das Vektorfeld ¢ := rag definiert.
r

In kartesischen Koordinaten, das heifit beziiglich der Karte z = id : R? — R?, driickt sich das
Vektorfeld ¢ folgendermafien aus:

£ =Ty or 0t T or 022

T(@(rcosgp) 9 +3(rsin<p)i2>

0 r<8z13 8z28>

or Ozt or Oz

B 0 b 0

= r|cospgg tsinpas
0 0

1 0 2 O

v Ozt T 0x?
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In kartesischen Koordinaten:
§at,a?) = ab, E(x!,2?) = a2,

In Polarkoordinaten:
n'(r,@) =1, n*(r, ) = 0.

. J . . .
Beispiel. Wir rechnen 7o 0 kartesische Koordinaten um:
¥

o _ o oty
Op Op Ozt Op Ox2




Kapitel 2

Semi-riemannsche Geometrie

2.1 Bilinearformen

Definition. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform ist eine Ab-
bildung g : V x V' — R mit

D) g(av+ pw,z) = ag(v, z) + Bg(w, z) fur alle v,w, z € V und o, 8 € Rund

(i) g(v,w) = g(w,v) fur allev,w € V.
Man nennt g nicht entartet, falls aus g(v, w) = 0 Vw € V folgt, dass v = 0.

Fiir eine Basis b4, ..., b, von V setze
gij == g(bi,b;) e Rfturi,j=1,...,n.

Dann ist (gi;)i j=1,...,» €ine symmetrische n x n-Matrix. Aus (g;;):,j=1,...» kann g rekonstruiert

werden: Fiir v = 321" | o'b; und w = 37| f7b; gilt:

.....

g(v,w) :g(Zaibi,Zﬁjbj) = Z B gq;.
i=1 j=1

ij=1

Notation. Sei b}, ..., b} die duale Basis des Dualraums V* = { lineare Abbildungen V' — R} zu
b1,...,by, das heilt b7 (b;) = d;;. Man schreibt dann auch

n
ij=1
Dann bedeutet das Einsetzen von v, w € V Folgendes:

g(v,w) = Z ;b (v) - b (w) = Z gija' B

i,j=1 1,5=1
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Hauptachsentransformation.

Sei g eine nicht entartete symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine Basis €1, ..., e,
von V, so dass

o) — 0,17 Bt (00, _ T
glei,ej) = { e {41} iz , das heifst (¢i;)s,j=1,...n = L

Eine solche Basis nennen wir verallgemeinerte Orthonormalbasis. Man bezeichnet #{—-1} =:
Index(g) als den Index von g.

g ist euklidisches Skalarprodukt < g ist positiv definit < Index(g) = 0.
Ist der Index von g gleich 1, so bezeichnet man g als Minkowski-Skalarprodukt.
Sind B = (b1, ...,b,) und B= (b1, ...,b,) zwei Basen von V, dann definiere die Transformations-

matrix 7' = (t]); j=1,....n durch
n

b=y _tlb;.

j=1
Man erhilt dann

B ~ ~

- (B)
kol (B
= Z tit; Gu

Seien V und W zwei endlich dimensionale R-Vektorrdume. Sei g eine symmetrische Bilinearform
auf Vund ® : W — V eine lineare Abbildung. Dann kann g vermoge ® nach W ,,zurtickgezogen”
werden, das heifst

(®79) (w1, wa) := g(P(w1), D(w2)).
Dann ist ®*g eine symmetrische Bilinearform auf W.

Bemerkung. Falls g positiv definit ist, so ist ®*g positiv semidefinit. Falls ferner & injektiv ist, so
ist ®* g ebenfalls positiv definit. Denn:

(®*g)(w,w) = g(P(w),P(w)) >0 Vwe Wund
(P*g)(w,w) =0 < ®(w) =0 < w € ker(P).

Definition. Sind gy und gy symmetrische Bilinearformen auf V bzw. W, so heifit eine bijektive
lineare Abbildung ® : W — V Isometrie, falls

gv (®(wr), ®(w2)) = gw (w1, wa) Ywi,wa € W,

das heifst, es gilt * gy = gw.
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2.2 Semi-riemannsche Metriken

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Betrachte Abbildungen g, die jedem Punkt p € M
eine nicht entartete symmetrische Bilinearform g|, auf 7, M zuordnen.

Istz : U — V eine Karte von M, so definiere g@ =gi; : V — Rdurch

ij
x—1 >
- (U)

i (v) = g 9 -
Gij = Glz—1(v) ozt o=1() " Oxd

Definition. Ein solche Abbildung g heif$t semi-riemannsche Metrik auf M, falls sie im folgenden
Sinne glatt vom Basispunkt abhangt:

Fiir jede Karte z : U — V von M sind die g;; : V' — R C°°-Funktionen.

Transformation bei Kartenwechsel

Seienz: U — Vund y : U — V zwei Karten von M, seip € UNU.

O oy deley) 0
9y’ P =1 9y’ y(p) Oz P
— )
=10 = tg = b;
Daraus folgt, dass
W) n a(xk o y—l) 8(:L‘l o yfl) (x)
9;;" (y(p)) = . ‘ g (z(p))
! k,lzzl 9y y(p) Ay’ y(p)
Das heifdt
(y) - a(xk o ?Jfl) a(xl o ?Jfl) (z) -1
)= 3 S| T ok (wor )

In Physiker-Kurzschreibweise lautet die Formel

k l
() _ 927 02" () -1
gi]y *a—yia_yj'(gkl o(zoy™)).

Folgerung. Die Glattheitsbedingung fiir g muss nicht fiir alle Karten, sondern nur fiir einen Teil-
atlas von Ay« (M) Gberpriift werden, der M tiberdeckt.

Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V ist dz|, : T,M — R" ein linearer Isomorphismus, insbe-
sondere sind dz!|,,...,dz"|, € (T,M)*.

Definition. Der Dualraum (7}, M)* =: T M heifst Kotangentialraum von M in p.

LEMMA 2.2.1. Die dz?|,,. .., dx"™], bilden die zu g AR Fre ) duale Basis.
. 0 , 0 e
Beweis. dx|,| — =e = dv’|,| =— =¢ furi=1,...,n. ]
ox* » ox? » ’
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Wir konnen also schreiben:

o= gij(2(p)) - da’], ® da’ |,

ij=1

Bemerkung. Bei der Basistransformation b; = > t/b; ergibt sich

j=1
Denn es gilt:
(thb;‘) (br) = (Zt;‘@j) < (T—l)kél)
j=1 j=1 =1
= > (T b(b)
Ji=1 ~—
=5t
= > =
j=1
= Z tiv; = b
j=1
Es gilt also fiir die Koordinaten-Transformation der dz'|,, ..., dz"|,:

i "L Ozt oyt
dx |p:2(7»

: dyj |p
j=1 oyl y(p)
In Physiker-Kurzschreibweise bedeutet das
Y
i J
dx' = By dy

Physiker-Kurzherleitung der Transformationsformel fiir die g;;:
g,(fl/) dff @dyl =g = gg“')dzi ® da?

Bemerkung. In der Physikliteratur schreibt man haufig einfach

g = gijd:cidxj.
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Beispiel. Sei M C R” offen. Sei 3 eine nicht entartete symmetrische Bilinearform auf R". Fiir jedes
p € M sei @, : T,M — R" der kanonische Isomorphismus. Setze g, := ®,3. Wir tiberpriifen die
Glattheitsbedingung in der Kartez =id : U =M — V = M.

J)

0 0 0 0
(52, 5,) = (%57, ) (5
0
(a,))
P> ! am]?

» OxJ

0

d —

ﬁ( oy ( ox?
= ﬁ (6i7 ej)

Daraus folgt, dass die g;; konstant, also C° sind. Auf diese Weise kann M mit einer semi-

riemannschen Metrik von beliebigem Index versehen werden.

Beispiel. Sei M C R"* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann existiert eine kanoni-
sche injektive Abbildung @, : T,M — R"**, definiert durch

) d
¢(0) — Echzo
Aquivalenzklasse der Ableitung von
Kurvec: (—¢,e) = M c:(—e,¢€) — RFF
Dann definiere g|, := ®(-,-), wobei (x,y) = SRy fiir x = (o). 2T,y =

(y',...,y"™*)T das tibliche euklidische Skalarprodukt ist. Da das euklidische Skalarprodukt po-
sitiv definit ist und ®,, injektiv, ist auch g|, fiir alle p € M positiv definit. Die so definierte semi-
riemannsche Metrik auf M heif$t 1. Fundamentalform.

Die Karten von Untermannigfaltigkeiten entsprechen den lokalen Parametrisierungen, das heifst,
ist ¥ : U — M eine lokale Parametrisierung, wobei V' C R" offen ist, so ist

r:=F1U:=FV)=V

)
@ (5] 73 )

(2] ) (2])

d d
<EF(U +1t-ei)li=0, EF(U +1- ej)|t—0>

(G0 350))

= gij = <8F aF>is’cC°°.

dai’ Oad

eine Karte von M. Es gilt dann mit p = 27! (v):

0 0
w50 = ab( o

,—
J
» ox

0

Definition. Eine semi-riemannsche Metrik g, fir die g|, stets positiv definit ist, heifSt riemann-
sche Metrik. Ein Paar (M, g), bestehend aus einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M/ und einer
(semi-)riemannschen Metrik g auf M heif8t (semi-)riemannsche Mannigfaltigkeit.
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Eine semi-riemannsche Metrik g heiflt Lorentz-Metrik, falls g|, stets den Index 1 hat. Das Paar
(M, g) heiflt dann Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Beispiel. Die 1. Fundamentalform einer Untermannigfaltigkeit M/ C R™** ist eine riemannsche
Metrik. Zum Beispiel fiir S" C R"*! bezeichnen wir die 1. Fundamentalform als die Standardme-
trik gsq von S™.

Beispiel. Sei M C R"*! offen. Das Minkowski-Skalarprodukt {(-, -)) auf R"*! hat den Index 1, wobei
{(x,y) = —2%" +aly' + - +amy"
firx = (2% 2',...;2")und y = (v°,¢%,...,y"). Ist , : T,M — R""! der kanonische Isomor-
phismus, so ist durch
gMinklp = q)p* <<7 >>

eine Lorentz-Metrik auf M definiert. Die Lorentz-Mannigfaltigkeit (R"*!, gynk) heiflt Minkowski-
Raum. Die Raumzeit der speziellen Relativitdtstheorie ist der 4-dimensionale Minkowski-Raum.

Beispiel. Wir driicken die euklidische Metrik geuq = do! @ da! +da? @ do? des R? in Polarkoordi-
naten aus. (Dabei sind 2! und z? die kartesischen Koordinaten.) Mit 2! = r cos ¢ und 22 = rsin¢
folgt dann:

drt = Z—dr+—=—dp = cospdr—rsinpdy
or dp
ox? ox?
dx? = idr + id<,0 = sinpdr+rcospdyp
or dy
= geud = (cospdr —rsinpdyp) ® (cospdr —rsinpdyp)

+(sinpdr + rcospdp) ® (sin @ dr + 7 cos p dp)
= cos’odr®@dr—rcospsinpdr ® de —rsingcospde ® dr + r?sin? pde ® dp
+sin? @ dr @ dr + sin ¢r cos @ dr @ de + 1 cos psin o dp @ dr + 12 cos®> o dp @ dyp
= drodr+ridp®dye

Diese Matrix besagt:

. % hat die Lange 1,

0 I
o 70 hat die Lange r,

. g und i stehen senkrecht aufeinander.
or dp

In kartesischen Koordinaten gilt: _0_

karti _ 1 0 o
(gh87e) = < 0 o
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Definition. Seien (M, gar) und (N, gn) semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dann heifst ein lo-
kaler Diffeomorphismus ¢ : M — N lokale Isometrie, falls

delp : (TpM, gumlp) = (L) N, 9N o (p))
fiir alle p € M eine lineare Isometrie ist.
Ist eine lokale Isometrie zusétzlich injektiv, das heifst ein Diffeomorphismus, so heifst sie Isometrie.

Definition. Ist ¢ : M — N ein lokaler Diffeomorphismus und g eine semi-riemannsche Metrik
auf N, so heifdt die semi-riemannsche Metrik ¢* g auf M Zuriickziehung oder Pull-Back von g, wobei

(©"9)p = (dplp)* (9lo))s
das heifst, fiir {,n € T, M gilt:
(©" )€1 = gloe) (dplp(&), dplp(n))-

Bemerkung. Die Abbildung ¢*g ist die eindeutige semi-riemannsche Metrik auf M, fiir die ¢
eine lokale Isometrie ist.

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heif3t
Isom(M, g) := {¢ : M — M Isometrie}
die Isometrie-Gruppe von M.

Bemerkung. Die Menge Isom(M, g) ist eine Gruppe beziiglich Komposition mit neutralem Ele-
ment id ;.

Beispiel. Wir suchen die Isometrien von (R", geui). Das bedeutet:

¢ : R™ — R" ist ein Diffeomorphismus mit Dy|x € O(n) fir alle x € R™. Zum Beispiel:
o(x) = Az +b, A€ O(n),beR".

Solche ¢ heifSen euklidische Bewegungen. Also

{euklidische Bewegungen} C Isom(R", geux)-

Beispiel. Fiir die Isometrien von (M, g) = (R"™, gypink) gilt:
¢ : R" — R" ist ein Diffeomorphismus mit

Dolx € O(n,1) == {A € Mat((n + 1) x (n + 1), R) | (Ay, Az)) = (y, ) Vy,z € R"*+1}
= {AecMat((n+1)x (n+1),R)|A*L; n, A=T,,}

-1 0 --- 0
.. . 0 1 : .
fiir alle z € R™, wobei [ ,, := . Zum Beispiel:
: L0
0o --- 0 1

p(z) = Az +b, A€ O(n,1),be R"M.
Solche ¢ heifSen Poincaré-Transformationen. Es gilt also

{Poincaré-Transformationen} C Isom(R™ ", gaini)-
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Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta)- Zu A € O(n + 1) setze ¢ := A|gn : S" — S". Das Diagramm

n dgplp n
TS To(p)S
q’pl lq’w(p)
Rn+1 A Rn+1
kommutiert, denn sei ¢(0) € 7,,S8™. Dann:
¢0) ——(poc)(0) = (Aoc)(0)
d d d
Edt:o A Edt:o = E(A : C)|t:0

= dyp|, ist eine lineare Isometrie.
= ( ist eine Isometrie.
= O(n+1) C Isom(S", gstq)-

Bemerkung. Tatsédchlich haben wir in den letzten drei Beispielen bereits alle Isometrien identifi-
ziert, d. h.

Isom(R", gewt) = {euklidische Bewegungen},
Isom(R"™, gviink) = Poincaré-Gruppe und
Isom(S", gsa) = O(n+1)

Der Beweis, dass diese Riume keine weiteren Isometrien haben, erfolgt in Kapitel 4.4.

2.3 Differentiation von Vektorfeldern

Frage. Wie leitet man Vektorfelder ab?
Naiver Versuch. Sei p € M, M differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wahle eine Karte z : U — V

auf M mitp € U. Schreibe £ € T,M als

¢=> ¢
=1

) "D
"eR, undn =) no—
p,é €R, und 7 i:jn EeE

0]
oxt
wobei die 7’ glatte Funktionen nahe x(p) sind. Erkldre die Ableitung von 7 nach ¢ durch

- z‘aﬁj
> &

ij=1

0

oI

x(p) P

Problem. Diese Definition ist abhéngig von der Wahl der Karte x.
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Beispiel. Sei M = R2. In Polarkoordinaten (r, ¢) setze

0

5177:6—@-

Dann ist die Ableitung von n nach £ gleich 0, da die Koeffizientenfunktionen 7’ konstant sind. In
kartesischen Koordinaten (x!, z?) ergibt sich

0 0
2 1
v ox?’

Fiir die Ableitung von 7 nach ¢ gilt dann:

9] 9] 9] 5] 9] 9]
W 1Y )2y~ _.2_ Y 1 Y 1 Y
( ¥ 9at e 8932)( v )8x1 +( ¥ 9at e 8z2) (@ )8x2

_ a9 20 _ 9
o mazl x8x2 T@r

Notation. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei U C M offen.

£

C*(U,TM) := {C"-Vektorfelder, definiert auf U},
E, = U c~w.rm)
Uc M offen
mit peU

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Eine Abbildung
V:T,M x =, = T,M
heifst Levi-Civita-Zusammenhang (in p), falls gilt:

(i) Lokalitit
Fiir alle ¢ € T}, M, fiir alle p € C>°(U, T M) und fir alle U ¢ U mit p € U gilt:

Ven = Ve(nlg)-

(ii) Linearitit im ersten Arqument

Fiir alle &1, & € T, M, fiir alle o, B € R und fiir alle ny € =, gilt:
Vagi 48671 = aVe 1+ Ve, 1),

(iii) Additivitit im zweiten Argument

Fiir alle £ € T, M und fiir alle i1, 2 € E, gilt:
Ve(m +m2) = Vem + Ven.

(iv) Produktregel I
Firalle f € Cp°, fiir allen € =), und fiir alle § € T), M gilt:

Ve(f-n)=0f-nlp+ f(p) - Ven.
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(v) Produktregel 11
Fiir alle £ € T, M und fiir alle 9y, 72 € Z), gilt:

Deg(n,m2) = glp(Ven, m2lp) + glp(mlp, Vena).

(vi) Torsionsfreiheit
Fiir alle Karten 2 : U — V von M mit p € U gilt:
0 _g . 0

35|, o

azt lp

fiir alle ¢ und j.

Bemerkung. (1) Aus (iii) und (iv) folgt die R-Linearitdt im zweiten Argument. Seien «, 3 € R:

Velam + ) & Ve(am) + Ve(Bna)
= Oca mlp +aVe(m) + 0ef n2lp + BVe(n2)
~—~ ~~

=0 =0
= aVe(m) + BVe(n2)

(2) Gilt (vi) in einer Karte z, so auch in jeder anderen Karte y, die p enthalt.

0 " Oz 0
Taar = Vel (S5, 0)
® i Oat e i )
N — dy‘oy’ |, oxk Oyl () Byt |, OxF
- 0 N o 0
N S e
k=1 dy'oy? y(p) O k=1 Oy’ y(p) 9y yp) O |” Ok

Der erste Summand ist in ¢ und j symmetrisch wegen des Satzes von Schwarz. Fiir den
zweiten Summanden gilt:

n ) k o l ) n ) ) 1 P
k=1 Y lyp) Ylyp) oot 0O k=1 Y ly(p) Yy oF 0T
Umbenennen _/1 zn: a_l'l . Oz v i
der Indizes - ayj 8yi ﬁ | Ok

1,k=1 y(p) y(p) 4

Dieser ist also auch symmetrisch.

(3) Fur Nicht-Koordinatenfelder £ und 7 gilt im Allgemeinen

Ven # V¢

f- 861 mit ¢ f # 0.

Beispiel. ¢ = %, n=
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Definition. Schreibe

0 - 0
\ L p@ = Zrij (z(p)) Ok (2.1)
k=1 P
Die I'}; heien Christoffel-Symbole.
Bemerkung. Die Christoffel-Symbole legen V fest:
"9 2L, )
Ve, 2 gr = 2. 6V 2, ("a—)
Jj=1 7,7=1
“~ o 0 ; SN 0
= §Z< g o AW e ) TE®) - )
”221 Oz |,y 027, P ; J dak |,
n ) ank n ] . )
= 2 & onl T2l THER) | or (22)
ik=1 Ox z(p) =1 ’ dx* P

Bemerkung. Torsionsfreiheit bedeutet fiir die Christoffel-Symbole Symmetrie:
k k o ..
Iy =17 turalle i, j, k.

SATZ 2.3.1. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Dann gibt es genau einen
Levi-Civita-Zusammenhang in p.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei x : U — V eine Karte von M mit p € U. Verwende die einsteinsche

Summenkonvention.
dg; _ 0 (0 0
ozt 0zk I\ 9zt

o 0 0 0
- g(v—zﬁ%)“’(zﬁv—a?)

22 99 9 9
-9 (Fk dal’ 3zj) tg (azi’rki Dai

= Thi g+ Fij - gil

=~
<
=

Daraus folgen durch Vertauschen der Indizes die Gleichungen:

99ij l l

@1‘2 = I 9+ 1% 9a (A)
i 9gik ! l
i:]; i = Fji “gik + ij * gil (B)
i—k agk 1 1
i:i %j Fik ‘g5 + Fij * Gkl (C)

Die Gleichung (A)—(B)+(C) ergibt mit der Torsionsfreiheit:
Jgi;  Ogik n OGr;
ozk  Oxd ox?

Sei (g%); j=1,..n die zu (gi;)ij=1,. n inverse Matrix. Diese kann gebildet werden, da g|, nicht

entartet ist. Es gilt also:

l

g7 - g = 0}
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ozk oxJ ox?

0gi;  0gi  Ogi
( 9ij _ 29 gj)g =200 ;- g™
———

=5m

9gi Ogik | Ogr;
= J e L) g7
- T2 Z <5mk 05+ o )7

j=1

Etwas schoner lasst sich das schreiben (mit & — j,m — k,j — m):

n

1 . (09im  O0gjm 09ij
k _ — mk jm. J
1 = 2 Z g ( Oxd + ozt Ja™ (2.3)

m=1

Daraus folgt, dass die Christoffel-Symbole und damit auch V durch die Komponenten der semi-
riemannschen Metrik und ihre ersten Ableitungen festgelegt sind.

Existenz: Definiere die I'}; durch Gleichung (2.3) und V durch Gleichung (2.2). Dann gilt:

(i) Lokalitat ist erfiillt.
(i) Linearitdt im ersten Argument ist erfiillt.
(iii) Additivitdat im zweiten Argument ist erfiillt.

(iv) Fiir die erste Produktregel gilt:

Veln) = ¢ ( %?Hfﬂréz)%

ok ot Dk
= f'V577+55f-77

Bislang wurde Gleichung 2.3 noch nicht benutzt.

(v) Nachrechnen:
9c9(&,m) — 9(Ve&in) — g€ Ven)
0 ; 0 4 , nd _
= C’“W(gijﬁ’n ) — gi;¢* ( & - + £} )773 — gi&'¢F (a—zk +77ZF?k)

77 gz
gk (8—Jk — ;T — gilrjk)

2.3 i g k| 9ig 71 agzm 8.glcm B 8gik
N £n<<5mk 299 <5mk+ drt  dxm
76771

Lo [(09jm | Ogkm  Ogjn
2&9,—/< 0k Oak  am
=5
= 0

(vi) Symmetrie der Christoffel-Symbole ist klar auf Grund von Gleichung (2.3).
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Bemerkung. Fiir eine Karte z : U — V auf (M, g) bilden die Christoffel-Symbole

1 0Gim  Ogjm  09gij
Fk _ mk ! J_ _ J . R
o2 Z g ( 0zl + oxt ox™ V-

m=1
C°°-Funktionen.

Bemerkung. Als wir am Anfang dieses Abschnittes versucht haben, naiv Vektorfelder zu diffe-
renzieren, entsprach dies dem Ansatz I'}; = 0. Die allgemeine Formel ist aber durch (2.2) gegeben.

Beispiel. Sei (M, g) = (R2, geuit)- In kartesischen Koordinaten z', 22 sind die g;; = 67 konstant.
Daraus folgt: I'}; = 0. In diesem Fall sind einfach die Koeffizientenfunktionen zu differenzieren:

3 28 18
Vo T Vﬂ%&ﬂz;<‘”ai+xaﬁ>

5} 0 0 5} 5} 0
_ (_29 | 1.9 Y\, 29 29 1 9\ 1y 9
B < v x1+x x2>( I)8m1+< v 8m1+$ 6x2>($ )6362

In Polarkoordinaten r, ¢ ergibt sich:

) = (

Die Christoffel-Symbole sind dann:

HE
~——

O =
<
N
N—
—
Q
<
S~—
—~
3
©
N2
|
7N
O =

1
Il = 5(1-(0+0—0)+0-...) =0.
Analog: '}, =T%, =T, =T}, =T'3, = 0. Auferdem:

1 /1 (0g12 Ogaz Ogi2 1
F?2F§1_<T_2< + - +0-... = i, =—r

2 Oy or dp
0 0 0 0
Daraus folgt: V%% = I‘égg + 1"32% =Ty

Sprechweise. V¢ heifst auch kovariante Ableitung von n nach &.
V war definiert als eine Abbildung T, M x E, — T, M. V liefert aber auch eine Abbildung
V:E(M) x (M) — (M),
wobei E(M) := C>(TM,TM), durch
(Ven)(p) := Ve
Wir wissen: Ve(aam + aanz) = a1 Vem + aaVene fiir aq, ag € R. Fiir € gilt sogar:

Vha+f61= iVan+ 2Ven,
wobei f1, fo € C*°(M). Also ist V¢n in € sogar C°° (M )-linear, in  dagegen nur R-linear.
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Bemerkung. Zur Berechnung von V¢n mit { = ¢(0) muss man 7 nur langs der Kurve ¢ kennen,

denn:

"9
Vo) (Z 77]@>
j=1

24

Ve, e 2 (Z "j@)
j=1

LI .0
A P J_—
ijz::1c (O)vdii (77 8£L‘j)
n 677]
"d n Jl—‘k
ZE(U OC |t 0 + Z C z]a

i,7,k=1

Vektorfelder langs Abbildungen

Definition. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei ¢ : N — M. Dann heifit eine
Abbildung ¢ : N — T'M Vektorfeld lings o, falls fiir die FuSpunkt-Abbildung ma : TM — M gilt:

Beispiel.

7T]\/[O§:g0.

o Vektorfelder lings Kurven.

Sei N = I C R ein offenes Intervall, seic = ¢ : N = I — M eine Kurve.

T~

=
o~

T~

e Seien N =M, p =
Sinne.

=

id. Dann ist ein Vektorfeld langs id gleich einem Vektorfeld im bisherigen

e Sei ¢ konstant, das heiflt p(x) = p fiir alle z € N. Dann ist ein Vektorfeld lings ¢ eine

Abbildung N — T,M.

e Sei ¢ differenzierbar und sei £ ein Vektorfeld auf N. Dann ist

ein Vektorfeld langs ¢.

p = dplp(E(p)) € TypyM
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e Ist £ ein Vektorfeld auf M, so ist
p = &(e(p))
ein Vektorfeld langs ¢.

Definition. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei ¢ : N — M differenzierbar. Sein : N — TM ein differenzierbares Vektorfeld
langs . Seien p € N, € T, N. Wir definieren die kovariante Ableitung Ven € T,y M wie folgt:

Wihle eine Karte z : U — V von M mit ¢(p) € U, schreibe

Z ' 6363

mit differenzierbaren Funktionen n',...,n", definiert in der Umgebung ¢~ !(U) von p. Wahle
ferner eine Kurve ¢ mit ¢ : (—e,e) — N mit ¢(0) = € und setze

(@)

Ve = 3 Lot oolmot Y 7)o 0o 60 | g

k=1 3,7=1

> (e + D2 w0 del) Th(elew)) | o

k=1 i,j=1

»(p)

»(p)

PROPOSITION 2.4.1. Seien N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei ¢ : N — M differenzierbar. Seien n,n1, 12 differenzierbare Vektorfelder lings ¢,
a1, € R, sei f: N — R eine differenzierbare Funktion. Seien ferner p € N und £,&1,& € T, M. Dann
ist die kovariante Ableitung ¥ ¢n unabhingig von der Wahl der Karte x und der Kurve ¢ mit ¢(0) = &
definiert und es gilt:

(0) Ist n von der Form n = ( o o, wobei C ein differenzierbares Vektorfeld auf M ist, so gilt
Ve = Vg, (©6-
(i) Lokalitit: Andert man n auflerhalb einer Umgebung von p ab, so iindert sich ¥V ¢n nicht.
(ii) Linearitdt im ersten Argument:
Vaigi+aseal] = Ve ) + @2Ve, ).
(iii) Linearitdt im zweiten Argument:
Ve(arm + azne) = a1 Ven + aaVena.

(iv) Produktregel I:
Ve(f-n) = 0cf - n(p) + f(p)Ven.
(v) Produktregel II:
9eg(mm2) = 9lo) (Ve n2(p)) + glom) (m(p), Vena)-

(vi) Torsionsfreiheit: Fiir alle Karten y von N und allei,j = 1,...,dim(N) gilt:

0 0
ate(i)-oa(£)

Beweis. Ergibt sich aus der Definition und den entsprechenden Axiomen fiir den Levi-Civita-
Zusammenhang 0
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Notation. Fiir lokale Koordinaten y auf N schreiben wir auch

v, . [ ot
dy! (p) = vaiyz‘pn = 2 ( Iy

n

+ (?;Dlz (p) -7’ (y(p)) - T (m(@(p)))> gt

y(p) i Yy

Speziell falls N eindimensional ist, schreibe statt

Vn_. Vn
ot = dt’

Beispiel. Sei (M, g) = (R", geuxi) oder (R™, grink)-

Dann sind in kartesischen Koordinaten die g;; konstant. Deshalb verschwinden die Christoffel-
Symbole: I'}; = 0.

Fir N = I C R Intervall, fiir eine C'-Kurve ¢ : I — M und fiir ein C*-Vektorfeld ¢ lings c gilt mit
£(t) = 2?21 & (t)% |c(t) gilt dann:

v N
Eé(t):jglf ) 5.7

c(t)

2.5 Parallelverschiebung

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C!-Kurve. Ein
C!-Vektorfeld ¢ lings c heifit parallel, falls

V,._
E=0.

Beispiel. Sei (M, g) = (R, geun) 0der (R™, gmink). In kartesischen Koordinaten gilt:

n

; 0
= J — 1
HOEDMAG 027 | ist parallel

j=1
& f(t)y=0farallet € I
& Die & sind konstant.

Beispiel. Sei (M, g) = (R", geu)- In Polarkoordinaten (r, ¢) gilt:

1
Fh = F%l = F%z = F%1 = F%z =0, F%Q = F%l = oy F%z =T
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Dann gilt:
§ = 51% +§2%istparallel
— 0 = %5
= flg‘f'ﬁlve:al%ﬂzz%%+52%+52V5:%
= «5'1%%1 (él-O—&-c'Q-Cl—l%)—i—éQ%—i—ﬁQ (é%%ﬂ'%—&)%)
= (El—clc'2£2)%+(é2+i—j£1+i—1£2)%

Das ist gleichbedeutend mit:

1 1:2¢2 2 C'Q 1 él 2
57665:07 §+_1§ +_1§ :Oa
c c

N (0 e (e
(&)= 2) @)

Dies ist ein lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung fiir (¢, £2).

d. h

PROPOSITION 2.5.1. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Manngigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C-Kurve,
seity € I. Zu &y € Te,) M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld & lings ¢ mit £(to) = &o.

M

Beweis. Fall 1: Sei ¢(I) in einer Karte enthalten.
Seiz : U — V eine solche Karte. Dann ist die Bedinung %5 = 0 dquivalent zu

n

&= — Z(Ff}ozoc)c’if]—,

ij=1

was ein lineares gewdohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung ist. Es exisiert also
eine eindeutige Losung mit der Anfangsbedingung

(€' (t0), -, €"(t0)) = (&5 -+ &)
Wegen der Linearitdt des Systems ist die Losung auf ganz I definiert.

Fall 2: Sei ¢(I) nicht in einer Karte enthalten.
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Existenz: Schreibe I = (a,b), wobei —oo < a < b < co. Wihle a < a; < tp < b; < bmit a; — a und

Dann ist ¢([a;, b;]) kompakt und kann durch endlich viele Karten z; : Uy — V4,...,zn : Uy — Vi
iiberdeckt werden.

O.B. d. A.sei U; N ¢([a1, b1]) zusammenhdngend.

So was nicht!

O.B. d. A.seic(tg) € Uy. Lose gemdf3 Fall 1 die Gleichung %5 = 0mit &(ty) = & in U;.

Falls die Losung noch nicht auf ganz [a1, b1] erkldrt ist, wahle t1 € (ag,b1) mit ¢(t1) € Ui N Ua.
Lose dann die Gleichung in der Karte x5 mit der Anfangsbedingung £(¢1), gegeben durch die
vorherige Losung.

Wegen der Eindeutigkeit gemaf Fall 1 stimmen die beiden parallelen Vektorfelder auf U; N Us
iiberein, usw.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir ein paralleles Vektorfeld, das auf [a1, b1] definiert ist.

Dasselbe fiir das ndchste kompakte Teilintervall [aq, bo] liefert ein paralleles Vektorfeld auf [as, b2],
das dasjenige auf [a;, b;] fortsetzt.

Induktion liefert dann ein paralleles Vektorfeld £ auf [a;, b;] mit £(tg) = &. Wegen Uivzl [a;,b;] =
(a, b) erhalten wir ein paralleles Vektorfeld & mit £(to) = & auf (a, b).

Eindeutigkeit: Seien ¢ und & zwei parallele Vektorfelder lings ¢ mit &(ty) = £(ty) = &. Schreibe
I = IgutUlschiecht, wobei

Igut = {t el | g(t) = é(t)}
Ischlecht = {t el | §(t) 7'é g(t)}

Da £ und é stetig sind, ist [y, abgeschlossen in I. Fiir t; € Ig,; wihle eine Karte z : U — V, die
¢(t1) enthélt. Nach dem ersten Fall gilt dann:

£(t) = E(t)fiir alle t € T mit ¢(t) € U.

= Eine Umgebung von ¢; ist in Ig; enthalten.
= Igut ist offen in . Also
offen
I = Igu ULchlecht-

~—~
Sto
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Da I zusammenhingend ist, muss gelten: Ischiecht = ¢ und daher

£(t) = &(t) furalle t € Iy = 1.

O
Definition. Seien ty,¢; € I. Die Abbildung
Petotr : Teqrg) M — Tee) M, &o — &(t1)
heifSt Parallelverschiebung langs c, wobei £(t) das parallele Vektorfeld langs ¢ ist mit £(¢o) = &o.
PROPOSITION 2.5.2. Fiir die Parallelverschiebung gilt:
@ Petoty i (Tero) M, glero)) — (TeyM, glegey)) ist eine lineare Isometrie.
(b) Pc,to,tz = Pc,t1,t2 o Pc,to,tl'
Beweis.
(@) Seien &o,m0 € T,.(1,) M. Seien £, n) die zugehorigen parallelen Vektorfelder langs c. Dann
d \Y \Y
29 9( %E,n) +g<§, W?) =0.
-~ -~
=0 =0
Daher ist g(¢, n) konstant und somit
g(PC,tmh (50); Pcyto-,h (770)) = g({(h), U(tl))
= g(&(to), n(to))
= 9(507 770)
(b) Klar.
O

Bemerkung. Zu &, € T;,)M ist das parallele Vektorfeld £ mit {(t9) = &, gegeben durch
£(t) = Pe.to 1, (%0)-

Wir haben an geometrischer Struktur:

semi-riemann- kovariante Parallelver-

sche Metrik /\/\JAbleitung v\ schiebung P

Man kann V aus P rekonstruieren:

PROPOSITION 2.5.3. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine C*-Kurve,
sei to € I. Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld ¢ lings c:

Vo o Pt (€(1) — E(to)
Eﬂto = thj?o t—to .
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Beweis. Seiey(to),...,en(to) eine Basis von T,y M. Seien e1 (1), ..., e,(t) die zugehorigen paral-
lelen Vektorfelder langs c.

Dann folgt aus der Proposition 10.2 (a), dass e1(t), . . ., e, () eine Basis von T,;) M ist fiiralle ¢ € 1.
Schreibe ¢(t) = Y7, & (t)e;(t). Dann

=e;(to)

Peio€(t) —E(t0) 25— &) Peao(e5(t)) — 2051 & (to)e;(to)
t—to B t—to
- ;78(?_%“0)@@0)

=5 > & (to)e;(to)
j=1
Andererseits gilt

\V V[~
Eﬂto = E(;fjej)

n

t=0

J

(«fj(ﬁO)ej(fO) + & (to) %eﬂto )
! =0

= Z & (to)e; (to)

Bemerkung. Isty : M — M eine lokale Isometrie und ist ¢ : I — M eine C l_Kurve, so setze
¢ := 1) o c. Dann gilt fiir jedes C*-Vektorfeld ¢ langs c:

¢ parallel lings ¢ < € := di o € parallel langs é.

Insbesondere kommutiert das Diagramm:

Py,
TooyM — 222 T, M

A e(to) d|e(ry)
~ PE,to,tl ~
Ty M Ty M

Bemerkung. Im Allgemeinen ist P 1, +, # P: so,s,, auch wenn c(to) = é(so) und c(t1) = é(s1).

Beispiel. Fiir die Parallelverschiebung auf (M, g) = (S, geta) siehe auch:
http://www.math.uiuc.edu/~ jms/java/dragsphere/
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2.6 Geodatische

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte
Kurve. Dann heifst

Energie von c.

Bemerkung. Falls (M, g) riemannsch ist, so gilt g(¢, ¢) > 0 und somit E[c] > 0 (und gleich 0 genau
dann, wenn ¢ konstant ist).

Frage. Gibt es Kurven minimaler Energie zu vorgegebenen Endpunkten (oder allgemeiner: stati-
ondrer Energie)?

Definition. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve.
Eine Variation von c ist eine glatte Abbildung

c:(—e,e) x[a,b] = M

mit ¢(0,t) = ¢(t) fur alle ¢ € [a,d]. Falls ¢(s,a) = ¢(a) und c(s, b) = c(b) fiir alle s € (—¢, €), so heift
(s, t) Variation mit festem Endpunkt.

S

Das Vektorfeld £(t) := % (0,t) heiflt das Variationsvektorfeld.
S

Bemerkung. Das Variationsvektorfeld £ einer Variation mit festen Endpunkten erfiillt:
&(a) =0und &(b) = 0.

SATZ 2.6.1 (Erste Variation der Energie). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei c :
[a,b] — M eine glatte Kurve, sei ¢ : (—¢,¢€) x [a,b] — M eine Variation dieser Kurve. Schreibe c4(t) =
(s, t). Sei & das Variationsvektorfeld. Dann gilt

b
Elell= - [ o (600, 560)) d + g(e0).60) - a(e(a). ),
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Beweis.

_E[CSHSZO =

b
ds / g(és(t),és(t)) dt

va)

s=0
Oc Oc
Szog (E(S, t), E(S, t)) dt

[
o 0s
b
V dc Jdc
., 29 (%a(ovt)aa(oat)) dt

b
® Ve 4y ¢
2 [ (G500.50.0) d

N~ N~ N

Dabei folgt (*) aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs. O

KOROLLAR 2.6.2. Ist ¢ das Variationsvektorfeld einer Variation mit festen Endpunkten, so gilt

Pl =— [ y («s<t>, %c‘(t)) dt.

LEMMA 2.6.3. Sei c : [a,b] — M eine glatte Kurve, sei £ ein glattes Vektorfeld lings c. Dann existiert eine
Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld £. Falls £(a) = 0 und £(b) = 0, so kann die Variation mit festen
Endpunkten gewdhlt werden.

Beweis.

(a) Betrachte den Fall, dass supp(¢) in einer Karte z : U — V enthalten ist, das heif3t c(t) € U,
falls £(t) # 0.

R*" D>V

n
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Dann gilt fiir das zugehorige Variationvektorfeld:

(%(O,t))j = da? (%(O,t))

_ O(d(#) + s (1))
B s 50
= ().
(b) Im allgemeinen Fall tiberdecke die kompakte Menge ¢([a, b]) durch endlich viele Karten und
konstruiere die Variation sttickweise. |

Bemerkung. Spiter folgt ein noch einfacherer Beweis.

Notation. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien p, ¢ € M. Dann setze
Q, 4(M) := {glatte Kurven c : [a,b] — M mit c(a) = pund ¢(b) = ¢}.

KOROLLAR 2.6.4. Ist c € Q, (M) ein ,kritischer Punkt” des Energiefunktionals, das heifst

4
ds
fiir alle Variationen cs von c mit festen Endpunkten, dann gilt

\Y%
— (1) =
=0

Elcg]|s=0 =0

fiir alle t € [a, b].

Beweis. Angenommen, es existiert ein ¢y € (a, b) mit

@
%C(to) 7& 0.

Dann existiert ein §p € T(4,) M mit
\Y
g <§0, Ec(to)) > 0.

Sei ¢ das parallele Vektorfeld lings c mit £(to) = &. Aus Stetigkeitsgriinden existiert ein ¢ > 0, so
dass (to —¢,t0 +¢) C (a,b) und
. V.
o (€0 Few) >0

fur allet € (to — &,t0 + €).

Wihle eine glatte Funktion ¢ : [a,b] — R mit 0
o(t) > Ofirallet € (top —e,to +¢) und g(t) = 0
sonst.

Setze £(t) := o(t) - £(t). Dann gilt:

9 (ﬁ(t), %c’(t)) —o(t)- g (g(t)’ %é(t)) { >0 firt € (to —e,to+¢)

=0 sonst
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Wihle gemifs Lemma 11.3 eine Variation von ¢ mit festen Endpunkten und dem Variationsvek-
torfeld £. Dann gilt:
d

T Eles]lsmo = - / 'y <§(t>, %c‘(t)) dt < 0.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt ¥-¢ = 0 auf (a, b) und wegen der Stetigkeit auch
auf ganz [a, b]. O

Definition. Eine glatte Kurve ¢ mit ¢ = 0 heifit Geodiitische.

Beispiel. Sei (M, g) = (R™, geurr) oder (R™, guink)- In kartesischen Koordinaten z1, ..., 2" gilt:

Eé =0 <&

s dJd{t)=p +t

& ct)y=p+tv

& cist eine Gerade, parametrisiert mit konstanter Geschwindigkeit.

LEMMA 2.6.5. Fiir Geoditische c ist g(¢, ¢) konstant.

Beweis. (¢, é) = 2«g( %é,é) —0. 0
<~
=0

Definition. Eine glatte Kurve c heifit

o nach Bogenlinge parametrisiert, falls g(¢, ¢) = 1,

o nach Eigenzeit parametrisiert, falls g(¢, ¢) = —1,

e proportional zur Bogenlinge parametrisiert, falls g(¢, ¢) = a > 0,

e proportional zur Eigenzeit parametrisiert, falls g(¢,¢) = —a < O und

o Nullkurve, falls g(¢, ¢) = 0.

SATZ 2.6.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Geoditischen). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Zu p € M und § € T, M existieren ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine Geoditische
¢: I — M mitc(0) = pund ¢(0) =&

Sind ¢ : I — M und &: I — M zwei solche Geodiitische mit c(0) = &(0) und ¢(0) = ¢(0), dann stimmen
c und ¢ auf dem gemeinsamen Definitionsbereich I N I iiberein.

=
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Beweis. In der Karte z : U — V in p lautet die Geodéatengleichung

V. e NS ph ny s
Ec:o & ¢ +.Z i, .,c")-¢-é =0
1,j=1
firk=1,...,nund ¢* = 2% o c. Dies ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter
Ordnung. Mit dem Satz von Picard-Lindelof folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Dieses Differentialgleichungssystem ist nicht linear. Daher gibt es keine A-priori-
Kontrolle iiber die Grofie des maximalen Definitionsbereiches I der Geoditischen.

Bemerkung. Ist< : M — M eine lokale Isometrie, so ist

¢: I — M Geoditische < oc: I — M Geoditische.

Beispiel. M = (R? — {0}, geuut), M = Kegel.

el T

Definition. Seit) : M — M ein Diffeomorphismus. Dann heifst

Fix(¢)) := {p € M|¢(p) = p}

die Fixpunktmenge von 1.

PROPOSITION 2.6.7. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ € Isom(M, g). Dann
verliuft fiir p € Fix(¢) und € € T, M mit di|,(€) = & die Geodiitische ¢ : I — M mit ¢(0) = p und
¢(0) = & ganz in Fix(v), das heifit fiir alle t € I ist c(t) € Fix(y).

Beweis. Setze é(t) := 1 o c(t). Da v eine Isometrie ist, ist ¢ ebenfalls eine Geoditische. Es gilt:

&(0) = 9(e(0)) = ¥(p) =p = ¢(0)
&0) = dle(o) (€(0)) = dip[,(§) = & = ¢(0)
Der Eindeutigkeitsteil von Satz 2.6.6 liefert:
Vtel:c(t)=¢t) =1(ct)).

Das heifdt: ¢(t) € Fix(¢) fur allet € I. |
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Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta)- Seienp € S™, & € T,,S™.

Sei E C R""! der zweidimensionale Untervektorraum,
der von p und ®,(¢) aufgespannt wird. Sei A : R"*! —
R"*! die Spiegelung an E. Dann ist A € O(n + 1).

=1 := A|sn € Isom(S", gsta)-
Dann gilt:
Fix(A)=F = Fix(¢y) = ENS" (Grofkreis).
Mit der Proposition 2.6.7 folgt dann, dass ¢(t) € ENS" fiir

alle t. Wir parametrisieren den Grofikreis proportional zur
Bogenldnge.

c(t) =p-cos(at) + -sin(at).
=Pt * g, g 0
Es miissen die Anfangsbedingungen erfillt sein:
c(0) = pisterfillt.

d 0,(§)

—c(0) = P ca = a=|d,8)] =|€]-
Dann erhalten wir: £4¢(0) = ®,(¢), das heifit ¢(0) = £. Daraus folgt:

@ .
o(t) = p- cos(€]1) + ZEE sin(le] ),

Bemerkung. Sei (1, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Zu § € T, M sei c¢
die Geoditische mit

65(0) =p und 0.5(0) = §
Zu o € R setze é(t) := c¢(at). Dann ist

V. \Y% . 2 (V.
%c(t) = E(a “ée(at)) =« (aq) (at) = 0.

Daraus folgt: ¢ ist ebenfalls eine Geodétische. Fiir die Anfangsbedingungen gilt:

Deshalb gilt: ce (o) = cae(1).

Definition. Zu { € T),M setze exp, () := c¢(1), falls der maximale Definitionsbereich von c¢ die
1 enthilt. Setze ferner

D, := {¢ € T, M|1 ist im maximalen Definitionsbereich von c¢}.

Dann heifit exp,, : D, — M riemannsche Exponentialabbildung (im Punkt p).
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Bemerkung. (1) exp,(t-§) = cie(1) = c¢(t). Daraus folgt, dass ¢ — exp, (t§) die Geoditische ist
mit den Anfangswerten p und &.

(2) exp,(0) = p.

(3) D, ist sternfoérmig beziiglich 0, denn: Sei & € D),. Sei0 < a < 1. Dannist ¢¢ auf [0, 1] definiert.

(@) Setze D := J,cps Dp CTM und exp : D — M, exp(§) := expr(¢)(§)-

Cat(t) = ce(at).

= co¢istauf [0,1] D [0, 1] definiert, da o < 1.

= af €D,

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dass D offen und exp eine
glatte Abbildung ist. Insbesondere ist D, = D N T}, M offenin T}, M.

Beispiel. e Sei (M, g) = (R, geun) oder (R™, gpink). Dann gilt:

epr(ﬁ) =p+1-2,(§) =p+ Pp(§) mit D, = T,R".

e Sei (M7 g) = (R2 - {0}7 geukl)‘ Dann:

D
D, =T,M — {—t- &, (p)|t > 1}. o/

RQ

e Sei (M, g) = (8™, gsta)- Dann:

exp,(§) = p - cos([¢]) +

‘I”‘? sin(Je]), D, = T, M.

€]

LEMMA 2.6.8. Das Differential der Abbildung exp,, : Dy — M im Punkt 0 ist gegeben durch den kano-
nischen Isomorphismus

dexp, o = @ : TyDp = ToTyM — T, M.

Beweis. Sei& € T, M. Dann gilt:

d d
dexp (0™ (©) = dexp, o (im0 ) = G exp, (90 =€
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In der Literatur wird das Lemma 2.6.8 manchmal etwas salopp so formuliert:
idr, ;= dexp, lo: TpM — T,M.
KOROLLAR 2.6.9. Zu p € M existiert eine offene Umgebung vV, C D, C T, M von 0, so dass
exp,, lv, : Vp — epr(Vp) =U,

ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 2.6.8 (d exp,, |o ist invertierbar) und dem Umkehrsatz. O

Bemerkung. Im Allgemeinen ist exp, : D, — exp,(D,) C M kein Diffeomorphismus, denn
dexp,, |¢ ist im Allgemeinen nicht invertierbar.

Beispiel. Sei (M, g) = (S", gsta)- Fir p € S™ gilt: D, = T, M und

@,(&)
€l

exp,(§) = p - cos([¢]) + -sin([€]),

aber fir ¢ € T,M mit |{| = = gilt:

exp,(§) = p - cos(m) = —p.

Fir § € T,M mit [¢] = 7 hat dexp, |¢ den Kern {n € T¢T,,S"|®¢(n) L &} (ist (n — 1)-dimensional).

Wir konstruieren nun gut an die Geometrie angepasste Koordinaten und wahlen dazu eine ver-
allgemeinerte Orthonormalbasis £, . .., E, von T,,M beziiglich g|,, das heifst

glp(Ei, E5) = €i0i5, e; € {£1}.
Wir erhalten einen linearen Isomorphismus A : R" — T,M, (a!,...,a") — Y." | o'E;.

exp,,

TyM>DVy ———UpC M

g’A /

R"™ SV,

wobei V, := A71(V},), also: exp,, 0A : V}, — U, ist ein Diffeomorphismus. Setze = := (exp, 0A4)~".
Dann ist x : U, — V), eine Karte.

Definition. Die so erhaltenen Koordinaten nennt man die riemannschen Normalkoordinaten um den
Punkt p.
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Inwiefern sind diese Koordinaten gut an die Geometrie angepasst?

PROPOSITION 2.6.10. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien g;; : V, — R
und Ffj : Vp — Rdie zu den riemannschen Normalkoordinaten x um p gehorigen g;; bzw. Christoffel-
Symbole. Dann gilt:

z(p) =0, g45(0) = €idij, Ffj (0) =0.
Beweis.
@ z(p) = A7 (exp, " (p)) = A7H(0) = 0.
(b) Seieney,...,e, die Standardbasis des R™. Dann

9i(0) = glp(da™ o(es), dz ™" (e;)

= glp(d(exp, 0A)lo(ei), d(exp, 0A)[o(e:))
(
(Ei

= g dexpp lo(E:), dexp,, |o(Ej))

-
N
o
)

9glp = &0

(0 Seiv = (v',...,v") € R". Dannist ¢(t) = z~ ' (tv) = exp, (tAv) eine Geoditische mit ¢(0) =
p und ¢(0) = Av. In riemannschen Normalkoordinaten lautet die Geodatengleichung fiir
diese Geodaitische

=)+ D> TH(E®),...,c"(1) - &(t) - & ().
i,j=1
Hierbei ist c*(t) = x%(c(t)) = tv¥, é*(t) = v* und &*(¢) = 0. Fiir t = 0 ergibt sich
0=0+ Y TE(0,...,0) v" v,
i,j=1

Dann ist 3*, definiert durch 5*(y, 2) := >_7',_; T ;(0)y2/, eine symmetrische Bilinearform
auf R", denn:

=) T(0)2y =) TE0)2y'= ) TE0)y'2 = ¥ (y, 2).

7,j=1 7i=1 7,7=1
Vertauschen v tor-
der Indizes sionsfrei

Daher gilt 3*(v,v) = 0 fiir alle v € R™ und daher 3*(y, z) = 0 fiir alle y, 2 € R". Daraus
folgt: I'¥;(0) = 0 fiir alle 4, j, k. i

Geraden in R™ d
T,M
J/

Geoditen
in M durch p




54 Kapitel 2. Semi-riemannsche Geometrie

Beispiel. Sei (M, g) (R™, geua) oder (R™, grink), sei p € M. Wahle A = &, = kanonischer
Isomorphismus R™ = T,R™. Dann gilt exp,,(Av) = p + v, also

z:R" — R" z(q) = q—p.

KOROLLAR 2.6.11. In riemannschen Normalkoordinaten gilt fiir die Taylorentwicklung um 0 von g, ; :
Ve — R:
2
9ij(x) = €i0i; + O([2]").

Beweis.
g - .. - 9gi kL0 2
gii(x) = gij+ ) e (0) 2" + O(]z[")

030) = S (CL0)a0) + Ty 0)ga(0) = 0

/ =1

Beweis von Satz 2.3.1 O




Kapitel 3

Krimmung

3.1 Riemannscher Kriimmungstensor

Definition. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Seien £ € T, M und
n,¢ € Ep(M). Dannist V,, ¢ € Z,(M) und

VinC:=VeVyC — Vyn¢ € T,M
heif$t zweite kovariante Ableitung von ¢ in Richtung £ und 7.

LEMMA 3.1.1. Die zweite kovariante Ableitung ngc hiingt von n nur vermaoge 1|, ab, das heift, sind
n, 1 € Ep(M) mit n|, = 7|, dann gilt:

vg,nc = V?ﬁC-

Beweis. Wir wihlen um p riemannsche Normalkoordinaten « und schreiben in diesen Koordina-
ten (unter Verwendung der einsteinschen Summenkonvention) die Vektorfelder lokal als:

0
ox?

. 0
=l =k
» M= A ¢ C(?zk'

£=¢

Da die Christoffel-Symbole in 0 alle verschwinden erhalten wir:

) )
J__—__ — 1 -
» (n W’) 50V g
Lo B B
> Vel = g (¢ar)
p

v
(0) i
ook D
= ¢ 8xi(0)@(o)w

Ven \Y +0

p

;)
i
£ dzt

p



56 Kapitel 3. Kriimmung

Und ebenso:
0

k
- (&)

OxJ Oxk orm
= VeVy( = V&-%L (nﬂg_gja;ik +nj<kFﬂazim)
- ¢ 0% 2 p e 02 0) 2 p
+ & (0)¢k 662? (0) Gxim R
womit dann folgt:
= Ven¢= | (0) aj’jg; (0>+§inj(0><m(0>a§f§” (0)} % ,,

Die Abhéngigkeit von 7 dieses Ausdruckes beschrinkt sich auf die Werte 77 (0), also auf 7|,. O

Folgerung. Der Ausdruck Véng ist wohldefiniert fiir £, € T, M und ¢ € =,,.

LEMMA 3.1.2. Fiir §,n € T,M und ¢ € Z,(M) hingt
R(&n)¢ ==V, (= Vi
nur von ¢ vermoge (|, ab. Das heifit R(&,n)¢ € T,M ist fiir £, n, ¢ € T, wohldefiniert.

Beweis. Wieder gilt in riemannschen Normalkoordinaten um p:

o o2k ark \ 9
VEsC = €0 (0) (axigﬂ O ) o

p

. ‘ ‘ . 2 -k ork
= RN = (€00 (0) — & (0)n(0)) (aigmy (0) +¢™(0) 5, (0)> 3%"
. ‘ 2~k 2~k ork k
— €0 (0) ( e (0) e (0) 4 (M (0) 2 (0) — () T <o>> 2

. . ork k
- 5Z<0>nf<o><m<o>< o ()~ <o>> °

Definition. Die Abbildung

T,M x T,M x T,M — T,M
&m¢) — R(En)XC

heif$t riemannscher Kriimmungstensor im Punkt p.

R:
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Darstellung in lokalen Koordinaten.

Sei z : U — V eine Karte von M. Dann wird R auf U festgelegt durch glatte Funktionen RL ig

V — R, definiert durch
0 0 0 ., 0
R (a—x a_) o~ 2 e gt

Wir haben bereits gesehen, dass in riemannschen Normalkoordinaten gilt:

! OTji
Rkij(o) = Oz ( )_ W(O)

Bemerkung. Man kann nachrechnen (das ist nicht schwer, dafiir aber etwas miithsam), dass in
beliebigen Koordinaten gilt:

or or
Rij(0) = —25(0) = 545 (0 +Z L)

PROPOSITION 3.1.3 (Symmetrien des Kriimmungstensor). Sei (M, g) eine semi-riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sei p € M, seien ,n,(,v € T, M. Dann:

@ R:T,M xT,M x T,M — T, M ist trilinear,

(3) g|P(R(€7 77)(7 V) = _g|p(R(£a 77)% C)/
(4) Erste Bianchi-Identitit. R(€,1n)C + R(n, ()& + R(¢,&)n = 0 und

() glp(R(&n)C V) = glp(R(C, V) n).

Beweis.
(1) klar, da bereits ngc in &, n und ¢ R-linear ist.
(2) ist auch klar.

(3) Wir berechnen dies in riemannschen Normalkoordinaten um p fiir

=2, ,o2), 22, o2
= ami p) 777 5163 p7 - afL‘k p7 - a(L‘l )
Dann gilt
0 0 0 0
g|P(R(€777)<7 V) - g|p (R <@ p, @ p) @ p, @ p)

- m 0 0
= g|p (T;Rkij(o) Sxm p7 Dl p)
0 0
= Z Rku g|P <8zm ) @ )
p p

n

= > gm(0)- R[};(0)

m=1
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In beliebigen Koordinaten (und damit auch in riemannschen Normalkoordinaten fiir z # 0)
gilt (nach dem Beweis von Satz 2.3.1):

9gi -
8x’z - z:: (9ms Vi + gmil'i5)
Nomak  02g;; = oy Ty
= g © = X (mOFEO 005 0)
_ DPgy 9%gi
- 0= Ox* ozt (0) - Oxtoxk 0)
ory:
S (OG0 520
" ar?; ory
o050 - 0,105 0)
= Z 9mj (0) R} (0) + gmi(0) R7}, (0))
=1
l—>i_ n
= ('f:i) 0 = > (gmi(0)RE:;(0) + gk (0) BT, (0))
j—1 m=1
- Z gml Rku = - Z gmk(O)R;Z] (0)

Daraus folgt die Behauptung fur diese &, 1, , v.
Mit der Multilinearitét folgt die Behauptung fiir alle £, n, ¢ und v.

(4) Die erste Bianchi-Identitat ist dquivalent zu
i ! !
Rkij + ka + Rjki - 0
Wir rechnen dies in riemannschen Normalkoordinaten nach:

R%C’Lj( ) + szk( ) + Rékz(o) =

or ! arl ort oTt
ag/ ?91;60‘// ark// Mé/ O+ azﬁé/ - 812/)

(5) Beweis durch Nachrechnen:

9lp(BGCIE, V) + glp(BETT V) + glp(R(E,1)C, V)

+ 9lp(BEFETT) + glp(BEFAC ) + glp(R(v, ()8, )
+ glp(BEEFT Q) + glplREZHEC) + glp(R(0, v, C)

+ glpBEERCE) + glp(RrC)v,€) + glp(R(C v)n, §)

29lp(R(& M), v) +2gp(R(¢ V), €)

= 2(glp(R(&n)C V) — glp(R(C,v)E )

4
0o @

@,
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Beispiel. Sei (M, g) = (R”, geun) oder (R™, gpink). In kartesischen Koordinaten gilt I‘fj = 0. Dar-
aus folgt:
szj =0 = R=0.

Definition. Eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit mit R = 0 heifst flach.

Warnung! In der Literatur existieren zwei verschiedene Vorzeichenkonventionen fiir R:
Unser R ist das Negative des Kriimmungstensors, wie er beispielsweise in [O'Neill] definiert
wird.

LEMMA 3.1.4. Seien (M, g) und (M, §) semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten, sei <) : M — M eine lokale
Isometrie. Sei p € M. Dann gilt fiir den Kriimmungstensor R von M in p und den Kriimmungstensor R
von M in i(p): 3

Al (R(E,m)C) = R(dw[p(8), diplp(m))dep ] (C)

fiiralle £,n,¢ € T, M.

Beweis. Sei x : U — V eine Karte von M mit p € U. Dann ist  := x o vl U — V eine
Karte von M, wobei U := ¢(U) und U eventuell verkleinert wurde (so dass ¢ : U — U ein
Diffeomorphismus ist).

Da 1 eine lokale Isometrie ist, folgt, dass g;; = §i; : V — R, wobei die g;; die Komponenten von
g beziiglich z und g;; die Komponenten von g beztiglich 7 sind. Damit sind die entsprechenden
Christoffel-Symbole gleich: I'}; = Fk und damit sind es auch die Komponenten der Kriitmmungs-
=R! O

!
tensoren: R Kij*

kij

Bemerkung. Verschwindet der Kriimmungstensor R : T, M x T,M x T,M — T, M im Punkt p
nicht, dann gibt es keine Karte um p, fiir die I‘fj =0.

Alternativ kann man den Kriimmungstensor auch definieren als eine multilineare Abbildung

R:T,M xT,M x T,M x T,M — R, R({,n,¢(,v) =g(R(&,n)C,v).

In lokalen Koordinaten setze fiir eine Karte x : U — V um p

0 0 0 0
17 : Ra 17 = aqil a9l k!l a0 .
R jkl V- R jkl (‘T(p)) R (61‘1 ) oI ) ok ) ozl p)
Dann gilt rrop. 0 0 0 0
R =0 By = g (R (W ﬁ) pr 37)

0

B <Z Rik 8zm 8zi>
0

- Z Biag <8mm amﬂ)

Es folgt also: Riym = Z gmiR

Wir haben den oberen Index ,heruntergezogen”.
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Umgekehrt:

n
l _ l m
Rkij - Z 6m kij
n

D gmag™ R,

a,m=1

al
= kz] Zg Rkazg

Der Index wurde ,raufgezogen”.

PROPOSITION 3.1.5. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. In riemannschen Normalkoor-
dinaten gilt dann:

9ij(¥) = 6 + 5 ZRW yzkal + O(a]®).
kll

Beweis. Wir wissen bereits g;; (z) = &; 0;; + O (Jz|*) (Korollar 2.6.11). Im Folgenden verwenden
wir die einsteinsche Summenkonvention sowie die abkiirzenden Schreibweisen

of _f
oxk Ozkoxt

foo =

und fJCg =

fur die ersten und zweiten partiellen Ableitungen. Im Beweis von Satz 2.3.1 haben wir gesehen,
dass

Gizk = Uk gmj + U85 Gmi -

Diese Gleichung differenzieren wir nach z!, werten in 0 aus und benutzen, dass die Christoffel-
symbole in 0 verschwinden:

gijke (0) = T3¢ (0) - gmj (0) + T (0) gimi (0) - (3.1)
Zwischenbehauptung:
Fz] V4 (0) + Flgz’,j (0) + F]é % (0) =0. (32)

Beweis der Zwischenbehauptung:
In Normalkoordinaten ergeben die Geraden ¢ — ¢ -z durch 0 Geoditische. Die Geoddtenglei-
chung lautet dann :

0= Ffj (t-x)a'a? .

Wir differenzieren das nach ¢t und werten in ¢t = 0 aus:

0= 7 . Ff (tr) 2’2’ = F”e (0) zfzial .
Damit haben wir fiir jedes k ein Polynom 3. Grades in x, ndmlich P* (z) := T}, ,(0) z'a7z",

das identisch verschwindet. Also muss fiir jedes Monom z*z°z” die Summe der Koeffizienten
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Ffj, , (0) mit 2'27/2 = 2%2%27 verschwinden. Dies und die Symmetrie der Christoffelsymbole in
den beiden unteren Indizes liefern die Zwischenbehauptung.
Mit Ry, (0) = I'%, . (0) — T4, (0) folgt:
Ryeij (0) = (T75:(0) =T34 5 (0)) gme (0)
=" — (7 (0)+T7 5 (0) + T3 5 (0)) gme (0)
= — (74 (0) + 207 5 (0)) gme (0) . (3.3)
Also gilt
X Prop. 3.1. .,
2Ripje (0) %2t TP (LR (0) = Ryjir (0)) 2t
(3.3) m m
= (T3 5 (0) + 2175, (0)) gma (0) a*
+ (Ui (0) + 207 1 (0)) gimj (0) 2" 2*
(*) m m
= (T (0) + 217, (0)) gmi (0) 22’
+ (U5 (0) + 2T7% 4 (0)) gmj (0) 2"
(3.1) ¢

= (ij.er (0) + 2gij ke (0)) - ¥
= 3gij1u (0) . :Z:k:L'e .
Dabei haben wir in der mit () gekennzeichneten Umformung in der unteren Zeile den Summa-
tionsparameter k in £ umbenannt und umgekehrt. Dies ergibt fiir den Term 2. Ordnung in der
Taylorentwicklung
1 e _ 1 ¢

5 Gij, ke (0) 13k!E = 5 Rik]’g (0) . Ikx .

3.2 Schnittkriimmung

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer nicht entarteten symmetrischen Bilinear-
form (-, -). (Spéter wird V = T, M und (-, -) = g|(-, -) sein.)

Definition. Ein Untervektorraum U C V heifst nicht entartet, falls (-,-) |[yxv : U x U — R nicht
entartet ist. Man setzt dann:

Gr(V,{-,-)) := {k-dimensionale, nicht entartete Untervektorraume von V'}.

Bemerkung. Ist (-, -) definit, so ist jeder Untervektorraum nicht entartet.

Setze Q: V x V — R, Q(&,n) := (£€) (n,n) — (&, m)°.

LEMMA 3.2.1. Es sind dquivalent fiir zweidimensionale Untervektorriume E C V:
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M E € GV, ().
(2) Es existiert eine Basis £, von E mit Q(&,n) # 0.

(3) Fiir alle Basen &, m von E gilt Q(&,n) # 0.

Beweis. Beziiglich einer Basis £, von E wird (-, ) | gx g dargestellt durch die Matrix

den = (<§,£> (. §>) |

&mn) {nm
Dann gilt Q(&, 1) = det A¢ . Daraus folgt die Behauptung. O
Bemerkung. o Ist (-, -) positiv definit, so ist

v Q(&,n) = Flacheninhalt des von £ und 7 aufgespannten Parallelogramms.

e Der zweidimensionale Untervektorraum E C V ist genau dann entartet, wenn eine Basis
&, nvon FE existiert mit

(€,8) = {&m) =0.
Begriindung:

A= Q€ m) =@<nm> —@2‘

,=": Sei E entartet, das heiflt, (-,-) |pxr ist entartet. Daraus folgt: Es existiert ein
& € E— {0} mit ({,¢) = 0 fur alle ¢ € E. Ergédnze ¢ durch ein 5 zu einer Basis

von E.

Beispiel. Sei V = R? mit dem Minkowski-Skalarprodukt «
(&) = =€ + €'n' + €%, v
Betrachte den Lichtkegel C := {¢ € R® — {0}| (£, &) = 0}.

Dann ist eine Ebene £ C R?® genau dann entartet, wenn L
E = T,C fur ein p € C. Sei ndmlich ¢ : (—¢,e) — C eine
glatte Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = £. Dann gilt:

{c(t),c())y =0Vt e (—¢,¢)

= 0= (e(t), c(t)) = 2(c0),¢(0)) =2(& p)

t=0

= T,C C p*, wobei beide zweidimensionale Untervektorrdume von R? sind.

4

T,C = p*.

= ¢ =pundn € T,C linear unabhingig davon erfillen (£, &) = (&, n) = 0.
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entartet nicht entartet nicht entartet

LEMMA 3.2.2. Sei V endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer Bilinear-
form (-,-).Sei R:V x V xV x V — R multilinear mit

R(ga m, <7 V) = _R(nv 57 Ca V) = _R(ga n,v, C)
fiiralle §,n,¢,v € V. Dann hingt fiir E € Go(V, (-, -)) der Ausdruck

__ R(&,n,1,¢)
KB = =0

nicht von der Wahl der Basis &, von E ab, sondern nur von E selbst.

Beweis. Sei i, v eine andere Basis von E mit y = a£ + bn und v = ¢€ + dn. Dann gilt:

R(p,v,v, ) = R(a&+ bn, c€ + dn, c€ + dn, a& + bn)
= adcb- R(&,n,&,m) + adda - R(§,1,n,&) + beeb - R(n,€,€,m) + beda - R(n,€,n,€)
= (—abed + a*d* + b*c® — abed) - R(€,1,1,€)

= (ad—be)®- R(, 0,1, &)

Die Abbildung Ry : V x V x V x V — R, definiert durch Ry (§,7,¢,v) := (&, v) (n,) — (£, C) (n,v),
hat alle Symmetrien des Kriimmungstensors in Proposition 3.1.3. Daraus folgt

Ri(p,v, v, 1) = (ad — be)® Ry (€,1,1,€) -
— ——
=Q(u,v) =Q(&n)

Daraus folgt dann direkt die Behauptung. O

Setze G2(M, g) := U Go(TpM, glp).

pEM

Definition. Die Funktion K : G2(M, g) — R, definiert durch

K(B) = R(&nn,€)

Q(&n)

wobei £, ) eine Basis von E bildet, heifSt Schnittkriimmung von (M, g). Hierbei ist R der riemann-
sche Kriimmungstensor.
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Bemerkung. Die Schnittkriimmung ist nur fiir Mannigfaltigkeiten mit der Dimension grofser
gleich 2 erklart.

Falls dim(M) = 1, so ist R(¢,n,(,v) = 0 fur alle ,n, (, v € T,,M wegen der Schiefsymmetrie in £
und 7.

Definition. Ist (M, g) eine zweidimensionale semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, so heif3t
K:M—R, K(p) :=K(T,M)
die Gauf$-Kriimmung von M.

Bemerkung. Die Schnittkriimmung bestimmt den riemannschen Kriimmungstensor. Es gilt
namlich

6R(En,Cv) = KE+vn+QQE+vn+¢) —Kn+v.{+ QN+ v, +()
—K(€n+C)Q(£n+C K(n,§+v)Q(n, € +v)
K(C§+v)Q(CE+v) — K(v,n+ QOQ((v,n +¢)
K n+v)QEn+v)+ K1 (+&QMn,¢+E)
K(¢n+ ) (Cn+v)+ K@+ Qv &+ ()
K(£0Q(& Q) + K(n,v)Q(n,v) — K(§v)Q(&v) — K(n,)Q(n, ¢)

furalle ¢, n, ¢,v € T, M, tir die die entsprechenden Schnittkriimmungen definiert sind. Die Men-
ge der Quadrupel (&,7, (,v), die dies erfiillen, ist offen und dicht in 7}, M x T, M x T,M x T, M.
Wegen der Stetigkeit legt dies R auf T, M x T, M x T,M x T,,M fest.

Spezialfall: Hangt K (E), E C T,M, nur ab von p (automatisch erfiillt, falls dim(A/) = 2, im Allge-
meinen aber nicht erfiillt, falls dim (M) > 3), so gilt

R(§7na<7y) = K(p)(<’l],€> <§a V> - <§7C> <777V>)

Auflerdem gilt immer: K =0 < R =0.

3.3 Ricci- und Skalarkriimmung

Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M. Der riemannsche Kriimmungsten-
sor an der Stelle p € M ist eine multilineare Abbildung

R:T,M x T,M x T,M — T,M.
Fiir feste £, € T, M erhalten wir die lineare Abbildung
R ToM — T,M, (= R(E Q-
Definition. Die Abbildung
ric: T,M x T, M — R, ric(¢,n) == —Spur(R(&, -)n) = Spur(R(-,£)n)

heif$t Ricci-Kriimmung (an der Stelle p).
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Bemerkung. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit nicht entarteter symmetrischer Bi-
linearform g, seien E,...,E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von (V,g), das heifit
9(E;, Ej) = €;0; ; mit ; = £1. Dann gilt fiir jeden Endomorphismus A : V' — V, dass

Spur(A 251 E;), E;).

Denn: Mitw; : V — R, w;(§) :==¢;-9g(&, E;),istwy,...,w, diezu Ey, ..., F, duale Basis.

= Spur(4) = sz‘(A(Ei)) = Zfi -9(A(Ey), E;).

)

In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte z : U — V von M setze

9
oz

0
ric;; : V — R, rici;(x(p)) := ric( | >
dz* |,
LEMMA 3.3.1 (Eigenschaften der Ricci-Kriimmung).

(1) Die Abbildung ric ist bilinear und symmetrisch auf T, M.
(2) Fiir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis E, . .., E, von (T,M, g|,) gilt:

n

ric(&,n) = Zei ~g(R(&, Ei)Eq,m).

i=1
(3) Es gilt: ric;; = Z RE.

Beweis.

(2) Esgilt
ric(&,n) = SPUI'(C = —R(&,O)n)

= 251 fE)UvE)

= Zsz R(¢, Ei)E;i,n)

(1) Bilinearitit ist klar, da R multilinear.

ric(n, §)

Z P Ez y 5)
Prop.

= Zal R(E;, &), Eq)

Prop.
313

w Zsz R(&, Ei)Ei, 1)
rlC(S, )
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(3) Es gilt: ric;; = ric (6(21 , BZ]) Spur (( — —R (le , C) (%]) Beziiglich der Basis %, cee 6%

hat dieser Endomorphismus die Matrixdarstellung
! !
(*Rjik)k,l - (Rjki)k,l
Daraus folgt, dass ric;; = >, _, R;‘?ki, und wegen (1) ist ric;; = ric;;, woraus dann die Be-

hauptung folgt. O

LEMMA 3.3.2. Die Ricci-Kriimmung ldsst sich durch Mittelung aus der Schnittkriimmung berechnen.
Genauer: Ist £ € T,M mit g(§,&) # 0 und ist Es, ..., E, eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von
&+, dann

Es

ric(&,€) = g(&,€) - ZK Spann{¢, E;})
Jj=2

Das ist im Wesentlichen der
Mittelwert von K auf allen

Ebenen, die & enthalten.
3 E,

Beweis. O. B. d. A. sei g(§,§) = £1. Schreibe £ =: E;. Dann bildet E1, ..., E, eine verallgemei-
nerte Orthonormalbasis von 7, M.

ric(§,€) = ZQ(EZ,EZ) -g(R(&, Ei)Ey, §)
= Zg(Ei, E;)-g(R(& E;)E;, €)

= Zg Ei, E;) - K (Spann{¢, E}) - (9(¢,£)g(Ei, Ei) — g(§, Ei)?)
=0

= 9(5,5) : ZK(SP&I’III{f, Ez})
a

Bemerkung. Durch Polarisieren legt ric(§, &) fur alle £ € T),M auch ric(¢,n) fur alle §,n € T, M
fest, da: ric(¢,7) = g (ric(§+n, E+n) — ric(€, €) — ric(n, n)).

Bemerkung. Die Abbildung ric : T,M x T,M — R ist bilinear und symmetrisch, g|, : T, M x
T,M — R ist auch bilinear und symmetrisch, zusétzlich aber noch nicht entartet.

Daraus folgt: Es existiert genau ein Endomorphismus Ric : T,M — T, M, so dass

I'iC(Eﬂ’]) - g|p(R1C(€)7n)
furalle¢,n e T, M.

In lokalen Koordinaten: Fiir eine Karte x : U — V erhélt man Funktionen Ric/ : V — R durch:

. 0
Ric (8:51 ) ZRlC 6363
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Dabei gilt:

;= e (2L 9
ricy = | 5555

k=1 0
- g 0
— k - =z
= ZRlcz g (axk’ zw)
k=1
= I'iCij = ZRle * Jkj
k=1

Definition. Die Abbildung
scal(p) := Spur(Ric)

heifst Skalarkriimmung im Punkt p € M.
LEMMA 3.3.3. (1) In lokalen Koordinaten gilt
scal(p) = Y _Ric}(z(p)) = Y ricy;(z(p)) - 9" (x(p)).
i=1 ij=1

(2) Fiir eine verallgemeinerte Orthonormalbasis E1, . . ., E,, von T, M gilt
Scal(p) = Z E;» I'iC(Ei, Ez)
=1

Beweis klar. O

Spezialfall. dim M = 2.

Sei K die GauBSkrimmung (das heiit K (p) = K (T}, M)), dann ist der Kriimmungstensor gegeben
durch

R(&,n,¢,v) = K(p)(g(n, Qg€ v) —g(§,¢)gn,v)).

Daraus folgt fiir die Ricci-Kriimmung

ric(¢,n) = Zsi-R@,Ei,Ei,n)
= K(p)Zsi(g(Ei,Ei)g(ﬁ,n)—g(f,Ei)g(Ei,n))
= K(p)(29(&n) —g(&n))
= K(p)- g&mn)

= r1ic = K-g

= scal = 2K
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Abhingigkeiten der verschiedenen Kriimmungsbegriffe.

| dmM [ 2 | 3 | >4 |
1 4 4 4
" e
ric i 1l 1l
scal A4 v v

In der Physikliteratur werden in lokalen Koordinaten hdufig folgende Bezeichnungen verwen-
den:

e fiir R schreibt man: Réjk und R;;x; (wie hier),
e fiir Ric und ric schreibt man: ric;; = R;; und Ric/ = R?,

e fiir scal schreibt man: scal = R.



Kapitel 4

Untermannigfaltigkeiten

4.1 Untermannigfaltigkeiten differenzierbarer Mannigfaltig-
keiten

Definition. Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C
M heif3t n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls fiir alle p € N eine Karte 2 : U — V von M mit
p € U existiert, so dass

2(NNU) =V N (R x {0}).

0} x Rm—n
£ {0y V CR"”

TR~ e
N

R™ x {0}

Eine solche Karte heifSt Untermannigfaltigkeitskarte fiir N. Die Zahl m — n heifit Kodimension von N
in M.

Beispiel. (1) Kodimension n = 0. N C M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 0, wenn N offen in M ist.

(2) Dimension n = 0. N C M ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 0,
wenn N eine diskrete Teilmenge von M ist.

(3) Affine Unterrdume. Sei N C M = R™ ein affiner Unterraum, das heifst V ist von der Form
N = N’ + p, wobei N’ C R™ ein n-dimensionaler Untervektorraum ist und p € R™ fest.
Wihle A € GL(m) mit AN’ =R" x {0}. Dannistz : U = R™ — V = R™, gegeben durch

z(q) :== A(g — p),

eine Untermannigfaltigkeitskarte.
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(4) Graphen. Seien M;, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M; — M eine glatte
Abbildung. Setze M = M; x Mound N =Ty = {(§,n) € M1 x Mz |n= f(§)}

I _
U2 T1 X T @gofoz 7t
T /\ 7
M,

Vix Vs

Wiéhle Karten z; : U; — V; von M; mit p € Uy x Us. O. B. d. A. sei f(Uy) C Us. Setze fiir
weViund z € V5

Y(w,z) = (w,z — (x20 fo zlfl)(w)).
(x1 X x2) eine Untermannigfaltigkeitskarte, definiert auf Uy x Uz

SATZ 4.1.1. Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei N C M eine Teilmenge

Dannistz :=1o
Dann sind dquivalent:

(i) N ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(ii) Fiir alle p € N existieren eine offene Umgebung U von p und glatte Funktionen fi,..., fm—n :
U — R, so dass

@ NNU={qeU]| fi(q) =

<= fnn(q) = O},
(b) Die Differentiale df|p, . .

o Afm—nlp € Ty M sind linear unabhiingig.

(iii) Fiirallep € N existieren eine offene Umgebung U von p, eine (m —n)-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit R und eine glatte Abbildung f : U — R mit

@ NNU=f"(a), ¢= f(p):
(b) df|, : T,M — T,R hat maximalen Rang.

Beweis.

(i)=@Gi) Seip € N.Seixz : U — V eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir NV mit p € U.
O.B. d. A. seien

(1) z(p) = 0 € R™ (sonst verkette x mit einer geeigneten Translation)
2) V=V xV, Vi CR" V, C R™ " (sonst verkleinere U).

Setze f; : U — R, fj:=a" T fiurj=1,...

m—n.
(ii)=-(iii) trivial (setze R :=R™ "™ und f := (f1,..., frn—n)
()= () g /\
‘7/4/
?(q)
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Wihle eine Karte ¢ : U — V von M um p und eine Karte % : U — V von Rum q := f(p).

O.B.d. A.sei f(U) C U.Da ¢ und ¢ Diffeomorphismen sind, gilt

Rang D(@o f oo™ ')y = Rangdf|, =m —n.

Aus dem Satz {iber implizite Funktionen folgt dann: Nach eventueller Verkleinerung von
V (und U) zu Vi x V5 und Umsortierung der Koordinaten existiert eine glatte Abbildung

g: Vi, — V5,50 dass

(@ofop™)7H(a)) = (fow™ )" (@) =T,

Verkettet man ¢ mit einer Untermannigfaltigkeitskarte fiir Graphen wie im Beispiel (4),

so erhilt man eine Untermannigfaltigkeitskarte fiir N in A/ um p.

O

Definition. Seien M, R differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M — R glatt. Ein Punktp € M
hei3t requliirer Punkt von f, falls df |, maximalen Rang hat. Ansonsten heif8t p singuliirer Punkt von

f.

Ein Punkt g € R heift regulirer Wert von f, falls alle p € f~!(g) reguldre Punkte sind. Ansonsten

heifdt q singulirer Wert von f.

Beispiel. Seien M = R = Rund f(t) = t?. Es gilt singulirer
Punkt singuldrer
dfle(§) = f'(t) - € Wert
M 0
Also ist t genau dann ein singuldrer Punkt von f, & regulire Werte\
wenn fl(t) =0. regulére Punkte

Beispiel. Seien M = R =Rund f(t) =t?(t—1). Beispiel. Seien M = R =Rund f(¢t) = 0.

R

Bemerkung. ,Fast alle” Punkte aus R sind reguldre Werte. Genauer:

R

SATZ 4.1.2 (Sard). Seien M, R differenzierbare Mannigfaltigkeiten, sei f : M — R glatt. Dann ist die
Menge { singulire Werte von f } eine Lebesgue-Nullmenge in R, das heifit, fiir alle Karten x : U — V

von R ist (U N { singuliire Werte von f }) C V eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis siehe [Milnor, Kapitel 3]..

KOROLLAR 4.1.3. Ist f : M — R glatt und gilt dim R < dim M und ist ¢ € R ein reguliirer Wert von

f,soist N = f~1(q) eine Untermannigfaltigkeit von M mit codim(N) = dim(R).

Beweis folgt direkt aus Satz 4.1.1, Kriterium (iii).
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Beispiel. M = R"*! R = R.Sei f : R"*! — R, f(z) = |z|> = (2°)2 + ... 4+ ()2 Dann ist
S* = f~(1) und
Df|, = (22°,...,2z™).

1,z#0
0,z=0

= RangDf|, = {
= Firallex € f~!(1) ist RangDf|, = 1.
= 1 ist ein reguldrer Wert von f.

3 7 ¢ R™H! ist eine Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. In diesem Beispiel sind alle ¢ € R — {0} reguldre Werte. Es ist

1 Sn( ), >0
w={ Y]

Fiir den singuldren Wert ¢ = 0 gilt: f~1(0) = {0} ist (zufdlligerweise) auch eine Untermannigfal-
tigkeit, aber von der falschen Kodimension n + 1.

Im Allgemeinen ist aber f~!(g) fiir einen singuldren Wert g keine Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. Die Menge f~!(¢) kann aber auch eine Untermannigfaltigkeit mit der Kodimension
dim R sein, wenn ¢ ein singuldrer Wert ist.

Beispiel. S" = ¢g~1(0), wobei g : R**! — R, g(z) = (J=|* — 1)? und 0 ist singulérer Wert von g.

Bemerkung. Untermannigfaltigkeiten von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sind selbst wie-
der differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Denn:

Seien N C M eine Untermannigfaltigkeit und p € N, sei x : U — V eine Untermannigfaltigkeits-

karte mit z = (z!,..., 2", 2"t ... 2™), dannist (z!,...,2") : UN N — V N R" eine Karte von

N.
SATZ 4.1.4. Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit. Sei v : N — M die Inklusionsabbildung, (p) = p.
Dann gilt
@) ¢ ist glatt und du|, : T,N — T, M ist injektiv.
(i) Ist f : M — P glatt, so ist auch f|n : N — P glatt.
(iii) Ist g : Q — M glatt mit g(Q) C N, so ist auch g : Q — N glatt.

Beweis.

(i) Seiz = (z',...,2™) eine Untermannigfaltigkeitskarte von M, & = (z?

gehorige Karte von V.

,. .., x") sei die zu-

L

NDODUNN

UcM

T x

§—(€,0
(£,0) v

VNR?

Offenbar ist £ — (&, 0) glatt. Da diese Abbildung linear ist, stimmt sie mit ihrem Differential
tiberein, so dass dieses insbesondere injektiv ist.
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(ii) Die Funktion f|y = f o ist die Verkettung zweier glatter Abbildungen und damit selbst

glatt.

(iii) Seig € Qund x = (a!,...

fiir g := 2% 0 g, dass (¢*, ...

, ™) eine Untermannigfaltigkeitskarte von M um g(q). Dann gilt
,9™,0,...,0) glatt ist. Deshalb sind die ¢, ..., g™

glatt und somitauch g : Q — N.

g™ = (g%, ..

O

Bemerkung. Man identifiziert 7, N mit d|,(7,N) und fasst ihn als Untervektorraum von 7, M

auf.

Bemerkung. Fir N ¢ R™ist T,N C T,R™

kanon.
Isom.

R™.

Beispiel. N =S",m =n + 1. Dann gilt 7,,S" = p*.

4.2 Semi-riemannsche Untermannigfaltigkeiten

Definition. Sei (1, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit M C

M heifit semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, falls fiir alle p € M

nicht entartet ist.

(Glp) |7, M= =2 glp

Beispiel. Ist (M, ) riemannsch, so ist jede Untermannigfaltigkeit eine semi-riemannsche Unter-

mannigfaltigkeit.

Beispiel. (M, 5) = (R?, gumink), 9mink = —dz° ® da® + da' ® dz’.

Ny = {(2°,0)|z° € R} ist semi-riemannsch (mit negativ-definiter Metrik). No = {(0,2')|z! € R}
ist semi-riemannsch (mit positiv-definiter Metrik).

N3 = {(¢,t)|t € R} ist nicht semi-riemannsch, da die Einschrankung von gmink auf 7, N3 ver-
schwindet. Ny = S! besitzt 4 Punkte, in denen die Einschrankung von guink entartet.

No

X

0

M

N3

Ny

M
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Definition. Sei M C M eine semi-riemannsche Unter-
mannigfaltigkeit. Dann heifst

N,M :=T,M* ={¢ € T,M|g|,(&,n) =0V necT,M}

Normalraum von M im Punkt p.

Bemerkung. Es gilt T,M = T,M © N, M. Denn:

(1) dim N,M > dimT,M — dim T, M.

(2) Wiére ¢ € T, M N N, M mit £ # 0, dann wire { € T, M mit §|p(§,n) = 0 fur allen € T,M
und damit wiére (g|,) |7, mx 1, entartet. Das ist ein Widerspruch!.

Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei p € M. Seien
tan TPM — T,M
nor : T,M — N,M
die Orthogonalprojektionen. Sowohl M als auch M tragen als semi-riemannsche Mannigfaltig-

keiten je einen Levi-Civita-Zusammenhang V bzw. V. Wir wollen jetzt untersuchen, inwiefern
man V direkt aus V bestimmen kann.

(M, g)------- > ? Levi-Civita-Zusammenhang

Dabei ist g, := (lp) 1, M x1, M-

Seienp € M, ¢ € T,M und n € C>(U,TM), wobei
U C M eine offene Umgebung von p ist. Wihle eine glatte
Fortsetzung 7) von 7 auf eine in M offene Umgebung U
von p. Dann hingt V¢ij € T,M nicht von der Wahl der
Fortsetzung 7j ab. Denn: { € T, M und daher von der Form
¢ = ¢(0) mit einer Kurve ¢ : (—¢,e) — M. Also hidngt V7
von 7 nur langs c ab, das heifit nur von 7.

Wir konnen also schreiben:

Ven = Veij.

Beispiel. M = (R?, goy), M = S'. Setze n(z',2?) = (—22,z!).
Fiir ¢ : R — S mit ¢(t) = (cos(t),sin(t)) gilt

Daraus folgt: V,n = Eé = ¢ = (—cos(t), —sin(t)) ist nicht tan-
gential an S'. Vil
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Wir setzen V¢ := tan(Ven).

SATZ 4.2.1. Sei (M, §) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei M C M eine semi-riemannsche Un-
termannigfaltigkeit mit induzierter semi-riemannscher Metrik g. Sei NV der Levi-Civita-Zusammenhang
von (M, g). Dann ist

Ven = tan(Ven)

der Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g).
Beweis. Wir tiberpriifen fiir V die Axiome des Levi-Civita-Zusammenhangs fiir (M, g).

(i) Lokalitit: Klar, da V lokal ist.
(ii) Linearitit in £: Klar.
(iii) Linearitit in n: klar.

(iv) Produktregel I: Seien f € C*°(U)und n € C>(U,TM), wobei U C M eine offene Umgebung
von p ist, sei { € T, M. Seien 7] bzw. f glatte Fortsetzungen von n bzw. f auf eine offene
Umgebung U von pin M.

Ve(f-n) = tan(Ve(f - 7))
tan(9e f - lp + f(p) - Vei)
tan(Og f - mlp + f(p) - Ven)
= ef -tan(nl,) + f(p) - tan(Veip)
= Ocf nlp+ f()Ven

(v) Produktregel II: Seien § € T), M und n1, 72 € C°°(U, T M ). Wahle glatte Fortsetzungen 71, 72 €
C>(U,TM).
eg(ni,m2) = 0O¢g(i,m2)

= §|p(v£ﬁ17 772|p) + g|p(ﬁ1|pv V§ﬁ2)
~~ . .
=1)2|p, insbesondere tangential an M

= glp(tan(Vemn), m2lp) + glp(mlp, tan(Veia))

= glp(Venr, m2lp) + glp(mlp, Venz)

(vi) Torsionsfreiheit: Seien z',... 2™ ™! ... 2™ Untermannigfaltigkeitskoordinaten auf M.
Damit sind !, ..., 2™ Koordinaten auf M. Fiir 1 < i, < m:

d _ d - 9 9
V| G T tam <V—|a—) = tan <V—|a> =V o

Beispiel. M =S' € M = R?,§ = geua. Setze n(c(t)) = é(t), wobei ¢(t) = (cos(t), sin(t)). Dann
V,n = tan (vnn|p) = tan(—p) = 0.

LEMMA 4.2.2. Sei & € T, M, sein € C(U, T M), wobei U C M eine offene Umgebung von p ist. Dann
hingt nor(Ven) € N, M von 1 nur vermoge 1|, ab.
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Beweis. Seien x!,...,z™, 2™l ... ™ Untermannigfaltigkeitskoordinaten auf M um p. Seien

LY, : U — R die Christoffel-Symbole von V, 1 < i,j,k < m, und '}, : U — R die Christoffel-
Symbole von V, 1 < i, j, k < m.

Schreibe auf U: n = 37", n/ 5%;. Definiere auf U: 7/ (a!,...,2™) n (2t ..., a™) fir j =
1,...,mu@d pxt,. a™) = Ofurj =m-+1,...,m. Setzeﬁ = Zﬁlﬁj%. Schreibe ferner
£=21"& 5|, Dann gilt:
nor(Ven) = nor(Ven)
= Vel — Ven
= Zg Z Dt ZFU a(p) T lo(p) Dk
i=1 k=1 z(p) =1 p
- Z& Z ot + Z Lila) -1 o) Dk
i=1 k=1 z(p) =1 p
m m m a
i k
=1 j=1 k=1 P
Dies hangt nur von 77|, (), d. h. von 1], ab. O

Definition. Die Abbildung 17 : T,M x T,M — N,M, gegeben durch I1(¢,7) = nor(Ven), heifdt
zweite Fundamentalform von M in M (im Punkt p € M).

LEMMA 4.2.3. Die zweite Fundamentalform I1I ist bilinear und symmetrisch.
Beweis. Im vorangegangenen Beweis haben wir gezeigt, dass
e = 3 (308 5| -3 ] e
g amk — 7 Oak

7,j=1
Offenbar ist /1 bilinear. Wegen der Symmetrie der Christoffel-Symbole in den unteren Indizes ist
11 auch symmetrisch. O

Beispiel. Sei M = S' C M = R? und 7 wie im letzten Beispiel. Fiir die zweite Fundamentalform
gilt 11(n,n) = —
Fazit. Die Gleichung V¢n = V¢n + I1(&,1],) ist die Zerlegung in Tangential- und Normalteil.

Notation. Schreibe (£, n) statt g(£,n) oder g(&, n).

SATZ 424 (Gauf-Formel). Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei
p € M. Seien §,n,¢,v € T,M. Dann gilt

R(G,v,&m) = R(C,v, &) + (I1(v,€), 11(¢, ) — (I1(C, &), I1(v,n)) .



4.3. Totalgeoditische Untermannigfaltigkeiten 77

Beweis. Seien z',...,2™ Koordinaten von M um p, die von Untermannigfaltigkeitskoordina-
ten ',... 2™, a™*! ... 2™ herrithren. Es geniigt, die Behauptung fiir £ = 2

_ 0
p’niwp’

_ _0 _ 0 . .
C= 5% \p und v = 3% |p zu zeigen. Es gilt

R(C7Va€7n) - <R(C7V)f777>

- = 0 _ 0 - = 0 _ 0
- <VCV631 o Ve Y o TV e, @,n>
- 0 I 0
Torsionsfreihem V(Vi - — VVVL -, 1
o2l Ot oak Ot

0 0 o 0 -0
ot azi) ’@>+<H (@87) Va?>

= <R(<7 V)Evﬁ) + <II(C7§)’II(% 77)> - <II(V7 f)’II(Cvn»

I
)
R
S
~
~
7N\
E

|
KOROLLAR 4.2.5. Ist E C T),M eine nicht entartete Ebene mit der Basis £, n, dann gilt
_ 11 17 — (I 17
Beweis. Folgt direkt aus der Definition der Schnittkriimmung und der Gauf3-Formel. O

LEMMA 4.2.6. Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Sei ¢ : M — N eine lokale
Isometrie, setze o(M) =: N. Fiir §,n € T, M gilt

LI (delp(€), dlp(n) = diolp (I (€, 7))-

Beweis. Lokale Isometrien erhalten V und V. Da II die Differenz von V und V ist, folgt die
Behauptung. O

4.3 Totalgeodidtische Untermannigfaltigkeiten

Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit, sei ¢ : I — M eine glatte Kurve. Sei ¢
ein glattes Vektorfeld an M lings c. Dann lautet die Zerlegung in Tangential- und Normalteil

\Y \Y .
55 = E§+II(§7C)~
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Insbesondere gilt fiir £ = ¢ B
%é = %é +11(¢¢).
Die Kurve c ist somit genau dann Geodétische in M, wenn

\% \%
Eé =11(¢¢), d.h.wenn Eé(t) € NeyM fiirallet € 1.

Beispiel. Sei M = S” C M = R"*! mit euklidischer Metrik. Die Kurve ¢ : I — S” sei ein
Grofskreis, d. h. von der Form
c(t) = cos(t) - p+sin(t) - &.

mitp € S, ¢ € T,8" C R"*! und |¢| = 1. Daraus folgt dann

%e(t) = ¢(t) = —cos(t) - p —sin(t) - £ = —c(t) € Ner)S™

Also ist ¢ eine Geoditische in S™.
Definition. Eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit heif$t totalgeodiitisch, falls IT = 0.

SATZ 4.3.1. Fiir eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit M C M sind dquivalent

(i) M ist totalgeodiitisch.
(ii) Jede Geodiitische in M ist auch Geodiitische in M.

(iii) Fiir allep € M und ¢ € T, M existiert ein ¢ > 0, so dass die M-Geodiitische c : (—e,&) — M mit
¢(0) = p und ¢(0) = £ in M verliiuft, das heifit c(t) € M fiirallet € (—¢,¢).

Gv) Sei ¢ : I — M eine glatte Kurve. Dann ist die Parallelverschiebung lings c beziiglich M und
beziiglich M dasselbe (fiir Tangentialvektoren von M).

Beweis.

(ii)=(iii) Seip € M, sei & € T, M. Sei c die M-Geoditische mit ¢(0) = p und ¢(0) = &. Sei ¢ die
M-Geoditische mit ¢(0) = p und ¢(0) = &.

% Zist auch Geodatische in 1 und es gilt &0) = ¢(0) und &(0) = ¢(0).

= c=cauf (—¢,¢) fureine > 0.

= cverlduftin M

(iii)=-(i) Seienp € M und ¢ € T, M. Sei c¢ die M-Geoditische mit c¢(0) = p und ¢é¢(0) = &.

= ¢¢ verlauft in M fiir ¢ hinreichend nahe bei 0, das heifit fir ¢t € (—¢,¢) fir ein

geeignetes £ > 0.

-
=

Auf (—¢, ) erhalten wir:

V. V., .
506 = gple +11(Ce &)
NG ——

tangential

0:

normal
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Insbesondere gilt somit
IT1(ée(t),ce(t)) =0furallet € (—e,¢).
Fiir t = 0 bedeutet das I1(£, &) = 0. Durch Polarisierung folgt: I = 0.
()=(@v) Esgilt ¥¢ = %5 . Also ist £ genau dann parallel in M, wenn ¢ parallel in M ist.
(iv)=-(ii) Sei c Geodaitische in M.
= (¢istparallel in M.
% ¢ ist parallel in M.

= cist Geoditische in M. |

Beispiel. Sei A C R" affiner Unterraum, R" trage gey oder gmink. Das Kriterium (iii) liefert:
A C R" ist totalgeodatisch.

Beispiel. Sei M eine beliebige semi-riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension .

o Alle O-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten sind totalgeodétisch.

e Jede m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten, also jede offenen Teilmengen von M, ist to-
talgeodaétisch.

e Sei M = {c(t)|t € I}, wobei ¢ : I — M eine Geodétische ist. Dann ist M totalgeodétisch,
sofern M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung. Die meisten semi-riemannschen Mannigfaltigkeiten M haben keine totalgeodéti-
schen Untermannigfaltigkeiten der Dimension m € {2,...,m — 1}.

SATZ 4.3.2. Sei M C M eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit. Es existiere eine Isometrie ¢ €
Isom(M), so dass M eine Zusammenhangskomponente von Fix(¢) = {p € M|p(p) = p} ist. Dann ist
M totalgeodiitisch.

Beweis. Verwende Kriterium (iii) aus Satz 4.3.1.
Seienp € M und ¢ € T, M. Seic: I — M die M-Geodatische mit ¢(0) = p und ¢(0) = £.
Behauptung: del,(§) = &.

Beweis. Sei~ : J — M eine glatte Kurve mit v(0) = p und 4(0) = £. Dann gilt

delp(§) = dplp(7(0))

d
= 2 po)l-o
——
=, da M CFix(p)

= (0 = &

Nach Proposition 2.6.7 verlduft ¢ in Fix(p). Da ¢(I) zusammenhéngend ist, liegt es sogar in M.
]
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Beispiel. Sei M = S".Sei W C R"*! ein Untervektor-
raum. Sei A € O(n + 1) die Spiegelung an W.

= ¢ := Alg» € Isom(S")
= Fix(p) =W NS" ist totalgeodatisch

= S" besitzt totalgeoditische Untermannigfaltig-
keiten jeder Kodimension.

Aus der Gauf3-Formel (Satz 4.2.4) folgt: Ist M C M totalgeodatisch, so

R, )¢ = 1?(5,77)( furallep € M, &,n,{ € T,M
K(E) = K(E) fiir alle nicht entarteten Ebenen £ C T, M

4.4 Hyperflichen

Definition. Eine semi-riemannsche Untermannigfaltigkeit M C M heif3t semi-riemannsche Hyper-
fliiche, falls codimM = 1. Das Signum von M ist ¢ = +1, falls (g|,)|n, 1% N, 0 positiv-definit ist,
und ¢ = —1, falls (g|,)| N, mrx v, v Negativ-definit ist.

Bemerkung. Fiir ¢ = +1 gilt: Index(M, ) = Index(M, g).
Fiir ¢ = —1 gilt: Index(M, ) = Index(M, g) + 1.

Notation. Fiir { € T, M definiere
€= VI &) -
Achtung! Es kann auch vorkommen, dass || = 0, obwohl £ # 0.

Gradient einer differenzierbaren Funktion

Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sei f : M — R differenzier-
bar, sei p € M. Dann ist df |, € T,; M. In Koordinaten haben wir

Da g, nicht ausgeartet ist, existiert genau ein { € T}, M, so dass
df[p(n) = glp(&, ) fur alle n € T, M.

Schreibe ¢ =: grad f|,. In lokalen Koordinaten schreibe gradf = -, ' 52;. Dann gilt:
of = 00
5 - S8 (E)v(@) - o(5e )
Z (81‘1,81']) Zag’bj
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Durch Matrixmultiplikation mit (g%);; folgt daraus o’ = Z g’ %, also
j=1
B " of i 0
grad/ = = 9137 B

LEMMA 4.4.1. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei f : M — R glatt, sei ¢ € R ein
requliirer Wert von f. Dann ist f~(¢) C M eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum ¢, falls

(gradf,gradf) - >0

. d .
Ferner ist v := grad/fly € N,M mit (v,v) = e.

|grad f|p|

Beweis. Zu zeigen ist lediglich: grad f|, L T),M.
Dazu sei ¢ € T,M. Wir wahlen v : I — M mit 4(0) = £ und erhalten:

0= F6(0)) im0 = dfl,(€) = (grad ] )
——

c

Definition. Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliche,
seip € M. Seiv € N,M mit |v| = 1. Die lineare Abbildung
Sy : TyM — T, M, charakterisiert durch

(Su(&),n) =(II(&,n),v) furalle&,n € T,M,

heifst Weingarten-Abbildung.
LEMMA 4.4.2. S, ist selbstadjungiert.

Beweis klar, da I1 symmetrisch ist. O

Bemerkung. Es gilt S_, = —5,. Ohne Festlegung von v ist die Weingarten-Abbildung also nur
bis auf das Vorzeichen bestimmt.

LEMMA 4.4.3. Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliiche,
seip € M. Sei U C M eine offene Umgebung von p und sei v €
C*>° (U, NM) mit |v| = 1. Dann gilt

M
S, (&) = —Ver.
Beweis. Furallen € C(U,TM) gilt:
(8u(&),m) = (II(&n),v) = (nor(Ven),v) = (Ven,v)
= Oe{nv)—(nVer) = —(Verm)
——
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Gauf-Gleichungen: Sei M C M eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum e. Seien
&nCeT,Mfuarpe M.

R(&,n)¢ = R(&,n)¢ +e{{Su(n), ) Su(&) — (S(€), <) Su(m)}-

Fiir eine nicht entartete Ebene £ C T, M gilt

K(E) _ R(E) +e- <SV(€)7£> <Su(77)a77> — <SV2(£)a77>2
(&) (nym) — (& m)

)

wobei &, 7 eine Basis von E bilden.

Pseudosphiren und pseudo-hyperbolische Riume

Betrachte jetzt M = R"*! mit g = — .0~ da’ ® dz’ + 3., da’ ® dz’ in Kartesischen Koordina-
ten 2%, ..., 2" Dann ist (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index k. (k = 0 —
euklidische Metrik, £ = 1 — Minkowski-Metrik)

(95) = -1 L

Das heifdt, dass alle g;; konstant sind.
Alle Christoffel-Symbole verschwinden also und fiir die Kriimmung gilt:

R=0, K =0, ric = 0 und scal = 0.

k—1 n n
Far f:R™™ = R, f(2°,...,2") = => (") + ) (@) =) ei(a) gilt:
1=0 i=k =0
o« Of 4 0
gradfls = > 559”55
2,7=0 —,; 81
o~ _0f .0
N ; S or (z) oxt

= 2;51"51'1' %

221’ 92 — 2
i=0

———
eT,R™ = R

Es gilt also grad f|,, = 0 genau dann, wenn z = 0.
Der einzige singuldre Punkt von f ist folglich z = 0 und 0 = f(0) ist der einzige singuldre Wert
von f.
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Ist ¢ # 0, so definiert M := f~!(c) eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Kodimension
1. Wir berechnen:

(gradf|,, gradf|s)

4 <z": z’
i=0
4 Z xizjgij

0 I~ , 0
8xi’zx8xi>

=0

i,j=0
= 4) &)
=0
= 4f(=)
Fiir ¢ > 0 ist somit f~!(c) eine semi-riemannsche Hyperflidche vom Signum ¢ = +1, fiir ¢ < 0 ist
[~ !(c) eine semi-riemannsche Hyperfliche vom Signum ¢ = —1.

Definition. Die semi-riemannsche Hyperfldche S; (r) := f~!(r?), wobei r > 0, hei8t Pseudosphiire
vom Radius 7 und vom Index k, die semi-riemannsche Hyperfldche Hj,_, (r) := f~!(—r?), wobei
r > 0, heifst pseudo-hyperbolischer Raum vom Index k — 1.

Beispiel. £ = 0,5 = geun, So (1) = S™(r) ist Beispiel. k= 1,7 = gmink-
die Standard-Sphére vom Radius r.

§"(r)

Definition. H" := {z € Hj(1)[z" > 0} zusammen mit der induzierten riemannschen Metrik gy,
heifst n-dimensionaler hyperbolischer Raum.

Definition. S{(r) heift deSitter-Raumzeit und Hf (r) heiflt Anti-deSitter-Raumzeit.

Bemerkung. S?'(r) ist diffeomorph zu R* x S"~* und H2(r) ist diffeomorph zu S¥ x R"~*.
Den Beweis dafiir findet man in [O’Neill, Seite 111].

Wir wollen nun die Kriimmung dieser Hyperflachen berechnen. Fiir M = f~!(c), wobei ¢ # 0,
gilt:
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<gradf|m7 gradf|z> =4f(z) = de.

= V|$ = gradf|$ = gradf|$ —> 1 - X,
2 |C| 27’ r
T
= R(EMC=0+5{(¢&— (&t und K(B) =0+ 5.
= | REmC=5n Q&= EOn |und| K==

= ric(&,n) = ZEZ'(R(&@)@M?)

=1
= % ;&( (ei,ei) € — (& ei) eiyn)

=£;

= SiEm = (&m)

. e(n—-1)
= rc=——5—g¢
.
-1
5 | scal= S Ln
T

Bemerkung. Wir haben also fiir S} (1) bzw. Hj (r) den Einstein-Tensor

8;32-49 — _3:_29

G =ric— gscal - g =359 — 1

Daraus folgt, dass S (r) bzw. Hj (r) Vakuumlosungen der Einstein’schen Feldgleichung mit kos-
mologischer Konstante A = 2 bzw. A = —3; sind.

Im Folgenden wollen wir die Geodétischen bestimmen. Sei dazu p € M, wobei M = Sj(r) oder
M =H}_(r),sei& € T,M C T,R"! = R""! mit ¢ # 0. Insbesondere gilt p # 0. Dann sind p und
¢, aufgefasst als Vektoren im R, linear unabhéngig, da ¢ € T,M und p € N, M. Sei E C R"*!
die Ebene, die von p und & aufgespannt wird. Parametrisiere M N E proportional zur Bogenlinge.
Wir erhalten eine Kurve ¢ : I — M.

Da (¢, ¢) konstant ist, folgt Y-¢(t) L ¢(t) firalle ¢ € 1.
Andererseits verlduft ¢ auch in E, also ist ¢ auch tangential an E und es gilt ¥¢(t) € E, weil E



4.5. Trigonometrie in Riumen konstanter Kriimmung 85

eine totalgeodatische Untermannigfaltigkeit des R"** ist. Es folgt fiir alle ¢ € I

Vet II(e6) = Tty e B
und damit ist Y:¢(t) = aé(t) fiir ein o € R. Ist ¢ raum- oder zeitartig, so folgt aus Y-¢(t) L ¢(t)
schliefllich Y¥-¢ = 0 und damit ist c eine Geodatische in M. Ist ¢ dagegen lichtartig, so ist c eine
Gerade, denn der Lichtkegel im 2-dimensionalen Minkowski-Raum E besteht aus zwei Geraden.
Mit affiner Parametrisierung sind Geraden Geodétische in R"*! und damit auch in M.

4.5 Trigonometrie in Riumen konstanter Kriimmung

Ziel. Untersuchung der Langen- und Winkelverhiltnisse in Dreiecken.

Notation. Der Modellraum M ist definiert als
ne 1
S (W) , K> 0
M: = R™ , K= 0

H"(ﬁ), k<0

Dann ist M} eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit mit der konstanter Schnitt-
krimmung .

Bemerkung. Da zu je drei Punkten eine totalgeoditische
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von M existiert,
die diese Punkte enthilt, geniigt es den Fall n = 2 zu be-
trachten.

Definiere auf R3 die Bilinearform
(), = 2%° + w(z'y' +2%¢?).
Setze dann M, := {x € R®| (z,z), = 1}. Setze

M. — M, , k>0
" {z € M,|2° >0}, k<0

Im Fall x # 0ist M, mit der durch & (-, ), induzierten Metrik
gegeben durch
2 _
M, — { S°, k=1

H? k=-1

Im Fall k = 0 induziert jede Bilinearform auf R? der Form A - 2% + 2'y! + 2%y? die euklidische
Metrik auf My mit A € R. Wir wéhlen A = 0 und schreiben im Fall x = 0 Folgendes:

Lz,y), =a'yt + 22y

LEMMA 4.5.1. Fiir alle k € R enthilt die Isometriegruppe von M,, die Untergruppe

1 1
Gr :={elp= A, A€ GL3),(Az, Ay),. = (z,y),., - (Az, Ay), = - (z,y), Y,y € R®, A(M,) =

M,.}.
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Bemerkung. Im Fall x # 0 sind die Bedingungen (Axz, Ay), = (z,y), und £ (Az, Ay), = L (z,y),
nattirlich dquivalent und wir kénnten eine weglassen. Im Fall x = 0 brauchen wir sie aber beide.

Aus (Azx, Ay),. = (z,y), folgt bereits, dass A(M,) = M. Im Fall x < 0 konnte A allerdings
die beiden Komponenten von M, vertauschen. Dies wird durch die Bedingung A(M,.) = M,
unterbunden. Im Fall x > 0 konnten wir sie weglassen.

Beweis des Lemmas. Sei A € G.. Da ¢ = Alwu,, Einschrankung der linearen Abbildung A ist, ist fiir
p € M, das Differential dp(p) : T,M, — Ti,(,)M, ebenfalls Einschrankung von A,

Hier werden die Tangentialriume von M, als Untervektorrdume von R3 aufgefasst. Da A die
Bilinearform < (-,-), erhalt, ist di(p) fiir jedes p € M, eine lineare Isometrie und ¢ damit eine
Isometrie riemannscher Mannigfaltigkeiten. 0

Bemerkung. Tatsdchlich gilt Isom(M,,) = G, aber das werden wir nicht benétigen.

Fir k = 1ist G, = {4 € GL(3) | (Az, Ay) = (z,y)Va,y € R?*} = O(3), die Gruppe der ortho-
gonalen Transformationen. Fiir k = —1 nennt man G,, die Gruppe der zeitorientierungserhaltenden
Lorentztransformationen .

Im Fall k = 0 gilt:

Gy = {AEGL(3)|<AI,Ay>0:(z,y>0,% (Az, Ay), :% z,Y) Yo Vo, y € R3, AMy = Mo}
1 0 0
= { A= bl bL,b2 € R, B € O(2
b? B

Denn sei A € G. Dann gilt

2" = (A7) (Ay)" = (Aga® + AT’ + A32%)(Agy” + Ay" + A3y?)

Firz =y =ep: 1=(A))? = A)=+1 A(M%ZZMO Af=1.
= Firr =y =ep: 0=(A})? = A9=0.
Fiir r = y =ea: 0=(AY)? = AY=

Fiir 2,9 € R? gilt mitz = (0,2) T und y = (0,9)":

A 0 0 U
(#0052 = § (@ )y = § (A, Ay)y = & << Bi > ’ ( Bj >> = (52 Bl
0
= Esgilt B € O(2).
= AlsoGoc{A (2 g)‘beRQ,BeO(Q)}.

Die andere Inklusion ,,>” ergibt sich einfach durch Nachrechnen. Daraus folgt also die Gleichheit.

Betrachten wir nun, wie G wirkt, wenn wir My mit R? identifizieren.
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(i 5)
R?2 — My — M — R2

(1) )G e

Die Gruppe G wirkt also wie die euklidische Bewegungsgruppe.

Wie im letzten Abschnitt sieht man, dass die Geodatischen ,"
in M, als Punktmengen, genau die Mengen von der Form :’I eo® 0
E %0

M,NE

sind, wobei E C R3 ein zweidimensionaler Untervektor-
raum ist.

Definition. Fiir x € R sind die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen s,, ¢, : R — R
definiert durch

1 .

ﬁsm(\/ﬁﬂ") , k>0 cos(vE-1) k>0

Se(r):=¢ T s k=0 bzw. ¢, (r):={ 1 , k=0
\/ﬁsinh(\/hﬂ r), K<0 cosh(y/|&|-r), k<O

Man rechnet leicht nach, dass ks2 + ¢2 = 1,8/, = ¢,, ¢\. = —K5, 5,(0) = 0 und ¢, (0) = 1.

LEMMA 4.5.2. Die nach Bogenlinge parametrisierten Geoditischen v : R — M, mit v(0) = eg sind
gegeben durch

wobei ¢ € R fest ist.

Beweis. Die Kurve ~ verldauft in M,, denn

(Y1), 7 (1)) . = (1) + k(54 (r)? sin(p)? + 52 cos(p)?) = ¢, (1)? + ks, (r)? =1

Da v(0) = eg € M, und ~ stetig ist, verlduft v in M,.. AuBlerdem verlduft v in der Ebene E, die

aufgespannt wird durch eq und (0, sin(¢), cos(¢)) "

= ~verlduftin M, N E.

Es gilt zusétzlich noch, dass v nach Bogenldnge parametrisiert ist, denn

711511( ) 7’&5/{( )
%(7(7“)7'.7(7"»,{ = %< co(r)sin(p) |, | cx(r)sin(e) >
cx (1) cos(p) ¢ (1) cos(¢p)
= £ (828 (r)? + (e (r)? sin(p)® + cu(r)? cos(p)?)
= kse(r)? +ee(r)? = 1
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Die verallgemeinerten Sinus- und Kosinusfunktionen erlauben es, viele Isometrien in G; explizit
hinzuschreiben.

Beispiel. Drehungen um die eo-Achse sind fiir alle x € R Isometrien,

1 0 0
0 cos(p) —sin(p) | € Gy
0 sin(p) cos(y)

fiir alle ¢ und alle x € R. Unter Benutzung von ks2 + ¢2 = 1 rechnet man leicht nach, dass

¢o(r) —rse(r) O
se(r)  c(r) 0] €Gg
0 0 1

fur alle r € R. Im Fall x = 1 ist dies eine Drehung um die es-Achse, im Fall x = 0 ist dies die
Identitdt (also uninteressant), und im Fall k = —1 nennt man solche Isometrien Lorentz-Boost .
Ahnlich sieht man auch, dass

ce(r) 0 kKsg(r)
L, = 0 1 0 €G,.
s.(r) 0 —ck(r)

Diese Isometrie werden wir gleich benutzen und wir beobachten daher schon, dass

¢ ()
L.eg = 0 und
5,(7)
() u(r) 0 kKse(r) ¢ ()
L.l o - 0 1 0 0
$,(7) Se(r) 0 —ce(r) $,(7)
()% + ks (r)? 1
= 0 = 0 = €
S, (1) (1) — ¢ ()85 (1) 0

Somit vertauscht L, die Punkte eq und (¢, (r),0,5,.(r)) .

Definition. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein geodiiti-
sches Dreieck ist ein 6-Tupel (A, B, C,v4,7v8,7c), wobei A,B,C € M
paarweise verschiedene Punkte und v4, vy und 7¢ geoditische VA
Segmente mit den Endpunkten B und C, C und A bzw. A und B B

sind.

A, Bund C sind die Ecken, v, vg und ¢ sind die Seiten des geoditi- A ole
schen Dreiecks. Der Winkel in der Ecke A ist definiert durch den Win-
kel der Tangentialvektoren der Seiten im Punkt A.
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Seialso (A, B, C,v4,v8B,7c) ein geoditisches Dreieck in M,,. Die Sei-
ten haben die Langen a, b bzw. ¢ und die Winkel heiflen «, § bzw. ~.
Dabei ist die Lange eines geodatischen Segments vy definiert als die
Léange des Parameterintervalls x die Norm von %, was ja konstant ist.
Eine allgemeine Definition von Lange einer differenzierbaren Kurve
in einer riemannschen Mannigfaltigkeit werden wir spéter kennen-
lernen. Da die Isometriegruppe von M, transitiv wirkt, kann man o.

B. d. A. annehmen, dass
1
A= €y = 0 .
0

Durch die Wirkung einer Isometrie der Form

1 0 0

0 cos(p) —sin(y)
0 sin(p)  cos(y)

(Drehung um die eg-Achse) kann B in die eg-e2-Ebene gedreht wer-
den. Die Formel aus Lemma 4.5.2 fiir die Geodatische v¢ mit ¢ = 0
und r = ¢ sagt uns dann

Die Isometrie L. vertauscht also die Punkte A und B, wir erhalten A— LB
ein neues geoditisches Dreieck. ¢

Einerseits kann man L.C &hnlich wie C selbst berechnen und man erhilt L.C =

n(a)
( 5,{(;) sin(0) ) . Andererseits
5,(a) cos(B)

t(c) 0 kse(e) ¢ ()
L.C = 0 1 0 s,.(b) sin(«)
s.(c) 0 —cklo) $,,(b) cos(a)
¢ (€)ek (D) + K8, ()5, (b) cos(a)
= s,.(b) sin(«)

5,(C)ek(b) — cx(c)sk(b) cos(a)
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Daraus folgen die Gleichungen

(Seitenkosinussatz) cx(a) cr(C)en(b) + K8, ()8, (b) cos(a) (1)
s.(a)sin(B) = 5,(b)sin(a)
(Sinussatz) ;;((Z)) = ;;((?) ()
si(a)cos(B) = su(c)c.(b) — cr(c)s,(b) cos(a) )
(3) mit den Rollen von B und C vertauscht liefert
si(a)cos(y) = 8.(b)c.(c) — cu(b)s.(c) cos(a) 4)
(3) - cos(a) — (2) - sin(a) liefert dann
s,.(a) cos(B) cos(a) — s.(a)sin(B)sin(a) = s.(c)ce(b)cos(a) — ci(c)s,(b) cos(a)?
— 5,.(b) sin(a)?
= su(a)(cos(a) cos(8) —sin(@)sin(8) = sx(b)en(c) — 5x(a) cos(y)
— 5, (b

= cos(a)cos(f)
= (Winkelkosinussatz)
cos(7y)

Wir haben bewiesen

5. (b)cx(c) sin(a)? — s,(a) cos(y) — s, (b) sin(a)?

s (a)es () sin(a) sin(B) — sx(a) cos(y)
—sx(a )Sln(ﬂ)

¢ (c) sin(a) sin(

sin(a

w
)
w(
Ve (€) cos(a)? — 5, (b) sin(a)?
(
)

f3) — cos(7)

¢ (c) sin(a) sin(B) — cos(a) cos(B)

SATZ 4.5.3. Sei k € R. Fiir geodiitische Dreiecke in M,, mit den Seitenlingen a, b, c und den Winkeln c,

B, ~y gilt

(1) Sinussatz.

cx(a) = cu(b)en(c) + ks, (b)s(c) - cos(a),
(2) Seitenkosinussatz. (b)) = cula)es(c) + ksx(a)sg(c) - cos(B),
Cx (C) = G (a’)cﬁ (b) + KSH(G’)SH(b) ) COS(’V)
cos(a) = c¢x(a)sin(B)sin(y) — cos(B) cos(y),
(3) Winkelkosinussatz. cos(B) = cx(b)sin(a)sin(y) — cos(a) cos(7y),
cos(y) = cx(c)sin(a)sin(F) — cos(a) cos(B)

Nun zur Winkelsumme im Dreieck in der Modellflache konstanter Kriimmung.
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SATZ 4.5.4. Sei k € R. Fiir die Winkelsumme o + 3 + ~y eines geodiitischen Dreiecks in M, mit den
Innenwinkeln 0 < «, 8,y < 7 und den Seitenlingen a, b, c gilt

> m, falls k>0
a+ B+ = m fallsk=0
< m, falls k<0

[ > > /-

Beweis. O.B.d. A. nehmen wir an, dass a > (3. In diesem Beweis verwenden wir vortibergehend
die Notation “;” fur “<”, falls k > 0, fiir “=", falls k = 0, und fiir “>", falls x < 0. Wir haben also

in jedem Fall — = 0.

Falls k > 0ist, so ist M; die Sphére vom Radius ﬁ Daher miissen in diesem Fall die Seitenldngen
< 2—\/’% sein. Im Fall £ < 0 haben wir keine Einschrankung an die Seitenldngen. Verwenden wir also
die Konvention ﬁ = oo, falls £ < 0. Dann gilt in jedem Fall

=1

2m

auf dem Intervall (0, NG

)- Da sin auf (0, 7) positiv ist, erhalten wir aus dem Winkelkosinussatz

¢ (a) sin(f3) sin(7) — cos(f3) cos(7)
sin(B) sin(7) — cos(3) cos(y)
—cos(B +7)

= cos(m—(6+7))

cos(B+y—m).

Wegen 0 < B,y <mist—r <7 — (B+7) <.

1. Fall: 7 — (B +7) > 0.

cos(a)

I VIA Il

Da cos auf [0, 7] streng monoton fallt, folgt dann aus cos(a) = cos(r— (8+7)), dass m1— (3+7) = o
und somit 7 ; a + B + v, was zu zeigen ist.

2. Fall: 7 — (B + ) <O0.

Falls k > 0 ist, erhalten wir nun direkt 7 < § + v < oo + 8 + , was zu zeigen ist. Sei also k < 0.
Dann folgt aus cos(a) > cos(6 + v —7), dass o < §+ v — 7. Wegen a > § und v < 7 impliziert
dies

a<a+T—T=0q,

Widerspruch. 0

Bemerkung. Da die Innenwinkel < 7 sind, gilt fiir die Winkelsumme in einem geodétischen
Dreieck nattirlich immer o + 8 + v < 37. Man kann sich nun leicht tiberlegen, dass fiir M, mit
k > 0 die Winkelsumme geoditischer Dreiecke alle Werte aus (7, 37) annehmen kann. Fir M,
mit k < 0 kommen alle Werte aus (0, 7) vor.
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Zum Parallelenaxiom

Das Parallelenaxiom besagt: Zu jeder Geraden (Geoditischen) L und jedem Punkt p ¢ L existiert
hoéchstens eine Gerade (Geoditische) L' mitp € L' und LN L' = ().

Das Parallelenaxiom gilt in M, fiir & = 0 (und auch fiir k > 0, da sich auf der Sphire zwei
Grofskreise immer schneiden und es daher {iberhaupt keine Paralle gibt), aber nicht fiir k < 0.
Andererseits erfiillt M_; alle anderen Axiome der euklidischen Geometrie. Daher kann das Par-
allelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen der euklidischen Geometrie hergeleitet werden.

Konstruktion einer Parallelen zu L: Verbinde p mit L , p
durch eine kiirzeste Geoditische V. Diese trifft L in L —\]
einem rechten Winkel. Verschiebe einen Tangential- ~—y
vektor an L liangs V parallel nach p. Sei L’ dann die DI
Geoditische durch p mit diesem Geschwindigkeits- L [\

vektor. Da die Winkelsumme in M_; stets kleiner
als 7 ist, konnen sich L und L’ nicht schneiden.
Also ist L’ eine Parallele zu L durch p.

r 0
Die Parallele L’ kann ein anderes Lot V nicht eben- ) Voo %
falls in einem rechten Winkel schneiden, da sonst 1 N

ein Viereck mit vier rechten Winkeln entstiinde, das L
sich in zwei Dreiecke zerlegen liefse, von denen min-

destens eines eine Winkelsumme > 7 haben miisste.

Daher fiihrt ein anderes Lot V auf L zu einer von L’
verschiedenen Paralle L” von L.

L//




Kapitel 5

Riemannsche Geometrie

5.1 Die riemannsche Abstandsfunktion

Generelle Voraussetzung. Sei M eine zusammenhidngende riemannsche Mannigfaltigkeit, (-, -)
bezeichne die riemannsche Metrik.

Definition. Seic: [a,b] — M eine stetige, stiickweise C*'-Kurve. Dann heif3t

b
Il = / lé(t)] dt

die Liinge von c.
Bemerkung. Die Linge einer Kurve ist invariant unter Parametertransformationen.

Ist ndmlich ¢ : [a, b] — [« (] eine Parametertransformation, so gilt

b
Llcoy] = /
= le(e@)I - o ()] dt

/\‘ a
8
Substitution N .

s=p(t)

d
—(Cogp)H dt

Definition. Seien p, g € M. Dann heifst
d(p,q) = inf{L[c]|c: [a,b] — M stiickweise C!-Kurve mit c¢(a) = p, c(b) = ¢}

der riemannsche Abstand von p und q.

Bemerkung. Das Infimum braucht nicht angenommen zu werden.

Beispiel. M = R" — {0} und p = —q. Es gilt d(p, ¢) = 2 |p|, aber jede Kurve ¢

von p nach ¢ hat eine Lange L[c] > 2 |p|.
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SATZ 5.1.1 (GauB3-Lemma). Seien p € M und £ € T,M. Die
Geodiitische (t) = exp, (t§) sei auf [0, b] definiert. Dann ist exp,
auf einer offenen Umgebung von {t£|0 <t < b} C T, M definiert
und es gilt

(D dexp, |1 () = 5(1).
@) Fiiry € TyeT,M = T,M gilt
(dexp, (1), 7(t)) = (€ n) .-

Insbesondere gilt dexp,, [1¢(n) L ¥(t), fallsn L &

Beweis.

d d
§)) depr lte(€) = s epr(tf + 88)|s=0 = EV@ + 8)|s=0 = ¥(1).

(2) Wegen (i) gentigt es, den Fall L ¢ zu betrachten. Sei J das Jacobi-Feld lings v mit J(0) = 0
und ¥ .J(0) = 7. Nach Proposition 20.3 gilt dann

J(t)

depr |tE(7’]) = T furt > 0.

Da sowohl J als auch . J fiir ¢ = 0 auf 4 senkrecht stehen, gilt dies fiir alle ¢. Also gilt

(dexp, L) 3(0) = (P40 ) =0 = (.. -

Wir betrachten nun den Diffeomorphismus ® : 7T,M — {0} — (0,00) x S"™', wobei §"' C
T,M, gegeben durch t - y « (¢,y). Dann existiert ein r > 0, so dass B(0,7) C T, M unter exp,
diffeomorph auf eine Umgebung U von p in M abgebildet wird.

= (0,r)xS" ' S U—{p}, (t,y) — exp,, (ty) ist ein Diffeomorphismus.

Seien nun 32, ..., y" lokale Koordinaten auf U; C 8"~ !. Dann heiflen die Koordinaten, die durch
den Diffeomorphismus exp,,(ty) — (t,4%,...,y") gegeben sind, geodiitische Polarkoordinaten.
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Das Gaufi-Lemma besagt, dass in solchen Koordinaten die riemannsche Metrik so aussieht:

KOROLLAR 5.1.2. Seir > 0, s0dass exp,, | B(o,r) €I Diffeomorphismus auf das Bild ist. Sei c : [a,b] — M
eine stiickweise C'-Kurve mit c¢(a) = p und c(b) & exp,(B(0,)). Dann gilt L[c] > r

Beweis. Sei 8 € (a,b) minimal, so dass ¢(8) € dexp,(B(0,7)) = expp(Sn_l(r)). Sei a € [a, ()
maximal, so dass c(a) p. Fur 7 € (a, §] schreibe

exp, ' (c(r)) = t(r)-y(7),
wobei t(7) € (0,7] und y(7) € "' Sei ¢ das Vektorfeld auf exp,(B(0,7)) — {0}, gegeben durch

£(q) = dexp, (%(exppl(q))) :

Aus dem GauB-Lemma, Teil (i), folgt, dass |£| = 1. Daraus folgt dann

Ll = Llcla,p]

)| dr

[ i
s [ .o

[e3

(e

/ﬁd

tla) = r—0 = r O

aufl-Lemma _ g dt
gz [ et ) o
dt

SATZ 5.1.3. (M, d) ist ein metrischer Raum.
Beweis.

(1) Offensichtlich gilt stets d(p,q) > 0. Es gilt d(p,p) = 0 fiir alle p € M, denn die konstante
Kurve hat Lange 0.

Sei umgekehrt d(p, g) = 0. Angenommen, es gelte p # ¢. Wahle r > 0 so, dass exp,, |p(o,r)
ein Diffeomorphismus ist und (nach eventueller Verkleinerung von r) ¢ ¢ exp,(B(0,r)).
Dann gilt nach Korollar 5.1.2, dass jede Kurve von p nach ¢ mindestens die Lange r hat, also
d(p,q) > r > 0. Das ist ein Widerspruch, also gilt p = ¢.

(2) Esistklar, dass d(p, ¢) = d(q,p) (durchlaufe die verbindenden Kurven in umgekehrter Rich-
tung).



96 Kapitel 5. Riemannsche Geometrie

(3) Zu zeigen bleibt noch d(p, ¢) < d(p,r) + d(r, q).

Sei dazu € > 0. Wahle eine stetige, stiickweise Cl-Kurve ¢; von p nach
r mit Lc;] < d(p,r) + ¢ und eine stetige, stiickweise C!-Kurve ¢z von r

nach ¢ mit L[co] < d(r,q) + €. Setze ¢; und ¢z zu einer stetigen, stiick- 1 €2
weisen C!-Kurve ¢ von p nach ¢ zusammen. Dann gilt
d(p,q) < L[c] = Lle1] + Llea] < d(p,7) +e +d(r,q) +e. q
Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O p
Notation. Setze B(p,r) = {q€ M|d(p,q) <r},
B(p,r) = {qeMld(p,q) <r} und
Slp,r) = {g€M|d(p,q) =r}.

Definition. Fiir p € M heifst
injrad(p) := sup{r| exp, | p(o,r) : B(0,7) — exp,(B(0,r)) ist Diffeomorphismus}
der Injektivititsradius in p.

Beispiel. Der Injektivitdtsradius hdngt von p ab.

hier injrad grofs

hier injrad klein
Bemerkung. Fiir 0 < r < injrad(p) gilt exp,(B(0,7)) = B(p,r). Denn:
»C": Seiq = exp,(§) mit [£] < 7. Dann ist ¢ — exp,(t§) eine Kurve von p nach ¢ und hat die
Lange |¢] < r.
D" Korollar 5.1.2

SATZ 5.1.4. Die Metrik d induziert die urspriingliche Topologie.

Beweis. Bezeichne fiir den Moment die beztiglich d offenen Teilmengen von M als ,d-offen”. Es
ist somit zu zeigen: d-offen = offen.

(a) Behauptung: Jede d-offene Menge ist offen.

Sei U C M d-offen. Fiir jedes p € U existiert ein r(p) > 0, so dass B(p,r(p)) C U.O. B. d.
A. seir(p) < injrad(p). Dann ist B(p,r(p)) = exp,(B(0,7(p))) das diffeomorphe Bild einer
———

offen in T}, M
offenen Teilmenge von T}, M, also selbst offen.

= U= | B(p,r(p)) ist die Vereinigung offener Teilmengen von M und somit offen.
peEM

(b) Behauptung: Jede offene Menge ist d-offen.

Der Beweis funktioniert dhnlich. O
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KOROLLAR 5.1.5. Die Abbildung d : M x M — R ist stetig.

Bemerkung. Ist ® € Isom(M), so gilt L[® o ¢| = L[c] und somit auch d(®(p), ®(q)) = d(p, q).

Erinnerung. Wir haben E[c] = 1 fab lé(t)|* dt die Energie von ¢ genannt.

PROPOSITION 5.1.6. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und sei ¢ : [a,b] — M eine stetige,
stiickweise C'-Kurve. Dann gilt
L[c]* <2(b—a)- Eld.

Gleichheit gilt genau dann, wenn c proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir das L?-Skalarprodukt ergibt sich:

b 2 b b
L[C]2 = </ ||é(t)||-1dt> §/ ||c(t)||2 dt~/ 12dt = 2E[c](b — a).

Gleichheit gilt genau dann, wenn |¢| und 1 (als Funktion) linear abhingig sind, d. h. wenn |¢|
konstant ist, d. h. wenn ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. O

KOROLLAR 5.1.7. Eine Kurve ¢ minimiert genau dann die Energie unter allen stetigen, stiickweisen C!-
Kurven, die p und q verbinden, wenn c die Linge minimiert und proportional zur Bogenlinge parametri-
siert ist.

Bemerkung. Energieminimierende Kurven sind nach Korollar 2.6.4 Geodatische.

KOROLLAR 5.1.8. Jede kiirzeste Kurve von p nach q ist bis auf Parametrisierungen eine Geoditische (ge-
nauer: jede Umparametrisiertung proportional zur Bogenlinge ist Geodiitische).

Vorsicht! Umgekehrt ist nicht jede Geodéatische Kiirzeste.
Beispiel. Die GroBkreise auf der S™.
Definition. Eine Geodétische v : [a,b] — M mit L[y] = d(y(a), (b)) heifst minimal.
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5.2 Vollstandigkeit

Generelle Voraussetzung. Sei M eine zusammenhéngende riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition. Seip € M. Dann heifit M geoditisch vollstindig in p, falls exp,, auf ganz T),M definiert
ist, das heif8t alle Geoditischen durch p sind auf ganz R definiert.

SATz 5.2.1 (Hopf-Rinow). Sei M eine zusammenhiingende riemannsche Mannigfaltigkeit, sei p € M.
Dann sind dquivalent:

(1) M ist geoditisch vollstindig in p.

(2) M ist geodiitisch vollstindig in allen ¢ € M.

(3) Die B(p,r) sind kompakt fiir alle r > 0.

(4) Die B(q,r) sind kompakt fiir alle r > 0 und alle ¢ € M.

(5) (M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum, das heif$t, alle d-Cauchy-Folgen konvergieren.
Jede dieser Bedingungen impliziert zusitzlich

(6) Jeder Punkt q lisst sich mit p durch eine minimale Geoditische verbinden.

// />\’
Bemerkung. Die Aussage (6) ist schwicher als (1) bis (5). / N
Beispiel. M = {z € R"| |z| < 1} mit der euklidischen Metrik erfiillt zwar (6), . J
aber nicht (1) bis (5). o et

Definition. Falls die Bedingungen (1) bis (5) aus Satz 27.1 gelten, nennt man M eine vollstiindige
riemannsche Mannigfaltigkeit.

KOROLLAR 5.2.2. Jede kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig.

Beweis von Korollar 5.2.2. Nach dem Satz von Hopf-Rinow geniigt es die Bedingung (3) nachzu-
weisen.

Es gilt also: B(p,r) C M ist eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes M und daher
selbst wieder kompakt. O

Beweis von Satz 5.2.1. Wir werden den Satz in fiinf Schritten beweisen. Die Struktur des Beweises
sieht dabei folgendermafien aus:

trivial (e)

6) 2> 2) 23 1) ()
—_———

(Z\ Y @

0] % (3)
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(@ Sei v : (o,f) — M eine Geodétische mit maximalem Definitionsbereich. Ohne Ein-
schrankung nehmen wir an, dass v nach der Bogenldnge parametrisiert ist.

Wir nehmen an, es gelte 3 < oo (der Fall & > —oo0 ist analog). Dann gilt fiir eine Folge von
t; € (o, B) mit t; == 3, dass

d(y(t:),v(t5)) < L] = 1t — 51

Folglich ist (y(t;))ien ist eine d-Cauchy-Folge.

Und da (M, d) vollstdndig ist, existiert ein ¢ € M mit y(¢t;) — q.
1. Zwischenbehauptung: Der Grenzwert ¢ hdngt nicht von der speziellen Wahl der Folge

(ti)iEN mit ti ii? ,8 ab.

Beweis. Ist (t;);en eine weitere solche Folge mit ¢’ = lim;_. ¥(t}), so ist auch (¢} );cn eine
solche Folge, wobei
g { i

i th,i=2j+1

Die Folge ((t}))ien ist eine d-Cauchy-Folge mit den Hiufungspunkten ¢ und ¢'. Es gilt also
q = ¢'. Das beweist die Zwischenbehauptung. O

Wir erhalten also eine stetige Fortsetzung ¥ : (o, 5] — M von 7 durch

5(t) = { v(qt): ii(ﬁaﬁ)

1. Zwischenbehauptung: Das Geschwindigkeitsfeld + besitzt ebenfalls eine stetige Fortsetzung
auf («, ).

Beweis. Sei dazu x : U — V eine Karte von M um ¢ mit z(¢g) = 0. Wahle r > 0 so, dass
B(0,7) C V. Da B(0, r) kompakt ist, existieren Konstanten C4, C2, Cy > 0 mit

o |k (y)| < C firalley € B(0,7).

o Jaf . < C2 szzl ol 525 (z7(y))| furallea= (a',...,a") € R"undy € B(0,r).

g

k
ark,
!

(y)’ < C, fiiralley € B(0,7).

Schreibe 7* := z* o fiir t € (8 — ¢, 3), wobei ¢ > 0 so klein ist, dass v(t) € 2~ 1(B(0,r)),
sowie a® := 4*. Dann liefert die Geoddten-Gleichung:

it = = =X THON ) A
= _sz'zll—‘?j(’yl,...,’yn)aiaj

n?-C1 - fal;

max

¢
&
=
IA

= lilar < 7°C1- ol < 0°Cr- G4l = 02CiC* =1 G

max —
——
=1

max

= lalt) = alt) e = |7 ()t

ti.
< I VO e 2| < st~ 1
max
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(b)

(c)

Die a(t;) bilden eine Cauchy-Folge in R", das heif$t, sie konvergieren gegen ein A € R".

Wie eben ist A unabhingig von der speziellen Wahl der Folge (¢;);en mit ¢; =% 3. Also
erhalten wir eine stetige Fortsetzung von a durch

a(t) := { a(2: ii(ﬁﬂiaﬂ)

Das Geschwindigkeitsfeld 7 setzt sich also stetig in ¢ = [ fort. Die Fortsetzung 4 von - ist
CclL. O

Die Differentiation der Geodaten-Gleichung liefert

" noork .
it = — Z <Z a;lj alala3+2Ffja’a3>

ij=1 \I=1

Daraus folgt:

3

lal masx

max < 1°Ct |af o +20%C1 a]
< n3C4C'23 + 2n2010302

= 05

lal

max max

Ebenso wie oben bildet (a(t;));en eine d-Cauchy-Folge in R”. Die Fortsetzung ¥ ist sogar
eine C2-Kurve.

Sei also ¥ : (8 — 0,8 + ) — M die Losung der Geoditen-Gleichung mit 4(8) = %(6)
und 5(8) = 7(B). Aus der Eindeutigkeit von Geodatischen folgt, dass 4 und 7 auf ihrem
gemeinsamen Definitionsbereich tibereinstimmen.

Wir erhalten also eine Fortsetzung von v als Geodéte auf («, 5+ 6). Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdt von 8 und zeigt somit (a).

Seien alle abgeschlossenen Bélle in A/ kompakt. Sei (p; );en eine Cauchy-Folge in M. Da alle
Cauchy-Folgen beschrinkt sind, existiert ein R > 0, so dass p; € B(p, R) fiir alle i € N.
Wegen der Kompaktheit von B(p, R) hat die Cauchy-Folge (p;);en einen Haufungspunkt
und konvergiert folglich.

Seien alle B(p, r) kompakt fiir alle 7 > 0.Sei ¢ € M und sei R > 0.

Setze r := R+ d(p, ¢). Dann gilt @
B(g,R) C B(p,r),

denn fiir # € B(q, R) gilt

d(z,p) < d(z,q) +d(q,p) < R+d(q,p) = .

Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge B(p, ) ist der Ball B(q, R) selbst kom-
pakt.
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(d) Sei (p;)ien eine Folge in B(p, r). Es ist zu zeigen, dass (p;)ien eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Nach (6) existieren minimale Geoditische v;, i € N, mit ;(0) = p
und ~;(¢;) = p; fiir geeignete t;, ¢ € N.

O. B. d. A. seien die 7; nach Bogenldnge parametrisiert. Dann ist
t; = Llvi] = d(p,pi) <1

Die 4;(0) sind Einheitsvektoren in 7), M. Da s*'(1) ¢ T,M kom-
pakt ist, gilt nach dem Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge

4:(0) =% X € S"7H(1) C T, M.

Esgilt t; € [0, r] kompakt. Nach nochmaligem Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert auch

t; — T €[0,7]. Setze q := exp, (T - X). Diese Definition ist wegen (1) moglich. Es gilt nun
lim p; = lim exp, (t; - %i(0)) = exp,( lim #;4;(0)) = exp,(TX) = ¢.
Dies beweist (d).

(e) Sei g € M. Wir wissen bereits, dass wir minimale Geodétische von p nach ¢ finden kénnen,
falls ¢ € B(p,injrad(p)).

Seien ¢y, stetige, stiickweise C L_Kurven von p nach
g mit Licg] = d(p,q) + ex mit g, \, 0. Sei also
g ¢ B(p,injrad(p)) (sonst sind wir schon fertig).
Wihle 0 < ry < injrad(p). Dann ist

S(p,ro) = expp(Snfl(To))

kompakt. Sei ¢, der erste Schnittpunkt von ¢; mit S(p, o). Nach dem Ubergang zu einer
geeigneten Teilfolge besitzt g;, eine Grenzwert ¢ € S(p, 7). Es gilt

d(p,q) < d(p, qr) + d(qr,q) < Llcx] < d(p,q) + €
"= d(p,q) < d(p,q) + d(q,q) < d(p,q)
= d(p,q) =d(p,q) +d(q,q)

Sei also v die eindeutige minimale Geodaétische, die p mit ¢ verbindet, o. B. d. A. nach Bo-
genlidnge parametrisiert. Mit (1) kann man ~y auf [0, d(p, ¢)] fortsetzen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass v : [0, d(p, ¢)] — M ist eine minimale Geodétische von p nach
q. Setze dazu

I:={t€[0,d(p,q)]|d(p,7(t)) =t und d(p,(t)) + d(7(t),q) = d(p,q)}.

Wir haben gesehen, dass [0, o] C I. Setze also ¢ := sup(I). Zu zeigen ist ¢, = d(p, ¢), denn
dann ist

d(v(to), q) = d(p,q) — d(v(to),p) = d(p,q) —to =0,
und daraus folgt dann y(¢9) = ¢ und ~ ist minimale Geoditsiche von p nach ¢.

Wir nehmen also an, dass ty < d(p, q). Setze ¢’ := v(to)

Wihle 0 < m < d(p,q) — to so, dass B(q',r1) eine C]/
normale Koordinatenumgebung ist. Wie oben existiert ~ ‘
w

e

dann ein ¢ € 9B(¢’,r1) mit

d(q',7)+d(7q) = d(d,q)
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Sei nun 7, eine minimale, nach Bogenldnge parametrisierte Geodatische mit 1 (o) = ¢’ und
Y(to+71)=¢.

= dip,q) < d(p,¢')+d(d,q)
= d(p,q')+d(q',q) —d(T,q)
= d(p,q) —d(d',q) +d(q',q) —d(T',q)
= d(p7Q)7 ((jlv(I)
< dp,q)
= dp,q) = dp,¢)+d(d,q)

= Die Kurve v/jo,4,] U 71l[to,t0+r,] ist Kiirzeste. Sie hat in ¢’ keinen Knick.

= Esgiltalsoto+r; € I. Das ist ein Widerspruch zur Definition von ¢y. Somit ist auch
(e) bewiesen. O

5.3 Die zweite Variation der Energie

Zur Erinnerung. Ist ¢, eine C?-Variation von ¢ : [a,b] — M mit Variations-
feld ¢, dann besagt die erste Variationformel (Satz 2.6.1) Folgendes:

L Blelsmo = — [1 (€, Ty dt+ (&) |5,

Ist ¢, stetig und nur stiickweise C 2, das heif3t, es existiert eine Un-
terteilung a = tg < t; < --- <ty = b, so dass (s,t) — cs(t) stetig
ist auf (—¢,¢) x [a,b] und C? auf (—¢,¢) x [t;—1,;], dann gilt

d%E[CsHs:o = % ;E[Cs [ti1,t:]]ls=0
N £
— 3 ( /ti1 <§,%é> dt + (&(t:), e(t;)) — <§(ti1),é(tj)>>
b N
= = [ {6 5) de (€060 = (gla)ita)) + 3 (el e0) - )

Frage. Falls c eine stetige und nur stiickweise C?-Kurve ist mit - E|c,]|,—o = 0 fiir alle stetigen,
stiickweisen C2-Variationen ¢, mit festen Endpunkten, muss dann ¢ eine Geoddtische (und somit
insbesondere C'*°) sein?

Antwort. Ja. Denn betrachtet man zunichst nur solche Variationen
mit £(¢;) = 0 fur alle ¢ € {0,..., N}, so folgt wie im Beweis von
Korollar 2.6.4, dass %é = Oaufjedem [t;_1,¢;] firi=1,...,N.

= Die Kurve c ist stiickweise eine Geodétische.
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Wiirde nun fiir ein i € {1,...,N — 1} gelten, dass é¢(t; ) # é(t]), so kann man ein n € T, )M

wiéhlen mit
(n,e(ty) —etf)) > 0.

Setze nun 1 vermoge der Parallelverschiebung lidngs c fort. Wéhle eine glatte Funktion ¢ : R — R
mit o(t;) = lund p = 0 auf R — (t;-1,ti4+1). Setze £(t) := p(t)n(t). Dann gilt £(a) = £(b) = 0 und

somit
0= (§(ta), é(t;7) = e(t))) = (msety) — é(t)) > 0.
Das ist ein Widerspruch. Wir fassen zusammen:

SATZ 5.3.1. Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, sei ¢ : [a,b] — M eine stetige, stiickweise
C?-Kurve. Dann gilt fiir jede stetige, stiickweise C2-Variation cs von ¢ mit Variationsfeld &, dass

)_0/ab<g, >dt+ (€.6)

wobei a =ty < t1 < --- < ty = beine Unterteilung ist, fiir die sowohl c als auch cs auf den Intervallen
[ti—hti]/ i=1,...N, C? ist.

N— 1
i=1

d
— EJcs
75 Zles]

Die Kurve c ist genau dann eine Geodiitische, wenn fiir alle solchen Variationen mit festen Endpunkten
gilt:
d

EE[CS]

=0.
s=0

Um die Minima der Energie zu untersuchen, miissen wir die zweite Ableitung der Energie be-
trachten.

SATZ 5.3.2 (Zweite Variation der Energie). Sei M eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei c :
[a,b] — M eine Geodiitische. Sei c, eine C3-Variation von ¢ mit Variationsfeld & und festen Endpunkten.

Dann gilt
b v v . .
o / (<af 55> — (R(& 06, g>) dt

Beweis. Im Beweis von Satz 2.6.1 haben wir bereits gezeigt, dass
d V Ocs Ocy
ool = / <8t 9s ot > at
JRALE
=0 a 0s ot 0s |,_,
[(g5o
o \0tOs Os
2z
o | Ot \Os 0s
X
Os

FE[Cs]

. V V dcg
(@ aal L))
. b o b v v>
ey dt+ | (R(E,6E ¢ dt + e Te dt
B c> /a< (606 ) /a<dte Ve

. V Ocs \Y
5_07c> - <£ ds 5—07£_tfcz> “
=0
b

= 0, da ¢, Variation mit festen Endpunkten ist.
a

O
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Definition. Sei M eine zusammenhé&dngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heift
diam(M) := sup{d(p, q) |p,q € M} € (0,c]

der Durchmesser von M.

Beispiel. Sei M = S™ mit g = gsq. Dann ist diam(S") = 7.

Bemerkung. Ist M vollstindig, so gilt

diam(M) < oo < M ist kompakt.

Denn: ,<": M ist kompakt = M x M ist kompakt = d : M x M — R ist beschrankt und nimmt
Maximum an.

,=": Istdiam(M) =: R < oo, so gilt fiir beliebiges p € M, dass M = B(p, R). Also ist M
kompakt nach dem Satz von Hopf-Rinow. O

SATZ 5.3.3 (Bonnet-Myers). Sei M eine vollstindige und zusammenhingende riemannsche Mannig-
faltigkeit der Dimension n. Es gebe ein k > 0, so dass ric > k(n — 1)g, d.h. fiir alle § € TM gilt:
ric(§,€) > k(n — 1)g(&, ). Dann ist M kompakt und es ist:

diam(M) < %
Beispiel. (1) Sei M = 8" mit g = a? - ggq. Dann gilt
. 1 . n-1
diam(M) = ar, K = 5 fie=—3

1
= diam(M) = T mitk = — und ric = x(n — 1)g.
«

NG

(2) Seinun M = RP" mit g = gsq. Da RP" lokal isometrisch zur S™ ist, gilt wie fiir die Sphére
ric = (n — 1)g. AuBlerdem gilt diam(RP") = %

Hier gilt also diam(M) < T wobei k = 1.

Beweis von Satz 5.3.3. Seienp,q € M mit p # q. Setze 6 := d(p, ¢). Da M vollstindig ist, folgt mit
dem Satz von Hopf-Rinow, dass eine minimale, nach Bogenldnge parametrisierte Geoditische
v : [0,6] — M existiert mit v(0) = pund v(d) = q.

Seie € T,M mite L 4(0) und |e| = 1. Sei e(t) das ldngs -y paral-
lelverschobene Vektorfeld. Setze

&(t) :==sin (%t) -e(t).

Sei v;(t) eine Variation von « mit festen Endpunkten und Varia-
tionsfeld ¢, also zum Beispiel

75 (1) = expegy (s - £(1))-
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Da 7 eine minimale Geoditische ist, folgt

d

d?
= _ 3 G — <
0 dSE[%H&,O und 0 < e Evys]|s=
5
= / ( R(&A)7, §>>
0
"l 7T 2 m\2 Ny
= /0 (H gt t)’ —sin (5) (R(e,'y)’y,e)) dt
= /6 cos z 1—8111(71-15)2}((6 ¥) | dt
= | &= 5 5 et
Ist ey, ..., e,_1 eine Orthonormalbasis von 4(0)*, so ergibt dies mit e = ¢; und Summation tiber
1
é 2 2 2
™ ™ ™
< T TN . (T C
0 < /0 ((n 1) 52 Cos (513) sin (513) ric(%, ) )dt
>(n—1)k-1
5 2 2 2
T T LT
< (n-— 1)/0 (6_2 cos (Et) — sin (Et) . n> dt
172 — k62
= (n-1)- h
= < 7% — k63
= < L
T Wk
™
i M) < —
= diam(M) < 7
Mit der Vollstandigkeit von M folgt dann auch die Kompaktheit. 0

Wir haben hier aus einer lokalen Voraussetzung eine globale Schlussfolgerung hergeleitet.

Allgemein gilt Folgendes

K>k = ricx2(n—1k-g = scal>n(n—1)k. (1)

Daher gilt der Satz von Bonnet-Myers insbesondere auch fiir Mannigfaltigkeiten mit X > x > 0.
Gentigt auch die Bedingung scal > n(n — 1)x?
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Dazu wollen wir ein Gegenbeispiel konstruieren. Seien M; und
M, riemannsche Mannigfaltigkeiten und trage M := M; x M,
die Produktmetrik

gm (&1 +E&,m +m2) = ga (S1,m) + 9, (§2,12)-
——

€Tp M1 @Tpy M2
=T(py.p2) M

RMI (615771) | 0 )
0 | RM (&)

.M ric* 0
= ric” = I
0 ric™?

llb[

= RME&G +&m+m) = (

11\/[1 1M2

= sca = scal™! + sca
Fur n > 3 ergibt sich mit M = S"~! ¥ R, dass
scal = (n—1)(n—2)+0=(n—1)(n—2),

aber gleichzeitig ist diam(M) = oo. Also gilt der Satz von Bonnet-Myers nicht unter der
schwécheren Bedingung scal > n(n — 1)k fiir n > 3.

Fiir n = 2 gilt jedoch scal = 2K und die drei Bedinungen in (1) sind dquivalent.

5.4 Verallgemeinerte Abstandsfunktionen

Definition. Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine glatte Funktion f : M — R heift
verallgemeinerte Abstandsfunktion, falls |grad f| = 1.

Dabei ist grad , f der Tangentialvektor in T;, M, gegeben durch

<gradp 1, g> = 0cf fir alle € € T, M.
Isteq,...,ey, eine Orthonormalbasis von 1}, M, so gilt
gradpf = Z ae»bf : ei7
i=1

denn fir alle & gilt (377, Oe, f - €i,€) = D27 O, [ (€is§) = Osn (eseye, f = Ocf.
Definition. Ist f : M — R glatt, so heifst

Hess,f : T,M x T,M — R, Hess,f(§,n) = (Vegradf,n),
die Hessesche von f im Punkt p.

LEMMA 5.4.1. Die Bilinearform Hess,, f ist symmetrisch.
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Beweis. Setze £,n € T, M zu glatten Vektorfeldern in einer Umgebung von p fort. Dann gilt

Hessf(¢,n) = (Vegradf,n)
= 0 (gradf,n) — (gradf, Ven)
= 0:0nf —Ovenf

= Hessf(¢,n) —Hessf(n,§) = 0¢0yf — Ovenf — 0n0cf + Ov,ef
= aﬁanf*anaéf*a[ﬁm]f =0 U

LEMMA 5.4.2. Sei f : M — R eine verallgemeinerte Abstandsfunktion. Dann sind die Integralkurven
von grad f nach Bogenliinge parametrisierte Geodiitische.

Beweis. Furalle{ € T,M gilt 0 = 0 (gradf,gradf)
2 (Vegradf, gradf)
= 2Hessf(&, gradf)
"="" 2Hessf(gradf,¢)
= 2 <vgradfgradfa €>
Daraus folgt also Vgqrgradf = 0. Fiir eine Integralkurve c heifst das V¢ = 0, also ist ¢ Geodti-
sche. Dass ¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist, ist wegen |¢| = |gradf| = 1 klar. m|

LEMMA 5.4.3. Sei M eine vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, sei KK C M kompakt. Dann ist die
Funktion

fl@) = d(K.2) = inf d(p,)

dort auf M — K, wo sie glatt ist, eine verallgemeinerte Abstandsfunktion.

Beweis. Da K kompakt ist, nimmt fiir jedes € M die Funktion  — R, p — d(p, z), ihr Minimum
an. Wir konnen also schreiben

flz) = gg,g d(p,x).

Sei nun x € M — K, wobei aulerdem f differenzierbar sei in z.
Sei p € K mit f(z) = d(p, x).

Da M vollstandig ist, existiert eine minimale, o. E. nach Bo-
genldnge parametrisierte Geodatische v : [0, f(z)] — M mit
7(0) = pund y(f(z)) = =.

Zwischenbehauptung: Flr alle t € [0, f(z)] ist f(v(¢)) = t.

Beweis. Es gilt f(v(t)) = d(K,~v(t)) < d(p,7) < L[v|jo.4] = t.
Wiirde fiir ein ¢ € (0, f(z)) gelten, dass f(y(t)) < t, so wére
fl@) = dKz) < dK~(t)+d(t), z)
<

t+ Ly, £ ()]
t+flx)—t = f(z)

Das ist ein Widerspruch, also gilt f(y(t)) = t. Somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. O
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Daraus folgt dann unmittelbar, dass

d d
O () f = Ef(v(t))\t:f(x) = Etlt:f(x) =1.

Also gilt auf jeden Fall ||grad, f| > 1.

Seinun ¢ € T, M mit |¢| = 1.Seic: (—¢,e) — M eine nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve
mit ¢(0) = €. Es gilt

fle(s)) = d(K,c(s))
< d(K,z) 4 d(z,c(s))
< f(x) + Lle|j.q]
= f(z)+s
L1 s f(c(s))s— f(z) s—0 diif(c(s))\szo

= 0f = (gradf.§)

Daraus folgt also |gradf| < 1 und insgesamt ergibt sich dann |gradf| = 1 dort, wo f differen-
zierbar ist. Also ist f dort eine verallgemeinerte Abstandsfunktion. O

Die Niveaumengen N, := {z € M| f(z) = s}, s € R ei-
ner verallgemeinerten Abstansfunktion f sind glatte Hyper-
flaichen, da wegen gradf # 0 jeder Wert s € R regulér ist.
Ferner ist v, := grad,_ f ein Einheitsnormalenvektor auf N,
im Punkt z. Die Weingarten-Abbildung lautet dann

Sw : TJENS — TJCNS, SI(E) = —Vgl/ = —Vggradf. Tst

Die Eigenwerte k1, ...,K5n,—1 von S, heiflen die Hauptkriimmungen von N, in M im Punkt z.
Man erhilt fiir die zweite Fundamentalform

II, : T,N, x T,N, — N(Ny), IL(&n) (S2(8), 1) v
<_V€l/a 77> Vg
= —(Vegradf,n) v,
= —Hess, f(£,7) - vs

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix liefern uns also die Hauptkrimmungen.

SATZ 5.4.4 (Riccati-Gleichung). Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit, sei f : M — R eine verall-
gemeinerte Abstandsfunktion, seien Ny = f~1(s), sei S die zugehorige Weingarten-Abbildung beziiglich
v = grad f. Dann gilt

VI/S = Rl/ + 525

wobei R, : TNy — T N gegeben ist durch R, (§) = R(&, v)v.

Beweis. Wir setzen { € T, N, in eine Umgebung von « zu einem glatten Schnitt £ in TN, C TM
fort, dann gilt:

(Vu5)(€) = Vu(5()-S(Vu§) = —ViVer+Vy,ev

—(Vszufl;JrR(% v+ le/) + Vv,ev

=0
(Lemma 5.4.2) =VuE=Ver

= REvv+Vvar = R(§)-Vser = R(§)+S5(5) O
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