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1. Kapitel

Kurven und Flichen im Euklidischen Raum

1.1 Kurven

Definition 1.01 (Kurve, Schmiegraum, Tangente) Sei I C R ein Intervall. Eine Ab-
bildung ¢ : I — R" heifSt C"-Kurve, wenn ¢ € C" ist. Der affine Unterraum c(¢) +
[¢(1),é(t),..., ¢W(1)] ist der k-Schmiegraum der Kurve ¢ an der Stelle 7. Der 1-
Schmiegraum heif$t Tangente. >

Bemerkung: Der k-Schmiegraum ist nur dann definiert, wenn die ersten k Ab-
leitungen existieren. Wir werden spiter noch oft Begriffe definieren, eine gewisse
offensichtliche Differenzierbarkeit voraussetzen und dies nicht explizit erwihnen. ¢

Definition 1.02 (Parameterwechsel) Ist ¢ : I — R" eine Kurve und v :1' — [ ein
Diffeomorphismus, dann sagt man, daf§ ¢’ = ¢ oy aus ¢ durch Parameterwechsel ent-
steht. >

Definition 1.03 (Transformationsgruppe) Eine Gruppe G wirkt auf einer Menge M
als Transformationsgruppe, wenn es einen Homomorphismus™ von G in die Gruppe
der Bijektionen von M gibt. >

Wir verwenden die folgende Schreibweise: fiir g € G,xe M ist g: M — M und g(x) €
M. Fiir g1,82 € G muf g1g2 = g1 0 g» gelten.

Beispiel: Die Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen der Form
x—A-x+bmitbheR"und A € O, wirkt auf dem affinen Raum R” bzw. auf dem
linearen Raum R” bzw. auf der reellen Zahlengeraden R in der Form

g(x)=A-x+b, bzw. Z(x)=A-x, bzw. 3(x)=det(A) x.
G wirkt auf jeder Menge in trivialer Weise durch g(x) = x. o

Definition 1.04 (geometrische Eigenschaft, Invariante) Wir nehmen an, daf ein Ob-
jekt B(c,t) € M einer Kurve ¢ : I — R" und einem Wert ¢ € I zugeordnet wird. Die
Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen operiere auf M als Trans-
formationsgruppe. ® ist eine geometrische Eigenschaft bzw. Invariante der Kurve,
wenn folgendes gilt:

1. Ist ¢’ = co~y ein Parameterwechsel, sodafd B(c’, u) definiert ist, so ist B(c,y(u)) =

B(c’,u), d.h. B ist invariant gegeniiber einem Parameterwechsel.
2. Ist g€ G,s0ist B(goc,t) =g(B(c,1)). >
Bemerkung: Der Nebensatz “sodafl B(c’,u) definiert ist” bezieht sich z.B. auf die
geniigend hohe Differenzierbarkeit von . Fiir andere Transformationsgruppen oder
fiir mehrere Parameterwerte ist der Begriff der ‘geometrischen Eigenschaft’ entspre-
chend zu modifizieren. o
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Beispiel: Wir betrachten die euklidische Kongruenztransformation g : x +— A-x+
b. Sei D eine einer Kurve ¢ zugeordnete geometrische Eigenschaft. Fiir bestimmte
Typen von ¥ versteht sich die Wirkung von G von selbst:

Ist B ein Punkt p des euklidischen Raumes, so ist B(goc) =A-p+b. Ist B ein
Vektor v des linearen Raumes R”, so ist B(goc) = A-v. Ist B ein Skalar A € R, so ist
B(goc)=det(A)- A, oder B(goc) = A o

Satz 1.05 Der Schmiegraum einer Kurve zu einem Parameterwert t ist eine geometrische
Eigenschaft.

Beweis: Sei ¢’ = cory. Aus der Kettenregel ¢/ = c¢ov-4, & = ... folgt, daf jeder der
Vektoren ¢/(1),é (1), ... ,c'®(t), eine Linearkombination von ¢((1)), é(v(z)), ...,
¢ (~(1)) ist. Bezeichnen wir den Schmiegraum von ¢ an der Stelle # mit S(c,?), so
folgt daraus S(c’,t) C S(c,v(t)). Wegen ¢ = ¢’ oy~ ! gilt auch die umgekehrte Inklu-
sion. Damit ist S(c,#) invariant gegeniiber Parametertransformationen.

Die Invarianz gegeniiber Kongruenzabbildungen folgt aus der Vertauschbarkeit
von linearen Abbildungen und Differentiation. O

Definition 1.06 (Bogenlinge, Bogenlingenparameter) Die Bogenlinge der Kurve c :
I — R" im Intervall [a,b] ist definiert durch

=| [ ewyna

Die Kurve c ist nach der Bogenlinge bzw. proportional zur Bogenlinge parametri-
siert, wenn ||¢|| = 1 bzw. ||¢|| = const. in I ist. >

Eine Kurve, die proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist, kann man sich als
mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen vorstellen.

Satz 1.07 Die Bogenlinge L2 (c) einer Kurve c ist eine geometrische Eigenschaft.

Beweis: Sei ¢’ = co~y. Wir beniitzen sgn() = const.

=| [ 1e1de] = | [ 1reecnie| =| [ leeniae
_ ’/;tﬁ Jellde| = L20)(e)

Um fiir g(x) = A-x+ b die Gleichheit L(goc) = L(c) zu zeigen, verwenden wir
[(goc) | =1lIA-¢ll = le]. O

Satz 1.08 Fiir alle Kurven gibt es eine Parametertransformation vy, sodafs ¢ oy nach der
Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis: Wir verwenden als Parametertransformation vy mit v~ !(t) =5(t) =

th=to |¢(7)|| d7. Dann ist ¥(¢) = ||¢(¢) ||, d.h. 7 ist Diffeomorphismus und 4 = %5_1

PN ) _ . d . .

= (yoy) ! =|l¢ov||"". Zu zeigen ist nun I (ol =li(eor) -4l =1. O
Satz 1.09 Unter allen stiickweise differenzierbaren Kurven, die zwei Punkte p,q € R"
verbinden, sind genau die monoton parametrisierten Geraden die kiirzesten.

Beweis: Die Bogenlinge ist eine geometrische Eigenschaft, d.h. 0.b.d.A. ist p =0 und
=(d,0,...,0). Sei c( )= p, ¢(1) =g.Dannist L}(c) = [((¢")2 4+ (")) ?dt >
f|c |dt> |fcl| =lc'(1)—c'(0 )\ = d mit Gleichheit genau fiir ¢! >0und ¢* = --- =
=0, d.h. ¢! monoton, und c = ¢" = const =0. O
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Satz 1.10 Die Bogenlinge einer Kurve ist gleich dem Supremum der Lingen der ein-
geschriebenen Streckenziige Lb(c) = supY. ||c(tir1) — c(t;)||, wobei das Supremum iiber
alle Unterteilungen a =ty < t; < --- < t, = b genommen wird (d.h. L.(c) ist die totale
Variation von ¢ im Intervall [a,b), vgl. Def- A.23).

Beweis: Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung mit L2 (c). Wegen Satz 1.09
ist Lt > I, Um sogar ‘=" zu zeigen, beachten wir L!, + L/ = Lt fiir a <t < b:

le(t+h)—c@r)| < L < Lt

IA

c(t+h)—c(r) thfzz 1 prth
A s e < / le(e)]|de

. . d~ ~ . .
Der Grenziibergang hn(l) zeigt ||¢(1) ]| < d—tL; < |le()|l, d-h. L, ist differenzierbar und
—

seine Ableitung stimmt tiberein mit der von L},. O

Definition 1.11 (Regularitit, Hauptrypkurve, Wendepunkt) Eine Kurve ¢ ist regulir,
wenn ¢ # 0 und eine Haupttypkurve, wenn ¢,é,...,c”"~1 linear unabhingig sind. ¢
hat einen Wendepunkt bei t = 9, wenn ¢(fo), é(#o) linear abhingig sind, und ¢(#) # 0
ist. >

Definition 1.12 (Begleitbasis) Ist ¢ eine Haupttypkurve, so entsteht durch das Gram-
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren aus den Vektoren ¢, ..., c"~1) eine Or-
thonormalbasis (¢y,..., ¢,—1) des (n — 1)-Schmiegraums. Dann ist der Vektor ¢, ein-
deutig bestimmt durch (¢;,¢,) =0 fiir 1 <i<n—1 und det(c;...c,) = 1. Die Vek-
toren ¢ (t),...,c,(t) heiflen dann die Begleitbasis der Kurve ¢ zum Parameterwert

t. >

Unser Ziel ist es, aus den Ableitungen der Vektoren der Begleitbasis geometrische
Groflen, die die Kurve bestimmen, herzuleiten. Zuerst sehen wir, daf$

cj€léy...,cV] = ¢ele..., VIV Cler,...cjl, dh

n
C’j: Zwijci mitw,-j :Ofiiri>j+1.
i=1

=

Lemma 1.13 Die Matrix (wji) ist schiefsymmetrisch und besitzt nur Nebendiagonalein-
trage. Esist w1 j > 0 fir j <n—2.

0 wp O )
w0 wy 0
(wie) =
0 0 0 —wp—1n O
Beweis:  Die Begleitbasis ist eine ONB, also ist (¢j,cx) = (YLwijci,cx) = wyj. Durch
Ableiten von (cy,c;j) = const. folgt (¢k,c;) + (ck,¢;j) =0, d.h. die schiefe Symmetrie
der Matrix (wjj). Wegen w; j =0 bei j > i+ 1 folgt nun die Gestalt der Matrix. Wir
zeigen wj j41 > 0 fiir j<n—1:

Die Matrix der Koordinatentransformation zwischen den Basen (¢, ...,c)) und
(c1,...,¢j) (j < n) ist eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Eintrigen in der
Hauptdiagonale (nach Gram-Schmidt), ihre Inverse daher ebenfalls.

Es folgt ¢; = pjc) 4 -+ 4 pyé mit p; > 0. Durch Differenzieren erhilt man
¢j = picU™) 4 r mit r € [¢,...,c]. Wegen der Gestalt der Trafo-Matrix ist nun
Cj=Wjt1,jCjr1 T Fwijc1 mitwj+17j>0. O



4 1.1. Kurven

Definition 1.14 (Kriimmung, Ableitungsgleichungen) Die Groflen x; = wiy1, -|¢]| ™!
heiflen die Kriimmungen der Kurve c. Die Form

||C"H71'C"1 = K1 €3

¢ 7hér =—r1 1 4r2 3

||éH_1 Cp1 = —Kp—2Cp—2+Kn-1Cn

¢l én = —Fn-1¢a1
der Ableitungsgleichungen ist benannt nach J. F. Frenet und J. A. Serret. >
Lemma 1.15 ki,...,kn—2, |kn—1]| sind geometrische Eigenschaften. Das Vorzeichen von

Kn—1 dndert sich bei orientierungsumbkehrenden euklidischen Kongruenztransformatio-
nen, und bei n = 1,2 mod 4 auch bei Parametertransformation, bei denen die Durchlanf-
richtung geindert wird.

Beweis:  Sei ¢(t) = A -c(t) +a mit A € O,. Gram-Schmidt ist euklidisch invariant,
also ist ¢; = Ac; furi=1,...,n— 1. Wegen det(cy,...,cy) > 0 ist &, = det(A)Ac,. Es
folgt, dall k; = k; fliri=1,...,n—2, k, = detA - K.

Nun sei é(r) = ¢(y(¢)). Die Schmiegriume S;(¢) sind invariant bei Parameter-
transformationen und bestimmmen wegen S; = [c1,...,¢;] die Vektoren ¢; bis auf
ithr Vorzeichen eindeutig. Daraus folgt ¢;(r) = £¢;(y(r)) und durch Koeffizientenver-
gleich in den Frenetschen Ableitungsgleichungen fiir ¢ an der Stelle (¢) und fiir ¢ an
der Stelle ¢ dann &; = £k; 0y. Der Beweis der genaueren, letzten, Aussage wird hier
ibergangen. O

Satz 1.16 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie) Sind ki,...,k,—1 : I — R reelle
Funktionen mit ki,...,kn—2 >0, kj € C" i peRY 1y €1 und C1.0,---,Cn €ine
ONB des R" mit det(c1 0, . ..,cn0) = 1, dann existiert genan eine Kurve ¢ :— R" mit:

e ¢ ist nach der Bogenlinge parametrisiert.

e c(ty) = p, und die Begleithasis von ¢ bei t = ty stimmt mit der gegebenen Basis
iiberein.

® Kl,...,kn_1 sind die Kritmmungen von c.
Andert man die Angabe so, daf$ die k; unverindert bleiben, erhélt man eine euklidisch
kongruente Kurve.

Beweis: Setzen wir in den Frenetschen Ableitungsgleichungen ||¢|| = 1, so ergibt dies
das lineare Differentialgleichungssystem ¢; = Y. w;jc; = 3! Losung ci(¢), ..., cu(t)
mit ¢;(fy) = cipo. Wir wollen zeigen, dafl diese Losung die Begleitbasis der gesuchte
Kurve c ist.

- Vt(cj,ck) = 0 jx: Dies gilt bei r = fo, und sowohl die konstanten Funktionen 4 jx
als auch die Funktionen (cj,cx) erfiillen die Differentialgleichung fJ’.k =Y i(wijfic +
wir fij) (das sicht man durch Einsetzen in die Frenet-Gleichungen bzw. aus der schie-
fen Symmetrie der Matrix (w;;). Deshalb gilt dies fiir alle 7.
N = Sei ¢(t) = ¢ —|—jtf) c1(7)d7. Dann ist ¢ normiert (wegen (¢,¢) = (c1,¢1) =011 =

- Die Frenetschen Ableitungsgleichungen von ¢ sind das gegebene Differential-
gleichungssystem: Das ist klar nach Konstruktion.

- Die so beschriebene Losung ist eindeutig, weil die Konstruktion zwangsliufig
ist und wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir Losungen von Differentialgleichungen.

- Fiir je zwei Angaben gibt es eine euklidische Kongruenztransformation 3, die
die eine in die andere tiberfiihrt. Sind ¢, ¢ die Losungen zu den zwei Angaben, so sind
sowohl 3(c(r)) als auch ¢(¢) Losungen fiir die 2. Angabe. Daher ist ¢(¢) = 3(c(¢)). O

Bemerkung: Die Kriimmungen einer Kurve (als Funktionen der Bogenlinge) bil-
den ein vollstindiges Invariantensystem fiir Kurven im Euklidischen Raum. o
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Beispiel: (Formeln fiir Kriimmungen) Ist ¢ : I — R" eine Kurve, so ist

¢=léller, €= el er+ [lelPrica

— Area(¢,é) = Area(]|¢|c1, ||¢])e1 + ||c'||2/1|cz) = Hc’\|3m.

Dabei bedeutet ‘Area(v,w)’ die Fliche des Parallelogramms, das von v und w aufge-
spannt wird, und bei n = 2 sogar genauer die Determinante det(v,w). Wir haben die
Beziehung Area(v,w + Av) = Area(v,w) verwendet. Explizite Formeln fiir x; sind

daher .

det(¢,é) 3 [le x é]] B Area(¢,é)
—_— PR = —— TRl = ——a—2 (n>1).
el lef® lle?

R?: K1 =
Fiir n > 2 liefern die Frenetschen Ableitungsgleichungen weiter

¢ = (%)c1 + (%)ea + [P K1 (—Kicr + Kac3).

Wir verwenden die Bezeichnung ‘Vol(u, v,w)’ fiir das (orientierte) Volumen des von
den drei Vektoren u,v,w aufgespannten Parallelepipeds. Dann ist

R Area(¢,¢)\2
Vol(e.é.#) = Vol(lelen, efien elPrinaen)) = el (S5 ) o
Vol(¢, ¢, ¢) 3 det(¢,c,¢)

"2 Area(c,d)2’ T T Texe?

Mit der Bezeichnung G, fiir das (orientierte) Volumen des von den Vektoren ¢, ...,
") aufgespannten Parallelepipeds ist ||¢||x; = Gj-1Gjy1 /G fiir 2 < j < n (Beweis
durch Induktion). o
1.2 Teilmannigfaltigkeiten — n-Flichen im R™

Fiir eine C"-Abbildung f : U C R™ — R" verwenden wir die Bezeichnungen

P it
m =furtwk = Frimg
Ist ¢ : I — R™ eine Kurve mit ¢(0) = pund ¢ =v = (¢!,...,¢™), dann gilt
i 1 m
s ({(c (1),...,c"(1))
af of of af

= 5, (P (0) ot S (p) ¢(0) = S a(p) v -k 5 T(p) V! = dfp(v)

Es hingt also der Ableitungsvektor von foc¢ nur vom Ableitungsvektor von ¢ ab.
Daraus folgt direkt

Satz 1.17 (Kettenregel) d(f o g) = dfodg, genauer: d(f 0g)p(v) = dfy,,(dg,(v)

Beweis: Sei c eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Dann ist d(f 0 g),(v) = %( fo
g)oc(0) = S7o(g0)(0) = dfy(y) (5 (8°¢)(0)) = dfy ) (dg, v) 0
Definition 1.18 (Rang) Der Rang von f bei p ist definiert als der Rang von dfbei p:
rg(dfy) = dim(df, (R")). >

Definition 1.19 (Zeilmannigfaltigkeit) M C R" heift Teilmannigfaltigkeit (kurz
TMF, synonym: Fliche) der Dimension m < n, wenn sie sich in einer Umgebung je-
des ihrer Punkt in einen m-dimensionalen Unterraum diffeomorph verformen lafit.[>
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Bemerkung: Als diesen Unterraum konnen wir 0.B.d.A den von den ersten m
Koordinatenachsen aufgespannten wihlen. Das heifSt: Fiir jedes p € M gibt es eine
offene Umgebung U, C R”" und ein Diffeomorphismus ¢, : U, — R", sodaf$ ¢, (M N
Uy) = (R" x0)Np(Uy,). Die ¢, heiflen Teilmannigfaltigkeits-Karten von M. ¢

Beispiel:

e Der R” ist eine n-dimensionale Teilmannifgaltigkeit des R”, weil wir die identische
Funktion als Karte verwenden konnen.

e Jede offene Teilmenge U einer n-dim. TMF ist wieder eine n-dim. TMF — wir
missen nur die Kartenabbildungen auf U einschrinken.

e Ein m-dimensionaler affiner Unterraum M des R" ist eine m-dim. TMF — wir kon-
nen cuklidische Kongruenztransformationen als Kartenabbildungen verwenden. ¢

Lemma 1.20 Die Eigenschaft, eine Teilmannigfaltigkeit zu sein, bleibt bei Diffeomor-
phismen erhalten.

Beweis: Die Definition ist diffeomorph invariant formuliert. O

Als sehr niitzliches Werkzeug zum Arbeiten mit TMF stellt sich der folgende Rang-
satz heraus:

Satz 1.21 (Rangsatz) Hat eine Abbildung lokal konstanten Rang, so lifst sie sich lokal
diffeomorph in eine Projektion deformieren.

Genauer: Ist f: U CR" — R™ € C° und hat f in einer Umgebung von p € R"
konstanten Rang r, so gibt es Umgebungen V von p und W wvon f(p), sowie Diffeo-
morphismen ¢ : V — R und 1 : W — R™, sodafs f = o fop~! die folgende Gestalt
besitzt:

yeU fy)ev

A

() € p(U) —L= (6. x,0,...,0) € (V)

Beweis:  O.B.d.A. sei p =0, f(p) bei 0 hat die Form
0. Wegen rg(df) = r hat eine r x
Teilmatrix der Matrix ( f;() den Rang
O.B.d.A. sei dies die Teilmatrix A
(ﬁc);k:l Wir definieren h(x!,...,x")

(fr(x),.., f1(x),x™1 ... x"). Die Matrix

> sl

d/eO:[Er B B

0 C

Wegen rg(dk) = rg(dfodh ') = r folgt
rg(C) = 0, also C = 0. Das heifdt k7 /dx’ = 0,

von dh bei 0 st gegeben durch also k/(x!,... ¥") =ki(x,...,¥",0,...,0) fiir
A % i>r. '
dh():[ 0 E ] Sel Qp(ylV'"ym) = <yl7"'7yr7yr+l -

Wir sehen, dafl rg(dhy) = n. Also ist h K Y0, 0) e, Y =k
lokal diffeomorph. Die lokal definierte y",0,..., O>. Nach Konstruktion ist dig =
Abbildung k = foh™! hat die Gestalt

E, * . .
| ) " h | [ 0 E—0 ] = ¢ ist lokal diffeomorph.
(£ f1 ()X () Schliefilich setzen wir ¢ = h und berech-
kl / nen o f o (x) = Y ok(x) = H{K! (¥),...,
f (x)) = (. xR, R (x) =
(fr(x),.., () (X T ) — RPN X0,
Dh. e st k(xl,...x) = (..., ,0), ., KM (x) — KM(x!,..., 2,0,...,0) =

yen ]
XK (x),..., kK™(x)). Die Matrix von dk (- ox,0,...,0). u
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Bemerkung: Wir konnen durch Verkleinern von V und W stets erreichen, daf§ ¢
und 1) surjektiv sind (z.B. dadurch, daf} wir eine kleinere Umgebung von p wihlen,
die diffeomorph zum R” sind, wie etwa offene Vollkugeln. o

Satz 1.22 Hat f : U CR" — R" konstanten Rang r, dann ist f(U) lokal eine r-dimen-
sionale Teilmannigfaltigkeit des R", d.hb. fiir alle p € U existiert eine Umgebung V,, C U,,,
sodafs f (V) eine Teilmannigfaltigkeit ist.

Beweis: Nach dem Rangsatz lifit sich f in eine Projektion deformieren, dabei wird
f(V) zu einem Unterraum. m|

Damit ist insbesondere eine regulire Kurve lokal eine Teilmannigfaltigkeit. Die Ur-
bilder von Punkten unter differenzierbaren Abbildungen konnen Teilmannigfaltig-
keiten sein:

Satz 1.23 Ist f : U C R" — R™ von konstantem Rang r, so ist f~1(a) eine (n—r)-dim.
Teilmannigfaltigkeit des R fiir alle a € R™.

Beweis: In jedem Punkt von f~!(a) lif}t sich f nach dem Rangsatz lokal in eine Pro-
jektion deformieren, dabei geht f~!(a) in einen (n — r)-dimensionalen Unterraum
tiber. ]

Beispiel: (Sphdre) Die 2-Sphire hat die Form §? = {x € R? | ||x|| = 1}. Die Abbildung
f:R3\0— R, x+ ||x|| ist vom Rang 1. Damit ist $* = f~!(1) eine 2-dim. TMF des
R3. Analog ist S"~! = {x € R" | ||x|| = 1} eine (n— 1)-dim. TMF des R". o

Satz 1.24 Ist f: U CR" — R™, und a € R™, df, surjektiv fiir alle x € f~'(a), dann ist
£~ Ya) eine (n—m)-dim. TME.

Beweis: Die Menge U’ der x mit rg(df,) = m ist offen, weil rg(df,) = m durch das
Nichtverschwinden einer m x m-Unterdeterminante von df, charakterisiert ist. Nun
konnen wir f|U’ anstelle von f betrachten und Satz 1.23 anwenden. O

1.3 Der Tangentialvektorraum

Um auf Teilmannigfaltigkeiten iiber Ableitungen sprechen zu kdnnen, benotigt man
den Begriff des Tangentialvektors an eine TMF, der differenzierbaren Abbildung,
und des Differentials. Wir definieren Tangentialvektoren an TMF als Ableitungsvek-
toren von Kurven in der TMF:

Definition 1.25 (Tangentialvektor, Tangentialvektorranm) Ein Tangentialvektor an
eine Teilmannigfaltigkeit M ist ein Ableitungsvektor (im R™) einer Kurve ¢ : 1 — M.
Ist ¢(to) = p and ¢(to) = v, dann ist (p,v) ein Tangentialvektor an M im Punkt p.
Die Menge der Tangentialvektoren im Punkt p heifit Tangentialvektorraum 7,M
in p. Die Vereinigung aller 7,M heifdt das Tangentialbiindel TM von M. Sind durch
¢ lokale Koordinaten in M festgelegt, so auch durch dy in TM. >

Lemma 1.26 Ist o eine Karte, die eine n-Teilmannigfaltigkeit M C R™ lokal in einen
Unterraum deformiert, so werden mit Hilfe von dy Tangentialvekroren M in Tangen-
tialvektoren an diesen Unterranm abgebildet, und umgekehrt. T,M ist ein n-dim. Unter-
raum von T,R™ = R™,

Genauer: Ist o : W — R" eine Karte mit o(W NM) = (W) N (R" x 0) C R™, dann

ist oM = dp_ () (To() (R % 0) = dp™ ' ({(x,....x",0,..., 0)}).

Beweis:  ¢(I) C M ist gleichbedeutend mit ¢ o ¢(I) C R™ x 0. Tangentialvektoren
werden mittels dy abgebildet. O

Folgerung: FEine m-dim. TMF des R" kann kann keine /m-dim. TMF des R” mit
m # m sein, d.h. die Dimension einer TMF ist ein wohldefinierter Begriff.
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Lemma 1.27 Bei einer differenzierbaren Abbildung f, deren Bilder und Urbilder TMF
sind, gehen die entsprechenden Tangentialvektorriume durch df ineinander iiber:

(@) Ist f: U CR" — R"™ und f(U) = M eine r-dim. TMF (d.h. rg(df) = r), dann ist
Ty(p)M = dfp(IR").

B)Ist f:U CR" — R" und M = f~'(a) eine r-dim. TMF (d.h. rg(df) =n—r), so
ist T,(M) = ker(df,).

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen des Rangsatzes. (a) ¢ ist Karte fiir f(V)
und ¥ (f(V)) =R™ x 0 (lokal).

(b) ¢ ist Karte fiir f~!(a) und o(f~!)(a ) {(0, 0 K} (lokal) Es
folgt, daﬁ d<p(Tf’ (a )) ={(0,...,0,x" "1 .. )} ~10) = d@odf odp1,
dh. T (a)=df (0 0

Folgerung Hat f: R" — R den Rang 1 fiir alle x mit f(x) = a, so ist f~!(a)
eine (n— 1)-dim. TMF, deren Tangentialvektorraum die Gleichung grad,,(f) -x=0
besitzt.

o of
=517 +- +a—v—gradfv O
Das folgende Beispiel zeigt, daf} einige bekannte Mengen von Matrizen Teilmannig-
faltigkeiten sind:

Beweis: df(v)

Beispiel: (Matrizengruppen) Die Gruppen O,,SO,,GL, C R"" sind wie folgt defi-
niert:

* GL, ={A e R"™" | det(A) #0};

e O,={AcR""|A-AT = E}, wobei E die (n x n)-Einheitsmatrix ist.

® SO, ={A€0O,|det(A) =1} ={A € O, | det(A) > 0}.

GL, ist eine offene Teilmenge von R"*" und somit eine n*-dim. TMF. Sei f: GL,, —
R"™" A+ AAT. Dann ist

df,(v) = %tzof(A—HV):%t:O

=VTA+ATY = (ATV)T 4 (ATV).

(AAT +tVTA ATV +12VTY)

Offenbar ist df, eine surjektive lineare Abbildung von R"*" in den n(n+1)/2-dim.
Unterraum der symmetrischen Matrizen. Damit ist

rg(df,) = zn(n+1) = dimO, =n®>—rg(df,) = ~n(n—1),

und O, ist eine Tellmannigfaltigkeit. SO,, ist eine offene Tellmenge von O, (be-
stimmt durch die Ungleichung det(A) > 0), also ist sie eine dim(O,)-dim. TMF von
O, und somit eine TMF von R"*". Die Tangentialvektorraume 74O, und 74SO,
haben die Gleichung df, (V) = 0, also VTA + ATV = 0. Insbesondere ist TzO, =
7SO, = {V | VT +V =0}. &

1.4 Differenzierbare Abbildungen von Teilmannigfal-
tigkeiten

Um Abbildungen zwischen TMF betrachten zu konnen, definieren wir die Koordi-
natendarstellung von Abbildungen f : M1 — M;. Wir werden im folgenden oft der
‘Differenzierbarkeit’ von Abbildungen sprechen. Wir meinen damit aber auch steti-
ge Differenzierbarkeit oder C* — die Resultate und Beweis sind vollkommen analog.
In diesem Sinne ist der Text dieses Abschnittes unvollstandig.
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Definition 1.28 (lokale Parametrisierung, Karte) Ist M C R™ eine n-dimensionale
TMF und g: V CR" — M regulir und injektiv — z.B. fiir eine Karte o : U C M — R™
sei g = ! ’R,,XO. Dann heift g lokale Parametrisierung von M. Die Umkehrung
einer lokalen Parametrisierung heifdt Karte. >

Definition 1.29 (Koordinatendarstellung) Seien g; : U; C R™ — M; (i = 1,2) lokale
Parametrisierungen der TMF M und M.

Dann heifit f: Uy — Us, f = g, ' o fogi die Koordinatendarstellung von f bzgl.
81,82- >

Definition 1.30 (differenzierbar, Differential) Seien M, M, wie oben. Eine Abbil-
dung f: M — M, heifit differenzierbar, wenn alle Koordinatendarstellungen diffe-
renzierbar sind. Das Differential df, von f bei p ist definiert durch

dh(v) = 4 (e, wobei ¢: 1 =M, ¢(0) = p (0) = 5

Satz 1.31 Die Differenzierbarkeit einer Abbildung von Teilmannigfaltigkeiten ist ein
wohldefinierter Begriff, d.h. er hingt nicht von einer speziellen Wahl der g; ab. df, :
oM — Ty, M ist wohldefiniert, und ist eine lineare Abbildung. Es ist

df, = dgzodfo (dgl)fl.

Beweis: Problem: g;! haben als Definitionsmengen keine offenen Teilmengen eines
R9. Losung: Nach dem Rangsatz existieren lokale Diffeomorphismen ¢, ..., g und
Projektionen 7y, m2, sodaf} das folgende Diagramm kommutativ ist:

®s

R _vl < o1 U, — %) >R 2
( . f C .
Tl m | 2
v y
R™ x 0 81 82 R™ x 0
S e .7
MM
= P
o ©3 T
R™ %0 g g, R™ % 0
4 4
A )/7‘&'1 1 )77'2
Esist mp(x!,...ox") = (x',....x™)und o) (x!,....x™) = (x!,...,¥™,0,..., 0); sowie

analog fiir m und ¢. Nun kénnen wir den Abbildungen g;l iiber eine Kette von
Diffeomorphismen ausweichen. Z.B. ist ]7’ = gpgl Olm, 07082 Ofo gofl Olm, 0208,
d.h. aus f differenzierbar folgt f' differenzierbar. Die Aussage tiber die Differentiale
folgt durch Hinzuftigen des Buchstabens d in der obigen Kette: Wir verfolgen eine
Kurve ¢: (foc) = (gaofo o7l o L,le oproc) =dg,o df o (x)(¢) mit x = doy'o
idodp,. Wegen dg, = dp) o odcpgl ist dgl_1 = %, denn das Bild von dy;(¢) ist in
R™ x 0 C R™ enthalten. O

Lemma 1.32 Die Koordinatendarstellung des Differentials ist gleich dem Differential
der Koordinatendarstellung: Sind o1 und @y Karten fiir My, My um p und f(p), und

fzapglofowl,soist

dfy = (‘1‘102,f(p))71 odﬂlexood‘pLP’TpM'
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Beweis: Das folgt sofort aus dem vorigen. 0

Satz 1.33 Seien L,M,N Teilmannigfaltigkeiten mit M C N. Dann gilt:

(a) Die Einbettung differenzierbar.

(b) Ist f : L — M differenzierbar, so anch f : L — N.

(¢)Ist f : L — N differenzierbar und f(L) C M, so ist auch f : L — M differenzierbar.

Beweis: (a) = (b) ist trivial. (2) und (c) zeigt man durch sukzessives Geradebiegen
bzw. Anwenden des Rangsatzes. O

Satz 1.34 Der Satz iiber die Umkehrfunktion gilt fiir differenzierbare TMF. D.h. wenn
dimM = dimN, f: M — N und df, regulir ist, dann existiert eine Umgebung von p,
sodafs f dort bijektiv und f~1 differenzierbar ist.

Ist f: U C M — n differenzierbar und hat konstanten Rang r, so ist f~1(U) eine
(dim(M) — r)-dim. TMF.

Beweis: Differenzierbarkeit, und eine TMF zu sein sind beides lokale Eigenschaften
und bleiben von TMF-Karten unberiihrt. Aussagen fiir den R” gelten daher auch fiir
TMF. |

Beispiel: (Stereographische Projektion) Wir betrachten eine Parametrisierung der 2-
Sphire $? = {(x",x>,x}) e R* | (x")2 + (x?)2 4+ (¥*)? = 1}: g1 : R? — $2\{(0,0,1)},
g2 R? — 52\{(0,0,—1)}:

—2x! —2x!
g1(x) ! [ 2x2 ],gz(um):;[ 22 ]

= T - —2zX
e N F P |1

g 0gi ) . . .

Da a;gl, a;gl fir i = 1,2 linear unabhingig sind, sind g; und g, lokale Parametri-
uw’ v

sierungen von S2. Identifizieren wir R? = C vermittels z = x! +ix?, dann ist g; die

wohlbekannte Einbettung von C in die Riemannsche Zahlenkugel. Die Parameter-

wechsel zwischen g1 und g, haben dann die folgende Gestalt:
-1 —1 1
81 ©82=8; Ogli(C\O—>(C\07z»—>E,

Sei f: 5% — S? gegeben durch die Abbildungsvorschrift (0,0,1) = N — N, und die
Koordinatendarstellung beziiglich g, und g;:

g lofogi(z) =pz) =as+aiz+-- +ad,

d.h. f(g1(z)) =g1(ao+aiz+- -+ anz"). f hat die besondere Eigenschaft, dafl Punkte
des Zielgebietes von g; wieder auf solche Punkte abgebildet werden. Offenbar ist
1] 2w beliebig oft differenzierbar.

Ist auch f differenzierbar? Dazu betrachen wir die Koordinatendarstellung von
S bzgl. g> und go:

g 'ofogr=(g ' ogi)o(g ofogi)o(g ' 0g):C\0—C\O,

z—1/p(1/2) ’

Z
@+t @z +do

fiir z # 0 und 0+ 0. Demnach ist f auf ganz S? beliebig oft differenzierbar. o
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1.5 Die innere Metrik einer Teilmannigfaltigkeit

Definition 1.35 (innere Metrik, I. Fundamentalform) Sei M C R" eine m-dim. TMF
und sei R" mit dem euklidischen Skalarprodukt (, ) : R” x R” — R versehen. Fiir
v,w € T,M ist (v,w) somit wohldefiniert, weil 7,M C T,R" = R". Die Bilinearform ( , )
in T,M heifit auch I. Fundamentalform der Teilmannigfaltigkeit M im euklidischen
Raum. >

Man kann einen Tangentialvektor als Richtungsableitung interpretieren. In diesem
Zusammenhang schreiben wir Tangentialvektoren in der Form X, € T,M.

Definition 1.36 (Richtungsableitung) Ist ¢ : I — M eine Kurve mit ¢(0) = p und
¢(0) = X, und ist f: M — R differenzierbar, dann ist die Richtungsableitung von f
in Richtung X,, gegeben durch

_d o
Xpf = dr t:()f c(t) >

Definition 1.37 (Vektorfeld) Ein Vektorfeld auf einer TMF M ist eine Abbildung

X:M—TMmitp—X,cT,M. >
Beispiel: (Basisfeld) Ist g eine lokale Parametrisierung (z.B. (¢ Rmxo)il fiir eine
Karte ¢), dann heifdt
dj: prdg,(ej) =0;(p) =(9;)p

das j-te Basisfeld beziiglich der Parametrisierung g. o
Definition 1.38 (Koeffizienten der Merrik)Ist g : R" — V C M eine lokale Parametri-
sierung und sind 9y, ..., d, die dazugehorigen Basisfelder, dann heiflen die Funktio-
nen

gik:V—R, gu(p)=1(9j(p),ok(p))
die zugehorigen Koeffizienten der inneren Metrik bzw. der I. Fundamentalform.? >

Haben Tangentialvektoren die Koordinaten v =179, w = wkdy, so ist (v,w) = ¥ ik
ik ik
VW (9;, o) = v w g k.

Definition 1.39 (Abstand) Sei M eine zusammenhingende TMF. Seien p,q € M,
und sei 6, 4 die Menge aller stiickweise differenzierbaren Kurven ¢ : [0,1] — M mit
¢(0) = p, ¢(1) = g. Dann ist der Abstand von p, q definiert durch

d(p,q):= inf Li(c
(p.a)i= inf 2400 >

Lemma 1.40 Je zwei Punkte p,q einer zusammenhingenden TMF M sind durch eine
Kurve ¢ € 6,4 mit ¢(0) = p und c(1) = p verbindbar. Daraus folgt auch d(p,q) < .

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis besitzen eine Umgebung aus mit p verbind-
von Satz A.33: Bezeichne mit ‘~ die Rela- baren Punkten. Alle Aquivalenzklassen [p]~
tion ‘verbindbar’. Sie ist offenbar eine Aqui- sind daher offen. Wegen [p]. =M \Ugppldl~
valenzrelation. Jeder Punkt p € M besitzt ei- ist [p]~ abgeschlossen. Wenn M zusammen-
ne Umgebung diffeomorph zu einer offenen  hingend ist, mufy M = [p].. sein. ]
Vollkugel (iiber eine TMF-Karte), d.h. alle p

DHistorische Bezeichnungen fiir g11,g12 = g21,822 sind E, F, G.
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Lemma 1.41 Bei M zusammenhingend ist (M ,d) ein metrischer Raum.

Beweis: Wir missen zeigen: (1) d(p,q) = 0 genau fir p=gq, (i) d(p,q) = d(q, p) und
(i11) die Dreiecksungleichung. (i) folgt direkt aus Satz 1.09; (i1) und (iii) sind trivial. O

Definition 1.42 (Support) Ist f: A — R stetig, so verwenden wir die Bezeichnung
supp(f) fir den Abschluf§ von {x| f(x) # 0}. N

Die folgenden Begriffe wie Oberfliche und Volumen werden je nach Dimension an-
ders bezeichnet: Obefliche weist auf Dimension zwei und Volumen auf Dimension
> 3 hin. Wir werden in der Bezeichnung inkonsistent sein und die Begriffe vermi-
schen.

Definition 1.43 (Oberflichenintegral) Sei M C R" eine m-dim. TMF und g : U C
R" — M eine lokale Parametrisierung. Sei f : M — R und f die Koordinatendarstel-
lung von f beziiglich g. Ist supp(f) kompakt und in g(U), dann sei

/de /ful, U det(gjk)dm -dtty >

Lemma 1.44 [, fdO ist wobldefiniert, d.h. unabhingig von der Wahl der Parametri-
sierung.

1 !

Beweis: Seien g,g’ lokale Parametrisierungen, f=fog, 7 =fog ,undp=glog.
¢ ist diffeomorph. Sei supp(f) in den Zielgebieten von g und von g’. Dann ist

dg' dg oyl o' dpP\ _ oyl 9P
3 = (3°9) 30 = = {@ro0) 55 Croe) 5r) = 505 g (1009
Sei J die Jacobi-Matrix von ¢. Dann ist (g;) = JT(gjxop)J und det(g’y) = det(J)?-

det(gj o). Es folgt [ F(v) det(g/y (v)!/2dv = [ foip(v)-|det(v)| det(gop(v)!/?
dv=[ f (w) det(g jk(w))l/ 2 dw (Substitutionsregel). O

In der Definition der Oberflichenintegrals tritt die Wurzel aus der Determinante der
metrischen Koeffizienten g jx (das Volumen des von den Vektoren 01, ... aufgespann-
ten Parallelepipeds, vgl. Satz A.02) als Verzerrungsfaktor auf.

Definition 1.45 (Volumen)Sei g : U — M wie oben und K C U kompakt. Dann ist

Vol(g /q/det gjk)dni ... duy

das Volumen (bei n = 2: Oberfliche, bei n = 1: Linge) von g(K) C M. >

Beispiel: Wir iiberzeugen uns, dafl fiir Kurven das hier definierte Volumen mit der
Bogenlinge tibereinstimmt: Sei ¢ : I — R”" eine lokale Parametrisierung einer 1-dim.

TME. Es ist 01 = ¢, g11 = (¢,¢), und Vol(c([a,b])) = [i, ) v/&11 = |ij7 |l¢||d]- o

Definition 1.46 (Isometrie)Seien M,N Teilmannigfaltigkeiten und f : M — N. Dann
heiflc f Isometrie, falls d(p,q) = d(f(p), f(q)) fir alle p,q € M gilt. >

Beispiel: Sind g: U — M, g’ : U — N lokale Parametrisierungen und stimmen die
Koeffizienten g und g’ iiberein, dann ist f: g(U) — ¢'(U), p— &' og ! (p) eine
Isometrie, denn fiir jede Kurve ¢ : I — U sind die Bogenlingen L2(goc) und L. (g’ o)
gleich.
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Seiz.B. M ={(x!,x*,x*) e R} | (x!)2+ (x*)? =1} CR} M =R%, U = (—,7) X
R. Wihle g(u,v) = (co ( ) sin(u),v) und g’(u,v) = (u,v). Dann ist
1 0
(gjk) = (g}k) = [0 1}
Damit ist g~' = f eine Isometrie, und man kann den Zylinder ohne die Gerade
x = —1,y =0 isometrisch in die Ebene abbilden. Die entspricht auch der ‘Alltagser-
fahrung’ mit aufgeschnittenen Zylindern. &

Definition 1.47 (abwickelbar) Gibt es fiir jeden Punkt aus M eine Umgebung, die
isometrisch zum R™ ist, so heiflt M abwickelbar. >

Beispiel: Es ist manchmal nicht moglich, eine Teilmannigfaltigkeit des R” als Gan-
zes isometrisch in einem R” abzubilden — fiir einen geschlossenen Zylinder ist dies
nicht moglich, man miifite ihn dazu aufschneiden. Auch ist es denkbar, daf eine Ab-
bildung von ganz M in R™ existiert, die zwar lokal isometrisch, aber nicht injektiv
und damit nicht isometrisch ist — man denke an einen Kegel mit einer Spirale als Ba-
siskurve, wo sich die Abwicklung 6fter als nur einmal um die Spitze herumwinden

wiirde. o
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2. Kapitel

Elementare Kriimmungstheorie der
(n-1)-dim. Flichen im IR”

2.1 Die Kriimmungsform

Das wichtigste Hilfsmittel in der elementaren Kriimmungstheorie der Flichen sind
die sphirische Abbildung und die von ihr abgeleiteten Begriffe. Diese ordnet jedem
Punkt einer (n— 1)-dim. TMF einen normierten Einheitsvektor orthogonal zu T,M
zu:

Definition 2.01 (sphdrische Abbildung) Sei M C R" eine (n— 1)-dim. TMF des R”
und g : U C R" — M eine lokale Parametrisierung. Dann ist n: M — S§"~1 definiert

durch

_ n(p)
ni= 0] X0y X +X0,_1, n(p)=-—= )
)= ol
Dabei bilden die Vektoren 91, ...,0,_1,n ein Rechtssystem. n(p) heiflt der durch g
bestimmte Einheits-Normalvektor von M in p. >

n ist von der Parametrisierung abhingig: Ist ¢’ eine andere Parametrisierung und n’
das damit verbundene Einheits-Normalvektorfeld, so ist

n=n < (d1,...,0p—1,n) und (9},...,0,_;,n) sind gleich orientiert.

Definition 2.02 (Weingartenabbildung, Shape-Operator) Sei M eine (n — 1)-dim.
TMEF. Dann ist dn), : T,M — Tn(p>S_1. Die Tangentialvektorriume Tn(p)S"_l und ,M
sind im R” parallel zueinander und haben die gleiche Dimension. Wir identifizieren
sie und definieren die Weingartenabbildung (englisch: ‘shape operator’):

op: oM — T,M, v— —dn(v) >

Die Weingartenabbildung gibt also die negative Anderung des Normalvektors n(p)
in Richtung v an. Das Vorzeichen hat historische Griinde. o ist von der Parametri-
sierung in derselben Weise abhingig wie n.

Definition 2.03 (Kriimmungsform, II. Fundamentalform) Die Abbildung
iy M XM — R, (5w) > (0,(0),)
heift Kriimmungsform oder II. Fundamentalform. Die skalaren Funktionen
hjx:M — R, hj(p) = hp(9j,9k) = (05(9;),0k.p)

heiflen die Koeffizienten der II. Fundamentalform.? >

DHistorische Bezeichnungen fiir h11,h12 = ha,hoo sind L, M, N.
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Die Koordinatenmatrix der Weingartenabbildung o, beziiglich der Basis 91, ..., 9,1
in T,M wird mit h§ bezeichnet. Es gilt
o) =ho, hj = (h'0,,0) = h; h=g"n;
o (k) =hjok, hjx = (h;01,0) =hjgue = h;=g hj.
Dabei ist (g¥') = (gjx) ™" die zur Matrix (g ) inverse Matrix.
Satz 2.04 Die Kritmmungsform ist eine symmetrische Bilinearform.

Beweis: Wir leiten (9,n) = 0 lings der u*-Linie ab:

dg - 0’ dg on,
<$,n>70 = <7aujauk,n>+<ﬁ,w>—0
on og d’g

— h ik— 57y ) =\ —= 7> - h je

#= 55 3 = Gurawo") = O
Die II. Fundamentalform ist von der Parametrisierung in derselben Weise abhingig
wie das Einheitsnormalvektorfeld n.

Folgerung: Nach dem Spektralsatz hat T,M eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von o, und alle Eigenwerte von o sind reell.

Definition 2.05 (Hauptkriimmungen, mittlere Kriimmung, GaufSsche Kritmmung)
Die n— 1 reellen Eigenwerte k1, ...,k,—1 von o heiflen Hauptkriimmungen von M
im Punkt p. Jeder Eigenvektor bestimmt eine Hauptkriimmungsrichtung. Die mittle-
re und die Gaufsche Kriimmung H und K sind definiert durch

H =

tr(c), K=ri - ky_1 =det(o).

(m—i—-~~—|—/£n,1)=n_l 5

n—1

Die Hauptkriimmungen, H, und bei dim(M) =1 (mod 2) auch K sind von der Para-
metrisierung in derselben Weise abhingig wie n. Bei dim(M) =0 (mod 2) ist K eine
geometrische Eigenschaft der Teilmannigfaltigkeit.

Man berechnet H und K durch

det(h i) 1 Wl !
K =det(n}) = KOH= — tr(hy) = Tl
et( j) det(gjk)7 n— ltr( jk)

n—1

Bein=31st

_ 1 gnhin—2gnhn+gi1hn

H 2
2 811822 — 81>

Bemerkung: (geomerrische Eigenschafi) ‘geometrische Eigenschaft’ bzw. ‘Invariante’
ist hier analog zu Def. 1.04 definiert — ein einer Teilmannigfaltigkeit zugeordne-
ter Skalar bzw. affiner Unterraum andert sich nicht bei Kongruenztransformationen
bzw. wird entsprechend transformiert. An die Stelle der Invarianz bei Parameter-
transformationen tritt die Unabhingigkeit von einer Parametrisierung bzw. Karte. ¢

2.2 Die Kriimmungen von Kurven in Teilmannigfal-
tigkeiten

Definition 2.06 (Normalkriimmung, geoditische Kriimmung) Sei M C R" eine (n —
1)-dim. Teilmannigfaltigkeit und ¢ : I — M eine Kurve mit Begleitbasis (¢j,cz,...)
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und der 1. Kriimmung . Sei (n,m) eine ONB der Ebene [n,¢], sodaf} in der Linear-
kombination

key = kpn+kgm, (d.h. k, = (c2k,n), mkg = Kcy — Kyn)

der Koeffizient , nichtnegativ ist. x, heiflt Normalkritmmung und k4 heiflt geoditi-
sche Kriimmung der Kurve ¢ in M. Aus der Definition folgt direkt, dafl x3 + 15 = 7
gilt. >

Lemma 2.07 Fiir eine Kurvec: 1 — M ist
Kn = h(éaé)/<é7é>7
d.h. die Normalkriimmung hingt nur von ¢ ab.

Beweis: Wir haben ¢ = ||¢|jc; und & = ||¢|c1 + ||¢]|?kca. Betrachte das Normalvelk-
torfeld noc(t) lings der Kurve ¢ und leite 0 = (¢,n) ab: 0 = (¢,n) + (¢,dn(¢)) =
(llell e+ llelPrea,n) = (¢,0(¢)) = l|¢lPn = h(¢,c). a|

Bemerkung: Bewegt sich ein Massenpunkt innerhalb einer Teilmannigfaltigkeit
M, an die er aufgrund irgendwelcher Zwangsbedingungen gebunden ist, so hat er
wegen k, = h(¢,¢)/(¢,¢) auf die Komponente der Beschleunigung normal zur Fliche
nur iiber seine eigene Geschwindigkeit einen Einflufl. Innerhalb der Newtonschen
Mechanik iibt M eine Kraft aus, die der Normalbeschleunigung ||¢||*, = ¢" das
Gleichgewicht hilt. Die geoditische Kriimmung kann das Teilchen unabhingig von
seiner Geschwindigkeit selbst bestimmen, die dazu notwendige Kraft muf§ es selbst
aufbringen. o

Definition 2.08 (Kriimmungskreis) Der Kreis mit dem Mittelpunkt c(7) + %}cz(t)
und Radius Kil, der in der von ¢; und ¢, aufgespannten Ebene liegt, heifSt Kriim-
mungskreis. >

Die Kurve ¢ und ihr Kriimmungskreis haben in ihrem Beriihrpunkt die gleichen
Tangenten und die gleichen Kriimmungen. Sind beide nach der Bogenlinge parame-
trisiert, so stimmen nach Frenet ihre Ableitungen bis zur 2. Ordnung tiberein.

Satz 2.09 (Satz von Meusnier) Sei M eine zweidimensionale TMF des R>. Ist ¢ : [ —
M eine Kurve mit ¢(0) = p, so gilt k = ki, cos mit ¢ = <(n,c2). Beriihren einander
zwei Kurven ¢,¢: I — M im Punkt p und ist r,(¢) # 0, so schneiden die Achsen ihrer
Kriimmungskreise einander im Punkt M = p + k,, 'n.

Beweis:  Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Normalkriimmung.
Zur zweiten Aussage: ¢ und ¢ haben dieselbe Normalkriimmung. Die Achse des
Kriimmungskreises liegt in der Ebene p + [n,c2]. Es ist zu zeigen, dafl der Winkel
(p,p+c2/k,m) 90° betrigt. Das ist klar aus dem ersten Teil (elementargeometrische
Uberlegung). O

2.3 Die Verteilung der Normalkriimmungen

Definition 2.10 (Dupinsche Indikatrix) Die Teilmengen i und iy von T,M, die
durch die Gleichungen

- } = {w|h(w,w) ==£1}

= { s M=) = { g

definiert sind, heiflen die Dupinschen Indikatrizen von M im Punkt p. >
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Daf} die drei Definitionen dquivalent sind, ist fiir die ersten beiden trivial, und folgt
fur die zweite und dritte aus

h(v,v) w

v , v = =1, hww)=1 W= —.
i) Vo)) ")~ MW =1=w= e

Sei im Tangentialraum 7,M eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren der Abbil-
dung 0, = —dn (Kriimmungsvektoren) gegeben. v!,...,»"! seien die Koordinaten
eines Tangentialvektors beziiglich dieser Basis, und x1,...,%,—1 seien die Haupt-
kriimmungen. Dann ist

i

1 1

h(v,v)z(v,ap(v))=<{vv' ][ Ly ]>:m(v1)2+...f-@n1(\}”1)2.

n—1 Fon_ l‘vn— 1

Im Fall einer 2-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des euklidischen R* hat die Indi-
katrix die Gleichung i : k1 (v')? + k2 (v?*)? = +1. Man unterscheidet die folgenden
Fille:

1. elliptischer Punkt: k;x, > 0. Eine Indikatrix ist eine Ellipse und die andere ist
leer.

2. hyperbolischer Punkt: k1%, < 0. Die beiden Indikatrizen sind ‘zueinander kon-
jugierte’ Hyperbeln mit Haupt- und Nebenachsen |s1]~'/2, |xa|~1/%.

3. parabolischer Punkt: x; = 0, k2 # 0 oder umgekehrt. Die Indikatrizen haben die
Gleichungen iy : k2 (v*)? = +1. Eine besteht aus 2 parallelen Geraden, die andere
ist leer.

4. Flachpunkt: k1 =k, =0.iy =i ={}.

1. elliptischer Punkt 2. hyperbolischer Punkt
; _1
L+ K (v)| 72
|2
—
ki =0

3. parabolischer Punkt

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Dupinsche Indikatrizen

Lemma 2.11 Eine (n— 1)-dim. Teilmannigfaltigkeir M des R" ist in der Umgebung
jedes Punktes p € M der Graph einer skalaren Funktion f: RV — R, d.h. in einem
geeigneten Koordinatensystem wird M durch (uy, ... un—1) — (ui, ..., up—1, f(ui, ...,
Un—1)) parametrisiert.
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Beweis: Die Orthogonalprojektion 7 : M — T,M hat in p den Rang n—1 (wegen
dmp, = id). Nach Satz 1.34 ist 7 lokal ein Diffeomorphismus. Wir wihlen ein kartesi-
sches Koordinatensystem so, dafl p = 0 und 7,M die Ebene x" = 0 ist. Dann hat 7!
nach Konstruktion die verlangte Gestalt. O

Das hier konstruierte f hat die Eigenschaft %(O) = 0 fiir alle i (denn % muf}

tangential an 7,M sein). Man nennt eine solche Parametrisierung Euler-Parametrisie-
rung.

Definition 2.12 (Schmieg-Paraboloid) Sei g die lokale Parametrisierung aus Lemma
2.11. Das Taylorpolynom 2. Ordnung von g parametrisiert das Schmieg-Paraboloid
von M im Punkt p:

— ()] n—1 1 at L (P
u=(u,...,u )»—»[u,...,u ) u S u}.

>

Folgerung: Sind die Basisvektoren in 7,M Kriimmungsvektoren, und sind x; die
dazugehorigen Hauptkriimmungen, so ist die Gleichung des Schmiegparaboloids ge-
geben durch

1
= E (H](x1)2+ . +111171()Ct1—1)2)
Beweis: Wir verwenden die Parametrisierung g und berechnen n(0) = (0,..., 0,1),

. 2 .
gjk(0) = 0 jx, und weiter hj(0) = % Damit ist (h’;)(O) = (6x) " (hj) = (hjx)(0).
Sind, wie vorgegeben, die kanonischen Basisvektoren Kriimmungsvektoren, so miis-
sen sie Eigenvektoren von (hjx) sein. Letztere Matrix hat daher Diagonalgestalt und

. 2 .
es ist (%)(O) = (h];)(O) = diag(k1,...,Kn-1). O
Die Dupinschen Indikatrizen (Fig. 2.1) stellen offenbar horizontale Schnitte durch
Schmiegparaboloide dar. Die Gleichung der Dupischen Indikatrix in einem Koordi-

natensystem wie in Lemma 2.11 ist

T, 9°J - _
u <8 D j) u=h(uu) ==£l1.

Lemma 2.13 Jede kompakte (n — 1)-dim. TMF des R" besitzt einen elliptischen Punkt.

Beweis: ||x|| hat ein Maximum r = || p|| fiir ein p € M, und M liegt ganz innerhalb der

Kugel ||x|| = r. Wir verwenden nun das Koordinatensystem und die Parametrisierung

aus Def. 2.12. Die vorhin erwihnte Kugel hat nun den Mittelpunket (0,...,0,+r)

und den Radius r. O.B.d.A. sei der Mittelpunkt bei (0,...,0,r). Fiir die Kurve c(¢) =
2

g(t-u) = (tu, f(tu)) mufd %f(tu) > 0 sein, sonst verlifit die Kurve c(r) sofort nach

t = 0 die Kugel. Es folgt, dafl das Schmiegparaboloid elliptisch und p ein elliptischer
Punkt ist. o

2.4 Parallelflichen und die abtragende Abbildung

Das Konzept der Parallelfliche (bzw. der tubularen Umgebung) ist ein wichtiges tech-
nisches Hilfsmittel. Wir werden hier nur den Fall von (n — 1)-dimensionalen TMF
eines R” betrachten.
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Definition 2.14 (abtragende Abbildung, Parallelfliche) Sei M eine (n — 1)-dim. TMF
des R, g : U :— M eine lokale Parametrisierung, und n : M — §"~! das dazugehorige
Einheits-Normalvektorfeld. Dann heif3t

e:MxR—R" (p,t)— p+itn(p)

die abtragende Abbildung. Fiir festes t parametrisiert e(p,t) eine Parallelfliche von M
im Abstand ¢. >

Die Koordinatendarstellung von e beziiglich der lokalen Parametrisierung g x id von
M xR ist

e:UxRCR"—-R" (a,t)— gla)+1-n(gla)).

Um die Definition des Produktes von Mannigfaltigkeiten zu vermeiden, werden wir,
wenn von Differenzierbarkeit u. 4. die Rede ist, immer ¢ und nicht e meinen.

Lemma 2.15 e ist regulér (d.h. € ist regulér) an der Stelle (p, \) genan dann, wenn A\~
keine Hauptkriimmung von M in p ist.

Beweis: é(u, \) ist singulir <= 3(11,\) € R" ! x R mit 0 = de(u, \) = dg(it) + \n+\-
dnodg(it). Der Tangentialanteil dieser Gleichung ist, wenn wir dg(it) = v schreiben,
gleichv+ A -dn(v) =0 <= v = Ao(v) oder (1/\)v = o (v), was zu zeigen war. [

Man konnte sagen, daf} in einem Hauptkriimmungsmittelpunkt ‘infinitesimal be-
nachbarte Normalen einander schneiden’.

Lemma 2.16 Sei B C U offen und B kompakt. Dann existiert ein € > 0, soda/s é|

ein Diffeomorphismus ist.

|B><(7s,s)

(i=1,...,r). Dannist ¢ | B X (—¢,¢) injektiv:
Bei e(u',t') = e(u”,t") kann der Fall o/, u” €

Beweis:  Wegen rg(de(u,0)) = n gibt es
fir jedes u € U eine Umgebung der Form

B(u,36,) x (—&y,ey) so, dafl dort ¢ ein Dif-
feomorphismus ist (*), und wegen B kom-
pakt gibt es endlich viele uy,...,u, € B, so-
daf§ B(u;,d,,) (i=1,...,r) die Menge B iiber-
decken. Die in B(u;,26,,) definierten Funk-

B(u;,36,,) wegen (*) nicht auftreten. Der Fall
u' € B(ui, 6y;) und u” € B(uj,6,;) \ B(ui,30,,)
ergibe fi(u') = dist(g(s/), ¢ (B Blui, 364,)) <
lg(') —e(w,¢') || +dist(e(u,1"), (")) < |¢'] +
dist(e(u”,1"),8(B(uj,0u;) \ B(ui,384,))) < e+

tionen f; : u +— dist(g(u),g(B \ B(u;,36y,))
sind stetig und positiv, und haben ein Mini-
mum &} > 01in B(u;,8,,). Seie <ejunde < g,

lle(u”,t") — g(u")|| = 2e. Das ist ein Wider-
spruch zur Definition von e. Somit ist € |
B X (—¢,¢) ein Diffeomorphismus. O

Definition 2.17 (tubulare Umgebung, Parallelfliche) Das Bild é(B x (—¢,¢)) heifit
dann eine tubulare Umgebung von g(B), und das Bild von &(B x \) heifSt Parallelfld-
che von g(B) im Abstand . >

Definition 2.18 (Variation in Normalenrichtung) ~Seien M, g, n, e wie oben. Sei
¢ : M — R differenzierbar. Dann parametrisiert

8 U =R, g (a) =e(aep(a) = gla) +ep(gla)) n(g(a))
eine Variation von g(U) in Normalenrichtung. >

Lemma 2.19 Seien M, g, n und @ wie in der obigen Definition. Ist B C U, B kompakt,
dann sind fiir hinreichend kleine ¢ die Variationen von g(B) in Normalenrichtung Teil-
mannigfaltigkeiten des R".

Beweis: Das folgt direkt aus Lemma 2.16: Die Graphenfliche parametrisiert durch
acR" ' (a,ep(a)) € R" ist eine TMF, und ihr &-Bild fiir kleine ¢ ebenfalls. 0O
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Satz 2.20 Fiir B,U,g wie in Lemma 2.16 gibt es ein € > 0 so, dafs die Parallelfliche von
g(B) zum Abstand ) eine TMF des R" ist, fiir jedes A mit || < e.

Beweis: Das ist ein Sezialfall des vorigen Lemmas fiir ¢ = 1. O

Bemerkung: Ohne Schwierigkeiten kénnen wir tubulare Umgebungen und Par-
allelflichen von Teilmannigfaltigkeiten M definieren, die bei kompaktem M immer
existieren. o

2.5 Minimalflichen

Definition 2.21 (Minimalfliche) Eine (n— 1)-dim. TMF des R" heifit Minimalflache,
wenn ihre mittlere Kriimmung verschwindet. >

Fiir verschiedene Zwecke ist eine erweiterte Definition notwendig (z.B. mehrere
TMF mit Rand, die lings ihrer Rinder zusammenhingen), auf die wir hier nicht
eingehen wollen.

Satz 2.22 (Variation der Oberfliche) Sei g: U C R"™! — R" eine Parametrisierung
einer TMF des R" (n > 1), BC B C U und B kompakt. Sei ferner o : U — R mit 90’&)3 =0
gegeben. Dann gilt:

d

de

Vol(g°(B)) = /_(l —n)-p-HdO
e=0 JB

Die Variation der Oberfliche verschwindet fiir alle Variationenen in Normalenrichtung
genau fiir H=0in B.

Beweis: Zur Vorbereitung berechnen wir fiir A € GL, und V,B € R"*":

1+tviy tvap
d _ d . .
7 tz(()iet(EthV) = z=0det l . R
= di (1+t(v11+"'+Vnn)+t2(-..)):tr(V);
Lli=o
di det(A+1B) = | det(A)det(E +1A7'B) = det(A)tr(A"'B).
4 P dt|,_o

Wir betrachten die Variation von g, welche durch g°(u) = g(u) + ep(u) - n pa-
rametrisiert wird, und bestimmen die Koeffizienten der 1. Grundform: 9%(u) =

0j(u) +e(p,j-n+p-dn(d))), g5 =(0j+ -+t --) =(9;, ) — £0(d;, 0(k)) —
ep(0k, 0(9;)) +2(-++) =gjx — 2ephj +€*(-++). Dann ist

oo| det(gi) = —2p-det(gy) er((g) " ().
e=0
d . B 1 d c . ] k
% i det(gjk) = T%det(g/k) 8:0_ —p- det(g/k) tr(h])

Nun konnen wir die Variation der Oberfliche durch ein Oberflichenintegral aus-
driicken, in dem H = nTlltr(hlj‘») vorkommt:

d

de

Vo=~ [ (n—1)p-HdO.
e=0

B [ Vet = [ |

Da wir ¢ = H wihlen konnen, verschwindet die Variation der Oberfliche genau bei
H=0,aufleresistn=1. O

e _ 4
0 de

e=|
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Bemerkung: Da kleine Falten die Oberfliche vergroflern, wiirde man annehmen,
dafl jede Fliche, die das Oberflichenfunktional stationir macht, zumindest ein loka-
les Minimum darstellt. Es mufd sich aber nicht um ein globales Minimum handeln. ¢

Satz 2.22 liefert eine Begriindung fiir die Bezeichnung ‘Minimalfliche’. In der Natur
kommen Minimalflichen als Seifenhinte vor: Eine solche Seifenhaut ist bestrebt,

e die innere Spannung der Fliche zu minimieren, d.h. in jedem Punkt wird,
bildlich gesprochen, ‘in alle Richtungen gleich stark gezogen’ — das heifdt 1 +
Ky = 0;

e die Oberfliche zu minimieren, d.h. die Bedingungen von Satz 2.22 zu erfiillen.

Folgerung: Ist B ein von einer kompakten (n — 1)-dim. TMF M berandeter Korper
im R” und ist M, die Schar der Parallelflichen von M, die durch das nach aufen
zeigende Normalvektorfeld definiert ist, so berandet My fiir kleine d eine Schar von
Parallelkdrpern By. Mit V = Vol(B) und O = Vol(M) ist

2
AVOlB) _ oiaa,) = Vol(B,) —V+10-" [ (1= DHAO+o(r)
dr 2 Ju

Bemerkung: Es gilt, daf} Vol(B,) ein Polynom n-ten Grades in r ist (Formel von
Steiner). Die ersten Koeffizienten (bei n > 2) sind durch die obige Gleichung gege-
ben. o

Definition 2.23 (Plateausches Problem) Unter dem Plateauschen Problem versteht
man, zu einer gegebenen geschlossenen Raumkurve eine Minimalfliche zu finden,
deren Rand die gegebene Kurve ist. >

Definition 2.24 (isotherme Parametrisierung) g : U C R? — R3 heifdt isotherme Para-
metrisierung einer 2-dim. TMF, falls

gik(p) =7(p)* Ex
ist, d.h. wenn dg, : T,R? — T,(,)M eine Ahnlichkeit mit dem Faktor v(g(u)) ist. [>

Beispiel: Die Umkehrung s : R> — §? der stereographischen Projektion von S. 10
ist ein Beispiel fiir eine isotherme Parametrisierung (siche Bsp. 3.04).
Ist M eine Minimalfliche, so ist das Differential dn der sparischen Abbildung n :

M — §? eine Ahnlichkeit (die Eigenwerte sind k1, k2 = —k1, und die Eigenvektoren
sind orthogonal zueinander). Ist K # 0, so ist n lokal umkehrbar, und n~! os ist lokal
eine isotherme Parametrisierung der Minimalfldche o

Satz 2.25 Jede zweidimensionale C2-TMF des R3 besitzt lokal eine isotherme Parametri-
sierung.

Lemma 2.26 Ist g: U C R2 — R3 eine isotherme Parametrisierung einer TMF und U
einfach zusammenhingend, dann gilt:

H=0 <= g, g% ¢ sindanalytisch,
d.h. g =Re(w') mit w' : U C C — C holomorph. Fiir jedes analytische g = Re(w) gilt:

. Wi 2
g ist isotherm genan dann, wenn 'y, (—) =0..

dz

2 siche M. Spivak, A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, Vol. IV, pp. 455-500.
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Beweis:  Wir verwenden die Schreibweise g, = 91, g, = d2. Durch Ableiten der
Isothermalitdtsrelation folgt (i) (g.u,8u) = (8v:&v) = 2(8uw»&u) = (gwv-&v) und

2<g,uuyg,u> = <g,uvvg.,v>§ sowie (i1) <g,uvg,v> =0= 2<g,uwg,V> + <g7u’g,vv> =0 und
2(8 &) + (8> 8uv) = 0, d.h. insgesamt

<g,uu+g,vvvg7u> = <g,uu +g,vvag,v> =0.

g ist analytisch genau dann, wenn g 4, + 8 ,,v = 0, d.h. wenn zusitzlich zu den obigen
beiden Relationen auch (g ,u + g.vv,n) = 0 gilt. Wegen gjx =0 ist H = tr(h’;)/Z =
# (8 uu + & vv, 1), Was Zu zeigen war.

Sei nun w/ (u+iv) = g/ (u+iv) +ih’/ (u+iv).Wir haben

dw’ . . L .
Y (o = T (@~ (80 +2igheh) = gl = gl +2i(g.us 8-

Dieser Ausdruck verschwindet genau fiir isothermes g. O

Satz 2.27 Eine Minimalfliche lifst sich in der Umgebung eines Punktes p in der Form
. ; dw'\2 .
Re(w(z)) mit w = (w!,w?,w3), W' holomorph, ¥; (di) = 0 parametrisieren. Umge-
z

kebrt erbilt man fiir jedes solche w eine Minimalfliche.

Beweis:  Ist K(p) # 0, so ist die sphirische Abbildung lokal regulir, und die erste
Aussage folgt aus dem obigen Beispiel zusammen mit Lemma 2.26. Ist K(p) =0, so
mufl man anstelle des Beispiels Satz 2.25 benutzen. Die Umkehrung folgt direkt aus
Lemma 2.26. O

Das Plateausche Problem ist fiir unsere Mittel zu schwierig. Eine Minimalfliche
nicht durch eine geschlossene Randkurve, sondern durch einen Flichenstreifen fest-
zulegen, ist leichter:

Definition 2.28 (Bjorlingsches Problem) Seien ¢ :1— R3 und n: 1 — S? reell-analy-
tisch. Gesucht ist eine Minimalfliche, die die Kurve ¢(¢) enthilt und im Punkt ¢(¢)
den Normalvektor n(t) besitzt. >

Satz 2.29 (Ldsung des Bjorlingschen Problems) Seien ¢(z) und n(z) holomorphe Funktio-
nen, die c(t) und n(t) in ein einfach zusammenhingendes Gebiet I x iJ C C fortsetzen,
und sei uy € 1. Dann hat das Bjorlingsche Problem die Losung

wl@) = @)~ [ n¢)xe(¢)d

0

Beweis: Wir bezeichnen komplexe Ableitun-
gen mit einem Strich: w’ = ¢’ —in x ¢’. Bei

Wir zeigen g(z) = ¢(z) fiir reelles z durch
g(z) = g(u+i-0) = Re(c(u) + ify,n(t)-

g = Re(w) ist W'(u+iv) = g, +igy. Wir
berechnen (w',n) = (gu,n) + i(gy,n), d.h.
(w',n) = 0 ist notwendig und hinreichend da-
fiir, dafl n ein Normalvektorfeld der durch g
parametrisierten Fliche ist. Fiir relles z folgt
dies aus (W',n) = (¢ —inx ,n) = (,n) —
idet(n,c’,n) = 0.

¢(r)dr) = Re(e(u)) = c(u).

Noch zu zeigen ist (w',w’) = 0. Dies
folgt aus (¢ —inx ', —inx ')y = (,c) —
2i(dnx Yy —(nxdnxd)= ()~
(n,n){c’,c’y = 0. Fiir reelles 7 ist die holomor-
phe Funktion (n,n) gleich 1, also fiir alle z

gleich 1. Damit verschwindet der obige Aus-
druck und (',w’) = 0. ]
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Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Dieses und die folgenden Kapitel sind so geschrieben, daf} der Begriff der abstrakten
‘differenzierbaren Mannigfaltigkeit’ in Kap. 3.1 definiert wird, der Text ab Kap. 3.3
jedoch so gestaltet ist, dafl man jederzeit fiir ‘Mannigfaltigkeit’ auch “Teilmannigfal-

tigkeit des R einsetzen kann.

3.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir Teilmannigfaltigkei-
ten des R". Der umgebende Raum stell-
te uns Ableitungsvektoren, den Tangential-
vektorraum, ein Skalarprodukt und Normal-
vektoren zur Verfiigung. Wir wollen nun
abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten
betrachten, die nicht notwendigerweise in ei-
nem R” eingebettet liegen.

Definition 3.01 (Klebeabbildungen, Klebeda-
ten) Seien {U; | i € I} offene Teilmengen des
R" und ¢;; : U; — U} Diffeomorphismen von
offenen Teilmengen von U; auf offenen Teil-
mengen von U; mit @;; = cpjfil, ik = PijOPjk
iiberall dort, wo definiert, und ; = idy;,.
Dann heiflen die ¢;; Klebeabbildungen, und
die Gesamtheit der U; mit den Klebeabbildun-
gen nennt man Klebe-Daten. >

Beispiel: Wir kénnen uns eine offene Uber-
deckung einer Fliche durch Kartenumgebun-
gen vorstellen, mit ¢; : V; C M — U;. Die Ab-
bildungen ¢;; = ¢jo @;1 erfiillen dann die
Bedingungen dieser Definition. o

Wir betrachten die Relation; x ~ y genau
dann, wenn 3 i,j € I mit x € U;, y €
Uj, @ij (x) =y. ‘~’ ist offenbar eine Aquiva-
lenzrelation.

Beispiel: (Fortsetzung) In diesem Beispiel ist
‘~’ nichts anderes als die Gleichheits-Relati-
on fiir Punkte in M. Die offenen Mengen V;
bzw. U; sind durch die Abbildungen ¢;; an-
einandergeklebt. o

Hier gehen wir den umgekehrten Weg: wir
starten von offenen Mengen U;, und definie-
ren eine abstrakte Mannigfaltigkeit durch Zu-
sammenkleben:

Definition 3.02 (differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, Karte) Seien (U;), (ij) Klebedaten
und ‘~’ die dadurch definierte Aquivalenzre-
lation. Sei M die Menge der Aquivalenzklas-
sen von ‘~’.

Die natiirlichen Abbildungen ¢;: M — U;
heiflen Karten, alle Karten zusammen heifen
Atlas, und ihre Umkehrungen heiflen loka-
le Parametrisierungen von M. Eine Teilmen-
ge U C M heifit offen, wenn alle ;(U) C U;
offen sind. Die Abbildungen ¢; o apj_l heiflen
Koordinatenwechsel oder Kartenwechsel.

Die Menge M heifit differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Dimension n, falls die da-
durch bestimmte Topologie" Hausdorffsch
und parakompakt ist. >

Bemerkung:  Eine alternative Definition
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist
die folgende: M sei ein parakompakter Haus-
dorffraum, ¢; : M — U; seien Homoomor-
phismen, deren Definitionsgebiete M {iiber-
decken, und ¢; 0%—1 seien Diffeomorphis-
men. o

Bemerkung:  Die Forderung an die To-
pologie, parakompakt zu sein, ist jedenfalls

DDaf durch diese Definition von ‘offenen Mengen® tatsichlich eine Topologie bestimmt ist, ist eine

leichte Ubungsaufgabe.
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dann erfiillt, wenn wir héchstens abzihlbar
viele Klebeabbildungen verwenden. Diese Ei-
genschaft wird in dieser Vorlesung nicht ver-
wendet werden und ist dquivalent zur Giiltig-
keit von Satz 3.17 oder Satz 4.50. &

Bemerkung:  Die Forderung an die To-
pologie, Hausdorffsch zu sein, schliefit das
‘verkehrte Zusammenkleben’ der Kartenum-
gebungen aus. &

Beispiel: Verkleben wir U} = (0,2) und U, =
(4,6) mittels 12 : (1,2) — (4,5), p12(x) =
x+ 3, so erhalten wir eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit homdomorph zum Intervall
(0,3).

Verkleben wir Uy = (0,2) und U, = (5,7)
mittels @15 : (1,2) — (6,7), p12(x) =x+5,

3.2. Tangentialvekroren und Abbildungen

so ist M kein Hausdorff-Raum, weil jede Um-
gebung von [1]~ mit jeder Umgebung von
[6]~ einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. ¢y

Lemma 3.03 Ist M eine Teilmannigfaltigkeit
des R" und sind @; Kartenabbildungen (loka-
le Diffeomorphismen) in den R", so setzen wir
Uj = 3;(MNV}), und p;j = @0 @; 'U;. Die
Abbildungen o sind Diffeomorphismen.

Folgerung:  Offenbar entsteht durch Ver-
kleben der U; mit Hilfe der Abbildungen ¢;;
ein topologischer Raum homdomorph zu M.
M ist daher eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit.

3.2 Tangentialvektoren und Abbildungen

Ab jetzt wollen wir auch fiir k-dimensionale
TMF M des R" den Begriff einer Karte (aufler
dort, wo es explizit erwihnt wird) so verste-
hen, daf} durch die Kartenabbildung ¢; eine
offene Teilmenge von M auf eine offene Teil-
menge U; des R¥ abgebildet wird. Wir finden
solche Karten durch Einschrinken der “alten’
TMF-Karten auf M.

Im Folgenden sind (falls nicht anders er-
wihnt) M und N differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten mit den Karten (Uj,;)(jes) und

(Ups ) (kek) -

Definition 3.04 (Koordinatendarstellung)

Seien f: RK — M bzw. f: M — R¥ bzw.
f:M — N Abbildungen. Dann heiflen ¢} o f
bzw. fo goJT] bzw. ¢ o fo go;l die Koordina-
tendarstellungen von f bezuiglich der Karten
P P >

Definition 3.05 (differenzierbar (auf einer
ME)  f:RF = M bzw. f: M — R bzw.
f M — N heifd¢ differenzierbar (oder C"),
falls die Koordinatendarstellung von f diffe-
renzierbar (oder C") ist. >

Satz 3.06 Die Differenzierbarkeit aunf einer
MF ist ein wobldefinierter Begriff, d.h. er hingt
nicht von der speziellen Wahl der Karten ab.
Fiir TMF stimmen die hier definierten Begriffe
mit den friiher definierten iiberein.

Wollen wir Tangentialvektoren und Tangen-
tialriume von abstrakten Mannigfaltigkeiten
definieren, so stellt sich nun das Problem, daf§
wir keinen umgebenden Raum zur verfiigung
haben, der uns in natiirlicher Weise die Ablei-
tung zur Verfiigung stellt.

Definition 3.07 (Kurve,  Tangentialvektor)
Eine differenzierbare Abbildung ¢:1 — M
heiflt Kurve. Wir wihlen eine Karte ¢ um p.
Ein Tangentialvekror an M im Punkt p ist eine
Aquivalenzklasse von Kurven beziiglich der
Aquivalenzrelation ¢ ~ ¢ <= p = ¢(0) = ¢(0)
und % fzo(gpoc) = %L:O(@OE). Die Men-

ge der Tangentialvektoren in p wird mit T,M
bezeichnet. Die Vereinigung der T,M ist das
Tangentialbiindel TM von M. >

Wir schreiben X, = v = ¢(0) fiir den durch
¢ bestimmten Tangentialvektor und dy(X),)

=do(v) == % oPoc fiir dessen Koordi-

natendarstellung bzgl. einer Karte ¢. Speziell
bezeichnen wir mit d; den Tangentialvektor,
dessen Koordinatendarstellung gleich dem j-
ten kanonischen Basisvektor e des R” ist.

Definition 3.08 (Richtungsableitung) Sei
f:M — R und X, = ¢(0) € T,M. Die Rich-
tungsableitung in Richtung X, ist definiert als

Xp(f)i= | Soc)

t=

>

Lemma 3.09 Fiir die Richtungsableitung gilt
Xp(f +8) = Xp(f) + Xp(g) und X,(fg) =
Xpf)-8(p)+ f(p)- (Xp8).

Beweis: Sei c eine Kurve mit ¢(0) = p, ¢(0) =

—

Xp. Dann ist X,(f+g) = d(f—‘—g)(g(o)) =

df () + @B(...) = Xpf +Xpg - Xp(fg) =
d(fg)(c(0)) = fdg(...) + gdf(...) = fXpg+
8Xpf - O
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Lemma 3.10 SindX,,,Y, € M und ist \ € R,
dann gibt es eindeutig bestimmte Tangential-
vektoren X, +Y), und X -X, mit

Xp+Yp)f =Xpf+Ypf (A-Xp)f =X Xpf

Ist dim(M) = n, so ist (,M,R, +, ) ein n-dim.
Vektorraum. Ist o eine Karte, so ist dp ein VR-
Isomorphismus. Die durch eine Karte definier-

ten Tangentialvektoren d1,...,0, sind eine Ba-
sis von TyM.
Beweis:  Ist ¢ eine Karte, und sind f,¢ die

Koordinatendarstellungen von f und ¢, so ist
foc= foa Sei ¢(0) = Xp,. Dann ist X, f =
Gl o= (Fod)=df(&o). Da-
mit ist X,/ wohldefiniert, weil nur von X,
abhingig. Es ist dp(X,) = ¢(0), d.h. dy ist in-
jektiv.

Zu jedem Tangentialvektor v in ¢(p) gibt
es ein Xp € M mit dp(Xp) = v: Sei ¢ ei-
ne Kurve mit ¢(0) = v, dann ist X, der zu
¢ = ¢~ 1 o0& gehorige Tangentialvektor.

dy ist nach Konstruktion linear (Ubungs-
beispiel), also ein Vektorraum-Isomorphis-
mus. O

Definition 3.11 (Differential einer Abbil-
dung) Das Differential df, bzw. df(p) einer
Abbildung f : M — N im Punkt p ist gegeben

. d
durch df(p) : [,M — Tp(,\N, X P ,:ofoc'

Das Differential von f ist dann eine Ab-
bildung df: TM — TN mit der Eigenschaft

df

LM — Tf(p)N. >

Lemma 3.12 Das Differential ist wobldefi-
niert, d.h. es hingt nicht von der Wahl der Kur-
ve ¢ ab. df(p) : oM — Ty(,)N ist eine lineare
Abbildung. Ist f = ¢/ o f o~ die Koordina-
tendarstellung von f beziiglich zweier Karten
©:M—U,¢ :N— U soist das Diagramm

df

™ —— TN

dwl ldso’

v —Y . Ty

[ TN
kommutativ (d.h. die Koordinatendarstellung
des Differentials ist gleich dem Differential der
Koordinatendarstellung).

Beweis:  Seien ¢, Karten fir M, N und

C=poc, f=¢ ofop ' Mit v=2¢(0) ist
_d

dfiv) = drli=0

se Gleichung an und erhalten d'(df(v)) =

(foc). Wir wenden ¢’ auf die-
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4l (fofoc)=4| (For)=df(&(0))
dtlr=0 dtlr=0 ’
Damit ist df wohldefiniert und linear. 0

Folgerung: ‘Alle lokalen Aussagen’ iiber dif-
ferenzierbare Abbildungen f: U C R" — R”
gelten auch fiir f: M — N (2.B. der Satz {iber
die Umkehrfunktion und der Satz tiber impli-
zite Funktionen).

Die Klebeabbildungen ¢;; sind hier immer
C*. Wiren sie nur C" (und M damit eine ‘C"-
Mannigfaltigkeit’), so wire die Differenzier-
barkeit von Abbildungen aus und nach M nur
bis zu C" sinnvoll definierbar. Abgesehen von
der grofleren Bequemlichkeit von C*-Man-
nigfaltigkeiten kann man zeigen, daf§ es kei-
nen Sinn macht, endliche Differenzierbarkeit
zuzulassen — man erhilt dieselben Mannigfal-
tigkeiten, nur mit ‘ungeschickter gewihlten’
Karten:

Satz 3.13 Fir jede differenzierbare C"-Man-
nigfaltigkeit M gibt es eine differenzierbare C*-
Mannigfaltigkeit M' und einen C"-Diffeomor-
phismus von M anf M'.?)

Bei 7eil-Mannigfaltigkeiten ist es sinnvoll,
endliche Differenzierbarkeiten zuzulassen.
Eine C"-TMF des R” ist aber immer eine C’-
Einbettung einer C*-Mannigfaltigkeit in den
R™:

Definition 3.14 (Immersion, Einbettung) f :
M — R" heifit Immersion, wenn df regulir ist,
d.h. wenn jedes df(p) regular ist. f: M — R"
heiflt Einbettung, falls df regulir, f injektiv,
und £ stetig ist. >

Satz 3.15 Ist M kompakt und ist f : M — N in-
Jektiv und regulir, dann ist f eine Einbettung.

Beweis: z.z.: U € M offen = f(U) offen. Sei
also U offen =>M\U abgeschlossen =—=-M\U
kompakt = f(M\U) kompakt =>f(M\U)
abgeschlossen = f(U) = f(M)\ f(M\U) of-
fen. O

Satz 3.16 Ist f : M — R" eine Einbettung, so
ist f (M) eine differenzierbare TMF diffeomorph
zu M.

Beweis: “Einbettung’ heifdt, dafl £, f~! injek-
tiv und stetig sind. Fiir alle p € M 3 Umge-
bung U von p, Umgebung V von f(p) und
(Rangsatz) lokale Diffeomorphismen ¢,
mit 0 fo! :p(U) = (V), (&, ")
(x!,...,2™0,...,0). f ist stetig, also ist
f(U) offen in f(M), d.h. f(U)=f(M)NW
mit W offen im R”. Damit ist ¢|(V NW) eine
TMF-Karte fiir f(M). O

2 Siche J. R. Munkres: Elementary Differential Topology Princeton Univ. Press, 1961.
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Satz 3.17 (Satz von H. Whitney)  Fiir alle existiert eine Immersion in den R*"~' und ei-
n-dim. differenzierbaren MF mit hichstens ab-  ne Einbettung in den R*".)
zihlbar vielen Zusammenhbangskomponenten

3.3 Vektorfelder und Integralkurven

Definition 3.18 (Vektorfeld) Eine Abbildung X : M — TM mit X(p) € T,M heifst
C’-Vektorfeld, wenn die Koordinatendarstellung dp o X o o~ ! beziiglich jeder Karte
@ C" ist. >

Ist ¢ eine Karte, so sind durch ¢ die Vektorfelder d1,...,d, bestimmt. Hat das Vek-
torfeld X beziiglich der Karte ¢ die Koordinatendarstellung (x!(u), ..., ¥"(u)) mit
u €U CR" so ist offenbar

Hier haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.

Definition 3.19 (Lie-Klammer)Sind X = x/0; und Y = y/0, Vektorfelder, dann heifit
das Vektorfeld

[X,Y]:= (xjajyk —yjajxk)ak
die Lie-Klammer (oder Poisson-Klammer) von X und Y. >

Man beachte, daf} 9;y% die Richtungsableitung der Funktion y* lings der i-ten Koor-
dinate bedeutet.

Lemma 3.20 Die Lie-Klammer hat die folgenden Eigenschaften:

(i) [X,Y|f =XYf—YXS, dh. der Differentialoperator 2. Ordnung X oY —Y oX ist
in Wahrbeit eine Richtungsableitung lings des Vektorfeldes [X,Y].
(1) [0:,0;] = 0, d.h. die Basisfelder kommutieren,
(ii1) [X,Y]) = —[Y,X] und [X,X] = 0 (Antisymmetrie)
(iv) [X,[Y,Z]]+[Y,|Z,X]]+|Z,[X,Y]] =0 (die Jacobi-Identitit).

Aus (1) folgt, dafs [X Y] wobldefiniert ist und nicht von der Auswahl einer Karte abhingt.

Beweis: (i) zeigt man in lokalen Koordinaten: [X,Y]f = (x'0;yf —y'9ux})o f. X (Y f) =
X(ykakf) = xka,'(ykakf) = xiaiykakf+xiyk8iakf. Y(Xf) = yia,'xkakf +yixk8i8kf.
(i)==(i1) ist der Satz von H. A. Schwarz: 0,0, f —9;0;f = 0. (i)==(ii) ist trivial,
und (i)=>(iv) folgt durch Einsetzen und Addieren: [X[Y,Z||f = X[YZ]|f — [YZ]Xf =
XYZf—XZY f —YZX f+ZYX f. Offenbar ist die Summe [X[Y,Z]]f +--- gleich 0. O

Bemerkung: Der Vektorraum der C*-Vektorfelder mit der Poissonklammer als
Multiplikation bildet damit eine Liesche Algebra. o

Definition 3.21 (Integralkurve, Flufs) Ist X : M — T,M ein Vektorfeldund ¢ : 1 — M
eine Kurve mit ¢(t) = X.(), so heifit ¢ Integralkurve oder Flufllinie von X. Ist ¢
Integralkurve mit ¢(0) = X,,, dann heifit Fl(p) = Flx(p,t) := c(t) der Flufl von
X. >

H. Whitney: The self-intersections of a smooth n-manifold in 2n-space, Annals of Math. 45 (1944),
220-246. Fiir einen Beweis fiir R*" /R?"*! siche Th. Brocker, K. Jinich: Einfithrung in die Differentialto-
pologie.
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Satz 3.22 Zwei Integralkurven mit gleichen Anfangsbedingungen (Punkt und Ableit-
ungsvektor) stimmen siberein. Fiir alle x € M existieren eine offenen Umgebung U C M

und ein & > 0, sodafs Fl (v)
zierbar in beiden Variablen.

Beweis:
Differentialgleichungen.

firalley € U undt € (—e,¢) definiert ist. Flx ist differen-

Das ist eine andere Formulierung von Satz A.18 iiber die Losungen von

O

Lemma 3.23 Ist c(t) Integml/eurfz;e so ist &(t) := c(t +1o) ebenfalls Integralkurve, falls

definiert, und Fly o Fly (p) =

Beweis: (%c)(f +19) = 7

FIY™ (p), falls definiert.

(i?)(t), d.h. auch ¢ erfiillt die Differentialgleichung ¢ =

X,(r)- Damit ist ¢ Integralkurve. Die zweite Aussage ist eine andere Formulierung

der ersten.

O

Satz 3.24 Seien X, Y Vektorfelder in M, und ¢ : M — U eine Karte. Die Koordinaten-
darstellungen von Vektorfeldern (sie sind Vektorfelder in U) seien mit™ bezeichnet. Dann

——

gilt: [X,Y]

@(Fly oFly (p)) — @(Fly o Fly (p))

— Rl o FI (p) -

=[X,Y], Fl;; o = poFly,, sowie

FI o Flt (p) = st[X, Y], + -,

und es kommen in der Taylorreihe nur gemischte Glieder vor.

Beweis: X = xjaj — X = xjaj, wobei
d1,...,0, die kanonischen Basisvektoren im
R" sind. Damit ist die Definition von [,]
fiir X,Y und X,Y dieselbe, und der Fluf} ver-
tauscht mit der Karte.

Die Taylorreihe der Koordinatendarstel-
lung von Fly o Fly wird nun im Koordina-
tengebiet berechnet, wir schreiben nur X,Y
anstelle von X,Y. O.B.d.A. sei p = 0. Sei
(s,t) = Fly o FIy, — FIy o Fly, und seien
c(t) =Fly (0) und d(s) = Fl} (0) die von 0 aus-
gehenden Integralkurven von X und Y. Dann

"y a g
v (0,0) = d, 1/)(0,5‘) =0 fiir alle r,

Lemma 3.25 Fiir Vekrorfelder X, Y gilt [X

Beweis: ‘<= {olgt aus Satz 3.24. Um die
Umkehrung zu zeigen, tun wir folgendes:
Sei x(t) = Fl(p) die Flufilinie von X durch
p- Wir mochten zeigen, dafl die Vektorfel-
der dFly(Y,) := Yy y und Y, lings x(1)
gleich sind. Wir rechnen in emem Karten-
gebiet, und unter der Ableitung eines Vek-
torfeldes (c( );v(z)) verstehen wir den Vek-
d

Y d p B
t;)r dv/dt prl jt z:xodFIX(Y”) =
AR odFI%(v,) = = ‘I:Odplg(Ytn. dh.

Y erfilllt die Differentialgleichung dd—lt/ =

r

und analog %Tlf} (0,0) =0.

2 0.0) - G G| EeRk)
. SZO(& t:oFlS( oFly (0))
bs% Teno) % _Xe0)
| oo 4] ea
s(g—zllcaik - a—j:ll{ck,) = (' A — !
yk,...) = [X,Y]. Damit haben wir die Koeffi-

zienten (r,0), (0,r) und (1,1) der Taylorreihe
von t(s,1) gefunden. O

,Y] =0 <= Fly oFlj =Flj oFl}

K:(Yy(r)), mit der von ¢ abhingigen linea-
ren Abbildung K; = %‘l:gx(m)lzl&. Betrach-

ten nun das Vektorfeld Y, () lings der Flufili-
nie x(t)
durch

dYX() B 2

Tdr li=0 or
[x,Y]=0 d 9

o l1=0ds s
bs—’ dFL(Yy()) = Ki(Yy()). Wir schen,
dafl Y,y und Y dieselbe Differentialglei-

chung erfiillen. Bei # = 0 stimmen beide Vek-
torfelder tiberein, also sind sie gleich.

= FI§ (p): Seine Ableitung ist gegeben

)
=005 |s

FlXoFl’( (o))

_FIy o FLi(x(t0))
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Wir haben somit gezeigt, dafl dFly das gralkurve von ¥ mit ¢(0) = p, so ist Fly oc(s)
Vektorfeld ¥ in das Vektorfeld Y iiberfithrt. die Integralkurve von ¥ durch Fly(p), d.h.
Damit fiihrt Fly die Integralkurven von ¥ in  Fly oFI} (p) = Fl} o Fli (p). O
Integralkurven von Y iiber: Ist ¢(s) die Inte-
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3.4 Tensorfelder

Wir haben bisher verschiedenen Abbildun-
gen definiert, die Tangentialvektoren als Ar-
gumente besitzen (z.B. das Skalarprodukt auf
einer Fliche im R”, oder das Differential ei-
ner Abbildung). Um diese verschiedenen Ab-
bildungen einheitlich behandeln zu kénnen,
definieren wir den Begriff des Tensorfeldes
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition 3.26 (Linearform,  Multilinear-
form) Ist f:V" — R in jedem Argument
linear (d.h. es gilt f(x1,..., % + myi,. .., %n)
=Af(x1y ooy Xigeo oy Xn) + f (X1, oY1 -
X)), so heiflit f eine Multilinearform. Die
Menge der Multilinearformen bildet einen
Vektoraum, der mit ®"V* oder £,(V) be-
zeichnet wird. >

Beispiel: Der Dualraum von V besteht aus
den Linearformen auf V,und es ist V* =, V.
Beispiele fiir Elemente von £,V (dem Vektor-
raum der Bilinearformen) sind die Skalarpro-

dukte. <>

Ein Vektor x € V kann als Linearform auf
dem Dualraum V* interpretiert werden: Sein
Wert x(a*) auf einer Linearform a* ist de-
finiert durch a*(x). Eine lineare Abbildung
L:V —V kann als bilineare Abbildung auf
dem Produkt V x V* interpretiert werden: Ist
x €V, a* € V* soist L(x,a*) definiert durch
a*(Lx). Das fiihrt zu der folgenden, allgemei-
neren Definition:

Definition 3.27 (Tensor) Eine multilineare
Abbildung V" x (V*)* — R heif3t ein Tensor
der Stufe (r,s), oder ein r-fach kovarianter, s-
fach kontravarianter Tensor. Der Vektorraum
dieser Abbildungen wird mit @ (V*) @ ®*V
oder 2V bezeichnet. >

Beispiel: Linearformen, Bilinearformen,
Vektoren, und lineare Endomorphismen sind
Tensoren der Stufen (1,0), (2,0), (0,1), und

(L1). %
Definition 3.28 (Tensorprodukt) Sind
g1, & Tensoren der Stufen (ry,s;)
und (r2,s2), so ist der Tensor g ®

g» der Stufe (r; + rp,s1 + s2) definiert
durch g1 ® ga(x1...,y1...,a}...,b7...) =
gi(xr-...ay...)g2(vr---,by..). >

Bemerkung: (Basis, Koordinaten) Sei
e1,...,e, eine Basis in V und e!*, ..., ™ die
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dazu duale Basis (d.h. ¢™(e;) = §;;). Dann bil-
den die n"™* Multilinearformen

R Re; @ Qe

eine Basis von (V. Eine Multilinearform g €
2.V kann man in der Form

g= Zg{ll;:---.:ijrseil* Qe ®eir* ®Rej, @ - @ej,

schreiben. g{]‘ " heiflen die Koordinaten von
g. Man erhilt sie durch Auswerten von g auf
den Basisvektoren von V und V*:

JlseesJs 1% ok
gl-]’m’ir‘7g(e,<],...,e,-r,e11 yeey @),
Das Auswerten von g auf r Vektoren
x1,...,xr mit Koordinaten (x'),...(x) (e-
weils i = 1,...,n) und s Linearformen
a™,...,a® mit Koordinaten (al-l),...(a;v)
(eweils jr = 1,...,n), erfo]]gt durch

_ JseJs i i
gx1,...,a},...) = el Cxllexr
Lo
ajl a.}r- <>

Beim Rechnen mit Tensoren verwenden
wir die Einsteinsche Summenkonvention: Es
wird {iber jeden Index, der zweimal, einmal
oben und einmal unten, vorkommt, von 1
bis n summiert. In der obigen Summe kénnte
man das Summenzeichen also auch weglassen.
Die Koordinaten eines Produkts sind of-
fenbar gleich den Produkten der einzelnen
Koordinaten: Haben g, h, g ® h die Koordi-
naten g, b, ki, 0 ist
sy 02,y
i yeensiry 41y [T PR 5 SO M

Definition 3.29 (symmetrische Tensoren, al-
ternierende Tensoren) Eine Multilinearform
g € T,(V) ist symmetrisch, wenn ihr Wert
nicht von der Reihenfolge der Argumente ab-
hingt. Sie ist alternierend, wenn fiir eine Per-
mutation o : {1,...,r} = {1,...,r} gilt

Vo(r)) =sgn(o) g(vi,...,vr).
>

Definition 3.30 (Alternante,  Keilprodukt)
Fiir Multilinearformen g, g1, ..., v, ist die
Alternante #7(g) und das Keilprodukt g; A
-+« A gr definiert durch & (g)(vy,...,v) =
ZJES, Sgn(g) g(vo'(l) 1o ava(r))w g1 Ao A
&= (81® - ®g). >

8Wa(1y---

Definition 3.31 (Tensorfeld, Koordinaten fiir
Tensoren) Wir betrachten eine differenzierba-
re Mannigfaltigkeit M und eine Abbildung g,
die jedem p € M ein Element g, € T (T,M)
zuweist.
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Eine Karte ¢ : M — U definiert Ba-
sisfelder 9y,...,0,. Sei (dx',....dx") die zu
(91,-..,9,) duale Basis im zu T,M dualen Vek-
torraum. Durch Auswerten von g, auf J; und
dx’ erhilt man die Koordinatenfunktionen

7]»
gll: oir ‘MR

von g. g ist differenzierbar, wenn alle Koordi-
natenfunktionen es sind. In diesem Fall heifst
g ein (r,5)-Tensorfeld in M. g kann als Linear-
kombination g = ):g """ ]faf'xl1 ®--@dd" ®
0;,®---®09;j, geschrieben werden. >

Definition 3.32 (Tensorbiindel) Die Vereini-
gung aller £ (T, M) heifit das (r, s)-Tensorbiin-
del TLM iiber M. >

Beispiel: Die Abbildung p — (), ist ein
(2,0)-Tensorfeld auf einer Fliche im R”. Die
Koordinaten von (, ) sind g;; = (d1,92).

Ein Vektorfeld V ist ein (0, 1)-Tensorfeld.
Sind v/ die Koordinaten von V, so ist V =

3.4. Tensorfelder

1/9;. Fiir die Koordinatenfunktionen v/ gilt

vl =V (dx)). o

Satz 3.33 (Koordinatenwechsel) ~ Seien p, '
Karten und sei ) : R" — R", ) = po (@)L
Set (x};(p)) die Matrix der partiellen Ableitun-
gen wvon Y im Punkt ¢'(p), und x{/ (p) die
Matrix der partiellen Ableimngen von P~ i

Punkt o(p). Seien g ) ’JS Koom’z

naten eines Tensorfeldes g bezuglzch der Karten
©, ©'. Dann ist

mzd g

Toveds gy i e T
gy (p) =y xy X,

,J,
,\g,l, " (p)-
Beispiel: Ist V =1/9; = v/'9 j» ein Vektor-
feld mit seinen zwei Koordinatendarstellun—
gen beziiglich der Karten ¢,¢/, so ist v/ =

]v/ Ist (,) = gjidx’ Y 7g]/k/dxj di’,
SO ISt g jk = g jix j/x’,f, (vgl. den Beweis zu Lem-
ma 1.44). o
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4. Kapitel

Riemannsche Geometrie

4.1 Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik

In diesem Kapitel ist M, falls nicht anders erwihnt, stets eine n-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 4.01 (Riemannscher Raum, Skalarprodukt) Ein Skalarprodukt auf einem
Vektorraum V ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform (,):V xV —
R. Ist in jedem Tangentialvektorraum von M ein Skalarprodukt gegeben, sodaf} die
Funktionen gjx : M — R, p— (9;,0x) C" (r > 0) sind, so heift (M, ( , )) Riemannscher
Raum, und ( , ) heifdt Riemannsche Metrik. >

Die Riemannsche Metrik ist ein (2,0)-Tensorfeld, und die Funktionen g j sind seine
Koeffizienten. Man betrachtet mitunter (siche Kap. 6.2) auch nicht positiv definite
Bilinearformen, welche zu den Psendo-Riemannschen Riumen, und schiefsymmetri-
sche Bilinearformen, die zu symplektischen Riaumen fithren.

Beispiel: Die folgenden sind Beispiele von Riemannschen Riumen:

o Ist M C R" eine TMF und (, ) das Standard-Skalarprodukt des R”", so macht die
Einschrinkung von (, ) auf TM die Teilmannigfaltigkeit M zu einem Riemannschen
Raum.

Ist g : U — M eine lokale Parametrisierung, dann sind die Funktionen gj :=

(9,0¢) = <%, aa%> die Koeffizientenfunktionen der Riemannschen Metrik.

e Ist M eine differenzierbare (Teil-)mannigfaltigkeit, parametrisiert durch g: U C
R" — M, und sind gjx : U — R differenzierbare Funktionen so, dafl (gjx(p)) fiir
alle p € U eine positiv definite symmetrische Matrix ist, dann ist fiir v,w € T, )M
(V19 ;,wkay) := vjwkgjk(p) ein Skalarprodukt, das (g(U),(,)) zu einem Riemann-
schen Raum macht.

o Ist f: M — M’ eine regulire Abbildung und (M’,(,)) ein Riemannscher Raum,
so ist {(v,w) := (df(v),df(w)) eine Riemannsche Metrik auf M (‘Pullback’ von (,)).

e Ein mechanisches System hinge von n Parametern ab, und die Menge seiner Zu-
stinde sei als eine n-dimensionale differenzierbare MF modelliert. Fiir eine lokale
Parametrisierung mit Koordinaten u',...,u" sei die kinetische Energie eine quadra-
tische Form in den Ableitungen der Parameter: T (u!,...,u") = gyu/u*. Dann ist

vy :=T(v), (v,w) := %(T(v—&—w) —T(v) —T(w)) eine Riemannsche Metrik in M
(vgl. Kap. 6.1). o

Definition 4.02 (Bogenlinge, Energie) Ist (M,(,)) ein Riemannscher Raum und
¢: I — M eine Kurve, dann sind
b
/ (¢,c)d|
a

/ab\/<é,—c')dt’ und E?:=

Lz =
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die Bogenlinge und die Energie von ¢ im Intervall [a, b]. >

Bemerkung: Die Bogenlinge ist invariant unter Parametertransformationen (vgl.
Satz 1.07), wihrend es die Energie nicht ist. o

Lemma 4.03 L’(c)? < |b—al-E%(c) mit Gleichheit genau dann, wenn (¢,¢) = const.

Beweis: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in einem Vektorraum V mit positiv
definitem Skalarprodukt lautet (v, w)? < (v,v)(w,w) mit Gleichheit genau fiir v, w li-
near abhingig. Wir setzen V = Cla,b], (f,g) = [? f(t)g(t)dt,v=1,w = (¢,¢). Daraus
folgt direkt die Behauptung. O

Wie in Def. 1.39 bezeichnen wir mit €, , die Menge aller stiickweise differenzierba-
ren Kurven ¢: [0,1] — M mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢.

Satz 4.04 Nimmt E| bei ¢ € €, ein Minimum an, so anch L}, und es gilt (¢,¢) =
const. Umgekebrt gilt: Nimmt L} bei c € €, 4 ein Minimum an (d.h. c ist eine kiirzeste
Verbindung in der Klasse €),q), und ist (¢,¢) konstant, so hat anch Eé bei ¢ ein Mini-
mum.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Umkehrung: Sei L(c) < L(¢') fiir alle ¢/ und sei {(¢,¢) =
const. Dann ist E(c) = L(c)? < L(c¢')* < E(c’), also ist ¢ Minimum von E.

Sei nun E(c) < E(c’) fur alle ¢’. Betrachte eine Parametertransformation + : [0, 1]
— [0,1], sodafl ¢ = ¢ oy die Eigenschaft {(¢,¢) = const. hat (verwende Satz 1.08 und
eine anschlieffende Skalierung des Parameterintervalls). Dann ist L(c) = L(¢) und
E(¢) = L(¢)* = L(c)? < E(c), also L(c)* = E(c). Daraus folgt (¢,¢) = const. Fiir
jedes andere ¢’ ist dann (0.B.d.A. (¢/,¢/) = const) L(c)? = E(c) < E(c') = L(c)?, also
L(c) < L(c"). O

Bemerkung: Es macht keinen Unterschied, ob wir Kurven ¢ : [0,1] — M oder
Kurven c: [a,b] — M betrachten. o

4.2 Zusammenhinge und die kovariante Ableitung

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiftigen, in welcher Beziehung die Vektoren
in den einzelnen Tangentialriumen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit zuein-
ander stehen. Wir mochten z.B. gerne die Anderung einers Vektorfeldes lings ei-
ner Kurve messen? Wir definieren den Begriff des affinen Zusammenhangs, der eine
Richtungsableitung eines Vektorfeldes in Richtung eines Vektors liefert.

Definition 4.05 (affiner Zusammenhang) Sei M eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Eine Abbildung, die zwei (C"-) Vektorfeldern X, Y ein neues (C"~!-) Vektorfeld
VxY zuordnet, heifdt affiner Zusammenhang in M, falls:

® VxY ist additivin X und in Y

L4 foy = fVXY furf M — R.

e Vx(fY)=Xf-Y+ f-VxY (Produktregel) >

Bemerkung: (Christoffelsymole) Sei ¢ : M — U eine Karte und seien dy,..., 9, die
dazugehérigen Basisfelder. Wir schreiben V; := Vj.. Dann ist

Vjoe =9,



Kap. 4. Riemannsche Geometrie 35

Die Funktionen l"ﬂk : M — R heiflen die Koeffizienten oder Christoffelsymbole des

Zusammenhangs V. Sind X = x/d jundY = /9 ;i Vektorfelder, dann ist VxY wie folgt
gegeben:

Vi¥ =V (*9k) = (9" + Iy T, )9,

d.h. in den Wert von VxY in einem Punkt p geht von X nur der Wert in p ein (V ist
kein Tensorfeld, weil von Y nicht nur Werte, sondern auch Ableitungen eingehen). ¢y

Definition 4.06 (kovariante Ableitung) Fiir ein Vektorfeld ¥ heifst
Vx,Y = (VxY),

kovariante Ableitung von Y nach X,,. Ist V(t) = v/(1)9;(c(t)) ein Vektorfeld entlang
einer Kurve ¢(t) (d.h. ¢ : 1 — M mit V(1) € T,(n\M fur alle ¢ € I) mit ¢ = x*9, dann
sel

! 1
Dy ._ (% | ki Dy _yv (% kel
dtV = ( 7 + v ij)al, genauer dtV = ;( 7 +%v x (ijoc)) (dr0¢).
Wir nennen gt V die kovariante Ableitung von V () lings c. >

Ist V ein Vektorfeld, das V fortsetzt (d.h. V(1) = ‘76(,)), so gilt offenbar bei ¢ # 0

Lemma 4.07 Es gilt: (V+W) Dy, DWsowze (fV) de+f
dt dr’  dt rd
Beweis: Die Behauptung folgt unmitelbar aus der Definition. O

Lemma 4.08 Sind Fé»k : M — R differenzierbar, so definiert VxY = (x/9 jyl + xIyk.
rgk)a, einen affinen Zusammenhang in einer Koordinatenumgebung.

Beweis: Nachrechnen der Definition: Man sieht sofort, dafl Vy,x, 41, x,Y = A1 Vx, Y +
X Vx, Y und Vx (1Y) + poYs) = pi Vx Y1 + o Ve Ys fiir beliebige Funktionen Aj, A :
M — R und Skalare p1, 12 € R. Die Produktregel rechnet man nach: Vx(fY) =
(X0, £y + xjfykl"i.k)az = (9;(f) y* + ¥/ f5* + xjfykl"j.k)al =XfY+f%Y 0o

Lemma 4.09 Ist V(t) ein Vektorfeld lings einer konstanten Kurve c(t) = const = p, so
stimmt % V iiberein mit der gewihnlichen Ableitung von V (t) im Vektorraum T,M.

D
dt
Beispiel: (flacher Zusammenhang) Ist M offene Teilmenge des R" und verwenden wir

die identische Funktion als lokale Parametrlslerung, so wird durch T ' = const. =0,

der flache Zusammenhang definiert. Dann ist @ Dy_dy o

Beweis: Mit V =1'(9)), gilt wegen x* =0 nun 5V =9, 0

dt

Beispiel: (induzierter Zusammenhang) Ist M C R" eine TMF, p € M, so ist v € T,R"
zerlegbar in einen Tangential- und einen Normalanteil: v = v*"8 4-y"°™ mit y¥"8 ¢
T,M und v*°™ L T,M. Wir mochten gerne einen Zusammenhang definieren, fiir den
die kovariante Ableitung gleich dem Tangentialanteil der gewohnlichen Ableitung
von V (¢) im umgebenden R ist



36 4.3. Geodiitische Parallelverschiebung

Wir berechnen die Koeffizienten Fi’k bezliglich einer lokalen Parametrisierung g :
UCR" - M:

azg tang

Vo= (gs) T

d.h. die T, x sind die Koeffizienten vom Tangentialanteil von in der Basis d1, .

EWENT /a 7
0. Der durch diese Koeffizienten definierte Zusammenhang V heifSt der vom ]R”
in der TMF induzierte Zusammenhang. Wir verifizieren, dafl tatsichlich obige Glei-
chung gilt. Sei ¢ : I — M mit ¢ = x*d; oc und V =1/9; o c. Dann ist

(40" (e hao0) ™ ~doer oo (4 Cage)™

=l (d0¢) +vkxj(l"j-k oc)(djoc) = Dy
dt &

Definition 4.10 (symmetrischer Zusammenhang) Der Zusammenhang V heifst sym-
metrisch, wenn VxY — WX = [X,Y] >

Lemma 4.11 Ein Zusammenhang ist genan dann symmetrisch, wenn fiir seine Koeffizi-
entenfunktionen gilt Ty =T .

Beweis: Sei V symmetrisch. Dann gilt [0;,0¢] = 0, also Vjox = Vi0d;. Umgekehrt be-
rechnen wir VyY — Vy X = (x/9y! +xjykl"lj.k)al — (/9! —i—ijkf‘jk)al = [X,Y] (wobei

die Terme mit den Fj.k einander aufgrund der Symmetrie wegheben). ]

Lemma 4.12 Der induzierte Zusammenhang ist symmetrisch.

Beweis: Ist g: U C R" — M eine lokale Parametrisierung, so ist

azg tang azg tang ’
Vi = (aujauk> o (8ukauf) =Vid; = F]k =Ty O

Lemma 4.13 Ist V symmetrisch, dann gilt fiir jede C*-Abbildung f : U C R? — M,
(,v) = f(u,v):

D (3f\ D of

o v) = (5)

Beweis:  Sei ¢ : M — U eine Karte, 9y,..., d, Basisfelder und f= po f die Ko-

1 n
ordinatendarstellung von ¢. Dann hat o die Koordinaten (ai, e ai) , und es
ou ou ou

gilt:

Daf  (3f ofiaft ;N\, DOof
rt vl G e i TRV LRl -

4.3 Geoditische Parallelverschiebung

Definition 4.14 (Parallelverschiebung) Ist V ein stetiges Vektorfeld lings einer stiick-

weise stetig differenzierbaren Kurve ¢ mit %V = 0 fiir jedes stetig differenzierbare

Segment von ¢, dann heifdt V Parallelfeld lings c. >
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Bemerkung: Anschaulich bedeutet gt V =0, daf} sich der Vektor V() fiir den

Beobachter an der Stelle ¢(7) auf der Fliche ‘nicht dndert’. Ist V der induzierte Zu-

. . d .
%V =0, daf} der Tangentialanteil von %V verschwindet,

d.h. die Anderung von V senkrecht auf die Fliche steht. o

sammenhang, dann heif3t

Satz 4.15 Ist pe M,V, € T,M, ¢ : 1 — M mit c(0) = p, so existiert genau ein Vektorfeld
V(1) lings ¢ mit V(0) =V, das ein Parallelfeld ist.

Beweis:  Es geniigt, die Behauptung fiir alle C!-Segmente von ¢ zu beweisen, die
vollstindig in einer Koordinatenumgebung liegen. Der allgemeine Fall folgt dann
durch mehrmaliges Anwenden des Spezialfalles. In Koordinaten gilt:

V(¢) ist Parallelfeld <= %vl + lekxj v =0.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir V (¢) und hat bei vor-
gegebenen Anfangswert V(0) eine eindeutige Losung fiir alle ¢. O

Definition 4.16 (geoditische Parallelverschiebung) Sei V, € T,M und ¢ : I — M eine
Kurve mit ¢(fy) = p. Es existiert ein eindeutiges Parallelfeld V (r) lings ¢ mit V(19) =
V). Die Abbildung

Pt (c) : TuyyM — ToopM V(to) — V(1)
heifdt geoditische Parallelverschiebung oder Paralleltransport von ty nach 71 lings c. [>

Lemma 4.17 Pt2(v) ist ein linearer Vektorrawmisomorphismus, der die folgenden Ei-
genschaften besitzt:

Pty (c) 0Pt (c) =Pt} (c)
Pti o Pt (c) =Ptiy(c) = 1d.

Beweis: Die Losung einer linearen Differentialgleichung hingt linear von den An-
fangswerten ab, was die Linearitit von Pt), fiir eine Kurve zeigt, die innerhalb einer
Koordinatenumgebung liegt. Durch Iteration erreicht man so beliebige Punkte ¢(¢).
Die Aussage iiber die Verkettung ist klar. O

Lemma 4.18 Der Paralleltransport lings einer Kurve ist unabhingig von Parameter-

transformationen, d.h. Pyl (co~) = Ptl& ; (¢).

! 1
Beweis: Mit ¢ =x/9; gilt Dd—z/ = (% —|—xjvk1"ljk oc)oy, D\;;)fy = (dvdjyf'y—i— (x/ o)
ik (Fﬂ-k oc07))9;. Diese beiden Gleichungen ergeben

., DV D(Vo~)
)= = :
dt 1=(u) d%
Wegen + # 0 ist nun DV/dt = 0 dquivalent zu D(V o) /dt = 0. O

Es gibt noch einen weiteren, direkten, Zusammenhang zwischen geoditischer Paral-
lelverschiebung und der kovarianten Ableitung:

Lemma 4.19 Ist X (1) ein Vektorfeld lings der Kurve c(t), so ist

O 0 =tim  (PO(X () - X(0))
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Beweis: Sei Ey,. .., E, eine Basis von T.()M und E(t),...,E,(t) die durch geodati-
sche Parallelverschiebung entstehenden Basis von T, M. Sei ferner X (1) = x'(1) E;(t).
Pt ist eine lineare Abbildung, also ist Pt’(c)(X (¢)) = x'(¢)E;(0). Wir leiten ab:

D D

X = x"(t)Eieri(t)%E,-
— Dy - }%ME,(O):}%;(Pt?(c)x(t)—X(O)).

d

Definition 4.20 (Holonomiegruppe) Sei €' die Menge aller stiickweise glatten Kur-
ven ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = ¢(1) = p. Set %, das System der offenen Umgebungen
von p. Dann heiflen

H,:= {Pt(l)(c)|c€‘€11,”} und H = N {Pt(l)(c)|c€<€1§]}
ve,

die Holonomiegruppe bzw. die lokale Holonomiegruppe von p. >

Satz 4.21 Sind p,q € M und ist ¢ : [0,1] — M eine stiickweise glatte Kurve mit ¢(0) =

p und c¢(1) = g, so ist H, = Pt(l)(c)_l o Hy o Pt)(c), d.h. die Holonomiegruppen von
Punkten derselben Zusammenhangskomponente von M sind zueinander konjugiert.

Beweis: Sei ¢ € %é” .Dann ist c+¢+c¢~! € ¢ nach p zuriickliuft, und abschlielend noch
%}1}’1 , wobei c+¢é+c ! den Weg symbolisiert, eine Parametertransformation durchfiihrt, so-
der entsteht, wenn man zuerst ¢ von p nach dafd der entstehende Weg in [07 l] definiert ist.
q durchliuft, dann den Weg ¢, und anschlie- Ebenso folgt aus ¢ € Hp, daff cl'+c+ce
Bend auf ¢ durch Umkehrung des Weges von  Hg- O

4.4 Riemannsche Zusammenhinge

Man mochte gerne, daff der Paralleltransport von Vektoren lings einer Kurve in ei-
ner Riemannschen Mannigfaltigkeit Lingen und Winkel nicht andert. Diejenigen
Zusammenhinge, die dieser Anforderung gentiigen , heiflen Riemannsche Zusam-
menhinge.

Definition 4.22 (Riemannscher Zusammenbang) V heillt Riemannscher Zusammen-
hang, wenn der Paralleltransport lings einer Kurve eine isometrische lineare Abbil-
dung ist, dafl also fiir alle ¢ : / — M und fiir alle v € T,y M gilt, dafl || Pt} (c)v|| = ||v]|.>

Riemannsche Zusammenhinge befolgen eine Produktregel beziiglich der Riemann-
schen Metrik. Dies wird in dem folgenden Lemma genauer beschrieben:

Lemma 4.23 Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent:

(i) Vst ein Riemannscher Zusammenhang
(i) X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ) fiir alle Vektorfelder X,Y,Z.

(i11) %(V,W} = <% V,W)+(V, % W) fiir alle Vektorfelder V (t), W (t) lings dersel-

ben Kurve. . _
(1v) Fiir eine Pavametrisierung gilt g ji = I, 8t + T8

Beweis: (1) = (iii): Sei Ej p,...,E, , eine ONB in T,M fiir ¢(0) = p und E;(t) ein
Parallelfeld lings ¢ mit E;(0) = E; ,. Dann ist E(t),...,E,(t) eine ONB in T, M.
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Wir setzen V =v/E;, W = w/E; und berechnen (V,W) = (WE;, wE;) = Y viwi,
Dann ist

QV:WQ+WQ

. Dw _iE,
7 dEJ analog dtW WE;, =

Z (Ww! fviil) = <ZV,W>—|—(V,5W)

— (i) = (1) Sei V ein Parallelfeld lings einer Kurve. Zu zeigen ist, daf? |V || konstant

ist — dann ist Pt eine Isometrie: %(V,V) = (%V,V> (V, = 7 V) (0,V)+(Vv,0) =
0.
— (iii) <= (iv): Wir schreiben ¢ = ¥ ;x/-9j0c, V=Y 1/ -0joc, W =Y ;w/-dj0c.

und setzen in beide Seiten von (ii1) ein:
dt<V W) = 5t(vjw1gj106‘) (w! +viw )g soc+viwlxk (Orgji1)oc
<—V W)+ (V 2W) = (V' + v T o e)w!gioc+ (W + VT o c)vigjioc
a’ dt = kj 8il Kl 8ji
Offenbar ist (iv) notwendig und hinreichend fiir die allgemeine Giiltigkeit von (iii).
— (i) = (i1): Um (ii) fiir einen beliebigen Punkt p nachzuweisen, wihlen eine
Kurve ¢ mit ¢(0) = p und ¢(0) = X,,. Dann geht (ii) in (iii) tiber. _
— (ii) = (iv): Wir setzen X =0y, ¥ =0, Z = 0; und erhalten digj; = (F}Cjai,aﬁ +
(0j,1},0i) = T};8u +T},8i- o

Lemma 4.24 Der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit ist ein Rie-
mannscher Zusammenhang.

Beweis: Seic:1— M eine Kurve und V ein Parallelfeld lings ¢, d.h. ( d V) =0.
Z.z. ist (V,V) = const. Wir berechen also j (V,V) =2(V, j V) =2(V, ( V)rng) =
0. 5

Der folgende Satz ist grundlegend fiir die Theorie der Riemannschen Zusammen-
hinge:

Satz 4.25 (Der Levi-Civita-Zusammenhbang) Ist (M,(,)) ein Riemannscher Raum,
dann existiert genau ein symmetrischer Riemannscher Zusammenhang.

Beweis: Wir berechnen dhnlich zu (ii) = (iv) im Beweis von Lemma 4.23:
9digjk = 0i(9;,0k) = (Vid;,dk) + (9, Vidk),
35(00,00) = (V20 91) + (00, %21,
0k(0:,9;) = (Vi0:,9;) + (9s, Vi9;).

Man beachte, daf} die unterstrichenen Ausdriicke gleich sind. Wir erhalten
1
E(at<ajuak> + a]<akaal> - ak<al7a]>) = <Vlaj7ak> = <Ffjal7ak> = Ff]glk

1
= le‘j = glkz(aigjk +0;gik — 0kgij)-
D.h. die Koeffizienten Fﬁ-k von V sind durch die Koeffizienten gjx der Metrik be-
stimmt. Umgekehrt konnen wir die obige Formel zur Definition eines Zusammen-
hanges V beniitzen. Die Symmetrie von V folgt aus l"ljk =TI j- Die Relation (iv) des

Lemma 4.23 folgt direkt aus der Definition der lek, d.h. Vist Riemannsch. O
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Bemerkung: (geoddtische Kritmmung) Fiir den induzierten Zusammenhang einer
(n—1)-dimensionale TMF M C R” und eine Kurve ¢ : I — M haben wir mit ¢; = HZ_H’

¢1 = ||¢||lkica = ||¢]|(knn+ Kgm), m € T,M mit ||jm|| = 1:

D . D . i
D ey = Nellmgm, 12 el = el
¢

Definition 4.26 (geoditische Kriimmung) Fiir eine Riemannsche MF (M, (,)) ist die
geodatische Kritmmung einer Kurve ¢ : [ — M definiert durch

_ D :
re =112 il /el N

Bemerkung: Der induzierte Zusammenhang thV = (dit V)™ ist nach dem Satz

von Levi-Civita durch die Metrik allein bestimmt. Alle Grofien, die sich durch ()
und V darstellen lassen, sind nur von der Metrik (, ) abhingig.

Insbesondere ist die geoditische Kriimmung r, einer Kurve eine solche ‘Grofie
der inneren Geometrie’, was aus der fritheren Definition nicht ersichtlich war. ¢

4.5 Geodatische Linien
D ¢ — 0 heifit geodd-

Definition 4.27 (geoditische Linien) Eine Kurve ¢ : I — M mit 7
tische Linie. >

Fiir eine geodatische Linie gilt ||¢|| = const., denn das Tangential-Vektorfeld von c ist
ein Parallelfeld lings c. Weiters ist £, = 0.

Bemerkung: Alternativ kann man eine geoditische Linie so definieren, daf} sie eine

Parametrisierung besitzt mit %cl =0, bzw. daff, wenn man sie nach der Bogenlinge

parametrisiert, = ¢ = 0. Dies ist dquivalent zu Zc(t) = A(r)é(r) (vgl. Bsp. 5.04). o

’ d

Wir leiten eine Differentialgleichung fiir geoditische Linien in lokalen Koordina-
ten her: Sei ¢ : M — U eine Karte und ¢ : I — M eine Kurve. Sei die Koordinatendar-
stellung der Kurve ¢ durch poc = (x!(¢),...,x"(t)) gegeben. Dann hat das Vektorfeld
¢ die Koordinatendarstellung dp o ¢ = ¢ = (¥'(¢),...,%(t)). ¢ ist eine geoditische Li-
nie, wenn

dgo(% ¢) = (& +Flkx]xk) =0 lings c.

D.h. die Koeffizientenfunktionen x!,... x" einer geoditischen Linie erfiillen ein Sy-
stem von Differentialgleichungen 2. Ordnung. Dieses ist dquivalent zu dem folgen-
den System von Differentialgleichungen 1. Ordnung:

¥ = Zy VT x)

Xl

Bemerkung: (geoditischer Fluf§) Sei M eine torfeld G(x,y) im R?", das durch
Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : U C
M — R" eine Karte. Wir betrachten das Vek-

(yl 3o 1yn7 _F}'k(x)yjyku (RS _rl;k(x)yjyk)
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gegeben ist. Ist (x(¢),y(z)) eine Integralkurve Wir haben damit Koordinaten im Tan-
von G, so interpretieren wir diese als Koordi- ~ gentialbtindel als abstrakter differenzierbarer
natendarstellung dip o ¢ des Tangentialvektor- Mannigfaltigkeit eingefiihrt, ein Vektorfeld G
feldes einer geoditischen Linie c(t) in M. Ist in TM definiert, und seinen Fluff Flg betrach-
¢(0) = p und ¢(0) = v, so schreiben wir fiir tet. o
den Tangentialvektor ¢(r) auch Flg((p,v),?).

Lemma 4.28 Sind c| und c, geoditische Linien mit ¢1(0) = ¢2(0) = p und ¢1(0) = v,
¢2(0) = kv, dann gilt

c1(kt) = (1)
Fiir jedes p € M existiert ein € > 0 und eine Umgebung U von p, sodafSfiir g € U, ||v| < e
und |t| < 2 die geoddtische Linie c(t) mit c¢(0) = q und ¢(0) = v definiert ist.

Beweis: Ist ¢; geoditische Linie, so auch ¢ (t) = ¢ (xt), denn

&1t) = ke (i), %a(r) - #%cl.

Damit sind ¢; und ¢, geoditische Linien mit denselben Anfangsbedingungen bei
t =0, nach Satz A.18 also gleich.

Aus Satz Satz A.18 folgt, dafl es 1, 62, und eine offene Umgebung U von g gibt,
sodaf} die geoditische Linie ¢;(f) mit Startwerten (g,v;) mit g € U, |V/|| < §; im
Intervall (—d2,d,) definiert ist.

Wihlen wir nun € < §1d2/2, so ist nach dem 1. Ergebnis die geoditische Linie
c2(#) mit Startwerten (g,v) mit ||v|| < & im Intervall (—2,2) definiert, denn mit v =
\/(52 gllt Cz(l) = Cl(ézl). O

Definition 4.29 (Exponentialabbildung) Die Abbildung

exp:DCT,M —M
p

ordnet einem Tangentialvektor v € T,M den Punkt ¢(1) der geoditischen Linie ¢ mit
c(0) =p, ¢(0) =v zu. >

Folgerung: Fiir die geoditische Linie ¢(¢) mit ¢(0) = p und ¢(0) = v gilt ¢(¢) =
exp ,(tv).
Fiir jedes p € M gibt es ein € > 0, sodafl exp ,(v) fiir [|v]| < e sicher definiert ist.

Beweis: Dies sind andere Formulierungen der beiden Aussagen von Lemma 4.28. O

Lemma 4.30 Lokal um (p,0) ist exp,, ein Diffeomorphismus aus T,M nach M. Iden-
tifizieren wir T,M mit seinem Tangentialvektorraum bei 0, so ist das Differential der
Exponentialabbildung bei 0 ist die Identitit:

(d exp)o: M — T,M;  (d exp)o(v) =v.
P p

Beweis:  Wir greifen auf die Definition von ‘Differential’ zuriick. Um (d expp)o(v)
zu bestimmen, wihlen wir eine Kurve d(¢) in T,M mit d(0) = 0 und d(0) = v (z.B.
d(t) = tv) und leiten die Bildkurve exp ,(d(t)) = exp,,(tv) bei = 0 ab. Jene ist genau
die geoditische Linie ¢(r) mit ¢(0) = p und ¢(0) = v, also ist

(dexp)o(v) = di exp(tv) = v.
P Hi=op

Demnach ist (d exp,)o = idz,u, und nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist
exp,, lokal um 0 ein Diffeomorphismus. ]
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Bemerkung: (Normalkoordinaten) Wihlen wir eine Basis Ei,...,E, in T,M, so
konnen wir die Abbildung (x!, ..., x*) — expp(xiEi) als lokale Parametrisierung
einer Umgebung von p verwenden.

Nachdem die geoditischen Linien durch p in dieser Koordinatendarstellung die
Gestalt (c!,..., ¢") = (t-v!,...,t-V") besitzen, liefert die Differentialgleichung der
geoditischen Linien fiir # = 0 die Gleichung ¢/ ékFlj.k =0, fiir alle ¢/. Daher ist Fi.k(p)
=0.

Ist Ey,...,E, eine Orthonormalbasis, so ist wegen (dexp,,)o = idzm auch gj(p)

= Ojk- ¢

Satz 4.31 Fiir alle x € M existiert eine Umgebung U C M mit x € U, so dafs je zwei
Punkte p,q € U durch eine geoditische Linie c(t) mit ¢(0) = p, c(1) = q verbunden
werden kénnen, und so, dafs die Anfangswerte ¢(0) und ¢(0) in differenzierbarer Weise
von den Randwerten c(0) = p, c¢(1) = q abhingen.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung F : und bestimmen die Matrizen von dﬁ(p’o):
TM — M x M, (p,v) — (p,exp,(v)), dh.

die Abblldung ‘Anfangswerte — Randwer- dEe [ian 0 ] _ [ian 0 }
te’ einer geoditischen Linie. Zu zeigen 00 = lidg: (d exp,)ol ~ lidgs  idgs
ist, dafl F~! existiert und differenzierbar

ist. Wir verwenden eine Karte Karte ¢: Hieristexp,=¢poexp, odp,'. Demnach ist

s

(p,v) LN (p,exp,(v)) F ein lokaler Diffeomorphismus und es exi-
stiert ein W C R”, sodal W x W eine offene

d“’l l“"xw Umgebung von ¢ x ¢ (F(x,0)) und F~!
W F N W x W cin Diffeomorphismus ist. Setze dann
R*xR" —— R"'"xR U= (W) O

Definition 4.32 (geodatische Sphire) Die Menge exp ,(r S"~ 1) heifdt geoditische Sphire
vom Radius r um den Punkt p. >

Satz 4.33 (Lemma von Gaufs) Die geoditischen Sphéiren sind fiir alle Radien orthogonal
zu den vom Mittelpunkt ausgehenden geoditischen Linien.

Beweis: Seiv(t) € T,M, mit ||v(r)|| = 1, d.h. v(¢) ist eine Kurve in der Einheitssphire
SV CT,M. Sei f(r,t) = exp,,(rv(t)). Die Kurven r = const sind geoditische Linien,

also 1st a—al_o Zu zeigen 1st<af 8{> 0.
of 9
Ga=1 = o=5(L M =285 5)
d /of 0 0 ) ) 0
S5 =G (o = (5850 =0

<
= Ga- G

=0 wegen f(0,7)=p = const.
0 ]

Lemma 4.34 Seic(t) =exp ,(r(t)v(t)) mit |[v(t)|| = L und r(t) >0, d.h. c ist eine Kurve
mit ‘geoddtischen Polarkoordinaten’ r(t), v(t). In einer Umgebung von p gilt

La(c) > |r(b) = r(a)]

mit Gleichheit genau dann, wenn v(t) = const. und r(t) monoton.
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B S o N
eweis:  Sei f(r,t) = exp,(rv(t)). Dann ist c(t) = f(r(1),1), é(1) = o + o und
of of\
<E’ $> = 1. Es folgt, daf
b 1 b af 9 of Of \\ 2
Li(c) = /a <c',c'>2dt:/a |7] (<ai; a—{> + <al; a—{>) “dt
b b
> [lilde= | [ rdi =1r5) - (@),
wobei in der Ungleichungskette Gleichheit genau dann gilt, wenn (al af> =0 und

ot’ ot

i keinen Vorzeichenwechsel besitzt, d.h. genau dann, wenn v(¢) = const und r(z)

monoton wachsend ist.

O

Bemerkung: Der obige Satz gilt offenbar auch fiir stiickweise stetig differenzierbare

V.

¢

Satz 4.35 Fiiralle p € M existiert eine UmgebungW C M, so dafSes fiir alle q,r € W eine
eindeutige kiirzeste Verbindung gibt. Diese ist eine von q,r in differenzierbarer Weise

abhingige geoditische Linie.

Beweis: Wir betrachten eine Umgebung W
von p, wo nach Satz 4.31 fiir alle g,r € W die
geoditische Linie exp, (fv) mit v = exp;l(r)
in differenzierbarer Art und Weise von ¢ und
rabhingt. Wihle nun eine Umgebung W CW
so klein, daf8 ein d existiert, so dafl exp,(v)
fiir ||v]| < ¢ sicher definiert ist, und dal W C
exp,({vE M |||v|| <6/2}). Nach Konstruk-
tion ist die Entfernung jedes Punktes von W
bis p < 6/2, d.h. die Entfernung von je 2
Punkten in W ist < 0.

Jede von g ausgehende Kurve hat an-
fangs die Form c(t) = exp,(p(1)v(t) (zumin-

dest solange p(7) < §). Dann ist nach Lem-
ma 4.34 Li(c) > |p()| solange p(r) < 6, an-
sonsten L{(c) > J, denn jede Kurve muf§ an-
fangs die exp q-Bilder der konzentrischen Ku-
geln p- 8"~ in T,M iiberqueren.

Nachdem je 2 Punkte ¢,7 von W durch
eine Kurve der Linge < & verbunden wer-
den konnen, diese Kurven daher ganz von der
obigen Form sind, kann man wieder Lem-
ma 4.34 anwenden: Die kiirzeste Verbindung
von p nach ¢ ist die oben erwihnte radia-
le geoditische Linie, und man hat d(p,q) =

lexp, ' ()]]- O

Satz 4.36 Gibr es eine kiirzeste Verbindung von zwei Punkten p,q € M in der Klasse der
stiickweise differenzierbaren Kurven, so ist diese (1) glatt und (i1) eine geoditische Linie.

Beweis:  Eine solche kiirzeste Verbindung mufl zwischen je 2 ihrer Punkte die kiir-
zeste Verbindung sein. Nach Satz 4.35 ist sie zwischen 2 gentigend nahen Punkten
differenzierbar und eine geoditische Linie. O

Bemerkung: “Lange” geoditische Linien miissen keine kiirzesten Verbindungen
sein. Vgl. Satz 5.23. &

4.6 Die erste Variation der Energie E)(c) einer Kurve

Definition 4.37 (Variation) Sei ¢, eine differenzierbare Schar von stiickweise stetig
. . . . d
differenzierbaren Kurven ¢, : [0,1] — M mit ¢,(0) = p, ¢, (1) = g. Es sei Tu et [0,1]

ot

d . . d . .
und S € C[0,1]. ¢, heiflt Variation von cp, und V(¢) = % ‘u—O heifd¢ das Variati-
=

onsve/e?w]%ld. >
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Definition 4.38 (erste Variation der Energie, kritischer Punkt)

d
du

)= 4 Lealt)se
BN = gl /0 (Cult),cu(r))dt

u=0 du

heiflt die erste Variation der Energie der Schar c,. c ist kritischer Punkt des Funk-
tionals E, wenn fiir alle Variationen ¢, mit ¢ = ¢ die erste Variation der Energie
verschwindet. >

Lemma 4.39 Fiir eine stiickweise C>-Kurve ¢ : [0,1] — M seien 0 =1ty <t; < -+ <
tn1 < t, = 1 die Stellen, wo c nicht C* ist. Dann bezeichnen wir mit ¢*(t;) und ¢ (t;)
den links- und den rechisseitigen Grenzwert von ¢. Sei ¢, eine Variation von ¢ mit Va-
riationsvektorfeld V. Dann gilt

1 d D
~ 4 El(cu):—/ de— Y {V,e (1) — ey (1))
B (v.z¢) §,< ; )

Beweis: Differentiation von E = / ¢,¢)dr erglbt / 5 (¢,¢)

J . . _ D dc, dc,, ., Ddc, dc,

a(c’d = 2<$§7§>—2<§$’§>

80y o iy de | i Do,

ot ' du’ ot 'Ot du’ ot du’ ot ot

1 [ti+1 9 0y Oey |l livl dc, D .

— 5/ satead = (Granl - [TGe Ral, de

Summation iiber i =0,...,n — 1 liefert die Behauptung. O

Satz 4.40 Die kritischen Punkte fiir das Funktional E} in der Klasse der stiickweise C2-
Kurven, die zwei Punkte p und q miteinander verbinden, sind genan die geoditischen

Linien (d.h. erfiillen die Gleichung thc' = 0 und sind bereits C*-Kurven).

Beweis: Sei ¢ : I — M eine stiickweise C2-Kurve, die p mit ¢ verbindet. Ist ¢, eine

dc, ’
ou lu=0

cu(t) = exp,(u- V(1)) eine Variation mit Variationsvektorfeld V.

Variation, so sei V(1) = das Variationsvektorfeld. Ist V(r) gegeben, so ist

Ist ¢ geoditische Linie, so folgt aus Lemma 4.39, dafl die 1. Variation der Energie
unabhingig von V verschwindet.
Sei umgekehrt ¢ ein kritischer Punkt des Energiefunktionals und seien 0 =1y <

t <+ <t,_1 <t,=1dieStellen, wo ¢ nicht C? ist. Wihle f: 1 — ]Rar mit Nullstellen

genau in den #;, und setze V (r) = f(¢) - %C(t). Dann folgt

dE

Euo__/lf()<dt " dt >dt 0 = d_ ¢=0

D.h. ¢ muf} geoditische Linie sein, wo ¢ C? ist. Wihle nun V(¢) so, dafl V(t;) =
¢ (t;) — ¢~ (#;) und ansonsten beliebig.

dE
du

:fz< (1) = ¢ (131), ¢ (6) = ¢ (1i01) ) = O

u=

= ¢*(t;) = ¢ (tiy1), d-h. ¢ € C'[0, 1]. Nachdem geoditische Linien durch Wert und
Ableitungsvektor an 1 Stelle eindeutig bestimmt sind, sind C'-Kurven, die stiickweise
geoditische Linien sind, eine einzige geoditische Linie. O
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Folgerung: Kurven, die nach Umparametrisierung geoditische Linien werden, sind
genau die kritischen Punkte des Funktionals L): Wihle eine Parametrisierung mit
(¢,¢) = const. = (L})* = E}.

4.7 Vollstindigkeit

Wir verwenden Def. 1.39 auch fiir Riemmansche Mannigfaltigkeiten, um den Ab-
stand zweier Punkt zu definieren.

Lemma 4.41 (M,d) ist ein metrischer Raum, wenn M zusammenhdingend ist.

Beweis: Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar. Wir miissen noch d(p, q)
= 0 = p = q zeigen. Dies folgt direkt aus Lemma 4.34, denn alle Kurven von p
nach ¢ miissen die kleinen geoditischen Sphiren um p durchqueren. O

Lemma 4.42 Die Topologie von M stimmit der von der Metrik induzierten iiberein.

Beweis:  Wir iberdecken M durch Karten logie sind alle B(p,e) C M im Sinne der Me-
exp, fiir alle p € M. Eine Basis der Topologie  trik fiir £ < £, Wegen Lemma 4.34 sind diese

von M sind alle ¢;-Urbilder von B(0,e) CR"  Mengen fiir geeignet gewihlte 9 =) diesel-
mit € < 53. Eine Basis der metrischen Topo-  ben. O

Definition 4.43 (geoditisch vollstindig) (M, d) heif3t geodatisch vollstindig, falls jede
geoditische Linie beliebig weit fortsetzbar ist (dann ist insbesondere exp), fiir alle
v € T,M definiert). >

Wir kommen nun zu einem grundlegenden Satz betreffend die Vollstindigkeit von
Riemannschen Riumen. Seine Aussage ist die Aquivalenz von drei Eigenschaften
eines Riemannschen Raumes (M, (,)), von denen sich eine auf M als metrischen
Raum, die zweite auf Riemannsche Geometrie, und die dritte auf die Topologie von
M bezieht.

Satz 4.44 (Satz von Hopf und Rinow) Sein (M, ,)) ein Riemannscher Raum mit der
oben definierten Metrik d. Von den folgenden vier Eigenschaften

(i) (M,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum

(i) (M, (,)) ist geoddtisch vollstindig

(ii1) M hat die Heine-Borel-Eigenschaft

(iv) Je zwei Punkte p,q € M kénnen durch eine minimale geodatische Linie verbun-
den werden

sind (1)-(i11) dquivalent und implizieren (iv).

Beweis: (ii)=>(iv): Sei S = exp ,( pS"~1) eine kleine geoditische Sphire um p, und sei
r der Punkt von S mit minimalem Abstand von ¢ = R:=d(p,q) = p+d(S,q) =
p+d(r.q) = d(r,q) =R—p.

Sei r = c(p) mit ¢(t) = exp(tv) (wobei ||v|| = 1), und I = {r | d(c(t),q) =R—1t}.1
ist abgeschlossen und p € I. Sei o = max/, p’ = ¢(to). Wir wollen 7y = R zeigen, denn
dann ist d(c(fp),q) = R—R=0und c¢(to) = g, d.h. es existiert eine geoditische Linie,
die p mit g verbindet, und deren Bogenlinge gleich d(p, g) ist.

Jedenfalls ist d(p’,q) = R—to. Im Falle 7y < R seien §', o', analog zu S, p,r de-
finiert, und es ist d(p',r') = p/, d(r',q) = (R —1t9) — p' analog zu oben, und wei-
ters ist d(p,r’) <d(p,p')+p <to+p. Aus d(p,r) < 1o+ p' wiirde folgen, daf}
d(p,q) <d(p,r)+d(r,q) <to+p +R—1t9—p' =R,d.h.esistsogard(p,r) =10+’
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Eine Kurve der Linge 79 + p/, die p mit /' verbindet, ist die gebrochene geoditische
Linie von p iiber p’ nach r'. Wegen Satz 4.36 ist diese Kurve (weil kiirzeste Verbin-
dung) eine nicht gebrochene geoditische Linie, d.h. c(t9+p') =¥ und o+ p’ € I. Das
ist ein Widerspruch zu #p = max([). O
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Beweis:  (i)=(ii): Sei ¢(¢) Geoditische und
to = sup{r | c(¢) definiert}. Wir wollen aus
1o < oo einen Widerspruch herleiten. Bei 79 <
oo ist x; := c(tp — 27 /) Cauchyfolge mit Limes
x. Wihle eine Umgebung von x wo die geo-
datischen Linien die kiirzesten Verbindungen
sind, und exp ,(v) fiir [|v]| < J jedenfalls defi-
niert ist. Fiir ein x; mit d(x;,x) < 6/2 stimmt
die kiirzeste Verbindung zwischen x; und
Xjypg mitc(tg—277/41) = exp, (t-v) iiberein,
was jedoch auch fiir > §/2 definiert ist, d.h.
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fir alle x € B. (i)==(iv) wurde bereits ge-
zeigt, also existieren geoditische Linien der
Linge < R von p nach x, d.h. B Cexp,({v|
[Ivll < R}). Abg. Vollkugeln sind kompake,
deren stetige Bilder ebenfalls, desgleichen
abgeschlossene Teilmengen von kompakten
Mengen. D.h. B ist kompakt.

(ii)==(): Sei x; Cauchyfolge, und sei
|xj — x| < e fir alle j,k > np. Dann ist
{xj | j > no} in der kompakten Menge {x |
d(x,xn,) < €} enthalten und hat dort nach

Satz A.37 einen Hiufungspunkt, der wegen
Satz A.22 der Limes der Folge x; ist. 0

c(t) ist auch fiir t > #g definiert.
(it)==(iii): Sei B C M beschrinkt und ab-
geschlossen. Es existieren R, p mit d(p,x) <R

Beispiel: Ist M kompakt, oder M C R" abgeschlossen, so erfiillt M die Bedingung
(i11) des Satzes von Hopf und Rinow. Dann lassen sich je zwei Punkte durch eine
minimale geoditische Linie miteinander verbinden. Z.B. hat jede Fliche im R”, die
durch eine Gleichung F(x!,...,x") = 0 definiert ist, diese Eigenschaft. o

4.8 Zerlegung der Eins und Integration

Definition 4.45 (Integral) Sei (M,{,)) ein Riemannscher Raum und ¢ : U C M —
R" eine Karte. Seien g jx die dazugehorigen Koeffizienten der Metrik. Hat f: M — R

die Eigenschafft supp(f) C U und die Koordinatendarstellung f = fo ™!, dann ist

— z . 1 n
/Mde._ A(U)f det(g ) di' .. du". 5

Lemma 4.46 [, fdO ist wobldefiniert, d.h. unabhingig von der Karte.
Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 1.44.

Definition 4.47 (Zerlegung der Eins) Ist (U;);c; eine Uberdeckung von M und sind
(fj)jes Funktionen f; : M — R, dann heiflt (f;) eine Zerlegung der Eins zu dieser
Uberdeckung, wenn gilt:

1. fj>01in M,V 3i:supp(fj) C Ui, und supp(f;) ist kompakt;

2. jedes p € M besitzt eine Umgebung W, in der nur endlich viele f; nicht ver-
schwinden;

.Y f=1 >

Definition 4.48 (Integral) Ist f : M — R und ist (f;) s eine zu einer Uberdeckung
aus Kartenumgebungen gehdrige Zerlegung der Eins, so ist

d0:=Y. [ f-fdo.
Jyrdo=X [ 11 .
Lemma 4.49 Diese Definition ist von der Auswabl der f; unabhingig.

Beweis:  Seien f; und fi Zerlegungen der Eins (j € J, k € K), so ist ¥; [ ffj =
Yix) ffife=Xe ) ffe O

Der folgende Satz gilt genau dann, wenn M parakompakt ist. Fiir kompaktes M ist
der Beweis nicht schwierig.

Satz 4.50 Fiir jedes M und alle offenen Uberdeckungen gibt es eine dazugehdrige C*-
Zerlegung (f;) jes der Eins (r =1,... o). Ist M kompaket, so ist J endlich.
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Beweis: (fiir kompaktes M): Sei a(x) = 0 fuir
x <0 und ax) = e~ /% sonst. Sei B(x) =
a(®)/(@(x) + (1 —x), und 4(x) = A2 - ).
Dannist y(x) =1 fiirx < 1,0 < y(x) < 1 fir
l<x<2,undvy(x)=1firx>2. a Bundy
sind C*.

Wir bezeichnen mit B die offene Ein-
heits-Vollkugel im R”. Fiir alle x € M gibt es
Umgebungen Uy, Vi und eine Karte ¢y, so-

4.8. Zerlegung der Eins und Integration

dafl oy (x) =0, v (Vi) =3B, px(Ux) = B, und
so, daf} V; in einer der Mengen der gegebe-
nen Uberdeckung enthalten ist. Sei fi(y) =
Y(lexM) innethalb von Vi und fi(y) =0
sonst. Dann ist fy in ganz M definiert und C*.

Endlich viele Uy; tiberdecken M. Sei f=
Yfi, und f; = fi;/f. Dann ist {f;} eine
zur gegebenen Uberdeckung gehorige C*-
Zerlegung der Eins. m|

Daraus folgt ohne Miihe eine schwichere Version des Einbettungssatzes von Whit-

ney:

Satz 4.51 Ist M kompakt, so existiert eine Einbettung g : M — R™.

Beweis: Wir verwenden die Bezeich-
nungen aus dem Beweis zu Satz 4.50,
nur verwenden wir die Indizes 1,...,r
anstelle  der Indizes xq,...,x,. g :
M — RV st definiert durch g(x) =

(fl (X)QDI(XL s >fr(x)(,0r(x)>fl (X)7 s 7fr )C))

g ist reguldr, denn das j-te Koordinaten-n-tu-
pel von g fiir sich genommen ist in U; regular.
g ist injektiv, denn aus ﬁ(x) = fj(x' )= 11{olgt
x,x' € U}, und dort ist ¢; injektiv. Nach Satz
3.15 ist g eine Einbettung. O
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5. Kapitel

Kriimmung in Riemannschen Riumen

5.1 Der Riemannsche Kriimmungstensor

Definition 5.01 (Riemannscher Kritmmungstensor) Sei (M, (,)) eine Riemannsche
MF und seien X,Y,Z Vektorfelder auf M. Dann heiflt die Abbildung R, definiert
durch

R(X, Y)Z =WVxZ - VxWZ+ V[XﬂZ,
der Riemannsche Kriimmungstensor. Er weist X,Y,Z das Vektorfeld R(X,Y)Z zu. [>

Diese Definition sieht zunichst recht unanschaulich aus. R(X,Y) ist offenbar ein
Differentialoperator 2. Ordnung fiir Vektorfelder Z. Wir werden jedoch zeigen, daf}
R trilinear ist und (R(X,Y)Z), nur von X,, Y, Z, abhingt (d.h. daf} R ein Tensorfeld
ist).

Spiter werden wir einige geometrische Interpretationen von R kennenlernen. Es
wird sich z.B. herausstellen, daf3 fiir eine 2-Fliche im R® R(X,Y)Z = K -det(X,Y) - Z*+
gilt.

Lemma 5.02 Fiir Funktionen f,g: M — R gilt R(fX) + X2, Y)Z = fR(X1,Y)Z +
gR(X>,Y)Z, und analog fiir Y und Z (d.h. R ist ein (3, 1)-Tensorfeld), und (R(X,Y)Z),
héingt nur von X,,,Y,,Z, ab.

Lemma 5.03 Fiir Vektorfelder XY und Funktionen f:M — Rgilt [fX,Y] = f[X,Y]—
Yrx

Bewes: [fX,Y]g = (fX)(Yg) = (Y((fX)g) = fXYg— (Y [)(Xg) - f(¥YXg). m

Beweis:  (von Lemma 5.02) Die Additivitit folgt direkt aus der Definition. Wir
berechnen
R(fX,Y)Z= VnyXZ — foVyZ—F V[fX,Y]Z
=W (fVxZ) = fYxWZ+ Vix y)-v p)xZ
=Y )VXZ+ fWVXZ — fVxWZ+ fVixy)Z — (Y f)VxZ
— fR(X,Y)Z.
Analog zeigt man R(X,gY)Z = gR(X,Y)Z.

R(X,Y)(hZ) = VyVx (hZ) — VxVy (hZ) + Vix y| (hZ)
=V (XhZ—hVxZ)—[...]+ [X.YIh Z+hVx y|Z
=YXhZ+XhVyZ —YhVyVxZ —hVyVxZ —[...]+ (")
= hR(X,Y)Z.
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In einem lokalen Koordinatensystem mit der Karte o : M — U seien X = x'0;, ¥ =
y0djund Z = 7%0y. Wir setzen R(0;, 0j)0k = jokal und erhalten

R(X,Y)Z = x'y/7*R(0;,0,)9 = x'y/ 2Rl ;0. -

Definition 5.04 (Koeffizienten des Kriimmungstensors) Ist o eine Karte, so heiflen die
dazugehérigen Funktionen R! 1 die Koeffizienten des Riemannschen Kriimmungsten-
sors beziiglich . >

Bemerkung: Die Schreibweise R(X,Y)Z anstelle von R(X,Y,Z) kommt von der In-
terpretation von R als einer Vereinigung von linearen Abbildungen R(X,,Y,) : ,M —
T,M, Z, — R(X,,Y,)Z, oder bilinearen Abbildungen R : T,M x T,M — End(T,M).

Beispiel: Wir berechnen die Koeffizienten des Kriimmungstensors des Levi-Civita-
Zusammenhangs:
R} 40y = R(0;,0;)0 = V;Viox — V;V;0r = V;(T9,) — Vi(T0,)
= (0T} + T3, — airi‘k —T,T7,)0:.

Ist V der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit, und g eine lokale
Parametrisierung, dann sind die dazugehdrigen Koeffizienten R! i« gegeben durch

d, dg 0, g rang
; (9 tang tang
Rij01 = (aj (auiauk ) 0; (aujauk ) ) .

5.2 Wegabhingigkeit der Parallelverschiebung

Wir kommen nun zu einer geometrischen Deutung des Kriimmungstensors. Ver-
schiebt man einen Vektor auf einer Fliche bzw. in einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit parallel, so erhilt man fiir zwei verschiedene Wege zwei verschiedene Resul-
tate. Diese Wegabhingigkeit der geoditischen Parallelverschiebung spiegelt gerade
die Kriimmung der Fliche bzw. Riemannschen Mannigfaltigkeit wieder. Wir zeigen
zuerst ein technisches Lemma {iber die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihen-
folge bei Vektorfeldern.

Lemma 5.05 Fiir ein Vektorfeld Z(u,t) lings f(u,t) gilt

D DZ D DZ—R(af af)X.

Orou” Qudr~ " \ou'or

Lemma 5.06 Sind N C M Mannigfaltigkeiten, p € N, und ist X ein in N definiertes
Veekrorfeld, so gibt es lokal um p ein in M definiertes Vekrorfeld X, das X fortsetzt.

Beweis: Ist M = R™, N der Unterraum X = ... = x¥" =0, und hat das Vektorfeld
die Gestalt X = X (x!,...,x"), so [6st X (x',...,.x") = X (x!,...,x") das Problem.

Der allgemeine Fall kann durch einen Diffeomorphismus auf diesen speziellen
Fall zuriickgefithrt werden (nach Definition von “TMF”). O

Beweis:  (von Lemma 5.05) Ist f regulir und sein Bild lokal eine 2-dimensionale

Teilmannigfaltigkeit, so kann man a—f, ?)_J;’ und Z nach Lemma 5.06 zu Vektorfeldern
u

X, Y, Z in M fortsetzen. Fiir eine skalare Funktion g mit g(u,v) = g(f(u,v)) gilt dann

Xg = 0dg/du und Yg = dg/dv. Nach dem Satz von Schwarz gilt [X,Y]g =0 in den

Punkten f(u,v), und die Definition von R liefert das Resultat. Ansonsten (wenn f

nicht regulir ist) mufl man eine lingere Rechnung durchfiihren.” O

M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, p- 98f.
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Satz 5.07 Sei f: U C R? — M eine regulire Abbildung mit f(0,0) = p,

of

und 3 (0,0) =Y,. Wir bezeichnen mit PeY;0 die geodiitische Parallelverschichung lings

Y0

der u-Linie von (u,vo) bis (u',vo) und mit Pt
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of

5(030) = Xp

ug,v'
uy,v

die geodatische Parallelverschiebung

lings der v-Linie von (ug,v) bis (uo,V'). Dann ist

R(Xp,Y,)Z, = lim

5,t—0 St

I
— (P Py P P07, — 7, )

t

Beweis: Sei Z(s,t) ein beliebiges Vektorfeld, das Z, = Z(0,0) fortsetzt. Nach Lemma

4.19 ist
DD_ .. 1(_ ooD D
Z 27 =lim- (PO Z(0,5) — =
dv du ng})s< 0 Qu (0,5) Ju

Z(0,0))

EERTIN N PN X VAT I _ o b 00 _
_g%;[Ptm(}%;(Ptt,sz(z,s) Z(o,s))) lim — (Pt Z(1,0) z(o,O))}

= Tim ~ (POPCIZ(1,5) — POZ(0,5) — PLZ(1,0) + Z(0,0));

s,t—0 St §

und analog
bDb
ou dv

s,t—0 8

o1
Z = lim —(Pe)g PV Z(t,5) — Py Z(2,0) — Prg Z(0,5) + Z(0,0)).

Nun setze man Z(s,t) = Pti:éPtB%Zp und verwende Lemma 5.05:

.1
Ry 1y)2, = lim, =

0,0 p. 0,5 p 1,5 .10
— (PtOJ | Ptt.’O Ptoﬁozp — Zp)

O

Definition 5.08 (flacher Riemannscher Raum) Ein Riemannscher Raum heifit flach,

wenn R(X,Y)Z =0 fiir alle X, Y, Z.

Satz 5.09 Die folgenden Aussagen fiir (M, {

1.R=0,d.h. M ist flach.

>

,)) sind dquivalent:

2. Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhingig.
3. (M,(,)) ist lokal isometrisch zum euklidischen R", d.h. M ist abwickelbar.

Beweis: (3)==(1) und (3)=-(2) sind trivial.
— (2)=(1) folgt aus dem vorigen Satz.

— ()=(): Wir verwenden wir eine Kar-
te ¢ : U CM — R" Sei 0.B.dA. p(p) =
(0,...,0). Sei Z, ein Tangentialvektor in p.
Erzeuge ein Vektorfeld Z(u!,...,u") durch
Parallelverschiebung von Z, lings der Para-
meterlinen (0,...,0) — (u!,...
(ul,... u").

Nach Konstruktion ist Z ein Parallelfeld
lings der u'-Linien durch die Punkte («?, ...,
u',0,...,0). Insbesondere ist Z ein Parallelfeld
lings jeder u”-Linie.

Wir schreiben “P(i, )’ fiir ‘V;Z(u!,...,
u/,0,..., 0) = 0. Nach Konstruktion gilt
‘P(i,i)’. Wir zeigen ‘P(i, j) = P(i,j+ 1)

Aus R =0 folgt V; 1 ViZ =V;V; | Z. We-
gen ‘P(j+1,j+1) ist VJ-HZ(ul, Cult o,
...,0) =0, also ist Vj_HV,'Z(u', Lwtho,
...,0) =0, d.h. ViZ ist ein Parallelfeld lings

0) = e —

der w/*!-Linie in den Punkten (u!, ..., u/*!,
0, ...,0). Das Vektorfeld V,Z verschwindet
bei (u!,...,u/,0,...,0) wegen ‘P(i, j)’. Nach-
dem die Parallelverschiebung ein VR-Isomor-
phismus ist, ist V;Z lings der ganzen u/*!-Li-
nie gleich 0, also gilt ‘P(i, j+1)’.

Mit Induktion folgt nun ‘P(i,n)’, d.h.
ViZ = 0 iiberall in U. Ist X = x%9;, so ist
VxZ = x'V;Z, also VxZ = 0 iiberall in U. D.h.
Z ist Parallelfeld lings jeder Kurve = das
Ergebnis der Parallelverschiebung langs jeder
Kurve ¢ in U ist gleich dem Wert von Z im
Endpunkt, unabhingig von der Kurve.

— (2)=(3): Wir zeigen die Existenz einer
lokalen Parametrisierung so, dafl die Ko-
effizienten g der Metrik gleich §j sind.
Wir wihlen in T,M eine Orthonormalba-
sis (E1)p,..-,(E1)p, verschieben diese Vek-
toren (wegunabhingig) parallel, und erhal-
ten so Vektorfelder Ey,...,E,. Wegen (2) gilt
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VE.E; = 0, und wegen der Symmetrie von V
gllt [E[,Ej] = VE,-Ej — VE_,-Ei =0-0=0.

Sei f:V CR" — M die Abbildung ¢ :
(V) e Fl,vgl] o-A-oFlgl(p). Nach Kon-
struktion sind die Ableitungsvektoren der v!-
Parameterlinien die Vektoren Ej. Nach Lem-

5.2. Wegabhingigkeit der Parallelverschiebung

ist dip regulir und v eine lokale Parametri-
sierung mit Basisfeldern 0; = E;. Die E; sind
Parallelfelder lings jeder Kurve, und daher ist
<Ej,Ek> = <(Ej)p7(Ek)[,> = 0jk- Die Koeffizi-
enten gj; von () beziiglich 1 sind gegeben
durch gj; = (9;,0k) = (E;,Ex) = dj, was zu
zeigen war. O

ma 3.25 ist die Reihenfolge der Fliisse irrele-
vant, d.h. es gilt d/dv = E; fiir alle i. Damit

Satz 5.10 Fiir den Riemannschen Kriimmungstensor gelten die folgenden Gleichungen
(1) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z
(2) R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = 0 (Bianchi-Identitit)
) (RX,Y)Z,W)+ (RX,Y)W,Z) =0

(4) (RX,Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y)

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition von R. Bei (2) nehmen wir 0.B.d.A. an,
dafl X,Y,Z Basisfelder sind, d.h. [X,Y] = [X,Z] = [V, Z] = 0 gilt. Wir berechnen

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = VyVxZ —VxVyZ+--- = 0.

Bei (3) ist zu zeigen, dafl (R(X,Y)Z,W) in Z und W schiefsymmetrisch ist, d.h. z.z.
ist (R(X,Y)Z,Z) =0

XY(Z,Z> = X(Z(Vyz, Z>) = 2<vayz,z> + 2<Vyz, VXZ>
YX(Z,Z> = Y(2(VxZ, Z>) = 2<VyVXZ,Z> +2(VxZ,VWyZ)
[XaY]<Z7Z> = 2<V[X,Y]sz>

Durch Subtraktion der ersten beiden Gleichungen von der dritten entsteht (XY —
YX + [X,Y)){(Z,Z) = 2(R(Y,X)Z,Z), und das verschwindet aufgrund von Lemma
3.20.

Um (4) zu zeigen, verwenden wir viermal (2) und addieren:

0 = (RX,Y)Z,W)+(R(Y,Z)X, W)+ (R(Z,X)Y,W)
0 = (zyklisches Vertauschen)
— 0 2(R(ZX)Y,W) +2(R(W,Y)Z,X).
Es folgt (R(Z,X)Y,W) = (R(Y,W)Z,X), was zu zeigen war. O

Bemerkung: R(X,Y,Z,W):= (R(X,Y)Z,W) heifit ebenfalls Riemannscher Kriim-
mungstensor. Sei R;ji := R(0;,0;,0k,0;). Aus R;jiy = <R;jka,,a,> folgt Riju = 1R
und R} = 8" Riju, d.h. die Koeffizienten R... und R.... bestimmen einander wechsel-

seitig. &

Bemerkung: Bei dimM = 2 gibt es 16 Koeffizienten R; jx;, doch aufgrund der vielfa-
chen Symmetrien sind diese alle durch Rj212 bestimmt:

Rijkl = _Rjkkl = _Rijlk = Rklija insbes. ist Riikl = Rijkk =0. Sp'dter werden wir
sehen, daf} fiir 2-Flichen im R? die Beziehung Ri212 = det(gji) - K gilt. o

Als eine abgeleitete Grofle ergibt sich aus dem Kriimmungstensor durch Spurbil-
dung der Ricci-Tensor. Fiir festgehaltenes X,Y ist R(-,X)Y eine lineare Abbildung
von T,M nach T,M (oder ein (1,1)-Tensor). Von dieser linearen Abbildung kann
man die Spur bestimmen (in lokalen Koordinaten als Summe der Diagonalelemente
der Koeffizientenmatrix). Wir erhalten das folgende Feld von Biliearformen (d.h. ein
(2,0)-Tensorfeld):
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Definition 5.11 (Ricci-Tensor) Ric(X,Y) = tr(R(-,X)Y). >

Es folgt direkt aus der Definition, daf} der Ricci-Tensor tatsichlich eine Bilinearform
ist. In lokalen Koordinaten ergeben sich seine Koeffizienten aus

R1c(8J,E)k Jk = Zlek

Definition 5.12 (Schnittkriimmung) Seien v,w € T,M zwei linear unabhingige Vek-
toren. Dann ist die Schnittkriimmung wie folgt definiert:

Lemma 5.13 K(v,w) hingt nur von der Ebene ab, die von v,w aufgespannt wird.
Beweis: Wir zeigen K(v,w) = K(w,v) = K(v+ Aw,w) = K(Av,w):

(R(v,w)v,w) = —(R(w,v)v,w) = (R(w,v)w,v) und (v,w) = (w,v).

(R(v4Aw, w) (v+Aw),w) = (R(v,w)v 4+ AR(w,w)v + AR(v,w)w + A2R(w,w)w, w)
= (R(v,w)v,w) und (v+Aw, v+ Iw) (w,w) — (V+Iw, w)? = (1, v) 4+ 21 (v, w) (w, w)
+ )‘2<W W>) >W> - (<V7W> + <)\W,W>)2 = <V,V> ’ <W,W> - <V7W>2‘

ER()\;/ )y))\v w) = A2(R(v,w)v,w) und (Av, W) (w,w) — (v, w)? = A2 ((v,v) (w, w) —
O

Folgerung: Wegen Lemma 5.13 gibt es bei 2-dimensionalen Riemannschen Riumen
nur eine einzige Schnittkrimmung.

5.3 Jacobi-Felder

Wir befassen uns nun, bildlich gesprochen, mit der Frage ‘inwieweit geoditische Li-
nien, die von einem Punkt ausgehen, auseinanderlaufen’. Die Bestimmung dieser
geoditischen Abweichung und des Zusammenhangs mit der Kriimmung ist ein we-
sentliches technisches Hilfsmittel beim Studium lokaler und globaler geometrischer
Eigenschaften von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Lemma 5.14 Seien I,I' C R Intervalle und sei f : I X I' — M so, dafs ¢, (t) = f(u,t)

eine geoditische Linie ist. Wir setzen c(t) = co(t) und J(t) = E)_f (0,2). Dann gilt
u
2
ﬂ +R(¢,J)¢=0.
dr’
D D
Beweis: Es gilt — of _Dof (siche Lemma 4.13). Nach Voraussetzung ist — o =0.

dudt Otdu

Wir wenden die obige Relation und Lemma 5.05 an und erhalten

ot ot

DD 9f of\of DD _,of of\of DDf
gearar =R aa) R(5r50) 36+ 3191 9w .

Tawarar o awar Tarauar T \ar du
Definition 5.15 (Jacobische Dgl., Jacobi-Feld) Die Differentialgleichung in Lemma
5.14 heiflt Jacobische Differentialgleichung. Jedes Vektorfeld, welches die Jacobische
Differentialgleichung erfiillt, heifit Jacobi-Feld lings der geoditischen Linie c. >
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Lemma 5.16 Seiv(u) eine Kurve in M mit ||v|| =1, |[v(0)|| = 1, und f(u,t) = exp ,(t-
v(u)). Mit

Yy

J(t)—a N v(0)=w gilt

1 1
JJ)y=1>— gl((v,w)t4 +o(*), |J@)|=1t— EK(v,w)t3 +o(r).
Beweis: J(t) ist ein Jacobifeld, weil f(u,t) fiir festes u eine geoditische Linie ist. Wir
bendtigen die Ableitungen von (J(¢),J(¢)) an der Stelle # = 0. Wir schreiben hier /

sowohl fiir die kovariante als auch fiir die gewShnliche Ableitung nach ¢ lings der
Kurve f(¢,0). Wir erhalten der Reihe nach:

— (J,J)(0) =0, weil J(0) =0
— (J,JY =2(J",J)=0beit=0.
D d D d D o D .
— J’(O) = gaf(o,o) = agf(o,o) = 55 o epr(tV(M)) = 5\/(0) = V(O) =
u=0

w (nach Lemma 4.09).

— (LN =2J"0)+2(J',J'). Beit = 0 ist das gleich 2(J',J") = 2{w,w) = 2.

— J'=—R(¢,J)¢=0beit =0= (J,J)" =2J" 1)+ 6(J",J)=0beit =0.

— (LI =20 Iy + 8" Ty +6(J7,J")y = 8(J",J') Bei t = 0 ergibt sich é :
(,.n)" = <%R(C'J)C} J') = (R(¢,D)¢, ') = (R(¢,)é, J") = (R(¢, )¢, J) =
(DRI, T) + (R(EJ)e, J') = (R(ew)é,w) = K(é,w) = K(v,w).

Damit haben wir die ersten vier Glieder der Taylorreihe von (J,J) bestimmt. Fiir
. Cge g . . 1

die Wurzel aus (J,J) verwenden wir die binomische Reihe v/1+a =1+ 7% +...:

| =1 —Kr2/3+...) = |r|(1-Kr?/6+...). O

Wir werden dieses Lemma anwenden, um zu zeigen, wie sich die Kriimmung einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit in Abweichungen von der bekannten Euklidischen
Elementargeometrie manifestiert:

Beispiel: (Umfang eines geoditischen Kreises) Sei Ei,E> € T,M eine Orthonormal-
basis eines zweidimensionalen Unterraumes von 7,M. Die Kurve v: R — T,M, u —
cos(u)E +sin(u)E;, beschreibt einen Kreis vom Radius 1 in diesem Unterraum, und
kr(u) = f(u,r) = exp,(r-v(u)) beschreibt fiir festes r einen geoditischen Kreis vom
Radius r um p.

Nachdem ||v(0)|| =1 ist, kénnen wir Lemma 5.16 direkt auf die Jacobifelder J,(r)
=3, exp(r-v(u)) lings der geoditischen Linien ¢,() = exp,(r-v(u)) anwenden, um

d

den Umfang U(r) zu bestimmen:

U(r):/OZTr ic,(u)Hduz/ozw

= [ (r KB B o)) = 2~ g BLEDA) + [ ol

9 exp(r-v(u)) H du = /027T

u ,

du

J(u,r)

K(E|,E;) = —6lim 1 (U(r) —r— /02ﬂo(r3)) = lim i(27rr —U(r)).

r—0 13 2w r—0 13

D.h. die Schnittkrimmung steht in direkter Beziehung zur Abweichung des Umfan-
ges eines geoditischen Kreises vom euklidischen Maf$ 27r. o
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Beweis: Hier fehlte die Begriindung, warum
Integration und Grenziibergang vertauscht
werden diirfen. Nach Lemma 5.16 haben
wir |[J(u,r)|| = |rlg(u,r). Wir nehmen an,
dafl exp, C* ist, also g € C?. Wegen g =
9,8 = 02g = const bei u = 0 ist nach dem
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1. Das Restglied & = g — 1 — Kr?/6 ist C3
und h/r? wird wegen lim, )0 r]—zh(uo +
u,r) = lim£(32g)(uo + Ou,0r) = 0, durch
h(u,0) = 0 stetig fortgesetzt. Der Ausdruck
lim, o ri; fo(r*) hat nun genauer die Form
lim, 0 rizh(u,r). Nachdem |/2(u, r)/r?| stetig,

Satz von Taylor g(ug +u,r) =1— %,2 +

d.h. in [0,27] x [0, €] gleichmifig stetig ist, ist
%rS(agg)(uo + Ou,0r) mit 0 < O(ug,u,r) <

lim [ = [lim= [0=0. O

Beispiel: (Fliche eines geoditischen Kreises) Wir verwenden die gleichen Bezeichnun-
gen wie im vorigen Beispiel und bestimmen die Fliche des geoditischen Kreises k.
Dessen Inneres ist parametrisiert durch

F100,27) x [0,R] = M, (r,u) — k.(u) = exp(r-v(u)).

p

Die Koeffizienten g, gu> guu der Metrik sind wie folgt:
AT _ _
8rr= ||§|| =1, guw=0 nachSatz4.33, g, = {J(u),J(u)).

Nun ist die Fliche gegeben durch

A(R) = /OR/O27r \/ &rr&uu — &2, dudr = ./OR/()ZW IV (w)||dudr = /ORU(r)dr

R 1
= 277/ (r— SK(E E))r +o(r?)) dr=nR* — KBl JE))R* +o(RY)
0
12,

D.h. die Schnittkriimmung ist in direkter Beziehung zur Abweichung der Fliche
eines geoditischen Kreises von dem bekannten euklidischen Mafi. Die Liicke im Be-
weis kann dhnlich zum vorigen Beispiel geschlossen werden. &

Definition 5.17 (Riemannsche Teilmannigfaltigkeit) Ist (M, {,)) ein Riemannscher
Raum und M C M eine TMF, so heifft M versehen mit dem Skalarprodukt von M
Riemannsche Teilmannigfaltigkeit von M. >

Lemma 5.18 Sind Ey,E> € TyM, dann hat die Riemannsche Teilmannigfaltigkeit M =
exp,(RE + RE>) in p € M dieselbe Schnittkriimmung K(Ey, Ez) wie in p € M.

Beweis: Die von p ausgehenden geoditischen Linien tangential an RE;| + RE; stim-
men fiir M und M iiberein (lokal sind sie fiir beide Mannigfaltigkeiten die kiirzesten
Verbindungen zu p), und damit auch die Umfinge U(r) von geoditischen Kreisen.
Die Gleichheit der Schnittkriimmungen folgt aus dem vorigen Bespiel. O

5.4 Konjugierte Punkte und minimale geodaitische Li-
nien
Definition 5.19 (konjugierte Punkre) Ist ¢ geoditische Linie und existiert ein Jacobi-

feld J # 0 langs ¢ mit J(a) =J(b) = 0, so heiflen ¢(a) und c(b) zueinander konjugierte
Punkte lings c. >

Bildlich gesprochen, schneiden einander ‘infinitesimal benachbarte’ geoditische Li-
nien, die von c(a) ausgehen, einander im Punkt ¢(b).
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Lemma 5.20 Die Jacobi-Felder lings c bilden einen 2n-dimensionalen Vektorranm und

sind fiir beliebiges a durch J(a) und %J (a) eindeutig festgelegt.

Beweis: Sind E\,...,E, linear unabhingige Parallelfelder lings einer geoditischen

Linie ¢ mit E; = ¢, dann setzen wir J(t) = x/(t)E;(t). Es gilt QtJ =X/ (t)E;(t) und

d
D s
W =X (I)Ej(t) = —R(C,J)C.
= /E;+x/R(E|,E})E| =0

D.h. wir erhalten eine lineare Dgl. 2. Ordnung fiir die Koeffizientenfunktionen x/(t).

Es existiert ein 2n-dimensionalen Vektorraum von Losungen, und jede Losung ist

durch die Anfangsbedingungen J(a) = x/(a)E;(a) und th J =#/(a)E;(a) eindeutig

bestimmt. O

Lemma 5.21 Jedes Jacobifeld lings einer Geoditischen entsteht anf die Weise wie in
Lemma 5.14 angegeben

Beweis:  Durch die Konstruktion in Lemma 5.14 kann man einen 2n-dimensio-
nalen Vektorraum von Vektorfeldern lings ¢ erzeugen: Mit der dortigen Notati-

of

on ist J(0) = =(0,0). Aus dem Beweis von Lemma 5.16 sehen wir, daff im Fall

du
. d o
S (u,0) = const gilt J'(0) = E(al:(u,O)) O

Lemma 5.22 Sei c(t) = exp,,(tv) eine geodatische Linie. Es gibt einen zu c¢(0) konjugier-
ten Punkt c(r) genau dann, wenn exp,, bei rv singuldr ist:

. Def. d u
Beweis: d(eip)rv(w) =0 uzoeip(rv—&— uw) = % lttf()a;p(t(v—!— ;w)) = J(r), wenn
J(r) das Jacobifeld 83 exp(”) bezeichnet. D.h. d(exp,)r hat genau dann einen
Uly=p
nichttrivialen Kern, wenn das Jacobifeld J bei r eine Nullstelle hat. O

Der folgende Satz ist wesentlich fiir globale Probleme in der Riemannschen Geome-
trie:

Satz 5.23 st c eine geoditische Linie und liegt zwischen c(a) und c(b) ein zu c(a) kon-
Jugierter Punkt, so ist ¢ nicht die kiirzeste Verbindung zwischen c(a) und c(b) in der

Klasse der stiickweise differenzierbaren Kurven, die c(a) und c(b) verbinden.

Beweis: (Idee) Ein anschauliches Argument
ist das folgende: Man betrachte exemplarisch
M = 8", ¢(0) = N ist der Nordpol, c(7) =
S ist der Siidpol, konjugiert zum Nordpol.
cu(t) sei eine Schar von geoditischen Linien
mit ¢, (m) = S. Blickt man von unten auf die
Schar ¢, (t), so sieht man, dafy man den ‘gera-
den Weg’ von ¢((0) bis co(m +¢) (der lings
co die Linge 7 + ¢ hat) dadurch abkiirzen
kann, dafy man die Ecke zwischen den Punk-

ten ce(m —¢) und co(m + ) abschneidet, de-
ren Entfernung < 2¢ betrigt, und man so eine
stiickweise differenzierbare Kurve der Linge
< 7 — e+ 2¢ erhilt, die kiirzer als der Weg
lings cg ist.

Im allgemeinen Fall folgt die Unglei-
chung ‘< 2¢” aus d(co(r),cs(r)) = o(€), wenn
co(r) der zu ¢ (0) konjugierte Punkt ist. Der
tibliche Beweis verwendet jedoch einen ande-
ren Zugang.? O

ASiehe J. Milnor: Morse Theory, §§ 13-15; bzw. M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, pp- 243ff.
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1 . . 1
Bemerkung: Ist K(v,w) > — fiir alle v,w € TM, oder ist Ric(v,v) > — fiir
r r

n—1
alle v e TM mit ||v|| = 1, so ist der erste konjugierte Punkt hochstens 77 entfernt.
Ist die MF vollstiandig, so ist daher ihr Durchmesser diam(M) < 7r (Satz von Bon-

net/Myers).>) o
Satz 5.24 Ist K(v,w) <0 in M, so existieren keine konjugierten Punkte.

Beweis: Sei J ein Jacobifeld lings der geodd- stelle (Lemma 5.16) folgt (J,J) =2 —... —
tischen Linie c(t). Wir verwenden ’ fiir Ab-  (J,J) = [t —...| = (J,J) ist positiv in ei-
leitungen nach ¢ lings c. Dann ist (J,J)"” = ner Umgebung einer Nullstelle = (J,J) ist
20",0)+2(J",J") > —=2(R(¢,J)¢,J) > 0.D.h.  streng monoton auflerhalb von Nullstellen
(J,J)" ist streng monoton steigend. Aus der == J kann nur eine Nullstelle besitzen. o
Taylorentwicklung von (J,J) um eine Null-

Folgerung: Ist K(v,w) <0 in M, dann ist exp,, global regulir fiir alle p und nicht
nur lokal.

Bemerkung: Ist M vollstindig, einfach zusammenhingend, und K (v,w) < 0, dann
ist exp,, ein Diffeomorphismus, d.h. M ist diffeomorph zum R" (Satz von Cartan-

Hadamard).¥ o

5.5 Riemannsche Teilmannigfaltigkeiten

Wir betrachten Teilmannigfaltigkeiten von Riemannschen Riumen. Fiir den R” ha-
ben wir das bereits getan — beim Studium von Kurven und Flichen im euklidischen
Raum (siehe Kap. 1 und Kap. 2).

Die Definition von ‘Riemannscher Teilmannigfaltigkeit’ erfolgte bereits auf S.
55.

Definition 5.25 (Isometrische Immersion) Ist f : M — M regulir und ist (V,W)y =
(df(V),df(W)) 1> so heildt f isometrische Immersion. Ist f bijektiv, so heifit f Isome-
trie. >

Formal ist die Einbettung einer Riemannschen Teilmannigfaltigkeit in einen Rie-
mannschen Raum eine isometrische Immersion.

Wir werden nun einige Begriffe, die wir fiir Flichen im euklidischen Raum be-
reits definiert haben, auf Riemannsche Raume {ibertragen.

Definition 5.26 (Orthogonalranm) Ist M Riemannsche Teilmf. von M, so heifit das
orthogonale Komplement _L ,M von T,M in T,M der Orthogonalraum von M in p.[>

Definition 5.27 (induzierter Zusammenhang, II. Fandamentalform) M C M sei eine
Riemannsche TMF, V sei ein Zusammenhang in M. Wir bezeichnen mit

™M — TM, T M — LM

die Projektion von T,M auf T,M und die dazu orthogonale Projektion. Sei ferner fiir
ein Vektorfeld ¥ auf M Y ein beliebiges Vektorfeld, welches Y auf M fortsetzt. Dann

heiflft VxY = WM(%X?) der von V induzierte Zusammenhang. Die Normalkompo-
nente 7y;(VxY) heiflt die II. Fundamentalform:

I(X,Y) = VxY — VyY. >
3 Fiir den Fall n = 2 siche die Ubungsbeispiele Bsp. 6.06, Bsp. 6.07. Fiir den allgemeinen Fall siche M.
P. do Carmo, loc. cit., p. 202
# Siehe M. P. do Carmo, loc. cit. p. 149.
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Bemerkung: Es ist zu noch zeigen, daf} (i) VxY wohldefiniert ist und (i1) V tatsich-

lich ein Zusammenhang ist. Wir bezeichnen die zu V und V gehorigen kovarianten
Ableitungen mit % bzw. % .Sind ¥ und ¥ zwei verschiedene Erweiterungen von Y
und ist ¢ : I — M eine Kurve mit ¢(0) = X),, so ist

Vx,Y = jtYoc(()) = E:YOC(O) =Vy,Y

weil auf beiden Seiten nur Werte von Y entlang ¢ eingehen. Dafl V tatsichlich ein
Zusammenhang ist, weist man ganz analog zu S. 35 nach. Ebenfalls ganz analog zur
dortigen Diskussion iiberpriift man, daff fiir ein Vektorfeld V(¢) lings einer Kurve

in M stets WM(% V)= %V. gilt. &

Lemma 5.28 Sind X,Y Vektorfelder in M und XY Fortsetzungen nach M, so ist
X, Y]], = [X.Y].
Insbesondere ist die Lieklammer tangential zu M.

Beweis: Wir verwenden eine Karte ¢ : M — R", in der (M) C R"™ x 0. Sei X = x'9;
und Y = y/9;. Wir wissen, daff x'(u!,..., »™,0..., 0) =0 fiir i > m und y/(u',...,
u™,0,...,0) =0 fiir j > m gilt. Die ersten m Komponenten dienen als Karte fiir M,
bzw. als Koordinaten fiir X und Y. Die Aussage folgt aus

X, Y)(u',...,u™0,...,0) = (xoy/ —y'0u/)d;(u',...,u"0,...,0)
= (*...,%0...,0).
Lemma 5.29 Ist V ein symmetrischer Zusammenhang, dann ist
I(X,Y): M x T,M — 1 ,M
eine symmetrische vektorwertige Bilinearform. I1(X,Y ), hingt nur von X, Y,, ab.

Beweis: II(X,Y)—1(Y,X) = WA%,(%XY - %YX) = 73;([X,Y]) = 0. Nach Konstruktion
geht von X in II(X,Y) nur der Wert X,, ein, wegen der Symmetrie von ¥ auch nur
der Wert Y),. O

Satz 5.30 Ist Vin M der Levi-Civita-Zusammenbang, dann ist es anch V in M.

Beweis: X, Y, Z seien Vektorfelder, die X, Y, Z nach M fortsetzen (nach Lemma
5.06). Die Symmetrie folgt aus

VY — WX = my (Vg¥ — Vi X) = my([X,Y]) = [X,¥] = [X,Y].
Die Vertraglichkeit wird nach Lemma 4.23 tiberpriift durch
X(Y,Z) =X(Y,Z) = (Vg¥,Z) + (Y, V3Z)
= (WY, Z)+ ((X,Y),Z) 4+ (Y,VxZ) + (Y,II(X,Y))

= <ny,z> + <Y, sz>. -

Lemma 5.31 (Gleichung von Weingarten) Ist N : M — | M ein Normalvektorfeld, d.h.
N, € LM, so gilt fiir XY € T,M

<6XN3Y> = 7<N7H(X7Y)>

Insbesondere hingt die linke Seite der Gleichung nur von X,,,Y,,N,, ab.
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Beweis:  (N,Y) =0 in M = 0 =X(N,Y) = (VyN.Y) + (N,Vy¥) = (VxN,Y) +
(N,VxY +1I(X,Y)) = (VxN,Y) + (N,II(X,Y)). O

Das folgende Lemma zeigt, wie die hier definierte 2. Fundamentalform ‘I’ mit der
frither (siehe S. 15) defierten 2. Fundamentalform ‘4> zusammenhingen.

Lemma 5.32 Ist M eine (n— 1)-dim. Fliiche im R" = M, und v,w € TyM, so gilt TL, (v, w)
=h(v,w) -n(p).

Beweis:  Wegen der Bilinearitit von II gentigt es, die Aussage fiir die Basisfelder
v =0; und w = 9; beziiglich einer belicbigen Parametrisierung zu zeigen. Sei M eine
(n— 1)-dim. Fliche im R" = M, f : U C R" — M eine lokale Parametrisierung und
n:M — S"! die sphirische Abbildung. L ,M ist dann eindimsional und wird von
n(p) aufgespannt. Damit gilt
9’ f <~
iy = (n(p), 53 ) = (1(p),Vd;) = (n(p), Vid,; +11(3;,,)
= ((0,9)),n(p)) = 1I(d;,d;) = hijn(p)
O

Lemma 5.33 (Lemma von Gauf§) Ist M C M eine Riemannsche TMF und sind R und R
die entsprechenden Riemannschen Kriimmungstensoren, so gilt

(R(X,Y)Z,W) — (R(X,Y)Z,W) = (Il(X,W),1L(Y, Z)) — (IL(X, Z),1I(Y,W)).

Beweis: Um diese Gleichung fiir einen beliebigen Punkt p nachzuweisen, miissen
wir nur die Werte X,,,Y,,Z,,W, kennen. Wegen der Linearitit reicht es aus, die Be-
hauptung fiir die Basisfelder 01,...,0, bezliglich einer Karte zu zeigen. Seien also
X,Y,Z,W Basistelder => [, ] =0 fiir X,Y,Z,W. Zur Rechnung mit V setzen wir
X,Y,Z,W zu lokal in M definierten Vektorfeldern fort. Nach Lemma 5.28 sind die
Lieschen Klammern der fortgesetzen Vektorfelder lings M ebenfalls 0. Wir berech-
nen also:

(R(X,Y)Z,W) = (VyVxZ — VxVy Z, W)

= (WWZ+II(X,2)),W) — (Vx(WZ+1L(Y,Z)),W)
{
(

Lemma 5.31
el,m

= (R(X,Y)Z,W)—(II(X,Z),II(Y,W)) + (II(Y, Z),IL(X, W)).

Dieses Lemma fiihrt “sofort zu folgendem herausragenden Satz”>)

Satz 5.34 (“Theorema Egregium’ von Gaufs) Die GaufSsche Kriimmung einer Fliche
im R? stimmt mit ibrer Schnittkriimmung iiberein. Sie ist insbesondere eine Grofse der
inneren (Riemannschen) Geometrie der Fliche und unabhingig von der speziellen isome-
trischen Immersion dieser Riemannschen Mannigfaltigkeit in den R>.

5¢ .. sponte perducit ad hoc egregium THEOREMA: Si superficies curva in quamcungue aliam su-
perfieciem explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis invariata manet.’, C. F. Gaufl, disquisitiones
circa superficies curvas, p. 24. Zu deutsch: Wenn eine gekriimmte Fliche in eine beliebige andere Fliche

verbogen wird, bleibt das Maf§ der Kriimmung in den einzelnen Punkten unverindert.



60 5.6. Der Integralsatz von Gaufs-Bonnet

Beweis: Wir verwenden Lemma 5.32. Bei dimM = 2 ist K (v, w) unabhingig von v, w
und wir haben
(R(01,02)01,02) (R(01,02)01,02)

K(v,w) =K(9d1,07) = =
(v,w) (91,92) (91,01)(92,02) — (31,0,)2 21182 — 81,

Mit dem Lemma von Gauf} erhilt man (R(3;, 92) 91,02) — (R(91, 92) 91, 92) =
(II(91, 02), 11(d2, 91)) — (I1(d1, 91), 11(d2, 02)) = (h12n(p), hi2n(p)) — (huin(p),
haon(p)) = hizhi2 — hithy. Aus R = 0 folgt nun

. det(hjk) . <R(81,E)2)81,82> —ﬁ( ) B w
K= el = det(g0) =K(mw). a

Bemerkung: Fiir jede zweidim. Riemannsche MF heifit ihre Schnittkrimmung
Gaufische Kriimmung. Vgl. Lemma 5.18 — die Schnittkriimmung K(v,w) ist die
Gaufikriimmung der Fliche exp ,(Rv +Rw). o

Eine Variante des Theorema Egregium gilt auch fiir (n — 1)-Flichen im R” bei
n>3:

Satz 5.35 (Theorema Egregium) Sei M C R"*! eine n-dim. Fliche mit der induzier-
ten Metrik, Ist K\Y) die j-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriimmungen
Kly. . kins 0 ist KY) fiir j gerade und |KW| firr i > 3 und i ungerade nur von der Rie-
mannsche Metrik abhéingig. ©

Wir wollen noch kurz auf das Einbettungsproblem fiir Riemannsche Riume ein-
gehen: Ist (M, (,)) ein Riemannscher Raum, gibt es dann eine Einbettung g : M —
M C R4, sodaf} die TMF M mit der vom R? induzierten Metrik, isometrisch zu
(M, (,)) ist? Ist dim(M) = 2 und d = 3, so folgt aus dem Theorema egregium, daf3
die Gaufischen Kriimmungen von M und M in p und p iibereinstimmen, falls die
beteiligten Mannigfaltigkeiten und Metriken C? sind. Ist K < 0 fiir M, gibt es wegen
Lemma 2.13 keine solche Einbettung g. Auskunft {iber die C* (k > 2) und C!-Einbet-
tungsmoglichkeiten gibt der folgende Satz:

Satz 5.36 (Einbettungssatz von Nash) Sei (i) {,) eine C* Riemannsche Metrik (3 <
k < o) in M (dimM = n). Dann gibt es eine C*-TMF M des R?, die mit der vom R?
induzierten Metrik isometrisch zu (M, ( ,)) ist; dabei ist d < In(n+1)(3n+ 11); bzw.
d < in(3n+ 11) fiir M kompakt. (ii) Fiir jedes (y, (,)) gibt es eine C'-TMF M C R?
isometrisch zu M, soferne d > n und es eine TMF M C RY diffeomorph zu M gibt.”)

5.6 Der Integralsatz von Gaufi-Bonnet

Definition 5.37 (Orientierung) M heifit orientierbar, wenn es eine Uberdeckung
durch Karten ¢; : U; — R” gibt, sodafl ¢, 0 ¢; ! orientierungserhaltend ist (d.h. die

Jacobi-Determinante des Parameterwechsels positiv ist). Eine Basis vy,...,v, von
T,M heiflt positiv orientiert, wenn fiir eine (und dann jede) Karte ¢; die Vektoren
dpj(vi),...,dp;(v,) im R" positiv orientiert sind. >

Bemerkung: Hat eine (n— 1)-dim. TMF M des R" ein wohldefiniertes Normalfek-
torfeld n, so kann M dadurch orientiert werden, daf§ man (vy,...,v,_1) als positiv
definiert, wenn (vi,...,v,—1,n) im R" positiv orientiert ist.

OFiir einen Beweis siche H. Brauner: Differentialgeometrie.

Dsiche J. Nash: The imbedding problem for Riemannian manifolds. Annals of Math. (2) 63 (1956), 20—
63. Fiir den C'-Fall, siche J. Nash: On C! isometric imbeddings. Annals of Math., (2) 60 (1954), 383-396
und N. H. Kuiper: On C'-isometric imbeddings. I, II. Indag. Math. 17 (1955), 545-556, 683-689.
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Diese Definition steht nicht im Widerspruch zur vorigen: Angenommen, M ist
durch TMF-Karten tiberdeckt, von denen jede einzelne zusammenhingend ist. Dieje-
nigen Kartenabbildungen ¢, fiir die positive Basen (im Sinne der ‘neuen’ Definition)
durch d¢ auf positive Basen in R"~! x 0 abgebildet werden, verindert man nicht; die
anderen ersetzt man durch o o ¢, wobei o die Spiegelung an der Koordinatenhyper-
ebene x¥ = 0 ist.

Dann stimmt die durch die modifizierten Karten definierte Orientierung mit der
durch das Normalvektorfeld gegebenen iiberein. o

Bemerkung: Sei M eine 2-dim. MF, und sei E,E; eine positive ONB in T,M,
sodaf} fiir die Gau8sche Kriimmung K, = (R(E},E>)E), E,) gilt. Sei V, = v/E; und
W, = WXE. Dann ist

(R(VV,W)E,Ez) = Y vWR(Ei,Ej)E1, Ex) = (v'w* —vPwi)K,.

Die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung R(V,W) beziiglich der Basis (E1, E»)
wird erhalten, indem man die Vektoren E|,E; der Abbildung unterwirft und die
Bildvektoren wieder in der Basis darstellt, d.h. sie ist gleich

(R(V.W)E\,E1) (R(V,W)Ey,Ey) — (W2 —v2whK [0 —1}
(R(V,W)E\,E2) (R(V,W)Es,E») rl1 o

d.h. R(V,W)Z = Area(V,W) -K, - Z*,

wobei Z1 aus Z durch eine Drehung um +90° (im Sinne der Orientierung) ent-

steht. o

Lemma 5.38 (Frenetsche Ableitungsgleichungen) Sei M eine orienterbare 2-dim. Rie-
mannsche ME, ¢ : I — M eine C*>-Kurve, c1 = ¢/||¢||. Wible m(t) so, dafs (c1,m) eine
positive ONB in T M bildet. Dann gilt

D i~
P ||| gm.
|k | ist die geoditische Kritmmung von c.

Beweis: Wegen 0 = d%(cl ,C1) = 2(% c1,c1) ist %cl ein Vielfaches von m. Daf} der

Betrag des Faktors K mit r, iibereinstimmt, folgt aus k, = || % cill/ll¢]l (vgl. pp. 16,
40). O

Definition 5.39 (geoditische Kritmmung) Die Grofle kg aus Lemma 5.38 heif3t die
orientierte geoditische Kriimmung von c. Sie werde ab jetzt mit kg bezeichnet. >

Definition 5.40 (zulissiges Gebiet) Sei M eine orientierte 2-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und c eine geschlossene, stiickweise C?>-Kurve, die in einem
Parametergebiet liegt und ein einfach zusammenhinges Gebiet berandet. Seien «; die
Drehwinkel von ¢ an den Stellen, wo ¢ nicht differenzierbar ist, gemessen im mathe-
matisch positiven Sinn. Dies sei ein ‘zulissiges Gebiet G, berandet von einer Kurve ¢
mit Eckenwinkeln o;’. >

Definition 5.41 (bistorisch gemessener Winkel) Sei ¢ eine Kurve in einer orientierten
2-dim. MF und seien V(¢), W(r) Vektorfelder lings ¢ mit V(¢),W(r) # 0. Sei E =
(E1,Ez) die positive ONB in T, (;»M mit E; =V /||V||, und sei ¢ eine stetige Funktion,
sodaf} die Koordinatenspalte von W in der Basis E die Form.

(W) = ||W H[ cos® ] besitzt. Dann ist < (W/y) := ¢(b) — ¢(a)
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der historisch gemessene Drehwinkel von W gegeniiber V in [a,b]. Ist W nur stiick-
weise stetig, und dreht sich an endlich vielen Stellen #; um einen Winkel ay, so sei
©(1) so definiert, dafy der Sprung von ¢ bei 1; gleich «; ist. >

Lemma 5.42 Der historisch gemessene Winkel ist wobldefiniert, und es gilt <5 (V3/y,)
= G() + G(Vw).

Beweis:  Die in der Definition geforderte Funktion ¢ ist lokal sicherlich definiert
und bis auf Vielfaches von 27 bestimmt. Wegen der Kompaktheit des Intervalls [a, b]
kann man ein global definiertes ¢ aus solchen Teilen zusammenbauen. Seien nun ¢,
zwei Funktionen, die die Definitionsgleichung erfiillen, und sei A(r) = (1) — @(7).
Wenn wir A(r) = const zeigen konnen, ist der Gesamtdrehwinkel wohldefiniert. A
ist stetig, denn , @ haben die gleichen Sprunghchen, wo sie nicht stetig sind. Lokal
ist A nach dem obigen konstant, d.h. A ist konstant.

Die Additivitdt der Winkel folgt nun direkt aus der Definition. O

Satz 5.43 (Umlaufsatz von Hopf) Ist ¢ der Rand eines zulissigen Gebiets in der euklid:-
schen Ebene mit c(0) = ¢(L) = p und AufSenwinkeln «;, und ist weiters 9, ein konstantes

Vektorfeld, so gilt <t5(¢/9, o) =27

Lemma 5.44 Der Umlaunfsatz von Hopf gilt auch fiir zuldssige Gebiete in Riemannschen
Réiumen.

Beweis: Nach dem Umlaufsatz von Hopf ist ¢ := <(§(¢/3, o¢) = 2, wenn wir im
Parametergebiet das euklidische Skalarprodukt (, )¢ verwenden. Wegen ¢(0) = ¢(L)
ist ¢ € 2wZ, und 1) variiert stetig bei stetiger Variation von (, ). Es folgt, daf} der
Wert von ¢ fiir alle Skalarprodukte (, ), = (1—1)-(, Yo+1(, ) gleich 27 ist O

Lemma 5.45 Sei G ein zulissigen Gebiet mit Randkurve ¢ (c(0) = ¢(L) = p) und
Eckenwinkeln ;. kg sei die geoditische Kriimmung von c. Ist Ey(t) ein Parallelfeld,
50 1st

Q(L)(El/al oc) = 277—}{/@8615—2%.

Beweis: Wir wihlen eine positive ONB Ej, E; in T,M und erzeugen Vektorfelder
E\(t),E>(t) durch Parallelverschiebung. O.B.d.A. sei ¢ nach der Bogenlinge parame-
trisiert. Sei o eine Funktion mit ¢ = cospE] + sinpE, lings der glatten Semente von
c. An der i-ten Sprungstelle von ¢ sei der Sprung von ¢ gleich dem Eckenwinkel a;.
(d.h. ¢ ist eine Funktion mit (L) — ¢(0) = <t§(¢/E,)).

Der aus ¢ durch eine Drehung um +90° entstehende Vektor m hat die Form

m = —cospE| +sin pE,. Weiters ist % ¢ =—psingE| + ¢ cospEs, also ¢ = kK, lings

der glatten Segmente von c. Es folgt <G (¢/E,) = ¢(L) — ¢(0) = §, keds + ¥ ;. Wir
verwenden nun Lemma 5.42 und berechnen

<h(¢fay) = <h(Efa,) + <h(¢,). dh <h(Ea,) =2n— fsg— Ko

Der folgende Satz ist eine lokale, nicht-infinitesimale Variante von Satz 5.07:

Satz 5.46 (Integralformel von Gaufs-Bonnet) Betrachte ein zuldssiges Gebiet G, berandet
von einer Kurve ¢ mit Eckenwinkeln o Dann gilt

?{figds—i—Zai = 277—/GKdO.

8 Sieche H. Hopf: Uber die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven Compositio Math.
2 (1935), 50-62. Fiir den Fall, dal ¢ € C', siche M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and
Surfaces, p. 396.
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Beweis:  Wir bewegen uns innerhalb eines zulissigen Gebietes, d.h. 0.B.d.A. rech-
nen wir im R?. Wir betrachten die Vektorfelder ¥ = 9;/||9;|| und Y*, die in jedem
Punkt eine positive ONB bilden. Weiters definieren wir die skalaren Funktionen

= (V1Y,Y*) und Q0 = (VoY,Y*). Wir betrachten das folgende Kurvenintegral lings

¢, wobei wir ¢ = (a',4%) und di' = i'dt setzen:

74 Pdu' + Qdi* = 74 (@'Y + VoY, Y*)d = jf (Vig,aza, YY)t = 7{ D,y

Sei E = (E|, E») eine positive ONB aus Parallelfeldern lings der Kurve c, sei ¢ stetig

. [ cosp % [ —sing . D\ _ [ —sing
mit &g (Y) = [ Sin g }, Dp(Y*) = [ cosp } Dann ist (I)E(dt Y)= <p{ cosp },
dh. (2

7 Y,Y*) = ¢. Es folgt also

f(%Y,Y*)dt: (Vg = -<b(Era,) = }{“gdSJrZai o

Nun verwenden wir den Integralsatz von Green, um das obige Kurvenintegral in das

Flichenintegral [[(9Q/0x —9Q/dy)du'du* zu verwandeln:

/ (81<V2Y,Y*>—82<V1Y,Y*>)du]du2

= / i (<V1V2Y Y5+ (WY, ViY™) — (MY, Y¥) — (V1Y sz*>>du1duz

Wegen (Y,Y) = const ist d£< Y) = 2<d Y,Y) =0, d.h. die kovariante Ableitung

von Y lings irgendeiner Kurve ist orthogonal zu Y. Dasselbe gilt fiir Y*. Deshalb
verschwinden (V,Y,V,Y*) und (V; Y, V2Y*). Das Integral ist also weiter gleich

/ / R(31,02)Y,Y*)du di® = / — Area(d1,9,)KY*,Y*)du' du?

—//K\/det gjk) di/t du® z—/MKdO. -

Der Satz gilt auch dann, wenn G nicht in einem Kartengebiet liegt.

Folgerung: Ist ¢ der Rand eines zuldssigen Gebietes und V ein Parallelfeld lings ¢,

so ist der Gesamtdrehwinkel von V gleich <t§(V/9, o ¢) = / KdO. Die Drehung um

diesen Winkel ist in der Holonomiegruppe H), enthalten. Ist K(p) # 0 und U eine

offene Umgebung von p, so kann man durch geoditische Parallelverschiebung lings

geeigneter kleiner geschlossener Kurven in U alle Drehungen um Winkel in [0,¢]

erzeugen Wegen n-[0,e] 2 [0, 2] fiir geeignetes n ist dann HY > SO, fiir alle U und
=S0;.

Satz 5.47 (‘Theorema Elegantissimum’ von Gaufs) Die Summe der Innenwinkel in
einem geoddtischen Dreieck A (ein zulissiges Gebiet, das von drei geoddtischen Linien
berender wird) ist gleich

w+AKdO.

Beweis:  Wir wenden die Integralformel von Gauf3-Bonnet an. Die Innenwinkel §;
und die Eckenwinkel «; stehen in der Relation 8; = m — ;. Die geoditische Kriim-
mung von geoddtischen Linien verschwindet. Damit ist

(W—ﬂ1)+(ﬂ—ﬁz)+(7r—63):Zw—/KdO.
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Satz 5.48 (Satz von Gaufs-Bonnet) Ist M eine 2-dimensionale orientierbare kompakte
Mannigfaltigkeit, zerlegt durch zulissige Gebiete, Seien e, f, k die Anzahl der Ecken,
Flichen, und Kanten dieser Zerlegung, und sei x = e+ f — k. Dann ist

/ K =2r(e+f—k) = 2.
M

Beweis: (i) In jedem Parametergebiet ist ein positiver Umlaufsinn fiir den Rand eines
einfach zusammenhingenden Gebietes definiert (innen ist links). Nachdem die Ori-
entierung vom Parametergebiet unabhingig ist (M sei orientiert), wird beim Durch-
laufen des Randes aller Gebiete jedes Segment genau zweimal in 2 verschiedenen
Richtungen durchlaufen.

(ii) Die Summe der Innenwinkel 3, G, der in einer Ecke e; zusammenstoffenden
Gebiete G; ist gleich 2, und jeder einzelne Innenwinkel ist gleich ™ — a, ;, wobei
Qe; G, der Eckenwmkel des Gebietes G an der Ecke e¢; ist.

(111) Summieren wir § kg + Y o = 27r J KdO fiir alle Gebiete auf, so erhalten
wir

Z(/“g_/"fg+ Z Z 7= Be;.G:) Z (27 — /KdO

Kanten Ecken ¢; Gebiete G; Gebiete G
—0 nach () an Ecke e;

Y Y -~ Y 27r:27rf—/KdO - 2k7r—e~27r:27rf—/KdO.

Gebiete Ecken Ecken

an Gebiet —_—

nach (i1 O

Der Satz gilt auch dann, wenn die einzelnen Gebiete nicht in einer Kartenumgebung
enthalten sind.

Satz 5.49 Sei M wie in Satz 5.48. Dann besitzt M eine Zerlegung wie in Satz 5.48 gefor-
dert.

Definition 5.50 (Euler-Charakreristik) Die Grofle e+ f — k = x einer Zerlegung nach
Satz 5.48 heiflt Euler-Charakteristic x(M) von M. >

Satz 5.51 x (M) ist wohldefiniert, und unabhingig von der Zerlegung.

Beweis: Das folgt direkt aus dem Satz von Gauf3-Bonnet, weil [ KdO unabhingig
von der Zerlegung ist. O

Beispiel: Sei M = S2. Wegen K = 1 ist [ KdO = 4. Es folgt, dafl fiir jede zulissige
Zerlegung e + f —k = 2 gilt, d.h. x(5?) =2. o

Satz 5.52 Das Oberflichenintegral der Gaufsschen Kriimmung ist von der Riemann-
schen Metrik unabhingig. Es ist immer ein ganzzabliges Vielfaches von 2.

Beweis: Das folgt direkt aus dem Satz von Gaufl-Bonnet, weil x (M) unabhingig von
der Riemannschen Metrik ist. O

Beispiel: Sei M diffeomorphes Bild einer Sphire, mit beliebiger Riemannscher Me-
trik. Dann ist [ KdO = 4. Ein Torus besitzt eine Zerlegung mit e+ f —k = 0. Daher
ist x(M) =0und [;,KdO = 0 fiir jedes diffeomorphe Bild M des Torus, und fiir jede
Riemannsche Metrik auf M. o

Folgerung: Ist x(M) # 0, so gibt es auf M keine Riemannsche Metrik mit ver-
schwindender Kriimmung. Das Nichtverschwinden von x(M) stellt ein Hindernis

dar.
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Als Kuriosum (wir werden keinen Versuch
machen, dies zu beweisen) sei die mehrdimen-
sionale Variante des Satzes von Gauf3-Bonnet
angefiihrt:

Definition 5.53 (Krimmungsformen) — Ist
p:UCM — R" eine Karte fiir M, und
sind d1,...,0, die dazugehdrigen Basisfelder,
so sei Q! (v,w) die Koordinatenmatrix der li-
nearen Abbildung R(v,w) beziiglich der Basis
O1,.-,0n. >

Die Bezeichnung ‘Kriimmungsformen’ fiir
Q/ hat nichts mit der auf S. 15 definierten
Kriimmungsform zu tun. Offenbar ist Q/

ein alternierendes Tensorfeld in 2,U, denn
R(v,w) = —R(w,v).
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Satz 5.54 (Gau/s-Bonnet-Chern-Allendorfer-

Fenchel) Fiir eine kompakte differenzier-
bare 2m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist
die skalare Funktion k : M — R, de-

finiert  durch  knly/det(gjx(p)) - det(-) =

sgn(o) Qi; Ao A QZ"() tat-

sichlich wobldefiniert (d.h. das Keilprodukr ist,
als Multilinearform in T,M, tatsichlich ein
Vielfaches der Determinante, und k ist unab-
hingig von der Auswahl der Karte ). Dann

i ”) — 2(2m—1)! /kdO bei
gilt x(M) = 2 (m— 1)1 4O wobei
X (M), die Euler-Charakteristik, eine ganzzahli-
ge topologische Invariante von M ist.
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Beispiele fiir Anwendungen der
Differentialgeometrie in der Physik

6.1 Mechanik

Der Hamilton-Formalismus in der Mechanik
ist ein Beispiel fiir die Anwendung des Kon-
zeptes einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit mit einer symplektischen Bilinearform.
Obwohl dies das prominenteste Beispiel ist,
werden wir darauf nicht eingehen.

Verbindungen zwischen der Riemann-
schen Geometrie und der Mechanik basieren
z.B. auf einer Analogie von Variationsprinzi-
pien.

Definition 6.01 (Konfignrationsraum, kineti-
sche Energie, Potentielle Energie)  Sei (M,
(,)) ein Riemannscher Raum. Wir interpre-
tieren M als Menge der Zustinde eines me-
chanischen Systems. Kurven ¢ : I — M sind
Zustandsanderungen. T(v) := (v,v) heifit die
kinematische Energie. Weiters sei U : M — R
gegeben. Die Funktion U heifdt potentielle
Energie. >

Bemerkung: Ein solches Modell beschreibt
ein ‘holonomes System’, d.h. eines, das in-
finitesimal wie global dieselben Freiheitsgra-
de besitzt. Ein ‘nichtholonomes System’ (wie
z.B. ein Fahrrad auf einer Strafie), erlaubt Zu-
standsinderungen nicht in jede Richtung (au-
fler bei Glatteis). Modelle fiir nichtholono-
me Systeme sind differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten, wo in jedem Punkt p € M ein zulis-
siger Unterraum von T,M ausgezeichnet ist. ¢y

Beispiel: Der Zustand eines ebenen Doppel-
pendels wird durch zwei Winkel ¢y, ¢5 (je-
weils moduls 27) parametrisiert. Der Konfi-
gurationsraum ist also ein Torus. Die skalaren
Funktionen sin ¢y, cosg; sind Beispiele fiir
in M wohldefinierte differenzierbare Funktio-
nen.

Um das Beispiel zu konkretisieren, sei-
en die Massen der beiden Pendel m;,m5, die
Abstinde der Schwerpunkte vom Aufhinge-
punkt s1,s2, die ebenen Massentrigheitsmo-
mente I1,l, und die Linge des 1. Pendels
sei /j. Dann ist (Mechanik-Ubungsbeispiel)
U(pr,p2) = g(mysicosgpy + my(lj cospy +
52€08¢2)); Ty 0, (P1,02) = Lij Pitp&ij mit
g1 =l +mist+myl?, g1o = mlys3 cos(pr —
©2), 82 = b +mys3. o

Definition 6.02 (d’Alembertsches Prinzip) Sei
M wie oben, und seien p,q € M. Eine Bahn in
M sei ein kritischer Punkt fiir das Funktional
J(T —U) in der Klasse der glatten Kurven, die
p mit g verbinden. >

Bemerkung: In der Physik ist diese Definiti-
on manchmal ein ‘Satz’, der einer Herleitung

bedarf. S

Definition 6.03 (Gradient) Ist f: M — R,
so ist grad f das Vektorfeld mit (v, grad,, f) =
df(v) fir alle v € M. >

Bemerkung: Sei in lokalen Koordina-
ten grad f = w/d;. Wir berechnen w/ aus der
Defininitionsgleichung von grad f: v/a;f =
(VO wi9;) = vkwigy, woraus folgt, dafl
wl = gikg, f. o

Lemma 6.04 Eine Bahn c l6st die Differential-

D¢ 1
gleichung ?tc =5 gradU.

Beweis: Sei ¢, eine Variation von
¢ mit Variationsvektorfeld V. Wir berech-

nen % U(cy(t)): Nach der Def. von

u=0
dU ist dies gleich dU(V(t)), und nach der
Def. von gradU gleich (grad U,V (r)).
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\)gir verwenden Lemma 4.39 und kBr_echnen
: : ¢
CEu:O/(T_U)dt N _2/<V’E>dt_

/g_g(cu(;))dt: /<v7—2% —gradU>dt.

c ist ein kritischer Punkt fiir das Funktional

J(T-U), wenn (2% +gradU,V) =0 fiir al-
leV. 0

Bemerkung: Eine allgemeinere Variante die-

. . . . D¢ 1 .
ser Differentialgleichung ist d_c = —F, wobei
F ein ‘Kraft’-Vektorfeld auf M ist. O

Lemma 6.05 (Lagrangesche  Differentialglei-
chungen) Es gilt

4ol of U _ Dé_ 1

dtdcl 3l ol ar ~ 3 8dl;

Beweis: Anschreiben in lokalen Koordinaten
und Verwenden der expliziten Formel fiir Fé‘k
aus Satz 4.25. 0O

Definition 6.06 (Gesamtenergie) Die Gesam-
tenergie einer Zustandsinderung ¢ zum Zeit-
punkt 7 ist definiert als die Funktion 7'(¢)+U
lings c. >

Lemma 6.07 (Energieerhaltungssatz) Lings ei-
ner Bahn gilt h = T (¢) + U = const.

A d d,
Bewezs.D. %(T+U) = $(<676>+U)
¢
=250+ Luew) = ~(erdv.g) +
(gradU,¢) = 0. O

Definition 6.08 (Metrik nach Jacobi) Sei M
wie oben und i € R. Dann sei (v,w)’ :=2(h—
U)(v,w) die Metrik nach Jacobi, und M’ =
{peM|h—U(p)>0}. Dann ist (M',{,))
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. >

Der folgende Satz macht es moglich, allgemei-
ne Sitze tiber geoditische Linien auf Bahnen
von mechanischen Systemen zu iibertragen:

Satz 6.09 c ist Bahn von (M,{,)) mit Ener-
gie h genau dann, wenn c (nach Umparametri-
sierung auf ( , )'-Bogenliinge 5) geoditische Linie
von (M',{,)’) ist.

6.2 Relativitatstheorie

6.2. Relativititstheorie

Beweis: Man kann nachrechnen,? daf}
(T} =T +aptgy (810, (h—U) +00i(h —
U) —g"gijo,(h — U)) gilt. Die Parameter-
transformation ¢ = co+y auf (,)’-Bogenlin-
ge erfilllt die Relation g—f =2h-U) =
%5 =20,(h—U)c¢". Einsetzen liefert die Be-
hauptung. O

Beispiel: (Vollstindigkeit) Sei (M, (,),U) der
Konfigurationsraum fiir ein mechanisches Sy-
stem, und seien p,q zwei Zustinde. Ist h > U
in M und M kompakt, dann ist M’ = M, M’ ist
kompakt, daher geoditisch vollstindig, und
es gibt nach dem Satz von Hopf und Rinow
(Satz 4.44) eine Bahn der Energie h, die die
Zustinde p und g verbindet. o

Beispiel: (Stabilitit der Bahnen) Sind x(s,r)
fiir s = const. Bahnen von Punkten x(s)
mit vorgegebenen Anfangswerten ?)_)[C(S’ 0), so
folgt aus Satz 6.09, dafl die ‘infinitesimale Ab-
weichung’ %(071‘) der ‘benachbarten’ Bah-

nen von einer ausgezeichneten Bahn ¢(r) =
x(0,7) ein Jacobifeld beziiglich der Metrik
() ist, und daher die Differentialgleichung

(D)*ox . . ox, .
o a5~ Rleze

erfiillt. Die lineare Abbildung R'(¢,-)¢ ist
dabei verantwortlich fiir das exponentiel-
le Auseinderlaufen oder ‘Beisammenbleiben’
der Bahnen. o

Bemerkung: Sei (M,(,),U) ein Konfigu-
rationsraum wie oben. Diejenigen Zustands-
inderungen konstanter Energie A (nicht not-
wendig Bahnen im obigen Sinne), welche zwi-
schen Zustinden lokal kiirzeste Zeit bendti-
gen, sind Geoditische der brachistochronischen
Metrik (Y= (h—U)"1(,). &

Definition 6.10 (4-dim. pseudoenklidischer Ranm) Dieser ist der R* mit Koordinaten
(x°,...,x%) und dem Skalarprodukt (x,y)pe = 0% —x'y! —x2y? —x3y3. >

Wir interpretieren die Punktes des R* als Ereignisse mit einer Zeit- und drei Ortsko-
ordinaten. Ein Vektor v € R* ist flach or raumartig, wenn (v, V)pe < 0, er ist isotrop
oder lichtartig, wenn (v,v),. = 0, und steil oder zeitartig, wenn (v,v)pe > 0.

Dsiehe D. Laugwitz: Differentialgeometrie
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Definition 6.11 (Lebenslinie, Eigenzeit) Eine Kurve ¢ : I — R* heiflt Lebenslinie,
wenn ¢ zeitartig ist und ¢® > 0. Die Bogenlinge L2 (c) heifit die Eigenzeit lings der
Lebenslinie, die zwischen den Ereignissen c(a) und ¢(b) verbraucht wird. >

Bemerkung: Diese Bezeichnungen kommen von der Interpretation des pseudoeu-
klidischen R* als Modell der speziellen Relativititstheorie. o

Im pseudoeuklidischen R* operiert die Gruppe G der pseudoeuklidischen Kongru-
enztransformationen g : x — A-x+b mit A € Oy 3, d.h. AT -diag(—1,1,1,1)-A =
diag(—1,1,1,1). Wir schrinken wir uns im speziellen auf solche A € O, 3 ein, die ‘in
die Zukunft’ weisende Vektoren (v € R* mit 0 > 0) wieder auf solche abbilden.

Satz 6.12 (A. D. Alexandrov) Sei dpe(p.q) = (p — q,p — q)pe. Jede Bijektion g : R* —
R* mit dye(p,q) = 0 <= dpe(g(p).&(q)) = 0 ist eine pseudoenklidische Kongruenztrans-
formation.?)

Satz 6.13 (Zwillingsparadoxon) Die lingsten’ (im Sinne der Eigenzeit) Lebenslinien,
die zwei Punkte p,q € R* verbinden, sind die monoton parametrisierten Geraden.

Beweis: p— q ist zeitartig. Sei dpe(p,q) = T. Dann existiert eine pseudoeuklidische

Kongruenztransformation mit p = (0,0,0,0) und ¢ = (7,0,0,0). Sei 0.B.d.A. ¢(0) =
p, ¢(1) = q. Fiir jede Lebenslinie ist ¢°(1) > 0. Dann ist

L(l)(c):/ol\/(C-O)z_(cl)z_,.,g/ol\/@:/OICDZCO‘;:T

mit Gleichheit genau fiir ¢! = ¢? = ¢3 = 0. ]

Definition 6.14 (Pseudo-Riemannsche 4-dim. ME) Sei (M,{,)) eine differenzierba-
re Mannigfaltigkeit mit einem differenzierbaren (2,0)-Tensorfeld (, ) € )M, sodaf}
(,)p eine symmetrische Bilinearform in 7,M der Signatur (+, —, —, —) ist. Dann ist
(M, (,)) ein pseudo-Riemannscher Raum der Dimension 4. >

Wir verwenden die in der Riemannschen Geometrie von der Metrik (, ) abgeleite-
ten Begriffe wie kovariante Ableitung, geoditische Linie, etc., ohne darauf Riicksicht
zu nehmen, dafl sie eventuell nicht dieselben Eigenschaften haben wie im Riemann-
schen Fall. Ein Beispiel fiir eine solche Diskrepanz ist der Unterschied zwischen Satz
1.09 und Satz 6.13.

Analog zum pseudoeuklidischen R* gibt es die Unterscheidung zwischen raum-
artigen, lichtartigen, und zeitartigen Vektoren v € T,M durch (v,v) <0, (v,v) =0,
und (v,v) > 0. Wir verwenden (M, (, )) als Modell fiir die Raumzeit der allgemeinen
Relativititstheorie.

Definition 6.15 (Lebenslinie, Eigenzeit) FEine Kurve ¢ : I — M heifit Lebenslinie,
wenn (¢, ¢) > 0. Die Bogenlinge L2 (c) heifdt Eigenzeit lings der Lebenslinie zwischen

c¢(a) und ¢(b). >

Definition 6.16 (Freier Massenpunkt, Lichtteilchen) Eine Lebenslinie gehort zu einem
freien Massenpunkt bzw. frei fallenden Teilchen, wenn sie eine geoditische Linie ist,

d.h. gtc' = 0. Eine lichtartige Geoditische (d.h. {(¢,¢) = 0) ist die Lebenslinie eines

Lichtteilchens (“Photons”). >

2 siche A. D. Alexandrov: Uber Lorentztransformationen (Russisch), Uspehi Mat. Nauk. 5,3 (1950),
187; A. D. Alexandrov: On the principles of relativity theory. In: Classics of Soviet Mathemotics. Vol. 4.
Gordon & Breach 1996, pp. 289-318; H. Havlicek: Geometrische Transformationen, Vorlesungsskriptum,
Institut fiir Geometrie, TU Wien, Sommersemester 1995.
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Um als Modell fiir eine Raum-Zeit im Sinne der allgemeinen Relativititstheorie zu
dienen, muf} die peudoriemannsche Metrik (, ) in M bestimmten Bedingungen ge-
niigen (Sie mufl die ‘Feldgleichungen’ erfiillen).

Als Motivation fiir die ‘Feldgleichungen im Vakuum’ betrachten wir zunichst
die klassische Newtonsche Mechanik und danach ein relativistisches Analogon:

Beispiel: (Gezeiten, Newtonsch) Wir betrachten Punkte x(s), die sich im R? mit
Koordinaten u',u?,u? in einem Kraftfeld mit Potential ¢ bewegen — zum Zeitpunkt
t befinden sie sich bei x(s,¢). Wir bezeichnen Ableitungen nach Variablen #,s,u!, ...

mit xy, X5, ¢ 1, u.s.w. Die Bewegungsgleichung ist gegeben durch

X4 (s,1) = —Vip(x(s,1)).

Wir beobachten das ‘Auseinanderdriften der Bahnkurven’:

Ax(t) = x(s,1) —x(0,1) = s x4
p ¥.1 (78 BTN & x}s
Xus = aslﬁPZ]—[ ][xi]
®3 031 ... 33 X

D.h. lings der Bahnkurve x(0,7) erfiillt die ‘infinitesimale Differenz zur Nachbar-
Bahnkurve x(0+ds,t)’ die Gleichung

Xe=L(t) x4,

wobei die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung L(r) durch (¢ ;;(x(0,1))) gege-
ben ist (siehe die obige Matrixgleichung).

Setzt man beispielsweise das Potential als Gravitationspotential in der Form ¢(x)
= —1/||x|| an, so ergibt sich an der Stelle (r,0,0) die Matrix

(1 [2 o o
L(r,0,0)=—=| 0 -1 0 |[.
o Lo o -

Daf} die Spur der Matrix verschwindet, ist eine Konsequenz der Newtonschen Feld-
gleichungen
div(grady) = 4nGp

mit der Gravitationskonstante G und der Dichte der Materie p (p = 0 im Vakuum).
Als Motivation fiir dieses Beispiel konnen die Wassermassen der Erdoberfliche im
Gravitationsfeld des Mondes dienen. &

Beispiel: (Gezeiten, relativistisch) Wir betrachten die Lebenslinien x(s,7) von frei
fallenden Massenpunkten x(s). ¢ () = x(s,t) sind geoditische Linien. Wir wihlen
eine Basis Eo, ..., E3 in Ty, 0)M mit ¢o = Ejp.

Wir erzeugen Vektorfelder E(0),...,E3(r) lings co(z) durch geoditische Paral-
lelverschiebung, und verwenden die lokale Parametrisierung

... i) = exp (u'Ey (u°) + i’ E2 (u®) + i’ E5 (u?)).
co(u0)

Eine solche Karte fiir M heiflt Fermi-Koordinatensystem beziiglich des frei fallen-
den Beobachters x(0,7) = co(t), wenn zusitzlich (gjx) = diag(—1,1,1,1) in ¢(0) und
damit lings c. Lings der Kurve co(u?) ist dg = Ey, ...,03 = Ej.

Wir betrachten eine einparametrige Schar x;(r) = g(u(s,t)) von Lebenslinien.
Weil Lebenslinien Geoditische sind, ist das Vektorfeld

J(1) = 8xgss,t)

= u?vao 4 ui.a3 = u{‘.Ej,
s=0
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das das ‘Auseinanderdriften der Lebenslinien’ mif3t, ein Jacobi-Feld und erfiillt nach
Lemma 5.14 die Differentialgleichung

J' = —R(¢o,J)co-
Da Ey,...,E;3 Parallelfelder sind, gilt
J// — M?mEO 4k M?YUE?"

Wir bestimmen die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung —R(¢, -)¢o beztiglich
der Basis Eyp,...,E3 in einem Punkt der Geoditischen x(0,¢). Zuvor tiberlegen wir
uns noch einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten R;ji; und Rll. i Wegen
(gjk) = diag(1,—1,—1,—1) ist

+R;, firl=0

—Rl. fiir [ £0.

Riju = (R(Ei, Ej)Ex, Er) = (R Ep, Er) = { iy
1

Es ist Rﬁik =0, und wegen R; i = 0 ist auch Ri.‘jk =0. Wegen R;jx; = Ruij, also speziell
ROjOk = R()k()j, gllt hier bei k,1 >0, daf} RléjO = RékO'

—R(¢o,Ex)éo = —R(Eo,Ex)Eo = —Ri0E1 =

0 0 0
X stt Ry -+ Rosp 0 ? o ?
J'= | = S : g=1]9 Ryo oo Rpo | g
3 3 3 S s
X str R -+ Rizo 0 Ry --- Ry

D.h. die geoditische Abweichung wird, genauso wie im Newtonschen Fall, durch ei-
ne symmetrische (3 x 3)-Matrix beschrieben. Es liegt daher nahe, vom Kriimmungs-
tensor zu fordern, daf} die Spur dieser linearen Abbildung verschwindet:

RS0 +Rd10 + Rioo + Rizo = 0, bzw. koordinatenfrei tr(R(Eo, -)Eo) = 0.

=0

Nachdem die Auswahl der Lebenslinie (und des Vektors Ep) beliebig war, ist eine
naheliegende Forderung an M, daf§

tr(R(v,-)v) = —Ric(v,v) = 0 fiir alle v.
Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:

Beweis:  Es ist Ric(v,w) = tr(R(-,v)w) = betrachteten Stelle g jx = diag(1,—1,—1,—1).
R,'jviwj_ Zu Zeigen 1st R,j = le Es ist RU = Dann ist (siehe oben) R;jk = :l:R[jkl =
tr(R(~7E,*)E_]') = tr(Riij) = ZkRI]zij' Wir ver- :l:(—l)(—l)R 1k = TRkt —RL O
wenden eine Parametrisierung, sodaf§ an der ! ! o

Deshalb folgt aus Ric(v,w) = $(Ric(v+w,v+w) — Ric(v,v) — Ric(w,w)) die
Gleichung Ric(v,w) = 0 fiir alle v, w. O

Definition 6.17 (Feldgleichungen im Vakuum) FEin vierdimensionaler pseudo-Rie-
mannscher Raum (M, (, )) dient als mathematisches Modell fiir die Bewegung von
Teilchen im Vakuum, wenn der Ricci-Tensor verschwindet. >

Beispiel: (Schwarzschild-Metrik) Sei M = {(u°,...,u*) € R* | (u1)? + (u2)* + (u3)? >
R*}.Sei g : R* — R4,

g(t,1,0,0) = (t,rcosfsing, rsinfsinp,rcosy)
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eine lokale Parametrisierung von M. Die pseudo-Riemannsche Metrik (, ) in M habe
beziiglich dieser Karte die Koeffizienten

r—R r 5 ) 2
81t = P grr:_TRa 8pp = "1, oo = —I SInY.

Alle gemischten Koeffizienten sind gleich 0. Man {iberzeugt sich prinzipiell leicht,
dafl der Ricci-Tensor verschwindet. Es handelt sich um ein Modell des Gravitations-
feldes eines sphirisch-symmetrischen Korpers. o



Anhang

A.1 Geometrie

Definition A.01 (Volumen) SeiV ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, verse-

hen mit einem Skalarprodukt so, daf} eine feste Orthonormalbasis Determinante 1

besitzt. Dann ist das orientierte Volumen des von n Vektoren aufgespannten Par-
—

allepipeds gegeben durch Vol(uy,...,u,) = det(ui,...,u,). Das Volumen ist definiert

durch Vol = |V—oi|

Das r-dimensionale Volumen Vol(vy,...,v,) von r Vektoren wird in einem r-
dimensionalen Unterraum berechnet, in dem vy, ..., v, liegen. >
Satz A.02 Das r-dimensionale Volumen des von den Vektoren vy,...,v, aufgespannten

Parallelepipeds im R" ist gegeben durch Nol(ur,...,uy)* = det ((uj, ) ;)

Definition A.03 (Kreuzprodukt) ey, ..., e, seien die Vektoren einer Orthonormal-

basis in einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V und (x!) seien die Ko-
ordinaten von x; beztiglich dieser Basis. Das Kreuzprodukt von xi,...,x,—1 € V ist
durch Entwickeln der folgenden symbolischen Determinante nach der letzten Spalte
gegeben:

X1 Xp—1 €l
X1 X oo XXp—1 = : : :
n—1 n
X X Gn >

Satz A.04 Das Kreuzprodukt von xi,...,x,—| steht orthogonal auf alle x;, es erginzt
X1, Xn—1 zu einer positiv orientierten Basis (falls x1 ... ,x,_1 linear unabhingig sind),
und ||x1 X -+ X xy—1]] = Vol(x1,...,X5—1).

A.2  Analysis

Definition A.05 (C") Sei U C R” offen und f: U — R™. f heiflt r-mal stetig diffe-
Y,

) i _ oult ... u'i

sind. Wir schreiben f € C". >

renzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und in U stetig

Definition A.06 (Differential, regulir, Gradient) Ist f : U C R™ — R”" differenzier-
bar, so sind die lineare Abbildung df, : R” — R” (das Differential von f bei p) bzw.
im Falle n = 1 der Gradientenvektor grad,,(f) von f bei p gegeben durch

9 o\ m of  of
dfg(v):ﬁ(mvl*‘”'*'w([’)v ) gradp(f):(ﬁa“-)ﬁ).
f heifdt regulidr bei p, wenn df, regulir ist, d.h. Av mit df,(v) =0. >

73
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Beispiel: Bein = 1ist df,(v) = grad,(f)-vund f regulir <= grad,(f) #0. ¢

Satz A.07 (von Taylor) Ist f:U C R" — R™ aus der Klasse C*', so gibt es fiir alle
xo,hein 0 € (0,1], sodafs f(xo+h) =
k
1
Z E((hlal + -+ h”a,,)!’f)(xo) +

p=01"

—(k-i 01 ((hlal F e B0)RTLE) (xo + OR).

Definition A.08 (Landansymbole) Ist f,g,h:U CR" - R", p:U — R mit f =
g+h, sodaf |/ p|| — 0 beim Grenziibergang x — xo, so schreiben wir f(x) = g(x) +
o(p(x)) bet x — xq. Das ,klein 0 von p“ heifit ein Landausches Symbol. >

Beispiel: Aus dem Satz von Taylor folgt fiir eine C**!-Funktion f : R — R, daf}
ko (x—x0)/  d
f=y *=
=0

- — f)(x0) +o((x —x k X —X0).

i (75 ) (x0) Fo(lx=x0)7) (¥ — xo) o
Definition A.09 (holomorph, analytisch) f:U C C — C ist holomorph, wenn das
Differential von f (wir identifizieren C mit R?) in jedem Punkt eine gleichsinnige
Ahnlichkeit ist. g : U C C — R ist analytisch, wenn g der Realteil einer holomorphen
Funktion ist. >

Satz A.10 Sei g : U C C — R enfach zusammenhingend. Wir schreiben g(u,v) :=
g(u+iv). Dann ist g analytisch genau dann, wenn g yu + g v = 0 und auch genan dann,
wenn lokal g(z—z0) = Yo ax(z— 20)F gilt.

Definition A.11 (reell-analytisch) f:U C R — R ist reell-analytisch, wenn lokal um
jedes xo € U gilt, dafy £(x) = Y ax(x — xo)* ist. Funktionen f: U C R — R¥ heiflen
reell-analytisch, wenn jede einzelne Komponente reell-analytisch ist. >

Satz A.12 Jede reell-analytische Funktion f : U C R — C kann durch dieselben Potenz-
reihen, von denen in einer Umgebung V von U C C immer mindestens eine konvergiert,
zu einer holomorphen Funktion f :V — C fortgesetzt werden.

Beispiel: Sei f: U C C — C holomorph mit f(z) = g(z) + ih(z), § = Re(f) und
h = 3(f). Identifizieren wir C mit R?, hat das Differential df, : R — R? die reelle
Koordinatenmatrix A = {i’“ (Z’V}. Da A eine Ahnlichkeit beschreibt (nach Defini-
tion von ‘holomorph’), ist dic 2. 'Spalte, aufgefaflt als Vektor im euklidischen R?, die
um 90° gedrehte 1. Spalte, d.h. h,, = —g,, h, = g, (das sind die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen). Bei = £ +in ist df{{) = A- [f]] . Diese Ahnlichkeits-
abbildung kann man auch durch die Multiplikation mit einer komplexen Zahl aus-

driicken: Es gilt df(¢) = ijzr ¢, wobei g = gu+ig, die komplexe Ableitung von f

bedeutet. o

Definition A.13 (Diffeomorphismus) Sind U,V C R" offen, so heiflt f: U — V
Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, und f und f~! differenzierbar sind. >

Beispiel: Ist f: (a,b) CR — (c¢,d) C R bijektiv und differenzierbar mit f' # 0, so ist
auch f~! differenzierbar mit (£~1)'(t) = f/(f~'(¢)), d.h. f ist Diffeomorphismus. ¢

Lemma A.14 Ist f ein Diffeomorphismus, so ist f notwendigerweise regulir. Ist f € C”
und diffeomorph, so ist anch f~! € C".

Satz A.15 (Satz von der Umkebrfunktion) Ist f: U CR" — R" bei p € R" regulir,
dann existiert eine offene Umgebung V von p, sodafs f : V — f(V) ein Diffeomorphismus
ist. Wir sagen, dafs f ein lokaler Diffeomorphismus ist.
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Satz A.16 (Substitutionsregel) Ist f : U C R" — R (Riemann- oder Lebesgue-)integrier-

bar und ¢ : U — V diffeomorph, so gilt [, f(x)dx = [, (fo@))|J(y)|dy, wobei J(y)
die Determinante der n X n-Matrix dp/dy ist.

Definition A.17 (Differentialgleichung) Sei U C R™ offen, (f9,uo) € (a,b) x U und
f:(a,b) xU — R™ eine C"-Abbildung (r > 0). Eine Kurve ¢ : (d’,b’) — R™ heifit

Losung der Differentialgleichung d% u= f(t,u) mit Anfangsbedingung (fo,uo), wenn

a<d <ty<b <bistundc(to) = uo, f(t,c(t)) = ¢(¢) gilt. Die Differentialgleichung
heifd¢ linear, wenn f die Gestalt f(t,u) = fo(t) + X7 u;f;(t) hat. >

Satz A.18 (wir verwenden die Bezeichnungen von Def- A.17) Bei r > 1 existiert fiir alle
Anfangsbedingungen eine Losung c,, 4, der Differentialgleichung, die bis auf das Inter-
vall (d',b') eindentig ist. Fiir eine lineare Differentialgleichung existiert bei r > 0 eine
eindeutige Losung mit (a',b') = (a,b). In beiden Fillen ist die Abbildung c - (ug,t,t) —
Cug 1o (t) € R™ aus der Klasse C.

Definition A.19 (metrischer Raum) d : X x X — [0,0) ist Metrik und (X,d) metri-
scher Raum, wenn gilt: (i) d(x,y) =0 <= x =y, (i) d(x,y) = d(y,x) fir alle x,y € X,
(1) d(x,y) + d(y,z) < d(x,z) fiir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung). >

Wir verwenden die Schreibweise B(x,¢) fiir die Menge {y € X | d(x,y) < €}.

Definition A.20 (Grenzwert, Cauchyfolge, Vollstindigkeit) Ist X metrischer Raum
und a : N — X Folge, so heifft a Cauchyfolge, wenn Ve > 0 IN € N, sodaf} aus
n,m > N stets d(ay,ay) < € folgt. a ist Grenzwert von a, wenn Ve > 0 3N € N,
sodaf§ aus n > N stets d(a,, @) < € folgt. Wir schreiben oo = lima,. Konvergiert jede
Cauchyfolge, so heifdt (X,d) vollstindig. >

Beispiel: Grenzwerte sind immer eindeutig, falls sie existieren. Mit d(x,y) = [|x — ||
ist R" vollstandiger metrischer Raum. S

Definition A.21 (Héiufungspunkt) Ein Grenzwert einer Teilfolge einer Folge heifit
Hiufungspunkt der Folge. >

Satz A.22 Jeder Hinfungspunkt einer Cauchyfolge ist Grenzwert.

Beweis: Set ow = limap, und € > 0. Dann gibt ~ Fiir N := max(N;,N,) gilt dann n > N =
es N1 mit d(ay,,a) <e/2 fiir n; > Ny und es  d(o,an) <e¢, also a = lima;. O
gibt Ny mit d(an,am) < €/2 fiir n,m > N,.

Definition A.23 (totale Variation) Ist M metrischer Raum und f : [a,b] — M ste-
tig, so ist die totale Variation von f definiert als supY. d(f(¢+1),f (%)), wobei das
Supremum {iiber alle Unterteilungen a =1y < #; < -+ <1, = b genommen wird. [>

A.3 Topologie

Definition A.24 (Topologie, offen, abgeschlossen, Basis) ~ Eine Menge X und eine
Menge ¢ von Teilmengen von X heift eine Topologie, wenn gilt: (i) X,0 € &, (ii)
01,0, € 0 = 01N 0, € 0, (iii) Die Vereinigung einer Familie von O; € & ist in
0. (X,0) (oder nur X) heifdt dann topologischer Raum. Die Elemente von & hei-
en offen und ihre Komplemente abgeschlossen. ¢’ C & heifit eine Basis, wenn die
Mengen von & genau die Vereinigungen von Mengen von ¢ sind. >
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Beispiel: Durch Komplementbildung erhilt man die Aussagen (i) 0 und X sind abg.,
(i) A1,Ap abg. = A UA; abg., (iii) A; abg. (i € I) = NA; ist abg.

Sind 01, 0> Topologien fiir X, und sind &, € deren Basen, so folgt aus €] C 0,
und ﬁégﬁl,daﬁ Oy =0, gllt &

Beispiel: Ist X metrischer Raum, so definieren wir eine Topologie durch die &-
Umgebungen B(x,e) von Punkten als Basis. Diese Topologie heifdt durch die Metrik
induziert. Bei X C R” und der kanonischen Metrik im R” spricht man von der Stan-
dardtopologie. U C X ist offen genau dann, wenn Vx € U 3¢ > 0 mit B(x,e) CU. {

Definition A.25 (Abschlufs) Fiir Y C X sei Y der (dann abgeschlossene) Durchschnitt
aller abg. Teilmengen von X, die Y enthalten (= Abschluf§ bzw. abg. Hiille von Y). >

Definition A.26 (Umgebung) U ist Umgebungvonx <= IV e 0:VCU,xeV.]>

Definition A.27 (stetig, Homéomorphismus) Sind X,Y topologische Riume, dann
ist f: X — Y stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist. Ist f bijektiv und
£~ ebenfalls stetig, so heifit f Homdomorphismus. >

Beispiel: Verwenden wir eine durch eine Metrik bestimmte Topologie, so stimmt
Def. A.27 mit der tiblichen Definition der Stetigkeit aus der Analysis iiberein: f ist
stetig genau dann, wenn lim f(a,) = f(lima,) gilt.

Eine Abbildung ist offenbar auch genau dann stetig, wenn die Urbilder von abge-
schlossenen Mengen abgeschlossen sind. Ist f : X — R stetig, so definiert die Unglei-
chung f(x) > 0 eine offene Teilmenge X’ = f~!((0,%0)) von X, und die Gleichung
f(x) = 0 eine abgeschlossene Teilmenge X" = £~'({0}) von X. o

Definition A.28 (Zeilraum) Ist Y C X und (X, 0) topologischer Raum, so sei 0’ =
{UNY |U € 0}. Dann ist (Y, ") ein topologischer Raum und heifit Teilraum von
(X, 0). >

Beispiel: Ist X metrischer Raum und verwenden wir als Metrik in ¥ die von X,
so stimmt die metrische Topologie in Y offenbar mit der Teilraumtopologie in ¥
tiberein. Dies gilt insbesondere fiir die Standardtopologie im R”. o

Definition A.29 (Hausdorff)  Ein topologischer Raum (X, &) ist Hausdorffsch
(“T»”), wenn je zwei verschiedene Punkte aus X disjunkte offene Umgebungen ha-

ben. >

Beispiel: Metrische Topologien sind Hausdorffsch: Fiir x,y € R" kann man offene
Kugeln mit Radius [|d(x,y)|/3 verwenden. Jeder Teilraum eines 7>-Raumes ist offen-
bar ein 75-Raum. Die Mengen {x} sind in einem 7>-Raum abgeschlossen (U-Bsp.) ¢

Definition A.30 (Zusammenhang) Haben in (X, ) nur 0 und X die Eigenschaft,
gleichzeitig offen und abgeschlossen zu sein, heifit X zusammenhingend. >

Beispiel: Die zusammenhingenden Teilmengen von R (versehen mit der Standard-
topologie) sind genau die Intervalle inklusive +eo als Intervallgrenzen (Ubungsbei-

spiel) o

Definition A.31 (Weg, Wegkomponente, Wegzusammenhang) ~ Ein Weg in X ist
eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X. x,y € X heiflen verbindbar, wenn es einen Weg
mit ¢(0) = x und ¢(1) = y gibt. Dies ist eine Aquivalenzrelation (Ubungsbeispiel).
Die Aquivalenzklassen der Relation “verbindbar” heiflen Wegkomponenten. X heif3t
wegzusammenhingend, wenn je 2 Punkte in X verbindbar sind. >
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Beispiel: Der R” ist wegzusammenhingend. Ist f: X — Y stetig, und ist X (weg-)
zusammenhingend, so hat auch f(X) diese Eigenschaft (Ubungsaufgabe) o

Definition A.32 (Lokaler Wegzusammenhang) X heiflt lokal wegzusammenhin-
gend, wenn jeder Punkt x € X eine wegzusammenhingende Umgebung besitzt.  [>

Satz A.33 Ist X wegzusammenhingend, so auch zusammenhingend. Ist X lokal wegzu-
sammenbingend und zusammenhingend, so anch wegzusammenhingend (d.h. je zwei

Punkete sind durch einen Weg verbindbar).

Beweis: Angenommen, X ist wegzusammen-
hingend, A C X ist offen und abgeschlossen,
und ¢ :[0,1] — A ist ein Weg — X \ A
ist offen und abgeschlossen = ¢~!(A) und
¢ (X \ A) sind offen = ¢~!(A) ist offen
und abgeschlossen, und daher gleich [0,1]
oder gleich 0, denn [0,1] ist zusammenhin-
gend. Es folgt, daf} das Bild einer Kurve ganz
in A oder ganz in X \ A liegt. Da je 2 Punkte

verbindbar sind, folgt A = X oder A =0, und
X ist zusammenhingend.

Ist X lokal wegzusammenhingend, so be-
sitzt jedes x eine wegzusammenhinge Umge-
bung, also ist die Wegkomponente Wy von
x offen. Wy ist das Komplement der Vereini-
gung der Wegkomponenten der Punkte nicht
in Wy (welche offen sind), also abgeschlossen.
Damit folgt W, = X. 0

Beispiel: Fiir eine offene Teilmenge X des R”" besitzt jedes x € X eine e-Kugel als
wegzusammenhingende Umgebung, X ist also lokal wegzusammenhingend. Ist X
zusammenhingend, dann auch wegzusammenhingend. o

Definition A.34 (kompakt) Eine Topologie (X, 0) ist kompakt, wenn sie 75 ist,
und man aus jeder Familie U; von offenen Mengen mit [JU; = X endlich viele der U;
auswihlen kann, die X iiberdecken. >

Satz A.35 (i) Set A C K abgeschlossen. Ist K kompakt, so auch A. (i1) Ist K kompakt und
f K —Y stetig, so ist f(K) kompakt, falls Y T ist.

Beweis: ad (i): Sei U; eine offene Uberdeckung  iiberdecken A. )
von A. Jedes U; hat die Form V;NA mit V; of- ad (i1): Sei (Uj)ie; eine offene Uber-

fen in K. Nun wird K durch die Mengen (V)
gemeinsam mit K \ A Uiberdeckt. Endlich viele
davon iiberdecken K, also endlich viele der U;

deckung von f(K). Die Mengen V; = £~ (U;)
tiberdecken K, sogar endlich viele davon. De-
ren Bilder iiberdecken f(K). O

Satz A.36 (Satz von Heine-Borel) Die kompakten Teilmengen von R" sind genan die
beschrinkten abgeschlossenen Teilmengen (d.h. R" hat die Heine-Borel-Eigenschaft)

Beispiel: Daraus folgt unmittelbar, daf§ auch jede abgeschlossene Teilmenge des R”
(versehen mit der Standardtopologie) die Heine-Borel-Eigenschaft besitzt. o

Satz A.37 Ist (X,d) metrischer Raum und seine metrische Topologie kompakt, dann hat
jede Folge a : N — X einen Héiufungspunkt.

Beweis:  Liegen in jeder Umgebung eines also jeder Punkt x eine offene Umgebung U,

Punktes x unendlich viele Folgenglieder, so
ist er ein Hiufungspunkt (wihle a,, aus
B(x,1/i), dann ist x = limay,). Wir nehmen
an, dafl a keinen Hiufungspunkt besitzt, daf}

besitzt, in der nur endlich viele a; liegen. End-
lich viele der U, iiberdecken X, es diirften da-
mit in ganz X nur endlich viele Folgenglieder
liegen (Widerspruch). O

Definition A.38 (Produkttopologie) Fiir topologische Riume X; (j € J) betrachte
das Produkt X = X X; und fiir alle k € J die Projektionen py : X — Xi. Ist U offen in
Xi, so sei auch p,jl (Uk) offen in X (d.h. py ist stetig). Endliche Durchschnitte solcher
Mengen und deren Vereinigungen seien genau die offenen Mengen in X. >
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Beispiel: Die offensichtliche Bijjektion R” x R" — R"™" ist ein Homéomorphismus,
wenn alle drei mit der Standardtopologie versehen sind. o

Satz A.39 (von Tychonov) Ein Produkt X = XX ist genan dann kompakt, wenn alle
X; kompakt sind.

Definition A.40 (parakompakt) Ein topologischer Raum X ist parakompakt, wenn
jede offene Uberdeckung (U;)ic; eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt: Es gibt
eine offene Uberdeckung (Vi) jes, sodafl jedes V; in einem Uj; liegt, und jedes x € X
eine offene Umgebung besitzt, die nur endlich viele der V; schneidet. >

Beispiel: Wir zeigen die Parakompaktheit der Standardtopologie einer abgeschlos-
senen Teilmenge X des R” und verwenden die Bezeichnung D, fiir die offene und
D, fiir die abgeschlossene Vollkugel vom Radius r und Mittelpunkt 0: Fiir k € N ist
Ky := (Dy \ Dx—4) N X kompakt, und X = (Jzen K- Endlich viele der U; iiberdecken
K. Als V; verwenden wir (fiir jedes k) die Schnitte dieser U; mit (Dg—1 \ Dk—3) NX. ¢

A.4 Algebra

Definition A.41 (elementarsymmetrische Funktionen) Das ungeordnete n-Tupel {x1,
..., fin} ist durch das Polynom [T}, (t — k;) eindeutig bestimmt und umgekehrt. Die
Koeffizienten dieses Polynoms Sot" — 81"~ ! 4---- 4- (—1)"S,, sind (bis auf das Vorzei-

chen) die elementarsymmerrischen Funktionen von k1, ..., Ky, nimlich: So(k1,..., k)
=1;81(K1,... 6n) =K1+ 4 6n; S2(K1, . kn) = Kika + K1K3 + -+ Kp—1 Ky und
so weiter bis S, (K1,...,kn) = K1 K. >

Definition A.42 (Liesche Algebra) g heifit Liesche Algebra, wenn g ein Vektorraum
ist, und eine bilineare Abbildung [,]: g x § — g mit den folgenden Gesetzen definiert
ist: (i) [x,x] = 0 (i) [x, [y,2]] + [, [z,x]] + [z, [x, ] = O (Jacobi-Identitit). >

Beispiel: R? mit [x,y] = x x y ist eine Liesche Algebra. o
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B.1 Kurventheorie

Bsp. 1.01. Es sei t = 0 ein nicht regulirer Punkt der C¥*!-Kurve ¢ : I — R” und es
existiere eine kleinste natiirliche Zahl k > 2 mit ¢*¥)(0) # 0. Dann gilt: Ist k gerade,
s0 ist c(—¢, &) in einem Kegel mit Spitze ¢(0) enthalten, dessen ‘Offnungswinkel bei
€ — 0 gegen O strebt (die Kurve hat einen Riickkehrpunkt). Ist k ungerade, so gibt es
eine regulire C'-Parametrisierung von c(I).

Bsp. 1.02. Man diskutiere die Dimensionen der Schmiegraume der Kurve ¢ : R — R3,
t) = (1 112,519,

Bsp. 1.03. Sind alle k-Schmiegriume eines C**!-Kurve ¢ : I — R" k-dimensional,
(k=1,2,...,n—1) und enthalten alle einen festen Punkt, so liegt ¢() in einem k-
dimensionalen Unterraum von R”. Sonderfille:

— Gehen alle Tangenten einer reguliren C2-Kurve durch einen Punkt, so ist diese
in einer Geraden enthalten.

— Hat eine regulire C3-Kurve keinen Wendepunkt und gehen alle Schmiegebe-
nen durch einen Punkt, so ist diese in einer Ebene enthalten.

Bsp. 1.04. Sei ¢ : R — R? gegeben durch ¢ — ¢(t) := (¢,cht). Gesucht ist eine Pa-
rametertransformation ¢ : R — R, sodaf§ ¢ o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert
ist.

Bsp. 1.05. Sei ¢ : R — R? gegeben durch 7 — ¢(t) := (cos’ 1, sin ). Man berechne die
Bogenlinge L7 (c).

Bsp. 1.06. Ist ¢ : I — R" regulir, dann heifit der affine Unterraum c(t) + [¢(¢)]* die
Normalbyperebene von ¢ an der Stelle 7. Es enthalten genau dann alle Normalhyper-
ebenen einen gemeinsamen Punkt, wenn ¢(/) in einer Sphire enthalten ist.

Bsp. 1.07. Bestimmen Sie Begleitbasis und Kriimmungen fiir die Kurve ¢() = (rcost,
rsint, pt) (t € R, r > 0).

Bsp. 1.08. Bestimmen Sie die Kurven in der euklidischen Ebene mit x(s) = s (s ist
die Bogenlinge).

Bsp. 1.09. Bestimmen Sie die Haupttypkurven mit konstanten Kriimmungen im R2
und R3.

Bsp. 1.10. Sei ¢ : R — R” eine normierte Haupttypkurve. Zeigen Sie: ¢ hat konstante
Kriimmungen < fiir alle a € R gibt es eine Bewegung 3, : R" — R” mit ¢(t +a) =
Ba(c(r)) fur aller e R.

Die Menge G, = {8, | a € R"} ist eine Untergruppe der Bewegungsgruppe und
a v B, ist ein Homomorphismus (R, +) — (G, 0). ¢ ist eine Punktbahn bei der Wir-
kung von G, und alle Punktbahnen haben konstante Kriimmungen (‘W-Kurven’).

UDer Autor dieses Textes weist explizit darauf hin, daf} die allerwenigsten der hier aufgefiihrten Bei-
spiele eigenes geistiges Eigentum sind.
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B.2 Teilmannigfaltigkeiten

Bsp. 2.01. Zeigen Sie: Ist 0 : R” — R eine Bilinearform, so ist M := {x| o(x,x) = 1}
eine (n — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R”. Geben Sie eine Gleichung
von T,M fiir p € M an.

Bsp. 2.02. Zeigen Sie: SL, = {A € R"™" | det(A) = 1} ist eine (n> — 1)-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R"*". Geben Sie eine Gleichung des Tangentialraumes an.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst dg det(V) = 4 0(det(E +¢-V)) =tr(V) und berech-
t=
nen Sie anschlieflend dy det(V).

Bsp. 2.03. Zeigen Sie: g: U CR™ — R, g(u) = g(u!, ..., u™) — (u', ..., u™, g" 1 (u),
..., §"(u)) parametrisiert eine m-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeit des R", wenn
g"th ..., ¢" C" sind.

Bsp. 2.04. Fiir welche a € R ist der Schnitt des Zylinders x*> +z% = 1 und der Kugel
x? +y? + (z—a)? = 4 eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R>?

Bsp. 2.05. Gegeben sind die beiden Abbildungen £, g : R? — R3 durch f(u,v) = (u,
v, (av)? — (Bv)?) g(u,v) = (B(u+v), a(u—v), 402 F%uv) mit a, 3 € R\ {0}.

— Zeigen Sie: f(R?) = g(R?) und beide f, g sind regulir und injektiv. Die 1-Parame-
terkurven und die 2-Parameterkurven von f sind je schiebungsgleiche Parabeln.
Die Parameterkurven von g sind geradlinig.

— Zeigen Sie: M = f(R?) = g(R?) ist eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des
R3.

Bemerkung: M ist ein hyperbolisches Paraboloid und f bzw. g sind Parametrisie-
rungen von ® von als Schiebfliche bzw. Regelfliche.

— Seien 91,0, und 0,0, die Basisfelder, die durch f und g gegeben sind. Stellen Sie
die einen als Linearkombination der anderen dar.

B.3 Flichen im euklidischen R3

Bsp. 3.01. Rotiert ein Kreis k um eine Gerade g seiner Ebene (g sei kein Kreisdurch-
messer), so entsteht ein Zorus ®. Ist die Anzahl der Schnittpunkte von g,k gleich 0,
heifdt @ Ringtorus, ist sie 1, Dorntorus, ist sie 2, Spindeltorus.

— Man suche eine méglichst grofle Teilmenge von @, die eine 2-dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit von R? ist und suche eine regulire Parametrisierung.

— Man bestimme die dazugehdrigen Koeffizienten g jx der Metrik.

— Man berechne die Oberfliche des Ringtorus.

Bsp. 3.02. Sei ¢ : I — R eine C"-Kurve der Gestalt c(t) = (g(t),0,h(t)). Verschrau-
bung um die z-achse liefert eine die Parametrisierung f(u,v) = (g(u)cosv, g(u)sinv,
h(u)+ pv), wobei p # 0. f(I x R) heilst Schraunbfliche, p heildt ihr Schraubparameter.

Man diskutiere Regularitit und Injektivitit von f. Fiir den Fall, daf f reguldr
ist, parametrisiert f lokal eine 2-dim. Teilmannigfaltigkeit des R?. Man berechne
die Koeffizienten ihrer inneren Metrik, und und gebe Winkel und Bogenlinge der
Parameterkurven an.

Bsp. 3.03. Zeigen Sie, daf} die folgenden Flichenklassen im R* lokal isometrisch zu
R? sind:

— Zylindrische Flichen mit regulirem C'-Normalschnitt (Parametrisierung g(u,v)
= c(u) +vl, mit einer Kurve ¢ : I — R3 und I € R3.
— Kegel mit Parametrisierung g(u,v) = g(u,v) = ve(u) mit ¢ : 1 — S2, ||¢|| = 1.
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— Tangentenflichen von Kurven mit Parametrisierung g(u,v) = c(u) + vé(u), mit
leff = 1.

Finden Sie zuerst eine maximale Definitionsmenge so, daf§ g lokal eine Teilmannig-
faltigkeit parametrisiert. Dann suchen Sie eine Parametrisierung g einer Teilmenge
der euklidischen Ebene so, daf} die Koeffizienten der metrischen Grundform fiir g
und g tibereinstimmen. Hinweis zu (c): Verwenden Sie den Hauptsatz der Kurven-
theorie.

Bsp. 3.04. Zeigen Sie: Die Umkehrung der stereographische Projektion der Kugel 5"
aus ihrem Nordpol N auf die Aquatorebene ist eine isotherme Parametrisierung von
S"\N.

Bsp. 3.05. Man betrachte die Kurve ¢(r) = d(sint, —cost — Intan §,0). Die bei Ro-
tation von ¢ um die y-Achse entstehende Fliche heiflt Pseudosphire. Man bestimme
die Gaufsche und die mittlere Kriimmung dieser Fliche. Hinweis: Die Gauf3sche
Kriimmung ist konstant.

Bsp. 3.06. Sei §” = {x € R"™*! | ||x|| = r}. Zeigen Sie: Die Normalkriimmung jeder
Flichentangente von $™ hat den Betrag 1/r, und die Gaufische Kriimmung von $”
hat den Betrag 1/r™.

Bsp. 3.07. Zeigen Sie: Alle Breitenkreise der Pseudosphire (vgl. Bsp. 3.05) haben
dieselbe geoditische Kriimmung

Bsp. 3.08. Sei F(x,y,2) = (x/a)? + (y/b)* + (z/c)* — 1 mit a,b,c > 0. Das Ellipsoid
F~1(0) ist eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R* (vgl. Bsp. 2.01). Es sei
d(p) der Abstand der Tangentialebene von p zum Mittelpunkt (0,0,0). Zeigen Sie,
daf} fiir die Gaufische Kriimmung gilt:

1 , ¥y 2\2 (abc)?
K(x,y,2) (abe)™ (E T c_4> ~d(x,y,2)*
Bsp. 3.09. Sei g(u,v) = (u,v,u* —v?) und g(u,v) = (u,v,2uv). Beide parametrisieren
Teilmannigfaltigkeiten M und M (vgl. Bsp. 2.03).

Zeigen Sie: Die jeweiligen Gauflschen Kriimmungen in g(a) und g(a) sind gleich.
Die Abbildung f: M — M, g(u) — g(u) ist ein Diffeomorphismus und flichentreu,
aber nicht lokal isometrisch.

Bsp. 3.10. Sei U = R* x R, und sei g, : U — R3 (0 <t < 1)gegeben durch
gi(u,v) = (1—1*)"?(sinhucosv,sinhusinv,v) +#(— coshusinv, coshucos v, u).

Man zeige: g; parametrisiert eine Schraubfliche fiir # # 0 (eine Wendelfliche fiir
t = 1), und ein Katenoid fiir t = 0. g, ist isotherm fiir alle ¢, und die Abbildungen
81 (u,v) — gs(u,v) sind lokal isometrisch. Alle g; parametrisieren Minimalflachen.

Bsp. 3.11. Man bestimme Abbildungen g(u,v) = ¢ («) 4 c2(v) mit ebenen Kurven ¢;
in zueinander orthogonalen Ebenen, die Minimalflichen parametrisieren (Es ergibt
sich die Minimalflache von H. F. Scherk, siehe Fig. B.2).

Bsp. 3.12. Bestimmen Sie die Minimalfliche, die eine Symmetrie-Ebene nach einem
Kreis schneidet! (Hinweis: Losen sie ein Bjorlingsches Problem und verifizieren Sie
die Symmetrie der Losung).

Bsp. 3.13. Sei F holomorph in U C C. Zeigen Sie: g(u,v) = Re(w(u+iv)) parame-
trisiert eine Minimalfliche aufler in isolierten singuliren Punkten, oder es ist w(z)
konstant, wenn w(z) gegeben ist durch

wia) = ([ a-r@ac i [ o rac 2 [ roac).

0 0
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Abbildung B.1: Biegeschar von Abbildung B.2: Scherksche
Minimalflichen Minimalfliche

Setzen Sie F(z) = 1/27% in Bsp. 3.13, und bestimmen Sie die dazugehdrige Minimal-
fliche.

Bsp. 3.14. Sei g: U C R""! — R" eine regulire Parametrisierung einer Teilman-
nigfaltigkeit, n das dazugehdorige Einheits-Normalvektorfeld, und sei g° (1) = g(u) +
en(g(u)) die Parametrisierung einer Parallelfliche im Abstand e.

Zeigen Sie: g°(U) ist lokal Teilmannigfaltigkeit, wenn 1/e keine Hauptkriim-
mung von g(U) ist, das Normalvektorfeld ist gegeben durch n®(g°(u)) = n(g(u)),
und die Hauptkriimmungen erfiillen die Relation 1/x5 =1/k; —e.

B.4 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bsp. 4.01. Die Karten U; = Uy = R", @15 : U1 \ 0 — Ua, ¢12(x) = x/||x||* definieren
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph zur Sphire §* C R"!.

Bsp. 4.02. Seien Klebedaten wie folgt gebeben: Bezeichne die obere Halbebene {(x, )
€ R? |y > 0} mit H. Dann sei U; = R? fiir alle i € R, U, = H, und ¢y, : H — H,
i) = (i+x3,).

Zeigen Sie: Der entstehende topologische Raum M ist Hausdorff und zusammen-
hingend. Die Menge {¢; ' (0,0) | i € R} ist tiberabzihlbar und besteht aus isolierten
Punkten. Es gibt keine Teilmannigfaltigkeit eines R", welche diffeomorph zu M ist
(d-h. M ist nicht parakompakt).

Bsp. 4.03. Zeigen Sie: Die Klebedaten U; = (0,3) x (0,1), U> = (2,5) x (0,1) und

P12 (0,1)X(0,1)U(2,3)X(O,l)—)Uz,
(r,y) —  (x,y) fiirx>2,
(x+4,1—y) firx<1

legen eine nicht orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit M fest (Mobiusband).
Geben Sie eine Teilmannigfaltigkeit des R* diffeomorph zu M an.

Bsp. 4.04. Sei M das Mobiusband von Bsp. 4.03. Gibt es zwei Vektorfelder X,Y :
M — TM sodafl {X,,,Y,} linear unabhingig ist fiir alle p € M?
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Sei X = 9 fiir beide Karten 1, ¢2. Zeigen Sie, daf} dadurch ein Vektorfeld wi-
derspruchsfrei festgelegt ist, und dafl Fly (x,#) fiir alle x € M, ¢ € R definiert ist.

Bsp. 4.05. Sei G eine diskontinuierliche Transformationsgruppe einer diffb. Man-
nigfaltigkeit M, d.h. jedes g € G ist ein Diffeomorphismus g : M — M, und fiir jedes
X € M gibt es eine Umgebung U, mit allen g(U,) disjunkt.

Zeigen Sie: Die Menge M /G der Aquivalenzklassen der Relation x ~ y <= Jg :
g(x) =y ist eine diffb. Mannigfaltigkeit, sodaf} die Projektion 7 : M — M /G lokal
ein Diffeomorphismus ist. Hinweis: Man verwende die Elemente von G zusammen
mit den Klebeabbildungen von M, um Klebeabbildungen fiir M/G zu finden.

Zeigen Sie weiters, dafl fiir M = R", G = Z" und g(x) := x + g diese Bedingungen
erfiillt sind (M /G heifit Torus) und geben Sie eine Teilmannigfaltigkeit des R? an, die
diffeomorph zu R?/Z? ist.

B.5 Riemannsche Riume

Bsp. 5.01. Es sei ¢ : I — R? eine regulire Kurve ohne Wendepunkte mit Begleitbasis
c1, €2, ¢3. Dann parametrisiert g : (u,v) — c(u) + ves(u) die Binormalenregelfliche
von c.

Man zeige: Das Vektorfeld c3(¢) lings c(¢) ist ein Parallelfeld und c ist geoditische
Linie (Frenetsche Ableitungsgleichungen verwenden).

Bsp. 5.02. Sei M das Mobiusband aus Bsp. 4.03. Eine Riemannsche Metrik (, ) sei
bezliglich beider Karten ¢y, @2 durch g1; = g22 = 1, g12 = 0 gegeben.

Zeigen Sie, dafl diese Definition widerspruchsfrei ist, und bestimmen Sie die Ho-
lonomiegruppe von (M, {, }). Erzeugen Sie ein Papiermodell einer Teilmannigfaltig-
keit des R, die isometrisch zu M ist.

Bsp. 5.03. Sie c(u) = (cosucosa,sinucosa,sina) ein Breitenkreis der Sphire S? C
R? zur geographischen Breite a (—m/2 < a < 7/2). Sei vg € T, (0)S?, v = (—sina, 0,
cosa) und sei v(¢) das Parallelfeld lings c¢(7) mit v(0) = v.

Man diskutiere den Winkel <t(¢(¢),v(¢)), berechne die geoditische Kriimmung
des Breitenkreises und bestimme die Holonomiegruppe von S2. Weiters zeige man,
dafl die geoditischen Linien in $? genau die Grofikreise (Schnitte mit zweidimensio-
nalen Unterrdumen des R3) sind.

Bsp. 5.04. Die Kurve ¢ : I — M ist eine geoditische Linie, wenn sie regulir und % ¢,¢

linear abhingig sind. Fiir eine Koordinatendarstellung ¢ von ¢ bedeutet dies

a +é~j2'kl—‘}kog

2 B E e
Bsp. 5.05. Sei M /G wie in Bsp. 4.05 konstruiert. Ist auf M eine Riemannsche Me-
trik (,) gegeben und hat jedes g € G die Eigenschaft (dg(v),dg(w)) = (v,w) (g ist
Isometrie), so gibt es genau eine Riemannsche Matrix (, )" in G/M, sodaf} fir die
Projektion 7 : M — G/M die Gleichung (v,w) = (dn(v),dm(w))’ gilt.

Bsp. 5.06. Sei ein Torus M parametrisiert durch Lingen- und Breitengrade (¢,v) €
R? +— g(p,1) € M so, dafd g(¢ + 2km, 2 + 2I7) = g(p, ) fiir alle k,I € Z. Die Rie-
mannsche Metrik mit g j = diag(1,1) macht M zum sogenannten flachen Torus. Be-
stimmen Sie die Geoditischen und die Holonomiegruppe von (M, (, )). Geben Sie
eine Teilmannigfaltigkeit des R* an, die isometrisch zum flachen Torus ist.

Bsp. 5.07. Sei G = {id,—id} € SOz, M = §?/G, d.h. M entsteht aus der 2-Sphire
durch Identifikation von gegeniiberliegenden Punkten (M ist die projektive Ebene).
Die Riemannsche Metrik auf M sei gemifd Bsp. 5.05 gegeben (die elliptische Metrik
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in M). Bestimmen Sie die Geoditischen und die Holonomiegruppe von M (vgl. Bsp.
5.03).

Bsp. 5.08. Auf einer C2-Drehfliche sind die Meridiane und genau jene Breitenkreise
Geoditische, deren Ebenen die Meridiane orthogonal durchsetzen.

Zeigen Sie fiir alle anderen Geoditischen: Ist ¢(f) eine Geoditische, r(¢) der Radi-
us des Breitenkreises durch den Punkt ¢(¢) und «(r) der Winkel wischen der Geodai-
tischen und dem Breitenkreis dort, so ist r(r) cosa(t) eine Konstante (A. C. Clatrant
1735).

Bsp. 5.09. Sei R™"! (n > 2) mit dem pseudo euklidischen Skalarprodukt (x,y) =
—X0Y0 + X1y1 + -+ + Xy, ausgestattet und sei H" = {x € R*" | (x,x) = —1, xo > 0}
(H" ist der n-dimensionale hyperbolische Raum).

Zeigen Sie: Das in H" induzierte Skalarprodukt macht H" zu einem Riemann-
schen Raum. Ist G die Gruppe der Isometrien von (R"*! ()), welche H" in sich
tiberfiihren, so ist G < O, mit O, : G =2. Dabei ist O, 1 = {A € R+ x(n+1) |
AT -diag(—1,1,...,1)-A =diag(—1,1,...,1)}.

Fiir x,y € M gibt es ein g € G mit g(x) =y, und der Stabilisator G, fiir x € H"
ist isomorph zu O, (Hinweis: Ist (n,n) > 0, so ist 0, : x — x —2((x,n)/{n,n))n eine
Isometrie von H", und fiir x,y € H" ist oy_(x) = y.)

Bsp. 5.10. Diskutieren Sie Injektivitit, Surjektivitit und Regularitit der Exponenti-
alabbildung fiir die Sphire S". Zeigen Sie, dafl die kiirzeste Verbindung zweier Punk-
te x,y auf der Sphire §" ein Grofikreisbogen der Linge < = ist, und dafl dieser im
Fall x # —y eindeutig bestimmt ist.

Bsp. 5.11. Sei H" der hyperbolische Raum aus Bsp. 5.09. Zeigen Sie: Die Geodi-
tischen sind die Schnitte von H”" mit zweidimensionalen Unterraumen. Die Expo-
nentialabbildung exp, ist ein Diffeomorphismus fiir alle p € M. Es ist coshd(x,y) =
—(x,y). Die Gruppe G aus Bsp. 5.09 ist die Gruppe der Isometrien von H".

B.6 Riemannschen Riume — Kriimmung

Bsp. 6.01. Zeigen Sie R = 0 fiir die Tangentenfliche g(u,v) = c(u) + v (u) einer
Kurve im R3. Hinweis: Verwenden Sie die Vektorfelder X (u,v) = ¢y (u) und ¥ (u,v) =
¢2(u), und bestimmen Sie V;V;X, V;V;Y.

Bsp. 6.02. Bestimmen Sie die Schnittkriimmungen fiir die Sphire §” C R"*1.

Bsp. 6.03. Zeigen Sie: Es gibt keine C2-Teilmanigfaltigkeit M des R3, die isometrisch
zum flachen Torus ist (vgl. Bsp. 5.06). Bemerkung: Nach dem Einbettungssatz von
Nash gibt es eine C!-Teilmannigfaltigkeit mit dieser Eigenschaft.

Bsp. 6.04. Sei H" der hyperbolische Raum aus Bsp. 5.09. Zeigen Sie: Die Schnitt-
kriimmung ist konstant und gleich —1.

Bsp. 6.05. Sei M eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ eine
geoditische Linie mit (¢,¢) = 1. Sei E; = ¢ und E; ein Parallelfeld orthogonal zu E;
lings c.

Zeigen Sie: Ist J ein Jacobifeld lings ¢ mit J(t) = x'Ej +x?E,, dann gilt ' =0,
¥2 4 x*K oc = 0, wobei K die Gauflkriimmung bedeutet.

Bsp. 6.06. Seien u,v Funktionen mit u(0) = v(0) = 0, u'(0) = V/(0) = 1, die die
Differentialgleichungen v (r) + K (£)v(¢ ) 0 und u”(t) + K(t)u(t) = 0 erfiillen. Seien
a,b die ersten Nullstellen von u bzw. v in (0,00).

Zeigen Sie: Ist K < K, so ist b > a. Hinweis: 0 = [3 (u(v" + Kv) —v(u/ + Ku))dt =
w' —vil' + [ (K — K)uvdt.
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Bsp. 6.07. Zeigen Sie den Satz von Bonnet: Eine vollstindige zweidimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Gaufkriimmung K > 1/r? ist kompakt und hat
Durchmesser < 7r.

Hinweis: Aus Bsp. 6.05 und Bsp. 6.06 folgt, daf§ minimale Geoditische hochstens
die Lange 7r haben konnen. Verwenden Sie den Satz von Hopf und Rinow.

Bsp. 6.08. Sei (M, (,)) zweidimensional und sei die Gaufische Kriimmung < —a?.

Zeigen Sie: Der Umfang des geoditischen Kreises exp ,(rcospEq + rsingpEs) (p €
[0,27]) mit Ej, E» orthonormal ist > 27 sinh(ar).

Hinweis: Verwenden Sie Bsp. 6.05, um den Betrag eines Jacobifeldes abzuschit-
zen: Aus u” +Ku=1v"—(1/a*)v =0 mit K(t) < —1/a?, u(0) = v(0) =0, «'(0) =
V(0) =1folgt u>vinR*.

Bsp. 6.09. Zeigen Sie: Das Hyperboloid M : x> +y* = z2 — 1 hat keine konjugierten
Punkte entlang von geoditischen Linien, es gibt aber trotzdem geoditische Linien,
die nicht minimal sind.

Bsp. 6.10. Sei M = S? die euklidische Einheitskugel, und seien go,q1, . . .,q, = qo die
Ecken eines n-Ecks, dessen Seiten die kiirzesten Verbindungen der Punkte gog1, ¢1¢2,
u.s.w. sind. Zeigen Sie: der Flicheninhalt des n-Ecks hingt nur von den Winkeln in
den Ecken ab.

Losen Sie dieses Beispiel auch fiir den Fall M = H?, d.h. fiir die hyperbolische
Ebene.

Bsp. 6.11. Bestimmen Sie fiir die Sphire, die hyperbolische Ebene, und die euklidi-
sche Ebene den Umfang und die Fliche eines geoditischen Entfernungskreises, und
verwenden Sie den Satz von Gaufl-Bonnet, um seine geoditische Kriimmung zu be-
stimmen.

Fiir $2 muf} sich das gleiche Resultat wie in Bsp. 5.03 ergeben.

Bsp. 6.12. Zeigen Sie: (i) Es gibt keine Riemannsche Metrik auf dem Torus mit
K >0 oder K < 0, und es gibt keine Riemannsche Metrik auf der Sphire mit K = 0.
(i1) Es gibt keine regulire differenzierbare Abbildung vom Torus in die 2-Sphire, und
umgekehrt ebenfalls nicht.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Gaufi-Bonnet. Ist M — N regulir und be-
sitzt N eine Riemannsche Metrik (, ), so ist (v,w) := (df(v),df(w))’ eine Riemman-
sche Metrik in M.

Bsp. 6.13. Sei in R? eine Riemannsche Metrik durch g1 =1, g12 = 0, g2 = g°
mit g(x,y) > 0 gegeben. Zeigen Sie, dafy die Gauflsche Krimmung K die Relati-
on g+ Kg = 0 erfiillt. Zeigen Sie umgekehrt, daf} jede differenzierbare Funktion
K(x,y) lokal die Kriimmung einer gewissen Metrik ist, indem Sie die obige Differen-
tialgleichung fir g(xo,y) = 1, g +(x0,y) = 0 losen und zeigen, daf3 lokal g > 0 gilt.

B.7 Anwendungen in der Physik

Bsp. 7.01. Betrachten Sie das ebene Doppelpendel: An einem Pendel der Linge [,
ist ein zweites Pendel befestigt. (Schwerpunkt im Abstand s; vom Aufhingepunkt,
Masse m;, Tragheitsmoment I;). Die aktuelle Zustand des Systems ist durch die Win-
kel c; des i-ten Pendels zur Vertikalen festgelegt. Die kinetische Energie ist gegeben
durch ¥ my||¢;||> + L I;a?, wobei c;(t) die Bahnkurve des Schwerpunktes darstellt. Die
potentielle Energie ist gegeben durch Y. mjc;» (1), wobei ¢; = (¢i1,¢ip).

Zeigen Sie: Der Konfigurationsraum des Pendels ist ein Torus (vgl. Bsp. 4.05).
Bestimmen Sie das kinematische Linienelement im Konfigurationsraum sowie die
Metrik nach Jacobi, und stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

Bsp. 7.02. Betrachten Sie das Doppelpendel aus Bsp. 7.01 mit seiner Konfigurations-
mannigfaltigkeit M, der potentiellen Energie U und der kinetischen Energie T Sei
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Unax = maXpEM(U(p))-

Zeigen Sie: Sind p = (a1,a2) und g = (81, 82) zwei Zustinde, d.h. p,q € M, und
ist i > Upay, so gibt es eine Bewegung (Bahn) des Doppelpendels der Energie &, die
vom Zustand p in den Zustand ¢ fiihrt.

Bsp. 7.03. Wir verwenden im Euklidischen Raum R* Kugelkoordinaten (r,¢,6)
(d.h. x=rcosfsing,y = rsinfsin ¢,z = rcos ). Sei M = R*\ 0. Die vier Koordinaten
werden als r, 0,0 und 1 (Zeit) interpretiert. Die Riemannsche Metrik (, ) ist wie folgt
gegeben: v € T,M und p = (r,¢,6,1), so sei

2
r : r—R
" RV% — 2 (V3 +sing3) + V2.

(v,v) =—

Das ist die sogenannte Schwarzschild-Metrik. Die Geoditischen beziiglich dieser Me-
trik beschreiben die Lebenslinien von Teilchen im Gravitationsfeld eines sphirischen
Korpers der Masse M. Einheiten sind so gewahlt, dafl die Lichtgeschwindigkeit gleich
1 ist. R =2GM, G ist die Gravitationskonstante.
Zeigen Sie, dafl die Koeffizienten des Riemannschen Zusammenhangs die folgen-
den Werte besitzen (die restlichen sind gleich Null)
Il =—(R/2)(P»-2rR)"" TL,=R-r

L 2
F§3=(I§—r)sm @ Fé4=(1/.2)(1—R/r)(R/r2)
F%22F13:1/r F33:—s1ngaczosg0 1
I35 =coty iy = (R/2)(r* —Rr)~

Bsp. 7.04. Bestimmen Sie zu Bsp. 7.03 eine nach der Bogenlinge parametrisierte Le-
benslinie eines Punktes der Form p(7) = (r(7),0,0,7(7)). Der Bogenlingenparame-
ter 7 der Lebenslinie ist die Eigenzeit des Teilchens. Was passiert, wenn das Teilchen
sich dem Radius R nihert?

Hinweis: Setzen Sie R = 1 und beachten Sie (p, p) = 1, und daf} aus der vierten
Komponente der Gleichung Dp/dt = 0 die Relation (1 — 1/r)i =const. folgt.

Bsp. 7.05. Zeigen Sie, dafl es in dem Pseudo-Riemannschen Raum M aus Bsp. 7.03
eine Geoditische p(r) der Form p(¢) = (r0,,0,k-t) mit (p, p) = 0 gibt. (das ist die
Lebenslinie eines kreisformig gebogenen Lichtstrahls).

Bsp. 7.06. Zeigen Sie, daf} fiir den Riemannschen Raum M aus Bsp. 7.03 eine Geo-
ditische, die vom Punkt (r,7/2,6,t) ausgeht und dort einen Geschwindigkeitsvek-
tor (vi, 0, va, v4) besitzt, in der Ebene ¢ = 7/2 bleibt. Berechnen und zeichnen
Sie numerisch die raumlichen Komponenten p* von Lebenslinien von Lichtstrahlen
(Geoditische p(r) mit (p, p) = 0) und dasselbe fiir langsame Teilchen.

Versuchen Sie, dabei folgende Beobachtungen zu machen: Ein Lichtstrahl wird
beim Vorbeifliegen am Ursprung von der ‘geradlinigen Bahn’ abgelenkt. Langsame
Teilchen scheinen sich annihernd auf Ellipsenbahnen um den Ursprung zu bewegen,
deren Hauptachse sich dreht (Periheldrehung).

UDie Erklirung eines bisher nicht erklirbaren Teils der Periheldrehung des Merkur war einer der
ersten experimentellen Nachweise der allgemeinen Relativititstheorie.
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