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1. Kapitel

Kurven und Flächen im Euklidischen Raum

1.1 Kurven
Definition 1.01 (Kurve, Schmiegraum, Tangente) Sei I ⊆ R ein Intervall. Eine Ab-
bildung c : I → R

n heißt Cr-Kurve, wenn c ∈ Cr ist. Der affine Unterraum c(t) +
[ċ(t), c̈(t), . . . , c(k)(t)] ist der k-Schmiegraum der Kurve c an der Stelle t. Der 1-
Schmiegraum heißt Tangente. .

Bemerkung: Der k-Schmiegraum ist nur dann definiert, wenn die ersten k Ab-
leitungen existieren. Wir werden später noch oft Begriffe definieren, eine gewisse
offensichtliche Differenzierbarkeit voraussetzen und dies nicht explizit erwähnen.♦

Definition 1.02 (Parameterwechsel) Ist c : I → R
n eine Kurve und γ : I′ → I ein

Diffeomorphismus, dann sagt man, daß c′ = c◦γ aus c durch Parameterwechsel ent-
steht. .

Definition 1.03 (Transformationsgruppe) Eine Gruppe G wirkt auf einer Menge M
als Transformationsgruppe, wenn es einen Homomorphismus˜von G in die Gruppe
der Bijektionen von M gibt. .

Wir verwenden die folgende Schreibweise: für g ∈G,x ∈M ist g̃ : M→M und g̃(x) ∈
M. Für g1,g2 ∈ G muß g̃1g2 = g̃1 ◦ g̃2 gelten.

Beispiel: Die Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen der Form
x 7→ A · x + b mit b ∈ Rn und A ∈On wirkt auf dem affinen Raum R

n bzw. auf dem
linearen Raum R

n bzw. auf der reellen Zahlengeraden R in der Form

g̃(x) = A · x + b, bzw. g̃̃(x) = A · x, bzw. g̃̃̃(x) = det(A) · x.

G wirkt auf jeder Menge in trivialer Weise durch g̃(x) = x. ♦

Definition 1.04 (geometrische Eigenschaft, Invariante) Wir nehmen an, daß ein Ob-
jekt B(c, t) ∈M einer Kurve c : I→ R

n und einem Wert t ∈ I zugeordnet wird. Die
Gruppe G der euklidischen Kongruenztransformationen operiere auf M als Trans-
formationsgruppe. B ist eine geometrische Eigenschaft bzw. Invariante der Kurve,
wenn folgendes gilt:

1. Ist c′ = c◦γ ein Parameterwechsel, sodaß B(c′,u) definiert ist, so ist B(c,γ(u)) =
B(c′,u), d.h. B ist invariant gegenüber einem Parameterwechsel.

2. Ist g ∈ G, so ist B(g◦ c, t) = g̃(B(c, t)). .

Bemerkung: Der Nebensatz “sodaß B(c′,u) definiert ist” bezieht sich z.B. auf die
genügend hohe Differenzierbarkeit von γ. Für andere Transformationsgruppen oder
für mehrere Parameterwerte ist der Begriff der ‘geometrischen Eigenschaft’ entspre-
chend zu modifizieren. ♦
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Beispiel: Wir betrachten die euklidische Kongruenztransformation g : x 7→ A · x +
b. Sei B eine einer Kurve c zugeordnete geometrische Eigenschaft. Für bestimmte
Typen von B versteht sich die Wirkung von G von selbst:

Ist B ein Punkt p des euklidischen Raumes, so ist B(g ◦ c) = A · p + b. Ist B ein
Vektor v des linearen Raumes Rn, so ist B(g◦c) = A ·v. Ist B ein Skalar λ ∈R, so ist
B(g◦ c) = det(A) ·λ, oder B(g◦ c) = λ. ♦

Satz 1.05 Der Schmiegraum einer Kurve zu einem Parameterwert t ist eine geometrische
Eigenschaft.

Beweis: Sei c′ = c◦γ. Aus der Kettenregel ċ′ = ċ◦γ · γ̇, c̈′ = . . . folgt, daß jeder der
Vektoren ċ′(t), c̈′(t), . . . , c′(k)(t), eine Linearkombination von ċ(γ(t)), c̈(γ(t)), . . . ,
c(k)(γ(t)) ist. Bezeichnen wir den Schmiegraum von c an der Stelle t mit S(c, t), so
folgt daraus S(c′, t) ⊆ S(c,γ(t)). Wegen c = c′ ◦γ−1 gilt auch die umgekehrte Inklu-
sion. Damit ist S(c, t) invariant gegenüber Parametertransformationen.

Die Invarianz gegenüber Kongruenzabbildungen folgt aus der Vertauschbarkeit
von linearen Abbildungen und Differentiation. 2

Definition 1.06 (Bogenlänge, Bogenlängenparameter) Die Bogenlänge der Kurve c :
I→ Rn im Intervall [a,b] ist definiert durch

Lb
a(c) =

∣∣∣∫ b

a
‖ċ(t)‖dt

∣∣∣.
Die Kurve c ist nach der Bogenlänge bzw. proportional zur Bogenlänge parametri-
siert, wenn ‖ċ‖= 1 bzw. ‖ċ‖= const. in I ist. .

Eine Kurve, die proportional zur Bogenlänge parametrisiert ist, kann man sich als
mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen vorstellen.

Satz 1.07 Die Bogenlänge Lb
a(c) einer Kurve c ist eine geometrische Eigenschaft.

Beweis: Sei c′ = c◦γ. Wir benützen sgn(γ̇) = const.

Lb
a(c′) =

∣∣∣∫ b

a
‖ċ′‖dt

∣∣∣=
∣∣∣∫ b

a
‖γ̇(t)ċ(γ(t))‖dt

∣∣∣=
∣∣∣∫ b

a
‖ċ(γ(t))‖ γ̇(t)dt

∣∣∣
=
∣∣∣∫ γ(b)

γ(a)
‖ċ‖dt

∣∣∣= Lγ(b)
γ(a)(c).

Um für g(x) = A · x + b die Gleichheit L(g ◦ c) = L(c) zu zeigen, verwenden wir
‖(g◦ c)·‖= ‖A · ċ‖= ‖ċ‖. 2

Satz 1.08 Für alle Kurven gibt es eine Parametertransformation γ, sodaß c◦γ nach der
Bogenlänge parametrisiert ist.

Beweis: Wir verwenden als Parametertransformation γ mit γ−1(t) = γ̃(t) =∫ t
τ=t0 ‖ċ(τ)‖ dτ . Dann ist ˙̃γ(t) = ‖ċ(t)‖, d.h. γ̃ ist Diffeomorphismus und γ̇ = d

dt γ̃
−1

= ( ˙̃γ ◦γ)−1 = ‖ċ◦γ‖−1. Zu zeigen ist nun ‖ d
dt

(c◦γ)‖= ‖(ċ◦γ) · γ̇‖= 1. 2

Satz 1.09 Unter allen stückweise differenzierbaren Kurven, die zwei Punkte p,q ∈ Rn

verbinden, sind genau die monoton parametrisierten Geraden die kürzesten.

Beweis: Die Bogenlänge ist eine geometrische Eigenschaft, d.h. o.b.d.A. ist p = 0 und
q = (d,0, . . . ,0). Sei c(0) = p, c(1) = q. Dann ist L1

0(c) =
∫

((ċ1)2 + · · ·+(ċn)2)1/2dt≥∫
|ċ1|dt≥ |

∫
ċ1|= |c1(1)−c1(0)|= d mit Gleichheit genau für ċ1 ≥ 0 und ċ2 = · · ·=

ċn = 0, d.h. c1 monoton, und c2 = · · ·= cn = const = 0. 2
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Satz 1.10 Die Bogenlänge einer Kurve ist gleich dem Supremum der Längen der ein-
geschriebenen Streckenzüge Lb

a(c) = sup∑‖c(ti+1)− c(ti)‖, wobei das Supremum über
alle Unterteilungen a = t0 < t1 < · · · < tr = b genommen wird (d.h. Lb

a(c) ist die totale
Variation von c im Intervall [a,b], vgl. Def. A.23).

Beweis: Wir bezeichnen die rechte Seite der Gleichung mit L̃b
a(c). Wegen Satz 1.09

ist Lb
a ≥ L̃b

a. Um sogar ‘=’ zu zeigen, beachten wir L̃t
a + L̃b

t = L̃b
a für a≤ t ≤ b:

‖c(t + h)− c(t)‖ ≤ L̃t+h
t ≤ Lt+h

t

=⇒
∥∥∥c(t + h)− c(t)

h

∥∥∥ ≤ L̃t+h
a − L̃t

a

h
≤ 1

h

∫ t+h

t
‖ċ(t)‖dt

Der Grenzübergang lim
t→0

zeigt ‖ċ(t)‖ ≤ d
dt

L̃t
a ≤ ‖ċ(t)‖, d.h. L̃t

a ist differenzierbar und

seine Ableitung stimmt überein mit der von Lt
a. 2

Definition 1.11 (Regularität, Haupttypkurve, Wendepunkt) Eine Kurve c ist regulär,
wenn ċ 6= 0 und eine Haupttypkurve, wenn ċ, c̈, . . . ,c(n−1) linear unabhängig sind. c
hat einen Wendepunkt bei t = t0, wenn ċ(t0), c̈(t0) linear abhängig sind, und ċ(t0) 6= 0
ist. .

Definition 1.12 (Begleitbasis) Ist c eine Haupttypkurve, so entsteht durch das Gram-
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren aus den Vektoren ċ, . . . ,c(n−1) eine Or-
thonormalbasis (c1, . . . , cn−1) des (n−1)-Schmiegraums. Dann ist der Vektor cn ein-
deutig bestimmt durch 〈ci,cn〉 = 0 für 1 ≤ i ≤ n−1 und det(c1 . . .cn) = 1. Die Vek-
toren c1(t), . . . ,cn(t) heißen dann die Begleitbasis der Kurve c zum Parameterwert
t. .

Unser Ziel ist es, aus den Ableitungen der Vektoren der Begleitbasis geometrische
Größen, die die Kurve bestimmen, herzuleiten. Zuerst sehen wir, daß

c j ∈ [ċ, . . . ,c( j)] =⇒ ċ j ∈ [ċ, . . . ,c( j+1)]⊆ [c1, . . . ,c j+1], d.h.

ċ j =
n

∑
i=1
ωi jci mit ωi j = 0 für i> j + 1.

Lemma 1.13 Die Matrix (ω jk) ist schiefsymmetrisch und besitzt nur Nebendiagonalein-
träge. Es ist ω j+1, j > 0 für j ≤ n−2.

(
ω jk
)

=


0 ω12 0 · · · 0
−ω12 0 ω23 · · · 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 −ωn−1,n 0


Beweis: Die Begleitbasis ist eine ONB, also ist 〈ċ j,ck〉 = 〈∑ωi jci,ck〉 = ωk j. Durch
Ableiten von 〈ck,c j〉= const. folgt 〈ċk,c j〉+ 〈ck, ċ j〉= 0, d.h. die schiefe Symmetrie
der Matrix (ωi j). Wegen ωi, j = 0 bei j > i + 1 folgt nun die Gestalt der Matrix. Wir
zeigen ω j, j+1 > 0 für j < n−1:

Die Matrix der Koordinatentransformation zwischen den Basen (ċ, . . . ,c( j)) und
(c1, . . . ,c j) ( j < n) ist eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Einträgen in der
Hauptdiagonale (nach Gram-Schmidt), ihre Inverse daher ebenfalls.

Es folgt c j = µ jc( j) + · · ·+ µ1ċ mit µ j > 0. Durch Differenzieren erhält man
ċ j = µ jc( j+1) + r mit r ∈ [ċ, . . . ,c( j)]. Wegen der Gestalt der Trafo-Matrix ist nun
ċ j = ω j+1, jc j+1 + · · ·+ω1, jc1 mit ω j+1, j > 0. 2
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Definition 1.14 (Krümmung, Ableitungsgleichungen) Die Größen κi = ωi+1,i ·‖ċ‖−1

heißen die Krümmungen der Kurve c. Die Form

‖ċ‖−1·ċ1 = κ1 c2
‖ċ‖−1·ċ2 =−κ1 c1 +κ2 c3

...
‖ċ‖−1·ċn−1 =−κn−2 cn−2 +κn−1 cn
‖ċ‖−1·ċn =−κn−1 cn−1

der Ableitungsgleichungen ist benannt nach J. F. Frenet und J. A. Serret. .

Lemma 1.15 κ1, . . . ,κn−2, |κn−1| sind geometrische Eigenschaften. Das Vorzeichen von
κn−1 ändert sich bei orientierungsumkehrenden euklidischen Kongruenztransformatio-
nen, und bei n≡ 1,2 mod 4 auch bei Parametertransformation, bei denen die Durchlauf-
richtung geändert wird.

Beweis: Sei c̄(t) = A · c(t) + a mit A ∈ On. Gram-Schmidt ist euklidisch invariant,
also ist c̄i = Aci für i = 1, . . . ,n−1. Wegen det(c1, . . . ,cn)> 0 ist c̄n = det(A)Acn. Es
folgt, daß κ̄i = κi für i = 1, . . . ,n−2, κn = detA ·κn.

Nun sei c̄(t) = c(γ(t)). Die Schmiegräume Si(t) sind invariant bei Parameter-
transformationen und bestimmmen wegen Si = [c1, . . . ,ci] die Vektoren ci bis auf
ihr Vorzeichen eindeutig. Daraus folgt c̄i(t) =±ci(γ(t)) und durch Koeffizientenver-
gleich in den Frenetschen Ableitungsgleichungen für c an der Stelle γ(t) und für c̄ an
der Stelle c dann κ̄i =±κi ◦γ. Der Beweis der genaueren, letzten, Aussage wird hier
übergangen. 2

Satz 1.16 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie) Sind κ1, . . . ,κn−1 : I −→ R reelle
Funktionen mit κ1, . . . ,κn−2 > 0, κ j ∈ Cn−1− j, p ∈ Rn, t0 ∈ I und c1,0, . . . ,cn,0 eine
ONB des Rn mit det(c1,0, . . . ,cn,0) = 1, dann existiert genau eine Kurve c :→ Rn mit:
• c ist nach der Bogenlänge parametrisiert.
• c(t0) = p, und die Begleitbasis von c bei t = t0 stimmt mit der gegebenen Basis

überein.
• κ1, . . . ,κn−1 sind die Krümmungen von c.

Ändert man die Angabe so, daß die κi unverändert bleiben, erhält man eine euklidisch
kongruente Kurve.

Beweis: Setzen wir in den Frenetschen Ableitungsgleichungen ‖ċ‖= 1, so ergibt dies
das lineare Differentialgleichungssystem ċ j = ∑ωi jci =⇒ ∃1 Lösung c1(t), . . . , cn(t)
mit ci(t0) = ci,0. Wir wollen zeigen, daß diese Lösung die Begleitbasis der gesuchte
Kurve c ist.

– ∀t〈c j,ck〉= δ jk: Dies gilt bei t = t0, und sowohl die konstanten Funktionen δ jk
als auch die Funktionen 〈c j,ck〉 erfüllen die Differentialgleichung f ′jk = ∑i(ωi j fik +
ωik fi j) (das sieht man durch Einsetzen in die Frenet-Gleichungen bzw. aus der schie-
fen Symmetrie der Matrix (ωi j). Deshalb gilt dies für alle t.

– Sei c(t) = c0 +
∫ t

t0 c1(τ)dτ . Dann ist c normiert (wegen 〈ċ, ċ〉= 〈c1,c1〉= δ11 =
1).

– Die Frenetschen Ableitungsgleichungen von c sind das gegebene Differential-
gleichungssystem: Das ist klar nach Konstruktion.

– Die so beschriebene Lösung ist eindeutig, weil die Konstruktion zwangsläufig
ist und wegen des Eindeutigkeitssatzes für Lösungen von Differentialgleichungen.

– Für je zwei Angaben gibt es eine euklidische Kongruenztransformation β, die
die eine in die andere überführt. Sind c, c̄ die Lösungen zu den zwei Angaben, so sind
sowohl β(c(t)) als auch c̄(t) Lösungen für die 2. Angabe. Daher ist c̄(t) = β(c(t)). 2

Bemerkung: Die Krümmungen einer Kurve (als Funktionen der Bogenlänge) bil-
den ein vollständiges Invariantensystem für Kurven im Euklidischen Raum. ♦
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Beispiel: (Formeln für Krümmungen) Ist c : I→ Rn eine Kurve, so ist

ċ = ‖ċ‖c1, c̈ = ‖ċ‖˙c1 +‖ċ‖2κ1c2

=⇒ Area(ċ, c̈) = Area(‖ċ‖c1,‖ċ‖˙c1 +‖ċ‖2κ1c2) = ‖ċ‖3κ1.

Dabei bedeutet ‘Area(v,w)’ die Fläche des Parallelogramms, das von v und w aufge-
spannt wird, und bei n = 2 sogar genauer die Determinante det(v,w). Wir haben die
Beziehung Area(v,w + λv) = Area(v,w) verwendet. Explizite Formeln für κ1 sind
daher:

R
2 : κ1 =

det(ċ, c̈)
‖ċ‖3 , R

3 : κ1 =
‖ċ× c̈‖
‖ċ‖3 , R

n : κ1 =
Area(ċ, c̈)
‖ċ‖3 (n> 1).

Für n> 2 liefern die Frenetschen Ableitungsgleichungen weiter
...c = (?)c1 +(?)c2 +‖ċ‖3κ1(−κ1c1 +κ2c3).

Wir verwenden die Bezeichnung ‘Vol(u,v,w)’ für das (orientierte) Volumen des von
den drei Vektoren u,v,w aufgespannten Parallelepipeds. Dann ist

Vol(
.
c,
..
c,
...
c) = Vol(‖ċ‖c1,‖ċ‖2κ1c2,‖ċ‖3κ1κ2c3)) = ‖ċ‖6

(Area(ċ, c̈)
‖ċ‖3

)2
κ2,

=⇒ κ2 =
Vol(

.
c,
..
c,
...
c)

Area(
.
c,
..
c)2

; im R
3 : κ2 =

det(
.
c,
..
c,
...
c)

‖ .c× ..
c‖2

.

Mit der Bezeichnung Gr für das (orientierte) Volumen des von den Vektoren ċ, . . . ,
c(r) aufgespannten Parallelepipeds ist ‖ċ‖κ j = G j−1G j+1

/
G2

j für 2 < j < n (Beweis
durch Induktion). ♦

1.2 Teilmannigfaltigkeiten — n-Flächen im IRm

Für eine Cr-Abbildung f : U ⊂ Rm→ Rn verwenden wir die Bezeichnungen

∂
k f j(u1, . . . ,um)
∂ur1 , . . . ,∂urk

= f,ur1 ...urk = f,r1...rk .

Ist c : I→ Rm eine Kurve mit c(0) = p und ċ = v = (ċ1, . . . , ċm), dann gilt

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f (c1(t), . . . ,cm(t))

=
∂f
∂u1(p) ċ1(0)+ · · ·+ ∂f

∂um(p) ċm(0) =
∂f
∂u1(p)v1 + · · ·+ ∂f

∂um(p)vm = dfp(v)

Es hängt also der Ableitungsvektor von f ◦ c nur vom Ableitungsvektor von c ab.
Daraus folgt direkt

Satz 1.17 (Kettenregel) d( f ◦g) = df◦dg, genauer: d( f ◦g)p(v) = dfg(p)(dgp(v)).

Beweis: Sei c eine Kurve mit c(0) = p und ċ(0) = v. Dann ist d( f ◦g)p(v) = d
dt

( f ◦

g)◦ c(0) = d
dt

f ◦ (g◦ c)(0) = dfg(p)(
d
dt

(g◦ c)(0)) = dfg(p)(dgp(v)). 2

Definition 1.18 (Rang) Der Rang von f bei p ist definiert als der Rang von df bei p:
rg(dfp) = dim(dfp(Rn)). .

Definition 1.19 (Teilmannigfaltigkeit) M ⊆ Rn heißt Teilmannigfaltigkeit (kurz
TMF, synonym: Fläche) der Dimension m≤ n, wenn sie sich in einer Umgebung je-
des ihrer Punkt in einen m-dimensionalen Unterraum diffeomorph verformen läßt..



6 1.2. Teilmannigfaltigkeiten — n-Flächen im Rm

Bemerkung: Als diesen Unterraum können wir o.B.d.A den von den ersten m
Koordinatenachsen aufgespannten wählen. Das heißt: Für jedes p ∈ M gibt es eine
offene Umgebung Up ⊆Rn und ein Diffeomorphismus ϕp : Up→Rn, sodaß ϕp(M∩
Up) = (Rm×0)∩ϕp(Up). Die ϕp heißen Teilmannigfaltigkeits-Karten von M. ♦

Beispiel:

• Der Rn ist eine n-dimensionale Teilmannifgaltigkeit des Rn, weil wir die identische
Funktion als Karte verwenden können.

• Jede offene Teilmenge U einer n-dim. TMF ist wieder eine n-dim. TMF — wir
müssen nur die Kartenabbildungen auf U einschränken.

• Ein m-dimensionaler affiner Unterraum M desRn ist eine m-dim. TMF — wir kön-
nen euklidische Kongruenztransformationen als Kartenabbildungen verwenden. ♦

Lemma 1.20 Die Eigenschaft, eine Teilmannigfaltigkeit zu sein, bleibt bei Diffeomor-
phismen erhalten.

Beweis: Die Definition ist diffeomorph invariant formuliert. 2

Als sehr nützliches Werkzeug zum Arbeiten mit TMF stellt sich der folgende Rang-
satz heraus:

Satz 1.21 (Rangsatz) Hat eine Abbildung lokal konstanten Rang, so läßt sie sich lokal
diffeomorph in eine Projektion deformieren.

Genauer: Ist f : U ⊆ Rn → R
m ∈ Cs und hat f in einer Umgebung von p ∈ Rn

konstanten Rang r, so gibt es Umgebungen V von p und W von f (p), sowie Diffeo-
morphismen ϕ : V → R

n und ψ : W → R
m, sodaß f̃ = ψ ◦ f ◦ϕ−1 die folgende Gestalt

besitzt:

y ∈U
f //

ϕ

��

f (y) ∈V

ψ

��
(x1, . . . ,xn) ∈ ϕ(U)

f̃ // (x1, . . . ,xr,0, . . . ,0) ∈ ψ(V )

Beweis: O.B.d.A. sei p = 0, f (p) =
0. Wegen rg(df) = r hat eine r × r-
Teilmatrix der Matrix ( f j

,k) den Rang r.
O.B.d.A. sei dies die Teilmatrix A :=
( f j
,k)r

j,k=1. Wir definieren h(x1, . . . ,xn) :=
( f 1(x), . . . , f r(x),xr+1, . . . ,xn). Die Matrix
von dh bei 0 ist gegeben durch

dh0 =
[ A ?

0 E

]
.

Wir sehen, daß rg(dh0) = n. Also ist h
lokal diffeomorph. Die lokal definierte
Abbildung k = f ◦ h−1 hat die Gestalt

( f 1(x), . . . , f r(x),xr+1, . . .)

k
��

(x1, . . .)
hoo

fvvmmmmmmmmmmmmm

( f 1(x), . . . , f m(x))

D.h. es ist k(x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,
xr,kr+1(x), . . . , km(x)). Die Matrix von dk

bei 0 hat die Form

dk0 =
[ Er B

0 C

]
.

Wegen rg(dk) = rg(df ◦ dh−1) = r folgt
rg(C) = 0, also C = 0. Das heißt ∂k j/∂xi = 0,
also k j(x1, . . . ,xn) = k j(x1, . . . ,xr,0, . . . ,0) für
i> r.

Sei ψ(y1, . . . ,ym) :=
(

y1, . . . ,yr,yr+1 −
kr+1(y1, . . . , yr,0, . . . , 0), . . . , ym− km(y1, . . . ,

yr,0, . . . , 0
)
. Nach Konstruktion ist dψ0 =[ Er ?

0 E−0

]
=⇒ ψ ist lokal diffeomorph.

Schließlich setzen wir ϕ = h und berech-
nen ψ ◦ f ◦ϕ−1(x) = ψ ◦ k(x) = ψ(k1(x), . . . ,
km(x)) = (x1, . . . ,xr,kr+1(x), . . . , km(x)) =
(x1, . . . ,xr, kr+1(x) − kr+1(x1, . . . , xr,0, . . .
,0), . . . , km(x) − km(x1, . . . , xr,0, . . . ,0)) =
(x1, . . . ,xr,0, . . . ,0). 2
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Bemerkung: Wir können durch Verkleinern von V und W stets erreichen, daß ϕ
und ψ surjektiv sind (z.B. dadurch, daß wir eine kleinere Umgebung von p wählen,
die diffeomorph zum R

n sind, wie etwa offene Vollkugeln. ♦

Satz 1.22 Hat f : U ⊆Rn→Rm konstanten Rang r, dann ist f (U) lokal eine r-dimen-
sionale Teilmannigfaltigkeit desRn, d.h. für alle p∈U existiert eine Umgebung Vp⊆Up,
sodaß f (Vp) eine Teilmannigfaltigkeit ist.

Beweis: Nach dem Rangsatz läßt sich f in eine Projektion deformieren, dabei wird
f (V ) zu einem Unterraum. 2

Damit ist insbesondere eine reguläre Kurve lokal eine Teilmannigfaltigkeit. Die Ur-
bilder von Punkten unter differenzierbaren Abbildungen können Teilmannigfaltig-
keiten sein:

Satz 1.23 Ist f : U ⊆Rn→Rm von konstantem Rang r, so ist f−1(a) eine (n− r)-dim.
Teilmannigfaltigkeit des Rn für alle a ∈ Rm.

Beweis: In jedem Punkt von f−1(a) läßt sich f nach dem Rangsatz lokal in eine Pro-
jektion deformieren, dabei geht f−1(a) in einen (n− r)-dimensionalen Unterraum
über. 2

Beispiel: (Sphäre) Die 2-Sphäre hat die Form S2 = {x∈R3 | ‖x‖= 1}. Die Abbildung
f :R3 \0→R, x 7→ ‖x‖ ist vom Rang 1. Damit ist S2 = f−1(1) eine 2-dim. TMF des
R

3. Analog ist Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖x‖= 1} eine (n−1)-dim. TMF des Rn. ♦

Satz 1.24 Ist f : U ⊆Rn→Rm, und a ∈Rm, dfx surjektiv für alle x ∈ f−1(a), dann ist
f−1(a) eine (n−m)-dim. TMF.

Beweis: Die Menge U ′ der x mit rg(dfx) = m ist offen, weil rg(dfx) = m durch das
Nichtverschwinden einer m×m-Unterdeterminante von dfx charakterisiert ist. Nun
können wir f |U ′ anstelle von f betrachten und Satz 1.23 anwenden. 2

1.3 Der Tangentialvektorraum
Um auf Teilmannigfaltigkeiten über Ableitungen sprechen zu können, benötigt man
den Begriff des Tangentialvektors an eine TMF, der differenzierbaren Abbildung,
und des Differentials. Wir definieren Tangentialvektoren an TMF als Ableitungsvek-
toren von Kurven in der TMF:

Definition 1.25 (Tangentialvektor, Tangentialvektorraum) Ein Tangentialvektor an
eine Teilmannigfaltigkeit M ist ein Ableitungsvektor (im R

m) einer Kurve c : I→M.
Ist c(t0) = p and ċ(t0) = v, dann ist (p,v) ein Tangentialvektor an M im Punkt p.

Die Menge der Tangentialvektoren im Punkt p heißt Tangentialvektorraum TpM
in p. Die Vereinigung aller TpM heißt das Tangentialbündel T M von M. Sind durch
ϕ lokale Koordinaten in M festgelegt, so auch durch dϕ in T M. .
Lemma 1.26 Ist ϕ eine Karte, die eine n-Teilmannigfaltigkeit M ⊆ Rm lokal in einen
Unterraum deformiert, so werden mit Hilfe von dϕ Tangentialvektoren M in Tangen-
tialvektoren an diesen Unterraum abgebildet, und umgekehrt. TpM ist ein n-dim. Unter-
raum von TpR

m ∼= Rm.
Genauer: Ist ϕ : W →Rn eine Karte mit ϕ(W ∩M) = ϕ(W )∩ (Rn×0)⊂Rm, dann

ist TpM = dϕ−1
ϕ(p)(Tϕ(p)(Rn×0)) = dϕ−1({(x1, . . . ,xn, 0, . . . , 0)}).

Beweis: c(I) ⊆ M ist gleichbedeutend mit ϕ ◦ c(I) ⊆ Rm× 0. Tangentialvektoren
werden mittels dϕ abgebildet. 2

Folgerung: Eine m-dim. TMF des Rn kann kann keine m̄-dim. TMF des Rn mit
m 6= m̄ sein, d.h. die Dimension einer TMF ist ein wohldefinierter Begriff.
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Lemma 1.27 Bei einer differenzierbaren Abbildung f , deren Bilder und Urbilder TMF
sind, gehen die entsprechenden Tangentialvektorräume durch df ineinander über:

(a) Ist f : U ⊆ Rn→ R
m und f (U) = M eine r-dim. TMF (d.h. rg(df) = r), dann ist

Tf (p)M = dfp(TpR
n).

(b) Ist f : U ⊆ Rn→ R
m und M = f−1(a) eine r-dim. TMF (d.h. rg(df) = n− r), so

ist Tp(M) = ker(dfp).

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen des Rangsatzes. (a) ψ ist Karte für f (V )
und ψ( f (V )) = Rm×0 (lokal).

(b) ϕ ist Karte für f−1(a) und ϕ( f−1)(a) = {(0, . . . ,0,xr+1, . . . ,xn)} (lokal). Es
folgt, daß dϕ(Tp f−1(a)) = {(0, . . . ,0,xr+1, . . . ,xn)} = df̃−1(0) = dϕ ◦ df−1 ◦ dϕ−1,
d.h. Tp f−1(a) = df−1(0). 2

Folgerung: Hat f : Rn → R den Rang 1 für alle x mit f (x) = a, so ist f−1(a)
eine (n− 1)-dim. TMF, deren Tangentialvektorraum die Gleichung gradp( f ) · x = 0
besitzt.

Beweis: df(v) =
∂f
∂x1 v1 + · · ·+ ∂f

∂xn vn = gradp f · v. 2

Das folgende Beispiel zeigt, daß einige bekannte Mengen von Matrizen Teilmannig-
faltigkeiten sind:

Beispiel: (Matrizengruppen) Die Gruppen On,SOn,GLn ⊆ Rn×n sind wie folgt defi-
niert:

• GLn = {A ∈ Rn×n | det(A) 6= 0};
• On = {A ∈ Rn×n | A ·AT = E}, wobei E die (n×n)-Einheitsmatrix ist.

• SOn = {A ∈On | det(A) = 1}= {A ∈On | det(A)> 0}.

GLn ist eine offene Teilmenge von Rn×n und somit eine n2-dim. TMF. Sei f : GLn→
R

n×n, A 7→ AAT . Dann ist

dfA(V ) = d
dt

∣∣∣
t=0

f (A + tV ) = d
dt

∣∣∣
t=0

(AAT + tV T A + tATV + t2V TV )

= V T A + ATV = (ATV )T +(ATV ).

Offenbar ist dfA eine surjektive lineare Abbildung von Rn×n in den n(n + 1)/2-dim.
Unterraum der symmetrischen Matrizen. Damit ist

rg(dfA) =
1
2

n(n + 1) =⇒ dimOn = n2− rg(dfA) =
1
2

n(n−1),

und On ist eine Teilmannigfaltigkeit. SOn ist eine offene Teilmenge von On (be-
stimmt durch die Ungleichung det(A)> 0), also ist sie eine dim(On)-dim. TMF von
On und somit eine TMF von Rn×n. Die Tangentialvektorräume TAOn und TASOn
haben die Gleichung dfA(V ) = 0, also V T A + ATV = 0. Insbesondere ist TEOn =
TESOn = {V |V T +V = 0}. ♦

1.4 Differenzierbare Abbildungen von Teilmannigfal-
tigkeiten

Um Abbildungen zwischen TMF betrachten zu können, definieren wir die Koordi-
natendarstellung von Abbildungen f : M1 → M2. Wir werden im folgenden oft der
‘Differenzierbarkeit’ von Abbildungen sprechen. Wir meinen damit aber auch steti-
ge Differenzierbarkeit oder Ck — die Resultate und Beweis sind vollkommen analog.
In diesem Sinne ist der Text dieses Abschnittes unvollständig.
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Definition 1.28 (lokale Parametrisierung, Karte) Ist M ⊆ Rm eine n-dimensionale
TMF und g : V ⊆Rn→M regulär und injektiv — z.B. für eine Karte ϕ : U ⊆M→Rm

sei g = ϕ−1
∣∣
Rn×0. Dann heißt g lokale Parametrisierung von M. Die Umkehrung

einer lokalen Parametrisierung heißt Karte. .

Definition 1.29 (Koordinatendarstellung) Seien gi : Ui ⊆ Rmi →Mi (i = 1,2) lokale
Parametrisierungen der TMF M1 und M2.

Dann heißt f̃ : U1→U2, f̃ = g−1
2 ◦ f ◦g1 die Koordinatendarstellung von f bzgl.

g1,g2. .

Definition 1.30 (differenzierbar, Differential) Seien M1, M2 wie oben. Eine Abbil-
dung f : M1 → M2 heißt differenzierbar, wenn alle Koordinatendarstellungen diffe-
renzierbar sind. Das Differential dfp von f bei p ist definiert durch

dfp(v) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

f (c(t)), wobei c : I→M, c(0) = p, ċ(0) = v. .

Satz 1.31 Die Differenzierbarkeit einer Abbildung von Teilmannigfaltigkeiten ist ein
wohldefinierter Begriff, d.h. er hängt nicht von einer speziellen Wahl der gi ab. dfp :
TpM→ Tf (p)M ist wohldefiniert, und ist eine lineare Abbildung. Es ist

dfp = dg2 ◦df̃ ◦ (dg1)−1.

Beweis: Problem: g−1
i haben als Definitionsmengen keine offenen Teilmengen eines

R
d . Lösung: Nach dem Rangsatz existieren lokale Diffeomorphismen ϕ1, . . . , ϕ8 und

Projektionen π1, π2, sodaß das folgende Diagramm kommutativ ist:

R
m1

ι1
		

U1ϕ1
oo

g1

��

f̃
// U2

g2

��

ϕ5 //
R

m2

ι2
		

R
m1 ×0

π1

HH

R
m2 ×0

π2

HH

M1
f //

ϕ2

hh

ϕ3vv

M2

ϕ6
66

ϕ7

((
R

m1 ×0

π1
��

R
m2 ×0

π2
��

R
m1

ι1

II

U ′1

g′1

OO

ϕ4oo f̃ ′ // U ′2

g′2

OO

ϕ8 //
R

m2

ι2

II

Es ist π1(x1, . . . ,xn1) = (x1, . . . ,xm1) und ι1(x1, . . . ,xm1) = (x1, . . . ,xm1 ,0, . . . , 0); sowie
analog für π2 und ι2. Nun können wir den Abbildungen g−1

i über eine Kette von
Diffeomorphismen ausweichen. Z.B. ist f̃ ′=ϕ−1

8 ◦ιm2 ◦ϕ7◦g2◦ f̃ ◦ϕ−1
1 ◦ιm1 ◦ϕ2◦g′1,

d.h. aus f̃ differenzierbar folgt f̃ ′ differenzierbar. Die Aussage über die Differentiale
folgt durch Hinzufügen des Buchstabens d in der obigen Kette: Wir verfolgen eine
Kurve c: ( f ◦ c)· = (g2 ◦ f̃ ◦ϕ−1

1 ◦ ι−1
m1
◦ϕ2 ◦ c)· = dg2 ◦ df̃ ◦ (?)(ċ) mit ? = dϕ−1

1 ◦
id◦dϕ2. Wegen dg1 = dϕ1 ◦π1 ◦dϕ−1

2 ist dg−1
1 = ?, denn das Bild von dϕ2(ċ) ist in

R
m1 ×0⊂ Rn1 enthalten. 2

Lemma 1.32 Die Koordinatendarstellung des Differentials ist gleich dem Differential
der Koordinatendarstellung: Sind ϕ1 und ϕ2 Karten für M1, M2 um p und f (p), und
f̃̃ = ϕ−1

2 ◦ f ◦ϕ1, so ist

dfp =
(
dϕ2, f (p)

)−1 ◦d f̃̃
∣∣∣
R

m1×0
◦dϕ1,p

∣∣
TpM.
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Beweis: Das folgt sofort aus dem vorigen. 2

Satz 1.33 Seien L,M,N Teilmannigfaltigkeiten mit M ⊆ N. Dann gilt:
(a) Die Einbettung differenzierbar.
(b) Ist f : L→M differenzierbar, so auch f : L→ N.
(c) Ist f : L→ N differenzierbar und f (L)⊆M, so ist auch f : L→M differenzierbar.

Beweis: (a) =⇒ (b) ist trivial. (a) und (c) zeigt man durch sukzessives Geradebiegen
bzw. Anwenden des Rangsatzes. 2

Satz 1.34 Der Satz über die Umkehrfunktion gilt für differenzierbare TMF. D.h. wenn
dimM = dimN, f : M→ N und dfp regulär ist, dann existiert eine Umgebung von p,
sodaß f dort bijektiv und f−1 differenzierbar ist.

Ist f : U ⊆ M → n differenzierbar und hat konstanten Rang r, so ist f−1(U) eine
(dim(M)− r)-dim. TMF.

Beweis: Differenzierbarkeit, und eine TMF zu sein sind beides lokale Eigenschaften
und bleiben von TMF-Karten unberührt. Aussagen für den Rn gelten daher auch für
TMF. 2

Beispiel: (Stereographische Projektion) Wir betrachten eine Parametrisierung der 2-
Sphäre S2 = {(x1,x2,x3) ∈ R3 | (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1}: g1 : R2 → S2\{(0,0,1)},
g2 : R2→ S2\{(0,0,−1)}:

g1(x) =
1

1 +‖x‖2

[ −2x1

−2x2

1−‖x‖2

]
, g2(u,v) =

1
1 +‖x‖2

[ −2x1

−2x2

‖x‖2−1

]
.

Da
∂gi

∂u
,

∂gi

∂v
für i = 1,2 linear unabhängig sind, sind g1 und g2 lokale Parametri-

sierungen von S2. Identifizieren wir R2 ≡ C vermittels z = x1 + ix2, dann ist g1 die
wohlbekannte Einbettung von C in die Riemannsche Zahlenkugel. Die Parameter-
wechsel zwischen g1 und g2 haben dann die folgende Gestalt:

g−1
1 ◦g2 = g−1

2 ◦g1 : C\0→ C\0, z 7→ 1
z̄
.

Sei f : S2 → S2 gegeben durch die Abbildungsvorschrift (0,0,1) = N 7→ N, und die
Koordinatendarstellung bezüglich g1 und g1:

g−1
1 ◦ f ◦g1(z) = p(z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn,

d.h. f (g1(z)) = g1(a0 +a1z+ · · ·+anzn). f hat die besondere Eigenschaft, daß Punkte
des Zielgebietes von g1 wieder auf solche Punkte abgebildet werden. Offenbar ist
f
∣∣
S2\N beliebig oft differenzierbar.

Ist auch f differenzierbar? Dazu betrachen wir die Koordinatendarstellung von
f bzgl. g2 und g2:

g−1
2 ◦ f ◦g2 = (g−1

2 ◦g1)◦ (g−1
1 ◦ f ◦g1)◦ (g−1

1 ◦g2) : C\0→ C\0,

z 7→ 1/p(1/z̄) =
zn

ānzn + · · ·+ ā1z + ā0

für z 6= 0 und 0 7→ 0. Demnach ist f auf ganz S2 beliebig oft differenzierbar. ♦
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1.5 Die innere Metrik einer Teilmannigfaltigkeit
Definition 1.35 (innere Metrik, I. Fundamentalform) Sei M ⊆ Rn eine m-dim. TMF
und sei Rn mit dem euklidischen Skalarprodukt 〈 , 〉 : Rn×Rn → R versehen. Für
v,w∈TpM ist 〈v,w〉 somit wohldefiniert, weil TpM⊆TpR

n≡Rn. Die Bilinearform 〈 , 〉
in TpM heißt auch I. Fundamentalform der Teilmannigfaltigkeit M im euklidischen
Raum. .

Man kann einen Tangentialvektor als Richtungsableitung interpretieren. In diesem
Zusammenhang schreiben wir Tangentialvektoren in der Form Xp ∈ TpM.

Definition 1.36 (Richtungsableitung) Ist c : I → M eine Kurve mit c(0) = p und
ċ(0) = Xp, und ist f : M→ R differenzierbar, dann ist die Richtungsableitung von f
in Richtung Xp gegeben durch

Xp f = d
dt

∣∣∣
t=0

f ◦ c(t)
.

Definition 1.37 (Vektorfeld) Ein Vektorfeld auf einer TMF M ist eine Abbildung
X : M→ T M mit p 7→ Xp ∈ TpM. .

Beispiel: (Basisfeld) Ist g eine lokale Parametrisierung (z.B.
(
ϕ
∣∣
Rm×0

)−1 für eine
Karte ϕ), dann heißt

∂ j : p 7→ dgp(e j) = ∂ j(p) = (∂ j)p

das j-te Basisfeld bezüglich der Parametrisierung g. ♦

Definition 1.38 (Koeffizienten der Metrik) Ist g : Rn→V ⊆M eine lokale Parametri-
sierung und sind ∂1, . . . , ∂n die dazugehörigen Basisfelder, dann heißen die Funktio-
nen

g jk : V → R, g jk(p) = 〈∂ j(p),∂k(p)〉

die zugehörigen Koeffizienten der inneren Metrik bzw. der I. Fundamentalform.1) .

Haben Tangentialvektoren die Koordinaten v = v j
∂ j, w = wk

∂k, so ist 〈v,w〉 = ∑ j,k

v jwk〈∂ j, ∂k〉 = v jwkg jk.

Definition 1.39 (Abstand) Sei M eine zusammenhängende TMF. Seien p,q ∈ M,
und sei Cp,q die Menge aller stückweise differenzierbaren Kurven c : [0,1]→M mit
c(0) = p, c(1) = q. Dann ist der Abstand von p, q definiert durch

d(p,q) := inf
c∈Cp,q

L1
0(c)

.

Lemma 1.40 Je zwei Punkte p,q einer zusammenhängenden TMF M sind durch eine
Kurve c ∈ Cp,q mit c(0) = p und c(1) = p verbindbar. Daraus folgt auch d(p,q)< ∞.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis
von Satz A.33: Bezeichne mit ‘∼’ die Rela-
tion ‘verbindbar’. Sie ist offenbar eine Äqui-
valenzrelation. Jeder Punkt p ∈ M besitzt ei-
ne Umgebung diffeomorph zu einer offenen
Vollkugel (über eine TMF-Karte), d.h. alle p

besitzen eine Umgebung aus mit p verbind-
baren Punkten. Alle Äquivalenzklassen [p]∼
sind daher offen. Wegen [p]∼= M\

⋃
q6∼p[q]∼,

ist [p]∼ abgeschlossen. Wenn M zusammen-
hängend ist, muß M = [p]∼ sein. 2

1)Historische Bezeichnungen für g11,g12 = g21,g22 sind E,F,G.
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Lemma 1.41 Bei M zusammenhängend ist (M,d) ein metrischer Raum.

Beweis: Wir müssen zeigen: (i) d(p,q) = 0 genau für p = q , (ii) d(p,q) = d(q, p) und
(iii) die Dreiecksungleichung. (i) folgt direkt aus Satz 1.09; (ii) und (iii) sind trivial. 2

Definition 1.42 (Support) Ist f : A→ R stetig, so verwenden wir die Bezeichnung
supp( f ) für den Abschluß von {x | f (x) 6= 0}. .

Die folgenden Begriffe wie Oberfläche und Volumen werden je nach Dimension an-
ders bezeichnet: Obefläche weist auf Dimension zwei und Volumen auf Dimension
≥ 3 hin. Wir werden in der Bezeichnung inkonsistent sein und die Begriffe vermi-
schen.

Definition 1.43 (Oberflächenintegral) Sei M ⊆ Rn eine m-dim. TMF und g : U ⊆
R

n→M eine lokale Parametrisierung. Sei f : M→ R und f̃ die Koordinatendarstel-
lung von f bezüglich g. Ist supp( f ) kompakt und in g(U), dann sei∫

M
f dO :=

∫
U

f̃ (u1, . . . ,um)
√

det(g jk)du1 · · ·dum
.

Lemma 1.44
∫

M f dO ist wohldefiniert, d.h. unabhängig von der Wahl der Parametri-
sierung.

Beweis: Seien g,g′ lokale Parametrisierungen, f̃ = f ◦g, f̃̃ = f ◦g′, und ϕ= g−1 ◦g′.
ϕ ist diffeomorph. Sei supp( f ) in den Zielgebieten von g und von g′. Dann ist

∂g′

∂ui =
(

∂g
∂v j ◦ϕ

)
∂ϕ j

∂ui =⇒ g′jk =
〈(

∂l ◦ϕ
)∂ϕl

∂u j ,
(
∂p ◦ϕ

)∂ϕp

∂uk

〉
=

∂ϕl

∂u j
∂ϕp

∂uk (gl p ◦ϕ).

Sei J die Jacobi-Matrix von ϕ. Dann ist (g′jk) = JT (g jk ◦ϕ)J und det(g′jk) = det(J)2 ·
det(g jk ◦ϕ). Es folgt

∫
f̃̃ (v)det(g′jk(v))1/2dv =

∫
f̃ ◦ϕ(v) · |detJ(v)| det(g jk ◦ϕ(v))1/2

dv =
∫

f̃ (w) det(g jk(w))1/2 dw (Substitutionsregel). 2

In der Definition der Oberflächenintegrals tritt die Wurzel aus der Determinante der
metrischen Koeffizienten g jk (das Volumen des von den Vektoren ∂1, . . . aufgespann-
ten Parallelepipeds, vgl. Satz A.02) als Verzerrungsfaktor auf.

Definition 1.45 (Volumen) Sei g : U →M wie oben und K ⊆U kompakt. Dann ist

Vol(g(K)) :=
∫

K

√
det(g jk)du1 . . .dum

das Volumen (bei n = 2: Oberfläche, bei n = 1: Länge) von g(K)⊆M. .

Beispiel: Wir überzeugen uns, daß für Kurven das hier definierte Volumen mit der
Bogenlänge übereinstimmt: Sei c : I→ R

n eine lokale Parametrisierung einer 1-dim.
TMF. Es ist ∂1 = ċ, g11 = 〈ċ, ċ〉, und Vol(c([a,b])) =

∫
[a,b]
√

g11 = |
∫ b

a ‖ċ‖dt|. ♦

Definition 1.46 (Isometrie) Seien M,N Teilmannigfaltigkeiten und f : M→N. Dann
heißt f Isometrie, falls d(p,q) = d( f (p), f (q)) für alle p,q ∈M gilt. .

Beispiel: Sind g : U →M, g′ : U → N lokale Parametrisierungen und stimmen die
Koeffizienten g jk und g′jk überein, dann ist f : g(U)→ g′(U), p 7→ g′ ◦ g−1(p) eine
Isometrie, denn für jede Kurve c : I→U sind die Bogenlängen Lb

a(g◦c) und Lb
a(g′ ◦c)

gleich.
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Sei z.B. M = {(x1,x2,x3) ∈R3 | (x1)2 +(x2)2 = 1} ⊆R3, M′ =R2, U = (−π,π)×
R. Wähle g(u,v) = (cos(u), sin(u),v) und g′(u,v) = (u,v). Dann ist

(g jk) = (g′jk) =
[1 0

0 1

]
.

Damit ist g−1 = f eine Isometrie, und man kann den Zylinder ohne die Gerade
x =−1, y = 0 isometrisch in die Ebene abbilden. Die entspricht auch der ‘Alltagser-
fahrung’ mit aufgeschnittenen Zylindern. ♦

Definition 1.47 (abwickelbar) Gibt es für jeden Punkt aus M eine Umgebung, die
isometrisch zum R

m ist, so heißt M abwickelbar. .

Beispiel: Es ist manchmal nicht möglich, eine Teilmannigfaltigkeit des Rn als Gan-
zes isometrisch in einem R

m abzubilden — für einen geschlossenen Zylinder ist dies
nicht möglich, man müßte ihn dazu aufschneiden. Auch ist es denkbar, daß eine Ab-
bildung von ganz M in Rm existiert, die zwar lokal isometrisch, aber nicht injektiv
und damit nicht isometrisch ist — man denke an einen Kegel mit einer Spirale als Ba-
siskurve, wo sich die Abwicklung öfter als nur einmal um die Spitze herumwinden
würde. ♦
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2. Kapitel

Elementare Krümmungstheorie der
(n–1)-dim. Flächen im IRn

2.1 Die Krümmungsform
Das wichtigste Hilfsmittel in der elementaren Krümmungstheorie der Flächen sind
die sphärische Abbildung und die von ihr abgeleiteten Begriffe. Diese ordnet jedem
Punkt einer (n−1)-dim. TMF einen normierten Einheitsvektor orthogonal zu TpM
zu:

Definition 2.01 (sphärische Abbildung) Sei M ⊆ Rn eine (n− 1)-dim. TMF des Rn

und g : U ⊆ Rn→M eine lokale Parametrisierung. Dann ist n : M→ Sn−1 definiert
durch

ñ := ∂1×∂2×·· ·×∂n−1, n(p) =
ñ(p)
‖ñ(p)‖

.

Dabei bilden die Vektoren ∂1, . . . ,∂n−1,n ein Rechtssystem. n(p) heißt der durch g
bestimmte Einheits-Normalvektor von M in p. .

n ist von der Parametrisierung abhängig: Ist g′ eine andere Parametrisierung und n′

das damit verbundene Einheits-Normalvektorfeld, so ist

n = n′ ⇐⇒ (∂1, . . . ,∂n−1,n) und (∂
′
1, . . . ,∂

′
n−1,n) sind gleich orientiert.

Definition 2.02 (Weingartenabbildung, Shape-Operator) Sei M eine (n− 1)-dim.
TMF. Dann ist dnp : TpM→ Tn(p)S−1. Die Tangentialvektorräume Tn(p)Sn−1 und TpM
sind im R

n parallel zueinander und haben die gleiche Dimension. Wir identifizieren
sie und definieren die Weingartenabbildung (englisch: ‘shape operator’):

σp : TpM→ TpM, v 7→ −dn(v)
.

Die Weingartenabbildung gibt also die negative Änderung des Normalvektors n(p)
in Richtung v an. Das Vorzeichen hat historische Gründe. σ ist von der Parametri-
sierung in derselben Weise abhängig wie n.

Definition 2.03 (Krümmungsform, II. Fundamentalform) Die Abbildung

hp : TpM×TpM→ R, (v,w) 7→ 〈σp(v),w〉

heißt Krümmungsform oder II. Fundamentalform. Die skalaren Funktionen

h jk : M→ R, h jk(p) = hp(∂ j,∂k) = 〈σp(∂ j),∂k,p〉

heißen die Koeffizienten der II. Fundamentalform.1) .
1)Historische Bezeichnungen für h11,h12 = h21,h22 sind L,M,N.
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Die Koordinatenmatrix der Weingartenabbildung σp bezüglich der Basis ∂1, . . . , ∂n−1
in TpM wird mit hk

j bezeichnet. Es gilt

σ(∂k) = hk
j∂k, h jk = 〈hl

j∂l ,∂k〉= hl
jglk =⇒ hl

j = gklh jk.

Dabei ist (gkl) = (g jk)−1 die zur Matrix (g jk) inverse Matrix.

Satz 2.04 Die Krümmungsform ist eine symmetrische Bilinearform.

Beweis: Wir leiten 〈∂ j,n〉= 0 längs der uk-Linie ab:

〈 ∂g
∂u j ,n

〉
= 0 =⇒

〈 ∂
2g

∂u j
∂uk ,n

〉
+
〈 ∂g

∂u j ,
∂n
∂uk

〉
= 0

=⇒ h jk =−
〈∂n

∂ j
,

∂g
∂k

〉
=
〈 ∂

2g
∂u j

∂uk ,n
〉

= hk j.
2

Die II. Fundamentalform ist von der Parametrisierung in derselben Weise abhängig
wie das Einheitsnormalvektorfeld n.

Folgerung: Nach dem Spektralsatz hat TpM eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von σ, und alle Eigenwerte von σ sind reell.

Definition 2.05 (Hauptkrümmungen, mittlere Krümmung, Gaußsche Krümmung)
Die n− 1 reellen Eigenwerte κ1, . . . ,κn−1 von σ heißen Hauptkrümmungen von M
im Punkt p. Jeder Eigenvektor bestimmt eine Hauptkrümmungsrichtung. Die mittle-
re und die Gaußsche Krümmung H und K sind definiert durch

H =
1

n−1
(κ1 + · · ·+κn−1) =

1
n−1

tr(σ), K = κ1 · · ·κn−1 = det(σ).
.

Die Hauptkrümmungen, H, und bei dim(M)≡ 1 (mod 2) auch K sind von der Para-
metrisierung in derselben Weise abhängig wie n. Bei dim(M)≡ 0 (mod 2) ist K eine
geometrische Eigenschaft der Teilmannigfaltigkeit.

Man berechnet H und K durch

K = det(hl
j) =

det(h jk)
det(g jk)

, H =
1

n−1
tr(h jk) =

h1
1 + · · ·+ hn−1

n−1

n−1
.

Bei n = 3 ist
H =

1
2
· g22h11−2g12h12 + g11h22

g11g22−g2
12

.

Bemerkung: (geometrische Eigenschaft) ‘geometrische Eigenschaft’ bzw. ‘Invariante’
ist hier analog zu Def. 1.04 definiert — ein einer Teilmannigfaltigkeit zugeordne-
ter Skalar bzw. affiner Unterraum ändert sich nicht bei Kongruenztransformationen
bzw. wird entsprechend transformiert. An die Stelle der Invarianz bei Parameter-
transformationen tritt die Unabhängigkeit von einer Parametrisierung bzw. Karte.♦

2.2 Die Krümmungen von Kurven in Teilmannigfal-
tigkeiten

Definition 2.06 (Normalkrümmung, geodätische Krümmung) Sei M ⊆ Rn eine (n−
1)-dim. Teilmannigfaltigkeit und c : I → M eine Kurve mit Begleitbasis (c1,c2, . . .)
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und der 1. Krümmung κ. Sei (n,m) eine ONB der Ebene [n, c̈], sodaß in der Linear-
kombination

κc2 = κnn +κgm, (d.h. κn = 〈c2κ,n〉, mκg = κc2−κnn)

der Koeffizient κg nichtnegativ ist. κn heißt Normalkrümmung und κg heißt geodäti-
sche Krümmung der Kurve c in M. Aus der Definition folgt direkt, daß κ2

g +κ2
n = κ2

gilt. .

Lemma 2.07 Für eine Kurve c : I→M ist

κn = h(ċ, ċ)/〈ċ, ċ〉,

d.h. die Normalkrümmung hängt nur von ċ ab.

Beweis: Wir haben ċ = ‖ċ‖c1 und c̈ = ‖ċ‖·c1 + ‖ċ‖2κc2. Betrachte das Normalvek-
torfeld n ◦ c(t) längs der Kurve c und leite 0 = 〈ċ,n〉 ab: 0 = 〈c̈,n〉+ 〈ċ,dn(ċ)〉 =
〈‖ċ‖·c1 +‖ċ‖2κc2,n〉−〈ċ,σ(ċ)〉= ‖ċ‖2κn−h(ċ, ċ). 2

Bemerkung: Bewegt sich ein Massenpunkt innerhalb einer Teilmannigfaltigkeit
M, an die er aufgrund irgendwelcher Zwangsbedingungen gebunden ist, so hat er
wegen κn = h(ċ, ċ)/〈ċ, ċ〉 auf die Komponente der Beschleunigung normal zur Fläche
nur über seine eigene Geschwindigkeit einen Einfluß. Innerhalb der Newtonschen
Mechanik übt M eine Kraft aus, die der Normalbeschleunigung ‖ċ‖2κn = c̈ n das
Gleichgewicht hält. Die geodätische Krümmung kann das Teilchen unabhängig von
seiner Geschwindigkeit selbst bestimmen, die dazu notwendige Kraft muß es selbst
aufbringen. ♦

Definition 2.08 (Krümmungskreis) Der Kreis mit dem Mittelpunkt c(t) + 1
κ1

c2(t)
und Radius 1

κ1
, der in der von c1 und c2 aufgespannten Ebene liegt, heißt Krüm-

mungskreis. .

Die Kurve c und ihr Krümmungskreis haben in ihrem Berührpunkt die gleichen
Tangenten und die gleichen Krümmungen. Sind beide nach der Bogenlänge parame-
trisiert, so stimmen nach Frenet ihre Ableitungen bis zur 2. Ordnung überein.

Satz 2.09 (Satz von Meusnier) Sei M eine zweidimensionale TMF des R3. Ist c : I →
M eine Kurve mit c(0) = p, so gilt κ = κn cosϕ mit ϕ = ^(n,c2). Berühren einander
zwei Kurven c, c̃ : I→M im Punkt p und ist κn(ċ) 6= 0, so schneiden die Achsen ihrer
Krümmungskreise einander im Punkt M = p +κ−1

n n.

Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Normalkrümmung.
Zur zweiten Aussage: c und c̃ haben dieselbe Normalkrümmung. Die Achse des
Krümmungskreises liegt in der Ebene p + [n,c2]. Es ist zu zeigen, daß der Winkel
(p, p+c2/κ,m) 90◦ beträgt. Das ist klar aus dem ersten Teil (elementargeometrische
Überlegung). 2

2.3 Die Verteilung der Normalkrümmungen
Definition 2.10 (Dupinsche Indikatrix) Die Teilmengen i− und i+ von TpM, die
durch die Gleichungen

i± =
{ v√
±κn(v)

∣∣∣‖v‖= 1}
}

=
{ v√
±h(v,v)

}
= {w | h(w,w) =±1}

definiert sind, heißen die Dupinschen Indikatrizen von M im Punkt p. .
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Daß die drei Definitionen äquivalent sind, ist für die ersten beiden trivial, und folgt
für die zweite und dritte aus

h
( v√

h(v,v)
,

v√
h(v,v)

)
=

h(v,v)
h(v,v)

= 1, h(w,w) = 1 =⇒ w =
w√

h(w,w)
.

Sei im Tangentialraum TpM eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren der Abbil-
dung σp = −dn (Krümmungsvektoren) gegeben. v1, . . . ,vn−1 seien die Koordinaten
eines Tangentialvektors bezüglich dieser Basis, und κ1, . . . ,κn−1 seien die Haupt-
krümmungen. Dann ist

h(v,v) = 〈v,σp(v)〉=
〈[ v1

...
vn−1

]
,

[ κ1v1
...

κn−1vn−1

]〉
= κ1(v1)2 + . . .κn−1(vn−1)2.

Im Fall einer 2-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des euklidischen R3 hat die Indi-
katrix die Gleichung i± : κ1(v1)2 +κ2(v2)2 = ±1. Man unterscheidet die folgenden
Fälle:

1. elliptischer Punkt: κ1κ2 > 0. Eine Indikatrix ist eine Ellipse und die andere ist
leer.

2. hyperbolischer Punkt: κ1κ2 < 0. Die beiden Indikatrizen sind ‘zueinander kon-
jugierte’ Hyperbeln mit Haupt- und Nebenachsen |κ1|−1/2, |κ2|−1/2.

3. parabolischer Punkt: κ1 = 0,κ2 6= 0 oder umgekehrt. Die Indikatrizen haben die
Gleichungen i± : κ2(v2)2 =±1. Eine besteht aus 2 parallelen Geraden, die andere
ist leer.

4. Flachpunkt: κ1 = κ2 = 0. i+ = i− = {}.

Kap. 2. Elementare Krümmungstheorie der (n–1)-dim. Flächen im
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PSfrag replacements i �

i

�
κn � v � � � 1

2

�
κ1

� � 1
2

κ1 0

�
κ2

� � 1
2

PSfrag replacements i �
i � �

κn � v � � � 1
2

�
κ1

� � 1
2

κ1 0

�
κ2

� � 1
2

1. elliptischer Punkt 2. hyperbolischer Punkt

PSfrag replacements i �
i

�
κn � v � � 	 1

2

κ1
1
2

κ1 
 0

�
κ2

� 	 1
2

3. parabolischer Punkt

Abbildung 2.1: Beispiele für Dupinsche Indikatrizen

Lemma 2.11 Eine (n− 1)-dim. Teilmannigfaltigkeit M des Rn ist in der Umgebung
jedes Punktes p ∈M der Graph einer skalaren Funktion f : R(n−1)→ R, d.h. in einem
geeigneten Koordinatensystem wird M durch (u1, . . . ,un−1) 7→ (u1, . . . , un−1, f (u1, . . . ,
un−1)) parametrisiert.
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Beweis: Die Orthogonalprojektion π : M → TpM hat in p den Rang n− 1 (wegen
dπp = id). Nach Satz 1.34 ist π lokal ein Diffeomorphismus. Wir wählen ein kartesi-
sches Koordinatensystem so, daß p = 0 und TpM die Ebene xn = 0 ist. Dann hat π−1

nach Konstruktion die verlangte Gestalt. 2

Das hier konstruierte f hat die Eigenschaft
∂f
∂ui (0) = 0 für alle i (denn

∂ḡ
∂ui muß

tangential an TpM sein). Man nennt eine solche Parametrisierung Euler-Parametrisie-
rung.

Definition 2.12 (Schmieg-Paraboloid) Sei ḡ die lokale Parametrisierung aus Lemma
2.11. Das Taylorpolynom 2. Ordnung von ḡ parametrisiert das Schmieg-Paraboloid
von M im Punkt p:

u = (u1, . . . ,un−1) 7→
[
u1, . . . ,un−1,

1
2

uT ·
(

∂
2 f

∂ui
∂u j

)
·u
]
.

.

Folgerung: Sind die Basisvektoren in TpM Krümmungsvektoren, und sind κi die
dazugehörigen Hauptkrümmungen, so ist die Gleichung des Schmiegparaboloids ge-
geben durch

xn =
1
2
(
κ1(x1)2 + · · ·+κn−1(xn−1)2) .

Beweis: Wir verwenden die Parametrisierung g und berechnen n(0) = (0, . . . , 0,1),
g jk(0) = δ jk, und weiter h jk(0) = ∂

2 f
∂ui

∂u j . Damit ist (hk
j)(0) = (δ jk)−1 ·(h jk) = (h jk)(0).

Sind, wie vorgegeben, die kanonischen Basisvektoren Krümmungsvektoren, so müs-
sen sie Eigenvektoren von (h jk) sein. Letztere Matrix hat daher Diagonalgestalt und

es ist ( ∂
2 f

∂u j
∂uk )(0) = (hk

j)(0) = diag(κ1, . . . ,κn−1). 2

Die Dupinschen Indikatrizen (Fig. 2.1) stellen offenbar horizontale Schnitte durch
Schmiegparaboloide dar. Die Gleichung der Dupischen Indikatrix in einem Koordi-
natensystem wie in Lemma 2.11 ist

uT ·
(

∂
2 f

∂ui
∂u j

)
·u = h(u,u) =±1.

Lemma 2.13 Jede kompakte (n−1)-dim. TMF des Rn besitzt einen elliptischen Punkt.

Beweis: ‖x‖ hat ein Maximum r = ‖p‖ für ein p∈M, und M liegt ganz innerhalb der
Kugel ‖x‖= r. Wir verwenden nun das Koordinatensystem und die Parametrisierung
aus Def. 2.12. Die vorhin erwähnte Kugel hat nun den Mittelpunkt (0, . . . ,0,±r)
und den Radius r. O.B.d.A. sei der Mittelpunkt bei (0, . . . ,0,r). Für die Kurve c(t) =

ḡ(t ·u) = (tu, f (tu)) muß
d2

dt2 f (tu)> 0 sein, sonst verläßt die Kurve c(t) sofort nach

t = 0 die Kugel. Es folgt, daß das Schmiegparaboloid elliptisch und p ein elliptischer
Punkt ist. 2

2.4 Parallelflächen und die abtragende Abbildung
Das Konzept der Parallelfläche (bzw. der tubularen Umgebung) ist ein wichtiges tech-
nisches Hilfsmittel. Wir werden hier nur den Fall von (n− 1)-dimensionalen TMF
eines Rn betrachten.
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Definition 2.14 (abtragende Abbildung, Parallelfläche) Sei M eine (n−1)-dim. TMF
des Rn, g : U :→M eine lokale Parametrisierung, und n : M→ Sn−1 das dazugehörige
Einheits-Normalvektorfeld. Dann heißt

e : M×R→ Rn, (p, t) 7→ p + tn(p)

die abtragende Abbildung. Für festes t parametrisiert e(p, t) eine Parallelfläche von M
im Abstand t. .

Die Koordinatendarstellung von e bezüglich der lokalen Parametrisierung g× id von
M×R ist

ẽ : U×R⊆ Rn→ Rn, (a, t) 7→ g(a)+ t ·n(g(a)).

Um die Definition des Produktes von Mannigfaltigkeiten zu vermeiden, werden wir,
wenn von Differenzierbarkeit u. ä. die Rede ist, immer ẽ und nicht e meinen.

Lemma 2.15 e ist regulär (d.h. ẽ ist regulär) an der Stelle (p,λ) genau dann, wenn λ−1

keine Hauptkrümmung von M in p ist.

Beweis: ẽ(u,λ) ist singulär⇐⇒∃(u̇, λ̇)∈Rn−1×Rmit 0 = dẽ(u̇, λ̇) = dg(u̇)+λ̇n+λ ·
dn◦dg(u̇). Der Tangentialanteil dieser Gleichung ist, wenn wir dg(u̇) = v schreiben,
gleich v +λ ·dn(v) = 0⇐⇒ v = λσ(v) oder (1/λ)v = σ(v), was zu zeigen war. 2

Man könnte sagen, daß in einem Hauptkrümmungsmittelpunkt ‘infinitesimal be-
nachbarte Normalen einander schneiden’.

Lemma 2.16 Sei B⊆U offen und B kompakt. Dann existiert ein ε> 0, sodaß ẽ
∣∣
B×(−ε,ε)

ein Diffeomorphismus ist.

Beweis: Wegen rg(∂ẽ(u,0)) = n gibt es
für jedes u ∈ U eine Umgebung der Form
B(u,3δu)× (−εu,εu) so, daß dort ẽ ein Dif-
feomorphismus ist (*), und wegen B kom-
pakt gibt es endlich viele u1, . . . ,ur ∈ B, so-
daß B(ui,δui ) (i = 1, . . . ,r) die Menge B über-
decken. Die in B(ui,2δui ) definierten Funk-
tionen fi : u 7→ dist(g(u),g(B \ B(ui,3δui ))
sind stetig und positiv, und haben ein Mini-
mum ε′i > 0 in B(ui,δui ). Sei ε≤ ε′i und ε< εui

(i = 1, . . . ,r). Dann ist ẽ | B× (−ε,ε) injektiv:
Bei ẽ(u′, t ′) = ẽ(u′′, t ′′) kann der Fall u′,u′′ ∈
B(ui,3δui ) wegen (*) nicht auftreten. Der Fall
u′ ∈ B(ui,δui ) und u′′ ∈ B(u j,δu j )\B(ui,3δui )
ergäbe fi(u′) = dist(g(u′),g(B\B(ui,3δui ))≤
‖g(u′)− ẽ(u′, t ′)‖+dist(ẽ(u′, t ′),g(′′))≤ |t ′|+
dist(ẽ(u′′, t ′′),g(B(u j,δu j )\B(ui,3δui )))≤ ε+
‖ẽ(u′′, t ′′)− g(u′′)‖ = 2ε. Das ist ein Wider-
spruch zur Definition von ε. Somit ist ẽ |
B× (−ε,ε) ein Diffeomorphismus. 2

Definition 2.17 (tubulare Umgebung, Parallelfläche) Das Bild ẽ(B× (−ε,ε)) heißt
dann eine tubulare Umgebung von g(B), und das Bild von ẽ(B×λ) heißt Parallelflä-
che von g(B) im Abstand λ. .

Definition 2.18 (Variation in Normalenrichtung) Seien M, g, n, e wie oben. Sei
ϕ : M→ R differenzierbar. Dann parametrisiert

gε : U → Rn, gε(a) = ẽ(a,εϕ(a)) = g(a)+εϕ(g(a))n(g(a))

eine Variation von g(U) in Normalenrichtung. .

Lemma 2.19 Seien M, g, n und ϕ wie in der obigen Definition. Ist B⊆U , B kompakt,
dann sind für hinreichend kleine ε die Variationen von g(B) in Normalenrichtung Teil-
mannigfaltigkeiten des Rn.

Beweis: Das folgt direkt aus Lemma 2.16: Die Graphenfläche parametrisiert durch
a ∈ Rn−1 7→ (a,εϕ(a)) ∈ Rn ist eine TMF, und ihr ẽ-Bild für kleine ε ebenfalls. 2
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Satz 2.20 Für B,U,g wie in Lemma 2.16 gibt es ein ε > 0 so, daß die Parallelfläche von
g(B) zum Abstand λ eine TMF des Rn ist, für jedes λ mit |λ|< ε.

Beweis: Das ist ein Sezialfall des vorigen Lemmas für ϕ= 1. 2

Bemerkung: Ohne Schwierigkeiten können wir tubulare Umgebungen und Par-
allelflächen von Teilmannigfaltigkeiten M definieren, die bei kompaktem M immer
existieren. ♦

2.5 Minimalflächen
Definition 2.21 (Minimalfläche) Eine (n−1)-dim. TMF des Rn heißt Minimalfläche,
wenn ihre mittlere Krümmung verschwindet. .

Für verschiedene Zwecke ist eine erweiterte Definition notwendig (z.B. mehrere
TMF mit Rand, die längs ihrer Ränder zusammenhängen), auf die wir hier nicht
eingehen wollen.

Satz 2.22 (Variation der Oberfläche) Sei g : U ⊆ Rn−1 → R
n eine Parametrisierung

einer TMF desRn (n> 1), B⊆ B⊆U und B kompakt. Sei ferner ϕ : U→Rmit ϕ
∣∣
∂B = 0

gegeben. Dann gilt:

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

Vol(gε(B)) =
∫

B
(1−n) ·ϕ ·H dO

Die Variation der Oberfläche verschwindet für alle Variationenen in Normalenrichtung
genau für H = 0 in B.

Beweis: Zur Vorbereitung berechnen wir für A ∈GLn und V,B ∈ Rn×n:

d
dt

∣∣∣∣
t=0

det(E + tV ) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

det

[
1 + tv11 tv22 . . ....

. . .
tvn1 . . . 1 + tvnn

]

= d
dt

∣∣∣∣
t=0

(1 + t(v11 + · · ·+ vnn)+ t2(. . .)) = tr(V );

d
dt

∣∣∣∣
t=0

det(A + tB) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

det(A)det(E + tA−1B) = det(A)tr(A−1B).

Wir betrachten die Variation von g, welche durch gε(u) = g(u) + εϕ(u) · n pa-
rametrisiert wird, und bestimmen die Koeffizienten der 1. Grundform: ∂

ε
j(u) =

∂ j(u) + ε(ϕ, j · n +ϕ · dn(∂ j)), gεjk = 〈∂ j + · · · , ∂k+ · · ·〉= 〈∂ j, ∂k〉− εϕ〈∂ j, σ(∂k)〉−
εϕ〈∂k, σ(∂ j)〉+ ε2(· · ·) = g jk− 2εϕh jk + ε2(· · ·). Dann ist

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

det(gεjk) = −2ϕ ·det(g jk) · tr((g jk)−1 · (h jk)).

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

√
det(gεjk) =

1
2
√
·· ·

d
dε

det(gεjk)
∣∣∣∣
ε=0

=−ϕ ·
√

det(g jk) · tr(hk
j).

Nun können wir die Variation der Oberfläche durch ein Oberflächenintegral aus-
drücken, in dem H = 1

n−1 tr(hk
j) vorkommt:

d
dε

∣∣∣∣
ε=0

Oε =
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

∫ √
det(gεjk) =

∫ d
dε

∣∣∣∣
ε=0

√
·· ·=−

∫
(n−1)ϕ ·HdO.

Da wir ϕ= H wählen können, verschwindet die Variation der Oberfläche genau bei
H = 0, außer es ist n = 1. 2
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Bemerkung: Da kleine Falten die Oberfläche vergrößern, würde man annehmen,
daß jede Fläche, die das Oberflächenfunktional stationär macht, zumindest ein loka-
les Minimum darstellt. Es muß sich aber nicht um ein globales Minimum handeln.♦

Satz 2.22 liefert eine Begründung für die Bezeichnung ‘Minimalfläche’. In der Natur
kommen Minimalflächen als Seifenhäute vor: Eine solche Seifenhaut ist bestrebt,

• die innere Spannung der Fläche zu minimieren, d.h. in jedem Punkt wird,
bildlich gesprochen, ‘in alle Richtungen gleich stark gezogen’ — das heißt κ1 +
κ2 = 0;

• die Oberfläche zu minimieren, d.h. die Bedingungen von Satz 2.22 zu erfüllen.

Folgerung: Ist B ein von einer kompakten (n−1)-dim. TMF M berandeter Körper
im R

n, und ist Md die Schar der Parallelflächen von M, die durch das nach außen
zeigende Normalvektorfeld definiert ist, so berandet Md für kleine d eine Schar von
Parallelkörpern Bd . Mit V = Vol(B) und O = Vol(M) ist

dVol(Br)
dr

= Vol(Mr) =⇒ Vol(Br) = V + rO− r2

2

∫
M

(n−1)HdO + o(r2)

Bemerkung: Es gilt, daß Vol(Br) ein Polynom n-ten Grades in r ist (Formel von
Steiner). Die ersten Koeffizienten (bei n > 2) sind durch die obige Gleichung gege-
ben. ♦

Definition 2.23 (Plateausches Problem) Unter dem Plateauschen Problem versteht
man, zu einer gegebenen geschlossenen Raumkurve eine Minimalfläche zu finden,
deren Rand die gegebene Kurve ist. .

Definition 2.24 (isotherme Parametrisierung) g : U ⊆ R2→ R
3 heißt isotherme Para-

metrisierung einer 2-dim. TMF, falls

g jk(p) = γ(p)2 ·E2

ist, d.h. wenn dgu : TuR
2→ Tg(u)M eine Ähnlichkeit mit dem Faktor γ(g(u)) ist. .

Beispiel: Die Umkehrung s : R2 → S2 der stereographischen Projektion von S. 10
ist ein Beispiel für eine isotherme Parametrisierung (siehe Bsp. 3.04).

Ist M eine Minimalfläche, so ist das Differential dn der spärischen Abbildung n :
M→ S2 eine Ähnlichkeit (die Eigenwerte sind κ1,κ2 =−κ1, und die Eigenvektoren
sind orthogonal zueinander). Ist K 6= 0, so ist n lokal umkehrbar, und n−1 ◦s ist lokal
eine isotherme Parametrisierung der Minimalfläche ♦

Satz 2.25 Jede zweidimensionale C2-TMF des R3 besitzt lokal eine isotherme Parametri-
sierung.2)

Lemma 2.26 Ist g : U ⊆ R2 → R
3 eine isotherme Parametrisierung einer TMF und U

einfach zusammenhängend, dann gilt:

H = 0 ⇐⇒ g1, g2, g3 sind analytisch,

d.h. gi = Re(ωi) mit ωi : U ⊆ C→ C holomorph. Für jedes analytische g = Re(ω) gilt:

g ist isotherm genau dann, wenn ∑i

(
∂ωi

∂z

)2
= 0. .

2) siehe M. Spivak, A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, Vol. IV, pp. 455–500.
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Beweis: Wir verwenden die Schreibweise g,u = ∂1, g,v = ∂2. Durch Ableiten der
Isothermalitätsrelation folgt (i) 〈g,u,g,u〉 = 〈g,v,g,v〉 =⇒ 2〈g,uv,g,u〉 = 〈g,vv,g,v〉 und
2〈g,uu,g,u〉 = 〈g,uv,g,v〉; sowie (ii) 〈g,u,g,v〉 = 0 =⇒ 2〈g,uv,g,v〉+ 〈g,u,g,vv〉 = 0 und
2〈g,uu,g,v〉+ 〈g,u,g,uv〉 = 0, d.h. insgesamt

〈g,uu + g,vv,g,u〉= 〈g,uu + g,vv,g,v〉= 0.

g ist analytisch genau dann, wenn g,uu +g,vv = 0, d.h. wenn zusätzlich zu den obigen
beiden Relationen auch 〈g,uu + g,vv,n〉= 0 gilt. Wegen g jk = γδ jk ist H = tr(hk

j)/2 =
1

2γ2 〈g,uu + g,vv,n〉, was zu zeigen war.
Sei nun ω j(u + iv) = g j(u + iv)+ ih j(u + iv).Wir haben

∑(
dω j

dz
)2 = ∑((g j

,u)2− (g j
,v)

2 + 2ig j
,ug j

,v) = ‖g,u‖2−‖g,v‖2 + 2i〈g,u,g,v〉.

Dieser Ausdruck verschwindet genau für isothermes g. 2

Satz 2.27 Eine Minimalfläche läßt sich in der Umgebung eines Punktes p in der Form

Re(ω(z)) mit ω = (ω1,ω2,ω3), ωi holomorph, ∑i

(dωi

dz

)2
= 0 parametrisieren. Umge-

kehrt erhält man für jedes solche ω eine Minimalfläche.

Beweis: Ist K(p) 6= 0, so ist die sphärische Abbildung lokal regulär, und die erste
Aussage folgt aus dem obigen Beispiel zusammen mit Lemma 2.26. Ist K(p) = 0, so
muß man anstelle des Beispiels Satz 2.25 benutzen. Die Umkehrung folgt direkt aus
Lemma 2.26. 2

Das Plateausche Problem ist für unsere Mittel zu schwierig. Eine Minimalfläche
nicht durch eine geschlossene Randkurve, sondern durch einen Flächenstreifen fest-
zulegen, ist leichter:

Definition 2.28 (Björlingsches Problem) Seien c : I→ R
3 und n : I→ S2 reell-analy-

tisch. Gesucht ist eine Minimalfläche, die die Kurve c(t) enthält und im Punkt c(t)
den Normalvektor n(t) besitzt. .

Satz 2.29 (Lösung des Björlingschen Problems) Seien c(z) und n(z) holomorphe Funktio-
nen, die c(t) und n(t) in ein einfach zusammenhängendes Gebiet I× iJ ⊆ C fortsetzen,
und sei u0 ∈ I. Dann hat das Björlingsche Problem die Lösung

ω(z) = c(z)− i
∫ z

u0

n(ζ)× ċ(ζ)dζ

Beweis: Wir bezeichnen komplexe Ableitun-
gen mit einem Strich: ω′ = c′ − in× c′. Bei
g = Re(ω) ist ω′(u + iv) = g,u + ig,v. Wir
berechnen 〈ω′,n〉 = 〈g,u,n〉 + i〈g,v,n〉, d.h.
〈ω′,n〉= 0 ist notwendig und hinreichend da-
für, daß n ein Normalvektorfeld der durch g
parametrisierten Fläche ist. Für relles z folgt
dies aus 〈ω′,n〉 = 〈c′ − in× c′,n〉 = 〈c′,n〉 −
idet(n,c′,n) = 0.

Wir zeigen g(z) = c(z) für reelles z durch
g(z) = g(u + i · 0) = Re(c(u) + i

∫ u
u0

n(t) ·
ċ(t)dt) = Re(c(u)) = c(u).

Noch zu zeigen ist 〈ω′,ω′〉 = 0. Dies
folgt aus 〈c′− in× c′,c′− in× c′〉 = 〈c′,c′〉−
2i〈c′,n × c′〉 − 〈n × c′,n × c′〉 = 〈c′,c′〉 −
〈n,n〉〈c′,c′〉= 0. Für reelles z ist die holomor-
phe Funktion 〈n,n〉 gleich 1, also für alle z
gleich 1. Damit verschwindet der obige Aus-
druck und 〈ω′,ω′〉= 0. 2
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3. Kapitel

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Dieses und die folgenden Kapitel sind so geschrieben, daß der Begriff der abstrakten
‘differenzierbaren Mannigfaltigkeit’ in Kap. 3.1 definiert wird, der Text ab Kap. 3.3
jedoch so gestaltet ist, daß man jederzeit für ‘Mannigfaltigkeit’ auch ‘Teilmannigfal-
tigkeit des Rn’ einsetzen kann.

3.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir Teilmannigfaltigkei-
ten des Rn. Der umgebende Raum stell-
te uns Ableitungsvektoren, den Tangential-
vektorraum, ein Skalarprodukt und Normal-
vektoren zur Verfügung. Wir wollen nun
abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten
betrachten, die nicht notwendigerweise in ei-
nem R

n eingebettet liegen.

Definition 3.01 (Klebeabbildungen, Klebeda-
ten) Seien {Ui | i ∈ I} offene Teilmengen des
R

n und ϕi j : Ui→U j Diffeomorphismen von
offenen Teilmengen von Ui auf offenen Teil-
mengen von U j mit ϕi j =ϕ−1

ji , ϕik =ϕi j ◦ϕ jk
überall dort, wo definiert, und ϕii = idUi .
Dann heißen die ϕi j Klebeabbildungen, und
die Gesamtheit der Ui mit den Klebeabbildun-
gen nennt man Klebe-Daten. .

Beispiel: Wir können uns eine offene Über-
deckung einer Fläche durch Kartenumgebun-
gen vorstellen, mit ϕi : Vi ⊆M→Ui. Die Ab-
bildungen ϕi j = ϕ j ◦ϕ−1

i erfüllen dann die
Bedingungen dieser Definition. ♦

Wir betrachten die Relation; x ∼ y genau
dann, wenn ∃ i, j ∈ I mit x ∈ Ui, y ∈
U j, ϕi j(x) = y. ‘∼’ ist offenbar eine Äquiva-
lenzrelation.

Beispiel: (Fortsetzung) In diesem Beispiel ist
‘∼’ nichts anderes als die Gleichheits-Relati-
on für Punkte in M. Die offenen Mengen Vi
bzw. Ui sind durch die Abbildungen ϕi j an-
einandergeklebt. ♦

Hier gehen wir den umgekehrten Weg: wir
starten von offenen Mengen Ui, und definie-
ren eine abstrakte Mannigfaltigkeit durch Zu-
sammenkleben:

Definition 3.02 (differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, Karte) Seien (Ui), (ϕi j) Klebedaten
und ‘∼’ die dadurch definierte Äquivalenzre-
lation. Sei M die Menge der Äquivalenzklas-
sen von ‘∼’.

Die natürlichen Abbildungen ϕi : M→Ui
heißen Karten, alle Karten zusammen heißen
Atlas, und ihre Umkehrungen heißen loka-
le Parametrisierungen von M. Eine Teilmen-
ge U ⊆ M heißt offen, wenn alle ϕi(U) ⊆Ui
offen sind. Die Abbildungen ϕi ◦ϕ−1

j heißen
Koordinatenwechsel oder Kartenwechsel.

Die Menge M heißt differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Dimension n, falls die da-
durch bestimmte Topologie1) Hausdorffsch
und parakompakt ist. .

Bemerkung: Eine alternative Definition
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist
die folgende: M sei ein parakompakter Haus-
dorffraum, ϕi : M → Ui seien Homöomor-
phismen, deren Definitionsgebiete M über-
decken, und ϕ j ◦ ϕ−1

i seien Diffeomorphis-
men. ♦

Bemerkung: Die Forderung an die To-
pologie, parakompakt zu sein, ist jedenfalls

1)Daß durch diese Definition von ‘offenen Mengen’ tatsächlich eine Topologie bestimmt ist, ist eine
leichte Übungsaufgabe.
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dann erfüllt, wenn wir höchstens abzählbar
viele Klebeabbildungen verwenden. Diese Ei-
genschaft wird in dieser Vorlesung nicht ver-
wendet werden und ist äquivalent zur Gültig-
keit von Satz 3.17 oder Satz 4.50. ♦

Bemerkung: Die Forderung an die To-
pologie, Hausdorffsch zu sein, schließt das
‘verkehrte Zusammenkleben’ der Kartenum-
gebungen aus. ♦

Beispiel: Verkleben wir U1 = (0,2) und U2 =
(4,6) mittels ϕ1,2 : (1,2)→ (4,5), ϕ1,2(x) =
x + 3, so erhalten wir eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit homöomorph zum Intervall
(0,3).

Verkleben wir U1 = (0,2) und U2 = (5,7)
mittels ϕ1,2 : (1,2) 7→ (6,7), ϕ1,2(x) = x + 5,

so ist M kein Hausdorff-Raum, weil jede Um-
gebung von [1]∼ mit jeder Umgebung von
[6]∼ einen nichtleeren Durchschnitt besitzt.♦

Lemma 3.03 Ist M eine Teilmannigfaltigkeit
des Rn und sind ϕ̃ j Kartenabbildungen (loka-
le Diffeomorphismen) in den Rn, so setzen wir
U j = ϕ̃ j(M ∩ Ṽ j ), und ϕi j = ϕ̃ j ◦ ϕ̃−1

i |Ui. Die
Abbildungen ϕi j sind Diffeomorphismen.

Folgerung: Offenbar entsteht durch Ver-
kleben der U j mit Hilfe der Abbildungen ϕi j
ein topologischer Raum homöomorph zu M.
M ist daher eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit.

3.2 Tangentialvektoren und Abbildungen

Ab jetzt wollen wir auch für k-dimensionale
TMF M des Rn den Begriff einer Karte (außer
dort, wo es explizit erwähnt wird) so verste-
hen, daß durch die Kartenabbildung ϕ j eine
offene Teilmenge von M auf eine offene Teil-
menge U j des Rk abgebildet wird. Wir finden
solche Karten durch Einschränken der ‘alten’
TMF-Karten auf M.

Im Folgenden sind (falls nicht anders er-
wähnt) M und N differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten mit den Karten (U j,ϕ j)( j∈J) und
(U ′k,ϕ

′
k)(k∈K).

Definition 3.04 (Koordinatendarstellung)
Seien f : Rk → M bzw. f : M → R

k bzw.
f : M→ N Abbildungen. Dann heißen ϕ′k ◦ f
bzw. f ◦ϕ−1

j bzw. ϕ′k ◦ f ◦ϕ−1
j die Koordina-

tendarstellungen von f bezüglich der Karten
ϕ j, ϕ′k. .

Definition 3.05 (differenzierbar (auf einer
MF)) f : Rk → M bzw. f : M → R

k bzw.
f : M → N heißt differenzierbar (oder Cr),
falls die Koordinatendarstellung von f diffe-
renzierbar (oder Cr) ist. .

Satz 3.06 Die Differenzierbarkeit auf einer
MF ist ein wohldefinierter Begriff, d.h. er hängt
nicht von der speziellen Wahl der Karten ab.
Für TMF stimmen die hier definierten Begriffe
mit den früher definierten überein.

Wollen wir Tangentialvektoren und Tangen-
tialräume von abstrakten Mannigfaltigkeiten
definieren, so stellt sich nun das Problem, daß
wir keinen umgebenden Raum zur verfügung
haben, der uns in natürlicher Weise die Ablei-
tung zur Verfügung stellt.

Definition 3.07 (Kurve, Tangentialvektor)
Eine differenzierbare Abbildung c : I → M
heißt Kurve. Wir wählen eine Karte ϕ um p.
Ein Tangentialvektor an M im Punkt p ist eine
Äquivalenzklasse von Kurven bezüglich der
Äquivalenzrelation c≈ c̄⇐⇒ p = c(0) = c̄(0)

und d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c) = d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ c̄). Die Men-

ge der Tangentialvektoren in p wird mit TpM
bezeichnet. Die Vereinigung der TpM ist das
Tangentialbündel T M von M. .

Wir schreiben Xp = v = ċ(0) für den durch
c bestimmten Tangentialvektor und dϕ(Xp)

= dϕ(v) := d
dt

∣∣∣
t=0
ϕ ◦ c für dessen Koordi-

natendarstellung bzgl. einer Karte ϕ. Speziell
bezeichnen wir mit ∂ j den Tangentialvektor,
dessen Koordinatendarstellung gleich dem j-
ten kanonischen Basisvektor e j des Rn ist.

Definition 3.08 (Richtungsableitung) Sei
f : M → R und Xp = ċ(0) ∈ TpM. Die Rich-
tungsableitung in Richtung Xp ist definiert als

Xp( f ) := d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ c(t)

.

Lemma 3.09 Für die Richtungsableitung gilt
Xp( f + g) = Xp( f ) + Xp(g) und Xp( f g) =
(Xp f ) ·g(p)+ f (p) · (Xpg).

Beweis: Sei c eine Kurve mit c(0) = p, ċ(0) =

Xp. Dann ist Xp( f + g) = d˜( f + g)( ˙̃c(0)) =
df̃ (. . .) + dg̃(. . .) = Xp f + Xpg . Xp( f g) =
d(̃ f g)( ˙̃c(0)) = f̃ dg̃(. . .) + g̃d f̃ (. . .) = f Xpg +
gXp f . 2
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Lemma 3.10 Sind Xp,Yp ∈ TpM und ist λ∈R,
dann gibt es eindeutig bestimmte Tangential-
vektoren Xp +Yp und λ ·Xp mit

(Xp +Yp) f = Xp f +Yp f (λ ·Xp) f = λ ·Xp f

Ist dim(M) = n, so ist (TpM,R,+, ·) ein n-dim.
Vektorraum. Ist ϕ eine Karte, so ist dϕ ein VR-
Isomorphismus. Die durch eine Karte definier-
ten Tangentialvektoren ∂1, . . . ,∂n sind eine Ba-
sis von TpM.

Beweis: Ist ϕ eine Karte, und sind f̃ , c̃ die
Koordinatendarstellungen von f und c, so ist
f ◦ c = f̃ ◦ c̃. Sei ċ(0) = Xp. Dann ist Xp f =
d
dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ c) = d
dt

∣∣∣
t=0

( f̃ ◦ c̃) = df̃ ( ˙̃c(0)). Da-

mit ist Xp f wohldefiniert, weil nur von Xp
abhängig. Es ist dϕ(Xp) = ˙̃c(0), d.h. dϕ ist in-
jektiv.

Zu jedem Tangentialvektor v in ϕ(p) gibt
es ein Xp ∈ TpM mit dϕ(Xp) = v: Sei c̃ ei-
ne Kurve mit ˙̃c(0) = v, dann ist Xp der zu
c = ϕ−1 ◦ c̃ gehörige Tangentialvektor.

dϕ ist nach Konstruktion linear (Übungs-
beispiel), also ein Vektorraum-Isomorphis-
mus. 2

Definition 3.11 (Differential einer Abbil-
dung) Das Differential dfp bzw. df(p) einer
Abbildung f : M→ N im Punkt p ist gegeben
durch df(p) : TpM→ Tf (p)N, X 7→ d

dt

∣∣∣
t=0

f ◦c.

Das Differential von f ist dann eine Ab-
bildung df : T M → T N mit der Eigenschaft

TpM
df
7→ Tf (p)N. .

Lemma 3.12 Das Differential ist wohldefi-
niert, d.h. es hängt nicht von der Wahl der Kur-
ve c ab. df(p) : TpM → Tf (p)N ist eine lineare
Abbildung. Ist f̃ = ϕ′ ◦ f ◦ϕ−1 die Koordina-
tendarstellung von f bezüglich zweier Karten
ϕ : M→U , ϕ′ : N→U ′, so ist das Diagramm

T M
df

−−−−−→ T N

dϕ
y ydϕ′

TU
df̃−−−−−→ TU ′

kommutativ (d.h. die Koordinatendarstellung
des Differentials ist gleich dem Differential der
Koordinatendarstellung).

Beweis: Seien ϕ,ϕ′ Karten für M, N und
c̃ = ϕ ◦ c, f̃ = ϕ′ ◦ f ◦ϕ−1. Mit v = ċ(0) ist
df(v) = d

dt

∣∣∣
t=0

( f ◦ c). Wir wenden ϕ′ auf die-

se Gleichung an und erhalten dϕ′(df(v)) =

d
dt

∣∣∣
t=0

(ϕ′ ◦ f ◦ c) = d
dt

∣∣∣
t=0

( f̃ ◦ c̃) = df̃ ( ˙̃c(0)).

Damit ist df wohldefiniert und linear. 2

Folgerung: ‘Alle lokalen Aussagen’ über dif-
ferenzierbare Abbildungen f : U ⊆ Rn→ Rm

gelten auch für f : M→ N (z.B. der Satz über
die Umkehrfunktion und der Satz über impli-
zite Funktionen).

Die Klebeabbildungen ϕi j sind hier immer
C∞. Wären sie nur Cr (und M damit eine ‘Cr-
Mannigfaltigkeit’), so wäre die Differenzier-
barkeit von Abbildungen aus und nach M nur
bis zu Cr sinnvoll definierbar. Abgesehen von
der größeren Bequemlichkeit von C∞-Man-
nigfaltigkeiten kann man zeigen, daß es kei-
nen Sinn macht, endliche Differenzierbarkeit
zuzulassen — man erhält dieselben Mannigfal-
tigkeiten, nur mit ‘ungeschickter gewählten’
Karten:

Satz 3.13 Für jede differenzierbare Cr -Man-
nigfaltigkeit M gibt es eine differenzierbare C∞-
Mannigfaltigkeit M′ und einen Cr -Diffeomor-
phismus von M auf M′.2)

Bei Teil-Mannigfaltigkeiten ist es sinnvoll,
endliche Differenzierbarkeiten zuzulassen.
Eine Cr-TMF des Rn ist aber immer eine Cr-
Einbettung einer C∞-Mannigfaltigkeit in den
R

n:

Definition 3.14 (Immersion, Einbettung) f :
M→Rn heißt Immersion, wenn df regulär ist,
d.h. wenn jedes df(p) regulär ist. f : M→ Rn

heißt Einbettung, falls df regulär, f injektiv,
und f−1 stetig ist. .

Satz 3.15 Ist M kompakt und ist f : M→N in-
jektiv und regulär, dann ist f eine Einbettung.

Beweis: z.z.: U ∈M offen =⇒ f (U) offen. Sei
also U offen =⇒M\U abgeschlossen =⇒M\U
kompakt =⇒ f (M\U) kompakt =⇒ f (M\U)
abgeschlossen =⇒ f (U) = f (M)\ f (M\U) of-
fen. 2

Satz 3.16 Ist f : M → R
n eine Einbettung, so

ist f (M) eine differenzierbare TMF diffeomorph
zu M.

Beweis: ‘Einbettung’ heißt, daß f , f−1 injek-
tiv und stetig sind. Für alle p ∈ M ∃ Umge-
bung U von p, Umgebung V von f (p) und
(Rangsatz) lokale Diffeomorphismen ϕ, ψ
mitϕ◦ f ◦ψ−1 :ϕ(U)→ψ(V ), (x1, . . . ,xm) 7→
(x1, . . . ,xm,0, . . . ,0). f−1 ist stetig, also ist
f (U) offen in f (M), d.h. f (U) = f (M)∩W
mit W offen im R

n. Damit ist ψ|(V ∩W ) eine
TMF-Karte für f (M). 2

2) Siehe J. R. Munkres: Elementary Differential Topology Princeton Univ. Press, 1961.
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Satz 3.17 (Satz von H. Whitney) Für alle
n-dim. differenzierbaren MF mit höchstens ab-
zählbar vielen Zusammenhangskomponenten

existiert eine Immersion in den R2n−1 und ei-
ne Einbettung in den R2n.3)

3.3 Vektorfelder und Integralkurven
Definition 3.18 (Vektorfeld) Eine Abbildung X : M → T M mit X(p) ∈ TpM heißt
Cr-Vektorfeld, wenn die Koordinatendarstellung dϕ ◦X ◦ϕ−1 bezüglich jeder Karte
ϕ Cr ist. .

Ist ϕ eine Karte, so sind durch ϕ die Vektorfelder ∂1, . . . ,∂n bestimmt. Hat das Vek-
torfeld X bezüglich der Karte ϕ die Koordinatendarstellung (x1(u), . . . , xn(u)) mit
u ∈U ⊆ Rn, so ist offenbar

X =
n

∑
i=1

xi
∂i = xi

∂i.

Hier haben wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.

Definition 3.19 (Lie-Klammer) Sind X = x j
∂ j und Y = y j

∂y Vektorfelder, dann heißt
das Vektorfeld

[X ,Y ] := (x j
∂ jyk− y j

∂ jxk)∂k

die Lie-Klammer (oder Poisson-Klammer) von X und Y. .

Man beachte, daß ∂iyk die Richtungsableitung der Funktion yk längs der i-ten Koor-
dinate bedeutet.

Lemma 3.20 Die Lie-Klammer hat die folgenden Eigenschaften:

(i) [X ,Y ] f = XY f −Y X f , d.h. der Differentialoperator 2. Ordnung X ◦Y −Y ◦X ist
in Wahrheit eine Richtungsableitung längs des Vektorfeldes [X ,Y ].

(ii) [∂i,∂ j] = 0, d.h. die Basisfelder kommutieren,

(iii) [X ,Y ] =−[Y,X ] und [X ,X ] = 0 (Antisymmetrie)

(iv) [X , [Y,Z]]+ [Y, [Z,X ]]+ [Z, [X ,Y ]] = 0 (die Jacobi-Identität).

Aus (i) folgt, daß [X ,Y ] wohldefiniert ist und nicht von der Auswahl einer Karte abhängt.

Beweis: (i) zeigt man in lokalen Koordinaten: [X ,Y ] f = (xi
∂iyk−yi

∂ixk)∂k f . X(Y f ) =
X(yk

∂k f ) = xk
∂i(yk

∂k f ) = xi
∂iyk

∂k f + xiyk
∂i∂k f . Y (X f ) = yi

∂ixk
∂k f + yixk

∂i∂k f .
(i)=⇒(ii) ist der Satz von H. A. Schwarz: ∂i∂ j f −∂ j∂i f = 0. (i)=⇒(iii) ist trivial,

und (i)=⇒(iv) folgt durch Einsetzen und Addieren: [X [Y,Z]] f = X [Y Z] f − [Y Z]X f =
XY Z f −XZY f −Y ZX f +ZY X f . Offenbar ist die Summe [X [Y,Z]] f + · · · gleich 0. 2

Bemerkung: Der Vektorraum der C∞-Vektorfelder mit der Poissonklammer als
Multiplikation bildet damit eine Liesche Algebra. ♦

Definition 3.21 (Integralkurve, Fluß) Ist X : M→ TpM ein Vektorfeld und c : I→M
eine Kurve mit ċ(t) = Xc(t), so heißt c Integralkurve oder Flußlinie von X . Ist c
Integralkurve mit c(0) = Xp, dann heißt FltX (p) = FlX (p, t) := c(t) der Fluß von
X. .

3)H. Whitney: The self-intersections of a smooth n-manifold in 2n-space, Annals of Math. 45 (1944),
220–246. Für einen Beweis für R2n/R2n+1 siehe Th. Bröcker, K. Jänich: Einführung in die Differentialto-
pologie.
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Satz 3.22 Zwei Integralkurven mit gleichen Anfangsbedingungen (Punkt und Ableit-
ungsvektor) stimmen überein. Für alle x ∈M existieren eine offenen Umgebung U ⊆M
und ein ε > 0, sodaß FltX (y) für alle y ∈U und t ∈ (−ε,ε) definiert ist. FlX ist differen-
zierbar in beiden Variablen.

Beweis: Das ist eine andere Formulierung von Satz A.18 über die Lösungen von
Differentialgleichungen. 2

Lemma 3.23 Ist c(t) Integralkurve, so ist c̃(t) := c(t + t0) ebenfalls Integralkurve, falls
definiert, und FlsX ◦FltX (p) = Fls+t

X (p), falls definiert.

Beweis: ( d
dt

c)(t + t0) = ( d
dt

c̃)(t), d.h. auch c̃ erfüllt die Differentialgleichung ċ =

Xc(t). Damit ist c̃ Integralkurve. Die zweite Aussage ist eine andere Formulierung
der ersten. 2

Satz 3.24 Seien X , Y Vektorfelder in M, und ϕ : M→U eine Karte. Die Koordinaten-
darstellungen von Vektorfeldern (sie sind Vektorfelder in U ) seien mit˜bezeichnet. Dann
gilt: ˜[X ,Y ] = [X̃ ,Ỹ ], FltX̃ ◦ϕ= ϕ◦FltX ,, sowie

ϕ(FltX ◦FlsY (p))−ϕ(FlsY ◦FltX (p)) = FltX̃ ◦FlsỸ (p)−FlsỸ ◦FltX̃ (p) = st ˜[X ,Y ]p + · · · ,

und es kommen in der Taylorreihe nur gemischte Glieder vor.

Beweis: X = x j
∂ j ⇐⇒ X̃ = x j

∂̃ j, wobei
∂̃1, . . . , ∂̃n die kanonischen Basisvektoren im
R

n sind. Damit ist die Definition von [ , ]
für X ,Y und X̃ ,Ỹ dieselbe, und der Fluß ver-
tauscht mit der Karte.

Die Taylorreihe der Koordinatendarstel-
lung von FltX ◦ FlsY wird nun im Koordina-
tengebiet berechnet, wir schreiben nur X ,Y
anstelle von X̃ ,Ỹ . O.B.d.A. sei p = 0. Sei
ψ(s, t) = FltX ◦ FlsY − FlsY ◦ FltX , und seien
c(t) = FltX (0) und d(s) = FlsY (0) die von 0 aus-
gehenden Integralkurven von X und Y . Dann

ist
∂

rψ

∂sr (0,0) =
dr

dsr

∣∣∣∣
s=0
ψ(0,s) = 0 für alle r,

und analog
∂

rψ

∂sr (0,0) = 0.

∂
2ψ

∂s∂t
(0,0) =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

FlsY ◦FltX (0))

− d
ds

∣∣∣∣
s=0

(
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

FltX ◦FlsY (0))

bs
d
dt

∣∣∣∣
t=0

YFltX (0)−
d
ds

∣∣∣∣
s=0

XFlsY (0)

bs
d
dt

∣∣∣∣
t=0

X ◦ c− d
ds

∣∣∣∣
s=0

Y ◦d

bs(
∂y1

∂uk ḋk − ∂x1

∂uk ċk, . . .) = (∂ky1 · xk − ∂kx1 ·

yk, . . .) = [X ,Y ]. Damit haben wir die Koeffi-
zienten (r,0), (0,r) und (1,1) der Taylorreihe
von ψ(s, t) gefunden. 2

Lemma 3.25 Für Vektorfelder X , Y gilt [X ,Y ] = 0 ⇐⇒ FltX ◦FlsY = FlsY ◦FltX

Beweis: ‘⇐=’ folgt aus Satz 3.24. Um die
Umkehrung zu zeigen, tun wir folgendes:
Sei x(t) = FltX (p) die Flußlinie von X durch
p. Wir möchten zeigen, daß die Vektorfel-
der dFltX (Yp) := Y x(t) und Yx(t) längs x(t)
gleich sind. Wir rechnen in einem Karten-
gebiet, und unter der Ableitung eines Vek-
torfeldes (c(t);v(t)) verstehen wir den Vek-

tor dv/dt.
dY x(t)

dt

∣∣∣
t=t0

=
d
dt

∣∣∣
t=t0

dFltX (Yp) =

d
dt

∣∣∣
t=0

dFltX ◦dFlt0X (Yp) =
d
dt

∣∣∣
t=0

dFltXY t0 . d.h.

Y x(t) erfüllt die Differentialgleichung
dY
dt

=

Kt(Y x(t)), mit der von t abhängigen linea-

ren Abbildung Kt = d
dt

∣∣∣
t=0

dx(t0)FltX . Betrach-

ten nun das Vektorfeld Yx(t) längs der Flußli-
nie x(t) = FltX (p): Seine Ableitung ist gegeben
durch
dYx(t)

dt

∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

∣∣∣
t=0

∂

∂s

∣∣∣
s=0

FlsY ◦Fltx(x(t0))
[X ,Y ]=0

=
∂

∂t

∣∣∣
t=0

∂

∂s

∣∣∣
s=0

FlsX ◦FltY (x(t0))

bs
∂

∂t

∣∣∣
t=0

dFltx(Yx(t0)) = Kt(Yx(t0)). Wir sehen,

daß Y x(t) und Yx(t) dieselbe Differentialglei-
chung erfüllen. Bei t = 0 stimmen beide Vek-
torfelder überein, also sind sie gleich.
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Wir haben somit gezeigt, daß dFltX das
Vektorfeld Y in das Vektorfeld Y überführt.
Damit führt FltX die Integralkurven von Y in
Integralkurven von Y über: Ist c(s) die Inte-

gralkurve von Y mit c(0) = p, so ist FltX ◦c(s)
die Integralkurve von Y durch FltX (p), d.h.
FltX ◦FlsY (p) = FlsY ◦FltX (p). 2
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3.4 Tensorfelder

Wir haben bisher verschiedenen Abbildun-
gen definiert, die Tangentialvektoren als Ar-
gumente besitzen (z.B. das Skalarprodukt auf
einer Fläche im R

n, oder das Differential ei-
ner Abbildung). Um diese verschiedenen Ab-
bildungen einheitlich behandeln zu können,
definieren wir den Begriff des Tensorfeldes
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition 3.26 (Linearform, Multilinear-
form) Ist f : V n → R in jedem Argument
linear (d.h. es gilt f (x1, . . . ,λxi +µyi, . . . ,xn)
= λ f (x1, . . . , xi, . . . , xn) + µ f (x1, . . . ,y1, . . . ,
xn)), so heißt f eine Multilinearform. Die
Menge der Multilinearformen bildet einen
Vektoraum, der mit

⊗n V ? oder Tn(V ) be-
zeichnet wird. .

Beispiel: Der Dualraum von V besteht aus
den Linearformen auf V , und es ist V ? =T1V .
Beispiele für Elemente von T2V (dem Vektor-
raum der Bilinearformen) sind die Skalarpro-
dukte. ♦

Ein Vektor x ∈ V kann als Linearform auf
dem Dualraum V ? interpretiert werden: Sein
Wert x(a?) auf einer Linearform a? ist de-
finiert durch a?(x). Eine lineare Abbildung
L : V → V kann als bilineare Abbildung auf
dem Produkt V ×V ? interpretiert werden: Ist
x ∈ V , a? ∈ V ?, so ist L(x,a?) definiert durch
a?(Lx). Das führt zu der folgenden, allgemei-
neren Definition:

Definition 3.27 (Tensor) Eine multilineare
Abbildung V r × (V ?)s → R heißt ein Tensor
der Stufe (r,s), oder ein r-fach kovarianter, s-
fach kontravarianter Tensor. Der Vektorraum
dieser Abbildungen wird mit

⊗r(V ?)⊗
⊗s V

oder Tr
sV bezeichnet. .

Beispiel: Linearformen, Bilinearformen,
Vektoren, und lineare Endomorphismen sind
Tensoren der Stufen (1,0), (2,0), (0,1), und
(1,1). ♦

Definition 3.28 (Tensorprodukt) Sind
g1, g2 Tensoren der Stufen (r1,s1)
und (r2,s2), so ist der Tensor g1 ⊗
g2 der Stufe (r1 + r2,s1 + s2) definiert
durch g1 ⊗ g2(x1 . . . ,y1 . . . ,a?1 . . . ,b

?
1 . . .) =

g1(x1 . . . ,a?1 . . .)g2(y1 . . . ,b?1 . . .). .

Bemerkung: (Basis, Koordinaten) Sei
e1, . . . ,en eine Basis in V und e1?, . . . , en? die

dazu duale Basis (d.h. ei?(e j) = δi j). Dann bil-
den die nr+s Multilinearformen

ei1?⊗·· ·⊗ eir?⊗ e j1 ⊗·· ·⊗ e js

eine Basis von Tr
sV . Eine Multilinearform g∈

T
r
sV kann man in der Form

g = ∑g j1,..., js
i1,...,ir ei1?⊗·· ·⊗ eir?⊗ e j1 ⊗·· ·⊗ e js

schreiben. g j1,..., js
i1,...,ir heißen die Koordinaten von

g. Man erhält sie durch Auswerten von g auf
den Basisvektoren von V und V ?:

g j1,..., js
i1,...,ir = g(ei1 , . . . ,eir ,e

j1?, . . . ,e js?).

Das Auswerten von g auf r Vektoren
x1, . . . ,xr mit Koordinaten (xi1

1 ), . . .(xir
r ) (je-

weils ik = 1, . . . ,n) und s Linearformen
a1?, . . . ,as? mit Koordinaten (a1

j1 ), . . .(as
js )

(jeweils jk = 1, . . . ,n), erfolgt durch
g(x1, . . . ,a?1, . . .) = ∑g j1,..., js

i1,...,ir · xi1
1 · · ·x

ir
r ·

a1
j1 · · ·a

s
js . ♦

Beim Rechnen mit Tensoren verwenden
wir die Einsteinsche Summenkonvention: Es
wird über jeden Index, der zweimal, einmal
oben und einmal unten, vorkommt, von 1
bis n summiert. In der obigen Summe könnte
man das Summenzeichen also auch weglassen.

Die Koordinaten eines Produkts sind of-
fenbar gleich den Produkten der einzelnen
Koordinaten: Haben g, h, g⊗ h die Koordi-
naten g......, h......, k......, so ist

k
i1,...,is1+s2
i1,...,ir1+r2

= g
i1,...,is1
i1,...,ir1

h
i2,...,is2
i2,...,ir2

.

Definition 3.29 (symmetrische Tensoren, al-
ternierende Tensoren) Eine Multilinearform
g ∈ Tr(V ) ist symmetrisch, wenn ihr Wert
nicht von der Reihenfolge der Argumente ab-
hängt. Sie ist alternierend, wenn für eine Per-
mutation σ : {1, . . . ,r}→ {1, . . . ,r} gilt

g(vσ(1), . . . ,vσ(r)) = sgn(σ) ·g(v1, . . . ,vr).
.

Definition 3.30 (Alternante, Keilprodukt)
Für Multilinearformen g, g1, . . . , vr ist die
Alternante A (g) und das Keilprodukt g1 ∧
·· · ∧ gr definiert durch A (g)(v1, . . . ,vr) =
∑σ∈Sr

sgn(σ)g(vσ(1), . . . ,vσ(r)),, g1 ∧ ·· · ∧
gr = A (g1⊗·· ·⊗gr). .

Definition 3.31 (Tensorfeld, Koordinaten für
Tensoren) Wir betrachten eine differenzierba-
re Mannigfaltigkeit M und eine Abbildung g,
die jedem p ∈ M ein Element gp ∈ Tr

s(TpM)
zuweist.
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Eine Karte ϕ : M → U definiert Ba-
sisfelder ∂1, . . . ,∂n. Sei (dx1, . . . ,dxn) die zu
(∂1, . . . ,∂n) duale Basis im zu TpM dualen Vek-
torraum. Durch Auswerten von gp auf ∂i und
dx j erhält man die Koordinatenfunktionen

g j1,..., js
i1,...,ir : M→ R

von g. g ist differenzierbar, wenn alle Koordi-
natenfunktionen es sind. In diesem Fall heißt
g ein (r,s)-Tensorfeld in M. g kann als Linear-
kombination g = ∑g j1,..., js

i1,...,ir dxi1 ⊗ ·· ·⊗ dxir ⊗
∂ j1 ⊗·· ·⊗∂ js geschrieben werden. .

Definition 3.32 (Tensorbündel) Die Vereini-
gung allerTr

s(TpM) heißt das (r,s)-Tensorbün-
del Tr

sM über M. .

Beispiel: Die Abbildung p 7→ 〈 , 〉p ist ein
(2,0)-Tensorfeld auf einer Fläche im R

n. Die
Koordinaten von 〈 , 〉 sind gi j = 〈∂1,∂2〉.

Ein Vektorfeld V ist ein (0,1)-Tensorfeld.
Sind v j die Koordinaten von V , so ist V =

v j
∂ j. Für die Koordinatenfunktionen v j gilt

v j = V (dx j). ♦

Satz 3.33 (Koordinatenwechsel) Seien ϕ, ϕ′

Karten und sei ψ : Rn → R
n, ψ = ϕ ◦ (ϕ′)−1.

Sei (xi
j′(p)) die Matrix der partiellen Ableitun-

gen von ψ im Punkt ϕ′(p), und x j′
i (p) die

Matrix der partiellen Ableitungen von ψ−1 im
Punkt ϕ(p). Seien g j1,..., js

i1,...,ir und g j′1,..., j
′
s

i′1,...,i′r
Koordi-

naten eines Tensorfeldes g bezüglich der Karten
ϕ, ϕ′. Dann ist

g j′1,..., j
′
s

i′1,...,i′r
(p) = xi1

i′1
· · ·xir

i′r
· x j′1

j1 · · ·x
j′s
js g

j1,..., js
i1,...,ir (p).

Beispiel: Ist V = v j
∂ j = v j′

∂ j′ ein Vektor-
feld mit seinen zwei Koordinatendarstellun-
gen bezüglich der Karten ϕ,ϕ′, so ist v j′ =
x j′

j v j. Ist 〈 , 〉= g jk dx j⊗dxk = g j′k′ dx j′⊗dxk′ ,

so ist g j′k′ = g jkx j
j′x

k
k′ (vgl. den Beweis zu Lem-

ma 1.44). ♦
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4. Kapitel

Riemannsche Geometrie

4.1 Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik
In diesem Kapitel ist M, falls nicht anders erwähnt, stets eine n-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 4.01 (Riemannscher Raum, Skalarprodukt) Ein Skalarprodukt auf einem
Vektorraum V ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform 〈 , 〉 : V ×V →
R. Ist in jedem Tangentialvektorraum von M ein Skalarprodukt gegeben, sodaß die
Funktionen g jk : M→R, p 7→ 〈∂ j,∂k〉Cr (r> 0) sind, so heißt (M,〈 , 〉) Riemannscher
Raum, und 〈 , 〉 heißt Riemannsche Metrik. .

Die Riemannsche Metrik ist ein (2,0)-Tensorfeld, und die Funktionen g jk sind seine
Koeffizienten. Man betrachtet mitunter (siehe Kap. 6.2) auch nicht positiv definite
Bilinearformen, welche zu den Pseudo-Riemannschen Räumen, und schiefsymmetri-
sche Bilinearformen, die zu symplektischen Räumen führen.

Beispiel: Die folgenden sind Beispiele von Riemannschen Räumen:

• Ist M ⊆ Rn eine TMF und 〈 , 〉 das Standard-Skalarprodukt des Rn, so macht die
Einschränkung von 〈 , 〉 auf T M die Teilmannigfaltigkeit M zu einem Riemannschen
Raum.

Ist g : U → M eine lokale Parametrisierung, dann sind die Funktionen g jk :=

〈∂ j,∂k〉 =
〈

∂g
∂u j ,

∂g
∂uk

〉
die Koeffizientenfunktionen der Riemannschen Metrik.

• Ist M eine differenzierbare (Teil-)mannigfaltigkeit, parametrisiert durch g : U ⊂
R

n → M, und sind g̃ jk : U → R differenzierbare Funktionen so, daß (g̃ jk(p)) für
alle p ∈U eine positiv definite symmetrische Matrix ist, dann ist für v,w ∈ Tg(u)M
〈v j

∂ j,wk
∂k〉 := v jwkg̃ jk(p) ein Skalarprodukt, das (g(U),〈 , 〉) zu einem Riemann-

schen Raum macht.

• Ist f : M→ M′ eine reguläre Abbildung und (M′,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum,
so ist 〈v,w〉 := 〈df(v),df(w)〉 eine Riemannsche Metrik auf M (‘Pullback’ von 〈 , 〉).
• Ein mechanisches System hänge von n Parametern ab, und die Menge seiner Zu-
stände sei als eine n-dimensionale differenzierbare MF modelliert. Für eine lokale
Parametrisierung mit Koordinaten u1, . . . ,un sei die kinetische Energie eine quadra-
tische Form in den Ableitungen der Parameter: T (u1, . . . ,un) = g jku̇ ju̇k. Dann ist

〈v,v〉 := T (v), 〈v,w〉 :=
1
2

(T (v + w)−T (v)−T (w)) eine Riemannsche Metrik in M

(vgl. Kap. 6.1). ♦

Definition 4.02 (Bogenlänge, Energie) Ist (M,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum und
c : I→M eine Kurve, dann sind

Lb
a :=

∣∣∣∫ b

a

√
〈ċ, ċ〉dt

∣∣∣ und Eb
a :=

∣∣∣∫ b

a
〈ċ, ċ〉dt

∣∣∣



34 4.2. Zusammenhänge und die kovariante Ableitung

die Bogenlänge und die Energie von c im Intervall [a,b]. .

Bemerkung: Die Bogenlänge ist invariant unter Parametertransformationen (vgl.
Satz 1.07), während es die Energie nicht ist. ♦

Lemma 4.03 Lb
a(c)2 ≤ |b−a| ·Eb

a (c) mit Gleichheit genau dann, wenn 〈ċ, ċ〉= const.

Beweis: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in einem Vektorraum V mit positiv
definitem Skalarprodukt lautet 〈v,w〉2 ≤ 〈v,v〉〈w,w〉 mit Gleichheit genau für v,w li-
near abhängig. Wir setzen V =C[a,b], 〈 f ,g〉=

∫ b
a f (t)g(t)dt, v = 1, w = 〈ċ, ċ〉. Daraus

folgt direkt die Behauptung. 2

Wie in Def. 1.39 bezeichnen wir mit Cp,q die Menge aller stückweise differenzierba-
ren Kurven c : [0,1]→M mit c(0) = p und c(1) = q.

Satz 4.04 Nimmt E1
0 bei c ∈ Cp,q ein Minimum an, so auch L1

0, und es gilt 〈ċ, ċ〉 =
const. Umgekehrt gilt: Nimmt L1

0 bei c ∈ Cp,q ein Minimum an (d.h. c ist eine kürzeste
Verbindung in der Klasse Cp,q), und ist 〈ċ, ċ〉 konstant, so hat auch E1

0 bei c ein Mini-
mum.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Umkehrung: Sei L(c)≤ L(c′) für alle c′ und sei 〈ċ, ċ〉=
const. Dann ist E(c) = L(c)2 ≤ L(c′)2 ≤ E(c′), also ist c Minimum von E.

Sei nun E(c)≤ E(c′) für alle c′. Betrachte eine Parametertransformation γ : [0,1]
→ [0,1], sodaß c̄ = c ◦γ die Eigenschaft 〈 ˙̄c, ˙̄c〉 = const. hat (verwende Satz 1.08 und
eine anschließende Skalierung des Parameterintervalls). Dann ist L(c) = L(c̄) und
E(c̄) = L(c̄)2 = L(c)2 ≤ E(c), also L(c)2 = E(c). Daraus folgt 〈ċ, ċ〉 = const. Für
jedes andere c′ ist dann (o.B.d.A. 〈ċ′, ċ′〉= const) L(c)2 = E(c)≤ E(c′) = L(c′)2, also
L(c)≤ L(c′). 2

Bemerkung: Es macht keinen Unterschied, ob wir Kurven c : [0,1]→ M oder
Kurven c : [a,b]→M betrachten. ♦

4.2 Zusammenhänge und die kovariante Ableitung

Wir wollen uns nun mit der Frage beschäftigen, in welcher Beziehung die Vektoren
in den einzelnen Tangentialräumen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit zuein-
ander stehen. Wir möchten z.B. gerne die Änderung einers Vektorfeldes längs ei-
ner Kurve messen? Wir definieren den Begriff des affinen Zusammenhangs, der eine
Richtungsableitung eines Vektorfeldes in Richtung eines Vektors liefert.

Definition 4.05 (affiner Zusammenhang) Sei M eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Eine Abbildung, die zwei (Cr-) Vektorfeldern X , Y ein neues (Cr−1-) Vektorfeld
∇XY zuordnet, heißt affiner Zusammenhang in M, falls:

• ∇XY ist additiv in X und in Y

• ∇f XY = f ∇XY für f : M→ R.

• ∇X ( fY ) = X f ·Y + f ·∇XY (Produktregel)
.

Bemerkung: (Christoffelsymole) Sei ϕ : M→U eine Karte und seien ∂1, . . . , ∂n die
dazugehörigen Basisfelder. Wir schreiben ∇j := ∇

∂ j . Dann ist

∇j∂k = Γ
l
jk∂l .
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Die Funktionen Γ
l
jk : M → R heißen die Koeffizienten oder Christoffelsymbole des

Zusammenhangs ∇. Sind X = x j
∂ j und Y = y j

∂ j Vektorfelder, dann ist ∇XY wie folgt
gegeben:

∇XY = x j
∇j(yk

∂k) = (x j
∂ jyl + x jyk

Γ
l
jk)∂l

d.h. in den Wert von ∇XY in einem Punkt p geht von X nur der Wert in p ein (∇ ist
kein Tensorfeld, weil von Y nicht nur Werte, sondern auch Ableitungen eingehen).♦

Definition 4.06 (kovariante Ableitung) Für ein Vektorfeld Y heißt

∇XpY := (∇XY )p

kovariante Ableitung von Y nach Xp. Ist V (t) = v j(t)∂ j(c(t)) ein Vektorfeld entlang
einer Kurve c(t) (d.h. c : I→M mit V (t) ∈ Tc(t)M für alle t ∈ I) mit ċ = xk

∂k, dann
sei

D
dt

V :=
(dvl

dt
+ vkx j

Γ
l
jk

)
∂l , genauer D

dt
V := ∑

l

(dvl

dt
+∑

k, j
vkx j · (Γ

l
jk ◦ c)

)
(∂l ◦ c).

Wir nennen D
dt

V die kovariante Ableitung von V (t) längs c. .

Ist Ṽ ein Vektorfeld, das V fortsetzt (d.h. V (t) = Ṽc(t)), so gilt offenbar bei ċ 6= 0

D
dt

V = ∇ċ(t)Ṽ .

Lemma 4.07 Es gilt: D
dt

(V +W ) = D
dt

V + D
dt

W sowie D
dt

( fV ) = df
dtV + f D

dt
V .

Beweis: Die Behauptung folgt unmitelbar aus der Definition. 2

Lemma 4.08 Sind Γ
l
jk : M → R differenzierbar, so definiert ∇XY = (x j

∂ jyl + x jyk ·
Γ

l
jk)∂l einen affinen Zusammenhang in einer Koordinatenumgebung.

Beweis: Nachrechnen der Definition: Man sieht sofort, daß ∇λ1X1+λ2X2Y = λ1∇X1Y +
λ2∇X2Y und ∇X (µ1Y1 +µ2Y2) = µ1∇XY1 +µ2∇XY2 für beliebige Funktionen λ1,λ2 :
M → R und Skalare µ1,µ2 ∈ R. Die Produktregel rechnet man nach: ∇X ( fY ) =
(x j

∂ j f yl + x j f yk
Γ

l
jk)∂l = (x j

∂ j( f ) yk + x j f ∂ jyk + x j f yk
Γ

l
jk)∂l = X f Y + f ∇XY 2

Lemma 4.09 Ist V (t) ein Vektorfeld längs einer konstanten Kurve c(t) = const = p, so
stimmt D

dt
V überein mit der gewöhnlichen Ableitung von V (t) im Vektorraum TpM.

Beweis: Mit V = vl(∂l)p gilt wegen xk = 0 nun D
dt

V = v̇l
∂l . 2

Beispiel: (flacher Zusammenhang) Ist M offene Teilmenge des Rn und verwenden wir
die identische Funktion als lokale Parametrisierung, so wird durch Γ

l
jk = const.= 0,

der flache Zusammenhang definiert. Dann ist D
dt

V = d
dt

V . ♦

Beispiel: (induzierter Zusammenhang) Ist M ⊆ Rn eine TMF, p ∈M, so ist v ∈ TpR
n

zerlegbar in einen Tangential- und einen Normalanteil: v = vtang + vnorm mit vtang ∈
TpM und vnorm ⊥ TpM. Wir möchten gerne einen Zusammenhang definieren, für den
die kovariante Ableitung gleich dem Tangentialanteil der gewöhnlichen Ableitung
von V (t) im umgebenden Rm ist:

D
dt

V =
(dV

dt

)tang
∈ Tc(t)M.
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Wir berechnen die Koeffizienten Γ
l
jk bezüglich einer lokalen Parametrisierung g :

U ⊆ Rm→M:

∇j∂k =
(

∂
2g

∂u j
∂uk

)tang
= Γ

l
jk∂l ,

d.h. die Γ
l
jk sind die Koeffizienten vom Tangentialanteil von ∂

2g
∂u j

∂u j in der Basis ∂1, . . . ,

∂m. Der durch diese Koeffizienten definierte Zusammenhang ∇ heißt der vom R
n

in der TMF induzierte Zusammenhang. Wir verifizieren, daß tatsächlich obige Glei-
chung gilt. Sei c : I→M mit ċ = xk

∂k ◦ c und V = vl
∂l ◦ c. Dann ist(

d
dt

V
)tang

=
(

v̇l
∂l ◦ c + vk d

dt
(∂k ◦ c)

)tang
= v̇l(∂l ◦ c)+ vk

(
x j(

∂

∂
j
u

∂k)◦ c)
)tang

= v̇l(∂l ◦ c)+ vkx j(Γ
l
jk ◦ c)(∂l ◦ c) = D

dt
V

♦

Definition 4.10 (symmetrischer Zusammenhang) Der Zusammenhang ∇ heißt sym-
metrisch, wenn ∇XY −∇Y X = [X ,Y ] .

Lemma 4.11 Ein Zusammenhang ist genau dann symmetrisch, wenn für seine Koeffizi-
entenfunktionen gilt Γ

l
jk = Γ

l
k j.

Beweis: Sei ∇ symmetrisch. Dann gilt [∂ j,∂k] = 0, also ∇j∂k = ∇k∂ j. Umgekehrt be-
rechnen wir ∇XY −∇Y X = (x j

∂ jyl +x jyk
Γ

l
jk)∂l−(y j

∂ jxl +y jxk
Γ

l
jk)∂l = [X ,Y ] (wobei

die Terme mit den Γ
l
jk einander aufgrund der Symmetrie wegheben). 2

Lemma 4.12 Der induzierte Zusammenhang ist symmetrisch.

Beweis: Ist g : U ⊆ Rn→M eine lokale Parametrisierung, so ist

∇j∂k =
(

∂
2g

∂u j
∂uk

)tang
=
(

∂
2g

∂uk
∂u j

)tang
= ∇k∂ j⇒ Γ

l
jk = Γ

l
k j

2

Lemma 4.13 Ist ∇ symmetrisch, dann gilt für jede C2-Abbildung f : U ⊆ R2 → M,
(u,v) 7→ f (u,v):

D
∂u

(
∂f
∂v

)
=

D
∂v

(
∂f
∂u

)
.

Beweis: Sei ϕ : M → U eine Karte, ∂1, . . . , ∂n Basisfelder und f̃ = ϕ ◦ f die Ko-

ordinatendarstellung von ϕ. Dann hat
∂f
∂u

die Koordinaten
(

∂ f̃ 1

∂u
, . . . ,

∂ f̃ n

∂u

)
, und es

gilt:

D
dv

∂f
∂u

=
(

∂
2 f̃ l

∂u∂v
+

∂ f̃ j

∂u
∂ f̃ k

∂v
Γ

l
jk

)
∂l =

D
du

∂f
∂v
.

2

4.3 Geodätische Parallelverschiebung

Definition 4.14 (Parallelverschiebung) Ist V ein stetiges Vektorfeld längs einer stück-
weise stetig differenzierbaren Kurve c mit D

dt
V = 0 für jedes stetig differenzierbare

Segment von c, dann heißt V Parallelfeld längs c. .
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Bemerkung: Anschaulich bedeutet D
dt

V = 0, daß sich der Vektor V (t) für den

Beobachter an der Stelle c(t) auf der Fläche ‘nicht ändert’. Ist ∇ der induzierte Zu-

sammenhang, dann heißt D
dt

V = 0, daß der Tangentialanteil von
d
dt

V verschwindet,

d.h. die Änderung von V senkrecht auf die Fläche steht. ♦

Satz 4.15 Ist p∈M, Vp ∈ TpM, c : I→M mit c(0) = p, so existiert genau ein Vektorfeld
V (t) längs c mit V (0) = Vp, das ein Parallelfeld ist.

Beweis: Es genügt, die Behauptung für alle C1-Segmente von c zu beweisen, die
vollständig in einer Koordinatenumgebung liegen. Der allgemeine Fall folgt dann
durch mehrmaliges Anwenden des Spezialfalles. In Koordinaten gilt:

V (t) ist Parallelfeld⇐⇒ d
dt

vl + Γ
l
jkx jvk = 0.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für V (t) und hat bei vor-
gegebenen Anfangswert V (0) eine eindeutige Lösung für alle t. 2

Definition 4.16 (geodätische Parallelverschiebung) Sei Vp ∈ TpM und c : I → M eine
Kurve mit c(t0) = p. Es existiert ein eindeutiges Parallelfeld V (t) längs c mit V (t0) =
Vp. Die Abbildung

Ptt1
t0(c) : Tc(t0)M→ Tc(t1)M V (t0) 7→V (t1)

heißt geodätische Parallelverschiebung oder Paralleltransport von t0 nach t1 längs c. .

Lemma 4.17 Ptb
u(v) ist ein linearer Vektorraumisomorphismus, der die folgenden Ei-

genschaften besitzt:

Ptw
v (c)◦Ptv

u(c) = Ptw
u (c)

Ptu
v ◦Ptv

u(c) = Ptu
u(c) = id.

Beweis: Die Lösung einer linearen Differentialgleichung hängt linear von den An-
fangswerten ab, was die Linearität von Ptv

u für eine Kurve zeigt, die innerhalb einer
Koordinatenumgebung liegt. Durch Iteration erreicht man so beliebige Punkte c(t).
Die Aussage über die Verkettung ist klar. 2

Lemma 4.18 Der Paralleltransport längs einer Kurve ist unabhängig von Parameter-
transformationen, d.h. Ptt1

t0(c◦γ) = Ptγ(t1)
γ(t0)(c).

Beweis: Mit ċ = x j
∂ j gilt

DV
dt

= (
dvl

dt
+x jvk

Γ
l
jk ◦c)∂l ,

DV◦γ
dt

= (
dvl ◦γ

dt
γ̇+(x j ◦γ) ·

γ̇ · vk · (Γ
l
jk ◦ c◦γ))∂l . Diese beiden Gleichungen ergeben

γ̇(u)
DV
dt

∣∣∣∣
t=γ(u)

=
D(V ◦γ)

du
.

Wegen γ̇ 6= 0 ist nun DV/dt = 0 äquivalent zu D(V ◦γ)/dt = 0. 2

Es gibt noch einen weiteren, direkten, Zusammenhang zwischen geodätischer Paral-
lelverschiebung und der kovarianten Ableitung:

Lemma 4.19 Ist X(t) ein Vektorfeld längs der Kurve c(t), so ist

DX
dt

(0) = lim
t→0

1
t

(
Pt0

t (c)X(t)−X(0)
)
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Beweis: Sei E1, . . . ,En eine Basis von Tc(0)M und E1(t), . . . ,En(t) die durch geodäti-
sche Parallelverschiebung entstehenden Basis von Tc(t)M. Sei ferner X(t) = xi(t)Ei(t).
Pt0

t ist eine lineare Abbildung, also ist Pt0
t (c)(X(t)) = xi(t)Ei(0). Wir leiten ab:

D
dt

X = ẋi(t)Ei + xi(t) D
dt

Ei
︸ ︷︷ ︸

=0

=⇒ D
dt

X(0) = lim
t→0

xi(t)− xi(0)
t

Ei(0) = lim
t→0

1
t

(
Pt0

t (c)X(t)−X(0)
)
.

2

Definition 4.20 (Holonomiegruppe) Sei C M
p die Menge aller stückweise glatten Kur-

ven c : [0,1]→M mit c(0) = c(1) = p. Sei Up das System der offenen Umgebungen
von p. Dann heißen

Hp := {Pt1
0(c) | c ∈ C M

p } und H∞

p :=
⋂

U∈Up

{Pt1
0(c) | c ∈ C U

p }

die Holonomiegruppe bzw. die lokale Holonomiegruppe von p. .

Satz 4.21 Sind p,q ∈M und ist c : [0,1]→M eine stückweise glatte Kurve mit c(0) =
p und c(1) = q, so ist Hp = Pt1

0(c)−1 ◦Hq ◦ Pt1
0(c), d.h. die Holonomiegruppen von

Punkten derselben Zusammenhangskomponente von M sind zueinander konjugiert.

Beweis: Sei c̄ ∈ C M
q . Dann ist c + c̄ + c−1 ∈

C M
p , wobei c+ c̄+c−1 den Weg symbolisiert,

der entsteht, wenn man zuerst c von p nach
q durchläuft, dann den Weg c̄, und anschlie-
ßend auf c durch Umkehrung des Weges von

q nach p zurückläuft, und abschließend noch
eine Parametertransformation durchführt, so-
daß der entstehende Weg in [0,1] definiert ist.
Ebenso folgt aus c̃ ∈ Hp, daß c−1 + c̃ + c ∈
Hq. 2

4.4 Riemannsche Zusammenhänge

Man möchte gerne, daß der Paralleltransport von Vektoren längs einer Kurve in ei-
ner Riemannschen Mannigfaltigkeit Längen und Winkel nicht ändert. Diejenigen
Zusammenhänge, die dieser Anforderung genügen , heißen Riemannsche Zusam-
menhänge.

Definition 4.22 (Riemannscher Zusammenhang) ∇ heißt Riemannscher Zusammen-
hang, wenn der Paralleltransport längs einer Kurve eine isometrische lineare Abbil-
dung ist, daß also für alle c : I→M und für alle v∈ Tc(a)M gilt, daß ‖Ptb

a(c)v‖= ‖v‖..

Riemannsche Zusammenhänge befolgen eine Produktregel bezüglich der Riemann-
schen Metrik. Dies wird in dem folgenden Lemma genauer beschrieben:

Lemma 4.23 Die folgenden vier Aussagen sind äquivalent:

(i) ∇ ist ein Riemannscher Zusammenhang
(ii) X〈Y,Z〉= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇X Z〉 für alle Vektorfelder X ,Y,Z.
(iii) d

dt
〈V,W 〉 = 〈D

dt
V,W 〉+ 〈V, D

dt
W 〉 für alle Vektorfelder V (t), W (t) längs dersel-

ben Kurve.
(iv) Für eine Parametrisierung gilt ∂kg jl = Γ

i
k jgil + Γ

i
klg ji.

Beweis: (i) =⇒ (iii): Sei E1,p, . . . ,En,p eine ONB in TpM für c(0) = p und Ei(t) ein
Parallelfeld längs c mit Ei(0) = Ei,p. Dann ist E1(t), . . . ,En(t) eine ONB in Tc(t)M.
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Wir setzen V = v jE j, W = w jE j und berechnen 〈V,W 〉 = 〈v jE j, w jE j〉 = ∑
n
j=1 v jw j.

Dann ist

D
dt

V = v̇ jE j + v j D
dt

E j analog D
dt

W = ẇ jE j, =⇒

d
dt
〈V,W 〉=

n

∑
j=1

(v̇ jw j + v jẇ j) = 〈D
dt

V,W 〉+ 〈V, D
dt

W 〉

— (iii) =⇒ (i) Sei V ein Parallelfeld längs einer Kurve. Zu zeigen ist, daß ‖V‖ konstant
ist — dann ist Ptt

0 eine Isometrie: d
dt
〈V,V 〉= 〈D

dt
V,V 〉+ 〈V, D

dt
V 〉= 〈0,V 〉+ 〈V,0〉=

0.
— (iii)⇐⇒ (iv): Wir schreiben ċ = ∑ j x j · ∂ j ◦ c, V = ∑ j v j · ∂ j ◦ c, W = ∑ j w j · ∂ j ◦ c.
und setzen in beide Seiten von (iii) ein:

d
dt
〈V,W 〉= d

dt
(v jwlg jl ◦ c) = (v̇ jwl + v jẇl)g jl ◦ c + v jwlxk(∂kg jl)◦ c

〈D
dt

V,W 〉+ 〈V, D
dt

W 〉= (v̇i + v jxk
Γ

i
k j ◦ c)wlgil ◦ c +(ẇi + vlxk

Γ
i
kl ◦ c)v jg ji ◦ c

Offenbar ist (iv) notwendig und hinreichend für die allgemeine Gültigkeit von (iii).
— (iii) =⇒ (ii): Um (ii) für einen beliebigen Punkt p nachzuweisen, wählen eine
Kurve c mit c(0) = p und ċ(0) = Xp. Dann geht (ii) in (iii) über.
— (ii) =⇒ (iv): Wir setzen X = ∂k, Y = ∂ j, Z = ∂l und erhalten ∂kg jl = 〈Γi

k j∂i,∂l〉+
〈∂ j,Γ

i
kl∂i〉= Γ

i
k jgil + Γ

i
klg ji. 2

Lemma 4.24 Der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit ist ein Rie-
mannscher Zusammenhang.

Beweis: Sei c : I→M eine Kurve und V ein Parallelfeld längs c, d.h.
( d

dt
V
)tang = 0.

Z.z. ist 〈V,V 〉= const. Wir berechen also
d
dt
〈V,V 〉 = 2〈V, d

dt
V 〉 = 2〈V,( d

dt
V )tang〉 =

0. 2

Der folgende Satz ist grundlegend für die Theorie der Riemannschen Zusammen-
hänge:

Satz 4.25 (Der Levi-Cività-Zusammenhang) Ist (M,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum,
dann existiert genau ein symmetrischer Riemannscher Zusammenhang.

Beweis: Wir berechnen ähnlich zu (ii) =⇒ (iv) im Beweis von Lemma 4.23:

∂ig jk = ∂i〈∂ j,∂k〉= 〈∇i∂ j,∂k〉+ 〈∂ j,∇i∂k〉,

∂ j〈∂k,∂i〉= 〈∇j∂k,∂i〉+ 〈∂k,∇j∂i〉,

∂k〈∂i,∂ j〉= 〈∇k∂i,∂ j〉+ 〈∂i,∇k∂ j〉.

Man beachte, daß die unterstrichenen Ausdrücke gleich sind. Wir erhalten

1
2

(∂i〈∂ j,∂k〉+ ∂ j〈∂k,∂i〉−∂k〈∂i,∂ j〉) = 〈∇i∂ j,∂k〉= 〈Γl
i j∂l ,∂k〉= Γ

l
i jglk

=⇒ Γ
l
i j = glk 1

2
(∂ig jk + ∂ jgik−∂kgi j).

D.h. die Koeffizienten Γ
l
jk von ∇ sind durch die Koeffizienten g jk der Metrik be-

stimmt. Umgekehrt können wir die obige Formel zur Definition eines Zusammen-
hanges ∇ benützen. Die Symmetrie von ∇ folgt aus Γ

l
jk = Γ

l
k j. Die Relation (iv) des

Lemma 4.23 folgt direkt aus der Definition der Γ
l
jk, d.h. ∇ ist Riemannsch. 2
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Bemerkung: (geodätische Krümmung) Für den induzierten Zusammenhang einer
(n−1)-dimensionale TMF M⊆Rn und eine Kurve c : I→M haben wir mit c1 = ċ

‖ċ‖ ,
ċ1 = ‖ċ‖κ1c2 = ‖ċ‖(κnn +κgm), m ∈ TpM mit ‖m‖= 1:

D
dt

c1 = ‖ċ‖κgm, ‖D
dt

c1‖= ‖ċ‖κg.

♦

Definition 4.26 (geodätische Krümmung) Für eine Riemannsche MF (M, 〈 , 〉) ist die
geodätische Krümmung einer Kurve c : I→M definiert durch

κg := ‖D
dt

c1‖
/
‖ċ‖

.

Bemerkung: Der induzierte Zusammenhang D
dt

V =
( d

dt
V
)tang ist nach dem Satz

von Levi-Civita durch die Metrik allein bestimmt. Alle Größen, die sich durch 〈 , 〉
und ∇ darstellen lassen, sind nur von der Metrik 〈 , 〉 abhängig.

Insbesondere ist die geodätische Krümmung κg einer Kurve eine solche ‘Größe
der inneren Geometrie’, was aus der früheren Definition nicht ersichtlich war. ♦

4.5 Geodätische Linien
Definition 4.27 (geodätische Linien) Eine Kurve c : I→M mit D

dt
ċ = 0 heißt geodä-

tische Linie. .

Für eine geodätische Linie gilt ‖ċ‖= const., denn das Tangential-Vektorfeld von c ist
ein Parallelfeld längs c. Weiters ist κg = 0.

Bemerkung: Alternativ kann man eine geodätische Linie so definieren, daß sie eine
Parametrisierung besitzt mit D

dt
c1 = 0, bzw. daß, wenn man sie nach der Bogenlänge

parametrisiert, D
dt

ċ = 0. Dies ist äquivalent zu D
dt

ċ(t) = λ(t)ċ(t) (vgl. Bsp. 5.04). ♦

Wir leiten eine Differentialgleichung für geodätische Linien in lokalen Koordina-
ten her: Sei ϕ : M→U eine Karte und c : I→M eine Kurve. Sei die Koordinatendar-
stellung der Kurve c durch ϕ◦c = (x1(t), . . . ,xn(t)) gegeben. Dann hat das Vektorfeld
ċ die Koordinatendarstellung dϕ◦ ċ = c̃ = (ẋ1(t), . . . , ẋn(t)). c ist eine geodätische Li-
nie, wenn

dϕ( D
dt

ċ) = (ẍl + Γ
l
jkẋ j ẋk)∂l = 0 längs c̃.

D.h. die Koeffizientenfunktionen x1, . . . ,xn einer geodätischen Linie erfüllen ein Sy-
stem von Differentialgleichungen 2. Ordnung. Dieses ist äquivalent zu dem folgen-
den System von Differentialgleichungen 1. Ordnung:

ẋl = yl

ẏl =−∑
j,k

y jyk
Γ

l
jk(x1, . . . ,xn)

Bemerkung: (geodätischer Fluß) Sei M eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit und ϕ : U ⊆
M→ Rn eine Karte. Wir betrachten das Vek-

torfeld G̃(x,y) im R
2n, das durch

(y1, . . . ,yn,−Γ
1
jk(x)y jyk, . . . ,−Γ

n
jk(x)y jyk)
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gegeben ist. Ist (x(t),y(t)) eine Integralkurve
von G̃, so interpretieren wir diese als Koordi-
natendarstellung dϕ◦ ċ des Tangentialvektor-
feldes einer geodätischen Linie c(t) in M. Ist
c(0) = p und ċ(0) = v, so schreiben wir für
den Tangentialvektor ċ(t) auch FlG((p,v), t).

Wir haben damit Koordinaten im Tan-
gentialbündel als abstrakter differenzierbarer
Mannigfaltigkeit eingeführt, ein Vektorfeld G
in T M definiert, und seinen Fluß FlG betrach-
tet. ♦

Lemma 4.28 Sind c1 und c2 geodätische Linien mit c1(0) = c2(0) = p und ċ1(0) = v,
ċ2(0) = κv, dann gilt

c1(κt) = c2(t)

Für jedes p∈M existiert ein ε> 0 und eine Umgebung U von p, sodaß für q∈U , ‖v‖<ε
und |t|< 2 die geodätische Linie c(t) mit c(0) = q und ċ(0) = v definiert ist.

Beweis: Ist c1 geodätische Linie, so auch c1(t) = c1(κt), denn

ċ1(t) = κċ1(κt), D
dt

ċ1(t) = κ2 D
dt

ċ1.

Damit sind c1 und c2 geodätische Linien mit denselben Anfangsbedingungen bei
t = 0, nach Satz A.18 also gleich.

Aus Satz Satz A.18 folgt, daß es δ1, δ2, und eine offene Umgebung U von q gibt,
sodaß die geodätische Linie c1(t) mit Startwerten (q,v1) mit q ∈ U , ‖v′‖ < δ1 im
Intervall (−δ2, δ2) definiert ist.

Wählen wir nun ε < δ1δ2/2, so ist nach dem 1. Ergebnis die geodätische Linie
c2(t) mit Startwerten (q,v) mit ‖v‖< ε im Intervall (−2,2) definiert, denn mit v =
v′δ2 gilt c2(t) = c1(δ2t). 2

Definition 4.29 (Exponentialabbildung) Die Abbildung

exp
p

: D⊆ TpM→M

ordnet einem Tangentialvektor v ∈ TpM den Punkt c(1) der geodätischen Linie c mit
c(0) = p, ċ(0) = v zu. .

Folgerung: Für die geodätische Linie c(t) mit c(0) = p und ċ(0) = v gilt c(t) =
expp(tv).

Für jedes p ∈M gibt es ein ε > 0, sodaß expp(v) für ‖v‖< ε sicher definiert ist.

Beweis: Dies sind andere Formulierungen der beiden Aussagen von Lemma 4.28. 2

Lemma 4.30 Lokal um (p,0) ist expp ein Diffeomorphismus aus TpM nach M. Iden-
tifizieren wir TpM mit seinem Tangentialvektorraum bei 0, so ist das Differential der
Exponentialabbildung bei 0 ist die Identität:

(d exp
p

)0 : TpM→ TpM; (d exp
p

)0(v) = v.

Beweis: Wir greifen auf die Definition von ‘Differential’ zurück. Um (d expp)0(v)
zu bestimmen, wählen wir eine Kurve d(t) in TpM mit d(0) = 0 und ḋ(0) = v (z.B.
d(t) = tv) und leiten die Bildkurve expp(d(t)) = expp(tv) bei t = 0 ab. Jene ist genau
die geodätische Linie c(t) mit c(0) = p und ċ(0) = v, also ist

(d exp
p

)0(v) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

exp
p

(tv) = v.

Demnach ist (d expp)0 = idTpM , und nach dem Satz über die Umkehrfunktion ist
expp lokal um 0 ein Diffeomorphismus. 2
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Bemerkung: (Normalkoordinaten) Wählen wir eine Basis E1, . . . ,En in TpM, so
können wir die Abbildung (x1, . . . , xn) 7→ expp(xiEi) als lokale Parametrisierung
einer Umgebung von p verwenden.

Nachdem die geodätischen Linien durch p in dieser Koordinatendarstellung die
Gestalt (c1, . . . , cn) = (t · v1, . . . , t · vn) besitzen, liefert die Differentialgleichung der
geodätischen Linien für t = 0 die Gleichung ċ j ċk

Γ
l
jk = 0, für alle ċi. Daher ist Γ

l
jk(p)

= 0.
Ist E1, . . . ,En eine Orthonormalbasis, so ist wegen (d expp)0 = idTpM auch g jk(p)

= δ jk. ♦

Satz 4.31 Für alle x ∈ M existiert eine Umgebung U ⊆ M mit x ∈ U , so daß je zwei
Punkte p,q ∈ U durch eine geodätische Linie c(t) mit c(0) = p, c(1) = q verbunden
werden können, und so, daß die Anfangswerte c(0) und ċ(0) in differenzierbarer Weise
von den Randwerten c(0) = p, c(1) = q abhängen.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung F :
T M → M × M, (p,v) 7→ (p,expp(v)), d.h.
die Abbildung ‘Anfangswerte 7→ Randwer-
te’ einer geodätischen Linie. Zu zeigen
ist, daß F−1 existiert und differenzierbar
ist. Wir verwenden eine Karte Karte ϕ:

(p,v) F−−−−−→ (p,expp(v))

dϕ
y yϕ×ϕ

R
n×Rn F̃−−−−−→ R

n×Rn

und bestimmen die Matrizen von dF̃(p,0):

dF̃(0,0) =
[ idRn 0

idRn (d ẽxpp)0

]
=
[ idRn 0

idRn idRn

]
Hier ist ẽxpp = ϕ◦ expp ◦dϕ−1

p . Demnach ist
F̃ ein lokaler Diffeomorphismus und es exi-
stiert ein W̃ ⊆ Rn, sodaß W̃ ×W̃ eine offene
Umgebung von ϕ×ϕ (F(x,0)) und F̃−1 in
W̃ ×W̃ ein Diffeomorphismus ist. Setze dann
U = ϕ−1(W̃ ). 2

Definition 4.32 (geodätische Sphäre) Die Menge expp(r Sn−1) heißt geodätische Sphäre
vom Radius r um den Punkt p. .

Satz 4.33 (Lemma von Gauß) Die geodätischen Sphären sind für alle Radien orthogonal
zu den vom Mittelpunkt ausgehenden geodätischen Linien.

Beweis: Sei v(t) ∈ TpM, mit ‖v(t)‖= 1, d.h. v(t) ist eine Kurve in der Einheitssphäre
Sn−1 ⊆ TpM. Sei f (r, t) = expp(r v(t)). Die Kurven t = const sind geodätische Linien,

also ist
D
∂r

∂f
∂r

= 0. Zu zeigen ist
〈

∂f
∂r
,

∂f
∂t

〉
= 0.

〈
∂f
∂r
,

∂f
∂r

〉
= 1 =⇒ 0 =

∂

∂t

〈
∂f
∂r
,

∂f
∂r

〉
= 2
〈

D
dt

∂f
∂r
,

∂f
∂r

〉
;

∂

∂r

〈
∂f
∂r
,

∂f
∂t

〉
=
〈D

∂r
∂

∂r
,

∂f
∂t

〉
+
〈

∂f
∂r
,

D
∂r

∂f
∂t

〉
=
〈

∂f
∂r
, D

dt
∂f
∂t

〉
= 0

=⇒
〈

∂f
∂r
,

∂f
∂t

〉
=
〈

∂f
∂r
,

∂f
∂t

〉∣∣∣∣
r=0

= 0 wegen f (0, t) = p = const.
2

Lemma 4.34 Sei c(t) = expp(r(t)v(t)) mit ‖v(t)‖= 1 und r(t)> 0, d.h. c ist eine Kurve
mit ‘geodätischen Polarkoordinaten’ r(t), v(t). In einer Umgebung von p gilt

Lb
a(c)≥ |r(b)− r(a)|

mit Gleichheit genau dann, wenn v(t) = const. und r(t) monoton.
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Beweis: Sei f (r, t) = expp(r v(t)). Dann ist c(t) = f (r(t), t), ċ(t) = ṙ
∂f
∂r

+
∂f
∂t

und

〈∂f
∂r
,

∂f
∂r
〉= 1. Es folgt, daß

Lb
a(c) =

∫ b

a

〈
ċ, ċ
〉 1

2 dt =
∫ b

a
|ṙ|
(〈

∂f
∂r
,

∂f
∂r

〉
+
〈

∂f
∂t
,

∂f
∂t

〉) 1
2 dt

≥
∫ b

a
|ṙ|dt≥ |

∫ b

a
ṙ dt|= |r(b)− r(a)|,

wobei in der Ungleichungskette Gleichheit genau dann gilt, wenn 〈∂f
∂t
,

∂f
∂t
〉= 0 und

ṙ keinen Vorzeichenwechsel besitzt, d.h. genau dann, wenn v(t) = const und r(t)
monoton wachsend ist. 2

Bemerkung: Der obige Satz gilt offenbar auch für stückweise stetig differenzierbare
r,v. ♦

Satz 4.35 Für alle p∈M existiert eine Umgebung W ⊆M, so daß es für alle q,r∈W eine
eindeutige kürzeste Verbindung gibt. Diese ist eine von q,r in differenzierbarer Weise
abhängige geodätische Linie.

Beweis: Wir betrachten eine Umgebung W
von p, wo nach Satz 4.31 für alle q,r ∈W die
geodätische Linie expq(tv) mit v = exp−1

q (r)
in differenzierbarer Art und Weise von q und
r abhängt. Wähle nun eine Umgebung W ⊆W
so klein, daß ein δ existiert, so daß expq(v)
für ‖v‖ < δ sicher definiert ist, und daß W ⊆
expp({v∈ TpM | ‖v‖< δ/2}). Nach Konstruk-
tion ist die Entfernung jedes Punktes von W
bis p ≤ δ/2, d.h. die Entfernung von je 2
Punkten in W ist < δ.

Jede von q ausgehende Kurve hat an-
fangs die Form c(t) = expq(ρ(t)v(t) (zumin-

dest solange ρ(t) < δ). Dann ist nach Lem-
ma 4.34 Lt

0(c) ≥ |ρ(t)| solange ρ(t) < δ, an-
sonsten Lt

0(c) ≥ δ, denn jede Kurve muß an-
fangs die expq-Bilder der konzentrischen Ku-
geln ρ ·Sn−1 in TqM überqueren.

Nachdem je 2 Punkte q,r von W durch
eine Kurve der Länge < δ verbunden wer-
den können, diese Kurven daher ganz von der
obigen Form sind, kann man wieder Lem-
ma 4.34 anwenden: Die kürzeste Verbindung
von p nach q ist die oben erwähnte radia-
le geodätische Linie, und man hat d(p,q) =
‖exp−1

q (r)‖. 2

Satz 4.36 Gibt es eine kürzeste Verbindung von zwei Punkten p,q∈M in der Klasse der
stückweise differenzierbaren Kurven, so ist diese (i) glatt und (ii) eine geodätische Linie.

Beweis: Eine solche kürzeste Verbindung muß zwischen je 2 ihrer Punkte die kür-
zeste Verbindung sein. Nach Satz 4.35 ist sie zwischen 2 genügend nahen Punkten
differenzierbar und eine geodätische Linie. 2

Bemerkung: “Lange” geodätische Linien müssen keine kürzesten Verbindungen
sein. Vgl. Satz 5.23. ♦

4.6 Die erste Variation der Energie E1
0(c) einer Kurve

Definition 4.37 (Variation) Sei cu eine differenzierbare Schar von stückweise stetig

differenzierbaren Kurven cu : [0,1]→M mit cu(0) = p, cu(1) = q. Es sei
∂cu

∂t
∈C1[0,1]

und
∂cu

∂u
∈C[0,1]. cu heißt Variation von c0, und V (t) =

∂cu

∂u

∣∣
u=0 heißt das Variati-

onsvektorfeld. .
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0(c) einer Kurve

Definition 4.38 (erste Variation der Energie, kritischer Punkt)

d
du

∣∣∣∣
u=0

E1
0 (cu) =

d
du

∣∣∣∣
u=0

∫ 1

0
〈ċu(t), ċu(t)〉dt

heißt die erste Variation der Energie der Schar cu. c ist kritischer Punkt des Funk-
tionals E, wenn für alle Variationen cu mit c0 = c die erste Variation der Energie
verschwindet. .

Lemma 4.39 Für eine stückweise C2-Kurve c : [0,1]→ M seien 0 = t0 < t1 < · · · <
tn−1 < tn = 1 die Stellen, wo c nicht C2 ist. Dann bezeichnen wir mit ċ+(ti) und c−(ti)
den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von ċ. Sei cu eine Variation von c mit Va-
riationsvektorfeld V . Dann gilt

1
2

d
du

∣∣∣∣
u=0

E1
0 (cu) =−

∫ 1

0

〈
V, D

dt
ċ
〉

dt−
n

∑
i=1

〈
V, ċ+

0 (ti)− c−0 (ti)
〉
.

Beweis: Differentiation von E =
∫
〈ċ, ċ〉dt ergibt

dE
du

=
∫

∂

∂u
〈ċ, ċ〉dt :

∂

∂u
〈ċ, ċ〉 = 2〈 D

∂u
∂cu

∂t
,

∂cu

∂t
〉= 2〈D

∂t
∂cu

∂u
,

∂cu

∂t
〉

∂

∂t
〈∂cu

∂u
,

∂cu

∂t
〉 = 〈D

∂t
∂cu

∂u
,

∂cu

∂t
〉+ 〈∂cu

∂u
,

D
∂t

∂cu

∂t
〉

=⇒ 1
2

∫ ti+1

ti

∂

∂u
〈ċ, ċ〉dt = 〈∂cu

∂u
,

∂cu

∂t
〉
∣∣∣ti+1

ti,u=0
−
∫ ti+1

ti
〈∂cu

∂u
, D

dt
ċ〉
∣∣∣
u=0

dt.

Summation über i = 0, . . . ,n−1 liefert die Behauptung. 2

Satz 4.40 Die kritischen Punkte für das Funktional E1
0 in der Klasse der stückweise C2-

Kurven, die zwei Punkte p und q miteinander verbinden, sind genau die geodätischen
Linien (d.h. erfüllen die Gleichung D

dt
ċ = 0 und sind bereits C2-Kurven).

Beweis: Sei c : I → M eine stückweise C2-Kurve, die p mit q verbindet. Ist cu eine

Variation, so sei V (t) =
∂cu

∂u

∣∣∣
u=0

das Variationsvektorfeld. Ist V (t) gegeben, so ist

cu(t) = expc(t)(u ·V (t)) eine Variation mit Variationsvektorfeld V .
Ist c geodätische Linie, so folgt aus Lemma 4.39, daß die 1. Variation der Energie

unabhängig von V verschwindet.
Sei umgekehrt c ein kritischer Punkt des Energiefunktionals und seien 0 = t0 <

t1 < · · ·< tn−1 < tn = 1 die Stellen, wo c nicht C2 ist. Wähle f : I→R+
0 mit Nullstellen

genau in den ti, und setze V (t) = f (t) · D
dt

ċ(t). Dann folgt

dE
du

∣∣∣∣
u=0

=−
∫ 1

0
f (t)
〈

D
dt

ċ, D
dt

ċ
〉

dt = 0 =⇒ D
dt

ċ = 0.

D.h. c muß geodätische Linie sein, wo c C2 ist. Wähle nun V (t) so, daß V (ti) =
ċ+(ti)− ċ−(ti) und ansonsten beliebig.

dE
du

∣∣∣∣
u=0

=−
n−1

∑
i=1

〈
ċ+(ti)− ċ−(ti+1), ċ+(ti)− ċ−(ti+1)

〉
= 0

=⇒ ċ+(ti) = ċ−(ti+1), d.h. c∈C1[0,1]. Nachdem geodätische Linien durch Wert und
Ableitungsvektor an 1 Stelle eindeutig bestimmt sind, sind C1-Kurven, die stückweise
geodätische Linien sind, eine einzige geodätische Linie. 2
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Folgerung: Kurven, die nach Umparametrisierung geodätische Linien werden, sind
genau die kritischen Punkte des Funktionals L1

0: Wähle eine Parametrisierung mit
〈ċ, ċ〉 = const. =⇒ (L1

0)2 = E1
0 .

4.7 Vollständigkeit
Wir verwenden Def. 1.39 auch für Riemmansche Mannigfaltigkeiten, um den Ab-
stand zweier Punkt zu definieren.

Lemma 4.41 (M,d) ist ein metrischer Raum, wenn M zusammenhängend ist.

Beweis: Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar. Wir müssen noch d(p,q)
= 0 =⇒ p = q zeigen. Dies folgt direkt aus Lemma 4.34, denn alle Kurven von p
nach q müssen die kleinen geodätischen Sphären um p durchqueren. 2

Lemma 4.42 Die Topologie von M stimmt der von der Metrik induzierten überein.

Beweis: Wir überdecken M durch Karten
expp für alle p ∈M. Eine Basis der Topologie
von M sind alle ϕi-Urbilder von B(0,ε)⊆ Rn

mit ε < ε0
p. Eine Basis der metrischen Topo-

logie sind alle B(p,ε) ⊆ M im Sinne der Me-
trik für ε< ε1

p. Wegen Lemma 4.34 sind diese
Mengen für geeignet gewählte ε0

p = ε1
p diesel-

ben. 2

Definition 4.43 (geodätisch vollständig) (M, d) heißt geodätisch vollständig, falls jede
geodätische Linie beliebig weit fortsetzbar ist (dann ist insbesondere expp für alle
v ∈ TpM definiert). .

Wir kommen nun zu einem grundlegenden Satz betreffend die Vollständigkeit von
Riemannschen Räumen. Seine Aussage ist die Äquivalenz von drei Eigenschaften
eines Riemannschen Raumes (M,〈 , 〉), von denen sich eine auf M als metrischen
Raum, die zweite auf Riemannsche Geometrie, und die dritte auf die Topologie von
M bezieht.

Satz 4.44 (Satz von Hopf und Rinow) Sein (M,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum mit der
oben definierten Metrik d. Von den folgenden vier Eigenschaften

(i) (M,d) ist ein vollständiger metrischer Raum
(ii) (M,〈 , 〉) ist geodätisch vollständig
(iii) M hat die Heine-Borel-Eigenschaft
(iv) Je zwei Punkte p,q ∈M können durch eine minimale geodätische Linie verbun-

den werden

sind (i)–(iii) äquivalent und implizieren (iv).

Beweis: (ii)=⇒(iv): Sei S = expp(ρSn−1) eine kleine geodätische Sphäre um p, und sei
r der Punkt von S mit minimalem Abstand von q =⇒ R := d(p,q) = ρ+ d(S,q) =
ρ+ d(r,q) =⇒ d(r,q) = R−ρ.

Sei r = c(ρ) mit c(t) = exp(tv) (wobei ‖v‖= 1), und I = {t | d(c(t),q) = R− t}. I
ist abgeschlossen und ρ ∈ I. Sei t0 = max I, p′ = c(t0). Wir wollen t0 = R zeigen, denn
dann ist d(c(t0),q) = R−R = 0 und c(t0) = q, d.h. es existiert eine geodätische Linie,
die p mit q verbindet, und deren Bogenlänge gleich d(p,q) ist.

Jedenfalls ist d(p′,q) = R− t0. Im Falle t0 < R seien S′,ρ′,r′ analog zu S,ρ,r de-
finiert, und es ist d(p′,r′) = ρ′, d(r′,q) = (R− t0)− ρ′ analog zu oben, und wei-
ters ist d(p,r′) ≤ d(p, p′) + ρ′ ≤ t0 + ρ′. Aus d(p,r′) < t0 + ρ′ würde folgen, daß
d(p,q)≤ d(p,r′)+d(r′,q)< t0 +ρ′+R−t0−ρ′= R, d.h. es ist sogar d(p,r′) = t0 +ρ′.
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Eine Kurve der Länge t0 +ρ′, die p mit r′ verbindet, ist die gebrochene geodätische
Linie von p über p′ nach r′. Wegen Satz 4.36 ist diese Kurve (weil kürzeste Verbin-
dung) eine nicht gebrochene geodätische Linie, d.h. c(t0 +ρ′) = r′ und t0 +ρ′ ∈ I. Das
ist ein Widerspruch zu t0 = max(I). 2
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Beweis: (i)=⇒(ii): Sei c(t) Geodätische und
t0 = sup{t | c(t) definiert}. Wir wollen aus
t0 < ∞ einen Widerspruch herleiten. Bei t0 <
∞ ist x j := c(t0−2− j) Cauchyfolge mit Limes
x. Wähle eine Umgebung von x wo die geo-
dätischen Linien die kürzesten Verbindungen
sind, und expp(v) für ‖v‖ < δ jedenfalls defi-
niert ist. Für ein x j mit d(x j,x)< δ/2 stimmt
die kürzeste Verbindung zwischen x j und
x j+1 mit c(t0−2− j + t) = expx j

(t ·v) überein,
was jedoch auch für t > δ/2 definiert ist, d.h.
c(t) ist auch für t > t0 definiert.

(ii)=⇒(iii): Sei B⊆M beschränkt und ab-
geschlossen. Es existieren R, p mit d(p,x)≤ R

für alle x ∈ B. (ii)=⇒(iv) wurde bereits ge-
zeigt, also existieren geodätische Linien der
Länge < R von p nach x, d.h. B ⊆ expp({v |
‖v‖ ≤ R}). Abg. Vollkugeln sind kompakt,
deren stetige Bilder ebenfalls, desgleichen
abgeschlossene Teilmengen von kompakten
Mengen. D.h. B ist kompakt.

(iii)=⇒(i): Sei x j Cauchyfolge, und sei
|x j − xk| < ε für alle j,k ≥ n0. Dann ist
{x j | j ≥ n0} in der kompakten Menge {x |
d(x,xn0 ) ≤ ε} enthalten und hat dort nach
Satz A.37 einen Häufungspunkt, der wegen
Satz A.22 der Limes der Folge x j ist. 2

Beispiel: Ist M kompakt, oder M ⊆ Rn abgeschlossen, so erfüllt M die Bedingung
(iii) des Satzes von Hopf und Rinow. Dann lassen sich je zwei Punkte durch eine
minimale geodätische Linie miteinander verbinden. Z.B. hat jede Fläche im R

n, die
durch eine Gleichung F(x1, . . . ,xn) = 0 definiert ist, diese Eigenschaft. ♦

4.8 Zerlegung der Eins und Integration
Definition 4.45 (Integral) Sei (M,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum und ϕ : U ⊆M→
R

n eine Karte. Seien g jk die dazugehörigen Koeffizienten der Metrik. Hat f : M→R
die Eigenschafft supp( f )⊆U und die Koordinatendarstellung f̃ = f ◦ϕ−1, dann ist∫

M
f dO :=

∫
ϕ(U)

f̃
√

det(g jk)du1 . . .dun. .

Lemma 4.46
∫

M f dO ist wohldefiniert, d.h. unabhängig von der Karte.

Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 1.44.

Definition 4.47 (Zerlegung der Eins) Ist (Ui)i∈I eine Überdeckung von M und sind
( f j) j∈J Funktionen f j : M→ R, dann heißt ( f j) eine Zerlegung der Eins zu dieser
Überdeckung, wenn gilt:

1. f j ≥ 0 in M, ∀ j ∃i : supp( f j)⊆Ui, und supp( f j) ist kompakt;

2. jedes p ∈ M besitzt eine Umgebung W , in der nur endlich viele f j nicht ver-
schwinden;

3. ∑ f j = 1. .

Definition 4.48 (Integral) Ist f : M→ R und ist ( f j) j∈J eine zu einer Überdeckung
aus Kartenumgebungen gehörige Zerlegung der Eins, so ist∫

M
f dO := ∑

j∈J

∫
f · f j dO.

.

Lemma 4.49 Diese Definition ist von der Auswahl der f j unabhängig.

Beweis: Seien f j und f̄k Zerlegungen der Eins ( j ∈ J, k ∈ K), so ist ∑ j
∫

f f j =
∑ j,k

∫
f f j fk = ∑k

∫
f fk. 2

Der folgende Satz gilt genau dann, wenn M parakompakt ist. Für kompaktes M ist
der Beweis nicht schwierig.

Satz 4.50 Für jedes M und alle offenen Überdeckungen gibt es eine dazugehörige C∞-
Zerlegung ( f j) j∈J der Eins (r = 1, . . . ,∞). Ist M kompakt, so ist J endlich.
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Beweis: (für kompaktes M): Sei α(x) = 0 für
x ≤ 0 und α(x) = e−1/x2

sonst. Sei β(x) =
α(x)/(α(x)+α(1− x)), und γ(x) = β(2− x).
Dann ist γ(x) = 1 für x≤ 1, 0 < γ(x)< 1 für
1< x< 2, und γ(x) = 1 für x≥ 2. α, β und γ
sind C∞.

Wir bezeichnen mit B die offene Ein-
heits-Vollkugel im R

n. Für alle x ∈M gibt es
Umgebungen Ux,Vx und eine Karte ϕx, so-

daß ϕx(x) = 0, ϕx(Vx) = 3B, ϕx(Ux) = B, und
so, daß Vx in einer der Mengen der gegebe-
nen Überdeckung enthalten ist. Sei f̃x(y) =
γ(‖ϕx(y)‖) innerhalb von Vx und f̃x(y) = 0
sonst. Dann ist f̃x in ganz M definiert und C∞.

Endlich viele Ux j überdecken M. Sei f̃ =

∑ f̃x j und f j = f̃x j/ f̃ . Dann ist { f j} eine
zur gegebenen Überdeckung gehörige C∞-
Zerlegung der Eins. 2

Daraus folgt ohne Mühe eine schwächere Version des Einbettungssatzes von Whit-
ney:

Satz 4.51 Ist M kompakt, so existiert eine Einbettung g : M→ Rm.

Beweis: Wir verwenden die Bezeich-
nungen aus dem Beweis zu Satz 4.50,
nur verwenden wir die Indizes 1, . . . ,r
anstelle der Indizes x1, . . . ,xr. g :
M → R

nr+r ist definiert durch g(x) =
( f̃1(x)ϕ1(x), . . . , f̃r(x)ϕr(x), f̃1(x), . . . , f̃r(x)).

g ist regulär, denn das j-te Koordinaten-n-tu-
pel von g für sich genommen ist in U j regulär.
g ist injektiv, denn aus f̃ j(x) = f̃ j(x′) = 1 folgt
x,x′ ∈U j, und dort ist ϕ j injektiv. Nach Satz
3.15 ist g eine Einbettung. 2
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5. Kapitel

Krümmung in Riemannschen Räumen

5.1 Der Riemannsche Krümmungstensor
Definition 5.01 (Riemannscher Krümmungstensor) Sei (M,〈 , 〉) eine Riemannsche
MF und seien X ,Y,Z Vektorfelder auf M. Dann heißt die Abbildung R, definiert
durch

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z + ∇[X ,Y ]Z,

der Riemannsche Krümmungstensor. Er weist X ,Y,Z das Vektorfeld R(X ,Y )Z zu. .

Diese Definition sieht zunächst recht unanschaulich aus. R(X ,Y ) ist offenbar ein
Differentialoperator 2. Ordnung für Vektorfelder Z. Wir werden jedoch zeigen, daß
R trilinear ist und (R(X ,Y )Z)p nur von Xp, Yp, Zp abhängt (d.h. daß R ein Tensorfeld
ist).

Später werden wir einige geometrische Interpretationen von R kennenlernen. Es
wird sich z.B. herausstellen, daß für eine 2-Fläche im R

3 R(X ,Y )Z = K ·det(X ,Y ) ·Z⊥
gilt.

Lemma 5.02 Für Funktionen f ,g : M → R gilt R( f X1 + gX2, Y )Z = f R(X1, Y )Z +
gR(X2,Y )Z, und analog für Y und Z (d.h. R ist ein (3,1)-Tensorfeld), und (R(X ,Y )Z)p
hängt nur von Xp,Yp,Zp ab.

Lemma 5.03 Für Vektorfelder X ,Y und Funktionen f : M→R gilt [ f X ,Y ] = f [X ,Y ]−
(Y f )X

Beweis: [ f X ,Y ]g = ( f X)(Y g)− (Y (( f X)g) = f XY g− (Y f )(Xg)− f (Y Xg). 2

Beweis: (von Lemma 5.02) Die Additivität folgt direkt aus der Definition. Wir
berechnen

R( f X ,Y )Z = ∇Y ∇f X Z−∇f X ∇Y Z + ∇[ f X ,Y ]Z

= ∇Y ( f ∇X Z)− f ∇X ∇Y Z + ∇f [X ,Y ]−(Y f )X Z

= (Y f )∇X Z + f ∇Y ∇X Z− f ∇X ∇Y Z + f ∇[X ,Y ]Z− (Y f )∇X Z

= f R(X ,Y )Z.

Analog zeigt man R(X ,gY )Z = gR(X ,Y )Z.

R(X ,Y )(hZ) = ∇Y ∇X (hZ)−∇X ∇Y (hZ)+ ∇[X ,Y ](hZ)

= ∇Y (Xh Z−h∇X Z)− [. . . ]+ [X ,Y ]h Z + h∇[X ,Y ]Z

= Y XhZ + Xh∇Y Z−Y h∇Y ∇X Z−h∇Y ∇X Z− [. . . ]+ (′′)
= hR(X ,Y )Z.
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In einem lokalen Koordinatensystem mit der Karte ϕ : M→U seien X = xi
∂i, Y =

y j
∂ j und Z = zk

∂k. Wir setzen R(∂i,∂ j)∂k = Rl
i jk∂l und erhalten

R(X ,Y )Z = xiy jzkR(∂i,∂ j)∂k = xiy jzkRl
i jk∂l .

2

Definition 5.04 (Koeffizienten des Krümmungstensors) Ist ϕ eine Karte, so heißen die
dazugehörigen Funktionen Rl

i jk die Koeffizienten des Riemannschen Krümmungsten-
sors bezüglich ϕ. .

Bemerkung: Die Schreibweise R(X ,Y )Z anstelle von R(X ,Y,Z) kommt von der In-
terpretation von R als einer Vereinigung von linearen Abbildungen R(Xp,Yp) : TpM→
TpM, Zp 7→ R(Xp,Yp)Zp oder bilinearen Abbildungen R : TpM×TpM→ End(TpM).♦

Beispiel: Wir berechnen die Koeffizienten des Krümmungstensors des Levi-Civita-
Zusammenhangs:

Rl
i jk∂l = R(∂i,∂ j)∂k = ∇j∇i∂k−∇i∇j∂k = ∇j(Γ

r
ik∂r)−∇i(Γ

r
jk∂r)

= (∂ jΓ
l
ik + Γ

r
ikΓ

l
jr−∂iΓ

l
jk−Γ

l
irΓ

r
i j)∂l .

Ist ∇ der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit, und g eine lokale
Parametrisierung, dann sind die dazugehörigen Koeffizienten Rl

i jk gegeben durch

Rl
i jk∂l =

(
∂

∂ j

( ∂
2g

∂ui
∂uk

)tang− ∂

∂i

( ∂
2g

∂u j
∂uk

)tang
)tang

.
♦

5.2 Wegabhängigkeit der Parallelverschiebung
Wir kommen nun zu einer geometrischen Deutung des Krümmungstensors. Ver-
schiebt man einen Vektor auf einer Fläche bzw. in einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit parallel, so erhält man für zwei verschiedene Wege zwei verschiedene Resul-
tate. Diese Wegabhängigkeit der geodätischen Parallelverschiebung spiegelt gerade
die Krümmung der Fläche bzw. Riemannschen Mannigfaltigkeit wieder. Wir zeigen
zuerst ein technisches Lemma über die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihen-
folge bei Vektorfeldern.

Lemma 5.05 Für ein Vektorfeld Z(u, t) längs f (u, t) gilt

D
∂t

D
∂u

Z− D
∂u

D
∂t

Z = R
(

∂f
∂u
,

∂f
∂t

)
X .

Lemma 5.06 Sind N ⊆ M Mannigfaltigkeiten, p ∈ N, und ist X ein in N definiertes
Vektorfeld, so gibt es lokal um p ein in M definiertes Vektorfeld X̃ , das X fortsetzt.

Beweis: Ist M = Rm, N der Unterraum xn+1 = · · · = xm = 0, und hat das Vektorfeld
die Gestalt X = X(x1, . . . ,xn), so löst X̃(x1, . . . ,xm) = X(x1, . . . ,xn) das Problem.

Der allgemeine Fall kann durch einen Diffeomorphismus auf diesen speziellen
Fall zurückgeführt werden (nach Definition von “TMF”). 2

Beweis: (von Lemma 5.05) Ist f regulär und sein Bild lokal eine 2-dimensionale

Teilmannigfaltigkeit, so kann man
∂f
∂u

,
∂f
∂t

, und Z nach Lemma 5.06 zu Vektorfeldern

X , Y , Z in M fortsetzen. Für eine skalare Funktion g mit g̃(u,v) = g( f (u,v)) gilt dann
Xg = ∂g̃/∂u und Y g = ∂g̃/∂v. Nach dem Satz von Schwarz gilt [X ,Y ]g = 0 in den
Punkten f (u,v), und die Definition von R liefert das Resultat. Ansonsten (wenn f
nicht regulär ist) muß man eine längere Rechnung durchführen.1)

2

1)M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, p. 98f.
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Satz 5.07 Sei f : U ⊆R2→M eine reguläre Abbildung mit f (0,0) = p,
∂f
∂u

(0,0) = Xp

und
∂f
∂v

(0,0) = Yp. Wir bezeichnen mit Ptu′,v0
u,v0

die geodätische Parallelverschiebung längs

der u-Linie von (u,v0) bis (u′,v0) und mit Ptu0,v′
u0,v die geodätische Parallelverschiebung

längs der v-Linie von (u0,v) bis (u0,v′). Dann ist

R(Xp,Yp)Zp = lim
s,t→0

1
st

(
Pt0,0

0,s Pt0,s
t,s Ptt,s

t,0 Ptt,0
0,0Zp−Zp

)
Beweis: Sei Z(s, t) ein beliebiges Vektorfeld, das Zp = Z(0,0) fortsetzt. Nach Lemma
4.19 ist

D
∂v

D
∂u

Z = lim
s→0

1
s

(
Pt0,0

0,s
D
∂u

Z(0,s)− D
∂u

Z(0,0)
)

= lim
s→0

1
s

[
Pt0,0

0,s

(
lim
t→0

1
t
(Pt0,s

t,s Z(t,s)−Z(0,s))
)
− lim

t→0

1
t
(Pt0,0

t,0 Z(t,0)−Z(0,0))
]

= lim
s,t→0

1
st

(Pt0,0
0,s Pt0,s

t,s Z(t,s)−Pt0,0
0,s Z(0,s)−Pt0,0

t,0 Z(t,0)+ Z(0,0));

und analog
D
∂u

D
∂v

Z = lim
s,t→0

1
st

(Pt0,0
t,0 Ptt,0

t,s Z(t,s)−Pt0,0
t,0 Z(t,0)−Pt0,0

0,s Z(0,s)+ Z(0,0)).

Nun setze man Z(s, t) = Ptt,s
t,0Ptt,0

0,0Zp und verwende Lemma 5.05:

R(Xp,Yp)Zp = lim
s,t→0

1
st

(
Pt0,0

0,s Pt0,s
t,s Ptt,s

t,0 Ptt,0
0,0Zp−Zp

)
2

Definition 5.08 (flacher Riemannscher Raum) Ein Riemannscher Raum heißt flach,
wenn R(X ,Y )Z = 0 für alle X ,Y,Z. .

Satz 5.09 Die folgenden Aussagen für (M,〈 , 〉) sind äquivalent:
1. R = 0, d.h. M ist flach.
2. Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhängig.
3. (M,〈 , 〉) ist lokal isometrisch zum euklidischen Rn, d.h. M ist abwickelbar.

Beweis: (3)=⇒(1) und (3)=⇒(2) sind trivial.
— (2)=⇒(1) folgt aus dem vorigen Satz.
— (1)=⇒(2): Wir verwenden wir eine Kar-
te ϕ : U ⊆ M → R

n. Sei o.B.d.A. ϕ(p) =
(0, . . . ,0). Sei Zp ein Tangentialvektor in p.
Erzeuge ein Vektorfeld Z(u1, . . . ,un) durch
Parallelverschiebung von Zp längs der Para-
meterlinen (0, . . . ,0) → (u1, . . . ,0) → ··· →
(u1, . . . ,un).

Nach Konstruktion ist Z ein Parallelfeld
längs der ui-Linien durch die Punkte (u0, . . . ,
ui,0, . . . , 0). Insbesondere ist Z ein Parallelfeld
längs jeder un-Linie.

Wir schreiben ‘P(i, j)’ für ‘∇iZ(u1, . . . ,
u j,0, . . . , 0) = 0’. Nach Konstruktion gilt
‘P(i, i)’. Wir zeigen ‘P(i, j) =⇒ P(i, j + 1)’:

Aus R = 0 folgt ∇j+1∇iZ = ∇i∇j+1Z. We-
gen ‘P( j +1, j +1)’ ist ∇j+1Z(u1, . . . ,u j+1, 0,
. . . ,0) = 0, also ist ∇j+1∇iZ(u1, . . . ,u j+1, 0,
. . . ,0) = 0, d.h. ∇iZ ist ein Parallelfeld längs

der u j+1-Linie in den Punkten (u1, . . . ,u j+1,
0, . . . ,0). Das Vektorfeld ∇iZ verschwindet
bei (u1, . . . ,u j, 0, . . . ,0) wegen ‘P(i, j)’. Nach-
dem die Parallelverschiebung ein VR-Isomor-
phismus ist, ist ∇iZ längs der ganzen ui+1-Li-
nie gleich 0, also gilt ‘P(i, j + 1)’.

Mit Induktion folgt nun ‘P(i,n)’, d.h.
∇iZ = 0 überall in U . Ist X = xi

∂i, so ist
∇X Z = xi

∇iZ, also ∇X Z = 0 überall in U . D.h.
Z ist Parallelfeld längs jeder Kurve =⇒ das
Ergebnis der Parallelverschiebung längs jeder
Kurve c in U ist gleich dem Wert von Z im
Endpunkt, unabhängig von der Kurve.
— (2)=⇒(3): Wir zeigen die Existenz einer
lokalen Parametrisierung so, daß die Ko-
effizienten g jk der Metrik gleich δ jk sind.
Wir wählen in TpM eine Orthonormalba-
sis (E1)p, . . . ,(E1)p, verschieben diese Vek-
toren (wegunabhängig) parallel, und erhal-
ten so Vektorfelder E1, . . . ,En. Wegen (2) gilt
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∇Ei E j = 0, und wegen der Symmetrie von ∇

gilt [Ei,E j] = ∇Ei E j−∇E j Ei = 0−0 = 0.
Sei f : V ⊆ Rn → M die Abbildung ψ :

(v1, . . . ,vn) 7→ Flv
1

E1
◦ · · · ◦Flv

n

En
(p). Nach Kon-

struktion sind die Ableitungsvektoren der v1-
Parameterlinien die Vektoren E1. Nach Lem-
ma 3.25 ist die Reihenfolge der Flüsse irrele-
vant, d.h. es gilt ∂ψ/∂vi = Ei für alle i. Damit

ist dψ regulär und ψ eine lokale Parametri-
sierung mit Basisfeldern ∂i = Ei. Die Ei sind
Parallelfelder längs jeder Kurve, und daher ist
〈E j,Ek〉 = 〈(E j)p,(Ek)p〉 = δ jk. Die Koeffizi-
enten g jk von 〈 , 〉 bezüglich ψ sind gegeben
durch g jk = 〈∂ j,∂k〉 = 〈E j,Ek〉 = δ jk, was zu
zeigen war. 2

Satz 5.10 Für den Riemannschen Krümmungstensor gelten die folgenden Gleichungen

(1) R(X ,Y )Z =−R(Y,X)Z

(2) R(X ,Y )Z + R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0 (Bianchi-Identität)
(3) 〈R(X ,Y )Z,W 〉+ 〈R(X ,Y )W,Z〉= 0
(4) 〈R(X ,Y )Z,W 〉= 〈R(Z,W )X ,Y 〉

Beweis: (1) folgt direkt aus der Definition von R. Bei (2) nehmen wir o.B.d.A. an,
daß X ,Y,Z Basisfelder sind, d.h. [X ,Y ] = [X ,Z] = [Y,Z] = 0 gilt. Wir berechnen

R(X ,Y )Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = ∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z + · · ·= 0.

Bei (3) ist zu zeigen, daß 〈R(X ,Y )Z,W 〉 in Z und W schiefsymmetrisch ist, d.h. z.z.
ist 〈R(X ,Y )Z,Z〉= 0:

XY 〈Z,Z〉 = X(2〈∇Y Z,Z〉) = 2〈∇X ∇Y Z,Z〉+ 2〈∇Y Z,∇X Z〉
Y X〈Z,Z〉 = Y (2〈∇X Z,Z〉) = 2〈∇Y ∇X Z,Z〉+ 2〈∇X Z,∇Y Z〉

[X ,Y ]〈Z,Z〉 = 2〈∇[X ,Y ]Z,Z〉

Durch Subtraktion der ersten beiden Gleichungen von der dritten entsteht (XY −
Y X + [X ,Y ])〈Z,Z〉 = 2〈R(Y,X)Z,Z〉, und das verschwindet aufgrund von Lemma
3.20.

Um (4) zu zeigen, verwenden wir viermal (2) und addieren:

0 = 〈R(X ,Y )Z,W 〉+ 〈R(Y,Z)X ,W 〉+ 〈R(Z,X)Y,W 〉
0 = (zyklisches Vertauschen)

=⇒ 0 = 2〈R(ZX)Y,W 〉+ 2〈R(W,Y )Z,X〉.

Es folgt 〈R(Z,X)Y,W 〉= 〈R(Y,W )Z,X〉, was zu zeigen war. 2

Bemerkung: R(X ,Y,Z,W ) := 〈R(X ,Y )Z,W 〉 heißt ebenfalls Riemannscher Krüm-
mungstensor. Sei Ri jkl := R(∂i,∂ j,∂k,∂l). Aus Ri jkl = 〈Rr

i jk∂r,∂l〉 folgt Ri jkl = gl jRr
i jk

und Rr
i jk = glrRi jkl , d.h. die Koeffizienten R···· und R···· bestimmen einander wechsel-

seitig. ♦

Bemerkung: Bei dimM = 2 gibt es 16 Koeffizienten Ri jkl , doch aufgrund der vielfa-
chen Symmetrien sind diese alle durch R1212 bestimmt:

Ri jkl = −R jkkl = −Ri jlk = Rkli j, insbes. ist Riikl = Ri jkk = 0. Später werden wir
sehen, daß für 2-Flächen im R

3 die Beziehung R1212 = det(g jk) ·K gilt. ♦

Als eine abgeleitete Größe ergibt sich aus dem Krümmungstensor durch Spurbil-
dung der Ricci-Tensor. Für festgehaltenes X ,Y ist R(·,X)Y eine lineare Abbildung
von TpM nach TpM (oder ein (1,1)-Tensor). Von dieser linearen Abbildung kann
man die Spur bestimmen (in lokalen Koordinaten als Summe der Diagonalelemente
der Koeffizientenmatrix). Wir erhalten das folgende Feld von Biliearformen (d.h. ein
(2,0)-Tensorfeld):



Kap. 5. Krümmung in Riemannschen Räumen 53

Definition 5.11 (Ricci-Tensor) Ric(X ,Y ) = tr(R(·,X)Y ). .

Es folgt direkt aus der Definition, daß der Ricci-Tensor tatsächlich eine Bilinearform
ist. In lokalen Koordinaten ergeben sich seine Koeffizienten aus

Ric(∂ j,∂k) = R jk = ∑
i

Ri
i jk.

Definition 5.12 (Schnittkrümmung) Seien v,w ∈ TpM zwei linear unabhängige Vek-
toren. Dann ist die Schnittkrümmung wie folgt definiert:

K(v,w) =
〈R(v,w)v,w〉

〈v,v〉〈w,w〉−〈v,w〉2 .

Lemma 5.13 K(v,w) hängt nur von der Ebene ab, die von v,w aufgespannt wird.

Beweis: Wir zeigen K(v,w) = K(w,v) = K(v +λw,w) = K(λv,w):

— 〈R(v,w)v,w〉=−〈R(w,v)v,w〉= 〈R(w,v)w,v〉 und 〈v,w〉= 〈w,v〉.
— 〈R(v+λw,w)(v+λw),w〉=

〈
R(v,w)v + λR(w,w)v + λR(v,w)w + λ2R(w,w)w,w

〉
= 〈R(v,w)v,w〉 und 〈v+λw,v+λw〉〈w,w〉 − 〈v+λw,w〉2 = (〈v,v〉+ 2λ〈v,w〉〈w,w〉
+ λ2〈w,w〉) · 〈w,w〉 − (〈v,w〉 + 〈λw,w〉)2 = 〈v,v〉 · 〈w,w〉 − 〈v,w〉2.

— 〈R(λv,y)λv,w〉= λ2〈R(v,w)v,w〉 und 〈λv,λv〉 〈w,w〉 − 〈λv,w〉2 = λ2(〈v,v〉〈w,w〉−
〈v,w〉2).

2

Folgerung: Wegen Lemma 5.13 gibt es bei 2-dimensionalen Riemannschen Räumen
nur eine einzige Schnittkrümmung.

5.3 Jacobi-Felder

Wir befassen uns nun, bildlich gesprochen, mit der Frage ‘inwieweit geodätische Li-
nien, die von einem Punkt ausgehen, auseinanderlaufen’. Die Bestimmung dieser
geodätischen Abweichung und des Zusammenhangs mit der Krümmung ist ein we-
sentliches technisches Hilfsmittel beim Studium lokaler und globaler geometrischer
Eigenschaften von Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Lemma 5.14 Seien I, I′ ⊆ R Intervalle und sei f : I× I′ → M so, daß cu(t) = f (u, t)

eine geodätische Linie ist. Wir setzen c(t) = c0(t) und J(t) =
∂f
∂u

(0, t). Dann gilt

D2J

dt2 + R(ċ,J)ċ = 0.

Beweis: Es gilt
D
∂u

∂f
dt

=
D
∂t

∂f
du

(siehe Lemma 4.13). Nach Voraussetzung ist
D
∂t

∂f
∂t

= 0.

Wir wenden die obige Relation und Lemma 5.05 an und erhalten

0 =
D
∂u

D
∂t

∂f
∂t

= R
(

∂f
∂t
,

∂f
∂u

)
∂f
∂t

+
D
∂t

D
∂u

∂f
∂t

= R
(

∂f
∂t
,

∂f
∂u

)
∂f
∂t

+
D
∂t

D
∂t

∂f
∂u
.

2

Definition 5.15 (Jacobische Dgl., Jacobi-Feld) Die Differentialgleichung in Lemma
5.14 heißt Jacobische Differentialgleichung. Jedes Vektorfeld, welches die Jacobische
Differentialgleichung erfüllt, heißt Jacobi-Feld längs der geodätischen Linie c. .
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Lemma 5.16 Sei v(u) eine Kurve in TpM mit ‖v‖= 1, ‖v̇(0)‖= 1, und f (u, t) = expp(t ·
v(u)). Mit

J(t) =
∂f
∂u

∣∣∣∣
u=0

, v̇(0) = w gilt

〈J,J〉= t2− 1
3

K(v,w)t4 + o(t4), ‖J(t)‖= t− 1
6

K(v,w)t3 + o(t3).

Beweis: J(t) ist ein Jacobifeld, weil f (u, t) für festes u eine geodätische Linie ist. Wir
benötigen die Ableitungen von 〈J(t),J(t)〉 an der Stelle t = 0. Wir schreiben hier ′

sowohl für die kovariante als auch für die gewöhnliche Ableitung nach t längs der
Kurve f (t,0). Wir erhalten der Reihe nach:

— 〈J,J〉(0) = 0, weil J(0) = 0
— 〈J,J〉′ = 2〈J′,J〉= 0 bei t = 0.

— J′(0) =
D
∂t

∂

∂u
f (0,0) =

D
∂u

∂

∂t
f (0,0) =

D
∂u

∂

∂t

∣∣∣∣ t=0
u=0

expp(tv(u)) =
D
∂u

v(0) = v̇(0) =

w (nach Lemma 4.09).
— 〈J,J〉′′ = 2〈J′′,J〉+ 2〈J′,J′〉. Bei t = 0 ist das gleich 2〈J′,J′〉= 2〈w,w〉= 2.
— J′′ =−R(ċ,J)ċ = 0 bei t = 0 =⇒ 〈J,J〉′′′ = 2〈J′′′,J〉+ 6〈J′′,J′〉= 0 bei t = 0.

— 〈J,J〉′′′′ = 2〈J′′′′,J〉+ 8〈J′′′,J′〉+ 6〈J′′,J′′〉 = 8〈J′′′,J′〉 Bei t = 0 ergibt sich
1
8
·

〈J,J〉′′′′ = 〈D
dt

R(ċ,J)ċ, J′〉 = 〈R(ċ,J)ċ, J′〉′ − 〈R(ċ,J)ċ, J′′〉 = 〈R(ċ,J′)ċ, J〉′ =

〈D
dt

R(ċ,J′)ċ, J〉 + 〈R(ċ,J′)ċ, J′〉 = 〈R(ċ,w)ċ,w〉 = K(ċ,w) = K(v,w).

Damit haben wir die ersten vier Glieder der Taylorreihe von 〈J,J〉 bestimmt. Für

die Wurzel aus 〈J,J〉 verwenden wir die binomische Reihe
√

1 +α = 1 +
1
2
α+ . . . :

‖J‖=
√

r2(1−Kr2/3 + . . .) = |r|(1−Kr2/6 + . . .). 2

Wir werden dieses Lemma anwenden, um zu zeigen, wie sich die Krümmung einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit in Abweichungen von der bekannten Euklidischen
Elementargeometrie manifestiert:

Beispiel: (Umfang eines geodätischen Kreises) Sei E1,E2 ∈ TpM eine Orthonormal-
basis eines zweidimensionalen Unterraumes von TpM. Die Kurve v : R→ TpM, u 7→
cos(u)E1 + sin(u)E2 beschreibt einen Kreis vom Radius 1 in diesem Unterraum, und
kr(u) = f (u,r) = expp(r · v(u)) beschreibt für festes r einen geodätischen Kreis vom
Radius r um p.

Nachdem ‖v̇(0)‖= 1 ist, können wir Lemma 5.16 direkt auf die Jacobifelder Ju(r)

=
∂

∂u
exp

p
(r ·v(u)) längs der geodätischen Linien cu(t) = expp(r ·v(u)) anwenden, um

den Umfang U(r) zu bestimmen:

U(r) =
∫ 2π

0

∥∥∥k̇r(u)
∥∥∥du =

∫ 2π

0

∥∥∥ ∂

∂u
exp

p
(r · v(u))

∥∥∥du =
∫ 2π

0

∥∥∥J(u,r)
∥∥∥du

=
∫ 2π

0

(
r− 1

6
K(E1,E2)r3 + o(r3)

)
du = 2π(r− 1

6
K(E1,E2)r3)+

∫ 2π

0
o(r3)

K(E1,E2) =−6 lim
r→0

1
r3

(U(r)
2π
− r−

∫ 2π

0
o(r3)

)
= lim

r→0

3
πr3 (2πr−U(r)).

D.h. die Schnittkrümmung steht in direkter Beziehung zur Abweichung des Umfan-
ges eines geodätischen Kreises vom euklidischen Maß 2πr. ♦
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Beweis: Hier fehlte die Begründung, warum
Integration und Grenzübergang vertauscht
werden dürfen. Nach Lemma 5.16 haben
wir ‖J(u,r)‖ = |r|g(u,r). Wir nehmen an,
daß expp C4 ist, also g ∈ C3. Wegen g =
∂rg = ∂

2
r g = const bei u = 0 ist nach dem

Satz von Taylor g(u0 + u,r) = 1 − K
6 r2 +

1
6 r3(∂

3
r g)(u0 + θu,θr) mit 0 ≤ θ(u0,u,r) ≤

1. Das Restglied h = g− 1− Kr2/6 ist C3

und h/r2 wird wegen lim(u,r)→0
1
r2 h(u0 +

u,r) = lim r
6 (∂

3
r g)(u0 + θu,θr) = 0, durch

h(u,0) = 0 stetig fortgesetzt. Der Ausdruck
limr→0

1
r3

∫
o(r3) hat nun genauer die Form

limr→0
1
r2 h(u,r). Nachdem |h(u,r)/r2| stetig,

d.h. in [0,2π]× [0,ε] gleichmäßig stetig ist, ist
lim

∫
=
∫

lim =
∫

0 = 0. 2

Beispiel: (Fläche eines geodätischen Kreises) Wir verwenden die gleichen Bezeichnun-
gen wie im vorigen Beispiel und bestimmen die Fläche des geodätischen Kreises kR.
Dessen Inneres ist parametrisiert durch

f : [0,2π]× [0,R]→M, (r,u) 7→ kr(u) = exp
p

(r · v(u)).

Die Koeffizienten grr, gru, guu der Metrik sind wie folgt:

grr = ‖∂f
∂r
‖2 = 1, gru = 0 nach Satz 4.33, guu = 〈J(u),J(u)〉.

Nun ist die Fläche gegeben durch

A(R) =
∫ R

0

∫ 2π

0

√
grrguu−g2

ur dudr =
∫ R

0

∫ 2π

0
‖J(u)‖dudr =

∫ R

0
U(r)dr

= 2π
∫ R

0

(
r− 1

6
K(E1,E2)r3 + o(r3)

)
dr = πR2− 1

12
πK(E1,E2)R4 + o(R4)

=⇒ K = lim
R→0

12
πR4 (πR2−A(R))

D.h. die Schnittkrümmung ist in direkter Beziehung zur Abweichung der Fläche
eines geodätischen Kreises von dem bekannten euklidischen Maß. Die Lücke im Be-
weis kann ähnlich zum vorigen Beispiel geschlossen werden. ♦

Definition 5.17 (Riemannsche Teilmannigfaltigkeit) Ist (M̃,〈 , 〉) ein Riemannscher
Raum und M ⊆ M̃ eine TMF, so heißt M versehen mit dem Skalarprodukt von M̃
Riemannsche Teilmannigfaltigkeit von M̃. .

Lemma 5.18 Sind E1,E2 ∈ TpM̃, dann hat die Riemannsche Teilmannigfaltigkeit M =
expp(RE1 + RE2) in p ∈M dieselbe Schnittkrümmung K(E1,E2) wie in p ∈ M̃.

Beweis: Die von p ausgehenden geodätischen Linien tangential an RE1 +RE2 stim-
men für M und M̃ überein (lokal sind sie für beide Mannigfaltigkeiten die kürzesten
Verbindungen zu p), und damit auch die Umfänge U(r) von geodätischen Kreisen.
Die Gleichheit der Schnittkrümmungen folgt aus dem vorigen Bespiel. 2

5.4 Konjugierte Punkte und minimale geodätische Li-
nien

Definition 5.19 (konjugierte Punkte) Ist c geodätische Linie und existiert ein Jacobi-
feld J 6= 0 längs c mit J(a) = J(b) = 0, so heißen c(a) und c(b) zueinander konjugierte
Punkte längs c. .

Bildlich gesprochen, schneiden einander ‘infinitesimal benachbarte’ geodätische Li-
nien, die von c(a) ausgehen, einander im Punkt c(b).



56 5.4. Konjugierte Punkte und minimale geodätische Linien

Lemma 5.20 Die Jacobi-Felder längs c bilden einen 2n-dimensionalen Vektorraum und
sind für beliebiges a durch J(a) und D

dt
J(a) eindeutig festgelegt.

Beweis: Sind E1, . . . ,En linear unabhängige Parallelfelder längs einer geodätischen
Linie c mit E1 = ċ, dann setzen wir J(t) = x j(t)E j(t). Es gilt D

dt
J = ẋ j(t)E j(t) und

D2J
dt2 = ẍ j(t)E j(t) =−R(ċ,J)ċ.

=⇒ ẍ jE j + x jR(E1,E j)E1 = 0

D.h. wir erhalten eine lineare Dgl. 2.Ordnung für die Koeffizientenfunktionen x j(t).
Es existiert ein 2n-dimensionalen Vektorraum von Lösungen, und jede Lösung ist
durch die Anfangsbedingungen J(a) = x j(a)E j(a) und D

dt
J = ẋ j(a)E j(a) eindeutig

bestimmt. 2

Lemma 5.21 Jedes Jacobifeld längs einer Geodätischen entsteht auf die Weise wie in
Lemma 5.14 angegeben

Beweis: Durch die Konstruktion in Lemma 5.14 kann man einen 2n-dimensio-
nalen Vektorraum von Vektorfeldern längs c erzeugen: Mit der dortigen Notati-

on ist J(0) =
∂f
∂u

(0,0). Aus dem Beweis von Lemma 5.16 sehen wir, daß im Fall

f (u,0) = const gilt J′(0) =
d

du
(

∂f
∂t

(u,0)). 2

Lemma 5.22 Sei c(t) = expp(tv) eine geodätische Linie. Es gibt einen zu c(0) konjugier-
ten Punkt c(r) genau dann, wenn expp bei rv singulär ist:

Beweis: d(exp
p

)rv(w)Def.=
d

du

∣∣∣∣
u=0

exp
p

(rv + uw) =
∂

∂u

∣∣∣∣ u=0
t=r

exp
p

(t(v +
u
r

w)) = J(r), wenn

J(t) das Jacobifeld
∂

∂u

∣∣∣∣
u=0

exp
p

(′′) bezeichnet. D.h. d(expp)rv hat genau dann einen

nichttrivialen Kern, wenn das Jacobifeld J bei r eine Nullstelle hat. 2

Der folgende Satz ist wesentlich für globale Probleme in der Riemannschen Geome-
trie:

Satz 5.23 Ist c eine geodätische Linie und liegt zwischen c(a) und c(b) ein zu c(a) kon-
jugierter Punkt, so ist c nicht die kürzeste Verbindung zwischen c(a) und c(b) in der
Klasse der stückweise differenzierbaren Kurven, die c(a) und c(b) verbinden.

Beweis: (Idee) Ein anschauliches Argument
ist das folgende: Man betrachte exemplarisch
M = Sn, c(0) = N ist der Nordpol, c(π) =
S ist der Südpol, konjugiert zum Nordpol.
cu(t) sei eine Schar von geodätischen Linien
mit cu(π) = S. Blickt man von unten auf die
Schar cu(t), so sieht man, daß man den ‘gera-
den Weg’ von c0(0) bis c0(π+ ε) (der längs
c0 die Länge π + ε hat) dadurch abkürzen
kann, daß man die Ecke zwischen den Punk-

ten cε(π− ε) und c0(π+ ε) abschneidet, de-
ren Entfernung< 2ε beträgt, und man so eine
stückweise differenzierbare Kurve der Länge
< π− ε+ 2ε erhält, die kürzer als der Weg
längs c0 ist.

Im allgemeinen Fall folgt die Unglei-
chung ‘< 2ε’ aus d(c0(r),cε(r)) = o(ε), wenn
c0(r) der zu c0(0) konjugierte Punkt ist. Der
übliche Beweis verwendet jedoch einen ande-
ren Zugang.2)

2

2)Siehe J. Milnor: Morse Theory, §§ 13–15; bzw. M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, pp. 243ff.
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Bemerkung: Ist K(v,w) ≥ 1
r2 für alle v,w ∈ T M, oder ist

1
n−1

Ric(v,v) ≥ 1
r2 für

alle v ∈ T M mit ‖v‖ = 1, so ist der erste konjugierte Punkt höchstens πr entfernt.
Ist die MF vollständig, so ist daher ihr Durchmesser diam(M) ≤ πr (Satz von Bon-
net/Myers).3) ♦

Satz 5.24 Ist K(v,w)≤ 0 in M, so existieren keine konjugierten Punkte.

Beweis: Sei J ein Jacobifeld längs der geodä-
tischen Linie c(t). Wir verwenden ′ für Ab-
leitungen nach t längs c. Dann ist 〈J,J〉′′ =
2〈J′′,J〉+2〈J′,J′〉 ≥−2〈R(ċ,J)ċ,J〉 ≥ 0. D.h.
〈J,J〉′ ist streng monoton steigend. Aus der
Taylorentwicklung von 〈J,J〉 um eine Null-

stelle (Lemma 5.16) folgt 〈J,J〉= t2− . . . =⇒
〈J,J〉′ = |t − . . . | =⇒ 〈J,J〉′ ist positiv in ei-
ner Umgebung einer Nullstelle =⇒ 〈J,J〉 ist
streng monoton außerhalb von Nullstellen
=⇒ J kann nur eine Nullstelle besitzen. 2

Folgerung: Ist K(v,w) ≤ 0 in M, dann ist expp global regulär für alle p und nicht
nur lokal.

Bemerkung: Ist M vollständig, einfach zusammenhängend, und K(v,w) ≤ 0, dann
ist expp ein Diffeomorphismus, d.h. M ist diffeomorph zum R

n (Satz von Cartan-
Hadamard).4) ♦

5.5 Riemannsche Teilmannigfaltigkeiten
Wir betrachten Teilmannigfaltigkeiten von Riemannschen Räumen. Für den Rn ha-
ben wir das bereits getan — beim Studium von Kurven und Flächen im euklidischen
Raum (siehe Kap. 1 und Kap. 2).

Die Definition von ‘Riemannscher Teilmannigfaltigkeit’ erfolgte bereits auf S.
55.

Definition 5.25 (Isometrische Immersion) Ist f : M→ M̃ regulär und ist 〈V,W 〉M =
〈df(V ),df(W )〉M̃ , so heißt f isometrische Immersion. Ist f bijektiv, so heißt f Isome-
trie. .

Formal ist die Einbettung einer Riemannschen Teilmannigfaltigkeit in einen Rie-
mannschen Raum eine isometrische Immersion.

Wir werden nun einige Begriffe, die wir für Flächen im euklidischen Raum be-
reits definiert haben, auf Riemannsche Räume übertragen.

Definition 5.26 (Orthogonalraum) Ist M Riemannsche Teilmf. von M̃, so heißt das
orthogonale Komplement⊥pM von TpM in TpM̃ der Orthogonalraum von M in p..

Definition 5.27 (induzierter Zusammenhang, II. Fundamentalform) M ⊆ M̃ sei eine
Riemannsche TMF, ∇̃ sei ein Zusammenhang in M̃. Wir bezeichnen mit

πM : TpM̃→ TpM, π⊥M : TpM̃→⊥pM

die Projektion von TpM̃ auf TpM und die dazu orthogonale Projektion. Sei ferner für
ein Vektorfeld Y auf M Ỹ ein beliebiges Vektorfeld, welches Y auf M̃ fortsetzt. Dann
heißt ∇XY := πM(∇̃XỸ ) der von ∇̃ induzierte Zusammenhang. Die Normalkompo-
nente π⊥M(∇XY ) heißt die II. Fundamentalform:

II(X ,Y ) = ∇̃XỸ −∇XY. .
3) Für den Fall n = 2 siehe die Übungsbeispiele Bsp. 6.06, Bsp. 6.07. Für den allgemeinen Fall siehe M.

P. do Carmo, loc. cit., p. 202
4) Siehe M. P. do Carmo, loc. cit. p. 149.



58 5.5. Riemannsche Teilmannigfaltigkeiten

Bemerkung: Es ist zu noch zeigen, daß (i) ∇XY wohldefiniert ist und (ii) ∇ tatsäch-
lich ein Zusammenhang ist. Wir bezeichnen die zu ∇ und ∇̃ gehörigen kovarianten

Ableitungen mit D
dt

bzw. D̃
dt

. Sind Ỹ und Ỹ̃ zwei verschiedene Erweiterungen von Y

und ist c : I→M eine Kurve mit ċ(0) = Xp, so ist

∇XpỸ = D̃
dt

Ỹ ◦ c(0) = D̃
dt

Ỹ̃ ◦ c(0) = ∇XpỸ̃

weil auf beiden Seiten nur Werte von Y entlang c eingehen. Daß ∇ tatsächlich ein
Zusammenhang ist, weist man ganz analog zu S. 35 nach. Ebenfalls ganz analog zur
dortigen Diskussion überprüft man, daß für ein Vektorfeld V (t) längs einer Kurve

in M stets πM( D̃
dt

V ) = D
dt

V. gilt. ♦

Lemma 5.28 Sind X ,Y Vektorfelder in M und X̃ ,Ỹ Fortsetzungen nach M̃, so ist

[X̃ ,Ỹ ]
∣∣
M = [X ,Y ].

Insbesondere ist die Lieklammer tangential zu M.

Beweis: Wir verwenden eine Karte ϕ : M̃→ R
n, in der ϕ(M)⊆ Rm×0. Sei X̃ = xi

∂i
und Ỹ = y j

∂ j. Wir wissen, daß xi(u1, . . . , um,0 . . . , 0) = 0 für i > m und y j(u1, . . . ,
um,0, . . . , 0) = 0 für j > m gilt. Die ersten m Komponenten dienen als Karte für M,
bzw. als Koordinaten für X und Y . Die Aussage folgt aus

[X̃ ,Ỹ ](u1, . . . ,um,0, . . . ,0) = (xi
∂iy j− yi

∂ix j)∂ j(u1, . . . ,um,0, . . . ,0)
= (?, . . . ,?,0 . . . ,0).

2

Lemma 5.29 Ist ∇̃ ein symmetrischer Zusammenhang, dann ist

II(X ,Y ) : TpM×TpM→⊥pM

eine symmetrische vektorwertige Bilinearform. II(X ,Y )p hängt nur von Xp, Yp ab.

Beweis: II(X ,Y )− II(Y,X) = π⊥M(∇̃XY − ∇̃Y X) = π⊥M([X ,Y ]) = 0. Nach Konstruktion
geht von X in II(X ,Y ) nur der Wert Xp ein, wegen der Symmetrie von Y auch nur
der Wert Yp. 2

Satz 5.30 Ist ∇̃ in M̃ der Levi-Civita-Zusammenhang, dann ist es auch ∇ in M.

Beweis: X̃ , Ỹ , Z̃ seien Vektorfelder, die X , Y , Z nach M̃ fortsetzen (nach Lemma
5.06). Die Symmetrie folgt aus

∇XY −∇Y X = πM(∇̃X̃Ỹ − ∇̃Ỹ X̃) = πM([X̃ ,Ỹ ]) = [X̃ ,Ỹ ] = [X ,Y ].

Die Verträglichkeit wird nach Lemma 4.23 überprüft durch

X〈Y,Z〉= X̃〈Ỹ , Z̃〉= 〈∇̃X̃Ỹ , Z̃〉+ 〈Ỹ , ∇̃X̃ Z̃〉

= 〈∇XY,Z〉+ 〈II(X ,Y ),Z〉+ 〈Y,∇X Z〉+ 〈Y, II(X ,Y )〉

= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇X Z〉.
2

Lemma 5.31 (Gleichung von Weingarten) Ist N : M→⊥M ein Normalvektorfeld, d.h.
Np ∈⊥pM, so gilt für X ,Y ∈ TpM

〈∇̃X N,Y 〉=−〈N, II(X ,Y )〉

Insbesondere hängt die linke Seite der Gleichung nur von Xp,Yp,Np ab.
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Beweis: 〈N,Y 〉 = 0 in M =⇒ 0 = X〈N,Y 〉 = 〈∇̃X N,Y 〉+ 〈N, ∇̃XY 〉 = 〈∇̃X N,Y 〉+
〈N,∇XY + II(X ,Y )〉= 〈∇̃X N,Y 〉+ 〈N, II(X ,Y )〉. 2

Das folgende Lemma zeigt, wie die hier definierte 2. Fundamentalform ‘II’ mit der
früher (siehe S. 15) defierten 2. Fundamentalform ‘h’ zusammenhängen.

Lemma 5.32 Ist M eine (n−1)-dim. Fläche imRn = M̃, und v,w∈ TpM, so gilt IIp(v,w)
= h(v,w) ·n(p).

Beweis: Wegen der Bilinearität von II genügt es, die Aussage für die Basisfelder
v = ∂i und w = ∂ j bezüglich einer beliebigen Parametrisierung zu zeigen. Sei M eine
(n− 1)-dim. Fläche im R

n = M̃, f : U ⊆ Rn →M eine lokale Parametrisierung und
n : M→ Sn−1 die sphärische Abbildung. ⊥pM ist dann eindimsional und wird von
n(p) aufgespannt. Damit gilt

hi j =
〈

n(p),
∂

2 f
∂ui

∂u j

〉
= 〈n(p), ∇̃i∂ j〉= 〈n(p),∇i∂ j + II(∂i,∂ j)〉

= 〈II(∂i,∂ j),n(p)〉 =⇒ II(∂i,∂ j) = hi jn(p)
2

Lemma 5.33 (Lemma von Gauß) Ist M ⊆ M̃ eine Riemannsche TMF und sind R und R̃
die entsprechenden Riemannschen Krümmungstensoren, so gilt

〈R̃(X ,Y )Z,W 〉−〈R(X ,Y )Z,W 〉= 〈II(X ,W ), II(Y,Z)〉−〈II(X ,Z), II(Y,W )〉.

Beweis: Um diese Gleichung für einen beliebigen Punkt p nachzuweisen, müssen
wir nur die Werte Xp,Yp,Zp,Wp kennen. Wegen der Linearität reicht es aus, die Be-
hauptung für die Basisfelder ∂1, . . . ,∂n bezüglich einer Karte zu zeigen. Seien also
X ,Y,Z,W Basisfelder =⇒ [ , ] = 0 für X ,Y,Z,W . Zur Rechnung mit ∇ setzen wir
X ,Y,Z,W zu lokal in M̃ definierten Vektorfeldern fort. Nach Lemma 5.28 sind die
Lieschen Klammern der fortgesetzen Vektorfelder längs M ebenfalls 0. Wir berech-
nen also:

〈R̃(X ,Y )Z,W 〉= 〈∇̃Y ∇̃X Z− ∇̃X ∇̃Y Z,W 〉
= 〈∇̃Y ∇X Z + II(X ,Z)),W 〉−〈∇̃X (∇Y Z + II(Y,Z)),W 〉
= 〈∇̃Y ∇X Z,W 〉+ 〈∇̃Y II(X ,Z),W 〉− X←→Y. . . . . .

= 〈∇Y ∇X Z,W 〉+ 〈II(Y,∇X Z)︸ ︷︷ ︸
∈⊥pM

,W 〉−〈II(X ,Z), II(Y,W )〉︸ ︷︷ ︸
Lemma 5.31

−X←→Y. . . . . .

= 〈R(X ,Y )Z,W 〉−〈II(X ,Z), II(Y,W )〉+ 〈II(Y,Z), II(X ,W )〉.
2

Dieses Lemma führt “sofort zu folgendem herausragenden Satz”5)

Satz 5.34 (‘Theorema Egregium’ von Gauß) Die Gaußsche Krümmung einer Fläche
im R

3 stimmt mit ihrer Schnittkrümmung überein. Sie ist insbesondere eine Größe der
inneren (Riemannschen) Geometrie der Fläche und unabhängig von der speziellen isome-
trischen Immersion dieser Riemannschen Mannigfaltigkeit in den R3.

5)‘ . . . sponte perducit ad hoc egregium THEOREMA: Si superficies curva in quamcunque aliam su-
perfieciem explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis invariata manet.’, C. F. Gauß, disquisitiones
circa superficies curvas, p. 24. Zu deutsch: Wenn eine gekrümmte Fläche in eine beliebige andere Fläche
verbogen wird, bleibt das Maß der Krümmung in den einzelnen Punkten unverändert.
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Beweis: Wir verwenden Lemma 5.32. Bei dimM = 2 ist K(v,w) unabhängig von v, w
und wir haben

K(v,w) = K(∂1,∂2) =
〈R(∂1,∂2)∂1,∂2〉

〈∂1,∂1〉〈∂2,∂2〉−〈∂1,∂2〉2
=
〈R(∂1,∂2)∂1,∂2〉

g11g22−g2
12

Mit dem Lemma von Gauß erhält man 〈R̃(∂1, ∂2) ∂1,∂2〉 − 〈R(∂1, ∂2) ∂1, ∂2〉 =
〈II(∂1, ∂2), II(∂2, ∂1)〉 − 〈II(∂1, ∂1), II(∂2, ∂2)〉 = 〈h12n(p), h12n(p)〉 − 〈h11n(p),
h22n(p)〉 = h12h12−h11h22. Aus R̃ = 0 folgt nun

K =
det(h jk)
det(g jk)

=
〈R(∂1,∂2)∂1,∂2〉− R̃(. . .)

det(g jk)
= K(v,w).

2

Bemerkung: Für jede zweidim. Riemannsche MF heißt ihre Schnittkrümmung
Gaußsche Krümmung. Vgl. Lemma 5.18 — die Schnittkrümmung K(v,w) ist die
Gaußkrümmung der Fläche expp(Rv +Rw). ♦

Eine Variante des Theorema Egregium gilt auch für (n− 1)-Flächen im R
n bei

n> 3:

Satz 5.35 (Theorema Egregium) Sei M ⊆ Rn+1 eine n-dim. Fläche mit der induzier-
ten Metrik, Ist K( j) die j-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkrümmungen
κ1, . . . ,κn, so ist K( j) für j gerade und |K(i)| für i ≥ 3 und i ungerade nur von der Rie-
mannsche Metrik abhängig. 6)

Wir wollen noch kurz auf das Einbettungsproblem für Riemannsche Räume ein-
gehen: Ist (M,〈 , 〉) ein Riemannscher Raum, gibt es dann eine Einbettung g : M→
M̃ ⊆ Rd , sodaß die TMF M̃ mit der vom R

d induzierten Metrik, isometrisch zu
(M,〈 , 〉) ist? Ist dim(M) = 2 und d = 3, so folgt aus dem Theorema egregium, daß
die Gaußschen Krümmungen von M und M̃ in p und p̃ übereinstimmen, falls die
beteiligten Mannigfaltigkeiten und Metriken C3 sind. Ist K ≤ 0 für M, gibt es wegen
Lemma 2.13 keine solche Einbettung g. Auskunft über die Ck (k> 2) und C1-Einbet-
tungsmöglichkeiten gibt der folgende Satz:

Satz 5.36 (Einbettungssatz von Nash) Sei (i) 〈 , 〉 eine Ck Riemannsche Metrik (3 ≤
k ≤ ∞) in M (dimM = n). Dann gibt es eine Ck-TMF M̃ des Rd , die mit der vom R

d

induzierten Metrik isometrisch zu (M,〈 , 〉) ist; dabei ist d ≤ 1
2 n(n + 1)(3n + 11); bzw.

d ≤ 1
2 n(3n + 11) für M kompakt. (ii) Für jedes (M,〈 , 〉) gibt es eine C1-TMF M̃ ⊂ Rd

isometrisch zu M, soferne d > n und es eine TMF M̃̃ ⊂ Rd diffeomorph zu M gibt.7)

5.6 Der Integralsatz von Gauß-Bonnet

Definition 5.37 (Orientierung) M heißt orientierbar, wenn es eine Überdeckung
durch Karten ϕi : Ui → R

n gibt, sodaß ϕ j ◦ϕ−1
i orientierungserhaltend ist (d.h. die

Jacobi-Determinante des Parameterwechsels positiv ist). Eine Basis v1, . . . ,vn von
TpM heißt positiv orientiert, wenn für eine (und dann jede) Karte ϕ j die Vektoren
dϕ j(v1), . . . ,dϕ j(vn) im R

n positiv orientiert sind. .

Bemerkung: Hat eine (n−1)-dim. TMF M des Rn ein wohldefiniertes Normalfek-
torfeld n, so kann M dadurch orientiert werden, daß man (v1, . . . ,vn−1) als positiv
definiert, wenn (v1, . . . ,vn−1,n) im R

n positiv orientiert ist.
6)Für einen Beweis siehe H. Brauner: Differentialgeometrie.
7)siehe J. Nash: The imbedding problem for Riemannian manifolds. Annals of Math. (2) 63 (1956), 20–

63. Für den C1-Fall, siehe J. Nash: On C1 isometric imbeddings. Annals of Math., (2) 60 (1954), 383–396
und N. H. Kuiper: On C1-isometric imbeddings. I, II. Indag. Math. 17 (1955), 545–556, 683–689.
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Diese Definition steht nicht im Widerspruch zur vorigen: Angenommen, M ist
durch TMF-Karten überdeckt, von denen jede einzelne zusammenhängend ist. Dieje-
nigen Kartenabbildungen ϕ, für die positive Basen (im Sinne der ‘neuen’ Definition)
durch dϕ auf positive Basen in Rn−1×0 abgebildet werden, verändert man nicht; die
anderen ersetzt man durch σ ◦ϕ, wobei σ die Spiegelung an der Koordinatenhyper-
ebene x0 = 0 ist.

Dann stimmt die durch die modifizierten Karten definierte Orientierung mit der
durch das Normalvektorfeld gegebenen überein. ♦

Bemerkung: Sei M eine 2-dim. MF, und sei E1,E2 eine positive ONB in TpM,
sodaß für die Gaußsche Krümmung Kp = 〈R(E1,E2)E1,E2〉 gilt. Sei Vp = v jE j und
Wp = wkEk. Dann ist

〈R(V,W )E1,E2〉 = ∑v jwk〈R(Ei,E j)E1,E2〉= (v1w2− v2w1)Kp.

Die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung R(V,W ) bezüglich der Basis (E1, E2)
wird erhalten, indem man die Vektoren E1,E2 der Abbildung unterwirft und die
Bildvektoren wieder in der Basis darstellt, d.h. sie ist gleich[

〈R(V,W )E1,E1〉 〈R(V,W )E2,E1〉
〈R(V,W )E1,E2〉 〈R(V,W )E2,E2〉

]
= (v1w2− v2w1)Kp

[
0 −1
1 0

]
.

d.h. R(V,W )Z = Area(V,W ) ·Kp ·Z⊥,

wobei Z⊥ aus Z durch eine Drehung um +90◦ (im Sinne der Orientierung) ent-
steht. ♦

Lemma 5.38 (Frenetsche Ableitungsgleichungen) Sei M eine orienterbare 2-dim. Rie-
mannsche MF, c : I → M eine C2-Kurve, c1 = ċ/‖ċ‖. Wähle m(t) so, daß (c1,m) eine
positive ONB in Tc(t)M bildet. Dann gilt

D
dt

c1 = ‖ċ‖κ̃gm.

|κ̃g| ist die geodätische Krümmung von c.

Beweis: Wegen 0 = d
dt
〈c1,c1〉 = 2〈D

dt
c1,c1〉 ist D

dt
c1 ein Vielfaches von m. Daß der

Betrag des Faktors κ̃ mit κg übereinstimmt, folgt aus κg = ‖D
dt

c1‖/‖ċ‖ (vgl. pp. 16,

40). 2

Definition 5.39 (geodätische Krümmung) Die Größe κ̃g aus Lemma 5.38 heißt die
orientierte geodätische Krümmung von c. Sie werde ab jetzt mit κg bezeichnet. .

Definition 5.40 (zulässiges Gebiet) Sei M eine orientierte 2-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit und c eine geschlossene, stückweise C2-Kurve, die in einem
Parametergebiet liegt und ein einfach zusammenhänges Gebiet berandet. Seien αi die
Drehwinkel von ċ an den Stellen, wo c nicht differenzierbar ist, gemessen im mathe-
matisch positiven Sinn. Dies sei ein ‘zulässiges Gebiet G, berandet von einer Kurve c
mit Eckenwinkeln αi’. .

Definition 5.41 (historisch gemessener Winkel) Sei c eine Kurve in einer orientierten
2-dim. MF und seien V (t), W (t) Vektorfelder längs c mit V (t),W (t) 6= 0. Sei E =
(E1,E2) die positive ONB in Tc(t)M mit E1 =V/‖V‖, und sei ϕ eine stetige Funktion,
sodaß die Koordinatenspalte von W in der Basis E die Form.

ΦE(W ) = ‖W‖
[ cosϕ

sinϕ

]
besitzt. Dann ist^b

a
(
W
/
V
)

:= ϕ(b)−ϕ(a)
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der historisch gemessene Drehwinkel von W gegenüber V in [a,b]. Ist W nur stück-
weise stetig, und dreht sich an endlich vielen Stellen ti um einen Winkel αi, so sei
ϕ(t) so definiert, daß der Sprung von ϕ bei ti gleich αi ist. .

Lemma 5.42 Der historisch gemessene Winkel ist wohldefiniert, und es gilt ^b
a
(
V3
/
V1

)
=^b

a
(
V2
/
V1

)
+^b

a
(
V3
/
V2

)
.

Beweis: Die in der Definition geforderte Funktion ϕ ist lokal sicherlich definiert
und bis auf Vielfaches von 2π bestimmt. Wegen der Kompaktheit des Intervalls [a,b]
kann man ein global definiertesϕ aus solchen Teilen zusammenbauen. Seien nunϕ,ϕ̄
zwei Funktionen, die die Definitionsgleichung erfüllen, und sei ∆(t) = ϕ(t)− ϕ̄(t).
Wenn wir ∆(t) = const zeigen können, ist der Gesamtdrehwinkel wohldefiniert. ∆

ist stetig, denn ϕ,ϕ̄ haben die gleichen Sprunghöhen, wo sie nicht stetig sind. Lokal
ist ∆ nach dem obigen konstant, d.h. ∆ ist konstant.

Die Additivität der Winkel folgt nun direkt aus der Definition. 2

Satz 5.43 (Umlaufsatz von Hopf ) Ist c der Rand eines zulässigen Gebiets in der euklidi-
schen Ebene mit c(0) = c(L) = p und Außenwinkeln αi, und ist weiters ∂1 ein konstantes
Vektorfeld, so gilt^L

0
(
ċ
/
∂1 ◦ c

)
= 2π.8)

Lemma 5.44 Der Umlaufsatz von Hopf gilt auch für zulässige Gebiete in Riemannschen
Räumen.

Beweis: Nach dem Umlaufsatz von Hopf ist ψ :=^L
0
(
ċ
/
∂1 ◦ c

)
= 2π, wenn wir im

Parametergebiet das euklidische Skalarprodukt 〈 , 〉0 verwenden. Wegen ċ(0) = ċ(L)
ist ψ ∈ 2πZ, und ψ variiert stetig bei stetiger Variation von 〈 , 〉. Es folgt, daß der
Wert von ψ für alle Skalarprodukte 〈 , 〉t = (1− t) · 〈 , 〉0 + t〈 , 〉 gleich 2π ist 2

Lemma 5.45 Sei G ein zulässigen Gebiet mit Randkurve c (c(0) = c(L) = p) und
Eckenwinkeln αi. κg sei die geodätische Krümmung von c. Ist E1(t) ein Parallelfeld,
so ist

^L
0
(
E1
/
∂1 ◦ c

)
= 2π−

∮
c
κg ds−∑αi.

Beweis: Wir wählen eine positive ONB E1,E2 in TpM und erzeugen Vektorfelder
E1(t),E2(t) durch Parallelverschiebung. O.B.d.A. sei c nach der Bogenlänge parame-
trisiert. Sei ϕ eine Funktion mit ċ = cosϕE1 + sinϕE2 längs der glatten Semente von
c. An der i-ten Sprungstelle von ċ sei der Sprung von ϕ gleich dem Eckenwinkel αi.
(d.h. ϕ ist eine Funktion mit ϕ(L)−ϕ(0) =^L

0
(
ċ
/
E1

)
).

Der aus ċ durch eine Drehung um +90◦ entstehende Vektor m hat die Form
m =−cosϕE1 + sinϕE2. Weiters ist D

dt
ċ =−ϕ̇ sinϕE1 + ϕ̇cosϕE2, also ϕ̇= κg längs

der glatten Segmente von c. Es folgt ^L
0
(
ċ
/
E1

)
= ϕ(L)−ϕ(0) =

∮
cκgds + ∑αi. Wir

verwenden nun Lemma 5.42 und berechnen

^L
0
(
ċ
/
∂1

)
=^L

0
(
E1
/
∂1

)
+^L

0
(
ċ
/
E1

)
, d.h.^L

0
(
E1
/
∂1

)
= 2π−

∮
κg−∑αi

2

Der folgende Satz ist eine lokale, nicht-infinitesimale Variante von Satz 5.07:

Satz 5.46 (Integralformel von Gauß-Bonnet) Betrachte ein zulässiges Gebiet G, berandet
von einer Kurve c mit Eckenwinkeln αi. Dann gilt∮

c
κgds +∑αi = 2π−

∫
G

K dO.

8) Siehe H. Hopf: Über die Drehung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven Compositio Math.
2 (1935), 50–62. Für den Fall, daß c ∈ C1, siehe M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and
Surfaces, p. 396.
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Beweis: Wir bewegen uns innerhalb eines zulässigen Gebietes, d.h. o.B.d.A. rech-
nen wir im R

2. Wir betrachten die Vektorfelder Y = ∂1/‖∂1‖ und Y ?, die in jedem
Punkt eine positive ONB bilden. Weiters definieren wir die skalaren Funktionen
P = 〈∇1Y,Y ?〉 und Q = 〈∇2Y,Y ?〉. Wir betrachten das folgende Kurvenintegral längs
c, wobei wir ċ = (u̇1, u̇2) und dui = u̇idt setzen:∮

Pdu1 + Qdu2 =
∮
〈u̇1

∇1Y + u̇2
∇2Y,Y ?〉dt =

∮
〈∇u̇1

∂1+u̇2
∂2

Y,Y ?〉dt =
∮
〈D

dt
Y,Y ?〉dt

Sei E = (E1,E2) eine positive ONB aus Parallelfeldern längs der Kurve c, sei ϕ stetig

mit ΦE(Y ) =
[ cosϕ

sinϕ

]
, ΦE(Y ?) =

[ − sinϕ
cosϕ

]
. Dann ist ΦE( D

dt
Y ) = ϕ̇

[ − sinϕ
cosϕ

]
,

d.h. 〈D
dt

Y,Y ?〉= ϕ̇. Es folgt also

∮
〈D

dt
Y,Y ?〉dt =^L

0
(
Y
/
E1

)
=−^L

0
(
E1
/
∂1

)
=
∮
κgds +∑αi−2π.

Nun verwenden wir den Integralsatz von Green, um das obige Kurvenintegral in das
Flächenintegral

∫∫
(∂Q/∂x−∂Q/∂y)du1du2 zu verwandeln:

. . . =
∫ ∫ (

∂1〈∇2Y,Y ?〉−∂2〈∇1Y,Y ?〉
)

du1du2

=
∫ ∫ (

〈∇1∇2Y,Y ?〉+ 〈∇2Y,∇1Y ?〉−〈∇2∇1Y,Y ?〉−〈∇1Y,∇2Y ?〉
)

du1du2

Wegen 〈Y,Y 〉 = const ist d
dt
〈Y,Y 〉 = 2〈D

dt
Y,Y 〉 = 0, d.h. die kovariante Ableitung

von Y längs irgendeiner Kurve ist orthogonal zu Y . Dasselbe gilt für Y ?. Deshalb
verschwinden 〈∇2Y,∇1Y ?〉 und 〈∇1Y,∇2Y ?〉. Das Integral ist also weiter gleich

. . . =
∫ ∫
〈−R(∂1,∂2)Y,Y ?〉du1du2 =

∫ ∫
〈−Area(∂1,∂2)KY ?,Y ?〉du1du2

= −
∫ ∫

K
√

det(g jk)du1du2 =−
∫

M
K dO.

2

Der Satz gilt auch dann, wenn G nicht in einem Kartengebiet liegt.

Folgerung: Ist c der Rand eines zulässigen Gebietes und V ein Parallelfeld längs c,
so ist der Gesamtdrehwinkel von V gleich ^L

0
(
V
/
∂1 ◦ c

)
=
∫

KdO. Die Drehung um
diesen Winkel ist in der Holonomiegruppe Hp enthalten. Ist K(p) 6= 0 und U eine
offene Umgebung von p, so kann man durch geodätische Parallelverschiebung längs
geeigneter kleiner geschlossener Kurven in U alle Drehungen um Winkel in [0,ε]
erzeugen. Wegen n · [0,ε]⊇ [0,2π] für geeignetes n ist dann HU

p ≥ SO2 für alle U und
H∞

p = SO2.

Satz 5.47 (‘Theorema Elegantissimum’ von Gauß) Die Summe der Innenwinkel in
einem geodätischen Dreieck ∆ (ein zulässiges Gebiet, das von drei geodätischen Linien
berendet wird) ist gleich

π+
∫

∆

K dO.

Beweis: Wir wenden die Integralformel von Gauß-Bonnet an. Die Innenwinkel βi
und die Eckenwinkel αi stehen in der Relation βi = π−αi. Die geodätische Krüm-
mung von geodätischen Linien verschwindet. Damit ist

(π−β1)+(π−β2)+(π−β3) = 2π−
∫

K dO.
2



64 5.6. Der Integralsatz von Gauß-Bonnet

Satz 5.48 (Satz von Gauß-Bonnet) Ist M eine 2-dimensionale orientierbare kompakte
Mannigfaltigkeit, zerlegt durch zulässige Gebiete, Seien e, f , k die Anzahl der Ecken,
Flächen, und Kanten dieser Zerlegung, und sei χ= e + f − k. Dann ist∫

M
K = 2π(e + f − k) = 2πχ.

Beweis: (i) In jedem Parametergebiet ist ein positiver Umlaufsinn für den Rand eines
einfach zusammenhängenden Gebietes definiert (innen ist links). Nachdem die Ori-
entierung vom Parametergebiet unabhängig ist (M sei orientiert), wird beim Durch-
laufen des Randes aller Gebiete jedes Segment genau zweimal in 2 verschiedenen
Richtungen durchlaufen.

(ii) Die Summe der Innenwinkel βei,G j der in einer Ecke ei zusammenstoßenden
Gebiete G j ist gleich 2π, und jeder einzelne Innenwinkel ist gleich π−αei,G j , wobei
αei,G j der Eckenwinkel des Gebietes G j an der Ecke ei ist.

(iii) Summieren wir
∮
κg + ∑αi = 2π−

∫
KdO für alle Gebiete auf, so erhalten

wir

∑
Kanten

(
∫
κg−

∫
κg)

︸ ︷︷ ︸
=0 nach (i)

+ ∑
Ecken e j

∑
Gebiete Gi
an Ecke e j

(π−βe j ,Gi) = ∑
Gebiete G j

(2π−
∫

G j

KdO)

∑
Gebiete

∑
Ecken

an Gebiet

π− ∑
Ecken

2π

︸ ︷︷ ︸
nach (ii)

= 2π f −
∫

KdO =⇒ 2kπ− e ·2π = 2π f −
∫

KdO.

2

Der Satz gilt auch dann, wenn die einzelnen Gebiete nicht in einer Kartenumgebung
enthalten sind.

Satz 5.49 Sei M wie in Satz 5.48. Dann besitzt M eine Zerlegung wie in Satz 5.48 gefor-
dert.

Definition 5.50 (Euler-Charakteristik) Die Größe e+ f −k =χ einer Zerlegung nach
Satz 5.48 heißt Euler-Charakteristic χ(M) von M. .

Satz 5.51 χ(M) ist wohldefiniert, und unabhängig von der Zerlegung.

Beweis: Das folgt direkt aus dem Satz von Gauß-Bonnet, weil
∫

KdO unabhängig
von der Zerlegung ist. 2

Beispiel: Sei M = S2. Wegen K = 1 ist
∫

K dO = 4π. Es folgt, daß für jede zulässige
Zerlegung e + f − k = 2 gilt, d.h. χ(S2) = 2. ♦

Satz 5.52 Das Oberflächenintegral der Gaußschen Krümmung ist von der Riemann-
schen Metrik unabhängig. Es ist immer ein ganzzahliges Vielfaches von 2π.

Beweis: Das folgt direkt aus dem Satz von Gauß-Bonnet, weil χ(M) unabhängig von
der Riemannschen Metrik ist. 2

Beispiel: Sei M diffeomorphes Bild einer Sphäre, mit beliebiger Riemannscher Me-
trik. Dann ist

∫
K dO = 4π. Ein Torus besitzt eine Zerlegung mit e+ f −k = 0. Daher

ist χ(M) = 0 und
∫

MK dO = 0 für jedes diffeomorphe Bild M des Torus, und für jede
Riemannsche Metrik auf M. ♦

Folgerung: Ist χ(M) 6= 0, so gibt es auf M keine Riemannsche Metrik mit ver-
schwindender Krümmung. Das Nichtverschwinden von χ(M) stellt ein Hindernis
dar.
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Als Kuriosum (wir werden keinen Versuch
machen, dies zu beweisen) sei die mehrdimen-
sionale Variante des Satzes von Gauß-Bonnet
angeführt:

Definition 5.53 (Krümmungsformen) Ist
ϕ : U ⊆ M → R

n eine Karte für M, und
sind ∂1, . . . ,∂n die dazugehörigen Basisfelder,
so sei Ω

j
i (v,w) die Koordinatenmatrix der li-

nearen Abbildung R(v,w) bezüglich der Basis
∂1, . . . ,∂n. .

Die Bezeichnung ‘Krümmungsformen’ für
Ω

j
i hat nichts mit der auf S. 15 definierten

Krümmungsform zu tun. Offenbar ist Ω
j
i

ein alternierendes Tensorfeld in T2U , denn
R(v,w) =−R(w,v).

Satz 5.54 (Gauß-Bonnet-Chern-Allendörfer-
Fenchel) Für eine kompakte differenzier-
bare 2m-dimensionale Mannigfaltigkeit ist
die skalare Funktion k : M → R, de-
finiert durch kn!

√
det(g jk(p)) · det(·) =

∑
σ=(i1,...,in)∈Sn

sgn(σ)Ω
i1
i2 ∧ ·· · ∧ Ω

in−1
in (·), tat-

sächlich wohldefiniert (d.h. das Keilprodukt ist,
als Multilinearform in TpM, tatsächlich ein
Vielfaches der Determinante, und k ist unab-
hängig von der Auswahl der Karte ϕ). Dann

gilt χ(M) =
2(2m−1)!

22mπm(m−1)!

∫
M

kdO, wobei

χ(M), die Euler-Charakteristik, eine ganzzahli-
ge topologische Invariante von M ist.
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6. Kapitel

Beispiele für Anwendungen der
Differentialgeometrie in der Physik

6.1 Mechanik

Der Hamilton-Formalismus in der Mechanik
ist ein Beispiel für die Anwendung des Kon-
zeptes einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit mit einer symplektischen Bilinearform.
Obwohl dies das prominenteste Beispiel ist,
werden wir darauf nicht eingehen.

Verbindungen zwischen der Riemann-
schen Geometrie und der Mechanik basieren
z.B. auf einer Analogie von Variationsprinzi-
pien.

Definition 6.01 (Konfigurationsraum, kineti-
sche Energie, Potentielle Energie) Sei (M,
〈 , 〉) ein Riemannscher Raum. Wir interpre-
tieren M als Menge der Zustände eines me-
chanischen Systems. Kurven c : I → M sind
Zustandsänderungen. T (v) := 〈v,v〉 heißt die
kinematische Energie. Weiters sei U : M→ R
gegeben. Die Funktion U heißt potentielle
Energie. .

Bemerkung: Ein solches Modell beschreibt
ein ‘holonomes System’, d.h. eines, das in-
finitesimal wie global dieselben Freiheitsgra-
de besitzt. Ein ‘nichtholonomes System’ (wie
z.B. ein Fahrrad auf einer Straße), erlaubt Zu-
standsänderungen nicht in jede Richtung (au-
ßer bei Glatteis). Modelle für nichtholono-
me Systeme sind differenzierbare Mannigfal-
tigkeiten, wo in jedem Punkt p∈M ein zuläs-
siger Unterraum von TpM ausgezeichnet ist.♦

Beispiel: Der Zustand eines ebenen Doppel-
pendels wird durch zwei Winkel ϕ1, ϕ2 (je-
weils moduls 2π) parametrisiert. Der Konfi-
gurationsraum ist also ein Torus. Die skalaren
Funktionen sinϕ1, cosϕ2 sind Beispiele für
in M wohldefinierte differenzierbare Funktio-
nen.

Um das Beispiel zu konkretisieren, sei-
en die Massen der beiden Pendel m1,m2, die
Abstände der Schwerpunkte vom Aufhänge-
punkt s1,s2, die ebenen Massenträgheitsmo-
mente I1, I2, und die Länge des 1. Pendels
sei l1. Dann ist (Mechanik-Übungsbeispiel)
U(ϕ1,ϕ2) = g(m1s1 cosϕ1 + m2(l1 cosϕ1 +
s2 cosϕ2)), Tϕ1,ϕ2 (ϕ̇1, ϕ̇2) = ∑i, j ϕ̇iϕ̇ jgi j mit
g11 = I1 +m1s2

1 +m2l2
1 , g12 = m2l1s2

2 cos(ϕ1−
ϕ2), g22 = I2 + m2s2

2. ♦

Definition 6.02 (d’Alembertsches Prinzip) Sei
M wie oben, und seien p,q∈M. Eine Bahn in
M sei ein kritischer Punkt für das Funktional∫

(T−U) in der Klasse der glatten Kurven, die
p mit q verbinden. .

Bemerkung: In der Physik ist diese Definiti-
on manchmal ein ‘Satz’, der einer Herleitung
bedarf. ♦

Definition 6.03 (Gradient) Ist f : M → R,
so ist grad f das Vektorfeld mit 〈v, gradp f 〉 =
df(v) für alle v ∈ TpM. .

Bemerkung: Sei in lokalen Koordina-
ten grad f = w j

∂ j. Wir berechnen w j aus der
Defininitionsgleichung von grad f : vl

∂l f =
〈vk

∂k,w j
∂ j〉 = vkw jg jk, woraus folgt, daß

w j = g jk
∂k f . ♦

Lemma 6.04 Eine Bahn c löst die Differential-

gleichung
Dċ
dt

=−1
2

gradU .

Beweis: Sei cu eine Variation von
c mit Variationsvektorfeld V . Wir berech-

nen ∂

∂u

∣∣∣∣
u=0

U(cu(t)): Nach der Def. von

dU ist dies gleich dU(V (t)), und nach der
Def. von gradU gleich 〈gradc(t)U,V (t)〉.
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Wir verwenden Lemma 4.39 und berechnen
d
du

∣∣∣
u=0

∫
(T − U)dt = −2

∫ 〈
V,

Dċ
dt

〉
dt −∫

∂U
∂u

(cu(t))dt =
∫ 〈

V,−2
Dċ
dt
− gradU

〉
dt.

c ist ein kritischer Punkt für das Funktional∫
(T −U), wenn 〈2 Dċ

dt
+gradU,V 〉= 0 für al-

le V . 2

Bemerkung: Eine allgemeinere Variante die-

ser Differentialgleichung ist
Dċ
dt

=
1
2

F , wobei

F ein ‘Kraft’-Vektorfeld auf M ist. ♦

Lemma 6.05 (Lagrangesche Differentialglei-
chungen) Es gilt

d
dt

∂T
∂ċ j −

∂T
∂c j =

∂U
∂c j ⇐⇒

Dċ
dt

=−1
2

gradU.

Beweis: Anschreiben in lokalen Koordinaten
und Verwenden der expliziten Formel für Γ

l
jk

aus Satz 4.25. 2

Definition 6.06 (Gesamtenergie) Die Gesam-
tenergie einer Zustandsänderung c zum Zeit-
punkt t ist definiert als die Funktion T (ċ)+U
längs c. .
Lemma 6.07 (Energieerhaltungssatz) Längs ei-
ner Bahn gilt h = T (ċ)+U = const.

Beweis:
d
dt

(T + U) =
d
dt

(〈ċ, ċ〉 + U)

= 2〈Dċ
dt
, ċ〉 +

d
dt

U(c(t)) = −〈gradU, ċ〉 +

〈gradU, ċ〉= 0. 2

Definition 6.08 (Metrik nach Jacobi) Sei M
wie oben und h∈R. Dann sei 〈v,w〉′ := 2(h−
U)〈v,w〉 die Metrik nach Jacobi, und M′ =
{p ∈ M | h−U(p) > 0}. Dann ist (M′,〈 , 〉′)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. .
Der folgende Satz macht es möglich, allgemei-
ne Sätze über geodätische Linien auf Bahnen
von mechanischen Systemen zu übertragen:

Satz 6.09 c ist Bahn von (M,〈 , 〉) mit Ener-
gie h genau dann, wenn c (nach Umparametri-
sierung auf 〈 , 〉′-Bogenlänge s̃) geodätische Linie
von (M′,〈 , 〉′) ist.

Beweis: Man kann nachrechnen,1) daß
(Γ

l
i j)
′ = Γ

l
i j + 1

2(h−U) (δl
i ∂ j(h−U) +δl

j∂i(h−
U) −glrgi j∂r(h −U)) gilt. Die Parameter-
transformation c̃ = c ◦ γ auf 〈 , 〉′-Bogenlän-
ge erfüllt die Relation ds̃

ds = 2(h−U) =⇒
d2 s̃
ds2 = 2∂r(h−U)ċr. Einsetzen liefert die Be-
hauptung. 2

Beispiel: (Vollständigkeit) Sei (M,〈 , 〉,U) der
Konfigurationsraum für ein mechanisches Sy-
stem, und seien p,q zwei Zustände. Ist h>U
in M und M kompakt, dann ist M′ = M, M′ ist
kompakt, daher geodätisch vollständig, und
es gibt nach dem Satz von Hopf und Rinow
(Satz 4.44) eine Bahn der Energie h, die die
Zustände p und q verbindet. ♦

Beispiel: (Stabilität der Bahnen) Sind x(s, t)
für s = const. Bahnen von Punkten x(s)

mit vorgegebenen Anfangswerten
∂x
∂t

(s,0), so

folgt aus Satz 6.09, daß die ‘infinitesimale Ab-

weichung’
∂x
∂s

(0, t) der ‘benachbarten’ Bah-

nen von einer ausgezeichneten Bahn c(t) =
x(0, t) ein Jacobifeld bezüglich der Metrik
〈 , 〉′ ist, und daher die Differentialgleichung

(D′)2

∂t2
∂x
∂s

= R′(ċ,
∂x
∂s

)ċ

erfüllt. Die lineare Abbildung R′(ċ, ·)ċ ist
dabei verantwortlich für das exponentiel-
le Auseinderlaufen oder ‘Beisammenbleiben’
der Bahnen. ♦

Bemerkung: Sei (M,〈 , 〉,U) ein Konfigu-
rationsraum wie oben. Diejenigen Zustands-
änderungen konstanter Energie h (nicht not-
wendig Bahnen im obigen Sinne), welche zwi-
schen Zuständen lokal kürzeste Zeit benöti-
gen, sind Geodätische der brachistochronischen
Metrik 〈 , 〉′′ = (h−U)−1〈 , 〉. ♦

6.2 Relativitätstheorie
Definition 6.10 (4-dim. pseudoeuklidischer Raum) Dieser ist der R4 mit Koordinaten
(x0, . . . ,x3) und dem Skalarprodukt 〈x,y〉pe = x0y0− x1y1− x2y2− x3y3. .

Wir interpretieren die Punktes des R4 als Ereignisse mit einer Zeit- und drei Ortsko-
ordinaten. Ein Vektor v ∈ R4 ist flach or raumartig, wenn 〈v,v〉pe < 0, er ist isotrop
oder lichtartig, wenn 〈v,v〉pe = 0, und steil oder zeitartig, wenn 〈v,v〉pe > 0.

1)siehe D. Laugwitz: Differentialgeometrie
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Definition 6.11 (Lebenslinie, Eigenzeit) Eine Kurve c : I → R
4 heißt Lebenslinie,

wenn ċ zeitartig ist und ċ0 > 0. Die Bogenlänge Lb
a(c) heißt die Eigenzeit längs der

Lebenslinie, die zwischen den Ereignissen c(a) und c(b) verbraucht wird. .

Bemerkung: Diese Bezeichnungen kommen von der Interpretation des pseudoeu-
klidischen R4 als Modell der speziellen Relativitätstheorie. ♦

Im pseudoeuklidischen R4 operiert die Gruppe G der pseudoeuklidischen Kongru-
enztransformationen g : x 7→ A · x + b mit A ∈ O1,3, d.h. AT · diag(−1,1,1,1) ·A =
diag(−1,1,1,1). Wir schränken wir uns im speziellen auf solche A ∈O1,3 ein, die ‘in
die Zukunft’ weisende Vektoren (v ∈ R4 mit v0 > 0) wieder auf solche abbilden.

Satz 6.12 (A. D. Alexandrov) Sei dpe(p,q) = 〈p− q, p− q〉pe. Jede Bijektion g : R4→
R

4 mit dpe(p,q) = 0⇐⇒ dpe(g(p),g(q)) = 0 ist eine pseudoeuklidische Kongruenztrans-
formation.2)

Satz 6.13 (Zwillingsparadoxon) Die ‘längsten’ (im Sinne der Eigenzeit) Lebenslinien,
die zwei Punkte p,q ∈ R4 verbinden, sind die monoton parametrisierten Geraden.

Beweis: p− q ist zeitartig. Sei dpe(p,q) = T . Dann existiert eine pseudoeuklidische
Kongruenztransformation mit p = (0,0,0,0) und q = (T,0,0,0). Sei o.B.d.A. c(0) =
p, c(1) = q. Für jede Lebenslinie ist ċ0(1)> 0. Dann ist

L1
0(c) =

∫ 1

0

√
(ċ0)2− (ċ1)2− . . .≤

∫ 1

0

√
(ċ0)2 =

∫ 1

0
ċ0 = c0

∣∣∣1
0

= T

mit Gleichheit genau für ċ1 = ċ2 = ċ3 = 0. 2

Definition 6.14 (Pseudo-Riemannsche 4-dim. MF) Sei (M,〈 , 〉) eine differenzierba-
re Mannigfaltigkeit mit einem differenzierbaren (2,0)-Tensorfeld 〈 , 〉 ∈ T2M, sodaß
〈 , 〉p eine symmetrische Bilinearform in TpM der Signatur (+, −, −, −) ist. Dann ist
(M, 〈 , 〉) ein pseudo-Riemannscher Raum der Dimension 4. .

Wir verwenden die in der Riemannschen Geometrie von der Metrik 〈 , 〉 abgeleite-
ten Begriffe wie kovariante Ableitung, geodätische Linie, etc., ohne darauf Rücksicht
zu nehmen, daß sie eventuell nicht dieselben Eigenschaften haben wie im Riemann-
schen Fall. Ein Beispiel für eine solche Diskrepanz ist der Unterschied zwischen Satz
1.09 und Satz 6.13.

Analog zum pseudoeuklidischen R4 gibt es die Unterscheidung zwischen raum-
artigen, lichtartigen, und zeitartigen Vektoren v ∈ TpM durch 〈v,v〉 < 0, 〈v,v〉 = 0,
und 〈v,v〉> 0. Wir verwenden (M,〈 , 〉) als Modell für die Raumzeit der allgemeinen
Relativitätstheorie.

Definition 6.15 (Lebenslinie, Eigenzeit) Eine Kurve c : I → M heißt Lebenslinie,
wenn 〈ċ, ċ〉> 0. Die Bogenlänge Lb

a(c) heißt Eigenzeit längs der Lebenslinie zwischen
c(a) und c(b). .

Definition 6.16 (Freier Massenpunkt, Lichtteilchen) Eine Lebenslinie gehört zu einem
freien Massenpunkt bzw. frei fallenden Teilchen, wenn sie eine geodätische Linie ist,
d.h. D

dt
ċ = 0. Eine lichtartige Geodätische (d.h. 〈ċ, ċ〉 = 0) ist die Lebenslinie eines

Lichtteilchens (“Photons”). .
2) siehe A. D. Alexandrov: Über Lorentztransformationen (Russisch), Uspehi Mat. Nauk. 5,3 (1950),

187; A. D. Alexandrov: On the principles of relativity theory. In: Classics of Soviet Mathemotics. Vol. 4.
Gordon & Breach 1996, pp. 289–318; H. Havlicek: Geometrische Transformationen, Vorlesungsskriptum,
Institut für Geometrie, TU Wien, Sommersemester 1995.
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Um als Modell für eine Raum-Zeit im Sinne der allgemeinen Relativitätstheorie zu
dienen, muß die peudoriemannsche Metrik 〈 , 〉 in M bestimmten Bedingungen ge-
nügen (Sie muß die ‘Feldgleichungen’ erfüllen).

Als Motivation für die ‘Feldgleichungen im Vakuum’ betrachten wir zunächst
die klassische Newtonsche Mechanik und danach ein relativistisches Analogon:

Beispiel: (Gezeiten, Newtonsch) Wir betrachten Punkte x(s), die sich im R
3 mit

Koordinaten u1,u2,u3 in einem Kraftfeld mit Potential ϕ bewegen — zum Zeitpunkt
t befinden sie sich bei x(s, t). Wir bezeichnen Ableitungen nach Variablen t,s,u1, . . .
mit x,t , x,s, ϕ,1, u.s.w. Die Bewegungsgleichung ist gegeben durch

x,tt(s, t) =−∇ϕ(x(s, t)).

Wir beobachten das ‘Auseinanderdriften der Bahnkurven’:

∆x(t) = x(s, t)− x(0, t)≈ s · x,s

x,tts = − ∂

∂s

[ ϕ,1

ϕ,2

ϕ,3

]
=−

[ ϕ,11 . . . ϕ,13
...

. . .
...

ϕ,31 . . . ϕ,33

]
·

[ x1
,s

x2
,s

x3
,s

]
.

D.h. längs der Bahnkurve x(0, t) erfüllt die ‘infinitesimale Differenz zur Nachbar-
Bahnkurve x(0 + ds, t)’ die Gleichung

ẍ,s = L(t) · x,s,

wobei die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung L(t) durch (ϕ,i j(x(0, t))) gege-
ben ist (siehe die obige Matrixgleichung).

Setzt man beispielsweise das Potential als Gravitationspotential in der Form ϕ(x)
=−1/‖x‖ an, so ergibt sich an der Stelle (r,0,0) die Matrix

L(r,0,0) =
1
|r|3

[
2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

]
.

Daß die Spur der Matrix verschwindet, ist eine Konsequenz der Newtonschen Feld-
gleichungen

div(gradϕ) = 4πGρ

mit der Gravitationskonstante G und der Dichte der Materie ρ (ρ = 0 im Vakuum).
Als Motivation für dieses Beispiel können die Wassermassen der Erdoberfläche im
Gravitationsfeld des Mondes dienen. ♦

Beispiel: (Gezeiten, relativistisch) Wir betrachten die Lebenslinien x(s, t) von frei
fallenden Massenpunkten x(s). cs(t) = x(s, t) sind geodätische Linien. Wir wählen
eine Basis E0, . . . ,E3 in Tx(0,0)M mit ċ0 = E0.

Wir erzeugen Vektorfelder E0(0), . . . ,E3(t) längs c0(t) durch geodätische Paral-
lelverschiebung, und verwenden die lokale Parametrisierung

g(u0, . . . ,u3) = exp
c0(u0)

(u1E1(u0)+ u2E2(u0)+ u3E3(u0)).

Eine solche Karte für M heißt Fermi-Koordinatensystem bezüglich des frei fallen-
den Beobachters x(0, t) = c0(t), wenn zusätzlich (g jk) = diag(−1,1,1,1) in c(0) und
damit längs c. Längs der Kurve c0(u0) ist ∂0 = E0, . . . ,∂3 = E3.

Wir betrachten eine einparametrige Schar xs(t) = g(u(s, t)) von Lebenslinien.
Weil Lebenslinien Geodätische sind, ist das Vektorfeld

J(t) =
∂x(s, t)

∂s

∣∣∣∣
s=0

= u0
,s∂0 + · · ·u3

,s∂3 = u j
,sE j,
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das das ‘Auseinanderdriften der Lebenslinien’ mißt, ein Jacobi-Feld und erfüllt nach
Lemma 5.14 die Differentialgleichung

J′′ =−R(ċ0,J)ċ0.

Da E0, . . . ,E3 Parallelfelder sind, gilt

J′′ = u0
,sttE0 + · · ·+ u3

,sttE3.

Wir bestimmen die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung−R(ċ0, ·)ċ0 bezüglich
der Basis E0, . . . ,E3 in einem Punkt der Geodätischen x(0, t). Zuvor überlegen wir
uns noch einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten Ri jkl und Rl

i jk: Wegen
(g jk) = diag(1,−1,−1,−1) ist

Ri jkl = 〈R(Ei,E j)Ek,El〉= 〈Rp
i jkEp,El〉=

{
+Rl

i jk für l = 0
−Rl

i jk für l 6= 0.

Es ist Rl
iik = 0, und wegen Ri jkk = 0 ist auch Rk

i jk = 0. Wegen Ri jkl = Rkli j, also speziell
R0 j0k = R0k0 j, gilt hier bei k, l > 0, daß Rk

0 j0 = Rl
0k0.

−R(ċ0,Ek)ċ0 =−R(E0,Ek)E0 =−Rl
0k0El =⇒

J′′ =

 x0
,stt
...

x3
,stt

=

 R0
000 . . . R0

030
...

. . .
...

R3
000 . . . R3

030

 · J =


0 0 . . . 0
0 R1

010 . . . R1
030...

...
. . .

...
0 R3

010 . . . R3
030

 · J.
D.h. die geodätische Abweichung wird, genauso wie im Newtonschen Fall, durch ei-
ne symmetrische (3×3)-Matrix beschrieben. Es liegt daher nahe, vom Krümmungs-
tensor zu fordern, daß die Spur dieser linearen Abbildung verschwindet:

R0
000︸ ︷︷ ︸
=0

+R1
010 + R2

020 + R3
030 = 0, bzw. koordinatenfrei tr(R(E0, ·)E0) = 0.

Nachdem die Auswahl der Lebenslinie (und des Vektors E0) beliebig war, ist eine
naheliegende Forderung an M, daß

tr(R(v, ·)v) =−Ric(v,v) = 0 für alle v.

Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:

Beweis: Es ist Ric(v,w) = tr(R(·,v)w) =
Ri jviw j. Zu zeigen ist Ri j = R ji. Es ist Ri j =
tr(R(·,Ei)E j) = tr(Rl

ki j) = ∑k Rk
ki j. Wir ver-

wenden eine Parametrisierung, sodaß an der

betrachteten Stelle g jk = diag(1,−1,−1,−1).
Dann ist (siehe oben) Rl

l jk = ±Rl jkl =
±(−1)(−1)R jllk =±Rlk jl = Rl

lk j. 2

Deshalb folgt aus Ric(v,w) = 1
2 (Ric(v + w,v + w) − Ric(v,v) − Ric(w,w)) die

Gleichung Ric(v,w) = 0 für alle v,w. ♦

Definition 6.17 (Feldgleichungen im Vakuum) Ein vierdimensionaler pseudo-Rie-
mannscher Raum (M,〈 , 〉) dient als mathematisches Modell für die Bewegung von
Teilchen im Vakuum, wenn der Ricci-Tensor verschwindet. .

Beispiel: (Schwarzschild-Metrik) Sei M = {(u0, . . . ,u3) ∈ R4 | (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 >
R2}. Sei g : R4→ R4,

g(t,r,θ,ϕ) = (t,r cosθ sinϕ,r sinθ sinϕ,r cosϕ)
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eine lokale Parametrisierung von M. Die pseudo-Riemannsche Metrik 〈 , 〉 in M habe
bezüglich dieser Karte die Koeffizienten

gtt =
r−R

r
, grr =− r

r−R
, gϕϕ =−r2, gθθ =−r2

2
sinϕ.

Alle gemischten Koeffizienten sind gleich 0. Man überzeugt sich prinzipiell leicht,
daß der Ricci-Tensor verschwindet. Es handelt sich um ein Modell des Gravitations-
feldes eines sphärisch-symmetrischen Körpers. ♦



Anhang

A.1 Geometrie
Definition A.01 (Volumen) Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, verse-
hen mit einem Skalarprodukt so, daß eine feste Orthonormalbasis Determinante 1
besitzt. Dann ist das orientierte Volumen des von n Vektoren aufgespannten Par-
allepipeds gegeben durch

−→
Vol(u1, . . . ,un) = det(u1, . . . ,un). Das Volumen ist definiert

durch Vol = |
−→
Vol|.

Das r-dimensionale Volumen Vol(v1, . . . ,vr) von r Vektoren wird in einem r-
dimensionalen Unterraum berechnet, in dem v1, . . . ,vr liegen. .

Satz A.02 Das r-dimensionale Volumen des von den Vektoren v1, . . . ,vr aufgespannten
Parallelepipeds im R

n ist gegeben durch Vol(u1, . . . ,ur)2 = det
(
〈u j,uk〉rj,k=1

)
.

Definition A.03 (Kreuzprodukt) e1, . . . , en seien die Vektoren einer Orthonormal-
basis in einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V und (x j

i ) seien die Ko-
ordinaten von xi bezüglich dieser Basis. Das Kreuzprodukt von x1, . . . ,xn−1 ∈ V ist
durch Entwickeln der folgenden symbolischen Determinante nach der letzten Spalte
gegeben:

x1×·· ·× xn−1 :=

∣∣∣∣∣∣∣
x1

1 · · · x1
n−1 e1

...
. . .

...
...

xn−1
1 · · · xn

n−1 en

∣∣∣∣∣∣∣ .

Satz A.04 Das Kreuzprodukt von x1, . . . ,xn−1 steht orthogonal auf alle xi, es ergänzt
x1, . . . ,xn−1 zu einer positiv orientierten Basis (falls x1, . . . ,xn−1 linear unabhängig sind),
und ‖x1×·· ·× xn−1‖= Vol(x1, . . . ,xn−1).

A.2 Analysis
Definition A.05 (Cr) Sei U ⊂ Rn offen und f : U → R

m. f heißt r-mal stetig diffe-

renzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen
∂f j

∂ui1 . . .∂ui j
existieren und in U stetig

sind. Wir schreiben f ∈Cr. .

Definition A.06 (Differential, regulär, Gradient) Ist f : U ⊂ Rm→ R
n differenzier-

bar, so sind die lineare Abbildung dfp : Rm→ R
n (das Differential von f bei p) bzw.

im Falle n = 1 der Gradientenvektor gradp( f ) von f bei p gegeben durch

dfp(v) =
∂f
∂u1(p)v1 + · · ·+ ∂f

∂um(p)vm, gradp( f ) = (
∂f
∂x1 , . . . ,

∂f
∂xn ).

f heißt regulär bei p, wenn dfp regulär ist, d.h. 6 ∃v mit dfp(v) = 0. .

73
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Beispiel: Bei n = 1 ist dfp(v) = gradp( f ) · v und f regulär ⇐⇒ gradp( f ) 6= 0. ♦

Satz A.07 (von Taylor) Ist f : U ⊂ Rn → R
m aus der Klasse Ck+1, so gibt es für alle

x0,h ein θ ∈ [0,1], sodaß f (x0 + h) =
k

∑
p=0

1
p!

((h1
∂1 + · · · + hn

∂n)p f )(x0) +
1

(k + 1)!
((h1

∂1 + · · · + hn
∂n)k+1 f )(x0 + θh).

Definition A.08 (Landausymbole) Ist f ,g,h : U ⊂ Rn → R
m, p : U → R mit f =

g+h, sodaß ‖h/p‖→ 0 beim Grenzübergang x→ x0, so schreiben wir f (x) = g(x)+
o(p(x)) bei x→ x0. Das „klein o von p“ heißt ein Landausches Symbol. .

Beispiel: Aus dem Satz von Taylor folgt für eine Ck+1-Funktion f : R→ R, daß

f (x) =
k

∑
j=0

(x− x0) j

j!
(

d j

dt j f )(x0)+ o((x− x0)k) (x→ x0).
♦

Definition A.09 (holomorph, analytisch) f : U ⊂ C→ C ist holomorph, wenn das
Differential von f (wir identifizieren C mit R2) in jedem Punkt eine gleichsinnige
Ähnlichkeit ist. g : U ⊂C→R ist analytisch, wenn g der Realteil einer holomorphen
Funktion ist. .

Satz A.10 Sei g : U ⊆ C → R einfach zusammenhängend. Wir schreiben g(u,v) :=
g(u+ iv). Dann ist g analytisch genau dann, wenn g,uu +g,vv = 0 und auch genau dann,
wenn lokal g(z− z0) = ∑

∞

k=0 ak(z− z0)k gilt.

Definition A.11 (reell-analytisch) f : U ⊂R→R ist reell-analytisch, wenn lokal um
jedes x0 ∈U gilt, daß f (x) = ∑

∞

k=0 ak(x−x0)k ist. Funktionen f : U ⊂R→Rk heißen
reell-analytisch, wenn jede einzelne Komponente reell-analytisch ist. .

Satz A.12 Jede reell-analytische Funktion f : U ⊂R→C kann durch dieselben Potenz-
reihen, von denen in einer Umgebung V von U ⊂C immer mindestens eine konvergiert,
zu einer holomorphen Funktion f : V → C fortgesetzt werden.

Beispiel: Sei f : U ⊆ C→ C holomorph mit f (z) = g(z) + ih(z), g = Re( f ) und
h = ℑ( f ). Identifizieren wir C mit R2, hat das Differential dfz : R2 → R

2 die reelle

Koordinatenmatrix A =
[g,u g,v

h,u h,v

]
. Da A eine Ähnlichkeit beschreibt (nach Defini-

tion von ‘holomorph’), ist die 2. Spalte, aufgefaßt als Vektor im euklidischen R2, die
um 90◦ gedrehte 1. Spalte, d.h. h,u = −g,v, h,v = g,u (das sind die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen). Bei ζ = ξ+ iη ist df(ζ) = A ·

[
ξ
η

]
. Diese Ähnlichkeits-

abbildung kann man auch durch die Multiplikation mit einer komplexen Zahl aus-

drücken: Es gilt df(ζ) =
df
dz
· ζ, wobei

df
dz

= g,u + ig,v die komplexe Ableitung von f

bedeutet. ♦

Definition A.13 (Diffeomorphismus) Sind U,V ⊂ Rn offen, so heißt f : U → V
Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, und f und f−1 differenzierbar sind. .

Beispiel: Ist f : (a,b)⊆R→ (c,d)⊆R bijektiv und differenzierbar mit f ′ 6= 0, so ist
auch f−1 differenzierbar mit ( f−1)′(t) = f ′( f−1(t)), d.h. f ist Diffeomorphismus.♦

Lemma A.14 Ist f ein Diffeomorphismus, so ist f notwendigerweise regulär. Ist f ∈Cr

und diffeomorph, so ist auch f−1 ∈Cr.

Satz A.15 (Satz von der Umkehrfunktion) Ist f : U ⊆ Rn → R
n bei p ∈ Rn regulär,

dann existiert eine offene Umgebung V von p, sodaß f :V → f (V ) ein Diffeomorphismus
ist. Wir sagen, daß f ein lokaler Diffeomorphismus ist.
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Satz A.16 (Substitutionsregel) Ist f : U ⊆ Rn→ R (Riemann- oder Lebesgue-)integrier-
bar und ϕ : U → V diffeomorph, so gilt

∫
U f (x)dx =

∫
V ( f ◦ϕ)(y)|J(y)|dy, wobei J(y)

die Determinante der n×n-Matrix ∂ϕ/∂y ist.

Definition A.17 (Differentialgleichung) Sei U ⊆ Rm offen, (t0,u0) ∈ (a,b)×U und
f : (a,b)×U → R

m eine Cr-Abbildung (r ≥ 0). Eine Kurve c : (a′,b′)→ R
m heißt

Lösung der Differentialgleichung d
dt

u = f (t,u) mit Anfangsbedingung (t0,u0), wenn

a≤ a′ < t0 < b′ ≤ b ist und c(t0) = u0, f (t,c(t)) = ċ(t) gilt. Die Differentialgleichung
heißt linear, wenn f die Gestalt f (t,u) = f0(t)+ ∑

m
j=0 u j f j(t) hat. .

Satz A.18 (wir verwenden die Bezeichnungen von Def. A.17) Bei r≥ 1 existiert für alle
Anfangsbedingungen eine Lösung cu0,t0 der Differentialgleichung, die bis auf das Inter-
vall (a′,b′) eindeutig ist. Für eine lineare Differentialgleichung existiert bei r ≥ 0 eine
eindeutige Lösung mit (a′,b′) = (a,b). In beiden Fällen ist die Abbildung c : (u0, t0, t) 7→
cu0,t0(t) ∈ Rm aus der Klasse Cr.

Definition A.19 (metrischer Raum) d : X ×X → [0,∞) ist Metrik und (X ,d) metri-
scher Raum, wenn gilt: (i) d(x,y) = 0⇐⇒ x = y, (ii) d(x,y) = d(y,x) für alle x,y ∈ X ,
(iii) d(x,y)+ d(y,z)≤ d(x,z) für alle x,y,z ∈ X (Dreiecksungleichung). .

Wir verwenden die Schreibweise B(x,ε) für die Menge {y ∈ X | d(x,y)< ε}.

Definition A.20 (Grenzwert, Cauchyfolge, Vollständigkeit) Ist X metrischer Raum
und a : N → X Folge, so heißt a Cauchyfolge, wenn ∀ε > 0 ∃N ∈ N, sodaß aus
n,m > N stets d(an,am) < ε folgt. α ist Grenzwert von a, wenn ∀ε > 0 ∃N ∈ N,
sodaß aus n > N stets d(an,α)< ε folgt. Wir schreiben α = liman. Konvergiert jede
Cauchyfolge, so heißt (X ,d) vollständig. .

Beispiel: Grenzwerte sind immer eindeutig, falls sie existieren. Mit d(x,y) = ‖x−y‖
ist Rn vollständiger metrischer Raum. ♦

Definition A.21 (Häufungspunkt) Ein Grenzwert einer Teilfolge einer Folge heißt
Häufungspunkt der Folge. .

Satz A.22 Jeder Häufungspunkt einer Cauchyfolge ist Grenzwert.

Beweis: Sei α = limani und ε > 0. Dann gibt
es N1 mit d(ani ,α) < ε/2 für ni > N1 und es
gibt N2 mit d(an,am) < ε/2 für n,m > N2.

Für N := max(N1,N2) gilt dann n > N =⇒
d(α,an)< ε, also α= limai. 2

Definition A.23 (totale Variation) Ist M metrischer Raum und f : [a,b]→ M ste-
tig, so ist die totale Variation von f definiert als sup∑d( f (ti+1), f (ti)), wobei das
Supremum über alle Unterteilungen a = t0 < t1 < · · ·< tr = b genommen wird. .

A.3 Topologie

Definition A.24 (Topologie, offen, abgeschlossen, Basis) Eine Menge X und eine
Menge O von Teilmengen von X heißt eine Topologie, wenn gilt: (i) X , /0 ∈ O , (ii)
O1,O2 ∈ O ⇒ O1 ∩O2 ∈ O , (iii) Die Vereinigung einer Familie von Oi ∈ O ist in
O . (X ,O) (oder nur X ) heißt dann topologischer Raum. Die Elemente von O hei-
ßen offen und ihre Komplemente abgeschlossen. O ′ ⊂ O heißt eine Basis, wenn die
Mengen von O genau die Vereinigungen von Mengen von O ′ sind. .
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Beispiel: Durch Komplementbildung erhält man die Aussagen (i) /0 und X sind abg.,
(ii) A1,A2 abg. =⇒ A1∪A2 abg., (iii) Ai abg. (i ∈ I) =⇒

⋂
Ai ist abg.

Sind O1,O2 Topologien für X , und sind O ′1,O
′
2 deren Basen, so folgt aus O ′1 ⊆O2

und O ′2 ⊆O1, daß O1 = O2 gilt. ♦

Beispiel: Ist X metrischer Raum, so definieren wir eine Topologie durch die ε-
Umgebungen B(x,ε) von Punkten als Basis. Diese Topologie heißt durch die Metrik
induziert. Bei X ⊂Rn und der kanonischen Metrik im R

n spricht man von der Stan-
dardtopologie. U ⊆ X ist offen genau dann, wenn ∀x ∈U ∃ε > 0 mit B(x,ε)⊆U . ♦

Definition A.25 (Abschluß) Für Y ⊆X sei Y der (dann abgeschlossene) Durchschnitt
aller abg. Teilmengen von X , die Y enthalten (= Abschluß bzw. abg. Hülle von Y ). .

Definition A.26 (Umgebung) U ist Umgebung von x ⇐⇒ ∃V ∈O : V ⊆U,x∈V ..

Definition A.27 (stetig, Homöomorphismus) Sind X ,Y topologische Räume, dann
ist f : X→Y stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist. Ist f bijektiv und
f−1 ebenfalls stetig, so heißt f Homöomorphismus. .

Beispiel: Verwenden wir eine durch eine Metrik bestimmte Topologie, so stimmt
Def. A.27 mit der üblichen Definition der Stetigkeit aus der Analysis überein: f ist
stetig genau dann, wenn lim f (an) = f (liman) gilt.

Eine Abbildung ist offenbar auch genau dann stetig, wenn die Urbilder von abge-
schlossenen Mengen abgeschlossen sind. Ist f : X → R stetig, so definiert die Unglei-
chung f (x) > 0 eine offene Teilmenge X ′ = f−1((0,∞)) von X , und die Gleichung
f (x) = 0 eine abgeschlossene Teilmenge X ′′ = f−1({0}) von X . ♦

Definition A.28 (Teilraum) Ist Y ⊆ X und (X ,O) topologischer Raum, so sei O ′ =
{U ∩Y |U ∈ O}. Dann ist (Y,O ′) ein topologischer Raum und heißt Teilraum von
(X ,O). .

Beispiel: Ist X metrischer Raum und verwenden wir als Metrik in Y die von X ,
so stimmt die metrische Topologie in Y offenbar mit der Teilraumtopologie in Y
überein. Dies gilt insbesondere für die Standardtopologie im R

n. ♦

Definition A.29 (Hausdorff ) Ein topologischer Raum (X ,O) ist Hausdorffsch
(“T2”), wenn je zwei verschiedene Punkte aus X disjunkte offene Umgebungen ha-
ben. .

Beispiel: Metrische Topologien sind Hausdorffsch: Für x,y ∈ Rn kann man offene
Kugeln mit Radius ‖d(x,y)‖/3 verwenden. Jeder Teilraum eines T2-Raumes ist offen-
bar ein T2-Raum. Die Mengen {x} sind in einem T2-Raum abgeschlossen (Ü-Bsp.) ♦

Definition A.30 (Zusammenhang) Haben in (X ,O) nur /0 und X die Eigenschaft,
gleichzeitig offen und abgeschlossen zu sein, heißt X zusammenhängend. .

Beispiel: Die zusammenhängenden Teilmengen von R (versehen mit der Standard-
topologie) sind genau die Intervalle inklusive ±∞ als Intervallgrenzen (Übungsbei-
spiel) ♦

Definition A.31 (Weg, Wegkomponente, Wegzusammenhang) Ein Weg in X ist
eine stetige Abbildung c : [0,1]→ X . x,y ∈ X heißen verbindbar, wenn es einen Weg
mit c(0) = x und c(1) = y gibt. Dies ist eine Äquivalenzrelation (Übungsbeispiel).
Die Äquivalenzklassen der Relation “verbindbar” heißen Wegkomponenten. X heißt
wegzusammenhängend, wenn je 2 Punkte in X verbindbar sind. .
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Beispiel: Der Rn ist wegzusammenhängend. Ist f : X → Y stetig, und ist X (weg-)
zusammenhängend, so hat auch f (X) diese Eigenschaft (Übungsaufgabe) ♦

Definition A.32 (Lokaler Wegzusammenhang) X heißt lokal wegzusammenhän-
gend, wenn jeder Punkt x ∈ X eine wegzusammenhängende Umgebung besitzt. .

Satz A.33 Ist X wegzusammenhängend, so auch zusammenhängend. Ist X lokal wegzu-
sammenhängend und zusammenhängend, so auch wegzusammenhängend (d.h. je zwei
Punkte sind durch einen Weg verbindbar).

Beweis: Angenommen, X ist wegzusammen-
hängend, A ⊆ X ist offen und abgeschlossen,
und c : [0,1] → A ist ein Weg =⇒ X \ A
ist offen und abgeschlossen =⇒ c−1(A) und
c−1(X \ A) sind offen =⇒ c−1(A) ist offen
und abgeschlossen, und daher gleich [0,1]
oder gleich /0, denn [0,1] ist zusammenhän-
gend. Es folgt, daß das Bild einer Kurve ganz
in A oder ganz in X \A liegt. Da je 2 Punkte

verbindbar sind, folgt A = X oder A = /0, und
X ist zusammenhängend.

Ist X lokal wegzusammenhängend, so be-
sitzt jedes x eine wegzusammenhänge Umge-
bung, also ist die Wegkomponente Wx von
x offen. Wx ist das Komplement der Vereini-
gung der Wegkomponenten der Punkte nicht
in Wx (welche offen sind), also abgeschlossen.
Damit folgt Wx = X . 2

Beispiel: Für eine offene Teilmenge X des Rn besitzt jedes x ∈ X eine ε-Kugel als
wegzusammenhängende Umgebung, X ist also lokal wegzusammenhängend. Ist X
zusammenhängend, dann auch wegzusammenhängend. ♦

Definition A.34 (kompakt) Eine Topologie (X ,O) ist kompakt, wenn sie T2 ist,
und man aus jeder Familie Ui von offenen Mengen mit

⋃
Ui = X endlich viele der Ui

auswählen kann, die X überdecken. .

Satz A.35 (i) Sei A⊆ K abgeschlossen. Ist K kompakt, so auch A. (ii) Ist K kompakt und
f : K→ Y stetig, so ist f (K) kompakt, falls Y T2 ist.

Beweis: ad (i): Sei U j eine offene Überdeckung
von A. Jedes U j hat die Form V j∩A mit V j of-
fen in K. Nun wird K durch die Mengen (V j)
gemeinsam mit K \A überdeckt. Endlich viele
davon überdecken K, also endlich viele der U j

überdecken A.
ad (ii): Sei (Ui)i∈I eine offene Über-

deckung von f (K). Die Mengen Vi = f−1(Ui)
überdecken K, sogar endlich viele davon. De-
ren Bilder überdecken f (K). 2

Satz A.36 (Satz von Heine-Borel) Die kompakten Teilmengen von Rn sind genau die
beschränkten abgeschlossenen Teilmengen (d.h. Rn hat die Heine-Borel-Eigenschaft)

Beispiel: Daraus folgt unmittelbar, daß auch jede abgeschlossene Teilmenge des Rn

(versehen mit der Standardtopologie) die Heine-Borel-Eigenschaft besitzt. ♦

Satz A.37 Ist (X ,d) metrischer Raum und seine metrische Topologie kompakt, dann hat
jede Folge a : N→ X einen Häufungspunkt.

Beweis: Liegen in jeder Umgebung eines
Punktes x unendlich viele Folgenglieder, so
ist er ein Häufungspunkt (wähle ani aus
B(x,1/i), dann ist x = limani ). Wir nehmen
an, daß a keinen Häufungspunkt besitzt, daß

also jeder Punkt x eine offene Umgebung Ux
besitzt, in der nur endlich viele ai liegen. End-
lich viele der Ux überdecken X , es dürften da-
mit in ganz X nur endlich viele Folgenglieder
liegen (Widerspruch). 2

Definition A.38 (Produkttopologie) Für topologische Räume X j ( j ∈ J) betrachte
das Produkt X =×X j und für alle k ∈ J die Projektionen pk : X→ Xk. Ist Uk offen in
Xk, so sei auch p−1

k (Uk) offen in X (d.h. pk ist stetig). Endliche Durchschnitte solcher
Mengen und deren Vereinigungen seien genau die offenen Mengen in X . .
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Beispiel: Die offensichtliche BijektionRn×Rn→Rn+m ist ein Homöomorphismus,
wenn alle drei mit der Standardtopologie versehen sind. ♦

Satz A.39 (von Tychonov) Ein Produkt X =×X j ist genau dann kompakt, wenn alle
X j kompakt sind.

Definition A.40 (parakompakt) Ein topologischer Raum X ist parakompakt, wenn
jede offene Überdeckung (Ui)i∈I eine lokal-endliche Verfeinerung besitzt: Es gibt
eine offene Überdeckung (Vj) j∈J , sodaß jedes Vj in einem Ui liegt, und jedes x ∈ X
eine offene Umgebung besitzt, die nur endlich viele der Vj schneidet. .

Beispiel: Wir zeigen die Parakompaktheit der Standardtopologie einer abgeschlos-
senen Teilmenge X des Rn und verwenden die Bezeichnung Dr für die offene und
Dr für die abgeschlossene Vollkugel vom Radius r und Mittelpunkt 0: Für k ∈ N ist
Kk := (Dk \Dk−4)∩X kompakt, und X =

⋃
k∈NKk. Endlich viele der Ui überdecken

Kk. Als Vj verwenden wir (für jedes k) die Schnitte dieser Ui mit (Dk−1 \Dk−3)∩X .♦

A.4 Algebra
Definition A.41 (elementarsymmetrische Funktionen) Das ungeordnete n-Tupel {κ1,
. . . , κn} ist durch das Polynom ∏

n
i=1(t−κi) eindeutig bestimmt und umgekehrt. Die

Koeffizienten dieses Polynoms S0tn−S1tn−1 + · · ·+(−1)nSn sind (bis auf das Vorzei-
chen) die elementarsymmetrischen Funktionen von κ1, . . . ,κn, nämlich: S0(κ1, . . . ,κn)
= 1; S1(κ1, . . . ,κn) = κ1 + · · ·+κn; S2(κ1, . . . ,κn) = κ1κ2 +κ1κ3 + · · ·+κn−1κn; und
so weiter bis Sn(κ1, . . . ,κn) = κ1 · · ·κn. .

Definition A.42 (Liesche Algebra) g heißt Liesche Algebra, wenn g ein Vektorraum
ist, und eine bilineare Abbildung [ , ] : g× g→ gmit den folgenden Gesetzen definiert
ist: (i) [x,x] = 0 (ii) [x, [y,z]]+ [y, [z,x]]+ [z, [x,y]] = 0 ( Jacobi-Identität). .

Beispiel: R3 mit [x,y] = x× y ist eine Liesche Algebra. ♦
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B.1 Kurventheorie

Bsp. 1.01. Es sei t = 0 ein nicht regulärer Punkt der Ck+1-Kurve c : I → R
n und es

existiere eine kleinste natürliche Zahl k ≥ 2 mit c(k)(0) 6= 0. Dann gilt: Ist k gerade,
so ist c(−ε,ε) in einem Kegel mit Spitze c(0) enthalten, dessen ‘Öffnungswinkel’ bei
ε→ 0 gegen 0 strebt (die Kurve hat einen Rückkehrpunkt). Ist k ungerade, so gibt es
eine reguläre C1-Parametrisierung von c(I).

Bsp. 1.02. Man diskutiere die Dimensionen der Schmiegräume der Kurve c :R→R3,
c(t) = (t + t2, t3, t4).

Bsp. 1.03. Sind alle k-Schmiegräume eines Ck+1-Kurve c : I → R
n k-dimensional,

(k = 1,2, . . . ,n− 1) und enthalten alle einen festen Punkt, so liegt c(I) in einem k-
dimensionalen Unterraum von Rn. Sonderfälle:

— Gehen alle Tangenten einer regulären C2-Kurve durch einen Punkt, so ist diese
in einer Geraden enthalten.

— Hat eine reguläre C3-Kurve keinen Wendepunkt und gehen alle Schmiegebe-
nen durch einen Punkt, so ist diese in einer Ebene enthalten.

Bsp. 1.04. Sei c : R→ R
2 gegeben durch t 7→ c(t) := (t,ch t). Gesucht ist eine Pa-

rametertransformation ϕ : R→ R, sodaß c ◦ϕ nach der Bogenlänge parametrisiert
ist.

Bsp. 1.05. Sei c :R→R2 gegeben durch t 7→ c(t) := (cos3 t, sin3 t). Man berechne die
Bogenlänge L+π

−π(c).

Bsp. 1.06. Ist c : I→ R
n regulär, dann heißt der affine Unterraum c(t) + [ċ(t)]⊥ die

Normalhyperebene von c an der Stelle t. Es enthalten genau dann alle Normalhyper-
ebenen einen gemeinsamen Punkt, wenn c(I) in einer Sphäre enthalten ist.

Bsp. 1.07. Bestimmen Sie Begleitbasis und Krümmungen für die Kurve c(t) = (r cos t,
r sin t, pt) (t ∈ R, r > 0).

Bsp. 1.08. Bestimmen Sie die Kurven in der euklidischen Ebene mit κ1(s) = s (s ist
die Bogenlänge).

Bsp. 1.09. Bestimmen Sie die Haupttypkurven mit konstanten Krümmungen im R
2

und R3.

Bsp. 1.10. Sei c :R→Rn eine normierte Haupttypkurve. Zeigen Sie: c hat konstante
Krümmungen⇔ für alle a ∈ R gibt es eine Bewegung βa : Rn→ R

n mit c(t + a) =
βa(c(t)) für alle t ∈ R.

Die Menge Gc = {βa | a ∈ Rn} ist eine Untergruppe der Bewegungsgruppe und
a 7→ βa ist ein Homomorphismus (R,+)→ (Gc,◦). c ist eine Punktbahn bei der Wir-
kung von Gc und alle Punktbahnen haben konstante Krümmungen (‘W-Kurven’).

1)Der Autor dieses Textes weist explizit darauf hin, daß die allerwenigsten der hier aufgeführten Bei-
spiele eigenes geistiges Eigentum sind.
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B.2 Teilmannigfaltigkeiten

Bsp. 2.01. Zeigen Sie: Ist σ : Rn→ R eine Bilinearform, so ist M := {x | σ(x,x) = 1}
eine (n− 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von Rn. Geben Sie eine Gleichung
von TpM für p ∈M an.

Bsp. 2.02. Zeigen Sie: SLn = {A ∈ Rn×n | det(A) = 1} ist eine (n2−1)-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von Rn×n. Geben Sie eine Gleichung des Tangentialraumes an.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst dE det(V ) = d
dt

∣∣∣
t=0

(det(E + t ·V )) = tr(V ) und berech-

nen Sie anschließend dA det(V ).

Bsp. 2.03. Zeigen Sie: g : U ⊆Rm→Rn, g(u) = g(u1, . . . , um)→ (u1, . . . , um, gm+1(u),
. . . , gn(u)) parametrisiert eine m-dimensionale Cr-Teilmannigfaltigkeit des Rn, wenn
gm+1, . . . , gn Cr sind.

Bsp. 2.04. Für welche a ∈ R ist der Schnitt des Zylinders x2 + z2 = 1 und der Kugel
x2 + y2 +(z−a)2 = 4 eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R3?

Bsp. 2.05. Gegeben sind die beiden Abbildungen f ,g : R2→ R
3 durch f (u,v) = (u,

v, (αv)2 − (βv)2) g(u,v) = (β(u + v), α(u− v), 4α2β2uv) mit α,β ∈ R\{0}.

— Zeigen Sie: f (R2) = g(R2) und beide f ,g sind regulär und injektiv. Die 1-Parame-
terkurven und die 2-Parameterkurven von f sind je schiebungsgleiche Parabeln.
Die Parameterkurven von g sind geradlinig.

— Zeigen Sie: M = f (R2) = g(R2) ist eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des
R

3.
Bemerkung: M ist ein hyperbolisches Paraboloid und f bzw. g sind Parametrisie-
rungen von Φ von als Schiebfläche bzw. Regelfläche.

— Seien ∂1,∂2 und ∂
′
1,∂
′
2 die Basisfelder, die durch f und g gegeben sind. Stellen Sie

die einen als Linearkombination der anderen dar.

B.3 Flächen im euklidischen R3

Bsp. 3.01. Rotiert ein Kreis k um eine Gerade g seiner Ebene (g sei kein Kreisdurch-
messer), so entsteht ein Torus Φ. Ist die Anzahl der Schnittpunkte von g,k gleich 0,
heißt Φ Ringtorus, ist sie 1, Dorntorus, ist sie 2, Spindeltorus.

— Man suche eine möglichst große Teilmenge von Φ, die eine 2-dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit von R3 ist und suche eine reguläre Parametrisierung.

— Man bestimme die dazugehörigen Koeffizienten g jk der Metrik.
— Man berechne die Oberfläche des Ringtorus.

Bsp. 3.02. Sei c : I→ R
3 eine Cr-Kurve der Gestalt c(t) = (g(t),0,h(t)). Verschrau-

bung um die z-achse liefert eine die Parametrisierung f (u,v) = (g(u)cosv, g(u) sinv,
h(u)+ pv), wobei p 6= 0. f (I×R) heißt Schraubfläche, p heißt ihr Schraubparameter.

Man diskutiere Regularität und Injektivität von f . Für den Fall, daß f regulär
ist, parametrisiert f lokal eine 2-dim. Teilmannigfaltigkeit des R3. Man berechne
die Koeffizienten ihrer inneren Metrik, und und gebe Winkel und Bogenlänge der
Parameterkurven an.

Bsp. 3.03. Zeigen Sie, daß die folgenden Flächenklassen im R
3 lokal isometrisch zu

R
2 sind:

— Zylindrische Flächen mit regulärem C1-Normalschnitt (Parametrisierung g(u,v)
= c(u)+ vl, mit einer Kurve c : I→ R3 und l ∈ R3.

— Kegel mit Parametrisierung g(u,v) = g(u,v) = vc(u) mit c : I→ S2, ‖ċ‖= 1.
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— Tangentenflächen von Kurven mit Parametrisierung g(u,v) = c(u) + vċ(u), mit
‖ċ‖= 1.

Finden Sie zuerst eine maximale Definitionsmenge so, daß g lokal eine Teilmannig-
faltigkeit parametrisiert. Dann suchen Sie eine Parametrisierung ḡ einer Teilmenge
der euklidischen Ebene so, daß die Koeffizienten der metrischen Grundform für g
und ḡ übereinstimmen. Hinweis zu (c): Verwenden Sie den Hauptsatz der Kurven-
theorie.

Bsp. 3.04. Zeigen Sie: Die Umkehrung der stereographische Projektion der Kugel Sn

aus ihrem Nordpol N auf die Äquatorebene ist eine isotherme Parametrisierung von
Sn \N.

Bsp. 3.05. Man betrachte die Kurve c(t) = d(sin t,−cos t− lntan t
2 ,0). Die bei Ro-

tation von c um die y-Achse entstehende Fläche heißt Pseudosphäre. Man bestimme
die Gaußsche und die mittlere Krümmung dieser Fläche. Hinweis: Die Gaußsche
Krümmung ist konstant.

Bsp. 3.06. Sei Sm = {x ∈ Rm+1 | ‖x‖ = r}. Zeigen Sie: Die Normalkrümmung jeder
Flächentangente von Sm hat den Betrag 1/r, und die Gaußsche Krümmung von Sm

hat den Betrag 1/rm.

Bsp. 3.07. Zeigen Sie: Alle Breitenkreise der Pseudosphäre (vgl. Bsp. 3.05) haben
dieselbe geodätische Krümmung

Bsp. 3.08. Sei F(x,y,z) = (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2− 1 mit a,b,c > 0. Das Ellipsoid
F−1(0) ist eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R3 (vgl. Bsp. 2.01). Es sei
d(p) der Abstand der Tangentialebene von p zum Mittelpunkt (0,0,0). Zeigen Sie,
daß für die Gaußsche Krümmung gilt:

1
K(x,y,z)

= (abc)2 ·
( x2

a4 +
y2

b4 +
z2

c4

)2
=

(abc)2

d(x,y,z)4 .

Bsp. 3.09. Sei g(u,v) = (u,v,u2− v2) und ḡ(u,v) = (u,v,2uv). Beide parametrisieren
Teilmannigfaltigkeiten M und M̄ (vgl. Bsp. 2.03).

Zeigen Sie: Die jeweiligen Gaußschen Krümmungen in g(a) und ḡ(a) sind gleich.
Die Abbildung f : M→ M̄, g(u) 7→ ḡ(u) ist ein Diffeomorphismus und flächentreu,
aber nicht lokal isometrisch.

Bsp. 3.10. Sei U = R+×R, und sei gt : U → R3 (0≤ t ≤ 1)gegeben durch

gt(u,v) = (1− t2)1/2(sinhucosv, sinhu sinv,v)+ t(−coshu sinv,coshucosv,u).

Man zeige: gt parametrisiert eine Schraubfläche für t 6= 0 (eine Wendelfläche für
t = 1), und ein Katenoid für t = 0. gt ist isotherm für alle t, und die Abbildungen
gt(u,v) 7→ gs(u,v) sind lokal isometrisch. Alle gt parametrisieren Minimalflächen.

Bsp. 3.11. Man bestimme Abbildungen g(u,v) = c1(u)+c2(v) mit ebenen Kurven ci
in zueinander orthogonalen Ebenen, die Minimalflächen parametrisieren (Es ergibt
sich die Minimalfläche von H. F. Scherk, siehe Fig. B.2).

Bsp. 3.12. Bestimmen Sie die Minimalfläche, die eine Symmetrie-Ebene nach einem
Kreis schneidet! (Hinweis: Lösen sie ein Björlingsches Problem und verifizieren Sie
die Symmetrie der Lösung).

Bsp. 3.13. Sei F holomorph in U ⊂ C. Zeigen Sie: g(u,v) = Re(w(u + iv)) parame-
trisiert eine Minimalfläche außer in isolierten singulären Punkten, oder es ist w(z)
konstant, wenn w(z) gegeben ist durch

w(z) =
(∫ z

z0

(1− ζ2)F(ζ)dζ, i
∫ z

z0

(1 + ζ2)F(ζ)dζ, 2
∫ z

z0

ζF(ζ)dζ
)
.
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Abbildung B.1: Biegeschar von
Minimalflächen

Abbildung B.2: Scherksche
Minimalfläche

Setzen Sie F(z) = 1/2z2 in Bsp. 3.13, und bestimmen Sie die dazugehörige Minimal-
fläche.

Bsp. 3.14. Sei g : U ⊂ Rn−1 → R
n eine reguläre Parametrisierung einer Teilman-

nigfaltigkeit, n das dazugehörige Einheits-Normalvektorfeld, und sei gε(u) = g(u) +
εn(g(u)) die Parametrisierung einer Parallelfläche im Abstand ε.

Zeigen Sie: gε(U) ist lokal Teilmannigfaltigkeit, wenn 1/ε keine Hauptkrüm-
mung von g(U) ist, das Normalvektorfeld ist gegeben durch nε(gε(u)) = n(g(u)),
und die Hauptkrümmungen erfüllen die Relation 1/κεj = 1/κ j−ε.

B.4 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Bsp. 4.01. Die Karten U1 = U2 = Rn, ϕ12 : U1 \0→U2, ϕ12(x) = x/‖x‖2 definieren
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph zur Sphäre Sn ⊂ Rn+1.

Bsp. 4.02. Seien Klebedaten wie folgt gebeben: Bezeichne die obere Halbebene {(x,y)
∈ R2 | y > 0} mit H. Dann sei Ui = R

2 für alle i ∈ R, U? = H, und ϕi? : H → H,
ϕi?(x,y) = (i + xy,y).

Zeigen Sie: Der entstehende topologische Raum M ist Hausdorff und zusammen-
hängend. Die Menge {ϕ−1

i (0,0) | i ∈ R} ist überabzählbar und besteht aus isolierten
Punkten. Es gibt keine Teilmannigfaltigkeit eines Rn, welche diffeomorph zu M ist
(d.h. M ist nicht parakompakt).

Bsp. 4.03. Zeigen Sie: Die Klebedaten U1 = (0,3)× (0,1), U2 = (2,5)× (0,1) und

ϕ12 : (0,1)× (0,1)∪ (2,3)× (0,1)→U2,

(x,y) 7→ (x,y) für x> 2,
(x + 4,1− y) für x< 1

legen eine nicht orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit M fest (Möbiusband).
Geben Sie eine Teilmannigfaltigkeit des R3 diffeomorph zu M an.

Bsp. 4.04. Sei M das Möbiusband von Bsp. 4.03. Gibt es zwei Vektorfelder X ,Y :
M→ T M sodaß {Xp,Yp} linear unabhängig ist für alle p ∈M?
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Sei X = ∂1 für beide Karten ϕ1, ϕ2. Zeigen Sie, daß dadurch ein Vektorfeld wi-
derspruchsfrei festgelegt ist, und daß FlX (x, t) für alle x ∈M, t ∈ R definiert ist.

Bsp. 4.05. Sei G eine diskontinuierliche Transformationsgruppe einer diffb. Man-
nigfaltigkeit M, d.h. jedes g ∈ G ist ein Diffeomorphismus g : M→M, und für jedes
x ∈M gibt es eine Umgebung Ux mit allen g(Ux) disjunkt.

Zeigen Sie: Die Menge M/G der Äquivalenzklassen der Relation x ∼ y⇐⇒ ∃g :
g(x) = y ist eine diffb. Mannigfaltigkeit, sodaß die Projektion π : M → M/G lokal
ein Diffeomorphismus ist. Hinweis: Man verwende die Elemente von G zusammen
mit den Klebeabbildungen von M, um Klebeabbildungen für M/G zu finden.

Zeigen Sie weiters, daß für M =Rn, G = Zn und g(x) := x +g diese Bedingungen
erfüllt sind (M/G heißt Torus) und geben Sie eine Teilmannigfaltigkeit des R3 an, die
diffeomorph zu R2/Z2 ist.

B.5 Riemannsche Räume

Bsp. 5.01. Es sei c : I→ R
3 eine reguläre Kurve ohne Wendepunkte mit Begleitbasis

c1, c2, c3. Dann parametrisiert g : (u,v) 7→ c(u) + vc3(u) die Binormalenregelfläche
von c.

Man zeige: Das Vektorfeld c3(t) längs c(t) ist ein Parallelfeld und c ist geodätische
Linie (Frenetsche Ableitungsgleichungen verwenden).

Bsp. 5.02. Sei M das Möbiusband aus Bsp. 4.03. Eine Riemannsche Metrik 〈 , 〉 sei
bezüglich beider Karten ϕ1, ϕ2 durch g11 = g22 = 1, g12 = 0 gegeben.

Zeigen Sie, daß diese Definition widerspruchsfrei ist, und bestimmen Sie die Ho-
lonomiegruppe von (M,〈 , 〉). Erzeugen Sie ein Papiermodell einer Teilmannigfaltig-
keit des R3, die isometrisch zu M ist.

Bsp. 5.03. Sie c(u) = (cosucosα, sinucosα, sinα) ein Breitenkreis der Sphäre S2 ⊂
R

3 zur geographischen Breite α (−π/2 < α < π/2). Sei v0 ∈Tc(0)S2, v = (− sinα, 0,
cosα) und sei v(t) das Parallelfeld längs c(t) mit v(0) = v0.

Man diskutiere den Winkel ^(ċ(t),v(t)), berechne die geodätische Krümmung
des Breitenkreises und bestimme die Holonomiegruppe von S2. Weiters zeige man,
daß die geodätischen Linien in S2 genau die Großkreise (Schnitte mit zweidimensio-
nalen Unterräumen des R3) sind.

Bsp. 5.04. Die Kurve c : I→M ist eine geodätische Linie, wenn sie regulär und D
dt

ċ, ċ

linear abhängig sind. Für eine Koordinatendarstellung c̃ von c bedeutet dies∣∣∣∣∣ ˙̃c1 ¨̃c1 + ˙̃c j ˙̃ck
Γ

1
jk ◦ c̃

˙̃c2 ¨̃c2 + ˙̃c j ˙̃ck
Γ

2
jk ◦ c̃

∣∣∣∣∣= 0.

Bsp. 5.05. Sei M/G wie in Bsp. 4.05 konstruiert. Ist auf M eine Riemannsche Me-
trik 〈 , 〉 gegeben und hat jedes g ∈ G die Eigenschaft 〈dg(v),dg(w)〉 = 〈v,w〉 (g ist
Isometrie), so gibt es genau eine Riemannsche Matrix 〈 , 〉′ in G/M, sodaß für die
Projektion π : M→ G/M die Gleichung 〈v,w〉= 〈dπ(v),dπ(w)〉′ gilt.

Bsp. 5.06. Sei ein Torus M parametrisiert durch Längen- und Breitengrade (ϕ,ψ) ∈
R

2 7→ g(ϕ,ψ) ∈ M so, daß g(ϕ+ 2kπ,ψ+ 2lπ) = g(ϕ,ψ) für alle k, l ∈ Z. Die Rie-
mannsche Metrik mit g jk = diag(1,1) macht M zum sogenannten flachen Torus. Be-
stimmen Sie die Geodätischen und die Holonomiegruppe von (M,〈 , 〉). Geben Sie
eine Teilmannigfaltigkeit des R4 an, die isometrisch zum flachen Torus ist.

Bsp. 5.07. Sei G = {id,−id} ⊂ SO3, M = S2/G, d.h. M entsteht aus der 2-Sphäre
durch Identifikation von gegenüberliegenden Punkten (M ist die projektive Ebene).
Die Riemannsche Metrik auf M sei gemäß Bsp. 5.05 gegeben (die elliptische Metrik
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in M). Bestimmen Sie die Geodätischen und die Holonomiegruppe von M (vgl. Bsp.
5.03).

Bsp. 5.08. Auf einer C2-Drehfläche sind die Meridiane und genau jene Breitenkreise
Geodätische, deren Ebenen die Meridiane orthogonal durchsetzen.

Zeigen Sie für alle anderen Geodätischen: Ist c(t) eine Geodätische, r(t) der Radi-
us des Breitenkreises durch den Punkt c(t) und α(t) der Winkel wischen der Geodä-
tischen und dem Breitenkreis dort, so ist r(t)cosα(t) eine Konstante (A. C. Clairaut
1735).

Bsp. 5.09. Sei Rn+1 (n ≥ 2) mit dem pseudo-euklidischen Skalarprodukt 〈x,y〉 =
−x0y0 + x1y1 + · · ·+ xnyn ausgestattet und sei Hn = {x ∈ Rn+1 | 〈x,x〉=−1, x0 > 0}
(Hn ist der n-dimensionale hyperbolische Raum).

Zeigen Sie: Das in Hn induzierte Skalarprodukt macht Hn zu einem Riemann-
schen Raum. Ist G die Gruppe der Isometrien von (Rn+1,〈 , 〉), welche Hn in sich
überführen, so ist G ≤On,1 mit On,1 : G = 2. Dabei ist On,1 = {A ∈ R(n+1)×(n+1) |
AT ·diag(−1,1, . . . ,1) ·A = diag(−1,1, . . . ,1)}.

Für x,y ∈ M gibt es ein g ∈ G mit g(x) = y, und der Stabilisator Gx für x ∈ Hn

ist isomorph zu On (Hinweis: Ist 〈n,n〉 > 0, so ist σn : x 7→ x−2(〈x,n〉/〈n,n〉)n eine
Isometrie von Hn, und für x,y ∈ Hn ist σy−x(x) = y.)

Bsp. 5.10. Diskutieren Sie Injektivität, Surjektivität und Regularität der Exponenti-
alabbildung für die Sphäre Sn. Zeigen Sie, daß die kürzeste Verbindung zweier Punk-
te x,y auf der Sphäre Sn ein Großkreisbogen der Länge ≤ π ist, und daß dieser im
Fall x 6=−y eindeutig bestimmt ist.

Bsp. 5.11. Sei Hn der hyperbolische Raum aus Bsp. 5.09. Zeigen Sie: Die Geodä-
tischen sind die Schnitte von Hn mit zweidimensionalen Unterräumen. Die Expo-
nentialabbildung expp ist ein Diffeomorphismus für alle p ∈M. Es ist coshd(x,y) =
−〈x,y〉. Die Gruppe G aus Bsp. 5.09 ist die Gruppe der Isometrien von Hn.

B.6 Riemannschen Räume — Krümmung

Bsp. 6.01. Zeigen Sie R = 0 für die Tangentenfläche g(u,v) = c(u) + vc1(u) einer
Kurve imR

3. Hinweis: Verwenden Sie die Vektorfelder X(u,v) = c1(u) und Y (u,v) =
c2(u), und bestimmen Sie ∇i∇jX , ∇i∇jY .

Bsp. 6.02. Bestimmen Sie die Schnittkrümmungen für die Sphäre Sn ⊂ Rn+1.

Bsp. 6.03. Zeigen Sie: Es gibt keine C2-Teilmanigfaltigkeit M des R3, die isometrisch
zum flachen Torus ist (vgl. Bsp. 5.06). Bemerkung: Nach dem Einbettungssatz von
Nash gibt es eine C1-Teilmannigfaltigkeit mit dieser Eigenschaft.

Bsp. 6.04. Sei Hn der hyperbolische Raum aus Bsp. 5.09. Zeigen Sie: Die Schnitt-
krümmung ist konstant und gleich −1.

Bsp. 6.05. Sei M eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und c eine
geodätische Linie mit 〈ċ, ċ〉= 1. Sei E1 = ċ und E2 ein Parallelfeld orthogonal zu E1
längs c.

Zeigen Sie: Ist J ein Jacobifeld längs c mit J(t) = x1E1 + x2E2, dann gilt ẍ1 = 0,
ẍ2 + x2K ◦ c = 0, wobei K die Gaußkrümmung bedeutet.

Bsp. 6.06. Seien u,v Funktionen mit u(0) = v(0) = 0, u′(0) = v′(0) = 1, die die
Differentialgleichungen v′′(t)+K(t)v(t) = 0 und u′′(t)+ K̃(t)u(t) = 0 erfüllen. Seien
a,b die ersten Nullstellen von u bzw. v in (0,∞).

Zeigen Sie: Ist K ≤ K̃, so ist b≥ a. Hinweis: 0 =
∫ 2

0 (u(v′′+Kv)−v(u′′+ K̃u))dt =
uv′− vu′+

∫
(K− K̃)uvdt.
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Bsp. 6.07. Zeigen Sie den Satz von Bonnet: Eine vollständige zweidimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Gaußkrümmung K ≥ 1/r2 ist kompakt und hat
Durchmesser ≤ πr.

Hinweis: Aus Bsp. 6.05 und Bsp. 6.06 folgt, daß minimale Geodätische höchstens
die Länge πr haben können. Verwenden Sie den Satz von Hopf und Rinow.

Bsp. 6.08. Sei (M,〈 , 〉) zweidimensional und sei die Gaußsche Krümmung ≤ −α2.
Zeigen Sie: Der Umfang des geodätischen Kreises expp(r cosϕE1 + r sinϕE2) (ϕ ∈
[0,2π]) mit E1,E2 orthonormal ist ≥ 2π sinh(αr).

Hinweis: Verwenden Sie Bsp. 6.05, um den Betrag eines Jacobifeldes abzuschät-
zen: Aus u′′+ Ku = v′′− (1/α2)v = 0 mit K(t) ≤ −1/α2, u(0) = v(0) = 0, u′(0) =
v′(0) = 1 folgt u≥ v in R+.

Bsp. 6.09. Zeigen Sie: Das Hyperboloid M : x2 + y2 = z2−1 hat keine konjugierten
Punkte entlang von geodätischen Linien, es gibt aber trotzdem geodätische Linien,
die nicht minimal sind.

Bsp. 6.10. Sei M = S2 die euklidische Einheitskugel, und seien q0,q1, . . . ,qn = q0 die
Ecken eines n-Ecks, dessen Seiten die kürzesten Verbindungen der Punkte q0q1, q1q2,
u.s.w. sind. Zeigen Sie: der Flächeninhalt des n-Ecks hängt nur von den Winkeln in
den Ecken ab.

Lösen Sie dieses Beispiel auch für den Fall M = H2, d.h. für die hyperbolische
Ebene.

Bsp. 6.11. Bestimmen Sie für die Sphäre, die hyperbolische Ebene, und die euklidi-
sche Ebene den Umfang und die Fläche eines geodätischen Entfernungskreises, und
verwenden Sie den Satz von Gauß-Bonnet, um seine geodätische Krümmung zu be-
stimmen.

Für S2 muß sich das gleiche Resultat wie in Bsp. 5.03 ergeben.

Bsp. 6.12. Zeigen Sie: (i) Es gibt keine Riemannsche Metrik auf dem Torus mit
K > 0 oder K < 0, und es gibt keine Riemannsche Metrik auf der Sphäre mit K = 0.
(ii) Es gibt keine reguläre differenzierbare Abbildung vom Torus in die 2-Sphäre, und
umgekehrt ebenfalls nicht.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Gauß-Bonnet. Ist M→ N regulär und be-
sitzt N eine Riemannsche Metrik 〈 , 〉′, so ist 〈v,w〉 := 〈df(v),df(w)〉′ eine Riemman-
sche Metrik in M.

Bsp. 6.13. Sei in R2 eine Riemannsche Metrik durch g11 = 1, g12 = 0, g22 = g2

mit g(x,y) > 0 gegeben. Zeigen Sie, daß die Gaußsche Krümmung K die Relati-
on g,xx + Kg = 0 erfüllt. Zeigen Sie umgekehrt, daß jede differenzierbare Funktion
K(x,y) lokal die Krümmung einer gewissen Metrik ist, indem Sie die obige Differen-
tialgleichung für g(x0,y) = 1, g,x(x0,y) = 0 lösen und zeigen, daß lokal g> 0 gilt.

B.7 Anwendungen in der Physik

Bsp. 7.01. Betrachten Sie das ebene Doppelpendel: An einem Pendel der Länge l1
ist ein zweites Pendel befestigt. (Schwerpunkt im Abstand si vom Aufhängepunkt,
Masse mi, Trägheitsmoment Ii). Die aktuelle Zustand des Systems ist durch die Win-
kel αi des i-ten Pendels zur Vertikalen festgelegt. Die kinetische Energie ist gegeben
durch ∑mi‖ċi‖2 +∑ Iiα̇

2
i , wobei ci(t) die Bahnkurve des Schwerpunktes darstellt. Die

potentielle Energie ist gegeben durch ∑mici,2(t), wobei ci = (ci,1,ci,2).
Zeigen Sie: Der Konfigurationsraum des Pendels ist ein Torus (vgl. Bsp. 4.05).

Bestimmen Sie das kinematische Linienelement im Konfigurationsraum sowie die
Metrik nach Jacobi, und stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

Bsp. 7.02. Betrachten Sie das Doppelpendel aus Bsp. 7.01 mit seiner Konfigurations-
mannigfaltigkeit M, der potentiellen Energie U und der kinetischen Energie T . Sei
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Umax = maxp∈M(U(p)).
Zeigen Sie: Sind p = (α1,α2) und q = (β1,β2) zwei Zustände, d.h. p,q ∈M, und

ist h >Umax, so gibt es eine Bewegung (Bahn) des Doppelpendels der Energie h, die
vom Zustand p in den Zustand q führt.

Bsp. 7.03. Wir verwenden im Euklidischen Raum R
3 Kugelkoordinaten (r,ϕ,θ)

(d.h. x = r cosθ sinϕ,y = r sinθ sinϕ,z = r cosϕ). Sei M =R4\0. Die vier Koordinaten
werden als r,ϕ,θ und t (Zeit) interpretiert. Die Riemannsche Metrik 〈 , 〉 ist wie folgt
gegeben: v ∈ TpM und p = (r,ϕ,θ, t), so sei

〈v,v〉=− r
r−R

v2
1− r2(v2

2 +
2

sinϕv2
3)+

r−R
r

v2
4.

Das ist die sogenannte Schwarzschild-Metrik. Die Geodätischen bezüglich dieser Me-
trik beschreiben die Lebenslinien von Teilchen im Gravitationsfeld eines sphärischen
Körpers der Masse M. Einheiten sind so gewählt, daß die Lichtgeschwindigkeit gleich
1 ist. R = 2GM, G ist die Gravitationskonstante.

Zeigen Sie, daß die Koeffizienten des Riemannschen Zusammenhangs die folgen-
den Werte besitzen (die restlichen sind gleich Null)

Γ
1
11 =−(R/2)(r2−2rR)−1

Γ
1
22 = R− r

Γ
1
33 = (R− r) sin2ϕ Γ

1
44 = (1/2)(1−R/r)(R/r2)

Γ
2
12 = Γ

3
13 = 1/r Γ

2
33 =− sinϕcosϕ

Γ
3
23 = cotϕ Γ

4
14 = (R/2)(r2−Rr)−1

Bsp. 7.04. Bestimmen Sie zu Bsp. 7.03 eine nach der Bogenlänge parametrisierte Le-
benslinie eines Punktes der Form p(τ) = (r(τ),0,0, t(τ)). Der Bogenlängenparame-
ter τ der Lebenslinie ist die Eigenzeit des Teilchens. Was passiert, wenn das Teilchen
sich dem Radius R nähert?

Hinweis: Setzen Sie R = 1 und beachten Sie 〈ṗ, ṗ〉 = 1, und daß aus der vierten
Komponente der Gleichung Dṗ/dt = 0 die Relation (1−1/r)ṫ =const. folgt.

Bsp. 7.05. Zeigen Sie, daß es in dem Pseudo-Riemannschen Raum M aus Bsp. 7.03
eine Geodätische p(t) der Form p(t) = (r0, t,0,k · t) mit 〈ṗ, ṗ〉 = 0 gibt. (das ist die
Lebenslinie eines kreisförmig gebogenen Lichtstrahls).

Bsp. 7.06. Zeigen Sie, daß für den Riemannschen Raum M aus Bsp. 7.03 eine Geo-
dätische, die vom Punkt (r,π/2,θ, t) ausgeht und dort einen Geschwindigkeitsvek-
tor (v1, 0, v2, v4) besitzt, in der Ebene ϕ = π/2 bleibt. Berechnen und zeichnen
Sie numerisch die räumlichen Komponenten ps von Lebenslinien von Lichtstrahlen
(Geodätische p(t) mit 〈ṗ, ṗ〉= 0) und dasselbe für langsame Teilchen.

Versuchen Sie, dabei folgende Beobachtungen zu machen: Ein Lichtstrahl wird
beim Vorbeifliegen am Ursprung von der ‘geradlinigen Bahn’ abgelenkt. Langsame
Teilchen scheinen sich annähernd auf Ellipsenbahnen um den Ursprung zu bewegen,
deren Hauptachse sich dreht (Periheldrehung1)).

1)Die Erklärung eines bisher nicht erklärbaren Teils der Periheldrehung des Merkur war einer der
ersten experimentellen Nachweise der allgemeinen Relativitätstheorie.
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