Arithmetische Geometrie 1I:

Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie
und das Grothendieck-Riemann-Roch
Theorem fiir arithmetische Kurven

Ulf Kiihn

Version vom 7. Januar 2005



Inhaltsverzeichnis

8

9

Ganzheit, Norm und Spur ganzer Elemente

Idealtheorie von Dedekindringen

die Endlichkeit der Klassenzahl

Lokalisierung, diskrete Bewertungsringe

Erweiterungen von Dedekindringen, Verzweigungstheorie
Norm von Idealen, Produktformel

Diskriminante und Differente

Gitter und Minkowski-Riume

Arithmetische Kurven

10 Arithmetische Chowringe

11 Vollstindige Idealklassengruppen

12 Hauptsitze der algebraischen Zahlentheorie

13 Modultheorie iiber Dedekindringen

14 Metrisierte Og-Moduln

15 Arithmetische K-Gruppen

16 Grothendieck-Riemann-Roch Theorem fiir arithmetische Kurven

A Grundlagen der Korpertheorie

B Kategorien und Funktoren

C Grundlagen aus der multilinearen Algebra

Literatur

Index

12

16

17

21

26

29

30

35

39

44

49

53

56

61

70

75

79

80

83

84



Version vom 7. Januar 2005 3

Einleitung

0.1. Vorbemerkungen. Das vorliegende Skript entspricht im wesentlichen der im Winter-
semester 2003/04 an der Humboldt Universitét zu Berlin gehaltenen 4-stiindigen Vorlesung
mit dem Titel Arithmetische Geometrie I.

Im ersten Teil werden die Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie behandelt. Darauf
aufbauend wird im zweiten Teil die Arakelov Theorie fiir arithmetische Kurven entwickelt.
Diese Theorie erméglicht einen konzeptionellen Zugang zu den klassischen Hauptsétzen der
algebraische Zahlentheorie.

Im Gegensatz zu anderen Einfiihrungen in die eindimensionale Arakelov Theorie wird hier
die Kenntniss der Theorie algebraischer Kurven, bzw. kompakter Riemannscher Flachen
nicht vorausgesetzt. Dieses Konzept entspricht den Voraussetzungen, die die Studenten am
Anfang des Hauptstudiums haben, und hat sich in der Vorlesung bewéhrt.

Die Darstellung des Stoffes orientiert sich an dem Buch von J. Neukirch [Ne|, der Diplom-
arbeit von D. Roessler [Ro| und dem im Internet erhéltlichen Vorlesungsskript von J. Milne
[Mi]. Im Ausblick auf die geplante Fortsetzung der Vorlesung sind die Notationen jedoch
wie in der hoherdimensionalen Arakelov Theorie (cf. [SABK], [BKK]) gewéhlt.

Die arithmetische K-Theorie kohédrenter hermitescher Moduln wird hier nicht betrachtet,
denn aufgrund der neuen Beweismethode von Satz 15.8 kénnen wir das Grothendieck-
Riemann-Roch Theorem fiir arithmetische Kurven, d.h., die Kommutativitit des folgenden
Diagramms

N Td(Q, |0,)ch(-)
Ko(Op) CH(Op)o
~ l ch(-) —~ l
Ko(Ok) CH(Ok)a,

auch ohne letztgenannte Theorie beweisen. Die Arakelov Theorie auf singuldren arithme-
tischen Kurven wurde aus Zeitmangel ebenfalls nicht behandelt.

0.2. Erste Einblicke in die algebraische Zahlentheorie. Ein Korper K heif3t alge-
braischer Zahlkorper genau dann wenn K endliche Erweiterung von Q ist. Der Ring der
ganzen Zahlen O ist der Teilring von K fiir den gilt:

Ok ={a€ K |3f € Z[z], f normiert : f(a) =0}.

Zum Beispiel, sei K = Q[vV/d], d quadratfrei, d € Z, dann gilt fiir alle « = a + bvV/d € K

flo) = X2 — 2aX + (a? — 0*d) = (X —(a+ b\/E)) (X ~(a— b\/Zz)) ~0.
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Es folgt o € Ok genau dann, wenn 2a € Z und a? — b*d € Z. Man zeigt:
Ox = ZIVd| = {m +nVd|m,n e Z}, falls d=2,3 (mod 4)

1+d { 1++d
={m-+n

—7
Ok 2 9

‘m,nEZ}, falls d=1 (mod 4)

(im letzten Fall ist o = a + bW/d € O genau dann wenn o und b ganz oder a und b beide
halbganz sind).

Der Fundamentalsatz der Arithmetik besagt, dafl jede ganze Zahl m € Z eine eindeutige
Primfaktorzerlegung hat, d.h. m besitzt eine bis auf Permutation der einzelnen Faktoren
eindeutige Darstellung m = w - pi* - ... pi» wobei u = =£1, p; eine Primzahl und die
Exponenten r; sowie n natiirliche Zahlen sind.

Sei nun R ein Integritéitsbereich, dann heifit ein Element p von R irreduzibel, falls p weder
0 noch Einheit ist und nicht Produkt zweier Nicht-Einheiten ist. In Ok kann jedes Element
als Produkt von irreduziblen Elementen dargestellt werden, allerdings nicht eindeutig. Zum
Beispiel gilt in O = Z[/—5]:

6=2-3=(1+vV-=5)(1—-v-5). (0.2.1)
Wir zeigen jetzt mit Hilfe der Normabbildung

Nm : Q[v=5] — Q
a—+0V5— a®+5b° = (a + bv=5)(a — by/=5),

daBl 2, 3, 1++/—5 und (1—+/—5) irreduzibel sind. Wir beachten, daf} fiir die Normabbildung
mit a € Ok gilt
Nm(«a) =1« aa =1 & « ist Einheit.

Angenommen 1+ /=5 = « - 3, dann ist wegen Nm(1 + y/—5) = Nm(a) - Nm(3) = 6,
Nm(a) =1, 2, 3 oder 6. Falls Nm(a) = 1 oder Nm(a) = 6, dann ist a bzw. [ eine Einheit.
Nm(a) = 2, 3 ist nicht moglich, weil 2 bzw. 3 keine Quadrate sind. Es folgt 1 4+ /=5
ist irreduzibel. Analog zeigt man 2, 3, 1 — /=5 ist irreduzibel. Beachte: 1 + /=5 | 2 - 3,
aber 1+ /=512 und 1+ /=513, d.h. irreduzible Elemente sind nicht unbedingt primér
(o € Ok primér genau dann wenn « | vy = « | 5 oder « | 7).

Die Idee von Kummer und Dedekind dieses Defizit zu beheben besteht darin, die Menge
der Primzahlen von Ok zu vergréfern. Ein Ideal a ist eine Teilmenge von Oy fiir die gilt:
0 €a,aus a, b € afolgt a+b € a und falls a € a dann ist b-a € a fiir alle b € Og. Ein
Ideal a heifit Primideal, falls zusétzlich gilt: aus a - b € a folgt a € a oder b € a. Man hat
folgende Multiplikation von Idealen

arb={d abi| aca beb}.

Man zeigt (siehe Satz 2.7): in Ok existiert eine bis auf Permutation eindeutige Primideal-
zerlegung von Idealen

— 471 T
a—pl'...'pn".
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Beachte: Jedes a € Ok bestimmt ein Ideal, namlich (o) = {a - Ok}. Ideale der Form ()
heiflen Hauptideale. In unserem Beispiel 0.2.1 gilt dann:

(6) = (p1-p2) - (P3-pa) = (P1-p3) (P2 - Pa),

wobei p;, 7 =1,...,4 die folgenden Primideale sind:

pr=(2,1+V=5) = {20k + (1 + V=5) - Ok},
po = (2,1 —v=5), ps= (3,1 ++v=5), ps= (3,1 —+/-5).

Indem man die Halbgruppe der Ideale mit gebrochenen Hauptidealen (o) = {aOk}, wobei
a € K* ist, erweitert, erhélt man eine Gruppenstruktur auf der Menge der Ideale. Die Ide-
alklassengruppe Clg ist der Quotient dieser Gruppe modulo der gebrochenen Hauptideale.
Wir werden zeigen, dafl Clk eine endliche Gruppe ist (siehe Satz 3.3 und Satz 12.2). Thre
Ordnung hg heifit die Klassenzahl von K und ist eine wichtige Invariante des Zahlkorpers
K.

Ist L|K eine endliche Korpererweiterung und p € Ok ein Primideal, dann interessiert man
sich fiir die Primidealzerlegung des Ideals pO;, C Oy. Zum Beispiel erhilt man in Z[i] das
folgende Zerlegungsverhalten von Primidealen: Sei p eine ungerade Primzahl, dann sind
dquivalent:

(a) p=1 (mod4),
(b) (p) ist zerlegt in Z]i],
(c) es existieren a,b € Z mit p = a* + b*

Das sieht man wie folgt: Wir wissen, dafi Z[i] ein Hauptidealring ist. Das Polynom p; =
X? + 1 ist das Minimalpolynom von i, deshalb ist p € Z in Z[i] genau dann zerlegt, falls
X2+1 modulo p in Linearfaktoren zerfillt. Dies ist der Fall, wenn —1 ein Quadrat modulo p
ist, was genau dann passiert, wenn [, eine 4-te Einheitswurzel enthélt. Da F) zyklisch von
Ordnung p — 1 ist, folgt 4|p—1, also p =1 (mod 4). Deshalb gilt (a) < (b). Sei (p) zerlegt
in Z[i]. Dann ist (p) = p1p2 mit Hauptidealen py,ps Aus p; = (a + bi) folgt py = (a — bi).
Deshalb ist p = [a® + b?] - p, wobei p eine Einheit in Z[i], d.h. gy = 41, 4. Sei umgekehrt
p = a*+0b?, dann gilt in Z[i], p = [a+ bi] - [a — bi] und somit auch (p) = (a+bi) - (a — bi). O
Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, daf die Aquivalenz (a) < (c) das erste Mal in einem
Brief von Fermat im Jahr 1654 erwidhnt wurde. Unabhéngig davon, hat jedoch vermutlich
Euler diese zuerst bewiesen.

0.3. Plan der Vorlesung. Im ersten Teil der Vorlesung werden obige und weitere Eigen-
schaften des Ringes der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers untersucht. Nach-
dem dann die Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie bereitgestellt sind, 6ffnen sich
viele Moglichkeiten die erworbenen Kenntnisse zu vertiefen. Der interessierte Leser kann
sich anhand folgender, unvollstandiger Liste selbst davon iiberzeugen:

e Zetafunktionen und L-Reihen
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Klassenkorpertheorie

algorithmische Zahlentheorie

p-adische Korper, Adele

Kreisteilungskorper und der Satz von Fermat

Wir werden uns mit der eindimensionalen Arakelovtheorie beschéftigen. Ein wichtiger Be-

~ 1
standteil dieser Theorie ist die erste arithmetische Chowgruppe CH (Ok). Sie wird durch
folgende exakte Sequenz beschrieben:

1 — u(K)— O3 — R2 — ﬁl(OK) — Clg — 1,

hierbei sind u(K) die Einheitswurzeln von K, O} die Einheiten von Og und K habe
r1 reelle und 2ry Einbettungen in den Korper C. Man zeigt leicht, dal CH(Ok) = Z &

—~ 1
CH (Ok) eine Ringstruktur tragt. Wir werden die Eigenschaften dieser Ringe studieren.
Ist zum Beispiel ¢ : K — L eine endliche Koérpererweiterung, dann erhélt man Abbildungen
14, 1° zwischen den zu K und L assozierten arithmetischen Chowringen.

1 Ganzheit, Norm und Spur ganzer Elemente

Der Begriff der Ganzheit ist Gegenstand der allgemeinen Theorie von Ringen (bei uns
sind Ringe immer kommutativ und unitér, d.h. sie haben eine Eins), Ferner sind alle
Erweiterungen als endlich und algebraisch zu betrachten.

1.1. Definition. Sei A C B eine Ringerweiterung. Ein Element b € B heifit ganz (engl.:
integral) iiber A, wenn es der normierten Gleichung

a7+ da, =0 (n>1)

mit Koeffizienten a; € A geniigt. Der Ring B heifit ganz tiber A, falls jedes Element b € B
ganz iiber A ist.

Es ist a priori ist nicht klar, ob aus by,by € B ganz iiber A auch b; + by und by - by ganz
iiber A folgt.

1.2. Satz. Endlich viele Elemente by, ..., b, € B sind genau dann ganz iiber A, wenn der
Ring Alb, ..., by, aufgefafSt als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis. “= “ Sei b € B ganz iiber A und f € A[x] ein normiertes Polynom mit f(b) = 0.
Fiir alle g(x) € Alx] gilt dann

g(x) = q(z) - f(z) +r(x)

mit ¢(z),r(x) € Alx] und deg r(z) < deg f = d und somit dann g(b) = r(b) = ap + ...+
aq_1b4t. Also ist A[b] als A-Modul von 1, b, ...b% ! erzeugt. Der allgemeine Fall by, . .., b, €
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B ganz iiber A folgt durch Induktion nach n. Ist ndmlich b,, ganz tiber A [by, ..., b,_1], dann
ist mit obiger Argumentation auch A[by,...,b,] als A-Modul endlich erzeugt.

“&= “ Sei Alby,...,b,) endlich erzeut und wy,...w, ein Erzeugendensystem. Setzt man
be Alb,...,b,), dann existiert eine Matrix (a;;) so da fir ¢ = 1,...,r gilt
b- w; = Zaijwj, Qij c A. (121)
j=1

Sei B die Matrix b - E, — (a;;) und d = det(B). Sei B* die adjungierte Matrix zu B (d.h.
B* = (by;), bj; = (—=1)"" det(By;), wobei Bj; diejenige Matrix beschreibt, die man durch
das streichen der i-te Spalte und j-te Zeile erhilt), dann ist B'B* = d - E,..

Wegen (1.2.1) ist wBB* = 0 fiir w = (wy,...,w,). Also ist d - w; = 0 fiir alle i. Da aber
1€ Afb,...,b,) und 1 = > a;w; gilt, muB d = 0 sein. Also ist b Wurzel des normierten
Polynoms det(B). O

1.3. Korollar. Seien b,c € A[by,...,b,|, also ganze Elemente, dann sind auch b+ ¢ und
b-c ganz iiber A.

Beweis. Es ist klar, daB b+c¢, b-c € A[by, ..., b,]. Da jedes Element aus Alby, ..., b,] ganz
iiber A ist, gilt dies auch fiir b+ cund b - c. O

1.4. Bemerkung. Seien A C B C C zwel Ringerweiterungen. Ist C' ganz iiber B und B
ganz iiber A, dann ist auch C' ganz iiber A. (Ubung)

1.5. Definition. Die Menge
A=1{be B|bganz iiber A}

in einer Ringerweiterung B iiber A ist somit ein Ring. Man nennt A den ganzen Abschluf
von A in B. Der Ring A heifit ganzabgeschlossen in B, falls A = A. Beachte A ist ganzab-
geschlossen in B. Ist A ein Integrititsring mit Quotientenkorper K, dann heifit der ganze
AbschluB A von A in K die Normalisierung von A.

1.6. Bemerkung. Jeder faktorielle Ring A (= ZPE-Ring) ist ganzabgeschlossen in seinem
Quotientenkdrper: Sei ndmlich § € K ganz iiber A, a,b € A und (%)n + aq (%)n_l +...+
a, =0, a; € A, dann ist

a4+ arba™ 4+ ab" = 0.

Deshalb gilt b | a und somit § € A.

1.7.Satz. Sei A ein ganzabgeschlossener Integrititsbereich mit Quotientenkorper K. Sei
LK eine endliche Erweiterung und B der ganze Abschluf$ von A in L.

1) Jedes Element 5 € at ewne Darstellung der Form 8= > mitbe B und a € A;
(i) Jedes El B € L hat eine Darstellung der Form 3 =2 mitbe B und a € A

(ii) B € L ist ganz iber A genau dann, wenn das Minimalpolynom pg(x) € K|x] von [
Koeffizienten in A hat.
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Beweis: (i) Sei § € L und a,0" + ...+ ag =0, a; € A das zugehorige Minimalpolynom.
Dann ist b = a,,3 ganz iiber A und offensichtlich ist 3 = % (ii) Sei  ganz iiber A und sei
g(x) € Alz] ein normiertes Polynom mit ¢(3) = 0. Dann ist das Minimalpolynom pg(x)
ein Teiler von ¢(z) in K[z], da K[z] ein ZPE-Ring ist. Es sei L der Zerfallungskorper von
ps. Alle Nullstellen 3y,...,5, € L von pg(z) sind ebenfalls Nullstellen von g, also ganz
tiber A. Ausmultiplizieren der rechten Seite von pg(x) = (x — ;) - - - (x — 3,,) zeigt, daB die

Koeffizienten von ps ganz itber A sind. Weil K N B = A ist, ist schlieBlich ps € A[z]. O

1.8. Definition. Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Korpererweiterung K von
Q. Die Elemente von K heiflen algebraische Zahlen. Eine algebraische Zahl heifit ganz
iber Z, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f(z) € Z[x] ist. Man nennt die
Normalisierung Ok von Z in K den Ring der ganzen Zahlen von K.

Fiir das weitere Verstdndnis bendtigen wir einige Grundlagen aus der Kérpertheorie die
wir im Appendix bereitgestellt haben (siehe A.1 — A.8 ).

1.9. Definition. Sei L|K eine endliche Erweiterung. Sei x € L und T, : L — L sei
der Endomorphismus des K-Vektorraums L gegeben durch T,(«) = z - a. Dann ist die

relative Spur und die relative Norm von x iiber K definiert durch Trp ik (z) = Tr(7}) und

1.10. Satz. Sei L|K separabel, dann gilt fir x € L:

(i) Tryr(x) = > o(z).

o€Hom (L,K)

oc€Hom (L,K)

Beweis. Sei T, : L — L gegeben durch T,(«) = z - a und sei f,(t) = det(tE, — T))
t" —ait" ' +. ..+ (—=1)"a, € K[t] das charakteristische Polynom von T,. Dann gilt f,(t) =
pe(t)4, wobei p,(t) das Minimalpolynom von x und d = [L : K(z)] sind. Denn mit p,(t) =
" ot™ .+ ey, m=[K(z): K],mit 1,z,...,2™ ! als Basis von K(z) | K und mit

ai,...,aq als eine Basis von L|K(x) ist ay,aq@,...,a;x™ 1 ... agz™ ! eine Basis von
L|K. Beziiglich dieser Basis gilt

0 1 0 ... O

P . :

P . . T T T .

T, = mit P = : ) )
P o ... ... 0 1
~ ~ ~ —Cp e e .. (O
d-m

also T, (y) = y"'T,,, und weil char(P)(t) = p,(t), gilt f.(t) = p.(t)?. Die Menge Homg (L, K)
zerfallt unter der Relation
o~T S o(x) =71(x)
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in m Aquivalenzklassen der Méchtigkeit d.

Weil L|K separabel ist, ist auch L|K(z) und K (z) | K separabel. Es gelten sowohl m =
# Homp (K (x), K), als auch d = # Hompg ;) (L, K), also a8t sich jede Einbettung von K (z)

auf m verschiedene Arten fortsetzen. Wenn nun oy,...,0,, eine Repridsentantensystem

obiger Aquivalenzklassen ist, so ist
pe(t) = H(t — 0,x)

und damit f,(t) =
leicht.

=

i=1o0~0; o

1.11. Satz. Fiir einen Turm K C L C M endlicher separabler Erweiterungen gilt:
(i) Trog o Trar = Trage;
(i) Nmpz g o Nmysz = Nmyy k.
Beweis. Die Menge der K-Einbettungen Hom (M, K) zerfillt unter der Relation
o~TES o |L=T|L
in m = [L : K] Aquivalenzklassen. Ist oy, ...,0,, ein Reprisentantensystem, so ist
Homg(L,K) = {o; |p, i=1,...,m}

und

TI"M|K ZZO—'T_ZTL% M)|oi(L Z( ))

=1 o~o;

= Zai Trap(x) = Trox (Tran(x))-

Auf analoge Art zeigt man die Aussage fiir die Norm.

(t—ox) =] [] (t — ox) = [](t — ox). Die Behauptung folgt nun

g

g

1.12. Bemerkung. (i) Sei A ganz abgeschlossener Integrititsbereich mit Quotientenkorper
K und sei B der ganze Abschlul von A in einer endlichen Erweiterung LIK. Ist x € B,
dann ist auch oz ganz fiir alle 0 € Homg (L, K).Aus Yo,(x) = ¢, llo(z) = ¢, wobei ¢

fiir die Koeffizienten des Minimalpolynoms vom x stehen, folgt
TTL‘K(JI), NmL‘K(x) S A.

(ii) Fiir die Einheitengruppe B* gilt

r e B" & Nmpg(r) € A" (1.12.1)
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Denn wenn a- Nmyg(x) = 1, fiireina € A, dannist 1 = a-[[ o(x) = (a : H#ida(w)) T
mit (aHU#da(x)> =z 'elNB=B.
1.13. Satz. Ist L|K separabel und A ein Hauptidealring, so ist jeder endlich erzeugte B-

Untermodul M # 0 von L ein freier A-Modul vom Rang [L : K|. Insbesondere besitzt B
eine Ganzheitsbasis.

Fiir das folgende benotigen wir den Begriff der Diskriminante, den wir zuerst bereitstellen
werden.

1.14. Definition. Die Diskriminante der Basis «y,...,a, einer separablen Erweiterung
L | K ist definiert vermoge

diSCI‘(Oél, e ,Oén) = det((aiozj)ij)2 s
wobei 0;, i = 1,...,n, die K-Einbettungen L — K durchliuft.

1.15. Satz. Sei L|K separabel mit Basis oy, ..., aq dann gilt:
(i) discr(au, ..., ay) = det(Trp ik (a;a;)).
(ii) discr(aq,...,an) #0.

(iii) Die durch (x,y) = Trrx(zy) gegebene Bilinearform auf dem K-Vektorraum L ist
nicht ausgeartet.

Beweis. (i) Wegen Trp g (oa;) = Y. (opoy)(okey) ist
Hom(L,K)

det(Trp i (e)ij) = det((oka)iy, - (Ora;)ks)
= det((O'kOéi)ik)Q
= discr(aq, ..., ap).

(ii) und (iii) Sei L = K'[f] mit Basis 1,6,6%,...,0"'. Dann ist (z,y) = Trx die Bilinear-
form beziiglich der Matrix M = (TrL|K(9i_1 -6771));;. Mit 0; = 0,6 gilt

det(M) = diser(1,6,...0""") = [J(6; — 6;)* #0,

1<j

hierbei haben wir ausgenutzt, dafi M eine Vandermondsche Matrix ist. Die Bilinearform
(x,y) ist somit nicht ausgeartet. Ist nun «j,...,a, eine beliebige Basis von L, dann ist
(z,y) beziiglich dieser Basis durch die Matrix M, = (Trz |k (cic;));; gegeben. Wegen obiger
Betrachtung ist M, nicht singulér. O

1.16. Lemma. Sei a,...,a, € B eine Basis von L|K und d = discr(ay,...,«,) die
Diskriminante. Dann gilt:
d-BC Aoy + ...+ Aa,,.
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Beweis. Ist a = ajoq + ...+ a0, € B, a; € A, so bilden die a; eine Losung des linearen
Gleichungssystems

Trpx(ie) = Y (Trpx(ciog))ija;.
J
TI'L‘K(O./lCY) aq
Trpx (ano) an,
wobei A* die adjungierte Matrix zu A = (Trpx (c;c;));; ist. Es gilt somit da; € A fiir alle
j=1,...,n und somit
da € Aoy + ... + Aay,.

O
1.17. Definition. Seien A, B, K, L wie in obiger Bemerkung. Eine Ganzheitsbasis von B
iiber A ist ein System von Elementen wq,...,w, € B, so dafl jedes b € B sich eindeutig
vermoge

b:a1w1+...+bnwn
als Linearkombination mit Koeffizienten a; € A darstellen 1a8t.

Aus Satz 1.7 folgt, dafl eine Ganzheitsbasis wy,...,w, stets eine K-Basis von L|K ist.
Deshalb ist n = [L : K]. Mit anderen Worten: Die Existenz einer Ganzheitsbasis bedeutet,
daBl B ein freier A-Modul ist. Im allgemeinen gibt es keine Ganzheitsbasis.

Beweis von Satz 1.13. (Existenz einer Ganzheitsbasis) Sei M # 0 ein endlich erzeugter
B-Untermodul von L und «y, ..., q, eine Basis von L|K. Nach Multiplikation mit einem
geeigneten Element aus A liegt diese Basis sogar in B (weil L = % ist). Wegen dem obigen
Lemma gilt dann:

d-BC Aoy + ...+ A, .

Sei p1, ..., € M ein Erzeugendensystem des B-Moduls M. Da alle u € L, gibt es
ebenfalls ein a € A mit au; € B, i =1,...r, also gilt: aM C B.
Damit ist

adM C dB C Aoy + ...+ Aa,, = M, .

WEeil A ein Hauptidealring ist, und weil M, freier A-Modul, ist auch adM und somit auch
M freie A-Moduln. Wegen
Rang(M) = Rang(dM) < Rang(M,) < Rang(M)

ist Rang (M) = Rang(M,) = [L : K|. Die letzte Ungleichung gilt weil M = B-uy+. ..+ Bp,
ein endlich erzeugter B-Modul und B = Aa; + ... 4+ Aa, ist. Daraus folgt Rang ,M > n
da bereits schon p;aq, . .., p;o, fiir ein p; linear unabhéngig iiber A sind. U

1.18. Definition. Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen in einer endlichen Erweiterung K
von Q, d.h. Ok ist der ganze Abschlul von Z in K. Wir haben fiir jeden endlich erzeugten
Ogk-Untermodul a von K eine Z-Basis ay, ..., a,

a=%2Zo+ ...+ 2o, .
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Die absolute Diskriminante discr(a) = discr(aq, ..., a,) von a ist unabhéngig von der Wahl
der Basis, da die Ubergangsmatrizen zu einer anderen Basis die Determinante +1 haben.
Man definiert die (absolute) Diskriminante Dy von K iiber Q vermoge

Dy = discr(Ok) = discr(a).

2 Idealtheorie von Dedekindringen

2.1.Sei A ein Ring. Eine Teilmenge a C R heifit Ideal, falls a additiv abgeschlossen ist
und Aa C a gilt. Mit anderen Worten ein Ideal a ist ein A-Untermodul des A-Moduls A.
A ist ein Noetherscher Ring, falls jedes Ideal von A endlich erzeugt ist. Ideale der Form
(a) = {a- A} C A heilen Hauptideale. Ist jedes Ideal von A ein Hauptideal, dann heifit A
ein Hauptidealring. Ein Ideal p von A heifit Primideal, wenn p # A ist und wenn gilt: Sind
a,b € AN p,soist auch a-b € A~ p, d.h., die Menge A\ p ist multiplikativ abgeschlossen.
Ein Ideal m von A heifit mazimales Ideal, wenn m # A ist und fiir jedes Ideal a mit
m C a C A, folgt, dafl a = A ist. Folgender Satz ist wohlbekannt:

2.2. Satz.

(i) Ein Ideal p # (0) von A ist genau dann ein Primideal, falls A/p ein Integrititsring
15¢.

(ii) Pin Ideal m von A ist genau dann maximal, wenn A/m ein Korper ist. O

2.3. Seien a,b zwei Ideale von A. Man sagt: a teilt b und schreibt dafiir auch a | b, falls
b C a. Die Summe von a und b wird durch

a+b={a+blaca beb}

definiert. Sind a,b € A, dann schreibt man auch (a,b) anstelle von (a) + (b). Das Produkt
von a und b ist definiert durch

u-b:{Zaibi]&iEa,bieb} .

2.4. Satz. (Chinesischer Restsatz) Sei A ein Integrititsbereich. Seien ay, ..., a, Ideale mit

a; + a; = A, also paarweise teilerfremd. Ist dann a = (\_, a;, so ist AJa= P A/a;. O
i=1

2.5. Definition: Ein noetherscher, ganz abgeschlossener Integritétsbereich, in dem jedes
von Null verschiedene Primideal ein maximales Ideal ist, heifit Dedekindring.

Eine wichtige Klasse von Dedekindringen liefert der folgende
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2.6. Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkérper und Ok sein Ring der ganzen Zahlen. Dann
ist Ok ein Dedekindring.

Beweis. O ist endlich erzeugt: Sei (3,..., 0, eine Q-Basis von K. Mit Satz 1.7 kann
angenommen werden, daff die 3; in O liegen. Da die Bilinearform (z,y) +— Tr(xzy) nicht
ausgeartet ist, existiert eine zu 3, ..., 3, duale Basis ], ..., 3, so dal Tr(5;5;) = d;. Es
gilt dann ABy + ...+ AB, C BC AB +...+ AB),.

Beweis der zweiten Inklusion: Sei 5 € B, § = Xb;5.. Zz.: b; € A. Die (3, (; sind ganz, also ist
auch Tr(ﬂﬁz) ganz fiir alle i. Es ist Tr(ﬁﬁ{) =Tr ((ijﬁj)ﬂll) = ij Tr(ﬁ]ﬁz> = ijélj = bz
Also ist b; € A. Mit Satz 1.13 folgt, dal Ok als Z-Modul endlich erzeugt ist.

Weil Of der ganze Abschlufl von Z in K ist, ist Ok ganz abgeschlossen in K. Sei nun
p # 0 ein Primideal und (p) = p N Z. Das Ideal (p) von Z ist ein von Null verschiedenes
Primideal: Seiy € p, y # 0, und y"+a,;y" ' +...+a, = 0, mit a; € Z und a,, # 0. Dann ist
a, € pNZ = (p). Der Integritiatsbereich Ok /p ist somit ein endlich erzeugter F, = Z/(p)-
Modul, in dem alle Elemente iiber [, algebraisch sind, d.h. O /p ist ein Kérper, also ist
p ein maximales Ideal. O
Eine weitere Klasse von Dedekindringen sind die Koordinatenringe von glatten, ebenen
Kurven tiber C (siehe 9.4).

Im folgenden sei O ein Dedekindring mit Quotientenkorper K.

2.7. Satz.(Primidealzerlegung in Dedekindringen) Jedes von (0) und (1) verschiedene Ideal
a von O besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige Zerlequng

a=pi...p,

in Primideale p; von O.

FaBt man die gleichen Primideale zusammen, so erhélt man die Produktdarstellung

a=p-...op, ;>0 .

2.8. Definition. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter O-Untermodul
a#0von K.

Fiir jedes a € K* ist (a) = a - O ein gebrochenes Hauptideal. Beachte: Ein O-Untermodul
a # 0 von K ist genau dann ein gebrochenes Ideal, falls es ein ¢ € O gibt mit ca C O. Das
gilt, weil O ein noetherscher Ring ist. Die Ideale von O werden auch als die ganzen Ideale
von K bezeichnet. Wir setzen die Multiplikation von Idealen auf die gebrochenen Ideale
fort.

2.9. Satz. Die gebrochenen Ideale von K bilden ein abelsche Gruppe, die Idealgruppe Jx
von K. Das Einselement ist (1) = O, und das Inverse zu a ist

al'={r e K|zaC O}
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Beweis. Assoziativitdt, Kommutativitit und Existenz der Eins sind offensichtlich. Zum
Beweis der Existenz des Inversen benttigen wir folgendes Lemma, das wir spéter beweisen
werden (vgl. Lemma 2.14):

Ist p ein Primideal von O so ist ap~' # a fiir jedes Ideal a # 0.

Sei nun p ein Primideal, dann folgt aus dem Lemma p ; pp~ !, und deshalb aus der
Maximalitit von p, dafl pp~ = O. Ist a = p}* - ... - p¥ ein ganzes Ideal, dann ist b =
pyt e p mit p Y =pit . op; ! (-Faktoren) ein Inverses. Denn aus ba C O folgt
b C a~! und ist umgekehrt za C O, so ist za-b C b und weil a-b C O, gilt dann x € b. Es
gilt deshalb b = a~!. Sei nun a ein beliebiges gebrochenes Ideal. Wihle ¢ € O mit c¢-a C O,
dann ist (ca)™' = ¢7'a™! das Inverse von ca. Aus der Assoziativitdt und Kommutativitit

des Produktes folgt aa™! = O. O

2.10. Als Anwendung erhalten wir, dal jedes gebrochene Ideal a eine eindeutige Produkt-
darstellung
a=TIp"
p

mit v, € Z und v, = 0 fiir fast alle Primideale p besitzt. Mit anderen Worten: Ji ist die
durch die Primideale p # 0 erzeugte freie abelsche Gruppe.

2.11. Definition. Die gebrochenen Ideale (a) = aO mit a € K* bilden eine Untergruppe
von Jg, die Gruppe der gebrochenen Hauptideale Pk . Die Faktorgruppe

heifit die Idealklassengruppe .
2.12. Proposition. Folgende Sequenz ist exakt

120" K"— Jgx — Clg — 1.

Hierbei sind die beiden ersten Morphismen die natirliche Inklusion, der dritte Morphis-
mus ist gegeben durch die Abbildung a — (a) und die beiden letzten Morphismen sind die
natirliche Projektion.

Beweis: Ubung. 0

2.13. Lemma: Zu jedem Ideal a # 0 von O existieren es von Null verschiedene Primideale
P1y...,pr mit
pr-...-p, Ca.

Beweis: Wir nehmen an, die Menge 991 der Ideale, die dieser Bedingung widerspricht, sei
nicht leer. Weil O noethersch ist, gibt es ein Ideal a € 91, das beziiglich der Inklusion
maximal ist. Dieses Ideal a ist kein Primideal, d.h. es gibt Elemente b1,b; € O\ a, so da8
by - by € a. Setze a; = a+ (by) und az = a + (by), dann ist a & a;, a & a; und a0, C a.
Wegen der Maximalitédt von a enthalten a;, a; Primidealprodukte, deren Produkt in a liegt.
Es folgt ein Widerspruch. O



Version vom 7. Januar 2005 15

2.14. Lemma: Sei p ein Primideal von O, so ist ap~! # a fiir jedes Ideal a # 0.

Beweis: Seia € p, a Z0und p;-...-p, C (a) C p mit minimalem r. Weil p ein Primideal
ist, ist eines der p; gleich p, denn sonst gébe es fiir jedes i = 1,...,r ein a; € p; \ p mit
ap-...-a, € p. O.B.d.A. sei py = p. Wegen po-...-p, € (a), gibt esein b € py-...-p,

mit b & a - O, also auch a~'b & O. Andererseits ist b-p C (a), also a 'bp C O, und somit
a 'b e p~t. Wir folgern: p 1 =0 -p~t € O.
Sei nun a # 0 ein Ideal von O und ay,...,q®, ein Erzeugendensystem. Wir fithren die

Annahme ap~! = a zum Widerspruch. Aus unserer Annahme folgt, daf8 fiir jedes 8 € p~!
ein Gleichungssystem der Form

TOy; = Zaijaj s Q45 cO .
J
existiert. Somit ist # Nullstelle des normierten Polynoms det(z - E,, — (a;;):;) € Olx]. Weil
O ganz abgeschlossen ist, folgt 3 € O, wegen p~* € O erhalten wir den Widerspruch. [
Wir haben somit Satz 2.9 gezeigt.

Beweis von Satz 2.7. Existenz der Primzerlegung: Sei 9t die Menge aller Ideale a #
(0), (1), die keine Primzerlegung besitzen. Sei a € 9t maximal beziiglich der Inklusion. Es
gibt ein maximales Ideal p, so dafl

aCap ' Cpp ' CO.

Esist a # ap~! und p # pp~! = O. Wegen der Maximalitit von a in 9T besitzt ap~! eine
Primzerlegung ap™! =p;-...-p,, alsoaucha=ap~tp=p-p;-...-p,, also a & M.

Eindeutigkeit: Seien nun

A=P1 . Pr=01 ... ds (2.14.1)

zwei Primzerlegungen von a. Dann teilt p; einen Faktor g; der rechten Seite, da p; D
Pre- P =101 ... qs (Wdh.: p ist ein Primideal g.d.w. aus p 2 ab folgt p O a oder
p2Ob,dh p|lab=p|aoderp|b.). Ist etwa p; ein Teiler von q;, dann folgt aus der
Maximalitét der Primideale sogar p; = q;. Wir multiplizieren die Gleichung (2.14.1) mit
p; ! und weil pip;! = O ist, erhalten wir

Po-ei o Pr=10Q2-... (s .

So fortfahrend erhalten wir » = s und nach Vertauschen der Indizes p; = q;, i = 1,...,7.
O

Mit ein biichen mehr Miihe hitten wir folgenden Satz beweisen konnen:

2.15. Satz. Sei O ein Integrititsbereich mit Quotientenkérper K. Dann ist dquivalent:
(a) O ist Dedekindring.

(b) Jedes von Null verschiedene Ideal von O besitzt eine eindeutige Zerlegung als Produkt
von Primidealen.
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(c) Jedes von Null verschiedene Ideal ist das Produkt von Primidealen.

(d) Die Menge der von Null verschiedenen gebrochenen Ideale von K ist eine multiplika-
tive Gruppe.

Beweis. siehe P. Ribenboim, Classical theory of algebraic numbers. U

2.16. Proposition. Sei O ein Dedekindring dann gilt:

(i) Seia C O ein Ideal und o € a. Dann ezistiert ein o € a, sodaf§ gilt: a = (o, ) =
(@) + (o).

(i) Sei0 # a C O, dann gibt es in jeder Idealklasse von Clk ein ganzes zu a teilerfremdes
Ideal.

(11i) Besitzt O nur endlich viele Primideale, dann ist O ein Hauptidealring.

Beweis. Ubung. (Tip: Swinnerton-Dyer, Ribenboim) g
Im Folgenden werden wir einen Beweis zur Endlichkeit der Klassenzahl von algebraischen
Zahlkorpern vorstellen.

3 die Endlichkeit der Klassenzahl

Wir geben hier einen elementaren Beweis zur Endlichkeit der Klassenzahl. In Kapitel 12
werden wir einen kurzen Strukturellen” Beweis geben. 3.1. Sei K algebraischer Zahlkorper

mit [K : Q] = n. Weiter sei B = {f1,...,5,} eine Z-Basis fiir Ok. Eine Norm || - ||, :
K — Q> ist beziiglich dieser Basis dann gegeben durch

ldle =D lagl,
j=1
wobei « = a181 + ...+ a,B, € K mit a,, € Q. Sind o, v =181 + ... + ¢, 8, € Ok, dann

gilt
loavlle = 113> aciBibill, < D° > laicilllBifila < O - lellallvla,

mit Co = max;; ||5;0;]|s- Wir bemerken, daf || - ||, : Ox — N eine Héhenfunktion auf
Ok ist, d.h. es gibt nur endlich viele @ € Ok mit ||a||,, <  fiir jede positive reelle Zahl k.

3.2.Lemma. Sei a C K ein gebrochenes Ideal und o« € a, o # 0, ein Element mit
minimaler Norm. Dann gilt: Zu jedem 3 € a existieren v € Ok und m € Z derart, dafs

mfp
— =

< (Cu+ 17" und 0 <m < My,
(e

B

wobei Mo = (n(Co +1))" + 1 ist.
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Beweis. O.B.d.A. ist a ein ganzes Ideal, denn die Multiplikation von a, und somit auch 3
mit einer ganzen Zahl lat die Aussage des Lemmas invariant. Ebenfalls ist die Existenz
eines Elements o mit minimaler Norm gesichert. Zu gegebenen m € N finden wir v,, € Ok,
so daf3

m m m

Tﬁ—%ﬁé Bt 4B,
mit 0 < c§m) < 1 fiir alle cg-m). Somit bestimmt -, einen Punkt P, = (cgm), e ,c,(qn)) im
Einheitswiirfel beziiglich || - || . Vermoge der Ungleichungen

r; <o < ri+1 | Qgrj<n(c+1)’
n(c+1) = n-(c+1) j=1,...,n

zerlegen wir den Einheitswiirfel in (n - (Cy + 1)) = Mg — 1 Unterwiirfel. Es miissen
mindestens zwei der Punkte Pj, ..., P, im gleichen Unterwiirfel liegen ( “Dirichlet’sches

Schubfachprinzip®). Seien P,,, und P,,, mit m; < msy zwei solcher Punkte. Wir setzen
m = mg —mq und vy = Y, — Ym, und erhalten

mp mef3 my 3
— =7 = — Ymy — — T
« 07 «
B B
= 1Ps = Pl = 3 "™ =™ |
j=1
1 1
< =

T Cs+1) (Cstl)
O

3.3.Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist seine Idealklassengruppe Cly eine
endliche Gruppe.

Beweis: Seien a, «, 3,7, m wie in Lemma 3.2 gewéhlt. Dann ist

m 218 (O
B H 18 Cw
B

2.17
Imi —avlly < Csllally

—_— = < .
Y a2l <ol

Da mpB—~ € a, folgt aus der Minimalitit von «, dal mg fiir jedes 3 € a ein Vielfaches von
« ist. Insbesondere gilt dann auch (Mg!3) C (). Setze a; = (Mg!) - a- (a™!). Beachte: a;
ist ein ganzes Ideal in der Klasse von a. Da o € a, enthélt a; das Ideal (Mgp!). Deswegen
muf a; die Vereinigung endllich vieler Nebenklassen von (Mg!) in Ok sein. Insbesondere
gibt es nur endlich viele Méglichkeiten fiir a;. U

Bemerkung. Fiir praktische Untersuchungen ist die im Beweis verwendete Abschéitzung
viel zu grob.

4 Lokalisierung, diskrete Bewertungsringe

4.1. Sei A ein Integritéatsbereich und K sein Quotientenkorper, d.h.,
K:{% aeA,beA\{O}}.
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Wenn wir anstelle von A\ {0}, eine andere multiplikativ abgeschlossene Menge S C A\ {0}
wéhlen, dann stellt man leicht fest, daf3

AS*:{%)aeA,beS}
ebenfalls ein Integritatsbereich ist.

4.2.Satz. Die Zuordnungen q — qS™ ', fir Primideale ¢ C A\ S, und Q — QN A, fiir
Primideale Q von AS™!, sind zueinander inverse 1 : 1-Korrespondenzen.

Beweis. Ist ¢ C A\ S ein Primideal von A, so ist Q = ¢S~ = {%|gcq, s € S} ein
Primideal von AS™!: Seien %,‘;—: € AS7! und ¢ . Z—: € 9, d.h. ‘;—‘;,/ = - fiir ein ¢ € g und
s" € S. Somit ist s"aa’ = gss’ € q. Weil nun s” ¢ q folgt aa’ € q und somit, weil ss’ ¢ q,
auch ¢ € Q oder ‘S‘—: € Esist q=QNA, weil aus 4 =a € QN A folgt, daB ¢ = as € q.
Also gilt wegen s ¢ q schlieflich a € q.

Ist nun umgekehrt £ ein Primideal von AS™!, dann ist offensichtlich ¢ = Q N A ein
Primideal von A. Es gilt dann auch q C A\ S, denn gébe es ein s € S mit s € g, dann wére
+ = s+ € 9 und somit wire Q = AS™!, also insbesondere kein Primideal. Es ist Q = g5~
Denn wenn ¢ € 9, soist a =% -s € QN A= q und deshalb auch ¢ =a- 1 € g5~*. Die
Zuordnungen q — gS~! und Q +— Q N A sind zueinander invers, womit der Satz bewiesen
ist. Il

4.3. Definition. Ist nun S = A\ p fiir ein Primideal p, dann schreibt man A, anstelle von
AS~! und nennt A, die Lokalisierung von A bei p.

Anschaulich gesehen vergifit A, alle bis auf die auf p bezogenen Eigenschaften von A. Es
erweist sich oft als giinstig, die Eigenschaften von A zuerst in den “einfacheren” Ringen
A, zu untersuchen.

4.4.Korollar. (i) Ist p ein Primideal von A, so ist A, ein lokaler Ring, d.h. A, besitzt ein
einziges maximales Ideal, nimlich m, = pA,.

(ii) Man hat eine kanonische Einbettung A/p — Ay/my, durch die Ay/my, zum Quotien-
tenkorper von A/p wird.

(iii) Ist p sogar ein mazimales Ideal von A, so gilt A/p" = A,/my fir alle n € N.

Beweis. (i) Aufgrund von Satz 4.2 entsprechen die Ideale von A, umkehrbar eindeutig den
in p enthaltenen Idealen von A. Daher ist m, = pA, das einzige maximale Ideal in A,,.

(i) Es sei f der Homomorphismus

[ A" — Ap/my

a

gegeben durch a (mod p”) — ¢ (mod mp). Fiir n = 1 ist f injektiv, wegen p = m, N A.
Deswegen ist A,/m, der Quotientenkdrper von A/p.
(iii) Es sei nun p maximal und n > 1. Wir zeigen zuerst, daf fiir jedes s € A\ p gilt
p" +sA = A, dh. 5=s (mod p") ist eine Einheit in A/p". Fiir n = 1 ist die wegen der
Maximalitét von p klar, denn A/p ist ein Korper. Mittels Induktion zeigt man dann diese
Behauptung fiir n > 1. Denn aus p" 4+ sA = A folgt

p=pA=p(p"+sA) Cp" + 54,
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woraus aufgrund der Maximalitéit von p dann p"*! + sA = A folgt.

Der Homomorphismus f ist injektiv. Seia € A mita € my, d.h. a = g mit b € p*und s ¢ p.
Somit ist as = b € p™ und deshalb @s = 0 in A/p". Weil aber 5 # 0 folgt a =0 € A/p".

Der Homomorphismus f ist surjektiv. Sei ¢ € A,, wobei @ € A und s ¢ p. Dann gibt es
nach Behauptung (i) ein ¢’ € A mit a = a’s (mod p"), so da ¢ = < (mod p"A,), d.h. e

s 1
(mod my) liegt im Bild von f. O

4.5. In einem lokalen Ring mit maximalen Ideal m gilt immer A* = A \ m. Dies gilt weil

fiir jedes a € A\ m das Hauptideal (a) in keinem anderen maximalen Ideal enthalten sein
kann, also (a) = A gelten mu$.

4.6. Definition. Ein diskreter Bewertungsring ist ein Hauptidealring O mit einem einzigen
maximalen Ideal p # 0.

Es folgt p = (7) = 7O und 7 € O ist aufgrund obiger Bemerkung 4.5 eindeutig bis auf eine

Einheit. Jedes von Null verschiedene Element a aus O hat deshalb die Gestalt a = v -
wobei u € O* und n € N. Fiir die Elemente a € K* = (Quot(O))* gilt dann

a=u-m"
mit u € O* und n € Z. Der Exponent n obiger Darstellung von a € K* = Quot(O) heifit
die Bewertung von a und wird mit v,(a) bezeichnet. Man hat also (a) = p*@ fiir alle
0#a€K.

Man betrachtet die Bewertung als eine Funktion

die man {iiblicherweise vermdoge v4,(0) = oo auf ganz K fortsetzt. Sie erfiillt dann folgende
Identitaten:
vp(ab) = vp(a) +vy(b),  vp(a+b) > min(vy(a), vy(b)).

4.7. Proposition. Ist O ein Integrititsbereich, dann gilt

o= () 0,

pESpec O

wobei Spec O die Menge aller Primideale von O bezeichnet.
Beweis. Sei § € [\ cspec0 Op mit a, b € O, dann ist a = {z € O|za € bO} ein Ideal, das

in keinem Primideal von O enthalten sein kann: Fiir alle § und alle Primideale p gibt es
eine Darstellung der Gestalt § = < mit ¢ € O und s € O\ p. Es ist sa = bc und daher gilt

sogar s € a\p. Da a in keinem maximalen Ideal liegt, folgt a = O, also auch a = 1-a € bO,
d.h. $ €0. O

4.8.Satz. Ist O ein Dedekindring und S C O \ {0} eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge, so ist auch OS~! ein Dedekindring.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, da$ OS~! noethersch ist. Sei 2 ein Ideal von O.S~! und setze
a=2ANO. Dann ist A = aS~!, denn falls teUmitac Oundse S, soista=s-2¢€
ANO=a,also 2 =a- % € aS~!. Mit a ist daher auch 2 endlich erzeugt.

Analog dem Beweis von Satz 4.2 zeigt man, dafl jedes Primideal von O.S~! maximal ist,
weil dies auch fiir jedes Primideal von O gilt.

Der Ring OS™! ist ganzabgeschlossen. Denn wenn r € K = Quot(0O) der Gleichung

g W1 L0 g

S1 Sn,
mit Koeffizienten ¢ € OS~! geniigt, dann ist mit s = s; - ... - s, das Element sz € K
ganz iiber O. Weil O ganzabgeschlossen ist, ist s € O, somit x = zss™! € OS™!. Also ist
OS~! ganzabgeschlossen. O

4.9.Satz. Sei O ein noetherscher Integrititsbereich. O ist ein Dedekindring genau dann
wenn die Lokalisierungen O, fiir alle Primideale p # 0 diskrete Bewertungsringe sind.

Beweis. Ist O ein Dedekindring, so sind es auch die Lokalisierungen O, fiir alle Primideale
p # 0. Das maximale Ideal m, = pO, ist das einzige Primideal von O,. W&hlt man ein
7 € mp \ mZ, so muBl daher (7) = m, und ferner auch (7") = m? gelten. Daher ist O, ein
Hauptidealring, also ein diskreter Bewertungsring.

Sind nun umgekehrt alle O, diskrete Bewertungsringe, so sind sie als Hauptidealringe ganz-
abgeschlossen (faktorielle Ringe sind ganzabgeschlossen). Somit ist auch O = ﬂpESpecO O,
ganzabgeschlossen. Wegen p = m, N O, ist jedes Primideal p von O maximal, weil dies fiir
O, gilt. Laut Voraussetzung ist O noethersch, deswegen ist O sogar ein Dedekindring. [

4.10.Sei a € O ein Ideal in einem Integritétsbereich, dann nennt man a, = aQ, die p-
Komponente von a. Falls b C O ein weiteres Ideal ist, dann gilt (ab), = ayb,. Esist a C'b
genau dann wenn a, C by, fiir alle p. Ferner ist a = b falls a, = by, fiir alle p.

4.11. Satz. Ist O ein Dedekindring, dann gilt:

(i) (@), = (ap) "
(1t) Fir fast alle p gilt a, = O,.
(111) Jedes Ideal ist der Durchschnitt seiner p-Komponenten, d.h. a = [\ a,.
peSpec O
() Ist fiir alle p ein Ideal a, € Oy so gegeben, daff fast alle a, = O, dannista =[] a,
peSpec O
ein Ideal von O und ( N ap> = a.
pESpec O p
Beweis. (i) klar.
(ii) Seien ay,...,a, € K ein Erzeugendensystem von a. Es geniigt zu zeigen fiir a € K*
gilt (a), = O, fiir fast alle p. Mittels der Primidealzerlegung von (a) erhalten wir (a), =
(a7 ... aq7), = (a1")p - - - (477)p. Da aber fiir jedes q; # p und S = O\ p gilt, daB
(qi")p = q7'S7! = O, ist, folgt die Behauptung.
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(iii) Fiir zwei Ideale a, b gilt
peSpec O peSpec O peSpec O
Ersetzt man in dieser Formel a durch a™! und b durch ab so wird mit (i)
(1 o= ()] ap'abp= () a'apby2a’ (] ab,=a' [) ab,
pESpec O pESpec O pESpec O pESpec O pESpec O
Multiplikation mit a liefert wegen (4.11.1)
peSpec O peSpec O peSpec O

Setzt man in der letzten Formel b = O, so folgt a = [ cgpec 0 -

(iv) Esist a = a, € K ein gebrochenes Ideal, da O+, cgpec0 % = [pespeco % = 0-

peSpec O
Da a = (N cspeco % S MNpespeco Op = O ist a sogar ein ganzes Ideal. Weil 0,0, = K fiir
q # p ist, folgt a0, = a, N K = a, wie behauptet war. O

5 Erweiterungen von Dedekindringen, Verzweigungs-
theorie

5.1. Motivation. Sei K ein algebraischer Zahlkérper Ok sein Ring der ganzen Zahlen.
Dann war fiir jedes Primideal p € Ok die Menge pNZ = (p) ein Primideal in Z, d.h., pOg C
p. Was ist die Primidealzerlegung von (p) in Og? Die Verzweigungstheorie untersucht die
Primidealzerlegung von Primidealen von Erweiterungen von Dedekindringen.

5.2.Satz. Sei 0 ein Dedekindring mit Quotientenkdorper K, L|K eine endliche separable
Erweiterung und O der ganze Abschluf$ von o in L. Dann ist O ebenfalls ein Dedekindring.

Beweis. Als ganzer Abschlufl von o ist O auch ganz abgeschlossen.

Die Maximalitdt der Primideale 8 # 0 beweist man analog zum Beweis dafiir, daf3 der
Ring der ganzen Zahlen ein Dedekindring ist. Man sieht dal p = P N o ein von Null
verschiedenes Primideal ist. Deswegen ist der Integrititsbereich O/ eine Erweiterung des
Korpers o/p und damit selbst ein Korper.

Es bleibt zu zeigen, dafi O noethersch ist. Dazu sei ag,...,«a, eine in O gelegene Basis
von L|K mit Diskriminante d = discr(ay, ..., o). Es gilt d Z0und O C 0% +... + 0%
Jedes Ideal von O ist ebenfalls in diesem endlich erzeugten o-Modul enthalten, ist also erst
recht ein endlich erzeugter o-Modul. U

5.3. Bemerkung. Satz 5.2 gilt auch ohne die Annahme der Separabilitit (siehe [Ne],
[.12.8). Im folgenden seien 0, K, O und L wie im Satz 5.2 gewéhlt.
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5.4. Lemma. Fiir ein Primideal 0 # p C o gilt stets pO # O.

Beweis. Sei 7 € p\ p?, sodal mo =p-a mit pta, dh. p+a= 0. Esgibt also ein s € a
mit s € p, so daB sp C pa = 7wo. Gélte nun pO = O, dann folgte sO = spO C 7O, also
s=mxrmitz € ONK =0, dh. sep. O

5.5. Bemerkung. Es gilt sogar aO N K = q, fiir alle Ideale a von o (siehe 5.18).

5.6. Definition. Sei p ein Primideal aus 0. Weil O ein Dedekindring ist, zerféllt pO ein-
deutig in Primideale, d.h. es gibt Primideale ; C O so dafl

pO = P . Per (5.6.1)

Man nennt e; den Verzweigungsindez (engl.: ramification index) und der Korpergrad f; =
[O/PB; : o/p] heiBt der Tragheitsgrad (engl.: inertia degree) von J; iiber p.

5.7.Satz. Ist L|K separabel mit n = [L : K|, dann erfillen die Exponenten in der Zerle-
gung (5.6.1) die fundamentale Gleichung

T

Z e fi =n.
i=1
Beweis. Wir haben O/pO = @ O/PB;* (chinesischer Restsatz). Da O/pO und alle O /B;"
i=1
Vektorrdume iiber dem Korper F, = o/p sind, folgt die Behauptung aus den Formeln
dimg, (O/p0O) = n, (%)
dimg, (O/F5) = eifi (+%)
Zum Beweis der Gleichung (%), seien wy, ..., w,, € O Représentanten einer Basis w1, . .., Wy,
von O/pO. Es ist m < oo, da O ein endlich erzeugter o-Modul ist. Wir zeigen, daf

Wi, ..., Wy, eine Basis von L|K ist. Angenommen die wy, . ..,w,, sind linear abhéngig {iber
K. Dann gébe es aq, ..., a, € K mit

awy + ...+ apw, =0.

Sei a = (a1,...,a,) C K und wihle a € a~' mit a ¢ a~'p, d.h. aa € p. Dann liegen alle
aai, . ..,ad,, in o, aber nicht alle in p. Aus

aaywy + ... + aapw, =0 (mod p)

folgt eine lineare Abhéngigkeit der ; iiber IFy, somit ein Widerspruch. Also sind wy, ..., wn,
linear unabhéngig. Wir betrachten nun o-Moduln M = ow; + ... + ow,, und N = O/M.
Wegen O = M + pO gilt pN = N. Da L|K separabel ist, so ist O und damit auch N ein
endlich erzeugter o-Modul. Fiir ein Erzeugendensystem a;,...,as von N gilt dann

a; = E Qi O mit a;; €P.
7
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Setze A = (a;;)—Es und B = A*, d.h. B-A = d-E; mit d = det(A). Da A-(aq,...,a5)" =0
folgt

0=DB-Alay,...,a)" = (day,. .., dog)
und somit dN = 0, d.h. dO C M = owy, + ...+ 0wy, Esist d =0, da det(A) = det(—E;) =
(—1)®* mod p. Weil L = dL ergibt sich L = Kwy + ... + Kwy,. Also ist wy,...,w,, eine
Basis von L/K, d.h. m = n.
Zum Beweis der Gleichung (xx*) betrachten wir die absteigende Kette

O/ D P;/P D ... D PE/PE D (0)

von F,-Vektorriumen. Die Quotienten Y /PY ! dieser Kette sind isomorph zu O/%;. Denn
falls o € Y \ P ist, hat der Homomorphismus O — P /PBYH! gegeben durch a +— aa
den Kern Py, Er ist surjektiv, weil Y = ggT (P, (@), d.h. P¥ = aO + P Weil
fi =[O/ B : Fy] gilt dimg, (‘,]3;’ /By +1) = f; und weil obige Kette die Lange e; hat folgt:

Bi—l

dimg, (O/97) = ) _ dimg, (B7/P;™) = eif.
v=0

g

5.8. Definition. (Es gelten die Bezeichnungen von Definition 5.6) Das Primideal p heifit
voll zerlegt, falls alle e; = f; = 1. p heilt unzerlegt, falls gleichzeitig r = 1. Das Primideal
B, in der Zerlegung p = [[P;" heilit unverzweigt iiber o, wenn e; = 1 und O/P; | o/p ein
separable Erweiterung ist. Sonst heifit es verzweigt. Man sagt es sei rein verzweigt, falls
zusétzlich noch f; = 1 ist. Das Primideal p heifit unverzweigt, falls alle $3; unverzweigt sind,
sonst verzweigt. Die Erweiterung L| K heifit unverzweigte Erweiterung, falls alle Primideale
p von K in L unverzweigt sind.

5.9. Ubung. Zeige, daf fiir ein quadratfreies ¢ und fiir Primzahlen p mit (p, 2a) = 1 gilt:

a

(p) ist voll zerlegt in Q(v/a) & (]_9) —1,

obei <C_L> B 1, falls 22 = a (mod p) eine Losung hat,
wobel | =1, falls2? =a (mod p) keine Losung hat.

5.10. Sei § € L ein ganzes primitives Element von L, d.h. L = K[0], und sei p(z) = py(z) €

K[z] sein Minimalpolynom. Man definiert den Fiihrer § des Ringes o[f] als das groBte in
o[0] gelegene Ideal § von O, d.h.

§={a €O | aO Colf}.
Beachte: § # 0.

5.11. Satz.(Kummer-Dedekind) Sei p ein zum Fihrer § von o] teilerfremdes Primideal
von o und fir das Minimalpolynom von 6 gelte:

p(x) =p(x) -...-p(x)"  (mod p)
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mit irreduziblen Faktoren p;(x) € Fplx]. Sei pi(x) € o[x]| ein Reprdsentant von p;. Dann
sind
B = pO + pi(0)0, i=1,...,r

die verschiedenen tber p liegenden Primideale von O. Der Tragheitsgrad f; von B; ist der
Grad von p;(x) und es gilt:
p =P
0

Beweis. Setze O’ = 0[] und & = o/p. Dann erhalten wir kanonische Isomorphismen

O/pO = O'/p0O" = 0[x]/(p()).

Der erste Isomorphismus beruht auf der Teilerfremdheit pO + F = O. Wegen § C O’ folgt
O = pO + O und deswegen ist O" — O/pO surjektiv mit Kern PO N O'. Letzterer ist
gleich pO’, denn wegen (p,FN o) =11ist pONO =p+F(PONO) C p0O'.

Der zweite Isomorphismus ergibt sich duch den surjektiven Homomorphismus

olz] — olz]/(p(z)).

Der Kern ist durch p und p(z) erzeugte Ideal. Weil O = o[f] = o[z]/(p(x)) wird O’ /pO’ =
olz]/(o(z)). Wegen p(x) = 1 Di(z)%  besteht der Isomorphismus
i=1

T

ole]/(p(x)) = P ola]/ (Fi(x))" .

i=1

Deshalb sind die Primideale des Ringes R = o[x]/(p(z)), die durch p;(z) (mod p(x)) ge-
gebenen Hauptideale p;, ¢ = 1,...,r. Es gilt [R/(p;(z)) : o] = degp;(z) und (0) = (p) =
N (7;)%. Es gilt nun diese Erkenntnisse auf den Ring O/pO zu tbertragen, denn weil
i=1

olz]/(p(z)) = O/p0O, f(x) — f(0), gelten dort die gleichen Verhiltnisse. Die Primidea-
le B, von O/pO entsprechen den p; und werden von p;(#) mod pO erzeugt. Weiter ist

[(O/pO) /%, : ©] = deg p; und (0) = »61 P Sei nun P; = pO + p;(6)O das Urbild von P,

unter dem kanonischen Homomorphismus
0O—O0 / pO.

Dann durchléuft B;, wobei ¢+ = 1,...,r ist, die iiber p gelegenen Primideale von O, es

ist f; = [O/PB; : o/p] = degp;. Es ist P das Urbild von ;" und pO@ D ) B, also
i=1
pO | 11 P und damit pO = 11 P, weil Seif; = n. 0
i=1 i=1 ;

5.12. Bemerkung. Die Aussage von Satz 5.11 gilt sogar fiir alle Primideale von 0|6, nicht
nur fiir die zum Fiihrer § teilerfremden (siehe zB. [St])

5.13. Satz. Ist L|K separabel, so gibt es nur endlich viele in L verzweigte Primideale.
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Beweis. Sei L = K[f] und p € K[z] das Minimalpolynom von 6. Weiter sei

d = discr(1,6,60%,...,0" ") = 1}(91 -0’ co
i<j
die Diskriminante. Dann sind alle zu d und zum Fiihrer § von 06 teilerfremden Primideale
unverzweigt. Denn p (mod p) hat nur dann mehrfache Nullstellen, falls d = 0 mod p.
Aufgrund des letzten Satzes beschreibt die Reduktion von p das Verzweigungsverhalten der
Primideale iiber p. Die Restkérpererweiterungen O/%; | o/p werden durch 6 = 6 (mod ;)
erzeugt, sind also separabel. Deshalb ist p unverzweigt. Da es nur endlich viele Primideale
gibt, die d - § teilen, folgt die Aussage. O

5.14. Bemerkung. Man kann die Menge der verzweigten Primideale noch genauer be-
schreiben. Falls K = Q, o = Z und L|K algebraischer Zahlkorper ist, dann ist O = O, und
discr(Og) C §. Man zeigt, daB8 genau die Primideale P verzweigen, die Ok := discr(Ok)
(vgl. Definition 7.1) teilen.

5.15. Satz. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, dann existiert eine endliche Erweiterung
L|K mit der Figenschaft, daf$ fiir alle Ideale a C Ok das Ideal a - Oy, ein Hauptideal ist.

Beweis. Seien aq, a; Ideale von K mit der gleichen Idealklasse, d.h. es gibt (1, 32 € K, so
daB (51)ay = (B2)as. Es gilt somit auch (5)a;0r = (f2)a O, fiir alle Erweiterungen L|K.
Deshalb geniigt es die Aussage fiir einen Représentanten jeder Idealklasse zu zeigen. Seien

nun ai,...,q, die Reprisentanten von Clg. Da |Clg| = h ist, sind alle a, i = 1,...,n
Hauptideale, d.h. a? = (o) fiir ein oy € K. Der Kérper L = K|[{#/ay, ... {/ay,] erfiillt die
Behauptung des Satzes, denn aus a0, = (a;01)" = (o) folgt 0,0 = ({L/a_l) O

5.16. Bemerkung. Beachte: Aus Satz 5.15 folgt, dafl Op selbst im Allgemeinen kein
Hauptidealring ist. Wiederholtes Anwenden der Konstruktion des Satzes fithrt zu einer
Kette von algebraischer Zahlkoérper

KCLiCLy,C--- |

in denen Ideale von L; in L; fiir j > 7 Hauptideale sind. Man zeigt, daf es sowohl endliche
als auch undendliche Ketten gibt (schwieriger Satz von Golod und Shavarevich!). Das
Studium von Koérpererweiterungen mit vorgegebenem Verzweigungsverhalten wird in der
Klassenkorpertheorie untersucht.

Fiir das weitere Verstédndnis benétigen wir einige Grundlagen iiber Galoiserweiterungen
(siche A.9 — A.15).

5.17. Lemma. Ein Primideal P aus O teilt p - O, wobei p aus o ist, genau dann, wenn
p="PNK.

Beweis. “=* Offensichtlich gilt p C P N K, da auBerdem P N K ein Primideal ist, folgt
aus der Maximalitdt der Primideale p =P N K.

“«<“Falls p C P (als Menge!), dann ist auch pO C P, also P teilt pO. O
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5.18. Lemma. Sei a ein gebrochenes Ideal von K. Dann ¢ilt aO N K = a.

Beweis. Als Mengen besteht die Inklusion a C a@. Es ist deshalb zu zeigen, dal wenn
B € aUQ, soist § bereits in a: Sei also § =) a;w; mit o; € a, w; € O. Es reicht, den Fall
L|K galoissch zu betrachten. Seien oy, ...,0, die Elemente der Galoisgruppe Gal(L|K).
Da [ gleichzeitig in K ist, gilt somit:

0" =18 = T[T evergu).

J J

Wenn wir die rechte Seite als Polynom in den «; betrachten, dann sind die Koeffizienten
symmetrische Funktionen in den ojw;, somit also aus o. Es folgt " € a” und da die
Idealgruppe Jx torsionsfrei ist, folgt 3 € a. O

5.19. Satz. Sei L|K galoissch vom Grad n und By, ..., P die Primidealteiler von pO fir
ein Primideal p € 0. Dann sind die Verzweigungsindizes e; und die Tragheitsgrade f; der
Bi, e =1,...,2 gleich und somit gilt efk = n.
Beweis. Der Korper K und somit auch o ist Gal(L|K) invariant. Ist nun o € Gal(L|K)
und P ein Primideal von O, dann ist auch o%B ein Primideal. Weil B teilt pO genau dann,
wenn p = P N K, folgt, daB mit P auch alle P Teiler von pO sind. Es ist klar, dafl
e=e(P/p) =e(0cB/p) und f = f(B/p) = f(eB/p).
Seien nun P und Q nicht konjugierte Teiler von pO, d.h. o’P # Q fiir alle 0 € Gal(L|K).
Es existiert dann ein § € Q mit 3 ¢ o' fiir alle 0 € Gal(L|K). Setze b = Nmyx(8) =
of. Als Norm eines ganzen Elements von O ist b € o und weil § € 9 ist auch
oeGal(L|K)
b € Q und somit ist b € QN o = p. Andererseits ist 3 € o ' und deshalb auch o3 ¢ B
fir alle 0 € Gal(L|K). Da aber [[of8 € p C B, erhalten wir einen Widerspruch zur
Primeigenschaft von B. Deshalb sind alle Teiler von pO zueinander konjugiert. Somit sind
die Verzweigungsindizes bzw. Trégheitsgrade bzgl. p der Faktoren der Primfaktorzerlegung
von p in O gleich. U

6 Norm von Idealen, Produktformel

Seien 0, K, O und L wie gehabt. Zusétzlich sei L|K separabel.

6.1. Definition. Die relative Norm Nmy,x () eines Primideals B C O von L wird definiert
als das Ideal

Nmyzx(B) = p/ /e,

wobei p = PNound f(P/p) = [O/P : 0/p]. Damit wird die relative Norm eines beliebigen
Ideals 2f C O von L mit Primidealzerlegung A =[]\, B.* definiert als

Ny () = [ [ Nong ().
=1
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6.2. Proposition. Fir einen Kérperturm Lo|Li|K gilt fir alle Ideale A von Lo, daf
Nle‘K (NmL2|L1 (Ql)) = NmL2|K(QL).

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir 2 = P, mit einem Primideal Bs zu beweisen. Sei
nun Nmyz, ., (B2) = ‘}3{(%/%) und Nmy, (1) = p/*/?. Die Behauptung folgt aus der
Identitét f(Pa/P1) - f(P1/p) = f(B2/p), die wegen [Or,/Pa : O, /PBi] - [Or, /P : 0/p] =
O,/ B : o/p] gilt. O

6.3. Definition. In dem Spezialfall o = Z, K = Q und L|K eine algebraische Korperer-
weiterung mit Ring der ganzen Zahlen O = Oy, wird die Komposition

Nmp ~
Nm:J, — Jgp — Qs

die absolute Norm genannt. Man identifiziert hierbei das Hauptideal mit seinem Erzeuger
und wegen der exakten Sequenz 1 — {£1} — Q* — Jg — 1 ist die zweite Abbildung in
der Tat ein Isomorphismus. Mittels des Chinesischen Restsatzes iiberzeugt man sich leicht,
daB

6.4. Satz. Fiir jedesy € L erfillt die absolute Norm die Gleichheit Nm ((v)) :| Nmp () ‘
In anderen Worten, folgendes Diagramm kommutiert:

L*

|NmLQ(')J/

Q>0 = Jo

Nm

Beweis. Zum Beweis der Vertréglichkeit der Normabbildungen aus den Definitionen 6.1
und 6.3 wahlen wir eine Ganzheitsbasis 1, ..., 3, von Op, iiber Z. Damit ist v3y,...,708,
eine Basis des Hauptideals (). Wir erhalten

V065 = Z @k Ok,
k=1

mit aj; € Z und setzen A = (a;i). Man folgert nun

Nm (7)) = [0 : 7O1] = | det(A)| = | Nmyg(7)],

hierbei ist die letzte Gleicheit gerade die Definition der Norm von ~ € L. O
6.5. Bemerkung. Mit Hilfe der absoluten Norm ergibt sich ein schneller Beweis der fun-
damentalen Gleichung fiir die Zerlegung einer Primzahl p in Op: Sei pOy, = BT - o
dann gilt
(LQ] — N =N O;) =N el "N er _ f1e1 o frer
p myg(p) = Nm(pOr) = Nm(P1)* - ... - Nm(PB,)" = p1™" ... - py

und deshalb auch [L: Q] = > e;f; wobei f; = [OL/B: : Z/(p)].
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6.6. Definition. Sei 7 € L mit Primidealzerlegung () = ‘B?"Bl(v) C "}3:%(7). Sei P €
Spec Of, ein Primideal von L, dann ist der P-adische Absolutbetrag von v gegeben durch

1l = Nmn() 3 0) = 2w ),

wobel (p) =P NZund fu=[0L/P:Z/(p)]

Wir fixieren nun ein und fiir alle Mal eine Einbettung von Q in C. Damit setzen wir fiir

o € Homg(L, Q) = Homg(L, C)
Yo = leM)l;
wobei |o()| der gewohnliche Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist.

6.7.Satz. (Produktformel) Sei vy € L, dann gilt mit S/pEOL := Spec Oy, U Homg(L, Q)

I .=t

PBeSpec O,

Beweis. Aufgrund von Satz 6.4 gilt

1 1
mespE[coL = N () |Nmyg(y)|

Weil L|Q separabel ist folgt aus Satz 1.10 die Gleichheit

[Nmye()| =| ]I eol= I levi= ]I bl

se€Homg(L,Q) s€Homg(L,Q) s€Homg(L,Q)
Daraus folgt dann die Behauptung. O
6.8. Satz. Sei L|K eine separable algebraische Erweiterung.
(i) Es gilt Nmp g (aOy) = allKl fir alle Ideale a # 0 von K.

(ii) Zusdatzlich sei L|K galoissch. Sei B ein Primideal von L, p = P N o und pO =
(B1-...-PB,)°. Dann gilt

Nmp () - O=(PBi-...- ‘Br)ef = H o’B.

oe€Gal(L|K)

(iii) Die relative Norm von Idealen ist mit der relativen Normabbildung von Kérpern ver-
traglich, i.a. W. folgendes Diagramm kommutiert
L*——Jp
NleKl J{NleK

K*—Jg
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(iv) Flir jedes Ideal A von L ist Nmp k() das von den Normen Nmp x(a) der Elemente
a € A erzeugte Ideal von K.

Beweis. (i) Es geniigt die Aussage fiir ein Primideal p von K zu betrachten, dann gilt
jedoch

Ny (pO) = Nmyje (] 985) = [ [ Nopr () = p=efi = pl=hl,
=1 i=1

(ii) Aus Nmp () = p/ folgt die erste Gleichheit. Da die Galoisgruppe Gal(L|K) transitiv
auf der Menge {1, ..., } operiert und weil efr = [L : K] ist, gilt die zweite Gleicheit.

(iii) Wir untersuchen zuerst den Fall, da§ L|K galoisch ist. Die Abbildung Jx — Jp
gegeben durch a — aQy, ist injektiv, da beide Gruppen freie Gruppen sind, deshalb geniigt
es fiir beliebiges 8 € L die folgende Gleichheit zu zeigen

Nz ((9)0 = [[o(8) = [J(080) = (] 05) 0 = Nmpye(8) - ©.

Im allgemeinen Fall betrachten wir eine Galoiserweiterung E|K die L als Teilkorper enthélt.
Es sei d = [E : L] und es bezeichne O den ganze Abschluff von O in E. Dann gilt mit
dem bereits bewiesenen

NmL|K ((ﬁ))d = NmE|K (5(915) = (NmE\K(ﬁ)) = (NmL\K(ﬁ)d) = (NmL\K(ﬁ))d-

Weil Jg torsionsfreie Gruppe ist, folgt daraus Nmp,x ((ﬁ)) = (NmL|K(ﬁ)).

(iv) Wegen (iii) ist die Aussage klar fiir Hauptideale. Sei nun p ein Primideal von K,
dann ist der ganze Abschlu O, von o, in L ein Hauptidealring. Dies gilt weil O, ein
Dedekindring mit endlich vielen Primidealen (ndmlich genau einem!) ist. Sei nun a das
von den relativen Normen Nmy g (a) mit a € A erzeugte Ideal. Dann ist A, = A0, ein
Hauptideal und a, = Nmpzx(2,) = Nmpgx(2),. Da dies jedoch fiir alle p gilt folgt die
Behauptung. O

7 Diskriminante und Differente

7.1. Definition. Das Ideal 0y jx € Ok, welches von den Diskriminanten aller in Op, gele-
genen Basen von L|K erzeugt wird, heifit das Diskriminantenideal von L|K .

Man iiberzeugt sich leicht, dafl

OLik = ﬂ (OL1K )ps

peSpec Ok

wobei (9rk)p = discr((Or)p | (Ok),) die Diskriminante der Ganzheitsbasis von (Oy,), iiber
dem Hauptidealring (Ok), ist.

7.2. Proposition. Es gilt p € Ok ist verzweigt in O, genau dann, wenn p D Ok
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Beweis. Beweis aus 77?7 Milne einarbeiten O
7.3. Definition. Das gebrochene Ideal
Oz = {l’ € L ‘ TI'L|K<ZL’OL) Q OK}

heifit der Dedekindsche Komplementérmodul. Das dazu inverse Ideal Dy x = (OY)~* heifit
die Differente von Oy, iiber Ok.

7.4.Satz. Zwischen der Diskriminante und der Differente besteht die Beziehung

Beweis. Ist S eine multiplikative Teilmenge von Ok, dann gilt
85_1(9L\S_1(9K = 5*18@“@}{ und DS—IOL‘S—loK = Sil’DoL‘oK.

Darum geniigt es (7.4.1) lokal zu beweisen. Dann sind jedoch wegen Proposition 2.16
Okp und Op, = (Ok \ p) 'O, Hauptidealringe. Weiter gibt es eine Ganzheitsbasis
{ai,...,an} von O iiber O, und deshalb ist do, ,|0,, = discr(a, ..., a,). Der Kom-
plementédrmodul wird durch die duale Basis o, . .., a;, aufgespannt, fiir die Trpx (o)) =
dij gilt. Es sei (3) ein Erzeuger des Hauptideals Jo, |0, und discr(Bay,. .., Bay,) =
(Nmy,x(3))? discr(a, . . ., ). Damit ist dann

(Nm(8)) = (Nmpg(OLy)) = Nmy g (Do, ,0r,)

und (discr(ay, . .., o)) = o, , |0k, - Mit den Gleichheiten discr(an, ..., an) = det((0505))?,
discr(af, ... af,) = det((0;a))? und Trpx a0 = &;; folgt

discer(ay, . .., ap) - diser(a, ..., o)) = 1.
Wir erhalten damit
85;”0[{"@ = (discr(ay, . .., a,) ' = (discr(a), ..., a)))
= (discr(Bay, . .., Bay))
= Nk (Do, ,0k,) " 00k,101,5
also auch 9o, 10, = Nmpix(Do, 10k, )- O

Literatur: Koch, Algebraische Zahlentheorie

8 Gitter und Minkowski-Raume

8.1. Definition. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Ein Gitter in V ist eine Unter-
gruppe der Form
AN=7Zv+ ...+ Zv,
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mit linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, aus V. In anderen Worten: Ein Gitter ist eine
freie Abelsche Untergruppe von V' die von linear unabhingigen Vektoren erzeugt wird.
Das Gitter A heif3t wvollstindig falls m = n ist. Ist A ein vollstdndiges Gitter, dann ist
AR=V.

8.2. Beispiel. a) Die Untergruppe Z+Z+/2 von R ist zwar eine freie abelsche Gruppe vom
Rang 2, aber kein Gitter in R.

b) Die Untergruppe {(a + bv/2,a — bv/2) | a,b € Z} C R? ist ein Gitter, da (1,1) und
(\/_ , —\/5) linear unabhéngige Vektoren sind.

8.3. Definition Sei A = Zvy + ... + Zv,, ein Gitter, dann heiit {vq,...,v,,} eine Basis
und die Menge
Fa={zinn+...+xp0n |2, €R, 0<a; <1}

ein Grundmasche (oder auch Fundamentalbereich) von A.

Wir versehen nun V' mit einer Topologie. Die Wahl einer Basis von V' bestimmt einen
Isomorphismus V' — R™ und somit eine Topologie auf V', (durch zuriickziehen der iiblichen
Topologie von R™). Diese ist von der Wahl der Basis unabhéngig, da lineare Abbildungen
Homo6omorphismen sind. Eine Untergruppe von V heifit diskret, falls sie in der induzierten
Topologie diskret ist. (Ein topologischer Raum heifit diskret, wenn seine Punkte offene
Menge sind.) In anderen Worten A ist diskret, falls jeder Punkt a € A eine Umgebung
U C V besitzt, so da U N A = {a}.

8.4. Lemma. Es sei A eine Untergruppe von einem endlich dimensionalen reellen Vektor-
raum V. Dann ist dquivalent:

(i) A ist eine diskrete Untergruppe;
(ii

)

) es gibt eine offene Teilmenge U von V' sodafl U NA = {0};

(iii) jede kompakte Teilmenge von V' schneidet A in einer endlichen Menge;
)

(iv) jede beschrinkte Teilmenge von V' schneidet A in einer endlichen Menge.

Beweis. (i) < (ii): Die Richtung (i) = (ii) ist klar und es bleibt zu zeigen (ii) = (i). Die
Translation z — a + x auf V ist ein Homéomorphismus. Ist nun U eine Umgebung von 0
mit U N A = {0}, so ist & + U eine Umgebung von a mit (o + U) N A = {a}.

(i) = (iii). A ist diskret, deshalb ist C'NA fiir jedes Kompaktum C' eine kompakte, diskrete
Menge, also endlich.

(ii) = (iv). Dies ist klar, weil in R™ der Abschluf von beschrinkten Mengen kompakt ist.
(iv) = (ii). Sei K eine beschrinkte Umgebung von 0. Dann ist S = U N A \ {0} eine
endliche Menge, also abgeschlossen. Deshalb ist U ~ S eine offene Umgebung von 0 mit
der gewiinschten Eigenschaft.

(iv) = (iii). Ist klar. O

8.5. Satz. Eine Untergruppe A CV ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret ist.



Version vom 7. Januar 2005 32

Beweis. Sei A eine diskrete Untergruppe von V. Sei V; der lineare Unterraum, der durch
die Menge A aufgespannt wird, und m seine Dimension. Sei uy, ..., u,, eine in A gelegene
Basis von V, und

Ao = Zuy + -+ - + Zu,, C A

Ao ist ein vollstandiges Gitter von V. Wir wollen zuerst zeigen, dafi der Index [A : A
endlich ist. Dazu durchlaufe 7; € A ein Repréasentantensystem fiir die Nebenklassen in
A/Ag. Da A vollsténdig ist in Vp, iiberdecken die Translate v + Fy,, mit v € A und der
Grundmasche Fy, fiir Ag, ganz Vj. Deshalb ist jedes ~; von der Gestalt v; = u; + i, wobei
Wi € Fa, und vo; € Ag C Vp. Da die p; = v — v0; € A diskret in der beschréankten Menge
Fa, liegen, kann es nur endlich viele Nebenklassen «; geben.

Ist nun ¢ = [A : Agl, so ist gA C A also auch

q q q

Weil A eine abelsche Untergruppe der freien abelschen Gruppe éAo ist, besitzt A ein Z-
Basis vy, ..., v, mit r < m. Da A jedoch V aufspannt sind die Vektoren vy, ..., v, linear
unabhéngig und es gilt 7 = m. Darum ist A ein Gitter. U

8.6. Satz. (Minkowski’scher Gitterpunksatz) Sei X eine zentralsymmetrische und konvexe
Teilmenge des n-dimensionalen Vektorraumes V und A ein vollstindiges Gitter.

(i) Dann gilt #{AN X} > 2‘”?211(()/8, wobei vol(A) = vol(Fy) ist.

(ii) Ist vol(X) > 2"vol(A), so enthdlt X mindestens einen von Null verschiedenen Git-
terpunkt v € A.

8.7. Beweis. Wir fixieren ein kleines € > 0 und setzen

1 2
EX—{UGV]21}6X}und(1/2+€)X—{v€V| (m>-v€X}.

Weiter sei N € Nund Ay = ~ - A = {v € V| N-v € A}. Die Grundmasche Fy von Ay
ist ein Parallelepiped mit vol(Fy) = N~"vol A. Die Anzahlen

bn(1/2X) = ##{y € Ay | vFn C 1/2X}, resp.
bn((1/2+¢) - X) =#{y € Ax | 7Fn C (1/2+ )X},

multipliziert mit vol(Fy) ergeben im wesentlichen das Volumen von 1/2X, resp. (1/2+¢)X,
also
+ dn, resp.

vol(X)
vol(A)

Ny (1/2X) = <1>n vol(X)

2) vol(A)

N7"n((1/2+6)X) = (1/2+¢&)" + Oy,
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wobei d, resp. dy mit wachsendem N gegen 0 streben. Die Grundmasche Fy hat 2" Ecken,
die jeweils auch Ecken von 2" Translate vFy sind, deshalb geben die Anzahlen by (1/2X)
und by (1/2 + €)X) obere Schranken fiir die Anzahl ay = #{AU1/2X}, d.h.

by (1/2X) < any < by((1/2+¢)X).

Beachte: Fiir N hinreichend grof§ gewéhlt, und €; beliebig klein gilt, dann

_, Vol(X)

_ _, Vol(X)
Vol(h) _ 1S e te

=% Vol(p) T

Weil
ay ={AyU1/2X} = Y #{y+AUl/2X}
YEAN/A

und #{A,/A} = N gilt, gibt es ein 75 € Ax/A, so daBl #{v; + AU1/2x} > {. Seien
nun aq, ag, ..., 4y, € {7y + AU 1/2X}, dann sind, weil X zentralsymmetrisch 1st auch
—ay, —ag, ..., —a, € 1/2X und weil X konvex ist, sind alle 1/2(a; — a;) € 1/2X. Es folgt
a1 —a; € X fire=1,...,m, mit m > N "ay, weil alle a; in der gleichen Nebenklasse von
A in Ay liegen, ist auch a; — a; € A. Es folgt

_ _, Vol(X)
AUXY > —a;} > N"ay > 27" .
#F{AU X} > #{a1 —a;} > an 2 Vol(A) €1
weil €1 beliebig klein gew#hlt werden kann, folgt die Behauptung (i).
(i) = (ii) ist trivial. O

8.8. Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Wegen K = Q[f] = Qlz]/(g(x)) folgt aus der
abstrakten Algebra

K ®gC=Clz >~ J[Clzl/(z—oB) = ] C

oeY ceY

Man setzt K¢ := [] o5 C. Als Menge ist K¢ = C¥Q ynd seine Ringstruktur ist durch die
komponentenweise Multiplikation gegeben. Zusétzlich haben wir einen Ringhomomorphis-
mus ¢ : K — K¢ gegeben durch f — (0 f)yes.

Die Galoisgruppe Gal(C|R) wird von der komplexen Konjugation F,, wobei F(z) = Z
ist, erzeugt. Man nennt F,, den Frobenius in Unendlich. Die Operation von F,, auf K¢ ist
gegeben durch Fi(z,) = Zz, wobei @ die zu o konjugierte Einbettung ist.

8.9. Definition. Der F_-invariante Fixmodul K(g"" von K¢ heiit Minkowski-Raum und
wird mit Ky bezeichnet. Wie oben bestehen Isomorphismen Kr =2 K ®gR =R x Cm.
Beachte dabei dafl als K-Modul Kg 2 []

UEE
8.10. Proposition. (i) Die Finbettung ¢ : K — K¢ ist Fy-invariant, d.h. 1(K) € Kg.
(ii) Fir ganze Ideale a von K ist 1(a) C Kg ein Gitter.
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Beweis. Es seien oy,...,0,, die reellen Einbettungen und o,, 11,041, .-, Orj4rys Ory 4o
die komplexen Einbettungen von K mit n = ry + 2r,. Damit erhalten wir dann

FOO( ( )) (01( ) UTl(f)?07”1+1(f)757”1+1(f)7'"?O—T1+T2(f)751”1+7”2(f>>
(1wx anﬁﬁmﬂﬁumﬂnwwaﬁAﬁﬁmﬁuw
(Ul(f)a y Orq (f) 07«1+1(f),57«1+1(f>, N S ) (f)?arlJrTz(f)) = L(f)

Weil a ein freier Z-Modul vom Rang n und weil a ®7 Q = K = Q" ist, ist «(a) ein Gitter
in Kr =2 R". O

8.11. Definition. Auf [[ R C []_C operiert F,, vermége z, — zz. Es bezeichne H(K)

den F,-invarianten Fixmodul (][], R)™ . Die Elemente g € H(K) werden Greenobjekte
genannt.

8.12. Auf dem C-Vektorraum K¢ haben wir eine Spurabbildung Tr : K¢ — C die durch
die Summe der Koordinaten gegeben ist. Fiir die Spur gilt Trxg(a) = Tr(c(a)) fiir alle
a€ K.

Auf den Einheiten K¢ = {(2,)sex € Kc|2, € C'Vo € £} = [[, C* von K¢ haben wir
eine Normabbildung Nm : K& — C* die durch das Produkt der Koordinaten gegeben ist.
Fiir die Norm gilt Nmpg(f) = Nm(c(f)) fiir alle f € K* und Nm(Fo(2)) = Foo(Nm(z2))
fir alle z € K¢.

Der Logarithmus log C* — R gegeben durch z +— log |z| induziert einen Homomorphismus
log : K& — [[, R. Wegen log(F(2)) = Fio(log(2)) fiir alle z € K¢ gilt log(Kg) € H(K).
Wir erhalten darum das folgende kommutative Diagramm:

p

T
K*—> K} J>H(K)

NmK@i le | |

Q" —>R*—2 >R,

Im folgenden bezeichne p immer die Komoposition ¢ o log.

Obige Betrachtungen lassen sich auf eine Kérpererweiterung L|K kanonisch fortsetzen und
man erhélt das analoge kommutative Diagramm:

P
. % lo ~

L Ly —= H(L)
NmLIKl NmLKl TrL\K

8.13. Proposition. (i) Der Raum der Greenobjekte fI(K) ist isomorph zu R 172,
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(7i) Das Bild Tk = p(O3;) der Einheiten von O ist eine diskrete Untergruppe und liegt in
der Hyperfiiche H(K )y = {g € H(K)| Tr(g) =0} C H(K).
(i1i) Es bezeichne u(K) die Einheitswurzeln von K, dann ist die folgende Sequenz ist exakt

1 — pu(K) — O — I' — 0.

Beweis. (i). Sei # = (2, )gex € H(K), dann gilt
Foo(®) = (Toys s Torrs Topprr -+ +) = (Toys o+ o5 Top oys Torgs -+ +) = T

Darum ist z,, = x5 fiir 7 > r; + 1 und da alle x, € R sind, folgt somit I/-j(K) >~ R,
(ii) Sei € € O}, dann ist Nm(e) = £1 wegen (1.12.1) und darum ist

Tr(p(e)) = log (| Nm(s)]) = 0.

Wir betrachten die kompakte Menge C' = {z € H(K)q, ||z,| < M}. Die Menge log™}(C) =
{x € Kg||z| < eM} C Kg ist ebenfalls kompakt. Weil +(Ok) ein Gitter in Ky ist, kann es
deshalb nur endlich viele f € Ok geben mit p(f) € C und davon sind ebenfalls nur endlich
viele von der Gestalt ¢ € Oj.. Deshalb ist p(Oj) eine diskrete Untergruppe.

(iii). Der Kern der Abbildung O}, — I'k ist gegeben durch die € mit |o(g)| = 1 fiir alle
o € ¥, also durch die Einheitswurzeln p(K) in K. d
In Kapitel 12 werden wir den Dirichlet’schen Einheitensatz beweisen. Dieser besagt, dafl
tk(Oj;) = r1 + 12 — 1 oder in anderen Worten:

O = u(K) x Zr+ret,

9 Arithmetische Kurven

Wir wollen jetzt die Theorie der algebraischen Zahlkorper, die wir bislang mit Methoden
der Algebra und Arithmetik untersucht haben auch aus geometrischer Sicht behandeln.

Die richtige Sprache dazu ist die Theorie der Schemata, wie sie von Grothendieck et. al.
(~ 1960) entwickelt wurde. Wir wollen jetzt illustrieren, dafi der Ring der ganzen Zahlen
eines Zahlkorpers sich wie der Koordinatenring einer glatten affine Kurve verhélt.

9.1. Definition. Eine affine, ebene Kurve C' (definiert iiber C) ist gegeben als die Nullstel-
lenmenge eines irreduziblen Polynoms f(x,y) € Clz,y]. Der Ring Re = Clz,y|/(f(z,y))
wird der Koordinatenring von C' genannt.

In der algebraischen Geometrie wird gezeigt, wie sich geometrische Eigenschaften von C'
in algebraische Eigenschaften von R¢ iibersetzen. (e.g. Fulton; Miranda; Forster)

9.2. Beispiele. Eine besonders gut untersuchte Klasse von Kurven sind die elliptische
Kurven (e.g. Silverman: Elliptic curves; Knapp: Elliptic curves). Diese Kurven sind gegeben
durch Gleichungen der Form y* = p(x), fiir ein Polynom p(z) mit deg(p(x)) = 3.

Mit dem Befehl
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plots[implicitplot] ( £(x,y), x=a..b, y=c..d);

des Computerprogramms MAPLE lassen sich schnell reelle Bilder zeichnen.

9.3. Sei C' affine, ebene Kurve, d.h. die Nullstellenmenge eines irreduziblen Polynomen

f € C[X,Y] und sei Re = C[X,Y]/(f) der Koordinatenring von C. Die Punkte P € C
entsprechen den maximalen Idealen mp = {g € R¢ | g(P) = 0} von R¢. Darum ist der
Raum Max(R¢) = {maximale Ideale von R¢} von zentraler Bedeutung. Weil R¢/mp = C
ist, konnen wir jedes Element g € Ro vermoge der Zuordnung g(mp) := g mod mp als
Funktion auf Max(R¢) betrachten; beachte: g(mp) entspricht gerade g(P). Die abgeschlos-
senen Mengen auf Max(R¢) sind gegeben durch Nullstellenmengen der Elemente g € Re:

V(g) = {m € Max(R¢) | g(m) = 0}
= {m € Max(R¢) |m 2 (9)}.

Beachte: entweder ist #V (g) < oo oder V(g) = Max(R¢). Die somit erhaltene Topologie
heifit Zariski Topologie. Die offenen Mengen sind dann von der Gestalt U(g) = Max(R¢) \
V(g).
Ein Punkt P € C heiit singulér, falls %(P) = g—;(P) = 0, andernfalls heifit P regulér. Die
Tangente an einem Punkt P = (a,b) € C ist gegeben durch die Gleichung

%(a,b) (X —a)+ g—g(a,b) (Y —=b)=0.
Deshalb sind die singuldren Punkte genau die Punkte deren Tangente nicht eindeutig ist.
Ist P regulér, dann ist der lokale Ring (R¢)m, ein diskreter Bewertungsring. Die Bewertung
einer Funktion g € R¢ auf Max(R¢) ist gerade die Verschwindungsordnung von ¢ in P.
Ein Kurve heifit glatt, bzw. Max(R¢) heifit regulér, falls kein Punkt singulér ist, bzw. alle
(Rc)mp diskrete Bewertungsringe sind. Wir fassen unsere Betrachtungen im folgenden Satz
zusammen.

9.4. Satz. Sei C eine glatte, ebene, affine Kurve tiber C, dann ist der Koordinatenring R¢
ein Dedekindring.

9.5. Bemerkung. Auf dhnliche Art und Weise erhélt man Bijektionen

endlich erzeugte Ringe iiber
algebraisch abgeschlossenen
Koérpern ohne nilpotente El-
emente, z.B. C[X1,..., X,]

13

Lklass. alg. Geom.
{affine Varietéten } R e O

43

moderne alg. Geom.
” g"\./’\/\-/\-«’\-/\’\NWW {kommutative Rlnge}

{affine Schemata}
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9.6. Schemata. Die exakte Definition eines Schemas ist etwas technisch (siehe z.B. Kunz:
Algebraische Geometrie; Eisenbud-Harris: The Geometry of Schemes; Hartshorne: Alge-
braic Geometry). Fiir unser Versténdnis reicht folgende , grobe“ Beschreibung aus.

Was ist das Schema zu einen kommutativen Ring R:

Als Menge ist das Schema Spec R eines Ringes R gegeben durch Spec R = {Primideale p C
R}. Zum Beispiel ist SpecZ = {0,2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...}. Die reguldren Funktionen
auf Spec R sind gegeben durch die f € R mit ,Werten“ f(p) = f mod p € R/p in dem
Punkt p.

Die Topologie auf Spec R ist die Zariskitopologie, d.h. jede Teilmenge S C R bestimmt
eine abgeschlossene Menge

V(S)={p € Spec R | f(p) = 0 fiir alle f € S}
={peSpecR|p DS}

Falls 0 # f € R, dann ist Xy C X = SpecR mit X; = Spec R \ V(f) = Spec Ry =
Spec R[1/f], eine ausgezeichnete offene Umgebung von X. Man kann zeigen, dass die Xy
eine Basis der Topologie auf X bilden. Beachte: X ist wiederum selbst ein Schema. Man
zeigt, daB sich die X in einem geeigneten Sinn verkleben lassen (,,die reguléren Funktionen
auf offene Mengen bilden eine Garbe®).

9.7. Definition. In Analogie zu den ebenen, affinen Kurven iiber C, bezeichnet man des-
halb Spec R fiir Teilringe R eines algebraischen Zahlkoérpers K, deren Quotientenkorper
gleich K ist, als arithmetische Kurven.

Ringerweiterungen solcher Ringe entsprechen dann Uberlagerungen von arithmetischen
Kurven.

Als Beispiel betrachten wir die zweifache Uberlagerung Spec Z[v/3] von SpecZ, also die
Fasern der Projektion 7 : Spec Z[v/3] — Spec Z:

(4+3V3) (44+V/3)

4-3v3)  (4—V3)

. . . . . . )
@ 6 (®) ) (11) (13) (0)

Die Punkte, die die Ideale (5) bzw. (7) € Spec Z[v/3] darstellen, sind dicker, weil im Ge-
gensatz zu den anderen dargestellten Primidealen von SpecZ[v/3] die jeweiligen Rest-
klassenkorper Z[v/3]/(v/5) bzw. Z[vV/3]/(v/7) quadratische Erweiterungen der Restklas-
senkorper 5 bzw. F7 sind.

Im Vergleich dazu ist fiir die zweifache Uberlagerung Spec Z[114/3] von SpecZ die Prim-
stelle (11) nicht mehr unverzweigt, da die Ideale (4 +3+/3) und (4 — 3v/3) in Spec Z[11/3]

zusammenfallen:
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(44+3v3)= (44+V/3)
) (5) (7) (4-3v3
(1+V/3) (V3)

(4=V3)

. . o
@ © (5) () (11) (13) (0)

In der letzten Abbildung ist z.B. mit (1++/3) natiirlich der Durchschnitt (14++/3)NZ[11/3],
also die Faser 77(2) der Projektion 7 : Spec Z[11y/3] — Spec Z gemeint.

9.8. Ubung. (i) Zeichne weitere Beispiele und untersuche dabei die Singularititen. Nimm

2.B. Z[27V/3] anstelle von Z[11/3].

(ii) Zeige: eine arithmetische Kurve ist glatt genau dann, wenn R der Ring der ganzen
Zahlen von K ist.

9.9. Chowgruppen. Sei R ein noetherscher Integritétsbereich mit Quotientenkdrper K.
Ein Divisor auf Spec R ist eine formale Summe

D= Z app

peMax(R)

von abgeschlossenen Punkten p, d.h. p ist ein maximales Ideal, auf Spec R, wobei fast alle
ap = 0 sind. Die Gruppe der Divisoren auf Spec R ist

ZYR) = Z app | fast alle a, =0

peMax(R)

versehen mit der offensichtlichen Addition. Jede reguldre Funktion f € K* auf Spec R

bestimmt einen Divisor
div(f) = ordy(f)p
und Divisoren der Form div(f) heilen Hauptdivisoren . Hierbei ist, falls f = ¢ mit a,b € R,
ordy(f) = Cr, (Rp/aRy) — Cr, (Rp/bR,),

wobei (g, (M) die Lange eines R,-Moduls M bezeichnet, das ist die maximale Lénge einer
echt absteigenden Kette

M=My2M 2M 22 M =0

von Rp-Untermoduln. Weil die Langenfunktion auf kurzen exakten Sequenzen additiv ist,
d.h. da aus
O— M — M-—M —0
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(M) 4+ £(M") = (M) folgt, erhalten wir einen Homomorphismus div : K* — Z*(R).
Divisoren der Form div(f) heiflen Hauptdivisoren und

Rat'(R) = {div(f) | f € K*} ¢ Z'(R)

bezeichnet die Untergruppe der Hauptdivisoren. Zwei Divisoren Dy, Dy € Z'(R), die sich
um einen Hauptdivisor unterscheiden, heiflen rational dquivalent. Die Quotientengruppe

CH'(R) = Z"(R)/Rat*(R)
heifit die erste Chowgruppe von R.
9.10. Satz. Sei R ein Dedekindring, dann besteht ein kanonischer Isomorphismus

CH'(R) = Clg
D — TIp®.

Beweis. In R ist jedes Primideal p # 0 maximal und jedes Ideal a hat eine eindeutige
Primidealzerlegung a = HPGM&X(R) p®, wobei fast alle a, = 0 sind. Wir haben bereits
gezeigt, daB a durch die Angabe der a, eindeutig bestimmt ist. Die Abbildung Jx — Z'(R)

gegeben durch a = HpeMaX( R P* > app ist somit ein Isomorphismus. Es geniigt
peMax(R)
somit zu zeigen, dafl das folgende Diagram kommutiert

K*

()\L div

JK =~ Z(R),

d.h. die Bewertung v,: K* — Z stimmt mit ord, : K* — Z iiberein. Per Definition ist v,(a)
fir ein @ € R~ {0} der Exponent v gegeben durch aO, = my, wobei m, das maximale
Ideal des diskreten Bewertungsring O, ist. Da

0ufa0y = Oy > my/my 2 -+ 2 mi s = 0,
'U:rrnal

ist somit v = ordy(a). Der allgemeine Fall f = ¢ € K* folgt nun offensichtlich. 0

77?7 projektive Kurven, Residuenformel etc.

10 Arithmetische Chowringe

10.1. Definition. Sei K ein algebraischer Zahlkérper und O sein Ring der ganzen Zahlen.
Es sei Z'(O) die Menge der Divisoren auf Spec Ok. Die Elemente der Menge

ZY0x) ={(Z,9) | Z € Z"(Ok), g =€ H(K)}
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heiflen arithmetische Divisoren. Die komponentenweise Addition macht Z 1(Ok) zu einer
abelschen Gruppe. Die Abbildung K* — Z'(Of) gegeben durch

f e div(f) = (div(f), (—log |o(f)])ees)

—1
ist ein Homomorphismus von Gruppen dessen Bild die mit Rat (Of) bezeichnete Unter-

~ —1
gruppe von Z'(Of) ist. Die Elemente von Rat (Of) heiflen arithmetische Hauptdivisoren
(oder auch rationale arithmetische Zykel).

Die Quotientengruppe
— 1 ~ —1
CH (Ok) := Z'(Ok)/Rat (Ok)
heiflt erste arithmetische Chowgruppe von Q.
10.2. Bemerkung. Fiir beliebige arithmetische Zykel (Z, g) besteht keine Relation zwi-
schen dem Zykel und dem Greenobjekt. Wir halten jedoch fest, dal bei der analogen Kon-

struktion arithmetischer Chowgruppen von hoherdimensionalen arithmetischen Varietédten
sehr wohl eine nichttriviale Beziehung bestehen muf.

10.3. Satz. Folgende Sequenz ist exakt:

7 * fa a = C
1 — u(K) —— O — H(K) —> CH (0g) — Clx —= 1,

hierbei sind i die Identitdt, a([g]) = [0, —g] und C([3_ crtax(or) P> 8]) = [ Lpenmax(or) P~ -

Beweis: ker(i) = 1 klar.

Im(i) = ker(p). ,,C“: Da log|o(| = 0 fiir alle 0 € X, ist diese Richtung klar. ,, 5% Ist
lo(€)] = 1 dann folgt o(e) = €™ mit r € R. Weil jedoch p(O%) diskret in H(K) ist, ist
reQ, also € € u(K).

Im(p) = ker(a). ,C“: Sei € € Oy, dann ist dive = 0 und deshalb ist (div(e), g(e)) =
(0, —p(e)) = alple)) € f/{a\tl(OK). , D klar, weil p(1) = 0.

Im(a) = ker(¢) klar.

Im(¢) = Clk Klar. O

10.4. Bemerkung. (i) Mittels des ,,5-er Lemmas“ erhalten wir einen nicht kanonischen
Isomorphismus

—~ 1

CH (Ok) = H(K)/Tx ® Cly.
(il) Mittels obiger exakter Sequenz iiberzeugt man sich leicht, daf él\{l(Z) = R ist.
10.5. Definition. Die arithmetische Gradabbildung
deg: Z'(0Ox) — R
ist definiert durch

deg( D @ odees) = D aplog (#Ox/p) + Y 0o

peMax (O ) peMax(Ok)
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10.6. Proposition. Die arithmetische Gradabbildung induziert einen Gruppenhomomor-
— 1
phismus deg : CH (Og) — R.
— 1
Beweis: Wir miissen zeigen deg(Rat (Ok)) = 0. Mit Hilfe der Produktformel erhalten wir

deg(div(f)) = > p(f) log(#(O/p)) + > —log|o ()
. ;
- Z vo(f)log(Nm(p)) + Z —log o (f)|
p ag

= log (H Nm(p)» Y I |o—<f>r—1>
P o
= log (H T |0(f)|‘1>

= log(1) = 0.
U

10.7. Definition. Der arithmetische Chowring @(OK) ist definiert als die additive Grup-
pe

_— ~1

CH(Ok) =Z @ CH (Ok)

versehen mit der Multiplikation C/I\-I(OK) X éﬁ((’);{) — éﬁ((’);{)
(r1,dy) - (11, da) = (r1ra, ridy + 7ody).
Man nennt die Multiplikation auch arithmetische Schnittpaarung.

10.8. Bemerkung. Die erste Komponente von 61\-1((9;() wird von der Klasse des Ideals
(0) erzeugt. Fiir ,,gewisse“ hoher-dimensionale Ringe R, d.h. Ringe fiir die Primidealketten
p1 D pe DO ... der Liange > 1 existieren, wie z.B. Z[X] und (¢,z) D ({), gibt es hohere

arithmetische Chowgruppen C'H *(R) und CH (R) = @pC/I\{p(R) besitzt eine nicht triviale
arithmetische Schnittpaarung.

10.9. Definition. Sei L|K < L eine Erweiterung von Zahlkérpern. Dann wird eine Pull-
back Abbildung . .

definiert vermoge der folgenden Zuordnung von arithmetischen Zykeln
i*(r,(D,g)) = (. (i'D,i"g)) € Z® Z'(Oy).

Hierbei ist

e Y wire Y e Y b

peMax(Ok) PeMax(Or) PBIpOL
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in der Summe ist eq der Verzweigungsindex von P tiber p, d.h. pOp = P - a mit (P, a) =
Or. Weiter ist

i*g = (i*gU>U€EK = (gT|K)T€EL7
bei der letzten Gleichheit erinnern wir an die Tatsache, daf 7|k € Xk fiir alle 7 € X,
10.10. Proposition. Das Pull-back i* ist wohldefiniert.
Beweis. Da i* linear ist, geniigt es zu zeigen, da i*Rat (Ok) C Rat (Op). Sei f € K*,

dann ist

i*divo, () = (i* divo, (f), i*9(f))

_ Z vo(f)i'p, (i*(— log |0(f)|))JEZK>

p

— (S X e (- loglo(h)D,y, )

p PBlrOL

— (S v (Lo |T<f>|>fem)
Ry

—

= (diVOL (f)> gOL<f)) = diVOL(f)'

g

10.11. Bemerkung. Gegeben sei folgendes kommutatives Diagram von Inklusionen von
Zahlkorpern

K(#L

BN

M

dann gilt fiir die Pullbackabbildungen h* = j*oi*. Dies folgt aus den leicht zu iiberpriifenden
Identitéaten j*(i*D) = h*D und j*(i*g) = h*g.

b

10.12. Definition. Sei L|K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Dann wird eine Push-
forward Abbildung . .

definiert vermoge der Zuordnung von arithmetischen Zykeln
i*(T, <D>g>> = (T[L : K]? (Z*Da Z*g)),

wobel

i.D = Z api P = Z asp Nmy (B)
B B
= ag[B:plp
p
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und

g = Z gr

TEOT,
=0 oEX K

10.13. Proposition. Das Push-forward i, ist wohldefiniert.

1 —1
Beweis. Man sieht leicht, dafl i, linear ist. Es geniigt zu zeigen i, Rat (Op) C Rat (Ok).
Dazu sei f € L*, dann ist

iwdivo, (f) = (i divo, (f), i.a(f))

(Z VW*‘B, Z*Q(f))
B

= ZUPNHIL‘K;,B, Z _log‘T(f)‘
B

Th{za oEX K

= (div(Nmyx(f)), g(Nmyx(f)))
= diV(NmL|K(f))-
0

10.14. Bemerkung. Gegeben sei folgendes ein kommutatives diagram von Inklusionen
von Zahlkorpern

dann gilt: A,y o J..
10.15. Satz.

(i) Sei L|K eine Erweiterung von Zahlkorpern, dann ist i* : 61\-1((’)1() — éT-I(OL) ein
Ringhomomorphismus.

(ii) Es gilt i, o1* = [L: K] und es besteht die Projektionsformel
(17 (K) - A) = K - i (),
fiir alle k € él\{(OK) und \ € C/I\—I(OL).
Beweis. (i) Wegen

i*(Tl, (D17 91)) : i*(r27 (D27 92)) = (7”17"27 Tl(i*D% i*QZ) + T2(i*Dla i*gl))
i*(r172, 71 (D2, @2) + 12(D1, 81))
=*((r1, (D1, 01)) - (12, (D2, 92))
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ist ¢* ein Ringhomomorphismus.

(i) Sei (r, (D, g)) € CH(Ox). Wir zeigen die Gleichheit i,i*(r, (D, g)) = [L : K](r, (D, g))

komponentenweise. Man sieht sofort i,i*r = [L : K] -r. Sei a = [[p® das Ideal zu
P

D =" a,-p. Dann ist Nmpx(aOp) das Ideal zu i,i*D. Da Nmyx(aOp) = alZ*X ist, gilt
P

somit i,i*D = [L : K|D. Die Identitdt i.i*g = [L : K|g folgt aus einer leichten Rechnung.
Sei k = (r1,(D1,01)) € GI\{(OK) und A = (r9, (D2, 82)) € (/JFI(OL), dann gilt wegen
ii* = [L: K], daf
ix(i" - A) = iy (1172, 71(D2, @2) + 72(i" D1, i%g1))
= ([L : K]rirg,m1(1x Do, ix82) + r2(i4i" D1, 043" g1))
= ([L : K]rire,r1(ixD2,i482) + [L : K|ro(D1,91))
- (r17 (Dlagl)) "y (7‘2, (D2792)) .

10.16. Bemerkung. Beachte i, ist kein Ringhomomorphismus!

10.17. Funktorialitit der arithmetischen Chowgruppen: Als einen Beitrag zur ma-
thematischen Allgemeinbildung weisen wir darauf hin, daf§ die arithmetischen Chowgrup-
pen funktoriell sind.

10.18. Proposition. Sei ZK die Kategorie der Zahlkorper.

(i) Der arithmetische Chowring CH ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie Z K
in die Kategorie der Ringe, wenn einem Morphismus i : K < L der Morphismus
i* : (CH(Ok)) — CH(Op) zugeordnet wird.

(ii) Die arithmetische Chowgruppe CH ist ein kontravarianter Funktor von der K ategorie
der Zahlkorper in die Kategorie der abelschen Gruppen, wenn einem Morphismus
i: K — L der Morphismus i,: CH(Op) — CH(Ok) zugeordnet wird.

Beweis. Ubung (Tip: Uberpriife die Definitionen aus Appendix B). U

11 Vollstindige Idealklassengruppen

11.1. Definition. Sei K ein Zahlkérper und Ok sein Ring der ganzen Zahlen. Ein Paar
a = (a,(r5)sey), Wobei 1, € RY fiir alle Einbettungen o € ¥ und (75)sex € Kg, heifit
vollstindiges Ideal. Vermoge der Multiplikation

a-b= (a, (15)oex) - (b, (S0)oex)
= (Cl : b, (TO' ' 30)062)7
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wobei die Multiplikation auf Kx komponentenweise gegeben ist, erhalten wir die vollstindi-

~

ge Idealgruppe J(Ok). Fiir ein vollstindiges Ideal @ = (a, (7),ex) definieren wir a; =
(a,(1)pex) fiir den ,endlichen Anteil* und a., = ((1),(r,)sex) fiir den ,archimedischen
Anteil“, damit gilt dann

a=ay- O.

Wir werden gelegentlich auch ay mit a und a., mit (r,),ey identifizieren.

Einem Element a € K* ordnen wir das vollstindige Hauptideal
(a) = ((a), (Jo(a)| M)oex)
zu und wir bezeichnen die Untergruppe der vollsténdigen Hauptideale mit ﬁ(@;{)

11.2. Definition. Die vollstindige Idealklassengruppe é’\l((’) i) ist definiert als der Quotient

Cl(Ok) = J(Ox)/P(Ox).
11.3. Satz. Die Abbildung ¢, : J(O) — ZY(Ok) gegeben durch

a=(a,(ro)oes) = 1(a) = ( > —Vp(a)P,(—log(ra))aez))

peSpec Ok

mduziert einen Isomorphismus

o~

Cl(Ox) = CH (Ok).

Man nennt ¢;(a) die erste arithmetische Chernklasse von d.
Beweis. Die Abbildung

~

Z'(0g) — J(Ok)

D = (Bapp, (ro)ses) — O(D) = ( H P, (B_TU)062>
peSpec Ok
ist offensichtlich invers zu ¢. BEs folgt Z'(Ok) = J(Ok). Man sieht leicht, daf auch
—1 o~
Rat (Ok) = P(Ok) gilt, woraus die Behauptung folgt. O
11.4.Sei @ = ay - a,, ein vollstdndiges Ideal, dann bestimmt a; vermoge der kanonischen

Einbettung ¢: K — Ky ein Gitter ¢(af). Des weiteren bestimmt a,, eine lineare Abbildung
auf K, namlich

(8 RO KR — KR
(kU)UEE = (rakcr)oEE-
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11.5. Definition Die arithmetische Euler-Minkowski Charakteristik X eines vollstandigen
Ideals @ ist gegeben durch die Abbildung

—

Cl(Ok) — R, mit
X(@) = —log(vol(ac((ay)))),

wobei vol(as(t(ar))) das Volumen der Grundmasche beziiglich des kanonischen MaBes
auf Kp ist (d.h. beziiglich dem Ma8, das die Einschrinkung des kanonischen Mafles von
Ke =C" auf Ky = K(g“ ist.

11.6. Satz. Die arithmetische Euler-Minkowski-Charakteristik hingt nur von der Klasse
von @ in Cl(Ok) ab.

Beweis. Sei (a) = (a) - as ein vollstdndiges Hauptideal. Dann ist

a) - 0= Qs - Qooloo.

~—~

Das Gitter ¢(a - ay) ist das Bild des Gitters ¢(as) unter der linearen Abbildung m,: Kr —
Kr gegeben durch (k;)ses — (0(a)ks)oes. Es gilt det(m,) = Nmgg(a). Wegen as =
(lo(a)]™ )sex gilt fiir die induzierte lineare Abbildung a., : Kg — Kg, dafl det(as) =
1/ Nmgg(a). Es folgt

X((a) - @) = —log(vol(ass (too (ma(e(ar))))))
= —log(det(aw) - det(m,) vol(an - t(ay)))

= X(a).
U
11.7. Proposition. Setze Ox = (1) = ((1), (1)ses)). Dann gilt X(O) = —log \/|Dk],

wobet Dy die absolute Diskriminante von K bezeichnet.

Beweis. Sei ay,...,q, eine Ganzheitsbasis von O iiber Z. Das Gitter «(Ox) C Kg
wird somit durch die Vektoren (oq(c),...,0,(;)) erzeugt, wobei o1,...,0, € X und
j=1,...,n. Das Volumen von ¢(Ok) ist somit gegeben durch

| det(a,;(ozj)ij)] = VOI(LOK).
Aufgrund von Definition 1.14 der Diskriminante
Dk = diSCI‘(Oél, Ce ,Oén> = det((ai(ozj)ijf

erhalten wir die Behauptung. U

11.8. Satz. (Arithmetischer Riemann-Roch fiir vollsténdige Ideale) Seia € 6’7((9;(), dann
qgilt - o
X(@) = deg(é1(a)) + X(Ok)-
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Beweis. Sei @ = ay - as mit ay = []p™ und a, = ((797),ex). Dann ist d/c%(cﬁ(ﬁ)) =
> paplogNmp + 3 o g, Das Gitter ¢(ay) ist ein Untergitter von ¢(O), darum gibt es
eine lineare Abbildung m, : Kg — Kg, so daf} gilt mq(Ok) = t(a). Es gilt

| det(mq)| = [1(Ok) : i(a)] = [Ok : d] HNm

Wir erhalten damit fiir die linke Seite

R(@) = — log vol(ae - 1(ay))
—log vol(ae - Mg - t(Ok))
= —log(det(a,) - det(myg) - vol(¢(Ok))
= —log(det(a.)) — log(det(m,)) — log(vol t(Ok))

= Zgg+2aplogNmp+X((9_K)-

oeY

0

11.9. Definition. Sei a ein vollstindiges Ideal und X eine beschréankte Teilmenge von Kg.

Damit definieren wir die folgende Menge
H%a,X)={a€ K|aca;und (((a)) € as(X)}.

Diese Menge wird die Menge der Schnitte von a in X genannt. Sei D € Zl(OK) ein
arithmetischer Divisor und O(D) = O(D) - O(D)« das zugehorige vollstandige Ideal.
Dann definieren wir die Menge der kleinen Schnitte von D als

H(D) ={f € K* | divf > —D} U{0}.

Hierbei ist, falls D = > b + (9o)oey, die Ungleichung &Rff > —D genau dann
peSpec Ok
erfiillt, wenn v,(f) > —v, fiir alle p € Spec Ok und —log |o(f)| > —g, fiir alle o € 3.

11.10. Proposition

(i) Die Michtigkeit von H°(a, X) ist endlich und hingt nur von der Klasse von a in
CZ(OK> ab.

(11) Die Michtigkeit von H®(D) ist endlich und hingt nur von der Klasse von D in
~1
CH (OK) ab.

Beweis. (i) Ubung.
(ii) Aus den Definitionen folgt sofort

H(D) ={f € O(D) | o(f)| < e*}.
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Da i(O(D)) C Kg ein Gitter ist und weil die zentralsymmetrische konvexe Menge
Xg={2€ Kg | |2,| <€’}

kompakt ist, folgt wegen H°(D) = i(O(D)) N X, die Endlichkeit dieser Menge. Sei D' =
D +div(g). Dann induziert der Morphismus m,: K* — K* gegeben durch f +— f- g einen
Isomorphismus von H°(D) nach H°(D'). Denn
HOD') = {f € K* | divf > D+ divg)
= {f € K" | divf — divg > D}
—{g-heK*|divh > D}
={g-h|heH (D)}
O

11.11. Proposition. Sei E = {z € Kg||2,| < 1 fir alle 0 € X} der Finheitsquader in
Kg.
(1) Ist 0 # a € H(a,E), dann ist das Ideal a - a™' ganz und Nm(aa™t) < det(as,).

(ii) Es gilt H'(D) = H(O(D),E).

Beweis. (i): Ubung
zu ii: Es gilt

H(D) ={f € O(D) | lo(f)| < e} = {f € O(D) | (f) € O(D)x(E)}

11.12. Satz
(i) Falls degD < 0 ist, dann ist H°(D) = {0}.

(i) Falls degD < 0 und H°(D) # {0} sind, dann bestehen in 6’\[((’)[() die Gleichheiten
O = 0O(D) und #H°(D) = #(u(K)) + 1.

(iii) Falls deg(D) > —X(Ox) — ralog(m/2) ist, dann ist H(D) # {0}.

Beweis. (i) Sei geE(D) < 0. Angenommen es existiert ein 0 # f € H°(D). Dann ist wegen
— —_— — — —1

div(f) > —D auch deg(div(f)) > —deg(D). Weil deg auf Rat (Of) verschwindet, folgt
aus der Annahme der Widerspruch zu Proposition 10.6, da sonst gilt:

0 = deg(div(f)) > —deg(D) > 0.
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(ii) Wegen (i) gentigt es D mit &E(D) = 0 zu betrachten. Sei 0 # f € H°(D), dann ist
div(f) + D > 0. Aufgrund der Linearitit von deg gilt:

deg(div(f)) + deg(D)

= deg( v(f)+D)
= Z (Wp(f) + vp) IOgNmP-FZ(logla(fﬂ + go)-
peSpec Ok o

In beiden Summen ist jeder Summand positiv, also mufl gelten

ve(f) = —1, Vp € Spec O (11.12.1)
und

loglo(f)| = —gs Vo € 3. (11.12.2)

Aus (11.12.1) folgt (f) = O(D), d.h. f ist bis auf Einheiten bestimmt und aus (11.12.2)
folgt f ist bis auf Einheitswurzeln definiert. Es folgt D = CTR/( f) und # (H°(D)) =
#(u(K)) + 1.
(iii) Wir setzen

Xg={2€ K| |2, <e% fir alleo e X}.
Beachte X, ist eine zentralsymmetrische, konvexe Teilmenge von Kg und H°(D)N X, # 0.
Aus dem Satz von Minkowski folgt.

#H"(D) = #{i(O(D)) N Xy}

odim K vol X
voli(O(D))
1T > 8o
:27(7.14»7,2) 2 T “ec

~ Nm(O(D)) - vol(i(Ox))
= edeeD) . (7/2)" . vol(i(Of))

Daraus folgt #H°(D) > 1 genau dann, wenn 22 > vol(i(Og))-(7/2) "2, Wegen Y(Ox) =
—log(vol(i(Ok))) folgt die Behauptung. d

12 Hauptsitze der algebraischen Zahlentheorie
Eine erste Anwendung der bisher entwickelten Theorie sind neue Beweise der Hauptsétze

der algebraischen Zahlentheorie.

12.1. Satz (Hermite-Minkowski) Sei K # Q ein Zahlkérper, dann gilt fir seine Diskrimi-
nante Dy > 2.
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Beweis. Sei g = (¢o)ocs € H(K) und Dy = (0,g). Wihle g, so da8 ggg(D) = > g, >

ocEY N
—X(Ok) — ralog (/2), dann ist H(D,) # 0. Aufgrund von 11.12.(i) ist deg(D,) > 0 und
somit

~ 1
—X(Ok) —ralog (7/2) > 0 & §log Dy > rylog(m/2) >0
& D > (m/2)%% > 1,577,

Ist 79 > 0, dann sind wir fertig.
Sei nin D = 1 und r, = 0, dann gilt fir alle D € Z'(Ok) mit deg(D) = 0, daB
H°(D) # {0}. Wegen 11.12.(ii) folgt somit D = div(f) fiir ein f € K*. Fiir jedes g € H(K)

mit Tr g = 0 ist Dy ein arithmetischer Divisor mit degD = 0. Da es allerdings nur abzéhlbar
viele u € O} gibt, existiert ein Dy # div(u). Also ist Dg > 1. O

12.2. Satz Die Idealklassengruppe Ok von K ist endlich.

Beweis. Sei a = Hp p~® C K ein Ideal. Wir wéhlen @ = ay-a,, mit ay = a ein vollsténdiges
Ideal, so daf -

deg(é1(a)) = =X(Ok) —r2log (m/2) = Ck.

Aufgrund des 11.12.(iii) folgt H°(a,E) # {0}. Sei 0 # a € H°(@,E), dann ist a - a@ = aa
ein ganzes Ideal in der Klasse von a mit Nm(aa) < ¢“%. Wir wissen, dafl ganze Ideale
a C Ok Untergitter ¢(a) C ¢(Ok) von Index Nm(a) entsprechen. Da es nur endlich viele
Untergitter mit vorgegebenen Index gibt, folgt die Behauptung. U

12.3. Satz (Dirichlet’scher Einheitensatz) Sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Grad

n = ri+ry dber Q. Dann ist O eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang ri+ry—1,
1.Q.W.
Ot ~ u(K) x ztm=1,

wobei p(K) die endliche Gruppe der Einheitswurzeln bezeichnet.

Beweis. Wir erinnern an die exakte Sequenz
1 — u(K) — 0% 5 H(K) % CH (Og) — CH' — 1,
wobei a(g) = [0, g] und an den arithmetischen Grad
deg: 61\-11((’);() — R.

Wir wissen aulerdem, dafl I'x = p(Ok) eine diskrete Untergruppe ist, die in der Hyperebe-
ne Hy = {g € H(K) | Tr(g) = 0} enthalten ist. Wir wollen zeigen, daf I'x ein vollsténdiges

Gitter in Hy ist. Aquivalent ist es zu zeigen, daB8 Hy/I'x kompakt ist. Dazu betrachten wir
den Homomorphismus

a: H(K)/Tx = CH (Ox)
g mod 'k — (0,9).
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Durch Komposition mit ge?g erhalten wir eine Surjektion

degoa: HK)/Tx — R,
g — Tr(g),

deren Kern gerade Hy/T'f ist.

Setze H_0,) = {9 € H(K) | degoa(g) = —X(Ok)} € H(K). Da die Menge H_g0,)/T'k
als Nebenklasse von Hy/T'k in der topologischen Gruppe H (K) /T zu Hy/T'x homéomorph
ist, geniigt es die Kompaktheit dieser Menge zu zeigen.

Wir werden zeigen, daf eine beliebige Folge (g, )nen € H_5(0,) €ine modulo I' konvergente
Teilfolge besitzt. Fiir jedes Folgenglied g, existiert ein 0 # s, € H°(O(Dy,)). Wegen
O(D,) = O ist 5,05 = (s,) ein ganzes Hauptideal mit Nm(s,) < e X(Ox).

Wir wissen, dafl es nur endlich viele ganze Ideale mit beschrinkter Norm gibt. Deshalb
konnen wir nach Wahl einer geeigneten Teilfolge anmelden, dafl s, - Ox = s¢ - O fiir
alle n € N. Es folgt s, = u,, - o fiir ein u,, € Of. Da s, € H*(O(D,)) ist, existiert eine
Konstante A soda$ fiir alle g = (¢5)oes € (gn)nen und alle o € ¥ gilt:

—log|o(s,)| = —log|o(u,) - o(s0)| > —gs
S A <loglo(sy)| < —log|o(un)| + go-

Da > (—log(o(u,)) + 95) = —X(Ok) ist, erhalten wir eine weitere Schranke
oEx

—log|o(un)| + 9, < —X(Ok) — (n —1)A =: B.

Es folgt A < g, —log|o(u,)| < B. Da der von A und B bestimmte abgeschlossene Quader
kompakt ist, besitzt die beschrankte Folge (g, + p(u,))nen die zur urspriinglichen Folge
(gn)ney modulo I' kongruent ist, wegen dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ eine konver-
gente Teilfolge. U

12.4. Satz (Minkowski) Es gibt nur endlich viele Zahlkorper K, deren Grad n = [K : Q]
und Diskriminante Dy beschrinkt sind.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl jeder solcher Zahlkorper ein iiber Z ganzes, primitives
Element « besitzt, dessen Absolutbetrige |o(«)| fiir alle ¢ € ¥ durch eine nur von Dy
und n bestimmte Konstante beschréankt sind. Sei also «a so ein primitives Element. Dann

sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms p,(z) = ][] (z — o(«)) beschrinkte ganze
oeX
Zahlen. Da es nur endlich viele Polynome mit beschréinktem Grad und Koeffizienten gibt,

sind wir fertig, weil K = Q[z]/(P,(x)). Sei nun K ein Zahlkorper mit n = [K : Q] und
Diskriminante Dp.

Fall 1: K besitzt eine reelle Einbettung oo: K — Q (dies ist z.B. immer der Fall, wenn n
ungerade ist). Es sei Dy der arithmetische Divisor (0, g), wobei g = (¢o)oey> € H(K) mit

o — —X(Ok)+ (1 —n)log(2) o =09
’ log(2) o # 09.
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Man stellt sofort fest, daf @Dg = —X(Ok). Sei nun 0 # a € H°((D,), dann ist («) ein
ganzes Ideal mit positiver Norm und

1/2' n—1 —
o(0)] < D/ -2 o =0y
1/2 o # o0y.

Insbesondere ist D}(m -2"~1 > 1. Die Einschréinkung von oy auf Q(«), liefert eine Einbettung
0o: Q(a) — C. Wir haben bereits gezeigt, dafl

[K:Q(a)] =# {U € X oly@ = 00|@<a)}‘

Da og(a) > 1 und o(a) < 1 fiir alle o # o0 ist, folgt daraus K = Q(«).

Fall 2: K besitzt keine reelle Einbettung. Wegen der F, -Invarianz von g erzeugt die Me-
thode vom Fall 1 nur Elemente o mit [K: Q(«)] > 2. Wir werden deshalb anstelle von

H"(Dg) = {f € O(Dy) | i(f) € Xg}
Mengen der Form
H(O(Dy), X) = {f € O(Dy) | «(f) € X} € Kz =R™ x C™

mit X einer kompakten, zentralsymmetrischen Menge, die fiir alle komplexen Einbettungen
symmetrisch zur reellen Achse ist.

Wir wahlen

X = {ZE Kr \ZU\ < 1/2 fallsa#UOaU_O

[R(z0)| < 1/2, S(zg,) < 20mKx=L. | Dye[1V2 } |

Man berechnet leicht .
VO](X) _ 2d1m KR(DK)l/z,/TTZ_l-

Aus dem Satz von Minkowski (Satz 8.6) folgt

e 1(x)
OO, X) > 2 mis . 02 >,
(0,X) 2 vol(i(O(D))) —
Sei a € H°(O,X), dann ist wegen o € O, Nm((a)) > 1, also insbesondere auch
|S(o0(a))| > 1/2. Deshalb ist og(a) # o(a) fiir alle ¢ # 0 und wie im Fall 1 folgern
wir Q(a) = K. O
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13 Modultheorie iiber Dedekindringen

Fiir das Folgende benotigen wir aus der Algebra den folgenden Struktursatz iiber projek-
tive Moduln iiber Dedekindringen. Desweiteren setzen wir die Kenntnis der multilinearen
Algebra voraus (siehe z.B. C.1 — C.10).

13.1. Definition Ein R-Modul M heifit projektiv falls Hompg(M, -) ein exakter Funktor
ist, also daf} fiir jede exakte Sequenz 0 — F' — F — F” — 0 von R-Moduln auch die
Sequenz 0 — Homp (M, F') — Hompg(M, F) — Hompg(M, F") — 0 exakt ist.

13.2. Definition. Der Rang eines projektiven Og-Moduls ist die Dimension
rg(M) = dimg (M ®0 K).

Projektive Moduln L vom Rang 1 werden invertierbare Og-Moduln, oder auch Gera-
denbiindel genannt.

13.3. Lemma. Sei L ein invertierbarer Modul, dann ist L als Og-Modul isomorph zu
einem gebrochenen Ideal.

Beweis. Der Morphismus L ®o, LY — O, gegeben durch a ® a¥ — a"(a), ist ein
Isomorphismus. Denn fiir 0 # « € L ist die Abbildung

L Lo, K=Kaol) (13.3.1)

wobei x = sa — f(z) = s, s € Ok, injektiv, weil L ein projektive Modul ist. Also ist das
Bild des Og-Modulhomomorphismus L — K,z +— f(z) ein gebrochenes Ideal. Il

13.4. Lemma. Seien a,b C K gebrochene Ideale, dann gilt

adb=0aab.
Beweis. Wihle a € a, so dal J = a-a™' C Ok ein ganzes Ideal ist. Es sei J = p{*-...-p&
die Primidealzerlegung (mit moglicherweise mehrfachen Faktoren!). Fir i = 1,. .., r wéhle
bi € bp; b .. pt mit b; & py,...,p, und setze b = 5 b;. Dann folgt b='b ¢ p; fiir alle i
i=1

und somit ist b~1b teilerfremd zu .J. Es gilt also:
aa”' + b0 = O.
Wihle nun ¢ € a=',d € b~!, so daB ac + bd = 1 und bilde damit die invertierbare Matrix
_ c b 4 [ a —b
() =)

Durch nachrechnen ergibt sich

(a®b)AC Ok ®ab
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und
(Oxk ®ab)A ' Cadb,

woraus die Behauptung folgt. O

13.5.Satz. Sei O ein Dedekindring und M ein endlich erzeugter O-Modul. Dann sind
dquivalent:

(i) M ist projektiv,
(i1) M ist direkter Summand eines freien, endlich erzeugten O-Moduls,
(11i) M ist lokal frei, d.h. M ®o O, ist fiir jedes Primideal p ein freier Op-Modul,

(iv) M ist torsionfrei, d.h. die Abbildung M — M,z — az, ist fir jedes a € O, a # 0,
injektiv,
(v) M = O™ & a mit einem Ideal a von O und einer ganzen Zahln > 0.

Beweis. siehe z.B. [Lal] O

Definition. Sei O ein Dedekindring und P ein projektiver O-Modul. Dann ist P ~ O"®a
und wir definieren die Determinante von P vermoge

det(P)zQ@o...®@O®Qa:a.

n-mal

Ubung. Zeige det(P) = O Odet(Pp), hierbei ist det(F,) wie in Definition C.8 gegeben.
peESpec

13.6. Satz. Sei O ein Dedekindring, mit Quotientenkérper Quot(Q), dann besteht fir sein
Grothendieckring der Isomorphismus Ko(O) ~ Z & Cly. (siehe z.B. Appendix C.4).

Beweis. Ubung (Tip: Benutze Lemma 13.4 und Satz 13.5. U

13.7. Definition. Sei B|A eine Erweiterung von kommutativen Ringen und I sei der Kern

des Homomorphismus
w:B®s B — B, TRYr—T-Yy.

Damit ist der Differentialmodul QlB| 4 von B iiber A gegeben durch
Verméoge der Einbettung B — B® B, b+— b® 1, fassen wir le9| 4 als B-Modul auf. Mittels
r—dr=r®1 -1« mod I?,

erhalten wir eine Derivation
. 1
d:B — B|As
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d.h. d erfiillt die Gleichungen

d(zy) = xdy + ydx Vr,y € B
da =0 Va e A

Beachte: Das Ideal I wird von dx, z € B erzeugt. Denn falls > x;®@y; € I, soist > xy; =0
und somit

Dow@y=y @y (Y wy) @1
:in(l(}@yi—yi@l).

13.8.Satz. Sei L|K eine algebraische Erweiterung von Zahlkérpern. Dann ist folgende
Sequenz exakt

0— Dk — OL— Qp, 0, — 0. (13.8.1)

Hierbei bezeichnet D die Differente, siehe Definition 7.3.
Beweis. Wir werden (13.8.1) nur fiir den Spezialfall O = O[] zeigen.

13.9. Lemma. Sei Of = Ok[a], dann wird Q}QL‘OK von da erzeugt und die Sequenz

0= (f(@) 0L ™ Qb 10, — 0,

wobei f(x) € Oklx] das Minimalpolynom von « ist, ist exakt.

Beweis. Aus d(by + by) = db; + dby und da™ = (n — 1)a™ 'da folgt, daBl fiir beliebiges
b= > aa € Opgilt ab = (Y ia;a" Vda. Es gilt 0 = d(f(a)) = f'(a) - da und somit
b-da =0 fiir alle b € (f'(«)). Es gilt kerm C Imi: Sei b € O mit bda = 0, dann gilt wegen
b=>a;a" und dOk = 0, dafl

nb - da = (Z a;a')da = d <Z , j_ilozHl) = 0.
i

i=0 i=0
Es gibt also ein ag € O, sodafl a eine Nullstelle des Polynoms p(x) = > 552" + ag ist.
i=0
Da f das Minimalpolynom von « ist, folgt p(x) = r(z) - f(x) und deswegen ist
b=p'(a) = fl(a) -r(a)+ fla)-r'(a) = f(a) - r(a) € (f(a)).
U

13.10. Lemma. Sei Op = Ok|a], dann ist Do, |0, = (f'(a)).
Beweis. Sei f(z) =ag+ a1 X + ...+ a, X" das Minimalpolynom von « und

f(z)

r—

== bo + le + ...+ bnlenil.
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Damit ergibt sich die zu 1, o, o2, ..., a duale Basis zu
bO bl bnfl
fla) fle)” 7 fle)
und namlich ay, ..., a, die Nullstellen von f(x), so gilt
3 f@) o _ o gcr<not (13.10.1)
—~ z—a ()

denn die Differenz beider Seiten ist ein Polynom vom Grad < n — 1, mit n-verschiedenen
Nullstellen oy, .. ., ay,, woraus die Gleichheit folgt (f(a +¢) =€ f/(a) + O(g?)).

Wir schreiben als (13.10.1) als

Taix (rcfixi« ffE;J -

und Koeffizientenvergleich ergibt

i bj _ 5.
i (& | f’(&)) o

Aus den rekurrenten Formeln
bn—l - ]-7 bn—2 - abn—l = Qp-1

ergibt sich A A

byi = " " ap 1T i,
sodaBl O -bg+ ...+ Okb,_1 = Ok|a] und deswegen OF = <%> Es folgt wegen Do, |0, =
(O%)~! die Behauptung,
13.11. Bemerkung. (i) Der allgemeine Fall im Beweis des Satzes 13.8 wird mit Hilfe
der Theorie der Komplettierungen auf den Spezial zuriickgefiihrt (siehe z.B. [Ne], Lemma

10.4, [Ko] Proposition 4.6.6). mittels der Technik der Komplementierungen (was wir nicht
gelernt haben!) bewiesen. 777 literatur dazu?

Ol ist immer ein Torsionsmodul.
OL|0k

14 Metrisierte O-Moduln

Sei K ein algebraischer Zahlkérper und Ok sein Ring der ganzen Zahlen. Zuerst betrachten
wir nochmals den Ring K¢ = K ®g C und die Involution F,. Danach untersuchen wir
metrisierte Moduln. Wir treffen hierbei die Verabredung, daf§ alle von uns betrachteten
Ok-Moduln endlich erzeugt sind.
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14.1. Mittels X (C) = Homg(K, C) = ¥ erhalten wir eine kanonische Zerlegung

Kc= P c (14.1.1)

gegegeben durch
a® z— z-o0(a) (a € K, z€C).
(©)

Die rechte Seite laBt sich als die Menge C¥(© = Hom(X(C),C), also die Menge aller
Funktionen x: X (C) — C auffassen, d.h.

K¢ ~ Homg(X(C),C). (14.1.2)

Der Koérper K ist vermoge K — K ®q C, a — a ® 1, kanonisch in K¢ eingebettet. Wenn
wir nun K mit seinem Bild identifizieren, dann ist in der Betrachtung (14.1.1) ein Element

a € K ein Tupel € o(a) und in der Betrachtung (14.1.2) ist a die Funktion bestimmt
ceX(C)
durch a(o) := o(a).

Es bezeichne F, das erzeugende Element der Galoisgruppe Gal(C|R). F,, induziert dann
auf K¢ eine Involution Fi, die in der Darstellung (14.1.2) fiir X : X(C) — C durch

(Foo(2))(0) = 2(7)

gegeben ist. F, heifit die Frobenius-Korrespondenz an der Stelle Unendlich oder auch
kiirzer nur Frobenius in Unendlich.

14.2. Definition. Die Konjugation auf K¢ ist die Involution, gegeben durch

Wir nennen ein x € K¢, also eine Funktion z: X(C) — C positiv und schreiben =z > 0,
wenn sie reelle Werte hat und wenn z(o) > 0 fir alle 0 € X(C).

14.3. Sei M ein Og-Modul, dann setzen wir
Mc = M ®7C.

Mc ist ein Modul {iber dem Ring K¢ = Ok ®z C, denn wenn wir Ok als Teilring von K¢
auffassen, dann gilt:

Me =M ®7C =M ®p, (O ®;C) =M ®0, Kc.
Die Involution F,, auf K¢ induziert die Involution auf Mg, sie ist gegeben durch
Fola®z)=a® Fy(x) Va®@x € M ®p, Kc

bzw.
Fola®z)=a®T VYa®ze M®zC.
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14.4. Definition. Eine hermitesche Metrik auf dem Kc-Modul M ist eine sesquilineare
Abbildung
<, >M2M(CxMc—>K(C’

(d.h. (, ) ist im ersten Argument Kc-linear und (z,y),, = (y, z)n) derart, daf (z, )y > 0
fiir x # 0. Die Metrik (, )y heilt Fl-invariant, wenn iiberdies gilt:

14.5. Bemerkung. Wegen K¢ = @ C haben wir eine Zerlegung
cex(C)

Me =M @0, Kc = € M,,

ceX(C)

mit M, = M ®o, - C, (d.h. Ok wird vermoge o: K — C, als Teilring von C aufgefafit).
Eine hermitesche Metrik (, )s zerlegt sich in eine direkte Summe

<x>y>M: @ <x07y0>M0

ceX(C)

hermitescher Skalarprodukte ( , )a, auf die C-Vektorrdume M,. Die F-Invarianz von
(', )ar bedeutet dann die Kommutativitat der Diagramme

<7>JVIO-

M, x M, ——C

Py
Mg X MﬁLC

fur alle o € X(C).

14.6. Definition. Ein metrisierter O -Modul M ist ein Paar (M, (,)), bestehend aus einem
endlich erzeugten Og-Modul M und einer F,-invarianten, hermiteschen Metrik auf Mc.

14.7. Beispiele. (i) Jedes gebrochene Ideal a C K, ist als Ox-Modul M mit der trivialen

Metrik
(@) =27= P .7,

ceX(C)

auf a @, C = K ®y C = K¢ ausgestattet. Es folgt M = (a,( , )) ist ein metrisierter
Og-Modul. Man erhélt daraus alle F,-invarianten, hermiteschen Metriken auf a durch

alz,y) = ary = @ a(0)xY,,
wobei a € K¢ eine Funktion a: X (C) — R mit a(7) = (o) ist.

(ii) Sei L|K eine endliche Erweiterung und 2 ein gebrochenes Ideal von L, das wir als
Ox-Modul M betrachten. Sei Y(C) = Hom(L,C) und | Y(C) — X(C),7 — 7|k, die
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Restriktion. Wir schreiben 7|0, falls 7| = o. Dann besteht folgende Zerlegung fiir den
komplexifizierten Modul 2 ®7 C = L¢, den wir mit M¢ bezeichnen wollen

EBC—@ Dc|= D M.

TeY (C ceX(C) T|o ceX(C)

M wird zu einem metrisierten Ox-Modul M, in dem wir jeden der [L : K]-dimensionalen
C-Vektorrdume M, mit der Standardmetrik

<JZ, y>Mo = Z xTy'r
T|o
versehen.
14.8. Sei @ = aya., ein vollstdandiges Ideal, dann bestimmt @ wie folgt einen invertierbaren,

metrisierten Ox-Modul L(@a): Nach voriger Bemerkung ist a; ein invertierbarer Ox-Modul
und mit e = (r0),cx(c) erhalten wir auf (ay), = ay ®z C = K¢ die Metrik

€B r3toYe

ceX(C

Falls @ = a; = a, d.h. wenn ax = (1, (1)0@(@)) ist, dann erhalten wir die triviale Metrik
und schreiben L(a) anstelle von L(@)

14.9. Proposition. (i) Sind M, M metrisierte Ok -Moduln, so sind auch

die direkte Summe M & M’ mit der Metrik (x @ ',y + ¢V = (X, ) + (2, Y )i,
das Dual MV = Home, (M, Ok) mit der Metrik (x¥,y") s = (2, y),,, wobei ¥ = (., 2) s :
Mc — K,

das Tensorprodukt M & M' mit der Metrik (x @ @',y @ Y'Y mem = (T, y)ar - (', y' ) und
die n-te dufsere Potenz A" M mit der Metrik (x1 A.. . AZp, y1 Ao . . AYp)annr = det((@i, y;) m)
auf natirliche Art und Weise metrisierte Ok -Moduln, die wir mit M@M/, Mv, MeM
und A" M bezeichnen.

(ii) Es bestehen die Identititen M_@ N
M@(NeL)2(M®N)d(MeL)
Beweis. Ubung. U

I
Il

Noll, MoMeL>Te(Nel) ud

14.10. Definition. Wir nennen zwei metrisierte Og-Moduln M und M’ isometrisch, falls
es einen Isomorphismus M — M’ von Og-Moduln gibt, der eine Isometrie fc : Mc — M(,

d'h'7 <x7y>M = <f<$)? f(y)>M/7 induziert.

14.11. Definition. Die arithmetische Picardgruppe 1:/)1\0(01() ist definiert als die Menge der
[sometrieklassen invertierbarer, metrisierter Ox-Moduln, d.h.,

F/’i\c((’)K) = {invertierbare, metrisierte Ox-Moduln} / Isometrie.

14.12. Satz
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(i) Zwei vollstindige Ideale @ und b liefern genau dann isometrische metrisierte O-
Moduln L(a) und L(b), wenn sie sich um ein vollstindiges Hauptideal (@) unter-
scheiden, d.h. falls @ = (a)b.

(ii) Jeder invertierbare metrisierte O -Modul ist isometrisch zu einem metrisierten O -
Modul der Gestalt L(a).

(i) Es gilt: L(ab) = L(@) © L(B) und L (( )~ ) ~ [(a)".

Beweis. Seien a = (af, (ra)gex(c)), b= (bf> (SU)JGX((C)) und (@) = ((a), (‘J(@)_l‘)an(C))'
Angenommen @ = (a) - b, dann ist a; = (a) - by und r, = |o(a)|~"s, fiir alle 0 € X(C). Der

Or-Modulisomorphismus m, : by — ay sei gegeben durch = — az. Dann gilt:
(@ ye= D scwo= Y silo(a)|?ola)ro(a)y, = Y riaz),(ay),
ceX(C) ceX(C) ceX(C)

= <CL$, ay)a;

wobei die Gleichheit wegen o(a)o(a) = |o(a)[? gilt. Daher sind L(&@) und L(b) isometrisch.
Sei nun g: L(@) — L(b) eine Isometrie. Dann ist ¢ als Ox-Modulisomorphismus gegeben
durch die Multiplikation

mg: b f = Qy,

mit a € b;laf = Homoe, (by,ar). Aus der zweiten Bedingung an ¢ folgt:

> 82, = (2, ) = (M, may)a = a8{z,y)a = > _ |ao|*riz.y,

und daraus |o(a)|™ts, = r,, weil alle 75, s, € RT sind. Es folgt: @ = (a)b.

(ii) Sei L ein invertierbarer metrisierter Ox-Modul. Es bezeichne f den obigen Isomorphis-
mus (13.3.1)

f:L—ap, z— f(z)
auf ein gebrochenes Ideal. Durch den Isomorphismus fc: Le — (af)c = K¢, d.h. durch die
die Fortsetzung von f auf L¢, erhalten wir auf K¢ die F,-invariante, hermitesche Metrik

hz,y) = (fc' (), fc'W)L.

Diese ist von der Form

h(x,y): Z rﬁxoya.

ceX(C)
mit 7, € RT und r, = rz. Also ist a = (af, (TU)UeX((C)) ein vollstandiges Ideal, so dafl L
isometrisch zu L(a) ist.

(iii) Sei @ = a; - Ao, und b = by - by,. Der Abbildung a; ® by — asbs, gegeben durch
a ® b ab, ist ein Isomorphismus zwischen L(a) ®co, L(b) und L(ab). Wegen

(ab,a't ) = Z 1252 a,b,al bl = Z 20,0, - 520, = {a,a’)q - (b, 1)y

oeX(C) oeX(C)
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ist dies sogar eine Isometrie.

Der L(a)" unterliegende Ox-Modul Home, (ar, O) wird vermége der Abbildung

g Cl;1 - HOIHOK(CLf, OK)

a—(g(a):x— ax)

isomorph zu a;l. Fiir den induzierten Kc-Isomorphismus gilt:

ge@W) =ay= Y 1527, = (5°) sexo) @ W1@ = (77 yexoy ' W)-
ceX(C)

Es folgt

(9c@), 9cWr@ = (75") pexic) ¥ 2@ = (15" yexcy @ D o@ = (157) yex(o) ¥

Deshalb besteht die Isometrie L(a)¥ = L((a)™!). O

14.13. Korollar. Es bestehen Gruppenisomorphismen
Pic(Ox) = Cl(Ox) = CH (O ).

— 1 —
Beweis. Wir wissen bereits Cl(Ok) = CH (Ok). Es sei [a] die Klasse von @ in Cl(Ok)
und [L(a)] die Isometrieklasse von L(a). Die Zuordnung [a] — [L(@)] ist nicht von der Wahl
der Représentanten abhéngig, denn ist b ein anderer Reprisentant, so ist @ = (@)b und

L(@) ist aufgrund obigen Satzes isometrisch zu L(b). Diese Zuordnung ist wegen
[L(ab)] = [L(®) ®o, L(b)] = [L(@)][L(b)]

ein muliplikativer Homomorphismus. U

15 Arithmetische K-Gruppen

15.1. Definition. Eine kurze exakte Sequenz metrisierter Oy -Moduln
-— o = [ =/
0O— M — M-—M —0
ist eine kurze exakte Sequenz der unterliegenden Ox-Moduln

0— Mm-S M —0

Y

so daf} die induzierte kurze exakte Sequenz von hermiteschen Raumen

0 — (M, (, Yarr) =S (M, (, Yar) 255 (M, (, Yagn) — 0
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isometrisch spaltet, d.h. (z/,y")yr = (ac(z'), ac(y'))yr und fiir alle z,y € ac(M{)E € M

gilt (z,y)nr = (Be(2), Bc(y))mr -

15.2. Definition. Sei M ein metrisierter, projektiver Ox-Modul und es bezeichne {M}

seine Isometrieklasse. Dann setzen wir ﬁO(OK) = @ Z{M} und EO(C’)K) sei die Unter-
{M}

gruppe von Fy(Ok), die durch alle Elemente der Gestalt {M’} — {M} — {M"} erzeugt
wird, welche aus einer kurzen exakten Sequenz metrisierter O x-Moduln

0—= M —M-— M —0 (15.2.1)
entstehen.

15.3. Definition. Die arithmetische K-Gruppe I?O(OK) von Ok (oder auch vollstandige
Grothendieckgruppe) ist definiert als der Quotient

Ko(Ox) = Fy(Ok)/Ro(Ok).

Die Klasse eines metrisierten Ox-Moduls M wird mit [M] bezeichnet (priziser wire zu
sagen, dafl [M] die Klasse der Isometrieklasse { M} ist). Beachte, aus (15.2.1) folgt:

[M] = [M'] + [M"] = [M' & M"].
Fiir zwei metrisierte O-Moduln M, M’ setzen wir

{M}{M'} ={M & M'}. (15.3.1)

Proposition. Lineare Fortsetzung von (15.3.1) induziert eine Ringstruktur auf Ko(Ox).
Das neutrale Element der Multiplikation ist [L(O)] = [1].

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Identitéten von Proposition 14.9(ii) und der Tat-
sache, daf§ alle betrachteten Moduln projektiv sind. O

15.4. Proposition. Sei @ ein vollstandiges Ideal und L(a) der zugehirige metrisierte in-
vertierbare Modul. Die Abbildung Cl(Ok) — Ko(Ok) gegeben durch [a] — [L(a)], ist ein
Homomorphismus, dessen Bild die Einheitengruppe Ko(Ok)* von Ko(Ok) ist.

Beweis. Dies wurde schon gezeigt. [l
15.5. Satz. Als additive Gruppe wird Ko(Oy) durch Elemente der Form [L(8)] erzeugt.

15.6. Beweis. Sei M ein metrisierter Og-Modul. Aus dem Struktursatz fiir projektive
Moduln folgt M ~ O @ a. Indem wir die Metrik von M auf O" einschrénken und auf a
die Metrik wihlen, die durch den Isomorphismus (O")¢ = ac induziert werden, erhalten
wir die kurze exakte Sequenz metrisierter Og-Moduln

0— O" — M — L(a) — 0.
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Auf analoge Art und Weise erhalten wir fiir jedes m € N eine kurze exakte Sequenz
metrisierter Og-Moduln

00" - 0" = L(O) — 0.
Mit vollstandiger Induktion {iber dem Rang erhalten wir die Behauptung. 0
15.7. Lemma. Sei A = (3 ) € My(Kc), so daff
(x @y, o ®Y)a = axT + yay + oyT + Byy
eine hermitesche, F.-invariante Metrik auf Kc @ K¢ bestimmt. Es seien L1 und Lo in-

vertierbare Moduln. Wir schreiben A ~ A’, falls [(L1 ® Lo, { , Ya)] = [(L1 + Lo, (, Yar)] €
Ko(Ok). Dann gilt fir alle L, L’

(53) ~ (552

und fir jedes 0 € K¢, 0 > 0, gilt

a 0 e 0

0 B 0 &)
Beweis. Wir betrachten zuerst die kurze exakte Sequenz

0—>L1—>L1@L2—>L2—>0.

Wenn wir L; = (Ly,a{ , )), wobei mit a(, ) die Metrik gemeint ist, die durch a( , )
Yax,yo induziert wird, und Ly & Ly = (L1 @ Lo, {, ) a) wihlen, dann ist das orthogonale
Komplement von (L)c in (L @ Lo)c gegeben durch
(L)t ={a®@be Kc® K | (x®0,a Dby = ara+yrb=0Vx € (L1)c}
={(—7/a)bdb|be Kc}.
Sei m: (L1)g — (Lg)c der Isomorphismus gegeben durch (—v/a)b @ b + b. Die von 7
induzierte Metrik ist eindeutig bestimmt durch

o= (m" (), 7 (Ma=((-7/a)l &1, —7/al®1)4

Es folgt die kurze exakte Sequenz metrisierter Ox-Moduln

0= (Lial, ) = (L ® Lo, {, Ya) — (Lo, B — L2(, )) =0,

dh. (Ly, o, )+ (Lo, 8= 2(, ) = (L1 ® Ly, (, )a) € Ro(Ok). Also gilt

[0}

(6]
0 8- 2l
0
©(35>N(%61%)' (15.7.1)
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Verfahren wir analog mit der kurzen exakten Sequenz
0—>L2—>L1@L2—>L1—>0,

so erhalten wir
a0 of + L o
ﬁ/
( 0 g ) ( ~ 3 ) (15.7.2)
Setzen wir in (15.7.2) #' = f4+ 2 und o/ = ﬁiﬁﬂ’ so sind die rechten Seiten von (15.7.1)
und (15.7.2) gleich und wir erhalten i
Oéﬁ 0 >

Gar
+[X

<a 0>N 3
0 f+%

0 g
wenn wir noch 6 = 3 + % setzen, folgt schliefSlich, daf fiir alle 6 > ( gilt:
a 0 ()
~ 5
(29)~(% ) 1513
Ersetzen wir o durch a3/e und  durch e, dann folgt aus (15.7.3), daf§ fiir alle Kk > ¢ >0
gilt:
af af
(6 )~(50)
Dies gilt insbesondere auch fiir £ > max(d, €), woraus dann folgt daf fiir alle € > 0 gilt:
a 0 )
0 g3 0 ¢ )°
O
(15.8.1)

15.8. Satz. Fiir alle vollstindigen Ideale @, b besteht in Ko(Ok) die Formel
[L(®@)] + [L(b)] = [L(@b)] + [L(O)]

Beweis. Sei @ = (a, (r,)oex(c), b = (b, (bs)oex(c)). Sei A € My(K) wie im Beweis von

Lemma 13.4. Wir betrachten zuerst den metrisierten Og-Modul
aab=(a®b,(, )y

ab*

wobei
(@1, 91)(22,¥2)) = (21, 91) 4, (xg,yg)A)5K®aE
= (cx1 + dyy, cxo + dyo) + (—bxy + ayr, —bxs + ays)
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~ Ic|? cd b|?  ba
A= (cd PRI R W e

und A erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 15.7 Mit etwas Miihe berechnet man

- |c|? + 7s]b]? 0
A~ 0 rs((b-d+az)(bd+ac))

Wir schreiben

|c[?+rs|b]?

r 0
0 s-|bd+ ac|?

Wir erhalten somit die Behauptung [L(@)] + [L(b)] = [a @ b] = [Ok] + [L(ab)] O

15.9. Satz. Sei 'k = p(Oj) C H(K) ~R"*"2. Dann ist die folgende Sequenz exakt
0 — H(K)/Tx 5 Ko(Ox) = Ko(Ox) — 0,
hierbei ist w([M)]) = [M] und
c(g) = [(Ok, (€*)ex(0)] — [L(Ok)].

Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl ¢ ein Homomorphismus ist:

c(g+h) = [(Ox, (")) sexc))] = [L(Ok)]

[(Ox, (M) e x(0))]] + [L(Ok)] = 2[L(Ok)]
(O, (€%)oex(©)] + [(Ok, (") sex(0))] — 2[L(Ok)]
c(g) + c(b).

Bei der vorletzten Gleichheit haben wir 15.8 mit 6 = 1 verwendet.

Der Homomorphismus 7 ist offensichtlich surjektiv.

Sei 0 # [M] € Ko(Ok) mit W[M] = [M] = 0. Dann gilt wegen [M] = [N] genau dann,
wenn M = N und weil [M] = Zmz[ (a;)] ist, sogar

= > nlL(as, (r)oexe)] = [Las, (59)oex )]
= Z”z[L(OK, (7’((;2 Joex ()] — [L(Ok, (Sgi))oexac))]
=D L0k, (s9rP)sex(e)] = [L(Ok)].
Also ist Im(c) = ker(w). Es bleibt zu zeigen (c) ist injektiv.
Wir miissen zeigen [L(Og, €%9)] = [L(Ok)] genau dann, wenn g = p(a) mit a € O}. Da die

Automorphismen des Og-Moduls O gerade die Morphismen der Form Im,: O — Ok,
r + ax, sind und weil e?(®) = (1/|J(a)|2)gex(c) ist, folgt die Injektivitét. O
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15.10. Bemerkung. Aus allgemeinen Prinzipien heraus (,,5er-Lemma®) erhalten wir somit
eine nicht-kanonische Isomorphie

Ko(Og) ~ H(K)/Tx & Ko(Ox).

15.11. Proposition. Die Rangabbildung M s rg(M) induziert einen Homomorphismus

Beweis. Klar, weil fiir kurze exakte Sequenzen 0 — M’ — M — M" — 0 gilt, daf
rg(M) = rg(M’) + rg(M”). O

15.12. Satz. Die Determinante M +— A®MM =: det(M) von metrisierten Oy -Moduln
mduziert einen. Homomorphismus

Ko(Ox) — Pic(Ox).

Beweis. Sei M ein metrisierter Ox-Modul, dann ist det(M) ein metrisierter invertierbarer
Ox-Modul, dieser entspricht bis auf Isometrie einem metrisierten Modul der Gestalt L(a)
fiir ein vollstdndiges Ideal @. Wir erhalten somit einen Homomorphismus

det : Fy(Og) — ].:/)I\C(OK)
{M} — [d].
Wir miissen zeigen, da$ det(Ro(Ok)) = [Ok]. Dies ist jedoch unmittelbare Konsequenz
des folgenden Lemmas. O

15.13. Lemma. Sei 0 — M — M — M — 0 cine kurze ezakte Sequenz metrisierter
Ok -Moduln, dann gilt . . o
det(M') @ det(M ) = det(M).

Beweis. Man sieht leicht, daf} fiir jede Wahl eines Schnittes s in der kurzen, exakten
Sequenz

0=M MM -0
die Abbildung

k:  det(M') @ det(M") — det(M)
(miAn..Am) @ MmN AmY) — (a(m) A Aa(ml) As(m]) Ao A s(ml))

S

ein Isomorphismus ist. Die induzierten komplexen Isomorphismen
det(M]) @ det(M”) — det(M,)

bestehen auch, wenn wir anstelle von s, durch eine orthogonale Spaltung st ersetzen,
dh. stM” = (a(M'))*. Wir wihlen nun orthogonale Basen {v},...,v.} von M! und
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{v{,...,v?} von M! und setzen v = v A ... Av. und v" = o A ... A 0. Dann ist
(V0" )aet iz, = det((v},v;)55) = 1, ebenso ist (v”,v")qet iy = 1 und

(k(V' @), k(v @ V")) aer s, = (o A siv” av’ A sv" Vet s,

—dor (L ) 1
U NV

Woraus die Behauptung folgt, da v/, v” und (v’ ® v") die jeweiligen Basen sind. O

15.14. Definition. Die Abbildung ch : I?O(OK) — @I(OK), gegeben durch (;fl(a) =
rg(a) @ ¢ (det(a)), heift der arithmetische Cherncharakter. Sowie hier als auch im fol-
genden wird det @ = L(a) mit a identifiziert, wobei L(a) den zum Ideal a zugeho rigen
invertierbaren Modul beschreibt.

15.15. Satz. Der arithmetische Cherncharakter ch : Ko(O) —> C/I\{((’)K) ist ein Ring-
1somorphismus.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafl ch ein Ringhomomorphismus ist. Additivitéit besteht, weil

ch(a + B) = rg(a + B) ® & (det(a + 3))

=rg(a) +rg(B) ® ¢ (det(a) @ det(p))

=rg(a) @ ¢ (det(a)) + rg(B) ® det(B)
(@) + ch(s).

=C

Beachte: wie zuvor definiert, steht in Ko(Og) " fiir "®", sowie "+ fiir ®. Da Ko(Ok)
von invertierbaren metrisierten Moduln erzeugt wird, und ch additiv ist, geniigt es, den
Beweis der Multiplikativitat fir den Fall rg(a) = rg(8) = 1 zu betrachten.

dia - B) = rg(a- §) @ @ (det(a - 5))
= 1@ (a1 (det(e)) + & (det(5)))
— (1@ a(det())) - (1® 2 (det(3)))
Det- Gia) - ch(s)

—~ —~ 1
Die vorletzte Gleichung besteht, weil zy = 0 in CH(Ok) fiir alle 2,y € CH (Ok). Die
Behauptung folgt aus der Angabe des inversen Homomorphismus

' CH(OK) — Ko(Ok)
r& D (r— 1)1+ [LE (D))
Es gilt:

o~

di(ch (r& D)) = ch((r — )[1] + [L(@E(D))]
—r@a(0(D) =reD
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und fiir o mit rg(a) = 0 gilt:

-~ —

h(ch(a)) = ch  (rg(e) & & (det(a)))
= (rg(a) — 1)[1] + [det(a)]
= [a].

Additivitat:
C/}\lil(?”l —f- D] EB D1 —I— DQ) (7“1 —|— To — 1)[1} [ (A_I(Dl + DQ))]
= (r1 +r2 = D[]+ [L(e (D)) - L& (D2))]
= (r1+r2 = D[] = [1] + [L@E(D1))] + [L(E(D2))]
= C/fl_l(’l“l D Dl) Tl_ (7’2 S, DQ)
Multiplikativitét:

~—1

ch (riry @ 11Dy +19Dy) = (riry — 1)[1] 4+ 1 [L(€ 1 (D2))] + r2L(¢; (D))
O

15.16. Definition. Sei L|K eine endliche Erweiterung und es bezeichne i : K — L die

natiirliche Inklusion. Dann definieren wir wie folgt eine Pull-back-Abbildung
i Ko(Ok) — Ko(Oy). (15.16.1)

Ist M ein projektiver Og-Modul, dann ist M ®¢, Op ein projektiver Op-Modul. Eine
hermitesche, Fo-invariante Metrik (, )5 auf dem Kc-Modul Me = M ®;,C = M ®p,. K¢
setzt sich wegen

(M ®0, Or)c =M ®0, O @z C=M R0, Lc

zu einer hermiteschen, Fi-invarianten Metrik auf (M ®o, OL)¢ fort. Wir bezeichnen den
soaus M = (M, (, )u) erhaltenen metrisierten Modul mit i*}/. Der Morphismus (15.16.1)
sei nun durch die Zuordnung M — [i* M| induziert.

15.17. Lemma. Das Pull-back i* ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus i*
Ko(OK) — Ko(OL)
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB i*(Ro(Ox)) € Ro(Oy). Sei 0 — M’ — M — M" — 0
eine kurze exakte Sequenz von Op-Moduln. Weil Oy, ein projektiver Og-Modul ist, folgt
dann

0— M R0, O > M Qp, O = M" @0, O — 0.

Ist nun 0 — M — M — M — 0 eine kurze exakte Sequenz metrisierter Ox-Moduln,
dann ist
! T o=
0—=7M —i*M —-7"M —0
eine kurze exakte Sequenz von metrisierten Or-Moduln, da die Metriken auf den komple-
xifizierten Moduln ¢* M, i* Mc, i* M{ durch Lc-lineare Fortsetzung entstanden sind. g
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15.18. Proposition. Die arithmetische K-Gruppe IA(O(O_) ist ein kovarianter Funktor von
der Kategorie der Zahlkorper in die Kategorie der Ringe, wenn einem Morphismus i: K —
L der Morphismus i*: Ko(Ok) — Ko(Op) zugeordnet wird.

Beweis. Es bleibt zu zeigen: Ist K C 5] ein kommutatives Diagramm von Inklusionen
J

M
von Zahlkorpern, dann besteht fiir die Pull-back Abbildungen hA*, j*,¢* die Identitat h* =

7% o c*. Diese Identitat folgt jedoch leicht aus obigen Betrachtungen. O

h

15.19. Definition. Sei L|K eine endliche Erweiterung und i : K < L die natiirliche
Inklusion. Dann definieren wir wie folgt eine Push-forward Abbildung

iv: Ko(O1) — Ko(Ox). (15.19.1)

Sei M = (M{ , )a) ein metrisierter Ox-Modul. Ist M ein projektiver Or-Modul, dann
ist M auch ein projektiver Og-Modul, da Oy, ein endlich erzeugter Ox-Modul ist. Fiir die
Komplexifizierung Mc = M ®z C haben wir bekanntermaflen die Zerlegung

Mc= & M,= & (&M,)= & M,.
T7€X(C) ceX(C) 1|o ceY (C)

Damit definieren wir dann die Fio-invariante Metrik (z, y)r, = D (z+, yr)a, . Wir bezeich-

T|o
nen den so erhaltenen metrisierten Ox-Modul mit i.M. Der Morphismus (15.19.1) sei von
der Zuordnung M — [i,M];,.

15.20. Lemma. Das Push-forward ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es geniigt zu zeigen i*ﬁo((’)L) C ]SLO(OK). Weil fiir jede kurze Sequenz metrisierter
Or-Moduln 0 — M — M — M" — 0 auch ihr Push-forward

0— i*M/ — .M — i*M/, — 0
eine solche ist, folgt die Behauptung. U

15.21. Proposition. Die arithmetische K-Gruppe [?O(O.) i1st ein kontravarianter Funktor
von der Kategorie der Zahlkdrper in die Kategorie der abelschen Gruppen, wenn einem
Morphismus i: K — L der Morphismus i, : Ko(Or) — Ko(Ok) zugeordnet wird.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf§ fiir jedes kommutative Diagramm Kt gilt:
h J

M
hy = 14 o j,. Dies folgt jedoch unmittelbar auf der Defintion von ,. O

15.22. Bemerkung. Folgendes Diagramm ist kommutativ:

Ko(Op) X Ko(O) — Ko(Or)

}?0((9[(> X K()(OK)H}?()(OK)
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Dies folgt aus der Formel
i» (M ®0, i*N) = i.M ®o, N,

die fiir alle metrisierten O7-Moduln M und alle metrisierten QOx-Moduln N gilt.

16 Grothendieck-Riemann-Roch Theorem fiir arith-
metische Kurven

In den néchsten Vorlesungen wollen wir das folgende Riemann-Roch Problem l6sen: Exi-
stiert ein Morphismus, so dafl das Diagramm

Ko(0,) ——=CH(O})

Ro(Ox) ==~ CH(Ok)
kommutiert?

16.1. Satz. Es gilt fiir alle £ € I?O(OL) die Formel

o~

ch(i.8) = [L - K]rg(&) ® inci(det(§)) +rg(§) - ea(det(L(iOL)))-

Beweis. Per definitionem ist

rg(i,M) = dimg (i.M R, K) = dimg(Mp) =dim,(Mp)-[L: K| =rg, (M) - [L: K].

~1
Beide Bestandteile in CH (Of) der rechten Seite sind additiv auf kurzen exakten Sequen-
zen. Mittels vollstéandiger Induktion kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, dafl £ ein
metrisierter invertierbarer O-Modul der Gestalt L(a) ist. Es geniigt also zu zeigen:

det(i, L(a)) = L(Np k(@) ®o, det(i, L(Of)). (16.1.1)
Fiir die unterliegenden Moduln bedeutet (16.1.1) die Gleichheit von Idealen:

detoK ar = NL|K(CLf) : det@K OL. (16.1.2)

Da ein Ideal b in einem Dedekindring O eindeutig durch seine p-Komponenten b, = b® O,
bestimmt ist (vgl. 4.11), geniigt es (16.1.2) lokal zu zeigen. Fiir jedes Primideal p von O
sind (O)p = (Ok \ p)"'Or, und (Ok), Hauptidealringe (vgl. Satz 2.16).

Sei nun ¢, ein Erzeugendes von (as), und wy, ..., w, eine Ganzheitsbasis von (Op), iiber
(Ok)p. Da Npjk(a) gerade die Determinate der linearen Abbildung 75, : L — L gegeben
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durch z — ax ist und apyw; = ), ay,;, folgt die lokale Version von (16.1.2):

det((ar)y) = apwy A apwa A ... A apwy,

= E Qpygy - v Ay, Wiy N oo N Wy,
ki #kn

:< Z Sgn(0>'ap1k1"'apnkn> wy A A wy

ky#--Fkn
= (det Ty, )wy A -+ Awy,
= Ny (op)(wi Ao Awy)
= Npir((ay)p) - det((Or)y)

Wir vergleichen jetzt die Metriken auf der komplexifizierten Version von (16.1.1).

Wir wollen zeigen:
det(i,L(a)) = L(Npk(a)) ® det(i, L(OL)).

Wir vergleichen nun die Metriken. Wir setzen
M = L(@), N=L(O), P=Nmgg(a)

und betrachten diese als Og-Moduln. Es ist M¢ = N¢c = L¢c und Pe = K¢ und wie iiblich
sei

M,=aC, N,®C, P, =C.

T|o T|o

Wir miissen zeigen, fiir a,b € P, und &, 1 € det M, gilt

(a&, bn)aet M, = (a,b) p, (€, M) det N, -

Ist as = (1, (77)rev(c)), dann ist
<x7y>Mg = X TixTyT

<x7y>Na = X Ty,
{(a,b)p, = Hrf -a-b.

Seinun § =1 A...Ax, €det My, n =y, A... ANy, € det N, und 74, ..., 7, seien die Teiler
von o, d.h. 7;|o Vi. Wir bilden die Matrizen
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und erhalten damit

(a&, bn)aet m, = ab - (€, M) det 0,
= ab - det((AD)(BD)")
= ab - det(D?) - det(AB")
= (a,b)p, - (§;M)det N, -

Um das Riemann-Roch Problem l6sen zu kénnen, machen wir den Ansatz

ch(irg) = in(ch(€)  (a & )
= ix(a - rg(£) ® acy(det(£)) +rg(§) - )
— (L s K] a1g(€) @ a- (@ (det(£)) + rg(€) - ina
Der Vergleich mit Satz 16.1 liefert @ = 1 und i.a = ¢;(det(i.OL)). Wegen der Identitét
z'* oi* = [L : K| konnen wir a = [LK]’L “c1(deti,Op) setzen. Also gilt a @ = 1 &
) K i*¢1(det i,Op). Im folgenden werden wir det i,Oy, ndher studieren.

16.2. Satz. Es besteht ein kanonischer Isomorphismus metrisierter Qg -Moduln
(det i, L(O1))®" = L(yx),

wobei Or i das Diskriminatenideal bezeichnet (vgl. Definition 7.1)

Beweis. Wir betrachten auf Oy die Spurabbildung Tryx : O x O — Ok, (x,y) —
Trp k (zy). Sie induziert vermoge der Abbildung

T: det Z*OL ®0K det Z*OL — OK
gegeben durch

T((a Ao Aay) ®op (Bi Ao A By)) = det(Try ke (cuf;))

einen Og-Modulhomomorphismus, dessen Bild im Diskriminatenideal 0 liegt. Wir zei-
gen zuerst, daff 7" ein Isomorphismus ist. Es geniigt dies fiir alle Lokalisierungen (Of), zu
zeigen. Dann ist jedoch offensichtlich Im(7T") = (Orjx)p und wegen det(Trpx(a;f3;)) =
det(o;a;) - det(0;03;) ist ker(T) = 0, also ist 7" auch injektiv. Deshalb ist T" ein Ok-
Modulisomorphismus. Wir zeigen nun, daf

Tc: L(det (’)L)g2 — (L(Oik))c
eine Isometrie ist. Es gilt

LOc= & Or,(= @ & C)
s€X(C) s€X(C) (o
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und Tryx: Op — Ok induziert die Abbildung
Trr ik (2) = X, Try(2,),

wobei Tr, = ¥ z,,, wobei z,, die Komponenten von z, € Or,, bezeichnen.
T|o

Die Metrik auf L(Op)c ist die orthogonale Summe der Standardmetrik

<x7y>a =X xTyT = Tl"a(l’y)

T|o

auf den Unterrdumen Op,,. Sei nun x1,...,2n,Y1,...,Yn € Opsund 2 =21 A ... A2y, Yy =
Y. . Ay, € det(Op ) gegeben. Die Abbildung Tt zerfillt in die direkte Summe T¢c = & 7,

wobei T, die Abbildungen
TUZ L(det(OL,U)) &® L(det(OLyg)) — L(8L|K)a'

mit 7, (z ® y) = det(Tr,(z;y;)) sind. Wir wéhlen nun weitere n-Tupel z,y, € O, und
bilden die Matrizen

(Tro(ziy;)), A" = (Tro (T7)
B

A=
B = (Tr,(z,7;)), "= (Tro (v:7;))-

Damit gilt dann AA” = BB’ und wir erhalten die gewiinschte Isometrie

(To(z @ y), To(2" @Y ) 10p0, = To(x ®y) - To(2' @ Y)
= det(Tr, (z;y;)) det(Tr 7, 7)
= det(AA") = det(BB')
= det(Try(z,7;)) - det(Tr, (v:7;))
= det((zi, 7)) - det((ys, U;)o)
= (23, 25) L(det(O10)) - (4, ¥}) L(det(01..))
= (@ ®y, 2 OY) L er(0,.))°*

Wir fassen das bisher bewiesene zusammen.
16.3. Korollar. Es gilt in GI\{((’)K) ®p Q fiir alle & € Ko(Oy)

B(0.6) = i (B(E) - (18 3 AL (D).

Beweis: 77? siehe Notizen

16.4. Definition.
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(i) Die Klasse [Q}%‘OK] € IA(O(OL) des relativen Differentialmoduls QéLK/)K (vgl. 13.7) sei
Q6,105 = [L(Doyj0,)] — [1].
(ii) Das arithmetische Todd Geschlecht
Td: Ko(01) — CH(Op)g

sei gegeben durch 7/’8(5) =1®1/2 ¢ (det(§)).

Wir erhalten somit:

Td([QO o)) =161/2 (@1 (L(Doyjox)) + & (L(OL)))
=1&1/2¢(L(Do,jox))-
Es folgt schliefSlich

16.5. Satz. (Grothendieck-Riemann-Roch fiir arithmetische Kurven) Mit den bisherigen
Bezeichnungen ist das folgende Diagramm kommutativ

. Td(Qp 10, ) eh()
Ko(Oy) CH(Op)g
]

Ko(Ox) CH(Ox)q

In anderen Worten, fiir alle & € Ko(Oy,) gilt in GT{((’)K)Q

-~

ch(i.(€)) = in(ch(&) - Td(Q,0,) (16.5.1)

16.6. Satz. Die arithmetische Euler-Minkowski Charakteristik (vgl. Definition 11.5) setzt
sich in eindeutiger Weise zu einem Homomorphismus

Vi Ko(Og) — R

fort. Es gilt dabei Xx = ae\goK ¢y - det und Xx heifit die arithmetische Euler-Minkowski-
Charakteristik (auf Ko(Op)).

Beweis. Da Ko(Oj) als additive Gruppe von invertierbaren metrisierten Moduln der Ge-
stalt [L(a)] erzeugt wird, so ist ein Homomorphismus o : KO((’)K) — R fiir dessen Ein-

schrankung auf Plc(OK) sich die Abbildung oz|PIC deg ¢y ergibt, eindeutig festgelegt.
Ein solcher Homomorphismus ist aber durch das Komposnum

det gOK

Ro(Ox) 2% Pie(0x) <5 CH (0x) 22¢ R
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gegeben, weil das Kompositum

incl =5

Pic(Ox) &5 Ko(Ox) 2% Pic(Ox)

die Identitat ist. O

Anwenden von Eég auf (16.5.1) ergibt wegen @@K 01y = geTg@L das

16.7. Korollar. Sei M ein metrisierter Or-Modul, dann gilt:
(6. 3) = dego, (det(M)) + Trg(M) - K(6.0,)

Wir wollen zum Schlufl noch zeigen, dafl der bereits bewiesene arithmetische Riemann-
Roch Satz (Satz 11.8 ein Spezialfall von (16.5.1) ist. Dies folgt jedoch unmittelbar aus dem
folgenden Satz.

16.8. Satz. Fiir vollstindige Ideale a € Pic(Ox) gilt (@) = Xo(i«L(a)), wobeii: Q — K
die natirliche Inklusion ist.

Beweis. Es sei @ = (a, (75)sex(c)). Dann ist die Metrik auf i, L(a) gegeben durch

<'T’y>i*L(a): Z Tg'fayaa
ceX(C)

firalle x,y € i.L(a)c = Kc = II C. Wenn wir mit 7" die F,-invariante Transformation
ceX(C)

T,: K¢ — Kc, (%5)sex(c) = (Te%s)sex(c) bezeichnen, dann folgt
<I7 y)i*L(ﬁ) = <T.T, Ty)
Deshalb ist

det(i,L(a)) = deti,a,det T? - (| ) det(i*Op)
= L(deti.a,det T').

Wegen deti,a = Nma- Dg und det T = I r, folgt

X(i.L(a)) = logNma + log D Z log 1y
= logvol(T - a).

A Grundlagen der Korpertheorie

Beweise von den hier dargestellten Grundlagen der Kérpertheorie sollten in jedem guten
Buch iiber Algebra zu finden sein (siehe z.B. [Ku2]).
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A.1. Definition. Eine algebraische Korpererweiterung L|K, ist eine Korpererweiterung,
so daf jedes Element § € L algebraisch tiber K ist (i.a.W. zu jedem € L existiert ein
f € Klz] mit f(3) = 0).

A.2.Satz. Fiir einen Korper K sind dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Die irreduziblen Polynome aus K|x] sind die Polynome vom Grad 1.

(iii) Jedes f € K|x]\ {0} besitzt eine eindeutige Darstellung
f=c-(r—a)” (v —a,)"
mitc € K*,ay,...,a, € K, a; # a; firi# j undv,...,v, € N.

(iv) Ist L ein algebraischer Erweiterungskorper von K, so ist L = K. U

A.3. Ein Erweiterungskdrper K von K heifit algebraische Abschlieffung von K, wenn K|K
algebraisch und K ist algebraisch abgeschlossen ist.

Satz.(Steinitz) Zu jedem Kérper K gibt es eine algebraische Abschliefung K von K. [

A.4. Ein nicht konstantes Polynom f € K[z] hat nur endlich viele Wurzeln in K, deshalb
zerféllt es bereits in einen kleinen Korper, dem Zerfdillungskorper L von f.

Satz. Es gilt:
(i) f=c-(x—a)”-...- (x —a,)" € Lx];
(i) L =K (ai,...,ap)
(iii) Sein = deg f, dann ist [L: K] <n! mit [L: K| = Grad von L iber K = dimg L.

Beweis. (i), (ii) klar.

(iii) Es gilt [K () : K] = dimg K(a;) = n und es besteht die Zerlegung f = (z—aq)- f1(x)
mit fi(x) € K(aq)[z] vom Grad n — 1. Es gilt [K(aq,az) : K(aq)] < n —1 und deshalb
[K (o, a9) : K] <n-(n—1). Weiter ist f; = (x—an)- fo(x) mit fo € K(aq,az) und deg fo <
n — 2. Die Aussage folgt durch wiederholtes Anwenden des obigen Abspaltungsprinzips.[]

A.5. Definition. (i) Ein irreduzibles Polynom f € K[z] heiit separabel, falls f in K keine
mehrfachen Nullstellen besitzt.

(ii) B € L|K heifit separabel algebraisch, falls § algebraisch und sein Minimalpolynom
separabel ist.

(i) L| K heifit separabel algebraisch, wenn jedes 3 € L separabel algebraisch ist.

A.6. Bemerkung. Ein Korper heifit perfekt (vollkommen), falls alle f € K[x] separabel
sind. Man zeigt: alle Kérper der Charakteristik 0 und alle endlichen Kérper sind perfekt.
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A.7.Satz. (Satz vom primitiven Element) Sei L|K eine endliche separable Erweiterung,
dann existiert ein o € L, so dafi L = K(«). O

Als Beispiel dazu betrachten wir den Korper L = @(\/_ 2.3 3). Es gilt L = Q(\/_ +3 3),

\/_1\/_ \/z:;/_ V3—v2 e Q(v2+V3) sind V3, V2 € Q(v2+/3).

A.8.8Satz. Sei L|K separabel mit [L : K| = n. Dann gibt es genau n verschiedene K-
Homomorphismen o : L — K.

denn wegen

Beweis. Aufgrund des Satzes vom primitiven Element kénnen wir annehmen L = K|[f]
fiir ein 8 mit Minimalpolynom f(z) = 2" + a,_ 12" ' + ... + a9 € K[z] vom Grad n. Wir
haben folgende Situation

L—"—K

bt

mit 7 € Hom(K, K), 0 € Hom(L,K), o|K =& und K = 5(K). Weil L|K separabel ist,
besteht fiir f in K[z] die Zerlegung f7(x) = 2™ + & (ap_1)2" 4+ ... + 5(ao) = [[(z — ),

i=1
B; € K. Jede Fortsetzung o von & auf L = K[#3] ist durch die Angabe von o(/3) eindeutig

festgelegt, denn fiir beliebiges b = >~ ;4" € L mit a; € K ist o(b) = Y 7(a;)o(3)". Aus
i=1 i=1

f(B8) =0 folgt f7(a(3)) = 0, deshalb muB o(3) eine der n Nullstellen von f7 sein. Es gibt
also hochstens n Fortsetzungen von & zu einem K-Homomorphismus o : L — K.

Sei nun 3; € K eine beliebige Nullstelle von f7. Der Ringhomomorphismus
;. Klz] = K mit & |x=0, ®iz)=0
bildet f auf 0 ab. Es gibt somit einen Ringhomomorphismus
P K[z]/(f) — K

mit ®; |x= 7. Da aber aufgrund des Homomorphiesatzes K[x]/(f) isomorph zu K[f3] ist,
bestimmt ®; eine Fortsetzung von . Da die Nullstellen von f? verschieden sind, gibt es n
verschiedene Fortsetzungen ®; von &. U

A.9. Definition Eine Korpererweiterung L| K heifit normal, wenn sie algebraisch ist und
wenn gilt: Besitzt ein irreduzibles Polynom f € K|z| eine Nullstelle in L, so zerfillt f {iber
L in Linearfaktoren.

Man sieht sofort, dal zum Beispiel der algebraische Abschlufl K von K normal ist.

A.10. Satz. (a) Eine endliche Korpererweiterung L|K ist genau dann normal, wenn L der
Zerfillungskorper eines Polynoms f € Klx| ist.

(b) Zu jeder algebraischen Kérpererweiterung L|K gibt es eine Korpererweiterung N|L, so
dafs N|K normal ist.

Beweis. siche z.B. Kunz, Algebra. O
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A.11. Definition Eine Korpererweiterung L| K heifit galoissch, falls sie endlich, separabel
und normal ist.

A.12.Satz. L|K ist galoissch genau dann, wenn L der Zerfallungskorper eines separablen
Polynoms aus K|x] ist. O

Fiir eine Korpererweiterung L|K bezeichne G(L|K) die Gruppe der K-Automorphismen
von L, d.h. die Gruppe aller bijektiven K-Homomorphismen o : L — L mit o|x = id, mit
der Komposition als Verkniipfung.

A.13. Proposition. Ist [L : K| =n, dann ist |G(L|K)| < n.

Beweis. Sei L = K|a| = K[z]|/(pa(x)), dann ist jeder Automorphismus o € G(L|K) durch

o(a) eindeutig festgelegt. Insbesondere ist o(a) ebenfalls eine Wurzel von p,. Umgekehrt
definiert jede Wurzel ein Element von G(L|K). O

Falls L|K galoissch ist, heifit G(L|K) die Galoisgruppe von L|K und wird mit Gal(L|K)
bezeichnet.

A.14.Satz. (Artin) Sei L ein Korper und G eine endliche Untergruppe der Automorphis-
mengruppe Aut(L) von L und K := {x € L | o(x) = x fir alle 0 € G} die Menge der G
invarianten Elemente von L. Dann ist K ein Teilkorper von L mit [L : K| = |G|. Weiter
ist LK galoissch mit Galoisgruppe Gal(L|K) = G. O

A.15. Satz. (Hauptsatz der Galoistheorie) Ist L| K eine Galoiserweiterung, dann entspre-
chen die Untergruppen der Galoisgruppe den Zwischenkdrpern von L|K. ]

A.16. Beispiel. Das Polynom f(x) = 2® — 3z + 1 ist ireduzibel und hat die Nullstellen

ap = 62;” + e’% = 2cos (%T)
2w s 47
rg = — COS (?) -+ cos <?) — COS (§>
B 2w 8w 47
Q3 = — COS (?> — COS <?) ~+ cos (?>

Man rechnet mit zum Beispiel mit Hilfe der Additionstheoreme der cos-Funktion leicht
nach:

agz—oﬁ—al—l—Zundag:al—l—Q,

as=aj—2und a3 = —af +a; +4.

Es folgt, da K = Q[z]/(f(z)) galoissch mit Galoisgruppe Aj ist. In der Tat ist Gal(K|Q)
beziiglich der Basis oy, as, ag gegeben durch

1 2 2
or=|10 -1 1 wobei o1(a1) = ay
0 -1 0
1 -2 4
oo=(0 0 -1 | =02
0 1 -1
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B Kategorien und Funktoren

Wir wiederholen hier nur die Defintionen der in der Vorlesung benétigten Begriffe.

B.1. Definition. Eine Kategorie A wird gegeben durch
(a) eine mit Ob(A) bezeichnete Klasse von sogenannten Objekten,

(b) fir je zwei Objekte A, B eine Menge (A, B), deren Elemente Morphismen heilen. Die
Mengen Mor4(A, B) und Mor4(A’, B') sind disjunkt, aufler falls A = A’ und B = B’ und
dann sind sie gleich .

(c) Fiir 3 Objekte A, B, C besteht eine Verkiipfung
Mor4(B,C) x Mor4(A, B) — Mor4 (A4, C),

die assoziativ ist. D.h. fiir die Objekte A, B,C, D und f € Mor(A, B),g € Mor(B,C),h €
Mor(C, D) gilt (hog)o f=ho(go f).

(d) Zu jedem Objekt A aus A existiert ein Morphismus Id4 € Mora(A, A’), welcher fiir alle
D € A auf Mory (A, B) bzw. Mor4 (B, A) eine als links-responde Rechtsidentitét wirkt.

B.2. Beispiele. Die Kategorie der abelschen Gruppe Ab. Die Objekte von Ab sind abelsche
Gruppe und die Morphismen sind Gruppenhomomorphismen.

Die Kategorie der Zahlkorper Z K, die Objekte von Z K sind Zahlkérper und die Morphis-
men sind

1, falls K C L,
0, falls K. Z L

hierbei ist ¢+ : K — L die Inklusionsabbildung.

MOI‘ZK(K, L) = {

B.3. Definition. Seien A und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F ordnet jedem
Objekt A von A ein Objekt F'(A) von B und jedem Morphismus f: A — A’ von A einen
Morphismus

F(f): F(A) — F(4) (B.3.1)
zu, so daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

F(idA) = idF(A) fir alle A € Ob(A),
F(go f) = F(g)o F(f) fiir alle f € Mora(A, A") und g € Mors (A", A"). (B.3.2)

Ein kontravarianter Funktor F' ist dadurch gegeben, dafl alle “Pfeile umgedreht* sind, d.h.
anstelle von (B.3.1) und (B.3.2) gilt:

F(f): F(A") — F(A)
F(go f) = F(f)e F(g).
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C Grundlagen aus der multilinearen Algebra

Wir stellen hier die von uns benutzten Eigenschaften von Tensorprodukt und alternierendes
Produkt bereit (siehe z.B. Lang: Algebra).

Sei R ein kommutativer Ring und M, N, P seien R-Moduln.

C.1. Definition. Ein Paar (Q, f) bestehend aus einem R-Modul ) und einer bilinearen
Abbildung f: M x N — @ heifit Tensorprodukt von M und N, falls jede R-bilineare
Abbildung f": M x N — P eindeutig R-linear iiber f faktorisiert, d.h. f' = a o f mit
a: Q — P R-linear. Das Tensorprodukt existiert und ist bis auf eindeutige Isomorphie
eindeutig bestimmt. Es wird mit M ®g N bezeichnet und man setzt f(m,n) = m ® n. Das
Paar (M ®g N, (m,n) — m ® n) ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1) Die Abbildung M x N — M ®p N ist R-bilinear und jede R-bilineare Abbildung
M x N — P ist von der Form (m,n) — a(m ®n) fiir eine eindeutige bestimmte R-lineare

Abbildung a: M @ N — P, i.a.W.
Biling(M x N, P) =2 Homg(M ® N, P).

2) Als R-Modul ist M ® N von den Symbolen m ® n,m € M und n € N, erzeugt die den
Bedingungen

(m+m)@n=mean+m Qn,
men+n)=men+men
am®@n=a(m®n)=m®e an,

gentigen.

C.2. Eigenschaften. Das Tensorprodukt ist vertauschbar mit der direkten Summe, i.e. es
gibt kanonische Isomorphismen

(®© M;) ®r (O N;) = & M; ® N
[ ] 2¥)
(Bimi) ® (Xjm;) = i ym; @ n;

Das Tensorprodukt ist (bis auf Isomorphie!) assoziativ und kommutativ. Gegeben sei die

kurze exakte Sequenz 0 — M’ 5 M NS VN 0, dann ist fiir jeden Modul N die Sequenz
NoM - NM—-NM —0 (C.2.1)

exakt.

C.3. Bemerkung. (i) Die Sequenz (C.2.1) setzt sich nur in Ausnahmefillen zu einer kurzen
exakten Sequenz

0O-NM —>NIM-—->NM —0 (C.3.1)
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fort. Wichtige Beispiele sind wie folgt: Falls M = M’ & M” ist, dann gilt (C.3.1). Wenn N
projektiver Modul ist, dann gilt ebenfalls (C.3.1).

(ii) Ist @ € R ein Ideal, dann ist
0—a—R—R/a—0
ein kurze exakte Sequenz, und fiir beliebige R-Modul M folgt
a@M 5 M— (R/a)@ M — 0
und falls wir aM = {3a;m; | a; € a, m; € M} setzen, dann besteht der Isomorphismus

M/aM = (R/a) @ M.

C.4. Definition. Es bezeichne {M} die Isomorphieklasse eines projektiven R-Moduls M.
Die freie abelsche Gruppe solcher Isomorphieklassen sei Fo(R) = @ Z{M?}. Es bezeichne
{M}

Ro(R) C Fy(R) die Untergruppe, die durch eine Linearkombination der Form {M’} —
{M} + {M"}, fiir die es eine kurze exakte Sequenz

0—-M —=M-—M —0

gibt, darstellbar ist. Die Grothendieckgruppe von R ist definiert als der Quotient
Ko(R) = Fo(R)/Ro(R).

Fiir einen projektiven Modul M bezeichne [M] seine Klasse in Ky(R). Aus 0 — M’ —
M — M" — 0 folgt [M] = [M'] 4+ [M"]. Insbesondere ist [M' & M"] = [M'] + [M"].
Durch die lineare Fortsetzung des Produkts {M}{N} := {M ®x N} erhalten wir ein
Produkt auf Ky(R). Mit obigen Eigenschaften des Tensorproduktes zeigt man leicht:
C.5. Proposition. Die Grothendieckgruppe Ko(R) von R ist ein kommutativer Ring. O

C.6. Definition. Sei M ein R-Modul. Sei a, der Untermodul von M®*" = M ®...® M, der
erzeugt wird von den Elementen der Form z; ® ... ® x,, wobei fiir ein ¢ # j gilt z; = z;.
Dann definieren wir

AN(M) = M®"/a,.

Ist f: M — F eine alternierende r-multilineare Abbildung, (d.h. f(xy,...,z,) = 0, falls
fir ein ¢ # j, x; = x; gilt), dann existiert eine eindeutige R-lineare Abbildung «, so dafl
das Diagramm

A" (M)
MT = M(r) f F

kommutiert. Das Bild eines Tupels (xy,...2,) in A"(M) wird mit z; A ... Az, bezeichnet.
Beachte: Es gilt die Identitét 1 A. . .Ax, = £(0)Zo1)A. . .AZq(), hierbei bezeichnet (o) das
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Vorzeichen der Permutation o. Diese folgt aus der Formel 0 = (z4+y)A(z+y) = Ay+yAx
mittels vollstdndiger Induktion. Es bezeichne

AM) = TEEO AT (M)

die alternierende Algebra (oder duflere Algebra, oder Grassmannsche Algebra), wobei das
alternierende Produkt gegeben ist durch

A(M) x N*(M) — N'5(M)
(TN AT YT A AYs) S T A AT AYL A A Y.

C.7. Proposition. Sei M ein freier R-Modul vom Rangn (d.h. M ~ R"). Sei{v1,...,vn}
eine Basis von M idiber R. Ist 1 < r < n, dann ist N"(M) ein freier R-Modul und die
FElemente

Vip, N N\, mit 1<y <...<i,.<n

bilden eine Basis von A"(M). Insbesondere gilt rg(A"(M)) = (") und A" =0, falls r > n.

C.8. Definition. Ist M ein freier R-Modul vom Rang n, dann ist seine Determinante der
freie Rang 1 Modul
det(M) = A"™(M) = N"(M).

C.9. Proposition. Sei 0 — M — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von freien
R-Moduln vom jeweiligen Rang r,n und s. Dann besteht ein natiirlicher Isomorphismus

o N(M') @ A°(M") — A*(M),

der durch folgende Eigenschaft eindeutig bestimmt ist: Sind vy, ..., v, € M', wy,...,ws €
M" Urbilder von uq, ..., u,, dann gilt

(Ao AU @ (W Ao Awg)) =i Ao AU Aug Ao A .

C.10. Bemerkung. Ist M = M’ & M”, dann gilt sogar

NY M) >~ @pigen NP (M) @ N(M"). (C.10.1)
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