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Kapitel 1

Einfiihrung

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, die partielle Ableitungen
von gesuchten Funktionen enthalten. Die Theorie der partiellen Differentialglei-
chungen untersucht Konsequenzen aus der Information, dafl Funktionen PDG’s
geniigen. Die Einleitung soll eine Ubersicht iiber einige PDGs und zu studierende
Fragen geben.

1.1 Was ist eine PDG?
Eine moglicherweise vektorwertige Gleichung der Form

F(D*u(x), D*Yu(z),. .., Du(x),u(zx),z) = 0, reDCR" (1.1)
heifit partielle Differentialgleichung der Ordnung k, wobei F gegeben ist und
u die gesuchte (moglicherweise vektorwertige) Funktion ist. Hierbei bezeichnet
D¥u den Vektor aller k-ten partiellen Ableitungen. Die Funktion u heit Lésung,
falls sie k mal stetig differenzierbar ist und der Gleichung (1.1) geniigt.

Genauer: v : D — R" sei k-mal stetig differenzierbar,

F:U—=R™  UcCRVN xR¥'"'...xD.

Da hohere Ableitungen nach dem Satz von Schwartz symmetrisch sind, geniigt
es, F' auf symmetrischen Werten zu betrachten.

1.2 Beispiele

1. Die Laplacegleichung
~Au=-%"02,u=0, zEDCR"
i=1

5



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Funktionen heiflen harmonisch, wenn sie der Laplacegleichung geniigen.
Das wichtigste Problem ist das Randwertproblem

Au=0 in DCR"
u=g, auf 9D

wobei g eine gegebene Funktion ist. Die Funktionen

cos xoe® 1, 24, 23 — 13

sind harmonisch. Ist u(x) = f(|z|) harmonisch, so geniigt f der DGL

f=0

, n—1
it —
Diese Gleichung hat ein Fundamentalsystem
1 2—n

, T

falls n > 3 und
1,Inr

falls n = 2.
. Die Helmholtzgleichung. Hier ist A € R gegeben und wir betrachten
—Au—Au=0 in D C R™

Die Funktion u = eY 1 ist eine Losung falls A > 0. Ist A < 0 muf
VA = iy/|\] verwendet werden. Ist A = —1 und n = 3 so ist

u(z) = |z| "t~ !

eine Losung in R™\{0}.

. Die Transportgleichung. Das stetig differenzierbare Vektorfeld b(x) = (b;(x))1<i<n
sei gegeben.

Opu— Y bi(x)dp,u=0  (t,z) € DCRxR"
i=1

Sei u € CY(D) eine Losungen. Ist z(t) eine Losung der gewdhnlichen
Differentialgleichung

i‘i:bi(x) IS’LS’I’L
so folgt

d
%u(t,x(t)) =0.



1.2. BEISPIELE 7
4. Die Liouvillegleichung. Hier ist b wie oben. Wir betrachten
ut—Zaxi(biu):o (t,z) e DCRxR"
i=1

Die Transportgleichungen und die Liouvillegleichung sind sehr dhnlich.
5. Die Warmeleitungsgleichung.
us —Au =0 (t,x) e R x R"
Eine Losung ist
(@, ) = %W +t

sowie fiir ¢ > 0,
u(t,x) = _ e_lafll2
" (4mt)n/2

Die Funktionen j.(x) = u(¢?,z) bilden eine Diracschar. Daher ist fiir jede
integrierbare Funktion f : R™ — R die Funktion

1 _lz—y|?
u(t,r) = /Rn We *g(y)dy.

eine Losung fiir t > 0, die fiir ¢t — 0 gegen f konvergiert.

6. Die Schrodingergleichung
i+ Au=0  (t,z)R x R"H!

wobei u komplexe Werte annimmt. Losungen sind

1 .
u(z,t) = %|:v|2 + it

und
(drityn2
wobei eine geeignete komplexe Wurzel gewéhlt wird sowie
1 _ la|?
e~ d+dit

(4 (1 + it))n/?

7. Die Kolmogorovgleichung beschreibt Erwartungswerte stochastischer Pro-
zesse wie z. B. Werte von Aktien.

8 n n

i Z ai;(t, ;v)aizju - Zbi(t, 2)0g,u=0 (t,x) e D CR xR"
ij=1 i=1

wobei a;; und b; gegebene stetige Funktionen sind und wir annehmen, dafl

(ai;j(x)) in jedem Punkt positiv definit ist.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Die Fokker-Planckgleichung

n

O~ 3" 02, (ayy(t.x)u) — 3 O, (bilt, ),

i,j=1 i=1

wobei die a;; und b; die Eigenschaften wie oben besitzen (moglicherweise

zweimal stetig differenzierbar). Die Beziehung zwischen der Fokker-Planckgleichung

und der Kolmogorovgleichung ist analog zur Beziehung zwischen der Trans-
portgleichung und der Liouvillegleichung.

Die Wellengleichung
Q2u—Au=0 (t,z) € D C R x R™

Losungen sind
2 — 22, u(t,x) = f(z1 —t)

wobei f eine beliebige Funktion ist.

Die allgemeine Wellengleichung

Fu— > aiy(t,2)d2 , u+ Y Opu=0  (t,r) € DCRxR"

i,j=1 i=1

wobei a;; und b; gegebene stetige Funktionen sind. Wir nehmen wieder
an, dafl die Matrizen (a;;(x)) iiberall positiv definit sind.

Die Airysche Differentialgleichung

Ut + Uppr = 0, (t,z) e R x R.
Sie beschreibt die Ausbreitung von bestimmten Wellen auf Oberfléichen.
Die Balkengleichung

Utt + Upggr = 0 (t,z) e R X R.

Ist u(t, x) eine Losung, die schnell genug fiir grofie x fillt, so gilt

%% (/uf(t,x) +ul, (t, ) dx) =0.

Diese Gleichungen sind linear, d.h. mit v und v sind auch u+ Av Losungen,
A € K, K = C oder K = R. Die linke Seite ist ein sogenannter linearer
Differentialoperator der Form

Lu(z) = Z aq (z)0%u(x)

la| <k
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13.

14.

15.

16.

17.

mit gegenen Funktionen a,. Hier ist a eine Multiindex, d.h. ein n-Tupel
nichtnegativer ganzer Zahlen und

o =1 +as...ap
al = aglag! ... ay!

o (&5} (o7

0% =07"...05

=zt aln

n

Eine PDG heif3t linear, falls sie sich in der Form

schreiben 1&8t.
Die Eikonalgleichung.
|[Vul =1, reDCR"
wobei
Oz, U
Vu = = Du”
Oz, U

Losungen sind
w(z) =[z[ D =R"\{0}

und allgemeiner, falls S C R™ eine Mannigfaltigkeit ist, so ist u(z) =
d(x,S) eine Losung der Eikonalgleichung in einer Umgebung auf einer
Seite von S.

Die nichtlineare Poissongleichung. Hier ist f eine gegebene Funktion und
wir betrachten

L)

Die Minimalflichengleichung. Wird eine offene Seifenhaut lokal durch den
Graphen der Funktion u beschrieben, so geniigt u der Gleichung

Vu " Oy,

V() = 83% :
Ve T Py oS e

Die Monge-Amperegleichung
det(D%u(x)) = f(x)
Hamilton-Jacobigleichung. Hier ist H(p,x) eine gegebene Hamiltonfunk-

tion.
ut(ta ‘T) + H(V$u(t> ZL’), SC) =0
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Die skalare Erhaltungsgleichung. Hier ist ' : D — R™, D C R eine gege-
bene Funktion und

ug+ V- F(u) = atu—i—ZFi(u) = 0.
i=1

Ein konkretes Beispiel ist Burgers Gleichung
ug + ulyu =0 (t,Lx)e DCR xR
Sei u(t, z) eine Losung und y eine Losung von
y=ulty).

Dann ist

%U(L y(1)) = wilt, y(t) + gult, y(t)) = (ur + uug)(t, y(t)) = 0

und die Losung ist konstant auf der Kurve (¢,y(¢)). Dann ist diese Kurve
aber eine Gerade.

Reaktions-Diffusionsgleichungen. Hier ist f eine gegebene Funktion.

up — Au = f(u).

Die portdse Mediengleichung. Sei 1 < v und
ug — Au’ =0

Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung eines idealen Gases in einem
pordsen Medium wie Sand.

Die nichtlineare Wellengleichung
Opu — Au = f(u)
Ofu—V -a(Vu) =0
wobei f und a : R® — R™ gegebene Funktionen sind.
Die Korteweg-de-Vries Gleichung
Opu + udyu + 02, u =0 (t,z) € R.

Diese Gleichung kombiniert Burgers Gleichung und die Airygleichung. Sie
beschreibt die Ausbreitung von Oberflichenwellen genauer als die beiden
anderen Gleichungen.

Die bisherigen Gleichungen sind skalar.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Lineare Elastizitdt. Sien g > 0 und A > 0. Wir betrachten
pAu+ A+ p)V-Vu =0, D cCcR"”
wobei u : D — R", (Au); = Au;.
Elastische Wellen
O2u — pAu — (AN + p)V - Vu = 0, DCRxR"
Die Maxwellgleichungen. Gesucht sind das elektrische Feld F und das

Magnetfeld B im Vakuum. Beide sind Funktionen von ¢ und z und sie
haben jeweils drei Komponenten.

EtZVXB; Bt:—VXE
V-B=V-E=0

Jede Komponente einer Losung der Maxwellgleichung geniigt der Wellen-
gleichung.

Die Cauchy-Riemanngleichungen: z = = + iy,
(u,v) : D — R?, D C R?
Opu = Oyv Oyu = —0,v

heifit Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung. Die Losungen sind holo-
morphe Funktionen. Jede Komponente einer Losung geniigt der Laplace-
gleichung.

Die Lewygleichung.
wobei f gegeben ist. Fiir die meisten f hat diese Gleichung keine Lésung.

Die Eulergleichungen fiir inkompressible reibungsfreie Fliissigkeiten. Sei
D C R3? offen, u : R x D — R3 das Geschwindigkeitsfeld einer Strémung
und p: R x D — R der Druck.

up + Zuﬁxiu +Vp=0
i=1
V.u=0.
Die Navier-Stokesgleichungen fiir inkompressible viskose Stromungen.
n
Ut —&-Zui@mu— Au+Vp=0
i=1

V-u=0.
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Eine PDG heifit quasilinear, wenn sie linear in den hochsten Ableitungen ist
und semilinear, falls die Koeffizienten der hochsten Ableitungen nicht von der
Losung abhéngen.

In der Vorlesung werden zunéchst Transportgleichungen, der Laplaceopera-
tor, die Warmeleitungsgleichung und die Wellengleichung betrachtet.

1.3 Motivation: Wie kommt man auf PDGs?

Viele PDGs sind durch Probleme der Natur-, Ingenieur-, Wirtschaftswissen-
schaften oder anderer Gebiete der Mathematik motiviert. Die Eigenschaften har-
monischer Funktionen (d.h. von Funktionen, die der Laplacegleichung geniigen)
héngen nicht davon ab, ob sie ein elektrisches Potential oder den Realteil ei-
ner harmonischen Funktion oder ein Gleichgewicht in der Finanzmathematik
beschreiben.

Beispiele fiir die Herleitung von PDGs sind:

1. Die Kontinuitétsgleichung

p+ V- (pu) =0 (1.2)

2. Ein elektrostatisches Potential minimiert die elektrische Energie.
3. Stochastische Prozesse.

4. Differentialgeometrie. Vorgeschriebene Gaufische Kriimmung,.

1.4 Fragen, die in der Vorlesung behandelt wer-
den
1. Konstruktion von Lésungen / spezielle Losungen
2. Existenz/Nichtexistenz/ Eindeutigkeit
Regularitét
Beobachtbarkeit
Kontrolltheorie

Qualitative Eigenschaften

A

Approximation von Losungen

Dabei werden wir den Begriffe der Ableitung und der Limiten von Funk-
tionen neu iiberdecken, da es oft von Vorteil ist, den Begriff der Losung abzu-
schwéchen.



Kapitel 2

Grundbegrifte

2.1 Metrische und normierte Riume

Definition 2.1 Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X und
einer Abbildung d : X x X — R, die folgende Eigenschaften hat:

1. d(z,y) > 0, wobei d(x,y) genau dann Null ist, wenn x = y.
2. d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)
3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

Die Begriffe Cauchyfolge, Limes, konvergente Folge, offene und abgeschlos-
sene Menge, Rand, Abschluss und Inneres werden wie in R definiert. Wir be-
zeichnen die Kugel um x mit Radius 7 mit B, (x) und den Rand mit 0B, (x).

Definition 2.2 Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
folge konvergiert. Eine Teilmenge A heif$t dicht, falls der Abschluf$ gleich X ist.

Der metrische Raum (X, d) heifst separabel, falls eine abzihlbare und dichte

Teilmenge existiert.

Wichtige Beispiele sind normierte Vektorrdume. d.h. Vektorrdume V' mit
einer Abbildung ||.|| : V' — R, mit den Eigenschaften

1. |lv]] > 0 und ||v|| = 0 genau dann wenn v = 0.
2. M|l =Alllvl, e K, ve V.
3. o+ wl| < vl + Jlwl|

wobei die Metrik durch d(f, g) = || f —g|| definiert wird. Sind V' und W normierte
Vektorrdume, so gilt dies auch fiir den Raum der stetigen linearen Abbildung
L(V,W) mit der Norm von T € L(V,W)

T Lev,wy = sup || Tv]lw.
lvllv<1

13



14 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE

Ein Banachraum ist ein vollstédndiger normierter Vektorraum. Ist V' ein
normierter Vektorraum und W ein Banachraum, so ist auch L(V, W) ein Ba-
nachraum. Der wichtigste Spezialfall ist der Dualraum eines Banachraumes X,
X*=L(X,K).

Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Eine Uberdeckung ist eine
Teilmenge V' der Potenzmenge bestehend aus offenen Mengen mit

Ac U

Uev

Definition 2.3 Die Menge A ist kompakt, falls jede Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

Satz 2.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. A ist kompakt.

2. A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge mit Werten in A besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

8. A ist abgeschlossen und prdikompakt, d.h. fiir e > 0 existiert eine endliche
Menge von € Kugeln, die A iberdecken.

Im R™ sind einfachere Charakterisierungen kompakter Mengen mdoglich. Dies
besagt der Satz von Heine-Borel.

Satz 2.5 Fine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt
und abgeschlossen ist.

2.2 Funktionenridume stetiger Funktionen

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir bezeichen die stetigen Funktionen auf X
mit C(X) (bzw C(X,Y), falls die Abbildungen in den metrischen Raum Y
gehen) und den Raum der stetigen beschrinkten Funktionen mit Werten in R
oder C mit Cy(X). Dieser Raum trigt die Supremumsnorm, die ihn zu einem
Banachraum macht.

Wir sagen, eine Funktion f : X — Y ist Holderstetig mit Exponent s € (0, 1],
falls C' > 0 existiert mit

dy (f(z), f(y)) < Cdx(x,y))° fiir alle z,y mit d(z,y) <1

Der Raum C*(X) der holderstetigen Funktionen f : X — R ist der Untervek-
torraum von Cy(X) der Funktionen, die holderstetig mit Exponent s sind. Wir
versehen diesen Raum mit der Norm

/]

o = max { | flluy sup LW

o<d@y)<1  dx(z,y)*
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Theorem 2.6 Der Raum C° ist ein Banachraum.

Im Fall s = 1 schreiben wir in der Regel C%1(X).
Der Satz von Arzela-Ascoli charakterisiert kompakte Teilmengen in Cp(X),
falls X ein kompakter metrischer Raum ist.

Satz 2.7 Es seien (X, d) ein kompakter metrischer Raum und A C Cy(X). Die
Menge A ist genau dann kompakt, wenn die Funktionswerte

{f(2)[f € A,w e X}

beschrinkt sind und die Funktionen gleichstetig sind, d.h. wenn fir e > 0 ein
0 > 0 existiert mit

If(z) = fly)| <e falls d(z,y) < 6 und f € A.

Im Folgenden sei D C R" offen. Der Raum C*(D) der k mal stetig differen-
zierbaren Funktionen ist ein Vektorraum. Wir versehen den Untervektorraum
CF(D) der Funktionen mit beschrinkten Ableitungen mit der Norm

I7lls o) = max 19° F

Sei 0 < s < 1. Wir versehen den Untervektorraum C**(D) C CF(D) der
Funktionen mit holderstetigen Ableitungen mit der Norm

s = o~ s
ILfllew \Iﬁ%}i{c" flle

Sei f: D — K, K=C,R. Der Triager von f ist durch

supp f = {z: f(z) # 0} N D.

definiert. Wir sagen, f hat kompakten Triger, falls der Triger kompakt ist.
Wir bezeichnen den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger mit
Co(D) und analog C¥(D), C3(D) und Cg’S(D). Der Raum der beliebig oft dif-
ferenzierbaren Funktionen ist C°°(D) und der Raum der Testfunktionen ist
C§°(D).

2.2.1 Zerlegung der Eins

Kommt spéter.

2.3 Mafl und Integration

Wir beginnen mit dem Begriff der ¢ Algebra.

Definition 2.8 Es sei X eine Menge. Fine Teilmenge A der Potenzmenge heifst
o Algebra, falls
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1. Die leere Menge {} liegt in A.
2. Mit A € Aist auch X\A € A.

8. Mit A; € A, i € N ist auch

UAl c A

Beispiele sind {{}, X}, die Potenzmenge, und, fiir einen topologischen Raum,
die Borelsche o-Algebra der Borelmengen, die von den offenen Mengen erzeugt
wird.

Definition 2.9 Es sei A eine o Algebra auf X. Eine Maf§ p ist eine Abbildung
von A nach [0,00) U {oo} mit den Eigenschaften

1 p({})=0.
2. Aus A,Be A, AC B folgt n(A) < u(B).

3. Aus A; € A, i € N paarweise disjunkt folgt
oo oo
M( U Ai) = ZM(Ai)
i=1 i=1

mit den offensichtlichen Rechenregeln fir unendlich. Das Tripel (X, A, p) heifit
Mafraum.

Als n#chstes betrachten wir mef3bare Funktionen und Integrale.

Definition 2.10 Sei (X, A, u) ein Mafraum. Eine Funktion f : X — R|J{—o00, 00}
heifit mef$bar, falls fiir alle t € R

{reX|f(z) >t} e A

Die Funktion
or(t) = p({z € X|f(2) > t})

heifst Verteilungsfunktion.

Definition 2.11 Es seien (X, A, pu) ein Mafraum und f A mefSbar.

1. Ist f nichtnegativ, so definieren wir das Integral durch

= [ ortom
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2. Die Funktion f heifft integrierbar, falls das Integral iber |f| endlich ist.
In diesem Fall wird das Integral durch

[ fin= [ max(7,0)dn~ [ weax{~1,0)dn

definiert. Dieses Integral ist auch dann eindeutig bestimmt, wenn nur einer
der beiden Summanden endlich ist.

Wir benutzen die Notation

f+= maX{f,O}, f-= max{—f,O} (2.1)

Wir sagen, eine Eigenschaft gilt fast iiberall, falls eine Nullmenge N existiert
(d.h. u(N) =0), so daBl die Eigenschaft fiir alle z € X\ N gilt.
Es gelten der Konvergenzsatz von Lebesgue

Theorem 2.12 FEs sei f, eine Folge integrierbarer Funktionen, h sei nichitne-
gativ und integrierbar,

| fn(2)] < h(x) fiir fast alle x (2.2)

und der Grenzwert

f(:c) = lim fn(l")

n—oo

existiere fir fast alle x. Dann gilt

[ = | sa (2.3)

und der Satz von der monotonen Konvergenz von Beppo Levi

Theorem 2.13 Es sei f,, eine Folge integrierbarer Funktionen, fir fast alle x
konvergiere

fn(@) = f(2)
monoton. Dann gilt
lim [ fo.du= /fdu
n—oo
und das Lemma von Fatou

Theorem 2.14 Es seien f, nichtnegative meflbare Funktionen. Es gilt

liminf/fndu > /liminf fndu (2.4)
Beispiele fiir Mafle:

1. Das Zahlmaf}, das jeder Teilmenge die Anzahl der Elemente zuordnet, ist
ein Maf} auf der Potenzmenge.
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2. Das Lebesguemafl \" ist ein Maf} auf der o-Algebra der Lebesguemengen

des R™, das durch
(a) A™([0,1)") =1

(b) Das Lebesguemaf ist translationsinvariant.

zunéchst auf den Borelmengen eindeutig definiert ist. Man erhélt die Le-
besguemengen, in dem man Mengen nur bis auf Nullmengen unterscheidet.

. Das Hausdorffmaf8. Sei m € [0, n]. Das m dimensionale Hausdorffmafl H™

ist ein duBeres Mafl auf R™ (hier nicht erkléirt) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Jede Borelmenge ist mefibar.

(b) Ist A eine Menge und T eine (n,n) Matrix, so gilt
H™(T(A)) < [ITI™H™(A)

(¢) Das Ma# ist translationsinvariant.

(d) Es existieren Mengen mit einem Maf3 zwischen 0 und oo.

Es gilt die Areaformel.

Theorem 2.15 Es seien m eine ganze Zahl zwischen 1 und n, D C R™
eine offene Menge und ¢ € C1(D;R") sei injektiv. Dann gilt

H™ (D)) = /D det(DET (4) Dip(y)) dA™(y)

und

/ famnm = / F(6(y)) det(DYT (4) Dib(y)) dA™ (y)
(D) D

wobei der Integrand rechts genau dann A™ mefbar bzw integrierbar ist,
wenn fXy(p) HM mef- bzw integrierbar ist.

. Es sei I = (a,b) C R ein Intervall und h : I — R eine monoton wachsende

Funktion. Dann definiert A ein Maf} up, das durch

plle, d)) = h(d™) = h(c™)

eindeutig definiert ist. Das zugehorige Integral ist das Riemann-Stieltjes-
integral, das dhnlich wie das Regelintegral durch Zerlegungen und Trep-
penfunktionen

c

fir a < ¢ < d < b definiert werden kann.
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5. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Der Rieszsche Darstellungssatz
ordnet stetigen linearen Abbildungen

T:Cp(X)—R

zwei Mafle 1y und p— auf den Borelmengen zu.

Theorem 2.16 FEs sei X ein kompakter metrischer Raum und
T € L(Cy(X); R).

Dann existieren zwei eindeutig bestimmte endliche Mafle py und p— auf
den Borelmengen von X mit den Eigenschaften

(a) Fiir jede stetige Funktion f: X — R gilt
7(H) = [ sdue [ fau
X X

1T xsm) = pa (X) + p—(X)

(b) Es gilt

Eine Klasse 'guter’ Mafle sind die Radonmafe.

Definition 2.17 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum, der eine abzihlbare Ver-
einigung kompakter Teilmengen ist, B die Borelsche o-Algebra auf X und p :
B — [0,00) Uoo ein MafS. Das Maf$ p heifst Radonmaf, falls es auf kompakten
Mengen endlich ist.

Dies gilt fiir das Lebesguema, aber nicht fiir das Hausdorffmafi(falls m < n).

2.4 Lebesguerdume

Definition 2.18 Es sei (X, A, u) ein Mafiraum, 1 < p < co. Der Raum LP(u)
der p-integrierbaren Funktionen besteht aus den mefbaren Funktionen, fiir die
|f|P integrierbar ist mit der Norm

1/p
I fll e = (/ |fIP d,u> )

1fllze =

Im Fall p = oo sei

N Nunlllglenge Hf|X\NHsup
Bemerkungen:

1. Genauer sind die Elemente von LP Aquivalenzklassen von Funktionen, die
sich nur auf Nullmengen unterscheiden.



20 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE

2. Die Dreiecksungleichung fiir die Norm ist die Minkowskiungleichung
If 4+ glle ey < Nfllzequ) + 119l

3. Mit dieser Norm sind die Réume L?(u) Banachriume. Wenn eine Folge
fi in LP(u) konvergiert, so konvergiert eine Teilfolge fast iiberall. Es gibt
jedoch in LP(u) konvergente Folgen, die nicht fast iiberall konvergieren.

Es gilt die Holdersche Ungleichung.
Theorem 2.19 Seil < p,q < oo,

11
Z4-=1 2.5
s (2.5)

feLP(u), ge Li(w). Dann ist fg integrierbar und

‘ / fgdﬂ‘ < 111w gl oo

Bemerkung: Ist p = 2, so ist auch ¢ = 2. In diesem Fall sind die Rdume Hilber-
traume.

Aufgrund der Holderschen Ungleichung gibt es die Abbildung

5 L) = L)), o)) = [ fadu
Diese Abbildung ist immer eine Isometrie und oft surjektiv.
Theorem 2.20 Sei 1 < p,q < 0o, und es gelte (2.5). Dann ist j bijektiv.

Die Aussage gilt auch, wenn p o endlich ist, d.h. wenn eine Folge mefibarer
Mengen A; existiert mit

pA) <oo, JAi=X

und p = 1 ist. Dies ist beim Lebesguemaf erfiillt, aber nicht beim Hausdorffma$,
falls m < n ist.
Die Einheitskugel in LP(u) ist gleichméBig konvex fiir 1 < p < co.

Theorem 2.21 Sei K eine abgeschlossene konvexe Menge in LP(u), 1 < p < 00
und f € LP(p). Dann existiert genau ein g € K mit

If = 9glleu = d(f, K)

Satz 2.22 Ist p ein Radonmaf und 1 < p < 00, so sind die stetigen Funktionen
mit kompakten Triger dicht in LP(u). Diese Rdaume sind separabel, d.h. sie
besitzen eine abzdhlbare dichte Teilmenge.
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2.5 Hilbertraume

Definition 2.23 Ein Banachraum H heifit Hilbertraum, falls die Parallelo-
grammidenditdt

lu+ollf + llu = ollF = 4(llulF + llolF)
immer erfullt ist.

Die wichtigsten Beispiele sind /2 und L2 ().
In diesem Fall existiert eine positiv definite Sesquilinearform (iiber dem
Korper C) < .,. > mit den Eigenschaften

1. <yw>=A<v,w> AeK v,we H.

2. <v,w>=<w,v > (v,w € K).

3. <wv,v>>0, <wv,v>=0 genau dann wenn v = (.

Zwischen der Norm und dem Skalarprodukt besteht die Beziehung

< v, >= ||jv]|%.

Es gilt der Rieszsche Darstellungssatz:

Theorem 2.24 Es sei H ein K Hilbertraum. Dann ist die Abbildung
j:H— H* = L(H,K), v— (w o< w,v>)

injektiv, isometrisch und surjektiv.

Wir kénnen also einen Hilbertraum mit seinem Dualraum identifizieren.

Mit Hilfe des Skalarprodukts definiert man die Begriffe senkrecht, Orthonor-
malsysteme (ONS) und Orthonormalbasis (ONB). Eine ONB existiert genau
dann, wenn H separabel ist. Ist (v;);en eine ONB, so gilt immer

v:Z<v,vi>vi (2.6)
i=1
und
lolf =D < v, > (2.7)

2.6 Integration im R"” und der Satz von Gauf}

Fir A C R" und x € R™, m < n definieren wir den Schnitt
x
A, =K yeR™™: €A

Es gelten der Satz von Fubini
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Theorem 2.25 Ist entweder f : A — R mefbar und nichtnegativ oder inte-
grierbar, so gilt

Jrav=[ [ swparreane (23

wobei der rechte Integrand fast tberall definiert ist.
und die Transformationsformel:

Theorem 2.26 Sei A offen, ¢ : A — B C R"™ bijektiv und stetig differenzierbar,
f: B — R™ mefbar und nichtnegativ oder integrierbar. Dann gilt dies auch fir

(f o ¢)| det(Dg))|

und

[ s = [ (7oaldenpe)iar”

Die Transformationsformel gilt auch, wenn A mef3bar ist und ¢ in einer offe-
nen Umgebung lokal injektiv und differenzierbar ist. Der wichtigste Spezialfall
sind Polarkoordinaten.

Sei G C R™ ein Gebiet, d.h. offen und zusammenhingend. Ein Randpunkt
x € OG heifit regulir, wenn eine Umgebung U von x und eine stetig differen-
zierbare Funktion ¢ : U — R existieren mit

0GNU = {z € Ulp(x) = 0}, V() # 0.

Nach dem Satz von der inversen Funktion bilden die reguldren Punkte eine Man-
nigfaltigkeit der Dimension n — 1. Nicht reguldre Randpunkte heilen singulér.
Sei v der duflere Normalenvektor in reguliren Randpunkten.

Der Satz von Gauf} lautet dann:

Theorem 2.27 Sei G beschrinkt, f € C1(G;R™) sei zusammen mit den ersten
Ableitungen stetig auf OG fortsetzbar. Es gelte H"~1(0G) < oo. Die singuldren
Punkte seien eine H"~1 Nullmenge. Dann gilt

/ V.-fd\"= [ f-vdH" ! (2.9)
G oG

Eine Variante ist der Greensche Satz in der Ebene:

Satz 2.28 Sei G C R* wie oben, f1,f> € C'(G), wobei sich die Ableitungen
stetig auf G fortsetzen lassen. Dann gilt

/ 61f2 — (92f1d/\2 = / fldI + fgdy
G oG

wobei das Integral rechts das Kurvenintegral iber OG beziiglich einer Kurve ist,
fiir die das Gebiet links der Kurve liegt.



2.7. DIE FALTUNG 23

2.7 Die Faltung

Sind (X, d) ein metrischer Raum, (X, B, u) ein Mafiraum, wobei B die Borel-
mengen sind und p ein Radonmaf ist, so definieren wir

LP

loc

(X) = {f meBbar|f¢ € LP(X) fiir jede stetige Funktion mit kompaktem Tréger}

Die Faltung zweier geeigneter Funktionen auf R™ ist durch

frg(@) = /f(:c —y)g(y)d\" (y) (2.10)
definiert. Es gilt immer
frg=gxf
frlgxh)=(f*g)xh.
Die Faltung 148t sich fiir f € L? und g € L? definieren falls
1/p+1/g=1
Satz 2.29 FEs seinen 1 < p,q,r < o0,

1 1 1
,_1_7:1_’_,
p q r

feLPR™), g€ LYR™). Dann ist f x g € L"(R™) und
1 gllLr@ny < [fllLe@n)llgllLany
wobei das Integral (2.10) fiir fast alle x existiert.
Eine Diracschar ist eine Funktionenschar
Jje(z) = e "j(x/¢)
wobei j integrierbar mit Integral 1 ist. Es gilt
Satz 2.30 Ist 1 < p < oo und f € LP(R™), so gilt
Je=f*je— f

in LP(R™). Die Funktionen f. sind stetig falls j stetig ist. Ist f € Co(R™), so
konvergiert fo — f gleichmafig mit e — 0.

Ist f und/oder g stetig differenzierbar mit zu 2.29 analogen Eigenschaften
der Ableitung, so ist f x g differenzierbar und es gilt

0 0
gt o) = (5

Insbesondere 148t sich jede Funktion in L?(R™) durch C§°(R™) und durch ana-
lytische Funktionen in LP(R™) approximieren, falls p < co.

£)+9(0) = (o) * @),
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2.8 Maximalfunktion und Lebesguepunkte

Definition 2.31 Sei 1 < p < oo und f € L, .(R"). Wir definieren die Mazi-
malfunktion

Mi(z)= sup N'(By(y)~" /B CIE

B, (y)3z

Satz 2.32 FEs gilt immer
c
A ({2|M f(z) > A}) < Sl £llee

und p
[M fllLr@ny < EH][”LP(R")

wobet ¢ nur von der Raumdimension abhdngt.
Wir nennen z einen Lebesguepunkt von f, wenn fiir € > 0 ein 6 > 0 existiert
mit

<e

V(B (ao)) !

B.,- (CE())

falls 7, R < § und = € By(x0) N Br(yo)-

fdz — A"(Bp(yo)) ! / fdz

Br(yo)

Satz 2.33 Sei f € Llloc. Das Komplement der Lebesguepunkte ist eine Null-
menge.

2.9 Die Fouriertransformation

Wir definieren die Schwartzfunktionen
S(R") = {f € C°R")|z*d" f € O}, fiir alle o, B}

und sagen, eine Folge ( f;) von Schwartzfunktionen konvergiert gegen eine Schwartz-
funktion f, falls
x("aﬁf]— — 229" f

gleichméBig. Eine lineare Abbildung T : S(R") — K ist stetig, wenn T'(f;) —
T(f) falls f; — f in S. Der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von
S(R™) nach K wird mit $*(R™) bezeichnet.

Im Folgenden betrachten wir komplexwertige Funktionen. Fiir integrierbare
Funktionen definieren wir die Fouriertransformierte

£(6) = F(1)(€) = (2m) /2 / e () de. (2.11)
und die Fouriercotransformierte
FY(g)(x) = (2m) "2 / ¢ Eg(€) de. (2.12)

Man rechnet folgende Dinge fiir f € S(R™) nach:
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1. F(dy, £)(€) = i £(€)

2. F(z;£)(§) = —i0g,; f(£)

3. fe SR
4. [ fgde= [ fgdo
5. 1 fllze = IIfl2

6. F=Y(F(f)) = f, F(F'g))

7. F(f9)(€) = 2m)"2(f  §)(¢)

8. F(f *g)(€) = 2m)"/2 f(£)a(€)

Man dehnt die Fouriertransformierte auf S* durch
F(T)(¢) = T(F(¢))

aus. Die Einschrinkung auf L?(R") ist eine invertierbare Isometrie, genauer eine
unitidre Abbildung mit den Eigenwerten 1, —1, ¢ und —i.

:g.

2.10 Schwache Konvergenz

Definition 2.34 Es seien X ein Banachraum, und (x;) eine Folge in X. Wir
sagen, die Folge (x;) konvergiert schwach gegen x € X, falls

2" (i) — @ (x)

fir alle x* € X*.
FEine Folge (x}) in X* konvergiert schwach-+ gegen x* € X*,
falls

i () = z*(z)

fiir alle x € X.
Definition 2.35 Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls X** = X.

Bemerkung: Es existiert eine natiirliche Abbildung X — X** da z € X
iiber z* — z*(z) ein Element in X** definiert. Wir identifizieren X mit seinem
Bild in X™** unter dieser Abbildung. Ist H ein Hilbertraum, so gilt H** = H
und, fir 1 < p < oo, (LP(u))** = LP(u).

Satz 2.36 Es seien X ein separabler Banachraum mit Dualraum X* und (x)
eine beschrinkte Folge in X*. Dann ezistieren eine Teilfolge (x;‘]) und z* € X*
mit

zj (r) = x*(x)  j— o0

fiir alle x € X.
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Das heifit, jede beschriankte Folge in X™* hat eine schwach * konvergente Teilfol-
ge. Insbesondere hat jede Folge in einem separablen Hilbertraum und jede Folge
in einem separablen LP Raum, 1 < p < 0o, eine schwach konvergente Teilfolge,
da dann X** = X.



Kapitel 3

Grundlegende Gleichungen

3.1 Die Transportgleichung

Sei b € R™ ein beschrinktes stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir betrachten
die Transportgleichung

ur(t, z) + b(x) - Vu(t,z) =0 in (0,00) x R"

Wir haben bereits gesehen, dafl stetig differenzierbare Losungen auf Orbits der
gewoOhnlichen Differentialgleichung

9 =b(y)

konstant sind. Diese Gleichung hat globale Losungen, die differenzierbar von
den Anfangswerten abhéngen. Ist b € R™ konstant, so gilt

y(t) = y(0) + tb

und fiir jede Losung
u(t,z) = u(0,z — tb)

Damit ist das Anfangswertproblem fiir jede gegebene Funktion ug € C1(R™)
ur(t,x) +b-Vu(t,z) =0 in R” x (0, 00)
w(0,2) = ug(x) fiir x € R"
eindeutig losbar. Diese eindeutige Losung ist
u(t,x) = ug(x — tb)
Diese Formel ist fiir ug € LP(R™) sinnvoll.

27
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3.1.1 Das inhomogene Problem
Es seien b € R", f € C1([0,00) x R™) und ug € C*(R") gegeben. Wir betrachten
das Anfangswertproblem

u+b-Vu=f in (0,00) x R"

u(0, ) = up(x) fiir x € R".

Gesucht ist die stetig differenzierbare Funktion u, die diesen beiden Gleichungen
geniigt. Fiir z € R” und s € R sei z(s) = u(t + s, + sb). Ist u eine Lisung, so
gilt

%z(s)=b~Vu+ut:f(t+s,x+sb)

und daher

0 ¢
u(t, ) —up(z — tb) = 2(0) — z(—t) = /té(s)ds = /0 f(s,z+ (s —t)b)ds

und
u(t,x) = ug(x — tb) + / f(s,z+ (s —t)b)ds.
0

Andererseits definiert diese Gleichung die gewiinschte Losung, die damit ein-
deutig ist.

Bei der Transportgleichung gibt es eine enge Beziehung zu den gewhnlichen
DGLs. Dieser Zusammenhang wird Methode der Charakteristiken genannt und
funktioniert auch fiir beschrankte Vektorfelder b.

Es gibt viele Losungen. Daher wird beim Anfangswertproblem eine frei wéhlbare
Funktion vorgegeben, mit der die Losung des Anfangswertproblems eindeutig
wird.

3.2 Der Laplaceoperator
Wir betrachten die Laplacegleichung

—Au=0 (3.1)
deren Losungen harmonische Funktionen sind und die Poissongleichung

—Au = f. (3.2)

3.2.1 Die Fundamentallésung

Wir definieren

f% log(|z]) m=2

e [T n =3

g(z) = (3.3)
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fiir € R"\{0}. Diese Funktionen sind harmonisch. Es gilt

n—1
IVglﬁn

W’ |0%g(z)| <

wplz|™’

falls |a| = 2. Sei f € Cp(R™) und
u(w) = [ glw—p)fw)dy =g+ f(a).

Satz 3.1 Sei f € C3(R™). Dann ist u = g* f € C3(R") und
—Au = f.
Es gilt

Z 107 0,0l 22 ny = [1F 1172 ny (3.4)
ij=1
und

Opu(w) = [+ 0r,g(x)

und, falls © nicht im Trdager von f liegt,

02, u(z) = / f(& — y)k(y) dy (3.5)
mat o2
ke) = g o(o) (3.6)

Die Gleichung (3.4) gibt Anlass zur Hoffnung, dass sich zweite Ableitungen
von u etwa so gut verhalten wie die rechte Seite. Diese Hoffnung ist zum Teil
gerechtfertigt.

Satz 3.2 Es seien f, g und u wie oben, 0 < s < 1 und 1 < 4,5 < n. Dann
existiert eine Konstante ¢, die nur von der Raumdimension abhdngt mait

508~ W) e If@) = )]

- < sup , (3.7)
z#y |z —y| s(1—s) z#y |z —yls

Die Aussage gilt auch, wenn f nur hélderstetig ist.

Andererseits gibt es Beispiele fiir stetige Funktionen f, fiir die f % g in der
Null nicht zweimal stetig differenzierbar ist.
Beweis: Es geniigt fiir § mit || = 1 zu zeigen:

2 — 92uli e 1f(@) = F)l
|07u(0) — 9Fu(g)| < R S (3.8)
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Wir wéhlen eine Funktion v € C§° mit Av(0) =1 z.B.

1~
s—e 1zl falls |z] < 1
v(x)=—-4 2
0  sonst.

Dann gilt nach dem Beweis des letzten Teiles von Satz 3.1

Z / (—Av)))2dz =0

7,7=1
und damit 97 (v — g*(=Av)) = 0, di(v — g*(=Av)) = 0 und v = g * (—Av) (mit
Modifikation falls n = 2).

Sei R > 0 mit
supp f C Bgr(0).
Wir definieren
uo(z) = f(0)R*v(x/R)

und erhalten

uo = g+ (f(0)(=Av)(z/R)),

wobei
Ot/ R) = Ao(a/B))| < et > o = gl sup LD
und mit f(z) = [(x) ~ F(O)(~A0)(z/R)
@D = FW 0 @) = 1)
rsﬁy lz —yls  — sty T =yl
und
98,00(0) — 3 u0(5)] < B uls < e(m)sup LD =IW
xH#y |x - y|

Wir ersetzen u durch u—uy und f durch f— f(0)¢(z/R), was wir in der Notation
wieder vernachlissigen, und diirfen zusétzlich annehmen, daf§ f(0) = 0.
Wir schreiben

u=uy+uz=(f)xg+((1-9)f)*g.
Nun gilt

02.u5(0) = / (02.9(1))(1 — d(~u)) f(—y) dy

02 us(i) = / (02.9(9)) (1—9(G—9)) f () dy / (02 9(3+4) (1—b(—)) f(—y) dy
und daher

I = |03;u2(0) — 9 ua(y)] S/ 1059(y) — 959G + )L = ¢(=)) f(—y)ldy.



3.2. DER LAPLACEOPERATOR 31
Wir schéatzen ab:

(1= p(—9))F(—9)| < lof* sup LD =S W
Ty |£E y|

und, nach dem Mittelwertsatz

059() = 95 + vl < -(ul/A 7

n
und

P2 1) - () gy < €0 )~ @)

Wn  z#y |‘T - y‘s R™\ By (0) 1-s TH£Y |5C - y|s

Im letzten Schritt schitzen wir
J = 03u1(0) — 97ur (9)]

ab. Wie oben diirfen wir annehmen, dass zusétzlich f(g) = 0 ist. Wie im letzten
Teil von Satz 3.1 gilt

021 (0) = / 02 g(u)b(—) f (—y) dy,

da alle Integrale konvergieren und damit

2 i |f(.’L‘) — f(y)| —n+s
0711 (0)] = /&Jg Vf(=y)dy| < o 21;12 oo oo |yl
|f(z) = f(y)

Wn$§ w#v |z —yl*

3.2.2 Die Mittelwerteigenschaft

Satz 3.3 Es sei U C R" ein Gebiet.
a) Ist u € C*(U) harmonisch, so gilt

u(z) = (A (B, (2))) /

B, (z)

u(y)dy = (H™ (0B, (x)))" /8 u(y)dH" (y).

B, (x)

fiir jede Kugel mit B,.(x) C U.
b) Gilt

u(@) = (W (B,(2))) ! /B R

fiir alle derartigen Kugeln, so ist w harmonisch.
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3.2.3 Maximumprinzip und Eindeutigkeit
Es sei U C R"™ ein beschrénktes Gebiet.
Satz 3.4 Die Funktion u € C*(U) N C(U) sei harmonisch in U. Dann ist

1. =
I;lea%( u(x) max u(x)

2. Fualls xg € U existiert mit u(zo) = maxu(z), so ist u konstant.
zeU

Satz 3.5 Sei h € C(0U), f € C(U). Dann gibt es hichstens eine Losung u €
C2(U)NC(U) mit
—Au=f i U

u=~h auf OU.

3.2.4 Regularitat und Abschitzungen
Satz 3.6 Die Funktion habe die Mittelwerteigenschaft (3.9) fiir jede Kugel in
U. Dann ist u € C*(U).

Wir kénnen Ableitungen abschéitzen.

Satz 3.7 Die Funktion u sei harmonisch in U und B.(zo) C U. Dann gilt

: /
u(zg)| < u(y)|dy. 3.10
ol < 5 [ ) (3.10)
und
c
Vu(z an/ u(y)|dy. 3.11
Vuteo) < 5 [ ) (3.11)

Als Konsequenzen der Abschitzungen erhalten wir den Satz von Liouville
Satz 3.8 Seiu:R"™ — R beschrinkt und harmonisch. Dann ist u konstant.
und die Darstellungsformel
Satz 3.9 Sei f € C?(R"™) mit kompaktem Triger und u eine Losung von
Au=f

i R™ mat

L )

=0

Dann existiert ¢ € R mit
u(r) =gx* f(z) +c.

Lemma 3.10 Es seien f € LY(R™) mit kompaktem Triger und ¢ : R"\{0} — R
analytisch. Dann ist f x ¢ auferhalb des Trigers von f analytisch.
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Beweis: Sei x aulerhalb des Trégers von f. Nach einer Zerlegung von f diirfen
wir annehmen, dafl der Tréger f in einer Kugel B, (xo) enthalten ist, wobei wir
r beliebig klein wihlen. Wir entwickeln ¢ um = — z( in eine Potenzreihe

o) =3 3 TAT) (g
J=0|al=j '

von der wir annehmen diirfen, daf} sie in Bs,(x — 2¢) gleichmissig konvergiert.
Die Faltung mit Polynomen fithrt wieder zu Polynomen.

Satz 3.11 Die Funktion u sei harmonisch in U. Dann ist u in U analytisch,
d.h. fiir xg € U konvergiert die Taylorreihe um xqg in einer Umgebung von xg.

3.2.5 Die Harnackungleichung

Satz 3.12 Es seien V,U offen, V beschrinkt und zusammenhingend mit V C
U. Dann ezistiert eine Zahl ¢ > 0, die nur von V abhdngt, mit

supu(x) < cinf u(x)
v \%4

fiir jede nichtnegative harmonische Funktion in U.

3.2.6 Die Greensche Funktion und die Poissonformel

Wir suchen eine Formel fiir die Losung des Randwertproblems

—Au=f in U (3.12)
u=nh auf oU (3.13)

wobei u und f gegebene Funktionen sind.
Ein Hilfsmittel sind die Greenschen Formeln.

Satz 3.13 Sei U ein beschrinktes Gebiet, das den Voraussetzungen des Satzes
von Gauf$ gentigt und u,v zweimal stetig differenzierbar bis zum Rand. Dann
gelten die Formeln:

/ vAudx + / Vu - Vudz = / vV - 7dH" " (y) (3.14)

U U oU

/ vAu — uAvdr = / vV - i — uVv - fdH" " (y) (3.15)
U oU

Wir nehmen nun an, dafl wir fiir # € U eine harmonische Funktion w,(y)
finden kénnen mit

we(y) +9(y—2)=0 fiir y € OU.

Es sei
G(z,y) = g(y — ) + wx(y).
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Sei u eine Losung des obigen Randwertproblems und « € U, ¢ klein. Wir wenden
die Greensche Formel in U\B(z) an:

/ G(z.y)Auly) — u(y)A,Glz,y)dy  + / u(y) VG, y)idH" (y)
U\B.(2) oU

:/ (u(y) VG, y) — Gla, 1) Vu(y) - —dH" " (y)
9B (x)

ly — x|

Die rechte Seite konvergiert gegen —u(x) mit € — 0 und daher

u(z) = /U G, y) f(y) dy + /8 hy)K (z,y) - 7dH™(y). (3.16)

U
Die Funktion G heifit Greensche Funktion und
K(z,y) = -V,G(z,y) -7

fiir y € QU heifit Poissonkern.
Die Greensche Funktion ist symmetrisch in z und y:

Satz 3.14 Fir alle x,y € U, x # y, gilt:

G(JC, y) = G(ya I)

3.2.7 Die Poissonformel in der Kugel
Fiir z € R™, z # 0 sei

x

a2

die Inversion an der Einheitssphére und

Glz,y) =gy —z) —g(z|(y — %)), = #yeBi(0),z#0

T =

(3.17)

bzw.
G(0,y) = g(y)

Diese Funktion ist die Greensche Funktion. Wir erhalten die Greensche Funktion
in der Kugel vom Radius r als

Gy (ay) = oy — ) — o2y — raf)

und den Poissonkern

r?—z? 1 y
K(z,y) = = -—=V,G,(z,y).
(l’ y) nwpT |x—y|” |y| Yy (1' y)

Es gilt dann:
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1. Fiir |y| = r ist die Abbildung
B.(0) 3 2 — K(z,y)
harmonisch.

2. Fir |z| < rist
/ K(z,y)dH" " (y) = 1.
9B,(0)

3. Es existiert ¢, > 0 mit
K (2,y)| < ealz —y['™"
falls |y| = r.
4. K ist positiv.
5. Fir x # 0 und § > 0 gilt

/ K(z,y)dH" (y) < c(r — |z[)5~" (3.18)
B, (0)N(R™\Bs (ra/|z|)

und, fir0<s <1

_ C
/ |K (z,y)||lz — y|*dH" " (y) < =(r — |a])° (3.19)

9B,(0) §

sowie falls |z — 2| < 2 (r — |z)
-, T s n— ¢ =, s—
[ K@) - K@l - P ) £ e - 3l - o)
9B,.(0) 7| I—s

(3.20)

Satz 3.15 Sei h € C(0B,-(0)) und, fir |z| <r,

wlz) = 7"2 - |.’L"2 h(y> n—1
() = 10 /a . aH ().

nwyT (o) [T —yl"

und w(x) = h(z) fir |x| =r. Dann gilt:
1. uw e C*(B,(0)) N C(B-(0)).
2. w ist harmonisch.

3. u(x) = h(z) falls x € 0B,(0).
4. Ist h Hélderstetig, so auch u. Es gilt dann

ullcs (B, 0)) < c(m)l|bllos@B.(0)

fir0<s<lundr<1.
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Zunichst ist w € C* und harmonisch in B,.(0).
Behauptung: Fiir € > 0 existiert §; > 0 mit

rr

u(x) = h(—)

||

<e/2

falls r — |z| < d;.

Aus der Behauptung folgt die Stetigkeit: Es geniigt, die Stetigkeit an einem
Randpunkt zy zu zeigen. Sei also € > 0 und d2 > 0 mit |h(y1) — h(y2)| < /2
fiir |y1 — y2| < d2. Wir definieren

0= min{él, (52}

Dann erhalten wir fiir |z — zo| < ¢

rxr rr
?)\ + |h(m

Wir miissen also die Behauptung verifizieren. Es gilt

lu() — u(zo)| < fu(z) —u( ) = h(zo)| <e.

T rr n—
lu(z) —u(—)| = / K (z,y)(h(y) — h(=))dH" !
|z| 9B,.(0) |z|
< / K(z,y)e/2dH" " + / K (2, )20 upd !
9B,.(0) 0B (0)N(R™\Bs, (rz/|=z|))
€ _
< B +2¢(n)d, Y- lZ)) 1Pl sup

Wir wahlen

61 = min{dy, £2¢(n)dy A sup }-

Sei jetzt 0 < s < 1 und h € C*(0B,(0)). Zu zeigen ist fiir x # Z,7/2 <
lz|, |Z] < r

h —h
)1, e g ) = b))
s(1—s) n#vo 1Yo — V1

u(z) —u(@)| <

Es gibt zwei Fille: |z — 2| < 2 (r — |z[), in welchem die Aussage mit (3.20) folgt,

und |z — & > £ (r — |]), in welchem die Aussage mit Hilfe der Dreiecksunglei-
chung eine Konsequenz aus

lu(z) —u(E)\ < @(r — |z|)* sup M_

— (3.21)
‘x| S Y17#Yo |y0 y1|

ist. Diese Ungleichung wiederum folgt aus (3.19).
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3.2.8 Das Perronverfahren

Definition 3.16 Sei U C R™ offen. Die Funktion u € C(U) heifit subharmo-
nisch, falls

u(zo) < (N(By (o))" /B )y

fiir alle B.(x¢) C U. Die Funktion u heifit superharmonisch, falls —u subhar-
monisch ist.

Lemma 3.17 Sei U C R™ ein beschrinktes Gebiet, u € C(U) subharmonisch.
Dann gilt
15163%( u(z) = max u(z),

wobei die Ungleichung strikt ist, falls uw nicht konstant ist.

Definition 3.18 Wir definieren o(U) als die Menge die subharmonischen Funk-
tionen und X(U) als die Menge der superharmonischen Funktionen.

Lemma 3.19 1. veo(U),V CU offen = v € o(V).
2.v,€0(U), ¢;>0= >", cv; € (V).
3. v; € J(U) = MaXi<i<m Vi € O'(V)

4. vea(U), f:R— R monoton wachsend und konver = fowv € a(V).

Seien v € o(U), xg € U, R > 0 und Br(zg) C U. Wir definieren H,, durch
—AH,U =0 in BR<.'130)
H,=v auf OBg(zg)
Lemma 3.20 Sei
v(z)  fir x € U\Br(zo)
vwo,R(x) =
H,(z) firx € Br(x)

Es gilt
v S Vzo,R

Vgo.r € 0(U)

Definition 3.21 Das beschrinkte Gebiet U C R™ geniigt der dufleren Kugelbe-
dingung, falls fir alle x € OU eine Kugel B C R™\U existiert mit

UNB={x}

Satz 3.22 Es seien U C R" ein beschrinktes Gebiet, das der dufleren Ku-
gelbedingung genigt und h € C(9U). Dann emistiert genau eine harmonische
Funktion v € C?>(U)NC(U). mit u = h auf dU.



38 KAPITEL 3. GRUNDLEGENDE GLEICHUNGEN

Der Satz folgt aus zwei Behauptungen:
1. Die Funktion
u(z) = sup{v(z)|v € o(U)NC(U),v(x) < h(x) fiir z € OU}
ist harmonisch.
2. w ist stetig am Rand.

Definition 3.23 Seix € OU. Eine Barrierenfunktion ist eine nichtpositive sub-
harmonische stetige Funktion ¢, die in Be(x) NU definiert ist, mit ¢(x) = 0
und ¢(y) <0 falls y # x.

Satz 3.24 Es sei U ein beschrinktes Gebiet, das in jedem Randpunkt Barrie-
renfunktionen besitzt, f € CO'(U) und h € C(dU). Dann existiert genau eine
Lésung u € C(U) N C?(U) des Randwertproblems

—Au=f i U
u=nh auf OU.

Insbesondere existiert eine Greensche Funktion G.

3.2.9 Viskosititslosungen
Die Idee des Perronverfahrens ist:
1. Man definiert Unterlésungen und beweist Maximumprinzipien.

2. Dies ergibt einen Ansatz fiir die Losung als Supremum aller Unterlésungen.
Dieses Supremum ist gleichzeitig Oberlésung.

3. Wesentlich ist die Eindeutigkeit dieser so definierten Losung.

4. Studium der Regularitdt und Eigenschaften
Wir betrachten Gleichungen der Form
F(2,u, Du, D*u) = 0 inU

u=h auf OU
mit F € C(U x R x R™ x R™*™) unter den Annahmen

1. Fiir festes z,p, P ist u — F(z,u, p, P) monoton wachsend.

2. Fiir festes x, u,p, P und A positiv definit gilt

F(I’,u,p,P+A)§F(IE,u,p,P>.
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Eine Funktion u € C?(U) N C(U) heiBt Unterlésung, falls
1. uw < h auf dem Rand
2. F(x,u, Du, D*u) <0

und Oberlésung, falls die Ungleichungen mit den umgekehrten Vorzeichen gel-
ten.

Lemma 3.25 Die Funktion u € C*(U) N C(U) sei eine Unterlosung, es sei
¢ € C*(U) mit:
Hat uw— ¢ im Punkt xq die isolierte Maximalstelle 0, so ist

F (20, ¢(20), Dp(w0), D*¢(20)) <0 (3:22)
Definition 3.26 Die Funktion u € C(U) heifit Viskosititsunterlosung, falls
1. uw < h auf dem Rand.

2. Aus ¢ € C%(U), u — ¢ hat in xq eine isolierte Mazimalstelle mit Wert 0
folgt (3.22).

Analog definieren wir eine Viskosititsoberlosung und eine Viskositdtslosung.
Satz 3.27 Sei U C R™ offen und beschrinkt, h € C(0U) mit
[h(z) —hy)| < |z -yl  xz,yedU
Dann existiert genau eine Viskositditslosung u von
~1+|Vu?=0 in U,
u=nh auf OU.
Sie hat die Form

u(a) = inf (h(y) + |~ y])

3.3 Die Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

u —Au=f in (0,00) x R"

und suchen Funktionen u, die zweimal stetig nach den x Variablen und einmal
stetig nach ¢ differenzierbar sind und dieser Gleichung geniigen. Zusétzlich sei
eine stetige Funktion ug gegeben. Dann soll u stetig in [0,00) x R™ sein und
uw(0,2) = ug(x) fiir x € R™.
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3.3.1 Die Fundamentallésung

Sei fiir t > 0
_ 1 P
gt(m) - (47Tt)”/26
Dann gilt 0 < g,
Oig—Ag=0 (3.23)
und
/ gi(x)dr = 1. (3.24)

Satz 3.28 Sei 1 < p < oo und ug € LP(R™). Dann ist
u(t, z) = ug * g¢(x)
fiirt > 0 undu(0,z) = ug(z) in C*((0,00)xR™) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung,

mit
u(t, z) — ug(w) firt—0

fast dberall und, falls p < oo,
lu(t,.) — ugllre — O (t —0).
Ist ug € Cp(R™) so ist u € C([0,00) x R™). Es gilt
lu(t, )| < Mug(z)
wobei M die Mazimalfunktion ist.

Satz 3.29 Sei f € C([0,00) x R™) und
uta)= [ (o= o) (s y)dyds.
(0,£) XR"

Dann ist u € C(]0,00)) N CH2((0,00) x R™) eine Lisung von
up — Au = f

und u(0,x) = 0.

3.3.2 Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip

Definition 3.30 Sei z € R, t,r € (0,00). Wir definieren
E(t,z;r) = {(s,y) ERM"|s < t, g (x —y) >r "}

Satz 3.31 u € CY2((0,t] x U) sei eine Losung der Wirmeleitungsgleichung.
Dann gilt

_ 1 |z —yf?
u(t,x) = o /E(mm) u(s,y) = s)? dyds
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Wir definieren den parabolischen Rand:
9p((0,1) x U) = ({0} x U) U([0,1) x OU)

Satz 3.32 Es sei U ein beschrinktes Gebiet. Die Funktion u € C™?((s,t) x
U)NC([s,t] x U) geniige der Wirmeleitungsgleichung. Dann ist

max _ u(7 u(T,y)

Y) = max
(T,y)€Els,t]xT (1,y)€0p (s,t) xU

Wird das Mazimum im (7,y) im Inneren angenommen, so ist u auf [0,7] x U
konstant.

3.3.3 Regularitat

Satz 3.33 Sei u eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in (s,t) x U. Dann
ist u € C*((s,t) x U).

3.3.4 Spezielle Losungen
Satz 3.34 Es existiert eine Funktion u € C°(R™ x R) mit
supp u = {(t, )|t > 0}

und
u — Au=0 i R x R"

Sei g € C°°(R). Wir suchen eine Losung der Wirmeleitungsgleichung (n = 1)
der Form

u(tr) = g5(t)a
j=0
mit go(t) = g(t), g1 = 0 und

g; = (G +2)(F +1gj2

Mit « > 1 definieren wir

et >0
g(t) =
0 t<0
Behauptung: Es existiert § > 0 mit
1l
() (¢ ANIPES T 3.25
9901 < e (325)

fir t > 0.
Damit ist
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2k

kz::k' 0k)*k

— e |II?|2 }tl—a
- Xpt 0 2

und die Reihe und ihre Ableitungen konvergieren gleichmifBig.
Beweis von (3.25). Die Funktion g(¢) ist die Einschrénkung der holomorphen
Funktion

k)

>

k=0

IN

z—e

in dem Sektor {|arg(z)| < g& und in {|arg(z)| < f=} ist

2a

1
Rez™® > —(Rez)™@
5(hez)

Wir wiéihlen 6 klein und erhalten die Abschitzung als Koonsequenz des Cauchy-

schen Integralsatzes
k! / f(©)
(k) d
t) = 211 Jopy, 1y (C —t)F T ¢

die Behauptung.

3.3.5 Die Energieabschitzung

Sei U ein beschrianktes Gebiet, das den Voraussetzungen des Satzes von Gauf3
geniigt. Die Funktion u € CZ([t1, 2] x R" sei eine Losung des Randanfangswert-
problems

—Au = f, (0,T)x U
w=0 [0,T] xdU
u(0,x) = ugp(x) U

mit h = 0. Dann gilt

¢ ¢
1/ u2(t,x)dx—|—/ / |V u(s, x)|*deds = 1/ u%(m)dm—}—/ /fudmdt.
2 Ju o Ju 2 Ju o Ju

wobei die rechte Seite mit der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung abgeschétzt
werden kann. Insbesondere erhalten wir einen alternativen Beweis der Eindeu-
tigkeit.

Wir erhalten

2

1 t
IO + 119l s < ool +2 ([ 1579las)
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3.3.6 Eindeutigkeit fiir V = R"

Satz 3.35 Seiu € CL2((0, T)xR™)NC([0, T]xR™) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung
u —Au=f in (0,T) x R"

mit

sup u(0,2) = M < 0o
TER™

und, fir ein A >0
2
u(t, ) < Ae?l*!”

Dann gilt immer
u(t,x) <M

Satz 3.36 Sei ug € C(R™), f € CO((t1,t2) x R"), u,v € CH2((0,T) x R") N
C([0,T] x R™) und

ur — Au = v — Av
u(0,2) = v(0,z) = up(x)
lu(t, z)| + |v(t, x)| < eAl*®
Dann ist u = v.
Satz 3.37 Es seien u,v € C12((0,T] x R™) mit
Uy — Au = vy — Av
ul + o] + [t + [or] + | Du] + | Do| < Cerebiir=n,
V C R"™ offen und nichtleer, und uw(T,z) = v(T,z) fir x € V. Dann ist u = v.

3.4 Die Wellengleichung

Wir betrachten die Wellengleichung
Uy —Au =0 inRxU
und die inhomogene Gleichung
ugy — Au = f

wobei U eine offene Menge ist.

3.4.1 Die d’Alembertsche Formel

Satz 3.38 Sei g € C%(R) und h € CY(R). Dann ezistiert genau eine zwei-
mal stetig differenzierbare Losung der Wellengleichung mit w(0,x) = g(x) und
ut(0,2) = h(x). Sie wird firt > 0 durch die Formel

x4+t
u(t.a) = glale+ ) +gla=)+5 [ by

gegeben.
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3.4.2 Die Euler-Poisson-Darbouxgleichung
Wir betrachten u € C™ ([0, 00) x R™)
Uy —Au=0
u(0,2) = g(x) ut(0,2) = h(x)

und definieren fiir x € R™

Ultasr) = 00 0B [ e pie)

OB, (z)

und

Gl ) = (H*1 (0B, (x)))~* / o(y)dH™(y)

OBy ()

H(wsr) = (0B, [ w)an )
8B, (z)
Lemma 3.39 FEs gilt
Uy — Upp — nT_lUT =0
U0,.)=G,U:(0,.)=H
Der Fall n = 3. Sei U = rU. Dann erhalten wir
Uy —Upr =0
U,.) =rG U:(0,.) =rH
und wir erhalten die Kirchhoffsche Formel
) = 00 @BEN T [ )+ o)+ Vo) ()i (326

und fir n =2

) = gRee)” [ OOy 2

3.4.3 Duhamels Prinzip
Duhamels Prinzip liefert eine Losung der inhomogenen Gleichung.
Satz 3.40 Sei f € CI"/2+1(]0,00) x R™) und u®(t,x) sei als Lisung von
ugy — Au® =0 in (s,00) x R™
u’(s,z) =0 uj(s,z) = f(s,x)
definiert. Mit
u(t,x) = /ot u’(t,x)ds

gilt
ugy — Au = f
u(0,2) =0 ut(0,2) =0
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3.4.4 Energiemethoden
We betrachten das Randanfangswertproblem
ug —Au = f in (0,7)xU
u = h in (0,7) x OU
w(0,2) = wug(x) fireeU
u(0,2) = wy(z) fir x e U

Satz 3.41 Es existiert héchstens eine Losung u € C%([0,T] x U) dieses Pro-
blems.

Konsequenzen: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit. Ableitungen in L2.
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Kapitel 4

Das Cauchyproblem

4.1 Skalare Gleichungen erster Ordnung
Wir betrachten Gleichungen der Form
up + Z a;(t, z,u)0u = f(t,z,u)
i=1
mit
u(0,x) = g

wobei a;, f und uy gegebene stetig differenzierbare Funktionen sind. Dieses
Problem heifit Anfangswertproblem oder Cauchyproblem.

Satz 4.1 Seiu(t,x) eine Losung und zg = u(to, o). Die charakteristische Kur-
ve sei als Losung der gewdohnlichen Differentialgleichung

x
mit dem Anfangswert O\ bei to gegeben. Dann ist
2o

u(t, z(t)) = 2(t)
fiir t in der Ndihe von tg.
Wir erhalten eine Losung des Anfangswertproblems:

1. Sei ®(t,y, z) die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung mit dem
Anfangswert (y, z) zur Zeit to = 0. Wir setzen

Y(t,y) = (¢, y, uo(y))-

47
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2. Sei z(t,y) der Vektor der ersten n Komponenten von . Dann ist

y — x(t,y)

fir t = 0 die Identitdt und nach dem Satz iiber implizite Funktionen fiir
kleine ¢ invertierbar (fiir # in einer kompakten Menge). Sei y(¢,z) die
Umkehrfunktion.

3. Es sei v(t,y) die letzte Komponente von . Dann ist

u(t,z) = v(t,y(t, z))
die Losung des Cauchyproblems.

Beispiel: Die Burgersgleichung.

4.2 Der Satz von Cauchy-Kovalevskaya

4.2.1 Nichtcharakteristische Hyperflichen
Sei

0= F(x,u, Du,...,D*u) = A(z,u, Du, ..., D" *u)D*u+f(x,u, Du, ..., D* tu)
(4.1)
eine (vektorwertige) quasilineare Differentialgleichung der Ordnung k.
Es seien S C R™ eine Hyperfliche (Mannigfaltigkeit der Dimension n—1) und
ug : S — R™ k mal stetig differenzierbar. Dann heifft S nichtcharakteristisch,
wenn fiir ein nirgends tangentiales Vektorfeld X die Gleichung (4.1) in der Form

(0x)*u = B(u,..., D*"1u)D(D*1u|s) (4.2)

geschrieben werden kann. Ist die Gleichung linear, so hingt der Begriff nicht
von ug ab.

Nach einer Koordinatentransformation diirfen wir annehmen, dass lokal S C
{z|x,, = 0}. Dann hat (4.2) die Form

o u= > Balw,u,..., D" 'u)0%u+ f(z,,u,Du,... D" 'u).  (4.3)
|a|=k,an#k

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichung kann diese Gleichung auf ein Sy-
stem erster Ordnung zuriickgefiithrt werden:

=1

Fiir lineare Gleichungen

Z Ag(2)0%u = f

|| <K
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ist firz e U, £ € R”

a(m,g) = Z Aa(if)a

o<k

das Symbol und

ao(z,€) = > Aali&)”

|| =k
das Hauptsymbol. Dann ist S C R™ genau nicht charakteristisch, wenn
ag (.13, ﬁ)

invertierbar ist fiir x € S und 7 ein Normalenvektor.
Eine Gleichung heifit elliptisch, wenn jede Hyperfliche nichtcharakteristisch
ist, bzw. wenn

ao(l‘, f)

invertierbar ist fiir alle x und £ # 0.

4.2.2 Analytische Funktionen

Definition 4.2 FEs seien U C R™ offen, u € C*°(U). Dann heifit u analytisch
in xg C U, falls die Taylorreihe in einer Umgebung von x¢ gegen u konvergiert.
Sie heifit analytisch in U, falls w in jedem Punkt analytisch ist. Wir schreiben

fecv ).

Satz 4.3 Sei f € C°(U). Dann ist f genau dann analytisch in xq, falls Zahlen
e>0,r>0 und M > 0 existieren mit

0% f(x)] < Matr—lel (4.5)
fiir jeden Multiindex a und |z — zg| < €.

Beweis: 1 sei der kleinste Konvergenzradius von f7 = f(zo + t7i) fiir jeden
Vektor 7 der Lange 1. Wir wéhlen r < ry.

Definition 4.4 Wir sagen, f € Cp (), falls die Abschitzung
0% f ()] < M]aftr~* (4.6)
qgilt.

Satz 4.5 Ist f € C¥(U) und ist U zusammenhingend, so bestimmt die Taylor-
reshe in einem Punkt f eindeutig.

Beweis: Folgt aus der Aussage fiir n = 1, Funktionentheorie, entlang Wegen.

Definition 4.6 Fs seien f, F € C°°(B:(0)). Wir sagen, F majorisiert f (f <<
F), falls
0% f(0)] < 0“F(0).
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Satz 4.7 Sei f € C*(B(0)). Dann ist f genau dann in Cpr(0), wenn

Mr

r—ry —Tg —...Tp

¢ =

die Funktion f majorisiert. In diesem Fall ist f(0) = 0 genau dann wenn f
durch ¢ — M majorisiert wird.

Wir verwenden analoge Begriffe fiir vektorwertige Funktionen.

Satz 4.8 Seien 0 ¢ U CR™, 0 V CR™, f,F € C>*(U,V), f(0) = F(0) =0,
9,G € C®(V), fj << Fj und g1 << Gr. Dann folgt (go f); << (G o F);.

Insbesondere folgt aus f € Car,(y) mit Werten in R™ und g € Cp ,(v)

v=f(y)
go f € Cu,pr/(mM+p) (y)

Das Produkt analytischer Funktionen analytisch.

4.2.3 Der Satz von Cauchy-Kowalevskaya

Theorem 4.9 Die Funktionen aék und b; seien analytische Funktionen in einer

Umgebung der Null in RNt und ug sei analytisch in einer Umgebung der Null
in R™ mit ug(0) = 0. Dann hat die Differentialgleichung

0 UL Dy
Y = ZZajk(t,x,u)% +b;(t, z,u)

i=1 k=1
und u(0,x) = ug(x) genau eine analytische Lisung in einer Umgebung der Null.

1. Reduktion: Wir diirfen annehmen: ug = 0 ( u — u — up) und @ und b

héingen nicht von ¢ ab ( wir addieren eine Komponente ¢ zu u und die
duN+1

DGL 2™ — 1,

2. Durch Differentiation und Anwenden der Gleichung erhalten wir Aus-
driicke fiir hohere Ableitungen. Damit kénnen wir die Koeffizienten der
Potenzreihe identifizieren und miissen Konvergenz nachweisen.

3. Alle Daten seien in C)y ., ¢ wie oben. Dann werden die Koeffizienten von
¢ majorisiert. Wir betrachten das Problem

n N d
oy = 33005 4y
i=1 k=1 v
¥(0,2) =0

Dann wird u;(0) durch ¢; in Null majorisiert und es geniigt, eine Losung
des obigen Problems zu konstruieren.
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4. Dieses Problem hat eine Losung der Form

wobei

Mr
Py = m(lJanasiﬁ)
Y(s,0) =0

Eine Losung ist

1
N(n+1)

U(t,s) = (r—s—+/(r—s)2—2(n+1)MNrt).
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Kapitel 5
Sobolevraume

In diesem Kapitel betrachten wir Sobolevridume und Hilbertraume. Wir erhalten
die Existenz von schwachen Losungen verschiedener Differentialgleichungen.

5.1 Distributionen und Sobolevriaume
Wir schreiben D(U) = C§°(U).
Definition 5.1 Sei U C R" offen.
1. Wir sagen, ¢; — ¢ in C3°(U) falls
(a) Fine kompakte Menge K C U existiert mit
supp ¢; C K

fiir alle 7.
(b) 0%¢p; — 0% gleichmdfig fir alle Multiindices c.

2. T : Ce(U) — R(C) linear ist eine Distribution, wenn aus ¢; — ¢ in
Co(U) folgt T(¢5) — T(9).

3. Der Raum aller Distributionen wird mit D*(U) bezeichnet.
4. Wir schreiben T; — T in D*(U) falls
Tj(¢) — T(¢)
fir alle ¢ € D(U).
5. Sei f € C°(U) und T € D*(U). Das Produkt wird durch
fT(¢) =T(f9)
fiir ¢ € D(U) definiert.

53



KAPITEL 5. SOBOLEVRAUME

6. Wir identifizieren D(U) mit einer Teilmenge von D*(U) durch
7,(0) = [ ovda
U

7. Sei a ein Multiindex. Wir definieren die schwache Abbleitung
0°T(¢) = (~=1)*T(9%¢)

8. Der Trdger einer Distribution T ist definiert als das Komplement der
grosten offenen Teilmenge V' mit

T(¢)=0

fiir supp ¢ C V.

9. Ist T € D(R™) und ¢ € C§°(R™), so sei
¢xT =Tx¢e CR")
durch
T(¢(z —.))

definiert.
Beispiele:
1. feLl,, Ti¢) = [ fodz. Diese Abbildung ist injektiv.

2. Das Diracma8 fiir zg € U, d,,(¢) = ¢(z0).

3. Sei g die Fundamentallosung des Laplaceoperators. Dann gilt

—Ag = do
4. Sei
(t2) 0 fallst<0
glt,r) =
(2mt)e~ e/ gonst
Dann ist

(8t - A)g = (5()

5. Analog l48t sich die Fundamentallosung der Wellengleichung als Distribu-
tion definieren.

6. Sein =1 und
0 fallsxz <0

1 fallsz >0

H(z) =

Dann ist H' = 9.
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Es gilt immer

2%(d°T) = 9°(0°T)
Aus T; — T folgt 0°T; — 0T in D*. Es gilt die Leibnizregel: Ist ¢ € C*>°(U)
und T € D*, so gilt

9i(¢T) = (0:;9)T + O, T.

Ist ¢ : U — V glatt und T € D*(V), so definiert

VT(¢) =T(pov)
die zuriickgezogene Distribution.

Satz 5.2 1. Sei j. eine Diracschar von C* Funktionen mit Trdager in B:(0)
und T € D*(R™). Dann gilt

JexT —T

2. D C D* ist dicht.
3. Ist U ein Gebiet, T € D*(U) und ;T =0 fiir 1 <i <n, so ist T konstant.

5.2 Definition der Sobolevriaume

Definition 5.3 Sei U C R™ offen und 1 < p < co. Der Sobolevraum WP (U)
ist der Teilraum von LP(U) von Funktionen f, fir die 0;f € LP(U), mit der
Norm

n
\|f||€vl,p(U) = ||f||zzp(U) + Z Haiinp(U)
i=1

falls p < 0o und

n

£ llwroe oy = max{|| £l oo )y D 10 f L=}

i=1
Analog definieren wir die Sobolevriume W*?(U), k € N. Ist V C U und
f € WEP(U), so folgt f € WEP(V). Fiir ¢ € C}H(U) und f € WHP(U) ist
of € WHP(U) und es gilt die Leibnizregel
9i(¢f) = (9id) f + ¢0O; f.

Ist ¢ : U — V ein C! Diffeomorphismus, und f € WP(U), so gilt die Ketten-
regel

=2(y) (5.1)

Wir schreiben

fm— [ i WHP(U)
fiir die Konvergenz in W*». Konvergenz in W*?(U) impliziert Konvergenz in
LP(U) und auch in D*(U).
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Satz 5.4 Sei 1l <p < oco. Der Raum W’”’(U) ist ein Banachraum.

Definition 5.5 Wir definieren Wy (U) als den Abschluf von D(U) in WP (U).
Funktionen in Wol’p(U) konnen durch Null zu Funktionen in W1P(R™) fortge-
setzt werden.

Satz 5.6 Fir1<p < oo ist D(U) ¢ WyP(U) dicht.

Definition 5.7 Sei 1 < p < co(= 00), 1/p+1/q = 1. Wir sagen, (f;) konver-
giert schwach (%) gegen f in LP(u), falls

/EMMﬁ/mw~

Wir sagen (f;) konvergiert schwach (x) gegen f in W*P(U), falls f; gegen f
und alle Ableitungen bis zur Ordnung k schwach (x) gegen die Ableitungen von
f konvergieren.

Schwache Konvergenz in W*»(U) impliziert schwache Konvergenz in LP(U)
und damit in D*. Konvergieren f; und alle Ableitungen der Ordnung < k
schwach in LP(U), so konvergiert f; schwach gegen f in W*P?(U). Wir schreiben

fi—f mWh(U)

bzw

fi—="f in W (U)

Satz 5.8 Sei 1 < p < oo und U C R™ offen. Jede beschrinkte Folge in LP(U)
enthdlt eine schwach(x) konvergente Teilfolge.

Sei M die Anzahl der Multiindizes der Liange < k. Die Abbildung
Whe(U) - ()Y
f - (8af)|a|§k
ist eine Isometrie auf einen abgeschlossenen Teilraum.

Satz 5.9 Seil <p <oo, k€ Nund U C R" offen. Jede beschrankte Teilfolge
in WEP(U) enthilt eine schwach(x) konvergente Teilfolge.

Satz 5.10 Esseil < p < oo, (fj) eine beschrinkte Folge in W*P(U), die in D*
gegen f € D*(U) konvergiert. Dann ist f € WEP(U) und f; — f in WFP(U).

Satz 5.11 Sei k € N, 1 < p < oo, (f;j) konvergiere schwach (x) gegen f in
WHP(U). Dann gilt

I fllwwe @y < lijnig.}f I fillwee

Satz 5.12 Sei U C R™ offen, k € N, 1 < p < co. Dann enthalten die Rdume
WkP(U) eine abzihlbare dichte Teilmenge.
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5.3 Fortsetzungen

Seien U,V C R™ offen und k > 1. Wir sagen ¢ : U — V ist ein C* Diffeomorphis-
mus, falls ¢ : U — V invertierbar ist und ¢ und ¢! k mal stetig differenzierbar
sind.

Definition 5.13 Wir sagen, die offene Menge U hat einen Lipschitzrand in
einer Umgebung von xg C OU, falls eine Umgebung V' von xq, ein Einheitsvektor
7t und eine Lipschitzfunktion h existieren mit

VNnU={zeV:i-z=h(x— (7 2)7)}
Bemerkung: C*-Rand.

Satz 5.14 Es seien U C R"™ ein offenes beschrinktes Gebiet mit Lipschitzrand,
1 < p < oo, k> 0. Dann existiert eine lineare Abbildung E : W*P(U) —
WhP(R™) mit Ef(x) = f(x) fir fast alle x € U und

IEfllweo@ny < cllfllwer @)

Beweis nur fiir C*-Rénder. Sonst: Stein, Singular integrals.

5.4 Approximation von Sobolevfunktionen

Fiir U C R” offen und € > 0 sei
Ue ={z € Uld(z,R™"\U) > ¢}
Hat n € L'(R") den Triger in B.(0), so ist
Jn

in U, fiir alle Funktionen f € L}  definiert und es gilt

loc
I *nllzew.y < Ifllze@linllzr-

Satz 5.15 Seil <p < oo, U CR"™ offen, n; € C* eine Diracschar mit Trager
in By/;(0) und e > 0. Ist je > 1 und f € WFP(R™), so ist f+n; € C*°(U.) und

f*n; — f m Wk’p(UE)

Satz 5.16 Sei 1 < p < oo, U C R" beschrinkt und offen, f € W*P(U). Dann
existieren Punktionen f; € C°(U) N WHFP(U) mit

fi—= 1 in WhP(U).

Satz 5.17 Ist U offen, beschriankt mit Lipschitzrand, 1 < p < oo, k € N,
f € WEP(U) so kinnen wir f; € C§°(R™) wdihlen.

Bemerkung: Die Aussagen von Satz (5.15) - (5.17) bleiben richtig fiir p = oo,
wenn die Konvergenz durch schwach+ Konvergenz ersetzt wird.
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5.5 Finite Differenzen und die Poincareunglei-
chung

Fir h € R” und f € LP(R™) sei
fn(x) = flz—h)
Satz 5.18 Sei 1 < p < oco. Ist f € WHP(R™) so gilt

1o = fllie < RV fI Lo )
Umgekehrt: Ist 1 < p < oo, f € LP(R™) und

fh - f
sup H ’ < 00
h—0 |h| Lr
so ist f € WHP(R™) und
ftej - f
tg%‘ It] HLp = 1192 fll oy

Satz 5.19 Die Menge U C R™ sei beschrinkt (mit Durchmesser d) und offen.
Dann gilt fiir f € W, P(U)

Ifllzew) < dlIVflllLew) (5.2)

5.6 Kompakte Teilmengen von LP(U)

Satz 5.20 Sei U C R™ offen, 1 <p < oo, A C LP(U). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. A ist prikompakt.

2. A ist beschrinkt und fiir e > 0 existieren § > 0 und R > 0 mit

(a) | fllzeunvs)nBr(o)) <€
(0) Ifn = fllLes) <& fir [h| <6
falls f € A.
Bemerkung: Die Riickrichtung gilt auch fiir p = oo.
Satz 5.21 Sei U C R™ offen und beschrinkt, 1 < p < co.
1. Die Kugel vom Radius R
A={f e WOl fllwsow) < R}
ist prakompakt in LP(U).
2. Hat U einen Lipschitzrand, so ist die Kugel
A={f e W) fllwsow) < R}
prikompakt in LP(U).
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5.7 Sobolev- und Morreyungleichungen

Lemma 5.22 Seien 1 <p<r <q< oo und

1 A 1=2A
=4
r D q

Dann gilt immer
1o < 11

Aus 0 < s <s<s; <1 und
s=Aso+ (1 —XN)s1

folgt
1flles < MF Gl llee

Satz 5.23 Seil <g<mn,

111
g p n
f e Whi(RM).

Dann ist f € LP(R™) und

[ £lle < c(n)qll fllwamn)

Satz 5.24 Sein < p < oo und f € WHP(R™). Dann sind alle Punkte Lebes-
guepunkte. Wir identifizieren f mit dem Vertreter, der an jedem Punkt mit dem
Limes des Mittelwerts im Lebesquepunkt tibereinstimmt. Dann gilt

fla)—Ff
sup LTI < 9 11

Auflerdem ist f fast tberall differenzierbar und die schwache und die klassische
Ableitung stimmen fast iberall iberein.

Genauer: Aus f € WYP(Bag(0)), 2,y € Br(zo) folgt die Abschitzung von
Morrey

(@) = F@)] < e(n,p) R PV f[l| Lo (Breo)) -

Daraus folgt der Satz von Rademacher:

Satz 5.25 Es sei U C R™ offen und f : U — R Lipschitzstetig. Dann ist f fast
tberall differenzierbar. Besitzt U einen Lipschitzrand, so gilt

COYU) = wh>(U)

mit dquivalenten Normen.
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Satz 5.26 Sei U C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitzrand, 1 < p < oo,
1 1 1
qg n p
Dann ist
{f € LY fllwrey <1} € LUU)
prikompakt. Ist p > n und
0<s<1— n
p

s0 ist
{fec*Olflwrrw) <1} € C*(U)
prikompakt.

5.8 Die Kettenregel

Satz 5.27 Sei U C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitzrand, ¢ € C%(R,R),
1<p<oound f € WHP(U). Dann ist ¢po f € WHP(U) und es gilt fast iiberall

0
Y
0,60 = (o Ny f
Beweisschritt: N C Uj, U; offen, U;y1 C U; vom Mal < 1/j, h; = xv,,
¢;(t) = [ h(s)ds folgt

¢jof—0in LP(U)
beschriinkt in WP (U), also konvergiert ¢; o f im Distributionssinn gegen Null.
Aus A C N;U; folgt daher
xnvo fVf=0
fast {iberall.

5.9 Spuren

Sei U C R™ offen und beschriinkt mit Lipschitzrand und X ein C' Vektorfeld
mit < X, 7 ># 0 am Rand. Nach dem Satz von Gauf} (fiir C' Rénder) gilt

/ div (fX)de = [ fX-idH""
U oU
In dieser Sitzung definieren wir die Spur von Funktionen.
Sei f € WEP(U), 1 < p < co. Wir definieren die Spur g € LP(9U) durch

X - fgpdH" ! = / div (fX¢)dx
U U
fiir ¢ € C1(U)

Bemerkung: Nur C'* Rinder. Es folgt aus der Definition des HausdorffmaBes,
daf3 das Integral iiber Lipschitzrander wohldefiniert ist. Die Areaformel gilt auch
fiir Lipschitzrander bzw Lipschitzfunktionen. (Ohne Beweis)
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Satz 5.28 Seil < p < oo, U C R" offen beschrinkt, mit Lipschitzrand. Es gilt:

I flovlizeovy < el fllwre@w)-

Beweis: Nur C! Rand.

Satz 5.29 Sei U beschrinkt, offen mit Lipschitzrand, 1 < p < oo, k € N. Dann
151

Wy P(U) = {f € W' (U)|flov = 0}.

5.10 Der Fall p =2 und Hilbertraume

Satz 5.30 Sei U C R™ offen und k € N. Die Abbildung

WHh2(U;C) x WF(U;C) 5 (f,9) = Y /Uaafang;c =< f, g >wrean€ C

|| <k

definiert ein komplexes Skalarprodukt, mit dem die Riume W*2(U; C) separable
Hilbertrdume werden. Ist

¢ € LIWH*(U;C);C)

eine stetige lineare Abbildung, so eristiert genau ein g € W*2(U;C) mit
o(f) =< f,9 >wr2)

fiir alle f. Es gilt auferdem: ||¢|| = [|gllwr.2w-

Im Folgenden sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt < .,. > und Norm
II-|| und

A:HxH—C
eine Abbildung, linear in der ersten Komponente, antilinear in der zweiten, mit
AL fl < Cllf gl e
Re A(f, f) = 8| f|*.

Der Satz von Lax-Milgram.

Satz 5.31 Unter diesen Voraussetzungen ezistiert genau eine invertierbare ste-
tige lineare Abbildung T : H — H mit

ATf,g) =< f.9>

fir alle f,g € H.



62 KAPITEL 5. SOBOLEVRAUME

Sei U C R™ offen und beschrénkt, a;; € L®(U) 1 <4,j <n
und k > 0. Es gelte

Re Y a"&¢&; > klé]? fiir fast alle  und alle £ € R™.

i,j=1
Derartige Koeffizienten heiflen elliptisch. Es seien

bl b2 e L=(U), 1<i<n

1771

und

ce L>®(U).
Fiir v € C betrachten wir die quadratische Form auf W, (U):

Alra= | S a,00/T55 + Z (b10,£7 + V2 £Dig) + (c +7) f7dz

3,7=1

Es gilt nun
|A,[f.g]l < CHfHWol’Q(U)”gHWol‘Q(U)

und

Re A, [f, f] 2 0lIVfIlIZ2 — CIVFlllz2ll fllwaz + Re vl fll72
Ist v € R, v > C? so folgt
Re A > v Az. + 21712
e A,(F. 112 219713 + 2112

und A, erfiillt die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram.
Sind v =0, b} =0, b? =0 und ¢ > 0, so gilt

Re Aolf. f1 > 0IIVFIIZ: > A ||fHW1 2

wegen des Lemmas von Lax- Milgram Sei f € L*(U). Dann definiert g — [ fgdz

eine antilineare Abbildung von W0 >(U) — C. Nach dem Satz von Lax Milgram
existiert genau ein T'f € Wy'*(U) mit

Ao(Tf,g) / fgdx

(Analog A,). Wir schreiben u = T'f. Fiir ¢ € D(U) gilt nun

() = /U fde

und damit im Distributionssinn

n

—Zaj(z a;;Oiu + biu) —I—szlaiu—&— cut+yu=f (5.3)

Jj=1 =1 =1
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Derartige Losungen heiflen schwache Losungen. Sie sind unter den Vorausset-
zungen des Satzes von Lax-Milgram eindeutig unter Dirichletrandbedingungen:

u|aU =0.

Die Abbildung T ist kompakt als Abbildung von L? nach L?: Ist f; eine be-
schréinkte Folge in L2, so ist (T'f;) eine beschréinkte Folge in VVO1 2(U) und sie
enthiilt daher eine in L? konvergente Teilfolge (nach Satz 5.21).

Wir betrachten L. von Wy*(U) in die linearen Abbildungen von Wy*(U)
nach C mit

9 — Alf, 9] = L, f(g)

Dann ist
LT = f
und
T,L,f = f
d.h. T, = (L,)~!. Ist A, hermitesch, so gilt fiir f,g € L?

[ @yade = [ 1T5) e

D.h. L, ist formal selbstadjungiert.
Es gilt die Fredholmsche Alternative.

Satz 5.32 Sei L., wie oben, v € R.
1. Dann sind dquivalent:

(a) Lyu= f besitzt immer genau eine Losung

(b) Lyu =0 impliziert v = 0.

2. Die Dimension von N(L,) = {u € Wy*(U)|Lyu = 0} ist endlich. Das
Bild R(L,) = {L.f € (Wy*)*|f € W, *(U)} ist abgeschlossen.

3. Die Gleichung
Lou=f

hat genau dann eine Ldsung, wenn

< fyv>r2=0 fiir Lv =0

Definition 5.33 Die Menge der v, fir die L_., nichttriviale Lisungen von
L_,u =0 besitzt, heifit Spektrum von Lg.

Satz 5.34 In jedem Halbraum {\| Re A < R} liegen nur endlich viele Spektral-
werte.
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Satz 5.35 Ist L* = L, so existiert eine ONB aus Figenfunktionen mit

Loj = Ajo;
fiir eine reelle monoton wachsende Folge A; ohne Hdufungswerte.

Es gilt die Charakterisierung iiber den Rayleighquotienten:

Ajy1 = sup inf A v,v]
E.,dim E=j vEE,||v|| 2=1

und
Ai =  inf su A [v,v
J E,dim E=j UeEaHUﬁ)Lz:l ’Y[ ]
5.10.1 Beispiele
1. U= (—mm), —u" =~u
2. U= (—mm)x(—7m,m), —Au = Iu

5.10.2 Finite Elemente und Galerkinapproximation

Wir betrachten L. Sei V; ¢ Wy*(U) ein Folge von endlich dimensionalen Un-
tervektorrdumen mit

L Vi CVin
2. JVj; ist dicht in Wy *(U) und damit auch in L2(U).
Beispiele:

1. Die von den Eigenfunktionen von —A aufgespannten Untervektorrdume
(Spektralmethode)

2. Wir betrachten eine Folge von Triangulierungen der Feinheit 1/j, die je-
weils in der vorigen enthalten sind. Wir nehmen an, dafl der Rand in
1/5 Kugeln von Ecken auf dem Rand enthalten ist. Sei V; die Menge der
dazugehorigen stetigen stiickweise linearen Funktionen, die auf den Rand-
punkten der Triangulierung Null sind. Basis: 1 in einer Ecke, Null sonst.

Wir erhalten folgende approximative Beschreibung;:

A’Y[ujv(b] =< f7¢ >p2

wobei wir u; € Vj suchen, fiir das diese Gleichung fiir alle ¢ € V; gilt.
Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem, das eindeutig losbar ist, wenn die
Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt sind. Es gilt dann:

gl 2oy < ell 11z
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fiir eine feste Konstante c. Damit existiert eine Teilfolge, die schwach gegen eine
Funktion u konvergiert. Daher gilt

A'y[ua ¢] =< fv ¢ >r2
fiir alle ¢ € |JV;. Dieser Raum ist dicht in L?(U) und damit ist

Lou=f
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Kapitel 6

Variationsrechnung

6.1 Einfiihrung und die erste Variation

Wir betrachten stetig diff 'bare Lagrangefunktionen fiir U C R™ beschrénkt und
offen: B
L:R"xRxU — R,
die wir
L(p, z,x)

schreiben. Wir verwenden
D,L,D,L,D,L

fiir die entsprechenden Funktionalmatrizen. Die sogenannten Funktionale

Tw] ::/L[L(Dw(x),w(x),x)dx

sind die zentralen Objekte dieses Kapitels, wobei w eine geeignete Funktion auf
U ist.

Wir suchen Minimalstellen dieses Funktionals in gewissen Klassen von Funk-
tionen, z.B. C! Funktionen mit festen Randwerten. Ist v eine derartige Funktion,
die Minimalstelle ist, so gilt

Iu + 1v] > Iu)
fiir jede Testfunktion v. Sei
f(r) =Iu+ 1v].

Dann ist f stetig differenzierbar (Majorisierte Konvergenz) und f’(0) = 0. Dies
ergibt

0 = /VvaL(Du,u,x)—|—vDuL(Du,u,x)dx
U

= / v(=V - (DpL(Du,u,z)) + Dy L(Du, u, z))dx
U

67
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und die Euler-Lagrangegleichung

- 0
- E ——L D + —L(D =
: 1, O u, u, ) + 5 (Du,u,x) =0

Beispiele
1. Das Dirichletsche Prinzip L = %|p|2

2. Elliptische Gleichungen L = %szzl apip; — zf(x)dz, wobei die (a™)
beschrankt, mebar und gleichméflig positiv definit sind.

3. Die Minimalfldchengleichung

L(p,z,x) = (1 + |p|2)1/2

Die zweite Variation.
Die Lagrangefunktion sei zweimal stetig diff’bar. Dann ist mit der obigen

Notation

0< f"(0) / Z Ly, p; (D, u, )y, vy, —l—QZLp 2(Du, u, ) vy, v+ L. (Du, u, x)v°dx

i,7=1 j=1

Dies gilt fiir jede Lipschitzfunktion v, die auf dem Rand verschwindet.
Sei £ € R™, x € U und

ofe) = ep(12)¢(a)

wobei ¢ € C§°(U) und

Der Limes € — 0 ergibt

Z Lpipj (Du(x)v u(x)7 l')ng] >0

fiir fast alle z € U und £ € R".
Analoge Aussagen gelten fiir Systeme. Hier ist

L c Cl(Rnxm x R™ x U)

Sei u eine differenzierbare Minimalstelle. Die Euler-Lagrangegleichungen sind

0
Z 8% ap L(Du,u,x) + @L(Du,u, x) 1<k<m (6.1)
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Wie oben folgt aus der zweiten Variation fiir £ € R” und n € R™

n n m m 2
ZZZZ P (;)apl'L(Duauax)gigjnknl >0

Ist diese Ungleichung fiir alle Argumente erfiillt, so heifit L Rang-1 konvex.
Konsequenz: Zumindest an der Minimalstelle mufl die Lagrangefunktion
"konvex’ bzw 'Rang-1 konvex’ sein.

6.1.1 Null-Lagrangefunktionen

Definition 6.1 Die Funktion L heifit Null-Lagrangefunktion, falls jede Funkti-
on u € C%(U) den Euler-Lagrangegleichungen (6.1) geniigt.

Satz 6.2 Sei L eine Null-Lagrangefunktion, u,v € C*(U) mit u = v auf OU.
Dann st

Definition 6.3 Ist A eine (n,n) Matriz, so ist die Adjunkte Matriz bzw Co-
faktormatriz cof(A) die (n,n) Matriz mit den Eintragen (—1)"*det(A;;) wobei
A;; die (n —1,n — 1) Matriz ist, die man aus A enthdlt, indem man die i-te
Zeile und die j te Spalte streicht.

Lemma 6.4 Sei u:R™ — R" zweimal stetig differenzierbar. Dann ist

Z Oz, (cof Du)y; = 0.
=1

Satz 6.5 Sei D C R" offen und beschrinkt und m = n. Dann ist
L(P,z,x) = det(P)
eine Null-Lagrangefunktion.

Anwendung: Der Brouwersche Fixpunktsatz.

Satz 6.6 (Brouwersche Fizpunktsatz) Sei

u: B1(0) — B1(0)
stetig. Dann existiert ein Fixpunkt, d.h. ein Punkt x mit

u(z) =x
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6.2 Existenz von Minimalstellen

Motiviert durch analoge Probleme in Teilmengen des R™ wollen wir zunéchst
die Koerzivitéit sicherstellen. Insbesondere soll jede Minimalfolge in einem So-
bolevraum beschrinkt sein. Wir fixieren den Exponenten 1 < ¢ < oo.

Wir machen immer folgende Annahme: Es existieren o > 0 und § > 0 mit

L(p,z,z) > alp|! — B (6.2)

fir alle p, z, x.
Dann ist

Iw] = af |[Dw] || La@w) = BA"(U).

Insbesondere folgt
Tw] — oo if |w|w1.e — oo.

Fiir geeignete Funktionen g € W4(U) betrachten wir

A= {wec WH(U)|w = g auf OU}.

6.3 Regularitit
6.4 Kritische Punkte



