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13 Einleitung / Beispiele

Ziel der Vorlesung: Existenz, Eindeutigkeit von Losungen und deren qualitatives Verhal-
ten untersuchen.

Einige einfache Beispiele:

13.1 Bewegung von Elektronen in einem Halbleiter

Elekironen  0Q) (@)
5QD @—> @ @_} aQD
(=—
@ ®

feste positive lonen
(Dotierung mit Dichte C'(z) > 0)

n(x,t) >0 ... Dichte der Elektronen in Q
®(x,t) ... elektrostat. Potential

ng = div(Vn) —div(nVP)
—_— Y
Diffusion Drift

A® = n—C(z) ... Poissongleichung fiir Potential

(nichtlineares parabolisch-elliptisches System)

e stationdre Gleichung im thermischen Gleichgewicht:

A® = o%® —C(z), x€Q mnichtlineare Poissongleichung
=n(x)

0P
+ RB: @ |ga,= Do(z) (Kontakte); 5 =0 (isolierter Rand)
o0y



13 FEinleitung / Beispiele

13.2 Flussigkeit in einem porosen Medium

Deich

u(x,t) >0 ... Dichte der Flussigkeit
tfrocken
Wasser T~

u— Au*) =0, a>1

\ +RB, AB
feucht \

(klassische) porose Mediumgleichung

uy = o div(u® ! Vu)

Diffusionsrate > 0

e degeneriert (bzw. ausgeartet) parabolisch

= nur endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (im Gegensatz zur Warmeleitungsgleichung)

UO =0 U(X’T) >0

} X
X 0
freier Rand

(@

13.3 Reaktion von Chemikalien

u(z,t) > 0 ... Konzentration der Chemikalie

Q
Ut — D\.HAQ, = f(u) 7Q X (07 OO)

Reaktionsterm
RB: 2% =0, 09 x (0, 00)
L AB: u(z,0) = ug(x),

Reaktions-Diffusionsgleichung (semilinear)
e wandernde Welle fiir 2 = R:

f : R — R habe , kubische Gestalt” mit fol flu)du>0:



13.3 Reaktion von Chemikalien

f(u)

Man kann zeigen ([Ev] § 4.2):

A o < 0 mit u(x,t) =v(z — ot) lost
U — Uy = f(u), x €R, >0,
wobei

lim v=0, lim u=1.

T——00 T—+400
Idee: Die Konstanten 0,1 sind stabile Lisungen von (13.1)

(da f" < 0); a ist instabil (da f' > 0).

e Gleichung fiir v(x): v" 4+ ov' + f(v) =0

mit lim v =0, lirf v=1 lim V(z) =0

e Phasenraumanalyse fiir (v, w) := (v,?'):

— autonomes DGI-System 1. Ordnung:

Vo= w
w = —ow— f(v)

(13.1)

(13.2)

mit

lim (v,w) = (0,0), lirﬁp (v,w) = (1,0)
e (0,0), (1,0) sind kritische Punkte von (13.2); Sattelpunkte (der Linearisierung von
(13.2))

2B an (0,0): (ZZ >/: < —fg(O) ~ > <w)



13 FEinleitung / Beispiele

stabil

X

instabil

(0.0) (1.0)
e,
e, X

Fiir genau ein 0 < 0 3 heteroklinischer Orbit von (0,0) nach (1,0).

13.4 Oberflachenwellen in Wasser

uxt)

u(z,t) > 0 ... Wassertiefe (recht seicht; lange Wellen)

U + 6uty + Uger = 0, in R X (0, 00)
+ AB

Korteweg- de Vries (KdV) Gleichung

o Vo >0, Vc e Rist

u(z,t) = gcos}r2 (\/75(95 — ot — c))

Losung von KdV (,,Soliton”, Geschwindkeit o héngt von Hohe ab) — einsetzen! Trotz
Nichtlinearitéit gibt es eine Art Superpositionsprinzip: 2 Solitonen kénnen einander ohne
Anderung durchdringen.



13.5 Geometrische Optik

|
f
I

“‘ \\ 7t ’\\\\ //'/ A\
B e
\ - foi
/ | J \ / / \\

\
/ \ / : X ‘ A \J ‘ \‘\
&

- o
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 2 0 4 6 8

Hohes Soliton ist schneller und ,jiberholt” tiefes Soliton; beide laufen nach rechts.

13.5 Geometrische Optik

Betrachte ausbreitende (Licht-)Wellenfront in homogenem, isotropen Medium (0 < ¢ =
Lichtgeschwindigkeit):

Ci

Ausbreitungsstrahl L Wellenfront (zu jeder
Zeit t)

/I

U = const
ges: u(x), x € Q C R", mit

u = const = ¢ (Niveaulinien) ... Wellenfront zur Zeit ¢.
u(x) = Zeitpunkt, an dem die Wellenfront durch x geht.

w erfilllt die Eikonal Gleichung (voll-nichtlinear!)

1
|Vu| = -.
c

e spezielle Losungen:



13 FEinleitung / Beispiele

Kugelwelle um Ursprung: u(z) = || +b, b € R

C

cbene Wellen: u(z) =a-z+b; a € R", beR, |a| =2

e zeitabhéingige Formulierung

S(z,t) =t —u(x)

S(z,0) = Sp(x)

Wahl der AB: S(x,0) =0 Vaz € Cy (geschl. Hyperflache)
S < 0 aussen, S > 0 innen (stetig, sonst egal wie)

ges: Evolution der Niveaulinie C; mit S(z,t) = 0 Vo € C; (=Front zur Zeit t)
S < 0(>0) ... vor (hinter) der Front

e (13.3) besser fiir Numerik — Level-Set-Methoden
e beschreibt auch Entwicklung von Kaustiken (Bild aus [Wh])

‘%

Wavefront construction for a disturbance initially confined to the region R.

13.6 Hamilton-Mechanik

Hamilton-Jacobi-Gleichung (voll-nichtlinear!) fiir ein mechanisches System:

10



13.7 Minimalflachen

{ut+H(Vu,:c)=0, reR" t>0 (13.4)

AB: u(z,0) = up(z)
geg: H(p,x) ... Hamilton Funktion, zB

- 1
H = %Uﬂ2 +  P(z)
2m__ ~——

t. E i
kin. Energie po nergie

u hat Dimension einer Wirkung (Detailanwendung spéter)

e Losung mit Hilfe von Charakteristiken:

#(s) = VpH(p(s),z(s))
S) = —VH(()SC(S)
2( ) = VpH(p(z),2(s)) - p() — H(p(s), x(s)),

mit z(s) := u(m(s)) € R (Verifikation durch Einsetzen in (13.4)).

Hamilton Gleichungen

— 2n + 1 gekoppelte DGI. Bem: ¢t = s wéahlbar.

e Unterschied zu §1 (dort nur fiir quasilin. Gl. 1. Ordnung)
p(z) := Vu(z(s)) € R™ wird als zusétzliche Variable eingefiihrt.

o speziell fiir H(p, x):

T = 1p
p o= v,a() = —V,®... Newtonsche Bewegungsgl.
£= lpl? — Bla) =

2m

mi
: L(p,x)... Lagrange Funktion

13.7 Minimalflachen

(w1, T2, u(z1,72)), T = (1, 72) € Q sei eine Fliche im R3.

Oberfliche = [, /1 + |Vul? dz

Aufgabe: Finde Fliche minimalen Inhalts, die die Randbedingung v = g auf 9 erfiillt
(— Variationsproblem).

11



13 FEinleitung / Beispiele

Anwendung: eingespannte Membran, Seifenblasen

Man kann zeigen: u(zx) erfillt die Minimalfidchengleichung (quasilinear, glm. elliptisch)

; Vu —
div W 0, Q
u = g , ON.

bzw: (1 + ufw)ugclgc1 — Uy Ugy Uy 2y + (1 4 ufgl)ugmc2 =0

Dabei ist % div <L> die mittlere Krimmung der Flache (=Durchschnitt der Haupt-

v/ 1+|Vu|?

kriimmungen bzw. Min./Max. der Normalkriimmungen).
Minimalflichen: mittlere Kriimmung = 0 = lokale Sattelform.
e Isomerimetrisches Problem (=  Problem der Dido”, 888 v. Chr.):

Finde geschlossene Kurve C' der Lange 27 mit maximalem Inhalt
(— Variationsproblem mit Nebenbedingung).

bzw. als Umfangsminimierung:

ges: v € H'(0,2m), r(0) = r(27) mit f027r V14 (r(p))?*r(e) de — min,

1
und 5 /7"2(30) dp = .
0

Wegen Translationsinvarianz keine eindeutige Losung.

12



14 nichtlineare elliptische
Gleichungen

14.1 monotone Operator-Methode

Betrachte quasilineare Gleichung fiir v : Q — R:
{—dlva(Vu :{) , € (14.1)

mit f € L?(Q); a = (a4, ..., a,) ist ,glattes” Vektorfeld R"” — R™;
) C R™ beschranktes Gebiet mit ,,glattem” Rand.

o Anwendung: quasilin. pordse Medium Gleichung, stationér (quasilinear — flussabhén-
gige Durchléssigkeit)

e Bedingungen an a:

Definition 14.1 FEin Vektorfeld a : R™ — R"™ heifst

1. monoton, falls
(a(p) —alq)) - (p—q) 20 Vp,qeR™
2. streng monoton, falls es ein © > 0 gibt mit:

(a(p) —a(q)) - (p—q) >Olp—q* Yp,geR" (14.2)

Bsp:
1) Sei @ : R® — R (streng) konvex = a = V® ist (streng) monoton.

n

(alp) —a(@) - (P—q) = D_(0:2(p) — :®(9)(pi — )

i=1

2

1
0
= [ S o500+ tla - Py~ )~ ) e 2 0da 7 =0
0 Wi

13



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

2) Sei skalare Funktion a; bez. z; nicht monoton wachsend = a ist nicht monoton.

e weitere Annahmen:

(A1) la(p)| < e(T+p))
(A2)  a(p)-p>alp’ — B (entspricht Koerzivitit)
fir c,a >0, 6 >0; VpeR"

e schwache Formulierung von (14.1):
ges: u € H}(Q) mit:

/a(Vu) -Vovdr = /fv dr Vv € Hy(9). (14.3)
Q Q

Ziel: (14.3) hat eindeutige Losung u € Hy(Q) N H?(Q)

Strategie:

(i) konstruiere Approximationsfolge u,, in endlich dimensionalem Teilraum von H}(Q)
(Galerkin Methode)

(i) v = limy,— 00 Uy, 16st (14.3); Existenz einer schwachen Losung

(iii) Eindeutigkeit, u € H?*(Q)
Schritt (i):

e {w;} sei ON-Basis von Hj(Q) mit IP < u,v >1= [, Vu-Vvdz
e suche u,, = > ", d%w; € H}(Q), als Losung von

/a(Vum) -Vw, = /fwk; k=1,...m (14.4)
Lemma 14.1 Seiv: R™ — R™ stetig mit

v(x)-x >0 fir|z| =r und einr > 0.

= Jz € K,(0) mit v(z) = 0.

Bew: mit Fixpunktsatz von Brouwer ([Ev| § 9.1).

14



14.1 monotone Operator-Methode

Satz 14.1 Vm € N : 3 Lisung u,, von (14.4).

Bew:
def. stetige Funktion v = (v!,...;v™) : R™ — R™ durch

o d ) = /a(z d;Vw;) - Vuwy, — fug de; k=1,...m
ER‘"L Q ]:1
——
wird vVu,

So(d)-d = /a () - (Y dvuy) = £ (3 dw;) da
(1422) /a ‘Z d;Vw; ’ —06—f <Z djwj) dx
a5 -4 [ fuyds

vollst. Qu.

o
> §|d|2—5|9| —Cz<f7wj>%2(9)

e sei y € H} schwache Losung von —Ay = f

Bessel § 8.3 _
=Y (fw)ie =Y wuwdt < iline < clfliae =¢

j=1
= v(d)-d > $%|d|* — ¢ > 0 fiir |d| = r und r hinreichend groR.
e aus Lemma 14.1: 3d € R™ mit v(d) = 0, also
Upy, 1= idjwj 16st (14.4).
j=1

e wichtig: Lemma 14.1 gilt nur fiir endliche Dimensionen.

15



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

Einschub: schwache Konvergenz

e Sei X BR = X' = { stetige, lin. Funktionale auf X} ist BR
Definition 14.2 Die Folge {u;} C X konvergiert schwach gegen u € X (u, — u), wenn

(v,up) — (v,u) Yove X'
Es gilt:

(i) ug mu=up —u
(ii) jede schwach konvergente Folge (ur — u) ist beschriankt, und

llu|| < lm inf ||ugl].
k—o0

(Beweis mit Banach-Steinhaus)

(iii) Sei uy — w in X und vy — v in X’
= (g, Tk) e (v, )
(wichtig fiir Konvergenz von quadrat. Termen in PDGL.)

(iv) Fir dim X < oo gilt: up — v < up — u

Bsp: ug(x) = sinkx 20 in L2(0,1)
(aber uy, konvergiert weder punktweise noch f. . !)

e Achtung: Nichtlinearitaten sind i.A. nicht stetig bez. schw. Konvergenz
(vergleiche mit (iii)!).

. k—o0 .
Bsp: uf = sin® kz —> § # (w — limu;)? = 0;

aber: wy — w in L*(Q) = w? — w? in LP(Q)

Satz 14.2 (schwache Kompaktheit; Satz von Alaoglu):

Sei X ein reflexiver BR (d.h. X" = X)), und {uy} C X beschrankt.
= 3 Teilfolge {uy,} C {ur} und Iu € X mit up, — u

Bem:

(i) Hilbert Raume sind reflexiv.

(i) LP(Q) = L9(Q), 1<p<oo, 1+1=1
LP(Q) ist reflexiv fiir 1 < p < oo

16



14.1 monotone Operator-Methode

Schritt (ii):

e fiir den Limes m — oo brauchen wir glm. Abschétzungen:
Satz 14.3 Jc (unabhingig von m) mit

[umll ) < ¢+ 1 fll2@) Vm €N (14.5)
Bew: aus der Galerkin-Gleichung (14.4) folgt (mit w,, = >, d¥wy):

/a(Vum) -Vu,, do = /fum dx (14.6)

Q

(A2)
= _« /|Vum|2 < /a(Vum)-Vum dx + [|9| :/fum dx + (3|9
>0

< ﬁ|m+s/u3n+i/f2

Poincaré
R R N

e (14.5) folgt fiir £ > 0, klein genug.

Limes von u,, fir m — oo

||Um||H3(Q) <C=

(i) Laut Satz 14.2 3 Teilfolge {uy,}, j € N und u € Hj() mit
U, — w in Hg ().

d.h. (v, up,) — (v,u) Yo e Hy(Q) = H(Q).
N 1 2
b, { Up, — U in L*(Q)

Vi, = Vu in L*(Q)

(ii) Laut Satz 8.3 (H'(Q2) < L*(Q2)): tp,, — u in L*(Q)

17



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

Ziel: Limes m — oo in (14.4) ausfiihren; dann 16st u (14.3)
Problem: a(Vu,,;) — a(Vu) 77 (Nichtlinearitét + schwache Konvergenz von Vu!)

Rettung: Monotonie von a (Methode von Browder & Minty)

Satz 14.4 Sei a monoton und erfille (A1), (A2).
= (14.3) hat eine schwache Lisung.

Bew:
(A1) (14.5)
o [[a(Vum)lr2@) < c(1+[[Vumllz@e) < ¢
= 3b € L*(Q,R") und (ev. weitere) Teilfolge, so dass
(V) — bin L*(Q:R™)
= (Limes in (14.4)): fg Vuwp = [ fu, VkeN

:/5-%:/;’@ Yo € HL(Q) (14.7)

e zeige b = a(Vu) (,Limes-Identifikation”) mittels Monotonie von a:
wegen Monotonie gilt Vm € N, Vo € Hg(Q):

0 < /(a(Vum) —a(Vw)) - (Vu,, — Vw) dz
€L? €L? eL?
= ~_~ ~~/
(129 / [ty —a(Vuy,) - Vw —a(Vw) -(Vu, —Vw) dz
\qf—/ N ‘I S/ N T S/

0 < /fu — b-Vw — a(Vw)- (Vu—Vuw) dz
(14.7) mit v = u
= /(l_;— a(Vw))-V(u—w) dv w € Hy()

Trick: Konvergenz vom quadr. Term a(Vu,,) - Vu,, durch (14.6) umgangen.

o setze w:=u— v; A >0, v e H}(Q) fest

éOS/(g—a(Vu—AVU))-VU dx

18



14.1 monotone Operator-Methode

mit A — 0:
0< /(5— a(Vu)) - Vo do Yo € Hy(Q)
ersetze v durch —uv:

0= /(g—a(Vu))‘Vv

= (Vu) - Vo = v
Jewrwe= [

aus (14.7), also u ist schwache Losung

Schritt (iii):

Satz 14.5 Sei a € C*(R™) streng monoton und erfille (Al),(A2); sei O eine C?-
Mannigfaltigkeit.

= (a) schwache Lésung von (14.3) ist eindeutig.
(b) u € HY(Q) N H().

Bew (a): seien uy, us € Hj(2) schwache Losungen

:>/a(Vul)-Vv:/a(VuQ)-Vv:/fv Vo € HL(Q)

sel v i= u; — Uo

(14.2)
=0= /(a(Vm) —a(Vug)) - (Vu; — Vug) > O /|VU1 Vuyl|?,
also u; = uy in Q.

(b)

Oa; 0%u
d J
e diva(Vu) ]kzl O 8% 8xk

Jacobi- Matrlx von a(p)

Fiir die eindeutige Losung u kann %(VU) als gegebene Koeffizienten-Matrix betrachtet
werden = w erfiillt lin. Gleichung

19



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

e wihle p=¢q+ h&, h#0in (14.2)

n

B SR B

Jj=1

. da; 2
h—0: 3 ShaG > 6 kP,
Ik ~—— >0
=Va;-§

also: —diva(Vu) = f ist gleichmafig elliptisch.

e mit kleiner Erweiterung von Satz 8.6 (Regularitéit bis zum Rand;
aber hier da(Vu) ¢ CY(Q)): u € H*(Q), (14.1) gilt f. ii. in .

Referenzen: [Ev| § 9.1, [RR] § 9.3, [Sh2] § II.2

14.2 Vergleichsprinzip fiir quasilineare
Differentialoperatoren

Betrachte den quasilinearen Differentialoperator

L(”) = Z Qij (Q;’ Vu)uxzwg + b(:C, U, Vu)

ij=1

fir x € Q C R™ (beschréanktes Gebiet)

Annahmen:
e b(z,-,p) : R — R sei monoton fallend Vx € Q, Vp € R™.
e a;;,bseien C' bez. p.

Satz 14.6 (Vergleichsprinzip): Seien u,v € C(Q) N C2(QQ) gegeben, L sei elliptisch bez. u
oder v, und

L(u

u

(>)L(v) inQ
v auf 0S.

IN IV

= u < (<)v in Q.

20



14.2 Vergleichsprinzip fiir quasilineare Differentialoperatoren

Bew:
e 0BdA sei L elliptisch bez. u (d.h. A(z, Vu(z)) = [a;;(z, Vu(x))];; > Mz) >0 Ve Q).

(a)
=:a4;(z)

L(u) — L(v) = Z a;j(z, Vu) 85 (u — v)

+ > laij(w, Vu) = ai;(z, Vo)]oZ + b(z, u, Vu) — bz, u, Vo)

ij
N 7

=3, bi(z)0w (I‘Irllt 2x MWS)
+b(z,u, Vo) = b(x,v,Vv) > 0; mitw:=u—2v

<0,falls u(z)>v(z),da b\,

= Lw := Z ag;(2)05w + Z bi(z)0;w > 0
ij i

auf Q. = {zx € Q| w(z) >0}
und w|po < 0 (It. VS, also auch w|pq, < 0.
e lt. Satz 7.1 (schwaches Maximumsprinzip auf §+): w < 01in Q.

(b) Fiir L(u) > L(v) (d.h. Lw > 0 auf 592+) kann w kein nicht-negatives Maximum haben
(sieche Beweis von Satz 7.1) = w < 0 auf €.

O
= Findeutigkeit von klassischen Lésungen des Dirichlet-Problems
Llu) = f(z) , Q
{ u = up(x) , 0N (14.8)

Korrolar 14.1 Seien u,v € C(Q) N C?*(Q) Lisungen von (14.8) = u =v.

Definition 14.3
(a) u € C(Q) N C%*Q) heifit obere Losung von (14.8), wenn

L@ < f in Q,
u > up auf O0N.

C?(Q) heifit untere Losung von (14.8), wenn

N
Lw) > [ in Q,
< wup auf ON.

21



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

Korrolar 14.2 Fir eine klassische Losung u von (14.8) gilt:

u(z) <wu(x) <u(z), z €

Vergleichsprinzip fiir schwache Losungen

betrachte L(u) = diva(Vu) + b(u, ) und

Lu) = 0 , Q
{ .0 o (14.9)

Annahmen:

e a:R" — R” glatt und streng monoton

e O(-,x) : R — R sei monoton fallend Vx € )

Definition 14.4 (i) u € H}(Q) heifit schwache Losung von (14.9) wenn

/—a(Vu) Vo +blu,z)vdr =0 Yo € Hy(9). (14.10)

Q

(ii) u / w heift schwache obere /untere Losung, wenn
/—a(Vu/Vg) Vo +b(u/u,z)vdr < />0 Vo€ Hy(Q), v>0 fi. (14.11)

Zusitzlich gelte: a(Vu/Viu/Vu), b(u/u/u, z) € L*(Q).

Satz 14.7 Seien u,u € H(Q) schwache obere und untere Lisungen von (14.9) mit
u <0, u>0 auf 0.

= Jede schwache Losung von (14.9) erfillt:
() <wu(x) <al(x) fi. in Q.

Bew:

(14.11) minus (14.10) fir u:

Jia(vu) —a(va) - vo < [ s — s <o
Q >a(z)

<0 fiir u(z)

firv:=(u—a)" >0
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14.3 Fixpunktmethoden

Bem: v € H} () = v € H}(Q2) und

v(v+):{Vv , auf {v >0}

0 , auf{v<0}

=0 > / [a(Vu) —a(Va)] - V(u—1a) de

{u>a}
I e V(u—a)de=0 [ |V(u—a) | de
- ~~~ ~——
70 {u>ay Q eH}

= u < u, wegen Poincaré Ungleichung.

Referenzen: |[GT] § 8.5, 9.2, [Ev] § 9.3

14.3 Fixpunktmethoden

(i) Fixpunktsatz von Banach fiir streng kontraktive Abbildungen (bei stationéren Pro-
blemen muss ein ,Parameter” klein sein):

Satz 14.8 Sei X BR, A: X — X eine (nichtlin.) Abbildung mit
|A(ur) — A(u2)|| < MJur — uz|| Vui,uz € X, A< 1

= A hat eindeutigen Fizpunkt u und A*(u) TN Vug € X

Bsp:

—Au+bVu) = f(z) , Q
u = 0 , 09,

mit b Lipschitz hat fiir Lip(b) hinreichend klein eine eindeutige schwache Losung
u e H} Q).

Wihle A : v — u mit —Au 4+ b(Vv) = f(z), Q& u = 0,09 (sieche Ubung).
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14 nichtlineare elliptische Gleichungen

(ii) Fixpunktsatz von Schauder fiir kompakte Abbildungen:

24

Satz 14.9 Sei X BR, {} # K C X konvex und A : K — K eine stetige Abbildung.
Ferner sei

(a) K kompakt,

oder

(b) K abgeschlossen und A : K — K kompakt.

= A hat einen Fizpunkt in K.

Bew: (nicht konstruktiv) mit FPS von Brouwer (siche [Ev]).
Bem: keine Aussage liber Eindeutigkeit.

Bsp:

{—Au+b(u) = f(x) , Q
u = 0 , 0%

(mit b monoton wachsend und bijektiv auf R) hat eindeutige Losung,.

Wihle X = L2(Q), K = H}(Q)N{u <u(z) <@ f. . in Q} (siche Ubung).

Achtung: Wahl von K mit A : K — K oft trickreich.

typische Anwendungsstrategie fiir FPS von Schauder:

a) fiir klassische Losungen:

i. (optional) Eindeutigkeit der klassischen Losung: Korrolar 14.1 (durch Ma-~
ximumsprinzip)

ii. obere/untere Losung als a-priori Schranken fiir klassische Losung: Korrolar
14.2 (durch Maximumsprinzip)

iii. Fristenz einer schwachen Losung (FPS von Schauder, Schranken aus (ii)
sind Hinweis fiir Wahl der konvexen Menge)

iv. Regularitit: schwache Losung ist klassische (§8.5)

b) fiir schwache Losungen:

i. obere/untere Losung als a-priori Schranken fiir schwache Losung: Satz
14.7
ii. Existenz einer schwachen Losung (FPS von Schauder)
iii. (optional) Eindeutigkeit, z.B. mit L*- Energiemethode”
(vgl. Bew. (a) von Satz 14.5)

Nachster FPS meist leichter anwendbar.



14.3 Fixpunktmethoden

(iii) Fixpunktsatz von Schaefer/Leray-Schauder fiir kompakte Abbildungen:

Satz 14.10 Se:t X BR und A : X — X eine stetige, kompakte Abbildung. Sei die
Menge

{ue X |u=NA(u) firem0< <1} (14.12)

beschrankt.

= A hat einen Fixpunkt.

Bew: mit FPS von Schauder (siche [Ev]).
Bem: 1) keine Aussage tiber Eindeutigkeit
2) keine konvexe, kompakte Menge festzulegen.

Idee: a-priori Abschditzung fir mogliche Fixpunkte von AA, 0 < A\ < 1 liefert Exis-
tenz eines Fixpunktes von A.

Bsp:
—Au+b(Vu)+pu = 0 , Q
{ . — 0 a0 (14.13)
mit 09 € C?, b: R — R glatt und Lipschitz, daher
de>0:|b(p)| <c(l1+|p|) VpeR™ (14.14)
Satz 14.11 Fiir pn > 0 hinreichend groff hat (14.13) eine Losung
ue H(Q) N H*Q).
Bew: betrachte A : u+— w auf X := H}(Q), definiert durch
—Aw+pw = f(zx):=-b(Vu) , Q
{ vz o0 (14.15)
a) A: X — X:
seiw € HY(Q) = f € L*(Q), wegen Ungleichung (14.14).
w = A(u) € H}(Q) ist eindeutige schwache Losung von (14.15).
Laut Satz 8.7:
[wllm2@) < Cllif 2@ (14.16)

b) A ist stetig und kompakt:

o u— b(Vu): HY () — L*(Q) ist Lipschitz,

25



14 nichtlineare elliptische Gleichungen

o fi—w: L*(Q) — HL(Q) ist stetig = A ist stetig.

e Laut (14.14): u — b(Vu) bildet beschriankte Mengen von HJ () auf be-
schriinkte Mengen von L?(Q) ab.

e Laut (14.16) f +— w bildet beschriinkte Mengen von L?*(Q) auf beschrinkte
Mengen von H?(Q2) N HE(S) ab; sind prikompakt in H}(Q) (It. Satz 8.3
komp. Einbettung) = A ist kompakt.

¢) Beschrianktheit von (14.12):
e Seiu € H}(Q) Losung von u = AA(u) fiir ein 0 < X < 1,

also w =% = A(u) mit u € H*(Q) N H} (), d.h.

X:

f.i.in Q2 —A (%) + <§> = —b(Vu) |-Au, / dx
Q

= / |Vul? + pu? do = — / A(Vu)u dx
Q Q
(14.14),A<1

1
2 /c(1+ V) u] dz < §/|Vu]2dx+cl/|u|2+1da;

= fiir > cp: 1 [ [Vul? + (p—c1) [ |ul* <1 (unabh. von 0 < X < 1)
d) laut Satz 14.10: A hat Fixpunkt v € H}(Q) und u € H?(Q2)

Referenzen: [Ev] § 9.2, [GT| § 10

14.4 nichtlineare Variationsprobleme

Ziel: Umformulierung von quasilinearen PDGI 2. Ordnung in Minimierungsprobleme fiir
ein ,,Energie”-Funktional

E(u) = /L(Vu(x),u(x),x) dx (14.17)
Q

mit reell-wertiger Lagrange-Funktion L(p, z,x) (da oft einfacher lésbar).
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14.4 nichtlineare Variationsprobleme

14.4.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Aufgabe: 0 C R" beschrankt, 0€) glatt.
Finde (glatte) Funktion u :  — R mit u = g auf 9Q (g geg.), die £ minimiert.

e notwendige Bedingungen an einen glatten Minimierer wu:
definiere e(7) := E(u+ 1v); 7 € R, Yv € C§(Q) fest (— u+ 7v|pq = g)

= €(0)=0 (erste Variation von E an u in Richtung v),
e"(0) >0 (zweite Variation von E an u in Richtung v)

Notation:
0E(u,v) = ¢€(0) .. Linearform bez. v,
E(u,v) = ¢€"(0) .. quadratische Form bez. v

Satz 14.12 Glatte Minimierer u von E erfillen:
(1)
—div,(V,L(Vu,u,z)) + L,(Vu,u,z) =0 in (14.18)
(Euler-Lagrange-Gleichung von E),
(i)

2

0
ﬁL(Vu,u, x) >0 Ve (Konvexitit von L bez. p)
p

L(Vu+71Vv,u+710,2) de

2
2
I
SR

VoL(Vu,u,z) - Vo + L,(Vu,u, z)v dx

[—div, (V,L(Vu,u,z)) + L. (Vu,u,z)|vdr Vv e C5°(Q)

S

= —div,(V,L(Vu,u,)) + L.(Vu,u,z) =0 in Q
(quasilinear, 2. Ordnung)
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(if)

(14.19)

+ 2V, L. (Vu,u,z) - Vov + L. (Vu,u,z)v* dr Vo € Cg°(€)

Durch Dichtheitsargument gilt es auch fiir Lipschitz Funktionen mit v|gq = 0
e wihle speziell v = O(¢), ¢ — 0 mit Vv = O(1), z.B:
x-& .
v(x):=ep (—) o(x), zeQ; £e€R"fest; p € CP(N) beliebig,.
£

p: R — R ist Zig-Zag-Funktion:

o ={ %,

11—z

o= O

<z
<

— N

+ periodische Fortsetzung

IA IA

)

also |p/| =1 f.i.

Vv =/ (x 5)59@—1—0( ) fiire — 0

(14.20)

e cinsetzen in (14.19):
;‘0</€T ——=L-&0°p? dz + O(e)
e mit (14.20) und € — 0:
0</§ Lfgp de Vo e CF(Q)
82
= 5T82L£>0 Ve e R", Vo e
U

Beispiele:
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14.4 nichtlineare Variationsprobleme

E(u) = /Vu cA(z) - Vu+ e(z)u® — 2f (v)udr, u € Hy(Q)

mit A€ L®, A(z) >X>0;¢c>0; feL*
u ist (eindeutiger) Minimierer < u ist schwache Losung von — div(AVu) + cu =
f, Q; uloq = 0 (siehe § 8.6).

(ii) Sei f=F' :R — R glatt, F(0) =0,

E(u) :/%|VU|2—F(U> dx
Q

= Euler-Lagrange Gl: —Au = f(u) in Q (nichtlin. Poisson Gl.)

(iii) Minimierer von
E(u) = / V1+|Vul]?de
Q

erfiillen die Minimalfiichengleichung:

div—Y% 0. Q

V1+|Vu|?

(iv) Fermat’sches Prinzip: optischer Strahlenverlauf u(z) (in inhomogenem Medium) mi-
nimiert die Laufzeit zwischen zwei Punkten A und B.

c .
n(z,u)’

Ausbreitungsgeschwindigkeit v = ¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum; 0 < n

= Brechungsindex

b

E(u) = 1/n(:zc,u)\/l + (v/)? dr — min

C
a

14.4.2 Existenz von Minimierern

Einschub: Sobolev Riume WP (Q)

Sei 2 C R™ durchwegs ein beschréanktes Gebiet mit Lipschitz Rand; k € Ny, 1 < p < o0.

Definition 14.5 (Sobolev Riume):
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(1)
WHEP(Q) .= {u € LP(Q)] Vou €LX(Q) Vla| <k}

als Distrib.

Norm:

1
(Spare IVullne))” < o0
> tal<k VUl 2o () , p=00

||U||ka(9) =
(ii) WEP(Q): ist Abschluss von CS°(Q) in WHE»(Q).
Notation: W5?(Q) = H*(Q), WeP(Q) = HE(Q).

Es gilt:

e WPk _Funktionen sind Aquivalenzklassen von Funktionen, die f.ii. iibereinstimmen.

WHkr(Q) ist Abschluss von C*°(Q) bez. || - [yrasq), 1 < p < oo.

Wh2(Q), WFP(Q) sind Banach Réume; reflexiv < 1 < p < co.

we WP (Q) & ue WhP(Q) und V|a| < k — 1 gilt:
V%u|sq = 0 ,im schwachen Sinn”

Randspur fiir 1 < p < oo und 99 sei C*: u € WHP(Q) = ulpq € LP(ON) mit
lullr o) < Cllullwir@ (C ist unabhéngig von u)

stetige Finbettung (auch fiir Q C R™ unbeschrénkt):
(i) HY(Q) — L1(Q),2<¢< 2 2<g<oofirn=22<g<oofiirn=1)

mit ||ullze < Cyllullgm  Yu € H(Q) (14.21)

(1 - 2) (14.22)

bzw (Sobolev Ungleichung)

lullze < Collull =2 Vulzz mit o =

|3

(i) WP(Q) — Cp(Q), p > n mit
Huuc(ﬁ) < CpH'Uwal,p Yu € Wl’p<Q).
o kompakte Einbettung: WHP(Q) —— LP(Q), 1 < p < oo.

daher: |lug|lw1» < C Vk € N= 3 Teilfolge {u,} mit
ug, — w in LP(2) (vgl. Satz 8.3).
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Lemma 14.2 (Poincaré-Ungleichung): V1 < p < oo : Jc > 0 (unabhingig von u), so
dass

lull ooy < ellVullzog)  Yu € Wo"(Q).
Bew: |Ev|, vgl. Lemma 8.1 fiir p = 2.

Einschub: untere Halbstetigkeit

Definition 14.6 Sei X ein BR, F': X — R eine (nichtlineare) Abbildung, {uy} C X. F
hetsst

(1) unterhalb stetig, wenn

u, —uin X = F(u) < klim inf F'(uy);

(11) schwach (folgen)stetig, wenn

up = uin X = F(u) = lm F(uy).

k—o00

(111) schwach (folgen) unterhalbstetig (SUHS), wenn

up, = uwin X = F(u) < klim inf F'(uy).

Bsp 1: F : [a,b] — R aus Graphik ist unterhalbstetig:

Bsp 2: Jedes lineare Funktional in X' ist schwach (folgen) stetig (ist trivial!). Aber i.A.
ist Begriff starker als ‘stetig’.

Bsp 3: F(u) = ||u||x ist SUHS (siehe Bem. (ii) nach Def. 14.2).
u(x) == sin kx P20 = u(x) in L*(0,7)

||uk||L2(O77r) = \/g Vk € N
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direkte Methode der Variationsrechnung

Aufgabe: Minimiere

E(u) = /L(Vu,u,:v) de, U —R
Q
auf U := {u € WH(Q) | ulsgq = ¢} mit 1 < ¢ < oo und g : 9N — R gegeben, so dass
U#{}

e notwendige Bedingung fiir Losbarkeit: E ist nach unten beschrdnkt; reicht aber nicht,
vel. f(zx) =e @ auf R
= Annahmen an L (fiir ein g € (1, 00) fest):
(A3) L(p,z,z) > alp|? — B (Koerzivitit von E)
fira>0, >0, VpeR" z2eR, z €
= E(u) > a||Vul|T.q) —7 (14.23)

mit v = §|Q|, und E(u) — oo fir |Vul||« — 0.
= F auf ganz U definiert mit Werten in [y, +00].

(A4) E sei schwach unterhalbstetig auf W¢(Q) (folgt z.B. aus Konvezitit von L bez. p
— siehe Satz 14.13)

Strategie fiir Existenz eines Minimierers
(i) E nach unten beschrankt

= Jinf E(u) =: m;
uelU

wahle Minimalfolge {u;} C U mit

E(u) =3 m.

— 3 Fragen:

e konvergiert uy gegen ein u (da U oco-dimensional)?
e ucU?

e E(u)=m?
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(i)

(iii)

Wegen Koerzivitit (A3) = {uy} ist beschrankt in ()
= 3 schwach konvergente Teilfolge {uy,;} und ein v € U C WH9(Q) mit:

U, — U in L1(Q),
Vuy, — Vu in LI(Q,R")

— Problem: FE nicht linear & (nur) schwache Konvergenz von Vuy,.
E schwach unterhalbstetig
= E(u) < klirn inf E(uy) = lim E(ug) = m; also: E(u) =m,

w 1st Minimierer.

e Konvexitat fiir (iii), motiviert durch Satz 14.12(b):

Satz 14.13 (Tonelli) Sei L glatt, nach unten beschrinkt und L(-, z,x) : R* — R konvex
VzeR, z €.
= E ist schwach unterhalbstetig auf WH4(Q2), 1 < q < oo.

Bew:

(i)

(i)

Sei up — uw in WhH(Q).
Definiere [ := limy_ o inf F(ug) > —oo,
bzw. | = lim;_.o E(uy;) fiir eine Teilfolge, und z.z.: E(u) < I.

||u||wia < ¢ = fiir eine (ev. weitere) Teilfolge gilt (wegen kompakter Einbettung):
ug, — u in L(Q).

= fiir (ev. weitere) Teilfolge gilt uy, — u f.ii. in Q.
(Korollar von Weyl zu Satz von Riesz-Fischer)

It. Satz von Egoroft:
Ve > 0 3 mekbare Menge R. C Q mit |2 — R.| < e und

up, — u glm. auf R, (14.24)

o def. 5. :={z € Q| |u(x)| + [Vu(z)] < 1}
e—0

= Q-85 —0
o def. T.:=R.NS. = |Q—T.| =30
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(iii) da L nach unten beschrinkt, sei oBAA L > 0 (andernfalls betrachte L = L+ > 0)

L>0
= E(ug) = /L(Vuk,uk,:v) dx > /L(Vuk,uk,x) dx
Q T:
<t
L konvex A~ =
> /L( Vu,uy, ) de + /VpL(Vu,uk,m) - (Vuy, — Vu) dx
T: T:
k=Fk; — oo | wegen (14.24) | (14.25)
= | = lim F(uy) > /L(Vu,u, r)dr + 0
T

da: V,L(Vu,ug,v) — V,L(Vu,u,x) glm. auf T, also in L7 (7.); und Vu; — Vu
in LI(Ty).
Trick:

o L(Vuy,uy, ) ist nichtlinear in Vug mit Vup — Vu in L? = keine Konver-
genzinformation.

e (14.25) (=Tangente an Vu liegt ,unter” L, da L konvex) ist linear in Vug
= Grenziibergang in linearer unterer Schranke moglich.

also: [ > ng L(Vu,u,z)dr Ve > 0.
e mit monotoner Konvergenz fiir L.(x) := L(Vu,u,x)xr.(x) > 0:

[ > /L(Vu,u,a:) dr = E(u).

Satz 14.14 (Ezistenz von Minimierern)
Sei L glatt, koerziv (d.h. (A8)) und konvez in p und U # {}.
= Ju € U mit E(u) = min,ecy E(w).

Bew:

(i) def. m := inf, ey F(w) < 0o (sonst Aussage trivial).
Sei {uy} Minimalfolge:

E(u) — m. (14.26)
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(ii) Beschranktheit von {uy}:
oBdA sei § =0 in (A3), sonst betrachte L=L+p

= E(w) 2 af|Vw||7,g) < o0

Mit (14.26) folgt:

s%p | Vg o) < o0 (14.27)

e withle w € U beliebig = u;, —w € W, 9(Q)

= (mit Poincaré-Ungleichung):

lurllze < Jlug — wl|pa + [Jw| e

(14.27)
< ¢||Vuy —Vulpa+c < ¢ VkeN

= {u} beschrinkt in WH9(Q)
(iii) 3 Teilfolge mit wuy, — w in WH(Q).

z.z.:u €U, dh ulsgo =g

® Uy, —w € Wy ?(Q) ... abgeschlossener Teilraum von W4(Q), und auch schwach
abgeschlossen (laut Satz von Mazur: Fine konvexe, abgeschlossene Teilmenge
vom BR X ist schwach abgeschlossen.)

= u—we Wy Q) = ulogg = wlog = ¢

o lt. Satz 14.13: E(u) < lim;_ inf E(uy;) = m
e daueU: E(u)=m=mingey E(w).

Weitere Annahmen an L fiir Eindeutigkeit des Minimierers:

(A5) L= L(p,)
2
(A6) ;—pZL(p, ) >0>0 VpeR" ze€Q (glm. konver)

Satz 14.15 L erfillt (A5), (A6).
= Fin Minimierer uw € U von E ist eindeutig.
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Bew:

(i) Seien uy,u; Minimierer. Fiir v := %52 € U zeigen wir

E(u1) + E(usg)
2

E(v) <
(mit “<”, ausser fir uy = uy)
(i) (A6) =
Lp.7) < L(0,3) + V3 Ll0,2) - (p— )+ Clp — af
o setze ¢ = Vv, p=Vuy; [,...dx

Vu1 — VUQ
2

©
+ §/|Vu1 — Vuy|* dz < E(uy)

= F(v) + /VPL(VU,JI) dx (14.28)

e vertausche uq, us und bilde Mittelwert

E(Ul) -+ E(Ug)
2

:>E(v)+%/|Vu1—Vu2|2da:§ =m = min F(w)

wel

(iii) da E(v) > m = Vu; = Vus.
da ui|ag = us)on = g = w1 = us

14.4.3 Das Minimalflachenproblem

Sei 2 C R? beschrinkt, 9 glatt. Minimiere

E(u) = / V1+|Vul]2de (14.29)

Q

mit u|pn = g.

Probleme:

o fiir  nicht konvex hat (14.29) nicht immer eine klassische Losung u € C%(Q)NC(€).

e FE nicht koerziv in Wh(Q), 1 < ¢ < oo
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o F ist koerziv in Wh(Q), aber WH1(Q) ist nicht reflexiv (— Satz 14.2 von Alaoglu
nicht anwendbar)

Bem: Fiir © konvex und g mit ,beschrankter Steigung” (in geeignetem Sinn) kann man
zeigen (|Ze] §52):

(14.29) hat einen Minimierer u € Wh*(Q) = C%(Q) = betrachte leicht modifiziertes
Problem:

Satz 14.16 Sei (fir R > 0 fest)
U = {ue W Q)] lullwre@ < R; u=g auf 00} # {}

= Ju € U mit E(u) = min,ey E(w)
Bew:

(i) da E(u) > 0: wéhle Minimalfolge {u,} C U, also E(uy) — m. Das alleine impliziert
aber nicht die Beschranktheit von {uy }!

e laut Problemmodifikation:
||Uk:||co,1(sz) = mgglw(mﬂ + Lip(ug) = ||Uk||W1’°°(Q) <R,

ui, also gleichgradig stetig auf €.

e laut Satz von Arzela-Ascolu:
3 Teilfolge {ug, }, die auf 2 gleichméhig gegen ein u € U konvergiert.

= 3 (weitere) Teilfolge mit u,, — u in H'(Q).

L(p) = /1 + |p|? > 0, konvex

e lt. Satz 14.13 (Tonelli):

E(u) < lim E(uy;) =m
j—o0

= u ist Minimierer.

Bem: Losung des modifizierten Problems ist eindeutig in )
U :={ueW'(Q)] ulpq = g} # {}. Seien uy, us zwei Minimierer mit ||uy s ||w1.) < R;
betrachte

j)(p) _ { vV 1+ pl? Ip| < ]:%7

streng konvexe Fortsetzung, |p| > R,
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in Satz 14.15.
e setze p = Vu(z), g = Vw(z),z = u(z),w =w(z) € U
=Vo =veW, ()

" —
= E(u)—l—/VpL(Vu,u,x) - (Vw —=Vu)+ L,(Vu,u,z)(w —u)de < F(w) YweU
Q

~ J/

~
=0 wegen (14.31)

= u ist Minimierer.

0

14.4.4 schwache Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung
Ziel: Minimierer v € U C W4(Q) von

E(u) = /L(Vu,u,:v) dx

Q
sind schwache Liosungen der EL-Gleichung
—div,(V,L(Vu,u,z)) + L,(Vu,u,z) =0 ,

{ w—g . 09 (14.30)
(und umgekehrt). In Satz 14.12 war u glatt vorausgesetzt.
e Annahmen an L:

(A7) [L(p, z,2)] < C(lpl" + [2]" + 1),

(A8)  |V,L(p,z,2)] < CIp[*" + ]| + 1),

(A9)  [La(p.z,2) < C(Ipl"™" + |2]*7" + 1),
firein C >0; VpeR" zeR, x €.
Definition 14.7 u € U ist schwache Losung des Randwertproblems (14.30), wenn

/V,,L(Vu,u, ) - Vv +L(Vu,u,z)vdr =0 Yo e Wy Q). (14.31)

—_——

Q ELq/ SN

Bem:
(A8) —1 —1 ! / q
VoL(Vu,u,z) < C(|Vu|! +u|!™" +1) € LT (Q); ¢ = 1

(A9) /
L.(Vu,u,z) < C(|Vul" + |u|?t +1) € LY ().
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14.4 nichtlineare Variationsprobleme

Satz 14.17 L erfille (A7-9), und u € U C Wh4(Q) erfiille

E(u) = min E(w).

wel

= w ist schwache Lésung von (14.30).

Beweis-Idee (&hnlich wie Satz 14.12):
sei v € Wy Q) fest:

Vr e R:

A7
e(r) == E(u+1v) = /L(Vu + 7V, u+ 1v;2) do (<) 00
Q

e man zeigt: ¢/(0) existiert (durch Approximation mit w)

o ¢'(0) = 0= (14.31)
O

Umkehrung: Losungen der EL-Gleichung (14.30) miissen keine Minima von E(u) sein,
sondern z.B. Sattelpunkte.

e Zusatzannahme an L:

(A10)  (p,2) — L(p, z,x) ist konvex Vz € Q.

Satz 14.18 L erfille (A10) und u € U sei schwache Lisung von (14.30).
= u 1st Minimierer von E.

Bew: aus (A10) folgt:
L(p,z,2)+ V,L(p,z,x) - (¢ —p) + L.(p, z,2)(w — 2) < L(q,w, x)
e setze p = Vu(z), ¢ = Vw(z), z=u(z), w=w(z) e U

—Vov =v Wol’q Q
=v eWy ()
= E(u)—l—/VpL(Vu,u,$) - (Vw —=Vu)+ L,(Vu,u,z) (w—u) dr<E(w) YwelU
0

N J/

=0 Wege; (14.31)

= u ist Minimum.
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(Referenzen: |Ev| § 8.1-2, |Ze| § 37.4, 38.1-6, 40, 52, [Sh1] § VIIL.2)

14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

14.5.1 Integral-Nebenbedingungen

Aufgabe: Minimiere
E(u) := /L(Vu,u,a:) dr; uw:U — R
Q
mit geeignetem U C I/VO1 (), unter der Nebenbedingung F'(u) = 0.9 C R™ sei beschrank-

tes Gebiet, 0€) glatt.

Nebenbedingungen der Form

F(u) = /G(Vu(x), u(z),x) de =0

mit reellem, glatten G = G(p, z, x) heifen auch isoperimetrische Nebenbedingungen.

spezielles Beispiel:

E(u) := %/|Vu|2 dr, F(u):= /G(u) dz, (14.32)

Q Q

unter den Annahmen:
|G'(2)] < C(|z] + 1), (14.33)
daher

G(2)| < C(IzP+1) VzeR

e Existenz eines Minimierers fiir (14.32):
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Satz 14.19 Sei U := {u € H}(Q)|F(u) = 0} # {}.
= 3 Minimierer uw € U mit

E(u) = min E(w).

wel

Bew:

(i) {ux} C U sei Minimalfolge, also

E(ux) — m = inf E(w)

wel
= 7 Teilfolge mit
up, — uin Hy(Q) (14.34)
und E(u) < m, da E s.wh.s. (da E(u) = %||u||H3(Q))

(i) z.z.: F(u) =0 (dann fertig)

(14.34) = ug, — v in L*(Q) (mit kompakter Einbettung, Satz 8.3)

= |F(u)] = |F(u) ukr</\G Guy)| de

MWS, 1433) oo
/yu—uk\ Lt [l + Jun]) da "= 0.

—0in L2

U
e EL-Gleichung fiir (14.32):
Satz 14.20 u € U erfille E(u) = min,ey E(w).
= 3\ € R (,Lagrange Multiplikator”), so dass
/Vu -Vodr = )\/G’(u)v dr Vv € Hy(Q). (14.35)

Bem:

(i) Notation fiir (14.35): 0E(u,v) = AJF(u,v)
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(if)

(i)

Bew:

42

(14.35) ist die schwache Formulierung von (nicht-lineare Poisson Gleichung)

—Au = NG'(u) ,
u = 0 , 0.

Das ist ein nicht-lineares Eigenwertproblem fiir (u, \) mit u # 0.

Der Lagrange Multiplikator zu einer (skalaren) Integralbedingung ist eine Konstante.

sei v € Hj(Q) beliebig aber fest. Sei zunéchst G'(u) # 0 in . Wihle ein w € H} (Q)

mit

/G'(u)w dx # 0. (14.36)
Q
Definiere
f(r,o) == Flu+71v+ ow)
= /G(u+7v+aw) dx; 7,0 € R
Q
es gilt:

£(0,0) :/G(u) dx = 0;

Q

f e C! mit

fr= /G/(u + 70+ ow)vdr, f,= /G’(u + 70+ ow)w dx (14.37)
Q Q

(14.36) = f5(0,0) #0
e laut Satz iber implizite Funktionen: 3® € C'(R) mit
(0) =0, f(1,®(7)=0; |7| <70 (14.38)
= f-(1,®(7)) + fo(1,®(7))P'(1) =0
[ G'(u)v dz

(14.37) = @'(0) = [ Olaud (14.39)



14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

(i) setze w(T) :=T1v + ®(T)w € Hy(Q); |7| < 10, und e(7) := E(u + w(r))
(14.38) = Flu+w(r)) =0, u+w(r) € U

= e(-) hat Minimum an 7 =0

= 0= ¢(0) = /Vu (Vo + &(0) V] do
Q

Mit (14.39) und

J Vu-Vwdx

A= fG’ Yw dz

folgt:

/Vu~Vv da::)\/G’(u)v dr Yv e Hi(Q).

Q

(iii) sei nun G'(u) = 0 f.ii. in Q= G(u) ist konstant in Q (da VG(u) = G'(u)Vu = 0) =
G(u) =0 fi. (da F(u) = [ G(u) dz = 0)

e da ulpn =0 = G(0) =0, also 0 € U C H} ().
= der Minimierer u = 0, da sonst F(u) > E(0) = 0 gelten wiirde.

= (14.35) gilt trivialerweise VA € R.

Bsp: isoperimetrisches Problem
Minimiere

1
:/\/1—|—u’2dx in Wyi(—1,1), 1 <q <2

-1

unter der Nebenbedingung

™

Flu) = /u(:p) dr—7 =0
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e Analog zu Satz 14.20 kann man zeigen:

Fiir Minimierer von E in U := {u € Wy*(—1,1)|F(u) = 0} gilt: 3\ € R mit
SE(u,v) = MF(u,v) Yo € Wy(—1,1).

d.h.
1
= )\/vdx Yo € Wy9(—1,1).

-1

1

u ,
/vl—i—u’zv e
1 N——

l|<1erd

Das ist die schwache Formulierung der EL-Gleichung

u/
O () =), ze(-1,1
(v1+u’2> retLy

J/

= Kriimmung x(z)

u(=1)=u(1)=0

= u(z) hat konstante Krimmung k = —\
= u(z) ist Kreissegment.

Anpassen an F(u) = 0 = u(z) = V1 — 22 € Wy(—1,1).
14.5.2 punktweise Nebenbedingungen
Aufgabe: Minimiere

E(u) = /L(va, i, r) dr; @ = (u,...,u™):Q— R™
unter der Nebenbedingung

G(Vi(x),u(z),z) = 0.

Fir G = G(z,z) heifit die Nebenbedingung holonom. Im Spezialfall G = G(z) liegt die
Losung in der durch G(z) = 0 def. Untermannigfaltigkeit M C R™.

Bsp: harmonische Abbildung in eine Sphéare

Minimiere
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Jacobi-Matrix

1 ~~ =
3 | Dai |? (14.40)
~—_———
Q :Zi,j(a’iuj)2

inU:={ue H(ER™) | doq=g;|u=1C*~Fi. }.
Es gilt M = S™~! (=Einheitssphére).

Anwendung in Modellierung von Flissigkristallen: u(x) ist die Richtung der Molekiile
an x. Parallelausrichtung der Molekiile (d.h. D@ = 0) minimiert zwar die Energie E(),
erfiillt aber die RB nicht.

e Existenz eines Minimierers folgt &hnlich wie in Satz 14.19: Aus @, — @ in L*(Q; R™)
folgt fiir (weitere) Teilfolge i, —  f.ii. in , also [u] = 1 f.i; @ € U

Satz 14.21 (EL-Gleichung)

Ein Minimierer i € U von (14.40) erfullt
/Dﬁ: D dx = / |Dii|*@ - vdx VT € Hy(;R™) N L2(Q;R™) (14.41)
Q Q

Bem:

(i) Notation:

A, BeR™™ A:B:= Z aijbi; = Tr(ABT)

ij=1
(ii) (14.41) ist die schwache Formulierung von
—Au = MNx)u , Q,
U = g , ONQ.

Die Funktion \(x) = |Du(x)|? ist der Lagrange-Multiplikator zur Nebenbedingung
|u] = 1.
Bew:
(i) sei 7€ HL(Q) N L>®(Q) fest.
Fir kleines 7 gilt |4 + 79| # 0 (da |d| = 1)
U+ TV

= F(r) = cU 14.42
o(7) i+ 70| (14.42)
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(ii) Fiir e(7) := E(¥(1)) gilt:

e'(O):/DU:Dﬁ’(O)dx:O

Q
aus (14.42): 7/(0) = ... =0 — (u - ¥)u
= 0= /va: D — D : D((i7 - 0)@) dx (14.43)
0
iPr=1 |A

i - Aii + | Dii]* = 0
/]Du|2u vdr = — /(U'Aﬁ)ﬁ-ﬁdx

/DuDﬁﬁﬁ)dQ:

einsetzen in (14.43) liefert Ergebnis.

Bsp: stationére Stokes-Gleichung

e Grundmodell fiir homogene, inkompressible, viskose (Fliissigkeits-)Stromung: Navier-
Stokes-Gleichungen fiir Geschwindigkeitsfeld @(-,¢t) : © € R® — R? und Druck

p(-,t) : Q C R® — R; v = Viskositéitsparameter; f (:zc t) = geg. dukere Kraft:

ail, + Bii- Dii — vAiT = —Vp+ f
divi = 0 ... Inkompressibilitdtsbedingung
Spezialfille:
v=0 .. FEuler Gleichungen (nicht viskos)
=0 .. Stokes Gleichungen (Linearisierung fiir @, D ,klein”)
a=0 .. stationdres Problem

e sei O C R3 beschinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet.

stationdres Stokes Problem:

—AT = -Vp+f , Q
divi = 0 . Q (14.44)
u = 0 , 0N (Haft-Randbedingung)
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

e Losung durch Minimierungsproblem:

1 > > .
E(u) = / §]D6\2 — f iidr —> min mit fe L*(S; R?) geg., (14.45)
Q

U={ue H} (LR | divi=0in Q}
e (14.45) hat eindeutigen Minimierer @ € U (— Ubung)

Satz 14.22 Der Minimierer @ von (14.45) erfillt:

/DU: Dv — f vdr = /pdivﬁda: Vi € H'(Q), mit supp v CC Q, (14.46)
Q

Q

wobei eine geeignete skalare Funktion p € L} () (Lagrange Multiplikator zur Nebenbe-
dingung divd = 0) existiert.

Bew-Idee: 6 E(i,0) = [, Di: DT — f -G dx

(Details: [Ev])

Bem: (14.46) ist schwache Formulierung von (14.44).

14.5.3 Hindernisprobleme / Variationsungleichungen
Bsp: Variationsungleichung

ges: Minima der glatten Funktion f : [a,b] — R

— 3 Moglichkeiten:

(i)  f'(xo) = 0 , firaxg € (a,b);
(i) fl(xg) > 0 , firzo=aq
(iii) f'(zo) < 0 , firmz =0
Zusammenfassung:
f(xo)(x —20) >0 V€ a,b] (14.47)

Beachte: Fiir innere Punkte xy € (a,b) gilt: (z — o) kann beide Vorzeichen haben, und
daher: (14.47) = f'(x) = 0.
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e 1t §8.6: u € H}(Q) ist (eindeutiger) Minimierer von

1
E(u) = 3 / (Vul? — f(z)udx
Q
& u € HY(Q) ist (eindeutige) Losung der Variationsgleichung
/Vu - Vv dx/fv dr Vv € Hy(Q),
Q Q

also schwache Losung von

-Au = [, Q
u = 0 , 0N

e betrachte nun das Hindernisproblem

E(u) := %/|Vu|2 — fudz — min (14.48)
Q

in U = {u € H}(Q)|u > hfiiin Q}, mit gegebenem, glatten Hindernis h: Q — R;
2 C R™ sei beschrankt mit 02 glatt. U ist dann konvex und (schwach) abgeschlossen.

Satz 14.23 Sei f € L*(Q) und U # {} =

(1) (14.48) hat eine eindeutige Losung u € U,

(i) w erfillt die Variationsungleichung
/Vu-V(w—u) dx > /f(w—u) dz YweU. (14.49)
Q Q

(i1i) (14.49) hat eine eindeutige Losung u € U. Die Abbildung f +— w ist Lipschitz, d.h.
de > 0 mat

lur = wollg ) < cllfi = follr2)- (14.50)

Bem: vgl. (14.50) mit Losungsabschitzung fir —Au = f, § 8.3.

Bew:

(i) Existenz ist analog zu Satz 14.19; Eindeutigkeit folgt aus strikter Konvexitéit von

E(u) (siehe [Ev| § 8.4)
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

(i) a) sei w € U beliebig
=u+7(w—u)elU V0<7<1(daU konvex)

Fir e(7) := E(u + 7(w — u)) gilt:
e(0) <e(r) V0 <7 <1; also €' (0) >0

Bem: Wegen der NB u > h wurden hier nur einseitige Variationen von u
verwendet!

b) sei nun 0 < 7 < 1:

e(r) — e(0)

T

:...:/VU~V(w—u)—|—%|V(w—u)|2—f(w—u) dx.
Q
Mit 7 — 0 folgt:

Oge'(O):/VU-V(w—u)—f(w—u)d:E

(iii) Seien (uy, fi);i = 1,2 Losungen von (14.49).
Wiéhle w = uy fiir u;-Ungleichung:

/Vu1 -V(ug —uy) doe > /fl(u2 —uy) dz
Q Q
Index-Vertauschung, addieren

1 9 Poincaré 9
= clu =l " [ 900 - w)P ds
Q

IN

[t = 2w = w)da

1 = follpzllun — U2||H5

VAN

Bem:

(i) Typischerweise gibt es eine (relativ abgeschlossene) Ubereinstimmungsmenge C :=
{z € Q | u(x) = h(z)} mit dem freien Rand 0C N Q.

(i) (14.49) ist schwache Formulierung von u > h, —Au > f, f.ii. in Q
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(iii) Auf der (offenen) Menge O := {z € Q | u(z) > h(x)} gilt —Au = f, f.i.; d.h. die
Nebenbedingung u > h ,wirkt” auf O nicht.

Begriindung: sei v € C§°(0O) fest

= fir |7] < 1 gilt: w:=u+ 70 > h; alsow € U

(14.49) = T/(Vu - Vv — fv)dx >0, fir 7 pos. und neg.!
o

:>/Vu~Vv—fvdx:0 Yo e Cg° ()

ferner gilt: u € H?(Q), siche [KS|

,Penalty”’-Methode fiir Hindernisprobleme:
Ziel: Approximation der Losung v € U := {H(2) | u > 0} von (14.48) durch nichtlineare
elliptische Probleme (¢ > 0):

—Aue—l—%uEH(—uE) = f, Q
0

. 90 (14.51)

Satz 14.24 Sei f € L*(Q), Q C R" beschrinkt mit glattem Rand. Sei u. € HL(Q) die
(eindeutige) schwache Losung von (14.51).
= u. — u in H}(Q) fire — 0.

Bew:

(i) a-priori Abschétzungen:
multipliziere (14.51) mit w. ; [, ... dz

:>/|Vug|2 /u dx—/fuE dx (14.52)

mit 7 :={z € Q | u(x) <0}

Poincaré

= el = ClVuelizg < C/fus dr < O fllz@llusll 20
= w2 < Cllfllz@ Ye>0

aus (14.52): ||Vu6||L2 @ < C||f||L2(Q) Ve >0
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

(i)

also: {u.} glm. beschriinkt in H} ().
= 7 Teilfolge mit u. — w in H}(Q) und v, — w in L*(Q).
aus (14.52):

1
g/ugda:g/fugdeCHfH%z(m Ve >0
Q

Qs
= uz =20 in L*(€2); mit Konvergenzordnung 1.

= w >0 fi. in ; also w € U.

Identifikation des Limes:

u, erfillt laut Def.:

1
/VuE - Vo + gusH(—ug)v — fvde =0 Yve Hy(R) (14.53)
0

speziell fir v = u,:

1
/Vus - Vu, + gugH(—uE) — fu.dx =0 (14.54)
Q

(14.53) minus (14.54); speziell gilt Vv € U:

>0

/Vua V(v —u)+ éugH(—ug)(’/v\;u;) dr = /f(v —u) dx (14.55)
0

— _
<0 >0 auf Qg

e wegen schwacher Konvergenz in H}(Q) gilt (||V - ||z ist Norm in HJ(Q)):
—IVwllfa0) = —IVueli2q)

aus (14.55):

—/|Vw|2+Vu5-Vvd:z: > /f(v—us) dx
le—=0 le—=0
—/|Vw|2+Vw-Vvd:L‘ > /f(v—w)dm Yo e U

It. Satz 14.23: w = u € U ist eindeutige Losung von (14.48).
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(iii) Konvergenz der ganzen Folge:
folgt aus Eindeutigkeit des Limes (generelles Prinzip!)

Annahme: nicht die ganze Folge konvergiert

= 3 2 Héufungspunkte, da {u.} beschrinkt
= Widerspruch zur Eindeutigkeit des Limes.

Anwendungen:
(i) Membran oberhalb des ,Hindernisses” {(z, z41)|Tni1 < h, © € Q}

:/\/1+|Vu]2da:—!>min in U = {uc H(Q)u > h}
Q

Minimalflache tiber Quaderhindernis

(ii) Biegung eines Stabes (vgl. Splines):

a) betrachte RWP

—u" = f(z) = 1 ,0<zx<]1
u(0) = u(l) = 0
Variationsgleichung:

ges: u € H}(0,1) mit

1

/(u’v’ — fv)yder =0 Yo e Hy(0,1).

0
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14.5 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

b) Stab soll unter dem Hindernis h(z) := c¢(1 — z), ¢ > 0 liegen

Elastischer Stab ohne und mit Hindernis

Hindernis-Problem:

—u" = 1, v € (0,29) =0
w(0) = wu(l)=0
u(z) = h(x), = €xp,1)=C

X ... freier Rand

Variationsungleichung (analog zu (14.49)):

ges:u € U :={ue H}(0,1) | v <h} mit

(Referenzen: [Ev| § 8.4, [GH] § 1.2, [KS])
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15 nichtlineare parabolische
Gleichungen

15.1 H~! und ,parabolische” Sobolev Riume

sel 2 C R" ein Gebiet.

Definition 15.1 H1(Q) := H () mit der Dualititsklammer

~—
eH-1 €H;

<\{/’U>GR

und der Norm

[fllz-r1y= sup  (f,u).
weHL(Q); [[uf=1

Wegen D(Q)) C HY(Q) gilt: H1(Q) € D'(Q).
Satz 15.1 (Charakterisierung von H™') Sei f € H1(Q). =

(i) 3 Funktionen f°, f' ..., f* € L*(Q) mit
(f,v) = /fov—l— ijvxj dr Vv € Hy(S),
Q J=1

also [ = [0 =370 fi. (Ableitung im distributionellen Sinn)
(i)

PELA (@) s

| fllz—1 = inf J/ | f7]? dx (15.1) gilt
Q

Bew: [Ev]

vektor-wertige Funktionen:

(15.1)

Betrachten Losungen u(z,t) von Evolutionsproblemen als Funktionen von ¢ € [0, 7] mit

Werten im Banach Raum X.
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Definition 15.2

C([0,T); X) :={u:[0,T] — X | u stetig in [0,T]};

70, T; X) = {u: (0,T) — X mepbar | [, |[u(t)|% dt < oo}, 1 < p < oo;

L>0,T7;X) :={u:(0,T) — X mefbar | esssupy,r|u(t)||x < oo};

Whtr(0,7; X) :={u e LP(0,T; X) |u' € LP(0,T; X )}, wobei u' die zeitliche Ableitung (im
distributionellen Sinn) ist; 1 < p < 0.

mit den Normen

Jullecry = guavs (0l
. :

lullry = / la()% dt | 1< p< oo
0

lullmgr) = ess suppeper llu(t)llx:
T P

[ —— / la(®) % + [ O dt | 5 1< p < oo
0

lullwregry = 55 suppeer (lul®)lx + 14/(8)1x)

Bem: v € C(X) = C([0,7]; X) muss in x nicht stetig sein.
Satz 15.2 (i) O(X); LP(X); L(X); W'P(X),1 < p < oo sind Banach Riume.
(ii) L*(X) = L?*(0,T; X) ist ein Hilbert Raum mit Skalarprodukt

(1, v) = / (u(t), o(t))x dt,

wenn X ein Hilbertraum ist.
(111) sei X separabel, und 1 < p < oo = LP(X) separabel.

Satz 15.3 (Pettis): Sei X separabler Banach Raum, dann gilt:
Die Funktion f : [0,T] — X ist messbar < Yu € X' : t — (u, f(t)) ist messbar (als
skalare Funktion).

Satz 15.4 (Sobolev Einbettung, vgl. Satz 8.2)
Sei uw € WIP(X) fiir ein 1 <p < oo.
= u € C(X) mit

lullo) < ellullwrx),

und ¢ hdangt nur von T ab.
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15.2 schwache Formulierungen

15.2 schwache Formulierungen

Sei 2 C R™ ein beschranktes Gebiet, Qp := Q x (0,7 fiir festes 7" > 0.

Ziel: Analyse von nichtlinearen parabolischen Gleichungen

ut+L(“’) = f(ilj’,t) ) QT
0 , 0Qx 10,7
up(z) , z€Q

u(z,0)

Bsp: uy — A(u®) = u; — adiv(u®'Vu) = 0 ... pordse Medium Gleichung.
au®' ... Diffusionsrate > 0.

e Unterschiede zur Eigenfunktionsentwicklung von § 10.3:
Operator L (bzw. Diffusionsrate) ist iiber u implizit t-abhéngig. L kann degeneriert
sein; im Bsp. fiir u = 0.

Vorstudie: lineare, zeitabhéngige Gleichungen, d.h. L(u) = L(t)u.
Bsp: uy — a(t)Au = f(t) mit f € L*(H'(Q)) geg. und 0 < a < a(t) € C[0,T].

Fiir u € L*(H}(2)) gilt
u = a(t)Au+ f(t) € L*(H(Q));

Gleichung gilt in folgendem Sinn:

Vo € Hy(Q) : (W' (t) — a(t)Au(t) — f(t),v) =0 L. in [0,7].

€eH-1(Q)

Fiir die abstrakte Formulierung von allgemeineren Problemen machen wir

Definition 15.3 Sei H ein separabler Hilbert Raum und V' ein separabler, reflexiver Ba-
nach Raum, wobei die Einbettung V' — H stetig und dicht sei; H werde mit H' identifiziert
(Riesz-Abbildung!).

VeH<=V

heifst dann ein Evolutionstripel (bzw. Gelfand-Tripel ).
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15 nichtlineare parabolische Gleichungen

schwache Formulierung des Ortsoperators:
sei L(t) € B(V,V’) (=beschrankter linearer Operator von V' nach V'), und L(¢) héngt
stetig von t € [0, 7] ab.

zugehorige Bilinearform (vgl. §8.3, 8.4):
a(t;u,v) = v(L{t)u,v)y Yu,v €V

Betrachten fiir gegebene ug € H, f € L*(0,T;V"):

u+ Ltu = f(t) , Qr
u =0, 90x[0,7T] (15.2)
u(0) =

Definition 15.4 u € L*(0,T;V) mitu' € L*(0,T; V") heifit schwache Losung von (15.2),
wenn

(i) Yo eV gilt:
vi(u' (t),v)y + a(t;u(t),v) = v (f(t),v)y fi. in [0,T]. (15.3)
(i) u(0) = ug
Bem: Wegen V' C V' und Satz 15.4 gilt fiir schwache Losungen: u € H'(0,T;V') —
C([0,7]; V'). D.h. der Anfangswert uy wird (zumindest) im V’-Sinn angenommen.
Es gilt sogar mehr:
Lemma 15.1 Seip € (1,00) und p' = 55, und sei u € LP(V) mit v’ € (V') =
(i) we C([0,T); H) mit
llean < e (llullzo + 1) (15.4)
und ¢ hdangt nur von T ab.
(i)
d

Sl =20 (1), u(t))  fi in (0,T)
——
€LY (0,T)

o8



15.2 schwache Formulierungen

Bew:

(i) Sei zunéchst u € C'(H) =
t

e, € [0,T] : [lu®)llF = lu()IE + 2/(%’(8)&(8))1{ ds (15.5)

wéhle t* so, dass:

T
. 1
)1y = 7 [ ) ds
0

Fiir fast alle s € [0, 7] gilt u(s) € V. Wegen Identifikation von H und H’:

(w'(s) u(s))u = v( w(s) ,uls)v < lu'(s)llvlluls)llv (15.6)
S~~~ ~—~
Funktion € H Funktional e H'CV’
aus (15.5):

Ol < 3 [Nl ds+2 [y ds

Holder ]
< FllullZag + 209 @ el

1
< o) (<ol + Tl )+l + 1 By ¥ € 0]

(15.4) folgt mit Dichtheitsargument.
(ii) folgt aus (15.5),(15.6)

U

Satz 15.5 Sei (H,V,V') ein Evolutionstripel, und die Bilinearform a(t;-,-) stetig und
koerziv auf V' (und stetig in t € [0,T7]).

= (15.2) hat eine eindeutige, schwache Lisung u € L*(V)N HY (VYN C(H).
Bew-Idee: (Details in [RR]):

(i) Eindeutigkeit:
Waihle Testfunktion v = u(t) in Def. 15.4, fOT .. dt.
= (mit Lemma 15.1(ii)):

DO | —

(1) = all) + [ atiute)u®) de= [(r@uteya (50
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60

a koerziv, d.h. a(t;u,u) > k||ul|} =

T T
1
H/IIU(t)IIZ’v dt§/||f(t)||V'||U(t)||v dt + 5ol
0 0

mit 22 < ax + b*(a,b > 0) = = < a + b folgt:

lull2ory < C (Il + Nluollz) (15.8)

wobei C' nur von x abhéangt.
Das ist a-priori Abschdtzung = Eindeutigkeit.

Existenz (mit Galerkin Methode):
Sei {p;},en Basis von V. Betrachte die Galerkin-Gleichungen

fir wa (1) = 7, (1)

(u;’l/(t)7 SDJ)H = _a(ta un<t>7 @J) + V/<f(t)7 Spj)V; ,7 = 17 RN L
un(0) = P,up (= Orthogonalprojektion von H auf span|py, ..., ©,))

Lineares ODE-System fiir {«;(¢)} hat eindeutige Losung.

e u, erfiillt a-priori Abschétzungen analog zu (15.7), (15.8) — unabhéngig
von n:

S = [Patally) + [ atun(0) n(0) dt = [(FO.un(e) dt - (159)

<lluoll%
= ||un||L2(V) <(C VYneN
= 3 Teilfolge mit u,, — u in L*(V).

e uc L*(V)N H' (V') ist schwache Losung von (15.2).
(vgl. Bew. von Satz 15.11i)

O

Bem: Abgesehen von der Zeitabhéngigkeit von L ist das ein Spezialfall von Satz
15.9, 15.10.

Bsp: Sei H = L*(Q),V = Hy(9),

n

L(t)u := — Z (aij(@, t)ug, )o; + bi(w, t)uy, + c(z,t)u;

t,j=1



15.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

mit a;;, b;, ¢ stetig und (a;;) strikt positiv definit.

Gleichung fiir @(z,t) = u(x,t)e P (3 grok genug) erfiillt Vorraussetzungen von Satz
15.5. Insbesondere ist a(t;-,-) = a(t;+,-) + B(+, )2 koerziv auf V' (siehe Ubung).

(Referenzen: [RR] §10.1, [Ev] § 7.1, [Sh2] § II1.1-2)

15.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

betrachte fir festes T > 0:

w—Au = f(u) ,Qr
w =0 ,00x[0,T] (15.10)
uw(0) = uy € L*Q)

Definition 15.5 u € L*(0,T; H}(Q)) mit o' € L*(0,T; H*(2)) ist schwache Lisung
von (15.10), wenn (analog zu Def. 15.4):

(i) o € (S - (u (1), 0) + a(u(t), v) = (F(u(t)), 0} fi. in [0,T],
wobei a(u,v) = [, Vu- Vv dz;

(11) u(0) = up.
Satz 15.6 Sei f:R — R Lipschitz (mit konst. Cp,) = 3! schwache Lésung von (15.10)

Bew: Idee: FPS von Banach in X = C([0,T}]; L*(Q2)) (wegen Lemma 15.1(i)) fiir 7} €
(0, T'] hinreichend klein.

(i) Definition des Fixpunktoperators A:

f Lipschitz = [f(z)| < C(1+ |z|) (15.11)

seiu € X = h(t) = f(u(t)) € C([0,T1]; L*(Q)) C L*(0,T1; L*()).

laut Satz 15.5: Das lineare Problem

w—Aw = h ,Qp
w o= 0 ,00x][0,T}] (15.12)
w(0) = wug

hat eindeutige schwache Losung w € L*(Hg(Q)) N HY(H1(Q)) N C(L*(2))
= Au) =we X
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15 nichtlineare parabolische Gleichungen

(ii) Kontraktivitdt von A:

Seien w = A(u),w = A(@),h = f(u), h = f(i).
w — w erfiillt Yo € H}(Q):

(w' —w',v) 4+ a(w —w,v) = (h—h,v)2 Ll in [0, 7]

wihle v = w(t) — w(t) (analog zu Satz 15.5) = f.. in [0, 7] gilt:

d . - = .
Tllw = @llie) + 2V (w = @)l = 200 = hyw — @) 2
. 1 .
< ellw = @lza@) + 21 () = f(@)Z20) (15.13)
Poincaré, (15.11) ) 2 C’% 2
< eCplIV(w = @)y + = llu = 720

wahle 505 =2=

: c2 ) 2 )
Jw(s) —w(s)]|72(q) < ?L / Ju(t) = a(t)]| 72y dt < ?LT1||U—UI|§ Vs € [0,T1]
0
(15.14)

= Fiir 7} klein genug (héngt nur von C, und C}, ab!) ist A kontraktiv.

= FPS von Banach: FP-Problem A(u) = w hat eindeutige Losung v € X. Wegen
(15.12) ist u auch eind. schwache Losung von (15.10).

(iii) Fortsetzung der Losung:

ue X = u(Ty) € L*(Q) = Losung kann auf [T, 277] usw. fortgesetzt werden.

Beweisalternative: A" ist kontraktiv auf C'([0, T]; L*(Q)) fir n = n(T) gro genug
(— Ubung).

Bem: Satz 15.6 gilt analog fiir Systeme, d.h. u € R" (siehe [Ev]). Lipschitz-Annahme an f
ist mathematisch wichtig, aber fiir chemische Anwendungen eine wesentliche Einschran-
kung: Dort ist f meist ein Polynom (z.B. quadratisch bei bindrer Reaktion).
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Definition 15.6 Seien X,Y Banach Rdume. f : X — Y heisst lokal Lipschitz, wenn
VR > 0: 3L(R) mit

[ f(u1) = fu2)lly < L(R)|lux —ua|lx  Vurp € X mit |luis| < R.

Bem: f muss hier keine skalare (d.h. punktweise) Funktion von u(z) sein; kann Differential-
, Integraloperatoren beinhalten.

Bsp: f(u) = £u?

= f: L*(Q) — LYQ) ¢ L*(Q), aber L}(Q) € H7}(Q) in 1D.

[ f(u1) = flu) |- Cll(ur — uz)(ur + u2)|| L1 (o)

2RC |luy — usl|p2(q) fiir |luiallr2@) < R
=:L(R)

IA A

Satz 15.7 Sei f: L*(Q) — HY(Q) lokal Lipschitz =

(1) Ftmax € (0,00], und VT < tumax gilt: (15.10) hat eindeutige schwache Lisung auf
[0, 7).

(i1) falls tyayx < 00, dann:

i (fu(®)] 2 0) = oc.

(analog zu ODEs)
Bew:

(i) Verwende FPS von Banach auf Kugel
Kp:={ue X =C(0,T1; L*()) | |lullx < R}
mlt R = R(HUQHLZ(Q)) = 2II1&X(||UOHL2(Q), ].)

a) Definition des Fixpunktoperators A wie in Satz 15.6:

Sei u € Kg = h(t) := f(u(t)) € C([0,T1]; H1(Q))
= A(u) :=w € X 16st (15.12).
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b) A: Kr — Kg:

auf Kp gilt:

1F @)= < WFON -+ (@)= FO -+ < O+ L(R) Jul[2 (15.15)
Sei u € Kg; wahle Testfunktion w(t) fiir (15.12) (analog zu (15.13)).

= fa. in [0, T3] gilt:

d
Fllwlie  + 20Vellig =20 (u(®), w(t) (15.16)

1
< g”f(u(t))“%i—l(g) + 5||w(t)||§13(9)
Poincaré

1
< I @O + (G + DIVw®)zaw
mit £(C2 + 1) = 2 und (15.15) = Vs € [0, 7}]:

Ty
2
[w(s) 72 < ||Uo||%2<9)+g/||f(0)||§{—1(m+L(R)2l|u(t)||%2m) dt
0

IN

Juolacey + T3 [IF O30y + LRR?]
Fiir

3 R?
WG+ D) [T + LR

gilt: [|w(s)]| 2@ < R, also w € K.

Ty < 6(Jluollz2) ==

Bem:

(1) Wenn f(u) nur lokal Lipschitz, dann: L(R) 2% o0, d(JJuol]) — 0.
2)[lw(0)]| = [luoll < &; lw(?)|| stetig = fiir T} klein bleibt w in K.

c) Kontraktivitét von A:

Analog zu (15.14):

i L(R)? i
lw(s) = @(s)llz20) < ——Tillu—allx Vs € [0,T1]

= fiir 77 < 0(||uol|z2) ist A kontraktiv.
= (15.10) hat eindeutige schwache Losung auf [0, 7}].

d) Fortsetzung der Losung:

u(Ty) € L*(Q) = Losung kann auf [Ty, Ty + 6(||u(T1)||z2)] (mit § > 0) usw.
fortgesetzt werden. Wenn ||u(t)|| wéchst (und f(u) nur lokal Lipschitz), wird ¢
immer kleiner. = max. Existenzintervall [0, tmax)
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15.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

(ii) Annahme: tya < 00, und limy . [|u(t)]/22(0) < oo oder Limes A.
= J Folge t, /" tmax mit ||u(ty)|[r2@) < C Vn.

Fiir ¢, ,nahe genug bei” t,.x kann u(t) auf [t,,t, + 0] fortgesetzt werden (wobei
d = 0(C'), unabhéngig von t,,), mit t, + § > tmax.

Widerspruch zur Def. von ..

Bsp. 1:
— Au = f(u) = u?, u(t =0) = ug (15.17)

Gegenlaufende Effekte: Au glittet, wihrend u? die Losung ,aufblasen” ikt (vgl. u; = u?).

= (15.17) hat nicht fiir alle uy € L?(f2) eine glatte, zeitlich globale Losung (siche [Ev] §
9.4).

Bsp. 2: (15.17) mit f(u) = —ulu|; entspricht Verbrauch der chemischen Substanz mit
Dichte u(x,t) > 0 (— Dissipation).

f R — R ist monoton fallend; — f auch monoton in folgendem Sinn (zumindest in 1D).
Definition 15.7 f: H}(Q) — H () heisst monoton, wenn
(f(ur) = f(uz),us —ug) >0 Vuy € Hy(Q).

Satz 15.8 Sei f : L*(Q) — H~'(Q) lokal Lipschitz und — f|y3 monoton =

(1) (15.10) hat eindeutige schwache Lisung auf [0, 00).
(ii) Sei zusdtzlich f(0) =0 =
u(®)l] 2 < uollp2epe " >0,

mit Poincaré-Konstante C,.
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(i) Ziel: a-priori Abschitzung fiir ||u(t)||z2@) Vt > 0 = schlieft ¢y < oo aus (laut
Satz 15.7ii).

Sei u die schwache Losung von (15.10) auf [0, tyay). Analog zu (15.16) gilt f.i. in

[O7tmax):
g2 < —2[|Vul|? 2
dt“u||L2(Q) S [Vul[72q) + 2(f(u), u)
—f monoton
N oVl 2 o (F(0), u)g (15.15)
Poincaré
< =2[VullZai) + 20 F O)la-10)y/1 + C2l[Vul 120
vollst. Quadrat
< C=C(f )z, Cp)
= [[u(t) || z2(0) < [uol[L2) + Ct V€ [0, tnax)

= Tmax = 00
(ii) aus (15.18) folgt fiir f.a. ¢ > 0:

caré

d Poi
a”uH%ﬂ(Q)S_QHVUH%?(Q) < =202 |ulf2q

(Referenzen: |[Ev| §9.2, [Pal § 6.1)

15.4 quasilineare parabolische Gleichungen

sei T > 0 fest.

Bsp 1:

u —div(a(u)Vu) = 0 ,Qp
w =0 ,00x][0,T] (15.19)
u(0) = wuy € L*Q)

mit a € C(R);a(u) > § > 0 Vu € R (d.h. gleichmdfig parabolisches Problem);
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15.4 quasilineare parabolische Gleichungen

z.B.: a(u) = |[u[™' + 6§, m > 1 (modifizierte porése Medium Gleichung)

Spater zusatzlich notig: a(u) < 0 (Aquivalent” zu ug € L>*(Q2), wegen Maximumsprinzip)

allgemeinere Probleme (abstraktes Cauchy-Problem)

Sei V ein separabler, reflexiver Banach Raum, H ein Hilbert Raum, V" € H C V' ein

Evolutionstripel, und A: V — V' (zB: V = H} (), A = —A):

{ u'(t) + A(u(t)) = ft),0<t<T
uw(0) = w e H

(15.20)

Suchen Losung u € X := LP(0,T; V) (fiir ein p € (1, 00) fest) mit v’ € X' = L¥ (0, T;V").

f e X geg.
Laut Lemma 15.1 = v € C([0,T]; H)

schwache Formulierung:

{ (W'(t),v) + (A(u(t)),v) = {(f(t),v) fi. in [0,T],
u(0) = wupin H.

aquivalente Operator-Formulierung:

Sei A: X — X' fe X"
w4+ Au) = fin X'
U(O) = u€e H

Einschub: nichtlineare Abbildungen

Definition 15.8 Seien X,Y Banach Raume. A : X — Y heifst

(i) beschrankt, wenn VS C X:
S beschrinkt in X = A(S) ist beschrinkt in Y;

(i1) demistetig, wenn V{u,} C X:
Up, — u in X = Alu,) = A(u) in Y.

Definition 15.9 Sei V' reflexiver Banach Raum. A :V — V' heifit

(i) hemistetig, wenn Yu,v € V:
t— (A(u+tv),v) ist stetig (als Fkt R — R);

(15.21)
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(i1) vom Typ M, wenn V{u,} C V:

wenn u, — winV, A(u,) — fin V' (V ist reflexiv) und limsup(A(uy,,), u,) < (f,u)

= Alu) = f;
(11i) koerziv, wenn Yu € V

(A(u), u)

— o0 fir ||u|| — oo
[l

Lemma 15.2 Set A:V — V'

(1) hemistetig und monoton = A ist vom Typ M
(i) vom Typ M und beschrinkt = A ist demistetig

(111) demistetig = A ist hemistetig.

Bew: [Sh2]

Bsp 1: Sei V = H(Q), A(u) = —div(a(u)Vu) : HY — H™', mit
a€ C(R),0<d <alu) <.

e A ist beschrinkt, da Yu,v € H}(Q):

< lall oo qeyllel g l[0]] g

(A(u), v)]| = '/a(u)VU Vo da

e A ist koerziv, da

Poincaré

(A(w),u) = Collullfy VYue Hy(Q)

e Aist vom Typ M, da: B
Sei u, — win H} mit A(u,) — fin H™! und v € C§°(Q)

= u, — uin L*(Q), a(u,) — a(u) in L*(Q) (mit Lebesgue).

= (A(uy),v) = [ a(u,)Vv-Vu, de — [ a(u)Vv-Vudz = (f,v),

cr2(Q) cL2(Q)
da f € H ' und C§° dicht in Hy: f = —div(a(u)Vu) = A(u)

e A ist demistetig laut Lemma 15.2ii

Bem: sogar mehr gezeigt: A ist schwach abgeschlossen.
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Satz 15.9 Sei der Ortsoperator A : V — V' gegeben, sodass fiir seine
Orts-Zeit-Interpretation gilt:

A: X =IP(V) — X' = LP(V') ist (fiir ein festes p € (1,00)) vom Typ M, beschrinkt
und koerziv mit

x(A),v)x > allv|l Vv e X(a>0) (15.23)
= (15.21) hat (mindestens) eine schwache Lésung u € X.

Bew:

(i) Galerkin-Methode:
Sei {g;};en Basis von V und V,, := span[e, ..., ¢y
Laut Lemma 15.2b: A : X — X' ist demistetig.
= A:V — V' ist demistetig (wéhle {u,} C V; mit u,, = const in ¢ gilt {u,} C X)

= Einschrankung von A : V,, — V! ist stetig (da V! endlich-dim. und V,, C V C
HcV cVv)

Galerkin-Gleichungen fiir u,(t) € V,, sind nichtlineares ODE-System:

(un (1), 05) + vilA(ua(t), pi)v = vi(f(t),0j)v; J=1,...,n (15.24)

n—oo

mit u,(0) = Pyug — ug in H (P, = Orthogonalprojektion von H auf V,,)
Losung u,(t) existiert laut Satz von Peano (aber nicht notwendigerweise eindeutig).

a-priori Abschditzung von u, (analog zu (15.9)):

t t
1 1
§Hun(t)\|%+a/ lun(s)IY ds < §|\Pnuo||?{+/ £ () lvllun(s)llvds, 0 <t <oy <T
0 0

—_———

Sllunlk

Wir verwendeten dabei Testfunktion wu,(s) € V,, in (15.24) und Koerzivitat (15.23).

Folgerungen:

t
lun (17 < HPnuOH%JrCn/Hf(S)Hv' [n(8)[| 2 ds
——

0 eL'(0,T)

(Normen fiir u,, € V,, dquivalent)
Gronwall = max. Existenzintervall fiir alle u,, ist [0, 7.
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lun(D)F + ellunlly < lluollfy — allual + 20 fllxlluallx

>1
p§ |uoll3 + Cla, f)...vollst. Quadrat, falls p = 2

(ii) Existenz eines Limes:

e {u,} beschrinkt in X und L>(0,T; H)

= 3 Teilfolge {u,} mit u, = v in X, u,(T) = u* in H
o {A(uy)} beschrankt in X’ (da A beschrénkt)

= A(up) = zin X'

(iii) Identifikation des Limes:
Sei ¢ € C10, T]; integriere (15.24) in ¢:

= [t $oey dat (A1, 90, it = (0], 95 )00~ (un (D), 25 Ju(T)
] : , ~~ ~~

~—— ~——
ex'=Lr (V! ex=Lr(V) €H €H
(15.25)
ln— o0
T T
- /(U(t),%b’(t)%) dt + /(Z — [, (t)g;) dt = (uo, ;)9 (0) — (u*, 0;)1b(T)
0 0
e C'0,T] dicht in LP(0,7T) und {¢;} ist Basis von V
= fiir u € X gilt:
uv+z = f inX
{ w(0) = uy ,u(T)=u*"in H (15.26)
(iv) Identifikation von z = A(u):
aus (15.25):
1 s 1 2
x{AUn), un )x = xr(fun)x + Sllun(O)[ = Sllun(D), VneN
ex
lim sup 1 ! !
, 1 1 ,
Jim sup(A(un),un) < (fu) A+ Slluolly = Sl

da ||u(T)||g < liminf [|u,(T)||g (]| - || schwach unterhalb stetig), bzw. —||w(T)|| g >
lim sup(—||un(T)| z)
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e Laut Lemma 15.1:

integriert in ¢:

1 (15.26)

1 .
DI = ol = [ @), ut) de "2 setf — 2
0
also:
U, = uin X

A(uy,) = z in X’ = A(u) =z, da A Typ M
lim sup(A(uy,), u,) < (z,u)

O
Vorraussetzungen fiir Satz 15.9:
Vergleich von A : V' — V' und A : X — X' (d.h. Orts- bzw. Orts-Zeit-Interpretation)
Lemma 15.3 Sei A:V — V' und
(1) demistetig =
V mefbare Funktionen w: [0,T] — V ist A(u(-)) : [0,T] — V' messbar;
(i1) demistetig und beschrinkt mit
JA() v < Cllullt, weV (15.27)

= A: X — X’ und ist demistetig.

Lemma 15.4 Set A:V -V und A: X — X' und

(1) V-monoton = A ist X-monoton;

(1) beschrinkt mit (15.27) und V -hemistetig = A ist X -hemistetig

Bew: [Sh2]

Bsp 2:

uy — div(|VulP2Vu) = 0 ,Q7r;2<p< oo
v =0 ,00xI[0,T]
uw(0) = uy € L*(Q)
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Diese degenerierte quasilin. Gl. (&hnlich zu poréser Medien Gleichung) hat eindeutige
schwache Losung mit V = W, ?(Q), H = L*(Q), da:
AV — V' ist demistetig, beschréankt, monoton, koerziv (— Ubung).

AV =V da Vv e WyP(Q):
vi(A(u),v)y = /!Vu|p2Vu Vo da

Q

older p—1 p—1
< IVl IVellee < lulls vl

Eindeutigkeit der Losung nur unter Zusatzannahmen:

Satz 15.10 Sei A:V — V' monoton (zusdtzlich zu Bed. von Satz 15.9).
= 3! schwache Lisung u € X von (15.21).

Bew: Seien u; » € X schwache Lésungen mit u} , € X’. Analog zu Lemma 15.1 gilt f.ii. in
0, T]:

d 2 _ ! /
a”ul(t) —ua(®)lr = 2(ui(t) —uy(t), ua(t) — ua(t))

Bsp 1: u; = div(a(u)Vu) =: —A(u)
Sei V = HLQ), X = L*(H}) (p =2 wegen (15.22),(15.27))

AV — V' ist i.A. nicht monoton.
A: X — X' ist zwar beschrinkt und koerziv (— Ubung), aber i.A. nicht vom Typ M.

= Satz 15.10 kann nicht angewendet werden und Satz 15.9 muss etwas modifiziert werden.
Fiir den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Kompaktheitsresultat fiir Funktionen von
x und ¢:

Lemma 15.5 (von Aubin; Bew. [Sh2])
Seien By, B, By Banach Riume (By, By reflexiv) mit
By—— B— B;. Sei 1l <p<oo,1<q<oo.
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15.4 quasilineare parabolische Gleichungen

= Die Einbettung
{u € LP(0,T;By) | u' € LY0,T;By)} — LP(0,T; B)
1st kompakt.

Anwendungsbeispiel: Sei {2 C R™ beschrankt,

{u,} glm. beschrinkt in L?(0,T; H}(2)) und
{ul} glm. beschrénkt in L?(0,T; H~1(Q))

= fiir eine Teilfolge gilt u,, — w in L*(0,T; L*(Q))

Satz 15.11 Seia € C(R) mit 0 < 6; < a(u) < d.
= 3! schwache Lisung v € L*(0,T; H}(Q)) von (15.19).

Bew:

(i) Existenz (groktenteils analog zu Satz 15.9):

a) Basiswahl fiir Galerkin-Methode:
Sei {¢;}jen Orthogonalbasis von V' = Hy(Q) (bez. |lullg = [[Vulz2) und
gleichzeitig Orthonormalbasis von H = L?(Q).

Wihle z.B. die Eigenfunktionen von L = —A in H}(Q).
Laut Entwicklungssatz 10.2: {p,} ist ONB von L?(Q).

Ferner:

(%#Pk)y& = /Vgoj-Vgok dr = —/A(pjgok dr = Aj/gojgok dr =10
Q Q

b) a-priori Abschétzung von ] :

e Galerkin-Gleichungen fiir u,(t) = >_7_, a;(t)p;:

e Sei v € Hj(?) beliebig mit [ < 1.

v = + v mit v; € V,, = span[pq, ..., o], v2 L2 V.
= loillmg < llvllm <1, da {p;} OGB von Hj.
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o daul(t) €V, C L3():
v{up (1), v)y = (1, (1), v) i = (uy (1), v1)n = —(A(un(t)), v1)
= (mit fJor]|y < 1)

lun @l = sup [{uy (£), 0)| < [|A(un(8))]|zr-

ol <1

= [Ju,llx < |A(un)|[x» <C VneN (15.28)
(laut Satz 15.9), mit X' = L*(H™').
e laut Satz 15.9:
|lunl|x < C (15.29)

= (mit Aubin-Lemma) 3 Teilfolge mit

u, — u in L*(0,T; L*(Q2)) (15.30)

Bem: ohne Aubin-Lemma hétten wir nur schwache Konvergenz bez. t =
dann keine Info tiber a(u,,).

c) Ersatz fir ,Typ M-Eigenschaft” (zur Identifikation A(u) = z):
(analog zum Bew. von A : V — V' ist Typ M)

aus (15.28): fiir eine Teilfolge gilt A(u,) — 2z in X’
aus (15.29): fiir eine Teilfolge gilt Vu,, — Vu in L*(Q7)
aus (15.30): a(u,) — a(u) in L*(Qr) (mit Lebesgue)

sei v e C3P(Q2 x (0,7))

= w(Au),v)x = / / o)V - Vuy da di

— //a(u)Vv Vudrdt= x/(z,v)x
Qr
= Au) =z
= analog zu (15.25), (15.26): v’ + A(u) = 0 in X'.

(ii) Eindeutigkeit:
Schreibe (15.19) als

uy = Ab(u) in L*(H(Q)) (15.31)

mit b(z) := [

o a(w) dw = b(0) = 0; b € C*(R) monoton wachsend, |b(2)| < d]z|.
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15.4 quasilineare parabolische Gleichungen

Seien u; o € L*(HJ () zwei schwache Losungen, also

Wihle fiir (15.32) die spezielle (trickreiche) Testfunktion
T
/b ui(7,8)) — blug(z,8)) ds € H'(0,T; Hy(Q))

mit

o(T) = 0,
ve = —blur) + bluz) € L*(Hy),

Vo = / Vib(ur(s)) — blus(s))] ds € H'(L2).

~+

(uy — ug2)[b(ur) — b(uz)| dx dt (15.33)

/ V[b(us (1)) — blus(t))] - / Vb(us(s)) — blua(s))] ds da dt

2
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(Referenzen: [Sh2| § 11.1-2, I11.1, II1.4, [Va| § I1.2, [Ev] § 7.1)
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15.5 Die porose Medium Gleichung

Betrachte

w = Au™ ,Qp
u = 0 ,00 % [0,T] (15.34)
u(z,0) = wug(x) € LL(Q)

mit  C R™ beschrinkt, 9Q € C?* fiir ein a € (0, 1).

Die PMGI ist degeneriert parabolisch (fir u(z,t) > 0).

Definition 15.10 u > 0 heifst schwache Losung von (15.34), wenn
(i) um € T2((0,T); HY(),
(ii) w erfillt

//V(um) -V —up doe dt = /uo(a:)go(:c, 0) dx (15.35)

Vo € CH(Qr) mit p(z,T) =0

Bem: Schwache Losungen von (15.34) sind eindeutig: analog zu Satz 15.11 ii
(bzw. [Va] § I1.2).

Satz 15.12 Sei up € LT (Q) = 3! schwache Lésung von (15.34) bis zu T = oo.
Bew:

(i) glatte Approximationslosungen:

e Seiug € C5°(92)

u, lose:

(un)y = Aul Qy =0 x (0,00)
up(z,t) = 1,00 x[0,00) (15.36)
)

un(2,0) = ugn(x) :=up(z) + =

e laut schwachem Maximumsprinzip (Satz 9.2):

1 1. —
— < up(z,t) < M+ — in Qy, mit M = sup(up). (15.37)
n n

= u, 10st die nicht degenerierten (glm. parabolischen) Probleme
(up)r = div(a,(u,)Vuy,) (15.38)

mit a, € C(R),0 < 5= < a,(u) < M + 2 und
an(u) = mu™t auf [2, M + 1].
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15.5 Die porése Medium Gleichung

e laut Satz 15.11 (fir v, = w, — =): (15.38) hat eindeutige schwache Losung
un — 5 € LA(H;(Q)) N C(L2(2))

e laut [LSUJ, § 6 gilt sogar:

Uy € C21(T000) N O™ () (b, (1), (1) s (11)s € C(Oo0));
u, ist also klassische Losung = Maximumsprinzip darf angewendet werden.

(ii) a-priori Abschétzungen, Konvergenz:

e aus Maximumsprinzip:
0 < Upi1(z,t) < up(x,t) in Qo ¥n €N

Definiere
u(z,t) = lim u,(2,t) V(z,t) € Qo

= up(t) — u(t) in LP(Q) Vt € [0,T] V1 <p < o0;
U, — 0in LP(Qp) VT > 0 (monotone Konvergenz)

e aus (15.37): 0 <u < M in Q

e a-priori Abschéitzung fir V(u™):
Multipliziere (15.36) mit ¢, = u* — (£)™; [ [ dz dt =

T
1 1
m|2 _ m _
//|Vun| de dt = / <m+ 1u0n(x) nm) uon () dx
0 Q

Q
/ L oum @y -2 (2,T) dz (15.39)
— u™ (2, T)— — | wu, (z, x .
m4+ 1 nm ~—
Q >0 <M+1

1 1\t 1 1
< —/(uo(x)+—> dm—i——(M—l——)/dm
m—+1 n nm n
Q
< C VneN, VI>0

e = {Vu™} glm. beschriinkt in L?*() = fiir eine Teilfolge gilt:

k—o0
Vul —— 1) in L*(Qs)

ng

da auch u™ — u™ in L?(Qr), gilt ¥ = Vu™.

Limes ist eindeutig = ganze Folge Vu" konvergiert:
u™ —u™ in L2(0,T; H'(Q))
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e Limes in Gl. (15.39) = Energieabschdtzung:

(m+1) //|Vum\2 dx dt +/um+1(x,T) dwﬁ/u{}”‘“(w) dv VT >0
O Q

Q
(. J/
~~

<limp— o0 inf HVU;H||2L2(QT)

(15.40)

e Randbedingung von wu:

upt € C*H(Qr), Un'loaxory =7 " VI >0

= u™—n"" —u™in L*(0,T; H(Q))
—_———
€L2(0,T;H}())

= u™ € L*(0,T; H}(Q)), da H; schwach abgeschlossen (Satz von Mazur).

e u, ist klassische Losung = erfiillt (15.35) mit AB wug,,.
Limes n — oo liefert (15.35) fiir u = w ist schwache Losung von (15.34).

e Vergleichsprinzip:
Betrachte 2 ABen mit ug(z) < tp(z) Vr € Q
= Uop < Ug, = (mit Maximumsprinzip) u, < 4, Vn
= u(z,t) < a(z,t) (durch n — o)

(iii) beschriankte Anfangsdaten:
Sei ug € L*°(§2) mit supp ug C 2
Approximationsmethode und Vergleichspinzip von (i,ii) funktionieren genauso mit
Uy € C®(Qse) NCH(Q x (0,00)) (aber u, ist an t = 0 nicht unbedingt stetig). ug
beschrénkt, ist fiir Losung von (15.38) wichtig.

(iv) allgemeine Anfangsdaten:
Sei ug € LTHH(Q).

e Wiihle wachsende Folge von Abschneidefunktionen 0 < (j(x) < 1 mit supp ¢y C
Q, ¢ /1 (punktweise).

Approximation der AB:
uok () = min(ug(x)x(z), k) erfiillt die Kriterien von (iii).

= (iii) liefert schwache Losung wuy von (15.34) mit

U1 (2, 1) > up(x,t) in Quo. (15.41)
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15.5 Die porése Medium Gleichung

Bem: ug € L™*! konnte nicht direkt durch {ug,} C C§° approximiert werden
(typischerweise mit Faltung), da dann die Monotonie (15.41) nicht garantiert
ist.

e laut (15.40):
{uy} glm. beschrinkt in L>(0,T; L™ (1))
{Vul"} glm. beschrinkt in L?(Qy)

= (mit (15.41)) uy, konv. f.ii. gegen u € L>(0,T; L™ (Q2)) und w ist eindeutig;
Vu* — Vu™ in L*(Qy)

e v erfiillt (15.40), ||V - ||z2 ist Norm auf Hj
= u™ € L*(0,00; H}()).

w erfiillt (15.35) mit AB ugg; o — uo in L™ Q).

= w erfiillt (15.35), ist schwache Losung von (15.34).

Bem:
Bedingung ug € L™ (Q) kommt aus Energieabschiitzung (15.40); kann ausgedehnt wer-
den [Va]:

Vug € LL(Q) : 3! Losung u € C([0, 00), LY (2)).
PMGIL. generiert also eine nichtlineare, stark stetige Halbgruppe auf L1 ().

Ferner u € C*(0); 0 := {u(z,t) > 0} C Qu

(Referenzen: [Va] § II)
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16 nichtlineare Wellengleichungen

Wir betrachten hier nur semilineare Wellengleichungen (bes. NLW, NLS); diese entwickeln
keine Schocks. Ferner nur Ganzraumprobleme, d.h. 2 = R™.

16.1 Wellengleichungen als Hamilton'sche Systeme

Sei X ein Hilbert Raum, £ : X — R ein Funktional (,Energie”’) mit Fréchet-Ableitung
FE' : X — X' (=1. Variation von E) und J : X’ — X ein linearer, (bez. x/(-,)x)
schiefsymmetrischer Operator. Wir betrachten Evolutionsgleichungen fiir u(t) € X in
Hamilton Form:

u, = JE'(u).
= FEnergieerhaltung:

OE (u)

ot x(E'(u),u)x = x/(E'(u), JE'(u))x =0 (16.1)

Bsp 1: u = (z,p) € X = R?"; E(x,p) ... Hamilton-Funktion,

T
E = G_E,Q_E - J= 0 1
Ox " Op -1 0

oF oF
=1 =—, pr = ——— ... Hamilton Gleichungen

dp ox
Bsp 2: u = u(z) € X = L*(R"; C);
1
E(u) = /§|VU|2 + F(u)dr mit F:C—R; J=—i;

E'(u) = —Au+ f(u) mit ,, f = F'” (vgl. Euler-Lagrange Gleichung)
= iuy + Au — f(u) =0 ... nichtlineare Schrodinger Gl. (NLS) (16.2)

Generelle Annahme:

1
f(u) = g(|u|*)u mit reeller Funktion g, F(u) = §G(|u|2), G' =g, G(0)=0. (16.3)
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Besonders wichtig (z.B. in nichtlinearer Optik/Lasers: ¢-Achse = Ausbreitungsrichtung):

f(u) = £|ul*u ... (de-)fokusierende kubisch-NLS

Bsp 3:
U 1 2 u 1 2 1 2
€eX=H xL* FE = [ —v°+ =|Vu|* + F(u) dz
v v 2 2
O (fuY (0 1 —Au+ f(u) oo g
ja(v>_(—10)( ” mit F' = f;
=7 iy
bzw. (mit v = u,):
uy — Au+ f(u) =0 ... nichtlineare Wellengleichung (NLW) (16.4)

Generelle Annahme (0BdA):
f:R — R mit f(0) =0, F(0) = 0.

Spezialfall: f(u) = m*u

Uy — Au+m*u =0 ... Klein-Gordon Gleichung der relativistischen Quantenmechanik
(16.5)

Physikalische Motivation: relativist. Energie: £? = ¢?p? + m?c?

Quantisierungsregeln (vgl. Schrédinger Gl. mit £ = %):
E — ih0;, p — —ihV
= —huy = —h*ccAu + m?cu

Bsp 4:

X = H' (R); E(u) = /%‘UIP—FF(U) dz; J = 0,

= u = 0,(—0%u + F'(u)) ... verallgemeinerte Korteweg-de Vries Gleichung
Fiir F = 3u? ... Standard KdV

(Referenzen: [Stra § 1)
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16.2 Abschatzungen und ErhaltungsgroRen

... sind wesentlich fiir Beweis der Existenz von Losungen und deren strukturellem Verhal-
ten (z.B. fiir t — o0).

Satz 16.1 (Riesz-Thorin-Interpolation); Bew: [RS2])
Seien (M, p) und (N,v) Mafsraume und sei T': LP°(M, dp) N LP (M, dp) — LP(N,dv) N
L9 (N,dv) eine lineare Abbildung mit 1 < po,p1,qo,q1 < 00 und

1T fllgy < Mollfllpo: 1T flley < Ml f]lp
= J! Frweiterung T : LP* — L% mit

1 t 1-¢ 1 t 1—-t

? Y

Dt b1 Do qt q1 qo

1T fllge < Mo~ M| flp.-

freie Schrodinger Gleichung:

{zut—i-Au = 0,R", teR (16.6)

u(z,0) = wup(z)

Lésungsabschdtzungen durch Interpolation in Lemma 12.2:
Lemma 16.1 Sei uy € LP(R") fir ein p € [1,2]

n

= s Ol o ny < (4t) 277 | (e (16.7)
Gemischte Raum-Zeit-Abschditzung in L"(LP) = L"(Ry; LP(RY)):
Lemma 16.2 (Strichartz-Abschitzung) Sei ug € L*(R") =
()
||U||Lz+%(Lz+%) < c|luol|r2 (16.8)
(i)

[ullzrzry < clluoll L2 (16.9)

mitr:n(§f2), 2§p<% (p < oo firn=1 odern=2)
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Bew: (i) in [Stra|, [RS2[; (ii) durch Interpolation zwischen (i) und ||| geo(z2) = |Juo|| L2

Bem: (16.8), (16.9) bedeutet, dass u fiir ¢ — £00 in gewissem Sinn abklingt; u(t) ist fiir
f.a. t € R regulirer (d.h. in LP(R?), p > 2) als die AB uy. Fiir eine reversible Gleichung
ist das bemerkenswert! Kann daher auch nur fiir f.a. £ € R gelten.

Lineare Wellengleichung:

ug—Au = 0, R, teR
u(z,0) = wup(x)
u(x,0) = wuy(x)

Lemma 16.3 Seiug =0, u; € WIzH(R?)

Bew:

84

_n—1
= s )y < % g ooy

e n = 1 aus d’Alembert’scher Losung (siehe §11.1)

e n = 3 allgemeine Losungsformel (siche [Wh] §7.6):

0 1 1
u(z,t) = prll g / up(y) dS, —l—m / u(y) dSy
ly—x|=t ly—z|=t
Div. Satz 1 . y—x
= yyn div, : u(y) | dy
ly—=|<t -
< o [ Vul ) d
— u —lu
= pp 1\Y / 1\y)| ay
ly—z|<t

v ... aullerer Normalenvektor

Ferner:

Hélder )
[y "= et g ) < Ve

ly—z|<t

(*) Gagliardo-Nierenberg-Ungleichung

e Fiir allgemeines n: [Stra|

(16.10)

(16.11)

(16.12)
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0

Bem: Grund fiir das Abklingen in (16.12) ist die Wellenausbreitung entlang von Charak-
teristiken in einer wachsenden Kugel der Dimension n — 1. Andererseits bleibt [[u(t)| .2
beschrankt (— Ubung).

Erhaltungsgrofsen:
systematische Herleitung mit dem Noether Theorem:

Ist ein Variationsproblem invariant unter einer Transformationsgruppe, so erfiillt die EL-
Gleichung ein Erhaltungsgesetz.

Sei X Banach Raum und £ : X — R ein zu minimierendes Funktional. Sei {T'(s), s € R}
eine Gruppe von linearen Transformationen auf X (also 7°(0) = I) mit

E(T(s)u) =E(u) VseR, Vue X.
% an s =0 =
x (&), Luyx =0 YueX (16.13)
mit L = L7(s)l—o (Generator der Transformationsgruppe) und der Fréchet-Ableitung &’.

Bsp 1: Sei £(u) = [ 3|Vu|? + F(u) dz; mit EL-Gleichung —Au + F'(u) = 0.

Interpretation von (16.13):
(E'(u), Lu) = /[—Au + F'(u)] - Lu dx (16.14)

verschwindet (formal), da Integrand in Divergenz-Form (in ).

Bsp 2: Sei

1 1
E(u) = //—§u§+§|W|2+F<u) da dt (16.15)
R+

(rein formales Integral, Konvergenz unklar) mit F'(0) = 0; EL-Gleichung ist NLW (mit
F'=f).

Betrachte Zeittranslation T'(s) : u(x,t) — u(x,t + s) mit Generator L = J;. Multipliziere
NLW mit u; =

/ 1 1 :
[uge — Au+ F'(u)|uy = 0 iuf + §|Vu|2 + F(u)| —div, |u,Vu| =0 (16.16)

N J/
g =:p
=€
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(analog zu (16.14) in (z,t)-Divergenz-Form), mit Energiedichte e(u), Impulsdichte p(u).

= (mit geeigneten Randbedingungen fir |z| — 00):

1 1
E(u) = / §uf + §|Vu|2 + F(u) dx = const in t,
Rn

d.h. Energieerhaltung (vgl. Bsp 2 aus § 16.1 und (16.1))

Anwendung: aus (16.16) folgt fiir F'(u) > 0, dass sich Signale in der NLW hochstens mit
Geschwindigkeit 1 ausbreiten; Bew: [Stra| §2.

Bsp 3: Die Streckungstransformation T(s) : u(z,t) — AT u(Az, At); A =1+ s mit Ge-
nerator L = t0,+x-V+ "5 1kt £(u) aus (16.15) zumindest fiir NLW mit ' = 0 invariant.

= Streckungsidentitat (,dilation identity”):

d n—1 1
a/te%—x-Vuut—i- 5 Ut dr = —§/H(u) dx (16.17)
Rn

mit H(u) := (n— Duf(u) —2(n+ 1)F(u)
Bsp 4: Sei

1 1
= //élmutﬂ+§|Vu|2+F(u)dxdt

Rn+1

mit Annahme (16.3); EL-Gleichung ist NLS.
(i) Die Streckung u(z,t) — A2u(Az, A%t); A = 1+ s mit Generator L = 2t0; + -V + 2
fiihrt auf die Streckungsidentitit:

d 1
%/ 3 Im(x - Vau) + t|Vu|® + 2tF (u) do = ——/K (16.18)

mit K (u) = nf(u)i — 2n + 2)F(u).
(ii) pseudo-konforme Identitit (basiert auch auf Noether Theorem; Herleitung [Cal):

d
o —|xu — 2itVul® + 4t*F = —2t/K (16.19)

Anwendung: Sei K > 0 und F' > 0 (z.B. defokusierende NLS: f(u) = |u|*u, F(u) =
Hul*, K(u) = (% = 1) Ju|* > 0 fiir n > 2) =
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1
4252/F(u) dxgc—ﬁ/\xuo(xﬂ? de  VteR

Rn

= [ F(u) dz = O(t™?) ... Einfluss des nichtlinearen Terms verschwindet fiir
t — to0.

b) zuy € L*(R™) = zu(t) — 2itVu(t) € L*(R")
falls u(t) € L*(R), dann gilt: zu(t) € L2, = Vu(t) € L?

loc loc

also: Gewinn einer Ortsableitung fiir t > 0

(iii) geschickte Kombination von (16.18), (16.19) liefert die Varianzidentitdt:

dt2/|x| lu|? dr = 16 E(u +4/K (16.20)

mit der Energic E(u) = [ |Vul®> + F(u) dz

(Referenzen: [Stra| § 1-2, 4; [RS2] § IX.4; [SS] § 1-2; [Cal § 7.1)

16.3 globale Losungen von NLS, NLW

e betrachte zunéchst lineare inhomogene Schrodinger Gleichung

u(z,0) = wuo € L*(R")
Sei Ty(s) := e*2, s € R die Evolutionsgruppe der freien Schrédinger Gleichung auf L2(R™)
(siche Satz 12.6).
Vs € R ist To(s) unitér, d.h.
(Ty(s)u,v) = (u, To(—s)v) Vu,v € L*(R™)

e Integralform fiir Losung von (16.21) (Duhamel Formel):

t

u(t) = To(t)ug — i/To(t — s)h(s) ds (16.22)

0
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Satz 16.2 Sei h € L (R; L5 (R™) mit 1 < p < 1+ 4 (baw. 1 < p < o0 fiirn=1,2)

und r = %% = (16.21) hat eine eindeutige (milde) Losung u € C(R; L*(R™)); ist durch
(16.22) gegeben.

Bew:
o Ty(t)up € C(L?) laut Satz 16.2
e Abschétzung des inhomogenen Terms

t

o(t) = —i / To(t — $)h(s) ds

0

Vel =

(v(t), v(t))
Ty (s) unitéir //(To(a — $)h(s), h(0)) ds do

Holder

t ot
< // |76(0 — S)h(3)||Lp+1||h(0)||L1+% ds do
0 0

t ot
(16.7) _2
D e[ [l s ey I 1 ds do
0 0
2 hl? 16.23
= CH "LT/(O,t;L1+%(Rn)) ( . )
= v € C(L?); u aus (16.22) ist eindeutig.
(*) folgt mit verallgemeinerter Young-Ungleichung und Holder:
t
[l = sl H i),y ds
0
_2 T
= lo[7 s (1A e 2 x04(0)) € L7 (R5)
0]

Lemma 16.4 (verallgemeinerte Young-Ungleichung) Sei f € LP(R™) mit 1 < p < oo,

O<g<mn;3+2—1=_mitl<r<oo.

= || |lz|7?* fllor@ny < Ol fllr@n)-
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16.3 globale Losungen von NLS, NLW

Bew: [RS2]

e betrachte NLS

iug+ Au— f(u) = 0, zeR" teR (16.24)
u(z,0) = wuo
mit f(u) = g(|ul*)u, F(u) = 3G(jul?), G' =g, G(0) = 0;
f € CHR) mit |f'(u)] < clufr™ (16.25)
fiir ein p € (1,1 + =%5) (bzw. p € (1,00) fiir n = 1,2), und
4
F(u) > —c|ul® — clu|*" fiir ein ¢ < 1+ —. (16.26)
n
Bsp: n =1, f(u) = +[ul?u, F(u) = £1|ul*: (16.25),(16.26) sind erfiillt.
n =2 oder 3, f(u) = +|u|*u: Bedinungen sind auch erfiillt.
Energie-a-priori-Abschatzungen:
Energie
1
Bu) /§\VU\2+F(U) da
Rn
laut § 16.1-2: ||u(t)|z2 = ||uo|r2, E(u(t)) = E(up) VteR
1 2
= 5V = E(uo) = [ F(u(t)) dx
(16.26) 9 La+1
< E(uo) + cllu()|z2 + cllu@)|[ Lo
Sobolev Ungl. N n(g_
< B(wo) +cluollfa + clluollzz T - [Vu( T
wegen (g —1) <2 (aus (16.26)):
|Vu(t)||zz < C(ug) VteR, (16.27)
|/F(u(t)) dz| < C(ug) VteR, (16.28)
[u(®)]| o1 < Cllu®) || < Clluollar, E(uo)) Vi€ R, (16.29)

mit Sobolev Ungleichung und p aus (16.25).

Satz 16.3 Sei ug € H'(R") und F(ug) < oo.
= (16.24) hat eindeutige Losung u € X := Cg(R; H(R")).
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16 nichtlineare Wellengleichungen

Bew:

(i) Eindeutigkeit:
seien u; o € X Losungen = (mit Sobolev Einbettung) u; o € L®(R; LPTH(R™))
= (mit Duhamel); r = 225 > 2:
np
¢

VieR: u(t) —us(t) = i/To(t —5)[f(ui(s)) — flua(s))] ds

0

= [lua (t) — ua(t)[ Lo+ < C/(t — )| f(wa()) = flua(s))] 1y ds

0
MWS, (16.25), Holder t 5
< C/(t— $) 7 [lua ()T + lua ()50 ] lur (s) = ua(s) || o ds
0
(16.29) ,
< e(ug)T' 7 sup [lui(t) — uz(t)]| o
0<t<T

= uy = uy auf [0, 7] fiir c(ug)T*"7 < 1

Gleiches Argument auf [T, 27T, [2T, 3T}, ... wiederholen = u; = uy Vt.

(ii) Existenz:
e Integralform von (16.24):

t

u(t) = To(t)ug +i / To(t — s)f(u(s)) ds =: v(t) + N(u)(t) (16.30)
=:(t) 0

e betrachte folgende abgeschlossene Teilmenge eines Banach Raumes:
Y = {u € Ct(L?:) M L:(Lngl) ‘ ||u||Loo(H1) + HUHLT(WI,;D-Q—I) S R}

mit der Norm HUHY = HuHC(Lz) + HUHLT(LP+1)-

Achtung: Kugel ist bez. strikterer Norm als || - ||y definiert (Abgeschlossenheit —
Ubung)!

o R = R(up) := 2(2c+ 1)||uo|| g (rny, mit ¢ aus Strichartz-Ungleichung (16.9):
HUHL;(L’;“) < cfu 2 (16.31)

Analog gilt: ||Vv||zrzre1y < €| Vgl 2, da V und To(t) = e 2 kommutieren.
Ferner: ||v]|g: = ||uol| a2
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16.3 globale Losungen von NLS, NLW

e Insges.: v € Y und

HUHL"O(Hl) + HUHLr(Wl,pH) <

2|

e Bew-Idee (Details in [Stra|):
Fiir T hinreichend klein ist die Abbildung A : u — v + N(u) (=Picard-Iteration)
eine Kontraktion in Y:

e 7u zeigen:

a) fiir uw € Y gilt: N(u) € Y mit ||N(uw)| ey + [|N@)||zrmrreey < & also
Au) €Y,

b) [IN(u1) = N(us)|ly < C(T, R)||uy — uslly, wobei C(T, R) ==2 0.

= (mit FPS von Banach) 3! Losung u € L>([0,T]; H'(R"))

e aus (16.30) folgt sogar u € C([0,T]; H(R"))
e T héngt nur von |Jug||g ab, und ||Ju(t)||gx < C VYt € R (laut (16.27)) = Losung
kann auf [T, 277, [T, 0], usw. fortgesetzt werden.

0
Reformulierung der nichtlinearen Klein-Gordon-Gleichung (NLKG):
Uy — Au+m*u = —AMulPlu, z €R", t€R (16.32)
sel
O(t) = ( w(@,t) ) mit v = u; und f(P) = ( _ 0 1 )
v(x,t) AMuP~tu
= 0 IT\g_
N v ( A—m? uo(l?) A (16.33)
®(0) = g = ( UE(@ ) € X := H'(R") x L*(R")
e betrachte zunéchst lineare Klein-Gordon Gleichung fiir m > 0:
P = —iAD, D(0) =Py e X (16.34)

mit Operator

. 0 I
A'_Z(A—m2 0)
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16 nichtlineare Wellengleichungen

e Operator B? := —A + m? > 0, selbstadjungiert auf L?(R™) mit Definitionsgebiet
D(B2) = HX(R") (val. § 12)

Definiere B := v/—A + m?2 > 0 mittels FT:
Bu=F,", (\/ ly|? + mQﬁ(y))
mit D(B) = H'(R"), da:
Plancherel ~
[BullZ: =" 1V 1yl? +ma(y) |7
= [P i) dy

= Vul|7s + m? ||ull3: ... Aquivalent zu ||ul|3:
>0

o |25 :=[|BullZ. + [vllZ:

e A ist selbstadjungiert auf X mit D(A) = H?(R") x H'(R")

e laut Satz von Stone ([Pa]: —iA ist infinitesimaler Generator einer Cp-Gruppe von uni-
tdren Operatoren auf Hilbert Raum H < A ist s.a. auf H):

A costB B~ l'sintB
W(t)=e o ( —BsintB costB

(jeder Term via FT definiert; vgl. § 11.2) ist Cy-Gruppe auf X. W(t)®y € C(R; X) 16st
(16.34).

e NLKG in Integralform:

B(t) = W(t)Do + / W(t— s)f(B(s)) ds (16.35)

— suchen t-globale milde Losung ® € C(R; X); reellwertig, falls ug(x) und vo(z) reell.

e Energieerhaltung:

laut § 16.1:
1 1 m?
E(®(t)) = /51}2 + 5qu]2 + 7u2 + F(u) do = E(®y), (16.36)
mit
F(u) lulPtt >0

:m
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16.3 globale Losungen von NLS, NLW

Satz 16.4 Die NLKG (16.82) mitm >0, A >0, 1 <p< - (1 <p< oo firn=1,2)

n—2

und g € X hat eine eindeutige milde Losung ® € C(R; X).

Bew-Idee: (Details: [R])

(i)

(iii)

t-lokale Losung fiir m > 0:
o f: X — X, da fiir ®= (u,v)’:

Sobolev
1F(@)x = Al ulP " ulle = Al < Cllullf < C1@I%

e also: f lokal Lipschitz in X
e laut Satz 6.1.4, [Pa] (vgl. auch Satz 15.7): (16.35) hat eindeutige milde Losung
® € O((tyin, tmax); X). Falls tmax < oo, dann limy s .+ [[®(t)[x = oo (analog

ffll" tmin)

t-globale Losung fiir m > 0:

Sobolev 9 1
E(®y) < C([Pollx + [[Pollx )

dap+1< % = p* ... Sobolev Index fiir n > 3

Umgekehrt:

le@I% = IVulzz +m?[lullZ: + vl

—

*

< 2B(2(1) + m®||u(t)]|7:

=

1
< 2BE(®g) +m? §||(I>0||X+t2E(<I>0) VteR

mit u(t) = ug + [, v(s)ds € L*(R") Vt € R.
(*) Wir verwenden hier den Term | mTQuQ dx von E(®) nicht, damit die Abschétzung
auch fir (iii) funktioniert.

= tmax = _tmln =0

e Energieerhaltung miiftte aber erst fiir regulare Losungen rigoros gerechtfertigt
werden; dann Dichtheitsargument.

m = 0:

Schreibe (16.32) mit einem mgy > 0 als:

. 0o I\. (o0 o
(I) (A—m% O)CI)_(—)\]u\p_lu+m%u>_'f((p)

f ist lokal Lipschitz auf X = Rest analog zu m > 0.
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16 nichtlineare Wellengleichungen

(Referenzen: [Stral § 3; [R] § 1-2; [Pa] § 1,6)

16.4 , Explosion” von Losungen
Bsp 1: uy = ud =0

(i) pos. Vorzeichen = (uy)? + “—24 = FE = const in ¢
= alle Losungen liegen auf geschlossenen Kurven im (u, u;)-Phasenraum = existie-
ren fir t € R

ut

(ii) neg. Vorzeichen = (u;)> — % = E = const

seien u(0) = up und u:(0) > 0 gegeben mit £ > 0

u(t)
1
=1 = /(E—f- 5114)_% dv

uo

Sel

[
T:= /(E—|—§v4)_§ dv < o0

uo

also lim; »r u(t) = oo, d.h. Explosion der Losung.

Bsp 2: NLS:

i+ Au — f(u) =0, u(0) = ug (16.37)
mit

K(u) = nf(u)i—2n+2)F(u) <0 VueR (16.38)

(z.B. fokussierende kubische NLS fiir n > 2... Gegenstiick zu Satz 16.2)
Satz 16.5 Es gelte E(ug) = [ 1[Vuo|> + F(uo) dz < 0.
= keine glatte Losung der NLS (16.37), (16.38) kann fiir alle Zeiten existieren. (,glatt”

heisst hinreichend differenzierbar und abklingend bei |x| = oo, so dass alle Terme im
Beweis definiert sind.)
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16.5 Stabilitat von Solitonen

Bew: laut Varianzidentitét (16.20)

d2
@/I%‘IQM2 dr = 16 E(u) +4/K(u) dz < 16 E(ug)
= / |z)? [u(t))? de < 8 E(ug) t* + c1t + ¢y < 0
0
<

fiir ¢t grofs = Widerspruch.

Beispiel einer Explosion:

Sei f(u) = |u|7u (2.B. fokussierende kubische NLS fiir n = 2; das ist der relevante Fall in
Optik).

Spezielle Losung von (16.37):
|.T’ . _n ﬂ %
ﬁ [47TZ(t — t)] 240 0<t<t

FL der freien Schrod. Gl. auf R”

u(w,t) = @(

und ¢(x) = @(|z|) erfiillt:

1 s
—Ap — ——|p|rp =0, R"
@ (47)2\90190 ,

= Explosion an x = 0, t = t* in L>(R"), H'(R"), aber |[u(t)||z2 = const.

(Referenzen: [Stra| § 4; [SS] § 5.1)

16.5 Stabilitat von Solitonen
fokussierende NLS
iug + Au+ [u*u=0,z€R", t€R

spezielle Losungen als stehende Welle:
u(z, t) = e* ()
mit

Ap — N2p+|p/*p=0 (16.39)
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16 nichtlineare Wellengleichungen

(Losbarkeit: [SS] § 4.2)

fiir n = 1: (16.39) hat eindeutige (nicht konstante) Losung (bis auf Translation)

o+ 1)
9(z) = cosh%()\az) (16.40)

n € N: 3! positive, radialsymmetrische (z.B. um x = 0) Losung ¢ (,,Grundzustand”); klingt
fiir |z| — oo monoton ab.

aus Galilei-Invarianz = wandernde Wellen (,,Soliton”)
Frage: Sind diese stehenden/wandernden Wellen stabil?
Lineare Stabilitdtsanalyse (Heuristik):

e kleine Stérungen von g(z)ei':

u(z,t) = g(x)(1+r(z,t))eX @)

~ [g(x) +v(x,t) +iw(z, )™ (16.41)
—— N —
i=gr :=gs

e Linearisierung der NLS um g’ =

5 v\ 0 Lo v
Nw /) \ =L 0 w
mit den selbstadj. Operatoren Ly = —A + X2 — ¢??, L = —A+ X — (20 + 1)g*

e Annahme: zeitharmonische Stérung
v,wx e, QeC
= Q% = LoLv (16.42)

o g st (16.39)

1 1
= Lov = ——div (92V (—v))
g g
o\ |2
é/ngvdx:/’V (—)
g

g2d:1720:>L020
Rn
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16.5 Stabilitat von Solitonen

ferner: Log =0, L1(Vg) =0

e aus Monotonie von g = Vg hat einzige Nullstelle an x = 0. Man kann zeigen: L; hat
genau einen neg. Eigenwert; 0 ist der 2. EW (zum EV Vg)

e suchen Vorzeichen-Information iiber 2, = Minimum von 9?2 in (16.42):

aus (16.42):
~1 —1
(VLo v) =+ LoLi\/Lo(\/Ly v)fallsv Lg
—_———
selbstadj.
=0k

fiir Q # 0 gilt fiir Losungen von (16.42): (v,g) =0
Lemma 16.5 Unter obigen Annahmen gilt:

sgn(2 — no) = sgn(Q32)
Beweis:

e Minimum von Q% auf {v € L? |v L g}:

Q2 (v/Lo v,v/Io v =(VTo v,v/Lolw)y

(v, L1v)

Q2 = mi
T L)

m

(Rayleigh Quotient)

auf {g}+ gilt: Ly strikt positiv
= sgn(022) wird nur durch sgn(v, L;v) bestimmt.

Betrachte daher das Minimum von
(v, L1v) = / Vo> + [\ — (20 + 1)g*7Jv* do

auf {g}+ mit ||v]|z: = 1;
das ist ein (quadratisches) Minimierungsproblem mit den Nebenbedingungen

/U2dm:1, /vgdmzo

Zugehorige (modifizierte) EL-Gleichung fiir das Minimum o:

—AD+ [N = (20 + 1)g*™]0 = L0 = il + ag, (16.43)
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16 nichtlineare Wellengleichungen

i, € R ... Lagrange Multiplikatoren

Wegen v L g, ||9]| = 1: (9, 110) =

e a # 0, da Grundzustidnde von Lo(= ¢) und L; nicht orthogonal sein kénnen (keine
Nullstellen).

o Figenwerte von Lq: pio < p1 =0 < pa...
da g L Vg (=EV zu p;), kann (16.43) fir p € (po, p2) aufgelost werden:

v=a(Li—p)'yg
= 0=(g,7) = alg, (L1 — 1) "'g) =t af(n)
e f:(uo, o) — R hat Nullstelle i € (po, p12), da f monoton und

li =— I =
Jim f () = —oo, Jim f(p) = o0

(folgt aus Monotonie von (u; — p)~* und Spektraldarstellung von L.
e es gilt sgn i = —sgn f(0) = —sgn(g, L; 'g)

/(1)

£(0) /P'T —H

e Bestimmung von f(0):

g(\?) erfiillt Log = —Ag + N2g — g**1 =0
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16.5 Stabilitat von Solitonen

differenzieren nach \2

dg
==L 4g=
L2 g="

e aus Skalierung ¢(z) = A ®(Az) von (16.39) erhilt man

[oveas =i [ gy ao

0 2
= sgn —/dex =sgn (= —n)=—sgnf(0)=sgnji=sgn2
ON? o

o Klassifikation (durch heuristische Analyse):

(i) no > 2:

0

W/gzdx<0, f<0,02 <0

= gestortes Problem (16.41) hat Moden e*/ml?
= instabil

(i) no < 2:
Q2 > 0 = Moden e*ilmlt
= linear stabil

(iii) no = 2: keine Aussage

also: 1D-Solitonen der fokussierenden kubischen (o = 1) NLS stabil.

rigoroser Zugang: [SS] § 4.4; [Stra| § 7

(Referenzen: [SS] § 4)
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Hindernisproblem, “Penalty”-Methode

E(u) = /%|Vu|2 — fudz = min
Q
in U:={uc H(Q) | u>0}, Q= K(0),

{1 05< |2 <1
f(@) '_{ —2,  |z| <05

“Penalty’-Approximation: u® — u in Hy () fiir £ — 0:

—Aw + LuwfH(—v?) =f, Q

= =0, 9
u® =0,
solution with & = 0.1 solution with = = 0.01
0.02
0.04
0
0.02
0
0.02
0,02
0,04
s 0.04
0,06
-0.08 v .
e y Wy 0.06
04 o :
1 .
05 y
. il -0.08
05 ©
05
X 14
Yy
1 .
freies Minimum in H( mit Strafterm, ¢ = 0.01
solution with & 0 001 solution with £ = 0.0001
0.04
0.035
2 : 0.03
i 0.025
J \ ! z / \ ) 0.02
" ; 0.015
0.01
0.005
0

mit Strafterm, ¢ = 0.001 mit Strafterm, ¢ = 0.0001
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“Penalty”- Approximationen — Querschnitte

cross section of u(x,y) at y=0

-0.2

freies Minimum in H}(€2)

cross section of u g 40, (xy) at y=0

mit Strafterm, e = 0.001

Fiir Minimum an z = 0 (bzw.

0.04

0.03+

0.021

s 001+

-0.01+

0ss section of u 0.01(X'y) aty=0

-0.02

mit Strafterm, e = 0.01

cross section of u rmum(x,y) aty=0

mit Strafterm, e = 0.0001

‘inneres Plateau’) gilt: u.(0) ~ —2¢



“Penalty”-Methode, asymptotisches Verhalten

“Penalty”-Approximation in u®:

—Au 4+ wH(—u®) = f , Q
0 , 00

ut =

Ubereinstimmungsmenge (d.h. ug(z) =0) C C Ko(3)

asymptotische Entwicklung in C"

u?(x) R up(z) +eur(z) <0 = H(—u) =1

einsetzen in (B.1), Koeffizientenvergleich:

O(%) ; up(z) =0

1
O(l) . —AUO—FE *EUY :f

= wu=f=>u(r)x -2, zel

numerische Losung am Ursprung:

e w(0,0)
0.1 - 0.0954511
0.01 - 0.0188197

0.001 |- 0.0020001
0.0001 | - 0.0002005

(B.1)



Porose Medium Gleichung

Uy = (%) e, Ry x R mit m = 2

Fundamentallésung:
1 22
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(In-)Stabilitat von stehenden Wellen

fokussierende nichtlin. Schrodinger Gleichung:

ity + Upe + [u[*u=0, 1 €R, t€R

stehende Wellen:

90

numerische Losung bei t = 7

e=1t=2z

numerische Losung bei t = 27

o=3
12} g
WL i
o8 1
= 06 1
04r E
ozl i
s T o T z s s
H
(exakte) Anfangsbedingung
o=3,t=n
1.4
12 1.2
1.2
1+ 1
1
08 [eX:]
0.8 _
Zo6 0.8
06
0.4 04
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02 02
0.2 7 N—
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- -4 -3 -2 -1 o 1 2 E) 4 5
M
(,falsche”) numerische Losung bei t = 7
o=3,t=2n
12 12
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N + L)%
cosh~ (Aox)

instabil fir o =3 > 2:

(,falsche”) numerische Losung bei t = 27



