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1 Einfiihrung

Diese Einfiihrung zur Vorlesung " Gewohnliche Differentialgleichungen” stellt ty-
pische Fragestellungen der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen anhand
der Theorie der Planetenbewegungen vor.

Sowohl die Untersuchung von Differentialgleichungen als auch die physikalisch
begriindete Theorie der Planetenbewegungen gehen auf Isaac Newton (1643-
1727) zuriick.

o Der Mathematiker Newton ist (zusammen mit Leibniz) als Begriinder der
Differentialrechnung bekannt.

e Der Physiker Newton gab dem Gesetz
Kraft = Masse x Beschleunigung (1.1)

seinen Namen.
Diese beiden Tatigkeitsfelder Newtons hangen miteinander zusammen. Ist namlich

e z(t) € R3 der Ort eines Massenpunktes zur Zeit t € R, dann sind @(t) €
R3 seine Geschwindigkeit und i(t) € R? seine Beschleunigung zu diesem
Zeitpunkt.

e Andererseits kann die Kraft F' von Ort und Geschwindigkeit des Teilchens
und auch direkt von der Zeit abhangen, sodass Gleichung (1.1) die Form

F(x,%,t) =mi
besitzt. Dabei ist die Kraftfunktion F' als bekannt vorausgesetzt.

Dies ist ein Beispiel einer Differentialgleichung, denn es handelt sich um eine
Gleichung, die von der gesuchten, hier vektorwertigen Funktion z(t) und ihren
Ableitungen erfiillt wird.

Beispielsweise wirkt auf die Erde (mit der Masse m > 0) die Kraft

F(z) = —m”;"g (€ RA{0)), (1.2)

wobei vereinfachend vorausgesetzt wird, dass die Sonne sich im Ursprung des
Koordinatensystems befindet. Eine genauere Behandlung zeigt, dass sich das
echte 2—Korperproblem, bei dem Erde und Sonne sich um ihren Schwerpunkt



bewegen, auf das diskutierte Zentralkraftproblem reduzieren lasst. Die positi-
ve Konstante « ist das Produkt von Gravitationskonstante und Sonnenmasse.

Kraft

Schwerpunkt

Gleichung (1.1) besitzt hier also nach Kiirzung durch m die Form

i =—yrZs) (1.3)

Newton l6ste diese Differentialgleichung und leitete damit die bisher nur empirisch
aus den Beobachtungsdaten abgelesenen Keplerschen Gesetze der Planetenbe-
wegung aus dem mechanischen Grundgesetz (1.1) und (1.2) ab.

Dies war der erste Triumph der neuen Naturwissenschaft — 1687 in seinem
Hauptwerk " Philosophiae naturalis principia mathematica” (kurz: Principia) ver-
offentlicht.

Newton war sich der Bedeutung seiner Erkenntnis bewusst, und da er auBer
zu Mathematik und Physik auch zum Geheimnisvollen und Mystischen neigte,
verschliisselte er einen lateinischen Satz in einem Anagramm. Der Satz lautete,
frei ibersetzt [Ar2]:

"Es ist niitzlich, Differentialgleichungen zu l6sen.”
Wir wollen Newtons Rat folgen und (1.3) Idsen.

1. Als erstes stellen wir fest, dass der Planet fiir alle Zeiten in der durch seinen
Anfangsort und seine Anfangsgeschwindigkeit aufgespannten Bahnebene

bleibt, denn
d T XT
N W TXT
dt[x()xx()] EXTHTXE=1XT 7||x||3 0,

der auf dieser Ebene senkrechte Vektor z(t) x z(t) € R ist also zeitlich
konstant.

2. Nun ist es niitzlich, den Ort () in dieser Bahnebene durch eine komplexe
Zahl z(t) zu beschreiben, wobei z(t) := x(t) +ixo(t), falls 0.B.d.A. x x &
in 3—Richtung weist.



Damit ist in Polarkoordinaten z(t) = r(t)e’®), also
2= (F+ipr)e® und = (7 — @ +i(27) + 1r())e’.

Nach Division durch ¢* und Trennung von Real- und Imaginirteil fiihrt die
Newtonsche Kraftgleichung z = _Vﬁ damit zu den beiden verkoppelten
reellen Differentialgleichungen

(1) iF—@*r+%=0
(1) 27 +rg = 0.

. Wegen 4 (r?¢) = r(27¢+rg) = 0ist | := r? = const eine Konstante der
Bewegung. Die Multiplikation dieser GroBe mit der Masse m des Planeten
ergibt definitionsgemal den Drehimpuls. Dieser ist also zeitlich konstant.

. Substitution von ¢ = [/7? in (l) ergibt die Gleichung

B S
r—ﬁ+ﬁ:0

Auch hier l3sst sich eine Konstante der Bewegung finden, denn mit

& vy

Ur) = 53 T und  Hy(r,7) := 1% + Uy(r)
ist

L) = ¢ (=541 =0

(), 7 = i{i-5+35)=0,

sodass H; zeitlich konstant ist: H;(r(t),7(t)) = H;(r(0),7(0)) =: E. Phy-
sikalisch wird E - m als die Gesamtenergie des Planeten interpretiert.

. Nun sind wir zunachst weniger an der Losung der Differentialgleichung
7= ++/2(F —Uyr)), (1.4)

also der Zeitabhangigkeit des Radius interessiert, als an der Bahnform
R(p) == r(t(¢)). Wir kdnnen zu ¢ als unabhangiger Variable iibergehen,
wenn wir voraussetzen, dass [ = r2p # 0 ist.

Dann ergibt sich aus (1.4)

dR + +R>\/2(E - U/(R))

dp l




oder durch Separation der Variablen und Einsetzen von U,

/ ldR _/d___
+R\2ER? + 2R — I” R

Mit den Konstanten e := /1 + 252[2 und p := [%/ |3sst sich der Integrand

der linken Seite umformen:

l B p/R
R\2ER* +29R 12 \/e’R? — (p— R)?

Es ergibt sich laut Integraltabelle

Zﬂans(nﬂﬂf)—1>::¢__¢o

oder

p
R = .
(¢) 1+ ecos(¢ — ¢o)

Dies ist aber die Gleichung eines Kegelschnittes, wobei die Konstante e als
Exzentrizitdt und p als Parameter des Kegelschnittes bezeichnet wird.

Es ergibt sich fiir Energien
e E<0: e<1 (Elipse)
e E=0: e=1 (Parabel)
e £>0: e>1 (Hyperbel)

Damit haben wir das erste Keplersche Gesetz abgeleitet.

Parabel I Hyperbel
Kraft Kraft
Schwerpunkt Schwerpunkt

Das zweite Keplersche Gesetz besagt, dass die Verbindungsstrecke zwischen
Sonne und Planet in gleichen Zeiten gleiche Flachen iiberstreicht. Es ergibt sich



aus der Konstanz von | = r2p, denn die im Zeitintervall [t,1,] iberstrichene
Flache ist

2 to do(t
[ srerae =y [P = i - n)
o)

1 t1

Ebenso kdnnten wir das dritte Keplersche Gesetz bestatigen.

Wir haben also die Differentialgleichung des Keplerproblems gelost. Ohne dass
dies vielleicht klar wurde, haben wir von der Symmetrie des untersuchten Sy-
stems, namlich der Invarianz von (1.3) unter den orthogonalen Transformationen
des R3, profitiert, indem wir in den Schritten 1) und 2) die festgestellt haben,
dass bestimmte Grossen zeitlich konstant sind und damit die Zahl der Variablen
reduzieren konnten.

In (1.2) kommen maximal zweite zeitliche Ableitungen von x vor, und entspre-
chend miissen als Anfangswerte zur Zeit 0 Anfangsort z(0) € R3 und Anfangsge-
schwindigkeit #(0) € R? vorgegeben werden. Dann existiert fiir alle Zeiten eine
eindeutige Lésung von (1.3) (auBer fiir den bei linearer Abhangigkeit von z(0)
und #(0) auftretenden Fall der Kollision mit der Zentralmasse bei x = 0).

Diesem Erfolg steht aber ein Misserfolg gegeniiber. Verallgemeinert kann man
die Bewegung von n > 2 Massenpunkten untersuchen, die sich gegenseitig an-
ziehen. Man stelle sich z.B. das Sonnensystem mit Sonne, Planeten und Monden
vor.

Das 3—-Korperproblem ist fiir uns von besonderer Bedeutung, denn die Masse
von Jupiter betrdgt etwa 1/1000 der Sonnenmasse, sodass man erwarten kann,
dass schon nach ca. 1000 Jahren seine Anwesenheit die Erdbahn merklich beein-
flusst.

Das 3—Korperproblem widerstand aber in den 200 auf das Erscheinen der
"Principia” folgenden Jahren allen Losungsversuchen.

1885 wurde dem franzésischen Mathematiker Henri Poincaré ein von Konig
Oskar Il. von Schweden auf die Losung dieses Problems ausgesetzter Preis ver-
lichen. Poincaré hatte das Problem aber nicht allgemein gelost, sondern Indizien
dafiir gefunden, dass Ldsungsansatze divergieren mussten (siehe [DH]
1.1 Bemerkung Tatsachlich sind
die Bahnformen schon des sog.
restringierten  Dreikorperproblems
(bei dem sich ein Satellit mit ver-
schwindend kleiner Masse im Gravi-
tationsfeld zweier um ihren Schwer-
punkt kreisenden Himmelskorpern

bewegt), sehr kompliziert.
In der nebenstehenden numerischen Losung der DGLn sieht man eine Bahn-

form des Satelliten im mitgedrehten Koordinatensystem, in dem die Orte der

“/
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beiden Himmelskorper fix sind.

Die Feststellung Poincarés leitete eine neue Epoche ein, in der mehr Gewicht
auf qualitative Eigenschaften von Differentialgleichungen gelegt wurde. Beispiels-
weise wird gefragt, ob das Sonnensystem stabil ist oder nicht, ob ohne Reibungs-
krafte Himmelskorper eingefangen werden kdnnen etc. Beide Typen von Fragen,
die nach den expliziten Losungen von Differentialgleichungen und die nach ihren
qualitativen Eigenschaften, werden in der Vorlesung ihren Platz haben.

2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Definitionen und Beispiele

Differentialgleichungen sind so vielfiltig wie die Naturvorgange, die sie beschrei-
ben. Wir beginnen mit (etwas informellen) Definitionen und einer Grobeinteilung:

2.1 Definition e Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der
Ableitungen einer oder mehrerer Funktionen von einer oder mehreren Variablen
auftreten. Die gesuchten Unbekannten sind hierbei die Funktionen.

e Hangen die Funktionen von nur einer Variablen ab, so heiBt die DGL gewdhn-
lich, sonst partiell.

e Werden mehrere Funktionen gesucht, so spricht man von einem Differential-
gleichungssystem, sonst von einer Einzel-DGL.

2.2 Beispiele 1. Fiir ¢ > 0 beschreibt die gewdhnliche Einzel-DGL
d
() =—c-a()
z.B. radioaktiven Zerfall mit Stoffmenge x als Funktion der Zeit ¢ und Zer-
fallskonstante c. Ist die Stoffmenge zur Zeit t = 0 gleich o € R, dann ist

z(t) = xoe™ (t € R) N

0.8

die eindeutige Losung. Wir erhalten also 0.6

eine einparametrige Schar von Losungen, 0.

. . . 0.2
die linear vom Anfangswert x, abhangt: -

0.5 1 1.5 2

2. Die Bahn eines geworfenen Korpers im konstanten Schwerefeld der Erde
mit Erdbeschleunigung! g > 0 wird unter Vernachlissigung der Luftreibung
durch das gewdhnliche DGL-System,

2 2
ddt21 (t> - O ' ddt22 (t> =g

lIn Bodenhdhe ist g = 9.81m/s?



beschrieben. Dabei bezeichnet z; die Horizontalkomponente und x5 die
Vertikalkomponente des Ortes als Funktionen der Zeit .
1,0

Fiir Anfangsort o = (z30) € R? und Anfangsgeschwindigkeit vy =
(vs9) € R% st die Lésung:

X1 (t) =T+ Ul,Ot , Jfg(t) =T90 + ’027015 — %gtz (t S R)

Dies entspricht den Geschwindigkeiten

d d
vi(t) == Exl(t) =uv1o , wvt):= %.Tg(t) =vy0— gt (t € R).

Die Zeichnung zeigt verschiedene Wurf- »
bahnen bei gleichem Anfangsort und *
Betrag der Anfangsgeschwindigkeit, J]Z
aber unterschiedlicher Richtung der An- ..
fangsgeschwindigkeit. Der Wurf mit
Winkel 7/4 fiihrt dabei am weitesten. 010z 03 04 05 0

2

X1

. Die Wellengleichung %(m, t) = 02%(27, t) mit Parameter ¢ > 0 (Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit) ist ein Beispiel einer partiellen Differentialgleichung.

Fiir beliebige Funktionen fi € C?(R) ist
u(z,t) ;== fo(x —ct) + f_(z+ct) (x,t € R)

eine Losung. Eine physikalische Anwendung ist die Ausbreitung elektrischer
Signale fi in einem Telegraphendraht, wobei die Position mit x, die Zeit
mit ¢ bezeichnet wird.

Wir werden in dieser Vorlesung nur gewdhnliche DGLn (englisch: ordinary diffe-
rential equations oder o.d.e.) behandeln.

2.3 Definition Die Ordnung des héchsten in der DGL auftretenden Differen-
tialquotienten wird Ordnung der DGL genannt.

2.4 Beispiele 1. 2.2.1. ist von erster Ordnung

2. 2.2.2. ist von zweiter Ordnung

3. Die DGL (1.3) und ihr durch Spezialisierung auf verschwindenden Drehim-

puls entstehender Radialteil %(t) = —TQ—A{t) sind von zweiter Ordnung.

Letztere DGL beschreibt z.B. die Bewegung eines sich radial vom Erdmit-
telpunkt wegbewegenden Raumschiffes. M > g,4e Raumschiff

0 ist die Erdmasse, r der Abstand des Raum- r
schiffes vom Erdmittelpunkt und 7 = 41 die T
Radialgeschwindigkeit. r



2.5 Definition e Eine gewshnliches DGL-System fiir die Funktionen x4, ..., x,,
heiBt linear, wenn es die Form

YL AV@)O(t) = b(t)

hat. Dabei bezeichnet @ := (L2y,...,%x,)" den Vektor der i—ten Ablei-
tungen; AW (t) € Mat(m,R) und b(t) € R™ sind vorgegebene Matrix— bzw.
vektorwertige Funktionen.

e Andernfalls heiBt das DGL-System nicht linear.

e Eine lineare DGL heiBt homogen, wenn b(t) = 0 fiir alle t, sonst inhomogen.

e Die Komponenten b, von b heiBen Storfunktionen.

Beispiel 2.4.1. ist linear homogen.
Beispiel 2.4.2. ist linear inhomogen.
Beispiel 2.4.3. ist nicht linear.

Ab jetzt werden viele Begriffe nur fiir Einzel-DGLn eingefiihrt. Das meiste iibertragt
sich aber auf DGL-Systeme.

2.6 Definition 1. Eine DGL heiBt implizit, wenn sie die Form
F(t,xz,a,.. ., 2™)=0 (2.1)
hat, explizit, wenn sie die Form
e = f(t,x, 2. D) (2.2)
hat.

2. Eine n—mal differenzierbare auf dem offenen Intervall I definierte Funktion
x: I — R heiBt explizite Lésung der DGL (2.1) bzw. (2.2), wenn gilt:

F(t,z(t),2'(t),...,.2™t) =0 (tel)
bzw. ™ (t) = f(t,x(t),2'(t),..., 2"V (1)) (tel).

Beispiele 2.4.1.-3. waren explizite DGLn, fiir 1. und 2. wurden auch (die) expli-
ziten Losungen angegeben.

2.7 Bemerkung Algebraische Gleichungen, wie z.B. az? + bx + ¢ = 0 mit
Koeffizienten a, b, ¢ € R, sind uns vertraut. Diese sind Aussageformen iiber dem
Variablenbereich R, es entsteht also eine (wahre oder falsche) Aussage, wenn wir
eine Zahl x € R einsetzen.

Ahnlich betrachten wir z.B. eine DGL vom Typ (2.1) als Aussageform iiber
dem Variablenbereich C"(R), wobei die Lésungen wieder die wahren Aussagen
liefern [\Wul].



2.8 Beispiel 4. yg—g + 2 = 0 ist eine implizite nichtlineare DGL. Die Kreis-
gleichung 22 + 3?2 = ¢ > 0 ist die allgemeine Ldsung, aber in impliziter

Form.
Explizite Losung: y(z) = £v/c — 22 fiir |z| < \/c, also
dy T x
dw :F\/c—x2 - Y
2.9 Definition e FEine einzelne Lésung (ohne frei wihlbare Konstanten) heilt

spezielle oder partikulare Losung.

e Eine parameterabhingige Losung einer DGL n—ter Ordnung heit allge-
meine Ldsung, wenn sie n frei wahlbare Konstanten enthalt,

e cine parameterabhingige Lésung heift vollstandig, wenn alle speziellen
Loésungen durch Wahl geeigneter Parameterwerte aus ihr hervorgehen.

e FEine nicht zu einer parameterabhangigen Lésung gehérende spezielle Lésung
heilt singular.

Beispiele 2.2.1. und 2.: Die allgemeinen = vollstandigen Losungen wurden ange-

geben. Eine partikuldre Losung von 2. ist z.B. x1(t) = 0, x5(t) = —3gt*.
Beachte: In 2. gab es vier Parameter x o, 220, V1,0, V2,0, denn es waren zwei

DGLn zweiter Ordnung, 2 x 2 = 4.

Beispiel 2.8.4.: Hier war ¢ > 0 Parameter der allgemeinen = vollstandigen

Losung.

2.10 Beispiel 5. (y)2 —4dxy +4y =0

ist eine implizite nichtlineare DGL erster Ordnung.

Die allgemeine Losung: y(z) = 2cx —
c?, ¢ € R ist eine durch ¢ parametrisierte
Geradenschar.

Dies ist aber nicht die vollstandige
Losung, denn es existiert noch die

. - .. ) : : 2
S/lngu/.arheulll_osung y(:é) =z .hD|ese. |hst N
die Einhiillende der Geradenschar, siehe RIS

Abbildung.

Frage: e Wie findet man Losungen?
e Woher weil man, dass man alle gefunden hat?

Diese Frage beschiftigt seit der Zeit Newtons viele Mathematiker (und uns in
den nichsten Wochen?).

2Numerische Methoden zur Lésung von DGLn werden z.B. in [DB] behandelt

9



Wir betrachten zunachst die expliziten Einzel-DGLn erster Ordnung

r_ R? fen. Y
y = f(z,y) (z,y) € U CR®, U offen. OO NN
AN QN N N N N

H 1 . H R NN N NN NN
Geometrische Interpretation: Zeichnet man I N

an jedem Punkt (z,y) € U eine Gerade der B
Steigung f(z,y), dann ist

graph(y) = {(z, 9(x))} T

I S S P PP Y
. . .. ~ - . PPV PPV P D
jeder speziellen Losung § = g(x) der DGL ei- [ .. ... ...~

ne Kurve in U, die iiberall tangential an den -/~~~ /7777 2"/~
lokalen Geraden ist.

Beispiel ' = —cy, also f : R? = R, f(x,y) = —cy, siehe Abbildung.

Um also die durch den Punkt (x,y) gehende spezielle Losung zu finden,
bewegt man sich, von (x,y) ausgehend, tangential zum Richtungsfeld.

Vorsicht: Woher wissen wir iiberhaupt, dass durch jeden Punkt (z,y) € U C R?
nur eine Losungskurve geht?

2. 11 Beispiele E)Gegenbelsplele zur eindeutigen Ldsbarkeit)
. Implizite DGL, Beispiel 2.8.4.

(y)? —dzy' +4y =0 (2.3)
Hier gehen durch jeden Punkt (xq,%0)
unterhalb des Graphen der Parabel
y = x2 zwei Losungskurven, d.h. an die
Parabel tangentiale Geraden. Deren Stei-
gungen entsprechen den zwei Losungen
der quadratischen Gleichung (2.3) fiir ¢/
am Punkt (z, o).

-1 70.7&0.&04 O 50.75 1 X

2. Explizite DGL, f nicht lipschitzstetig

y' = fly) mit f(y) =3y %//////
Allgemeine Los?L)mg. Zj, PRV
ylz)=(z—-c)’, c€R A

Singulare Losung: y(z) = 0.

: TR L L ¢
Durch jeden Punkt auf der z—Achse ge- —o.z/ﬁ: A
hen damit mindestens zwei Losungskur- 0.4/ # / f f fofp f S 4 4 f
NN
ven! A A A A A A A A A
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Im zweiten Beispiel fallt auf, dass die Funktion f bei 0 nicht lipschitzstetig,
geschweige denn differenzierbar war.

Nach dieser informellen Ubersicht iiber die bei gewdhnlichen DGLn auftre-
tenden Phdnomene zeigen wir nun mathematisch rigoros die (lokale) Existenz
und Eindeutigkeit der Lésung geniigend regularer expliziter gewohnlicher DGLn
1. Ordnung. Spater werden wir sehen, dass damit auch die gleiche Frage fiir
explizite DGLn hoherer Ordnung beantwortet wird.

2.2 Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Wir werden nun sehen, dass bei etwas mehr Regularitat von f die DGL lokal ein-
deutig losbar ist. Dazu schauen wir uns aber gleich die n—dimensionale Situation
an:

2.12 Definition o [st der erweiterte Phasenraum U C R, x R7 offen,
und das zeitabhangige Vektorfeld f : U — R" stetig, dann heiBt die
Gleichung

T = f(t,x)

nicht autonome oder explizit zeitabhdngige DGL.

o Ist speziell U = Ii&t x U mit Phasenraum U C R” offen und f von der
Form f(t,x) = f(x), dann heiBt die DGL autonom oder dynamisches
System.

e Eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R” I C R, Intervall heiBt Lésung
der DGL, wenn graph(yp) C U und

L= ey (e

e v : I — R” geniigt der Anfangsbedingung (to, (), wenn t, € I,
(to, o) € U und p(ty) = x¢ gilt. ¢ 16st das Anfangswertproblem
(AWP), wenn gilt:

O = Trp) (D) wnd i) =w  (24)

e Das zeitabhingige Vektorfeld f : U — R™ genligt

— global einer Lipschitz-Bedingung mit Konstante L, wenn

(8 20) = [t zo)l| < Lllwy —2of - ((t,25) € U)
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— und (lokal) einer Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (T, x)
aus U eine Umgebung V' C U besitzt, sodass fiir eine Konstante
L=L(r,x)

1 (1) = f(t xo)l| < Loy — zofl - ((t,2:) € V).

2.13 Bemerkungen 1. Man beachte, dass die Lipschitzstetigkeit nur beziig-
lich der x—Variablen gefragt ist.

2. Ist f € C*(U,R"), dann ist in einem konvexen® kompakten Gebiet K C U
(nach Satz 8.13 in Teil Il von [Kn]*) die lokale Lipschitz-Bedingung mit
der Konstante L := max ek || Do f(t, x)|| erfiillt.

3. Es war schon festgestellt worden, dass aus einer Losung ¢ : I — R” des
AWP durch Restriktion ¢ |7 auf ein kleines, t, enthaltendes Intervall IclI
eine von ¢ im strengen Sinn verschiedene Losung entsteht, denn die De-
finitionsbereiche der beiden Funktionen ¢ und ¢|; sind ja unterschiedlich.
In diesem Sinn ist die Losung des AWP also nicht eindeutig.

Da wir aber spater sowieso nach dem groBtmoglichen Zeitintervall I su-
chen, fiir das die Lésung von (2.4) definiert ist, interessiert uns diese triviale
Verschiedenheit der Losungen nicht. Daher wird sie wegdefiniert:

2.14 Definition Die Losung des AWP (2.4) ist eindeutig, wenn fiir je zwei
Losungen ¢y : Iy — P und s : Iy — P auf dem Intervall I3 := I, N I, gilt:

901|13 - 902|13'

Wir werden in Satz 2.16 die eindeutigen lokalen Losungen des Anfangswertpro-
blems als Fixpunkte einer kontrahierenden Abbildung auf einem Raum stetiger
Funktionen finden. Damit wir sicher sein konnen, dass der Fixpunkt iiberhaupt
existiert, miissen wir gemiB dem Banachschen Fixpunktsatz® zunichst kontrol-
lieren, dass der benutzte Funktionenraum ein vollstandiger metrischer Raum ist.

3Def.: V C R™ heiBt konvex, wenn fiir je zwei Punkte vy, vy € V gilt:
Ve = (1l —a)vg+avy €V (a €10,1]).

“Bew. (zeitunabhingiger Fall): Fiir vg,v, € V ist
f(v1)— flvg) = fol d%f(va) da = fol Df(va)d;; da = fol D f(vq)(v1 —vg) da, woraus die Lip-
schitzungleichung folgt: || f(v1) — f(vo)]| < fol 1D f(va)]l da-|Jvr —vo|| < L|jvi —vol| O.

>Banachscher Fixpunktsatz Eine kontrahierende Abbildung f : X — X auf einem
vollstandigen metrischen Raum (X, d) mit Lipschitz-Konstante § < 1 besitzt genau einen
Fixpunkt =*, und fiir die m-te lterierte xz,, := f(z,,—1) von zg € X gilt

d(zm,2*) < d(z1,20) 25 (m €N). (2.5)

12



2.15 Satz Es sei V C R™ abgeschlossen und M der Raum der Kurven in 'V,
also M := C([a,b],V). Fiir f,g € M setzen wir d(f,g) := sup || f(t) — g(t)].
|

t€la,b
Dann ist (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum.

Bew.: e Auf [a,b] nimmt die stetige Funktion ¢ — || f(t) — g(¢)]| ihr Maximum
an. Also ist d(f, g) < co. Andererseits ist d(f, g) = 0 genau fiir f = g.
Ebenso gilt d(g, f) = d(f,g) und

d(f,h) = sup [|(f(t) = g(t)) + (9(t) — h(t))]]

te(a,b]
< til[lpb](Hf(t) =g+ [lg(t) = R(B)]])
< sup 1/ () — g + Sup, lg(t) = h(t)]|

= d(f,g)+d(g,h).

Damit ist (M, d) ein metrischer Raum.
o Weiter ist fiir alle ¢ € [a, b] und eine Cauchyfolge (f,,)men von Kurven f,, € M
auch die Folge (f(t))men von Punkten aus V' eine Cauchyfolge, denn es gilt
() — fo()]] < d(fim, f). Da R™ vollstindig ist und V' C R™ abgeschlossen
ist, existiert fiir alle ¢ € [a,b] der Punkt

f(@):= lim f,(t) e R"

m—00

und ist sogar aus V.

e Ist damit schon der Limes f € M7 Das ist noch nicht klar, denn f konnte un-
stetig sein. Wir verwenden zum Nachweis der Stetigkeit ein sog. £/3-Argument:
Fiir jedes € > 0 und ein geeignetes N € N gilt ja fiir die Cauchyfolge (f.n)men
insbesondere

d(fm: fn) <€/3 (m > N),

also auch fiir alle ¢ € [a, b]
1F(#) = fn@)] = lim [ fin(t) = fn(@)] < /3.
Da fy stetig ist, gibt es fiir jedes s € [a, b] ein § > 0 mit
Ifn() = fn(s)ll <e/3  (t:]t—s| <)
Damit ist nach der Dreiecksungleichung fiir diese ¢

1F(2) = f(s) 1F @) = In@I + @) = ()l + [lfw(s) = f(s)]]
e/3 + e/3 + e/3

I AIA
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Also ist auch f stetig, d.h. f € M.
e Damit gilt auch f = lim,, . f im metrischen Raum (M, d), denn

d(f, fn) = sup [[f(t) = [n(B)] = Sgpn}ig})ollfm(t) — In@)]

te(a,b]
S sup sup ||fm(t) - fN(t)H = Sup d(.fm7fN)7
t m>N m>N

und da die f,, eine Cauchyfolge bilden, geht letzterer Abstand fiir N — oo gegen
Null. Wir haben damit nachgewiesen, dass jede Cauchyfolge ( f,,)men konvergiert,
(M, d) also vollstandig ist. O

2.16 Satz (Picard-Lindel6f) Das zeitabhangige Vektorfeld f : U — R™ auf
der offenen Menge U C R, x R? gentige einer Lipschitz-Bedingung auf U.
Dann existiert fiir (ty, o) € U ein € > 0, sodass das Anfangswertproblem

= f(t,x) , x(to) = o (2.6)
eine eindeutige Lésung ¢ : [ty — €,to + €] — R" besitzt.
Bew.: Wir bezeichnen das Zeitintervall mit I := [tq —&,ty + €].

e Existiert eine solche Lésung, dann muss sie die Integralgleichung

o) =0+ | sp(s)ds  (teD) (27)

erfiillen, wie man durch Differentiation bzw. Einsetzen von ¢ feststellt. An-
dererseits ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(Satz 12.15 von [Kn]) jede stetige Losung von (2.7) auch schon differen-
zierbar und damit eine Losung des Anfangswertproblems

= f(t,x) , x(to) = xo.

e Es soll nun die Losung ¢ als Fixpunkt einer Abbildung A aufgefunden

werden. A wird stetige Kurven im Phasenraum in solche abbilden.

Um den Definitionsbereich von A .

giinstig zu wahlen, soll der Pha- U
senraumbereich die Vollkugel V := V g
U,(zo) sein. Wir setzen

Verpi=1xV,

|
. . \
und wahlen 7 so klein, das V,., C U. +

14



Weiter sei L > 0 Lipschitz-Konstante von f|y, . und

. r 1
N = maxgg)ev,, || f(t, )| und €:=min (r, N i) . (2.8)
Damit ist insbesondere V., C V., C U.
M:=C(I,V)CC(I,R")

bezeichne wieder den metrischen Raum der stetigen Funktionen ¢ : [ — V
mit Supremumsmetrik

d(v,p) = Sup [1(t) — ()]l

Nach Satz 2.15 ist (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum (denn V' C R”
ist abgeschlossen).

Wir fiihren durch
(AY)(t) =0+ [} f(s,0(s))ds  (t€T)

eine Abbildung A : M — C(I,R™) ein, von der wir zunachst zeigen wollen,
dass ihr Bild in M bleibt. Dazu stellen wir fest, dass gemaB Definition (2.8)

‘/t fls,¥(s)) ds /t”f(SM/J(S))Hds
/t max i ey (£, 2)| ds

sodass (Aw)(t) € V fiir t € [ ist.

<

<

<|t—t|N <eN <r,

Jetzt miissen wir nur noch beweisen, dass
A:M— M,

die so genannte Picard—Abbildung, kontrahierend ist, dass also fiir ein ge-
eignetes 0 < 6 < 1 gilt

d(Ap, Ap) < 0d(e, ) (p,9 € M),
Tatsachlich ergibt sich aus der Definition (2.8) von ¢ fiir t € 1

d(Ap, Ap) = S’ttelgHAw(t)—AsO(t)H

— sup / [f(5,0(5)) — F(5,0(s))] ds

tel to

< e-sup [ f(s,9(s)) — f(s, 0(s))]

sel

< eLsuplli(s) — (s)l| = eLd(¥, ) < 3d(¢, ).

sel
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A ist damit eine kontrahierende Abbildung auf dem vollstandigen metri-
schen Raum M, besitzt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz (siehe
Seite 12) einen eindeutigen Fixpunkt ¢ € M. Diese Funktion ¢ erfiillt also
die Integralgleichung (2.7) und I6st damit das Anfangswertproblem. a

Die Picard—lteration, die hier als technisches Beweismittel verwandt wurde, kann
auch zur Losung der DGL verwandt werden:

2.17 Beispiele 1. Wir approximieren die Losung des Anfangswertproblems
t=x , x(0) =z durch

t
xo(t) := x9 (teR) und z;44(t) := xo +/ zi(s) ds,
0

also
zi(t) = wo(1+1) 5
+2 2.5
]Jg(t) = X (1+t+—) 2
2 1.5
o 0.5
T (t) _ xOZﬁ TT6T5 05035 | 02505075 1 ©
n : il -0.5

Da x(t) = o Y000 & = g - ¢, konvergiert fiir alle t € R die n—te Iterierte
x,(t) gegen die Losung x(t), und zwar gleichmaBig auf jedem kompakten
Zeitintervall (aber nicht gleichmaBig auf R).

2. 8=142> , 20=0

Fiir r > 0 ist N = max;|<,| f(z)|| = 1 + 72, und die Lipschitz-Konstante
L = max, <, || f'(z)|| = 2r, also ist gem&B Definition (2.8) e = min (H%, ).
e wird maximal fir r = % d.h. e = @.

Fiir Zeiten |t| < @ konnen wir also Konvergenz garantieren.

16



Picard—Iteration mit z((t) := z ergibt
t
r1(t) = (Axzo)(t) = / (1+23(s))ds =t
0

() = /Ot(1+s2)ds:t+t3/3

t
r3(t) = /0[1+(3+33/3>2]d3=t+§+f—5t5+%t77

etc.

Die Funktionenfolge konvergiert gegen tan(t), die Losung des Anfangswert-

problems. Konvergenz haben wir sogar auf dem offenen Intervall (—5, 5).

In den naturwissenschaftlichen oder technischen Anwendungen von Differenti-

algleichungen kennen wir deren Anfangswerte normalerweise nicht genau. Der
folgende Satz besagt, dass dies auch gar nicht nétig ist.

2.18 Satz Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.16 (Picard—Lindelof) exi-
stiert fiir jeden Punkt (Ty, Xo) € U des erweiterten Phasenraumes eine kompakte
Umgebung V' C U und ein Intervall I := [—¢, ], sodass die Familie

Q:IxV—-U , (sito,x) — p(to+ $)

der Lésungen des AWP (2.6) eine stetige Abbildung ist. Die Lésungen hingen
also stetig von ihren Anfangswerten und der Zeit ab.

Bew.:

o Wirsetzen V., := [Ty —¢,To+¢] x U,(Xj). Diese Menge von Anfangswer-
ten ist fiir kleine € > 0 und > 0 im erweiterten Phasenraum U enthalten.
AuBerdem ist sie beschrankt und abgeschlossen, also kompakt. Fiir die Pi-
carditeration benutzen wir statt des Raumes der Kurven den metrischen
Raum

M = C(I X Ve, UR(X0)>

mit der Supremumsmetrik

d(®, V) = sup{|[®(t,y) = W(t, )| | (1, y) € I x Ve, ).

e Dies ist ein vollstandiger metrischer Raum, denn

1. die Bildmenge ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™, also vollstandig.
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2. der Definitionsbereich ist kompakt, weswegen jede Cauchyfolge (P, )men
in M einen punktweisen Limes ® mit ®(¢,y) := lim,,, o P, (t,y) be-
sitzt.

3. auch das £/3-Argument aus Satz 2.15 libertragt sich auf diese Situa-
tion, ® ist also stetig und ® € M.

e Fiir kleine R > 0 und € > 0 ist [Ty — 2¢,Ty + 2¢] x Ur(Xo) C U. Wir
betrachten fiir U € M die Picard—Abbildung

(AW) (s, to, xg) == x0 + /OS f(to+7,9(7,to, 20)) dr.

Ist ® ein Fixpunkt von A, dann bedeutet dies

@(07 lo, .Z’()) = ACI)(()? to, .Z’()) = Zo

und

(s, 0, 20) = -(AD) (s, o, 20) = S (to + 5, (s, to,70))

ds S,1l0,%0) = ds S,1l0,%0) = 0 S, S,10,%0) ) -
Die Abbildung t — ®(t — tg, to, xo) l6st also das AWP mit Anfangswert
(to,.iﬂo).

e Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Picard—-Lindelof wird
fir kleine Parameter ¢,7 > 0

A: M — M

zu einer Kontraktion, besitzt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz
einen eindeutigen Fixpunkt . a

2.3 Globale Existenz und Eindeutigkeit der L6sung

An Beispiel 2.17.2 sehen wir, dass die Losung nicht fiir alle Zeiten existiert, da
f(z) = 14 2 mit |z| sehr stark anwachst, sodass man in der Zeit I nach
oo gefiihrt wird. Dies steht nicht im Widerspruch zur lokalen Lipschitzstetigkeit
von f.

Dagegen ist in Beispiel 2.17.1 f(x) = x sogar global lipschitzstetig, und die
Losung existiert fiir alle Zeiten t € R. Dies ist ganz allgemein so:

2.19 Satz Ist das (zeitunabhingige) Vektorfeld f : R™ — R™ lipschitzstetig,
dann existiert eine eindeutige Losung ¢ : R — R™ des Anfangswertproblems

= f(x) , x(0)=mx.
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Bew.: Es sei L > 1 eine Lipschitz-Konstante, es gelte also

[f(x1) = f(@2)|| < Lljxs —2af| (21,22 € R").

Wir wahlen 7 := || f(zo)|| + 5z, sodass N = max, g5/l f(2)

< |[f(zo)| + Lmaxmemnx — 2| =7+ Lr

ist, und die das Zeitintervall definierende Konstante ¢ aus (2.8) unabhangig von
o wird:

. ro 1 . 1 1 1 1
€ = min (T’N’i) 2> min (ﬁ_}_ ||f(x0)||=H—L>ﬁ) 2L

Damit konnen wir die lokale Lésung ¢ : (—¢,e) — R™ des Anfangswertpro-
blems & = f(x) mit v(0) := x¢ finden.

@o(e/2) wird der neue Anfangswert fiir Zeit ¢, =
Losung ¢ : (—%,%5) — R”, mit

%, und wir erhalten eine

polt) = pu(t) fir te(—ee)n (-5 3¢) = (-5.¢).
Durch Zusammensetzung der Lésungen
pri(e(3—1),e-(5+1)) = R" mit o (5¢) = pp1 (5¢)
erhalten wir eine Losung fiir alle Zeiten ¢ € R. O

2.20 Bemerkungen 1. Ist f € C'(R",R"), dann ist (nach Satz 8.13 in Teil
Il von [Kn]) f Lipschitzstetig, wenn sup,cg. || Df(x)| < oo gilt.

2. Insbesondere folgt, dass fiir alle linearen Differentialgleichungen das AWP
der Form
t=Ax , z(0)=uxg
fir alle Zeiten eindeutig 16sbar ist, denn das Vektorfeld f(x) = Ax ist lip-
schitzstetig mit Konstante L = [|A|| := sup,cgn-1 || Av||, der Matrixnorm

von A € Mat(n,R).
Wie wir in Kapitel 3.1 sehen werden, ist diese Lésung x(t) = exp(At)zy.

3. Die Lipschitzstetigkeit des Vektorfeldes auf dem gesamten Phasenraum
ist eine hinreichende, aber keineswegs notwendige Voraussetzung fiir die
globale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen.
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2.21 Beispiel Phasenraum P = R?, Vektorfeld f(x) = ||=||? ( 72)).

Ohne den multiplikativen Faktor ||z||? = 2% + 23 hatten wir die Differen-
tialgleichung schon einmal gelést. Die Orbits waren Kreise um den Koordina-
tenursprung. Daran andert sich hier nichts, denn der Faktor ||z||? dndert nur die
Umlaufgeschwindigkeit. In Polarkoordinaten xy = r cos ¢, x5 = rsin @ lautet die
DGL namlich

P=0 , ¢=-—r
Deren Losung r(t) = ry , ¢(t) = po — rat existiert fiir alle Zeiten ¢ € R.

Obwohl f nicht lipschitzstetig ist, kann die Bahn wegen der Form des Vek-
torfeldes f (fehlende Radialkomponente) nicht in endlicher Zeit nach raumlich
unendlich gehen.

2.4 Transformation in ein dynamisches System
Reduktion der Ordnung

Auch Differentialgleichungen hoherer als erster Ordnung lassen sich mit den be-
schriebenen Methoden behandeln, indem man aus einer expliziten DGL n—ter
Ordnung ein DGL-System von n DGLn erster Ordnung macht.

2.22 Satz Die DGL der Ordnung n > 1

d”_w:F<t,g;dI Cét%) (2.9)

dtm Y E?

mit F € CY(R™™) ist zum DGL-System

x2

d )
o ft,x) mit f(t,z):= ( : > (2.10)

dt Tn

F(t,x1,...,xn)
im folgenden Sinn aquivalent:
o'
e Ist o : I — R Lésung von (2.9), dann ist ¢ := : I — R
g0(11.—1)

Losung von (2.10).

1
e Ist umgekehrt v = ( :

> Lésung von (2.10), dann ist 1)y Lésung von
Un
(2.9).
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Bew.: Nach Definition ist ¢ n—mal differenzierbar, also ) : I — R" differen-
zierbar, und ¢, = %zbk_l (k=2,...,n),

%¢n = [tii:_f = Fn(t7 12 90/7 R Sp(n_l)) - Fn(t7¢la R ’an)
Die Argumentation lasst sich umkehren. a

2.23 Beispiel Das himmelsmechanische 2-K&rper—Problem beschreibt die z.B.
die Bewegung von Erde und Sonne um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. Es 4Bt
sich auf das in der Einleitung behandelte sog. 1-Zentren-Problem der Bewegung
einer Punktmasse am Ort z € R3\{0} im Schwerefeld eines im Koordinatenur-
sprung befindlichen Himmelskorpers reduzieren. Es gilt dann nach (1.3)

. x
=-—vy .
[l

Dieses DGL—System zweiter Ordnung lasst sich auf die DGL erster Ordnung mit
z = (z,v) €U := (R3\{0}) x R?

z=f(z) = :W@

umformen. Der Phasenraum U ist eine offene Teilmenge des RS und f €
C>(U,R%). Damit kdnnen wir es mit Picard—Iteration oder einem anderen Ver-
fahren fiir kleine Zeiten 6sen.

Ubergang zu einem zeitunabhingigen System

Wir kdnnen auch explizite zeitabhangige DGLn auf autonome zuriickfiihren. Statt
der DGL & = f(t,x) mit f: U — R", U C R; x R™ offen betrachten wir dazu
das autonome DGL-System

g=g(y) mit g:U—->R"™ | y:=(3) 9= (5p). (211

Wir erhohen also die Dimension des Phasenraumes um eins, indem wir den Zeit-
parameter s zum Phasenraumpunkt x hinzufiigen. Ausgeschrieben hat (2.11) die
Form

ds=1 , 4= f(s,1). (2.12)

dt
Ist nun ¢ : I — U eine Lésung von (2.11), dann gilt mit ¢(t) = (;8)

s(t) = s(0) + t, bis auf eine zu wihlende additive Konstante ist also die Pha-
senraumkoordinate s gleich der Zeit ¢. Die Losung ¢ = (3) des AWP ¢ =
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g(y), ¥(0) = (1) ergibt daher eine Lésung = des AWP & = f(t,x), x(to) = xo.
Man setzt einfach z(t) := Z(t — to).

Umgekehrt kann man aus einer Losung des AWP & = f(t,x), z(to) = o
durch Ergdnzung eine Lésung des AWP von (2.11) konstruieren.

Ist f: U — R” (in allen Argumenten) lipschitzstetig, dann auch g. Damit
iibertragt sich der Existenz— und Eindeutigkeitssatz (man beachte aber, dass wir
fiir nicht autonome DGLn keine Lipschitzstetigkeit beziiglich ¢ forderten).

Grundbegriffe fiir dynamische Systeme

2.24 Definition Das Vektorfeld f : U — R"™ auf der offenen Menge U C R”
sei lokal Lipschitz-stetig. Wir betrachten die DGL & = f(x).

1.

Existiert fiir alle vy € U eine Losung ., : R — U des AWP & =
f(z), x(0) = zo, dann heiBt die Abbildung

O:RxU—U , (t,z)— p.(t) (2.13)
Phasenfluss oder kurz Fluss der DGL.

Das Bild (1) C U einer Lésungskurve ¢ : I — U von (5.1) heiit Orbit.
Fiir x € U heiBt O(z) := ®(R, z) Orbit durch z.

xs € U heiBt singuldrer Punkt des Vektorfeldes f, wenn f(xs) = 0 ist.
Ist x, € U singularer Punkt von f, dann heiBt x, auch Ruhelage oder
Gleichgewichtslage der DGL.

x € U heiBt periodischer Punkt mit (Minimal)-Periode 7" > 0, wenn
O(T,z) =z, und ®(t,x) # x fallst € (0,T).

Ein Orbit O(x) heiBt geschlossen, wenn x € U ein periodischer Punkt ist

Fiir x € U heiBt

w(z) = {y € U | (tn)nen mit nh_)rgotn = oo und lim ®(t,,x) = y}

n—oo

w—Limesmenge von z und

a(x) = {y € U | Atn)neny mit lim t, = —oo und lim P(t,,x) = y}

n—oo n—oo

a—Limesmenge von z.

2.25 Bemerkungen 1. Fiir einen singularen Punkt x, des Vektorfelds f ist

die konstante Funktion z(t) = x die (einzige) Lésung des AWP.
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2. Singular heiBt der Punkt nicht etwa deswegen, weil das Vektorfeld f dort ei-
ne Singularitat besaBe, sondern weil dessen Richtungsfeld z — f(z)/|| f(x)||
dort undefiniert ist und sich auch im Allgemeinen nicht stetig auf =, fort-
setzen lasst.

3. Gibt es fiir zwei Phasenraumpunkte x,y € U eine Zeit t € R mit ®(¢,z) =
y, dann sind ihrer Orbits gleich: O(x) = O(y), also auch ihre a— bzw. w-
Limesmengen.

2.26 Satz Wenn der Phasenfluss (2.13) existiert, ist er stetig, und die
O, U—-U , Oyx):=d(t,x) (t e R) (2.14)
sind Homéomorphismen, mit
Oy =1dy , Py 0Py, = Py 4y, (t1,t2 € R)
Bew.: Hausaufgabe, unter Verwendung von Satz 2.18. O

2.27 Beispiele 1. Fiir ein reelles Polynom f(z) = [];_,(z — a;) mit den
Nullstellen a; < ... < a,, ist die DGL @ = f(z) lokal eindeutig I6sbar und
besitzt fiir z € [ay, a,] sogar Losungen t — &,(z) fiir alle t € R.

Die Ruhelagen sind die Punkte aq,...,a,, und fir x € (a;,a;41) ist
fliasai) > 0, falls n—i gerade ist. In diesem Fall ist damit w(z) = {a;41}
und a(x) = {a;}. Ist dagegen n — i ungerade, also f|(4,q,,,) < 0, dann

gilt umgekehrt w(z) = {a;}, a(x) = {a;41}. Periodische Punkte existieren
nicht.

2. Fiir das (in Polarkoordinaten (7, ¢) notierte) DGL-System mit Phasenraum
R2
P=r(l—1r?) , $=1
ist der Ursprung (r = 0) die einzige Ruhelage, und {1} x [0, 27) der einzige
periodische Orbit. Fiir alle x € R*\{0} ist w(z) gleich diesem periodischen
Orbit, fiir ||z|| < 1ist a(z) = {0}.

3 Losungsmethoden fiir lineare DGLn

Eine besonders wichtige Klasse von DGLn sind die linearen mit konstanten Ko-
effizienten, und nach Satz 12.17 der Analysis Il konnen wir annehmen, dass das
System erster Ordnung ist. Wenn wir eine Zeitabhangigkeit der Stérfunktion b
zulassen, dann lautet das AWP

z(t) =Ax(t) +b(t) , z(ty) = zo, (3.1)
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mit Systemmatrix A € Mat(n,R), b : I — R", ¢y im Intervall I und z, € R".
Die Losungsstrategie wird darin bestehen, im ersten Schritt das homogene
AWP
y=Ay . y(to) =0 (32)
durch
y(t) == exp ((t — to)A)zo (t € R) (3.3)
zu I6sen, um dann das inhomogene AWP (3.1) zu ldsen.
Formal ist (3.3) die Losung von (3.2), denn formale Differentiation von y nach ¢
ergibt Ay, und y(ty) = 0.

3.1 Homogene lineare autonome DGLn
Exponentiation von Matrizen

Warum aber 16st die Exponentialfunktion die DGL? Diese Frage soll jetzt beant-
wortet werden. Sie ist nicht rein akademisch, denn ist die Matrix A zeitabhangig,
dann I6st die Funktion ¢t — exp <ftz A(s) ds) xo nicht das homogene AWP
x(t) = A(t)x(t), x(to) = xo, auBer fiir Dimension n = 1.

Zur Rechtfertigung von (3.3) miissen wir also etwas iiber matrixwertige Funk-
tionen nachdenken, und zwar fiir Vektorraume iiber den Kérpern K = R und
K = C. Zunachst wird die Exponentialfunktion wie fiir n = 1 durch ihre Potenz-
reihe erklart:

3.1 Definition e Fiir einen Endomorphismus M € B(V') eines endlich-dimen-
sionalen K—Vektorraums V' ist exp(M) € B(V') durch
exp(M) = ZF ,mit M :=1
k=0
definiert.
e Analog wird die Exponentialfunktion auf Matrizen in Mat(n, K) angewandt.

Wir haben also eine Reihe vor uns, deren Summanden Elemente von B(V'), dem
Raum der (beschrankten) linearen Abbildungen von V' in V' sind.
Wir haben auf B(K") schon die Operatornorm

] = sup L3
veK"/{0}

eingefiihrt, die neben den Eigenschaften ||M| > 0, ||M| =0< M =0,
IAMI} = MM} (A e K) - und [[M + N[ < [[M]| + [[N]

einer Norm noch die Ungleichung
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3.2 Satz |MN|| < ||M]| - | N]|| erfiillt,

Bew.: denn
[MN] = sup B = sup,, o Ui - L2
< sup Ll sup, o Uil = (|M]] - V]
auBer fiir N = 0, wo sowieso beide Seiten Null sind. O

Nun stellen wir fest, dass die obige Definition von exp(M) auch sinnvoll ist:

3.3 Satz Die Partialsummen s, := Zf:o %l bilden eine Cauchyfolge.

Bew.: Fiir ky > ko > || M| gilt nach der Dreiecksungleichung und Satz 3.2

kl [ kl
s — sl = M o S wtn sk
k1 ko T = = I=ko+1 1!
I=ko+1 I=ko+1
MRO*E ki —ko—1 IM|™ - [ MFo¥E (ML) -
— (k’o-i—l)! m=0 (k’o-i—l)’" — (k’o-i—l)! ko+1 :

Dieser Ausdruck geht fiir kg — oo gegen Null, denn die Fakultat wachst schneller
als die (reelle) Exponentialfunktion. O

Nebenbei stellen wir fest, dass wir an keiner Stelle vorausgesetzt haben, dass
der lineare Endomorphismus bzw. die Matrix reell ist. Dies ist giinstig, denn die
Jordan—Normalform von A in (3.2), und damit von exp(At), kann auch komplex
sein.

Um nun zu sehen, dass (3.3) des AWP (3.2) tatsachlich 16st, miissen wir in
der Lage sein, die Abbildung

R — B(K") , t~ exp(At)

nach dem Zeitparameter zu differenzieren.

Spater werden wir uns auch fragen, wie die Losungen von eventuellen Pa-
rametern der linearen DGL abhangen. Fiir diese Art von Fragestellungen wertet
man die Exponentialfunktion fiir mehr als ein Argument aus, man betrachtet also
die Abbildung

exp: B(K") - B(K") , M s exp(M)

in ihrer Abhangigkeit von Argument M. Hier hilft das WeierstraB—Kriterium:
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3.4 Satz (WeierstraB) Essei (V.|| - ||) ein Banachraum, X CV und
X =V (leNy)

seien Funktionen mit sup,cy || fi(z)|| < a; mit Y ;2 a; < co. Dann konvergiert
die Reihe Y2, fi auf X absolut und gleichmaBig.

Die Beweismethode fiir reelle Funktionen l3sst sich verallgemeinern:

Bew.: Wegen der Vollstandigkeit des metrischen Raumes V' haben wir punkt-
weise Konvergenz der Partialsummen s; := an:o fm:

s(x) == llir?o si(x) (x € X).

Fire >0gbteseinmecNmit ' o <e  (n>m).
Daher folgt ||s,,(x) — sp(2)]| < 0,1 @ <€, (x € X), also gleichmaBige
Konvergenz. a

3.5 Satz Fiir A € B(K") ist die Abbildung
R — B(K™) , t~ exp(At)

stetig differenzierbar, und es gilt

% exp(At) = Aexp(At). (3.4)

Bew.: Setzen wir in unserem Fall f; : B(K") — B(K"), M %l so ist zwar
—— :

v
supprey |[fi(M)|| (auBer fiir [ = 0) gleich co. Wahlen wir aber als Definitions-

bereich die Vollkugel X := {M € V | ||M| < ¢} mit Radius ¢ > 0, dann ist
ap = supyex | i M)| = %SupMeX M| < % und die Reihe > % a; < e
konvergiert fiir jede Wahl von c.

Deshalb ist die Exponentialabbildung als Limes gleichmaBig konvergenter ste-
tiger Funktionen s;[y : X — V auch stetig, und, da auch die Ableitungen Ds;
auf X gleichmaBig konvergent sind, auch differenzierbar. Damit ist auch die For-
mel (3.4) richtig, und aus ihr ergibt sich auch die Stetigkeit der Ableitung. O

Verwendung der Jordan—Normalform

Die konkrete Berechnung von exp(At) kann mittels der Jordan—Normalform von
A erfolgen.

A10
3.6 Definition o Fir\ € Kundr € N heiBt J.(\) := ( 1) €

0 o
Mat(r,K) r x r—Jordan-Block mit Eigenwert ).
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e Eine Jordanmatrix ist eine quadratische Matrix der Form

‘]7‘1 (A1) 0
JTQ()‘Q)
J= ) — S M) @ T (W), (35)

0 Ty, ()

e FEine Jordanbasis eines Operators A € B(V') auf dem K-Vektorraum V
ist eine Basis von V', in der die darstellende Matrix von A eine Jordanmatrix
ISt.

Aus der linearen Algebra ist der (konstruktive) Beweis des folgenden Satzes be-
kannt®:

3.7 Satz Sei V ein endlich—dimensionaler C—Vektorraum und A € B(V'). Dann
existiert eine Jordanbasis fiir A.

Da mit n := dim(V") der Vektorraum V' isomorph zu C" ist, kénnen wir A in
der Form

A=WJW™' mit J Jordanmatrix, W € GL(n,C)

schreiben, wenn wir die darstellende Matrix ebenfalls mit A bezeichnen.

Wegen Mat(n, R) C Mat(n, C) kdnnen wir insbesondere reelle quadratische
Matrizen A Jordan-diagonalisieren, aber J ist im Allgemeinen nicht mehr reell
(wir komplexifizieren A also im Sinne der Linearen Algebra).

3.8 Beispiel A = (?7!) besitzt die komplexen Eigenwerte +i. Die Matrix
W= \% (L7) €eGLR,C) mit W = % (11), diagonalisiert A:

W TAW = (3 %) = J1(i) @ Ji(—i).

Wie in diesem Beispiel existiert allgemein zu jedem nicht reellen Eigenwert A von
A € Mat (n,R) und Jordan-Block J,(\) ein Eigenwert \ gleicher Multiplizitit
und Jordan-Block J,.()), denn das charakteristische Polynom von A l3sst sich in
R in Faktoren hochstens zweiten Grades zerlegen (siehe Abb. 3.1).

Es gilt

exp(At) = Wexp(Jt)W ! (t € R),

6Z.B. in meinem Skript Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2, Kap. 5, erhiltlich
unter www.mi.uni-erlangen.de/~knauf
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ImA\

® ° ~ ReA

Abbildung 3.1: Komplexe Eigenwerte (mit Multiplizitdten) einer reellen Matrix

wie man durch Potenzreihenentwicklung und Benutzung von A™ = (W JW ~1)™ =
WJ™W ! sieht.
Wegen
exp(Jy, (A1)t) 0
exp(Jt) = (3.6)
0 exp(Jy,, (Ar)t)
fir die Jordanmatrix J aus (3.5) geniigt es, exp(J,(A)t) zu berechnen. Nun gilt

Jr(A) = J.(0) + A1. J,.(0) und A1 kommutieren aber, was die Berechnung von
exp(J.(\)t) erleichtert:

3.9 Lemma Fiir B,C € Mat (n,C) mit BC = CB gilt
exp(B + C) = exp(B) - exp(C).

Bew.: Durch Einsetzen in die Definition von exp:

=1 BROR - 7 ) N
exp(B+C) = ZE(B+C) :ZH <Z_)BC
n=0 n=0 =0
S 3) S
= il(n —1)!
1) (=1
= < HB) (ZFCJ) = exp(B) - exp(C) O
=0 j=0""

3.10 Bemerkungen 1. Als Gegenbeispiel gilt fiir die Dreiecksmatrizen B :=
(38)und C:=B"=(99): exp(Bt) = (} {) und exp(Ct) = (19), also

exp(Bt) exp(Ct) = (1J;t2 t) und exp(Ct)exp(Bt) = (;1le)-
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) , n gerade

Dagegen folgt aus (B + C)" n ungerade

I
—
—~~
O O
OO
~—

0 $2m 0 $2m+1 )
p((B+000) = (39) D i +(18) 2 s = (Shi &b
m=0 ’ m=0 ’

2. Da Vielfache einer Matrix miteinander kommutieren, ist fiir alle t1,¢5 € R

exp(Aty) exp(Ats) = exp(A (t1 + t2)),

der die DGL © = Ax l6sende lineare Fluss
¢, :R" - R" |, &y(x) =exp(At)x (t € R)

bildet also eine einparametrige Gruppe.

Fiir die Jordan-Blocke gilt aber exp(J,.(A\)t) = exp(J,(0) - t) - exp(At1).
exp(Atl) ist gleich exp(At)1 und exp(J,(0)t) = > 7 o =(J-(0))™t" mit

(O™ = Oipn (R E{L, 1)),

also

Verwendung der reellen Jordan—Normalform

Fir A € Mat (n, R) ist es oft sinnvoll, die reelle Jordan—Normalform von exp(At)
zu benutzen. Dabei setzt man fiir reelle Eigenwerte einfach

JEN) = J.(\)  (AeR).
Firr A € C\R transformiert man Paare von Jordan—Blocken der Gestalt

J-(A) 0
0 J-N) '

unter Benutzung von X = % (_liglr Z]}f;) in die reelle Normalform

R L Jr(A) 0 -1 _ [ Jr(p) —el,
RN =X (M50 X =(050)  eam
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mit 1 := Re(A) und ¢ := Im(\). Es gilt

Jr(A) 0 _ cos(pt)elr (0t _sin(pt)elr ()t
exp (J}”R(A)t) = Xexp << (() ) JT(X)) t)X L ont <Sin((zt))eJT(())t COS(;f)iJT(O)t ) )
(3.8)

also im Spezialfall » = 1 einfacher Multiplizitat

exp (JE()E) = et (COSW —Si““"t)) . (3.9)

sin(pt) cos(pt)

Bedeutung der Spur

Unter einem Diffeomorphismus’ g : R" — R™ besitzt das Bild g(A) einer kom-
pakten Teilmenge A C R" das Volumen

Vi(g(A)) = / | det(Dg(a))] do,

der Betrag der Funktionaldeterminante bei x € A ist also der Faktor, um den
bei x das Volumen durch g vergroBert wird ( Transformationssatz, Satz 5.28 aus
Teil 11l von [Kn]).

Betrachten wir nun fiir die Zeit ¢t € R den Losungsoperator der DGL & = Az,
also die lineare Abbildung

d, € B(R") , P () = exp(At)x.
Wie bei jeder linearen Abbildung ist die Ableitung konstant:
D, (z) = exp(At) (x € R"), (3.10)
und es gilt
3.11 Lemma Fiir allet € R gilt det(D®;) = exp(tr (A)t).
Bew.: Fiir alle B € Mat (n, K) gilt
det(exp(B)) = exp(tr (B))

(siehe z.B. mein Skript Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2, Satz 8.28).
Setze nun B := At und benutze (3.10). O

Wir sehen also, dass die Zeitableitung der VolumenvergroBerung gleich
L det(D®,) |i—o= L exp(tr (A)t) [i—o= tr (A)

ist. Genau diejenigen linearen DGLn mit tr (A) = 0 sind damit volumenerhaltend.

" Def.: Fiir r € N und U,V C R" offen heiBt eine Abbildung ¥ : U — V ein C"—
Diffeomorphismus, wenn ¥ € C" (U, V), die inverse Abbildung ¥~! : V — U existiert, und
v-leCor(v,U).
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3.2 Explizit zeitabhdngige lineare DGLn
Das homogene Problem

Wir betrachten zunachst auf dem % enthaltenden Zeitintervall I das homogene
lineare nicht autonome (d.h. explizit zeitabhiangige) AWP

y(t) = A®)y@) . y(to) = o, (3.11)

wobei A : [ — Mat(n,R) eine stetige matrixwertige Funktion ist.

3.12 Satz Ist M := sup, ||A(t)|| < oo, dann hat (3.11) eine eindeutige
Losung y : I — R™ mit

ly@)|| < M1l jyl (¢ € T). (3.12)
Bew.:

e Zunichst konnen wir durch eine Substitution t = ¢ + ¢, erreichen, dass
to = 0 ist, und es geniigt, ¢ > 0 zu betrachten.

e Die eindeutige Existenz der Lésung t — y(t) folgt wegen der in ¢ uniformen
globalen Lipschitzstetigkeit des Vektorfeldes y — A(t)y auf dem R™ analog
zu Satz 2.19.

o 2(t) := e Miy(t) erfiillt das AWP
2(t) = N(t)z(t) , 2(0)=yo mit N(t):= A(t) — M1,

wie man durch Differentiation nachpriift. Die Abschatzung (3.12) folgt
daher, wenn wir

2O < llyoll  (¢=0,2€1) (3.13)

bewiesen haben. Nun ist
L= = (2, 2(t
= (N(t)z(t
= (2(1),5(1)=(1))

mit S(t) := N(t) + N7 (t), denn S(¢) ist selbstadjungiert, und besitzt nur
Eigenwerte £/ < 0.

{
0 (3.14)

Letzteres sieht man so: Ware S(t)v = Ev mit E > 0, dann wiirde auch
(A(t) + AT(t))v = (E + 2M)v gelten, die Norm || A(t) + AT (¢)| also
> 2M sein, was im Widerspruch zur Definition von M steht.

Aus (3.14) folgt aber (3.13). 0
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Sind 1, : I — R" Losungen der DGL y(t) = A(t)y(t) und ¢1, ¢y € R, dann
ist auch ¢y, 1 + cos : I — R Losung der Differentialgleichung. Die Menge

L:={pe CYI,R") | p(t) = A(t)p(t),t € I} (3.15)

der Losungen bildet also einen R—Untervektorraum von C''(I,R"), den (homoge-
nen) Ldsungsraum. Ist ty € I, so ist wegen der lokalen Existenz und Eindeutigkeit
der Losung des AWP die lineare Abbildung

By : L—R" |, ooty
ein Isomorphismus, es ist also dim(L) = n.

3.13 Definition Eine Basis des Lésungsraumes L heiBt Fundamentalsystem
von Losungen der Differentialgleichung.

Da die Lésung des homogenen DGL-Systems (3.11) linear von y, abhangt, er-
halten wir die allgemeine Losung in der Form

yn(t) = @(t, s)yn(s)

mit dem Ldsungsoperator ® : I x I — Mat(n,R).
Im Spezialfall einer zeitunabhangigen Matrix A ist

O(t,s) =exp(A-(t—s)) (t,s € R).

Allgemein gilt

%‘b(t, s) = A(t)®(t,s) und O(s,s) = 1| (3.16)

3.14 Bemerkungen 1. Auch wenn diese Familie von Matrizen von zwei Pa-
rametern, der Anfangszeit s und der Endzeit ¢ abhangt, geniigt es, fiir ein
einziges to € I die einparametrige Familie

t— O(t, 1) (tel)
zu kennen, denn es gilt
O(t,s) = P(t, to)P(to, s) = P(t,t0)D(s,t)(—1).
2. Trotzdem ist die Losung dieses homogenen nicht autonomen Problems oft

eine Matrix, deren Eintrage keine elementaren Funktionen sind, auch wenn
die Eintrage von A elementare Funktionen sind.

Tatsachlich werden viele sog. héhere Funktionen als Losungen solcher DGLn
definiert, wie etwa die Bessel-Gleichung oder die Mathieu—Gleichung.
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Die Wronski—Determinante

3.15 Definition Fiir ein Intervall I und Kurven vy, ..., v, € C(I,R") ist die
Wronski—Determinante die stetige Funktion

w:l —=R , twdet(v(t),...,v,(1)).

Wir sind hier an der Wronski—Determinante w von Lésungen vy, . .., v, der DGL
interessiert. Da diese Losungen sogar stetig differenzierbar von der Zeit abhangen,
ist w e CY(I,t), und erfiillt selbst eine DGL.

3.16 Satz Fiir die Wronski-Determinante w gilt

%w(t) = tw(A))w(t)  (te ), (3.17)

also .
w(t) = exp ( / tr(A(s)) ds) wlty). (3.18)
to
Bew.: Da die Lésungen v; € C*(I,R") der DGL die Ableitung
besitzen, gilt nach der Produktregel
Doty = 3 det (210). v (0,50 0 (), 0 (1))
dt — ) Y Y Y ) Y

= > det (vl(t),...,vi_l(t),Avi(t),viH(t),...,vn(t)>,

denn fiir die kanonische Basis e, ..., e, des R" gilt
tr(A) = Z(A)Z7Z = Z det <€1, ey €1, Aei, Citly---y 6n>,
i=1 i=1
was sich nach der Determinantenproduktregel auf beliebige Vektoren v+, ..., 9, €

R™ iibertragt:
n
tI‘(A) det(ﬁl, Ce ,@n) = Z det <(61, e, €61, Aei, Citly--y €n)(’(71, Ce 76n)>
i=1
Zn
= Z det(@l, Ce ,171'_1, Aﬁz’yr&i—l—l; Ce ,@n)
i=1
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Die Losung der DGL (3.17) erfolgt durch Separation der Variablen. O

Die Wronski—Determinante einer Fundamentallésung lasst sich also berechnen,
auch wenn man nur deren Anfangswerte v1(tg), ..., v,(to) kennt. Weil w(ty) =
det(v1(to), ..., vn(to)) # O ist, folgt aus der Gestalt (3.18) der Losung auch
w(t) # 0 fur alle t € 1.

Die Wronski—Determinante w(t) eines Fundamentalsystems mit Anfangsbe-
dingungen v;(tg) = e; (i =1,...,n) gibt den Faktor an, um den das Phasen-
raumvolumen zum Zeitpunkt ¢ gewachsen ist.

Fiir eine lineare DGL n—ter Ordnung der Form

mit stetigen Koeffizienten ay, ..., a,_; ist die zugeordnete DGL erster Ordnung
von der Form

.I"l Al 0 1
: =A| : mit z; =y und Az( )

1

T, T, —ag —aj ... —Qp—1

Hier ist also die Wronski—Determinante von Losungen v, ..., 4, : I — R gleich

y1(t) yn(t) d
w(t) = det ( ; ; > , und %w(t) = —an_1(t)w(t).

vV @) ey ()

Das inhomogene Problem
Das inhomogene AWP
2(t) = A(t)z(t) +b(t) , z(to) = 20 (3.19)

mit b : I — R" stetig lasst sich bei Kenntnis dieses homogenen Losungsoperators
leicht I6sen:

3.17 Satz (” Duhamel-Prinzip”)

z(t) = ®(t, to)z0 + /t (t, s)b(s) ds (3.20)

to
Bew.: Wegen ®(s,s) = 1 gilt in (3.20) 2(ty) = 2o und zusatzlich gilt wegen
72t s) = A()®(t, 5)

) = A@)D(t to)z + At) / t@(t,s)b(s)der@(t,t)b(t)
= A(D)z(t) + b(t). O
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Damit ist (3.20) die Lésung von (3.19). O

Die Menge der Losungen der inhomogenen linearen DGL
Ly = {p € C'(I,R") | (t) = A(t)p(t) +b(t),t € I}

ist also von der Form
Lb = L + @,

mit dem in (3.15) definierten homogenen Losungsraum L und der partikuldren
Losung

e CHI,R™) , ot) = /tfb(t,s)b(s) ds

to

Dieser inhomogene Lésungsraum ist damit ein affiner Unterraum von C1(I,R").

3.18 Beispiel Die DGL #(t) 4 55 (t) + (t) = cos(t) eines gedampften harmo-
nischen Oszillators mit duBerer Anregung ist zum System

2(t) = A(t)z(t) + b(t)
mit
und

A(t> = (—01 —11/10) ’ b(t> = (cog(t))

aquivalent. A besitzt die komplexen Eigenwerte

M= —p /()7 = 1= A(=1+/399),

8[-

und Eigenvektoren

Y

Wiy = < 2—10(—4-1:;;\/@@'))

sodass mit der diagonalisierenden Matrix

also
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gilt. Damit ist
exp(At) = W (<" 0 )yw!

0 e)\Qt
sin ( —QT“ 399 t)
Cos(—vgggt) +— 20 sin(—vgggt)
— €_t/20 20 V399 V399 20
/399 sin( v 23(?9 t)
20 o 399 399
~ 7399 51n(—20 t) COS( 30 t) 730

Aus (3.20) ergibt sich

2(t) = exp(At)zg+ [ exp(A(t —s))b(s)ds

0
(/399
in( Y5t
399 ( 20 ) 20 399
— e t/20 COS( 20 t>+ /399 /399 Sm( 20 t) o
o /359 sin T'Sggt) 0
20 399 399
399 51 ( 20 t) COS( 20 t) 599
: 200 ,—¢/20 g 399
1051n(t)—m6 / sm(Tt
sin 39915)
—t/20 | _ /399 ( 20
10 cos(¢)+10e ( cos( 50 t)+ 550

Damit ist die allgemeine Losung der DGL zweiter Ordnung von der Form

x(t) = e t/20 <61 cos <@t> — cgsin (%t)) + 10sint.

Die Losung des AWP fiir zp = x; = 0 ist
nebenstehend abgebildet.

Die Integration bereitet zwar keine
grundsatzlichen Probleme, ist aber schon in
diesem einfachen Beispiel rechenintensiv.

3.3 Quasipolynome

Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten, benutzt man die Methode der
Quasipolynome.

Erinnerung: Der Losungsoperator exp(At) der linearen DGL & = Ax hat die
Form
exp(At) = Wexp(Jt)W ™!

Jr (A1) 0
mit der Jordanmatrix J = ( - ) und
)

1t 22 (3%1),
es gilt exp(J,(\)t) = e - -
0. 0 1
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Folgerung: Ist A € Mat(n,C) und sind Ay,...,\; € C seine Eigenwerte mit
den Vielfachheiten v, ..., 1, dann haben die Eintrage der Matrix exp(At) die
Form Zle eMNt . pi(t), wobei p;(t) ein Polynom vom Grad < v — 1 ist.

Diese Folgerung konnen wir uns zunutze machen, nur unter Benutzung eines
entprechenden Losungsansatzes direkter eine Losung linearer DGLn zu finden.
3.19 Definition Fiir A € K und ein Polynom p € K|t| heiBt die Funktion

t— eMpl(t)

A—Quasipolynom vom Grad grad(p) tber K.

Kennt man nun durch Auswertung des charakteristischen Polynoms von A die
Eigenwerte A{,...,\; und die Multiplizitditen vy,...,v;, dann kann man die
Losung in der oben angegebenen Form ansetzen.

Der K-Vektorraum der A-Quasipolynome wird durch Differentiation linear in
sich abgebildet, und es gilt

L (Mp(t)) = eM(p/(t) + Ap(1)).

Einsetzen des Losungsansatzes ergibt fiir jeden Eigenwert \; eine Gleichung fiir

an(t)
Daraus lassen sich im Prinzip deren Koeffizienten bestimmen.

Besonders leicht ist der Losungsansatz fiir lineare Einzel-DGLn hoherer Ord-
nung. Ist namlich

:cl(t)
die Polynome p; (im Allgemeinen mehrere, denn x(t) = ( : ))

™ 4 a, 2"V 4 =0,

dann ergibt sich das dquivalente System

1
y=Ay mit y:(:) und ykzzcgz;—,lf

Yn
0o 1 0 .. 0
o o 1 . : _ . .
und A = . ) . Es ist damit das charakteristische Polynom
. . . . 0
o 0 .. o0 1
—ap —@1 ... —QAp—-2 —ap—1
A -1 0 .. 0
0 A -1 . : " _—
det(Al—A)=det | . . . . =N+ a,_ N+ ...+ ag,
: . . . 0
0 0 A -1
ag a1 ... Apn—2 A tanp—1

also das Polynom mit den Koeffizienten der DGL.
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Wir brauchen also nicht den Umweg iiber ein DGL-System erster Ordnung zu
machen, wenn wir die allgemeine Losung in Form eines Quasipolynoms schreiben
wollen.

3.20 Beispiel 1. z® —ax=0 , a>0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A\* — a = 0 sind
Me=i"Va (k=1,...,4).

Jede Losung lasst sich also in der Form z(t) = S_i_, cxe* mit Koeffizi-
enten ¢;, schreiben. Ist eine reelle Losung gefragt, dann muss offensichtlich
C9, ¢4 € R und ¢; = ¢3 gelten.

2. Die DGL % + ki + = = 0 mit k£ > 0 beschreibt einen gedampften harmo-
nischen Oszillator (ohne duBere Anregung).

—5 4+ /% — 1 der Matrix A = (% %) sind nur

im aperiodischen Grenzfall k = 2 einander gleich: Dann ist A\ = Ay = —1,

sodass die allgemeine Losung von der Form

Die Eigenwerte Ay, =

z(t) = (c1 + cot)e™
ist.
Fir A € R (sogar fiir A € C!) ist
cosh(At) =1 (e +e™) | sinh(At) =1 (eM —eM),
und nach der Euler-Formel

cos(\t) = % (e“‘t + e—m) . sin(\M) = % (e“‘t _ e_i)‘t) ‘

Losungen linearer DGLn konnen also insbesondere Produkte dieser vier elemen-
taren Funktionen mit t—Potenzen enthalten, denn diese erhdlt man durch Line-
arkombination geeigneter Quasipolynome.

Das hat eine weitere Konsequenz.

Ist namlich & = Ax + b(t), wobei b(t) sich als Summe von Quasipolyno-
men schreiben lasst, dann lasst sich die Losung dieser inhomogenen DGL mit
konstanten Koeffizienten als Summe von A—Quasipolynomen schreiben (wobei
A Eigenwert von A ist oder als Exponent in b(¢) auftaucht). Dies ergibt sich
unmittelbar aus der in diesem Fall giiltigen Lésungsformel (siehe (3.20))

o(t) = exp(At) (xo + /0 t exp(—As)b(s) ds)

fir das AWP mit 2(0) = x, denn Produkte und Integrale von Quasipolynomen
sind Quasipolynome.
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3.21 Beispiel 1. &+2 =12

Eine partikuldre Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung ist z,(t) :=
t2 — 2, die allgemeine von der Form a; cost + assint + xp(t), a1,as € R.

2. W + 2 = %! cost.
Die rechte Seite ist von der Form lt2( A A mit A =1+ 4.
Allgemein hat ein Quasipolynom e*p(t) die k—te Ableitung

% (e)‘tp(t)) =M. Z (I;) Apt=D(¢), (3.21)

=0

denn nach der Leibnizregel gibt es (];) Wahlmoglichkeiten, den Exponenti-
alfaktor [-mal abzuleiten.

Wir setzen die partikulare Losung z,, in der Form z,, = y, +7, mit ygf) (t)+
yp(t) = e an, wobei y,(t) := e (ast? + ait + ap) sein soll.
Nach Formel (3.21) ist die linke Seite
yff) (1) +yp(t) = (A + Dagt? + [(A* + Day + 8\3ay)t
+[(A + Dag + 4X%a; + 12X\ %ay)).
Vergleich mit der rechten Seite ergibt

/2 1 2 _o; V4 _
as Ml = (denn \* = 2i, \* = —4)
_ =8\ _ 8 :
a = St = (1 —i)
an = _ 4X3a3+120%ay 92,
(U A+1 -t

Damit ist
zy(t) = 2Re<(1+l( £ %(1—2)t+92)>

= ¢ <(—t82 + Bty cost + (Lt — 2—7)sint> :

4 Klassifikation linearer Fliisse

Wir kennen den von einem linearen dynamischen System @ = Ax auf dem Pha-
senraum U = R" erzeugten Fluss

O,:U—-U , x> exp(At)x (t e R), (4.1)

wollen aber ein vertieftes geometrisches Verstandnis erlangen. Insbesondere wol-
len wir fiir kleine Dimensionen n die Phasenportrats von (4.1) verstehen.
Allgemein versteht man unter dem Phasenportrit eines dynamischen Systems
& = f(x) auf U C R™ die Zerlegung des Phasenraumes U in Orbits.
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Abbildung 4.1: Phasenportrits von stabilen Spiralen der DGL & = Axz. Links:

A= (_11/5_1/15); rechts: eine zu A dhnliche Matrix

4.1 Konjugationen dynamischer Systeme

Zunachst noch etwas unprazise kann man fragen, wann ein zweites dynamisches
System y = ¢g(y) auf dem Phasenraum V' C R™ ein dhnliches Phasenportrit hat
wie das dynamische System & = f(z) auf U.

Im Fall (4.1) linearer Systeme heiBen die Matrizen A, B € Mat (n, R) dhnlich,
wenn ein S € GL(n,R) existiert mit B = SAS~!. Dann gilt fiir den von B
erzeugten Fluss W, (y) := exp(Bt)y

Uy(y) = Sexp(At)S~'y = S®,(S71y). (4.2)

Also geht das Phasenportrat von B aus dem von A durch eine Basistransforma-
tion des R™ hervor.

In Abb. 4.1 sehen wir Phasenportrats zweier dhnlicher Matrizen.

Da bei der Ahnlichkeitstransformation die Eigenwerte mit ihrer Multiplizitit
invariant gelassen werden, ist diese Aquivalenzklasseneinteilung linearer Fliisse
fiir viele Zwecke zu fein. Angemessener fiir den Vergleich zweier dynamischer
Systeme ist der folgende Begriff.

Wir nehmen an, dass fiir i = 1,2 die Vektorfelder f; € C'(U;, R"™) auf den
Phasenraumen U; C R™ Fliisse

o U, - U, (teR)
erzeugen.

4.1 Definition &) heiBt konjugiert zu @, falls es einen Homéomorphismus
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h: U1 — U2 glbt mit
P =hodMon  (teR).

Da die Inversen und die Komposition von Homoomorphismen wieder Homoomor-
phismen sind, definiert dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Fliisse.

4.2 Satz Falls ®) zu ®®@ konjugiert ist,

1. ist x; € U, genau dann Ruhelage von ®1Y), wenn z, := h(x;) € U,
Ruhelage von ®®) jst.

2. ist der ®M-Orbit O(x1) durch x, € U, genau dann geschlossen, wenn der
®@—Orbit O(z4) durch x5 := h(x,) € Uy geschlossen ist. Dann sind auch
die Perioden gleich.

3. ist das Bild der w—Limes—Menge w(xy) von z1 € U; gleich
h(w(z1)) = w(h(z1))-

Bew.: Hausaufgabe. O

Ist h sogar ein Diffeomorphismus, d.h. gilt zusatzlich h € C1 (U, U,) und h™! €
CL(U,,U,), dann ist

d d
faoh = E(q)?) oh)|i=o = %(ho ®{")|.zo = Dho f,

oder
fo =Dho fioh™. (4.3)

Die den Fluss erzeugenden Vektorfelder werden also durch die Linearisierung von
h aufeinander abgebildet.

Ist insbesondere x; € U; eine Ruhelage von ®W, dann ist nach Satz 4.2
auch zy = h(x;) eine Ruhelage von ®®, und die Linearisierungen D f;(x1) und
D f3(z5) sind dhnliche Matrizen aus Mat (n, R).

Umgekehrt gesagt, sind lineare Fliisse auf dem R™ dann und nur dann durch
Diffeomorphismen konjugiert, wenn die ihre Vektorfelder definierenden Matrizen
ahnlich sind. In diesem Fall konnen wir statt allgemeiner Diffeomorphismen des
R™ aber gleich die in durch S € GL (n,R) definierte lineare Abbildung als kon-
jugierenden Diffeomorphismus verwenden.

Anders sieht die Situation bei Verwendung nicht differenzierbarer Hom&éomor-
phismen h aus.
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4.3 Beispiel Fiir Parameter a € R betrachten wir die lineare DGL & = ax
auf R, mit Fluss @ﬁ“)(a:) = e%zx. Dann ist der Ursprung = = 0 fiir alle a« € R
Ruhelage. Ist nun x € R\{0}, dann ist die w—Limesmenge von z fiir

e a<0 w(z)={0}
ea=0 w(z)={z}
e a>0 w(x) = 0.

Nach Satz 4.2 kénnen also ®® und ®©® héchstens dann konjugiert sein, wenn
sign(a) = sign(b) gilt. Dann sind die Abbildungen aber auch wirklich konjugiert.
Sind namlich a und b beide groBer als Null oder beide kleiner als Null, kénnen
wir den fiir a > 0 definierten Homdomorphismus

he :R—R , x> sign(z)|z|*

von R benutzen. Es ist h;l = hi/q und daher fiir a := 3
ha o ® o hZl(z) = ha(e“sign(z)|z|"/*)
= sign(z)(e®|z|Y)® = esign(z)|z| = tx = o ().

Wir beachten, dass dieser konjugierende Homdomorphismus auBer an der Stelle
Null glatt ist.

4.2 Hyperbolische lineare Vektorfelder

Wir verallgemeinern jetzt das Beispiel 4.3.

4.4 Definition e Eine Matrix A € Mat (n,R), das Vektorfeld x — Ax und
der Fluss (t,z) — ®4(x) = exp(At)x heiBen hyperbolisch, wenn fiir alle
Eigenwerte A\ € C von A gilt: Re(\) # 0.

e Die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte A mit Re(\) <
0 heiBt der Index von A und wird Ind(A) geschrieben.

o F°:={z € R"|limy_ P:(x) = 0} heiBt stabiler Unterraum,
E":={z € R" | limy_,_ ®:(x) = 0} instabiler Unterraum von A.

4.5 Bemerkungen 1. Eine Matrix A € Mat (u, R) ist also genau dann hy-
perbolisch, wenn Ind(A) 4 Ind(—A) = n ist.

2. Im Beispiel 4.3 waren die hyperbolischen dynamischen Systeme mit glei-
chem Index zueinander konjugiert. Dies werden wir jetzt auch fiir beliebige
Dimensionen n zeigen.
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3. Die (gebrauchlichen) Indices s bzw. u stehen fiir stable bzw. unstable).

4.6 Lemma Fiir eine hyperbolische Matrix A gilt
dim(E*) = Ind(A).

Bew.: Zunachst sind wegen der Linearitat des Flusses @, tatsachlich £* und £
Unterrdume des Phasenraums R".

e Ist x € R™ Element der direkten Summe der verallgemeinerten Eigenraume
zu den Eigenwerten \; mit Re()\;) < 0, dann sind die Komponenten der
vektorwertigen Funktion ¢ — ®;(x) Summen von \;—Quasipolynomen, also
x € E*. Damit ist dim(E*) > Ind(A).

e Andererseits ist mit der analogen Argumentation fiir die Eigenwerte mit
positivem Realteil dim(E") > Ind(—A) = n — Ind(A).

e AuBerdem gilt fiir jede Summe f(¢) := Y, p;(t)e*" von A\;—Quasipolynom-
en: Falls lim; o f(¢) = lim;—._o f(£) = 0, dann ist auch f = 0.

Also ist E*NE*® = {0} und damit dim(E")+dim(E?) = n, was dim(E*) =

Ind(A) und dim(E*) = n — Ind(A) impliziert. O

Betrachten wir das rechte Phasenportrait in Abb. 4.1, dann ist die Trajektorie

zwar stabil, nihert sich aber nicht die ganze Zeit dem Ursprung. Der Ubergang

zur dhnlichen Systemmatrix der linken Abbildung behebt diesen Defekt.
Dies ist allgemein moglich:

4.7 Lemma Essei A € Mat (n,R), und A := max{Re(\) | A Eigenwert von A}.
Dann gibt es fiir alle A\’ > A ein Skalarprodukt auf dem R™, fiir dessen Norm
gilt:
d
e@l < A(2)]]  (# €R" 1 €R). (4.4)
Bew.: Wegen %@t(x) = d%CI)HS(xﬂs:o = d%CI)s(y)\s:o mit y := ®,(z) genligt
es, (4.4) fur t = 0 zu zeigen.
e Stattdessen zeigen wir sogar, dass fiir ein geeignetes Skalarprodukt auf dem
C" gilt
d
%% (exp(At)x, exp(At)x) =0 < A (z, ) (x e C"). (4.5)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir voraussetzen, dass der
Basiswechsel zur Jordan-Normalform schon vorgenommen wurde. Es ist

% (exp(At)z, exp(At)z) |1—0 = 2Re({z, Ax)).
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e |Ist das Skalarprodukt so gewahlt, dass die Unterraume zu den verschiede-
nen Jordan-Blocken orthogonal sind, ist dieser Term eine Summe (iber die
Beitrage der Jordan-Blocke.

Mit dem Jordan-Block J,.(\) fiir den Eigenwert A ist fiir p1:= Re(\) < A

Re((z, Jr(N)z)) = Re((z, Jr(n)x)).

e Fiir ¢ > 0 konjugieren wir J,.(u) = pl, + J.(0) mit der (invertierbaren)
Diagonalmatrix D, := diag(1,¢,€2,..., " 1):
D' J.(1)D. = pl, + DZ1J.(0)D, = pul,. + £J,(0).

Die Nebendiagonale wurde also mit € multipliziert. Wir bezeichnen das ka-
nonische Skalarprodukt auf C" mit (-, -) . . Die Cauchy-Schwarz-Ungleich-
ung impliziert

Re ((z, Jr(0)2) )
Also ist fiir ¢ € (O,A’ — A)
Re ({(z, (u1, + €J,.(0))z)

< ”m”canHJr(O)m”can < ||37||2

can*

= M(x,x>can+€Re(<x,JT(O)x>
< (A +6) (7, 0) gy < A (2, 2)

Wir definieren also das Skalarprodukt durch (x,y) := (D-'z, D 'y)
und erhalten fiir 7 := D'z

(x, J.(p)x) = (z, (pL, +J,(0))2),,, <N (2, %), =N (r,z),

insgesamt also 4 || exp(At)z|?|;—o < ||z O
Der (eindimensionale, da durch a € R parametrisierte) Parameterraum der
eindimensionalen linearen dynamischen Systeme & = az wird also in drei Aqui-

valenzklassen zueinander konjugierter Systeme zerlegt.

can ) can )

can *

can

can

4.8 Satz Die linearen Fliisse zweier hyperbolischer Matrizen A® € Mat (n, R)
sind genau dann konjugiert, wenn Ind(A")) = Ind(A®) gilt.

Bew.: Wir bezeichnen die linearen Fliisse mit ®.” (z) := exp(AWt)(x) und deren
stabile Unterraume mit £® (i = 1,2).
e Existiert ein konjugierender Homéomorphismus h : R™ — R", dann gilt
h(0) = 0 und auch R(EW) = E® denn die Punkte 2 € E® ha-
ben die definierende Eigenschaft {0} = w(x), und es gilt nach Satz 4.2
h(w(x)) = w(h(x)). Es ist eine wichtige Eigenschaft von Homéomorphis-
men, die Dimension von Vektorraumen invariant zu lassen. Damit ist bei
Existenz einer Konjugation h

Ind(AY) = dim(EW) = dim(h(EV)) = dim(E®) = Ind(A®).
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e Wir nehmen jetzt umgekehrt Ind(A")) = Ind(A®) an und konstruieren
einen konjugierenden Homoomorphismus h. Da beide Phasenraume R”
direkte Summen ihrer stabilen bzw. instabilen Unterrdume sind, schreiben
wir beziiglich dieser Zerlegungen den Homoomorphismus in der Form h =
(R, h) mit b : EM — E®) wihrend h(* die instabilen Unterriume
aufeinander abbildet.

e Wir geben an, wie h(*) konstruiert wird. A" kann man analog, aber bei
Ubergang von A® zu den Systemmatrizen —A® definieren.
Zunichst ist h®)(0) := 0. Ist = € EW\{0}, dann ist lim,_.., ®{"(z) = 0
und lim;, H<I>,£1)(x)|| = 00. Nach Lemma 4.7 gibt es genau ein

T(x) €R mit &5/, (x) € S —{yEE(1)|||y||(1)=1}.

Geometrisch ist S die Sphare vom Radius 1 in E®. Ahnlich bezeichnet
={2€ E@ | ||2||® =1} die Einheitssphire in E(2).

Da die beiden R-Vektorraume E® und E? die gleiche Dimension besit-
zen, gibt es einen Isomorphismus I : E® — E@ und entsprechend den
Diffeomorphismus

= I(y)
I:8M 5@ Y
11(y)[|®
Wir setzen

W (@) = 0% oTodl) (x)  (ze EO\{0}).

Als Verkettung glatter Abbildungen ist 4(®) auf E(W\ {0} glatt, und A (z) —
0 fiir x — 0. Analoge Aussagen gelten fiir die Umkehrabbildung von h(®).
Damit ist 2®) und schlieBlich auch & ein Homdomorphismus.

e h konjugiert die Fliisse, denn fiir y := (IJ(l)( Yund z € EMW ist

1 1 1 1
OL () = 050U (y) = o) (@),

also T(y) = T(x) — s. Fiir alle t € R und (zunichst nur) fiir z € EW ist

e oh(z) = @, 0Todf ) (v) = &7 0To®y)  0d"(z) = hod{" (x),

woraus mit analoger Argumentation fiir den instabilen Unterraum die Kon-
jugationseigenschaft fiir alle z € R" folgt. O
Es gilt also beziiglich Konjugation genau n + 1 Aquivalenzklassen hyperbolischer
Matrizen A € Mat (n, R).
Eine weitergehende Analyse, insbesondere eine Verallgemeinerung auf die lo-
kale Theorie nichtlinearer DGLn in der Nahe eines hyperbolischen singuldren
Punktes, findet sich in PALIS und DE MELO | ], sowie in AMANN [Am].
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Abbildung 4.2: Verzweigungsdiagramm fiir Matrizen A € Mat (2, R), mit Diskri-
minante D = tr(A)% — 4 det(A).
tr(A) < 0: Senke; tr(A) = 0: Volumenerhaltender Fluss; tr(A) > 0: Quelle

4.3 Lineare Fliisse in der Ebene

Nach dem in Beispiel 4.3 behandelten Fall n = 1 untersuchen wir jetzt den nachst
einfachen Fall n = 2. Zueinander dhnliche Matrizen fithren zu Fliissen, die sich
nur durch eine Basistransformation unterscheiden.

Wir betrachten fiir A = (2 %2) € Mat (2,R) den Fluss & : R? — R?
der linearen DGL & = Ax. Die GroBen

tr(A) = a;+ax , det(A) = ajjan—apas und D :=tr(A)?>—4det(A)

sind invariant unter Konjugationen A — SAS™!, und die Eigenwerte A/, € C
sind gleich
Aijp = L(tr(A) £ VD).

Nur wenn die Diskriminante D = 0 ist, kann also die komplexe Jordan-Normalform
von A aus einen Jordan-Block der GroBe 2 bestehen, und nur dann ist die Kon-
jugationsklasse von A nicht schon durch tr(A) und det(A) festgelegt.

Nicht hyperbolisch ist die Matrix A genau dann, wenn mindestens einer der
Eigenwerte verschwindenden Realteil hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn

1. det(A) = 0, also sogar ein Eigenwert 0 ist oder
2. det(A) > 0, aber tr(A) = 0 gilt, also die Eigenwerte rein imaginar sind.

In der (tr,det) € R?*-Ebene bilden diese Bedingungen die Abszisse bzw. positive
Ordinate und trennen damit drei offene Gebiete ab, sieche Abb. 4.2.
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e Ind(A) = 0 gilt fir den Quadranten det(A) > 0 < tr(A)
e Ind(A) =1 gilt fiir det(A) < 0. Hier sind beide Eigenwerte reell.

e Ind(A) = 2 entspricht dem Quadranten det(A) > 0 > tr(A).

Wie im letzten Abschnitt bewiesen, sind die Fliisse innerhalb jedes dieser drei
Gebiete untereinander konjugiert, aber Fliisse fiir Matrizen mit verschiedenen
Indices sind nicht konjugiert.

Der Fall Ind(A) = 1 ist, entsprechend dem Vorzeichen von tr(A), noch
weiter unterteilbar. In der Situation tr(A) = 0 zweier Eigenwerte A\; = —Xs € R
wird das Phasenraumvolumen durch den Fluss erhalten, wahrend fiir tr(A) < 0
gemaB Lemma 3.11 fiir den Limes groBer Zeiten mit exponentieller Rate gegen
Null geht. Der Fall tr(A) > 0 ist in Abb. 4.3 dargestellt.

Die durch die Gleichung D = 0 definierte Parabel trennt die Konjugations-
klassen Ind(A) = 0 und Ind(A) = 2 noch weiter auf. Fiir D > 0, also reelle
Eigenwerte, erhalten wir sog. Knoten als Phasenraumportrats, siehe Abb. 4.4
Diese werden stabil genannt, wenn dim(E*) = 2, also Ind(A) = 2 ist und insta-
bil fiir Ind(A) = 0.

Fir D = 0 kann die Jordan—Normalform von A ein nichttrivialer Jordan—
Block sein. Ein entsprechendes Phasenportrat, uneigentlicher Knoten genannt,
findet sich ebenfalls in Abb. 4.4.

Ist zusatzlich tr(A) = 0, sind also beide Eigenwerte gleich Null, erhdlt man
einen eindimensionalen Eigenraum von Gleichgewichtslagen, wie in Abb. 4.5
(links). Der Fall tr(A) = 0, det(A) > 0 fiihrt zu imaginadren Eigenwerten und
periodischen Orbits (Abb. 4.5 rechts), auch Zentren genannt.

Endlich ist fir D < 0 und tr(A) < 0 die Bewegung spiralformig und stabil
(Abb. 4.6), wahrend D < 0 und tr(A) > 0 zu sog. instabilen Spiralen fiihrt.

4.4 Beispiel: Feder mit Reibung

Als Anwendungsbeispiel der Theorie linearer DGLn diskutieren wir den Fall eines
an einer Feder aufgehdngten Gewichts der Masse m > 0, das sich im Ruhezustand
im der Hohe x = 0 befinde.

Die Kraft F'(z, ), die auf die Masse wirkt, ist in der einfachsten N3herung
eine lineare Funktion der Auslenkung = € R und der Geschwindigkeit = € R. Die
erste Proportionalitdtskonstante —D mit D > 0 nennt man Federkonstante. Sie
ist ein MaB fiir die Steifheit der Feder.

Die zweite Konstante —R mit R > 0 beschreibt die Reibung des Mas-
senkdrpers an der umgebenden Luft und die innere Reibung des Federmaterials.

47



/N

I '

Abbildung 4.3: Phasenportrat von Satteln der DGL & = Ax. Links: Systemmatrix
A= (3 0) Rechts: zu A dhnliche Matrix.

0-2

~— (Z

™ — _/_)_

Abbildung 4.4: Phasenportrats von Knoten der DGL & = Ax. Links: instabiler

Knoten, fir A = (0 1/2) Rechts: instabiler uneigentlicher Knoten, fiir A = ((1)1)
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Abbildung 4.5: Phasenportrats von @ = Ax. Fall rein imaginarer Eigenwerte.
Links: Nilpotente Matrix A = ({}); Rechts: Zentrum, fiir antisymmetrische Ma-
trix A = (0 1)

) (&

Abbildung 4.6: Phasenportrats von stabilen Spiralen der DGL & = Axz. Links:

A= (11/5_1/15); rechts: eine nicht zu A 3hnliche Matrix
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Autonomer Fall

Es gilt also nach Newton m%x(t} = —Dz(t) — RLx(t), oder %x =Ly
L4, Setzt man als neuen Zeitparameter s = /™t an, und kiirzt £z (¢(s)) mit

Z ab, so ergibt sich

R
vmD
Eine solche Umskalierung wird haufig benutzt, um eine Differentialgleichung auf

eine moglichst einfache Form zu bringen.
Mit der Geschwindigkeit v := 1 ergibt sich das lineare System erster Ordnung

r=—-x—ki ,mit k:= 0.

(5)=A() mit A=(%%).

Die Eigenwerte von A ergeben sich als die Nullstellen \;/, = —E /1 -

2 1
des charakteristischen Polynoms det(All — A) = A2 + kX + 1.

Es gilt det(A) = 1 und tr(A) = —k, wir bewegen uns also im Diagramm 4.2
auf einer hozontalen Geraden. Je nach GroBe des Reibungsterms miissen also drei
Falle unterschieden werden:

1. Schwingfall:, Kleine Reibung, 0 < k£ < 2.

Die allgemeine Losung hat hier die Form

z(t) = e ¥ (acos(wt) + bsin(wt)) mit w:=Im(\) =4/1—

wobei die Koeffizienten a und b aus
den Anfangswerten z(0),%(0) zu
bestimmen sind. Fiir den reibungs-
freien Fall £ = 0 liegt ein Zentrum
vor, sonst eine Spirale.

Die Schwingungsfrequenz w(k) ist
gegeniiber w(0) = 1 verkleinert,
aber es gilt noch w(k) > 0.

Die an der Feder aufgehangte Mas-

se pendelt sich allmahlich in ihre _ , .
Ruhelage (2, &) = (0,0) ein. Zwei Losungen fiir den Schwingfall

(k=1/2)

2. Aperiodischer Grenzfall: £ = 2.
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Esist A = (9% 1), und die Ma-
ik Ve (40, V = L(1),
fiihrt A in obere Dreiecksform iliber: |
Ji=VTAV = (¢ 2).

Damit ist e/* =e™* (} %) und

exp(At) = Ve!'V ! =e™ (U],1) 02

Beispielsweise ist bei verschwinden- ‘ 2 4 6 &5 10 12
der Anfangsgeschwindigkeit vy = 0

_ Zwei Losungen fiir den Aperiodi-
_ t
z(t) = zo(L +t)e™. schen Grenzfall

Es findet also keine Schwingung mehr statt. Wegen der Nichttrivialitat des
Jordan-Blockes ist die Bewegung zur Ruhelage hin gegeniiber der Losung
x(t) = xoe " verlangsamt.

3. Kriechfall: GroBe Reibung, k£ > 2.

Hier hat A die beiden reellen negativen Eigenwerte

k+VkE—4  k 4
Mg = ————g—— =3 (u: 1—ﬁ>.

Fir £ — oo ist also

1 X
)\1 ~ —/{Z y )\2 ~ —]C 1
. . . 0.8
Das Phasenportrait ist das ei-
0.6

nes Knotens. Physikalisch bedeutet
dies, dass, auBer fiir sehr spezielle 0.4
Anfangswerte (¢, vo) die einem Ei-  ,
genvektor zum kleineren Eigenwert
Ao entsprechen, die Annaherung an
die Ruhelage sich bei VergroBerung

von k verlangsamt: Zwei Losungen fiir den Kriechfall
(k= 2.5)

x(t) = ae™’ 4 be?t,

Nicht autonomer Fall

Eine in der Praxis wichtige Erweiterung des eben besprochenen Beispiels besteht
darin, dass auf den Massenpunkt zusatzlich eine duBere Kraft wirkt. Soll bei-
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spielsweise dauerhaft eine Schwingung aufrechterhalten werden, kann man den
Aufhangungspunkt zeitperiodisch nach oben und unten bewegen.
Die zu behandelnde Differentialgleichung hat dann die Normalform

i+ki+a=f)

mit einer vorgegebenen duBeren Kraft f, z.B. f(t) = acoswt. Es ist ja coswt =
Re(e™*). Es liegt also zur Verkiirzung der Rechnung nahe, eine partikulare Losung
y : R — C der komplexen Differentialgleichung

§+ky+y=ae"

zu suchen, und danach z(t) := Re(y(t)) zu setzen.
Physikalisch ist wegen der Reibung zu er-

warten, dass der Massenpunkt nach ei- r, ¢
niger Zeit hauptsachlich eine harmoni-
sche Schwingung mit der Kreisfrequenz
w durchfiihrt, die ihm von auBen aufge-
pragt wird. Setzen wir an: y(t) := Be™",
so ergibt sich y® (t) = (iw)*y(t), also 1

1.5

(1 — w? +ikw)y(t) = Ae™* : W

oder, nach Auflésen nach B:

B A
1 —w? 4 ikw

Amplitude und Phasendifferenz der
B = Ar(w)e ™«  Erzwungenen Schwingung (k = 1)

-1
(1—w?)2+ (kw)?

mit Amplitude r(w) := und Phase p(w) := arctan ({£%)

1—
der erzwungenen Schwingung (siehe Abb.).

Offensichtlich spielt w = 1 eine besondere Rolle; das ist nicht verwunder-
lich, denn die homogene Gleichung ohne Reibung hatte ja diese Frequenz ihrer
Losungen.

Wir interpretieren jetzt Amplitude und Phase der Losung physikalisch:

e Fiir kleine anregende Frequenz w schwingt die Masse einfach mit der Am-
plitude der Anregung. Ist w nahe bei der auf 1 normierten Eigenfrequenz,
dann kommt es zur Resonanz. Die Schwingungsamplitude wird groBer als
die anregende Amplitude und zwar um so groBer, je geringer die Dampfung
ist.® Das Maximum von r(w) liegt an der Stelle wy = /1 — k2/2, also zwi-
schen der Eigenfrequenz mit und ohne Reibung. Die Maximalamplitude ist

8Voraussetzung: k < /2.
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fiir verschwindende Dampfung & ™\, 0 asymptotisch zu
1 1

M) =

e Die Phasendifferenz (k) zwischen der duBeren Kraft und der Schwingung
hat folgende Form:

Fir w < 1 sind die beiden Schwingungen also in Phase, fiir w > 1
gegenphasig, fiir w = 1 um 7 gegeneinander verschoben.

Wir erhalten also als Losung der Differentialgleichung & + ki +x = A coswt
xr(t) = r(w)Acos(wt + p(w)).

Der Index I steht hier fiir inhomogen und verweist auf die rechte Seite der
Differentialgleichung. Wie immer bei inhomogenen linearen DGLn gilt:
Ist x eine beliebige homogene Lésung der homogenen linearen DGL (hier:
I + ki + x = 0), dann ist
Ty + g

eine Lésung der inhomogenen Gleichung, und jede Losung der inhomogenen Glei-
chung 1aBt sich so gewinnen. Diese Losungsstruktur der derjenigen der Losungs-
menge eines inhomogenen Gleichungssystems Ax = b.

5 Stabilitdt von Gleichgewichtslagen

5.1 Allgemeine Bedeutung der Linearisierung

Wir besitzen jetzt eine Losungsmethode fiir lineare DGLn (mit konstanten Koeffi-
zienten). Es ist dies aber leider die einzige groBe Klasse "algorithmisch” 16sbarer
DGLn. Andererseits sind viele Anfangswertprobleme zwar nicht linear, konnen
aber immerhin naherungsweise mithilfe linearer AWPs gelost werden.

5.1 Bemerkung Ein Grund dafiir ist die Tatsache, dass sich viele in der Natur
auftretenden Systeme naherungsweise im Gleichgewicht befinden, also nahe bei
einem kraftefreien Fall. Besitzt die ortsabhangige Kraft F' eine Nullstelle bei g,
dann gilt (fiir glattes F') nach Taylor fiir ¢ nahe bei ¢

F(q) = i(gf)+DF(qs)(q—qs)+0(Hq—qsll2)

= Alg—gq5) + O(lg — qs|?)
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mit A := DF(qs). Fiihrt man die Relativkoordinate y := ¢ — g5 ein, so wird aus
der Newtongleichung G = F'(q) (fiir Masse 1)

i = Ay + O(|lyl*).

Es liegt nun nahe (und ist auch richtig), anzunehmen, dass fiir kurze Zeiten die
Losungen des AWP fiir jj = Ay mit betragsmaBig kleinen Anfangswerten y(0)
und 7(0) nahe bei den entsprechenden Lésungen der nicht linearen DGL liegen.
Manchmal gilt das sogar fiir alle Zeiten, zumindest wenn man statt der Lésungen
die Orbits vergleicht, also die Zeitparametrisierung vergisst.

Wir formulieren nun das Konzept der Linearisierung allgemein fiir Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung.

5.2 Definition Es sei z, € U Nullstelle des Vektorfeldes f € C'(U,R"™) auf
dem Phasenraum U C R", also Gleichgewichtslage der DGL

T = f(x). (5.1)
Die lineare Differentialgleichung
y=Ay mit A:=Df(xy) (5.2)
heiBt Linearisierung von (5.1) bei x;.

Wir untersuchen an einem Beispiel den Zusammenhang zwischen den Lésungen
von (5.1) und denen der Linearisierung (5.2).

5.3 Beispiel (Das planare Pendel) Zunichst leiten wir mithilfe des Newton-
schen Kraftgesetzes eine Differentialgleichung ab, die wir anschlieBend untersu-
chen.

Im ersten Schritt (oft Modellierung genannt) idealisieren wir das Pendel wie
folgt. Es soll aus einem Massepunkt der Masse m > 0 bestehen, der sich in
einer Ebene auf einem Kreis mit Radius L > 0 (Pendellange) um den Ursprung

bewegt. Seine Koordinaten seien (2) = L(_Sicr;fw), und auf ihn wirke eine in

—z—Richtung wirkende Kraft F(z) = (_° ) der Stirke m (Schwerkraft). Deren
Komponente in Tangentialrichtung ist daher gleich —sin ¢. Es ergibt sich damit
die Differentialgleichung

Ly = —sin g,

denn die Masse m tritt auf beiden Seiten des Newtonschen Kraftgesetzes als
Faktor auf, kann also gekiirzt werden. Auf dem Phasenraum U = R? erhalten wir
durch Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit v das Differentialgleichungssystem

erster Ordnung

. : I
o=v |, v_—fsmgp.
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Durch Reskalierung der Zeit konnen wir erreichen, dass L = 1 ist.

Mit z := (¥) ist
&= f(z) = ( ! ) (5.3)

—sinp

Es gilt f(x +vy) = f(z), falls y = (0,27k) mit k € Z ist. Innerhalb einer
Periode (¢ € [0,2m)) besitzt aber f nur die Nullstellen 2, = (0,0) und (0, 7),
entsprechend der unteren bzw. oberen Ruhelage des Pendels. Linearisierung bei
x, = (0,0) ergibt die lineare Differentialgleichung auf dem Phasenraum R?

y=Ay mit A=Df(zs)= ().
Diese besitzt mit der Bezeichnung y = (g, p) die Losung
q(t) = qocost +posint , p(t) = —qopsint + pg cost, (5.4)

mit der Periode 27.
Sind diese Losungen fiir Anfangsbedingungen (qo, po) in der Nahe der Ruhe-
lage x5 = (0,0) eine gute Naherung an die Losungen von (5.3)7
Um dies zu untersuchen, stellen wir fest, dass die so genannte Hamilton-
Funktion ° von (5.3)
H:R* =R , H(p,v)=1v*—cosp

2
entlang der Losungskurven ihren Wert nicht andert:

d
%H(go(t), v(t)) = v+ sinpp = —vsinp + vsin p = 0.

Damit fixieren die Niveaulinien von H im Phasenraum R? auch schon die Or-

bits der DGL (siehe Abb. 5.1). Da z; Minimalstelle von H ist, und die Hessesche
Hess H(z,) = ({ ) positiv definiert ist, sind diese Niveauflachen H~'(H (x())
fiir xy nahe bei z; ndherungsweise von der Form eines Kreises mit Radius ||z||,
also nahe bei dem Orbit (5.4) der Linearisierung.
Damit bleibt insbesondere die Losung von (5.3) fiir alle Zeiten in der Nihe von
xs. Die Schwingungsdauer des Pendels ist aber groBer als die Periode 27 der
Losung (5.4) der linearen DGL, sodass die beiden Ldsungen nach einiger Zeit
nicht mehr synchron sind (siehe Abb. 5.2).

9Physikalisch ist H (i, v) die Gesamtenergie des Pendels mit Winkel ¢ und Winkelgeschwin-
digkeit v
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Abbildung 5.2: Pendelausschlag als Funktion der Zeit und Linearisierung

P P
sS— - —— 37//

2o |

DI - q - 3N
-6 -4 -2 0 2 4 6

Y

Abbildung 5.3: Orbits der Pendelgleichung (links) und ihrer Linearisierung an der
unteren Gleichgewichtslage (rechts)
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5.2 Stabilitatsbegriffe fiir Gleichgewichtslagen

Anschaulich wird man eine Gleichgewichtslage = der DGL & = f(x) dann stabil
nennen, wenn benachbarte Losungen nicht von x, wegstreben. Diese Vorstellung
muss natiirlich noch prazisiert werden, ihre praktischen Implikationen sind aber
offensichtlich.

5.4 Beispiel In vielen technischen Anwendungen ist man daran interessiert, das
System in eine Gleichgewichtslage zu bringen. Man kann das aber natiirlich nur
bis auf einen gewissen Fehler erreichen.

Ist nun die Gleichgewichtslage stabil, dann ist auch in Zukunft das System
nahe bei der Gleichgewichtslage, sonst im Allgemeinen nicht.

Das Pendel ist in diesem Sinn in seiner unteren Gleichgewichtslage stabil, in
seiner oberen nicht.

Ist das Pendel ungedampft, so wird es fiir alle Zeiten kleine Schwingungen
um die Gleichgewichtslage vollfiihren; ist es gedampft, dann wird es sich der
Gleichgewichtslage immer mehr annahern. Entsprechend unterscheiden wir auch
zwei Stabilitatsbegriffe.

5.5 Definition e Die Gleichgewichtslage xs € U C R" der DGL
i=f(x) , feC'(URY) (5.5)

heiBt Liapunov-stabil, falls fiir jede Umgebung W C U von x, eine Umgebung
V C W von z, existiert, sodass das AWP (6.2) fiir alle Anfangswerte xo € V' und
alle Zeiten t > 0 Iésbar ist und die Lésungen ¢ in W bleiben (¢([0,00)) € W).
e Andernfalls heift sie instabil.

w
Ca)’

5.6 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage = := (¢, v) = (0,0) des pla-

naren Pendels
p=v
V= —siney

ist Liapunov-stabil, denn jede Umgebung W von x, enthalt
eine Umgebung V der Form V = H((—o0, F)), wobei
H(v,¢) = % — cos ¢ die Hamilton-Funktion ist.
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V' ist aber flussinvariant, denn die Energie H ist, wie wir gesehen haben,
auf den Losungskurven konstant (lasst man Winkel ¢ € R zu, muss man
statt H'((—oo, E)) die x, enthaltende Zusammenhangskomponente V'
dieser nicht beschrankten Menge verwenden).

2. Die obere Gleichgewichtslage x5 := (¢,v) = (m,0) ist nicht Liapunov-

denn H(z,) =1, und E~'(1) enthilt von x, verschiedene,
stabil, aber diesem beliebig nahe Phasenraumpunkte, die von x,
wegstreben.

Der Begriff der Liapunov-Stabilitat ist vergleichsweise schwach, denn er setzt ja
keine Annaherung an die Gleichgewichtslage voraus. So ist der untere Gleichge-
wichtspunkt des Pendelbeispiels auch fiir negative Zeiten, also bei Richtungsum-
kehr des Vektorfeldes, Liapunov-stabil.

5.7 Definition Die Gleichgewichtslage x5 von (5.5) heiBt asymptotisch stabil,
wenn sie Liapunov-stabil ist und eine Umgebung V' C U von z existiert mit

lim x(t) =z, fiiralle x(0) e V.

t—o0

5.8 Bemerkung Wie das Beispiel einer autonomen DGL auf dem R? zeigt (siehe
z.B. [Am], §15) folgt die Liapunov-Stabilitat nicht aus der zweiten Bedingung.

5.9 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage z; = (0,0) des Pendels ist
nicht asymptotisch stabil, denn nur x selbst hat Energie H(z,) = —1,
alle Nachbarpunkte haben echt groBere Energie, und diese bleibt erhalten.

2. Wirkt auf das Pendel eine geschwindigkeitsproportionale Reibung mit Pro-
portionalitdtskonstante k£ > 0, dann wird seine Bewegung durch die DGL

p=v
v=—sinp—Fk-v

beschrieben. In diesem Fall ist die untere Gleichgewichtslage sogar asym-
ptotisch stabil. Es gilt namlich

%H(v(t), p(t) = w(t)-o(t) +sin(p) - ¢ = —k(v(t))” <0,
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was ja auch anschaulich zu erwarten ist. v

Man kann nun zeigen, dass mit der Zeit
die Energie H tatsachlich gegen —1 geht,
der Orbit also auf die untere Gleich- \
gewichtslage zusteuert. In diesem Bei- /\J ®

spiel spielt H die Rolle einer Liapunov-
5.3 Stabilitatskriterien fiir Gleichgewichtslagen

Funktion, d.h. einer entlang der Losung
monoton fallenden Phasenraumfunktion
H.

\Y

Das letzte Beispiel zeigt eine wichtige Beweisidee fiir asymptotische Stabilitat.
Man mochte ja Stabilitatsfragen auch fiir DGLn klaren, deren Lésungen man
nicht hinschreiben kann. Die Rolle der Funktion H bestand nun in der Tatsache,
dass die Mengen H~!((—o00,)) C U Umgebungen der Gleichgewichtslage wa-
ren, die wegen % < 0 nicht verlassen werden kénnen. Die GroBe von H ist ein
MaB fiir den Abstand von der Gleichgewichtslage, und dieser wird immer kleiner.
Unsere Strategie besteht nun darin, zunachst Kriterien fiir die Stabilitat im linea-
ren Fall zu entwickeln, um danach, soweit moglich, diese auf den nichtlinearen
Fall mittels Linearisierung zu iibertragen.

Der lineare Fall

Der Fall linerarer autonomer DGLn folgt unter Verwendung der reellen Jordan-
Normalform. Neu gegeniiber den Ergebnissen des Kapitels 4.2 ist dabei nur das
Auftreten nicht hyperbolischer Matrizen.

5.10 Satz Die Ruhelage 0 der DGL & = Ax mit A € Mat (n,R) ist

1. instabil, wenn Ind(—A) > 0 oder Ind(—A) = 0, es aber einen Eigenwert
A € iR gibt, dessen algebraische Multiplizitit groBer als die geometrische
ISt,

2. Liapunov-stabil, wenn keine der in 1. genannten Bedingungen erfiillt ist,
3. asymptotisch stabil genau dann, wenn Ind(A) = n gilt.

Bew.: Da Instabilitat, Liapunov-Stabilitat und asymptotische Stabilitat linea-
rer DGLn unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten bleiben, nehmen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit an, dass sich A schon in der reellen Jordan—
Normalform befindet, also aus reellen Jordan-Blocken der Form
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= J.(A) mit A € R, bzw.

TE(N) = (J;gﬁ) ;ﬁl)) (A € C\R)

mit o := Re()), ¢ := Im(\) besteht.

1.

Nach Voraussetzung gibt es einen Jordan-Block zu einem Eigenwert A, fiir
den Re(\) > 0 oder Re(\) = 0, aber r > 2 gilt. Wir benutzen den r—ten
kanonischen Basisvektor ¢, im fluss—invarianten Unterraum dieses reellen
Jordan-Blocks als Anfangswert. Inspektion von (3.7) bzw. (3.8) zeigt, dass

tlim I exp(JiR()\))eTH = 00.

Andernfalls gibt es keine Eigenwerte A mit positivem Realteil, und diejeni-
gen mit Realteil 0 gehdren zu Jordan-Blocken J,.(A) mit 7 = 1.

Im ersten Fall zeigt fiir reelle A (3.7) ist, und fiir nicht reelle A (3.8), dass

lim [|exp(JE (A1) = Jim | exp(JF (i) = 0.

Fir Re(A) = 0 und r = 1 tritt neben dem Fall exp(J,.(0)t) = 1 nur der
Fall des reellen Jordan-Blocks

etz = | (26 25 -

sin(pt) cos(pt)
aus (3.9) auf, und beide fiihren zu Liapunov-Stabilitat.

Ist Ind(A) = n, sind also die Realteile der Eigenwerte negativ, dann ist
lim; o || exp(JE(N)t)]| = 0, andernfalls gibt es ein A mit Re()\) > 0, also
lim; o || exp(JE(N)E)]| > 1. O

Der nichtlineare Fall

Wir betrachten nun eine nicht notwendig lineare DGL auf U C R"

&=f(x) , feC(UR"

in einer Umgebung einer Gleichgewichtslage z;. Von dieser kénnen wir (durch
Einfiihrung verschobener Koordinaten  — x) 0.B.d.A. annehmen, dass sie sich
im Nullpunkt befindet.

M

it A:= Df(0) bezeichne
Rec CYUR" , R(x):=f(z)— Az



die Abweichung des Vektorfeldes von seiner Linearisierung an der Gleichgewichts-
lage.

Wir wollen nun zeigen, dass die Losungen der DGL in fiihrender Ordnung
durch die Linearisierung von f kontrolliert werden, soweit wir uns in der Nahe der
Gleichgewichtslage befinden. Wir kdnnen die so genannte Gronwall-Ungleichung
benutzen. Diese in der Differentialgleichungstheorie wichtige Abschatzung ahnelt
Miinchhausens Methode, sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf zu ziehen.

5.11 Lemma (Gronwall-Ungleichung) Fiir F,G € C°([to,t1),[0,00)) gelte
mit einem geeigneten a > 0 die Ungleichung

F(t) §a+/tF(s)G(s) ds  (t € [to,tr)).

to

Ft) < a-exp (/t:G(s) ds) (t € [to, 1)),

Bew.: e Ist a > 0, dann gilt fiir die rechte Seite h(t) := a+ j; (s)G(s)dsd
(t).

Voraussetzung h(t) > 0 und h'(t) = F(t)G(t) < h(t)G(t), also h(t)) G(t

Integration ergibt In ( ul ) < ft s) ds, oder h(t) < aexp (ftt G(s
also die Behauptung.

Dann ist

~—
Q‘\_/
v

e Ist a = 0, dann gelten Voraussetzung und Resultat fiir alle @ := ¢ > 0, also ist
F=0. O

5.12 Bemerkung Man kann sich die Abschatzung leicht merken, wenn man
Gleichheit annimmt. Die Integralgleichung

F(t) = a+/ F(s)G(s)ds

to
entspricht ja dem AWP F' = F-G, F(ty) = a mit der Lésung F(t) = aelio ) ds
5.13 Satz Eine Gleichgewichtslage x, € U C R"™ der DGL
i=f@) , feC\URY

ist asymptotisch stabil, wenn Ind(D f(x4)) = n ist.
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Bew.: o Wieder kénnen wir durch eine Verschiebung x; = 0 erreichen. Da
U C R" offen ist, gehort eine Kugelumgebung vom positiven Radius 7 zu U.

o Fir A= Df(xs) gibt es ein A < 0 mit Re(\;) < A fiir alle Eigenwerte \; von
A und, wegen Ungleichung (4.5) aus Lemma 4.7, ein Skalarprodukt mit

(Az,z) < A (z,z) (x € R").
e Nun existiert ein Radius r € (0,7) mit

A
IR < %Hxll falls ||| <7, (5.6)

fir R(z) = f(z) — Az, denn lim,_ BN — iy, L@-DIOe] _

fll B3]

e Also folgt fiir die glatte Funktion

F : UT(()) - [0,00) ' F((L’) = %Hx”z?
fiir alle Losungen mit Anfangswerten z(0) € U,(0) und F(t) := F(x(t))
dF(t)

7 0(t), 2(1)) = (f(2(1)), z()) < (Ax(t), (1)) + [[R(z())[[[|=(2)]]

(@(t), x(t)) = AF()  (1=0).

I
=

<

2| =

Denn da F monoton fillt (F' also eine Liapunov-Funktion ist), gilt auch z(t) €
U,-(0). Durch Integration wird aus dieser Ungleichung

F(t) = F(0) + /tF(s) ds < F(0) + A/tF(s) ds  (t>0),
also nach dem Gronwall-Lemma 5.11
F(t) < F(0) exp < /0 Ads) — F(0) exp(At)

oder ||lz(t)|| < rexp (4t). Die Lésungskurve bleibt also fiir alle positiven Zeiten

in der Vollkugel U,.(0) und konvergiert gegen Null. O

5.14 Bemerkung Der Beweis lieferte zusatzlich die Aussage, dass alle = €
U,-(0) zu gegen die Gleichgewichtslage konvergierenden Orbits gehoren, also in
deren Einzugsbereich, dem so genannten Bassin, liegen.

Leider kann man nicht wie im Fall der asymptotischen Stabilitdt vom linearen
auf den nicht linearen Fall folgern.
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5.15 Beispiel (aus [\Wz2]) DGL & = ax + B2 mit Parametern «, 3 € R.
Die Null ist Gleichgewichtslage der DGL und ihrer Linearisierung ¢ = ay.

linearisierte Gleichung nicht lineare Gleichung

a < 0 asymptotisch stabil asymptotisch stabil
a >0 instabil instabil
asymptotisch stabil fiir 3 <0
a =0 Liapunov-stabil stabil fiir 6=0
instabil fiir 6> 0.

5.16 Bemerkung Anschaulich gesprochen kann asymptotische Stabilitat nur
vorliegen, wenn der Fluss in der Nahe der Gleichgewichtslage das Phasenraum-
volumen verkleinert. Daher kann man in physikalischen Situationen ohne Rei-
bungseffekte hochstens Liapunov-Stabilitdt erwarten. Das hat z.B. zur Folge,
dass die Frage der Stabilitdt des Sonnensystems sehr subtil sind.

6 Losung nichtautonomer bzw. nichtlinearer DGLn

6.1 Losungsbegriffe

Wir wissen nun, dass unter verniinftigen Bedingungen Differentialgleichungen
lokal eindeutige Losungen besitzen. Wir konnen namlich explizite, explizit zeitab-
hangige DGLn hoherer Ordnung durch Einfiihrung neuer Variablen in die Form

i= f(x) (6.1)

iberfiihren, wobei f : U — R™ auf dem (offenen) Phasenraum U C R™ ein lokal
lipschitzstetiges Vektorfeld ist. Fiir zy € U besitzt dann das Anfangswertproblem
(AWP)

t=f(x) , x(0)=x (6.2)

eine Losung ¢ : (—¢,¢) — U. Ist das Vektorfeld f € C*(U,R™), dann ist auch
die Lésung des Anfangswertproblems entsprechend glatt: ¢ € C*((—¢,¢),U).
Nur, wie finden wir diese Losungen im Allgemeinen? Die Antwort hangt von
unserem Ldsungsbegriff ab.

1. Meistens werden die Komponenten von f elementare Funktionen' sein.

Kénnen wir dann auch gleiches fiir die Komponenten von ¢ erwarten? Im

10 also die Polynome, die Exponentialfunktion, der Logarithmus, die (invers) trigonometri-
schen Funktionen, und aus diesen durch endlich viele Anwendungen der Grundrechenarten und
Kompositionen gewonnene Funktionen

63



Allgemeinen nicht. Man muss sich nur vergegenwartigen, dass die Integrati-
on einer reellen Funktion f die Losung einer speziellen, explizit zeitabhangi-
gen DGL bedeutet: Ist

oty =c+ | (s ds,

dann gilt
=1 ., o) =c

Nun bildet die Integration (im Gegensatz zur Differentiation) die Menge
der elementaren Funktionen nicht in sich ab, wie schon das Beispiel der
Fehlerfunktion t — [ exp(—s)ds zeigt.

Wir miissen also darauf gefasst sein, nicht elementare Funktionen (wie der
Fehlerfunktion des Beispiels, oder der so genannten hypergeometrischen
Funktion) als analytische Losungen in Betracht zu ziehen.

Inzwischen sind Programmsysteme wie Mathematica oder Maple in der
analytischen Loésung von Differentialgleichungen versierter als die meisten
Mathematiker. Trotzdem kapitulieren sie schon bei den meisten linearen
Einzeldifferentialgleichungen zweiter Ordnung (mit nicht konstanten Koef-
fizienten).

Selbst wenn ein Programmsystem die allgemeine analytische Losung einer
DGL findet, kann diese so kompliziert sein, dass man ihre qualitativen
Eigenschaften (siehe unten) nicht unmittelbar versteht.

Ich werde einige Methoden zur analytischen Integration beschreiben, ver-
weise aber darauf, dass fiir die Mehrzahl der in der Praxis vorkommenden
DGLn die allgemeine Losung nicht bekannt ist.

2. Ein weiterer Losungsbegriff ist der der Numerischen Lésung. Zunachst ein-
mal verstehen wir darunter heuristisch das, was der Computer uns lie-
fert, wenn wir ihn sachgemaB programmiert haben. Auch fiir ein endliches
Zeitintervall wird diese Losung im Allgemeinen nicht mit der analytischen
Losung libereinstimmen. Wir verlangen aber von einem numerischen Ver-
fahren, dass es die (unbekannte) Lésung beliebig gut approximiert, wenn
man — auf Kosten der Rechenzeit — einen Parameter wie den Zeitschritt
der lteration gegen Null fiihrt. Vorteil der Numerik ist ihre fast universelle
Anwendbarkeit, Nachteil die oft unbekannte Genauigkeit.

3. Oft sind wir an qualitativen Eigenschaften der Losungen interessiert, etwa:

e Konvergiert eine Losung gegen eine Ruhelage?
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e |st sie beschrankt oder nicht?
e Ist sie zeitperiodisch?

e Veradndert sich eine Losung stark, wenn der Anfangswert verandert
wird (Instabilitat)?

6.2 Elementare analytische Losungsmethoden

6.2.1 Trennung der Variablen

6.1 Beispiel Das AWP i = 22, z(0) = zy € R besitzt die folgenden Ldsungen:
exy=0: z(t)=0

oz >0: z(t) = 5 (t € (—o0,1/xp))
o1y <0: z(t) = e (t € (1/xp,00)).

Dabei wurde fiir o # 0 der Losungsansatz
z(t) d t 1 1
/ —g:/ds yalso — — ——=1¢
x0 Yy 0 Zo x(t)

Diese Losungsmethode kann wie folgt verallgemeinert werden:

benutzt.

6.2 Satz (Separation der Variablen) Esseien I, .J C R offene Intervalle, g €
C(I,R) und h € C(J,R).
Dann besitzt das AWP fiir die DGL mit getrennten Variablen

z=g(@x)h(t) , z(to) =x¢ mit (xg,t0) €1 XJ (6.3)
eine lokale Lésung:
1. Ist g(xg) =0, dann ist t — xy sogar eine globale Lésung.

2. Ist dagegen g(zo) # 0, dann existiert ein to enthaltendes Intervall JcCJ
und eine eindeutige lokale Lésung o € C'(J,I) von (6.3), in der Form

ot) =G o H(t) (6.4)
mit
_ [ ﬁ = t s)ds
G(x) —/zo 90 H(t): /to h(s)d (6.5)

Bew.:
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1. Fiir g(zo) = 0 ist das AWP von der Form & = 0, x(ty) = o, besitzt also
die konstante Losung ¢(t) = zo (t € R).

2. e Falls g(xy) # 0, dann ist xy in einem eindeutigen maximalen Intervall
I C I enthalten, auf dem g(z) # 0 fiir alle z € I gilt. Das Integral G
existiert damit auf I, und G € C'(I,R). Ebenso ist H € C'(J,R). G
besitzt die stetige Ableitung é[j, ist also streng monoton und sogar ein

Diffeomorphismus auf sein offenes Bildintervall K := G(I). K enthilt
0 = G(x), genauso wie H(J).

e Es sei J C J das groBte ¢, enthaltende offene Intervall mit H(j) C K.
Dann ist in (6.4) ¢ auf J definiert, und es gilt ¢ € C'(J, I).

e Tatsichlich ist ¢ eine Lésung von (6.3), denn ¢(tg) = G™*(H(t)) =
G~1(0) = o und

%210) = e = 9(G W) W) = gl O)A)

e Ist ¢ eine weitere lokale Ldsung von (6.3), dann gilt auf dem ¢, enthal-
tenden Schnitt 7 C R der Definitionsbereich von ¢ und ¢, dass

B t B t%(s> B W)ﬂ_ .
H(t) = / h(s) ds = / s - / 5 = Gl

Pt)=G o H(t)=p(t) (tel),
also die Eindeutigkeit der Losung. O

oder

6.3 Bemerkungen 1. Wie schon das Beispiel & = \/|z| zeigt, ist im Fall 1.
die konstante Losung i. Allg. nicht die einzige Losung.

Im Fall 2. brauchen wir, anders als im Satz von Picard-Lindelof, keine
Lipschitzstetigkeit von g zu verlangen, um die Eindeutigkeit zu erzwingen.

2. Man kann sich die Methode gut merken, wenn man die DGL in (6.3) in

der Form £ = g(z)h(t) schreibt und dann die Variablen in der Form

trennt. Dann sind beide Seiten Differentialformen, genauer ist %x e QY1)

und hdt € Q(J) (in Kap. 7 der Analysis I11[Kn] findet man eine Einfiihrung
in die Theorie der Differentialformen).
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Wie in [Am], Kap. |.5 gezeigt, konnen wir mithilfe der Differentialformen
in vielen Fallen auch die DGL & = f(z,t) (bei der f nicht von der Pro-
duktform f(z,t) = g(x) - h(t) ist) losen.

Insbesondere kann eine Einzeldifferentialgleichung erster Ordnung manchmal durch
eine Variablentransformation in einer DGL mit getrennten Variablen iiberfiihrt
werden.

6.4 Beispiele 1. Fiir a,b, c € R betrachten wir die DGL & = f(ax + bt +c).
Falls a oder b gleich Null ist, ist sie schon in der gewiinschten Form. An-
dernfalls benutzen wir als neue abhangige Variable z(t) := ax(t) + bt + ¢,
also 2 =ai + b= af(z)+b, eine durch Separation der Variablen l6sbare
DGL. Nach Lésung wenden wir die Riicktransformation z(t) = Lﬁ_c
an.

2. Die sog. Ahnlichkeits—Differentialgleichung

&= f(z/t) (1 €(0,00))

wird durch die Substitution y(t) := x(t)/t gelost, denn

6.2.2 Konstanten der Bewegung

Fiir eine autonome DGL & = f(z) auf dem Phasenraum U C R™ existieren
manchmal Phasenraumfunktionen H € C'(U,R) mit dH (x)f(z) = 0 (z € U).
Durch Integration schlieBen wir, dass diese dann Konstanten der Bewegung sind,
d.h. t — H o ®y(xg) fiir alle z € U konstant ist. Dann findet die Bewegung
auf der Niveaumenge H 1(H (o)) C U statt, und diese ist fiir regulire Werte
H(z) von H nach dem Satz iiber die implizite Funktion eine Mannigfaltigkeit'®.

6.5 Beispiel Die Newtonsche Kraftgleichung
i=F(q) mit FeC'(R,R)
besitzt die Losungen
q(t) = g0 + G5 (t = to),

UDef.: Fiir p € {0,...,m} heiBt eine Teilmenge M C R™ p-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R™, wenn jeder Punkt z € M eine Umgebung V,, C R™ besitzt, so dass fiir
eine geeignete Abbildung f € C(V,,R™~P) mit regulirem Wert 0 gilt: M NV, = f~1(0).
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wobei fiir das sog. Potential V (q) := — fq% F(x)dx der Kraft und E > 0

a 1
Gulg) = /q e (6.6)

gesetzt wird.

Hintergrund ist der folgende: Fiir H € C?(R? R) ist die sog. Hamiltonsche
DGL von H von der Form

Physikalisch wird dabei ¢ als Ort, p als Impuls eines Teilchens auf der Geraden
interpretiert. Wir verifizieren, dass fiir jede Losung t — x(t) = (q(t), p(t)) gilt

H ist also Konstante der Bewegung, die Bewegung erfolgt auf den Niveauflachen
von H.

Im obigen Beispiel ist H (¢, p) := 3p°+V(g), also ¢ = p und p = F(q). Setzt
man E := H(xg), dannist \/2(E — V(qo)) = po, falls xo = (g0, po) mit po > 0.
In (6.6) wird also die inverse Geschwindigkeit integriert, um die Zeitdifferenz
t —to zu erhalten, die das Teilchen zum Zuriicklegen des Weges zwischen ¢, und
q bendtigt.

Eine Einfiihrung in die Hamiltonschen DGLn bietet mein Skript Mathemati-
sche Physik 1 (Klassische Mechanik)"?.

6.2.3 Potenzreihen als Losungen

In Anwendungen kommen haufig lineare, nicht autonome DGLn vor. Als Beispiel
betrachten wir solche von zweiter Ordnung in der Form

T+ pi+qr =0, (6.7)

wobei wir vereinfachend annehmen wollen, dass die Funktionen p und ¢ der
unabhangigen Variable ¢ Polynome sind. Der Fall reell-analytischer Funktionen
ist aber auch nicht viel schwieriger. Unser Ansatz zur Losung des AWP mit

x(to) =Ty ., x(to) =T

2erhiltlich unter www.mi.uni-erlangen.de/~knauf
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ist -
= (t—to)" (6.8)
k=0
mit zu bestimmenden Koeffizienten x;, € R, k£ > 2. Wir bestimmen diese durch
Einsetzen in (6.7) und Koeffizientenvergleich.

Sind p und ¢ Polynome, dann ist der (verschwindende) Koeffizient von t*
Summe des vom Z—Term stammenden Term (¢ + 1)(¢ + 2)x42 und hochstens
2+deg(p) +deg(q) weiteren schon bekannten Termen der Form cay, k < (+2.

Da die so definierte Potenzreihe positiven Konvergenzradius p besitzt, ist
deren gliedweise Differentiation fiir t € (to—p, to+p) nachtraglich gerechtfertigt.

6.6 Beispiel Airy—Differentialgleichung Z(t) — tz(t) = 0.
Einsetzen von (6.8) fiir to = 0 ergibt &(t) = >_pe, k(k—1)t*2x, also Y7o (k(k—
1)tF =2y, — thHz),) = 0 oder

i <(€ + D+ 2)zeps — Zfz—1>t£ =0,

=0

wenn x_, := 0 gesetzt wird. Wir wissen aus der Analysis I, dass diese Potenzreihe
nur dann die Nullfunktion ergeben kann, wenn alle Koeffizienten gleich Null sind.
Das bedeutet, nur zy und x1, also die Anfangswerte der DGL, kdnnen frei gewahlt
werden, alle anderen bestimmen sich aus diesen. Insbesondere ergibt sich fiir
{=0,¢=1und (=2
0 Zo x1
= Ta=— |, Tq4=—.
X2 , 3 6 4 12

Allgemein sind fiir n € N die Koeffizienten x3,_1 = 0,

Zo €

o T, (30— 1)30) ITi- (3¢(3C+1))

In Abb. 6.1 ist fiir die Anfangswerte xq = 1, x1 ~ —0.729 die Airy—Funktion
und einige ihrer approximierenden Polynome dargestellt. Die Wahl der Anfangs-
werte bewirkt Erfiillen der Randbedingung lim; .., z(t) = 0. Da hier die Quoti-
enten

und  x3,41 =

L3(n+1) _ 1 und L3(n+1)+1 1
T3n (3n+2)(3n + 3) T3nt1 (3n+3)(3n +4)

der Koeffizienten mit Indexdifferenz 3 fiir n — oo gegen Null gehen, wahrend
sogar x3,.2 = 0 ist, besitzt die Potenzreihe Konvergenzradius unendlich.
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Abbildung 6.1: Die Airy-Funktion Ai und drei ihrer Polynom-Approximationen

6.2.4 Dynamische Systeme in der Ebene

In eindimensionalen Phasenrdumen kénnen keine periodischen Orbits vorkom-
men, denn deren Existenz ist mit der Anordnung der reellen Zahlen unvertraglich.
Wir betrachten jetzt die nachst einfache Situation einer DGL & = f(z) mit
f € CYU,R?), wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass der offene
Phasenraum U C R? ein Gebiet ist, also U # () und U zusammenhingend.

6.7 Definition Ein topologischer Raum (U, O) heiBt zusammenhangend, wenn
es auBer U und () keine weiteren gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Teil-
mengen von U gibt. Die maximalen zusammenhangenden Umgebungen von Punk-
ten aus U werden die Zusammenhangskomponenten genannt.

6.8 Beispiel Die Gruppe O(n) besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten.

Ist nun = € U ein Punkt auf einem periodischen Orbit O(z) mit Periode 7" > 0,
dann zerlegt die Kurve

c:[0,T] = U , t Oyx)

nach dem Jordanschen Kurvensatz die Ebene in zwei Gebiete, d.h. R?\O(z)
besitzt zwei Zusammenhangskomponenten, von denen die eine beschréankt ist
(das Innere der Kurve), die andere nicht (das AuBere der Kurve).

6.9 Definition Ein Gebiet U C R2, in dem das Innere jeder geschlossenen Kurve
c:[0,T] — U Teilmenge von U ist, heiBt einfach zusammenhangend.
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Anschaulich gesprochen besitzen einfach zusammenhéngende Gebiete keine Locher.

6.10 Satz (Bendixson) Wenn der Phasenraum U einfach zusammenhangend
ist und auBerhalb einer Nullmenge div(f) > 0 gilt, existiert kein periodischer
Orbit. Gleiches gilt analog fiir den Fall div(f) < 0.

Bew.: Wir nehmen an, dass ein periodischer Orbit O C U existiert und bezeich-
nen mit / C IR? sein Inneres. Da U einfach zusammenhingend ist, gilt 1 C U.
Nach dem Satz von GauB ist

Jaitpyae= [ s)-ane)

wobei fiir z € O die Normale N(x) auf f(z) senkrecht steht und nach auBen
zeigt. Daher ist das Skalarprodukt im Integral der rechten Seite Null, wahrend
das Integral auf der linken Seite ungleich Null ist. Widerspruch! O

6.11 Beispiel [ : R? — R? f(z) = < "2 +$?) besitzt keinen periodischen

—z1 43

Orbit, denn divf(z) = 3||z||*> > 0 fiir alle x € R?\ {0}.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man z.B. in [Am], V.24.

6.12 Satz (Poincaré—Bendixson) Auf der kompakten Teilmenge K C U des
Gebietes U C R? besitze das Vektorfeld keine kritischen Punkte.

Dann ist fiir Anfangswerte x mit ®,(z) € K fiir alle t > 0 die w—-Limesmenge
w(x) ein periodischer Orbit.

6.3 Numerische Integration von DGLn

Ziel: Es soll das AWP & = f(x), z(0) = x¢ im Zeitintervall ¢t € [0,7] nahe-
rungsweise gelost werden.

Annahme: Das Vektorfeld f : RY — RY ist global lipschitzstetig, d.h. fiir ein
L>0ist
1f (1) = fz) || < Lljay — ol (21,22 € RY).

Eine Gruppe numerischer Verfahren basiert auf einer Reihenentwicklung fiir die
Losung und liefert eine auf ganz [0, 7| definierte Naherungslésung.

Ich werde hier aber nur den iiblicheren Ansatz diskutieren, bei dem die Losung
nur fiir endlich viele Zeitpunkte in [0, 7] approximiert wird.

Dazu wahlen wir eine Schrittweite h > 0 und setzen

th:==mn-h n=0,...,Nma = |T/h].
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Wir wissen aus Satz 2.19, dass die eindeutige Losung ®(¢, xo) des AWP fiir alle
Zeiten t € R existiert.
Unser Ziel ist damit, die Lésung

T = P(t,,x0) zu den Zeitpunkten ¢, € [0,7] durch Werte 1y,

anzunahern; gehen in die Berechnung von vy, die GroBen v, g, ..., y,_1 e€in,
spricht man von einem k-Schrittverfahren. Ich werde nur Einschrittverfahren
besprechen.

Zu dessen Definition wird ein approximativer Differenzenquotient fiir Schritt-
weiten h < hg gewahlt, d.h. eine stetige Abbildung

F R x [0, ho] — R
mit den Eigenschaften
1. F(z,0) = f(x) (x € RY) (Konsistenz)
2. Lipschitzstetigkeit, d.h. der Existenz von M > 0 mit

sup || F(x1,h) = Flaz, h)l| < Mlay — 22 (21,22 €RY). (6.9)

he[0, ko]
Die Wahl von F' bestimmt das Einschrittverfahren

Yo =To , Yn = Yn-1 + hF(yn—la h) (n = 17 HE 7nmax)-

6.13 Beispiel 1. F(x,h) = f(x) (Euler-Verfahren)
2. F(z,h) :=L(f(z+hf(z)+ f(z)) (Heun—Verfahren)
3. F(x,h) = §(ky + 2ky + 2k3 + k) mit
kii=f(x), ko= f(x + L2ki), ks = f(z + Lky), ks = f(z + hks)
(Runge—Kutta—\Verfahren der Ordnung 4).

Offensichtlich ist das Euler-Verfahren das einfachste. In einem Beispiel wollen wir
sehen, welchen Verfahrensfehler es liefert:

6.14 Beispiel (Euler-Verfahren fiir harmonischen Oszillator) Die DGL der
ungedimpften harmonischen Schwingung mit Phasenraum R?

&= flx):= (%)
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besitzt die Losung ot Y500
O %50
B(t,70) = (55t 320 o, ;o
sodass die Lésung x,, := ®(t,, o) gleich 574 . 2 °:4
_ cos(hn) sin(hn) % >
Tn = (—sin(hn) cos(hn)) Lo °..°.. -2 ..°

ist und ||z,|| = ||zo|| gilt.

Dagegen liefert das Euler-Verfahren

Yn = Yn1+h(%8)Yn-1=ByYyn1=...=B"yo= B xg

mit .
B = (_lh }1L> =A (—Czisnwap zg;i>

fir

Ai=Vdet B=+V1+h? und ¢ :=arcsin(h/\).

Damit ist y, = A" (502 209 ) ) also

[yl = A" [|o]l-

- Wegen nyax = |1'/h] ist die Zahl der Schritte von der Ordnung O(1/h).
Nun ist nach Taylor o — h = O(h?), die maximale Winkeldifferenz also

Nmax * (¢ = h) = O(h?).

- Wegen A" = e = 3040 — oxp (2(R2 4+ O(hY))) ist

At — 14+ O(h).

- Der Verfahrensfehler im Zeitintervall [0, 7] ist also von der Ordnung O(h).

Um den Verfahrensfehler zu verkleinern, ist es also zunachst einmal naheliegend,
die Schrittweite h zu verringern. Dies kann aber aus zwei Griinden nicht die letzte
Antwort sein:

e Die Rechenzeit wichst proportional zu n,.x = |T/h].
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e Die (hier nicht weiter betrachteten)

Rundungsfehler bei jedem der n..
Verfahrensschritte addieren sich im
ungiinstigen Fall auf, ergeben also
einen globalen Rundungsfehler, der
von der GroBenordnung 1/h ist, also
bei Verringerung der Schrittweite zu-
nimmt, siche Abb.

Rundungs ler

Verfahrensfehler

Daher bemiiht man sich sinnvollerweise um bessere Verfahren, also solche hoher
Ordnung:

6.15 Definition e Der lokale Verfahrensfehler der Methode F bei x € R? jst

O(h,z) —x

T(x,h) = F(z,h) — A

e Existieren p > 0 und ein Vektorfeld 7 : R? — R mit
T(x,h) = 7(z)h? + O(RP1),
dann ist F' (mindestens) von der Ordnung p.

Der Verfahrensfehler T' ist also die Abweichung des approximativen Differen-
zenquotients F'(x, h) vom wahren Differenzenquotient (®(h, z) — x)/h.

Man bezeichnet im engeren Sinn als Ordnung des Verfahrens das gréBte fiir
alle DGLn giiltige p.

6.16 Beispiel (Euler-Verfahren) Das Euler-Verfahren ist von der Ordnung 1.
Denn nach Taylor'® gilt unter der Voraussetzung f € C?*(R¢,RY) zunichst in
Dimension d = 1 fiir die Lésung ® des AWP der DGL & = f(z)

h* d?

d
o - 29 R YO
(h, x) :E+hdt (0,x) + 5 I (t' x)

13 Denn die Losung besitzt die gleiche Differenzierbarkeitsstufe wie das Vektorfeld:
Satz: Gegeben sei auf der offenen Teilmenge M C R"™ ein DGL-System

i = f(z) mit feC(M,R").

Fiir m € M existiert dann auf einer Umgebung U C Rx M eine lokale Lésung &y € C™(U, M),
wobei

&y (0,2) =2 und %CI)U(L:E) = f(Py(t,x)).
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mit ¢’ € [0, h], also

d(h,z) —x  d h d?
— = %q)(() )+2§@‘I>( )
= f(z)+ g%@(o x) + O(hz)
— @)+ 5 (o [ @e.0)ds) leo 00
_ f(m)+ng(x) F(@) + O(R2). (6.10)

Fiir Dimension d > 1 benutzt man fiir die Taylorformeln der Komponenten von
O(h,x) Zeiten t},...,t, € [0, h], das Endergebnis (6.10) gilt aber immer noch.
Es ist damit der lokale Verfahrensfehler
h
)= (1) + 501w S0) + 00
= 7(x)h + O(R*) mit
T(x) = —3Df(2)f(2).

Entsprechend lasst sich zeigen, dass

T(z,h)

e das Heunverfahren von der Ordnung 2 und
e das Runge—Kutta—Verfahren von der Ordnung 4 ist.

Wir wollen jetzt den globalen Verfahrensfehler abschatzen. Dazu nehmen wir an,
dass fiir die untersuchte DGL und ein geeignetes ¢ > 0 der lokale Verfahrensfehler
uniform in z durch

|T(z,h)|| < ch?  ((x,h) € R x [0, he)) (6.11)

abgeschatzt werden kann. Dies stimmt zwar fiir viele DGLn nicht, durch ein etwas
komplizierteres Argument kann man aber oft auch dann zu einer der folgenden
vergleichbaren Abschatzung kommen.

Es sei A, := y, — x, der Fehler zur Zeit t,, = hn, und d,, := ||A,|| sein
Betrag, also dy = 0. M bezeichnet die Lipschitz-Konstante aus (6.9).

6.17 Satz Fiir die Konstante
[0, ho| der globale Verfahrensfeh/er

d, < kh? (nzoa---anmw)

ist, die numerische Methode also im Zeitintervall [0, T| mit der p—ten Potenz der
Schrittweite konvergiert.
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Bew.: Der Fehler entwickelt sich zeitlich gemaB

O(h,x,) — xy

An—l—l = Yn+1 — Tp41 = An + h F(yn> h) - h

= A, + h[F(yn, h) — F(zp, h)] + T (z,, h),
also nach der Dreiecksungleichung, (6.11) und (6.9)

dpi1 < dp + B F(yn, h) — F(xn, h)|| + ch?™
< (14 hM)d, + ch?*!

und dy = 0. Wir setzen \ := 1 + hM und p := ch?*!, iterieren also
dn < >\dn—1 +u dO = 0.

Wir majorisieren d,, durch die Lésung ¢,, > d,, der Rekursion

Cpnt1 =Xy + 10, ¢ =0,

also
n—1

A" —1 A" c
e =i ) N = pS S =

k=0

Nun ist A7 = enm(+hM) < on(hM) < TM fiir . < n. = |T/h] beschrankt,
und zwar uniform in h, sodass d,, < %h” = khP. O

Fiir weitergehende Informationen iiber die Numerik von gewohnlichen DGLn ver-
weise ich auf das Buch [DE] von Bornemann und Deuflhard.

7 Der Hauptsatz der Theorie gewohnlicher DGLn

Wir wissen aus Satz 2.18, dass fiir stetig differenzierbare zeitabhiangige Vektor-
felder f auch die Losungen ®(t,xq) des AWP &(t) = f(t,z(t)), z(tg) = w0
stetig in der Zeit t und im Anfangswert x sind.

Der Hauptsatz besagt nun, dass die Losung ® genauso glatt wie f ist.

Zur Vorbereitung bestimmen wir zunachst die Struktur des maximalen Defi-
nitionsbereichs von ®.

7.1 Das maximale Existenzintervall

Wir betrachten auf dem Phasenraum U C R™ das Vektorfeld f € C'(U,R"),
und wollen fiir die Anfangszeit ¢y allen Anfangswerten xy aus U das maximale
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Zeitintervall zuordnen, fiir das die Losung des AWP definiert ist. Wir kdnnen dies
in der Form (T_(zo), T (o)) mit

—00 < T (x9) <0< Ty (x0) < +00
schreiben, und wir untersuchen die Fluchtzeiten
T::U—R={-00} URU {+c0} (7.1)

mit Werten in der erweiterten Zahlengerade. In der Analysis | wurde R mit einer
Topologie versehen, beziiglich derer R zum Intervall [—1, 1] hom&omorph ist, mit
Homdoomorphismus

—1 , T = —00
h:R—[-1,1 , z~— < tanh(z) , z€R
1 , T = +00.

Wir sehen an folgendem Beispiel, dass 7, und 7 im Allgemeinen nicht stetig
sind:

7.1 Beispiel Auf dem Phasenraum U := R?\{0} betrachten wir das konstante
Vektorfeld f(x) := ey, also ®;(x) = x + e;t. Dies ist fiir alle ¢ definiert, falls
z = (I!) mitzy # Oist. Fiir 2, = 0 und 2y < Oist (T (x), Ty (x)) = (=00, |21]).

In diesem Beispiel springt 7. nur nach oben, nicht nach unten. Dies ist typisch
fir alle DGLn:

7.2 Definition Eine Funktion f : U — R auf einem topologischen Raum U
heiBt oberhalbstetig bzw. unterhalbstetig bei x( € U, wenn

f(zo) > limsup f(z) bzw. f(zo) < liminf f(x),

T—x0 T—x0

und oberhalbstetig (bzw. unterhalbstetig), wenn sie fiir alle xo € U oberhalb-
stetig (bzw. unterhalbstetig) bei x ist.

7.3 Beispiel Die floor-Funktion |-| : R — R ist oberhalbstetig, wahrend die
ceil-Funktion [-] : R — R unterhalbstetig ist.

7.4 Satz Die Fluchtzeit T+ : U — R aus (7.1) ist unterhalbstetig, die Fluchtzeit
T~ : U — R ist oberhalbstetig. Damit ist der Definitionsbereich

D:={(t,x) eRx U |te (T (), T"(x))}

des Flusses eine offene Teilmenge des erweiterten Phasenraumes.
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Bew.:

Es sei 7o € U. Dann existiert wegen der Offenheit von U eine Umgebung
U, (o) mit U.(zg) C U. Da U,.(zq) kompakt ist, ist die Einschrankung des
Vektorfeldes auf diese Menge lipschitzstetig. Nach dem Satz von Picard-
Lindelof gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir alle y € U,5(x) das AWP & =
f(z), x(0) =y fir t € (—¢,¢€) eindeutig |6sbar ist.

Wir betrachten nun eine aufsteigende Folge von Zeiten (t,,),en mit t1 = 0,
lim,, . t, = T (x), sodass fiir geeignete r,, > 0 und &, > 0 das AWP

t=f(x) , x(0)=y firalle te€ (—ep,e,) und yeU, (z,)

erfiillt ist, wobei wir x,, := ®, (xo) setzen. Nach Konstruktion der maxi-
malen Losung konnen wir annehmen, dass t,.1 — t, < &, ist.

Es sei nun T nicht unterhalbstetig bei 2, also 7' := lim inf, ., T7(x) <
T(xo) und t < T < tg+1. Nach Annahme ist t;, + ¢ > T. Wegen der
Stetigkeit des Flusses in den Anfangsbedingungen (lteration von Satz 2.18)
existiert eine Umgebung V' C U von x¢ mit &, (V') C U,, j2(xy), und fiir
alle y € V gilt

TH(y) =ty + TH @y (y) > tp + 25> T
Widerspruch!
Die Oberhalbstetigkeit von T~ zeigt man analog.

Ware D nicht offen, dann wiirde eine Folge (t,, Zp)neny in R X R™ \ D
mit (¢t,2) := lim, . (tn,z,) € D existieren. Wegen der Offenheit von
U C R™ kénnen wir (durch Weglassen der ersten Folgenglieder) annahmen,
dass z,, € U. Also muss fiir jedes n gelten: Entweder ist ¢, > T (x,)
oder t,, < T~ (x,). Einer der beiden Falle tritt unendlich oft auf, z.B.
tn > TT(z,). Wir gehen wieder zur entsprechenden Teilfolge iiber. Wegen
(t,x) € Dist t € (0,TT(x)), was wegen
liminf 7% (z,) < liminft, =t < T*(x)

n—~o0 n—oo

der Unterhalbstetigkeit von T'* bei 2 widerspricht. O

7.5 Bemerkung In diesem Abschnitt haben wir angenommen, dass die DGL
autonom ist. Ganz analoge Aussagen stimmen aber auch fiir AWP nicht autono-
mer DGLn, wenn wir eine Anfangszeit ¢, fixieren. Denn durch Hinzunahme einer
abhangigen Variable konnen wir die DGL in autonomer Form schreiben.

Diese Tatsache werden wir uns beim Beweis des Hauptsatzes zunutze machen.
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7.2 Linearisierung der DGL entlang einer Trajektorie

Zur Vorbereitung des Beweises des Hauptsatzes lernen wir zunachst, welcher
Differentialgleichung die Ableitung der Losung nach dem Anfangswert geniigen
sollte. Nehmen wir dazu schon einmal an, dass sowohl f als auch @ stetig diffe-
renzierbar sind und setzen

M(t,x) := Dy®(t,x) € Mat (n,R).

Dann folgt mit A(t, ) := D, f(t, z) € Mat (n,R) aus

t
O(t,x) =2z +/ f(s,®(s,z))ds (7.2)
to
die Integralgleichung

M(t,z) = ]H—/ A(s, ®(s,z))M(s, x) ds. (7.3)

to

Aquivalent dazu stellen wir fest, dass die Ableitung M des Flusses nach dem
Anfangswert dem linearen AWP

DiM(t,z) = A(t, @t z))M(t,z) , Mty,x) =1

geniigt. Dabei ist die Systemmatrix die Linearisierung des Vektorfeldes entlang
der Trajektorie im erweiterten Phasenraum. Setzen wir A(t,z) := A(t, ®(t, z)),
dann ist A als Komposition stetiger Abbildungen stetig. Die im folgenden Lemma
konstatierte Stetigkeit der Losung in Zeit und Anfangsbedingungen folgt nicht
aus Satz 2.26, weil dort Lipschitz-Stetigkeit des Vektorfeldes vorausgesetzt war.

7.6 Lemma Essei D C RxR" offene Umgebung von (ty, xg), A € C(D, Mat (n,R))
und M : D — Mat (n,R) Losung des AWP

D\ M(t,x) = A(t,x)M(t,z) , M(ty,x) = 1. (7.4)
Dann ist auch M € C(D,Mat (n,R)).
Bew.:

e Wir wissen schon, dass fiir jeden Anfangswert (to, ) das AWP (7.4) eine
eindeutige lokale Losung besitzt, denn = taucht nur als Parameter auf, und
A ist stetig in t.
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e Um auch Stetigkeit in = zu zeigen, genligt es, sich auf kompakte Umgebun-
gen K C D von (tg, x) der Form K := Uy, (ty) x Us, (o) zu beschranken.
Es ist k := sup ,yex | A(t, 2)|| < oo, also nach (7.3)

IM(t, ) <14k

t
/ 1M (s, 2)|| ds
to

und mit Gronwall

sup ||M(t,z)| < . (7.5)
(t,x)eK

e Aus (7.3) folgt die Identitat

M(t,2) — M(t,z9) — / As, 20) (M(s,2) — M(s, 2)) ds

4 /t(A(s,x)—A(S,Io))M(S,x)dS. (7.6)

Der zweite Term kann durch Verkleinerung des Radius ¢, in der Norm unter
jede Schranke a(d,) > 0 gedriickt werden. Denn die stetige Funktion A ist
auf K gleichmiBig stetig, und die Norm von M durch (7.5) beschrankt.
Damit ergibt sich fir F,(t) := | M(t,z) — M(t, z0)]|| aus (7.6):

¢
/ kF.(s)ds
to

Die Gronwallsche Ungleichung macht daraus

F.(t) < a(0,) exp(k|t — to]) < a(d,) exp(kdy) , (x € Us,(xp)),

F.(t) <a+

also

lim M(t,x) = M(t,ﬁo) fir alle ¢ € (to — (St,to + (St)

Tr—T0

O

Damit sind wir in der Lage, den Hauptsatz der Theorie der gewéhnlichen Diffe-
rentialgleichungen zu beweisen.

7.3 Aussage und Beweis des Hauptsatzes

Wir betrachten jetzt auf dem erweiterten Phasenraum U C RxR" das zeitabhangi-
ge Vektorfeld f € C"(U,R™). Wir fixieren eine Anfangszeit ¢y € R und betrach-
ten fiir Anfangswert (¢, zo) € U das maximale Losungsintervall (7~ (), T (o))
des AWP

= f(t,x) , z(tg) = xo.
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Wie im zeitunabhangigen Fall bekommen wir einen in U offenen maximalen De-
finitionsbereich
D={(t,z) eU|te (T (x),T"(x))}

des nicht autonomen Flusses @ : D — R", mit

(I)(to, 1’0) =X und %(I)(t, xo) = f(t, @(t, l’o)) (77)

7.7 Satz (Hauptsatz) Istr € Nund f € C"(U,R"), dann ist ® € C"(D,R").

Bew.:

e Wir wissen schon, dass fiir r = 1 gilt: ® € C°(D,R"). Auch die Zeitablei-
tung des Losung existiert, mit D;® € C°(D,R"), denn dies folgt aus der
zweiten Formel in (7.7).

Unser erstes Ziel ist zu zeigen, aus f € CY(U,R") auch ® € C'(D,R")
folgt. Da die Zeitableitung D, ® stetig ist, muss nur noch die Existenz und
Stetigkeit der Ableitung Do® : D — Mat (n,R) nachgewiesen werden.
Falls Dy® existiert, muss diese Abbildung auch stetig sein, denn dann ist
Dy® = M mit der Losung M der Integralgleichung

M(t,z) =1+ /ttA(s,x)M(s,x) ds,

sieche Lemma 7.6.

Nach Definition der totalen Ableitung muss gezeigt werden, dass fiir An-
fangswert (to,zo) € U und Zeiten t € (T~ (x), T (x0)) gilt:

O(t,xg + h) — P(t,x9) = M(t,x0)h + o (||h]]). (7.8)

e Wir kénnen das zeitabhangige Vektorfeld bei (¢, ) nach Taylor entwickeln
und erhalten

f(ty) = f(t,2) + Daf (t,2)(y — x) + R(t, z,y) (7.9)

mit Restterm R(t,z,y) = o (||ly — z||).

81



Es ergibt sich wegen A(s,z¢) = Do f(s, ®(s,z0)) und (7.9) aus (7.2) und
(7.3) die folgende Abweichung von der Linearitat:

(®(t,z0 + h) — D(t,20)) — M(t, 2z0)h

= /t <f(s, ®(s, 0+ h)) — f (s, D(s,70)) — A(s,mo)M(s,xo)h> ds

to

= /tt Dy f(s, ®(s,x0)) - [(I)(s,xo + h) — ®(s,z9) — M(s,:r:o)h] ds

+ /t R(s, D(s,x0), (s, 2o + h)) ds (7.10)

to

Die Stetigkeit von ® verbessert sich durch eine Gronwallabschatzung zunachst
zur Lipschitz-Stetigkeit

|D(s, 20 + h) — P(s,20)|| = O(||h]|) (s € [to— 0s, to + 0r)).

Wegen der Resttermabschatzung ist dann der zweite Term in (7.10) von
der Ordnung o (||A]]).

Mit der Abkiirzung

schreiben wir damit fiir k& := sup, ||D2f (s, ®(s,z0))|| den Betrag von

(7.10) in der Form
t
/ F(s)ds
to

E(t) = o(|[h])e=* = o (|[al]).

F(t) <o(l[rl) + k&

Y

also nach Gronwall

Damit ist (7.8) bewiesen.

Um fiir r > 2 und f € C"(U,R") zu zeigen, dass auch der Fluss r—mal
stetig differenzierbar ist, benutzen wir ein Induktionsargument. Dazu setzen
wir

fUXR" S R" xR | f(t,,h) = (f(t,), Dof (t,2)h).

Damit ist f € C”"_l(U,RfL X R™) ein zeitabhdngiges Vektorfeld auf dem
e~rweiterten Phasenraum U := U x R™. Nach dem eben Bewiesenen ist fiir
D: =D xR"

i) . D — R" x R" , @(@l’o, ho) = (Cb(t, %0), Dg(b(t, Qfo)ho)
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eine stetige Abbildung, die das AWP

d ~
E(J;, h) = f(t,l‘, h) ) (fﬁ,h)(to) = (x07h0)

I6st. Wir wissen auch schon, dass die Zeitableitung D, ® stetig ist. Um @ €
C'(D,R" x R™) zu zeigen, missen wir nur die Existenz und Stetigkeit von

D, ® zeigen. Dies geht wie der obige Beweis der Existenz und Stetigkeit von
Dy®. Der Induktionsschritt 1asst sich —mal anwenden, und wir erhalten
D"® € C°, also ® € C"(D,R"). O

7.4 Folgerungen aus dem Hauptsatz

In der N&he einer Gleichgewichtslage konnen wir ein autonomes DGL-System
zwar linearisieren, aber der Zusammenhang zwischen den Losungen der beiden
Differentialgleichungen ist nicht immer klar.

Anders ist die Situation in der Nahe einer Nichtgleichgewichtslage:

7.8 Satz (Satz iiber die Begradigung) Es sei U C R™ offen und fiir ein r €
N das Vektorfeld f € C"(U,R"™). Ist dann xy € U keine Gleichgewichtslage,
dann existiert ein C"—Diffeomorphismus

G:V-W

1

von einer Umgebung V' von xq auf W C R"™ mit DG, f(x) = e; = <0> e R”
0

fir alle x € V.

7.9 Bemerkung In geeigneten Koordinaten auf V' ist also das Vektorfeld f
konstant und damit die Losung eine affine Funktion der Zeit.

Bew.: Da f(xg) # 0 ist, ist fiir kleine € > 0
F.:={z € U(x) | (x — x0, f(z0)) = 0}
eine Kreisscheibe der Dimension n — 1, und

(f(x), f(x0)) >0 (x € Us(x0))- (7.11)

Durch eine euklidische Transformation 7' des R™ kdnnen wir erreichen, dass
T(xo) =0 mit T'(f(x0)) = Aep mit A > 0 gilt, also

T(F) ={y e R" |y = 0, [ly| <&}
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Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, dass f und x( selbst schon die
Eigenschaften zp = 0 und f(xy) = Ae; mit A > 0 haben. Wir betrachten den
Zylinder Zs := (—0,0) x Fy. Fiir kleine § > 0 ist ®|z, : Zs — U.(xo) injektiv,
denn solange ®;(z) € U. ist, gilt wegen (7.11)

(%(D(t’x))l = f1(P(t,z)) > 0,

wir konnen also mit der Trajektorie nicht zum zweiten Mal Fs schneiden. Nach
dem Hauptsatz ist ®|z, ein C"-Diffeomorphismus auf sein Bild V' := &(Z5), und
auch die Umkehrabbildung G ist ein C"—Diffeomorphismus. O

Oft hangen Differentialgleichungen von Parametern p € P ab, wie z.B. Masse
und Lange eines Pendels. Wir betrachten also das parametrisierte AWP

= f(t,z,p) , x(to) = xo (7.12)
mit U CR x R" und P C R? offen und f € C"(U x P,R").

7.10 Satz Es sei D C U x P der maximale Definitionsbereich des parametri-
sierten AWP (7.12). Dann ist die Lésung ® € C"(D,R").

Bew.: Dies folgt direkt durch Ubergang zum AWP

(.Z',p) = f(t,l'7p) ' (.T,p)(to) = (x07p0)
mit dem zeitabhangigen Vektorfeld
feC(URxRY) , f(t,z,p):= (f(tzp),0)

auf U = U x P, denn dieses lasst den Parameterwert invariant und besitzt eine
Losung ® € C"(D,R"9). O

Die wichtigste Folgerung aus dem Hauptsatz ist aber: In der Nahe eine Nicht-
gleichgewichtslage besitzen glatte DGLn keine lokale Struktur. Alle interessanten
Fragen sind globaler Natur, also Fragen an das Verhalten der Losung fiir groBe
Zeiten.

8 Rand- und Eigenwertprobleme

Das von uns bisher ausschlieBlich untersuchte Anfangswertproblem ist Spezial-
fall der Klasse von Randwertproblemen. In diesen werden fiir zwei Werte der
unabhangigen Variable Forderungen an die abhangige Variable gestellt. In physi-
kalischen Anwendungen ist dann die unabhangige Variable typischerweise nicht
die Zeit, sondern z.B. der Ort. Entsprechend werde ich sie mit = statt ¢ bezeich-
nen, die abhangige Variable mit y.
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8.1 Losungen linearer Randwertprobleme

Im Folgenden werden nur lineare Randwertprobleme untersucht.

8.1 Definition Fiir stetige Funktionen A : I — Mat (n,R), b: [ — R" auf
dem Intervall I := [(,r], Matrizen L, R € Mat (n,R) und ¢ € R™ heiBt

v =Alx)y+o(x) . Ly()+ Ry(r) =c (8.1)
lineares Randwertproblem (RWP), und zwar
e inhomogen fiirb # 0 und c # 0
e homogen fiirb=0 und c =0

¢ halbhomogen sonst.

8.2 Bemerkung Multiplizieren wir die Randwertgleichung Ly(¢) + Ry(r) = ¢
von links mit einer invertierbaren Matrix G € GL(n,R), dann erhalten wir eine
Randwertgleichung mit den gleichen Lésungen:

Ly(t) + Ry(r)=¢ mit L=GL,R=GRundé=Gec.
8.3 Beispiel 1. L=1, R =0 ist das lineare Anfangswertproblem.

2. Wir betrachten die Vertikalauslenkung z : [¢, 7] — R eines Stabes mit den
Enden an den Stellen 7, in Horizontalrichtung.

Wird der Stab an der Stelle x € I = [¢,r] mit der Kraft f(z) belastet,
ist seine Kriimmung (in Kleinwinkelndherung) gleich 2" (x) = f(z) (siehe
[MV], § 11). Die allgemeine Losung der DGL lautet

z(x):cl+02-(x—ﬁ)—l—/;/;f(T)des (x €1). (8.2)

(a) Der an seinem linken Ende ¢ horizontal eingespannte Stab hat die
Randbedingungen z(¢) = 2/(¢) = 0, entsprechend ¢; = ¢o = 0, oder
L=1, R=0, ¢=0 fiir das daquivalente Randwertproblem

y' = Ay +b(z) , Ly(l)+ Ry(r)=c

mit y = (5), A := (J,) und b(z) = (f(om)). Wie bekannt, besitzt

Z,

dieses RWP eine eindeutige Losung.
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(b)

Ist dagegen der Stab (wie z.B. eine Briicke) links und rechts auf
gleicher Hohe O gestiitzt, gelten die sog. Dirichlet-Randbedingungen
z2(0) = z(r) = 0.

Dies ist z.B. zu L = (), R =(99) und ¢ = (]

Ly(¢) + Ry(r) = (jgf;) - @

Auch dieses RWP besitzt eine eindeutige Losung, und zwar (8.2) mit

) &quivalent, denn

¢ =0 und ¢ ==L [ [7f(7)drds.
Setzt man die Ableitungen 2/(¢) und 2'(r) auf vorgegebene Werte,
dann kann dieses RWP nie eindeutig I6sbar sein, denn hat man eine
Losung z : I — R, dann ist fiir jedes w € R auch z, : I — R mit
2y () := z(x) + w eine Losung.
Andererseits muss fiir jede Losung dieses RWP nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung gelten:

Jr) = 2(0) = /K " () do. (8.3)

Wenn wir also 2/(r) und 2/(¢) beliebig vorgeben, besitzt dieses RWP
im Allgemeinen keine Losung.

8.4 Satz Essei ® : I x I — Mat (n,R) der Lésungsoperator der homogenen
DGL y;, = A(z)yp, D := L+ R®(r,() undd := R [, ®(r, s) b(s) ds. Dann gilt:

1. Das RWP (8.1) besitzt genau dann eine Lésung, wenn

Rang (D) = Rang (D | ¢ — d).

2. Die Menge der Lésungen von (8.1) bildet in diesem Fall einen affinen Vek-

torraum, dessen Dimension gleich dem Defekt von D ist.

Bew.: Jede Losung y der inhomogenen DGL aus (8.1) erfiillt nach dem Duhamel-
Prinzip (Satz 3.17) die Gleichung

y(x) = @(z, O)y(l) + /; O(xz,s)b(s)ds (x el).

Erfiillt y auch die Randbedingungen aus (8.1), dann gilt zusatzlich

¢ = Ly(l) + Ry(r) = (L + R®(r,0))y(¢) + d = Dy(¢) + d.
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Diese Gleichung ist genau dann durch ein y(¢) € R™ I6sbar, wenn ¢ — d im Bild
der durch D definierten linearen Abbildung liegt. Dies beweist 1.

Ist y eine Losung von (8.1), dann 16st y + y;, ebenfalls die DGL genau dann,
wenn 1, eine Losung der homogenen DGL ist. In diesem Fall I6st ¥ + y;, genau
dann die Randbedingungen, wenn y;, im Kern von D liegt. Das beweist die zweite
Behauptung. a

8.5 Beispiel Wir setzen Beispiel 8.3 fort:
1. Fiir das AWP, d.h. L =1, R = 0 ist D = 1, was eindeutige Losbarkeit

impliziert.
2. Hierist ®(z,2’) = (}*77), also
y(r) =y +7 mit 7= (fZ jfii LJ;((Q ;l;ds)

a) ergibt sich aus Teil 1. des Beispiels.

b) Hierist D = (1,%,), also wegen r > ¢ vom Rang 2, was eindeutige
Losbarkeit ergibt.

c) Wir kénnen die Randbedingungen durch L := (gé), R = (8?) und

c = <E:Ef;> fixieren, denn dann ist

Ly(6) + Ry(r) = (jjjﬁfi) = (iEfﬁ) ‘

Andererseits ist dann D = (01) vom Rangl und d = (

(e) )
01 J; f(s)ds)”

. . . 2 (0)
Losbar ist das System damit genau dann, wenn (Z,(r)_f;f(s)ds) €
Im(D) gilt, also (8.3).

8.2 Das Sturm-Liouville-Problem

Homogene Randwertprobleme besitzen immer mindestens eine Lésung und zwar
y(x) = 0 (z € I). Sie konnen aber einen hoher dimensionalen Ldsungsraum
besitzen. Wir interessieren uns im Fall einer zusatzlichen Parameterabhangigkeit
fiir die Menge der Parameterwerte, bei denen letzteres Phanomen auftritt.

8.6 Beispiel y” + \y = 0 fiir Parameter A € R, mit = [0, 1] und Randbedin-
gungen y(0) = y(1) = 0. Hier finden wir fiir A, := (nm)?, n € N nichttriviale
Losungen

Yn(x) := sin(nmx) (x € 1),
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n = 1 entspricht der Grundtonschwingung, n > 1 den Oberschwingungen einer
eingespannten Saite.

8.7 Definition Das parameterabhingige RWP L(u) + Awu = 0 mit
L(u)(z) := (p(z)u(z))" + q(z)u(z)  (z €1), (8.4)
pe CYI), p>0, qwe C%I), und Randwerten
u(f) cos g + u'(€) sin gy = u(r) cos o, + u'(r) sing, =0 (8.5)
heiBt das Sturm-Liouvillesche Randwertproblem.

8.8 Bemerkungen 1. Ausfiihrung der Ableitung ergibt

(p(x)u'(2))" = pla)u”(x) + p'(2)u' (x).

Wegen der Positivitat von p(x) kénnen wir durch p teilen. Wir sehen dann,
dass wir dquivalent von einer linearen normierten DGL zweiter Ordnung
hatten ausgehen kdonnen. Der Vorteil der Form (8.4) ist, dass beziiglich
des Skalarproduktes

() 1= /I w(@)o(z)dz auf L2(])

der Operator L (formal) selbstadjungiert ist, d.h. gilt
(L(u),v) = (u, L(v)) (u,v € C*(I) mit (8.5)) .
Dies ergibt sich aus zweifacher partieller Integration.

2. Ziel ist es, Losungen u # 0 mit Parameter A € R zu finden. Man nennt A
dann Eigenwert und u Eigenfunktion.

Wesentliche qualitative Eigenschaften der Losungen des allgemeinen Sturm-Liou-
ville-Problems dhneln denen des Spezialfalles aus Bsp. 8.6:

8.9 Satz e Unter der Vioraussetzung w > 0 besitzt das Sturm-Liouville-Problem
unendlich viele Eigenwerte Ay < Mg < ... < A\, < ..., mit lim, ., A\, = 00.

e Die zugehérigen Eigenfunktionen u,, € C?*(I,R) besitzen im offenen Intervall
(¢,r) genaun — 1 Nullstellen.

Bew.: Siehe z.B. Walter [\Wa], §27. O
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Abbildung 8.1: Von links nach rechts: 2., 7. und 10. Eigenfunktion des
Sturm-Liouville-Problems y”(z) — 100 cos(2x)y(z) = Ay(z), mit Dirichlet-
Randbedingungen bei x = 0 und z = 7.

8.10 Bemerkungen 1. Uber die Verteilung der Eigenwerte und die Struktur
der Eigenfunktion sind viele prazise Aussagen bekannt. Sturm-Liouville-
Probleme tauchen in der Beschreibung vieler Schwingungsvorgange aus
Natur und Technik auf, z.B. in der Quantenmechanik. Dort wird )\, als
Energie eines in seinen n—ten angeregten Zustand befindlichen Teilchens
angesehen.

2. Numerisch und auch im Sinn exakter Abschatzungen kann man Sturm-
Liouville-Probleme mit ganz verschiedenen Ansatzen |osen:

(a) Beispielsweise kann man mit den Randbedingungen bei ¢ vertragliche
Anfangsbedingungen wahlen und dann den Parameter A dndern, bis
auch die rechte Randbedingung erfiillt wird.

(b) Eine andere Moglichkeit ist es, L als (selbstadjungierten) Operator
auf dem Hilbertraum L?(I) aufzufassen und zu einer endlichen Ma-
trix zu diskretisieren. Im Fall w = 1 ist das Eigenwertproblem dieser
Matrix als Approximation an das Problem der kleinen Eigenwerte A,
aufzufassen.

(c) Ein dritter Ansatz, der besonders fiir groBe Eigenwerte \,, greift, be-
steht in sog. WKB-Naherungen, wie sie aus der Theorie der Pseudo-
differentialoperatoren folgen (siehe z.B. Martinez [Via], Kap. 2.3).

9 Besondere Klassen von Differentialgleichungen
In diesem Kapitel werden wir Differentialgleichungen mit Vektorfeldern behan-
deln, die jeweils durch Angabe einer einzigen Funktion fixiert sind: Gradienten—

bzw. Hamiltonsche DGLn. Diese werden einerseits haufig betrachtet. Andererseits
besitzen sie besondere dynamische Eigenschaften.
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9.1 Gradienten—Differentialgleichungen

Auf dem R™ mit der euklidischen Metrik l3sst sich der Gradient einer reellwertigen
Oh
oxq

Funktion A in kartesischen Koordinaten als Vh = : schreiben. VA ist
Oh
Oxn

dann ein Vektorfeld.

9.1 Definition e Ein Vektorfeld f : U — R™, U C R" offen heiBt Gradienten-
Vektorfeld, wenn eine Funktion h € C*(U,R") mit Vh = f existiert.
e Die DGL & = f(x) heiBt dann Gradienten-Differentialgleichung.

Kriterien, Eigenschaften und Beispiele

Wie stellt man nun fest, ob ein vorgegebenes Vektorfeld Gradienten-Vektorfeld
ist? Hilfreich ist dafiir die Theorie der Differentialformen aus der Analysis IlI.
In kartesischen Koordinaten ist VA ja bis auf Transposition gleich der exakten
1-Form dh = Z-dxy + --- + 2-dx,. Die dem Vektorfeld f = (fi,..., fn)"
assoziierte 1-Form w := fidx; + - - - + f,dx, muss also geschlossen sein (dw =
0), wenn f Gradienten-Vektorfeld sein soll. Nach dem Poincaré-Lemma ist fiir
konvexe U diese Bedingung auch hinreichend:

9.2 Satz Ist U C R" offen und konvex, dann ist das Vektorfeld f € C*(U,R")
genau dann Gradienten-Vektorfeld, wenn w geschlossen ist, d.h. gilt

of _ ol
Ox;, Oz

(i, ke {1,...,n}). (9.1)
Bew.: o Dass diese Bedingung notwendig ist, folgt aus f; = aaThj und der Ver-
tauschbarkeit der partiellen Ableitungen von h € C%(U, R).

e Umgekehrt konnen wir wegen der Konvexitat einen vorgegebenen Anfangs-

punkt y € U mit jedem x € U durch eine in U liegende Strecke verbinden. Wir
zeigen, dass f Gradienten-Vektorfeld von h € C?(U,R) mit

h(z) =/ (Fly+ iz — )z —y) dtzz/o Fily + tx — ) (@ — yo) dt

ist. Denn wegen (9.1) ist die k—te partielle Ableitung von h gleich

Dyh(z) = Z/o [0 fi(y +t(x —y)) + Difi(y + t(x — y)) (z;i — y;)t] dt

:/01

fely+t(xz—y)) + Z Difi(y+tlx —y)) (z; — y:)t| dt.
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Setzt man abkiirzend gx(t) := fr(y + t(x —y)), dann ist
dgk u
%(t) = Z D; fr(y + t(x — y)) (2 — v2),
i=1
also ist

Mit partieller Integration ergibt das zweite Integral

| Sewri=am- [ aw

sodass sich aus gx(1) = fi(z) ergibt: Dyh(z) = gi(1) = fr(x)

a

9.3 Bemerkung Statt Konvexitat zu verlangen, kann man auch abschwachend

fordern, dass U einfach zusammenhangend ist (fiir n = 2 siehe

Def. 6.9). Analog

zur Definition von h im Beweis von Satz 9.2 setzt man h als Wegintegral

mw:l<ﬂ%®wmmdt (x e )

(9.2)

an und zeigt dann die Unabhangigkeit von der Wahl des Weges v, : [0,1] — U

vom Ausgangspunkt 7,(0) = y € U zum Punkt 7,(1) = z.

Die Forderung des einfachen Zusammenhangs von U kann man nicht weglassen:

9.4 Beispiel Das Vektorfeld f(x) := W (122) auf dem Pha
U := R*\{0} besitzt die partiellen Ableitungen

senraum

oh _ #3-0% _ Ofr gfs

rs = ot = oy erfiillt also (9.1). X
. ey A P s s s a4 oa 2= =~ v v v v M
Das Vektorfeld f ist senkrecht zur radialen ... .. Z222.... .
Richtung, und | f(z)| = m Daher ist das |, . .-l

. . . ’ 22 s s oadie e v vy LI
Wegintegral (9.2) nur vom durch 4, tberstri- ;2 22700000
chenen Winkel abhingig. Auf der einfach zu- /7 /-y 010000,
. . ! ! X1

sammenhangenden geschlitzten Ebene R
A N ‘ 4 4
A T N WY A mlr v e 4 44 4
U:=R*\ ({0} x [0,00)) CU NN MMM
ist das Integral daher gleich dem Winkel zwi- « <<~~~ - 2m - e e e e e ‘

schen Anfangs- und Endpunkt. f[; ist also ein
Gradienten-Vektorfeld. Auf U ist h allerdings nicht stetig defini
also kein Gradienten-Vektorfeld.
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Die Orbits des Vektorfeldes im letzten Beispiel sind die Kreise um den Ursprung.
Dergleichen kann bei Gradienten-Vektorfeldern nicht geschehen.

9.5 Lemma Entweder ist ein Orbit eines Gradienten-Vektorfeldes © = Vh(x)
eine Gleichgewichtslage, oder h steigt entlang der Lbsungskurve streng monoton.

Bew.: Es sei ¢ — ¢(t) eine Losungskurve, also fl—‘f = Vh(p(t)). Dann gilt

L h(o(t) = (VR(p(8),¢) = VRO > 0.

dt
Ist der Gradient von h an der Stelle p(t) Null, dann ist der Orbit eine Gleichge-
wichtslage. Sonst gilt (fiir den ganzen Orbit!) die strikte Ungleichung. O
Welche linearen Vektorfelder sind Gradienten-Vektorfelder? Offensichtlich muss
mit f(z) = Ax fiir alle Indexpaare (i, k) gelten g—;i = % oder entsprechend
A = Ay,. Die linearen Gradienten-Vektorfelder zeichnen sich also dadurch aus,
dass ihre Systemmatrix selbstadjungiert ist. f ist dann Gradient der Funktion

h(z) = 5 (x, Az) ,

1
2
also einer quadratischen Form auf dem Phasenraum U = R".

Durch eine Drehung kénnen wir erreichen, dass die Systemmatrix diagonal
ist, also 0.B.d.A.

A= diag()\l, ceey )\n) mit )\Z € R.

Damit ist exp(At) = diag(eM?, ... et?).
Sind nun die \; alle # 0, dann spaltet der Phasenraum in die direkte Summe
R"™ = E* ® E" zweier Unterraume auf, wobei A die Aufspaltung invariant |asst,

und Algs <0, Alg« > 0, also Ind(A) = dim(E”). Es gilt

E°={zreR"| tlim exp(At)zr =0} , E*={zeR"| tlir_n exp(At)z = 0},

so dass E° bzw. EY der stabile bzw. instabile Unterraum ist.
9.6 Beispiel Dis Systemmatrix A = (}9)
hat Index 1, und das lineare Vektorfeld f(z) =

Az ist ein Gradienten-Vektorfeld.

Es stellt sich heraus, dass diese eben beschriebene lineare Situation auch das
Wesentliche der nicht linearen Situation erfasst, falls man voraussetzt, dass die
kritischen Punkte x € U von h (d.h. die mit VAh(z) = 0) nicht degeneriert sind.
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9.7 Definition Ein kritischer Punkt x € U C R™ einer Funktion h € C*(U,R)
heiBt nicht degeneriert, falls die Hesse—Matrix

hmlwl(x) hwlmn(x)
Hessy,(z) = : :
vollen Rang besitzt, also Rang(Hessy(z)) = n.

Kritische Punkte von h sind Nullstellen des Gradientenvektorfeldes von h, d.h.
Ruhelagen des Gradientenflusses.

9.8 Definition Besitzt der FluB ® : D — U einer DGL den maximalen Defini-
tionsbereich D = {(t,x) e R x U |t € (T~ (x),T"(x))} dann heiBt fiir eine
Ruhelage x € U

M*(z) ={yeU| t/lgprf(y) D, (y) = x}

die stabile Mannigfaltigkeit und

M*(z) ={ye U] Di(y) =z}

lim

NT~ (y)
die instabile Mannigfaltigkeit von x.
Es gilt 7" (y) = oo falls y € M*(x), und analog T~ (y) = —oo fiir y € M*(z).
9.9 Bemerkung Immer gilt x € M*(z) und x € M*(z). Im Allgemeinen kann
M*(xz) N M?*(x) noch weitere Punkte enthalten, wie man am Fall der oberen
Ruhelage = des Pendels sieht (Beispiel 5.3, Abbildung 5.1).

Dieses Phanomen tritt allerdings bei Gradienten-DGLn nicht auf, denn ent-
lang nicht konstanter Trajektorien wachst die Funktion ja streng monoton.

9.10 Beispiel Wir betrachten den Gradientenfluss von

X2
\\\\\\\\lll A d 4 4 4 57 7 v
A L L NN FIRRERE S S s ed
L2 1.2 1.2 ,1. 4 —— e
hiRT—R by, 22) 5= 507 — g% +4%.  TTooiiii;fiiiiiiiias
-—-— - o a4 AL, L N N O
Die kritischen Punkte von A sind die x € R? BSOS SHEIA NS agaa «
: _ z1 _ To-tr L. oo oL
mit VA(2) = (43 2,/2) = 0, also SRR REN e
MR PAASSSSGaad
~wvssss~viicrrr e
1 —1 SRR s
yo :=(0,0) , yp := (0, —) und s 1= <0,—>. ——
V2 v2) i
///I//”"Yl A L UL U N N N N
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Die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten der kritischen Punkte sind

Mo(yo) = {0} x (4, %5) » M*(yo) =R x {0}
M*(y1) = {wn} , M*(y1) =R x (0,00)
M>(y2) = {y2} » M*(y2) = R x (=00,0).

In diesem Beispiel sind M*(y;) Mannigfaltigkeiten der Dimension
dim(M*(y;)) = 2 — Ind (Hessp (v:)) ,

und R? = U?:o M*"(y;), wobei es sich um eine disjunkte Vereinigung handelt.

Dagegen ist |J2_, M*(y;) = {0} x [\_/—%, %} C R?, also eine echte Teilmenge

des Phasenraumes, und die Dimensionen der stabilen Mannigfaltigkeiten sind
dim(M*(y;)) = Ind (Hessy(y:)) ,

also gleich den Dimensionen der stabilen Unterrdume E*(y;) der linearisierten
Vektorfelder mit Systemmatrix Hessy, (y;).

Ahnlich wie die instabilen Mannigfaltigkeiten sind die stabilen Mannigfaltig-
keiten M*(y;) bei y; an den E*(y;) tangential.

Die gennanten Eigenschaften (Dimension, Tangentialitat) sind typisch fiir Gradien-
ten-Differentialgleichungen mit nicht degenerierten kritischen Punkten.

Die w—Limesmenge

Wir wissen schon, dass Gradienten-Vektorfelder keine (echten) periodischen Or-
bits zulassen, denn falls der Phasenraumpunkt keine Gleichgewichtslage ist, nimmt
h auf der durch ihn verlaufenden Losung streng monoton zu. Diese Eigenschaft,
nicht zuriickzulaufen, macht Gradientenfliisse einfacher als Fliisse anderer Dif-
ferentialgleichungen. Im Limes groBer Zeiten kann diese Eigenschaft allerdings
verloren gehen.

Ich werde jetzt zunachst Eigenschaften der w—Limesmengen zeigen, die nicht
voraussetzen, dass die zugrundeliegende Differentialgleichung eine Gradienten-
Differentialgleichung ist.

Der Einfachheit halber aber soll die Differentialgleichung @ = f(z) auf U
einen vollstandigen Phasenfluss ® : R x U — U besitzen.

9.11 Satz Fiir x € U ist die w—Limesmenge w(x) C U
1. abgeschlossen und

2. eine Vereinigung von Orbits.
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Existiert eine kompakte Menge K C U mit ®,(z) € K fiir allet € R, so gilt
zusatzlich

3.

4,

w(z) ist zusammenhingend und

nicht leer.

Bew.:

1.

Ist y & w(x), dann existiert eine Umgebung U.(y) C U von y und eine
Minimalzeit 7' € [0, 00) mit ®;(z) & U.(y) fiir alle ¢t > T'. Damit haben
aber auch alle z € U, 5(y) die Eigenschaft, dass fiir kein ¢ > T" die Lésung
y(x) in Uzya(2) liegt. Damit ist U, o(y) Nw(z) =0, U \ w(x) also offen.

Ist dagegen y € w(x), dann kann jeder Punkt z auf dem Orbit durch y in
der Form z = ®,(y) fiir ein geeignetes s € R dargestellt werden. Ist nun
(t)nen eine Folge von Zeiten mit lim,, .., ¢, = oo und lim,, .., ®; (z) =
y, dann ist mit ¢/, :=t,, + s auch lim,,_., t/, = oo und

lim @y () = lim ®,0P, () =P 0 lim P, ()

= d,(y) =2, also z € w(z).

Wir nehmen an, dass die abgeschlossene Menge w(x) nicht zusammenhang-
end ist, dass also w(z) = A; U Ay mit A; # () abgeschlossen und disjunkt,
d.h. A1 N Ay = (). Als abgeschlossene Teilmengen der kompakten Menge
K sind auch die A; kompakt, besitzen also einen positiven Abstand

diSt(Al,AQ) = inf{||a1 — CL2|| | a; € Az}
Setzt man ¢ := dist(A;, Az)/4 > 0 dann ist fiir die offenen Umgebungen
‘/z' = UaeAan(aZ‘) der Az (Z = 1, 2)

dist(V7, V3) > 2¢. Die Menge K := K \ (Vi U V3)) ist kompakt und wird
vom Orbit O(z) immer wieder betreten, d.h. es gibt eine Folge (¢, )nen
von Zeiten mit lim,, . ¢, = oo und &, (z) € K. Wegen der Kompaktheit
von K gibt es eine Teilfolge (k) ) ren, fiir die limy_o Pt () existiert
und in K liegt. Der so konstruierte Punkt liegt aber nach Voraussetzung
nicht in w(z). Widerspruch!

Ist offensichtlich, denn im Kompaktum K hat jede Folge (®, ()),,cx €inen
Haufungspunkt. O
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9.12 Bemerkung Die Kompaktheitsannahme ist fiir die 3. und 4. Behauptung
unverzichtbar:

3. Gegenbeispiel eines Phasenportraits im R? mit nichtzusammenhingender
w-Limesmenge, nach | ], Seite 15:

Il
=

4. Fir U :=R und h(z) :=z, also & = Vh = 1 ist w(x)
Speziell fiir Gradienten-Differentialgleichungen ergibt sich

9.13 Satz Die w—Limesmenge w(z), x € U einer Gradienten-Differentialgleich-
ung & = Vh(x) besteht aus Gleichgewichtspunkten, und h ist auf w(x) konstant.

Bew.: Ware y € w(z) kein Gleichgewichtspunkt, so kdnnte man nach Satz 7.8
in geeigneten Koordinaten das Vektorfeld in der Nahe von y begradigen und
eine Umgebung der Zylinderform(—e¢, ¢) x D, finden, sodass h(a,b) = h(y) + a.
Nach Verlassen dieser Umgebung besitzt der Orbit einen h—Wert, der groBer als
h(y) + ¢ ist. Da h aber streng monoton wachst, kann die Lésung nicht wieder in
die Umgebung zuriickkehren, sodass y kein Haufungspunkt ist.

Gibe es y1,y2 € w(x) mit h(y;) < h(y2), dann kdnnte die Losung nicht

mehr von einer Umgebung U, := h_1<(h(y2) — &, h(ys + 6))) von 7, zu einer
entsprechenden Umgebung U; von y; zuriickkehren, wenn man £ > 0 kleiner als
+(h(y2) — k(1)) wahlt, sodass U; N Uy = ( ist. O

Es ist aber nicht so, dass fiir Gradienten-DGLn w(z) aus hochstens einem Punkt
bestehen muss.

Gegenbeispiel (nach PALIS und DE MELO [PdM])
h : R? — R sei in Polarkoordinaten (7, ¢) gegeben durch

o1/ 1) 0<r<l1
h(rcosf,rsinf) =< 0 r=1
eV Dgin(1/(r—1)—0) ,r>1
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und f := Vh. Esist f(z)
0 genau dann, wenn x =
oder ||z|| = 1, und f1(0)
C'U E; U Ey mit dem Kreis

=]

C = {zcR|[af =1}

Ey =< (rcosf,rsinf) |r=1+ %—1—9’9 € (—W,OO)}

2 +
Es gibt nun ein z € R? mit w(z) = C.

E, = {(rcos@,rsin@) |r=1+ #6’9 € (—2m, 00)}

Gradientenfliisse auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Man kann Gradienten-Differentialgleichungen nicht nur auf offenen Teilmengen
des R™ definieren, sondern immer dann, wenn man den Gradienten einer reellen
Funktion definieren kann, also auf so genannten Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten. Dieser Begriff steht uns zwar nicht in voller Allgemeinheit zur Verfiigung,
wir werden aber eine spezielle Klasse Riemannscher Mannigfaltigkeiten untersu-
chen, und zwar die in der Analysis Il eingefiihrten Untermannigfaltigkeiten des
Euklidischen Raums.

Man kann eine solche k—dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R™ auf zwei
Weisen definieren:

e durch Parametrisierung, d.h. als Bild der offenen Teilmenge U C R*
unter einer injektiven Abbildung g € C*°(U,R"), falls Dg(x) iiberall den
maximalen Rang £ hat;

e als Niveaumenge: Eine Teilmenge M C R"™! von der Form M = ¢g—1(0)
mit ¢ € C®(R",R"%) ist eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wenn 0 € R"* regularer Wert von g ist (fiir n — k = 1 bedeutet das
Vg(z) # 0 fiir alle x € g~1(0)).

Dann ldsst sich M nach dem Satz iiber die implizite Funktion lokal (in
einer Umgebung von = € M) durch k Parameter koordinatisieren.

9.14 Beispiel 1. Der 2-Torus T? C R? mit T? := ¢([0, 27) x [0, 27)),

cos(p)(4+cos(0))
g(x) == ( sin(6) )

sin(p)(4+cos(0))
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Abbildung 9.1: Kritische Punkte (links) und Niveaumengen (rechts) der restrin-
gierten Funktion h|p2 € C°°(T? R) auf dem Torus, fir h : R? - R | h(z) := 13

2. Die 2-Sphare 5% C R? mit S? := ¢71(0), g(z) := ||z|* — 1

Wir konnen jetzt eine Funktion h € C*°(R",R) auf M restringieren. Die
restringierte Funktion K|y, € C°°(M,R) wird wieder kritische Punkte besitzen,
in deren Umgebung sich die Topologie der Niveaumengen von h|,; dndern kann,
siehe Abb. 9.1.

Ebenso konnen wir die Restriktion des Gradienten VA : R™ — R"™ von h auf
M C R"™ betrachten. Diese besitzt eine zu M senkrechte Komponente mit Norm

[Vr@).V9@)l  Damit wird aber das Vektorfeld
[IVg(z)ll

Vh(z),Vg(x
o) = ) - T 90

zu M tangential, wie man durch Bildung des inneren Produktes mit Vg(z) sieht.
Seine Restriktion auf M ist also ein Vektorfeld der Untermannigfaltigkeit.

flar l8sst sich auch als Gradienten-Vektorfeld von h|,, beziiglich der vom R™
induzierten Metrik auf M auffassen.

9.15 Beispiel Gradientenfluss der Hohenfunktion h(z) = x3 auf dem Torus T?.
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In der so genannten Morse-Theorie werden diese Gradientenfliisse dazu benutzen,
um Mannigfaltigkeiten voneinander zu unterscheiden.

Es ldsst sich z.B. zeigen, dass — wie im Beispiel — auf T? das Gradienten-
Vektorfeld von K|y mindestens vier Ruhelagen besitzt, wenn diese nicht dege-
neriert sind, wie auch immer man h wihlt. Daraus folgt, dass T? und S? nicht
diffeomorph sein kénnen, denn die Hohenfunktion auf S? besitzt nur Minimum
und Maximum als (nicht degenerierte) Ruhelagen'®.

14 Auf der website 'Topology and Mathematica' von Andrzej Kozlowski findet man diese und
weitere Beispiele zur Morse-Theorie
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9.2 Hamiltonsche Differentialgleichungen

Hamiltonsche DGL-Systeme tauchen in mechanischen Problemen ohne Reibung
aber auch in der Optik und anderen Anwendungen auf.

9.16 Definition e Ein Vektorfeld f € C*(U,R*") auf dem Phasenraum U C
R?" heiBt Hamiltonsch, wenn fiir J := (§ ') € Mat (2n,R) gilt:

f=JVH firein H¢cC*UR).

e H heiBt dann Hamilton-Funktion von f,
e i = JVH(z) Hamiltonsche DGL von H.
e n (also die halbe Phasenraumdimension), heiBt die Zahl der Freiheitsgrade.

Oft haben wir folgende Struktur des Phasenraumes:

9.17 Notation Ist M C ]RZ offen, dann nennt man
e M Konfigurationsraum,
o U = RZ x M Phasenraum iiber M,

e g€ M Ortund p € R} Impuls.

9.18 Beispiel Die Newtonsche Gleichung Kraft = Masse x Beschleunigung
hangt im einfachsten Fall reibungsfreier Krafte mit einer Hamilton-Funktion zu-
sammen. Geht man nimlich von § = L F(q), ¢ € R* aus und setzt p := mg, so
ist

p=F(g) . ¢=p/m.
Ist das Kraftfeld F' ein Gradientenvektorfeld, also F'(q) = —VV(g) mit sog.
Potential V, dann ist mit z = (p,q) und H(x) := |2— + V(q)

VH(p,q) = (%T,;)) und & = <§) = JVH(p,q).

In den physikalisch wichtigen Fallen gilt tatsachlich F'(¢) = —VV(q), z.B.
fiir die am Vorlesungsbeginn diskutierte gravitative Kraft F': R3\{0} — R?,
ym

Fg) = —ymioe = ~VV(g) mit V(q):= Tl

lqll?

Die Hamilton-Funktion des himmelsmechanischen Einkorperproblems ist also

Ipl>  m

H e C*(Ry x (R\{0}),R) , Hp,q) =5 - llall
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Frage: Wir haben ja schon friiher DGLn 2. Ordnung wie die Newtonsche Kraft-
gleichung in DGLn erster Ordnung transformiert. Was nutzt uns die Hamiltonsche
Formulierung?

Antwort: In der Einleitung haben wir die zeitliche Konstanz der Gesamtenergie
benutzt, um die Differentialgleichung zu 16sen, Die Gesamtenergie ist aber der
Wert von H, was man durch Ersetzen von p durch muv, v Geschwindigkeit, sieht.
Wir werden noch weitere Griinde kennen lernen.

9.19 Satz Die Hamilton-Funktion H einer Hamiltonschen Differentialgleichung
it = JVH(z), He C?*(UR), ist auf den Orbits konstant.

Bew.: Es sei t — z(t) die Losung des AWP & = JV H (x), z(0) = xy. Dann ist

%H(l’(t)) = (VH(x(1)),&(t)) = (VH(2(t)), JVH (x(t)))

J ist antiselbstadjungiert: J* = —.J. Daher gilt fiir alle y € R?*"

(v, Jy) = 5[y, Jy) + (Jy, 9] = 5[y, Jy) — (Jy,9)] = 0,
also auch fiir y := VH (x(t)). O

Wie in Beispiel 6.5 gezeigt, erlaubt uns Satz 9.19 im Fall n = 1, also U C R?
fir eine gegebene Hamilton-Funktion H : U — R die Orbits des Hamiltonschen
Vektorfeldes JV H aufzufinden, allerdings zunachst ohne Zeitparametrisierung.
Ist VH (x) = 0, so besteht der Orbit nur aus x. Sonst ist H~'(H (z)) in einer Um-
gebung von x eine glatte Kurve im Phasenraum U (impliziter Funktionensatz).
Auf dieser muss der Orbit durch z verlaufen, denn auf ihm ist /& ja konstant.

Die Orientierung erhalten wir durch die Richtung, die durch Drehung von
V H(x) mittels J € SO(2), also um 7/2, erfolgt.

9.20 Beispiel Die Hamiltonfunktion
H:R* =R, Hpq) = 30> + (¢* — 1)°
modelliert die Bewegung eines Teilchens in
einem Doppelmuldenpotential.

Fir die reguliren Werte E € (1,00) der
Energie ist die Niveaukurve H 1(E) C R?
diffeomorph zu S*, fir E € (0,1) diffeo-
morph zu S'US!. Das Teilchen ist also fiir
niedrige Energien in einer der Mulden gefan-

gen.

Ahnlich wie bei den Gradienten-Differentialgleichungen werden wir zunichst die
linearen Hamiltonschen Differentialgleichungen untersuchen. Diese besitzen eine
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Hamilton-Funktion H : R?" = R} x Ry — R der Form
H(x) = H(0) + L {x, Ax)

wobei wir 0.B.d.A. A = A* € Mat (2n,R), und H(0) = 0 annehmen diirfen,
denn Hinzufiigung einer antisymmetrischen Matrix bzw. einer Konstante andern
das hamiltonsche Vektorfeld nicht.

Damit wird die Systemmatrix M der linearen Differentialgleichung von der
Form M = JA. Fiir die adjungierte Matrix M* gilt

M J=A"JJ=-AlJ=A=—-JJA=—-JM,
also M*J + JM = 0. Das fiihrt uns zu folgender Definition:
9.21 Definition M € Mat (2n,R) heiBt infinitesimal symplektisch, wenn
M*J+ JM = 0.
Die Menge der infinitesimal symplektischen Matrizen
sp(n) := {M € Mat (2n,R) | M ist infinitesimal symplektisch}.

bildet einen Unterraum von Mat (2n,R). Analog sprechen wir von infinitesimal
symplektischen Endomorphismen des R?". Es gilt sogar:

9.22 Satz sp(n) ist eine beziiglich [A, B] := AB — BA Lie-Algebra®®.

Bew.: e Schon auf Mat (m, R) ist der Kommutator [A, B] = AB — BA bilinear,
antisymmetrisch und erfiillt die Jacobi-ldentitat. Damit ist Mat (m, R) selbst eine
Lie-Algebra.

e Es ist noch zu zeigen, dass mit A, B € sp(n) auch [A, B] € sp(n) ist. Es gilt

[A, B]* = (AB — BA)" = [B*, A",

also [A, B]*J = B*A*J — A*B*J = JBA — JAB = J[A, BJ. O
Wir nennen sp(n) auch die symplektische Lie-Algebra.

9.23 Lemma tr(M) = 0 fiir M € sp(n).

15Def.:Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum L mit bilinearer antisymmetrischer Abbildung
[,]: L x L — L, die die Jacobi-ldentitat erfiillt, das heiBt

[[4,B],C] +[[B,C],A] + [[C, A],B] =0 (A,B,C e L).
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Bew.: tr(M) = —tr(MJ?) = —tr(JMJ) = —tr(M*) = —tr(M). O
9.24 Korollar Lineare Hamiltonsche DGLn sind volumenerhaltend, denn
det(exp(Mt)) = exp(tr(M)t) = 1.

9.25 Lemma M = (%%) mita,b,c,d € Mat (n,R) ist genau dann infinitesimal
symplektisch, wenn b und ¢ symmetrisch sind und d = —a* gilt. Es ist

dim(sp(n)) = 2n* + n.

Bew.: Die Gleichung M*J + JM = 0 nimmt die Form (fl: :Z:) + (_ac _bd) =0

an, also ¢* =¢, b* =bund d = —a*.
¢ und b sind symmetrisch, a ist beliebig und d eine Funktion von a, also

n(n+1) N n(n+1)

5 5 +n?=2n+n. O

dim(sp(n)) =
Die antisymmetrische Matrix J definiert eine schiefsymmetrische Bilinearform
(u,v) — [u,v] := (u, Jv) (u,v € R*™). (9.3)

Diese ist nicht degeneriert, d.h. [u,v] = 0 fiir alle u impliziert v = 0.

9.26 Bemerkung Jede nicht degenerierte schiefsymmetrische Bilinearform be-
sitzt in einer geeigneten Basis die Gestalt (9.3), J ist also nur eine Normalform
([AM], Prop. 3.1.2).

9.27 Lemma Der von einem infinitesimal symplektischen Endomorphismus M
erzeugte Fluss ®;(x) = exp(Mt)x lasst diese schiefsymmetrische Form invariant.

Bew.: Es ist [exp(Mt)u, exp(Mt)v] = (u, (exp(Mt))*J exp(Mt)v),

exp(Mt)* = exp(M™t)

und exp(M*1)J = (S0, PE00) T = T3, CH = Jexp(—Mt), also

n! n!

exp(Mt)*Jexp(Mt) = J und damit [exp(Mt)u, exp(Mt)v] = [u,v]. 0

Diese Eigenschaft ist vergleichbar mit der der orthogonalen Matrizen, das innere
Produkt invariant zu lassen: (Ou, Ov) = (u,v) fir O € O(n). Die Matrizen und
die Endomorphismen mit dieser Eigenschaft verdienen einen eigenen Namen:

9.28 Definition e S € Mat (2n,R) heilt symplektisch, wenn S*JS = J.
e Sp(n) := {S € Mat (2n,R) | S symplektisch} heiBt symplektische Gruppe.
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Tatsachlich ist Sp(n) um eine Gruppe von Matrizen, denn
e Mit S,T € Sp(n) ist auch (ST)*J(ST) =T*S*JST =T*JT = J.

o det(S*JS) = det(S*) det(J) det(S) = det(J), alsoist | det S|* = 1 (denn
det J = 1), S also invertierbar und (S~1)*JS~! = (S~1)*S*JSS~ ! = J.

Die Eigenwerte symplektischer Endomorphismen besitzen eine besondere Form:

9.29 Satz (Symplektischer Eigenwertsatz) Sei M € Sp(n) und A € C Er-
genwert von M. Dann sind auch A\, 1/ und 1/\ Eigenwerte von M mit gleicher
algebraischer Multiplizitat wie \.

Bew.:

e Dass mit A auch )\ Eigenwert ist, folgt aus der Reellitit von M.

o Weiter gilt

= det(M™' — A1) = det(M (1 — AM))

= det(M Y det(l — AM) = £A\*" det(M — 1/))
+1

= +£\""P(1/)),

also ist mit A auch 1/ Eigenwert.

e Die Determinante symplektischer Matrizen ist sogar Plus Eins, das brau-
chen wir aber nicht fiir den Beweis.

e Ist die Vielfachheit der Nullstelle Ay € C von P(\) gleich k, dann ist
P(X\) = (Ao — M)*Q(N), sodass

1 1

LP(L/AA = (Mo = VQ() = (o)t (x - ro) Q).

Da der Grad des Polynoms () gleich 2n — k ist, ist /\Qi—olikQ(A) ein Polynom

in 1/X. Daher ist 1/ eine Nullstelle der Multiplizitat [ > k des Polynoms
k

£P() = (1= 5 ) 2™ QU1 p)

Polynom in p

Vertauschen der Rollen von A\ und 1/ zeigt [ = k. O
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Fiir das charakteristische Polynom P(\) = det(M — A1) der infinitesimal sym-
plektischen Matrizen M € sp(n) gilt analog

P(\) = det(J(M — A1)J) = det(M™ + A1) = det(M + A1) = P(—)),
es ist also gerade. Damit zeigt man analog den

9.30 Satz (Infinitesimal symplektischer Eigenwertsatz) Sei M € sp(n)
und X Eigenwert von M. Dann sind auch \, —)\ und —\ Eigenwerte mit gleicher
algebraischer Multiplizitat wie \.

Die Multiplizitat des etwaigen Eigenwertes Null ist gerade, dann alle anderen
Eigenwerte treten in Paaren auf.
Fiir einen Freiheitsgrad (n = 1) kommen also folgende Fille vor:

Abbildung 9.3: Komplexe Eigenwerte von symplektischen M € Sp(1)

In den angegebenen Beispielen konnte man die Elemente der Gruppe Sp(1)
in der Form exp(M) fiir M € sp(1) schreiben, und wir wissen, dass fiir alle
M € sp(n) gilt: exp(M) € Sp(n). Fir M € Sp mit ||M — 1| < 1 klein kann
man umgekehrt den Logarithmus bilden und zeigen, dass In(M) € Sp(n) ist.

Sp(n) C Mat (2n,R) = R*"* ist damit nicht nur ein topologischer Raum,
sondern eine Untermannigfaltigkeit, und Multiplikation und Inversenbildung sind
glatte Abbildungen. Solche Gruppen nennt man Lie-Gruppen. Also ist Sp(n) eine
Lie-Gruppe und sp(n) die zugehorige Lie-Algebra.

Die bisherigen Uberlegungen waren algebraisch. Wegen unserer Kenntnisse
iiber die Stabilitat linearer DGLn (Satz 5.10) kdnnen wir aber schlieBen:
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9.31 Satz Fiir M € sp(n) ist die Ruhelage x = 0 der Hamiltonschen Differen-
tialgleichung © = Mx

e nie asymptotisch stabil,

e instabil, falls Eigenwerte von M mit nicht verschwindendem Realteil exi-
stieren,

e Liapunov-stabil, falls alle Eigenwerte rein imaginar sind und ihre algebrai-
sche und geometrische Multiplizitat iibereinstimmen.

Besonders die erste Aussage gibt zu denken, denn es ist klar, dass wir zu ei-
ner infinitesimal symplektischen Matrix M, € sp(n) mit Spektrum (Menge der
komplexen Eigenwerte)

spec(My) C iR

eine Stérung M; € Mat (2n,R) finden kdnnen, sodass die Differentialgleichung
T = M.x mit M, := My + M, fiir kein € > 0 Liapunov-stabil ist, und zwar weil
M. Eigenwerte mit echt positivem Realteil besitzt.

Nun konnte man folgendermaBen argumentieren: Da man in Anwendun-
gen die Systemmatrix der linearen Differentialgleichung nie ganz genau kennt,
lasst sich auch nicht entscheiden, ob ein leicht gestortes Hamiltonsches System
Liapunov-stabil ist.

Die Situation andert sich aber, wenn man nur Hamiltonsche lineare Stérungen
zulasst.

9.32 Definition Man nennt M, € sp(n) und die DGL @ = M, x stark stabil,
wenn fiir eine geeignete Umgebung U C sp(n) von My die Ruhelage x = 0 auch
fiir alle Hamiltonschen DGLn @ = Mx mit M € U Liapunov-stabil ist.

9.33 Satz Fiir alle n € N besteht die Menge

Stab = {M € sp(n) | spec(M) C iR, alle Eigenwerte von
M haben alg. Multiplizitat 1}
aus stark stabilen infinitesimal symplektischen Matrizen und ist offen in sp(n).

Bew.: Nach Satz 9.31 besteht die Menge aus stark stabilen Matrizen.
Wir zeigen, dass Stab C sp(n) offen ist. Fiir M, € Stab ist

£ = lmin{\)\l —Xo| [ A # N € spec(Mo)} > 0,

4

und die e-Umgebungen voneinander verschiedener Eigenwerte A1, Ay € spec(My)
iberlappen nicht: U.(A;) NU-(\2) = 0 (siehe Abb. 9.4).
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b
:

Abbildung 9.4: Die e-Umgebungen der Eigenwerte von M, € Stab C sp(2)

Die Eigenwerte von M hangen stetig von M ab. Also gibt es eine Umgebung
U C sp(n) von M, € Stab , sodass jeweils genau ein Eigenwert A\ von M € U
in den e—~Umgebungen U.(\g) C C der Eigenwerte Ay von M, liegt.
Die Eigenwerte von M miissen dann aber auch rein imaginar sein, denn nach
Satz 9.30 gilt:
A € spec(M) = —\ € spec(M)

und fiir A € U.()\g) ist auch —\ € U.()\g), denn |(=A) — Xg| = |A — Xo| < &. O

Das bedeutet, dass bei Hamiltonschen linearen Stérungen die Liapunov-Stabilitat
nur dann zerstort wird, wenn Eigenwerte kollidieren.

Poisson-Klammer und Kommutator von Vektorfeldern

Unser Ziel ist es, Hamiltonsche Differentialgleichungen, soweit moglich, zu in-
tegrieren. Ein Weg, den wir dabei einschlagen konnen, ist der, moglichst viele
Konstanten der Bewegung, d.h. entlang der Orbits konstante Phasenraumfunk-
tionen, zu finden. Dann liegen die Orbits auf Untermannigfaltigkeiten kleiner
Dimension.

Der Formalismus der so genannten Poisson-Klammer kann bei der Suche nach
Konstanten der Bewegung hilfreich sein.

Wir betrachten dazu den R-Vektorraum C*°(U,R) der glatten Funktionen
auf dem Phasenraum U C R2?". Wir fiihren ein schiefsymmetrisches Produkt ein,
das C*°(U,R) zu einer Lie-Algebra macht.

9.34 Definition Die Poisson-Klammer von f, g € C*°(U,R) ist die Funktion
{f,9y e CX(UR) -, {f 9}(x):=[V[(z), Vg(z)] = (V[(2), JVg(x)).

Die Poisson-Klammer hat die geometrische Interpretation der Anderung der Funk-
tion f in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes JVg.

9.35 Lemma Eine Funktion f ist eine Konstante der Bewegung eines Hamil-
tonschen Phasenflusses mit Hamilton-Funktion h genau dann, wenn {f,h} = 0.
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Bew.: Nach der Kettenregel ist die Zeitableitung

%f(x(t)) = (Vf(x(t), &(t)) = (Vf(x(t), JVH(z(t)))
= [Vf((t), VH(z(t)] = {f, h}(x(t)). =

In Impuls- und Ortskoordinaten p, ¢ ist

= af o af o

=1

9.36 Bemerkungen 1. Wir kdnnen die Hamiltonschen Differentialgleichun-
gen auch mittels der Poisson-Klammer ausdriicken:

pi ={pi.h} . ¢ ={aq h} (i=1,...,n).

2. Esgilt {ps, pr} = {gi, e} = 0 und {qi, pr} = 0sp  fiir i,k e {l,...,n}.
9.37 Satz C°°(U,R) mit der Poisson-Klammer ist eine Lie-Algebra.

Bew.: Offensichtlich ist mit f,g € C*(U,R) auch {f,g} € C*(U,R), und
{9,f}=1[Vyg,Vf]=—{f, g} Die Jacobi-ldentitat folgt durch Nachrechnen. O

9.38 Bemerkung Die Jacobi-ldentitat folgt aus der Geschlossenheit (dw = 0)
der symplektischen Zweiform w = > dp; A dg;, mit deren Hilfe man die
Poisson-Klammer als {f, g} = w(JVg, JV f) ausdriicken kann.

9.39 Korollar Die Poisson-Klammer { f1, fo} zweier Konstanten der Bewegung
f1, f2 eines Phasenflusses mit Hamilton-Funktion h ist wieder eine Konstante der
Bewegung.

Bew.: Setze f5 := {fi, fo}. Nach der Jacobi-ldentitat gilt

{au} = {1} i} = b S} o =0, .

Manchmal (eher selten!) kann man so neue Konstanten der Bewegung finden.

9.40 Beispiel Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes mit Masse m
im R;’ unter dem Einfluss einer Zentralkraft mit Potential V' : ]Rf]’ — R, also
V(Oq) = V(q) fir O € O(3) und Hamilton-Funktion auf U := R3 x R?,

1
H:U—R . Hpq):=g-llp|*+V(a)
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Die Komponenten des so genannten Drehimpulsvektors sind Phasenraumfunk-
tionen:

L —
L:<L;>:U—>R3 , L(p7q):q><p:<3§>><(5§>:<3§§?—3§5§).
L3 g3 P3 q1p2—q2p1

Es ist
3

0L, 0Ly  OLy OL
{L1, Lo} = Z ( 8p1 8q2 8p-2 aq'l) = —@p1 + (—p2)(—@1) = Ls,

{Ly, L3} = Ly und {Ls3, L1} = Ly. Andererseits gibt es wegen der Radialsym-
metrie von V : R? — R ein W : [0,00) — R mit V(q) = W(||q||). Daraus
folgt

1
{Li,H} = %{Ll,p? +p3 4+ 3}t + {L, W(llgl)}

3
1 Z I(q2ps — qsp2) O(p? + p3 + p3)
2m dq; Op;

=1

& 9(qaps — q3p2) 9|q|
> S D (l4l) =
Analog ist auch {Ly, H} = {L3, H} = 0.

Wir kdnnen durch eine Drehung (p, q) — (Op, Oq) mit Matrix O € SO(3)
immer erreichen, dass [; = [, = 0 ist. p und ¢ miissen dann in der 1 — 2—Ebene
liegen, und wir kénnen zum neuen Phasenraum R? x RZ C R? x R} und der
darauf restringierten Hamilton-Funktion

1
Hlpgarg s Ry x Ry =R, (p,q) = o= (07 +3) + W(y/af +63)
tibergehen. Die umbenannte dritte Drehimpulskomponente
L:RXRI—R ,  L(p,q) = qip2 — 2

bleibt dabei Konstante der Bewegung.

Ist zg = (po, qo)R2 x R2 der Anfangspunkt im Phasenraum, h := H(z,) die
Energie und [ := L(x() der Wert des Drehimpulses, so wissen wir, dass der Orbit
durch xq sich auf der Teilmenge

My, :={z € R xR2| H(z) = h, L(z) = I}

bewegt. Das ist (fiir typische Werte von h,[) eine zweidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des Phasenraumes, denn die Vektorfelder VH und VL sind (typi-
scherweise) unabhangig.
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Wir haben noch nicht die Losung der Hamiltonschen Differentialgleichungen des
Massepunktes im Zentralpotential gefunden, sie aber immerhin auf eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit des Phasenraums R? x R? eingezwingt.

Es ergeben sich zwei Fragen:

1. Wegen der Radialsymmetrie wiirden wir gerne zu Polarkoordinaten iiber-
gehen, d.h. g1 = rcos und g = rsin ¢ setzen. Wie verfahren wir dabei
mit den Impulsen, wenn wir die Hamiltonsche Form der DGLn beibehalten
wollen?

2. Lasst sich noch Weiteres iiber die Bewegung in der zweidimensionalen Un-
termannigfaltigkeit aussagen?

Die Beantwortung der ersten Frage fiihrt uns auf kanonische Transformationen,
d.h. Diffeomorphismen, die die Poisson-Klammer invariant lassen (nichstes Un-
terkapitel).

Die Beantwortung der zweiten Frage wird durch eine genauere Untersuchung
der Lie-Algebra der Phasenraum-Funktionen moglich.
Diese zweite Frage soll jetzt angegangen werden, indem fiir einen beliebigen
Phasenraum U C R™ auch auf dem Vektorraum C°°(U,R"™) der Vektorfelder
eine Lie-Algebrastruktur eingefiihrt wird. Diese ist dann im Hamiltonschen Fall
mit der Poisson-Klammer vertraglich.

Y1 Zl

9.41 Definition Fiir die VektorfelderY = ( : ) und Z = ( : ) e C>*(U,R")
Yn Zn

ist der Kommutator [Y, 7] das Vektorfeld mit den kartesischen Komponenten

- 0Z; dY; .
Y, Z); = ; (Yka—xi —~ Zka—xi) (j=1,...,n).
Damit ist der Kommutator zwar unter Verwendung der kanonischen Koordinaten
x1,...,x, des R™ eingefiihrt, aber er besitzt einen koordinatenunabhangigen
geometrischen Gehalt.

Dazu stellen wir fest, dass die Ableitung einer Phasenraumfunktion f : U —
R in Richtung eines Vektorfeldes v : U — R™ wohldefiniert ist, denn die duBere
Ableitung df = Y"1, g—id% von f ist eine 1-Form, die durch Paarung mit v
eine Funktion

L,f:=df(v):U—R

v1
ergibt. In kartesischen Koordinaten ergibt sich mit v = ( : )

va:;axz * V.
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Offensichtlich ist diese so genannte Lie-Ableitung von f in Richtung v sowohl in
f als auch in v linear. Nun ist

0
niat = b agh =Yg (450
J

- Z (YkﬁZ of +Ykz.827f)’

et oxy, 0x; T Ox;0xy,

also wie

9Yy; of 02 f
LzL + Z,Y;
2l | = Z ( 8xk 8x] k ]8xj8xk)
ein Differentialoperator zweiter Ordnung beziiglich f. Die Differenz allerdings
0Z; af
LyLy; — LzL = Yi=—" — Zp—= =1L
(LyLz — LzLy)f j§=21< o 033k) o, v,z f

ist wieder ein Differentialoperator erster Ordnung.

Wir erinnern uns in diesem Zusammenhang an die fast vergessene Tatsache,
dass Vektorfelder Y, Z : U — R"™ Differentialgleichungen

t=Y(x) und == Z(z)

mit Phasenfliissen ® : Dy — U und ¥ : Dy — U (mit offenen Definitionsberei-
chen Dg, Dy C R x U) definieren. Es gilt nun

df (@)
dt

df o Uy

L = s=0>
vf 7 |s=0

|t:0 und Lzf =

sodass Ly Lz — LzLy = Ljy,z misst, inwieweit die Fliisse kommutieren, d.h.
@t e} ‘IJS(I'> = \Ijs e} (I)t(l’)
oder nicht. Kehren wir zuriick zu den Hamiltonschen Vektorfeldern.

9.42 Satz Esseien A, B € C*(U,R™) Hamiltonsche Vektorfelder mit Hamilton-
Funktionen a,b € C*(U,R). Dann ist [A, B] ein Hamiltonsches Vektorfeld, mit
Hamilton-Funktion —{a,b}.

Bew.: Mit ¢ := {a,b} und einer weiteren Phasenraumfunktion f € C'*(U,R)
hat die Jacobi-ldentitat fiir die Poisson-Klammer die Form

{c. [} ={a,{b, f}} —{bA{a, f}}.
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Nun gilt
{CL, f} = <Va, JVf> = — <JVCL, Vf) = —LJvaf und {b, f} = —LJbe,
also fiir alle f

L_jyvef = —Lyvef = (LyvaLlsvo—LyvoLyve)f = (Lalp—LpLa)f = Liap [
Dies ist aber nur méglich, wenn [A, B] = —J V¢ gilt. O

9.43 Bemerkungen e Der Kommutator von Vektorfeldern erfiillt die Pois-
son-ldentitat und definiert damit eine Lie-Algebra-Struktur auf C>°(U, R").

e Definiert man die Poisson-Klammer mit umgekehrtem Vorzeichen, dann
wird die lineare Abbildung

C*(U,R) - C*(UR") , f+— JVSf

nach Satz 9.42 ein Lie-Algebra-Homomorphismus.

Fiir den Normalfall eines zusammenhangenden Phasenraumes U besteht
der Kern dieser linearen Abbildung nur aus den konstanten Funktionen.

e Es ist also insbesondere so, dass die Hamiltonschen Phasenfliisse Poisson-
kommutierender Funktionen kommutieren.

Haben wir also viele, auch untereinander Poisson-kommutierende Konstan-
ten der Bewegung, dann haben wir viele miteinander kommutierende Ha-
miltonsche Phasenfliisse auf ihrer gemeinsamen Niveaumenge.

Diese Bemerkung wird uns zum Begriff der Integrabilitat fiihren.

Kanonische Transformationen

Wie in Beispiel 9.40 suchen wir nach neuen problemangepassten Koordinaten im
Phasenraum U, wollen aber in diesen neuen Koordinaten

(P7Q>:(Pla'u;Plea'”aQn>

die Struktur der Hamiltonschen Differentialgleichung erhalten. Es soll also gelten

(5) =IVeaKP.Q) (9.4)

mit

K(P,Q) = h(p(P,Q),q(P,Q))
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und

9.44 Lemma Gleichung (9.4) gilt, wenn der Koordinatenwechsel ® = (P, Q) :
U — R?" die Bedingung

D®(z) € Sp(n) (x € U) (9.5)
erfiillt.

Bew.: Die Jacobi-Matrix hat die Blockform

_ o, Q) or ob
A(p,q) o 3 )’

(P) N I(P,Q) (;?):a(RQ)J(Vph)

D®(p,q)

und aus der Kettenregel folgt

W e M Apg) AT
a(PvQ> (a;* 852*) VpK a(PvQ> (a(P7Q))*
J{ b oo PR ) = J VieoK).
op.q)  \ % %r <VQK) op,q)  \ 9(p,q) Vo)
Unter der Bedingung (9.5) ist aber (D®)J(D®)* = J. O

Da wir nicht nur fiir die vorgegebene Hamilton-Funktion h, sondern fiir alle die
Form der Hamilton-Differentialgleichung erhalten wollen, definieren wir:

9.45 Definition Ein Diffeomorphismus ® : U — V der offenen Teilmengen
U,V C R?" heiBt kanonisch oder Symplektomorphismus, wenn die Jacobi-
Matrix von ® symplektisch ist.

In Beispiel 9.40 kennen wir schon @ = (r,¢) und r = 7(q), ¢ = ©(q).

Wie kdnnen wir diese Polarkoordinaten im Konfigurationsraum durch Impuls-
Koordinaten P = (P,, P,) ergdnzen, sodass die Gesamttransformation kanonisch
ist?

Wir finden zunachst ein Kriterium fiir die Eigenschaft einer Matrix M €
Mat (2n, R), symplektisch zu sein, analog zu Lemma 9.25.

9.46 Lemma M = (¢b%) mit a,b,c,d € Mat (n,R) ist genau dann symplek-
tisch, wenn a'c und b'd symmetrisch sind und a'd — c'b = 1 gilt.
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Bew.: Ist M symplektisch, dann ist
MM = (5) (350 (e = (e shmd) = (3.
Die Umkehrung folgt ebenso. a
Kanonische Transformationen kénnen mittels so genannter erzeugender Funktio-
nen geschrieben werden.
9.47 Lemma Es sei S = S(p,Q) eine glatte reelle Funktion, und fiir p,(
X,Y,Z € Mat (n,R) die Matrizen mit Eintragen
028 028 028

= (p7 Q) ’ }/Zk = (p7 Q) ’ sz = oA A

OpiOpy, OpiOQy, 0Q;0Q,

Ist rang(Y) = n, dann ist die durch P;(p, Q) = 25-(p,Q), i(p.Q) = 2 (p.Q)
implizit gegebene Transformation kanonisch.

Bew.: Es ist fir Q@ = Q(p,q)

(p, Q).

ik -

P ~ ~

88_ — DP+ DyPD,Q =Y + ZD,Q
P

%_P = DyPD>Q = ZD,Q.
q

Differentiation der Identitdt ¢ = D1S(p, Q(p, q)) nach ¢ ergibt
1=Y'DyQ oder DyQ= (Y"1,
Differentiation der ldentitat nach p ergibt
0=X+Y'DiQ oder D;Q=—(Y")'X.

Also ist o op
o og | _ (Y-Z(Y)'X Z(YU*) —.(ab 96
(— —) (A AN ) = ) (9.6)
mit
alc = —X+XY'ZYHT'X L also a'c = (a'c)

v'd = Y 'Z(YH) ™t L also b'd= (b'd)"
ad — db=N1-XY'Z(YH)yH+ Xy 'Zy") ' =1
Nach Lemma 9.46 ist die Jacobi-Matrix (9.6) symplektisch. O

Mit der Technik der kanonischen Transformationen kdnnen wir neue Koordinaten
im Phasenraum einfiihren, in denen die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
eine einfachere Form besitzen:
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9.48 Beispiel (Bewegung im zentralsymmetrischen Potential) Wir setzen
Bsp. 9.40 fort. Wir haben schon festgestellt, dass die Bewegung in einer Ebene
durch den Nullpunkt im Ri stattfindet, und haben damit auch die Phasenraum-
dimension reduziert. Wir betrachten also die Hamilton-Funktion

ol
2m

H:RyxRI—R , H(p,q) + W (llglD-

Statt der kanonischen Ortskoordinaten (g1, g2) = ¢ sollen jetzt wegen der Radial-
symmetrie Polarkoordinaten @ := (7, ¢) mit (q1,q2) = (rcos p, rsin ¢) benutzt
werden. Wir suchen also eine erzeugende Funktion S(p, Q) = S(p1,p2, 7, @) mit
q1 =1rcosp = g—; und g = rsinp = g—g.

Offensichtlich erfiillt S(p, Q) := p17 cos @ + porsin ¢ diese Relationen, und
es wird P := (p,, p,) mit

oS ) )
Dr = -~ = P1COSY + pasinp = . q)
or 4]l

und
oS .
Py = % = —p17rSIN Y + Par COS Y = Pag; — P1q2 = L(I% Q)-

Physikalisch kann p, also einfach als Radialkomponente des Impulses p = (p1, p2)
angesehen werden, wahrend p,, gleich dem Drehimpuls ist.
Nun ist nach den trigonometrischen Additionstheoremen

2 2 2 2 L2
IplI” = pi+ 3 = P+ 5,
sodass
H(P,Q) = H(p(P,Q),q(P,Q)) = Ly Pe W(r)
9 Y 9 Y 2m T 2m7,2
ist. _
In diesem Ausdruck kommt aber Q> = ¢ nicht vor, sodass wegen p, = %—Z

der Drehimpuls p,, zeitlich konstant ist. Das wussten wir zwar schon, konnen es
aber jetzt benutzen. Wir definieren namlich fiir vorgegebenen Wert [ := L(x)
des Drehimpulses die neue Hamilton-Funktion

l2

2mr?

1
K R, xRf =R , Kl(p,r):= %Pg +

+ W(r).
Diese besitzt nur noch einen Freiheitsgrad.

Die Losung t — (p.(t),r(t)) des zugehdrigen AWP stimmt aber mit den
(pr, 7)-Komponenten der Losung des AWP fiir H Uberein.
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Setzen wir W(r) := %—'—W(T) (das so genannte effektive Potential), dann
gilt fiir h := H(x)

P2

h=Lr

2m

+ Wi(r) (9.7)

oder

Dr = :t\/Qm(h - VVZ(T))J

denn der Wert der Hamilton-Funktion ist ja entlang der Losungskurve konstant.

Wir konnen 0.B.d.A. [ # 0 annehmen, denn im Fall [ = 0 ist die Bewegung
rein radial, etwa in ¢;—Richtung und lasst sich entsprechend berechnen.

Dann ist wegen unserer Annahme der Stetigkeit von V' lim,\ o W(r) =
+00, sodass fiir diese Energie h nach Gleichung (9.7) das Masseteilchen vom
Zentrifugalpotential % am Besuch des Vorsprungs gehindert ist. Nehmen wir
stattdessen z.B. V(q) = — 1o @n, also W(r) = —%, dann gilt immer noch das
Gleiche.

Unter der Voraussetzung lim, ., V' (¢) = 0 (oder auch nur liminf, .., V(q) >
—00) ist die Existenz der Losung der Hamiltonschen Differentialgleichung fiir alle
Zeiten gesichert, und der Radialanteil der Bahnform lasst sich durch Kurvendis-
kussion beschreiben. Es kommen namlich nur r—Werte mit W;(r) < h in Frage,

eine Bedingung, die in Intervallen in R erfiillt ist. Wir betrachten nur das
zu dem Anfangswert gehdrende Intervall.

Dies ist entweder von der Form [7min, "max| 0der [min, 00), entsprechend der
gebundenen bzw. ungebundenen Bewegung. Die Energieschale im Phasenraum
sieht folgendermaBen aus:
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1
0.5¢
= =
-0.5¢
0 1 2 3 4 6

Der Radius des Teilchenortes verandert sich also im gebundenen Fall zeitpe-
riodisch zwischen r,;, und 7., wahrend er im ungebundenen Fall fiir t — o0

gegen unendlich geht.
Die Zeitparametrisierung ergibt sich mit 7 = & =
m
Invertierung des Integrals

0-

Setzt man die Lésung r(t) in die Differentialgleichung

OH Do [

L Op., T 2mr? 2mr2(t)

ein, so ergibt sich ¢(t) = ¢(ty) + 5 ftz r=2(s)ds.

2 (h — W,(r)) durch

Insbesondere ist die Winkelgeschwindigkeit in der Nahe von 7., am kleinsten.
In der Konfigurationsebene ergibt sich also folgende Bewegungsform
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Im Phasenraum entspricht die Teilmenge

My :=A{(p,q) € R* | H(p,q) = h, L(p,q) = 1}

im Fall der gebundenen Bewegung einem durch ¢ und den zeitlichen Abstand
vom letzten Perizentrum parametrisierten Torus T? := S' x S', im Fall der
ungebundenen Bewegung einem Zylinder S! x R.

Wir werden sehen, dass diese Formen der Untermannigfaltigkeiten fiir integ-
rable Hamiltonsche Systeme typisch ist.

Integrable Systeme

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass die Konstanten der Bewegung niitz-
lich fiir die Integration Hamiltonscher Differentialgleichungen sind.

9.49 Definition Essei U C R*" offen, fi1, fo, ..., fr € C°(U,R) Konstanten
der Bewegung fiir H := f,, d.h. {fi, H} = 0.

e Die Menge{ fi,..., fx} von Funktionen ist in Involution, wenn die Poisson
Klammern {f;, f;} =0 fiiri,j € {1,...,k}.

e Sie heiBt unabhdngig, wenn die Menge
{z € U |rang (Vi(@), .., Vi(x)) < k}
das MaB Null besitzt.

e {fi,..., fr} heiBt integrabel, wenn die f; in Involution und unabhangig
sind, und k = n.

Die Differentialgleichung der Hamilton-Funktion H = f; heiBt dann integrabel,
wenn sich weitere Konstanten der Bewegung fs, ..., f, finden lassen, sodass
{f1,-.., [n} integrabel ist.

Integrabilitdt in diesem Sinn ist eine Eigenschaft, die Hamilton-Funktionen
zukommen kann. Es wird zunachst nicht auf Subjektives, wie unsere Fihigkeit,
die Losung der Differentialgleichung zu finden, angespielt. Auch die Frage, in
welchem Sinn man die Losungen "hinschreiben” kann, als elementare Funktion,
als konvergente Reihen, etc., wird nicht behandelt.

Es wird sich aber herausstellen, dass integrable Systeme durch die iibli-
chen Rechenoperationen einschlieBlich Bilden der Umkehrfunktion und Integrati-
on gelost werden konnen.

Weiter besitzen die Losungen eine besondere Struktur. Es handelt sich um
bedingt—periodische Bewegungen auf Zylindern.

118



9.50 Definition Die Kreislinie S' ist S' := {¢c € C | |¢| = 1}. Der k-
dimensionale Torus T¥ ist das k—fache kartesische Produkt TF = S' x ... x S'.
—

k—mal

Fiir k,1 € Ny nennt man T* x R einen Zylinder.

Ebenso werden die Bilder von Diffeomorphismen & : T* — &(T*) C R?" Tori
genannt und analog fiir Zylinder.

9.51 Satz (Arnold) Die Funktionen fi,..., f, : U C R*™ — R seien integra-

S

bel. Mit F' := ( : ) : U — R" sei ¢ € F(U) regularer Wert und M. C U eine
In

Zusammenhangskomponente von F~1(c) C U.

Dann gilt:
e Ist M. kompakt, dann ist M. diffeomorph zum Torus T".

e Existieren die Hamiltonschen Fliisse % : U — U von fi, k=1,...,h, fiir
alle Zeiten t, dann ist M, diffeomorph zu einem Zylinder.

Bew.: Wir bezeichnen das Hamiltonsche Vektorfeld von f; mit Y, := JV f;.
Dann ist Y} tangential an die Mannigfaltigkeit M., denn Ly, f; = {fi, fx} =0,
sodass sich in Richtung von Y}, der Wert von f; nicht andert.

Unter der Annahme der Kompaktheit von M, existieren die auf M, restrin-
gierten Fliisse ®F damit fiir alle Zeiten, und sogar in einer gewissen Umgebung
von M. C U.

AuBerdem kommutieren sie, d.h.

k I _ &l k
oy 0@y = 0D

t12

(9.8)
denn die Vektorfelder kommutieren nach Satz 9.42:
Y, Y| = [JV [, IV fi] = IV{fi, fr} = JV0 = 0.

Dass c regularer Wert von F' ist, impliziert, dass fiir jeden Punkt z € M,
rang(V f1(z),..., Vf.(x)) = nist. Dann ist aber auch rang(Y; (), ..., Y, (x)) =
" Die Abbildung

U:R"x M, — M.  @(tr,...,tp;x) =Py o...0 P} (z)
ist eine so genannte Gruppenwirkung der Gruppe (R™, +) auf M., d.h.

U(0,2) =2 und W(s,V(t,z)) =V(s+t ) firalles,teR"
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Letzteres sieht man, wenn man sich an die Kommutativitit (9.8) der ®F erinnert
und an die Eigenschaft ®% o ®f = &% , der Fliisse.

Diese Gruppenwirkung ist lokal frei, d.h. es existiert eine Umgebung V' C R"
der Null, sodass die Abbildung

V—M , t— V(o)
ein Diffeomorphismus aufs Bild
UV {z}) C M.

Ist.

Die Jacobi-Matrix von ¥, : R* — M, , W,(t) := ¥(t,x) bei t =10
ist ja DVU,(0) = (Yi(x),...,Y,(x)), besitzt also vollen Rang. Daraus folgt die
Behauptung.

Damit ist das Bild W,(R") C M, wegen W, (s + 1) = Wy(s4)(t) in M, offen
(und nicht leer!). Aber auch sein Komplement in M. ist offen. Denn wenn y €
M, —VU,(R™), dann liegt auch die Umgebung ¥(V, {y}) von y im Komplement.
Sonst gébe es ja ein z € U(R™, {z}) N ¥(V,{y}), also z = V(t,z) = VY(s,y)
mit s,t € R™ geeignet, also y = ¥(t — s, z), also y € VU, (R™).

Nun ist M. nach Voraussetzung zusammenhingend. Da W(R", {z}) offen,
abgeschlossen und nicht leer ist, muss es gleich M, sein.

Die Isotropiegruppe I eines Punktes x € M, ist durch

Di={teR"|VY(t,z)=x}

definiert und wegen der Kommutativitdt der Gruppe R™ offensichtlich von x
unabhangig: mit y = U(s, z) ergibt sich

{teR" | U(t,y) =y} = {teR"|V(U(s, () = T(s,2)}
= {teR" | Up5(z) = V(s,2)} =T.

Fir t € T ist t der einzige Punkt in (t + V) N T". Untergruppen mit dieser
Eigenschaft heiBen diskret.
Es ist bekannt, dass sie von der Form

I' = spanZ(ll,...,lk) = {n1l1 + .4 gl ‘ n; € Z}

sind, wobei die Vektoren [y, ..., l; € R" linear unabhangig sind. Damit ist R"/T
diffeomorph zum Zylinder T* x R"~*. Genau fiir k = n ist dieser kompakt. O
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10 Symbolische Dynamik

Wir haben im letzten Kapitel integrable Hamiltonsche Systeme kennen gelernt.
Fiir zwei oder mehr Freiheitsgrade ist Integrabilitat aber die Ausnahme und nicht
die Regel. AbschlieBend wird daher in diesem Kapitel ein einfaches hamiltonsches
System mit chaotischen Eigenschaften vorgestellt.

Die bei seiner Analyse benutzten Methoden, insbesondere die Diskretisierung
und die Verwendung von Symbolfolgen, spielen auch bei nicht hamiltonschen
Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

10.1 Das Modellsystem

“.. Each pearl by imaging those immediately adjacent to it images
the infinity of pearls in the outer space of the whole net,

for each pearl is the bearer of its neighbour’s image.”

Aus dem Avatamsaka Sutra, zitiert nach'®

Es soll die Bewegung eines Teilchens in der Ebene untersucht werden, das an drei
disjunkten Scheiben D, Dy, D3 vom Radius 1 nach der Regel

Ausfallswinkel = — Einfallswinkel

reflektiert wird und sich ansonsten geradlinig und mit konstantem Geschwindig-
keitsbetrag bewegt. Allgemein nennt man solche Dynamiken mit Reflektionen
Billiards, und diese bilden ein mit der Theorie der Dynamischen Systeme eng
verbundenes Forschungsgebiet (siehe z.B. Tabachnikov [T2]).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass der Ge-
schwindigkeitsbetrag gleich Eins ist. Der Bezug zu einem Hamiltonschen System
wird spater geschaffen. Natiirlich lasst sich die Bewegung zwischen den Reflek-
tionen durch die Hamilton-Funktion H (p, ¢) = 3||p||* beschreiben.

Weiter wird der Einfachheit halber angenommen, dass die Mittelpunkte der
drei Scheiben ein gleichseitiges Dreieck bilden, dessen Seitenlange wir mit R
bezeichnen. Da die Scheiben disjunkt sind, ist R > 2.

Statt der gesamten Bewegung im vierdimensionalen Phasenraum werden wir
nur gebundene Bahnen betrachten. Gebunden bedeutet, dass fiir sie ein kompak-

tes Gebiet in der Ebene existiert, das sie nie verlassen.

16Berry, M.V.: Quantizing a Classically Ergodic System: Sinai's Billiard and the KKR Me-
thod. Annals of Physics 131, 163-216 (1981)
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Abbildung 10.1: Streuung an drei Scheiben

Beispielsweise reicht es aus, die konvexe Hiille
conv (Dy U Dy U D3) C Rf]

der Vereinigung der drei Scheiben zu betrach-
ten, denn wird diese einmal verlassen, dann
wird sie wegen der Geradlinigkeit der Bewegung
nicht mehr betreten, und die Bahn |3uft ins Un-
endliche.

10.2 Diskretisierung

Wir wissen aus dem Satz iiber die Begradigung (7.8), dass jedes dynamische
System in der Nahe einer Nichtgleichgewichtslage lokal diffeomorph zu einem
solchen mit konstanten Vektorfeld ist. Die interessanten Phanomene sind also
globaler Natur.

Diese konnen oft durch Diskretisierung analysiert werden. Darunter versteht
man die Betrachtung der durch den Fluss induzierten Abbildung (der sog. Poin-
caré-Abbildung) einer zum Vektorfeld transversalen Hyperflache (der sog. Poin-
caré-Flache) in sich.

Konkret bietet sich fiir unser System die folgende Diskretisierung an: Statt die
gebundenen Bahnen in ihrer Zeitabhangigkeit mit Zeitparameter ¢ zu beschreiben,
betrachtet man sie oft nur zu den Zeitpunkten der Reflektionen. Es bieten sich
hierbei wegen der Normierung des Geschwindigkeitsbetrags auf 1
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(Konstante der Bewegung) folgende Koordinaten an:

e Der Winkel ¢ des Kollisionspunktes der Trajek-
torie mit der Kreisscheibe, wobei man von einer
festen O—Richtung ausgeht (die aber evtl. fiir
die verschiedenen Kreisscheiben unterschiedlich
gewahlt wird).

e Der Ausfallswinkel i) gegeniiber der Normale w w
des Kreises am Kollisionspunkt. Aus Griinden,
die noch erklart werden, benutzt man

uw:=siny € [-1,1] statt 1 € [-7, 7.

Durch das Paar (¢, u) ist die Bahn zum Zeitpunkt der Reflektion an der Kreis-
scheibe eindeutig charakterisiert.

Als Nachstes ist die Abbildung dieser Daten zu beschreiben, die entsteht,
wenn man Ort und Richtung der nachsten Reflektion berechnet. Dazu betrachten
wir die beiden beteiligten Kreisscheiben und wahlen als Nullrichtungen fiir die
Winkel ¢1, ¢ der Kollisionspunkte die Verbindungsgerade zwischen den Zentren
der Scheiben (siehe Abb. 10.2). Bezeichnet man mit t); bzw. 1), die Ausfallswinkel
an der ersten bzw. zweiten Scheibe, dann gilt

ug =sinthy =uy — Rsinp = wu; — Rsin(¢; + 1) (10.1)
= wu; — Rsin(p; + arcsinu,)

= u, — R <u1 cos(p1) +1/1 —u? singol) )
Abb. 10.3 zeigt, dass
Y2 = o1 + U1 + Py = @1 + arcsin(uy) — arcsin(u; — Rsin(y; + 1))

= (1 + arcsin (ul\/l — R2sin®(¢y + 1) — Rsin(¢y + 1)y/1 — u%) .

Es ist (p1,u1) € Vi C S* x [—1, 1] der Definitionsbereich und (g, us) € Wi C
St x [-1,1], i #£ k € {1,2,3} der Wertebereich.

Fi, = (i, wir) = Vi — Wiy, (10.2)

ist die gesuchte Abbildung.
§tﬁt zy versuchen Fj, explizit anzugeben, stellen wir fest, dass diese Abbil-

dung implizit durch %Ige&?g_%ggighﬂ?ge:n gegshep isb:: 1+ o
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Abbildung 10.2: Trajektorie (fett) zwischen zwei Kreisscheiben. Die parallele
Hilfslinie dient der Ableitung der Beziehung Rsin p = sin(v) — sin(g2).

Abbildung 10.3: Es gilt ¥1 + 1 = p = 3 — 5.
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sin ¢;

Abbildung 10.4: Durch Addition von Strecken der Langen cos ¢; bzw. Tanp auf
der z1—Achse erhalt man die Abstande zwischen x und den Scheibenmittelpunk-

ten.

und
p— w2+ (m+1b) =7 oder p= —1+ o,
also
— (g — p2) = Y1 + 1.
e Fiir die Koordinate des Schnittpunktes x der Trajektorie mit der Verbin-
dungslinie gilt, falls p # 0, nach Abb. 10.4.

sin @9
tanp’

R/2 + x = cosygy — g
tan p

und R/2— 1z = cosypy —
also . .
Sin 1 + Sin g

tan(p)
was auch fiir p = 0 stimmt, wenn man mit tan p multipliziert:

R = cos ¢ + cos g —

Y

Rsinp = sinp(cos o1 + cos pg) — cos p(sin 7 + sin p9)
= sin(p — 1) +sin(p — p2) = sinyy; —siney.  (10.3)

Durch duBere Ableitung erhilt fisns(p)dp = coshrdipy — cos hadis.
Multiplikation mit dp = diy + dp; = —dy + dyps ergibt links 0, rechts

cos(t1)dpr A dipy — cos(12)dps A dips,

woraus die Invarianz von

dp N du = dp A d(siny) = cos(y)dp A dip
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unter der Abbildung folgt.
Die in (10.2) definierten Abbildungen Fj; sind also flachenerhaltend, und es

gilt nach (10.1)
up =u; — R (uicosgoi—l— \/1 —u?sincpz-) )

10.1 Lemma (472) = o (8 5) (4fy) mit

A:=costyy — Rcos(p) B :=cost + cosihy — Rcosp

C := —Rcos(p) D := cos 1y — Rcosp.
Bew.: Aus der oben stehenden Gleichung erhdlt man durch Division durch cos ¢,

und Benutzen von dp = dp; + diyn
1

COS Y9

dipy = (—Rcos(p)depr + (cosyy — Rcos p)di)y),

also die zweite Zeile. Die erste ergibt sich daraus mit dyps = dy; + di, + dips.
O

10.2 Lemma A, B,C,D <0undC <A<B, D<B.

Bew.: Offensichtlich ist C = —Rcosp < 0,und C' < A< B, D < B ist wegen
der Positivitat von cos; und cos 1, offensichtlich.

!
Es bleibt zu zeigen, dass B < 0, d.h. Rcos p > cosy + cos s.
Quadrieren beider Seiten und Subtraktion ergibt mit (10.3)

R? — R*sin® p — cos® ¢, — cos? 1y — 2 cos 1 cos iy
= R? — (siney; —siny)? — cos? ¢y — cos? 1y — 2 cos 1y cos 1y
= R?>—-2—2cos(¢y +y) > R*—4 ,aber R>2.

O
Damit ist mit (%) = M (p1, u1) (zii) die 2 x 2-Matrix M (1, uq) nicht nur

symplektisch, so?\?ern hat auch die Eigenschaft, dass fiir dp; > 0, du; > 0 folgt
dys < 0, dus < 0, wobei genauer sogar der positive Quadrant in einen echt im
dritten Quadranten enthaltenen Kegel abgebildet wird.

Wegen der Vorzeichen der Eintrage von M und det M =1 muss trM < —2

sein:

(trM)? = (A+ D)* = (A— D)?> +4AD = (A — D)* + 4+ 4BC > 4.
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¥1 — r ¥z

Abbildung 10.5: Abbildungseigenschaften der Ableitung M der Poincaré-
Abbildung

Wegen der Eigenwertgleichung A? — MrM + det M = 0, also A\jjp = 2 +

(trév[)Q —1list Ay < —1 < A\; <0, M also hyperbolisch.

-1.5 -1 -0.5

Als Nachstes soll Definitions— und Wertebereich V' und W der Abbildung F'
aus (10.2) berechnet werden (die Indices i, k spielen noch keine Rolle).

10.3 Lemma Mit O, (u) := arcsin (“5}) — arcsin(u) ist
V= () € S x [11] [ 8- () < ¢ < ()}

und
W= {(p.u) € S x [~1,1] | &_(—u) < < D (~u)}.
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Bew.: Es gilt nach (10.1) Rsin(¢y + ¢1) = sinty — sinyy = uy — ug, also
Y1 + 1 = arcsin (LRUZ) oder ¢, = arcsin (LRUZ) — arcsin(u). Esist —1 <
us < 1, woraus die Aussage liber den Definitionsbereich V' folgt.

Um den Wertebereich W zu beschreiben, benutzt man p = ¢1+p1 = pa—1)s,
also

Uy — Uz Uy — Uz

P9 — 1y = arcsin ( ) oder (g = arcsin ( ) + arcsin(us).

O

Nachdem das Zweischeiben—Problem soweit analysiert ist, kann man an das Drei-
erproblem herangehen. Zunachst ist es giinstig, die Vorzugsrichtungen relativ zu
der die Winkel ¢ gemessen werden, zum Zentrum des gleichseitigen Dreiecks
zeigen zu lassen. Das bedeutet aber fiir die Winkel ¢ eine Verschiebung um 7 /6.

u

Damit ist
Vie = {(pw) €' x[-L 1] @-(u) S o+ <P (w)},
Vie = {(pu) €S x[-L1[@_(u) S p— 2 <P (w)},
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Abbildung 10.6: Die Poincaré-Flache P; fiir das drei-Scheiben—System
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und als Mengen sind
Vs = V31 =Vip und  Viy = Vo = Vi3,

auch wenn man sie nicht unbedingt identifizieren mdchte, denn sie beschreiben
ja Kollisionen auf verschiedenen Scheiben.
Analog ist

Wa = {(pu) € 8" x [-1,1] [ @_(~u) S p+ ¢ < B (-w)}
Wa = {(pu) € 8" x [~1,1] [ @_(~u) S p - ¢ < B4 (-w)}

und W3y = Wig = Wayy, Wag = Wiy = W3y, Das obige Bild suggeriert, dass die
Schnitte Vi3 N Wy, etc. verzerrte Rechtecke sind. Das ist aber nur dann der Fall,
wenn fiir u = +1 sich Vi3 und W5, wieder getrennt haben.
Dazu muss die Streifenbreite @, (u) — ®_(u) fir u = £1
kleiner % sein, also arcsin(2/R) < & oder R > % ~
2.309 > 2. Geometrisch entspricht dies der im folgenden
geltenden Bedingung, dass die Scheiben sich nicht "ab-

schatten”, jede Gerade also hdochstens zwei Scheiben trifft.
Ws1 N Vi3 enthilt jetzt die Bahnen bei D, die von Dy kommen und nach Djy
gehen, etc.

Es liegt jetzt nahe, die dreizdhlige Symmetrie insoweit zu nutzen, dass man

Vi = Viz=Vo =Vy ) Vo i=Vig = V3 = Va3
Wi = Wy =Wis=Ws , W_:=Wsz =Wy =Wy
setzt. Dabei liegen die V_—Streifen links von den V, —Streifen, entsprechend einer

Orientierung im mathematisch positiven Sinn der beteiligten Scheiben. Man hat
dann die Bijektionen F', := Fi3: V., - W, F_:=F: V. - W_.

10.3 Iteration der Poincaré-Abbildung
Ist S = {+, —} die Menge der beiden benutzten Symbole, dann ist
X={f:2—-8 =85

der Raum der zweifach unendlichen Symbolfolgen. Wir wollen die gebundenen
Bahnen durch solche Symbolfolgen beschreiben. Dazu setzen wir induktiv fiir
eine Symbolfolge

(k1y.ooskm) €S™ , m>1,



und

dann sondern wir alle Phasenraumpunkte aus, die zu Bahnen gehoren, die die
Folge (k1, ..., ky) von Kollisionen realisieren.
Weiter definiert man das Bild

.....

und nach Definition

Vikr k) C Vik,okm 1)
Ahnlich ist
Wiky,.okm) € Wik, k)
denn
Wity k) = Flh i) Vi)
= Flgreokon) © Foy (Vikrookon)) € Flba,eom) Vikasobm)) = Wik, k)

Fiir den einfachsten Fall m = 1 (mit V(;,) = V4, etc.) haben wir schon eine
Beschreibung von V{;,) und W(; ) als zwischen den Graphen zweier Funktionen
eingeschlossener Mengen. Eine solche Darstellung ist auch allgemein moglich.
Dazu setzt man den Rand 9(S* x [—1, 1]) des Zylinders aus den beiden Kreislinien
0% := S x {£1} zusammen.

10.4 Lemma Fiir alle (kq,...,k,,) € S™ ist

.....

yeesom )N/ — o= (R,

wobei die Graphen von (ID(ikl _____ o) - —1,1] — [—%, %} die Bilder
Fliy,... k) (O =" n Vik, k)

sind. Die @il )
Eine analoge Darstellung (mit fallenden Funktionen) gibt es fiir Vikr,.. fem)-

sind glatte, streng monoton wachsende Funktionen.

Bew.: e Betrachten wir zunichst die Situation m = 1. Dort haben wir schon
Wi,y als Streifen zwischen den Graphen der Funktionen

(b:t

(k) (W) 7= P (—u) = "k (uel[-1,1))

6
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bestimmt. Dabei waren die Graphen der CDikl die Bilder von 9* NV}, unter F},.
Untechnischer ausgedriickt waren diese Grenzwinkel durch streifende Bahnen

entstanden.

e Dies soll jetzt iteriert werden. Dazu muss man die Bilder der horizontalen

..........

= DF,,(Fliy,.km) (@) - DFgp, (Flky b o (7)) <+ . - DFy ().

Die Jacobi—Matrix ist damit Produkt von Matrizen M mit Determinante 1 und
besitzt daher ebenfalls Determinante 1.

Unter DEy, . 1, (x) wird der erste Quadrant von R, x R, auf einen Kegel
im ersten bzw. dritten Quadranten abgebildet, je nachdem, ob m gerade oder
ungerade ist (siehe Abb. 10.5). In beiden Fillen wird die horizontale Gerade
du = 0 auf eine streng monoton steigende Gerade abgebildet.

Daher ist F},(05NVy,) mit k == (ky, ..., k,) € S™ eine Kurve, die Graph einer
streng monoton steigenden Funktion ist. Diese nennen wir ®¢ mit ¢ = +(—1)™.
Die Signatur von DFj(z) ist (j:) -(=1)™, sodass sich mit dieser Wahl ®; > &,
ergibt. O

Als Nachstes zeigt man, dass fiir kK € 8™ die Streifen W, Breiten haben, die
in m exponentiell schrumpfen.

10.5 Lemma Es existieren Konstanten J, > J, > 0 und ¢ > 1 mit
ctexp(—-mJ,) < &) — @, < cexp(—mJ,)

fir alle m € N und k = (ky,..., k) € S™.

Beweisidee: Die Linearisierung M verlangert alle Vektoren im ersten Quadranten
mindestens um exp(.J,) > 1, héchstens um exp(.J,) > exp(.J,). Riickrechnen
ergibt die Abschatzung. O

10.6 Definition e Fiir eine unendliche Folge f* : N — & = {£} und k, :=
JT(n) sei Vi = (e Vb, hon)-

e Fiir eine unendliche Folge f~ : Z\Ny — S und k,, := f~(—n) sei W;- =
mnEN W(kfn ~~~~~ kO) -

10.7 Lemma V;+ ist Graph einer lipschitzstetigen, streng monoton fallenden
Funktion @+ : [—1,1] — [ z 1} , Wy ist Graph einer lipschitzstetigen, streng

T 33
s s

monoton wachsenden Funktion ® ;- : [-1,1] — [-%,Z].
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Bew.: Ich zeige die Aussage fiir W;-.

Wf— - ﬂ W(k,n ..... ko)
neN
= N{ewes <1110 @< o8l W)
neN
Nun ist <I>(_,Ln ko) in n monoton wachsend und ®,_, 1) in n monoton fallend,
sodass fiir beide Funktionenfolgen punktweise Limiten (I)JI_ bzw. <I>j[_ existieren.

Es gilt (IDJL < ®T_, aber wegen der Abschitzung

(I)+

(k—mns-..sk0) o ¢_

(o) = cexp(—Ju(n + 1))

sogar (IDJL = CD}Z =: ®,-. Die Tangenten an die Graphen der @f liegen alle
in den Kegeln, die die Bilder der ersten und dritten Quadranten unter DF sind.
Daher haben diese Funktionen eine gemeinsame Schranke an ihre Ableitungen.
Daraus folgen strenge Monotonie und L-Stetigkeit von ®;-. a

Es ist an der Zeit, sich zu liberlegen, wie die V}, und die W}, zusammenhangen.
Dazu betrachten wir die Abbildung

T:S'"x[-1,1] = S*x [-1,1] , T(p,u):= (¢, —u).

Diese Transformation lasst sich als Zeitumkehr deuten, denn Einfallswinkel wird
zu Ausfallswinkel, der Auftreffort bleibt aber gleich. Es ist 7'(Vy) = Wy und
umgekehrt T(W.) = Vi. Fi': Wi — V4 hat die Form Fo' = TF,.T.

.....

.....

..... k) = {2 € Vi) | Fltrroomn) (@) € Vi }

= {QE € Vk1 ‘ Fkl(x) € VkQ,F(kLkQ)(x) € Vk3,...F(k1

denn dann ist dies gleich

.....
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mit z = F ' (y).
Analog die zweite Relation. Nun ist

Die Aussage fiir TW;, folgt wegen T'T" = Id aus der ersten. a
Es folgt

TVf+ =T ﬂ ‘/Y(kl ..... kn) — ﬂ T‘/(kl ----- kn) = ﬂ W(k" 777 k1)

10.9 Lemma Fiir alle f*+ : N — S und f~ : (Z/N) — S besteht Vy+ N W;-
aus genau einem Punkt.

Bew.: Die Schnittmenge kann hochstens einen Punkt umfassen, denn V- ist
Graph einer streng monoton fallenden Funktion ® ;+ und W;- Graph einer streng
monoton wachsenden Funktion ®,-. Da die Differenz ® s+ —® ;- streng monoton
fallend ist, kann sie hochstens einmal den Wert Null annehmen. Nun sind ® ¢+
und ®,- stetig, sodass es nach dem Zwischenwertsatz ausreicht zu zeigen, dass
(I)f+(1) < (I)f—(l) und (I)f+(—1> > (I)f—(—l).

Dies ist aber so, weil die Graphen von ®/+ bzw. ®;- in den Streifen V;,
bzw. Wy, mit k1 := f7(1) und ko := f~(0) liegen, und diese trennen sich in der
angegebenen Weise bei u — £1. O

10.4 Der Shiftraum

Es liegt jetzt nahe, den Raum
X={f:Z—8)
der zweifach unendlichen Symbolfolgen mit der Aufspaltung
XXt x X~
Xt={f":N->S8} , X ={f :Z\N- &}
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Abbildung 10.7: Die ersten Schritte bei der Konstruktion der invarianten Menge
A

zu betrachten. Eine solche Symbolfolge codiert die Reihenfolge der Kollisionen
in Vergangenheit und Zukunft. Man hat dann eine bijektive Abbildung

HZXHACSIX[—LH , (f+,f_)r—>Vf+ﬂWf_.

(Ganz exakt ist diese Schreibweise nicht, V+ MW ;- ist eine einelementige Menge,
man meint aber das Element.) Man kann jetzt X zu einem topologischen Raum

machen, indem man & = {4, —} mit der diskreten Topologie (offene Mengen
0,{+},{=},S) und X =], ., S mit der Produkttopologie versieht.

10.10 Definition Ist {X,}.\ca eine Familie topologischer Riume, dann ist die
Produkttopologie auf X := [[,., X die grébste Topologie, unter der die
Projektionen 7y : X — X, auf die Faktoren stetig sind.

Eine Basis der Produkttopologie wird durch die " offenen Kastchen”, d.h. Mengen
der Form

{m (U)N..nr (U)} (A € A, Uy, C X, offen)

gegeben. In unserem Fall schreibt man also die Werte der Folgen f:Z — S an
endlich vielen Stellen vor.

10.11 Lemma Der Folgenraum X ist kompakt.
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Bew.: X = erz S, und die Faktoren sind trivialerweise als endliche Mengen
kompakt. Nach dem Satz von Tychonov (siehe [Ja], Kap. 10) ist ein beliebiges
Produkt kompakter Raume in der Produkttopologie kompakt. O

10.12 Lemma Definiert mand : X x X — R,

d(f.9) =Y 211 =8s0y00) . fr9€X,
i€z

dann ist (X, d) ein metrischer Raum, und die von der Metrik erzeugte Topologie
die Produkttopologie.
Bew.: 1) d > 0. d(f,9) =0 < f(i)=g9() (1€Z)
2) d(f,g9)=d(g, f)
3) d(f,h) = Y1z 27 (1 = 850 < iz 271 = b9 + 1 = Ogtarnii))

=d(f,9)+d(g, )

Ist ¢ = 27"*1 dann ist die e=Umgebung von f € X von der Form

U(f) ={9eX|d(f,g9)<e}2{9e X |g(t)=f(i),]i| <n+1}

und
U(f) €{g € X |9g(i) = f(i),|i]| <n}.

Die Basen der beiden Topologien sind also ineinander enthalten, sodass die To-
pologien gleich sind. O

10.13 Lemma H : X — A ist ein hélderstetiger Homéomorphismus, d.h. es
existieren C > 0 und o« > 0

dist(H(f), H(g)) < Cd(f,9)"  (f.9 € X).

Bew.: Nach Definition von A = H(X) ist H surjektiv. Sind f,g € X und f # g,
dann existiert ein i € Z mit f(i) # g(i).

e Fiir i € Nist dann H(f) € Viyq),....ray) und H(g) € Viya)
diese beiden Streifen sind disjunkt. Analog ist

o firi € Z—N H(f) € Wis@,...s0)) und H(g) € Wig,...g00)) und
wieder sind diese beiden Streifen disjunkt. So folgt H(f) # H(g).
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Damit ist H : X — A bijektiv.

Um die Holder-Stetigkeit von H bez. der Metrik d auf X und einer beliebigen
Metrik dist (die mit der Topologie vertriglich ist) auf S' x [—1,1] zu zeigen,
erinnern wir uns an die Abschatzungen

ctexp(—J, -m) < ®f — &, < cexp(—J,-m)

fiir die Breite der Streifen V, = V{,
Funktionen

k) bzw. Wi Da die Steigungen der

Oy : [-1,1] = [-3.5]
von oben und unten durch Konstanten (unabhingig von k) beschrankt sind,
ergibt sich daraus auch eine Abschatzung der Form

D ... < Eexp(—J,min(|n|, m))

fir den Durchmesser Dy, 1,y = sup{dist(z,y) | =,y € Wion, ko N
k) ) des Rechtecks

.....

Setzt man o := 2., dann ist H a—hdlderstetig.

Sind namlich f,g € X, f # g, dann existiert ein eindeutig bestimmtes
m € Nog mit f(i) = g(i) fir |¢| < |m|und f(m) # g(m) oder f(—m) # g(—m).
Damit ist d(f, g) = > ;e 27 (1 = 0y 0)) = 27™,

e aber falls m > 0, dann sind

H(f), H(g) € Wis—pml+1,....70)) N Vi), f(Iml—1)»

also

dist(H(f), H(g)) < (€- ) e MM = 271 < &d(f, g).
—

C1

e Ist m = 0, dann ist der Abstand dist(H(f), H(g)) einfach durch den endli-
chen Durchmesser ¢y des reduzierten Phasenraumes S' x [—1, 1] von oben
beschrankt, und man setzt ¢; := max(¢y, ¢p). Die Stetigkeit der Umkehr-
abbildung H~! gewinnt man 3hnlich mittels unterer Abschitzungen an
Streifenbreiten. O

Man zeigt jetzt, dass A homoomorph zur Cantor-Menge ist, indem man die
analoge Aussage fiir X beweist.
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10.14 Lemma Es sei 2 := {0,2}" mit der Produkttopologie. Dann ist ¥ :

X — Q,
2, f(i))=+
(W f)(2i) =  ieN
2, f(+i) =+
(Tf)(2i+ 1) := ,ieN

ein Homoéomorphismus.

Bew.: Fiir 7 € N ist

Firi e Z — N ist

v+ R(=2i41)=2
(T n)() '_{ — . R(=2i4+1)=0 "
U ist also bijektiv. ¥ und U~ bilden Zylindermengen in Zylindermengen ab. ¥
ist also ein Homoomorphismus. O

Die Abbildung
Q—[0,1 . f> f(k)37F
k=1

zeigt, dass 2 homeomorph zur Cantorschen 1/3-Menge ist. Daraus folgt der

10.15 Satz A ist homéomorph zur Cantor-Menge.

Ist ' : A — A durch
N F+(‘T) ; T E V+
Flz) = { F) . zeV.

definiert, dann ist dies die Kollisionsabbildung, die dem alten Kollisionspunkt x
den neuen Kollisionspunkt F'(z) zuordnet.

10.16 Lemma Die Shiftabbildung o : X — X, (of)(i) :== f(i+1) (i €Z)
ist ein Homéomorphismus, und das Diagramm
X 7= X
| |
AL,

kommutiert, d.h. F = HoooH™!.
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Bew.: 07! : X — X ist die Abbildung (c7'g)(k) = g(k — 1) (k € Z). Damit
ist o bijektiv. ¢ und o1 bilden Zylindermengen auf Zylindermengen ab. Daher
ist o ein Homoomorphismus.

Im Zusammenhang der Zeitumkehrabbildung haben wir die Relationen

.....

und

abgeleitet. Ist nun X € A von der Form X = H(g), mit g = (¢9_,g4), also
X = W,- NV, dann folgt wegen

Vor = [ Vig). .t

neN
und
Wy = () Wig(-m)....g00)
neN

Mithilfe dieses Satzes kann man nun symbolische Dynamik betreiben, d.h. Fragen
tiber die gebundenen Bahnen unseres Billardsystems beantworten, indem man sie
in Fragen uber die Shiftabbildung o : X — X iibersetzt. Z.B. gilt

10.17 Satz 1. Das Streusystem besitzt abzdhlbar unendlich viele periodische
Losungen und iiberabzahlbar viele gebundene Lésungen.

2. Es gibt eine gebundene Bahn, die in der Menge aller gebundenen Bahnen
dicht liegt.

Bew.:

1. Wir miissen die Zahl der periodischen bzw. aller Bahnen von 0 : X — X
bestimmen. Eine solche Bahn ist ein Orbit der Gruppenwirkung

Y ZxX—-X , (nx)—d" (),
also von der Form
02 (@),07 M), 7, 0(2), 0% (a), ..

Nun ist die Kardinalitat der Cantor-Menge X dieselbe wie die der reellen
Zahlen, also insbesondere iiberabzahlbar. Zwar bilden wir in X Aquiva-
lenzklassen bez. der Relation " Zugehorigkeit zum gleichen Orbit”, aber
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Abbildung 10.8: Die kiirzesten geschlossenen Orbits fiir drei Scheiben.

die Orbits besitzen hochstens abzahlbar viele Elemente. Ware die Zahl der
Orbits (= Zahl der gebundenen Bahnen) abzahlbar, dann auch X, denn
abzadhlbar x abzadhlbar = abzahlbar. Also gibt es liberabzahlbar viele ge-
bundene Bahnen.

Andererseits gibt es abzahlbar viele periodische Folgen z € X, d.h. Folgen
mit o(z) = z fiir eine Periode ¢ € N. Ist ¢ die Minimalperiode, dann
gehdren genau die Punkte z,0(z), ..., 0" (x) zum gleichen o—Orbit und
entsprechen damit Kollisionspunkten H(z),..., H(c!"*(z)) der gleichen
periodischen Lésung des Streuproblems.

Die Kardinalitdt N(t) := |{z € X | o'(z) = x}| der Symbolfolgen mit
Periode ¢ ist offensichtlich N(¢) = 2!, denn wir kénnen genau die Werte
z(0),...,z(t — 1) € S beliebig wahlen. Die Zahl

Nuin(t) :={z € X | o'(z) = z und 0°(z) # x,e € {1,...,t —1}]
der Symbolfolgen mit Minimalperiode ¢ ist von der GroBenordnung
Nuin(t) = N(t) — O(N(t/2)) = 2t — O(2"/?),

denn die Minimalperiode teilt jede Periode. Ist die Minimalperiode also
kleiner als ¢, ist sie hochstens t/2. Die Zahl der periodischen Orbits mit
Minimalperiode t ist gleich

Nuin(t)  2°

Omin(t) = =55 = — + O(2'2).

Damit wird die Zahl aller periodischen Orbits abzahlbar unendlich.
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2. Wir betrachten die gebundene Bahn H(f) mit der Symbolfolge f € X,
die wir wie folgt konstruieren:

F(0) £(1)
f= 4, -ttt

Ist g € X, dann kommt der Orbit H von f ¢ beliebig nah. Denn in f
kommt jede endliche Symbolfolge vor, insbesondere die Folge

(g(=m),...,g(0),...,9(m))  m €N bel

Ist (¢'(f))(k) = g(k) fir |k] < m, dann ist

d(o'(f).9) = D 2711 = Gt pyiyr) <27

i€z
[i|>m

10.18 Bemerkung Die hergeleitete Formel

2t
Omin(t) ~ 7 , t—00
fir die Zahl der Orbits mit Minimalperiode ¢ ist von unabhangigem Interesse. Ist
namlich O(t) die Zahl der Orbits, deren Minimalperiode kleiner als ¢ ist, dann

ist ebenfalls )

~
~
[y

O(t) = Omin (t) ~ .

ok ot
kot
1

k=1

e
Il

denn die meisten Perioden sind lang.
Dies erinnert fiir ¢ = log(z) an die Zahl 7(x) der Primzahlen < z. Es gilt

()

x
log()

Der damit suggerierte Zusammenhang lasst sich tatsachlich herstellen, und die
Untersuchung von sog. dynamischen Zetafunktionen fiir dynamische Systeme hat
heute eine der Untersuchung der Riemannschen Zetafunktion in der Zahlentheo-
rie vergleichbare Bedeutung. Die GroBe O(y/x) des Fehlerterms zeigt, dass das
Analogon der Riemannschen Vermutung hier gilt.

Wie schon angekiindigt, lsst sich die beschriebene symbolische Dynamik auch
zur Analyse von DGL-Systemen verwenden. Es sei dazu V € C{°(R?,R) ein
zentralsymmetrisches Potential von der Form V(¢) = W (||q|), wobei W : R —
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R eine Funktion mit kompaktem Trager [0, 7] mit Ableitung /W’(r) < 0 auf
(07 T’/Q\)

V' ist also ein radialsymmetrischer Potentialberg mit kompaktem Trager. We-
gen dieser Radialsymmetrie gilt fiir die Hamilton-Funktion H (p, q) := %||p||2 +
‘A/(q) und den Drehimpuls L(p, ¢) := p1g2 — p2qu: {L, }AI} =0=pxgq.D.h. der
Drehimpuls bleibt entlang der Losungskurven erhalten.

Wir haben in Beispiel 9.48 gesehen, dass die radiale Bewegung in diesem
Potential durch die Hamilton-Funktion 1p?+ W;(r) mit dem effektiven Potential
Wi(r) = % + W (r) fiir Drehimpulswerte beschrieben wird. Weiter haben wir
gesehen, dass die symplektische Zweiform

dp1 N dgy + dps N dgo = dp, Ndr + dL A dp (10.4)

ist, L also zu ¢ kanonisch konjugiert ist. Auch W; von negativer Ableitung, also

—-(r)=0 und b =p,

pr -
also ¥ > 0. Es gibt nur hochstens einen Punkt der Bahn mit lokal minimalem

Radius 7,;,. Den zugehorigen Winkel bezeichnen wir mit ¢in.
Die Punkte in der Ebene

s=R() . m=R(A42) . s=r( )

bilden ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlange R. Fiir groBe R besteht das
Potential

~

V() :=V(g—s1)+V(g—s)+V(g—ss) (q€R?

aus drei nicht liberlappenden Potentialbergen.
Will man die von der Hamilton-Funktion

H:RyxRi—R , H(p.q):=3lp|*+ V()

beschriebene Bewegung analysieren, dann bietet sich die Verwendung der Dreh-
impulse
Li(p,q) :=px(q—s)  (i=1,2,3)

und der Relativwinkel ; fiir die Punkte der Bahn an, die den s; am nachsten
sind. Man erhalt eine Streuabbildung (¢;, ;) — (¢;,1;), von der sich (mit Ver-
wendung der Darstellung 10.4 der symplektische Zweiform) zeigen lasst, dass sie
flachenerhaltend ist.
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-1+t

ol |
-2 -1 0 1 2

Wihlt man W als Glattung der charakteristischen Funktion 1o 1}, dann nahert
man die Streuung an einer Scheibe vom Radius 1 an. Es ist sogar so, dass
fiir Energie H = 3 die Streuabbildung (¢;,1;) — (¢;,1;) die Streuabbildung
Fi; « (gi,ui) — (pj,u;) fiir die Scheiben approximiert, denn dann ist die Ge-
schwindigkeit 1, und mit u; = sin ¥ ist u; die Geschwindigkeitskomponente radial
zu der Scheibe, sodass u; = ;.

Es stellt sich heraus, dass man die Losungen der Differentialgleichung in einem
Energieintervall in [0, Viyax] mit den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden
analysieren kann, siehe Literaturangaben in [SK].

Ubrigens hat man damit auch einen Zugang zu nicht gebundenen Bahnen,
denn diese konen wir nach der Reihenfolge der i.A. endlich vielen Streuungen an
den Potentialbergen klassifizieren.

143



Literatur

[AM] R. Abraham, J.E. Marsden: Foundations of Mechanics. Reading: Benjamin
1978

[AF] I. Agricola, T. Friedrich: Globale Analysis. Vieweg, 2001
[Am] H. Amann: Gewdhnliche Differentialgleichungen. de Gruyter
[Ar] V.I. Arnold: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Springer 1980

[Arl] V.I. Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics. Graduate Texts
in Mathematics 60. Berlin: Springer

[Ar2] V.I. Arnold: Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential
Equations. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 250. Springer
1988, 2. Aufl.

[De] M. Denker: Einfiihrung in die Analysis dynamischer Systeme. Springer, 2005

[DB] P. Deuflhard, F. Bornemann: Numerische Mathematik II: Gewéhnliche Dif-
ferentialgleichungen. de Gruyter, 2002

[DH] F. Diacu; P. Holmes: Celestial encounters. Princeton Univ. Press, 1996
[Fo] Forster, O.: Analysis, Bd. 1-3. Vieweg, 1999

[He] H. Heuser: Gewéhnliche Differentialgleichungen. Teubner, 1995

[Ja] Janich, K.: Topologie. Springer, 1999

[KH] A. Katok, B. Hasselblatt: Introduction to the Modern Theory of Dynamical
Systems. Cambridge University Press, 1995

[Kn] A. Knauf: Vorlesungen Analysis I-1ll. Skripten, Erlangen 2006; erhaltlich
unter www.mi.uni-erlangen.de/~knauf

[Ma] A. Martinez: An Introduction to Semiclassical and Microlocal Analysis.
Springer 2002

[MV] Meyberg, K., Vachenauer, P.: Hohere Mathematik, Bd 2. Springer, 1999

[PdM] J. Palis, Jr., W. de Melo: Geometric theory of dynamical systems. Sprin-
ger, New York, 1982

[Pe] L. Perko: Differential equations and dynamical systems. Springer, 2. Aufl.,
1991

144



[SK] Ya. Sinai, A. Knauf: Classical Nonintegrability, Quantum Chaos. DMV-
Seminar Band 27. Basel: Birkhauser 1997

[Ta] S. Tabachnikov: Geometry and Billiards. American Mathematical Society
2005

[Wa] W. Walter: Gewéhnliche Differentialgleichungen. Springer 1996
[Wu] R. Wiist: Hohere Mathematik fiir Physiker, Bd. 1. de Gruyter, 1995

145



Index

Ahnlichkeits-Differentialgleichung 67
Airy-Differentialgleichung 69
Anfangsbedingung 11
Anfangswertproblem 11
asymptotisch stabil 58, 59, 61, 106
Banachscher Fixpunktsatz 12
Bassin 62
Billiard 121
Definitionsbereich des Flusses 77
Diffeomorphismus 30
Differentialgleichung 6
autonome 11
explizite 8
explizit zeitabhangige 11
Gradienten- 90
Hamiltonsche 100
homogene 8
lineare 8
Ordnung der 7
Dreikorperproblem 5
Duhamel-Prinzip 34
dynamisches System 11
Eigenwert (Sturm-Liouville) 88
erzeugende Funktion 114
Euler-Verfahren 72
Fluchtzeiten 77
Fluss 22
Freiheitsgrad 100
Fundamentalsystem 32
Gleichgewichtslage 22
Gradienten-Vektorfeld 90
Gronwall-Ungleichung 61
Gruppenwirkung 119
Hamilton-Funktion 55, 101
harmonischer Oszillator 38
Heun-Verfahren 72
holderstetig 136
Impuls 100

Index 42
infinitesimal symplektisch 102
instabil 57, 59, 106
instabiler Unterraum 42
integrabel 118
Jacobi-ldentitat 102
Jordan-Normalform 26

reelle 29
Jordanscher Kurvensatz 70
kanonische Transformation 113
Kegel 126
Knoten 47
Kommutator 110
Konfigurationsraum 100
konjugiert 40
Konstanten der Bewegung 67, 118
Kraftfunktion 1
k-Schrittverfahren 72
Liapunov-Funktion 59
Liapunov-stabil 57, 59, 106
Lie-Ableitung 111
Lie-Algebra 102, 112
Lie-Gruppe 105
Linearisierung 54
Lipschitz-Bedingung 11
Losung 11

allgemeine 9

singulare 9

spezielle 9

vollstandige 9
Losungsraum 32
Matrix

hyperbolische 42

Systemmatrix 24
Modellierung 54
Morse-Theorie 99
nicht degeneriert 93
oberhalbstetig 77

146



w-Limesmenge 22
Operatornorm 24
Orbit 22
geschlossener 22
Ort 100
Parameter 84
Pendel 54
Periode 22, 140
Phasenportrat 39
Phasenraum 11
erweiterter 11
Picard-Abbildung 15
Poisson-Klammer 107
Poincaré-Abbildung 122
Potential 68
Produkttopologie 135
Quasipolynom 37
Randwertproblem 85
Ruhelage 22
Runge-Kutta-Verfahren 72
Satz
Arnold 119
tiber die Begradigung 83
Bendixson 71
Hauptsatz 81
Picard-Lindelof 14
Poincaré-Bendixson 71
Poincaré-Lemma 90
selbstadjungiert 88
Separation der Variablen 65
Shiftabbildung 138
singularer Punkt 22
Sphare 98
Spirale 47
stabile Mannigfaltigkeit 93
stabiler Unterraum 42
Storfunktion 23
Sturm-Liouville-Randwertproblem 88
Supremumsmetrik 17
symplektisch 103
Symplektomorphismus 113

Systemmatrix 24
topologischer Raum 70
einfach zusammenhangender 70
zusammenhangender 70
Torus 97, 119
unterhalbstetig 77
Untermannigfaltigkeit 67
Vektorfeld
zeitabhangiges 11
Lipschitz-Bedingung fiir 11
Verfahrensfehler
globaler 75
lokaler 74
WeierstraB-Kriterium 25
Wellengleichung 7
Wronski-Determinante 33
Zeitumkehr 133
Zentrum 47
Zylinder 119

147



	Einführung
	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Definitionen und Beispiele
	Lokale Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
	Globale Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
	Transformation in ein dynamisches System

	Lösungsmethoden für lineare DGLn
	Homogene lineare autonome DGLn
	Explizit zeitabhängige lineare DGLn
	Quasipolynome

	Klassifikation linearer Flüsse
	Konjugationen dynamischer Systeme
	Hyperbolische lineare Vektorfelder
	Lineare Flüsse in der Ebene
	Beispiel: Feder mit Reibung

	Stabilität von Gleichgewichtslagen
	Allgemeine Bedeutung der Linearisierung
	Stabilitätsbegriffe für Gleichgewichtslagen
	Stabilitätskriterien für Gleichgewichtslagen

	Lösung nichtautonomer bzw. nichtlinearer DGLn
	Lösungsbegriffe
	Elementare analytische Lösungsmethoden
	Trennung der Variablen
	Konstanten der Bewegung
	Potenzreihen als Lösungen
	Dynamische Systeme in der Ebene

	Numerische Integration von DGLn

	Der Hauptsatz der Theorie gewöhnlicher DGLn
	Das maximale Existenzintervall
	Linearisierung der DGL entlang einer Trajektorie
	Aussage und Beweis des Hauptsatzes
	Folgerungen aus dem Hauptsatz

	Rand- und Eigenwertprobleme
	Lösungen linearer Randwertprobleme
	Das Sturm-Liouville-Problem

	Besondere Klassen von Differentialgleichungen
	Gradienten--Differentialgleichungen
	Hamiltonsche Differentialgleichungen

	Symbolische Dynamik
	Das Modellsystem
	Diskretisierung
	Iteration der Poincaré-Abbildung
	Der Shiftraum

	Literatur
	Index

