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Kapitel 0
Einleitung

Die Vorlesung Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen steht am Anfang eines Einfithrungs-
zyklus in die Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen. Schwerpunktméiflig werden ellipti-
sche Randwertprobleme behandelt, die einfache stationdre Modelle der mathematischen Physik umfassen.
Die Vorlesung setzt die Kenntnis der Anféingervorlesungen und méglichst (jedoch nicht zwingend) einer
Vorlesung iiber lineare Funktionalanalysis voraus. Sie wendet sich an StudentInnen mittlerer Semester
der Mathematik und auch der Physik. Die Vorlesung besteht aus vier Teilen.

In Teil I stellen wir grundlegende Aussagen elliptischer Randwertprobleme (RWP) und Grundideen ihrer
numerischen Losung vor. Dies erfolgt zunéchst exemplarisch am Beispiel von Zweipunkt-RWP gewdhn-
licher Differentialgleichungen. Anschlieend erweitern wir die Darstellung auf den mehrdimensionalen
Fall und klassifizieren partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung. Dann besprechen wir genauer Rand-
wertprobleme der Poisson-Gleichung als Prototyp elliptischer Probleme. Neben analytischen Losungsme-
thoden behandeln wir auch einfithrend die Finite-Differenzen-Methode. Es schlieen sich Aussagen zur
klassischen und verallgemeinerten Losungstheorie elliptischer RWP an.

Im Teil II der Vorlesung widmen wir uns dann genauer Finite-Elemente-Methoden (FEM) zur Losung
elliptischer RWP. Nach Darlegung des abstrakten Zugangs werden detailliert praktische Fragen der FEM
wie Konstruktion von diskreten Unterriumen und Generierung der diskreten Probleme angesprochen.
Ein wesentlicher neuer Aspekt dieser Lehrveranstaltung ist, da vor allem in den Ubungen mit dem neu-
en Programmsystem FEMLAB der praktische Umgang mit einem Finite-Elemente-Programm erlernt
werden soll. Dieses vielseitige Programmsystem basiert wesentlich auf MATLAB; ist relativ modern und
recht gut dokumentiert. Einen weiteren Schwerpunkt von Teil IT der Vorlesung bilden Fragen der numeri-
schen Analysis konformer Verfahren. Untersucht werden vorwiegend mit Mitteln der Funktionalanalysis
die Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz diskreter Losungen. Weiterhin diskutieren wir die Erweite-
rung auf nichtkonforme Verfahren sowie die adaptive Gitterverfeinerung.

Im Teil ITI der Vorlesung werden schlie8lich ausgehend von einer kritischen Betrachtung der grundlegen-
den direkten und iterativen Losungsmethoden schnelle Lisungsverfahren fiir die entstehenden linearen
Gleichungssysteme (z.B. CG-artige Verfahren, Mehrgitter-Verfahren) behandelt.

Der abschliefende Teil IV befaflt sich mit Erweiterungen, zum Beispiel auf Probleme mit dominanter
Konvektion sowie gemischte Probleme.

Im Rahmen dieser Vorlesung orientiere ich mich vorwiegend an folgenden Texten zu Finite-Elemente-
Verfahren:

[4] S.C. Brenner, L.R. Scott: The Mathematical Theory of Finite Elements,
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 2002

[5] D. Braess: Finite Elemente. Theorie, schnelle Liser und Anwendungen in der Elasitizititstheorie,
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 2003,
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bzw.

[10] Ch. Grofimann, H.G. Roos: Numerische Behandlung partieller Differentialgleichungen Teubner,
Stuttgart 2005.

[9] H. Goering, , H.G. Roos, L. Tobiska: Finite- Element-Methoden. Eine Finfihrung, Akademie-Verlag,
Berlin 1993.

Hinsichtlich einer Darstellung der klassischen und verallgemeinerten Losungstheorie elliptischer Rand-
wertprobleme 2. Ordnung verweise ich auf

[1] HW. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch Berlin - Heidelberg - New York 1999,

[7] D. Gilbarg, N.S. Trudinger: Elliptic partial differential equations of second order, Springer-Verlag,
Berlin - Heidelberg - New York 1998,

[14] R. KreB: Linear Integral Equations, Springer, Berlin-Heidelberg 1999,

[24] W.S. Wladimirow: Gleichungen der mathematischen Physik, Verlag der Wissenschaften, Berlin 1972.
Ergénzend kann man auch heranziehen:

[11] W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen. Teubner, Stuttgart 1986.

Die Ubungen zur Vorlesung dienen einerseits der Vertiefung der theoretischen Aussagen, andererseits
sollen exemplarisch grundlegende Rechenfertigkeiten vermittelt werden. Wie schon oben betont soll auch
sehr intensiv mit dem FEM-Programm FEMLAB gearbeitet werden.

Die Vorlesung wird in nachfolgenden Semestern fortgesetzt mit der numerischen Behandlung zeitabhéngi-
ger partieller Differentialgleichungen und nichtlinearer Probleme.

Wichtige Anmerkung:
Im Sommersemester 2006 fallen leider einige Vorlesungstermine durch Feiertage aus. Daher werden einige
Kapitel des Skriptes entweder gar nicht behandelt oder nur kurz im Uberblick gestreift.

e Kapitel 1 zu Zweipunkt-Randwertaufgaben wurde bereits weitgehend in Teil I der Vorlesung Nu-
merische Mathematik II im Wintersemester 2004/05 behandelt.
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Elliptische Randwertaufgaben






Kapitel 1

Zweipunkt-Randwertaufgaben

Als Einfiihrung in die Problematik elliptischer Randwertaufgaben (RWP) 2. Ordnung behandeln wir
in diesem Kapitel den einfachsten Fall. Im eindimensionalen Fall fiihrt das auf sogenannte Zweipunkt-
Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung. Dabei gehen wir vom klassischen
Losungsbegriff aus, betrachten die Approximation der Losung des kontinuierlichen Problems mit Hil-
fe einer Finite-Differenzen-Diskretisierung und fithren einige Grundbegriffe der Numerischen Analysis
derartiger Verfahren ein.

1.1 Einfiihrendes Beispiel. Definitionen

Die Modellierung wichtiger Vorgiange in Naturwissenschaft und Technik fithrt auf nichtlineare partielle
Differentialgleichungen. Bei starker Vereinfachung kann man mitunter das Modell auf die Bestimmung
einer wesentlichen Modellvariablen als Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung reduzieren (vegl.
dazu Beispiel 1.2).

Wir geben jetzt eine Klassifikation nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen 2. Ordnung an.

Definition 1.1. FEine gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung der Form
Flo, u(@), (), u" (x)) = 0. (1.1)

fiir eine gesuchte Funktion v = u(z) heifit

e quasilinear, falls F(z,u, v/, v") = —u” + B(z,u)u + C(z,u) = 0,
e semilinear, falls F(z,u, v ,u") == —u”" 4+ blz)u' + C(z,u) = 0,
e bzw. linear, falls F(z,u,v/,u") == —u" 4+ bx)v + c(z)u— f(x) = 0.

Die eindeutige Festlegung der Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen erfolgt bei zahlreichen An-
wendungen durch Vorgabe von Zusatzbedingungen an einem Anfangspunkt, sogenannten Anfangsbe-
dingungen. Derartige Anfangswertprobleme sind jedoch nicht Gegenstand dieser Vorlesung. Vielmehr
betrachten wir hier die Vorgabe von Zusatzbedingungen an die Losung am Rand des betrachteten
Losungsintervalls, sogenannte Randbedingungen. Fiir die Differentialgleichung (1.1) erhélt man Zweipunkt-
Randwertaufgaben.

Beispiel 1.2. Wir betrachten einen isothermen rotationssymmetrischen Stromungsreaktor der Lénge L
mit kontinuierlicher Zu- bzw. Abfuhr der Reaktionsmasse bzw. des -produktes. Die gesuchte Konzentra-
tionsverteilung c¢(x1, x2, x3,t) im Reaktor ergibt sich aus der Stoffbilanzgleichung

3

0 0 0
a—j —|—Z 6—%(11)1'6) — Z oz, (D

i=1 =1

g;) +7(c) =0

K2

9
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Gegebene Daten seien dabei das Geschwindigkeitsfeld w = (w;); der Stromung im Reaktor, der Diffusions-
koeffizient D und der Reaktionsterm r(c). Vereinfachend nehmen wir einen stationéiren Reaktorbetrieb,
d.h. % = 0, konstante Diffusionskonstante D und ein konstantes Geschwindigkeitsfeld w = (w, 0,0) an.
Ferner sollen Anderungen der Konzentration ¢ nur in axialer Richtung = des rotationssymmetrischen
Reaktors betrachtet werden. Dann vereinfacht sich die Stoffbilanzgleichung zur gewohnlichen Differenti-

algleichung 2. Ordnung
d?c de
—Dw—Fw%‘i‘T(C):O, O0<zxz<L.

Entdimensionierung mittels £ := £, u := £ mit der Ausgangskonzentration cq ergibt

1 d®u  du
———+—+4+Ru)=0, 0 1.
Pd§2+d§+ (u) =0, <é<
mit der Peclet—-Zahl P := %, die als wichtige Kennzahl das Verhiltnis von konvektiver zu diffusiver

Anderung der Konzentration (bezogen auf die Reaktorléinge L) beschreibt. (Diese Zahl spielt auch in der
Numerischen Analysis geeigneter Diskretisierungsverfahren eine zentrale Rolle.)

Die Losung wird vereinfachend durch folgende Randbedingungen festgelegt:

1 du(0) _1 du(1)

TP de T o

u(0)

Offenbar ist die im Beispiel 1.1 betrachtete Gleichung semilinear. Linearisiert man den Reaktionsterm
R(u) an der Stelle u = ug, so entsteht die lineare Differentialgleichung

1d?u  du

“Pae T

mit der Notation f(£) := R'(ug)ug — R(uo). a

TR uwu=f, 0<&<1

Die Randbedingungen sind im allgemeinen Fall
Gi(a,b,u(a),u(d),v (a),u' (b)) =0, i=1,2

nichtlinear und gekoppelt. In Anwendungen ist es oft ausreichend, Randbedingungen in linearer und ent-
koppelter Form zu betrachten. Dies vereinfacht auch die Untersuchung entsprechender Randwertprobleme
(RWP) erheblich.

Definition 1.3. Lineare und entkoppelte Randbedingungen der Form

u(a) = a u(b) =4 (1.2)
v (a) = a, u'(b)y=p0 (1.3)
cu(a) +u'(a) = a, cou(b) +u'(b) = (1.4)

heiffen. Randbedingungen 1. Art (oder vom Dirichlet-Typ), 2. Art (oder vom Neumann-Typ) bzw. 3. Art
(oder vom Robin-Typ).

Man spricht von gemischten Randbedingungen, wenn wie im Beispiel 1.1 bei x = a und = = b unter-
schiedliche Typen von Randbedingungen gestellt werden.

Bei den weiteren Betrachtungen werden wir vereinfachend lineare RWP 1. Art
(Lu)(x) == —u" (z) + b(x)u'(x) + c(x)u(z) = f(z), a<x<b (1.5)
u(@) = a, ulb) =B (1.6)
betrachten. In der Mathematischen Physik beschreibt Gleichung (1.5) in Verbindung mit geeigneten

Randbedingungen in stark vereinfachter Form Vorgéange vom Diffusions-Konvektions-Reaktions-Typ, vgl.
auch Beispiel 1.1. Man kann die Losung v zum Beispiel als Konzentration oder Temperatur interpretieren.
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Mittels

Tr—a

b—a

—-b
T 5

u(z) = v(x) +aa—b

kann man die Untersuchung auf den Fall homogener Randbedingungen a = 3 = 0 zuriickfithren. Uber
r = (b—a)¢ + a transformiert man das RWP oft auf das Einheitsintervall, d.h. ggf. nach Umbezeichnung
& x, u(g) — u(z), L— L usw.

(Lu)(z) == —u"(z) + b(z)u/(z) + c(z)u(z) = f(z), O0<z<1 (1.7)
u(0)=wu(l) = 0. (1.8)

1.2 Klassische Losbarkeit des RWP 1. Art

Fiir Zahlen m € Ng sei C™(0,1) der Raum der auf (0, 1) m—fach stetig differenzierbaren Funktionen und
C™[0,1] die Teilmenge aus C™(0, 1) mit stetig bis auf die Randpunkte = 0 und = = 1 fortsetzbaren
Ableitungen bis zur Ordnung m.

Wir setzen von jetzt an in diesem Kapitel voraus, dafl fiir die Daten gilt
b, ¢, fe€C[0,1].
Eine Funktion
u € C?0,1)NC0,1]
heifit klassische Losung des RWP (1.7) - (1.8), wenn diese Gleichungen jeweils punktweise erfiillt sind.

Das nachfolgende Beispiel zeigt nun, daf RWP 2. Ordnung nicht in jedem Fall 16sbar oder eindeutig
l6sbar sind.

Beispiel 1.4. Die allgemeine Losung der sogenannten Schwingungsgleichung
—u"(z) — u(x) =0, a<xz<b

hat die Form u(z) = ¢; cosz + ¢y sinz. Bei Auferlegung der Randbedingung (1.6) sind die beiden Kon-
stanten c1, co aus dem Gleichungssystem

cos(a)cy + sin(a)ea = a,  cos(b)ey + sin(b)ea = B,

zu bestimmen. Dies fiihrt natiirlich im Fall einer nichtverschwindenden Determinante D := cos(a) sin(b) —
sin(a) cos(b) # 0 zu einer eindeutigen Losung. Schwierigkeiten entstehen bei verschwindender Determi-
nante. Wir betrachten drei Falle

a) u(0)=wu(l)=1, b) u(0)=1u(r)=-2, c¢) u(0)=1u(r)=-1.

Dabei zeigt sich, dafl das entstehende lineare Gleichungssystem im Fall a) eine eindeutige, im Falle b)
keine und schlieflich bei ¢) unendlich viele Lésungen hat. a
Eine hinreichende Existenz- und Eindeutigkeitsaussage klassischer Losungen fiir das lineare RWP (1.5)-
(1.6) gibt der

Satz 1.5. (i) Hat das dem RWP (1.5)-(1.6) zugeordnete homogene RWP (d.h. f(z) =0, a = 3 =0)
nur die triviale Losung, so hat das (inhomogene) RWP (1.5)-(1.6) eine und nur eine Lisung in

X :={veC?*0,1)NnC[0,1]: v(0) =a, v(1) =3}

(ii) Ist c(x) >0, so hat das (1.5)-(1.6) zugeordnete homogene RWP nur die triviale Lisung.

Die tieferliegende Existenzaussage (i) beweist man im Rahmen einer Losbarkeitstheorie in Holder-Rdumen
(vgl. auch Kap. 2.2) mittels des Fredholmschen Alternativsatzes (vgl. z.B. [7], Th. 6.15. Wir kommen
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darauf in wesentlich allgemeinerer Form im Kapitel 4 der Vorlesung zuriick.

Zum Beweis des Eindeutigkeitsresultat (ii) verwendet man das folgende wichtige Maximum-Minimum
Prinzip. Es besagt in Anwendung auf Diffusions-Konvektions-Reaktionsvorginge, dafl die Temperatur
oder Konzentration u bei Abwesenheit von dufleren Quellen (f = 0) und bei endothermer Reaktion
(¢ > 0) ihre Maximalwerte nur am Rand des Gebietes annehmen kann. Besonders anschaulich ist der Fall
des Diffusionsproblems

—u"(z) =0, 0<z<I; uw(0) =, u(l)=p.
Die Losung u(z) = (8 — o)z + a nimmt offenbar die Extremwerte am Rand an.
Lemma 1.6. Gelte b,c € C(0,1) sowie c(z) > 0. Dann gelten fir u € C[0,1]NC?(0,1) die Aussagen:
(i) (Lu)(z)<0in (0,1) = wu(z) < max{0;u(0),u(l)}
(i) (Lu)(z) >0in (0,1) = wu(z)> min{0;u(0),u(1)}.

Beweis: (1) Fiir den Differentialoperator Lu := —u” +bu/, d.h. ¢ = 0, beweisen wir zuerst die Aussagen

(i) (f/u)(ac) <0in (0,1) = wu(z) < max{u(0),u(1)}

(i)  (Lu)(z) >0in (0,1) =  wu(z) > min{u(0),u(1)}.
Wir beschrénken uns auf den Nachweis von (1').

(i) Sei (Lu)(x) < 0 in (0,1). Wir nehmen an, daB u ein Maximum in zo € (0,1) annimmt. Wegen
u'(zg) = 0 folgt }
(Lu)(zg) = —u"(z9) < 0

im Widerspruch zur Bedingung v (z¢) < 0 fiir ein Maximum.
(i) Sei nun (Lu)(z) < 0 in (0,1). Fiir die Hilfsfunktion v(z) := § exp (Az) mit § > 0 gilt

(Lv)(z) = A(b — \)de*® <0
fiir geeignetes X\. Wegen L(u + v)(z) < 0 ergibt (i})
(u+v)(2)) < max{(u +v)(0), (u+v)(1)}-

Im Grenzfall § — 0 folgt die gesuchte Aussage.
(2) Sei jetzt ¢(z) > 0 in (0,1) Die Punktmenge

Gt :={z€(0,1): u(z) >0}
ist wegen u € C[0, 1] offen und komponentenweise zusammenhéngend. Ferner ist nach Voraussetzung
(Lu)(z) < —c(z)u(z) <0 auf GF.
Anwendung von Aussage (1) auf jeder Zusammenhangskomponente G; von G zeigt

< Vo € GT.
u(zr) < zrggéciu(x), x €

Dabei ist OG; der Rand von Gj;. Nach Definition von GT impliziert dies die gesuchte Aussage

u(z) < max{0;u(0),u(1)}.

(3) Die Minimumaussage (ii) wird analog bewiesen. O
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Als Folgerung beweisen wir folgendes Resultat iiber die Stabilitit der Losung beziiglich der Problemdaten
f7 a? /8'
Lemma 1.7. Seien b,c, f € C[0,1] und c(z) > 0. Fiir Lésungen u € C%(0,1) N C[0, 1] des RWP
(Lu)(z) = f(x), z€(0,1); u(0)=a, u(l)=p
gilt
[ullc) < Cllflleo, + max {[u(0)], [u(1)}.

Beweis: Fiir die Hilfsfunktion
v(z) == A — Be??, A,B>0

mit hinreichend grofler Konstante A > 0 gilt
(Lv)(z) = —=Be*{c(x) + b(x)A — A’} + c(z)A > Be*{X* — \b(z) — c(x)} > B.
Daraus folgern wir mit B := || f||¢[0,1], daB
L(v+tu)(z) = B+ f(x) =2 B = ||fllcioy = 0.
Ferner gilt fiir die Randwerte z =0 und z =1
(v+u)(z) =A— Be™ £u(z) > A— Be* —max {|u(0)], |u(1)|} = 0,
sofern A := max {|u(0)|, |u(1)|} + Be*. Wegen L(v £+ u) > 0 in (0,1) und v & u > 0 fiir die Randpunkte
2 =0 und = = 1 erhalten wir nach dem Lemma 1.6
(vEu)(z) >0, xze€(0,1).
Das ergibt die Behauptung wegen

|u(@)| v(x)
A-B
max {[u(0)], [u(1)|} + B(e* — 1)

max {[u(0)], [u(1)[} + (* = Dl flcpo. D

VAN VAN VAN VAN

Beweis von Satz 1.5. (ii): Die Aussage des Lemmas 1.7 impliziert nun die Eindeutigkeit der Lésung,
d.h. die Aussage von Satz 1.5. (ii). O

Nach Aussage von Teil (i) des Satzes 1.5 ergibt sich daraus auch eine Existenzaussage in C?(a,b) N C|a, b]
fiir das RWP (1.5)-(1.6).

1.3 Finite-Differenzen-Verfahren

Im vorliegenden Abschnitt besprechen wir das klassische Finite Differenzen Verfahren (FDM) zur Lésung
von Zweipunkt—Randwertaufgaben. Bei der FDM ersetzt man Ableitungen in der Differentialgleichung
durch Differenzenquotienten. Dies fithrt dann zu einem linearen Gleichungssystem fiir Naherungswerte
an die gesuchten Werte der Losung an vorgegebenen Knotenpunkten.

Ausgangspunkt ist das lineare Randwertproblem (RWP)

—u"’(z) + b(x)u'(z) + c(z)u(z) = f(z), 0<xz<l1 (1.9)
w(©0) =u(l) = o. (1.10)

Wir betrachten vereinfachend eine dquidistante Zerlegung durch die Knotenpunkte x; = ih,7 =0, ...,n+1

mit der Schrittweite h = n%rl mit n € N. Zur Approximation der ersten Ableitung u'(x;) betrachten wir

drei Varianten, die auf dem sogenannten Dreipunktestern {x;_1,x;,x;1+1} basieren.



14 KAPITEL 1. ZWEIPUNKT-RANDWERTAUFGABEN

e Vorwiirtsdifferenzen-Quotient: Dt u(x;) := M

e Riickwirtsdifferenzen-Quotient: D~ u(x;) := %

e Zentraler Differenzen-Quotient:  Du(z;) := %
Zur Approximation der zweiten Ableitung u”(x;) nutzen wir den zentralen Differenzenquotienten 2. Ord-
nung
2u(x;) + ulx;— 1)

12
Fortan bezeichne U; eine (zu berechnende) Approximation der kontinuierlichen Losung u(-) an der Stelle
x =ux;,1=0,....,n+ 1. Wir erhalten nun bei Approximation der ersten und zweiten Ableitungen in der
Differentialgleichung (1.9) durch die zentralen Differenzenquotienten 1. bzw. 2. Ordnung das folgende
System

D™D u(z;) :== W) =

Uigr1 —2Ui + Ui
_ =

Uit1 — Ui
2h

+ b(x) +c(x:)U; = f ()

bzw. mit den Bezeichnungen
bi = 0b(xi), ci=clzi), fi=[f(z:)

das folgende System von Differenzengleichungen

i |:— < bZh> Ui_1+ (2 + Cih2) U, — < bZh> 1+1:| fz; 1= 17 ey T (111)

h? 2 2
Hinzu kommen wegen der Randbedingungen (1.10) die Forderungen
Up=Upny1 =0. (1.12)

(flu- 7fn) und

F=
A= —trldlag{ <1 + > (2 + cih?); — < b;h>}

ergibt sich aus (1.11)-(1.12) das lineare Gleichungssystem

Mit den Bezeichnungen U = (U, ..., U,)*,

AU = F. (1.13)
Von Interesse sind nun folgende Fragen:
e Losbarkeit des diskreten Problems (1.13)

e Konvergenz der Losung von (1.13) fiir h — 0 gegen die Losung der Zweipunkt—Randwertaufgabe
(1.9)-(1.10).

Eine hinreichende Losbarkeitsbedingung fiir das diskrete Problem (1.13) gibt
Satz 1.8. Fiir das Problem (1.9)-(1.10) gelte

¢ = c(x;) >0, <1, i=1,..,n. (1.14)

Dann hat das zugehirige klassische Finite-Differenzen Schema (1.11)-(1.12) bzw. (1.13) eine und nur
eine Losung U = (Uy, ....,Up)*.

Bemerkung 1.9. Im Fall b; # 0 impliziert Bedingung (1.14) eine Beschriinkung der Schrittweite h. Die
GroBe Peclet-Zahl (vgl. Bezeichnung in Beispiel 1.2). ad
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Beweis von Satz 1.8.: Die Invertierbarkeit von A impliziert die eindeutige Losbarkeit von (1.13). Die

Matrix A ist unter Voraussetzung (1.14) schwach diagonal-dominant, denn

bih
2

bih
2

|2+cih2|2‘1+ ‘+‘1— ‘_2, i=1,..,n.

Im Fall ¢(x) > ¢o > 0 ist die Matrix A sogar strikt diagonal-dominant und damit invertierbar.

Im allgemeinen Fall ¢(z) > 0 impliziert die schwache Diagonaldominanz mit der Irreduzibilitét die Inver-
tierbarkeit von A. Die Irreduzibilitdt erhilt man, da nicht gleichzeitig die Nebendiagonalelemente 1+ %
verschwinden kénnen. a

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.8 ist das diskrete Problem durch die einfachsten iterativen Ver-
fahren (wie Gesamt—und Einzelschritt Verfahren, SOR) lésbar. Ein derartiger Zugang ist auch beim
allgemeineren Problem von Randwertaufgaben bei partiellen Differentialgleichungen fiir die dort entste-
henden sehr groflen und schwachbesetzten linearen Gleichungssysteme oft erforderlich.

Aufgrund der sehr speziellen Tridiagonalstruktur der Matrix A erweist sich aber hier die direkte Losung
mittels L R—Zerlegung als wesentlich efffizienter. Wir betrachten dazu allgemeiner Tridiagonalmatrizen

A = tridiag (B;, 4;,Cy)i—,, B1=C, =0.

Fir die LR—Zerlegung setzen wir an
A=LR, L =tridiag(B;;;;0), R = tridiag(0;1;~;).

Ausmultiplizieren auf der Hauptdiagonalen ergibt die Beziehungen

Ay =a1; Ai=a;+ Bivie1, 1=2,...n,
auf der oberen Nebendiagonalen entsteht

Ci =iy, i=1,...,n—1.

Dies ermoglicht eine rekursive Berechnung der Gréflen «; und +; iiber

O’L’*l .
ay =AY = o o =A; — Biyi-1, 1=2,...,n.
i1

Die Realisierbarkeit dieses Verfahrens ist bei o; #0, i =1, ...,n gesichert (vgl. Lemma 1.10).

Wir erhalten damit den folgenden Thomas—Algorithmus:
1. LR—Zerlegung von A, d.h. Bestimmung von o, y;

2. Lose das gestaffelte System LZ = F' durch Vorwdrtseinsetzen
Zy="L Zi=L(fi-BiZi_1), i=2,..,n

aq’?

3. Lose das gestaffelte System RU = z durch Riickwdrtseinsetzen
Upn="2n, Ui=2Z; =7%Uit1, i=n—1,.., 1

Eine hinreichende Losbarkeitsbedingung liefert das
Lemma 1.10. Fiir die Matrix A = tridiag (B;, Ai, C;) gelte

|A1| > |C1| > 0 |Az| > |BZ|+|CZ| >0, 1=2,...n—1. (115)
Dann ist die Matriz A nichtsinguldr. Fir die Koeffizienten der LR— Zerlegung gilt

[vil <1, i=1,...,n—1; «a;#0, i=1,...,n.
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Beweis: Fiir den Beweis mittels vollstindiger Induktion ist der Induktionsanfang erfiillt wegen

Cy

=|—| <1, =|A¢| > 0.
il =[S <1 foul =1

Wir nehmen nun an, daf} gilt
Vi1l <1, a1 #0.

Uber die Rekursionsbeziehungen und Voraussetzungen des Verfahrens ergibt sich

loi| = [As — Bivic1| > [As| = | Billvi—1| > |As| = |Bi| > |Ci] >0

sowie
|‘|—’ < <Gl
v A — Biyia |Ai| = |Bi] =
Damit ist die LR—Zerlegung realisierbar und die Matrix A regulér. a

Bemerkung 1.11. Fiir den Thomas-Algorithmus benétigt man 0(n) wesentliche Operationen, d.h. der
Rechenaufwand ist asymptotisch fiir n — oo optimal. o

1.4 Stabilitdts- und Konvergenzanalyse

Wir fithren hier die fiir die Fehleranalyse des Verfahrens wesentlichen Begriffe ein. Sie sind so allgemein
gehalten, dafl sich die Analyse auf Differenzen-Verfahren von Randwertaufgaben im mehrdimensionalen
Fall iibertragen 148t.

Seien wy, := {1, ..., x, } die Menge der inneren Knotenpunkte im Intervall (0,1) und vy := {xg, zp41} die
Randpunkte. Rpv bezeichne die Einschrinkung von v € C[0, 1] auf wy, und L den Differentialoperator des
Randwertproblems. u € C%(0,1) N C[0,1] bzw. U € R" sind die Lésungen des Randwertproblems bzw.
des diskreten Problems. Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler Rpu — U

A(Rhu - U) = ARhu - AU = ARhu —F = ARhu - RhLu. (116)

Der letzte Term wird auch als Defekt bezeichnet.

Zur Fehlerabschitzung sind nun sowohl eine Abschétzung des Defekts nach oben (Konsistenzanalyse)
als auch eine Abschétzung des links stehenden Terms nach unten (Stabilititsanalyse) in einer geeigneten
Norm erforderlich. Bei unseren Untersuchungen verwenden wir die Maximum-Norm

(V| sorwn = _max |v;|  fiir V= (v1,...,05)". (1.17)

Dies fiihrt auf die
Definition 1.12. (i) Fine FDM heifit konsistent in der Maximum-Norm , falls

%in% |ARpu — Ry Lu|| oo w, = 0. (1.18)

(i1) Die FDM hat die Konsistenzordnung p, falls mit einer von h unabhingigen Konstanten Cx > 0 gilt
||ARhu — RhLU”oo,wh < Ckh?. (1.19)

Der Konsistenzbegriff beschreibt, wie gut der Differentialoperator durch das Differenzenverfahren appro-
ximiert wird.

Definition 1.13. FEine FDM heifit stabil in der Maximum-Norm, falls fiir jeden Vektor W mit

AW =F in wp, W =0 in v,
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die Existenz einer von h und W unabhingigen Konstanten Cgs folgt mit
HWHOO7W)1 = HA_IFHOO7W)1 < CS||FHOO7W)1' (1'20)
Definition 1.14. (i) Eine FDM heifft konvergent in der Maximum-Norm , falls

}1111% |Rru — Ul so,w, = 0. (1.21)

(i1) Die FDM hat die Konvergenzordnung p, falls mit einer von h unabhdngigen Konstanten M > 0 gilt

IRnt — Ullsow, < MRP. (1.22)

(i) Konsistenz der klassischen FDM

Die Abschitzung des Konsistenzfehlers der klassischen FDM (1.11)-(1.12) fiir das RWP (1.9),(1.10) erfolgt
iiber den Satz von Taylor. Zunichst betrachten wir die Genauigkeit der Approximation der auftretenden
Ableitungen durch zentrale Differenzenquotienten.

Lemma 1.15. FEs gilt

() (Du)(w) =u/(x) + h*R(z), |R(z)| < %HU(B)HC[O,I]v falls u € C°[0,1]

bzw.
1
(1) (DTD™u)(x) =u"(z) + h*R(x), |R(z)| < EHUM)”C[O’”’ falls w € C*0,1].
Beweis: Aus der Taylor-Entwicklung an der Stelle x folgt

u// (x)

wlxxh) = wu(z)+hd(z)+ hQT + h3Ry
" (3)
w(x+h) = wu(r)thd(z)+ nd 2(3:) +h3Y G(x) + h*RE
mit
Ry = 3 / [u”(t) —u" (z)] (x £ h — t)dt
1 [eEh (x+h—1t)?
£ _ - @) (4) — u® =Y
R} ) [u (t)—u (ZC)} 5 dt.

Dann ergibt sich die Aussage (i) aus

u(x+h) —u(z —h)
2h

(D%u)(z) = =u'(z) + %h2 (Rf — Ry)

und einer Abschitzung der Restglieddifferenz. Aussage (ii) beweist man analog. |

Damit finden wir
Lemma 1.16. Unter der Voraussetzung u € C*[0,1] an die Losung des RWP (1.9)-(1.10) hat die FDM
(1.11)-(1.12) die Konsistenzordnung 2.

Beweis: Aus (1.11)-(1.12) bzw. (1.9)-(1.10) haben wir unter Beachtung der oben eingefiihrten Bezeich-
nungen

(ARyu— RnLu)(z:) — ~u(wi —h) - QufEQxl) + u(z; + h) n biu(:vi + h)2—hu(:vi —h)

— [=u" (z;) + biu' (x;) + ciu(w;)] .

+ ciu(ay;)
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Lemma 1.15 ergibt daraus
Lp2i,@ L2 3)
|(ARpu — Ry Lu)(z;)| < Eh vl 0,1y + gh 101l cpo,ullut [l cro,1)-

Maximumbildung iiber alle Gitterpunkte x; liefert die Behauptung. O

Bemerkung 1.17. Die Voraussetzung an die Losung v des RWP ist in der Regel nicht realistisch. Eine
sorgfiltige Abschitzung zeigt

h®, u € C%5)0,1]
HARhu - RhLuHOO,wh < O{ hl-i—s7 = 03;5[0, 1]
mit 0 < s <1 und den Holder-Rdumen

(B) () — (k)
ce0,1) = Jue cho,1): sup LD Wl
z,y€0,1) Hx—y”s

T FY

Durch diese Aussage kann man in gewisser Weise die Liicke zwischen den nach Lemma 1.16 geforderten
Losungen aus C*[0, 1] und Lésungen u, die lediglich in € C%(0,1) N C[0, 1] liegen, schlieffen. O

(i) Stabilitit der klassischen FDM
Fiir die Stabilitdtsdefinition in Definition 1.13 ist hinreichend, daf3

n
47 e < Cs it 1Bl i= o 3 01

Bei den weiteren Untersuchungen nutzen wir die Halbordnungsrelation « > 0 fiir Vektoren z, falls kom-
ponentenweise gilt x; > 0. Entsprechend gilt © > y, falls © — y > 0. Ferner schreiben wir fiir Matrizen
A > 0, falls komponentenweise gilt a;; > 0.

Definition 1.18. Eine Matriz A = (a;;) € R™*"™ heifst

(i) Lo-Matrix, falls a;; <0, i,5=1,...,n, i # j,

(ii) L-Matrix, falls A Lo-Matriz ist mit a;; >0, i =1,...,n,

(iii) M-Matrix, falls A Lo-Matriz ist und die inverse Matriz A=Y mit A=1 > 0 existiert,

(iv) inversmonoton, falls aus der Halbordnungsrelation Az < Ay auch x <y folgt.

Die Matrix A fiir die klassische FDM aus Abschnitt 1.3 ist unter den Voraussetzungen (1.14) von Satz 1.8
eine L-Matrix, sie ist sogar schwach diagonaldominant und irreduzibel. Insbesondere ist die Bedingung
an die Gitter-Peclet-Zahl P; := %|bl| < 1 wesentlich.

Wir wollen weiter untersuchen, wann A sogar M-Matrix bzw. inversmonoton ist. Zur Inversmonotonie
von A ist die Existenz von A~! mit A~! > 0 dquivalent.

Lemma 1.19. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.8 ist A=t >0, d.h. A ist inversmonoton.

Beweis: Wir betrachten die iterative Losung des Gleichungssystems Az = r mit dem Gesamtschritt-
Verfahren. Aus der Zerlegung A = D + A, + Ag mit der Diagonalmatrix D und den strikten unteren
bzw. oberen Dreiecksmatrizen Ay, und Ag ergibt sich die Iterationsvorschrift

Zmi1 = —D"YAL + AR)zm + D7, m=0,1,.... (1.23)

Fir die schwach diagonaldominante und irreduzible. Matrix A konvergiert das Verfahren (1.23).

Fiir die Spalten der inversen Matrix A~! = (a1, ...,a,) gilt Aa; = e;, @ = 1,...,n mit den kartesischen
Einheitsvektoren e;. Damit entsteht a; als Grenzelement von (1.23) mit r» = e; und Startvektor zo = 0.

Nach den Voraussetzungen von Satz 1.8 sind die Elemente von D~ und —D~!(Ar + Ag) nichtnegativ.
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Daraus folgt die Aussage A~! > 0. O
Nun ist die Stabilitdtskonstante Cg abzuschitzen. Wir nutzen dazu

Lemma 1.20. (M-Kriterium,)
Sei A Lo— Matrixz. Dann ist A inversmonoton genau dann, wenn ein Vektor e > 0 existiert mit Ae > 0.
Ferner gilt dann die Abschitzung

P
” loo = minyg (Ae)y

Beweis: (i) Sei A inversmonoton. Dann withle man e = A~! (1,1, ---,1)".

(ii) Ubungsaufgabe ! a

Die gesuchte Abschétzung der Stabilitatskonstanten C's gelingt nun bei geeigneter Wahl eines majorisie-
renden Vektors e zur Matrix A geméfi Lemma 1.20.

Lemma 1.21. Seien die Voraussetzungen von Satz 1.8 an die Matrixz A erfillt.
(i) Unter der Voraussetzung c(x) > ¢* > 0 gilt

1

A e < — |
ming (akk =D itk |ajk|)

(i) Bei c(x) > 0 existiert eine Konstante Cs > 0 (vgl. Beweis) mit
A7 loo < Cs.

Beweis: (i) Bei ¢(z) > ¢* > 0 ist A streng diagonaldominant. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.20
mit e = (1,1, ...,1)*.
(i) Sei e(z) Losung des RWP
—w'(z) +b(z)w'(z) =1, 0<z<1l; w(0)=w(l)=0.
Aus dem Maximumprinzip (vgl. Lemma 1.6) - in einer verschirften Version mit strikten Ungleichungen
- folgt e(z) > 0, 0 <z < 1. Ferner ist nach Konstruktion (Le)(z) > 1, 0 <z < 1. Nun wihlen wir den
Vektor
€= (8($1), EE3) 6($n))* .

Aus Konsistenzgriinden ist Ae > % fiir h < hg, denn in der Darstellung

Ae = ARpe = (ARh - RhL)e + Ry Le
konvergiert der erste Term der rechten Seite nach Lemma 1.16 gegen 0. Fiir den zweiten Term ist Ry Le >
1. Die Behauptung folgt iiber Lemma 1.20. ]
Die Abbildung 1.1 zeigt die diskrete Losung des RWP

—u"(x) +100u/(x) =100, 0<z<1; u(0) =u(l)=0

mit der klassischen FDM auf einem &quidistanten Gitter mit A = 0.2, 0.1, 0.01 und A = 0.001 bei linearer
Interpolation. Man erkennt Ostzillationen der diskreten Losungen fiir die groben Gitterweiten h = 0.2 und
h = 0.1, offenbar ist das Maximumprinzip im diskreten Fall nicht erfiillt. Fiir die feineren h-Werte wird
die exakte Losung gut approximiert. Im Fall der Oszillationen geniigt die Gitter-Peclet-Zahl nicht der
Bedingung P; < 1, insofern ist die Bedingung scharf (vgl. auch Ubungsaufgabe, Serie 2).

(iii) Konvergenz der klassischen FDM

Wir kombinieren die Ergebnisse des Abschnitts zum

Satz 1.22. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.8 liege die Losung u des RWP (1.9)-(1.10) in C*[0, 1].
Ferner sei ggf. h hinreichend klein. Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler der FDM (1.11)-(1.12)

[Rnt = Ulloo,wy, = max [u(z;) — Ui] < Mh?,
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1 1

Abbildung 1.2: FDM-Losung von —u”(z) + sin(rz)u(z) = 2 + sin(rz)z(1 — z) bei h = §, &, 1k, o5

d.h. das Verfahren hat die Konvergenzordnung 2.

Beweis: Nach Konstruktion ist Ryu — U = 0 auf ~. Nach Lemma 1.16 ist ferner
| AR u — Ry Lu| oy, < Crch?.
Mittels Lemma 1.21 folgt
C5'|Rhu = Ullsown < |ARRU — Ry Ll s w, < Cxch?
und damit die Konvergenzaussage mit M = CsCk. ]
Die Abbildung zeigt die diskrete Losung des RWP
—u"(z) + sin(rz)u(z) =2+ sin(rz)z(l —z), 0<z<1; uw(0) =u(l) =0

mittels klassischer FDM auf einem &quidistanten Gitter mit den Schrittweiten h = 0.2, 0.1, 0.01 und
h = 0.0001. Die Knotenwerte wurden linear interpoliert. Man erkennt die Konvergenz der diskreten
Losung fiir h — 0.

1.5 Vorgriff auf Finite-Elemente-Verfahren
Die Konvergenzanalyse der klassischen FDM erforderte sehr hohe Glattheitsforderungen an die Lésung des

Zweipunkt-RWP. Abhilfe schafft hier die Abschwéchung des bisher verwendeten ”klassischen” Losungs-
begriff. Dies erlaubt zugleich einen natiirlichen Zugang zur Finite-Elemente Methode (FEM), die wir hier
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im Vorgriff auf spétere genauere Untersuchungen skizzieren. Dabei beschrinken wir uns lediglich auf eine
formale Einfiihrung, da genauere Betrachtungen im weiteren Verlauf dieser Vorlesung folgen.

Vereinfachend betrachten wir speziell das 1. Randwertproblem der eindimensionalen Poisson-Gleichung:
—u'(z) = f(z), O0<xz<1 (1.24)
u(0) = u(l) =0. (1.25)

Wir beginnen mit einer ersten Abschwichung des klassischen Losungsbegriffs, d.h. von v € C?(0,1) N
C10, 1]. Multiplikation von Gleichung (1.24) mit einer beliebigen Testfunktion

ve X :={weC(0,1)NnC0,1]: w(0) =w(l) =0} (1.26)

/Ol(—u” v) dx = /01 fv dx.

Partielle Integration des Terms — fol u”v dx liefert unter Beachtung der Randwerte v(0) = v(1) =0

und Integration iiber (0, 1) ergibt

1 1
/ u'v' dx :/ fv dx YoveX. (1.27)
0 0

Klassische Losungen u € C2%(0,1) N C[0,1] von (1.24),(1.25) 16sen offenbar auch (1.27). Ebenso sind
(bei hinreichend glatten Daten) nach Riickwirtsausfithrung der vorgenommenen Umformungen klassische
Lasungen von (1.27) auch Losungen von (1.24),(1.25). Offenbar reicht aber z.B. schon die Forderung u € X
fiir die Losungen von (1.27) aus. In diesem Sinne kann man die Aufgabe

Finde u € X, so daB a(u,v) = f(v), Yve X (1.28)

mit
a(u,v) = /1 u'v' du; flv) = /1 fv dx (1.29)
0 0

als verallgemeinerte Aufgabenstellung zu (1.24),(1.25) bezeichnen. Man spricht auch von einer Variati-
onsgleichung. Mit dem Ziel einer weiteren Abschwichung des Losungsbegriffs skizzieren wir jetzt Eigen-

schaften des Raumes X (vgl. (1.26)) in Verbindung mit der Norm

1/2

fulln = { [ W@ de / ) i) (1.30)

Der Raum {X; |- | g1} ist offenbar normierter Raum, jedoch nicht vollstéindiger Raum, d.h. kein Banach-
Raum. Die Norm (13.10) ist jedoch noch fiir mebare Funktionen w, v’ sinnvoll, die quadratisch iiber
(0,1) im Lebesgue-Sinne integrierbar sind, d.h. fiir Funktionen im Lebesgue-Raum

L%(0,1) := {v : (0,1) — R meBbar : /1 [v(z))* dz < oo} (1.31)
0

Wir kommen nun zur avisierten weiteren Abschwdchung des klassischen Losungsbegriffs, die wesentlich
auf einer Verallgemeinerung der klassischen Regel der partiellen Integration basiert: Dazu benttigen wir
einige Begriffe. Es bezeichnet cly (A) den Abschlufl der Teilmenge A von V' in der Topologie des Raumes
V. Dann heif3t

supp v :=clg{z € (0,1) : v(z) # 0}
Triger von v € C[0,1]. Sei

C°(0,1) := {v € C>(0,1) : supp v C (0,1)},
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d.h. Elemente dieser Menge verschwinden von beliebiger Ordnung bei £ = 0 und x = 1.

Die Regel der partiellen Integration ergibt fiir u € C''[0, 1] und beliebige Testfunktionen v € C§°(0,1)

1 1
/ w'v dx = —/ wv' dx. (1.32)
0 0

Man kann zeigen, daf} die Integrale in (1.32) noch Sinn ergeben fiir u,u’ € L?(0,1).
Definition 1.23 w € L?(0,1) heifit verallgemeinerte erste Ableitung von u € L%(0,1), falls

1 1
/ wy dr = —/ w' dz, Yve C§(0,1)
0 0

gilt. Man schreibt w = u’.

Ein einfaches (und fiir die Einfithrung finiter Elemente relevantes) Beispiel ist die Funktion
fo-L1] =R, f(2) =],

Sie hat in x = 0 keine klassische Ableitung. Man rechnet jedoch leicht nach, dafl die stiickweise definierte
klassische Ableitung bei Auslassung der Stelle z = 0 eine verallgemeinerte Ableitung in L?(0,1) ist (vgl.
Ubungsaufgabe.)

Wir fithren nun formal Rdume mit verallgemeinerten Ableitungen ein.
Definition 1.24. Die Menge
HY(0,1):={v e L?0,1): F' € L*0,1)}

heifit  Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und quadratisch auf (0,1) integrierbaren
Ableitungen. Ferner ist

H{(0,1) := clp(o,1)C5o(0, 1).

Wir zeigen spéter (wesentlich allgemeiner), da die Riume {H"'(0, 1); ||| zr2.(0,1) } und {Hg (0, 1); ||| 2 0,1}
Hilbert-Raume mit dem Skalarprodukt

1 1
(u,v) 1 ::/ uv dz—l—/ u'v' dx.
0 0

sind. Ferner gilt, dafl durch die Halbnorm
1 3
= (/ o' (z)v'(z) dx)
0

sogar eine Norm auf dem Raum X = H}(0,1) erklirt wird. Hierbei sind die (verallgemeinerten) homo-
genen Randbedingungen wesentlich. Wir werden sehen, daf§ der Raum {X;| - || x} der geeignete Funktio-
nenraum ist, um eine verallgemeinerte Aufgabenstellung von (1.24)-(1.25) zu formulieren:

=

[0l x = (a(v,v))

Finde u€ X := Hy(0,1): a(u,v) = f(v) Yve X. (1.33)

Wir konstruieren nun geeignete endlich-dimensionale Unterrdume X,, C X zur Diskretisierung der ver-
allgemeinerten Aufgabenstellung (1.33). Unter Zerlegung des Intervalls

0,1] =UM'M;, K= (21,2
mit der Gitterweite h; := x; — x;_1 betrachten wir den endlich-dimensionalen Raum

Xn={veC0,1]: v(0)=v(1)=0, vk, € Pi(K;),i=1,...,n+1}. (1.34)
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Mittels stiickweise linearer Lagrangescher Basisfunktionen (finite Elemente)

e z € K;

Ti—xi-1’

¢i(x) == ﬁ%, z € Kt
0, sonst
erhalten wir
X :Span{(bl(x)v'"'ad)n(x)}' (135)

Offenbar sind die Basisfuntionen ¢; an den inneren Knotenpunkten nicht klassisch differenzierbar. Man
priift jedoch leicht nach, daf sie im Sinne der Definition 1.23 verallgemeinert differenzierbar sind und die
Ableitungen in L?(0, 1) liegen. Man beachte, da8 die Funktionen aus X,, per Konstruktion die homogene
Dirichlet-Randbedingung erfiillen. Es gilt also die Inklusion X,, C X.

Lemma 1.25. Jede Funktion v € X,, ist durch die Knotenwerte v; = v(z;) eindeutig festgelegt und
besitzt die Darstellung

V@) =) vie(x).
j=1

Die Finite-Elemente-Methode erhélt man nun durch Restriktion der verallgemeinerten Aufgabenstellung
(oder Variationsgleichung) (1.33) auf einen Unterraum X,, C X, d.h.

n 1
Finde u" = Zuj(bj € Xp: a(u™v") = F@"):= / fo dx Yo" € X,,. (1.36)
j=1 0

Diese Aufgabe ist fiquivalent zu einem linearen Gleichungssystem. Dazu kann man die Aufgabe (1.36)
ersetzen durch ein System von Gleichungen, indem man nacheinander fiir v" die Basisfunktionen ¢;, j =
1, ...n einsetzt. Mit den Bezeichnungen

1
A= (Ay) eR™T, Aij = a(¢j, ¢i) = /0 ¢;—¢/i dx

sowie mit dem Knotenvektor U = (uq,...,un)* € R™ und dem Vektor F' = (F(¢1),...,F(¢n))* € R”
erhélt man das System
Finde U e R™: AU = F.

Wir kommen nun zur Generierung der Matrix A. Wegen supp(¢;) = (z;-1,Zit1) ist

1
Az‘j:/ ¢y de =0, |i—j|>2,
0

d.h. A ist Tridiagonalmatrix. Fiir die Nichtnullelemente der Matrix A erhalten wir nach kurzer Rechnung

-1 1 1 -1
Ajjor = ————, A= + , Ajip = ——,
Ti — Ti—1 T — Ti—1 Tit+1 — Tq Tit1 — T4
d.h.
1 1 1 1
A = tridi - — ;= . 1.37
Haas { hi" h; * hiv1’ hi-i—l} (1.87)

Fiir die rechte Seite des Gleichungssystems folgt

F(é;) _/Olqui d:c_/:l Fos d:c+/:m fo da. (1.38)

i
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Die Koeffizienten A;; sind nur im Spezialfall wie hier exakt integrierbar. Im allgemeinen Fall interpoliert
man die Daten durch Splines oder integriert mit passenden Quadraturformeln.

Die bei der klassischen Finite-Differenzen Methode entstehende Matrix A fiir Problem (1.28) stimmt
mit der bei Nutzung stiickweise linearer finiter Elemente entstehenden Matrix A im dquidistanten Fall
h = h;,i = 1,...,n+ 1 bis auf den Skalierungsfaktor % iiberein. Unterschiede entstehen jedoch ggf. bei
der rechten Seite. Zur Losung des linearen Gleichungssystems fiir die FEM koénnen damit der Thomas-
Algorithmus oder Standard-Iterationsverfahren herangezogen werden.

Es verbleibt die Ableitung einer Fehlerabschitzung, die sich von der Vorgehensweise bei der FDM erheb-
lich unterscheidet. Dazu benétigen wir folgende Aussage, die wir spéter als Lemma von Cea bezeichnen.

Lemma 1.26. Sei uw € X Ldsung von (1.33). Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler v — u™ der
Finite- Elemente-Methode (1.36) folgende quasi-optimale Abschitzung

—u"||x < inf — 0" x. 1.
Ju—wllx < jnt flu—o"x (1.39)

n

Beweis: Durch Differenzbildung der Gleichungen (1.33) und (1.36) hat man die Fehlergleichung
alu—u",w") =0, Yo € Xy,
Andererseits gilt dann unter Beachtung der Normdefinition und der Fehlergleichung
lu—u"|% = alu —u™,u—u™) = a(u —u",u —w"), Yu™ € Xy
Man kann die rechte Seite dieser Ungleichungskette nach oben abschétzen durch
au — " —w") < flu—u”|x lu—wx,
damit folgt nach Kiirzen von ||u — «™||x und Infimumbildung die Behauptung
lo—ulx < inf fu—v"x. O

Die Fehlerabschétzung ist somit auf eine Interpolationsabschétzung im Unterrraum X,, an die (gesuchte)
Losung w € X zuriickgefiihrt.

Satz 1.27. Unter der Voraussetzung u” € L?(0,1) an die (verallgemeinerte) Lésung u € X des Problems
(1.33) gilt fiir den Diskretisierungsfehler des Finite-Elemente-Verfahrens (1.36) die Abschitzung

" 1
[(w—u") L2001y < 2—\/§h||uﬁ|\L2(o,1)- (1.40)

Beweis: In einer Ubungsaufgabe (vgl. Serie 2) wird fiir den Interpolationsfehler v —u; mit der Lagrange-
Interpolierten u; € X,, an u € X mit der zusiitzlichen Glittevoraussetzung u” € L?(0,1) gezeigt, dafl

lu" = w7201y < I llz2g0,0)llu = urllz2o,)

sowie
sl < 5l = s,
also
o =l xon) € gl o
gilt. In Verbindung mit der Wahl v™ := u; in Lemma 1.26 erhilt man die Aussage (1.40). O

Bemerkung 1.28. (i) Man kann unter der schwiicheren Voraussetzung u’ € L?(0, 1) sogar zeigen:
1
||U—’U4nHL2(011) S 2—\/§h||’u/||[‘2(011). (141)

(ii) Die Fehlerabschétzungen (1.40), (1.41) sind optimal und kénnen nicht verbessert werden. Zur Gewin-
nung von (1.40) mufl man zusétzlich die Existenz der verallgemeinerten zweiten Ableitung u” € L%(0,1)
fordern. Man vergleiche jedoch die hier verwendeten Regularitdtsannahmen an die Losung des RWP mit
denen fiir die Konvergenzanalyse bei der klassischen Finite-Differenzen-Methode in Abschnitt 1.4. O



Kapitel 2

Klassifizierung partieller
Differentialgleichungen

Nach der Behandlung von Zweipunkt-Randwertaufgaben in Kapitel 1 gehen wir nun zum allgemeineren
Fall partieller Differentialgleichungen tiber. Gegenstand des vorliegenden Kapitels ist eine Klassifizierung
partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung. Der Typ einer vorliegenden Differentialgleichung bestimmt
wesentlich die analytische Eigenschaften der Losungen. Diese Eigenschaften charakterisieren Grundziige
der durch die Gleichung beschriebenen Modelle aus Naturwissenschaften und Technik. Der Typ der Dif-
ferentialgleichung beeinflufit auch erheblich die Auswahl numerischer Losungsverfahren.

Fiir die vorliegende Vorlesung ist es zunéchst ausreichend, sich im vorliegenden Kapitel auf die Ausfithrun-
gen zu Gleichungen 2. Ordnung zu konzentrieren. Eine wesentlich ausfiihrlichere Darstellung zum allge-
meinen Fall findet man zum Beispiel in der Monographie [6].

2.1 Grundbegriffe. Bezeichnungen

Seien © = (x1, ..., p,) ein beliebiger Punkt im R™ und Q ein beschriinktes Gebiet im R"™, d.h. eine offene
und zusammenhingende Punktmenge. ) ist die abgeschlossene Hiille von 2. Mit 99 := Q\ 2 bezeichnen
wir den Rand des Gebietes.
C(Q) bzw. C(Q) bezeichnen die Riume der auf  bzw. bis auf den Rand 952 stetigen Funktionen. Sei
nun m eine nichtnegative ganze Zahl. Einen Vektor a := (o, ..., &) mit nichtnegativen ganzen Zahlen
«; nennen wir Multiindex der Linge |a| := > | a;. Zur Abkiirzung schreiben wir partielle Ableitungen
der Ordnung a einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion v : Q@ — R im Punkt € Q in folgender
Form:

dlely

Ozt ...0xp"

Die Menge der m—fach auf € stetig differenzierbaren Funktionen ist

D%u(z) := (), |a| >1: DO0y(z) = u(x).

C™(©) = {v: Q- R| D™u € C(), Va: |a| <m}.
C™(Q) ist die Menge aller Funktionen aus C™(Q) mit stetig auf Q fortsetzbaren Ableitungen bis zur
Ordnung m.

Die nachfolgende Klassifizierung partieller Differentialgleichungen verallgemeinert die in Kapitel 1 vorge-
nommene Einteilung fiir den eindimensionalen Fall, d.h. n = 1. Im allgemeinen Fall einer nichtlinearen
partiellen Differentialgleichung sucht man eine Funktion u = u(z) als Losung von

F(x, DPu(x),...., DP*u(x)) = 0, z €0 (2.1)

bei gegebener Funktion F' und Multiindizes §;,¢ = 1, ..., k. Als Ordnung der partiellen Differentialglei-
chung (2.1) bezeichnet man die Zahl m := max;=1, . |5i|-

25
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Definition 2.1 Die partielle Differentialgleichung (2.1) heifst

(i) quasilinear, falls die Funktion F linear in allen Ableitungen der hdchsten Ordnung ist, d.h. mit parti-
ellen Differentialausdriicken F' bzw. Ag, der Ordnung m — 1 gilt,

F(z, D% u(z),...., DP*u(z)) = Z Ag, (x, D" u(x), ..., D" u(x)) DPiu(x)
|Bil=m
+ F(x, DV u(x), ..., DM u(z)), (2.2)

(ii) semilinear, falls mit einem Differentialausdruck F der Ordnung m — 1 gilt

F(z, D u(x), ..., DPru(zx)) = Z ag, (x)DP u(z) + F(x, D" u(x), ..., DV'u(z)), (2.3)
|Bil=m

(iii) linear, falls F' linear in allen Ableitungen DPiu mit |3;] < m ist, d.h.

F(x, D u(z), ..., DPru(z)) = Z ag, (x)DPiu(z). (2.4)
|Bi|[<m

Beispiele 2.2. Im Rahmen dieser Vorlesung beschrinken wir uns auf Differentialgleichungen 2. Ordnung
(d.h. m = 2). Die allgemeine Form einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung ist unter

Verwendung des Gradienten Vu := (g—;‘i)?:l gegeben durch
E Aij(z,u(x), Vu(z)) ux) + B(z,u(z), Vu(z)) = 0. (2.5)
=1 8:171 8Ij

Eine semilineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung hat die allgemeine Form

> (o) et + Bl u(e). Vu(w) = (2.6)

ij=1

die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung lautet in allgemeiner Form

" u(r) & du(x)
Der Term mit den hochsten Ableitungen, d.h. der Ordnung 2, heif3t jeweils Hauptteil der partiellen
Diferentialgleichung. ]

2.2 Punktweise Klassifizierung

Ausgangspunkt ist die allgemeine Form einer semilinearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung
(2.6). Zur punktweisen Klassifizierung nutzen wir die Eigenwerte der Matrix A(z) := (ai;(r))f;=; in
einem beliebigen (jedoch fixierten) Punkt zo € Q.

Wir setzen dazu die Stetigkeit der Funktionen a;;(-) auf 2 voraus, ferner sei u € C?(Q). Nach dem
Satz von Schwarz ist dann bei den zweiten partiellen Ableitungen die Reihenfolge der Differentiation
unwesentlich. Daher kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Symmetrie der Matrix A(:)
annehmen, d.h.

aij(z) = aji(z), 4,j=1,...,n; VYrel.

Fiir einen beliebigen Punkt g € §2 bezeichnen nun \;(zg), ¢ = 1, ..., n die Figenwerte der Matrix A(zg).

Definition 2.3. Ein semilinearer Differentialoperator 2. Ordnung der Form (2.6) heifit im Punkt x

o elliptisch, falls alle Figenwerte \;(xo) nicht verschwinden und gleiches Vorzeichen haben,
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e hyperbolisch, falls alle Figenwerte nicht verschwinden und wenigstens zwei Figenwerte verschiede-
nes Vorzeichen haben,

e normal-hyperbolisch, falls der Operator hyperbolisch ist und genau ein Figenwert ein anderes Vor-
zeichen als alle anderen hat,

e parabolisch, falls mindestens ein Eigenwert verschwindet,

e normal- parabolisch, falls genau ein Eigenwert verschwindet und alle anderen gleiches Vorzeichen
haben.

Man kann sich tiberlegen, da die Klassifizierung in den elliptischen, hyperbolischen und parabolischen
Typ im rdumlich zweidimensionalen Fall (n = 2) erschépfend ist. (Dies sei zur Ubung empfohlen.)

Beispiele 2.4. Die ersten drei Beispiele stellen jeweils die Hauptvertreter elliptischer, normal hyperbo-
lischer bzw. normal-parabolischer Gleichungen dar.

(i) Fiir die Poisson-Gleichung

0u(x)

—(Au)(z) = — Z

ist A(z) = diag(-1), d.h. alle Eigenwerte sind identisch —1. Damit ist die Gleichung fiir alle Punkte des
Definitionsbereiches elliptisch.
(ii) Die Wimeleitungsgleichung

u(z) QQS 0%u(x) ~ f(@)

oz, _ Oz?
i=1
besitzt im Fall a? = konst. > 0 die Matrix A(z) = diag(—ad?,...., —a?,0), d.h. genau ein Eigenwert

verschwindet. Fiir alle Punkte des Definitionsbereiches ist die Gleichung normal-parabolisch. Wegen der
Sonderrolle der Variablen z,, bezeichnet man diese gesondert mit ¢, dies deutet auf die Interpretation als
zeitliche Variable hin.

(iii) Die Wellengleichung

0%u(x 2 9%u(x
8:17(2) > 3x(2) = /@)

n i=1 A
besitzt im Fall a® = konst. > 0 die Matrix A(z) = diag(—d?, ...., —a?, 1), d.h. kein Eigenwert verschwindet
und genau ein Eigenwert hat ein anderes Vorzeichen als alle anderen Eigenwerte. Fiir alle Punkte des
Definitionsbereiches ist die Gleichung somit normal-hyperbolisch. Wegen der Sonderrolle der Variablen
x,, bezeichnet man diese erneut als zeitliche Variable mit t.
(iv) Die sogenannte Tricomi—Gleichung

Ou(z)  9*u(x)

=0
2 03 3

hat die nicht-konstante Matrix A(z) := diag(xe, 1). Sie ist somit fiir x5 > 0 punktweise elliptisch, fiir
9 = 0 punktweise parabolisch und fiir o < 0 punktweise hyperbolisch. Die Gleichung modelliert sehr
vereinfachend kompressible, schallnahe Stromungen. Die Linie o = 0 mit Typwechsel der Gleichung
entspricht gerade der sogenannten Schallinie. O

2.3 Kanonische Form

Definition 2.5. Fir die semilineare partielle Differentialgleichung (2.6) seien A\i(xo), @ = 1,...,n die
Eigenwerte der Matriz A(zo) := (ai;j(20))} ;=, des Hauptteiles. Dann ist

~ 0?u(z ~

> Ai(zo) (20) B(xo, u(zo), Vu(zg)) = 0 (2.8)

; Ox?
i=1 ¢
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mit einem geeignetem Differentialausdruck B der Ordnung 1 die kanonische Form der Gleichung.

Lemma 2.6. Im Fall einer global konstanten und symmetrischen Matriz A(x) = A mit den Eigenwerten
Xi miti=1,...,n lifit sich die semilineare partielle Gleichung (2.6) global im Definitionsbereich auf die
kanonische Form (2.8) iiberfihren.

Beweis: Dies folgt aus den bekannten Aussagen zur Hauptachsentransformation quadratischer Formen
(vel. Grundkurs AGLA). O

Es entsteht natiirlich die Frage, ob auch im Fall einer nichtkonstanten Matrix A(z) eine derartige Trans-
formation auf die kanonische Form moglich ist. Es zeigt sich, daf§ im rdumlich zweidimensionalen Fall
(n = 2) eine solche Transformation zumindest lokal moglich ist.

Vereinfachend fiithren wir fiir n = 2 eine Umbezeichnung durch mit (x1,22) — (z,y) sowie aj; +— a,
a12 = a1 — b und asy — c. Fiir die Klassifizierung der entstehenden Gleichung
0%u 0%u 0?

o2 + 2b($,y)— + C((E, y)

U

a(z,y) 8—y2

ist das Vorzeichen der Determinante detA(x,y) = a(z,y)c(z,y) — [b(x,y)]? ausschlaggebend.

Satz 2.7. Die Funktionen a,b,c bzw. B der semilinearen partiellen Differentialgleichung (2.9) seien
in Umgebung eines Punktes (x,y) des Definitionsgebietes hinreichend glatt. In dieser Umgebung sei die
Gleichung auch entweder vom elliptischen, parabolischen bzw. hyperbolischen Typ. Dann gibt es jeweils
eine nichtsingulire und hinreichend glatte Transformation (x,y) — (£,m) derart, daf die Gleichung (2.9)
lokal auf die kanonische Form tberfiihrt werden kann. Genauer gilt

e im elliptischen Fall mit ac — b* > 0:

%u  OPu - ou Ou
JE— B _— _— =
e im parabolischen Fall mit ac — b*> = 0:
0%u - Oou Ou
— +B -, 7)=0
8772 + (57777“7 857 877) )
e im hyperbolischen Fall mit ac — b < 0 :
Pu 0*u - Jdu Ou
S — B _— —_— =

Beweis: Die Ausfithrung der Koordinatentransformation (z,y) — (£, n) bzw. die Wahl der Transformati-
onsfunktionen & = £(x,y), n = n(x, y) basieren auf der Losung geeigneter partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung (Charakteristiken-Gleichungen). Man vergleiche hierzu zum Beispiel die Ausfithrungen
bei [24], S. 50 ff. |
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Poisson-(Gleichung als Prototyp
elliptischer (gleichungen

Im weiteren Verlauf der Vorlesung behandeln wir von nun an elliptische Randwertaufgaben 2. Ordnung. Im
Kapitel 3 betrachten wir die einfachsten Aufgaben, die sogenannte Poisson-Gleichung sowie die Laplace-
oder Potential-Gleichung. Zielstellung ist dabei einerseits, mit der Separationsmethode (vgl. Abschnitt
3.2) und der Finite-Differenzen-Methode (vgl. Abschnitt 3.3) einige elementare Losungsmethoden zu
studieren. Die Darstellung erfolgt jeweils fiir den sehr einfachen Spezialfall eines quadratischen Losungs-
gebietes. Andererseits gewinnt man bereits einen Eindruck iiber die Losungsstruktur dieser grundlegenden
Gleichungen.

Auf Fragen der Potentialtheorie gehen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht ein. Hinsichtlich einer
detaillierteren Darstellung verweise ich auf die schon in der Einleitung genannten Lehrbiicher [14, 11, 24].

3.1 Poisson- und Potential-Gleichung

Sei x = (z;)], ein beliebiger Punkt im Gebiet Q@ C R™. Ferner bezeichnet

grad :=V = i 0 €;

ox;
i=1 v

mit den kartesischen Einheitsvektoren €; den Gradienten-Operator. Fiir eine vektorwertige Funktion
— n — . . .
U(z) = Y., vi(x)€; erkliart man die Divergenz durch

n
(%Z-

div 9(z) :=V - 9(z) = ; oz,

Speziell benutzen wir den Laplace-Operator
A :=div grad = Zl 8—1712
Prototyp linearer elliptischer Gleichungen 2. Ordnung ist die Poisson-Gleichung

—(Au)(x) = f(z) x €N (3.1)

bei gegebener Funktion f : 2 — R und gesuchter Funktion u :  — R. Fiir f = 0 erhélt man die Laplace-
bzw. Potentialgleichung.

29
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Es ist recht instruktiv, zunéchst spezielle Losungen der Laplace-Gleichung

"L 0%
“Av = — Z _ =0 3.2
i=1 ?
der Form v = v(r) mit r := |jz| = (3, xf)lﬂ zu suchen. Unter Beachtung von
or T; ?r 1 a2
= —, s = - — —, Z—l,...,n
dr; v dz? r

transformiert man die Laplace-Gleichung unter Beachtung der Kettenregel auf die gew6hnliche Differen-
tialgleichung

Av=2"(r) + i 11/(1") =0.

Mittels Trennung der Verédnderlichen ergeben sich die partikuldren Losungen

v(r) =CzIn L=y v(r) = Cy n>3. (3.3)
T

pn—2"
Diese Funktionen heiflen singuldre bzw. Fundamentallosungen der Laplace-Gleichung. Sie zeigen, daf3
sich in dieser Gleichung codierte Information radialsymmetrisch ausbreitet (vgl. auch hierzu Beispiel 3.1).
Ferner spielen sie eine zentrale Rolle in der sogenannten Potentialtheorie.

Zur Festlegung der Losung von (3.1) bendtigt man Zusatzbedingungen. Fiir den Fall eines beschrénkten

Gebietes Q) stellt man meist Randbedingungen auf dem Gebietsrand 9§ := Q \ Q. Zur weiteren Beschrei-

bung sei ¥ := (v;)7~; der duBfere Normaleneinheitsvektor auf 99, der zunéchst iiberall auf dem Rand
a()

existieren moge. Dann bezeichnet -= := grad(-) - 7 die duBere Normalenableitung.

Typische lineare Randbedingungen haben die Gestalt

e 1. Art (Dirichlet-Typ): u(z) = g(z), © € 9N
e 2. Art (Neumann-Typ): ag(;) =g(z), x € 0N

e 3. Art (Robin-Typ): 8735;) + a(z)u(z) = g(z), © € 00

bei jeweils gegebenen Funktionen g(-) und a(-). Bei Vorgabe verschiedener dieser Randbedingungen auf
zueinander paarweise disjunkten Teilmengen des Randes spricht man von gemischten Randbedingungen,
die in praktischen Anwendungen besonders wichtig sind.

Wir beschreiben kurz einige physikalische Modelle fiir Gleichung (3.1).

Beispiel 3.1. (i) Stationdire Wirmeleitung:
Fiir die (gesuchte) Temperatur u(t, z) lautet die Fourier’sche Gleichung

cp% = div(k gradu) + f

bei gegebener spezifischer Warmekapazitét ¢, der Dichte p, Wameleitfiahgkeit £ und Warmequelle f. Wird
im stationdren Fall % = 0 zusétzlich ein homogener Korper €2 (d.h. k = const.) angenommen, so entsteht
die stationdre Warmeleitungsgleichung

—k div (gradu) = —kAu = f,

die die Warmeausbreitung durch Leitung bzw. Diffusion bei vorhandener Quelle f beschreibt.
(i1) Stationdre Diffusionsgleichung:
Fir die (gesuchte) Konzentration c(t, z) lautet die Nernst’sche Gleichung

Jc

5= div(D grade) + f
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bei gegebenem Diffusionskoeffizienten D und dem Quellterm f (z.B. Schadstoffeintrag). Wird wieder
im stationéren Fall % = 0 ein homogenes Medium 2 (d.h. D = const.) angenommen, so entsteht die
stationére Diffusionsgleichung

—D div (grade) = —DAc = f.

(iii) Potentialstromungen:

Sei ¥(x) = (vi(x))i, die Geschwindigkeit der stationiren Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit,
d.h. die Dichte p ist konstant. Dann existiert im Spezialfall einer wirbelfreien Stromung, d.h. rot v :=
V x ¥ = 0 ein Potential ¢ mit ¥ = —grad ¢. Ist die Stromung zusiitzlich auch noch quellenfrei, d.h.

div d:=3" gzl = 0, so erhélt man die Potentialgleichung

—div (grad ¢) = —A¢ = 0.

Eine analoges Modell erhélt man fiir das Potential elektrostatischer Felder. o

In einer offenen Umgebung U des Randes ) eines Gebietes sei eine Funktion F € C'(U) gegeben, so
da8 der Rand implizit durch die Gleichung F'(z) = 0 beschrieben wird. Fiir Punkte x € U N Q bzw.
z € UNR™\ Q] gelte F(z) > 0 bzw. F(x) < 0. Man spricht auch von einem C!'-Rand. Spiter werden wir
die Voraussetzungen an F' noch abschwichen bis zum Begriff der Lipschitz-Stetigkeit, um auch praktisch
relevante Gebiete wie Polyeder usw. zu erfassen (vgl. Abschnitt 2.4).

Gilt |grad F(z)| # 0 in allen Punkten des Randes, so bezeichnet

grad F(x)

gad F@) © €%

vo(x) = (1 (z), ..., vn(x)T =
den duBeren Normaleneinheitsvektor. Dann gilt mit dem (n—1)—dimensionalen Oberflichenma8 s = o,
(vel. z.B. [1], Kap. 1) der folgende fiir viele weitere Betrachtungen grundlegende Satz.

Lemma 1.1. (Integralsatz von Gauf) _
Fiir jede vektorwertige Funktion @ = (w1, ..., wy,)T mit w; € CH(Q) N C(Q) gilt auf einem beschrinkten

Gebiet Q mit C'-Rand
/Q igzl o2, dx = /8 E w;v;ds. (3.4)

Q=1

Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen kénnen wir die Gleichung (3.4) auch schreiben in der Form
/ div @i(x) dz :/ wW(z) - va(x) ds. (3.5)
Q oQ

Diese Gleichung stellt eine Integralbilanz zwischen der Divergenz (grob gesagt Quellen und Senken) des
Feldes w im Gebiet und dem Fluff & - /g des Feldes w durch den Rand dar. Man spricht auch von einem
Erhaltungssatz. Wichtig ist, dal das Lemma 1.1 auch noch fiir Lipschitz-stetig berandete Gebiete giiltig
bleibt. Im Spezialfall @ = (uv)é; erhalten wir die wichtige Regel der partiellen Integration

/ auvd:v:—/uav d:v—i—/ uv - v; ds.
ani Q 8$Z o0

3.2 Einfithrendes Beispiel zur Modellbildung

Zur Motivation der weiteren Ausfiihrungen betrachten wir das Modell der Wirmeleitung:

Sei T = T(t,x) die Temperatur in einem Punkt x des Festkorpers Q C R™ zum Zeitpunkt ¢. Mit der
spezifischen Warme c und der Dichte p des Korpers berechnet sich die Gesamtenergie aus e = cpT'. Weiter
sei G C Q ein beliebiges (!) Teilgebiet mit C*-Rand dG und dem &uBeren Normaleneinheitsvektor 7.

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtung ist das physikalische Aziom der Energieerhaltung: Die zeitliche
Anderung der Gesamtenergie (in G) ist gleich der Summe der Energie der einwirkenden inneren und
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duBeren Krifte und der Anderung der inneren Energie. Fiir die zeitliche Anderung der Gesamtenergie

gilt
d Oe
= — dx = —(t dx.
Q=5 [et= [ S a

(Innere) Wérmequellen bzw. -senken W im Gebiet G erzeugen die Wirmemenge Q1 = [, pW dz. AuBere
Krifte wollen wir hier noch vernachlissigen.

Der durch Leitung bzw. Diffusion verursachte Vektor des Warmestroms ist

qd=—AVT := -\ <8T>
6:51- i=1

mit der Wirmeleitzahl A > 0. Der Anderung der inneren Energie entspricht der Gesamtflul des Wiirme-
stroms durch die Oberfliche 0G von G gemif

QQZ_/ (q‘-ﬁc)ds:/ )\(VT-ﬁc)dsz/ Aa—Tdsz/V-(WT)dw-
Ple. le 2 G

¢ o7

Im letzten Schritt wurde Lemma 1.1 mit @ := AVT benutzt.
Nach dem Axiom der Energieerhaltung gilt in der Bilanz Q = Q1 + @2, d.h.

/MdCC:/V'()\VT)dI—I—/deI
c Ot fe! e

/G (6(;’?) — V- (AVT) — pW) dz = 0.

bzw.

Da G C Q) beliebig ist, folgt dann punktweise die partielle Differentialgleichung

(cpT)
ot

— V- (A\VT) = pW.

Im Fall eines homogenen Korpers, d.h. fiir konstante Stoffwerte ¢, p und A\, die Warmeleitungsgleichung
nach Fourier (1822)

OT =0T W s A
_ - = 3.6
ot ; ox? c’ “ cp (36)
Man beachte hier das Auftreten des Laplace-Operators A, := >"" | 86_;?'

Auf der Oberfliche 092 wird der Wirmeiibergang durch Randbedingungen modelliert. Das Newton’sche

Abkiihlungsgesetz lautet

oT a

— +h(T—-T5)=0 h:=—. 3.7
bei Umgebungstemperatur Ty, Warmetibergangszahl o und duflerer Normale 7 auf 2. Man spricht auch
von einer Robin-Bedingung. Grenzfille sind fiir o = 0 die Neumann-Bedingung

oT

-0

ov
bzw. A — oo die Dirichlet-Bedingung

T =1Tp.

Zum Anfangszeitpunkt ¢ = ¢y gibt man als Anfangsbedingung eine Temperaturverteilung vor:

T(to, z) = P(x). (3.8)
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3.3 Separationsmethoden fiir die Poisson-Gleichung
Unser Ziel besteht in diesem Abschnitt darin, eine Losung des 1. Randwertproblems der Poisson-Gleichung

—(Au)(z) := — gm () = f(x), xze€ u(z) =g(z), =€ (3.9)

i=1

mittels sogenannter Separationsmethoden zu ermitteln. Bei sehr einfacher Geometrie des Gebiets {2 gelingt
dabei die Uberfithrung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. Der Ansatz

u=U+W (3.10)
fithrt wegen der Linearitit des Problems (3.9) auf die Teilprobleme

—(AW)(x) = 0, x € € W(x)=g(z), =€ dQ, (3.11
—(AU)(z) = f(z), ze U(z) =0, x € 0N (3.12)

Zur Motivation betrachten wir zunichst den eindimensionalen Fall (vgl. auch Ubungsserie 1).

Beispiel 3.2. Sei 2 = (0,7) C R sowie g(0) = a, g(7) = . Losung von Problem (3.11) ist zum Beispiel

—¢"(x) = Mp(x), O0<z<m,; #(0) =o¢(m) =0 (3.13)

mit den Losungen

d(x) = C) cos(VAz) + Cy sin(VAz).

Die Auferlegung der homogenen Randbedingungen liefert ¢(0) = C; = 0 sowie die Eigenwertgleichung
#(r) = Casin(v/Arr) = 0. Letztere Gleichung hat die Eigenwerte A\, = k% , k& € N mit den nichttrivialen
Eigenfunktionen ¢ (x) = ¢ sin(kz). Man kann nun zeigen, daf§ die normierten Eigenfunktionen or(z) =

\/j sin(kz) ein Orthonomalsystem beziiglich des Skalarproduktes (v, w) fo ) dz bilden.

Fiir Funktionen f € C[0, x], die dort auch stiickweise stetig differenzierbar sind, gilt die folgende Fourier-
Darstellung auf (0, 7) sogar punktweise:

=Y hnte) = [ f@onta) de (3.14)
k=1 0

Der formale Ansatz

x) = Zukqﬁk(x) (3.15)
k=1

fithrt nach Einsetzen in die Differentialgleichung in (3.12) und unter Beachtung der Reihenentwicklung
(3.14) fiir f sowie des EWP (3.13) auf

2 o0 o0 o0 oo
—% <ch¢k> ==Y ukdy = uphkdr ==Y fut
k=1 k=1 k=1 k=1

Koeffizientenvergleich ergibt Agui = fr und somit die formale Losungsdarstellung

& f 21 N . :
= ; /\— - - ; = (/0 f(z)sin(kx) da:) sin(kz). (3.16)
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Eine Rechtfertigung fiir diese formale Losungsdarstellung gibt der nachfolgende

Satz 3.3. Die Funktion f € C[0,7] sei stiickweise stetig differenzierbar. Dann ist die Funktion U aus
(3.16) klassische Lésung des RWP (3.12), d.h. es gilt U € C[0, 7] N C?(0,n).

Beweis: Wir zeigen zuniichst, da U € C[0,n]. Nach der sogenannten Besselschen Ungleichung fiir
Fourier-Reihen gilt (bereits fiir Funktionen f € L%(0,7)) mit geeigneter Konstante C

ka§0/ d:C<oo

Folglich sind die Koeffizienten |fi| gleichméBig beschrénkt, d.h. |fi| < K fiir alle k € N. Dann ist aber
2K o 1
§7;—2 00,  Vaxel0,n].

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert dann die Funktionenreihe fiir U gleichméBig gegen eine stetige
Grenzfunktion, die wir mit U identifizieren kénnen.

Wir zeigen nun, dafl sogar U € C%(0,7) gilt. Bei formaler zweifacher Differentiation in (3.16) ergibt sich

-U"(x) = %g (/07r f(z)sin(kx) dx) sin(kx).

Dies ist gerade die Fourier-Entwicklung von f. Unter den Voraussetzungen an f ist aus der Theorie
der Fourier-Reihen bekannt, dafi die Konvergenz der Reihe auch punktweise gilt. Wegen f € C]0, 7]
ist dann U € C?%(0,7), somit sind alle Operationen bei der formalen Herleitung der Losungsdarstellung
gerechtfertigt und U ist klassische Losung von Problem (3.12). O

Wir betrachten nun den zweidimensionalen Fall des RWP (3.9) im Spezialfall Q = (0,7) x (0,7) und
beginnen mit der Losung von Problem (3.11). Dazu wihlen wir den Ansatz

W =W+ W, AWZZO, 1=1,2 (317)
mit den Randbedingungen
0; z1 €4{0,7}, 0 < @ < T,
W1|6Q = 1/11(5[:1) = g(l‘l,O), O<z1 <7 (318)
1/12(5[:1) :g(l'l, ), O<a <.
0; xe € {0,7}, 0 <y <,
Waloa = p1(x2) :=g(0,22); O<za<m (3.19)

p2(x2) == g(m,x2); 0<zy <.
0.B.d.A. 16sen wir das Problem fiir W = W;. Dazu wiéhlen wir den Separationsansatz
W (x1,22) = X (1) Y(22). (3.20)
Nach Einsetzen in die Differentialgleichung von (3.11) folgt
—AW = —X"(21)Y (z2) — X (21)Y" (22) = 0.

Nach Division durch XY erhalten wir formal iiber

_X”(xl) B Y”(xg)

= = )\ = konst.
X(z1)  Y(x2)

das System entkoppelter eindimensionaler Probleme (vgl. Beispiel 3.2)

X"x1) + XX (21) =0, 0<uzy <3 X(0)=X(m)=0
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mit den Eigenwerten Ay, = k2, k € N und den Eigenfunktionen Xy (z1) = sin(kz1) sowie
Y (x2) = MY (22) =0, 0<zo<m

mit den Losungen Yy (z2) = ay sinh(kxz) 4 by sinh(k(m — z2)). Formale Summation (Superposition) liefert

Wh(z1,22) = Z sin(kx1) [ag sinh(kxz2) + by sinh(k(m — 22))] .
k=1

Man entwickelt nun die Randfunktionen v;(z2) in eine Fourier-Darstellung analog (3.14)
ST 2 (" . :
Yi(r1) = Zwik sin(kz1), Yik, = ;/ Vi (x1) sin(kzy) dzq, i=1,2.
k=1 0

Dies ergibt

Wi (z1,0) = Z by, sinh (k) sin(kx1) = 1 (21)
k=1

Wiz, m) = Z ag sinh(k7) sin(kx1) = 2 (z1).
k=1

Nach Koeffizientenvergleich folgt

b — Yk ar = 2k
P sinh(kr)’ P sinh(kr)’

wir erhalten somit die formale Lésung

Wi (z1,22) = % [thak sinh(kxe) + 1k sinh(k(m — x2))] . (3.21)
k=1

Analog bestimmt man formal die Funktion Wa(x1, z2).

Wir kommen nun zur Bestimmung der Losung des RWP (3.12). Die Idee besteht wieder in der Entwicklung
der Losung U nach Eigenfunktionen, d.h. Losungen des zugehorigen EWP

—A(b(:vl,xg) = )\(b(xl,l'g), 0<zy,22 < 1 ¢|aQ =0 (322)

Mit dem Separationsansatz

2

P(x1,22) = H¢z($z)7 $i(0) = ¢i(m) =0, 1=1,2

i=1

werden die homogenen Randbedingungen erfiillt. Der Ansatz ergibt in der Differentialgleichung in (3.12)

—A¢ = —¢ (z1)¢2(x2) — P1(x1)d5 (x2) = A1 (21)p2(22)

bzw. nach Division durch ¢, ¢2
_ [ i) | da(z)
P1 (Il) ¢2(I2)
Dies wird erfiillt durch die entkoppelten gewthnlichen Differentialgleichungen
i (i
bi(zi)

= A

~—

=20 =12
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mit A = A + X\, Unter Beachtung der Randbedingungen erhiilt man eindimensionale EWP der Form
& (i) + XD i(2:) =0, 0<m <m ¢:(0) = ¢i(m) =0

mit den Eigenwerten )\( 0= k? , ki € N und den Eigenfunktionen ¢ (z;) = ¢ sin(k;z;).

Mit dem Multiindex k = (k1, kg) € N2 erhalten wir somit die Eigenwerte Az = kf + k3 und die Eigen-
funktionen ¢ (x1,22) = sin(k121) sin(kaz2). Man kann nun zeigen dafl die normierten Eigenfunktionen

2 Z¢r ein Orthonormalsystem beziiglich des Skalarproduktes (v, w) := fQ ) dz bilden.
Der formale Ansatz -
U(zy,x2) = Z updrp (w1, T2) (3.23)
k}l,kgzl

fithrt nach Einsetzen in die Differentialgleichung in (3.12) und unter Beachtung einer Reihenentwicklung

$1,$2 Z fk ZC1,$2 fz ::/Qf(a:l,xg)gbz(:cl,xg) dIldIQ (324)

k1,ka=1

von f analog zu (3.14) formal auf

o0 o0 [o ] o0
A XD wpep| == D0 wpAep= Y wppep = f = D) it
k1,k2=1 k1,k2=1 k1,k2=1 k1,k2=1

Koeffizientenvergleich liefert wie in Beispiel 3.2 die Aussage

i fyfopde
Y %
bzw. als formale Losung des RWP (3.12)
Uwr,ee) = Y 97%6%(95) (3.25)

k1,ka=1 /\E fsz(%)

= Z k2 T k2 < f(Il, IQ) sin(klxl) Sin(kgxg) dIldI2> sin(klxl) Sin(kQIQ).

™
k1, ko=

Die formale Herleitung der Losungsdarstellungen von U und W 1488t sich mit dhnlichen Argumenten wie

in Beispiel 3.2 rechtfertigen. Somit ist dann w = U + W klassische Losung des 1. RWP der Poisson-

Gleichung (3.9).

Bemerkung 3.4. Man kann die Vorgehensweise zur Losung des 1. RWP der Poisson-Gleichung (3.9) fiir
andere geometrisch einfache Gebiete €, zum Beispiel fiir allgemeine Quadergebiete Q = [T, (a;, b;) C
R", iibertragen. Dies gilt auch im ebenen Fall n = 2 fiir Kreis-, Kreisring- oder Kreissektorgebiete sowie
die entsprechenden Verallgemeinerungen im R” mit n > 3. O

3.4 Finite-Differenzen-Methode fiir das Poisson-Problem

Wir wollen nun die numerische Losung von Zweipunkt-RWP im eindimensionalen Fall auf mehrdimensio-
nale Probleme erweitern. Vereinfachend betrachten wir auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1) das
Dirichletsche RWP der Poisson-Gleichung, d.h.

2 2
—(Au)(z1,22) := — (g—a}% + g—;g) = f(z1,22), (x1,22) € Q (3.26)

u(ry,x2) = g(x1,22), (21, 22) € ON. (3.27)
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Zur Definition des klassischen Differenzen- Verfahrens (FDM) definieren wir mit der (vereinfachend) dqui-
distanten Schrittweite h = %, N € N die Menge der Gitterpunkte

Zyn ={(x1,22) : 1 = z1h,x2 = 20h, 21,22 ganz}.

Die Menge der inneren Gitterpunkte sei wp := Zp N €2, die Menge der Randgitterpunkte entsprechend
Yn = Zp N on.

Wir approximieren die zweiten partiellen Ableitungen in x1— bzw. zoRichtung wie im eindimensionalen
Fall durch den zentralen Differenzenquotienten 2. Ordnung, d.h.

% {u(xr + h,22) — 2u(x1, x2) + u(z1 — hy22)}
+ {u(x1, z2 + h) — 2u(x1, 22) + w(x1,22 — h)}). (3.28)

(Apu)(z1,2)

Man spricht auch von einem sogenannten Finfpunkte-Stern. Bezeichne wie im eindimensionalen Fall Ryv

die Einschriéinkung einer Funktion v : Q — R auf das Gitter wy, U~y,. Ferner sei der Vektor U = (U;)M,

die durch die FDM erzeugte Niaherung an die Werte Rpu der gesuchten stetigen Losung auf dem Gitter.
Dann lautet das dem 1. RWP der Poisson-Gleichung zugeordnete lineare Gleichungssystem

—AhU = Rhf in Wh, (329)

U = Rpg in v, (3.30)

Im Fall Dirichletscher Randbedingungen kann man (im Unterschied zum RWP 2. und 3. Art) die Rand-
werte U = Rpg eliminieren. Die konkrete Gestalt des linearen Gleichungssystems hidngt dann von der

Numerierung der Gitterpunkte in wy ab. Der einfachste Fall entsteht bei lexikographischer Anordnung
gemif

(h, h), (2h,h), ..,  (1—h,h)
(h,2h), (2h,2h), .., (1—h,2h)

bl

(h,1—h), (2h,1—h), ..., (1—h,1—h)

und Numerierung der Unbekannten in den Gitterpunkten auf wj gemaf
U,y Un-1,Un; o, Uan—2,Uan 1., Usn—3, -, Un—1y(N—1)-
Mit der Tridagonal-Matrix
T = tridiag (-1, 4, —1) ¢ RW-Hx(V=-1)

und der Einheitsmatrix 7 € RW-DX(NV=1) hat die entstehende Matrix des Gleichungssystems die
Blocktridiagonal-Gestalt

Lo 2w (N_1)2
A= ptridiag(—1, T, 1) € RW-D"x(N-1) (3.31)
(vgl. Ubungsaufgabe).
Man charakterisiert Differenzenverfahren auf regelméfigen Gittern oft durch Differenzensterne beziiglich

eines Gitterpunktes (x1,z2). Im allgemeinen Fall entsteht als Approximation des Differentialoperators
bei geeigneten Groflen c;; das Schema

> " ciU(xy + ih,m + jh).
5,J

Fiir den Fall |i],|j| < 1 spricht man von kompakten Differenzen-Sternen. Der allgemeinste Fall ist dabei
dann ein Neunpunkte-Stern. Der oben genannte Fiinfpunkte-Stern ist ein Spezialfall.
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Man kann die FDM auf allgemeineren Gebieten als dem hier betrachteten Einheitsquadrat erzeugen.
Man iiberzieht den R? erneut mit dem Gitter Z; und verfahrt in inneren Gitterpunkten Z, N Q wie
oben beschrieben. Die Approximation in den randnahen Gitterpunkten erfordert jedoch eine gesonderte
Behandlung. Hierzu sei - wie auch auf die Behandlung des 2. und 3. RWP - verwiesen auf die Darstellung
in Gromann/Roos [10], Abschnitte 2.4.4 und 2.4.5.

Wir analysieren nun exemplarisch die gerade eingefiihrte klassische FDM fiir das 1. RWP des Poisson-
Problems (3.26),(3.27) auf dem Einheitsquadrat. Dabei benutzen wir die in Abschnitt 1.4 eingefiihrten
Grundbegriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz wieder beziiglich der Maximum-Norm.

Lemma 3.5. Die klassische Lisung des Problems (3.26),(3.27) liege in C*(Q). Dann gilt fiir den Kon-
sistenzfehler der klassischen FDM (3.29),(3.30)

1
| AR — Ry Lu|so ), < 6h2|\u|\c4(§). (3.32)

Beweis: vgl. Ubungsaufgabe O

Lemma 3.6. Die klassische FDM (3.29),(3.30) fiir das Problem (3.26),(8.27) ist beziiglich der Mazimum-
Norm stabil. Es gilt

[A™ oo < Cs = <. (3.33)

ol —

Beweis: Wir betrachten (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) die bei lexikographischer Anordnung
der inneren Gitterpunkte entstehende Matrix A aus (3.31). A = (a;;) ist eine Ly—Matrix, denn es gilt
ai; > 0 sowie a;; < 0 fiir ¢ # j. Ferner priift man sofort nach, dafl die Matrix schwach diagonaldominant
und irreduzibel ist. Damit ist A M —Matrix (vgl. Lemma 1.19), daher kann das M —Kriterium (vgl. Lem-
ma 1.20) angewendet werden.

Wir nehmen vereinfachend an, daf der Punkt (3, ) zum Gitter wy, gehort. Fiir das Polynom e* (1, 2) :
21(1 — 1) + z2(1 — x2) gilt offenbar sowohl e* > 0 als auch —Ae* = 4. Fiir e := Rpe* gilt —Ape =
da quadratische Polynome durch den Fiinfpunkte-Stern exakt diskretisiert werden. Wegen ||e]|oo,w, < &
folgt nach dem M —Kriterium die gesuchte Aussage. O

4

3

Beide Lemmata ergeben dann die gewiinschte Konvergenzaussage

Satz 3.7. Die klassische FDM (3.29),(3.50) fir das Problem (5.26),(3.27) ist unter der Regularitits-
voraussetzung u € C*(Q) beziiglich der Mazimum-Norm konvergent. Es gilt

1
[Rru = Ullsow, < 4_8h2||u||c4(§)' (3.34)

Zur Illustration dieser Untersuchungen betrachten wir die folgenden Beispiele. Die Rechnungen wurden
dazu mit einem in MATLAB erstellten Finite-Differenzen-Programm durchgefiihrt.

Beispiel 3.8. Gesucht wird die Losung des Problems (3.26)- (3.27) mit f(z1, 22) = 4 sin 2724 sin mxe und
g(x1,22) = 0. Die Losung u(zq,x2) = sin 2wz sin mae entspricht damit gerade einer Eigenfunktion des
Laplace-Operators mit homogenen Dirichlet-Bedingungen (vgl. Abschnitt 3.2). Die Abbildung 3.1 zeigt
die Losung und den Fehler des Finite-Differenzen-Schemas (vgl. Abschnitt 3.2) bei grober dquidistanter
Schrittweite h = 0.1. Ferner wird der Fehler in der Supremum-Norm in zwei Diagrammen dokumentiert.
In der halblogarithmischen Darstellung erkennt man sehr gut die in Satz 3.7 ermittelte quadratische
Konvergenzordnung. O

Beispiel 3.9. Wir ermitteln die Losung von Problem (3.26) - (3.27) mit g(x1, z2) = 0 und der unstetigen
Quellfunktion f mit f(z1,22) =1 in Qg :=[0.6,0.65] x [0.6,0.65] und f(z1,22) =0 in Q\ Q.

Die FDM-Losung nach Abschnitt 3.2 mit der dquidistanten Schrittweite h = 0.05 ist in Abbildung 3.2 zu
sehen. Trotz der relativ groben Diskretisierung wird die korrekte Losung qualitativ richtig widergespiegelt.
Man kann die Losung u als Temperatur interpretieren. Insbesondere erkennt man die Rolle des Laplace-
Operators, der die im Teilgebiet Qg vorgegebene (unstetige) Wiarmequelle diffusiv verteilt. Man vergleiche
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Abbildung 3.1: Losungs- und Fehlerdarstellung zu Beispiel 3.8 fiir h = 0.1
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Abbildung 3.2: Losungsdarstellung zu Beispiel 3.9 fiir A = 0.05
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hierzu auch Beispiel 3.1 in Abschnitt 3.1. O

Bemerkung 3.10. Fiir die entsprechende Untersuchung der klassischen FDM auf allgemeineren Gebieten
Q C R? bzw. fiir das 2. und 3. RWP verweisen wir wieder auf die Darstellung bei Grofimann/Roos [10],
Abschnitte 2.4.4 bzw. 2.4.5. |



Kapitel 4

Klassische Losungen elliptischer
Randwertprobleme

Im vorliegenden Kapitel iibertragen wir zunéichst den klassischen Losungsbegriff aus dem einfiihrenden
Kapitel zu Zweipunkt-Randwertaufgaben auf elliptische Randwertprobleme (RWP) 2. Ordnung. Eine
geeignete Losbarkeitstheorie kann in Holder-Riumen (vgl. Abschnitt 4.1) formuliert werden, deren Er-
gebnisse wir hier weitgehend nach Gilbarg/ Trudinger [7] skizzieren (vgl. Abschnitt 4.2). Auf Grenzen
des klassischen Losungsbegriffs gehen wir dann in Abschnitt 4.3 ein.

4.1 RAaume stetig differenzierbarer Funktionen

Seien & = (1, ..., Z) ein beliebiger Punkt im R™ und €2 ein beschréinktes Gebiet im R”, d.h. eine offene
und zusammenhingende Punktmenge. ) ist die abgeschlossene Hiille von Q. Mit 92 := Q\ Q bezeichnen
wir den Rand des Gebietes.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen verwenden wir die in Kapitel 2 eingefithrten Rdume stetig differen-
zierbarer Funktionen C™(§2) bzw. C™(2) mit m € No (vgl. H-W. Alt: Lineare Funktionalanalysis [1]
bzw. auch Kap. 5 der Vorlesung Lineare Funktionalanalysis, WS 2005/2006, kurz LFA 05/06).

Mit der punktweisen Addition und Skalarmultiplikation sind diese Rdume linear. Weiterhin gilt folgende
Charakterisierung.

Satz 4.1. Sei Q kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist C™(Q) ein Banach-Raum in
Verbindung mit der Norm

o @y = max sup |D™u(x)], u e O™ (@) (4.1)

Beweis: Der Nachweis der Normeigenschaften ist elementar. Beim Vollstéandigkeitsbeweis benutzt man
insbesondere das Cauchy-Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz von Funktionenfolgen, vgl. Satz 5.5
aus LFA 05/06. O

Es erweist sich, daB der Raum C2?(Q) im mehrdimensionalen Fall n > 2 fiir eine geeignete Losbarkeits-
theorie von elliptischen Randwertproblemen 2. Ordnung nicht ausreichend ist. Hingegen erweisen sich
Holder-Raume als dafiir geeignet.

Definition éi.2. Seien 0 < s < 1 und m eine mclltnegative ganze Zahl. Dann bezeichnet der Holder-
Raum C™#(Q)) die Menge der Funktionen aus C™ () mit

|Deu(z) — Du(y)|
]l ey = Il ey + > sup

z,giyﬂ |f17 — y|s

< 0. (4.2)

la]=m

41
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i i
€156y 1

Abbildung 4.1: Prinzipskizze zur Definition 4.5 der Randglatte

Dann gilt folgende funktionalanalytische Charakterisierung.

Satz 4.3. Sei Q kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist C™%(Q) in Verbindung mit der
in Definition 4.2 definierten Norm Banach-Raum.

Beweis: vgl. HW. Alt [1] bzw. Ubungsaufgabe in LFA 05/06 O
Es gilt insbesondere C™(Q) = C™%(Q). Jedoch ist C™1(Q) # C™*+1(Q), man vergleiche hierzu Beispiel
4.4. Die Holder-Raume C™:*(Q2) "interpolieren” so in gewisser Weise zwischen C™(Q2) und C™+1(Q).

Wir verwenden nun Hoélder-Riume, um die Glditte des Randes OS2 eines beschriankten Gebietes zu be-
schreiben. Fiir das Verstédndnis der nachfolgenden Definition ist das folgende Beispiel niitzlich.

Beispiel 4.4. Seien n =1, @ = (=1,1) und u(x) = |z[*. Dann gilt u € C%*[-1,1]. Fiir s = 1 ist jedoch
u &€ C'[—1,1]. (Ubungsaufgabe) m|

Definition 4.5. FEin beschrinktes Gebiet Q C R"™ gehort zur Klasse C™* mit m € Ng und 0 < s <1,
wenn es endlich viele offene Gebiete B;,i = 1,..., N gibt, so daf§ 0QNB; fiir jeweils i =1, ..., N der Graph
einer C%-Funktion ist und QN B; auf jeweils einer Seite dieses Graphen liegt.

Genauer gelte: Fiir i = 1,...,N gibt es ein euklidisches Koordinatensystem (e, ...,el) im R™, Zahlen

- Ep

ri >0 und h; > 0 sowie eine Funktion f': R"~! — R aus der Klasse C™*, so daff mit den Bezeichnun-
gen

n
xzn = (2t .1k ), x = Zx;ez
j=1
fir x € R™ mit |a", | <r; gilt
rl = fz(xfn) = 1z €
0<al— fi(z') <hi = z€q
0>al, — f'(z') >—hi = z¢q.

Die Gebiete ‘ . o
Bi:={rx e R"| |2, | <ri, |z, — f'(2°)] < hi}, i=1,.,N
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bilden eine endlich offene Uberdeckung des Randes 0.
Speziell heifst ein zur Klasse C%' gehorendes Gebiet Lipschitz-stetig.

Ein Gebiet besitzt ein Randstick T C 02 der Klasse C"™* falls in jedem Punkt zo € T eine Kugel
B = B(xo) mit BN C T und den oben genannten Figenschaften existiert.

Fiir ein Gebiet 2 der Klasse C"* besitzt jeder Punkt 2y € 02 eine Umgebung, in der 0f2 als Graph einer
Funktion aus C"® von n — 1 der Variablen z1, ..., x,, darstellbar ist. Fiir m > 1 gilt auch die Umkehrung
dieser Aussage.

Beispiel 4.6. (i) Kugeln Q = {z € R" : ||z|| < r} gehoren zu C™* fiir beliebige m € Ny, s € (0, 1].
(ii) Die Quadergebiete Q = {x = (21, ...,2n) € R": —00 < a; < ; < b; < 00,4 =1, ...,n} sind Lipschitz-
stetig. (Ubungsaufgabe) O

Definition 4.7. Sei 2 C R"™ ein beschrinktes Gebiet der Klasse C™°. Fine Funktion g : T C Q0 — R
gehort dann zur Menge C™5(T'), wenn g o fl-_l € C"™¥(BNORY) fir jeden Punkt xg € T gilt. Dabei
entspricht f; der in Definition 4.5 eingefiihrten Funktion zur lokalen Beschreibung des Randsticks T in
Umgebung von xo. Ferner ist B eine geeignete Umgebung von xg.

Eine wichtige Folgerung bezieht sich auf die Fortsetzbarkeit von Funktionen: Fiir ein Gebiet Q aus der
Klasse C™® mit m > 1 ist jede Funktion g € C™?*(90Q) zu einer Funktion g € C™*() fortsetzbar.
Umgekehrt besitzt eine Funktion g € C™°(Q) Randwerte g € C™*(9Q) (vgl. Gilbarg/ Trudinger [7],
Lemma 6.38).

Fiir Gebiete 2 C R™ mit wenigstens Lipschitz-stetigem Rand 92 definiert man in {iblicher Weise ein
(n—1)—dimensionales Lebesguesches Oberflichenma$ 0,1 (vgl. z.B. H.W. Alt [1], Kap. 1). In fast allen
Punkten = € 9 (beziiglich des (n — 1)—dimensionalen Oberflichenmafes) besitzt ein derartiges Gebiet
einen eindeutig bestimmten dufleren Normaleneinheitsvektor v = (14, ..., v,)*. Dann gilt der folgende fiir
viele weitere Betrachtungen grundlegende Satz.

Lemma 4.8. (Gauflscher Integralsatz) _
Fiir jeden Vektor (uq,...,un)* von Funktionen u; € C1(Q) N C(Q) gilt auf einem beschrinkten Gebiet

mit Lipschitz-stetigem Rand
n an / n
dr = uil/idO'n_l. (43)
/Q i Oz 09 ;

4.2 Klassische Losungen elliptischer RWP

Im Verlauf dieser Vorlesung untersuchen wir in einem beschrinkten Gebiet 2 C R™ Randwertprobleme
fiir lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

~ 2y " u
(Lu)(z) := — Z ai;(x) 828@ (x) + Z bj(x)g—xj(x) +e(x)u(x) = f(z), =€ (4.4)

4,J=1 Jj=1

bei gegebenen Funktionen a;; = a;i,b5,¢, f : @ — R, 4,7 = 1,...,n. Einfachster und zugleich wichtiger
Spezialfall von (4.4) ist die in Kapitel 3 behandelte Poisson-Gleichung mit a;; = d;; sowie b; = ¢ = 0 fiir
i,j=1,...,n.

Definition 4.9. Der Differentialoperator L aus (4.4) heifst gleichmiBig elliptisch auf dem Gebiet Q C
R", falls eine Konstante X\ > 0 existiert mit

n

> ai(@)6g =AY &, VYreQ, YEeR™

i,j=1 i=1
Definition 4.10. Bei gegebener Funktion g : 02 — R heifst das Problem

(Lu)(z) = f(x), =€ u(z) =g(z), =z €0 (4.5)
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Dirichletsches Randwertproblem (oder 1. Randwertaufgabe).

Definition 4.11. Fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R™ der Klasse C** mit s € (0,1] und hinreichend
glatte Daten gemdf

aij = aji,bj,c, f € C%(Q), 0,5 =1,...,n; 3G€C**(Q): gloa =g (4.6)

heifit u € C%4(Q) klassische Losung des Dirichletschen Randwertproblems (4.5) genau dann, wenn die
Gleichungen (4.5) punktweise auf Q bzw. OQ erfillt sind.

Es kann gezeigt werden, dal der (gegeniiber Definition 4.11) abgeschwichte klassische Losungsbegriff
u € C%(Q)NC(Q) nicht fiir eine geeignete Losbarkeitstheorie fiir das Randwertproblem (4.5) ausreichend
ist. Von Schauder stammt eine entsprechende Existenztheorie in Holder-Riumen C%4(Q) mit s € (0,1)
(vegl. z.B. Gilbarg/ Trudinger [7], Kap. 6). Insbesondere gilt folgender Alternativsatz, den wir bereits fiir
den eindimensionalen Fall in Kapitel 1 besprochen hatten.

Satz 4.12. Unter den Voraussetzungen der Definition 4.11 gilt fiir die Lisbarkeit des Randwertproblems
(4.5) bei gleichmdflig elliptischem Operator L die folgende Fredholm-Alternative:
Es gilt genau einer der Fille (i) oder (ii).
(i) Das homogene RWP
(Lu)(z) =0 in @ wu(z)=0 auf 00

hat nur die triviale Losung. Dann besitzt das inhomogene RWP
(Lu)(@) = f(z) in @ u(x)=g(z) auf 9

eine und nur eine klassische Losung u € C%5(Q) fir beliebige Daten f und g gemdp (4.6).

(ii) Das homogene Problem hat nichttriviale Lisungen, die einen endlichdimensionalen Teilraum von
C%3(Q) bilden.

Beweis: vgl. Gilbarg/ Trudinger 7], Theorem 6.15 O
Wir suchen nun (wie bereits im eindimensionalen Fall in Kapitel 1) nach hinreichenden Bedingungen fiir
die Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblems (4.5) oder alternativ dafiir, dafl das entsprechende

homogene Problem nur die triviale Losung besitzt. Dazu kann man den folgenden Vergleichssatz benut-
zen, der aus dem Maximum-Prinzip folgt.

Satz 4.13. Sei Q) C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit mindestens Lipschitz-stetigem Rand. Der Diffe-

rentialoperator L aus (4.4) sei gleichmdfig elliptisch, ferner sei c(z) > 0. Fir zwei Funktionen U,V €
C2(Q)NO(Q) gelte

(LU)(x)

U(x)

(LV)(z) VzeQ

<
< V(z) Vo € 0.

Dann folgt U(z) < V(z) fiir alle Punkte z € (0.
Beweis: Die Behauptung ist eine Folgerung aus dem nachstehenden Maximum-Minimum Prinzip.

Fir die Daten des Operators L seien die Voraussetzungen von Satz 4.13 erfillt. Fir die Funktion u €
C?(Q) N C(Q) gelten dann folgende Aussagen:

(i) Aus (Lu)(z) <0 folgt u(x) < max{0; max,con u(x)}.

(i1) Aus (Lu)(x) > 0 folgt w(z) > min{0; mingesn u(z)}.

(Beweis: vgl. Ubungsaufgabe - erfolgt analog zum eindimensionalen Fall) |
Als Folgerung ergibt sich die gesuchte Existenzaussage.

Satz 4.14. Unter den Voraussetzungen der Definition 4.11 und des Satzes 4.13 gibt es eine und nur
eine klassische Losung des RWP (4.5).
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Nach einem Resultat von J.H. Michael (vgl. J. Diff. Equat. 23 (1977), 1-29) kann man das Resultat
von Satz 4.14 abschwichen auf einen Losungsbegriff in C%4(Q) N C(Q) statt in C%*(Q). Dabei benétigt
man lediglich die Lipschitz-Stetigkeit des Randes des Gebietes sowie die Existenz einer Fortsetzung g €
C%s(Q) N C(Q) fiir die Randwerte g.

Statt des Dirichletschen Randwertproblems kann man auch andere Randwertaufgaben fiir Gleichung (4.4)
betrachten. Sei vereinfachend Q ein Gebiet der Klasse C?*. Ein relativ allgemeiner Fall wird durch die
Randbedingung

(Bu)(z) = 3 Bila) o (@) +A(a)u(a) = g(a), @ € 00 (17)
i=1 ’

beschrieben. Fiir v(z) = 1, Bi(z) = 0,i = 1,...,n erhalten wir wieder die Dirichlet-Bedingung. Wir
nehmen nun an, daf} die Normalenkomponente des Vektors 8 = (;)* nicht verschwindet, d.h.

|(B-v)(z)] == > >0, x€0f. (4.8)

> Bi(z)vi(x)
=1

Dann gilt analog zu Satz 4.14 der folgende Existenzsatz.

Satz 4.15. Fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R™ der Klasse C%* mit s € (0,1] und hinreichend glatte
Daten gemdfs _ _
aij,bj,c, f € C¥*(Q); 3G CH(Q):glon=g

sowte

v, B € C1#(09)

sei der Operator L aus (4.4) gleichmdfig elliptisch auf Q. Ferner gelte c¢(x) > 0, Ungleichung (4.8)
sowie y(B - v)(x) > 0 auf 0. Dann existiert eine und nur eine klassische Léosung u € C%5(Q) des
Randwertproblems (4.4),(4.7).

Beweis: vgl. Gilbarg/Trudinger [7], Theorem 6.31 O

Fiir die Poisson-Gleichung gelte § = v. Dann heiflen die speziellen Randwertprobleme mit

%(m) = ; vi(@) ggi (z) = g(x), = €00 (4.9)
bzw. 5
8—3(1:) +y(x)u(z) = g(x), z €N (4.10)

Neumannsches Randwertproblem (oder 2. Randwertproblem) bzw. Robinsches Randwertproblem (oder
3. Randwertproblem) fiir die Poisson-Gleichung. Im Beispiel 6.19 in Kapitel 6 findet man eine gewisse
anschauliche Interpretation von Randbedingungen 2. und 3. Art.

4.3 Grenzen des klassischen Losungsbegriffs

Wir hatten in Abschnitt 4.2 gesehen, daf} es fiir lineare elliptische RWP 2. Ordnung eine aus mathemati-
scher Sicht durchaus befriedigende klassische Ldsbarkeitstheorie in geeigneten Holder-Réumen gibt. Fiir
den Prototyp dieser Problemklasse, das Poisson-Problem, kann man ferner in Spezialfillen fiir viele Be-
lange niitzliche Losungsformeln in Reihenform (vgl. Kap. 3) oder auch in Integralform (Potentialtheorie,
vgl. zum Beispiel W. Hackbusch [11]) angeben.

Der klassische Losungsbegriff fiir elliptische RWP ist aber sehr stark einschrinkend. So ist er fiir das
Dirichletsche RWP der Poisson-Gleichung

—(Au)(x) = f(x), =€ u(z) =g(z), =€



46 KAPITEL 4. KLASSISCHE LOSUNGEN ELLIPTISCHER RANDWERTPROBLEME

schon nicht mehr anwendbar, wenn die rechte Seite f oder die Randwerte g nicht stetig sind. Diese Daten
des Problems stellen aber gerade bestimmte Quellterme des Diffusions-Modells dar, die in Anwendungen
nicht mehr stetig sein miissen. Man vergleiche hierzu das Beispiel 3.9.

Oft ist in praxisrelevanten Aufgaben auch die Modellierung mit konstanten Koeffizienten nicht adaquat.
In inhomogenen Medien betrachtet man so oft das verfeinerte Diffusionsmodell

_Z 8. (a(“’)aug(f)) = f(x), z€Q  ul@)=gx), zedQ,

bei dem der Diffusionskoeffizient a(-) in der Regel nicht konstant und etwa durch unterschiedliche Mate-
rialeigenschaften nicht einmal stetig sein mu$f.

Aus derartigen Griinden ist die Suche nach einem verallgemeinerten Losungsbegriff sinnvoll, der eine we-
sentliche Abschwéichung der Voraussetzungen an die Daten ermoglicht. Zugleich soll dieser Begriff mit der
physikalischen Modellbildung (zum Beispiel Extremalprinzipien und Erhaltungssitzen) vertriglich sein.
Dies fithrt auf die abgeschwichte Formulierung elliptischer RWP 2. Ordnung als Variationsgleichungen.
Dies hatten wir bereits fiir den eindimensionalen Fall formal in Abschnitt 1.5 besprochen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt bezieht sich auf die diskrete Approximation der Losungen. Die in Abschnitt
3.3 betrachteten Finite-Differenzen-Verfahren (FDM) sind einerseits im Prinzip an eine sehr spezielle
Gitterkonstruktion (sogenannte ”kartesische Gitter”) und an eine einfache Geometrie des betrachteten
Losungsgebietes gebunden. Jede Transformation auf kompliziertere Gebiete ist technisch sehr aufwendig.
Andererseits sind bei der mathematischen Analyse dieser Verfahren sehr starke Forderungen an die klas-
sische Differenzierbarkeit der Losung zu stellen, um brauchbare Konvergenzabschétzungen zu erhalten.

Es wird sich zeigen, dafl der zu entwickelnde verallgemeinerte Losungsbegriff in natiirlicher Weise auf
diskrete Naherungsverfahren, sogenannte Galerkin- Verfahren, fithrt. Man hat zwar inzwischen auch fiir
kompliziertere Probleme und Gebiete geeignete Anpassungen der FDM konstruiert, die auch erhebliche
Abschwiichungen des Losungsbegriffes erlauben. Die dabei genutzten Ideen sind aber nicht so grundsétz-
lich von der in dieser Vorlesung verfolgten Idee der Galerkin-Verfahren entfernt.



Kapitel 5

Verallgemeinerte Losungen
elliptischer RWP 2. Ordnung

Der klassische Losungsbegriff fiir RWP elliptischer Differentialgleichungen ist aus verschiedenen Griinden
nicht ausreichend (vgl. Abschn. 4.3). Gegenstand dieses Abschnitts ist daher die Formulierung verallge-
meinerter Aufgabenstellungen derartiger Probleme (vgl. Abschn. 5.2). Dazu stellen wir geeignete Funk-
tionenrdume bereit (vgl. Abschn. 5.1). Die Darstellung zu letzterem Abschnitt wird dabei bewufit knapp
gehalten. Genauere Darstellungen findet man in dem Buch von H-W. Alt [1] sowie in den Abschnitten
6-8 bzw. 14 der Vorlesung Lineare Funktionalanalysis vom WS 05/06 (kurz LFA 05/06).

5.1 Angepafite Funktionenriume

Wir stellen zunéchst grundlegende Aussagen iiber angepafite Funktionenraume zusammen. Dabei werden
Grundkenntnisse der Maf- und Integrationstheorie, insbesondere des Lebesgue-Mafles, vorausgesetzt. Ei-
ne Zusammenfassung findet man zum Beispiel bei H.-W. Alt [1] im Anhang A.1. Bei der Darstellung iiber
angepaflte Funktionenriume wird weitestgehend auf Beweise verzichtet.

(i) LP—Rdume

Sei 2 C R eine mefibare (nicht norwendig beschrinkte) Punktmenge. Zueinander dquivalente integrier-
bare Funktionen, d.h. sie unterscheiden sich nur auf einer Menge vom Maf} 0, fafit man jeweils zu einer
Aquivalenzklasse zusammen.

Definition 5.1. (i) Die Menge LP(2) mit 1 < p < oo bezeichnet die Menge aller Aquivalenzklassen
mefbarer Funktionen u : Q@ — R mit

oo = ( [ |u<w>|pdx)l/p < oo. (5.1)

(i) Die Menge von Aquivalenzklassen der auf © wesentlich beschréinkten Funktionen st
L*(Q) :=={u: Q= R mefbar | IM < oo : |u(z)| < M fi. in Q}
mit
ess maxzeq|u(z)| = vral maxzeqlu(z)| := inf M. (5.2)

Bei beschrinkter Punktmenge € ist der Raum L>°(Q2) offenbar Teilmenge aller Rdume LP () fiir beliebige
Zahlen p € [1, 00).

Fiir p € [1, 00] ist die Menge LP(€2) ist ein linearer Raum. Dazu fithrt man Addition und Skalarmultiplikation
jeweils fiir Repriasentanten der entsprechenden Aquivalenzklassen ein. Diese Operationen sind unabhéngig
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von der Auswahl der Reprédsentanten. Das Nullelement in LP(2) entspricht dann der Aquivalenzklasse
der f.i. auf Q verschwindenden Funktionen.

Mit den Ausdriicken (5.1) bzw. (5.2) ist LP(Q2) normierter Raum. Fiir verschiedene Abschiitzungen sind
folgende Ungleichungen oft niitzlich, insbesondere ist Aussage (iii) die Dreiecksungleichung in LP(€2).

Lemma 5.2. (i) Firu e LP(Q) und v € LY(Q) mit 1/p+1/g=1 und 1 < p,q < oo gilt die Holdersche

Ungleichung
/ u(z)v(x)dz
Q

(i1) Fiir u; € LPi(Q) mit Zi\il 1/pi =1 und1 < p; < oo gilt die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung

‘/Hul dz

(11i) Fiir u,v € LP(Q) mit 1 < p < oo gilt die Minkowskische Ungleichung

< lull ey llvll Loy - (5.3)

N
< H [will i () (5.4)
i=1

[u+vllLr) < llullr@) + [[0llLr)- (5.5)

Beweis: vgl. Vorlesung LFA 99/00, Lemmata 6.13 bzw. 6.14 a

Satz 5.3. Die Menge LP(Q) der Lebesque-integrierbaren Funktionen ist Banach-Raum beziiglich der Norm
(fq, lu(x |pd:1:) p, 1<p<oo

[ull o) = (5.6)
vrai maxgeqlu(z)], p=o0.

Beweis: vgl. Vorlesung LFA 05/06, Satz 6.15 |

(i1) Mittelungsverfahren von Sobolev

Zur Einfithrung der fiir eine verallgemeinerte Losungstheorie partieller Differentialgleichungen erforderli-
chen Sobolev-Rdume benotigen wir dichte Teilmengen der Lebesgue-Réume reellwertiger Funktionen {iber
mefB3baren Mengen Q2 C R™.

Definition 5.4. (i) Fir eine Funktion u : Q — R bezeichnet man als Tréger von u die Menge

supp u = {z|r € Q: u(zx) #0}.

(ii) Eine Funktion heifit finit, wenn ihr Trdger beschrinkt ist und im Gebiet Q liegt.
(1ii) C§°(2) ist die Menge der beziiglich QY finiten und unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen.

Beispiel 5.5. Im Raum R" gehort die Funktion

w(m)—{OeXp(_l_—lﬂ)’ Irl <1 , T2::ixf.

0 Ir] > 1 i=1

offenbar zu C§°(R™) mit supp w = {z € R™ : |z] < 1} (vgl. Abb. 5.1). Die Konstante C' wird so

normiert, dafl
/ w(z)dx = / w(z)dx = 1.
" lzll<1

wp(x) = h—ln w (%) ) h > 0.

Fiir hinreichend kleine Werte von || k|| gehort dann wy, zu C§°(€2). Ferner folgt nach kurzer Rechnung mit

yi =xj/h,j=1,..,n, dafl
/ wp(z)dx = 1.

Ferner sei
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Abbildung 5.2: Sobolevsches Mittelungsverfahren fiir u(z) = |z|5, |z| < 1; u(z) = 0, |z| > 1

Beispiel 5.6. (Mittelungsverfahren von Sobolev)
Die Funktion u gehore zu LP(2). Man setzt u aulerhalb von € mit Null fort. Die so entstehende Funktion
wird weiterhin mit u bezeichnet. Die Sobolevsche Mittelungsfunktion wird dann definiert durch

i) = [ we =) e dy= [ ate—h) o) dy

bzw. nach Koordinatentransformation z := x — hy durch

up(x) := /n u(z) w (m ; Z) % = /Hz—z||§hWh(x —z) u(z) dz.

Offenbar tragen zur Bildung von uy(x) nur die Werte von u mit ||y — z|| < h bei.

Abbildung 5.2 zeigt die Sobolevsche Mittelungsfunktion fiir eine unstetige Funktion im eindimensionalen
Fall bei verschiedenen Werten von h. Man erkennt die Konvergenz fiir h — 0 gegen die Ausgangsfunktion,
vgl. hierzu die Aussage von Lemma 5.7. o

Insbesondere gilt das folgende wichtige Resultat.

Lemma 5.7. Seiu € LP(Q) mit 1 < p < oo. Setzt man u auferhald von Q mit Null fort, so sind die
Funktionen up(x) mit h > 0 beliebig oft differenzierbar. Ferner ist u, € LP(Q) und es gilt

llunllzr ) < llullze), %13% lu — un|lLe @y = 0. (5.7)

Beweis: vgl. Ubungsaufgabe zur Vorlesung LFA 05/06 O
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Fiir Beweisaussagen in Rdumen verallgemeinert differenzierbarer Funktionen arbeitet man sehr oft mit
den folgenden Resultaten. Insbesondere erlaubt die Aussage (ii), kiinftig verschiedentlich mit beliebig oft
differenzierbaren Funktionen zu operieren und dann einen Dichteschlufl in LP(£2) auszufiihren.

Lemma 5.8. (Dichte Teilmengen von LP(2))
(i) Die stetigen und finiten Funktionen liegen dicht in LP(Q) fiir 1 < p < oco.

(i1) Die Menge C§°(QY) ist dicht in LP(Q).
Beweis: vgl. Lemma 7.3 und Satz 7.8 der Vorlesung LFA 05/06 O
(i11) Verallgemeinerte Ableitungen

Definition 5.9. Fir meflbare Funktionen und beschrinkte Gebiete Q bezeichnet
L () = {’U : Q — R mefbar: / [v(z)| dx < oo YA CC Q}
A

die Menge der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen. A CC B heif$t dabei, daff A abgeschlossen ist

und A C B gilt.

Bemerkung 5.10. Fiir beschrinkte Gebiete 2 gelten folgende Mengeninklusionen mit k € Ng, p > 1:
C() cCF(Q) Cc L>®(Q) Cc LP(Q) c L' Q) C L},.(Q). O

Fiir die weiteren Ausfiithrungen benétigen wir die grundlegende Regel der partiellen Integration (vel.
Lemma 4.8) in folgender Form fiir u € C*(Q) und beliebige Testfunktionen v € C°(£2):

ou
Q 8171

v dz = —/ u@ dz, i=1,...,n. (5.8)
Q 8$Z

Nach der Holderschen Ungleichung ergeben die Integrale in (5.8) noch Sinn fiir u, g—;i €L (D).

loc

Definition 5.11. Gilt fiir eine Funktion w; € L}, (Q) die Aussage

loc

/wiv dx = —/ u Ov dz, Yo e C5° (), (5.9)
Q o Oz

so heifst sie verallgemeinerte erste Ableitung von u € L}, .(Q) in z;—Richtung. Man schreibt w; = %.

Man kann einfach zeigen, dafl verallgemeinerte Ableitungen bis auf eine Menge vom Mafl Null eindeutig
bestimmt sind. Induktiv definiert man dann (unter Verwendung der Multiindexschreibweise) verallgemei-
nerte Ableitungen hdherer Ordnung.

Definition 5.12. Gilt fir eine Funktion w, € L}, .(Q) die Aussage

/wav doe = (—1)‘a|/uDO‘U dx Yv € C§° (), (5.10)
Q Q

so heift sie verallgemeinerte Ableitung D®u von u € L}, .(Q). Man schreibt w, = Du.

Beispiele 5.13. (i) Man iiberlegt sich leicht, daB fiir u € CI°l(Q) die "klassischen” (stetigen) und
verallgemeinerten Ableitungen auf {2 {ibereinstimmen.

(ii) Sei Q@ € R™ beschrinkt, 9Q € C%! und gelte

Q= ﬁi; QiﬂQj:@, Z#], 8(21-600’1, i=1,..,1.

-

=1

Sei ferner u € C*(Q2) und Du stiickweise stetig differenzierbar, so daf fiir || < k + 1 gilt

D%ulg, € C(Q;); D®u stetig fortsetzbar auf Q;,i=1,...,I.
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A‘i

Abbildung 5.3: Finite-Elemente- Ansatzfunktionen iiber Dreiecksnetz im 2D-Fall

Dann ist v, mit v]o, = D% mit |a] < k4 1 verallgemeinerte Ableitung von wu.

Dieses Beispiel ist fiir die Ndherungslosung elliptischer RWP mit Finite-Elemente-Verfahren von Be-
deutung. Abbildung 5.3 zeigt die einfachsten Basisfunktion (”Hut-Funktionen”) im zweidimensionalen
Fall. Sie sind iiber jedem ”finiten Element” ; (hier: Dreieck) beliebig glatt, jedoch global (d.h. iiber
der Vereinigung der finiten Elemente) stetig. Uber die Elementkanten sind die Funktionen nicht klassisch
differenzierbar, jedoch sind diese Funktionen verallgemeinert differenzierbar. O

Definition 5.14. Fir 1 < p < oo ist der Sobolev-Raum der Funktionen mit verallgemeinerten und zur
p—ten Potenz auf Q integrierbaren Ableitungen bis zur Ordnung k € Ny definiert durch

WHhP(Q) := {v € LP(Q) : 3ID% € LP(Q), Ya:|a| < k}. (5.11)
Satz 5.15. Sei () beschrinktes Gebiet im R™. Dann ist der Raum W*P(Q) Banach-Raum mit der Norm

1/p
(E\a|§k HDauHIZ,p(Q)> , 1<p<o

[ullwer@) == (5.12)

ngkHDQUHLw(Q), p=x

Beweis: vgl. Satz 7.25 der Vorlesung LFA 05/06 a
Definition 5.16. Wok’p(ﬂ) ist der Abschluf der Menge C§°(2) in der Norm || - ||y (q)-

Bemerkung 5.17. Man kann zeigen, dafl der Sobolev-Raum W*?(Q) bei hinreichend glattem Rand
00 gleich dem Abschlufl der Menge C°°(£2) der auf € unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen
in der Norm von W*?(Q) ist (vgl. z.B. E. Zeidler [25], Abschn. 21.4d). ad

Satz 5.18. Der Raum Wéc’p(Q) ist fir 1 < p < oo Banach-Raum mit der Norm || - [ w.»(q)-
Beweis: vgl. Satz 7.28 der Vorlesung LFA 05/06 a

Fiir Anwendungen auf lineare partielle Differentialgleichungen spielt der Fall p = 2 eine wesentliche Rolle.
Hier gilt sogar folgende Charakterisierung.

Satz 5.19. Die Riume W™2(Q) und Wy**(Q) sind Hilbert-Riume mit dem Skalarprodukt

(U, v)wm2(qQ) = Z D*uD%v dzx.

0<a]<m &

Beweis: vgl. Satz 8.9 der Vorlesung LFA 05/06 ]
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5.2 Vertiefende Aussagen iiber Sobolev-Riume

In diesem Abschnitt stellen wir einige tieferliegende Aussagen iiber Sobolev—R&dume zusammen, die wir
an verschiedenen Stellen der Vorlesung zur mathematischen Formulierung und Analyse verallgemeinerter
Aufgabenstellungen elliptischer RWP bendttigen. Gegenstand und zeitlicher Rahmen der Vorlesung ge-
statten eine Darstellung der instruktiven Beweise verschiedener Aussagen leider nicht, so dal auch hier
auf entsprechende Literatur verwiesen wird.

(i) Verallgemeinerte Randwerte

Die Formulierung verallgemeinerter Aufgabenstellungen fiir elliptische RWP erfordert eine geeignete De-
finition von Randwerten fiir Funktionen aus den Sobolev—Riumen W#P?(Q). Das Problem ist nicht tri-
vial, da der Rand 0f) eines Lipschitz-stetigen Gebietes 2 C R" eine Menge vom Mafl 0 beziiglich des
n—dimensionalen Lebesgueschen Mafles ist. Werte von Funktionen aus W#?(Q) sind aber nur bis auf
eine Menge vom Maf} 0 bestimmt.

Definition 5.20. Fir ein beschrinktes Gebiet @ C R™ mit Lipschitz-stetigem Rand 02 wird fir
1 < p < oo definiert

1/p
LP(09Q) := {v: 92 — R meBbar | [[v||Lra0) := (/ |u(z)P ds) < o0} (5.13)
o0

Mit der Norm || - || Lr(a) wird der Raum LP(992) zum Banach-Raum. Sinngeméf definieren wir auch den
Raum L*°(99), der mit der Norm

[Vl (a0) = sup ess;caqlv(z)] (5.14)
ebenfalls Banach-Raum ist.

Der folgende Satz zeigt, dafl Funktionen aus Sobolev-Riumen tatsichlich verallgemeinerte Randwerte
zugeordnet werden kénnen.

Satz 5.21. Fir ein beschrinktes Gebiet Q C R™ mit Lipschitz—stetigem Rand 092 sowie 1 < p < oo
existiert eine Konstante C > 0, so daf fiir alle Punktionen v € WP(Q) gilt

[vllrr@0) < Cllvllwe ). (5.15)
Beweis: vgl. H.W. Alt: Lineare Funktionalanalysis, Satz A 5.7 o
Durch (5.15) wird eine lineare, stetige Abbildung

v WHP(Q) — LP(09), (5.16)

die sogenannte Spurabbildung, motiviert. Die Menge der Werte yv von v € W1?(2) heiit auch Spur von
v, (5.15) wird als Spurungleichung bezeichnet.

Die angegebene Abbildung ist nicht surjektiv. Der Bildraum des Spurraums -~ wird fiir p = 2 auch
durch H'/2(99) bezeichnet. Hinsichtlich einer priizisen Einfithrung von Randriumen H*(9Q) mit s €
R im rdumlich zweidimensionalen Fall sei auf die Monographie von R. Kref§ [14], Kap. 8 verwiesen.
Die Definition erfolgt hier iiber das (durch s definierte) Abklingverhalten von Fourier-Koeffizienten bei
Reihenentwicklung der Randfunktion.

Fiir die Herleitung verallgemeinerter Aufgabenstellungen elliptischer RWP benétigen wir die folgende
Verallgemeinerung der Regel der partiellen Integration.

Lemma 5.22. Fir ein beschrinktes Gebiet @ C R™ mit Lipschitz-stetigem Rand 0) und Funktionen
u e Whr(Q), v e WH4(Q) mit 1 < p,q < oo und 1—17 + % =1 gilt fiir alle Multiindizes o mit |o] = 1, daff

/ D% v dx = —/ u D% d:v—i—/ UV vy ds. (5.17)
Q Q o9
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Dabei ist v = (vy) der (fast iberall existierende) duflere Normaleneinheitsvektor auf OS).

Beweis: Dies ist eine Folgerung aus der klassischen Regel der partiellen Integration durch Grenziibergang
in WHP(Q) bzw. W14(Q), sofern der Rand 09 aus C? ist. Die Erweiterung auf Lipschitz-stetige Gebiete
findet sich z.B. bei H'W. Alt [1], Satz A 5.9. O

(i) Aquivalente Normierungen von W12(Q)
Definition 5.23. Fine Abbildung f : X — R heifit stetige Linearform auf X, falls

2 2
f(z Oél"Ui) = Zaif(vi), Yv; € X, Vo, € R, 1=1,2,
=1 =1

IM >0: |f(v)] < M| x, Yo € X.
Definition 5.24. Fine Abbildung a : X x X — R heifit stetige Bilinearform auf X, falls

2 2
a(z QiU v) = Zaia(ui,v), Yu;,v € X, Yoy, € R, i =1,2,
i=1 i=1

2 2
a(u, Zﬁivi) = Zﬁia(u,vi), Vu,v; € X, V3, € R, i=1,2,
i=1 i=1

3K >0: |a(u,v)] < Kllu| x||v|lx, Vu,v € X.

Fiir die Existenztheorie verallgemeinerter Lésungen verschiedener elliptischer Randwertprobleme 2. Ord-
nung benstigen wir Normen auf W12(2), die zur Standardnorm #quivalent sind. Hilfreich ist dazu das
folgende Resultat.

Lemma 5.25. Sei Q2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0S). Ferner seien
A( ) s WE(Q) x WH(Q) - R (5.18)
eine stetige, symmetrische Bilinearform mit A(v,v) > 0 fiir alle v € W12(Q) sowie F(-) : WH2(Q) - R
eine stetige Linearform. Ferner gelte
A(1,1) +|F(1)] > 0.
Dann ist die Norm ||| - ||| mit
vl = [vlwre@) + VA, v) + [F(v)] (5.19)

auf WH2(Q) dquivalent zur Standardnorm

1/2
I lwsaey o= (1 Bz + - I2ey) - (5:20)

Beweis: vgl. H. Triebel [22], Satz 28.2. (A.a.O. findet man den Beweis fiir den Fall Q € C%°. Der Fall
Lipschitz-stetiger Fall kann durch einen technisch aufwendigen Grenziibergang, bei dem 2 durch eine
geeignete Folge C'1i%—glatter Gebiete approximiert wird, bewiesen werden.) O

Insbesondere erhalten wir bei Anwendung von Lemma 5.25 folgenden

Satz 5.26. Sei Q2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0X2. Dann sind die folgenden
Normen dquivalent zur Standardnorm || - [|y1.2(q)

(5.21)

loll = lelwragey + | | s
o0

el = Mwmmyqlgdx (5.22)

1/2
ehwracey + ([ all? ds) (5.23)
I

il
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falls Ty C 09Q, meas,—1(T'1) >0, n € L®(T1), n > 0 auf Ty sowie

1/2
ol = folwrsey + ( / nlol? dx) , (5.24)
1

falls Q1 C Q, meas, (1) >0, n € L*(Q1), n >0 auf Q.

Beweis: Folgerung aus Lemma 5.25 ]

5.3 Verallgemeinerte RWP der Poisson-Gleichung

(i) Dirichletsches RWP der Poisson-Gleichung

Wir betrachten zunéchst das homogene Dirichletsche RWP fiir die Poisson-Gleichung

"L 9%u
(B0 == 556 = f@. <9 (5.25)
=1
u(z) = 0, x €00 (5.26)

in einem Gebiet  im R™ mit dem Lipschitz-stetigen Rand 0f).

Nach Multiplikation der Differentialgleichung (5.25) mit einer beliebigen Testfunktion v € C§°(£2) und
Integration iiber das Gebiet €2 erhalten wir

—Z/ﬂ w)dr = [ f)o(e)da

Nun wendet man auf der linken Seite die Regel der partiellen Integration an:

ou ov ou
— x)dxr = /—x—xd:c—/ vul-ds>.
Z/Q z; ( Q &Ci( )aﬂﬁz( ) o0 0zi

1=

Da die Testfunktion auf dem Rand punktweise verschwindet, fillt das Randintegral weg. Damit folgt

Z/ 7 dx—/f dz, Vv e C5o(9Q). (5.27)

Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen Gleichung (5.27) noch sinnvoll bleibt. Per Definition ist der
Raum C§°(Q) dicht im Hilbert-Raum X := W, *(Q). Wir definieren auf X x X die Bilinearform

a(u,v) /Z oz, 8171 x)dx (5.28)

sowie auf X die Linearform

fv):= A f(@)v(z)dx. (5.29)

Lemma 5.27. Seien Q C R™ beschrinktes Gebiet sowie f € L*(Q). Dann sind durch (5.29) bzw. (5.28)
eine beschrinkte Linearform bzw. beschrinkte Bilinearform auf X bzw. X x X definiert.

Beweis: Die Linearitidt von f bzw. a folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des Lebesgue-Integrals.
Die Beschranktheit von f folgt mittels Holderscher Ungleichung aus

Lf) < N fllezyllvll ey < Ifllz2@)llvllwiz)-



5.3. VERALLGEMEINERTE RWP DER POISSON-GLEICHUNG 95

Die Beschriinktheit von a ergibt sich iiber die Holdersche Ungleichung sowie Satz 5.26, Formel (5.21) aus
n 2
(3| o) (z [l )

KJullwrz@) lvllw2@)-
Man kann nun in der Formulierung (5.27) zu Elementen u,v € X {ibergehen. Seien dazu (u,) und (vy,)
Folgen in C§°(£2) mit den Grenzwerten u,v € X. Dann gilt nach Nullergéinzung

IN

la(u, v)]

u
ox; Oz;

IN

|a(tn,vn) —alu,v)] = |a(up —u,vy,) + alu, v, — v)|
< K ([lun —ullxllonllx + lJullx]lon = vllx) — 0, n—o0
[f(n) = f)] < 1fl2@llon —vlx =0, n—oc.

Diese Vorbetrachtungen motivieren dann die nachfolgende

Definition 5.28. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des homogenen Dirichletschen RWP der
Poisson-Gleichung bezeichnet man

Finde ue X :  a(u,v) = f(v), WYweX. (5.30)

Die Losung u € X heifit verallgemeinerte Losung des 1. RWP (5.25),(5.26).

Fiir den Fall inhomogener Dirichletscher Randbedingungen u(z) = g(x),z € 0 sei g € W12(Q) eine
geeignete Fortsetzung, fiir die nach Satz 5.21 gilt v§ = g. Wir betrachten nun U :=u—§ € X = Wol’2(Q).
Die entsprechende verallgemeinerte Aufgabenstellung fiir U lautet dann

Finde U € Wy () :  a(U,v) = f(v)
mit a(-,-) geméf (5.28) und
f(v) = f(v) = a(g,v).
Offenbar ist 3
[f@) < [f@)]+a(@ )] < (Iflz2@ + Kldllwr2 @) vlweg)-

Die urspriingliche Losung ergibt sich dann aus v = U + §. Damit tibertréigt sich die Aussage von Lemma
5.27 auch auf den Fall inhomogener Dirichletscher Randwerte.

(ii) Neumannsches und Robinsches RWP der Poisson-Gleichung
Wir betrachten jetzt das folgende Neumannsche bzw. Robinsche RWP

—(Au)(z) = - jl %(m) = f(z), z€Q (5.31)
Z Bu- (@)vi(x) + h(2)u(z) = g(x), x € 0N (5.32)

im Gebiet Q im R"™ mit dem Rand 9Q € C*. Dabei ist v(x) = (v;)", der #uBere Normaleneinheitsvektor
auf dem Rand. Fiir h = 0 spricht man vom Neumann-Problem, fiir A > 0 mit h # 0 vom Robin-Prblem.

Multiplikation der Gleichung (5.31) mit einer beliebigen Testfunktion v € C°°(Q), Integration iiber das
Gebiet ) sowie partielle Integration der linken Seite liefern

- 0%u 2 (/ ov / ou >
— —(z = dx — vy; ds | .
;\/g‘z (9&612( —y Q 8$1 afl;l( ) 50 8$i

K3
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Im Randintegral auf der rechten Seite ergibt sich mittels Randbedingung (5.32)

- 8%u
_;/Q 8—$$( ) do = Z/ 3171 3% )dx_/asz (—hu +g) (x)v(z) ds.

Wir gelangen damit durch Umordnung zu

Z/ﬂ gg (‘;9; dI—l—/aﬂ huv ds = /Q fo da:—l—/aﬂgv ds, Yve C®(Q). (5.33)
i=1 v

Wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Formulierung (5.33) noch sinnvoll bleibt. Nach
Bemerkung 5.17 ist der Raum C°°(€2) dicht im Hilbert-Raum X := W12(Q).

Wir definieren nun auf X x X die Bilinearform

"L Qu v
= — d huv d .34
a(u,v) /Q;&Eiaxi :c—l—/(m uv ds (5.34)
sowie auf X die Linearform
f):= [ fvde —I—/ gv ds. (5.35)
Q 0

Dann gilt

Lemma 5.29. Seien Q C R" beschrinktes Gebiet mit Rand 90 C C! sowie f € L*(Q), h € L>(09Q),
g € L2(09Q). Dann sind durch (5.35) bzw. (5.34) eine beschrinkte Linear- bzw. beschrinkte Bilinearform
auf X bzw. X x X definiert.

Beweis: Die Linearitét von f bzw. a folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des Lebesgue—-Integrals.
Die Beschrinktheit von f folgt mittels Holderscher Ungleichung sowie Satz 5.26, Formel (5.21) aus

£ ()]

£z vl L2(0) + l9ll200) 1v] 2200

<
< | fllzz@llvllwre) + CllgllLzoo) [vlwreq)-

Die Beschrinktheit von a ergibt sich iiber die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung sowie erneut Satz
5.26, Formel (5.21) aus der Abschétzung

n 2
u
< d
la(u,v)] < (i_l oz, :v) < 81:1 )
+HhHL°°(89)||u||L2(8£2)HU”L2(BQ)
< ullwre@llvllwez@) + Cllal e oo [[ullwr 2@ llv]wiz @) O

Man kann nun in der Formulierung (5.33) durch Dichteschlufl wieder zu Elementen u,v € X iibergehen.
Diese Vorbetrachtungen motivieren dann die nachfolgende

Definition 5.30. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des Neumannschen bzw. Robinschen RWP der
Poisson-Gleichung bezeichnet man

Finde we X :  a(u,v) = f(v), WweX. (5.36)

Die Losung u € X heifst verallgemeinerte Losung des 2. bzw. 3. RWP.



Kapitel 6

Existenz und Regularitit
verallgemeinerter Losungen

Im vorliegenden Kapitel diskutieren wir Existenz, Eindeutigkeit und Regularitéit verallgemeinerter Losun-
gen strikt elliptischer (oder koerzitiver) Variationsgleichungen. Dazu nutzen wir einige wichtige Hilfsmittel
der Funktionalanalysis, insbesondere den Darstellungssatz von Riesz. Wir beschrianken uns hier auf die
Aussagen der Lax-Milgram Theorie. Weitergehende Aussagen sind iiber den Fredholmschen Alternativ-
satz fiir kompakte Operatoren moglich (vgl. Vorlesung Lineare Funktionalanalysis WS 05/06).

6.1 Lax-Milgram Theorie

Zunichst stellen wir die Aussagen der Lax-Milgram Theorie in Hilbert-Rdumen zusammen. Sei X Hilbert-
Raum iiber R mit Skalarprodukt (-,-) und der induzierten Norm || - |x = 4/(+,-). Dann bezeichnet
X* = L(X,R) den zugehérigen Dualraum, d.h. die Menge der stetigen, linearen Funktionale auf X. Wir
verwenden ferner die folgende Schreibweise fiir lineare Funktionale f € X* :

(fyvy :=fv) YveX.

Der Raum X* ist sogar Banach-Raum mit der Norm || - | x» mit
[fllx-:= sup [f(v)]-
ol x=1

Grundlegend fiir unsere weiteren Betrachtungen ist der folgende Darstellungssatz von Riesz fir Funktio-
nale, der wegen der Symmetrie des Skalarproduktes in folgender Form formuliert werden kann.

Lemma 6.1. Auf einem reellen Hilbert-Raum X existiert zu jedem Funktional f € X* ein eindeutig
bestimmtes Element u € X, so dafs

fw) =(f,v) = (u,v) YvelX. (6.1)

Der Rieszsche Darstellungsoperator R : X* — X mit R : f +— w ist linear, bijektiv und isometrisch.

Beweis: 1) FEindeutigkeit: Wir nehmen an, es existieren zwei Elemente uj,us € X mit der gesuchten
Eigenschaft. Aus
0= (u1,v) — (ug,v) = (u1 —ug,v) YwveX

folgt mit 0 = u; — uo tiber die Eigenschaften des Skalarprodukts die Eindeutigkeit.

2) Konstruktion des Elements u: Sei f # 0. Dann kann ein Element w € X mit f(w) # 0 gewéhlt
werden. Wegen der Stetigkeit von f ist der Kern bzw. der Nullraum

N(f):={ve X: f(v)=0}

LY
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abgeschlossener und damit vollstédndiger Unterraum des Hilbert-Raumes X.

Wir nutzen jetzt Aussagen iiber die Bestapproximation beziiglich vollstdndiger Unterrdume von Hilbert-
Réumen (vgl. Vorlesung LFA 05/06, Sétze 8.12 und 8.13). Danach existiert die Bestapproximation w €
N(f) an w beziiglich N(f) mit w —w L N(f).

Wir setzen nun ¢ := w — w. Wegen

ist
fW)o = flo) € N(f), VveX,
also (¢, f(¥)v — f(v)y) = 0. Daraus errechnet man die gesuchte Darstellung

flv) = <%,v> , YveX.

3) Eigenschaften des Rieszschen Darstellungsoperators:
Surjektivitit: Fir alle Elemente u € X definiert

f)=(u,v), YweX

ein lineares Funktional mit Rf = w.

Beschrinktheit und Isometrie: Die Beschranktheit folgt aus
IF@I< A ol Yo e X,

()l = ()| =1

und daher wegen || f|| = ||v|| die Isometrie von R.

Mit u := 1= ergibt sich

[0l

Linearitit: Fiir beliebige Zahlen o, 8 € R und beliebige Elemente f,g € X* gilt fiir alle v € X

(R(af +Bg),v) = (af +Pg)(v) = af(v) + Bg(v)
= oa(Rf,v)+ B(Rg,v) = (aRf + BRg,v).

Daraus folgt R(af + 8g) = aRf + BRyg. O

Wir erinnern an die Definitionen 5.23 und 5.24 stetiger Linearformen bzw. Bilinearformen aus Kapitel 5.
Folgerung aus Lemma 6.1 ist der Darstellungssatz fiir stetige Bilinearformen.

Lemma 6.2. Sei a stetige Bilinearform auf X x X nach Definition 5.24. Dann g¢ibt es genau einen
Operator A € L(X, X*) mit

(Z) CL(’LL,’U) = <A’U,,’U>, \V/’U,,’U € Xa (”) ||A||£(X,X*) ‘= sup ||Au||X* <K.

lvllx=1
Gegenstand der weiteren Untersuchungen ist nun die Variationsgleichung
Finde ve X :  a(u,v) = f(v) YveX. (6.2)
Die Variationsgleichung (6.2) mit f € X* kann nach Lemma 6.2 alternativ formuliert werden:
(Au—f,v) =0 YveX bzw. Au=f in X"
Andererseits ergibt der Rieszsche Darstellungssatz mit dem Riesz-Operator R

(RAu,v) = (Rf,v) Yve X bzw. RAu=Rf in X.
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Die Losbarkeitsuntersuchung der Variationsgleichung (6.2) erfolgt mittels Fixpunktsatz von Banach nach
Umformulierung in eine dquivalente Fizpunktgleichung

Finde ue X: wu=T(u):=u— p(RAu— Rf) (6.3)

im Hilbert-Raum X mit einem zunéchst beliebigen Parameter p > 0 und dem Riesz-Operator R.

Der Banachsche Fixpunktsatz ist anwendbar, wenn gilt
(1) T: X — X, (1) T ist kontraktiv auf X. (6.4)

Die Eigenschaft (i) ist offenbar per Konstruktion erfiillt. Eigenschaft (ii) ist erfiillt, wenn die Lipschitz-
Bedingung 3 ~
(ii/) L € [O, 1) : ||T’U1 — T’UQHX < LH’Ul — U2||X, Yy, ve € X

nachgewiesen wird. Dazu fordern wir eine zusétzliche Eigenschaft von a.

Definition 6.3. Die Bilinearform a : X x X — R heifit X —elliptisch (oder strikt koerzitiv auf X),
falls eine Konstante v > 0 existiert mit

a(v,v) > v|v||%, Vo€ X. (6.5)
Fiir eine X —elliptische Bilinearform gilt dann
(RAv,v) = < Av,v > = a(v,v) > ~|v|%.
Andererseits ist
[RAv[|x = [[Av]x- < [[A]l|lv]lx < Klv]|x-

Dann ergibt sich unter Beachtung der beiden letzten Beziehungen mit v = v; — vg die Lipschitz-Stetigkeit
von T'

|Tvi — Tws||% = |lv—pRAv|% = (v—pRAv,v— pRAV)
= |vl% - 2p(RAv,v) + p*||RAV|%
< (A=207+ " E)|vllx = Lp)llor —v2]%,

d.h. (i) wiire fiir L(p) € [0,1) erfiillt. Nun ist aber L(0) = L(2y/K?) = 1. Wegen der X —Elliptizitit
und Beschranktheit von a ist

Mvlkx < (RAv,v) < [|[RAv|x|lvlx < K|lv]%, Y€ X, (6.6)

d.h. v < K. Daraus folgt

v K? =2
L(gs) =~z 20

Also liegt die Konstante L(p) in [0,1) genau fiir 0 < p < 2v/K?2.

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung u € X der Variationsgleichung. Ferner gilt nach
Einsetzen von v = u in (6.6) die folgende a-priori Abschitzung der Losung:

Yullk < (RAw,u) < || RAul|x]lu] x,

d.h. ) )
ullx < =[[RAul|x < —|[Aul|x-.
Y Y
Wir fassen die Ergebnisse zusammen im folgenden zentralen Resultat.

Satz 6.4. (Lemma von Laz-Milgram)
Auf dem Hilbert-Raum X seien a : X x X — R eine stetige, X —elliptische Bilinearform und f : X — R
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eine stetige Linearform. Dann existiert eine und genau eine Losung u € X der Variationsgleichung (6.2).
Sie geniigt der Abschdtzung

1
ullx < =[x~
Y

Auf der Fixpunktform (6.3) basiert auch das Verfahren der sukzessiven Approzimation als konstruktives
Losungsverfahren: Sei (%) € X ein beliebiger Startwert des Verfahrens. Dann 15se man fiir n € Ng

ut) = T =™ — pR (Au(") — f) . (6.7)

Satz 6.5. Die Voraussetzungen von Satz 6.4 seien erfiillt. Ferner gelte 0 < p < 27y/(K?). Dann konver-

giert die Lisungsfolge (u(")) der sukzessiven Approxzimation bei beliebigem Startwert u(®) € X gegen die

eindeutig bestimmte Losung u € X der Variationsgleichung (6.2). Ferner gilt mit L(p) := 1 —2py+ p?K?

die Fehlerabschdtzung

oy < E@I
— [L(p)]"?

Beweis: Folgerung aus dem Fixpunktsatz von Banach. O

Hu_u nENo.

Bemerkung 6.6. Das Verfahren der sukzessiven Approximation kann alternativ als pseudo-instationdres

Losungsverfahren
w1l — gy (n)

=R(f — Au™), n €Ny
p

oder als Defektkorrekturverfahren
R™! (u("+1) - u(")) =p[f—Au"], neNy (6.8)

interpretiert werden. Bei Kenntnis von R~! kann jedes Problem (6.2) iterativ durch ein Problem vom
Typ (6.8) gelost werden. Man hofft, dafl diese Operatorgleichungen einfacher als die urspriingliche Varia-
tionsgleichung (6.2) zu lésen ist.

6.2 Anwendung auf elliptische RWP 2. Ordnung

(i) Dirichletsches RWP

Wir betrachten nun in einem beschrénkten Gebiet 2 C R™ das homogene Dirichletsche Randwertproblem
fiir allgemeinere lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung in sogenannter Divergenzform

~ 0
_ijZZI du; ( "9 ) Zb 3xa ) +el@ju(@) = f(2), = (6.9)
u(z) =0, =€ (6.10)
bei gegebenen und hinreichend glatten Funktionen a;;,b;,¢, f: Q = R, 4,7=1,...,n

Bei formaler Herleitung einer verallgemeinerten Aufgabenstellung wie in Abschnitt 5.3 gelangen wir zu

- ou 81}
/Q 2 aii(x) ox; oz, Zb (@)u pv | doe = Qf(:r)vd:c- (6.11)

ij=1
Wir definieren
= Ou Ov " Ou
a(u,v) = /Q Z aij(?_xi%j—i_ ija—xj—i-cu v | dz, (6.12)
7,7=1 j=1
flv) = fu du. (6.13)
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Grenziibergang von u, v € C§° () zu Elementen im Hilbert-Raum X := Wol’Q(Q) ergibt

Definition 6.7. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des homogenen Dirichletschen Randwertpro-
blems (6.9),(6.10) bezeichnet man

Finde ue X :  a(u,v) = f(v), VwveX. (6.14)

Die Lisung u € X heifit verallgemeinerte Losung von (6.9),(6.10).

Wir untersuchen nun, ob die Voraussetzungen der Lax—Milgram Theorie fiir diese Variationsgleichung
erfiillt sind.

Lemma 6.8. Sei Q) C R" beschrinktes Gebiet und gelte
aij bj,c € L¥(Q), i,5=1,..,n; f€ L*Q). (6.15)

Ferner mége fiir die symmetrische Matriz A(z) = [a;; (x)]?jzl gleichmdfig auf Q) eine positive Konstante

I' existieren mit
n

()6 <TY & in Q fii, V6= (&), € R™

i,j=1 i=1

Dann sind f(-) nach (6.13) bzw. a(-,-) nach (6.12) beschrinkte Linearform auf X bzw. beschrinkte
Bilinearform auf X x X.

Beweis: Der Raum X = W, (Q) ist mit der Seminorm | - lw1.2() nach Satz 5.26, Formel (21) ein
Hilbert-Raum. Insbesondere ergibt sich die Friedrichsche Ungleichung

vl|2() < Crlvlwrz(q)-

(i) Linearitdt von f(-) bzw. Bilinearitét von a(-,-) sind offensichtlich.

(ii) Mittels der Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Friedrichs erhalten wir

If ()] < I fllez@llvliz2 @) < CFllfllzz2@)lvlwz)-

(iii) Die Beschrénktheit von a = aj 4 as ergibt sich in zwei Schritten. Zunichst erhalten wir iiber die
verallgemeinerte Cauchysche Ungleichung

=

3 / aeml< [ 3 / asllelel ] (30 / jais s

1,7=1 7,j=1 1,7=1

und die Voraussetzung an die Matrix A(z) die Abschéiitzung

Ju Bv
lay (u,v)] = Z /aw oz, 8171

i,j=1
% 1
- ov || dv
< /|CL1| ‘ |az| P — dx
b Mo ijzl o ' 0x;||0x;
n 8u 2 % n 81) 2 %
< T d d

= Kilulwi2@)lvlwre )
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Weiter ist nach verallgemeinerter Holderscher und Friedrichscher Ungleichung

lag(u,v)| = Z/bjax vd:v—i—/ﬂcuvdx

< Z 1051 o< (22) [vllz2@) + llell e ||U||L2(Q) [vllz20)
i=1 L2()
1
2
< Z Hij%DO(Q) lulwi2q) + CFllcll Loy lulwrz) | Crlvlwiz)
< Kolulwaz)lvlwre )
Aus den beiden Abschéitzungen folgt die Beschranktheit von a. o

Lemma 6.9. Uber die Voraussetzungen von Lemma 6.8 hinaus gelte

ob;
—~ e L*Q), j=1,..,n ]>O Q0.

@, = =330 s

Ferner existiere fiir die symmetrische Matriz A(x) = [aij(:v)]?jzl gleichmifig auf Q eine positive Kon-
stante v mat

VY &< a@)&E in Q fi., V&= (&), € R
i=1 i,5=1

Dann ist die Bilinearform a(-,-) nach (6.12) X —elliptisch.
Beweis: Zunéchst gilt

(v,v) >~ dz > 7|U|€V1,2(Q).

8351 L2(Q)

Partielle Integration von as(v,v) fiihrt auf

as(v,v) = /( —%i 1) dx > 0.

=1

Die Behauptung ergibt sich nach Satz 5.26 iiber die Aquivalenz der Seminorm | - lwi2(q) zur Standard-
norm | - |lyw1.2¢q) im Falle von X = We2 (). O

Aus den Lemmata 6.8 und 6.9 ergibt sich die Anwendbarkeit des Lemmas von Lax-Milgram.

Satz 6.10. Unter den Voraussetzungen der Lemmata 6.8 und 6.9 existiert eine und genau eine verall-

gemeinerte Losung u € X = Wy>(Q) des RWP (6.9),(6.10).

Bemerkung 6.11. Der Fall inhomogener Dirichletscher Randbedingungen kann nach der Vorgehenswei-
se im Abschnitt 5.3 ebenfalls mittels Satz 6.10 erledigt werden, wenn zusétzlich die Lipschitz-Stetigkeit
des Randes 05 gilt. m]

Beispiel 6.12. (Transmissionsproblem)
Sei @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 012, so dafl mit paarweise disjunkten
und Lipschitz-stetigen Gebieten Qi k =1, ..., K gilt

ﬁ = Uszlg_k'

Sei ferner
aij(z) = a(x)dij, i,j=1,...,n; a(@)|q, =ar >0, k=1,. K.
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Abbildung 6.1: Losung des Transmissionsproblems aus Beispiel 6.12

Dann hat das verallgemeinerte Problem

- ou 0
/QZ aij(x)%ia;:d;vz/ﬂf(x)vdx.

4,j=1

cine und genau eine Losung u € W, > (Q).

Derartige Transmissionsprobleme treten zum Beispiel bei der Wéarmeleitung in einem Koérper 2 auf, der
aus verschiedenen Materialien mit unterschiedlicher Warmeleitfihigkeit zusammengesetzt ist. Abbildung
6.1 zeigt die Losung des Transmissionsproblems im Gebiet Q = {z € R?| ||z|| < 2} sowie den Teilgebieten
0 ={z € R? ||z]| < 1} und Q2 = Q\ 21 den Daten

a1 =001, z€Q1; ax=1, xz¢€Qo; flz)=1, x €.

Offenbar hat die Losung keine klassischen zweiten partiellen Ableitungen auf dem Transmissionsrand
]l = 1. o

Bemerkung 6.13. (i) Die Lax-Milgram Theorie (vgl. Satz 6.4) liefert offenbar noch keine Losbarkeits-
aussage, wenn zum Beispiel die Voraussetzungen an die Terme 1. und 0. Ordnung nicht erfiillt sind. Ein
wichtiger Spezialfall ist die sogenannte Helmholtz-Gleichung

— (Au) (z) + c(x)u(z) = f(x), x €N

ohne Vorzeichenbeschriinkung an den Koeffizienten c(-). Fiir ¢(x) = —x% < 0 beschreibt diese Glei-
chung zeitharmonische Schwingungsvorgénge. Fiir Losbarkeitsaussagen derartiger Aufgaben kann man die
Fredholm-Theorie kompakter Operatoren heranziehen (vgl. Kap. 19/20 der Vorlesung LFA, WS 05/06).

Abbildung 6.2 zeigt die (mit FEMLAB berechnete) Losung des homogenen 1. RWP der Helmholtz-
Gleichung auf dem Einheitsquadrat = (0,1) x (0,1) bei verschiedenen Werten von ¢(z) = konst. Die
Funktion f(z) = exp(—1004/((z1 — 0.6)2 + (z2 — 0.6)2) simuliert eine "Punktquelle”. Man beachte den
unterschiedlichen Losungscharakter fiir die Félle ¢ = 0 und ¢ = 100 einserseits sowie ¢ = —100 anderer-
seits (vgl. auch Ubungsaufgabe in Serie 7).
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Abbildung 6.2: Losungen des 1. RWP der Helmholtz-Gleichung fiir a) ¢ = —100, b)e = 0, ¢) ¢ = 100

(ii) Fir singuldr gestérte Probleme (6.9)-(6.10) mit a;;(x) = €di;, 4,7 = 1,..,n und 0 < € < 1 seien
die Bedingungen von Lemma 6.9 erfiillt. Dann gilt fiir die Elliptizitdtskonstante v ~ €, d.h. im Grenzfall
€ — 40 verliert man die Kontrolle iiber den Gradienten der Losung. O

(ii) Neumannsches und Robinsches RWP

Auf einem beschrinkten Gebiet €2 C R" betrachten wir das Neumannsche bzw. Robinsche RWP fiir eine
(vereinfachend) symmetrische lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung in Divergenzform

_ Z % (aijaa—;j> (z) + c(x)u(z) = f(x), € (6.16)
Z aij(z)%yi(z) + h(z)u(z) = g(x), x € 0N (6.17)

bei gegebenen Funktionen
aij, e, f:Q@—=R, 4,j=1,..,n, aj,h,g:00—-R, i,j=1,.,n.

Bei formaler Herleitung einer verallgemeinerten Aufgabenstellung wie in Abschnitt 5.3 gelangen wir zu

/ Z aij(ac)ﬁ Ov +e(x)uv | dx —|—/ huv ds = / f(x)v dx—i—/ gv ds. (6.18)
Q dz; O oQ Q o0

i,7=1

Mit

= Ju Ov
:: S ai 1
a(u,v) /Q aij 92; 0z, +cuv | dx+ /am huv ds (6.19)

ij=1
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flv)y = /va dw—i—/mgv ds (6.20)

gelangt man durch Grenziibergang von u,v € C°°(£2) zu Elementen im Hilbert-Raum X := W12(Q) zur
folgenden

Definition 6.14. Als verallgemeinerte Aufgabenstellung des Neumannschen bzw. Robinschen RWP
(6.16),(6.17) bezeichnet man

Finde ue X :  a(u,v) = f(v), WveX. (6.21)

Die Lisung u € X heifit verallgemeinerte Losung von (6.16),(6.17).

Wir untersuchen nun wieder, ob die Voraussetzungen der Lax-Milgram Theorie fiir diese Variationsglei-
chung erfiillt sind.

Lemma 6.15. Sei Q C R™ beschrinktes Gebiet mit Rand 0Q C C! und gelte
aij,c € L®(Q), i,j =1,..,n; f€L*Q); aij,h € L®(0Q),g € L*(09). (6.22)

Ferner maége fiir die symmetrische Matriz A(x) = [ai;(x)] gleichmdfig auf Q) eine positive Konstante

I' existieren mit

n
ij=1
n

> ay@)&g <TY & in Q fii, V6= (&), € R™

ij=1 i=1

Dann ist f(-) nach (6.20) bzw. a(-,-) nach (6.19) beschrinkte Linearform auf X bzw. beschrinkte Biline-
arform auf X x X.

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung von Lemma 5.29. a
Lemma 6.16. Uber die Voraussetzungen von Lemma 6.15 hinaus gelte
c(z) >0, z€Q fi., h(x)>0, zecdQ fi.
sowie einer der beiden Voraussetzungen
(1) 3 CQ, meas, (1) >0, clx)>co >0,z €

oder

(¢7) 3Iry C 9Q, meas,—1(T'1) >0, h(z) > ho >0,z € T'y.

Ferner maége fiir die symmetrische Matriz A(z) = [a;; (x)]?jzl gleichmdfig auf Q) eine positive Konstante
v existieren mit

VY G <D a@)&E in Q fii., V&= (&), € R
i=1 i,j=1

Dann ist die Bilinearform a(-,-) nach (6.19) X —elliptisch.

Beweis: Wir setzen v = u in (6.19). Fall (i) ergibt sich unter Beachtung von Satz 5.26, Formel (5.24)
a(v,v) > 7||UH%V1,2(Q) + COHU||2L2(91) 2 OHU||12/V1)2(Q)'

Im Fall (ii) ist sinngemif nach Satz 5.26, Formel (5.23)
a(v,v) > |0l + hollollZzw,) = Cllollia -

Daraus folgt die Behauptung. ]

Aus den Lemmata 6.15 und 6.16 ergibt sich mit dem Lemma von Lax-Milgram der

Satz 6.17. Unter den Voraussetzungen der Lemmata 6.15 und 6.16 existiert eine und genau eine ver-
allgemeinerte Losung u € X = W12(Q) des Randwertproblems (6.16),(6.17).
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Abbildung 6.3: Losung des 3. RWP aus Beispiel 6.19

Eine besondere Behandlung erfordert der Fall
clx) =0,z €Q, h(z) =0,z € 00.

Dies ist gerade das Neumannsche Randwertproblem der (verallgemeinerten) Poisson—Gleichung. Bei der
Untersuchung der X —Elliptizitdt hat man nur

a(v,v) > ’7|U|12/V1v2(£2)'

Wir verwenden als Ausweg die Seminorm | - [yy1.2(q) auf dem modifizierten Raum

X = {vew'2(Q): / v dz = 0}, (6.23)
Q

da sie unter Beachtung von Satz 5.26, Formel (5.22) auf diesem Raum eine Norm ist. Wir erhalten dann

den

Satz 6.18. Unter den Voraussetzungen der Lemmata 6.15 und 6.16 existiert eine und genau eine ver-
allgemeinerte Losung u € X des Neumannschen Randwertproblems der (verallgemeinerten) Poisson—
Gleichung (6.16),(6.17) mit ¢(x) = 0,z € Q und h(z) =0,z € Q0 .

Das folgende Beispiel veranschaulicht die unterschiedliche Wirkung der Randbedingungen 2. und 3. Art.

Beispiel 6.19. (Randbedingungen 2. und 3. Art)
Wir betrachten das 3. Randwertproblem der Wirmeleitungsgleichung fiir die Temperatur « mit

—Au = 0 in Q={reR? |z|| <2}
ou

g—l—h(u—g) =0 auf 9Q.

Die Randbedingung simuliert dabei den Wérmeiibergang am Rand 0f2 mit d2em Warmeiibergangskoeffi-
zienten h = 1 und der Umgebungstemperatur g. Im Fall g(x1,22) := 5e~1%%1 werden hier zwei ” Punkt-
quelle” auf dem Rand simuliert (vgl. Abb. 6.3).

Ferner untersuchen wir das gemischte Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung fiir die Temperatur
u mit ”Wéarmequelle” f =1 und

—Au = 1 in Q={zecR?1<|z| <2},
u = 1 auf Ty ={z e R? |z| =1},
ou

w 0 auf P2={$€R2| =] = 2}.

Auf dem Rand I'; wird die Temperatur fixiert, d.h.man simuliert dort ebenfalls eine ” Wiarmequelle”. Die
homogene Neumann-Bedingung auf I'y steht fiir den Fall der Warmeisolierung (vgl. Abb. 6.4).
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Abbildung 6.4: Losung des gemischten RWP aus Beispiel 6.19

6.3 Regularitiat verallgemeinerter Losungen

Regularitidtsaussagen fiir verallgemeinerte Losungen elliptischer Randwertprobleme sind spéter wesent-
lich fiir Konvergenzabschéitzungen fiir numerische Losungsverfahren. Entsprechende Resultate sind vor-
wiegend technischer Natur und werden wegen des Zieles der Vorlesung hier nur zitiert. Wir beschrénken
uns hier vereinfachend auf das homogene Dirichlet—Problem

==Y 5 (woze) +§;bj<x>§—; feleh = fl2) 2 (6:21)

i,j=1

u(z) = 0, z €. (6.25)

(i) Existenz verallgemeinerter zweiter Ableitungen

Wir nehmen an, das Problem (6.24),(6.25) besitzt eine verallgemeinerte Losung u € W,'>(2). Ferner
gelte fiir die Daten
aij,bj,c S LOO(Q), ,j=1,...n; f€ LZ(Q)

Formal erhélt man

n

-3 g (o) = 00 - Lwterg: — teu £ 120,

1,7=1 j=1
Das folgende Beispiel zeigt, dal die Losung im allgemeinen Fall nicht in W22(Q) liegt.

Beispiel 6.20. Die Funktion
u(z1,x2) = u(r, @) == 1 sin (B9)

mit 3 := 7/¢p geniigt einem inhomogenen Randwertproblem der Laplace—Gleichung im Kreissektor 2 mit
0<7<R,0< ¢< ¢o. Man rechnet nach (zur Ubung empfohlen), daB v € W22(Q) nur fiir 0 < ¢pg < 7
gilt. Man beachte, daB fiir 7 < ¢g < 27 das Gebiet €2 nicht konvex ist. ]

Wir betrachten jetzt Kriterien fiir die Existenz zweiter verallgemeinerter Ableitungen.

Satz 6.21. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Existenzsatzes 6.10 fiir verallgemeinerte Lisungen
u € Wy (Q) von (6.24),(6.25) gelte aij € WH=(Q),4,j = 1,...,n.

(i) Friir beliebige Teilgebiete G CC Q gilt

u € W22(Q) (innere Regularitit).
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Abbildung 6.5: Lésung des 1. RWP der Poisson-Gleichung fiir f = 1 in einem Kreissektor

(ii) Sei’ X C N glatt im Sinne von ¥ € C2. Dann gilt u € W22(G) in beliebigen Teilgebieten
G={xeQ: dist(x,00\X) >4 >0}.
Im Spezialfall 9 € C? gilt dann sogar u € W22(Q).

Beweis: vgl. O.A. Ladyshenskaja, N.N. Uralceva [15] oder z.T. in Gilbarg/ Trudinger [7], Theorem 8.8
O

Bemerkung 6.22. (i) Entscheidender Punkt im Beweis ist der Nachweis von
l[ullwzz) < C (IILull L2y + lull20)) - (6.26)

(ii) Satz 6.21 sagt aus, daf fiir beschrinkte Gebiete  mit Lipschitz-stetigem, jedoch stiickweisem
C?—Rand (z.B. Polyeder) Singularititen (der Ableitungen) der Losung von (6.24),(6.25) "1lokale” Erschei-
nungen sind, d.h. z.B. auf eine Umgebung von Ecken und Kanten eines Polyeders beschriankt bleiben.
Abbildung 6.5 zeigt die Losung des 1. RWP der Poisson-Gleichung fiir f = 1 in einem Kreissektor {2 mit
einspringender Ecke. Man vergleiche hierzu auch das analytische Resultat aus Beispiel 6.20. a

Fiir konvexe Gebiete kann man die Aussage verschérfen.

Satz 6.23. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 6.21 sei das Gebiet ) konver sowie a;; €
C%'(Q),4,j = 1,...,n. Dann liegt die verallgemeinerte Losung u € Wy >(Q) sogar in W22(Q) und erfiillt
die Ungleichung (6.26).

Beweis: vgl. Kadlec [13]. m|

(ii) Regularititsaussagen iber Einbettungsaussagen

Definition 6.24. Fir normierte Riume X,Y heifit die Finbettung X CY stetig, falls eine Konstante
Ce > 0 ezistiert mit ||v]|ly < Cellv||x fiir alle Funktionen v € X. Die Einbettung heifit dariber hinaus
kompakt, wenn der Einbettungsoperator I € L(X,Y) mit Iv = fiir alle v € X kompakt ist.

Wir zitieren zunichst den folgenden grundlegenden Einbettungssatz von Sobolev.

Satz 6.25. Seien Q C R" beschrinktes Gebiet mit Q2 € C% sowie p > 1 und k € N. Dann gilt
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e Falls kp < n, so gilt die stetige Einbettung WP (Q) Cc L1(Q) fiir alle q € {1; nf—ip} , d.h. mit

HUHL‘I(Q) < C||U||Ww(ﬂ), Vu € Wk’p(Q)-

e Falls kp = n, so gilt die stetige Einbettung W*P(Q) C LI(Q) fiir alle q € [1;00), d.h.
HUHL‘?(Q) < C||U||Ww(ﬂ), Vu € Wk’p(Q)-

e Fulls kp > n, so gilt die stetige Einbettung W*?(Q) c C(Q), d.h. (ggf. nach Abinderung von u auf
einer Menge vom Maf 0) ist

lull o < Clullwesy, Vue WhH?(Q).

Beweis: vgl. Alt [1], Satz 8.7 sowie Ubungsaufgabe fiir den Fall n = 1 |
Wir wenden nun Satz 6.25 an, um exemplarisch Regularitdtsaussagen fiir verallgemeinerte Losungen
u € WF2(Q) mit k = 1 bzw. k = 2 zu gewinnen.
Satz 6.26. (i) Sei u € W12(Q) verallgemeinerte Lésung von (6.24),(6.25). Dann gilt in Abhdngigkeit
von der Raumdimension n

cQ), falls n=1

wed L), qge[l,00) falls n=2
L1(Q), q€ [1,%} falls n >

2 il

(ii) Sei jetzt sogar u € W22(Q). Dann gilt in Abhingigkeit von der Raumdimension n fiir alle ersten
Ableitungen D*u mit |o| =1

c) , falls n=1
Doy ed LU, g€ l,00) falls n=2
L), q€ [1, %] falls n>3

Ferner ist u € C(Q) firn < 3.
Beweis: Anwendung von Satz 6.25 mit kp = 2 fiir (i),(ii) sowie kp = 4 fiir die letzte Aussage von (ii). O

Wir fiigen an dieser Stelle noch Einbettungskriterien fiir Sobolev-Rdume nach Rellich bzw. Sobolev zu-
sammen, die wir spéter noch benutzen werden.

Satz 6.27 Sei Q) C R"™ eine offene und beschrinkte Punktmenge.
(i) Dann ist die Einbettung WS2(Q) € W (Q) fir k > 1, k,1 € Ng kompakt.

(ii) Ist auferdem der Rand Lipschitz-stetig, so ist auch die Einbettung W*2(Q) ¢ WH2(Q) fir k > 1,
k,l € No kompakt.

Beweis: vgl. HW. Alt [1], Satz 8.7 a

(i1i) Regularitit in Sobolev-Slobodeckij-Riumen

Wir hatten gesehen, daf} verallgemeinerte Losungen u € WH2(Q) des RWP (6.24)-(6.25) nicht zwingend
im Raum W?*?2(Q) liegen. Man kann jedoch - dhnlich wie bei Holder-Réumen (vgl. Kap. 4) - die Skala
der Sobolev-Riaume W*?(Q)) durch Ubergang zu s = k + A € RT verfeinern.

Sei s = k+ A mit k € N und 0 < X\ < 1. Ferner bezeichne || - ||y».»(q) die in Kapitel 5 eingefiihrte
Sobolev-Norm. Wir setzen fiir 1 < p < oo

1/p
[ollwer) = (HUH@WW(Q)+|U|€VS~P(Q))

| D%u(z) — D*u(y)|”
V| wes.p = dz dy
oo 2 /Q/Q o — g

leel=k

1/p
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Der Fall p = oo wird wie iiblich modifiziert.

Definition 6.28. Sei 2 C R" ein Gebiet, 1 < p < oo sowie s=k+ X mit k € Ng und 0 < A < 1. Dann
wird der Sobolev-Slobodeckij-Raum W*P(Q) definiert durch

WeP(Q) == {v e WkP(Q) : lvllwer) < oo}
Es gelten folgende Aussagen:
e Der Raum W*P(Q) ist vollstéindig beziiglich der Norm || - [|yys.r()-
e Es gilt (in Verallgemeinerung von Bemerkung 5.17): C*°(Q) N W*P(Q) ist dicht in W*P(Q).

e Ist Q beschréinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, so kann der Einbettungssatz 6.25 verallge-
meinert werden: W*P(€2) ist stetig in C(§2) eingebettet, falls s > 2.

Schlieflich gilt noch folgendes Regularitétsresultat von Necas.

Satz 6.29. Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Ewxistenzsatzes 6.10 gelte fir die Daten des RWP
(6.24)-(6.25), dap a;; € COH(Q), i, =1,..., fiir geeignetes t € (0, 5]. Dann liegt die Lésung des RWP in
Wits2(Q) fir 0 < s < t.
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Kapitel 7

Konforme Approximation
elliptischer Variationsgleichungen

Teil IT der Vorlesung ist der numerischen Approximation elliptischer Variationsgleichungen in endlich-
dimensionalen Unterrdumen gewidmet. Im vorliegenden Abschnitt behandeln wir konforme Néherungs-
verfahren zur approximativen Losung elliptischer Variationsgleichungen in endlich-dimensionalen Un-
terrdumen X,, C X des Losungsraumes X. Die Darstellung ist dabei zunéchst abstrakt gehalten. In den
nachfolgenden Kapiteln betrachten wir speziell Finite-Elemente-Methoden (FEM) fiir elliptische Rand-
wertaufgaben 2. Ordnung.

7.1 Ritz-Galerkin Verfahren

Ausgangspunkt ist die Variationsgleichung
Finde v € X : a(u,v) = f(v) YveX (7.1)

im Hilbert-Raum X. Dabei verwenden wir die im Abschnitt 6.1 eingefiihrten Bezeichnungen und Voraus-
setzungen an die Bilinearform a(-, ) sowie die Linearform f(-).

Gesucht ist nun eine Ndherung v™ an die Losung w von (7.1) im endlich-dimensionalen Teilraum X,, C X
mit dim X,, =n < co. Dann ist {X,,; ] - ||x} Banach-Raum.

Definition 7.1. Die Aufgabe
Finde u" € X, : a(u™,v) = f(v) Yoe X, (7.2)

heifit Ritz—Galerkin Verfahren zur Variationsgleichung (7.1).

Wir zeigen zunéchst, dafl das Ritz-Galerkin Verfahren stets einem linearen Gleichungssystem entspricht: Sei
{¢i}_, eine Basis von X,,. Es bezeichne P : R"” — X,, C X die durch

n
Pu=>Y vidi, v= (01, 0n)"
i=1

erklidrte Abbildung. Offensichtlich ist P ein Isomorphismus zwischen R™ und X,. Unter Beachtung der
Basisdarstellung in X,, = span{¢s, ..., ¢, } erhilt man das

Lemma 7.2. Das Ritz-Galerkin Verfahren (7.2) ist dquivalent zu dem System der Gleichungen
Finde " € X, :  a(u”,¢;) = f(¢;) i=1,..,n. (7.3)

73
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Mit den Bezeichnungen

u= (ulv ,Un)* € an u" = PQ7

A= (Ay) e R™", Ayj = aldy, ¢i); f=f1,n fn) € R, fii= f(s)

formulieren wir

Satz 7.3. Das Ritz—Galerkin Verfahren (7.2) ist dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
Au = i, (7.4)

Beweis: Nach Lemma 7.2 sind (7.2) und (7.3) dquivalent. Die Behauptung folgt dann mit «™ = Pu =
D1 Ui aus

a(u”™, ¢;) = Zuja(¢j, ¢i) = ZAijuj =flés)=fi, i=1..,n O
j=1 j=1
Bemerkungen 7.4. (i) Mit dem Skalarprodukt

n
(u,v) := Zuivi
i=1
im R"™ sowie u = Pu, v = Puv gilt

a(u,v) = (Au,v), f(v) = (f,v).

(ii) Das lineare Gleichungssystem (7.4) besitzt genau dann eine eindeutig bestimmte Losung u™ € X,
wenn die Matrix A regulér ist. O

Folgende Aufgaben sind nun zu l6sen:
e Konstruktion geeigneter Unterrdume X,,
e Generierung und Losung des linearen Gleichungssytems

e Ableitung von Fehlerabschétzungen.

7.2 Losbarkeit des Ritz-Galerkin Problems

Nachfolgend geben wir hinreichende Losbarkeitsbedingungen fiir das Ritz-Galerkin Verfahren sowie eine
a-priori Abschiatzung der Losung an.

Satz 7.5. Seien X,, C X, dim X,, =n < oo und X Hilbert-Raum. Ferner sei a(-,-) : X x X — R strikt
X —elliptische, stetige Bilinearform, d.h. gelte

Fy>0: a(v,v) >A|v|k YweX (7.5)

sowie
IM >0: |a(u,v)] < M|ul|x|lvllx Vu,v € X. (7.6)

Weiterhin sei f : X — R linear und stetig, d.h.
AK >0: |f(v)] < K|v||lx YveX. (7.7)

Dann gilt
(i) Die Matriz A = (a(¢j, ¢;)) € R™*™ ist reguliir. (Daraus folgt die eindeutige Lisbarkeit von (7.4).)
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(it) Fir die Losung u™ € X,, des Ritz—Galerkin Verfahrens erhdlt man

K
[Ju"lx S (7.8)

Beweis: (i) Mit u # 0 folgt wegen der X —Elliptizitit von a(-,-) die Aussage Pu # 0 sowie
(Au,u) = a(Pu, Pu) > | Pyl >0,

d.h. Au # 0.
(ii) Wegen (7.6) und (7.7) gilt mit v = Pu

YPulk < a(Pu, Pu) = f(Pu) < K| Pullx,

also (7.8). O

Eine gegeniiber der Forderung der strikten X —Elliptizitdt abgeschwéchte hinreichende Losbarkeitsbedin-
gung des diskreten Problems (7.2) gibt

Satz 7.6. Sei X,, C X Unterraum der Dimension n < oo. Die stetige Bilinearform a(-,-) : X x X - R
gentige der diskreten Babuska-Bedingung

. Ja(,v)

i RO _ s 7.9
we i 0y e S Tullxolx (7.9)

Dann ezisitiert eine und nur eine Lésung u™ € X,, des Galerkin-Problems (7.2). Ferner ist

1 1
[ullx < =MFllx; < —IFllx-
Tn

n

Beweis: Ubungsaufgabe O

Die diskrete Babuska-Bedingung garantiert die Existenz von A~!, nicht jedoch eine gute Kondition
cond(A) := [|A] - |A7Y|. Wesentlich ist dafiir die Wahl des Unterraumes X,,. Ideal ist, wenn die Ba-
sis {¢1, ..., ®» } ein Orthonormalsystem ist.

Beispiel 7.7. Fiir das Variationsproblem
Finde v e X :  a(u,v) := / Vu-Vvdr=f):= [ fuvde
Q Q

zum homogenen Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung in X := VVO1 2(Q) besitzt das zugehdrige,
schwach formulierte Eigenwertproblem

a(u,v) = /\/ uv dx
Q
nur reelle Eigenwerte endlicher Vielfachheit mit
0<)\1§)\2§...§)\k§...—>00, k — oo.

Die zugehorigen Eigenfunktionen ¢; bilden ein Orthonormalsystem in X. Man erhélt dann mit der Wahl
X, =span{¢1, ..., ¢, } die Eigenschaft a(¢;, ¢;) = ¢;; und damit cond(A4) = 1.

Entscheidender Nachteil dieses Zugangs ist, daf3 die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
nur fiir spezielle Gebiete iiber die Methode des Separationsansatzes moglich ist (vgl. auch Kap. 3). Ferner
ist der Triger der Eigenfunktionen in 2 in der Regel nicht klein. O
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7.3 Fehlerabschitzungen in der X —Norm

Eine Abschitzung zwischen den Losungen v € X der Variationsgleichung (7.1) und «” € X,, des Ritz-
Galerkin Verfahrens (7.2) liefert der

Satz 7.8. Seien X,, C X, dim X,, = n < oo, X Hilbert-Raum und sei die diskrete Babuska-Bedingung
(7.9) fiir die stetige Bilinearform a(-,-): X x X — R erfillt. Dann folgt

M
[lu —u"||x < <1+—) inf |lu—v|x. (7.10)
'7»,7( veEXy

Beweis: Aus (7.1) und (7.2) folgern wir zunéchst die sogenannte Fehlergleichung (oder Galerkin-Orthogo-
nalitéit)

alu —u"™,w) =alu,w) —alu™,w) =0 VYw e X,. (7.11)
Damit ist
a(u” —v,w) = a(u” —u,w) + a(u — v,w) = a(u — v, w)
fir alle w,v € X,,. Unter Beachtung von (7.6) und (7.9) ergibt sich dann als Abschitzung nach oben
la(u" — v, w)| = |a(u — v, w)| < Mlju—v[|x [w]x

bzw. nach unten
la(u” — v, w)|

1 M
[u" —vllx < — sup < —fu—vllx.

Tn weX,\0 Hw”X Tn
Die Dreiecksungleichung liefert dann

n n M
lu=wllx < flu=vllx + flu” = vl < {1+ 2= Jlu=vllx

und wegen v € X,, beliebig die Behauptung. ]
Bei X —Elliptizitidt der Bilinearform a 148t sich die Abschitzung (7.10) verschérfen.

Satz 7.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.8 sei zusdtzlich die Bilinearform a(-,-) : X x X - R
strikt X —elliptisch. Dann folgt

M .
=l < = inf Jlu—vlx. (7.12)

Beweis: Zur Ubung empfohlen ! |

Mit den Sétzen 7.8 und 7.9 ist die Fehlerabschitzung auf eine Abschitzung des Interpolationsfehlers
zuriickgefiithrt. Auf Details dieser Interpolationstheorie in Sobolev-Réumen gehen wir in einem der nach-
folgenden Kapitel ausfiihrlich ein. Es gilt zumindest

Lemma 7.10. Seien

XiCc..cX,.1CcX,C..CcX

sowie X = USL X,,. Dann ist

lim inf |ju—w|x =0. (7.13)

n—oo weX,

Beweis: Folgerung aus Dichtheit von U2 ; X, in X. a
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7.4 Fehlerabschitzungen in der H—Norm

Im Fall einer stetigen Finbettung X C H der Hilbert-Rdume X und H, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0
mit
lulle < Cllullx, VueX,

kann man mittels eines Dualitdtsargumentes auch eine Fehlerabschiatzung in der H—Norm gewinnen.
Dazu benétigen wir den Begriff der zu einer Bilinearform a : X x X — R adjungierten Bilinearform
a*: X x X — R gemil

a*(u,v) = a(v,u) Yuv € X.

Man erwartet nun eine verbesserte Fehlerabschéitzung gegeniiber der Abschétzung in der X —Norm.

Satz 7.11. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 7.8 sei X C H mit stetiger Einbettung der
Hilbert-Raume X und H. Ferner besitze das adjungierte Variationsproblem

a*(wg,¥) =(9,¥)np VpeX (7.14)

fiir beliebige g € H eine und nur eine Lésung wy € X. Dann gilt

Ju— g < Mlju—u|x - sup (inf ||wg—¢||x>. (7.15)
geH PeEXny

llgllg=1

Beweis: Die Schwarzsche Ungleichung liefert

lu=w"lg = sup |(u—u" g)mul.
gl =1

Ferner ist wegen u — u™ € X nach (7.14)
a*(wg,u" —u) = (g,u" —u)nu.
Zusammen mit der Fehlergleichung (7.11) ergibt sich dann
a(u™ —u,wg — @) = a(u” — u,wy) — a(u” —u,P) = a*(wy,u" —u) = (g,u"” —u)y
fiir alle ¢ € X,,. Uber die Stetigkeit von a folgt dann die Behauptung weiter aus

(" —u, g)u| < M|u" —u|x [lwg =[x, VoeX, O

7.5 Fall Gardingscher Formen

Zur Information fir den an Erweiterungen interessierten Leser wollen wir hier kurz darstellen, wie man
die Voraussetzung der strikten X —Elliptizitét der Bilinearform a(-,-) abschwichen kann:

Die Losbarkeit der elliptischen Variationsgleichung (7.1) kann auch noch in der folgenden Situation be-
wiesen werden mittels des Fredholmschen Alternativsatzes fiir kompakte Operatoren (vgl. Kap. 19, 20 der
Vorlesung LFA 05/06). Dabei heifit ein linearer Operator K : X — Y mit normierten Rdumen (X, |- || x)
und (Y, | - |ly kompakt, wenn fiir jede beschrénkte Folge (un)nen in X die Bildfolge (Kup)nen eine
konvergente Teilfolge in Y enthalt.

Seien X C H Hilbert-Rdume mit

(i) stetiger Einbettung, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 mit |ju|lg < C|lullx, VYu € X sowie

(ii) dichter Einbettung, d.h. fiir alle v € H und jedes € > 0 gibt es ein Element w € X mit ||u —w|| g < e.
Wir zitieren (vgl. Lemma 20.1 der o.a. Vorlesung vom WS 05/06)

Lemma 7.12. Fir Hilbert-Riume X C H mit dichter und stetiger Einbettung ist auch die Einbettung
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H* C X* der Dualrdume dicht und stetig.

Nach dem Satz von Riesz konnen die Rdume H und sein Dualraum H* identifiziert werden. Man sagt,
da X und H ein Fvolutionstripel X C H C X* bilden. Bei der Identifizierung von H mit H* und von
H* mit einem Teilraum von X* wird ein Element v € H mit dem Element f, € X* identifiziert, fiir das

(v,u)g = {fo,u), uweH

gilt. Dabei ist (-,-) das Dualitétsprodukt zwischen X* und X. Wegen der Identifizierung fiihrt es nicht
zu Mifiverstindnissen, wenn dieses Dualitéitsprodukt ebenso wie das Skalarprodukt auf H mit (-, )y
bezeichnet wird.

Definition 7.13. Fine stetige Bilinearform a(-,-) : X x X — R ist eine Gardingsche Form, falls es
Konstanten v > 0 und § € R gibt mit

a(u,u) = ylluli = ollull, Vue X. (7.16)
Dann gilt

Satz 7.14. Fir das Evolutionstripel X C H C X* sei die Finbettung X C H kompakt, d.h. der Einbet-
tungsoperator Iy € L(X, H) mit Igu = u fiir alle w € X ist kompakt. Ferner sei die stetige Bilinearform
a(+,-) : X x X — R Gardingsche Form. Dann besitzt die Variationsgleichung (7.1) eine und genau eine
Lisung u € X, wenn A = 0 kein Eigenwert des zu a(-,-) gehdrenden Operators A € L(X,X ™) ist.

Beweis: vgl. Folgerung 20.10 aus Vorlesung LFA, WS 05/06 o

Folgendes Beispiel zeigt, dafl die Garding-Eigenschaft von a(-,-) im allgemeinen Fall nicht die Losbarkeit
des Galerkin-Problems (7.2) sichert.

Beispiel 7.15. Die Variationsformulierung der Zweipunkt-RWA
—u(z) = 10u(z) = f(z), 0<z<1; u(0)=u(l)=0
lautet mit X := W,"*(0,1) und H := L*(0,1)
Finde ve X : a(u,v) = f(v), WweX

mit a(u,v) = fol (u'v" — 10uwv) dz. Offenbar ist a Gardingsche Form mit v = 1 und 6 = 10. Die Eigenwerte
des homogenen Dirichlet-Problems

—¢"(x) = Ap(z), x€(0,1),  ¢(0)=¢(1)=0

sind A\ = km, k € N. Damit besitzt das obige Variationsproblem eine und nur eine Losung.
Sei nun

Xy =span{¢1} C X, ¢1(2) :=z(1 - 2).
Dann gilt
1
A=al¢,¢1) = / [(1-2z)*—102*(1 — 2)?] dz =0,
0
damit ist das Galerkin-Problem im Fall f # 0 nicht 16sbar. |

Man kann jedoch die Losbarkeit des diskreten Problems bei hinreichend grofier Dimension des Losungs-
raumes X,, zeigen. Dies wird durch folgendes Resultat von A. Schatz priziser ausgedriickt

Satz 7.16 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 7.8 sei A\ = 0 kein FEigenwert des zur Bilinear-
form a(-,-) gehirenden Operators A € L(X, X*). Ferner sei (X, )nen eine Familie endlich-dimensionaler
Unterrriume von X, so daff fiir jede Lisung u™ € X,, von (7.2) eine Abschitzung der Form

lu =g < wn)lu—u"|x, lim w(n) =0
n—oo

gilt. Dann gibt es eine Konstante ng = ng(u,~y, M,w), so daf fir alle n > ng jeweils eine eindeutig
bestimmte Losung u™ € X,, des Problems (7.2) existiert. Fir sie gilt die Abschitzung

lu—u"lx < 2= inf Jlu—olx.

n



Kapitel 8

Konforme Finite-Elemente-Raume
fiir elliptische RWP

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist eine spezielle Variante von Ritz-Galerkin-Verfahren (vgl. Kapitel
7), die sich besonders zur Behandlung elliptischer RWP in Gebieten mit komplizierterer Geometrie eignet.
Sie zeichnet sich durch eine stiickweise Definition der Basis- und Testfunktionen mit kleinem Trdger
aus. In der Regel wahlt man stiickweise polynomiale Funktionen. Man erhilt dann bei Anwendung auf
elliptische RWP lineare Gleichungssysteme mit schwachbesetzten Matrizen, fir die angepafite Speicher-
und Losungstechniken zur Verfiigung stehen.

Genauer ist die FEM durch folgende Merkmale gekennzeichnet:
e Zerlegung des Losungsgebietes in geometrisch einfache Teilgebiete,
e Lokale Definition von Ansatz- und Testfunktionen iiber Teilgebieten,

e Sicherung globaler Eigenschaften (z.B. Konformitit der Methode) durch Einhaltung von Uber-
gangsbedingungen bei den Ansatz- und Testfunktionen.

8.1 Zuléassige Zerlegungen polyedrischer Gebiete

Vereinfachend sei 2 € R™ mit n < 3 ein beschrinktes polyedrisches Gebiet. Wir betrachten eine
nichtiiberlappende Zerlegung 7, = {K;}M, des Gebietes in konvexe polyedrische Teilgebiete K; mit

ﬁ = U?:lfjv Kl n Kj = @, ) 7§ j, hl = dlam(Kl), h = . max hz (81)

i=1,...,
Im eindimensionalen Fall n = 1 zerlegen wir das Intervall £ = (a, b) mit Hilfe des Gitters
a=x9g <1 <2< ...<xTp_1<TM=Db (8.2)

in Teilgebiete K; := (z;—1,%;), i = 1,..., M mit h; := x; — z;_1.

Fiir Gebiete 2 C R™ mit n = 2 oder n = 3 ist eine Zerlegung in Teilgebiete nicht mehr offensichtlich.
Spéter seien K fiir n = 2 Dreiecke oder konvexe Vierecke und fiir n = 3 Tetraeder oder konvexe Hyper-
quader. Wir fordern die Zulissigkeit der Zerlegung in Teilgebiete gemé&f

Definition 8.1. FEine Zerlequng T, = {I&}i\il des Gebietes ) heifit zuldssig, falls jeweils zwei verschie-
dene abgeschlossene Teilgebiete K; und K; entweder

e genau eine vollstindige gemeinsame Fliche (nur firn =3),

e genau eine vollstindige gemeinsame Kante (fir n > 2),

79
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Abbildung 8.1: Zuldssige und unzuldssige Zerlegungen

e genau einen Punkt (fir n > 1) gemeinsam haben
e oder paarweise durchschnittsfremd sind.

Beispiele einer zuléssigen bzw. unzuldssigen Zerlegung sind in der Abbildung 8.1 angegeben. Insbesondere
sind per Definition sogenannte ”hdingende Knoten” nicht erlaubt. a

8.2 Finite Elemente

Finite Elemente lassen sich charakterisieren iiber die Geometrie der Teilgebiete K € 7 sowie durch
Anzahl, Lage und Art der Vorgabe der Ansatzfunktionen.

Definition 8.2. FEin finites Element ist ein Tripel (K, P,X) mit den Eigenschaften

e K C R" ist ein konvexes polyedrisches Gebiet im R™. Die Teile des Randes 0K, die auf einer
Hyperfiiche liegen, heifsen Seiten.

e Der Raum der Formfunktionen P ist ein auf K definierter endlichdimensionaler linearer Funktio-
nenraum der Dimension d.

e Die Menge der Freiheitsgrade X besteht aus d linear unabhdingigen Funktionalen tber P. Dabei ist
jede Funktion p € P durch die Werte der d Funktionale aus ¥ eindeutig bestimmd.

Benutzt man lediglich vorgegebene Funktionswerte als Freiheitsgrade, so heiflen die zugehorigen finiten
Elemente auch Lagrange-Elemente. Bei Hermite-Elementen verwendet man auch Ableitungswerte zur
Bestimmung der Ansatzfunktionen.

Man kann auch folgende Charakterisierung vornehmen: Sei P’ der algebraische Dualraum des linearen
Raumes P. Dann kann man eine Basis {Ny,..., Ny} von P’, die Menge der Knotenvariablen, mit %
identifizieren.

Definition 8.3. Sei (K,P,X) finites Element. Fine Basis {¢1, ..., ¢4} von P mit N;(¢;) = 65, 1 <
i, < d heifst nodale Basis von P.

Wir illustrieren die Definitionen am einfachsten Beispiel.

Beispiel 8.4. (Findimensionales lineares Lagrange-Element)

Seien K = (0,1), P die Menge der linearen Polynome sowie ¥ = {Ny, No} mit Ni(v) = v(0) sowie
Ny(v) = v(1) fir alle v € P. Dann ist (K,P,X) finites Element mit der nodalen Basis {¢1, ¢2} mit
¢1(x) =1 — 2 und ¢o(x) = . O
Zur Charakterisierung der Basis im Raum P’ nutzt man oft folgende Aussagen.

Lemma 8.5. Seien P ein d-dimensionaler linearer Raum von Funktionen auf R™ sowie {N1,..., Nq}
eine Teilmenge des Dualraumes P’. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(1) {N1,..., Ny} ist Basis von P’.

(i) Gilt N;(v)=0,i=1,....,d fiirve P, soistv=0.
Beweis: Ubungsaufgabe ! ]
Definition 8.6. Man sagt "% bestimmt P”, falls fiir v € P die Aussage N(v) = 0 fiir alle N € ¥ die
Aussage v = 0 impliziert.

Lemma 8.7. Sei P ein Polynom vom Grad 1 > 1, das auf der Hyperebene {x : L(x) = 0} bei
nichtentarteter linearer Funktion L verschwindet. Dann kann man P faktorisieren gemdfs P = LQ, wobei
Q ein Polynom vom Grad (I — 1) ist.

Beweis: Zur Ubung empfohlen ! O

8.3 Lokale und globale Interpolation

Eine geeignete lokale Beschreibung von Ansatz- und Testfunktionen eines Finite-Elemente-Raums iiber
einem Teilgebiet ist durch lokale Interpolation moglich. Sie spielt auch bei der Vorbereitung von FEM-
Fehlerabschétzungen in Kapitel 10 eine wesentliche Rolle.

Definition 8.8. Seien (K, P,X) ein finites Element und {¢1,...04} eine nodale Basis von P. Sei v eine
Funktion, fir die alle N; € X3, i = 1,...,d definiert sind. Als lokalen Interpolant von v bezeichnet man

eine Funktion Ilgv € P mat
d

V= HK’U = ZNZ(’I})(bl (83)

i=1

Offenbar gelten folgende Aussagen:
Lemma 8.9. Fir den nach Definition 8.8 erklirten lokalen Interpolant gilt:

(i) Die Abbildung v — kv ist linear.

(i1) Es gilt N;(IIgv) = N;(v), i =1,..,d.

(iii) g ist ein Projektor, d.h. es gilt gk (v) = v fir alle v € P.
Beweis: Ubungsaufgabe ! ]
Fiir die in den folgenden Abschnitten diskutierten Beispiele finiter Elemente auf simplizialen Gebieten

oder Hyperquadern kann der lokale Interpolant in kanonischer Weise definiert werden.

Bei den hier zunéchst betrachteten konformen FEM ist bei der stiickweisen Definition der Ansatz- und
Testfunktionen iiber den Teilgebieten K; zu sichern, daf§ sie zum Losungsraum X des elliptischen RWP
paBfahig sind, d.h. es gilt X}, C X. Das nachfolgende Lemma gibt wesentliche Bedingungen zur Kon-
struktion passender Ansatzriume an.

Lemma 8.10. Sei Q = Uj]\ilfj eine zuldssige Zerlequng des Polyeders 0 C R™ gemdj$ Definition 8.1.
Sei k > 1 sowie v : @ — R eine Funktion mit v|g, € C*(K;), j =1,..., M. Dann gilt v € W"2(Q) genau
fiir v e CEF=1(Q).

Beweis: Man beweist nur den Fall k& = 1, fiir £ > 2 schliefit man induktiv.

(i) Sei v € C(Q). Die Existenz verallgemeinerter erster Ableitungen folgt nach Beispiel 5.13. Die ersten
Ableitungen sind wesentlich beschriinkt, gehéren also zu L (). Damit ist aber auch v € W2(Q).

(ii) Beweis der Umkehrung vgl. Braess [5], Kap. II, Satz 5.2. O

Eine wichtige Schluffolgerung fiir die Approximation elliptischer RWP 2. Ordnung in passenden Un-

terriumen X, C W12(Q) ist, daB man lokal definierte Ansatzfunktionen lediglich stetig an den Seiten
der Teilgebiete koppeln muf}. Hingegen ist die Approximation elliptischer RWP der Ordnung 2m mit
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m > 2 wesentlich aufwendiger. So mufl man fiir m = 2 schon X, C C(Q) sichern.

Zur Diskretisierung von RWP wird angemerkt, daf} stetige Fortsetzungen von Funktionen iiber dem
Losungsgebiet © auf den Rand 92 Spuren im Sinne der Sobolev-Ridume besitzen. Speziell gilt fir RWP
2. Ordnung, daf3

veCQ), vk, €ECHE,), j=1,.. M;  vjpn=0 = veW; Q).

Wir definieren noch eine geeignete globale Interpolation bei finiten Elementen unter Verwendung der
lokalen Interpolation.

Definition 8.11. Sei das beschrinkte polyedrische Gebiet Q@ C R™ mittels einer zuldssigen Zerlegung
T = {K;}™, exakt trianguliert. Zu jedem Gebiet K; seien ein finites Element (K;, P;, ;) und eine nodale
Basis in P; erkldrt. Ferner sei k € Ng die hochste in der nodalen Basis vorkommende Ordnung partieller
Ableitungen. Fiir v € CF(Q) wird ein globaler Interpolant IIrv definiert durch

HT'UlKi = HKi'U VK; €T. (84)

Man beachte, dafl diese Definition noch keine Glattheitsaussagen iiber die globale Interpolationsfunktion
impliziert. Fiir Abschétzungen des Interpolationsfehlers in X;, C X (vgl. Kap. 7) ist jedoch zu sichern,
da II7rv € X}, gilt. Man sagt, dafl

X7 :={ll;v: ve C™(Q)}

ein C™-Finite-Elemente-Raum mit m € N ist, wenn fiir alle v € C™(Q) auch II7v € C™(Q) folgt.

Fiir Lagrange-Elemente auf simplizialen Zerlegungen werden wir in Abschnitt 8.5 ein hinreichendes Kri-
terium fiir den Fall m = 0 angeben.

Die Auswahl bestimmter Elemente im Rahmen eines FEM-Programms ist eine wichtige Entscheidung vor
der Implementierung. Folgende Klassifizierung ist eventuell hilfreich.

(i) h—Methoden: Elemente mit fixiertem niedrigen Ansatzgrad (insbesondere lineare bzw. multilineare
Elemente) erlauben (wenigstens derzeit) eine gréfiere Flexibilitit hinsichtlich der Entwicklung geeigneter
Losungsverfahren fiir die diskreten Verfahren (z.B. Mehrgitter- und andere Multilevel-Verfahren) sowie
hinsichtlich der Datenmanipulation auf unstrukturierten Gittern (adaptive Netzgenerierung, grafische
Aufbereitung usw.). Die geringere Genauigkeit fithrt andererseits bei komplexen Problemen auf sehr
grofie diskrete Probleme. Hohere Genauigkeit wird durch Verkleinerung der Elementgrofie erreicht (h-
Methode)

(i) p—Methoden: Elemente mit fixiertem, jedoch hoherem Ansatzgrad haben neben dem Vorteil hoherer
Genauigkeit vor allem den Nachteil schlechterer algebraischer Eigenschaften. Ferner sind sie im allgemei-
nen Fall zunéchst schwerer handhabbar bei der Datenmanipulation, auf Gebieten mit einfacher Geometrie
(z.B. Quadern) erzielt man aber durch Einsatz von numerischen Integrationsformeln erhebliche Verein-
fachungen. Hohere Genauigkeit erreicht man durch Erhéhung des Ansatzgrades (p-Methode).

(i1i) hp—Methoden: Die Kombination beider Ansitze fithrt auf die sogenannten hp-Methoden, die zu-
nehmend Anwendung finden. Hier werden die Vorteile der beiden Methoden sinnvoll verbunden, deren
Nachteile kommen weniger zum Tragen. Die Implementierung von hAp—Methoden ist jedoch sehr aufwen-
dig. Eine gute Ubersicht zu p— und hp—Methoden findet man in der Monographie [21] von C. Schwab.

8.4 Finite-Elemente-Riume im 1D-Fall

Das Gebiet Q = (a,b) wird gemé$ (8.2) in Teilgebiete K; := (z;—1,2;), ¢ = 1,..., M mit Durchmesser h; :=
x; — xj—1 zerlegt. Spater nutzen wir oft aus, daf jedes Element K; mittels affin-linearer Transformation

z—&=Fy(z):=h (z —m_1)
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Abbildung 8.2: Quadratische Basisfunktionen

bijektiv auf das sogenannte Referenzelement K = (0,1) iiberfithrt werden kann.

Wir beschreiben zunichst global stetige Ansatzriume X, C CY(Q) mit Lagrange-Elementen. Lokal
wihlen wir P; = Py;_1(K;), wobei P(K) die Menge der Polynome vom Grad | € N iiber K ist.
Die d linearen Funktionale aus X; sind gerade die Funktionswerte in den d vorgegebenen Punkten
Ti1+ g55hi, 5 =0,...,d—1 des Intervalls K.

Beispiel 8.12. Lagrange-Elemente vom P;-Typ (vgl. auch Beispiel 8.4)

Bei dem bereits im Abschnitt 1.5 untersuchten stiickweise linearem Ansatz betrachten wir den endlich-

dimensionalen Raum X, := span{¢;}*, mit den stiickweise linearen Lagrangeschen Basisfunktionen
—w_}fzfl, z e K;
¢Z(.’II) = Ilhtizm’ S Ki+1 , 1=0,.., M. (85)
0, sonst

Jede Funktion vy, € X} ist offenbar durch die Knotenwerte v; = vy (z;) eindeutig festgelegt und besitzt
die Darstellung vy, (z) = Zj]\io vjo;i(x). O
Beispiel 8.13. Lagrange-Elemente vom Ps-Typ

Fiir die Zerlegung (8.2) seien x;_1 /2 := & (x;_1 +=;) die Mittelpunkte der Teilintervalle K;. Bei stiickweise
quadratischem Ansatz betrachten wir Funktionen

M M
vn(2) = Zviwi(x) + Zvifl/Qwifl/Q(x) (8.6)
i=0 i=1
mit stetigen Funktionen v;, ¢ =0,..., M und v¥;_y,2, j =1,..., M mit

(1) Yilx;, Yici2lx;, € Py j=1,..., M;

(i) i(wr) = dik, Yi(Tr_1/2) = 0; Yi_1j2(wk) =0, Yi_1/2(Th—1/2) = ik

Daraus ergibt sich die lokale Darstellung der Ansatzfunktionen unter Verwendung quadratischer Lagran-
gescher Funktionen (vgl. auch Abbildung 8.2)

Z(r—zic1) (@ — zi_1)2), z e K;
Pi(x) = #ﬂ(%‘ﬂ —2)(Tiy12 — ), €Kit (8.7)

0, sonst
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hi?(x —zi1)(x; —x), z€EK;
Yi_1ja(w) = - (8-8)

0, sonst

Jede Funktion vj, € X}, ist durch die Knotenwerte v; = vy, (%) bzw. v;_1/2 = vp(7;_1/2) auf dem Gitter
T0,T1/2,T1, -, Tpar—1/2, Ty eindeutig festgelegt. O

Bemerkung 8.14. Man kann auch die folgende Darstellung stiickweise quadratischer Funktionen v, €

C(9Q) angeben
M M
v () = Z Vi () + Z Vi—1/2¢1—-1/2(%) (8.9)
i=0 i=1

unter Verwendung der stiickweise linearen Ansatzfunktionen ¢; aus Beispiel 8.12. Dies gilt wegen

Spaﬂ{%‘}i]\io D Span{wi71/2}££1 = span{¢; i]\io S2) span{wifl/z}?il-

Die angegebene Darstellung entspricht einer speziellen p—hierarchischen Basis, bei der der Raum stiick-
weise quadratischer Funktionen aus dem Raum der stiickweise linearen Funktionen iiber dem Grundgitter
durch Hinzunahme der zusitzlichen Basisfunktionen {;_; /Q}i]‘il gewonnen wird. O

Die Konstruktion eines Ansatzraumes X, C C*(Q), d.h. mit global stetig differenzierbaren Funktionen,
ist aufwendiger. Die Menge ¥ der stetigen Funktionale umfafit dann neben Funktionswerten auch be-
stimmte Ableitungswerte.

Beispiel 8.15. Kubische Hermite-Polynome

Zur Erzeugung global stetig differenzierbarer Funktionen verwendet man Hermite-Polynome. Seien (;, 1; €
Cl(Q), i =0,..., M stiickweise kubische Funktionen mit

Gilzg) = 0ik, C(zk) =0; mi(zk) =0, ni(xr) =08, k=1,...,M.

Dann erhélt man die lokalen Darstellungen

h%(x—xi)(x—xi_l)z, r e K;
ni(z) == h%ﬂ(x —xi)(r —wi1)?, v €Ki (8.10)
0, sonst
bzw.
¢i(x) = 5 [nim1 (@) +mi(2)],  reK;
Gi(@) =< ¢i(@) + s (@) +mia (2)], 7 € Kin (8.11)
0, sonst

unter Vewendung der stiickweise linearen Ansatzfunktionen ¢; aus Beispiel 8.12.

In der Darstellung
M M
on(@) =D viGi() + Y wim(x) (8.12)
i=0 i=0

bezeichnen die Werte v; bzw. w; die Funktions— bzw. Ableitungswerte der Funktion vy, in den zugehdrigen
Gitterpunkten ;. Wegen (;,n; € C1(9Q) ist

span{(; }Zo @ span{n;}iZ, € C'(Q). O
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8.5 Finite Elemente im mehrdimensionalen Fall

Jetzt charakterisieren wir ausgewéhlte Realisierungen von finiten Elementen im mehrdimensionalen Fall
durch Angabe der Teilgebiete sowie von Formfunktionen und deren globale Eigenschaften.

Sei Tj, = {K;}M, eine zuliissige Zerlegung des Gebietes ) in konvexe polyedrische Teilgebiete K; € 7j,.
Das Gebiet 2 ldBt sich dann iiber die Gesamtheit {p’}, j = 1,..., N der Eckpunkte beschreiben. Jedes
Teilgebiet K € 75, kann als konvexe Hiille

K = conv{p’}jes =z = Z Nip? oA >0, Z Aj=1 (8.13)

JE€JIK JEIK

der zugehdrigen Eckpunkte notiert werden. Dabei ist Jx die Menge aller Indizes der Eckpunkte von K.
Uber die Darstellung des Teilgebietes als Konvexkombination der Eckpunkte gewinnt man zugleich eine
Standardparametrisierung.

Definition 8.16. Die Koordinaten \; mit j € Ji in der Darstellung (8.13) des Teilgebietes K heiflen
baryzentrische Koordinaten.

Spezielle finite Elemente werden gekennzeichnet durch die Lage und Art der verwendeten Freiheitsgrade,
d.h. durch die Vorgabe des Funktionenraums P und der Funktionalmenge 3. In den spéter folgenden
Abbildungen werden im jeweiligen Gitterpunkt die folgenden Symbole benutzt:

e - Verwendung des Funktionswertes als Freiheitsgrad
o - Verwendung aller ersten partiellen Ableitungen als Freiheitsgrade
(O - Verwendung aller zweiten partiellen Ableitungen als Freiheitsgrade.

Die Gesamtzahl der auf K verwendeten Freiheitsgrade sei d.

Nachfolgend betrachten wir Elemente auf requldren Simplizes in allgemeiner Lage. Bei der praktischen
Berechnung (vgl. Kap. 9/10) greift man jedoch moglichst auf die Transformation auf Referenzelemente
zuriick.

Beispiel 8.17. Finite Elemente tber Dreiecken

Sei K € Ty, ein nichtentartetes Dreieck mit den (in mathematisch positiven Drehsinn durchnumerierten)
Eckpunkten p', p?, p3. Die zugehorigen baryzentrischen Koordinaten A1, Az, A3 werden den Punkten z € K
eineindeutig durch die Gleichungen

3 3
z=Y"Np', DY =1 (8.14)
i=1 =1

zugeordnet. Mit X := (A, A2)* € R? findet man stets zu (8.14) eine affine inverse Abbildung A= Bz+b,
die das Dreieck allgemeiner Lage in das Einheitsdreieck K := {X: 0 < A1, Ay < 1; A\;+ Xy < 1} iiberfiihrt.
Diese Transformation werden wir insbesondere in Kapitel 10 benutzen.

Ansatzfunktionen iiber K lassen sich mittels der baryzentrischer Koordinaten angeben. So haben die iiber
K affinen Funktionen ¢;, j = 1,2,3 mit der Eigenschaft ¢;(p*) = §,; die Form

¢j(x) = Aj(z), j=1,23.
Sie bilden die Menge Py (K) der stiickweise linearen Dreieckselemente.

Man erhélt allgemeiner Dreieckselemente der Klasse Py(K), | € N, wenn neben den Eckpunkten p’ als
weitere Interpolationspunkte

3

(e Q5

P ZZﬁ]ﬁ (8.15)
j=1

benutzt werden. Dabei ist & = (aq, a, 3) ein Multiindex der Linge |a| = I.

Abbildung 8.3 zeigt nacheinander
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Abbildung 8.3: Auswahl von Dreieckselementen

e lineares C°—Element (”stetiges” P;-Element) mit d = 3

e "unstetiges” lineares Element (Crouzeiz-Raviart-Element) mit d = 3

e quadratisches C°—Element ("stetiges” Pa-Element) mit d = 6

e kubisches C°—Element (”stetiges” Ps-Element) mit d = 10

o kubisches C°—Element mit Hermite-Interpolation und d = 10

e reduziertes quintisches C'—Element (Bell-Element) mit Hermite-Interpolation und d = 18.

Die "stetigen” Pj-Elemente mit [ = 1,2, 3 sind spezielle Lagrange-Elemente, die auch im Programmsy-
stem FEMLAB Verwendung finden. Der nachfolgende Satz 8.19 klért, dafl man durch stetige Fortsetzung
derartiger Elemente auf Nachbardreiecke einen konformen C?-Finite-Elemente-Raum erhélt.

Beim unstetigen P;-Element verwendet man statt der Eckpunkte des Dreiecks die Seitenmittelpunkte
als Interpolationspunkte. Das entstehende stiickweise lineare Element ist das einfachste nichtkonforme
Element. Offenbar ist eine stetige Fortsetzung einer Formfunktion auf ein benachbartes Element gleicher
Art im allgemeinen Fall nicht moglich. Wir gehen auf nichtkonforme Elemente in Kapitel 11 ein.

Die beiden Hermite-Elemente erlauben auch den glatten Ubergang in den ersten partiellen Ableitungen
und somit die Konstruktion eines C'-Finite-Elemente-Raums. Man beachte, dafl beim Bell-Element die
Zahl der Freiheitsgrade des originalen quintischen Elements deutlich reduziert wurde. Hierzu ist zu ver-
merken, dafl die Zahl der Freiheisgrade pro Element wesentlich fiir den Besetzungsgrad der Matrix des
entstehenden linearen Gleichungssystems ist. O

Beispiel 8.18.  Finite Elemente tiber reguldren Simplizes

Sei jetzt allgemeiner K € T}, ein regulirer Simplex im R™ mit den Eckpunkten p', ..., p"*!. Erneut ist K
Konvexkombination aller Eckpunkte nach

K = conv{p’}jes = a= Z Np' oA >0, Z Aj=1

Jj€JK JjE€JK
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Abbildung 8.4: Auswahl von Tetraederelementen

Die Zuordnung zwischen den Punkten 2 € K und den baryzentrischen Koordinaten A\ = (A1, ..., A\py1)
ist wieder eineindeutig.

Unter Verwendung des Multiindex oo = (avy, ..., ayp 1) der Linge [ € N werden (in Verallgemeinerung von
(8.15)) die Interpolationspunkte

aus den Eckpunkten p',...,p" ! des Teilgebietes K erzeugt.

Simpliziale Elemente der Klasse P;(K) mit [ € N erklart man wie im vorhergehenden Beispiel. Die
Abbildung 8.4 zeigt nacheinander fiir n = 3 die beiden Lagrange-Elemente niedrigster Ordnung, die auch
im Programmsystem FEMLAB verwendet werden:

e lineares C°—Element (stetiges P;-Element) mit d = 4

e quadratisches C°—Element (stetiges P,—Element) mit d = 10. a

Der nachfolgende Satz klart, dal iiber zulédssigen simplizialen Zerlegungen mit Lagrange-Elementen ein
C°—Finite-Elemente-Raum erzeugt werden kann. Dies ist wesentlich fiir die numerische Losung von el-
liptischen Randwertproblemen 2. Ordnung (etwa im System FEMLAB).

Satz 8.19. Sei T eine zuldssige Zerlequng des beschrdnkten, polyedrischen Gebietes Q@ C R™ in regulire
Simplizes. Dann wird durch die in Beispiel 8.18 erklirten Lagrange-Elemente der Klasse Py, | € N ein
CO-Finite-Elemente-Raum X1 gebildet.

Beweis: vgl. S. Brenner/ R. Scott [4], Satz 3.3.17 fiir n = 2 und z.T. Ubungsaufgabe. ad
Wir gehen nun noch auf Zerlegungen in Rechtecke bzw. allgemeiner in Quadergebiete ein, die man sehr
oft in Finite-Elemente-Paketen benutzt.

Beispiel 8.20. Finite Elemente tiber Rechtecken

Sei jetzt K C R? ein Rechteck in allgemeiner Lage mit den (in mathematisch positiven Drehsinn durchnu-
merierten) Eckpunkten p', ..., p*. Mit der folgenden affin-linearen Transformation unter Beriicksichtigung
der Eckpunkte p', p?, p* kann man dieses Rechteck auf das Einheitsquadrat K= (0,1) x (0,1) als Refe-
renzelement transformieren: Die Punkte p!,p?, p* werden wie in Beispiel 8.17 auf die Eckpunkte (0,0),
(1,0) und (0, 1) abgebildet, der Punkt p* wird dabei auf den Eckpunkt (1,1) transformiert.

Wir benutzen fiir das Referenzelement K eine Parametrisierung der Form

M=01-80=n), X=&L1-n), =&, MA=(1-9n (8.16)

mit Parametern &, 7 € [0, 1]. Offenbar gelten die fiir baryzentrische Koordinaten giiltigen Beziehungen

Ai>0,i=1,..,4, > N=1 VY&ne[o1]

i=1
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Abbildung 8.5: Auswahl von Rechteckselementen

Abbildung 8.6: Auswahl von Quaderelementen

Sei jetzt Ql(f( ) fiir [ € N die Menge aller Polynome auf K, die sich als Linearkombination von Produkten
von Polynomen jeweils vom Grad ! in jeder Richtung £ bzw. n im Fall der Parametrisierung (8.16)
darstellen lassen. Die Abbildung 8.5 zeigt nacheinander

e bilineares C°—Element (stetiges Q1-Element) mit d = 4
e biquadratisches C°—Element (stetiges Q2-Element) mit d =9
e biquadratisches Serendipity-Element mit d = 8

Die Q;-Elemente mit [ = 1, 2 sind die iiblichen Lagrange-Elemente. Bei dem biquadratischen Serendipity-
Element wurde gegeniiber dem Standard-Qe-Element ein Knoten entfernt. a

Beispiel 8.21. Quaderelemente

Beispiel 8.20 148t sich analog erweitern auf den Fall von Hyperquadern im R"™. Fiir den dreidimensiona-
len Fall zeigt Abbildung 8.6 nacheinander die beiden Lagrange-Elemente niedrigster Ordnung sowie ein
reduziertes Element:

o trilineares C°—Element (stetiges Q1-Element) mit d = 8
e triquadratisches C°—Element (stetiges Q2-Element) mit d = 27
e triquadratisches Serendipity-Element mit d = 20

Man beachte, dafl beim reduzierten QQ2-Element die Zahl der lokalen Freiheitsgrade gegeniiber dem {ibli-
chen @Q2—Element deutlich verringert ist. O

Bemerkung 8.22. Es ist moglich, simpliziale und Quader-Vernetzungen zu kombinieren. Wir betrachten
eine deratige Variante in Kapitel 9. ]



Kapitel 9

Praktische Aspekte der
Finite-Elemente-Methode

Die Implementierung eines FEM-Programms zur Losung partieller Differentialgleichungen ist eine sehr
komplexe Aufgabenstellung. Im vorliegenden Kapitel werden die Grundstruktur eines FEM-Programms
sowie einige Aspekte der praktischen Realisierung (vorwiegend an einem einfachen Beispiel nach Grof-
mann/Roos [10], S. 175-180) behandelt.

9.1 Grundstruktur eines FEM-Programms

Ziel ist die Entwicklung eines FEM-Programms zur Lésung von Randwertproblemen partieller Differen-
tialgleichungen in einem beschrinkten Gebiet 2 C R™. Wesentliche Bestandteile eines Finite-Elemente-
Programms sind:

1. Pré-Prozef3: Eingabe und Beschreibung des (kontinuierlichen) Ausgangsproblems, Gittergenerie-
rung, Generierung des endlichdimensionalen Problems

2. Solver: Losung des entstehenden algebraischen Problems durch geeignete direkte oder iterative
Losungsverfahren

3. Post-Prozef3: Aufbereitung der Resultate (grafische Darstellung, Ermittlung abgeleiteter Gréfien),
Bewertung der Resultate.

Oft wird dieser Zyklus iterativ abgearbeitet, da eine Bewertung der Resultate eine Verbesserung des
Gitters und ggf. der Diskretisierung erfordert (vgl. Kapitel 12).

Die Komplexitéit eines FEM-Programms und die Vielzahl méglicher Modellprobleme erlauben keine Uni-
versallosungen fiir beliebige Klassen partieller Differentialgleichungen. Einerseits gibt es eine Vielzahl
kommerzieller Lésungen fiir abgegrenzte Aufgabenstellungen (in der Regel fiir definierte Anwendungsfiille,
z.B. ANSYS, NASTRAN, FLUENT oder FLOW3D in der Festkoérper- oder Fluidmechanik). Ande-
rerseits gibt es jedoch inzwischen auch einige gut erprobte und ausbaufihige Programmsysteme fiir relativ
grofle Aufgabenklassen. Dazu gehoren die Systeme PLTMG (von R.E. Bank), ELLPACK (von J.R. Rice
u.a.), KASKADE (von J. Leinen/ P. Deuflhard u.a.) und UG (von P. Bastian u.a.). Das im Rahmen
dieser Vorlesung genutzte System FEMLAB gehort zu einer relativ neuartigen Klasse von Programmen
mit multiphysikalischen Anwendungen.

Im vorliegenden Kapitel sollen einige Aspekte des Prd-Prozesses besprochen werden. Auf die Losung der
entstehenden diskreten Probleme gehen wir im Teil III dieser Vorlesung ein. Eines der weiteren Kapitel
wird auch die Frage der a-posteriori Bewertung der diskreten Losung als immer wichtiger werdender
Bestandteil des Post-Prozesses beriihren.

Die Komplexitéit eines FEM-Programms legt eine modulare Struktur der angestrebten Losung nahe. Als

89
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zunehmend wichtig erweist sich, derartige Programme einerseits erweiterungsfahig zu gestalten. Ande-
rerseits soll es moglich sein, einzelne Bestandteile (z.B. Pré- und Post-Prozessoren oder Loser fiir lineare
Gleichungssyteme) auszuwechseln. Ebenso wichtig ist, dafi ein FEM-Programm ohne grofien Aufwand
auf verschiedenen Hardware-Plattformen laufen kann. Aus Effektivitdtsgriinden mufl ein FEM-Programm
natiirlich schnell abgearbeitet werden kénnen.

9.2 Gebietsbeschreibung. Generierung eines Ausgangsgitters

Zunichst ist das Losungsgebiet @ C R'™ geeignet zu beschreiben. Wir diskutieren dies exemplarisch
anhand des Programmsystems FEMLAB. Hiermit kann man einen Katalog bestimmter Grundgebie-
te benutzen, z.B. Quadrate, Rechtecke, Kreis- und Ellipsengebiete fiir n = 2 und Quader, Tetradeder,
Zylinder- , Kegel- und Kugelgebiete fir n = 3. Aus diesen Bausteinen kann man auch kompliziertere
Gebiete mittels Boolescher Operationen wie Vereinigung und Schnitt konstruieren. Exemplarisch zeigt
Abb. 9.1 die Konstruktion eines Beispiels jeweils fiir n = 2 und n = 3.

Gehiet in 2D mit Gebiet in 30D mit
Randnummerierung nummerierten Cberflachen
1 3 1
1
0.5
0.5 z
0
? \
5 — e
0 1 v ]
0.5

Abbildung 9.1: Beispielgebiete im zwei- bzw. dreidimensionalen Fall

Fiir die Eingabe von Randbedingungen ist eine geeignete Markierung entsprechender Teilgebiete des
Randes 0f2 geeignet, z.B. durch Nummerierung, erforderlich. Die ist in Abb. 9.1 fiir die Beispielgebiete
ersichtlich. Natiirlich unterstiitzt FEMLAB die grafische Ausgabe der so beschriebenen Gebiete.

Im néchsten Schritt erfolgt eine Zerlegung des Gebietes ). Ein wesentlicher Vorteil von FEM besteht
in der Anpassungsfiahigkeit der Zerlegung an die Gebietsgeometrie sowie an die Struktur der Losung
(z.B. Singularititen). Wir behandeln hier nur die Erzeugung eines Ausgangsgitters, das die Geometrie
beschreibt. Seine Qualitéit beeinflult jedoch auch wesentlich Erfolg und Effizienz der gesamten Rechnung.
Die Netzverbesserung auf der Basis von a-posteriori Fehlerschdtzern behandeln wir in Kapitel 12.

Vereinfachend sei 2 € R™ mit n < 3 ein beschrinktes polyedrisches Gebiet. Wir betrachten eine
nichtiiberlappende, zulissige Zerlegung 7, = {K;}*, des Gebietes in konvexe polyedrische Teilgebie-
te Kz mit

ﬁ = UAilfja Kz n Kj = @, ) 7§ _], hl = dlam(Kl), h = . 1}1ax hz (91)
In FEMLARB sind die Teilgebiete K; Simplizes, d.h. im Fall n = 1 Intervalle, fiir n = 2 Dreiecke bzw. und
fir n = 3 Tetraeder. (Eine andere gern benutzte Wahl sind konvexe Vierecke bzw. Hyperquader sowie
die Kombination mit simplizalen Elementen, vgl. Abschnitt 9.3.)

Die Erzeugung eines Ausgangsgitters durch Gittergeneratoren ist sehr komplex und derzeit noch stark
durch heuristische Prinzipien charakterisiert. In FEMLAB erfolgt ausgehend von der Randbeschreibung
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Erste grobe Zerlegung in 2D Erste grobe Zerlegung in 3D

Abbildung 9.2: Ausgangszerlegung der Beispielgebiete im zwei- bzw. dreidimensionalen Fall

Rote Verfeinerung der groben 2D-Zerlegung

Abbildung 9.3: Rote Verfeinerung des Ausgangsgitters im zwei-dimensionalen Beispiel

und der Vorgabe eines maximalen Gitterparameters h.,q, zunichst eine interne Knotenverteilung auf 9.
Mit einer advancing front-Technik erfolgt dann die Gittererzeugung vom Rand in das Gebietsinnere. Das
erzeugte Gitter ist stets zuléssig.

Zur genaueren Beschreibung einer Zerlegung 7 definiert man fiir jedes Element K die Grofle hy als
Durchmesser der kleinsten Kugel, in die K einbeschrieben werden kann. Ferner ist px der Durchmesser
der grofiten in K einbeschriebenen Kugel. Jeder Zerlegung 7 ordnet man einen Index h gemifl (9.1) zu.
Die so entstehende Familie {7}, zuléssiger Zerlegungen von ) kann oft genauer charakterisiert werden.

Definition 9.1. FEine Familie {7} heifst isotrop, falls gleichmdfig fiir 0 < h < hg eine Beschrinkung
maxger, hi/prx < co gibt. Sie heifst quasi-uniform, falls gleichmaiflig fir 0 < h < hg Konstanten
0 < ¢ < cy existieren, so dafl jedem Element K eine Kugel mit Durchmesser c1h einbeschrieben und
eine Kugel mit Durchmesser cah umbeschrieben werden kann.

Die Isotropie schreibt geometrisch nichtentartete Elemente vor. So sind alle Innenwinkel von Dreiecken
oder Tetraedern grofler als ein gewisser Minimalwinkel. Quasi-uniforme Zerlegungen sind isotrop, aber
zusétzlich sind alle Elemente von gleicher Grofienordnung. Die mit FEMLAB erzeugten Ausgangsgitter
sind automatisch isotrop. Dazu erfolgt intern eine geeignete Glattung des Gitters. Abb. 9.2 zeigt das Re-
sultat so erzeugter Ausgangsgitter fiir unsere Beispielgebiete aus Abb. 9.1. Wihrend das Ausgangsgitter
die Geometrie des Gebietes beschreibt, ist oft fiir die Approximation der Losung des Variationsproblems
eine feinere Zerlegung erforderlich. FEMLAB erlaubt die automatische Verfeinerung des Ausgangsgit-
ters. Bei der sogenannten roten Verfeinerung weden im Fall n = 2 Dreiecke in vier kongruente Teildreiecke
zerlegt. Abb. 9.3 zeigt das Ergebnis dieser Operation fiir das zweidimensionale Beispiel aus Abb. 9.1 mit
dem Ausgangsgitter in Abb. 9.2.
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Bemerkung 9.2. Eine verbesserte Gitterqualitit erreicht man oft mittels Delaunay- Triangulation. Ge-
gebene innere Eckpunkte werden dabei so zu simplizialen Elementen verbunden, daff im Inneren des
Umkreises eines jeden Elementes keine Eckpunkte der Zerlegung liegen. Man kann zeigen, daf} eine derar-
tige Triangulation zu kleine Innenwinkel der Dreieckselemente vermeidet. Eine weitere Verbesserung im
Sinne dieses Kriteriums wird durch Verschieben innerer Eckpunkte erreicht. O

9.3 Datenstrukturen

Aus Komplexitétsgriinden mufl ein Kompromif§ hinsichtlich des Umfangs der im Programm abzuspei-
chernden Daten gefunden werden. Nachfolgend stellen wir einige Informationen zusammen, die in einem
FEM-Programm unbedingt gespeichert werden miissen:

e Liste der einzelnen Elemente durch geeignete Numerierung der Eckpunkte
e geometrische Lage der Gitterpunkte und der dort lokalisierten Freiheitsgrade oder Randbedingungen
e Information iiber die Approximation ggf. auftretender krummliniger Randkomponenten.

Hierzu hat sich eine Listentechnik als geeignet erwiesen (vgl. folgendes Beispiel), die auch in FEMLAB
benutzt wird.

Beispiel 9.3. (Listentechnik zur Beschreibung von Gebiet und FE-Zerlegung)

Auf dem Dreiecksgebiet  := {(z,y) € R? : 2,y >0, 0 <z +y < 1} wird eine Approximation an die
Losung u € W, *(Q) der Variationsgleichung

Vu-Vodr= [ fvde, YveW,?*Q) (9.2)
Q Q

zum homogenen Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung gesucht.

Nl n

Klo
Ko Ky pG
Ky |K ;

8 9 K3 p4 P
K K, K

5 6 7 K]Q pl pQ p?
Ky |Ky |K3 |Ky

K11
¢ ¢

Abbildung 9.4: Zerlegung des Gebietes {2 und Knotennumerierung in wy,

Bei Verwendung der FDM auf einem kartesischen Gitter (vgl. Kap. 3) hitte man Probleme mit der
Diskretisierung an der nicht parallel zum Gitter liegenden Kante. Derartige Probleme enstehen bei der
FEM nicht. Wir wéhlen eine gemischte Zerlegung des Gebietes Q! in Quadrate und Dreiecke K;,j =
1,..., M (vgl. Abb. 9.4). Im betrachteten Fall ist M = 15. Wir numerieren die Quadrate K; miti =1, ..., 10
und die Dreiecke K; mit ¢ = 11, ..., 15. Die Quadrate haben die Seitenldnge h = 0.2, entsprechend ist h
auch die Lénge der kurzen Dreiecksseiten.
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Es bezeichne p?, j = 1,..., N die Menge der inneren Gitterpunkte sowie p?, j = 1,..., N die Menge aller
Gitterpunkte. Abkiirzend sei

Wh = {pi}ij\ila Wp = {pl}lj\il

Die folgende Liste der Koordinaten bezieht sich auf die inneren Gitterpunkte p?, i =1, ..., 6.

Ul w | oy
11 0.2] 0.2
21041 0.2
31 0.6 0.2
4102104
51104104
6| 021 0.6

Tabelle 9.1. Liste der Koordinaten der inneren Gittepunkte

Ebenso stellt man eine Liste fiir die Randgitterpunkte p?, i = 7, ..., 21 auf.

J J

11 7 8 1 13 6 1 2 5 4
218 9 2 1 7T 2 3 16 8
319 10 3 2 8|15 4 6 17
4110 11 14 3 91 4 5 18 6
5113 1 4 1510|177 6 20 19

Tabelle 9.2. Liste der Rechteckgebiete mit Eckenindizierung

SchlieBlich benétigt man eine Listenbeschreibung fiir die Teilgebiete K;, j = 1,...,15 iiber die auf-
tretenden Eckpunkte. Dabei ist zwischen Rechteck- und Dreieckselementen zu unterscheiden sowie ein
einheitlicher Durchlaufsinn bei der Beschreibung der Eckpunkte zu beachten (vgl. Tabelle 9.2). Analog
stellt man eine Liste der Dreieckselemente K;, j =11, ...,15 auf. O

Bemerkungen 9.4. (i) Eine gesonderte Beschreibung der homogenen Dirichlet-Randbedingung ist im
Beispiel 9.3 nicht erforderlich. Einerseits wurde bereits nach inneren und Randgitterpunkten unterschie-
den. Andererseits kann man die entsprechenden Freiheitsgrade auf dem Rand weglassen, indem man die
Nullrandwerte im Gleichungssystem konsequent eliminiert und so dessen Dimension verringert. Es sei
jedoch bereits auf Bemerkung 9.6 (i) verwiesen.

(ii) Oft ist es eine Aufbereitung weiterer Informationen im Programm wie etwa die Numerierung der
Nachbarelemente in Listenform zweckmiflig, um einen schnellen Zugriff auf diese Daten zu erlauben.
Dies spielt insbesondere bei Fragen der adaptiven Gitterverbesserung eine Rolle. O

9.4 Generierung des diskreten Problems

Wir befassen uns jetzt mit der Generierung der Matrix und der rechten Seite des entstehenden diskreten
Problems. Ausgangspunkt ist (wie bereits in Abschnitt 7.1 beschrieben) eine elliptische Variationsglei-
chung der Form

Finde v € X : a(u,v) = f(v), Yoe X (9.3)

im Hilbert-Raum X mit Bilinearform a(-,-) und Linearform f(-). Zur Bestimmung einer Néherung uj an
die Losung u von (9.3) im endlich—-dimensionalen Teilraum X5 C X mit dim X, = N = N(h) < oo iiber
das Galerkin—Verfahren

Finde uy € Xy @ alup,v) = f(v), Yv e Xy, (9.4)
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geht man von einer Basis {gbl} ¥, von X}, aus. Uber die Basisdarstellung

N

Z uidi(x (9.5)

=1

erhélt man fiir den Knotenvektor u = (u1, ..., uy5)* das lineare Gleichungssystem
Ahy = fh. (9.6)

mit der sogenannten Steifigkeitsmatriz Ap, und dem Lastvektor fj, gemaf

An=(ADN_1, Ay i=ald),0),  fo=(froon fR)5 o= F(00).

Eine effiziente Generierung von (9.6), insbesondere der (Assemblierung) von Ay, erfolgt durch eine Schleife
iiber alle Elemente K;: Man nutzt, dafl die FEM-Ansatzfunktionen ¢; einen kleinen Tréger haben. Man
berechnet die Anteile von Aj, iiber den Teilgebieten K, die Elementmatrizen, gesondert und addiert sie
dann in A auf. Dabei wird ausgenutzt, dafl jeweils nur sehr wenige Nichtnullelemente zu beriicksichtigen
sind. Eine weitere Vereinfachung wird durch Transformation der Teilgebiete auf sogenannte Referenzele-
mente erreicht.

Wir beschreiben die Assemblierung der Matrix A;, am Beispiel 9.3. Zugleich sollen bei der Darstellung
wesentliche Prinzipien bzw. Methoden verdeutlicht werden.

Beispiel 9.5. (Assemblierung des linearen Gleichungssystems)

Wir nutzen das Problem und die Bezeichnungen aus Beispiel 9.3. Im vorliegenden Fall stimmen die Zahl
N der Freiheitsgrade und N der inneren Knotenpunkte iiberein. Weiterhin ist M = 15 die Zahl der
Elemente sowie h = 0.2.

Fiir die stiickweise Definition der konformen N#herung uy, fordern wir neben uj, € X;, C C(Q), da8 gilt

(7) i 1=1,...,10; (i)

Zum Gitterpunkt p’ gehére die bilineare bzw. lineare Funktion ¢; € C(Q) mit
6;(p*) =0k, jk=1,..,N.

In Umgebung der inneren Eckpunkte p? mit j = 1,2,4 sind lediglich bilineare Ansatzfunktionen iiber
Rechtecken wirksam. Sie haben die Form

az(h =l —z)(h =y —yl), max{|z —a;] [y —y;l} < h

i i=11,..,15.

¢j(xa y) =

0, sonst

In Umgebung der inneren Eckpunkte p’ mit j = 3,5, 6 bendtigt man sowohl bilineare Basisfunktionen
iiber den Rechtecken als auch lineare Ansatzfunktionen iiber Dreiecken:

mz(h = o =) (h = |y —y;]), max{le —z;[,ly -y} < h

und min{zr —z;,y —y;} <0
(h—=(z =) = (y—v;)), | — ;[ + |y -yl < h
und min{z — z;,y —y;} >0

¢j(xa y) =

=

Der Ansatz .
N

Zujgbj z,y) (9.7)
=1

erfiillt dann die oben genannten Anforderungen sowie die homogene Dirichlet-Randbedingung. Hier ist
N =6 (vgl. Abb. 9.3). Der Ansatz (9.7) fithrt in der Variationsgleichung (9.2) zum linearen Gleichungs-

system
6
Z(/ Vo; - Vi d:v) uj:/f@ dr, i=1,..,6.
- \Ja Q
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Die Elementmatrizen zum Teilgebiet K; haben die Gestalt
A = Whuscer, A= [ Vo Vo do

mit der Indexmenge I, := {i: supp(¢;) N K; # 0}.

Sinngemé&f erhalten wir elementweise fiir den Vektor der rechten Seite
fj = (fij)ielj'

Bei Durchlauf der Elemente der Zerlegung erhélt man schliefflich wegen der Linearitéit des Integrals durch
Aufaddition der Elementbeitrige

A=A, An=_ Y als =N, H=D3" 1.

j=11,kel; j=11i€l;

Bei den hier betrachteten stiickweise bilinearen und linearen Ansatzfunktionen iiber Rechtecken bzw.
Dreiecken sind die Indexmengen I; gerade die in Beispiel 9.2 eingefiihrten Listen der inneren Eckpunkte
der Elemente.

Wir berechnen jetzt exemplarisch die Elementmatrix fiir ein Dreieck K = fj. Die Eckpunkte seien
0.B.d.A. mit den lokalen Indizes | = 1,2, 3 versehen. Als zweckmiflig hat sich ferner die Transformation
auf das Referenzelement

K={(En": &n=>0, £+n<1}

erwiesen. Dies erfolgt mittels der affinen Abbildung

(3)=n () =0 Camn =) () 0
Y n Y1 Y2—Y1 Ys— N n
mit (€ ,n)* € K. Die zugehorige Jacobische Funktionaldeteminante

T2 — &1 T3 —T1

|Bj| = _ _
Y2—Y1 Ys— Y1

(9.9)

ist bei Numerierung der Eckknoten in mathematisch positivem Sinne positiv.
Zur Umrechnung der partiellen Ableitungen benutzt man

()-(28)(%)

Partielle Differentiation von (9.8) ergibt mit der Jacobischen Funktionalmatrix B;
1 ) o 0 &
() ()l
( 0 7 1 3y

3
o _ni-lp. (Y 1Y

Damit erhalten wir zur Umrechnung des Gradientenoperators

9 1 0
(8@)=|Bj| Tj(%)
oy on

SIS
SIS
ol

und damit

SIS
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Mit den {iber dem Referenzdreieck K definierten linearen Ansatzfunktionen

$1(§m) =1-&—n, $2(&,m) =&, ?3(&,m) =1

folgt nach Integraltransformation

Jj J _ . .
A, = (Aik)i,k€{1,2,3} B (/KJ Vo Vo dK)

i,k€{1,2,3}
_ (/ V- Vi |Bj] df?)
I i,k€{1,2,3}
= B K ( ) ' Ni)
|B,| meas(K) (Vo - Vo i,ke{1,2,3}
-1 -1
. -1 1 0
- L 0T} T ( )
2|Bj| o 1) TATh o
_ T3 —T
— 1 Zz—z? xi—xz 2=Ys Ys—U1 Y172
2|B;]| T3 — Ty Ty —T3 T2—T1 )

Y1 — Y2 T2 — 1

Fiir ein Dreieck K in allgemeiner Lage mit den Eckpunkten p*, p*, p', also der Indexmenge I = {i, k,1},
gilt
_ sroor (@i — @) (@ — ) + (i —y) (e —ww)], falls i # &
Ajy =

2|le [(ex —20)® + (ye —w1)?] falls i = k

Analog kann man die Elementmatrizen zu bilinearen Ansatzfunktionen iiber rechteckigen Elementen K
ermitteln. Im hier vorliegenden Fall achsparalleler Rechtecke

K; = conv{p",p* p*,p"*} = [v1,22] X [y2, 3]

vereinfacht sich die Rechnung. Mit den Bezeichnungen

1
A(EJ =22 — 1, Ay_] =Y3 — Y23 Qg = M
J J

folgt nach langerer Zwischenrechnung

2A1% 4+ 2Ay7 Az —20y7  —Azi — Ay?  —2Az7 + Ay?

Ay =28y 2Ax7 4+ 2Ay7  —2Ax5 + Ay: —Axi - Ay;
—Azt — Ay? 2027 + Ay; 20823 +2Ay7 Az —2Ay7
—2Az5 + Ays —Azxi — Ay; Azj —20y7  2Az7 +2Ay7

J

J_ .
Ay, = o

Fiir unser Beispiel erhélt man nach Berechnung der entsprechenden Integrale die folgende Matrix

8 —1 0 -1 -1
-1 8§ -1 -1 -1

1 0 -1 9 0 -1
Ah—</ﬂv¢Jv¢Zd$)—§ 1 -1 0 8 -1 —

" 1 -1 -1 -1 9 —
0 0 0 —1 -1

Nl = e i)

Bei feinerer Zerlegung des Gebietes erhilt man eine groflere Dimension der Matrix, jedoch steigt die Zahl
der Nullelemente stark an. Die entstehenden Matrizen bezeichnet man als schwachbesetzt. Fiir derartige
Probleme stehen dann direkte und iterative Losungsverfahren zur Verfiigung, die diese spezielle Matrix-
struktur ausnutzen.
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Die Berechnung der diskreten rechten Seite f; erfolgt analog zur elementweisen Ermittlung der Steifig-
keitsmatrix. a

Bemerkungen 9.6. (i) Randbedingungen 1. Art werden in der Regel (als sogenannte wesentliche
Randbedingungen) direkt im Lisungsansatz beriicksichtigt. Eine iibliche Variante ist, die entsprechenden
Funktionswerte ”hart” 'vorzugeben und die zugehorigen Randvariablen in den diskreten Gleichungen zu
eliminieren.

Im System FEMLAB werden Dirichlet-Bedingungen als Nebenbedingungen ”schwach” eingearbeitet.
Wir werden darauf im Rahmen der Ubungen und eventuell zu einem spéteren Zeitpunkt in der Vorle-
sung eingehen. Eine derartige Vorgehensweise erhoht zwar die Dimension des Gleichungssystems, ist aber
methodisch besser angepafit an die Behandlungen von Randbedingungen (zum Beispiel 2. und 3. Art),
in denen Ableitungen der gesuchten Funktion auftreten. Derartige Randbedingungen werden bekanntlich
in die Variationsformuierung eingearbeitet, die Freiheitsgrade auf entsprechenden Randstiicken treten als
Unbekannte im diskreten Problem auf.

(ii) Bei bestimmten Randwertproblemen mit konstanten Koeffizienten (z.B. beim Laplace-Operator), die
auf regelméfligen Zerlegungen von achsparallelen Rechecken erzeugt werden, erhélt man diskrete Proble-
me, die mit einem klassischen Differenzen-Verfahren {ibereinstimmen.

(iii) Struktur und Kondition der Elementmatrizen werden wesentlich durch die konkrete Darstellung
der Basisfunktionen beeinflufit. Bei unstrukturierten Gittern mit lokal variabler Feinheit ist es eventuell
sinnvoll, nicht alle Basisfunktionen auf das feinste Gitter zu beziehen. Bei der Technik der hierarchischen
Basen beginnt man mit der FEM—Basis iiber dem grébsten Gitter und fiigt auf dem néchstfeineren Gitter
lediglich die Basisfunktionen iiber den neuen Gitterpunkten hinzu. Dies ist insbesondere bei adaptiver
Netzverfeinerung und bei iterativer Losung der Gleichungssysteme mit Mehrgitterverfahren sinnvoll. O
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Kapitel 10

Fehlerabschatzungen
fiir konforme FEM

Im Kapitel 7 hatten wir fiir konforme Approximationen von elliptischen Variationsgleichungen bereits
Fehlerabschitzungen auf ein Approzimationsproblem fiir die Losung des kontinuierlichen Problems in
den diskreten Unterrdumen zuriickgefiithrt. Gegenstand des vorliegenden Kapitels ist die Gewinnung von
Interpolationsfehleraussagen und damit von Fehlerabschéitzungen fiir konforme FEM. Wir beschrinken
uns dabei auf den Fall der Interpolation auf simplizialen Elementen.

Bei der Analyse werden hier vorerst praktisch wichtige Aspekte wie numerische Integration und Appro-
ximation krummliniger Randteile ignoriert. Diese Probleme behandeln wir im Kontext nichtkonformer
Approximationen im Kapitel 11.

10.1 Transformation auf das Referenzelement

Das polyedrische Gebiet Q sei mittels einer zuléssigen Zerlegung 7 = {K j}jj\il exakt in konvexe, poly-
edrische Teilgebiete K; zerlegt. Fiir ein beliebiges Element K seien hx bzw. px jeweils der Radius der
kleinsten bzw. groBten Kugel, in die K einbeschrieben bzw. die in K einbeschrieben werden kann. Weiter
sei h := maxger hy fiir fixiertes 7. Ordnet man so jeder Zerlegung einen Index A > 0 zu, d.h. 7 = 7p,,
erhilt man eine Familie {7}, von Zerlegungen des Losungsgebietes (.

Interpolationsfehlerabschétzungen gewinnen wir durch Transformation auf ein geeignetes Referenzele-
ment. Vereinfachend wird angenommen, daf§ die Familie {7}, },, erzeugt wird durch Transformationen von
einem einheitlichen Referenzelement K. Wir beschrinken uns exemplarisch auf eine Dreieckszerlegung
eines Gebietes 0 C R?2, alle Aussagen gelten analog fiir simpliziale Zerlegungen im R".

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 9.4 sei K = {(£€ n)* : &, >0, £+n < 1} ein Referenzelement fiir
ein allgemeines Dreieck K;. Wir wollen im Regelfall annehmen, dafl die Abbildung F; : K — K, affin

linear, d.h. von der Form
x
(v)-me=mprn »= () (10.1)

mit reguldrer Matrix B; und geeignetem Vektor b; ist (vgl. auch Abb. 10.1). Vereinfachend wird nach-
folgend der Index j des allgemeinen Dreiecks K; mit den Eckpunkten (z;,y;)*, ¢ = 1,2, 3 weggelassen.

Dann gilt genauer
T To —T1 X3 — X1 £ T
= F(p) = + . 10.2
(y) 2 (yQ_yl yg—y1><n) (yl) ( )

Bemerkung 10.1. Sofern nicht ausdriicklich auf den affin-linearen Fall verwiesen wird, gelten die
Ausfithrungen in den Abschnitten 10.1-10.3 teilweise auch fiir nichtlineare Abbildungen F : K — K.
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K’

z £

Abbildung 10.1: Transformation eines Dreiecks auf das Referenzelement

Darauf kommen wir in Kapitel 11 im Zusammenhang mit isoparametrischen Elementen zuriick. O

Jeder Funktion u : K — R wird eine Funktion v : K — R iiber dem Referenzelement mit

v(p) = u(F(p)) (10.3)
zugeordnet. Mittels Kettenregel folgt fiir differenzierbare Funktionen
Vpu(p) = F'(p) Vau(F(p)). (10.4)

Dabei sind V,, bzw. V, die Gradientenoperatoren nach den p— bzw. z—Koordinaten sowie F’(-) die Jaco-
bische Funktionalmatrix. Fiir affin-lineare Abbildungen gilt nach (10.2) mit einer von hx unabhéingigen
Konstanten C' die Abschétzung ~

IF'(p)|| < C hg, VpeK. (10.5)

Nachfolgend betrachten wir {iber einem Gebiet G' C 2 Sobolev-Riume W'%(G), I € Ny mit der Stan-
dardnorm || - ||;,¢ bzw. Seminorm | - |; ¢ geméiB

llfe =Y ID°v[3 a oli = Y ID%0[3 o

la] <l la|=l

Zur Umrechnung von Normen iiber dem Element K bzw. iiber dem Referenzelement K bendétigt man die
(0.B.d.A. als positiv angenommene) Funktionaldeterminante

d(p) = det F'(p) >0, VpeK.

Nach Gebietstransformation folgt iiber (10.3)

K

Amwﬁm=/wmw@@ (10.6)

und daraus fiir die Umrechnung der L?—Normen
1/2 1/2
(iut aw)) wmksmegG@am> ol (10.7
peK peK

Eine entsprechende Verallgemeinerung auf verallgemeinerte Ableitungen hoherer Ordnung ist im Fall
affin-linearer Abbildungen (10.1) gegeben durch
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Lemma 10.2. Fin Teilgebiet K und das Referenzelement K seien durch die affin-lineare Abbildung
©=F(p)=Bp+b, pekK (10.8)

eineindeutig aufeinander abgebildet. Dann folgt fiir Transformationen nach (10.3)
(i) weWh(K) < veW(K), 1=0,1,...
(i) Fir die Seminormen gilt

v, & < C||B|* |det(B)|~Y? |u|i k, luli e < C|IB7Y|" |det(B)|*/? vl &

Beweis: (i) Die Aussage folgt unmittelbar aus (ii).

(ii) Wir beweisen die Aussage zuniichst fiir hinreichend glatte Funktionen u € C!'(K). Mittels Kettenregel
folgt aus (10.3) und (10.8)

ov 2. Hu ox;

3pj N =1 8:171 3pj7

damit

31}

J

ou
< ||B
131 max| 22

Rekursiv ergibt sich fiir einen Multiindex a, daf3

(D0)(p)| < [[BI*] max [(Du)(x(p)], pe€K.

181=al
Wegen der Norméquivalenz auf endlich-dimensionalen Rédumen ist
o 2 %
YD) < CIBI* Y [(DPu)@)| . pe k. (10.9)
=1 181=1
Aus (10.9) findet man durch Variablentransformation im Integral

e = /KZW dp<an||2l/ S (D7) ) dp

|a|=l |8]=1
CIB|2 |det(B)| 1/ S (D)
|8]=1
C|IBI* |det(B)| ™" |ulf -

IN

Diezweite Aussage von (ii) fiir hinreichend glatte Funktionen folgt analog unter Benutzung der Darstellung
p = B~'x — B~!b. Wegen der Dichtheit von C'(K) in W'2(K) erhalten wir die Behauptung (ii). O

Wir schiitzen jetzt die in Lemma 10.2 auftretenden Gréfien || B|| und | B~} ab.

Lemma 10.3. Seien fir ein Element K die Voraussetzungen von Lemma 10.2 erfillt. Ferner sei K
ein festes und von der Zerlegung unabhingiges Referenzelement. Das Element K enthalte eine maximale
Kugel mit Radius pi und sei in eine minimale Kugel mit Radius hx einbeschrieben. Dann gilt

IB| <C hg, [IB7H<C pg

Beweis: Fiir das fixierte, nichtentartete Referenzelement K existieren Kugeln mit den Radien j und
h die in K ein— bzw. um K umbeschrieben sind. Dann existiert ein Punkt po € K mit po +p € K
fiir beliebige p mit ||p|lcc = p. Die mittels der affin-linearen Abbildung (10.8) zugeordneten Punkte
xo9 = Bpo+b sowie x = B(pg + p) + b gehoren zu K. Fiir sie ist dann ||z — 2¢|| < 2hgk. Daraus folgern wir
1B = swp 1Byl < <o - o] < 2.
pll=5 p
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Die zweite Abschitzung folgt durch Vertauschung der Rolle von K und K. O

Folgerung 10.4. Im Fall affin-linearer Transformationen eines Teilgebietes K auf das Referenzelement
K gibt es positive Konstanten C;,i = 0,1,2 mit

1
1 s
Cy <SUP d(P)) P lulr g < |v], g < C1 (inﬁ d(p)) Wclulr,k, (10.10)
pEk peK
1 su ~d
0< L < Sperdle) _ o (10.11)
Co = inf g d(p)

fiir alle w € W™2(K).

Beweis: Die Funktionaldeterminante d(P) ist bei affin-linearer Transformation konstant. Die Aussage
folgt dann aus den Lemmata 10.2 und 10.3. O

Es sei angemerkt, dafl eine Zerlegung 7; mit nichtlinearen Abbildungen F' : K — K auch als reguldr
bezeichnet wird, wenn die Eigenschaften (10.11) und (10.10) bei Ersetzung von px und hg durch h
gleichméfig erfiillt sind.

10.2 Lemma von Bramble-Hilbert

Jetzt werden wir den Fehler bei Polynominterpolation auf dem Referenzelement abschétzen. Wir benutzen
dazu die Norm des zu W»2(G) dualen Raumes

lllo = sip L9 e i@ (10.12)
weWL2(G) lwlli,c

Das wesentliche Hilfsmittel fiir unsere Zwecke ist das folgende Resultat.

Lemma 10.5. (Bramble-Hilbert Lemma)
Sei G C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand. Weiterhin sei q ein lineares stetiges
Funktional auf WF1-2(G) mit

q(w) =0, Yw € Pi(Q). (10.13)

Dann findet man eine nur vom Gebiet G abhingige Konstante C = C(G) mit

la()| < Cllall-gsy.6 Polerre, Yo e WEE2(G). (10.14)

Beweis: (i) Fiir beliebiges, jedoch fixiertes v € W*+1:2(G) ermitteln wir ein Polynom w € Py, (G) mit
/ D% (v+ w) dx =0, Vol < k. (10.15)
G

Ausgangspunkt ist die Monom-Basisdarstellung

n

w(z) = Z cgr’, ::Hxiﬁi, cgs€R
|BI<k i=1

mit dem Multiindex 8 = (81, ..., Bn). Aus (10.15) folgt
Z 05/ D%z dx = —/ D% dz, |a| <k, (10.16)
Bk 76 ¢

d.h. ein lineares Gleichungssytem zur Bestimmung der Koeflizienten cg, |5] < k. Wegen der Eigenschaft
DxP = 0 fiir alle Multiindizes o, 3 mit o; > (3; fiir mindestens ein i € {1,...,n} ist (10.16) sogar ein
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gestaffeltes System. Es kann somit beginnend mit Indizes 8 mit 8; = k fiir ein j € {1, ...,n} gelost werden.
Fiir diese gilt

—1 o
Cg—m‘/GD v dx.

Alle weiteren Koeffizienten erhélt man rekursiv aus (10.16). Somit ist die Existenz des zu v gehorigen
Polynoms w € P, (G) bewiesen.

(ii) Wir benutzen jetzt die Poincare—Ungleichung

2

lulire < C [ lulipre+ D . Yue WHE(G),

lal<k

/ D%u dx
G

die man analog zu Lemma 5.25 und Satz 5.26 beweisen kann. Dann gilt fiir das gemif (i) konstruierte
Element w € Py (G), da8

[v+wliie <Clv+wliie=Clliie
Die Bedingung (10.13) und die Linearitit von ¢ ergeben
q(v) = q(v) + q(w) = q(v + w).
Damit folgern wir schliellich
lg()] < llall-@+1),6 v +wllks,e < Cllall-@+1),6 [Vlk+1,6

mit einer geeigneten positiven Konstanten C. O

Folgerung 10.6. Durch Hintereinanderausfithrung des Beweisgedankens des Lemmas von Bramble-
Hilbert folgt auch fiir stetige Bilinearformen S : W**+1:2(G) x W"+12(G) — R mit den Eigenschaften

(i)  S(u,v) =0 Yue WFL2(Q), ve P.(G)

(i)  S(u,v) =0 Yu € P(G),v € WTH3Q)
die Abschitzung

1S(u,0)] < CIS|| Julksr,e ol Yu e WHE(G), 0 e WHHA(G). (10.17)

Diese Ungleichung wird im Beweis des nachfolgenden Lemmas 10.7 benutzt. a

10.3 Interpolationsfehlerabschitzungen

Wir benutzen nun die Bramble-Hilbert Theorie, um Interpolationsfehlerabschétzungen zu gewinnen.

Lemma 10.7. Fir ein Gebiet G C R™ wie in Lemma 10.6 und nattirliche Zahlen k > r sei
II: WHL2(Q) = P(G) c WH3(G)
ein linearer, stetiger Projektionsoperator. Dann existiert eine Konstante C' > 0 mit
[ = Tw|ly,6 < CII =Tl cewrsr2@ywr2ey [vline Yo € WHEAHG).
Beweis: Wir definieren die in Folgerung 10.6 eingefiihrte Bilinearform S durch
S(u,v) := (u—Tu,v — ), g Yu,v € WHL(Q)

mit dem Skalarprodukt (-, ), ¢ auf dem Hilbert-Raum W"2(G). Es sind die Voraussetzungen von Folge-
rung 10.6 zu priifen. Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz zeigt

1S(u, )| < [lu =l |lv =]l
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Mit der Operatornorm
-1 =1 leweerz@ywrzey)
erhalten wir dann

1S (u,0)| < I =112 |ullrsrc [vllkire Va,v € WEE2(G),

folglich ist ||S]| < ||[I — IIJ|?, d.h. S ist beschriinkt.
Nach Definition des Projektors ist (I — II)v = 0 fiir alle v € Py. Daraus folgt

S(u,v) =0 Yue€ WHL2(Q),v € Pu(G) bzw. Yu € Py(G),v € WH12(@Q).
Damit ist Folgerung 10.6 anwendbar und wir erhalten die Behauptung {iber
lu—Tu||? o = [S(u,w)| < CIT =T|1* ulfy ¢ Yue WHR(G). O

Fiir die gesuchten Interpolationsfehlerabschitzungen definieren wir einen geeigneten Projektionsoperator
in den Ansatzraum Xp: Wir nehmen an, daf3 X} mittels eines einzigen Referenzelementes (f( , 75, i) durch
affin-lineare Abbildung erzeugt wird, d.h. fiir jedes finite Element (K, P,Y) existiert eine nichtentartete
affin-lineare Abbildung F~!: K — K, so da8

(i) F7YK) =K, (i) F*P =P, (iii) F.X =YX (10.18)
mit
F*o:=00F !, (F.N)(?) := N(F*(2)) = N(©o F™1).
In der letzten Formelzeile ist N ein Funktional aus .

Somit kann man den in Abschnitt 8.3 eingefiihrten lokalen Interpolationsoperator IT auch auf K erkliren.
Der globale Interpolationsoperator Ily iiber der Zerlegung 75, wird stiickweise durch Hintereinander-
ausfithrung der Interpolation IT auf K und der zugehdrigen Abbildung F' : K- K ; bestimmt. Nach
Lemma 8.9 ist II7 ein (stiickweise definierter) Projektor in den Raum Xj, d.h.

(I—HKj)UZO VU|KjEPk(Kj) ijl,...,M.

Wir benutzen, daB bei affin-linearen Transformationen F; Polynome auf dem Referenzelement K auf
Polynome iiber K {ibergehen.

Wir wenden nun Lemma 10.7 auf das Referenzelemept G = K an und berechnen dann hierfiir die Norm
des Operators [ — 1T : Wkt1.2(GQ) — W"2(G). Da K unabhingig von 7}, ist, kann || — II|| unabhiingig
von 7, ermittelt werden.

Satz 10.8. Die zulissige Zerlegung T, des Gebietes Q0 C R? sei durch affin-lineare Transformation
von einem Referenzelement K erzeugt. Sei Tl : WH12(Q) — PT(Q) € W™2(Q) der iber Ty, definierte
globale Projektor in die Menge PkT(Q) der stiickweise polynomialen Funktionen vom Grad k. Ferner seien
re Ny, ke Nmitr<k.

(i) Dann ezistiert eine Konstante C > 0 mit der lokalen Interpolationsaussage
Ju—Trulxe < C WY o [ulis. (10.19)

(ii) Fliir eine isotrope Zerlegung gilt die globale Interpolationsaussage

1/2
2(k+1—r
lu—Trul,.0 < C <Z R |u|i+m> .
K

(111) Fiir eine quasi-uniforme Zerlegung gilt die globale Interpolationsaussage

Ju — Hzullro < C BT Juleg g
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Beweis: Wir betrachten die Zerlegung 7, = {K j}jj\il des Gebietes 2. Wegen

M
lu = Tul? o = llu =T, ull? k- (10.20)

j=1

konnen wir den Fehler fiir jedes Teilgebiet K = K; abschétzen. Ferner sei K das einheitliche Referenz-
element der Zerlegung. Lemma 10.7 ergibt

|l — Hu”nk < C|I -11j |u|k+1,f('

Die Abschiitzung (10.10) aus Folgerung 10.6 liefert

~1/2
Ju= Mt g < O =10 (i @) b
p

Sei 0.B.d.A. px < 1. Dann ist ggf. nach Mehrfachanwendung von (10.10)

—1/2
lu —Tul|, z > C (Surg IF’(p)I> Pl —Tullr k-
peK

Aus beiden Ungleichungen folgt unter Beachtung von (10.11) fiir den lokalen Fehler
lu = Tul|r, i < CIL =Tl R pr” Julksr, i
Gleichung (10.20) ergibt die globalen Aussagen (ii) bzw. (iii) im isotropen bzw. quasi-uniformen Fall. O

Bemerkungen 10.9. (i) Die Aussage von Satz 10.8 gilt allgemeiner fiir simpliziale Zerlegungen auf
beschrankten, polyedrischen Gebieten im R”.

(ii) Es ist ferner moglich, auch lokale Interpolationsabschitzungen in Sobolev-Rdumen W™%(K) zu
gewinnen. So gilt
lu — Tul[wraxy < C(meas(K))l/qfl/ph’;{‘le_{T|u|Wk+1,p(K),

sofern fiir Zahlen m, k € No und p,q € [1,00] die Einbettung WkHLP(K) € W4(K) auf dem Referenz-
element K stetig ist.

(iii) Satz 10.8 fordert, daf eine zu interpolierende Funktion u wenigstens in W22(Q) liegt. Ist u € W12(Q)
etwa verallgemeinerte Losung eines elliptischen RWP 2. Ordnung, so ist diese Forderung oft nicht reali-
stisch (vgl. Kapitel 6). Fiir eine global stetige Interpolation in X}, reicht jedoch nach dem Einbettungssatz
von Sobolev (vgl. Satz 6.25) auch die Forderung u € W1?(Q), p > n zur Sicherung der Wohldefiniertheit
von I+ aus.

Gilt dies nicht, kann man regularisierende Interpolationsoperatoren nutzen. Man verliert jedoch den strikt
elementweisen Charakter der Abschétzungen. Ein typisches Beispiel ist der Operator von Clement. Eine
erste Information findet man bei D. Braess [5], Kap. I11.6.9. O

10.4 Fehlerabschitzungen in der X —Norm

Die in Abschnitt 10.3 bereitgestellten Interpolationsabschétzungen werden jetzt fiir Fehlerabschatzungen
bei konformen FEM benutzt. Sei Q C R"™ ein polyedrisches Gebiet. Ausgangspunkt ist die elliptische
Variationsgleichung

Finde ue X : a(u,v)=f(v) WweX (10.21)

mit stetigem linearen Funktional f : X — R und stetiger, X —elliptischer Bilinearform a : X x X — R.
Dabei gelte die Einbettung X C W™2(Q2) mit m € N. Fiir RWP 2. Ordnung ist m = 1, jedoch gelten
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die nachfolgenden Aussagen auch fiir elliptische RWP der Ordnung 2m > 2.
Wir betrachten eine konforme FEM

Finde up € X a(up,vp) = f(vp) VYo € Xp, (10.22)

iiber einer quasi-uniformen Zerlegung 7;, des Gebietes € mit einem einheitlichen Referenzelement K.
Der diskrete Ansatzraum X}, sei so konstruiert, dafl mit Hilfe des in Abschnitt 8.3 erklirten C™-Finite-
Elemente-Raumes X7 mit stiickweise polynomialen Funktionen vom Grad k € N gilt

X, =XrnX (C X). (10.23)

Die Bedingung k > m ergibt sich aus dem Einbettungssatz von Sobolev (vgl. Satz 6.25). Dann gilt
folgende Fehlerabschétzung:

Satz 10.10. Die Lisung u der Variationsgleichung (10.21) sei requlir gemdfs
ue X NWHL2(Q), k>m. (10.24)

Ferner seien die Voraussetzungen von Satz 10.8 erfillt. Dann ist das diskrete Problem (10.22) eindeutig
losbar. Fir den Fehler gilt
||u — uhHm_,Q < Chk+17m |u|k+1_’Q. (1025)

Beweis: Wegen der Konformitédtsbedingung X, C X {ibertragen sich Stetigkeit und Elliptizitdt der
Bilinearform a auf X,. Damit ist das Lemma von Lax-Milgram (vgl. Satz 7.12) anwendbar. Weiter liefert
das Lemma von Cea (vgl. Satz 7.13)

|lu —up|lx <C inf ||u—v|x <Cllu—Tzulx
veXy

iiber Satz 10.9 und Voraussetzung (10.24) die Behauptung (10.25). a

Exemplarisch behandeln wir
Beispiel 10.11. Dirichlet-Problem elliptischer Gleichungen 2. Ordnung

Fiir m = 1 sei X = W "*(€2). Das in Abschnitt 6.2.1 behandelte Problem (6.7),(6.8) ist unter den Voraus-
setzungen von Satz 6.12 eindeutig losbar. Unter der zusitzlichen Regularititsannahme u € W*+1.2(Q)
mit k > 1 gilt

[ — upllro < CR* [ulpsir,0.

In Kapitel 6.3 hatten wir speziell hinreichende Bedingungen fiir die Existenz verallgemeinerter Ablei-
tungen von u, d.h. fiir k¥ = 1, hergeleitet. Insbesondere sind sie fiir das homogene Dirichlet-Problem der
Poisson-Gleichung in einem konvexen polyedrischen Gebiet erfiillt. a

Bemerkungen 10.12. (i) Die obigen Fehlerabschitzungen bediirfen eines kritischen Kommentars. Ei-
nerseits ist die explizite Berechnung oder Abschétzung der auf der rechten Seite auftretenden Konstanten
C' schwierig. Andererseits tritt die Seminorm |u|x+1,0 der (unbekannten !) Losung auf. Man kann versu-
chen, diese durch Problemdaten abzuschétzen.

(ii) Fehlerabschidtzungen lassen sich fiir andere Randwertprobleme herleiten. Dabei werden Randbe-
dingungen entweder (ndherungsweise) in den diskreten Losungsraum oder in die Variationsformulierung
eingearbeitet. Man bendtigt dann in der Regel auch Interpolationsabschétzungen auf dem Gebietsrand
bzw. auf Teilmengen. ]

Die Regularitétsvoraussetzung (10.24) ist in vielen Féllen nicht realistisch. Oft werden bereits durch
Ecken eines polygonalen Gebietes Singularitéiten der Ableitungen der Losung verursacht. Wir werden
daher versuchen, die Konvergenz des Diskretisierungsverfahrens ohne zusétzliche Regularitéitsforderung
zu beweisen.

Satz 10.13. Fiir ein beschrinktes polyedrisches Gebiet Q C R™ gelte X C WH2(Q) und der W22(Q)
sei dicht in X beziiglich der || - ||1,o—Norm eingebettet. Bei quasi-uniformer Zerleqgung T des Gebietes Q
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bestehe der diskrete Ansatzraum Xp C X aus stickweise linearen Ansatzfunktionen. Fir das Problem
(10.21) seien die Voraussetzungen von Satz 10.8 erfillt. Dann gilt fiir den Fehler des Verfahrens (10.22)

lim Hu - 'LL]-L”LQ =0.
h—+0

Beweis: Nach dem Lemma von Cea (vgl. Satz 7.13) und mittels Dreiecksungleichung ergibt sich mit
zunéchst freiem w € X, dafl

lu—unllio<C inf |lu—v|i0<C(u—wlo+|w-THrwl]ia).
veXy

Sei nun € > 0 beliebig. Wegen der Dichtheit von W22(Q) in X gibt es ein w € W22(Q) mit
[u—wllio <e
Nach Satz 10.8 gilt fiir das zu w gehérende Element II7w € X, dafl
lw —Hrw|1,0 < Chlw|z,a <€

bei hinreichend kleinem A > 0. Damit ist aber ||u — upl|1,0 < 2Ce. Da € > 0 beliebig gewihlt werden
kann, folgt die Behauptung. ]

10.5 Weitere Fehlerabschitzungen

(i) Fehlerabschitzungen in der H—Norm

Wir werden jetzt noch ausgehend vom Satz 7.11 Abschéitzungen in der H—Norm angeben, falls fiir die
Hilbert-Riume X und H die stetige Einbettung X C H gilt. Die Fehlerabschiitzung in der W12(£2)—Norm
fiir das homogene Dirichlet-Problem elliptischer Randwertprobleme 2. Ordnung (vgl. Beispiel 10.10) im-
pliziert zwar bereits eine Abschitzung in der Norm von H = L?*(Q). Diese ist jedoch offenbar unter
Beachtung der Interpolationsabschiatzung von Satz 10.7 nicht optimal. Der folgende Satz basiert auf ei-
nem Dualititsargument (7 Aubin-Nitsche-Trick”).

Satz 10.14. Gelte X C WH2(Q) mit stetiger Einbettung. Die Losung der Variationsgleichung (10.21)
geniige der Regularititsannahme (10.24) mit m = 1. Weiter seien die Voraussetzungen von Satz 10.10
erfillt. Dariber hinaus besitze die zu (10.21) adjungierte Aufgabe

a*(wg,v) = a(v,wy) = (g,v)g YWweX (10.26)

fiir beliebige g € H := L*(Q) eine eindeutig bestimmte Losung wy € X N W22(Q) unter der zusitzlichen

Forderung
|wgl2,0 < Cllgllo,0- (10.27)

Dann gilt fir den Fehler des diskreten Problems (10.22) die Abschitzung
||u — uhHo_Q S Ohk+1|u|k+1_’gz. (1028)

Beweis: Die Einbettung X C H ist nach Voraussetzung stetig. Dann ist Satz 7.11 anwendbar und es
gilt

nf B
lu—unlm = [lu—unlloo < Mllu— unllx sup infyex, [lwg ¢||X'

10.29
s A TP (10-29)

Zur Abschitzung des letzten Terms in (10.29) betrachten wir jetzt das adjungierte Problem (10.26). Das
ergibt in Verbindung mit Satz 10.10 und (10.27)

inf — < Ch <Ch .
g [wg — dllx < Chlwgla,a < Chllglloa

In Verbindung mit (10.29) und Satz 10.10 folgt die Behauptung. a
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Abbildung 10.2: Fehlerdiagramme in der W2- und L?-Norm fiir Beispiel 10.15

Beispiel 10.15: Fiir das homogene 1. RWP der Poisson-Gleichung —(Au)(z) = f(z), x € Q = (0,1) x
(0, 1) sei die rechte Seite f so bestimmt, dafi die Lésung gegeben ist durch u(x) = sin(way) sin(mag)e 172,
Mit FEMLAB wurde die Losung mit Py-Elementen fiir k£ € {1,...,6} auf einer Sequenz unstrukturierter
quasi-uniformer Gitter von h = % bis h = % approximiert. Abb. 10.2 zeigt die Konvergenzdiagramme fiir
die W12- bzw. L2-Norm. Die nach den Siitzen 10.8 bzw. 10.10 theoretisch erreichbaren Konvergenzord-
nungen h* bzw. h**! werden praktisch erreicht. Ein Vergleich der Resultate fiir wachsendes k bei festem
h zeigt den enormen Konvergenzgewinn bei Verwendung einer p-Methode im Fall glatter Losungen. O

(ii) Fehlerabschitzungen in der L*°-Norm

Woiinschenswert sind auch fiir Finite-Elemente-Verfahren scharfe Abschétzungen in der L°°-Norm. Deren
Ableitung ist allerdings technisch recht kompliziert (vgl. dazu S. Brenner, R. Scott [4]). Wir zitieren
lediglich folgendes Resultat fiir das homogene Dirichlet—Problem der Poisson-Gleichung.

Satz 10.16. Sei T}, eine requlire Triangulation des polyedrischen Gebietes Q C R? durch Dreiecke. Bei
Verwendung stiickweise polynomialer Ansatzfunktionen vom Grad k gilt unter der Regularitdtsannahme

u € Wy (Q) N WHL2(Q), daB

Ch2|log h| |u|y2.0(q), falls k=1

v —un L) <
Ohk+1 |u|Wk+1,ao(Q), falls k Z 2



Kapitel 11

Nichtkonforme
Finite-Elemente-Methoden

Im folgenden Kapitel wollen wir die Bedingung der Konformitéit X; C X an die Finite-Elemente-Réume
abschwiichen. Ferner soll erlaubt sein, da§ die Variationsgleichung im diskreten Fall (z.B. bei numerischer
Integration) abgeéindert wird. Wir sprechen dann von nichtkonformen Methoden.

11.1 Begriffsbildung

Bisher haben wir fiir Variationsgleichungen
Finde ve X : a(u,v) = f(v) WweX (11.1)

lediglich Diskretisierungen in endlich-dimensionalen Unterrdumen mit X, C X betrachtet, wobei das
Funktional f : X — R und die Bilinearform a : X x X — R nicht abgeéindert wurden.

Oftmals ist es jedoch wiinschenswert, von wenigstens einer dieser Annahmen abzuweichen. Dies ist z.B.
sinnvoll, wenn a bzw. f durch numerische Integration (vgl. Abschn. 11.2) ausgewertet werden bzw. in-
homogene wesentliche Randbedingungen oder ein krummliniger Rand 02 keine exakte Erfiillung der
Randbedingungen im diskreten Fall (vgl. Abschn. 11.3) erlauben. Oft findet man in der Literatur Arbei-
ten, in denen diese Betrachtungen unterbleiben (z. B. Annahme exakter Integration). Man hat dafiir die
etwas drastische Bezeichnung "variational crimes” gepragt.

Eine weitere Moglichkeit nichtkonformer Methoden entsteht, wenn (vor allem bei Randwertproblemen
hsherer Ordnung) die Einbettungsforderung X;, C X zu sehr aufwendigen Elementen fithren wiirde (vgl.
Abschn. 11.4).

Wir werden fortan ein diskretes Problem
Finde wuj € X}, : ah(uh,vh) = fh(vh) Yo, € Xy, (11.2)

betrachten. Dabei sei X, Hilbert-Raum mit der Norm || - ||,. Weiter seien ap, : X; x X, — R eine stetige
Bilinearform, die gleichmé&Big X—elliptisch ist, d.h. es gibt eine von der Diskretisierung unabhéngige
Konstante ¥ > 0 mit

ah(vh,vh) > ’7”1)}1”}21 Yop € Xp. (11.3)

AuBlerdem sei fp, : X, — R ein stetiges lineares Funktional.

Im allgemeinen Fall sind ap und f;, nicht auf X x X bzw. X erklart. Wir fiihren daher normierte Rdume
Z mit der Norm ||| - ||| und Z; mit den stetigen Einbettungen

X C Z, XnczZy,CcZz

109
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ein, so daf} ap, und fj nun auf Z, x Z; bzw. Z; definiert und stetig sind. Dann gewinnen wir die folgende
abstrakte Fehlerabschitzung, bei der die Wahl der Rdume Z und Zj zunéchst offen bleibt.

Satz 11.1. Seien die eingefihrten Voraussetzungen erfillt. Dann besitzt das diskrete Problem (11.2)
eine eindeutige Losung up € Xp,. Ferner gilt fiir den Diskretisierungsfehler des Verfahrens (11.2) die
Abschitzung

llu=unlll <C inf ([l = znlll + [ fn = anlzn, )ll«n) (11.4)
zh€Xh
mit der zu || - || gehdrenden Dualnorm || - ||«n gemdfs
lw|l«n = sup [wivn)| Yw € Xj.

onexn\{0} [vnlln

Beweis: Unter den getroffenen Voraussetzungen ist auf das nichtkonforme Problem (11.2) das Lemma
von Lax—Milgram betreffs Existenz und Eindeutigkeit der Losung up, € X} anwendbar.

Zur Fehlerabschiitzung zeigen wir eine Variante des Lemmas von Cea: Unter Beachtung von (11.2) gilt
fiir beliebige 2z, € X} die Gleichung

ah(uh — Zh,Uh) = fh(’l)h) — ah(zh,vh) V’Uh S Xh. (11.5)
Fiir fixiertes zp, € X, ist fn — an(2p,-) € X. Damit erhalten wir unter Benutzung der X —Elliptizitét
Aun = zallz <1 fn = an(zns Men lun = znlln,

also 1
lun — znlln < §|\fh — an(2n,)|l,n-

Wegen der stetigen Einbettung X; C Z liefert dann die Dreiecksungleichung

[lw = unlll < C([llw = znlll + [ fn — an(zn; ) |ls.n)

fiir beliebige zj, € Xj. Das ist die Behauptung. O

11.2 Numerische Integration

Wir untersuchen jetzt den Einfluff numerischer Integration bei der Ndherungsberechnung von a bzw. f,
d.h. deren Ersetzung durch aj, bzw. f;, in (11.1). Vereinfachend gelte X}, C X. Daher gilt Z := X und

WA= 1l =1 e

Eine geringe Modifizierung von Satz 11.1 durch genauere Auswertung der Approximationsgiite von f5 an
f bzw. von ap, an a liefert der

Satz 11.2. (1. Lemma von G. Strang)

Gelte Xy, C X. Ferner sei die Bilinearform ap : Xp X X — R gleichmdf$ig Xp,— elliptisch. Dann gilt fir
den Fehler des diskreten Problems (11.2)

*,h + Hf - fh'

lu—unllx <€ inf (Jlu—znllx + llalzn, ) = anlzn, )| wh)- (11.6)
Zh h

Beweis: Zunichst folgt aus (11.1) und (11.2) fiir beliebige zj, € X}, die Fehlergleichung

an(un — zn,vn) = a(u,vy) — an(zn,vn) + fa(vn) — f(vn), Vo € X,

Mit vy, = up — 25 finden wir iiber Nullergdnzung

Allun — znllxc < Mllu—znlxllun — 2nllx + [1fa = fllenllun — 2nllx

+ [la(zn, ) — an(zn, )« nllun — 2znllx- (11.7)
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Die Dreiecksungleichung ergibt dann die Behauptung. O

Der iibliche Zugang der numerischen Integration ist die Anwendung von Quadraturformeln der Form

/ ) dox = Z/ ) dx = Zwmg (215) (11.8)

j=11=1

zur Berechnung der in a bzw. f auftretenden Integrale mit geeigneten Gewichten w;; und Integrations-
punkten z;;. Fiir das Modellproblem

‘Z ( §;>f(x)x69, u(z) =0 z €00

,Jl

mit f € Wh9(Q), ¢ > 2 und a;; € WF>(Q), k > n/q fir i,j = 1,...,n gilt zum Beispiel folgendes
Resultat.

Satz 11.3. Der Raum X bestehe aus stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen vom Grad k € N.
Ferner sei die numerische Integrationsformel (11.8) exakt fiir stiickweise polynomiale Funktionen vom
Grad 2k — 2. Dann gilt fir den Diskretisierungsfehler des Galerkin- Verfahrens

u—unlio < CRF (Jullesro + I fllke) -

Beweis: vgl. Brenner/Scott [4]. m|

Wir wahlen hier fiir ein allgemeineres Problem einen anderen Zugang, der direkt auf dem 1. Lemma von
Strang basiert und ein iibersichtliches Beweiskonzept erlaubt. Sei X := W, *(Q). Wir betrachten die
Variationsformulierung eines homogenen Dirichletschen Randwertproblems 2. Ordnung (11.1) mit

- Ou Ov =
a(u,v) = /Q ijzzlaija—%‘axz ;b ——v+tcuv | dx (11.9)
flv) = /fv dx (11.10)
Q

sowie die nichtkonforme Approximation (11.2) mit

- ou Ov ou
— h h
ap(u,v) = /Q ijzl 5 B Dy —i-iZbZ 6—1}4—0 wo | dx (11.11)
fulv) = v dx (11.12)
Q
mit
als =T} _jag, b =T} _yb;, =1} _jc, fr=100_f ij=1,.,n (11.13)

Dabei ist 11", bei m € N der in Kapitel 10.3 eingefiihrte stiickweise polynomiale Interpolationsoperator
vom Grad m. Fiir m = 0 werden die Daten stiickweise konstant auf den finiten Elementen approximiert,
etwa durch den arithmetischen Mittelwert der Funktionswerte in den Eckpunkten des Elements.

Wir beweisen den
Satz 11.4. Neben den Voraussetzungen des Existenzsatzes 6.10 gelte fiir die Daten a;j, bi, c, € W*(Q),
f € WF2(Q) mit k € N. Dann besitzt das diskrete Problem (11.2) mit (11.11)-(11.18) fiir hinreichend

feine Vernetzung mit 0 < h < hg eine und nur eine Lisung up, € X, C X. Fir den Diskretisierungsfehler
gilt die Abschitzung

Hu — 'LL]-L”LQ S O ( inf ||u — Zh||17Q + Ohk) . (11.14)
zn€Xn
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Beweis: Zunichst benutzen wir die Interpolationsabschétzungen fiir die Daten
lai; — alill (@) < Ch"|lagjllwrcey;  11bi = bl Lo () < CR|1billwrr.ce (a3

e = "lpe() < CRFlellwroiay;  IIf = fPllL2) < CRF|| fllwrez(o)-

Unter Verwendung der Holderschen Ungleichung schétzen wir die Konsistenzfehler ab durch

1f(0) = fa()] < (If = F*lo.ellvlloq < CR*[[ fllwrz@)llvlloq (11.15)

bzw. nach kurzer Rechnung

|a(u, v) — an(u, v)|

< onF ( max s e ulalvlie
1,j=1,...n
n gagnnbnwwmm1,sz||v|o,g+||c||Wk,oo<m||u||o,ﬂ|v||o,g>
< Ch*|ulrelvl0- (11.16)

Dann gilt unter Beachtung der X —Elliptizitdt von a, dafl
ap(v,v) > a(v,v) —la(v,v) = an(v,0)| 2 7l|v]|T g — Ch*|vl g

fiir beliebige v € X},.

Fiir hinreichend kleine Werte h < hg ergibt sich die strikte X —Elliptizitéat von aj. Das sichert nach dem
Lemma von Lax-Milgram die eindeutige Losbarkeit von (11.2). Die Konsistenzabschédtzungen (11.15) und
(11.16) liefern zusammen mit dem 1. Lemma von Strang die Behauptung. O

Bei stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen kann man nun zur Berechnung der im diskreten Problem
(11.2) mit (11.11)-(11.13) entstehenden Integrale (mit polynomialen Integranden) exakte Quadraturfor-
meln vom Typ (11.8) heranziehen. Oft verwendet man Formeln vom Gau$- bzw. Lobatto-Typ. Dazu
verweisen wir auf A. Quarteroni/ A. Valli [18].

11.3 Approximation krummliniger Rénder

Eine Abinderung der Variationsformulierung (11.1) ist auch bei krummlinigem Rand des Gebietes 2
erforderlich, da dieser sich nicht exakt durch polyedrische finite Elemente beschreiben 148t.

Als erste Variante betrachten wir eine polyedrische Approximation des Gebietes. Exemplarisch unter-
suchen wir fiir das homogene Dirichlet-Problem einer elliptischen Gleichung 2. Ordnung den Fall, daf
bei Zerlegung des Gebietes 2 C R? durch Dreiecke gilt Qj, := U;K; C Q. Die Konformitéitsbedingung

X, C X := W,?(Q) erreicht man durch Nullfortsetzung der Testfunktionen v auf €\ €. Man kann
dann noch folgende Interpolationsaussage beweisen:

Lemma 11.5 Sei Qp C Q ein approximierendes Polygongebiet und gelte
Q\Q, CSs:={zeQ: dist(z,00) <4}

mit 6 := maz{dist(x,00) : x € Q\ Qn}. Unter der Glittevoraussetzung u € W2(Q) N Wh(Q) gilt
dann

inf [u—vli0 < C (hlulwaea,) + Volulw <@ ) -

vEX),
Beweis: Ubungsaufgabe ! ]

Ist Q konvex und 92 € C11| 5o gilt § = O(h?). Die Interpolationsaussage ist somit lediglich fiir stiickweise
lineare Ansatzfunktionen optimal. Diese erste Variante wird auch in der im Ubungsbetrieb verwendeten
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KJ pOOQ
p101
pO]l
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pOQO
a) Approximation eines krummlinigen Randes b) Isoparametrisches Element

Abbildung 11.1: Randapproximation und isoparametrische Elemente

Version 2.1 des Programms FEMLAB, die bislang mit stiickweise linearen Elementen arbeitet, benutzt.
Fiir Finite-Elemente-Rdume mit stiickweise polynomialen Ansatzfunktionen héherer ordnung (wie ab
Version 2.2 von FEMLAB vorgesehen) ist diese polyedrische Approximation des Gebietes also nicht
sinnvoll, denn schon der Interpolationsfehler wiirde inakzetabel gro8.

Eine zweite genauere Variante der Randapproximation besteht in der Einfithrung nichtlinear begrenzter
Elemente K, vgl. Abbildung 11.1a. Exemplarisch betrachten wir den Fall quadratischer Approzimation
iiber einer Dreieckszerlegung (mit eventuell krummliniger Berandung) fiir ein Gebiet Q C R2.

Dazu fithren wir mit dem Multiindex a mit |a] = 2 geeignete Interpolationspunkte p* auf dem Rand
des krummlinig berandeten Dreieckselementes K; ein. Seien insbesondere p(0:0:2) 5(2:0.0) 1,(0.2.0) die in
mathematischer Orientierung bezeichneten Eckpunkte eines beliebiges Dreiecks K = K; (vgl. Abb. 11.1b),
denen die Eckpunkte (0,0), (1,0), (0,1) des Referenzdreiecks

K={En": &n>0, £+n<1}

in der (£,7)-Ebene zugeordnet werden. Den Seitenmittelpunkten pLoD pL10) K(0.1.1) werden entspre-
chend die Seitenmittelpunkte von K zugeordnet.

Wir definieren iiber die baryzentrischen Koordinaten A := (A1, A2, A3) = (£, 71,1 — £ — ) die Formfunktio-
nen ¥, = ¥, (A\) mit der Interpolationsbedingung ¥, (5/2) = d4,5. Dabei ist wie iiblich 4,3 = 1 genau
fiir « = 8 und 64,3 = 0 sonst.

Dann kann das Element K = K; nidherungsweise beschrieben werden durch

x:Z\IJQ()\)pO‘, ZAFL N >0, i=1,23.

la|=2 i=1
Nach Elimination von A3 wird durch

|a|=2
eine nichtlineare Abbildung F; des Referenzdreiecks K auf eine Approximation K von K = K 5, vel
Abbildung 11.1b definiert.
Eine genauere Auswertung der Formfunktionen ergibt die Parameterdarstellungen

\11200(/\) = )\1 (2/\1 — 1), \11020(/\) = )\2(2/\2 — 1), \11002(/\) = /\3(2/\3 — 1),
\11110(/\) = 4)\1/\2, \11011(/\) = 4)\2/\3, \11101 (/\) = 4/\1/\3 .
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Insbesondere sind dadurch die Interpolationsbedingungen \Ifa(%ﬁ) = 0o, erfiillt. Diese Transformations-
funktionen besitzen somit die gleiche Parametrisierung wie die iiblichen (quadratischen) Formfunktionen
iiber dem Referenzdreieck. Man nennt die darauf basierenden Diskretisierungen auch isoparametrische
finite Elemente.

Mittels der gewéhlten Formfunktionen ¥, und der geméf (11.17) definierten Abbildung = := F;(§,n)
wird also iiber dem Referenzdreieck K eine N#herung fiir das krummlinig berandete Element K definiert.
Dabei wird jeweils eine Dreiecksseite von K auf eine (im Parameter quadratische) interpolierende Kurve
durch die zugehorigen drei Punkte der entsprechenden Seite von K abgebildet.

Durch diese Behandlung erhélt man eine approximative Zerlegung von {2 in ggf. krummlinige Teilgebie-
te K. Die iiber diesen Elementen definierten lokalen Formfunktionen gewinnt man durch die jeweilige

Formfunktion iiber K und die Abbildung F; gemaB

u(z) =v(F; '(z), z€K;.

Dabei ist die Existenz von F ]71 dann gesichert, wenn die in K; zur Bildung von F; verwendeten Referenz-
punkte hinreichend nahe zur Lage in einem reguléren Dreieck sind. Die in Kapitel 10.1-10.3 untersuchten
Interpolationsabschitzungen zu affin-linearen Abbildungen (mit elementweise konstanter Transformati-
onsmatrix) lassen sich entsprechend modifizieren. Es miissen dann der Regularitidtsbedingungen (10.10)
bzw. (10.11) in Folgerung 10.6 entsprechende Forderungen an die nichtkonstante (!) Transformationsma-
trix gestellt werden.

Beispiel 11.6. Exemplarisch betrachten wir die Losung des Poisson-Problems —(Au)(z) = f(z) im
Gebiet Q2 = {z € (0,1)%: 2? + 23 > 1}. Die rechte Seite f und die Randbedingung u = g sind gerade so
gewihlt, daB u(x) = sin(wzq ) sin(ma2)e™ 2 die (glatte) Losung des RWP ist.

Die Losung wird mittels FEMLAB mit P»-Elementen und isoparametrischer Randmodifikation approxi-
miert. Abb. 11.2 zeigt links eine Isostufendarstellung der Losung. Ferner werden rechts die theoretischen
und praktisch erreichten Konvergenzraten fiir den H'(2) = WH%(Q)- sowie den L?(Q)-Fehler gezeigt.
Man erkennt, daf die theoretisch erwartete Ordnung h? bzw. h3 tatsichlich erreicht wird. O
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Abbildung 11.2: Isostufendarstellung der Losung und Fehlerdiagramm zu Beispiel 11.6

Es sei vermerkt, dafl man in FEMLAB auch mit P;-Elementen und lokaler isotroper Verfeinerung
durch Standard-Simplizes in Randn#ihe rechnen kann. Man kann iiber den Parameter hcurve des Be-
fehls meshinit den Kriimmungsradius des Randes analysieren und eine lokale Verfeinerung bewirken.
O
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11.4 Ansatzrdume mit geringerer Glattheit

Wir betrachten jetzt den nichtkonformen Fall X; ¢ X mit folgender Motivation: Betrachtet wird die
FEM-Losung eines elliptischen Randwertproblems der Ordnung 2m mit m € N. Im konformen Fall
X, C X € W™2(Q) fiihrt die stetige Einbettung in den Raum C!(Q) auf von der Raumdimension und
der Ordnung des Randwertproblems abhiingige Relationen zwischen den Zahlen m,l € N (vgl. hierzu
Einbettungssatz von Sobolev -s. Satz 6.25). Dies zieht Glattheitsforderungen an die Elemente in X}, nach
sich, vgl. auch die Diskussion in Abschnitt 8.3 zum Fall m = 2,1 = 1.

Um die ggf. erforderliche Konstruktion sehr aufwendiger finiter Elemente zu umgehen, lassen wir nun den
Fall X;, ¢ X zu. Wir verwenden und prézisieren die in Abschnitt 11.1 eingefiihrte Notation: Sei

Zn =X+ X = {ZZ’U—I—Uhi v e X, vy EXh}.
Ferner sei ||| - |||» eine auf Zj, definierte (eventuell gitterabhéingige) Norm.
Mit ap, : Zp x Zp, — R bezeichnen wir eine stetige, Zp-elliptische Bilinearform, d.h. es gilt
lan(zn, vn)| < M|z ll[nllloallln - Vzn, vi € Zn,

an(z,2) 2zl Vz € Z.

Im Fall einer symmetrischen, positiv-semidefiniten Bilinearform a; kann man zum Beispiel die induzierte

Seminorm wéahlen
I12l|n == an(z,2)? Yz € Zy.
Ferner setzen wir

1zl == lllzllln Yz € Xn.

Wir erhalten die folgende Prézisierung von Satz 11.1.

Satz 11.7. (2. Lemma von G. Strang)

Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir den Diskretisierungsfehler des michtkonformen diskreten Pro-
blems (11.2) an das Variationsproblem (11.1)

= wnll < (ing, W= sall + 15 = () (11.18)
2 €Xh

Beweis: Aus Gleichung (11.5) folgt
an(un = 2p,vn) = an(u = zp,vn) + fu(vn) — an(u,vn)  Van, v € X
Mit der Wahl vy, := up, — 25, haben wir wie im Beweis von Satz 11.1
[lun = znllln < Mll[u = 2zull|ln + [[fn = an(u,)llxn
und iiber die Dreiecksungleichung die Behauptung

H|U—Uh|||h§(1+M)zig§ v —zullln + 1fn — an(u, )l«n  Vzn € Xp. O
h h

Als Anwendung betrachten wir einen sehr einfachen, jedoch unstetigen Ansatzraum X; ¢ X. Die hier
exemplarisch vorgenommene Anwendung auf das Poisson-Problem ist eher atypisch, da man hier stetige
Lagrange-Elemente zur Verfiigung hat. Allerdings ist das betrachtete Element das einfachste finite Ele-
ment, das bei der FEM-Approximation inkompressibler Stromungen eine Rolle spielt.

Beispiel 11.8. (Crouzeiz-Raviart Element)
Sei 2 C R? polyedrisches Gebiet. Untersucht wird das Modellproblem

—Au=f inQ, w=0 auf (11.19)
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Abbildung 11.3: Crouzeix-Raviart-Elemente

Sei T = {Kj}jj‘il eine zuldssige und quasi-uniforme Dreieckszerlegung des Gebietes 2. Der FE-
Ansatzraum Xj werde gebildet durch stiickweise lineare Funktionen iiber den Dreiecken, die in den
Seitenmittelpunkten der Dreiecke stetig verheftet sind. Dieses sogenannte Crouzeiz-Raviart-Element ist
das einfachste Element mit X, ¢ X = Wol’Q(Q), vgl. Abbildung 11.3.

Seien jetzt genauer p? € Q,j=1,..., N die inneren Gitterpunkte (Seitenmittelpunkte) und p’ € 9Q,j =
N +1,..., N die Randpunkte der Zerlegung. Wir wihlen den Ansatzraum

X, = {u, € L*(Q) : vk, € Pi(K;),
vy, stetig in p',i = 1,..., N; v (p?) = 0,p7 € 90},

Wir definieren zu der zu (11.19) gehorenden Bilinearform
a(u,v) = / Vu-Vodr, Yu,ve X :=W,?Q)
Q

auf X, x X}, die Bilinearform

M

ah(uh,vh) = Z/ Vup - Vo, dx, Yup,v, € Xp,.

j=1"15;

Ferner sei

fn) = f(v) = i fvdz, YveX,+X.

Satz 11.9. Bei quasi-uniformer Dreieckszerleqgung von Q erhdlt man fir die FEM-Losung des Mo-
dellproblems (11.19) mit dem Crouzeiz-Raviart Element unter der zusdtzlichen Glittevoraussetzung u €

Wy () NW22(Q) an die Lisung von (11.19) die Fehlerabschitzung
I = wnllln < Chllullso (11.20)

Beweis: Wir nutzen das 2. Lemma von Strang.

(i) Fiir den Interpolationsfehler in (11.18) hat man

inf |[u—zullln = inf [lu—2p|n < Chllullzq,
zh€Xp zh€Xp
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da X}, speziell auch die stiickweise linearen und in 2 stetigen Ansatzfunktionen enthilt. Man kann also
Satz 10.8 anwenden.

(ii) Wir untersuchen jetzt den Konsistenzfehler || fr, —an(u, -)|l«n. Wegen (11.19) gilt mit v; := vy |k, bei
partieller Integration

M
(o) — an(u,vp) = Z </K.fvh dI—/KVU-Vvh da:)

j=1

M
= —Z(/ Auvhdac—i—/ Vu-Vvhdx>
S K K]‘

)

Dabei ist n; die duflere Normale auf 0K ;. Bezeichne [vp|e] := vj|e — vi|e den Sprung der Funktion vy, auf
der Kante e := 0K; NOK; zwischen zwei benachbarten Dreiecken. Bei Kanten e auf dem Gebietsrand 02
setzt man vy, mit Null auBlerhalb von €2 fort. Bei Summation iiber die Kanten e der Triangulation erh&lt

ds. 11.21
oK, 3”3 (s) ( )

man unter Beachtung von n; = —n; fiir die Normalenvektoren auf einer Kante e := 0K; N 0K fiir den
Konsistenzfehler
fh(vh) — ah u, ’Uh Z / (11.22)
ecTy

Zur Abschétzung der Kantenterme in (11.22) betrachten wir die Vereinigung G = T7 U Ty zweier ” Refe-
renzdreiecke” mit diam(G) = 1 und der gemeinsamen Kante e = p'p? zwischen den Eckpunkten p' und
p?. Ferner sei m der Kantenmittelpunkt von e.

Seien nun ¢ € WY2(G) und V := {z| z|r, € Pi(Ti), z stetig in m}. Dann findet man eine endliche
Konstante C, so daf}

(zlm, — 2|1y) ds| < ClChe (|2l + |2l1m) Vze V. (11.23)

Dies sieht man wie folgt: Mit [z] := z|p, — 2|z, ist [ [z] ds = 0. Mit beliebigen Konstanten ¢y, ¢o folgt
dann iiber die Cauchy-Schwarz Ungleichung sowie mittels Spurungleichung (vgl. Satz 5.21)

[t el s =| [~ enls - eal ds

1€ = crllzze [z = calllz2(e)

Clic (lz = c2llim + 1z = calliz) - (11.24)

Dann folgt (11.23) aus (11.24) durch Infimumbildung iiber ¢1,c2 € R aus der Interpolationsungleichung
in Satz 10.8 mit r = k = 0 fiir den L?—Anteil der auf der rechten Seite von (11.24) stehenden Terme.

IAIA

Wir betrachten jetzt ein einzelnes Dreieck T' mit der ausgewihlten Kante e = plp? zwischen den Eck-
punkten p! und p? und dem Kantenmittelpunkt m von e. Seien ¢ € W12(T) und

V:={z| z € P(T), z(m) = 0}.
Durch entsprechende Modifikation der Herleitung von (11.24) folgt die Existenz einer endlichen Konstante
C mit

[Z] ds S C|C|1,T|Z|1,T- (1125)

Abschlieend wenden wir die Aussagen (11.23) und (11.24) mit ¢ = T“ an und benutzen ein Ska-
lierungsargument, nach dem die Konstanten C' in den genannten Unglelchungen durch Ch iiber einer
quasi-uniformen Zerlegung 7}, ersetzt werden kénnen. Damit folgt nach Summation iiber alle Kanten e

|fn(vn) = an(u,vn)| < Chlulz.alllvnll|n
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und damit die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 11.10. Eine oft gewihlte Alternative zu nichtkonformen FEM bei elliptischen Randwert-
aufgaben der Ordnung 2m stellen sogenannte gemischte Methoden dar. Dabei formt man zunéchst das
Ausgangsproblem in ein System von Differentialgleichungen niedriger Ordnung um und wendet dann
passende Finite-Elemente-Ansétze mit wesentlich geringerer Zahl von Freiheitsgraden an. Man benotigt
aber fiir die entstehenden diskreten Aufgaben vom Sattelpunkt- Typ eine spezielle Losbarkeitstheorie.

Wir besprechen gemischte Probleme einfithrend im Teil IV der Vorlesung. Eine weitergehende Orientie-
rung findet man bei S. Brenner/ R. Scott [4], Kap. 10, C. GroBmann/H.G. Roos [10], Kap. 4.6. O



Kapitel 12

Fehlerschitzung und Adaptivitit

Die bisher beschriebenen a-priori Fehlerabschitzungen der Form
[lu = unll] < ChP|[ulls (12.1)

in einer geeigneten Norm |||-||| sind fiir praktische Rechnungen nur eingeschrénkt sinnvoll. Zunéchst gelten
sie nur im asymptotischen Sinne h — +0. Praktisch ist aber offen, ob ein gegebenes Gitter fein genug
fiir diese Abschitzung ist. Andererseits sind im allgemeinen Fall weder realistische Schéitzungen fiir die
Konstanten C' sowie der Norm ||u||s der (unbekannten !) Losung verfiigbar. Ferner setzt die fiir stiickweise
Polynome vom Grad k geltende optimale Fehlerabschitzung die Glattheitsforderung u € WH+12(Q)
voraus, die im allgemeinen Fall nicht gilt.

Ziel adaptiver Verfahren ist, auf einem gegebenen Gitter aus einer lokalen a—posteriori Schitzung des
Fehlers aus berechenbaren (!) Grofien auf notwendige lokale Gitterverfeinerungen zu schliefen.

12.1 Fehlerschitzer und -indikatoren

Die Struktur einer adaptiven Netzgenerierungsmethode bei gegebenem Fehlerschétzer ist:

1. Konstruktion eines Anfangsgitters 7o mit hinreichend guter Anpassung an die Problemgeometrie
(und moglichst der Grobstruktur der Losung). Setze k := 0.

2. Lose das diskrete Problem auf dem Gitter 7.
3. Berechne eine a—posteriori Fehlerschitzung fiir jedes Element K € 7.

4. Ist der abgeschitzte globale Fehler hinreichend klein, so stop. Anderenfalls entscheide, welche Ele-
mente K zu verfeinern oder zu vergrébern sind, und konstruiere das Gitter 7y41. Ersetze k durch
k 4+ 1 und gehe zu Schritt 2.
Sei jetzt ni ein zum Element K € 7 gehorender Schétzer.
Definition 12.1. Die Grifle n aus
=k (12.2)

KeT

heifit a-posteriori Schitzer zur Norm ||| - |||, wenn sie nur aus den Problemdaten und der berechneten
diskreten Lisung up ermittelt wird und falls es Konstanten d,,d; gibt mit

din < [llu = unll] < dun. (12.3)

Zur Beschrankung des Fehlers der numerischen Losung unter eine vorgegebene Toleranz ist lediglich ein
oberer Fehlerschitzer (oder Verfeinerungsindikator) mit

[lu = unlll < dun (12.4)

119
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erforderlich. Dann besteht jedoch die Gefahr einer iiberméfiigen Verfeinerung. Zu deren Vermeidung sucht
man auch untere Fehlerschranken der Form

d?nK < HlU_UthKa (12'5)

wobei wg eine moglichst kleine Umgebung des Elements K bezeichnet. Ist die Zahl der Elemente in wg
unabhéingig von K und h beschrinkt, so kann auch eine untere Abschitzung wie in (12.3) abgeleitet
werden.

Zur Bewertung eines a-posteriori Fehlerschitzers zieht man den Effektivititsindex

B
[t = ]

heran. Ein Fehlerschitzer heifit effizient, wenn der Effektivititsindex und seine Inverse fiir alle Gitterwei-
ten beschrinkt bleiben. Aus den Abschétzungen (12.3) folgt die Effizienz des Schétzers.

Ein Fehlerschitzer wird asymptotisch erakt genannt, falls gilt

Ui

lim — =1.
h—+0 |[|u — upll]

Es ist jedoch kritisch zu vermerken, dal die Forderung nach asymptotischer Exaktheit eines Schétzers
unrealistisch und praktisch kaum realisiert ist.

Nachfolgend beschreiben wir einige typische Fehlerschitzer. Man vergleiche auch die Ubersichtsarbeit von
R. Verfiirth [23].

12.2 Fehlerschitzer fiir die Poisson-Gleichung

Wir untersuchen wieder das Modellproblem
—Au=f in QcR? u=0 in 09, (12.6)

das mittels stiickweise linearer konformer finite Elemente {iber einer quasiuniformen Dreieckszerlegung 7°
nitherungsweise gelost werden soll. Dann sind X := W,"*(Q) und X;, € X. Wir wollen den Fehler in der
Norm

- 11= 1Vl
schétzen, die in natiirlicher Weise auch bei a-priori Fehlerabschétzungen betrachtet wurde.

Fiir die verallgemeinerte Losung u € X von (12.6) und die diskrete Losung uy, € X}, gilt unter Verwendung
des L?—Skalarproduktes (-, -) die Fehlergleichung

(V(u — uh), V’Uh) = (f, vh) — (Vuh, V’Uh), Yoy, € Xp,. (127)
Gleichung (12.7) ist Ausgangspunkt fiir nachfolgende Untersuchungen von Fehlerschétzern.

(i) Ein residualer Fehlerschdtzer
Aus der Friedrichschen Ungleichung (vgl. Beweis von Satz 5.26 (i)) folgt

[vllo.o < Crl[Vullo,n, Yo € X,

damit 1
WHUHLQ < |Vvllo,o = sup (Vv, Vw) < [lv]1,0.
IV wlio,0=1
In Verbindung mit (12.7) finden wir
Q:= sup ((f,w) = (Vun, Vw)) = [[V(u = un)llo.c

weX
IVwlig,o=1
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und damit )

——lu—uplj,0 < Q < |lu—up

Im néchsten Schritt ermitteln wir eine obere Schranke fiir ). Die Projektionseigenschaft des Galerkin-
Verfahrens ( Galerkin-Orthogonalitit) sichert

Lo (12.8)

(V(u — uh), Vvh) =0, Yo, € Xj.
Mit einem zu prézisierenden Operator Pp, : X — X}, folgt damit
Q" (w) = (f,w) = (Vun, Vw) = (f,w — Pyw) — (Vup, V(w — Pyw)), Yw € X.

Partielle Integration iiber die einzelnen finiten Elemente K € 7 ergibt

Q" (w) = Z (f + Aup,w — Pyw) i — Z / (nk - Vup) (w — Pyw) ds. (12.9)
KeT KeT /9K

Dabei ist ng die dulere Normale auf 0K. Man beachte, daf sich im Fall stiickweise linearer Elemente
das Residuum f + Auy, auf f reduziert.

Sei £ die Vereinigung aller Dreieckskanten der Zerlegung 7. Dann kann der zweite Term auf der rechten
Seite von (12.9) als Summe iiber die Kanten E € £ unter Verwendung des Sprunges [ng - Vup|g der
Normalenableitung von wy, iiber die Kante E (bei fester Wahl von ng zu E € &) geschrieben werden:

Q(w) = Z (f + Aup,w — Pyw) g — Z /E[nE -Vup)g(w — Pyw) ds. (12.10)

KeT Ee&

Da fiir w € W12(2) der iibliche stiickweise polynomiale Interpolationsoperator (vgl. Kap. 10) nicht defi-
niert ist, betrachten wir nun einen auf Clement (1975) zuriickgehenden Interpolationsoperator Pp,: Seien
wg bzw. wg die Vereinigung aller Dreiecke, die einen Eckpunkt mit dem Dreieck K bzw. der Kante
E gemeinsam haben. Ferner bezeichne U(p®) die Vereinigung der Dreiecke, die den Gitterpunkt p’ als
Eckpunkt besitzen. Durch den lokalen L?—Projektor

L. L2U®Y)) = Xnlue

wird eine Mittelung einer Funktion auf U(p’) erzeugt. Der Clement-Operator wird schlieBlich definiert
durch

(Pru)(2) =Y _(ILu)(p') ¢i(x),
wobei {p'}; die Menge aller Gitterpunkte in 7 ist. ¢;(-) bezeichnet die zugehoérige nodale Basisfunktion,

d.h. ¢;(p?) = &;;. Dabei gelten die folgenden Interpolationsaussagen (vgl. Ph. Clement, in: RAIRO Anal.
Numer. 2 (1975), 77-84)

lw— Prwllo,x < Chrllwll1wg
Ohf* [l (12.11)

A

[w — Prhwl|o,r

Dabei sind hg der Durchmesser des Elementes K und hp die Kantenldnge von E. Einsetzen von (12.11)
in (12.10) und die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefern unter Beachtung der Quasiuniformitit des
Netzes

Q'(w) < > Chillf + Aunllo,llwliwe + Y Chil*lllng - Vunlsllosllw]ws
KeT EcE
< Cllwlle <Z Wil f + Aunl§ s+ Y hellne- vuh]EHg,E> - (12.12)

KeT Ee&
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Mit der Festlegung
1
M,k = || f + Aun|§ x + 3 > hplllng - Vulslf g (12.13)
ECOK

folgt aus den Abschétzungen (12.12) und (12.8), dal nr x ein oberer Fehlerschétzer ist. Damit ergibt
sich der folgende

Satz 12.2. Durch Formel (12.13) ist bei Verwendung stiickweise linearer Dreieckselemente zur Appro-
zimation des Modellproblems (12.6) ein oberer Fehlerschitzer gegeben.

Bemerkungen 12.3. (i) Es kann mit dhnlichen Mitteln gezeigt werden, daf der residuale Fehlerschéitzer
auch ein unterer Schétzer fiir die Norm ||V (+)|lo,o ist.

(ii) Eine Approximation dieses residualen Schétzers findet sich in der Version 2.3 des Programmsystems
FEMLAB. Allerdings fehlt dort der zweite Anteil, der den Sprung der Normalenableitung iiber die Ele-
mentkanten mifit. Das ist bei stiickweise linearen Elementen keine sehr giinstige Losung, da bereis der
diskretisierte Laplace-Operator Auj, elementweise verschwindet. Der Sprungterm wére gerade dann we-
sentlich. Man vergleiche hierzu auch das Beispiel am Ende dieses Kapitels. O

(i1)  Schitzer mit Losung lokaler residualer Probleme

Eine weitere Gruppe von oberen Fehlerschétzern basiert auf der Losung lokaler residualer Probleme auf
einer Vereinigung finiter Elemente wg in Umgebung eines finiten Elementes K. Sei Xp i ein geeigeter
(und noch festzulegender) Finite-Elemente Unterraum niedriger Dimension, der auf wg definiert ist. Al-
lerdings sind die Basisfunktionen in X}, x von hoherer Ordnung als im Finite-Elemente-Raum Xj,.

Wir beginnen mit Schéitzern, bei denen lokale Dirichlet-Probleme gelost werden: Hierzu sei vk € Xpx
Losung des lokalen residualen Problems

(Vug, Vw)w, = (f, 0w — (Vup, V)w, Yw € Xpk. (12.14)

Wegen X C WO1 ’2(wK) entspricht (12.14) einer Finite-Elemente-Approximation an ¢ = wuy, + vk des
Dirichlet-Problems
—A¢p=f, in wg; ¢ =up, auf Jwg.

Als lokalen Fehlerindikator wiahlt man

N, = VUK |low - (12.15)

Bei geeigneter Wahl von wg und Xj i approximiert die Gréfle nr i den lokalen Fehler ||u — up 1 k-

Zur Charakterisierung einiger bekannter Varianten fithren wir die folgende elementorientierte kubische
”Blasenfunktion” (bubble function) auf K durch

b = 27/\}(1/\}(2/\}(3 auf K
710 in Q\ K

ein, wobei Ag;,i = 1,2, 3 die baryzentrischen Koordinaten auf K sind. Bei fixierter gemeinsamer Kante F
von zwei Dreiecken K7 und K5 sollen die Eckpunkte der Dreiecke so numeriert werden, daf3 die Eckpunkte
von E zuerst gezihlt werden. Eine kantenorientierte quadratische Blasenfunktion bg wird erkliart durch

br = 4)\Ki1)\Ki2 auf K,L,Z: 1’2
Tl in Q\ (K; UKj).

Eine Darstellung der element- bzw. kantenorientierten Blasenfunktionen findet man in Abbildung 12.1.
Wir nennen die folgenden oft verwendeten Varianten:

e Babuska-Rheinboldt Schitzer:
Hier ist wg die Vereinigung der Dreiecke K’, die einen Eckpunkt z mit K gemeinsam haben, sowie

Xnk :=span{bg/,bp : K' Cwg, ENz #0} C Wol’Q(wK).
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Abbildung 12.1: Darstellung der element- und kantenorientierten Blasenfunktionen

o Verfiirth Schitzer:
Hier besteht wy aus den Dreiecken K’, die eine gemeinsame Kante mit K haben. Ferner ist

Xni = span{bK/,bE K’ C wg, E C 8[(} C Wol’2(wK).

SchlieBlich betrachten wir noch einen Schétzer, bei dem lokale Neumann-Probleme gelést werden:

Modifizierter Bank—Weiser Schitzer:
Seien wg = K sowie
Xni = span{bK,bE FE C 8K}

Mit v wird die Losung des Problems

1
(Vug,Vw)g = (f + Aup,w)k — B Z /[nE -Vuplpw ds, Yw € Xpk
Eck’'E

bezeichnet, das sich als diskretisierte Variationsgleichung des lokalen Neumann-Problems

—A¢ = f+ Aup in K, %Z—%[TLE'VU;I]E auf £ C 0K
n

ergibt.

Bemerkung 12. 4. Fiir elliptische Probleme mit dominierendem Anteil des elliptischen Hauptteils (d.h.
den Termen mit zweiten partiellen Ableitungen der Losung) ist die Wahl der W12 —Norm als Basis von
Fehlerschétzungen einerseits natiirlich. Dies ist aber nicht zwingend, denkbar sind auch L°°— Schétzer. Bei
Aufgaben mit Dominanz der Terme mit niedrigeren Ableitungen ist auch die Verwendung der L?—Norm
sinnvoll. ]

Bemerkung 12. 5. Es gibt seit einiger Zeit wichtige Weiterentwicklungen adaptiver Fehlerschétzer.
Neben den hier behandelten Verbesserungen beziiglich bestimmter ”globaler” Normen ||| - ||| kann man
auch als Zielfunktional gewisse Integralwerte iiber Teile des Randes 02 oder sogar Punktfunktionale
betrachten. Eine gute Ubersicht zu dem Konzept der ”dual gewichteten Residuen-Methoden (DWR)
findet man in den Monographie [2] von BANGERTH/RANNACHER. ad

12.3 Gitterverfeinerung

Wir wollen abschlieflend skizzieren, wie eine lokale Verfeinerungstechnik erreicht wird. Hierbei ist insbe-
sondere zu beachten, dafl bei der Verfeinerung nicht entartete Elemente (d.h. mit zu kleinen Innenwinkeln)
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Abbildung 12.2: Rote und griine Verfeinerung

Abbildung 12.3: Rot-griine Verfeinerung

entstehen. (Wir verweisen hierzu auf den Beweis von Satz 12.2. Hier wird implizit verlangt, dafl die An-
zahl der an ein Dreieck angrenzenden Elemente begrenzt bleibt.)

Im Programm PLTMG (Qiecewise linear triangles multi grid) von R. Bank und &hnlich in der Version 2.1
des Programmsystems FEMLAB werden auf Dreiecksnetzen zwei Varianten realisiert:

e Zerlegung eines Dreiecks durch Halbierung aller Seiten in vier kongruente Dreiecke (regulire oder
rote Verfeinerung),

e Zerlegung eines Dreiecks in zwei Dreiecke durch Halbierung einer Seite (grine Verfeinerung).

In der Abbildung 12.2 wird die griine Verfeinerung durch unterbrochene Linien markiert. Sie wird ein-
gesetzt zur Sicherung der Zuldssigkeit der Zerlegung bei roter Verfeinerung. Die Abbildung zeigt die
Erzeugung benachbarter griiner Dreiecke bei einmaliger Zerlegung eines Elements in vier rote Dreiecke.

Eine weitere Zerlegung des erzeugten griinen ” Zwillings” erfolgt nicht direkt: Ist eine derartige Zerlegung
erforderlich, so werden die Teile zunéchst wieder vereinigt und dann regulédr zerlegt. Die folgende Bild-
sequenz (vgl. Abb. 12.3) zeigt exemplarisch eine derartige Prozedur. Die genannte Zerlegungsstrategie
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Abbildung 12.4: Netzadaption in Beispiel 12.7

sichert, daB alle Innenwinkel der im Verfeinerungsprozef erzeugten Dreiecke gleichmiiBig (d.h. unabhéngig
von der Tiefe der Zerlegung) nach unten beschrinkt bleibt.

Durch die voriibergehende Bildung griiner Dreiecke und deren mogliche Auflosung sind die entstehenden
Gitter nicht notwendig ineinander geschachtelt. Dies wére insbesondere fiir Mehrgitterverfahren (vgl. ei-
nes der nachfolgenden Kapitel) sinnvoll. Durch zusétzliche Auswahlkriterien bei der Zerlegung kann dies
jedoch erzwungen werden.

Es sei vermerkt, dafl das Grundprinzip der aufgezeigten Verfeinerungsstrategie im Programmsystem KAS-
KADE vom Zuse-Zentrum Berlin weiterentwickelt und mit der Anwendung hierarchischer Basen verbun-
den wurde.

Bemerkung 12.6. Fiir Probleme mit stark anisotropem Charakter, d.h. Aufgaben mit dominierenden
Vorzugsrichtungen, wurde das PLTMG-Konzept von Kornhuber/ Roitzsch am Zuse-Zentrum Berlin 1990
um die "blaue Verfeinerung” erweitert. Dabei werden Dreiecke zunichst zu einem Viereck vereinigt und
dieses dann entsprechend der Vorzugsrichtung in vier Dreiecke geteilt. O

Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir nicht weiter auf die Realisierung von Schritt 4 des zu Beginn
des Kapitels dargestellten iterativen Zyklus der adaptiven Netzgenerierung eingehen. Der an Details in-
teressierte Leser sei hier auf Teil IV der Monographie von R. Verfiirth [23] verwiesen. Es sei hier nur
vermerkt, dafl bereits die Festlegung eines Abbruchkriteriums und die Details der Entscheidungsfindung
iiber Verfeinerung oder Vergroberung von Elementen sehr viel praktische Erfahrung erfordern.

Wir wollen abschlieflend ein Anwendungsbeispiel des in FEMLAB realisierten residualen Fehlerindikators
(vgl. Bemerkung 12.3 (ii)) angeben.

Beispiel 12.7. Im Einheitsquadrat = (0,1) x (0, 1) betrachten wir das gemischte Randwertproblem

_g (a(z)gs;) =0 inQ

0
8:1@1-



126 KAPITEL 12. FEHLERSCHATZUNG UND ADAPTIVITAT

u = 0 auf I'y
u = 1 auf T'y
0
8_Z =0 auf I's.

Dabei sind I'y = {(.Il,IQ) S 8(2, T = 0}, I'i = {(Il,ZEQ) S 8(2, T = 1} sowie I's = 89\ (Fl QFQ)) Der
unstetige Diffusionskoeflizient ist

a(zi,z2) =1, in O =(0,0.4) x (0,0.4); a(xy,x2) = 0.1, sonst in Q.

Hier wurde der in der Version 2.3 von FEMLAB implementierte residuale Fehlerindikator verwendet.
Es wurden vier Verfeinerungszyklen durchgefiihrt, bevor maximal 1.500 Dreiecke zur Diskretisierung
herangezogen wurden.

Aus Abbildung 12.4 erkennt man, da der Gradient der Losung an den Linien (z1,z2) € (0,0.4] x
{0.4} und (x1,22) € {0.4} x (0,0.4] unstetig wird. Der Fehlerindikator erkennt offenbar diesen Sprung,
allerdings erfolgt die Verfeinerung nicht sehr ”lokal” entlang dieser Linien. Dies sollte an den in diesem
Fehlerindikator fehlenden Kantensprung-Termen des residualen Fehlerschéitzers aus Kapitel 12.2 (i) liegen,
vgl. hierzu auch Bemerkung 12.3 (ii). m|
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Algebraische Losungsverfahren
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Kapitel 13

Angepallite direkte Losungsverfahren

Im Teil IIT dieser Vorlesung befassen wir uns mit Ldosungsverfahren fiir die bei der Diskretisierung ellip-
tischer Randwertprobleme entstehenden grofien linearen Gleichungssysteme. Direkte Losungsverfahren
spielen bei nicht zu grofler Dimension der Probleme immer noch eine wichtige Rolle bei Anwendungen.
Jedoch werden bei sehr grofien Problemen (insbesondere im raumlich dreidimensionalen Fall) zunehmend
iterative Losungsverfahren in Verbindung mit geeigneter Vorkonditionierung unverzichtbar.

Im vorliegenden Kapitel betrachten wir zunéchst Besonderheiten der bei der Diskretisierung elliptischer
RWP entstehenden linearen Gleichungssysteme. Dann untersuchen wir Moglichkeiten und Grenzen der
Anpassung direkter Lisungsverfahren an die spezielle Systemstruktur. In den Versionen 2.1 (und auch
2.2) des Systems FEMLAB spielen derartige Verfahren bei Problemen bis zu mittelgrofer Dimension eine
wichtige Rolle.

Beweise werden hier nicht gefithrt, dazu wird auf die Vorlesung Numerische Mathematik I verwiesen.

13.1 Spezifik diskretisierter elliptischer RWP

Wir hatten in den vorhergehenden Kapiteln dargestellt, da die Diskretisierung elliptischer Randwert-
probleme auf die Losung linearer Gleichungssysteme

Finde up € RN : Ayuy, = fi (13.1)

mit reguldrer quadratischer Matrix A, € RY*¥ fiihrt. Die Spezifik dieser Systeme kommt insbesondere
im Falle von finiten Elementen niedriger Ordnung ! zum Ausdruck durch

e die sehr grofie Dimension N mit N = N(h) — oo, h — 0,
e cine sehr schwach besetzte Koeffizientenmatrix Ay,
e cine sehr schlechte Kondition der Matrix Ay,.

Damit sind die Standardverfahren der linearen Algebra bei hinreichend grofler Dimension des diskre-
ten Problems entweder nicht effektiv oder aus Rechenzeit- und Speicherplatzbeschrinkungen gar nicht
anwendbar. Die (sehr) schlechte Kondition der Probleme (13.1) kann zu unakzeptablen Rechenfehlern
fithren. Wir betrachten ein einfaches Beispiel.

Beispiel 13.1. Fiir das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung

—Au=f in Q=(0,1)% wu=0 auf 9Q (13.2)

IDie ersten beiden Punkte sind natiirlich zu relativieren, wenn man Elemente hoherer Ordnung verwendet. Mit wachsen-
dem Polynomgrad nimmt natiirlich der Besetzungsgrad der Matrix zu. Andererseits kann man im Vergleich zu Elementen
niedriger Ordnung die erforderliche Anzahl der Unbekannten (und damit die Dimension) deutlich reduzieren.

129
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Abbildung 13.1: Strukturierte Zerlegung und zugehorige Matrixstruktur

wird eine FEM mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen auf einer isotropen Dreieckszerlegung verwen-
det. Das entstehende lineare Gleichungssystem erzeugt eine symmetrische, positiv definite Matrix Ayp,.
Sind ferner alle Innenwinkel nicht stumpf, so geniigt das diskrete Problem sogar dem diskreten Maximum-
Prinzip.

Wir betrachten zunichst den Fall einer regelmdfigen Zerlegung (vgl. Abbildung 13.1). Dann entspricht
die FEM gerade der Diskretisierung des Laplace-Operators auf einem Fiinfpunkt-Stern (vgl. Kap. 4). Bei
lexikographischer Numerierung der inneren Gitterpunkte hat die Matrix eine typische Bandstruktur (vgl.
Abbildung 13.1) mit fiinf Nichtnullelementen je Zeile.

Fiir den betragsmafig grofiten bzw. kleinsten Eigenwert der Matrix Ay, gilt
Amaz(An) = 0(1), Amin (An) = 0(h?) (13.3)

(vgl. auch Beispiel 13.6 bzw. Ubungsaufgabe), d.h. mit der Verfeinerung des Gitters verschlechtert sich
die Kondition der Matrix geméf

cond(Ap) = Amaz _ 0(h™2). (13.4)

/\min
(13.4) ist Konsequenz der folgenden inversen Ungleichung (vgl. Ubungsaufgabe).
Lemma 13.2. Sei (73)n eine Familie von Zerlequngen, die mittels affin-linearer Abbildung aus einem
einheitlichen Referenzelement erzeugt wird. Die Zerlequngen Ty seien isotrop, dafS heifit: es gibt eine
positive Zahl k, so daf fir alle Elemente K € Ty, die Abschitzung hi < kpx gilt. Der konforme Finite-

Elemente-Raum X, werde durch stiickweise polynomiale Basisfunktionen vom Grad k € N auf Ty, erzeugt.
Dann existieren Konstanten C = C(k,t, k) mit

lonlle.x < CR™ onllmx  Von € Xn, 0<m <t (13.5)

Beweis: vgl. D. Braess [5], Lemma I1.6.8. O

Ein wichtige Eigenschaft strukturierter Gitter ist, dal die Position der Nichtnullelemente sehr einfach
bestimmt werden kann. Man speichert daher sehr oft diese Elemente gar nicht ab, sondern berechnet sie
bei Bedarf einfach neu.

Eine andere Situation liegt bei Verwendung unstrukturierter Gitter vor. Die nachfolgende Abbildung 13.2
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Abbildung 13.2: Unstrukturierte Zerlegung und zugehorige Matrixstruktur

zeigt eine derartige Situation und die resultierende Steifigkeitsmatrix mit unregelméBigem Besetztheits-
muster. O

13.2 Angepafite direkte Losungsverfahren

Die Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt zeigen, daf eine Anpassung von Standard-Lésungsverfah-
ren fiir lineare Gleichungsysteme an die spezielle Struktur dieser Systeme unumgénglich ist. Nachfolgend
betrachten wir einige wichtige Varianten. Fiir die weiteren Darlegungen werden wir im linearen Glei-
chungssystem (13.1) jeweils den Index h weglassen.

(i)  Gauf-Elimination fiir Bandmatrizen

Bei vollbesetzter Matrix des linearen Gleichungssystems
Au = f, A = (a;;) € RN (13.6)

erfordert die Anwendung der auf der Gauf-Elimination basierenden direkten Verfahren Speicherplatz fiir
O(N?) Nichtnullelemente und O(N?3) wesentliche Rechenoperationen. Das ist fiir den hier interessierenden
Fall N > 1 natiirlich nicht akzeptabel. Eine Anpassung an die schwachbesetzte Struktur der Matrix A
is also unbedingt erforderlich.

Exemplarisch betrachten wir den Fall, dafl die Matrix A eine Bandstruktur mit m < N hat, d.h.
air =0, |i—kl >m. (13.7)

Durch geeignete Umordnung von Zeilen und/ oder Spalten der Matrix kann man eventuell die Bandbreite
reduzieren (vgl. z.B. Y. Saad [20], Kapitel 3.3).

Die einfachste Methode der Aufwandsreduzierung beim Gauf-Algorithmus ist eine Anpassung an die
Bandstruktur der Matrix. Vereinfachend sei die Matrix stark diagonaldominant, d.h.

laii| > Z lai], i=1,..,N.
ki
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Dann kann auf die Matrix ohne vorherige Pivotisierung (d.h. ohne Umordnung von Zeilen oder Spalten)
die LU —Zerlegung mit

A=LU (13.8)
angewendet werden. Fiir die linke untere bzw. rechte obere Dreiecksmatrix L = (I;;) bzw. U = (u;;) gilt
lij=0, j>ioderj<i—m bzw. wu;; =0, j<ioderj>i+m. (13.9)

Dies liefert vereinfachend in (0}
Qi = Z lijwjk, i k=1,..,N. (13.10)

j=max {i,k}—m

Mit der Festsetzung l; = 1 ergibt sich durch rekursive Auflésung von (13.10) fiir min (¢, k) = 1,..., N,
daf

i—1
Uik = Al — Z lijujk, k=1i,...,i4+m (1311)
j=max {1,k—m}
und
1 k—1
lir = — | @i — Z lijujk , i=k+1,..,k+m. (1312)

u
kk j=max {1,i—m}

Bemerkung 13.3. (Cholesky-Zerlegung)

Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A existiert eine eindeutig bestimmmte untere Drei-
ecksmatrix L derart, dal A = LL*. (Fiir die Eindeutigkeit wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
gefordert, dafl die Hauptdiagonalelemente von L positiv sind.) O

Beispiel 13.4. Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen gelingt es nicht selten (z.B.
beim ADI-Verfahren — alternating direction iteration), vereinfachte Probleme mit Tridiagonalmatrizen
zu erzeugen. In diesem Fall vereinfacht sich die Rekursion (13.11),(13.12) mit w31 = a11 und uyy =
any — INNUN_1,N ZU

it 1,i .
Usp = Qi — Lig—1Uim1,4, Uiyl = Qiit1,  lig1, = #, 1=2,..N -1
k43
Dies ist der sogenannte Thomas-Algorithmus. Bei dieser speziellen LU-Zerlegung kommt man mit O(N)
wesentlichen Rechenoperationen aus. Das ist bei N Unbekannten ein optimales Ergebnis, ist aber an die

sehr spezielle Struktur der Matrix gebunden. o

(ii) Frontlosungsverfahren:

Eine interessante Idee zur Reduktion des Datentransfers besteht darin, die Assemblierung der Steifig-
keitsmatrix A bereits mit der LU-Zerlegung zu verbinden. Die Grundidee kann bereits am Fall von
Bandmatrizen erliutert werden. Bei der LU-Zerlegung nach Formel (13.10) benétigt man néimlich nur
die ersten m Zeilen und Spalten von A, um bereits mit der LU-Zerlegung zu beginnen. Die entsprechen-
den Elemente von L und U sind dann bereits bestimmbar. Dann setzt man dieses Verfahren sukzessiv
fort. Man spricht von Frontlisungsverfahren. Eine elementare Beschreibung findet man bei [9], Abschnitt
3.1.3.

Die Effizienz dieser Technik basiert auf der Bestimmung der Elementmatrizen. Sind zu einem Gitterpunkt
x; bereits alle zugehorigen Elementmatrizen bekannt, so verfiigt man damit iiber alle nichtverschwinden-
den Eintrdge der i-ten Zeile bzw. Spalte von A. Damit kann gleitend mit der Assemblierung auch die
LU-Zerlegung durchgefiihrt werden. Insbesondere bietet sich hier eine effiziente Cache-Nutzung eines
Rechners an.

Die Technik der Frontlosungsverfahren ist in den letzten Jahren systematisch weiterentwickelt worden.
Insbesondere konnen sie auch bereits assemblierte Matrizen A angewendet werden. Im Programmpaket
UmMFPACK von T. Davis und I. Duff, das in den neuen Versionen von MATLAB angeboten wird, werden
uni- und multifrontale Methoden geschickt kombiniert. Man konsultiere hierzu die Webseite
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http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/.

Es sei unbedingt hervorgehoben, dafl mit diesen Entwicklungen angepafiter direkter Losungsverfahren
eine deutliche Verschiebung ihrer Anwendungsgrenzen gegeniiber iterativen Verfahren eingetreten ist.
Insbesondere auch durch die zunehmende Verwendung finiter Elemente hoherer Ordnung, die natiirlich
einen hoheren Besetzungsgrad der Matrix A bewirken, sind diese Verfahren deutlich attraktiver geworden.

(iii) Approximative LU — Zerlegung (ILU)

Eine sehr negative Eigenschaft der LU —Zerlegung fiir schwachbesetzte Matrizen ist das sogenannte ”fill
in”. Im allgemeinen Fall werden dabei Nichtnullelemente auch an Positionen von L bzw. U erzeugt, an
denen A Nullelemente besitzt. Es gibt Pivotstrategien, die das ”fill in” reduzieren.

Eine wichtige Variante, die im Zusammenhang mit der Vorkonditionierung iterativer Verfahren auftritt, ist
eine approximative LU —Zerlegung (ILU — incomplete LU factorization). Dabei wird das " fill in” auflerhalb
des Besetzungsmusters von A durch eine geeignete Loschmaske ignoriert. Man erhilt die Zerlegung

A=LU-R,

wobei L bzw. R eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix mit schwacher Besetztheit sind. Man hofft, daf3
der Einflul der Restmatrix R gering ist.

Spezielle Varianten unterscheiden sich durch die Wahl der Loschmaske. Von dieser hingt auch ab, wie-
viel Information der Ausgangsmatrix A auf die approximative LU-Zerlegung iibertragen wird. Beim
ILU(0)—Verfahren wird die Loschmaske so gewihlt, daf alle Nichtnullelemente auflerhalb des origina-
len Besetzungsmusters von A ignoriert werden. Beim ILU (p)—Verfahren beriicksichtigt man zusitzlich
Nichtnullelemente in weiteren Nebendiagonalen.

Wir zitieren einen typischen Satz (vgl. Y. Saad [20]):

Satz 13.5. Seien A eine M—Matriz und P eine geeignete Loschmaske, die jedoch keine Hauptdia-
gonalelemenete enthdlt. Dann ist die ILU-Zerlegung A = LU — R ausfiihrbar und reguldr, d.h. LU ist
nichtsingulir und (LU)~! sowie R sind nichtnegativ.

Wir nehmen nun an, daf§ das Ausgangssystem (13.6) zum Beispiel von links mit der (als regulér vor-
ausgesetzten) Matrix (EU )~! multipliziert wird. Dann besteht die Hoffnung, daf8 bei geeignetem R die
Matrix A := (LU)~' LU nicht sehr stark von der Einheitsmatrix abweicht und eine wesentlich giinstigere
Kondition als A besitzt. Dies ist die Idee der Vorkonditionierung mittels I LU —Verfahren, die wir in den
folgenden Kapiteln wieder aufgreifen.

(iv) Schnelle Fourier-Transformation fiir das diskrete Poisson-Problem

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Au = f (13.13)

mit regulérer, symmetrischer Matrix A € RY*V . Fiir spezielle Aufgaben, die eventuell bei Separations-
ansiitzen auf speziellen Gebieten (z.B. Quader) entstehen, gelingt die Bestimmung eines vollstéindigen
Orthogonalsystems {¢'}Y, von Eigenvektoren von A mit den zugehérigen Eigenwerten {\;}1¥,. Dann
besitzt (13.13) die Losungsdarstellung

N
u=> ag¢, o= 1 (49 l=1,...N (13.14)

=1

mit dem Euklidschen Skalarprodukt (-, -) im R¥. Bei vorliegenden Symmetrien im Problem ist es moglich,
die in (13.14) auftretenden Summen effektiv zu berechnen. Die Idee wird am eindimensionalen Fall des
Poisson-Problems dargestellt.
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Beispiel 13.6. Bei Diskretisierung der Zweipunkt-Randwertaufgabe
—u(z) = f(z) in Q=(0,1), u(0) =u(l) =0
auf einem dquidistanten Gitter mit h > 0 entsteht das System
—Uj_1 + 2uj; — Ujy1 :hzfj, j=1,....M -1, ug = upr = 0.

Wir setzen dabei N := M — 1. Die Eigenvektoren ¢! = ((bé )5\7:1 der zugehorigen Matrix A sind Losung
des Systems
—¢h_1 +20% — ol = Ngl, j=1 .M -1

Mit dem Ansatz ¢} := e*?7 gelangt man zu der Gleichung
2(1 — cos py eI = N,

Die Randbedingungen ¢}, = ¢4, = 0 fithren auf die Gleichung
sin(ppM) =0, 1=1,2,...

mit den Losungen p; = :t%, [ =1,2,.... Fiir die Eigenwerte gilt damit

l l
Al 22(1—COSM7T> :4sin2ﬁ, l=1,... M —1.

Die entsprechenden reellwertigen Eigenvektoren ¢! € RM~1 haben die Komponenten

-
¢ :sin%, Lj=1,..,M—1.

Nachrechnen zeigt die Orthogonalitiit (¢!, ™) = 0, j # m sowie (¢!, ¢') = % In (13.14) ergibt dies

M-1 .
o= %zﬂ > fisin (lﬂ> l=1,...M—1.
2M sin (W) = M

Man benotigt dann eine effektive Berechnung von Summen der Form

Y lmj
c = Z g; sin (—), l=1,....M—1.
=1 M

Auch die Berechnung der Komponenten u; der gesuchten diskreten Losung up = (uj)j]\izl fiihrt auf
derartige Summen.

Eine geeignete Losung des Problems ist mit der schnellen Fourier- Transformation (FFT) moglich. Dabei
nutzt man geschickt Symmetrien der Winkelfunktionen. Eine Darstellung findet man z.B. bei Hanke-
Bourgeois [12], Abschnitt 53. Die FFT gehort heute zur Standardsoftware. ad

Fiir einige Probleme kann die Methode auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen werden. Laft sich das
Ausgangsproblem mittels Separationsansatz auf eindimensionale Aufgaben reduzieren, so kann fiir diese
jeweils die im Beispiel angegebene Vorgehensweise genutzt werden.



Kapitel 14

Klassische iterative Verfahren

Im vorliegenden Abschnitt betrachten wir grundlegende iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme,
die bei elliptischen Randwertproblemen auftreten. Besonderer Wert ist auf die Moglichkeiten und Grenzen
derartiger Verfahren zu legen. Beweise werden auch hier nicht gefiihrt; dazu wird auf die Vorlesung
Numerische Mathematik I verwiesen.

14.1 Grundstruktur iterativer Verfahren

Entscheidender Vorteil iterativer Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme gegeniiber direkten
Verfahren ist, daf§ das Besetzungsmuster der Matrix nicht verdndert wird. Das zu l6sende System

Au=f

RN><N

mit regulidrer Matrix A € wird mit einer zu spezifizierenden reguldren Matrix B in der folgenden

dquivalenten Form

Bu=(B—Au+f
geschrieben. Zur iterativen Berechnung der Losung betrachten wir das Verfahren
BuFtt = (B - Ak + f (14.1)
mit geeignetem Startvektor u® € R . Hieraus ergeben sich folgende Anforderungen an die Wahl von B
o effiziente Losbarkeit der Systeme Bv =g
e schnelle Berechenbarkeit von g := (B — A)v + f,
e moglichst kleine Kondition der Iterationsmatrix B~1(B — A).

Zur Konvergenzuntersuchung mit dem Fixpunktsatz von S. Banach fiihren wir eine geeignete Vektornorm
I - || ein. Typische Varianten sind

N P
[wllp =Y lvl”] . 1<p<os, (14.2)
j=1
die Maximumnorm
oo o= max o] (14.3)

oder bei symmetrischer und positiv definiter Matrix A die energetische Norm
v]la := (v*Av)*/2. (14.4)

135
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Wir werden nachfolgend die Vektornorm ||-|| nicht indizieren, sofern es der Zusammenhang nicht erfordert.
Ausdriicklich sei noch vermerkt: Alle Vektornormen sind zwar (iiber RY) dquivalent, jedoch hingen die
entsprechenden Aquivalenzkonstanten von N bzw. h ab.

Weiter verwenden wir die durch

Cv
= sup 1€
verM\{o} |1Vl

(14.5)

erklarte Matriznorm.

Eine hinreichende Konvergenzbedingung des iterativen Verfahrens (14.1) folgt aus dem Fixpunktsatz von
S. Banach fiir das Iterationsverfahren

uFTt=TuF 1, keN, (14.6)

mit der Iterationsmatrix 7' := B~1(B — A) sowie t := B~ f.

Satz 14.1. Gelte |T|| < 1. Dann hat die Fizpunktaufgabe u = Tu + t eine eindeutige Losung u € RY.
Fiir beliebige Startvektoren u® € RN konvergiert die Folge (u*) aus (14.6) gegen u. Ferner gelten die
a-priori Abschitzung

|l — | < ﬂ lut —u®||, k€ Ny (14.7)
— 1T ’
sowie die a-posteriori Abschitzung
1
1+ ||TH HukJrl - ukH < Huk - u” < 1_7H{Z—‘”||uk+l - uk”v ke NO- (148)
Mit Hilfe des durch
p(T) := max{|\;| : A; Eigenwert von T'} (14.9)

erklarten Spektralradius von T hat man auch ein notwendiges und hinreichendes Konvergenzkriterium
durch

Lemma 14.2. Die durch das Verfahren (14.6) erzeugte Folge (u*) konvergiert genau dann fiir jeden
Vektor t € RN und jeden Startvektor ug € RY, wenn p(T) < 1.
14.2 Gesamt- und Einzelschrittverfahren
Wir zerlegen dazu die Matrix A in der folgenden Form
A=L+D+R (14.10)

mit der Diagonalmatrix D = diag(a11, ...,ann) sowie der unteren bzw. oberen Dreiecksmatrix

0 O ai2 . . . aiN
a1 0 0 aam - - azN
L= a1 aszx O ., R=
0 an—1,n
ani an2 - - ann—1 O 0

Fiir unsere Betrachtungen setzen wir voraus, dafl (eventuell nach Vertauschung von Zeilen und Spalten
der Matrix A) die inverse Matrix D~! von D existiert. Dies ist dquivalent dazu, dafl kein Element der
Hauptdiagonale von A verschwindet.

Die beiden einfachsten Iterationsverfahren sind

o das Gesamtschrittverfahren (Jacobi- Verfahren) mit B = D und
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o das Einzelschrittverfahren (Gauf-Seidel-Verfahren) mit B = L + D.

Wir geben jetzt einige Konvergenzkriterien an, die auf der Abschétzung des Spektralradius p(T") der
Iterationsmatrix 7 := B~!(B — A) beruhen.

Lemma 14.3. Die Matriz A = (a;;) sei stark diagonaldominant, d.h.

N

_ _ L ik
oo ._l_:rﬁ%ql<1, g= Y |- (14.11)
k=1
k#i

Dann gilt fir das Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren beziiglich der Maxzimumnorm
[B7HB — A)]loc < dos < 1.

Bei der Diskretisierung elliptischer Randwertaufgaben hat man oft nur die Eigenschaft der schwachen
Diagonaldominanz der Matrix A, d.h.

<1, i=1,.,.N: 3Fe{l,.,N}: ¢ <L (14.12)

Ferner sei die Matrix unzerlegbar geméif3

Definition 14.4. Eine Matriz A = (a;x) € RV*YN heifit unzerlegbar (oder irreduzibel), falls sie nicht
durch Umordnung von Zeilen und Spalten (d.h. durch Umnumerierung der Unbekannten) in der folgenden
(entkoppelten) Form geschrieben werden kann:

A11 0
A= .
( A1 Az )
Beispiel 14.5. Tridiagonalmatrizen, bei denen die Elemente der Hauptdiagonale und der beiden Ne-
bendiagonalen sdmtlich nicht verschwinden, sind unzerlegbar.

Lemma 14.6. Die Matriz A = (a;;) sei unzerlegbar und schwach diagonaldominant. Dann konvergiert
das Gesamtschrittverfahren.

Man kann zeigen, dafl diese Aussage auch fiir das Einzelschrittverfahren richtig bleibt (vgl. D.M. Young:
Iterative solution of large linear systems, Academic Press, New York 1971, S. 108). Fiir das Einzelschritt-
verfahren gilt ferner noch

Lemma 14.7. Die Matriz A = (a;i) sei symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das Einzel-
schrittverfahren.

Die genannten Konvergenzkriterien erfordern einen kritischen Kommentar: Die Konvergenz der Verfahren
ist umso schneller, je kleiner die Norm ||T|| = ||B~1(B — A)|| ist. Fiir das Gesamt— und Einzelschrittver-
fahren kann jedoch am Beispiel 13.1 gezeigt werden, daf3 gilt

p (B (By — An) =1 - O(h2). (14.13)
Daher sind auch diese beiden grundlegenden Iterationsverfahren bei sehr feiner Diskretisierung, d.h. fiir
N > 1 nicht geeignet.

Bevor wir uns in den restlichen Abschnitten der Vorlesung mit besser konvergierenden Verfahren befassen,
sollen noch einige Varianten diskutiert werden.

e Die Auflosung beim Einzelschrittverfahren hingt von der gewéhlten Numerierung der Variablen
und somit der Gitterpunkte ab. Selbst bei symmetrischer Matrix A kann das zu Asymmetrien
in der Losungsfolge (u”) fithren. Eine Verbesserung erzielt man beim symmetrischen Gauf-Seidel
Verfahren durch Verbindung einer Vorwérts- und einer Riickwértsvariante in den Halbschritten

(L4 D) Y2 L Ruk = f
Lu* Y2 4 (D + Ryt = 1.
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e Eine andere Variante der Symmetrisierung auf regelméfligen Gittern besteht in der Schachbrett-
Iteration (oder red—black Iteration).

e Bei Diskretisierung auf einem regelméfiigen Gitter (vgl. Beispiel 13.1) besitzt das Gleichungssystem
eventuell eine Blockstruktur

M
> AU =F, i=1,..,M: F;,U; e RN A e RN (14.14)
j=1

mit Ef\il N; = N. Bei reguliiren Matrizen A;; lassen sich die Blockvarianten

AU 3 AU =F, i=1,..M
i
bzw.
i M
k+1 E_ -

ZAijUj + Z AijUj =F, i=1,...M

Jj=1 j=i+1
des Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahrens angeben sowie entsprechende Konvergenzsitze formulie-
ren.

14.3 Relaxations-Verfahren

Die einfachste Variante der Konvergenzbeschleunigung grundlegender iterativer Verfahren, wie des Gesamt-
und Einzelschrittverfahrens, stellen Relazationsverfahren dar. Die entsprechende Modifikation des Ge-
samtschrittverfahrens, d.h. fiir B = D, ist die Jacobi-Relaxation

ub Tt = (I —wD 'Auf + wD™1f. (14.15)

Auskunft iiber die Konvergenz des Verfahrens und die geeignete Wahl des Relaxationsparameters w gibt
das folgende

Lemma 14.8. Die zum Gesamtschrittverfahren gehorende Matriz G := —D~1(L + R) habe nur reelle
FEigenwerte und einen Spektralradius p(G) < 1. Dann wird der Spektralradius der Matriz des Relazati-
onsverfahrens

I—wD A= (1-wl—-wD YL+R) (14.16)

minimal bet

B 2

2— )\mzn - )\ma;ﬂ '
Dabei sind A bzw. Amae der kleinste bzw. grifite Figenwert der Matrix G. Speziell weist bei Ay 7
—Amaz das Relazationsverfahren eine schnellere Konvergenz als das Gesamtschrittverfahren auf.

(14.17)

wo

Die entsprechende Relaxationsvariante fiir das Einzelschrittverfahren, d.h. fir B = D + L, ist das SOR-
Verfahren (,successive overrelazation”)

uF Tt = uP + wDTY(f — LuMTt — (D 4+ R)WF), k=0,1,2,.... (14.18)

Aus der Darstellung
(D +wL)u** =wf +{(1 —w)D — wR}u”

findet man die Gestalt der Iterationsmatrix zu
T(w) = (D +wL) ™ {(1 —w)D — wR}. (14.19)

Offenbar hingt die Iterationsmatrix nicht linear ab vom Parameter w, im Unterschied zum Gesamtschritt-
Relaxationsverfahren. Daher bereitet die Wahl von w auch grofiere Probleme.
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Lemma 14.9. Das SOR-Verfahren konvergiert hichstens im Parameterintervall 0 < w < 2. Im Falle
einer symmetrischen und positiv definiten Matriz A konvergiert das SOR-Verfahren fiir alle Werte aus
diesem Intervall.

Nachfolgend wird die Parameterwahl im Fall konsistent geordneter Matrizen behandelt. Dieser Fall
schliefit den wichtigen Fall nichtsingulérer Tridiagonalmatrizen ein.

Definition 14.10. FEine Matriz A = D + L + R heifst konsistent geordnet, falls die Figenwerte der
Matrix 1
C(a):=—aD 'L - =D 'R, a#0 (14.20)
@

unabhdngig vom Parameterwert o sind.
Lemma 14.11. Tridiagonalmatrizen mit nichtsinguldrer Diagonalmatriz sind konsistent geordnet.
Das gesuchte Resultat fiir das SOR-Verfahren im Fall konsistent geordneter Matrizen ist

Lemma 14.12. Die Matrix A sei konsistent geordnet. Die Eigenwerte der Iterationsmatriz des Jacobi-
Verfahrens —D~1(L + R) seien simtlich reell. Fiir deren Spektralradius gelte A := p(—D~Y(L + R)) <
1. Dann konvergiert das SOR-Verfahren fir alle Parameterwerte 0 < w < 2. Der Spektralradius der
Tterationsmatriz

T(w) = (D +wL) {(1 —w)D — wR} (14.21)

wird minimiert im Fall

2
wp = H\/ﬁ > 1,
und es gilt
T (o) = 1Y
14+ V1-A2
Wir nehmen an, daf§ fiir das Gesamtschrittverfahren gilt A = 1 — O(h?). Durch die Relaxation erhilt
man die verbesserte Abschétzung p(T(wg)) =1 — O(h).

Eine wichtige Variante des SOR-Verfahrens ist dessen symmetrische Version, das SSOR- Verfahren. Fiir
die Iterationsmatrix erhélt man

T (w):= (D +wR)'DD+wL)™ " [(1 —w)D —wL]D'[(1 —w)D — wR). (14.22)

Im Fall einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A gilt ebenfalls die Aussage von Lemma 14.9.

14.4 Kritische Wertung der Basisverfahren

Ein wichtiger Vorteil der grundlegenden Iterationsverfahren gegeniiber direkten Eliminationsverfahren
ist, daB das Besetzungsmuster (in der Regel schwache Besetztheit) nicht gedndert wird. Insbesondere
tritt das ”fill in”-Problem nicht auf.

Ein grundlegender Nachteil der Basisiterationsverfahren ist aber, dafl sie sehr langsam konvergieren.
So erhélt man bei der Diskretisierung elliptischer Randwertprobleme 2. Ordnung die folgende scharfe
Abschitzung fiir die Iterationsmatrix

1B, (B — An)|| =1 - O(h®)
mit o = 2 im allgemeinen Fall bzw. o = 1 bei Relaxation. Damit sind diese Verfahren fiir gro3e Dimension
N = O(h=%) > 1 des Gleichungssystems (bei Raumdimension d) véllig ungeeignet.

Die genannten Iterationsverfahren sind jedoch durchaus von grofiem Interesse bei der Vorkonditionierung
anderer Losungsverfahren. Die herausragende Eigenschaft der Basisverfahren ist die schnelle Gldttung
hochfrequenter Fehleranteile. So zeigt die Abbildung 14.1, wie beim Poisson-Problem der Fehler durch
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Abbildung 14.1: Glattungseigenschaft des Jacobi-Verfahrens

das Gesamtschrittverfahren tatséchlich schnell geglittet wird. Die niederfrequenten Anteile werden je-
doch nur sehr langsam verbessert (vgl. Abschétzung der Iterationsmatrix).

Man nutzt diese Glittungseigenschaft der Basisverfahren im Rahmen von Mehrgitterverfahren (vgl. Kap.
16). Niederfrequente Fehleranteile werden dann auf gréberen Gittern mit entsprechend geringerem Auf-
wand reduziert.

Hinsichtlich der praktischen Erfahrungen mit Relaxationsverfahren ist mitzuteilen, dafl ihre Konvergenz-
geschwindigkeit sehr erheblich von einer optimierten Wahl des Relaxationsparameters abhéngt. Es zeigt
sich jedoch, daf diese starke Abhingigkeit deutlich abgemildert ist, wenn man ein Relaxationsverfahren
zur Vorkonditionierung von zugkriftigeren Verfahren verwendet.



Kapitel 15

Krylov-Unterraum-Methoden

Die Ergebnisse aus dem vorhergehenden Kapitel zu den klassischen Iterationsverfahren legen nahe, bei
iterativen Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Au=5> (15.1)

mehr Informationen iiber die regulire Koeffizientenmatrix A zu verarbeiten. Im vorliegenden Kapitel
befassen wir uns mit Krylov-Unterraum-Methoden. Bei dieser Verfahrensklasse ist vor allem die effiziente
Berechenbarkeit gewisser Matrix-Vektorprodukte (z.B. Au) wesentlich.

Thren Ursprung haben diese Methoden im Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) von
Hestenes/ Stiefel (1952) fiir symmetrische, positiv definite Matrizen. Es gibt inzwischen zahlreiche Verall-
gemeinerungen auf Gleichungssyteme mit nichtsymmetrischer und,/ oder indefiniter Matrix. Einen Uber-
blick findet man in dem Lehrbuch von Y. Saad [20].

15.1 Krylov-Unterrdume

Krylov-Methoden basieren auf der Konstruktion von an die Matrix A angepafiten Teilriumen des R™.

Definition 15.1. Fiir gegebene Matric A € R™*™ und Vektor v € R™ \ {0} wird ein Krylov-Unterraum
definiert durch
Ki(A,v) := span{v, Av, ..., A* 1o} = {p(A)v: p€ Pr_1}. (15.2)

Sind keine MifSverstindnisse mdiglich, schreiben wir auch Ky := Ki(A,v).

Wesentlich fiir Krylov-Methoden ist die efliziente Bestimmung einer Orthonormalbasis eines Krylov-
Raumes (vgl. Abschnitt 15.2). Wir beschreiben nun die Idee von Krylov-Methoden:

Sei up eine Niherung an die Losung des Gleichungssystems (15.1). Als Vektor v wihlt man das Residuum
bzw. den Defekt ro := b — Aug. In der Regel gilt r¢ # 0, anderenfalls wére ug bereits Losung. Man sucht
nun eine Niherungslosung uy im affinen Teilraum ug + Kx (A, 79) durch geeignete Zusatzforderungen:

e Bei Galerkin-Verfahren wird gefordert, dafl der Defekt r, := b — Auy, orthogonal zu K (A, ro) oder
einem anderen geeigneten Krylov-Unterraum ist (Galerkin-Bedingung). Exemplarisch besprechen
wir in Abschnitt 15.3 das FOM-Verfahren.

e Bei Minimierungs- Verfahren minimiert man ry in einer passenden Norm auf K (A4, rg) oder einem
anderen geeigneten Krylov-Unterraum. In Abschnitt 15.4 behandeln wir als wichtiges Beispiel das
GMRES-Verfahren.

Nach Bestimmung von uy erhoht man dann entweder k oder startet das Verfahren mit ug := ug, ro :=
b — Aug neu (Restart). Man hofft insbesondere, da§ k < n ist.

141
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Wir definieren implizit im n#chsten Lemma die Dimension eines Krylov-Unterraumes. Sei dazu
deg(v) := min{l: Jp € P\ {0} mit p(A)v = 0}. (15.3)

Nach dem Satz von Caley/Hamilton gilt fiir das charakteristische Polynom p(\) := det(A — AI) der
Matrix A € R™*" die Aussage p(A) = 0. Fiir beliebige Vektoren v € R™ folgt somit deg(v) < n.

Lemma 15.2. Gegeben seien die Matrizv A € R™*™ und der Vektor v € R™\ {0} mit m := deg(v). Dann
gelten folgende Aussagen:

(i) Es gilt A(Kyn) C K, d-h. der Krylov-Unterraum IC,, ist invariant unter A. Weiter gilt K = Ky,
fir alle k > m.

(ii) FEs gilt dim(Ky) =k genau fir m > k.
(i) Es gilt dim(Ky) = min(k, m).

Beweis: (i) Fiir v € K,, gilt per Konstruktion v = Z;T:Ol a;A'v. Ferner findet man Konstanten

B0, - - -, Bm, die nicht alle gleichzeitig verschwinden, so daf3

i=0

Wegen deg(v) = m ist 5, # 0. Daraus folgt wegen

m a m

. 1 .
E ai_lAZv — g E ﬁiAZ’U
i=1 M i=0

m—1
Oy, — Oy — .
= ——= 160’04—2 (Oéil——m 161> AlUEKm,
=1

Au

B B

daB A(Km) C K.

Fiir £ > m folgt per Konstruktion /C,, C K. Seien nun k& > m und u € K. Dann gilt u = Zf;ol a; Atv.
AuBlerdem findet man Konstanten (g, ..., 8, mit G, # 0 und

i ﬁiAi’U =0.
=0

Dies impliziert

k—1 a m
) bl i p )
u = a; A'v — 3 Ak=m—1 E G; A'v
i=0 m i=0
k—1 a m
i k—1 i b —
= a; Aty — Y AR e Ky,
; Bm “
i=0 =0

Dieser Schlufl kann bis zur Aussage u € K,,, fortgefithrt werden. Damit ist Aussage (i) bewiesen.

(ii) Die Vektoren {v, Awv,..., A*"1y} bilden genau dann eine Basis von Kj, wenn fiir jede Menge
{70, - -, Vk—1} nicht gleichzeitig verschwindender Zahlen die Aussage

k—1

Z v A'v # 0

=0

folgt. Dies entspricht aber gerade der Bedingung, dafl genau das Nullpolynom p in P;_; der Bedingung
p(A)v = 0 geniigt. Dies ist dquivalent zu m = deg(v) > k.

(iii) Aussage (ii) impliziert dim(KC) = k& = min(k, m), falls m > k. Im Fall m < k liefert Teil (i) die
Aussage Ky, = Ky, somit ist dim(Ky) = dim(K,,) = m. Damit ist das Lemma bewiesen. ad
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15.2 Arnoldi-Verfahren

Die hier zu besprechenden Krylov-Verfahren erfordern die moglichst effiziente Konstruktion einer Ortho-
normalbasis fiir einen Krylov-Unterraum

Ky, := span{v, Av, ..., A¥"1v},

wobei wir k& < n annehmen wollen. Wir betrachten das folgende modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren.
Es heifit in der aktuellen Literatur auch

Arnoldi-Verfahren:

(1) EingabegroBen sind A € R"*", v € R™ \ {0} sowie k € N.
(2) Berechne ¢1 := v/||v||2.
(3) Fiw j =1,...,k:
— w = Agj
—Fire=1,...,;:
* hij = q;‘w
* W i=w — hijQi'
= hjyrg = [wll2
— Falls hj;1,; =0, dann: STOP.
= Qi1 = w/hj

(4) Ausgabegroéfien: Ohne vorherigen Abbruch erhiilt man die Matrizen

Qr:="(q - q )€R™F (15.4)
und
hi hiy - e i
ho1  hay - hak
i, = : € Rk, (15.5)
' Ri—1,k
Pek—1 Pk
Ptk

Mit H;, € RF*F bezeichnen wir die Matrix, die aus H 1 durch Streichen der letzten Zeile entsteht.
Ferner ermittelt man auch den Vektor g1 € R™. Damit ist auch die Matrix Qx+1 := ( Qk qr+1 )
wohldefiniert.

Die Eigenschaften der im Verfahren erzeugten Matrizen fassen wir zusammen im

Lemma 15.3. Das oben beschriebene Arnoldi- Verfahren breche nicht vorzeitig an. Dann gelten folgende
Aussagen:

(i) Die Spalten qi,...,qx von Qy bilden eine Orthonormalbasis von Kj.
(ii) Es gilt AQy = Qk+1f{k sowre QZAQk = H.

Beweis: (i) Mittels vollstdndiger Induktion nach j beweisen wir, daf {gi1,...,¢;} mit j =1,...k+1
ein Orthonormalsystem bildet. Der Induktionsanfang fiir j = 1 ist wegen ¢; := v/||v||2 offenbar erfiillt.

Sei nun {qi, ..., q;} ein Orthonormalsystem. Per Konstruktion ist ||¢g;+1|l2 = 1. Somit ist noch ¢/gj41 =0
fir { =1,...7 zu zeigen. Dazu notieren wir die Berechnungsvorschrift fiir ¢;; wie folgt
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e w® = Ag;.
e Firi=1,...,5: w® =1 — q;‘w(i_l)qi.
o g1 = wD/|wl],.
Hieraus folgt fiir [ = 1,...,j mit der Induktionsvoraussetzung q; ¢; = 6,5, da83
Qz*w(j) - ql*w(j—l) — q;fw(j_l)qz"qj = ql*w(j—l) — q;fw(j—l)é'lj'

Damit ist ¢fw() = 0 fiir [ = j, ferner gilt ¢fw) = ¢fwl=Y fir I < j.
Nun schliefen wir analog weiter wegen

grw ™ = g™ — g5 1wV P gig 1 = qfwb ™ — g wl 26,5,

Diese Prozedur kann weitergefiihrt werden. Man erhélt, daB w®) und damit gj+1 orthogonal zu q1, . .., g;
ist. Daher ist {q1,...,¢;j4+1} ein Orthonormalsystem.

Wir zeigen, dal K, = span{qi, ..., qx}. Hierzu wird durch vollstindige Induktion nach j bewiesen, dafl
mit geeignetem Polynom p;_1 € Pj_1 gilt ¢; = pj—1(A)v. Der Induktionsanfang fiir j = 1 folgt wegen

@ = v/|[vll2 mit po(t) := 1/[[v]2.
Fiir den Induktionsschritt sehen wir mit der Festsetzung des Polynoms p; € P; mittels

p;(t) := m (tpj—l(t) - Zhijpi—l(t)>
=1

daB3

w
qj = T Agq; — ) hijq
o el — lel ( ’ Z )
1
= m(Apj—l(A)U—Zhijpi—l(A)U> = pj(A)v.
i=1

Hieraus folgt span{qi, ..., qx} C Ki. Per Konstruktion ist {q1,...,qr} Orthonormalbasis von K.
(ii) Im Schritt (3) des Arnoldi-Verfahrens ergibt sich, dafl

wj = Agj =Y i i1 g = wj.

Damit ist Ag; = Efill hijq; und wir kénnen schreiben

j+1
AQrej = Aqj = Zhij%’ = Qry1Hre;, j=1,... k.

Damit ist AQ = Qx+1 H,, folglich auch Q7 AQ = Q};Q;Hlﬁk. Es bleibt zu zeigen, dafl Q,’;Q;Hlﬁk = H,,
ist. Dies folgt aber wegen

QiQuntt =i (Quawn) (1 )= 1oy (0 ) =
Daraus ergibt sich die noch fehlende Aussage Q; AQy = Hy. |
Notwendige und hinreichende Abbruchbedingungen beim Arnoldi-Verfahren gibt
Lemma 15.4. Das Arnoldi- Verfahren bricht im Schritt j genau dann ab, wenn deg(v) = j. Dann ist K;
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ein unter A invarianter Unterraum.

Beweis: Gelte deg(v) = j. Nach Lemma 15.2 hat man dim(K;) = j, das Arnoldi-Verfahren kann also
nicht vor dem Schritt j abgebrochen sein. Es bricht jedoch zwingend im Schrit j ab. Sonst kénnte der
normierte und zu qi,...,q; orthogonale Vektor g;;; ermittelt werden. Dann wére im Widerspruch zu
Aussage (i) von Lemma 15.2 dim(Kj41) = j + 1.

Wir nehmen nun an, daf§ das Arnoldi-Verfahren im Schritt j abbricht. Nach Definition des Grades wére
dann deg(v) < j. Tatséichlich ist deg(v) = j, denn sonst wire der Algorithmus schon in einem fritheren
Schritt abgebrochen. ]

15.3 FOM-Verfahren

Wir besprechen jetzt exemplarisch fiir die Klasse von Krylov-Verfahren vom Galerkin-Typ das sogenannte
FOM-Verfahren. Ausgangspunkt ist der zum Residuum 7o := b— Aug einer Startlosung up € R™ gehorige
Krylov-Unterraum

Ky := K (A, 1) = span{rg, Arg, ..., Ak_lro}.

Beim FOM-Verfahren bestimmt man eine Niherung uy € ug + Ky so, dal b — Auy, L Ki. Es basiert auf
dem folgenden technischen Resultat.

Lemma 15.5. Sei dim(Ky,) = k. Mit dem Arnoldi- Verfahren seien die Matriz Q = (q1 -+ qx) € R™**F
und die reduzierte obere Hessenberg-Matriz Hy, € R¥*F mit

QiQr=1,  Kip=span{q,...,a},  QrAQr = Hi
ermittelt worden, insbesondere ist g1 = ro/||ro||2. Ferner sei Hy nichtsinguldr. Dann gelten fiir den Vektor
uy = ug + QpHy ' (||roll2e1) (15.6)

die Aussagen uyp € ug + K und b — Auy, L Ky.

Beweis: Die Spalten von @); bilden eine Basis des Krylov-Unterraums K. Daher ist uy € ug + K. Da
{q1,...,qr} Basis von Ky, ist, gilt b — Auy, L K, genau bei Q (b — Auy) = 0. Die letztere Beziehung gilt
wegen

Qe(b—Aur) = Qpro— QrAQrH '(llroll2e1) = Qiro — llroll2ex
—— —
=TI
= Q(ro —|[Iroll2Qrer) = Qf (ro — [[roll2q1) = 0.
Daraus folgt die Behauptung. ]

Auf Basis des Arnoldi-Verfahrens erhilt man dann das folgende Verfahren zur Losung des linearen Glei-
chungssystems.

”Full Orthogonalization Method” (FOM) Arnoldi-Verfahren:

(1) Berechne fiir die Startlosung ug den Defekt ro := b — Aug sowie g1 := 7o /||70]|2-
Initialisiere R
I’I}C = (hij)1§i§k+1 = 0.

1<G<k
(2) Firj=1,...,k:

— w = Agj
— Firi=1,...,5:
* hiji=qw

* wi=w — hijq;.
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= hjr1 = llwllz
— Falls hji1,; =0, dann: Setze k := j und gehe zu Schritt (3).
= g1 = w/hjp

(3) Setze Qk :=(q1 -+ qr ) € R™*  Hy := (hij)1<ij<r und berechne
ug =g + QrHy (||roll2e1).
Das im Fall k < n im Vergleich zum Ausgangsproblems (15.1) niedrigdimensionale System
Hyy = [[rollze1, (15.7)

kann mittels Givens-Rotationen oder auch einem direkten Eliminationsverfahren effizient realisiert wer-
den, vergleiche hierzu auch Abschnitt 15.4. Der wesentliche Aufwand des Verfahrens liegt jedoch bei
k < n im Schritt (2) bei der Berechnung der Matrix-Vektorprodukte Ag;.

15.4 GMRES-Verfahren

Wir behandeln nun eine alternative Methode zur Losung des Problems (15.1). Wir benutzen die Be-
zeichnungen und den Ansatz aus dem vorhergehenden Abschnitt. Im Unterschied zur FOM wird bei
Minimierungsverfahren die neue Losung ug € ug + Ki durch den Ansatz

Minimiere ||b— Aullz, © € ug+ K. (15.8)

Mittels der Orthonormalbasis { g1, -, qr} von K bzw. der Matrix Qr = ( ¢1 -+ qx ) erhiilt man die
dquivalente Aufgabe

Minimiere J(y) := ||b — A(uo + Qry)|l2 = |70 — AQryll2, vy € R*. (15.9)

Nach Lemma 15.3 gilt AQy = Qk+1ﬁk mit der aus dem Arnoldi-Verfahren bestimmten Matrix Hj €
R*+D>xE Biir den ersten Spaltenvektor von Q, bzw. Qri1 gilt q1 = 70/||70]|2, damit gilt

ro — AQry = Qi1 (HT0H261 - ﬁky) :

Die Spalten der Matrix Qx41 sind jedoch orthonormiert, somit ist das folgende lineare Ausgleichsproblem
zu l6sen:

y € R (15.10)

Minimiere J(y) := HHTQHQ@l — flky‘ ,
2

Fiir die unreduzierte obere Hessenberg-Matrix Hy, ist hjt1,; #0bei j =1,...k, somit hat H;, den Rang
k. Dies impliziert die eindeutige Losbarkeit des Ausgleichsproblems.

Damit ergibt sich das folgende Verfahren.

” Generalized Minimum Residual Method” (GMRES):

(1) Berechne fiir die Startlosung ug den Defekt ro := b — Aug sowie g := 79/||70|2. Initialisiere

I’i’k = (hij)1§i§k+1 = 0.

1<G<k

(2) Furj=1,...,k:
— w:= Ag;
- Firi=1,...,5:

— *
* hij =q;w
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* W i=w — hijQi'
= ity = wll2
— Falls hji1,; =0, dann: Setze k := j und gehe zu Schritt (3).
— gj+1 = w/hji15.

(3) Bestimme die Losung yi des linearen Ausgleichsproblems
Minimiere J(y) := H||T‘0H261 H;CyH y € R:.

Setze anschlieflend uy := ug + Qryr mit Qr := (1 -+ qi)-

Der Hauptaufwand des Verfahrens liegt im Fall k& < n wieder in Schritt (2) bei der Berechnung der
Matrix-Vektorprodukte. Zur effizienten Lésung des linearen Ausgleichsproblems mit der bei k¥ < n nied-
rigdimensionalen Matrix H;, bietet sich wegen der Struktur von Hy wiederum die Q) R-Zerlegung von H;,
mittels Givens-Rotationen an:

Dabei multipliziert man die Matrix ( Hy ||ro/|2e1 ) sukzessive mit Givens-Rotationen G 41, j = 1,..., k,
um in der jeweils aktuellen Matrix das an der Position (j + 1,j) stehende Element fiir j = 1,---,k zu
annulieren. Die Givens-Rotationsmatrizen lauten

Gjji1 = 0 . =1,k (15.11)

mit ¢; = cos ¢, s; = sin ¢ bei geeignetem Winkel ¢. Somit erhdlt man nach k£ Schritten die Matrix
(R g ):=Fe( Hi |lrolser ), Fi = Grpyr--- Gha.

Wir bezeichnen jetzt mit Ry € R*** die aus Ry € R*+D*F durch Streichen der letzten (Null-)Zeile
entstehende Matrix. Analog erhilt man g, € R* aus g, € R¥T! durch Weglassen der letzten Komponente.
Es bezeichne v; die i—te Komponente von gy.

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems ist dann offenbar gegeben durch y, = R,:lgk. Da H; den
Rang k hat, ist tatsdchlich Ry regular. Wegen der Festsetzung von yy, ist

b— Aug = Q41 (||7“0||261 - E[kyk) = Qi1 F3 (G — Biyr) = Qi F (Ver1€rpn)-
Aufgrund der Orthonormierung der Spalten von Q41 sowie der Orthogonalitit von Fj ergibt sich damit

16— Auglla = 41l

Diese Tatsache kann sehr giinstig als Abbruchkriterium fiir das Verfahren verwendet werden, falls |yg41|
hinreichend klein ist. Man kann den Vektor gi = (7;)1<i<k+1 sehr einfach berechnen aus

gr = Fr(llrollze1) = Gy gv1 -~ Gra(llrollzer),
aus der Rekursion

e 71 := |rolf2.
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() =(5 2) ()

Vi1 —8j ¢ 0

Insbesondere ist ;11 = —s;7;. Daraus ergibt sich zugleich auch ein Abbruchkriterium fiir das GMRES-
Verfahren.

Fiir die Realisierbarkeit des GMRES-Verfahrens benotigen wir

Lemma 15.6. Bei reguldrer Matrix A € R™ ™ bricht das GMRES-Verfahren im j—ten Schritt wegen
hjt1,; =0 genau dann ab, wenn u; bereits Losung des zu losenden Gleichungssystems Au = b ist.

e Firj=1,...,k:

Beweis: Wir nehmen an, da§ h;y1; = 0 ist. Im Verfahren wird dann k := j gesetzt. Da das zu
annulierende Element bereits verschwindet, ist die letzte Givens-Rotation die Identitét, d.h. s = 0 und
damit yx41 = 0. Also ist Auy, = b. Die Umkehrung wird analog gezeigt. O

Wir wollen uns nun mit Konvergenzeigenschaften des GM RES-Verfahrens befassen. Sei u Losung des
Gleichungssystems. Per Konstruktion ist dann

Minimiere ||b— Aullz = ||A(% — u)]|2, u € uo + Ky, (15.12)

also ||b — Augll2 < ||b — Augl|2. Die Defektfolge verhilt sich also monoton nichtwachsend. Fiir positiv

definite, aber nicht notwendig symmetrische Matrizen A gilt sogar

Satz 15.7. Sei A € R™"™ strikt positiv definit, d.h. v Av > a|v||3 fiir beliebige v € R™ \ {0}. Fiir die
Niherungslisung uy, des GMRES(r)-Verfahrens mit Restart-Linge r und Startwert ug gilt

2 k/2
ol < (1-%) lo-Aule. keN. (15.13)
Dabei ist o := || A||2. Insbesondere konvergiert das Verfahren fiir k — oo gegen die Lisung des Systems

Au =b.
Beweis: Fiir beliebiges w € R und v € R" gilt

I —wA)[3 = [[v]3 — 200" Av +w?[|Av]3 < (1 - 2wa +w?[|A]3)]|v]3.

Fir w = wg := HXLH folgt

|

«

2 2
I —woA)vl||2 < ql|v]|2, q:=(1——) .
II( ) [[v]l TAT2

Fiir 1 < k < r stimmen die Niherung u; des GMRES(r)-Verfahrens und die des GMRES-Verfahrens
iiberein. Wegen der Minimaleigenschaft der GMRES-Iterierten kann man das zugehorige Residuum ver-
gleichen mit dem Residuum von

k—1
U = U + wo Z(I - woA)jTQ € ug + K:]g(A, 7‘0).
)
Wegen
k—1 .
b— A’ﬁk = To— woA Z(I — LUOA)‘]TQ
=0
k—1 k—1
= To— Z(I—WOA)jTO +Z(I—(.¢JOA)j+l7”0
=0 =0

= r9g—7T0+ (I — WQA)kTO = (I — WQA)kTO
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folgt
16— Augllz < b= Atiglla = [[(I —woA)*roll2 < ¢"|lrolla-

Nach dem ersten Restart, d.h. fiir 7 < k < 2r gilt entsprechend

16— Auglla < ¢""|[b— Au,lla < ¢ g |roll2.
Analog gilt diese Abschitzung fiir alle k& € N. Die Konvergenz des Verfahrens fiir k — oo gegen die
Losung von Au = b ergibt sich wegen u — uj, = A0 — uy, = A71(b — Auy,) aus

Ju—uglla < ¢*|A7 |2]roll2, kKEN. O

Bemerkung 15.8. (i) Die Konvergenzaussage von Satz 15.7 ist wenig hilfreich, wenn a < o := || 4|2
gilt. In vielen Féllen kann man jedoch die Situation durch geeignete Vorkonditionierung (vgl. folgender
Abschnitt) erheblich verbessern.

(ii) Die Aussage von Satz 15.7 kann verallgemeinert werden auf den Fall diagonalisierbarer Matrizen
A, d.h. man findet eine Matrix X € R™" mit A = XAX ! und A := diag(\1,...,\,). Dabei sind
A1, ..., Ay die Eigenwerte von A. |

15.5 Vorkonditionierung von Krylov-Verfahren

Bemerkung 15.8 zeigt, dafl die Konvergenz des GMRES-Verfahrens wesentlich vom Spektrum bzw. der
Kondition der Matrix A abhingt. Wir wissen bereits aus Kapitel 13, dafl sich die Kondition der aus der
Diskretisierung elliptischer Randwertaufgaben resultierenden Matrizen mit der Verfeinerung des Gitters
verschlechtert (vgl. Beispiel 13.1). Daher konvergiert das GMRES-Verfahren in der bisherigen Version in
der Regel schlecht.

Ein Ausweg aus dieser Situation ergibt sich durch geeignete Vorkonditionierung des Problems mit einer
reguliren Matrix M € RN*¥, Bei der Linksvorkonditionierung betrachtet man das zum Ausgangssystem
(15.1) #quivalente Problem

M~ Au= M""b. (15.14)

Dabei soll M so gewihlt werden, dafl einerseits M ~'A ~ I und damit die Kondition des geinderten
Systems giinstiger als die von A ist. Andererseits soll (15.14) "leicht(er)” lésbar sein als das Ausgangs-
problem. Dieser Aspekt wird weiter unten prézisiert.

Bei der Rechtsvorkonditionierung gelangt man iiber die Transformation v = M 'z zum System AM 'z =
b. Man konstruiert M so, dal moglichst AM ~! ~ I gilt. Man kann die Links- und Rechtvorkonditionie-
rung auch kombinieren durch v = M, 'z und M; *AM; ‘o = M 'b.

Wir besprechen exemplarisch die Vorkonditionierung des GMRES-Verfahrens. Dabei spezifizieren wir
die Vorkonditionierungsmatrizen noch nicht. Man beachte, da} gegeniiber dem nichtvorkonditionierten
Verfahren an verschiedenen Stellen der Algorithmen ein Gleichungssystem der Form

Mv=g

gelost werden mufl. Da dies ein System der Dimension n ist, mufl dieses Hilfsproblem wesentlich effizienter
als das Ausgangsproblem gelost werden kénnen.

Algorithmus: GMRES-Verfahren mit Linksvorkonditionierung

(1) Berechne fiir die Startlésung ug den vorkonditionierten Defekt zq := M ~1(b — Aug) sowie ¢ :=
20/ ||z0]|2- Initialisiere

Hk = (hij)1§i§k+1 = 0.

1<i<k

(2) Fiir j=1,--, k:
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— w:=M"1Ag
— Fire=1,---,7:

* hiji=qw

* wi=w — hijq;.
= Bty = wll2

Falls hjy1; =0, dann: Setze k := j und gehe zu Schritt (3).

— gj+1 = w/hjp15.
(3) Bestimme die Losung yi des linearen Ausgleichsproblems

Minimiere J(y) := H||Z()H2€1 - flky‘ y € R

2 b)
Setze anschlieend uy 1= ug + Qryr mit Qr := (g1 - qx ).

Hier wird eine Orthonormalbasis zum modifizierten Krylov-Raum Ky (M ~' A4, 29) bestimmt. Man beach-
te, dafl dabei der Defekt vorkonditioniert wird. Man hat jedoch nicht unmittelbar Zugriff auf den nicht
vorkonditionierten Defekt. Dies gilt jedoch auch fiir den jetzt zu betrachtenden Fall der Rechtsvorkondi-
tionierung, bei dem zunichst eine Orthonormalbasis fiir Kr(AM ~1,79) bestimmt wird.

Algorithmus: GMRES-Verfahren mit Rechtsvorkonditionierung

(1) Berechne fiir die Startlosung ug den Defekt ro := b — Aug sowie g := 79/||70|2. Initialisiere

f{k = (hij)1§i§k+1 = 0.

1<i<k

(2) Firj=1,---,k:
—w:=AM"1g;
— Fire=1,---,7:
* hij = q;‘w
* W i=w — hijQi'
= hjt1g = ol
— Falls hji1,; =0, dann: Setze k := j und gehe zu Schritt (3).
= @1 = w/hj

(3) Bestimme die Losung yj, des linearen Ausgleichsproblems

Minimiere J(y) := ‘

[roll2e1 — flkyHQ, y € R*.

Setze anschlieBend uy := ug + M " 1Qryr mit Qx := (q1 -+ q& ).

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Varianten der Vorkonditionierung soll im folgenden Lemma
verdeutlicht werden.

Lemma 15.9. Die Niherungslosung uy, ergibt sich im Fall des von links vorkonditionierten GMRES als
Lésung von

Minimiere ||[M~Y(b— Au)|l2, u € uo+ Kp(M 1A, 2)

im Fall des von rechts vorkonditionierten GMRES als Lésung von

Minimiere ||b— Aull2, u € ug+ M Cp(AM ™, ry),
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mit rg := b — Azg und zo := M~ 'ry. In beiden Varianten haben die (nicht zwingend gleichen) Lisungen
uy, die Gestalt

U = Ug + Skfl(M_lA)Zo = ug + M_lskfl(AM_l)To, Sk—1 € Pkfl.

Beweis: Die Aussage zur Linksvorkonditionierung folgt, da ui bei Anwendung von GMRES auf das
System M ~!Au = M~'b gebildet wird. Insbesondere findet man ein Polynom s;_; € Py_1 mit

up = uo + sp_1 (M A)z0 = ug + sp_1 (M P A)M trg = ug + Mt (AM ™).
Hierbei benutzt man die durch vollstindige Induktion beweisbare Aussage
(M*AY M~ =MYAM™Y)Y =0,k —1.
Im Fall der Rechtsvorkonditionierung ist us = M ', wobei x, Losung der Minimierungsaufgabe
Minimiere ||b— AM 'z, r € xo+ Ki(AM ™, rg)

mit ug = M 'zg und rg := b — Aug ist. Die gesuchte Aussage erhilt man mittels Transformation
u= M1z O

Bislang haben wir die Wahl der Vorkonditionierungsmatrix M nicht préazisiert. Das ist jedoch leider ein
theoretisch noch nicht hinreichend gut geldstes Problem, da offenbar diese Wahl sehr stark von Eigen-
schaften der Ausgangsmatrix A abhiingt. Besonders kompliziert sind der Fall einer sehr feinen (unstruk-
turierten) Vernetzung bei elliptischen Randwertproblemen, insbesondere bei rdumlich dreidimensionalen
Aufgaben. Bei starker Nichtsymmetrie des Problems treten weitere erhebliche Probleme hinzu.

Bei geschickter Wahl von M erhélt man durch Vorkonditionierung eine deutliche Beschleunigung ge-
geniiber nichtvorkonditionierten Krylov-Methoden. Mitunter erreicht man auch erst dadurch Konvergenz
der Iteration. Daher erfordert dieses Problem erhebliche praktische Erfahrung. In der Praxis verwendet
man oft die folgenden Verfahren:

e Basis-Iterationsverfahren wie Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren bzw. dazugehorige Relaxations-
verfahren (vgl. Kapitel 14),

e unvollstéindige LU—Zerlegungen wie ILU(0) (vgl. Kapitel 13).

Auch Mehrgitter-Verfahren, die wir im folgenden Kapitel besprechen, spielen zunehmend eine Rolle bei
der Vorkonditionierung.
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Kapitel 16

Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren (MGV) zihlen zu den schnellsten Iterationsverfahren zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen, die bei der Diskretisierung von Randwertproblemen entstehen. Wir hatten in Kapitel
14 gesehen, daf§ klassische Iterationsverfahren in der Regel in der Praxis nicht geeignet sind. Bei kleiner
Diskretisierungsschrittweite h, d.h. bei Systemen grofler Dimension, konvergieren sie sehr langsam.

Die MGV weisen dagegen unter gewissen Voraussetzungen eine von h unabhingige Konvergenzrate auf.
Wir beschrinken uns in dieser Darstellung auf den wichtigen Fall einer Variationsgleichung mit symme-
trischer und positiv definiter Bilinearform.

16.1 Modellproblem. Vorbereitungen

Als Modellaufgabe betrachten wir ein symmetrisches elliptisches Randwertproblem 2. Ordnung. Sei Q2 C
R? ein konvexes, polygonal berandetes und beschrinktes Gebiet. Mit der Bilinear- bzw. Linearform

a(u,v) = /Q [aVu - Vv + Buv] dz, (f,v):= /Q fodx (16.1)

betrachten wir in Verallgemeinerung des Poisson-Problems die Variationsaufgabe
Finde ue X :=Wy?(Q): a(u,v) = (f,v) Yoe X. (16.2)

Zur Niherungslosung von (16.1)-(16.2) sei {7;}F_, eine Gittersequenz, die durch dyadische Verfeinerung
des quasi-uniformen Ausgangsgitters 77 entsteht, d.h.

1 ) .
h; = §hl_1 mit h; = max diam (hg).

€T

Bei konformer Approximation mit stiickweise linearen Basisfunktionen ist
X, :={v, €C(Q): vnlxg € PI(K) VK €Tj, v|ag =0}

und
X1 c XoC ...C Xp_1 C X, C X. (16.3)

Wir vermerken nur, dafl diese Inklusionskette die wesentliche Voraussetzung der weiteren Betrachtungen
ist. Hierfiir ist die dyadische ("rote”) Verfeinerung eines Ausgangsgitters hinreichend, jedoch nicht not-
wendig. Man kann auch bei lokal verfeinerten Gittern in geeigneter Weise (16.3) erzwingen.

Eine Niherung uy € Xj an die Losung w von (16.2) suchen wir als Losung von
Finde uy € Xy : alug,v) = (f,v) Yo € Xj. (16.4)

153
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Bei hinreichend glatten Koeffizienten a und 8 mit 0 < ap < a(z) < a3 und 0 < fB(z) < B; und
fir f € L?(Q) erhiilt man nach den Ergebnissen aus den Kapiteln 6 bzw. 10 die Regularitiitsaussage
u € X NW?22(Q) sowie die Fehlerabschitzungen

|u—ugllso < Chy *lul2o,  s€{0,1}, k€ N. (16.5)
Ziel der weiteren Untersuchungen ist die Konstruktion eines Mehrgitter- Verfahren derart, daf3

e eine Niherung 4, € Xj mit O(ny) wesentlichen algebraischen Operationen bei n; = dim(X})
bestimmt

e und dabei die Abschéitzung
ur — tklls,0 < Chi *lul2.0, s=0,1,
also auch (16.5), gesichert wird.

Wir stellen jetzt einige Begriffe und Hilfsaussagen zusammen, die fiir die Analyse des Mehrgitter-Verfahren
niitzlich sind. Zunéchst benutzen wir das folgende gitterabhingige Skalarprodukt (-, ) auf Xj mit

(v,w)y, == h} Zv(pj)w(pj). (16.6)

Dabei ist {p’ }?il die Menge der inneren Gitterpunkte der Triangulation 7.

Dann wird durch die Beziehung
(Apv,w), = a(v, w) Yo, w € Xy, (16.7)

sowie unter Beachtung des Darstellungssatzes von Riesz ein Operator Ay : Xx — Xj definiert. Das
diskrete Problem (16.4) kann somit umformuliert werden als

Apup = fk € Xk, (fk,w)k = (f, w) Yw € Xg. (16.8)
Der Operator Ay, ist offenbar symmetrisch und positiv definit beziiglich des Skalarproduktes (-, ), d.h.
durch
Iollls,k :==1/(Ajv,0)k, s€ER (16.9)
wird eine gitterabhdngige Norm ||| - |||sx induziert.

Zur Erinnerung erkldren wir den Ausdruck A7: Seien 0 < A1 < Ay < ... < A, die Eigenwerte des Opera-
tors Ay sowie ¢;, i = 1,...,ny, die beziiglich des Skalarproduktes (-, -); orthonormierten Eigenvektoren.
Dann gilt

R*™ >0 = i aip; — Ajv:i= i A uih.

i=1 i=1
Man rechnet dann sofort nach, dafl
ni N Mg
MolllZ k= (Afv, o) = [ D Naidi, Dz | = Aai. (16.10)
i=1 j=1 p il
Man sieht fiir s = 1 den Zusammenhang zur energetischen Norm || - | g iiber
-1z :=va(,-) = [l

Das niichste Lemma zeigt die Aquivalenz der Norm ||| - ||[o.x zur L?—Norm.
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Lemma 16.1. Es existieren positive Konstanten C7, Cs, so daf}
Cillvlizz@) < Mlvlllow < Collvllrz) Vv € Xi.

Beweis: Der Beweis wird iiber Quadraturformeln fiir Integranden aus P(K) iiber jedem Dreieck K
gefiihrt. Fiir v € P1(K) gilt zunéchst

ol — b2 e~ 3 mes() (S~ o
ol = 3 [ ot o= 3 B (Z())

KeTy KeT,

Dabei sind m;,i = 1,2, 3, die Mittelpunkte der Kanten von K. Per Definition ist
N
oll5.1 = (v, v)x = b3 Y v*(@).
j=1

Fiir eine quasiuniforme Zerlegung gilt meas(K) ~ h2. SchlieBlich hat man fiir Funktionen v € P;(K) die
Umrechnungsformel

v(my) 0 1/2 1/2 v(pl)
vime) | = 1/2 0 1/2 v(p?) |,
v(ms) 1/2 1/2 0 v(p?)
woraus sich die Behauptung ergibt. O

Nun schétzen wir den Spektralradius der Matrizen Ay ab.
Lemma 16.2. Fir den Spektralradius der Matriz Ay, gilt p(Ag) < C’h,:z.

Beweis: Sei A Eigenwert der Matrix Ay mit zugehorigem Eigenvektor ¢. Dann ist

_ a(9.9)
HlE,e

Die Behauptung erhélt man dann mittels inverser Ungleichung (vgl. Lemma 13.2)

a($,¢) = (Axd, )k = A&, )i = AM9ll[5, = A

[vl|Z = a(v,v) < O‘1|’U|%,Q + 51”””3,9 < Ch;f”v”%n Vo € Xy

sowie iiber die Norméquivalenz ||| - ||[o,x ~ | - ||z2(o) nach Lemma 16.1. O

Schlieflich machen wir spater wesentlich Gebrauch von der folgenden verallgemeinerten Ungleichung von
Cauchy-Schwarz.

Lemma 16.3. Fir beliebige reelle Zahlen t gilt
la(v, w)| < olllirer Nlwlh-er  Vo,w € Xi.

Beweis: analog zum Beweis von Satz 16.8 (vgl. unten). a

16.2 Mehrgitter-Algorithmus

Das Mehrgitter-Verfahren ist fiir jedes k ein Iterationsverfahren zur Ndherungslosung der Gleichung
Arz=g¢g in Xj. (16.11)
Seine Hauptkomponenten sind
e Glittung hochfrequenter Fehleranteile auf dem ”feinen” Gitter 7y, d.h. in Xy,

e Approximation der niederfrequenten Fehleranteile von X}, auf dem ”gréberen” Gitter 71, d.h. in
Xk-1.
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0

Abbildung 16.1: Schematische Darstellung des V- bzw. W-Zyklus

Wir benétigen dazu Transfer-Operatoren zwischen den Gittern:
e Prolongation (grob — fein) I,’j_l s X1 — Xi
e Restriktion (fein — grob) I,’:_l Xk — X1

Diese Operatoren sind nicht zwingend festgelegt, jedoch wé#hlt man sie als zueinander adjungiert. Hier
gehen wir wie folgt vor: Als Prolongation verwenden wir die sogenannte natiirliche Injektion

If v =v Ye X, (16.12)
als Restriktion nutzen wir den dazu beziiglich (-, -)x—1 bzw. (-,-); adjungierten Operator
(IFtw,v)g—1 = (0, If_1v)g = (w,0);, Yo € Xj—1, Yw € Xj. (16.13)

Wir beschreiben nun die Iteration auf Level k als geschachteltes Verfahren, d.h. das Verfahren ruft sich
selbst wihrend der Iteration wieder auf. Die Ndherungslosung an die Losung z von Axz = g auf dem
Level k mit dem Startwert zo bezeichnen wir mit MG(k, zo, g).

Mehrgitter-Verfahren: Iteration auf Level k

k =1: Durch ein direktes Verfahren 16st man auf dem grobsten Gitter exakt, d.h.

MG(1,z20,9) = Aflg.

k > 2: Die Ndherung MG(k, 20, g) gewinnt man rekursiv aus folgenden Schritten:

1. Vorglattung:

1
z = Zl_1+A—(g—Ak2l_1)7 l:].,...,ml.
k

Dabei ist Ay, < Ch; ? eine obere Schranke fiir den Spektralradius p(Ay) (vgl. Lemma 16.2).

2. Grobgitterkorrektur: Seien ¢gp = 0und g := I,’:_l (9— Ak zm, ) die Restriktion des Vorglittungs-
residuums. Nach Ermittlung einer Néherung

q; ‘= MG(k_luqi—lug)a z:]wup

erhalt man die Korrektur
Zml-i—l = Zml + Iligflqp'

3. Nachglattung: Man berechnet

1
z = 2’171+A—(9—Ak21—1), l=m1+2,...,m1+ma+1.
k
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Das Ergebnis der Iteration auf dem Level k ist
MG(ka 20, g) = Zmy+mo+l-
Auch hier ist zu bemerken, dafi die konkrete Wahl der Vor- und Nachgldttung (hier als Richardson-
Iteration) nicht zwingend ist.
Bei der Festlegung p = 1 bzw. p = 2 im Fehlerkorrekturschritt spricht man von einem V-Zyklus bzw.
W-Zyklus (vgl. Abb. 16.1).

Praktisch geht man bei Losung des linearen Gleichungssystems Agur = fi, vgl. (16.8), wie folgt vor:

Sei g1 eine Naherungslosung der Gleichung A _jur—1 = fr—1. Dann wihlt man I,’jflzlk,l als Startlosung
zur Bestimmung von uy. Dann wendet man die Iteration auf Level k& mehrfach an (r—mal).

Kurz gefafit 1duft dann ein Mehrgitter-Zyklus zur Losung der Gleichung Axuir = fi in vollstdndiger Form
wie folgt ablaufen:

Vollstéandiger Mehrgitter-Algorithmus

k =1 : Berechne 14; = A;lfl.

k > 2: Bestimme die Ndherungslosung 4y, rekursiv aus

k k ~
ug = Ip_qUp

k k
Uy = MG(kvulflafk)a lzl,...,?"
ﬁ,k = uf

16.3 Analyse des MGV auf Level k

Fiir die weitere Analyse bezeichnen wir durch Py, : X — X} die orthogonale Projektion beziiglich der

Bilinearform a(-, -), d.h.
PoweXy: alv—Pro,w)=0 VYwe Xj.

Wir wollen zeigen, dafl der Operator Py_; den Vorglattungsfehler auf Level k in Relation zur exakten
Losung der Residuumsgleichung auf 75— setzt. Sei dazu ¢ € X1 die Grobgitterkorrektur (vgl. Schritt
(2)), d.h. Losung von

Ape1qg=9:=17""(9 — Arzm, ).

Lemma 16.4. Es gilt ¢ = Py_1(z — z2m, ), d.h. bei exakter Losung der Grobgittergleichung auf Ti_1 ist
Z = (Zml + Q) = (I - Pk—l)(z - Zml)

der Fehler nach dem Korrekturschritt.

Beweis: Nach Definition von Ai_1, von ¢ bzw. g und von I,’j*l ist zunéchst
a(g,w) = (Ap—1¢, w)k—1 = (G w)k—1 = (I71(g — Akzm, ) w)k—1.
Nach Festlegung von I ,’jfl, von z sowie von Ay folgt schliellich die Behauptung iiber

a(qvw) = (g - Akzmmw)k = (Ak(z - Zm1)7w)7€ = a(z - Zm1)7w)' U

Die Aussage von Lemma 16.4 fithrt auf die Untersuchung des Operators I — Py_.

Lemma 16.5. FEs existiert eine positive Konstante C mit

(I = Pr—1)vlllop < Chell( = Pr—1)vlllie Vv € Xi.
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Beweis: Nach dem Dualitétsargument aus Abschnitt 10.5 (vgl. Satz 10.16) gilt
(I = Pr-1)vllr2) < Chill(I = Pr-1)vllp = Chyll[(I = Pr—1)vll[1,k-

Die Behauptung folgt dann unter Beachtung von Lemma 16.1. O
Das gesuchte Ergebnis (iibrigens ohne die Voraussetzung v € W22(Q) !) gibt
Satz 16.6. (Approzimationseigenschaft)

Es existiert eine positive Konstante C' mit
I =Pr_1)olllr < Chiflvlllze Vv € Xg.
Beweis: Unter Beachtung der Galerkin-Orthogonalitéit sowie der Lemmata 16.3 und 16.5 findet man

NI =Pr1)vlllf = lv—Prvll
a(v — Pr_1v,v — Pr_10)

= a(v—Pr_1v,v)
I = Pr—1vllloxlvlll2.x
Chi[[I(T = Pr—1)vlll1,kll[o]l]2x-

IN A

Daraus folgt die Behauptung. O

Wir zeigen nun, daf die Ausfithrung des W-Zyklus (d.h. mit p = 2) auf Level k bei hinreichend grofier
Zahl von Glattungsschritten eine Kontraktion ist. Vereinfachend betrachten wir einen einseitigen W -
Zyklus, d.h. es gelte p = 2, m; = m > 1 sowie mo = 0.

Der Fehler der Iteration auf Level k sei e; := z — z; fiir ¢ = 0,...,m + 1. Als Fehler des Gléttungsschrittes
mit [ = 1,...,m erhalten wir

1
e = z2—2 ::Z—Zl_1—A—Ak(Z_Zl—1)
k
1 1
= 1 — —A -1 = I_ _A —1-
€1—1 Ax k€l—1 < Ax k> €l—1

Nachfolgend bezeichnen wir den Ausdruck

1
Ry :=1——A,: X, — X
Ay

als Gldattungs- bzw. Relazationssoperator. Der Fehler des Glattungsschrittes ist somit beschreibbar als
em = R}'eq.
Fiir den Glattungsoperator zeigen wir die Abschétzung
IRev|ske < Jvllls,e Vo € Xi, Vs € R. (16.14)

Diese Aussage folgt mit der Basisdarstellung v = > 1*, a;¢; aus der Darstellung (16.10) und wegen
0< )\1 < Ak aus

Nk . AZ 2 Nk ,
ol = 3ox (1-2) a2 < Soxa? = ol (16.15)
i=1 i=1

Wir wollen nun im ersten Schritt die Konvergenz der Zweigitter-Methode beweisen:

Sei dazu ¢ € X1 Losung von Ax_1q = g. Das Ergebnis der Zweigitter-Iteration ist dann

ém—i-l =2Zm +4q.
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Fiir den Fehler der Methode gilt somit unter Beachtung von Lemma 16.4:

bmtl = Z—Zm4l = Z—Zm—Qq = €m —q
= em—Pk_lem = (I—Pk_l)Rzneo.

Neben der Approximationseigenschaft (vgl. Satz 16.6) benétigen wir also eine Abschétzung von R}

Satz 16.7. (Glittungseigenschaft des W -Zyklus)

Es gibt eine positive Konstante C' mit
IR 0lll2 < Chit'm ™2 |[olle - Vo € Xi.

Beweis: Analog zu (16.15) und unter Beachtung von \; < Ay < C’h,:Q folgt dann nach kurzer Extrem-
wertberechnung iiber

o X\ & ALY
moll2 . = CA T g2 A A ) a2
ezl = 3 (1-40) Aklz(l ) (Ak)mz]

=1

IN

1
A 1—a)®™" nNa? < Ch2——|o||?
kL;&;’l( ?) w]Z o} < Oh* =l

die Behauptung. m]
Damit beweisen wir den
Satz 16.8. (Konvergenz der Zweigitter-Methode)
Es gibt eine von k unabhingige positive Konstante C' mit
. C
lemtalle < T leoll -

Beweis: Unter Beachtung der Approximations- und Gléattungseigenschaft folgt

lemillz I(I = Pr—1)Rj’eol

< Chg|||R} eol||2,k
< ChiChy *m™Y2[|eol||1.x
< [}

el
\/ﬁ el E-

Im zweiten Schritt konnen wir jetzt die Konvergenz der Iteration auf Level k beweisen:

Satz 16.9. (Konvergenz der Iteration auf Level k)
Fiir jede Konstante v € (0,1) existiert eine (ggf. hinreichend grofse) Zahl m € N, so daf

|z — MG(k, z0,9)lle <7z — 20||lg, k€ N. (16.16)

Beweis: Sei CAF die Konstante aus Satz 16.8. Ferner wihlen wir die Zahl m entsprechend

OAP 2
Nyp>m > (7> .
’ Y1 =)
Es bleibt zu zeigen, dafl dann die Aussage (16.16) erfiillt ist. Der Nachweis erfolgt per Induktion:

Fiir k£ =1 ist (16.16) erfiillt, denn die linke Seite verschwindet sogar. Fiir k& > 2 gilt wegen p = 2 (beim
W-Zyklus), da8
z—=MG(k,20,9) =2 = 2m+1 =2 — Zm — @2 = ém+41 + ¢ — G2,
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also unter Beachtung der Induktionsvoraussetzung sowie von Satz 16.8

. CAP
|z = MG(k, 20,9)llz < llémtille +lla—alle < \/EHGOHE‘F’YQHQHE-

Eine kurze Nebenrechnung ergibt unter Beachtung von Lemma 16.4, der Projektoreigenschaft von Pj_;
sowie von (16.14)

lalle = IPr-1(z = zm)llz < |2 = zmll& = [ Ri"eol & < [leo]|&-

Damit folgt wegen der Voraussetzung an die Zahl m schlielich die Behauptung mit

OAP
I - MGk z0.9)le < (S 92 ol < llolle.

Das entsprechende FErgebnis fiir den V-Zyklus (d.h. mit p = 1 sowie m = m1; = mao > 1) lautet bei
verfeinerter Beweistechnik

Satz 16.9* (Konvergenz der MG-Iteration auf Level k beim V —Zyklus)

Sei m die Zahl der Glittungsschritte des V -Zyklus. Dann gilt unabhingig vom Level k die Aussage

AP

Iz — MG(k, 20, 9) ||l e < m”z — 20l -

Beweis: vgl. S. Brenner [4], Theorem 6.6.12 O

Aus dem Ergebnis und Beweis dieses Satzes kann man fiir den W —Zyklus folgern, dafl dort auch lediglich
ein Glattungsschritt (d.h. m = 1) fiir die Konvergenz ausreichend ist.

16.4 Konvergenz- und Aufwandsabschitzung

Wir analysieren schliefllich die Konvergenz und Komplexitit des vollstandigen Mehrgitter-Verfahrens.
Zunéchst betrachten wir die Konvergenzfrage.

Satz 16.10. (Konvergenz des vollstindigen Mehrgitter- Verfahrens)

Seien uy, € Xy, bzw. g € Xy, die Lésung des diskreten Problems (16.4) bzw. des vollstindigen Mehrgitter-
Verfahrens. Die Mehrgitter-Iteration auf Level k sei eine Kontraktion mit einer Kontraktionszahl v #
~(k). Ferner sei die Zahl r der Mehrgitter-Zyklen hinreichend grofs. Dann gibt es eine Konstante C > 0
mit

Jur — k|| < Chi|ulw22(q)-
Beweis: Sei é; := up — ug, also speziell 1 = 0. Unter Beachtung von Satz 16.9 und der bekannten
Fehlerabschitzung in der W2-Norm folgt dann

||ékHE < ”YTHUk - ﬂk—lHE
< Y (Jluk = uk—1llE + [Juk—1 — -1l E)
< OV (halulwz2() + léx-1lle) -

Durch Iteration dieser Beziehung und Verwendung der geometrische Reihe mit 2Cy" < 1 sowie von
hy = %hk,l folgern wir iiber

Hék”E < < Ohk’yr|u|ﬂ/2,2(g) + Czhk,17zr|u|m/2,2(g) + ...+ Ckhl"ykr|u|ﬂ/2,2(g)
Cr
< —V_ hplulwe
= 1204 klulwz2(0)

die Behauptung. O
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Wir wollen abschlieend den Rechenaufwand des Mehrgitterverfahrens ermitteln. Dieser wird bestimmt
durch den Aufwand fiir die Glattung, die Restriktion und Prolongation auf den Gittern l,,qz bis lmin-
Hinzu kommt der Aufwand fiir die Berechnung der exakten Losung des Gleichungssystems auf dem
grobsten Gitter.

Die Matrix auf dem Gitter §; ist stets eine schwachbesetzte n; x n;—Matrix. Daher ist die Summe der
Rechenoperationen fiir Glittung, Restriktion und Prolongation proportional zur Anzahl der Gitterpunkte
n; dieses Gitters. Cg, Cr und Cp seien als Konstanten so gewéhlt, dal der Aufwand fiir die Vorglattung
< Cgny, der Aufwand fiir die Berechnung des Defektes und dessen Restriktion < Cgrn; sowie der Aufwand
fiir die Prolongation < Cpny fiir alle [ > 1 betragt.

Satz 16.11. (Komplexitit des vollstindigen Mehrgitter- Verfahrens)

Die Zahlen my bzw. my seien die Anzahl der Vor- bzw. Nachglittungsschritte. Durch p = 1 bzw. p = 2
werden der V-Zyklus bzw. der W-Zyklus gekennzeichnet. Weiter ist njy1 = 4n;. Dann gilt fir den Aufwand
W eines Mehrgitteriterationsschrittes

w < Cl(ml + mg)nl

mit

Cs+Cr+C !
citm = MO0 o ((3)).
4

Beweis: Der Rechenaufwand fiir einen Mehrgitterschritt sei Cyn;. Aus der Iterationsvorschrift folgt
Cing < (mCs + Cr + Cp)n + pCroimy—1,

also
C, < (mCs+Cr+Cp)+(Ci_1

mit ¢ := p/4 und n;_1/n; < 1/4. Rekursiv folgt unter Benutzung der Darstellung der geometrischen

Reihe

mCs+Cr+ Cp plco
1 — C 4l7’L0 )

C < O

Wesentliches Resultat von Satz 16.11 ist, dal Mehrgitterverfahren den optimalen Verfahrensaufwand
O(n;) haben. Dies zeichnet das Verfahren vor anderen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme,
die aus der Diskretisierung von Randwertproblemen entstehen, aus.

16.5 Erweiterungen. Ausblick

Die Ergebnisse dieses Kapitels zu Mehrgitter-Verfahren bei der Finite-Elemente Approximation von sym-
metrischen elliptischen Randwertproblemen zweiter Ordnung mit stiickweise linearen Elementen erfordern
einige Bemerkungen:

e Bei Verwendung von Ansatzfunktionen hoherer Ordnung kann man die hier betrachtete Methode
mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen als Vorkonditionierer verwenden.

e Die hier gewihlte Darstellung ging vereinfachend von einer dyadischen Verfeinerung eines geeigneten
Ausgangsgitters aus. Im Fall unstrukturierter Gitter, die eventuell adaptiv verfeinert werden, ist
die Anwendung von Mehrgitter-Verfahren nach geeigneten Anpassungen moglich.

e Die hier vorgestellte numerische Analysis des Mehrgitter-Verfahrens basiert wesentlich auf der An-
nahme einer symmetrischen und positiv definiten Matrix. Direkte Erweiterungen auf den Fall nicht-
symmetrischer und/ oder indefiniter Matrizen sind nicht direkt moglich und Gegenstand aktueller
Forschung.
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e Insgesamt haben Mehrgitter-Verfahren aufgrund verschiedener wiihlbarer Komponenten (Glittungs-
operatoren, Gittertransfer-Operatoren usw.) eine komplexe Struktur. Es bedarf bei der Anwendung
auf konkrete praktische Probleme doch erheblicher Erfahrungen. Insbesondere ist die oft zu hérende
Meinung, dafl Mehrgitter-Verfahren hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit und des Aufwandes
ohne Konkurrenz seien, in Abhéngigkeit vom konkreten Problem stark zu relativieren. In der Praxis
verwendet man zunehmend Mehrgitter-Verfahren zur Vorkonditionierung von Krylov-Unterraum-
Verfahren. Hierbei spielt natiirlich die optimale Komplexitit der MGV eine wesentliche Rolle.
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Kapitel 17

Probleme mit dominanter
Konvektion

Bisher hatten wir elliptische Probleme der Form
Lu=f in Q
betrachtet mit einem elliptischen Operator
"0 ou - ou
B bt == 3 g (o) + 2 gy, et

Wir ersetzen jetzt den Operator Lu durch den parameterabhingigen Operator Leu := eLou + Liu mit
0 < € < 1. Von besonderen Interesse ist in Anwendungen der Fall 0 < ¢ < 1. Natiirlich entartet die
bisherige Theorie im Grenzfall ¢ — +0. Ebenso miissen Diskretisierungsverfahren modifiziert werden.

17.1 Hyperbolische Gleichungen 1. Ordnung
Eine allgemeine skalare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung der Form
F(z,u(z), Vu(z)) =0 (17.1)

fiir die Funktion v = u(x) beschreibt physikalisch ein dichtes Teilchenfeld (zum Beispiel ein Stromungs-
oder Windfeld) ohne Wechselwirkung. Man spricht bei (17.1) auch von einer hyperbolischen Gleichung 1.
Ordnung. Hier beschréanken wir uns auf den linearen Fall

Zbi(x) Ou +e(x)u = f(x). (17.2)

i=1 Oz;
Gleichung (17.2) besagt, daf sich der Wert der Losung u = ug mit der Geschwindigkeit f(xo) —c(zo)u(xo)
zu &ndern beginnt, wenn sich der Punkt x beginnend in xy mit der Anfangsgeschwindigkeit g(xo) =

(b1(20), -, bu(70))T durch den Raum R™ bewegt. Hierdurch motiviert ergibt sich ein enger Zusammen-
hang zwischen Problem (17.2) und dem folgenden System gewdéhnlicher Differentialgleichungen

I bl (ac)

d : :

sl i) , (17.3)
u f(z) = c(z)u(z)
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dem charakteristischen System von (17.2). Die Losungskurven (z,u)? (s) im R™ x R heiBen Charakteristi-
ken von (7.2). Die Tangentialrichtung < (2, u)”(s) heit charakteristische Richtung im Punkt (z,u(z))”.
Die Projektion (z1, ..., 2,)? (s) einer Charakteristik von (17.2) in den (z1, ..., 2,,)—Raum heifit Grundcha-
rakteristik. Insbesondere sind die Grundcharakteristiken unabhéngig von der gesuchten Losung w.

In physikalischer Interpretation beschreibt das charakteristische System (17.3) die Bewegung einzelner
Teilchen eines durch (17.2) beschriebenen dichten Feldes. Die Integration des charakteristischen Systems
(17.3) ist in der Regel nicht exakt moglich. Insbesondere kann dessen Losung (deterministisch) chaotisch
verlaufen (vgl. das Beispiel des Lorenz-Attraktors).

Wir konnen hier nicht ndher auf den engen mathematischen Zusammenhang zwischen den Problemen
(17.2) und (17.3) eingehen. Daher beschrinken wir uns auf die Frage, wie man geeignete Zusatzbedin-
gungen fiir Losungen der Gleichung (17.2) findet. Die Vorgabe von Zusatzbedingungen richtet sich nach
dem Verhalten der Grundcharakteristiken auf dem Rand von 2. In geometrischer Interpretation werden
Randwerte dort vorgegeben, wo die Grundcharakteristiken den Gebietsrand von auflen nach innen schnei-
den.

Bei gegebenem Gebiet €2 mit Lipschitz-stetigem Rand OS2, d.h. der duflere Normaleneinheitsvektor 7/ =
(11, ..., vn) T existiert fast iiberall auf 952, gibt man Randwerte vor auf dem ”Einstrémrand”

S_o={z€dQ: IW(z), (b-)(x):=» bi(z)vi(z) <0} (17.4)

i=1

Bemerkung 17.1. Man kann bei Problemen 1. Ordnung Zusatzbedingungen alternativ dort stellen,
wo die Grundcharakteristiken den Gebietsrand von innen nach auflen verlassen. Dies entspricht einer
Umkehrung des Durchlaufsinns. Wir werden aber sehen, daf3 dies bei den in der Einleitung des Kapitels
betrachteten Problemen mit 0 < € < 1 nicht sachgemaS ist. a

17.2 Transportdominierte Konvektions-Diffusions Probleme
Nach unserem Plan betrachten wir jetzt elliptische Probleme 2. Ordnung

"0 Ou SN
(Leu)(x) := —e Z e (aij 87) + ij% +cu = f(z), LAY (17.5)
? J j=1 J

3,J=1

mit einem (eventuell kleinen) Parameter 0 < € < 1. Wir werten fiir deren Analyse unsere bisherigen
theoretischen Resultate kritisch aus und geben notwendige Konsequenzen an. Dann untersuchen wir das
Grenzverhalten solcher Modelle fiir ¢ — +0 und kombinieren die Untersuchung mit den Erkenntnissen
zu hyperbolischen Problemen 1. Ordnung aus Abschnitt 17.1.

Bemerkung 17.2. In Anwendungen steht die gesuchte GroBe u = u(x) fiir ein skalares Feld (z.B. Tem-
peratur, Dichte usw.). Wir hatten in Kapitel 4 gesehen, dafl das Problem (17.5) als Diffusion-Konvektion-
Reaktion Modell interpretiert werden kann. Die Anderung des Feldes durch Diffusion reprisentiert der
elliptische Hauptteil. Die Anderung von u unter dem Einfluf eines konvektiven Feldes b (z.B. eines
Stromungs- oder Windfeldes) sowie durch Reaktion (z.B. chemischer Art) beschreiben der konvektive
Term (oder Transport-Term) b - Vu bzw. der Reaktionsterm f — cu. Im Fall € — 40 reduziert sich das
Modell auf ein Konvektion-Reaktion Modell. a

Die Losung des Modells (17.5) entartet in der Regel fiir ¢ — +0. Formal wird aus dem elliptischen Pro-
blem 2. Ordnung eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, fiir die in der Regel eine Randbedingung
nur noch auf einem Teil des Randes 02, dem ” Einstromrand”, erfiillt werden kann

Beispiel 17.3. Zur Illustration betrachten wir das Zweipunkt-RWP

(Lew)(z) := —eu'(z) —u/(z) =0, 0<z<1; w(0)=0, wu(l)=1 (17.6)
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mit der exakten Losung u(z) = t%m.

fiir alle Punkte x € (0, 1]. Dies ist gerade die Losung des Grenzproblems

Fiir ¢ — 40 hat die Losung den Grenzwert lim._, o u(z) =1

—u'(x) =0, 0<z<I; u(l) =1, (17.7)

das nach unseren Uberlegungen in Abschnitt 7.1 nur die Randbedingung am ”Einstrémrand” z = 1
erfiillen kann. Am ” Ausstromrand” z = 0 dndert sich die Losung von (7.5) im Fall 0 < e < 1 exponentiell
schnell. Man spricht von Grenzschichtverhalten. O

Zur genaueren Analyse beschrinken wir uns nachfolgend auf das Dirichletsche Randwertproblem

(Leu)(z) = f(z), z€Q (17.8)
u(z) = 0, x € 0. (17.9)

Fiir dieses Problem konnen wir fiir jedes fest € € (0, 1] die Theorie von Kapitel 4 anwenden. Insbesondere
erhéilt man unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1, d.h. u.a. unter der Bedingung

c(x) — =(V-b)(z) >0, x € Q,

die Existenz und Eindeutigkeit einer verallgemeinerten Losung u € X := WO1 2((2)

Fiir € — +0 reduziert sich das RWP auf das Grenzproblem

(L1U)(x) := Zbl(x)gg +e(z)U = f(z), z€Q\3_ (17.10)
i=1 ‘

Ux) = 0, reX_. (17.11)

Zum Nachweis der FEzistenz einer verallgemeinerten Losung kann man die (eindeutige) Losung U von
(17.10)-(17.11) als Grenzwert fiir ¢ — +0 des singulir gestirten elliptischen RWP 2. Ordnung (17.8)-
(17.9) charakterisieren. Man spricht auch von einer elliptischen Regularisierung des RWP 1. Ordnung
bzw. vom “vanishing viscosity”-Konzept. Die Losbarbeit von (17.10)-(17.11) ergibt sich aus folgendem
Resultat.

Satz 17.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.10 konvergiert die Ldsungsfolge {u.} des singulir
gestorten elliptischen Randwertproblems (17.8)-(17.9) schwach gemdfs

ue = U in L*(Q), €— +0 (17.12)

gegen die eindeutig bestimmte verallgemeinerte Losung U des RWP 1. Ordnung aus (17.10)-(17.11).

Wir vermerken noch einige Regularitdtsaussagen:

e Seien ¢(x) > 42 > 0 in Q sowie by, ...,b, € C*(Q) und ¢, f € C(Q). Dann ist U stetig in Q fast
iiberall. Einfache Beispiele zeigen, daf i.a. Fall nicht U € C(Q) gilt.

e Differenzierbarkeitsaussagen an U gelten nur unter sehr einschneidenden geometrischen Vorausset-
zungen an das Randverhalten der Grundcharakteristiken, vgl. [17].

Wir hatten in Beispiel 17.3 gesehen, da8 fiir ¢ — 40 die Losung U des RWP 1. Ordnung (17.10)-(17.11)
i.a. Fall nicht die Randbedingung U = 0 auf 9Q \ X_ erfiillt. Die Losung u € VVO1 2(Q) des singulér
gestorten Problems (17.8)-(17.9) dndert sich in Umgebung von 99 \ ¥_ eventuell sehr stark gegeniiber
U. Man spricht vom Grenzschichtcharakter von u fiir 0 < e < 1. Ahnliche Probleme treten auch dort
im Gebiet ) auf, wo die Grenzlosung U nicht hinreichend glatt ist. Dort bilden sich sogenannte innere
Grenzschichten aus. Genauere Aussagen hierzu findet man zum Beispiel in der Monographie [19].
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17.3 Stabile Diskretisierung transportdominierter Probleme

In den letzten Jahren hat sich gezeigt, daf} sich stabilisierte FEM zur numerischen Lésung von trans-
portdominierten Problemen eignen. Nach unseren Vorbetrachtungen iiber hyperbolische Gleichungen 1.
Ordnung scheint es sinnvoll, bei der Konstruktion solcher Verfahren die Informationsausbreitung entlang
der Grundcharakteristiken auszunutzen. Es gibt eine Reihe von charakteristiken-basierten Verfahren (vgl.
zum Beispiel [19], Kap. I1.3), auf die wir hier aber nicht eingehen kénnen. Die hier betrachteten Methoden
bertiicksichtigen jedoch indirekt den Charakteristikenverlauf ebenfalls in geeigneter Weise.

Beispiel 17.5. Zur Motivation betrachten wir stabilisierte Diskretisierungen des eindimensionalen Pro-

blems
(Lew) := —eu"(z) + bu'(z) = f(z), 0<x<I; u(0) =u(l)=0 (17.13)

mit konstanten Koeffizienten e > 0 und (vereinfachend) b > 0. Die Galerkin-Diskretisierung mit P;-
Elementen auf einem &quidistanten Gitter mit Schrittweite h = ﬁ fiihrt auf das tridiagonale Glei-
chungssystem
Ujt1 = 2U; + Uj
‘ E * 2h

Dabei ist U; eine Approximation an den gesuchten Wert u(z;) = u(jh), j = 1,..., N, analog fiir Fj.

U1 —Ujm1 _ F; (17.14)

Dieses System erzeugt im Fall p := % > 1 eine unphysikalische oszillierende Losung (bei linearer
Interpolation), vgl. dazu Ubungsaufgabe. Dabei ist p die sogenannte Gitter-Peclet-Zahl.

Als Ausweg dndert man das Schema ab in

_eo I 22U+ Ui Ui — Ui

- o —F (17.15)

mit geeignetem Parameter o > 0. Im Fall 0 = 1 + p erhélt man das einfache upwind-Verfahren

Ujp1 —2U; +U; 1
—€ 2 +b

Uj — Uj71

= F}. (17.16)

Das Verfahren beriicksichtigt im konvektiven Term im Fall € = 0 die Richtung der Grundcharakteristik mit
Z—i = b. Es fithrt aufgrund der kinstlichen Viskositit e, = p := % auf eine diagonal-dominante Matrix
und damit zur Stabilitdt beziiglich der diskreten [~-Norm. Andererseits hat es wegen der gednderten

Viskositét fiir festes € > 0 nur die Konvergenzordnung O(h).

Diese Betrachtung motiviert die Wahl von ¢ in Abhéngigkeit von der Zahl p := %. Fiir o(p) > p bleibt
die Stabilitétseigenschaft der zugehorigen Matrix erhalten. Eine genaue Analyse zeigt, dafl das sogenannte
Iljin-Schema mit

hb
o(p) = pcothp, pi= (17.17)

T 2
fir h — 40 in den Knotenpunkten gegen die exakte Losung w konvergiert. Das Schema ist fiir e > 0
stabil und hat gleichmissig beziiglich ¢ — +0 die Konvergenzordnung O(h) in der Maximum-Norm. O

Die in Beispiel 17.5 betrachteten upwind-Verfahren haben vor allem den Nachteil einer niedrigen Kon-
vergenzordnung. Hauptziel bei der Konstruktion geeigneter FEM ist daher neben der Sicherung guter
Stabilitdtseigenschaften die Gewinnung einer moglichst hohen Konvergenzordnung. Die Grundideen sind:

e Addition kiinstlicher Diffusion in Richtung der Grundcharakteristiken und
e Konsistenz der FEM zur Losung des kontinuierlichen Problems.

Wir betrachten nun das stationdre Randwertproblem

—eAu + z;bi(:c)g—; + e(z)u f(x), zeQ\X_ (17.18)

u = 0, zeX_ (17.19)
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mit X_ := 9 fiir € > 0 sowie B_ :={x € 90 : Y I (biv;)(x) < 0} fiir e = 0. Es seien die Vorausset-
zungen aus Lemma 4.1 an die Daten des Problems erfiillt. Mit den Ridumen

X :=W,2%Q), e>0; X:={veL*): Zbi(x)gj_

=1

€ L*(Q), vls. =0}, €=0

erhélt man in der iiblichen Weise die Variationsformulierung

Finde we X : Bg(u,v) = f(v) YveX (17.20)

Ba(u,v) = €(Vu, Vo) 2 o) + (b Vu+ cu, V)12(0); f(v) = (f,v)r2(0)-
Dabei sind b := (by, ..., b, )T sowie (-, -)r2(c) das Skalarprodukt in L?(G) fiir mefibare Mengen G C Q.

Die a-priori Abschitzung
ellVull iz + Kllulle @) < Clk, O fl72(q)

mit £ = mingeq(c — 3b)(z) > 0 zeigt, daB fir e — +0 die Kontrolle iiber den Gradienten der Lésung
verloren geht.

Zur FEM-Diskretisierung betrachten wir nun eine zuléssige, quasi-uniforme Zerlegung 73, von 2. K be-
zeichne ein beliebiges Element der Zerlegung. Sei ferner X; C X ein konformer FEM-Raum mit stiickweise
polynomialen Basisfunktionen vom Grad k, d.h.

Xn={veX: v|lg € P(T), VK € Tp,}.
In X}, gelten mit dem Interpolationsoperator HkT nach Kapitel 6.1 die lokale Interpolationsaussage
lu — Wy ulymay < CRFP ™ ulyprsie gy, m=0,1,2. (17.21)
Ferner gilt eine sogenannte inverse Ungleichung
AV L2y < ‘Uinvhl_(l|1)|wl,2(K) Yv € Xp. (17.22)

Fiir die Galerkin-FEM
Finde u € X: Bg(u,v) = f(v) YweX (17.23)

iibertragt sich die a-priori Abschitzung der Losung, d.h. wegen
€||Vuh”%2(sz) + “HVUh”%%Q) < O(“ﬁ)”f”%mz)

mit k > 0 verliert man fiir ¢ — +0 die Kontrolle {iber den Gradienten der Losung. Es tritt ein d&hnlicher
Destabilisierungeffekt wie beim zentralen Differenzen-Schema im rdaumlich eindimensionalen Fall auf. Man
versucht daher, die Idee stabilisierter Verfahren (z.B. einfaches upwind- oder Iljin-Verfahren) aus Beispiel
17.5 zu tibertragen. Im mehrdimensionalen Fall ist jedoch grofiere Sorgfalt bei der Wahl der Stabilisierung
erforderlich.

Bei der Stromlinien-Diffusion FEM werden zur Galerkin-FEM gewichtete Residuen von Gleichung (17.18)
addiert. Unter der Regularitdtsannahme

—eAu+b-Vu+cu=f inL*(K) VK €T, (17.24)

ist die Losung von (17.18),(17.19) auch Lésung des abgednderten kontinuierlichen Problems

Bsg(u,’u) = Lsg(’U) Yv € X, (1725)

Bsg(u,v) := Bg(u,v)+ Z Sr(—€eAu+b- Vu+ cu,b- V)2 (k) (17.26)
KeTy,

Lsa(u,v) = f(v) + Y (f,b-Vo)re(x). (17.27)

KeT,,
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Dabei sind dx > 0 noch zu bestimmende Parameter. Damit lautet die Stromlinien-Diffusions-Methode
Finde Up € X, : Bsg(Un,v) = Lsg(v) Vo, € Xp. (17.28)
Unter der Regularitdtsannahme (17.24) gilt dann die wichtige Relation der Galerkin-Orthogonalitit
Bsa(Up, —u,v) =0 Vv € X, (17.29)

Sie wird die gewiinschte hohe Konsistenz- und Konvergenzordnung des Verfahrens sichern. Wir analysieren
die Methode beziiglich der folgenden gitterabhéngigen Norm

2

[lvlllse = <€||VU||2L2(Q) + COHU||2L2(Q) + ZéKHb' vU||2L2(K)> : (17.30)
K
Dabei seien 1
c= 5V b>co>0;  cx = lefneqx)- (17.31)
Die Existenz und Stabilitdt der diskreten Losung folgen aus

Satz 17.6. Neben Glattheitsvoraussetzungen seien (17.31) sowie

1 . Co h%(
K inv

erfillt. Dann ist die Bilinearform Bgg(-,-) Xp—elliptisch mit
1
Bsg(v,v) > §H|1}H|25G Yo € Xp. (17.33)
Beweis: Fiir alle Funktionen v € X}, gilt

Bsa(v,v) > €| Voll720) + collvlFaiy + D 0xlIb Vol 3oy + D Ik (—eAv + ev,b- Vo) L2 (k).
K K

Mit der inversen Ungleichung (17.22) und Voraussetzung (17.32) ergibt sich die Behauptung wegen

ZéK(—EA’U + C’U,g' V’U)Lz(K)
K

1 .
< ZGQ(SKHAUH%%K) + ZC%((SKH’U”%P(K) T3 Z5K||b -Vl 32k
K K K
1 .
< 3 <€|VU|%2(Q) +collvll72 ) + Z5K||b : V”H%z(z()) : U
K

Bemerkung 17.7. Die Aussage von Satz 17.6 zeigt, daB sich (in Verallgemeinerung der Idee der upwind-
Verfahren) durch die Stabilisierung des Galerkin-Verfahrens zusiitzliche Kontrolle iiber die Ableitung der
Losung in charakteristischer Richtung l;, der Stromlinien-Richtung, ergibt. Dies kompensiert den Verlust
jeglicher Kontrolle iiber Ableitungen der Losung beim Galerkin-Verfahren (65 = 0) fiir € — 40. a

Eine globale Konvergenzaussage gibt der

Satz 17.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 17.6 und mit der Parameterwahl

h -
5K ~ b—K b = [|b]| oo () (17.34)
K
gilt unter der Regularititsvoraussetzung v € WF12(Q) fir e < Ch mit B := maxxbx die folgende
Fehlerabschdtzung

Il = Unlllse < € (Ve+VBR+h) h[ulyis 2. (17.35)
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Das Programmsystem FEMLAB stellt fiir eine relativ grole Problemklasse eine Routine zur Stabilisie-
rung mittels Stromliniendiffusion (SUPG) zur Verfiigung. Dies gilt auch fiir den hyperbolischen Grenzfall
1. Ordnung mit € = 0 und nichtlineare Probleme. Wahrend in der Version 2.2 noch eine sehr aufwendige
Berechnung der Parameter dx enthalten ist, liegt in der Version 2.3 eine stark vereinfachte Berechnung
(8hnlich wie in Satz 17.8) vor.

Wir wollen noch zwei Beispiele mittels FEMLAB berechnen.
Beispiel 17.9. Wir betrachten das Problem

—eAu+ (—z9,21)" - Vu = 0, x e
u(z) = 0, x € 0N

im Gebiet Q := (0,1)? fiir den (extrem kleinen) Wert ¢ = 10710, (Man behandelt quasi den hyperbolischen
Grenzfall mit € = 0.) Die rechte Seite f wird so bestimmt, daf§ die (hinreichend glatte) exakte Losung
u(z) = sin(mzy) sin(rzz)e*®2 lautet.

Das Galerkin-Verfahren (d.h. mit éx = 0) mit Py-Elementen fiir k£ € {1,...,6} (nicht gezeigt) liefert erst
fiir hinreichend kleine Werte von h brauchbare Konvergenzresultate. Wir zeigen in den Abbildung 17.1

die Konvergenzdiagramme fiir das stabilisierte Galerkin-Verfahren fiir Py-Elementen fiir k£ € {1,...,6}.
Man ersieht, daf fiir die L?(Q2)- und W12(2)-Norm jeweils die optimale Ordnung erreicht wird. O
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Abbildung 17.1: Konvergenzdiagramme fiir das stabilisisierte Galerkin-Verfahren in Beispiel 17.9

Beispiel 17.10. Wir greifen jetzt ein Beispiel mit nichtglatter Grenzlosung fiir e — 40 auf:

Lou:=—eAu+ (1,1)T-Vu = 0, z €
u(zr) = 1, zel
u(z) 0, z € dN\T



172 KAPITEL 17. PROBLEME MIT DOMINANTER KONVEKTION

im Gebiet Q:= (0,1)2\ {z € R?: [lz — (3, 1)7|| < 1}. Essei I := {(z1,22) € 00 : x5 = 0}. Allerdings
wurde hier das dazugehorige instationédre Problem %—1; + Leu = f mit der Zeitschrittweite 7 = 0.5 gerech-
net, vgl. hierzu Teil II der Vorlesung.

Die hier gezeigte Losung zum Zeitpunkt ¢ = 10 entspricht aber der Losung des stationdren Grenzfalls.
Die Grenzlosung fiir € = 0 erfiillt in diesem Fall Randbedingungen dort, wo die Grundcharakteristiken
r1 = X9+ const. in das Gebiet () eintreten. Dies ist einerseits bei 1 = 0 und 29 = 0 sowie andererseits auf
der der Stromungsrichtung abgewandten Seite des Innenkreises (den man als Hindernis in einer Stromung
ansehen kann) der Fall. Durch die Wahl der Randbedingungen ist die Grenzlgsung unstetig entlang der
Grundcharakteristik 1 = x5 bis zum Erreichen des Hindernisses. Ferner tritt entlang der Grundcharak-
teristik xo = x1 — % nach Tangierung des Hindernisses bis zum Rand bei z1 = 1 eine Unstetigkeit auf.
AuBerdem erfiillt die Grenzldsung nicht die Randbedingungen auf {1} x (0, 2) und auf der der Strémung
zugewandten Seite des Hindernisses. Daher entstehen im Fall 0 < € < 1 entlang der genannten eindi-

mensionalen Mannigfaltigkeiten innere bzw. Randgrenzschichten der Losung auf. Abbildung 17.2 zeigt

t=10,e=1e-06 und k=1 t=10, e=1e-06 und k=1 t=10, € =1e-06 und k =1 t=10, € =1e-06 und k =1

0.7 0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4 0.4
0.3 d 0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2 0.2
0.1 0.1¢ 0.1t/ 0.1
v
0O 0.5 1 0 00 0.5 1 0O 0.5 1
t=10,e=1e-06 und k=2 t=10, e =1e-06 und k =2 t=10, € =1e-06 und k =2 t =10, € =1e-06 und k =2
0.7 0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6 0.6
0.5 0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4 / 0.4
0.3 0.3 0.3 / 0.3
02 0.2 0.2 ' 02
01 01l / 01 / 01
0 % 00 0.5 1 00 0.5 1

Abbildung 17.2: SUPG-Lésung von Beispiel 17.10 fiir e = 107%, k = 1, 2 und verschiedene Werte von h

die Isolinien der stabilisierten FEM-Losungen im Fall € = 107¢ mit Py-Elementen mit k € {1,2} jeweils
auf einer Sequenz von quasi-uniformen Dreiecksnetzen mit h € {%, %, %, 3%} Die Zahl der Unbekannten
betrdgt im Fall k = 1 jeweils 142, 520, 1984 bzw. 7744, im Fall k£ = 2 sind es 520, 1984, 7744 bzw. 16351.

Man erkennt, dafl die inneren bzw. Randgrenzschichten mit wachsender Feinheit immer besser ermittelt
werden. Auf groben Gittern werden die Grenzschichten durch P;-Elemente stidrker ”verschmiert”. Ein
Vorteil der Py-Elemente ist hier die schirfere Auslosung der Grenzschichten. Da die Lsung abseits der
Grenzschichten im Prinzip konstant ist, kommt hier der Vorteil hoherer Ordnung nicht zum Zug. Auf
dem feinsten Gitter ist eigentlich die P;-Losung zu bevorzugen.

Man sieht aber auch in geringer Umgebung dieser Schichten noch Oszillationen der diskreten Losung. Die-
se zeigen an, daf die gezielte Addition kiinstlicher Viskositét in Richtung der Charakteristiken (Stromlini-
en) allein noch nicht ausreicht. Mittels sogenannter ”shock-capturing”-Stabilisierung quer zur Stromlinien-
Richtung, in die sogenannte ”crosswind”-Richtung, kann man auch die restlichen Instabilitaten der dis-
kreten Losung noch mildern. Allerdings fiihrt die Sicherung der Konsistenz des Verfahrens leider auf eine
nichtlineare Methode. In FEMLARB ist dieses Verfahren, das auch noch Gegenstand aktueller Forschung
ist, noch nicht vorgesehen. O



Kapitel 18

Gemischte Probleme

In diesem Kapitel wollen wir die Theorie spezieller Operatorgleichungen mit Nebenbedingungen, die man
als sogenannte gemischte Probleme formulieren kann, behandeln. Neben linearen gemischten Problemen
im kontinuierlichen Fall wird auch deren konforme Finite-Elemente- Approximation besprochen. Einfache
Anwendungen findet man bei der Behandlung inhomogener Dirichlet-Randbedingungen oder auch beim
Neumann-Randwertproblem der Poisson-Gleichung.

Weitere wichtige Anwendungsbeispiele sind inkompressible Stromungmodelle, die hier leider aus Zeit-
griinden nicht weiter behandelt werden kénnen. Als weiterfiihrende Literaturquellen kann man z.B. die
Monographie von V. Girault, P. A. Raviart [8] benutzen. Eine griindliche Behandlung gemischter Pro-
bleme erfolgt im kommenden Wintersemester im Rahmen eines Seminars.

18.1 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Wir fithren zunéchst einige Bezeichnungen ein: V' bzw. () seien reelle Hilbert-Réume mit den Normen
I| - v bzw. || - |[@. V* bzw. Q* sind die zu V bzw. @ gehérenden dualen Rdume. Die entsprechenden
Normen sind || - ||y« bzw. || - [[g-. Mit (-, -) bezeichnen wir jeweils das Dualitédtsprodukt zwischen V* und
V sowie zwischen Q* und Q.

Weiter sind

a(,-): VxV >R b(,-): VxQ—-R

stetige Bilinearformen mit den Normen

a(u,v b(v, q
la]] ;== sup ¥, Ib]] ;== sup # (18.1)
uweviioy lullvivllv vevvioy [lvflvlalle
q€Q\{0}
Gegenstand der Untersuchungen ist das folgende gemischte Variationsproblem (Q):

Finde 4:= (u,p) € X:=V xQ, sodaB Vo:=(v,q) € X (18.2)

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)

b(u,q) = (g.9).

Wir wollen ein zu (Q) dquivalentes System von Operatorgleichungen ableiten. Nach dem Darstellungssatz
fiir stetige Bilinearformen (vgl. Lemma 6.2) gilt

31 AeL(V,V*): (Au,v) :=a(u,v) Yu,v eV (18.3)
3! BeL(V,Q"): (Buv,q):=0bv,q) YveV, VgeQ. (18.4)

Ferner nutzen wir

173
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Lemma 18.1 (Dualer Operator)

Fiir jeden Operator C € L(X,Y) mit Banach-Riumen X und Y existiert eindeutig der duale Operator
C* e L(Y™*, X*) mat
(f,Cx) =(C*"f,z) VfeY* ' zelX.

Als Anwendung folgt sofort
3! B* e L(Q,V*): (B*qv)=(Bv,q) =blv,q) YveV,qeqQ. (18.5)

Das gesuchte dquivalente System (Q’) von Operatorgleichungen ist

Finde 4 := (u,p) € X :=V x Q, so daf§ (18.6)
Au+B*p = f in V*
Bu = g in Q.

Wir benétigen noch einige Bezeichnungen: Fiir einen Operator C' : X — Y sind
R(C):=C(X) bzw. N(C):={veX: Cv=0 €X*}
der Bildbereich bzw. der Nullraum (oder Kern) des Operators.

Die zweite Gleichung in (Q’) bzw. (Q) kann auch als Nebenbedingung zur ersten Gleichung interpretiert
werden. Dazu fithren wir ein

W(g):={veV: bv.q)=(9,q9) VgeQ}CV. (18.7)

Speziell ist die Menge
W :=W(0) = N(B) (18.8)
wegen der Stetigkeit von B abgeschlossener Teilraum von V.
Das gemischte Problem (Q) lautet dann als restringiertes Variationsproblem (P) :
Finde u € W(g): a(u,v) = (f,v), Vo e W = W(0). (18.9)
Man beachte, daf} in dieser Formulierung die Gréfle p nicht mehr explizit vorkommt. Offenbar ist fiir jede
Losung (u,p) € V x @ von (Q) auch u € W(g) Losung von (P).

Zu kldren ist, ob zu einer Losung u € W(g) von (P) ein Element p € @ bestimmt werden kann, so daf
(u, p) Losung von (Q) ist. Stellt man bei bekannntem u € W (g) die erste Gleichung in (Q’) um zu

B*p = f - AU,
so gelangt man zur Frage der Invertierbarkeit des Operators B*.

Wir betrachten folgendes Beispiel der schwachen Erfiillung inhomogener Dirichlet-Bedingungen, die (in
modifizierter Form) auch im Programmsystem FEMLAB benutzt wird.

Beispiel 18.2. (Inhomogenes Dirichlet- Problem)

Gelost werden soll vereinfachend das inhomogene Dirichlet-Randwertproblem der Poisson-Gleichung

—(Au)(z) = — %(m) =f(z) in QCR™ u(z) = g(z) auf 90. (18.10)
=1t

Die Randbedingung soll in schwacher Form erfiillt werden. Dazu wéhlen wir den Losungsraum V =
W2(Q) und zunichst den Raum Q = L?(99Q). Mit den Bezeichnungen

a(u,v) := /QVu -V dz, fv) = /va dx

b(v,w) = /69 vw ds, g(w) := /89 gw ds
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sowie

W(g) :={ve Wh3(Q): /{m vw ds = /{m gw ds Yw € L*(09)}

und W := W, *(Q) erhalten wir eine erste schwache Formulierung des Problems (18.10).

Genauere Untersuchungen von Spurrdumen zeigen, dal man die Bedingung W (g) # 0 fiir glattere Rand-
daten g € H'/?(9Q) erzwingen kann. Man wihlt dann Q als Dualraum zu H'/2(99Q). Wir vermerken, daf
das Arbeiten mit dem (schwer handhabbaren) Dualitédtsprodukt (-,-) zwischen @* und @ im diskreten
Fall durch ein geeignetes gewichtetes L2-Skalarprodukt ersetzt werden kann. O

Im Rahmen der Ubungen wird besprochen, wie auch die Losung des inhomogenen Neumann-Problems
der Poisson-Gleichung

ou
on (z)

in diesem Kontext behandelt werden kann. Eindeutigkeit der Losung erzwingt man im Lésungsraum

—(Au)(z) = f(z) in QCR"Y; =g(z) auf 0.

W(g) = {ve W Q) : /Qv dz = 0}.

18.2 Losbarkeit der kontinuierlichen Probleme

Ziel ist die Formulierung von Bedingungen fiir die Invertierbarkeit der Operators B* und B. Wir benoti-
gen dazu einige tieferliegende Aussagen der linearen Funktionalanalysis und eine Zusatzbedingung an b.
Wesentlich ist eine geeignete Zerlegung des Raumes V' geméf

V=wew  Wht={weV: (wv)=0%ecW}
W ist dabei das orthogonale Komplement von W in V beziiglich des Skalarproduktes (-,-) in V.
Definition 18.3. Fiir einen Unterraum Z C X heifit
7% ={geX*: (g,v)=0 YweZ}
polare Menge (bzw. Annihilator) zu Z. Z° besteht also aus den auf Z verschwindenden Funktionalen.

Die benotigte Aussage aus der Theorie linearer Operatoren ist das closed range theorem von S. Banach.

Lemma 18.4. (Satz vom abgeschlossenen Bildbereich)
In reellen Banach-Riumen X undY sei C € L(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Bildbereich R(C) ist abgeschlossen.
(ii) Der Bildbereich R(C*) ist abgeschlossen.
(iii) Es gilt R(C*) = N(C))° :={z* € X*: (2*,2) =0 Vx e N(O)}.
(iv) Es gilt: R(C) = N(C)]* =={y e Y*: (y",y) =0 Vy" € N(C")}.
Beweis: vgl. z.B. Yosida Functional Analysis, Springer-Verlag 1965. ]

Mit dem Satz vom abgeschlossenen Bildbereich beweist man das fiir unsere Untersuchungen der Opera-
toren B* und B entscheidende Lemma.

Lemma 18.5. Folgende Figenschaften sind dquivalent:

(i) Es gilt die Babuska-Brezzi-Bedingung:

b
B>0:  mf  sp 0D g (18.11)
a€Q\{0} e\ {0y [Ivllvlalle
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(ii) Der Operator B* : Q — W0 ist Isomorphismus. Ferner gilt
IB>0: [Bqlv- 2 Blale Vae@ (18.12)

(iii) Der Operator B : W+ — Q* ist Isomorphismus. Ferner gilt

38>0: | Bv|g- > Blvllv Yoe Wt (18.13)
Beweis: (1) Zunéchst ersieht man, dafl die Ungleichungen (18.11) und (18.12) offenbar #quivalent sind.

Nun folgt aus dieser Aquivalenz bereits die Aussage (ii) = (i) .

(2) Wir zeigen: (i) = (ii) : Nach (18.12) ist B* : Q — R(B*) bijektiv und (B*)~! stetig. Damit ist
B* : Q — R(B*) Isomorphismus. Es verbleibt zu zeigen, dal R(B*) = W ist. Wegen der Isomorphie-
Eigenschaft von B* ist R(B*) C V* abgeschlossener Unterraum. Nach Lemma 18.4 folgt dann R(B*) =
N(B)° = W°.

(3) Nachweis von (ii) < (iii) :  Zur Ubung empfohlen ! |
Das gesuchte Resultat iiber die Losbarkeit der Probleme (Q) und (P) gibt

Satz 18.6. (Ldsbarkeit von (Q) bzw. (P))
Unter den Bezeichnungen aus Abschnitt 18.1 sei die Bilinearform a(-,-) W—elliptisch, d.h.

Ja>0: a(v,v) > alv]} YveW. (18.14)

Ferner gelte fiir die Bilinearform b(-,-) die Babuska-Brezzi-Bedingung (18.11). Dann hat man folgende
Aussagen:

(i) Es gibt eine und nur eine Losung u € W(g) des Problems (P).

(i) Es gibt eine und nur eine Lisung p € Q, so dafi mit der Lisung u € W(g) nach (i) das Paar (u,p)
Lésung des Problems (Q) ist.

(iii) Die Abbildung (f,g) — (u,p) vermittelt einen Isomorphismus von V* x Q* auf V X Q.

Beweis: (1) Existenz von u: Wegen der Babuska-Brezzi-Bedingung (18.11) und Lemma 18.5 (iii) existiert
die eindeutige Losung ug € W+ von Bug = g mit

1
l[uollv < ZllgllQ--

Dann kann das Problem (P) homogenisiert werden zu
Finde w:=u—up €W : a(w,v) = (f,v) —a(ug,v) VYveW. (P)

Wegen der vorausgesetzten W —Elliptizitit von a(-,-) ist die Lax-Milgram Theorie anwendbar, d.h. es
existiert die eindeutige Losung w € W von (P’) mit

(1

ve +[lalll[uollv) -

AR

Jwlly <

Somit ist u = w+ug € W(g) die eindeutige Losung von (P). Es gilt unter Beachtung der Abschéitzungen
von ug und w eine a-priori Abschétzung der Form

lullv < CL([[fllv- +llglle+),  Cr:= Cila, B, [lal]). (18.15)

(2) Ezistenz von p: Wegen f — Au € WY (vgl. (P)) und der Babusgka-Brezzi-Bedingung (18.11) ist nun
Lemma 18.5 (ii) anwendbar, d.h. es existiert die eindeutige Losung p € @ des Problems

B*p = f — Au.
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Weiter gilt mit geeigneter Konstante Co = Ca(a, 3, ||al|) a-priori unter Verwendung von (18.15), da8

1
Iplle < BW — Aully+ < Ca (I fllv- + llglle-)- (18.16)

Das so bestimmte Paar (u,p) ist Losung von (Q).
(3) Isomorphismus nach (iii): Zur Ubung empfohlen ! a

Bemerkung 18.7. Die Babuska-Brezzi Bedingung (18.11) ist nach dem Satz 18.6 hinreichend fiir die
Isomorphieeigenschaft der Abbildung (u, p) — (f,g) von V x @ auf V* x Q*. Man kann zeigen, daf sie
hierfiir auch notwendig ist. (Zur Ubung empfohlen !) O

18.3 Approximation durch Penalty-Regularisierung

Zur praktischen Losung der Probleme (Q) bzw. (P) erweist sich oft eine Regularisierung als sinnvoll. Mit
einem Parameter A > 0 sei

c:@QxQ—-R

eine symmetrische und stetige Bilinearform mit der Norm

.f c(p,q)
e := sup ————.
paeo\{0} IIPllellallq

Dann existiert eindeutig ein Operator C' € £(Q, Q*) mit
(Cp,q) = c(p,q) Vp,q€Q.
Ferner sei c(-,-) Q—elliptisch, d.h,

Iy >0: clg.q) =llally Vg€ Q.

Das regularisierte Problem zu (Q) ist: Finde @ := (u},p*) € X :=V x Q, so daB Q")
a(ut,v) +bv,p*) = (fv), YoeV (18.17)
=Ae(pt,q) +b(utq) = (g,0), YgEQ. (18.18)

Wegen der Q—Elliptizitit von c(-,-) existiert der inverse Operator C~!. Damit ist die regularisierte
Nebenbedingung (18.18) dquivalent zu

= %C‘l (Bu’\ — g) .

Das Problem (P) wird somit abgeiindert zum Problem (P*): Finde w*e€V, A>0:
A 1 —1p, A L -1
a(u ’U)+X<BU’C Bu?) = (f,v)—l—X(Bv,C g). YveV. (18.19)

Satz 18.8. (Ldsbarkeit von (Q*)

Fiir die stetige Bilinearform b : V x @ — R gelte die Babuska-Brezzi Bedingung (18.11). Die stetige,
symmetrische Bilinearform ¢ : Q x Q — R sei Q—elliptisch. Ferner existiere eine Konstante o > 0 mit

a(v,v) + (Bv,C™'Bv) > a|v||} Vv e V. (18.20)

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Es existieren jeweils eine und nur eine Lésung @ =: (u,p) bzw. 0> = (u*,p*) der Probleme (Q)

bzw. (Q*), falls 0 < X < 1.
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(i) Fir hinreichend kleine Werte 0 < A < 1 gilt die Abschitzung

lu* = ully +[Ip* = pllo < KX fllv- + lglle-)- (18.21)

Beweis: zu (i):
(1) Wegen Voraussetzung (18.20) ist die Bilinearform in (P*) V —elliptisch fiir 0 < A < 1, d.h. nach der
Lax-Milgram Theorie existiert eine und nur eine Losung u* von (P*).

(2) Durch die Beziehung

1 .
P = XO Y(Bu* —g)

ist p* eindeutig festgelegt. Das Paar (u*,p?) ist damit die eindeutige Losung von (Q*). Die Losbarkeit
von (Q) fiir A = 0 folgt bereits aus Satz 17.6.

(3) Differenzbildung von (Q*) und (Q) ergibt die folgende Fehlergleichungen

alu —ur,v)+blo,p—p)) = 0, YweV (18.22)
bu—ut,q) + Ie(p*,q) = 0, YgeQ. (18.23)

Mittels Babuska-Brezzi Bedingung, Fehlergleichung (18.22) und wegen der Stetigkeit von a(-,-) folgt

b(v,p — p* a(u —ut,v
Blp-plo < sup DWEZF) o gyl v ol oy,
vevvioy  llvllv venvioy  lvlv
d.h. ” ”
a
Ip—pMlg < A llw —u||y. (18.24)

(4) Mit der Festsetzung v := u — u® bzw. ¢ := p — p* in den Fehlergleichungen (18.22), (18.23) erhilt
man unter Beachtung von Schritt (3), dafl

a(u—utu—ut) = —blu—ut,p—p*) =A@t p-p)
= Acp.p—p") = Aclp—p,p—p")
>0
< Aelp,p—p)
lallll<]]
< Ay Ipllelu — urv- (18.25)

(5) Weiterhin ist B(u—u’) = g— Bu* = —\Cp?*, d.h. wegen der Stetigkeit von c(-, -) und unter Beachtung
von Schritt (3)

_ 2
(Blu—u),CT' Blu—uY) = Ne@*p) < Xellpy < Nlell (Iple + e = »*lle)
|l
32
(6) Nach Voraussetzung (18.20) und (18.25), (18.26) ergibt sich schliefflich

IN

2
Nlefl sup{1; —5=1} (llpllq + llu = u*[v) (18.26)

allu—uvZ < alu—utu—ut)+ (Blu—u,CT B(u —ut)

)
Y (Ipllg + lu — u*[v)*.

llelllal lall?
< A5 IIplell - uMlv + N flell sup{1; 52
—— | S ——
=:K> =:K;
Mit Z := ||u — u*||y entsteht eine Ungleichung der Form

oz’ < XK1 (Ipllg + 2)° + AKaplloZ. (18.27)
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Fiir hinreichend kleine Werte von A gelangt man aus (17.27) zu einer Ungleichung
lu =y < KsMllpllq.

d.h. zusammen mit (18.24) auch
el
lp =l < g v uMy < KaA|pllg-

Das ist die gesuchte Fehlerabschitzung. O

Bemerkung 18.9. Die Aussage (i) des Satzes 18.8 gilt auch ohne die Babuska-Brezzi Bedingung (18.11),
d.h. der Term —Ac(p?, q) wirkt als Regularisierungsterm in (Q?). ad

18.4 Iterationsverfahren

Wir untersuchen nun zwei typische iterative Verfahren zur entkoppelten Losung des gemischten Problems
(Q). Diese sind im Prinzip geeignete Varianten des Regularisierungsverfahrens aus dem vorhergehenden
Abschnitt. Diese Entkopplungsstrategie ist in Anwendungen auf die numerische Losung (vor allem bei
inkompressiblen Strémungsproblemen) von grofier Bedeutung, da die Losung des nichtentkoppelten ge-
mischten Problems ggf. erhebliche Probleme hervorruft.

(i) Uzawa-Verfahren
Mit Parametern p,, > 0 lautet der Algorithmus (QJ,) zur entkoppelten Lésung von (Q) fiir m € Ny:

Finde (u(™*V) pm*))y eV x Q, sodaB Vi = (v,q) eV xQ:

a(u™* v) 4+ b(v, p™)

_c(ptm ) —plm™), q)
Pm

(f0)

+o™ ) = (g,q).

Falls die Bilinearformen a(-,-) W—elliptisch sowie ¢(-,-) @—elliptisch sind, so ist auch die Lisungsfolge
(u(m+D) p(m+1)) - von (QQ,) eindeutig bestimmt.

Die Idee des Verfahrens ist, daB fir m — oo die Losungsfolge (p(™),, stationdr wird, d.h. der re-
gularisierende Term in der zweiten Gleichung verschwindet. Man kann diesen Term auch als zeitliche
Diskretisierung eines instationdren Terms der Form

_C(ap(tm) o~ (ptmt)) —plm), g)
ot 7 Pm

mit der Zeitschrittweite p,, ansehen. Diese Idee findet man in zahlreichen Varianten sogenannter Pro-
jektionsmethoden oder bei Stabilisierungstechniken fiir inkompressible Stromungsprobleme wieder. Man
bezeichnet sie auch als Pseudokompressibilitits—Methoden. Die Wahl der Parameter p,, ist jedoch nicht
trivial. Man vergleiche hierzu z.B. C. Gromann, H.G. Roos [10], Kap. 4.7 4.

(i1) Augmented Lagrange Algorithmus

Dieses Verfahren ist eine stabilisierte Variante des Uzawa-Verfahrens durch Addition eines Terms
r{Buv, C_I(Bv -9))
zum Problem (Q3,). Die Iterationsvorschrift (QF) lautet fiir m € No:

Finde (u(™*V) pm+D) eV xQ, sodaB Vi = (v,q) €V xQ
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a(u™ v) 4 r(Bv, CT Bu™Yy £ b(v,p™)) = (f,v) +r(Bv,C"1g)

(m+1)y _ o (m)
c(p p™), q m
L )p ) )+b(u( g = (g.9).

Hinsichtlich der Wohldefiniertheit und Konvergenz des Verfahrens hat man folgende Aussage:

Satz 18.10. (Konvergenz des Augmented Lagrange Algorithmus)

Seien folgende Voraussetzung erfillt:
o Fiir die stetige Bilinearform b:V x Q — R gilt die Babuska—Brezzi Bedingung (17.11).
e Die stetige Bilinearform a :V x V — R ist nichtnegativ, d.h. a(v,v) >0, Yv e V.
o Die symmetrische, stetige Bilinearform c: @Q x @ — R ist Q—elliptisch, d.h.
I >0: clg.q)=ydp  VaeQ.
o Zusdtzlich gelten folgende Abschdtzungen

Ja>0: a(v,v)+ (Bv,C~'Bv)
35(r) > 0: a(v,v) +r{Bv,C ' Bv)

allv|} YweV
§(r)||Bulg. YveV.

vV v

Dann ist durch das Iterationsverfahren (Q)F) eindeutig eine Lisungsfolge (u(m+1),p(m+1))m mV xQ
bestimmt. Gilt auferdem
0 < inf pp, < sup pm, < 2v6(r),
m m

so konvergiert das Verfahren gemdfs
i (flu=u™ ]y +lp—p™ ) =0

gegen die Lisung des gemischten Problems (Q).

18.5 Numerische Approximation
Wir betrachten jetzt endlichdimensionale Teilrdume
Vh C Vu Qh - Q

sowie die entsprechenden Dualrdume V;* bzw. @} mit den Normen || - ||y« bzw. || - [|o- Das zum kontinu-
ierlichen gemischten Problem gehérende diskrete gemischte Variationsproblem (Qp) ist:

Finde ap := (uh,ph) € Xp =V x Qh, so daf}

a(up,v) +b(v,pr) = (f,v), YveV
bun,q) = (9:4):Y4 € Q-
Wie im kontinuierlichen Fall findet man das zu (Q) dquivalente System von Operatorgleichungen (Q')

mit Operatoren
Ap € L(Vi, Vi), Bn € L(Vh,Qy), B € L(Qn, Vi)

Wir wollen jetzt das zum kontinuierlichen Problem (P) analoge diskrete Problem formulieren. Dazu
bezeichnen wir

Wi(g) = {vn€Vu: blvn,q) =(9,9) Vg€ Qn},
Wy, = Wh(O) = N(Bh) N Vh.
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Das gemischte Problem (Qy,) lautet dann als Problem mit eingearbeiteter Nebenbedingung (Py,):
Finde wup € Wi(g) so daf: a(up,v) = (f,v) Yo e W, = Wp(0).
Bemerkung 18.11: Da @ C @ echter Unterraum ist, gilt im allgemeinen Fall
Wi(g) £W(g),  WnEZW.

Daher kann der Existenzsatz 18.6 iiber das kontinuierliche gemischte Problem nicht einfach auf den
diskreten gemischten Fall iibertragen werden. ]

Offenbar ist wieder fiir jede Losung (un,pr) € Vi, x Qp, von (Qn) auch up, € Wjy,(g) Losung von (Pp). Zu
kldren ist, ob zu einer Losung uj, € W, (g) von (Py) ein Element py, € Qp, bestimmt werden kann, so dafl
(un,pr) € Vi X Qp, Losung von (Qp) ist.

Das entsprechende Losbarkeitsresultat unter Einschlufl einer Fehlerabschitzung gibt der folgende Satz.

Satz 18.12.a Sei Wy (g) # 0. Ferner sei die Bilinearform a(-,-) Wp—elliptisch, d.h.
Ja* >0: a(v,v) > a3 Yo € Wy
Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Es existiert eine und nur eine Losung up, € Wp(g) des Problems (Pp).
(ii) Mit der Lisungen 4 = (u,p) € V x Q von (Q) gilt die Fehlerabschitzung

U—1u < Cy(a*,||all,||b inf ||lu—wv|yv + inf — . 18.28
Ju= il < Cata Jall o) (=l + inf Ip-alo).  (1828)

ve

Dieses Resultat betrifft zunéchst nur Problem (Py,). Unbefriedigend sind ferner die Voraussetzung Wy, (g) #
() und die Tatsache, dafi die Interpolationsabschitzung auf der rechten Seite von (17.28) nicht in V}, son-
dern in der Menge W}, (g) vorzunehmen ist. Letzteres ist praktisch kaum handhabbar.

Satz 18.12.b Neben der Wj,— Elliptizitit von a(-,-) gelte die diskrete Babuska-Brezzi Bedingung, d.h.
es gibt eine von Xp, 1= Vi, x Qp unabbhingige Konstante 3* > 0 so, daf

b(v,q)
vevy Ivllv

2 llalle: Vg € Qn. (18.29)

Dann gelten folgende Aussagen:
(iil) Es ist Wi(g) # 0. (Damit gilt insbesondere die Aussage von Satz 18.12.a.)

(iv) Es gibt ein und nur ein Element p, € Qp, so daff mit der Lisung up, von (Pn) das Paar (un,pn)
Lésung des diskreten gemischten Problems (Qp) ist.

(v) Es gilt die Fehlerabschitzung
= il + =l < Cala®, 8"l ) inf o= vl + inf = o). (18:30)
veV), q€Qn
Beweis von Satz 18.12: (1) Existenz und Eindeutigkeit von (Pn): = (i)
Wegen W,(g) # 0 existiert ein Element u! € Wj(g). Dann hat das Hilfsproblem
Finde z, € Wy, : a(zn,vn) = (f,vn) — a(ul, vp) Yo, € W

nach der Lax-Milgram Theorie eine und nur eine Lésung. Damit ist up, := 2z;, +u) € Wj,(g) die eindeutig
bestimmte Losung von (Py).
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(2) Fehlerabschiitzung I: = (i1)
Fiir beliebiges wy, € Wp(g) ist vp, := up — wp, € Wy, Dies fithrt wegen (Q) sowie wegen vy, € W}, auf

a(vn,vn) = (f,vn) — a(wn, vn)
= a(u,vp) + b(vp, p) — a(wp, vp)
= a(u—wp,vp) +b(Vr,p—qn) Vg € Qn.

Die V—Elliptizitédt und Stetigkeit von a(-,-) liefern
o Jlonlly < alvn,vn) < llallllu —wrlvlonlly + [Blllvallviie — anlle,

d.h. )
lonll = llun = wnllv < — (lallllu = wnllv + [18llllp = anllQ) -

Die Dreiecksungleichung ergibt dann

IN

lu —wnllv + [[un — wallv

llall o]
1 — —
( + ) lu—wnllv + o~ anllq

lw = unllv

IN

und damit Aussage (ii).

(3) Nachweis von (iii), (iv): Die Aussagen beweist man analog zum Beweis des Satzes 17.6 (vgl. auch
Girault/ Raviart [8], Th. I1.1.1).

(4) Nebenrechnung zur Vorbereitung von (5): Wir zeigen die Aussage

. b\ .
inf )||u—wh||v < <1+ Hﬁ—*H) wlél‘f;h lu —wlv. (18.31)

wr€EWi (g

Sei vy, € Vj, beliebiges Element. Dann existiert ein und nur ein Element z, € VVhL mit Bz = Bp(up —
vp) € QF bzw. von
b(zhyqn) = b(u—vh,qn)  Yan € Qn,
denn bei Modifizierung der Aussage von Lemma 18.5 (iii) ist By, : W;- — Q} Isomorphismus. Ferner gilt
die Abschitzung
B llznllvy < 1B (u —vn)ll+ < [1bllllu — vallv-

Mit wp, := zp + vy folgt
b(wn,qn) = b(zn,qn) + b(vn, qn)

= b(u—vn,qn) + b(vn, qn)
= bu,qn) = (9,qn) Yan € Qn,

also ist wy, € Wy(g). Ferner ist nach Dreiecksungleichung
b
= wnlly < = onlly + aally < (14 50) = wnly

Daraus folgt wegen vy, € V}, beliebig die gesuchte Aussage (18.31).
(5) Fehlerabschitzung II: = (v)
Unter Beachtung der Probleme (Q) und (Qn) ist

b(vn,pn —an) = b(vn,p—qn) + b(va,pn — D) Van € Qn
= b(vh,p—qh)—l—a(u—uh,vh), Yo € Vj,.
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Mittels diskreter Babuska-Brezzi Bedingung sowie Stetigkeit von a(-,-) bzw. b(-,-) folgern wir

" a(u — up,vp) + blvp, p —

3 th—Qh”Q < sup ( h h) ( hy P Qh)
R €V \{0} llvnllv

lallllu —unllv + [0llllp — anlle-

IN

Uber die Dreiecksungleichung ergibt sich

lp—pule < lp—anlle +llpn —anlle
a b
< Bl wte + (14 Z) 1o - e (1832
p p
Durch Zusammenfassung der bereits bewiesenen Aussage (ii) des Satzes sowie von (18.31) und (18.32)
erhalten wir die gesuchte Aussage (v). a

Bemerkung 18.13. Die Erfiillung der diskreten Babuska-Brezzi Bedingung stellt eine Kompatabilitéts-
forderung zwischen den Raumen V;, und @, dar, die in der Regel sorgfiltige Untersuchungen erfordert.
Dies gilt insbesondere bei der Anwendung auf inkompressible Strémungsprobleme. Im Fall der Behand-
lung inhomogener Dirichlet-Bedingungen als Nebenbedingung in schwacher Form, vgl. dazu Beispiel 18.2,
kann man jedoch folgendes zeigen:

Verwendet man bei exakter Triangulation des Gebiets €2 einen Finite-Elemente-Unterraum V;, mit global
stetigen Lagrange-Elementen der Ordnung £ € IN und wéhlt als Raum @5, den Raum von Finite-Elemente-
Funktionen, die bei Einschrankung von V}, auf den Rand 0f) entstehen, so ist die diskrete Babuska-Brezzi
Bedingung erfiillt. ]

Bemerkung 18.14. Die fiir kontinuierliche gemischte Probleme in den Abschnitten zuvor besproche-
nen Varianten der Regularisierung und iterativen Entkopplung sind auch insbesondere im diskreten Fall
relevant. Sie wurden hier lediglich aus zeitlichen Griinden nicht gesondert besprochen. o
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