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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einleitende Bemerkungen

Als erstes kann man die Frage stellen, was zuféllige Gleichungen sind. Eine unkomplizierte
informelle Antwort lautet: dies sind Gleichungen, in denen bestimmte auftretende Grofien
oder Parameter als zufillig, d.h. als Zufallsvariable, Zufallsvektoren, Zufallsfunktionen oder
allgemeinere Zufallselemente, modelliert und behandelt werden. Daraus folgt, dass auch
die Losungen von zufilligen Gleichungen als geeignete Zufallsvariablen, -vektoren, etc. zu
betrachten sind. Da es viele verschiedene Typen von deterministischen Gleichungen gibt,
kénnen auch viele verschiedene Typen von zufilligen Gleichungen betrachtet werden. Bei-
spiele dazu werden im néchsten Abschnitt kurz angegeben.

Dann kann man fragen, warum wir uns mit zufélligen Gleichungen beschéftigen sollten.
Gleichungen spielen sowohl innerhalb mathematischer Theorien als auch bei Anwendun-
gen der Mathematik auf Probleme anderer Wissenschaften und bei praktischen Aufgaben
eine herausragende Rolle. Manchmal ist jedoch eine traditionelle deterministische Model-
lierung nur ein erster Schritt. Viele (physikalische, ...) Groflen dndern sich nicht 100%-ig
vorhersagbar, Parameter in den Modellen werden mit statistischen Methoden geschétzt und
sind daher nur ungenau bekannt, usw. Eine Moglichkeit der Beriicksichtigung dieser Unsi-
cherheit liegt in der Modellierung als Zufallsgrofen. Die mathematische Beschreibung und
Behandlung der Unsicherheit kann dabei mit Verweis auf (zumindestens theoretisch mogli-
che) Massenerscheinungen und damit sozusagen ,objektive“ Wahrscheinlichkeiten oder in
Bezug auf ,subjektive* Uberzeugungen iiber die Chancen des Eintretens bestimmter zufilli-
ger Ereignisse erfolgen.

Beispiele, die auch in der historischen Entwicklung der Stochastik, insbesondere der Theorie
der Zufallsfunktionen, eine grofle Rolle spielten, sind

e Modelle der statistischen Physik, wo das Wirken vieler Atome, Molekiile, etc. zu
beriicksichtigen ist;

e Beschreibung von Turbulenzen (von Wind, Wasser, ...), die dadurch verursachten
Krifte auf hohe Bauwerke, Briicken, Schiffe, Olbohrplattformen, Flugzeugteile, usw.;

e Untersuchung der Auswirkung von Erdbeben auf Gebdude und Anlagen;

e in der Elektrotechnik die Schwankungen von Spannung bzw. Stromstéirke (,Rau-
schen“) in Schaltkreisen etc.;

e die Informationsiibertragung durch , Kanile® die rauschbehaftet sind (z.B. Ubertra-
gung der Telemetriedaten in der Raumfahrt);
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e Modellierung von 6konomischen Sachverhalten (Aktienkurse, Zinskurse in der stochas-
tischen Finanzmathematik).

Fortschritte bei der Betrachtung und Behandlung stochastischer Modelle erméglichen einer-
seits und die Notwendigkeit einer immer besseren Beschreibung und Analyse realer (oder
schon abgeleiteter) Systeme erfordern andererseits so die Untersuchung von Gleichungen,
bei denen bestimmte Parameter, Operatoren, etc. als zufillig beschrieben werden. Dabei
steht aber nicht immer eine konkrete (praktische oder &hnliche) Aufgabenstellung mit einer
zwingenden stochastischen Beschreibungskomponente im Hintergrund, haufig spielen auch
Wiinsche von Mathematikern nach mathematischen Verallgemeinerungen, neuen mathema-
tischen Theorien usw. eine nicht geringe Rolle und fithren zu niitzlichen Ergebnissen. In
diesem Zusammenhang sollte weiterhin erwahnt werden, dass es auch andere Moglichkeiten
der mathematischen oder andersweitigen Modellierung von Unsicherheiten gibt, wie z.B.
Methoden der Theorie der unscharfen Mengen (,,fuzzy set theory“) oder Verfahren der In-
tervallmathematik. Das Ziel einer Untersuchung und die zu erwartenden Moglichkeiten der
Losung der auftretenden Aufgaben sollten bei der Wahl der verwendeten (mathematischen)
Methoden eine grofle Rolle spielen, im Allgemeinen kann man bei keiner Methode von der
(100%-ig) richtigen oder wahren sprechen.

Im Vergleich zu rein deterministischen Modellen bekommen mathematische Modelle mit
stochastischen Einfliisssen im Allgemeinen automatisch eine neue Dimension. So wird zum
Beispiel durch die Ersetzung einer festen reellen Zahl in einer deterministischen Gleichung
durch eine reellwertige Zufallsgrofie ein ,eindimensionales mathematisches Objekt durch
ein ,,unendlichdimensionales“ ersetzt, da die Zufallsgroe durch ihre Verteilung (Verteilungs-
funktion, charakteristische Funktion o0.4.) beschrieben wird. Auflerdem tritt im Allgemeinen
ein zusétzliches Element der Nichtlinearitat auf, da sich Verteilungen ,nichtlinear” verhal-
ten.

Héufig kennt man nicht die vollstdndige Verteilung der eingehenden zufélligen Parameter,
sondern nur abgeleitete Kenngroflen wie Erwartungswert oder zweite Momente. Dann be-
steht die Aufgabe darin, diese oder andere Kenngroflen fiir die Losung zu bestimmen. Dabei
ist zu beachten, dass nur in speziellen Fillen Gleichungen fiir Zufallselemente (-funktionen)
auf eindeutige entsprechende Gleichungen fiir die Kenngréflen fiithren. Eine weitere Schwie-
rigkeit bei der Betrachtung von zufélligen Gleichungen besteht in der Moglichkeit von ver-
schiedenen Interpretationen der Gleichungen, was zum Beispiel durch verschiedene mogliche
Definitionen von grundlegenden Operationen, wie der Ableitung einer Zufallsfunktion pfad-
weise, im quadratischen Mittel, etc. sichtbar wird.

Man konnte zuféllige Gleichungen einfach als eine parametrisierte Familie von gewohnlichen
Gleichungen auffassen. Allerdings ist hier die Art der Parametrisierung durch den Parameter
w, der das Resultat eines Zufallsexperimentes widerspiegelt, sehr kompliziert (i. a. werden
nur Messbarkeitsanforderungen gestellt) und in der Regel unbekannt; auflerdem ist man ja
an der Verteilung oder abgeleiteten Kenngréfien interessiert.

Wir wollen im folgenden einige grundlegenden Probleme, Herangehensweisen und Kenntnis-
se, die zufillige Gleichungen betreffen, vermitteln und dies anhand einer Anzahl von Bei-
spielen illustrieren. Es werden dabei vor allem zufillige gewdhnliche Differentialgleichungen
im Mittelpunkt stehen.

Zuvor sollen noch einige Bemerkungen zu moglichen Aufgaben und zu behandelnden Proble-
men gemacht werden. Zu einigen davon werden spéter weiterfiithrende Ausfithrungen folgen,
ein Grofiteil wird aber hier keine oder nur eine geringe Rolle spielen konnen. Zu nennen
wéren in diesem Zusammenhang z. B. die folgenden Themen.
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e Aufstellen von Gleichungen, Modellierung der zu betrachteten Erscheinung, des Sys-
tems; damit eng verbunden ist die

e Interpretation der erhaltenen Gleichungen und die Untersuchung von méglichen bzw.
des angebrachten Losungsbegriffs;

e Existenz und Eindeutigkeit von Losungen;

e (stetige) Abhéngigkeit der Losungen von eingehenden Parametern (Stabilitdtseigen-
schaften);

e qualitative Eigenschaften von Losungen;

e Auffinden von exakten Losungen, mitunter existieren verschiedene Darstellungsmog-
lichkeiten;

e Methoden zur ndherungsweisen Bestimmung von Losungen, hierbei sind sowohl theo-
retische Aussagen zur Approximation von Losungen als auch die Untersuchung, Be-
wertung, etc. von numerischen Verfahren wichtig;

e Bestimmung von abgeleiteten Kenngrofien, exakt oder ndherungsweise;

e inverse Fragestellungen, wie z. B. die Bestimmung von Parametern bei (ndherungs-
weise) bekannten Losungen;

e statistische Fragen, z. B. iiber die Aquivalenz oder Singularitit der Mafe, die von den
Losungen erzeugt werden;

e Untersuchung des Zusammenhangs zu anderen Typen von Gleichungen oder Modellen;

Nun sollen noch ein paar Aussagen zur Modellierung folgen.

Héufig spielt der Begriff eines Systems bei der Modellierung und weiteren Untersuchungen
eine gewisse Rolle. Bei der zu untersuchenden Erscheinung werden eine duflere Umgebung
und das System selber unterschieden. Dann werden duflere Einwirkungen auf das System
(auch Eingangsparameter genannt) betrachtet, die ein bestimmtes Verhalten des Systems
(auch als Ausgangsparameter beschrieben) bewirken. Mathematisch werden die duflere Ein-
wirkungen durch Elemente g einer geeignet gewéhlten Menge (), das Verhalten des Systems
durch Elemente u einer geeignet gewahlten Menge U und die Struktur, die Eigenschaften,
das Funktionieren des Systems durch einen Operator H : () — U beschrieben, so dass also
u = Hgq gilt.! Dabei sind alle diese Beschreibungselemente i. a. nicht eindeutig bestimmt.
Mitunter wird zusétzlich der Zustand des Systems eingefiihrt, der durch einen weiteren
Operator in die Ausgangsparameter transformiert wird. Haufig fithrt die mathematische
Modellierung auch nicht direkt auf die Beziehung v = H¢q, sondern ergibt eine Darstellung
¢ = Lu mit dem inversen Operator L : U — @, z. B. in Form einer Differentialgleichung mit
einer rechten Seite, in die die Einwirkung ¢ eingeht. Bestimmte Eigenschaften des Systems,
die ihre Beschreibung z. B. in den Koeffizienten der Differentialgleichung finden, kénnen
als Parameter p des Systems betrachtet werden, also v = H(p)q bzw. ¢ = L(p)u, oder
aber zur duleren Umgebung gezihlt werden. Somit kann selbst bei einer linearen Differen-
tialgleichung (beziiglich des Zustands des Systems) als Grundgleichung fiir das System der
insgesamt zu betrachtende Operator nichtlinear sein. Auflerdem kann es sich als erforderlich

! Die hier verwendeten Bezeichnungen miissen nicht mit spéter verwendeten iibereinstimmen.
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erweisen, vorhandene Riickkopplungen (d. h. wenn &uBere Einwirkungen ¢ von dem sich
einstellenden Systemzustand u abhéngen) in die Modellierung mit einzubeziehen.

Werden bestimmte Elemente derartiger Modelle als zuféllig angenommen, miissen folglich
,stochastischen Systeme® untersucht werden. Dies bedeutet, dass fiir die entsprechenden
GroBen und Elemente ihre Verteilungen oder abgeleitete Kenngrofien betrachtet werden
und auch wieder Verteilungen oder abgeleitete Kenngréfien fiir die gesuchten Parameter zu
bestimmen sind.

Dabei konnen in diesem Rahmen u. a. die folgenden grundlegenden Aufgabentypen unter-
schieden werden.

1. Bestimmung der geforderten Wahrscheinlichkeitseigenschaften der Ausgangsparame-
ter bei bekannten geeigneten Wahrscheinlichkeitseigenschaften der Eingangsparameter
und der Parameter des Systems.

2. Bestimmung der Wahrscheinlichkeitseigenschaften der Eingangsparameter bei bekann-
ten geeigneten Wahrscheinlichkeitseigenschaften der Ausgangsparameter und der Pa-
rameter des Systems. Dies ist gewissermaflen die inverse Aufgaben zum ersten Aufga-
bentyp.

3. Bestimmung der Wahrscheinlichkeitseigenschaften des Systems bei bekannten geeig-
neten gemeinsamen Wahrscheinlichkeitseigenschaften der Eingangs-und Ausgangspa-
rameter, also eine Art der Systemidentifikation.

4. Bestimmung eines (in einem bestimmten Sinne optimalen oder auch des) Systems,
welches bei gegebenen Eingangsparametern bestimmte Ausgangsparameter aufweist.
Diese Aufgabe fillt in die Klasse der Syntheseaufgaben, wihrend die obigen eher den
Analyseaufgaben zuzuordnen sind.

Der erste Aufgabentyp ist dabei von zentraler Bedeutung, da hiufig die Lésung der anderen
Aufgabentypen auf diesen zuriickgefithrt wird. Auch hier wird dieser erste Aufgabentyp im
Vordergrund der Betrachtungen stehen.

Bei der Behandlung von zufélligen Gleichungen gibt es zwei wesentliche Herangehensweisen.
Die erste geht von einer deterministischen Gleichung aus, ersetzt dort bestimmte Grofien
und Parameter durch stochastische Entsprechungen und untersucht auf der Grundlage be-
kannter deterministischer Losungsdarstellungen oder approximativer Losungsverfahren die
Auswirkungen der Ersetzung der deterministischen Parameter durch zuféllige und kommt
so zu gewiinschten Aussagen iiber die zufélligen Gleichungen. Diese Vorgehensweise wird im
Weiteren hauptséchlich genutzt werden.

Die andere Herangehensweise geht von spezifisch stochastischen Gleichungen aus, wie sie z.B.
durch den Ito-Kalkiil fiir stochastische Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen
und entwickelt auf der Grundlage dieser Kalkiile geeignete Losungsverfahren etc.
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1.2 Einige einfithrende Beispiele

Wir wollen nun einfache Beispiele zufélliger Gleichungen betrachten, um einige Vorgehens-
weisen und auftretende Probleme noch besser zu illustrieren. Dabei werden wir uns nicht
auf zufillige Differentialgleichungen beschréanken.

1.2.1 Algebraische Gleichung ersten Grades

Zunachst betrachten wir die einfache lineare Gleichung

hier sind A(w) und B(w) reellwertige ZufallsgroBen, was durch die Angabe von (w), also
die Abhéngigkeit vom Elementarereignis w aus einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
Q2 verdeutlicht werden soll. Als Losung ergibt sich natiirlich

fiir diejenigen w, fiir die A(w) # 0 gilt. Falls fir bestimmte w gilt A(w) = B(w) = 0,
kann X (w) beliebig reell gew#hlt werden. Es sei hier auch erwihnt, dass falls dieser Fall
mit einer Wahrscheinlichkeit echt grofler als Null eintritt, im allgemeinen die Konstruktion
von nichtmessbaren ,, Losungen® X (w) moglich wird. Fiir die Elementarereignisse w, fiir die
A(w) = 0 aber B(w) # 0 gilt, existiert keine Losung der Gleichung.

Nun sind aber im allgemeinen Zufallsvariablen nicht durch eine konkrete Abbildung eines
Wahrscheinlichkeitsraumes in die Menge der reellen Zahlen gegeben, sondern die eigentliche
Charakterisierung erfolgt iiber Verteilungen. Somit ergibt sich als die (oder eine) wichtige
Aufgabe die folgende:

gegeben sei die Verteilung des Zufallsvektors (A, B),

B
gesucht ist die Verteilung der Losungszufallsgrofie X = T (Die Messbarkeit dieser Funk-

tion folgt aus Grundtatsachen der Stochastik, Existenz fiir alle w € €2 bzw. f. s. natiirlich
vorausgesetzt. )

Eine noch umfassendere Aufgabe konnte in der Suche nach der gemeinsamen Verteilung des
Zufallsvektors (A, B, X) bestehen.

Wir wollen hier beispielhaft annehmen, dass der Zufallsvektor (A, B) eine absolut stetige
Verteilung mit Verteilungsdichte pia (-, ) besitzt, d. h. fiir beliebige a;,b; € R gilt fiir die
gemeinsame Verteilungsfunktion von (A, B)

a1 b1
Fap(ay,b) =PA<a, B<b)= / / pa.pyla,b) dbda.

Dann kann man die Verteilungsfunktion von X berechnen {iber die Beziehung

B
Fx(z) := P(XS:E):P(—Sx) :// p(a,B)(a, b) dbda, x e R.
A {(a.b):a£0,2 <z}

Aus

b
- <
a

- b<ax, falls a>0,
v b>ax, falls a<0,
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und unter Beriicksichtigung von P(A = 0) = 0 (die Verteilung von A ist absolutstetig) folgt

dann
0 0o 0o ar
FX(x) = / (/ p(A7B)(a, b) db) da -0—/ (/ p(A7B)(a, b) db) da.
—00 azr 0 —00

Die Dichtefunktion erhélt man durch Differentiation der Verteilungsfunktion nach x, also

dFx(x 0 >
px(ZL‘) = X< ) = / (_a’)p(A,B) (av ax) da + / ap(A,B) (a'a ax) d(l,
0

dx o

:/ la|pa,p)(a, ar) da, x € R.

—00

Sind A und B f. s. positive Zufallsvariablen ergibt dies

Fx(z) = /0 h ( /0 " P (a.b) db) da,

px(z) = / apa,p)(a, ax) da.
0
Sind A und B stochastisch unabhéngig, kann fiir die gemeinsame Dichtefunktion

ppy(a,b) =pala)pp(b),  a,beR,

mit den Randverteilungsdichten p4(-) und pg(-) von A bzw. B geschrieben werden.
Falls die Momente des zufélligen Quotienten X existieren, gilt fiir £ € N

E{X"} = / 2 px(z) do = / / |a|2*p(apy(a, ax) da dz.
Sind A und B stochastisch unabhéingig, konnen die Momente auch berechnet werden iiber
1
k k
E{X"} =E{B }E{ﬁ},
insbesondere
1
E{X} = E{B}E{Z} ,
1
2 2
E{X’} = E{B’)E ﬁ},
mit
E{B"} = / b*py(b) db,

E{A*} = /_ Z a *pa(a)da = /_ Teale) 4o

k
o @

Der Wert fiir die Varianz folgt aus der Beziehung

Var{X} =E {(X - E{X})’} = E{X?} — (E{X})*.
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Beispiel 1 Seien A und B unabhéngige Zufallsvariable, A gleichverteilt auf dem Intervall
(@mins Amaz) Mit 0 < Gpin < Qmae und B gleichverteilt auf dem Intervall (byin, bima,) mit
0 < bmin < bmaz, folglich

1

(amax_amin)(bmax_bmin)7 fur Amin <a< ama:ra bmln < b < bma:L';

0, sonst.
Die Dichtefunktion p(a,p)(a, azx) ist fiir Werte x > 0 genau dann nicht 0, falls

Amin < @ < Qmaz Und  bpipn < ax < bz,

; b
d. h. apin < a < Qg und — <aq< 222
x x
Die Dichtefunktion px(x) verschwindet also wenn
b b b b
e > Umaz < T < Tipin 2= L oder e < Upin & T 2 Tipag = L

bmin bma:v .
gelten, da sich in diesem Fall die beiden Intervalle (amin, @maez) und ( , ) nicht
x x

iiberlappen.

Fir Werte

min

b .
<z < 2 gilt
Amaz Qmin

min{amax,b”’;az } min{amax7 b'rr;,c } a
px(z) = / GP(A,B)(G, axr)da = / da

bi b, — . _ .
max{amm, ";'" } max{amim Amax amln) (bmam bmln)

! min < a brmaz 2 max < a bmin 1\
= mazx - X miny ~
2<amam - amin)(bmax - bmm) T €T

und aufgrund der Beziehungen

b b
Gmaz S L < S e und Gmin Z

1 9 2
= 1,v, . + 1
e PR, | (S {am“f (tnin maz](7) ( v ) (s g0 )

byin \ >
(7)1t - 1[——)”} -
Die Verteilungsfunktion von X ergibt sich damit zu

1

Q(CLmax - amin)(bmam - bmm)

bmin
{agna:v <3j - amax) 1(%# M)(SU) + amam<bmax - bmm)l[m Oo) (SL’)

amax ’@mazx amazx

Fy(x) =P(X < z) =

max ]‘
+ U <a - _) 1(% m) (@) + bmae (Amaz — amin)l[m oo) (x)

) . . ’
amaz ' Amin Amin

’ . .
amazx ' Amin Amin

max 1
B b?m‘n (me _ _) 1(M M)(:p) — binin (Qmaz — amm)l[mm> (x)

bmin
~ G (1‘ - ) 1(bmin M)(fp) = Umin(bmaz — bmin)l[m OO) (1‘)} :

) .
Amin  Ymin
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Zur Berechnung der Momente erhalten wir fiir £ € N

k bmax bk} bk+1 _ karl
E{B — db = max min
{ } Amm bma:v - bmm (k + 1)<bmam - bmln>’
insbesondere
bma:v bmm
BB} = e i,
boo—b b? brmazbmin + b2
E{BQ} — max min _ _mazx + + min
3<bmam - bmm) 3
und entsprechend
{A k} Amax 1 d p ia - ln (Zmaz> , ]{: = 1,
E — — a — max min min
k _ . 1 1 1
Amin a4 (amaar almzn) (k_l)(amax—amin) aﬁ;irll N afniz%c) ’ k: Z 2’
also
1 1 1 1
E{A %} = - -
{ } Amaz — Amin (a'min a'max) Amaz Amin
und fir £ > 2
k-1 __ k—_l
E{Afk} — Umaz amm

(k - 1) a’k_l akil (amax - a’min) .

max “'min

Dies ergibt

E{X} _ bmam + bmm lIl (amax) ’

2(amaaﬂ - a'min) Amin
by — by b; brmazOmin b2,
E{XQ} — max min _ _max + + min ’
3 Amax amin<bmam - bmln) 3 Amax Amin
b3 _ b3 ) b + b ) a 2
V. X1l = maz min o maxr min 1 maz .
ar{ } 3 amaxamm(bmm - bmzn) (2 (a'max - a’min) ! (a’min ))

In Abbildung 1.1 werden zwei Beispiele von Dichtefunktionen und in Abbildung 1.2 die
entsprechenden Verteilungsfunktionen angegeben. Die Parameter wurden wie folgt gewéhlt.

Beispiel | Verteilung A | Verteilung B | Tpmin | Tmae | E{X} | E{X?} | Var{X}
1 U(4,3) U(L,2) | 0.125] 0.5 | 0.260 | 0.0729 | 0.00535
2 U(4,8) U(L,3) | 0.125] 0.75 | 0.346 | 0.135 | 0.0153

Um den Erwartungswert und die Varianz vom Quotienten X durch entsprechende Kenn-
groffen von A und B darzustellen, bezeichnen wir

ma = E{A}, mp:=E{B}, sa:=+/Var{A}, sp:=+/Var{B}

und ersetzen in den entsprechenden Ausdriicken

Amaz = Ma + \/gsAu Qmin = A — \/gsAu bmam =mp + \/gsBu bmm =mp — \/§SB7
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Dichtefurélition von X mit A~U(4,8), B~U(1,2) Dichte;L{nktion von X mit A~U(4,8), B~U(1,3)
5 25
4+ 2
3 15
24 1
1 05
202 O 02 04 06 08 1 Z02 0 02 04 06 08 1 12

B
Abbildung 1.1: Dichtefunktionen von X = 1 falls A ~ U(4,8),B ~ U(1,2) (links) und
A~U(4,8),Y ~U(1,3) (rechts), (A und B unabhingig).

die Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems sind

L Umaz T Amin L Umaz — Amin L bma:v + bmln L bmam B bmzn

ma .= B s SA = 72\/5 s mp = 9 s SB . 2\/3
Hier konnen m 4, mp beliebige positive Zahlen sein, aufgrund der Annahmen a,,;, > 0 und
N fre s . ma mp

bmin > 0 gilt fiir die Standardabweichungen 0 < s4 < —3, 0<sp<—.

V3

Der Erwartungswert von X kann dann geschrieben werden als

= B{x} = Y3me (M) |
6 s4 ma — V354

d. h. er héngt nicht von der Varianz von B ab, aber von der Varianz von A und den Erwar-

tungswerten der Zufallsgroflen A und B. Fiir feste Werte m 4 und mp ist der Erwartungswert

mx also nicht eindeutig bestimmt, es gibt keine Gleichung die es erlauben wiirde, mx nur

mit Hilfe von m4 und mp zu berechnen.

Um den moglichen Wertebereich fiir mx bei fixierten Werten m 4 und mpg und variierenden

3s A

ma

Standardabweichungen s, zu bestimmen, fiihren wir die Hilfsvariable v = ein, mit

ma

V3

0< sy < gilt dann 0 < v < 1. Wir erhalten

E{X} = @iln<1+”).

ma 2V 1—w

Das linke Bild in Abbildung 1.3 zeigt die Grafik der Hilfsfunktion

hfOl(v) == %m ng) . we(0,1).

Grenzwertbetrachtungen fithren zu
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Veneilungsf]L-antion von X mit A~U(4,8), B~U(1,2) Veneilung;funktion von X mit A~U(4,8), B~U(1,3)
087 0.8
067 0.6
0.4 0.4
0.2 021
202 0 02 04 06 08 1 02 O 02 04 06 08 1 12

X X

B
Abbildung 1.2: Verteilungsfunktionen von X = 1 falls A ~ U(4,8), B ~ U(1,2) (links) und
A~U(4,8),Y ~U(1,3) (rechts), (A und B unabhingig).

1—vw
1 1+ 1 2v
lim —1 = lim —In|{1
vi%lJern(l—v) vg(lJlJern( Jr1—1})
1 2
— him ——2%

)

v—0+ 201 — v

die vorletzte Gleichheit gilt wegen

In(1
i B+ 2)
r—0+4 x

=1

Damit ergibt sich bei festen Werten m, und mp und variablen Werten s4 fiir den Erwar-
m
tungswert E{X} = mx ein Wertebereich von (—A, +oo) .
mp
Eine &dhnliche Situation besteht fiir das zweite Moment und die Varianz. Ein expliziter
Ausdruck fiir die Varianz kann durch

Var(X} = "B 55 M (mA * ﬁ‘”‘)

mi—?)si_ 1254 ma — vV3s4

& eingefiihrt, die mit 0 < sp <
mpg

gefunden werden. Wird eine zweite Hilfsvariable w =

MB im Intervall 0 < w < 1 variiert, gilt

V3

2 3 2

s (a2 +1) 3sg 4 o (14w
Var{X} = £ v - ]
=B E ) ge ™ 1w

stv? [ 3+ w? 1, (1+w
= ——1In .
shw? | 3(1—v?)  4o? 1—v
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Grafik der Funktion hf01(v)

Grafik der Funktion hf02(v.w)

3.59

2.5

154

Abbildung 1.3: Hilfsfunktionen hf01(v) (links) und hf02(v,w) (rechts).

Eine Grafik der Hilfsfunktion

v? [ 3+ w? 1 ,(1+w
hf02('U,'l,U) :@{m—rﬂln <1_U)}, U,w€(0,1>

ist im rechten Bild der Abbildung 1.3 zu finden. Es kann ebenfalls gezeigt werden, dass fiir
fixierte Werte w € (0,1) die Grenzwerte

liIglJr hf02(v,w) = 0, lim hf02(v,w) = 4o0.

gelten. Damit ist fiir fixierte Werte sy, und sp und variierende Werte m und mp der
Wertebereich der Standardabweichungen sx das gesamte Intervall (0, 00). O

Wird die gemeinsame Verteilung von (A, B, X) gesucht, gilt

B
Fapx(a,b,2) =P(A<a;,B<b,X<z)=P <A <a,B < b, 1 < ﬁ)

_ / / peas(a, b) dadb.
{(a,b):agal,a#O,bﬁbl,ng}

Gilt fast sicher A > 0 und B > 0 (und folglich auch X > 0), dann erhilt man

a1 pmin{bi,az}
Fla,px)(a,br,x) = / / p(a,B)(a,b) dbda
o Jo

al ar
/ / p(a,B)(a,b) dbda, falls b;l >a & x< 2_17
- . % y ar al b1
/ / P(a,B)(a,b) dbda—kﬁ / pa,p)(a,b)dbda, falls 2 <a; < 2> %
0 0 21 0
Sind zusétzlich A und B noch unabhéngig folgt daraus

al
/ Fp(az)pa(a) da, falls = < 2—11,

F(AvaX)(a’17bl7x) = Obl

/07 Fp(az)pa(a) da + Fp(b) [FA(al) — Fy (%)] , falls z > 2.



H.-J. Starkloff  15. Mérz 2004 Zufillige Gleichungen 13

Da die moglichen Werte des dreidimensionalen reellen Zufallsvektors (A, B, X) auf einer
zweidimensionalen Fliche in R? konzentriert sind, kann dessen Verteilung nicht absolutstetig
beziiglich des dreidimensionalen LEBESGUE-Mafes sein, es existiert also keine gemeinsame
Verteilungsdichte.

1.2.2 Nichtlineare Gleichung mit monotoner Funktion
Sei

g : R D Dom(g) — Range(g) C R

eine streng monoton wachsende reellwertige Funktion auf einem Intervall Dom(g) der reellen
Zahlengeraden. Wir betrachten die im allgemeinen nichtlineare Gleichung

9(X(w)) =Y(w)

mit einer reellwertigen Zufallsgrofie YV, die f. s. Werte im Wertebereich Range(g) annimmt
und z. B. durch ihre Verteilungsfunktion

Fy(y)=P(Y <y), yeR,  P(Y €Range(g)) =1,

gegeben ist.
Die eindeutig bestimmte und streng monoton wachsende Umkehrfunktion zu g bezeichnen
wir mit A, d. h.

h : R D Range(g) — Dom(g) C R,
mit
g(h(y)) =y Vy € Range(g),  h(g(z)) ==z V€ Dom(g).

Die Verteilung der Losungszufallsvariablen X dieser zufélligen Gleichung erhélt man dann
aus g(X) =Y < X = h(Y) vermittels

Fy(z) = P(X <2) = P(h(Y) < 2) = P(Y < g(x))
= Fy(g(x)), VYV € Dom(g).

Die Funktion h(-) ist als monotone Funktion eine BOREL-Funktion, damit folgt die Mess-
barkeit von X aus der Darstellung X = h(Y) als Komposition von messbaren Funktionen.
Fiir Werte z € R\ Dom(g) wird die Verteilungsfunktion F'y(x) konstant fortgesetzt, so dass
eine Verteilungsfunktion entsteht.

Beispiel 2 Betrachten wir als einfaches Beispiel die Funktion
g(x) =In(z), x>0, so dass h(y) =exp(y), yeR, gilt

und eine normalverteilte Zufallsgréfie Y ~ A (p1, 0?) mit Erwartungswert g € R und Varianz
o?>0,d. h.

Fel) = s [ e (—%) du,

py(y) = \/2;76@ <—%) :
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Die Losung der Gleichung
In(X)=Y
ist dann die lognormalverteilte Zufallsgrofie X = exp(Y) ~ LN (u, 02), so dass gilt

Fx(z)=P(X <z)=P(exp(Y) <z) =P(Y < In(z))

In(z) (U o M)Q ( ( ))
= exp | ——————— | du = Fy(In(z)), x>0,
V2ro? /_Oo ( 202 )

) = X ey (B ZEE) o

Fir die Momente erhalten wir fiir k € N

E{X"} = E{exp(kY)} =

exp(kquﬁ) 0o L 9\2 2 2
_ 2 / exp(—(u MQkU))du:eXp<k,u+kg)7

V2mo? 0 20 2

insbesondere
o2
E{X} = exp <u+ 7) :
E{X?} = exp (2p + 207%),
Var{X} = exp(2u + 0*) (exp(c?) — 1)

Auch hier sehen wir wieder, dass sich der Erwartungswert der Losung X nicht eindeutig aus
dem Erwartungswert der gegebenen Zufallsvariablen Y berechnen léasst. O

1.2.3 Quadratische Gleichung

Betrachten wir nun die Aufgabe, die Nullstellen eines zufilligen Polynoms zweiten Grades
zu bestimmen, d. h. wir suchen die Losungen der zufélligen quadratischen Gleichung

Ax(w) X% (w) + Ay (w) X (w) + Ap(w) = 0, w € €.

Dabei sei (Ag, A1, Ay) ein gegebener reeller Zufallsvektor, bestimmt z. B. durch eine ge-
meinsame Verteilungsfunktion oder im Fall einer absolut stetigen Verteilung durch eine
gemeinsame Verteilungsdichte.

Fiir die w € Q mit As(w) # 0 kann die Gleichung auf die Normalform

Ay (w)X N Ap(w)

X @) T Aw)

=0

transformiert und die im allgemeinen komplexen Losungswerte mit

{—A1<w>+¢A%<w>—4Ao<w>Az< —Ay (@) — VA (W) = 44w >Az<w>}
245(w) ’ 2A2(w)
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angegeben werden. (Fiir die w mit As(w) = 0 ergibt sich eine lineare Gleichung, siehe dazu
z. B. Abschnitt 1.2.1.)

Werden reelle Nullstellen (Losungen) gesucht, dann kann es je nach den konkreten Werten
von (Ap(w), A1(w), As(w)),w € Q, keine, eine oder zwei verschiedene Losungen geben, bei
dieser stochastischen Fragestellung sind also zuerst die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Ereig-
nisse von groflem Interesse. Fiir einen absolut stetigen zufélligen Koeffizientenvektor wéren
also die Groflen

P(,genau k reelle Losungen®) = /// P(Ag,Ar,49) (@0, Q15 a2) dag day das, k= 0,1,2,
By

zu berechnen, wobei fiir die Mengen By entsprechend den zufilligen Ereignissen gelten

By = {(ap, a1, as) € R* : ay # 0,4} < 4apas},
Bl = {((1,0,(1,1,(12) S Rg ) 7& O,CL% = 4(1,0(1,2},
By = {(ag, a1, a) € R?: ay # O,af > dagas }.

Die Menge B ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R?, deshalb ist in diesem Fall
eines absolutstetigen Koeffizientenvektors die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es genau eine
reelle Losung der quadratischen Gleichung gibt, gleich Null.

Wenn zwei verschiedene reelle (oder auch komplexe) Losungen existieren, muss eine Auswahl
bzw. eine Zuordnung der moglichen Werte zu zwei ,, Losungsfunktionen® X (w), Xs(w) erfol-
gen. Bei einer beliebigen Zuordnung kann es passieren, dass Xi(-) und Xs(+) nicht messbar
sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3 Wir konstruieren explizit einen Wahrscheinlichkeitsraum und geeignete Zu-
fallsvariablen und wéhlen dazu ©Q = (0,1) das Intervall der reellen Zahlen zwischen 0 und
1, A= B((0,1)) die o-Algebra der BOREL-Mengen auf §2 und als Wahrscheinlichkeitsmafl
P = Leb das LEBESGUE-Ma$ auf (0,1). Die quadratische Gleichung sei

X (w) — Aj(w) X (w) = 0,w € Q,
wobei die Zufallsvariable A; definiert sei durch
AliQ:(071)—>R, A1<W):w+1

Diese Funktion ist monoton (und stetig etc.), deshalb ist sie messbar. A; ist gleichméBig
verteilt auf dem Intervall (1,2), A; ~ U(1,2). Fiir festes w € 2 sind die Losungen dieser
Gleichung natiirlich 0 und A;(w) = w + 1. Sei nun B eine Teilmenge von Q2 = (0, 1), die
nicht BOREL-messbar oder sogar nicht LEBESGUE-messbar ist. Wéahlen wir

- 0 fir w € B, Jw+1 fir w € B,
Xl(w)_{w+1 firwe Q\ B und X2<w)_{ 0 firweQ\B,

dann sind X (-), Xs(+) zwei Funktionen auf Q (mit fiir jedes Argument verschiedenen Funk-
tionswerten), die die zufillige quadratische Gleichung fiir jedes w € € erfiillen, jedoch nicht
messbar, d. h. keine Zufallsvariablen sind. Letzteres folgt aus der Nichtmessbarkeit der Men-
ge B und den Beziehungen

{we (0,1): Xj(w) <0} ={we (0,1): Xs(w) >0} = B.
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Im allgemeinen Fall einer zufélligen quadratischen Gleichung erzeugt jedoch die Zuordnung

_ —AW) + VAT(W) — 4Ap(w) As(w)

Xl(W) - 2A2(w ’
_ —A(W) = VAN (W) — 44y (w) As(w)
Xolw) = 24, (w)

auf der Menge {w € Q : As(w) # 0, A%(w) > 4Ap(w)As(w)} zwei reellwertige messbare
Funktionen.

Die Verteilung der messbaren Losungen kann mit Hilfe der obigen Formeln gefunden werden,
so gelten z. B. im Fall einer absolutstetigen Verteilung des Zufallsvektors (Ag, Ay, As)

P(X,<z)= /// D(Ao,Ar,42) (00, a1, a2) das day dag,
B(x)

wobei die Menge B(z) definiert ist durch (X, soll reell sein)

— 2_4
B(z) = {(aoaah%) € R?:ay #0, a? > dagay, v < a + \ém}'
a

2

Fiir die im allgemeinen komplexwertige Zufallsgrofie X gilt

%[ [ —ay + +/a? — dagasy
B{X} = 2a
—00 J—o0 J—0 2

p(A07A17A2)<a07 aq, a2) day day dag.

Anfangswertproblem fiir zufillige gewo6hnliche Differentialgleichung

Betrachten wir nun die zuféllige homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung fiir eine
reellwertige Zufallsfunktion (X (¢);t € R)

X(tw)=Aw)X(t,w), X(0,w)= Xo(w), w € .

Hier sind A und X, gegebene Zufallsvariablen, wieder definiert durch ihre gemeinsame Ver-
teilung. Das Intervall der reellen Achse, auf dem eine Losung einer gewohnlichen Differen-
tialgleichung bestimmt werden soll, ist nicht immer vorgegeben, wir werden jedoch gleich
feststellen, dass in diesem Beispiel die Losung auf ganz R giiltig ist. Fiir feste w € Q ist A(w)
eine reelle Zahl, ebenso Xy(w), und aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen
wissen wir, dass fiir diese Werte die Funktion

X(t,w) = Xo(w) exp(A(w)t), teR,

die Differentialgleichung 16st (dies kann man durch einfaches Einsetzen iiberpriifen). Aufler-
dem ist klar, dass fiir jeden festen Wert ¢ € R die Abbildungen

X(t): Q—-R, wr— X(t,w)= Xo(w)exp(A(w)t)

messbar, also reellwertige ZufallsgroBen sind, d. h. die Familie der Zufallsvariablen (X (¢);t €
R) definiert einen reellwertigen Zufallsprozess (mit Realisierungen, die unendlich oft diffe-
renzierbar auf R sind). Wir haben somit eine sogenannte pfadweise oder realisierungsweise
Losung der obigen zufilligen gewohnlichen Differentialgleichung gefunden, das Symbol X
kann hier als gewohnliche Ableitung fiir alle konkreten Realisierungen der Zufallsfunktion
betrachtet werden.
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In der Stochastik werden meist zwei Zufallsvariablen miteinander identifiziert wenn sie fast

sicher {ibereinstimmen. In diesem Zusammenhang sollte auch iiberpriift werden, ob fiir die

Losung unserer zufilligen Differentialgleichung fast sicher gleiche gegebene Groflen auch zu

fast sicher gleichen Losungsprozessen fiihren. In unserem Fall folgt diese Eigenschaft aus der
Darstellung der Losung. Seien A und X, zwei Zufallsvariablen mit A = A f. s, Xy = X f.
s., d. h.

P ({w Aw) = A(w)}) —1, P ({w - Xo(w) = Xo(w)}> —1,

dann gilt fiir die Losung (X (t);t € R) des zufilligen Differentialgleichungsproblems X (t) =
AX(t), X(0) = X, eine analoge Darstellung wie oben und folglich fiir alle ¢ € R

X(t)=X(@) f.s,dh P ({w L X(t,w) = X(t,w)}) ~ 1.
Mehr noch, aus der Losungsdarstellung folgt die stéirkere Eigenschaft
P ({w L X(w) = X(t,w) Vi€ R}) —1

d. h. die beiden zufiilligen Losungsprozesse (X (t);t € R) und (X (t);¢ € R) sind im Sprach-
gebrauch der stochastischen Analysis ununterscheidbar.

Bei der Bestimmung der Verteilung der Losung werden als erstes die sogenannten eindi-
mensionalen Verteilungen, d. h. die Verteilungen der Zufallsvariablen X (t) fiir jeweils feste
Zeitpunkte t € R interessieren.

Beispiel 4 Wir nehmen beispielhaft an, dass der Anfangswert Xy(w) = zg > 0,Vw €
eine reelle deterministische Konstante ist und die Zufallsgrole A normalverteilt mit Erwar-
tungswert p und Varianz o2 ist (A ~ N (i, 0?)). Dann ist fiir feste Werte ¢ € R die Zufalls-
variable exp(At) lognormalverteilt (siehe z. B. Abschnitt 1.2.2), exp(At) ~ LN (ut, o*t?),
und folglich gilt fiir die eindimensionalen Verteilungsfunktionen in diesem Fall

T 1 In(z/zo) (U . ,ut)2
<z)= <)o - L0 I
P(X(t)<xz)=P (exp(At) < $0) N /Oo exp ( 5o ) du

Fiir die Erwartungswertfunktion und die Varianzfunktion berechnet man in diesem Fall ohne
Schwierigkeit

2
Var{X (t)} = Var{zgexp(At)} = af exp(2ut + 0*t*) (exp(c”t?) — 1) .

E{X()} — E{roexp(Al)} — 2 exp (ut ; ﬂ) |

Als einfache Charakteristik der zweidimensionalen Verteilungen (fiir die Ausdriicke mit Hilfe
der Losungsdarstellung gefunden werden konnen) lésst sich die Kovarianzfunktion angeben.
Fiir s,t € R erhélt man

Cov{X(s), X (6)} = BAX(5)X(1)} — BAX () E{X (1)}
= E{xjexp (A(s + 1))} — E{xgexp(As)}E{xqexp(At)}

o2(s +t)? o2s o2t?
= a5 exp </~L(5+’5)+¥) — x5 exp (u8+ +Mt+—>

2 2 2

= 23 exp (,u(s +1)+ W) (exp(o?st) — 1) .
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Der zufillige Losungsprozess besitzt endliche zweite Momente, ebenso gilt dies auch fiir den
in der rechten Seite der Differentialgleichung auftretenden Term AX (t) wegen

1 > (a —p)?
B(aBexp(2a0} =~ [~ o (200 )

oz > oo [ (@ — p — 20%t)? N 4ot? da
V2102 J e P 20 20

= x5 (0 + (u + 20°t)?) exp(207t7).

Damit kann in diesem Beispiel die Ausgangsdifferentialgleichung (mit diesen Parametern A
und Xy = z auch als Differentialgleichung im quadratischen Mittel (die Ableitung X als
Ableitung im quadratischen Mittel) verstanden und gelost werden. O

Unter bestimmten, nicht allzu einschréankenden Bedingungen gilt fiir die Erwartungswert-
funktion eines pfadweise differenzierbaren Zufallsprozesses (X (t);t € R) (Existenz wieder
vorausgesetzt)

dE{X(t)}  dmx(t)

my () = B{X ()} = —— = = === =nx(t).

Koénnten wir annehmen, dass in unserer Ausgangsdifferentialgleichung der zuféllige Koef-
fizient A und der zufillige Losungsprozess stochastisch unabhéngig sind, beide endliche
Erwartungswerte besitzen und die entsprechenden notwendigen Bedingungen erfiillt sind,
wiirde gelten

dE{X (1)}
dt
d. h. falls E{A} = p € R wiirde gelten

= E{X(t)} = E{AX (1)} = E{A}E{X (1)},

mx(t) = umx(t)

Dies ist eine deterministische lineare homogene gewthnliche Differentialgleichung mit allge-
meiner Losung

mx (t) = mx(0) exp(ut), t e R.

Oben berechneten wir fiir einen normalverteilten Koeffizienten A eine andere Erwartungs-
wertfunktion. Dies zeigt, dass die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit von A und
(X (t);t € R) hier nicht angebracht ist (und sich folglich unter diesen Bedingungen aus der
zufilligen Differentialgleichung fiir die Zufallsfunktion keine deterministische Differential-
gleichung fiir die entsprechende Erwartungswertfunktion ableiten ldsst; entsprechendes gilt
natiirlich auch fiir die Korrelationsfunktion etc.). In der Tat folgt ja aus der Losungsdar-
stellung, dass die Losung auf eine ganz bestimmte Art vom Koeffizienten abhéngig ist. Die
Zufallsgroe A und der Zufallsprozess (exp(At);t € R) konnen aber nur dann stochastisch
voneinander unabhéngig sein, wenn A = p f. s. mit einer festen reellen Zahl p ist (und die
zufillige Differentialgleichung zu einer einer Differentialgleichung mit ,,deterministischen®
Koeffizienten wird).

Zum Beweis dieser Aussage bemerken wir, dass wenn A und exp(At),t # 0, unabhéngige Zufalls-

In(exp(At))

groflen sind, auch A und A = als stetige Funktionen der Ausgangsgrofien unabhéngig

sind. Damit gilt fiir beliebige Borel-Mengen B € B(R)
P(Ae B)=P({Ae B}n{A e B}) =[P(4 e B)]?,
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also P(A € B) =0 oder = 1, d. h. die Zufallsgrofie A ist fast sicher konstant.

Ahnlich zu den eben beschriebenen Ausfithrungen lésst sich auch der Fall einer inhomogenen
linearen Differentialgleichung erster Ordnung behandeln. Fiir die zufillige Differentialglei-
chung

X(tw) = AW)X(t,w) + Bt,.w), teltnt), X(tow)=Xow), to € [t,ta], w € Q,

mit einem gegebenen Zufallsprozess (B(t);t € [t1,ts]) mit stetigen Trajektorien existiert der
zufillige Losungsprozess

X(t) = Xoexp (A(t —tg)) + /t exp(A(t — s))B(s) ds, t € [ty,ta],

to

woraus sich wieder Aussagen iiber die Verteilung oder Momente etc. gewinnen lassen.

1.2.4 Randwertproblem fiir zufillige gew6hnliche Differentialglei-
chung

Nun wollen wir noch eine Randwertaufgabe fiir eine zufillige gewdhnliche Differentialglei-
chung betrachten. Gesucht sei die Losung des Problems

X(t,w) + A2W)X(tw) =0, XO,w) =1, X(Hw),w)=0, tel0,Hw)], weq.

Hier seien A und H positive reellwertige Zufallsvariablen. Dieses Problem beschreibt als
einfaches Modell die Amplitudenénderung einer vertikal einfallenden Erdbebenwelle beim
Durchlaufen der obersten Schicht der Erdoberfliche. Dabei wird die Schichtdicke als zufillig
angenommen (ungenaue Kenntnisse der Schichtdicke widerspiegelnd) und eine Dampfung
wird nicht berticksichtigt. Der positive Koeffizient A kann in diesem einfachen Modell iiber
die als deterministisch angenommene Erregerfrequenz f der Welle und die zuféllige Wellen-

geschwindigkeit C' mittels A = Ul dargestellt werden. Insbesondere geht man bei dieser

Modellbildung von einer konstanten Wellengeschwindigkeit in der Schicht aus, es wird also
der Fall eines stochastisch ,,homogenen* Mediums betrachtet. Als Variable des Definitions-
bereiches der Zufallsfunktion wurde bei dieser Beschreibung etwas uniiblich, aber in Uber-
einstimmung mit dem vorigen Abschnitt, der Buchstabe ¢ fiir den vertikalen Abstand von
der unteren Schichtgrenze gewéhlt. Die Randbedingung X (0) = 1 steht fiir eine einfallende
Welle mit Amplitude 1.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung i (t) + a?z(t) = 0 mit a > 0 lautet
x(t) = ky cos(at) + ko sin(at), ki, ko € R.
Das Einsetzen der Randbedingungen liefert z(0) = 1 = k; und

sin(ah)

t(h) =0 = —asin(ah) + akycos(ah) = ky = cos(ah)’

also existiert eine Losung fiir diese Randwertaufgabe nur, wenn cos(ah) # 0 gilt, sie lautet
dann

sin(ah)

cos(a(h — t))

(t) = cos(at) + cos(ah)

cos(ah) sin(at) =
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Der Betrag |z(h)| der gesuchten Funktion fiir ¢ = h (entspricht der Erdoberfliche) gibt
dann die Amplitude der Welle an der Erdoberfliche an. In diesem Zusammenhang sind zwei
Groflen von besonderer Bedeutung, die Resonanzfrequenzen und die Verstiarkungsfunktion.
Die Verstarkungsfunktion geben in Abhéngigkeit von der Frequenz der einfallenden Welle
die Amplitude der Welle an der Erdoberfliche an. Die Resonanzfrequenzen sind diejeni-
gen Frequenzen, fiir die die Verstiarkungsfunktion (lokale oder globale) Maxima annehmen.
In diesem Fall einer Modellierung ohne Beriicksichtigung von Dampfung sind das genau
die Stellen, in denen die Verstidrkungsfunktion Polstellen besitzt und folglich keine Losung

existiert. o f
T

Setzen wir @ = — ein, erhalten wir aus der Bedingung cos(ah) = 0 fiir die Nichtexistenz
c

von Losungen

2nf,h c c
= / =—4+mr & fn=—+m—=

ah c 2 an Moy

mENQI{O,l,Q,...}.
Von besonderer Bedeutung ist die Hauptresonanzfrequenz f, = 4i

In dem hier betrachteten Fall eines zufilligen Mediums ist die Hauptresonanzfrequenz eine
Zufallsgrofle, die sich als Quotient der Zufallsvariablen C' und 4H darstellen l&sst,

)
4H(w)

Fy(w)

Die Verteilung und andere Kenngréfien lassen sich mit Hilfe der Methoden aus Abschnitt
1.2.1 bestimmen.
Die zufillige Verstarkungsfunktion kann mit

1

coS (7%(?5()@)

V(f,w) ::‘ , >0, weq,

als der Betrag der Losung fiir ¢t = H(w) in Abhéingigkeit vom Parameter f > 0 angegeben
werden. Die Messbarkeit dieser Funktion bei fixierten Werten f folgt u.a. wieder aus obiger
Darstellung.

Zur Berechnung der eindimensionalen Verteilungen fiir feste Werte f > 0 sei > 1. Dann

gilt
2nfH 1
>

1
@) =PIV(7) <) (}m,( my ) (

(oo (Fe7) 22) re (e (587) <)

k arccos (%) k arccos (%)
o+ 2mit) (5 _avmi)]
H

Hier wurde der zufallige Quotient rol mit £ bezeichnet, eine stetige Verteilung von ¢ an-

I
Y

R <L;Sf(5) ) ~F(0)+Y)

k=1

1
genommen und die Intervalle I;(z) sind definiert durch [y(z) = [O,arccos <—)] und
x
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1 1

I(z) = {lm — arccos (—) , kT + arccos (—)} , k € N. Damit lassen sich die eindimen-
x x

sionalen Verteilungen der zufilligen Verstdarkungsfunktion auch durch die Verteilung der

Zufallsvariable ¢ = — berechnen. Analog kénnen auch zwei- oder hoherdimensionale Vertei-

lungen berechnet werden, ebenso falls sie existieren die Momentenfunktionen, zum Beispiel
die Erwartungswertfunktion.



Kapitel 2

Elemente der Theorie zufilliger
Funktionen und der stochastischen
Analysis

2.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Von den Zufallsgréfen und Zufallsfunktionen wird im Weiteren immer angenommen, dass
sie auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 4, P) definiert sind. Der Begriff eines Wahr-
scheinlichkeitsraumes ist ein grundlegender mathematischer Begriff in der Stochastik, der
es erlaubt, viele Schliisse exakt und relativ einfach durchzufiihren. Bestandteile eines Wahr-
scheinlichkeitsraumes (€2, .4, P) sind eine nichtleere Menge €2, eine o—Algebra A von Teil-
mengen dieser Menge 2 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (2,.4). Ein System (eine
Menge) A von Teilmengen der Menge ) wird dabei eine o—Algebra genannt, wenn die
Grundmenge  und die leere Menge () zu A gehéren, mit einer Menge A € A auch deren
Komplementmenge 2\ A in A liegt und abzéhlbare Vereinigungen und Durchschnitte von
Mengen aus A wieder Elemente von A sind, d. h. es gelten die Beziehungen

eVAec A: AcC
e Qc A 0eA
e Ac A = Q\AecdA

e A, c AneN = GAneA, ﬁAneA.
n=1 n=1

Die Elemente der o—Algebra A werden auch zufillige Ereignisse oder etwas abstrakter
messbare Mengen genannt. Ein Paar (€2, .4), bestehend aus einer nichtleeren Menge 2 und
einer c—Algebra A von Teilmengen von 2 heifit auch messbarer Raum oder Messraum.
Das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (€2, .4) ist eine Abbildung, die jedem zufilligen Ereignis
A € A eine reelle Zahl P(A) zuordnet, wobei die folgenden Axiome erfiillt sein miissen.

e 0<P(A) <1 VAecA;
e P(Q) =1;

22



H.-J. Starkloff  15. Mérz 2004 Zufillige Gleichungen 23

o fiir A, e A neN,A,NA, =0 falls n #m, gilt
P (U An> => P(4,),
n=1 n=1

wobei letztere Reihe immer (absolut) konvergiert.

Bei den allermeisten mathematischen Untersuchungen zu Zufallsmodellen wird der Wahr-
scheinlichkeitsraum nicht explizit angegeben. Dann wird angenommen, dass alle definierten
und zu definierenden Groflen auf einem ausreichend reichhaltigen (aber manchmal auch
nicht zu ,umfangreichen*) Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Damit ,lebt* der Wahr-
scheinlichkeitsraum meist im Verborgenen, er ist auch nicht eindeutig bestimmt. Trotzdem
ist er fiir die mathematisch exakte Modellierung &uflerst niitzlich. Wiirde man nur mit
Verteilungen der auftretenden Zufallsvariablen und -funktionen arbeiten, wiirden viele Un-
tersuchungen komplizierter werden.

Wenn in speziellen Situationen ein konkreter Wahrscheinlichkeitsraum verwendet werden
soll, kann man diesen héufig folgendermafien wéhlen.

Die Grundmenge © = [0,1] C R ist das Intervall der reellen Zahlen zwischen 0 und 1. Als
o—Algebra A wihlen wir die o0 —Algebra der BOREL-Mengen auf dem Intervall [0, 1], dies ist
die kleinste c—Algebra, die alle offenen Teilintervalle (oder alle offenen Teilmengen, oder alle
abgeschlossenen Teilintervalle, ...) enthilt, A = B([0,1]). Als Wahrscheinlichkeitsmaf auf
diesem Raum kann man das LEBESGUE-Maf} auf dem Intervall [0, 1] verwenden, P = Leb,
damit betragt das Mafi (die Wahrscheinlichkeit) jedes Teilintervalls genau seiner Lénge:
Leb ([a,b]) = b — a. (Genauso kann man hier natiirlich als Grundmenge das offene Intervall
(0,1) oder eines der halboffenen Intervalle (0, 1] oder [0, 1) betrachten.)

Weitere wichtige messbare Réume sind:

(R,B(R)), die Menge der reellen Zahlen mit der c—Algebra der BOREL-Mengen in R
(beziiglich der Topologie, die vom gewohnlichen Abstand erzeugt wird) und

(R, B(R?)),d € N, der d—dimensionale euklidische Raum mit der o—Algebra der BOREL-
Mengen (beziiglich der gewohnlichen euklidischen Topologie).

2.1.2 Zufallsgréfien

Eine reelle Zufallsgrofle (Zufallsvariable) X ist eine messbare Abbildung von einem messba-
ren Raum (£2, A) (von einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)) in die Menge der reellen
Zahlen, ausgestattet mit der c—Algebra der BOREL-Mengen, d. h. in den messbaren Raum
(R, B(R)). Genauer gilt

X: Q-R, Q3w+ Xw)eR
mit
{weQ: X(w)eB}={XeB}=X'(B)ecA
fiir alle BOREL-Mengen B € B(R).
Diese mathematisch technische Bedingung bewirkt, dass die mathematischen Schliisse ex-
akt bleiben. In ,angewandten® stochastischen mathematischen Modellen werden haufig be-
stimmte Ausgangsgréfien als messbar angenommen, bei der Untersuchung des Modells auf-

tretende weitere Zufallsgroflen sind dann unter nur schwachen und meistens natiirlichen
Restriktionen wieder messbar.
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Als Verallgemeinerung des Begriffes der Zufallsgrofie kann der Begriff eines Zufallselementes
betrachtet werden. Ist (X, Sy) ein messbarer Raum, dann heifit die messbare Abbildung

X: Q=X Qowr—Xw)eXx
mit
{weQ: X(w)eB}={XeB}=X'(B)ecA

fir alle Mengen B € Sy ein Zufallselement in (X, Sy) oder einfacher in X.

Fiir die Gleichheit von Zufallsgréfien gibt es verschiedene mogliche Definitionen. Die wich-
tigste ,starke® Gleichheitsdefinition lautet wie folgt.

Zwei reelle Zufallsgrofien Xy, X, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) heiflen dqui-
valent oder f. s. gleich, falls

P ({w: Xi(w) = Xs(w)}) = P(X, = X,) = 1

gilt, der mittlere Term ist dabei eine hiufig verwendete verkiirzte Schreibweise fiir den linken
Ausdruck. Diese Gleichheit wird als

X1 = X2 f. s.

geschrieben. Es ist leicht zu sehen, dass in der Menge aller reellen Zufallsvariablen auf einem
fixierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) die Relation

X ~ X, s X=X f s

eine Aquivalenzrelation ist. Die Menge der Aquivalenzklassen von Zufallsvariablen bildet
den Raum L°(Q, A, P;R).

Héufig werden bei der Untersuchung von mathematischen Modellen fast sicher gleiche Zu-
fallsvariablen miteinander identifiziert (als gleich angesehen), dies entspricht der Arbeit mit
Aquivalenzklassen. Manchmal ist jedoch etwas Vorsicht geboten, so ist z. B. fiir eine Aqui-
valenzklasse bei einem festen Wert w € Q kein ,,Funktionswert® definiert. Im Rahmen der
Betrachtung von Aquivalenzklassen bzw. der Identifizierung von fast sicher gleichen Zufalls-
grofen ist es auch moglich, mit Zufallsvariablen zu arbeiten, die nicht fiir alle w € €2 definiert
sind, sondern nur auf einer Menge Q* C 2 vom Mafi 1 (P(Q2*) =1).

Da im Allgemeinen die Zufallsvariablen nicht als konkrete Abbildungen des Wahrscheinlich-
keitsraumes in die Menge der reellen Zahlen gegeben sind, wird die fast sichere Gleichheit
von Zufallsvariablen meistens fiir aus (als gegeben angesehene) Basisgrofen berechnete un-
tersucht.

Die Summe, die Differenz, das Produkt, der Quotient (wenn der Nenner ungleich Null ist)
von zwei Zufallsvariablen sind wieder Zufallsvariablen, diese Operationen sind auch ver-
traglich mit der Aquivalenzklassenbildung.

Jede ZufallsgroBe X : Q — R (jede Aquivalenzklasse von f. s. gleichen ZufallsgroBen) erzeugt
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Wertebereich (R, B(R)), welches die Verteilung Px der
Zufallsgrofle genannt wird,

Px(B) =P ({w: X(w) € BY) =P(X € B) = P(X"Y(B)), BeBR).

Die Verteilung einer Zufallsgréfle X wird eindeutig bestimmt und beschrieben durch die
Verteilungsfunktion Fx(-) : R — [0, 1],

Fx(z) =P{w: X(w)<z})=P(X <z), z€R.

Grundlegende Eigenschaften der Verteilungsfunktion Fx(-) sind
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(i) lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1;

Tr——00 Tr—00

(ii) Fx(-) ist monoton nicht fallend;
(iii) Fx(-) ist rechtsseitig stetig auf der gesamten reellen Achse.

Jede reelle Funktion R — [0,1] mit diesen Eigenschaften ist Verteilungsfunktion einer
Zufallsgrofle. (Verteilungsfunktionen fiir ZufallsgroBen kénnen auch durch die Beziehung
Fx(z) = P(X < ) definiert werden, dann sind diese Funktionen linksseitig stetig, die
anderen Figenschaften bleiben erhalten.)

Mit Hilfe der Verteilung bzw. der Verteilungsfunktion lésst sich ein schwécherer Begriff der
Gleichheit von Zufallsgrofen definieren. Zwei Zufallsgrofen X : (Q1,.4;,P1) — (R, B(R))
und Xo @ (€9, 45, P2) — (R,B(R)) (d. h. sie konnen auf verschiedenen Wahrscheinlich-

keitsrdumen definiert sein) heiflen identisch verteilt, falls
Fx,(z) = Fx,(z) VxeR,
oder dquivalent dazu
Px,(B) = Px,(B) VY B € B(R).

Es gibt verschiedene Typen von Verteilungen, Verteilungsfunktionen bzw. reellen Zufalls-
variablen, und zwar absolut stetige, diskrete und singulér stetige (und Mischungen dieser

Typen).
Eine Verteilungsfunktion Fx(-) ist absolut stetig, wenn eine integrierbare Funktion px(-) :
R — R existiert mit

Fx(z) :/ px(u) du, Ve

Dabei ist im Allgemeinen ein LEBESGUE-Integral gemeint, sehr haufig sind diese Funktionen
aber auch RIEMANN-integrierbar. Diese Funktion px (-) heifit Verteilungsdichte, fiir sie gelten
px(u) > 0 fiir fast alle u € R beziiglich des LEBESGUE-Mafles auf (R, B(R)) und

/_OO px(u)du = 1.

(e 9]

In den Punkten der reellen Zahlengeraden, in denen fiir eine absolut stetige Verteilungs-
funktion die Ableitung existiert, ist diese Ableitung der Wert der Dichtefunktion:

- dx

px(z)

Genauer gesagt sind zwei Funktionen py,po : R — R, die fiir fast alle u € R beziiglich
des LEBESGUE-Mafles tibereinstimmen, entweder beide oder keine von beiden Dichtefunkti-
on zur gegebenen Verteilungsfunktion, wir kénnen also auch hier wieder Aquivalenzklassen
betrachten. Die Funktion, deren Funktionswerte die Werte der Ableitung der Verteilungs-
funktion sind (in den Punkten, in denen die Ableitung existiert), ist ein Vetreter dieser
Aquivalenzklasse.

Die Verteilungsfunktion bzw. Verteilung ist eine sehr umfangreiche Charakteristik von Zu-
fallsgréBen. Sehr héufig kann oder muss man mit einfacheren, abgeleiteten Charakteristiken
auskommen, die dann die Verteilung der Ausgangsgréfie nicht mehr vollstéindig beschreiben.
Eine wichtige Klasse derartiger Charakteristiken sind die Momente der Zufallsgrofle.
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Das erste Moment oder der Erwartungswert einer Zufallsgrofle X kann als das abstrakte
LEBESGUE-Integral beziiglich P oder als STIELTJES-LEBESGUE-Integral beziiglich Py oder
Fx definiert werden,

BX} = [ X(@Pe) = [ 2dFs(a)

—00

vorausgesetzt eines dieser Integrale existiert. Fiir nichtnegative Zufallsgrofien Y gilt dabei

n2™—1
1
E{Y} = lim > %P (2—]‘; <Y < ’%) +nP(Y > n).

Fiir beliebige Zufallsgroen X werden die Erwartungswerte vom positiven Anteil X, =
sup{ X, 0} und vom negativen Anteil X_ = sup{—X, 0} berechnet. Sind beide endlich, dann
gilt nach Definition E{X} = E{X,} — E{X_}. Das k—te Moment ist der Erwartungswert
der ZufallsgroBe X*, d. h.

[e.9]

E{X’“}:/QX’“(w)P(dw):/ 2* dFx(x).

—00

Fiir absolut stetige Zufallsgroflen kann das k—te Moment auch mit Hilfe der Dichtefunktion
berechnet werden,

E{X*} = /_ Z *px (7) dr.

Diese Momente existieren nicht fiir alle Zufallsgrofien, die Existenz (die Endlichkeit) der
Momente erfordert ein bestimmtes ,, Verhalten der Verteilung® fiir betragsmafig grole Werte.
Die wichtigsten Momente, die sehr héufig in stochastischen Modellen verwendet werden,
sind der Erwartungswert oder Mittelwert E{X}, das zweite absolute Moment

E{X?} = / 2 dFx (x)
und die Varianz als zentrales Moment zweiter Ordnung
Var{X} = E{(X - E{X})"} = E{X?} - (B{X})".

Die nichtnegative Quadratwurzel aus der Varianz /Var{ X} wird Standardabweichung der
ZufallsgroBle X genannt.

Die Verteilung (die Verteilungsfunktion) einer reellwertigen Zufallsgrofie kann eindeutig auch
durch die zugehorige charakteristische Funktion ¢ x(+) beschrieben werden. Sie ist eine kom-
plexwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen und wird definiert durch

vx(u) := E{exp(iuX)} = E{cos(uX) + isin(uX)}
= /_ e dFy(z) = /_ cos(ux) dFx(x) + i/_ sin(ux) dFx(x).

Die charakteristische Funktion existiert fiir jede Verteilungsfunktion (und damit Zufalls-
grofe), sie ist stetig, beschrinkt und nichtnegativ definit, d. h. fiir beliebige n € N und
beliebige Auswahlen u; € R, z; € C,1=1,...,n, gilt

Z @X(uz — Uj)ZiZ_j Z 0.

ij=1
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Hier bezeichnet z; die konjugiert komplexe Zahl zu z; € C.
Eine Funktion ¢ : R — R heifit BOREL-Funktion, wenn sie B(R)/B(R)—messbar ist, d. h.
g ' (B)={r €R:g(x) € B} € BR) V B € B(R).

Ist g : R — R eine BOREL-Funktion und X : {2 — R eine reelle Zufallsgréfie, dann ist auch
Y Q- R Y(w) = g(X(w)) eine reelle ZufallsgroBe. Existiert der Erwartungswert, dann
gilt

B{Y} = E{o(X)} = [ glo) dFx(o)

2.1.3 Zufallsvektoren

Eine endliche Anzahl von reellen Zufallsvariablen X1, ..., X, auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum bilden einen Zufallsvektor X = (X1,..., X,,)T. Dieser kann als Zeilen- oder Spalten-
vektor geschrieben werden, hiufig wird mit Spaltenvektoren gearbeitet. Mit -7 bezeichnen
wir hier die Transponierte eines Vektors oder einer Matrix. Eine dquivalente Definition eines
Zufallsvektors X kann als messbare Abbildung 2 — R" (der n—dimensionale euklidische
Raum R" wird dabei mit der c—Algebra der BOREL-Mengen B(R")) ausgestattet) gegeben
werden. Inhaltlich werden mit einem n—dimensionalen Zufallsvektor n zu messende zuféllige
GrofBen in einer Zufallssituation modelliert. Fiir Zufallsvektoren ist die gemeinsame Vertei-
lung der Komponenten X7, ..., X, wichtig, da im Allgemeinen durch das Annehmen von
Werten aus bestimmten Bereichen fiir eine Komponente die Wahrscheinlichkeiten (Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen) fiir andere Komponenten beeinflusst werden. Diese gemeinsame
Verteilung wird durch die gemeinsame Verteilungsfunktion (Verbundverteilungsfunktion)
beschrieben,

FX(~T17---7~rn):F(X1 ..... Xn)<~r17---7~rn):P<X1§x17---7Xn§xn)7 xl,...,anR.

Aus der Verbundverteilungsfunktion lassen sich die Randverteilungsfunktionen der einzelnen
Komponenten oder von Teilvektoren bestimmen, so gilt zum Beispiel

FXI(I‘l) = lim F(Xl ..... Xn)(xl,...,xn), al GR.

Die Verteilung Px des n—dimensionalen Zufallsvektors X ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf dem messbaren Raum (R", B(R™)), definiert durch

Px(B)=P(X~Y(B)) fir B € B(R").

Fiir die speziellen Mengen B = (—o0, 1] X ... X (—o00,z,] mit z1,...,2, € R gilt die
Beziehung Px(B) = Fx(xy,...,x,).

Ein Zufallsvektor X besitzt eine absolut stetige Verteilung, wenn eine gemeinsame Dichte-
funktion px existiert, d. h. eine nichtnegative messbare Funktion mit der Eigenschaft

FX(xl,...,xn):/ / px (U, .., uy) duy ... duy,

auch hier wird dieses Integral im Allgemeinen als n—dimensionales LEBESGUE-Integral ver-
standen, in vielen Féllen kann es jedoch auch als RIEMANN-Integral definiert werden. In den
Punkten, wo die Ableitung existiert, gilt

8”Fx(x1, ce ,l‘n)
px(T1,. .., 2p) = T )
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In diesem Fall sind die Randverteilungsdichten aus der gemeinsamen Dichtefunktion be-
stimmbar, zum Beispiel gilt fiir die Dichtefunktion der ersten Komponente X;

le(xl):/ / px(T1, U, ... Uuy) dus . .. duy,.

Wie im Fall von Zufallsgrofien kann eine einfachere, unvollstdndige Charakterisierung der
Verteilung eines Zufallsvektors iiber abgeleitete Charakteristiken, insbesondere iiber die Mo-
mente, erfolgen. Dabei spielen die Momente erster und zweiter Ordnung eine besondere
Rolle. Im Erwartungswertvektor

E{X} = (E{Xy},..., E{Xn})T

werden die Erwartungswerte der einzelnen Komponenten zusammengefasst. Die Kovarianz
zweier Komponenten (oder allgemein zweier ZufallsgroBen) ist definiert als

Cov{X;, X;} == E{(Xi — E{Xi}) (X; — E{X;})} = E{X,X;} — E{Xi;}E{X,},

die Grofle E{X; X} heifit zweites gemischtes Moment von X; und X;. Die Kovarianzen aller
Komponenten bilden die n x n-Kovarianzmatrix des Zufallsvektors X,

Cov{X} = (Cov{X;, X,})

ij=1,n

Diese ist symmetrisch und nichtnegativ definit, d. h. fiir alle n—dimensionalen Spaltenvekto-
ren u gilt u’ Cov{X }u > 0. Fiir einen zufilligen Spaltenvektor X = (X1, ..., X,,)” konnen
wir auch schreiben

Cov{X}=E {[X _E{X}][X - E{X}]T} .

Der Korrelationskoeffizient zweier reeller Zufallsgréfien X;, X ist unter den Voraussetzungen

Var{X;} = Cov{X,, X;} >0, Var{X;} > 0 definiert durch

_ Cov{X;, X;}
\/Var{Xi}Var{Xj}.

p(Xi, X;) -

Es gilt immer

im Fall von |p(X;, X;)| = 1 existieren reelle Zahlen a;,b; und ¢y, so dass P(a;X; + b;X; =
co) = 1 gilt, d. h. es existiert (genau) dann ein linearer (affin linearer) Zusammenhang
zwischen beiden Zufallsgrofien.

Zwei Komponenten eines Zufallsvektors (zwei ZufallsgroBlen) X; und X; heiBlen unkorreliert,
falls Cov{X;, X;} = 0 gilt.

Teilweise sind auch andere gemischte Momente der Art E {X{“Xé” . X,’j"} wichtig, hier
heifit die Zahl &y + ko + .. . k, Ordnung des Momentes.

Die charakteristische Funktion ¢ x eines Zufallsvektors X ist definiert durch

@X(ul, - ,un) — ) {ei(ule-l—...-f—uan)} '

Sie ist eine komplexwertige Funktion von n reellen Verdnderlichen und besitzt analoge Ei-
genschaften wie charakteristische Funktionen fiir reellwertige Zufallsgrofien. Insbesondere
bestimmt eine charakteristische Funktion vollstdndig und eindeutig die Verteilung des Zu-
fallsvektors.
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Die Komponenten eines Zufallsvektors (X7, ..., X,,)T sind vollstindig (oder in Gesamtheit)
stochastisch unabhingig, wenn gilt

PU{X:e€B}n..N{X,€B,})=P(X1€By)-....P(X, €B,), Bi,...,B,<€BR),

0

F(Xl _____ Xn)<x17---7xn):FXl(x1>'---'FXn<xn)a .Tl,...,.TnGR,
T

Oxr, X)) ULy - Un) = Ox (W) - oo ox, (Un), UL, Uy € R,

¢ falls absolut stetig
Px1, X)) (1 @) = px, (1) - px, (@), X1, 1, €R

In diesem Fall braucht man nur die eindimensionalen Randverteilungen zu kennen, um die
gemeinsame Verteilung angeben zu kénnen. Dies ist giinstig fiir viele Berechnungen. Sind
die Komponenten eines Zufallsvektors nicht stochastisch unabhéngig, reicht die Kenntnis
der Randverteilungen nicht zur Bestimmung der gemeinsamen Verteilung aus.

Sind zwei Komponenten eines Zufallsvektors mit endlichen zweiten Momenten stochastisch
unabhéngig, dann sind diese auch unkorreliert. Die Umkehrung dieser Aussage gilt im Allge-
meinen nicht, d. h. aus der Unkorreliertheit folgt im Allgemeinen nicht die Unabhéngigkeit
der entsprechenden Zufallsgrofien.

Beispiel 5 Eine sehr wichtige und héufig anzutreffende Verteilung ist die Normalvertei-
lung, die auch Gauss-Verteilung genannt wird. Ein n—dimensionaler Zufallsvektor X =
(X1,...,X,)T ist normalverteilt mit den Parametern m und C, geschrieben als X ~
N(m,C), falls fiir seine charakteristische Funktion gilt

1
vx(u) = exp (imTu — auTC’u) , w=(up,...,u,)" €R"

Dabei ist m ein n—dimensionaler (Spalten-)Vektor und C' eine symmetrische, nichtnegativ
definite n x n Matrix, und zwar gelten

m =E{X}, C = Var{X}.

Falls det C # 0 (folglich det C' > 0) gilt, existiert die inverse Matrix C~' und die Verteilung
ist absolut stetig mit der Dichtefunktion

px(x) = W exp (—%(m -m)'C ' (x — 'm)) , xR

Zufallsvektoren, die fast sicher konstant sind, etwa X = m f. s., konnen nach dieser De-
finition mit zu den normalverteilten Zufallsvektoren gezdhlt werden. Es gilt die folgende
aquivalente Definition von normalverteilten Zufallsvektoren.

Ein Zufallsvektor X = (Xy,...,X,)T ist genau dann normalverteilt, wenn fiir beliebige
reelle Vektoren w = (uq, . .. ,un)T € R die Groflen u' X = w1 X1 + ... + u, X, reellwertige
normalverteilte Zufallsvariablen sind.

Setzt man hier fiir u Vektoren ein, bei denen eine Komponente gleich 1 und die anderen
gleich 0 sind, sieht man, dass fiir normalverteilte Zufallsvektoren die Randverteilungen ein-
dimensionale Normalverteilungen sind. Der umgekehrte Schluss ist im Allgemeinen nicht
richtig, d. h. es gibt nicht-normalverteilte Zufallsvektoren, deren eindimensionale Randver-
teilungen GAUSSsch sind. Ein Beispiel kann folgendermaflen konstruiert werden. Es seien &
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und 7 unabhéngige, standard-normalverteilte reelle Zufallsgréfien, £,n7 ~ AN(0,1). Werden
nun zwei Zufallsgrofen vermittels

_ _ Inl, falls £>0,
Xi=6 XQ—{ —|n|, falls € <0,

definiert, dann sind fiir den Zufallsvektor (X, X») die einzelnen Komponenten normalver-
teilt (der Nachweis kann mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit erfolgen), der
Zufallsvektor ist jedoch nicht normalverteilt (es existiert eine Dichtefunktion, die jedoch nur
in zwei Quadranten ungleich Null ist). Sind die Komponenten eines Zufallsvektors jedoch
unabhédngige normalverteilte Zufallsgréfen, dann ist auch der gesamte Vektor normalver-
teilt.

Weiterhin gilt fiir GAUSSsche Zufallsvektoren:

Sei a = (a1,...,a,)7 € R" und A = (a;;)ij=1. n eine reelle n x n Matriz. Ist X ein
normalverteilter Zufallsvektor, X ~ N(m,C), dann ist der Zufallsvektor Y := a + AX
normalverteilt mit Parametern E{Y'} = a + Am und Cov{Y} = ACA", d. h. Y ~
N (a + Am, ACAT).

In den folgenden Punkten werden einige Eigenschaften von normalverteilten Zufallsvektoren
angegeben, die bei der hdufigen Anwendung dieser Verteilung eine Rolle spielen.

e Bei linearen Operationen bleibt der Verteilungstyp erhalten (siehe oben).

e Die Summe von unabhéingigen GAUSSschen Zufallsvektoren ist wieder ein GAUSSscher
Zufallsvektor.

e Die Normalverteilung tritt unter bestimmten Voraussetzungen als Grenzverteilung ei-
ner geeignet normierten Summe von unabhéngigen Zufallsvektoren auf (vgl. Zentralen
Grenzverteilungssatz).

e (Grenzwerte von normalverteilten Zufallsvektoren sind wieder normalverteilt.

e Die gemeinsame Verteilung (und damit auch alle Momente etc.) eines normalverteil-
ten Zufallsvektors ist durch die Erwartungswerte und Kovarianzen der Komponenten
eindeutig bestimmt.

e Sind zwei Komponenten X;, X; eines GAUSSschen Zufallsvektors unkorreliert, d. h.
falls Cov{X;, X;} = 0, dann sind diese beiden Komponenten (Zufallsgrofen) X; und
X auch stochastisch unabhéngig.

O

2.2 Zufallsfunktionen

2.2.1 Zufallsfunktionen, endlichdimensionale Verteilungen, Mo-
mentenfunktionen

Es sei T eine nichtleere Menge (die hier typischerweise unendlich viele Elemente enthilt).

Definition 6 FEine Familie (X(t);t € T) von reellen Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) heifit reelle Zufallsfunktion auf T (mit Definitionsgebiet T).
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Ist das Definitionsgebiet T ein Intervall der reellen Zahlengeraden, spricht man auch auch
von einem Zufallsprozess mit stetiger Zeit, besteht T jedoch aus hochstens abzéahlbar vielen
Punkten, von einem Zufallsprozess mit diskreter Zeit. Insbesondere bezeichnet man Zufalls-
funktionen mit T = N oder T = Z o. i. als Zufallsfolge. Fiir Mengen T C R4, d € {2,3,...},
nutzt man mitunter die Bezeichnung Zufallsfeld, es gibt auch weitere und andere Bezeich-
nungen.

Je nachdem, welchen Verteilungstypen die Verteilungen der einzelnen Zufallsgrofien X (¢),t €
T, angehoren, unterscheiden sich die mathematischen Hilfsmittel zur Untersuchung. Sind al-
le ZufallsgroBen absolut stetig, wird manchmal von stetigen Zufallsprozessen gesprochen, bei
Vorliegen von diskreten Verteilungen der Werte X (t),t € T, von diskreten Zufallsfunktionen.
Zwischen diesen Typen existieren viele Beziehungen, die bei der Untersuchung entsprechen-
der stochastischer Modelle auch ausgenutzt werden.

Ganz analog zu reellen Zufallsvariablen kénnen natiirlich auch fiir Zufallsfunktionen andere
Wertebereiche betrachtet werden. Auf diese Weise konnen komplexwertige oder vektorwer-
tige (hier meint man meist endlichdimensionale) Zufallsfunktionen definiert und untersucht
werden. Auch allgemeinere Wertebereiche (auch Phasenrdume genannt) (X', S(X')) konnen
behandelt werden.

Laut der Definition von Zufallsfunktionen erhélt man fiir fixierte Werte ¢t € T jeweils ei-
ne Zufallsgrofle, insgesamt also eine indizierte Menge (eine Familie) von Zufallsvariablen.
Wird der ,Wert“ w € Q festgehalten, ergibt sich eine Funktion X (-,w) : T — R, die Rea-
lisierung oder Trajektorie oder Pfad der Zufallsfunktion genannt wird. Damit kann eine
Zufallsfunktion auch als Menge aller Realisierungen betrachtet werden, zur Definition von
Wahrscheinlichkeiten sind dann weiterfithrende mathematische Ergebnisse notwendig. Teil-
weise ist es auch giinstig, von vornherein eine Zufallsfunktion als eine Funktion der beiden
Verdanderlichen ¢t € T und w € Q zu betrachten, d. h. X : T x Q2 5 (t,w) — X (t,w) € R.
Eine Charakterisierung von Zufallsfunktionen kann durch die Familie der endlichdimen-
sionalen Verteilungen erfolgen. Dazu wéhlen wir eine beliebige Anzahl n € N und Punk-
te t1,...,t, € T und betrachten die gemeinsamen Verteilungen der zufilligen Vektoren
(X (t1),...,X(t,)). Diese konnen z. B. durch die gemeinsamen Verteilungsfunktionen be-
schrieben werden,

Ftl,...,tn(xlu . 7.’17”) = F(X(tl),...,X(tn)) (.Th e ,l‘n) = P(X(tl) S L1y ... ,X(tn) S .Tn)

Die Gesamtheit aller dieser Verteilungen bzw. Verteilungsfunktionen bildet gerade die Fa-
milie der endlichdimensionalen Verteilungen bzw. Verteilungsfunktionen und bestimmt die
, Verteilung® der Zufallsfunktion (X (¢); t € T). Die endlichdimensionalen Verteilungen einer
Zufallsfunktion (X (¢); t € T) erfiillen automatisch die beiden folgenden Vertréiglichkeitsbe-
dingungen.

(i) Ist (i1,...,17,) eine Permutation von (1,...,n), dann gilt

Byt (T ooy ) = Fyy g (21,00, 00), 21,02, ER

(ii) Fir1 <m <nund zy,...,2, € R gilt

Ftl,...,tm(xla .. 7'17771) - hm Bl,...,

byt seotn (l’l, P o $m+1, e 73771)'
Lm+1"700,...;,Ln—00

Bemerkenswert ist, dass man von einer vollstindigen Familie von derartigen Verteilungs-

funktionen nur diese beiden Bedingungen fordern muss, damit diese Familie auch wirklich

eine Familie von endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen zu einer Zufallsfunktion ist.
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Satz 7 (Satz von KOLMOGOROV )

Es sei T eine beliebige nichtleere Menge und gegeben sei eine Familie von endlichdimen-
sionalen Verteilungsfunktionen Fy, 4, (x1,...,x,) mit beliebigen n € N und ty,...,t, € T,
welche die beiden Vertrdglichkeitsbedingungen (i) und (ii) erfillen.

Dann ezistiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und eine Zufallsfunktion (X (t);t €
T) darauf, fir welche die gegebene Familie von Verteilungsfunktionen genau die Familie der
endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen ist.

Die Familie der endlichdimensionalen Verteilungen ist naturgeméafl ein sehr umfangreiches
Objekt. Um konkrete Aussagen machen zu kénnen versucht man, die gemeinsamen Vertei-
lungen hoherer Dimension aus denen geringerer Dimension, im Allgemeinen aus eindimen-
sionalen und zweidimensionalen Verteilungen, zu konstruieren. Darauf aufbauend werden
verschiedene Klassen von Zufallsprozessen behandelt, so z. B. die Prozesse mit unabhéngi-
gen Werten (in diskreter Zeit), Zufallsprozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen oder MARKOV-
Prozesse.

Bemerkung. Eine Zufallsfunktion kann auch als Maf in einem Funktionenraum betrachtet
werden. So kann man z. B. als Raum der Elementarereignisse die Menge aller Funktionen
auf T wiéhlen,

Q=RT={w(-): T—R, t—w(t)€R}.

Eine geeignete o-Algebra ist in diesem Fall die von den sogenannten Zylindermengen, d. h.
von Mengen der Art

77777 o (Br,...,By) ={w() eRY 1 w(ty) € By, ...,w(t,) € By}

mit B; € B(R),i =1,...,n,n € N, erzeugte c—Algebra, die hier mit B(R") bezeichnet wer-
den soll. Ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf dem messbaren Raum (RT, B(R")) gegeben,
gilt fiir den durch

X(t,w) == w(t), teT, weRT,
definierten (unmittelbar gegebenen) Zufallsprozess
P(Z, +,(B1,....,B,)=P(X(t1) € By,...,X(t,) € By,),

d. h. das Maf} P liefert sofort die endlichdimensionalen Verteilungen. Andererseits kann man
ausgehend von einer Familie der endlichdimensionalen Verteilungen das entsprechende Maf3
auf (R, B(RT)) definieren. Dieses wird auch die Verteilung der entsprechenden Zufallsfunk-
tion genannt.

Eine ofters verwendete Art der Definition von Zufallsfunktionen besteht darin, in einer re-
ellwertigen Funktion mit bestimmten Parametern diese Parameter durch zufillige Variablen
zu ersetzen. So konnen zum Beispiele zuféllige Polynome

mit Zufallsvariablen Ay, Ay, ..., A, oder zuféllige trigonometrische Polynome der Gestalt
Xo(t) = Agcos (Art + Ay) mit ZufallsgroBen Ag, Ay, Ay betrachtet werden. Entsprechendes
gilt natiirlich auch fiir komplexwertige oder vektorwertige Zufallsfunktionen.

Analog zu Zufallsgroflen und Zufallsvektoren kann eine einfachere und unvollstéindige Be-
schreibung der Verteilung einer Zufallsfunktion (X (¢); ¢ € T) durch abgeleitete Kenngrofien,
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vor allem Momentenfunktionen, erfolgen. Dabei ist als wichtigste sicher die Erwartungswert-
funktion

mx(t) =E{X(®)}, teT,

zu nennen. Sie ist fiir eine reelle Zufallsfunktion eine reellwertige Funktion der Variablen
t € T und existiert, wenn fiir alle ZufallsgroBen X (¢),¢ € T, der Erwartungswert endlich ist.
Fiir Momente zweiter Ordnung kann als Funktion einer Variablen die Varianzfunktion

vx(t) = Var{X(1)} = B{(X(t) - mx (D]*} = B{X2(t)} — m% (1), teT,
definiert werden. Weiterhin sind die Kovarianzfunktion
Cx(tq,t2) := E{X(t1) X (t2)}, t1,t, €T,
und die Korrelationsfunktion

Rx(t1,t3) := Cov{X(t1), X(t2)} = E{[X(t1) — mx (t1)][X(t2) — mx(t2)]}
= Cx(tl,tg) — mx(tl)mx(tQ), ti1,to € T,

von Interesse (die Begriffe werden in der Literatur nicht einheitlich gebraucht). Letztere
beiden Funktionen sind nichtnegativ definit, d. h. fiir beliebige n > 2, ¢1,...,t, € T und
komplexe Zahlen zq, ..., z, € C gilt

> Ox(tity)zz >0, > Rx(ti,t;)z% > 0.

ij=1 ij=1
Insbesondere sind diese Funktionen damit symmetrisch, d. h.
Cx(t1,t2) = Cx(t2, t1), Rx(t1,t2) = Rx(t2, 1), t1,t2 € T,

dies folgt auch direkt aus den Definitionen.
Die Erwartungswertfunktion kann eine beliebige reelle Funktion auf T sein, die Varianzfunk-
tion eine beliebige nichtnegative Funktion.

Ein wichtiges Beispiel fiir Zufallsfunktionen sind die GAUSSschen oder normalverteilten
Zufallsfunktionen.

Definition 8 FEine Zufallsfunktion (X(t); t € T) heiffit GAUSSsche Zufallsfunktion, wenn
alle thre endlichdimensionalen Verteilungen GAUSSsch sind.

Da Normalverteilungen eindeutig und vollstéandig durch Erwartungswerte und Kovarianzen
bestimmt werden, sind fiir eine gegebene Erwartungswertfunktion und Kovarianzfunkti-
on (bzw. Korrelationsfunktion) alle endlichdimensionalen Verteilungen und damit auch die
Verteilung der GAussschen Zufallsfunktion eindeutig bestimmt. Aus dem Satz 7 von KOL-
MOGOROV folgt auch die folgende Aussage.

Behauptung 9 Fir jede reelle Funktion m(t),t € T, und jede nichtnegativ definite Funk-
tion R(ty,t2),t1,to € T, existiert eine GAUSSsche Zufallsfunktion (X (t); t € T) auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit m(-) als Erwartungswertfunktion und R(-,-) als Kor-
relationsfunktion.
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2.2.2 Gleichheit von Zufallsfunktionen
Fiir die Gleichheit von Zufallsfunktionen existieren wieder verschiedene Begriffe.

Definition 10 (i) Zwei Zufallsfunktionen (X;(t); t € T) und (Xo(t); t € T) (mdoglicher-
weise definiert auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen) heiflen identisch ver-
teilt, falls alle endlichdimensionalen Verteilungen von (X1(t); t € T) mit den entspre-
chenden endlichdimensionalen Verteilungen von (Xy(t); t € T) dbereinstimmen.

(i1) Zwei Zufallsfunktionen (Xi(t); t € T) und (X2(t); t € T) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (92, A, P) heiffen dquivalent, falls fir alle t € T gilt
P (Xi(t) = X5(t)) = 1.

Dann werden beide Zufallsfunktionen auch Modifikationen oder Versionen voneinander
genanndt.

(i1i) Zwei Zufallsfunktionen (X1(t); t € T) und (Xa(t); t € T) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) heiflen ununterscheidbar, falls gilt

P (Xi(t) = Xo(t) VteT) =1

Sind zwei Zufallsfunktionen ununterscheidbar, sind sie auch dquivalent, sind zwei Zufalls-
funktionen dquivalent, dann sind sie auch identisch verteilt. Das folgende Beispiel illustriert
den Unterschied zwischen dquivalenten und ununterscheidbaren Zufallsfunktionen.

Beispiel 11 Der Wahrscheinlichkeitsraum sei gegeben durch Q = [0,1], A = B([0,1]),
P = Leb. Wir definieren zwei Zufallsfunktionen auf T = [0, 1] mittels

Xi(t,w)=0 VteT=]0,1], Vw e Q2 =10,1],

{0 V(t,w) eTxQ=10,1]* mit t # w,
XQ(t’w)_{ 1 V(t,w)eTxQ=10,1]* mit t = w.

Fiir fixierte Werte ¢ € T gilt P ({w: w =t}) = 0, folglich P(X;(t) = X5(t)) = 1, d. h. die
beiden Zufallsfunktionen sind dquivalent. Andererseits ist aber

P({w: Xi(t,w) = Xs(t,w) VL€ T}) = P (0) =0,

d. h. beide Zufallsfunktionen sind nicht ununterscheidbar. Da die beiden Zufallsfunktio-
nen dquivalent sind, stimmen die endlichdimensionalen Verteilungen der beiden iiberein.
Demgegeniiber gibt es aber hinsichtlich wesentlicher Eigenschaften der Trajektorien grofie
Unterschiede, so gilt zum Beispiel

P ({w: Xi(-,w) ist stetig auf [0,1]}) =1, P ({w: Xo(-,w) ist stetig auf [0,1]}) = 0.

Auch die Verteilungen von wichtigen Funktionalen unterscheiden sich, z. B.

P <{w : sup Xi(tw) < 0.5}) =1, P ({w : sup Xo(t,w) < 0.5}> = 0.
te[0,1] t€(0,1]
O

Man sieht an diesem Beispiel, dass viele fiir die mathematische Modellierung bedeutsa-
me Eigenschaften von Zufallsfunktionen nicht durch die endlichdimensionalen Verteilungen
vollsténdig bestimmt werden. Deshalb ist es meist notwendig, stiarkere Bedingungen zu for-
dern. Ein typisches Beispiel in dieser Richtung liefert die ndchste Behauptung.
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Behauptung 12 Seien (X;(t); t € (a,b)) und (Xo(t); t € (a,b)), —00 < a < b < 00, zwei
dquivalente Zufallsfunktionen, fir die fast alle Trajektorien rechtsseitig stetig (oder links-
seitig stetig) auf dem gesamten Definitionsgebiet sind. Dann sind beide Zufallsfunktionen
ununterscheidbar.

Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dass fiir stetige Funktionen die Funktionswerte in
beliebigen Punkten schon durch die Funktionswerte fiir eine abzédhlbare, im Definitionsgebiet
dichte Menge (z. B. die rationalen Zahlen im Definitionsgebiet) bestimmt werden, sie ergeben
sich als entsprechende Grenzwerte.

2.2.3 Stetigkeit, Ableitungen, Integrale

Fiir die stochastische Analysis, insbesondere auch zur Untersuchung von zufélligen Diffe-
rentialgleichungen benétigen wir zuféllige Analoga fiir Stetigkeit, Ableitung, Integrale. Nun
ist aus der Grundvorlesung Stochastik bekannt, dass verschiedene Konvergenzarten fiir Fol-
gen von Zufallsgrofien existieren (diese Folgen von Zufallsgrofien sind ja nichts anderes als
Zufallsprozesse mit diskreter Zeit). Wichtige Konvergenzarten sind die fast sichere Konver-
genz (Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1), die stochastische Konvergenz (Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit), die Konvergenz im p-ten Mittel (p > 0, am héaufigsten wird der Fall
p = 2, die Konvergenz im quadratischen Mittel, verwendet) und die Konvergenz in Vertei-
lung (die schwache Konvergenz). Aus der fast sicheren Konvergenz folgt die stochastische
Konvergenz, ebenso aus der Konvergenz im p-ten Mittel. Aus der stochastischen Konver-
genz folgt die schwache Konvergenz. Fiir die Konvergenzarten gelten auch entsprechende
CAucHy-Kriterien.

Diesen Konvergenzarten entsprechen jeweilige Stetigkeitsbegriffe fiir Zufallsfunktionen.

Definition 13 FEs sei (X(t); t € R) ein reeller Zufallsprozess. Dieser ist im Punkt ty € R

(i) f. s. stetig, falls P <{w: lim X (t,w) = X(to,w)}) =1,d h X(t) =7 X(to) falls

t—to
t— tO ;

(ii) stochastisch stetig, falls tlir?P({w DX (tw) — X(to,w)| >€e}) = 0Ve > 0, d. h
—10
X(t) —P X(to) falls t— to,’
(i) im p-ten Mittel (p > 0) stetig, falls thng E{|X(t)— X ()"} =0, d. h. X(t) =" X (o)
—10
falls t — tg;

(iv) in Verteilung stetig, falls fiir beliebige stetige beschrinkte Funktionen f : R — R gilt
Lm E{f(X(8)} = E{f(X(t))}-

FEin Zufallsprozess heifit entsprechend stetig auf einem Intervall (oder einer anderen Menge),
falls er in allen Punkten des Intervalls (der anderen Menge) stetig ist.

Fiir die stochastische Stetigkeit und die Stetigkeit im p-ten Mittel (auch fir die Stetigkeit
in Verteilung) gelten viele analoge Aussagen wie fiir stetige reellwertige Funktionen. So sind
zum Beispiel stochastisch stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall T gleichméafig
stochastisch stetig und stochastisch beschréankt, d. h. es gelten

Ve,n>036>0:P(|X(t) — X(s)] >¢e)<n falls|t—s| <9,
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bzw.

lim sup P(| X (¢)| > ¢) = 0.

C— 00 tET
Bemerkungen

e Die Stetigkeit in Verteilung héingt nur von den eindimensionalen Verteilungen eines
Zufallsprozesses ab.

e Die Stetigkeit im p-ten Mittel (p > 0) und die stochastische Stetigkeit hdngen nur von
den zweidimensionalen Verteilungen eines Zufallsprozesses ab.

e Die stochastische Konvergenz, die Konvergenz im p-ten Mittel (p > 0) und die Kon-
vergenz in Verteilung (und damit die entsprechenden Stetigkeiten) sind metrische Be-
griffe, d. h. es existieren im Raum der Zufallsvariablen (bzw. in Teilrdiumen) Metriken,
welche diese Konvergenzen erzeugen. So 1|<ann zu|m Beispiel die stochastische Konver-

X-Y
genz durch die Metrik d,(X,Y) == E { T+ IX Y]
Konvergenz ist demgegeniiber kein metrischer Begriff.

} erzeugt werden. Die fast sichere

Da Ableitungen Grenzwerte von Differenzenquotienten sind, kénnen entsprechend verschie-
dene Ableitungsbegriffe fiir Zufallsfunktionen definiert werden. So heifit zum Beispiel ein
Zufallsprozess (X(t); t € R) im Punkt ¢, € R differenzierbar im Sinne der fast sicheren
Konvergenz, falls eine Zufallsgrofle Y existiert mit

p (lim X(to+h) — X(to) _ Y) Y
h—0 h

dX (to) = dX() bezeichnet. Eine
dt dt |,_,

analoge Definition gilt fiir die Konvergenz im p-ten Mittel (p > 0), hier ist wieder der
Fall p = 2 besonders wichtig, der etwas spéater ausfiihrlicher behandelt werden soll. Als
mogliche Konvergenz kann auch die stochastische Konvergenz betrachtet werden, allerdings
gibt es in diesem Fall Zufallsprozesse, die nicht dquivalent zu einer konstanten Zufallsgrofie
sind, deren Ableitung aber Null ist (vgl. das Beispiel des POISSON-Prozesses weiter unten).
Damit ist das Integral der Ableitung nicht der Ausgangsprozess selber, dies ist jedoch eine
wiinschenswerte Eigenschaft bei der Betrachtung von Ableitungen und Integralen.

Y heiBt dann Ableitung und wird mit X (to) oder

Zufallige RIEMANN-Integrale konnen beziiglich der fast sicheren Konvergenz und der Kon-
vergenz im p-ten Mittel als entsprechende Grenzwerte von RIEMANNschen Integralsummen
definiert werden (falls der Grenzwert fast sicher eindeutig und unabhéngig von der Zerlegung
des Intervalles existiert). Die Punkte der Zerlegung und der Auswertung des Integranden
werden dabei nicht zufillig gewéhlt.

Eine weitere haufig verwendete Moglichkeit zur Untersuchung der Stetigkeit, von Ablei-
tungen und Integralen von Zufallsfunktionen besteht in der pfadweisen (trajektorienweisen,
realisierungsweisen) Betrachtung von Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit.
So heifit ein reeller Zufallsprozess (X (t); t € R) auf dem Intervall T; = (a,b), —00 < a <
b < oo, realisierungsweise stetig, falls

P ({w: X(t,w) ist stetig Vt € T,}) =1
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gilt. Entsprechend konnen realisierungsweise Ableitungen auf Intervallen und realisierungs-
weise Integrale definiert werden. Das obige Beispiel 11 zeigt, dass diese Eigenschaften nicht
aus den endlichdimensionalen Verteilungen des Zufallsprozesses folgen. Die Frage, die in
diesem Zusammenhang gewohnlich gestellt wird, lautet dann:

Gibt es eine Version (X(t);t € T) des Zufallsprozesses (X (¢);t € T) (d. h. einen zu
(X (t); t € T) dquivalenten Zufallsprozess), fiir den die gewiinschte Eigenschaft erfiillt ist.
Existiert eine solche Version, wird dann immer mit dieser gearbeitet. Im obigen Beispiel ist
die Antwort beziiglich der Stetigkeit ja, der dquivalente Prozess (X(t); ¢ € [0, 1]) besitzt
stetige Trajektorien.

Eine weitere, noch schwichere Fragestellung wiére:

Gibt es einen Zufallsprozess (X (¢); t € T) mit denselben endlichdimensionalen Verteilungen
wie (X(t);t € T) (d. h. einen identisch verteilten Zufallsprozess), fir den die geforderte
Eigenschaft erfiillt ist.

In diesem Zusammenhang sind Satze wichtig, die aussagen, dass zu einem gegebenen Zu-
fallsprozess (X (t); t € T) eine Version mit stetigen Trajektorien existiert, d. h. es existiert ein

Zufallsprozess (X (t); ¢ € T) auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum, so dass X (£) = X (t)

f.s.Vt € T und P({w : X(-,w) ist stetig auf T}) = 1 gelten. Haufig kann die folgende
hinreichende Bedingung genutzt werden.

Satz 14 (Kriterium von KOLMOGOROV )

o Fssei (X(t);t € la,b] CR) ein Zufallsprozess mit E{X (t)} =0, t € [a,b]. Ezistieren
positive Konstanten «, 3,7~ und & mit

E{|X(t+h) — X)) < AR, Bl <6, Lt +h € [a,],

dann existiert ein zu (X(t); t € [a,b] C R) dquivalenter Zufallsprozess mit stetigen
Trajektorien auf [a, b)].

€ T = [a1,b1] X ... x [aq,bs) C RY), d € N, ein Zufallsfeld mit

o Fs sei (X(¢);t
=0, t € T. Ezistieren positive Konstanten o, 3,7 und d mit

E{X(?)}
E{|X(t+h) - X(#)[*} <7lh|™, |n| <6 t,t+heT,

dann existiert ein zu (X (t); t € T) dquivalentes Zufallsfeld mit stetigen Trajektorien
auf T.

Bei diesem Satz ist es wesentlich, dass auf der rechten Seite der Ungleichungen im Expo-
nenten Zahlen echt grofler 1 (bzw. d fiir Zufallsfelder) stehen, vergleiche dazu das Beispiel
des POISSON-Prozesses weiter unten.

Fiir GAUsssche Zufallsprozesse kann der Satz verstiarkt werden.

Folgerung 15 Es sei (X (t); t € T = [a,b] C R) ein zentrierter GAUSSscher Zufallsprozess.
Existieren positive Konstanten «, 3,y und § mit

E{|X(t+h) - X(O]°} < AR W] <6, t.t+hefa,b]

dann ezistiert ein zu (X (t); t € T) dquivalenter Zufallsprozess mit stetigen Trajektorien auf

T.
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Im Unterschied zur allgemeinen Situation braucht fiir GAUSSsche Zufallsprozesse der Expo-
nent auf der rechten Seite der Abschétzung also nur streng positiv sein.

Beweis. Fiir GAusssche Zufallsprozesse kann immer X (t4h)—X (t) = ¢£ mit einer standard-
normalverteilten Zufallsgrofie & ~ N (0,1) und einer Konstanten ¢ = ¢(t, h) > 0 geschrieben
werden. Aus der Bedingung der Folgerung erhélt man

B{lc¢|"} = "E{J¢|*} <~h)’,

(dabei hangt E{|£{|*} > 0 nicht von ¢ und h ab), folglich gilt auch

oo e
E{[¢|*}
Damit gilt fiir beliebige n > 0
{leg|®} = " E{[E"} < e ELIEN )

(E{[gl})"

Wihlen wir nun n > 0 so, dass fn = 1+ (54 > 1 und setzen oy = an > 0, 7 =

77]5){|€|04n} > (0, dann erhalten wir

(B{[gl“})"
E{|X(t+h) = X (1)} = B{le(t, )E|*"} < mlpl™7, R <6, £t +h € [a,b],

und nach dem Satz 14 von KOLMOGOROV existiert eine Version mit stetigen Realisierungen.
O

Oben angegebene Bedingungen sind nur hinreichend, auch unter noch schwécheren Voraus-
setzungen (die meistens aber schwieriger zu iiberpriifen sind) kann die Existenz von Ver-
sionen mit stetigen Realisierungen gezeigt werden. Insbesondere kénnen noch fiir spezielle
Prozessklassen, wie stationére Zufallsprozesse oder GAUSSsche Zufallsprozesse stérkere Re-
sultate in der Literatur gefunden werden. Analog gibt es auch Bedingungen fiir die Existenz
von dquivalenten Zufallsprozessen mit differenzierbaren Trajektorien usw.

2.2.4 L2-Theorie

Bei der Behandlung von zufélligen Gleichungen spielt die Konvergenz im quadratischen Mit-
tel haufig eine sehr grofie Rolle. Dies hiingt einerseits damit zusammen, dass der Raum der
quadratisch integrierbaren Zufallsgrofien sehr schone mathematische Eigenschaften besitzt.
Er kann als HILBERT-Raum betrachtet werden, wodurch insbesondere fiir lineare Operato-
ren Ergebnisse der Funktionalanalysis genutzt werden konnen. Andererseits sind es héufig
gerade erste und zweite Momente, iiber die zumindestens nédherungsweise mit Mitteln der
mathematischen Statistik Aussagen in praktischen Situationen getroffen werden kénnen.
Wir betrachten also den Raum aller Aquivalenzklassen von reellen Zufallsvariablen mit
endlichem zweiten Moment auf einem fixierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und be-
zeichnen ihn mit L?(Q, A, P) = L?. Damit liegt eine Zufallsgréfie X im Raum L? (genauer
gesagt: gehort zu einer Aquivalenzklasse dieses Raumes) genau dann, wenn E{|X|?} < oo
gilt. Wegen

E{|X[} = E{|X| 1} < VE{IX]}E{12} = VE{|X[*} < 00

muss dann auch das erste Moment, d. h. der endliche Erwartungswert der Zufallsgrofie
existieren.
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Der Raum L? ist ein HILBERT-Raum, d. h. ein linearer Raum mit Skalarprodukt, der
vollstandig ist beziiglich der durch das Skalarprodukt erzeugten Norm. Das Skalarprodukt
zweier Zufallsgrofen X und Y (zweier Aquivalenzklassen) ist dabei mittels E{ XY} definiert,
die Norm einer Zufallsgrofie durch || X |12 := /E{|X|?}. Die Konvergenz im quadratischen
Mittel einer Folge (X,; n € N) von Elementen aus L? ist dann die Normkonvergenz, folglich

X, -"X & E{X,-X]’}—=0 (n— ).
In diesem Fall gelten dann auch
E{|X, - X|} -0, [E{X,}—E{X}|—0 (n— o).
Fiir die Konvergenz im quadratischen Mittel gilt ein entsprechendes CAUCHY-Kriterium.

Behauptung 16 Es sei (X,; n € N) eine Folge von Zufallsvariablen aus dem Raum L*.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(i) Die Folge konvergiert im quadratischen Mittel gegen eine Zufallsgrifie X € L2,

X, -7 X (n — 00).

(ii) Die Folge ist eine CAUCHY-Folge (Fundamentalfolge) beziiglich der Norm || |12, d. h.

lim E{|X, — X,,|*} =0.

m,n—00

(iii) Fiir die Folge gilt das LOEVE-Kriterium, d. h. es existiert eine reelle Zahl ¢, so dass
qilt

lim E{X, X,}=c

m,n— 00

Aus dieser Behauptung folgen Bedingungen fiir die Quadratmittelstetigkeit, -differenzier-
barkeit und -integrierbarkeit fiir Zufallsfunktionen zweiter Ordnung.

Definition 17 Fine Zufallsfunktion (X (t); t € T) heifit Zufallsfunktion zweiter Ordnung,
wenn alle Zufallsgréfien X (t),t € T, endliche zweite Momente besitzen, also im Raum L?
liegen.

In diesem Fall sind die Erwartungswertfunktion, die Kovarianzfunktion und die Korrelati-
onsfunktion definiert, d. h. fiir s,t € T gelten

mx(t) := E{X(t)},
Cx(s,t) := E{X(s)X(t)},
Rx(s,t) = E{[X(s) — mx(s)][X(t) — mx ()]} = Cx(s,t) — mx(s)mx(1).

Ist das Definitionsgebiet T ein Intervall der reellen Achse, dann kann eine Zufallsfunktion
zweiter Ordnung als eine Kurve im Raum L? betrachtet werden. Sind nur Erwartungswert-
funktion und Kovarianz- oder Korrelationsfunktion gegeben, dann erhélt man eine Klasse
von Kurven in L2.

Behauptung 18 Fiir eine Zufallsfunktion (X(t);t € T = (a,b) C R) zweiter Ordnung
sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
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(i) Die Zufallsfunktion ist im Punkt to € T im quadratischen Mittel stetig (ist im quadra-
tischen Mittel stetig auf T).

(ii) Die Kovarianzfunktion Cx (-, -) ist im Punkt (to,ty) € TxT stetig (ist in allen Punkten
(t,t) € T x T stetig).

(i1i) Die Erwartungswertfunktion mx (-) ist stetig im Punktty € T (in allen Punktent € T)
und die Korrelationsfunktion Rx/(-,-) ist im Punkt (to,to) € T x T stetig (ist in allen
Punkten (t,t) € T x T stetig).

Die Zufallsfunktion (X (t);t € T = (a,b) C R) zweiter Ordnung ist genau dann auf T =
(a,b) im quadratischen Mittel stetig, wenn die Korrelations- und die Kovarianzfunktion auf
T x T stetig sind und die Erwartungswertfunktion auf T stetig ist.

Im Hinblick auf die Differenzierbarkeit im quadratischen Mittel gilt die folgende Aussage.

Behauptung 19 Die Zufallsfunktion (X (t);t € T = (a,b) C R) zweiter Ordnung besitzt

genau dann eine Quadratmittelableitung X (to) im Punkt to € (a,b), falls die gemischte
zweite Ableitung der Kovarianzfunktion Cx(-,-) im Punkt (tg,to) € T x T existiert, d. h.

3 lim Cx(to+ h,to+ ') — Cx(to, to + ') — Cx(to + h,tg) + Cx(to, to)
h,h'—0 hh'
B 9?Cx(s,t)
 Qsot

e R.

s=to,t=to

Fine dquivalente Bedingung dazu lautet: die Erwartungswertfunktion ist differenzierbar im
Punkt ty € T und die Korrelationsfunktion besitzt die gemischte zweite Ableitung im Punkt
(to,to) eT xT.

In diesem Fall ist der Erwartungswert der Ableitung im Punkt ty die Ableitung der Erwar-
tungswertfunktion in diesem Punkt, d. h. es gilt my (to) == E{X (to)} = mix (to).

Auch Kovarianz- und Korrelationsfunktionen der Quadratmittelableitung sowie Kreuzko-
varianz- und Korrelationsfunktionen vom Zufallsprozess und seiner Quadratmittelableitung
konnen mit Hilfe der Ausgangskovarianz- (bzw. Korrelations-)Funktion angegeben werden.

Behauptung 20 Die Zufallsfunktion (X (t); t € T = (a,b) C R) zweiter Ordnung ist genau
dann auf (a,b) im quadratischen Mittel differenzierbar mit Ableitung (X (t); t € T), falls in
jedem Punkt (to,t9) € (a,b) X (a,b) die gemischte zweite Ableitung der Kovarianzfunktion

826’)((3, t) cR
0s0t s—toi=to
existiert. In diesem Fall gelten auch
) C t
E {X(S)X(t)} - a);if’), s,t € (a,b),
. . 826’)((5, f})
E{X(S)X(t)} —Tat, S,te (a,b).

Auch fiir Quadratmittelintegrale lassen sich einfache Bedingungen fiir die Existenz angeben.
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Sei z. B. g : [a,b] — R eine deterministische Funktion und (X (¢); t € T = [a,b] C R) eine
Zufallsfunktion zweiter Ordnung. Dann existiert genau dann das Integral

/ " (X (0) dt

im quadratischen Mittel (als RIEMANN-Integral), falls das Integral

b b b b
/ / 9(t)g(t)BLX (1) X (t2) } dtadts — / / 9(t)g(t2)Cx (11, £2) dtadty

existiert (als RIEMANN-Integral). Fiir endliche Intervalle, stiickweise stetige Funktionen g(+)
und im quadratischen Mittel stetige Zufallsfunktionen (X (¢); ¢ € T = [a,b] C R) ist diese
Bedingung erfiillt.

2.2.5 WIENER-Prozess und PoOIssON-Prozess

Im Folgenden sollen kurz die Definitionen und einige Eigenschaften von zwei sehr wichtigen
Zufallsprozessen angegeben werden. Insbesondere dient dies der Illustration der bisherigen
allgemeinen Aussagen iiber Zufallsfunktionen.

Definition 21 Fin Zufallsprozess (W (t); t € Ry) heifit Standard-WIENER-Prozess, falls
(i) W(0) =0 fast sicher;

(i) (W(t); t € Ry) ist ein Prozess mit unabhingigen Zuwdchsen, d. h. fir 0 <ty < t; <
. < t, sind die Zufallsgroffen W (t1) =W (to), ..., W(t,) =W (t,_1) in der Gesamtheit

stochastisch unabhdngig,

(111) (W (t); t € Ry) ist ein GAUSS-Prozess und es gilt W(t + h) — W (t) ~ N(0,h) fir
t>0,h>0;

(iv) fast alle Trajektorien des Prozesses sind stetige Funktionen.
Aus den Punkten (i) und (iii) der Definition folgt W (t) ~ N (0,¢),¢ > 0, d. h.
E{W()} =0, E{W?(t)} = Var{W ()} =, t>0.
Weiterhin gilt fiir die Kovarianz- (und Korrelations-)Funktion
Cw(tit) = Ry (t1,ts) =ty Aty = min{t1, ta},  t1,15 > 0.

Wegen E{|W(t + h) — W(t)[*} = h, t,h > 0, existiert nach der Folgerung 15 aus dem
Kriterium von KOLMOGOROV fiir GAUSS-Prozesse eine Version mit stetigen Trajektori-
en. Dies kann auch direkt aus dem Kriterium von KoLMOGOROV mit Hilfe der Beziehung
E{|W(t+ h) — W(t)[*} = 3h?, t,h > 0, gezeigt werden. Da die Trajektorien stetige Funk-
tionen sind, ist ein WIENER-Prozess auch f. s. stetig auf T = R . Die Korrelationsfunktion
ist stetig, demzufolge ist der Prozess auch im quadratischen Mittel stetig auf T. Nebenbei
bemerkt folgt diese Eigenschaft fiir GAUSS-Prozesse schon aus der Stetigkeit beziiglich der
fast sicheren Konvergenz.
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Dieser Zufallsprozess besitzt allerdings keine Ableitung, weder im quadratischen Mittel oder
fast sicher, noch realisierungsweise auf Teilintervallen. Hinsichtlich der Quadratmittelablei-
tung kann dies aus der Nichtexistenz der gemischten zweiten Ableitung der Kovarianzfunk-
tion in Diagonalpunkten (g, %) € Ry x R, gefolgert werden. Noch allgemeiner gilt aber fiir
t>0,h>0

W(t+h2L—W(t) NN(O%)’

damit kann der Differenzenquotient fiir h — 0 nicht in Verteilung (und folglich auch nicht im
quadratischen Mittel oder stochastisch oder fast sicher) gegen eine Verteilung einer reellen
Zufallsgrofle konvergieren.

Ein anderer Typ von Zufallsprozessen wird durch einen POISSON-Prozess gegeben.

Definition 22 Fin Zufallsprozess (X (t); t € R.) heifst POISSON-Prozess mit Parameter
oder Intensitit A > 0, falls

(i) X(0) =0 fast sicher;

(1) (X(t); t € Ry) ist ein Prozess mit unabhdngigen Zuwdichsen, d. h. fir 0 <ty < t; <
.. <t sind die Zufallsgrofien X (t1) — X (to), ..., X(tn) — X(tn_1) in der Gesamtheit
stochastisch unabhdngig,

(iii) die Zuwichse X (t+h)— X (t),t,h > 0, sind POISSON-verteilt mit Parameter A-h > 0,

d. h.
Ah)F
P(X(t+h)—X(t)=k) = ( kl) e M k=0,1,...;
(iv) fast alle Trajektorien des Prozesses sind rechtsseitig stetig und besitzen linksseitige
Grenzwerte.
Als mogliche Werte zu festen Zeitpunkten kommen also nur die Zahlen 0,1,... in Frage. Fast

alle Trajektorien eines POISSON-Prozesses sind stiickweise konstant mit Spriingen jeweils um
1. Bezeichnen wir

T, :=inf{t >0: X(t) > 1}, Ty: =T,
Ty :=inf{t >0: X(t) > 2}, Ty: =T,— Ty,
USW.
T, =inf{t>0:X(t) >k}, T.: =T, — T,
fir £ € N, erhalten wir die zufélligen Zeiten (dies sind nichtnegative Zufallsgrofien) der
Spriinge 7}. Fiir einen POISSON-Prozess gilt, dass die Zufallsgréflen Ty, k € N, in der Ge-

samtheit stochastisch unabhéngig und exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0 sind.
Fiir die Momentenfunktionen eines POISSON-Prozesses gelten

mx(t) = At, Rx(s,t) = Amin{s,t}, Cx(s,t) = Amin{s,t} + \?st, s,t>0,
E{|X(t+h) = X} = Ak, B{X(t+h) - X@)7} = Aal+ AR, ¢,h>0.

Fiir feste Zeitpunkte ty > 0 ist ein POISSON-Prozess fast sicher und im quadratischen Mittel
stetig. Die Quadratmittelstetigkeit folgt dabei aus der Stetigkeit der Kovarianzfunktion. Die
fast sichere Stetigkeit kann wie folgt gezeigt werden.

P ({X(-)ist stetiginto}) =1—-P{T] =to}U{Ty =t} U...) >1—) P(T] =ty =1,

00
k=1
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da die Zufallsgrofien T}, k € N, eine stetige Verteilung besitzen.
Auf Intervallen positiver Lénge [a,b],b > a > 0, ist allerdings keine realisierungsweise
Stetigkeit vorzufinden,

P ({X(-) ist stetig auf [a,b]}) < 1.
So gilt zum Beispiel fiir b > 0
P ({X(-) ist stetig auf [0,0]}) = P(X(b) = 0) = ™.

Da die Realisierungen eines POISSON-Prozesses stiickweise konstant sind und die zufélligen
Sprungzeiten eine stetige Verteilung besitzen, existiert fiir feste Zeitpunkte ¢y > 0 auch eine
Ableitung beziiglich der fast sicheren Konvergenz und diese ist konstant mit Wert 0. Dies
gilt auch fiir die Ableitung beziiglich der stochastischen Konvergenz, was auch durch die
Betrachtung des Differenzenquotienten gezeigt werden kann. So besitzt die diskrete Zufalls-
grofle

X(to + h) — X(to)

¢(h) = . . to>0,h>0,

die Verteilung

P (g(h) = 5) = <A]Z)ke—”l, k € Ny,

folglich gilt fir 0 <e <1l und 0 < h
0<PEM)>e)=P(¢(h) =0 >e)=1—-P(EMR)=0)=1—-eM =0 (h—0).

Also existiert die Ableitung identisch 0 im Sinne der stochastischen Konvergenz. Insbe-

sondere folgt hieraus, dass der Zufallsprozess selber nicht als Integral iiber seine Ableitung

geschrieben werden kann. Wie schon weiter oben erwéhnt, ist dies aber eine wiinschenswerte

Eigenschaft bei der Nutzung von zufélligen Ableitungen und Integralen.

Im quadratischen Mittel existiert jedoch auch fiir feste Zeitpunkte ¢y > 0 keine Ableitung.

Dies kann mit Hilfe des zweiten Momentes des Differenzenquotienten gezeigt werden,
E{'X(t0+h)—X(to) 2}_>\h+(>\h)2 e A

h

e )\2+E, h >0,

dieser Ausdruck divergiert gegen +oo fiir A — 0+.
Auf festen Intervallen positiver Lénge kann natiirlich auch nicht eine realisierungsweise
Ableitung existieren, da die Pfade schon nicht fast sicher stetig auf solchen Intervallen sind.

2.3 Stationire Zufallsprozesse

Eine wichtige Klasse von Zufallsprozessen, die bei einer Reihe von Untersuchungen von
zufilligen Gleichungen eine grofie Rolle spielt, ist die Klasse der stationdren Zufallsprozes-
se. Stationédre Zufallsprozesse sind dadurch gekennzeichnet, dass sich im zeitlichen Verlauf
wichtige stochastische Charakteristiken nicht &ndern, sie beschreiben also eine zuféllige Zu-
standséinderung, die aber statistisch gesehen zu relativ gleichbleibenden Zusténden fiihrt.
Damit entsprechen stationére Zufallsprozesse den konstanten Funktion, einen engen Zusam-
menhang gibt es aber auch zu periodischen Funktionen. Je nachdem, welche Charakteristiken
im Vordergrund stehen, konnen verschiedene Definitionen von stationédren Zufallsprozessen
gegeben werden.



H.-J. Starkloff  15. Mérz 2004 Zufillige Gleichungen 44

Definition 23 FEin reellwertiger Zufallsprozess (X (t); t € R) heifst stationdr im enge-
ren Sinne oder streng stationdr, wenn alle endlichdimensionalen Verteilungen invariant
beztiglich von Zeittranslationen sind, d. h.

P(X(t1) € By,....,.X(tn) € B,) =P (X(t1 +7) € By,...,X(t, +7) € By)
fiir beliebige n e N t; e R,7 € R, B; € B(R),i =1,...,n.

Definition 24 FEin reellwertiger Zufallsprozess (X (t); t € R) zweiter Ordnung heif§t stati-
ondr im weiteren Sinne oder schwach stationdr, wenn die Erwartungswertfunktion konstant
i1st, d. h. es gibt ein m € R mit

E{X(1)} =mx(t)=m, teR,

und die Korrelationsfunktion (bzw. Kovarianzfunktion) invariant beziglich von Zeittransla-
tionen ist, d. h.

Rx(s,t) = E{[X(s) — mx(9)|[X(t) —mx(t)]} = Rx(s+7,t+7) und
Cx(s,t) = BE{X(s)X (1)} = Cx(s + 71 +7)
fiir beliebige s,t, 7 € R.

Setzt man fiir 7 den Wert —s ein, sieht man, dass damit die Korrelations- und die Kovari-
anzfunktion nur von einer Variablen abhéngen,

Rx(s,t) = Rx(0,t — s) = Rx(t — s),
Cx(s,t) = Cx(0,t — s) = Cx(t — s).

Fiir diese Funktionen einer Veranderlichen wird dann meistens auch wieder Rx(-) bzw.
Cx(+) geschrieben, so auch hier im Folgenden.

Natiirlich kénnen analog stationére Prozesse auf geeigneten Teilmengen der reellen Achse
definiert werden, ebenso Prozesse mit komplexen oder vektoriellen Werten.

Ein stark stationédrer Zufallsprozess mit endlichen zweiten Momenten ist auch schwach sta-
tionér, es gibt aber schwach stationédre Zufallsprozesse, die nicht stark stationér sind. Da die
endlichdimensionalen Verteilungen von GAUSSschen Zufallsprozessen jedoch eindeutig durch
die ersten und zweiten Momente definiert sind, gilt in diesem Spezialfall die Umkehrung.

Behauptung 25 Fin GAUSSscher Zufallsprozess auf R ist genau dann stark stationdr,
wenn er schwach stationdr ist.

Neben der Korrelationsfunktion kénnen viele schwach stationére Zufallsprozesse auch durch
die sogenannte Spektraldichte beschrieben werden. Diese ist eine Version der FOURIERtrans-
formation der Korrelationsfunktion, genauer gilt als Definition iiblicherweise

1 [~ ;
Sx(a) : —/ Rx(s)e'*ds, acR.

:27T

—0o0
(Mitunter unterscheiden sich die Definitionen leicht). Die Spektraldichte existiert insbeson-
dere dann, wenn die Korrelationsfunktion absolut integrierbar ist, d. h.

/OO |Ry(s)| ds < oo

e}

gilt. Die Korrelationsfunktion lésst sich mittels

Rx(s) ::/ Sx(a)e ™ da, s € R,

—00

aus der Spektraldichte berechnen.



Kapitel 3

Gewohnliche Differentialgleichungen
mit zufilligen Parametern

3.1 Grundlegende Begriffe. Existenz- und Eindeutig-
keitssitze

3.1.1 Deterministische gew6hnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion einer
unabhédngigen Verdnderlichen, in der diese Funktion und deren Ableitungen vorkommen.
Der Grad der hochsten vorkommenden Ableitung wird Ordnung der Differentialgleichung
genannt. Wir werden hier die unabhéngige Verédnderliche mit ¢ und die gesuchten Funktionen
mit z(-) bezeichnen, entsprechend sind die Ableitungen dann

dx(t)
dt

d*x(t)

jﬁfzxw@%keN

= i(t), =i(t), ...,
Genauer kann eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine unbekannte
Funktion durch eine Beziehung

ft,z,2) =0

definiert werden, hier bezeichnet f(-) : R® > B — R eine Funktion (i. a. mit bestimmten
Regularititseigenschaften), definiert auf einer Teilmenge B des Raumes R?, die z. B. offen
und zusammenhéngend oder der Abschluss einer solchen Menge ist. Damit wird eine impli-
zite Differentialgleichung gegeben, héufig ist jedoch die Auflésung (zumindest lokal) nach
der Variablen & méglich. So lassen sich explizite Differentialgleichungen

&= f(t, ) (3.1)

mit einer Funktion f(-): R? D B — R definieren, wobei im Allgemeinen wieder bestimmte
zusitzliche Regularititsforderungen an die Funktion f(-) und das Definitionsgebiet B C R?
gestellt werden.
Lésung der Differentialgleichung (3.1) ist eine reellwertige Funktion (z(t); t € T), definiert
auf einem Intervall R D T # (), welche die Differentialgleichung erfiillt, d. h. es gelten fiir
beliebige t € T

(ta(t) € B, Fi(t) und @(t) = f(t x(t)).

45
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Ist das Intervall T halboffen oder abgeschlossen, sollen an entsprechenden endlichen Rand-
punkten die jeweiligen einseitigen Ableitungen existieren und die Gleichung erfiillen. Es wird
dabei vorausgesetzt, dass das Innere des Intervalls T nicht die leere Menge ist.

Eine Differentialgleichung besitzt i. a. unendlich viele Losungen. Durch Vorgabe von An-
fangsbedingungen

(to,z0) € B (3.2)

konnen spezielle Losungen ausgewahlt werden.

Eine Funktion (z(t); t € T) ist Losung der Differentialgleichung (3.1) zur Anfangsbedingung
(3.2) oder Losung des Anfangswertproblems (der Anfangswertaufgabe) (3.1),(3.2), wenn sie
die Gleichung erfiillt (also Losung ist) und zusétzlich ¢y € T und z(tg) = xo gelten.

Sehr haufig ist nicht nur eine Funktion gesucht, sondern eine endliche Anzahl von Funk-
tionen, dabei bestehen funktionale Abhéngigkeiten zwischen diesen Funktionen und deren
Ableitungen. Die Differentialgleichungen kénnen dann typischerweise zu einem (expliziten)
System von Differentialgleichungen erster Ordnung zusammengefasst werden und vektoriell
beschrieben werden. Dazu bezeichnen wir

x1 (") filt, o, 20, .., 2y)
. SL’:2 a()= :czz(.) ) = fa(t, x1, SL’ZQ, ) |
Ty T (*) falt,xy, xoy ... )
mit jeweils skalaren Groen x;, z;(-), fi(t, x1, 2o, ..., xy).

Das System der Differentialgleichungen, mit anderen Worten die vektorielle gew6hnliche
Differentialgleichung, wird dann

&= f(t,z)

geschrieben, hier ist f(-,-) : R*™ D B — R" eine geeignete Vektorfunktion. Eine Anfangs-
bedingung lautet nun

(to, mo) €EB mit o=

Tno

Eine explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung (n € N)
e = f(t,x &, ...,z
mit einer Funktion
f():R*"™ >B—-R

kann durch die bekannte Transformation
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in das System von expliziten Differentialgleichungen erster Ordnung

x = f(t,x)
mit den Bezeichnungen
T2
al T3
T2
T = , fltz) = :
x n
" f(taxlax%"-axn)
iberfithrt werden. Anfangsbedingungen (¢, zo, x(()l), e ,x(()n_l)) € B (d. h. wenn fiir Losun-

gen die Erfiillung der Bedingungen

2(to) = zo, i(te) =", ..., 2 V() = 2l

gefordert wird) gehen dabei in die Anfangsbedingungen

Ty
| zy”
(to, a’fo) €B mit Lo = i
x(()nfl)
iiber.
Ist die Funktion f(-) linear beziiglich der Argumente zy, xs, ..., x, (mit Koeffizienten, die

von der unabhéngigen Verdnderlichen ¢ abhidngen kénnen), dann wird von einem linearen
Differentialgleichungssystem @ = f(¢,x) gesprochen. Die allgemeine Gestalt eines solchen
Systems ist damit

jfl = an(t)xl + alz(t).l’z + ...+ CLln(t).CL’n + bl (t)
jﬂ‘g = a1 (t).l’l + a22(t).1’2 4+ ...+ CLQn(t).CL’n + bg(t)

Tn = a1 (t)x1 + ano(t) T2 + . oo + apn(t) T, + by(2),
hier sind a;;(-),b;(-), 4,5 =1,...,n, bekannte Funktionen.

Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Losungen von Differentialgleichungen spielen in der
Theorie eine wichtige Rolle. Fiir Anfangswertprobleme

{ & = f(t,z), f:R"™'>B-R" (3.4)

.’B(to) = @y, (to,.’B()) EB,

fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung gibt es dabei zwei wichtige Typen
von Satzen. Zum ersten Typ gehort der Existenzsatz fiir Losungen von PEANO.

Satz 26 Es sei B ein Gebiet im Raum R™ (d. h. eine offene und zusammenhingende
Menge) und die Funktion f(-) sei stetig in B. Dann besitzt das Anfangswertproblem (8.4)
mindestens eine Losung. Jede Lisung lasst sich nach rechts und links (beziiglich der Zeitva-
riable t) bis zum Rand von B fortsetzen.



H.-J. Starkloff  15. Mérz 2004 Zufillige Gleichungen 48

Unter der Bedingung der Stetigkeit der Funktion f(-) existieren also fiir alle Anfangswert-
aufgaben (bei geeigneten Mengen B) Losungen. Die Losungen miissen aber nicht eindeutig
bestimmt sein. In diesem Zusammenhang sei noch die folgende Bemerkung angefiihrt.
Bemerkung. Eine Losung einer Differentialgleichung ist definiert auf einem Intervall, damit
ergeben verschiedene Definitionsintervalle eigentlich verschiedene ,,Losungen®. Es seien zum
Beispiel (z(t); t € T) und (Z(t); t € T) zwei Losungen zum Anfangswertproblem (3.4). Gibt
es einen Wert t € TNT mit x(t) # Z(t), dann sind zwei , wesentlich® verschiedene Losungen
gegeben. Gilt allerdings x(t) = Z(t) fiir alle t € TN T, dann kann auf T := TU T eine
Losung (&(t); t € T) der Anfangswertaufgabe (3.4) mittels

z(t)==(t), teTNT,
z(t) =< x(t), teT\T,
z(1), teT\T,

definiert werden. Auf diese Weise kann also eine Fortsetzung der Losung erfolgen (von der in
dem Satz 26 von PEANO gesprochen wird). Gibt es nur eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
einer Losung der Anfangswertaufgabe, dann spricht man von einer eindeutig bestimmten
Losung. (Damit werden die Losung auf dem maximal moglichen Definitionsintervall und
Einschrénkungen auf verschiedene Teilintervalle in diesem Sinne nicht unterschieden bzw.
man meint gleich die Losung auf dem maximal méglichen Definitionsintervall.)

Der folgende bekannte Satz von PICARD - LINDELOF gibt hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz von eindeutigen Losungen zu Anfangswertproblemen an.

Satz 27 Essei B C R"™! ein Gebiet, die Funktion f(-) sei stetig in B und geniige dort einer
lokalen LIPSCHITZ-Bedingung beziiglich &, d. h. fiir beliebige Punkte (t, ) € B existiert eine
Umgebung

U={(tx) cR"™ |t -t <6 |z—=| <3}
mit einem § > 0, so dass fir alle Punkte (t,x), (t,x) € UN B gilt

1F(t, ) = f(t,@)| < clle -z (3-5)

mit einer Konstanten ¢ > 0 (die von der Umgebung abhdngen kann).
Dann besitzt das Anfangswertproblem (3.4) genau eine Lisung. Sie lisst sich nach rechts
und links bis zum Rand von B fortsetzen.

Bemerkung. Die lokale LipSCHITZ-Bedingung ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Funk-
tion f(-) auf B stetig differenzierbar ist.

Unter stiarkeren Bedingungen kann die Existenz von Losungen auch auf fest vorgegebenen
Definitionsintervallen gezeigt werden.

Satz 28 FEs gelte B = [to,to + h] X R™ ty € R, h > 0, die Funktion f(-) sei stetig auf B
und geniige einer globalen LIPSCHITZ-Bedingung (3.5) fir belicbige Punkte x,& € R", t €
[to, to + h] mit einer Konstanten ¢ unabhdngig von t, x, &.

Dann ezistiert genau eine Lisung des Anfangswertproblems (3.4), die auf T = [to,to + h]
definiert ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass falls nur eine lokale LiPsSCHITZ-Bedingung giiltig ist, die
Losungen bei Annédherung an endliche Argumente gegen Unendlich konvergieren kénnen
(,,Explosion der Losung®), also Losungen nicht iiberall definiert sein miissen.
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Beispiel 29 Wir betrachten das Anfangswertproblem

fiir eine reelle Funktion z(-) mit den Parametern a # 0,b # 0. Die Funktion f(¢, ) = ax? ist
hier stetig auf dem gesamten Raum R x R. Dies ist eine (nichtlineare) Differentialgleichung
mit trennbaren Verénderlichen, als Losung erhilt man

? =adt
1 1 ;
- — — =q
b «x
b
t) = .
z(t) 1 —abt
Diese Funktion besitzt eine Besonderheit im Punkt ¢* := 2. Eine Losung des Anfangswert-

problems kann somit nur auf den Intervallen (ﬁ, oo) falls (ZLZ) < 0 bzw. (—oo, é) falls ab > 0
definiert werden und nicht auf der gesamten reellen Zahlengeraden.

Fiir lineare Differentialgleichungssysteme gilt der folgende Satz.

Satz 30 Essei T C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren und die Funktionen (a;;(t); t €
T), (bj(t); t € T),i,5=1,...,n, seien stetig auf T. Dann besitzt das lineare Differentialglei-
chungssystem (3.3) zu jeder Anfangsbedingung (to, (z10, ..., 7n0)7) € T x R™ eine eindeutig
bestimmte Lisung, die auf T definiert ist.

Bemerkung. Zum Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von PICARD - LINDELOF
kann man die Tatsache nutzen, dass das Anfangswertproblem (3.4) fiir stetige Funktionen
f () aquivalent zur (vektoriellen) Integralgleichung

x(t) = g +/t f(s,z(s))ds

ist. Eine geeignete Anwendung des BANACHschen Fixpunktsatzes ergibt dann die Aussage
des Satzes.

Bemerkung. Neben Anfangswertproblemen werden fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen auch andere Aufgabenstellungen betrachtet, so z. B.

e Randwertprobleme (z. B. fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung, hier werden
Werte der Losung bzw. fiir entsprechende Ableitungen an verschiedenen Punkten des
Definitionsintervalles vorgegeben);

e die Suche von periodischen Losungen (insbesondere wenn die in der Gleichung vor-
kommenden Parameterfunktionen periodisch sind);

e die Suche von Losungen mit einem bestimmten Verhalten fiir ¢ — oo.

Es sei weiterhin noch erwahnt, dass auch allgemeinere Losungsbegriffe behandelt werden. So
kann man zum Beispiel nur die Absolutstetigkeit der Losungsfunktionen in einem Intervall
T und die Erfiilllung der Differentialgleichung fiir fast alle ¢ € T (fast alle beziiglich des
LEBESGUE-MaSBes auf T) fordern (Losungen im Sinne von CARATHEODORY).
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3.1.2 Zufallige gewdhnliche Differentialgleichungen

Im Folgenden seien alle auftretenden Zufallsgrofen, Zufallsvektoren und Zufallsfunktionen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) definiert. Wir werden hier zur besseren Unter-
scheidung héufig Zufallsvariable, -vektoren oder -funktionen mit groflen Buchstaben schrei-
ben, so z. B. (X(t);t € T) fiir einen Zufallsprozess auf T, welcher der deterministischen
Funktion (z(¢); t € T) in den obigen Ausfiihrungen entspricht. Die Abhéngigkeit von w
wird meist nicht explizit angegeben.

Eine explizite zufillige Differentialgleichung erster Ordnung fiir einen reellwertigen Zu-
fallsprozess kann dann durch

X =F(t,X,w)
mit einer Funktion

F: RxRxOQDBxOQ—=R

mit bestimmten Regularitdtsbedingungen beziiglich der Menge B (Gebiet o. 4.) und der
Funktion F(-,-,-) (Messbarkeit, ...) geschrieben werden. Die entsprechende vektorielle Va-
riante lautet

X =F( X,w), F: RxR'"xQ>BxQ—R" (3.6)

Héufig wird der Zufall nur durch zuféllige Parameterfunktionen in die zuféllige Differential-
gleichung eingehen, das heifit in diesem Fall gilt fiir die Funktion F'(-) zum Beispiel

F(t,x,w)= f(t,z,&(tw),. .., & (tw))

mit einer endlichen Anzahl von reellwertigen Zufallsprozessen (&x(t);t € T),k = 1,...,r,
und einer deterministischen Funktion

f: RxR"'xR >BxR —R"

Wie in der Stochastik {iblich kann man zulassen, dass die zufillige Differentialgleichung nur
fiir Argumente w € ©; mit P(€;) = 1 definiert ist. Ebenfalls kann man Differentialgleichun-
gen betrachten, bei denen das Definitionsgebiet der Funktion F'(-, -, w) von w abhéngt, d. h.
im Fall von B = B(w).

Eine Anfangsbedingung fiir eine vektorielle zuféllige Differentialgleichung lautet

(to, Xo) (3.7)
mit einem Zufallsvektor X, so dass fast sicher (¢y, Xo) € B gilt.

Definition 31 FEin Zufallsprozess (X (t); t € T) heifst auf dem Intervall T realisierungswei-
se (pfadweise, trajektorienweise) Losung der zufdlligen gewdhnlichen Differentialgleichung
(5.6), falls fiir (fast) alle Realisierungen (Pfade, Trajektorien) (X (t,w); t € T,w € Q)

AX00) _ py X (1 w),w)

dt

fir allet € T gilt.
Gilt dariber hinaus X (to,w) = Xo(w) f. s., dann heifit der Zufallsprozess realisierungsweise
Lésung auf T zur Anfangsbedingung (to, Xo).
Die realisierungsweisen Losungen auf T zur Anfangsbedingung (3.7) heiflen eindeutig in
T, wenn beliebige realisierungsweise Losungen auf T zu dieser Anfangsbedingung ununter-
scheidbar sind.
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Im Zusammenhang mit dieser Definition werden zwei Probleme wichtig, die unter stochasti-
schen Gegebenheiten zu beriicksichtigen sind und die bewirken, dass hier nicht nur einfach
eine parametrisierte Familie von deterministischen gewohnlichen Differentialgleichungen be-
trachtet werden kann.

1. Das Definitionsintervall einer Losung soll auf einem von w € ) unabhéngigen Zeitin-
tervall definiert sein. Das folgende Beispiel zeigt, dass Aufgabenstellungen auftreten,
in denen diese Eigenschaft nicht erfiillt ist. Durch geeignete Definitionen von Zu-
fallsprozessen auf zufélligen Zeitintervallen konnen gegebenfalls auch solche Probleme
behandelt werden.

Beispiel 32 Wir betrachten fiir eine reellwertige Zufallsgrofie A das Anfangswert-
problem fiir die zuféllige gewthnliche Differentialgleichung

X =24tX?,  X(0)=1.

Die Losung kann wie folgt gefunden werden.

dX (1)
= 2At dt
X2(t)
1
1——— = A
X(t)
1
X =12

Diese Losung ist nur fiir Werte ¢+ € R definiert, fiir welche 1 — At? > 0, oder dquiva-
lent dazu t? < %, gilt. Ist zum Beispiel die Zufallsvariable A exponentialverteilt mit
Parameter A > 0, dann gilt fiir alle ¢ # 0

p({ocorre D) op(focanao< L) i (2) <1

d. h. es gibt kein von w unabhéngiges Intervall, auf dem der ,,Zufallsprozess*

1

X =11

mit Wahrscheinlichkeit 1 realisierungsweise Losung des Anfangswertproblems sein
konnte. O

2. Die Familie von , Losungspfaden® (mit Parameter w € ) muss ein Zufallsprozess sein,
d. h. es sind gewisse Messbarkeitsbedingungen beziiglich der Abhéngigkeit vom Para-
meter w zu fordern. Auch hier soll ein Beispiel verdeutlich, dass dies nicht automatisch
gewahrleistet wird.

Beispiel 33 Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die gewthnliche Differen-
tialgleichung

X =V|X|, X(0)=0.
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Weiterhin sei Q* C € eine nichtmessbare Menge, Q* ¢ A, folglich auch Q \ Q* ¢ A.
(Unter allgemein tiblichen Annahmen und fiir hinreichend reichhaltige Wahrschein-
lichkeitsrdume, wie z. B. das Intervall [0, 1] C R mit der o-Algebra der BOREL- oder
LEBESGUE-Mengen existieren immer auch nichtmessbare Mengen.) Definieren wir nun

X*(t,w) .—{§ fiir w € Q\ Q*, t>0,

erhalten wir fiir jedes feste w € Q in R, = [0,00) eine Losung des Anfangswertpro-
blems, die gesamte Familie dieser Funktionen definiert aber keinen Zufallsprozess, da
fiir feste t > 0 z. B. gilt

{weQ: X*(t,w) >0} =0\ Q" ¢ A
Ganz analog kann man das Anfangswertproblem
X =3X:,  X(0)=0,
und als ,,Losungen die Funktionen

N _J 0 firweQr, tekR,
X(t’”)'_{t?» fir w € Q\ Q, teR,

betrachten. O

Nun sollen noch als zweiter wichtiger Losungsbegriff Quadratmittellosungen definiert wer-
den.

Definition 34 Fin Zufallsprozess (X (t); t € T) 2. Ordnung (d. h. mit endlichen zweiten
Momenten) heifst auf dem Intervall T Quadratmittellosung (Losung im quadratischen Mittel)
der zufdlligen gewohnlichen Differentialgleichung (3.6), falls auf T die Quadratmittelablei-

tung (X (t); t € T) existiert und fir allet € T

X(t,w)=F(t, X (t,w),w)

fast sicher gilt.

Gilt dariiber hinaus X (tg,w) = Xo(w) f s. (mit E{|Xo||*} < o0), dann heifit der Zu-
fallsprozess Quadratmittellésung von (3.6) auf T zur Anfangsbedingung (to, Xo).

Die Quadratmittellosungen auf T zur Anfangsbedingung (3.7) heiflen eindeutig in T, falls
fiir jedes Paar (X (t);t € T), (3(/(15), t € T) von Quadratmittellosungen zu dieser Anfangs-

bedingung X (t,w) = X (t,w) f. s. fir allet € T gilt, d. h. beide Zufallsprozesse dquivalent
sind.

Bemerkung: Quadratmittellosungen von zufilligen Differentialgleichungen miissen nicht
unbedingt differenzierbare Trajektorien besitzen. So ist ein Zufallsprozess (X(t); t € R,)

mit existierender Quadratmittelableitung (X (¢); ¢ € R,) aber nichtdifferenzierbaren Tra-
jektorien Losung der zufilligen Differentialgleichung

X = B(t)

falls B(t) = X (t).

Bemerkung: Es werden auch weitere und allgemeinere Losungsbegriffe betrachtet. So
konnen z. B. realisierungsweise verallgemeinerte Losungen im Sinne von CARATHEODORY
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untersucht werden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Existenz von Ableitungen nur
im Sinne der schwachen L2-Konvergenz zu fordern. Letzteres bedeutet, dass Zufallsvariablen
(W)X (t) existieren, so dass fiir beliebige Zufallsvariable Y € L? gilt

lim E {YX(t + h}i — X(t)} = E{Y ™X(t)},

h—0

analog im Vektorfall.

Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Losungen von zufélligen Differentialgleichungen sind
im Vergleich zu den entsprechenden Sétzen fiir deterministische Differentialgleichungen
meist schwieriger zu handhaben und nicht von so grofler Allgemeinheit. Zuerst seien hier
Varianten der Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir realisierungsweise Losungen angefiihrt.

Satz 35 Die Funktion F(-,-,-) sei messbar und fir fast alle w € Q erfille F(-,-,w) die
Bedingungen des Satzes 27 von PICARD-LINDELOF mit eindeutigen Losungen (X (t,w); t €
T.) mit X (tg,w) = Xg. Fiir diese w ezistiere ein von w unabhingiges Intervall ) # T C T,,.
Dann ist (X (t); t € T) eine eindeutig bestimmte realisierungsweise Losung des Anfangs-
wertproblems (3.6), (3.7).

Satz 36 FEs sei F : [ty, g+ h] x R™ x Q — R™ messbar (to € R,h > 0), fir fast alle w € Q
sei F(-,-,w) stetig auf [to,to + h] X R™ und es existiere eine nichtnegative Zufallsvariable

C(w) mit
|F(t,z,w) — F(t,z,w)| < C(w)||lx— x| Va,x € R", Vi€ [to,to+ R, fast sicher.

Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung (to, X o(w)) eine eindeutig bestimmte realisierungs-
weise Losung der zufilligen Differentialgleichung (3.6), die auf [to,to + h] definiert ist.

Fiir zuféllige lineare Differentialgleichungen gilt analog zu den entsprechenden determinis-
tischen Differentialgleichungen der folgende Satz.

Satz 37 Es sei T C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren und die Zufallsfunktionen
(Aij(t); t € T), (Bi(t); t €T), i,5 € {1,2,...,n}, besitzen fast sicher stetige Trajektorien
auf T.

Dann besitzt das zufillige lineare Differentialgleichungssystem
X = A(t)X + B(t)
mat
X A (t) ... An(t) By(t)

X = : , A(l) = : : : , B(t)= :
X, Api(t) .. Aua(t) B, (t)

fiir jede Anfangsbedingung (to € T, (X1o(w),. .., Xno(w))T) eine eindeutig bestimmte reali-
sierungsweise Losung, die auf T definiert ist.

Ein Problem bei der Anwendung dieser Sétze besteht darin, dass entsprechende Eigenschaf-
ten der Trajektorien der zufilligen Koeffizientenfunktionen nachgewiesen werden miissen,
was nicht immer so leicht moéglich ist.

Wenn nur die schwicheren Bedingungen des Satzes von PEANO iiber die Existenz von
Losungen realisierungsweise erfiillt sind, miissen zwei Probleme beachtet werden, einmal die
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Existenz eines von w € () unabhingigen Definitionsintervalles und zum Zweiten die Mess-
barkeitsbedingung an den zufélligen Losungsprozess. Haufig ist es jedoch so, dass sich die
Losungen als Grenzwerte eines Approximationsverfahrens (wie sukzessive Approximation,
Polygonzugverfahren) mit giinstigen Regularititseigenschaften z. B. beziiglich der Messbar-
keit ergeben, dann entsteht im Allgemeinen eine messbare Losung.

Fiir Quadratmitteldifferentialgleichungen ist die Existenz der Momente ein moglicher Pro-
blempunkt.

Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung X = AX? mit einer Zufallsgrofe
A. Bei einer Interpretation als Quadratmitteldifferentialgleichung miissen dann die Losung

(X(t);t € T) und der Zufallsprozess der Quadratmittelableitung (X (¢); ¢ € T) Prozesse
zweiter Ordnung sein. Insbesondere folgt dann aus der Bedingung E{X?(¢)} < oo auch die
Forderung

E { [AX2(t)]2} — E{A2X%(t)} < oo,

d. h. unter relativ schwachen Bedingungen an die Verteilung des zufilligen Koeffizienten
A muss fiir eine Losung sogar E{X%(t)} < oo gelten, usw. Ahnliche Situationen betref-
fen Momente von zufilligen Koeffizienten (auch bei linearen Differentialgleichungen) oder
Momente von Anfangsbedingungen.

Wenn die Funktion F'(-,-,-): T x R" x Q@ — R" eine Abbildung
F:Tx LR x Q— LX(RY): (4, Y(w),w) — F(t,Y (w),w) € L*(:R)

erzeugt (dazu ist unter Anderem eine Vertriglichkeit mit der Aquivalenzklassenbildung not-
wendig), dann kann die Theorie der BANACH- (bzw. HILBERT-Raum-wertigen Differenti-
algleichungen verwendet werden. Dabei existieren Resultate, die analog zu Resultaten fiir
vektorwertige (mit endlicher Dimension) Differentialgleichungen sind. So gilt zum Beispiel
das folgende Theorem.

Satz 38 Fiir die Funktion F(-) mit T = [to,to + h], to € R,h > 0, gelte
E{|F(LY,) - FtY, )} <cE{|y - V|*}

fiir alle t € [to,to + ], Y,Y € L*(Q;R") mit einer Konstanten ¢ > 0.
Dann exzistiert zu jeder Anfangsbedingung (to, Xo), Xo € L*(Q;R™), eine eindeutige Qua-
dratmittellosung der zufilligen Differentialgleichung (3.6), die auf [to, o + h| definiert ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass dieser Satz nur beschriankt anwendbar ist.
Beispiel 39 Wir betrachten die reelle lineare zufillige Differentialgleichung
X =AX,  X(0)=X,e€ L*(%R)
mit einer Zufallsgrofie A. Dann existiert eine eindeutige realisierungsweise Losung
X(t) = Xoexp(At), teR,

die auch die Quadratmittellosung im Fall ihrer Existenz ist. Dazu ist die Erfiillung der
Bedingung

E{X’(t)} <o & E{XJexp(24t)} <oo, tEeR,
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notwendig. Setzen wir zusétzlich voraus, dass die Zufallsvariablen Xy und A stochastisch
unabhiingig sind, erhalten wir die notwendige Bedingung E {exp(2At)} < oo fiir die Existenz
einer Quadratmittellosung. Diese Bedingung ist insbesondere fiir fast sicher beschrinkte
Zufallsvariable A, d. h. wenn |A(w)| < a fast sicher mit einer Konstanten a > 0 gilt,
erfiillt, aber zum Beispiel auch fiir normalverteilte Zufallsvariable A (dann ist exp(2At)
logarithmisch normalverteilt mit endlichem Erwartungswert).

Fiir die (hier skalare) Funktion F(-) aus dem vorigen Satz gilt F(t,Y,-) = AY und folglich

E{|F(tY,)— F(t.Y, )} = E{JAPY - V?}.

Der letzte Ausdruck kann fiir allgemeine Zufallsgréfien ¥ — Y € L?(€;R) unendlich werden
(z. B. falls Y — Y = A und E {|A[*} = 00). Ist jedoch der zufillige Koeffizient A fast sicher
beschriankt, |A(w)| < a f. s. mit a > 0, dann gilt

E{AP)Y - VP} <aB{)y - V]*}

und der Satz ist anwendbar. Fiir normalverteilte Koeffizienten A (und davon stochastisch
unabhéngige Anfangsbedingungen X) kann der Satz in dieser Form jedoch nicht angewendet
werden, obwohl in dieser Situation auch die Quadratmittellosungen existieren. O



Kapitel 4

Zufillige lineare
Differentialgleichungen mit zufilligen
Anfangswerten und stochastischen
inhomogenen Termen

4.1 Losungen von Anfangswertaufgaben

Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von zufélligen gewohnlichen Differentialgleichun-
gen, fiir die weitgehende Aussagen iiber Charakteristiken mit relativ einfachen Mitteln ge-
funden werden konnen. Dies ist die Klasse der linearen Differentialgleichungen, bei denen die
Koeffizienten deterministisch, der inhomogene Term und die Anfangswerte jedoch zufillig
sind. Genauer untersuchen wir Anfangswertaufgaben fiir Systeme von n Differentialgleichun-
gen (mit anderen Worten: eine vektorielle Differentialgleichung) der Gestalt

X =at)X +Z(t), X(t) =X (4.1)

mit einer deterministischen stetigen n X n-Matrixfunktion a(t) = (a;(t)),,—, ..t € T,

-----

einem vektoriellen Zufallsprozess (Z(t);t € T) = ((Zl(t), L Za) st e ']I‘) und einem

Zufallsvektor X = (X, .., XnO)T. Das Definitionsgebiet T der Koeffizientenmatrixfunkti-
on und des vektoriellen Zufallsprozesses soll ein Intervall mit nichtleerem Inneren der reellen
Achse sein, aulerdem soll tg € T gelten. (Um eventuell mégliche Verwechslungen mit dem
bei der Behandlung von zufélligen (stochastischen) Differentialgleichungen héufig benutz-
ten Symbol B(t) fiir die Brownsche Bewegung oder eine fraktale Brownsche Bewegung zu
vermeiden, wurde jetzt die Bezeichnung Z(t) fiir den inhomogenen Term gewéhlt.)

Aus der Theorie der deterministischen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die Losungen
der zugehorigen deterministischen homogenen linearen Differentialgleichung

T =a(t)x (4.2)

einen n-dimensionalen Vektorraum bilden.
Weiterhin existiert eine Matrixfunktion ®(¢,s),t,s € T, die Fundamentalmatrix genannt
wird und folgende Eigenschaften besitzt:

1. die Matrixfunktion ist stetig und besitzt stetige Ableitungen,
2. det ®(t,s) #0, Vt,s € T, d. h. alle Matrizen sind regulér,

o6
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3. ®(t,t) =1, YVt € T (I ist die n x n-Einheitsmatrix),
4. fir to,t1,t0 € T gllt q)(tg, to) = (I’(tg,tl)(t’(tl,to),

5. die Fundamentalmatrix geniigt fiir feste Werte s € T der Matrixdifferentialgleichung

d®(t
flt’ 5) = a(t)®(t, s) mit der Anfangsbedingung ®(s,s) = 1I.

Fiir feste Werte s € T bilden die Spalten der Fundamentalmatrix als Funktionen von ¢ € T
eine Basis des Vektorraums der Losungen der homogenen Differentialgleichung (4.2).

Fiir das Anfangswertproblem (4.1) mit der zufélligen inhomogenen Gleichung gelten folgende
Aussagen.

Satz 40

(i) Ist der stochastische Prozess (Z(t); t € T) realisierungsweise stetig auf T, so ist

t

X (1) = ®(t, 1) Xo + / (1, 5)Z(s) ds = (1. 10) X0 + (1. 10) / & (s,10) Z(s) ds
i v (4.3)

die eindeutige realisierungsweise Losung des Anfangswertproblems (4.1), das Integral
wird dabei als realisierungsweises RIEMANN- (oder LEBESGUE-)Integral verstanden.

(i) Ist (Z(t); t € T) ein im Quadratmittel stetiger Zufallsprozess auf T, so ist

X(t) = ®(t,t9) X+ /t D(t,s)Z(s)ds = ®(t, tg) Xo+ P(t, to) /t & 1(s,19)Z(s)ds

to to

die eindeutige Quadratmittellosung des Anfangswertproblems (4.1) unter Vorausset-
zung E{|| X ||} < oo, hier ist das Integral als Integral im quadratischen Mittel zu
verstehen.

(iii) Ist (Z(t);t € T) ein im quadratischen Mittel und realisierungsweise stetiger Zu-
fallsprozess 2. Ordnung auf T und gilt E{||X||*} < oo, so sind realisierungsweise
Lésungen und Quadratmittellésungen von (4.1) dquivalent.

Im allgemeinen Fall kann die Fundamentalmatrix nicht analytisch angegeben werden. Eine
ndherungsweise Berechnung ist mit Hilfe obiger linearer Matrixdifferentialgleichung méglich.
Im wichtigen Spezialfall einer Gleichung mit konstanten Koeffizienten

mit einer deterministischen Matrix @ = (a;;),

ij=1...n» lautet die Fundamentalmatrix

®(t,s) =exp((t —s)a) =l t,seT.

Die Exponente exp(c) einer Matrix ¢ = (cy;); ;_;

" kann dabei iiber die Reihe
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mit der Einheitsmatrix I = ¢ definiert werden, fiir die Ableitung der Matrixfunktion gilt

dexp (te)

pm = cexp (tc) = exp (tc) c.

Entsprechende Losungen realisierungsweise bzw. im quadratischen Mittel der Anfangswert-
aufgabe (4.4) sind

t t
X(t) = elttlax, +/ elt=9)eZ(s)ds = el X + e“‘/ e *Z(s)ds.

to to

Berechnet man zur Probe die Ableitung dieser Vektorfunktion nach ¢, erhélt man

t
X(t) = ae' X, + ae'® / e 5*Z(s)ds+ ae' " Z(t)

to

t
=a (e(t_tO)aXo + eta/ e *Z(s) ds) + Z(t)

to

=aX(t)+ Z(1).

In vielen Féllen interessieren von den zufilligen Losungsprozessen statistische Charakte-
ristiken, vor allem die Erwartungswertfunktion und die Korrelationsfunktion. Zu ihrer Be-
stimmung miissen fiir diesen speziellen Typ von zufélligen Gleichungen auch nur die ersten
bzw. zweiten Momente von zufalligen Anfangsbedingungen und dem zufélligen inhomogenen
Term bekannt sein. Fiir die Erwartungswertfunktion gilt die folgende Aussage.

Satz 41 Sei

(a) (Z(t); t € T) realisierungsweise stetig auf T mit einer stetigen Erwartungswertfunktion
mz(t) :=E{Z(t)} und E{|| X ||} <oco bzw.

(b) (Z(t); t € T) in quadratischen Mittel stetig auf T und E{||X,||*} < oc.

Dann existiert fiir die realisierungsweise bzw. Quadratmittellosung von (4.1) die Erwar-
tungswertfunktion und es gilt

mx(t) = B{X (1)} = ®(t, to)E{ X} + /t B(t, s) my(s) ds.

Die Erwartungswertfunktion mx (t) ist Losung der deterministischen Vektordifferentialglei-
chung

mx(t) = a(t)mx(t) + mz(t) (4.5)
auf T mit der Anfangsbedingung mx(ty) = E{X,}.

Beweis. Die Losung des zufilligen Anfangswertproblems (4.1) existiert unter den angegeben
Voraussetzungen und sie kann dargestellt werden durch

X(t) = ®(t,t9) X0+ /t b(t,s)Z(s)ds.

Fiir den Ausdruck auf der rechten Seite existiert die Erwartungswertfunktion, demzufolge
auch fiir X (¢), d. h. es gilt

mx(t) = B{X (1)} = ®(t, t0)E{ X} + / ®(t, s)E{Z(s)} ds.

to
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Werden beide Seiten dieser Gleichung nach ¢ differenziert, erhilt man

mx(t) = ®(t, t))E{ X} + ®(t, ) E{Z(t)} + /t ®(t, s)E{Z(s)} ds

to

= a(t)®(t, to)E{X,} + mz(t) + a(t) / B(t, s)ymy(s) ds

to

und damit die Differentialgleichung (4.5). Aulerdem gilt fiir den Anfangszeitpunkt ¢ = ¢
O

Zur Bestimmung der Momente zweiter Ordnung nehmen wir an, dass (Z(t);t € T) im
Quadratmittel stetig auf T ist und E{|| X[|*} < oo gilt.
Dann folgt fiir t,t, € T aus

t;
X(tl) = q)(tl,to)Xo +/ q)(tl, SZ)Z(SZ) dSZ‘, 7 = 1, 2,

to

fiir die Kovarianzfunktion

Cxx(t1,t2) = E{X (1) X" (t2)}

to to

_g { {@(tl,to)Xo i /tl @(thsl)Z(sl)dsl} |:‘I)(t2,t0)X0 + /t2 é(t2,82)Z(82)d82r}

to
= ¢)<t17 t(])E {Xng} @T(tz, to) + @(tl, to) / E {XoZT(SQ)} @T(tz, 82) d82

to

t1
+/ (I’(tl,sl)E{Z(Sl)X(j;} d$1 @T(tg,to)
t

0
t1 to
—|—/ / @(tl,sl)E{Z(Sl)ZT(SQ)}@T(tQ,SQ) d82 d81.
to to
Analog erhélt man fiir die Korrelationsfunktion
Rixx(t1,t2) i= Cov{X (1), X (t2)} = B {[X (1) — mx(t)] [X (12) — mx(t2)]" |

to
— B(1y, 1) Cov { X, Xo} B (1, to) + B(t1, o) / Cov { Xy, Z(55)} B (1, 5) dso

to

t1
+/ (I’(tl,sl)COV {Z(Sl),XQ} d$1 @T(tg,to)

to

t1 to
"—/ / @(tl,sl)COV{Z(Sl)ZT(Sg)}@T(tQ,SQ) dSQ dSl.
to to

Damit kénnen bei gegebenen Momenten erster und zweiter Ordnung von X, und (Z(t); t €
T), d. h. von den Vektoren bzw. Matrizen E{ X}, E{X X[} = Cov{X,, X}, E{Z(1)},
E{XoZT(t)} I COV{XQ,Z(Tf)}, E{Z(tl)ZT<t2)} = COV{Z(tl),Z(tQ)}, t,tl,tg € T, bei

Kenntnis der Ubertragungsmatrix ®(t, ) erste und zweite Momente der Losung berechnet
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werden. Ebenso kénnen daraus Kreuzkovarianz und -korrelationsfunktionen z. B. der Losung
und ihrer Ableitung etc. bestimmt werden. So gilt exemplarisch

Cix(ti ts) = B{X ()X ()}
= a(t)B{X (1) X" (t2)} + E{Z(t) X" (t2)},

hier konnen die gegebenen und schon berechneten Groflen eingesetzt werden. Eine andere
Moglichkeit besteht in der Berechnung der partiellen Ableitung

0C xx(t1,12)

Cxx(ti,t2) = ot

Die Kreuzkovarianzfunktion der Losung und der Erregerfunktion findet man durch

Cxz(ti,t) =E{X(t))Z"(t2)} = E { [(I'(tl,to)Xo + /t1 b (t1,5)Z(s) ds} ZT(tQ)}

to

= ®(t1,t0)E{X0Z" (1)} + /tl ®(t1,s)E{Z(s)Z" ()} ds.

to

Analog lassen sich entsprechende Korrelationsfunktionen berechnen.

Ist die Ubertragungsfunktion nicht exakt angebbar, kénnen numerisch berechnete Néhe-
rungswerte bei einer numerischen Integration verwendet werden.

Die Matrixkovarianz- und Korrelationsfunktionen sind aber auch Losungen von determinis-
tischen Differentialgleichungssystemen.

So kann in der Beziehung

Cxz(ti,t2) =E {X(tl)ZT(tQ)} — w%t(fl’h)

fiir X (t1) der Ausdruck aus der Differentialgleichung eingesetzt werden,
= a(tl)E {X(tl)ZT(t2>} + E {Z(tl)ZT<t2)} s

d. h. fiir feste to € T gilt jeweils die deterministische gewohnliche Differentialgleichung (mit
to als festem Parameter)

0C xz(t1,12)

ot = a(t1)Cxz(t1, 1) + Czz(t, t2)
1

mit der Anfangsbedingung
Cxz(to,t2) =E{Z(t0)Z"(t2)} =E{XZ"(t2)} .
Hieraus folgt
Czx(ti,ts) = E{Z(t)X"(t2)} = (E{X (t2)Z(t)})" = Ckz(ta, t1).

Weiterhin gilt fiir das zweite gemischte Moment der Ableitung der Losung und der Losung
selber zum jeweils gleichen Zeitpunkt

Cxx(t.) = E{X()X" (0} = T X <ZXT<75>} _ dCxx(t1)

—aE{X")X M)} +E{Z0)X7(1)},
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d. h. es gilt die deterministische gewohnliche Matrixdifferentialgleichung

dC xx(t,1)

o = a()Cxx(t,1) + Czx(t,1)

mit der Anfangsbedingung
Cxxl(to, to) = E{X(to) X" (t0)} = E {Xo X }.
SchlieBlich gilt

Cix(ti,t) =E {X(t1)XT(t2)} _ OE {X(gt)lXT(tg)} _ 8C’th(1t1,t1)

=a(t)E{X )X (t)} +E{Z(t) X (t2)},

d. h. es gilt fiir feste {5 € T jeweils die deterministische gewdhnliche Matrixdifferentialglei-
chung
0C x x(t1,12)
oty

mit jeweils der Anfangsbedingung

Cxx(ti,t2)l,,_y, = E{X(t2) X" (t2)} = Cxx(ta, t2).

Bei allen diesen Matrixdifferentialgleichungen unterscheiden sich nur die inhomogenen Terme
und die jeweiligen Anfangsbedingungen.

Fiir die Matrixkovarianzfunktion Cxx(1,t2) gilt auch eine partielle Matrixdifferentialglei-
chung

=a(t;)Cxx(t1,t2) + Czx(t1,12)

0*C xx(t1,t2)
Ot10t,

= a(tl)CXx<t1, t2)aT<t2) + G,(tl)CXz<t1, tg)

+ Czx(t1, ta)a” (ty) + Czz(ty, ts).

Entsprechende Formeln kann man auch fiir die Matrixkorrelationsfunktionen Rx x(t1,t2)
finden.

Im GauBschen Fall konnen neben den Aussagen iiber die Momentenfunktionen auch Aussa-
gen iiber die Verteilung getroffen werden.

Satz 42 Ist ((Xo,Z(t));t € T) ein im quadratischen Mittel stetiger Gaufscher Vektor-
prozess, so ist die Quadratmittellosung von (4.1) ein Gaufscher Zufallsprozess und auch
(X0, Z(t), X (t)); t € T) ist ein normalverteilter Vektorprozess.

Der Erwartungswert und die zweiten Momente kénnen mit den obigen Formeln bestimmt
werden.

Beweis. Fiir die Losung gilt

t
X (t) =®(t,t9) X0 +/ b(t,s)Z(s)ds
to
Der erste Summand ®(t,t9) X ist normalverteilt, da X, ein Gaufischer Zufallsvektor ist
und die Matrixiibertragungsfunktion deterministisch. Das Integral ist der Grenzwert im
quadratischen Mittel der Riemannschen Integralsummen, d. h.

/ D(t,8)Z(s)ds = q.M.— lim ®(t, ) Z (7)1 — 1i1]

i
m—00,max;=1,...,m |Ti—Ti—1|—0

to
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mit tgo =79 < ... < T =1, 77 € [1,_1, 7). Da jede dieser Summen normalverteilt ist und
Quadratmittelgrenzwerte von normalverteilten Zufallsgroffen wieder normalverteilt sind,
folgt hieraus, dass das Integral Gauflsch ist. Entsprechendes gilt auch fiir die gemeinsame
Verteilung von ((Xo, Z(t), X (t)); t € T). O

Wird ein Differentialgleichungsproblem

X:aX+Z, X(to):Xo,

mit einer konstanten deterministischen Matrix a = (aij>ij:1 _, betrachtet, kann in den
Formeln fiir die ersten und zweiten Momente die bekannte Fundamentalmatrix

®(t,s) =exp((t—s)a) =l t,seT,

eingesetzt werden.

Beispiel 43 Ein wichtiges und grundlegendes Beispiel behandelt einen linearen Einmas-
senschwinger mit zufélliger Erregung.

Dies fithrt auf eine gewohnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

X(t) + 200X (1) + 02X (t) = Z(2) (4.6)
mit 6y > 0,6 > 0 und entsprechenden Anfangsbedingungen
X(to) — X(), X(to) — Xo. (47)

Wir werden hier 0 < § < 1 voraussetzen, dies ist der haufigste Fall einer schwachen oder
unterkritischen Dampfung. Bezeichnen wir

04 :=0Opv1— 62,

kann die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung & + 206, + 98;5 = () mit
l‘(t) = 8_660t (Cl COS(edt) + ¢ sin(@dt))

mit beliebigen Konstanten ¢y, co angegeben werden.
Die Impulsantwortfunktion zur Differentialgleichung (4.6) ist eine Funktion i : R — R, die
fiir Werte ¢ < 0 verschwindet, h(t) = 0 falls ¢ < 0, und fiir nichtnegative Argumente Losung

der homogenen Differentialgleichung mit Anfangswerten h(0) = 0 und 2(0) = 1 ist. Die
t

zufillige Funktion / h(t—s)Z(s)ds ist dann Losung der inhomogenen Differentialgleichung

0
(4.6) mit homogenen Anfangsbedingungen. In unserem Fall gilt fiir die Impulsantwortfunk-
tion

0, t <0,
ha(t) = Hie_‘wot sin(f4t), t>0.
d

Damit erhélt man als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung und Lésung des An-
fangswertproblems fiir ¢ > ¢,

X(t) = o000 (t—to) [C cos(0q(t — to)) + Cosin(by(t — to))] + /t ha(t — s)Z(s)ds

to
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mit Werten aus den Anfangsbedingungen

~ Xo + 000X,

Ci=Xo, G 7
d

Hieraus konnen dann Aussagen iiber die Verteilung der Losung oder iiber Momentenfunk-
tionen gemacht werden.

So gilt zum Beispiel unter der Voraussetzung E{|Xy|} < oo, E{Z(t)} = mz(t) endlich und
stetig, fiir die Erwartungswertfunktion my(t) = E{X(¢)} der Losung

E{ X} cos(0a(t — o)) + E{Xo} +9i00E{X0} sin(,4(t — to))

mx (t) = e~ 90 (t—to)

+ /t ha(t — s)mz(s) ds

to
und analog fiir andere Momente.

Natiirlich kénnte man diese Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein System von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung iiberfithren und entsprechende Berechnungen ausfiihren.

¢
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