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1 Los geht’s!

Beispiel 1.1 (Problem der Brachistochrone (Bernoulli, 1696)) Die beiden Punk-
te @ = (0,0) und b = (by,bz) mit b; > 0 seien durch eine Kurve y = y(x) verbunden!.
Ein Korper gleite unter Wirkung eines konstanten Schwerefeldes F' = (g,0) mit g > 0
reibungsfrei auf der Kurve von a nach b mit Startgeschwindigkeit 0. Wie mufl man die
Kurve wahlen, so dafl der Korper in kiirzester Zeit in b ankommt?

BILD (Skischanze)

,m™ mal Daumen*“-Herleitung der Durchlaufzeit: m bezeichne die Masse des Korpers, t sei
die Zeit, s = s(t) der zur Zeit ¢ zuriickgelegte Weg, (z,vy) = (x(t),y(t)) die Posituion des
Korpers zur Zeit t. Wir nehmen an, daf sich jede der Variablen s,t,z,y als Funktion der
anderen schreiben l&8t.

Mit ¢/ = % haben wir dann, daf

d28_ g
m——- =m

dt? 1+ y/2’
da die linke Seite die Beschleunigungskraft ist, die in tangentialer Richtung auf den Korper
wirkt, und die rechte Seite gleich m mal dem Betrag der tangentialen Komponente? von

(g,0) ist.
Esist s = / V14 y/(7)?dr (,Bogenlinge®), also /1 + ¢ = jfﬂ = ‘3; g; Dies liefert

_ L e Ssds di 1&(@)2 a
9= ae Y =@ dtds  2dt\dt) dz’
also®

de 1d /ds\2 1 /ds\?2 ds dx dt 1+ y?
“r_ 4t - (& V2gr =2 = /11428 5 & :
g (@) =9 =3(5) = V=75 VR T @

dt  2dt\dt 2gx

Integration beziiglich  von 0 bis b; ergibt

V1+y(x)2de.

Durchlaufzeit = /
0o V2gz

,2Antwort* auf die Frage: Mit

U :={y € C'([0,01]) | y(0) = 0 und y(b1) = bo}

definiere

V1+y(z)?de.

F:U—R, ]:(y):/ N
0 gm

'd.h. y(0) = 0 und y(b1) = bo

?Der (Einheits-)Tangentialvektor an die Kurve im Punkt (z,y(x)) ist £(1,v'(x))//1 + v'(

3Die erste Implikation folgt durch Integration bzgl. ¢, die zweite aus der Formel fiir die Bogenlange und
der Kettenregel.



Finde yp € U, so dal F(yo) minimal wird.

Kritik: Ist U die richtige Menge auf der wir F betrachten? Gibt es iiberhaupt ein Minimum
von F auf U? Wie findet man es?

Gegenstand der Vorlesung ist es, sogenannte Variationsintegrale
ur— F(u) = / F(z,u(z), Du(z))dx : U — R
Q

auf Teilmengen U C {u : Q C R" — RV} auf Extremalstellen zu untersuchen.

Idee: Verallgemeinere die bekannten Methoden zur Extremwertbestimmung von Funktio-
nen f:UCR—R.

e Notwendige Bedingungen (entspricht f’(x¢) = 0)
e Hinreichende Bedingungen (entspricht f”(z¢) positiv/negativ)

e Existenz globaler Extremwerte (entspricht z.B. der Annahme der Extremwerte ste-
tiger Funktionen auf Kompakta)

Definition 1.2 FEs sei U eine Menge und F : U — R. Der Punkt uw € U heifst

a) (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) fir allev € U,

b) strikte (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) fir alle v € U\ {u},

c) [strikte] lokale Minimalstelle von F, falls U ein topologischer Raum ist und eine
offene Umgebung V- C U won u ezistiert, so daf u eine [strikte] Minimalstelle von
Fly ist.

Der Wert F(u) € R heifit dann [striktes] Minimum. Entsprechend erklirt man [strikte]
Mazimalstellen und Extremalstellen.

Beispiel 1.3 Fiir festes 0 < a < % betrachte
1
Fly) = /0 (1+¢ (@))¥de auf U={yeC([0,1]) ]| y(0) =0, y(1) = 1}.

Es ist F(y) > 1 fiir alle y € U, da ' # 0* fiir y € U. Fiir

0 :0
yn(x) == {nz(x—1+i)2 1

IN
3 8

, n €N,

1—
x <

[ANIVA
—_ 3=

ist y, € U und

1 1 1 -
F(yn) §1—+/ (5n2)*dx =1 — — + 5%p2e~1 222,
n 1— n

3=

Also ist infyepy F(u) = 1, das Infimum wird aber nicht angenommen.

“Mittelwertsatz



Beispiel 1.4 Fiir

1
Fly) = /O /(@) — 1)?de anf U={yeC'((0.1]) | y(0) = y(1) = 0}

ist inf,cy F(u) = 0, das Infimum wird aber nicht angenommen. Fiir jede ,,Zickzackfunk-
tion® u : [0,1] — R mit u(0) = u(1) = 0 und /(z) = £1 bis auf endlich viele Ausnahme-
punkte gilt aber F(u) = 0.

Fiir uns werden daher lipschitzstetige Funktionen wichtig: Fiir  C R™ definiere

A QRY) = {u: Q- RY|
u beschrinkt und 3L >0 Vz,y € Q: |u(z) —u(y)| < Llx —y|}.

Dies ist ein Banachraum mit der Norm

u(z) — uly
[ullor(@rny = llullLip = sup [u(x)| + sup lu(@) —uly)l
z€l) ety 1T =Y

Fiir N = 1 schreiben wir A'(Q) = A'(Q,R).

Satz 1.5 Es sei Q C R" offen und u € AY(Q,RYN). Dann existiert die partielle Ableitung

(%j(x) fir fast alle x € Q und aaTuj ist mefbar und (wesentlich) beschrinkt auf  mit

15 oo () < Iluellar .oy

BEWEIS: Ohne Beweis. [ ]

2 Funktionale und ihre Variation I

Im folgenden sei X ein reeller Vektorraum.
Bemerkung 2.1 Ist X normiert, so ist
X' :={2': X — R | 2/ linear und stetig}

der topologische Dualraum von X. Dies ist ein Banachraum mit der Operatornorm

/
|2'|| x: = sup [’ (2)] = sup |2'()|.
+£0 [[Z]x  jalx=1

Fiir ein lineares T : X — R sind dquivalent:

a) T e X'

b) Fiir jede Nullfolge (zy)ken in X ist (Tx)ren eine Nullfolge in R.



Definition 2.2 FEs sei F : U C X — R eine Abbildung. Fir v e U und h € X setze

F(u+th) — F(u)
t Y

d
OF (u, h) = pn tzo]-'(u +th) = %E%

sofern w+th € U fir |t| < e = e(u, h) und der Grenzwert existiert. Wir setzen
VY F,u)={h € X | 6F(u,h) exoisticrt}.
dF (u, h) heifit die erste Variation von F an der Stelle w in Richtung h.

Beispiel 2.3 Wie in Beispiel 1.1° sei X = C*([0, b1]) und

b1 "
Fy) :/0 \/de auf U = {y €C([0,01]) | y(0) =0, y(b1) = b2}

Sei y € U. Fiir h € X ist y+th € U fiir t # 0 genau dann, wenn h(0) = 0 = h(b;). Fiir
solche h gilt nach dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz, daf3

d b g \/1+(y’(a:)+th’(x))2
%’tzof(y +th) _/0 @‘t:(} d

A G W (x) de = 5F (y, h).

o Vz(l+y(z)?)

Insbesondere V1(F,y) = {y € C}([0,b1]) | y(0) = 0 = y(b1)}.

Definition 2.4 Es sei X normiert, F : U C X — R eine Abbildung und v € U.

a) Fiir alle h € X existiere 0F (u, h) und
Flu): X — R, h— 6F (u, h)

gehire zu X'. Dann heifst F Gateauz-differenzierbar an der Stelle u und F'(u) € X'
heifit Gateaux-Ableitung von F in u.

b) Es sei U C X offen und es gebe ein A € X' mit
F(u+h)=F(u)+ Ah+r(h) V|h| <e=¢e(u)
und |T”(:”)| =9, 0. Dann heifst F Fréchet-differenzierbar an der Stelle uw und F'(u) :=
A € X' heifit Fréchet-Ableitung von F in u.

Bemerkung 2.5 a) Offenbar gilt: F Fréchet-differenzierbar an der Stelle u = F Gateaux-
differenzierbar an der Stelle u = Die erste Variation von F in u existiert fiir jede
Richtung h.

b) Ist F Fréchet-differenzierbar an der Stelle u, so ist F dort stetig. Dies gilt nicht bei
Gateaux-Differenzierbarkeit.

®Den Faktor 1/1/2g lassen wir hier weg.



Lemma 2.6 FEs sei U eine offene Menge des normierten Raumes X und F : U — R sei
Fréchet-differenzierbar in u € U. Ferner sei p € C*(] — a,a[, X) mit p(0) = u. Dann ist

(F o) (0) = F'(u)¢'(0).
BEWEIs:  Wir schreiben

Flu+h)=F(u)+F'(u)h+rh),  ot)=¢0)+t'(0) + s(t).
Da U offen und ¢ stetig, ist ¢(t) € U fiir |¢| < ¢ und es gilt

FUA) = PO _ 0y 1 ™) 4 7060 = 2(0)

Nun ist s(¢)/t — 0 fir t — 0 und

da 20220 _, o(0). n

Definition 2.7 Es sei F : U C X —» R, u € U und k € N. Wir schreiben h € V*(F,u),
falls

a) Es gibt ein e >0, so daff u+th € U fir alle |t| < e.
b) Ay = F(u+-h) € CF Y] —¢g]).

c¢) Es existiert der Grenzwert

d - : (t) - (0)
k o (k=1) gy _ h h
0" F(u, h) :== o t:OAh (t) %E% " .

68 F(u, h) heifit k-te Variation von F an der Stelle u in Richtung h.

Lemma 2.8 Essei F: U C X —» R, u € U und h € VE(F,u). Dann ist \b € VF(F u)
fiir alle A € R und
6F F(u, \h) = NEG* F(u, h).

BEwWEIs:  OBdA ist A # 0. Dann ist

Asn(t) = Flu+tAh) = Ap(Xt) V[t < |€7|
(k — 1)-mal differenzieren ergibt A&];L_l)(t) = /\kflAﬁlk_l)()\t) fir alle |t| < ﬁ Jetzt noch
einmal in ¢ = 0 ableiten. |

Definition 2.9 Es sei F : U C X — R. Dann heifst w € U ein stationdrer Punkt (oder
auch kritischer Punkt) von F, falls

§F(u,h) =0 Y heVYFu).



Satz 2.10 Es sei F: U C X — R, u € U und zu jedem h € V(F,u) gebe es ein e > 0,
so daf$ die Funktion Ap, = F(u+-h): | —¢e,e[ = R in t =0 minimal wird. Dann gilt

a) w ist ein stationdrer Punkt.

b) 62F(u,h) >0 fiir alle h € V2(F,u).

BEWEIS: a) Essei h € VI(F,u).
Anp(t) — Ap(0)

0F (u,h) = OEtHlO t =0
- = 0F(u,h) =0
5F (u, h) = ngow <0

b) Es sei h € V2(F,u), also Ay, € C}(] —¢,¢[). Daher
A / Al(r VIt <e.

Da A}(0) existiert, ist A} (1) = A} (0) + (A} (0) + r(7))7 mit lim, o r(7) = 0. Nach a) ist
A} (0) = 0. Also

Ah(t)—Ah(O):/O (AV(O) + r(r))rdr ¥t <e.

Aus AY(0) < 0 wiirde folgen, daB8 Ap(t) — Ap(0) < O fiir hinreichend kleine |¢|. Dies
widerspricht aber der Minimalitét von Ay (0). ]

Folgerung 2.11 Es sei X normiert, U C X offen und F : U — R habe ein lokales
Minimum in v € U. Dann gilt

a) w ist ein stationdrer Punkt.

b) 62F(u,h) >0 fiir alle h € V2(F,u).
Beispiel 2.12 Es seien die Bezeichnungen wie in Beispiel 2.3. Ist y € U eine Minimalstelle
von F, so muf} gelten

() W (@) da

0=0F(y,h) = 0 ety
T
fiir alle h € VI(F,y) = {u € C([0, bl]) | u(0) = w(1) = 0}. Wir nehmen nun an, dafl
f € C([0,b1]). Setze dann speziell h(zx / f(r)dr — Cz mit C = + blf(:v) dx. Dann
folgt

b1 b1 b1
0= [ f@)(f@)—Clde= [ f@)?—20f()+C?de = /0 (f(z) — C)? da,

0 0

8



b1 bl
da / Cf(z)dr =bC? = C? dx. Also ist f konstant auf [0, b;] bzw.
0 0

y(@) =/ 5—  auf[0,b]

fiir eine Konstante D > by 6. Integration liefert

y(x) = D arctan DL — vV Dz —12?+F.
VD —=x

Wegen y(0) = 0 mu £ = 0 gelten. Kénnen wir D so wahlen, dal y(b;) = by bzw.
y(b1)/b1 = ba/b1? Setze dazu o« = ap = 2 arctan 4/ Dbflbl. Dann folgt aus trigonometrischen

Formeln”

D D
by = 5(1 — cos ), y(by) = E(a —sina).8

Wir brauchen also ein D mit

by «a-—sino

a: 1 —cosa = g(e).

¢ ist monoton wachsend auf |0, 7] mit g(3) 5200 und g(m) = 5. Ist also 0 < Z% < 3, 80

gibt es ein 0 < # < 7 mit g(f3) = Z—f. Da ap Db und ap Dooo, 0, gibt es ein D mit
ap = f.

3 Konvexitit und Eindeutigkeit

Im folgenden sei X ein reeller Vektorraum und U C X.

Definition 3.1  a) U heifit konvez, falls fiir alle u,v € U gilt

[u,v] :={(1=Nu+ v |0<A<1}CU.

b) Ein Funktional F : U — R heifst konvez, falls U konvex ist und

F((1=XNu+ v) < (1 —=NF(u)+ A\F(v) Vu#£v YO<A<LI.
Gilt sogar ,<“ so heifit F strikt konvex. °

Satz 3.2 Es sei F : U — R [strikt] konvex und uw € U.

5D =1/C?

7 o 2a _ g2a o _ o in & o — _ tana
COS (v = COS™ 5 s 2,smanCOS281n2,sma7i(1+tan2a)1/27

1
(14+tan2 o)1/2"

B ist. Dies zeigt, dafl

cosa =+

8 Analoges gilt fiir jedes 0 < z < b; anstelle von by, wobei dann o = 2 arctan

z — (z,y(z)) die Parameterdarstellung einer Zykloide ist, vgl. Formelsammlung.
°Fiir f € C*(Ja, b]) ist [strikte] Konvexitit dquivalent dazu, daB f’ [streng] monoton wachsend ist. Ist f
sogar C?(]a, b[), so bedeutet Konvexitit, da f” > 0 auf ]a, b[.



a) Zu jedem v € U existiere ein e > 0 mit F(u) < F(u+ Av —u)) fir alle 0 < X <e
10 Dann ist u eine [strikte] globale Minimalstelle von F.

b) Firve U sei stets v —u € VI(F,u). Dann gilt:

u ist [strikte] globale Minimalstelle von F <= 0F (u,v —u) =0 fir allev € U.

BEWEIS:  a) Es sei v # v und (0BdA) 0 < e < 1. Dann
Fu) <Fu+elw—u)=F(1—-c)ut+ev) < F(u)+e(F(v) — F(u)).

Also 0 < e(F(v) — F(u)) bzw. F(u) < F(v). Bei strikter Konvexitdt steht iiberall ‘<’.

b) ,,=“: Ist Satz 2.11.

= Seiu#veUund h:=v—u € VY{F,u). Dann gibt es 0 < e < 1 mit u+th € U
fiir alle |¢t| < € und

t—0+ f(u—i—tf;) — F(u) < F(u) + t(F(v) t—}'(u)) — F(u) _ Flv) - Flu).

Also F(u) < F(v). [

0=0F(u,h)

Satz 3.3 Es sei F : U — R ein Funktional. Gilt fir alle u,v € U mit u # v, daf
v—u € VF, u) und 2F(u,v —u) >0 [> 0], so ist F [strikt] konvex.

BEwEIS:  Es seien u,v € U mit h := v — u # 0. Definiere
v :[0,1] = R, t— F((1—t)u+tv).

Wegen ¢(t) = F(u +tlv —u)) = Flo+ (1 —t)(u —v)) und v —u € VY(F,u) bzw.
u—v € VYF,v)ist ¢ € C([0,1]). Aus der [strikten] Konvexitiit von ¢ folgt dann die von
F.

Es ist ¢ € C1(]0, 1]): Fiir festes 0 < g < 1 ist p(tg +t) = F((u + toh) + th) und

h= (v — (u+toh)) € VX(F,u + toh)

11—t

nach Lemma 2.8. Also ¢ € C!(Jtg —&,to +¢|) fiir ein € > 0. Wiederum nach Lemma, 2.8 ist

¢ (to) = 6°F(u+toh, h) = 56°F(u+toh,v— (u+toh)) >0 [>0].

(1—to)

Also ist ¢’ [streng] monoton wachsend, also ¢ [strikt] konvex. |

Beispiel 3.4 Es sei X = C!([a1,b1]), 0 < g € C(Ja,b1[) N L ([a1,bs]) und

b1
f(u):/ g(x)V1+ v (x)? de

1

ODjes ist insbesondere dann der Fall, wenn X normiert ist und w eine lokale Minimalstelle ist

10



auf
U = {u S Cl([al,bl]) | u(al) = a9, u(bl) = bQ}.

Fiir u #v € U ist h:=v —u € V2(F,u) und

b1 W (x b1 ()2
0F (u,h) :/ g(x) ()R )2 dx, 62 F (u, h) :/ g(x) W) dx.

a1 1+ d/(x) a1 1+ /()2
Zudem ist b’ # 01, also 62F(u, h) > 0. Das Funktional F ist also strikt konvex.

Insbesondere: Der in Beispiel 2.12 gefundene kritische Punkt y ist das eindeutige, globale
Minimum (,,die kiirzeste Verbindung*).

4 Funktionale und ihre Variation II

Wir legen zuerst einige Bezeichnungen fest, die wir im folgenden verwenden werden:

e () C R" sei offen und beschrankt.

o RVX" = {p = (p!)1<i<ni<v<n | P!, € R} sei der Raum der reellen (N x n)-Matrizen
mit der Euklidnorm.

e Fiir eine im Punkt z partiell differenzierbare Funktion uw : © — RY bezeichne

Du(zx) = (gg;) die Jacobi-Matrix von u in x.

e Dy CR" x RN x RVX™ sei eine offene Menge und f = f(z,v,p) : Dy — R stetig.

o Wir nennen das Funktional
u— Flu) = / f(z,u(z), Du(x)) do =: / f(z,u, Du) dx
Q Q

ein Variationsintegral und f die zugehorige Lagrange-Funktion. Dabei sei voraus-
gesetzt, dafl x — f(x,u(z), Du(r)) sinnvoll als Element von L!'(£) zu definieren
ist.

Annahme 4.1 FEs sei f € CQ(Df) und zu jeder beschrinkten Menge B C Dy gebe es ein
0<ge LY Q) mit

Dabei steht fu als Platzhalter fiir f sowie jede der partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung bzgl. (y,p).

Lemma 4.2 Es seiu € A (Q,RY). Fiir jedes ¢ > 0 ist
Ulu) == {v e AY(Q,RY) | |u — vz~ < € und | Du — Dv||z~ < €}

€

eine offene Teilmenge von AY(Q,RN). Aus |jv — ul[ g1 rNy < % folgt v € Ul(u).

' Andernfalls wiire h = ¢ und dann h = 0, da h(a1) = h(b1) = 0. Dies widerspricht u # v.

11



BEWEIS:  Zuerst bemerken wir: Fiir h € AY(Q, RY) gilt wegen Satz 1.5, daf
IPlloe < IBllarrnys  I1Dhlloe < vVrllhl| a1 e

12 Dies zeigt sofort die zweite Behauptung.

Sei nun v € Ul(u) und 7 := max{|u — v|joo, |[Du — Dv|/oc}. Sei 0 < § < & — r und
h € AYQ,RY) mit [Alla1 (@rN) < 6/4/n. Dann

luw =+ D)oo < [lu = vlloo + [[Alloc <7+ 0/v/n <e
|Du — D(v + h)|loo < [[Du — Dol + [ Dhlloc <7 +8 <,

also v + h € Ul(u). ]

Satz 4.3 Es gelte die Annahme 4.1 3 und u € AY(Q,RY) sei derart, daf (z,u(x), D(z)) €
Dy fiir alle x € Q fiir die Du(x) existiert und es ein € > 0 gibt mit

(x,y,p) € Dy falls |y —u(x)| < € und |p — Du(z)| < e. (4.1)

Dann existiert eine offene Umgebung U C AY(Q,RN) von u derart, daf gilt:

a) Fiir jedes v € U ist f(-,v(:), Dv(-)) € LY(Q). Insbesondere existiert das Funktional
F:U—R.

b) Fiir jedes h € AY(Q,RYN) ist h € V2(F,u) und es gilt

N L Oh;
57 () = [ {f (o u Dulhi+ 35 fyg oo Dy o,
Qi=1 v=1 Ty
5 N n ahk
0 F(u,h) = / > {fyiyk(x,u, Du)hihg +2 > Fyipt (x,u, Du)h;—+
Qik=1 v=1 v oz,
Oh; Ohy,
—i—u’yzlfp i (7,1, Du)@mu 8xy}dx.

BEwEIS:  Wir withlen U = Ul (u) wie in Lemma 4.2.

a) Wegen (4.1) ist fiir jedes v € U die Funktion f(-,v(-), Dv(+)) fast iiberall auf §2 definiert
und messbar als Komposition einer mefibaren und einer stetigen Funktion. Die Integrier-
barkeit gilt nach Annahme 4.1.

b) Sei h € AYQ,RY). Dann ist A; := u +th € U fiir |t| < § = §(h), da U offen ist.
Die Funktion (¢,z) — f(z, Ai(z), DA (x)) ist integrierbar bzgl. x € Q2 und differenzierbar
bzgl. t € | — 6,0 mit

o N

(@, 8(@), DA(a) :i:zl{fyl(w A, DA)h; + 2 e At,DAt)ghy}

2| Dhlloc = sup, (L., [0, hi(@)|?) " = sup, (£, 02, h(x)[*)"* < v/n|h||x1 nach Satz 1.5.

13Dje Annahmen sind stérker als eventuell notwendig. Fiir die Formel der ersten Variation, braucht man
zum Beispiel nur die entsprechende Annahme fiir die ersten Ableitungen bzgl. y und p. In der Anwendung
dieses Satz kann bzw. sollte man daher ,etwas groflziigiger“ sein.

12



Wegen Annahme 4.1 und der Beschrénktheit von h und Dh ist ‘%f(x, Ay(z), DA(x))| <
cg(x) fiir x € Q und [¢| < 0. Nach Lebesgue-Sétzen gilt daher

0
at]: / ot Iﬂ At,DAt)d

und die Formel fiir 0F (u, h) folgt durch Einsetzen von ¢ = 0. Durch analoge Argumentation
fiir die neue ,,Lagrange-Funktion*

N

erhiilt man die Formel fiir 62F (u, h). |

Beispiel 4.4 Betrachte in Satz 4.3 den Spezialfall f = f(z,p) bzw. F(u /f x,Du)d

Dann hat man
Oh; Ohy,
2 )
2 Fwh) = [ 53 hy (e Du gy g

Q,k=1 p,v=1

Die Lagrange-Funktion f heiflt superelliptisch, falls

kzl Zlfpp(xp)ﬂﬂ >0 \V/SL',pGDf VO#(WL)GRNX"
i v

Nach Satz 3.3 ist dann F : U — R konvex. Betrachtet man F auf einer konvexen Teilmenge
Uy C U, fiir die gilt
u,v € Up mit u# v = D(u—v) # 0,

so ist F : Uy — R sogar strikt konvex.
Beispiel 4.5 Es sei N = 14, Q zusammenhiingend, ¢ : 02 — R stetig und'®
Uy = {’LL S AI(Q) | U|6Q = (p}.

Wir definieren das Dirichlet-Integral F : Uy C A'(Q) — R durch

Flu) = ;/in (gZ(m))gdaz: ;/Q|Vu(x)|2dx.

Die Lagrange-Funktion ist also f(p) = p? + ...+ p2 = |p|>. Nach Beispiel 4.4 ist F strikt
konvex. Also

Satz: Das Dirichlet-Integral hat hochstens einen stationdren Punkt in U. Existiert dieser,
so handelt es sich um eine strikte globale Minimalstelle.

14D.h. Ran — Rlxn = R™.
15Fiir die Definition von U beachte, daB sich jede lipschitz-stetige Funktion automatisch von Q auf Q
fortsetzen 148t und die Fortsetzung auch lipschitz ist.
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Die Existenz ist weitaus schwieriger. Unter geeigneten Regularitdtsannahmen, existiert ein
Minimum u € C*(Q) N C?(2). Fiir dieses gilt dann'6

n Ju Oh n 92y
0 = 67 (u, h) _/QV; Gt do = —/Qz Sl = —/Qh(x)Au(x) da

fiir alle h € C$5,,,(2) 7. Hieraus folgt (siehe Satz 5.3), dal Au = 0 in Q. u ist also eine in
) harmonische Funktion mit vorgegebenem Randwert ¢.

5 Die Eulerschen Differentialgleichungen

Definition 5.1 Fir k € NoU {oo} setze

C(’fomp(Q) = {u € C*(R") | suppu kompakt und suppu C Q},

wobei suppu = {x € R™ | u(x) # 0} ¥ der Triger von u ist, sowie
LL Q) ={f:Q =R | f mefbar und f|x € L*(K) fir jedes Kompaktum K C Q}.

Beispiel 5.2  a) Sei p: R" — R definiert durch

1 1
= eXP dr) <1 1

o(lx) =4 PP 2 mit o= / exp 55— dx.
0 del > 1 |z|<1 z[* =1

Dann ist p € C*°(R"™) mit supp ¢ = {|z| < 1}. Die Familie
o(2), e>0,

heifit gléttender Kern oder mollifier. Es ist [|oc[/1gn) = 1 fiir alle € > 0.

b) C(9) C Lioe().

Satz 5.3 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Es seiu € L} (). Ist

loc

[ ulaela)ds=0[=0] V0 e Cy()
Q
so ist uw >0 [u = 0] fast dberall in Q.

BEwEISs: 1. Schritt: Es sei Q = R™ und u € L'(R"). Dann gilt

(QE*U)(w)z/n o-(x —y) wuly)dy>0 VazecR™

>0 und € CSS,,p, (RY)

16Partielle Integration
7Siehe nichsten Abschnitt.
18 B bezeichnet den AbschluB der Menge B, d.h. die kleinste abgeschlossene Menge A, die B enthiilt.
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Nach Satzen fiir die Faltung ist o, % u 20 win L'(R™). Nach S#tzen iiber Li-Konvergenz

existiert eine Folge €, — 0 mit o, * u koo punktweise fast iiberall in R™. Es folgt
u > 0 fast tiberall.

2. Schritt: Im allgemeinen Fall setzen wir v(z) := g-(z¢ — x)u(x) fiir ein g € Q und € > 0
so klein, daB U.(z¢) C Q. Dann ist v € L*(R") und

/'mmmmdva/w@meA%—xwm>o V0 < g € C(9).
>0 und € C5p ()

Nach Schritt 1ist v > 0 fast iiberall, also u > 0 fast iiberall in U, 5(z0). Da z¢ € {2 beliebig
ist, folgt u = 0 fast tiberall in €.

Der Fall ,=* folgt durch Anwenden des Falles ,>* auf u und —u. [

Satz 5.4 Es sei Q zusammenhingend und u € Li (). Ist

(/wmawwwm—o Ve R (@), Vi<j<n,
QO al‘j

so gibt es ein ¢ € R mit u = ¢ fast iberall in €.

BEWEIS:  Es sei 79 € (2 fest und Use,(z0) C Q fiir g9 > 0. Sei ¢ € Coopp(Usy (70))
beliebig. Dann ist
©* 0 € ngmp(Uggo($o)) V0 <e<ep.

Ist x die charaktertistische Funktion von Us., (7o) und % := xu, so ist u € L'(R™) und

0= /nﬂ(aﬁ)aij(cp*ge)(x) di — /ﬁ(w)(gp* gia)(x)dx

J

= /w(y)/ﬂ(m)gf(fv—y) dady = —/ M(11)90(11) dy.

j Usymo)  OYj

Aus Satz 5.3 folgt %Z?E) = 0 auf U, (zo) fiir alle 1 < j < n. Also gibt es Konstanten ¢,
J

mit u * g = ¢, auf Ug, (o). Also gilt fiir fast alle x € U, (x0), daBl

~ —0 . —0
u(z) = u(a) <= (U 0s,) (@) = o, = co,

d.h. u = ¢ fast iiberall in U, (zp). Daher ist die Menge
M :={z € Q| u = ¢ fast iberall in einer offenen Umgebung von z}

nichtleer, offen und abgeschlossen in €). Da €} zusammenhéngend ist, mul M =  sein,
also u = ¢g fast iiberall in €. [ |

Annahme 5.5 Die Lagrange-Funktion f erfiille Annahme 4.1. Es sei w € AY(Q,RY) und
es gebe ein € > 0 mit

{(z,y,p) | v € Q, Du(z) existiert und |y — u(x)| + |p — Du(x)| < €} C Dy.
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Unter dieser Annahme 148t sich das Funktional F mit Lagrange-Funktion f definieren auf
der Menge

U= {v € A QRY) | u— vl s (o) + |Du — Dl e vny < }
und VI(F,u) = VI(F,u) = AL(Q,RY).
Definition 5.6 FEs gelte die Annahme 5.5.

a) u hat die schwache Minimaleigenschaft bzgl. F, falls es ein § > 0 gibt mit

F(u) < F(u+h) VhelCy

comp

(U RY) mit ||h]|e + || Dhl|oo < 6.
Entsprechend spricht man von schwacher Maximal- und Extremaleigenschaft.

b) u heifit schwache F-Extremale, falls

§F(u,h) =0 Vhel

comp

(Q,RM).

Beispiel 5.7 Hat u die schwache Extremaleigenschaft, so ist u eine schwache F-Extremale.
Die Umkehrung davon ist im allgemeinen falsch: Betrachte

1
F(u) = / 22/ (2)? + 2/ (2)? da.

-1
u = 0 ist eine schwache F-Extremale mit F(0) = 0 und

ﬁfmanz/lﬁwufdx>o VO#hecCx, (]—1,1]).

comp
-1

Also hat 0 hochstens die schwache Minimaleigenschaft. Fiir ho(z) = coe(z) = £0(%),

€ < 1, ist aber
1

F(he) = 54{5/_11 220 (x)? dx—i—/_l:rgl(:v) dx} <0

e—0 <0
-0

firr hinreichend kleine ¢ > 0 und he <% 0 in C1([—1, 1)).

Satz 5.8 (Eulersche Differentialgleichungen) FEs gelte die Annahme 5.5 und es sei
u € C2(Q,RY). Genau dann ist u eine schwache F-Extremale, wenn die partiellen Diffe-
rentialgleichungen
noo0
fyi (xa u(l’), Du(x)) - Z

v=1 81’1,

gleichzeitig firi=1,..., N erfullt sind. Ausfihrlich heifst das:

fpi (@, u(z), Du(z)) =0 Ve (5.1)

Fyi(@, u(z), Du(z)) — u§1 fpiw, (@, u(@), Du(z)) — Vil Foi g (@, u(z), Du(z)) gZi (x)—
_n N D - aQuk -
- /,L,IIZZI k§1 fpipﬁ (2, u(x), u(x))ax,,axu = 0.
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BEWELS:  , = Durch Wahl von h = ge; = (0,...,0,¢,0,...,0) mit ¢ € C,,,(£2) folgt
aus Satz 4.3, daB

n 0
[ fulwuDup+ 32 fyou Du) 5 do =0 Vo € C5p ().
Q v=1 v

Nach partieller Integration ist dies dquivalent zu

n o oo
[ {fu@npn = £ S py @ Duede =0 Ve (@)

Aus Satz 5.1 folgt (5.1).
»<": Folgt analog: Verwende Satz 4.3 und

0F (u,h) = 6F (u, hier + ...+ hnyen) = 6F (u, hier) + ... + 6F (u, hyen)
fiir b e €2, (2, RN). -

comp
Bemerkung 5.9 (Euler-Operator) Die Zuordnung u — L (u) mit

no 0
[Lf(’l))}(x) = (fyi(x,v(a:),Dv(a:)) - Z Tfp}/(x7v(w)7pv(x))) . ) T e Q,
v=1 -ry 2—1,.‘.,N
fiir diejenigen v € C2(Q, RY) fiir die die rechte Seite Sinn macht, definiert den sogenannten
Euler-Operator Ly zu f. Satz 5.8 formuliert sich dann so: Es sei u € C?(,RY) und es
gelte Annahme 5.5. Dann gilt:

u ist schwache F-Extremale <= Ls(u) = 0.

Beispiel 5.10 Es sei N =1 also R™" = R" und Du = Vu. Das Variationsintegral
Flu) = /Q <%|Vu|2 + c(:n)u) dx

hat die Lagrangefunktion f(z,y,p) = 3|p|* + ¢(x)y und den Euler-Operatoren Ly(u) =
—Au + ¢(z) mit dem Laplace-Operatoren A = 92 + ...+ 92 . Also ist Ly(u) = 0 die
sogenannte Poisson-Gleichung Au = ¢ in 2.

Beispiel 5.11 a) f = f(z,y) ist unabhéngig von p. Dann reduziert sich (5.1) zu
fyi(@,u(x)) =0 auf Q fir alle 1 <i < N 19,

b) Ist n =1 und f = f(y, p) unabhéngig von z, so ist (5.1) gerade %fpi(u(m),u’(a:)) =
Jy; (u(z), v/ (x)). Hieraus folgt

flu(z),d(z)) — % u;c(ﬂf)fpk (u(x), v (z)) = const.?°

k=1
Der?! Ausdruck

N
Fly.p)+ > 0" iy, p)
k=1

ist also ein erstes Integral fiir C2-Losungen der Euler-Gleichung L f(u) =0.

19Djes ist eine implizite Bestimmungsgleichung fiir u
21 Beweis: Leite die Gleichung nach z ab.
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Satz 5.12 Es sein =1 und Q = |a,b| ein offenes Intervall. Es gelte die Annahme 5.5,
u € A'(Ja, b[,RYN) sei eine schwache F-Extremale und xq € ]a, b[. Dann gibt es ein ¢ € RV
mat

Vol (z,u(z),u/'(z)) = c+ /I Vy f(tu(t),d(t)) dt f-fa.x €la,bl, (5.2)

d.h. u lost die sogenannte Du Bois-Reymondsche Gleichung beziehungsweise die Eulersche
Differentialgleichung in integrierter Form.

BEwWEIS:  Wie im Beweis von Satz 5.8 erhdlt man fir 1 <i< N

b
/ ( fyi(mﬂhul) go(a:)—i—fpl(:c,u,u/)gol(a:)) dJZZO VQO eccogmp(]aab[)'
a ——
=:g(x)eL*(Ja,b])

Wiihle Folge (gx)r C C, (Ja, b, RY) mit gr, — g in L'(Ja,b[,RY). Es folgt

comp
b T

0= klim (fpi (2, u,u’) — / gr (1) dt) ¢ (x) dz
—XJa o

:/ab (fpi(:n,u, u') — /; fy:(t,u,u) dt)cp'(:v) dx,

da / gr(t) dt — / Jy:(t,u,u') dt gleichméBig auf Ja, b[. Jetzt folgt die Behauptung aus
Satz$50.4. " ]
Folgerung 5.13 Es seien die Bezeichnungen wie in Satz 5.12 aber u € C'(Ja,b[,RN).
Dann folgt aus (5.2), daB (V,f)(z,u(x),u' (z)) € C*(Ja,b[,RY) mit Ableitung

d
= (Vpf) (@, u(@), u'(2)) = Vy f(w,u(@),u'(z)) Y €lab]

Ist sogar u € C?(Ja,b[,RN), so darf man links die Kettenregel anwenden und erhdlt die
Eulerschen Differentialgleichungen aus Satz 5.8.

Bemerkung 5.14 Wann ist eine Differentialgleichung die Euler-Gleichung eines geeigne-
ten Funktionals? Fiir n = N = 1 heifit dies, ob

u"(z) = ¢(x,u(z),d'(x)), a<z<b,
dquivalent ist zu Lg(u) = 0 fiir ein geeignetes f = f(x,y,p). Ist f,p immer # 0, so heifit
Ly(u) =0 gerade

W' = fy(ﬂj, u, u/) — fp:c(if7 u, ul) — fpy(I’ u, ul)ul
f Pp(x ) Uy ul)

Man setzt also f an als Losung der partielle Differentialgleichung

fy - fpz _pfpy - ¢fpp =0.

(Formales) Differenzieren nach p liefert

0 0 0
op+ ajfpp +Pa*yfpp +¢a*pfpp = 0.

Dies ist eine lineare partielle DGL erster Ordnung fiir f,,. Diese 148t sich eventuell mit
der Charakteristiken-Methode 16sen. Zweimaliges integrieren bzgl. p liefert f.
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6 Regulire Linienelemente

Im folgenden sei n = 1, also Q = ]a, b[ ein Intervall, und es gelte Annahme 5.5.

Definition 6.1 Ein Punkt (x,y,p) € Dy heifit regulires Linienelement von f, falls

det V2 (z,,p) # 0.

Dabei bezeichnet Vf,f(x,y,p) die Hesse-Matriz (bzgl. p) von f im Punkt (x,y,p).
Lemma 6.2 Es sei (xo,y0,po) ein requlires Linienelement von f und
o = vpf('any(pr) € RN

Dann gibt es offene Umgebungen V. C R x RN x RN von (xq,y0,m0) und W C RN won
po sowie eine C-Abbildung 1 : V — W mit folgender Eigenschaft: Fiir (z,y,7) € V und
peW ist

fo(xayvp) =T <= p= w(%yﬂf)-

Insbesondere: (Vypf)(z,y,¢¥(x,y, 7)) = fir alle (z,y,7) € V.
BEwEIS:  Wende den Satz iiber implizite Funktionen an auf
g:DfXRNHR]\Z g(x)y7p77r):vpf(xay7p)_ﬂ-'
Es ist g(x(]ayOapOaWO) =0 und (ng)(x()?yOapO?WO) = (v]z)f)(x()v y()ap()) invertierbar. n

Satz 6.3 Es sei (20,0, po) ein requlires Linienelement von f, my := V, f(20, Y0, po) € RN
und Y : V. — W wie in Lemma 6.2.

a) Ist I ein offenes Intervall um xo und erfillt w € C1(I,RY) das Anfangswertproblem

T

(Vpf)(@,u(z), v (z)) = 7o +/ (Vy ) (t,u(t), (1)) dt,
20 (6.1)
u(z0) = Yo, u'(z0) = po,
auf I, so gibt es ein offenes Intervall J mit xg € J C I derart, dafs
() = (Vpf) (@, ulz),u'(x)) € C'(J,RY)
und die folgende gewdhnliche DGL erfillt ist:

v (z) = Y(x,u(z), 7(z)) Vel
7 (z) = (Vyf) (2, u(z), ¥(z, u(z), 7(x))) Vaeld, (6.2)
u(a?()) = %Yo, 71’(%0) = Q.

b) Ist J offenes Intervall um xo und losen u,m € C1(J,RY) die DGL (6.2), so lost u
(6.1) auf J.
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Insbesondere sind dann u,n € C?(J,RV).

BEWEIS:  a) Es ist (sogar) 7 € C*(I,RY). Wihle J C I derart, daB (z,u(z),r(z)) € V
und u/(z) € W fiir alle z € J. Nach Lemma 6.2 ist

v (x) = (z,u(x), w(x)) Vxeld
Ableiten von (6.1) liefert
'(2) = (Vyf) (@, u(@), v (2)) = (Vyf) (2, u(@), d(2, u(z), 7(z))).

b) Sei (u,n) € CYH(J,RY x RY) eine Losung von (6.2). Fiir alle € J ist insbesondere
(x,u(z),n(z)) € V und

m'(z) = (Vyf) (@, u(@), v (2)),

)6;2

= (Vo) (@, u(@), (@, u(@), 7(2))) = (Vpf) (@, u(z), v (2)).

Also erfiillt w (6.1) auf J.
Da ¢ und V, f jeweils C! sind, ist (u/,7’) auch C*. [ |

m(z

Satz 6.4 Es gelte Annahme 5.5 und sei u € C'(]Ja,b[,RY) eine schwache F-Extremale.
Ist I C Ja,b| ein offenes Intervall und (x,u(z),u'(x)) ein regulires Linienelement der
Lagrange-Funktion f fiir jedes x € I, so ist u € C2(I,RN).

BEwWEIS:  u 16st die Du-Bois Reymondsche Gleichung fiir jedes zg € I. Nach Satz 6.3
(mit yo = u(xg) und pg = v'(z)) ist v dann C? in einer offenen Umgebung von zy. Da
xo € I beliebig ist, folgt die Behauptung. ]
Bemerkung 6.5 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 6.2 setze

H(I,y,ﬂ') = <¢($,y,ﬂ'),ﬂ'>RN - f(%,y,@[)(l‘,y,ﬂ')), (:L‘,y,ﬂ') ev.

Dies ist die sogenannte Hamilton-Funktion zu f. Mit Lemma 6.2 und Kettenregel folgt

Hx(l‘,yvﬂ) = —fx(957y71/1(117:y7ﬂ))7
(vyH)((IZ,y,ﬂ') = —(Vyf)(%yﬂﬂ(%yﬂf)),
(Vﬂ—H)([B,y,ﬂ) = w(xayﬂr)'

Insbesondere ist H € C2(V). Die DGL in (6.2) schreibt sich nun als

u'(z) = (VoH)(z,u(z), 7(2)),  7'(2) = =(VyH)(2,u(x),7(z)). (6.3)

Dies ist die Eulersche Differentialgleichung in kanonischer Form. Der Ubergang von (z,y, p, f)
zu (z,y, m, H) heifit Legendre-Transformation.
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Bemerkung 6.6 Es sei H € C?(V) die Hamilton-Funktion zu f. Fiir K € C*(V) heifit
N
{K,H} = (VyK,VH) - (V.K,V,H) =Y K, Hr, — K, Hy,
i=1

die Poisson-Klammer von K mit H. Ist (u,7) eine Losung von (6.3), so ist

iK(az, u(z),m(r)) = Kp(z,u(z), m(x))+

dx
+(VyK) (2, u(x), 7(2)), v (2)) = (VoK) (2, u(z), 7(2)), 7' (2))
= (K, +{K,H})(z,u(x),n(zx)).

Weiterhin gibt es zu jedem (zo, yo, m0) € V eine Losung (u, 7) mit u(zg) = yo und 7(xo) =
7p. Man sieht also: Genau dann ist K ein erstes Integral fiir die DGL (6.3)%?, wenn

K,+{K,H} =0 auf V.

Satz 6.7 Es sei Dy = G x RN mit einem offenen G C R xRN, es gelte Annahme 5.5 und
u € AY(Ja,b[,RY) sei eine schwache F-Extremale. Ist I C |a,b[ offen und

2 " : : N
(Vo f)(x,u(z), p) positiv [negativ] definit ~ VYxel VpeR™,

so ist u € C2(I,RY).
BEWEIS:  Sei M := ||| oo (jqpf,rV) und [a, 8] C I. Da u lipschitz-stetig?® gilt
u(r) = u(a) —|—/ u'(t)dt  Va<z<p

Da f € C?, gibt es ein € > 0 derart, daB (ng)(x, y,p) positiv definit ist auf G’ x Uy, (0)
mit??
G ={(x,y) €la—¢,B+e[xRY | |y —u(x)| <}

Definiere nun die Abbildung
®: G x Uan(0) — G' xR, @(z,y,p) = (2,9, (Vpf)(2,y,p))-
Wir werden nachher zeigen: ® ist ein C'-Diffeomorphismus
O : G' x Ugps(0) — B := &(G' x Ugps(0)).

Nach Satz 5.12 gibt es ein ¢ € RN mit

xT

(Vo) (z,u(z), v (z)) = c+ / (Vy )t ut), /(1)) dt =: () ffa. z e a,f].

«

22d.h., fiir jede Losung (u,7) ist K (z,u(x), 7(z)) konstant in

238chon absolute Stetigkeit wire genug.

24Die Annahme des Gegenteils liefert konvergente Folgen (zn,yn,pn)n und (v,)n von Einheitsvektoren
mit (V2£)(Zn, Yn, Pn)Vn, vn) < 0. Dies steht im Widerspruch zur positiven Definitheit (im Grenzwert).
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m ist offenbar stetig. Setze

K :={®(z,u(z),p) |a<z<p, pecUy(0)} CB

F.fa. z € [o,0] ist (z,u(z),n(z)) = ®(x,u(x),uv'(z)) € K. Da K abgeschlossen und 7
stetig, folgt (z,u(z),n(x)) € K fiir alle x € [a, §]. Dann definiert

(z,u(z),p(x)) = @7 (z, u(z), 7(z))

eine stetige Funktion p : [a, ] — Up(0) mit p(z) = /() f. . auf [, 8]. Also ist u(x) =
u(@)+ [ p(O)dt in €' (o, 5. RY).

® ist C!-Diffeomorphismus: Man rechnet nach, da det D®(x,y,p) # 0 fiir alle (z,y,p) €
G’ x Uap(0). Der Satz iiber die inverse Funktion liefert, dal B offen ist und @ ein lo-
kaler C'-Diffeomorphismus ist. Wir miissen also nur noch zeigen, da8 ® injektiv ist, d.h.
(Vpf)(z,y,) : RN — RY injektiv fiir jedes gegebene (z,y). Es ist

La
(Vo)) = (Tph)eyr) = [ G (Tph)lar + o =) ds

1 N
— / S (Vo) (@ + tq — 1)) (g — 1) dt.
0 k=1

Fiir g # r folgt mit s := ¢ — r aus der Voraussetzung, daf3

1 N ]
(Vpf)(,y,q0) — (Vpf)(x,y,7),8) = ; ‘kz;1 fpipk(.’I},y,?" + ts)sksZ dt

1
:/ ((Vif)(x,y,r%—ts)s,s} dt >0
0

und somit (V,f)(z,y,q9) # (Vpf)(x,y,7). "

Beispiel 6.8 Das Funktional (vgl. Beispiel 1.4)

1
Flu) = /0 (! (x)? — 1) d,

hat als schwache F-Extremale z.B. die Funktion u(z) = § — |z — 3|, die offenbar nicht C?
ist. Dies ist moglich wegen

<0 Spl < 1/V3

Frn(e-39) = p(Ep" —1) {> 0 :lp|>1/V3

7 Erdmannsche Gleichung und Eckenbedingungen

Annahme 7.1 Es sei Dy = G x RNX™ mit einer offenen Menge G C R™ x RN wund f
erfiille Annahme 4.1. Es sei u € AY(Q,RN) und es gebe ein & > 0 mit

{(z,y,p) | 2 € Qund |y —u(z)| < e} C Dy,
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Unter dieser Annahme 148t sich das Variationsintegral F mit Lagrange-Funktion f defi-
nieren auf der Menge

U={ve A QRY) | |lu—vlp~@qry) <e}
und es ist VI(F,u) = VZ(F,u) = A1 (Q,RY). Dies sieht man wie in Satz 4.3.

Definition 7.2 FEs gelte die Annahme 7.1. Dann hat u die starke Minimaleigenschaft bzgl.
F, falls es ein 6 > 0 gibt mit

F(u) < F(u+h) VhelCqy

comp

(Q,RY) mit ||h]| oo ryy < 6.
Analog fiihrt man die starke Mazimal- bzw. Extremaleigenschaft ein.

Lemma 7.3 Es gelte Annahme 7.1 und u habe die starke Minimaleigenschaft bzgl. F.
Dann gibt es ein € > 0 derart, dafs

F(u) < F(u+h) YV heAl

comp

(Q,RN) mat Hh”L‘X’(Q,RN) < 0.

BEWEIS:  Essei h € Al (Q,RY) mit ||h||o < § vorgegeben. Fiir ein (kleines) g9 > 0

comp
ist

he = h* 0. € Coonp(QRY)  VO<e<g

und ||he — Ao =29, 0. Nach Satz iiber die dominierte Konvergenz ist ff.a. 2 €

Oh. oh Oh

5r @ = | g vemdy = (50) @)

Nach Sétzen iiber die Faltung ist (%) =0, % in L1 (Q, RY). Es gibt also eine Nullfolge
1/ e J

Jj—0

g; — 0 mit Dh,,(z) =—— Dh(z) f.ii. in Q. Wegen || Dh.||oc < [[Dhllo *° ist
{(z,(u+he)(x),(u+he)(z) | 2 €Q,0<e<eo}

eine beschrénkte Teilmenge von Dy. Also folgt mit dem Satz iiber dominierte Konver-
genz?®, daf

Flu+h) <22 Flu+he,) > Fu),

wobei ‘>’ fiir hinreichend grofle j gilt, wegen der starken Minimaleigenschaft von u. [ |

Beispiel 7.4 Betrachte auf A'(] — 1,2[) das Funktional

2

F(u) = / u'(2)? + o/ (x)? da.

-1

#heachte dazu, daB ||ge|/,1 = 1 fiir alle ¢
26und Annahme 4.1

23



Jedes uy(z) := Az mit A € R ist eine schwache F-Extremale. Fiir h € C5,,,(] — 1,2][) ist

comp

2
Flux+h) = / O B () + (A -+ ' (2))* da

-1

2
= F(uy) + /_1(1 + 3\ 4 B/ (z))W (x)* dz.

Also hat uy die schwache Minimal[Maximal]eigenschaft, falls 1 +3X > 0 [1 + 3\ < 0].
Jedoch hat u)y nie die starke Extremaleigenschaft: Setze

x/a 0<z <«
heo(z)=cq (1—2)/(1 - ) a<z <1, mit e >0, 0 < a < 1.
0 : sonst

Dann ist he o € Al (] — 1,2[) mit ||he.alloo = € und man berechnet

comp

F(ux + hen) — F(uy) =

(A + g)z((l +Na+e) + ()\ - lfa)Q(u N1 —a)—¢) — {

—00 ta— 1

00 ta— 0

Satz 7.5 Es sei Q = ]a,b[ und xo € Ja,b[. Es gelte Annahme 7.1 und u habe die starke
Extremaleigenschaft bzgl. F. Mit geeigneten c,c’ € RN erfillt dann u die Du-Bois Rey-
mondsche Gleichung

(Vpf) (@, u(z), v/ (z)) = c+ /x(Vyf)(tU(t)vu/(t)) dt

0

sowie die Erdmannsche Gleichung

fla,u(@), ' (2) — (Vpf) (@, u(z), v (z))u'(z) = ¢ +/ fo(t,u(t), v/ (t)) dt
fiir fast x € la,b[. Insbesondere gilt: Ist f = f(y,p) unabhingig von x, so ist

fu@), v/ (z)) = (Vpf)(u(z), u'(x)d(z) = ¢
fast tiberall, vgl. Beispiel 5.11.b).

BEwEIS:  Es sei ¢ € C,,,,(Ja, b[) und

comp
T9(2) := x + Op(x) fiir z € [a,b] und 8] < (14 [|¢'|lec) "
Dann ist 7p(x) = z fiir & supp ¢ und
() =140 () > 1—|0][|¢[lcc >0 Va<z<b.
Also ist 79 : [a, b] — [a, b] ein C*°-Diffeomorphismus. Somit gilt

ug ;:uorgl c Al(]a,b[,RN), hg :=ug—u € Al (}a,b[,RN).

comp
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Fir e > 0 aus Lemma 7.3 ist auflerdem

1Bolloo < lullar sup |75 (y) =yl = llullar sup |z —79(x)] = [Jullp[l@llcold] < e
y€Ela,b] x€|a,b]

fiir alle |0] < e(1 + ||ulla1]l¢lloo) ™ =: o. Also
Flu) < Flut hg) = Flug) V0] < bo. (7.1)
Es ist

PN o —1 dr, ! _ (1 ' (2))
ue(x) = (7'9 (z)) dr T + 990/<79—1($))

also, nach der Variablentransformation y = 7, L),

u'(y)

b b
Fu) = [ pautr@) @) de = [ 1(5+00w).0t0). 1555

)1+ 04 (3)) dy.

Zusammen mit (7.1) folgt

b
0= d%‘e:of(ue) = /a fu(@,u,u ) + (f (2, u,0) = (Vp f) (@, u,u' ') ¢ da

und nach partieller Integration?”

/ab ( - /: falt,u,u') dt + (f (2, u,0') — (fo)(x,u,u’)u’)¢’ da.

Da dies fiir jedes ¢ € C,,,(Ja, b]) gilt, folgt die Behauptung aus Satz 5.4. |

comp

Satz 7.6 (Erdmannsche Eckenbedingungen) Fs sei Q) =|a,b[ und es gelte Annahme
7.1. u besitze die starke Extremaleigenschaft bzgl. F und sei stiickweise stetig differenzier-
bar®®. Dann gilt fiir jedes xo € ]a, b]

lim (V,f)(@,u(e), (@) = lim_(V,)(z,ulz), /(@)

r—x0—0 r—x0+0

sowtie

lim f(x, u(x),u' () = (Vpf) (@, u(z), v (@) (z) =

rz—x0—0

= lim f(z,u(x),v'(z)) — (Vpf) (@, u(z), o' () (z).

BEwEls:  Folgt sofort aus den Formeln in Satz 7.5, da dort die Funktionen auf den
rechten Seiten stetig auf ]a, b] sind. [ |

2Tygl. den Beweis von Satz 5.12
D.h., u ist stetig auf [a,b] und es gibt eine Zerlegung a = to < t1 < ... < t,, = b derart, daf
1 € CH([tj—1,t;],RY) fiir alle j = 1,...,m.

u|[t_7’—17tj
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8 Die Bedingung von Legendre-Hadamard

Satz 8.1 Es gelte die Annahme 5.5 und es sei
S F(u,h) >0 VheCT,(QRY)2

Dann erfillt u die Legendre-Hadamard-Bedingung

kzl Zlfpp w (20, u(xo), Du(zo))&ilpmum, >0 VEERY ¥VpeR”
% v

in jedem Punkt o € Q, in dem Du stetig ist>.

BEwEIS: Nach Satz 4.3 haben wir

n Oh; Oh
zk k
d
W,Zl W@xu&vl,) .

N . noo.
8°F(u, h) = / > (alkhihk + 3 bFh gh’f
Qik=1 v=1 Ty
mit den L;(§2)-Funktionen
lk(x) = fyii (z, u(), Du(x)),
b (z) = 2f,,pp (2, u(x), Du(z)),
7lk( ) = p}cplj(‘rvu(w))Du(x))

uv
OBdA3! nehmen wir an, dal 9 = 0. Es sei V = U.(0) C Q fiir ¢ > 0. Fiir h €
c (V,RN) setze

comp

a

C

8]

ha(z) = N7 2h(z/X) € C5pp(ViRY),  0< A< L.

Aus 6%2F (u, hy) > 0 und der Variablentransformation = = \y folgt

X Oh; Oh
2 ik ik 7 k
>
/kal <)\ ()il + A 2 bk () +Wzl k (\y )8% ax) dy >0
und mit A — 0 erhilt man
Oh; Ohy, N
dr >0 VheCon,(V,RY).
sz;zjl,u,g:l a0 )3 u 0Ty p )

R o .
Wegen c;, = ¢y, gilt fiir jedes z), = o), + vV—15,, € C

SO A= S S b0l fak+ 3 3 db ()8 + gk

i,k=1 p,v=1 i,k=1 p,v=1 i,k=1p,v=1

Dies gilt z.B. wenn u die schwache Minimaleigenschaft bzgl. F hat.
39d.h. es gibt ein in xo stetiges ¢ mit g = Du fast iiberall in €.
31nach Translation des R™
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Es folgt

N no Oh; Oh
ik 7 k 00 N
> > dz > h V,C™).
/Qi,k:mylc*‘“(o) Da, o, 20 VhE Ceomp(V: €7)

Setze hier nun speziell h(z) =t~ 1p(x)e @M ¢ ein, wobei ¢ € €22, (V) und t > 0:

comp

N n . (9(,0 6()0
0< [ > 3 dh0&&(t 255 + @ nunmy ) de
Qik=1p,r=1 a ( ) ( 833# Oz, 2w >

N n
t—00 4
== ([ ) £ % dbossmn.
Durch Wahl von ¢ mit / ©? dx > 0 folgt die Behauptung. [ ]

Definition 8.2 Einu € C'(Q,RYN) erfiillt die strikte Legendre-Hadamard-Bedingung, falls
es ein L > 0 gibt mit

N

wm > fypap(ru(e). Dula)&mmn > LigPnl
S ik=1p.v=

fiir alle x € Q, € € RN und n € R”
Fiir den folgenden Satz machen wir folgende Annahme:
Annahme 8.3 f geniige der Annahme 4.1 und zu v € C1(Q,RY) gebe es ein e > 0 mit

{(z,y,p) |2 €9Q, ly—u(z)| + |p — Du(x)| <} C Dy.
Dann 148t sich das Variationsintegral F mit der Lagrange-Funktion f definieren auf der
Menge
{v € CHOURY) | lu— vl oo (@rny + [Du = Dl oo mvxny < €}

Satz 8.4 Es sein =1 oder N =1 und f = f(x,p) unabhingig von y. Weiterhin geniige

u € CHQ,RY) der strikten Legendre-Hadamard-Bedingung (sLH) und der Annahme 8.3.
Dann gibt es ein § > 0 mit

Fu) < Flu+h)  VhelH(QRY) mit ||h| + ||Dh|le < 8 und 6F (u,h) = 0.

BEwWEIS: N =1: Fiir § < ¢ ist ¢(0) := F(u + 0h) € C*([~1,1])32. Wegen ¢'(0) =
OF (u,h) =0 ist

1 1 gt
f(u—i—h):ap(l):go(O)—F/o go/(t)dt:]-"(u)+/0 /0(,0//(8)d8.

32heachte Satz 4.3
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Nach Satz 4.3 ist

©"(s) = 6°F(u+ sh, h) Z Soih (z, Vu(z )+8Vh(x))aaxh aamh
Q pr=1 n v (81)
z/Q(L—Kh(s,x))Wh(a;)Fdx
mit
Kn(s,z) = jfp o (2, V(@) + sVA()) — fs (1, Vu(a))|

u,l/ 1

Da f gleichmifBig stetig ist auf dem Kompaktum

{(z,p) | 2 € Q, Ju(z) - p| < £/2},

ist L — Kp(s,z) >0 fiir alle 0 < s < 1 und z € Q, falls § klein genug gewihlt ist. Es folgt
die Behauptung.

n = 1: Geht absolut analog. [ |

Folgerung 8.5 Es seiu € CH(Q,RY) und die Voraussetzungen wie in Satz 8.4. Dann gilt:

u st schwache F-Extremale <= u hat die schwache Minimaleigenschaft bzgl. F.

Beispiel 8.6 Die Aussage von Satz 8.4 stimmt im allgemeinen nicht, falls f von y abhéngt,
wie etwa bei

2m
Flu) = / o/ (2)? — u(z)? de.
0
Dann ist f(y,p) = p* — y?, also fyp(u(x),u/(x)) = 2 > 0, d.h. die strikte Legedre-Hada-

mard-Bedingung gilt. Andererseits ist 62F (u, h) = 2F (h) fiir alle u und somit 62F (u, h) <
0 fiir zum Beispiel h(z) = sinz.

9 Schwache Minimalstellen und die Jacobi-Bedingung

In diesem Abschnitt betrachten wir Variationsintegrale der Form
b
= / f(x,v(z),v (x)) dz, v e CY([a,b],RY).

Annahme 9.1 Annahme 4.1 sei erfiillt von f und zu u € C'([a,b],RY) gebe es ein e > 0
mit
{(z,y.p) | © € [a,8], |y — u(x)| + |p— /()] <&} C Dy.

Unter dieser Annahme, die ab jetzt gelte, kann man das Variationsintegral F mit Lagrange-
Funktion f betrachten auf der Menge

{v € C'([a,0,RY) | [lu— vlloo + [l = V'llc <€}
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Definition 9.2 FEs gelte Annahme 9.1. u heifit schwach F-minimal, falls es ein § > 0 gibt
mit
Fu)<Fu+h)  Vheli(a,b],RY) mit |hllo < +[|W |0 < 6,

wobes

Co([a, b, RY) == {h € Cy([a, 0], R™) | h(a) = h(b) = 0}.
Lemma 9.3 Ist u schwach F-minimal, so gelten:
(V1)  6F(u,h) =0 fir alle h € Ci([a,b],RY)
(V2) 6F%(u,h) >0 fiir alle h € C}([a,b], RY)
(LH)  (Vaf)(x,u(x),u (x)) ist positiv semi-definit fiir alle x € [a,b].

Definition 9.4 Das akzessorische Integral F* zu F bzgl. u ist das Variationsintegral

b
b FO(h) = 62 (u, h) 2 / (@, h(z), 1 (2)) de
mait der Lagrange-Funktion

(@, y,p) = (Ayy(2)y, y) + 2(Ayp(2)p, y) + (App(z)p, D),

wobei die N x N-Matrizen Ayy(x), Ayp(x) bzw. Apy(x) folgende Eintrige haben:

mit Zeilenindex © und Spaltenindez k.

Definition 9.5 Ein Jacobi-Feld lings u ist eine Funktion ¢ € C(|a,b],RY) derart, daf
V= Apyp + Ay’ € CH([a,b],RY) und ¢ — Ay — Ay’ = 0 auf [a, b,

wobei Apy = Atyp. Kurzfassung: o erfillt die Euler-Gleichung von F° 33, d.h.

d

0=—Lya(p) = %(Apy‘/? + App‘/?/) — Ayyp — Ayp‘P/- (9.1)

(9.1) heifit auch die Jacobi-Gleichung von F bzgl. u.

Bemerkung 9.6 Ist A,, invertierbar, so ist Definition 9.5 dquivalent zur Forderung, dafl
(p, 1) eine Losung des folgenden linearen Systems erster Ordnung ist:

90/ = Ap_pldj - A;plApy% W = (Ayy - AypA;plApy)SD + AypA;pl .

Insbesondere existiert dann ein Jacobi-Feld.

33ygl. (5.1)
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Definition 9.7  a) Ein Punkt a € ]a,b] heifit konjugiert zu a (bzgl. F und u), wenn es
ein Jacobi-Feld 0 # ¢ € Ct([a,b], RY) lings u gibt mit p(a) = p(a) = 0.

b) Die Jabobi-Bedingung an u bzw. F* lautet

(J)  Es gibt keinen zu a konjugierten Punkt in |a,b|.

Die strikte Jabobi-Bedingung an u bzw. F* lautet

(sJ)  FEs gibt keinen zu a konjugierten Punkt in |a,b].
Satz 9.8 u erfille die strikte Legendre-Hadamard-Bedingung
(sLH)  App(x) = (V2 /) (@, u(x),u'(x)) ist positiv definit fiir alle x € [a, b].
Dann gelten:

a) Ist F¢(h) >0 fir alle h € C}([a,b], RY), so gilt (J).
b) Ist F2(h) > 0 fiir alle 0 # h € Ci([a,b],RY), so gilt (sJ)3*.

BeEweEls:  Es gebe ein Jacobi-Feld ¢ # 0 mit ¢(a) = 0 fiir ein a < @ < b. Dann ist

o) = {7

T
T

IAIA
IAIA
S N

stiickweise C! auf [a, b]. Fiir a < x < @ gilt

fa(% ho, hlo) = <Ayy4Pa (P>+2<Ayp80l7 (P>+<App90/a (P/> = <Ayy80+Ayp<Pla (P>+<Apy‘P+App90/7 ‘Pl>-
Mit partieller Integration folgt

r=a

r=a

/ <Apy80 + AppSplv 90/> dr = <Apy90 + App@/7 ©) - / <%(Apy90 + App‘#)a ©) d.

-~

=0, da p(a) = p(a) = 0.

Es folgt

F(ho) = /aa<Ayy90 + Ay’ — e (Apyp + Appid'), ) d = /aa<Lf“(90)a ) dx = 0.
a) Wir nehmen an, dafl oben a < @ < b ist. Angenommen
0=F%ho) < Fho+g) Vg€ Coump(a,b[,RY).
Nach Satz 7.6 erfiillt kg die (erste) Erdmannsche Eckenbedingung, d.h.

(Vo) (@, h(x), W' (2)) = Apy(2)h(x) + App(2)h' (x)

34Der Beweis zeigt: Ohne Annahme von (sLH) folgt aus F*(h) > 0 fiir alle 0 # h € C§([a, b], RY), daB
b nicht konjugiert zu a ist.
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ist stetig auf [a, b]*°. Da A;pl stetig ist dann A, stetig und somit ¢’(@) = 0. Mit der Notation
aus Definition 9.5 ist daher ¢(a) = ¢(a) = 0 und mit Bemerkung 9.6 folgt ¢ =1 =0, was
der Annahme ¢ # 0 widerspricht.

Also gibt es ein auf [a,b] stiickweise stetig differenzierbares h mit h(a) = h(b) = 0 und
F(h) < 0. Durch ,,Abrunden der Ecken“3¢ von h findet man ein h € C}([a,b], RY) mit
F(h) < 0. Dies steht im Widerspruch zur Annahme.

b) Wire b konjugiert zu a, so kénnen wir oben @ = b wihlen. Dann ist hy = ¢ €
Cl([a,b],RN) \ {0} und F?(hg) = 0. Widerspruch. |

Folgerung 9.9 Ist u schwach F-minimal und gilt (sLH)37, so gilt (J).

Beispiel 9.10 Das akzessorische Integral fiir das Funktional

ist unabhéngig von u, ndmlich

Foh) = 6*F(u,h) = /b B (x)? — h(z)? dx = 2F(h).
0

Also ist Ay = —1, Ayp = Apy = 0 und A,, =1 > 0. Insbesondere ist (sLH) erfiillt und
die Jacobi-Gleichung ist

0=—Lsa(p) = (¢ ) +o=¢"+ .
Diese hat als allgemeine Losung
o(r) = asinz + fcosz, a, B eR.
Die Losungen ¢ # 0 mit ¢(0) = 0 sind also gerade
o(r) = asinz, 0#aeR.

Der kleinste zu a = 0 konjugierte Punkt ist also a = .

b > [=]m: Dann ist (J) [(sJ)]nicht erfiillt und es muB ein h € C}([0,b]) mit Fo(h) < [<]0

geben. Fiir h(z) := sin 5F ist

™ b b
P = [T oo~ Zaintads = (5 - 2)7.

0 < b < 7: Fiir geniigend kleines 3 > 0 ist

o(x) :==sinz + fcosz # 0 VOo<z<b.

35Beachte, daB die erste Erdmannsche Eckenbedingung schon aus der Du Bois-Reymondschen Gleichung
folgt. Fiir diese muf3 die Lagrange-Funktion nicht bzgl. = differenzierbar sein, sondern nur stetig!

36siehe Handout

37insbesondere ist dann u € C?(]a, b[, R™) nach Satz 6.4
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Dann lost r := % die Riccati-Gleichung 7'+ 1+7% = 0 auf [0, b] und fiir jedes h € C}([0, b])
folgt

h? —h? — (rl')* = B® — h* —r'h? = 2rhb' = 1™ +1°h* — 2rhh/ = (B’ — rh)?
und somit

b b
Fh) = / h? — h* — (rh?) dx = / (B’ —rh)*dx > 0.
0 0

Bedingung (V2) (welche notwendig ist fiir die schwache Minimalitét einer schwachen F-
Extremalen u) ist also erfiillt.

Lemma 9.11 Es gebe ein S € C'([a,b] x RY) und ein § > 0 derart, daf8
fla, u(@) ' (2)) = Sa(z, u(z) — (VyS) (2, u(z))u'(x)
< f(2,y,p) = Se(z,y) — (V) (2, y)p

fir alle
(2,9,p) € [a,8] x RN x RN mit |y — u(z)| + |p — o (z)| < 6.

Dann st
F(u) < F(u+h) YO#£hE€ C(l)([a, b],]RN) mit ||h]|so + ||h'HOo < 0.

FEs gilt sogar ,<“, falls in (9.2) ,<“ gilt wann immer y # u(z).
BEWEIS:  Setze v :=u + h. Aus (9.2) folgt

e ula), o () = -8 (e, ul@)) < S o(@), (@) — - S(o(z) Vo€ o)

falls ||h]|oo +|A]lcc < 0. Unter der Zusatzannahme gilt ,, < auf einem offenen Teilintervall,
falls h # 0. Integration liefert

r=b

r=a

b o=b b
/ o, ulw) ol (@) da — S, u@)| < / Fa (@), o' (@) do — S(z, v(z))

(mit ,,<“ bei der Zusatzannahme und h # 0). Aus u(a) = v(a) und u(b) = v(b) folgt die
Behjauptung. ]

Satz 9.12 Erfiillt u die Bedingungen (V1), (sSLH) und (sJ), so gibt es ein S € C!([a, b] x
RN), welches den Vorrausetzungen von Lemma 9.11 geniigt. Dabei gilt in (9.2) ‘<’, falls

y # u(x) ist.
Der Beweis dieses Satzes bendtigt etwas Vorbereitung.

Lemma 9.13 u erfille (SLH) und (sJ). Definiere A, B,C € C(|a,b], RN*N) durch
A= —A;plApy, B = A;pl, C=A4,, - AypA;plApy.
Ist 0 < « gendigend klein, so gibt es ®, ¥ € C'([a,b], RN*N) derart, daf
®' = A® + BY, V= (C+al)®— AT  auf [a,b],3® (9.3)

sowte

38Fiir a = 0 ist dies das zur Jacobi-Gleichung gehérige Matrixsystem, vgl. Bemerkung 9.6.
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a) det ®(z) # 0 fiir alle x € [a, b],
b) ®!(x)¥(x) = V(z)®(x) fir alle z € [a,b].

BEwEIS:  Seien (P, ¥p) und (P, ¥;) Losungen der DGL mit den Anfangswerten
(@o(a), To(a)) = (0, Bla) V), (®1(a), ¥s(a)) = (1,0). (9.4)
Mit einem zu wihlendem (§ > 0 definiere dann
b = &y + [Py, U ="+ (V.
Dann 16st (@, ¥) die DGL mit Anfangswert
(®(a), ¥(a)) = (81, B(a)™")

und es folgt L (®H(z)T(z) — U (2)®(z)) = 0 fiir alle € [a,b]. Wegen B = B* ist
®'(a)¥(a) — U (a)®(a) = 0. Es folgt b).
Fall « = 0: Es ist det ®o(x) # 0 fiir alle a < z < b.

Andernfalls gibe es ein @ € Ja,b] und 0 # ¢ € RY mit ®g(a)¢é = 0. Dann wire ¢(z) :=
®o(x)€ £ 0 3% ein nichttriviales Jacobi-Feld entlang u mit op(a) = ¢(a) = 0. Somit wire @
ein zu a konjugierter Punkt. Dies steht im Widerspruch zur Annahme von (sJ).

Aus ®p(a) = 0 und ®((a) = ®1(a) = I folgt
Do(x) = (z —a)(I +po(x),  @u(z) =1+ (z—a)p(z)

mit p; € C([a, ], RV*N), wobei lim py(z) = 0. Somit

o) = (@ —at 0) (T4 =5 ole) + Fn(x).

>0 fiir >0
Wihle nun a < ¢ < b mit |[p(z)|| < 3 auf [a,]. Wahle dann Fy > 0 mit

X a

1
(po(@) + Bp1(@))]| < (@) + Bp(@I| < 5 Va<wz<e VO<B<fh
det ®(z) #0 Va<z<ec V0<8<0.
Fiir hinreichend klein gew&hltes (§ ist aber
®(x) = @5 () (1 + fPo(x)®1(2))
[[-[1<1/2

auch invertierbar auf [c,b]. Also gilt a).

Fall & > 0: Sei 3 wie eben. Das AWP (9.3), (9.4) hingt stetig vom Parameter o > 0. Also
hingt (@, V) = (P, V), stetig (bzgl. der sup-norm) von « ab. Also bleibt ®, punktweise
invertierbar fiir hinreichend kleine o > 0. ]

9Wire ¢ = 0, so folgt aus &) = Ady + BU, und der Invertierbarkeit von B, daB Uoé = 0 auf [a, b].
Dies steht im Widerspruch zu ¥o(a) = B(a)™".
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Folgerung 9.14 u erfille (sLH) und (sJ). Seien A, B,C wie in Lemma 9.13. Dann

gibt es ein o > 0 und eine punktweise symmetrische Losung R € C'([a,b],RN*N) der
Matriz-Riccati- Gleichung
R +RA+A'R+ RBR—C =—al  auf[a,b].
BEWEIS:  Seien (®,¥) wie in Lemma 9.13 zu einem festen o > 0. Setze R(x) :=
U(z)®(x)~t. Aus der DGL (9.3) folgt
(C+al)® - A"V =V = (R®P) = R'® + R(A® + BY)  auf [a, b).
Rechtsmultiplikation mit ®~! und Umsortieren der Terme ergibt die Behauptung. ]

BEWEIS VON SATZ 9.12: Mit « > 0 und R wie in Folgerung 9.14 setze

m(z) = (Vpf)(z, u(@),v'(x)),
S(z,y) = (n(x),y) + 3y — u(@), R(z)(y — u(z))).

Aus (V1) und Satz 5.12 folgt
7 € Cl([a, B, RY) mit 7(x) = (V,f) (@, u(x), o/ (x)).

Insbesondere ist S € C'([a,b] x RY).
Nach Annahme 9.1 gibt es ein dy > 0, so dafl

9(z,y,p) =f(x,y,p) — Su(x,y) — (Sy(z,y),p)
=f(,y, ) (7' (x),y) + <U’(x)7R($)(y—U(x))>
— 3y —u(=), R'(z)(y — u(x))) — (7(x) + R(x)(y — u(x)),p)

fiir alle (z,y,p) mit x € [a,b] und |y — u(z)| + [p — v/ (x)| < §p definiert ist. Wir miissen
zeigen, daf} es ein 0 < § < §g gibt mit

g(x,u(x),v'(z)) < g(z,y,p) ¥ (2,y,p) mit |y —u(@)[+|p—v'(x)[ <5 (9.5)

und strikter Ungleichung, falls y # u(z). Nach Taylorformel®” ist
9(x,y,p) =g(z, u(z), v (x)) + (V(y)9) (@, u(z), v (x)) (2, y,p)+

/01(1 = ){(Viyp9) (., (1 = thu(z) + ty, (1 — )/ () + tp)h(z, y, p), h(z,y,p)) dt,
wobei h(z,y,p) = (y — u(x),p — uv/(x)). Man rechnet leicht nach, dafl

V(,pg_( yf_7r_ (p_u/)_R/(y_u)7vpf_7r_R(y_u))'
Also ist (V(yp9) (@, u(x),u'(x)) = 0 auf [a, b]. Mit

Foule) = (V2 N, u(@), (@), Gula) = (VL g)(a, u(a), ' (2)

“OBeachte, dal g bzgl. (y,p) zweimal stetig differenzierbar ist.
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ist auflerdem

Gy G F,—-R F,—R

2 ! — vy yp — [ *uy Y
(V(ym)g)(x,u(:r),u ([E)) - <pr Gpp> (.’B) - <pr — R Bfl ) (.T))
Nach Folgerung 9.14 ist

—al =R + RA+ A'R+ RBR - C = R — RBF,, — F;, BR+ RBR — F, + F,,BF,,
=R - Fyy + (Fyp — R)B(Fpy — R),

und daher
Gyy = GypBGpy + ol auf [a, b].

Fiir beliebige (&,7) € R?N gilt also

( <ny Gy”) <5> : <£> ) = (G € + (Gup € + (Gpu, ) + (B~ n,m)

Gpy Gpp n n
= (GypBGpy€, &) + al€]” + (Gypn, €) + (Gpy&,m) + (B~ m)
= (B(Gypé + B '), Gypl + B~ 'n) + ¢
> BGypé + B~ nl* + al¢f?,

fiir ein 8 > 0. Also ist

<(V%y7p)g)(x, u(z), v (z))h,h) >0 Vazelab V0#heR?W,
Wegen Stetigkeit gibt es ein § > 0 mit
(V3,9 (@ y,p)hh)y >0V (x,y,p) mit [y —u(z)| +|p—u/(x)] <6 VO#heR™N
Also gilt (9.5) und Satz 9.12 ist bewiesen! ]
Folgerung 9.15 u erfiille (SLH) und es sei F*(h) = §°F(u, h). Dann:

a) u erfillt (J) <= F(h) >0 fiir alle h € C}([a,b], RY).
b) w erfillt (sJ) <= Fh) >0 fir alle 0 # h € Ci([a, ], RY).

BEwEIS:  Die Richtungen ,,<=“ haben wir schon in Satz 9.8 gezeigt.

b) Man rechnet leicht nach, da§ §2F%(0,g) = 2F%(g) fiir alle g € Ci([a,b],RY)*2. Die
Jacobi-Gleichung von F¢ bzgl. h = 0 ist also die Euler-Gleichung von F¢ bzgl. u, also
die Jacobi-Gleichung von F bzgl. u. Also gelten (sLH) und (sJ) fiir das Funktional F¢.
Wegen

Fotg) =t*F(g) VteR (9.6)

gilt auch 670, g) = 0, d.h. (V1). Nach Satz 9.11 gibt es ein § > 0 mit

0=F0) <F(g)  VYO0#geCo(la,b],RY) mit [lg]oc +[lg'l| < 6.

“IBeachte, daB B positiv definit auf [a, b] ist.
12Das akzessorische Integral zu F® bzgl. h = 0 ist also zweimal das akzessorische Integral von F bzgl. u.
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Wegen (9.6) (mit ¢ — 0) gilt dies dann aber auch fiir alle 0 # g € C([a, b], RY).
a) Sei 0 < e < b— a gegeben. Setze

b—e
fe(v) = f(xa v, U/) dz, Ue = U’|[a,b—8]‘

Dann erfiillen F. und u. die Voraussetzungen von b). Es folgt

b—e
fi(@.g.9)dz >0 ¥geCh(lab—elRY),
wobei f® die Lagrange-Funktion von F¢ (bzgl. u) ist. Zu gegebenem h € C}([a,b], RY)
definiere g. () := h(a + ;22% (z — a)) € C4([a,b — ¢],RY). Dann ist

b—e—a

b—e
0< / £ ha+ p220 (x — a)), 220 W (a + 220 (2 — a))) dx <=0 Fo(h).
| |

Bemerkung 9.16 Wir haben in Abschnitt 9 unter der Annahme 9.1 unter anderem fol-
gende Aussagen gezeigt:

e v schwach F-minimal = (V1), (V2) und (LH)
e v schwach F-minimal und (sLH) = (J)
e u schwach F-minimal, (sLH) und (V2) im strikten Sinne = (sJ)

e y erfiillt (V1), (sLH) und (sJ) = u schwach F-minimal im strikten Sinne

10 Starke Minimalstellen und die Weierstraf3-Bedingung

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder Variationsintegrale der Form

b
F(v) = / flz,v(x), (x))dx, v e CY(a, b],]RN).

Annahme 10.1 f erfiille Annahme 4.1 und habe einen Definitionsbereich der Form Dy =
G x RN mit offenem G C R x RN, Es sei u € C'([a, b],RY) und gebe es ein e > 0 mit

{(z,y,p) | x € [a,b], ly —u(z)| <e, pe RN} C Dy.

Unter dieser Annahme, die ab jetzt gelte, kann man das Variationsintegral F mit Lagrange-
Funktion f betrachten auf der Menge

{ve Cl([a, b],RN) | [[w—v|loo <€}

Definition 10.2 FEs gelte Annahme 10.1. u heifst stark F-minimal, falls es ein § > 0 gibt

mat
F(u) < F(u+h) V h e C(a,b],RY) mit ||hlle < 0.
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Definition 10.3 Die Funktion £ : Dy x RY — R mit

g(l‘,y,p, Q) = f(m7y> Q) - f(xayap) - (fo)(l', yap)(q - p)
heifit Weierstrafsche Exzessfunktion.*® Dann erfillt v die Weierstraf-Bedingung, falls

(W) E(z,u(z),v'(z),q) >0 fir alle x € [a,b] und alle ¢ € RY,

und die strikte Weierstraf-Bedingung, falls es ein § > 0 gibt mit

(sW)  E(z,y,p,q) > 0 fiir alle g € RN und alle (x,y,p) mit x € [a,b] und
ly —u(z)| + [p — v/ (2)] < 0.

Beispiel 10.4 Explizit ist die Exzefifunktion gegeben durch
1
E(z,y,p,9) =/0 (Vpf)(@,y,p+ta—p)) — (Vpf)(z,y.p),q — p)dt

= [ [ @+ stla -2 a - 0 p) dsi
Also sind (W) bzw. (sW) erfiillt, falls
(V%f)(x, u(z), p) positiv semi-definit ist fiir alle z € [a,b] und p € RY,
beziehungsweise, wenn es ein § > 0 gibt mit
(V2f)(z,y,p) ist positiv semi-definit fiir alle = € [a,b], |y — u(z)| < § und p € RY.

Interessant sind folgende Spezialfille:
a) Mit a, 8,7 € C([a, b, RN*N) sei
[y, p) = (a(@)y, y) + 2(B(x)y, p) + (v(z)p, p)-
Hier erhilt man
E(@,y,p,0) = 3((Val) (@, y,p)(q — p),a—p) = 5{(v(=) + 7(x)")(qg — p), ¢ — p)-

Also sind (W) bzw. (sW) #quivalent zur punktweisen Semi-Definitheit von v + ! auf
[a, b].

b) Ist N =1 und f(z,y,p) = w(z,y)y/1+p? mit w > 0, so ist (W) erfiillt, da
(V;%f)(wayap) = w(z,y)(1 +p2)—3/2 > 0.

Satz 10.5 Es gelte Annahme 10.1 und u erfille die Bedingungen (V1), (sLH), (sJ) und
(sW). Dann gibt es ein v > 0 mit

Fu) < Fu+h) Y0#heCia,b],RY) mit ||h]loo < 7.

Also ist u stark F-minimal im strikten Sinne.

43¢ ist der Fehlerterm in der Taylorentwicklung erster Ordnung von f bzgl. p.
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BEWEIS:  Es sei § > 0 so gewihlt, dal (sW) und die Aussage von Satz 9.12 gilt. Dort
verwendeten wir S € C!([a, b] x RYV) mit

Sy(x,y) = (Vpf)(x,u(z), v (x)) + R(x)(y — u(x)).
Insbesondere gilt
(Vo) (@, u(z), v (z)) = Sy(x,u(x)) Va<z<b.
Wegen (sLH) liefert der Satz iiber implizite Funktionen* die Existenz eine C'-Funktion
ni{(z,y) |a<ae<b, |y —u(z) <8} — RY

mit
<vpf)(xaya77(w7y)) - Sy(i[},y) Va S x < bv |y - ’U,(.%')‘ < 4.

Nach eventueller Verkleinerung von ¢ kann man oBdA annehmen, da§ § < v und |y —
u(z)| + In(x,y) — v/ (z)] < v fiir alle (z,y) mit a < z < b und |y — u(x)| < §. Fiir solche
(z,y) und alle ¢ € RV gilt dann

F(@yu1d) — Sal@,w) — (VyS(au) ) < F(eyn) — ol y) — (VyS(@, ), 1)
= f(z,y,m) — Se(x,y) — (Vpf)(2,9,m),m)

(Sg) f(@,y,q) — Su(x,y) = (Vpf)(z,9,m),0)
= f(wvyaq) - Sa:<x7y) - <vy5($ay)7Q>~

In der ersten Zeile gilt ‘<’, falls y # u(z). Nun ergibt sich die Behauptung durch Integration
wie in Lemma 9.11. [ |

Satz 10.6 FEs gelte Annahme 10.1 und u sei stark F-minimal. Dann geniigt u der Bedin-
gungen (W).

BEwEIS:  Mit &€ € ]a,b[, ¢ ¢ RY und 0 < 6 < € — a setze

u(z) + (z —a)yp a<zr<E—0
up(z) = upgq(r) = Ju(§) + (@ —&q  {-0<z<(,
u(x) €<z <)

wobei 15 so gewihlt ist, daBl ug stetig und stiickweise C! ist, also

1

= m(u(f) —u(¢ —0) — 0q).

Yo

Es ist ug(a) = u(a), ug(b) = b und wuy =0, gleichméBig auf [a, b]. Fiir

A(0) := F(ug) — F(u)

“hzw. eine parameter-abhingige Version, angewendet auf die Funktion F(z;y,p) = (Vof)(z, u(z) —
y,u' (x) — p) — Sy(z, u(x) — y), die auf [a,b] x U,(0) x RY definiert und C* ist, da u € C? nach Satz 6.4.
Dann ist F(z,0,0) =0 und 88—1;(93; 0,0) ist invertierbar fiir jedes x.
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ist A(0) = 0 und, wie wir gleich zeigen werden,

N(O) = L] Flug) = £ u(6)./(€). ). (10,1

0=0

Angenommen, die rechte Seite wire negativ. Dann wire F(up) < F(u) fiir kleine 6 > 0.
Durch Abrunden von Ecken? finde man ein v € C!([a,b],RY) mit F(v) < F(u) und
v(a) = u(a), v(b) = u(b). Dies widerspricht der Minimalitit von wu.

Zum Beweis von (10.1) schreibe

£—0
A(0) = fla,u(@) + (x — a)y, u' () + yo) da+

" 3 3
# [ J@u© + @ Oua e+ [ o), o) dr
Dann ist

A(0) == f(&—0,ul§ —0) + (£ — 0 —a)yo,u'(§ — ) +ys) + f(§— 0,ul€) —0q,q)

£—6

+ / (Vyf) (@, u(z) + (x — a)yo, v (z) + o), (x — a) dy9>d1:+
aéie

+ / (Vo) u() + (z — ayp, o' (z) + y), ) dor.

Aus yp = 0 und d%‘e:oyf’ = 5_%(1/(5) — q) folgt

A'(0) = = f(&ul&),w'(€)) + F(& u(€), )+
€ y -
+ </ (Vyf)(@,u, )z — a) + (Vpf) (@, u, ) dz, ©) q>_

Nach Satz 5.12 ist
(Vo) (@, u(@),u(x)) = (Vpf) (& u(&), u'(€)) + /:(Vyf)(taU(t)»U’(t))dt

und daher nach partieller Integration

/ (&~ @) (V) () do = () /g (9,

// V) (t,u,u') dtdx

— (£~ a)(Vpf) (£, ule),u <§>>—/< Y, ) u, ) do.

Einsetzen liefert dann (10.1). ]

“*Die ExzeBfunktion entsteht also als spezielle Variation von F(u).
46siche Handout
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11 Natiirliche Randbedingungen

Bis jetzt haben wir immer nur Variationen F(u + h) betrachtet mit Funktionen h, die
auf dem Rand 9 von €2 verschwinden. Wir untersuchen nun, was passiert, wenn wir
allgemeinere h zulassen.

Annahme 11.1 Annahme 4.1 sei erfiillt von f und zu u € C1(Q,RY) gebe es ein e > 0
mat

{(z,y,p) € Ax RY x RM* | |y —u(z)| + |p — Du(z)| < e} C Dy.

Unter dieser Annahme kann man das Variationsintegral F mit Lagrange-Funktion f be-
trachten auf der Menge

{ve CI(Q,RN) | lu — v]|oo + [[Du — Dv||oo < €}

Annahme 11.2 FEs sei 0Q eine C'-Hyperfliche im R™ und v : 090 — R™ bezeichne die
dufsere Normale an 0. Weiterhin sei R C OS2 abgeschlossen und

CH(Q,RY) = {h € CL(Q,RY) | h|r = 0}.
Bemerkung 11.3 Gibt es ein § > 0 mit
Fu) < [Z]Fu+h)  VheChQRY) mit ||h]|o + || Dh|lso < 6,

so ist
6F(u,h) =0 Y heCh(QRY).

Satz 11.4 Setze Vi f = (fpli, ooy fpi ) Ist @ = (Vi f)(2,u(), Du(z)) € CL(Q,RMA7 fiir
alle 1 <i < N, so sind dquivalent:

a) 6F(u,h) =0 fir alle h € CL(Q,RY).
b) w erfillt die Euler-Gleichung

fyr(sulz), Dua)) — 33 2

v=1 81‘1,

fpi (@, u(z), Du(z)) =0 VeeQ V1<i<N,

sowie die natirlichen Randbedingungen

(Vi f) (@, u(z), Du(z)),v(z)) =0 Vaed\R.

BeEwEIS:  Nach Satz 4.3 ist a) dquivalent zu

/{fyi(x,u,Du)gojL > fpg(x,u,Du)gf }dx:O VoelCh() V1<i<N.
Q v=1 v

“TFiir n = 1 folgt dies bereits aus a) nach Satz 5.13
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Der Integrand 1483t sich schreiben als

n

{fyi(ac, u, Du) — >

= 18.%'1/

o (z,u Du)} @ +div(e(Vi f) (2, u, Du)).
Mit dem Divergenzsatz folgt, daf a) dquivalent ist zu

/Q{fyi(:z,u,Du) i 38 Joi ($ U Du)}@dQU‘F/ <V i f)(z,u, Du) V>g0da =0

v=1

fiir alle ¢ € CL(2) und 1 < i < N. Dies liefert sofort b) = a). Gilt a) und wihlt man
speziell ¢ € C5,(€2), so verschwindet das zweite Integral und aus Satz 5.3 folgt, dafl u
die Euler-Gleichungen erfiillt. Es folgt fiir 1 <i < N, daf

/ ((Vpi f)(@,u, Du),v) pdo(x) =0 Vo e Ch(Q).

O0\R

Eine Variante von Satz 5.3 liefert (Vi f)(z,u, Du),v) = 0 auf Q2 \ R. |
Beispiel 11.5 Es sei F von der Form

F(u) = /Qg(fv,U(ﬂ«“)j |Du(z)|*)dz,  |(ay)* = 3 aij,
%)

wobei gq4(x,y,q) # 0 wann immer ¢ > 0. Die Lagrangre-Funktion von F ist f(z,y,p) =
g(z,y, [p|?) und die zugehorigen natiirlichen Randbedingungen sind somit

294(z, u(x), |Du(2)?) (Vu;(2), v(z)) =0 auf 0N\ R.

Man erhilt also die sogenannten Neumannschen Randbedingungen

8ui
ov

() = (Vui(z),v(x)) =0 auf 0Q\ R (i=1,...,N).

12 Variationsaufgaben mit Nebenbedingungen

Satz 12.1 (Isoperimetrische Probleme) Es scien Variationsintegrale F,F',..., F™
mit zugehorigen Lagrange-Funktionen f, f',..., f™ gegeben. Es sei u € CH(Q,RY) und
(f,u) sowie alle (f7,u) erfillen die Annahme 11.1*%. Es sei o € R™ fest und
ueM:={vel (QRY)| Flv)=ay,...,F™(v) = am}.
Schlieflich sei noch V ein Vektorraum mit
00 N 10 N

Coomp(,RY) CV CC(,RY).

Gibt es ein § > 0 mit

Fu) < F(u+h) VheV mitu+he M und ||h|oo + || Dbl < 5,4

*8Insbesondere lassen sich F und alle 7 auf einer Menge {v € C*(Q, R™Y) | ||u—v||co + || Du—Dv||leo < €}
mit € > 0 betrachten.
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und sind §F (u,-),...,0F™(u,-) linear unabhingig als Elemente von
V* :={l:V — R | linear},
so gibt es genau ein X = (A1,...,\pn) € R™, so daf
SFMu,h)=0 YheV, Fri=F-3 NFL (12.1)

Jj=1

Man nennt M1, . .., A Lagrange-Multiplikatoren. Ist zusditzlich u € C?(,RN), so ist (12.1)
dquivalent zu

Lf(u) = )\1Lf1 (u) + ...+ )\mLfm (u)

BEwWEIS:  Wegen der linearen Unabhingigkeit gibt es hochstens ein solches A.

1. Schritt: Es gibt einen m-dimensionalen Unterraum ¥V von V mit
m .
V=Wao .ﬂl Kern 6 F’ (u, -).
]:

Dies zeigen wir per Induktion. m =1 ist ok, da
V/Kernd6F (u,-) = Bild§F (u,-) = R.

Sei die Behauptung gezeigt fiir m — 1, d.h.

—~ m—1 . — —~
V=Wo ﬂl Kern0F7 (u,-) =W aV, dimW =m — 1.
j:

Die 0F (u, )|y, - - -, 6F ™ (u, -) |5 bildet eine Basis von W*50 Somit 1Bt sich 6F™ (u, Sl
als Linearkombination dieser Funktionale schreiben. Ware 6F™(u,-) = 0 auf V, so wiire
§F™(u,-) eine Linearkombination der 6F(u,-), ..., 6F™ (u,-) auf ganz V. Dies wider-
spricht der Annahme der linearen Unabhéngigkeit. Also ist

V =KerndF™(u,- )| ® (@), 0#£VE V.
Nun ist aber

Kern 6F™ (u, )| = VY NKern 6F™ (u, -) = '%1 Kern 6F7 (u, )

5

und somit folgt die Behauptung mit W = W @ (V).

2. Schritt: Es sei (wy,...,w.,) eine Basis von W von oben. Dann ist

det (67 (u, wy,)) (12.2)

1<jh<m 7 0

“9d.h. u ist eine (schwache) lokale Minimalstelle von F auf {u}+) unter den Nebenbedingungen F7 (u) =
Ocj,j:L...,m.

50Fs ist dimW* = m — 1 und aus 016.7:1(u, 4+ cmfléfmfl(u,-) =0auf W folgt 015.7:1(u, )+
S cm_ld]-'m_l(u, J=0auf V,alsoci =...=cm-1=0.
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Sei nun h € V beliebig vorgegeben und

F(1) = f(u+ 10h+ 1wy + ... TWn,)
gj(T):fj(u+7'0h+7'1w1+--.7'mwm), j=1....,m.

Dann sind F und ¢/ in einer offenen Umgebung D C R™*! von 0 definiert und dort C*.
Mit g = (g',...,g™) ist O eine lokale Extremalstelle von F' auf

D:={reD|g(r)=al.

Wegen g%z(O) = 0F7(u,wy), k > 1, und (12.2) ist Rang Dg(0) = m. Dann ist auch

DF(0)) _
Rang <Dg(0)> =m
Denn andernfalls liefert der Satz iiber die inverse Funktion offene Umgebungen U C D
von 0 und V. C R™" von (F(0),9(0)) = (F(0),a), sodaB (F,g) : U — V ein Dif-
feomorphismus ist. Insbesondere gébe es eine Nullfolge (x)r>x mit g(zx) = « und
F(zy) = F(0) + (=1)*/2k. Somit D 3 25, — 0 und F(z;,) — F(0) wechselt das Vorzei-
chen, was der Extremalitdt widerspricht.

Somit gibt es A = A(h) € R™ mit

m J
OF N g

Jj=1

Fiir k£ = 0 erhélt man §F*(u, h) = 0. Der Rest liefert

m

SFMu,wy) = 3 NjOFI (u, wy) VEk=0,...,m.

Wegen (12.2) bestimmt dies A eindeutig und A hiingt nicht von h ab, d.h. 6F*(u, h) = 0
fiir alle h € V. ]

Beispiel 12.2 (Das klassische isoperimetrische Problem) Sei U > 0 vorgegeben.
Gesucht ist dasjenige Gebiet G C R? mit C'-Rand und Umfang U, welches den gréftmogli-
chen Flacheninhalt F hat.

Zunéchst iiberlegt man sich, dafl G konvex sein mufl. Betrachtet man nun ein kleines
Kurvenstiick I' von 0G, so iiberlegt man sich wie folgt, dafl ' ein Kreisbogen sein mufl
(und somit G eine Kreischeibe mit Radius U/2m ist): Sei a < b, a > b — a und

M = {’UECO([CLb )| F(v) /de—a}

Wegen
h'(z) da, h € Comp(la, b)),

L _ e S
OF (. h) / V1+w'(z)?
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sind die schwache F!-Extremalen genau die affin linearen Funktionen®!. Solche gibt es
aber nicht in M®2. Wir méchten nun

F(v) = /ab v(x)dx

fir v € M maximieren. Ist © € M ein Maximum, so gibt es nach Satz 12.1 ein A € R
derart, daB u eine schwache F*-Extremale fiir F» = F — AF! ist. Es muB X\ # 0 sein, da
es iiberhaupt keine F-Extremalen gibt. Da fA(z,y,p) = y — A\\/1 + p? ist u € C?(Ja, b])
nach Satz 6.4. Es folgt

/\Lfl(u) = Lf(u) < —ij(%) = l

Integration liefert den Kreisbogen mit Radius |\

u(z) = M\/1—(e1 — 2/A)2 + e, c1, co geeignet.
Wegen u” < 0 ist A > 0.

Unter der Annahme, daf3 es ein Gebiet Gg mit maximalem Flédcheninhalt gibt, ergibt sich
als Folgerung die isoperimetrische Ungleichung:

1
Flécheninhalt von G < 4—(Léinge von 0G)
™

fiir jedes beschrinkte Gebiet G C R? mit C'-Rand.

Folgerung 12.3 FEs seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz 12.1 mit
V= C}{(ﬁ, RN). Es sei f* die Lagrange-Funktion von FA. Ist 0Q eine C'-Hyperfliche und
z— (Vi f2) (2, u(z), Du(z)) € CHQ,RYN), so erfillt w die natiirlichen Randbedingungen

<(Vp¢f>‘)(x,u(x),Du(x)),V(x)> =0 VeedQ\R V1<i<N.

Lemma 12.4 Es seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz 12.1 und
zusdtzlich v € CH(Q,RN) N C2(Q,RN). Dann sind dquivalent:
a) 6F(u,-),...,0F™(u,-) sind linear unabhingig in C35y, (€2, RN)*.

b) Lyi(u),...,Lgm(u) sind linear unabhingige Funktionen in C(Q,RY).

Beachte: Lineare Unabhingigkeit CS,, (2, RN)* impliziert die in V*.

comp

BEwEIS:  Fiir A € R™ und h € 35, (2, RY) ist
MOF (u,h) + oo+ A0 F ™ (uy h) = S(MF 4+ ..o+ A F™) (u, )
= / (MLp(u)(@) + ...+ A Lpm (u) (), h(z)) da.
Q

Dann folgt die Behauptung mit Satz 5.3. [

5'd.h. w(z) = ax + b mit a,b € R
52wegen a > b—a
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Satz 12.5 (Holonomische Nebenbedingungen) Es seig € C2(R" xRN R™) mit m <
N derart, daf

0
Rang 8—5(:6,3;) =m Y (z,y) € R* x RN mit g(z,y) = 0%

und
M= {veCYQ,RY) | g(z,v(z)) =0 VzeQ}.

Das Variationsintegral F und uw € M NC%(Q,RY) erfiillen Annahme 11.1. Weiterhin gebe
es ein § > 0 mit

Fu) <Fu+h)  VheChuy(QRY) mit u+h € M und ||hllo + || Dh|oc < 9.

Dann gibt es eindeutig bestimmte Funktionen A1, ..., Ay € C(2) mit

s

Li(u)(@) = 3 N(w) (Vyg))(wu(@) Vel

1

J

BEwWEIS:  Vorbemerkung: Die Rang-Annahme stellt sicher, daf} jedes

M(z):={y e RY | g(z,y) =0}, z€Q,
eine C1-Fliche der Dimension N — m in RY ist und daB
ErZQUgniS{(vygj)(xv y)a R (Vygm)(xy y)} = (TyM(w))LEA

der Normalraum an M (z) im Punkt y € M (x) ist. Wir miissen also zeigen, daf fiir jedes
x € Q der Vektor L¢(u)(x) im Punkt u(x) senkrecht auf M (x) steht. Angenommen, dies
gilt nicht. Dann gibt es ein £ € Q und ein t¢ € Ty M (&) mit (Ly(u)(§),te) # 0.

1. Schritt: Es gibt ein Vektorfeld ¢ € C' (€2, RY) gibt mit
t(§) = te und t(v) € Ty M(x) V€,

zum Beispiel
1(x) = { Iy — N(z)' (N(z)N(z)!) " N(z) }tg,

orthogonaler Projektor in RN auf T2y M ()

wobei N(z) := S—Z(x,u(x))f’g’. Fiir ¢ € Cogmp(R™) mit p(0) = 1 ist h(z) = w(mfg)t(x) €
Cl

comp (£2; RY) fiir hinreichend kleines € > 0 und h(€) = (&), sowie

/Q (Lp(u) (), h(z)) dz # 0.5

®3d.h. die Jacobimatrix von g bzgl. y hat maximalen Rang.

54T, M bezeihnet den Tangentialraum an M im Punkt y € M.

N(z) : RY — R™ ist surjektiv, also N'(z) : R™ — RY injektiv. Aus NNz = 0 folgt |[N'z|> =
(NN'z,2) = 0, also N*z = 0, also z = 0. Somit ist NN bijektiv. Mit P := N*(NN®)"'N ist offenbar
P? = P'* = P, also P eine orthogonale Projektion. Aufierdem ist Kern P(z) = Kern N(z) = T\ M (z),
da die Zeilen von N eine Basis von T,(,)M ()" bilden.
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2. Schritt: Im 3. Schritt konstruieren wie eine Funktion v € C}(Q x | — &, e[, RY) mit

v(+,0) = v und v(z,7) = u(x) Ve Q\supph (12.3)
g(z,v(x, 7)) =0 VYzeQ VYr|<e (12.4)
g:}_(x,O) = h(x) Ve Q. (12.5)

Fiir dieses v gilt dann

9
0T lr=0

Flo(7)) = 6 F (u, ) = / (Lp(u) (), () di 0,

Q

was der Minimalitdt von u widerspricht.

3. Schritt: OBdA ist u € C*(Q, RY)%8. Definiere V : @ x R x R™ — RY durch

Viw.7.0) = u(@) + Thia) + 3 05(Vy0,) . u(a)
j=
Dann ist g(z, V(2,0,0)) = g(x,u(x)) = 0 und
0 dg ov dg

a0 azog(x’ V(z,0,0)) = Fy(:v,u(x))%(x,o,o) = %(ﬂfau(fﬂ))(gzg/(ib‘,u(x)))t.

Diese (m x m)-Matrix ist invertierbar. Der Satz tiber implizite Funktionen liefert (genau)
ein § € C1(Q x ] —¢,¢[,R™), sodaB (12.3) und (12.4) gelten fiir

v(z, )=V (z,T1,0(x, 7))

(beachte, dal wegen der Eindeutigkeit 6(z,7) = 0 falls 7h(z) = 0). Weiter ist

ol yve 7 =)+ 5 T 00T ) = 1) + (G u(w) G e 0)
Wegen 3¢ (z, u(x))h(x) = 0% folgt

020 2| ataotem)) = G e u(@) 5w 0) = G ule)) (5 o u(e) 5 .0)
Es folgt %(m,O) =0, also (12.5). |

6Da fiir hinreichend kleines ¢ > 0 der stetige Integrand je nach Vorzeichen von (L s (u)(€),(£)) entweder
nicht positiv/negativ und ungleich 0 ist.

5"Dies zeigt man analog zum Beweis des Satzes 4.3.

*8Beweise sonst den Satz fiir Q. := {x € Q | dist(x, Q) > £} mit Beliebigem & > 0.

5beachte, daB h(z) tangential an 9Q im Punkt (z,u(x)) ist und daB die Zeilren von g—g(m,u(x)) eine
Basis des Normalenraums bilden.
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13 Handout: Abrunden von Ecken

Satz 13.1 Es sei v : [a,b] — RN stiickweise stetig differenzierbar und ¢ > 0 vorgegeben.
Dann gibt es ein u € C([a,b],RY) derart, dap

a) u mit v in einer (kleinen) Umgebung von a bzw. b ibereinstimmdt,

b) ||lu—v|e <e.

Ist F das Variationsintegral zu einer Lagrange-Funktion f mit Definitionsbereich Dy =
G x RN fiir ein offenes G C R x RY | die Annahme 4.1 erfillt und ist

{(@,y) | a<a<b Jo(z) -yl <6} C Dy

fiir ein geeignetes 6 > 0, so kann man u auch noch so wdhlen, dajs
o) |F(u) —F)| <e.

BEWEIs:  Wir nehmen oBdA an, daf v" an genau einer Stelle £ € ]a, b] eine Sprungstelle
hat. Seien nun «a, 6 € R mit a < a < £ < § < b. Wir definieren nun

bl

u(x):{p(fc) ra<x<f
v(x) cx € [a,b] \ o, O]

wobei p folgendes kubisches Interpolationspolynom ist:

r— )2 r—a)(z—[)?
() ={ I ) ()t

z —a)(x — F)? r— ) (r—
e 8y @R e

+

Da pY)(a) = v¥(a) und p)(8) = vU)(B) fiir j = 0,1 ist tatséichlich u € C*([a,b]) und u
erfiillt a). Wir zeigen nun, daf man « und [ so wihlen kann, da§ auch b) und c) gelten.

Fiir b) beachte, da8

v —ulloec = sup |p(z) —v(z)|.
a<z<p

Wegen p(a) = v(a) ist fiir z € [a, f]

Ip(@) = v(@)| < |p(x) = p(a) | + [v(@) = v(@)] < (sup )]+ [ollaram )
asy<p

Nun rechnet man nach, dafl

xr — Xr — 2 r — )T —
() =2 TPy C T2 @ DY ) — o)+

xTr — 2 r— )T — 113'—042 r—a)\T —
(=P 42000 0) g | 0P +2am0)e =) g

+
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Wegen |v(a) — v(B)] < [[v][a1([a,p)) P gibt es also eine Konstante K mit

sup [p'(z)|< K  Va,f. (13.1)

a<e<p

Also konvergiert ||v — |/ gegen 0 fiir h — 0. Zum Beweis von c¢) beachte, daf

B B
Flu) - F(v) = / £ (@, ple). p'(z)) de — / f (@ v(@), o' (2)) da.

Offenbar konvergiert das zweite Integral gegen 0, falls A gegen 0 strebt. Wegen (13.1)
und dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz stimmt dies auch fiir das erste
Integral, falls

sup [p(z)| <L  Va,B
a<z<p

fiir eine Konstante L. Dies erhilt man aber direkt aus der Definition von p. ]
Folgerung 13.2 Sei nun zusditzlich G = ]a,b] x RN und yq,y, € R gegeben. Mit

U:={u:[a,b — R | u stickweise C* und u(a) = ya, u(b) = yp},
U= {u € C([a,b], RY) | u(a) = ya, u(b) =y}
gilt

inf F(u) = inf F(u).
ueU uce U

Ist insbesondere ug € U eine Minimalstelle von F : U — R, so ist ug auch eine Minimal-
stelle von F : U — R.
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