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4 INHALTSVERZEICHNIS

0.1 Einführung

In dieser Vorlesung soll eine neuere Entwicklung in der Variationsrechnung dar-
gestellt werden, die als Aubry-Mather-Theorie bezeichnet wird. Für Aubry,
einem theoretischen Physiker, war der Ausgangspunkt die Beschreibung der Be-
wegung von Elektronen in einem eindimensionalen Kristall durch ein einfaches
Modell. Zu diesem Zwecke untersuchte er ein diskretes Variationsproblem und die
entsprechenden Minimalen.

Andererseits ging Mather von einer speziellen Klasse inhaltstreuer Kreisringabbil-
dungen, den sogenannten monotonen Twistabbildungen, aus, wie sie in der Me-
chanik als Poincaréabbildungen auftreten. Solche Abbildungen sind in den 20er
Jahren von Birkhoff in mehreren grundlegenden Arbeiten studiert worden. Ma-
ther ist es 1982 gelungen, wesentliche Fortschritte auf diesem Gebiet zu machen
und die Existenz einer Klasse von abgeschlossenen invarianten Mengen nachzu-
weisen, die jetzt Mathermengen genannt werden. Dieser Existenzbeweis beruht
ebenfalls auf einem Variationsprinzip.

Obgleich diese beiden Untersuchungen ganz verschiedene Motivierungen haben,
sind sie eng verwandt und besitzen dieselbe mathematische Basis. Im Folgenden
werden wir nun nicht diesen Darstellungen folgen, sondern werden den Zusammen-
hang mit klassischen Resultaten von Jacobi, Legendre, Weierstrass und anderen
aus dem vorigen Jahrhundert herstellen. Daher stellen wir die für uns wichtigsten
Resultate der klassischen Theorie im Kapitel I zusammen, wobei der Begriff der
Extremalenfelder für das Folgende am wichtigsten sein wird.

Im Kapitel II untersuchen wir dann Variationsprobleme auf dem 2-dimensionalen
Torus und die dazugehörigen globalen Minimalen, sowie den Zusammenhang zwi-
schen Minimalen und Extremalenfeldern. Auf diese Weise werden wir auf die
Mather-Mengen geführt werden. Schliesslich werden wir im Kapitel III den Zu-
sammenhang mit monotonen Twistabbildungen kennenlernen, die für Mather’s
Theorie der Ausgangspunkt war und auf ein diskretes Variationsproblem stossen,
das Aubry’s Untersuchungen zugrunde liegt.

Diese Theorie hat darüberhinaus interessante Anwendungen auf die Differential-
geometrie, nämlich auf den Verlauf der geodätischen Linien auf 2-dimensionalen
Flächen, insbesondere dem Torus. Dabei spielen die sogenannten minimalen
Geodäten eine ausgezeichnete Rolle, wie sie von Morse [23] und Hedlund (1932)
[14] untersucht wurden.

Die Theorien von Aubry und Mather haben zu neuen Resultaten für die geodäti-
sche Strömung auf dem 2-dimensionalen Torus geführt, wie Bangert gezeigt hat.
Dabei ist die Beschränkung auf zwei Dimensionen wesentlich, wie das Beispiel in
letzten Abschnitt der Vorlesung zeigt. Diese differentialgeometrischen Fragen wer-
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den am Ende des dritten Kapitels behandelt.

Wir weisen auf den schönen Übersichtsartikel von Bangert [4] hin, den man zu
diesem Skriptum zur Hand haben sollte.

Unsere Beschreibung zielt weniger auf die Allgemeinheit, als darauf, die Zusam-
menhänge der neuen Entwicklung mit klassischen Begriffen wie den Extremalen-
feldern aufzuweisen. Insbesondere erscheinen die Mathermengen aus dieser Sicht
als ’verallgemeinerte Extremalenfelder’.

Bei der Anfertigung des Skriptums war mir Herr O. Knill behilflich, dem ich mei-
nen Dank ausspreche.

Zürich, im September 1988, J. Moser

0.2 Zu diesen Vorlesungsnotitzen

Diese Vorlesung wurde von J. Moser im Frühjahr 1988 an der ETH Zürich gehal-
ten. Sie wurde von Studenten im 6.-8. Semester besucht. Es befanden sich jedoch
auch Doktoranden und Besucher des Forschungsinstitut für Mathematik FIM im
Auditorium.

In den 12 Jahren seit der Vorlesung hat die Forschung über dieses spezielle
Thema der Variationsrechnung Fortschritte gemacht. Ein paar Hinweise auf die
Literatur sind in einem Appendix beigefügt worden. Gerade weil noch wichtige
Fragen offen sind, ist dieses Script vielleicht nicht nur von historischem Wert.

Im März 2000 bin ich über alte Disketten dieser Vorlesung gestolpert die
ich im Sommer 1998 mit dem Textverarbeitungssystem ’Signum’ auf einem Atari
ST computer angefertigt hatte. Herr Moser hatte die gedruckten Notizen Anfangs
September 1988 sorgfältig durchgeschaut. Da das damals verwendete Textverarbei-
tungssystem pixelbasiert war, musste das Typesetting nun in LATEX neu gemacht
werden. Das Original wurde dabei abgesehen von kleinen, meist stylistischen oder
typographischen Korrekturen nicht verändert.

Austin, im Juni 2000, O. Knill
Cambridge, im April 2002, kleinere Korrekturen und Ergänzungen zum Literatu-
ranhang wurden während der Übersetzung ins Englische gemacht. Die illustratio-
nen sind im Mai-Juni 2002 angefügt worden. O. Knill
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Kapitel 1

Eindimensionale
Variationsprobleme

1.1 Regularität der Minimalen

Sei Ω ein offenes Gebiet im Rn+1, von dem wir annehmen, dass es einfach zusam-
menhängend ist. Ein Punkt in Ω habe die Koordinaten (t, x1, ..., xn) = (t, x). Sei
F = F (t, x, p) ∈ Cr(Ω ×Rn) mit r ≥ 2 und seien (t1, a) und (t2, b) zwei Punkte
in Ω. Der Raum

Γ := {γ : t→ x(t) ∈ Ω | x ∈ C1[t1, t2], x(t1) = a, x(t2) = b }
besteht aus allen stetig differenzierbaren Pfaden, die im Punkt (t1, a) starten und
im Punkt (t2, b) enden. Auf Γ ist das Funktional

I(γ) =

∫ t2

t1

F (t, x(t), ẋ(t)) dt

definiert.

Definition: Wir sagen γ∗ ∈ Γ sei minimal in Γ, falls

I(γ) ≥ I(γ∗), ∀γ ∈ Γ .

Zunächst suchen wir notwendige Bedingungen für ein Minimum von I. Wir
nehmen also zuerst die Existenz einer Minimalen an, und suchen notwendige Be-
dingungen für ein solches Minimum.

Bemerkung.
Im Allgemeinen braucht ein Minimum gar nicht zu existieren:

7
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• Es könnte sein, dass Γ = ∅ ist.

• Denkbar ist auch, dass ein minimales γ∗ nur in Ω liegt.

• Schliesslich könnte zwar das Infimum existieren, ohne dass das Minimum
angenommen wird:

Beispiel: Sei n = 1, F (t, x, ẋ) = t2 · ẋ2, (t1, a) = (0, 0), (t2, b) = (1, 1)

γm(t) = tm, I(γm) =
1

m+ 3
, inf
m∈N

I(γm) = 0,

aber für alle γ ∈ Γ gilt I(γ) > 0.

Satz 1.1.1

Falls γ∗ minimal ist in Γ so folgt

Fpj (t, x
∗, ẋ∗) =

∫ t

t1

Fxj (s, x
∗, ẋ∗) ds = const

für alle t1 ≤ t ≤ t2 und j = 1, ..., n. Diese Gleichungen
heissen Integrierte Eulergleichungen.

Definition: Man nennt ein γ∗ regulär, falls det(Fpipj ) 6= 0
für x = x∗, p = ẋ∗.

Satz 1.1.2

Falls γ∗ eine reguläre Minimale ist, so ist x∗ ∈ C2[t1, t2]
und es gilt für j = 1, . . . , n

d

dt
Fpj (t, x

∗, ẋ∗) = Fxj (t, x
∗, ẋ∗) (1.1)

Diese Gleichungen heissen Eulergleichungen.

Definition: Ein Element γ∗ ∈ Γ, das die Eulergleichungen
1.1 erfüllt, nennt man eine Extremale in Γ.

Achtung: Nicht jede Extremale ist eine Minimale!

Beweis von Satz 1.1.1:

Beweis. Wir nehmen an, dass γ∗ minimal ist in Γ. Sei ξ ∈ C1
0 (t1, t2) = {x ∈

C1[t1, t2] | x(t1) = x(t2) = 0 } und γε : t 7→ x(t) + εξ(t). Da Ω offen ist und γ ∈ Ω
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ist, so ist auch γε ∈ Ω für genügend kleines ε. Daher gilt

0 =
d

dε
I(γε)|ε=0

=

∫ t2

t1

n∑

j=1

(
Fpj (s)ξ̇j + Fxj (s)

)
ξj ds

=

∫ t2

t1

(λ(t), ξ(t)) dt

mit λj(t) = Fpj (t)−
∫ t2
t1
Fxj (s) ds. Jetzt folgt Satz 1.1.1 aus folgendem Lemma. 2

Lemma 1.1.3

Falls λ ∈ C[t1, t2] und

∫ t2

t1

(λ, ξ̇) dt = 0, ∀ξ ∈ C1
0 [t1, t2]

so gilt λ = const.

Beweis. Definiere c = (t2 − t1)−1
∫ t2
t1
λ(t) dt und setze ξ(t) =

∫ t2
t1

(λ(s)− c) ds. Es

ist ξ ∈ C1
0 [t1, t2] und nach Annahme haben wir:

0 =

∫ t2

t1

(λ, ξ̇) dt

∫ t2

t1

(λ, (λ− c)) dt =

∫ t2

t1

(λ− c)2 dt

wobei die letzte Gleichung aus
∫ t2
t1

(λ− c) dt = 0 folgte. Da λ stetig vorausgesetzt

wurde, impliziert
∫ t2
t1

(λ − c)2 dt = 0 die Behauptung λ = const. Damit ist auch
der Beweis des Satzes 1.1.1 abgeschlossen. 2

Beweis von Satz 1.1.2.

Beweis. Setze y∗j = Fpj (t, x
∗, p∗). Da nach Voraussetzung det(Fpipj ) 6= 0 ist an

jeder Stelle (t, x∗(t), ẋ∗(t)), folgt aus dem Satz über implizite Funktionen, dass
lokal Funktionen p∗k = φk(t, x∗, y∗) existieren, die lokal C1 sind. Aus Satz 1.1.1
wissen wir

y∗j = const−
∫ t

t1

Fxj (s, x
∗, ẋ∗) ds ∈ C1 (1.2)

und damit ist
ẋ∗k = φk(t, x∗, y∗) ∈ C1

also x∗k ∈ C2. Die Eulergleichungen erhalten wir nun durch Ableiten der Integrier-
ten Eulergleichungen in Satz 1.1.1. 2
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Satz 1.1.4

Falls γ∗ eine Minimale ist, so gilt

(Fpp(t, x
∗, y∗)ζ, ζ) =

n∑

i,j=1

Fpipj (t, x
∗, y∗)ζiζj ≥ 0

für alle t1 < t < t2 und alle ζ ∈ Rn.

Beweis. Sei γε wie im Beweis von Satz 1.1.1 definiert, also γε : t 7→ x∗(t)+εξ(t), ξ ∈
C1

0 .

0 ≤ II :=
d2

(dε)2
I(γε)|ε=0 (1.3)

=

∫ t2

t1

(Fppξ̇, ξ̇) + 2(Fpxξ̇, ξ̇) + (Fxxξ, ξ) dt . (1.4)

II nennt man die zweite Variation vom Funktional I. Sei t ∈ (t1, t2) beliebig
gegeben. Wir konstruieren nun spezielle Funktionen ξj ∈ C1

0 (t1, t2) :

ξj(t) = ζjψ(
t− τ
ε

)

wo ζj ∈ R und ψ ∈ C1(R) die Bedingungen ψ(λ) = 0 für |λ| > 1 und
∫
R

(ψ′)2 dλ =
1 erfüllt. Dabei meint ψ′ die Ableitung nach der neuen Zeit τ , die wie folgt mit t
zusammenhängt:

t = τ + ελ, ε−1dt = dλ .

Mit

ξ̇j(t) = ε−1ζjψ
′(
t− τ
ε

)

und (1.3) gibt das

0 ≤ ε3II =

∫

R

(Fppζ, ζ)(ψ′)2(λ) dλ+O(ε)

liefert. Für ε > 0 und ε→ 0 bedeutet dies aber

(Fpp(t, x(t), ẋ(t))ζ, ζ) ≥ 0 .

2

Bemerkung:
Satz 1.1.4 sagt, dass für ein minimales γ∗ die Hessesche von F positiv semidefinit
ist.
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Definition: Wir nennen die Funktion F autonom, falls
F von t unabhängig ist, also wenn Ft = 0 ist.

Satz 1.1.5

Falls F autonom ist, gilt für jede reguläre Extremale

H = −F +
n∑

j=1

pjFpj = const.

Die Funktion H wird auch Energie genannt. Im autono-
men Fall haben wir also Energieerhaltung.

Beweis. Man zeigt einfach, da die partielle Ableitung Ht verschwindet, dass:

d

dt
H =

d

dt
(−F +

n∑

j=1

pjFpj )

=
n∑

j=1

[−Fxj ẋj − Fpj ẍj + ẍjFpj + ẋj
d

dt
Fpj ]

=
n∑

j=1

[−Fxj ẋj − Fpj ẍj + ẍjFpj + ẋjFxj ] = 0 .

Da wir nach Annahme eine reguläre Extremale vorausgesetzt haben, durften wir
nach Satz 1.1.2 die Eulergleichungen benützen. 2

Um verschärfte Regularitätsaussagen zu erhalten, ändern wir den Variations-
raum. Wir haben gesehen, dass ein minimales γ∗ ∈ Γ unter der Bedingung, dass
Fpp nicht entartet ist, zweimal stetig differenzierbar ist, obwohl die Elemente in Γ
nur C1 vorausgesetzt wurden. Das war die Aussage des Regularitätssatzes 1.1.2.

Wir betrachten jetzt eine grössere Klasse von Kurven

Λ = {γ : [t1, t2]→ Ω, t 7→ x(t), x ∈ Lip[t1, t2], x(t1) = a, x(t2) = b } .

Lip[t1, t2] bezeichnet dabei den Raum der Lipschitzstetigen Funktionen auf dem
Interval [t1, t2]. Man beachte, dass jetzt ẋ nur noch messbar und beschränkt ist.
Trotzdem gibt es analoge Sätze zu Satz 1.1.1 und Satz 1.1.2:

Satz 1.1.6

Ist γ∗ eine Minimale in Λ, dann gilt

Fpj (t, x
∗, ẋ∗)−

∫ t2

t1

Fxj (s, x
∗, ẋ∗) ds = const (1.5)

für Lebesgue fast alle t ∈ [t1, t2] und alle j = 1, ..., n.
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 1.1.1 setzen wir γε = γ + εξ, wo aber ξ diesmal
in

Lip0[t1, t2] := {γ : t 7→ x(t) ∈ Ω, x ∈ Lip[t1, t2], x(t1) = x(t2) = 0 }
liegt.

0 =
d

dε
I(γε)|ε=0

= lim
ε→0

(I(γε)− I(γ0))/ε

= lim
ε→0

∫ t2

t1

[F (t, γ∗ + εξ, γ̇∗ + εξ̇)− F (t, γ∗, γ̇∗)]/ε dt

Um den Grenzübergang ε → 0 innerhalb des Integrals zu machen, können
wir den Lebesgue’schen Konvergenzsatz anwenden. Es gilt nämlich für fixiertes t

lim
ε→0

[F (t, γ∗ + εξ, γ̇∗ + εξ̇)− F (t, γ∗, γ̇∗)]/ε = Fxξ + Fpξ̇

und

F (t, γ∗ + εξ, γ̇∗ + εξ̇)− F (t, γ, γ̇)

ε
≤ sup
s∈[t1,t2]

|Fx(s, x(s), ẋ(s)|ξ(s) + |Fp(s, x(s)|ξ̇(s)

und letzteres ist in L1[t1, t2]. Damit wird der Satz von Lebesgue anwendbar und
man erhält

0 =
d

dε
I(γε)|ε=0 =

∫ t2

t1

Fxξ + Fpξ̇ dt =

∫ t2

t1

λ(t)ξ̇ dt

mit λ(t) = Fp −
∫ t2
t1
Fx ds, das beschränkt und messbar ist. Definiere c = (t2 −

t1)−1
∫ t
t1
λ(t) dt und setze ξ(t) =

∫ t2
t1

(λ(s)− c) ds. Es ist ξ ∈ Lip0[t1, t2] und gleich
wie im Beweis von Satz 1.1.4 folgert man

0 =

∫ t2

t1

(λ, ξ̇) dt =

∫ t2

t1

(λ, (λ(t)− c))) dt =

∫ t2

t1

(λ− c)2 dt ,

wobei die letzte Gleichung aus
∫ t2
t1

(λ − c) dt = 0 folgte. Das bedeutet nun, dass

λ = c für fast alle t ∈ [t1, t2]. 2

Satz 1.1.7

Falls γ∗ eine Minimale ist in Λ und Fpp(t, x, p) positiv de-
finit ist für alle (t, x, p) ∈ Ω × Rn, so ist x∗ ∈ C2[t1, t2]
und

d

dt
Fpj (t, x

∗, ẋ∗) = Fxj (t, x
∗, ẋ∗)

für j = 1, ..., n.
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Beweis. Der Beweis benutzt die integrierten Eulergleichungen von Satz 1.1.1 und
verwendet die Tatsache, dass die Lösung der impliziten Gleichung y = Fp(t, x, p)
für p = Φ(t, x, y) global eindeutig ist. In der Tat: Nähmen wir an, dass zwei
Lösungen p und q existierten

y = Fp(t, x, p) = Fq(t, x, q) .

Das implizierte:

0 = (Fp(t, x, p)− Fp(t, x, q), p− q) = (A(p− q), p− q)

mit

A =

∫ 1

0

Fpp(t, x, p+ λ(q − p)) dλ

und da A positiv definit vorausgesetzt wurde, folgte p = q. Aus den integrierten
Eulergleichungen folgt, dass

y(t) = Fp(t, x, ẋ)

stetig mit beschränkten Ableitungen ist. Somit ist ẋ = Φ(t, x, y) absolutstetig und
Integration liefert x ∈ C1. Die integrierten Eulergleichungen von Satz 1.1.1 sagen
jetzt, dass Fp sogar C1 ist und wir gewinnen unter Benützung der anfangs be-
wiesenen globalen Eindeutigkeit, dass ẋ ∈ C1 ist und somit x ∈ C2. Auch hier
erhalten wir nun die Eulergleichungen durch Differentiation von (1.5). 2

Hier noch eine Bemerkung über neuere Entwicklungen:
Wir haben gesehen, dass ein minimales γ∗ ∈ Λ zweimal stetig differenzierbar ist.
Es stellt sich jetzt natürlich die Frage, ob wir solche glatten Minimalen auch in
noch grösseren Variationsräumen finden können. Sei zum Beispiel

Λa = {γ : [t1, t2]→ Ω, t 7→ x(t), x ∈W 1,1[t1, t2], x(t1) = a, x(t2) = b }

der Raum der absolutstetigen γ. Hier muss man für minimale γ Singularitäten
in Kauf nehmen, die allerdings von Mass Null sind. Auch kann das Infimum in die-
ser Klasse Λa kleiner sein als in der Lipschitzklasse Λ (Lavremtiev-Phänomen).
Beispiele dieser Art gehen auf Ball und Mizel zurück. Man kann in der Arbeit von
Davie [9] mehr darüber erfahren.

Auch wir werden im nächsten Kapitel für den speziellen Fall, dass Ω = T2×R
ist, in einem grösseren Variationsraum arbeiten, nämlich in

Ξ = {γ : [t1, t2]→ Ω, t→ x(t), x ∈W 1,2[t1, t2], x(t1) = a, x(t2) = b } ,

wobei wir gewisse Wachstumsvoraussetzungen an F = F (t, x, p) für p→∞ stellen
werden.
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1.2 Beispiele

Beispiel 1):
Freie Bewegung eines Massenpunktes auf einer Mannigfaltigkeit.

Sei M eine n-dimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Metrik gij ∈
C2(M) (wobei die matrix-wertige Funktion gij natürlich symmetrisch und positiv
definit ist) und sei

F (x, p) =
1

2
gij(x)pipj .

(Wir benützen hier die Einstein’sche Summationskonvention, die besagt
sagt, dass über gleiche oberen und unteren Indizes automatisch summiert wird.)
Auf der Mannigfaltigkeit M seien zwei Punkte a und b gegeben, die beide in der
gleichen Karte U ⊂ M liegen sollen. U ist homöomorph zu einem offenen Gebiet
in Rn und wir definieren W = U × R. Auch seien zwei Zeitpunkte t1 und t2
in R fixiert. Der Raum Λ kann nun wie oben definiert werden. Wir suchen jetzt
Gleichungen, die eine Minimale γ∗ zum Funktional

I(x) =

∫ t2

t1

F (t, x, x)dt =

∫ t2

t1

gij(x)ẋiẋj dt (1.6)

erfüllen müssen. Von Satz 1.1.2 wissen wir, dass dies die Eulergleichungen sind.
Es ist

Fpk = gkip
i

Fxk =
1

2

∂

∂xk
gij(x)pipj

und die zu γ∗ gehörigen Eulergleichungen können unter Verwendung der Identität

1

2

∂

∂xj
gik(x)ẋiẋj =

1

2

∂

∂xi
gjk(x)ẋiẋj

und Benutzung des Christoffelsymbols

Γijk =
1

2
[
∂

∂xi
gjk(x) +

∂

∂xj
gik(x)− ∂

∂xk
gij(x)]

geschrieben werden als

gkiẍ
i = −Γijkẋ

iẋj

was mit

gij := g−1
ij , Γkij := glkΓijl

in die Form

ẍk = −Γkij ẋ
iẋj
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gebracht werden kann. Dies sind die Differentialgleichungen, die die Geodäten
beschreiben. Da F von t unabhängig ist, ist nach Satz 1.1.5

pkFpk − F = pkgkip
i − F = 2F − F = F

eine Konstante entlang der extremalen Bahn und kann physikalisch als kinetische
Energie interpretiert werden. Die Eulergleichungen beschreiben die Bahnkurve ei-
nes Massenpunktes, der sich in M ohne Einwirkung äusserere Kräfte frei von a
nach b bewegt.

Beispiel 2): Geodäten auf Mannigfaltigkeiten.

Wir übernehmen die Notationen vom letzten Beispiel, betrachten diesmal
jedoch die neue Funktion

G(t, x, p) =
√
gij(x)pipj =

√
2F .

Das Funktional

I(γ) =

∫ t2

t1

√
gij(x)ẋiẋj dt

gibt die Bogenlänge von γ an. Die Eulerschen Gleichungen

d

dt
Gpi = Gxi (1.7)

können mit der alten Funktion F geschrieben werden als

d

dt

Fpi√
2F

=
Fxi√
2F

(1.8)

und diese Gleichungen sind erfüllt, falls

d

dt
Fpi = Fxi (1.9)

und weil d
dtF = 0. Damit erhalten wir die gleichen Gleichungen wie im ersten

Beispiel. Die Gleichungen (1.8) und (1.9) sind jedoch nicht äquivalent, da eine
Umparametrisierung der Zeit t 7→ τ(t) die Gleichungen (1.8) invariant lassen im
Gegensatz zu den Gleichungen (1.9). Die für die Extremalen von (1.9) ausgezeich-
nete Parametrisierung ist proportional zur Bogenlänge.

Die Verwandtschaft der beiden Variationsprobleme, die wir in den Beispielen
1) und 2) angetroffen haben, ist ein Spezialfall des Maupertius Prinzips, das
wir hier der Vollständigkeit halber erwähnen:
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Sei die Funktion F gegeben durch

F = F2 + F1 + F0

wo die Fi unabhängig von t und homogen vom Grade j sind. (Fj ist homogen
vom Grade j, falls Fj(t, x, λp) = λFj(t, x, p) für alle λ ∈ R) und F2 positiv definit
vorausgesetzt wird. In diesem Fall wird die Energie

pFp − F = F2 − F0

invariant gelassen und wir können uns ohne Einschränkung der Allgemeinheit auf
die Energiefläche F2 − F0 = 0 beschränken. Jetzt wird für F2 = F0

F = F − (
√
F2 −

√
F0)2 = 2

√
F2F0 − F1 = G

und

I(x) =

∫ t2

t1

G dt =

∫ t2

t1

(2
√
F2F0 − F1) dt

ist unabhängig von der Parametrisierung, denn die rechte Seite ist homogen vom
Grade 1. Es ist klar, dass falls x die Eulergleichungen für F erfüllt und die Energie
F2 − F1 = 0 ist, x dann auch den Eulergleichungen für G genügt. Der in Beispiel
1) und Beispiel 2) aufgetretene Fall entspricht F1 = 0, F0 = c > 0.

Satz 1.2.1

(Maupertiusprinzip) Falls F = F2 + F1 + F0, wo die Fj
homogen vom Grad j und unabhängig von t sind und F2

positiv definit ist, dann gilt für ein x, dass sich auf der
Energiefläche F2 − F0 = 0 befindet: x ist eine Lösung der
Eulergleichungen

d

dt
Fp = Fx

mit F2 = F0 genau dann, wenn x die Eulergleichungen
d
dtGp = Gx erfüllt.

Beweis. Falls x Lösung ist von d
dtFp = Fx mit F2 − F0 = 0, so gilt

δ

∫
G dt = δ

∫
F dt− 2

∫
(
√
F2 −

√
F0))δ(

√
F2 −

√
F0) = 0

(δI ist die erste Variation vom Funktional I) also ist x kritischer Punkt von∫
G dt =

∫
(2
√
F2F0 − F1) dt und x erfüllt die Eulergleichungen d

dtGp = Gx.
Falls umgekehrt x Lösung ist der Eulergleichungen für G, reparametrisieren wir x
so, dass mit der neuen Zeit

t = t(s) =

∫ s

t1

√
F2(τ, x(τ), ẋ(τ))√
F0(τ, x(τ), ẋ(τ))

dτ
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x(t) die Eulergleichungen für F erfüllt, falls x(s) die Eulergleichungen für G erfüllt.
Befindet sich x(t) auf der Energiefläche F2 = F0, so ist x(t) = x(s) und x erfüllt
auch die Eulergleichungen für F . 2

Wir sehen aus Satz 1.2.1, dass im Falle F1 = 0 die Extremalen von F gerade
die Geodäten in der Metrik gij(x)pipj = (p, p)x = 4F0(x, p)F2(x, p) entsprechen.
Diese Metrik g wird Jacobimetrik genannt.

Beispiel 3): Teilchen in einem Potential im Euklidischen Raum.

Wir betrachten den Weg x(t) eines Teilchens mit Masse m im Euklidischen
Raum Rn, das sich in einem Potential U(x) befindet. Eine Extremale der Lagran-
gefunktion

F (t, x, p) = mp2/2 + E − U(x)

führt auf die Eulergleichungen

mẍ = −∂U
∂x

.

E ist dabei die konstante Energie pFp−F = mp2/2+U . Der Ausdruck F2 = mp2/2
ist dabei positiv definit und homogen vom Grade 2. Weiter ist F0 = E − U(x) ist
homogen vom Grade 0 und F = F2 + F0. Aus Satz 1.2.1 folgern wir dass die
Extremalen von F mit Energie E Geodäten sind bezüglich der Jacobimetrik

gij(x) = 2(E − U(x))δij .

Es ist wohlbekannt, dass den Lösungsbahnen nicht immer Minimalen des Funk-
tionals entsprechen. Im Allgemeinen handelt es sich um stationäre Lösungen. Be-
trachten wir etwa das lineare Pendel, wo wir in R das Potential U(x) = ω2x
gegeben haben und das Funktional

I(x) =

∫ T

0

F (t, x, ẋ) dt =

∫ T

0

(ẋ2 − ω2x2) dt

minimieren wollen in der Klasse der Funktionen mit x(0) = 0 und x(T ) = 0. Die
Lösung x ≡ 0 ist eine Lösung der Eulergleichungen. Sie ist jedoch nur dann eine
minimale Lösung, falls 0 < T ≤ π/ω. Falls T > π/w ist, haben wir I(ξ) < I(0) für
ein gewisses ξ ∈ C(0, T ) mit ξ(0) = ξ(T ) = 0.

Beispiel 4): Geodäten auf dem rotationssmmetrischen Torus im R3
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Der rotationssymmetrische Torus, der in R3 eingebettet ist, sei parametrisiert
durch

x(u, v) = ((a+ b cos(2πv)) cos(2πu), (a+ b cos(2πv)) sin(2πu), b sin(2πv)) ,

wo 0 < b < a. Die Metrik gij auf dem Torus gegeben ist durch

g11 = 4π2(a+ b cos(2πv))2 = 4π2r2
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g22 = 4π2b2

g12 = g21 = 0

sodass das Linienelement ds die Form hat:

ds2 = 4π2[(a+ b cos(2πv))2 du2 + b2dv2] = 4π2(r2du2 + b2dv2) .

Offenbar sind v ≡ 0 und v ≡ 1/2 Geodäten, wobei v ≡ 1/2 eine minimale Geodäte
ist. Die Kurve v = 0 ist jedoch keine minimale Geodäte! Wenn wir u als Zeitpara-
meter nehmen, können wir das Problem, Extremale zum Funktional

4π2

∫ t2

t1

(a+ b cos(2πv))2u̇2 + b2v̇2 dt

zu finden, reduzieren auf die Aufgabe, Extremale zum Funktional

4π2b2
∫ u1

u2

F (v, v′) du, uj = u(tj)

zu finden, wo

F (v, v′) =

√
(
a

b
+ cos(2πv))2 + (v′)2

mit v′ = dv
du . Dies hat geklappt, da unsere ursprüngliche Lagrangefunktion un-

abhängig war von u. Mit dem Satz von E. Nöther hätten wir sofort eine Er-
haltungsgrösse, den Drehimpuls gehabt, eine Folge der Tatsache dass der Torus
rotationssymmetrisch ist. Mit u als Zeit, wird diese Erhaltungsgrösse ein etwas
anderes Gesicht bekommen. Alle Lösungen sind regulär und die Eulergleichungen
lauten

d

du

(
v′

F

)
= Fv

und da F autonom ist, d.h dF
du = 0 gilt, haben wir mit Satz 1.1.5 Energieerhaltung:

E = v′Fv′ − F =
v′2

F
− F = −b2r2/F = −b2r sin(ψ) = const.

wobei r = a+b cos(2πv) der Abstand von der Rotationsachse ist und sin(ψ) = r/F .
Der Winkel ψ hat eine geometrische Interpretation. Er ist der Winkel, der die
Tangente an die Geodäte mit dem Meridian u = const einschliesst. Für E = 0
erhalten wir ψ = 0 (modπ) und wir sehen, dass die Meridiane Geodätische sind.
Die Erhaltungsgrösse r sin(ψ) heisst Clairaut’sches Integral. Sie tritt natürlich
bei jeder Rotationsfläche als Integral auf.
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Beispiel 5): Billiard
Zur Motivation betrachten wir den geodätischen Fluss auf einer zwei-dimensionalen
glatten Riemann’schen Mannigfaltigkeit M , die homöomorph einer Kugel ist und
die als Rand eines streng konvexen Körpers im R3 eingebettet ist. Die Bilder von
M unter den Abbildungen

zn : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x, y, z/n)
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Mn = zn(M) sind wieder Riemannsche Mannigfaltigkeiten, die dieselben Eigen-
schaften wie M haben, insbesondere einen wohldefinierten geodätischen Fluss be-
sitzen. Mit grösser werdendem n werden die Mn immer flacher und als ’Grenz-
wert’ erhält man ein streng konvexes ebenes Gebiet. Die Geodäten sind dabei
entartet zu Geraden, die den Rand des Gebietes nach dem Gesetz Einfallswin-
kel=Ausfallswinkel treffen. Das so erhaltene System heisst Billiard. Wenn wir
den Lauf einer solchen entarteten Geodäten verfolgen und die sukzessiven Auf-
schläge an der Bande betrachten, erhalten wir eine Abbildung f , die das ganze
Billiard vollständig beschreibt. Man kann auch ohne diesen Vorspann von vorne
beginnen:

P

P

P

t

t

t

1

22

1

o

Sei Γ eine konvexe glatte geschlossene Kurve in der Ebene mit Bogenlänge 1.
Wir fixieren einen Punkt O und eine Orientierung auf Γ. Jeder Punkt P auf Γ ist
nun eine Zahl s zugeordnet, die Bogenlänge des Bogens von O nach P in positiver
Umlaufsrichtung. Sei t der Winkel der eine durch P verlaufende Gerade mit der
Tangente in P an Γ einschliesst. Falls t verschieden von 0 und π ist, hat die Gerade
einen zweiten Schnittpunkt P mit Γ und diesem Schnittpunkt können wir wieder
zwei Zahlen s1 und t1 zuordnen, die eindeutig bestimmt sind durch Vorgabe der
Werte s und t. Falls t = 0, setzen wir einfach (s1, t1) = (s, t) und für t = π nehmen
wir (s1, t1) = (s+ 1, t). Sei φ nun die Abbildung, die (s, t) überführt in (s1, t1). Sie
ist eine Abbildung des abgeschlossenen Kreisringes

A = {(s, t) | s ∈ R/Z, t ∈ [0, π] }

auf sich. Sie lässt den Rand von A, δA = {t = 0} ∪ {t = π} invariant und falls φ
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geschrieben wird durch

φ(s, t) = (s1, t1) = (f(s, t), g(s, t))

gilt ∂
∂tf > 0. Abbildungen dieser Art heissen monotone Twistabbildungen. Wir

legen nun durch P eine neue Gerade durch Spiegelung der Geraden P1P an der
Tangente von P . Diese neue Gerade schneidet Γ in einem Punkt P2. Auf diese Art
erhält man eine Folge von Punkten Pn, wobei φ(Pn) = Pn+1. Die Menge {Pn | n ∈
N } heisst Bahn von P . Eine Bahn heisst geschlossen oder periodisch, falls
ein n existiert mit Pi+n = Pi. Wir können f auch auf einem Streifen Ã, der
Überlagerungsfläche von A studieren

Ã = R× [0, π]

indem wir für das geliftete φ̃ festlegen φ̃(s, 0) = 0, φ̃(s, π) = 1. Man sagt nun,
ein Punkt P sei periodisch vom Typ p/q mit p ∈ Z, q ∈ N \ {0}, falls sq =
s+ p, tq = t. In diesem Fall gilt

lim
n→∞

sn
n

=
p

q
.

Eine Bahn heisst vom Typ α, falls

lim
n→∞

sn
n

= α .

Es stellt sich sofort die Frage nach der Existenz von Bahnen von vorgeschriebenem
Typ α ∈ (0, 1). Wir werden uns im dritten Kapitel noch näher mit dem Billiard
beschäftigen und den Zusammenhang mit der Variationsrechnung herstellen.

1.3 Das akzessorische Variationsproblem

Wir wollen in diesem Abschnitt weitere notwendige Bedingungen kennen lernen,
die Minimale erfüllen müssen.
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Definition: Falls γ∗ eine Extremale ist in Λ, setzen wir
γε = γ∗ + εφ mit φ ∈ Lip0[t1, t2] und definieren die 2.
Variation als

II(φ) = (
d2

(dε)2
)I(γε)|ε=0

=

∫ t2

t1

(Aφ̇, φ̇) + 2(Bφ̇, φ) + (Cφ, φ) dt

wobei A = Fpp(t, x
∗, ẋ∗), B = Fpx(t, x∗, ẋ∗) und C =

Fxx(t, x∗, ẋ∗). Allgemeiner definiert man die symmetrische
Bilinearform

II(φ, ψ) =

∫ t2

t1

(Aφ̇, ψ̇) + (Bφ̇, ψ) + (Bψ̇, φ) + (Cφ, ψ) dt

und setzt II(φ) = II(φ, φ).

Es ist klar, dass II(φ) ≥ 0 eine notwendige Bedingung für ein Minimum ist.

Bemerkung: Die symmetrische Bilinearform II spielt die Rolle der Hesseschen
Matrix bei Extremalproblemen von Funktionalen auf Rm.

Für fixiertes φ können wir das Funktional II(φ, ψ) als Variationsproblem
auffassen. Es wird akzessorisches Variationsproblem genannt. Mit

F (t, φ, φ̇) = (Aφ̇, φ̇) + 2(Bφ̇, φ) + (Cφ, φ)

schreiben sich die Eulergleichungen zu diesem Problem als

d

dt

(
Fψ̇

)
= Fψ

und das heisst
d

dt
(Aφ̇+BTφ) = Bφ̇+ Cφ . (1.10)

Diese Gleichungen heissen Jacobigleichungen für φ.

Definition: Gegeben sei eine Extremale γ∗ : t 7→ x∗(t) in
Λ. Ein Punkt (s, x∗(s)) ∈ Ω mit s > t1 heisst konjugierter
Punkt zu (t1, x

∗(t1)), falls eine von Null verschiedene
Lösung φ ∈ Lip[t1, t2] der Jacobigleichungen (1.10) exi-
stiert, für die φ(t1) = 0 und φ(s) = 0 erfüllt ist.

Wir sagen auch, γ∗ hat keinen konjugierten Punkt , falls
kein konjugierter Punkt von (t1, x

∗(t1)) auf dem offenen
Segment {(t, x∗(t)) | t1 < t < t2 } ⊂ Ω existiert.
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Satz 1.3.1
Falls γ∗ eine Minimale ist, so hat γ∗ keinen konjugierten
Punkt.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass II(φ) ≥ 0, ∀φ ∈ Lip0[t1, t2] impliziert, dass kein
konjugierter Punkt von (t1, x(t1)) auf dem offenen Segment {(t, x∗(t)) | t1 < t <
t2 } existiert.

Sei ψ ∈ Lip0[t1, t2] eine Lösung der Jacobigleichungen, mit ψ(s) = 0 für
s ∈ (t1, t2) und φ(ψ, ψ̇) = (Aψ̇ + BTψ)ψ̇ + (Bψ̇ + Cψ)ψ. Es ist unter Benützung
der Jacobigleichungen

∫ s

t1

φ(ψ, ψ̇) dt =

∫ s

t1

(Aψ +BTψ)ψ̇ + (Bψ̇ + Cψ)ψ̇ dt

=

∫ s

t1

(Aψ̇ +BTψ)ψ̇ +
d

dt
(Aψ̇ +BTψ)ψ dt

=

∫ s

t1

d

dt
[(Aψ̇ +BTψ)ψ] dt

= [(Aψ̇ +BTψ)ψ]st1 = 0 .

Es ist ψ̇(s) 6= 0, denn ψ̇(s) = 0 würde mit ψ(s) = 0 wegen des Eindeutigkeitssatzes
für gewöhnliche Differentialgleichungen ψ(s) ≡ 0 implizieren, was nach Annahme
ausgeschlossen ist.

Die Lipschitzfunktion

ψ̃(t) :=

{
ψ(t) t ∈ [t1, s)

0 t ∈ [s, t2]

erfüllt nach obiger Rechnung II(ψ̃) = 0. Sie ist deshalb auch Lösung der Jaco-
bigleichung. Da wir II(φ) ≥ 0, ∀φ ∈ Lip0[t1, t2] vorausgesetzt haben, muss ψ
minimal sein. ψ ist jedoch nicht C2, da ψ̇(s) 6= 0, aber ψ̇(t) = 0 für t ∈ (s, t2]. Das
ist ein Widerspruch zu Satz 1.1.2. 2

Es stellt sich nun die Frage, ob die Nichtexistenz von konjugierten Punkten
von γ in (t1, t2) impliziert, dass II(f) ≥ 0 für alle φ ∈ Lip0[t1, t2]. Die Antwort ist
ja im Fall n = 1. Wir beschränken uns auch im Folgenden auf den eindimensiona-
len Fall n = 1 und setzen voraus, dass A,B,C ∈ C1[t1, t2], und A > 0 ist.



1.3. DAS AKZESSORISCHE VARIATIONSPROBLEM 25

Satz 1.3.2

Sei n = 1, A > 0. Gegeben sei eine Extremale γ∗ ∈ Λ. Dann
gilt: Es gibt keine konjugierten Punkte von γ, genau dann,
wenn

II(φ) =

∫ t2

t1

Aφ̇2 + 2Bφφ̇+ Cφ2 dt ≥ 0, ∀φ ∈ Lip0[t1, t2] .

Diese Bedingung II(φ) ≥ 0, ∀φ ∈ Lip0[t1, t2] heisst Jacobibedingung.
Satz 1.3.1 und Satz 1.3.2 zusammen besagen, dass eine Minimale die Jacobibe-
dingung erfüllt im Falle n = 1.

Beweis. Die eine Richtung haben wir mit dem Beweis von Satz 1.3.1 schon erledigt.
Was wir noch zeigen müssen, ist, dass die Nichtexistenz von konjugierten Punkten
für eine Extremale γ∗ impliziert, dass

∫ t2

t1

Aφ̇2 + 2Bφφ̇+ Cφ2 dt ≥ 0, ∀φ ∈ Lip0[t1, t2] .

Zuerst beweisen wir das unter der etwas stärkeren Annahme, dass kein konjugier-
ter Punkt in (t1, t2] existiert. Wir behaupten, dass eine Lösung φ̃ ∈ Lip[t1, t2] der
Jacobigleichungen existiert, für die gilt φ̃(t) > 0, ∀t ∈ [t1, t2] und φ̃(t1− ε) = 0 und
˙̃
φ(t1 − ε) = 1 für ein gewisses ε > 0. Das sieht man so:

Betrachte etwa die Lösung ψ der Jacobigleichungen mit ψ(t1) = 0, ψ̇(t1) = 1,
sodass nach Voraussetzung für die nächst grössere Nullstelle s2 gilt: s2 > t2. Dann
gibt es aus Stetigkeitsgründen ein ε > 0 und eine Lösung φ̃ mit φ̃(t1 − ε) = 0 und
ψ̃(t1 − ε) = 1 und φ̃(t) > 0, ∀t ∈ [t1, t2]. Für ein solches ψ̃ gibt es ein Lemma:

Lemma 1.3.3

Falls φ̃ eine Lösung der Jacobigleichungen ist mit φ̃(t) >
0, ∀t ∈ [t1, t2], so gilt für jedes φ ∈ Lip0[t1, t2] mit ξ := φ/φ̃

II(φ) =

∫ t2

t1

Aφ̇2 + 2Bφφ̇+ Cφ2 dt =

∫ t2

t1

Aφ̃2ξ̇2 dt ≥ 0 .

Beweis. Die folgende Rechnung zum Beweis des Lemmas geht auf Legendre zurück:

Es ist φ̇ =
˙̃
φξ + φ̃ξ̇ und somit

II(φ) =

∫ t2

t1

Aφ̇2 + 2Bφφ̇+ Cφ2 dt

=

∫ t2

t1

(A
˜̇
φ

2

+ 2B
˜̇
φφ̃+ Cφ̃2)ξ2 dt+

∫ t2

t1

(2Aφ̃
˙̃
φ+ 2Bφ̃2)ξξ̇ dt+

∫ t2

t1

Aφ̃2ξ̇2 dt
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=

∫ t2

t1

[(A
˙̃
φ+Bφ̃)

˙̃
φ+

d

dt
(A

˙̃
φ+Bφ̃)φ̃]ξ2

+ (A
˙̃
φ+Bφ̃)φ̃

d

dt
ξ̃2 +Aφ̃2ξ̇2 dt

=

∫ t2

t1

d

dt

(
(Aφ̇+Bφ̃)φ̃ξ2

)
dt+

∫ t2

t1

Aφ̃2ξ̇2 dt

= (Aφ̇+Bφ̃)φ̃ξ2|t2t1 +

∫ t2

t1

Aφ̃2ξ̇2 dt

=

∫ t2

t1

Aφ̃2ξ̇2 dt

wobei wir in der dritten Gleichung verwendet haben, dass φ die Jacobigleichungen
erfüllt. 2

Fortsetzung des Beweises von Satz 1.3.2: Es bleibt der Grenzfall, wo (t2, x
∗(t2))

ein konjugierter Punkt ist. Das ist eine Übungsaufgabe (Übung 6 unten). 2

Der nächste Satz gilt auch nur im Falle n = 1, A(t, x, p) > 0, ∀(t, x, p) ∈
Ω×R.

x

tt ts s

a

a

b

b
γ

γ
1

1

1

1 1

2 2

2

2 2
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Satz 1.3.4

Sei n = 1, A > 0. Für i = 1, 2 sei γi eine Minimale in

Λi = {γ : t 7→ xi(t) | xi ∈ Lip[t1, t2], xi(t1) = ai, xi(t2) = bi } .

Dann schneiden sich γ1 und γ2 für t1 < t < t2 höchstens
einmal.

Beweis. Wir nehmen an, wir hätten zwei γi aus Λi, die sich im Innern des Intervalls
[t1, t2] zweimal, nämlich an den Stellen s1 und s2 schneiden. Jetzt definieren wir
zwei neue Wege γ und γ wie folgt:

γ(t) =

{
γ2(t) falls t ∈ [t1, s1] ∪ [s2, t2]
γ1(t) falls t ∈ [s1, s2]

γ(t) =

{
γ1(t) falls t ∈ [t1, s1] ∪ [s2, t2]
γ2(t) falls t ∈ [s1, s2]

.

Wir bezeichnen noch mit γ̃i die Einschränkung von γi auf [s1, s2]. Sei

Λ0 = {γ̇ : t 7→ x(t), x(t) ∈ Lip[s1, s2], x(si) = x1(si) = x2(si) } .
In dieser Variationsklasse ist I(γ̃1) = I(γ̃2), da sowohl γ1 als auch γ2 minimal sind.
Das bedeutet

I(γ) = I(γ1) in Λ1

I(γ) = I(γ2) in Λ2

und desshalb ist γ̃ minimal in Λ1 und γ2 minimal in Λ2. Dies steht im Wider-
spruch zum Regularitätssatz, denn die Kurven γ und γ sind nicht C2, da sich γ1

und γ2 transversal schneiden. (Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialglei-
chungen.) 2

Anwendung: Die Sturm’schen Sätze.

Korollar 1.3.5
Falls s1 und s2 zwei aufeinanderfolgende Nullstellen einer
Lösung φ 6= 0 der Jacobigleichung ist, so hat jede von φ
linear unabhängige Lösung genau eine Nullstelle in (s1, s2).

Korollar 1.3.6

Falls q(t) ≤ Q(t),

φ̈+ qφ = 0

Φ̈ +QΦ = 0

und s1, s2 zwei aufeinanderfolgende Nullstellen sind von Φ,
so hat φ höchstens eine Nullstelle in (s1, s2)

Der Beweis der Sturm’schen Sätze ist eine Übungsaufgabe (Siehe Übung7).
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1.4 Extremalenfelder für n=1

Wir wollen in diesem Paragraphen im Falle n=1 hinreichende Bedingungen für
Minimalität kennenlernen. Wir werden sehen, dass die Eulergleichungen, die Be-
dingung Fpp > 0 und die Jacobibedingungen hinreichend sind für ein lokales Mi-
nimum. Da all diese Bedingungen lokaler Natur sind, kann man nicht mehr als ein
lokales Minimum erwarten. Wenn man von einem lokalen Minimum spricht, be-
zieht man sich auf eine Topologie auf Λ. In der C0 Topologie auf Λ ist der Abstand
zwischen zwei Elementen γ1 : t 7→ x1(t) und γ2 : t 7→ x2(t) geben durch

d(γ1, γ2) = max
t∈[t1,t2]

{|x1(t)− x2(t)| } .

Eine Umgebung von γ∗ in dieser Topologie heisst weite Umgebung von γ. Eine
andere mögliche Topologie, die auf Λ hätte eingerichtet werden können, wäre die
C1 Topologie, in der Abstand von γ1 und γ2 gemessen wird durch

d1(γ1, γ2) = supt∈[t1,t2]{|x1(t)− x2(t)|+ |ẋ1(t)− ẋ(t)| }
wo wir von einer engen Umgebung von γ∗ sprechen würden.

Definition: γ∗ ∈ Λ heisst ein starkes Minimum in Λ,
falls I(γ) ≥ I(γ∗) für alle γ in einer weiten Umgebung von
γ∗.

γ∗ ∈ Λ heisst ein schwaches Minimum in Λ, falls I(γ) ≥
I(γ∗) für alle γ in einer engen Umgebung von γ∗.

Wir werden sehen, dass unter der Annahme der Jacobibedingung immer ein
Feld von Extremalen gefunden werden kann, die eine weite Umgebung der Extre-
malen γ∗ einfach überdecken. Explizit machen wir die folgende

Definition: Ein Extremalenfeld in Ω ist ein in einer wei-
ten Umgebung U von einer Extremalen definiertes Vektor-
feld ẋ = ψ(t, x) mit ψ ∈ C1(Ω) mit der Eigenschaft, dass
jede Lösung x(t) der Differentialgleichung ẋ = ψ(t, x) auch
Lösung der Euler’schen Gleichung ist.

Beispiele:
1) F = 1

2p
2 hat die Euler’sche Gleichung ẍ = 0 und das Extremalenfeld:

ẋ = ψ(t, x) = c = const.

2) F =
√

1 + p2 ergibt die Euler’sche Gleichung ẍ = 0 mit einer Lösung
x = λt. Die Gleichung x = ψ(t, x) = x/t definiert ein Extremalenfeld für t > 0.

3) Die Geodäten auf dem in R3 eingebetteten Torus, für die der Clairaut-
winkel φ die Gleichung r sin(φ) = c erfüllt, wobei −(a− b) < c < (a− b) ist, bilden
ein Extremalenfeld. (Übungsaufgabe 12).
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Satz 1.4.1

ψ = ψ(t, x) definiert ein Extremalenfeld in U genau dann,
wenn für alle γ ∈ U , γ : t 7→ x(t) gilt

DψFp = Fx

für p = ψ(t, x), wo Dψ := ∂t + ψ∂x + (ψt + ψψx)∂p ist.

Beweis. ψ definiert ein Extremalenfeld genaudann, wenn für alle γ ∈ U , γ : t 7→
x(t) gilt

d

dt
Fp(t, x, p) = Fx(t, x, p)

für p = ẋ = ψ(t, x(t)) und das heisst

(∂t + ẋ∂x +
d

dt
ψ(t, x(t))∂p)Fp = Fx

(∂t + ψ∂x + (ψt + ψxψ)∂p)Fp = Fx .

2

Satz 1.4.2

Falls γ∗ in ein Extremalenfeld in einer weiten Umgebung
U von γ∗ eingebettet werden kann und Fpp(t, x, p) ≥ 0
für (t, x) ∈ Ω ∀p, so ist γ∗ eine starke Minimale. Ist
Fpp(t, x, p) > 0 für alle (t, x) ∈ Ω und für alle p, so ist
γ∗ eine eindeutige starke Minimale.

Beweis. Sei U eine weite Umgebung von γ∗ und Fpp(t, x, p) ≥ 0 für (t, x) ∈ Ω, ∀p.
Wir zeigen, dass I(γ∗) ≥ I(γ) für alle γ ∈ U . Sei für γ ∈ C2(Ω)

F̃ (t, x, p) = F (t, x, p)− gt − gxp

Ĩ(γ) =

∫ t2

t1

F̃ (t, x, p) dt = I(γ)− g(t, x)|(t2,a)
(t1,b)

.

Wir suchen nun ein γ ∈ C2 so, dass

F̃ (t, x, ψ(t, x)) = 0

F̃ (t, x, p) ≥ 0, ∀p .

(Das bedeutet dann sogar, dass jede Extremale des Extremalenfeldes eine Minimale
ist!) Ein solches F̃ definiert ein zu F äquivalentes Variationsprinzip und F erfüllt
wegen F̃p = 0 für p = ψ(t, x) die beiden Gleichungen

gx = Fp(t, x, ψ)

gt = F (t, x, ψ)− Fp(t, x, ψ)ψ .
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Diese beiden Gleichungen heissen die Fundamentalgleichungen der Variati-
onsrechnung. Dies ist ein partielles Differentialgleichungssystem der Form

gx = a(t, x)

gt = b(t, x)

und dies ist lösbar, falls Ω einfach zusammenhängend ist und die Integrabilitätsbe-
dingung at = bx erfüllt ist. (Falls die Rotation eines Vectorfeldes in einem einfach
zusammenhn̈genden Gebiet verschwindet, dann ist das Feld ein Gradientenfeld).
Dann berechnet sich g als (vom Weg unabhängiges) Wegintegral

g =

∫
a(t, x) dx+ b(t, x) dt .

2

Lemma 1.4.3

Die Kompatibilitätsbedingung at = bx:

∂

∂t
Fp(t, x, ψ(t, x)) =

∂

∂x
(F − ψFp)(t, x, ψ(t, x))

gilt genau dann, wenn ψ ein Extremalenfeld definiert.

Beweis. Das ist einfach eine Rechnung, wobei man beachten muss, dass

a(t, x) = Fp(t, x, ψ(t, x))

und
b(t, x) = (F − ψFp)(t, x, ψ(t, x))

Funktionen der zwei Variabeln t und x sind, F jedoch eine Funktion von drei
Variabeln t, x, p ist, wobei p = ψ(t, x). Wir schreiben desshalb ∂tF, ∂xF und ∂pF ,
wenn wir die Ableitungen von F nach der ersten, zweiten oder dritten Variablen
verstehen und ∂

∂tF (t, x, ψ(t, x)) rsp. ∂
∂xF (t, x, ψ(t, x)), wenn p = ψ(t, x) also t und

x als einzigen unabhängige Variable verstanden werden. So ist

∂

∂t
a(t, x) =

∂

∂t
Fp(t, x, ψ(t, x)) = Fpt + ψtFpp (1.11)

= (∂t + ψt∂p)Fp (1.12)

und wegen

∂

∂x
Fp(t, x, ψ(t, x)) = Fpx + ψxFpp = (∂x + ψx∂p)Fp

gilt

∂

∂x
b(t, x) =

∂

∂x
[F (t, x, ψ(t, x))− ψ(t, x)Fp(t, x, ψ(t, x))] (1.13)

= (∂x + ψx∂p)F − (ψxFp + ψFpx + ψψxFpp) (1.14)

= Fx − (ψx + ψ∂x + ψψx∂p)Fp . (1.15)
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Also ergeben (1.11) bis (1.13) zusammen

∂

∂x
b− ∂

∂t
a = Fx − (∂t + ψ∂x + (ψt + ψψx)∂p)Fp

= Fx −DψF .

Nach Satz 1.4.1 ist jetzt ∂xb − ∂ta = 0 genaudann, wenn ψ ein Extremalenfeld
definiert. 2

Fortsetzung vom Beweis von Satz 1.4.2:

Beweis. Wir haben nun also mit diesem Lemma eine Funktion g gefunden, das
sich als ein vom Weg unabhängiges Wegintegral

g(t, x) =

∫ (t,x)

(t1,a)

(F − ψFp) dt′ + Fp dx
′

darstellen lässt. Dieses Wegintegral heisst Hilbert’s invariantes Integral. Für
jede Kurve γ : t 7→ x(t) gilt:

I(γ) =

∫

γ

F dt =

∫

γ

F dt− Fpẋ dt+ Fp dx . (1.16)

Insbesondere gilt für den Weg γ∗ aus dem Extremalenfeld ẋ = ψ(t, x)

I(γ∗) =

∫

γ∗
(F − ψFp) dt+ Fpdx

und wegen der Wegunabhängigkeit des Integrals gilt auch für γ ∈ Λ

I(γ∗) =

∫
(F − ψFp) dt+ Fp dx (1.17)

und wir erhalten durch Subtraktion von (1.17) von I(γ) =
∫
γ
F dt

I(γ)− I(γ∗) =

∫

γ

F (t, x, ẋ)− F (t, x, ψ)− (ẋ− ψ)Fp(t, x, ψ) dt

=

∫

γ

E(t, x, ẋ, ψ) dt ,

wobei E(t, x, p, q) = F (t, x, p) − F (t, x, q) − (p − q)Fp(t, x, q) Weierstrass’sche
Exzessfunktion oder kurz Weierstrass’sche E-funktion genannt wird. Nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein q ∈ [p, q] mit

E(t, x, p, q) =
(p− q)2

2
Fpp(t, x, q) ≥ 0
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nach unserer Voraussetzung für Fpp. Diese Ungleichung wird strikt, falls Fpp > 0
ist und p 6= q. Also ist dann I(γ)−I(γ∗) ≥ 0 und im Falle Fpp > 0 gilt I(γ) > I(γ∗)
für γ 6= γ∗. Das heisst, γ∗ ist dann die eindeutige starke Minimale. 2

Jetzt kommt die Hauptsache: Eulergleichung, Jacobibedingung und Fpp ≥ 0
sind hinreichend für ein starkes lokales Minimum.

Satz 1.4.4

Sei γ∗ eine Extremale, auf der kein konjugierter Punkt liegt
und gilt Fpp ≥ 0 auf Ω, so lässt sich γ∗ in ein Extremalen-
feld einbetten und ist somit starke Minimale. Ist Fpp > 0,
so ist γ∗ eine eindeutige Minimale.

Beweis. Wir konstruieren ein Extremalenfeld, das γ∗ enthält und machen so
Satz 1.4.2 anwendbar.

Wähle τ < t1 nahe genug bei t1, sodass alle Lösungen φ der Jacobigleichungen
mit φ(τ) = 0 und φ̇(τ) 6= 0 in (τ, t2] nicht Null sind. Das ist aus Stetigkeitsgründen
möglich. Nun konstruieren wir ein Feld x = u(t, η) von Lösungen der Eulerglei-
chungen, sodass für genügend kleine |η|

u(τ, η) = x∗(τ)

u̇(τ, η) = ẋ∗(τ) + η

gilt. Dies kann nach dem Existenzsatz für gewöhnliche Differentialgleichungen be-
werkstelligt werden. Wir zeigen, dass für ein δ > 0 mit |η| < δ diese Extremalen
eine weiten Umgebung von γ∗ überdecken. Dazu beweisen wir, dass uη(t, 0) > 0
für t ∈ (τ, t2].

Wenn wir nämlich die Eulergleichungen

d

dt
Fp(t, u, u̇) = Fx(t, u, u̇)

an der Stelle η = 0 nach η differenzieren, erhalten wir

d

dt
(Au̇η +Bu̇η) = Bu̇η + Cuη

und sehen dass φ = uη Lösung der Jacobigleichungen ist. Die Behauptung uη(t, 0) >
0 für t ∈ [t1, t2] erhalten wir nun aus unserer Annahme am Anfang des Beweises.

Aus uη(t, 0) > 0 in (τ, t2] folgt nun aus dem Satz über implizite Funktionen,
dass für η in einer Umgebung von Null eine Inversfunktion η = v(t, x) von x =
u(t, η) bestimmt werden kann, die C1 ist und für die gilt

0 = v(t, x∗(t)) .
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Insbesondere definiert die C1 Funktion (ut und v sind C1)

ψ(t, x) = ut(t, v(t, x))

ein Extremalenfeld ψ
ẋ = ψ(t, x)

das in einer Umgebung von {(t, x∗(t)) | t1 ≤ t ≤ t2 } erklärt ist. Offensichtlich ist
jede Lösung von ẋ = ψ(t, x) in dieser Umgebung gegeben durch x = u(t, h). Und
damit ist jede Lösung von ẋ = ψ(t, x) eine Extremale. 2

1.5 Die Hamiltonsche Formulierung

Die Eulergleichungen
d

dt
Fpj = Fxj

die eine Extremale γ in Λ notwendigerweise erfüllen muss, bilden ein Differential-
gleichungssystem 2. Ordnung. Falls

∑
i,j Fpipjξ

iξj > 0 für ξ 6= 0, ist die Legen-
dretransformation

l : Ω×Rn → Ω×Rn, (t, x, p) 7→ (t, x, y)

mit yj = Fpj (t, x, p) umkehrbar eindeutig. Sie ist aber im Allgemeinen nicht sur-
jektiv. Ein typisch nicht surjektiver Fall ist

F =
√

1 + p2, y =
p√

1 + p2
∈ (−1, 1) .

Die inverse Abbildung lässt sich mit der Hamiltonfunktion

H(t, x, y) = (y, p)− F (t, x, p)

in der Form
p = Hy(t, x, y)

darstellen. Es gilt Hyy(t, x, y) = py = y−1
p = F−1

pp > 0 und die Eulergleichungen
gehen mittels der Legendretransformation über in die Hamilton’schen Differenti-
algleichungen

ẋj = Hyj

ẏj = −Hxj

die nun ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung bilden. Übrigens kann man
diese Hamilton’schen Gleichungen auch als Eulergleichungen des Aktionsintgrals
oder Wirkungsintegrals

S =

∫ t2

t1

yẋ−H(t, x, y) dt
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interpretieren. Das war Cartan’s Zugang zu dieser Theorie. Er betrachtete dabei
die Differentialform

α = ydx−Hdt = dS

die Integralinvariante von Poincaré-Cartan genannt wird. Das obige Wir-
kungsintegral ist natürlich nichts anderes als das Hilbert’sche invariante Integral,
das wir im dritten Paragaphen angetroffen haben.

Falls die Legendretransformation surjektiv ist, heisst Ω ×Rn der Phasen-
raum. Wesentlich ist, dass jetzt y von x unabhängig angeschaut wird, dass also
die Differentialform α nicht auf dem (t, x)-Raum, sondern auf dem Phasenraum
definiert ist.

Im Falle n = 1 ist der Phasenraum dreidimensional. Für eine Funktion h :
(t, x) 7→ h(t, x) ist der Graph

Σ = {(t, x, y) ∈ Ω×Rn | y = h(t, x) }

eine zweidimensionale Fläche.

Definition: Die Fläche Σ heisst invariant unter der
Strömung von H, falls das Vektorfeld

XH = ∂t +Hy∂x −Hx∂y

tangential ist zu Σ.

Satz 1.5.1

Sei (n = 1). Falls ẋ = ψ(t, x) ein Extremalenfeld ist für F ,
so ist

Σ = {(t, x, y) ∈ Ω×R | y = Fp(t, x, ψ(t, x)) }

C1 und invariant unter der Strömung von H. Umgekehrt
gilt: Falls Σ eine unter der Strömung von H invariante
Fläche ist, die gegeben ist durch

Σ = {(t, x, y) ∈ Ω×R | y = h(t, x) } ,

wo h ∈ C1(Ω), so ist das Vektorfeld ẋ = ψ(t, x) definiert
durch

ψ = Hy(t, x, h(t, x))

ein Extremalenfeld.
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Beweis. Wir nehmen zuerst an, wir hätten ein Extremalenfeld x = ψ(t, x) für F
gegeben. Dann gilt nach Satz 1.4.1

DψFp = Fx

und nach dem Lemma im Beweis von Satz 1.4.2 ist das genau dann der Fall, falls
eine Funktion g existiert, die die Fundamentalgleichungen der Variationsrechnung

gx(t, x) = Fp(t, x, ψ)

gt(t, x) = F (t, x, y)− ψFp(t, x, y) = −H(t, x, gx)

erfüllt. Die Fläche
Σ = {(t, x, p) | y = gx(t, x, ψ) }

ist invariant unter der Strömung von H:

XH(y − gx) = [∂t +Hy∂x −Hx∂y](y − gx)

= −Hygxx − gxt −Hx

= −∂x[gt +H(t, x, gx)] = 0 .

Ist umgekehrt eine Fläche

Σ = {(t, x, p) | y = h(t, x) }
gegeben, die invariant ist unter der Strömung von H, so gilt nach Definition

0 = XH(y − h(t, x)) = [∂t +Hy∂x −Hx∂y](y − h(t, x))

= −Hyhx − ht −Hx

= −∂x[gt +H(t, x, h)]

mit der Funktion g(t, x) =
∫ x
a
h(t, x′) dx′, die nun die Hamilton-Jacobigleichungen

gx = h(t, x) = y = Fp(t, x, ẋ)

gt = −H(t, x, gx)

erfüllt. Das bedeutet aber, dass ẋ = gx(t, x) = Hy(t, x, h(x, y)) ein Extremalenfeld
definiert. 2

Der Satz 1.5.1 besagt, dass wir statt von Extremalenfelder zu sprechen, eine
Fläche betrachten können, die als Graph von gx gegeben ist, wobei g Lösung der
Hamilton-Jacobi Gleichung

gt = −H(t, x, gx)

ist. Das kann verallgemeinert werden auf n ≥ 1: Wir betrachten für g ∈ C2(Ω) die
Mannigfaltigkeit Σ := {(t, x, y) ∈ Ω×Rn | yj = gxj } wobei

gt +H(t, x, gx) = 0 .

Es gilt dann das folgende Resultat:
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Satz 1.5.2

a) Σ ist invariant unter XH .
b) Das Vektorfeld ẋ = ψ(t, x), mit ψ(t, x) = Hy(t, x, gx)
definiert ein Extremalenfeld für F .
c) Das Hilbert’sche Integral

∫
F + (ẋ−ψ)F dt ist vom Weg

unabhängig.

Die Verifikation dieses Satzes erfolgt wie zuvor bei Satz 1.5.1. Es ist jedoch
zu beachten, dass im Falle n > 1 nicht jedes Feld ẋ = ψ(t, x) von Extremalen in
der Form ψ = Hy dargestellt werden kann. Die notwendige Bedingung dafür ist
die Lösbarkeit der Fundamentalgleichungen

gt = F (t, x, ψ)−
n∑

j=1

ψjFpj (t, x, ψ)

gx = Fpj (t, x, ψ) (1.18)

für g. Von den n(n + 1)/2 Kompatiblitätsbedingungen, die für deren Lösbarkeit
zu erfüllen sind, sind nur die n(n− 1)/2 Bedingungen

∂xkFpj (t, x, ψ) = ∂xjFpk(t, x, ψ) (1.19)

nötig. Dazu kommen die n Bedingungen

DψFpj (t, x, ψ) = Fxj (t, x, ψ)

die ausdrücken, dass die Lösungen von ẋ = ψ Extremale sind.

Definition: Ein Vektorfeld ẋ = ψ(t, x) heisst Mayerfeld,
falls es eine Funktion g(t, x) gibt, die die Fundamentalglei-
chungen (1.18) erfüllt.

Wir haben gerade gesehen, dass ein Vektorfeld ein Mayerfeld ist, genaudann
wenn es ein Extremalenfeld ist, dass die Kompatibilitätsbedingungen (1.19)
erfüllt. Die Kompatibilitätsbedingungen (1.19) drückt man am einfachsten da-
durch aus, dass man von der Differentialform

α =
∑

j

yjdxj −H(t, x, y) dt

fordert, dass sie geschlossen ist auf Σ = {(t, x, y) | y = h(t, x)}:

dα|Σ = d[
∑

j

hjdxj −H(t, x, h)dt] = 0 .

Da wir Ω einfach zusammenhängend vorausgesetzt haben, ist dies gleichbedeutend
mit Exaktheit, d.h. α|Σ = dg oder explizit

hj = gxj
−H(t, x, h) = gt
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was mit der Legendretransformation die Fundamentalgleichungen

Fp(t, x, ψ) = gx

F (t, x, ψ)− ψFp = gt

ergibt.

Damit definiert ein Mayerfeld eine Mannigfaltigkeit, die ein Graph von einer
Funktion y = h(t, x) ist, derart, dass dα = 0 auf g = h.

In invarianter Sprechweise nennt man eine n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit einer (2n+ 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit einer 1-Form α Legendre-
Mannigfaltigkeit, falls dα dort verschwindet. (Siehe [3] Appendix 4K).

Geometrische Interpretation von g.
Ein Mayerfeld wird durch eine Funktion g = g(t, x), die gt+H(t, x, gx) = 0 erfüllt,
vollständig charakterisiert: Das Vektorfeld ist dann gegeben durch

ẋ = Hy(t, x, gx) = ψ(t, x) .

Dies hat folgende geometrische Bedeutung:

Die Mannigfaltigkeiten g ≡ const, etwa die Mannigfaltigkeiten g ≡ A und
g ≡ B sind bezüglich

∫
Fdt äquidistant, d.h. entlang einer Extremalen γ : t 7→ x(t)

mit x(tA) ∈ {g = A} und x(tB) ∈ {g = B} gilt

∫ tB

tA

F (t, x(t), ψ(t, x(t))) dt = B −A .

denn

d

dt
g(t, x(t)) = gt + ψgx = F − ψFp(t, x, ψ) + ψFp(t, x, ψ) = F (t, x, ψ)

und das heisst

∫ tB

tA

F (t, x(t), ψ(t, x(t))) dt =

∫ tB

tA

d

dt
g(t, x(t)) dt = g(t, x(t))|tBtA = B −A .

Da dies Minimalen sind, misst
∫
F (t, x, ψ(t, x) dt in gewissem Sinn den Ab-

stand zwischen den Mannigfaltigkeiten g = const, die auch Wellenfronten ge-
nannt werden. Dieser Begriff stammt aus der Optik, wo F (x, p) = η(x)

√
1 + |p|2 ist

mit dem Brechungsindex η(x). Die Funktion g wird dort meist mit S = S(t, x)
bezeichnet, und die Hamilton-Jacobigleichung

St +H(x, Sx) = 0
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nimmt in diesem Fall die Form

S2
t + |Sx|2 = η2

an, denn

Fp = η
p√

1 + |p|2
= y, p =

y√
η2 − |y|2

,

H = pFp − F = −η/
√
η2 − |y|2 = −

√
η2 − |y|2

und somit gilt St+H(x, Sx) = St−
√
η2 − S2

x = 0. Das zugehörige Extremalenfeld

ẋ = ψ(t, x) = Hy(t, Sx) =
−Sx√

η2 − |Sx|2
=
−Sx
St

ist im (t, x)-Raum orthogonal zu S(t, x) = const.:

(ṫ, ẋ) = (1, ẋ) = λ(St, Sx)

mit λ = S−1
t . ’Die Lichtstrahlen verlaufen senkrecht durch die Wellenfronten’.

1.6 Zusatzaufgaben zum Kapitel 1

1) Zeige, dass in Beispiel 4) von Paragraphe 1.1 die Metrik gij wie angegeben aus-
sieht.

2) Im Euklidischen dreidimensionalen Raum sei eine Rotationsfläche in Zy-
linderkoordinaten gegeben durch

f(z, r) = 0 .

Als lokale Koordinaten auf der Rotationsfläche nimmt man z und φ und beschreibt
die Fläche lokal durch r = r(z).

a) Zeige, dass die von der Euklidischen Metrik auf R3 induzierte Metrik
gegeben ist durch

ds2 = g11dz
2 + g22dφ

2

mit

g11 = 1 + (
dr

dz
)2, g22 = r2(z) .

b) Sei F ((φ, z), (φ̇, ż)) = 1
2 (gzz ż

2 + r2(z)φ̇2). Zeige, dass längs einer Geodäte

F, pφ :=
∂F

∂φ̇
r2φ̇, pz :=

∂F

∂ż
= g11ż
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konstant sind. (Tip: Gehe vor, wie in Beispiel 4) und versuche mit z und φ als
’Zeitparameter’ zu arbeiten).

c) Bezeichne ez und eφ die Standardbasisvektoren an der Stelle (z, φ). Der

Winkel ψ zwischen eφ und dem Tangentenvektor v = (ż, φ̇) an die Geodäte ist
gegeben als

cos(ψ) = (v, eφ)/
√

(v, v)(eφ, eφ) .

Zeige, dass r cos(ψ) = pφ/
√
F gilt und somit der Satz von Clairaut gilt, der

besagt, dass r cos(ψ) konstant ist längs jeder Geodäte auf der Rotationsfläche.

d) Zeige, dass der geodätische Fluss auf einer Rotationsfläche vollständig in-
tegrabel ist. Bestimme die Formeln für φ(t) und z(t).

3) Zeige, dass es in einem von einer konvexen glatten Kurve berandeten Ge-
biet ein eingeschriebenes Dreieck maximalen Umfangs gibt. (Insbesondere entartet
dieses Dreieck nicht zu einem Zweieck.) Zeige, dass dieses Dreieck eine geschlossene
Bahn für das Billiard ist.

4) Beweise, dass das Billiard in einem Kreis für jedes p/q ∈ (0, 1) Bahnen
vom Typ α = p/q hat.

5) Sei A > 0 und A,B,C ∈ C1[t1, t2]. Betrachte den linearen Differentialope-
rator

LΦ =
d

dt
(AΦ̇ +BΦ)− (BΦ̇ + CΦ) .

Beweise, dass für ψ > 0,ψ ∈ C1[t1, t2], ζ ∈ C1[t1, t2] die Identität

L(ζψ) = ψ−1 d

dt
(Aψ2ζ̇) + ζL(ψ)

gilt. Insbesondere für Lψ = 0, ψ > 0 hat man

L(ζψ) = ψ−1 d

dt
(Aψ2ζ̇) .

Vergleiche diese Formel mit der Legendre’schen Umformung der zweiten Variation.

6) Mache den Beweis von Satz 1.3.2 mit Hilfe des Lemmas von Legendre
vollständig: Es ist noch zu zeigen, dass für alle φ ∈ Lip0[t1, t2] gilt

II(φ) =

∫ t2

t1

Aφ̇2 + 2Bφφ̇+ Cφ2 dt ≥ 0
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falls (t2, x
∗(t2)) der kleinste konjugierte Punkt ist zu (t1, x

∗(t1)). Wähle dazu für
jedes genügend kleine ε > 0 eine C1 Funktion ηε, für die gilt:

ηε(t) =

{
0 t ∈ (−∞, t1 + ε/2) ∪ (t2 − ε/2,∞)
1 t ∈ [t1 + ε, t2 − ε]

η̇ε(t) = O(ε−1), ε→ 0

und zeige dann
a) II(ηεφ) ≥ 0, ∀ε klein genug.
b) II(ηεφ)→ II(φ) für ε→ 0.

7) Beweise die Sturm’schen Sätze (Korollar 1.3.5 und Korollar 1.3.6).

8) Es sei F ∈ C2(Ω×R) derart, dass jede C2 Funktion t 7→ x(t), (t, x(t)) ∈ Ω
der Euler Gleichung

d

dt
Fp(t, x, ẋ) = Fx(t, x, ẋ)

genügt. Zeige dann, das falls Ω einfach zusammenhängend ist, F die Gestalt

F (t, x, p) = gt + gxp

mit g ∈ C1(Ω) haben muss.

9) Zeige, dass für alle x ∈ Lip0[0, a]

∫ a

0

ẋ2 − x2 dt ≥ 0

dann und nur dann, wenn |a| ≤ π.

10) Zeige, dass x ≡ 0 keine starke Minimale für

∫ 1

0

(ẋ2 − ẋ4) dt, x(0) = x(1) = 0

ist.

11) Bestimme den Abstand der konjugierten Punkte der Geodätischen v ≡ 0
in Beispiel 4) und zeige, dass auf der Geodätischen v ≡ 1/2 keine konjugierten
Punkte vorhanden sind. (Linearisiere die EulerGleichungen für F =

√
a
b + cos(2πv))2 + (v′)2).

12) Zeige, dass die Geodätischen in Beispiel 4), die gegeben sind durch I =
r sin(ψ), ein Extremalenfeld bilden, falls −(a − b) < c < a − b. Diskutiere die
Geodätischen für c = a− b, für a− b < c < a+ b und für c = a+ b.



Kapitel 2

Extremalenfelder und
globale Minimale

2.1 Globale Extremalenfelder

Der zweidimensionale Torus hat die Standarddarstellung T2 = R2/Z2. Wir wer-
den oft auf seiner Überlagerungsfläche R2 arbeiten, wo dann alles invariant unter
seiner Fundamentalgruppe Z2 vorausgestzt wird. In diesem Kapitel beschäftigen
wir uns mit dem Variationsprinzip

∫
F (t, x, p) dt auf R2, wobei von F folgende

Eigenschaften verlangt werden :

i) F ∈ C2(T2 ×R2) d.h.

a) F ∈ C2(R3) ,
b) F (t+ 1, x, p) = F (t, x+ 1, p) = F (t, x, p) .

(2.1)

ii) H hat quadratisches Wachstum ∃δ > 0, c > 0

c) δ ≤ Fpp ≤ δ−1

d) |Fx| ≤ c(1 + p2)
e) |Ftp|+ |Fpx| ≤ c(1 + |p|) .

(2.2)

In der Hamilton’schen Formulierung sehen diese Bedingungen wegen Ft =
−Ht, Fx = −Hx und Fpp = H−1

yy genaugleich aus:

i) H ∈ C2(T2 ×R2) d.h.

a) H ∈ C2(R3)
b) H(t+ 1, x, y) = H(t, x+ 1, y) = H(t, x, y) .

(2.3)

41
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ii) H hat quadratisches Wachstum ∃δ > 0, c > 0

c) δ ≤ Hyy ≤ δ−1

d) |Hx| ≤ c(1 + y2)
e) |Hty|+ |Fyx| ≤ c(1 + |y|)

(2.4)

Beispiel: Nichtlineares Pendel.

Sei V (t, x) ∈ C2(T2) gegeben durch V (t, x) = [g(t)/(2π)] cos(2πx) und F =
p2/2 + V (t, x). Die Eulergleichung

ẍ = g(t) sin(2πx) (2.5)

ist die Differentialgleichung, die ein Pendel beschreibt, wo die Gravitationsbe-
schleunigung g periodisch zeitabhängig ist. (z.B. durch Gezeitenwirkung vom Mond.)
Übrigens wird die linearisierte Gleichung von (2.5)

ẍ = g(t)x

Hill’sche Gleichung genannt und ist schon eingehend untersucht worden. Mit
g(t) = −ω2(1+ε cos(2πt)) heisst die Hill’sche Gleichung Mathieugleichung. Man
interessiert sich zum Beispiel für die Stabilität des Systems in Abhängigkeit von
den Parametern ω und ε. Konkret könnte man sich z.B. fragen, ob die schwache
Gezeitenwirkung vom Mond ein Pendel auf der Erde, dessen Bewegung reibungs-
frei verausgesetzt wird, aufschaukeln kann.

Die Frage nach der Stabilität, die wir im obigen Beispiel angetroffen haben,
liegt auch tief im Herzen der allgemeinen Theorie:

Definition: Ein globales Extremalenfeld auf dem Torus ist
gegeben durch ein Vektorfeld ẋ = ψ(t, x) mit ψ ∈ C1(T2),
sodass jede Lösung x(t) extremal ist, d.h. DψFp−Fx|p=ψ =
0.

Gibt es solche Extremalenfelder überhaupt?

Beispiel: Ungestörtes nichtlineares Pendel.

Falls die Gravitationsbeschleunigung g(t) = g konstant ist, können wir ein
Extremalenfeld angeben. In diesem Fall ist F autonom und nach Satz 1.1.5 ist

E = pFp − F = p2/2− V (x) = const.

und damit ist falls E > max{V (x) | x ∈ T 1 } ein Extremalenfeld gegeben durch

ẋ = ψ(t, x) =
√

2(E − V (x)) .
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Das bedeutet in diesem Fall, dass das Problem integrierbar ist und die Lösung mit
einem elliptischen Integral explizit angegeben werden kann.

Die Existenz eines Extremalenfeldes ist gleichbedeutend mit Stabilität, denn
wir wissen nach Satz 1.5.1, dass in diesem Fall die Flächen

Σ = {(t, x, y) | y = Fp(t, x, ψ(t, x)) }

invariant sind unter der von XH erzeugten Strömung.

Die Fläche Σ ist ein invarianter Torus im Phasenraum T2×R2. Die Frage
nach der Existenz von invarianten Tori ist delikat und Gegenstand der sogenann-
ten KAM Theorie, die wir im letzten Kapitel kurz streifen werden.

Definition: Eine Extremale x = x(t) heisst globale Mi-
nimale, falls

∫

R

F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇)− F (t, x, ẋ) dt ≥ 0

für alle φ ∈ Lipcomp(R) = {φ ∈ Lip(R) mit kompaktem
Träger. }

Definition: Eine Kurve γ : t 7→ x(t) hat einen Selbst-
schnitt auf T2, falls es ein (j, k) ∈ Z2 gibt, sodass die
Funktion x(t+ j)− k − x(t) das Vorzeichen wechselt.

Dass eine Kurve keinen Selbstschnitt hat, heisst, dass für jedes (j, k) ∈ Z2

gilt: x(t+ j)−k−x(t) > 0 oder x(t+ j)−k−x(t) = 0 oder x(t+ j)−k−x(t) < 0.

Satz 2.1.1
Falls ψ ∈ C1(T) ein Extremalenfeld definiert, so ist jede
Lösung von ẋ = ψ(t, x) eine globale Minimale und hat keine
Selbstschnitte auf dem Torus.

Beweis. Zuerst zum Beweis des ersten Teils der Aussage: Sei γ : t 7→ x(t) eine
Lösung des Extremalenfeldes ẋ = ψ(t, x). Da Fpp(t, x, p) > 0 nach unserer Annah-
me c) zu Beginn dieses Paragraphen, sind alle Voraussetzungen erfüllt für Satz
1.4.2. Für alle t1 und t2 ∈ R ist danach γ eine Minimale in

Λ(t1, t2) := {γ : t 7→ x(t) | x ∈ Lip(t1, t2), x(t1) = x(t1), x(t2) = x(t2) } .

Sei φ nun ein beliebiges Element in Lipcomp(R) und γ̃ gegeben durch x̃(t) =
x(t) + φ(t). Da φ kompakten Träger hat, gibt es ein T > 0, sodass γ̃ ∈ Λ(−T, T )
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ist. Es gilt somit

∫

R

F (t, x̃, ˙̃x)− F (t, x, ẋ) dt =

∫ T

−T
F (t, x̃, ˙̃x)− F (t, x, ẋ) dt

=

∫ T

−T
E(t, x, ˙̃x, ψ(t, x)) dt ≥ 0 ,

(wo E die Weierstrass’sche E-funktion ist). Das heisst, dass γ̃ eine globale Mini-
male ist.

Nun zum zweiten Teil der Behauptung:

Falls x(t) Extremale des Extremalenfeldes ist, so auch y(t) = x(t+j)−k, da ψ
periodisch t und x ist. Falls x und y einen Selbstschnitt haben, so folgt x ≡ y wegen
dem Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen, denn sowohl x als
auch y erfüllen dieselbe Differentialgleichung

ẋ = ψ(t, x), ẏ = ψ(t, y) .

2

Wir haben jetzt gesehen, dass jede Extremale in einem Extremalenfeld glo-
bale Minimale ist. Wie steht es aber mit den globalen Minimalen, wenn wir kein
Extremalenfeld haben? Gibt es sie immer noch? Dass im speziellen für den geodäti-
schen Fluss auf dem Torus nur eine Metrik erlaubt, dass jede Extremale globale
Minimale ist, sagt uns der Satz von Eberhard Hopf [16], den wir hier ohne Beweis
zitieren.

Satz 2.1.2
Falls alle Geodäten auf dem Torus globale Minimalen sind,
so ist der Torus flach, d.h. die Gauss’sche Krümmung ist
Null.

Über den Zusammenhang zwischen Extremalenfelder und minimalen Geodäten
kommen wir später noch zu sprechen. Wir sehen also, dass im Allgemeinen globale
Extremalenfelder nicht zu existieren brauchen. Nach Satz 1.5.1 können wir ein
Extremalenfeld ψ darstellen durch ψ = H(t, x, gx), wo g(t, x) die Hamilton-
Jacobigleichungen

gt +H(t, x, gx) = 0, gx ∈ C1(T2)

erfüllt und die Existenz einer Funktion g auf T2, die die Hamilton- Jacobiglei-
chungen global löst, ist äquivalent zur Existenz eines globalen Extremalenfeldes.
Es ist zwar wohlbekannt, wie man die Hamilton-Jacobigleichungen lokal löst. Hier
handelt es sich jedoch um ein globales Problem mit periodischen Randbedingun-
gen und der Satz von Hopf zeigt, dass man dieses Problem im Allgemeinen nicht
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lösen kann.

Allerdings werden wir sehen, dass das Problem doch Lösungen hat, wenn man
die Klasse der Lösungen ausweitet. Das sind dann in einem gewissen Sinne schwa-
che Lösungen und die Minimalen werden uns zu diesen schwachen Lösungen der
Hamilton-Jacobigleichungen führen.

2.2 Ein Existenzsatz

Ziel dieses Paragraphen ist es, die Existenz und Regularität von Minimalen mit
gegebenen Randwerten und periodischer Minimalen zu beweisen innerhalb einer
Funktionenklasse, die grösser ist, als die bisher verwendeten Funktionenklassen.
Wir werden dabei die Bedingungen 2.1 und 2.2 für quadratisches Wachstum brau-
chen.

W 1,2[t1, t2] bezeichnet den Hilbertraum, den man erhält, wenn C1[t1, t2]
bezüglich der Norm

||x||2 =

∫ t2

t1

(x2 + ẋ2) dt

abschliesst. Man nennt ihn auch einen Sobolevraum. Er enthält Lip[t1, t2], den
Raum der Lipschitzstetigen Funktionen, der auch mit W 1,∞ bezeichnet wird. Ana-
log, wie wir Variationsprobleme in Γ und Λ behandelt haben, suchen wir nun in

Ξ := {γ : t 7→ x(t) ∈ T2 | x ∈W 1,2[t1, t2], x(t1) = a, x(t2) = b } .

Extremalen bezüglich des Variationsproblems gegeben durch das Funktional

I(γ) =

∫ t2

t1

F (t, x, ẋ) dt .

Ξ ist kein linearer Raum. Aber wenn wir etwa

x0 = x0(t) =
a(t2 − t) + b(t− t1)

t2 − t1
setzen, so ist Ξ = x0 + Ξ0, wo

Ξ0 = {γ : t 7→ x(t) ∈ T2 | x ∈W 1,2[t1, t2], x(t1) = 0, x(t2) = 0 }

ein Hilbertraum ist.

Satz 2.2.1
Unter den Bedingungen (2.1) bis (2.2) existiert eine Mini-
male γ∗ : t 7→ x∗(t) in Ξ. Es ist x∗ ∈ C2[t1, t2] und x∗

erfüllt die Eulergleichungen.
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Der Beweis beruht auf einem einfachen Prinzip: Eine nach unten halbstetige
und nach unten beschränkte Funktion auf einem kompakten topologischen Raum
nimmt ein Minimum an.

Beweis.
1) I ist nach unten beschränkt:

µ = inf{I(γ) | γ ∈ Ξ} > −∞ .

Aus δ < Fpp < δ−1 folgt durch Integration: ∃c mit

δ

4
p2 − c ≤ F (t, x, p) ≤ δ−1p2 + c

und daraus für jedes γ ∈ Ξ,

I(γ) =

∫ t2

t1

F (t, x, ẋ) dt ≥ δ

4

∫ t2

t1

ẋ2 dt− c(t2 − t2) ≥ −c(t2 − t2) > −∞ .

Das nennt man Koerzivität. Das nun endliche Infimum von I sei nun µ genannt.

2) Der Abschluss der Menge

K := {γ ∈ Ξ | I(γ) ≤ µ+ 1 }

(bezüglich der durch die Norm gegebene Topologie) ist schwach kom-
pakt.
Sei γ ∈ K. Aus

µ+ 1 ≥ I(γ) ≥ δ

4

∫ t2

t1

ẋ2 dt− c(t2 − t1)

folgt ∫ t2

t1

ẋ2 dt ≤ 4

δ
(µ+ 1) =: M1 ,

und mit |x(t)| ≤ a+
∫ t2
t1
ẋ(t) dt ≤ a+ [

∫ t2
t1
ẋ2 dt(t2 − t1)]1/2 erhalten wir

∫ t2

t1

x2 dt ≤ (t2 − t1)(a+ [
4

δ
(µ+ 1)(t2 − t1)]1/2)2 =: M2

was zusammen

||γ||2 =

∫ t2

t1

(ẋ2 + x2) dt ≤M1 +M2

ergibt und das heisst, dass die Menge K beschränkt ist. Also ist auch der star-
ke Abschluss beschränkt. Da eine beschränkte abgeschlossene Menge in Ξ schwach
kompakt ist, folgt, dass der Abschluss von K schwach kompakt ist. (Siehe Übungs-
aufgabe 2 für einen direkten Beweis mit dem Satz von Arzela-Ascoli.)
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3) I ist halbstetig nach unten bezüglich der schwachen Topologie.
Wir müssen zeigen, dass I(γ) ≤ lim infn→∞ I(γn) falls γn →w γ. (Das Symbol→w

bezeichnet die Konvergenz in der schwachen Topologie).

a) Die Funktion p 7→ F (t, x, p) ist konvex:

F (t, x, p)− F (t, x, q) ≥ Fp(t, x, q)(p− q) .

Beweis: Die Behauptung ist gleichbedeutend mit E(t, x, p, q) ≥ 0.

b) Falls xn →w x, so folgt
∫ t2
t1
φ[ẋn − ẋ] dt→ 0 für φ ∈ L2[t1, t2].

Beweis: Die Behauptung ist klar für φ ∈ C1 mit partieller Integration. Da
C1 dicht in L2 liegt, können wir für ein beliebiges φ ∈ L2 und ε > 0 ein φ̃ ∈ C1

finden, mit ||φ− φ̃||L2 < ε. Dann ist

|
∫ t2

t1

φ(ẋn − ẋ) dt| ≤ |
∫ t2

t1

φ̃(ẋn − ẋ) dt|+ 2εM1 ,

und somit

lim sup
n→∞

|
∫ t2

t1

φ(ẋn − ẋ) dt| ≤ 2εM1 .

c) Falls xn →w x, so folgt
∫ t2
t1
φ[xn − x] dt→ 0 für φ ∈ L2[t1, t2].

Beweis: xn →w x impliziert, dass xn gleichmässig gegen x konvergiert:

Aus
∫ t2
t1
ẋ2
n dt ≤ M1 folgt |xn(t) − xn(s)| ≤ M1(|t − s|)1/2 und xn(t) ≤ a +

M(t−t1) und somit ist {xn | n ∈ N } eine gleichgradig stetige Familie gleichmässig
beschränkter Funktionen. Nach Arzela-Ascoli existiert dann eine Teilfolge von xn,
die gleichmässig konvergiert und wegen xn →w x muss x dieser Limes sein. Von
||xn − x||L∞ → 0 folgt mit der Hölder’schen Ungleichung

|
∫ t2

t1

φ[xn − x] dt| ≤
∫ t2

t1

|φ| dt, ||xn − x||L∞ → 0 .

Mit a),b) und c) können wir nun die Behauptung beweisen:

I(γn)− I(γ) =

∫ t2

t1

F (t, x, ẋ)− F (t, xn, ẋn)

−F (t, x, ẋn) + F (t, x, ẋn)− F (t, x, ẋ) dt

≥
∫ t2

t1

Fx(t, x̃, ẋn)(xn − x) dt

+

∫ t2

t1

Fp(t, x, ẋ)(ẋn − ẋ) dt =: Dn .
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Dabei liegt x̃(t) im Intervall [xn(t), x(t)] und ẋ im Intervall [ẋn(t), ẋ(t)]. Für die
Ungleichung wurde a) benutzt. Da Fx in L1 liegt (wegen |Fx| ≤ c(1 + ẋ2) ∈ L1)
und Fp in L1 liegt (wegen |Fp| ≤ c(1 + |ẋ|) ∈ L2 ⊂ L1), schliessen wir mit b) und
c), dass Dn gegen 0 geht mit n→∞. Und damit sind wir fertig:

lim inf
n→∞

I(γ)− I(γ) ≥ 0 .

4) Existenz der Minimalen.
Aus 1) bis 3) und der Tatsache, dass eine nach unten halbstetige, nach unten be-
schränkte Funktion auf einem kompakten Raum ein Minimum annimmt, erhalten
wir die Existenz der Minimalen.

5) Regularität der Minimalen.
Sei γ∗ : t 7→ x∗(t) das minimale Element in Ξ von dem wir in 4) die Existenz
gezeigt haben. Es gilt also für alle φ : t 7→ y(t), φ ∈ Ξ

I(γ + εφ) ≥ I(γ∗) .

Das bedeutet, dass die erste Variation, falls sie existiert, verschwinden muss.

Behauptung: Die erste Variation limε→0(I(γ∗ + εφ)− I(γ∗))/ε existiert.

[I(γ∗ + εφ)− I(γ∗)]/ε =

∫ t2

t1

[F (t, x∗ + εy, ẋ∗ + εẏ)− F (t, x∗, ẋ∗)] dt/ε

=

∫ t2

t1

[λ(t, ε)ẏ + µ(t, ε)y] dt

mit

λ(t, ε) =

∫ 1

0

Fp(t, x
∗, ẋ∗ + θεẏ) dθ

µ(t, ε) =

∫ 1

0

Fx(t, x∗ + θεy, ẋ∗) dθ ,

die wie folgt abgeschätzt werden können für ε < 1, θ0 ∈ [0, 1]:

|λ(t, ε)| ≤ c(1 + |ẋ∗ + εθ0ẏ|) ≤ c(1 + |ẋ∗|+ |ẏ|)
|µ(t, ε)| ≤ c(1 + (ẋ∗)2 + ẏ2) .

Nach Lebesgue sind λ(t, ε)ẏ und µ(t, ε)y aus L1[t1, t2], da die Majoranten c(1 +
|ẋ∗| + |ẏ|)ẏ und c(1 + (ẋ∗)2 + ẏ2)y Lebesgue integrierbar sind. Mit dem Konver-
genzsatz von Lebesgue folgt nun die Existenz von limε→0[I(γ∗+εφ)−I(γ∗)]/ε = 0
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und damit haben wir

lim
ε→0

[I(γ + εφ)− I(γ)]/ε =

∫ t2

t1

Fp(t, x
∗ẋ∗)ẏ + Fx(t, x∗, ẋ∗)y dt

=

∫ t2

t1

(
Fp(t, x

∗ẋ∗)−
∫ t2

t1

Fx(s, x∗ẋ∗) ds+ c

)
ẏ dt

= 0 .

Das bedeutet, dass

Fp(t, x
∗, ẋ∗) =

∫ t2

t1

Fx(t, x∗, ẋ∗) ds+ c

absolutstetig ist. Aus Fpp > 0 und dem Satz über implizite Funktionen erhalten
wir ẋ∗ ∈ C0, x∗ ∈ C1, mit den integrierten Eulergleichungen Fp ∈ C1. Wieder
folgt mit dem Satz über implizite Funktionen ẋ∗ ∈ C1 und damit ist x∗ ∈ C2. 2

Im zweiten Teil dieses Paragraphen wollen wir einen entsprechenden Exi-
stenzsatz für periodische Minimalen formulieren.

Definition: Eine Kurve γ : t 7→ x(t) ist periodisch vom
Typ (q, p) für (q, p) ∈ Z2, q 6= 0, falls x(t+ q)− p ≡ x(t).

Sei für q 6= 0

Ξp,q = {γ : t 7→ x(t) =
p

q
t+ ξ(t) | ξ ∈W 1,2[t1, t2], ξ(t+ q) = ξ(t) } .

Mit den Vektorraumoperationen

ργ1 :
p

q
t+ ρξ1(t)

γ1 + γ2 :
p

q
t+ ξ1(t) + ξ2(t)

falls γj : t 7→ p
q t+ ξj(t), und dem Skalarprodukt

(γ1, γ2) =

∫ q

0

ξ1ξ2 + ξ̇1ξ̇2 dt

wird Ξp,q zu einem Hilbertraum. Ein Minimum zum Funktional

I(γ) =

∫ q

0

F (t, x, ẋ) dt .



50 KAPITEL 2. EXTREMALENFELDER UND GLOBALE MINIMALE

Definition: Ein Minimum zum Funktional

I(γ) =

∫ q

0

F (t, x, ẋ) dt

nennen wir periodische Minimale vom Typ (q, p) und
schreiben M(q, p) für die Menge der periodischen Mini-
malen vom Typ (q, p). (Wir werden manchmal für γ ∈
M(q, p), γ : t 7→ x(t), auch x ∈M(q, p) schreiben.)

Satz 2.2.2
Es existiert für jedes (q, p) ∈ Z2 mit q 6= 0 ein Element
γ∗ ∈M(q, p) mit γ : t 7→ x∗(t), und x∗ ∈ C2(R) erfüllt die
Eulergleichungen.

Der Beweis von Satz 2.2.2 benützt haargenau dasselbe Vorgehen, wie der
Beweis von Satz 2.2.1.

Bemerkung über die Notwendigkeit des quadratischen Wachstums.
Die Bedingungen des quadratischen Wachstums 2.1-2.2 können abgeschwächt wer-
den und man kommt mit superlinearem Wachstum für den Existenzbeweis aus:
Ein klassischer Satz von Tonelli garantiert die Existenz einer absolutstetigen Mi-
nimalen unter der Annahme, dass Fpp ≥ 0 und

F (t, x, p) ≥ φ(p) := lim
|p|→∞

φ(p)

|p| =∞ .

Andererseits gilt ein solcher Existenzsatz nicht mehr, wenn F nur linear in p
anwächst. Man kann z.B. zeigen, dass

F (x, p) =
√

1 + p2 + x2p2

bei Randbedingungen

x(−1) = −a, x(1) = a

für hinreichend grosse a keine Minimale besitzt. In diesem Beispiel ist zwar Fpp > 0
aber das Wachstum für x = 0 nur linear. Als Referenz für den Satz von Tonelli
und das obige Beispiel siehe [9].
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b(λ)

λ
0.20.1

t

x

t

x

P

Wir geben noch ein Beispiel ohne Existenz globaler Minimaler, wo F (t, x, p)
periodisch ist in t und x. Ein solches Beispiel kann man sich etwa so verschaffen:
Es sei

F (t, x, p) = a(t, x)
√

1 + p2

mit a(t, x) = 1+b(t2+x2) für |t|, |x| ≤ 1. Dabei ist b = b(λ) ≥ 0 eine C∞-Funktion,
die ausserhalb vom Intervall [0.1, 0.2] identisch verschwindet. Wir können a(t, x)
mit Periode 1 in t und x auf ganz R2 fortsetzen. Dann ist a(t, x) ≥ 1 für alle
t, x ∈ R und das Variationsproblem wird

∫
F (t, x, ẋ) dt =

∫
a(t, x) ds

wobei ds =
√

1 + ẋ2 dt.

Wir betrachten für dieses Variationsproblem ein eindeutiges minimales Seg-
ment, das in der Scheibe t2 + x2 ≤ 1/4 liegt und nicht eine Gerade ist. Jetzt
benützen wir die Rotationssymmetrie dieses Problems und drehen das Segment
derart, dass es sich zwar als Graph x = x(t) darstellen lässt, aber sodass ẋ(τ) =∞
für einen Punkt P = (τ, x(τ)).

Da dieses Segment für die entsprechende Randbedingung eine eindeutige Mi-
nimale ist, sehen wir, dass wir in diesem Falle eine Singularität bei t = τ erhalten.
Bei quadratischem Wachstum ist ein solches singuläres Verhalten ausgeschlossen.

2.3 Eigenschaften von globalen Minimalen

In diesem Abschnitt leiten wir Eigenschaften globaler Minimaler her, die uns im
nächsten Abschnitt ihre Konstruktion ermöglichen wird. Auch in diesem Paragra-
phen ist n = 1.
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Definition: Es bezeichneM die Menge der globalen Mi-
nimalen . Wir schreiben für x und y aus M

x ≤ y, x(t) ≤ y(t), ∀t
x < y, x(t) < y(t), ∀t
x = y, x(t) = y(t), ∀t

x

tT

y(t)

T-1τ
τ−ε
 τ+ε


x(t)

z(t)

q(t)

Satz 2.3.1

a) Zwei verschiedene globale Minimale x und y aus M
schneiden sich höchstens einmal.
b) Falls x ≤ y, so ist x = y oder x < y.
c) Falls limt→∞ |x(t) − y(t)| + |x(t) − y(t)| = 0 und
supt>0(|x(t)|+ |y(t)|) ≤M <∞ so gilt x < y oder x > y.
d) Zwei verschiedene periodische Minimale vom Typ (q, p)
schneiden sich nicht.

Beweis. a) Seien x und y zwei globale Minimalen die sich im Intervall [t1, t2].
zweimal schneiden. Die Argumentation im Beweis von Satz 1.3.4 mit Ξ anstelle
des dort verwendeten Funktionenraumes Λ führt auch hier zu einem Widerspruch.

b) Falls x(t) = y(t) für ein t ∈ R, so ist, falls x ≤ y auch ẋ(t) = ẏ(t). (Die
Funktionen sind differenzierbar da sogar in C2) und das bedeutet nach dem Ein-
deutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen x = y.

c) Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch und es gäbe unter den Annah-
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men der Behauptung eine Stelle t ∈ R, mit x(t) = y(t). Behauptung (*):

lim
T→∞

|
∫ T

τ

F (t, x, ẋ) dt−
∫ T

τ

F (t, y, ẏ) dt| = 0 .

Beweis: wir können ein z wie folgt konstruieren

z(t) =

{
y(t) t ∈ [τ, T − 1]
x(t)− (t− T )(y(t)− x(t)) t ∈ [T − 1, T ]

.

Wegen der Minimalität von x gilt

∫ T

τ

F (t, x, ẋ) dt ≤
∫ T

τ

F (t, z, ż) dt

=

∫ T

τ

F (t, y, ẏ) dt+

∫ T

τ

F (t, z, ż)− F (t, y, ẏ) dt

=

∫ T

τ

F (t, y, ẏ) dt+

∫ T

T−1

F (t, z, ż)− F (t, y, ẏ) dt .

Für t ∈ [T − 1, T ] liegt (x(t), ẋ(t)) nach Voraussetzung in der kompakten Men-
ge T2 × [−M,M ]. Die Menge Π = [T − 1, T ] × T2 × [−M,M ] ist kompakt im
Phasenraum Ω×R. Nun

∫ T

T−1

F (t, z, ż)− F (t, y, ẏ) dt

≤ max
(t,u,v)∈Π

{Fx(t, u, v)|z(t)− y(t)|+ Fp(t, u, v)|ż(t)− ẏ(t)| }

→ 0

für T →∞, nach Voraussetzung über |y(t)−x(t)| und |ẏ(t)− ẋ(t)|. Es ist nämlich
(z(t) − y(t)) = (x(t) − y(t))(1 + t − T ) für t ∈ [T − 1, T ]. Und damit ist die
Behauptung (*) gezeigt. Andererseits müssen sich die Minimalen x(t) und y(t) an
der Stelle t = τ transversal schneiden, sonst würden sie ja zusammenfallen nach
dem Eindeutigkeitssatz für Differentialgleichungen. Das bedeutet aber, dass es ein
ε < 0 gibt, sodass der Weg t 7→ x(t) auf dem Intervall [τ − ε, T ] für genügend
grosses T nicht minimal sein kann, denn

• auf [τ − ε, τ + ε] kann die Wirkung um einen festen positiven Wert kleiner
gemacht werden, indem ein minimaler C2-Weg q(t) von x(t− ε) nach y(t+ ε)
gewählt wird, anstelle auf [τ − ε, τ + ε] x(t) und y(t) zu folgen und einen
Ecken zu machen.

• Nach der Behauptung (*) kann die Differenz der Wirkungen von x(t) und
y(t) auf dem Intervall [τ, T ] beliebig klein gemacht werden, indem wir mit T
gegen ∞ gehen.
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• Der Weg

t 7→
{
q(t) t ∈ [τ − ε, τ + ε]
z(t) t ∈ [τ − ε, T ]

hat also für genügend grosses T eine kleinere Wirkung als x(t). Das ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass x(t) eine globale Minimale ist.

d) Äquivalent zur Suche eines Minimums vom Funktional

I(γ) =

∫ q

0

F (t, x, ẋ) dt

in Ξq,p ist die Suche nach einem Minimum von

Iε(γ) =

∫ q−ε

ε

F (t, x, ẋ) dt

schlicht und einfach, weil diese beiden Funktionale auf Ξq,p zu q, p sammenfallen.
Hat γ zwei Nullstellen in (0, q], können wir ein ε > 0 finden, sodass γ zwei Nullstel-
len in (ε, q+ε) hat. Desshalb kann Iε(γ) nicht minimal sein (dasselbe Argument wie
in a)) und somit auch I(γ) nicht. γ hat also höchstens 1 Nullstelle in (0, q]. Nach
dem nächsten Satz 2.3.2 a) (welches im Beweis nur a) dieses Satzes benützt) hat
γ also auch höchstens eine Nullstelle in (0, Nq], ist aber periodisch mit Periode q. 2

Satz 2.3.2

Für alle N ∈ N,(q, p) ∈ Z, q 6= 0 gilt:
a) γ ∈M(q, p) genaudann, wenn γ ∈M(Nq,Np).
b) Die Klasse M(q, p) ist charakterisiert durch p/q ∈ Q.
c) M(q, p) ⊂M.

Beweis. a) (i) Sei γ ∈M(Nq,Np) gegeben durch

γ : x(t) =
p

q
t+ ξ(t)

mit ξ(t + Nq) = ξ(t). Wir behaupten, dass γ ∈ M(q, p). Setze y(t) = x(t + q) =
p
q t + η(t) mit η(t) = x(t + q). Da x(t) − y(t) = x(t) − η(t) = x(t) − x(t + q) die
Periode Nq hat und

∫ Nq

0

(x− y) dt =

∫ Nq

0

(ξ(t)− ξ(t+ q)) dt = 0

ist, verschwindet x(t) − y(t) nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung an
mindestens zwei Stellen in (0, Nq). Satz 2.6 a) impliziert nun x = y und das heisst

I(γ)|Nq0 =

∫ Nq

0

F (t, x, ẋ) dt = N

∫ q

0

F (t, x, ẋ) dt = NI(γ)|q0 .
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Somit gilt, da ΞNq,Np ⊃ Ξq,p

inf
η∈Ξq,p

I(η)|q0 ≥
∫

η∈ΞNq,Np

N−1I(η)|Nq0 = N−1I(γ)|Nq0 = I(γ)|q0 .

Das heisst γ ∈M(q, p).

(ii) Sei nun umgekehrt γ ∈M(q, p) gegeben. Wir zeigen, dass γ ∈M(Nq,Np).
γ kann als Element von ΞNq,Np angesehen werden. Nach dem Existenzsatz 2.2.2
im letzten Paragraphen existiert ein minimales Element ζ ∈ M(Nq,Np) für das
insbesondere gilt

NI(γ)q0 = I(γ)|Nq0 > I(ζ)|Nq0 .

Aus (i) folgern wir, dass ζ ∈M(q, p). Das heisst

NI(γ)|q0 ≥ NI(ζ)|q0 .

Da γ ∈M(q, p) haben wir auch NI(γ)|q0 ≤ NI(ζ)|q0 und somit

NI(γ)|q0 = NI(ζ)|q0

und schliesslich

I(γ)|Nq0 = I(ζ)|Nq0

was bedeutet, dass γ ∈M(Nq,Np).

b) folgt sofort aus a).

c) Sei γ ∈M(q, p). Wir haben zu zeigen, dass für φ ∈ Lipcomp(R)

∫

R

F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇)− F (t, x, ẋ) dt ≥ 0 .

Wähle N so gross, dass der Träger von φ im Intervall [−Nq,Nq] enthalten ist und
setze φ 2Nq-periodisch fort zu φ̃. Da γ ∈M(q, p), gilt

∫

R

F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇)− F (t, x, ẋ) dt =

∫

R

F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇)− F (t, x, ẋ) dt

=

∫ Nq

−Nq
F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇)− F (t, x, ẋ) dt

=

∫ Nq

−Nq
F (t, x+ φ̃, ẋ+

˙̃
φ)− F (t, x, ẋ) dt ≥ 0 .

2
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Satz 7.2 kann man in Worten so zusammenfassen: Periodische Minimale vom
Typ (q,p) sind global minimal und charakterisiert durch die rationale Zahl p/q.
Wir schreiben desshalb auch M(p/q) anstelle von M(q, p).

Satz 2.3.3 Globale Minimale haben keine Selbstschnitte auf T2.

Definition: Sei M[0, T ] die Menge der Minimale auf dem
Intervall [0, T ].

Der Beweis von Satz 2.3.3 braucht Abschätzungen für Elemente in M[0, T ],
die wir in einem Lemma vorwegnehmen:

Lemma 2.3.4

Sei γ ∈ M[0, T ], γ : t 7→ x(t) und A > T > 1, sodass
|x(T ) − x(0)| ≤ A. Dann gibt es Konstanten c0, c1, c2, die
nur von F abhängen, sodass ∀ ∈ [0, T ] gilt

a) |x(t)− x(0)| ≤ C0(A) = c0A , (2.6)

b) |ẋ(t)| ≤ C1(A) = c1A
2T−1 , (2.7)

c) |ẍ(t)| ≤ C2(A) = c2A
4T−2 . (2.8)

Beweis. γ : t 7→ x(t) ∈M[0, T ]. Aus δ ≤ Fpp ≤ δ−1 erhalten wir durch Integration
(vgl.Satz 2.2.1):

−a1 +
δ

4
ẋ2 ≤ F ≤ δ−1ẋ2 + a1

−a1 +
δ

4
ẏ2 ≤ F ≤ δ−1ẏ2 + a1

und damit, weil wegen der Minimalität von γ die Ungleichung I(γ) ≤ I(η) gilt, ist
mit y = T−1[x(0)(T − t) + x(T )t]

−a1T +
δ

4

∫ T

0

ẋ2 dt ≤
∫ T

0

F (t, x, ẋ) dt

≤
∫ T

0

F (t, y, ẏ) dt

≤ δ−1

∫ T

0

ẏ2 dt+ a1T

≤ δ−1[x(T )− x(0)]2T−1 + a1T

≤ δ−1A2T−1 + a1T .
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Das heisst ∫ T

0

ẋ2 dt ≤ 4δ−2A2T−1 + 8a1Tδ
−1 ≤ a2A

2T−1 .

Jetzt können wir a) erledigen:

|x(t)− x(0)| = |
∫ t

0

1 · ẋ ds

≤
√
t[

∫ t

0

ẋ2 ds]1/2

≤
√
T [a2A

2T−1]1/2 = c0A .

Da γ in M[0, T ] ist, erfüllt x(t) die Eulergleichungen d
dtFp = Fx, d.h.

ẍFpp + ẋFxp + Ftp = Fx .

Mit Fpp ≥ δ, |Fx| ≤ c(1 + ẋ2), |Fxp| ≤ c(1 + |ẋ|) und |Ftp| ≤ c(1 + |ẋ|), können wir
ẍ abschätzen: Es existiert eine Konstante a3 mit

|ẍ| ≤ a3(1 + ẋ2)

und somit ist auch b) bald bewiesen: ∀t, s ∈ [0, T ] gilt

|ẋ(t)− ẋ(s)| = |
∫ t

s

ẍ dt| ≤ a3

∫ T

0

(1 + ẋ2) dt ≤ a3[T + a2A
2T−1] ≤ a44A2T−1 .

Es existiert ein s ∈ [0, T ] mit |ẋ(s)| = |[x(T )− x(0)]T−1| ≤ AT−1 und endlich ist

|ẋ(t)| ≤ AT−1 + a4A
2T−1 ≤ c1A2T−1 .

c) ergibt sich nun auch gleich:

|ẍ(t)| < a3(1 + ẋ2) ≤ a3[1 + (c1AT
−1)2] ≤ c2A4T−2 .

2

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 2.3.3:

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe ein γ ∈ M mit einem Selbstschnitt. Das heisst,
es gibt (q, p) ∈ Z2, q 6= 0 und ein τ ∈ R (ohne Einschränkung der Allgemeinheit
nehmen wir τ = 0) mit

x(τ + q)− p = x(τ) .

Mit x(t) = p
q t+ ξ(t) heisst das

x(τ + q)− p =
p

q
t+ ξ(t+ q) .
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Da es höchstens einen Schnitt gibt zwischen x(t) und x(t+ q)− p, gilt

x(t+ q)− p− x(t) > 0, t > 0
x(t+ q)− p− x(t) < 0, t < 0

}
d.h.

{
ξ(t+ q)− ξ(t) > 0, t > 0
ξ(t+ q)− ξ(t) < 0, t < 0

oder

x(t+ q)− p− x(t) < 0, t > 0
x(t+ q)− p− x(t) > 0, t < 0

}
d.h.

{
ξ(t+ q)− ξ(t) < 0, t > 0
ξ(t+ q)− ξ(t) > 0, t < 0

.

Wir können uns ohne Einschränkung der Allgemeinheit auf den ersten Fall be-
schränken. (Ersetze sonst t durch −t.) Es gilt also

ξ(t+ q)− p− ξ(t) < 0, t > 0
ξ(t+ q)− p− ξ(t) > 0, t < 0

}
d.h. ξ(t)− ξ(t− q) < 0, t < q .

Daraus folgt für jedes n ∈ N

ξn(t) := ξ(t+ nq) > ξn−1(t), t > 0 (2.9)

ξn(t) := ξ(t− nq) > ξ−n+1(t), t < q . (2.10)

Also ist ξn(t) für festes t > 0 eine monoton steigende Folge und ξ−n(t) ist für t < q
und n → ∞ ebenfalls monoton steigend. Nach dem Existenzsatz für periodische
Minimale im letzten Paragraphen, gibt es ein periodisches θ ∈ M(q, p) θ : t 7→
z(t), z(t) = p

q t+ ζ(t) mit ζ(t) = ζ(t+ q). Die zusätzliche Bedingung

z(0) < x(0) < z(0) + 2

kann durch eventuelles Verschieben von z erzielt werden. Wir haben somit

ζ(0) < ξ(0) = ξ(q) < ζ(0) + 2 .

Da γ und θ sich nicht zweimal schneiden können in [0, q], gilt für t ∈ [0, q]

z(t) < x(t) < z(t) + 2

ζ(t) < ξ(t) < ζ(t) + 2 .

Wegen ζ(t+nq) = ζ(t) und ξn(t) > ξn−1(t) > ξ(t), ξ−n(t) > ξ−n+1(t) für t ∈ [0, q],
gilt für alle n > 0 und t ∈ [0, q] entweder

ζ(t) < ξn(t) < ζ(t) + 2

oder
ζ(t) > ξn(t) > ζ(t) + 2

denn wegen (2.9) gilt die linke Abschätzung ohnehin und wären beide Abschätzun-
gen falsch, so gäbe es t′, t′′ ∈ [0, q] und n′, n′′ > 0 mit

ξn′(t
′) = ζ(t′) + 2

ξn′′(t
′′) = ζ(t′′) + 2
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was zu zwei Schnittpunkten von x(t) und z(t) bei t = t′+n′ und t = t′′+n′′ führen
würde. Wiederum können wir uns auf den ersten Fall beschränken, sodass für alle
t > 0 die Ungleichungen ζ(t) < ξn(t) < ξn+1(t) < ζ(t) + 2 für t > 0 gelten, wo ζ(t)
die Periode q hat. Dies bedeutet nun aber, dass es ein κ(t) gibt, mit ξn(t)→ κ(t)
für n→∞, punktweise für jedes t > 0. Wegen ξn+1(t) = ξ(t+q)→ κ(t+q) = κ(t)
hat κ die Periode q. Wenn wir nun die drei Behauptungen

i) ∃M, |ẋ(t)| ≤M, t > 0

ii) |x(t+ q)− p− x(t)| → 0, t→∞
iii) |ẋ(t+ q)− p− ẋ(t)| → 0, t→∞

beweisen können, so sind wir mit Satz 2.6 c) angewendet auf die globalen Minima-
len gegeben durch x(t) und y(t) = x(t+ q)− p fertig: x < y oder y < x bedeutet
nämlich, dass γ keinen Selbstschnitt haben kann, im Widerspruch zur Annahme.

Die Behauptungen i) bis iii) folgen aus dem gerade oben bewiesenen Lem-
ma 2.3.4, denn i) bis iii) sind gleichbedeutend mit

i)′ ∃M, |ξn(t)| ≤M, t ∈ [0, T ]

ii)′ |ξn+1(t)− ξn(t)| → 0, n→∞, t ∈ [0, q]

iii)′ |ξ̇n+1(t)− ξ̇(t)| → 0, n→∞, t ∈ [0, q] .

Die Behauptung i)’ haben wir schon erledigt durch Angabe der periodischen Funk-
tion ξ(t). Mit dem oben bewiesenen Lemma 2.3.4 sehen wir, dass

|ξn(t)| ≤ C1

|ξ̇n(t)| ≤ C2

und das heisst, dass ξn(t) und ξ̇n(t) gleichgradig stetige gleichmässig beschränkte
Funktionenfolgen sind, die nach Arzela-Ascoli gleichmässig konvergieren. Damit
sind auch (ii) und (iii) bewiesen. 2

Als Korollar dieses Satzes sehen wir, dass falls γ ∈ M ist und γ nicht peri-
odisch ist, eine Ordnung auf Z2 definiert ist durch

(j, k) < (j′, k′) falls x(t+ j)− k < x(t+ j ′)− k′, ∀t , (2.11)

denn der Satz impliziert, dass alle zugelassenen Paare (j, k) und (j ′, k′) sich ver-
gleichen lassen: (j, k) < (j ′, k′) oder (j, k) > (j′, k′).

2.4 Kompaktheitseigenschaften der Minimalen

Satz 2.4.1

Für eine globale Minimale γ ∈ M, γ : t 7→ x(t), existiert
der Limes

α = lim
t→∞

x(t)

t
.
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Definition: Für γ ∈ M heisst der Grenzwert α =

limt→∞
x(t)
t Rotationszahl oder mittlere Steigung von

γ.

Der Beweis stützt sich auf die Tatsache, dass die Minimale γ und ihre Trans-
lation Tqpγ : t 7→ x(t+ q)− p sich nicht schneiden.

Beweis. Erster Teil des Beweises.

1) Es genügt zu zeigen, dass die Folge x(j)/j für j ∈ Z, j ∈ Z konvergiert,
denn nach Lemma 2.3.4 mit T = 1 und A = |x(j + 1) − x(j)| + 1, folgt für
t ∈ [j, j + 1], j > 0

|x(t)− x(j)| < c0(|x(j + 1)− x(j)|+ 1)

und

|x(t)

t
− x(j)

j
| ≤ |x(t)− x(j)

t
+ x(j)(

1

t
− 1

j
)|

≤ |x(t)− x(j)|
j

|+ |x(j)|
j

(t− j)
t

≤ |x(t)− x(j)|
j

+
|x(j)|
j

1

t

≤ c0|
x(j + 1)− x(j)

j
|+ |x(j)|

j

1

t

falls wir annehmen, dass α = limj→∞ x(j)/j existiert, gilt

lim
t→∞

|x(t)

t
− x(j)

j
| = 0 .

2) Da x(t) keine Selbstschnitte hat, ist die Abbildung

f : S → S, S = {x(j)− k, (j, k) ∈ Z2 }, s = x(j)− k 7→ f(s) = x(j + 1)− k

monoton und kommutiert mit s 7→ s+ 1, d.h.

f(s) < f(s′), s < s′

f(s+ 1) = f(s) + 1 .

Anders gesagt, hat f̂(s) = f(s)− s die Periode 1. 2

Lemma 2.4.2 ∀s, s′ ∈ S, |f̂(s)− f̂(s′)| < 1.
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Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch und es gäbe s und s′ ∈ S mit

|f̂(s)− f̂(s′)| ≥ 1 .

Da wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen können, dass f̂(s) ≥
f̂(s′) + 1, und dass s < s′ < s+ 1 (Periodizität von f̂) haben wir

f(s)− s− f(s′) + s′ ≥ 1 . (2.12)

Wegen der Monotonie von f , folgt aus s < s′ < s+ 1

f(s) < f(s′) < f(s+ 1)

und daraus
f(s) + s′ < f(s′) + s+ 1 . (2.13)

Gleichung (2.12) steht im Widerspruch zu (2.13). 2

Beweis. Fortsetzung des Beweises.

Die Iterierte von f

fm : x(j) + k 7→ x(j +m)− k

existiert für jedes m ∈ Z und fm hat dieselben Eigenschaften wie f .

3) Die Werte

b(f) = sup
s∈S

f̂(s)

a(f) = inf
s∈S

f̂(s)

erfüllen wegen dem obigen Lemma 2.3.4

b(f)− a(f) ≤ 1 .

Insbesondere sind beide endlich, da

b ≤ 1 + (f(s0)− s0) <∞, s0 = x(0) .

a und b sind subadditiv, d.h.

b(f j+k) ≤ b(f j) + b(fk)

a(f j+k) ≤ a(f j) + a(fk)

weil

sup(f j+k(s)− s) ≤ sup(f j(fk(s)− fk(s)) + sup(fk(s)− s) ≤ b(f j) + b(fk) .
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Es ist wohlbekannt, dass in diesem Fall

lim
j→∞

b(f j)

j
= β

lim
j→∞

a(f j)

j
= α

existieren. Wegen

0 ≤ b(fn)− a(fn) ≤ 1

gilt α = β. Und somit ist der Satz bewiesen. 2

Das Resultat in Satz 2.4.1 kann quantitativ verbessert werden: Wegen der
Subadditivität von a und b gilt:

a(fk) ≥ ka(f)

b(fk) ≤ kb(f)

und somit

a(f) ≤ a(fm)

m
≤ b(fm)

m
≤ b(f)

was mit m→∞
a(f) ≤ α ≤ b(f)

ergibt. Das heisst

−1 ≤ α(f)− b(f) ≤ f̂(s)− α ≤ b(f)− a(f) ≤ 1

womit wir folgendes Lemma bewiesen haben:

Lemma 2.4.3 |f(s)− s− α| ≤ 1, ∀s ∈ S

Wendet man Lemma 2.4.3 auf fm an, gibt das

|fm(s)− s−mα| ≤ 1, ∀s ∈ S .

Dies ist eine Verschärfung von Satz 2.4.1:

|f
m(s)− s
m

− α| ≤ 1

m
.

Speziell erhalten wir

|x(m)− x(0)−mα| ≤ 1 .
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Satz 2.4.4

Falls γ : t 7→ x(t) eine globale Minimale ist, so gilt ∀t ∈
R, ∀m ∈ Z,

|x(t+m)− x(t)−mα| ≤ 1 .

Beweis. Wenn wir statt der Funktion F (t, x, ẋ) die um τ verschobene Funktion
F (t+τ, x, ẋ) betrachten, erhalten wir die gleiche Abschätzung wie in Lemma 2.4.3
und analog ergibt das

|x(t+m)− x(t)−mα| ≤ 1 .

2

γ

2c

Satz 2.4.5

Es gibt eine Konstante c, die nur von F , nicht aber von
γ ∈M oder α abhängt, sodass für alle t, t′ ∈ R,

|x(t+ t′)− x(t)− αt′| < c
√

1 + α2

gilt.

Beweis. Wähle j ∈ Z so, dass j ≤ t′ ≤ j+1. Dann ist mit Lemma 2.4.3 angewendet
auf s = x(t+ j)

|x(t+ j + 1)− x(t+ j)| = |f(s)− s| ≤ |α|+ 1 ,

was nach dem Lemma 2.3.4 mit T = 1 und A = 1 + |α|,

|x(t+ t′)− x(t+ j)| ≤ c0(|α|+ 1)
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liefert. Damit ist unter Benützung von Satz 2.4.4 und Lemma 2.3.4

|x(t+ t′)− x(t)− αt′| ≤ |x(t+ j)− x(t)− αj|+ |x(t+ t′)− x(t+ j)|+ |α|(t′ − j)|
≤ |1 + c0(|α|+ 1) + |α| = (c0 + 1)(|α|+ 1)

≤ 2(c0 + 1)
√
α2 + 1

=: c
√
α2 + 1 .

2

Der Satz 2.4.5 hat folgende geometrische Interpretation: Eine globale Mini-
male liegt in einem Streifen der Breite 2c unabhängig von x und α!

Aus Satz 2.4.1 folgt, dass eine Funktion α :M→ R, γ 7→ α(γ) existiert, die
einer globalen Minimalen ihre Rotationszahl zuordnet.

Definition: Wir definieren

Mα = {γ ∈M | α(γ) = α } ⊂ M .

Lemma 2.4.6

a) M =
⋃
α∈R =Mα.

b) Mα ∩Mβ = ∅, α 6= β.
c) Mp/q ⊃M(p/q) 6= ∅ .

Beweis. a) und b) folgen aus Satz 2.4.1.
c) Mp/q ⊃ M(p/q) ist selbstverständlich. M(p/q) 6= ∅ haben wir in Satz 2.2.1
schon bewiesen. 2

Satz 2.4.7

Sei γ ∈ Mα, γ : t 7→ x(t), |α| ≤ A ≥ 1. Dann gilt:
Es existieren Konstanten d0, d1 und d2, sodass für alle
t, t1, t2 ∈ R gilt

a) |x(t1)− x(t2)− α(t1 − t2)| ≤ D0(A) := d0A

b) |ẋ(t)| ≤ D1(A) = d1A
2

c) |ẍ(t)| ≤ D2(A) := d2A
4 .

Beweis. a) folgt direkt aus Satz 2.4.5:

|x(t1)− x(t2)− α(t1 − t2)| ≤ c
√

1 + α2 ≤
√

2c|α| ≤
√

2A =: d0A .
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b) Aus a) kriegen wir

|x(t+ T )− x(t)| < |α|T + d0A ≤ A(T + d0) ,

was uns mit dem Lemma 2.3.4 und mit der Wahl T = 1

|ẋ(t)| ≤ c1[A(T + d0)]2T−1 = d1A
2 .

liefert.

c) Wegen

|ẍ| ≤ a3(1 + |ẋ|2) ≤ a3(1 + d2
1A

4) ≤ 2a3d
2
1A

4 = d2A
4

(man vergleiche Lemma 2.3.4 in letzten Paragraphen), ist auch die dritte Abschätzung
wahr. 2

Bemerkung: Denzler [10] hatte Abschätzungen von der Form

D1(A) = ed1A

gegeben. Die Verbesserungen in Satz 2.4.7 beruhen auf der Benützung der Mini-
maleigenschaft. Wahrscheinlich sind sie jedoch noch nicht optimal. Man erwartet

D1(A) = d1A

D2(A) = d2A
2

was zum Beispiel für F = (1 + 1
2 sin(2πx))p2 eintritt, da

E = (1 +
1

2
sin(2πx))ẋ2

ein Integral ist und A ist von der Ordnung
√
E.

Definition: Wir schreiben M/Z für den Quotientenraum
erhalten durch die Äquivalenzrelation ∼ auf M:

x ∼ y ⇔ ∃k ∈ Z, x(t) = y(t) + k .

Entsprechend wird auf den Teilmengen Mα der Quotient
Mα/Z definiert.

Definition: Die C1(R) Topologie auf den C1- Funktionen
auf R ist definiert durch xm(t) → x(t),m → ∞ falls for ∀
kompakte K ⊂ R, xm gleichmässig nach x in der C1(K)
Topologie konvergiert.
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Entsprechend definiert man für r ≥ 0 die Cr(R) Topologie. Auf dem Raum der
C1-Wege γ : R → Ω, t 7→ xm(t) ist die C1(R) Topologie natürlich gegeben durch
γn → γ falls xm → x.

Lemma 2.4.8 α ist stetig aufM, falls aufM die C0(R) Topologie gewählt
wird.

Beweis. Wir müssen zeigen: Aus xm → x folgt, dass αm := α(xm) → α := α(x).
Da aus Satz 2.4.7 |xm(t)− xm(0)− αt| ≤ D0 bekannt ist, hat man

|αm − α| ≤
|x(t)− xm(t)− x(0) + xm(0)|

t
+

2D0

t
.

Für gegebenes ε > 0, wähle man nun t so gross, dass 2D0/t < ε/2 und dann m so,
dass

|x(t)− xm(t)− x(0) + xm(0)|
t

≤ ε/2

in C(K) mit kompaktem K = [−T, T ], dass t und 0 enthält. Damit ist |α−αm| < ε.
2

Korollar 2.4.9
⋃
|α|≤AMα/Z ist kompakt in der C1(R) Topologie.

Beweis. Dass
⋃
|α|≤AM/Z relativ kompakt ist in C1(R), folgt aus dem Satz

von Arzela-Ascoli und Satz 2.4.7. Es fehlt also nur noch die Abgeschlossenheit
in C1(R) zu zeigen, um Kompaktheit zu erhalten. Sei also γm eine Folge in⋃
|α|≤MMα/Z mit γm → γ ∈ C1(R) in der C1 Topologie. Wir behaupten, dass

γ ∈ ⋃|α|≤MMα/Z.

1) γ : t 7→ x(t) ∈ M: Andernfalls gäbe es ein φ ∈ C1
comp(R) mit Träger in

[−T, T ] und ∫ T

−T
F (t, x+ φ, ẋ+ φ̇) dt <

∫ T

−T
F (t, x, ẋ) dt .

Wegen der gleichmässigen Konvergenz xm → x, ẋm → ẋ auf [−T, T ] folgt, dass
für genügend grosses m auch

∫ T

−T
F (t, xm + φ, ẋm + φ̇) dt <

∫ T

−T
F (t, xm, ẋm) dt

gilt. Das ist ein Widerspruch.

2) γ ∈ ⋃|α|≤MMα/Z folgt aus der Stetigkeit von α, falls die C1 Topologie

auf M gewählt wird. (Wir hatten sogar Stetigkeit in der schwächeren C0 Topolo-
gie gemäss Lemma 2.4.8). 2
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Wir wissen bereits von Lemma 2.4.6 dass M ⊃ M(p/q) 6= ∅. Das heisst
Mα 6= ∅ für rationales α. Mit Korollar 2.4.9 erhalten wir nun auch die Existenz
von Minimalen mit irrationaler Rotationszahl:

Satz 2.4.10 Für jedes α ∈ R gilt Mα 6= ∅.

Beweis. Sei α ∈ R gegeben. Es existiert eine Folge {αm} ⊂ Q mit αm → α.

Für jedes m wählen wir ein Element γm ∈Mαm ⊂
⋃
|β|⊂AMβ/Z mit α < A.

Wegen der in Korollar 2.4.9 bewiesenen Kompaktheit gibt es eine Teilfolge
von γm ∈Mαm die gegen ein Element γ ∈Mα konvergiert. 2

2.5 Mα für α irrational, Mathermengen

Ist α irrational und γ ∈Mα, γ : t 7→ x(t), so wird die Fundamentalgruppe Z2 von
T2 durch

(i, j) < (i′, j′)⇔ x(j)− k < x(j′)− k′

totalgeordnet, d.h. es gilt auch

(i, j) = (i′, j′)⇔ x(j)− k = x(j′)− k′

denn wenn x(j)−k = x(j ′)−k′, so ist x(t+q)−p = x(t) mit q = j ′−j und p = k′−k,
d.h. q = p = 0 oder α = p/q. Da aber α irrational ist, folgt (i, j) = (i′, j′). Diese
Ordnung ist dieselbe, wie die Ordnung, die man mit F = p2/2 erhält.

(i, j) < (i′, j′)⇔ αj − k < αj′ − k′ .

Sei St := {α(j+t)−k | (j, k) ∈ Z2 } und S = {(t, θ) | θ = α(j+t)−k ∈ St, t ∈ R}.
Wir definieren die Abbildung

u : S → R, (t, θ = α(j + t)− k) 7→ x(j + t)− k .

Satz 2.5.1

a) u ist streng monoton in θ, d.h.

α(j+ t)−k < α(j′+ t)−k′ ⇔ x(j+ t)−k < x(j′+ t)−k′ .

b) u(t+ 1, θ) = u(t, θ).
c) u(t, θ + 1) = u(t, θ) + 1.

Beweis. a) α(j + t) − k < α(j ′ + t) − k′ ⇔ x(j + t) − k < x(j′ + t) − k′ ist mit
q = j′ − j und p = k′ − k gleichbedeutend mit

0 < αq − p⇔ x(t) < x(t+ q)− p ,
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wobei q > 0 vorausgesetzt werden kann (vertausche sonst (j, k) mit (j ′, k′) und <
mit >).

i) Sei x(t) < x(t+ q)− p. Daraus folgt mit Induktion für alle n ∈ N:

x(t) < x(t+ nq)− np

oder nach Division durch nq

x(t)

nq
<
x(t+ nq)

nq
− p

q
.

Der Grenzübergang n→∞ ergibt

0 ≤ α− p

q

und da α irrational ist, haben wir αq > p.

ii) Für die umgekehrte Implikation argumentieren wir indirekt: Für x(t) ≥
x(t+ q)− p erhalten wir, wenn wir wie in i) vorgehen, α < p/q.

b) Für θ = a(j + t)− k ist

u(t+1, θ) = u(t+1, α(j+t)−k) = u(t+1, α(j−1+t+1)−k) = x(t+j)−k = u(t, θ) .

c) u(t, θ + 1) = u(t, α(j + t)− k + 1) = x(t+ j)− k + 1 = u(t, θ) + 1. 2

Für t = 0 erhalten wir

u(0, θ + α) = x(j + 1)− k = f(x(j)− k) = f(u(0, θ))

also mit u0 = u(0, ·)
u0(θ + α) = f ◦ u0(θ) .

Die Abbildung f ist also konjugiert zur Rotation um den Winkel α. Aller-
dings ist aber u nur auf S, einer dichten Teilmenge von R definiert. Falls u stetig
fortgesetzt werden könnte, so wäre es wegen der in Satz 2.5.1 bewiesenen Mono-
tonie ein Homöomorphismus und f wäre wirklich konjugiert zu einer Rotation.

Wir definieren durch Abschluss zwei Funktionen u+ und u−:

u+(t, θ) = lim
θn→θ,θn>θ

u(t, θn)

u−(t, θ) = lim
θn→θ,θn<θ

u(t, θn) .
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Es gibt zwei Fälle:

Fall A): u+ = u− = u (d.h. u ist stetig).
Fall B): u+ 6= u−.

Im ersten Fall ist u = u(t, θ) stetig und streng monoton in θ: In der Tat, falls
θ < θ′ ist, so gibt es (j, k) und (j ′, k′) mit

θ < (t+ j)α− k < (t+ j′)α− k′ < θ′

und somit auch mit Satz 2.5.1 a)

u(t, θ) ≤ u(t, (t+ j)α− k) < u(t, (t+ j ′)α− k′) ≤ u(t, θ′)

und wir haben die strenge Monotonie. Das bedeutet, dass die Abbildung

h : (t, θ)→ (t, u(t, θ))

ein Homöomorphismus auf R ist, der als Homöomorphismus auf dem Torus auf-
gefasst werden kann, da er mit

(t, θ) 7→ (t+ j, θ + k)

vertauscht. Für jedes β ∈ R ist γβ ∈Mα, wo

γβ : t 7→ x(t, β) = u(t, αt+ β) .

und es gilt x(t, β) < x(t, β′) für β < β′. Wir haben also eine einparametrige Schar
von Extremalen.

Frage: Ist das ein Extremalenfeld? Formale Differentiation ergibt

d

dt
x(t, β) = (∂t + α∂θ)u(t, θ) = (∂t + α∂θ)uh

−1(t, x) .

Um ein Extremalenfeld zu haben, müsste

ψ(t, x) = (∂t + α∂θ)uh
−1(t, x) = ẋ(t, β)

stetig differenzierbar sein. Das ist im Allgemeinen nicht der Fall. Trotzdem kann
man sagen:

Satz 2.5.2
Falls α irrational ist, |α| ≤ A, γ : t 7→ x(t) ∈ Mα ist
und der Fall A) vorliegt, dann ist ψ = (∂t + α∂θ)uh

−1 ∈
Lip(T2).
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Beweis. (Der Beweis erfordert den Satz 2.5.3, siehe unten). Zuerst einmal ist ψ
auf dem Torus definiert, wegen

ψ(t+ 1, x) = ψ(t, x) = ψ(t, x+ 1) .

Für die Lipschitzstetigkeit müssen wir zeigen, dass eine Konstante L existiert,
sodass

|ψ(t′, x′)− ψ(t′′, x′′)| ≤ L(|t′ − t′′|+ |x′ − x′′|) .
Zu x′ = x(t′, β′) und x′′ = x(t′′, β′′) führen wir einen dritten Punkt y = x(t′, β′′)
ein.

|ψ(t′, y)− ψ(t′′, x′′)| = |ẋ(t′, β′′)− ẋ(t′′, β′′)|
≤ |t′ − t′′|C2(A)

|ψ(t′, x′)− ψ(t′, y)| = |ẋ(t′, β′)− ẋ(t′, β′′)|
≤ M(A)|x′ − y| (Satz 2.5.3)

≤ M(A)|x′ − x′′|
|ψ(t′, x′)− ψ(t′′, x′′)| < |ψ(t′, y)− ψ(t′′, x′′)|+ |ψ(t′, x′)− ψ(t′, y)|

≤ L(A)(|t′ − t′′|+ |x′ − x′′|)

mit L(A) = max{C2(A),M(A)}. Im ersten Schritt der zweiten Gleichung wurde
(Satz 2.5.3) benützt. 2

Satz 2.5.3
Seien γ, η ∈ Mα, γ : t 7→ x(t), η : t 7→ y(t), x(t) > y(t),
|α| ≤ A > 1. Dann gibt es eine Konstante M = M(A) mit
|ẋ− ẏ| ≤M |x− y|, ∀t ∈ R.

Beweis. Wir nehmen an, x, y ∈ M[−T, T ] und wissen bereits aus Lemma 2.3.4,
dass

|ẋ|, |ẏ| < C1(A) = c1A
2T−1 .

Sei ξ(t) = x(t)− y(t) > 0 in [−T, T ]. Es genügt

|ξ̇(0)| < M |ξ(0)|

zu zeigen, wegen der Invarianz des Problems bezüglich Zeittranslationen. Die Eul-
ergleichungen

d

dt
Fp(t, x, ẋ)− Fx(t, x, ẋ) = 0

d

dt
Fp(t, y, ẏ)− Fx(t, y, ẏ) = 0
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ergeben nach Subtraktion

d

dt
(A0ξ̇ +Bξ)− (Bξ̇ + Cξ) = 0

mit

A0 =

∫ 1

0

Fpp(t, x+ λ(y − x), ẋ+ λ(ẏ − ẋ) dλ

B =

∫ 1

0

Fpx(t, x+ λ(y − x), ẋ+ λ(ẏ − ẋ)) dλ

C =

∫ 1

0

Fxx(t, x+ λ(y − x), ẋ+ λ(ẏ − ẋ) dλ .

Aus den Annahmen (i) und (ii) aus schliessen wir

δ ≤ A0 ≤ δ−1

|B| ≤ λ

|C| ≤ λ2

mit λ = c0A
2T−1, wobei c0 eine nur von F abhängige Konstante ≥ 1 ist und A ≥ 1

eine Schranke für |α| oder für |x(T )− x(−T )|, |y(T )− y(−T )| ist. Mit folgendem
Lemma ist der Beweis von Satz 2.5.3 abgeschlossen. 2

Lemma 2.5.4

Es sei ξ = ξ(t) eine im Intervall [−T, T ] positive Lösung
der Jacobischen Gleichung d

dt (A0ξ̇+Bξ) = Bξ+Cξ. Dann
gilt

|ξ̇(0)| ≤Mξ(0) ,

wobei M = 5c0A
2T−1δ−2.

Beweis. Da ξ > 0 für t ∈ [−T, T ], können wir

η := A0
ξ̇

ξ
+B

bilden. Für t = −τ erhalten wir

d

dτ
η = −η̇ = − d

dt
(
A0ξ̇ +Bξ

ξ
)

=
d
dt (A0ξ̇ +Bξ)

ξ
+

ξ̇

ξ2
(A0ξ̇ +Bξ)

= −Bξ̇ + Cξ

ξ
+A0(

ξ̇

ξ
)2 +B

ξ̇

ξ

= A−1
0 (η2 − 2Bη +B2 −A0C)
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also
d

dτ
η = A−1

0 (η −B)2 − C .

Diese quadratische Differentialgleichung heisst Riccati-Gleichung. Wir wollen
|η(0)| abschätzen. Dabei können wir η(0) > 0 annehmen, denn wenn wir (t, h)
durch (−t,−h) und gleichzeitig B durch (−B) ersetzen, geht die Riccati-Gleichung
in sich über.

Behauptung: |η(0)| ≤ 4λδ−1.
Falls die Behauptung falsch ist, also η(0) > 4λδ−1, so folgt für t > 0, solange die
Lösung existiert

η(τ) ≥ η(0) > 4λδ−1 .

In der Tat ist für η > 4λδ−1

|2Bη|+ |B2 −A0C| < 2λη + λ2(1 + δ−1) < 2λη + 2λ2δ−1 <
δη2

2
+
δη2

4
=

3

4
η2δ

sodass aus der Riccattigleichung folgt

dη

dτ
≥ δ(η2 − 3

4
η2δ) ≥ δη2/4 > 0

und diese Ungleichung liefert nicht nur die Monotonie, sondern auch die Vergleichs-
funktion

η(τ) ≥ η(0)

1− η(0)δτ/4

die für t = 4δ−1η(0)−1 unendlich wird. Folglich wird

T < 4δ−1η(0)−1

oder η(0) < 4T−1δ−1 ≤ 4A2T−1δ−1 = 4λδ−1 im Widerspruch zu unserer Annah-
me. Also ist die Behauptung |η(0)| ≤ 4λδ−1 bewiesen. Wegen

ξ̇

ξ
= A−1

0 (η −B)

ist nun
|ξ̇(0)|
ξ(0)

≤ δ−1(4λδ−1 + λ) ≤ 5λδ−2 = 5c0A
2T−1δ−2

und das Lemma ist bewiesen. 2

Definition: Ein globales Lipschitz-Extremalenfeld auf
dem Torus ist gegeben durch ein Vektorfeld ẋ = ψ(t, x) mit
ψ ∈ Lip(T2), sodass jede Lösung x(t) extremal ist.
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Satz 2.5.2 sagt uns, dass eine Minimale mit irrationaler Rotationszahl im
Falle A) in ein globales Lipschitz-Extremalenfeld eingebettet werden kann.

Beispiel: Ungestörtes Pendel.
F = 1

2

(
p2 − 1

π cos(2πx)
)

hat die Eulergleichung

ẍ =
1

2
sin(2πx)

mit dem Energieintegral

E =
ẋ2

2
+

1

4π
cos(2πx) ≥ − 1

4π
.

Speziell für E = (4π)−1 wird daraus

ẋ2 =
1

2π
(1− cos(2πx)) =

1

π
sin2(πx)

oder

ẋ = ± sin(πx)/
√
π

und damit dies Periode 1 hat, nehmen wir

ẋ = | sin(πx)/
√
π| = ψ(t, x) .

ψ ist zwar nicht C1 aber Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
√
π.

In der Hamilton’schen Formulierung liegen die Dinge ganz ähnlich wie früher
bei C1-Extremalenfelder. Da Lipschitzflächen aber nur fast überall eine Tangen-
tialebene besitzen, geben wir die folgende Definition:

Definition: Die Lipschitzfläche Σ heisst invariant unter
der Strömung von H, falls das Vektorfeld

XH = ∂t +Hy∂x −Hx∂y

fast überall tangential ist zu Σ.
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Satz 2.5.5

Falls ẋ = ψ(t, x) ein Lipschitz-Extremalenfeld ist für F , so
ist

Σ = {(t, x, y) ∈ Ω×R | y = Fp(t, x, ψ(t, x)) }

Lipschitz und invariant unter der Strömung von H. Umge-
kehrt gilt: Falls Σ eine unter der Strömung von H invari-
ante Fläche ist, die gegeben ist durch

Σ = {(t, x, y) ∈ Ω×R | y = h(t, x) }

wo ψ ∈ Lip(Ω) ist, so ist das Vektorfeld ẋ = ψ(t, x) definiert
durch

ψ = Hy(t, x, h(t, x))

ein Lipschitz-Extremalenfeld.

Im Beispiel vom mathematischen Pendel, das im ersten Paragraphen vorkam,
hatten wir invariante C1 Tori :

Mit dem Energiewert E = (4π)−1 haben wir jedoch gesehen, dass das Extre-
malenfeld nur noch Lipschitzstetig war. Genauso ist der invariante Torus nur noch
Lipschitzstetig.

Nachdem uns jetzt im Falle α irrational, Fall A), die Konstruktion eines Lip-
schitzextremalenfeldes gelungen ist, stellt sich die Frage, ob es vielleicht andere
ψ ∈Mα gibt, die nicht in dieses Extremalenfeld eingebettet werden können. Aus-
gehend von einem solchen ψ könnte man ein anderes Extremalenfeld konstruieren.
Die Antwort ist negativ:

Satz 2.5.6

Falls γ, η ∈ Mα, γ : t 7→ x(t), η : t 7→ y(t), α irrational
und der Fall A) vorliegt für γ, so gilt:
Es existiert ein β ∈ R, sodass y = u(t, αt + β) und für η
liegt auch Fall A) vor.

Der Beweis von Satz 2.5.6 folgt später.

Bemerkungen:
1) Satz 2.5.6 sagt, dass alle Elemente von Mα zum Extremalenfeld gehören, das
von γ erzeugt wird und dass die Fallunterscheidung A) und B) unabhängig vom
Element γ ∈Mα ist.
2) Im Falle A) gibt es zu jedem α genau ein γ ∈ M(α), mit x(0) = α. Das folgt
aus dem Existenz und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen.
3) Im Falle A) liegt jedes γ ∈Mα dicht auf T2, weil die Abbildung in diesem Fall
ein Homöomorphismus ist.
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Was passiert im Fall B)? Kann er überhaupt auftreten?

Beispiel: Betrachte F = 1
2p

2 + V (t, x). Wir nehmen an, der Torus sei durch
|x| ≤ 1/2, |t| ≤ 1/2 parametrisiert und definieren V wie folgt als C∞(T2)-Funktion
für 0 < ρ < r ≤ 1/6:
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V (t, x) ≥M ≥ 1 , ρ2 ≥ x2 + t2

V (t, x) = v(t2 + x2) ≥ 0 , ρ2 ≤ x2 + t2 ≤ r2

V (t, x) = 0 , x2 + t2 ≥ r2 .

Behauptung: Für jedes α ∈ R mit ρ2M > 6(|α|+ 1|)4 liegt der Fall B) vor
für Mα.

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe ein α ∈ R mit

ρ2M > 6[|a|+ 1]4

und es läge der Fall A) vor. Nach obiger Bemerkung 3) gäbe es eine Minimale
γ ∈M, γ : t 7→ x(t) mit x(0) = 0.

Wir werden zeigen, dass γ nicht minimal ist in der Klasse der Kurven, die
von A := (t1, a = x(t1)) = (−0.5, x(−0.5)) nach B = (t1, b = x(t2)) = (0.5, x(0.5))
verlaufen und kriege so einen Wiederspruch.

Da nach Satz 2.4.4 |x(t + j) − x(t) − jα| ≤ 1 ist, gilt für jedes j ∈ Z die
Ungleichung

m := |x(
1

2
)− x(−1

2
)| ≤ 1 + |α| .

A

B

r

1/2-r

< my(t)

A

B

x(t)

t t1 2
0.5-0.5

ρ
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Seien t1 und t2 so gewählt, dass

t1 < 0 < t2

t2 + x(t)2 ≤ ρ2, t ∈ [t1, t2] .

Das heisst, dass der Durchmesser 2ρ von Bρ = {(t, x) | t2 + x2 ≤ ρ2 } kleiner oder
gleich ist der Länge von γ zwischen x(t1) und x(t2):

2ρ ≤
∫ t2

t1

√
1 + ẋ2 dt ≤

√
t2 − t1[

∫ t2

t1

(1 + ẋ2) dt]1/2

und so ist ∫ t2

t1

(1 + ẋ2) dt ≥ 4ρ2

τ
.

Die Wirkung von γ zwischen A und B kann nun abgeschätzt werden:

∫ 1/2

−1/2

F (t, x, ẋ) dt ≥
∫ t2

t1

F (t, x, ẋ) dt

≥
∫ t2

t1

1

2
(ẋ2 + 1) + (M − 1

2
) dt

≥ 2ρ2

τ
+ (M − 1

2
)τ .

Mit der speziellen Wahl τ = 2ρ[2M − 1]−1/2 gibt das

∫ 1/2

−1/2

F (t, x, ẋ) dt ≥ 2ρ2

τ
+ (M − 1

2
)τ = 2ρ

√
2M − ρ .

Nun wählen wir einen speziellen Weg η : t 7→ y(t), der vollständig im Gebiet
verlaufen soll, wo V = 0 ist. Das kann gemacht werden mit einer gebrochenen
Geraden t 7→ y(t), wo

ẏ ≤ m

(1/2− r) ≤ 3m .

Es ist dann

∫ 1/2

−1/2

F (t, y, ẏ) dt ≤
∫ 1/2

−1/2

ẏ2

2
dt ≤ 9

2
m2 ≤ 9

2
(1 + |α|)2 .

Wegen der Minimalität von γ gilt nun

2ρ
√

2M − ρ ≤ 9

2
(1 + |α|)2
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und das heisst

4ρ2(2M − ρ) ≤ 81

4
(1 + |α|)4

4Mρ2 ≤ 81

4
(1 + |a|)4

Mρ2 ≤ 6(1 + |a|)4

was ein Widerspruch ist zur obigen Annahme. 2

Bemerkungen:
1) Da V beliebig genau durch reell analytische V approximiert werden kann, ist
auch klar, dass ein reell analytisches V existiert, sodass wir im Fall B) sind.
2) Ohne Beweis merken wir an, dass wir in diesem Beispiel für festes ρ, r,M mit
genügend grossem α immer im Fall A) liegen. Grosses α bedeutet nämlich, dass
der Summand p2/2 gegenüber V (t, x) grosses Gewicht hat. Es ist dann gleichbe-
deutend, ob wir im gegebenen Variationsproblem gegeben durch F mit α nach ∞
gehen, oder ob wir das Variationsproblem gegeben durch

F ′ =
p2

2
+ εV (t, x)

für ε→ 0 betrachten. Das ist dann ein Problem der Störungsrechnung und Thema
der sogenannten KAM- Theorie.

Sei γ ∈Mα, α irrational undMα sei im Fall B). Nach Definition ist u+ 6= u−,
wobei u+ und u− die zu γ gehörigen oben konstruierten Funktionen sind. Für jedes
t ist {θ | u+(t, θ) 6= u−(t, θ) } abzählbar.

Definition: Wir definieren die Mengen

M±t := {u±(t, θ) | θ ∈ R }

und die Limesmenge der Bahn γ

M(γ) = {u±(t, θ) | t, θ ∈ R } .

Mt := M+
t ∩M−t ist die Menge der Stetigkeitspunkte von u+ rsp. u−. Es

gibt nur abzählbar viele Unstetigkeitspunkte. Ein wichtiges Resultat dieses Ab-
schnitts ist der folgende Satz:

Satz 2.5.7
Sei α irrational, γ : t 7→ x(t), η : t 7→ y(t) ausM(α) mit ih-
ren entsprechenden Funktionen u± und v±. Dann existiert
eine Konstante c ∈ R so dass u±(t, θ) = v±(t, θ + c).
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Beweis.
1) Es genügt, die Behauptung für t = 0 zu zeigen. Sei nämlich gezeigt, dass

(mit der Notation u±0 (θ) = u±(0, θ)) ein c existiert mit

u±0 (θ) = v±0 (θ + c), ∀θ .
Dann gilt auch

u±0 (θ + α) = v±0 (θ + α+ c) .

Definiere für festes θ

γ̃ : t 7→ x̃(t) := u±(t, αt+ θ)

η̃ : t 7→ ṽ(t) := v±(t, αt+ θ + c)

γ̃ und η̃ sind in Mα. Wegen den zwei Schnittpunkten

x̃(1) = ỹ(1)

x̃(0) = ỹ(0)

müssen γ̃ und η̃ zusammenfallen. Ersetzung von αt+ θ durch αt+ θ+ c ergibt die
Behauptung u±(t, θ) = v±(t, θ + c).

2) Falls für ein λ ∈ R und ein θ ∈ R gilt v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) < 0, dann folgt
v0(θ + λ)− u0(θ) ≤ 0, ∀θ ∈ R.

Andernfalls ändert v−0 (θ+ λ)− u−0 (θ) das Vorzeichen und wegen der Halbst-
etigkeit existieren Intervalle I+ und I− positiver Länge, sodass

v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) > 0, in I+

v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) < 0, in I− .

Wir setzen

x̃(t) = u−0 (t, αt)

ỹ(t) = v−0 (t, αt+ λ) .

Dann wird

ỹ(j)− x̃(j) = ỹ(j)− k − (x̃(j)− k) = v−0 (λ+ αj − k)− u−0 (αj − k)

und das ist > 0, falls αj − k ∈ I+ und < 0 falls αj − k ∈ I−. Da αj − k dicht ist
in R, schneiden sich x̃ und ỹ unendlich oft. Widerspruch.

3) c := sup{λ | v−0 (θ + λ) − u−0 (θ) ≤ 0, ∀θ } ist endlich und das Supremum
wird angenommen.
Es gibt eine endliche Konstante M , sodass für alle θ ∈ R gilt

|v−0 (θ + λ)− (θ + λ)| ≤M
|u−0 (θ)− θ| ≤M
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da wegen Satz 2.5.1 die beiden Funktionen auf der linken Seite periodisch sind.
Somit ist auch

|v−0 (θ + λ)− u−0 (θ)− λ| ≤ 2M

oder
v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) ≥ λ− 2M

und da die linke Seite ≤ 0 ist, folgt

λ ≤ 2M

und c ist endlich. Wenn eine Folge λn von unten gegen c geht mit

v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) ≤ 0, ∀θ,

so folgt
v−0 (θ + c)− u−0 (θ) ≤ 0, ∀θ

wegen der Linksstetigkeit von v−0 .

4) v−0 (θ+c)−u−0 (θ) = 0, falls θ+c eine Stetigkeitsstelle von v−0 ist. Andernfalls
∃θ∗ mit

v−0 (θ∗ + c)− u−0 (θ∗) < 0

wo θ∗+ c eine Stetigkeitsstelle ist. Das impliziert auch, dass ein λ > c existiert mit

v−0 (θ∗ + λ)− u−0 (θ∗) < 0 .

Mit Behauptung 2) folgern wir, dass

v−0 (θ + λ)− u−0 (θ) ≤ 0, ∀θ

und das steht im Widerspruch zur Minimalität von γ.

5) v±0 (θ + c) = u±0 (θ), ∀θ.
Da es nur abzählbar viele Unstetigkeitstellen gibt, werden v+

0 und u−0 durch die
Werte an den Stetigkeitsstellen eindeutig festgelegt:

v−0 (θ + c) = u−0 (θ), ∀θ .

Auch ist v+
0 = v−0 und u+

0 = u−0 an den Stetigkeitsstellen und deshalb gilt für
dasselbe c auch

v+
0 (θ + c) = u+

0 (θ), ∀θ .
2

Im nächsten Satz wird die Lückenbreite

ξ(t) = x+(t)− x−(t) = u+(t, αt+ β)− u+(t, αt+ β)

abgeschätzt:
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Satz 2.5.8

Sei |a| ≤ A und M(A) die Konstante von Satz 2.5.3. Es
existiert eine Konstante C = C(A) = log(M(A)), mit

exp(−C|t− s|) ≤ ξ(t)/ξ(s) ≤ exp(C|t− s|) .

Beweis. Nach Satz 2.5.3 gilt
|ξ̇(t)| ≤Mξ(t)

und somit

|ξ̇|/ξ ≤ M

| d
dt

log ξ| ≤ M

| log ξ(t)− log ξ(s)| ≤ M |t− s| .

2

Satz 2.5.9
Für α irrational istMα totalgeordnet. d.h. ∀γ, η ∈Mα gilt
γ < η oder γ = η oder γ > η.

Bemerkungen:
1) Satz 2.5.9 besagt, dass sich zwei Minimale mit der gleichen Rotationszahl nicht
schneiden.
2) Wie wir im nächsten Paragraphen sehen werden, ist diese Aussage für α ∈ Q
falsch. Es gibt in diesem Fall Paare einander sich schneidende Bahnen, sogenannte
homokline Bahnen.
3) Noch eine andere Formulierung von Satz 2.5.9 wäre: Die Projektion

p :Mα → R, x 7→ x(0)

ist injektiv. Das heisst, dass für jedes a ∈ R höchstens ein x ∈ M existiert mit
x(0) = a. Im Falle A) ist die Projektion p auch surjektiv im Gegensatz zu Fall B).
4) Aus Satz 2.5.9 folgt Satz 2.5.5.

Beweis von Satz 2.5.9:

Beweis. Wir benützen, dass für x ∈Mα die Menge der Bahnen

{γjk : x(t+ j)− k }

und somit auch ihr Abschluss in M(x) total geordnet ist.
Da nach Definition u−(t, αt+ β) ∈Mα(x) ist, folgt die Behauptung für

y(t) = u±(t, αt+ β) .
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Es bleibt nur der Fall, wo y sich in den Lücken der Mathermenge von x befindet,
d.h.

u−(0, β) < y(0) < u+(0, β) .

Da nach Satz 2.5.7 die Funktionen u± auch von y erzeugt werden, gilt ∀t

u−(t, αt+ β) < y(t) < u−(t, αt+ β)

und wir brauchen die Behauptung nur noch zu zeigen, falls sich sowohl x als auch
y in derselben Lücke der Mathermenge befinden. Sei also

u−(0, β) < x(0) ≤ y(0) < u+(0, β) .

Wir behaupten, dass die Lückengrösse

ξ(t) := u+(t, αt+ β)− u−(t, αt+ β) > 0

gegen 0 geht für t → ∞. Das würde bedeuten, dass x und y asymptotisch sind
und mit Satz 2.5.3 auch |ẋ − ẏ| → 0 und wir wären mit Satz 2.6 c) fertig. Der
Flächeninhalt der Lücke ∫

R

ξ(t) dt ≤ µ(T2)

ist endlich, wo µ(T2) die Fläche des Torus ist. Aus Satz 2.5.8 wissen wir, dass für
t ∈ [n, n+ 1) gilt

M−1 ≤ ξ(t)/ξ(n) ≤M
und da ∑

n∈N

ξ(n) ≤M
∫

R

ξ(t) dt <∞

ist limn→∞ ξ(n) = limt→∞ ξ(t) = 0. 2

Wir lassen die Frage offen, ob es minimale Bahnen in den Lücken der Ma-
thermengen gibt und wollen die anderen, die Bahnen der Form

x(t) = u±(t, αt+ β)

charakterisieren. Sei

Uα = {x ∈Mα | ∃βx(t) = u±(αt+ β) } .

Definition: Eine Extremale x(t) heisst rekurrent, falls es
Folgen jn und kn gibt mit jn →∞, sodass x(t+ jn)− kn−
x(t)→ 0 für n→∞. Die Menge der rekurrenten Minimalen
bezeichnen wir mit Mrec und Mrec

α :=Mrec ∩Mα.
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Satz 2.5.10 Für irrationales α ist Uα =Mrec
α .

Beweis.
(i) Uα ⊂Mrec

α .
Falls x ∈ Uα, x = u+(t, αt+ β), so ist

x(t+ jn)− k = u+(t, αt+ β + αjn − kn)

und es genügt, Folgen jn, kn zu bestimmen, mit αjn−kn → 0. Also ist x rekurrent.
Genauso für x = u−(t, αt+ β).

(ii) Mrec
α ⊂ Uα

Wir nehmen an, x ∈ Mα \ Uα. D.h. x ist rekurrent und befindet sich in einer
Lücke:

u−(0, β) < x(0) < u+(0, β)

x(jn)− kn → x(0), jn →∞ .

Nach Konstruktion von u±(0, β), ist

x(jn)− kn → u±(0, β)

d.h. x(0) = u±(0, β). Widerspruch. 2

Definition: Wir definieren Mrec
α (γ) :=Mα(γ) ∩Mrec

α .

Satz 2.5.11

Falls α irrational ist, so gilt ∀γ1, γ2 ∈Mα und

Mrec
α (γ1) =Mrec

α (γ2) =Mrec
α .

Beweis. Nach Satz 2.5.10 ist Mrec
α = Uα und nach Konstruktion ist Mrec

α (γ) =
Uα. Satz 2.5.7 besagte, dass Uα unabhängig von γ ist. 2

Für jedes (j, k) ∈ Z2 lässt

Tj,k :M→M

Mα und also auch Mrec
α invariant. Welches sind die kleinsten, nicht leeren Tj,k

invarianten, abgeschlossenen Teilmengen in Mα?

Satz 2.5.12
Es gibt in Mα genau eine kleinste, nichtleere Tj,k-
invariante abgeschlossene Teilmenge, nämlich Mrec

α .
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Beweis. Mrec
α ist Tj,k-invariant, abgeschlossen und nicht leer. Habe M∗α ⊂ Mα

die gleichen Eigenschaften und sei x∗ ∈ M∗α. Dann ist wegen der Abgeschlossen-
heit und Invarianz Mrec

α (x∗) ⊂M∗α und wegen Satz 2.5.11 auch Mrec
α ⊂M∗α. 2

Wir haben Mα für irrationale α durch Approximation durch periodische
Minimale erhalten. Jetzt können wir zeigen, dass jede rekurrente Minimale durch
periodische Minimale approximiert werden kann.

Satz 2.5.13
Jedes x ∈ Mrec

α lässt sich durch periodische Bahnen in M
approximieren.

Beweis. Die Menge M∗ der sich durch periodische Minimalen approximierbaren
Bahnen ist Tj,k invariant, abgeschlossen und nicht leer. Wegen Satz 2.5.12 gilt
Mrec

α ⊂M∗. 2

Definition: Man nennt die Elemente in Mrec
α Mather-

mengen falls wir im Falle B) sind.

Mathermengen sind perfekte Mengen, d.h.abgeschlossene nirgends dichte,
Mengen bei denen jeder Punkt Häufungspunkt ist. Ein Synonym zum Begriff per-
fekte Menge ist Cantormenge.

Fassen wir die wesentliche Aussage von diesem Paragraphen zusammen:

Satz 2.5.14

Für irrationale α gilt:

Fall A): Alle Minimale x ∈Mα sind dicht auf dem Torus,
d.h. für alle (t, a) ∈ R2 existiert eine Folge (jn, kn) ∈ Z2

mit x(t+ jn)− kn → a.

Fall B): Keine Minimale γ ∈Mα ist dicht auf dem Torus,
d.h. falls u−(0, β) < a < u+(0, β), so ist (0, a) niemals
Häufungspunkt von x.

Wir wissen, dass beide Fälle A) und B) vorkommen. Es ist jedoch eine deli-
kate Aufgabe, zu entscheiden, in welchem der Fälle wir sind. Die Antwort hängt
davon ab, wie gut sich α durch rationale Zahlen approximieren lässt.

Anhang: Denjoytheorie
Die hier entwickelte Theorie ist verwandt mit der Denjoytheorie, die schon

im ersten Drittel des 20 ten Jahrhunderts entwickelt wurde und deren Hauptre-
sultat wir hier noch ohne Beweis aufführen.

Sei f ein orientierungserhaltender Homöomorphismus des Kreises T auf sich.
Das folgende Lemma von Poincaré sollte mit Satz 2.4.1 verglichen werden.
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Lemma 2.5.15
Die Rotationszahl α(f) = limn→∞ fn(t)/n existiert und ist
unabhängig von t.

Sei St = {α(j + t) − k | (j, k) ∈ Z2 } und S = {(t, θ) | θ = α(j + t) − k ∈
St, t ∈ R } und

u : S → R , (t, θ = α(j + t)− k)→ f j(t)− k .

Der nächste Satz sollte mit Satz 2.5.1 verglichen werden:

Satz 2.5.16

a) u ist streng monoton in θ, d.h.

α(j + t)− k < a(j′ + t)− k′ ⇔ f j(t)− k < f j
′
(t)− k′ .

b) u(t+ 1, θ) = u(t, θ).
c) u(t, θ + 1) = u(t, θ) + 1.

Wieder definieren durch Abschluss die zwei Funktionen u+ und u−:

u+(t, θ) = lim
θ<θn→θ

u(t, θn)

u−(t, θ) = lim
θ>θn→θ

u(t, θn)

und haben wieder die zwei Fälle:

Fall A): u+ = u− = u (d.h. u ist stetig)
Fall B): u+ 6= u−.

Die Menge

L±(t) := {ω ∈ T | ∃jn → ±∞, f jn(t)→ ω } .

ist abgeschlossen und f -invariant. Der folgende Satz von Denjoy (1932) sollte mit
den Sätzen 2.5.10, 2.5.11, 2.5.12 verglichen werden.

Satz 2.5.17

Ist α irrational, so ist L = L+(t) = L−(t) unabhängig von
t und die kleinste nicht leere f -invariante, abgeschlossene
Teilmenge von T . Im Falle A) ist L = T, im Falle B) ist
L eine perfekte Menge. Falls f ′ von beschränkter Variation
ist, sind wir im Fall A). Für f ∈ C1 gibt es Beispiele, wo
wir im Fall B) sind.

Im Falle B) nennt man die Menge L Denjoy-Minimalmenge. Wir sehen
jetzt den Zusammenhang :
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Die Schnitte der Mathermenge mit t = t0 sind Denjoy-
Minimalmengen einer Fortsetzung der Abbildung f : x(j)−
k → x(j + 1)− k.

2.6 Mα für α rational

Sei α = p/q mit q 6= 0. Wir haben in Lemma 2.4.6 von Paragraph 2.4 und Satz 2.2.2
gesehen, dass

Mp/q ⊃M(q, p) 6= ∅ .

Dabei ist M(p/q) =M(q, p) die Menge der minimalen periodischen Bahnen vom
Typ (q, p).

Frage: Ist Mp/q = M(p/q)? Nein! Tatsächlich gibt es Paare von Bahnen in
Mp/q, die sich einmal schneiden und somit nicht im totalgeordneten M(p/q) lie-
gen können.

Beispiele:
1) F = p2/2, ẍ = 0, x(t) = αt+ β. In diesem Fall ist Mp/q =M(p/q).

2) F = p2/2 + cos(2πx) , E = ẋ2/2 + cos(2πx) ist konstant. Nimm α = 0. Es
giltM0 6= M(0), daM(0) nicht totalgeordnet ist undM nach Satz 2.5.9 totalge-
ordnet ist.M(0) ist nicht wohlgeordnet, da sich für E = (4π)−1 die Separatrizen,
die durch

ẋ = ±| sin(πx)|/√π

gegeben sind und die Rotationszahl 0 haben, schneiden.

Definition: Zwei periodische Bahnen x1 < x2 ∈ M(p/q)
heissen benachbart, falls kein x ∈ M(p/q) existiert mit
x1 < x < x2.

Beachte, dassM(p/q) wohlgeordnet ist und die Definition darum einen Sinn
macht.
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Satz 2.6.1

Es sei γ ∈Mp/q. Dann gibt es drei Möglichkeiten:

a) γ ∈M(p/q), also x(t+ q)− p = x(t).

b+) Es gibt zwei benachbarte periodische Minimale
γ1 > γ2, γi ∈M(p/q) : γi : t 7→ xi(t), sodass

x1(t)− x(t)→ 0 für t→∞ und
x2(t)− x(t)→ 0 für t→ −∞.

b−) Es gibt zwei benachbarte periodische Minimale
γ1 > γ2, γi ∈M(p/q) : γi : t 7→ xi(t), sodass

x2(t)− x(t)→ 0 für t→∞ und
x1(t)− x(t)→ 0 für t→ −∞.

Definition: x1 und x2 heissen heterokline Bahnen und
im Falle x1 = x2 (mod 1) nennt man sie homokline Bah-
nen. Wir nennen die Menge der x, die im Falle b±) sind
M±p/q.

Beweis. Sei γ ∈Mp/q, γ : t 7→ x(t) aber in γ /∈M(p/q). Also ist für alle t

(i) x(t+ q)− p > x(t) oder

(ii) x(t+ q)− p < x(t) .

Wir werden zeigen, dass (i) impliziert, dass b+) eintritt: Die Folge

yj(t) = x(t+ jq)− pj

ist wegen (i) für j →∞monoton zunehmend und beschränkt wegen der Abschätzung

|yj(t)− yj(0)| ≤ C0

also konvergiert yj gegen eine Funktion x2(t), die wieder inMp/q ist. Sie ist sogar
periodisch vom Typ (q, p) und liegt damit in M(p/q). Genauso konvergiert yj für
j → ∞ gegen eine Funktion x ∈ M(p/q). Es bleibt zu zeigen, dass x1 und x2

benachbart sind. Sei γ∗ : x∗ ∈ M(p/q) mit x1 < x∗ < x2 gegeben und sei A der
jetzt obligate Schnittpunkt von x∗ mit x.

Es ist also A = (t0, x(t0)) = (t0, x
∗(t0)). Wir definieren noch die Punkte

B = (t0+q, x∗(t0+q)), P = (T−q, x(T−q)) und Q = (T, z(T )), wo z : t 7→ x(t−q)
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und T > t0 + q. Die neuen Kurven

x̃∗1(t) :=

{
x∗(t), t ∈ [t0, t0 + q]
z(t) t ∈ [t0 + q, T ]

x̃∗2(t) :=

{
x(t), t ∈ [t0, T − q]
w(t) t ∈ [T − q, T ]

mit w(t) = (T−t)x(t)−(T−q−t)z(t) sind Konkurrenten in der Klasse der Kurven
zwischen A und Q. Es gilt

∫ T−q

t0

F (t, x, ẋ) dt =

∫ T

t0+q

F (t, z, ż) dt

und
∫ T

T−q
F (t, w, ẇ) dt =T→∞

∫ T

T−q
F (t, x̃2, ˙̃x2) dt

=

∫ t0+q

t0

F (t, x̃2, ˙̃x2) dt

=

∫ t0+q

t0

F (t, x∗, ẋ∗) dt .

Die erste Gleichung gilt asymptotisch für T →∞. Die zweitletzte Gleichung folgte
aus der Periodizität von x2, die die letzte aus der Minimalität von x2 und x∗ in
M(p/q). Somit sind für T → ∞ die Wirkungen von x̃1 und x̃2 zwischen A und
Q approximativ gleich. Die Wirkung des Weges t 7→ x̃1(t) kann man jedoch bei B
um einen festen (und T unabhängigen) Betrag kleiner machen, da y dort eine Ecke
hat, sodass x∗ zwischen A und P nicht minimal sein kann. Das ist ein Widerspruch
und somit ist die Annahme der Existenz von x∗ absurd. Dass aus (ii) der Fall b)
folgt, geht analog. 2

Satz 2.6.2

Falls x1, x2 ∈ M(p/q) benachbart sind, dann gibt es min-
destens 2 nichtperiodische x+, x− ∈Mp/q, wobei x± asym-
ptotisch ist zu x2 für t→ ±∞ und assymptotisch zu x1 für
t→ ∓∞.

Beweis. Seien x1(t) und x2(t) zwei benachbarte Minimale ausM(p/q). Nach dem
Existenzsatz 2.2.1 existiert für jedes n ∈ N eine Minimale zn(t) mit zn(−n) =
x1(−n), zn(n) = x2(n).

Wir nennen xm(t) = [x1(t) + x2(t)]/2 die Mittellinie von x1 und x2. Durch
Zeittranslation kann man immer erreichen, dass

z̃n(t) = zn(t+ τn)
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im Intervall [0, q] die Mittellinie xm schneidet. Wegen der in Satz 2.4.9 bewiesenen
Kompaktheit gibt es eine Teilfolge von z̃n, die inMp/q gegen ein Element x+ kon-
vergiert, das ebenfalls die Mittellinie xm im Intervall [0, q] schneidet. Ausserdem
ist zm nicht periodisch, da zwischen x1 und x2 nach Annahme keine periodische
Minimale vom Typ (q, p) existiert. Also folgt die Behauptung aus Satz 2.6.1. Es
ist offensichtlich, wie man x− analog konstruiert. 2

Beispiel: Heterokline Verbindung zweier benachbarten Geodäten (M.Morse
1924) [23]

Sind auf dem Torus zwei minimale benachbarte geschlossene Geodäten glei-
cher Länge gegeben, so lassen sie sich, (wie wir unten sehen werden), durch eine
asymptotische Geodäten verbinden.

Die Sätze 2.6.1 und 2.6.2 könnenen wir kurz so zusammenfassen:

Satz 2.6.3
Mp/q = M+

p/q ∪ M−p/q ∪ M(p/q). Falls nicht Mp/q =

M(p/q), so ist M−p/q 6= ∅ und M+
p/q 6= ∅.

Zusatz: Stabilität der periodischen Minimalen.
Eine periodische Extremale x vom Typ (q, p) erfüllt die Eulergleichung

d

dt
Fp(t, x, ẋ) = Fx(t, x, ẋ) .

Sei ξ eine Lösung der Jacobigleichung

d

dt
(Fppξ̇) + (

d

dt
Fpx − Fxx)ξ = 0

kurz notiert als
d

dt
(aξ̇) + bξ = 0, a = Fpp(t, x, ẋ) > 0 .

Mit ξ(t) ist auch ξ(t + q) Lösung und wenn ξ1 und ξ2 zwei Lösungen sind,
so ist die Wronski-Determinante [ξ1, ξ2] := a(ξ̇1ξ2 − ξ̇2ξ1) eine Konstante. Sie
ist verschieden von Null genau dann, wenn ξ1 und ξ2 linear unabhängig sind. In
diesem Fall gibt es eine Matrix A, sodass

(
ξ1(t+ q)
ξ2(t+ q)

)
= A

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
,

oder W (t+ q) = W (t) mit W =

(
ξ1 ξ̇1
ξ2 ξ̇2

)
. Der Vergleich der Wronskischen

a(t+ q)detW (t+ q) = [ξ1, ξ2](t+ q) = [ξ1, ξ2](t) = a(t)detW (t)
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liefert wegen a(t+ q) = a(t) > 0

det(A) = 1

und das bedeutet, dass mit λ auch λ−1 Eigenwert ist von A und es gibt drei
Möglichkeiten:

elliptischer Fall |λ| = 1, λ 6= ±1 (stabiler Fall )
parabolischer Fall |λ| = ±1
hyperbolischer Fall λ reell, λ 6= ±1 (instabiler Fall)

Definition: Wir sagen, die Extremale x sei elliptisch, hy-
perbolisch oder parabolisch, je nachdem wir im ellipti-
schen, hyperbolischen oder parabolischen Fall sind.

Es stellt sich heraus, dass periodische Minimale nicht stabil sind:

Satz 2.6.4
Periodische Minimale γ ∈ M(p/q), γ : t 7→ x(t) sind nicht
elliptisch.

Beweis. Wir wissen, dass für alle globalen Minimalen γ ∈ M(p/q) eine Lösung
ξ 6= 0 der Jacobigleichungen höchstens eine Nullstelle besitzen kann. Denn wenn
zwei Nullstellen existieren würden, hätte man einen konjugierten Punkt, was nach
Jacobi’s Satz 1.3.1 nicht möglich ist. Nehmen wir an, γ sei elliptisch. Es gibt dann
nach Definition eine komplexe Lösung der Jacobigleichung ζ(t), die

ζ(t+ q) = λζ(t), |λ| = 1, λ = eiαq 6= 0, 1, α ∈ R

erfüllt. Für π(t) = e−iαtζ(t) gilt somit

π(t+ q) = π(t) .

Natürlich ist auch
ξ(t) = Reζ(t) = Re(eiαtπ(t))

eine Lösung der Jacobigleichung. Aus eiαq 6= 0, 1 folgt, dass es ein N > 1 gibt,
sodass

Re(exp(iNαq)) < 0

ist. Das bedeutet, dass
ξ(t+Nq)ξ(t) < 0

und ξ damit eine Nullstelle t ∈ [0, Nq] besitzt. Es sind dann aber auch t + kNq
Nullstellen für k ∈ N. Das ist ein Widerspruch. 2
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Wir wollen noch zeigen, dass die Situation für n > 1 völlig anders liegt und
das obige Argument nicht fasst. Dazu betrachten wir für n = 2 das Integral

∫ t2

t1

| ẋ2 − αJx|2 dt

mit x ∈ Lip(R,R2) wobei J =

(
0 1
−1 0

)
und α eine reelle Konstante ist. Für

die Klasse der periodischen Kurven

x(t+ 1) = x(t)

ist offenbar x ≡ 0 eine Minimale, da

I(x)|t2t1 =

∫ t2

t1

|ẋ− αJx|2 dt ≥ 0 .

Andererseits ist die Jacobigleichung durch

ξ̈ − 2αJξ̇ + α2ξ = (
d

dt
− αJ)2ξ = 0

gegeben. Es sei nun c ∈ C2 \ {0 } ein komplexer Eigenvektor von J , etwa

c =

(
1
i

)
, Jc = ic .

So ist offensichtlich
ξ(t) = Re(eiαtc)

eine nichttriviale Lösung der Jacobigleichung. D.h x = 0 ist elliptisch. Allerdings
besitzt x keine Nullstelle. Wäre nämlich ξ(τ) = 0, so könnten wir durch Translation
ξ(0) = 0 erreichen, d.h. c = −c. Aus

Jc = ic

würde dann Jc = −ic folgen. d.h. c = 0, was impliziert, dass ξ identisch 0 ist.
Dieses Beispiel zeigt also, dass für n ≥ 2 periodische Minimale sehr wohl elliptisch
sein können.

Zusatzbemerkung über die mittlere Wirkung:

Definition: Für γ ∈Mα definieren wir die mittlere Wir-
kung als

Φ(γ) = lim
T→∞

T−1

∫ T

0

F (t, x, ẋ) dt
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Satz 2.6.5

a) Für γ ∈Mα ist die mittlere Wirkung endlich. Sie ist un-
abhängig von γ. Wir schreiben desshalb auch Φ(α) = Φ(γ)
mit γ ∈Mα.

b) Auf Q ist α 7→ Φ(α) streng konvex und Lipschitzstetig.

Es ist zu vermuten, dass α 7→ Φ(α) auf ganz R stetig ist.

Beweis.
a) Für α = p/q und x periodisch ist, folgt die Behauptung aus

Φ(α) = q−1

∫ q

0

F (t, x, ẋ) dt .

Im Falle α = p/q, wo x nicht periodisch ist, ist die Aussage aus der Tatsache
ersichtlich, dass x nach Satz 2.6.1 asymptotisch ist zu einem periodischen x̃.

Für irrationles α können wir γ ausMα voraussetzen, da nicht rekursive Bah-
nen asymptotisch sind zu rekursiven Bahnen x̃ = u±(t, αt+ β).

Nach H.Weyl gilt für irrationale α, in t und θ periodische Riemannintegrier-
bare Funktionen f = f(t, θ)

lim
T→∞

T−1

∫ T

0

f(t, αt+ β) dt =

∫ 1

0

∫ 1

0

f(t, θ) dtdθ .

Das zeigt man zuerst für exp(2π(kt + jθ)), dann für trigonometrische Polynome,
dann für stetige Funktionen und schliesslich, durch untere Approximation, für
Riemannintegrierbare Funktionen. Die Behauptung folgt nun, wenn wir

f(t, θ) = F (t, u±(t, θ), (∂t + α∂θ)u
±(t, θ))

setzen.

b) Wir zeigen, dass für α = p/q, β = p′/q′ γ = ρα+ (1− ρ)β mit ρ = s/r ∈
(0, 1)

Φ(γ) < ρΦ(a) + (1− ρ)Φ(β)

gilt. Für x ∈M(p/q), y ∈M(p′/q′) definieren wir, falls x(t0) = y(t0) der obligate
Schnittpunkt ist von x und y

z(t) =

{
x(t), t ∈ [t0, t0 + qq′s]

y(t)− (p′q − pq′)s, t ∈ [t0 + qq′s, t0 + qq′r]

welches stückweise glatt, stetig und periodisch fortsetzbar ist. z hat die Rotations-
zahl

(p′q(r − s) + pq′s)/(q′qr) = (1− ρ)β + ρα = γ



2.6. Mα FÜR α RATIONAL 93

und da z nicht C2 ist, gilt

Φ(γ) <
1

qq′r

∫ qq′r

0

F (t, z, ż) dt = ρΦ(α) + (1− ρ)Φ(β)

und Φ ist Lipschitzstetig, da

Φ(γ)− Φ(β) < ρ(Φ(α)− Φ(β))

= [(γ − β)/(α− β)](Φ(α)− Φ(β))

≤ (γ − β)2 max(Φ(α),Φ(β))/(α− β) .

2

Zusatz: Ein degeneriertes Variationsproblem auf dem Torus.

Die Bestimmung von Mα für irrationales α ist rechnerisch reduziert auf die
Bestimmung von u = u±(t, θ), da u+ und u− ja fast überall übereinstimmen. u
erfüllt die Gleichung (schreibe D für ∂t + α∂θ )

DFp(t, u,Du) = Fx(t, u,Du)

und das sind die Eulergleichungen zum Variationsproblem

∫ 1

0

∫ 1

0

F (t, u,Du) dtdθ ,

wo u(t, θ)− θ Periode 1 in t und θ hat und u(t, θ) monoton ist in θ. Man könnte
das Problem der Bestimmung von u direkt so angehen. Die Schwierigkeit besteht
aber darin, dass für das Minimum, dessen Existenz leicht bewiesen werden kann,
die Gültigkeit der Euler-Gleichung nicht so leicht nachgewiesen werden kann. Es
könnte sein, dass die Minimalen am Rand der zulässigen Funktionen liegen könnte,
etwa, wenn u auf einem Intervall konstant ist, oder eine Unstetigkeitsstelle besitzt.
Das Problem kann jedoch regularisiert werden durch Betrachtung von

F̃ (t, θ, u(t, θ),∇u(t, θ)) :=
ν

2
u2
θ + F (t, u(t, θ), Du(t, θ))

mit ν > 0. Man studiert dann das Variationsproblem

∫ 1

0

∫ 1

0

F̃ (t, u,∇u) dt dθ

im Limes ν → 0 für u(t, θ) − θ ∈ W 1,2(T2). Es stellt sich heraus, dass für ν > 0
eine Minimale automatisch streng monoton ist. Das ist ausgeführt in [10].
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2.7 Zusatzaufgaben zum Kapitel II

1) Zeige, dass für eine Folge γn : t 7→ xn(t) in Ξ gilt: γn →w γ genaudann, wenn
xn gleichmässig gegen x konvergiert und ein M ∈ R existiert, sodass ||γn||Ξ ≤M .

2) Beweise die Schwach-Kompaktheit von K im Beweis von Satz 2.2.1 direkt
mit Hilfe vom Satz von Arzela-Ascoli.

3) Untersuche die Lösungen des nichtlinearen Pendels mit F = p2/2+(1/2π) cos(2πx)
und zugehörigen Eulergleichungen ẋ = sin(2πx) auf Minimalität.

a) eine periodische Schwingung x(t) = x(t+ T ) mit x 6= 0,
b) die stabile Gleichgewichtslage x ≡ 0,
c) die instabile Gleichgewichtslage x ≡ 1/2.

4) Zeige, dass für γ : t 7→ x(t) mit γ ∈M gilt: ∀t1, t2 ∈ R

1

t2 − t1

∫ t2

t1

ẋ2 dt ≤ c
{(

x(t2)− x(t1)

t2 − t1

)2

+ 1

}
.



Kapitel 3

Diskrete Systeme,
Anwendungen

3.1 Monotone Twistabbildungen

In diesem Kapitel wollen wir Situationen betrachten, die eng verwandt sind mit
den Fragen in Kapitel II. In der Tat sind es mehr oder weniger dieselben Fragestel-
lungen, obwohl die Bedingungen nicht identisch sind. Die Betrachtungen erfordern
unwesentliche Änderungen, während die zugrunde liegenden Ideen dieselben sind.

Die Resultate von Mather gingen aus von monotonen Twistabbildungen, die
wir hier als Anwendungsbeispiel betrachten. Bevor wir diese Abbildung definie-
ren, leiten wir sie aus dem im Kapitel II behandelten Variationsproblem als Poin-
caréabbildung her.

95
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Wir machen die Voraussetzung, dass F auf T2 so gegeben ist, dass keine
Extremale in [0, 1] konjugierte Punkte besitzt, d.h. falls (t1, x(t1)) und (t2, x(t2))
konjugierte Punkte sind, so ist t2 − t1 > 1.

Unter den Voraussetzungen von Kapitel II existieren die Lösungen der Eul-
ergleichungen

d

dt
Fẋ = Fx

für alle t (Übungsaufgabe 1). Desshalb ist die Poincaréabbildung

f : S1 ×R→ S1 ×R, (x(0), ẋ(0)) 7→ (x(1), ẋ(1))

wohldefiniert auf dem Zylinder S1 ×R = {t = 0, x ∈ S, ẋ ∈ R }, der eine Hyper-
fläche im Phasenraum Ω×R bildet.

Sei x eine Lösung der Eulergleichungen. Wir definieren

x0 := x(0), x1 = x(1)

y0 := Fp(0, x0, ẋ0), y1 := Fp(0, x1, ẋ1)
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und fassen x nun auf als eine Funktion von t, x0 und x1. Mit

S(x0, x1) =

∫ 1

0

F (t, x, ẋ) dt

gilt

Sx0
=

∫ 1

0

Fx
dx

dx0
+ Fp

dẋ

dx0
dt =

∫ 1

0

[Fx −
d

dt
Fp]

dx

dx0
dt+ Fp

dx

dx0
|10 = −y0

Sx1
=

∫ 1

0

Fx
dx

dx1
+ Fp

dẋ

dx1
dt =

∫ 1

0

[Fx −
d

dt
Fp]

dx

dx1
dt+ Fp

dx

dx1
|10 = y1

und (ẋ0 wird als Funktion von x0 und x1 betrachtet)

Sx0x1
= −Fpp(0, x0, ẋ0)

dẋ0

dx1
.

Da

ξ(t) :=
∂x(t, x0, x1)

∂x1

Lösung der Jacobigleichung ist (leite ∂tFp = Fx nach x1 ab) und wir nach Voraus-
setzung keine konjugierten Punkte haben, gilt wegen ξ(1) = 1 und ξ(0) = 0 und
ξ(t) > 0 für t ∈ (0, 1) und das heisst

ξ̇(0) =
dẋ0

dx1
> 0

oder Sx0x1
< 0. Zusammenfassend halten wir fest:

f : (x0, y0) 7→ (x1, y1)

erfüllt

y0 = −Sx0
, y1 = Sx1

Sx0x1
< 0 , d.h.

∂y1

∂x0
> 0 .

Randbemerkung: (vgl. [3] S.260). In der klassischen Mechanik heisst S er-
zeugende Funktion für die kanonische Transformation φ. Die Hamilton-Jacobi-
Methode zur Integration der Hamiltongleichungen besteht darin, eine erzeugende
Funktion S zu finden, sodass

H(t, x0, Sx0
(x0, x1)) = K(x1)

gilt. Die ursprünglichen Hamiltongleichungen

ẋ0 = Hy0
, ẏ0 = −Hx0
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gehen dann über in das integrable System

ẋ1 = 0, ẏ1 = Kx1
.

Bei den meisten integrablen Systeme der Hamilton’schen Mechanik führt die Hamilton-
Jacobi-Methode zum Ziel. Ein Beispiel ist die geodätische Strömung auf dem El-
lipsoid.

Statt mit dem Variationsprinzip zu beginnen, können wir auch direkt defi-
nieren:

Definition: Eine auf dem Kreisring

A = {(x, y) | x (mod 1), a ≤ y ≤ b, −∞ ≤ a < b ≤ ∞ }

definierte Abbildung

φ : A→ A, (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)) = (x1, y1)

heisst monotone Twistabbildung, falls sie ein exakter, randerhaltender C1-
Diffeomorphismus ist, der eine festgesetzte Fortsetzung auf die Überlagerung
von A hat:

(0) f, g ∈ C1(A)
(i) f(x+ 1, y) = f(x, y) + 1, g(x+ 1, y) = g(x, y)
(ii) a = ydx− y1dx1 = dh
(iii) g(x, a) = a, g(x, b) = b
(iv) ∂yf(x, y) > 0 .

Im Falle, wo a und b endlich sind, könnte man die Bedingung (ii) auch ersetzen
durch die etwas schwächere Forderung der Flächenerhaltung

dxdy = dx1dy1 .

Die exakte Symplektizität (ii) folgt dann. Mit der in (ii) vorkommenden erzeugen-
den Funktion h können wir diese Bedingungen auch anders, aber völlig äquivalent
schreiben wobei hi die Ableitung von h nach der i’ten Variable bedeutet:

(0)’ h ∈ C2(R2)
(i)’ h(x+ 1, x′ + 1) = h(x, x′)
(ii)’ y = −h1(x, x1), y1 = h2(x, x1)
(iii)’ h1(x, x′) + h2(x, x′) = 0 für h1(x, x′) = a, b
(iv)’ hxx′ < 0 .
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Wir interessieren uns für die Bahnen (xj , yj) = φj(x, y) (j ∈ Z) der monoto-
nen Twistabbildung φ. Die Dynamik gegeben durch φ wird vollständig beschrieben
durch eine auf dem Torus T2 definierte Funktion h, die (0)’ bis (iv)’ erfüllt. Die
Bewegungsgleichungen

h2(xj−1, xj) + h1(xj , xj+1) = 0

bilden eine Differenzengleichung zweiter Ordnung auf T1 und können als Eulerglei-
chungen zu einem Variationsprinzip angeschaut werden. (Siehe mehr im nächsten
Paragraphen).

Unschwer kann man erkennen, dass die Funktion h, im Falle, wo φ die Poin-
caréabbildung φ ist, nichts anderes als die oben definierte Funktion S ist.

Man kann sich die Analogie zwischen dem kontinuierlichen und dem diskre-
ten Fall etwa so vorstellen:

kontinuierliches System diskretes System

F (t, x, p) Lagrangefunktion h(xj , xj+1) Erzeugende

∫ t2
t1
F (t, x, ẋ) dt Wirkung

∑n2−1
j=n1

h(xj , xj+1) Wirkung

d
dtFẋ = Fx Eulergleichung h2(xj−1, xj) = −h1(xj , xj+1) Eulergleichung

Fpp > 0 Legendrebedingung h12 < 0 Twistbedingung

x(t) Extremale xj Bahn

x(t) Minimale xj Minimale

ẋ(t) Geschwindigkeit xj+1 − xj erste Differenz

ẍ(t) Beschleunigung xj+1 − 2xj + xj−1 zweite Differenz

y = Fp(t, x, p) Impulskoordinate yj+1 = h2(xj+1, xj) Impulskoordinate



100 KAPITEL 3. DISKRETE SYSTEME, ANWENDUNGEN

Beispiel: 1) Die Standardabbildung von Taylor, Greene und Chiri-
kov. Sei auf dem Zylinder

A = {(x, y) | x (mod 1), y ∈ R }

die Abbildung

φ :

(
x
y

)
7→
(
x+ y + λ

2π sin(2πx)
y + λ

2π sin(2πx)

)
=

(
x1

y1

)

gegeben. Wegen

φ(x+ 1, y) = (x1 + 1, y) = (x1, y1),

φ(x, y + 1) = (x1 + 1, y + 1) = (x1, y1 + 1)

vertauscht φ mit allen Elementen der Fundamentalgruppe des Torus und kann
desshalb als Transformation des Torus aufgefasst werden. φ hat die erzeugende
Funktion

h(x, x1) =
(x1 − x)2

2
− λ

2π
cos(2πx) =

(∆x)2

2
− λ

2π
cos(2πx) .
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Betrachtet man ein paar Bahnen von φ dann sieht man oft stabile periodi-
sche Bahnen in der Mitte der ’stabilen Inselchen’. Die unstabilen, hyperbolischen
Bahnen liegen in ’stochastischen Seen’, die bei numerischen Experimenten typi-
scherweise aus einer Bahn bestehen. Invariante Kurven, die sich um den Torus
herumwinden, heissen KAM Tori. Wird der Parameterwert grösser (numerisch
sieht man das etwa bei 0.97..), ist auch der letzte KAM torus, der ’goldene Torus’
verschwunden. Der Name ’golden’ kommt daher, da die Rotationszahl gerade dem
goldenen Schnitt entspricht.

Die formale Analogie zwischen diskretem und kontinuierlichem Systemen
kann man hier an diesem Beispiel gut beobachten:

kontinuierliches System diskretes System

F (t, x, p) = p2

2 − λ
4π2 cos(2πx) h(xj , xj+1) =

(xj+1−xj)2

2 - λ
4π2 cos(2πxj)

Fpp = 1 > 0 h12 = −1 < 0

ẍ = λ
2π sin(2πx) ∇2xj = λ

2π sin(2πxj)

y = Fp = p yj+1 = h2(xj , xj+1) = (xj+1 − xj) = Dxj

Es besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen dem kontinuierlichen Sy-
stem (dem mathematischen Pendel) und seinem diskreten Bruder, der Standar-
dabbildung. Das kontinuierliche System ist integrabel: Man kann x(t) ausdrücken
durch elliptische Integrale und Jacobi’s elliptischer Funktion. Die Standardabbil-
dung jedoch ist für fast alle Parameterwerte nicht integrabel. Wir werden später
nochmals auf die Standardabbildung zurückkommen.
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Beispiel: 2) Billiard. Wir übernehmen die Notation aus dem ersten Para-
graphen. Wir beschreiben aber jetzt die Abbildung

(s, t) 7→ (s1, t1)

die auf dem Kreisring S1 × [0, π] definiert war, in neuen Koordinaten

(x, y) = (s,− cos(t))

auf dem Kreisring A = S × [−1, 1]. Um zu zeigen, dass

φ : (x, y) 7→ (x1, y1) = (f(x, y), g(x, y))

eine monotone Twistabbildung ist, geben wir einfach eine erzeugende Funktion

h(x, x1) = −d(P, P1)

an, die die Eigenschaften (0’) bis (iv’) erfüllt. Dabei bezeichne d(P, P1) den Eukli-
dischen Abstand der Punkte P und P1 auf dem Tischrand, die gegeben sind durch
x = s rsp. x1 = s1.
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Beweis.
(0’) ist erfüllt, wenn die Kurve C2 ist.

(i’) ist klar
(ii’) cos(t) = hx,− cos(t1) = hx1

.
(iii’) x = f(x, 1) oder f(x,−1) impliziert hx + hx1

= 0.
(iv’) hxx1

< 0 folgt aus der strikten Konvexität der Kurve. 2

Beispiel: 3) Duales Billiard
Wie beim Billiard geben wir eine geschlossene konvexe orientierte Kurve in der

Ebene vor und definieren eine Abbildung φ auf dem Äusseren von Γ wie folgt.
Von irgendeinem Punkt P ∈ E zeichnen wir die Tangente L zu Γ, wobei wir den
Kontaktpunkt (oder den Mittelpunkt des Segmentes L∩ Γ mit Q bezeichnen. Die
Linie L ist gemäss der Orientierung von Γ aus den zwei möglichen Tangenten
ausgewählt worden. Wir benennen den Punkt, den man erhält, wenn man P an
Q spiegelt mit P1. Die so definierte Abbildung φ, die dem Punkt P den Punkt P1

zuordnet, lässt sich invertieren. Sie ist eindeutig durch die Kurve Γ definiert. Das so
erhaltene dynamische System heisst duales Billiard. Es gibt hier aber neben den
gestellten Fragen, wie zum Beispiel der Frage nach der Existenz von periodischen
oder invarianten Kurven auch Probleme, die beim Billiard nicht auftreten: So kann
man untersuchen, für welche Γ jede Bahn beschränkt ist oder ob es ein Γ gibt, für
das eine Bahn existiert, die ins Unendliche geht. Was die Stabilität betrifft, so
weiss man da etwas, wie wir weiter unten noch sehen werden. Auch hier können
wir eine erzeugende Funktion für φ angeben. Dazu wählen wir die Koordinaten

x = θ/(2π), y = t2/2 ,

wo (t, θ) die Polarkoordinaten des Vektors (P1−P )/2 ist. Die erzeugende Funktion
h(x, x1) ist gegeben durch den Flächeninhalt des Gebietes zwischen den Geraden
QP ,P und Q und dem Kurvenstück von Γ zwischen Q und Q1. Die Abbildung

φ : (x, y) 7→ (x1, y1)
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ist auf dem Halbzylinder A = S1× [0,∞) definiert und die erzeugende Funktion h
erfüllt die Eigenschaften (0’) bis (iv’), falls wir für Γ eine eine C1 -Kurve nehmen
(Übungsaufgabe).

Wir werden die drei Beispiele noch genauer betrachten. Bei der Untersuchung
von monotonen Twistabbildungen ist vor allem die Frage nach invarianten Men-
gen wie periodischen Bahnen oder invarianten Kurven oder anderen invarianten
Mengen wie Cantormengen interessant.

Periodische Bahnen.
Die Existenz von periodischen Bahnen von monotonen Twistabbildungen wird
gewährleistet durch den berühmten Fixpunktsatz von Poincaré-Birkhoff, den
wir hier nur in einem Spezialfall beweisen. Im nächsten Paragraphen werden wir
aber auch im Rahmen der im Kapitel II entwickelten Theorie sehen, dass periodi-
sche Bahnen existieren müssen.

Definition: Eine Abbildung φ

(x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)) = (x1, y1)

die auf auf dem Kreisring A = {(x, y) | x mod 1, a ≤ y ≤ b,
−∞ < a < b < +∞ }, definiert ist heisst Twistabbil-
dung, falls sie folgende Eigenschaften hat:

(0) φ ist ein Homöomorphismus von A.
(i) f(x + 1, y) = f(x, y) + 1, g(x + 1, y) = g(x, y) (Fortset-
zung auf Überlagerung von A).
(ii) dxdy = dx1dy1 (Inhaltstreue)
(iii) g(x, y) = y für y = a, b (Randerhaltung)
(iv) f(x, a)− x > 0, f(x, b)− x < 0 (Twisteigenschaft)

Satz 3.1.1
(Poincaré-Birkhoff 1913) Eine Twistabbildung φ hat min-
destens 2 Fixpunkte.

Einen Beweis lässt sich [6] finden. Im Gegensatz zu den monotonen Twi-
stabbildungen ist aber die Zusammensetzung von Twistabbildungen wieder eine
Twistabbildung. Als Korollar erhalten wir desshalb die Existenz von unendlich
vielen periodischen Bahnen:

Korollar 3.1.2
Für jede Twistabbildung φ gibt es ein q0, so dass für alle
q > q0 mindestens zwei periodische Bahnen der Periode q
von φ existieren.
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Beweis. Definiere

m = max{f(x, a)− x | x ∈ R } < 0

M = min{f(x, b)− x | x ∈ R } > 0 .

Dann gilt für jedes q > 0 mit der Notation φj(x, y) = (f j(x, y), gj(x, y))

max(f q(x, a)− x) ≤ max{
q−1∑

j=0

f j+1(x, a)− f j(x, a) }

≤ qm < qM ≤ min{
q−1∑

j=0

f j+1(x, b)− f j(x, b) } ≤ min{f q(x, b)− x) } .

Sei q0 so gross, dass q0M − q0m > 1 ist. Falls q > q0 ist, so gibt es ein p ∈ Z, mit
qm < p < qM . Und damit gilt für die Abbildung

φq,p : (x, y) 7→ (f q(x, y)− p, gq(x, y))

die Twistbedingung

φq,p(x, a) < qm− p < 0 < qM − p < φq,p(x, b) .

Nach Poincaré-Birkhoff hat φq,p mindestens zwei Fixpunkte. Das bedeutet: φ hat
zwei periodische Bahnen vom Typ (q, p). 2

Ganz einfach zu beweisen ist ein Spezialfall vom Satz 3.1.1:

Spezialfall:
Eine monotone Twistabbildung mit fy > 0 hat mindestens
2 Fixpunkte, falls die Ränder des Kreisrings in verschiedene
Richtungen gedreht werden (Eigenschaft (iv) der Twistab-
bildung).

Beweis des Spezialfalls: Wegen der Twisteigenschaft existiert für jedes x ein
y = z(x) mit

f(x, z(x)) = x .

Die Abbildung z ist C1 wegen Eigenschaft (0) der monotonen Twistabbildung.
Wegen der Inhaltstreue der Abbildung muss sich die Kurve

γ : x 7→ (x, z(x)) ∈ A

mit ihrem Bild φ(γ) in mindestens zwei Punkten schneiden. Das sind die zwei
Fixpunkte der Abbildung φ.
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Invariante Kurven.
Unter einer invarianten Kurve einer monotonen Twistabbildung φ verstehen wir
eine geschlossene Kurve im Innern von A, die den inneren Rand {y = a } einmal
umläuft und unter φ invariant ist. Von Birkhoff [12] stammt der folgende Satz:

Satz 3.1.3
(Birkhoff 1920) Jede invariante Kurve einer monotonen
Twistabbildung ist sternförmig, d.h. als Graph y = w(x)
einer Funktion w darstellbar.

Für einen sorgfältigen Beweis konsultiere man den Appendix von Fathi in
[15].

Satz 3.1.4
Jede invariante Kurve einer monotonen Twistabbildung ist
als Graph y = w(x) einer Lipschitzstetigen Funktion w dar-
stellbar.

Beweis. Sei γ eine invariante Kurve der monotonen Twistabbildung φ. Mit Birk-
hoffs Satz wissen wir, dass γ gegeben ist als Graph einer Funktion w. Die Abbildung
φ induziert auf γ einen Homöomorphismus

(x,w(x)) 7→ (ψ(x), w(ψ(x))) = (f(x,w(x)), g(x,w(x)))

gegeben durch eine streng monotone Funktion ψ. Seien (xj , yj) und (x′j , y
′
j) zwei

Bahnen auf γ. Die xj und x′j sind Lösungen der Eulergleichungen

−h1(xj , xj+1) = h2(xj−1, xj)

h2(x′j−1, x
′
j) = −h1(x′j , x

′
j+1) .

Wenn wir diese beiden Gleichungen für j = 0 addieren und auf beiden Seiten
h1(x0, x

′
1)− h2(x−1, x

′
0) addieren, erhalten wir

h2(x′−1, x
′
0)− h2(x−1, x

′
0) + h1(x0, x

′
1)− h1(x0, x1)

= h2(x−1, x0)− h2(x−1, x
′
0) + h1(x0, x

′
1)− h1(x′0, x

′
1)

und aus dem Mittelwertsatz folgt

δ(x′−1 − x−1) + δ(x′1 − x1) ≤ L(x′0 − x0)

wo δ = min(−h12) > 0 , L = max(|h11| + |h22|) < ∞ gesetzt sind. Wegen x1 =
ψ(x0), x−1 = ψ−1(x0), folgt

|ψ(x′0)− ψ(x0)|, |ψ−1(x′0)− ψ−1(x0)| ≤ L

δ
|x′0 − x0|

d.h. ψ und ψ−1 sind Lipschitzstetig, und daher ist auch

ψ(x) = −h1(x, ψ(x))

Lipschitzstetig. 2
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Die Frage nach der Existenz von invarianten Kurven ist eng verbunden mit
Stabilität:

Definition: Der Kreisring A heisst Instabilitätsgebiet,
falls es eine Bahn (xj , yj) gibt, die vom inneren Rand zum
äusseren Rand verläuft, genauer, falls

∀ε > 0 ∃n,m ∈ Z, yn ∈ Uε := {a < y < a+ ε }

und ym ∈ Vε := {b− ε < y < b }.

Satz 3.1.5
A ist ein Instabilitätsgebiet genau dann, wenn es keine in-
varianten Kurven in A gibt.

Beweis. Existiert eine invariante Kurve γ in A, so wird A in zwei Gebiete Aa und
Ab aufgeteilt, sodass Aa von γ und dem inneren Rand {y = a } berandet ist und
Ab die Kurven γ und {y = b } als Rand hat. Wegen der Stetigkeit der Abbildung
und der Randerhaltung werden die Gebiete Aa und Ab auf sich abgebildet. A kann
also kein Instabilitätsgebiet sein.

Ist A kein Instabilitätsgebiet, so gibt es ein ε > 0, sodass eine Bahn die in Uε
startet, niemals in Vε gelangt. Die φ invariante Menge

U =
⋃

j∈Z

φj(U)

ist desshalb disjunkt von V . Sie wird aussen berandet von einer Kurve γ, die φ-
invariant ist und nach den Sätzen 3.1.3 und 3.1.4 Lipschitzstetig ist. 2

Man weiss, dass für kleine Störungen der integrablen monotonen Twi-
stabbildung

φα :

(
x
y

)
7→
(
x+ α(y)

y

)
, α′(y) ≥ δ > 0

invariante Kurven mit ’genügend irrationalen’ Rotationszahlen überleben. Das ist
die Aussage des Twisttheorems, welches einen Teil der KAM Theorie bildet.
Siehe [24] für die Referenzen für einen Beweis.

Definition: Der Raum Cr(A) der Cr-Diffeomorphismen
auf A hat die Topologie:

||φ1−φ2||r = sup
m+n≤r

(
|∂
m+n(f1 − f2)

∂xm∂yn
|+ |∂

m+n(g1 − g2)

∂xm∂yn
|
)

wo φj(x, y) = (fj(x, y), gj(x, y)).



108 KAPITEL 3. DISKRETE SYSTEME, ANWENDUNGEN

Definition: Wir sagen eine irrationale Zahl β sei Dio-
phantisch, falls es positive Konstanten C und τ gibt, so-
dass für alle ganzen Zahlen p, q > 0 gilt

|β − p

q
| ≥ Cq−τ .

Satz 3.1.6

(Twisttheorem) Gegeben sei α ∈ Cr[a, b] mit r > 3 und
α′(y) ≥ δ > 0, ∀y ∈ [a, b]. Dann existiert ein ε > 0, sodass
für jeden flächenerhaltenden Cr-Diffeomorphismus φ von A
mit ||φ−φα|| < ε und jedes Diophantische β ∈ [α(a), α(b)],
eine invariante C1-Kurve γβ existiert, wobei die von φ auf
γβ induzierte Abbildung ein C1 Diffeomorphismus mit Ro-
tationszahl β ist.

Bemerkung. Für r < 3 gibt es Gegenbeispiele von M. Hermann.

Zusammenhang zwischen den kontinuierlichen und den diskreten
Systemen:
Am Anfang dieses Paragraphen haben wir gesehen, dass zu einem F mit Fpp > 0,
für das keine Extremale einen konjugierten Punkt hat, die Poincaréabbildung φ
mittels der erzeugenden Funktion

h(x, x′) =

∫ 1

0

F (t, x, ẋ) dt

erhalten wird. φ ist dann eine monotone Twistabbildung. Das Ausschliessen von
konjugierten Punkten ist dabei notwendig. Im Allgemeinen (falls konjugierte Punk-
te nicht ausgeschlossen werden) kann man die Poincaréabbildung φ jedoch als Pro-
dukt von monotonen Twistabbildungen schreiben: Es gibt ein N ∈ N, sodass die
Abbildungen

φN,j : (x(j/N), y(j/N)) 7→ (x((j + 1)/N), y((j + 1)/N))

monotone Twistabbildungen sind, falls (x(t), y(t)) eine Lösung der Hamiltonglei-
chungen

ẋ = Hy, ẏ = −Hx

ist. Das sieht man daraus, dass

x(t+ ε) = x(t) + εHy +O(ε2)

y(t+ ε) = y(t)− εHx +O(ε2)

mit Hyy > 0 für genügend kleines ε eine monotone Twistabbildung ist. Die Poin-
caréabbildung φ lässt sich somit schreiben als

φ = φN,N−1 ◦ φN,N−2 ◦ ... ◦ φN,0
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und wir sehen, dass die Extremalen von
∫
F dt einem Produkt von monotonen

Twistabbildungen entsprechen.

Es stellt sich jetzt die Frage, ob jede monotone Twistabbildung durch ein
Variationsproblem auf dem Torus erhalten werden kann. Das ist für glatte (C∞)
Abbildungen in der Tat der Fall [25]. Das Resultat lautet:

Satz 3.1.7

(Interpolationssatz) Für jede C∞ monotone Twistabbildung
φ gibt es eine Hamiltonfunktion H = H(t, x, y) ∈ C∞(R×
A) mit

a) H(t+ 1, x, y) = H(t, x, y) = H(t, x+ 1, y)

b) Hx(t, x, y) = 0, y = a, b

c) Hyy > 0 ,

sodass die Abbildung φ, die die Anfangswerte (x0, y0) der
Lösungen von

ẋ = Hy(t, x, y), y = −Hx(t, x, y)

überführt in (x(t), y(t)), mit φ übereinstimt für t = 1.

Mit diesem Satz wird die Mathertheorie für monotone C∞ Twistabbildungen
eine direkte Konsequenz der in Kapitel II aufgebauten Theorie.

3.2 Ein diskretes Variationsproblem

In diesem Paragraphen untersuchen wir ein Variationsproblem, das verwandt ist
mit dem in Kapitel II definierten Problem. Wir werden hier jedoch nicht wieder von
vorne beginnen, sondern einfach die Resultate auflisten, die man mit den gleichen
Ideen von Kapitel II beweisen kann. In [26] sind die Beweise explizit gemacht für
diese Situation. Sei

Φ = {x : Z 7→ R }

der Raum der zweiseitigen Folgen reeller Zahlen versehen mit der Produkttopolo-
gie. Ein Element x ∈ Φ wird Trajektorie oder Bahn genannt und man schreibt
{xj}j∈Z für x.
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Definition: Für eine gegebene Funktion h : R2 → R defi-
nieren wir

H(xj , ..., xk) =
k−1∑

i=j

h(xi, xi+1)

und sagen, (xj , ..., xk) sei ein minimaler Abschnitt, falls

H(xj + ξj , xj+1 + ξj+1, ..., xk + ξk) ≥ H(xj , ..., xk),

∀ξj , ..., ξk ∈ R.

Definition: Eine Bahn (xj) heisst minimal, falls jeder
Abschnitt (xj , ..., xk) ein minimaler Abschnitt ist. Man
schreibt M für die Menge der minimalen Elemente von Φ.
Falls h ∈ C2 ist, sagen wir, x sei stationär oder extremal,
wenn x die Eulergleichung

h2(xi−1, xi) + h1(xi, xi+1) = 0, ∀i ∈ Z

erfüllt.

Natürlich ist jede minimale Bahn extremal. Wir könnten hier von h

(i) h(x, x′) = h(x+ 1, x′ + 1)
(ii) h ∈ C2(R)
(iii) h12 ≤ −δ < 0

fordern. Speziell erfüllt die erzeugende Funktion einer monotonen Twistab-
bildung diese Forderungen, zusätzlich jedoch noch

(iv) h1(x, x′) + h2(x, x′) = 0, falls h1(x, x′) = a, b .

Man kommt auch mit schwächeren Voraussetzungen aus [4]: (ii) und (iii)
können ersetzt werden. Wir wollen statt mit (i) bis (iii) nur mit den folgenden
Bedingungen auskommen:

(i’) h(x, x′) = h(x+ 1, x′ + 1)
(ii’) h ∈ C2(R)
(iii’) h(x, x+ λ)→∞, uniform in x, λ→∞
(iv’) x < x′ oder y < y′ ⇒ h(x, y) + h(x′, y′) < h(x, y′) + h(x′, y)
(v’) (x′, x, x′′),(y′, x, y′′) minimal ⇒ (x′ − y′)(x′′ − y′′) < 0.
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Bedingung (iii’) folgt aus (iii), falls h ∈ C2, wegen

−λ2 δ

2
≥

∫ x+λ

x

dξ

∫ x+λ

ξ

h12(ξ, η) dη

= −h(x, x+ λ) + h(x+ λ, x+ λ)−
∫ x+λ

x

h1(ξ, ξ) dξ

= −h(x, x+ λ) +O(λ) .

Die Bedingung (iv’) erhält man ähnlich aus (iii), da

−δ(x′−x)(y′−y) ≥
∫ x′

x

∫ y′

y

dξh12(ξ, η) dη = h(x′, y′)+h(x, y)−h(x, y′)−h(x′, y)

und (v’) folgt aus (iii) wegen der Monotonie von y 7→ h1(x, y) und x 7→ h2(x, y).

x′ < y′ bedeutet h2(x′, x) > h2(y′, x) > h2(y′, y) und x′′ < y′′ ergibt
h1(x, x′′) > h1(x, y′′) > h1(y, y′′). Addition gibt einen Widerspruch zu den Euler-
gleichungen h2(x′, x) + h1(x, x′′) = 0 und h2(y′, y) + h1(y, y′′) = 0.

Wir übersetzen die Resultate und Definitionen aus Kapitel II auf die jet-
zige Situation. Wie die übersetzten Beweise explizit aussehen, kann man in [4]
verfolgen.

Satz 3.2.1
(vgl.Satz 2.4.1 oder [4], 3.16) Zu jedem (xi)i∈Z ∈ M exi-
stiert die Rotationszahl α = limi→∞ xi/i.

Für monotone Twistabbildungen liegt die Rotationszahl im Twistintervall
[αa, αb] die Rotationszahl einer Bahn x ist, die h1(xj , xj+1) = a (rsp. h1(xj , xj+1) =
b) erfüllt.

Definition: Die Menge der Minimalen mit Rotati-
onszahl α nennen wir Mα.

Definition: Eine Bahn x heisst periodisch vom Typ
(q,p), falls xj+q − p = xj und die Menge dieser Bahnen
sei M(q, p).

Definition: Wir sagen, zwei Trajektorien (xi)i∈Z und
(yj)j∈Z schneiden sich

a) an der Stelle k, falls (xk−1 − yk−1)(xk+1 − yk+1) < 0
und xk = yk.
b) zwischen k und k+1, falls (xk−yk)(xk+1−yk+1) < 0.
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Definition: Auf M ist die partielle Ordnung

x ≤ y ⇔ xi ≤ yi, ∀i ∈ Z

x < y ⇔ xi < yi, ∀i ∈ Z

gegeben.

Vergleiche das nächste Resultat mit Satz 2.6 oder [4],3.1,3.2,3.9).

Satz 3.2.2

a) Zwei verschiedene minimale Trajektorien schneiden sich
höchstens einmal.
b) Falls x ≤ y, so ist x = y oder x < y.
c) Falls limi→∞ |xi − yi| = 0, so gilt x < y oder x > y.
d) Zwei verschiedene Minimale vom Typ (q, p) schneiden
sich nicht, d.h. M(q, p) ist total geordnet.

Bemerkung. Zum Beweis von Satz 3.2.2: Das Vorgehen ist das gleiche wie
in Satz 2.6. Für a) brauchen wir die Transversalitätsbedingung (v’) und die Ord-
nungsbedingung (iv’).

Für den nächsten Satz, siehe Satz 2.3.3 oder [4],3.13).

Satz 3.2.3
(vgl. Satz 2.3.3 oder [4],3.13). Minimale haben keine Selbst-
schnitte auf T2.

Siehe Sätze 6.2 und 8.6 in [4] oder [4] 3.3 und 3.17) zum Vergleich mit dem
folgenden Satz:

Satz 3.2.4

a) Für jedes (q, p) ∈ Z2 mit q 6= 0 gibt es Minimale vom
Typ (q, p).

b) Mα 6= ∅ für alle α ∈ R.

Für monotone Twistabbildungen heisst das, dass zu jedem α im Twistinter-
vall [αa, αb] minimale Trajektorien mit der Rotationszahl α gibt.

Satz 3.2.5
(vgl. Satz 2.5.9 oder [4],4.1) Für irrationales α istMα total
geordnet.
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Definition: Für x ∈ Mα und α irrational definieren wir
die Abbildung u : R 7→ R

u : i = αj − k 7→ xj − k

und durch Abschluss die zwei halbstetigen Funktionen

u+ = lim
θ<θn→θ

u(θn)

u− = lim
θ>θn→θ

u(θn)

was wieder die Unterscheidung in die zwei Fälle A) und B)
gibt:

Fall A): u+ = u− = u
Fall B): u+ 6= u−.

Satz 3.2.6 (vgl. Sätze 9.1,9.13 oder [4], 2.3. ). u± sind streng monoton
in θ.

Definition: Eine Trajektorie x ∈ Mα heisst rekurrent,
falls (jm, km) ∈ Z2 existieren, sodass xi+jm − km → xi für
m→∞. Die Menge der rekurrenten Trajektorien wird mit
Mrec bezeichnet. Die Elemente von Mrec

α = Mα ∩Mrec

werden im Falle B) Mathermengen genannt. Sei noch

Uα := {x ∈Mα | xj = u+(αj + β) oder xj = u−(αj + β) }

für β ∈ R.

Vergleiche das nächste Resultat mit Sätze 2.5.10-2.5.13 oder 4.5, 4.6 in [4].

Satz 3.2.7

a) Uα =Mrec
α

b) Mα ist unabhängig vom x, das u erzeugt hat.
c) x ∈ Mrec

α lässt sich durch periodische Minimale appro-
ximieren.
d) Jedes x ∈Mα ist asymtotisch zu einem x− ∈Mrec

α .

Auf Urecα =Mα definieren wir die Abbildung (vgl. auch 11.4)

ψ : u(θ) 7→ u(θ + α) .
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Definition: Im Falle, wo h eine monotone Twistabbildung
φ erzeugt, definieren wir für jedes irrationale α ∈ [αa, αb]
die Menge

Mα = {(x, y) | x = u±(θ), θ ∈ R, y = −h1(x, ψ(x)) }.

Satz 3.2.8

(Mather, vgl. [4],7.6) Ist h eine erzeugende Funktion für
eine monotone Twistabbildung auf dem Kreisring A, so
gilt für jedes irrationale α im Twistintervall [αa, αb].

a)Mα ist eine nichtleere Teilmenge von A, die φ-invariant
ist.
b) Mα ist der Graph einer Lipschitzfunktion ω : Aα →
[a, b], die auf der abgeschlossenen auf der abgeschlossenen
Menge Aα = {u±(θ) | θ ∈ R } definiert ist. ω(x) =
−h1(x, ψ(x)).
c) Die aufMα induzierte Abbildung ist ordnungserhaltend.
d) Die Menge Aα die Projektion von Mα auf S1) ist ent-
weder ganz R oder dann eine Cantormenge. Im ersten Fall
sind wir im Falle A) und der Graph von ω ist eine invari-
ante Lipschitzkurve. Im zweiten Fall sind wir im Falle B)
und Mα heisst Mathermenge zur Rotationszahl α.

Wir verweisen auf die neuen Arbeiten von S.B.Angenent [2, 1], in denen diese
Ideen weitergeführt und verallgemeinert werden. Einerseits werden für monotone
Twistabbildungen periodische Bahnen konstruiert, die nicht minimal zu sein brau-
chen, sondern einen vorgeschriebenen Index besitzen. Dabei ist Index im Sinne der
Morsetheorie zu verstehen und beim Beweis kommt die von Conley verallgemeiner-
te Morsetheorie zum Zuge. Andererseits studiert Angenent Situationen, bei denen
die Differenzengleichungen zweiter Ordnung wie h2(xi−1, xi) + h1(xi, xi+1) = 0
durch Differenzengleichungen höherer Ordnung ersetzt werden.

3.3 Drei Beispiele

In diesem Paragraphen wollen wir nochmals auf die drei Beispiele für monotone
Twistabbildungen zurückkommen, die wir schon angetroffen haben: Standardab-
bildung, Billiard und duales Billiard .

3.3.1 Die Standardabbildung

Mather hat in [22] gezeigt, dass die Standardabbildung für Parameterwerte |λ| >
4/3 keine invarianten Kurven in A haben kann. Wir zeigen zuerst, dass für |λ| > 2
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keine invarianten Kurven existieren können:

Nach Birkhoff’s Satz 3.1.4 kann eine invariante Kurve als Graph einer Lip-
schitzfunktion y = ω(x) dargestellt werden und die induzierte Abbildung

x1 = ψ(x) = f(x, ω(x))

wäre Lösung der Gleichung

h1(x, ψ(x)) + h2(ψ−1(x), x) = 0 .

Das heisst, wenn wir

h1(x, x1) = −(x1 − x)− λ

2π
sin(2πx)

h2(x, x1) = x1 − x0

einsetzen:

−(ψ(x)− x)− λ

2π
sin(2πx) + x− ψ−1(x) = 0

oder

ψ(x) + ψ−1(x) = 2x− λ

2π
sin(2πx) .

Die linke Seite ist eine monoton steigende Lipschitzfunktion und das ist für |λ| > 2
ein Widerspruch, da dann die Ableitung der rechten Seite

2− λ cos(2πx)

Nullstellen hat.

Satz 3.3.1
(Mather) Die Standardabbildung hat für Parameterwerte
|λ| > 4/3 keine invarianten Kurven.

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dass die auf eine invariante Kurve induzierte
Abbildung ψ die Gleichung

g(x) = ψ(x) + ψ−1(x) = 2x− λ

2π
sin(2πx)

erfüllt. Es gilt für Lebesgue fast alle x

m := 2− |λ| < g′(x) ≤ 2 + |λ| =: M .

Es bezeichne esssup(f) das wesentliche Supremum von f und essinf(f) das
wesentliche Infimum. Sei

R = esssup ψ′(x)

r = essinf ψ′(x) .
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Es ist also für fast alle x

r ≤ ψ′(x) ≤ R
R−1 ≤ ψ′(x) ≤ r−1

und somit

a) max{R+R−1, r + r−1} ≤ max g′(x) ≤M
b) 2min{r,R−1} < r +R−1 ≤ min g′(x) = m .

Aus a) folgt

R, r−1 ≤ 1

2
(M +

√
M2 − 4) .

Aus b) folgt

max(R, r−1) ≥ 2

m
.

Zusammen
2

m
≤ 1

2
(M +

√
M2 − 4) .

Wenn wir m = 2− |λ| und M = 2 + |λ| einsetzen, ergibt das

(3|λ| − 4)|λ| ≤ 0 .

Also |λ| ≤ 4/3. 2

Bemerkungen:

1) Satz 3.3.1 wurde von MacKay und Percival verbessert [19]. Sie können
die Nichtexistenz von invarianten Kurven für |λ| > 63/64 zeigen.

2) Numerische Experimente von Greene [13] lassen vermuten, dass der kriti-
sche Wert, wo die letzte invariante Kurve verschwindet, λ = 0.971635... ist.

Satz 3.3.2
Es gibt ein ε > 0, so dass für |λ| < ε für jede Diophantische
Rotationszahl β, die Menge Mβ eine invariante Lipschitz-
kurve ist.

Beweis. Wende das Twisttheorem 3.1.6 an. Die Funktion α(y) ist natürlich ge-
geben durch α(y) = y. 2
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Bemerkung: Man hat heute explizite Schranken für ε: siehe [15]. Celletti
und Chierchia haben kürzlich gezeigt [8], dass die Standardabbildung für |λ| ≤ 0.65
analytische invariante Kurven besitzt.

Eine direkte Folge von Satz 12.7 und Satz 3.3.1 ist:

Satz 3.3.3

Für jedes α ∈ R existieren Mathermengen Mα für die
Standardabbildung. Für α = p/q gibt es periodische Bahnen
vom Typ (q, p), für irrationale α und |λ| > 4/3 projiziert
Mα auf eine Cantormenge.

Wenn wir für zunehmende Werte von λ ein paar Bahnen der Standardab-
bildung betrachten, dann sehen wir folgendes. Für λ = 0, dem ungestörte Fall,
liegen alle Bahnen auf invarianten Kurven. Für λ = 0.2 sehen wir im Nullpunkt
(0, 0) einen elliplischen Fixpunkt. Allmählich, z.B. für λ = 0.4, in der Nähe eines
hyperbolische Fixpunktes wachst ein Gebiet der Unstabilität. Für λ = 0.6 gibt es
immer noch invariante KAM Tori. Dann, z.B. bei λ = 0.8 wird die Dynamik wird
mehr und mehr ungeordnet. Für λ = 1.0 gibt beweisbar keine invarianten Kurven
mehr die um den Torus herum gehen. λ = 1.2, der ’stochastische See’ verdrängt
die ’Stabilitätsinselchen’. Man vermutet, dass für grosse λ die Dynamik ergodisch
ist auf einer Menge von positivem Mass. Für λ = 10.0 sieht man keine Inselchen
mehr obwohl deren Existenz nicht ausgeschlossen ist.

3.3.2 Birkhoff Billiard

Auch von Mather [21] stammen Beispiele, wo die von einer geschlossene konvexe
C2-Kurve Γ erzeugte Billiardabbildung keine invariante Kurve hat.

Satz 3.3.4
(Mather) Hat Γ einen Flachpunkt, das heisst einen Punkt,
wo die Krümmung verschwindet, so hat φ keine invariante
Kurve.

Zum Beispiel hat die Kurve gegeben durch x4 + y4 = 1 Flachpunkte.

Beweis. Wenn eine invariante Kurve für die Billiardabbildung φ existieren würde,
so würde durch jeden Punkt P von Γ eine minimale Billiardbahn verlaufen. Wir
zeigen, dass das für den Flachpunkt P0 ∈ Γ nicht stimmen kann. Gäbe es eine
Minimale durch P0, so bezeichnen wir mit P−1 und P1 die benachbarten Auf-
schlagpunkte der Billiardbahn. Wir zeichnen die Ellipse, die durch P0 geht und
die beiden Punkte P−1 und P1 als Brennpunkte hat. In einer Umgebung von P0

verläuft Γ ausserhalb dieser Ellipse, da P0 ein Flachpunkt ist. Das heisst, dass für
ein Punkt P ∈ Γ in einer Umgebung von P0 die Länge des Weges P−1PP1 grösser
ist als die Länge des Weges P−1P0P1, was im Widerspruch zur Minimalität der
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Bahn steht. 2

Definition: Man nennt eine stürckweise glatte, geschlosse-
ne Kurve γ im Innern des Billiardtisches Γ eine Kaustik,
falls eine Billiardbahn, die tangential zu γ verläuft, nach
jeder Reflexion an Γ tangential bleibt zu γ.

Natürlich liefert die Existenz einer Kaustik eine invariante Kurve {(s, ψ(x)) }
für das Billiardabbildung. Dabei ist ψ(s) der Startwinkel an der Bande ist, mit dem
die Kaustik gestreift wird.

Von Lazutkin und Douady wurde bewiesen [18, 11], dass man für eine glatte
Billiardkurve Γ, die überall positive Krümmung hat, in der Nähe der Kurve Γ
immer ’Flüstergalerien’ findet:

Satz 3.3.5

Ist die Krümmung der Kurve Γ überall positiv und ist Γ ∈
C6, so gibt es in der Nähe der Kurve Γ immer Kaustiken,
d.h. invariante Kurven der Billardabbildung in der Nähe
von y = 0 und y = π.

Von Hubacher [17] stammt das Resultat, dass eine Diskontinuität in der
Krümmung von Γ keine Kaustiken in der Nähe von Γ erlaubt:

Satz 3.3.6
Hat die Krümmung von Γ an mindestens einer Stelle eine
Diskontinuität, so gibt es in der Nähe des Randes y = −1
und y = 1 von A keine invariante Kurven.

Dieser Satz macht keine Aussage über die globale Nichtexistenz von invari-
anten Kurven der Billardabbildung in diesem Fall und in der Tat gibt es Beispiele,
wo die Krümmung von Γ Diskontinuitäten hat, obwohl Kaustiken existieren.

Auch direkt aus Satz 3.2.7 haben wir folgendes Resultat:

Satz 3.3.7 Zu jedem α ∈ (0, 1) gibt es Bahnen der Billardabbildung
mit Rotationszahl α.

Zusatz: Ergodisches Billard von Bunimovich.

Definition: Eine flächenerhaltende Abbildung φ des Kreis-
rings A heisst ergodisch, falls jede unter φ-invariante
messbare Teilmenge das Lebesgue Mass 0 oder 1 hat.
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Ist φ ergodisch, so ist A ein Instabilitätsgebiet. Mehr noch: Es gibt Bahnen in
A, die jedem Punkt in A beliebig nahe kommen. (Transitivität). Bunimovich hat in
[7] Beispiele von ergodischen Billard’s angegeben. Ergodische Billiards haben keine
invarianten Kurven. Anmerkung: Die Mathertheorie gilt aber nicht ohne Weiteres
für das Bunimovich Billiard, dessen Twistabbildung zwar stetig aber nicht glatt
ist.

3.3.3 Das duale Billard

P

P

P

t

t

θ

θ

h(θ,θ )

1

1

1

2




1

Das duale Billard wurde von B.H.Neumann vorgeschlagen (siehe [24]). Im
Gegensatz zum Billard erzeugen affin äquivalente Kurven affin äquivalente Orbits.
Mather’s Satz 3.2.8 angewendet auf dieses Problem ergibt:

Satz 3.3.8
Falls Γ glatt ist, dann existiert zu jedem α ∈ (0, 1) ein Punkt
ausserhalb der Kurve Γ, dessen Iterierte mit einem mittle-
ren Winkel α um die Kurve herumdrehen.
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Eine Folge einer Version des Twisttheorems 3.1.6 für kleine Twiststärken ist
der folgende Satz:

Satz 3.3.9
Ist die Kurve γ mindestens Cr mit r > 4 , so ist jede Bahn
des dualen Billards beschränkt.

Sei Γ eine beliebige konvexe geschlossenen Kurve. Zu jedem Winkel ψ ∈
[0, 2π) konstruieren wir den kleinsten Streifen berandet durch zwei Geraden mit
Steigung arctan(ψ), der die ganze Kurve Γ enthält. Die beiden Geraden schneiden
sich im Allgemeinen mit Γ in zwei Intervallen. Sei ξ der Vektor vom Mittelpunkt
des ersten zum Mittelpunkt des zweiten Intervalls. Die konvexe geschlossene Kurve
γ mit der Polardarstellung r(ψ) = |ξψ| heisst Fundamentalkurve von Γ.
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Sie ist zentralsymmetrisch und kann desshalb als Rand der Einheitskugel im
R2 zur Norm

||x|| = min{λ ∈ R | λx ∈ γ }
aufgefasst werden. Wir bennenen den Rand der Einheitskugel vom Dualraum vom
Banachraum (R2, || · ||) mit γ∗. Diese Kurve heisst duale Fundamentalkurve
von Γ. Weit weg von der Kurve Γ bewegt sich eine Bahn in der Nähe einer Kurve,
die die Form der dualen Fundamentalkurve von Γ hat. Ist Γ ein Polygon, so ist
die duale Fundamentalkurve γ∗ von Γ wieder ein Polygon. Haben die Ecken von γ
rationale Koordinaten, so sagt man, Γ sei ein rationales Polygon. Von Vivaldi
und Shaidenko [27] stammt der folgende Satz:

Satz 3.3.10

(Vivaldi und Shaidenko) Ist Γ ein rationales Polygon, so
sind alle Bahnen des dualen Billards periodisch. Es gibt in
diesem Fall invariante Kurven ähnlich der dualen Funda-
mentalkurve γ∗ von Γ.

Offenes Problem: Es ist unbekannt, ob es ein duales Billard gibt, sodass
keine invariante Kurve existiert. In anderen Worten: ist es möglich dass für eine
konvexe Kurve γ und einen Punkt P ausserhalb von γ die Folge φnγ (P ) unbe-
schränkt ist, wo φγ die duale Billiardabbildung ist?

3.4 Ein zweites Variationsproblem

Im Grunde könnte man für die Berechnung der Mathermengen im diskreten die
ganze bisher entwickelte Theorie überspringen und einfach eine Funktion u unter-
suchen, die folgende Eigenschaften hat:

(i) u ist monoton
(ii) u(θ + 1) = u(θ) + 1.
(iii) h1(u(θ), u(θ + α)) + h2(u(θ − α), u(θ)) = 0 .

Man kann dies als Variationsproblem auffassen. Die Gleichung (iii) ist die
Eulergleichung, die ein Extremum des Funktionals

Iα(u) =

∫ 1

0

h(u(θ), u(θ + α)) dθ

auf der Klasse N der Funktionene, die (i) und (ii) genügen, erfüllen muss. Auf
diese Weise hat Mather die Existenz von u± nachgewiesen [20]. Eine Schwierigkeit
bei diesem Ansatz besteht darin, die Eulergleichungen nachzuweisen. Formal geht
das:

d

dε
Iε(u+ εv)|ε=0 =

∫ 1

0

h1(u, u(θ + α))v + h2(u, u(θ) + α))v(θ + α) dθ
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=

∫ 1

0

[h1(u, u(θ + α)) + h2(u(θ − α), u(θ))]v(θ) dθ

aber wir können in der Klasse N nicht beliebig varieren, da sonst die Monotonie
verloren gehen kann. Mather kommt jedoch mit einer geeigneten Parametrisierung
zum Ziel.

Eine andere Möglichkeit wäre, das Variationsproblem zu regularisieren: Wir
betrachten für jedes ν > 0 das Funktional

I(ν)(u) =

∫ 1

0

ν

2
u2
θ + h(u(θ), u(θ + α)) dθ

und suchen ein Minimum in der Klasse der Funktionen u, für die u(θ) − θ ein
Wahrscheinlichkeitsmass ist auf S1:

u− Id ∈M1(T1) .

Die Euler’sche Gleichung zu diesem Problem ist eine Differential-Differenzen
Gleichung

−νuθθ + h1(u(θ), u(θ + α)) + h2(u(θ + α), u(θ)) = 0

für die man zeigen kann, dass das Minimum u∗θ regulär und monoton ist:

u∗ν(θ)− θ ∈ C2(S1), du∗ν(θ)/dθ > 0 .

Wegen der Schwach-Kompaktheit der Einheitskugel von M 1(S1) konvergiert für
νk → 0 die Folge u∗νk schwach gegen ein u∗ und u∗ erfüllt alle anfangs gestellten
Forderungen (i) bis (iii).

Bemerkung. Diese Vorgehen könnte vielleicht auch zur numerischen Be-
stimmung der Mathermengen gebraucht werden.

3.5 Minimale Geodäten auf T2

Minimale Geodäten auf dem Torus sind schon 1932 von Hedlund [14] untersucht
worden. In [5] hat Bangert die Resultate von Hedlund auf die obige Theorie zurück-
geführt und wesentlich erweitert. Wir werden in diesem Paragraphen diese Reduk-
tion beschreiben und für die Beweise auf Bangert verweisen. Auf dem zweidimen-
sionalen Torus T2 = R2/Z2 sei die Metrik

ds2 = gij(q)dq
idqj , gij ∈ C2(T2)

positiv definit gegeben. Die Länge einer stückweise stetigen Kurve γ : [a, b]→ R2

wird gemessen mit

L(γ) =

∫ b

a

F (q, q̇) dt

F (q, q̇) = ([gij(q)q̇
iq̇j ])1/2
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und die Distanz von zwei Punkten p und q ist

d(q, p) = inf{L(γ) | γ(a) = p, γ(b) = q} .

Man sagt einer solchen Metrik Finslermetrik. Eine Finslermetrik ist eine Metrik
definiert durch d, wo F homogen vom Grad 1 ist und die Legendrebedingung erfüllt.
Die oben definierte Metrik verallgemeinert die Riemannsche Metrik, bei der gij
symmetrisch vorausgesetzt wird.

Definition: Eine Kurve γ : R → R2 heisst minimale
Geodäte falls für alle [a, b] ⊂ R gilt

d(γ(a), γ(b)) = L(γ)|ba .

Wir bezeichnen wieder mit M die Menge der minimalen
Geodäten auf R2.

Schon Morse hatte 1924 minimale Geodäten auf Überlagerungen von 2-dimensional
Riemann’schen Mannigfaltigkeiten vom Geschlecht ≥ 2 untersucht [23]. Hedlund’s
Resultat aus 1934 war:

Satz 3.5.1

a) Zwei minimale Geodäten schneiden sich höchstens ein-
mal.
b) Es gibt eine Konstant D, die nur von g abhängig ist,
sodass jede minimale Geodäte in einem Streifen der Breite
2D liegt: ∃ Konstanten A,B,C mit A2 + B2 = 1, sodass
für jede minimale Geodäte γ : t 7→ (q1(t), q2(t)) gilt

|Aq1(t) +Bq2(t) + C| ≤ D, ∀t ∈ R .

c) In jedem Streifen dieser Art existiert eine Geodäte:
∀A,B,C mit A2 + B2 = 1, ∃ minimale Geodäte γ : t 7→
(q1(t), q2(t))

|Aq1(t) +Bq2(t) + C| ≤ D, ∀t ∈ R

mit Rotationszahl

α = −A/B = lim
t→∞

q2(t)/q1(t)

die auch den Wert ∞ annehmen kann.
d) γ ∈M hat keine Selbstschnitte auf dem Torus.
e) Falls α irrational ist, so ist Mα die Menge der minima-
len Geodäten mit Rotationszahl α wohlgeordnet.
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Wie stehen diese Resultate in Verbindung mit der in Kapitel II entwickelten
Theorie? Das Variationsproblem, das wir früher studiert haben, war gegeben durch

I(γ) =

∫

γ

F (t, x, ẋ) dt =

∫

γ

F (q1, q2,
dq2

dq1
) dq1 ,

wo (t, x(t)) ein Graph einer Funktion war. Jetzt betrachten wir beliebige Kurven
(q1(t), q2(t)), die sich im Allgemeinen nicht als Graph q2 = φ(q1) schreiben lassen.
Auch wenn wir q2 = φ(q1) hätten, wie zum Beispiel im Falle der Euklidischen
Metrik

F = [1 + (
dq2

dq1
)2]1/2

so hat man nicht quadratisches Wachstum. Wie diese Problematik umgangen wer-
den kann, hat Bangert gezeigt. Wir nehmen den folgenden Existenzsatz als gesi-
chert an: (vgl [4] 6.1, 6.2).

Satz 3.5.2

a) Zwei beliebige Punkte p und q auf R2 können durch
ein minimales geodätisches Segment verbunden werden. d.h.
∃γ∗ : [a, b] → R2, s 7→ q∗(s) mit q∗(a) = p, q∗(b) = q und
L(γ∗) = d(p, q).
b) In jeder Homotopieklasse {γ : s 7→ q(s) | q(s + L) =
q(s) + j, j ∈ Z2 } gibt es mindestens eine Minimale. Diese
hat keine Selbstschnitte auf T2.

Sei γ : s 7→ q(s) = (q1(s), q2(s)) eine Geodäte parametrisiert durch die Bo-
genlänge s. Nach dem eben angegebenen Satz, gibt es ein minimales γ∗ : s 7→ q∗(s)
mit

q∗(s+ L) = q∗(s) + e2 ,

wobei e2 der Basisvektor der zweiten Koordinate ist. Da diese Minimale keine
Selbstschnitte hat, können wir eine Koordinatentransformation machen, sodass in
den neuen Koordinaten

q1(s) = 0, q2(s) = s

ist. Damit ist
(k, s) = q∗(s) + k, ∀k ∈ Z .

Definiere
h(ξ, η) := d((0, ξ), (1, η))

wobei d die Metrik d in den neuen Koordinaten ist. Die Länge eines gebrochenen
Bogenstücks zwischen p und q, das aus minimalen Geodätensegementen zusam-
mengesetzt wird, ist gegeben durch

r∑

j=1

h(xj , xj+1)
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und das Minimum

minxr=q
x1=p

r∑

j=1

h(xj , xj+1)

wird angenommen von einem minimalen Geodätensegment, das (1, x1) und (r, x2)
verbindet.

Die folgende Aussage reduziert das Problem auf die frühere Theorie. Verglei-
che 6.4 in [4].

Satz 3.5.3 Die Funktion h erfüllt die Eigenschaften (i′) bis (iv′).

Wir können die Resultate so zusammensammeln (vergleiche [4] 6.5 bis 6.10.
)
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Satz 3.5.4

a) Für jedes α ∈ R existiert eine minimale Geodäte mit
Rotationszahl α.
b) Minimale Geodäten haben keine Selbstschnitte auf dem
Torus.
c) Periodische minimale Geodäten sind Minimale in ihrer
Homotopieklasse.
d) Zwei verschiedene periodische minimale Geodäten der
gleichen Periode schneiden sich nicht.
e) Eine minimale Geodäte γ mit Rotationszahl α ist ent-
weder periodisch oder enthalten in einem Streifen gebilldet
von zwei periodischen minimalen Geodäten γ+ und γ−

der gleichen Rotationszahl. In jeder Zeitrichtung ist γ
asymptotisch zu genau einer der Goedäten γ+ oder γ−.
Es gibt zwischen γ+ und γ− keine weiteren periodischen
minimalen Geodäten. (Sie sind benachbart).
f) In jedem Streifen gebildet durch zwei benachbarte mini-
male periodische Geodäten γ− und γ+ der Rotationszahl α
gibt es in beiden Richtungen heterokline Verbindungen.
g) Zwei verschiedene minimale Geodäten mit irrationaler
Rotationszahl schneiden sich nicht.
h) Für α irrational gibt es zwei Fälle:

Fall A): Durch jeden Punkt von R2 geht eine rekurrente
minimale Geodäte der Rotationszahl α.

Fall B): Die rekurrenten minimalen Geodäten dieser
Rotationszahl schneiden jede minimale periodische Geodäte
in einer Cantormenge.

i) Jede nichtrekurrente minimale Geodäte der irratio-
nalen Rotationszahl α ist eingeschlossen zwischen zwei
minimalen Geodäten, die beide vorwärts und rückwärts
asymptotisch sind.

j) Jede nichtrekurrente minimale Geodäte kann durch peri-
odische minimale Geodäten approximiert werden.

3.6 Hedlund’s Metrik auf T3

Wir beschreiben zum Schluss noch eine Metrik auf dem dreidimensionalen Torus,
deren Konstruktion auf Hedlund zurückgeht und die zeigen soll, dass die obige
Theorie auf n = 2 beschränkt ist. Der Grund liegt darin, dass sich nicht parallele
Geraden im R2 schneiden im Gegensatz zum R3, wo es natürlich windschiefe Ge-
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raden gibt.

Die Hauptpunkte sind folgende:

1) Es ist im Allgemeinen falsch, dass es für jede Richtung
eine Minimale in diese Richtung gibt. Es gibt ein Beispiel,
wo nur 3 asymptotische Richtungen existieren.

2) Es ist im Allgemeinen falsch, dass falls γ∗(s + L) =
γ∗(s) + k minimal in dieser Klasse M(L, k) ist, auch
γ∗(s + NL) = γ∗(s) + NL minimal in M(NL,Nk) ist,
denn sonst wäre γ∗ eine globale Minimale und somit asym-
ptotisch zu einer der drei ausgezeichneten Richtungen.

Immerhin gibt es aber mindestens dim(H1(T3,R)) = 3 Minimale [5], denn
es gilt allgemein:

Satz 3.6.1
Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M mit dim(M) ≥
3 und nicht kompakter Überlagerung, gibt es mindestens
dim(H1(M,R) minimale Geodäten.

Das Beispiel:
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Auf R3 = R3/Z3 definieren wir die Metrik

gij(x) = η2(x)δij ,

wobei η ∈ C∞(T3), η > 0 ist.

Wir brauchen 3 geschlossene Kurven γ1, γ2 und γ3 auf T3, die sich paarweise
nicht schneiden. (ei bezeichne die Einheitsvektoren in R3).

γ1 : t 7→ te1
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γ2 : t 7→ te2 +
1

2
te1

γ3 : t 7→ te3 +
1

2
te2 +

1

2
te1

Γ =
3⋃

j=1

γj .

Sei 0 < ε < 10−2 fest gegeben. Die ε-Umgebungen Uε(γi) bilden dünne Kanäle
in T3, die sich nicht schneiden. Bezeichne noch

U(γ) =
3⋃

j=1

Uε(γ0)

das ganze Kanalsystem.

Sei 0 < εi ≤ ε < 10−2 für i = 1, 2, 3 und η ∈ C∞(T3) mit

i) η(x) ≤ 1 + ε, ∀x ∈ T3

ii) η(x) ≥ 1, ∀x ∈ T3 \ U(γ)

iii) η(x) ≥ εi, ∀x ∈ U(γi) \ γi.
iv) η(x) = εi, ∀x ∈ γi .

Die Resultate sind nun:

Satz 3.6.2

a) Die Gesamtlänge der Segmente ausserhalb U(γ) für Mi-
nimale ist < 4.
b) Jede Minimale wechselt von einem Kanal zum anderen
höchstens 4 mal.
c) Jede Minimale ist für s → ±∞ asymptotisch zu einem
der γi.
d) Jede der γi ist eine Minimale.

Beweis. Zunächst betrachten wir beliebige stückweise C1 Kurven, die wir mit der
Bogenlänge s parametrisieren:

γ : [a, b] 7→ R3, s 7→ γ(s)

mit η2|γ̇(s)|2 = 1, sodass

L(γ) =

∫ b

a

= η|γ̇| ds =

∫ b

a

ds = b− a .

Wir bezeichnen mit A die Menge der Zeitpunkte, wo γ ausserhalb der Kanäle ist

A = {s ∈ [a, b] : γ(s) /∈ U(Γ)}
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und sei

γ(A) =

∫

A

ds ≤ L(γ) .

Schliesslich brauchen wir den Vektor x = γ(b)−γ(a). Der Beweis wir nun von zwei
Lemmas unterbrochen. 2

Lemma 3.6.3

(Abschätzung der Zeit ausserhalb der Kanäle) Für jedes
stückweise C1-Kurvenstück γ : [a, b]→ R3 gilt

γ(A) ≤ 11

10
[L(γ)−

3∑

j=1

εj |x|j ] + 10−2 .

Beweis. Sei für j = 1, 2, 3

Aj = {s ∈ [a, b] | γ(s) ∈ Uε(γj) }
A = {s ∈ [a, b] | γ(s) /∈ U(Γ) }

sodass [a, b] = A ∪ A1 ∪ A2 ∪ A3 ist. Wenn nj die Anzahl der Besuche von γ in
Uε(γi) bezeichnet, gilt, da der Querschnitt von Uε(γj) ≤ 2ε ist

|
∫

Aj

γ̇j ds | ≤ 2njε, i 6= j

|
∫

Aj

γ̇j ds | ≥ |
∫

[a,b]

γ̇j ds| − |
∫

[a,b]\Aj
γ̇j ds| = |xj | − |

∫

[a,b]\Aj
γ̇j ds|

|
∫

[a,b]\Aj
γ̇j ds| ≤

∫

A

|γ̇j | ds+
∑

i6=j
|
∫

Aj

γ̇j ds| ≥
∫

A

η|γ̇j | ds+ 2(ni + nk)ε

= λ(A) + 2(ni + nk)ε, ({i, j, k} = {1, 2, 3}) .
Das heisst

λ(Aj) =

∫

Aj

η|γ̇| ds ≥ εj |
∫

Aj

γ̇j ds| ≥ εj{|xj | − λ(A)− 2(ni + nk)ε } .

Addition ergibt

L(γ) = λ(A) +
3∑

j=1

λ(Aj)

≥ λ(A) +
∑

j

εj |xj | − 3ελ(A)− 4ε2(n1 + n2 + n3)

≥ (1− 3ε)λ(A) +
3∑

j=1

[εj |xj | − 4ε2ηj ] .
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Andererseits muss es n1 + n2 + n3 − 1 Wechsel zwischen Kanälen geben, während
denen γ ausserhalb von Uε(Γ) ist. Da der Abstand zwischen zwei Kanälen ≥ (1/2−
2ε) ist, folgt

λ(A) ≥ (

3∑

j=1

ηj − 1)(
1

2
− 2ε) ,

das heisst
3∑

j=1

ηj ≤ λ(A)(
1

2
− 2ε)−1

sodass

L(γ) ≥ λ(A)[1− 3ε− 4ε2(
1

2
− 2ε)−1 +

3∑

j=1

εj |xj | − 4ε2

≥ 10

11
(λ(A) +

3∑

j=1

εj |xj | − 4ε2)

und damit

λ(A) ≤ 11

10
(L(γ)−

3∑

j=1

εj |xj |) + 10−2 .

2

Lemma 3.6.4

(Abschätzung der Länge eines minimalen Kurvenstücks)

L(γ) = d(γ(a), γ(b)) ≤
3∑

j=1

εj |xj |+ 3(1 + ε) .

Beweis. Die Länge eines minimalen Weges von a bis zum Kanal Uε(γj) oder eines
Weges, der von Uε(γj) zu Uε(γi) wechselt, ist kleiner als (1 + ε). Die Länge des
Weges in einem der Kanäle Uε(γi), um in der i-ten Koordinatenrichtung zu laufen,
ist kleiner oder gleich εj |xj |. Also ist

L(γ) ≤ 3(1 + ε) +
3∑

j=1

εj |xj | .

2
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Beweis. Fortsetzung vom Beweis von Satz 3.6.2:
a) folgt nun direkt aus Lemma 3.6.3 und Lemma 3.6.4:

λ(A) ≤ 11

10
(L(γ)−

3∑

j=1

εj |xj |) + 10−2 ≤ 11

10
3(1 + ε) + 10−2 < 4 .

b) Sei γ : [a, b] → R2 ein minimales Segment, sodass γ(a) und γ(b) ∈ U(Γ).
Es ist

L(γ) ≤ 2(1 + ε) + 2ε+
3∑

j=1

εj |xj | .

Wenn N die Anzahl der Kanalwechsel ist, so ist

N(
1

2
− 2ε) ≤ λ(A) ≤ 11

10
[2(1 + ε) + 2ε+ 10−2]

das heisst N < 5 und damit N ≤ 4.

c) Da wir nur endlich viele Wechsel haben, verläuft eine Minimale γ schlies-
slich in einem Kanal Uε(γk) und es ist nicht schwer zu sehen, dass dann γ asym-
ptotisch zu γk sein muss (Übungsaufgabe). 2

Bemerkung.
Es gilt (Übungsaufgabe) für alle p, x ∈ R3 sogar

3∑

i=1

εi|xi| − 4 ≤ d(p, p+ x) ≤
3∑

i=1

εi|xi|+ 4 .

und damit existiert die stabile Metrik

d̃(p, p+ x) = lim
N→∞

d(p, p+Nx)

N
=

3∑

j=1

εj |xj | .

Die stabile Norm auf H1(T3,R) ist, wenn γ eine geschlossene Kurve in T3, die
ein Element in H1(T3,R) repräsentiert)

||v|| = d̃(γ(0), γ(L))

hat eine Einheitskugel in der Form eines Oktaeders. Es stellt sich heraus, dass
im Allgemeinen die Existenz und die Eigenschaften von minimalen Geodäten im
engen Zusammenhang mit der Konvexität der Einheitskugel der stabilen Norm
steht. (Siehe [5]).
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3.7 Zusatzaufgaben zum Kapitel III

1) Verifiziere, dass im Billard und im dualen Billard die erzeugenden Funktionen
die Eigenschaften (0’) bis (iv’) haben.

2) Zeige, dass in Hedlund’s Beispiel eine minimale Geodäte immer asympto-
tisch ist zu einem der γk ist.

3) Beweise, dass die Kurven γk, k = 1, 2, 3 in Hedlund’s Beispiel Minimale
sind.

4) Verifiziere in Hedlunds Beispiel

3∑

i=1

εi|xi| − 4 ≤ d(p, p+ x) ≤
3∑

i=1

εi|xi|+ 4 .
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Appendix

3.8 Literaturhinweise
Every problem in the calculus of varia-
tions has a solution, provided the word
solution is suitably understood.

David Hilbert

Seit dem Entstehung dieses Scripts ist einiges in diesem Forschungsbereich
über Dynamischen Systeme passiert. In diesem Anhang werden einige Literatur-
hinweise gegeben.

Zu den klassischen Resultaten der Variationsrechnung kann speziell [26, 32]
empfohlen werden. Weiter inzwischen erschienene Bücher der Variationsrechnung
sind [31, 71]. Vorlesungsnotizen von Hildebrandt [30], die damals als Fotokopien
erhältlich waren, sind in [26] eingegangen, ein Werk, das dem Leser zu empfehlen
ist, der mehr über die klassischen Variationsprobleme lesen will. Schliesslich soll
auch auf Moser’s Übersichtsartikel [60] hingewiesen werden.

Mehr über geodätische Flüsse befindet sich in [19, 12, 61]. Im Zusammenhang
zum Satz von Hopf seien noch Arbeiten über integrable geodätische Flüsse auf
dem zwei-dimensionalen Torus mit Liouvillemetriken gij(x, y) = (f(x) + h(y))δij
erwähnt (siehe [8, 53, 64]). Diese Metriken haben zusätzlich zum Energieintegral
H(x, y, p, q) = (p2 + q2)/4(f(x) + h(y)) das quadratische Integral F (x, y, p, q)
= (h(y)p − f(x)q)/4(f(x) + h(y)). Eine Auflisten aller integrablen geodätischer
Flüsse scheint noch nicht möglich (siehe [76]). Für einen weiteren Satz vom Hopf-
Typ konsultiere man [62]. Das Hopftheorem für höhere Dimensionen (unter dem
Namen Hopfvermutung bekannt) ist in [18] bewiesen worden.

Mehr über Aubry-Mather theorie kann in [47] gefunden werden. Mather’s
erste Arbeit ist in [46] nachzulesen. Später hat Mather das Variationsproblem neu
für invariante Masse formuliert und weiter untersucht (siehe z.B. [49, 51, 50, 52]).
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Die Koordinaten zu Angenent’s Arbeit sind [3]. Die erwähnte Arbeit von
Bangert ist in [9] erschienen.

Die Konstruktion von Aubry-Mathermengen mittels Abschluss von periodi-
schen Minimalen ist in [33, 34] ausgeführt. Für einen alternativen Beweis von
Teilen der Mathertheorie, siehe [27]. Dieser Ansatz liefert zwar nicht alle Re-
sultate der Mathertheorie, kann jedoch verallgemeinert werden [39]. Für höher-
dimensionale Mathertheorie, siehe [66]. Für Billiards liefert die mittlere minimale
Wirkung Invarianten [67]. Das in dieser Vorlesung erwähnte regularisiertes Va-
riationsprinzip ist in [57, 58] im Detail beschrieben. Für die Ursprünge des in
dieser Vorlesung beschriebenen Ansatzes sind auch [55, 23] relevant. Die Sicht von
Aubry-Mathermengen als abgeschlossene Mengen von schwachen Lösungen der
Hamilton-Jacobi-Gleichungen ut + H(x, t, u)x = 0, (das ist eine forcierte Burger-
gleichung ut + uux + Vx(x, t) = 0 im Falle H(x, t, p) = p2/2 + V (x, t)), wird in
[24] behandelt. Die Arbeit von Mané über Mathertheorie die in [44] angekündigt
wurde, ist nach seinem Tod in [45] erschienen.

Der Satz von Poincaré-Birkhoff, der zuerst von Birkhoff in [13] bewiesen wur-
de, hat später neue Beweise erhalten [17, 48, 1].

Für die Aubry-Mather Theorie in höheren Dimensionen sind viele Fragen
offen. In [65] wird die mittlere Wirkung in höheren Dimensionen betrachtet. Das
höher-dimensionale Frenkel-Kontorova-Modell ist in [66] behandelt.

Eine gute Einführung in die Theorie des Billiards ist [72]. Für einen sorgfälti-
ger Beweis für die Existenz von Klassen von periodischen Bahnen im Billiard siehe
[77]. Ein Satz für Billiards, der eng mit dem Satz von Hopf verwandt ist, wurde in
[11] bewiesen und in [78] vereinfacht. Eine manchmal Birkhoff attributierte Frage
ist, ob jedes glatte und strikt konvexe Billiard integrabel ist. Das Problem scheint
immer noch offen. Die Frage hängt auch von der Definition der Integrabilität ab.
Birkhoff machte zwar Andeutungen [14, 15], scheint aber die Frage selbst nie auf-
geschrieben zu haben. Die Frage wurde von H. Poritski in [63] explizit gestellt
und zum ersten Mal angegangen. Die Vermutung sollte desshalb eher Birkhoff-
Poritski-Vermutung heissen. Für mehr Literatur und Resultate über Kaustiken
von Billiards kann man [72, 37, 28] konsultieren.

Mehr über die Standardabbildung kann in den Textbüchern [68, 20, 35, 42]
nachgelesen werden. Die Abbildung erschien um 1960 im Zusammenhang mit der
Dynamik von Elektronen in Microtrons [22]. Sie wurde zuerst on Taylor im Jahre
1968 numerisch studiert und von Chirikov in 1969 (siehe [25, 21]). Die Abbildung
erscheint auch unter dem Namen ’gekickter Rotator’ and beschreibt Gleichge-
wichtszustände im Frenkel-Kontorova Modell [40, 6].
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Das Aufbrechen der invarianten Tori, der Übergang von KAM Mathermengen
zu Cantorus-Mathermengen im Speziellen, ist ein aktives Forschungsgebiet. Die
Frage, ob der MacKay Fixpunkt existiert ist noch offen. In einem etwas grösseren
Raum von ’kommutierenden Paaren’ ist die Existenz eines periodischen Orbits der
Periode 3 gezeigt worden [70]. Ein neuer Ansatz auf die Frage des Aufbrechens von
invarianten Kurven macht Renormalisierung im Raum von Hamiltonischen Flüssen
[38]. Auch dort wird ein nichttrivialer Fixpunkt vermutet. (Koch hat kürzlich einen
Beweis der Existenz vom MacKay Fixpunkt angekündigt). Für Renormalisierungs-
ansätze zum Verstehen des Aufbrechens von invarianten Kurven konsultiere man
man [43, 69, 70, 38].

Im Variationsproblem für Twistabbildungen kann man auch für allgemeine-
re kritische Punkte suchen. Eine elegante Konstruktion von kritischen Punkten
stammt von Aubry und Abramovici [7, 4, 5]. Siehe [36] für ein Formulierung mit-
tels Percival Funktional.

Ein Teil der Theorie des Aufbrechens von invarianten Kurven wird heute
’Converse KAM-Theorie’ genannt.

Das duale Billiard wird manchmal auch ’Aussenbilliard’ oder ’Moser Billiard’
genannt. Letzterer Name kommt daher, dass Moser das System oft in Artikeln oder
Vorträgen propagiert hat, z.B. im Artikel [54] oder im Buch [54]. Die Frage, ob ein
konvexes Aussenbilliard mit unbeschränkter Bahn existiert, ist noch offen. Neueres
über dieses dynamischen System findet sich in [73, 74, 75]. Der Beweis von Vivaldi
und Shaidenko hatte eine Lücke. Ein neuer Beweis war in [29] zu finden, siehe auch
[16].

Die verschiedenen heute bekannten Ansätze zur Mathertheorie sind:

• Aubry’s Ansatz via minimaler Grundzustände ist historisch der erste und
zeigt die Verbindungen der Thematik mit der statistischer Mechanik und
der Festkörperphysik.

• Mather’s Konstruktion ist ein neueres Stück Variationsrechung.

• Katok’s Konstruktion über Birkhoff periodische Bahnen liefert den vielleicht
technisch einfachste Beweis.

• Golés Beweis liefert zwar schwächerer Resultate, kann jedoch verallgemeinert
werden.

• Bangert knüpft die Theorie an klassische Variationsrechnung und an die
Theorie der Geodäten an.

• Moser’s Viskositätsbeweis ist von klassische Methoden der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen motiviert.
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Im Gegensatz zu Variationsproblemen, bei denen kompakte Lösungen von
differenzierbaren Funktionalen gesucht werden, kann man, wie das Thema in die-
sem Skript zeigt, die Mathertheorie als ein Variationsproblem auffassen. Es wer-
den dabei nichtkompakte Lösungen gesucht, die minimal sind bezüglich kompak-
ten Störungen. Bei solchen Variationsproblemen ist der Beweis der Existenz von
Lösungen schon mit einiger Arbeit verbunden.

Im weiteren Rahmen führt die Theorie von nichtkompakten Minimalen in die
Störungstheorie nicht-kompakter pseudo-holomorpher Kurven auf Tori mit fast
komplexer Struktur [59], sowie zur Theorie elliptischer partieller Differentialglei-
chungen [56] oder der Theorie von minimalen Blätterungen [10].

Wie das Beispiel von Hedlund zeigt, ist die Mathertheorie nicht ohne weiteres
auf höhere Dimensionen erweiterbar. Es stellt sich zum Beispiel die Frage, was mit
den Minimalen passiert, die auf dem flachen integrablen drei-dimensionalen Torus
existieren, wenn die Metrik zur Hedlund-Metrik deformiert wird oder ob es eine
Mathertheorie gibt, die in der Nähe von flachen Tori anwendbar ist. In [41] wurde
die Hedlundmetrik eingehend untersucht und die Existenz von vielen Lösungen
des geodätischen Flusses sowie Nichtintegrabilität bewiesen. Für Metriken vom
Hedlund Typ auf allgemeineren Mannigfaltigkeiten konsultiere man [2].
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