Kapitel 1

Elementare Nonstandard-Analysis

Uberblick: Wir beginnen mit einem historischen Abrif. Danach stellen wir das wichtigste
Hilfsmittel fiir die Konstruktion eines hyperrellen Korpers *IR O IR mit unendlich kleinen und
groken Zahlen bereit. Im dritten Abschnitt konstruieren wir einen solchen Kérper *IR in voller
Analogie dazu wie man R aus @) durch Cauchyfolgen konstruiert. Im vierten Abschnitt zeigen
wir, wie man Funktionen und Relationen auf IR auf den hyperreellen Kérper *IR unter Erhalt
der wesentlichen Eigenschaften fortsetzen kann. In den Abschnitten 5 und 6 wenden wir dann
dies alles auf die Differential- und Integralrechnung an. Wir erhalten so unter anderem den
Existenzsatz von Peano fiir die Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen.

1.1 Einleitung

Uberblick: Wir skizzieren kurz einige wesentliche Entwicklungsschritte der Analysis einschlief-
lich der Nonstandard-Analysis.

Die Entwicklung der Differential- und Integralrechnung begann mit G.W. Leibniz (1646-
1716) (wesentliches Manuskript schon 1675) und I. Newton (1642-1727). Leibniz erwei-
terte geometrische Ideen von B. Pasquale, Newton entwickelte die Mechanik mit seiner
Form der Analysis. Beide benutzten unendlich kleine und unendlich grofe Zahlen. Die
damit verbundenen Schwierigkeiten waren beiden bewuft.

Hier ist ein einfaches Beispiel fiir solche Schwierigkeiten: Was ist der Quotient zweier
unendlich kleiner Zahlen?
Sei  vom Betrag “unendlich klein”. Dann ist auch sin(z) unendlich klein, der Quoti-

ent ergibt Si%“:”l. Aber auch 1 — cos(x) ist dann unendlich klein wegen cos(z) =
1 —sin(x)2. Aber 1_CTOS@)“:”O. Ja, auch /|z| ist unendlich klein, aber —”|$|“:”oo
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Diese und viele weitere Probleme waren beiden Mathematikern bekannt. Beide 16sten sie
auf verschiedene Weise: Newton argumentierte physikalisch, Leibniz berief sich darauf,
daf man jeden seiner Beweise auch so fiihren konne wie Archimedes dies bei der Berech-
nung des Kreisinhalts z.B. getan hatte. Trotz der bleibenden Ungereimtheiten entwickelte
sich die Analysis im 18. Jahrhundert zu ihrer ersten Bliite, vor allem dank Euler (1707-
1783), der eine hohe Intuition beim Umgang mit unendlich kleinen Gréfen hatte. Er
berechnete beispielsweise

1 n\ 1 n\ 1 n\ 1
— lim(14+ =) = 1 L — ... -
‘ im( +n) * (1) n+ (2)n2 M (n) n'"

und argumentierte nun, daf fiir unendlich grofies n

ny1 1nn-1)---(n—-(k+1)), 1
k)n* Kk n-n---n k!
_ w_» N — 1 w_n «_»n — (k + 1)
= Qe B ey e AT o)
woraus er e = » ;- % folgerte. Dies ist nur ein kleines Beispiel aus Eulers epochalem
Werk. '

A. Cauchy (1789-1857) gilt als der erste Mathematiker, der die unendlich kleinen und
grofsen Zahlen aus der Analysis eliminiert und z.B. durch sein Cauchy-Kriterium der
Konvergenz bzw. sein Stetigkeitskriterium ersetzt hat. Aber dies trifft nicht zu. Er hat
nach wie vor auch mit solchen Zahlen operiert und argumentiert. Erst R. Dedekind (1831-
1916) und vor allem K. Weierstrass (1815-1897) haben diese Zahlen durch die heute iibliche
€ —ng— bzw. € — J—Argumentation ersetzt. Diese ihrerseits ist nichts anderes als eine
systematisierte Anwendung der oben erwidhnten Argumentationsweise von Archimedes
und damit auch von Leibniz.

A. Robinson (1918 - 1974) entdeckte um 1955-1960, daf man mit Hilfe der modernen
Logik unendlich kleine und grofe Zahlen widerspruchsfrei so einfithren kann, daf damit
die ganze Analysis aufgebaut werden kann. Die damit verbundenen Vorteile sind grofiere
Anschaulichkeit, weniger komplizierte Beweise und die Mdoglichkeit auch andere Gebiete
der Mathematik darauf aufzubauen. Insbesondere gibt die Robinsonsche Nonstandard-
Analysis in der Weiterentwicklung von W.A. J. Luxemburg, C.W. Henson und P.A. Loeb
einen hervorragenden Zugang zur Stochastik und Funktionsanalysis.

: n
Se1 wegen n

1.2 Ein fundamentales Hilfsmittel zur Konstruktion un-
endlich kleiner und grofter Zahlen

Uberblick: Wir werden im nichsten Hauptabschnitt die hyperreellen Zahlen &hnlich aus den
reellen Zahlen konstruieren wie man diese aus den rationalen Zahlen mit Cauchyfolgen konstru-
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iert. Dazu brauchen wir eine Funktion m, die jeder Teilmenge A der natiirlichen Zahlen einen
Wert m(A) € {0, 1} zuordnet, und gewisse weitere Eigenschaften erfiillt, die im Hauptsatz dieses
Abschnitts formuliert sind (Satz 1.5). Fiir die Konstruktion von m bendtigen wir den Satz von
Zorn.

1.2.1 Der Satz von Zorn

Dieser Satz leistet hervorragende Dienste auf allen Gebieten der Mathematik, in denen
es um die Existenz maximaler Elemente einer teilweise geordneten Menge geht. Er ist
aquivalent zum Auswahlaxiom. Wir benutzen eine besonders leicht versténdliche Version.
Sei ) # X eine beliebige nichtleere Menge, zum Beispiel X = {1,2,3}, X = IN oder
X = R. Wir betrachten die Menge {0,1}* = F(X) aller Funktionen von X in die
zweielementige Menge {0,1}. F(X) ist in natiirlicher Weise geordnet: f < g gilt nach
Definition genau dann, wenn f(z) < g(z) fiir alle x € X ist.

0 x=1,3 0 z=1

Ist zum Beispiel X = {1,2,3} so ist f(x) = 1 z—9 <g(x) = | r—2.3
Die Ordnung ist aber nicht total: es gibt Elemente f und h, die nicht vergleichbar sind.
Wihlen Sie zum Beispiel f wie oben, h(x) = (1) i B ;’ 3

Sie kennen solche Phinomene natiirlich von den iiblichen reellen Funktionen auf einer
Menge. Natiirlich - und das haben Sie oben gesehen - gibt es total geordnete Teilmengen
A in F(X). Zum Beispiel wéihlen Sie oben A = {f,¢g,1x} wo 1x die Funktion ist, die
konstant gleich 1 ist.

Genauer heilt A C F(X) total geordnet, wenn je zwei Elemente f, g € A vergleichbar

sind, d.h. entweder f < g oder g é f gilt.

Deffnition 1.1 Sei G C F(X). Eine Funktion g € G heifft maximales Element von
G, wenn aus g < h € G stets g = h folgt.

Als Beispiel stellen wir fest, dak die konstante Funktion 1y maximal in F'(X) ist. Wahlen
wir wieder X = {1,2,3} und G = {f € F(X) : f # 1x}, so hat G drei verschiedene
maximale Elemente, ndmlich

1 1 0 F(1)
L |, 0 Jund | 1 | (wof=1| f(2) | geschrieben wurde).
0 1 1 f(3)

Im folgenden Satz von Zorn wird nur die Fzistenz eines maximalen Elements behauptet,
nicht jedoch seine Eindeutigkeit. Das kann man eben auch gar nicht immer.



Theorem 1.2 (Satz von Zorn) Sei G C F(X) eine Teilmenge. Fir jede total geord-
nete Teilmenge H C G gebe es eine Majorante fg € G von H, d.h. es gebe ein fy € G
mit fg > f fir alle f € G. Dann besitzt G ein maximales Element g¢.

Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf Biicher iiber Mengenlehre.

1.2.2 Anwendung auf Mengenfunktionen

Im Folgenden sei I eine unendliche Menge; am wichtigsten fiir den ersten Teil der Vorle-
sung ist I = IN. Wir setzen X = P(I) = {A: A C I}. Statt f, g schreiben wir jetzt m

bzw. m’ usw.
G sei die Menge aller m € F(X) mit den drei Eigenschaften

1. m(A) = 0 falls A eine endliche Teilmenge ist.
2. m(AN B) =1 genau dann, wenn m(A) = 1 = m(B).

3. m(I)=1.

1 A=1

G ist nicht leer. Denn setze zum Beispiel m(A) = { 0 sonst

Aufgabe: Beweisen Sie, daf dies m zu G gehort, d.h. die Eigenschaften 1) - 3) hat.

Wir zeigen nun, daf G maximale Elemente besitzt, indem wir beweisen, daf G die Vor-
aussetzungen des Satzes von Zorn erfiillt.

Satz 1.3 FEs gibt mazrimale Elemente in G.

Beweis: Sei H eine total geordnete Teilmenge von G. Wir setzen
mp(A) = max{m(A4) : m € H}.

Offensichtlich gilt my > m fiir alle m € H. Auferdem erfiillt my natiirlich die Eigenschaften
(1) und (3), da ja jedes m € H dies tut.

Behauptung: mp hat die Eigenschaft (2(. Damit ist dann mp eine Majorante von H in G.
Beweis: Sei zunichst mpg(A N B) = 1. Nach Definition von my muf es dann ein m € H mit
m(A N B) = 1 geben. Dann ist aber wegen H C G auch m(A) = m(B) = 1, also erst recht
mpg(A) =mpg(B) = 1.

Sei umgekehrt mpy(A) = my(B) = 1. Dann gibt es ein m; € H mit m;(A) =1 und ein mg € H
mit ma(B) = 1. Nach Voraussetzung ist H total geordnet, es gilt also my < mgo oder mg < m;.



O. B. d. A. sei m; < mgy. Dann ist also ma(A) = 1 = ma(B), also ma(AN B) = 1 und damit
mg (AN B) = 1. my hat also tatséchlich Eigenschaft (2).

Damit hat jede total geordnete Teilmenge H eine Majorante in G Nach dem Satz von Zorn hat
G maximale Elemente. )

Deffnition 1.4 Fin mazimales Element der Menge G heifit Ultrafunktional auf P(I).

Die Eigenschaften eines Ultrafunktionals sind im néchsten Satz beschrieben.

Satz 1.5 Sei m ein Ultrafunktional auf X = P(I). Dann gilt:

a) Fir alle AC 1 (also A€ X) ist entweder m(A) =1 oder m(A°) =1 (A°=1\A)
b) m(AUB)=1< m(A) =1 oder m(B) =1

c) Sind Ay, -+, A, paarweise disjunkt und ist m(A; U---UA,) =1, so gibl es genau ein
k<n mit m(Ay) =1, m(A4;) =0 firj #k.

Beweis: a) Zunéichst kann nicht m(A) = m(A°) = 1 gelten. Denn sonst wére nach Eigenschaft
(2) auch m(A N A°) = 1. Wegen AN A° = () wiirde m(0) = 1 gelten, ein Widerspruch zu
Eignschaft (1). Ferner gilt m(A) = 1 fiir alle A, fiir die A® endlich ist. Denn sonst setze

(D) = { 1 JAIC[Acist endlich undm(C) = lund D D C N A]

0 sonst
Dann ist m < my € GG im Widerspruch zur Maximalitit von m.
Wir nehmen nun an, es gebe ein A C I mit m(A) = m(A°) = 0. Wir zeigen, dak dann m nicht
maximal ist. Nach dem bisher Gezeigten ist sowohl A als auch A° unendlich.
(I) Es gelte C' N A # 0 fiir alle C mit m(C) = 1.
Wir setzen dann (D) — { 1 :Esgibt Cmitm(C)=1undD DCNA
0 :sonst
Es ist nicht schwer zu sehen, dak m € G ist. Auerdem gilt m(C) = m(C), falls m(C) = 1 war.
SchlieRlich ist m(A) = 1, also m > m, ein Widerspruch zur Maximalitat von m.
(IT) Es gebe ein Cp mit m(Cp) = 1 aber Cy N A = (. Dann ist Cy C A°. Ist m(C) = 1 und
CnNA® =10, soist C C A, also CNCy = 0 und damit 0 = m(@) = m(C N Cy) = 1 nach
Eigenschaft 2., ein Widerspruch. Also ist jetzt C' N A° #  fiir alle C mit m(C') = 1 und man
kann (I) anwenden fiir A€ statt A.
b) “ =" (indirekt): Angenommen, m(A) = m(B) = 0. Nach a) ist dann m(A°) = m(B°) = 1,
also mit Eigenschaft 2. m((AUB)¢) = m(A°N B¢) = 1 und damit wieder nach a) m(AUB) =0,
ein Widerspruch zur Voraussetzung.
“ <’ ganz analog.
¢) Wir beweisen dies durch Induktion: Sei m(A; U A2) = 1 mit A3 N Ay = (). Nach b) ist
mindestens eine der beiden Grofsen gleich 1.
Angenommen m(A;) =1 =m(Asz). Sei A3 = (A1 U A2)¢. Dann ist nach b) m(Az U A3) =1 und
A1 = (A2 U A3)°, also m(A;) = 0 nach a), ein Widerspruch. Der Rest ist nun klar. O

Wir liefern nun den Anschlufl an die vorhandene Literatur:



Satz 1.6 a) Sei m € G beliebig und F,,, = {A: m(A) =1}. Dann gilt:

(i) ANBeF < Aund B € F,.

(i) 0 & Frp und I € Fy,.

(111) A endlich impliziert A & F,.

b) m ist genau dann ein Ultrafunktional, wenn F,, C P(I) mazimal ist beziglich (i) -
(iii), d. h. wenn gilt: Ist G C P(I) mit (i) - (iii) und F,, C G, so ist F, = G.

Wir unterdriicken den einfachen Beweis und notieren nur: Eine Teilmenge F C P([) mit
den Eigenschaften (i) und (ii) heift Filter. Ein maximaler Filter mit der zuséitzlichen
Eigenschaft (iii) heift freier Ultrafflter. Davon ist unsere Namensgebung “Ultrafunk-
tional” fiir maximale Elemente aus G beeinflufit.

Tom Lindstrom (“An invitation to nonstandard analysis”) benutzt wie wir ein Ultrafunk-
tional, nennt es abe wegen der Eigenschaft ¢) in Satz 1.5 ein Maf. Ich habe davon Abstand
genommen, weil viele Angst vor diesem Wort haben.

Aufgaben:

1. Sei m eine beliebige Funktion aus der Menge G, also mit den drei Eigenschaften 1.
bis 3. auf S. 4 (s. a. die ersten drei in der Wiederholung). Zeigen Sie bitte: Ist
A C Bsoist m(A) <m(B).
Tipp: Dann ist A= AN B.

2. Beweisen Sie bitte Satz 1.6.

Wiederholung:

Auf der Potenzmenge P(I) einer beliebigen unendlichen Indexmenge I gibt es ein Ultra-
funktional, das heifit, eine Funktion m mit Werten in {0, 1}, die die folgenden Figenschaf-
ten besitzt (die ersten drei stammen aus der Definition der Menge G, die letzten drei aus
Satz 1.5):

1. m(A) =0 falls A eine endliche Teilmenge ist.

2. m(ANB) =1 genau dann, wenn m(A) =1 =m(B).

3. m(I) = 1.

4. Fir alle AC I (also A € X) ist entweder m(A) =1 oder m(I\ A) = 1.

5. m(AUB) =1« m(A) =1 oder m(B) = 1.

6. Sind Ay, -+, A, paarweise disjunkt und ist m(A;U---UA,) =1, so gibt es genau

ein k <n mit m(A;) =1, m(A;) =0 fir j # k.

Dies ist alles, was wir in Zukunft brauchen.



1.3 Ein hyperreeller Korper

1.3.1 Ruckblick: Konstruktionen von R

In Analysis I lernt man oft, wie man IR aus @ erhalten kann. Es gibt Cauchyfolgen in @,
die in @ nicht konvergieren, zum Beispiel ag = 3, a,11 = %(an + %) Man sucht eine
Korpererweiterung IR, in der jede Cauchyfolge konvergiert. Dazu sei £ die Menge aller
Cauchyfolgen ¢ = (z,),. Die Summe und das Produkt zweier Cauchyfolgen ist wieder
eine Cauchyfolge. Ferner ist mit £ = (z,), auch || = (|z,|), eine Cauchyfolge.

Man definiert: zwei Cauchyfolgen £ = (x,,), und n = (y,), heifen dquivalent, in Zeichen
¢ ~ n, wenn die Differenzfolge £ —n = (x,, — yn), eine Nullfolge ist. Das ist tatsichlich
eine Aquivalenzrelation in £, das heift es gilt:

Log~¢
2.6~m=mn~§

3. E~npundn~7T=>E~T
Diese Aquivalenzrelation ist vertriglich mit den algebraischen Operationen, das heift:
L&~gudn~ng =8+n~ 40
2.6~ undn~n = En~ &
3.&~ ¢ =g~ ¢

Man bildet nun die Menge A der Aquivalenzklassen. A = {€ : € € L£}. Dabei ist
{={neLl:n~¢Et

Wegen der Vertriglichkeit mit den algebraischen Operationen kénnen wir Addition, Mul-
tiplikation und Absolutbetrag fiir die Aquivalenzklassen eindeutig erkléren:

€ + 1 ist die Aquivalenzklasse, die £ + 7 enthélt, also € +7 = (£ +7)

Analog:

£ = (€m)
€l = ([&])

In Analysis I zeigt man, dafs A mit der Addition und Multiplikation ein Koérper wird, der
durch

E<neli—¢l=n-¢
total geordnet wird. Man zeigt ferner, dak in A jede Cauchyfolge konvergiert und A @)
als dichte Teilmenge enthélt. Kurz: A ist gleich RR.
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1.3.2 Konstruktion eines hyperreellen Korpers

Uberblick: Wir wiederholen den Begriff einer Aquivalenzrelation. Wir fithren auf der Menge
RN aller reellen Zahlenfolgen die iiblichen algebraischen Operationen ein. Dann wéhlen wir ein
Ultrafunktional m auf IN und definieren mit dessen Hilfe eine Aquivalenzrelation, die mit den
algebraischen Operationen vertriglich ist. Die Menge aller Aquivalenzklassen wird damit auf
natiirliche Weise zu einem geordneten Korper *IR der “unendlich kleine und “unendlich grofie*
Zahlen enthélt. Man kann IR in kanonischer Weise in *IR einbetten, und in gewisser Weise wieder
aus *IR zuriickgewinnen.

Aquivalenzrelationen

Deffnition 1.7 Sei () # X eine Menge und E C X x X eine Teilmenge mit den Figen-
schaften

1. A={(z,z):x € X} C E.
2. Ist (z,y) € E so auch (y,x).

3. Sind (z,y) und (y,2) € E, so ist auch (z,z) € E.

Dann heift E eine Aquivalenzrelation auf X.

Statt (x,y) € E schreibt man einfach 2 ~ y, oder falls man mehrere Aquivalenzrelationen
betrachtet, x ~g y.

Beispiele:

1. Sei @ # X beliebig. Die iibliche Gleichheit z = y, also F = A ist natiirlich eine
Aquivalenzrelation.

2. Sei X =Z. Ei5 = {(x,y) : ¥ — y ist durch 12 teilbar } ist eine Aquivalenzrelation.
Wir benutzen sie im téglichen Leben.

3. X =Z, Ey = {(zr,y): x—y ist durch 24 teilbar } wird ebenfalls im téglichen
Leben benutzt, wo?

4. X = L (s. den Riickblick auf IR) E ={(&,n) : £ —n ist Nullfolge }

5. Sei V' ein Vektorraum iiber IR und W C V ein Untervektorraum, £ = Ey =
{(z,y) :x—ye W}



6. X ={f: R — R|f ist mekbar }, E = {(f,g) : f — ¢ ist Nullfunktion } (nur fiir
Hoérer/Innen von Analysis IV)

Ist £ (bzw. ~) eine Aquivalenzrelation auf X, so zerfillt X in Aquivalenzklassen:
Seix € X und & = {y : (z,y) € E}. Dann gilt fiir z,y € X entweder & = § oder 2Ny = (.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte diese Aussage.

Sei & eine Aquivalenzklasse. Jedes Element y € &, also jedes zu z #quivalente Element
y heiRt ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse. Zum Beispiel sind die Ziffern auf
einer Uhr Reprisentanten verschiedener Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation Fy, auf
Z (s.0.)

Aquivalenzklassen sind neue mathematische Objekte, gebildet aus alten mit Hilfe von
einer Aquivalenzrelation. Die Menge aller Aquivalenzklassen ist also an sich eine Menge
von Mengen; betrachtet man jedoch jede Aquivalenzklasse als ein neues Objekt, vergifst
also die Herkunft, so wird wieder alles “ganz normal”.

Beispiele:

1. Fiihrt man die reellen Zahlen wie wir in unserem Riickblick ein, so ist eine reelle Zahl
eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen. Wie gut, daf wir das wieder vergessen und
eine reelle Zahl unmittelbar als (neues) Objekt betrachten (diirfen).

2. Schon die ganzen Zahlen werden korrekt aus den natiirlichen Zahlen iiber eine Aqui-
valenzrelation eingefiihrt (siche die Aufgabe unten).

3. Hat man die ganzen Zahlen, so erhilt man eine beliebige rationale Zahl @ wieder
als Aquivalenzklasse (siche die Aufgabe unten).

Aufgaben:

1. Sei INg = {0,1,2,---} die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefslich der 0. Sei
X = INg X INg. Auf X definieren wir E = {((z,y), (u,v)) : c +v =y + u}.
Die Aquivalenzklasse (5,0) entspricht dann der natiirlichen Zahl 5, die Aquivalenz-
klasse (0,5)" der negativen ganzen Zahl —5. Das wird erst klar, wenn wir auf der
Menge der Aquivalenzklassen eine Addition definieren. Zeigen Sie bitte:
a) E ist eine Aquivalenzrelation.
b) Durch (z,y) + (2/,y') = (z + 2/, y + ') wird eindeutig eine assoziative, kom-
mutative Addition auf der Menge X aller Aquivalenzklassen definiert. (0,0) ist das
neutrale Element und (y,z) ist das Inverse zu (z,y)
¢) Ng © n — (n,0) ist injektiv mit (n +m) — (n,0) + (m,0)’, und jedes Element
(x,y) ist gleich (z,0) 4 (0,y). Schliefen Sie hieraus, daf wir damit die ganzen
Zahlen konstruiert haben.



2. Genau so konstruiert man die Briiche.
X=ZxZ, E={((z,y), (u,v)) : xzv = yu,z,y,u,v € Z}.
Schauen Sie in [?]| nach.
Zur Vorbereitung der Konstruktion eines hyperreellen Zahlkérpers wollen wir an einem
ganz einfachen Beispiel das Vorgehen aufzeigen.
Wir betrachten Z mit der Addition und Multiplikation und setzen x ~ y < x — y ist
durch 3 teilbar. Es gibt genau drei Aquivalenzklassen, ndmlich
0 = {x : x ist durch 3 teilbar },

i:{x:az:?)hatRestl} = {x:x =3k(x) + 1 fiir ein k(x) € Z},
2 ={x:x:3hat Rest 2} = {2z : 2 = 3k(z) + 2 fiir ein k(z) € Z}.

Fiir 2 beliebige Mengen M, N = () in Z setzen wir
M+N = {z+y:xeM,ye N}
M-N = {zy:xe M,ye N}
Dann ergibt sich 0 4+ 0 = 0 und allgemeiner
t+y = (x+vy)

-y = (zy)
Mit diesen Verkniipfungen ist {0, 1,2}, also die Menge der Aquivalenzklassen ein Kérper.
Aufgabe: Beweisen Sie dies bitte.
Geordnete Korper

Deftnition 1.8 Sei IC ein Korper, auf dem eine totale Ordnung < mit den folgenden
Vertriglichkeitseigenschaften erkldrt ist:

I.x<y=x+a<y+a firaleaeck.

2. x <yunda>0=ar < ay.

Dann heifit K geordneter Korper. Er heiffit archimedisch geordnet, wenn zu jedem
0 < x <y stets eine natiirliche Zahl n existiert mat

T+x+--+T=n-T>Y.
n mal

Gilt dies nicht, so heifit IC nichtarchimedischer Korper.
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Typische Beispiele fiir geordnete Korper sind @ und IR. Beide sind archimedisch geordnet.
“Unendlich kleine " und “unendliche grofte "~ Zahlen sind in archimedisch geordneten Kor-
pern unmoglich. Denn wie kann man sinnvoll solche Begriffe definieren? Dazu definieren
wir genau wie im Reellen in einem beliebigen geordneten Korper K den Absolutbetrag

<
einer Zahl durch |z| = { :ix 223

Deftnition 1.9 Sei K ein geordneter Korper mit Finselement 1. x € IC heif$t unendlich
grofs, wenn fir alle n in IN stets

I1+1+--+1l=n-1<x
—_—
n mal
qgilt.
x heifit (betragsmifig) unendlich klein, wenn x = 0 oder |1/x| unendlich groff ist.
x ist also unendlich klein wenn fiir alle n € IN stets n|z| < 1 ist.

Aus dieser einzig moglichen Definition folgt automatisch, daf Kérper mit unendlich grofen
Elementen nichtarchimedisch sind.

Bevor wir solch einen Koérper konstruieren, wollen wir kurz festlegen, was wir unter einer
Korpereinbettung verstehen wollen.

Deffnition 1.10 a) Seien K und L zwei Kdrper. Fine Abbildung v von K in L heifst eine

Korpereinbettung, wenn v(z 4+ y) = v(z) + v(y), v(zy) = v(x)y(y) und (1) # 0 gilt.
v(K) ist dann ein zu K isomorpher Teilkérper von L, der selbst auch Einbettung heifst.

b) Sind zusditzlich KK und L geordnet, und gilt

r<y= ) <(y),

so sprechen wir von einer geordneten Korpereinbettung.

Aus der Algebra ist bekannt, dafs v automatisch injektiv ist, wenn es additiv und multi-
plikativ ist und (1) # 0 gilt.

Aufgabe: Beweisen Sie dies.
Tipp: Zeigen Sie, daf andernfalls v(1) = v(x)y(1/x) = 0 wire fiir ein z # 0 mit y(x) = 0.

Schlieklich wollen wir natiirlich unseren wohlbekannten Korper IR in unseren “neuen””
Korper einbetten konnen. Dann kann man ihn ja mit seinem Bild identifizieren.

Deflnition 1.11 Ein geordneter Korper heifit hyperreell, wenn er eine geordnete Fin-
bettung von R als echten Teilkorper enthdlt.
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Die Konstruktion eines hyperreellen Korpers

Sei X = RN die Menge aller reellen Zahlenfolgen. Zwei Folgené = (z,,), und n = (y,),
werden wie iiblich gliedweise addiert und multipliziert.

Fiir die konstante Folge 1 = (1,1,---) gilt 1£ = &1 = €.

Fiir die konstante Folge 0 = (0,0,---) gilt 0 +& = £+ 0 = £ und 0 = £0 = 0. Die
Operationen sind assoziativ und —¢ = (—z,,), ist das additive Inverse zu &.

Sei nun m ein fest gewihltes Ultrafunktional auf IN. Wir definieren (z,,), ~ (yn), wenn
m({n:x, = y,}) = 1 gilt.

Um uns das Leben zu erleichtern, schreiben wir [§ = 7] fiir {n : z, = yn}, wo £ =
()n, N = (Yn)n- Ferner sagen wir A ist eine 1-Menge, wenn m(A) = 1 bzw. A ist eine
0-Menge, wenn m(A) = 0 gilt. Damit lautet die Definition:

¢ ~ nfalls [ = n] eine 1-Menge ist.
Lemma 1.12 “~ st eine Aquivalenzrelation auf IR]N.

Aufgabe: Beweisen Sie bitte dieses Lemma.

Bemerkung: Fiir die, die Algebra II gehort haben: X = ]R]N ist ein kommutativer Ring
mit Einselement. J = {¢ : £ ~ 0} ist ein maximales Ideal, und X/J ist der gewiinschte
Koérper, dem nur noch die Ordnung fehlt.

Sei *R die Menge der Aquivalenzklassen.
‘R = {¢: e RN}

Wie im Eingangsbeispiel mit Z und E = FEj setzen wir fiir nichtleere Mengen M, N von
X

M+N = {£4+n:£€ M,ne N}
M-N = {{n:£€M,ne N}

Damit erhalten wir

Lemma 1.13
a) Es gilt £ +1 = (§+n)
b) Es gilt &1 = (&n)
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Beweis:

(I) a) Sei A ~ &, pu ~ 1, wir zeigen A + i ~ & + 1. Damit wére € + 1) C (£ + 1) gezeigt.

Die Mengen [A = &] und p = 7] sind 1-Mengen, also auch [A = £] N [ = 7n]. Diese Menge liegt
aber in [A + p = & + 1], wie man sofort sieht. Also ist auch diese letztere Menge 1-Menge, was
A+~ &+ n bedeutet.

(IT) Sei A ~ & + 7. Gesucht sind Folgen &,n' mit & ~ &0 ~npund A = ¢ + 1. Nach
Voraussetzung ist [A = & 4+ n] eine 1-Menge. Sei A = ({p)n, & = (Tn)n, 1 = (Yn)n- Setze
Y=Ly —x,. Firne[A=&4n]ist y, =y, alsoist 7/ = (y,) ~npund A = £ +1 € £+
Damit ist (£ 4+ 1) C & + 1) gezeigt, insgesamt ist a) bewiesen.

b) & C (&n) wird genau so bewiesen. Sei wieder & = (2n)n, 7 = (Yn)n und X = (£,)n € (1)
Zeige A € EX-ist A ~ &n, also {n : £, = z,y,} eine 1-Menge. Fiir fn ¢ [\ = &n] ist
U = TpYn + an. Setze hier einfach 2/, = 1, y/, = £,. Fir n € [\ = &n)] setze x}, = Tn, Yn = Yn.
Dann gilt & = ()0 ~ &, 7' = (y,) ~nund A = 'y € &, O

Wir kommen zum ersten Hauptergebnis:

Theorem 1.14 *IR ist versehen mit der Addition
(&) = €41
und der Multiplikation ' '
(&) — &
etn Korper.

Beweis: a) Die Addition ist assoziativ, denn nach dem Lemma 1.13

E+n)+E = E+n)°+E=(E+n+&)°
= {+ M+ =5+ +9).

Genau so beweist man die Kommutativitat, daf 59 das Nullelement und (—¢) das additive
Inverse zu f ist.
b) Entsprechend ist die Multiplikation assoziativ, kommutativ und besitzt 47 als Einselement.
Auch die Distributivgesetze folgen sofort aus Lemma 1.13
c¢) Der einzig aufregende Punkt ist, daf zu jedem { = 4o ein multiplikatives Inverses existiert.
Das geht so: € # 40 = € o 0. Das bedeutet fiir &€ = (), dak {n : 2, = 0} = [¢ = 79| keine
1-Menge und daher eine 0—Menge ist nach Satz 1.5 a).

1 z,=0
. 1 12 — n
Wir setzen also x;, { 2 2 £ 0

Dann ist & = (z],) ~ &, weil [¢ # £] = [§ = 70| eine 0-Menge und damit [{ = ] eine 1-Menge

ist. Nun ist z], # 0 fiir alle n. Setze y,, = o Dann gilt fir n = (y,) n& ~ 7, also n€ =41. O
n

—_

Wir erhalten unmittelbar:

Korollar 1.15 Fir xz € R sei v, = (z,x,z,--+) die konstante Folge. Die Abbildung
x — 7, ist eine Einbettung von R in *RR.
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Die Ordnung auf "R

Satz 1.16 Durch £ < N < (€ <] ist 1-Menge wird auf *IR eine totale Ordnung definiert
mit den Eigenschaften:

E<ne0<n—¢

2){<neE+asnta

3)E<nund 0 <da= af <an

4) Auf R C *IR wird die alte Ordnung induziert.

Kurz: *IR st ein hyperreeller Korper

Beweis: (I) Wir miissen die Eigenschaften einer totalen Ordnung nachweisen.

(i) € < € ist Klar.

(i) € < 7 und 7 < € besagt, dak [¢ < n] und [n < €] 1-Mengen sind. Dann ist aber auch ihr
Durchschnitt [¢ < 5] N [p < €] = [¢ = 7] eine 1-Menge, also £ ~  nach Definition, d.h. £ =7
(iii) Sei € < fund ) < 7. Dann sind [¢ < n]und [y < 7] 1-Mengen, also ist auch [¢ < n]N[n < 7]
eine 1-Menge. Auf ihr gilt aber ¢ < 7, also ist nach Definition £ < 7

(iv) Es gelte nicht & < 7. Dann ist [¢ < 5] keine 1-Menge, daher 0-Menge und damit ist ihr
Komplement [€ > 7] = [ < £] eine 1-Menge nach Satz 1.5 a). Damit ist 77 < & und 7 # &, also
n < 5 und damit ist auch die Totalitdt der Ordnung bewiesen.

(I1) 1) € <7 = [¢€ < 1] ist 1-Menge, aber [¢ <] = [0 <n—¢], also 0 < (n— &) =7 — €. Genau
so beweist man 2) - 4). O

Nun kommen wir zu den unendlich kleinen und groften Zahlen. Wir betonen noch einmal:
IR und damit ®, Z und IN sind Teilmengen von *R. In Einklang mit unserer friiheren
Definition 1.9 erklidren wir:

Deffnition 1.17 Im Folgenden sei & = (x,,);, usw.

a) £ heift hypernatiirlich, wenn {n : z, € IN} eine 1-Menge ist. Ist & konstant und
hypernatirlich, also x, = k € IN fiir alle n, so wird & wieder mit k bezeichnet und heifit
natiirliche Standard-Zahl.

b) ¢ heifit hyperganz, wenn {n:z, € Z} eine 1-Menge ist. Die gewdhnlichen ganzen
Zahlen (reprasentiert durch konstante Folgen) heiffen ganze Standard-Zahl.

¢) & heift hyperrational, wenn {n : x, € Q) eine 1-Menge ist. Die gewéhnlichen ratio-
nalen Zahlen (reprasentiert durch konstante Folgen mit Werten in ®) heiflen rationale
Standard-Zahl.

Bezeichnungen:
*IN hypernatiirlichen
¥ C hyperganzen
“q) ist die Menge der hyperrationalen Zahlen.
‘R hyperreellen
Beispiele:
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1. Sei x, = n, also & = (1,2,3,---). € e*IN. Esist £ > k(= ) fiir jede natiirliche
Standardzahl, weil[{ > k] eine 1Menge ist.

2. Sei y, = n?, also 7 = 2. Dannist 7 > £. Sei z, = 2". Dann ist ¢ > &F fiir jede feste
natiirliche Standardzahl k. Wir schreiben ¢ = 2¢

3. g €* @) Ist r > 0 eine beliebige reelle Zahl, so ist 0 < 61, < Ap(= 7). % ist also

eine unendlich kleine rationale Zahl.
4. =€, —€2, —2¢ sind hyperganze Zahlen, die negativ unendlich grof sind.

5. Betrachten Sie die monoton fallende Folge ag = 3, a,41 = %(an + a%) a = (ay),
ist unendlich dicht bei \/5, genauer & — V/2 ist “unendlich klein”.

Wie wir weiter oben (s. S. 11) gesehen haben, kann man in *IR als geordnetem Korper
den Absolutbetrag definieren. Es ergibt sich unmittelbar

€] = (|za]);.

Im Einklang mit Definition 1.9 erklaren wir:

Deffnition 1.18 a) Eine Zahlé heifit positiv unendlich grofs, wenn § grofier als jede
Standardzahl ist, d.h. wenn & > r fir jedes r € R gilt.

b) 5 heifst negativ unendlich grofi, wenn —¢ positiv unendlich grof ist.

c) ¢ heift (betragsmiiftig) unendlich klein oder inffnitesimal, wenn fiir jede Stan-
dardzahl v > 0 stets |E| < r gilt.

d) § und 1) heiffen inffnitesimal benachbart oder fast gleich, in Zeichen 5 A, wenn
& — n infinitesimal ist.

Aufgabe: Zeigen Sie bitte, dak ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Bezeichnungen: Mit I’ in (*IR) bezeichnen wir die Menge aller ¢ € *IR, fiir die es
eine Standardzahl » = r(£) mit |£] < r gibt. € aus F in (*IR) heift endlich. Mit 1(€)
bezeichnen wir die Menge aller 7 &~ £. u(€) heilt auch Monade von &.

Vor dem Hauptsatz wollen wir noch einige Rechenregeln fiir das Rechnen mit Ungleichun-
gen zusammenstellen.

Satz 1.19 (Rechenregeln fiir Ungleichungen) o) € + 7| < [¢| + 7], €3] = |€] |7]
b) Sznd§ N =0, so ist auch£+n~0
c) Sind €,7) endlich, so auch €+ 1 und € - 7.
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d) Ist 0 = & und 1 endlich, so ist &7~ 0.
e) Ist 0 # £~ 0, so ist ’—1‘ unendlich grofs.

f) Ist§ betragsmdfsig unendlich grof$, so ist % ~ 0.

Beweis: a) gilt in jedem geordneten Korper (Beweis wie fiir R).
b) Sei 7 > 0 eine beliebige Standardzahl. Dann ist |£], |7] < 2, also |€+7| < |€]+ 9| <. Dar
beliebig war, folgt € + 7 ~ 0.

c) Sind &, 7 endlich, so gibt es Standardzahlen 7, s mit |§| <rn<s, also |+ 77| < €]+ 9] <
r+ s € R und damit ist € + 7 endlich. Analog: |£7] = |€] ] < rs € IR, also ist £ endlich.
d) Da 7 endlich 1st gibt es eine Standardzahl r mit || < r. Seie > 0 eine beliebige Standardzahl.
1 < e. Dae > 0eine beheblge Standardzahl war ist fn ~ 0.

5

Dann ist || < + 1. also &
e) Sei 0% €. Sei 0 < r eine beheblge Standardzahl. Dann ist |§] < , also el

war, folgt die Behauptung.
f) geht analog. O

| > r. Da r beliebig

Aufgaben:

L. Sei § = (1 2,3,--+). Zeigen Sie bitte:
)% b)2£ OC)525N0 Dabei ist 2~ 5—(212223...)-

2. Sei 0 < ¢ < 1 eine Standardzahl und & wie oben. Wir definieren Zk 0q =
(14+q14q+¢, 1+q+q2+q3,---)'-
Zeigen Sie bitte: Zk N _11—q

, C 2 2
3. Sei 0 # £ unendlich klein und 7 eine endliche Zahl. Zeigen Sie bitte W ~

27. Das bedeutet in der “Standard-Analysis™ Die Funktion f(z) = 2? ist auf jedem
beschriankten Intervall gleichméfig differenzierbar.

4. Verallgemeinern Sie die vorige Aufgabe auf die Funktion f(x) = 2™, (n eine Standard-
natiirliche Zahl).

Der Hauptsatz lautet

Theorem 1.20 a) Zu jeder endlichen Zahlf gibt es genau eine Standardzahl s mitf R 8.
s heift der Standardteil s = °¢§ von §.
b) Die Abbildung & — °& ist additiv und multiplikativ von F (in *IR) auf RR.
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Beweis: a) Wir benutzen das Resultat aus Analysis I, daf jede nach oben beschrénkte nicht
leere Menge A C IR eine (eindeutig bestimmte) obere Grenze (Suprenum sup(A)) besitzt.

(I) Existenz von s: Sei & endlich. Dann gibt es ein r € R mit |£| < . Die Menge A = {t € IR :

t < £} ist also wegen —r € A nicht leer und wegen €| < r nach oben beschriinkt. Sei s = sup(A).
Behauptung: s 5 Beweis: Angenommen nicht, dann gibt es eine Standardzahl v > 0 mit
0<u<|s—E&lalsos—&< —uoderu<s—¢& Imersten Fallist s +u < &, also s < s+u e A
im Widerspruch zu s = sup(A), im zweiten Fall ist 5 < s —u, also s — u obere Schranke von A,
ebenfalls im Widerspruch zu s = sup(A4).

(I) Eindeutigkeit von s. Seien s und ¢ zwei Standardzahlen mit s ~ ¢ ~ t. Dann ist |s — | <
|s —£| + |€ — t| ~ 0 nach Satz 1.19. Das bedeutet aber: Fiir jedes Standard n € IN ist |s —t| < %
Daraus folgt (in IR , nicht in *IR) s =1.

b) BEs ist s = °6 & § t = °n =, also

s+t—(E+0)] = [(s=&+(t—n)
< Js—&l+t—nl=0.

Also ist . .
T = (s 1) = (E+0).
Analog beweist man °£°7) = °(£7)). Genauer (mit den Bezeichnungen von oben)
[st—&nl = |s(t— )+ (s = il
< sllt =l +|s =&l -

Aus dem Satz 1.19 d) folgt st &~ £7). Da st eine Standardzahl ist, folgt st = °(£7).
Dafs die Abbildung surjektiv auf ganz R ist, folgt aus s = ;. ad
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1.4 Funktionen und Relationen und ihre Erweiterung

Uberblick: Funktionen und Relationen lassen sich als Teilmengen von R? fiir p = 1,2,---
auffassen. Wir konstruieren in Analogie zu *R bzw. *@, usw. Erweiterungen in *IR” von
Mengen D C IR? und untersuchen speziell Erweiterungen von Abbildungen.

Das cartesische Produkt *IR?

Uberblick: Wir kénnen *IRP auf 2 Weisen konstruieren, einmal in Analogie zu *IR als Quoti-
entenstruktur (Rp)]N / ~p, einmals als gewdhnliches cartesisches Produkt von *IR mit sich. Es
ergibt sich beide Male das gleiche.

Der Raum (]Rp)]N aller vektorwertigen Folgen 5 = (¥n)yn (mit &, = (T10,- - s Tpn) €
IR?) ist kanonisch isomorph zu (]RlN)p. Der Isomorphismus ist gegeben durch (%), —

(10)n,  (@2m)ns -y (Tpn)n)- (]Rp)]N ist ein Vektorraum iiber R, der sogar Multipli-
kation mit skalaren Folgen zuléfst:

(n)n - (Zn)n = (QnZn)n-

Wir setzen

—

Er~piie{n: T, = y,} ist eine 1-Menge.

Es gilt

Lemma 1.21 a) ~, ist eine mit den Vektorraumoperationen vertréigliche Aquivalenzre-
lation.

b) Emp 7 gilt genau dann, wenn fir die Koordinatenfolgen & ~n; fir j =1,--- ,p gilt.
c) Ewp 77 und o ~ 3 impliziert agwp 517

Beweis: a) Es geniigt, dak W = {¢ : §’~p 0} ein Untervektorraum ist, wo 0 = (0,0,0, - - - ) ist.
Aber das ist klar.

b) Esist {n: &, =y,} = ﬁ?zl{n :Tjn = Yjn) Also ist die linke Seite genau dann eine 1-Menge,
wenn jede der p-Mengen [z, = y; ] eine solche ist, und das ist die Behauptung

c) Es ist [an@n = Bnln] D [an = Bn] N [@n = ¥n]- Nach Voraussetzung ist die rechte, also auch
die linke Seite eine 1-Menge. O

Satz 1.22 Sei W = {€ : € ~, 0}. Dann ist der Quotientraum (]Rp)]N/W ein "R~

Vektorraum, der kanonisch isomorph zu (*IR)? ist.
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Der Satz besagt, daf man *IR? auf zwei verschiedene Weisen konstruieren kann; wir ma-
chen von beiden Verfahren Gebrauch und identifizieren die beiden Raume. Offensichtlich
ist R? C *IR?.

Beweis: Esist E+W = {7~ I3 b= €. Nach dem vorangegangenen Lemma ist die Zuordnung
£— (€1, ,&p) wohldefiniert und offensichtlich ein Vektorraum-Isomorphismus iiber R. Teil c)
des Lemmas besagt, dafs (IRP )]N /W ein *IR-Vektorraum ist und

G€ = (ad) = (&), (&)
= (&, ,0) gilt.

Damit ist die Zuordnung sogar *IR-linear. O

Erweiterungen (Enlargements) von Teilmengen

Uberblick: In Analogie zu *IN,*Z bzw. *() als Erweiterungen von IN, Z, bzw. @ erweitern wir
jede Teilmenge D von IR? und untersuchen die Eigenschaften dieses Erweiterungsprozesses.

Deftnition 1.23 Sei D C IR? beliebig. *D = {5 Ee D]N} heifft Enlargement oder
Erweiterung von D.

Beispiele:

1. *IN,*Z und *Q@) sind solche Erweiterungen

2. *la,b[={€:a < € <b}

3. *[a,0] ={:a<E<h)

4. Fir a € Rist p(a) =Ny . r*la —c,a+el=N N*la— £,a+ %

5. D = {(x,sin(x)) : * € R}. *D ist wieder Graph einer Funktion, der Fortsetzung
des Sinus, s.u.

Bevor wir die Eigenschaften von Erweiterungen diskutieren, erinnern wir an die Verkniip-
fung zweistelliger Relationen:

Seien M, N, P Mengen, Dy C M x N, Dy C N x P. Dann ist DyoD; = {(z,2) € M X P :
dy € N[(z,y) € Dy und (y, z) € Dy| die Verkniipfung von Dy mit D,. Fiir Graphen von
Funktionen erhalten wir:

Sind Dy = {(z, fi(z)) : x € A C M}, Dy = {(y,f2(y)) : y € B D fi(A)}, so ist
Dyo Dy = {(z, fao fi(z)) : x € A}.
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Ist M = N =R und D = {(x,y) : = < y}, so ist nach dem Transitivititspostulat
DoDcCD.

Fiir eine beliebige Relation D € M x N ist D' = {(y,z) € N x M : (x,y) € D}.
Angewendet auf D = {(z, f(z)) : © € A C M} ergibt D! die Umkehrfunktion, falls
f injektiv ist. Ist D die obige Ordnungsrelation und A = {(z,z) : * € R}, so besagt
das Antisymmetriepostulat gerade D N D! C A und die Totalitéiit der Ordnung gerade
DuUD™ = R

Wir erhalten den folgenden grundlegenden Satz

Satz 1.24 Fir die Frweiterung von Mengen gilt:

a) D C*D und D =*D < D ist endlich.

b)*(DNE)=*DN*E.

¢) *(R’\ D) =*IRP \ *D.

d)*(DUE)=*DU*E.

e) DCE=*DC"E.

f)*(Dx E)=*D x*E.

g) *(EoD)=*Eo*D.

h) (D7) = (D),

i) Ist f: D C R? — IR? eine Funktion mit Graphen G, so ist *G Graph einer Funktion
*f:*D — *R? und es gilt * f(*D) = *(f(D)).

k) Seil<i<j<pundA={Z=(x1,...,2,) € R :2; = x;}. Dann ist *A = {€ €
R 6 = &)

Beweis: Vorbemerkung: € € *D < {n:x, € D} ist 1-Menge.

Beweis: £ € *D = In~&und n € pN = {n:xz, € D} D [z, = yn]. Letztere ist 1-Menge,
also folgt die Behauptung.

Umgekehrt: {n : z, € D} sei 1-Menge. Sei d = x,,, € D und 2}, = { x’; ;an;D =& ~¢
und ¢ € DN = é = ¢ e *D.

a) xEDj%GD]N: z(=*z) € *D.

Sei D = {dy,---,d,} und € € *D. Sei 0. B. d. A. (s. Vorbem.) ¢ € DN und A ={n:
z, = dj}. Dann ist A; N Ay = ¢ fiir j # k und UJA; = IN, also existiert genau ein j mit
m(A;) =1, m(Ay) =0 fiir k # j. Also ist £ = d;.

Sei nun D unendlich. Dann gibt es eine Folge (z,,) C D mit z,, # x,, fiir m # n = (x,),, € *D,
aber (x,) # y fiir alle y € D, also D # *D.

b) £ € *(DNE) = [z, € D]N [z, € E] = [#, € DN E] und letztere ist 1-Menge, also ist
Ee*DN*E.

Ist umgekehrt £ € *DN*E, s0ist [z, € D]N[z, € E] = [z, € DNE] 1-Menge, also é_e *(DNE)
c) e *(RP\ D) & {n: &, € R”\ D} ist 1-Menge < {n : &, € D} ist 0-Menge < £ & *(D) <

£e*RP\ *D.
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d)sei D C R, E C RP. Dann ist DUFE = RP\ ((R?\ D)N (RP \ FE)) und die Behauptung
folgt leicht aus b) und c).
e): klar.
f) Sei £ € *(D x E), dann ist {n : 2, € D x E} 1-Menge. Es gilt z,, € D X E < z, = (yn, 2,
mit y, € D, 2, € E. Wihle (yo, z0) in D x E beliebig.

n : (Yn,2n) € D Zn  : (Yn,zn) € D
Setze y;L - { yyo :Sénst ) Z’I“ - { 20 :ggnst )
D x E] eine 1-Menge und £ = & = (7, ¢) € *D x *E.
Sei umgekehrt &€ € *D x *E. Dann ist £ = (1),7) mit 1) € *D, 7 € *E, also ist [(yn,tn) € D x E] D
[yn € D] N [t, € E] 1-Menge also £ € *(D x E).
g) Sei 7 € *(EoD) und oBdA 7 € (EoD)]N. Nach Definition ist 7 = ((zn, 2n))n Wobei zu jedem
n € N ein y, existiert mit (z,,y,) € D und (yn, 2,) € E. Also gilt: (£,7) € *D und (1), ¢) € *E
und damit 7 € *E o *D. Sei umgekehrt 7 € *E 0 *D. 7 = (£, ¢). Dann gibt es 7 mit (§,7) € *D
und (1, ¢) € *E, also ist [(zn,Yn) € DN [(Yn, 2n) € E] C [(xn, 2n) € Eo D] eine 1-Menge. Damit
ist 7 € *(E o D).
h) ist klar.
i) Zunéchst ist *G C *IRP x *RY.
Behauptung: *G ist Graph einer Funktion. Beweis: Sind (5,7'7) und (fﬁ") aus *G, so ist
{n: (xn,yn) € Gt N{n : (xn,ty) € G} C A:={n:y, = t,}, weil G Graph von der Funktion
f ist. Also ist A nach Konstruktion von *G eine 1-Menge und damit n = 7, *G also tatséchlich
Graph einer Funktion.
Sei nun fiir £ € *D einfach *£(€) := (f(@n)n)®, WO (Zn)n € D 0. B. d. A. angenommen wer-
den kann. Wegen (zn, f(zn))n € AN st (€,*f(§)) € *G. Ist umgekehrt (£,7) € *G, so ist
{n : (xn,yn) € G} eine 1-Menge und damit sind [z, € D] und [y, = f(z,)] 1-Mengen, also
i="f(€).

k) ist wiederum offensichtlich. O

Dann ist fiir ), = (y),, 2}) [z}, €

n

Wir konnen nun wichtige Beispiele bringen. Vorher treffen wir einige erleichternde Be-
zeichnungsinderungen. Statt ¢ schreiben wir in Zukunft £(= (z,)?). Bekannte Funk-
tionen wie f(x) = %, f(z) = exp(z) schreiben wir ohne den Stern davor. Aus dem
Zusammenhang geht hervor, was wir meinen.

Beispiele:
1. Polynome: f(z) = >y arz®, f(&) =5 ar®.
2. exp(§) = (exp(z,))?-
3. Es ist sin(§ + 27) = sin(§) wegen sin(x,, + 27)),, = (sin(z,))n-

4. Die Addition auf IR? hat ihre eindeutige Fortsetzung auf *IR?%. Die komplexe Multi-
plikation lautet ja - in Ausdriicken von IR? geschrieben - R*xIR? 3 ((u,v), (w, x)) —
(uw — vz, ux + vw). Die Fortsetzung geméf Satz 1.24 hat offenbar dieselben Eigen-
schaften. Wir erhalten somit *C, wo man genau so rechnet wie in C.

21



5. In *@ gilt die Eulersche Formel
exp(iT) = cos(7) + isin(7)
und exp(i(7 + o)) = exp(iT) exp(io)
wie man sofort iiber die reprisentierenden Folgen ausrechnet. Damit gelten alle
trigonometrischen Formeln auch2 in *R bzw. *C.

6. Wir haben auf IRP die verschiedensten Normen. Besonders wichtig sind ||z|ls =
(S o)
ol = 322 Josl und 2] = maxicsepfo;))
Fiir sie gelten die Abschitzungen

I7lee < llzlls < VPllzll2 < pv/Bllall < p*v/Pll7]lo,

eine Beziehung, die sich sofort auf *IR” {ibertragt.
7. A={(z,z):x € RP}. Esist *A = {(£,§) : £ € “IR’}.
8. Sei a € R fest gewédhlt und B(a) = {(x1,...,2,) € R? : z; = a}. Dann ist
"Bla) ={(&,...,&) € R : §; = a}.
9. Seio:{1,...,q} = {1,...,p}. Sei A C IR” und
B ={(x1,...,29) € R : (2501),...,%0s(g)) € A}.

Dann ist
*B = {(517 e 7§q) € *]Rq . (§J(1)7 Ce 7§J(q)) € *A}

1.5 Mathematische Satze und das elementare Transfer-
prinzip

Uberblick: Wir entwickeln eine Formelsprache, in der nur Elemente und Mengen vorkommen.
Viele Sachverhalte der Analysis lassen sich damit ausdriicken. Wir zeigen, daft die Sdtze, die
man damit formulieren kann, in IR genau dann gelten, wenn sie in *IR gelten. Das ist das
Transferprinzip.

Wir haben uns in Satz 1.24 iiberzeugt, dafs eine Reihe elementarer Beziehungen zwischen
Mengen genau dann in R (bzw. IRP) gelten, wenn die entsprechenden “gesternten” Bezie-
hungen in *IR (bzw. *IR?) gelten.

Um uns nicht immer mit Einzelfdllen herumzuschlagen, entwickeln wir ein allgemeines
Schema zur Formulierung von Sétzen der Analysis und beweisen dann, dals ein solcher
Satz in Up2IRP genau dann gilt, wenn seine “gesternte” Version in UpZ *IR” gilt.

Dazu setzen wir Uy, IR” = S und U2 *IR” =*S.
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Wir wihlen ein moglichst einfaches Formelschema, von dem wir ganz schnell beweisen
konnen, was wir oben gesagt haben. Wir zeigen dann, dak wir alle uns zunédchst interes-
sierenden Sitze der Analysis in dieser Formelsprache ausdriicken kénnen - wenn auch oft
nur sehr kompliziert.

1.5.1 Entwicklung der Formeln

I) Zeichensatz

Wir benutzen die Zeichen — (nicht), = (gleich) A (und), ferner 3 (es existiert), sowie
Klammern (, ), [, ], , , €, ferner Variable (x,y, z,u, v, w, x1,x,---) und schlieklich die
reellen Zahlen selbst, sowie Elemente in IR” (fiir jedes p) und Teilmengen von IR? (fiir
jedes p).

Konkrete reelle Zahlen und Elemente aus IR” bezeichnen wir mit kleinen lateinischen
Buchstaben vom Anfang des Alphabetes, (es sei denn, sie haben schon eine Bezeichnung
wie 7 oder 5). Konkrete Teilmengen aus R bzw. IR? bezeichnen wir mit grofen latei-
nischen Buchstaben des Alphabetes; (es sei denn, sie haben schon eine Bezeichnung wie
z.B. [0, 1] (Einheitsintervall). Dann wihlen wir gelegentlich auch diese.

IT) Atomare Formeln und S&tze
Es sind dies

1. s =1t, wo s, t Konstante oder Variable sein konnen;

2. (s1,...8p) = (t1,...,t,), wo die s;, t; Konstanten oder Variablen sein konnen;

3. s € A, wo s eine Konstante oder eine Variable sein kann und A C IR? eine Menge ist;

.

. (s1,--+,8p) € B, wo s; wieder fiir eine Konstante oder Variable stehen kann und B
wieder eine Teilmenge von IR? ist.

Kommen in einer atomaren Formel nur Konstanten und keine Variablen vor, so nennen
wir dies einen atomaren Satz.

IIT) Zusammengesetzte Formeln und Sitze
(i) Ist @ eine Formel, so ist =® wieder eine Formel, ihre Verneinung (Negation)
Zum Beispiel ist —(7 € [0, 2]) einfach dasselbe wie 7 ¢ [0, 2].

(ii) Sind ® und ¥ Formeln, so ist ® A U eine Formel, ihre Konjuktion (® “und” ¥).
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(iii) Sei @ eine Formel. In ® komme z als Variable vor, aber nirgends in der Form 3(x € D)
wo D eine beliebige Menge aus IR” ist (p beliebig). Man bezeichnet dies mit ®(z) und
sagt,  ist eine freie Variable in ®. Sei B eine Teilmenge von IR”. Dann ist

U =3(z € B)®(x)

wieder eine Formel (Lies: Es gibt 2 € B®(z)). Man sagt, dak jetzt x in ¥ als gebundene
Variable vorkommt.

Unsere zuldssige Formelmenge L erhalt man aus den atomaren Formeln durch (beliebig
oft) wiederholte Anwendungen der Regeln aus (III).

Ein mathematischer Satz ist eine Formel, die nur gebundene Variable enthélt.

Wir haben absichtlich solch einfaches Rezept zum Aufbau der Formeln gewahlt, um das
Transfer-Prinzip beweisen zu kénnen. Dafiir miissen wir uns beim Nachweis, daf ein ma-
thematischer Satz gleichwertig mit solchen Formeln ausgedriickt werden kann, etwas mehr
anstrengen. Dabei benutzen wir zu allererst einmal die folgenden logischen Aquivalenzen,
die wir oft in der Mathematik zum Beispiel bei indirekten Beweisen benutzen.

(i) ® Vv U ist dquivalent zu (i’) =(=® A =),

(i) V(z € B)®(x) ist dquivalent zu (ii’) =(I(x € B)(—~P(z)),
(iii) @ = W ist dquivalent zu (iii’) =(® A ).

(iv) Y(x € B)®(x) ist dquivalent zu (iv’) =(3(z € B)(—~P(z))).

Das bedeutet nichts anderes als dak ein Satz der Form (i) bis (iv) genau dann gilt, wenn
sein dquivalenter Satz (i’), bzw. (i) bzw. (iv’) gilt.

Wann st ein mathematischer Satz wahr oder anders ausgedrickt, wann gilt er?
An sich ist da klar. Wir konnen es aber auch anhand seines Aufbaus induktiv definieren:

(i) Ein atomarer Satz von der Form a = b gilt genau dann, wenn a gleich b ist. Analog
ist (a1,...,a,) = (b1,...,by)wahr, wenn a; = b; fiir j = 1...pist. a € A gilt, wenn a
tatséchlich ein Element von A ist. Analoges gilt fiir (a4,...,a,) € B.

Damit ist die Giiltigkeit atomarer Sitze festgelegt.

(ii) =P gilt genau dann, wenn & nicht gilt.

® A W gilt genau dann, wenn sowohl ® als auch V¥ gilt.

d(x € B)®(x) gilt genau dann, wenn es ein Element b € B gibt, so daf der Satz ®(b) den
man erhilt, wenn man an allen Stellen, an denen x vorkommt, dies durch das Element b
ersetzt, gilt.

Damit haben wir induktiv nach dem Aufbau eines Satzes seine Giiltigkeit erklart. Ich
betone noch einmal, daf dies genau unserer iiblichen Festlegung entspricht.
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1.5.2 Die *—Transformierte von Formeln

Sei ® eine Formel. Dann ist *® die Formel, die man aus ® erhilt, indem man jede Menge
B, die (als Konstante) in ® vorkommt, durch *B in *S ersetzt. Damit erhélt man eine
Formel *® in *£, die *~Transformierte von ®. Ist ® ein mathematischer Satz (in L), so
ist *® ein solcher in *£ (und umgekehrt).

Beispiele: Wir benutzen zur Erleichterung die oben angegebenen &quivalenten Formeln.

LIe0,2=0- *d=TIe*0,2
2. Sei P = {(r,y) € R*: x < y}. Dann ist
®=VY(reR)V(y e R)[(z,y) € PV (y,z) € P]

ein mathematischer Satz, der nichts anderes aussagt, als daft die Ordnung in IR total
ist. *® =V(z € *R)V(y € *R)[(x,y) € *P V (y,x) € *P] besagt dasselbe in *IR.

3. Wie beschreibt man den Sachverhalt, dak zu jedem x > 0 ein n € IN mit n > «x
existiert?
Der Satz lautet

V(z € R)[(0,z) € P = 3(n € IN)[(z,n) € P]].

Der *—transformierte Satz lautet unter der Beriicksichtigung der oben formulierten
aquivalenten Formeln

V(z € "R)[(0,2) € *P = 3(n € "IN)((z,n) € *P)]

Ubersetzen wir ihn in die Alltagssprache, lautet dieser Satz in *IR:
Fiir jedes £ € *IR mit £ > 0 gibt es ein n € *IN (nicht € IN) mit £ < n.

1.5.3 Das Transferprinzip

Wir benétigen zunichst den folgenden Satz, eine eingeschriankte Version eines Theorems
von Los.

Satz 1.25 Sei & = &(xq,--- ,x,) eine Formel mit x1,--- ,x, als einzigen freien Varia-
blen. Seien a; € IR, a; = (a;,)s.

Gilt *®(aq, -+ , ), soist {n: ®(ayn, - ,arn) gilt in S} eine 1-Menge.
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Beweis: (durch Induktion iiber den Aufbau der Formel)
(I) Aufgrund von Beispiel 8 und 9 im Anschluff an Satz 1.24 geniigt es, die Aussage fiir die
atomaren Formeln vom Typ

T =b, x1=u2,

((L'l,... 7wp7b1’... 7bq):(xp+1’... 7$2p7b1,... 7bq) (2p:7’~)

und
(mlv"' a‘/ETablv"' abq) GB

zu beweisen.

Nach Konstruktion von *IR gilt oy = b genau dann wenn [a;, = b] eine 1-Menge ist. Ebenso
gilt a1 = ap genau dann wenn [a1, = az,] eine 1-Menge ist. Auch die Aussage fiir die néchste
Formel ist evident. Schlieflich ist fir ® = (x1,--- ,2zp, b1, -+ ,b;) € B die gesternte Formel
*® = (1, -+, %, b1, ,bg) € *B. Nach Definition gilt *®(ay,---, ., b1, - ,by) genau dann
wenn (aig,---,0p,b1,-+,by) € *B und dies ist genau dann der Fall (s.a. das oben zitierte
Beispiel 8) wenn

{n:(aim, - ,arn, b1, -+ ,by) € B}

eine 1-Menge ist. Dies ist aber dquivalent zu der Aussage
{n:®(ain, - ,ay) gt inS}

ist eine 1-Menge. Damit ist der Satz fiir alle atomaren Formeln bewiesen.

(IT) Sei der Satz schon fiir &(z1, - -- , x,) bewiesen. Esist *(=®) = =*®. Also gilt *(—=®(ay, -, ar))
genau dann, wenn —=*®(aq, - - -, a,) gilt, das heifit, wenn *®(aq, - - -, a,) falsch ist. Da m ein Ul-
trafunktional ist, ist dies genau dann der Fall, wenn {n : ®(ain, - ,a,,) gilt } eine 0-Menge,
also {n: =®(ain, - ,ary,) gilt} eine 1-Menge ist. Das beweist die Aussage fiir ~®.

(III) Sei die Aussage fiir & und ¥ bewiesen. Die Variablen (x1,--- ,z,) mogen sich aufteilen in
(Y1, ,Yp), diein ® und (z1,- -, 24), die in ¥ frei vorkommen.

Es ist *(D(y1, ) A W(at, o 1 2)) = "Byr,-- o yp) A (21, 2)

Do, -, ap) AN*O(Br,-- -, Fg) gilt nun genau dann, wenn sowohl *®(ai,---,ap) als auch
*®(B1,- -+, By) gilt. Nach Voraussetzung ist die genau dann der Fall, wenn sowohl

{n:®(a1pn, - ,apn) gilt} als auch {n : V(b p, - ,byn) gilt} 1-Mengen sind, also genau dann,
wenn

{n:®(a1n, -, apn) ANV (b1 g, ,bgp) gilt} = {n: ®(ai,, - ,apn) gilt} N {n: W(bip, -, bgn)gilt}
eine 1-Menge ist. Also ist der Satz auch fiir ® A U gezeigt (falls er fiir & und ¥ gilt).

(IV) Sei ® = (Jy € B)Y(z1, -+ ,xr,y), wo der Satz fiir U bereits bewiesen ist.
Esist *® = (Jy € *B)*¥(x1, - , 2, Y).
Es ist nun

Iy € *B)"Y(ag, - ,a,Y)

genau dann wahr in *£, wenn es ein 3 = (b,);, € *B gibt, so daf

*\11(061, o 7a7“7/6)
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gilt. Dies ist nach Induktionsvoraussetzung genau dann wahr, wenn
{n:b, e BANY(ain, - ,arn,by)gilt}
eine 1-Menge ist. Daraus folgt aber, daf
{n: 3y e B)¥(ain, - ,arn,y)gilt}
erst recht eine 1-Menge ist; damit ist der Satz fiir & bewiesen. O
Aus diesem Satz folgt sofort das gewiinschte elementare Transferprinzip:

Theorem 1.26 (Elementares Transferprinzip) Sei ® ein mathematischer Satz in L.
® gilt genau dann in S, wenn *® in *S gilt.

Beweis: Sei *® wahr in *S. Nach Satz 1.25 ist dann {n : ®gilt} eine 1-Menge. Aber da ¢
keine Variablen hat, ist {n : ® gilt} entweder IN oder leer; in unserem Fall muf die Menge gleich
IN sein, also gilt ® in S. Sei *® falsch in *S. Dann ist =*® = *(—~®) wahr in *S, also nach dem
bisher Bewiesenen —=® wahr in S, also @ falsch in S. a

Korollar 1.27 Sei U ein Satz, der aus den atomaren Formeln und zusdtzlich aus “V*
‘=< N (meben “NY =% “TY) aufgebaut ist. U gilt genau dann in S, wenn *WV in *S gilt.

Beweis: Man kann den Satz aufgrund der Aquivalenz auf S. 24 in einen Satz umwandeln, der nur
die Zeichen “A“ “=* und “J* enthilt. Die *—Transformation respektiert diese Umformulierung,
weil der * nur bei Mengen angewandt wird. Daraus folgt die Behauptung. O

Wir liefern einige Beispiele, um zu demonstrieren, daf unser Transfer-Prinzip liefert, was
wir mochten. Dabei beweisen wir zunichst Dinge, die wir friither direkt gezeigt haben.

Beispiele:

1. Es gilt sin(§ + 27m) = sin(€) fiir alle £ € *IR. Dabei schreiben wir sin statt *sin.
Beweis: Sei b = 2m (das ist eine Konstante in IR). Dann gilt in R

V(z € R)(sin(z 4+ b) = sin(x)).

Sei G der Graph des Sinus und S der Graph der Addition. (Wir miissen das so
umsténdlich machen, weil wir nur “€” und “=" in unserer Sprache haben). Dann
lautet die Formel

V(z e R)V(y € R)V(z € R)[(x,b,2) € SA(x,y) € G = (z,y) € GI.

Dieser Satz gilt in IR, also gilt der gesternte in *IR, aber das war gerade, was wir
beweisen wollten.
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2. Genauso beweist man fiir komplexe Zahlen &, n € *C die Formel

exp(§ +n) = exp(&) exp(n).

Den Graphen des Produkts in € bezeichnen wir mit Pg, den Graphen der Addition
mit Sg. Dann erhalten wir den in € giiltigen Satz
Ve, y,z,u,v,w € C

[Sx,y, z) € S: A Sx,v) € exp A gy,w) € exp A (z,u) €exp = (v,w,u) € Pgl.
~\~ ~~ ~~ ~~ _/_/
z=x+y v=exp(x) w=exp(y) u=exp(z) u=vw

Der gesternte Satz liefert die Behauptung.

3. Wir wissen: ist Gy Graph einer Funktion f, so ist *Gy Graph einer eindeutig be-
stimmten Fortsetzung. Statt (z,y) € Gy schreiben wir in Zukunft y = f(z) usw.
Damit erhalten wir viel einfacher:

cos(€)? + sin(€)? = 1.
Denn mit der erleichterten Schreibweise haben wir in IR

V(z € R)(cos(z)? + sin(x)? = 1).

4. Sei f: D C R” — IR? und M eine feste Konstante. Es gelte || f(z)|| < M fiir alle
x € D,dh.: V(ze D)(||f(x)|]| < M). Der *~transformierte Satz heifst dann

V(z € *D)([*f(z)]| < M)
und besagt, dak die fortgesetzte Funktion beschriankt mit der gleichen Schranke ist.

5. Sei wieder f : D C IR? — IR? und *f die fortgesetzte Funktion. Es gebe eine
(unendlich grofe) Zahl & mit ||*f(&)|| < & fiir alle £ € *D. Dann gibt es eine
Standardzahl M mit ||*f(€)| < M fiir alle £ € *D. Denn unsere Voraussetzung
sagt:

Az € R)V(y € "D)([f ()] < )

gilt in *S (dort ist das existierende x gerade &y). Nach dem Transferprinzip muf
der Satz auch in S gelten. Also gibt es M € R mit ||f(x)| < M fiir alle x € D,
d.h. es gilt

V(z € D(||f(2)]| < M).

Erneute Anwendung des Transferprinzips liefert die Behauptung.

Als eine weitere Anwendung des Transferprinzips notieren wir das folgende kleine, aber
hilfreiche Spillover-Prinzip:
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Lemma 1.28 (Spillover-Prinzip) Sei A eine Teilmenge von IN und *A enthalte *IN\IN,
d.h. alle unendlich grofien natirlichen Zahlen. Dann ¢ibt es ein ng € IN, so daff A alle
n > ng enthdlt.

Beweis: Sei Ny =~ co. Dann gilt
V(N € *IN) (N > No = N € "A).

Erst recht gilt also
d(n € *IN) (Vn € *IN) (n > ng = n € *A).

Nach dem Transferprinzip gilt der ungesternte Satz in S, und das war die Behauptung. O
Korollar 1.29 Sei A C IN und IN C *IN \ *A. Dann ist A endlich.

Ebenso wie das Lemma 1.28 kann man zeigen:

Lemma 1.30 (2-dimensionales Spillover-Prinzip) Sei B C IN x IN. Enthdlt *B die
Menge (*IN\ IN)?, so gibt es ein ng, so daff (n,m) € B fir alle (n,m) mit n > ng und
m > ny.
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1.6 Folgen und Reihen

Wir fassen Folgen in R als Funktionen von IN in R auf, also a = (a,,), ist nichts anderes
als n +— a,. Die auf *IN fortgesetzte Funktion wird wieder als Folge bezeichnet. Der
Ausdruck ay fiir n € *IN' \ IN ist also eindeutig erklért.

Deffnition 1.31 Sei a = (a,), eine Folge. b € R heifst Hiufungspunkt von a, wenn es
ein N ~ oo (dh. N € *IN\IN) gibt mit b = °ayn. a heifit konvergent gegen b, wenn
ay = b fir alle N =~ oo gilt.

Von den vielen Anwendungen dieser simplen Definition geben wir die folgende:

Satz 1.32 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (ay), hat einen Haufungs-
punkt.

Beweis: Sei |ay|, < M (in R) fiir alle n € IN. Nach dem Transferprinzip ist dann |ay| < M
fir alle N € *IN. Nach Theorem 1.20 hat ay dann einen Standardteil b = °ay. O

Der grofte Haufungspunkt lim sup a,, ist nichts anderes als
oo I(N = oo)ay & 00
limsupa, = ¢ —oo V(N = co)ay =~ —0
sup {°ay : N =~ oo} sonst

Ist dieser Wert endlich, so ist er tatsachlich ein Hiufungspunkt der Folge, wie der folgende
Satz sagt.

Satz 1.33 Ist —oo < b:=limsupa, < oo, so ist b ein Hiufungspunkt der Folge (a,,).

Beweis: Ist N & oo, so ist nach Definition °ay < b, bzw. an negativ unendlich grofs.
Daraus folgt fiir alle N = oo ay ~ b oder ay < b. Wére b kein Hiufungspunkt, so gébe es ein
infinitesimales § > 0 mit ay < ¢ fiir alle N & oo insbesondere fiir alle N > Ny &~ oo, wo Ny fest
gewahlt ist. Damit gilt

3A(d > 0)3(no € "IN)Vn > ngla, < b —d|

in *IR, also nach dem Transferprinzip auch in IR. Seien d > 0 aus IR und ng € IN solche Grofen.
Dann ist also a, < b — d fiir alle n > ng. Erneute Anwendung des Transferprinzips liefert
ay <b—d fiir alle N = oo, also ay < b—d fiir alle N &~ oo, also b < b — d, ein Widerspruch.
O

Deffnition 1.34 Fine Folge a = (ay,), heift Cauchyfolge, wenn fir alle N, N' ~ oo stets
any =~ ay: 1st.
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Ist (a,) konvergent, also s &~ ay fiir alle N ~ oo, so ist ay = apv, fiir alle N, N' =~ oc.
Satz 1.35 Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis:  (I) Sei (ay) eine Cauchyfolge. Dann sind alle ay (N ~ oo) endlich. Denn sei
B ={(m,n) : |am —an| < 1}. *B enthélt nach Voraussetzung *INo, X *INo mit *IN, = *IN\ IN).
Nach dem Spillover-Prinzip 1.30 folgt, dakt B D A,, X Ap,, wo Ap, = {n € IN : n > np} ist.
Dann ist aber fiir n > ng |an| < |an — ang| < 14 |an,|, also fiir beliebige n

lan| <1+ max{|ag|: k < ng}.

Aufgrund von Theorem 1.20 existiert s = ®ay fiir ein festes N =~ oo. Aber dann gilt fiir alle
M = oo stets s & ay =~ aj, also nach unserer Definition s = lim,, o Gy,. O

Als néchstes steuern wir die Césaro-Limitierung an.

Fiir eine beliebige Folge a = (a,), sei c(a) = (¢,(a)) mit ¢, = % Y py ag. Mit a ist auch
c(a) beschriankt. Sei (*(IN) = {(an), : sup,(|a,|) < oco}. Zur Abkiirzung schreiben wir
||la|| := sup{|a,|: n € N}.

Satz 1.36 Sei N ~ oo fest gewihlt und v : {*°(IN) — R gegeben durch v(a) = °cy(a).
Dann gilt:

(1) v ist linear.

(ii) |v(a)] < ~(lal)) < all-

(111) Ist a konvergent, so ist y(a) = lima,,.

(iv) Sei (a),) die um k Stellen verschobene Folge also a,, = anyx. Dann ist v(a')) = v(a).

Eine Abbildung ~ : ¢*°(IN) — IR mit den Eigenschaften (i) - (iv) heift Banach-Limes.
Der klassische Existenzbeweis ist erheblich aufwendiger.

Beweis: (i) Es ist ¢(Aa + pb) = Ac(a) + pe(b), daher nach dem Transferprinzip cy(Aa + pb) =
ey (a) 4+ pen (b)), also y(Aa + pb) = °(Aen(a) + pen (b)) = My(a) + py(b), weil “°“ linear ist.
(ii) Es ist |ep(a)| < en(la]) < supy, |ag| fiir alle n. Nach dem Transferprinzip folgt

len(a)] < en(la]) < lall-

Aus den Eigenschaften von “°* folgt die Behauptung.

(iii) Sei h(n) = max{k € IN : k < y/n}. Dann gilt h(n) < \/n < h(n) + 1. Transfer liefert
*h(N) < VN < h(N) + 1. Wir schreiben wie iiblich h(n) = [\/n].

Sei sp(a) = %ZL@ a , tp(a) = % ZZ:[\/;]H aj.

Dann gilt ¢,(a) = sp(a) + ty(a), ferner |s,(a)| < ﬁ”a”, und |t,(a)| < max{|ax| : [n] <
k < n}. Wir beachten, daf das Maximum angenommen wird, was sich durch die folgende Formel
ausdriickt:

V(n e N)3(k € IN) (Vi) <k <n) AV € N)([Val <1< n= |a < |a)) .
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eine Formel deren gesternte Variante dann auch in *IR gilt. Sei nun a eine Nullfolge. Dann ist
fiir unser festes N =~ oo

len(a)l < sn(a)] + [tn(a)l
[[all :
< N1 + max{|ax| : [VN] < k < N}
~ 040,

weil apr =~ 0 fiir alle M ~ oo; also ist y(a) = 0 = lima,. Ist b konstant, b = (u,u,u,---), so
ist ¢p(b) = w. Ist also lim a,, = u, so ist lim(b,, — a,) = 0 und damit u —y(a) = y(b—a) = 0,
also v(a) = limay,.

(iv) Wir zeigen die Formel fiir £k = 1. Fiir beliebiges k folgt sie durch Induktion.

Es ist cp(a) — cp(a)) = U — CL%H, also |en(a) —en(a)] < %GH ~ 0 und damit y(a) = ~(a').
g

Briicke zur Standard-Mathematik

Wir miissen zeigen, dafs unsere Definitionen des Haufungspunktes, der Konvergenz und
der Cauchyfolge mit dem aus Analysis I iibereinstimmen. Dies geschieht mit dem Trans-
ferprinzip und dem Spill-Over-Prinzip 1.28 bzw. 1.30.

Satz 1.37 Sei a = (ay,), eine Folge reeller Zahlen.

a) Genau dann gilt s = °ay fir ein N ~ oo, wenn s ein Haufungspunkt von a im Sinne
der Standardmathematik ist.

b) Genau dann ist a eine Cauchyfolge in unserem Sinn, wenn fir alle e > 0 ein n(e) mit
lam — an| < e fir alle m,n > n(e) gilt.

¢) Genau dann ist s = lima,, wenn zu jedem € > 0 ein n(e) mit |a, — s| < € fir alle
n > n(e) gilt.

Beweis: a) (i) Sei s = °an, k € IN und € > 0 aus IR, also eine Standardzahl. N =~ oo erfiillt
N > kund |ay —s| < e. Also gilt 3(n € *IN)((N > k) A (Jap, —s| < €)) in *IR und nach dem TFP
(Transferprinzip) in R. Das bedeutet aber: zu e > 0 und k € IN beliebig existiert ein n(e, k) > k
mit @, r) — s| < e. s ist Hiufungspunkt im Standardsinn.

(ii) Sei s Haufungspunkt im Standardsinn. Dann gilt

VeeR)V(neN)IA(k e N)(e > 0= (k>n)A|s—ag| <e).

Nach dem TFP gilt dieser Satz in *IR. Wahlt man also € ~ 0 und N =~ oo, so erhélt man ein
k> N mit |s — ag| < ¢, also s = °ay.

b) (i) Sei a eine Cauchyfolge, d.h. ap ~ ay fir M, N =~ oo. Sei ¢ > 0 aus R und A(e) =
{(m,n) : |am — an| < €} *A(e) enthilt (*IN'\ IN)2. Nach dem Spilloverprinzip Lemma 1.30
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enthélt A(e) eine Menge der Form Ai(s) mit A, ) = {k : k > n(e)}, also folgt die Behauptung.
(iii) Es gelte umgekehrt die angegebene Bedingung. Seien M, N = oo fest gewéhlt und sei e > 0
aus IR beliebig, ferner n(e) € IN wie angegeben. Unsere Voraussetzung gilt nach dem TFP auch
in *IR, d.h. V(m € *IN)V(n € *IN)[m,n > n(e) = |am — an| < €]. M, N sind groker als die
Standard-Zahl n(e) also gilt |ays — an| < e. Da e > 0 aus IR beliebig war, folgt |ay — an| = 0,
also ap ~ ay.

c¢) Ubungsaufgabe. O

1.7 Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

Uberblick: Wir werden Grenzwert und Stetigkeit zun#chst intuitiv, das mit Hilfe der Nonstandard-
Analysis definieren und damit in einfacher Weise die iiblichen Sdtze der analysis beweisen. Dann
schlagen wir wieder die Briicke zur Standard-Mathematik. Im letzten Teil behandeln wir die
gleichmiéfigige Stetigkeit und die gleichmiéfige Konvergenz von Folgen von Funktionen.

Haufungspunkte und Grenzwerte

Sei ) £ D C IR.

Deffnition 1.38 ¢ € R heiffit Haiufungspunkt von D, wenn es einx € *D mitc # x ~ ¢
qibt.

c ist also genau dann Haufungspunkt von D wenn die punktierte Monade p(c) \ {c¢} mit
*D einen nichtleeren Durchschnitt hat, in Formeln, wenn p(c) \ {¢} N*D # 0 gilt.

Im folgenden sei D C IR und ¢ ein Haufungspunkt von D. Sei f: D — RR.

Deftnition 1.39 Wir sagen, f(x) konvergiert gegen d fir x — c auf D wenn fir alle
TR, x#c stets *f(x) =~ d gilt. Wir schreiben d = limz,_.. f(x).
Wir konnen dies auch so ausdriicken:

d = lim f(z)<"f(u(c)\{c}) C p(d).

r—cxFc

Aus den Rechenregeln mit Ungleichungen in *IR (Satz 1.19) erhélt man sémtliche bekann-
ten Rechenregeln fiir die Grenzwerte.

Beispiel: Sei d; = lim.z, .. f;(z). Dann ist didy = limez,_.. f1(2) f2(z) wegen * f;(z) =
d; = *fi(z)* fo(x) =~ dyd; (siehe Satz 1.19).
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Stetigkeit

Deftnition 1.40 Se: f : D C IR — R eine Funktion. f heifit in xo € D stetig, wenn fir
alle v € *D mit © ~ g stets *f(x) = * f(xo) gilt; anders ausgedriickt, wenn

*f(u(xo) N*D) C pl(f(xo)) gilt.

Satz 1.41 Sei f : D C R — R stetig in xg, ferner f(D) C D' und g : D' — R stetig in
Yo = f(zo). Dann ist go f stetig in .

Beweis: Sei x &~ 9. Dann ist *f(z) = f(z¢) = o, also *g(*f(x)) ~ g(vo) = 9(f(y0)). Wegen
*(go f) ="*go*f (s. Satz 1.24) folgt die Behauptung. O
Fiir das folgende bendtigen wir das Lemma:

Lemma 1.42 Sei f : D C R? — R?. Dann gilt *(f(D)) = *f(*D) und *(f~Y(B)) =
(“f)-'(*B) fiir B C R

Beweis: Der erste Teil folgt aus dem TFP, angewandt auf
V(y e RY)(y € f(D) & 3z € D)(f(z) = v)),
der zweite wird analog bewiesen. O

Es gibt drei wichtige Satze fiir stetige Funktionen: der Satz {iber die Existenz von Maxima
und Minima auf kompakten Mengen, der Zwischenwertsatz und der Umkehrsatz.
Wir definieren zunéchst:

Deffnition 1.43 K C R heifft kompakt, wenn *K C Fin (*IR) und fir x € *K stets
der Standardteil °x € K ist.

Das folgende Lemma ist niitzlich und einfach zu beweisen:

Lemma 1.44 Sei K kompakt. Dann ist K beschrinkt und die obere Grenze sup(K) = s

liegt in K

Beweis: Wegen *K C Fin(*IR) ist K beschrankt. Aus der Definition der oberen Grenze folgt:
VeeR)(e>0=>J(rxeK)(s—e<z<s)).

Nach dem Transferprinzip findet man also zu 0 ~ ¢ > 0 ein x € *K mit s —e < x < s. Aus Satz
1.19 folgt s = °(s —¢) < °x < s und °x € K gilt nach Voraussetzung. O

Wir zeigen:
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Satz 1.45 Sei K C IR kompakt und f: K C R stetig. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis: Mit Lemma 1.42 folgt *(f(K)) = *f(*K). Sei y € *(f(K)). Dann gibt es ein x € *K
mit * f(x) = y. Nach Voraussetzung existiert °x und liegt in K. Da f stetig ist, ist wegen = =~ °x

y="f(z) = f(°x), also °y = f(°x) € f(K). =

Korollar 1.46 Se: K kompakt und f : K — IR stetig. Dann besitzt [ ein Minimum und
ein Mazimum.

Beweis: Da f(K) kompakt ist, liegt s := sup(f(K)) nach Lemma 1.44 in f(K). Es gibt also
ein g € K mit f(xo) = s. Die Existenz des Minmums folgt, wenn man —f statt f betrachtet.
O

Der Zwischenwertsatz lautet:

Satz 1.47 Sei J ein Intervall und f : J — R stetig. Seien a,b € J mit f(a)f(b) < 0.
Dann gibt es eine Nullstelle von f in |a, b|.

Beweis: Sei 0.B.d.A. f(a) < 0 < f(b). Die Menge K = {x € [a,b] : f(z) < 0} ist kompakt
(benutze das Transferprinzip). Es ist nach Lemma 1.44 s = sup(K) € K, also f(s) < 0. Sei
0 < £ = 0. Dann ist nach Definition des Supremums und wegen des Transferprinzips s+¢ ¢ *K,
also

0<"f(s+e)= f(s) <0

und damit ist f(s) = 0. O

1.7.1 Briicke zur Standardanalysis

Satz 1.48 (Grenzwerte) Sei D = J\{c} wo J ein offenes Intervall ist. Sei f : D — IR.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) d=1lim, . f(x), d.-h. x =~ c impliziert * f(z) =~ d.

b) Fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0, so daf fiir allex € D aus |x—c| < ¢ stets |f(z)—d| <€
folgt.

Beweis: a) = b): SeiIR 3¢ >0und § € *IR, 0 > 0, 6 ~ 0. Nach a) ist dann |*f(z) —d| < ¢
fiir |z — ¢| < d. Daher ist der Satz

36 € *R)(6 > 0AY(z € "D)(|x — ¢| < 6 = [*f(z) — d| < £))

richtig in *IR. Nach dem TFP gilt der ungesternte Satz in IR. Da ¢ > 0 beliebig war folgt b)

b) = a) Sei *D 3> z =~ cund R > ¢ > 0. Nach Voraussetzung gibt es § > 0 aus IR mit
|f(y) —d| < e fir alle [y — ¢| <9, also V(y € D)(ly —¢| <0 = |f(y) —d| < e). Nach dem TFP
gilt der Satz in *IR, also insbesondere fiir unser x wegen |z — ¢| & 0, also |z — ¢| < §. Damit ist
|f(z) —d| <e. DaR 3 e > 0 beliebig war folgt f(z) =~ d. O
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Korollar 1.49 Sei f : D — IR und xqg € D. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent.

a) f ist in xg stetig, d.h. x© = xo impliziert stets *f(x) = f(zo).

b) V(e e R)A(6 € R)V(x € D)(|x — x| < = |f(x) — f(z0)] < &).

Satz 1.50 Sei K C IR. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) K ist kompakt.

b) Jede Folge a = (a,), C K hat einen Hiufungspunkt in K.

c¢) K ist abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis: a)= c): Wegen *K C Fin(*R) ist K beschrénkt. Sei xg aus dem Komplement R\ K
von K. Wire xg ein Haufungspunkt von K, so gibe es © € *K mit x = x¢, also K > °x = xy,
ein Widerspruch. Damit ist das Komplement offen und K abgeschlossen.

c) < b): Das ist offensichtlich (vgl. die Vorl. Analysis I).

c) = a): Da K beschrankt ist, liegt *K in Fin(*IR), jedes = € *K hat also einen Standardteil
°x =:y. Liegt dieser nicht in K, so gibt es aufgrund der Abgeschlossenheit von K ein € > 0 mit
ly—e,y+e[NK = 0. Wegen = ~ y ist

x€¥ly—¢e,y+e[N*K # 0,

obwohl diese Menge nach dem Transferprinzip leer sein miifste, ein Widerspruch. O

Verallgemeinerung auf den R”

In *IR? definieren wir eine Aquivalenzrelation “fast gleich” (infinitesimal benachbart) durch
Er17 < ||€—17 =0 (in *IR). Ferner setzen wir Fin(*IR”) = {¢ : [|¢]| € Fin(*R)} und
p(&) = {ij - €= 1}

Wir erhalten den folgenden Satz

Satz 1.51 a) “~“ ist eine Aquivalenzrelation auf *RP.

b) e~ in "R firj=1,---,p, wo § = (&1,-- -, &) usw. ist.

c¢) Fin(*IR?) und 1(0) sind Vektorrdume iber IR.

d) Ist £e Fin(*IRP), so ist °§ = €6y, ,°¢,) das eindeutig bestimmte Element aus RP
mit € ~ °*¢.

Die Abbildung ° : Fin(*R?) — R?, € °€ st R-linear und hat ,u(ﬁ) als Kern. Sie heifit
Standardteil-Abbildung.

e) €~ 0 und X € Fin(*IR) = A\ ~ 0.
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Aufgabe: Beweisen Sie bitte diesen Satz. Benutzen Sie dabei die Eigenschaften einer
Norm, die wegen des TFP auch die fortgesetzte Norm, jetzt aber mit Werten in *IR,,
hat.

Grenzwert, Stetigkeit und Kompaktheit werden analog wie in IR definiert. Satz 1.45
und Korollar 1.46 gelten mutatis mutandis. Auch die Beweise dndern sich nicht. Wir
behandeln das Problem der gleichméfigen Stetigkeit und der gleichméfigen Konvergenz.

Deflnition 1.52 Sei f: D C R” — R". [ heifst gleichméBig stetig, wenn aus 5,77 e*D
mit £ = 17 stets *f(€) = *f(1) folgt.

Beispiele:

1. Seip=1und f(z) = 2% f ist nicht gleichmifig stetig auf IR. Denn fiir

x%oo,y::c—l—%%xgilty2:(x+%)2:x2+2+%%:1:2+293:c2.

2. f(z) = \/|x| ist gleichmé&kig stetig.

Denn sei z ~ y.
(i) ° = 0. Dann gilt |z| =~ |y| = 0 und damit f(z) = 0= f(0) =~ f(y).

(ii) 2 % 0. Dann ist y % 0 und damit \/[z] + \/]y[ # 0, also ——L1——— 2
VI Vi 70 S
Wegen | y/Ta] - m—ﬂ ‘y}folguﬁ VI [~ 0

Sie kennen den folgenden Satz, aber vergleichen Sie diesen Beweis mit den klassischen!

Satz 1.53 Sei K C IR? kompakt und f : K — R? sei stetig. Dann ist f gleichmdifig
stetig.

Beweis: Seien 5,77 € *K mit {m 77. Da K kompakt ist, existiert der Standardteil 05 und ist
aus K (!). Dann ist £ = °¢ ~ 77 und da f stetig in ° ist, ist *f(&) =~ f(°&) = * (7). O

Briicke zur Standard-Mathematik

Satz 1.54 Sei f: D C IR? — IR%. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) f ist gleichmdfSig stetig gemdfS Definition 1.52.

b) Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit || f(z) — f(y)|| < € fir alle x,y € D mit
lz =yl <.
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Beweis: a) = b) Sei 0 < € € R. Der folgende Satz gilt in *S fiir ein beliebiges § > 0, § =~ 0:
36 € "R)(6 > 0AVY(z € "D)V(y € "D)[llz —yl| <0 = |"f(z) = *f(y)|| <el|.

Nach dem TFP gilt seine ungesternte Version in § und liefert uns ein gewiinschtes J zu unserem
E.
b) = a) Fiir ¢ > 0 aus R sei

B(e) = {(z,y) e Dx D: ||f(z) = f()ll <e}-
Nach b) liegt C(e) = {(z,y) € D x D : ||z — y|| < d(¢)} in B(e). Wegen des TFP gilt
U:={(z,y) €e*Dx*D:xz~y} C*C(e) C *"B(e).

Also ist U C Raseso “Ble), dh. fiir x ~ y ist [|*f(x) — *f(y)|| < ¢ fiir jedes Standard ¢ > 0,
also ist [[*(z) — *1 ()] ~ 0. 0

Folgen von Funktionen

Mlustrativ fiir die Nonstandard-Analysis ist auch der Begriff der gleichméfigen Konver-
genz:

Deffnition 1.55 Sei (f,), eine Folge von Funktionen f, : D C IRP — RY, geschrieben
als eine Funktion f:IN x D — R, (n,x) — f,(z).

(fu)n konvergiert gleichmafsig gegen eine Funktion g : D — RY, wenn fir alle N ~ oo
und x € *D stets *fn(z) = *g(x) gilt.

Ist z € D und (f,) — g gleichméfRig, so ist fiir N ~ oo * fy(z) = g(x), das heift die Folge
(fn(z)) konvergiert gegen g(z). Damit impliziert die gleichméfkige Konvergenz die Konver-
genz punktweise. Die Umkehrung gilt nicht, wie die Funktionenfolge f,(z) = 2™, g(z) =0
auf [0, 1[ zeigt. Denn fiir 0 < n ~ 0 ist £ = (1 — )"V < 1, aber fy(€) ~ 1 % 0. Es gilt
aber natiirlich das Theorem von Weierstraf:

Theorem 1.56 Sei D C R? beliebig und (f,), sei eine Folge stetiger Funktionen f, :
D — RY, die gleichmdfig gegen die Funktion g konvergiert. Dann ist g stetig.

Beweis: Ist g in zg nicht stetig, so gibt es ein £ € *D, £ ~ xp und ein 6 > 0 aus IR mit
I"g(&) — g(zo)|| > 0. Sei A = {n € N : Y(z € D) fn(z) — g(z)| < %} Nach der Definition der
gleichméfigen Stetigkeit und dem TFP enthilt die Menge *A ganz *IN \ IN, also ist A nicht leer.
Sei m € A. Dann ist

6 < lg"(&) = g(xo)ll < [I"9(€) = " fm( &I + " fm(&) = F(@o) | + [[fm(z0) — g(o)]-
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Nach dem TFP sind der erste und letzte Term der rechten Seite jeweils < g Wegen der Stetigkeit

von fy, ist der mittlere Term ~ 0. Die rechte Seite ist somit < ¢§, ein Widerspruch. a

Genau so einfach erhalt man den Satz von Dini.

Theorem 1.57 Sei K C R? kompakt und (f,), eine monotone Folge stetiger Funktionen
fn: K — R, die punktweise gegen die stetige Funktion g : K — IR konvergiert. Dann
konvergiert die Folge gleichmdfSig gegen g.

Beweis: Die Aussage ist aquivalent dazu, daf die monotone Folge stetiger Funktionen (hy,)
mit h, = f, — g gleichmifig gegen 0 konvergiert.

OBdA sei (hy,) monoton fallend (sonst betrachte —h,,).

Behauptung: *h,(§) ~ 0 fiir alle N = oo und £ € *K.

Beweis: Angenommen das gilt nicht. Dann gibt es ein N =~ oo, ein £ € *K und ein § > 0 aus
R (1) mit *hy(€) > d. Da K kompakt ist, existiert zp = °¢ und liegt in K. Sei A = {n € IN :
hn(xo0) < 6/2}. Nach Voraussetzung enthélt *A die Menge *IN \ IN, also ist A nicht leer. Sei
m € A. Aus der Monotonie der Folge und der Stetigkeit von h,, folgt

§ < *h(€) < *hm(€) ~ hon(z0) < 8/2,

ein Widerspruch. O
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1.8 Differentialrechnung

Uberblick: Wir geben auch hier Definitionen mit Hilfe der Nonstandard-Analysis und beweisen
nur einige wenige klassische Satze.

1.8.1 Differentialrechnung in R

Sei im folgenden J stets ein Intervall, dessen Endpunkte dazu gehéren konnen aber nicht
miissen.

Deffnition 1.58 a) f : J — R heifit in xo € J differenzierbar, wenn es eine reelle Zahl
d =: f'(xg) gibt mit %ﬁé%) ~d fir0#x—x9~0. f'(xg) heifit Ableitung von f
in .

b) [ heifit gleichmafig differenzierbar, wenn f in jedem Punkt differenzierbar ist und fir
Exnund0 < |o|~ stets

fE+o)—"fE)  finto)—"f(n)

~
~

o o

gilt.

Die einfachen Eigenschaften der Ableitung lassen sich sofort ablesen

Aufgaben:

1. Ist f in x( differenzierbar, so ist f dort stetig.

2. Seien f, g in x differenzierbar. Dann sind auch af +3g und fg in z( differenzierbar.
Die Ableitung ist linear und es gilt die Leibnizsche Produktregel

(f9) (z0)g(x0) + f(20)g' (20).

Tipp zur Produktregel:
f(@)g(z) = fzo)g(zo) = f(x)(9(x) = g(x0)) + (f(z) — f(20))g(xo) und Aufg. 1.

3. Sei f in zg differenzierbar. Ist f(z) = f(xo) fiir ein x &~ xo, x # ¢, so ist f'(xy) =0

4. Sei f:J — J inxgund g:J — R in yo = f(xo) differenzierbar. Dann ist go f in
xq differenzierbar mit (g o f) (xo) = ¢'(f(x0))f (o).
Tipp: Ist f(x) = f(xo) fiir ein © ~ xy, x # x0, so verwende die vorige Aufgabe.
Sonst ist

9(f(x)) = 9(f(xo)) _ g(f(x))

T — T f(z)

Verwende nun, dafs f stetig in z ist.

9(f(z0))  f(z) — f(=0)
f (o) T — T
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5. Beweisen Sie den Satz von Rolle (und damit den Mittelwertsatz) mit Hilfe der
Nonstandard-Analysis.
Tipp: Seia < xg < b, f : [a,b] — IR sei differenzierbar und habe in xy ein Maximum.

Betrachte J(zy +? — f(xo) fiir 0 =~ £ # 0 und unterscheide die Fille £ < 0 und

¢ > 0. Benutze aufserdem fiir den Beweis des Satzes von Rolle Korollar 1.46.

Bevor wir die gleichméfige Differenzierbarkeit erkldaren, schlagen wir die Briicke zur klas-
sischen Analysis.

Satz 1.59 f:J — IR ist genau dann differenzierbar mit Ableitung f'(xq), wenn zu jedem

e >0 eind >0 existiert mit | %ﬁg%) — f(x0) |< € fir alle x # xo mit ||x— x| < 9.

Der Beweis folgt direkt aus Satz 1.48.

Als Konsequenz aus dem TFP haben wir die "klassische"Differenzierbarkeit auch in
Nichtstandard-Punkten:

Korollar 1.60 Sei f : J — IR in jedem Punkt differenzierbar und f' : J — IR die
Ableitung. Dann qilt fiir jedes & € *J. Zu jedem € > 0 aus *IR gibt es ein 6 > 0 aus *IR

50 daﬁ|*f(77%+2f(f) — *f1(&) |< e fir allen # & mit | n— & |< 4.

Via TFP gilt auch der Mittelwertsatz in *S. Denn er lautet:
Fiir alle x, y € J mit x <y gibt es ein z mit v < z <y, so daff

fly) = f(x)

)

gilt. Die gesternte Aussage gilt dann in *S.
Die gleichméfige Differenzierbarkeit wird an folgenden Beispielen klar:

Beispiele:

1. f(x) = 22 ist nicht gleichmiikig stetig (s.0.) aber gleichméRig differenzierbar, denn

2 .92
zunichst ist f wegen ﬁt——yoo = x+ Yo = 2y (falls z = yp) in jedem Punkt 3y € R
differenzierbar. Es ist fiir £ ~ 7 (auch unendlich grok!)
2 2 2 2
o o

also ist f gleichméfbig differenzierbar
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24 L
2. Sei f(x) :{z Sma(c) iig
1 1

Fiir o # 0 ist nach den bekannten Regeln f'(z0) = 2zosin(z;) — cos(z;). Fir

xoZO,undgz()istM

also f(0) = 0. Wihle nun € = o (N € "IN\ N fest) und o = €% Dann ist
1

= fsin(%) ~ 0 weil der Sinus beschrinkt ist,

™

fiir 0 <9 < 1.
Mit dem Transferprinzip, angewendet auf den Mittelwertsatz, erhalten wir

fE+0) 1)

g

= (€ +D0) m 140,

weil der cosinus gleichmifig stetig und 2(£+v0) sin(€ %—1195) ~ 0 gilt. In der Monade
1(0) kommen also Steigungen vor, die # f'(0) sind.

3. Sei das Intervall J kompakt. In diesem Fall ist f genau dann gleichmékig differen-
zierbar, wenn f differenzierbar ist und fiir alle 0 < 0 =~ 0 und alle ¢ € *J stets

€ +0)—"fE)

g

~ ['(%¢)

ist. Dies ergibt sich aus Satz 1.61 unten, weil eine stetige Funktion auf einer kom-
pakten Menge gleichméfig stetig ist.

Die Anwendung des Mittelwertsatzes auf * f liefert:

Satz 1.61 Sei f:J — R differenzierbar. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) f ist gleichmafig differenzierbar.
b) [ ist gleichmafSig stetig.
Beweis: a) = b) Sei {,n € *J, ¢~ n. Nach Korollar 1.60 gibt es zu 0 < & ~ 0 ein 6(£) > 0
mit
€ +o)—"f(E)
g

| “f(€) -
fiir alle 0 < |o| < 0(€) und ein 6(n) > 0 mit

“fln+7)="f(n)

T

|<e

|<e

| *f'(n) —
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fiir alle 0 < 7 < 0(n).
Fiir 0 < |o| < min(d(§),d(n)) ergibt sich

fE4o) =)

e -rm) < e - LR [+ ) )
¢ ey LEXDZIO o) =100
0

wegen der gleichméfigen Differenzierbarkeit. Also ist f’ gleichméRig stetig.
b) = a) Esist fiir 0 < |o| &= 0

fE+0)="f(E)

g

= "f(€+Y10) =" f(§)

und

fn+ 0; — )y 4 990) P (),

also folgt die Behauptung wegen *f'(£) =~ * f'(n).

O

Bemerkung: Obwohl der Satz eine iiberzeugende Begriindung der (gleichméfigen) Ste-
tigkeit der Ableitung enthélt, ist er in der Standard-Analysis (nahezu) unbekannt. Das
liegt daran, daft der Begriff der gleichmékigen Differenzierbarkeit vom Standpunkt der
Nonstandard-Analysis fast trivial ist, seine (dquivalente) Standard-Formulierung jedoch

sehr mithevoll. Sie lautet fiir kompakte Intervalle J (ohne Beweis):

Sei x € J beliebig. Dann existiert fiir alle € > 0 ein 6 > 0 so daf$ fir alle € mit | —z| <§

und fir alle h mit 0 < |h| < § stets

|f(€+h)—f(€)
h

—flz) <e

18t.
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1.9 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Uberblick: Wir greifen nur ganz wenige Definitionen und Sétze auf, um die Leistungsfihigkeit
der Nonstandard-Analysis zu demonstrieren.

Im folgenden sei U stets eine nicht leere offene Menge des IR”.

Aufgabe: Sei D C IRP. Zeigen Sie bitte: D ist genau dann offen, wenn mit x € D die
ganze Monade u(z) = {£ € *IRP : £ ~ x} in *D enthalten ist.

Deffnition 1.62 Sei f: U — R? eine Funktion

a) f heifit in x € U partiell nach z; differenzierbar, wenn es ein a € R? gibt, sodafs

fir alle 0 <t~ 0 aus R f(x+tetj) —f@) a € RY ist. Hier ist e; = (0;;,) der j - te
of

kanonische Basisvektor. a heifst partielle Ableitung o () an der Stelle x.
j

b) f heifit in x total differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung A von IRP in IR?

gibt, mit f(z +H];l>”_ f(z) R~ *A”—ZH fiir alle h € R? mit 0 # h =~ 0. A heifst dann

totale Ableitung f'(x) an der Stelle x.

Sie konnen sofort die folgenden Aufgaben l6sen:

Aufgaben:

1. Sei f(z,y) = { =°+y
0 (z,9)=0

renzierbar; aber f ist nicht total differenzierbar.
Tipp: Bs ist 91 (0) = 0= %J;. Wiihle b — te; mit 0 % ¢ ~ 0

Dann ist f in 0 nach x und y partiell diffe-

{ 2:Ey2 ($7y)7é0

2. Sei f in x total differenzierbar. Dann ist f nach x; partiell differenzierbar fiir jedes
j und die totale Ableitung f’(x) hat beziiglich der kanonischen Basis die Matrix
fla) = (AL&) . 0f(@),

;;l’l ! ! (§$p
Tipp: Wahle h =1t -e;.

3. Zeigen Sie bitte: Ist f in x total differenzierbar, so ist f dort stetig. Reicht die
partielle Differenzierbarkeit nach allen x; hierfiir aus?
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Briicke zur Standard-Analysis

Wir zeigen, dafs der Begriff der totalen Ableitung mit dem klassischen iibereinstimmt.
Genau dasselbe gilt natiirlich fiir die partiellen Ableitungen.

Satz 1.63 Sei f: U — RY eine Funktion und x € U. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

a) f ist in x total differenzierbar.

b) Es gibt eine lineare Abbildung A und eine Funktion R : U — TR, die in x stetig ist
und R(x) =0 erfillt, so daf$ fir alle y € U gilt

fy) = f@) + Aly — 2) + |ly — || R(x).

0 Y=z

Beweis: a) = b) Setze R(y) = { fly) — fl=) (=) (y — ) . Dann gilt die Glei-
ly==l lv==l ¥

chung unter b). Ist y = z, so ist *R(y) ~ 0 nach Voraussetzung a), also ist R in z stetig.

b) = a) Ist 0 # h =~ 0, so ist *R(x + h) ~ 0 nach Voraussetzung, also

o J@+h) = flx) .

ist ~ AT O

7] Il

Deftnition 1.64 f : U — RY heifst gleichmdfig differenzierbar, wenn f iberall differen-
zierbar ist und fir alle x,y € *U mit 0 # x —y ~ 0 und alle 0 # h = 0 gilt

fly+h) ="y | Tfeth) =" f(2)
|2l 17l

Bevor wir einen zu Satz 1.61 analogen Satz beweisen, brauchen wir eine Charakterisierung
der Operatornorm :

Lemma 1.65 Sei B eine lineare Abbildung von IR? in R?. Dann gibt es ein h € IR? der
Norm 1 mut

|Blop := sup{||B(z)|| : [lz]| = 1} = B(h).
Beweis: Die Abbildung x — B(z) — ||B(x)|| ist stetig und S := {z : ||z|| = 1} ist kompakt. O
Ganz dhnlich wie Satz 1.61 erhélt man den folgenden Satz:
Satz 1.66 Sei U C R? offen und konvex und f : U — IRY eine differenzierbare Abbildung.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) f ist gleichmafig differenzierbar.
b) [ ist gleichmafig stetig.
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Beweis: a) = b) Sei 2,y € *U, 0 # © — y =~ 0. Nach dem Transferprinzip ist *f in = und y
differenzierbar. Das bedeutet: zu e > 0, ¢ ~ 0 gibt es §(z) > 0, 6(y) > 0 mit ||*f'(x) S/

[17]]
flt (]2”_ f(x) | < e fiir alle 0 # ||h]| < d(z) und entsprechend fiir y mit d(y).

Fiir 6 = min(d(z),d(y),e) und 0 < ||h|| < ¢ ist dann
h fleth) = f(@)

18; (w)—*f(y))HhHH < I'f )HhH e
] ]
Sy+h) =) g b
o o
fla+h)="f@) “fly+h)="f)
< EHI !
~ 0

nach Voraussetzung. Angenommen die Abbildung U 5> = — f’(z) € L(IR?,IR?) sei nicht gleich-
méRig stetig. Dann gibt es nach Satz 1.54 ein € > 0 aus R (!) und zu jedem 1/n wegen des obigen
Lemimas ein Tripel (2, g, hn) mit |12 — gl < 1/7 , [l = 1 und [[(f'(2n) — (g () | > &,
ein Widerspruch zur obigen Abschétzung (1.1).

b= a) Sei0#x—y~0und 0% h~0. Wir nehmen zunéchst ¢; =1, also f : U — IR an und
setzen u; = Zi:l hier, wo h = (hi,--- ,hy) und e = (6;5) der k - te kanonische Einheitsvektor
ist. Dann ist nach dem Transferprinzip

p—1
Fly+h)—"fly) = D CFly+ui) =" fly+uy)
j=0
= 2. (5 ,H)(y +uj+Jjpahi1) - hjpr, wo 0 <djp <1
=0 /
Also erhalten wir
Fy+h) =) . of | hj
T - 2 )+
J=1 J
Analog ergibt sich
fla+h) =f@) ¢ (91 oy
(x +uj—1 + Phy) ==
Al ; 31‘] - It

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f’ sind die beiden rechten Seiten infinitesimal benach-
bart, also auch die linken.
Den allgemeinen Fall erhélt man, indem man den eben behandelten Fall auf die einzelnen Koor-

f1

dinatenfunktionen anwendet (f = ). 0

fa
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Wir wenden uns nun noch den 2. Ableitungen zu.

Satz 1.67 (H.A. Schwarz) Sei [ : U — R? zweimal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt
O f B O f
Or;0x,  Oxpdx;

Beweis: Wie iiblich reduziert man den Beweis auf eine Funktion f : U € R?> — IR, und den

Spezialfall & = igt also 24 (0) = 2F
pezialfall = 0, man zeigt also M(O) = 920y (0).

2 2
Wir schreiben 95 = f,, % = 3% = fu: 8% — fye. Sei 0#£ v e R.

Dann ist fir 0 # 7~ 0
fx(ovv) — fx(ovo) 1 *f(T,’U) — f(O,v) o *f(T7 0) — f(0,0))

~

v (% T T

Sei g(y) = f(7,y) — f(0,y). Dann ist also

LO0=L0.0 1) =),
=TFP %9’(191))
= U 90) — £(0,90))

Jy2(0,90),

{
\

Q

wobei die letzte Beziehung aus Satz 1.61 folgt, da f,, stetig, also f, gleichméfig differenzierbar
nach z ist. Es ist ¢ € *[0, 1] also ist wegen der Stetigkeit von fy, einfach f,,(0,9v) = f,.(0, °dv)
und das ist eine Standardzahl. Damit ergibt sich zun&chst

fx(oav) — fﬂC(O?O)

v

= fy2(0,°0v),

also
f2(0,v) — f2(0,0)

V(v eR)(v#0A(0,v) €U = Jo € [0,1]( .

= fym(0>av)))~
Nach dem Transferprinzip folgt fiir 0 # v =~ 0

fl‘(oa U) - fa:(ov 0)

(%

f2y(0,0) = = fye(0,00) = fy2(0,0).
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Der Umkehrsatz in R?

Wir liefern einen Nonstandard-Analysis-Beweis des folgenden Theorems:

Theorem 1.68 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U offen in R? und f : U — R?
stetig differenzierbar. Sei xo € U mit det f'(x¢) # 0. Dann gibt es eine offene Menge
Uy C U mit zy € Uy, so dafi f(Uy) = V offen ist, fUy bijektiv auf V abbildet, die
Umkehrfunktion g : V — Uy stetig differenzierbar ist und ¢'(f(z)) = f/~1(x) gilt.

Wie {iblich fiihrt man den allgemeinen Fall durch die Transformation

g(z) = o) (f(xo+ x) — f(xg)) auf den Fall xy = 0, g(0) = 0, ¢'(0) = I zuriick. Wir
schreiben wieder f statt g.

Wir bendtigen zunéchst das folgende Lemma mit Standard-Beweis (Banachscher Fix-
punktsatz) und erinnern dazu an den Schrankensatz:

Satz 1.69 (Schrankensatz) Sei f : U — IRY stetig differenzierbar und K C U eine
kompakte konvexe Menge. Sei L = sup{||f'(z)||op : € K}, wo || - ||op die Operatornorm
in L(RP,RY) bezeichnet. Dann gilt fir x,y € K stets ||f(x) — f(v)|| < L||lx — y]|.

Lemma 1.70 Sei 0 :€ U und f : U — R? stetig differenzierbar mit f(0) =0, f'(0) =1

und fir ein v > 0 sei B(0,r) = {z : ||z|| < r} C U und sup{||I — f'(x)|lop : = €
B(0,m)} < q<1. Dann ist B(0,(1—q)r) C f(B(0,r)).

Beweis: (Standard( Seiy € B(0,(1—q)r), also |ly|| < (1—q)r. Sei ® : B(0,r) — IRP definiert
durch ®(z) = y+x — f(z). Dann gilt ®(0) =0, ®'(z) = I — f(z), also nach dem Schrankensatz
D) < |yl + ||®(x) — ®(0)|| < (1 — gq)r + gr, d.h. ® bildet B(0,r) in B(0,r) ab. Ebenfalls
nach dem Schrankensatz folgt ||®(u) — ®(v)|| < ¢lju — v||. Also hat ® einen Fixpunkt xg und
dieser liegt in B(0,r). Fiir ihn gilt f(zo) = y. O

Lemma 1.71 Sei 0 € U und f : U — RP sei stetig differenzierbar mit f(0) =0, f'(0) =
I. Dann gilt: Fir0<q<1 aus R und x,y € p(0) ist || f(x) —*f ()| > qllz — y]|-

Beweis: Da 0 € U offen ist, gibt es ein § > 0 mit B(0,d) C U. B(0,9) ist kompakt, also ist f’
dort gleichméfig stetig; damit ist f auf B(0,d) gleichmékig differenzierbar nach Satz 1.66. Seien
0#x—y~0und z,y € u(0). Sei h =y — x. Dann ist also wegen f/(0) = I

fy)—f@) _ fla+h)—fx)  f(B)-fO) A y—a

~

. 1] B TR T Ty —all
If(y) — F(@)]

Daraus folgt B Py ~ 1 > ¢, also die Behauptung. O
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Beweis des Umkehrsatzes:

Fassen wir beide vorausgegangenen Lemmata zusammen, so erhalten wir fiir ein festes
ra~0und ¢ =1/2

(1) V(z € *RP)(J|lz|| < r = x € *U)

(2) ¥(y € ) (lyll < r/2 = Iz € V(|| < rund f(z) = p)

(3) V(z,y € "RE)(llzll, Iyl < v = 1" (x) = f W)l = [l =yl /2),

wobei (2) aus Lemma 1.70 nach dem Transfer-Prinzip folgt. Damit gilt

I € *R)(r > 0A (1) A (2) A (3))

in *S, also gilt der ungesternte Satz in IR”. Wir erhalten: Es gibt ein r > 0, so daf (1) -
(3) in IR? gilt. Das bedeutet im Einzelnen:

(1) B(0o,r) CcU

(2) B(0.7/2) € F(B(0,1)

(3) /(@) = fFWl = ||z = yl|/2 fiir 2,y € B(O, 7).

Aus (3') ergibt sich, dak f |p(, injektiv ist. Sei Uy = (f |p(o)~ ' (B(0,7/2)). Dann ist
0€ Uy C B(0,r) und f : Uy — B(0,7/2) ist bijektiv mit wegen (3’) stetiger Inverser g
(setze x = g(u), y = g(v), dann ergibt sich ||g(u) — g(v)|| < 2||u — v]]).

Wir miissen nur noch die Differenzierbarkeit von g und die Formel fiir ¢’ zeigen:

Es ist fir v = f(z) € B(0,r/2) und 0 # h ~ 0 das Element v + h aus *B(0,r/2),
also gibt es y € *Uy mit *f(y) = v+ h. Wegen Uy C B(0,r) existiert °y € B(0,r).
Wegen der Stetigkeit von f ist f(°y) =~ *f(y) = v+ h ~ v = f(z), also folgt wegen (3’)
Y=z, y=r#y.
Damit erhélt man

"glo+h)—g(v) _ y—z
] i) — F@l
Nun ist *f() f()
y)—J\x ~ f! y—x
PR T
s Fy) — 1)
Y=o oy F) = f@
==l = T
und damit
gvt+h)—glv) _ y—a
] i) = f @l
R

=l T/ =@l
W= @) el
T T TR @l
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wobel “

~" gilt, weil H*fyyy)_—xn(x)ﬂ < 2 nach (3’) (und TFP) ist.
g(v ""H;;L)H_ g9(v) ~ f(z)"!
woraus ¢'(v) = ¢'(f(z) = f'(z)~* folgt.

Insgesamt ist %

Ik
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1.10 Integralrechnung und gewohnliche Differentialglei-
chungen

Uberblick: Wir geben eine einfache NSA-Definition der Integrierbarkeit und beweisen damit
den Existenzsatz von Peano fiir gewohnliche Differentialgleichungen.

Im Folgenden sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Fiir n € IN sei

(b—a)
o

U = a0+ & (k=0,---,2 (1.1)

die iibliche Einteilung.

Deffnition 1.72 Sei f : [a,b] — R? und J(n,f) = Sor o' flarn) (bgna). f heifst

integrierbar iiber [a,b], wenn fir alle N,N' ~ oo stets J(N, f) ~ J(N', f) gilt, d.h.
wenn (J(n, f)) eine Cauchyfolge ist. Der Grenzwert °J(N, f) heifit Integral ff f(t)dt.

Die iiblichen Rechenregeln fiir Integrale ergeben sich sofort aus dem Transferprinzip und
den Eigenschaften von "°".

Beispiele:

1. Seia <u<wv<bund f = 1, Dann ist fabf(t)dt = v — u, auch nach unserer

Definition. Denn ist k die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl mit w <u<
MM und analog ¢ mit m <ov< W, S0 ist
C—(k+1)(b—- (+1—k
=G4 D0=0) gy WHL=R)

a)

und wegen (I)Q;N ~ 0 folgt leicht die Behauptung. Damit stimmt fiir Treppen-

funktionen das Integral mit dem iiblichen iiberein.

2. Sei (f,) eine Folge von integrierbaren Funktionen, die gleichméfig gegen die Funk-
tion ¢ : [a,b] — IR? konvergiert. Dann ist fiir N ~ oo
17N, g) = J(N, fu)ll < [lfn = glloc(b— a), also

IJ(N,g) = J(N". ) < [[J(N,g) = J(N, fa) [l + I J(N, fo) = J(N', fu)
+ N fa) = (N 9]
<~ 2||fn_g‘|o<><b_a)
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Wihlt man zu e > 0 aus IR n so dab || f,, — g]|~ < &/3 ist, so sieht man ||J(N,g) —
J(N',g)|]| < e. Dae >0 aus R beliebig war, folgt die Integrierbarkeit. Auferdem
erhélt man

b b
/ 198) = (D | dt < [lg — fulloo(b — a), also / gdt —tim [ fudt.

3. Jede stetige Funktion ist integrierbar, da sie auf [a, b] gleichmikig stetig und damit
gleichméfiger Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist.

4. Sei f integrierbar iiber [a,b] und a < ¢ < b. Dann ist f integrierbar iiber [a, c| und

|t - / o (2)f (2)dx.

Denn dies gilt zunéchst fiir ¢t = w (n € IN), weil solch ein ¢ Einteilungspunkt

der Zerlegung fiir N ist, wie leicht zu sehen ist. Ein Transferargument liefert in
diesem Fall die Behauptung. Sei ¢ jetzt beliebig. Es gibt nach dem TFP genau ein
kE mit apny <t < agprn. Damit ist der Unterschied der einzelnen Nonstandard-
Summen infinitesimal und die Behauptung folgt.

Bemerkung: Mit der vollen Nonstandard-Analysis (s. Kap. 2) ist die Definition des
Riemannintegrals noch einfacher und die obige Intervall-Additivitét leichter nach-
zuweisen.

Mit diesem Integralbegriff, der ja der iibliche ist (die Briicke zur Standard-Analysis ist
nicht schwer), kénnen wir schon den Satz von Peano beweisen.

Theorem 1.73 Sei f : [a,b] x R? — IR? eine stetige und beschrinkte Funktion. Dann
hat das Anfangswertproblem

y(t) = fty@), y(a) = yo

mindestens eine Losung.
Beweis: (I) Nach dem Hauptsatz der Differentialgleichung kénnen wir statt des Anfangswert-

problems die Integralgleichung
t
0=+ [ fsulo)is

betrachten. Sei M > || f(t, )] fiir alle x
(IT)Wir benutzen Eulers Idee der Losung der Differentialgleichung (Eulersches Losungsverfahren)
und benutzen dazu wieder die Einteilung (1.1) fiir n € IN und setzen

Sn (ao,n) = Yo,
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Sn(ak—i—l,n) = Sn(ak,n) + (ak-i—l,n - ak,n) f(ak,na Sn(ak,n))

und schlieflich fiir ay, <t < art1n

Sn(t) = Sn(akn) + (t — arn) f(akn, Snlakn)).
Dann ist fiir a, <t < a1

k-1

Sn(t) =Yo+ Z(al-i-l,n - al,n) f(al,na Sn(al,n)) + (t - ak,n)f(ak,m Sn(ak,n)) (1'2)
=0

Damit ist Sy, : [a,b] — RP stetig und stiickweise affin.
(IIT) Sei a < s <t <b. Essel agy, <5 < apyipund agp <t < A(041) -
Dann erhélt man aus Gleichung (1.2)

+1
[1Sn(t) = Su(s)]| < Z 1Sn(aen)l| < M - (aes1n — akn)
r=k
< M(t—s)+ 2(1)2; @)

Aukerdem ist |5, (t)]] < S8 [1Sn (gl < M(b - a).
Bisher haben wir nur die klassischen Abschatzungen fiir das Euler-Verfahren vorgenommen.
(IV) Sei N ~ oo und t ~ s. Nach dem Transferprinzip ist | Sy (¢)—Sn(s)| < M(t—s)+2(b2; a) ~

0. auferdem ist ||Sn(t)|| endlich. Daher wird durch

[a,0] 3¢ — g(t) = °Sn(1)

eindeutig eine Funktion g von [a, b] in IR erklért.
Behauptung: g ist stetig.
Beweis: es ist

lg(®) — g(s)[l = ISn(t) = Sn(s)l| < M [t —s | +

(b—a)
oN

Lo

Da links eine Standardzahl steht, folgt durch die Anwendung von “°“ auf diese Ungleichung sofort

lg(@) —g(s)| <M [t —s].
Ferner gilt fiir alle t € *[a, b] stets *g(t) ~ Sn(t). Denn
IFg(t) = Sn(@®Il < ["g(@) = gD + llg(°t) = Sn ("D + [[Sn (°t) = Sn ()] = 0.

Auferdem liegen die Werte von g nach (III) in B(0, M (b —a)) und f ist auf der kompakten
Menge [a,b] x B(0, M (b— a)) gleichméfig stetig. Daraus folgt

“f(u,"g(u)) = " f (u, Sn (u))
fiir alle u € *[a, b]. SchlieRlich gilt der folgende Satz ganz offensichtlich in IRP:

V(e > 0)
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([V(u € [a,0])  [If(u, g(u)) = f(u, Sn(u))]| <é]

2n—1
b

= 1Y S (ks 9(arn)) = f(apn Snlara))| S b —a))  (13)
0

(V) Behauptung: g ist Losung der Integralgleichung.

Beweis: (1) g(a) = yo ist klar.

(ii) Wir beachten zunéchst fiir ¢ € [a, b] (reell): es gibt nach dem TFP genau ein k mit
ag, N <t <agpyinN. Damit gilt

k
SNt =y + ) tiNa*f(az,N, Sn(arn)) + (t — agn)* f(ag,n, Sn(agn))

g(t) =~
1=0
2N 1 b—a
~ Yo+ lz; Lo (@) fla, Snlan) 55 (1.4)
und damit
t b
[ raonis = [ ipge)fs.ts)as
2N 1
N b—a
~ Z Lio,q(ak,n) f(ak,Nag(ak,N))(QN)
k=0
2N -1
B b—a
NP Lo, (ar,n) “ fagn, SN(ak,N))( ~ )
Formel (1.3) k=0
N 9(t) = vo
Formel (1.4)
Da fat f(s,9(s))ds und g(t) — yo Standardzahlen sind, folgt die Behauptung. O
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Kapitel 2

Allgemeine Nonstandardanalysis

Uberblick: Wir fiihren die volle Superstruktur V(X) iiber einer Menge X ein und definieren
einen NS-Monomorphismus von V(IR) in V(*IR) ein. Seine Existenz beweisen wir nicht. Statt
dessen geben wir interessante Anwendungen.

2.1 Grundlagen der allgemeinen Nonstandardanalysis

Uberblick: Wir motivieren erst den Bedarf an einer allgemeinen Nonstandardanalysis, fithren
dann die volle Superstruktur V(X) iiber einer unendlichen Menge X ein und definieren anschlie-
flend die Sprache, die sie beschreibt. Schlieflich fithren wir den Begriff des N .S—Monomorphismus
ein und geben erste Anwendungen.

2.1.1 Motivation

Bisher konnten wir das Transferprinzip auf Sétze iiber IR anwenden, bei denen die Quan-
toren nur Flemente in ihrem Bereich hatten. Sdtze der Form: “fiir alle endlichen Mengen
7 oder “es existiert ein Intervall” etc. waren noch nicht behandelt worden. Dabei sind
solche Sétze sehr wichtig. Wir haben zum Beispiel beim Integral de facto iiber die Menge
{1,--- N} (N = oo0) summiert; um das zu tun, muften wir aber explizit eine Funktion
J(n, f) einfiihren.
Dabei konnte man sich auch vorstellen, dafs man die Funktion X, die jeder endlichen Men-
ge A aus IR? die Summe X(A) := > _,a € R zuordnet, ebenfalls fortsetzen kann auf
“hyperendliche” Mengen wie {1,--- , N}.
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Eine mogliche Konstruktion hyperendlicher Mengen

Sei N =~ oo aus *IN. Es gibt also eine unbeschrinkte Folge (k,), aus IN, so dafs

N = (k,): die Aquivalenzklasse ist, in der die Folge liegt. Fiir jedes n sei 4, C R eine
Menge mit k, Elementen. Wir setzen A = (A4,)) = {(zn)p : {n: z, € A,} ist 1-Menge}
A ist “hyperendlich”. Es gibt eine bijektive Abbildung ¢ von {1,--- N} auf A. Sei
némlich ¢, eine bijektive Abbildung von {1,---  k,} auf A,. Fir L < N, also L = (£,)*
und {n : 4, < k,} ist 1-Menge setze p(L) = (©n(£n))s. ¢ ist nicht die Fortsetzung einer
Funktion f: D C IR — R auf *D. Trotzdem suggeriert die Konstruktion, daf A genau
N Elemente hat.

Sei P.(IR) die Menge aller endlichen Teilmengen von IR. Dann ist ¥ : P.(R) — R, A —
Y4 = Ygeaa eine Abbildung. Wie sollten wir sie auf unser A fortsetzen? Wir setzen ¥4 =
(Xbea,b)r. Man kann zeigen, daf diese Zuordnung alle Eigenschaften des Summenzeichens
hat.

Beispiele:

1. Sei N = (n)tund A, ={27*:0 <k <n—1}. Dannist A={272:0< L < N-1}.
Es ergibt sich
n—1 . 1 _ 27N

e 1—2m
S = (2 = (= s

0

2. Sei jetzt wieder A eine allgemeine hyperendliche Menge. Die Menge £ = (B,,)* liegt
in A, wenn {n: B, C A,} eine Einsmenge ist. Tatséchlich gilt dann

VEe'R(Ee L= E€A).

Wir erhalten im Spezialfall aus Beispiel 1 die Gleichung

D (A= (L) +) (A\L),
denn offensichtlich ist A\ £ = (A4, \ L,,)?.
Wenn wir so weiter machen, miissen wir uns - genau so wie in Abschnitt 1.2 - alles, was wir

haben mochten, in jedem Einzelfall erst einmal beweisen. Statt dessen ist es bequemer,
den folgenden Weg zu gehen.

2.1.2 Superstrukturen

Deffnition 2.1 Sei X eine unendliche Menge. Wir setzen Vo(X) = X, und induktiv

Va1 (X) = P(V,(X)) U VA (X),
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wo P(Y) die Potenzmenge der Menge Y, also die Menge aller Teilmengen von Y ist.
V(X) = UpLoVa(X)

heifit volle Superstruktur von X.

Die volle Superstruktur enthélt alle Objekte, die uns interessieren als Flemente. Hier sind
einige Beispiele fiir X = 1R.

Beispiele:

1. Alle reellen Zahlen sind Elemente von IR, also wegen IR C Vi(R) C V(IR) gilt
z € V(RR) fiir jede reelle Zahl.

2. Jede Teilmenge, erst recht jede endliche Teilmenge von IR ist Element von V(IR).

3. Seien u,v € V,(IR) fiir ein n. Man definiert bekanntlich das geordnete Paar (u,v)
durch (u,v) = {{u},{u,v}}. Wegen u,v € V,(R) ist {u}, {u,v} C V,(IR), also
{u},{u,v} € V,;11(R) = P(V,(R)) UV, (IR). Damit ist (u,v) = {{u}{u,v}} C
Vi1 (R), also (u,v) € Vi,4o(IR). Damit ist R* C V5(IR), also IR? € V3(IR).

4. Sei P.(R) = {A C R : Aist endlich}. Dann ist P.(R) C P(IR) C Vi(IR), also
P.(R) € Va(IR).

5. Sei A C V,(R) und F : A — V,,,(IR) eine Abbildung. F = {(z, F(z)) : x € A},
d.h. wir identifizieren F' mit seinem Graphen Gp. Jedes (z, F'(x)) ist Element von
Vo(X), wo p = max(m, n) + 2 nach Beispiel 3. F ist also eine Teilmenge von V,(X),
also F' € V,11(X).

6. Einen Vektor & = (x1,---,2,) kann man auffassen als Funktion von {1,---,p} in
R. Also ist & € V5(IR) und damit IR? € V3(IR) (in Ubereinstimmung mit p = 2).

7. Sei P.(IR’) = {A C IR? : Aist endlich}. Ist A € P.(IR?), so ist A C IR”, also
A € P(IRP) und damit A € V4(IR), also schlieklich P.(IR”) € V5(IR).
Y Pe(RP) = RP, A > (A) == 4 ist eine Abbildung von P.(IR?) — IR? C
Vo(IR). Y ist damit eine Teilmenge von Vz(IR), also ein Element von V3(IR).

8. Wo liegt C[0,1]), die Menge der stetigen reellen Funktionen auf [0,1]7 Jedes f €
C([0,1]) ist nach obigem Beispiel ein Element von V3(IR), also ist C[0, 1]) € V4(IR).

Deffnition 2.2 Fine Unterstruktur der vollen Superstruktur V(X)) ist eine Folge W (X) =
(W, (X)) mit den Figenschaften:
(1) Wi(X) C V,(X) fir alle n.
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(2) Wiaa (X) \ Wi (X) C Vi (X) \ Vi (X).

(8) Ist a € W, 11 (X) und b € a, so ist b€ W, (X).

(4) a,b € Wy (X)) \ Wo(X) impliziert anb € W,11(X) und a\ b € W,i1(X).
(5) Wi(X) # 0.

Wir werden im Folgenden die volle Superstruktur V' (IR) erweitern zu einer echten Unter-
struktur von V' (*IR). Diese Erweiterung hat “alle Eigenschaften” von V(IR). Dariiberhin-
aus enthélt sie “auf allen Ebenen”, unendlich kleine und unendlich grofte Elemente.

2.1.3 Die Sprache einer Superstruktur

Um den letzten Abschnitt zu prézisieren, miissen wir ein Transferprinzip formulieren kon-
nen. Damit wir so ein Prinzip beweisen kdnnen, fiihren wir eine Sprache fiir eingegebene
Unterstruktur W (X) ein, die einerseits so “arm” wie moglich ist (s. Abschnitt 1.5), an-
dererseits aber alle uns interessierenden mathematischen Sétze zumindest in dquivalenter
Form enthélt.

Aufbau der Sprache

Sei W (X) eine Unterstruktur der vollen Superstruktur V(X)) iiber der unendlichen Menge
X.
Der Zeichensatz der Sprache L umfaft:

1. Konstanten: alle Objekte (Elemente) aus W(X)

2. Variable: u,v,w,x,y, z, x1,x9," - -,

3. Klammern: [, ], (, ), {, },

4. Logische Symbole: A (und), — (nicht), 3 (existiert),

5. Relationssymbole: = (Gleichheit), € (Element).
Die Formeln und Sitze der Sprache werden nach folgenden Regeln induktiv aufgebaut:

(a) Sind r, s Variable oder Konstanten, so sind r = s und r € s Formeln, die atomaren
Formeln. Sind dabei r und s Konstanten, so heifen diese Formeln atomare Satze.

(b) Sind ® und ¥ Formeln, so sind ® A ¥ sowie =® Formeln.
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(c) Sei x eine Variable, a eine Konstante und ® eine Formel, die die Zeichenfolge 3(z € a)
noch nicht enthélt. Dann ist 3(x € a)(P) eine Formel.

Eine Formel in Ly ist eine nach den Regeln a) bis ¢) (unter Zuhilfenahme von weiteren
Klammern, um den Aufbau zu verdeutlichen) aufgebaute Zeichenreihe.

Kommt eine Variable x in der Formel ® nur in der Form 3(x € a)¥(x) vor, wobei ¥(x)
besagt, dak in dieser Formel x auftaucht, so heift x gebunden, andernfalls frei.

Ein mathematischer Satz ist eine Formel, die nur gebundene Variablen enthélt.

Erweiterung der Sprache

Wir méchten natiirlich auch die anderen logischen Zeichen und den Allquantor benutzen.
Dies geschieht in derselben Weise wie im ersten Kapitel (vergleiche Seite 24)

1. &V U ist dquivalent zu (17) =(=® A ),

2. Y(x € a)®(x) ist quivalent zu (2") =(I(z € a)(—P(x)),

3. & = U ist dquivalent zu (3’) =(P A V).

Das bedeutet nichts anderes als daf ein Satz der Form (1) bis (3) genau dann gilt, wenn
sein dquivalenter Satz (1’), bzw. (2’) bzw. (3’) gilt.

Wir benutzen fiir die “logische” Seite der Nonstandardanalysis wie zum Beispiel im fol-
genden Abschnitt unsere besonders reduzierte Sprache, weil das so bequem ist. In den
Anwendungen benutzen wir dann natiirlich die erweiterte Sprache.

Die Interpretation der Sprache Ly

1. Ein atomarer Satz a = b bzw. a € b ist wahr, wenn in W(X) a=0bbzw. a € b
gilt. Andernfalls ist der Satz falsch.

2. Sei @ ein mathematischer Satz. Der Satz —® ist genau dann wahr, wenn ¢ falsch
ist.

3. Seien ® und ¥ mathematische Sétze. ® A W ist genau dann wahr, wenn sowohl &
als auch ¥ wahr sind.

4. Sei @ eine Formel, in der z als einzige Variable vorkommt.
I(x € a)P ist genau dann wahr, wenn es ein b € a gibt, so dak der mathematische
Satz ®(b), den man erhilt, indem man in @ iiberall x durch b ersetzt, wahr ist.

29



Damit kann man nach dem Aufbau des mathematischen Satzes in endlichen vielen Schrit-
ten feststellen, ob er wahr ist oder nicht.

Wir hatten schon oben erortert, daf Formeln der Bauart ® = ¥, V(z € a)®(z) usw.
logisch dquivalent sind zu Formeln unserer “armen” mathematischen Sprache. Deshalb
bringen wir jetzt Beispiele von Sétzen, die {iber die elementare Analysis aus Kapitel 1
hinausgehen, bereits in der Form mit V(z € a), = und V.

Der Raum C/([0, 1] aller stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall ist aus V,CTR).
Der folgende Satz driickt gleichméfige Stetigkeit aus:

V(f €c([0,1]) (Ve e R((e > 0) = F(d € R)(0 > A)
V(z € [0,1))V(y € [0,1])
|z =yl <d=|f(x) - fly) <e)

Um diesen Satz in der Sprache mit € und = auszudriicken miissen wir statt € > 0 schreiben
e € Ry A —(0 =¢). Dasselbe gilt fiir 6 > 0. Statt |z — y| < 0 miissen wir schreiben

(x,y,2) € DA (2,21) € Abs A (8, z1,u) € D = (u € Ry A —(0 = u))

Dabei ist D der Graph der Funktion z = x —y und Abs der Graph von y = |z|.
Noch komplizierter wird |f(z) — f(y)| < e.

(,21) € fA(y, 1) €Ef = |z —y| <e.

Die rechte Seite wird dhnlich wie |z — y| < § umgeformt.
Das zweite Beispiel gibt die Additivitdt der Summation iiber endliche Mengen wieder.

Sei Y P(R) =R, Y (A) =) ,ca0
Vze PR)VyeP(R)(zny=0=> (zUy) =) (@)+> (¥)

Hier muf man z Ny = () weiter umformulieren: Wir betrachten hierzu die Funktionen
D:P(R)x A(R)— P(R) D(z,y)=zNy

und V: P(R) x P(R) — P (R) V(z,y)=zUy

Fir z,y € P/(R) C Vi(R) ist (2,9, 2) € V3(IR)

also D,V € V5(IR).

Statt x Ny = ) schreiben wir (z,y,?) € D und statt > (zUy) = > (z) + > (y) schreiben
wir (S:RxR—-1R, (r,s) = r+s):

V(u e R)V(v € R)V(w € R)V(z € P.(R))
(z,y,2) €U VEx,u)VE Z A Ey,v)ve Z A (u,v,w) €S = (z,w) € Z)

z=xUy w=u+v
u=3(z) v=>_(y) w=3.(2)

Die beiden Beispiele zeigen, daf man alle mathematischen Sachverhalte - IR betreffend -
in unserer verarmten Sprache ausdriicken kann.
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2.1.4 Monomorphismen zwischen Superstrukturen

Im Folgenden seien V(X)NY und V(Y) die vollen Superstrukturen iiber X bzw. Y, wo
IN C X gilt. Wir betrachten eine injektive Abbildung von V(X)) in V(Y'). Das Bild von
a € V(X) sei *a. Eine solche induziert eine Abbildung der Formeln der Sprache Ly (x)
in die Menge der Formeln in Ly (y), indem man alle Konstanten a,b,c,--- in der Formel
® durch ihre Bilder *a,*b,*c--- ersetzt. So erhilt man die *—transformierte Formel *®.
Zum Beispiel geht x € P,(X) iiber in z € *P,(X). Fiir ein Element a € V,,11(X) \ Vo(X),
also fiir eine Menge, sei P.(a) die Menge der endlichen Teilmengen von a. Es ist P.(a) €
Vn—l-l (X>

Zur Wiirdigung unserer Axiomatik definieren wir:

Deftnition 2.3 Sei A C V,,11(X) eine Menge. A hat die endliche Durchschnittseigen-
schaft, wenn fiir jede endliche Teilmenge B C A stets (\ocp C # 0 gilt.

Damit formulieren wir:

Defnition 2.4 Sei N C X NY. Die injektive Abbildung * : V(x) — V(Y) heifst Mono-
morphismus, wenn sie die folgenden Figenschaften hat:

L.*0)y=0, *(X)=Y, *n=n firadleneclNcCX.
a € X impliziert *a € Y.

a € Voi1(X) \ V(X)) impliziert *a € Vi1 (Y) \ Vo (Y).
a € Vpi1(X) und b € a impliziert b € *V,(X).

Es gilt das Transferprinzip: Ein mathematischer Satz ® der Sprache Ly x) ist genau
dann in V(X) wahr, wenn *® in V(Y') wahr ist.

6. (Erweiterungseigenschaft) Fiir jede Menge a C V,11(X) mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft gilt O # Npey*b.

7. (Saturiertheit) Fir jede abzihlbare Menge B C *V,11(X)\ *Vo(X) mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft gilt ) # Myepb.

Ob es einen solchen Monomorphismus gibt, beantwortet der folgende Satz:

Theorem 2.5 (Zakon-Robinson) Zu jeder unendlichen Menge X gibt es eine unendliche
Menge Y und einen Monomorphismus * von V(X) in V(Y).
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Was ist der Unterschied zum Kapitel 17 Dort hatten wir den “Monomorphismus” nur
auf der Ebene V;(X) konstruiert und das Transferprinzip auf unsere elementaren Sitze
eingeschrinkt, die nur Quantoren iiber Elemente aus Vo(IR) = IR zuliefen. Hier haben
wir das Transferprinzip in voller Allgemeinheit.

Der Beweis des Satzes lauft im Prinzip wie unser Beweis in Abschnitt 1.6, nur braucht
man ein Ultrafunktional auf einer viel groferen Menge als IN. Siehe A. Hurd, P.A. Loeb:
An introduction to nonstandard real analysis, Kapitel II, I1.4. oder P.A. Loeb, M. Wollff,
Nonstandard Analysis for the working mathematican, Kluwer 2000, S. 57 ff.

Wir stellen zunédchst die einfachsten Figenschaften eines Monomorphismus zusammen:

Satz 2.6 (Elementare Eigenschaften eines Monomorphismus)

a) Seien a,b,aq, - - a, fest gewdhlte Elemente in V(X). Dann gilt

1. Hay, - ,a,} = {fa1, -+ ,Fan}.

*(ab . ’an) — (*al’ - ’*an)_

a € b gilt genau dann, wenn *a € *b gilt.
a ="b gilt genau dann, wenn *a = *b gilt.

a C b gill genau dann, wenn *a = *b gill.

SR

“(Ukziank) = Uiy ar, (Mo ak) = My ag.

b) Ist f eine Abbildung von a nach b, so ist * f eine Abbildung von *a nach *b und fiir alle
x aus a gilt *(f(z)) =*f(*x).

njektiv mjektiv

¢) [ :a—bist genau dann { surjektiv p wenn *f < surjektiv p ist.
bijektiv bijektiv

d) *(ag X ag X -+ X a,) =*ay X *ag X -+ X *a,.

Beweis: a) 1) Sei b={ai, - ,an} € V41(X). Dann gilt

Ve Vp(X)(xebe (x=a)v(x=a)v---v(z=ay))).

Der gesternte Satz sagt dann x € *b < = = *a; fiir ein j < n.
2) Wegen (a,b) = {{a},{a, b} } folgt mit 2) 2-maliger Anwendung von 1):

“(a,0) = {"{a},{a, b} } = { {"a}, {"a,"b} } = ("a,70).
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(a1,a2, - ,an) ={(1,a1), -+ ,(n,an)} (das ist der Graph der Abbildung a : {1,--- ,n} 3— q;).
Also folgt mit 1)
*((11,"' 7an) - {*(1)(11)7'” >*(naan)}
- {(*17*a1)7'” 7(*n7*an)}: (*ah"' 7*an)'
3) und 4) a € b und a = b sind atomare Sétze. Das TFP liefert die Behauptung.
5) a C b € V,(X). Das bedeutet: Y(z € V,(X))(z € a = = € b). Das TFP liefert die
Behauptung.

6) Beweis durch Induktion. Fiir n = 2 formuliere man einen entsprechenden Satz und wende das
TFP an.

b) Sei f eine Abbildung von a nach b, identifiziert mit ihrem Graphen C V,,(X) (n > 1). Dann
gilt
V(e Vu(X))(z e f e Blyea)Izeb)((y,2) € fA(y,2) =x))
AV (u € b)((y,u) € f & u=2))]
Das TFP liefert die Behauptung, dafs * f eine Abbildung ist. Der Rest ist klar.
c) Verwenden Sie das TFP.
d) Sei b=U}_ja; C Vg(X) und c = {f € Vp(X) : f({1,--,n}) C b} wo p=g+2ist.
VeV X)(zecar x - xap,exeCA(Lz(l)car A+ A(n,z(n)) € ay)
Das Transferprinzip liefert die Behauptung. O

Sei X = R. Nach dem vorstehenden Satz ist *(IR”) = (*IR)?. Wir hatten schon in Kapitel
1 gesehen: Sind f, g zwei Funktionen von D C IR? — RY, soist *(f +¢g) = *f + *g. Wir
beweisen dies um fiir beliebige Definitionsbereiche d € V,,(IR). Wir wissen schon, daf
die Menge F' aller Abbildungen von d nach IR” ein Element aus einem geeigneten V,(IR)
ist. Wir setzen Sy = {(f,g,h) : f,g € F und h = f + g}. Dies ist also der Graph der
Summenabbildung +5. Sei S, die Addition auf IR?. Dann gilt

V(fe F)Y(ge F)VN(he F)((f,g9,h) € Sp = Vx € d(f(x),g(x), h(x) € S)) (2.1)

und daraus folgt:

Satz 2.7 Sind f,g € *F, so ist
(f+rg)(x)=f(z)+, g(x) fir alle x € *d.

Beweis: Wende das TFP auf den mathematischen Satz (2.2) an. O

Auf dhnliche Weise erhalten wir nicht nur, daf *IW ein *IR—Vektorraum ist, falls W ein
IR—Vektorraum ist, sondern auch: Ist U eine Menge von IR—Vektorrdumen, U C V,,(X) fiir
ein n, so besteht *U nur aus *IR—Vektorrdumen, also auch die eventuell hinzukommenden
Elemente sind *IR—Vektorrdume. Aber wann kommen Elemente hinzu?
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Satz 2.8 d € V,(X) ist genau dann endlich, wenn *d = {*u :u € d} ist.

Anders ausgedriickt: ist d unendlich, so ist *d D, {*u : u € d}.

Beweis: Ist d = {uy, -+ ,un}, so ist *d = {*uy,---,*u,} nach Satz? Sei d unendlich und
c={aCd:d\ aist endlich }. ¢ hat die endliche Durchschnittseigenschaft, also ist

0 # Ngeca =1 A. Wegen a C dist *a C *d, also A C *d. Ist x € d, soist € d \ {z} € ¢, also
*r g *(d\{z}) D A. Damit ist {*z: 2 € d} N A = 0. Also kommen neue Elemente hinzu. O

2.1.5 Interne und externe Mengen

Sei *V(X) — V(Y') ein Monomorphismus. Dann ist {*V,,(X) : n € IN} eine Unterstruktur
der vollen Superstruktur V(Y). Fiir n > 1 heifen die Elemente aus *V,,(X) \ *V,(X)
interne Mengen, diejenigen aus V,,(Y) \ (*V,,(X) U V(Y) heifen externe Mengen.

Beispiel: *IN\ IN = A ist extern. Denn A # () (s.0). Nun gilt der folgende Satz in
V(X):
V(a € Vi(X)\ Vo(X))[(a #DAV(y € Vo(X))(y €a =y € N))

=3Iz eN)(zceaAV(yeN)(y €a=y>ux))

der besagt, dafk jede nicht leere Teilmenge von IN ein kleinstes Element hat. Wéire A intern,
also A € *V1(X)\*V5(X) so wiirde dies nach dem TFP auch fiir A gelten. Angenommen x
sei ein kleinstes Element. Dann wiare z—1 € A, alsox—1 € IN und damit x = z—1+1 € IN,
also r € A, ein Widerspruch.
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Hier sind einige Beispiele fiir X = IR.

Beispiele:

1. Alle reellen Zahlen sind Elemente von R, also wegen IR C Vi(IR) C V(IR) gilt
x € V(IR) fiir jede reelle Zahl.

2. Jede Teilmenge, erst recht jede endliche Teilmenge von IR ist Element von V(IR).

3. Seien u,v € V,(IR) fiir ein n. Man definiert bekanntlich das geordnete Paar (u,v)
durch (u,v) = {{u},{u,v}}. Wegen u,v € V,(R) ist {u},{u,v} C V,(IR), also
{u},{u,v} € V,;1(R) = P(V,(R)) UV, (IR). Damit ist (u,v) = {{u}{u,v}} C
Vis1(IR), also (u,v) € Vuyo(IR). Damit ist IR? C V5(IR), also IR? € V3(IR).

4. Sei P.(R) = {A C R : Aist endlich}. Dann ist P.(R) Cc P(R) C Vi(R), also
Pe(R) € Vao(RR).

5. Sei A C V,(R) und F : A — V,,,(IR) eine Abbildung. F = {(z, F(z)) : x € A},
d.h. wir identifizieren F' mit seinem Graphen Gp. Jedes (z, F'(x)) ist Element von
Vo(X), wo p = max(m, n) + 2 nach Beispiel 3. F ist also eine Teilmenge von V,(X),
also F' € V11 (X).

6. Einen Vektor & = (x1,---,z,) kann man auffassen als Funktion von {1,---,p} in
R. Also ist & € V5(IR) und damit IR? € V3(IR) (in Ubereinstimmung mit p = 2).

7. Sei P.(IR’) = {A C IR? : Aist endlich}. Ist A € P.(IR?), so ist A C IR”, also
A € P(RP) und damit A € V4(IR), also schlieklich P.(IR”) € V5(IR).
Y Pe(RP) = RP, A > (A) == .4 ist eine Abbildung von P.(IR?) — IR? C
Vo(IR). Y ist damit eine Teilmenge von Vz(IR), also ein Element von V3(IR).

8. Wo liegt C[0,1]), die Menge der stetigen reellen Funktionen auf [0,1]7 Jedes f €
C([0,1]) ist nach obigem Beispiel ein Element von V3(IR), also ist C[0,1]) € V4(IR).

Defnition 2.9 Eine Unterstruktur der vollen Superstruktur V(X)) ist eine Folge W (X)
(Wo(X)) mit den Eigenschaften:

(1) W, (X) C V,(X) fir alle n.

(2) Wos (X) \ Wal(X) © Vs (X) \ Vi),

(3) Ist a € W, 1(X) und b € a, so ist b € W, (X).

(4) a,b € W1 (X) \ Wo(X) impliziert anb € W, 11(X) und a \ b € Wy41(X).

(5) Wi (X) # 0.

Wir werden im Folgenden die volle Superstruktur V(IR) erweitern zu einer echten Unter-
struktur von V(*IR). Diese Erweiterung hat “alle Eigenschaften” von V' (IR). Dariiberhin-
aus enthilt sie “auf allen Ebenen”, unendlich kleine und unendlich grofe Elemente.
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2.1.6 Die Sprache einer Superstruktur

Um den letzten Abschnitt zu prézisieren, miissen wir ein Transferprinzip formulieren kon-
nen. Damit wir so ein Prinzip beweisen konnen, fithren wir eine Sprache fiir eingegebene
Unterstruktur W (X) ein, die einerseits so “arm” wie moglich ist (s. Abschnitt 1.5), an-
dererseits aber alle uns interessierenden mathematischen Sitze zumindest in dquivalenter
Form enthalt.

Aufbau der Sprache

Sei W(X) eine Unterstruktur der vollen Superstruktur V' (X) iiber der unendlichen Menge
X.

Der Zeichensatz der Sprache L, umfaft:

1. Konstanten: alle Objekte (Elemente) aus W (X)

2. Variable: w,v,w,x,y, 2, 1,29, -,

3. Klammern: [, ], (, ), {, }

4. Logische Symbole: A (und), — (nicht), 3 (existiert),

5. Relationssymbole: = (Gleichheit), € (Element).
Die Formeln und Sitze der Sprache werden nach folgenden Regeln induktiv aufgebaut:

(a) Sind r, s Variable oder Konstanten, so sind » = s und r € s Formeln, die atomaren
Formeln. Sind dabei r und s Konstanten, so heifien diese Formeln atomare Sitze.

(b) Sind ® und ¥ Formeln, so sind ® A ¥ sowie =® Formeln.

(c) Sei z eine Variable, a eine Konstante und ® eine Formel, die die Zeichenfolge 3(z € a)
noch nicht enthélt. Dann ist 3(z € a)(®P) eine Formel.

Eine Formel in Ly ist eine nach den Regeln a) bis ¢) (unter Zuhilfenahme von weiteren
Klammern, um den Aufbau zu verdeutlichen) aufgebaute Zeichenreihe.

Kommt eine Variable = in der Formel ® nur in der Form 3(z € a)¥(z) vor, wobei ¥(x)
besagt, daf in dieser Formel x auftaucht, so heifst © gebunden, andernfalls frei.

Ein mathematischer Satz ist eine Formel, die nur gebundene Variablen enthélt.

Erweiterung der Sprache

Wir méchten natiirlich auch die anderen logischen Zeichen und den Allquantor benutzen.
Dies geschieht in derselben Weise wie im ersten Kapitel (vergleiche Seite 24)
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1. &V U ist dquivalent zu (17) =(=® A ),
2. Y(x € a)®(x) ist Aquivalent zu (2") =(I(z € a)(—P(x)),

3. & = U ist dquivalent zu (3’) =(P A V).

Das bedeutet nichts anderes als daf ein Satz der Form (1) bis (3) genau dann gilt, wenn
sein dquivalenter Satz (1’), bzw. (2’) bzw. (3’) gilt.

Wir benutzen fiir die “logische” Seite der Nonstandardanalysis wie zum Beispiel im fol-
genden Abschnitt unsere besonders reduzierte Sprache, weil das so bequem ist. In den
Anwendungen benutzen wir dann natiirlich die erweiterte Sprache.

Die Interpretation der Sprache Ly

1. Ein atomarer Satz a = b bzw. a € b ist wahr, wenn in W(X) a=0bbzw. a € b
gilt. Andernfalls ist der Satz falsch.

2. Sei ® ein mathematischer Satz. Der Satz —® ist genau dann wahr, wenn ¢ falsch
ist.

3. Seien ® und ¥ mathematische Séatze. ® A ¥ ist genau dann wahr, wenn sowohl ®
als auch ¥ wahr sind.

4. Sei @ eine Formel, in der z als einzige Variable vorkommt.
d(x € a)® ist genau dann wahr, wenn es ein b € a gibt, so daf der mathematische
Satz ®(b), den man erhélt, indem man in ¢ {iberall x durch b ersetzt, wahr ist.

Damit kann man nach dem Aufbau des mathematischen Satzes in endlichen vielen Schrit-
ten feststellen, ob er wahr ist oder nicht.

Wir hatten schon oben erortert, daf Formeln der Bauart ® = ¥, V(z € a)®(z) usw.
logisch dquivalent sind zu Formeln unserer “armen” mathematischen Sprache. Deshalb
bringen wir jetzt Beispiele von Sétzen, die iiber die elementare Analysis aus Kapitel 1
hinausgehen, bereits in der Form mit V(z € a), = und V.

Der Raum C'([0, 1] aller stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall ist aus V,CTR).
Der folgende Satz driickt gleichméfige Stetigkeit aus:

V(f €c([0,1]) (Ve € R((e > 0) = F(d € R)(0 > A)
V(z € [0,1])V(y € [0,1])
[z —yl <d=[f(x) = f(y)l <e)
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Um diesen Satz in der Sprache mit € und = auszudriicken miissen wir statt € > 0 schreiben
e € Ry A—(0 =¢). Dasselbe gilt fiir 6 > 0. Statt |z — y| < 0 miissen wir schreiben

(x,y,2) € DA (2,21) € Abs A (8, z1,u) € D = (u € Ry A (0 =u))

Dabei ist D der Graph der Funktion z = x — y und Abs der Graph von y = |z|.
Noch komplizierter wird |f(z) — f(y)| < e.

(z,21) € fA(y, 1) € f = |v1 — ] <e.

Die rechte Seite wird dhnlich wie |z — y| < § umgeformt.
Das zweite Beispiel gibt die Additivitdt der Summation iiber endliche Mengen wieder.

Sei 31 P(R) — R, Y (A) = Y,
V(z € P.(R)¥(y € P(R)(zNy=0=) (zUy) =) (z)+ > (1))

Hier muf man z Ny = () weiter umformulieren: Wir betrachten hierzu die Funktionen
D:P(R)x P(R)— P(R) D(z,y)=zNy

und V: Pi(R) x P(R) — P(R) V(z,y)=xzUy

Fir z,y € P/(R) C Vi(R) ist (2,9, 2) € V3(IR)

also D,V € V5(IR).

Statt x Ny = () schreiben wir (x,y,0) € D und statt > (xUy) = > (z) + >_(y) schreiben
wir (S:RxR—=R, (r,s) —>r+s):

V(u e R)V(v € R)V(w € R)V(z € P.(R))
(x,y,2) eU V\(m,u) € ZA (y,v) € ZA (u,v,w) € S = (z,w) € Z)

z=zUy Ry < w=u-+v
u=3(z) v=>_(y) w=3.()

Die beiden Beispiele zeigen, daf man alle mathematischen Sachverhalte - IR betreffend -
in unserer verarmten Sprache ausdriicken kann.

2.1.7 Monomorphismen zwischen Superstrukturen

Im Folgenden seien V(X)NY und V(Y) die vollen Superstrukturen iiber X bzw. Y, wo
IN C X gilt. Wir betrachten eine injektive Abbildung von V(X)) in V(Y). Das Bild von
a € V(X) sei *a. Eine solche induziert eine Abbildung der Formeln der Sprache Ly (x)
in die Menge der Formeln in Ly (y), indem man alle Konstanten a,b, c,--- in der Formel
® durch ihre Bilder *a,*b,*c--- ersetzt. So erhilt man die *—transformierte Formel *®.
Zum Beispiel geht z € P,(X) iiber in x € *Py(X). Fiir ein Element a € V,,1(X) \ Vo(X),
also fiir eine Menge, sei P.(a) die Menge der endlichen Teilmengen von a. Es ist P.(a) €
Vo1 (X).

Zur Wiirdigung unserer Axiomatik definieren wir:
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Deffnition 2.10 Sei A C V,,.1(X) eine Menge. A hat die endliche Durchschnittseigen-
schaft, wenn fiir jede endliche Teilmenge B C A stets (o C # 0 gilt.

Damit formulieren wir:

Defnition 2.11 Sei N C X NY. Die injektive Abbildung * : V(z) — V(Y) heifit
Monomorphismus, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. *0) =0, *(X)=Y, *n=n firalenecNCX.
2. a € X impliziert *a € Y.

3. a € Vo1 (X)\ V(X)) impliziert *a € V,11(Y) \ Vo (Y).
4. a € Vo1 (X) und b € a impliziert b € *V,(X).

5. Es gilt das Transferprinzip: Ein mathematischer Satz ® der Sprache Ly (x) ist genau
dann in V(X) wahr, wenn *® in V(Y') wahr ist.

6. (Erweiterungseigenschaft) Fir jede Menge a C V,11(X) mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft gilt O # Npeq*b.

7. (Saturiertheit) Fir jede abzihlbare Menge B C *V,, 1 (X)\*Vo(X) mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft gilt O # Nyepbd.

Ob es einen solchen Monomorphismus gibt, beantwortet der folgende Satz:

Theorem 2.12 (Zakon-Robinson) Zu jeder unendlichen Menge X gibt es eine unendliche
Menge Y und einen Monomorphismus * von V(X) in V(Y).

Was ist der Unterschied zum Kapitel 17 Dort hatten wir den “Monomorphismus” nur
auf der Ebene V;(X) konstruiert und das Transferprinzip auf unsere elementaren Sitze
eingeschrinkt, die nur Quantoren iiber Elemente aus V5(IR) = IR zuliefen. Hier haben
wir das Transferprinzip in voller Allgemeinheit.

Der Beweis des Satzes lduft im Prinzip wie unser Beweis in Abschnitt 1.6, nur braucht
man ein Ultrafunktional auf einer viel groferen Menge als IN. Siehe A. Hurd, P.A. Loeb:
An introduction to nonstandard real analysis, Kapitel 11, I1.4. oder P.A. Loeb, M. Wolff,
Nonstandard Analysis for the working mathematican, Kluwer 2000, S. 57 ff.

Wir stellen zunéchst die einfachsten Eigenschaften eines Monomorphismus zusammen:
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Satz 2.13 (Elementare Eigenschaften eines Monomorphismus)

a) Seien a,b,aq, - - a, fest gewdhlte Elemente in V(X). Dann gilt

1. Hay, - ,a,} = {far, - ,fan}.

*(ah e ’an) = (*al’ c. 7*an),

a € b gilt genau dann, wenn *a € *b qilt.
a ="b gilt genau dann, wenn *a = *b gilt.

a C b gilt genau dann, wenn *a = *b gilt.

S &

“(Ukziar) = Uiy ag, "My ak) = My ag.

b) Ist f eine Abbildung von a nach b, so ist * f eine Abbildung von *a nach *b und fiir alle
x aus a gilt *(f(z)) = *f(*x).

injektiv injektiv

¢) [:a—bist genau dann ¢ surjektiv p wenn *f < surjektiv 3 ist.
bijektiv bijektiv

d) *(ag X ag X -+ X a,) =*ay X *ag X -+ X *a,.

Beweis: a) 1) Sei b ={ai,---,an} € Vp1(X). Dann gilt

V(ize V(X)) (zebse (x=a)v(x=a)v---v(z = a,))).

Der gesternte Satz sagt dann x € *b < x = *a; fiir ein j < n.
2) Wegen (a,b) = {{a}, {a, b} } folgt mit 2) 2-maliger Anwendung von 1):

“(a,0) = {"{a}, {a, b} } = { {"a}, {"a,"b} } = ("a,70).

(a1,a2, - ,an) ={(1,a1),--- ,(n,an)} (das ist der Graph der Abbildung a : {1,--- ,n} 3~ q;).
Also folgt mit 1)

*(alv"' 7an) = {*(1,6L1),"' 7*(nvan)}
= {(*17*a1)7' e 7(*n7*an)} = (*alv T 7*an)'

3) und 4) a € b und a = b sind atomare Sédtze. Das TFP liefert die Behauptung.
5) a C b € V,(X). Das bedeutet: Y(x € V,(X))(x € a = = € b). Das TFP liefert die
Behauptung.

6) Beweis durch Induktion. Fiir n = 2 formuliere man einen entsprechenden Satz und wende das
TFP an.
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b) Sei f eine Abbildung von a nach b, identifiziert mit ihrem Graphen C V,,(X) (n > 1). Dann
gilt
V(z e Va(X))(z € f e By €a)Izeb)((y,2) € fA(y,2) =x))
AV(u € b)((y,u) € f & u=2))]
Das TFP liefert die Behauptung, dafs * f eine Abbildung ist. Der Rest ist klar.
c) Verwenden Sie das TFP.
d) Sei b=U}_ja; C Vo(X) und c = {f € Vp(X) : f({1,---,n}) C b} wo p=gq+2ist.
VeeVy(X)(z€car x - xap,xeCA(Lz(l)car A--- A (n,z(n)) € ay)

Das Transferprinzip liefert die Behauptung. O

Sei X = IR. Nach dem vorstehenden Satz ist *(IR”) = (*IR)?. Wir hatten schon in Kapitel
1 gesehen: Sind f, g zwei Funktionen von D C R? — R, so ist *(f + ¢g) = *f + *¢g. Wir
beweisen dies um fiir beliebige Definitionsbereiche d € V,(IR). Wir wissen schon, dafs
die Menge F' aller Abbildungen von d nach IR” ein Element aus einem geeigneten V,(IR)
ist. Wir setzen Sy = {(f,g,h) : f,g € F und h = f + g}. Dies ist also der Graph der
Summenabbildung +5. Sei S, die Addition auf IR?. Dann gilt

V(fe F)V(ge F)V(he F)((f,g9,h) € Sp = Vx € d(f(x),g(z), h(z) € S,) (2.2)

und daraus folgt:

Satz 2.14 Sind f,g € *F, so ist
(f+rg)(x) = f(z)+, g(x) fir alle x € *d.

Beweis: Wende das TFP auf den mathematischen Satz (2.2) an. O

Auf dhnliche Weise erhalten wir nicht nur, daf *IW ein *IR—Vektorraum ist, falls W ein
IR—Vektorraum ist, sondern auch: Ist U eine Menge von IR-Vektorrdumen, U C V,,(X) fiir
ein n, so besteht *U nur aus *IR—Vektorrdumen, also auch die eventuell hinzukommenden
Elemente sind *IR—Vektorrdume. Aber wann kommen Elemente hinzu?

Satz 2.15 d € V,,(X) ist genau dann endlich, wenn *d = {*u : u € d} ist.

Anders ausgedriickt: ist d unendlich, so ist *d D {*u : u € d}.

Beweis: Ist d = {uy, -+ ,un}, so ist *d = {*uy,---,*u,} nach Satz? Sei d unendlich und
c={a Cd:d\aist endlich }. ¢ hat die endliche Durchschnittseigenschaft, also ist

0 # Naec*a =: A. Wegen a C d ist *a C *d, also A C *d. Ist z € d, so ist © € d \ {z} € ¢, also
*r g *(d\ {z}) D A. Damit ist {*z: z € d} N A = (). Also kommen neue Elemente hinzu. O
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2.1.8 Interne und externe Mengen

Sei *V(X) — V(Y') ein Monomorphismus. Dann ist {*V,,(X) : n € IN} eine Unterstruktur
der vollen Superstruktur V(Y). Fiir n > 1 heifen die Elemente aus *V,,(X) \ *V5(X)
interne Mengen, diejenigen aus V,,(Y) \ (*V,(X) U V5(Y) heifen externe Mengen.

Beispiel: *IN\ IN = A ist extern. Denn A # () (s.0). Nun gilt der folgende Satz in
V(X):
V(a € Vi(X)\ Vo(X))[(a #DAV(y € Vo(X))(y € a =y € N))

=3Iz eN)(zecaAV(yeN)(y€a=y>ux))

der besagt, dals jede nicht leere Teilmenge von IN ein kleinstes Element hat. Wére A intern,
also A € *V1(X)\*Vo(X) so wiirde dies nach dem TFP auch fiir A gelten. Angenommen x
sei ein kleinstes Element. Dann wiare z—1 € A, alsox—1 € IN und damit x = z—1+1 € IN,
also © € A, ein Widerspruch.
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