KAPITEL 1

Die Laplace-Transformation

1.1 Definition der Laplace-Transformation

Die LAPLACE-Transformation kann in gewisser Weise als eine Verallgemeinerung der Fou-
RIER-Transformation angesehen werden. Der augenfilligste Unterschied besteht darin, dafl im
Frequenzbereich statt der reellen Variablen w bei der LAPLACE-Transformation die komplexe
Variable p = ¢ + jw auftritt. Die LAPLACE-Transformierte eines Signals z(t) wird definiert
durch

X(p) = /_OO s(t)erdt | (1.1)

o0

Da die LAPLACE-Transformierte X (p) fiir p = jw iibergeht in die FOURIER-Transformierte
X (jw), durften wir zur Kennzeichnung beider Funktionen dasselbe Symbol X (-) benutzen.
Neben den Bezeichnungen LAPLACE-Transformierte oder Spektralfunktion wird fiir X (p) auch
haufig der Begriff Bildfunktion verwendet. Dementsprechend wird statt vom Frequenzbereich
gelegentlich auch vom Bildbereich gesprochen. Setzen wir p = o + jw bzw.

e—pt — e—ate—Jwt

in (1.1) ein, so sehen wir, da§ (1.1) auch wie folgt interpretiert werden kann:
X(o+ jw)=F{z(t)e "} . (1.2)

Die LAPLACE-Transformierte von xz(t) ist also nichts anderes als die FOURIER-Transformierte
der Funktion z(t)e ?". Um die Bedeutung dieser Aussage zu erkennen, betrachten wir als
Beispiel das in Bild 1.1a dargestellte Signal

z(t) =e(t)e™, aeR (1.3)
das nur fiir o« < 0 eine FOURIER-Transformierte besitzt, namlich

1

—  fiir a<0
-0+ Jw

X(jw) =

7T5(cu)—i—,i fir a=0.
jw

Die LAPLACE-Transformierte des durch (1.3) definierten Signals existiert hingegen fiir alle
reellen o und ist gegeben durch

X(p) = / £(t) et Pdt — / omogy — 1 (1.4)
- 0

00 p—«
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Bild 1.1: Verlauf des Signals z(t) = (t)e* fiir unterschiedliche Vorzeichen von « und zugehérige
Konvergenzgebiete des LAPLACE-Integrals

wobei allerdings zu beachten ist, dafi das Integral nur fir Re(p — o) > 0 bzw. Rep > «
konvergiert. Das durch diese Ungleichung definierte Gebiet, das in Bild 1.1b fiir a > 0, a =
0 und o < 0 dargestellt ist, wird als Konvergenzgebiet des LAPLACE-Integrals bezeichnet.
Damit die Umkehrung der LAPLACE-Transformation eindeutig vorgenommen werden kann,
muf dieses Gebiet jeweils bekannt sein. Die Angabe des Formelausdrucks, wie etwa hier X (p) =
(p— )™, reicht zur Berechnung des zugehorigen Zeitsignals nicht aus. Beispielsweise wird die
LApPLACE-Transformierte des in Bild 1.2a dargestellten Signals

F(t) = —e(—t)e (1.5)

d.h. )
X(p)=-— / e~ Pt

ebenfalls durch den Ausdruck (p — «)~! repriisentiert, withrend das zugehérige Konvergenz-

gebiet, das in Bild 1.2b fiir « < 0, @ = 0 und o > 0 dargestellt ist, aber durch Rep < «
gegeben ist. Man iiberzeugt sich leicht, dafi die FOURIER-Transformierte des Signals (1.5) nur
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Bild 1.2: Verlauf des Signals (t) = —e(—t)e® fiir unterschiedliche Vorzeichen von o und zugehérige
Konvergenzgebiete des LAPLACE-Integrals

fiir @ > 0 existiert und durch

1

—_— fir a>0
-0+ Jw
X(jw) =

—7md(w) + i fir a=0
jw
gegeben ist.

Die beiden Beispiele (1.3) und (1.5) zeigen, daf§ Signale, die keine FOURIER-Transfor-
mierte haben, weil sie etwa im Unendlichen exponentiell ansteigen, dennoch eine LAPLACE-
Transformierte besitzen konnen. Aus diesem Grunde wird die LAPLACE-Transformation héufig
als die allgemeinere der beiden Transformationen angesehen. Allerdings gibt es auch Signale,
fiir die das Umgekehrte zutrifft. Beispielsweise besitzen die Signale

x1(t) = si(Q2) und x9(t) = sgn(t)

jeweils eine FOURIER-Transformierte, ndmlich

X1 (jw) = grect(w/Q) baw.  Xo(iw) :j%,
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aber keine LAPLACE-Transformierte. Auch die Exponentialschwingung x(t) = e/ und damit
jedes periodische Signal hat zwar eine FOURIER-, aber keine LAPLACE-Transformierte.

Schon hieraus wird erkennbar, dafl beide Integraltransformationen jeweils ihre eigene Da-
seinsberechtigung haben. Wahrend die FOURIER-Transformation stérker in der nachrichten-
technischen Systemtheorie Anwendung findet, wird die LAPLACE-Transformation vorzugsweise
in der Regelungstechnik eingesetzt, und zwar vor allem in Form der sogenannten einseitigen
LAPLACE- Transformation.

Bei dieser Transformation wird die Integration nur iiber die positive t-Achse ausgefiihrt,
d.h., daf3 die Transformationsvorschrift dann wie folgt lautet:

X(p) = /0 (et . (1.6)

Da wir uns im weiteren ausschliefllich mit der einseitigen LAPLACE-Transformation befassen
werden, wollen wir auf die Nennung des Attributs ,einseitig“ von nun an verzichten. Den
Zusammenhang (1.6) driicken wir symbolisch durch

X(p) = L{z(t)} (1.7)

aus. Fiir hinreichend grofle Werte von Re p ist in allen praktisch relevanten Fillen die Konver-
genz des Integrals (1.6) und damit die Existenz der LAPLACE-Transformation sichergestellt.
Handelt es sich bei z(t) etwa um eine Funktion, die iiber jedes endliche Intervall [0,7") inte-
grierbar ist, und gibt es reelle Konstanten M > 0 und o( derart, dafl gilt

lz(t)] < Me™ fir t>0, (1.8)

so folgt fiir jedes T" > 0

T T T M
/ 2 (t)e?|dt = / ()] e Ferdr < M / eloo e — M () glovRepTy |
0 0 0 Rep — oo
Hieraus schliefen wir, daf§ das linke Integral fiir " — oo geméf
T
M
te Pdt < —— 1.9
|t < g (19
nach oben beschrénkt bleibt, falls p der Ungleichung
Rep > 09 (1.10)

geniigt. Da die absolute Konvergenz des Integrals die gewthnliche Konvergenz impliziert,
existiert fir Signale, die die Bedingung (1.8) erfiillen, die LAPLACE-Transformierte zumindest
in dem durch (1.10) charakterisierten Gebiet. Ohne Beweis sei bemerkt, dafi das Gebiet, in
dem das LAPLACE-Integral absolut konvergiert, grundsétzlich eine offene (Rep > o¢) oder
geschlossene (Rep > 0g) Halbebene ist, wobei die Sonderfélle op = —oo (Konvergenz tiberall
in C) und oy = oo (Konvergenz fiir kein p € C) auch auftreten konnen.

Innerhalb des Konvergenzgebietes stellt die LAPLACE-Transformierte iibrigens eine ana-
lytische Funktion dar, d.h., sie ist dort in jedem Punkt komplex differenzierbar, und ihre

Ableitung ist durch
dii(p) - —/ te(t)o Pdt = —L{tz(t)} (1.11)
p 0
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gegeben. Dies kann dhnlich bewiesen werden wie die komplexe Differenzierbarkeit der FOURI-
ER-Transformierten eines zeitbegrenzten Signals.

Da der Signalverlauf fiir negative Zeiten nicht von der Transformation erfaft wird, ha-
ben zwei Signale, die sich nur fiir ¢ < 0 voneinander unterscheiden, die gleiche LAPLACE-
Transformierte. Somit kann bei der Umkehrung der LAPLACE-Transformation, mit der wir
uns im folgenden Abschnitt befassen wollen, keine Aussage iiber den Signalverlauf fiir ¢ < 0
erwartet werden.

1.2 Umkehrung der Laplace-Transformation

1.2.1 Herleitung des Umkehrintegrals

Die (einseitige) LAPLACE-Transformierte eines Signals x(¢) kann offenbar als FOURIER-Trans-
formierte von £(t)z(t)e”?" mit o = Rep aufgefait werden, d. h.

X(p) = /O (et = /_ T ealt)e e Wdl = Fle(ba(tety . (1.12)

o0

Wenden wir die Formel der FOURIER-Riicktransformation auf
X(o+ jw) = F{et)z(t)e "}

an, so erhalten wir

1 [ A
e(t)z(t)e " = 2—/ X(o+ jw)erdw .
™ —0o

Die Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung mit " fithrt weiter auf
1 OO : (o+jw)t
e(t)x(t) = o X(o+ jw)e 1 dw . (1.13)
™ —0o

Gehen wir nun auf die komplexe Integrationsvariable p = o + jw iiber, so folgt schlieflich

c()n(t) = — /aﬂooX(p)eptdp, (1.14)

N % —joo

wobei der durch die Grenzen angedeutete Integrationsweg v = [ov — joo, o + joo| eine zur jw-
Achse parallele Gerade ist, die innerhalb des der LAPLACE-Transformierten X (p) zugeordneten
Konvergenzgebietes liegt und die o-Achse im Punkt o schneidet (Bild 1.3). Symbolisch driicken
wir den Zusammenhang (1.14) durch

e(t)z(t) = L7{X(p)} (1.15)

aus. Anhand von (1.14) bzw. (1.15) wird deutlich, daff, wie bereits erwéhnt, bei der Riick-
transformation keine Aussage beziiglich des Signalverlaufs fiir negative Zeiten gemacht werden
kann. Wird z(t) von vornherein als rechtsseitig vorausgesetzt, so darf statt (1.15) auch einfach

x(t) = L7{X(p)} (1.16)

geschrieben werden.
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Jw A

Bild 1.3: Moglicher Integrationsweg bei der LAPLACE-Riicktransformation

1.2.2 Berechnung des Umkehrintegrals mit dem Residuenkalkiil

Die Funktion X (p), die, wie schon erwihnt, innerhalb des Konvergenzgebietes analytisch ist,
kann héaufig in die gesamte komplexe Ebene fortgesetzt werden, und zwar derart, dafl sie bis
auf endlich viele Singularitéiten iiberall analytisch ist und iiberdies fiir p — oo gegen null
strebt. Zur bequemen Berechnung des Integrals (1.14) bietet sich dann in vielen Féllen der
Residuenkalkiil an. Dieses Verfahren wollen wir hier kurz skizzieren.

Wir stellen zunéchst das uneigentliche Integral (1.14) als Grenzwert eines eigentlichen
Integrals dar, das langst der Strecke v, = [av — jwi, a + jws] berechnet wird:

1 a+joo 1 a4+ jwa
— X(p)el'dp = lim —/ X(p)etdp . (1.17)
27TJ a—joo ﬁ;:ﬁ ™) a—jwi

Sodann ergénzen wir das rechte Integral in (1.17) zu dem Umlaufintegral

%j f; X (p)erdp, (118)
bei dem der geschlossene Integrationsweg I' = 3 4+72+73+74 aus den Seiten eines Quadrats mit
der Seitenléinge wy +wy und den Eckpunkten ¢; = a— jwi, g2 = a+ jws, g3 = a—wy — wy + jwe,
g1 = @ —wy; — wy — jw; besteht (siehe Bild 1.4).

Da wir davon ausgegangen sind, dal X (p) nur endlich viele Singularitéiten besitzt, kénnen
wir durch Wahl hinreichend grofier Werte von w; und wy stets erreichen, daf§ sémtliche Singu-
laritdaten, die wir mit py, pa, ps, - - ., pn bezeichnen wollen, innerhalb des angegebenen Quadrats
liegen. Der Wert des Integrals (1.18) ist dann durch die Summe der Residuen in allen Singu-
laritdten gegeben:

1 n

— ¢ X(p)e'dp = Res X (p)e?" . 1.19
Qmﬁ (p)e”dp ;pu (p) (1.19)
Mit vergleichsweise einfachen Abschétzungen, die wir am Schluf3 dieses Abschnitts vornehmen
wollen, kann fiir £ > 0 und unter der oben erwihnten Voraussetzung, lim, .., X (p) = 0, gezeigt
werden, dafl das Integral lings des Streckenzugs 2 + v3 + 74 fiir wy, we — 00 gegen null strebt.
Folglich bleibt nach dem Grenziibergang nur das Integral ldngs v, bzw. langs v iibrig, so daf3
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Bild 1.4: Zur Berechnung der Laplace-Riicktransformation mit Hilfe eines Umlaufintegrals

NN

wir schreiben diirfen:

a+joo n
2(t) = — / X(p)eridp = 3 Res X(p)e? , £ > 0. (1.20)

B % —joo Pv

Die Berechnung der Residuen ist besonders einfach, wenn es sich bei den Singularitdten von
X (p) ausschliefllich um Pole handelt. Ist etwa py ein Pol erster Ordnung, so ist das Residuum
in diesem Pol durch

Res X (p)e?* = lim (p — po) X (p)e?* (1.21)

Ppo p—Po

gegeben. Hat der Pol py die Ordnung m > 2, so gilt

1 dm—l
Res X (p)ef’ = li —po)" X (p)ef] . 1.22
tes X(p)e? = lim e [(p — o)™ X (p)e™] (1.22)
Als ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung des Residuensatzes betrachten wir die Riick-
transformation der Spektralfunktion

p

Xp)=——=, w >0
(p) p2+wg 0

die an den Stellen p = jwy und p = —jwy jeweils einen Pol erster Ordnung hat. Fiir die
Residuen der Funktion X (p)e?* erhalten wir unter Verwendung der Beziehung (1.21)

. . p A
Res X (p)e?* = lim — jwp)—=——=¢Pt = —el¥0
Jwo (p) p—+jwo (p ! 0)])2 + wg 2

und )
Res X(p)ept = lim (p + jWO) 2 F 5 ePt = — g iwot
—Jwo pP——jwo p + WO 2
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Die zu X (p) gehorige Zeitfunktion z(t) lautet somit fir t > 0

1 . 1 .
x(t) = §eJ°’°t + §e_w0t = coswyl .
Folglich kénnen wir schreiben
— p
L 1{p2+w8}:coswot, t>0]. (1.23)

Als weiteres Beispiel transformieren wir die Spektralfunktion

1
X(p>: = mEN, pOEC
(p — po)™

in den Zeitbereich. Beriicksichtigen wir (1.22), so folgt fiir das Residuum von X (p)e?' im
Punkte pg

Res X (p)e? = lim ! = e = e ot
o T e tm = Dl T (m—1)
Wir haben somit das wichtige Ergebnis
£ { ! } _ et t>0 (1.24)
(p—po)) (m-D1!" 7 ’
das nicht nur fiir m = 2,3, ... gilt, sondern, wie man leicht nachpriift, auch fiir m = 1.

Wie bereits erwihnt, gilt die Formel (1.20) unter der Voraussetzung, dafl die Spektral-
funktion X (p) im Unendlichen verschwindet. Es stellt sich daher sofort die Frage, ob eine
Riicktransformation vom Bild- in den Zeitbereich moglich ist, wenn X (p) fiir p — oo nicht
verschwindet oder sogar im Unendlichen singulédr wird. Diese Frage ist zu bejahen, wenn bei-
spielsweise die Spektralfunktionen

Xn(p)=p", n=0,1,2,... (1.25)

in den Zeitbereich transformiert werden sollen. Allerdings miissen dann im Zeitbereich wie-
der verallgemeinerte Funktionen zugelassen werden. Wir werden uns mit diesem Problem im
iibernéichsten Abschnitt befassen.

Wie angekiindigt wollen wir nun zeigen, daf§ das Integral iiber X (p)eP'(t > 0) ldngs des
Streckenzugs v2 + 73 + 74 in Bild 1.4 fiir wy,ws — 0o gegen null strebt, und zwar unter der
Voraussetzung

plggo X(p)=0. (1.26)

Wir betrachten zunéichst das Integral lings der Strecke 7,, d. h.

a—wi1—wg

I = / X(p)etdp= [ X(o+ jwn)elt g . (1.27)
72

o

und schétzen den Betrag des rechten Integrals wie folgt ab:

a—wi—ws ) «a
X (0 + jwg)elti2tde| < [ | X (0 + jws)|e”do .

a—w1—wg

|| =

o
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Ersetzen wir nun |X (o + jws)| durch den maximalen Wert, den dieser Betrag im Intervall
a—w; —wy < o < aannehmen kann, so konnen wir schreiben

| X (0 + jws)| e”'do < max | X (p)| / e”'do = max | X (p)|t e (1 — e—(w1+wz)t) ‘

a—wi—ws DPE2 a—wi—ws DPE2

Beriicksichtigen wir sodann
0<1—e rte)t -1

so folgt schlieflich fiir den Betrag des Integrals I die Abschétzung
|I5] < max | X (p)|t e .
PEY2

Da als Folge der Voraussetzung (1.26) das Maximum von |X(p)| langs der Strecke 7, fiir
wy — 00 gegen null strebt, gilt dies auch fiir |15, also
lim I, =0.

wa—00

Mit dhnlichen Abschiatzungen kénnen wir zeigen, dafl auch das Integral léngs der Strecke 7y,
d. h.

I = / X(p)et'dp= | X(o — jwi)el" g (1.28)
Y4 a—w1—w2
fiir w; — oo gegen null strebt:
lim I, =0.

w1—00

Wir miissen uns somit nur noch mit der Abschéatzung des Integrals
w2 )
him [ X@erdp=—j [ X(a— o —um o)t (129
3 —w1
befassen. Fiir |I3] konnen wir schreiben

wo .
|I5] = el@wimw2)t / X(a —wy —wy + jw)edw

Schéitzen wir nun den Betrag des Integranden, also | X (v —w; —ws + jw)|, durch sein Maximum
langs der Strecke 3 ab, so erhalten wir
|I5| < elawimw2)t(y, +w2)max|X( ).
pPEY3
Beachten wir, dafl (w; + wy)e~@1+2)t fiir ¢ > 0 und w;,w, — oo gegen null strebt, so folgt
schlieBlich
lim I3 =0.

w1 —00
wa—00

1.3 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Viele der Eigenschaften, die bei der Anwendung der LAPLACE-Transformation zu beriicksichti-
gen sind, wurden in d&hnlicher Form bereits im Zusammenhang mit der FOURIER-Transforma-
tion diskutiert. Hierzu gehoren insbesondere die in der Tabelle 1.11 aufgefithrten Regeln und
Satze. Mit Ausnahme des Differentiationssatzes, der uns schon in (1.11) begegnet ist, lassen
sich diese Aussagen sehr einfach beweisen. Die Bedingung a > 0 beim Ahnlichkeitssatz ergibt
sich aus der vorausgesetzten ,, Einseitigkeit® der Transformation. Sofern durch die angegebenen
Operationen das Konvergenzgebiet des jeweiligen LAPLACE-Integrals geéndert wird, ist das
resultierende Konvergenzgebiet in der letzten Spalte angegeben. Die bei der Transformation
der Signale z(t) und y(t) sich ergebenden Konvergenzgebiete sind mit G, bzw. G, bezeichnet.
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Homogenitét L{cx(t)} = cX(p) ceC
Additivitét L{z(t)+y(t)} = X(p) +Y(p) G.NG,
Konjugation L{z*(t)} = X(p) X(p) == X*(p*)
Ahnlichkeitssatz L{z(at)} = lX(p/oz) a>0 aG,
«

Modulationssatz L{e"z(t)} = X(p — po) po € C Po + Ga

. L d
Differentiationssatz L{—tx(t)} = d—X(p)

p

Tabelle 1.1: Einige Regeln und Sétze der LAPLACE-Transformation

1.3.1 Differentiation und Integration im Zeitbereich

Von besonderer Bedeutung fiir die Anwendungen ist der nicht in der Tabelle aufgefiithrte Diffe-
rentiationssatz, der sich auf die Differentiation im Zeitbereich bezieht und wie folgt formuliert
werden kann:

L{z(t)} = pX(p) —2(0+)|. (1.30)

Mit xz(0+) ist der rechtsseitige Grenzwert des Signals x(t) zum Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet.
Der Beweis von (1.30) kann mit partieller Integration wie folgt gefiihrt werden:

L{i(t)} = /OOO i(t)e At = x(t)e P

+p/ z(t)e P'dt
0 0

= tlim z(t)e™ — z(0+) + pX(p) .
Unter der Voraussetzung, daf x(t) fiir ¢ — oo nicht schneller als exponentiell steigt, ist fiir
hinreichend grofle Werte von Re p der auf der rechten Seite der Gleichung stehende Grenzwert
null. Der gewiinschte Beweis ist somit erbracht.
Wird der Differentiationssatz zweimal hintereinander auf £{#(t)} angewandt, so folgt

L{i(t)} = pL{i(t)} — &(04) = p*X(p) — #(0+) — pz(0+) .

Die n-fache (n =1,2,3,...) Anwendung des Differentiationssatzes auf die n-te Ableitung von
x(t), die wir mit 2™ (¢) bezeichnen wollen, ergibt somit

n—1

L{M )} =p"X(p) = > _p" 2P (04) | (1.31)

v=0

Mit der LAPLACE-Transformation lassen sich aufgrund des Differentiationssatzes lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten in dquivalente algebraische Gleichungen
iiberfithren, die im Bildbereich gelost werden kénnen. Durch Riicktransformation der Losungen
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in den Zeitbereich erhélt man dann die gewiinschten Losungen der Differentialgleichungen. Als
ein einfaches Beispiel fiir dieses Verfahren betrachten wir die homogene Differentialgleichung

i(t) + 2ai(t) + (o + B2)x(t) =0, (1.32)

wobei « eine positive und 3 eine nichtnegative Konstante ist. Diese Differentialgleichung, die

beispielsweise den zeitlichen Verlauf der Spannung an der Kapazitéit eines kurzgeschlossenen
RLC-Reihenschwingkreises mit o = R/(2L), 3* = 1/(LC) — (R/(2L))* und R < 2,/L/C
beschreibt, soll ausgehend von den reellen Anfangsbedingungen

z(0) = @o und  z(0) = 2o

fur t > 0 gelost werden (Bild 1.5).

R L ¢
-— 4l |
z(t)
Ca(t)

Bild 1.5: RLC-Reihenschwingkreis

Unter Beriicksichtigung des Differentiationssatzes ergibt die LAPLACE-Transformation der
Differentialgleichung (1.32) folgende (algebraische) Gleichung:

P> X (p) + 2apX(p) + (& + )X (p) = #(0+) + (p+ 2a)z(0+) . (1.33)

Da sowohl z(t) als auch (t) differenzierbar und folglich stetig sind, diirfen wir in (1.33) z(0+)
und #(0+) durch z(0) = o bzw. ©(0) = & ersetzen. Die Auflosung nach X (p) ergibt dann

(p+20)2(0) +2(0) _ (p+2a)zo + o
pPPH2p+(@+5%)  (ptat+jf)p+a—jf)

X(p) = (1.34)

Die Konstante [ sei zunéchst positiv. Zur Transformation der Funktion (1.34) in den
Zeitbereich bestimmen wir die Residuen der Funktion X (p)e?" an den Stellen p; = —a + j3
und po = —a — jf3:

ResX( Ye" = lim (p — p1) EP"‘ 20)70 + &0 et = (pr + 20)z0 + o et

p—p1 p—pi)p—p2) p1— D2
2 1 2 !
Res X (p)e”’ = lim (p — p2) (p 2000 + &0y _ (P2t 20)0 o e
P2 p—p2 (p—p1)(p —p2) P2 — 1

Beriicksichtigen wir schlieBlich, da8 p; und p, und somit auch Res,, X (p)e?* und Res,, X (p)e
jeweils konjugiert komplex zueinander sind, so folgt fiir ¢ > 0

z(t) = 2Re Res X (p)e” = 2Re
p1 P1— P2

(p1 + 2a)xg + 2o eplt:| —Re {(oz + jB)xo + do ot
iB
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und weiter nach Bestimmung des Realteils

azxg + T

x(t) = (mo cos Bt + sin ﬂt) e t>0. (1.35)

Nun sei f = 0. Die Funktion X (p) hat dann einen doppelten Pol an der Stelle p = —a.
Geméf (1.22) erhalten wir unter diesen Umsténden fiir das zugehorige Residuum

Res X(p)e! = pl_i)IEla % [(p+ @)’ X (p)e”] = % {[(p+ 2a)zo + do] '} (1.36)

p=—a

und weiter, nach Ausfiithren der Differentiation, fiir z(t)
z(t) = [wo + (axo + To)t] ™, t>0. (1.37)

Dieses Ergebnis ist offenbar das gleiche, das wir durch den Grenziibergang 5 — 0 aus (1.35)
erhalten konnen.

Wir hétten diese Losungen selbstverstiandlich auch mit dem iiblichen Ansatz z(t) = C'e?!
bzw., im Fall der doppelten Polstelle, mit z(¢) = (Cp + C1t)eP' ermitteln kénnen. Zur Bestim-
mung der Konstanten in den Losungen

x(t) = Cre” + CyeP?! bzw. z(t) = (Co + Cit)e?

wire dann ein lineares Gleichungssystem zu l6sen gewesen, das im vorliegenden Fall die Ord-
nung zwei gehabt hétte. L. allg. ist die Ordnung dieses Gleichungssystems gleich der Ordnung
der zu losenden Differentialgleichung. Beurteilt man die Losungsverfahren unter diesem Ge-
sichtspunkt, so kommt — insbesondere bei Systemen hoherer Ordnung — dem Verfahren mit
der LAPLACE-Transformation ein leichter Vorteil zu.

Wir kommen nun zu einer Umkehrung des Differentiationssatzes, und zwar zu dem Inte-
grationssatz, der wie folgt lautet:

c {/Otx(T)dT} Ly, 1ol (1.38)

p

Wie im Fall des Differentiationssatzes fithren wir den Beweis fiir die Richtigkeit von (1.38) mit
partieller Integration:

c{/otx(T)dT} :/OOO Votx(T)dT} e-ptdt:/otx(T)dT%t

~ lim Votx(T)dT%t} + %E{x(t)}.

t—o0

o 1 o0
+ - / z(t)e Pdt
0 P Jo

Setzen wir voraus, dafl der Betrag des Integrals iiber z(t) fiir ¢ — oo nicht schneller als
exponentiell wichst, so ist fiir hinreichend grole Werte von Re p der Grenzwert null und der
Integrationssatz unter dieser Voraussetzung bewiesen.
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1.3.2 Grenzwertsatze

Setzen wir voraus, dafl das Signal z(t) die LAPLACE-Transformierte X (p) besitzt und fur
t — oo einem (endlichen) Grenzwert zustrebt, so gilt folgender Endwertsatz:

x(o0) := lim x(t) :;E%pX(p) . (1.39)

t—o0

p>0

Existiert der rechtsseitige Grenzwert z(40), so gilt der Anfangswertsatz:

z(0+) == lgrolx(t) = ZJLIQOpX(p) . (1.40)
t>0 p>0

Die Ungleichung p > 0 unter dem rechten Grenzwertsymbol in beiden Beziehungen soll jeweils
darauf hindeuten, daf§ der Grenziibergang im Bildbereich lings der positiven reellen Achse
erfolgt. Haufig konnen die Grenziibergénge p — oo und p — 0 aber auch beliebig vorgenommen
werden, beispielsweise wenn X (p) eine rationale Funktion ist.

Die Richtigkeit der beiden Grenzwertsétze wollen wir hier nicht beweisen, sondern hierfiir
lediglich plausible Argumente anfithren. Wir gehen aus von dem Differentiationssatz in der
Form

/OOO (t)e ' dt = —z(0+) + pX(p) (1.41)

und lassen p ldngs der positiven o-Achse einmal gegen 0 und einmal gegen oo streben und
nehmen zugleich an, da3 wir diese Grenziibergéinge jeweils mit der Integration vertauschen
diirfen und somit schreiben kénnen

lim [ (t)ertdt — / (1) lim &Pt — / #(#)dt = 2(00) — 2(04)
p—0 0 0 p—0 0
p>0 p>0
bzw. - -
lim (t)e Pdt = / 2(t) lim e ?'dt = 0.
p—00 p—00
p>0 0 0 p>0

In Verbindung mit (1.41) bestétigen diese beiden Beziehungen unter der angegebenen Voraus-
setzung die Giiltigkeit der Grenzwertsétze.
Als Beispiel fiir die Anwendung der Grenzwertsétze betrachten wir die Bildfunktion

a11p + Q12

X(p) = £z
(») plaoip + ag)

wobei a,,, beliebige komplexe Konstanten sind, jedoch mit o102 # 0. Unter der Vorausset-
zung, dafl die Grenzwerte x(oo) und z(0+) existieren, kénnen wir diese wie folgt bestimmen:

z(o0) = limpX(p) = an2/ae z(04) = lim pX(p) = aq1 /a2 .

p—0 p—00

Im vorliegenden Fall 148t sich dieses Ergebnis sofort iiberpriifen, da die LAPLACE-Riicktrans-
formation nach der Partialbruchzerlegung

2 Qg Qo) pH4ag/as
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leicht durchzufiihren ist:

Q12 11 12

z(t) = LTHX(p)} = — + (— — —) e lam/aa)t 1y 5

(85P) Q21 (85P)

Wiéhrend der Grenzwert x(0+) aufgrund der Voraussetzung asjans # 0 immer existiert
und durch z(04) = aq1/a21 gegeben ist, strebt z(t) fir ¢ — oo nur unter der Bedingung
Re(ag2/a21) > 0 gegen einen endlichen Grenzwert, ndmlich gegen aq2/ass.

1.3.3 Verschiebung im Zeitbereich

Da bei der (einseitigen) LAPLACE-Transformation die Integration nur iiber die positive t-Achse
erstreckt wird, nimmt der Verschiebungssatz der LAPLACE-Transformation, d. h.

0

L{x(t —tg)} = e Pl {X(p) +/

—to

x(t)e—ptdt] , (1.42)

eine etwas andere Form an als der entsprechende Satz der FOURIER-Transformation. Der
Beweis fiir die Richtigkeit der Gleichung (1.42) ergibt sich sofort durch die Substitution ¢ =
t'+ tg in dem LAPLACE-Integral:

0

L{x(t —to)} = /000 z(t —to)e P'dt = /

_tO

x(t’)e_pt,dt’—i-/ z(t)e P dt’ .
0

Wenn z(t) rechtsseitig und to nichtnegativ ist, kann das Integral in (1.42) entfallen, da z(t)
unter diesen Umsténden im Integrationsintervall (—t¢, 0) null ist. Wir kénnen daher schreiben

t<0 = z(t)=0

te > 0 } = L{z(t —to)} = e X(p)|. (1.43)

Diese Form des Verschiebungssatzes tritt in der Praxis besonders héufig auf, da die angegebene
zeitliche Verschiebung um ¢y auf eine Verzogerung des Signals hinauslauft, die prinzipiell bei
jeder Signaliibertragung auftritt.

1.3.4 Faltung rechtsseitiger Signale

Seien x;(t) und xo(t) zwei rechtsseitige Signale und Xi(p) bzw. X2(p) die zugehorigen LA-
PLACE-Transformierten. Wir betrachten dann das Faltungsprodukt

x1(t) * xo(t) = /OO x1(T)zo(t — 7)dT |

—00

das wir wegen der Rechtsseitigkeit von 1 (¢) und z5(t) wie folgt schreiben konnen:

21(8) * 2o(t) = /O 1 (P)aa(t — 7)dr (1.44)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl das Ergebnis des Faltungsprodukts ebenfalls ein
rechtsseitiges Signal ist.
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Wie im Fall der FOURIER-Transformation gilt auch hier

L{wa(t) x22(t)} = Xa(p) Xa(p) |- (1.45)

Zum Nachweis dieser Beziehung ersetzen wir in dem Integral in (1.44) die obere Grenze wieder
durch co und nehmen an, da8 wir zur Auswertung des Ausdrucks

£ Lo (1) + 2a()} = /0 h [ /0 ()t — T)dT} et

die Reihenfolge der Integration vertauschen diirfen:

£ {21 () % 2a()} = /OOO 21(7) UOOO ot — T)e_ptdt} dr |

Unter Beachtung des Verschiebungssatzes erhalten wir hieraus schliellich das gewiinschte Er-
gebnis

£ {1 (t) * 2a(t)} = / (e T drXa(p) = Xa(p) Xa(p)

1.4 Deltaimpulse im Zeitbereich

Viele idealisierte Signale, wie beispielsweise die Sprungfunktion, das konstante Signal, die Ex-
ponentialschwingung usw., konnten mit Hilfe der FOURIER-Transformation nur dadurch im
Frequenzbereich dargestellt werden, dafy dort verallgemeinerte Funktionen zugelassen wurden,
und zwar insbesondere die Deltafunktion. Dies ist bei der LAPLACE-Transformation nicht
erforderlich, da der bei der Integration wirksame Faktor e=?' die Konvergenz des LAPLACE-
Integrals meistens erzwingt, sogar dann noch, wenn das zu transformierende Signal fiir ¢ — oo
exponentiell steigt. Aus diesem Grunde brauchen bei der Laplace-Transformation im Bildbe-
reich keine verallgemeinerten Funktion zugelassen zu werden. Tatséchlich hat man es ja sogar
dort mit einer sehr gutmiitigen Funktionsklasse zu tun, ndmlich, wie schon erwéhnt, mit ana-
lytischen Funktionen. Im Zeitbereich bleibt die Verwendung von verallgemeinerten Funktionen
aber weiterhin von Bedeutung.

Unter Beachtung der Ausblendeigenschaft erhalten wir fiir die LAPLACE-Transformierte
des zu einem positiven Zeitpunkt ¢y auftretenden Deltaimpulses

cw@—m}:/<W—mMW&:€m,m>o.
0

Damit ein zum Zeitpunkt ¢ = 0 auftretender Deltaimpuls bei der Transformation ,,voll* erfaft
wird, wollen wir die untere Integrationsgrenze ab sofort durch 0— ersetzen und dies wie folgt

interpretieren:
o o
/ -o-dt ;= lim coedt.
_ 7—0

™>0Y T

Fiir beliebige reelle ¢y kénnen wir dann schreiben

0 fir t4<0
c{a(t—to)}:{ - t2>0 : (1.46)
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Hierbei herrscht Konvergenz in der gesamten komplexen Ebene. Dies gilt natiirlich auch, wenn
mehrere, etwa n, Deltaimpulse auftreten, d. h., wenn beispielsweise die Summe

> abt—t), @ €C,n=012...
v=0

transformiert werden soll. Setzen wir voraus, dafl die Zeitpunkte ¢, alle nichtnegativ sind, so

konnen wir schreiben
c {Za,,é(t— ty)} = e (1.47)
v=0 v=0

Als néchstes nehmen wir an, dafl Deltaimpulse zu unendlich vielen Zeitpunkten to, 1, to,
. auftreten, wobei in jedem endlichen Zeitintervall aber nur endlich viele dieser Zeitpunkte
liegen, die dariiber hinaus geméaf3

0 < th < t1 < tg < ... < ©

geordnet seien. Wir betrachten also ein Signal der Form
x(t) = ia,ﬁ(t —t,), a, € C
v=0
und definieren dessen LAPLACE-Transformierte durch
L{x(t)} = nh_)rglo zn:ozye_pt” .
v=0

Gibt es dann reelle Konstanten og und M > 0 derart, daf fiir alle v = 0,1, 2, ... die Unglei-

chung
v, | < Me™t

gilt, so existiert der angegebene Grenzwert in der Halbebene Rep > 0. Wir wollen dies nur
fiir den in der Praxis héufig auftretenden Fall beweisen, daf§ die Zeitpunkte dquidistant in
einem Abstand T > 0 liegen, so daf§ wir schreiben diirfen

t,,:to—i-VT.

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dafl die angegebene Reihe fiir Rep > oy bzw.
eloo—Ren)T 1 gogar absolut konvergiert:

n n
E |au e—ptu | < Me—to Rep E e(ao—Rep)l/T
v=0 v=0

00
< MetoRep Z e(ao—Rep)l/T — Me toRep [1 - e(ao—Rep)T}
v=0

-1

In der letzten Zeile haben wir von der Summenformel der geometrischen Reihe

Zz”:(l—z)_l, |z] <1

v=0

Gebrauch gemacht, und zwar mit z = e(co"Ren)T,
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1.4.1 Modifizierung des Differentiationssatzes

Da wir auch an der Stelle t = 0 einen Deltaimpuls zulassen, miissen wir den Differentiationssatz
geringfiigig modifizieren und ihn wie folgt formulieren:

L{z(t)} = pX(p) —2(0-)|. (1.48)

Der Unterschied zwischen der urspriinglichen und der modifizierten Form des Differentiations-
satzes ist natiirlich nur von Bedeutung, wenn z(t) an der Stelle t = 0 unstetig ist. Springt
etwa z(t) dort von x(0—) auf x(0+), also um die Héhe A = z(0+) — z(0—) , so kénnen wir
x(t) durch

x(t) =z (t) + A - e(t) (1.49)

darstellen, wobei x;(f) an der Stelle ¢ = 0 stetig ist und dort den Wert x1(0) = x(0—)
annimmt. Zwischen den LAPLACE-Transformierten von z(t) und z;(t) besteht offenbar der
Zusammenhang

zmw»:X@—%. (1.50)

Bestimmen wir nun die LAPLACE-Transformierte der Ableitung von (1.49), d. h. von
o(t) = a1(t) + A-5(t),

und wenden unter Beachtung von (1.50) den Differentiationssatz in der urspriinglichen Form
auf @1(t) bzw. L{x1(t)} an, so erhalten wir

L{i(t)} = L{i1(t)}+A=p {X(p) - %] —21(04+) + A = pX(p) — 21(0+) .

Beriicksichtigen wir schliefllich z1(0+) = z1(0) = x(0—), so folgt der Differentiationssatz in
der Form (1.48).

Hétten wir versucht, die LAPLACE-Transformierte des Deltaimpulses §(¢) = u(t) mit Hilfe
der urspriinglichen Form des Differentiationssatzes aus £{e(¢)} herzuleiten, so wéren wir zu
dem (falschen) Ergebnis

cww}:cw@»:pakw}—awm:p%—lzo

gekommen, wihrend die Anwendung von (1.48) wegen £(0—) = 0 sofort das richtige Resul-
tat liefert, ndmlich £{d(¢)} = 1. Als weiteres Beispiel betrachten wir ein System mit der
Sprungantwort

a(t)=(1—aee(t) mit a#1 und >0

und der sich daraus ergebenden Impulsantwort
h(t) = a(t) = (1 — a)d(t) + aBePe(t) .
Die LAPLACE-Transformierte von a(t), die wir mit A(p) bezeichnen wollen, ergibt sich zu

1 a  (I-a)p+B
A(p>_p p+06  plp+05)
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Fiir die LAPLACE-Transformierte der Impulsantwort h(t), die ja gleich der Ubertragungsfunk-
tion H(p) ist, erhalten wir
af _ (I—-a)p+p

Hp) =(1 a)+p+ﬂ P (1.51)
Wir konnen leicht iiberpriifen, daf§ wir H(p) aus A(p) nur dann mit dem Differentiationssatz
ableiten konnen, wenn wir diesen in der Form (1.48) verwenden. Wegen a(0—) = 0 gilt dann
einfach H(p) = pA(p). Da die Sprungantwort an der Stelle ¢ = 0 springt, und zwar von
a(0—) = 0 auf a(0+) = 1—a, bezeichnet man das zugehorige System als sprungfihig. Aufgrund
des Anfangswertsatzes (1.40) konnen wir die Sprungfihigkeit allgemein daran erkennen, daf
der Grenzwert

a(0+) = lim pA(p) = lim H(p)
p>0 p>0
existiert und ungleich null ist, das Zahler- und das Nennerpolynom von H(p) also den glei-
chen Grad haben. Ist ein System sprungfihig, so ist es eigentlich auch impulsfihig, d.h., die
Impulsantwort enthélt an der Stelle ¢ = 0 einen (gewichteten) Deltaimpuls.
Gelegentlich steht man vor der Aufgabe, auch Ableitungen des Deltaimpulses in den Bild-
bereich zu transformieren. Setzen wir voraus, dafl wir den Differentiationssatz zur Losung

dieser Aufgabe verwenden kénnen, so folgt fiir ¢ > 0 und m =0,1,2,---
LMD —t0)} = pL{0™(t — o)} mit L{5(t —to)} = e Pl

und somit, per Induktion,

LI5T (¢ — 1)} = pePho |, (1.52)

1.4.2 Im Unendlichen nicht verschwindende Bildfunktionen

Bei der Ausfithrung der LAPLACE-Riicktransformation mit Hilfe des Residuenkalkiils waren wir
im Abschnitt 1.2.1 davon ausgegangen, dafl die Bildfunktion fiir p — oo verschwindet. Diese
Bedingung erfiillt die Ubertragungsfunktion (1.51) offenbar nicht. Wir kénnen sie aber additiv
zerlegen in eine Konstante und eine rationale Funktion, die im Unendlichen verschwindet
und sich folglich mit Hilfe des Residuenkalkiils in den Zeitbereich transformieren 14afit. Die
Konstante im Bildbereich sollte nach der Riicktransformation einen Deltaimpuls an der Stelle
t = 0 ergeben; denn es galt ja £{d(¢)} = 1.

Wir wollen dies durch formale Riicktransformation bestédtigen, und zwar betrachten wir
gleich den etwas allgemeineren Fall

1 o+joo
L1 el — —/ ePt=to)dp | 1.53
{ } 27T.] o—joo b ( )
Hier tritt nun dasselbe Problem auf wie bei der inversen FOURIER-Transformation des Signals
e~iwt: Wir stehen vor einem divergenten Integral. Mit der Substitution p = o + jw (0 =

const.) geht (1.53) tiber in

1 [~ .
£t {e_pto} = e”(t_tO)%/ et qy | (1.54)

—00
Interpretieren wir dieses uneigentliche Integral als verallgemeinerte Funktion und ersetzen es
durch eine Folge aus eigentlichen Integralen mit den Grenzen —nf) und nf2, so folgt

ns)
L1 o) = o) {QL / ejw(t—mdw} — oot — t)
m

—n)
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und weiter, unter Beriicksichtigung der Ausblendeigenschaft f(¢)d(t — to) = f(to)d(t — to),
L7 e} = 6(t —to)

so daf} fiir to > 0 die Formel (1.46) bestétigt wird.
Wir sind nun auch in der Lage, eine Bildfunktion X(p), die rational in einer Variablen
z = e Pl mit T > 0 ist oder in eine konvergente Potenzreihe der Form

o

v —pT

:E X, 20, z=¢e?
v=0

entwickelt werden kann, in den Zeitbereich zu transformieren. Fiir die Zeitfunktion x(¢) erhal-

ten wir
-1 {ZX,,ZV} => X, 0(t—vT), z=e"". (1.55)
v=0 v=0

Als ein Beispiel fiir eine derartige Bildfunktion betrachten wir

1 o 2ePT

coshpT 1+ e 2T

X(p) =

und entwickeln diese Funktion in die (geometrische) Reihe

o0

_ —pT I/ —21/pT I/ —(142v)pT
=2e Z 2 (=pretT,

v=0

die fiir [e™?7| < 1 bzw. Rep > 0 absolut konvergent ist. Die zugehorige Zeitfunktion lautet
also

c—l{coshpT} Z D)Y6(t =T —2uvT)]|. (1.56)

Wir wollen nun noch, wie zu Ende des Abschnitts 1.2.1 angekiindigt, die Bildfunktion p™
oder — allgemeiner — p™e 7% (m = 1,2,3,---) in den Zeitbereich transformieren. Mit Blick
auf (1.52) erwarten wir, daff in diesem Fall Ableitungen des Deltaimpulses auftreten. Mit der
Substitution p = o+ jw (0 = const.) geht das Integral der LAPLACE-Riicktransformation iiber
in

o am

1
L ey = o / (o + juy ey = o [ 20

o
Wir interpretieren dieses (divergente) Integral nun wieder als Verallgemeinerte Funktion und
stellen es dar durch eine Folge von eigentlichen Integralen:

romom L am (1 (™ .
L= m.,—ptol _ ) _— > (a—i-Jw)(t—to)d — ) = / (a—i-Jw)(t—to)d )
{p } { 27T —nQ 8tm ¢ w dtm 27T —nQ ¢ w

Klammern wir aus den Elementen der rechten Folge den Faktor e=%) aus, der ja beziiglich
der Integration eine Konstante ist, so erkennen wir nach Anwendung der Ausblendeigenschaft,
dal auch diese Folge ein Reprisentant von §(t — tg) ist. Erwartungsgemifl diirfen wir also
schreiben:

(a+jw)(t—t0)dw ‘

L {pme ol =5t —t,)|. (1.57)
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— KAPITEL 2

Fourier- Transformation zeitdiskreter
Signale

2.1 Zum Begriff des zeitdiskreten Signals

Als zeitdiskretes Signal bezeichnet man ein reell- oder komplexwertiges Signal x = x(t), das
auf einer abzéhlbaren Menge von Zeitpunkten,

TZ{? t—27 t—17 t07 t17 t27 }7

definiert ist, die geméf
<t g <t g<to<ti<ty<---,

geordnet sind. In jedem endlichen Intervall sollen hochstens endlich viele dieser Punkte, die
als Definitionszeitpunkte bezeichnet werden, liegen. In vielen Anwendungen liegen diese Zeit-
punkte dquidistant und lassen sich daher ausdriicken durch

tk=to+ kT, keZ,

wobei T eine positive Konstante ist, die als Definitionsperiode bezeichnet wird. Durch eine
geeignete Wahl des Zeitursprungs kann héufig der Referenzzeitpunkt ty gleich null gesetzt
werden, so dass das Argument des Signals mit KT oder sogar nur mit k bezeichnet wird.
Gelegentlich wird daher statt x(kT") bzw. z(k) nur xj geschrieben. Mit anderen Worten, das
zeitdiskrete Signale wird als gewthnliche Zahlenfolge betrachtet. Die Rolle der Zeit wird dann
von dem Index k iibernommen.

Falls erforderlich, werden wir zur deutlichen Unterscheidung die bislang betrachteten Si-
gnale, die auf der Menge der reellen Zahlen oder auf einem reellen Intervall definiert sind,
als zeitkontinuierliche Signale bezeichnen. Um Missverstindnissen vorzubeugen, sei bemerkt,
dass der Begriff ,,zeitkontinuierlich® nicht die Stetigkeit (engl. continuity) impliziert. Ein zeit-
kontinuierliches Signal muss also keineswegs stetig sein, wie etwa das Sinussignal sin €2t oder
die Exponentialschwingung e/**. Beispielsweise sind die Sprungfunktion oder sogar der Del-
taimpuls in diesem Sinne als zeitkontinuierliche Signale anzusehen. Insbesondere ist also auch

ein Signal der Form

z(t)= Y wo(t—t,)

V=—00

als zeitkontinuierlich aufzufassen. Dieses Signal kann ohne weiteres der gewohnlichen Fou-
RIER-Transformation X = F{z} unterworfen und geméafl

X(jw) = Y we

V=—00

21



22-2.2 Definition der zeitdiskreten Fourier- Transformation Fourier- Transformation

im Frequenzbereich dargestellt werden. Die gewdhnliche FOURIER-Transformation werden wir
gelegentlich auch als zeitkontinuierliche FOURIER-Transformation bezeichnen.

Fiir die weitere Diskussion setzen wir zunéchst voraus, dass ein zeitdiskretes Signal x(t)
durch Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals x(t) gewonnen wird (siche Bild 2.1). Der
Abstand zwischen zwei Abtastzeitpunkten t; und tp.1, also T = tpi1 — tg, wird dann als
Abtastperiode und F' = 1/T als Abtastfrequenz oder als Abtastrate bezeichnet. Die zugehorige
Kreisfrequenz wird mit 2 bezeichnet, d.h. Q = 27 /T.

x A

R t_4 t_3 t_o
- \L\l/( -

Bild 2.1: Erzeugung eines zeitdiskreten Signals, z(#j), aus einem zeitkontinuierlichen, z(t).

2.2 Definition der zeitdiskreten Fourier- Transformation

Wir betrachten ein zeitdiskretes Signal x(¢) und definieren die zugehorige zeitdiskrete Fou-
RIER-Transformierte durch

X(w) =T Y a(ty)e |, (2.1)

k=—o0

Symbolisch driicken wir diesen Zusammenhang durch
X = Fa{a}

aus. Hinreichend, aber keineswegs notwendig fiir die Existenz der zeitdiskreten FOURIER-
Transformierten ist die absolute Summierbarkeit der Funktionswerte x(ty):

Z |z (tx)| < oo .

k=—o00

Falls die Abtastperiode T hinreichend klein ist, kann X offenbar als mehr oder weniger
gute Approximation der gewohnlichen FOURIER-Transformierten

X (jw) = / s(t)eI* dt
aufgefasst werden. Bevor wir im néchsten Abschnitt auf den genaueren Zusammenhang zwi-
schen X und X eingehen, wollen wir eine Umkehrung der Formel (2.1), also die inverse zeit-
diskrete FOURIER-Transformation angeben. Hierzu beachten wir zunéchst, dass (2.1) in der
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Form
o

X(jw) =Te 70 ™ a(ty)e 7 (2.2)

k=—o00

dargestellt werden kann. Abgesehen von dem Faktor T'e™7*% handelt es sich bei der zeitdis-
kreten FOURIER-Transformation also um nichts anderes als um eine FOURIER-Reihe in der
Variablen w mit den FOURIER-Koeffizienten x()). Die Umkehrung der zeitdiskreten Fou-
RIER-Transformation ist daher im Wesentlichen durch die Koeflizientenformel fiir die FOURI-

ER-Reihe, also durch
1 Q/2 R ) )
x(ty) = ar o X(jw>€jwt0€jwkT dw

gegeben. Setzen wir nun Q7" = 27 und to + kT = t;, so erhalten wir schliefSlich

1 Q/2 R )
x(ty) = — X(jw)e? dw | . (2.3)
2 ) _qs
Symbolisch schreiben wir hierfiir R
r=F;{X}.

Unter der naheliegenden Annahme, dass X (jw) fir 7 — 0 bzw. Q — oo gegen X (jw)
strebt, geht (2.3) offenbar tiber in die Formel fiir die zeitkontinuierliche FOURIER-Riicktrans-
formation:

1 [ -
x(t) = %/ X(jw)e™ dw .

Wie im Fall der zeitkontinuierlichen FOURIER-Transformation lassen sich auch fiir die
zeitdiskrete FOURIER-Transformation eine Reihe von Eigenschaften angeben, die sich unmit-
telbar aus den Eigenschaften der FOURIER-Reihen ergeben. Hierzu gehoren insbesondere die
Homogenitdt und die Additivitidt und folglich die Linearitéit. Weiter lassen sich ein Differen-
tiationssatz
dX (jw)

dw

Faltrz(te)} = j

ein Verschiebungssatz

F{altr-)y = e TX(jw), (€

und ein Modulationssatz
Fafez(tp)} = X (jw — jwo), wo€R
angeben.

2.3 Poissonsche Formel und Abtasttheorem

2.3.1 Zusammenhang zwischen der zeitdiskreten und der
zeitkontinuierlichen Fourier-Transformation

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Frage befassen, welcher genaue Zusammen-
hang zwischen der zeitkontinuierlichen und der zeitdiskreten FOURIER-Transformation be-
steht. Zu diesem Zweck betrachten wir ein zeitkontinuierliches Signal x mit der FOURIER-
Transformierten X. Das durch dquidistante Abtastung zu den Zeitpunkten ¢y = to + kT
gewonnene zeitdiskrete Signal x(¢;) habe die zeitdiskrete FOURIER-Transformierte X. Da die
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Werte z(t;) sowohl durch Riicktransformation von X als auch von X ermittelt werden kénnen,
kénnen wir schreiben

Q/2
x(ty) = / X(jw)e’™ dw bzw. x(t}) = X (jw)e™™ dw .
21 J gy
Fiir alle k € Z gilt also
oo ' Q/2
/ X (jw)e? dw = X (jw)e!"™ dw . (2.4)
o —Q/2

Als néchstes ersetzen in (2.4) das links stehende uneigentliche Integral gemafl
Q/2 Q/2 39/2 o0 pQ+Q/2
R B I o U
302 J-q/2 p—9/2
durch eine unendliche Summe von eigentlichen Integralen, d. h.

o0

P02 ' Q/2
/ X(jw)e™ dw = X (jw)e™™ dw |

jie—oo  HQ=Q/2 —Q/2

und nehmen in den unter dem Summenzeichen stehenden Integralen eine Variablensubstitution
w — w + pf) vor:

Q/2 Q/2
Z X (jw + juQ)ed @Hindie g, — X(jw)ej“’t’“ dw .

oo J 02 —-Q/2

Nach dem Vertauschen der Reihenfolge von Summation und Integration und unter Beriick-
sichtigung des aus der Periodizitéit der Exponentialfunktion folgenden Zusammenhangs

eIty — U to+kT) _ ojusdto

erhalten wir

Q/2 o ' ' Q2 '
/ X (jw + juS)elnto eiwte gy — / X (jw)e?t dw .

Q/2 M__OO —-Q/2

bzw.

Q/2 o ' N '
/ ( Z X (jw + ju)ei#sto — X(jw)) " dw=0 VkeZ.
—Q/2

p=—00

Dieses Ergebnis lasst sich auch wie folgt darstellen:

Q/2 ° . s . .
/ ( Z X (jw + juQ)einto X(jw)) el qy =0 VkeZ .
—Q/2

p=—00

Mit anderen Worten, alle FOURIER-Koeffizienten der periodischen Funktion

A(jw) = Z X (jw + jus)el @Dt _ X (ji)elwt

p=—00
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sind null. Setzen wir voraus, dass X und X glatt oder zumindest stiickweise glatt sind, so hat
auch A diese Eigenschaft und wird durch die zugehorige FOURIER-Reihe dargestellt. Da die
FouRrIER-Koeffizienten aber alle null sind, folgt A = 0 und somit

Z Xy Xu(jw) = X(jw + jp)e ™ | (2.5)

p=—00

Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen X und X.Falls X = F {z} gegeben ist, konnen
wir hiermit X bestimmen. Es stellt sich natiirlich auch die umgekehrte Frage, ob ndmlich aus
X auch X bestimmt werden kann. Dies ist in der Tat unter gewissen Bedingungen mdoglich.
Bevor wir uns mit dieser Frage etwas néher befassen, wollen wir aus (2.5) die PO1ssoNsche
Formel herleiten.

2.3.2 Die Poissonsche Formel
Driicken wir in (2.5) das zeitdiskrete Spektrum X durch die Abtastwerte z(t),) aus, so erhalten
wir

T Z (ty)e 79t = Z (jw + jus)einto
k=—o0 pU=—00
Setzen wir nun tg = 0 und w = 0, so erhalten wir schliellich die berithmte Po0OISsONsche
Formel:

o0

T i e(kT)= Y X(juQ), QT =2r|. (2.6)

k=—o0 pU=—00

Falls x oder X an einer Stelle kT" bzw. juf) nicht stetig sind, sondern dort eine Sprungstelle
besitzen, sind z(kT) und X (juf)) jeweils als arithmetisches Mittel aus dem rechtsseitigen und
linksseitigen Grenzwert an der betreffenden Stelle zu interpretieren:
(kT +0) + z(kT — 0) X(jp2 + j0) + X (juQ — 50)

2 ’ 2 ‘
Hierbei bezeichnen z (kT + 0) und X (ju2 + j0) die rechtsseitigen Grenzwerte

2(kT) = X(juf2) =

z(kT +0) := li_}n&x(t +7) bzw. X(juQ2+ j0):= })i_}I%X(j,uQ + jw)

>0 w>0

und z(kT — 0) und X (juf2 — jO) die linksseitigen Grenzwerte
z(kT —0) := lir%x(t —7) bzw. X(juQ2—j0):= liI%X(j,uQ —jw) .

>0 w>0

Wie in der Theorie der FOURIER-Reihen tiblich, sind dariiber hinaus die in (2.6) auftretenden
Reihen im Sinne der sogenannten EISENSTEIN-Summation zu summieren, d. h., die obere und
die untere Summationsgrenze miissen zugleich gegen unendlich streben:

o n

= 1
2 =Jm )
v=—00 v=—n

Als ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung der PO1sSsONschen Formel betrachten wir das
Transformationspaar

2

z(t) = 2e(t)e™ ™ o—e X(jw) = e

a>0.
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Beriicksichtigen wir, dass z(t) fir ¢ < 0 null und daher fir ¢ = 0 durch x(0+)/2 = 1 gegeben
ist, so erhalten wir aus (2.6)

o0

T+2T§:e_°‘kT: > ﬁ .

k=1 pU=—00

Die (geometrische) Reihe auf der linken Seite lasst sich sofort summieren, so dass wir die linke
Seite ausdriicken kénnen durch
e—aT 14+ e—aT

=T+ ——— = Tcoth(aT/2) .

T+2TY e =T+2T— 1
ea _6—04
k=1

1

Zerlegen wir noch die rechte Seite von (2.6) geméi8
o) -1 n
2 2 2 2
24y _ o
M;oooz—i-j,uﬂ a+nirgo{u;na+ju9+;a+juﬂ}

und fassen die rechts stehenden (endlichen) Reihen zu einer zusammen, so erhalten wir schlie-
lich nach Ausfithrung des Grenziibergangs:

2 4o
pn=1

Obwohl wir diese Beziehung, die als Partialbruchzerlegung des hyperbolischen Cotangens auf-
gefasst werden kann, unter der Voraussetzung hergeleitet haben, dass « positiv ist, sei bemerkt,
dass die Formel auch fiir a < 0 richtig ist, was u. a. daraus folgt, dass die coth-Funktion un-
gerade ist. Fiir « = 0 hat die coth-Funktion iibrigens einen einfachen Pol.
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2.3.3 Das Abtasttheorem

Wir kommen nun zuriick auf die zuvor gestellte Frage, wie und unter welchen Bedingungen
das Spektrum X aus X wiedergewonnen werden kann. Wir nehmen an, das Signal = sei
frequenzbegrenzt, d. h., es gebe eine positive Zahl w, derart, dass das Spektrum X = F{z}
der Bedingung

X(jw) =0 fir w>uw,

geniigt. Bild 2.2 zeigt das Spektrum eines derartigen Signals. Da das Spektrum im Allgemeinen

X A

I I
—Wy Wy w

Bild 2.2: Symbolische Darstellung des Spektrums eines mit w, frequenzbegrenzten Signals.

komplexe Werte annimmt, ist der angegebene spektrale Verlauf nur symbolisch zu interpre-
tieren. Fiir unsere Diskussion von Bedeutung ist an dieser Stelle ausschliellich die Tatsache,
dass das Spektrum X auflerhalb des Intervalls (—w,, wy) null ist. Falls die Bedingung

wg <D —wy bzw. Q> 2w,

erfiillt ist, besteht das ,zeitdiskrete* Spektrum X aus unendlich vielen sich nicht iiberlappen-
den Teilspektren (siche Bild 2.3). Unter dieser Voraussetzung kann X gemé8

X = rect(w/we) X (2.7)
aus X extrahiert werden, wobei wy der Bedingung
wg <wp < 0 —wy

geniigen muss. Insbesondere kann wy also gleich dem arithmetischem Mittel aus w, und Q —w,
gewihlt werden, also gleich /2.

~

X(jw+ e rect(w/wy)  ~ 4 X (jw) X (jow — jQ)ei%0

- N A ‘

INANTNSN NS

—Q — w, —Q —Q 4wy —w, wg 0 —wy Q Q+w; w

>
>

Bild 2.3: Symbolische Darstellung des zu X gehorigen zeitdiskreten Spektrums X.

Die Beziechung (2.7) ldsst sich auch in den Zeitbereich transformieren, so dass wir z(t)
durch die Abtastwerte z(t;) ausdriicken kénnen. Das entsprechende Ergebnis findet seinen
Ausdruck in dem beriihmten
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Abtasttheorem: Sei x ein Signal, dessen FOURIER-Transformierte, X, die Figenschaft
X(jw) =0 fir w>w,=27f,

besitze. Dann kann unter der Bedingung

1

Q>2w, baw T<— 2.8
g9 2fg ( )
das Signal x wie folgt aus seinen Abtastwerten x(ty) wiedergewonnen werden:
2(t)= ) x(te)sil(t —t)Q/2] | (2.9)
k=—o00

Die Aussage des Abtasttheorems, nach der ein frequenzbegrenztes Signal x reprisentiert
werden kann durch eine Folge seiner Abtastwerte, bildet die Grundlage fiir simtliche modernen
Verfahren der Signalverarbeitung, -iibertragung und -speicherung. Die Bedingung (2.8) ist
offenbar dquivalent zu der Forderung, dafi die Abtastrate F' = 1/T mindestens doppelt so
grof3 ist wie die hochste in dem Signal z vorkommende Frequenz. R

Zum Beweis des Abtasttheorems driicken wir in (2.7) das , zeitdiskrete® Spektrum X mit
Hilfe von (2.1) durch die Abtastwerte z(t;) aus und wihlen zugleich wy = Q/2:

X(jw) = Trect(2w/Q) Y x(ty)e 7' . (2.10)

k=—o00

Machen wir nun Gebrauch von dem leicht herzuleitenden Transformationspaar
Trect(2w/Q)) e—o si(Q/2), QT =21,

und beriicksichtigen den Verschiebungssatz der FOURIER-Transformation, so erhalten wir nach
FouriERr-Riicktransformation der Gleichung (2.10) die zu beweisende Formel (2.9).

2.3.4 Erganzende Bemerkungen zur Anwendung des Abtasttheorem

Die angegebene Formel (2.9) zur Wiedergewinnung des zeitkontinuierlichen Signals aus den
Abtastwerten ist zwar von grofler Bedeutung fiir viele theoretische Untersuchungen, sie kann
aber in dieser Form nicht unmittelbar in der Praxis eingesetzt werden, um etwa aus einer
Folge von Abtastwerten das urspriingliche Signal wiederzugewinnen. Zur Berechnung von x(t)
zu einem Zeitpunkt ¢t & {tx|ty = to + kT, k € Z} wiirden sdmtliche Abtastwerte bendtigt,
und zwar nicht nur Werte aus der Vergangenheit (t; < t), sondern auch zukiinftige Werte
(tr > t). Es leuchtet ein, dass dies aus prinzipiellen physikalischen Griinden nicht realisiert
werden kann.

In der Praxis geschieht die Umsetzung eines zeitdiskreten Signals x () in ein zeitkontinu-
ierliches Signal héufig dadurch, dass die si-Funktion in (2.9) durch einen Rechteckimpuls der
Breite T', also durch

p(t) =

1 fir0<t<T
{ oSS (2.11)

0 sonst

ersetzt wird. Das resultierende Signal, ndmlich

o0

Bt)= Y a(tp(t—t) (2.12)

k=—o0
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stellt eine sogenannte Treppenfunktion dar und kann natiirlich nur eine Ndherung des eigent-
lich gewiinschten Signals z(t) sein; es ist daher mit Z bezeichnet. Bild 2.4 veranschaulicht
anhand eines Beispiels den in (2.12) gegebenen Zusammenhang!. Zur Beurteilung der Giite

z A

fo M——
(o,
r o
ts  t,
>
t_ o— t t t t t t
5 ', 0 1 2 3 4
t_4 o

Bild 2.4: Zur Gewinnung eines zeitkontinuierlichen Signals Z aus Abtastwerten eines zeitdiskreten
Signals x(tx).

der Niiherung bestimmen wir die FOURIER-Transformierte X = F{z}. Mit P = F{p} erhalten
wir aus (2.12)

o0

R(jw) = P(iw) 3 w(t)e™™ = 1 P(jw)X (ju)

k=—o00

Beriicksichtigen wir nun, dass P durch
T . .
P(jw) = / eIt dt = Te 9T/ 2 si(wT'/2)
0

gegeben ist, koénnen wir X wie folgt ausdriicken:

X (jw) = e T2 6i(wT/2) X (jw) .

Wir erkennen, dass X alle Spektralanteile enthélt, die auch in X enthalten sind. Diese werden
jedoch mit einer si-Funktion gewichtet, die ihre ersten Nullstellen bei £ hat. Gelegentlich
spricht man in diesem Zusammenhang auch von der sogenannten si-Verzerrung. Bild 2.5 zeigt
den Verlauf der si-Funktion relativ zu der Lage der Teilspektren von X. Zusétzlich zu der Ge-
wichtung mit der si-Funktion tritt noch ein Phasenfaktor exp(—jwT/2) auf, der aber lediglich
eine zeitliche Verzogerung um 7'/2 widerspiegelt.

Um das Spektrum X (jw) aus X herauszufiltern, wird das treppenformige Signal Z auf ein
zeitkontinuierliches Tiefpassfilter gegeben, das die Spektralanteile fiir |w| > w, hinreichend
stark unterdriickt. Durch einen geeigneten Entwurf dieses Filters kann iiberdies die leichte
Verzerrung des Spektrums im Intervall (—w, , wy), die durch die si-Funktion verursacht wird,
wieder ausgeglichen werden. B

Bislang waren wir davon ausgegangen, dass die in X (jw) enthaltenen Teilspektren X, (jw) =
X(jw — juf) exp(—juQdty) sich gegenseitig nicht iiberlappen. Sollte die Abtastrate zu klein
gewihlt sein, kommt es aber offenbar zu einer UberlaAppung der Spektren, so dass es nicht
mehr moglich ist, das Spektrum X (jw) fehlerfrei aus X (jw) herauszufiltern. Da andererseits
ein (zeitbegrenztes) Signal aber prinzipiell nicht bandbegrenzt sein kann, tritt in Wirklichkeit

!Das Ausgangssignal eines Digital/Analog-Umsetzers hat iibrigens hiiufig diese Form.
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~

X A .
X (jw + jQ)eio | si(wT'/2)| I X (jw) X (jw — jQ)e st

- ~
P
\/
7
7

-0 —wy -0 —Q+ w, —wy wy ) —w, Q D+ wy w

Bild 2.5: Zur Erlauterung der si-Verzerrung

eine gewisse Uberlappung der Teilspektren immer auf. Dieses Phiinomen wird in der englisch-
sprachigen Literatur als aliasing bezeichnet. Der hierdurch verursachte Fehler, der sogenannte
Alias-Fehler, 1dsst sich aber durch geeignete Filterung und Wahl einer hinreichend hohen
Abtastrate beliebig klein machen. Beispielsweise benutzt man zur Ubertragung eines Fern-
sprechsignals, dessen Grenzfrequenz etwa 3,4 kHz betrégt, eine Abtastrate von 8 kHz. Bei der
klassischen CompactDisc (CD) verwendet man eine Abtastrate von 44,1kHz; offenbar liegt
man damit deutlich iiber dem Zweifachen der von den meisten Menschen wahrnehmbaren
hochsten Frequenz.

<—T*>

Bild 2.6: Das Signal 2’ verletzt die Abtastbedingung, wihrend das Signal x sie erfiillt.

Anhand eines einfachen Beispiel soll abschliefend noch die Bedeutung der Einhaltung
der Abtastbedingung erldutert werden. Wir betrachten die beiden in Bild 2.6 dargestellten
sinusformigen Signale = und z’. Die Frequenz des Signals x ist kleiner als die halbe Abtastrate
und erfiillt somit die Abtastbedingung. Die Frequenz des Signals 2’ ist grofler als die halbe
Abtastrate und verletzt folglich die Abtastbedingung. Werden die Signale in der angedeuteten
Weise abgetastet, so entsteht jeweils das gleiche zeitdiskrete Signal:

x(tk) = x’(tk) Vk eZ.
Ein eindeutiger Riickschluss auf das urspriingliche Signal ist daher nicht mehr méoglich.

2.3.5 Aquivalente zeitdiskrete Signale

Gegeben sei ein zeitkontinuierliches Signal &, dessen Spektrum, = = F{{}, aulerhalb des
Intervalls (wy , wy) null ist. Dieses Signal werde zweimal mit der Rate

F=1/T > w,/n (2.13)
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abgetastet, und zwar einmal zu den Zeitpunkten

tk =to+ kT mit 0<ty<T
und ein andermal zu den Zeitpunkten

ty=to+kT mit 0<ty;<T.

In Bild 2.7 ist dieser Vorgang anhand eines Beispiels erldutert. Die resultierenden zeitdiskreten
Signale, die mit x(tx) := &(tx) und 2/(t),) := &(t).) bezeichnet werden sollen, sind fiir ¢y # t,
offenbar verschieden, beinhalten aber die gleiche Information iiber das urspriingliche zeitkon-
tinuierliche Signal &. Aus beiden zeitdiskreten Signalen kann nédmlich wegen Einhaltung der
Abtastbedingung (2.13) das Signal £ wiedergewonnen werden, d. h.,

o0 o0

)= Y ata)sil(t —t)Q/2 = Y /(8 sil(t - 1)2/2] .

k=—o0 k=—o0

Das Signal ¢ kann also sowohl durch z(t;) als auch durch 2/(¢},) reprisentiert werden. Es liegt
daher nahe, diese Signale als dquivalent zu bezeichnen.

¢ A

z'(tp)
(to)

| |

| |

| |
t .t | | t A |
|3 ° 1 1 1 ! i ? Ly
1 tL2 t,2 til t,1 t6 to tll 1 t
| |
I T L—T*»‘

Bild 2.7: Gewinnung zweier dquivalenter zeitdiskreter Signale durch Abtastung eines zeitkontinuier-
lichen Signals.

Die Aquivalenz zwischen zwei zeitdiskreten Signalen lisst sich auch vollig unabhéingig von
einem Abtastvorgang festlegen, und zwar mit folgender

Definition. Seien x und x' zwei zeitdiskrete Signale mit den Definitionszeitpunkten
tk =to+ kT bzw. t,=t,+kT
und den zeitdiskreten FOURIER-Transformierten X baw. )A(’, d. h.,
=T Z (te)e ™™ bzw. X’ (jw)=T Z Pl
k=—o0 k=—o0

Dann heifien die Signale = und 2’ Gquivalent, falls X und X' im Intervall (—$2/2, Q0/2) gleich
sind, d. h., falls R R
€ (—Q/2,Q/2) = X(jw) =X"(jw) . (2.14)
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass es sich bei der hierdurch definierten Relati-
on zwischen zwei zeitdiskreten Signalen tatséchlich um eine Aquivalenzrelation handelt. Im
Zeitbereich besteht zwischen zwei dquivalenten Signalen x und z’ iibrigens der Zusammenhang

o0 o0

w(te) = Y /(L) sil(te — )9Q/2] bzw. 2'(t) = > w(te)sil(ty —t)Q/2) . (2.15)

KR=—00 KR=—00

Zum Bewelis ersetzen wir in der Formel fiir die zeitdiskrete FOURIER-Riicktransformation [vgl.
(2.3)], d.h., in
1 Q/2 R )
wt) = o [ X(w)e dw,
2m ) _qs
die Spektralfunktion X durch X’ und driicken anschlieBend X’ durch die Abtastwerte a/(t.)

aus:
00

Q/2
TN (>

KR=—00

x’(t;)e_j‘“t;> e dw
Nach dem Vertauschen der Reihenfolge von Summation und Integration erhalten wir
Q/2

1 S
o(t) = o 3 x/(mT/ i t—th) g,

™ Q/2

KR=—00

und schliefllich — nach Auswertung des Integrals — eine Bestétigung fiir die Richtigkeit der
linken Formel in (2.15). Die rechte Formel in (2.15) lésst sich offenbar in entsprechender Weise
bestétigen.

2.3.6 Eine interessante Eigenschaft frequenzbegrenzter Signale

Wir betrachten ein mit w, frequenzbegrenztes zeitkontinuierliches Signal  und nehmen an,
dass dieses quadratisch iiber (oo, co) integrierbar ist. Die Grofie

w, = /_OO w(t)|2dt

o0

wird als Energie des Signals x bezeichnet. Sei dann y ein weiteres zeitkontinuierliches Si-
gnal, das ebenfalls mit w, frequenzbegrenzt und quadratisch integrierbar ist. Aufgrund der

SCHWARZschen Ungleichung
oo 2 oo oo
[ twal < [T wopa [ o

konvergiert dann auch das Integral

Way = /_ T eyt dt (2.16)

o0

das wir als Kreuzenergie der Signale x und y bezeichnen wollen?.

?Bezeichnet etwa x die (reelle) elektrische Spannung an einem Tor und y den (reellen) Strom, so stellt wy,
offenbar die iiber das Tor iibertragene elektrische Energie dar.
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Werden nun die Signale  und y unter Beachtung der Bedingung 7" < 7/w, zu den Zeit-
punkten
tr =to+ kT , kel

abgetastet, so lassen sich w, und w,, wie folgt ausdriicken:

wy, =T Z lz(th)]? bzw. wey =T Z x(te)y* (L) - (2.17)

k=—o00 k=—o00

Es sei ausdriicklich betont, dass diese Ausdriicke keine Approximationen sind, sondern exakt
gelten. Da der linke Ausdruck in (2.17) als Sonderfall (y = x) des rechten angesehen werden
kann, geniigt es, den rechten zu beweisen.

Der Beweis beruht im Wesentlichen auf der Tatsache, dass die frequenzbegrenzten Signale
x und y als Folge des Abtasttheorems durch

x(t) = Z x(tx) si[(t — tx)Q/2]
bzw. .
y(t) =Y y(te)sil(t — t)Q/2]

dargestellt werden konnen. Setzen wir diese beiden Ausdriicke in (2.16) ein, so erhalten wir
nach Vertauschen der Reihenfolge von Integration und Summation

wey = > i)y (te) /_ il — )92 sil(t — t)9/2 dt |

k=00 f=—00

Wie wir weiter unten zeigen werden, sind die beiden si-Funktionen fiir k£ # ¢ orthogonal und
fiir k& = ¢ ergibt das Integral den Wert T, d. h.

0 fiirk#/(

/_ S[(E— £0)Q/2] si[(t — 1)9/2) dt — {T ST

o0

Folglich bleiben von der Doppelreihe nur die Terme mit k£ = ¢ iibrig, so dass wir die Richtigkeit
der Bezichungen (2.17) nachgewiesen haben.
Um die erwdhnte Orthogonalitét der si-Funktionen zu zeigen, ersetzen wir in der PARSE-
vALschen Gleichung
o 1 o
| utwwa= o [ UGV e do
—00 T J-
die Funktionen w und v durch u(t) = si[(t —tx)2/2] bzw. v(t) = si[(t —t,)€2/2]. Beriicksichtigen
wir, dass U und V* durch

U(jw) = Trect(2w/Q)e 7%  bzw. V*(jw) = Trect(2w/Q)e’ "

gegeben sind, so erhalten wir schliellich das gewiinschte Resultat:

Com g T firk="¢

o0

00 2 92 )
/ St — )02 sil(t — 192 di = - Tt gy — {0 fir k76
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2.4 Die diskrete Fourier-Transformation

2.4.1 Herleitung der diskreten Fourier-Transformation

Neben der gewohnlichen (zeitkontinuierlichen) FOURIER-Transformation und der im voraufge-
gangenen Abschnitt ausfithrlich diskutierten zeitdiskreten FOURIER-Transformation spielt in
der Praxis eine weitere mit dem Namen FOURIER verbundene Transformation eine bedeutende
Rolle. Bei dieser Transformation wird sowohl die Zeit- als auch die Frequenzachse diskretisiert;
man bezeichnet sie daher als diskrete FOURIER-Transformation und kiirzt sie mit DFT ab.
Missverstindnisse, die moglicherweise wegen der Ahnlichkeit der Attribute ,, zeitdiskret* und
,diskret* auftreten konnen, 16sen sich im Zusammenhang mit konkreten Anwendungen mei-
stens auf.

Um die ZweckméBigkeit der Einfithrung der DFT zu erkennen, stellen wir uns die Aufgabe,
ein konkret vorliegendes (zeitkontinuierliches) Signal, es heifle z, spektral zu analysieren. In
der Praxis wird die Transformation dieses Signals in den Frequenzbereich geméf3

X (jw) = /_ T (e (2.18)

o0

nur in den seltensten Féllen durch direkte Auswertung des Integrals moglich sein, da ein analy-
tischer Ausdruck fiir z(¢) meistens nicht gegeben ist. Aber selbst wenn ein derartiger Ausdruck
bekannt sein sollte, wird es vielfach schwierig oder sogar unmoglich sein, das FOURIER-Integral
geschlossen zu berechnen. Héufig fithrt in diesem Fall nur eine numerische Integration zum
Erfolg. Dies trifft a priori zu, wenn aufgrund einer Abtastung die Werte des Signals nur zu
endlich vielen diskreten Zeitpunkten vorliegen.

Um zu erldautern, wie in diesem Fall die Transformation in den Frequenzbereich vorgenom-
men werden kann, nehmen wir zunéchst an, es handele sich um eine ungerade Anzahl, etwa
2n + 1, Signalwerte, die durch dquidistante Abtastung zu den Zeitpunkten

t—n7 ) t—27 t—17 t07 t17 t27 ) ln

gewonnen wurden. Die Abtastperiode, also der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden
Abtastzeitpunkten, sei durch At gegeben?®, so dass diese Zeitpunkte wie folgt charakterisiert
werden kénnen:

t,=to+vAt, v=-n, ..., =2, =1, 0,1, 2, ..., n,

wobei £ eine beliebige reelle Konstante ist, die durch eine geeignete Festlegung des Zeitnull-
punkts haufig zu Null gewahlt werden kann.

Es liegt dann nahe, das FOURIER-Integral durch eine Summe zu approximieren und diese
nur fiir diskrete Frequenzpunkte,

wpy =pAw, p=-n,..., =2, =1, 0, 1, 2,..., n
auszuwerten:
X(jwu) = > wlt,)e 7 At|. (2.19)

3Die Abtastperiode wird hier mit At bezeichnet, weil das bislang hierfiir benutzte Formelzeichen T' einer
anderen Verwendung vorbehalten bleibt.
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Zur Vereinfachung der folgenden Diskussion setzen wir ¢y = 0 voraus. Als Folge dieser Vor-
aussetzung ist X periodisch und geniigt der Bedingung

K (o) = X(ju +jQ) mit Q= % |
Da jedoch X (jw) i. allg. nicht periodisch ist, kann )Z(jwu) hochstens im Intervall (—Q/2,/2)
niherungsweise mit X (jw,) tibereinstimmen. Damit diese Ndherung maoglichst gut ist, muss
einerseits die Abtastperiode At hinreichend klein sein? und andererseits muss z(t) fiir ¢ <
—nAt und ¢t > nAt Null sein oder zumindest sehr schnell abklingen.
Die Transformationsformel (2.19) ist eindeutig umkehrbar, und zwar ist diese Umkehrung
bzw. Riicktransformation durch

I & o e
x(ty) = Dy Z X (jw,)e?r™ Aw (2.20)
pn=—n
gegeben, wobei Aw mit At geméaf3
2m
AwAt =
R TN |

verkniipft ist. Die Formel (2.20) iibernimmt gewissermafien die Rolle, die sonst die Integral-
beziehung

1 [ -
o(t) = = / X (jw)e! duw (2.21)
21 J_ o
spielt. Wir erkennen, dass z(t,) durch (2.20) periodisch fortgesetzt wird und der Bedingung

_27T

x(t,) =x(t, +T) mit T = (2n+1)At = A

geniigt. Es liegt also eine dhnliche Situation vor wie im Fall der Funktion X.
Die Integrale in (2.18) und (2.21) kénnen als Grenzwerte der Summen in (2.19) und (2.20)
aufgefasst werden. Wéhlen wir At und Aw geméf

T 27

At = —— bzw. Aw= —r—rn-—,
Von +1 o “ TV2n + 1

wobei 7 eine beliebige positive Konstante mit der Dimension der Zeit ist, so ergeben sich die
Perioden T und 2 zu

9
T=7mV2n+1 bzw. Q=22n+1.
T

Lassen wir nun n gegen oo gehen, so streben offenbar At und Aw gegen Null, wihrend zugleich
die Perioden 7" und  unbeschriankt wachsen. Mit anderen Worten, die Summen in (2.19) und
(2.20) néhern sich den FOURIER-Integralen (2.18) bzw. (2.21) an.

4Eigentlich muss die Bedingung des Abtasttheorems erfiillt sein, nach der die Abtastrate, also 1/At, min-
destens doppelt so hoch ist wie die hochste in z(t) auftretende Frequenz. D.h., z(¢) muss frequenzbegrenzt
sein. Dies steht aber im Gegensatz zu der Forderung, dass z(t) auch zeitbegrenzt sein sollte. In der Realitét
16st sich dieser Widerspruch dadurch auf, dass eine exakte Frequenzbegrenzung, die ja prinzipiell nicht erreicht
werden kann, auch nicht erforderlich ist; es muss lediglich sichergestellt sein, dass die resultierenden Fehler
hinreichend klein bleiben.
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Wenn auch die Summen in (2.19) und (2.20) nur Approximationen der entsprechenden
FOURIER-Integrale sind, so charakterisieren sie dennoch Operationen, die exakt invers zuein-
ander zueinander. Bevor wir dies beweisen, vereinfachen wir mit den Abkiirzungen

unsere Schreibweise und ersetzen das Produkt w,t, durch

2T
on—+1

wuty, = prAwAt = pv

Fiithren wir schliefllich die Grofie

5= €j27r/(2n+1)

ein, so kénnen wir den Transformationsformeln (2.19) und (2.20) die einfache Gestalt

- /AL &
X, = At Z x, 27" bzw. x)\ = / Z X,z (2.22)

v=—n p=-—n

geben.

Um zu zeigen, dass diese beiden Formeln tatséchlich invers zueinander sind, brauchen wir
nur jede der beiden Formeln in die jeweils andere einzusetzen und zu priifen, ob in beiden
Féllen eine Identitét entsteht. Setzen wir die linke Formel von (2.22) in die rechte ein, so
erhalten wir die Beziehung

1 n n
_ (A=v)
| Z Z x, 2" : (2.23)

p=—nrv=—n

Setzen wir umgekehrt die rechte Formel aus (2.22) in die linke ein, so erhalten wir bis auf
unterschiedliche Bezeichnungen die gleiche Beziehung. Aus diesem Grunde kénnen wir uns auf
den Nachweis der Richtigkeit von (2.23) beschrianken.

Zunéchst berticksichtigen wir, dass die Reihenfolge der Summenzeichen in (2.23) vertauscht
werden darf, so dass wir die Doppelsumme auch in der Form

T 2 D O 221

v=—n p=—n

schreiben diirfen. Weiter unten zeigen wir, dass die rechte Summe (einschlieBlich des Faktors
(2n 4+ 1)7') in Abhéngigkeit der Differenz A — v folgende Werte annimmt:

2.25
2n+1 0 sonst ( )

p=-n

1 z": ZW-W—{l falls A\ — v =((2n+1) , L€ Z

Setzen wir dieses Ergebnis in (2.24) ein, so bleibt nur ein Summand iibrig:

2n1+1 2”: x” 2”: SO =y

v=—n p=—n
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Somit ist die Beziehung (2.23) bewiesen, die als die zeitdiskrete Version der Gleichung

=5 / / eJ“’(t T dew

angesehen werden kann. Um den engen Zusammenhang von (2.23) mit dieser Gleichung deut-
licher erkennen zu kénnen, fithren wir die urspriinglich benutzten GroBen x(t)), z(t.), wy, tu,
At und Aw wieder ein und formen (2.23) dquivalent um in

x(ty) 27T Z Z e”’““A “WAtAw .

p=—nrv=—n

Es bleibt noch die Richtigkeit von (2.25) zu zeigen. Hierzu beachten wir zunéchst, dass die
Gleichung

2 =1 bzw. /m27/@ntl) —q

nur erfiillt ist, wenn x/(2n + 1) ganzzahlig ist, also k ein ganzzahliges Vielfaches von 2n + 1
ist. Fiir alle anderen Werte von & gilt 2% # 1.

Fiir die folgenden Schritte bezeichne k die Differenz A — v. Ist dann & ein ganzzahliges
Vielfaches von 2n + 1, so ist offenbar jedes Glied der Summe in (2.25) gleich 1 und die Rich-
tigkeit der obere Zeile von (2.25) ist bewiesen. Als néichstes sei k kein ganzzahliges Vielfaches
von 2n + 1, so dass gilt 2® # 1. Aus

n

(1 - ZI{) Z SR — e Z(n—i—l)n _ Z—m{(l - Z(Qn—i—l)n) —0

u=-—n
schlieflen wir dann . .
Z M =0 bzw. Z M) —
u=-—n u=-—n

und die Richtigkeit der zweiten Zeile in (2.25) ist bewiesen. N
Die durch die Formeln (2.19) bzw. (2.20) bewirkte Periodizitdt von x und X kommt bei
x, und X, iibrigens wie folgt zum Ausdruck:

Ty = Ty42n+1 bzw. XN = XM+2H+1 .

Da auch 2" eine entsprechende Periodizititsbedingung, namlich 2% = 2*+2"+1 erfiillt, kénnen

wir die Summationsgrenzen —n und n in (2.22) durch —n + k bzw. n + k ersetzen, wobei k
eine beliebige ganze Zahl ist. Insbesondere konnen wir also mit £ = n+ 1 und m = 2n + 1
schreiben

uv _ Nz _ pj2m/m
X, AthVz und =z, = mAtZXZ , z=e¢e : (2.26)

v=1

Man kann sich {ibrigens leicht davon iiberzeugen, dass m eine beliebige natiirliche Zahl sein
darf; m muss also nicht, wie bislang angenommen, ungerade sein.

Die beiden Transformationsformeln (2.26) definieren die sogenannte diskrete FOURIER-
Transformation. Symbolisch schreibt man fiir den Zusammenhang zwischen z, und X, auch

X, =DFT{z,} bzw. z,=IDFT{X,}. (2.27)
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2.4.2 Einige Eigenschaften der diskreten Fourier-Transformation

Héufig wird die diskrete FOURIER-Transformation ohne Bezug zur gewthnlichen FOURIER-
Transformation eingefithrt und damit ohne Bezug zur physikalischen Realitdt und zu den
Begriffen Zeit und Frequenz. Die Transformation wird dann lediglich als lineare Abbildung des
m-dimensionalen Vektorraums C™ auf sich selbst gedeutet. Fasst man etwa die Signalwerte
z, und die Frequenzwerte X, zu den m-dimensionalen Vektoren

x = [x1, Ta, T3,..., xm]T und X = [X;, Xy, Xj,..., Xm]T

zusammen, so lasst sich die diskrete FOURIER-Transformation auch durch

X=Fx bzw. z=F'X

beschreiben, wobei F' = (F},,) eine m x m-Matrix mit den Elementen F},, = At-z* ist. Man
erkennt sofort, dass die Matrix F' symmetrisch ist, also die Eigenschaft F = FT besitzt.

Die Konstante At, die fiir uns die Bedeutung der Abtastperiode besitzt, wird dann meistens
gleich 1 oder gleich 1/1/m gesetzt. Die zweite Wahl hat den Vorteil, dass zwischen den beiden
Transformationsformeln eine gréflere Symmetrie entsteht. Die Matrix F' wird in diesem Fall
unitér, so dass die Inverse, F~!, durch F* := (F,) gegeben ist; die Matrix F* wird iibrigens
Transjugierte von F genannt®.

Eine lineare Abbildung mit einer unitdren Matrix ldsst bekanntlich die EUKLIDsche Norm
unverdndert. Wéhlen wir also At = 1/y/m, so dass die Matrix F unitér wird, so gilt

X*X =x*F*Fx =x*x bzw. Z X, |2 = Z EX
M:l v=1

Dies ist die PARSEVALsche Gleichung der diskreten FOURIER-Transformation. Bezeichnet y
den m-dimensionalen Vektor, der aus den m Abtastwerten eines weiteren Signals, etwa y(t),
gebildet wird, und ist Y der zugehorige Vektor der Frequenzwerte, so gilt auch hier die allge-
meinere Form der PARSEVALschen Gleichung:

Y'X =y F'Fe=yz bzw. » XY =Y 24|
M:l v=1

Neben der PARSEVALschen Gleichung ist im Zusammenhang mit der diskreten FOURIER-
Transformation vor allem der Faltungssatz von Bedeutung. Dieser Satz, der sich prinzipiell ge-
nauso beweisen liasst wie der entsprechende Satz fiir die gewohnliche FOURIER-Transformation,
lautet wie folgt:

DFT{(z y),} = DFT{z,}DFT{y,}|.

Hierbei kennzeichnet (x *y), das sogenannte zyklische Faltungsprodukt, das definiert ist durch

(I‘ * y)l/ = quyl/—u = Zy,ﬂu—u > (228)
p=1 p=1

wobei vorausgesetzt wird, dass x, und y, periodische Folgen mit der Periode m sind.

5Da F* durch Transposition der Matrix und komplexe Konjugation der Elemente von F gewonnen wird,
bezeichnet man die zugehorige Operation als Transjugation und die resultierende Matrix als Transjugierte.
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2.4.3 Die schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Besonders effektiv lédsst sich die diskrete FOURIER-Transformation auf dem Rechner ausfiih-
ren, wenn m in moglichst viele Primzahlfaktoren zerlegt werden kann. Aus diesem Grunde
wird m, die Zahl der Abtastwerte, vielfach als Zweierpotenz gew#hlt. Der hierbei zum Einsatz
kommende Algorithmus verkiirzt die erforderlichen Rechenzeiten ganz wesentlich, und zwar
insbesondere dann, wenn m groflere Werte annimmt; typische Werte fiir m sind etwa 512,
1024 oder 2048. Man spricht in diesem Zusammenhang héufig von der schnellen FOURIER-
Transformation oder von der Fast Fourier Transform und kiirzt diese mit FF'T ab.

Zur Erlduterung des FFT-Algorithmus nehmen wir an, dass der zu transformierende Vektor
x insgesamt 2m Komponenten z,, v = 1,2,3,...2m habe, wobei 2m eine Zweierpotenz ist,
also eine Darstellung der Form 2m = 2" erlaubt mit n € N. Setzt man der Einfachheit halber
die Abtastperiode At gleich 1, so miissen zur Bestimmung der 2m Komponenten des Vektors
X = Fx folgende 2m Summen berechnet werden:

2m
Xy=) mz ™, z=e?Pm=emm =123, 2m . (2.29)
v=1
Die Matrix F' besitzt also die Form

,—1 52 L—(2m=1)
52 54 L—202m-1)
F = |
,—(@2m=1)  -2(2m-1) Z—(Qm—l)2 1
1 1 e 1 1

Bei dieser Darstellung haben wir bereits die Tatsache beriicksichtigt, dass wegen
ZTAI — oI — 1 YAeZ

alle Elemente in der letzten Zeile und der letzten Spalte der Matrix F' den Wert 1 annehmen.

Wiirde man die Komponenten des Vektors X dadurch bestimmen, dass man fiir jeden
Index p die Summe in (2.29) direkt berechnet, so miissten neben 2m(2m — 1) Additionen ins-
gesamt (2m—1)? komplexe Multiplikationen ausgefiihrt werden. Fiir den nicht aufiergewdhnlich
groen Wert von 2m = 20 = 2.048 miissten zur einmaligen Transformation des Vektors also
mehr als 4 - 10° komplexe Multiplikationen ausgefiihrt werden. Bei der folgenden Diskussi-
on werden wir uns insbesondere auf die Zahl der erforderlichen komplexen Multiplikationen
konzentrieren, da jede dieser Operationen eine wesentlich hohere Rechenzeit erfordert als eine
Addition.

Wir wollen nun zeigen, dass die diskrete FOURIER-Transformation des 2m-dimensionalen
Vektors  im Wesentlichen auf die Transformation der zwei m-dimensionalen Vektoren

X1 X2
X3 L4

x = und ' = (2.30)
Tom—1 Lom

zuriickgefithrt werden kann. Zu diesem Zweck zerlegen wir zunéichst die in (2.29) auftretende
Summe wie folgt:

m m m m
—u(2v—1 -2 -2 -2
Xy = E To,_12 MY 4 E Toyz M =2t E Toy—12~ M + E Toyz M
v=1 v=1 v=1 v=1
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Die beiden Summen auf der rechten Seite, also
m m
/ _ " — .
X, = E Toy—12,,"  und X, = E Topz ' mit 2, 1= 22
v=1 v=1

stellen offenbar die diskreten FOURIER-Transformierten der Vektoren x’ bzw. & dar. Die
Komponenten des Vektors X lassen sich durch

X, =X, +X, (2.31)

ausdriicken. Da X;L und X;: periodisch mit der Periode m sind, also fiir alle p € 7Z den
Bedingungen X /; =X /; +m bzw. X /: =X /: +m geniigen, konnen wir unter Beriicksichtigung von
MM = —z# auch schreiben

Xpem = —2"X, + X, . (2.32)

Die Groflen X /; und X /: brauchen also nur fiir 4 = 1 bis u = m berechnet zu werden. Das heifit,

Xi edm/m
1 o—>—| 0 X3
. \—1 /
Xé e]27r/m
T3 O—>— 0 X5
Xi/’; ed3m/m _]\ /
L5 O—>—— DFT ¥ X3

Tom—1 O—>—

T9g O—>—

T4 O——

6 o—>— DFT

T2m O——

Bild 2.8: Riickfithrung der FOURIER-Transformation eines 2m-dimensionalen Vektors auf die Trans-
formation zweier m-dimensionaler Vektoren.

zur Bestimmung der Komponenten des 2m-dimensionalen Vektors X reicht es, wenn wir die
beiden in (2.30) definierten m-dimensionalen Vektoren der diskreten FOURIER-Transformation
unterziehen und anschliefend die X, gemé&f (2.31) bzw. (2.32) berechnen (siehe Bild 2.8).
Hierzu miissen offenbar weitere m Multiplikationen ausgefiithrt werden®. Bezeichnen wir die

6Diese Angabe ist eigentlich etwas iibertrieben. Da z* fiir 4 = m den Wert —1 annimmt, benétigt man
genaugenommen hoéchstens m — 1 ,,echte Multiplikationen. Eine Multiplikation mit der imagindren Einheit j
ist in diesem Sinne natiirlich auch nicht als ,jechte“ Multiplikation anzusehen, denn hierbei werden lediglich
Real- und Imaginérteil vertauscht und ein Vorzeichen invertiert.
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Zahl der komplexen Multiplikationen, die fiir die diskrete FOURIER-Transformation eines m-
dimensionalen Vektors erforderlich sind, mit M (m), so konnen wir bei Anwendung des soeben
skizzierten Verfahrens offenbar fiir die Funktion M folgende Beziehung angeben:

M(2m) =2M(m) +m . (2.33)

Da wir m als Zweierpotenz vorausgesetzt haben, konnen wir fiir m > 1 das angegebene
Verfahren fortsetzen, bis m den Wert 1 erreicht. Fiir m = 1 muss offenbar keine Multiplikation
ausgefiihrt werden, so dass wir als Anfangswert fiir die Rekursionsbeziehung M (1) = 0 setzen
konnen. Fiir m = 2 erhalten wir dann M (2) = 1. Dass dieses Ergebnis korrekt ist, erkennen
wir sofort, wenn wir die Transformationsgleichungen fiir diesen Fall anschreiben:

X1:$1€]W+$2, X2:$1+$2.

Genaugenommen brauchen wir natiirlich auch hier keine echte Multiplikation auszufiihren, da
der Koeffizient /™ gleich —1 ist. Eine entsprechende Aussage gilt auch im Fall m = 4, da hier
nur Multiplikationen mit 1, j, —1 und —j auftreten.

Fiir die weiteren Zweierpotenzen erhalten wir der Reihe nach

M@®) =12, M(16) =32, M(32) =80, M(64) =192, M(128) =448 .

Es ist zu erkennen, dass M zwar starker als linear, aber wesentlich schwécher als quadratisch
mit m wichst. Man priift leicht nach, dass

M(m) = %ldm
eine geschlossene Losung der Rekursionsbeziehung (2.33) mit dem Anfangswert M (1) = 0 ist.
Die Funktion 1d bezeichnet den Logarithmus dualis, der definiert ist durch z = 2'4%. Fiir den
weiter oben erwihnten Fall m = 2.048 erhalten wir hiermit den Wert M (2.048) = 11.264, also
weniger als 3 Promille des urspriinglichen Wertes.

Die schnelle FOURIER-Transformation ist zu einem auflerordentlich wichtigen Werkzeug in
vielen Bereichen der Signalverarbeitung geworden. Wendet man die FFT an, so schreibt man
haufig

X, =FFT{z,} bzw. z,=IFFT{X,}.

Die Bezeichnung schnelle FOURIER-Transformation bzw. FFT ist allerdings nicht ganz kon-
sequent, denn die zugrundeliegende mathematische Operation ist weiterhin die diskrete FoOU-
RIER-Transformation. Dennoch hat sich diese Bezeichnungsweise in der Praxis weitgehend
durchgesetzt.

Gelegentlich wird auch der Begriff der schnellen Faltung verwendet. Es handelt sich hierbei
um einen Algorithmus, mit dem die zyklische Faltung numerisch besonders effizient durch-
gefiithrt werden kann. Hierbei werden die zu faltenden Signalfolgen, etwa x,, und y,, jeweils der
FFT unterworfen. AnschlieBend werden die zugehoérigen FOURIER-Transformierten X, und Y,
miteinander multipliziert. SchlieBlich wird mit Hilfe der IFFT das Produkt XY, zuriick in
den Zeitbereich transformiert. Formal lédsst sich dieser Vorgang wie folgt beschreiben:

(z*y), = IFFT{FFT{z,} - FFT{y,}} .
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Eine genauere Analyse zeigt, dass gegeniiber der unmittelbaren Ausfithrung der Faltung gemé&fl
(2.28) bei groBeren Werten von m die erforderliche Rechenzeit drastisch reduziert werden kann.

Ein wichtiger Aspekt, der hier gar nicht angesprochen wurde, behandelt die Frage, wie bei
einem realen Signal, das ja haufig weit mehr als 2048, 4096 oder 8192 Abtastwerte umfasst,
durch Einsatz geeigneter Fensterfunktionen eine Zeitbegrenzung vorgenommen werden muss,
um abschnittsweise eine Spektralanalyse durchfithren zu kénnen.



KAPITEL 3

Die z-Transformation

3.1 Definition der z- Transformation

Die z-Transformation spielt in der Theorie zeitdiskreter Signale und Systeme genau die gleiche
Rolle wie die LAPLACE-Transformation im Bereich der zeitkontinuierlichen Signale und Syste-
me. So wie die LAPLACE-Transformation vielfach zur Losung linearer Differentialgleichungen
eingesetzt wird, 16st man mit der z-Transformation haufig lineare Differenzengleichungen.

Um die Analogie zwischen der LAPLACE- und der z-Transformation deutlich zu machen,
fithren wir zunéchst die zeitdiskrete LAPLACE-Transformation ein, die als Verallgemeinerung
der zeitdiskreten FOURIER-Transformation aufgefasst werden kann. Ist also = ein zeitdiskretes
Signal mit den Definitionszeitpunkten

tk=to+ kT, keZ,

so definieren wir die zu x gehorige zeitdiskrete LAPLACE-Transformierte durch

X(p)=T > a(t)e ™| (3.1)

k=—o0

Stellen wir die komplexe Frequenz p in der Form p = o + jw dar, so kénnen wir, wie im zeit-
kontinuierlichen Fall, die zeitdiskrete LAPLACE-Transformierte X als FOURIER-Transformierte
des Signals z(t;)e 7% auffassen:

X(o+ jw) = Fola(ty)e "} .

Fiir die zeitdiskrete LAPLACE-Transformation kénnen dhnliche Eigenschaften angeben werden
wie fiir die zeitkontinuierliche LAPLACE-Transformation. Auch beziiglich der Existenz der zeit-
diskreten LAPLACE-Transformierten gilt Ahnliches wie im Fall der zeitkontinuierlichen Trans-
formation. Das heiffit, wenn {iiberhaupt, existiert die zeitdiskrete LAPLACE-Transformierte
haufig nur in einem Streifen parallel zur imaginédren Achse. Durch den , konvergenzerzeugen-
den“ Faktor exp(—oty) lassen sich aber viele Signale transformieren, die einer zeitdiskreten
FoUuRIER-Transformation gar nicht unterzogen werden kénnten. Andererseits konnen gewisse
Signale, wie etwa die Konstante x () = ¢ oder die Exponentialschwingung x(x) = exp(jwots),
gar nicht transformiert werden.
Die Formel fiir die zeitdiskrete LAPLACE-Riicktransformation lautet wie folgt:

1 Oc+jQ/2 R
o(t) = / K (p)e?™ dp| . (3.2)
2m a—j/2

Der durch die Grenzen a—j/2 und a+75€2/2 angedeutete Integrationsweg verlauft parallel zur
jw-Achse und liegt innerhalb des Konvergenzgebietes der LAPLACE-Transformierten X. Auf
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einen Beweis der Formel (3.2) wollen wir an dieser Stelle verzichten, zumal wir die zeitdiskrete
LAPLACE-Transformation in der hier eingefithrten Form nicht weiter verwenden werden.

In der systemtheoretischen Literatur hat sich iibrigens der Begriff , zeitdiskrete LAPLACE-
Transformation“ nicht durchgesetzt. Stattdessen verwendet man den Begriff ,, z-Transforma-
tion“. Diese Bezeichnung leitet sich daraus ab, dass man bei Einfiihrung der Transformation
den Ausdruck exp(pT') eher willkiirlich mit dem Buchstaben z abgekiirzt hat. Beim Ubergang
von der zeitdiskreten LAPLACE-Transformation zur z-Transformation wird der vor der Summe
in (3.1) stehende Faktor T hiufig weggelassen bzw. gleich 1 gesetzt'. SchlieBlich wihlt man
den Zeitpunkt ¢y zu null und schreibt statt z(t;) bzw. x(kT) nur z(k) oder gar x;. Modifiziert
man die Formel (3.1) in dieser Weise, so erhélt man mit z = exp(pT)

X(2) = Z w(k)z7F|. (3.3)

k=—o0

Man bezeichnet X (z) als die z-Transformierte des Signals x(k). Symbolisch schreibt man
hierfiir

X(z) = Z{z(k)}

oder, mathematisch préziser,
X = Z{x} .

Wie bei der LAPLACE-Transformation spricht man auch hier davon, dass ein Signal in den
z-Bereich oder den Bildbereich transformiert wird. Die z-Transformierte eines Signals wird
daher auch als Bildfunktion bezeichnet. In der Mathematik nennt man bekanntlich eine Reihe
der Form (3.3) LAURENT-Reihe (mit dem Entwicklungspunkt z = 0). Daher wére der Name
LAURENT-Transformation sicherlich sinnvoller als die Bezeichnung z-Transformation; letztere
hat sich aber international durchgesetzt.

Wir wollen zunéchst einige Eigenschaften der z-Transformation diskutieren. Zu diesem
Zweck zerlegen wir die Reihe (3.3) in zwei Potenzreihen, und zwar in

X"(2) = i z(k)z % = Zx(—k)zk
und .
X'(z) = Zx(k;)z_k .

Bei X” handelt es sich um eine Potenzreihe in der Variablen z mit dem Entwicklungspunkt
z = 0. Diese Reihe konvergiert offenbar immer fiir z = 0. Sind etwa die Koeffizienten z(—k) fiir
k € N durch z(—k) = k* gegeben, so konvergiert die Reihe sogar nur fiir z = 0. Konvergiert die
Reihe auch noch an anderer Stelle, so konvergiert sie innerhalb eines Kreises mit dem Radius

-1
R, = (lim sup v/ |x(—k;)|) :
k—o0

Dieser Radius, der sogenannte Konvergenzradius, muss iibrigens nicht endlich sein; Konvergenz
kann also auch fiir alle z € C herrschen. Beispielsweise fithrt x(—k) = k=% auf R, = cc.

'In den meisten Lehrbiichern wird iibrigens auch die zeitdiskrete FOURIER-Transformation ohne diesen
Vorfaktor definiert.



z-Transformation Definition der z- Transformation 3.1-45

Auch bei X’ handelt es sich um eine Potenzreihe, allerdings in der Variablen 1/z. Eine
derartige Reihe konvergiert entweder fiir kein z € C oder fiir alle z aulerhalb eines Kreises

mit dem Radius
R_ =limsup v/|z(k)| . (3.4)

k—o0

Falls fiir ein gegebenes Signal z(k) die Konvergenzradien R, und R_ der Bedingung
R_ <R
geniigen, existiert die z-Transformierte von z(k), und zwar in dem Ringgebiet (siche Bild 3.1)

R_<|z| < Ry.

jImz A

Bild 3.1: Konvergenzgebiet der z-Transformation fiir Ry > R_; die Radien Ry und R_ koénnen
entarten zu R4 = oo und R_ = 0.

In der Praxis ist es héufig nicht erforderlich, die Konvergenzradien mit den ,lim sup“-
Formeln, die mit den Namen CAUCHY und HADAMARD verbunden sind, zu bestimmen. In
vielen Fillen reichen die Kenntnisse iiber die geometrische Reihe, um die Konvergenz in einem
Gebiet nachzuweisen. Geniigt etwa x fiir £ > 0 der Bedingung

jx(k)] < C1Ry

wobei C und R; positive Konstanten sind, so konvergiert X’ in dem Gebiet |z| > R; absolut.
Der Beweis folgt sofort aus folgender Abschétzung, die fiir alle K € N giiltig ist:

K K k o'} k
_ Ry Ry 4 .. Rl'
z(k)z7F < Ci|—| <C —| = —=—— fir|—| <1bzw. |z| > R;.
e Y e R T I E e

Eine dhnliche Feststellung gilt auch in Bezug auf die Reihe X”. Diese Reihe konvergiert fiir
|z| < Ry, falls z fiir £ < 0 der Bedingung

|2(k)| < CaR;
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geniigt, wobei Cy und R, positive Konstanten sind. Der Beweis vollzieht sich in &hnlicher Weise
wie im zuvor diskutierten Fall, d. h., auch hier hilft eine Abschédtzung mit der geometrischen
Reihe. Die beiden Aussagen beziiglich der Radien R; und Rs bleiben iibrigens giiltig, wenn
die Konstanten C; und Cy durch C1k™ bzw. Cs|k|™ ersetzt werden, wobei n eine beliebige
natiirliche Zahl sein darf.

Um die Bedeutung der Angabe des Konvergenzgebietes zu erldautern, betrachten wir zwei
einfache Beispiele. Gegeben seien folgende zeitdiskrete Signale (siehe Bild 3.2):

0 fur k <0 -1 fir k <0
zi(k) =<1/2 firk=0 und  wo(k)=4¢-1/2 firk=0 .
1 fir k>0 0 fur k >0

Fiir die z-Transformierte X; = Z{x;} erhalten wir

) — 1 271 1 z+1
X _ — _k:— _ = >1
1(2) 2+;Z st -3 -1 M
und fiir Xy = Z{zy}
— 1 1 z 1 z+1
X —_ — — _k:__— k:——— = — <1
2(2) = =3 P 2 ;Z 2 T—= 2 z=1 Pl

Wir haben also fiir beide z-Transformierten den gleichen analytischen Ausdruck gefunden,
allerdings sind die Konvergenzgebiete der beiden Reihen verschieden. Die z-Transformierte
des Signals z; existiert nur aulerhalb des Einheitskreises und diejenige des Signals xo nur
innerhalb des Einheitskreises. Anhand dieses einfachen Beispiels erkennen wir, dass es nicht

(k) zo(k)
1

s e

—3—2—1‘ 1 2

o

Bild 3.2: Zwei einfache zeitdiskrete Signale, deren z-Transformierte durch den gleichen analytischen
Ausdruck gegeben sind.

reicht, einen analytischen Ausdruck fiir die z-Transformierte anzugeben. Auch das Konver-
genzgebiet muss mit angegeben werden, anderenfalls géibe es keine eindeutige Umkehrung der
z-Transformation. Dies ist offenbar genau die gleiche Situation, die uns im Fall der zweiseiti-
gen LAPLACE-Transformation begegnet ist. Wie wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch
sehen werden, tritt dieses Problem bei der einseitigen z-Transformation nicht mehr auf.

Die Summe der beiden Signale x; und x5 ist offenbar gleich der Signumfunktion

-1 firk<0
sgnk=<0 furk=0 .
1 fur k>0
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Zu sgn k kann keine z-Transformierte angegeben werden, da der Durchschnitt der Gebiete
|z| > 1 und |z| < 1 leer ist.

Die Bildfunktionen X; bzw. X5 deuten auch darauf hin, warum es sinnvoll war, von der
komplexen Frequenz p iiberzugehen zu der Variablen z = exp(pT'). Die Bildfunktion ist ndmlich
in diesem und in vielen anderen Féllen eine rationale Funktion in z; sie gehort damit zu einer
der einfachsten Funktionsklassen. Ausgedriickt durch p lautete iibrigens die Bildfunktion fiir
die beiden Beispiele wie folgt:

X1 (e7T) = Xy(ePT) — %coth(pT/Q) |

Ohne Beweis sei bemerkt, dass eine Reihe der Form (3.3) innerhalb ihres Konvergenzge-
bietes absolut konvergent ist und dass sie dort beliebig oft gliedweise differenziert und inte-
griert werden kann. Die z-Transformierte X ist daher innerhalb des Konvergenzgebietes eine
holomorphe Funktion. Aus der Funktionentheorie ist auch bekannt, dass eine Funktion X, die
in einem Ringgebiet

R_<|z| < Ry

holomorph ist, eindeutig in eine Reihe der Form (3.3) entwickelt werden kann.

Neben der Signumfunktion verwendet man in der Theorie zeitdiskreter Signale gerne das
(zeitdiskrete) Sprungsignal

0 firk<0
k) =4 (3.5)
1 firk>0
und den zeitdiskreten J-Impuls
1 firk=0
3(k) = { . . (3.6)
0 sonst

Zwischen u und 0 bestehen offenbar die Zusammenhénge

k

u(k) = Z d(k) und O(k) =ulk) —u(k—1). (3.7)

Wie im zeitkontinuierlichen Fall kann auch fiir den zeitdiskreten d-Impuls eine Ausblendeigen-
schaft formuliert werden, und zwar entweder in der Form

x(k)o(k) = x(0)d(k) (3.8)
oder — mit Hilfe des Summenzeichens — geméf
> a(k)d(k) = x(0). (3.9)

Fiir die z-Transformierten von w und ¢, die wir geméB U = Z{u} und A = Z{d} bezeichnen
wollen, erhélt man

U(z) = Zz_k = ZL |z] <1 bzw. A(z)=1 zeC. (3.10)

Bevor wir auf weitere Eigenschaften der z-Transformation eingehen, wollen wir uns im
néchsten Abschnitt zundchst mit dem Problem der z-Riicktransformation befassen und u. a.
eine geschlossene Formel fiir die Riicktransformation angeben.
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3.2 z-Riicktransformation
Gegeben sei eine Bildfunktion, X, die innerhalb des Ringgebietes

0<R_<|z] <Ry <

holomorph ist und deswegen dort in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden kann:

KR=—00

Um die Koeffizienten z(x) zu bestimmen, multiplizieren wir zunéchst beide Seiten der Glei-
chung mit z*~! und integrieren auf beiden Seiten lingst einer Kreislinie, €, mit dem Mittel-
punkt z = 0 und einem Radius r, der der Bedingung

R_<r<Ry

genligt:
fX(z)zk_l dz = f Z r(k)2" " dz
¢ € p=—c0

Da der Integrationsweg, wie in Bild 3.3 angedeutet, innerhalb des Konvergenzgebietes der
Reihe liegt, konnen wir die Integration mit der Summation vertauschen und schreiben

o0

fc X(2)de = 3 a(s) f ol gy

K=—00 ¢

jImz A

Bild 3.3: Integrationsweg fiir das Umlaufintegral zur z-Riicktransformation.

Wie wir weiter unten zeigen werden, ergibt die Auswertung des unter dem Summenzeichen

stehenden Integrals
0 fiir k
fz’f—”—l o= 0 Mk (3.11)
¢ 2ry firk =k
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Folglich bleibt von der Reihe auf der rechten Seite nur der Term 27jz(k) iibrig, so dass wir
fiir die z-Riicktransformation schreiben kénnen

(k) = % f; X(2)F1dz | (3.12)

Symbolisch driicken wir diesen Zusammenhang, den wir auch als inverse z-Transformation
bezeichnen, wie folgt aus:

r(k) = Z7Y{X(2)} oder, korrekter, == Z '{X}.

Wir kénnen dieses Umlaufintegral umwandeln in ein gewohnliches Integral mit einer reellen
Integrationsvariablen. Hierzu substituieren wir z = rexp(jy), dz = jzdp und integrieren

iiber 0 < p < 2m:

’f’k 2

x(k) X (re?®)e™ dp . (3.13)

Falls die Konvergenzradien R_ und R, der Bedingung
R_<1< Ry

geniigen, der Einheitskreis |z| = 1 also zum Konvergenzgebiet gehort, konnen wir r = 1
wihlen, so dass (3.13) ersetzt werden kann durch

1 2

x(k) X(e?9)el™ dyp .

Bis auf unterschiedliche Symbole ist diese Formel offenbar die gleiche, die wir im Zusammen-
hang mit den FOURIER-Reihen als Koeffizientenformel kennengelernt haben. Eigentlich war
dies auch zu erwarten, da die LAURENT-Reihe (3.3) fir z = exp(jy) in eine FOURIER-Reihe
in der Variablen ¢ iibergeht:

X (%) = Z z(k)e 7k
k=—o00
Wie angekiindigt, wollen wir nun noch die Richtigkeit der Relation (3.11) zeigen. Wir
formen auch dieses Integral mit der Substitution z = r exp(jp) und dz = jz dp in ein gewohn-
liches Integral mit der Integrationsvariablen ¢ um:

o fiir & —
f\zk—n—l dz = j,r,k—r{/ ej(k—r{)gp dQO _ 0 . .L.H' Kk 7é 0 .
¢ 0 2rg firk—rk=0

Dies entspricht offenbar der Relation (3.11).

Da die Bildfunktion in den technischen Anwendungen h#ufig eine rationale Funktion ist,
lasst sich die Riicktransformation (3.12) in diesen Féllen meistens bequem mit Hilfe des Re-
siduenkalkiils durchfithren. Wir werden uns mit diesem Verfahren im Zusammenhang mit der
einseitigen z-Transformation noch etwas ndaher befassen.

Eine andere Moglichkeit der z-Riicktransformation besteht in einer unmittelbaren Reihen-
entwicklung der Bildfunktion. Hierzu betrachten wir ein einfaches Beispiel und starten mit der
Bildfunktion

X(z) = , (3.14)
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wobei v eine von null verschiedene komplexe Konstante ist. Die Entwicklung von X im Punkt
z = 0 in eine Potenzreihe (geometrische Reihe) ergibt

X(z):—%:—;(g) =— i |z < (3.15)

k=—o00

Das Konvergenzgebiet dieser Reihe ist also das Innere des Kreises mit dem Radius |y| und
dem Mittelpunkt 0. Wird X in eine Potenzreihe im Unendlichen entwickelt, so erhalten wir

X0 =1z =2 () = E (3.16)

Der Konvergenzradius ist ebenfalls |y|; das Konvergenzgebiet ist aber das AuBere des erwihn-
ten Kreises. Die Entwicklung (3.15) fiithrt also auf das linksseitige Signal

—~k fir k<0
wk)y=4"" ]
0 fir k>0

und die Entwicklung (3.16) auf das rechtsseitige Signal

0 furk<o0
zo(k) =149 , .. :
~F fir k>0

Unter Verwendung des Sprungsignals (3.5) lassen sich die Signale z; und x5 iibrigens auch
kompakter ausdriicken:

z1(k) = [u(k) — 1]7*  bzw. xo(k) = u(k)y" .

Hat eine rationale Funktion mehrere Pole mit unterschiedlichen Betrédgen, so bestehen auch
mehrere Moglichkeiten einer Reihenentwicklung. Beispielsweise kann die Bildfunktion

X(z): 222 4 2 _ z

G121 z+2 z-1 (3.17)

in jedem der folgenden drei Gebiete in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden (siehe Bild
3.4):
G ={z:]z] <1}, Gy={z:1<]z|] <2} und &3 ={z:|z] >2}.

Beriicksichtigen wir die beiden Entwicklungen, die sich aus (3.14) ergaben, so erhalten wir
fir (3.17) folgende Reihenentwicklungen

-1

2l €e & = X(z)=-— Z [(=2)F +1] z7*

k=—o00
-1 00
2 €By = X(z)=-> (-2FF+)
k=—o0 k=0
2| € B3 = X(z)= [(=2) +1] z7" .

k=0
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JgImz A
(G
/ ®, ;
—2 1 Rez

Bild 3.4: Mogliche Konvergenzgebiete fiir die Entwicklung der Funktion (3.17).

3.3 Einige Eigenschaften der z-Transformation

Die Tatsache, dass X die z-Transformierte von x und umgekehrt = die inverse z-Transformierte
von X ist, wollen wir kennzeichen durch

ro—eX oder Xe—ozx.

Dies ist zwar das gleiche Symbol, das wir auch schon bei der FOURIER- und der LAPLACE-
Transformation benutzt haben; eine Verwechslungsgefahr besteht indes nicht, da aus dem Zu-
sammenhang eigentlich immer erkennbar ist, um welche Transformation es sich jeweils handelt.

Linearitat

Eine grundlegende Eigenschaft der z-Transformation, von der wir schon mehrfach Gebrauch
gemacht haben, ist die Linearitdt, die sich aus der Homogenitdt und der Additivitdt zusam-
mensetzt und die sich unmittelbar aus der entsprechenden Eigenschaften der Summe und des
Integrals ergibt. Die z-Transformation wird homogen genannt, weil fiir jedes transformierbare
Signal z und jede Konstante ¢ € C stets gilt

Z{cx} = cZ{x}|.

Bei der Anwendung der Additivitét, d. h.

Z{z +y} = Z2{z} + Z{y}

ist zu beriicksichtigen, dass die Signale x und y moglicherweise unterschiedliche Konvergenz-
gebiete besitzen. Uber das Konvergenzgebiet des Summensignals kann dann nur gesagt wer-
den, dass es mindestens so umfassend ist wie der Durchschnitt der beiden Konvergenzgebiete.
Wie wir im Abschnitt 3.1 gesehen haben, kann durchaus die Situation auftreten, dass die
z-Transformierte des Summensignals gar nicht existiert.

Verschiebungssatz
Um den Verschiebungssatz bequemer formulieren zu kénnen, fithren wir einen Verschiebungs-
operatur, V, ein, den wir wie folgt definieren:

Va(k) = z(k — 1) . (3.18)
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Wenden wir V n-mal hintereinander auf z an, so schreiben wir V"z und interpretieren das
Ergebnis geméf

V' (k) =x(k—n)|.

Wir konnen die Giiltigkeit dieser Beziehung offenbar ausdehnen auf alle n € Z und wollen dies
im Folgenden auch tun.
Den Verschiebungssatz der z-Transformation kénnen wir dann wie folgt formulieren:

Z{(V'z}=2""Z{z} , neZ].

Die Richtigkeit dieser Aussage ergibt sich sofort aus der Definitionsformel (3.3) durch Ver-
schiebung des Summenindex.

Komplexe Konjugation
Die Konjugation eines komplexen Signals x spiegelt sich im Bildbereich in einer Bikonjugation
der z-Transformierten wider:

ro—eX & 1 o—eX|. (3.19)

Die Bikonjugierte X ist definiert durch
X(z) =X"(z"),

wobei das Sternchen wie iiblich die komplexe Konjugation kennzeichnet. Der Beweis folgt
sofort durch Einsetzen von z in (3.3). Falls x reellwertig ist, also der Gleichung = = x* geniigt,
ist X = Z{x} gleich ihrer Bikonjugierten und umgekehrt:

r=x" < X =X|.

Eine Funktion X : C — C mit der Eigenschaft X = X wird auch als reelle Funktion bezeich-
net, da sie fiir reelle Werte des Arguments selbst nur reelle Werte annimmt:

ze€R = X(z)eR.

Wir wollen ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung der Aquivalenz (3.19) betrachten.
Gegeben sei ein reelles Signal s, das wie folgt definiert ist:

s(k) = u(k) cos(wokT + ) .

Hierbei bezeichnet u das Sprungsignal. Das Signal s ldsst sich darstellen als Realteil des kom-

plexen Signals
54 (k) = u(k)ed@okT+e)

Die z-Transformierte des Signals s, ergibt

. ejon k eja Zeja
Si(z) = e E —
z

k=0
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Somit ist die z-Transformierte von s = Res; = (x4 + z7%) durch

1

5(:) = 5 [8:2) +5.] = 5

zed® ze I ) 22 cosa — z cos(woT — a)

» — eiwoT | 5 _ g—jwoT 22 —2zcoswyT + 1

gegeben.

Multiplikation mit k
Wie bereits erwahnt, darf eine LAURENT-Reihe, etwa

k=—o0

innerhalb ihres Konvergenzgebietes gliedweise differenziert werden, so dass wir schreiben kon-
nen

d - - —k—1 1 - —k
—X(2) = k;oo ka(k)z ™! = —— k;oo kx(k)z"" .
Hieraus folgt
Z{ha(k)} = —Z%X(z) (3.20)

Als ein Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes transformieren wir das Signal ku(k),
wobei u das in (3.5) definierte Sprungsignal bedeutet. Da die z-Transformierte von u(k) durch

o0

Uz)=)Y "= sz 2> 1 (3.21)

k=0

gegeben ist, erhalten wir fiir Z{ku(k)}

Z{ku(k)} = —z% (Zjl) - (2_21)2 .

Faltungssatz
Die Faltung zweier zeitdiskreter Signale, x1 und x5, wird definiert durch

o0 o0

y(k) = > m(w)zalk — k) = Y ai(k—K)aa(K) . (3.22)

K=—00 k'=—o00

Wie im zeitkontinuierlichen Bereich spricht man von einem Faltungsprodukt und stellt den
Zusammenhang (3.22) symbolisch gemiB

Y=XT1*To2 = 2T2*Tq

dar. Es sei jetzt schon bemerkt, dass sich das Ubertragungsverhalten linearer zeitdiskreter
Systeme mit dieser Faltungsoperation beschreiben lésst.

Falls 1 und x5 transformierbar sind und der Durchschnitt der Konvergenzgebiete von
X; = Z{z1} und Xy = Z{zy} nicht leer ist, konnen wir schreiben

Z{xl * xg} = X1X2 .
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Zum Beweis dieser Beziehung nehmen wir an, dass y := x1 x x5 die z-Transformierte Y besitzt,

und schreiben . .
Y(z2) = Z Z r1(K)zo(k — K)27F .
k=—00 k=—00

Wir nehmen weiter an, dass die Reihenfolge der beiden Summenzeichen vertauscht werden
darf, so dass diese Beziehung iibergeht in

o0 o0

Y(z2) = Z x1(kK) Z zo(k —K)z7F .

K=—00 k=—o0

Unter Verwendung des Verschiebungssatzes folgt hieraus schliefflich das gewiinschte Ergebnis:

o0

Y(z) = Xs(2) Z r1(k)z7" = X1(2)Xa(2) .

Als ein einfaches Beispiele fiir die Anwendung des Faltungssatzes betrachten wir die Faltung
eines Signals x mit dem J-Impuls:

o0

(xx0)(k) = Z z(k)o(k — k) = (k) , (3.23)

KR=—00

Der zeitdiskrete 0-Impuls verhilt sich bei der zeitdiskreten Faltung also in gleicher Weise wie
die 1 bei der Multiplikation. Da die z-Transformierte des -Impulses durch Z{d} = 1 gegeben
ist, erhalten wir im z-Bereich die zu erwartende Identitét:

Z{xxd} = Z{z} .

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Faltung eines Signals x mit dem Sprungsignal:

00 k

(x*xu)(k) = Z z(k)u(k — k) = Z z(K) .

KR=—00 KR=—00

Folglich erhalten wir fiir die z-Transformierte des Signals % z(R)

KR=—00

Modulationssatz
Multiplizieren wir ein zeitdiskretes Signal x = Z~'{ X} mit 2%, so erhalten wir:

Z{x(k)2"}(2) = X(2/21)]. (3.24)

Unter der Voraussetzung, dass der Einheitskreis zum Konvergenzgebiet der z-Transformierten
X gehort und z; unimodular ist, also durch z; = €T dargestellt werden kann, folgt aus
(3.24) u. a.

Z{a (k)™ T (eT) = X (W)
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und somit eine Rechtfertigung fiir die Bezeichnung Modulationssatz. Der Beweis des Modula-
tionssatzes ergibt sich sofort nach Einsetzen des Signals x(k)z* in die Transformationsformel.
Da in der Summe die Variable z durch z/z; ersetzt wird, ergibt sich im Fall |z;| # 1 eine
Anderung des Konvergenzgebietes. Statt

R_<|z| < Ry

muss es jetzt
21| R < 2] < |z | Ry

heiflen.

Im Zusammenhang mit der einseitigen z-Transformation, der wir uns anschliefend zu-
wenden, werden wir eine wichtige Modifikation des Verschiebungssatzes behandeln und zwei
Grenzwertsétze kennen lernen.

3.4 Die einseitige z-Transformation

Wie schon erwihnt, wird die z-Transformation vielfach zur Losung linearer Differenzenglei-
chungen eingesetzt, wobei hauptsichlich sogenannte Anfangswertprobleme betrachtet werden.
Zur Behandlung dieser Probleme eignet insbesondere die einseitige z-Transformation, die &hn-
lich wie die (einseitige) LAPLACE-Transformation nur den rechtsseitigen Teil der Signale er-
fasst.

Ohne es jeweils ausdriicklich zu erwiahnen, setzen wir daher fiir den Rest dieses Kapi-
tels stets voraus, dass die auftretenden zeitdiskreten Signale rechtsseitig sind, d.h., dass sie
fiir negative Werte des Arguments stets den Wert Null annehmen. Sei also x ein derartiges
zeitdiskretes Signal. Die einseitige z-Transformierte von x ist dann definiert durch

o0

X(2)=> a(k)z"|.

k=0

Das Konvergenzgebiet dieser Reihe ist das AuBere eines Kreises, dessen Radius, R, durch

R = limsup +/|z(k)|

k—o0

gegeben ist [vgl. (3.4) und siehe Bild 3.5]. Wenn wir im Folgenden von der z-Transformation
sprechen, wollen wir hierunter stets die einseitige z-Transformation verstehen. Das Symbol
Z, das wir zunéchst zur Kennzeichnung der zweiseitigen Transformation eingefiihrt hatten,
werden wir zukiinftig fiir die einseitige z-Transformation verwenden. Die z-Riicktransformation
kann weiterhin mit der Formel (3.12) durchgefithrt werden, d.h. mit

1
o) = 5= fCX(z)zk_l =, k>0 (3.25)

Der Integrationsweg muss natiirlich auch hier innerhalb des Konvergenzgebietes verlaufen, und
zwar etwa entlang einer Kreislinie mit dem Mittelpunkt z = 0 und einem Radius r > R.

Wie angekiindigt, wollen wir an dieser Stelle kurz daran erinnern, wie das Umlaufintegral
mit Hilfe des Residuenkalkiils berechnet werden kann. Hierbei werden wir insbesondere auf
den Fall eingehen, dass als Singularitédten nur Pole auftreten, was beispielsweise bei rationalen
Funktionen gegeben ist.
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Bild 3.5: Konvergenzgebiet der (einseitigen) z-Transformation; € kennzeichnet den im Konvergenz-
gebiet liegenden Integrationsweg fiir die Riicktransformation.

Der Einfachheit halber bezeichnen wir den Integranden mit F}, schreiben also
Fi(2) = X(2)2"', k=0,1,2,...

Da Fj in dem Gebiet auflerhalb des Kreises mit dem Radius R holomorph und damit singu-
laritéitsfrei ist, liegen sdmtliche Singularitéiten, die wir als isoliert voraussetzen?, innerhalb des
Kreises. Bezeichnen wir die Singularitdten mit zy, 2o, ... z,, so kénnen wir das Umlaufintegral
durch die Summe iiber die Residuen ausdriicken und schreiben

(k) ika(z) dz =3 ResFy
¢ v=1 =

B 2mj
Ist z, ein einfacher Pol, so berechnet sich das Residuum an dieser Stelle zu

Res Fj, = lim (z — 2,) Fi(2)

z2—2zZy
Reprisentiert z, einen mehrfachen Pol der Funktion Fj, etwa der Ordnung m, so gilt

) 1 dm—l .
Res F = lim (m—Dlde [(z = 2,)" Fi(2)] -

Bei rationalen Funktion lduft die Bestimmung der Residuen im Wesentlichen darauf hinaus die
Koeffizienten einer Partialbruchzerlegung zu bestimmen. Ist etwa X durch X(z) = z/(z — 21)
und F}, somit durch

gegeben, so folgt

1 k
z(k) % = R?s Fl, = lim (2 — 21)Fy(2) = 2F .
¢ z

215 Je 2z — 21 z—z1

Liegt bei z; ein doppelter Pol und ist F} durch

Zk:

(z —21)?
?Diese Voraussetzung ist im Fall der rationalen Funktionen, deren einzige Singularititen ja Pole sind,
ohnehin erfiillt.

Fk(Z) =
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gegeben, so erhalten wir

(k) = lim %[(2 C )2 F(2)] = kA
z—21

Dieses Verfahren kann in gleicher Weise auch bei Polen hoherer Ordnung angewandt werden.
Natiirlich lasst sich auch eine geschlossene Formel angeben, etwa fiir einen Pol m-ter Ordnung.
Allerdings ist das Ergebnis nicht sehr einpriagsam, so dass wir auf die Angabe hier verzichten
wollen.

Wir haben bei diesen beiden Beispielen die Briiche so gewéhlt, dass jeweils eine Nullstelle
im Ursprung auftrat. Hierdurch wurde der Pol, der in dem Faktor z*~! fiir k¥ = 0 auftritt, von
vornherein kompensiert, so dass bei der Bestimmung der Residuen keine Fallunterscheidung
beziiglich £ = 0 und £ > 0 vorgenommen werden musste. Um eine rationale Funktion X in
derartige Partialbriiche zu zerlegen, bietet es sich an, statt X die Funktion X/z zu zerlegen
und anschliefend das Ergebnis mit z zu multiplizieren.

Die im Abschnitt 3.3 diskutierten Eigenschaften wurden zwar fiir die zweiseitige Transfor-
mation formuliert, gelten in entsprechender Weise aber auch fiir die einseitige z-Transforma-
tion. Eine gewisse Ausnahme stellt allerdings der Verschiebungssatz dar.

Modifikation des Verschiebungssatzes

Wir betrachten ein rechtsseitiges Signal  mit der z-Transformierten X. Verschieben wir x
nach rechts, so bleibt das verschobene Signal rechtsseitig und der Verschiebungssatz kann in der
diskutierten Form angewandt werden. Eine Verschiebung nach links fiihrt aber i. allg. zu einem
Verlust der Rechtsseitigkeit, so dass eine Modifikation des Verschiebungssatzes erforderlich
wird. Der Verschiebungssatz nimmt nun folgende Form an:

2" X (2) firn <0

Z{V_nx}(z> = {Zn [X(Z) _ Z:;é x(/g)z_ﬂ firn >0

Der Beweis folgt sofort durch Einsetzen des verschobenen Signals in die Formel fiir die z-
Transformation.

Als erstes Beispiel fiir die Anwendung des Verschiebungssatzes betrachten wir eine einfache
Differenzengleichung:

r(k+2)4+x(k)=0, mit 2(0)=z, x(1) = .
Die z-Transformation dieser Gleichung ergibt
2X(2) =202 =12+ X(2) =0.
Hieraus folgt

2
Toz® + 212 z z 1 .
X e e * = — .
(2) 2241 Vz—l—j—i_v Py 2<x0+3x1>

Die Riicktransformation fiithrt schliefllich auf
x(k) = y(—5)* + 7% = zg cos(km/2) + z; sin(km/2) .
Als ein weiteres Beispiel wenden wir uns noch einmal der Rekursionsbeziehung

M@2m)=2M(m)+m mit M(1)=0 (3.26)
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zu, der wir im Zusammenhang mit der schnellen FOURIER-Transformation bereits begegnet
waren [siche (2.33)]. In dieser Form lisst sich die Gleichung offenbar nicht unmittelbar mit
der z-Transformations behandelt. Da m, die Zahl der Komponenten des zu transformierenden
Vektors, gemifl Voraussetzung eine Zweierpotenz sein sollte, wollen wir m gleich m = 2F setzen
und statt M die Funktion

f(k) = M(2")

betrachten. Die Gleichung 3.26 geht dann iiber in
flk+1)=2f(k)+2F mit f(0)=0.

Durch z-Transformation dieser Gleichung erhalten wir dann

1 z
F(z)=2F bzw. F(z)= .
2F(z) (z) + yp W (2) EEDIE
Da wir F' auch darstellen kénnen durch
zd =z
Flz) = —————
(2) 2dzz2—2"

erhalten wir unter Beachtung der Eigenschaft (3.20)
(k) = k2
und somit das bereits bekannte Ergebnis

M(m) = f(ldm) = %ldm .

Grenzwertsatze

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zwei Grenzwertsétze betrachten. Der erste Satz
stellt einen Zusammenhang zwischen dem Anfangswert x(0) und dem Wert der Bildfunktion
im Unendlichen her. Gegeben sei ein rechtsseitiges Signal x mit der z-Transformierten X, d. h.

o0

X(z) = Zx(k;)z_k :

k=0

Der Signalwert z(0) ist dann offenbar gleich dem Grenzwert

z(0) = lim X (z)].

zZ—00

Dieser Satz ldsst sich wiederholt anwenden, um suksezzive die Werte (1), z(2), z(3) usw. aus
X zu bestimmen. Die Reihenentwicklung der Funktion X (z) — 2(0) lautet offenbar

X(z) —z(0) = Zx(k;)z_k =z Mz() +z(2)z  +2(3)27 2+ -] .
Somit kann z(1) geméas
z(1) = lim z[X(z) — x(0)]

zZ—00
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bestimmt werden. Zur Bestimmung des néchsten Wertes betrachten wir die Reihe
X(2) —2(0) —z(1)zt = 272 [x(2) + 2(3)z +2(4)z72---] .
Der Wert z(2) ergibt sich somit wie folgt:

x(2) = lim 22[X(2) — 2(0) — 2(1)z'] .

zZ—00

Auf diese Weise konnen offenbar auch die weiteren Werte bestimmt werden.

Der zweite Grenzwertsatz stellt einen Zusammenhang zwischen x(00) := limy_.o (k) und
dem Verhalten der Bildfunktion in der Umgebung von z = 1 her:

klim x(k) = liIIll(z —1)X(2)]. (3.27)
* S

Wie bei dem entsprechenden Satz der LAPLACE-Transformation gilt auch hier der Satz nur
unter der Voraussetzung, dass der Grenzwert z(oo) tatsichlich existiert.

Wir wollen eine Begriindung fiir den Fall geben, dass X eine rationale Funktion ist. Sollte
diese Funktion mindestens einen einfachen (oder mehrfachen) Pol, etwa z,, auflerhalb des
Einheitskreises haben, so wiirde die Riicktransformation des zugehorigen Partialbruches

F o u(k)z"

zZ— 2y v

zu einem Signal fithren, dessen Amplitude fiir & — oo exponentiell wichst. Ein Grenzwert
x(00) konnte also gar nicht existieren. Ligen alle Pole innerhalb des Einheitskreises, so wiirde
|z(k)| fiir k& — oo exponentiell abnehmen und z(oco) = 0 gelten. Damit x(k) im Unendlichen
gegen einen festen Wert strebt, darf hochstens ein Pol auf dem Rand des Einheitskreises liegen,
und zwar bei z = 1; dieser darf aber nur die Ordnung 1 haben. Hétte er eine groflere Ordnung,
so wiirde = zwar nicht exponentiell, aber dennoch (polynomiell) unbeschrinkt wachsen. Ein Pol
bei z = —1 oder ein Polpaar bei exp(+jwT’) wiirde ein oszillierendes Verhalten hervorrufen.
Wenn also z(k) fiir & — oo gegen einen festen, von Null verschiedenen Wert x(co) streben
soll, muss die Partialbruchzerlegung von X auf die folgende Form fiithren:

x(00)z a,z
X(2) = — <1.
(2) -1 + XM: (z— z,)m™ |24l
Wenn dieser Ausdruck mit (z — 1) multipliziert und anschliefend der Grenziibergang z — 1

vorgenommen wird, bestétigt sich das in (3.27) angegebene Ergebnis.
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KAPITEL 4

Lineare zeitinvariante Systeme

4.1 Zeitdiskrete Systeme
4.1.1 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Wir beschrénken uns im Folgenden auf die Behandlung von Systemen mit einem (skalaren)
Eingangssignal, z, und einem (skalaren) Ausgangssignal, y. Graphisch stellen wir ein derartiges
System durch das in Bild 4.1 gezeigte Rechteck dar. Den Zusammenhang zwischen x und y
driicken wir symbolisch durch

y = S{z} (4.1)
aus. Gelegentlich wird x auch als die Erregung oder die Ursache und y als die Antwort oder
die Wirkung des Systems bezeichnet. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die De-
finitionszeitpunkte von z und y gleich und durch ¢, = kT gegeben sind. Wir kénnen somit
die Definitionszeitpunkte durch eine ganze Zahl charakterisieren und daher fiir die Werte der
Signale x und y zum Zeitpunkt k7" einfach x(k) bzw. y(k) schreiben.

(k) y(k)

o——— S ——>—0

Bild 4.1: Zeitdiskretes System

Im Folgenden schreiben wir den Zusammenhang (4.1) gelegentlich in der mathematisch nicht
ganz korrekten, aber unter praktischen Gesichtspunkten dennoch zweckméfiigen Form

y(k) = S{x(k)} . (4.2)

Additivitat
Das System mit dem Systemoperator S heifit additiv, falls fiir zwei beliebige Eingangssignale
xr1 und s stets gilt

S{.Tl + .TQ} = S{.Tl} + S{.TQ} .

Homogenitat
Das System heift homogen, falls fiir ein beliebiges Eingangssignal x und eine beliebige Kon-
stante ¢ € C stets gilt

S{cx} =cS{x} .

Linearitat
Ist das System sowohl additiv als auch homogen, so wird es als linear bezeichnet.

61
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Zeitinvarianz
Zur bequemen Definition der Zeitinvarianz verwenden wir den in Abschnitt 3.3 eingefithrten
Verschiebeoperator V), der definiert ist durch

Vr(k)=xz(k—1).

Das System mit dem Systemoperator S heifit zeitinvariant, falls S und V vertauschbar
sind, d. h., falls
SV=VS§ (4.3)

gilt. Mit anderen Worten, wenn das Eingangssignal zeitlich um T verzogert wird, also z(k)
durch x(k—1) ersetzt wird, erscheint bei einem zeitinvarianten System auch das Ausgangssignal
um den gleichen Wert verschoben; statt y(k) tritt also y(k — 1) auf. Man kann tibrigens leicht
zeigen, dass aus (4.3) auch

Sy"=Vy"S

folgt, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.

Reelle Systeme

Bevor wir uns mit der Impulsantwort und der Ubertragungsfunktion befassen, soll noch kurz
der Begriff des reellen Systems eingefiithrt werden, da die meisten in der Praxis auftretenden
Systeme diese Eigenschaft besitzen.

Ein System mit dem Eingangssignal x und dem Ausgangssignal y heifit reell, falls ein reelles
x stets ein reelles y hervorruft, falls also stets die Implikation

*

r=z2" = y=y" (4.4)

gilt.

Zerlegt man ein komplexes Signal, z, gemiB = 2’ 4 jz" nach Real- und Imaginirteil und
gibt dies auf den Eingang eines reellen Systems mit dem Systemoperator S, so folgt aus der
Linearitét

S{z' +jr'} =8{z'V +jS{z"} und S{z' —jz"} =8{z'} —jS{z"} . (4.5)

Eine komplexe Konjugation des Eingangssignals fiithrt also bei einem reellen System zu einer
komplexen Konjugation des Ausgangssignals:

y=8{z} = y =8{z*}. (4.6)

Impulsantwort
Die Antwort des Systems auf eine Erregung mit dem zeitdiskreten d-Impuls, d. h. auf

5(k) = 1 f.L.ll"kZ:O,
0 firk#0

heiit Impulsantwort und wird mit h(k) bezeichnet:

h(k) = S{d(k)} -
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Hierbei wird vorausgesetzt, dass das System vor dem Eintreffen des Impulses in Ruhe war,
d. h., dass sdamtliche Speicher leer waren.

Antwort auf ein beliebiges Eingangssignal

Ist die Antwort auf den J-Impuls bekannt, so liasst sich als Folge der Linearitéit die Antwort
auf ein beliebiges zeitdiskretes Signal x leicht berechnen. Um dies zu zeigen, beachten wir,
dass jedes zeitdiskrete Signal x sich gemé&f3

w(k) =+ 2(=1)6(k + 1) + 2(0)3(k) + 2(1)3(k — 1) + - -

bzw.

z(k)= > (r)i(k - r)

als Summe tiber gewichtete 6-Impulse darstellen lasst [siehe (3.23)]. Machen wir dann der Reihe
nach Gebrauch von der Zeitinvarianz, der Homogenitdt und der Additivitdt des Systems so
folgt
S{0(k—r)} =h(k—kK), (Zeitinvarianz)
S{z(r)o(k — r)} = x(k)h(k — k) (Homogenitéit)

und schlie3lich

5{ > a(k)ak - m)} = > z(r)h(k —r). (Additivitit)

KR=—00 KR=—00

Das Ausgangssignal y ist also gleich der Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort:

o0

y(k) = Z x(k)h(k — k) bzw. y=xx*xh |. (4.7)

KR=—00

Da die Faltung kommutativ ist, konnen wir dieses Ergebnis offenbar auch wie folgt ausdriicken:

y(k) =Y h(k)x(k—F) |. (4.8)

k'=—o0

Man iiberzeugt sich leicht, dass das System genau dann reell ist, wenn h reell ist, wenn
also fur alle k € Z stets gilt h(k) € R.

Ubertragungsfunktion
Zur Definition der Ubertragungsfunktion eines linearen zeitdiskreten Systems erregen wir dieses
mit einem Signal der Form

x(k) = /™7

oder, allgemeiner, mit

x(k) = ePFl = & (4.9)

wobei p die komplexe Frequenz bedeutet und wobei z = e?? die Variable der z-Transformation
kennzeichnet. Falls dann das Ausgangssignal existiert, hat dieses die Form

y(k) = H(2)2"
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wobei die Grofie H, die sogenannte Ubertragungsfunktion, nur von z = e’ und keinesfalls
von k abhéngt.

Um diese Aussage zu beweisen, machen wir von der Homogenitit und der Zeitinvarianz
des Systems Gebrauch. Das aus (4.9) resultierende Ausgangssignal laute 7, d. h.

S{z"} =n(k) = n(k)=""=" .
Mit der Abkiirzung H(z, k) := n(k)z~* kénnen wir dann schreiben
S{z"} = H(z, k)" .

Als nichstes ersetzen wir das Eingangssignal durch z¥~!. Wegen der Zeitinvarianz des Systems
lautet das zugehorige Ausgangssignal

S{zF 1}y = H(z, k—1)2"1 .

Da die Verzogerung des Eingangssignals aber auch als Multiplikation des Signals z* mit 27!
interpretiert werden kann, folgt andererseits aus der Homogenitét

S{" 1} = 271S{2F} = H(z, k)21

Somit gilt
H(z,k)=H(z,k—1) VkeZ.

Die Funktion H ist also gar nicht von dem zweiten Argument abhéngig, so dass wir statt
H(z, k) einfach H(z) schreiben diirfen und unsere Behauptung bestétigt finden. Da wir als
Folge der Homogenitdt das Eingangssignal auch mit einer komplexen Konstanten, etwa X,
multiplizieren konnen und diese Konstante dann auch beim Ausgangssignal erscheint, diirfen
wir zusammenfassend schreiben:

v(k)=X2" = yk)=Y2" mit Y=H(RX |, (4.10)

wobei die Grolen X und Y als komplexe Amplituden bezeichnet werden.

Es sei daran erinnert, dass wir das Ergebnis (4.10) unter dem Vorbehalt gewonnen haben,
dass eine Antwort auf z* iiberhaupt existiert. Wir werden auf dieses Problem, das eng mit dem
Problem der Stabilitét verkniipft ist, im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch zuriickkommen.

Die Tatsache, dass ein System reell ist, spiegelt sich auch in der Ubertragungsfunktion
wider, und zwar gilt folgende Aquivalenz:

System ist reell <= H(z) = H"(z") |. (4.11)

Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir die Antwort auf die Eingangssignale x(k) = 2*

und 2*(k) = (2%)* = (2*)%

S{z"} = H(2)2" , S{(z")F} = H(z")(z")". (4.12)
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Aus (4.6) folgt andererseits wegen (2*)" = (2%)*
S{(z*)"} = H () ()" (4.13)

und somit eine Bestatigung fiir (4.11).

Falls die Antwort auf eine Erregung mit der Exponentialschwingung
x(k)=X kT

existiert, konnen wir schreiben:

(k) = XM = y(k) =Y T mit Y = H(e)X

Wegen der Linearitit des Systems kann damit die Antwort auf ein Eingangssignal, das als
Summe {iber Exponentialschwingungen dargestellt werden kann, d.h. die Antwort auf eine

Erregung der Form
x(k) = ZXuej“’”kT ,
o

wie folgt bestimmt werden:

y(k) = ZH(ej‘“”T)Xuej‘””kT )

I

Besitzt « die zeitdiskrete FOURIER-Transformierte X , so ldsst sich = geméf

1 Q/2

x(k) X (jw)e? T dw

=5 Lo

darstellen. Fasst man dieses Integral als Grenzwert einer Summe auf, so erhélt man schliellich
nach Ausfithrung des Grenziibergangs fiir y = S{z} das Ergebnis

1 [ . ~ N
y(k) = 5~ / V(w)e ™ o mit ¥ (jw) = H(eT)X (jw)
T J-q/2

Zusammenhang zwischen Impulsantwort und Ubertragungsfunktion
Setzen wir z(k) = zF in (4.7) ein, so folgt

y(k)= Y h(k)F* = { > h(k;')z—’f’}zk = Z{h(k)}2" .

k'=—o00 k'=—oc0

Falls z zum Konvergenzgebiet der z-Transformierten von h gehort, ist die Ubertragungsfunk-
tion H also durch die z-Transformierte von h gegeben:

H(z)= > h(k)z*

k=—o0
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4.1.2 Kausalitat

Im tiblichen Sprachgebrauch werden die Begriffe kausal und Kausalitit vielfach benutzt, um
einen Zusammenhang zwischen zwei Ereignissen zu kennzeichnen, um beispielsweise zum Aus-
druck zu bringen, dass jede Wirkung einer Ursache bedarf. In diesem Sinne beschreiben (4.7)
und (4.8) den Zusammenhang zwischen der Ursache x und der Wirkung y. Im systemtheo-
retischen Kontext werden die Begriffe kausal und Kausalitdt hingegen benutzt, um bei einem
unterstellten Ursache-Wirkungs-Zusammenhang auszudriicken, dass die Wirkung zeitlich nicht
vor ihrer Ursache auftreten kann. Dieses Prinzip fithrt uns bei dem betrachteten System zu
folgender

Definition: Fin System mit dem Fingangssignal x und dem Ausgangssignal y heifst kausal,
falls der Wert des Ausgangssignals zu jedem beliebigen Zeitpunkt t = kT, also die Zahl y(k),
nicht abhdngig ist von zukinftigen Werten des Fingangssignals x, sondern nur vom gegenwdrti-
gen Wert, x(k), und von den vergangenen Werten, also von x(k — 1), x(k —2), x(k — 3) etc.

Da die Impulsantwort die Wirkung des Systems auf einen Impuls ist, der zum Zeitpunkt
t = 0 auf das System gegeben wird, darf h(k) fiir & < 0 keine von Null verschiedenen Werte
annehmen, d.h., h muss rechtsseitig sein. Dass die Rechtsseitigkeit von h auch hinreichend
fir die Kausalitét ist folgt sofort, wenn die Bedingung h(k) = 0 fiir £ < 0 in (4.7) oder (4.8)
eingesetzt wird:

y(k) = Y w(w)h(k—r) =Y h(K)x(k— k).

Man erkennt, dass die zukiinftigen Werte von z(k) keinen Einfluss auf y(k) haben. Wir kénnen
somit folgendes Ergebnis festhalten:

System ist kausal. = h(k)=0 fur k<0

Die Ubertragungsfunktion eines kausalen Systems ist folglich durch eine Reihe der Form
H(z)=> h(k)z* (4.14)
k=0

gegeben. Wenn diese Reihe konvergiert, so konvergiert sie aulerhalb eines Kreises. Insbeson-
dere besitzt H im Unendlichen keine Singularitéit; H nimmt vielmehr dort den Wert
H(oo) := lim H(z) = h(0) (4.15)
Z—00
an. Die Existenz dieses Grenzwertes ist somit eine notwendige Bedingung fiir die Kausalitét.
Existiert dieser Grenzwert nicht, wie beispielsweise bei den Funktionen
2 L2 53

oder H3(z):1+i+_+_+...,

Hi(2) =z, Ha(2) TTRCTIRET

T2+ 1

so reprasentiert die jeweilige Funktion mit Sicherheit kein kausales System. Unter der Vor-
aussetzung, dass H auflerhalb eines Kreises holomorph ist, ist die Existenz des Grenzwertes
(4.15) eine hinreichende Bedingung dafiir, dass zu H eine rechtsseitige Impulsantwort angege-
ben werden kann, die ja dann ein kausales System beschreibt. Wie wir im Zusammenhang mit
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der Diskussion der z-Transformation im Kapitel 3 gesehen haben, ist die Entwicklung einer
Funktion H in eine Reihe der Form

H(z)=> h(k)z"* (4.16)

i. allg. keineswegs eindeutig. Beispielsweise kann die Funktion

1 z+1
H(z) == .
Gl=325
entweder geméf
HZ)=-+2"4+22+272+ |z > 1
oder gemaf
1 2 .3
H(z):—§—z—z — 27— 2] <1

in eine derartige Reihe entwickelt werden. Im ersten Fall erhalten wir als Impulsantwort

0 fir k <0
hi(k) =¢1/2 firk=0
1 fir k>0
und im zweiten
-1 fir k <0
ho(k) =4 —1/2 fir k=0 .

0 fur £ >0

Die rechtsseitige Impulsantwort hy beschreibt ein kausales System und hs ein nichtkausales.

Obwohl nichtkausale Systeme physikalisch nicht realisierbar sind, werden sie fiir theoreti-
sche Untersuchungen dennoch gerne verwendet.

4.1.3 Stabilitat

Wir setzen voraus, dass das System kausal ist, das Ausgangssignal somit wie folgt bestimmt
werden kann:

y(k) = h(k)z(k — k) . (4.17)

Damit y aber tatséchlich auf diese Weise ermittelt werden kann, muss offenbar die Reihe
konvergieren, d. h. der Grenzwert

K—oo

y(k) = lim > h(k)z(k — k)
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existieren. Dieses Problem héngt sehr eng mit dem der Stabilitit zusammen. Um diese zu
definieren, betrachten wir beschréinkte Eingangssignale. Ein Signal x heifit beschrdnkt, falls
eine positive Konstante M, die sogenannte Schranke, existiert, so dass

lz(k)| <M <00 VkeZ.

Wir definieren dann die Stabilitét wie folgt:

Definition: Fin (kausales) System mit der Impulsantwort h heifit stabil, falls fir jedes be-
schrinkte Fingangssignal x die Reihe (4.17) konvergiert.

Notwendig und hinreichend fiir die Stabilitét ist die absolute Summierbarkeit der Impul-
santwort, d. h. die Konvergenz der Reihe ), |h(k)|:

System ist stabil. = Z |h(k)| < oo |. (4.18)

Um zu beweisen, dass die rechte Bedingung hinreichend fiir die Stabilitét ist, sei zunéchst dar-
an erinnert, dass die absolute Konvergenz einer Reihe ihre (gewohnliche) Konvergenz impli-
ziert. Dass unter der genannten Bedingung die absolute Konvergenz der Reihe (4.17) vorliegt,
ergibt sich aus folgender Abschétzung:

> |h(r)z(k — k)| < MY (k)| < oo .

Um zu zeigen, dass die rechte Bedingung in (4.18) auch notwendig fiir die Stabilitét ist, wihlen
wir fiir ein gegebenes System das beschriankte Eingangssignal

2(k) = M sgn{h(—k)} .

Fiir y(0) erhalten wir dann

= Zh(li)l’(—li) = Mzh( )sgn{h(k)} = MZ (s

Wiire h(k) nicht absolut summierbar, so wiirde diese Reihe nicht konvergieren und y(0) konnte
nicht berechnet werden. Die absolute Summierbarkeit der Impulsantwort ist also notwendig
fiir die Konvergenz der Reihe und damit fiir die Stabilitéit des Systems.

Das Abklingen der Impulsantwort fiir & — oo ist iibrigens keine hinreichende Bedingung
fir die Stabilitdt. Beispielsweise ist ein System mit der (abklingenden) Impulsantwort

0 fir K <0
h(k) = - 4.19
(k) {k;_l fir k >0 ( )
nicht stabil, da
1 1 1
h(k)| =1
§| N=1+3 gt gt
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divergiert.

Wir kommen nun zu der Frage, wie die Stabilitét anhand der Ubertragungsfunktion zu
erkennen ist. Falls A absolut summierbar ist, konvergiert die Reihe

o0

H(z)=> h(k)z* (4.20)

k=0

fir alle z mit |z| > 1 absolut. Dies folgt sofort aus der fiir alle z mit |z| > 1 und alle & > 0
giiltigen Beziehung |h(k)z7%| < |h(k)|. Somit konvergiert die Reihe mit Sicherheit auf dem
Rand und auBerhalb des Einheitskreises. In diesem Gebiet ist die Summe

S=_|h(k)
wegen N .
[H(z)| <Y (k)= <Y |hk)| =S

eine obere Schranke fiir [H(z)|. Dariiber hinaus ist H eine analytische Funktion, und zwar
zumindest auflerhalb des Einheitskreises.

In der Praxis ist die Ubertragungsfunktion eines zeitdiskreten Systems nahezu immer eine
rationale Funktion® in der Variablen z. Als Singularitiiten treten somit nur Pole auf; wegen
der Kausalitdt aber nicht im Unendlichen. Ist das System stabil, die Impulsantwort h also
absolut summierbar, so ist, wie wir soeben gesehen haben, H fiir |z| > 1 beschrinkt; etwaige
Pole (Unendlichkeitsstellen) von H kénnen nur fiir |z| < 1 auftreten.

Auch die Umkehrung ist giiltig. Mit anderen Worten, ist H eine rationale Funktion, deren
Pole alle im Einheitskreis liegen, so stellt H die Ubertragungsfunktion eines stabilen Systems
dar.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass der betragsméfig grofite Pol den Betrag p < 1 habe.
Wird dann H in eine Potenzreihe der Form (4.20) entwickelt, so konvergiert die Reihe fiir alle 2
mit |z| > p und ist dariiber hinaus dort sogar absolut konvergent. Da wegen p < 1 der Rand des
Einheitskreises innerhalb des Konvergenzgebietes liegt, folgt insbesondere, dass die Reihe fiir
|z| = 1 absolut konvergent ist und A somit absolut summierbar. Da eine Potenzreihe innerhalb
ihres Konvergenzgebietes eine holomorphe Funktion darstellt, stellen wir zusammenfassend
fest:

System ist stabil. = H ist holomorph fiir |z| > 1 .

Mit anderen Worten:
FEin kausales System mit der rationalen Ubertragungsfunktion H ist also genau dann stabil,
wenn sdmtliche Pole von H innerhalb des Einheitskreises liegen.

17u der Impulsantwort (4.19) gehort iibrigens keine rationale Ubertragungsfunktion. Die z-Transformierte
der durch (4.19) definierten Impulsantwort lautet ndmlich

-
H(z):z%:lnzil = _In(1—z7Y). (4.21)
k=1

Das zugehorige Konvergenzgebiet ist das AuBere des Einheitskreises. Der Rand |z| = 1 gehort also nicht mehr
dazu; an der Stelle z = 1 tritt eine sogenannte logarithmische Singularitdt auf.
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4.1.4 Bausteine zur Realisierung zeitdiskreter Systeme

Das einfachste lineare System ist offenbar durch eine Gleichung der Form

y(k) = ax(k)

gegeben, wobei «a eine reelle oder komplexe Konstante ist. Ein derartiges System wird re-
préasentiert durch einen Multiplizierer, der geméfl Bild 4.2 (a) dargestellt wird. Dieses System

x : y=ax z(k) T y(k) =a(k—1)

Bild 4.2: (a) Multiplizierer mit einem konstanten Koeffizienten «; (b) Verzogerungselement mit der
Verzogerung T

enthélt keine speichernden Elemente und beeinflusst daher alle im Eingangssignal vorhande-
nen Spektralanteile in gleicher Weise, d. h., alle Spektralanteile werden gleich geddmpft oder
gleich verstiarkt. Um das Spektrum des Eingangssignals gezielt zu verformen, muss ein Sy-
stem mit einem Gedéchtnis behaftet sein, d.h., es muss speichernde Elemente enthalten. In
einer zeitkontinuierlichen elektrischen Schaltung werden diese Elemente beispielsweise durch
Kapazititen und Induktivitdten repréasentiert, wodurch in der mathematischen Beschreibung
Differentiationen nach der Zeit auftreten.

Ein zeitdiskretes Signal kann natiirlich nicht nach der Zeit differenziert werden, es kénnen
aber Differenzen, wie etwa x(k) —z(k — 1), gebildet werden. Um die in dieser Differenz auftre-
tende zeitliche Verschiebung zu realisieren, wird ein Verzogerungselement benotigt, das durch

y(k) =Vz(k) =x(k—1)

beschrieben und symbolisch gem#f Bild 4.2 (b) dargestellt wird. Die zu einem derartigen
Verzogerungselement gehdrende Ubertragungsfunktion lautet offenbar H(z) = 2.

Neben Multiplizierern und Verzogerungselementen benétigt man zum Aufbau linearer zeit-
diskreter Systeme noch Verzweigungen und Addierer. Eine Verzweigung mit einem Eingangs-

signal x und n Ausgangssignalen vy, s, ..., y, wird definiert durch
y1:y2:---:yn:gj‘
und ein Addierer mit den Eingangssignalen x1, xs, ..., x, und dem Ausgangssignal y durch

y=x1+T2+- -+, .

Die Schaltsymbole fiir diese Elemente sind in Bild 4.3 (a) und (b) dargestellt, und zwar fiir
n = 3. Gelegentlich verwendet man als Symbol fiir einen Addierer auch nur einen Knoten,
also das gleiche Symbol wie fiir die Verzweigung. Haufig ldsst man dann neben mehreren
Eingangssignalen zugleich auch mehrere Ausgangssignale zu und definiert das resultierende
Bauelement [siche Bild 4.3 (¢)], das eine Kombination aus Addierer und Verzweigung darstellt,
gemaf

N=Y2="""=Yn=T1+Ta+ "+ Ty .

Werden die bislang behandelten Elemente zu Signalflussdiagrammen zusammengesetzt, so
muss hierbei folgende Regel beachtet werden:
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(a) Y1 Iy (b)

Ys I3

Bild 4.3: (a) Verzweigung mit einem Eingangssignal und drei Ausgangssignalen; (b) Addierer mit
drei Eingangssignalen und einem Ausgangssignal; (¢) Knoten mit m Eingangssignalen und
n Ausgangssignalen

Jede gerichtete Schleife muss mindestens eine Verzogerung enthalten.

Zur Erlauterung und Begriindung dieser Aussage betrachten wir die beiden einfachen Si-
gnalflussdiagramme in Bild 4.4. Das links abgebildete Signalflussdiagramm enthélt, wie durch
die beiden roten Bogen angedeutet, zwei gerichtete Schleifen. Diese Schleifen heiflen gerich-
tet, weil sie jeweils in Signalflussrichtung durchlaufen werden kénnen. Ein Beispiel fiir eine
ungerichtete Schleife enthélt das rechts dargestellte Signalflussdiagramm. Wihrend die obere
Schleife in Bild 4.4 (a) eine Verzogerung enthilt, ist die untere Schleife verzogerungsfrei; hier-
durch ist dieses Flussdiagramm nicht realisierbar. Zur Berechnung des Ausgangssignals des

(a) 1 (b)

T
(k) (k) z
+© ! ot () .
-

Bild 4.4: (a) Signalflussdiagramm mit zwei gerichteten Schleifen, wobei die obere verzogerungsbe-

haftet und die untere verzogerungsfrei ist; (b) Signalflussdiagramm mit einer ungerichteten
Schleife
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Addierers wiirde ndmlich u. a. dieses als Eingangssignal benotigt. Liefle sich dieses Flussdia-
gramm tatsdchlich realisieren, so wiirde man iibrigens das Kausalitdtsprinzip verletzen, was
man durch eine Analyse des Flussdiagramms sofort erkennen kann. Die Berechnung des Sum-
mensignals, das ja identisch mit dem Ausgangssignal y(k) ist, ergibt

y(k) = (k) —y(k — 1) + y(k)

und weiter

ylk—1)=x(k) bzw. yk)==z(k+1).

Mit anderen Worten, das Ausgangssignal zum Zeitpunkt ¢, = kT wére gleich dem Eingangs-
signal zum Zeitpunkt t51 = tx + T'; das System konnte also in die Zukunft schauen und wére
damit nichtkausal. Die zugehorige Ubertragungsfunktion lautet iibrigens H(z) = z; sie verletzt
offenbar die Bedingung (4.15).

4.1.5 Zustandsdarstellung zeitdiskreter linearer Systeme

In den folgenden Abschnitten werden wir héufiger skalare Gréflen zu Vektoren und Matri-
zen zusammenfassen. Wie im technischen Bereich iiblich, werden wir diese Gréfien gesondert
kennzeichnen und durch Fettdruck hervorheben. Fiir den Nullvektor oder die Nullmatrix ver-
wenden wir das Symbol 0 und fiir die Einheitsmatrix 1.

Wir betrachten das in Bild 4.5 dargestellte Signalflussdiagramm, das u. a. zwei Verzoge-
rungen enthélt und daher ein System 2. Ordnung représentiert. Man iiberzeugt sich leicht,
dass dieses Diagramm keine verzogerungsfreien gerichteten Schleifen enthélt und somit reali-
sierbar ist. Beriicksichtigen wir, dass die Eingangssignale der Verzogerungen durch ws(k + 1)

(k) wy (k) w (k)

y(k)

Bild 4.5: Signalflussdiagramm eines einfachen zeitdiskreten Systems

bzw. wa(k + 1) gegeben sind, so kénnen wir dem Flussdiagramm sofort folgende Gleichungen
entnehmen:

wi(k+1)=a(k), wo(k+1)=wi(k)+ Sywak)+ Baz(k), y(k)=rywa(k).

Mit den Definitionen

e (1) A= (2 3) () e e

lassen sich diese Gleichungen dann in der Form

w(k+1) = Aw(k) +bx(k), yk)=cw(k) (4.22)
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schreiben. Man bezeichnet diese Gleichungen als die Zustandsgleichungen des Systems. Haufig
spricht man auch von der Zustandsdarstellung oder von dem Zustandsmodell. Der Vektor w
heilt Zustandsvektor oder kurz Zustand. Er reprisentiert gewissermaflen das Gedédchtnis des
Systems. Zur Erlauterung nehmen wir an, ko7 sei ein beliebig gegebener (diskreter) Zeitpunkt.
Um dann das Ausgangssignal fiir & > kg zu berechnen, benotigt man lediglich den Zustand des
Systems zum Zeitpunkt ko7', also w(ko), und das Eingangssignal x(k) fir k > ky. Sdmtliche
Spuren, die das Eingangssignal fiir k& < k¢ in dem System hinterlésst und die fiir den Verlauf
des Ausgangssignals fiir k > ko relevant sind, sind somit in dem Zustand w(ky) abgelegt.

Bevor wir auf die Berechnung des Ausgangssignals néher eingehen, wollen wir anhand
einfacher Uberlegungen zeigen, dass sich fiir jedes realisierbare System, das aus endlich vielen
Multiplizierern (mit konstanten Koeffizienten), Addierern, Verzweigungen und Verzégerungen
besteht, eine Zustandsdarstellung der Form (4.22) angeben lésst.

o—>»—1 T b—>»o
o—>»— T |—>»——o w(k + 1) w(k)
= = T F—=—o0
wp(k+1) . wy (k)

o—>»— T }—>»——o

Bild 4.6: Zusammenfassung von n skalaren Verzogerungen zu einer vektoriellen Verzogerung

Wir betrachten ein derartiges System und nehmen an, dass es die Ordnung n besitzt, also
n Verzogerungen enthélt. Wie in Bild 4.6 angedeutet, fassen wir diese n Verzoégerungen zu
einer vektoriellen Verzogerung mit dem Eingangsvektor w(k + 1) und dem Ausgangsvektor
w(k) zusammen und stellen das System durch die in Bild 4.7 gezeigte Anordnung dar. Der
mit A bezeichnete Block enthilt alle Addierer, Multiplizierer und Verzweigungen. Da gerich-
tete Schleifen nur iiber Verzégerungen gebildet werden diirfen, treten innerhalb des Blocks N
keine gerichteten Schleifen auf. Somit konnen die Komponenten des Vektors w(k+1) und das

T
w(k+1) w(k)

Bild 4.7: Zustandsmodell eines linearen zeitdiskreten Systems

Ausgangssignal y(k) als Linearkombinationen der Komponenten des Vektors w(k) und des
Eingangssignals x(k) dargestellt werden. Fassen wir die Koeffizienten dieser Linearkombina-
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tionen zu Matrizen und Vektoren geeigneter Dimension zusammen, so konnen wir schreiben

w(k +1) = Aw(k) + bz (k)

y(k) = c"w(k) + dz(k) (4.23)

Abweichend von der Darstellung in (4.22) tritt hier zusétzlich zu der Matrix A und den
Vektoren b und ¢’ die skalare GroBe d auf, die in dem zuvor betrachteten Fall gleich null war,
da es keinen verzogerungsfreien Signalpfad vom Eingang zum Ausgang gab (siehe Bild 4.5).
Benutzt man zur Darstellung der Matrix- und Vektormultiplikationen dasselbe Symbol wie

d

(k)

w(k + 1)

Bild 4.8: Detaillierteres Zustandsmodell eines linearen zeitdiskreten Systems

fir die skalare Multiplikation, so ldsst sich aus den Zustandsgleichungen (4.23) miihelos das
in Bild 4.8 gezeigte Diagramm herleiten.

4.1.6 Lo6sung der Zustandsgleichung

Bei der ersten Zeile der Zustandsgleichungen (4.23) handelt es sich um ein (inhomogenes)
Differenzengleichungssystem 1. Ordnung mit dem Zustandsvektor w(k) als unbekannte Grofle.
Als bekannt vorausgesetzt werden der Anfangszustand, also der Zustand w, := w(ko) fiir ein
beliebiges ky € Z, und der Verlauf des Eingangssignals x(k) fiir & > ky. Durch wiederholte
Anwendung der ersten Zeile der Zustandsgleichungen finden wir dann:

’w(kio + 1) = A’lUQ + bx(ko)
w(ko +2) = A’wy + Abx(ko) + b (ko + 1)
w(ky + 3) = A’wy + A%ba(ko) + Abx (ko + 1) + b (ko + 2)

Ersetzen wir nun ¢ durch k — kg, so folgt aus der letzten Zeile

w(k) = A" w, + AP br (ko) + AY 2 ba (kg + 1) + -+ - 4+ br(k — 1)
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bzw.

k—ko
w(k) = A¥Pwy+ > " A ba(k — k)| (4.24)

k=1

Dieses Ergebnis lédsst sich leicht durch Einsetzen in (4.23) verifizieren. Fiir das Ausgangssignal
erhalten wir hieraus unter Verwendung der zweiten Zeile in (4.23)

k—ko
y(k) =" A" Powo + Y " T A bk — k) + da(k) | (4.25)

k=1

Als Folge der Linearitdt der Zustandsgleichungen setzen sich der Zustand w(k) und auch
das Ausgangssignal y(k) jeweils additiv aus zwei Teilen zusammen; aus einem, der nur vom
Anfangszustand wq, abhéngt, und einem weiteren, der nur durch das Eingangssignal bestimmt
ist.
Wir betrachten den vom Anfangszustand abhéngigen Teil des Zustandes, setzen also z(k) =
0 fir k > kq:
’lU(kZ, k)o) = Ak_ko’lUQ

Um die Abhéngigkeit des Zustandes vom Anfangszeitpunkt kT deutlich zu machen, ist kg
als zweites Argument des Zustandes aufgefithrt. Damit der Anfangszustand keinen dauernden
Einfluss auf den Zustand und damit auf das Ausgangssignal behélt, fordern wir, dass w(k, ko)
fiir kg — —oo verschwindet, und zwar fiir jeden beliebigen Anfangszustand w, € C":

im w(k, ko) = lim ARy =0 Ywy € C"

0 ——00 0——00

bzw.
lim Ak'wo =0 Ywy,eC".

k—o0
Diese Forderung ist genau dann erfiillt, wenn sdmtliche Eigenwerte von A innerhalb des Ein-
heitskreises liegen, wenn also
p(A) <1 (4.26)

gilt. Hierbei bezeichnet p (A) den Spektralradius von A, d.h. den Betrag des betragsméBig
grofften Eigenwerts von A:

p(A) =max{|z| : det(z1 — A) = 0}

Dass die Bedingung (4.26) notwendig fiir das Verschwinden des Zustands ist, erkennt man
beispielsweise wie folgt. Wir nehmen an, die Bedingung sei verletzt, also mindestens ein Ei-
genwert von A, er heifle 2y, geniige der Ungleichung |zp| > 1. Als Anfangszustand wihlen wir
einen zu 2y gehorenden Eigenvektor, d. h.,

A’lUQ = ZoWyp .
Fiir A%w, erhalten wir dann
A2’lU0 =A- (A'lUQ) = Zg’lUQ

und fiir A3w,
Ag’lUQ =A- (AQ’lUQ) = Zg’lUQ
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und allgemein fiir A*w, mit k € N
Ak’lUQ = Zg’lUQ .

Fiir |20| > 1 und k& — oo strebt |A*w,| = |20|*|wy| gegen Unendlich und fiir |z| = 1 bleibt
| A¥w| konstant: |A%wqg| = |wyl, k € N.

Damit A*w fiir & — oo iiberhaupt verschwinden kann, miissen also siamtliche Eigenwerte
von A innerhalb des Einheitskreises liegen; der Spektralradius p(A) muss also kleiner als
1 sein. Dass diese Bedingung tatsédchlich auch hinreichend fiir das Bestehen der Beziehung
limy_oo A"wy = 0 ist, folgt aus der Tatsache, dass jeder Eigenwert von A”, also jede Losung
der Gleichung

det(¢1 — A" =0,

die k-te Potenz eines Eigenwerts von A ist?. Mit anderen Worten, der Spektralradius von A*
ist die k-te Potenz des Spektralradius von A:

p(A") =pt(A)

Wenn aber p(A) < 1, so streben p(A*) und somit samtliche Eigenwerte von A* fiir k — oo
gegen null. Folglich gilt die Implikation

p(A)<1 = lim A*=0

k—o0

Ergénzend sei bemerkt, dass die soeben diskutierte Frage unmittelbar mit dem Problem
der Stabilitit zusammenhingt. Damit ein System sinnvoll zur Ubertragung von Signalen ein-
gesetzt werden kann, muss der Spektralradius der Matrix A, die auch als Ubergangs- oder
Transitionsmatriz bezeichnet wird, kleiner als 1 sein, d. h. ihre sémtlichen Eigenwerte miissen
innerhalb des Einheitskreises liegen. Es handelt sich hierbei um eine elementare Stabilitétsbe-
dingung, die immer erfiillt sein muss. Nur dadurch ist sichergestellt, dass im eingeschwungenen
Zustand das Ausgangssignal nur vom Eingangssignal abhéngig ist und nicht von einem lange
zuriickliegenden Anfangszustand.

4.1.7 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Zur Bestimmung der Impulsantwort setzen wir
x(k) = (k) und w(k)=0 fir £<0.
Aus (4.25) folgt dann

h(k) = zk: cT A6 (k — k) + do(k)

k=1

2Falls A diagonalisierbar ist, also dargestellt werden kann in der Form A = PDP™!, wobei D die aus
den Eigenwerten von A bestehende Diagonalmatrix ist, ldsst sich diese Tatsache leicht beweisen. Unter dieser
Bedingung erhélt man nédmlich fiir AF
A*=PDP'PDP'PDP'... PDP ' = PD*P"'.

k—mal

Da die Diagonalelemente von D" die Eigenwerte von A* sind, folgt hieraus die aufgestellte Behauptung.
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bzw.

0 fir k<0
h(k)=1{d fir k=01. (4.27)
cTA b fir k>0

Um die Ubertragungsfunktion H zu bestimmen, setzen wir
v(k)=X2" X, 2€C ,2#0

in die Gleichung (4.23) ein und wéhlen fiir den Zustand w(k) den Ansatz
w(k) =Wz mit WeC".

Als Ergebnis erhalten wir
W = AW 2P + bX 25 .

Beachten wir z # 0, so folgt weiter
(21— AW =bX . (4.28)

Falls z kein Eigenwert von A ist, die Matrix z1 — A also regulér ist, konnen wir (4.28) von
links mit der Inversen dieser Matrix multiplizieren und daher schreiben

W =(21—-A)"'bX .

Setzen wir schlieilich z(k) = X2* und w(k) = W2* in die zweite Gleichung (4.23) ein, so
erhalten wir

mit

H(z)=c"(z21 - A)"'b+d |. (4.29)

Die Auswertung der Beziehung (4.29) erfordert nur die (endlich héufige) Anwendung der vier
Grundrechenarten. Es handelt sich daher bei der Ubertragungsfunktion H um eine rationale
Funktion. Mit dem betrachteten Zustandsmodell kann somit eine nichtrationale Funktion, wie
beispielsweise (4.21), nicht realisiert werden.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass die auf diese Weise ermittelte Ubertragungs-
funktion tatséchlich gleich der z-Transformierten der oben ermittelten Impulsantwort A ist:

Z{h)() = S hbe* = 30 T A b g LT li (4

k=0 k=1 k=0

b+d. (4.30)

Wie weiter unten gezeigt wird, liasst sich die in den eckigen Klammern stehende (geometrische)
Reihe geméif3

kz:o; (é)k =(1-2"A)7" =221~ A)"

summieren, falls |z| grofler als der Spektralradius p (A) ist. Setzen wir dieses Ergebnis in (4.30)
ein, so finden wir (4.29) bestétigt.
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Summation der geometrischen Matrizen-Reihe
Wir betrachten die Summe
K-1
> M
k=0

wobei M eine quadratische Matrix ist. Die Multiplikation dieser Summe von links mit 1 — M
ergibt

=

(1-M)Y MF=1-MF.
0

b
Il

Falls 1 kein Eigenwert von M ist und somit
det(1— M) #0

gilt, kénnen wir 1 — M invertieren und schreiben

KiM” = (1-M)'(1-M").

Dies Beziehung gilt fiir alle K > 1. Damit aber der Grenziibergang K — oo ausgefiihrt werden
kann, miissen alle Eigenwerte von M im Einheitskreis liegen, d. h., der Spektralradius p (M)
muss kleiner als 1 sein. Dann strebt M fiir K — oo gegen die Nullmatrix und wir erhalten

Ersetzen wir nun M durch A/z und beriicksichtigen
p(A)=p(zM) = |z[p(M)

so folgt

o) = 3 (2) —a-ap

k=0

Einige Eigenschaften der Ubertragungsfunktion
Die in (4.29) auftretende inverse Matrix (21 — A)~! lésst sich darstellen gemif

(21— A)7! adj(z1 — A) | (4.31)

1
~ det (21 — A)
wobei adj(z1 — A) die Adjungierte von (21 — A) bezeichnet.
Unter der Voraussetzung, dass die quadratische Matrix A die Dimension n hat, ist die
Determinante det (21 — A) ein Polynom n-ten Grades in der Variablen z:

det(z1 — A) = H(Z —2,) = 2"+ 01"+ B 4 B

v=1



Lineare zeitinvariante Systeme Zeitdiskrete Systeme 4.1-79

Der Koeffizient der hochsten Potenz ist 1 und das konstante Glied, f3,, ist gleich (—1)" det A.
Die Elemente der adjungierten Matrix sind bekanntlich mit passenden Vorzeichen versehene
(n—1)-reihige Unterdeterminanten der Matrix (21 — A). Auch diese Unterdeterminanten sind
Polynome in z, deren Grad allerdings hochstens n — 1 ist. Die Adjungierte lésst sich wie folgt
als Polynom in z mit matrixwertigen Koeffizienten schreiben:

adj(21 — A) = 2" "1+ 2" 2 Ay + 2" P Az + -+ (=1)"Madj A .

Dass der hochste Koeffizient dieses Polynoms gleich der Einheitsmatrix ist, ldsst sich leicht
durch Koeffizientenvergleich aus der Beziehung

(21— A)-adj(z1 — A) =det(21—-A) -1

ablesen, die sich unmittelbar aus (4.31) ergibt.

Die Ubertragungsfunktion H ldsst sich folglich darstellen als rationale Funktion in der
Form

cladj(z1 — A)b+d det(z1 — A)

H =
(2) det(21 — A)
bzw.
apz” a2 F "l 4+,
H(z) = , 4.32
(=) 2+ P12 B+ By (432

wobei der Koeffizient oy durch d gegeben ist. Die Tatsache, dass das Zustandsmodell ein

kausales System représentiert, kommt hier dadurch zum Ausdruck, dass der Grenzwert
H(oo) = lim = ap=d

existiert [siche (4.15)]. Die Darstellung (4.32) muss iibrigens nicht irreduzibel sein, d.h. im

Zahler und Nenner konnen gleiche Faktoren (Nullstellen) auftreten, die gekiirzt werden kénnen

und den Grad entsprechend reduzieren. Die Polstellenmenge von H ist aber stets eine Teil-
menge der Eigenwerte von A, also der Nullstellen von det(z1 — A):

{z: z ist Polstelle von H} C {z : z ist Eigenwert von A} .

Da der Spektralradius p(A), also der Betrag des betragsmifig grofiten Eigenwerts von A,
im Interesse der Stabilitdt kleiner als 1 sein muss, liegen somit sémtliche Polstellen von H im
Einheitskreis.

Setzen wir voraus, dass die Darstellung (4.32) irreduzibel ist, so wird die Ubertragungsfunk-
tion durch insgesamt 2n + 1 Koeffizienten festgelegt. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch davon, dass man zur Festlegung des Ubertragungsverhaltens 2n + 1 Freiheitsgrade zur
Verfiigung hat. Das Zustandsmodell mit der Ubergangsmatrix A, den Vektoren b und ¢ und
dem Skalar d enthilt hingegen insgesamt (n+ 1)? Parameter bzw. Freiheitsgrade. Kénnte man
an all diesen Parametern Einstellungen vornehmen, so hitte man insgesamt (n + 1) ,Stell-
schrauben* zur Verfiigung um eine rationale Funktion festzulegen, in der nur 2n+ 1 Parameter
auftreten.
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Erginzend sei bemerkt, dass die Ubertragungsfunktion H unveriindert bleibt, wenn der
Zustand w regular transformiert wird, d.h., wenn w durch w = Tw ersetzt wird, wobei
T eine regulédre, also invertierbare Matrix ist. Um dies zu zeigen, beachten wir, dass die
Zustandsgleichungen mit dem ,neuen® Zustand w durch

Tw(k +1) = ATw(k) + bz (k)
y(k) = " Tw(k) + dx(k)

bzw.

w(k+1) = Aw(k) + bx(k)
y(k) = &' w(k) + dz(k)
mit B N
A=T'AT, b=T"% und ¢é' =c'T
gegeben sind. Hieraus folgt dann

H(z)=¢"(z21— A) 'b+d=c"T(z21 =T 'AT) 'T'b+d
=c'(z1-A)"'b+d,

also die gleiche Ubertragungsfunktion wie zuvor.

Im folgenden Abschnitt wollen wir einfache Signalflussdiagramme herleiten, die zur Reali-
sierung einer Ubertragungsfunktion n-ten Grades genau n Verzoégerungen und 2n + 1 Multi-
plizierer bendtigen.

4.1.8 Kanonische Signalflussdiagramme

Zur Herleitung kanonischer Signalflussdiagramme gehen wir von einer Ubertragungsfunktion
der Form (4.32) aus und dividieren Zé&hler und Nenner durch 2", stellen also H geméf}

dar, wobei die Polynome a und b durch
a(z)=ag+arz M a4 F "

bzw.
bz ) =148z 4+ Boz 2+ 4 Bz "

gegeben sind. Im Interesse der Stabilitit muss gewéhrleistet sein, dass die Nullstellen von b
im Einheitskreis liegen, d. h., aus b(z~1) = 0 muss stets |z| < 1 folgen.

Nichtrekursive Systeme
Wir betrachten zunéchst den Fall b = 1, d.h. 6, = ( = --- = [, = 0. Beriicksichtigt
man Y = HX, wobei X und Y die komplexen Amplituden des Eingangssignals x bzw. des
Ausgangssignals y bezeichnen, so ldsst sich hieraus folgender Zusammenhang zwischen X und
Y angeben:

Y =(ap+oaz t +apz 2+ +az™X .
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x T T > — —>» T

&%) a7 %) (7%

< < —_—
- -

Bild 4.9: Aus (4.33) folgendes kanonisches Signalflussdiagramm

Da z~! die Ubertragungsfunktion eines Verzégerungselementes ist, folgt aus dieser Beziehung
sofort die Gleichung

y(k) = ooz (k) + arz(k — 1) + awz(k —2) + - - + az(k — n) (4.33)

und hieraus das in Bild 4.9 dargestellte Signalflussdiagramm. In diesem Diagramm treten
offenbar keine gerichteten Schleifen und somit keine Riickkopplungen auf, so dass keine rekur-
siwen Berechnungen notig werden. Ein Signalflussdiagramm mit dieser Eigenschaft wird als
nichtrekursiv bezeichnet. Man sagt auch, das Diagramm habe eine nichtrekursive Struktur,
oder, es représentiere ein nichtrekursives System. Da die Impulsantwort dieses Systems, also

0 firk<0
h(k) =< ap firk=0,1,2,...,n ,
0 firk>n

von endlicher Dauer ist, bezeichnet man ein derartiges System haufig auch als FIR-System,
wobei FIR fiir finite impulse response steht. Ein FIR-System ist offenbar immer stabil, weil die
Impulsantwort h nur aus endlich vielen Werten besteht und daher stets absolut summierbar
ist. Dies ist auch anhand der Ubertragungsfunktion erkennbar, da diese einen n-fachen Pol im
Ursprung besitzt.

Aus der Bezichung (4.33) kann man ein weiteres Diagramm herleiten (siehe Bild 4.10),
das zwar auf den ersten Blick sehr &hnlich dem Diagramm in Bild 4.9 ist. Bei genauerem
Hinsehen werden aber Unterschiede deutlich. Im ersten Diagramm durchlauft das Signal x

Y T T ——q T

Qp (o451 2 (67

X - > > — —

Bild 4.10: Weiteres aus (4.33) folgendes Signalflussdiagramm

die gesamte Verzogerungskette und wird hierbei zwar sténdig verzogert, aber nicht weiter
verdndert. Im zweiten Diagramm wird das durch die Verzogerungskette iibertragene Signal an
jedem Knoten zwischen den Verzogerungen additiv verédndert. Die beiden Diagramme gehen
iibrigens durch sogenannte Signalflussumkehr auseinander hervor. Bei dieser Operation wer-
den die Signalflussrichtungen in allen Zweigen umgekehrt; zugleich miissen die Addierer durch
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Verzweigungen und die Verzweigungen durch Addierer ersetzt werden. Als weitere Konsequenz
tritt beim zweiten Diagramm das Eingangssignal x unten und das Ausgangssignal y oben auf.

Rekursive Systeme
Wir verlassen nun wieder den Sonderfall b = 1 und nehmen an, b sei ein Polynom in 2z~ vom
Grade n > 0. Den Zusammenhang zwischen X und Y stellen wir dann dar in der Form

b(z Y =al(z"hHX .

Driicken wir die Polynome durch ihre Koeffizienten aus und ordnen die resultierenden Terme
entsprechend dem HORNER-Schema, so finden wir

V=aX+z ' (X =Y +2" (X Y+ - +z2 (X =05Y)-)) . (434

Hieraus ldsst sich dann ohne Schwierigkeiten das in Bild 4.11 gezeigte Diagramm herleiten.
In diesem Diagramm treten insgesamt n gerichtete Schleifen und somit mehrfache Riickkopp-

o
x o—»—o—»—O—»—I > ———o0 U
Y T Y
Qg —51
Y T Y
(0% — 3

(079 - ﬁn

Bild 4.11: Aus (4.34) folgendes Signalflussdiagramm

lungen auf, so dass rekursive Berechnungen erforderlich werden. Aus diesem Grunde wird das
Signalflussdiagramm als rekursiv bezeichnet. Man spricht auch von einer rekursiven Struktur
oder von einem rekursiven System. Abgesehen von Sonderfillen, ist die Impulsantwort eines
derartigen Systems von unendlicher Dauer. Deshalb wird ein derartiges System haufig auch
IIR-System genannt, wobei IIR fiir infinite impulse response steht.

Das Diagramm in Bild 4.10 ist iibrigens als Sonderfall in diesem Diagramm enthalten; wir
brauchen nur die Koeffizienten 31, (s, ..., (8, gleich null zu setzen.

Zur Herleitung eines weiteren Diagramms fithren wir zunéchst ein Hilfssignal, v, ein und
ordnen diesem die komplexe Amplitude V' zu, die wir geméaf3

1
V = WX bZW. (1 -+ /612_1 + 522_2 + -+ ﬁnz_n>v = X (435)
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definieren. Die komplexe Amplitude des Ausgangssignals, also Y, ist dann durch
YV=a(z" )V bzw. Y =(ag+az ' +az >+ + a2 ")V (4.36)
gegeben. Aus diesen beiden Beziehungen ldsst sich das Diagramm in Bild 4.12 herleiten. Auch

l

(079 - ﬁn

Bild 4.12: Aus (4.35) und (4.36) folgendes Signalflussdiagramm

hierbei handelt es sich offenbar um eine rekursive Struktur. Man {iberzeugt sich leicht, dass
dieses Flussdiagramm durch Signalflussumkehr aus dem Diagramm in Bild 4.12 gewonnen wer-
den kann. Aus diesem Grunde enthélt auch dieses Diagramm insgesamt n gerichtete Schleifen.
Fiir 6y = B2 = -+ = 3, = 0 tritt als Sonderfall offenbar die nichtrekursive Struktur aus Bild
4.9 auf.

Man bezeichnet die beiden Signalflussdiagramme, die in den Bildern 4.11 und 4.12 dar-
gestellt sind, auch als direkte Strukturen, da sie direkt aus der Ubertragungsfunktion folgen.
Die Koeffizienten der Ubertragungsfunktion sind genau die gleichen Koeffizienten, die in den
Diagrammen auftauchen. Damit ist die Zahl der Freiheitsgrade in der Ubertragungsfunktion
und in jedem der beiden Flussdiagramme gleich. Signalflussdiagramme, die diese beiden zu-
letzt genannten Eigenschaften besitzen, bezeichnet man als kanonisch.

Bemerkungen zu den direkten Strukturen

Trotz ihrer bestechenden Einfachheit sind die direkten Strukturen nur von geringer Bedeu-
tung fiir die Praxis, da sie entscheidende Nachteile haben, und zwar insbesondere dann, wenn
Systeme hoherer Ordnung realisiert werden sollen.

Diese Nachteile werden erkennbar, wenn man beachtet, dass die Systeme digital realisiert
werden und dass sowohl die Wortlédngen der Koeffizienten als auch die der Signale endlich sind.
Als Folge miissen die Koeffizienten und die Signale quantisiert werden. Wéahrend die Quantisie-
rung der Koeffizienten nur zu sogenannten Einstellfehlern fithren, ldsst sich die Quantisierung
der Signale als nichtlineare Operation interpretieren.
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Obwohl die Einstellfehler in der Gréflenordnung der niedrigstwertigen Binérstelle liegen,
konnen die Auswirkungen auf das Ubertragungsverhalten sehr gravierend sein. Dies hingt
damit zusammen, dass die Nullstellen eines Polynoms hoherer Ordnung auflerordentlich emp-
findlich auf Anderungen der Koeffizienten reagieren.

Die nichtlinearen Effekte, die durch die Quantisierung der Signale hervorgerufen werden,
fithren insbesondere bei Systemen hoherer Ordnung zu einem Verlust der Stabilitdt und zu
sogenannten parasitdren Schwingungen.

Bemerkungen zur Signalflussumkehr

Wie bereits erwahnt, besteht zwischen den Signalflussdiagrammen, die in den Bildern 4.11 und
4.12 dargestellt sind, ein enger Zusammenhang, und zwar geht eines der beiden Diagramme
durch Signalflussumkehr aus dem jeweils anderen hervor. Man bezeichnet diesen Ubergang
auch als Transposition. Um diese Begriffsbildung zu erldutern, nehmen wir an, die Zustands-
darstellung des Diagramms in Bild 4.11 sei durch

w(k +1) = Aw(k) + bz (k)
y(k) = ctw(k) + dx(k)

gegeben, wobei der Zustandsvektor w aus den Signalen an den Ausgéngen der Verzégerungen
gebildet wird. Fasst man die Matrix A und die Vektoren b und ¢ sowie den Skalar d zu der

Matrix A b
s=(a 3)

zusammen, so lassen sich die Zustandsgleichungen auch wie folgt schreiben:

(w(k; + 1)) _g (w(k:))
y(k) x(k))
Werden die Zustandgrofen in dem durch Flussumkehr gewonnenen Diagramm in Bild 4.12
zu einem Vektor w zusammengefasst, so lautet die zugehorige Zustandsdarstellung

(ﬁ(k:—l— 1)) B (AT c) (i[z(k:)) byw (i[z(k:+ 1)) _gT (i[z(k:))
y(k) o' d) \ (k) ‘ y(k) z(k))
Die Signalflussumkehr spiegelt sich also in einer Transposition der Matrix S wider. Man

kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Ubertragungsfunktion H hierdurch nicht verindert
wird. Stellt man nédmlich H gemé&f3

H(z)=c"(21 - A)"'b+d

dar und transponiert (die skalare GroBe) H, die sich ja hierdurch nicht dndert, so findet man
den Ausdruck
H(z)=b"(21 - A")"e+d.
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4.2 Zeitkontinuierliche Systeme

4.2.1 Vorbemerkungen

Auch in diesem Abschnitt werden wir uns auf die Behandlung von Systemen mit einem Ein-
gangssignal, x, und einem Ausgangssignal, y, beschrinken. Diese Signale sind, zumindest prin-
zipiell, zu allen Zeitpunkten, d. h. fiir alle ¢ € R, definiert. Da die Menge der reellen Zahlen
auch als Kontinuum bezeichnet wird, bezeichnet man diese Signale als zeitkontinuierlich. Sind
das Eingangs- und das Ausgangssignal eines Systems zeitkontinuierlich, so iibertrigt man das
Attribut auch auf das System und spricht von einem zeitkontinuierlichen System.

(t) s y(t)

Bild 4.13: Zeitkontinuierliches System

Wie im zeitdiskreten Fall stellen wir auch im zeitkontinuierlichen ein System graphisch
durch das in Bild 4.13 gezeigte Rechteck dar. Den Systemoperator bezeichnen wir wieder mit
S und schreiben daher symbolisch

y=8{z} .
Da, wie bereits erwéhnt, die Signale z und y Funktionen der Zeit ¢ sind, schreiben wir gele-
gentlich diesen Zusammenhang auch in der (mathematisch nicht ganz korrekten) Form

y(t) = S{z(t)} .

Linearitat

Die Additivitdt und die Homogenitdt und folglich die Linearitdt des zeitkontinuierlichen Sy-
stems werden in gleicher Weise definiert wie im Fall des zeitdiskreten Systems. Das System
heiflt also additiv, falls S fiir alle zulédssigen Eingangssignale x; und x5 der Bedingung

S{z1 + 2o} = S{z1} + S{ao}
geniigt, und homogen, falls fiir alle ¢ € C stets
S{cx} = cS{z}
gilt.

Zeitinvarianz

Das System wird zeitinvariant genannt, falls eine beliebige zeitliche Verschiebung des Ein-
gangssignals, etwa um %y, sich in einer gleichen Verschiebung des Ausgangssignals widerspie-
gelt:

y(t —to) = S{z(t —to)} .

Reelle Systeme
Wie im zeitdiskreten Fall bezeichnet man ein System als reell, falls ein reelles Eingangssignal
stets ein reelles Ausgangssignal impliziert.
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4.2.2 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Impulsantwort

Zur Berechnung des Ubertragungsverhaltens eines zeitkontinuierlichen Systems beschreiten
wir wie im zeitdiskreten Fall zwei unterschiedliche, aber dennoch dquivalente Wege. Der erste
Weg fiihrt uns iiber die Reaktion des Systems auf den DIRAC-Impuls und macht dann von der
Tatsache Gebrauch, dass ein nahezu beliebiges Signal x : R — C geméf

o(t) = /_OO 2(F)(t — 7) dr

o0

bzw.

o0

xz(t) = lim z,(t) mit x,(t) = Z 2(1)0n(t —T)AT, T, =vAT, ATr=T/n (4.37)

dargestellt werden kann, wobei 1" eine beliebige positive Konstante und ¢,, ein beliebiger Re-
prasentant der d-Funktion ist, d. h.

lim dp(T)dr = :
1 firt>0

n—oo
—00

t {0 furt <0

Wihlen wir zur Darstellung des  -Impulses eine Rechteckfolge mit

5.(t) = {n/T fir |t| < Ar/2 =T/(2n)

0 sonst

)

so approximiert die Summe in (4.37), wie in Bild 4.14 angedeutet, das Signal x durch eine
Treppenfunktion, x,. Je grofler der Index n gewéhlt wird, je schmaler also der Impuls 9,, wird,
um so genauer wird x durch z,, angenéhert.

z(t), z,(t) A x(1,)0n(t — 7)) AT
xn(t) > AT = x(t)

e \/

/// N\ _
/

Bild 4.14: Anniherung eines zeitkontinuierlichen Signals, x, durch eine Treppenfunktion, x,

Um das Ausgangssignal zu berechnen, bestimmt man zunéchst h,, = §{d,}. Die auf diese
Weise definierte Folge h := {h,} stellt eine verallgemeinerte Funktion dar, die als Impulsant-
wort bezeichnet wird:

h=8{5}
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R
Il Il L 4 O]
+
x <> == l Y
® O

Bild 4.15: Einfaches System

Héufig wird fiir n — oo die Folge h,, sogar gegen eine gewthnliche Funktion konvergieren. Als
ein Beispiel fiir diese Situation betrachten wir das einfache System in Bild 4.15. Der obere
Teil des Bildes 4.16 zeigt vier verschiedene Eingangssignale x und der untere Teil die entspre-
chenden Systemreaktionen. Die Rechteckimpulse d,, haben zwar unterschiedliche Breiten und

Hohen, aber gleiche Fléachen.

/ "

/ "
>
—t;  —ty —t3  t3 ts t t

I,
/ heo = h = 8{6}
hs = S{03}
hy = S{02}

ﬂZ 7 = s{a)

AT N

-t  —ta —13 t3 t2 t1 t

Bild 4.16: Zur Darstellung der Impulsantwort 4 durch eine Folge h,, = S{d,,}

Mit Blick auf (4.37) machen wir der Reihe nach Gebrauch von der Zeitinvarianz, der
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Homogenitdt und der Additivitéit des Systems:
S{on(t —7)} = ha(t — 1) , (Zeitinvarianz)
S{z(1,)0n(t — 1)} = 2(T)hn(t — 70) (Homogenitét)

und schlie3lich

V=—00 V=—00

S{z, ()} =S { Z x(7,)0n(t — TV)AT} = Z (1) hn(t — 7)AT . (Additivitét)

Mit dem Grenziibergang n — oo geht x, iiber in x, h, in A und die rechte Summe in das
Integral

y(t) = /_ T (DRt — 1) dr = / T h()a(t— ) dr | (4.38)

o0 —00

Das Ausgangssignal ist also gleich der Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort:

y=xxh=hx*xx

Dieses Ergebnis ist offenbar das gleiche, das wir im zeitdiskreten Fall erhalten hatten. Aller-
dings wurde dort die Faltung mit Hilfe einer Summe definiert.

Man {iberzeugt sich leicht, dass ein System mit der Impulsantwort i genau dann reell ist,
wenn h reell ist, wenn also fiir alle ¢ stets gilt h(t) € R.

Ubertragungsfunktion
Der zweite Weg zur Berechnung des Ubertragungsverhaltens basiert auf der Tatsache, dass
ein lineares System, das mit einem Signal der Form

z(t) = &I

oder allgemeiner

z(t)y=e", peC (4.39)
erregt wird, mit einem Signal der gleichen Form antwortet, ndmlich mit
y(t) = H(p)e™ .

Die Grofle H, die nur von der komplexen Frequenz p und insbesondere nicht von x abhéngt,
heiBt Ubertragungsfunktion.

Um die Richtigkeit dieser Aussage zu zeigen, benotigen wir nur die Zeitinvarianz und die
Homogenitdt des Systems. Wir nehmen also an, dass das System mit dem Signal (4.39) erregt
wird und dass das zugehorige Ausgangssignal, es heifle n(t), existiert:

S{e"} =mn(t) .

Da eP! niemals 0 wird, kénnen wir schreiben

S{e"} =n(t) = n(t)e™™e” = H(p,t)e” .
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Wir betrachten nun die Antwort auf e?*=%) wobei ¢, eine beliebige reelle Konstante bedeuten
soll. Beriicksichtigen wir die Zeitinvarianz, so erhalten wir

S{eP10Y = H(p, t — to)ert1) . (4.40)

Die zeitliche Verschiebung um ¢y kann aber auch als Multiplikation des Eingangssignals mit
der komplexen Konstanten e P! interpretiert werden, so dass wegen der Homogenitéit auch

S{ert=10)} = ¢ P S{cP} = H(p, t)eP—t0) (4.41)

gelten muss. Da t, eine beliebige reelle Konstante ist, schlieen wir aus (4.40) und (4.41), dass
H gar nicht von der Zeit abhéngt und nur, wie oben behauptet, eine Funktion der komplexen
Frequenz ist. Wegen der Homogenitét des Systems konnen wir das Eingangssignal auch mit
einer beliebigen komplexen Konstanten X multiplizieren und daher schreiben:

r(t)=Xe" = ylt)=Ye” mit Y =H(@pX |. (4.42)

Auf die Frage, ob ein System reell ist oder nicht, gibt folgende Aquivalenz eine Antwort:

System ist reell <= H(p) = H*(p")

Diese Aussage kann in gleicher Weise bewiesen werden wie die Aquivalenz (4.11).

Falls das System mit der Exponentialschwingung
z(t) = Xl

erregt wird, erhalten wir:

r(t) = X' = yt)=Ye mit YV = H(jw)X

Wegen der Linearitit des Systems kann damit die Antwort auf ein Eingangssignal, das als
Summe {iber Exponentialschwingungen dargestellt werden kann, d.h. die Antwort auf eine

Erregung der Form
x(t) = ZXuej“’“t ,
o

wie folgt bestimmt werden:
y(t) =Y H(jwa) Xpe? .
"
Ist x als FOURIER-Integral

1 [~ -
x(t) = %/ X(jw)e’ dw

darstellbar und fassen wir dieses Integral als Grenzwert einer Summe auf, d. h.

o0

1 .
x(t) = o Ali)IEO Z X(jw)e™" Aw , w, =vAw, Aw >0, (4.43)

V=—00
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so erhalten wir weiter
1 .
y(t) = — lim Z H(jw,)X (jw, )& Aw .

und schliellich nach Ausfithrung des Grenziibergangs

o0

W) =5 [ YUl do mit V(i) = Hj)X (o)

o0

Zusammenhang zwischen Impulsantwort und Ubertragungsfunktion
Wir setzen x(t) = e?* in das rechte Integral der Gleichung (4.38) ein und erhalten

y(t) = /_OO h(T)ePt=") dr = Pt /OO h(T)e " dr = e’ L{h}(p) .

o0 —00

Falls p zum Konvergenzgebiet des LAPLACE-Integrals gehort, die LAPLACE-Transformierte
der Impulsantwort also existiert, gilt erwartungsgeméfl

Hip) = /_ T he dt

o0

4.2.3 Kausalitat

Zur Bedeutung des Begriffs Kausalitéit sei auf die kurzen Ausfithrungen zu Beginn des Ab-
schnitts 4.1.2 verwiesen. Diese beziehen sich zwar auf zeitdiskrete Systeme, sie gelten aber in
entsprechender Weise auch fiir zeitkontinuierliche. Zur Festlegung der Kausalitdt eines zeit-
kontinuierlichen Systems verwenden wir folgende

Definition: Fin System mit dem FEingangssignal x und dem Ausgangssignal y heifst kausal,
falls der Wert des Ausgangssignals zu jedem beliebigen Zeitpunkt t1 € R, also die Zahl y(ty),
nicht abhdngig ist von zukinftigen Werten des Fingangssignals x, also nicht abhdngig ist von
x(t) firt > ty, sondern nur von x(t) firt <t;.

Wie im zeitdiskreten Fall ist das System genau dann kausal, wenn die Impulsantwort
rechtsseitig ist:

System ist kausal. = h(t)=0 fir ¢t<0 |. (4.44)

Die Bedingung ist offenbar notwendig, da h die Antwort auf einen Impuls ist, der zum
Zeitpunkt ¢ = 0 wirksam ist. Um zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, zerlegen
wir zunéchst das rechte Integral in (4.38) wie folgt:

y(t) = / h)a(t — 1) dr + /0 S h)alt— 1) dr

Falls h rechtsseitig ist, also h(0) = 0 fir ¢ < 0 gilt, fallt das linke Integral weg und das
Ausgangssignal ist durch

t

y(t) = /OOO W)t — ) dr — / 2(F)h(t — 1) dr

—00
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gegeben. Man erkennt sofort, dass nur vergangene Werte von z auf das Ausgangssignal wirken,
so dass die Kausalitédt nachgewiesen ist.

Die Kausalitiit spiegelt sich auch in gewissen Eigenschaften der Ubertragungsfunktion wi-
der. Hier wollen wir einen Aspekt etwas niher beleuchten, und zwar werden wir einen Zusam-
menhang zwischen dem Real- und dem Imaginérteil der Ubertragungsfunktion eines kausalen
Systems herleiten. Wir nehmen zunéchst an, dass die Impulsantwort fiir ¢ = 0 den Wert 0
annimmt. Die Rechtsseitigkeit von h konnen wir dann ausdriicken durch die Beziehung

h(t) = sgn(t)h(t) . (4.45)

Unter der Annahme, dass die FOURIER-Transformierte von h existiert, konnen wir diese Be-
ziehung auf Grund des Faltungssatzes geméif3

1
H = %F{sgn} x H |

in den Frequenzbereich iibertragen. Da die FOURIER-Transformierte der Signum-Funktion
durch

, 2
F{sgn}(jw) = o
gegeben ist, folgt
1 [~ H(j 1 [ H(j
Hijw) =~ [~ 2O L UY) gy (4.46)
T ) oo Jw— jv T ) ow—uv

Die auf der rechten Seite stehende Integraltransformation, allerdings ohne den Faktor —j, wird
HILBERT-Transformation genannt und mit dem Symbol H gekennzeichnet?. Wir kénnen den
Zusammenhang (4.46) also kompakt durch

H = —jH{H} (4.47)

ausdriicken. Setzen wir H(jw) = R(w) + jX (w) mit R = ReH und X = Im H, so folgt aus
(4.47)
R=H{X} und X =-H{R}.

Ausfiihrlich geschrieben lauten diese Beziehungen

R(w) = LX) dv bzw. X(w)= —l/oo R(v) dv .

T) oW — TJ) oW —0

Auch diese Integrale sind jeweils im Sinne des CAUCHYschen Hauptwerts auszuwerten (siehe
Fufinote 3).

3Das in (4.46) auftretende Integral ist im Sinne des CAUCHYschen Hauptwerts zu interpretieren. Dieser
Wert, der hiufig mit V. P. (valor principalis) gekennzeichnet wird, ist im vorliegenden Fall wegen der Singu-
laritédt des Integranden an der Stelle v = w durch

[e'S) w—a Q
V.P./ - dv = lim lim[/ +/ ...dv}
—00 QHOO%[;S —Q wta

definiert.
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Es bleibt jetzt noch die Frage zu beantworten, wie diese Beziehungen modifiziert werden
miissen, wenn h der Bedingung h(0) = 0 nicht geniigt. Nimmt A fiir ¢ = 0 einen von null
verschiedenen, aber endlichen Wert an, dndert sich gar nichts, da der Wert des FOURIER-
Integrals hierdurch nicht verdndert wird. Tritt allerdings fiir ¢ = 0 ein § -Impuls auf, etwa mit
dem Gewicht 7, muss die Beziehung (4.45) durch

h(t) = sgn(t)h(t) +vi(t) .
ersetzt werden. Die FOURIER-Transformation dieses Ausdrucks liefert

H{(jv)

— v

1 o
H=—jH{H}+~ bzw. H(jw):—j;/ dv+1 .

Setzen wir v als reell voraus, so erhalten wir nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil

R(w) = LX) dv+~ bzw. X(w)= —l/oo B(v) dv |. (4.48)

TJ) oW —0 TJ) oW —0

Bei vorgegebenem Imaginérteil liegt also der Realteil der Ubertragungsfunktion bis auf eine
additive Konstante fest. Ist der Realteil vorgegeben, so liegt der Imaginérteil eindeutig fest.

Diese Zusammenhénge zwischen dem Realteil und dem Imaginérteil der Ubertragungsfunk-
tion eines kausalen Systems spielen in vielen Bereichen der Physik eine Rolle. Da beispielsweise
auch die Impedanz eines linearen Eintors als Ubertragungsfunktion aufgefasst werden kann,
besteht auch zwischen deren Realteil und deren Imaginérteil der angegebene Zusammenhang,
und zwar unter der Voraussetzung, dass die Impedanz im Unendlichen keinen Pol besitzt. An-
hand dieses Beispiels wird auch klar, warum der Realteil nur bis auf eine Konstante aus dem
Imaginérteil folgt. Ist etwa Z mit Z(jw) = R(w) 4+ j X (w) eine gegebene Impedanz, so besitzt
71 = Ry 4+ Z mit Ry > 0 offenbar den gleichen Imaginérteil wie Z. Da aber die Realteile von
Z und Z; verschieden sind, leuchtet es unmittelbar ein, dass der Realteil einer Impedanz nicht
vollstédndig aus dem Imaginérteil gewonnen werden kann.

Im physikalischen Kontext sind die Zusammenhénge (4.48) hdufig mit den Namen der
Physiker KRAMERS und KRONIG verbunden. Man spricht dann von den KRAMERS-KRONIG-
Beziehungen.

4.2.4 Stabilitat

Hinter kaum einem anderen Begriff der Systemtheorie verbergen sich so viele unterschied-
liche Definitionen wie hinter dem Begriff der Stabilitdt. Einige Definitionen beriicksichtigen
nur die Ubertragungseigenschaften eines Systems. Andere beziehen sich auf das Verhalten der
Systemgrofien bei abgeschaltetem Eingangssignal und beliebigen Anfangsbedingungen. Hier-
zu gehoren etwa die mit dem Namen LJAPUNOV verkniipften Stabilitdtskonzepte. Da wir
bei unserer Systembeschreibung zunéchst nur den durch die Impulsantwort oder durch die
Ubertragungsfunktion beschriebenen funktionalen Zusammenhang zwischen Eingangs- und
Ausgangssignal im Auge haben, wollen wir fiir die Stabilitéit eine Definition verwenden, die
sich nur auf das Ubertragungsverhalten bezieht.

Bei den folgenden Untersuchungen setzen wir grundsétzlich voraus, dass die zu betrach-

tenden Systeme kausal sind. Das Ubertragungsverhalten eines derartigen Systems kénnen wir
daher durch

y(t) = / " et — ) dr (4.49)

—00
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ausdriicken. Damit das Ausgangssignal y tatsédchlich mit dieser Formel berechnet werden kann,
muss zundchst einmal das Produkt xz(7)h(t — 7) iiber jedes endliche Intervall ty < 7 < t inte-
grierbar sein.* Ohne jeweils darauf hinzuweisen, wollen wir im folgenden stets davon ausgehen,
dass diese Voraussetzung erfiillt ist. Nimmt ein Eingangssignal = erst ab einem Zeitpunkt ¢
von null verschiedene Werte an und ist aulerdem das System fiir ¢ < ¢y in Ruhe, so kann das
Ausgangssignal unter den gegebenen Voraussetzungen offenbar fiir jedes t > ¢, geméf3

t
y(t) = / 2(7)h(t — 7) dr
to
berechnet werden.
Wir lassen nun den Zeitpunkt ¢y gegen —oo streben und nehmen an, dass das Eingangssi-
gnal beschréankt ist, d. h., dass es eine positive Zahl M gibt, so dass

()] < M . (4.50)

Falls dann fiir jedes beschrinkte Eingangssignal das Integral in (4.49) konvergiert, also der
Grenzwert . .
/ z(T)h(t —7)dr = lim x(T)h(t — 1) dr

tog——o0 to

—00
existiert, bezeichnen wir das System als stabil.
Setzen wir voraus, dass h eine ,gewohnliche“ Funktion ist, so liegt Stabilitdt genau dann

vor, wenn h iiber [0, 00) absolut integrierbar ist, d. h., wenn gilt

/ T h)dt < oo |- (451)

Zum Nachweis der Notwendigkeit dieser Bedingung nehmen wir an, dass A reell ist, und wéhlen
das spezielle Eingangssignal

(t) = sgn[h(-1)],
das offenbar mit M = 1 der Ungleichung (4.50) geniigt, und berechnen das zugehérige Aus-
gangssignal zum Zeitpunkt ¢t = 0 :

0 —to

y(0) = lim sgn[h(—7)|h(—=7)dr = lim |h(t)| dt .
tog——o0 to tog——o0 0

Da das rechte Integral in Abhéngigkeit der oberen Grenze monoton wéchst, konvergiert es
genau dann, wenn es fiir —ty — oo beschrinkt bleibt, also der Bedingung (4.51) geniigt.

Um nachzuweisen, dass die Bedingung (4.51) auch hinreichend fiir die Stabilitét ist, wollen
wir zeigen, dass das Integral

/_t x(T)h(t — 1) dr

o0

unter den Bedingungen (4.50) und (4.51) absolut konvergiert, dass also der Grenzwert

lim /|x h(t — 1) dr (4.52)

tog——o0

4Ein hinreichende Bedingung hierfiir ist z. B. die stiickweise Stetigkeit der Funktionen 2 und h. Die Inte-
grierbarkeit ist aber auch dann noch gegeben, wenn diese Funktionen in jedem endlichen Intervall zuséatzlich
endlich viele Deltaimpulse enthalten.
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existiert. Hierzu schitzen wir dieses Integral fiir ¢ > ¢y wie folgt nach oben ab:

t
/|x(7’) t—T|dT<M/|ht—T|dT—M/ |dT<M/ Aldr.  (4.53)
to

Fiir ty — —oo bleibt also das auf der linken Seite stehende Integral beschriankt, so dass,
wie behauptet, der Grenzwert (4.52) existiert. Beachten wir schliefllich, dass die absolute
Konvergenz die ,,einfache* Konvergenz impliziert, so erkennen wir, dass die Bedingung (4.51)
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir die Stabilitt ist.

Bei den bisherigen Stabilitéitsbetrachtungen haben wir vorausgesetzt, dass h eine gewo6hnli-
che Funktion ist, also insbesondere keine Deltaimpulse enthélt. Wir wollen diese Voraussetzung
nun fallenlassen und annehmen, dass h durch

h(t) = ho(t) + i a,d(t—T,) (4.54)

dargestellt werden kann, wobei hy eine gewochnliche Funktion ist und wobei die Konstanten
a,, reell oder komplex sind. Das System mit der Impulsantwort A kénnen wir darstellen durch
eine Parallelschaltung von zwei Systemen, wobei eines die Impulsantwort hy und das andere

die Impulsantwort
= Z a,d(t—T1,)
v=0

besitzt (siehe Bild 4.17). Als Folge der Kausalitdt muss hg rechtsseitig sein und die Zeitpunkte

ho

ha

Bild 4.17: Parallelschaltung zweier Systeme

Ty, die wir geméfl 7, < 7,41 ordnen wollen, diirfen nicht negativ sein, d. h.,
0<rmp<n<nm<...

Setzen wir (4.54) in (4.38) ein und beriicksichtigen die Ausblendeigenschaft der Deltafunktion,
so erhalten wir fiir das Ausgangssignal

y(t) = yo(t) + yi(t)
mit
yo(t) = /0 ho(T)x(t —7)dr und 1y (t Zoz,,x

Mit einer dhnlichen Argumentation wie zuvor kann gezeigt Werden7 dass Stabilitédt genau dann
vorliegt, wenn ho(t) tiber [0,00) absolut integrierbar und zugleich die Folge {av, a1, aa, ...}
absolut summierbar ist, d. h., wenn gilt

/OOO Iho(t)] dt + i ] < ool (4.55)

v=0
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Natiirlich kénnte man auch daran denken, Impulsantworten zu betrachten, die nicht nur
Deltaimpulse, sondern auch erste und hohere Ableltungen dieser Impulse enthalten. Dies wiirde
darauf hinauslaufen, dass das Eingangssignal bei der Ubertragung einmal oder mehrmals dif-
ferenziert wird. Das einfachste Beispiel fiir eine derartige Impulsantwort lautet h(t) = §'(t).
In diesem Fall ergibt sich das Ausgangssignal zu

y(t) =8 (t) x x(t) = 2(t) .

Sieht man von einzelnen Bauelementen (Kapazitdten, Induktivititen etc.) ab, tritt dieses
Ubertragungsverhalten bei den in der Praxis relevanten Systemen fast nie auf. Wir beschréinken
uns daher bei unseren Untersuchungen auf Systeme, deren Impulsantworten entweder gewohn-
liche Funktionen sind oder die Form (4.54) besitzen.

Eigenschaften der Ubertragungsfunktion eines stabilen Systems

Zunichst sei die Impulsantwort h wieder eine gewohnliche Funktion. Liegt Stabilitéit vor, so
ist h absolut integrierbar, und zwar wegen der Rechtsseitigkeit sogar {iber (—oo,00). Somit
existiert in diesem Fall die LAPLACE-Transformierte, und zwar zumindest fiir Rep > 0:

Hip) = /_ " h)e " dt = /0 T hedt

o0

Setzen wir p = 0 + jw, so konnen wir dieses Integral auch wie folgt interpretieren:

H(p) = / h(t)e e 3! dt — F{h(t)e "} .
0
Da fiir ot > 0 die Ungleichung
|h(t)e™ | < |h(t)]

besteht, ist fiir o > 0 auch h(t)e™" absolut integrierbar. Folglich ist H(p) fiir alle p mit
Rep > 0 beschriankt:

Rep>0 = |H(p) g/ |h(t)e‘pt|dt§/ Ih(t)|dt < o). (4.56)
0 0

Falls die Impulsantwort h(t) auch Deltaimpulse enthélt, also durch (4.54) dargestellt werden
kann, erhalten wir fiir die Ubertragungsfunktion

Hip) = / ho(B)e ™ dt+ > aye ™
0 v=0

Auch hier konnen wir sofort zeigen, dass im Fall der Stabilitdt die Funktion H(p) in der
abgeschlossenen rechten p-Halbebene beschréankt bleibt:

Rep>0 = |H(p)|§/ ho(®)]dt+ 3 ] < oo |. (4.57)
0

v=0

Die Ubertragungsfunktion H (p) eines stabilen Systems kann also in der abgeschlossenen rech-
ten p-Halbebene keine Unendlichkeitsstellen haben. Ist H(p) eine rationale Funktion, so be-
deutet dies, dass samtliche Pole von H(p) in der offenen linken p-Halbebene liegen miissen.
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Die Umkehrung dieser Aussage gilt iibrigens auch, d. h., wenn eine rationale Ubertragungs-
funktion,
anpn + an—lpn_l + -+ g
P G+ o

nur Pole in der linken p-Halbebene besitzt, dann ist das zugehorige System stabil. Wir wollen
dies fiir den Fall zeigen, dass H nur einfache Pole hat. Diese seien mit py, pa, . . ., p, bezeichnet.
Die Funktion H kann dann wie folgt in Partialbriiche zerlegt werden:

H(p) =

)

H,
H(p)=>» — —+H., Rep, <0
P~ Pv

mit
H,=lim(p—p,)H(p) und Hs = lim H(p) = a, .
pP—Pv p—00
Beriicksichtigen wir nun, dass die inverse LAPLACE-Transformierte von (p — p,)~! durch

e(t)er!

gegeben ist, wobei ¢ die Sprungfunktion bedeutet, so erhalten wir fiir h = L™ { H}

Zh ) + Haod(2)

mit
hy,(t) = e(t)H, e’" .

Da H,, der Bedingung |H.| < oo geniigt, brauchen wir zur Bestitigung der Stabilitdt nur
nachzuweisen, dass . h, absolut iiber [0, 00) integrierbar ist. Mit Hilfe der Dreiecksunglei-

chung
PMOIED D

und der Beziehung
| (t)] = e(t)| Hy e e

konnen wir dies wie folgt zeigen:

/)Zh )dt<Z|H|/ et Repr gt — Z Repy 2;

4.2.5 Zustandsdarstellung zeitkontinuierlicher linearer Systeme

Zur Erlduterung der Begriffe Zustandsraum und Zustandsdarstellung im zeitkontinuierlichen
Fall berechnen wir zunéchst einige einfache Schaltungen. Als erstes betrachten wir den Rei-
henschwingkreis in Bild 4.18, der von einer widerstandsbehafteten Quelle mit der Urspannung
x erregt wird. Als Ausgangssignal dieses einfachen Systems diene die Spannung {iber dem
Reihenschwingkreis, also y.

Das ,,Gedéchtnis® dieses Systems wird offenbar repréasentiert durch zwei reaktive Elemente,
und zwar durch die Induktivitat und die Kapazitét. Der durch die Induktivitét flieBende Strom
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R

Y

Bild 4.18: Reihenschwingkreis als Beispiel fiir ein zeitkontinuierliches lineares System

1 sowie die iiber der Kapazitéit liegende Spannung u stellen die sogenannten Zustandsgrifen
dieses Systems dar. Die im System gespeicherte Energie, die ja bekanntlich durch

Z’2 2

U
L—+C—
2 * 2

gegeben ist, wird genau durch diese beiden Grofien festgelegt; sie beschreiben somit den ener-
getischen Zustand.

Durch Anwendung der KIRCHHOFFschen Spannungsregel und der Elementbeziehungen las-
sen sich miihelos folgende Gleichungen aufstellen:

di d
—Z—i-u:x, C’d—?:i und y=z— Ri. (4.58)

4+ L
Ry + 7

Fassen wir die beiden Zustandsgréfien ¢ und u zu einem Vektor, dem sogenannten Zustands-

vektor
w =
U

zusammen, so konnen die beiden ersten Gleichungen in (4.58) dquivalent durch

. ) _(—R/L —-1/L _(1/L
w = Aw + br mit A_(l/C 0 ) und b_(O)

ersetzt werden und die dritte Gleichung ldsst sich in der Form
y=clw+dr mit c’ = (—R 0) und d=1

schreiben. Zusammenfassend kénnen wir das System also durch die beiden folgenden Glei-
chungen, den sogenannten Zustandsgleichungen, beschreiben:

w= Aw + bx
" (4.59)
y=cw+dz

Die Zahl der Zustandsgréfien, also die Dimension des Vektors w, bezeichnet man auch als
die Ordnung des Systems. Bei diesem Beispiel ist die Ordnung also 2.

Als néchstes betrachten wir ein System dritter Ordnung, nédmlich die einfache Filterschal-
tung in Bild 4.19, die insgesamt drei reaktive Elemente enthélt, ndmlich zwei Induktivitédten
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Ly i2

i R Ly
——_1—70 00—

‘0 = it

Bild 4.19: Einfache Filterschaltung als Beispiel fiir ein zeitkontinuierliches lineares System

und eine Kapazitéit. Fassen wir i1 und i als Schleifenstréme auf, so konnen wir mit Hilfe der
KIRCHHOFFschen Spannungsregel sofort die beiden folgenden Gleichungen aufstellen:

i

Ruis + L1£ fu=ua (4.60)
. diy

Ryis + LQE +u=0. (461)

Als weitere Gleichungen zur Berechnung der Schaltung benotigen wir noch die Definitionsglei-
chung der Kapazitit und den Zusammenhang zwischen y und 7:

d
Cd—:: =i +iy baw. y=—Ris . (4.62)

Den Zustandsvektor, der in diesem Fall drei Komponenten besitzt, definieren wir geméfl

w= (i, iy u)

Auch die Gleichungen (4.60) bis (4.62) nehmen die Form der Zustandsgleichungen an, wenn
A, b, c und d wie folgt definiert werden:

—R, /L, 0 —1/L, 1/L, 0
A= 0 —RQ/LQ —1/L2 s b= 0 , C= —RQ und d =0 .
1/C 1/C 0 0 0

Zustandsgleichungen der Form (4.59) lassen sich nicht nur fiir elektrische Schaltungen,
sondern fiir viele physikalische Systeme angeben. Als ein besonders einfaches Beispiel fiir ein
mechanisches System zweiter Ordnung betrachten wir die Anordnung in Bild 4.20. Ein starrer
Korper mit der Masse m liegt reibungsfrei auf einer ebenen Unterlage und ist auf der rechten
Seite mit einer Feder und einem Dampfer mit einer starren Wand verbunden. Die Feder mit
der Federkonstanten v und der Dampfer mit der Dampfungskonstanten ¢ seien linear, d. h.
und 9§ sind konstant. Als Eingangssignal wirke auf den Korper von links eine Kraft f und als
Ausgangssignal legen wir die von der Ruhelage aus gemessene Verschiebung des Korpers nach
rechts, also die GroBe y, fest. Die speichernden Elemente sind in diesem Fall die Feder und die
Masse. Als Zustandsgréfien wihlen wir y und die Geschwindigkeit v = ¢ und bilden daraus
den Zustandsvektor

w=(v y) .
Das Eingangssignal, also die Kraft f, steht im Gleichgewicht mit der Summe aus Tréagheitskraft
mv, Dampferkraft 6v und Federkraft ~y:

mo+ov+yy=f, v=y
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Bild 4.20: Feder-Masse-Démpfer-Anordnung als Beispiel fiir ein zeitkontinuierliches lineares System

Mit den Festlegungen x = f sowie

A= (_51/7” —vo/m) , b= (1/07”) ,c= ((1’) und d =0 .

nehmen auch diese Gleichungen wieder die Form (4.59) an.

An dieser Stelle dringt sich die Frage auf, ob jedes lineare System oder zumindest je-
de lineare Schaltung durch Zustandsgleichungen der Form (4.59) beschrieben werden kann.
Im allgemeinen muss diese Frage verneint werden. Fiir eine genauere Modellierung physika-
lischer Systeme beno6tigt man néamlich sogenannte partielle Differentialgleichungen. Derartige
Gleichungen treten beispielsweise bei der Beschreibung einer elektrischen Leitung auf. Eine Be-
schrinkung auf gewohnliche Differentialgleichungen oder gewohnliche Differentialgleichungs-
systeme ist nur dann moglich, wenn mit Systemmodellen aus konzentrierten Bauelementen,
starren Korpern, punktformigen Massen etc. gearbeitet werden kann.

Die Zahl der unabhéngigen ZustandsgroBen in einer elektrischen Schaltung ist hdufig, aber
nicht immer, gleich der Zahl der reaktiven Elemente. Sind beispielsweise zwei Kapazitéiten par-
allel geschaltet oder sind drei oder mehr Kapazitéiten zu einer Schleife zusammengeschaltet,
so ist die Zahl der unabhéngigen Zustandsgrofien kleiner als die Zahl der reaktiven Elemen-
te. Zur Erlduterung dieses Sachverhalts betrachten wir die Schaltung in Bild 4.21. Es liegt

Uus
il Rl i3 i2
I 4 >
L1 | I
+ Cs
I<> U1l== Cl CQ—— U9 R2 [] ly
L @

Bild 4.21: Schaltung mit einer kapazitiven Schleife

zunéchst nahe, als Zustandsgroflen die Spannungen u, us und uz zu wihlen und diese zu dem
Zustandsvektor
T
w = (u1 U9 U3)

zusammenzufassen. Die KIRCHHOFFsche Spannungsregel liefert dann die drei Gleichungen

hWhRi+u=x, 19Ry+us=0 und wu;+us+u3=0.
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Hinzu kommen die Definitionsgleichungen fiir die Kapazitidten, namlich

d d d
Cl% =11+ 13, CQ% =12+ 13 und Cg%Zig .
Nach Elimination der drei Strome i;, 72 und i3 bleiben von diesen sechs Gleichungen genau

drei iibrig, die wir wie folgt anordnen wollen:

Cl 0 —Cg d U —1/R1 0 0 Uq 1/R1
0 CQ —03 % U9 = 0 —1/R2 0 U9 + 0 xT .
0 0 0 U3 1 1 1 U3 0

Mit den Abkiirzungen

C, 0 —Cs 1Ry, 0 0 1/Ry
E=|0 C -Cs|, A=| 0 —1/R, 0| und b=| 0
0 0 0 1 11 0

kann dieser Zusammenhang geméf
Ew=Aw + bx

auch kompakter dargestellt werden. Da die Matrix E singulér ist, ldsst sich diese Gleichung
aber nicht nach w auflésen, so dass eine Darstellung der Form (4.59) nicht unmittelbar moglich
ist. Da die Komponenten des Zustandsvektors w, also die Spannungen iiber den drei Kapa-
zitdten, stets der Bedingung u; +us+us = 0 geniigen, liegt w immer in der durch die Vektoren

wi=(1 -1 0" wd wy=(1 0 —1)"

aufgespannten Ebene. Der Zustandsraum hat also nur die Dimension zwei. Insbesondere muss
auch ein etwaig vorgegebener Anfangszustand immer in dieser Ebene liegen.

Im vorliegenden Fall ist das Problem besonders leicht zu durchschauen und daher auch
leicht zu l6sen. Wir brauchen ja nur eine der drei Zustandsgroflen, etwa ug, durch die bei-
den anderen auszudriicken. Wir ersetzen also uz durch —(u; + ug) und erhalten nach kurzer
Rechnung

Cl—i-Cg 03 d (V5] o —1/R1 0 U 1/R1
( Cs Cy +03) % (UQ) N ( 0 —1/R2) (UQ) + ( 0 )I
Da die ganz links stehende Matrix die Determinante C,Cy 4+ CoC5 + C3C1 besitzt und daher
stets regulér ist, kann dieses Gleichungssystem tatséchlich derart umgeformt werden, dass es
die Form (4.59) annimmt.

Das soeben skizzierte Problem tritt beispielsweise auch dann auf, wenn die von irgendeinem
Knoten (oder Uberknoten) eines Netzwerks abgehenden Zweige Induktivititen enthalten. Sind
die Strome durch diese Induktivitidten, die ja als Zustandsgréfien benutzt werden konnen,
geeignet orientiert, so ist die Summe der Strome gleich Null und es liegt eine dhnliche Situation
vor wie im Fall der kapazitiven Schleife. Ein Beispiel fiir diese Situation zeigt Bild 4.22. Eine
derartige Schaltung wird gelegentlich als Ersatzschaltung fiir zwei gekoppelte Induktivitéiten
verwendet. Da die Strome i1, io und i3 der Knotenregel

11 +12+13=0
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Bild 4.22: Schaltung mit einem Stern aus Induktivitédten

geniigen, kann ein Strom, etwa i3, durch die beiden anderen ersetzt werden, so dass auch in
diesem Fall Zustandsgleichungen mit nur zwei Zustandsgréfien angegeben werden kénnen.

Abschlielend sei erwahnt, dass die in den Bildern 4.21 und 4.22 skizzierten Falle auch
gleichzeitig auftreten konnen. Dariiber hinaus konnen ideale Spannungs- oder Stromquellen
zu den gleichen Problemen fithren. Wir wollen diese Thematik hier aber nicht weiter vertiefen,
sondern fiir die folgenden Untersuchungen stets annehmen, dass die Zustandsgleichungen einer
linearen Schaltung in der Form (4.59) vorliegen.

Bei der Aufstellung der Zustandsgleichungen fiir ein elektrisches Netzwerk treten tibrigens
dann keine Probleme auf, wenn zu dem Graphen des Netzwerks ein vollstéindiger Baum derart
angegeben werden kann, dass sdmtliche Kapazitdten und alle idealen Spannungsquellen in den
Zweigen des Baumes liegen.

4.2.6 Lo6sung der Zustandsgleichungen

Bei den bislang betrachteten zeitkontinuierlichen Systeme handelte es sich offenbar um reelle
Systeme. In dem Zustandsmodell kommt diese Eigenschaft dadurch zum Ausdruck, dass die
Elemente von A, b und ¢ sowie der Skalar d reelle Zahlen sind. Bei unseren folgenden Unter-
suchungen wollen wir zulassen, dass diese Groflien auch komplexe Werte annehmen kénnen.
Es sei darauf hingewiesen, dass die hierdurch zu gewinnende Allgemeinheit nicht durch einen
hoheren mathematischen Aufwand erkauft wird.

Der durch die Gleichungen (4.59) beschriebene Zusammenhang lésst sich auch anschaulich
in Form des in Bild 4.23 dargestellten Signalflussdiagramms deuten. Dieses Diagramm hat
offenbar die gleiche Struktur wie das (zeitdiskrete) Diagramm in Bild 4.8, allerdings ist die
(vektorielle) Verzogerung ersetzt durch einen (vektoriellen) Integrierer, der geméafl

w(t) = w(ty) —i—/t w(r)dr .

definiert ist, wobei die Grofle ¢y den sogenannten Anfangszeitpunkt bezeichnet, zu dem das
System in Betrieb genommen wird.

Losung der homogenen Gleichung
Wir behandeln die erste der beiden Zustandsgleichungen (4.59) und setzen zunéchst x = 0, so
dass folgende Gleichung iibrigbleibt:

w=Aw . (4.63)

Dies ist eine homogene (vektorielle) Differentialgleichung 1. Ordnung. Gelegentlich schreibt
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d

/

Bild 4.23: Veranschaulichung der Zustandsgleichungen (4.59) durch ein Signalflussdiagramm

man diese Gleichung auch in der ausfiihrlichen Form
wl = a1wi + apws + - - + a1 Wy
wg = A21W1 + G2W2 + -+ + A2, Wy
wn = Qp1W1 + ApaW2 + - -+ + AppWy,

und spricht dann von einem homogenen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung.

Bevor wir uns der Losung der Gleichung (4.63) zuwenden, rekapitulieren wir zunéchst den
skalaren Fall, d. h. wir betrachten die Gleichung

w=aw , (4.64)

wobei a eine beliebige komplexe Konstante ist. Eine Losung dieser Gleichung ist, wie man
durch Einsetzen in (4.64) sofort erkennen kann, durch

wy(t) =e

gegeben. Um simtliche Losungen zu finden, beachten wir, dass wegen e¢ # 0 V(¢ € C jede
Funktion w : R — C geméf

w(t) = e"(t)
dargestellt werden kann; wir brauchen ja nur v gleich v(t) = e *w(t) zu wihlen. Unter der
Annahme, dass v differenzierbar ist, erhalten wir fiir w

w(t) = ae™y(t) + e™(t) .
Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in (4.64) finden wir

¥(t) =0 bzw. ~(t) = const.
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Mit anderen Worten, jede Losung der Gleichung (4.64) hat die Form
w(t) = ey mit ~ = const.
Offenbar ist die Konstante « gleich w(0), so dass man die Losung auch gemifl
w(t) = e™w(0)

schreiben kann.

Wir wenden uns nun der Gleichung (4.63) zu und nehmen zunéchst an, dass die Matrix A
diagonalisierbar ist, d. h., dass A gemif

A=QPQ! (4.65)
dargestellt werden kann, wobei
p1 O 0
P = diag(p1,p2,---,0n) = 0 b2 0
.0. . 0 ..... pn

die aus den Eigenwerten von A gebildete Diagonalmatrix ist und wobei die Spalten der (re-
guldren) Matrix @ die zugehorigen Eigenvektoren sind. Setzen wir (4.65) in (4.63) ein, so
folgt

w=QPQ 'w bzw. Q 'w=PQ 'w.

Mit Hilfe des Vektors v = (v1,va,...,v,)T = Q 'w lisst sich dieser Sachverhalt kompakter
durch
v = Pv

bzw.
U, =pU,, v=12....n (4.66)

ausdriicken. Das urspriingliche Gleichungssystem wurde also entkoppelt und besteht nun aus
n skalaren Differentialgleichungen mit den Losungen

v, (t) = e, (0), v=1,2...,n.

Es sei bemerkt, dass die Koeffizienten p, in den Differentialgleichungen (4.66) i. allg. komplex
sind, und zwar selbst dann, wenn A nur reelle Elemente enthélt.
Unter Verwendung der Matrix

ePit () 0
Pt . 0 €p2t 0
0 0 ePnt

lassen sich diese Losungen zusammenfassen zu

v(t) = eF'w(0) . (4.67)
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P

Zur Begriindung der Schreibweise ef’! sei daran erinnert, dass fiir alle z € C die Exponen-

tialfunktion e* durch die Reihe

2 3 X _u

z_ A i

e =l+zt o +o+ _Zu!
=0

definiert ist. Ersetzt man hierin die (skalare) Variable z durch eine quadratische Matrix, etwa
M., so liegt es nahe, die Matriz-Exponentialfunktion e™ wie folgt zu definieren:
= 1

1 1
M =1+ M+ _—_M>+_M3>+... = — M*™ .
2! 3| < ]
M:

Ohne Beweis sei bemerkt, dass diese Reihe immer konvergiert®.

Ubertragen wir diese Definition auf e

Matrix Pt durch

und beriicksichtigen, dass die u-te Potenz der

(Pt)u _ 0 (pgt)” 0
0 0 (Pt )*

gegeben ist, so erhalten wir die bereits benutzte Beziehung

et 0 ... 0
pat
€Pt _ 0 € .. 0
0 0 ePnt

Wir erkennen also, dass die eingefiihrte Definition der Matrix-Exponentialfunktion zumindest
fiir Diagonalmatrizen sinnvoll ist, und werden im weiteren Verlauf sehen, dass diese Aussage
auch auf andere Matrizen zutriftt.

Als niichstes ersetzen wir in (4.67) den Vektor v gemif v = Q@ 'w wieder durch w und
schreiben

w(t) = ¢(t)w(0) mit @(t) = Qe™'Q .

Die Matrix ¢ beschreibt den Ubergang, also die Transition, vom Zustand w(0) zum Zustand
w(t); sie heifit daher Transitionsmatriz und kann dargestellt werden in der Form

o(t) = el

Um dies einzusehen, stellen wir die Matrix A, die wir ja bislang als diagonalisierbar voraus-
gesetzt haben, gemif A = QPQ ' dar und beachten, dass die pu-te Potenz von A in der
Form

A" =QPQ'-QPQ . QPQ” - QP'Q™!

p-mal

SProblemlos zeigen lisst sich dies, wenn man von einer Matrixnorm || - || ausgeht, die die Eigenschaften
[IM + N|| < [[M]| + [|N]| und [[MN|| < || M][||N]| besitzt.
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geschrieben werden kann. Fiir e4? erhalten wir daher

A=Y LA = Q [Z %(Pt)ﬂ] Q" = Q!
=0 1 =0 1

und finden somit die Behauptung bestétigt.

Unabhéngig davon, ob die Matrix A diagonalisiert werden kann oder nicht, ist die Losung
der Gleichung (4.63) stets durch

w(t) = @()w(0) mit @(t) = eV

gegeben. Bevor wir dies zeigen, sollen zunéchst einige Eigenschaften der Matrix-Exponential-
funktion und insbesondere der Transitionsmatrix vorgestellt und diskutiert werden.

Einige Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion und der Transitionsmatrix
Seien A und B zwei n x n-Matrizen mit i. allg. komplexen Koeffizienten, d.h. A, B € C"*".
Falls A und B (beziiglich der Multiplikation) vertauschbar sind, gilt auch fiir die Matrix-
Exponentialfunktion das bekannte Additionstheorem, d. h.

AB=BA = 4B =c4B | (4.68)

Der Beweis ldsst sich in gleicher Weise fithren wie im skalaren Fall. Die Vertauschbarkeit von
A und B muss iibrigens vorausgesetzt werden, weil i. allg. nur unter dieser Bedingung die bei
dem Beweis auftretende binomische Formel in der bekannten Form gilt, d. h.

AB=BA = (A+B"=) (m) ArBmH

=0 H

Setzen wir B = —A in (4.68) ein, so erkennen wir, dass wegen €® = 1 die Inverse von ¢4

stets existiert und durch

()t =et (4.69)

gegeben ist.

Wir wenden uns nun der Transitionsmatrix ¢(t) = e4? zu; diese besitzt die folgenden

Eigenschaften:

1. Die Transitionsmatrix ¢ ist mit der Matrix A vertauschbar:

Ap = pA

2. Fir t = 0 geht ¢(¢) iiber in die Einheitsmatrix:

¢(0) =1
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3. Die Matrix ¢(t) ist fiir alle ¢ € R regulér und ihre Inverse ist durch ¢(—t) gegeben:

¢ (1) =d(—1) |. (4.70)

4. Seien t; und ty zwei beliebige Zeitpunkte. Dann gilt

@(t1 +t2) = P(t1)P(t2) = P(t2)d(t1)

5. Die Transitionsmatrix ¢ geniigt der Differentialgleichung

¢=A¢p mit ¢0)=1 (4.71)

und ist zugleich die einzige Losung dieser Gleichung.

6. Ist g ein Eigenvektor der Matrix A und p der zugehorige Eigenwert, so ist g auch ein
Eigenvektor der Transitionsmatrix ¢(t) und e?* ist der zugehorige Eigenwert:

Ag=pq = ¢(t)g=¢"q |. (4.72)

Die ersten vier Eigenschaften ergeben sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der
Matrix-Exponentialfunktion. Zum Nachweis der fiinften Eigenschaft gehen wir von der Dar-
stellung der Funktion ¢ durch die Potenzreihe

> 3
ZiAt“—1+At+(At> (A1) +
zo,u 2! 3!

aus und berechnen die Ableitung von ¢:

. T~ T)— AT)? AT)?
o) iy ATy $O0 )y [y 00 T g
= Ap(t) .

Um zu beweisen, dass ¢ die einzige Losung der Differentialgleichung (4.71) ist, beachten wir,
dass wegen (4.70) jede beliebige Funktion 9 : R — C™*" dargestellt werden kann geméis

Y(t) = (O)L(t) mit T(t) = (=1)() .
Setzen wir ¢ als Unbekannte in die Gleichung (4.71) ein, so finden wir
I'(t)=0 bzw. I'(t)= const.

Wegen der Anfangsbedingung ¢(0) = 1 folgt T' = 1 und der Nachweis, dass ¢(t) = exp(At)
die einzige Losung der Differentialgleichung (4.71) ist, ist erbracht.

Die sechste Eigenschaft folgt sofort aus der Tatsache, dass ein Eigenvektor von A zugleich
auch ein Eigenvektor von A* ist:

Ag=pq = Aq=7p"q.
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Wir kehren nun zuriick zu der homogenen Differentialgleichung
w = Aw

Dass, wie bereits erwihnt,
w(t) = ¢(t)w(0) = e*'w(0)

diese Gleichung l6st und keine weitere Losung existiert, ergibt sich unmittelbar aus der Ei-
genschaft (4.71). Ist der Anfangszustand, wg, nicht zum Zeitpunkt ¢t = 0 gegeben, sondern zu
einem irgendeinem beliebigen Zeitpunkt, etwa t = tj, so konnen wir unter Beriicksichtigung
der erwéhnten Eigenschaften der Transitionsmatrix und wegen wo = ¢(to)w(0) schreiben

w(t) = ¢(t)w(0) = d(t)d " (to)wo = ¢(t)P(—to)wo

und somit

’lU(t) = (,Z’)(t — to)’lUQ s wo = ’lU(tQ)

Losung der inhomogenen Gleichung
Wir nehmen an, das Eingangssignal x sei verschieden von Null, und betrachten die erste
Gleichung in (4.59):

w=Aw+bx . (4.73)

Um eine Losung dieser Gleichung, die auch als inhomogene Differentialgleichung bezeichnet
wird, mit dem Anfangszustand wo = w(to) zu finden, verwenden wir die Methode der Varia-
tion der Konstanten. Wir wéhlen fiir den Zustand w den Ansatz

w(t) = ¢(t)y(t) mit (to) = d(—to)wo -

Setzen wir diesen Ausdruck in (4.73) ein, so folgt

G()y(t) = bx(t) baw. (i) = p(—1)bx(t) .

Unter Beriicksichtigung von ~y(tg) = ¢(—to)wy folgt weiter fiir ~

(1) = (—to)wn + / $(—7)bar(r) dr

und schlie3lich fir w

w(t) = d(t — to)wo + /tt ¢(t — 7)bx(7) dr

Fiir das Ausgangssignal erhalten wir hieraus unter Verwendung der zweiten Zeile in (4.59)

y(t) = et ot — to)wo + /t cro(t —T)ba(T)dr +d-x(t) |. (4.74)

to

Wie im zeitdiskreten Fall kénnen wir auch hier feststellen, dass als Folge der Linearitét der
Zustandsgleichungen der Zustand w(t) und auch das Ausgangssignal y(t) sich jeweils aus zwei
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Teilen zusammensetzen; aus einem, der nur vom Anfangszustand w, abhingt, und einem
weiteren, der nur durch das Eingangssignal bestimmt ist.

Damit der Einfluss eines beliebigen Anfangszustandes auf den weiteren Verlauf des Zu-
standes fiir ) — —oo verschwindet, muss gelten

lim (f)(t — to)’lUO =0 Vwge€ c"

tog——o0

bzw.
tlim o(t)wy =0 Ywy, e C".

Diese Forderung ist genau dann erfiillt, wenn séamtliche Eigenwerte von A in der linken p-
Halbebene liegen, wenn also stets folgende Implikation gilt:

det(pl —A)=0 = Rep<0.

Bezeichnen wir den Realteil des am weitesten rechts liegenden Eigenwerts der Matrix A mit
a(A), d. h.
a(A) = max{Rep : det(pl — A) =0}, (4.75)

so lasst sich diese Bedingung dquivalent durch
a(A) <0

ausdriicken (siehe Bild 4.24). Dass diese Bedingung notwendig fiir das Verschwinden des Zu-

I A Imp
5
[
I
o I
I
o I
I

—o o : >
e Rep

o I
I
o I
I
|
?
I

Bild 4.24: Zur Definition der Gréfle a(A): Die Kreise in der linken p-Halbebene sollen die Lage der
Eigenwerte von A kennzeichnen. Die Groe a(A) ist gleich dem Realteil des am weitesten
rechts liegenden Eigenwerts bzw. des am weitesten rechts liegende Eigenwertpaars.

stands ist, erkennt man wie folgt. Wir nehmen an, die Bedingung sei verletzt, also mindestens
ein Kigenwert von A, er heifle py, geniige der Ungleichung Repy > 0. Als Anfangszustand
wéhlen wir einen zu py gehorenden Eigenvektor, d. h.

Awy = powy .
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Als Folge der Eigenschaft (4.72) erhalten wir dann
(,Z’)(t)’ll)o = €p0t’lU0

und somit
|p(t)wo| = e P | .

Falls Repy > 0, wichst der links stehende Betrag fiir ¢ — oo exponentiell an. Ist der Realteil
von po null, so wiirde |¢(t)wy| zwar nicht exponentiell wachsen, aber auch nicht verschwinden.
Damit |¢(t)wy| fiir ¢ — oo verschwinden kann, miissen also alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil haben.

Diese Bedingung ist auch hinreichend fiir das Verschwinden des Einflusses des Anfangs-
zustandes. Dies ldsst sich leicht fiir den Fall zeigen , dass die n x n-Matrix A insgesamt n
linear unabhéngige Eigenvektoren q;,q,,...,q, besitzt. Unter dieser Bedingung kann nicht
nur A, sondern, wie bereits erwihnt, auch ¢(t) diagonalisiert werden. Die Transitionsmatrix
kann also geméf3

et 0 ... 0
0 et ... 0 _
¢(t> - Q cccccccccccccc Q 1
0 0 ePnt

dargestellt werden und man erkennt, dass ¢(t) genau dann fiir ¢ — oo verschwindet, wenn
alle Eigenwerte p, einen negativen Realteil haben. In diesem Fall liegen die Eigenwerte der
Transitionsmatrix fiir ¢ > 0 innerhalb des Einheitskreises, d.h. der Spektralradius von ¢(t)
ist kleiner als 1 und strebt fiir ¢ — oo gegen Null.

Damit ein System sinnvoll zur Ubertragung von Signalen eingesetzt werden kann, muss der
Einfluss des Anfangszustandes auf den momentanen Zustand und damit auf das Ausgangs-
signal verschwinden. Dies ist aber genau dann gegeben, sdmtliche Eigenwerte von A in der
linken p-Halbebene liegen. Es handelt sich hierbei um eine elementare Stabilitétsforderung,
die bei Ubertragungssystemen immer erfiillt sein muss. Nur dadurch ist sichergestellt, dass
im eingeschwungenen Zustand das Ausgangssignal nur vom Eingangssignal abhéngig ist und
nicht von einem lange zuriickliegenden Anfangszustand.

4.2.7 Impulsantwort und Ubertragungsfunktion

Zur Bestimmung der Impulsantwort setzen wir
x(t) = d(t) und wy=0, t<0.
Aus (4.74) folgt dann
ht) = / " (t — Ybo(r) dr + di (1)

to

Unter Beachtung der Ausblendeigenschaft der ¢ -Funktion folgt hieraus

h(t) = e p(t)be(t) + dé(t) |, (4.76)

wobei € die Sprungfunktion kennzeichnet.
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Um die Ubertragungsfunktion H zu bestimmen, setzen wir
z(t) = Xe” X, peC
in die Gleichung (4.74) ein und wéhlen fiir den Zustand w(t) den Ansatz
w(t) = We mit W eC".

Als Ergebnis erhalten wir
pWelt = AWel' + bXeP |

Wegen e¢ # 0 V¢ € C folgt weiter
(p1 — A)W =bX . (4.77)

Falls p kein Eigenwert von A ist, die Matrix pl — A also regulér ist, konnen wir (4.77) von
links mit der Inversen dieser Matrix multiplizieren und schreiben

W = (pl — A)"'bX .

Setzen wir schlieBlich x(t) = Xe?* und w(t) = Wer' in die zweite der Gleichungen (4.59) ein,
so erhalten wir
y(t) = H(p)Xe"

mit

H(p)=c"(p1 — A)"'b+d

Mit Ausnahme der Bezeichung fiir die unabhéngige Variable ist diese Funktion offenbar die
gleiche, die wir fiir das zeitdiskrete Zustandsmodell gefunden haben. Das heifit, dass die mathe-
matischen Eigenschaften die wir fiir die zeitdiskrete Ubertragungsfunktion herleiten konnten,
auch hier gelten. Insbesondere ist H eine rationale Funktion und kann geméfl

ctadj(pl — A)b+d det(pl — A)

H(p) =

det(pl — A)
bzw.
anpn + an—lpn_l + -+ (&%)
H(p) = , 4.78
(») P+ Bpap™ 4 Bo (4.78)

dargestellt werden, wobei der Koeffizient a,, durch d gegeben ist. Wie im zeitdiskreten Fall
kann auch hier die Situation auftreten, dass Zahler und Nenner gleiche Teiler enthalten, die
gekiirzt werden kénnen und den Grad entsprechend reduzieren. Die Polstellenmenge von H
ist aber stets eine Teilmenge der Eigenwerte von A, also der Nullstellen von det(pl — A):

{p : p ist Polstelle von H} C {p: p ist Eigenwert von A} .
Wenn auch die mathematischen Eigenschaften der zeitdiskreten und der zeitkontinuier-

lichen Ubertragungsfunktion gleich sind, bestehen in systemtheoretischer Hinsicht doch we-
sentliche Unterschiede. Bevor wir uns mit diesen Unterschieden etwas néher befassen, wollen
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wir uns davon iiberzeugen, dass die durch (4.78) definierte Ubertragungsfunktion gleich der
LAPLACE-Transformierten der Impulsantwort (4.76) ist:

LI (p) = /io h(t)e P dt — /OO Tt be P dt+d = B(p)b+d .

Hierin bezeichnet ® die LAPLACE-Transformierte der Transitionsmatrix ¢, die durch
®(p)=(p1—A)"', Rep>a(A) (4.79)

gegeben ist, wobei a(A) gleich dem Realteil des am weitesten rechts liegenden Eigenwerts der
Matrix A ist:
a(A) = max{Rep: det(pl — A) =0} .

Die Gerade p = a(A) begrenzt also das Konvergenzgebiet des LAPLACE-Integrals nach links.

Um zu zeigen, dass die LAPLACE-Transformierte der Transitionsmatrix tatséchlich durch
(4.79) gegeben ist, sei zunédchst bemerkt, dass die LAPLACE-Transformierte einer Matrix ele-
mentweise definiert wird. Sodann sei daran erinnert, dass die Transitionsmatrix eindeutig
durch die Differentialgleichung

p=A¢, #0)=1

charakterisiert werden kann. Die LAPLACE-Transformation dieser Gleichung ergibt unter Beriick-
sichtigung des Differentiationssatzes

p®(p) — ¢(0) = AP(p)
und somit den bereits oben erwahnten Ausdruck
®(p)=(p1 - A)".

Da rechts von der Geraden Rep = a(A) keine Singularititen auftauchen (siche Bild 4.24)
konvergiert das LAPLACE-Integral fiir alle p mit Rep > a(A).
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4.3 Die Bilinear-Transformation

Wie bereits erwdhnt, besteht in systemtheoretischer Hinsicht ein erheblicher Unterschied zwi-
schen der Ubertragungsfunktion eines zeitkontinuierlichen Systems und derjenigen eines zeit-
diskreten Systems. Der Einfachheit halber wollen wir bei der folgenden Diskussion die Uber-
tragungsfunktion des zeitkontinuierlichen Systems mit Hy und die des zeitdiskreten Systems
mit Hy bezeichnen.

Sowohl Hy als auch H,; haben sich als rationale Funktionen herausgestellt, aber die Bedeu-
tung der unabhéngigen Variablen war in beiden Féllen unterschiedlich. Im zeitkontinuierlichen
Fall ist die Ubertragungsfunktion, also Hj, eine rationale Funktion der komplexen Frequenz,
die wir mit p bezeichnet hatten. Im Interesse der Stabilitdt muss Hy in {p € C : Rep > 0}
holomorph sein, d.h. etwaige Pole miissen in der offenen linken Halbebene liegen. Da eine
rationale Funktion aufler an den Polen iiberall holomorph ist, muss also Hj in der rechten
Halbebene beschréinkt bleiben:

|Hp(p)| < M < oo fiir Rep>0.

Das spektrale Verhalten der Funktion Hj wird bestimmt durch den Verlauf der Funktion fiir
Rep = 0 bzw. fiir p = jw. Bezeichnet X (jw) das Spektrum des Eingangssignals, dann ist

Y(jw) = Hi(jw) X (jw)

das Spektrum des Ausgangssignals. Sowohl Hy(jw) als auch |H(jw)|? sind rationale Funktio-
nen der (reellen) Frequenz w.

Im zeitdiskreten Fall ist die Ubertragungungsfunktion, also Hy, wie bereits mehrfach
erwahnt, ebenfalls eine rationale Funktion, aber nicht der komplexen Frequenz p, sondern
der Variablen

2z =ePT

)

wobei T die Betriebsperiode des zeitdiskreten Systems bezeichnet. Fassen wir Hy in Abhéngig-
keit von p auf, betrachten also in Wirklichkeit die Funktion Ha(p) := Ha(e?"), so ist die
Ubertragungsfunktion sogar transzendent und und periodisch mit der Periode j2m:

Hy(p) = Hy(p + j27) .

Im Interesse der Stabilitdt muss H; in {z € C : |z| > 1} holomorph sein und wegen der
Kausalitdat fiir z — oo endlich bleiben. Samtliche Pole von H,; miissen also innerhalb des
Einheitskreises liegen. Da H,; rational ist, kénnen wir also schreiben

|Ha(2)| < M < oo fiir |z|>1.

Das spektrale Verhalten der Funktion Hj, wird bestimmt durch Hy(jw) = H(e?T). Das Spek-
trum des Ausgangssignals berechnet sich also geméf

Y (jw) = Ho(@*")X (jw) baw. Y (jw) = Ha(jw)X (jw) ,

wobei X und Y die zeitdiskreten FOURIER-Transformierten von x bzw. y bezeichnen. Wegen
der Periodizitat der Funktion H; braucht im Frequenzbereich nur eine Periode betrachtet zu
werden, also beispielsweise das sogenannte NYQUIST-Intervall

/T <w<7/T.
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Wir wollen nun eine einfache Transformation einfiihren, die es uns gestattet, die Funktion
H, derart zu transformieren, dass diese in gewisser Weise die Eigenschaften der Funktion Hy
annimmt. Hierzu ersetzen wir die Variable z durch

1+ z—1

und fassen Hy als Funktion von ¢ auf, betrachten also die Funktion H,; mit

(G
)

Hy() = Hd<
Weil (4.80) auch in der Form
f(z) =0 mit f(z,¢)=vz—z+¢+1

geschrieben werden kann, wobei f eine lineare Funktion sowohl der Variablen ¢ als auch der
Variablen z ist, bezeichnet man die durch (4.80) definierte Abbildung héaufig als Bilinear-
Transformation, und zwar vor allem im technischen Bereich.

jImz @ JIm @

2| =1

H__
Zy
<

Rez

Bild 4.25: Bilinear-Transformation: Das Auflere des Einheitskreises in der z-Ebene einschlieflich des
Punktes oo wird bijektiv auf die offene rechte 1) -Halbebene abgebildet. Der Rand des Ein-
heitskreises wird ebenfalls bijektiv auf die (abgeschlossene) imaginére Achse abgebildet.

Die Bilinear-Transformation bildet die durch den Punkt oo abgeschlossene komplexe -
Ebene umkehrbar eindeutig auf die ebenfalls mit dem Punkt oo abgeschlossene z-Ebene ab®.
Es handelt sich also um eine bijektive Abbildung. Insbesondere kénnen folgende Aquivalenzen
angegeben werden:

z=—1 <= Y= (4.81)
z=00 <= P=1 (4.82)
2] <1 <= Rey <0 (4.83)
z# —1AJzl=1 <= Ret=0 (4.84)
2| >1 <= Rev>0A0V#1 (4.85)

6Mathematisch handelt es sich bei der z- und der v -Ebene natiirlich jeweils um die gleiche Menge, namlich
um die abgeschlossene komplexe Ebene C U {oco}. Da den Variablen z und ¢ in der Systemtheorie aber jeweils
eine eigene Bedeutung zukommt, ist die hier vorgenommene Unterscheidung sinnvoll.
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In Bild 4.25 sind diese Zusammenhiinge veranschaulicht; farblich hervorgehoben sind die Aqui-
valenzen (4.84) und (4.85).

Die beiden ersten Aquivalenzen ergeben sich unmittelbar aus den Gleichungen (4.80),
wihrend die verbleibenden drei sofort aus

1+¢ 149 Re v
z|? = - =1+4 4.86
U T A e 50
und
lrz—1 2z—1 |22 =1
Rey 2[z+1+z*+1 EESTE (4.87)
resultieren.

Mit Hilfe der angegebenen Aquivalenzen lisst sich leicht die Richtigkeit der beiden folgen-
den Séatze zeigen:

Satz: Sei h ein Polynom n-ten Grades mit

h() = hat" + b )" -+ hound  h(3) #0 fir Rep >0 . (4.88)
Dann ist g mit
-1
9(2) = (2 + 1)”h<j - 1) (4.89)

ein Polynom n-ten Grades mit der Figenschaft

9(z) #0 fir |z =1.

Satz: Sei g ein Polynom n-ten Grades mit

9(2) = gn2" + gu12" -+ g0 und  g(2) #0 fir |z| > 1. (4.90)
Dann ist h mit L+
M) = (1= )" (=)
ein Polynom n-ten Grades mit der Figenschaft
h(v)) #0  fir Rey >0 . (4.91)

Ein Polynom mit der Eigenschaft (4.88) bzw. (4.91) heifit iibrigens HURWITZ-Polynom
und ein Polynom mit der Eigenschaft (4.89) bzw. (4.90) wird Einheitskreis-Polynom genannt.

Zur Sicherstellung der Stabilitdt muss also der Nenner von Hy, ein HURWITZ-Polynom und der
Nenner von Hy ein Einheitskreis-Polynom sein. Mit Hilfe der Bilinear-Transformation wird
also aus der Ubertragungsfunktion eines stabilen (und kausalen) zeitdiskreten Systems die
Ubertragungsfunktion eines stabilen zeitkontinuierlichen Systems und umgekehrt. Das heifit,
dass Stabilitétskriterien, die fiir zeitkontinuierliche Systeme formuliert sind, unmittelbar auf
zeitdiskrete Systeme iibertragen werden kénnen (und natiirlich umgekehrt).
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@ = tan(wT'/2) A

S |

Bild 4.26: Bilinear-Transformation: Das reelle Frequenzintervall (—n/2 , 7/2) wird bijektiv auf R
abgebildet.

Neben der Stabilitdt kann mit Hilfe der Bilinear-Transformation auch noch ein weiteres
Problem gelost werden. Das auf Grund des Abtasttheorems fiir zeitdiskrete Systeme interes-

sierende Frequenzintervall
/T <w<7w/T

wird mit der Bilinear-Transformation bijektiv auf R abgebildet. Setzt man nimlich z = /T
in (4.80) ein, so folgt

et — 1 , ) wT

¢:W:J¢ mit @:tan<7> .
Man bezeichnet ¢ auch als dquivalente Frequenzvariable. Der Zusammenhang zwischen w und
¢ ist in Bild 4.26 graphisch dargestellt. Die durch die Bilinear-Transformation aus Hy bzw.
|Hy|? gewonnenen Funktionen Hy(j¢) und |Hy(jp)|? sind nun wieder rationale Funktionen,
und zwar der Frequenzvariablen . Somit kénnen mathematische Approximationsverfahren,
die seit langem fiir rationale Funktionen bekannt sind, unmittelbar auf zeitdiskrete Aufgaben-
stellungen angewandt werden.



