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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

1.1 Linear-gebrochene Abbildungen

Im folgenden sei C die komplexe Ebene, PP = P! (C) = Cuoo} die sog. Riemannsche Zahlen-
kugel, E={zeC||z| <1} und H = {z € C|Im z > 0}. Weiter sei R ein kommutativer Ring mit
Einselement und dazu

SLZ(R):{(i Z)Ia,b,c,deR, ad—bc:l}

GLy (R) = {(‘C’ Z)Ia,b,c,deR, ad—bceRx}
Fiir ein Gebiet G c PP sei Aut G die Gruppe der biholomorphen Abbildungen f: G — G.

az+b
cz+d

1.1.1 Satz  a) AutP ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen des Typs z —

.(a b
mlt(c d)eGLg(C) und

=~GLp (C)/{AM|AeC*} =SLy (C) / {£1}.

b) AutC ist die Gruppe der linearen Transformationen vom Typ z — az+ b mit a,b e C,
a#0.

¢) AutE ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen vom Typ z — e'® f__—z_i‘JZ mita €
az+p
BE+E

R, zo € E und gleich der Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen vom Typ z —

mita, BeC, lal®—|p|* =1.

d) AutH ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen des Typs z — 9- g mit (Z Z) €
SLy (R).

Beweis Siehe Elstrodt (2004) O

b
d
tionen, falls cz+d =0 oder z = co. Damit gilt: S(Tz) = (ST) z fiir alle S, T € GL; (C).

) € GL, (C). Dann sei Sz := %22 mit den {iblichen Konven-

. . a
Zur Erinnerung: Sei S = (c cz+d

1.1.2 Lemma (Rechenregeln) Sei S = (z Z) € SL, (€). Dann gilt:



a) Sz—Sw= W fur z weC\{—i}
(cz+d) (cw+d) ’ ¢

b) §'(2)=(cz+d)~* fiir z# <.
c) Sei ¢ #0. Dann gilt:

S a 1 S 1
Z=———— = -
c c(cz+d o clcz+d)

d) Sei S€e SL, (R), z€ H. Dann ist

Imz
ImSz:—z.
lcz+d)|

. o _f[a b v o1 [d =D
e) FurS—(C d)eSLg(C)gllt.S _(—c a)'

Bewels  a) Mitad—bc=1 gilt:

Sz Sw az+b aw+b
z— = -
cz+d cw+d

B (az+b)(cw+d)—(aw+Db)(cz+d)

(cz+d)(cw+d)
B (ad—-bc)(z—w)
C(cz+d)(cw+d)

b) klar nach a) mit w — z.
c) w—ooin a).
d) w=7in a).

e) klar. O

Bemerkung Aus Lemma c) folgt: Linear gebrochene Abbildungen sind ,Kreisverwandt-
schaften“ auf P.

1.1.3 Satz Jede Transformation S € SLy (C) / {1} hat mindestens einen und hdchstens zwei
Fixpunkte in P; genauer gilt:

Spur S = +2 & S hat genau einen Fixpunkt,

Spur S # £2 & S hat genau zwei Fixpunkte.

BEWEIS Sei S = (d b) #=+1.
c d



(i) c=0.>d=a"'#0,Sz=a(az+b). = oo ist Fixpunkt von S. Ferner gilt fiir z € C:

Wegen S # +1 ist nicht zugleich a® —1 und b = 0. Das heift: Ist a®> = 1, so ist b # 0, es
existiert also keine Losung in C.

A=loa=+loa+d=+2.

Es existiert also genau ein Fixpunkt.

(i) Ist ¢ # 0, so ist co kein Fixpunkt von S, mogliche Fixpunkte liegen also nur in C. Fiir
z e C gilt jetzt:

Sz=zew az+b=(cz+d)z

& zZ°+ z——=0
c c
, d—a (d—a)2 b (d—a)2
< z°+ z+ =—+
c 2c [ 2¢c
4(ad-1) d?>-2ad+a®> (a+d)?-4
= —+ =
4c2 4c2 4c?
a-d Via+d?*-4
“E= 2¢ + 2¢c '

Auch hier wurde wieder ad —bc = 1 ausgenutzt. Genau eine Losung existiert also genau
dann, wenn Spur S = a+d = £2. Die obige Rechnung liefert uns auch gleich eine Formel
fiir die Fixpunkte von S im Falle ¢ # 0:

w _a—d+\/(a+d)2—4
V2= =+ 2¢ ' o

1.1.4 Korollar Sei +I # S € SL, (R). Dann gilt: S hat entweder genau einen Fixpunkt in
RuU (oo} oder zwei Fixpunkte in RU {oo} oder zwei konjugiert komplexe Fixpunkte in C, und
zwar gilt:

a) S hat genau einen Fixpunkt in RU {oo} < Spur S = +2 < : S heilst parabolisch.
b) S hat genau zwei Fixpunkte in RU {oo} <> |Spur S| >2 < : S heift hyperbolisch.

c) S hat genau zwei konjugiert komplexe Fixpunkte in C < |Spur S| <2 < : S heift ellip-
tisch.

Die Bezeichnungen in den drei Fillen stammen von FeLix KLEIN.

Genauere Diskussion des Abbildungsverhaltens:



1.1.5 Satz Sei +#S= (Z Z) € SL, (R). Dann gilt:

a) S parabolisch < S ist in SLp (R) zu +U*! konjugiert, wobei U := (1 ,u).

b) S hyperbolisch < S ist in SL (R) zu +D, konjugiert mit A >1 und D) = (

0 1
A0
0o AL

¢) S elliptisch < S ist in SL, (R) konjugiert zu Ry, mit 0 # ¢ € |-27,27([, wobei wir setzen

_ cos% sin%
Ry = —sin? cos?)
2 2

Der jeweils angegebene Vertreter der Konjugations-Klassen von S ist eindeutig bestimmt.

BEWEIS a) S sei parabolisch und w € RuU{oo} der Fixpunkt von S. Dann existiert ein

b)

1

T € SLy (R) mit Tw = oo; z.B. konnen wir T = ( _‘”1 3)) wihlen fiir w ¢ {0,00} und

T= (0 _01) fiir w = 0 bzw. T = I fiir = co. = TST~! hat den Fixpunkt co und ist

1
parabolisch, also ist mit @, 8,y € R
rsT1=(% P
0 yJ)

ay=1,a+y=+2=>a=y==+1. = TST"! = U¥ mit geeignetem p € R\ {0}. Beachte:
R>u— ((1) ,111) ist ein Homomorphismus von (R, +) in SL, (R). Es gilt: Utz = z+ ,

U* ist also eine Translation um p. Weiter ist fiir A € R\ {0} die Abbildung A — D, ein
Homomorphismus von R* in SL, (R) und es gilt:

DAUFD 1 = UMH,

Ergebnis: S parabolisch = S ist in SL, (R) zu +U*! konjugiert, und ,<* gilt trivialer-
weise.

S sei hyperbolisch. Dann existiert ein T € SL, (R), so dass TST™! die Fixpunkte 0
und oo hat; z.B. leistet fiir die Fixpunkte w; # oo # w, die Transformation z — Tz =
Z2%L das Verlangte. TST! ist hyperbolisch und hat den Fixpunkt co, hat also die

Z—Wy
U

A
Form (0 1-1

) mit A € R\ {0, +1}. AuBerdem hat TST~! den Fixpunkt 0, also ist y =

0, d.h. TST™! = D) mit A € R\{0,+1}. Durch Konjugation mit ((1) _01) (d.h. durch

Vertauschen der Fixpunkte) kann man A — A~ L ersetzen und umgekehrt, D, ldsst sich
also dergestalt normieren, dass |A| > 1 ist.

Ergebnis: S hyperbolisch = S ist in SL, (R) zu einer Matrix +D; mit geeignetem A > 1
konjugiert, und ,,<* gilt trivialerweise. A ist dabei eindeutig bestimmt durch A+ 17! =
|Spur S| und A > 1, A? heit der Multiplikator von S, denn (+D;) z = A*z.



c) S sei elliptisch, w € H der Fixpunkt von S in H,

iy (T: 1 (1 _f)est(a:)).
zZ—w w—o\U -

N

T: H—E, Tz:=

= TST™! hat die Fixpunkte 0 und oo, also gilt: TST™! = (g /1(31) mit A € C\ {0, +1}.

Hier ist TST ! € AutE und ldsst 0 fest. = (TST™!) z= Az mit A € C\ {0, £1}, |A| = 1. Wir
schreiben A = ei% mit -7 < % <m@#0.=> TST™! vermittelt eine Drehung um 0 mit
dem Winkel ¢.

Transformation nach H:

L
V:H—E V=—,(1 .’),
21

[a—
~

= 221 fi
also Vz = = fiir ze H.

2 2| —.
—sin% cosf) iRy € SLz (R)NSO2 (R).

S A

SIS

e*l

i? .
0 @ L
e 2 ) v ( COoS Sin
2
R, hat die Fixpunkte i und —i.

(v'T)S(vT) =R,
—_— —
€SLy (R) €SLy (R)
Bemerkung: Die Fixgruppe von i in SL, (R) ist gleich der SO, (R).
Ergebnis: S elliptisch = S ist in SL, (R) zu Ry, mit 0 # ¢ € |-27,27[ konjugiert. Dabei
ist ¢ durch ¢ #0 und -7 < % < 7 eindeutig festgelegt. Die Abbildung R > ¢ — R,, ist
ein Homomorphismus von (R, +) in SO; (R). |

Wir untersuchen das Abbildungsverhalten von +1 # S € SL, (R) an Hand der Fixkreise auf
P von S:

a) S parabolisch = Genau die Kreise auf P, die Ru{oco} im Fixpunkt von S beriihren,
werden von S in sich iiberfiihrt. Ein Blick auf die dazu orthogonalen Kreise veran-
schaulicht das Abbildungsverhalten (Abb. 1.1).

b) S hyperbolisch = Genau die Kreise durch die Fixpunkte von S bleiben fest. Die Schar
der Orthogonalkreise veranschaulicht das Abbildungsverhalten (Abb. 1.2).

c) S elliptisch = Jeder Kreis durch die Fixpunkte von S wird abgebildet auf einen evtl.
anderen Kreis. Diese Kreise stehen alle senkrecht auf dem , Hauptkreis“ RuU {oo}. Alle
Kreise in P, die orthogonal sind zu den Kreisen durch die Fixpunkte, sind Fixkreise.
Das Innere und das AuRere dieser Fixkreise wird durch S auf sich abgebildet (Abb.
1.3). Weitere Fixkreise existieren genau dann, wenn S konjugiert ist zu einer hyperbo-

-1
lischen Drehung um +m, d.h. wenn S konjugiert ist zu + ((1) 0 )



Abbildung 1.1: Parabolische Transformation
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Abbildung 1.2: Hyperbolische Transformation
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1.2 Das Poincarésche Modell der hyperbolischen Geometrie

Wir behandeln parallel die Modelle E und H.

1.2.1 Definition (H-Punkte, H-Geraden) Im Folgenden seien H-Punkte hyperbolische Punk-
te, E-Punkte euklidische Punkte, und analog die Geraden. Wir definieren

H E
H-Punkte ‘ E-Punkte in H E-Punkte in E
H-Geraden | Die in H gelegenen Stiicke von auf Die in E gelegenen Stiicke von
R orthogonalen Kreisbogen bzw. Orthogonalkreisen auf {z||z| = 1}
Vertikalgeraden auf R bzw. Durchmesser von E.

Die iiblichen Axiome sind erfiillt, z. B. geht durch je zwei verschiedene Punkte genau eine
Gerade; das Parallelenaxiom ist verletzt!

1.2.2 Definition (Riemannsche Metrik) G = (gy.v),, -, , heilt Riemannsche Metrik auf H,
falls

a) alle g;,v: H— R C*-Funktionen sind und
b) G(z) (symmetrisch und) positiv definit ist.
Eine Riemannsche Metrik definiert eine Lingenmessung:

b( 2 g
a

mv=1

wobei C: z(t) = x1 (1) + ix, (¢) fiir a < t < b eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in
H ist.
Flachenmessung:

w(A) = f VvdetG(z)dxdy (AcH Borelsch).
A
Winkelmessung: In jedem Punkt z in bezug auf das durch G (z) gegebene Skalarprodukt.

1.2.3 Definition (Invarianz) Die Riemannsche Metrik G heilt SL, (R)-invariant, wenn fiir
alle M € SL; (R) gilt:

G(2) =]} (2)G(M2)Jy(2) (z€H).

Dabei sei Jj; die Funktional- oder Jacobi-Matrix von M, also

U, u
Im = y),

falls ReMz=u, ImMz=v,Rez=x,Imz=y.

1.2.4 Satz JedeSL; (R)-invariante Riemannsche Metrik aufH definiert eine SL, (R) -invariante
Léinge und einen SL (R)-invarianten Flédcheninhalt.



Beweis Invarianz des Flicheninhalts Sei A < H Borelsch, M € SL, (R).
=0 (MA) = fMA VdetG(z)dxdy
= fA VdetG(Mz)|det ]y (2)] dxdy
:fA\/FG(z)dxdy:w(A)

Invarianz der Bogenlange C: z (1) = x(¢)+iy(¢) fiir a < t < b sei eine stetig differenzierbare
Kurve in H, Z:= (;), MeSL; (R), Mz=u+iv, {,-) das euklidische Skalarprodukt im
R2. Dann gilt:

Mz = (”) - (”’”.“ W) = Ju(2)Z.
v UxX  vyy

Damit folgt:
b U
= 1 (MC) :f (G(Mz)Mz,Mz)? dt
ab ) 1
- f (G(M2) v (D E T (D 3)? di
a

b \
:f (G(2)2,2)2 dr=A(C) O
a

1.2.5 Satz G (z) := (Imz)~2 I definiert eine SL, (R) -invariante Riemannsche Metrik aufH. Das

zugehorige Léingenelement ist ds = %, der zugehorige invariante Fldcheninhalt ist gegeben

durch dw = %. Die durch G definierte Winkelmessung ist gleich der euklidischen.

b
BEWEIS Sei M = (‘c’ )ESLZ(IR), Mz=u+iv, z=x+iy.

d

y /
=—7 _—y|M(2)].
- lcz+d|? yIM @

Unter Benutzung der sog. Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (siehe Elstrodt
(2004), Satz 3.1) erhéilt man:

3]]—\51(Z)G(MZ)]M(Z)=U_2(MX Ux)(”x ”y)

CRD _p (U2 + 1?2 0 _2 |M’(z)|2 0
=V 0 2, 2|7V Y
Uy + vy 0 |M ()]
=y ?I=G(2) O

10



1.2.6 Satz Ist G eine SL (R)-invariante Riemannsche Metrik auf'H, so existiert ein a > 0, so
dass G(z) = ay 1.

Bewers sei zur Ubung dem geneigten Leser iiberlassen.
Hinweis zur Vorgehensweise: Man setzt die Erzeugenden der SL, (R) (Translation, Dilatation
und z — %) in die Gleichung aus Definition 1.2.3 ein und wertet die Ergebnisse aus. d

1.2.7 Definition (H-Abstand) Fiir z, w € H sei |z, w| := inf [, 142l " \wobei C eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve in H sei mit Anfangspunkt z und Endpunkt w, der H-Abstand
von z und w.

1.2.8 Satz a) Fiir alle SeSL, (R), z, w e H gilt:
Sz, Sw| = |z, w|.

b) Fiirz,weH, z # w ist

ldz|
|Z)w|=f_)
s )y

wobei s die eindeutig bestimmte H-Strecke von z nach w bezeichne.
¢ || definiert eine Metrik aufH.

d) Fiir z,w e H gilt:

Z—Ww
lz, w| = logI:% “Zw logDV (2, W, Weo) Zoo) »
z-w

wobei das Doppelverhdltnis definiert sei wie in Elstrodt (2004) Definition 37.11. Dann
gilt auch Satz 37.13 ebenda.

e) || ist invariant unter Spiegelung an H-Geraden.
BEWEIS a) Satz1.2.4

b) nach a) geniigt der Beweis fiir de Fall z =i, w =iy, yo > 1. Sei C eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve von i nach iyj.

ldzl fb NEER gt
a y

= =
cy

by by

>f Mdtz[ l/dt‘
a )Y a)y

y(b)

= |log——|=1lo

gy(a) g)o

:f MTZ| =logDV (i,1y0,00,0),

11



und fiir C = s gilt hier iiberall ,=“. = Allgemein gilt fiir z # w:
ldz|
f— =1ogDV (z, W, Weo, Zco) -
s )y

¢) Noch zu zeigen ist die Positivitét fiir z # w: siehe d) oder Elstrodt (2004) Satz 37.13.

d) Fiir z = w ist die Behauptung klar. Fiir z # w ist

lz— wl|?

div =DV(z,z, w, )

ISIIRS
glls

zZ—
z—

SIS

e-wf

Punkt-Paar-invariant, d. h. invariant bei (z, w) — (Sz, Sw) mit S € SL, (R). Da fiir z =i,
w =1iYp, Yo > 1 die Behauptung bereits bekannt ist, folgt die Behauptung.

e) Seien z,w € H, z # w, g eine H-Gerade, o die Spiegelung an g, T die Spiegelung an
der H-Geraden durch o (z) und o (w). > 10 (2) =0z, 10 (W) =0 (W).

=>l|loz,ow|=| 10 z, TO W|=|z,W|.
~—~ ~—~
eSL,(R)  €AutH Od
Bemerkung

a) Man kann zeigen: AutH = PSL; (R) ist die Gruppe der orientierungstreuen Isometrien
von H bzgl. der H-Metrik |, -|. AutH Uo AutH mit einer Spiegelung an einer H-Geraden
o ist die volle Gruppe der Isometrien von |[-,-|.

b) Fiir paarweise verschiedene zj, z», z3 € H steht in der Dreiecksungleichung
|21, 23| < |21, 22| + | 22, 23]

genau dann das ,=“-Zeichen, wenn z, zy, z3 aufeinander folgende Punkte einer H-
Geraden sind.

c) SLy (R) operiert zweifach transitiv auf H, d. h. fiir alle z, w, 2/, w' € H mit |z, w| = |2/, w/|
gibt es ein S € S, (R) mit Sz=z' und Sw = w'.

1.2.9 Definition (H-Kreise) Sei aeH, p > 0.
H, (a):={z€H||z,al = p}

ist die H-Kreislinie um a mit dem H-Radius p.
V, (a) :={z€H||z al < p}

ist die H-Kreisscheibe um a mit H-Radius p.

12



Abbildung 1.4: H-Kreis

1.2.10 Satz SeiacH, p > 0.
a) SeSLy (R) = SHy, (a) = Hy (Sa), SV, (a) =V, (Sa).

b) V, (a) ist eine offene euklidische Kreisscheibe in H mit Rand H), (a). Der E-Mittelpunkt
von V, (a) ist gegeben durch m = Re a+ icosh pIma, und der E-Radius r von V, (a) be-
tragt r =Imasinh p. Mitz* = x*+iy" und z+— = x~ +iy~ als Punkte mit maximalem
bzw. minimalem Imagindrteil von H, (a) gilt:

Ima=./y*y", Imm =

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 1.4 gilt weiter: sin9 = tanh p und Ima =Immcosd.

" +y).

N =

BEWwWEIS a) klar

b)
=i
|z,a|§p©+2§ep
1-|&4
z—a el -1
) _|§ — tanh £
z—a el +1 2

Da linear gebrochene Abbildungen Kreisverwandtschaften sind, ist V, (a) ein E-Kreis
mit Rand H), (a). Bei Abbildung z — w = £=2 wird aus V), (@) ein E-Kreis um 0 und aus

13



{z|Rez=Rea} ein Durchmesser dieses E-Kreises. Da der E-Kreis bei Spiegelung an
diesem Durchmesser in sich tibergeht, geht auch V), (a) bei Spiegelung an {z|Re z = Re a}
in sich iiber. = Rem = Rea und mit a = @ + i # und den Bezeichnungen aus dem Satz

gilt:
y+
p=laz| =logf =log— =la,z"|

=y =pe’, y"=pef

=B=\yy,
also das geometrische Mittel aus y* und y~. Ferner: Imm = % (y*+y~) =Bcoshp und
r=3(y*+y~) = Bsinhp. Zusammenhang mit 9: sin9 = L = tanhp, also

Im mcos?d = Bcoshpy/1—tanh?p = B.
M ’ O

Ohne Beweis Der H-Umfang von H, (a) betragt 2z sinh p ~ 27p fiir p — +0.
Der H-Fldcheninhalt von V, (a) betrégt 27 (coshp — 1) ~ wp? fiir p — +0.

Zur Vertiefung der Rolle von Carl Friedrich Gaul bei der Entwicklung der nicht-euklidischen
Geometrie sei auf Reichardt (1976) verwiesen.

1.2.11 Satz Ist D ein (eigentliches oder uneigentliches) H-Dreieck, so ist

w (D) = m — Summe der Innenwinkel von D.

BEWEIS a) D habe einen Nullwinkel, oBdA in co, und oBdA seien die iibrigen Ecken von
D auf 0 gelegen, so dass sich die Situation von Abb. 1.5 ergibt.

dxd biproo g
:w(D):f xzy: (f —Z)dx
D Y a V1i-x2 Y
(P dx
a V1-x?
b) D habe keinen Nullwinkel, D := A(a, b,c), E := A(a,b,d), F := A(b,d, c) mit den Be-
zeichnungen aus Abb. 1.6.

= [—arccosx]Z=ﬂ—(a+ﬁ+Y)-

=>w(D)=w(E)-w(F)
=n—(a+p+6)—(n—(m—y+6))=n—(a+p+7). O

Z—2Zy
P (zeH, zg e H

Verpflanzung von G = y~2I nach E vermoge der Abbildung z — w :=

fest) liefert die Riemannsche Metrik I :=4 (1 - rz)_1 I auf E (r = |w|). Man rechnet dazu mit
(2] wna 0= ()

z=|,lund w=| ,| aus:
X u

ox* oxY
U= 2B G gl

14



Abbildung 1.5: H-Dreieck mit Nullwinkel in co

Abbildung 1.6: H-Dreieck ohne Nullwinkel

15



Formelsammlung Wir fassen das bisher bewiesene zusammen zu:

H E
Bezeichnung z=x+1y w=u+iv=re?

. . _ -2
Riemannsche Metrik y2I 4a(1-r3)""1
Linienelement ds= Lyzl ds= (zlliiﬂl)
Flichenelement dw = dxfy dow = 2dudy

y (1-r2)
a-2 |
H-Abstand |z1, 22| = logﬁ lwy, wo| =log 1_‘ WI_lé
z1-22 1-wywy
. . P _ _ 1+
speziell: |i,iy| = |logy 0, w| =log 1=

1.3 Die Modulgruppe

1I:=SLy(2) := {(? Z) €7%2lad-bc= 1} ist diskrete Untergruppe von SL; (R). Fiir (? Z) €
-1
.. [a b d -b . 11 0 -1 . o_f[a Db
SLZ(R)gllt.(C d) _(—c a).EsglltU.—(l 0),T.—(1 0),—I€1F.Fur8—(c d)e

SLy (R) sei S:= (c,d).

b

a
1.3.1 Satz a) (c d

) € SLy (Z) = ggT(a,b) =ggT(c,d) =ggT (a,c) =ggT (b, d) = 1.

b) Sind c,d € Z mit ggT (c,d) =1, so gibt es a,b € Z mit (Z Z) eqrl.

c) Seien A,Be I'. Dann gilt: A=B<3neZ A=U"B.

Bewers  a) klar wegen der Determinanten-Bedingung.

b) ggT(c,d) =1= cund d erzeugen Z als Ideal, und wegen 1 € Z gibt es a, b € Z, so dass

b
d)elf.

ad—bc=1.= (a
c

© ,<“ U'B=U"B=IB=B.
,=“ AB~! = AB' = BB~! = (0,1). Es gibt also ein n € Z, so dass AB~' = U", also
A=U"B. O

1.3.2 Satz Sind K, L cH kompakt, so gibt es nur endlich viele S € I mit (SK)NL# @.

Bewers OBdA sei gleich K = L =V, (i) mit p > 0. Ist dann (SK)N L # @, so ist |Si, i| <2p. Wir
zeigen: (*) Es gibt nur endlich viele S € ;I" mit |Si, i| < 2p und damit die Behauptung.

b) und

. .. . . o |a
SelA.—{S€1FIISl,1|<2p}.WegenImSz—mfurS—(C J

min{Imz|z e Vo, (D} = ™ >0
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ist ¢® + d* < €*, die Menge {(c,d) € Z*|3S € Amit S = (c,d)} also endlich. Sei nun (¢, d) = M
(M € A) ein solches Paar. = Jedes S € A mit S = (¢, d) hat die Form S = U"M mit n € Z. Hier
sind bei festem (c, d) fiir n nur endlich viele Werte méglich, denn

|Si,i| =|Mi+n,i| <2p.
——
|n|—oo0 D
—_— 0

Bemerkung Satz 1.3.2 gilt sinngemdR fiir jede diskrete Untergruppe von SL; (R).

1.3.3 Korollar ;I" operiert auf H diskontinuierlich, d.h. fiir jede Folge (M), >, paarweise
verschiedener M, € ;I" und fiir jedes z € H hat die Folge (M, z),»; keinen Haufungspunkt
in H.

Beweis klar nach Satz 1.3.2 a
1.3.4 Korollar Die Fixpunkte elliptischer Transformationen auf ;I" hdufen sich nicht in H.

BewEtls Annahme: a € H sei Haufungspunkt von Fixpunkten elliptischer Elemente € I’
und V eine kompakte Umgebung von a. = V enthélt unendlich viele Fixpunkte ellipti-
scher Transformationen, und zu jedem dieser Fixpunkte existiert ein elliptisches S € T,
das den Fixpunkt fest ldsst. Verschieden Fixpunkte liefern dabei notwendig verschiedene
elliptische Transformationen, da die Fixpunkte elliptischer Transformationen komplex kon-
jugierte Paare sind, und nicht mehr als drei Fixpunkte auftreten konnen bei Transforma-
tionen S # I. Daher existieren unendlich viele verschiedene S € I’ mit SVNV #¢ ¢ zu
Satz 1.3.2. O

1.3.5 Korollar Zu jedem a € H gibt es eine Umgebung V, so dass {S€1I'| SV NV # @} gleich
der Fixgruppe von a in ;I ist.
. . Satz 1.3.2 X
Bewers Sei W eine kompakte Umgebung von a. = {Se 1I'|SWnW # ¢} =: A ist end-
lich. Ist Delta schon gleich der Fixgruppe von a in 17T, so ist die Behauptung klar. Fiir A D
Fixgruppe von a in ;I sei p := %min{lSa,al |S€ A, Sa#at. = V,(a) leistet das Verlangte,
denn fiir we SV, (a), z€ V, (a), w= St mit T € V,, (a) gilt:
A-Ungl.
lw,z| = I[Sa,al- |w,Sal —lz,al>p.
—— —— ~———
=3p =|S7,Sal=|t,al<p <p O

Fiir eine Untergruppe I' c SL, (R) heien die Fixpunkte der parabolischen / hyperbo-
lischen bzw. elliptischen Elemente von I" die parabolischen / hyperbolischen bzw. ellipti-
schen Fixpunkte von I'; die parabolischen Fixpunkte bezeichnet man auch als Spitzen (engl.
cusps) von I'. Die parabolischen / hyperbolischen bzw. elliptischen Fixpunkte von I" zerfal-
len in Bahnen mod I', denn: Ist p ein Fixpunkt von S€ I und A€ I', so ist Ap ein Fixpunkt
von ASA™! € I' vom gleichen Typ, da Spur ASA™! = Spur S. Fixpunkte der gleichen I'-Bahn
heillen I'-dquivalent.
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1.3.6 Satz Die Menge der parabolischen Fixpunkte von 11" ist gleich Q U {oo}, und jede Spitze
1 1
ist zu oo dquivalent mod I'. Die Fixpgruppe von co in 11" wird erzeugt von (0 1) und —1. Ist

(= —% €Q (c,deZ, c#0,ggT(c,d)=1), und sind a,b € Z so gewdihlt, dass A := (Z Z) e r

liegt, so erzeugen A~'UA und —1I die Fixgruppe von { in T .

BEWEIS oo ist Fixpunkt von U € 1T, U ist parabolisch und jede parabolische Transformation
€ SL, (R) mit Fixpunkt oo ist von der Form +U% mit a € R. = Die Fixgruppe von oo in I ist
(U,-1). Sei { := —‘—Ci (c,deZ, ggT(c,d) =1, c#0), Awie oben. Dann gilt Ae I', Al =oc0=
Spitze von 1 I" mit Fixgruppe (U, —I). = { ist Spitze von 1I" mit Fixgruppe (A"'UA, - I).
Noch zu zeigen: Jeder parabolische Fixpunkt von ;1" liegt in QU {oo}: Das ist klar nach der
Fixpunktformel:

a-d 1 2 parabolisch @ — d
= +— +d)* -4 = € 0).
w12 =——+5-\(a+d) 5o €Q (70 0

1.3.7 Satz Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen elliptischer Fixpunkte von 1I". Diese werden

représentiert von i und p :=e3 = %+ % 3i oder dem dquivalenten Punkt ¢ :=es = % +

V3i=p+1.

0 -1
1 0
erzeugt. (Die Ordnung der Fixgruppe in PSL, (Z) ist 2) Die zu i mod I’ dquivalenten
Fixpunkte von I" inH sind genau die komplexen Zahlen der Form w = “7” mita,ceZ,
¢>0, c|(a*+1). Eine Matrix S € ' \{*1} hat genau dann einen Fixpunkt dieser Gestalt,
wenn Spur A =0, und das ist genau dann der Fall, wenn S in 1I" konjugiert ist zu +T.

a) Die Fixgruppe von i in 1I' hat die Ordnung 4 und wird von T := ( ), T? = -1

0 -1

i ) R =-1
erzeugt. Die zu p beziiglich I" dquivalenten Punkte in H sind genau die komplexen
Zahlen der Form = “*2°° mit a,c € Z, ¢ #0, (a*-a+1) =0 mod c. Eine Matrix
S e I'\{+1} hat genau dann einen Fixpunkt dieser Form, wenn Spur S = +1, und das
ist genau dann der Fall, wenn S in | I" konjugiert ist zu R, R"' = —R? (im Fall SpurS = 1)
oder zu —R, R? (im Fall SpurS=-1).

b) Die Fixgruppe von p in1I" hat die Ordnung 6 und wird von R:= TU = (

Beweis Sei S €11\ {+1}, S elliptisch. = Spur§ € {0, +1}. Wegen Spur S = —Spur (—S) geniigt
die Behandlung der Fille SpurS =0 und SpurS =1.

Spur S =0 Die Fixpunktformel liefert fiir ¢ # 0:

a-d 1 5
w12 = +—\/(a+d)* -4
1.2 2c 2c ( )

Da S elliptisch ist, ist automatisch ¢ # 0, so dass S in H den Fixpunkt w =
(beachte: a+d =0!). S hat das charakteristische Polynom

a+isgnc
—— hat

X*— (SpurS) X +detS=X*+1.

18



Nach Cayley-Hamilton gilt also S = —1. = ord S = 4. Ggf. nach Substitution S — —S
kann ¢ > 0 angenommen werden, so dass S den folgenden Fixpunkt hat:
a+i

w=—— (a,ceZ,c>0cl(a*+1)) (1.1)

Umgekehrt: Hat w € H die Form (1.1), so ist b := _@4l ez (Z Z) €11 ist elliptisch

c

1 o ) €I elliptisch von der Ord-

0
mit Spur 0 und Fixpunkt w. Insbesondere ist T = (

nung 4 mit Fixpunkt i € H, T2 =—1.

Bestimmung der Konjugationsklassen: Sei S elliptisch mit Spur S = 0 (jetzt nicht mehr
notwendig ¢ > 0), S§2 = —J. Dann ist Z[S] = Z[i] und somit ein Hauptidealring. 72 ist
torsionsfreier Z [S]-Modul, denn: Seien a, § € Z, x € Z> mit (a + $S) x = 0. Multiplika-
tion mit a — B8 liefert: (a? + %) x = 0 und damit @ = =0 oder x = 0. = Z? ist torsi-
onsfrei. Folglich ist 72 freier Z [S]-Modul vom Rang 1, es gibt also ein u € 72, so dass
7% =7 [S] u. Setze v:= Su. = u, v ist eine Z-Basis von Z, insbesondere det (u, v) = +1.

a) det(u,v)=1:

0 -1
:>S(u,v):(v,—u):(u,v)(1 0 )

—
=T

Mit M := (u,v) € I gilt: M 'SM =T.
b) det(u,v)=-1: M:=(v,u) € 1" mit
0 1
SM—(—u,v)—M(_1 0).
——
=T
=>MI1SM=-T.

Das beweist Aussage a).

SpurS =1 Sistelliptisch = ¢ #0, und S hat den Fixpunkt

a—d+\/(a+d)2—4_2a—1+i\/?_>_a+—1+i\/§_a+p€H

2c 2c 2c c 2c c

’

= -1
falls ¢ > 0. Im Falle ¢ < 0 ist £ = 22 der Fixpunkt in H. = S hat in H den Fix-

c Cc
punkt w = ‘H‘:gm . Das charakteristische Polynom von S lautet X?— X +1, nach Cayley-
Hamilton gilt also S? — S+ I = 0. Multiplikation mit S+ I liefert: S = —I, S hat also die
0 -1
1 1

Ordnung 6. Speziell gilt: R := TU = ( ) hat den Fixpunkt p in H, SpurR =1,

R3=-1I, ordR =6.
Sei S wie oben: ad—bc=1,a+d=1.

s>a(-a+1)-bc=1 =a’°—-a+1=0 modc.
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Umgekehrt: Sind a,c€ Z, c#0, a>—a+1=0 modc, so ist b := —@ €7,8:=

€1, SpurS =1 und S ist elliptisch mit Fixpunkt w.

a
(c —a+1
Bestimmung der Konjugationsklassen: Sei S wie oben: S€ | I', SpurS=1, $>~S+1=0,
S$3 =1. Dann ist Z[S] = Z [e%i] =~ Z[p] ein Hauptidealring, Z[S] operiert auf 72, Z*
ist torsionsfreier Z[S]-Modul: Sei x € Z?, @, € Z, (a+S)x =0. Wegen S™! =1-8
multiplizieren wir mit (a + (I — S)) und erhalten:

(a+BUI-8))(a+pS)x=|a*+aB+p*(S-S°)|x
——

=1

:(a2+a,6+,32)x:((a+§)2+2ﬂ2)x

=0

=>a=0f=0oder x=0. > 72 ist freier Z [S]-Modul vom Rang 1, so dass es ein u € Vs
gibt mit Z2 = Z[S] u. Setze v := Su. = u, v ist eine Z-Basis von 72, also det (u, v) + 1:

a) det(u,v)=1=>M:=(u,v)e I’

SM=(v,—-u+v)=(u,v) ((1) _1)

—
=R

= M 'SM=R.
b) det(u,v)=-1=> M:=(v,u) e I,

1 1
SM=(—u+v,v)=(v,u) (_1 0)
——

—R-1

=>M1SM=R1.

Daraus folgt Aussage b).

Wegen i ¢ Q (p) ist nun klar: Es gibt genau zwei Bahnen elliptischer Fixpunkte von . O

b
1.3.8 Satz Ist S = (z d) €I, s:=Spurs, so gibt es Ve (U, T) c1I', so dass fiir vlsy =

B

6) die Ungleichungen

1
a—=S$
2

1 1
~lo-3s[<3h.  I<ln

erfiillt sind. Dann ist notwendig auch 3y* < |s* —4|.



- b+ —d) - n? b
BEWEIS u-rsyn =4 "¢ nla—d)-nc =B 7 =:S;.
c cn+d 1 dr
Hier ist
1| |a-d B 1
al—és == —nc|= dl—gs.

= Wir konnen n; € Z so wihlen, dass

1 1
a——=s|=|di—=s
"2 "2

1|| 1||
=—lcl==lel.
2 21

Ist hier |c;| < |b1l, so breche man das Verfahren ab, da die Behauptung in diesem Fall bereits
erfiillt ist.
Ist |c1] > |b1l, so konjugieren wir mit T

d -c a b
-1 [ & 1\ _ (a2 b2
=T SlT_(—bl a )_'(Cz dz).

Hier ist |c2| = |by| < |b2] = |c|. Die Wiederholung des ersten Schritts mit S, liefert:

—n. ., _(as b3

S3:=U""S,U™ = ,
’ ? (03 ds)

wobei durch geeignete Wahl von 7, zu erreichen ist, dass

als
)

1

1
ds3——s
7o

< s lezl =S lesl.
2 2

Falls |c3| < |bsl, so breche man hier das Verfahren ab, anderenfalls Konjugation mit 7...
Wegen |c;+2| <|cy| bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab.

B

s -1 _|a
Sei V SV_(Y 5

) wie im Satz.

= |sz—4| = |(a+6)2—4(a6—,3y)|

i S2 o S2 o a2
=|(a—6)" +4py]| >4L/2L|y| (@ —6)* =3y~ O
2yl <r

1.3.9 Korollar Zu jedem s € Z\{+2} gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen von I’
mit der Spur s.

s -1
Beweis Jedes s ist Spur von z. B. (1 0 ) eqr.
Satz 1.3.8 ) a .
Ferner: Sei S€ I, Spur§ = s. s S ist konjugiert zu (Y g) € 1" mit
1 1] 1 s 1o
a——=s|=[0—=s|<—=|y|, <|p|, 3y° < [s°—4.
sol=lo-3o| <3l <lol. sr<leql
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Wegen s # +2 ist y # 0, und wegen Ry? < |32 - 4| gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir
Y. Fiir jedes y gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir « und 6 (eigentlich gentigt hier die
Aussage fiir a, weil diese bereits 6 impliziert), und von diesen «,y, kommen nur diejenigen
in Betracht, fiir welche a6 — By = 1 mit passendem f € Z (beachte: y #0Y), |B| = |y|, a+6 =s.

B

Es bleiben also nur endlich viele Méglichkeiten fiir (i 5

)Elf. O

Bemerkungen

1) Fiir s=0 und s =1 kann man mit Satz 1.3.8 erneut die Konjugationsklassen elliptischer
Elemente in ;I" bestimmen.

2) Fur s = +2 ist S konjugiert zu +U" mit passendem n € Z. Die Matrizen +U"” mit n€ Z
sind ein genaues Vertretersystem von Matrizen aus ;1" mit Spur +2.

3) Die Fixpunkte hyperbolischer Elemente in  I" lassen sich genau angeben: Die Menge der
Fixpunkte ist genau die Menge der Paare verschiedener konjugierter algebraischer Zah-
len eines reell-quadratischen Zahlkérpers (vgl. Schoeneberg (1974), Seite 13, Theorem
9).

1

1
1.3.10 Satz I’ wirdvonUz(O ]

) und T = ((1) _01) erzeugt. AuchT und R=TU = ((1) _11)

erzeugen 11I.

. a b
BeEweis Selsz(c d)elf.
o rs=["¢ —d’ Ukge= a+kc b+kd.
a b c d

c=0: > S=+U"¢€ (U, T) mit passendem me Z, T?> = 1.

¢ #0: = Man kann rekursiv durch Multiplikation mit U-Potenzen und T den Betrag von c
verkleinern:

Ik €Z O<a+kc<lcl :TUk15=( ¢ *)
a+kic =

Nach endlich vielen Schritten ki, ..., k;, erhilt man

Tuks=" *|ew, )
-0 T . _

Bezeichnet man fiir S € SL, (R) mit S das Bild von S in AutH und dementsprechend auch
T:= {§IS€F}, so gilt:

1.3.11 Korollar ;I wirdvon U: z— z+1und T: z— —% erzeugt.
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Die Darstellung eines S € 1I" als Produkt von Faktoren U, T ist nicht eindeutig, denn
R? = TUTUTU = —I = T?. Wenn man Eindeutigkeit der Darstellung fordert, wihlt man
andere Erzeugende:

0 -1 0 1
1.3.12 Satz Die Erzeugenden T = (1 0 ) undV:=-R=-TU = (_1 _1) von I erfiillen

die Relationen
T =Vv3=1, VT? =T?V,

und diese Relationen definieren 1I', d. h. alle anderen Relationen zwischen V und T folgen
aus diesen.

1.3.13 Satz |1 ist freies Produkt der von T erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 2 und
der von R erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 3.

1.4 Ein Fundamentalbereich der Modulgruppe

1.4.1 Definition (Fundamentalmenge) Sei I' I" eine Untergruppe, D c H. Dann hei8t D
eine Fundamentalmenge von I' in H, wenn D ein genaues Vertretersystem der Bahnen von
I'inHist,d.h.I'D=H, SDNnD =g fiir Se I' \ {+£1}.
D heil8t Fundamentalbereich von I' in H, wenn gilt:

a) D ist offen,
b) I'D =H,
c) SDnD=g¢g furalle Se '\ {£1},

d) D\D ist eine w-Nullmenge.

Bemerkung Ist D ein Fundamentalbereich von I', so ist fiir alle S € I'\{+ I} auch SDND =@,
denn: nehmen wir an, dass SD N D # @ gelte, so gibt es ein ze€ SD N D und damit auch eine
Umgebung U von z mit U c D, so dass z € SD in U liegt. = SDNU # @, dh. SDND # @.
Das aber wiére ein Widerspruch zu Punkt c¢) der Definition.

1.4.2 Satz D:={zeH|[Rez| <3, |z| > 1} ist ein Fundamentalbereich von 1T in H.

BEWwEIS a) D ist nach Definition offen.

b) Zu zeigenist: VzeH 3Se(U,T) SzeD.
Sei zeH fest. >3Iny; €Z z;:= U™z erfullt |[Rez;| <
erreichen.
Falls |z;| = 1, so ist das Ziel erreicht. Anderenfalls fiihren wir eine induktive Konstruk-
tion durch: Sei k = 1 und z; schon konstruiert mit |Re z| < % Falls |zi| = 1, so ist das
Ziel erreicht, sonst ist |zx| < 1. = |Tzi| > 1.

%. Man kann auch —% <Rez< %

1 Imz
=>3Ani1€Z  zZjp1:= U™z |Rezisl < > Imzyy; =Im(Tz;) = |2k > Im zj.
2k
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Nach endlich vielen Schritten bricht das Verfahren ab, da man sonst eine Folge (zk) =1
verschiedener Punkte aus ;I"z erhielte, die im Kompaktum {r e H||7| < 1, Im7 = Im z}
einen Hiaufungspunkt hitte. Dies ist ein Widerspruch zur Diskontinuitédt von 11" in H
nach Satz 1.3.2 und Korollar 1.3.3.

Alternativ kann man in folgender Weise vorgehen: Sei z € H. Dann ist Z+ Z z ein Gitter
in C. Es gibt einen betragsmiBig kleinsten Gitterpunkt # 0, d. h. es gibt ¢,d € Z mit
(c,d) #(0,0), so dass fiir alle m, n € Z mit (m, n) # (0,0) gilt:

lmz+n|<|cz+d]|. (1.2)

Offenbar gilt ggT (¢, d) = 1, da man sonst nach Division der rechten Seite durch ggT (c, d)

b
ein Paar (m, n) erhielte, das (1.2) verletzte. Also existieren a, b € Z, so dass S := (i d) €

*
d
bei geeigneter Wahl von k ist dann [Re U*Sz| <

1I'. Dann ist fiir alle k€ Z U*S = (z ) Wegen (1.2) gilt: Fiir alle k€ Z ist |U*Sz| > 1,

1
5

¢) SDND =g fiir Se | I'"\ {1} folgt aus Satz 1.4.3

d) klar O

1.4.3 Satz Seien z,z' € D, Se \I'\{+1I}, Sz = z'. Dann liegt einer der folgenden Fiille vor:
(1) Rez=-3,S=+U,d.h. 2 =z+1.

2) Rez=4%,8S=2U"', dh 7 =2-1.

3) |zl = |z'| =1,S=+T,d h. z' = —%.
(4) z=7'=p, SE(R) =(TU).

(5) z=2'=¢ Se(URU™).

6) z=p,z' =& Se U(R).

(7) z=¢&, 2 =p, Se(RY UL

b
d

angenommen werden, ansonsten Ersetzung S — S~!. = |cz+d| < 1.

I _ Y

BEweEIs Sei S = (z ) =y :=Imz = rrdl Aus Symmetriegriinden kann oBdA y' =y

1
|C|§\/§S |cy| <|cz+d|<1.

= c€{0,+1}. Von den Féllen ¢ = +1 braucht nur ¢ = 1 behandelt zu werden, sonst Ersetzung
S—-S.

a) c=0=S=+U" mit ke Z\{0}. Wegen z,Sz = z+ k € D ist notwendig k=1, Rez = —

1
2
(Fall (1)) oder Rez=—3 und k = —1 (Fall (2)).
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b) c=1=>|z+d| =1, |Rez| < % = d € {0,£1}, ferner |z| = 1. = Immer ist |z]| = |z’| =1,
und es ist entweder (bi) p # z # ¢ und d =0 oder (bii) z=p und d € {0,1} oder (biii)
z=<¢und d € {0,—1}. Diese Félle werden nun diskutiert:

() p#z#&d=0=>S8=T.
1 _ _
=3keZ S=UT =Sz=--+keD,zeD.
Z

Wegen p # z # ¢ folgt dann k = 0 und damit S = T, also Fall (3).
(i) 1) z=p,d=0.=>S5=T, esgibtalsoein k€ Z, so dass §= UCT. = Sp=U*Tp =
{+keD. = ke{0,-1}, folglich
A) k=0= S=T, also Fall (3), oder
B) k=-1=>S=U"'T=-R!'=R*>= Se(R), also Fall (4).

2) z=p,d=1.=>S8=(1,1) =R, es gibt also ein k € Z, so dass S=U*R=>Sp=
p+keD.= ke{0,13}, folglich

A) k=0=S=Re(R), also Fall (4) oder
B) k=1=S=UR€eU(R), also Fall (6).
(i) 1) z=¢,d=0.=S=T, esgibtalsoein k€ Z, sodassSzUkT3$€=€+k€5.
= k €{0,1}, folglich
A) k=0=S=T, also Fall (3) oder
B) k=1=>S=UT=URU e (URU™), also Fall (5).

2) z=¢ d=-1. > S=(1,-1) = TU~!, es gibt also ein k € Z, so dass S =
UTU ' = 8¢ =UFTU ¢ = ¢+ ke D. = ke {0,—-1}, folglich
——

=¢
A) k=0=>S=TU '=UR?U ! € (URU™), also Fall (5), oder
B) k=—-1=>S=U"'TU '=R2U'e(R)U!, also Fall (7). O

In den obigen Betrachtungen ist ein zweiter Beweis fiir Satz 1.3.10 enthalten: Seiz € D,
A€ I'. > Az e H hat einen Vertreter w € D, und zwar ldsst sich Az durch V € (U, T) nach w
transformieren, d. h.

JweD, Ve(U,T) VAz=w.
= z€ D, we D sind |I'-dquivalent bzgl. VA. Nach Satz 1.4.3 folgt dann VA = +1I, also
A=+V1le(U,T).
Bemerkung D lisst sich als sog. Poincarésches Normalpolygon auffassen via

D= [\ {zeHll|ziyo| <|Sz iyo|, yo>1fest}.
Se M\{£1)

Idee: R? mit Gitter Z2 als diskreter Transformationsgruppe. Nehme einen festen Punkt, z. B.
0 und dazu fiir z € R? = C alle Punkte der Bahnen von z, die am dichtesten bei 0 liegen.
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Allgemein: Ist I" eine diskrete Untergruppe von SL, (R), so nehme man einen Punkt zy € H,
der kein elliptischer Fixpunkt von I' ist, und bilde

D:= () {z€Hllz 2zl <ISz, 2}
Sel\(+1}

Dann ist D ein Fundamentalbereich von I in H.

1.4.4 Korollar Die Menge

N | =

1 1
F::{zeH:—EsRez<§, |z| =1; —— <Rez <0, falls |Z|:1}

ist eine Fundamentalmenge von ;1" in H.

Beweis Satz 1.4.2 und Satz 1.4.3 O

1.5 Untergruppen der Modulgruppe

1.5.1 Satz Es seien —I1 € AcI < I, und F sei ein Fundamentalbereich von I', p:=[I":A] <
0o, Ry,...,R, €I'. Dann gilt G := Uff:l R, F ist Fundamentalbereich von A < I = L_Jﬁz1 AR,
d.h. Ry,..., Ry, bilden ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A in T

Bewers ,=* Annahme AR; = ARy fiir 1 < j, k < u. Dann gibt es ein S € A, so dass SR; = Ry,
also RF cGNS™'G(= @, falls S# +1). > S=+1= Rj = +R. Ist j # k, soist ARj = ARy,
wegen —I € A, Ry,..., Ry ist kein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A in I'.
=>3Vel AV ¢{ARy,...AR,}. Sei z € F. Dann gibt es einen zu Vz A-dquivalenten
Punkt w € G, also ein S€ A, so dass SVz=we G = U/;:lel_:- Das gilt, weil p < oo
ist, aber auch, falls die Uberdeckung lokal endlich ist. = 3v e {1,...,u} SV = £R,.
= AV = ASV = ARy, und das ist ein Widerspruch zur Wahl von V. = Ry,..., R, bilden
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von A in I'.

,<* Gistoffen und fiir +1# S€ A ist

= |J (SRVFNR,F).

1<sv,psp

u
SGNG= (U SRVF)n
v=1

u
U R,F
p=1

Firv=pist SR, #+R,,da S#+I. > SR,FNR,F =@.
Fiir v # p ist auch SRy # R, denn SR, € ARy, +R, € AR, und AR, N AR, = ¢ nach
Voraussetzung. = SGNG = @.

— ko _ K — —
AG=A|JR/F=|JSR/F= MF =H.
v=1 v=1 Merl
rd G ist offensichtlich eine Nullmenge. O
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Zusatz Ist die Uberdeckung von H durch die Bilder MF lokal endlich, so gilt Satz 1.5.1 auch
fiir p = oo.

dxdy

e nicht ab von der Auswahl

1.5.2 Korollar In der Situation aus Satz 1.5.1 hdngt w (F) = f r
von F, und es gilt: w (G) = pw (F).

Beweis Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.5.3. d

1.5.3 Lemma In der Situation von Satz 1.5.1 sei A < H eine Borel-Menge mit I'A = H und
w(ANSA)=0fiir SeI'\{+I}. Dann ist w (A) = w (F).

Beweis Bezeichnet man mit I" das Bild von I in der PSL, (R), so ist F = UgefF N SA eine bis
auf Nullmengen disjunkte Vereinigung.
— —1 ju—
s0(F) =Y 0(FnS4)= ¥ o((S"F)na)= Y 0(4nSF) =0
SeT SeT SeT
aus Symmetriegriinden. |

1.5.4 Beispiel Die Thetagruppe I'g:= (U?, T) hat den Fundamentalbereich
F:={zeH||z|>1, —1<Rez<1}.

Begriindung: F ist offen, User, SF = H, denn fiir z € H existiert ein k; € Z mit |[Re U?*1z| < 1.
Falls |U2k1z| > 1, so ende die Konstruktion, anderenfalls Anwendung von T |TU2k1z| =1
und es gibt ein k, € Z mit |[ReU?*2TU?!1z| < 1. Dabei ImU?*2TU?!1z > Im 22k z = Imz.
Induktiv fihrt man fort. Falls das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, er-
halten wir eine Folge paarweise verschiedener zu z I'g-dquivalenter Punkte im Kompaktum
{fweH||lw|l <1, Imw =Imz}. Das ist ein Widerspruch zur Diskontinuitidt von I"g in H.
Sei+1#SeTly. Wegen T? = —[ist S= +U?R TU?!e T ... TU*» mit ky,..., kp € Z, ko, ..., kn_1 #
0. Fiir k € Z setze Ty := U TU 2. = T} sind elliptisch, Ty hat die Ordnung 2 und bildet das
AuRere von |||z —2k| =1} auf das Innere ab. = 3py,...,pp € Z, g€ Z mit S= +U>7T), -+ Tp,,
Pv # pv+1 fiir 1 < v < n. Fiir n = 0 ist hier notwendig g # 0. Sei z € F. Fiir n = 0 ist al-
so ¢ #0 und Sz ¢ F. Sei n > 1. Dann liegt T,z € {|T—2p,| <1}, also im AuBeren von
{|t=2pn-1|=1}. = Ty, Tp,z € {|T—2pn-1| < 1}, insgesamt | T}, -+- Tp,z—2p1| < 1. = Sz =
(U*Ty, - Tp,)z¢ F.

Offensichtlich ist rd F eine Nullmenge.

Ein alternativer Fundamentalbereich von I'y ist G:= DuUDUUTD (siehe Abb. 1.7.
= [1F . 19] =3, und I, U, UT ist ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen. Die Ran-
dabbildungen des roten Fundamentalbereichs sind U?, T, UTU !TU!. Die Bahn I'i =
I'giwI'g(i+1), denn i ist elliptischer Fixpunkt von I'yg, i + 1 nicht. p und kein zu p I"-
dquivalenter Punkt sind Fixpunkte von I'g. = I'g hat genau eine Bahn elliptischer Fixpunk-
te, diese wird représentiert von i.
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Abbildung 1.7: Ein Fundamentalbereich von I'g

Behauptung
I'g={Se I'|S=F mod2oderS=T mod2}={(zz Z)€F|a+b+c+d50 modz}

Beweis Sei A eine der Mengen auf der rechten Seite. = A < | I" ist Untergruppe, denn die

b al b, . !/ / / !/
ale & ist (a+c)(a'+b')+(b+d) (' +d'), und wegen

U2eA, TeAistTgcAc T.U¢gA>A# T, [[T:T'g] =3=>A=Ty. O

a
Summe der Elemente von (c

1.5.5 Beispiel (Untergruppe von unendlichem Index in | I') Sei T} := UK TU2¥ fiir k € Z.
I':=(T}:keZ)c I hat den Fundamentalbereich G :=icz{z€H||z—2k| > 1}.
Begriindung: G ist offen und fiir z € H existiert ein V € I'y mit Vz € F, wobei F ein Funda-
mentalbereich von I'g sei. Schreibt man V = U2‘Smit SET, ¢ € Z, so ist

Sz=U?*Vvze|JU?F=0C.
-~

M kiz
eF

Seitl#Sel,zeG. > S=+Ty, - T, mit ky,...,.kp€Z, n=1. = Sze {|lt-2ki|<1} £ G.
= Sz ¢ G. rd G ist offensichtlich eine Nullmenge.

1.5.6 Satz Sei —I €I I und( sei Spitze von I', A€ I’ mit Al = oco. Dann ist

N::min{ke N, Alukae F}
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sinnvoll, und A~YUN A und —1I erzeugen die Fixgruppe I'rvon{inI. N heifst dann die Breite
von { inI', A-YUN A heifit die Grundmatrix von { in I und ist eine ,normierte Erzeugende*
von I'¢. Dabei gilt: N = [ )¢ :T¢].

Die Spitzenbreite ist eine Invariante bzgl. Konjugation von I' in 1I". Insbesondere haben im
FalleI" <\11T" alle Spitzen von I' die gleiche Breite. — Ist { auch Spitze einer Untergruppe A c I
mit —1 € A, so ist die Breite von { in A ein ganzzahliges Vielfaches von N, und zwar gilt:

(Breite von { in A) = [(D)¢:A¢] = [GD)¢:T¢] [Te:Ac]-
Beweis Sei S € I';. Dann liefert Satz 1.3.6:

G =(AT'UA -1 =>3Jkez S=+A"'U*A.
= N ist sinnvoll. Division mit Rest zeigt: k= gN+Rmit0<sr<N-1.

> AlUTA=+(A'UNA) TserT.
Wegen der Minimalitdt von N muss bereits r = 0 gelten.

=S=+(ATUNA) e AT 'UNA -D =T =AUV A, - D).
Offenbar ist N = [(I');:I'¢]. Der Rest ist klar. |
1.5.78atz Sei -l €' I, u:=1[1I':I'l <oo. Dann ist die Menge der Spitzen von I' gleich
QU {oo}. I' hat nur endlich viele I' -Aquivalenzklassen von Spitzen. Sei(y,...,(p einI'-Vertreter-

system dieser Klassen und Aj € 1I" so gewdihlt, dass{ j = A]‘.loo fiir j=1,..., p, Nj sei die Breite
von{jinl.

p Nj-1
=>.r=J U ra;'v"
j=1v=0
ist eine (disjunkte) Zerlegung von 1I" in Rechtsnebenklassen modulo I'. Speziell gilt: u =
z?lej. IstI' <1T, s0ist Ny=...=N,=:N, m=Np.

Beweis Behauptung: Jedes { € QU {oo} ist Spitze von I'.

Begriindung: Sei { = A7 'oo mit A€ I', P:= A"'UA die Grundmatrix von { in ;I . Wegen
[1T:T] < co kommen in der Folge (I'P),, nur endlich viele verschiedene Glieder vor.
=>3dAm,neZ,0<m<nmit 'P"=IP"= P"™¢e [ ist parabolisch mit Fixpunkt {. = ( ist
Spitze von I'.

Behauptung: Es gibt nur endlich viele I'-Aquivalenzklassen von Spitzen.

Begriindung: Sei ;I = U7:1 I'R; mit geeigneten Ry,..., R, €T

u
= (Menge der Spitzen von I') = QU {oo} = (Menge der Spitzen von 1I') = ;T'co = U1 (Rjoo).
]:

= Es gibt nur endlich viele Bahnen von Spitzen von I'.
Sei (y,...,{p mit p =1 ein Vertretersystem der Spitzen von I', {; = Ajfloo mit geeigneten
Aj € I, Nj wie in Satz 1.5.7, S € 1I'. = Soo ist I'-dquivalent zu einer der Spitzen (y,...,(p,
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d.h.esgibt je{l,...,p} und M eI, so dass Sco= M{; = MA]_.loo, es gibt also n € Z, so dass
S= J_rMAJ_.lU”. Division mit Rest liefert: Sei n=aN;+bmit a,be Zund 0<b< N; - 1.

a
= $=2M(A;'UN A}) AT U e 1 AT U

el

Statt 0 < b < N; — 1 kann man irgendein Restsystem modulo N; wihlen, dito im folgenden.
Ergebnis:

p Nj—l
_ —17qv

= U rA; u. (1.3)
j=1v=0

V=

In (1.3) fiir (j,v) # (k,p) fir 1 < j,k < p, v mod Nj, p mod Ni notwendig I'A7'U" #
rA'ue.

Begriindung: Aus FA]_.IUV =T'A'UP folgt {; = mod T, also j = k und damit A]TIUV_ij €
I'= Nj| (v—p) = v =p. Das liefert die Behauptung. O

1.5.8 Beispiel I'g hat als Vertretersystem der Rechtsnebenklassen: I, U, UT: I’ = I'gwl gUw
I'9UT. = 0o0,UToo =1 sind ein Vertretersystem der Spitzen von Iy, falls co # 1 mod I'y.
Nun gilt: Die Breite von oo in I'g ist 2 (U ¢ I'g wegen I'g #1I), [1':I'9] = 3 = Summe der
Spitzenbreiten. = es gibt eine zu oo indquivalente Spitze, also ist oo, 1 ein Vertretersystem.

Ergebnis: I'g hat 2 Klassen parabolischer Fixpunkte reprasentiert durch co und 1. Ny = 2,
Ni = 1. In der Fixgruppe von 1 liegt z.B. UTU ! TU! € I'y und erzeugt mit —I die Fixgrup-

pe.

1.598atz Sei—-Ie AC T c I, u:=[I:4] <oo, F:UﬁzlARv mitRy,...,R, €T, zo € H. Dann
gilt:

a) Ist zg kein Fixpunkt von I', so sind Ry zy,..., Ryzo indquivalent bzgl. A, d. h. die Bahn
I'zy zerfillt in die p disjunkten Bahnen A(Rzo),...,A(Ruzo).

b) Ist zo € H ein Fixpunkt von A, so gilt: I ;) = Az =11 4.

c) Ist AT, zy elliptischer Fixpunkt von A, S € I, so ist auch Sz elliptischer Fixpunkt
von A.

d) Ist AT, zy elliptischer Fixpunkt von A, so zerfillt I zy in u disjunkte Bahnen mod A.

Kommentar Bedeutung fiir die Uberlagerung A\H — I'\ H.
Bewers Fiir alle zg e Hist I'zg = U‘Vt:1 A(Ry zgp).

a) Ist j # kund ARjzo = ARy zo, so existiert ein S € A mit SRjzy = Rizp. = REISRjzo = 29,
und fiir j # k ist R, ' SR; # +1, denn sonst wére SR; = +Ry. = ARy = A(+SR;) = AR},
und das wiére ein Widerspruch zu j # k. = zp ist Fixpunkt von I', und das ist ein
Widerspruch zur Annahme. = a)
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b) klar, denn: (1_F) hat die Ordnung 2 oder 3, und -/ € A.
20

c) Sei E € A elliptisch mit Fixpunkt zy, S€ I' = SES™! € A ist elliptisch mit Fixpunkt Sz.

d) Sei zp € H elliptischer Fixpunkt und A, B € I'. Dann gilt: Azg = Bzg mod 4, d. h. es gibt

ein Se Amit SAzg=Bzg < 3S€A B‘ISAEFZOQAZO CA=>35€A SAe BA=AB,
daD<TI.= AA=AB= I, zerféllt in u paarweise verschiedene Bahnen mod A. O

Beispiel I'yC I':=Tgiwlg(i+1).Fiir zo=p haben wir ;' =T'gw gU W oUT.
=>Up==>TgUp=T9TUp=Typ.

wegen UTp=Ué=¢E+1=p+2=U?peTgp. [9(UTp) =Tgp. =1 p =T gp: Es findet keine
Zerlegung statt wie in Satz 1.5.9 a) oder d).

1.5.10 Definition (Hauptkongruenzgruppe) Fiir n €N sei
I'(n):={Se Ir'\S=1 modn}={(? Z)Elflazdzl modn, b=c=0 modn}

die Hauptkongruenzgruppe mod n.
I'nl:=rnw(-=NHTIn)

heil3t ebenfalls Hauptkongruenzgruppe mod n.

Fo(n):={(ccZ Z)Elflczo modn} und FO(n)::{(Z b)€11"|b50 modn}

d
heillen Hecke-Gruppen.
1.5.11 Folgerung a) I'n)< I, I'nl<I',-IeI' nNNel<sn<2, I':T(n)]<oco.

r’mn)

0
b) rmcrinlCclTynmnl (”)E{ Iy(n)

}[1F.

o) Ioy(m)=Tr°mr'.

d) Furn=2ist I'y(n) #I'°(n), d.h. fiir n=2 sind 'y (n),'° (n) keine Normalteiler in ; I".
e) Die Breite jeder Spitze von I" [n] betrégt n.

f) I [n] hat keine elliptischen Fixpunkte fiir n = 2.

Beweis  a) Der natiirliche Homomorphismus Z — Z/nZ liefert einen natiirlichen Ho-
momorphismus

@n: Slp(Z) —SLy (Z | nZ).
—_————
endl. Gruppe

und I" (n) =ker¢,. = I' (n) ist Normalteiler von endlichem Index, ebenso I [n].
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b) Klar, da I'g (n) und I'° (n) Gruppen sind, wie man leicht nachrechnet.

a b\, (d -c
© T(c d)T _(—b a)'

d) UeTg(n)\I'(n) fiirr n>2.
e) min{k>0|U*e[nl}=n.

f) Jede elliptische Matrix in I" ist konjugiert zu

0 -1 0 -1 N 11
+7 =+ +R=+ + =+
S ) ) A

Keine dieser Matrizen liegt in I"[n] fiir n = 2. Nach Satz 1.5.9 c) hat damit I" [n] keine
elliptischen Elemente fiir n = 2. d

1.5.12 Satz a) Der natiirliche Homomorphismus ¢, SLy (Z) — SLy (Z | nZ) ist surjektiv.

1
b) [1F:F(n)]=n31_[(1——2).
pln p
. 6 fiirn=2
o LI Iinll= %n3ﬂp‘n(l—#) fiirn>2
1
d) LWl:Toml=[LI:I°m]=n[] 1+;),
pln

insbesondere ist fiir jede Primzahl p: [\ :T'o(p)] =p+1.

BEWwWEIS a) Nach Lemma 1.5.13 gibt es zu jeder Matrix (LCZ 2) mit a,b,c,d € Z und ad —

bc=1 moanatrizenL,M(—:ll“,sodassL(ccZ b)M=(k 0) mit k,¢ e ”Z.

d 0 ¢
¢ 1\.(a by (1 -0\ (k¢ —ké-1DC ) (1 0
:'(4—1 I)L(c d)M(O 1)_(k€—k —k€(£—1)+£)=(l—k 1) mod 7,
~ -~ /. -~ —_— —_——
er k O e r el
{5 )

.. a . . . .
dabeiist k¢ =1 mod n. = (C ) ist modulo n zu einer Matrix aus ;1" kongruiert, ¢,

ist also surjektiv.
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b) Seipu(n):=[LI:I (n)] =o0rdSL, (Z/nZ).= u(n)ist multiplikativ, d. h. g (mn) = p(m) u(n)
fiir ggT (m, n) = 1, denn mit a) gilt: Jede Losung des Systems

ardi—bici=1 modm

ard>—byco =1 modn
definiert eine Losung der Kongruenz ad — bc =1 mod mn, ndmlich die Losung

a=a;,, b=b, c=c, d=d; modm (1.4)
a=ay, b=by, c=c, d=d, modn '

a, b, c,d sind modulo mn eindeutig bestimmt nach dem chinesischen Restsatz.
Umgekehrt definiert jede Losung von ad —bc =1 mod mn vermoge obiger Gleichun-
gen eine Losung des Systems (1.4).

Zusammen folgt: u(mn) = p(m) p(n) fiir ggT(m,n) =1.

Auch n — n® [pin (1 - #) ist eine multiplikative Funktion. Es gentigt also, die Be-
hauptung im Fall n = p® mit einer Primzahl p und a € N zu zeigen:

Fiir a € Z bezeichnen wir @ = a+ p®Z, ebenso b, ¢,d. Gesucht ist

H( Z):a,b,c,dez, ad—l&&:a}

S Q

X

(i) Istae(z/p*z)”, d.h. p fa, und wihlt man b, ¢ € Z / p* Z ganz beliebig, so gibt
es genau ein d mit ad — b¢ =1, namlich d = a~! (1 + bé).
a b i x
= H(C d) €Slp(21p*2):ac(z/p*2) H = o(p") p* p*=0")p*
# Mogl. fiir a, fiir b, fir ¢

(i) Istae(z/p*z)\(Z2/p*2)", d.h. pla, so gilt:

{a:plat]=p*".
Wihlt man zu @ irgendein d € Z / p* Z ganz beliebig, so gilt fiir jede Losung b, ¢
von
ad—bc=1 (1.5)
notwendig p tbc, d.h. p fb A p fc. Wdhlt man zu a, d wie oben irgendein bez/
p®Z, so existiert genau ein ¢ mit (1.5), ndmlich ¢=b~! (ad - 1).
a b - -
>3- leSla(z/p®2):plat|= p*' p® @ (p*) =¢(p*)p**!
¢ d —_——  ~———

Zusammen gibt das:

2a

u(p®) =9 (p")p

1 1 1 1
1+—)=p“(1——)p2“(1+—)=p3“(1——2).
p p p p
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¢) klar nach b).

LI:T (n)]
d r:r =
) (1 o (n)] To 00T ()]

Hier ist
[(I'o(n):I"(n)]
=#ime, (@n: 'o(n) —SLy(Z/nZ) der nat. Hom.)
= Anzahl der Losungen modulo n der Kongruenz ad —bc, c=0 mod n
=np(n) (da b beliebig wihlbar; fiir a genau ¢ (n) Mégl. und d = a™! eind. best.)

=n21—[(1_l)

pin\ P

=>hHI:To(m]=

b
1.5.13 Lemma Sei (ccl ) =: M € Mat, (Z). Dann gibt es B,Q € SL, (Z), so dass PMQ eine

d
Diagonalmatrix ist.

BeEweis Der Fall M = 0 ist klar. Sei also M # 0 und
a:=min{|a;;|:a;je # 0 ist Matrixelement in einem Produkt AMB, A, B € SL, (2)}.

Wir wihlen A, B € SL;, (Z) so, dass in AMB ein Element vom Betrag a vorkommt. Ggf. nach
Wechsel A— — A kann oBdA gleich angenommen werden, dass @ >0 in AMB vorkommt.

By s [ e

= OBdA kénnen A und B gleich so gewédhlt werden, dass AMB = (j '[;) mit dem minima-

len a >0.
_ (@ B\(1 kY [(a ka+p
y 6J\0 1) \y ky+é6)
= k € Z kann so gewdhlt werden, dass 0 < f+ ak < a. Wegen der Minimalitdt von «a folgt

daraus schon f+ak = 0. OBdA kénnen also A und B gleich so gewdhlt werden, dass AMB =

(j 0) gilt. Das analoge Argument mit (1 (1)) liefert: ¢ € Z kann so gewdhlt werden, dass

0 4
0<la+y < a, so dass mit der Minimalitdt von & auch hier oBdA A und B so gewdhlt werden
konnen, dass AMB = (g g) gilt. O
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Abbildung 1.8: Ein Fundamentalbereich von I'° (5)

1.5.14 Beispiel r’(p)= {(i 2) €1I':b=0 mod p}
mit p prim hat in ;I" den Index p + 1.
min{b>0:(1 b)EFO(p)}=p.
0 1
Fl‘irS:(z Z)efo(n) (n=2) ist notwendig a # 0. = Sco =2 # 0 fiir alle S€ I'’ (n). = 0,00

sind indquivalente Spitzen von I'’ (n). Wieder n = p: Dann liefert Satz 1.5.7:

1I'=

iL;J:FO(p) U”) ur’(p)T.

Da der Index p +1 ist, die Breite der Spitze co = p, muss die Breite der Spitze 0 schon 1 sein.

Ein Fundamentalbereich fiir '’ (p) (hier p = 5) kann also wie in Abb. 1.8 aussehen. Eine

Bestimmung der Randabbildungen findet sich bei Schoeneberg (1974), S. 88. Dort liuft v
p-1,. p-1

von - bis e

1.5.15 Beispiel (Kongruenzuntergruppen der Stufe 2) ¢, : SL, (Z) — SL, (Z/ nZ) ist surjek-
tiv. Fiir n =2 besteht SL, (Z/ nZ) aus den ¢,-Bildern von

1 0 1 1 0 -1
I‘(o 1)’ U‘(o 1)’ T‘(l 0)’

0 -1 1 -1 1 0
TU—R—(1 1), UT—(1 0), UTU—(1 1)
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Abbildung 1.9: Ein Fundamentalbereich von I’ 02)
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Abbildung 1.10: Ein Fundamentalbereich von I'y (2)
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r@)=ri2l={Me I:M=1 mod 2} = ker ..

LWI[:T'(2)] =6=0rdSLy(Z/27). Da I'(2) <11 sind alle Spitzenbreiten gleich der Spitzen-
breite in oo, also 2. Also betrdgt die Anzahl der Spitzenklassen 3 und somit liefert

I'=TQur@2)ud@rTuvrroyud UurTur2)uTru)

den Fundamentalbereich aus Abb. 1.9 von I' (2). I' (2) hat keine elliptischen Fixpunkte. Ahn-
lich wie im Fall ; I, I'g gilt:
@) =U?* TU°T™", -I).

Es gilt |SLy (Z/227)| = 6, es gibt genau 2 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 6
reprasentiert durch (Z/67,+) und ©3. SL, (Z/27) ist nicht abelsch, also SL, (Z/27) = &s.
SL, (Z/27) hat also genau 3 Untergruppen der Ordnung 2, ndmlich

G;:=(T mod?2)
Go:=(U mod?2)
G3:=(UTU mod?2)

= ¢, ' (Gj) ist Untergruppe vom Index 3 in ;I'. Offenbar gilt:

Beispiel 1.5.4

0, (G))={Me [:M=I1, M=T mod 2} Iy

(pgl(Gg):{MEIF:MEI,MEU mod2}:{(j Z)ElrlcEO modZ}:FO(Z)

a b

(pgl(Gs):{MelF:MEI,MEUTU mod2}:{(c d)elfzbzo m0d2}=F0(2).

To@)NI’@2)=To@)nlg=I’@)Nry=rQ2).

Bekannt ist: I'°(2) = T™'I'y(2) T, U 'I'gU ist Untergruppe vom Index 3, die I' (2) umfasst.
Wegen

1 0
ulltu=Uturtu=U"? (1 1) er’@\(ry@ury)

€er@) ———
erv2\(Iy(2)uly)
istU 'TgU=T"@2).>Ty@2)=WUT) 'T'yUT).
Behauptung: I'° (2) = (U?, T~'UT).
Begriindung: Zunéchst:

TR =(T'U?T, U> - I)(T7'UT, U?, -T1)=T°(2).

0
11
denn (TU®=R3=-1,d.h. TUTUTU =-1=T?.

Dabei ist T7'UT = (_1 ) €Ir’@)\r@ und U?€r°(), und es gilt: -1 e(T"'UT U?),

>T'UT=-TUT=-U"'TU ' (-U'TU)U*
=>-U'TUe(T7'UT, U%. > -T1e(T7'UT, U?.

38



A4

TU !

Abbildung 1.11: Ein Fundamentalbereich von »I"

Folgerung I'y(2) = T~11%(2) T hat den Fundamentalbereich T%? (siehe Abb. 1.10), wobei
%2 den Fundamentalbereich aus Abb. 1.9 von I'° (2) bezeichne, und als Erzeuger haben wir
Iy () =(T7'U?T, U).

Es gibt noch eine weitere Untergruppe von SL, (Z/27). Diese entspricht der 23 <1 S3

und ist zyklisch von der Ordnung 3 und entspricht G := (R mod 2) <1 SL,(Z/2Z). Das
Urbild »I := (pgl (@ = {Me [:M=IvM=RvM=R? mod 2} ist Normalteiler vom In-
dex 2 in ;I'. Offenbar gilt: U,T ¢ »I', denn: U,R erzeugen ebenso wie T,R bereits I
= 1" = I ULI'U. Dies liefert den Fundamentalbereich aus Abb. 1.11 von »I, dieser ist
Normalpolygon. = ,I" = (U?, TU™!).
Die zu i bzgl. 1 I" 4quivalenten Punkte haben als Erzeugende der Fixgruppe die zu + T konju-
gierten Elemente von ;I', und keines von diesen liegt in »I". = 1 I'i enthilt keine elliptischen
Fixpunkte von »I". Wegen R € »I" ist p Fixpunkt von »I" und auch Up = ¢, denn URU ! € ,T.
=1I'p=2T"pu,I¢. Beachte: p und ¢ sind nicht dquivalent modulo »I" nach Satz 1.4.3 (6).
Zusammenfassend ergibt sich folgender

1.5.16 Satz Es gibt genau sechs Untergruppen von 1I", die den Normalteiler

rey={Me I M=T mod?2}
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umfassen, und zwar:

Index | Gruppe
1 \r
2 | r={Mel: M=IvM=RvM=R? mod2}=(U? TU")
3 Is={Me I M=IvM=T mod?2}=(U?T)
Iy ={Me I': c=0 mod2}=(U, T"'U?T)
I°@={Me I':b=0 mod2}=(U?, T'UTY=T'I'y2Q T=U"'TyU
6 @) =(W? 177'U%T, -I)

Fundamentalbereiche und Randabbildungen sind den obigen Abbildungen zu entnehmen.
Sonstige Daten: p sei die Anzahl der Spitzenklassen, ey die Anzahl der Klassen elliptischer
Fixpunkte, ¢ die Ordnung des k-ten elliptischen Fixpunkts in PSL, (2), g das Geschlecht der
zugehdrigen Riemannschen Fliche:

Gruppe | p ey Yy Bahnen elliptischer Fixpunkte Spitzenbreite g
oI 1 2 €1=[2=3 gl“p,gFé,le:ngUgFé 2 0
I'y 2 1 (=2 Tgi, i+1 ist kein Fixpunkt 00:2,1:1 0

\Ti=Tgiulg(i+1)
e (2 1 =2 %) (i+1), i ist kein Fixpunkt, 00:2,0:1 0
Li=r°@)ivr’@G+1
rey@ |2 1 6,=2 Io(2) (%), i ist kein Fixpunkt, :1,0:2 0
1Fi=To@) (%) urlo ()i
I (2) 3 0 00:2,1:2,0:2 0

TonI?@2)=TgnTo@)=I"@)NIry(@=TQ2).

Zusatz I ist die einzige Untergruppe vom Index 2 in ;1.

Bewers Sei I' [, [}I": I']2. = U? € I', denn das Quadrat jedes Elements aus ;I liegt in I'.
W:=TU !, >Wi=¢ W3=-1=T?€cTl,aber W?el.=>WEeT, also auch »I" = (U?, W) c
I'. Gleicher Index liefert die Gleichheit I' =,1". O
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2 I'\H" als topologischer Raum und als
Riemannsche Flache

2.1 Der topologische Raum I" \ H*

Voraussetzungen: I'  1I" (nicht notwendig von endlichem Index),
H* :=HuU{p e RU{oo}, p Spitze von I'}.

2.1.1 Definition (Topologie auf H*) Wir definieren eine H* -Umgebungsbasis fiir die Punk-
te z € H als H-Umgebungsfilter von z, eine H*-Umgebungsbasis der parabolischen Fixpunk-
te von I' als {{p} UP: P Horozykel in p}. Dadurch wird eine Topologie auf H* erklart. Fiir
p € R ist ein solcher Horozykel ein Kreis in der oberen Halbebene, der in p die reelle Ach-
se tangiert; fiir p = oo ist es ein hyperbolischer Kreis um oo, also eine Menge der Form
{z€eH: Imz > zp} mit einem zy > 0.

2.1.2 Folgerung H™ ist ein (dicht) zusammenhidngender Hausdorff-Raum, und I" operiert
als Gruppe von Homdomorphismen auf H*. H ist ein offener dichter Teilraum von H*. H
ist lokal kompakt, H* nicht, wenn I" Spitzen hat. Die Horozykel-Umgebungen {p} U® sind
offen in H*.

2.1.3 Lemma a) Jede Spitze p von I' hat eine Umgebung V < H*, so dass
I'y=1{Sel:SVnV #g}.

b) Zu jeder Spitze p von I' und jedem Kompaktum K < H gibt es eine H*-Umgebung V
von p, so dass SVNK=¢ fiiralle Se I

¢) Zuallen z,w eH, I'z # I'w gibt es Umgebungen U von z und V von w mit SUNV =@
fiir alle SeT.

BeEwels  a) Nach Konjugation von I" kann gleich oBdA p = co angenommen werden. We-
gen

0
y <z <

11
ImSZ:—Z T\_
lcz+d| cy y

(und fiir ¢ = 0: Im Sz = Im z) folgt:
S{z: Imz>1}n{z: Imz>1}=¢

fiiralle S¢ I'so. V:i={oo}U{z€eH: Imz> 1}
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b) OBdA wieder p = co. Sei
0<a<min{lmz: z€ K} <max{lmz: ze K} < <00

und
1
V= {oo}cup{zel]—[l: Imz>max(,3, E)}

= Firalle SEl ist SVNK=¢,und fiir SeI' \I', und z€ V ist

1
ImSz:L<—<a.

lcz+d?  y
=>SVNnK=¢.

¢) Sei K cH eine kompakte Umgebung von z, L c H eine kompakte Umgebung von w.
>{Sel': SKNL#@p}=E

ist endlich. Wegen 'z # I'w ist Sz # w fiir alle S € E. Fiir alle S € E gibt es also Umge-
bungen Us von Sz und Vs von w, so dass Usn Vs = @. Jetzt leisten

U:=Kn()S'Us und Vs:=Kn (Vs
SeE SeE

das Verlangte. d

2.1.4 Satz ' \H* ist bzgl. der Quotienten-Topologie ein zusammenhdngender Hausdorff-
Raum mit dem offenen dichten Unterraum I' \H. {I'p: p Spitze von I'} enthdilt nur isolierte
Punkte.

Beweis Sei k: H* — I'\H"* die kanonische Projektion, I \ H* mit der Quotiententopologie
versehen, d. h. M < I'\H" ist offen genau dann, wenn k=1 (M) c H* offen ist. Diese Topologie
hat folgende Eigenschaften: Eine Abbildung f: I' \H* — X in einen topologischen Raum X
ist stetig © fok: H* — X ist stetig. k ist offen, denn: Sei A ¢ H* offen. > k1 (k(A) =
User SA ist offen in H*, also k (A) offen in I' \H*.

Ergebnis: I' \ H ist offener Teilraum von I'\H*.

Behauptung: I' \ H liegt dicht in I" \H*.

Begriindung: Sei p Spitze von I', U eine offene Umgebung von I'p in I'\H*. = k™! (U) ist
offene Umgebung von p in H*. = 3ze k"' (U)nH. = I'zeU. > T'pel \H.

H* ist zusammenhéngend, also auch k (H*) = I'\H*.

Behauptung: I' \H* ist ein Hausdorff-Raum.

Begriindung: Seien PLQ € I' \H*, P # Q. Fallunterscheidung:
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a) P=Iz Q=Iwmitz weH. Dann liefert Lemma 2.1.3 ¢): Es gibt offene Umgebungen
U von z und V von w, so dass {'U)NV = @. k ist offen, also ist k(U) eine offene
Umgebung von P, k (V) eine offene Umgebung von Q in I'\H* und k(U)nk (V) = @.

b) P=TIp, Q=TI g mit Spitzen p,q von I'. Seien p = Ao, g = B loomit A,Be I, n=1
und

P:=A"'({zeH: Imz>n}), Q:=B'({zeH: Imz>n}).

= U:={p}u¥ und V := {g} UL sind Horozykelumgebungen von p bzw. g in H*, und
esgilt "N =9.
Begriindung indirekt: Annahme: Es gebe ein S€ I’ mit SEN LY # @.

= BSA™! ({zeH: Imz>n})n{zeH: Imz>n} # .
er

= BSA™! = U’ mit passendem /€ Z. > B"loo=SAlco. > I'p=Iq. ¢
= k(U) und k (V) sind disjunkte Umgebungen von P=I'pund Q=Iqg in I'\H"*.

¢) P=TIp, Q=TIzmiteiner Spitze p von I und z € H. Sei U eine relativ kompakte offene
Umgebung von z € H. Dann liefert Lemma 2.1.3 a): Es gibt eine offene Umgebung V
von p in H* mit 'VnU = @. = k(U) und k (V) sind disjunkte Umgebungen von P
bzw. Q in I'\H".

Fiir ein A c X (X topologischer Raum) heil3t ein Punkt x € A isolierter Punkt von A, wenn x
eine Umgebung U c X hat mit Un A = {x}. D.h. A besteht nur aus isolierten Punkten, wenn
X auf A die diskrete Topologie induziert.

Eine Umgebungs-Basis von I'p erhilt man in der Gestalt k ({p} U %), wobei ? ein Horozykel
in p sei. Eine solche Umgebung enthélt nur die Spitzenklasse I p. = Behauptung. d

2.1.5 Satz T'\H* ist kompakt< [\I': T'] < ooKomgl'S'Zw(F\l]-ﬂ) < 00.

BewEeis ,=* Sei [\I': I'] = co. Dann existieren unendlich viele verschiedene Rechtsneben-
klassen I'R, (veN), R, € 1I' von I' in I". Sei gleich {R,: v eN} ein Vertretersystem
aller Rechtsnebenklassen. I' hat den Fundamentalbereich U2, RyD, wobei D der
Standard-Fundamentalbereich von ;I ist. Betrachte 2i € D mit einer kleinen Um-
gebung Vc D. > VNSV =¢ fiir alle Se '\ {+I}. = k(R,V) sind disjunkte Umge-
bungen der Punkte k (R, (2i)). = {k (R, (27)) : v € N} ist unendliche diskreter Teilraum
von I'\H* und ist abgeschlossen. = I' \H* ist nicht kompakt.

C”

I hat nur endlich viele Spitzenklassen, etwa P; = I'(j fiir j=1,...,p,p=1,da [ I": Tl <
oo. Sei Ul eine offene Uberdeckung von I' \H*. = 3U,...,Up € U mit P; € U;. Jeder

Punkt von (I'\H*) \U;’:1 U; hat einen Vertreter in einer endlichen Vereinigung von

”

1I"-Bildern von D, wobei alle Spitzen dieser Vereinigung lings von Horozyklen abge-
schnitten sind. Es gibt also eine kompakte Menge M < H mit (I" \ H*) \U?Z1 Ujck(M).
k ist stetig, also k(M) kompakt in I' \H. = Es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
€ c U, die k(M) tiberdeckt. = €U {Uy,...,Up} ist endliche Teiliiberdeckung von 1,
die I' \H* tiberdeckt. O
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2.2 Die Riemannsche Flache I\ H*

2.2.1 Definition (Riemannsche Fldche) Eine Riemannsche Fldche ist ein zusammenhin-
gender Hausdorff-Raum X mit einer Menge 2( von Homdomorphismen ¢: U — ¢ (U) c C
(U c X offen, ¢ (U) c C offen), so dass gilt:

a) U u=x
(U,p)eA

b) Sind (U,¢), (V,y) €, so ist
poy iy (UNV)—@UnNV)cC offen
—_— —/
cC offen
holomorph. (Holomorphe Vertréglichkeit der Karten)
c) U ist maximal unter den Bedingungen a) und b).

A heillt komplexer Atlas, die Elemente von 2l heifen Karten. Hat 2 nur die Eigenschaf-
ten a) und b), so kann man durch Hinzunahme aller mit allen Karten von ?[ holomorph
vertriglichen Karten I zu einem eindeutig bestimmten maximalen Atlas erginzen.

2.2.2 Beispiel  a) Jedes Gebiet G c C ist eine Riemannsche Fldche bzgl. des Atlas 2 :=
{id: G— G}.

b) P:=Cu{oo} ist Riemannsche Fliche bzgl. des Atlas 2 := {(U, ¢), (V,y)}, wobei

U:=C, ¢:C—-C,=idc,

fiir ze C\{0}
flirz=c0€P

(=R I

Vi=P\{0}, yv:V-=Cuyl(z) ::{
Hier ist
UnV=C"=pUnV)=yUnV),

und fiir we C* ist poy (w) = % holomorph auf C*.

¢) A=Zw;+Zw, sei ein Gitter in C, d. h. w;,w, € C linear unabhingig iiber R, X:=C/ A
mit der Quotiententopologie. Die kanonische Projektion k: C — C/ A ist stetig und
offen. Wir konstruieren einen Atlas auf X:

:={(¢, k(W) : U=C offen, Un (U +A\(0) =8, ¢ = (kly) '}

Behauptung: 9l ist ein komplexer Atlas.
Begriindung: Seien U,V c C offen,

UnU+A\{0)=3=Vn(V+A\{0}),
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@: k(U)—-U, y: k(V)—V definiert durch (p‘l =kly, 1//_1 =kly.
Sei zey (k(U)Nk(V)). poy! ordnet z den eindeutig bestimmten in U gelegenen
Vertreter von z + A zu, es gibt also ein eindeutiges A € A, so dass ¢ 01,0_1 (2)=z+A.

=23r>0 K, @cyk@nk(V)undK; (2)+AcekU)nk(V)).

= oy ' (w) = w+A fiir alle w € K, (z). D.h. ¢poy~! ist in einer Umgebung jedes
Punktes z € w (k(U) n k(V)) holomorph. = ¢o 1,//_1 ist holomorph.

2.2.3 Lemma (Konstruktion eines Atlas auf I' \H*) Grundlage fiir die Konstruktion ist fol-
gender Sachverhalt: Zu jedem p € H* existiert eine Umgebung V von p in H*, so dass

I'y=1{Sel:SVnV #g}.
Begriindung:
(i) p €H: Korollar 1.3.5
(ii) p Spitze von I': Lemma 2.1.3 a)
Dabei kann man V gleich so wihlen, dass V invariant ist unter I":
(i) peH: V:=H,(p) mit hinreichend kleinem p > 0.

(i) p Spitzevon I', p = A loomit Ae 1
Vi={pluAa({zeH: Imz>n})

mit hinreichend grolem n = 1.

Sei P € I' \H*. Fiir jede Wahl eines p € H* mit P = I'p und fiir jede Wahl eines V gemal
(i) bzw. (ii) wird ein Homdomorphismus einer Umgebung von P auf eine Kreisscheibe in C
erkldrt. Zunédchst:

u:I'y\V—-rI\H*, I'pz—TIz
u ist
¢ injektiv nach Wahl von V,
e stetig, da die vorgeschaltete Quotientenabbildung
VST,\VST\H
mit uo v = k|y stetig ist,

o offen, denn: Ist AcT',\'V, so ist u(A) = k(v~! (A)) offen in I'\H*, da k offen ist und
v 1(A).
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Wir setzen U := u(I', \ V). Dies ist eine offene Umgebung von P in I'\H*. Dann ist ut:U—
I'p \'V ein Homdomorphismus. Falls p kein Fixpunkt von I' ist, steht hier bereits ein Ho-
moomorphismus von U auf eine Kreisscheibe in C. Allgemein bilden wir I", \ V wie folgt auf
eine Kreisscheibe ab: 2 Fille:

(i) peH, V= H,(p) wird auf eine Kreisscheibe um 0 in E abgebildet.

(i)

46

Z-p

Vaz—w:=Az=

€K, (0), (I1>r>0)

F_p = {gef: Sp= p} € AutH ist zyklisch von der Ordnung ¢ =1, 2 oder 3. = AF_,OA‘1

ist die Gruppe der Drehungen um 0 von der Form w — " W fiir0< k< f—1.
Identifikation der Kanten des Winkelraums wird durch eine geeignete Abbildung rea-
lisiert. Dabei ist der Fall £ =1 trivial. Allgemein gilt:

z—p ¢
g:V—-L g@=|—=
Z=p

wird kanonisch faktorisiert, die zugehorige Aquivalenzrelation ist gerade durch F_p ge-
geben. Man hat also

g

V——E
!
-1
AMP) 53U = Tp\V s g V) —— K, (0)
= h ist bijektiv nach Konstruktion, stetig ebenfalls nach Konstruktion, offen, da g we-
gen der Holomorphie offen ist. = h ist ein Homéomorphismus. Wir nehmen ¢ :=

hou™! in unseren Atlas 2 auf als Karte (¢, U). ¢ bewirkt folgendes: Sei Z € U, dabei U
wie oben eine Umgebung von P in I' \H*, z der Vertreter von Z in V:

Z—p ¢
U3Z—Tpz=VnZ—|—2| €K (0

p Spitze von I': Wir gehen aus von u~': U — I’ p \ V und konstruieren einen Homoo-
morphismus auf eine Kreisscheibe:

Vi=A"{zeH: mz>ntu{p}, (p=Aloo, A€ T)
A sei die Breite von p in I', d.h. A"'U* A ist die Grundmatrix von I'p.

» Az
efrm—em 7

firz#p

:V—-_, —
§ z { 0 firz=p

= gist



e stetig bzgl. der von H* auf V induzierten Topologie, denn: F+r die z # p ist das
Klar, und weiter gilt fiir die Mengen V,, := {p} U A" {ze H: Imz > p} mit p > n:
Die V,, bilden eine Umgebungsbasis von p, und

g(Vu) ={wec: lwi<e?i}, @.1)

so dass g in p stetig ist,

e offen: Fiir z # p folgt das aus der Holomorphie der Exponentialfunktion und fiir
z=p aus (2.1),

* bijektiv: Fiir z, 2" € V'\ {p} gilt:

g2)=g(Z)o3kez Az=AZ+kA=UA7
©z=Z modl,

Die Faktorisierung sieht wie folgt aus:

g

V————C

v

2mn

-1
U—Tp\V Lo glV) = K, (0), r=e 7

h ist bijektiv nach Konstruktion, stetig und offen wegen der Offenheit von g, also ein
Homoomorphismus. = ¢ := hou™!: U — K, (0) ist ein Homéomorphismus. Wir neh-
men (¢, U) in unseren Atlas [ auf. ¢ bildet wie folgt ab: Sei U eine Umgebung von P
in I' \H* wie oben, Z € U, z ein Vertreter von Z in V:

27 42

e

Z»—»FpZszZH{ farz# p
0

. €K, (0)
firz=p

2.2.4 Satz % ist ein komplexer Atlas auf ' \H*, d. h. ' \H* ,ist“ eine Riemannsche Fldche.

BEWEIS Zu zeigen ist: Je zwei Karten aus 2l sind holomorph vertraglich. Folgende Typen von
Karten kommen in Betracht: Sei (¢, U) € ¥ eine Karte in P € I' \H*:

(1) P=T'pmitpeH, ¢:= ordF_p, H, (p) sei I ,-invariante Umgebung von p in H (p hinrei-
chend klein), U Umgebung von P in I'\H*, z € H, (p) ein Vertreter von Z:

U—>T,\H,(p) ——— K (0)

o\
Z+——>Tpz=ZnH,(p)— (%) =¢(2)
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(2) P=TIp mit p=A'oo Spitze von I', A"'U* A Grundmatrix von p in I', eine Umgebung
{p}u®, von p in H* mit

Pp=A""zeH: Imz>n} (n=1),

z€®,U{p} ein Vertreter von Z:

U——I'p\{?,0u{p}) K (0)

- Az
eanT

firz#p

ZF»»sz::erﬁ?pU{P})F:’{ 0 firz=p

Ebenso haben wir fiir die zweite Karte (y, V) € 2 im Punkt Q € I' \H*:

(1) Q=Iq mit g€ H, m:=ordl'y, Hy(q) sei I ;-invariante Umgebung von g in H (o
hinreichend klein), V Umgebung von Q in I' \H*, z€ H, (q) ein Vertreter von Z:

1% I'q\Hy(q) K;(0)

Z+—>Tyz=ZnHy(q)—> (%)m —y(2)

(2) Q=Tgq mit g =B ‘oo Spitze von I', B~'V#B Grundmatrix von q in I, eine Umgebung
{g}uP, von g in H* mit
Py=B'{zeH: Imz>9} (9=1),

z€®P,U{q} ein Vertreter von Z:

Vv

ry\{#,uiaq}) K (0)

2miBz

e firz#gqg

V4 Toz=Zn(P,uU
I P e

Wir machen folgende Fallunterscheidung:

a) P=Qel'\H:>3Sel' p=S8q, {=m, aber evtl. 0 # p. @ oy vermittelt folgende

_\m
Zuordnung: Die Elemente w € ¥ (U N V) haben die Form: w = (%) mit z € Hy (q),
I'zeUNV.

-1 z—q\"

Yvoiw= —| —I'qz— I'z =1(82).

z—4q ~—~—
eunv
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b)

Nebenbetrachtung: Sz € H, (p), denn: Sz € Hy; (p), denn wegen |z, q| < o ist |Sz,Sq| =
|Sz, p| < o. Ferner hat I'z € U einen Vertreter in H, (p), etwa z'. Je 2 Vertreter in H, (p)
sind I',-dquivalent:

(i) Falls o < p, gilt die Behauptung trivialerweise: Sz € H, (p).

(i) Falls o = p, so ist z’ Vertreter in H, (p), also modulo I" 4quivalent zu Sz € Hy (p).
=3V el , mitSz=Vz € H,(p), da Hy, (p) I p-invariant ist.

. . [Sz=p m _ P RO
@: I'(Sz) (SZ—ﬁ) Wegenﬁ—m.MltS—(C d)lst
Sz—p Sz-Sq z—-qcq+d
Sz—-p Sz-Sq z-qcq+d
Sz—p)m (cﬁ+d)m
_ = — w)
Sz-p cq+d

=>poy H(w) = (
und das ist holomorph in Abhingigkeit von w.

P#Q,PQeI \H: Sei wyew(UnV). Wir zeigen: @ oy~ ist in einer geeigneten Um-
gebung v (W) (W c UnV offen) von wy holomorph. Wir wihlen dazu zp € H, (q) mit
v (I'zg) = wo. Wegen I'zg € U hat I'zy einen Vertreter in H, (p), wir kénnen also ein
S € I wihlen mit Szg € H, (p). Wir setzen W := k(H, (p) N SH, (¢)) mit der kanoni-
schen Abbildung k: H* — I'\H*. W ist eine offene Umgebung von I'zg, W cUNV,
w (W) ist Umgebung von wy, und ¢ oy ~! vermittelt auf v (W) folgende Zuordnung
mit z€ Hy (q) NS~ H, (p):
m
yW)sw= (ﬂ) —Tgz— I'z, =1 (Sz)— (Sz_—p
z—(q ~ Sz
eUnVv

l
) cpUNV).

Zu zeigen ist nun die holomorphe Abhingigkeit der rechten Seite von w. Fiir m =1
ist das klar. Sei m > 1. Dann liegt H,, (p) N SHy; (g) in einem H-Winkelraum mit Spitze
in Sg und Offnungswinkel < %”, denn: Zwei Punkte des Durchschnitts sind genau
dann I'-dquivalent, wenn sie I",-dquivalent sind. Deshalb kénnen sie nicht in einem
Winkelraum mit Offnungswinkel < %” liegen, da sie dann in bezug auf eine elliptische
Matrix mit Fixpunkt Sq dquivalent wéren. Eine solche kann aber nicht in I'j, liegen,
da sie sonst in C 4 Fixpunkte hitte wegen P # Q. Insbesondere liegt Sg nicht im
Durchschnitt. Es kann aber sehr wohl H, (p) ¢ Hy (Sq) gelten. = y (W) liegt in der
langs einer von 0 ausgehenden Halbgeraden aufgeschnittenen Einheitskreisscheibe.
= Es gibt eine eindeutige holomorphe Fixierung von ¥/w =: z’ in w (W), so dass
Z = % der inversen Abbildung z = % € H, (p)nSHy (q) entspricht, und mit dieser
holomorphen %/w gilt dann:

= ¢
) = _ﬁ”—l)
oy ~(w (S(%)ﬁ

ist holomorph in Abhédngigkeit von w € y (W).
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¢) P =TIp mit einer Spitze p von I', Q = I'q mit g € H: Dann haben wir in P die Karte
(¢,U) vom Typ (2), in Q die Karte (v, V) vom Typ (1). Diskussion wie unter b) mit

¢
Exponentialabbildung am Ende statt (gi—_;) . Die Existenz einer holomorphen {/w

zeigt man dhnlich wie unter b).

d) P=TIp mit peH, Q=T g mit einer Spitze g von I'": folgt aus c) wegen der Biholomor-
phie.

e) P=Ip, Q=Iq mit Spitzen p,q von I": Ist P # Q, so gilt:
Ir({p}u?,)n({qg}u®,) =9 (vgl. Lemma 2.1.3a))

Bleibt nur der Fall P = Q, und dabei kann man gleich =9 = 1 annehmen. Rechnung
liefert:

(poz//_l(w):const-w Ywewy(W). O

Auch I' \ H ist Riemannsche Flache und offen und dicht in I'\H*. I' \H* entsteht aus I' \H
durch Hinzunahme der diskreten Menge der Spitzenbahnen. Die natiirlichen Abbildungen
H— I'\H — I \H* sind holomorph.

2.2.5 Beispiel |I"\H* ist biholomorph dquivalent zu P.

Nach der Uniformisierungstheorie (siehe z.B. Fischer und Lieb (1988)) ist nur zu zeigen,
dass 1 I' \H* hom6omorph ist zu P (hier liegt eine ganz spezielle Eigenschaft von P vor. Be-
achte: Je zwei Tori C/ (w1 Z+w2 Z), C/ (a)’1 Z +w’2 Z) sind stets homdomorph, aber durchaus
nicht immer konform dquivalent. Sie sind konform #quivalent genau dann, wenn 1I't = I'7’
fiir die zugehorigen Werte 7 = 3—;, und 7’ = Z—i.) Dass 11" \H* homéomorph zu P ist, macht
man sich am Fundamentalbereich von ;I" klar.

Ebenso hat man fiir I'y, I 0©), I'y(2), I'(2), dass die zugehorigen Riemannschen Flachen
konform &quivalent sind zu P. Die zugehdérigen biholomorphen Abbildungen kann man
explizit angeben (z.B. ist das fiir ;I" die Modulfom J). Fiir n = 6 ist I'[n] \H* nicht mehr

konform dquivalent zu P, da das Geschlecht =1 ist.

2.2.6 Satz Sei—Ie€ ACT C I undHr:=HuU{p: p Spitze von I'},Hx:=HU{p: p Spitze von A},
f:A\Hp—T\Hp, Az—Tz (z€H,).

= [ ist holomorph und fiir alle z € Hy ist orday f = [F_p: A_p] = Vielfachheit, mit der f in Ap

den Wert f (Ap) = I'p annimmt.

Erlduterung: X, Y seien Riemannsche Flichen, f: X — Y heifst holomorph genau dann, wenn

f stetig ist und fiir alle xo € X und alle Karten (¢,U) in xo und (¢, V) in f (xo), wobei gleich
U so klein gewdhlt sei, dass f (U) c V, die Abbildung

yofop W) —y (V)

holomorph ist. Fiir nicht konstantes f ist ordy, [ die Nullstellenordnung von yo fo o ) -
v (f (¢~ (x0))) im Punkt ¢ (xo). Die Situation entspricht dem folgenden Diagramm:
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f

X
\J] f

|

QM) —= (V)

Xo € 3 f(xo)

BEwels (i) Sei P=Ap mit peH, ¢ := ordA_,,, m:= ordF_p. = ¢|m. Wir wihlen fiir I'p
ein geeignetes p. Dieses liefert eine Karte (v, V) im I'p und eine Karte (¢, U) in Ap.
wo fog! liefert folgende Zuordnung:

K0~~~ "Ap\Hy(p)—=U—>V__ _T'p\Hy(p) ——= Ky (0)

Diese ist holomorph in Abhéngigkeit von w, und hier ist % = [F_p: A_p]

(ii) Fall einer Spitze p von A, p= A"'co mit A€ I, A = Breite von p in A, u = Breite von p
inl.=>A=p [F_p: A_p] Wir wihlen in Ap und I'p Karten mit demselben A und dem
gleichen Vertreter p. wo fo¢~! liefert dann folgende Zuordnung:

KO~ """ A\ (P,u{p}) U 1% r,\(®,u{p}) K, (0)
S — Apr——— Az Tae————Tpr————, [[:3)]
(p_l f w
2T bzw. 0 U bzw. 0
= Holomorphie und Aussage iiber die Ordnung. d

Ahnlich zeigt man: Konjugierte Untergruppen von SL; (Z) haben konform #quivalente Rie-
mannsche Flichen.
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2.3 Untergruppen von endlichem Index in der Modulgruppe und
zugehorige verzweigte Uberlagerungen Riemannscher
Flachen

2.3.1 Definition (Uberlagerung) Sind X und Y topologische Rdume, so heit p: ¥ — X
eine Uberlagerung, falls p stetig, offen und diskret, d. h. p~! (x) c Y diskret fiir alle x € X, ist.

2.3.2 Satz Sind X und Y Riemannsche Fléichen, p: Y — X eine nicht-konstante holomorphe
Abbildung, so ist p eine (sog. verzweigte) Uberlagerung.

BeEwEis p ist laut Definition stetig und als nicht-konstante holomorphe Abbildung offen, da
das fiir solche Abbildungen auf C gilt. Ware das Urbild eines Punktes a € X unter p nicht
diskret, so wére p nach dem Identitédtssatz konstant. Widerspruch! d

2.3.3 Definition (Verzweigungspunkt) Sei p: Y — X eine Uberlagerung, y € Y. y heilt Ver-
zweigungspunkt von p genau dann, wenn es keine Umgebung V von y gibt, so dass ply
injektiv ist. Vergleiche die Situation auf R: z — z> = 0 ist Verzweigungspunkt.

p heillt unverzweigt, wenn es keinen Verzweigungspunkt von p gibt.

2.3.4 Satz Seien X und Y topologische Riume, p: Y — X. p ist unverzweigte Uberlagerung
genau dann, wenn p lokal topologisch ist.

Beweis Siehe Forster (1977), S. 18 O

Seien X, Y kompakte Riemannsche Fldachen, f: X — Y holomorph. Dann ist f surjektiv
oder konstant, denn: Ist f nicht konstant, so ist f offen, also @ # f (X) c Y offen; X ist kom-
pakt und wegen der Stetigkeit von f auch f(X); da Y zusammenhingend ist, folgt dann
fx)=v.

Sei f surjektiv. Dann ist f eine verzweigte Uberdeckung. Sei xq € X, yo := f (xo), £ :=Vielfachheit,
mit der f in xo den Wert yp = f (o) annimmt. X ist Verzweigungspunkt < ¢ > 1. vy, (f) :=

¢ —1 heil3t die Verzweigungsordnung von f in xy.

Fiir alle y € Y ist f~!(y) < X eine endliche Teilmenge (nach dem Identitdtssatz, da X kom-
pakt ist). = n:= ¥ ¢ p-1(y) Vihy f hdngt nicht ab von der Auswahl von y, n heit der Grad
der Uberlagerung f (siehe Forster (1977), S. 28, Satz 4.24).

Beispiele dazu:

e X =Y =P, f nicht-konstantes Polynom: Fundamentalsatz der Algebra,

e X =C/ Gitter, Y = P: Jede nicht-konstante elliptische Funktion zum betreffenden Git-
ter nimmt jeden Wert in P gleich oft an im Fundamentalparallelogramm.

23.58atz Sei —Ie ACT CqI, 1T: Al <oo, H* :=HuUQU{oo}. Dann ist die natiirliche Ab-
bildung

f:A\H" -T'\H*, Az—Tz (zeH")
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eine Uberlagerung kompakter Riemannscher Fléichen vom Grad n = [f: Z]. Die Verzwei-

gungsordnung von f in P = Ap € A\H* ist gleich vp(f) = [F_p: A_p] — 1. Insbesondere ist f
unverzweigt in allen Punkten P = Ap, wenn p kein Fixpunkt von A ist. Aligemein: Sei Q =
rqe\W*, f~1(Q) =1{Py,..., P}, (P1,..., Py, paarweise verschieden), und seien py,..., p, € H*
so gewdhlt, dass P, = Apy py=Syp (peH*, S, eI, v=1,...,h). Dann ist

vihp, £ = [T,: 4, = [T: 87748, T .

h [va: APV] [F_pv m]
r=4J U AR I'p,= U ARy Zerlegung in Rechtsnebenklassen
v=l p=1 p=1

ist eine Zerlegung in Rechtsnebenklassen modulo A, und es gilt:

h
Grad der Uberlagerung = [f: Z] = Zl [vai Apv] = fZ( )thPf
v= Pef~1(Q

Ist insbesondere A A1 T, so ist vthp, f=...=vthp, f und [f: Z] = hvthp, f.

Bewers Nach Satz 1.5.9 gilt: Ist zp € H kein Fixpunkt von I', so zerféllt I'zy in [f: Z] Bahnen
modulo A, und in allen Urbildpunkten hat f die Vielfachheit 1 nach Satz 2.2.6. Ebenfalls
mit Satz 2.2.6 folgt: n = [f: Z] und vap, f = [F_p: A_p] —-1.

Sei Q=I'qeI'\H*, py,Py,Sy wie in Satz 2.3.5. p, = Syp=Tp, =SvI,S;', Ay, =T'p, NA.

Satz 2.2.6

= vthp, f [F_pv: A_pv] = [F_p: S;lASvﬂF_p].

SeiSerl, f(A(Sp))=T(Sp)=I'q=Q.=>SeAS,I).

h h h
=>I=JAas,I,=JA(STpS,Y) Sy =1 RSy,
v=1 v=1l “——~—— v=l pu=1
:va
d [T . 1 . htsnebenkl ist. Die Zerl st di
aly, = U#=1 Ap, Ry, eine Zerlegung in Rechtsnebenklassen ist. Die Zerlegung ist dis-

junkt, denn: Sei AR;,S, = RS,

=Py, =A Ry Syp=ARyS, =Py.
NN

er,, =Pv

>v=v.> AR, = AR,y mit Ry, Ry €Ty, es gibt also ein A€ A, so dass R, = ARy, also auch
A€ Ap,. Nach Definition der Ry, folgt daraus p = p/'.

iA1= [T 3] = Y [T 3.
v=1

Der Rest der Behauptung folgt nach fritheren Sitzen. d
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2.3.6 Beispiel f: I'g\H* — ' \H* (die natiirliche Abbildung) ist Uberlagerung kompakter
Riemannscher Flichen vom Grad 3. Die Verzweigungspunkte sind bekannt: vfhr, f = 2
(Verzweigungspunkt), vthr,; f = 1 (kein Verzweigungspunkt), vthr,; f =1 (kein Verzwei-
gungspunkt), vthr,+1) f =2 (Verzweigungspunkt), vthr,, f =3, da p kein Fixpunkt ist.

Ein Dreieck A auf einer topologischen Fliche M ist ein Kompaktum A c M, das zu einer
abgeschlossenen euklidischen Dreiecksfliche D < R> homdomorph ist. Die Bilder der Eck-
punkte von D heilen Ecken von A, die Bilder der Seiten von D heien Kanten von A.

Eine Triangulierung von M liegt vor, wenn man ein endliches oder abzdhlbar unendliches
System von Dreiecken auf M hat, so dass gilt:

M ist die Vereinigung aller Dreiecke.

Zwei verschiedene Dreiecke der Triangulierung sind entweder disjunkt oder haben
genau eine Ecke oder genau eine Kante gemeinsam.

Jede Kante gehort zu genau zwei benachbarten Dreiecken.

* Die in einer Ecke zusammenstoBenden Dreiecke bilden einen endlichen Zyklus, in
dem jedes Dreieck mit dem folgenden genau eine Kante gemeinsam hat.

Riemannsche Flichen haben stets abzdhlbare Topologien (abzdhlbare Basen der offenen
Mengen) und sind stets orientierbar und triangulierbar. Kompakte Riemannsche Flichen
haben eine endliche Triangulierung.

Verfeinerung von Triangulierungen: Sei e := #{Ecken}, f := #{Fldchen}, k := #{Kanten}. Zur
Verfeinerung einer gegebenen Triangulierung gibt es dann folgende Moglichkeiten:

1) Man fiigt in die Mitte eines Dreiecks eine neue Ecke ein, die man mit allen alten Ecken
verbindet. Es ergibt sich die Wirkung e— e+1, k— k+3, f— f+2, also fiir die Wechsel-
summe e—k+ f—e—k+f.

2) Man wihlt auf der gemeinsamen Kante zweier benachbarter Dreiecke eine neue Ecke,
die man mit den jeweils gegeniiberliegenden Ecken verbindet. Es stellt sich folgende
Wirkung ein: e— e+1, k— k+3, f — f+2, also in der Wechselsumme e—k+ f — e—k+ f.

Fiir jede kompakte Riemannsche Flache hingt die Zahl e — k + f nicht abe von der Wahl
der Triangulierung. e — k + f =: y = Euler-Charakteristik =2 —2g = 0. g heillt das Geschlecht
der Fldche und ist die einzige topologische Invariante. Beispiele sind fiir g = 0 die Sphére,
fiir g =1 ein Torus und fiir beliebiges g die ,Brezelfliche“ mit g Léchern. Weitere Literatur
zu diesem Thema findet sich bei Seifert und Threlfall (1934), Massey (1967) sowie Springer
(1957).

2.3.7 Satz (Riemann-Hurwitzsche Formel) Sei f: X — Y eine holomorphe Uberlagerung
kompakter Riemannscher Fléichen vom Grad n, g das Geschlecht von X, g’ das Geschlecht
von Y. Dann gilt die Riemann-Hurwitzsche Formel:

2g-2=n(2g"-2)+ ) vc(f), (2.2)
xeX
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wobei vy (f) = vihy f — 1 die Verzweigungsordnung von f in x bezeichne. ¥ ycx vy (f) nennt
man auch die Gesamtverzweigungsordnung von f.

Beweis Trianguliere Y so, dass alle Bilder der endlich vielen Verzweigungspunkte von f
Ecken der Triangulierung sind, und so, dass jedes Dreieck der Triangulierung ganz im De-
finitionsbereich einer Kartenabbildung von Y liegt. Das Urbild dieser Triangulierung liefert
dann eine Triangulierung auf X. In X gilt: 2—-2g=e—k+ f,in Y: 2-2g"=¢ - k' + f’, wobei
folgende Definition gelte:
e:=#{Eckenin X}, k:=#{Kantenin X}, f:=#{Fldchen in X}
e :=#{Eckenin Y}, k':=#{Kantenin Y}, f’:=#{Flichenin Y}

f=nf', k=nk' und e=ne' - ¥ cx vx(f), denn:
n= Y ~vih.f= Y u(f)+#f(a)

xef~'(q) xef~'(q)
=>2-2g=e—k+f=n(e-kK+f)=-) vi(f)=n(2-2¢") > vi(f).
xeX xeX
Das liefert die Behauptung. d

2.3.8 Beispiel f: I'g\H* —I'\H*, g sei das Geschlecht von I'y, g’ = 0 das Geschlecht von
1I', n=3. Mit Satz 2.3.7 und den Ergebnissen aus Beispiel 2.3.6 folgt dann:

28-2=32-0-2)+ Y vx(f)-6+1+1+2=-2=>g=0
xEFg\[H]*
2398atz Sei—Iel' C I, p:=I":I'l <oo und fiir ¢ € {2,3} sei ey die Anzahl I -indquiva-
lenter Fixpunkte von I mit ’F_p| =/, p die Anzahl I -indquivalenter parabolischer Fixpunkte
von I" und g das Geschlecht von I' \H*. Dann gilt die topologische Grundformel:

p=12(g—1)+6p+4es+3e,. (2.3)

Bewers Anwendung von (2.2) auf die Uberlagerung f: I'\H* — ;' \H*: f ist in allen Nicht-
Fixpunkten unverzweigt; bleiben die Urbilder von 1I'p, 1I'i und ;I'co zu untersuchen. Sei
z.B. f71(1I'p) ={Py,..., Py}, vthp, f € {1,3}. Die Punkte P, mit Vielfachheit 1 sind genau die

Bahnen der elliptischen Fixpunkte von I" mit )F_p| = 3. Thre Anzahl ist e3. Setze e} := h—e3.
h
= pu=> vfthp, f=e;+3ej. (2.4)

v=1

h h
= Y un ()= X (ohn -1) =26, % 2 (u-eq)
v=1 v=1

Ebenso berechnet man

vp(f)=

Pef-1(,I'i)

(1—e2).

DN |
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Ferner:

vp(f)=u-p,
Pef-1(I'o0)

denn: g =Summe der Spitzenbreiten von I' = Summe der Indizes der Fixgruppe = vfth f.
Insgesamt folgt, da g’ = 0 gilt:

2 1
2g-2=p(2g'~2)+ S (u—es)+ 5 (u-ex) +u-p

1 2 . 1 .
~6H p 3875
Das liefert die Behauptung. d

2.3.10 Korollar Ist -l eI < I, u:=[I': I'l <oo, u> 3, n die Breite von co in I', so hat I
keine elliptischen Fixpunkte, und die Riemannsche Fliche I' \H* hat das Geschlecht g =
1+ g (% - %) Insbesondere hat die Hauptkongruenzgruppe I' [n] ={S€I': S=+] mod 1}
eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht

0 flirn=2
gmr:{l+in%n—&ﬂm"@—ﬁﬂ fiir n> 3
BewEls Wir schreiben (2.4) in der Form
R
12 2 4 3

Wegen I' <111 gilt nach Satz 1.5.9 d):

o) = 0 fallsi kein Fixpunkt von I" ist
27 p falls i Fixpunkt von T ist

on 0 falls p kein Fixpunkt von I” ist
7\ p falls p Fixpunkt von I ist

p=pN

Das gibt die Moglichkeiten aus Tabelle 2.1. Insbesondere fiir I" [n] hatten wir in Satz 1.5.12
den angegebenen Index ausgerechnet. O

2.3.11 Bemerkung g(n) =0« ne€ {2,3,4,5}. Fiir einen endlichen Normalteiler I" < 1I" ope-
riert 1I'/I" auf I' \H* als endliche Gruppe von Automorphismen:

(I'S)I'z)=I(Sz) (Se )

Im Falle I' = I' [n] mit n€ {2,3,4,5} hat ;I /I [n] die Vielfachheit
n |2 3 4 5
W[/Tnll |6 12 24 60’
entspricht also der Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- bzw. Ikosaedergruppe.
Die Zahlen ey, e3, p sind bekannt fiir I'° (n) und I'y (n), siehe Shimura (1971), Schoeneberg
(1974), Miyake (1989), Iwaniec (1997).
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Fixpunkte geNy HeN N Gruppe
. u(l 2N
I,p,00 1-=|—=+1|=0 = 1 1
2\N N+1
p(l 1 4N 2 2 oT
, 1-=|—=+=]=0 =
p,oo Z(N 2 N+2 |3 6 FzuusN
. u(l 1 6N 3 3 sl
i,00 I—E N+§ =0 Ni3- 4 6 fzupu=N
* 5 15 Fzup=N
p(l 1 . . . .
00 1+=(=-—-—= U N  nicht eindeutig bestimmt.
216 N

Tabelle 2.1: Moglichkeiten der spezifischen Daten Riemannscher Flichen
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3 Meromorphe Funktionen und abelsche
Differentiale auf I' \ H* — Modulfunktionen
und Modulformen auf H

3.1 Ubertragung meromorpher Funktionen und abelscher
Differentiale von I'\H* nach H

Voraussetzung in Abschnitt 3.1: =T e I' 1T, H* :=HuU{p: p parabolischer Fixpunkt von I'},

X :=\H*.

3.1.1 Satz Jeder meromorphen Funktion (d. h. holomorphen Abbildung) F: X — P entspricht
vermoge f (z) := F (I'z) fiir alle z € H eine Funktion f: H — P mit folgenden Eigenschaften:

a) f ist meromorph inH,
b) foS=f fiiralleSeT,

¢) Ist p= A"'oo mit einem A€ | I" parabolischer Fixpunkt von I' mit Grundmatrix A~'U* A
in I, so hat f eine in einem hinreichend kleinen Horozykel % mit Beriihrungspunkt p
konvergente Laurent-Entwicklung der Gestalt

o) - Az
f(z)=Zant" (t=ez”’7,z€@>)
n=k

Man nennt das die ,Meromorphie von f in den Spitzen von I “.

Umgekehrt entspricht jeder Funktion f: H — P mit den Eigenschaften a)-c) eine meromorphe
Funktion F: X — P vermége F (I'z) := f (z) fiir alle z € H, und die Zuordnungen F — f und
f — F sind bijektiv und zueinander invers.

BEweis F— f a) Die natiirliche Abbildung H — X ist holomorph, folglich ist f mero-
morph in H. Das liefert a).

b) ist klar.

¢) ist Ausdruck der Tatsache, dass F in allen I'p (p Spitze von I') meromorph ist:
Meromorphie von F in I'p bedeutet: Fiir alle z in einem hinreichend kleinen
Horozykel % mit Beriihrungspunkt p gilt:

© : Az
FUI2=)Y apt" (t=e"%, ze® ke2)
n=k
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f—F Sei f mit den Eigenschaften a)-c) gegeben,

oo fiirk>0, ap#0
F(I'z):=f(2), F(I'p):={ ao firk=0
0 firk>0

fiir eine Spitze p von I'. Dabei seien die Bezeichnungen wie in c). = F ist sinnvoll,

und in den Spitzen hat F den Wert F (I'p) =limz_r, F(Z), d.h. F ist stetig, und die
ZeT\H
Existenz des Limes folgt aus c). Meromorphie von F in I'p ist klar nach c). Bleibt die

Meromorphie von F in den Punkten aus I' \H zu zeigen: Sei p € H. Dann hat f in p
eine Laurententwicklung der Form:

o0 z— p n
(2) = c (—_) , (3.1)
f n:Zm " Z=p

und diese konvergiert fiir z € H, (p), z # p, p > 0 hinreichend klein. Sei ¢ := |F p| f

ist I'-invariant, d. h. die rechte Seite von (3.1) ist invariant bei w := ﬁ — e e w, und

nach dem Identitédtssatz folgt: cneT =cpfiralle n=m. = (¢ Jn=rv,=0). = f hat
eine Entwicklung der Gestalt

[e.]
f(z)= Z cyt"
n=ms
o\
mit ¢ = (%) , und diese konvergiert in H, (p)\ {p}. = F ist meromorph in X. Der
Rest ist klar. d

3.1.2 Definition (Modulfunktion) Eine Modulfunktion zur Gruppe I’ ist eine Funktion f: H —
P mit den Eigenschaften a)-c) aus Satz 3.1.1.
Im Fall I = 1 I" hei3t f eine Modulfunktion.

3.1.3 Folgerung Die Modulfunktionen zur Gruppe I" bilden einen Kérper K (I'). Fiir —1I €
AL I ist K (A) eine Erweiterung von K (I).

3.1.4 Bemerkung Falls dabei [I": A] < oo, handelt es sich um eine algebraische Erweiterung
vom Grad [I": A]. Diese Erweiterung ist genau dann eine Galois-Erweiterung, wenn A < I'.
Dann ist Gal (K (A) /K () =TI/ A.

3.1.5 Definition (Differential) Sei R eine Riemannsche Fliche mit dem Atlas (. Ein mero-
morphes Differential k-ten Grades (k € Z) auf R ist eine Form w = (w;) ;9 mit folgenden
Eigenschaften:

a) Firjedes re?, t: Uy — C (U; € R offen) ist w;: Uy — P meromorph, d.h. w;o 1 ist
auf t (U;) ¢ C meromorph.
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b)

Fiir alle s, ¢ € 2 gilt in Uy N Us:

ds

k
—_— , genauer
dt) 8

(,l)t:(l)g'(

k
wilunu, = (0slu,nu,) ((50 f_l),o l‘|Uan,)

Mit Diff¥ (R) bezeichnet man den C-Vektorraum der meromorphen Differentiale k-ten Gra-
des auf R. Als meromorphe oder abelsche Differentiale bezeichnet man die Differentiale
ersten Grades, besonders fiir kompakte Riemannsche Fldchen.

3.1.6 Bemerkungen a) Ein meromorphes Differential 0-ten Grades ist eine ,vertragli-
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b)

c)

d)

e)

f)

che® Familie meromorpher Funktionen auf R, d. h. Diff’ (R) = Mer (R).
f€R, weDiff*(R) = f-w:=(fly, @),y € Diff* (R).

€ Diff* (R), n € Diff’ (R). = wn:= (0:n;) ,q € DIff (R).

w € Diff* (R), 7 € Diff’ (R) \ {0}. = £ € Diff*"* (R).

Diff* (R) ist ein Vektorraum iiber Mer (R) mit dimper(r) Diffk (R) = 1. Dies folgt aus
a) und c) wegen Diff* (R) # {0}. Das wiederum folgt aus der Existenz eines nicht-
konstanten f: R — P, da dann (d f)k € Diff* (R) \ {0}. Dies lese man entweder bei
Forster (1977), S. 120, Satz 16.11 und S. 182, Korollar 26.8 nach, oder bemerke in
unserem Fall, dass wir nur Riemannsche Fldchen aus der Situation I' \H* betrachten
mit I' C ;. Dann leistet die Modulform j auf ;I" bereits das Gewtiinschte. Alternativ
zeigt man dies auch mit Hilfe der Poincaréschen Reihen (siehe Kapitel 4).

d: Mer(R) — Diff' (R), f — df := (%) mit % :=(fo t_l)/o t: U; — P ist eine C-

redl

lineare Abbildung mit d (fg) = (df) g+f (dg), also eine Derivation. Es gilt: df =0 < f
ist konstant. Ist weiter k: f (R) — P meromorph, so gilt: d (ho f) = (k' f)-df.



df € Diff' (R), denn:

= (foror=((fos™o(sor ) o0
:((fos_l)’osot_lot)-((Sot_l)’ot)
_df ds
T ds dt

d(fg)=(fgot") ot=((for")(got™))ot

(7o g )+ o ) g0 o
=(df)g+f(dg)
=(
=
=(

WD) _ (o por 1) or=(go(for)) ot

Wofort™ )'((fot_l)’ot)
Wos)-(forJor=(i'of)- 2L

g) Sei G c R offen, R eine Riemannsche Fldche. Dann erkldren wir fiir eine meromorphe

Funktion f: G — P eine Ordnung wie folgt: Sei po € G, U eine offene Umgebung von
po, t: U — C eine Karte in pg, p€ U, z:=t(p), z0:= t(po). Sei U gleich so klein, dass
t (U) c C eine Kreisscheibe ist und fot~! in t(U)\ {29} holomorph. Dann hat fo ¢!
in zg eine Laurent-Entwicklung

fot ' @=Y anz—z0)"  (z€t()), d.h.

f(p)= 3 an(t(p)-t(po))"  (peU)

n=ngy
Ist f # 0, so sei gleich a;,, # 0. Dann heilt ng =: ord,, f die Ordnung von f in po.

Diese hdngt mit der Vielfachheit aus §2.3 wie folgt zusammen:

0 fiir 0 # f (po) # 0o
OrdPo f thpo f furf (p()) =0
_thpof furf(po) =00
Dieser Ordnungsbegriff ist sinnvoll, da er unabhéngig ist von der Wahl der Karte in
po: 0BdA sei u: U — C, u(po) =: wo, u(p) =: w fiir p € U. Dann ist im Falle f #0

fouw)= Y by(w-wpy"

mit by, # 0. Hier ist

bihol.
w:uotlz g ch(z zo)

k=0
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mit ¢y = wp und c; # 0 wegen der Biholomorphie der Kartenabbildung.

= fou ' (w) Z bn( ck(z—zo)k)

n=my k=1

Y. b(z—z)"

n=my

mit by, = bm, c{"‘) # 0. Aus der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung folgt dann
ng = my.

w € Diff* (R), p€ R, w #0. = ord, w € Z ist sinnvoll, da unabhéngig von der Karten-
auswahl. Insbesondere ist es sinnvoll, von Nullstellen und Polen von w zu sprechen,
nicht aber von einem Wert von w im Punkt p.

h) w € Diff! (R) = Res pw ist sininvoll, denn wegen w; = w;- % ist
Respo = fona
es,w=——~q¢w
P 2mi !

unabhingig von der Wahl der Karte. Alternativ kann man auch mit der Laurent-
Entwicklung berechnen, dass a_; unabhédngig von der Kartenwabhl ist (siehe Lamotke
(2005))

3.1.7 Definition (Differentialgattungen) Sei w € Diff! (R). Dann heift w ein Differential
* 1. Gattung, wenn w holomorph ist (d. h. ord, w = 0 fiir alle p € R),
* 2. Gattung, wenn fiir alle p € R gilt: Res, w =0,
* 3. Gattung, wenn fiir alle p € R gilt: ord, w = —1.

Z.B. ist fiir meromorphes f: R — P das d f € Diff' (R) von zweiter Gattung.

3.1.8 Satz Sei p € H kein elliptischer Fixpunkt von I' _ (I', p > 0 so klein, dass {+I} =
{Ser:SH,(p)nH,(p)#0}, U:={I'z: z€ Hy (p)},

r:U—C, tI'z):=z—p (z€ Hy (p)).
Sei w € Diff* (' \H*). Dann ist das Funktionselement
f:Hy(p)—P, f2&):=wT2) (z€ Hy (p))

zu einer wieder mit f bezeichneten meromorphen Funktion f: H — P fortsetzbar, und es gilt:

@) f(2)=(cz+d) 2k f(S2) (zeH,S:(i Z)er)
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p
8

ATYUMA (AeN) in I, dann hat f eine in einem Horozykel P mit Beriihrungspunkt p
konvergente Laurent-Entwicklung der Gestalt

b) Ist p=A"'oo mit A= (;‘f ) € 1I" ein parabolischer Fixpunkt von I' mit Grundmatrix

(yz+5 f(z) Z ant" (t—ez’”_ an EC)

Umgekehrt definiert jede meromorphe Funktion f: H — P mit den Eigenschaften a) und b)
ein w € Diff* (IF'\H*) mit w;(I'2) = f(2) fiir z € Hy(p), und die Zuordnungen o — f und
f — w sind bijektiv und zueinander invers.

3.1.9 Definition (Modulform) Eine Modulform vom Gewicht 2k zur Gruppe I” ist eine me-
romorphe Funktion f: H — P mit den Eigenschaften a) und b) aus Satz 3.1.8.

Eine Modulform vom Gewicht 2k ist eine Modulform vom Gewicht 2k zu ;I".

Ay (I') bezeichne den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2k zur Gruppe I,
Aok = Ao (11).

BEwEIs zu Satz 3.1.8. Sei w € Diff* (I \H*), E die Menge der ellitpischen Fixpunkte von I'.
Wir definieren zu der fest gewdhlten Karte ¢ aus Satz 3.1.8 ein Funktionselement

fr:Hy(P) =P, fy(2:=w,T2) (z€Hy(p))
Als Karte in I'p kénnen wir auch
u:U—C, u(l'z):=Sz-Sp (z€ Hy(p), SeT fest)

wéhlen. Dann gilt:

_ .(@)k
wt—wu dt )
du\* k _ a b
(E) rz)=(S'(2)" = (cz+d) ™ (zer (p), S:(c d))
=f,(2)=(cz+d)* fs,(S2)  (ze H,(p), SeT), (3.2)

denn: Sei g € H, (p), 0 > 0 so Klein, dass {SeI': SH, (q) N Hy (q) # @} = {£I}. Zu q,0 ge-
k
hore die Karte v, v(I'z) := z— q fiir z€ Hy(q). w; = wy(%) und (E) =1. = w;=w, im

gemeinsamen Definitionsbereich, d. h.

Io b, (), (q) = fa 1, (0)nH, () (3.3)

= fp héngt lokal nicht von p ab. Nach (3.3) folgt: Setzt man f), lings irgendeines Weges
in H\E meromorph fort, so ist das Ergebnis der Fortsetzung im Punkt w € H\E gleich f,,
d.h. f, ist zu einer in H\E meromorphen Funktion f fortsetzbar, und (3.2) gilt in H\E ohne
Indizes.
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Wir zeigen jetzt: f ist in ganz H meromorph: Sei dazu p € E, p > 0 so klein, dass {+I} =
{SerI:SH,(p)nH,(p)# @}, U={T'z: ze Hy(p)}, ¢ :=ordI'), so dass wir fiir z € H, (p)
die folgende Kartenabbildung haben:

<

'H > U-_ _Ty\Hy(p)

K; (0)

rzi Ipz t(I'z) = (ﬂ)[

Sei g€ Hy (p)\{p} = q ¢ E, und v(I'z) := z— q ist Karte bei I'q.

dr\*
f@=w,Tz)=w;- (E) s (z€ Hy (q) < Hy (p), o hinreichend klein),

wobei

ar_, p-p r—py*
dv (2_5)4 '

= f ist meromorph in p, und entwickeln wir w nach ¢ in der Form

= tn 0, = p— )
w; n:Zman (am;é (z_p) )

so erhalten wir

a, tn+k(1—'7] )

it

(=-P)* f=((p-p)"

= ordy, f = fordrpw + k(¢ —1) = klassische Ordnung von f im Punkt p. Diese Beziehung
legt die Einfiihrung einer sog. invarianten Ordnung von f in p nahe vermoge

1 1
vp(f)::zordpfzordppw+k(l—z) (pen)
= f ist in H meromorph.

Verhalten von f in den Spitzen: Sei p parabolischer Fixpunkt von I', p = A"'co, mit A€ I’
und der Grundmatrix A~'U*A zu p in I'. Dann haben wir eine Karte in I'p durch

ru = u_-__2,u{p} K, (0),
I Iz H(2)= 2T firz#p
' P 0 firz=p
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Das liefert eine in U konvergente Entwicklung w; = Y52, a,, t" mit a,, # 0 (beachte: ¢ (F p) =
0). Sei g € P, = q ¢ E, also ist v(I'z) := z - p fiir z€ H, (q) < P, eine Karte bei I'q. In der
Kartenumgebung fiir v gilt:

f@=0w,T2)=w (ﬂ)k
— Wy — W dU

mit A=(y &) und

dr d Q2mi : 27
av _azt T A,(YZ+6)

: Az
Mit ¢ = e?™'7 folgt daraus:

(yz+6)° f()—( ) Z "k (ze?))

Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich der natiirliche Zusammenhang zwischen den Ord-
nungen von f und w als

vy (f):=min{n+k: a,#0}=ordr,w+k

Umgekehrt sei f: H — P meromorph gegeben mit den Eigenschaften a) und b). Es geniigt,
die definierende Bedingung fiir w fiir einen (nicht notwendig maximalen) Atlas 2 zu veri-
fizieren. In den Punkten p € H\E nehmen wir einfach die karte v (I"z) := z— p wie oben.
Das Transformationsverhalten der Modulform f liefert dann das ,richtige“ Verhalten von
w bei Kartenwechsel in den Nicht-Fixpunkten von I'. Bleiben die w, fiir Karten ¢ in den
elliptischen bzw. parabolischen Fixpunkten zu erkldren: Im parabolischen Fall nehmen wir
die Entwicklung aus b) und schreiben sie in der Form:

(yz+6) f(z )—(Zi) nimant’”k

und definieren w, :=Y 92, a,t". Riickblick auf die bereits gezeigte Richtung ,w — f* lehrt:
Dieses w; ist mit den bereits vorhandenen w, in der rechten Weise vertrédglich. Der Fall
elliptischer Fixpunkte ist in Satz 3.1.10 enthalten. d

3.1.10 Satz Sei f € Ay (I'), peH, ¢ :=ord (F_p) Dann existieren b, € C fiir n€ Z, so dass fiir
alle z€ H, (p) (p >0 hinreichend klein) gilt:

2
(z—p) f(z) = Z b, "tk mitt:(z—f) .

Bewels Wir setzen

1 _
A:H—E A= _(i E),
p-p\*+ P
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d.h. Az= %. Sei weiter

i
e’ 0
_mi

0 e

R:=A"" Aerl

Dann erzeugt R bereits I'j,. Sei w:= Az = % und

g E—C gw :=(z-p) w f(2).

Mit R=(c d) gilt dann:

g (ez% w) =(Rz —ﬁ)Zk e w* f (Rz) Je @) (Rz- Rﬁ)Zk e wk (cz+d)** f(2)
(Z‘ﬁ)Zk anik 2k, k !
= de(_ d)Zke C (cz+d)""w" f(z)=gw),
(cz+d)*"(cp+
dennmitA‘lz;_(_p p) ist
p-p\—-1 1
cp+d:cA_10+d=%,
wobei (y 6)=A"'=—-A—=(-1 1)und
p-p
(m1 mp)=RA ' =A% 0,,_1-)
0 e v
]- i i
-t o)
p-p

=>cp+d= e %, d.h. cp+d= e . = Die Laurent-Entwicklung von g in 0 hat die Form

[e.e]

n=m
Nach einer Indexverschiebung liefert das die Behauptung. d
b
3.1.11 Definition (Peterssonscher Strich-Operator) Fiir f: H—-Pund S = (z d) e SL, (R),

k € Z sei

f15(2) ::fZIkS(z) = (cz+d)** f(S2).

3.1.12 Folgerung  a) Fiir S, T e SL, (R) ist f1(ST) = (f1S)IT.
b) Das Transformationsverhalten der Modulform f € A, (I') aus Satz 3.1.8 a) lautet jetzt:

fIS=f (SeD) (3.4)
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¢) Aus a) folgt: Ist (3.4) fiir die S aus einem Erzeugendensystem von I erfiillt, so gilt (3.4)

fiir alle S € I'. Speziell: Ist (3.4) fiir U = (1 1) und T = (O

0 1 1 o ) erfiillt, so gilt (3.4) fiir

alle Se I'.

d) Die Fourier-Entwicklung der f € Ay (I') aus Satz 3.1.8 b) lautet jetzt mit einem Horo-
zykel @ in der Spitze p = A"'oo (A€ 1T') von der Breite A:

f(Z)=(Z aneZH_Aiz)lA (zeP)

n=m

Wegen a) ist das dquivalent zu
o0 .
~1 27iz . .
fIAT (&)= ) ane (z € H, Im z hinreichend groR)
n=m

Kommentar Sei p = A™!co Spitze von I' mit Breite A, f: H — P meromorph, und in p gebe
es einen polfreien Horozykel ? := A~ {z: Imz >n} mit n > 0 hinreichend groR. Weiter gelte
f1S=ffiir alle Se I'. Dann gilt:

FIA G+ ) = FIA UM @2 Fla” Ut AlA (29 = F1 A (2).

= f|A~! ist periodisch modulo A. Die Funktionentheorie sagt uns dann, dass f|A~! eine
Fourier-Entwicklung der Form

flA @= ) ane’ 1 (Imz>n)

n=—o0

besitzt (siehe Elstrodt (2004)).

Von einer Modulform verlangen wir nun, dass diese Entwicklung in Richtung negativer Ex-
ponenten abbricht. Dies ist d4quivalent dazu, dass das f entsprechende w in I'p hichstens
einen Pol hat; dementsprechend sagt man auch, dass f in p héchstens einen Pol hat. Wir
hatten in der Spitzenklasse I'p definiert: v, (f) := ordrpw+ k. Ist w in I'p holomorph, k> 1,
so hat diese Fourier-Entwicklung die Gestalt

2mwinz

f1A7 @ =Y aze 1,
n=1

d.h. f verschwindet in p.

3.1.13 Definition (Spitzenform) [ € A, (I') heilt Spitzenform, wenn f in H holomorph ist
und in allen Spitzen von I' verschwindet, d. h. fiir eine Spitze p = A"loo von I (A € I') mit
Grundmatrix A”'U*A in I hat f in p eine Fourier-Entwicklung der Form

FIAT @ =Y a,e’ ™ = v, (f) =1

n=1
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Wir haben also folgende Ordnungsdefinition getroffen: Ay (I') 3> f—we€ Diff* (r\H*):

ordry () +k(1-%) firpeH, £:=ordl",
ordrp (w) +k fiir eine Spitze p von I

-

3.1.14 Korollar Bei der Zuordnung w — f geméal} Satz 3.1.8 entsprechen die abelschen Dif-
ferntiale erster Gattung auf I'\H* den Formen aus S, (I') := {Spitzenformen vom Gewicht 2 auf I’ }

BewEIs w von erster Gattung = f € S, (I') folgt aus dem oben gezeigten.
Umgekehrt sei [ € So (I'). Fiir peH, £:=ord I, ist

1
ordry (@) = - (ord, (f) —%(f— )= -1.

=0

= w ist in I'\H holomorph. Ist p Spitze von I', so gilt:

ordrp, (@) =v, (f)-k=v,(f)-1=0. O
3.1.15 Definition (ganze Modulformen) f € A, (I') heilst ganz (engl. entire) genau dann,
wenn f in H holomorph ist und in allen Spitzen p von I' gilt: v, (f) = 0, d. h.

2minz

fl1A @ =Y aze 1.
n=0

Gk () :={f € Apx (I) : f ganz} > Syi. Fiir I' © 11" mit [ I': I'] < oo werden dim Sy (I') und
dim Gy (I') in Kapitel 3.2 bestimmt.

3.1.16 Korollar Bei der Zuordnung w — f gemdl} Satz 3.1.8 entsprechen die abelschen Dif-
ferentiale dritter Gattung auf I' \H*, die hochstens in den Spitzenklassen von I" Pole von
hochstens erster Ordnung haben, den Formen aus Gy (I).

Beweis siehe Korollar 3.1.14 unter Benutzung von Definition 3.1.15. a

3.1.17Satz ~ a) Ay (I')- Az (I') € Ap(pespy (1), [ € Agi (IN), g € App (IN\ {0} => Jj; € Ap(k—o) ().
Gok (I') - Gog (IN) € Gokearoy (I, Gog (IN) - So¢ (I') < So(jer0y ().

b) d: Ag(I') — A (I), df := f’ ist eine lineare Abbildung.
¢) Fiir M = (; 4) €1@ definiert
Ao ()3 fro FIM:=(cz+d) 2 f(Mz) € App (1) (z€H)

eine C-lineare Bijektion von Ay (I') auf Ay (M‘IFM), die die zugehdrigen Rdume
Gax (I') und Syi (I') in Go (M™'I'M) bzw. Sy (M~'T M) iiberfiihrt.

Beweis a) und b) sind klar. c) ist eine Ubung zur Anwendung des Peterssonschen Strich-
operators. Z.B. sei Se I':

= (fIM)|(M'SM) = fI(SM) = (f1S)IM = fI M,
da f € Ay (I) ist usw. a
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3.2 Der Grad von Divisoren meromorpher Differentiale und
Modulformen

3.2.1 Definition (Divisoren) Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Die Divisorengrup-
pe von X ist per definitionem die von den Punkten von X erzeugte freie abelsche Gruppe,
d. h. Div(X) enthilt genau die Funktionen X — Z, die nur in endlich vielen Punkten von X
einen von 0 verschiedenen Wert haben:

m m
D=an)({pj}=:2anj (njEZ,PjEX,j=1,...,m)
=1 =1

Jede meromorphe Funktion 0 # f: X — P hat einen Divisor div(f) := ¥ pexordp (f)P.
Beachte: X ist kompakt, f hat also nur endlich viele Null- bzw. Polstellen auf X! Jedes 0 #
w € Diff* (X) hat einen Divisor div(w) := ¥ pexordp (w) - P, dabei ist auch hier die Summe
endlich und somit sinnvoll. Zwei meromorphe Funktionen f,g: X — P, f # 0 # g haben den
gleichen Divisor genau dann, wenn f und g sich hochstens um einen konstanten Faktor # 0
unterscheiden, denn:

div(g) _ div(f) - div(g), d. h.div(f) = div(g).

= g ist holomorph auf X, nach Liouville also konstant. Die Umkehrung ist klar.
Sei D e Div(X), D = Z?’:l n;jP;. Dann ist

m
deg: Div(X) —Z, degD:= Z nj
j=1

ein Gruppen-Homomorphismus. Sei 0 # f € Mer (X). = degdiv(f) = 0 (siehe z.B. Forster
(1977), S. 28, Korollar 4.25, oder Reyssat (1989), S. 54). D € Div(X) heil8t Hauptdivisor, wenn
es ein f € Mer(X) gibt, so dass D = divf. Die Hauptdivisoren liegen in kerdeg, d.h. die
Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe von kerdeg, hier herrscht aber nicht notwendig
Gleichheit, was man bspw. im folgenden Fall sieht: Sei A ein Gitterin C, X:=C/A, BQe X,
P # Q. Dann liegt D := P—-Q in kerdeg, aber D ist kein Hauptdivisor, da es keine elliptischen
Funktionen erster Ordnung gibt.

3.2.2 Satz Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, 0 # w € Diff! (X).
Dann gilt: deg(div(w)) =2 (g —1).

Bewers Fiir 0 # ,n € Diff' (X) gilt: deg(div(w)) = deg(div(n)), denn f := % € Mer (X) und
deg(div(f)) = 0. Also geniigt die Bestimmung des Grads fiir ein geeignet gewihltes w. Dazu
wihlen wir ein nicht-konstantes f € Mer (X), so dass f~!(oo) keinen Verzweigungspunkt
von f enthilt, und setzen w := d f € Diff' (X). Sei n der Grad der Uberlagerung f: X — P.
= o hat in den n Punkten aus f~! (c0) Pole zweiter Ordnung und keine weiteren Pole. Null-
stellen hat w genau in den Punkten, in denen f eine Entwicklung der Form f =3 ;. ,, a; t]

mit m=>2und t = e 1" besitzt. Dabei ist die Karte ¢ im Punkt P so gewdhlt, dass £ (P) =0
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ist. D. h. w hat Nullstellen genau in den Verzweigungspunkten von f, und zwar ist in einem
solchen Verzweigungspunkt

ordp (w) =vthp (f) — 1 = vp (f) = Verzweigungsordnung von f in P.

Satz 2.2 liefert in dieser Situation:

2g-2=n(2 g -2)+ Y vp(f) = ). ordpw- 2n
~ PexX N—— Pex Polbei
=0 Péfl(oo)=ordp(w)  Pgf(c0) olbeitrag
Nullstellenbeitrag

Ein alternativer Beweis benutzt den Satz von Riemann-Roch (Satz 3.3.2), siehe dazu Forster
(1977), S. 127, Satz 17.12. O

3.2.3 Korollar Sei X kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, 0 # w € Diff* (X).
Dann gilt: deg (div(w)) =2k (g—1).

BEwEls Man wihle ein 0 # 7 € Diff' (X) (z.B. n = df mit f aus Satz 3.2.2). = % € Mer (X).

=deg (div(%)) =0
n
= deg(div(w)) = deg (div (nk)) = kdeg(div(n)) Satz3:22 54 (g-1) O

Ubersetzung in die Sprache der automorphen Formen: Sei —I  1I" mit p:=[1I": I'] < oo,
X :=T'\H* vom Geschlecht g, H* =HUQU{oo}, k€ Z. Fiir 0 # f € Ay (I') sei

divf:= Y wvp(f)-P

P=T'peX

deg(divf):= > v,(f).

P=I'peX

3.2.4 Satz (Gewichtsformel) Fiir 0 # f € Ay (I') gilt:
deg(div(f)) = k|2k-2+ ire o) =2k —klw(l"\[H])
©8 - Proerze)| =g th=

In dieser Form gilt die Formel fiir beliebige koendliche Fuchssche Gruppen, wobei p die An-
zahl der Klassen parabolischer Fixpunkte von I', e; die Anzahl der Klassen elliptischer Fix-
punkte p von I' mitordI', = ¢ sei fiir ¢ = 2,3. Insbesondere ist fiir 0 # f € Ay (11"

r—ll[\J
N |
Il
|

deg(div(f)) =

die Gewichtsformel fiir die Modulgruppe.
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Bewers Nach der Formel fiir v, (f) gilt bei der Zuordnung f < w:

deg(div(f)) = deg(div(w)) + k(p+ %62 + §e3)

1 2
Korollgr 3.23 k (2g 24 p+ 562 + 563) O

Satz 2.3.9 1 Korollar 1.5.2

k=

1
— k—ow (\H)
6 27

Bemerkung Satz 3.2.4 ldsst sich (wie z. B. im Fall der Modulgruppe) durch Integration von

I {iber den Rand eines Fundamentalbereichs beweisen (sogar fiir beliebige koendliche

Fuchssche Gruppen).

3.2.5 Korollar Sei —/e€I' I mit u:=[1I": '] <oo.
a) k<0:=> Gy (I') ={0}.

b) k=0:=>Gy(I') =C.

Bewers @) Sei 0 # f € Gy (I'). = deg(div(f)) =0, da f ganz ist. Andererseits ist nach
Satz 3.2.4 deg(div(f)) = kgu<0. ¢

b) Sei 0 # f € Go(I'). Nach Satz 3.2.4 ist dann deg(div(f)) =0, d.h. f entspricht eine
holomorphe Funktion auf I \H*, und diese ist konstant. = f ist konstant. d

3.2.6 Korollar G, (1I') = {0}.

BEwEIs

:v,-(f)+vp(f)+l\|0:1-%+1-§+l\10/Z /O

0# f€Gy(1I") = deg(div(f)) = 6

[oPR

3.2.7 Korollar dim G, (I') <1 fiir k€ {2,3,4,5,7}.

BEwWEIs 0# f € Gor (1)

= deg(div () = yordi (f) + s0rd, (1) + ¥ v(f)=
P=Ipel\H*
pefi.p}

ENO
Folgende Fille lassen sich ablesen:
k =2: einzige Losung: ord, (f) =1, alles andere 0.

k =3: einzige Losung: ord; (f) = 1, alles andere 0.
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k =4: einzige Losung: ord, (f) = 2, alles andere 0.
k =5: einzige Losung: ord, (f) = ord; (f) =1, alles andere 0.

k=7: einzige Losung: ord; (f) =1, ord, (f) = 2, alles andere 0.

Jedes f € Goi (1I') ist durch seinen Divisor bis auf einen konstanten Faktor # 0 eindeutig
bestimmt nach Korollar 3.2.5b). a

3.2.8 Korollar Fiir k€{0,1,2,3,4,5,7} gilt: Spr (1 I") = {0}.
Beweis folgt direkt aus Korollar 3.2.7. d

Bemerkung In Korollar 3.2.7 gilt in Wahrheit Gleichheit wie wir spdter mit Eisenstein-
Reihen zeigen werden.

3.3 Der Riemann-Rochsche Satz fiir Modulformen
3.3.1 Lemma Sei X kompakte Riemannsche Fldche, D := Z;.”:  njPj e Div(X) (nje”Z fiir
j=1,...,m). Dann ist
F(D):={feMer(X): f=0vdivf=D}
ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum.

Beweis D habe genau in Py,..., Py die negativen Werte n;,..., ng. Seien f1,..., t; Karten in
hinreichend kleinen Umgebungen von Py,..., Py, so dass t; (P j) =0fir j=1,..., k. Dann ist
die Abbildung

-1 -1
@: LD f—| Y cintlh..s Y, Cinlp

n=m n=ny

linear, und die Menge der Hauptteile ist ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. Weiter
ist dimker ¢ € {0, 1}, also zusammen dim ¥ (D) < co. O

3.3.2 Satz (Riemann-Roch) Fiir jedes 0 # w € Diff! (X) gilt:
dim¥ (D) =dim¥ (-divw — D) —degD - (g —1).

Beweris siehe Forster (1977), S. 119 ff., Reyssat (1989), S. 58, Lamotke (2005), S. 26, sowie
Ahlfors und Sario (1960), S. 325. O

Kommentar Fiir 0 # f € Mer (X) gilt:
divf = —divw - D < div(fw) = -D,

und wenn f den Korper Mer (X) durchliuft, so durchliduft fo den Vektorraum Diff! (X). Das
liefert folgende inhaltliche Bedeutung von Satz 3.3.2:

max|{f € Mer(X) : f linear unabhingig, f =0 oder div f > D}|

—max | {ne Diff! (X) : nlinear unabhiingig, n = 0 oder divy > —D}|
——degD— (5 1)
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3.3.3 Folgerung a) Die Dimension des Vektorraums der abelschen Differentiale erster
Gattung (holomorphe Differentiale) auf X ist gleich g.
Begriindung: Setze D =0 in Satz 3.3.2.

b) Fiir 0 # w € Diff' (X) gilt nach Satz 3.2.2:
degdivw =2(g-1).

Jetzt konnen wir das auch wie folgt zeigen: Ersetze in Satz 3.3.2 D — —divw — D. Dann
folgt:

dim ¥ (- divw — D) —dim ¥ (D) = degdivw + degD — (g — 1)
=degD+(g—1)
= degdivw =2(g—1)

Voraussetzungen und Bezeichnungen fiir Kapitel 3.3: I' ” I, p:= [ I': 'l <oo, X =1\
H* Riemannsche Fliche vom Geschlecht g, p die Anzahl I'-indquivalenter parabolischer
Fixpunkte von I" mit Vertretern ¢y, ..., qp, Qv :=I'qy fiir v=1,..., p die Spitzenbahnen (€ X),

e, sei die Anzahl der Bahnen I'-indquivalenter elliptischer Fixpunkte z von I' mit [I',|=/¢€

{2,3} vertreten durch zy), Zf/) =T zy) firv=1,...,e..

3.3.4 Definition (Formaler Divisor) Sei —I € I'. Ein formaler Divisor zu I' und k € Z ist ein
Divisor der Form S =) pex v (P) P, wobei v (P) # 0 nur fiir endlich viele P € X, und es gelte
v(P)—k(1- %) €Z fallsP=Ip, peH, (:= ‘F_p’, und v (P) € Z, falls P = I p mit einer Spitze
p von I'. Fiir ein solches D sei degD:=) pcx Vv (P).

Wir definieren fiir k € Z und einen formalen Divisor D:

v([,2k,D):= max’{feAzk(F) : f linear unabhingig, f:0Vdin>D}|.

Man kann leicht sehen, dass fiir einen Divisor D zu I', k auch —D ein Divisor zu I', —k
ist. Sind D und D' Divisoren zu I, k bzw. I', k', so ist D+ D' ein Divisor zu I, (k + k').

3.3.5 Satz (Riemann-Roch fiir Modulformen) Sei D Divisor zu I', k mit k € Z. Dann ist
schon v (I',2k, D) < oo, und mit dem sog. Verzweigungsdivisor (zu I', 1)

p 3 e 1
vi=Y Qo+ Y Y (1—?)25”
v=1 (=2v=1

gilt:

v(I,2k,D)=v(,2(1-k), Vp) —degDHcg— (g-1)
=v(I,2(1-k),Vp)—degD + kdegV + 2k-1)(g—1).
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Bewels Wir benutzen die Existenz eines nicht-konstanten s € Mer (X). Zu einem solchen
h bilden wir (dh)* € Diff* (X) \ {0}. Zu (dh)* existiert — wie wir auch noch in Korollar 4.1.4
zeigen werden — ein 0 # fy € Aoi (I') wie in der Zuordnung aus Satz 3.1.8. Fiir 0 # f € Ay (I)
gilt dann:

divf>D<=>div1> D —div fy
fo —_—
ganzzahliger Divisor

%0 € Ap (I') entspricht eine Funktion aus Mer (X). Sei A:= D —div f; (ganzzahliger Divisor),

0 # w € Diff! (X).
=>v(I[,2k,D)=dim¥(A)
——
<00
Satz33.2 4im < (—divw— A)—degA—(g—1)
U324 §im % (- dive — A) — degD + kg -(g-1)
——
=degdiv fo
Schreibe dim ¥ (- divw — A) als Dimension eines Vektorraums von Modulformen:
Ay (I > h—neDiff' (['\H*),

dabei gilt:

pel]-l]:>v,,(h):ordpp(n)+l(1—l) _ _
l) ¥ =>divh=divnp+V
p Spitze = v, (h) = ordrp, (1) +1
>dim& (—divw — A)
=max |{n € Diff' (X) : nlinear unabhéngig, n=0v divy = - A}|
=max |{h€ A (I') : hlinear unabhingig, h=0vdivh = V4 =V +div fy - D}|

h . o

= mang = ? € Aq-p (I') : glinear unabhéngig, divg = VD}
0

=v({T,2(1-k),V-D).

Die zweite Formel ist nun klar nach Satz 2.3.9. O

3.3.6 Satz Fiir k=1 ist

dim Gox (I = 2k —1) (g 1)+ kp+ EJ e+ {%J es

Fiir k <0 ist die Dimension bereits bekannt aus Korollar 3.2.5.
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Beweis Satz 3.3.5 mit
3 ey a
. l S
D=y ¥ %70,
(=2v=1
wobei a, € {0,1,...,¢ — 1} so gewdhlt ist, dass ¢| (k+a[); insbesondere sind damit die a,
eindeutig bestimmt. Sei etwa k + a, = ¢ m mit einem m e Z.

a _ (1L e
37—’(:(1 [)‘l'mzk.
€

= D ist Divisor zu I, k.
Behauptung: Fiir 0 # f € Ay (D) giltt divf =D o f e Gy (I).
Begriindung:

»=* Klar, da f in allen g € H* eine Ordnung v, (f) =0 hat.

< In den Spitzen und Nicht-Fixpunkten von I' in H ist alles klar, da dort D keine von
0 verschiedenen Werte annimmt. Sei also g € H elliptischer Fixpunkt von I' mit ¢ :=

‘F_q); dann gilt mit f —we Diff! (X)

”n

1 1
0<v4(f) :—ordquordqw+k(1——)
—— l

0
=n
=0 mod?
—f—
_ln+k-k Cn+k)- (k+a) +a
- ¢ N ¢
>min{£m+a£:£m+ag>0, mEZ}:%

=Wertvon D in I'q
=>v{[,2k,D) =dim Gy (I').

Behauptung: v(I',2(1 - k), Vp) =0 (beachte: k = 1!).
Begriindung: Sei 0 # f € Ay—j) (I") mit divf = V — D. Dann liefert Satz 3.2.4 degdivf =
1-k) % <0, da k= 1. Andererseits ist

1 2 ay as
deg(V—-D)=degV —degD = (p+ 562 + 563) - (?eg + €€3) =p>0.
Dies ist ein Widerspruch, so dass die Wahl von f nicht zuléssig ist. Das liefert die Behaup-

tung.

=>dim Gy (I') =v([,2k,D)

Satz 3.3.6 2k—-1) (g— 1) —kdegV —degD

_ 1 2 a» as
=@k-1) (g—1)+k(p+§eg+§e3) —(7eg+§eg)

=Q2k-1(g-1)+kp+ EJ er + {%J e3

75



nach Wahl der a,. a

3.3.7 Satz Fiir k> 1 ist
. k 2k .
dimSy (N =R2k-1)(g-1)+ k-1 p+ Slet| 3 |e= dim Gy (I') — p,
dimS, (I') = G.

Bewers dim S, (I') = g ist klar, da S, (I') isomorph ist zum Vektorraum der abelschen Diffe-
rentiale erster Gattung. Dieser hat nach Satz 3.3.2 die Dimension g.
Sei k > 1, ay wie im Beweis von Satz 3.3.6,

S &L ar i, L
D:=)" Z7ZV +3 Q.
¢=2v=1 v=1

Dann gilt fiir 0 # f € Ay (I): divf = D < f € Sox (I'). Man berechnet dies analog zur Vorge-
hensweise im Beweis von Satz 3.3.6.

= dim Sy (I = v (I, 2k,D) = 2k —1) (g—1)+(k—1)l9+ EJ e+ ﬁ)—ICJ es,

falls v(I',2(1—-k),V — D) = 0. Wiederum in Analogie zum Beweis von Satz 3.3.6 zeigt man:
Sei0# fe Ay () mitdivf=V—-D. =>degdivf=(1-k) % <0, da k> 1. Andererseits ist

1 2
deg(V—D)=degV —degD = (p+5eg+§eg)—(%ez+%€3+l9) =0,

so dass wir auch hier einen Widerspruch konstruiert haben. Folglich ist die Wahl von f
nicht zuldssig. Das liefert die Behauptung. d

3.3.8 Korollar Fiir k € Z gilt:

El+1 firk=0,k#1 mod6
dim Gy G I7) =< % flirk>0,k=1 mod6
0 firk<o0

£ firk>6,k#1 mod6
dimSy (=1 |&|-1 firk>6,k=1 mod6
0 fiir k<6

3.3.9 Korollar Fiir k € Z gilt:

k41 firk=0
dimGZk(I“,g):{bJ 1:11'
0 furk <0
kl_1 firk=4
dim S, (Ig) = bJ
2k (l'0) {o fiir k <3

Dito fiir I'° (2) und I'y (2).
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3.3.10 Korollar Fiir k € Z gilt:
. k+1
dim Gy (I' (2)) = 0

) k-2
dim Sy (I' (2)) = {0

firk=0
fuirk<0

firk=3
firk<?2

77



4 Beispiele von Modulformen

4.1 Poincarésche Reihen

Motivation: Wir wollen Modulformen vom Gewicht 2k konstruieren. Das Problem dabei ist
das Transformationsverhalten

(cz+d) 2k f(S2)=f(2)
:fKS(z)

fiir alle S = (; 4) € I'. Idee: Man mittle iiber die Gruppe I" und bilde mit einem holomorphen
h:H-C

f:=) hlS.
Ser
Wenn das absolut konvergiert, so hat f das richtige Transformationsverhalten f|S = f fiir
alle S € I'. Das ist die Idee von Henri Poincaré, die sog. Poincaréschen Reihen. Auf diese Weise
hat Poincaré die Existenz nicht-konstanter meromorpher Funktionen auf Riemannschen
Flachen nachgewiesen.

Modifikation: Wir nehmen an, & erfiille schon das Transformationsverhalten k| M = h fur
alle MEAC T (z.B. h(z) = ™" fiisr ne Z, A=(U) und I = 1T'). Dann wird die Reihe nicht
konvergieren und muss wie folgt modifiziert werden: Man setze f :=) yeq | M mit einem
Vertretersystem % von A\I'. Beachte: Fiir M, M’ € I' mit AM = AM’ gilt: M = LM’ mit einem
LeA:=>h|M=h|LM'=(h|L)|M' = h|M'. Dieser Ansatz ist also sinnvoll, da er unabhingig
von der Wahl des Vertretersystems ist. Weiter ist fiir jedes S € I' auch RS ein Vertretersystem
von A\I'. Wegen der Unabhdngigkeit von der Auswahl von R ist damit klar: f|S = f fiir alle
S e I', falls die Reihe absolut konvergiert.

Voraussetzungen und Bezeichnungen in 4.1 Sei —IeI'C I, p= A”'co eine Spitze von
I', A€ I’ mit Grundmatrix A"1U*A, h(z):= e fiir festes 7 € Z hat die Eigenschaft, dass

2ninz

RIAT U™ A(z) = ™ IU’MA:(e%IUm’l)lA:e%lA:h(z)

fiir ein m € Z. Der Ansatz klappt folglich mit k und A := (A~1U A).

4.1.1 Definition (Poincarésche Reihe) Fiir n € Z, k > 1 sei die Poincarésche Reihe zur Spitze
p = A" oo erklirt durch
AMz

ninz 1 i
Z e | AM =~ Z (cz+ d) 2k g?min=3
MeR 2k 2

P, (z,AT,2k) =

N =
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mit einem Vertretersystem %R von (A"YUM AT Wegen —1 € I' erhdlt man alle Terme in der
Summation doppelt; daher normieren wir wieder mit dem Faktor % Im Spezialfall n =0
erhilt man die sog. Eisensteinschen Reihen.

Bemerkung 1) Der Ansatz ist nach obiger Rechnung sinnvoll.

2) @ ist Vertretersystem von (A"'U*A)\I" & A% ist maximales System von Matrizen aus
AT mit verschiedenen zweiten Zeilen, denn fiir M, N € I gilt:

AmezZ M=AT"U"ANe3ImezZ AM=U""AN & AM = AN.

3) Istauch B € ;I und B™'oo Spitze von I', so gilt: Ist B"loo = A"loo mod I, so gilt im Sinne
termweiser Ubereinstimmung der formalen Reihen P, (z, A, I',2k) = P, (z,B,T’,2k){ mit
geeignetem ( € C, (]| = 1.

Beweis: B~loo= L' A™'co mit L e I'. Ggf. Ersetzung L— —L liefert: imeZ AL=U"™B.
Mit h(z):= ezm% und M e I" gilt dann:

2nimn

hl|AM = h|(AL) (LT'M)=e" 1+ (RIB(L"'ML))|IL™".

Durchliuft M ein Vertretersystem von (A~ U* Ay \ T, so durchliuft L~' ML ein Vertreter-
system von (B"Y'U'B)\L™'I'L=(B"'UB)\T, und die nochmalige Anwendung von L1
von rechts liefert ein anderes Vertretersystem.
Resultat: Man braucht die P, nur fiir ein Vertretersystem der Spitzenklassen von I" zu
betrachten.

4.1.2 Lemma Fiir B € I gilt im Sinne termweiser Ubereinstimmung der formalen Reihen:

Py (,AT,2k) | B=Py,(-,AB,B”'I'B,2k).
2k

2ninz

BEwels Mit h(z):=e © |Agiltfiiralle M eI
(th)IB:(hIB)IB_lMB:(e%IAB)IB_lMB.

Hier ist (AB) ™! oo = B! p ein parabolischer Fixpunkt von B~!I" B mit Breite A, und durchluft
M ein Vertretersystem von (A71UM A\ T, so durchliuft auch B! MB ein Vertretersystem von
((AB)"'U* (AB))\ B'T'B. O

Lemma 4.1.2 gestattet es, die Spitze p nach oo zu transformieren und die Betrachtung
Poincaréscher Reihen auf den Fall p = oo fiir eine konjugierte Gruppe zu reduzieren.

4.1.3 Satz Fiir k=1 und n € Z konvergiert

AMz

Z (cz+ d) 2k g2min=3= 4.1

P, (z,AT,2k) =
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wobei R ein Vertretersystem von (A"YUM A\ T sei, normal in H und stellt eine in H holomor-
phe Modulform aus A,y (I') dar. Ist B € I" und B~'oo eine Spitze von I, so gilt mit x := Re z,
y:=Imz fiir y — oo gleichmidifsig bzgl. x € R:

2mi

Py(x+iy,AT,2k)|B ' =6(ABe & +0(1)

2ning
e 1 iirB loo= A1 mod I” mit geeignetem g € Z
5B { fiirB™'oo= A oo geeignetem q

0 sonst
Insbesondere ist Py, (-, A, I',2k) € Goi (I') fiir n =0 und P, (-, A, T",2k) € Soi (I') fiir n> 0.

Bewers normale Konvergenz Sei K  H kompakt, M € R, AM = (. 4).

ZninA]/‘{“

otV
—e Aez+d? < @

. n| %| \cz+yd\2 ,

= (e
und hier ist

y B y1 1 firc=0
lcz+dl* | z;<y firc#0

= Der Zdhler ist gleichmiig auf K beschrédnkt. Es gentigt also zu zeigen:

Y imiztmy
(my,my)eZ?
konvergiert normal in H. Hier gilt fiir (m;,my) € 7Z%\{(0,0)} und z €K: % =

my my

z+v| mit u:= —2-—= und v = —2%=, und das ist der Wert der stetigen posi-
e mit = o Voo en P

tiven Funktion S' x K —10,00[, ((t,V),2)— |uz+v|.
2 1 . .
=>3C>0 VzeKk, (m,my)eZ°\{0,0)} E|m11+ mo|l < |miz+mo| < Clmyi+ my|
Es gentigt also zu zeigen Z’ (mymy)e? (myi+ my) < oo, was aus Elstrodt (2004) bekannt
ist. = Die Reihe (4.1) konvergiert normal.
Transformationsverhalten unter I" ist klar nach Ansatz.

Verhalten in den Spitzen von I' Nach Lemma 4.1.2 geniigt der Beweis der Wachstumsaus-
sage fiir den Fall B = I. Dann sind A~'co und oo Spitzen von I', und das Verhalten
von

i AMz _

Z eZmn 1 (cz+d) 2k
MER.
AM:(C d)

P, (z,AT,2k) =

DN | =
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fiir y — oo ist zu untersuchen. Dabei spielen die Terme mit ¢ = 0 — falls vorhanden -
eine Sonderrolle:

IMeR, AM:(O

')@EIMegt AMoo=00= A 'oo=0c0 modT.

Umgekehrt: Ist A~'oo =00 mod I, so gibt es ein N € I' mit A~'oo = Noo. N ist bis auf
einen linken Faktor aus I'p, = (A71U* A, I eindeutig bestimmt. Wegen —1 € I" gibt es
dann genau zwei Elemente M € % mit A~'oo = Moo.

D.h. Aloo =00 mod I < es gibt genau zwei Elemente M € % mit AM = (0 )

i, AMz
Z (CZ+d)_2k eann 1
MeR

AM=(, 4)
c#£0

2minz

=>P,(z,AT,2k)=0(ABe T +

DN =

min 1
mit 8 (A, 1) = e 1" fiir AM = + (0 i’)

Bleibt zu zeigen: Die letzte Summe in (4.1) konvergiert fiir y — oo gleichmRig bzgl. x
gegen 0: Nun ist fiir c #0

o AMz _omit ¥ 1
2minSE | e Viez+d? < 827”|1|

v = 0(1) fiir y — oo

le

gleichmillig bzgl. x € R.
Bleibt zu zeigen:

— —00
Yo Jez+d 20
MeF
AM:(C d)
c#0

gleichmilig bzgl. x, d. h.

— —00
|2ky 0

Z |myiz+my
my,my€eZ
ml;éO
gleichmillig bzgl. x. Diese Reihe ist periodisch in x modulo 1, so dass wir das nur
fiir x € [0,1] zeigen miissen. Sei V := {z€C: Rez€[0,1], Imz = 1}. Die Funktion z —
% mit my, my € Z, my # 0 nimmt in V ihr Minimum auf {x +i: x € [0,1]} an, und

die obige Abschétzung auf dem Kompaktum K < H ergibt:

Iy>0 Vmy,mpeZ m#0,zeV  |miz+mplzyImyi+msyl.

-0 . s . .
= Y mmeez |myz+ my| =2k o gleichmilig bzgl. x € V und verschwindet termwei-
ml;éO

se flir y — 0o. = Y, mpez lM12+my
m1760

=2k 222, 0 gleichmiRig bzgl. x € R. O
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4.1.4 Korollar Sei —I €' I, I beliebig (nicht notwendig mit Spitzen). Dann gilt fiir alle
keZ: Ay (I') #1{0} und Ao (I') #C.

Beweis OBdA habe I" Spitzen (der Beweis geniigt z. B. fiir 1 I" selbst). Sei A~'oo Spitze von
I'o0sm,neZ ¢ =1 so grol, dass ¢ + k > 1. Dann liefert Satz 4.1.3: P, (-, A,I',2¢) # 0 und
P,,(-,AT,2(k+7¢))#0.

0 f = =y € AT,

Widhlt man m # n, so ist f nicht konstant. O

Bemerkung Damit ist fiir unsere Gruppen und die zugehérigen Riemannschen Fldchen
unabhdngig von den Existenzsdtzen der Theorie der Riemannschen Flachen die Existenz
nicht-trivialer Funktionen gezeigt.

4.1.5 Definition (Eisenstein-Reihe) In den Bezeichnungn von Definition 4.1.1 heil3t

1
E(zAT2K):== Y (cz+d)?* (k>
2 MeR
AM=(c,d)

die Eisenstein-Reihe zur Spitze A~'oo der Gruppe I.

4.1.6 Korollar Sei —I e I' I, ([T: 'l <oo, k>1, f € Gy (I'). = Es gibt eine Linear-
kombination E Eisensteinscher Reihen zu I',k, so dass f — E € Soi (I'). Bezeichnet €, (I')
den von den Eisensteinschen Reihen aufgespannten Teilraum von Gy (I'), so gilt: Go (I') =
o (I') @ Sox (I'). > dim €, (I') = p = Anzahl der I'-indquivalenten Spitzen von I'.

Beweis klar nach Satz 4.1.3 und Bemerkung 3) zu Definition 4.1.1. O

4.1.7 Beispiele a) I'=1T, k>1: E>p(2) = E(z,U,1I',2k). Dann folgt mit Korollar 3.3.8,
da wegen Satz 4.1.3 Ey # 0 ist: Go (11') = C Ey fiir k€ {2,3,4,5,7}

b) Eg = Ef, Ey9 = E4 - Eg, E14 = Eg- Eg = E4 - E19 nach a), da der 0-te Fourier-Koeffizient
aller Reihen 1 ist.

¢) I'=Tg, k>1:EX(2)=E(z,1,I'9,2k), E, (2) = E(2, TU',I'9,2k). = Gor (I'9) = CEO +
CE%k =€ (I'y) fiir k € {2,3} nach Korollar 3.3.9 und Korollar 4.1.6.

d) G4 (I'(2)) =¢4( (2)), denn beide Dimensionen sind 3, und es gibt 3 linear unabhén-
gige Eisenstein-Reihen.
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4.2 Die Eisensteinschen Reihen zur Modulgruppe

Wenn I' hinreichend gut bekannt ist, kann man die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-
Reihen ausrechnen. Das geht z. B. fiir I'y und fiir die Hauptkongruenzgruppen wir beschrin-
ken uns hier auf den typischen Spezialfall I' = ;I". Dann haben wir eine Eisenstein-Reihe,
namlich

1
Ex@:== Y (cz+d)?*,  (k>1)
c,deZ
ggT(c,d)=1

Wir haben sogar gesehen, dass Z/ (mz + n) =2k absolut konvergiert in H, und man sieht

m,nez
sofort:
' ok _ o 2k ' ok
Y (mz+n) =) v Y (cz+d)F =20 (2k) Exx (2),
m,nez v=1 c,de”Z
ggT(c,d)=1

wobei { () := X7, n~¢ die Riemannsche {-Funktion bezeichne fiir s > 1. Damit haben wir

1

By (2) = TS

! _
Z (mz+n) 2k
m,nez

(hier stehen die aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannten Eisensteinreihen
zum Gitter Z+Z z), und das ist zur Berechnung der Fourier-Entwicklung von Ey; gut geeig-
net. Bevor wir die Fourier-Entwicklung von E,; bestimmen, erinnern wir an folgenden

4.2.1 Satz Fiir k=1 gilt:

k1 1 @02 Byy

(k)= (-1 > 2R

)

wobei By die (2k)-te Bernoullische Zahl bedeutet, die durch

z S By,
=Y —z
et—1 /= n!
definiert ist. Die By, sind rationale Zahlen und geniigen der Rekursionsformel
"By +|"|Br .| " |Bai =0
N i Ul R I S ks

Esist By=1, By = —%, Bsp41 =0 fiir n =1 und man hat die Werte aus Tabelle 4.1. Weitere
Werte finden sich bei Serre (1970), S. 147.
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2k | B ¢ (2k)
1 °

21 % o
1 ot

al T 90
1 n%

6 _ —_
42 945
1 78

8 N R
30 9450
5 10

10 — G
66 35.5.7-11
691 691712

12 | -
2730 | 36.53.72.11-13
7 274

14 — S
6 36.52.7.11-13

Tabelle 4.1: Einige Werte der Bernoulli-Zahlen und der Riemannschen {-Funktion

Beweis Aus Elstrodt (2004) kennen wir die Partialbruchzerlegung des Cotangens:

1 © 1 1

mcotmz=—+ Z/ ( ——)
z = \z+n n
COSTZ

TCOtmz = T—
sinmz

em’z + e—m’z
! eniz _ e—m’z
1 +eZm’z

= 1 — e2miz

— 7 2
=mifl- e2miz |’

Nun ist fur |z| < 1

und das konvergiert bei Summation tiber alle n € Z\ {0} absolut fiir |z| < 1, und die Summen
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Z,nEZ ﬁ sind fiir k=0 mod 2 alle =0.

-T2 Eer(z)

VA z+n nez I

=-2 Z ¢ 2k 22!

k=1
1
=mcotnmz— —
z
o1 2mi
=ni-———)
z 1_62mz
1 1 2miz
=fni-——+-———
z Ze2mz 1
1
=7mi——+ - Z—(Zmz)k
z

Koeffizientenvergleich liefert jetzt die Behauptung. Die Rekursionsformel fiir die B folgt
aus dem Ansatz. d

4.2.2 Lemma Fiir ze H, k = gilt:

& k_ ( Zm)

Z (z+n) "=

ne—oo (k !

i -1 2 z
win

BewEeis Man kann eine Fourier-Entwicklung der periodischen Funktion auf der linken Sei-
te ausfithren und die Fourier-Koeffizienten mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Noch
einfacher ist eine sukzessive Differetiation der Partialbruchentwicklung des Cotangens:

1 1 1
—+Z’( ——):ncotnz
z f\z+n n

. 2mi
=l — O
l_eanz

w .
=mi—2mi ) e?minz (zeH)

n=0

4.2.3 Satz Fiir alle k=2 ist

_1_ 4k & 27minz
B (2)=1-——) os-1(n)e
sz n=1
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mito,(n):=Y 4in da’. Speziell ist
da>0

(S .
Ey(2)=1+240 ) 03(n)e*™"?,

n=1

551 .
Eg(2)=1-504 ) 05(n)e*™"?,

n=1

(x} .
Eg(2) =1+480 ) o7 (n)e™™"?,

n=1

m .
Eip(2)=1-264 Z o9 (n) ¥,

n=1

65520 X
Z on (n) eZmnz
691 =

E12 (Z) =1+
Oo .
Ei(2)=1-24) o13(n) ™",
n=1
BEWEIS

2((2k) EZIC (2) = Z/ (mz+n)_2k

m,nez

=202k +2 ) (Z (mz+n)—2k)
m=1\nezZ

Lemma422 (_ 7”)2k S 2k-1 2mmnz

202k + (216 n! 2:" 2:"

=20 (2k) +2 ﬂ OZO:O'zk 1 (n) &2,

k-1 2
und mit
Q2K = (- 1)k 11 M

2 (2k)!
folgt die Behauptung.

4.2.4 Korollar Fiir alle n>1 ist

n—-1

o7(n)=03(n)+120 ) o3(v)o3(n-"v)
v=1
n-1
1109 (n) = 2105 (n) — 1003 (n) +5040 Y 05 (k) o5 (n—k)
k=1

Bewers Eg = E2 nach Beispiele 4.1.7b), also

00 R S5 , 2
1+480 ) 07(n) e =(1+240 ) 05(n) ™"

n=1 n=1
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Ein Koeffizientenvergleich liefert hier die erste Identitét.
Ferner ist nach Beispiele 4.1.7b) E;g = E4Eg, und Eintragen der Fourier-Entwicklung sowie
Koeffizientenvergleich gibt die Behauptung. d

Man kann auch in der Gleichung E4 = EgEg = EgEi einen Koeffizientenvergleich fiihren
und hat dann eine Beziehung zwischen 013, 05, 07 bzw. 013, 05 und o3. Die Beziehungen
aus Korollar 4.2.4 sind nur die ersten aus unendlich vielen derartigen Beziehungen, die man
wie folgt auch aus der Theorie der elliptischen Funktionen herleiten kann: Fiir ein Gitter
A=Zwy1+Zw, setze man fiir n =3

ey = Z'w_" =e,(A)

weEA

Dabei verschwindet der Ausdruck fiir ungerades n. Dann ist offenbar

202K Ep (2= Y (mz+n) K =ep(Z2+2).

m,ne”z

Die e, treten auf in der Laurent-Entwicklung der Weierstraf3schen ¢-Funktion

1 / 1 1
@(u)=?+z (— )

aco\(u-w)?  ?

und zwar entwickelt man zunédchst die Weierstralische {-Funktion

Cw(u):i+2'( L Ll

weA
1 Z, OZO: u”
o n+1
U peAn=2®
1 [o,0)
=== ennu
U p=
1 (0]
2n—-1
= - - Z eZnu »
U p=

also

d 1 & _
P =——lu=—3+ Y @n-1) ey, u*" 2

n=2

Nun nimmt man die fundamentale Differentialgleichung der g-Funktion
0% =40 - g2 - g3,

mit g» = 60e4 und gz = 140¢4, differenziert noch einmal:

1
20" =129%-g,, d.h ggo” = p? —5ey.
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Hier setzt man die Laurent-Entwicklung ein und fiihrt einen Koeffizienten-Vergleich durch.
Das liefert fiir n = 4:

2n-1 n-2
(( 3 ) -2@2n- 1)) en= k-1 2n-k -1 exesnri-
k=2

Setzt man hier das Gitter Z z+Z fiir z € H ein und driickt alles durch die bekannten Fourier-
Entwicklungen der E»j aus, so bekommt man die genannten unendlich vielen Beziehungen
zwischen den Teilerpotenzsummen. —

Wir fahren fort in der Betrachtung der Eisensteinreihen zur Modulgruppe und beweisen

4.2.5 Satz

Ey(2)=0<=2z=p mod I

Es(z)=0<—=2z=i mod I
Alle Nullstellen von E, und Eg sind von der Vielfachheit 1.

Beweis Fiiralle 0 # f € Ay (1 I) gilt: degdiv f = %; also wegen E4 # 0 # Eg: degdivEy = % und
degdivEg = % Damit ist alles klar. d

Bemerkung Dass E4 (p) = 0 ist, kann man ad hoc so sehen: Es gilt p>+p+1=0und p = e%,
also

Y (mp+n)~t= Y (mp+np®)”

m,nez m,nez
_ -4

=p~" Y (m+np?
m,nez

=p! Z’ ((m—n)—np)_4
m,nez

=p! Z/ (m+np)_4
m,nez

= E4(p) = 0. Ebenso hat man

S mi+m = Y (mi+ni?)”

m,nez m,nez
. / o
=i %Y (m-ni)"
m,nez
/ o
==Y (m+ni)®
m,ne”z

= Eg (i) = 0. Siehe dazu auch Maass (1983a).
4.2.6 Satz Fiir k=2 hat Gy (1I') die Basis

E"E} (m,neNy, 2m+3n=k)
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Beweis Fiir k=2 ist

+1 flirkZ1l mod6 5 i i
dim Gyp () = B { Losungen der diophant. Gleichung }

firk=1 mod6 2m+3n=k, m,neNy

olx ol

denn: Das ist richtig fiir k =2,3,4,5,6,7 und bei k — k+6 wichst dim Gy, (;I) um 1 und die
Losungsanzahl auch. Ferner sind die angegebenen Funktionen wirklich in Gox (;I') und sie
sind linear unabhingig. Das folgt sofort aus Satz 4.2.5. d

Damit ist auch auf der Basis unseres Vorgehens (d. h. auf der Basis von Satz 3.3.2) die Tat-
sache bewiesen, dass man o;,j_; (n) als Polynom in o3 (-) und o5 (-) schreiben kann. Ein ex-
plizites Verfahren, die lineare Relation zwischen E,; und den E| Z”E{S‘ (m,neNy, 2m+3n=k)
wirklich aufzustellen ohne Bezug auf die Theorie der elliptischen Funktionen zu nehmen,
gibt Hurwitz in seiner Dissertation auf S. 35 ff. an. Dabei benutzt Hurwitz eine Methode von
Eisenstein, und er zitiert Eisensteins gro8e Arbeit: ,Genaue Untersuchung der unendlichen
Doppelprodukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt
sind, und der mit ihnen zusammenhidngenden Doppelreihen®, siehe Hurwitz (1847). André
Weil zitiert Kummers Bemerkung, dass diese Arbeit Eisensteins selten zitiert worden sei,
und bemerkt, dass Kummer und Hurwitz die einzigen Mathematiker des 19. Jahrhunderts
gewesen zu sein scheinen, die diese Arbeit zitiert haben (siehe Frickes Enzyklopéddiebericht).
Dabei steckt in dieser Arbeit bereits die Weierstral3sche g-Funktion, worauf Hurwitz auf S.
35 seiner Dissertation hinweist, inklusive der Differentialgleichung. Hurwitz dazu an glei-
cher Stelle ,allerdings ohne dass Eisenstein die principielle Bedeutung derselben erkannt
hétte“. Weierstral$ fiihrte g erst 1862 in seinen Vorlesungen ein.

4.3 Die Modulform A
E3—E2€S12GD), Ex(p) =0, Eg(p) #0. = E3—E2 #0,dimS1, () = 1. = S1» (') = C (E; — E3).

4.3.1 Definition (Modulform A) A:=27%.373(E} - E3) =1273 (E; — E%) = 1728 (E; — E§).
Zusammenhang mit g, g3: g2 = 60e4, g3 = 140eg mit ey (2) = Z’ e
Ap = gg - 27g§ ist die Diskriminante des Polynoms 4X3 — g X —g3. = A = 2n) 12 4p. =
S12GIN) =CA.

S (mz+ n)~2k,

4.3.2 Satz A ist nullstellenfrei in H, vy, (A) = 1.
Bewers Entweder zeigt man die Behauptung mit der Theorie der Elliptischen Funktio-
nen fiir A = (27)~'2 Ay und Fourierentwicklung, oder man zeigt mit A # 0 und Satz 3.2.4:

degdivA = % =1. A€ 812 (1T") und somit v, (4) = 1 impliziert dann v, (A) = 1. O

4.3.3 Satz Schreibt man A(z) = Y5, 7(n) g2rinz fiir zeH, so sind t(n) € Z fiirne Z, und es
gilt: (1) =1.
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BEwErs Mit t = e?"'%, also |t]| < 1, gilt: E4(2) =1+2%-3-5P (1), Es(2) = 1-2%-32-7Q () mit
P(t)= Z‘,’l":lag(n) t"und Q (1) = X5, 05(n) t".
= A(2) =237 (E4® - E})
=2‘63‘3((1 +24.3.5P (1)’ - (1-2°-3%-7Q(0)")
=270.373(2*.3%.5P () +2"-32.7Q (1)) + R(D)

1

12 Z (503 (n)+705(n) t"+R (1),
wobei R (t) eine fiir [f| < 1 konvergente Potenzreihe in ¢t mit Taylor-Koeffizienten in Z ist,
die mit Potenzen t? beginnt. Im Fall n = 1 liest man ab: 7(1) = 1. Hier ist fiir alle n > 1
503 (n) +705(n) =0 mod 12, denn fir alle d € N ist

5d°+7d° =5d° -5d° =5d° (1-d*) = -5(d-1)d*(d+1)=0 mod 12 O

4.3.4 Satz (Ramanujan, 1916) Fiir die Koeffizienten 1 (n) aus der Fourier-Entwicklung von
A(z) =X, 7(n) €212 gils:

T(n) = 650 (n)+6910 (n)—691 ia (k)os(n—k)
T7se T 756 3 &R ’

T(n)=o011(n) mod691

BEWEIS

o0 .
Es(2)=1-2°-32.7) o5(n)e*™"?,
n=1
24.32.5.7.13 &
Ep@=1+——"—"3 o1 (n) """
691 =

= 691E1, —691E2 € S1o((I) =CA. =>3a€e€Z 691E;, —691E2 = aA. Wir bestimmen a:

oo
691E12 —691E; = Y c,t"

n=1

2miz

mitt=-e und

n-1
cn=2%-3%.5.7-13011 (n) — 691 (—24-32 705 +(2°-32.7) Y. 05 (k)05 (n— k))

k=1

n-1
=2%.3 -7(5-13011 (n) +69105 (n) —22-3%-7-691 )_ 05 (k) 05 (n— k))
k=1

t)=1=>a=c¢ =2%3%2.7(65+691) =2%.32.7.756. ¢, = at (n).

65 691 691
=1 =—on(n+—— os(n)——kzlas(k)as(n k)
= 756(t(n)—o011(n)) =0 mod691, also 7(n) =077 (n) mod 691. O

90



Die Lehmarsche Vermutung besagt: 7 (n) # 0 fiir alle n e N.

4.3.5 Satz Fiir ke Z ist Sop. GI') = AGoj—12 1 1).
Bewers , 2 ist klar, und die Dimensionen sind gleich. O
4.3.6 Beispiel Sg(I'(2)) =C(A(2) A(R2)Y3.

BewEers dim Sg (I (2)) = dim Sg (F @) =1 nach Korollar 3.3.9. A ist nullstellenfrei in H, also ist
auch g (z) := A(z) A(2z) nullstellenfrei in H, hat also eine in H holomorphe dritte Wurzel.
Behauptung: A(nz) € S12 (o (n)).

Begriindung: Sei S=(45)eI'y(n). = c=0 mod n.

=> A(nz) | S=(cz+d)_12A(naz+b)
12 cz+d
~12
:(Enz+d) (acnz+bn)
n znz+d

:(A | 4 b”) (n2) = A(nz)
12y, d

= (z+— A(nz)) hat das richtige Transformationsverhalten und verschwindet in allen Spitzen.

= A(nz) € S12Ig(n). > g€ S (I9(2). Sei 0# f € Sg(I'g(2). (Wegen dimSg (I’ (2)) =1 ist
3

f dann bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.) = f3 € Sy, (I' (2)). = f? €

Ag(I'p(2)) und fg ist holomorph in H. Wir zeigen: fg hat in allen Spitzen von I'((2) eine

Ordnung = 0.

Spitze co: q = e?"%,

=>g(2)=A(2)AR2) = q(1+ Y anq") q° (1+ Y a’an") =q¢* |1+ Y anq")
n=1 n=1 n=1

mit gewissen Koeffizienten ay, a,,, by. = veo (§) = 3. f verschwindet in co. = v, (f3) =

3, 3vm(§) >0.
Spitze 0: 0=T"loomit T=(9})
-1 —24 2
=>g|T  (29=z A(TZ)A(——)
24 z

1 2
) el
N Z N Z ”

=AIT(2)=A(2) =2-12A|;, T(4)=2""2A(%)

_o-12 2\ _ 512 32z
=2 A(z)A(Z)—Z S5 (1+..)

3
=vo(g)=3, Vo(f3)>3.:>v0(f§)>0_
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fg € Gy (I'g (2)), also konstant. Das liefert die Behauptung. d

=

Bemerkung Nach gleichem Muster kann man zeigen: Fiir n € {2,3,5,11} gilt:
Saastnen) (o (1) = C(A(2) A(n2) 71

Fiir n € {2,3,4,6,12} gilt:

S1a/n (I'(1)) = C-A¥

4.4 Die Dedekindsche n-Funktion

4.4.1 Definition (Dedekind, 1877)

n(z) =t ]o_o[ (l—ez”mz) (zeH)

n=1
Offenbar gilt: n(z+1) = e%n (2).

4.4.2 Satz (Dedekind)

(—1)—\/2() (zeH)
g z) inz z '

dabei\/%>0ﬁirz=iy mit y > 0.

Beweis Es gentligt zu zeigen:

i o
logn(;) ~logn(iy)=Slogy  (y>0)

Hier ist
- -2nn ny . -2nn
logn(iy)=-—=+log [[ (1-e") ===+ ) log(l—e ")
n=1 12 n=1
B Ty i io: eanny_ y © 1 e 2nmy
12 g o m 12 Siml—et2imy
N R
12 = ml-e*my
D. h. zu zeigen ist
i 1 1 °Z°: 1 1 n( 1)_ 110 (y>0) 42)
m:1m1_62nmy mzlml—e?'ﬂ% 12 Y y C2 8y Y .

Wir beweisen das mit dem Residuen-Kalkiil angewandt auf die Funktionen

s

1 1
F,(z):=——-cot (m’ (n+ —) z) cot
8z 2
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(y > 0 fest, z komplexe Variable) und den Weg C, der aus den Strecken (y — i — — y - —i—

y) besteht. F,, hat innerhalb von C einfache Pole in ’—kl fiir k=+1,...,£nundin = ky T fir k =
2

+1,...,+n und einen drelfachen Pol in 0 mit Resy F;, = ﬂ (y— —) Beachte: cott = %—%t+...

Weiter ist Res;—gcot(at) = = L fiir a #0, also

Res i F L o tnik Res 1y F ! t(wiky)
i Fp=—cot— =———cot(niky).
w1 "Bk y yre S-S Y

", mik <
= Z Restn——(y——) kZ 87rk T_kz cotmky
=—n ——n

zeintC
* T 1 no1 1 no1 1
=>2mi ). Restn=——(y——)+Z_—_ il
z€intC 12 vl Ek1-errky Tk _ e
= n-te Teilsumme auf der linken Seite von (4.2)
=f F,(z)dz
C

Dabei gilt * wegen cotit = & (1 — 1_e2f) Noch zu zeigen ist also [ Fj(z) dz Lol ——logy
Es gilt:

geotri[n+3)efeorfe [+ 3) )
z-Fy,(z)=—=cot|mi|{n+—=|z|cot|{nm|n+—-|—
8 2 2)y

_1, 2 . 2
8 1— e—2ﬂ(n+%)z 1 eZni(n+%)§ (4.3)
n—oo |3 flirzeH, Rez>0

-3 firzeH, Rez<0

z- Fy, (z) ist gerade, der Limes ist also auf ganz C bekannt (0 in den Ecken).

Behauptung: z- F,, (z) ist auf C gleichmé&lig beschrankt bzgl. n

Begriindung: Abschitzung auf dem Weg von y nach i, z=i+t(y—i) fr 0<t<1: Zu
zeigen ist, dass die vorkommenden Nenner in der Darstellung (4.3) betragsméRig durch
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eine positive Konstante gleichmélig in n nach unten beschrénkt sind.

2

—2n(n+3)z|” _ |1 _e—Zn(n+§)(ty+(l—t)i) 2

l-e
=1-2cos (27t (n = %) 1- t)) e 2n(nt3)ty  gman(nt3)ty

=1+2cos (2” (n + l) l‘) e~ 2nlnt3)ty o p=dn(n+i)ty
2

1
_ 1 furo < ts4(n+%)
T ) 1-2e 2y 4 gt B g 1
4(n+%)
1
>{1 2 fiir 0 < t<4(n+%)
- 2n( )ty) 1
(1 e fur4(n+%)<tsl

Weiter ist auf der Strecke von y nach i

2ﬂi(n+%]§

2 1 - ylr 1yl=t
1-e :1—2cos(2n(n+§) t)e 2n(n+3) 5 4 e rln4) 5

1
= obiger Ausdruck mit t—1—-¢tund y— —
y
_2\2
>(1-e7%) >0 (0<t<1)
= |z-F, (2)| < a mit geeignetem a > 0 fiir alle z € [C] auf der Strecke von y nach i. Es gilt
z-Fy (2) = —z-Fy (z), also gilt die gleiche Abschétzung auf der Strecke von —i nach y. z-Fy, (z)

ist gerade, also gilt diese Abschitzung auf ganz C. Mit majorisierter Konvergenz diirfen wir
also folgern:

n—oo

lim | F,(2) dz:f (lim (z- Fy (z)))%
C

( ydz “ldz de)

8 fy fz f f—i z 0O
1(mi

:A—l(?—logy—(logy+7))

:—lb
> gy

4.4.3 Satz Zu jedem S = ( ) € 1I" existiert eine 24. Einheitswurzel v (S), so dass gilt:

n(S2)=v(S) (cz+d)?n(2),

wobei die Quadratwurzel durch —m < argw < 7 fiir 0 # w € C fixiert sei.
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Beweis Die Behauptung gilt nach Satz 4.4.2 und der vorstehenden Bemerkung fiir T und
U, also fiir ganz I O

Bemerkung 7 ist Modulform vom Gewicht % zum Multiplikatorsystem v, v ldsst sich expli-
zit angeben, siehe Rademacher (1973), Knopp (1970), Apostol (1976) und Petersson (1982).

4.4.4 Korollar (C.G.]. Jacobi)

Az)=n"*(2) =" [] (1 _ eZninz)24

n=1

BEwEIS Satz 4.4.3= n?* € S1, (1), und die Fourier-Entwicklung von n?* beginnt mit Termen
e?™% 4 ... 7(1) =1, also wegen dim Sy (4 I') = 1 sofort A =n?*. O

Wir fragen uns nach der Fourier-Entwicklung von n: Leonard Euler titigte folgende Uber-
legungen:

1—[ (l—q”)=1—q—q2+q5+q7—q12—q15+q22+q26—q35—q40+q51+...
n=1

Wir betrachten Exponenten und deren Differenzen:
Exp. 1 2 5 7 12 15 22 26 35 40 51
Diff. | 1 1 3 2 5 3 7 4 9 5 11
Schreibt man diese Folge alternierend nach links und rechts, nimmt sie die Form von Ta-
belle 4.2 an: Die Exponenten bilden offensichtlich eine arithmetische Progression zweiter

40 26 15 7 2 0 1 5 12 22 35 51
-14 -11 -8 -5 -2 1 4 7 10 13 16
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Tabelle 4.2: Exponenten alternierend geschrieben

Ordnung am:am2+ﬁm+yﬁirm€Z. aqp=1l,a=1,a=5>a,= (3m2—m) firmeZ,

die sog. Pentagonalzahlen.

1
2

4.4.5 Satz (Eulerscher Pentagonalzahlensatz) (1742 vermutet, 1750 bewiesen)

oS 3)n2+m
[1(1-4")=2 1"q "=
n=1 mezZ

Siehe dazu Rademacher (1973), Neher (1985) und Siegel.

Beweis Aus Elstrodt (2004), Kapitel 28, erhalten wir das Resultat

. 2 T - .
0(z,1):= Z emr(n+z) =4/= Z P +2nikz (T€H, zeC).
meZ ! kez
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Wir setzen

9(z,1):= Y MTTRINZ (r el z€C)

meZ
und erhalten die ©@-Formel:

ﬁ(z,—l) =/t Y MiT(n+2° (4.4)
T

! nez

3m?

Wir haben }_,,,c7 (1) g 2 setzen dort q = €*™" und erhalten

P2, : T+1
Z emm 3r+mim(r+1) =9 )

—,37
2

mez
Damit ist die Behauptung von Satz 4.4.5 dquivalent zur Gleichung
n() = e%ﬁ(%ﬂ,3r) = f(1)
Zum Beweis zeigen wir: % € Gy (1I'). Offenbar ist % holomorph in H.
@ 7r—9 (Tzi,?,r) ist periodisch modulo 1 nach obiger Umformung, also ist % periodisch
modulo 1.

(i)

e 1 — ez
3i nez
= L e”lluz_%
3i uezZ
u=1 mod?2
ger:ade l Z e%”z.l(e_%u +e%)
31 uez 2
u=1l mod?2
RK-Zerl T i 2 ni(6n+1) 7i(6n+1)
T
mod6 /" Y oy 6n+1) (eT +e‘T)
3l nez ~ ~ ~
=(-1)"V3
T it 2
— \/: Z (_1)ne 2 (6n+1)
! nez
T

it P2 .
_ e'12 Z erin 3r+min(r+1)

nez

l
T
—\/;f(r)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass fiir u =3v mit v=1 mod 2 gilt: e’s +e % =0.

= % ist invariant unter der Transformation 7 — —%.
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Imz—o0

s S
(1i1) n—»l.

= % € Go(1I') =C-1, wegen des Grenzwertes also bereits f =1. d

4.5 Die Modulfunktion J

3
4.5.1 Definition (Modulfunktion J) J:= % heil3t die absolute Invariante (zur Modulgrup-
pe).

Bemerkung In Termen von g»,gs setzt man in der Theorie elliptischer Funktionen j =
3

58, J=123]
g2/ )

4.5.2 Satz ] ist eine in H holomorphe Modulfunktion mit der Fourier-Entwicklung
1 & ;
](T)=E+744+chq” (q:ezn”,‘re[l-l])
n=1

mit ¢, € N. Genauer gilt:
n 1 2 3 4
cn | 196.884 21.492.760 864.299.970 20.245.856.256

Beweris A ist nullstellenfrei in H. = J € Ay (1) ist in H holomorph.

E} (142405, 05(n) q")°

J@)=—
A q-Tlpz, (1= qn)24
1 oo 3/ 00 24
=—[1+240 ) ag(n)q") (]_[ (1+q"+q"+...)
q n=1 n=1
hat Koeffizienten in N. O

Bemerkung Die ¢, haben bemerkenswerte Teilbarkeitseigenschaften (siehe Serre (1970)
und Apostol (1976)).

1973 vermuteten Bernd Fischer (Bielefeld) und Robert Griess die Existenz einer endlichen
einfachen Gruppe M der Ordnung

|M|=2%.3%0.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-71
=808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000
~8-10°
Conway und Norton zeigten: Wenn M existiert, so ist der kleinste nicht-triviale Grad einer

irreduziblen Darstellung von M gleich 196.883. Man kann unter der Annahme der Existenz
von M eine vollstindige Charaktertafel von M hinschreiben: y; =1, y» = die von Conway
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und Norton gefundene Darstellung, ..., y172.
McKay bemerkte 1978, dass y1 (1) + x2 (1) = ¢; gilt. Darauf aufbauend zeigte Tom Thompson:

X1M+x2W)+xs1)=c2

2x1 (W +2x2 (D) +x3(1) + xa (1) =c3

By1M+3x2 M+ s +2x4 (M +xs5(1)=ca

41 (M +5x2 () +3x3 (D +2x4 (D) + x5 (M) + xe (1) +x7 (1) =c5

Diese Resultate finden sich in Conway und Norton (1979). Die Existenz von M zeigte Robert
Griess 1982, die Verbindung zur Theorie der elliptischen Funktionen erfolgte in Borcherds
(1992).

4.5.3 Korollar J(z) = J(-z) fiir alle z € H.
Beweis J hat reelle Fourier-Koeffizienten. d
Allgemeine Theorie liefert: J entspricht eine holomorphe Abbildung
T C\H* > P.

J* ist holomorph in ;I"\H und hat in ;I'oo einen Pol 1. Ordnung mit Residuum 1. D.h. J*
ist eine konforme Abbildung von ;I' \H* — P. Das liefert

4.5.4 Korollar J definiert eine konforme Abbildung J*: {I'\H* — P.

4.5.5 Korollar Ay (1) =C(J).

Beweis Mer (P) = C (id). O
4.5.6 Korollar C[J]={f € Ap(1I): fholomorph in H}

Beweis Die in C holomorphen Funktionen sind genau die Polynome. d
Bemerkung Entsprechendes gilt fiir alle Quotienten I \H* vom Geschlecht 0.

4.5.7 Korollar Zu jedem z € C existiert eine eindeutige Aquivalenzklasse von Gittern in C
(modulo Homothetie) mit absoluter Invariante J (1) = z.

Bewers J bildet den Fundamentalbereich D = F\ {oo} aus Korollar 1.4.4 bijektiv auf ganz C
ab. Die Gitter Z+Z 1 mit 7 € D bilden nach Elstrodt (2004) ein Vertretersystem der Gitter in
C modulo Aquivalenz. O

Umkehrproblem aus der Theorie der elliptischen Funktionen: A = Zw,+Z w, sei ein Gitter
in C, dazu @ (z) mit der Differentialgleichung ¢ = 4¢3 — g, — g3 mit g, = 60 Z’ weA o~ *und
g3=140)" _ »7® Die Diskriminante g5 —27g?2 # 0 verschwindet nicht. In dieser Situation
stellt sich das Umkehrproblem: Seien y»,73 € C gegeben mit y;3 —27y3 # 0. Gibt es ein Gitter
A in C mit g» = y» und gz =7y3?

98



4.5.8 Satz Zu jedem Paar (y2,y3) € C? mit yg - 27)/% # 0 existiert ein Gitter A in C mit zuge-
horigen Invarianten g», g3, so dass g» =y, und g3 =7s.

Bewers Fallunterscheidung:

(i) v2=0=y3#0. Wir wissen:

g (1,p) =204 Es(p) =

0
83 (1,p) =2 (6) Es (p) #0

Es gibt also ein w; € C* mit w‘f = %ﬂ’p). Mit solchem w; setze man w» := wp, A:=
Zw) +Zw,. Dann ist A ein Gitter in C, und es gilt:
— 4 — 0 —
g (1,02) =w g2 (1,0) =0=72,
g3 (01,02) = 07°g3(1,p0) = 7.

(ii) y3=0=7y2 # 0. Wir wissen:

g2 (1) =2¢ (4) E4 (i) £0

Es gibt also ein w; € C* mit w‘ll = &12”). Dazu setze ws := iwi, A:=Zw; + Zw,. Dann ist

Y
A ein Gitter in C, und es gilt:
g (1,02) = w;*g2 (1,1) = 72,

g3 (w1,02) = 07 %g3(1,1) = y3.

(iii) y2 # 0 # v3. Nach Korollar 4.5.4 wissen wir dann: Es gibt ein 7 € H (eindeutig in D), so
3

YoZ0=>j@)#0=>1¢ I'p. y3#0=>j(r)#1=>71¢ I'i. Es gibt

_ Y2 &)
T3 g0,1)°

dass j (1) =

)
Y2775
also ein w1 € C* mit w?
A ein Gitter in C.

Wir setzen wy := w17 und A := Zw; + Zw,. Dann ist

g w,w) 07'e0,1) Y2

=L = (4.5)
Nach Wahl von 7 ist weiter
27y5 _jm-1 27g5(1,7)
s j@ g 1,7)
B 270’%283? (w1, w2)
wi2g3 (01, w,)
2
45) 5 ( Y3 ) 1
Y2) & (w1,w2)
= g (w1, w2) =7y» und wegen (4.5) auch g3 (w1, w2) =73. 0
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Auch fiir I'g und I' (2) kann man das Analogon der Abbildung J konkret angeben, bspw.

4.5.9 Satz f(z):= A?g) ist eine in H holomorphe Modulfunktion zur Gruppe I g mitveo (f) =
2

1 und v, (f)=-1.

Bewers Holomorphie in H klar

Transformationsverhalten

F(U2) = fas2) = Az+2) _ A

A(FR+1) A

mit A= (}Z1) e I'. = f ist invariant unter I'y.
Verhalten in co A(z) = ?"/# (1 + (e*"%)), wobei (¢"%) eine Potenzreihe in €2"'# bezeichne.

= f(2)= AA (2) _ eZniz(l + (rzﬂiz))) i _emz(l ) (emz))

(%1) eni(z+1)(1+(eﬂiz)

Die Breite der Spitze oco in I'g betrédgt 2, also hat f in co eine Fourier-Entwicklung vom
richtigen Typ mit ve, (f) = 1.

Verhalten von f in 1 1 ist Spitze der Breite 1 von I'g, 1 = UToo = A™lco in alter Schreib-
weise mit A = UT.

f1A (2= fWUT2) =f(_l+1)
0 <
A5 A=Y

12 ) )
_ (2;1 ZA A(Zz) = 271202712 (14 (£277%))

=V (f)z—l. U

4.5.10 Korollar f(z) = A?ﬁ) € Ao (I'9) definiert eine konforme Abbildung von I'y \H* — P,
2

Ao (I'9)=C(f) und {he Ay (I'y) : hholomorph in H} =C[f].
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Analog kann man fiir I (2) zeigen: p'* = 4(p—e1)(p —e2) (p —e3) mit e; = p(%), w3
w1 +wy, T:= Z—f Dann sind die e; paarweise verschieden, und es gilt:

1 1 1
-2 l
€1 =W, > -
(%)zm,nez (m— % + }’lT)2 (m+nr)?
1 1) \?
82=(1)I2 "Im+|n-=|1 —(m+nrt) 2
(3)? 2
3) m nez
L 1 ) 1 1) \2 o
e3 = w; 3 m—-—-+|n——|1| —(m+nT)
(TZLI) m,nez 2 2

Setze e; (1) := w% ej. Dann ist die sog. Legendresche Modulfunktion

_es (1) —ex(7)
e1(r)—ex (1)

A1)

eine Funktion in Ay (I"(2)) mit A(7) ¢ {0,1} fiir alle T € H. A ist das Analogon zu J fiir I" (2).

Insbesondere ist

iy A 1-A+22@)°
7)=—
27 A2(1)(1-22(1)

Siehe dazu auch Ahlfors (1985), Rudin (2002), Chandrasekharan (1985), Tricomi (1948) und

Hurwitz (1964).

4.5.11 Satz Ist z € H Element eines imagindrquadratischen Zahlkérpers, so ist ] (a) eine gan-

ze algebraische Zahl.

Beweis Shimura (1971), S. 108, Theorem 4.14

O

4.5.12 Satz Ist z € H algebraisch, und ist z nicht Element eines imagindrquadratischen Zahl-

korpers, so ist ] (z) transzendent.

Bewels Siegel (1949). Siehe dazu auch Borel (1966)
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5 Metrisierung und Vollstandigkeitssatz

5.1 Die Peterssonsche Metrisierung

Ansatz: Wir wollen auf Syx (I') ein Skalarprodukt definieren durch Integration bzgl. des in-

. dy .. . . . .
varianten Malles dw = dj;zy iiber einen Fundamentalbereich % von I'. Dabei brauchen wir

einen [ -invarianten Integranden. Seien etwa f,ge€ Sy (I), f | S=f,g | S=gfiiralleSeT.
2k 2k

Dann ist (y*f) (y*g) I'-invariant, denn fiir alle S € Sy (I') gilt:

y2k

(ImS2)%* £ (Sz) g (Sz) = S (cz+d)* f(2) (cz+ D)  g(2) = y** f(2)g (D)
CcZ

(Dto. fiir k e Rund f, g mit dem Transformationsverhalten f | S=v(S) f, g | S=v(S) g mit
2k 2k
lv(S)|=1...)

5.1.1 Definition (Petersson-Produkt) Sei —I €I  ;I" und % < H sei eine messbare Funda-
mentalmenge von I' (bzw. & sei eine Menge, die sich von einer solchen Menge nur um eine
Nullmenge unterscheidet). Fiir ke N, f, g € Goi (I') heilt dann

(f.g) = ﬁj £y dw

das innere Produkt oder Petersson-Produkt von f und g, falls dieses Integral existiert (das
Integral hdngt dann nicht von der Auswahl von % ab). (:,) ist ein inneres Produkt auf der
Menge der quadratisch integrierbaren Funktionen aus G,y (I'). Dabei heillt f € Gox (I') qua-
dratisch integrierbar, falls [5 | yEf |2 dw < co.

5.1.28atz Sei —Ie ' C I, 1 [:T1<oo, k=1, feGy(Il'), g € Sor(I'). Dann existiert das
Integral |5 fgy** dw. Insbesondere definiert (-,-) ein inneres Produkt auf Sy (I').

Bewers Wir wihlen einen Fundamentalbereich von I, der aus endlich vielen Translaten des
Fundamentalbereichs % von ;I” besteht. Dann ist nur zu zeigen, dass y** fg w-integrierbar
ist tiber jedem Spitzensektor von %. Sei etwa p = Aloo (A7 e D) Spitze der Breite A von
I,S=AY,¥V:={x+iy:a<x<a+A, y=p, acR, >0} Spitzensektor von F. f und g
haben eine Fourier-Entwicklung:

o0
_ i nz
1A @)=Y a7,
2k n=0

© - nz
g I A—l (Z): aneZHZT
2k n=1
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Das Produkt dieser Funktionen verschwindet gleichmiQig in x exponentiell fiir y — co. =

Das Integral [ (f1A7!) (gl A~1)y** dw existiert. Hier ist
f1A7 @ gl AT @y = (ImA7'2) f(47'2) g (A12).

Die Transformationsformel liefert dann die Existenz des Integrals

f kafgdw O
S=A-1Y

5.1.3 Lemma Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1.2 gilt mit Se I

(f15,818) =<1, 8

Dabei ist die linke Seite in S™'I"S bzgl. 2k, S™'F zu lesen.

BEwEIs
(fls,gls):/ y—Zkf|Sg|de=f (Im S2)%* £ (Sz) g (Sz) dw
S-1%F S-1%

- fg v Fgdw=(f, g)

5.2 Koeffizientenformel und Vollstandigkeitssatz fiir Poincarésche
Reihen

5.2.1 Satz (Erich Hecke) Ist —I e I' I, [I': I'l <oco und f € Sy (I'), so ist ykf in H be-
schrdnkt.

BEWEIS | yEf | ist I'-invariant. Der Nachweis der Beschrdanktheit gentiigt also in einem Fun-
damentalbereich und somit bereits in jedem Spitzensektor. Dazu sei p = A~'oo (A € 1 I') Spit-
ze der Breite Avon I', S= A7V mit ¥V :={x+iy: a<x<a+A, y=p, aeR, >0}. Dann ist
firzeV

y—0o0
_—

O 2mi %
Z ape~""x 0

n=1

|5 (472)] = |y¥] f1AaTt@

gleichmialig bzgl. x. d

5.2.2 Satz (Peterssonsche Koeffizientenformel) (1940) Sei —I1eI' I, 1[I': I'l<oo, k<1,
p = A" oo, Spitze der Breite A von I und

AMz

1 62nin 1
Py(z,AT2k):=> ) ———  (n€2)
2 wen (cz+d)
AM=(c d)
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die zugehérigen Poincaréschen Reihen, dabei R ein Vertretersystem von (A"YUMAY\T. Sei
ferner f € Sor(I') und f1A™' (2) = Z‘;‘;zlamezmmf die Fourier-Entwicklung von f in der
Spitze p. Dann gilt:

Py 0 fiirn=0
Fnl = azkk—2 .
Wﬂn fiirnz=1

BEweis Sei n=0. = P, € Gy (I'). Nach Lemma 5.1.3 folgt dann:

Lemma 4.1.2

(fiPu)=(fIAT Pyl AT (FIATY, Py (- I, AT A7, 2K)).

Der Beweis gentigt also fiir A= I und p = oo. Seien also A= 1, p =ocound ¢, (2) := exp (2nin§)
fiir z € H. Dann gilt formal folgende Umformung:

<f;Pn>= f(z)§: PnIM @) y* do(2)
MeR

f fIMe,IMy**  do=Y
——
=f
| —
=am M2 (foM) (o)

= f f(pnka dw,
Umen MF

f fony** dw

Me@i Me@t

wobei wir 0BdA R gleich so wihlen, dass mit M € & auch gleich —M € % gilt. Bei dieser Wahl
von R ist Upzeq MF eine messbare Fundamentalmenge von I's,, und der Integrand fo,, y**
ist I'o-invariant. Falls alles absolut konvergiert, darf der Integrationsbereich Uyseqa M%F er-
setzt werden durch den Vertikalhalbstreifen V" := {x +iy:0sx<A, y> 0}, der ebenfalls mo-

dulo Nullmengen eine Fundamentalmenge von I, ist. Nun ist aber [ (¥ f) (y¥¢,) dw ab-
solut konvergent, denn:

i) yk f ist beschriankt in H nach Satz 5.2.1.

:’ff{xﬂy 0<x</’l0<y<1}) f| |y On

J’
yk 2”"1 <1

dw<)LC[ y’C 2dy <oo.

(i) f verschwindet gleichmdRig in x exponentiell fiir y — oo, und ¢, ist beschrénkt. =
Konvergenz im Unendlichen.

= [ |¥*f||¥*¢@n| do < oo, obige Umformung ist also korrekt wegen majorisierter Konver-
genz. Wir fahren demnach fort:

(f, Pn) =ﬁ/f(z)¢n(z)y2kdw

00 .
imZ _orin=Y —
:‘[/{‘ . }(Z ameZHLmA)e 2min=— y2k dedy
O<sx<A, y>0¢ \;n=1
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Erst x-Integration, diese ist termweise erlaubt, es bleibt also nur der Beitrag fiir m = n. Fiir
n =0 verschwinden alle x-Integrale und damit (f, Py) = 0. Fiir n = 1 folgt:

oo —4xnY 2k-2
= /lanf e 1y dy
0

ainy 1 \2k-1 roo 0
"= day (—) f e t?*2 dy
Antn 0

=I'2k-1)=(2k-2)!

Bemerkung Fiir n = 0 besagt Satz 5.2.2: Die Spitzenformen zu I" stehen senkrecht auf den
Eisensteinreihen zu I' im Sinne des Petersson-Produkts, d.h. Gy (I') = €2 (I') ® Sy (I') ist
eine ,orthogonale“ Zerlegung im Sinne des Petersson-Produkts.

5.2.3 Korollar (Vollstindigkeitssatz) Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.2 gilt: Fiir
jedes feste A € \I" enthilt {P, (-, A, I',2k): n=1} eine Basis von S,; (I'). Das System der
Eisenstein-Reihen (fiir jede Spitzenklasse eine) zu I' kann durch Hinzunahme geeigneter
endlich vieler P, (-, A, I',2k) (n = 1) zu einer Basis von G (I') ergdnzt werden.

Beweis Sei T c Sy (I') der von {P,, (-, A, T',2k) : n =1} (A fest) erzeugte lineare Teilraum von
Sox (I).

Behauptung: T = Sy (I').

Begriindung: Sei f € Sox (I'), fLT. Dann verschwinden nach Satz 5.2.2 alle Fourierkoeffizi-
enten von f zur Spitze A~'oo, also ist f =0. d

5.2.4 Korollar Seil =TI, doj:=dim Sy GI'), Py, := Py, (-, 1,11,2k), k>1.=>{P,,: n= 1,...,d2k)}
ist Basis von Syj (1 I'). Zusammen mit Py := E,; hat man eine Basis von G, (117).

BEwers 7 :=span{Py,..., Py} < Sor 1I). Sei f € Sy (1), fLT. Mit Satz 5.2.2 folgt dann f
hat eine Fourier-Entwicklung der Form f(z) = X7 dopt1 a,e’™"*  Annahme f # 0.

=>Voof 2dop+1 (5.1)
Weiter gilt: degdiv f = ’é,

+1 firk#1 mod6
frk=1 mod6

de +1=dim sz oI Korollgr 3.3.8

ol ol

Fiir k#1 mod 6 ist
k k )
Voof 2 dop+1= s +1>E:degd1vf
und das ist offensichtlich ein Widerspruch. Fiir k=1 mod 6 ist

. k k 1 1 1
degdwf—g— {EJ+6—d2k+1+g_voof+g

(In (5.1) gilt hier notwendig Gleichheit!) und auch dies ist ein Widerspruch zur Definition
von degdiv f, da in der Summe nur nicht-negative Briiche mit 2 oder 3 im Nenner auftau-
chen. = f=0. O
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5.3 Wachstum von Fourier-Koeffizienten von Modulformen

5.3.18atz Sei —Iel'CI', [T: <00, p= A oo Spitze von I' der Breite A (A€ I'), f €
Sok (D), 1A N 2) =X, a,e?™"% . Dann gilt: a, = 0 (nk) fiir n — oo.

Beweis Fiir jedes y > 0 ist

X+iy

A .
an:%f (FIA™ (x+iy))e "7 dx
0

Hier ist f| A™! Spitzenform (zu AI' A™1), also gilt nach Satz 5.2.1: y*f| A} (x+iy) < C mit
geeignetem C > 0 fiir alle z = x+iy € H. = |a,| < Cy %e?™1 fiir alle y > 0. Setze y := TS
an =0 (n") fiir n — oco. O

5.3.28atz Sei -l I, 1I':T]<o0, p= A oo Spitze von I' der Breite A (Ae1I'), f €
Gor (D), 1A (2) =X, a,e?™"% . Dann gilt: a, = 0 (nZk_l) fiir n — oo.

Beweis Es geniigt der Beweis fiir die Eisenstein-Reihen, das steht z. B. allgemein bei Maass
(1983b) Wir brauchen den Satz nur fiir I = ;I', und dann kann man fiir E»; wie folgt ab-
schitzen: Der n-te Fourier-Koeffizient ist ein konstantes Vielfaches von o,j_; (1), und hier
gilt:

<{@k-1)n?k1 O

2k-1 2k-1_  2k-1 1
n <oy (M=) d =n > T

dln din|5
da>0 d>0 d)

5.3.3 Korollar Sei —IeI'C I, [I:I'l<oo, p= A loo Spitze von I' der Breite A (A€ 1),
feGau (D), fIA™ (2) = £ a,e?™ 3. Dann konvergiert Y°° | a,n”* absolut fiir Res > r (f)
mit

r( )'_ k+1 fiir fe S (D)
2k firfeGyu )’

BeEweis Satz 5.3.1 und Satz 5.3.2 O
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6 Die Heckeschen Operatoren

Fiir Kapitel 6 sei stets Gy := Gor (1I7) und Syy := Sor (11).

6.1 Definition der Heckeschen Operatoren und grundlegende

Eigenschaften
6.1.1 Definition 0, := {(¢ 2) :a,b,c,d€Z, ad—bc=n}.
Firr S= (9 5) € GL} (R):={A € GL, (R) : det A> 0} sei
+b
$(2):= (cz+d) 2 (—“z
f2|k (2):=(cz+d)™"f "

Dann gilt auch fiir S, " € GL; R): f1SS'=(f1S5)1S.

Wir wollen Elemente von 0, auf Modulformen anwenden: Sei f € Gy, S,S' € 0, und es
gebe M € 1T mit §' = MS.
= fIS'=fIMS=(fIM)IS=fIS (6.1)
——
=f
Idee: Wir mitteln iiber ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von 11"\ 0.

6.1.2Satz R, :={(¢5): a,bdeZ ad=n,d>0,b modd} ist (endliches) Vertretersystem
der Rechtsnebenklassen 1I'S (Se€ 0,) von 1I'\ 0,,.

Bewels  a) Fiir alle S = (45) € 0, existiert ein V = (;'f g) €1l mit VS=(0 =), denn

VS=(ya+d&c =).Zuvorgegebenem S € 0, kann man die Zeile

L c —a
(Y 5) T (ggT(a,c) ggT(a,c))

zu einem V = (; g ) € 1I" ergidnzen. Ggf Ersetzung V — —V liefert: V kann so gewahlt
werden, dass in VS=(% b/} schon d’> 0 gilt.

(6.2)

a b +md
:>UmVS=(0 Y )

=>VSe0, IReR, I'S=1TR.
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b) Verschiedene Elemente aus R, sind nicht dquivalent. Gelte z.B. V ( ‘6‘ Zi) = (%2 Zﬁ) mit

Ve T, (%j Zj:) € Ry, fiir j = 1,2, so hat man

M [ A B S

y 6/\0 d _Odz

und damit a;d; = n, also aj,a; >0 wegen dy,d, >0. =y =0. > a =9 = £1. Ande-
rerseits folgt aus a;,a >0schona=6=1.=>V = ((1) lf) =>d) =dp. (6.2) mit m:=p
liefert by = b,. O

6.1.3 Definition Sei ", ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von ;1"\ 0. Der von
rechts operierende lineare Operator Ty, : Gor — Goy sei definiert durch

fIT(@:=n*"1Y f1S@  (feGux)

sev, 2k

Bemerkung a) T, ist sinnvoll definiert, da unabhéngig von der Auswahl von 9", nach
(6.1).

b) T, (Gak) € Gok nach Satz 6.1.4
C) T1 =id.
6.1.48atz @) T, (Gak) < Gak, Tn(Sak) < Sak-

b) Ist f € Gy und f (2) = X2 an(f) e*Miz 5o ist f| Ty (2) = © oam(f1Ty) e2minz pyir

an(F1T)= ¥ am (1),

d|ggT(m,n)
d>0

Insbesondere ist

ao (f1Tn) = 0ax—1 (M ao (f),

a1 (f1Tn) = an(f),

am (f1Th)=an(f1Tyw)  (mn=1),
am (f1Tn) = amn(f) (88T (m,n)=1).

Bewris  a) Sei f € Gaog. = f| T, ist in H holomorph, und da fiir alle M € ;I" auch V', M
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen ist, folgt

(fITn)IM:(nZk_l Y fIS)IM:nZk_l Y ISy =n*t Y fIS=fITy.

SeV, SeV, SeV' M

Der Rest folgt aus b).
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BEWEIS

b) Aus Satz 6.1.2 folgt: %R, ist ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen.

az+b

(S8 .
= fl Tn (Z) — n2k—1 Z d—Zk Z ame27[lm a

ad=n m=0
d>0
b modd
2k-1 2k 2nim% | 2mim4
=n Yod7t Y am| Y, eTMa|e d
ad=n m=0 b modd
da>0 ~ ~
0 firdfm
d fird|m
oo 2k—1 .
n n
— Z Z (_) amde2mmdz
m=0d|n d
d>0
(S .
— Z Z IZk_l(lQ eZm(z
2=0| t1ggT(n,0) ¢
>0

mitt:=§:'t|n, t>0 mt=:¢=> tl[und@=i—§’.

6.1.5 Korollar a) AlT,=1t(n)Afurn=1.

b) t(mn) =1 (m)7(n), falls ggT (m, n) =1, d. h. 7 ist multiplikativ. Dieses Resultat vermu-

tete Ramanujan 1916, bewiesen wurde es 1917 von Mordell.

T(1)=1, also A| T, =t (n) A.
b) Nach Satz 6.1.4 ist ap, (f1Ty) = amn (f), falls ggT (m, n) = 1.

=>71(mn)=amn(A) =ay (Al T,) =1(n)T (M)

6.1.6 Satz (Hecke) Fiir m,n>1 gilt: Ty Tn = ¥ a)ggr(mm 4> Ty

Bewris  a) Gelte ggT (m, n) = 1. Dann gilt fiir alle f € Goy:

FITnTn=(f1Tn) Ty = (mm*1 % )y f|(6(1)' Z,’)(?) Z

ad=m ad=n

d'>0 d>0
b modd b modd
/ / /
_ aa a'b+b'd
— (mn)Zk 1 Z f| )
erd 0 dd
ad=m
ad=n
d,d'>0
b modd
b modd’

a) A|T, € S12 = CA, und nach Satz 6.1.4b) gilt a; (A|T,) = 7 (n). Wir wissen:
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Hier wird iiber ein System vom Typ R,,, summiert. R,,, enthilt alle (%” ZZ) mit
a’d" = mn, b”" modd"” und d" > 0. Jedes Paar a”,d” mit a"d" = mn und d’ >0
definiert wegen ggT (m, n) = 1 genau ein System von Zahlen a’,d’, a,d mit a" = ad/,
d"=dd', a'd = m, ad = n. Dabei durchlduft a’b+b'd ein Restsystem mod dd’, wenn
b modd und b’ mod d’ lauft, denn: Es liegen hochstens dd’ verschiedene Restklas-
sen modulo dd’ vor, und wenn b modd, b’ mod d’ liuft, so werden d" = dd’ ver-
schiedene Klassen reprasentiert: Gelte namlich a’'b+ b'd = a’'b, + bjd mod dd’, so
gilt @’ (b—b;) =0 mod d und ggT (a’,d) =1 wegen ggT (m,n) =1, also b= b; mod d
und damit b = b;, da b und b; einem Restklassensystem modulo d entnommen sind.
Analog folgt auch b’ = b;.

= fITyTy = f| Ty falls ggT (m, n) = 1. Wir kdnnen daher jetzt die Behauptung auf
den Fall von Primpotenzen reduzieren.

b) Wir zeigen zunéchst die Behauptung fiir m = p¥ (v = 1) und n = p mit einer Primzahl
p. Dann ist

woelfg Y o s

Das liefert

el e 20 )

b modp 0 p

Ferner gilt:

_v(2k-1) p'H by
Osus<v
by  mod p#

Wir fiigen diese beiden Resultate zusammen und erhalten

- v+l-u b
f|Tvap:p(v+l)(2k by f|(P H u)

Osusv 0 P#
b, mod pu
_ Y=H pY"Hb+pb
+p(v+1)(2k 1) Z f|(PO p u+1p u)
O<spu<v p
b, mod p*
b mod p

Hier ergidnzen die zu pu = v gehodrigen Summanden der zweiten Summe die erste Sum-
me zu f|T,v+1, denn b+ pby (b mod p, by mod p¥) durchléuft ein Restsystem mo-
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dulo p¥*!.

VoH V=Eb+ pb
+1)(2k-1 p p +p
3f|TP”TP_f|Tp”“:p(V ! )0 )3 1f|( 0 pHtl “)
<pu<v-
b, mod p* S ~
Z mod p €pOpv-1

_pvHhekD 3 f|(pv‘“‘1 pv—,u—1b+bu)
o<psv-1 0 pt

b, mod p*

b modp

Wir summieren auflen iiber b und innen tber y und b,. = Bei festem b, u durch-

lauft p¥=+#1h+ by, ein volles Restsystem modulo p¥, und die innere Summe wird zu
(f1Tpv—r) p~~D@E=D Wir kénnen also fortfahren

fITyw Ty = f1 Ty =p*2 Y fITpr =p* L I Ty
b modp

c) Seien nun m, n beliebig. Mit Induktion folgt aus b): Ty ist ein Polynom in T),. = Alle
Tpv, Tpr sind miteinander vertauschbar. a) liefert dann die Vertauschbarkeit aller Ty,
T,. Es gentigt jetzt der Beweis der Formel aus Satz 6.1.6 fiir m = p*, n=p", u<v. Das
geht mit endlicher Induktion nach p. Zu zeigen ist

Tp/l Tpv = Z pp(Zk_l) Tpu+v—2p
O<ps<p

w=0 klar
@ =1 klar nach b)

i— u+1 Sei 1< pu<vund die Behauptung richtig fiir alle g/ mit 0 < g/ < y. Dann
gilt:

b _
Ty Ty Tyw 2 Tyt Ty + P25 Tt Ty

u
v
— (2k-1) 2k-1
= pr+l Tp‘/ = ZO pp Tp Tp;ﬁ—v—Zp - p pr—l Tpv
o=

V. b) + 0(2k-1) £ (p+1)(2k-1)
= Z p Tpv+1+y—2p + Z p P Tp[.l—l+v+2p
p=0 p=0 ——
:pr+l+v—2(p+l)
u—-1
- Z p(p+l)(2k—l) Tpu—1+v—2p
p=0
pu+l
= Z pp(Zk—l) Tpu+1+v—2p
p=0

Der Term fiir p = p ergédnzt die erste Summe zu Zﬁ:é pP k=D Tpur1+v-2p. Das liefert
die Behauptung. d

111



6.1.7 Korollar (Ramanujan, 1916 (Verm.), Mordell, 1917 (Bew.)) Fiir die Fourierkoeffizien-
ten 7 (n) von A gilt:

tmt(n)= ) dur(m—zn),
d|ggT(m,n) d

insbesondere ist T multiplikativ, und fiir jede Primzahl p gilt:

(P =1(p)r(p*)-p"(pT)  v=D).
Beweis Korollar 6.1.5 und Satz 6.1.6 d
6.1.8 Korollar (Maurice Newman, 1975) Fiir n>1 gilt:

7(2n)=0 mod?2®
7(3n)=0 mod 3?
7(6Bn)=0 mod>5
7(7n)=0 mod?7
7(2411n)=0 mod 2411

Bewers Sei p eine Primzahl, und es gelte 7 (p) =0 mod p® mit 1 < a <11. Dann liefert die
Rekursionsformel aus Korollar 6.1.7: 7 (p*) =0 mod p® fiir v > 1.
SeineN, n=ptmmit p ym, u=0.

=1 (np)r(p"*)T(M)=0 mod p°.
Nun ist

7(2)=-24=0 mod?2®
7(3)=252=0 mod 3?
7(5)=4830=0 mod5
T(7)=-16744=0 mod7
7(2411) =0 mod 2411

Das liefert die Behauptung. d

Newmans Ergebnis steht bei Niebur (1975). Niebur teilt mit, dass es keine weiteren p mit
7(p) =0 mod p gibt, fiir welche gilt: 2 < p <65063.

6.2 Wirkung der T, auf die Poincaré-Reihen, Selbstadjungiertheit
der T,

In Kapitel 6.2 gelte ' = 1T, k>1und Py (2) = 3 men emwzk mit v € Ny, dabei sei R ein
M:

(cd) (CZ+d)2

Vertretersystem von (U) \ 1 I'.
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6.2.1 Satz

Py T, = nzk—l Z dl_ZkPw
dZ
d|ggT(n,v)

BEWEIS Setze ¢, (2) := e2"VZ_Dann gilt

- 1
Py|T,=n*1 Y P IS=n?12 Y ¢, 1MS
SER, ZME?R

SER,
Hier ist die Vertauschung von M und S zuldssig, denn nach Definition ist O, = I'R,, =
(U)RR,, und die Darstellung eines jeden Elements aus O, als Produkt in der angegebenen
Reihenfolge ist eindeutig. Wir zeigen: 0, = (U) R, R. Dazu sei (‘; g) €0y.

= (“ ﬂ) e (DY R,
Y O

_[(a b a B\(d -b
oaM_(c d)e?]t (Y 6)(—c a)€<U>9Rn-
a b
c»HM:(C d)e?]t yd—6c=0 A —-yb+6a>0.

Nun gibtes zu (y 6) genau zwei M = (¢ ) e R mit yd—6c =0, und wegen (b —a)# (0 0)
hat genau eine von diesen zusétzlich die Eigenschaft —yb+da > 0. Da dieses Paar genau ein
M € % festlegt mit M = (¢ b), erhalten wir 0, = (U) R%R,, = (U) R, %R, und hier wird jedes
Element genau einmal dargestellt.

1 c, AZ+
= PvlTn (Z) — Enzk—l Z Z deeanv db |M

MeR ad=n
d>0
b modd

| P _ jvn
:_nzk 1 Z Z d! Zke2”’d2z | M
MeR | d|ggT(n,v)
d>0
d2
d|ggT(n,v)
da>0

da

d fird|v

ezms _ {0 furd Jv 0
b modd

6.2.2 Korollar E,y | Ty, = 025_1 (n) Eop fiir k = 2.
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Bewers Satz 6.2.1 mit v =0. a
6.2.3 Korollar P, |T, = n?-'p,.

Beweis Satz 6.2.1 mit v =1. O
6.2.4 Korollar n'~2kp, | T, =v1=2kp,| T, fiir v,n>1.

BeEwels Satz 6.2.1 O

6.2.5 Satz (Hans Petersson, 1939) Fiir n=1 ist Tj,: Sy — Sox selbstadjungiert bzgl. des Pe-
terssonschen Skalarprodukts {-,-).

Beweis OBdA sei k = 2, da Sy = {0} fiir k <5.
Da die P, (v = 1) den Raum S, erzeugen, geniigt es zu zeigen: fiir alle f € So; und n,v=1
gilt:

(FI1Tn, Py) =<{f, Py|Th).

Nun gilt mit f(2) = ¥%°_, am (f) €™ nach Satz 6.1.4

am (f| Tn) = Z dz,c_ld% (f)
d|ggT(m,n)
a>0

und nach Satz 5.2.2

(2k—-2)!

_ 1-2k
(ﬁﬂx)-WV av(f)
—_——
=Tk
= (fITn, Py =7V ay (FIT) =7y Y d law(f)
d|ggT(n,v) ¢
d>0

Ferner gilt nach Satz 6.2.1 und Satz 5.2.2:

LTy =(f,n?* Y a P puy =y Y @ lan(f)

d|ggT(n,v) d|ggT(v,n)
d>0 d>0
1-2k o
1-2k 2k-1 41-2k V”)
=YV n d (— anv
d>0
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6.3 Eigenfunktionen der Hecke-Operatoren und Dirichletsche
Reihen mit Eulerscher Produkt-Entwicklung

6.3.1 Satz (Hans Petersson) Es gibt eine Orthonormalbasis von Sy, die aus simultanen Ei-
genfunktionen aller Hecke-Operatoren Ty, (n = 1) besteht.

Bewers Die T, (n = 1) sind selbstadjungiert und vertauschbar. Das liefert mit Argumenten
der Linearen Algebra die Behauptung. Nachzulesen sind diese bei Gantmacher (1965). O

6.3.2 Satz Sei f(z) =397, a,e*™'" € Gy (k > 1), und fiir die Primzahl p gelte f| T, =Af
mit geeignetem A € C. Dann ldisst sich von der Dirichlet-Reihe

® k+1 7 S
D(s):=) apn”’ (Res>{ ﬁ.t_rfe 2k )
n=1 k fiir f € Gog \ Sox

ein Eulerfaktor abspalten:

A p2k\ 7 e k+1 firfes
D(s)=|1-—=+ P 5 Y apn”* Res> forf 2k
p p n=1 k fiir f € Gog \ Sox

Beweis Die Rekursionsformel aus Satz 6.1.6b) liefert: TyTyn = Tpm + ka‘lTpH, T, =id,
Tyn € C[Tp]. = f ist Eigenfunktion aller Tpv: f|Tpv = Ay f (v=0) mit Ag=1, 41 =4, Ap41 =
Ady = p?* =14, 1 (n = 1). Wir wissen:

Man(f)=an(F1Ty)= Y @ aw (f).

d|ggT(n,p*) a
d>0

Fiir p fn gilt: Aya, (f) = anp ().

o0
=>D()=) amm= Y  apynp™™*
m=1 nz1l
v=0

ggT(n,p)=1

S S k+1 firfeS
=Y apn ) Ayp™™* (Res > { lfrf 2k
n=1 v=0 k furfEng\Sgk

Die obige Rekursionsformel fiir die 1, liefert dann

2k— 1/1

A 2k=1) oo 2 x A
1__s+p_zs Av Z Ay A v—1 Z p -1 0
p p= )= p** v=2

6.3.3Satz Sei k=2 und f(z) =YX _,am e*"iMmz ¢ Gy simultane Eigenfunktion aller T, (n €
N); das impliziert insbesondere f #0. = [T, = Anf, An = An(f) (n = 1). Dann ist a, # 0,
und normiert man zu a; =1, so gilt: a, =1, eR (n=1), und es gilt:
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a) Istay #0, soist f = —%Ezk und A, = 0o5_1 (n) (n=1). Nota bene: Nach Korollar 6.2.2
ist Eoi simultane Eigenfunktion aller T;, mit den Eigenwerten o1 (n) (n=1).

b) Ist ap =0, d. h. f € Syk, so gilt bei Normierung ay = 1: a, =1, m=1), d. h. f(z) =
1 A e*""2  Nota bene: Musterbeispiel hierfiir ist f = A.

c¢) Die Dirichletreihe D (s) = Y.5", Apn~* zerfiillt vollstéindig in ein Eulerprodukt

Ay pe1\T k+1 firfes
D (s) = H 1——’Z+p 5 Res > f" J € Sax
p prim p p k furfEGZk\Sﬂc

Folgerung Die simultanen Eigenrdume der T}, sind eindimensional.

Bewers Satz 6.1.4 liefert: a (f1T,) = an(f). = an = Anar (n = 1). Wire a; = 0, so auch
a, =0 fiir alle n = 1. = f = ap, und das geht wegen k = 2 nur fiir ap = 0. = f wire keine
Eigenfunktion. = a; #0.
Jetzt Renormierung zu a; = 1. = a, = A1, (n=1), und es folgt b)
zu a): Sei ag # 0, a; = 1. Dann gilt nach Satz 6.1.4: 1,a0 = ao (f|Tp) = 02k-1(W). = Ay =
Ox—1(n) (n=1). g:=f+ %Egk € Gy ist Losung von g| T, = 02x-1 (n) g und hat a; (g) = 0.
Nach dem schon Bewiesenen folgt daraus g =0, also f = —%Ez k-
zu ¢): Die 1, sind multiplikativ:
AmAn= 3 d*'Am.
d|ggT(m,n)
d>0

= AmAn = App fiir ggT (m, n) = 1. ApApy = Apeet + p?KI0 0,

e} 00 A.,.v A 2k-1)"1
=D =Y A= [] (z ”): I (1-—”+” )
n=1 p

p prim \v=0 pvs prim ps p2s
nach dem Beweis zu Satz 6.3.2. O

6.3.4 Beispiele a) k=2:

B2k = —s
Fopi=——Fp—D()= Y 0ppr (MnS =) (s—2k+1)
4k n=1
14 p2k-1 p2k-1\71
= H (1_ ps +p 28
p prim p p
b)
o - 2k-1\"1
f=A=DE=) tmn*= [] (1— (f)+p25 )
n=1 p prim p P

(vermutet von Ramanujan, bewiesen von Mordell).
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6.3.5 Satz (Hauptsatz iiber die Hecke-Operatoren zur Modulgruppe) Sei k =2 und

Jom dims % fiirk#1 mod6
:=dim Sy =
2K IEC +1 fiirk=1 mod6

Dann gibt es eine Basis von Gyy bestehend aus d +1 Modulformen fy,..., fg mit erstem
Fourier-Koeffizienten 1, welche simultane Eigenfunktionen aller T, sind (n = 1), so dass gilt:
fo= —%Egk und fi,..., fq bilden eine Orthogonalbasis von Syy. Die fy zugeordnete Dirich-
letreihe ist

14 p2k-1 2k-1\71
Do(9) =L ()¢ (s—2k+1)= [] (_ N ) |
p prim p p

und die den fi,..., fq zugeordneten Dirichlereihen D,...,D; definieren ganze FUnktionen
von s und besitzen eine Eulersche Produktentwicklung

1 2k-1\"1
Dy(s)= [] (1— V(Sp)+p25) (Res>k+1),
p prim p p

wobei f, | Ty =My (n) fy v=1,...,d, n=1). f,(2) =¥, Ay (n) €"'"%. Die f, 0<v<d) sind
bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Die D,, geniigen der Funktionalgleichung

@) ST (5) Dy (s) = (=DF@n) 2k 2k-$)D, 2k-s)  (0<v<d).

Beweis Die Existenz ist klar nach Satz 6.3.1 und Korollar 6.2.2. Die Aussagen iiber Dy,
die ersten Fourier-Koeffizienten und das Eulerprodukt stehen in Satz 6.3.3, die Funktio-
nalgleichung fiir Dy ist klar von der {-Funktion her. Bleibt zu zeigen: D,,...,D; sind gan-
ze Funktionen von s und erfiillen die Funktionalgleichung: Sei f (z) = X5, a,e*™" e S,y
D(s):=Y  -100apn* fir Res>k+1. Aus I (s) = [y° _ttsg fiir Re s > 0 folgt:

oo
@)~ (s) n‘s:f e—ZHnyys—l dy.
0

Fiir Res > k+ 1 gilt:
1
(2n)‘3r(s)D(s)=f_ fiy)ytdy= f fiy)y “dy+f fliy)ydy
- [ rytave [ oy (L) yay
— + 1k 2k—s
[y ety

Das ist eine ganze Funktion von s und geniigt der Funktionalgleichung
@M I'(5)D(s) = (DX @m) ¥ 2k~ 5) D 2k - )

Die f, (v=0,...,d) sind bist auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Da eine Basis von G,
vorliegt, hat eine der Funktionen — etwa f; — einen 0-ten Fourier-Koeffizienten # 0. Nach
Satz 6.3.3 ist dann fy = —%Egk. Weiter liegen nach Satz 6.3.3 fi,..., f; in Syr. Da nach
Satz 6.3.3b) die simultanen Eigenrdume eindimensional sind, folgt der Rest der Behaup-
tung. O
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Ramanujan-Peterssonsche Vermutung Seik>2, f(2) =Y, ane®™ e Sor, a1 =1, f| Ty =
anf (nz=1),

0 a, p*-1 -1
D(s)=Zann_3: H 1-—+ .
n=1

2
p prim ps p S

Hans Petersson vermutete 1939: @, (X) := X2 - apX + ka_l hat nicht zwei verschiedene
reelle Nullstellen. Fiir f = A hat Ramanujan das schon 1916 vermutet. Die Nullstellen von

@, sind
£._ ap)? _ k-1
asi= (%) -y
Also sind dquivalent:
(A) die Ramanujan-Peterssonsche Vermutung,
® |ap| < Zpk_% fiir alle Primzahlen p,

©) |a;—; :pk—%.

Pierre Deligne bewies in Deligne (1974) diese Vermutung.
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