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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

1.1 Linear-gebrochene Abbildungen

Im folgenden sei C die komplexe Ebene, P= P1 (C) =C∪ {∞} die sog. Riemannsche Zahlen-
kugel, E = {z ∈C | |z| < 1} und H = {z ∈C | Im z > 0}. Weiter sei R ein kommutativer Ring mit
Einselement und dazu

SL2 (R) =
{(

a b
c d

)

|a,b,c,d ∈ R, ad −bc = 1

}

GL2 (R) =
{(

a b
c d

)

|a,b,c,d ∈ R, ad −bc ∈ R×
}

Für ein Gebiet G ⊂P sei Aut G die Gruppe der biholomorphen Abbildungen f : G →G .

1.1.1 Satz a) AutP ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen des Typs z 7→ az+b
cz+d

mit

(
a b
c d

)

∈ GL2 (C) und

≃ GL2 (C)/
{

λI |λ ∈C×}

≃ SL2 (C)/{±I } .

b) AutC ist die Gruppe der linearen Transformationen vom Typ z 7→ az +b mit a,b ∈ C,
a 6= 0.

c) AutE ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen vom Typ z 7→ e iα z−z0

1−z0z mit α ∈
R, z0 ∈ E und gleich der Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen vom Typ z 7→ αz+β

βz+α

mit α,β ∈C, |α|2 −
∣
∣β

∣
∣2 = 1.

d) AutH ist die Gruppe der linear gebrochenen Abbildungen des Typs z 7→ az+b
cz+d mit

(
a b
c d

)

∈

SL2 (R).

B Siehe Elstrodt (2004) ä

Zur Erinnerung: Sei S =
(

a b
c d

)

∈ GL2 (C). Dann sei Sz := az+b
cz+d mit den üblichen Konven-

tionen, falls cz +d = 0 oder z =∞. Damit gilt: S (Tz) = (ST ) z für alle S,T ∈ GL2 (C).

1.1.2 Lemma (Rechenregeln) Sei S =
(

a b
c d

)

∈ SL2 (C). Dann gilt:
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a) Sz −Sw =
z −w

(cz +d) (cw +d)
für z, w ∈C\

{

−d
c

}

.

b) S′ (z) = (cz +d)−2 für z 6= −d
c .

c) Sei c 6= 0. Dann gilt:

Sz =
a

c
−

1

c (cz +d)
= S∞−

1

c (cz +d)
.

d) Sei S ∈ SL2 (R), z ∈H. Dann ist

ImSz =
Im z

|cz +d |2
.

e) Für S =
(

a b
c d

)

∈ SL2 (C) gilt: S−1 =
(

d −b
−c a

)

.

B a) Mit ad −bc = 1 gilt:

Sz −Sw =
az +b

cz +d
−

aw +b

cw +d

=
(az +b) (cw +d)− (aw +b) (cz +d)

(cz +d) (cw +d)

=
(ad −bc) (z −w)

(cz +d) (cw +d)

b) klar nach a) mit w → z.

c) w →∞ in a).

d) w = z in a).

e) klar. ä

Bemerkung Aus Lemma c) folgt: Linear gebrochene Abbildungen sind „Kreisverwandt-
schaften“ auf P.

1.1.3 Satz Jede Transformation S ∈ SL2 (C)/{±I } hat mindestens einen und höchstens zwei
Fixpunkte in P; genauer gilt:
SpurS =±2 ⇔ S hat genau einen Fixpunkt,
SpurS 6= ±2 ⇔ S hat genau zwei Fixpunkte.

B Sei S =
(

a b
c d

)

6= ±I .
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(i) c = 0. ⇒ d = a−1 6= 0, Sz = a (az +b). ⇒∞ ist Fixpunkt von S. Ferner gilt für z ∈C:

Sz = z ⇐⇒ z =
ab

1−a2
.

Wegen S 6= ±I ist nicht zugleich a2 −1 und b = 0. Das heißt: Ist a2 = 1, so ist b 6= 0, es
existiert also keine Lösung in C.

a2 = 1 ⇔ a =±1 ⇔ a +d =±2.

Es existiert also genau ein Fixpunkt.

(ii) Ist c 6= 0, so ist ∞ kein Fixpunkt von S, mögliche Fixpunkte liegen also nur in C. Für
z ∈C gilt jetzt:

Sz = z ⇔ az +b = (cz +d) z

⇔ z2 +
d −a

c
z −

b

c
= 0

⇔ z2 +
d −a

c
z +

(
d −a

2c

)2

=
b

c
+

(
d −a

2c

)2

=
4(ad −1)

4c2
+

d 2 −2ad +a2

4c2
=

(a +d)2 −4

4c2

⇔ z =
a −d

2c
±

√

(a +d)2 −4

2c
.

Auch hier wurde wieder ad−bc = 1 ausgenutzt. Genau eine Lösung existiert also genau
dann, wenn SpurS = a+d =±2. Die obige Rechnung liefert uns auch gleich eine Formel
für die Fixpunkte von S im Falle c 6= 0:

ω1/2 =
a −d

2c
±

√

(a +d)2 −4

2c
. ä

1.1.4 Korollar Sei ±I 6= S ∈ SL2 (R). Dann gilt: S hat entweder genau einen Fixpunkt in
R∪ (∞} oder zwei Fixpunkte in R∪ {∞} oder zwei konjugiert komplexe Fixpunkte in C, und
zwar gilt:

a) S hat genau einen Fixpunkt in R∪ {∞} ⇔ SpurS =±2 ⇔ : S heißt parabolisch.

b) S hat genau zwei Fixpunkte in R∪ {∞} ⇔
∣
∣SpurS

∣
∣> 2 ⇔ : S heißt hyperbolisch.

c) S hat genau zwei konjugiert komplexe Fixpunkte in C⇔
∣
∣SpurS

∣
∣< 2 ⇔ : S heißt ellip-

tisch.

Die Bezeichnungen in den drei Fällen stammen von F K.

Genauere Diskussion des Abbildungsverhaltens:
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1.1.5 Satz Sei ±I 6= S =
(

a b
c d

)

∈ SL2 (R). Dann gilt:

a) S parabolisch ⇔ S ist in SL2 (R) zu ±U±1 konjugiert, wobei Uµ :=
(
1 µ

0 1

)

.

b) S hyperbolisch ⇔ S ist in SL2 (R) zu ±Dλ konjugiert mit λ> 1 und Dλ =
(
λ 0
0 λ−1

)

.

c) S elliptisch ⇔ S ist in SL2 (R) konjugiert zu Rϕ mit 0 6=ϕ ∈ ]−2π,2π[, wobei wir setzen

Rϕ =
(

cos
ϕ
2 sin

ϕ
2

−sin
ϕ
2 cos

ϕ
2

)

.

Der jeweils angegebene Vertreter der Konjugations-Klassen von S ist eindeutig bestimmt.

B a) S sei parabolisch und ω ∈ R∪ {∞} der Fixpunkt von S. Dann existiert ein

T ∈ SL2 (R) mit Tω = ∞; z. B. können wir T =
( 1

ω 0
−1 ω

)

wählen für ω ∉ {0,∞} und

T =
(
0 −1
1 0

)

für ω = 0 bzw. T = I für ω = ∞. ⇒ T ST −1 hat den Fixpunkt ∞ und ist

parabolisch, also ist mit α,β,γ ∈R

T ST −1 =
(
α β

0 γ

)

.

αγ = 1, α+γ = ±2 ⇒ α = γ = ±1. ⇒ T ST −1 =Uµ mit geeignetem µ ∈ R\{0}. Beachte:

R ∋ µ 7→
(
1 µ

0 1

)

ist ein Homomorphismus von (R,+) in SL2 (R). Es gilt: Uµz = z +µ,

Uµ ist also eine Translation um µ. Weiter ist für λ ∈ R\{0} die Abbildung λ 7→ Dλ ein
Homomorphismus von R× in SL2 (R) und es gilt:

DλUµDλ−1 =Uλ2µ.

Ergebnis: S parabolisch ⇒ S ist in SL2 (R) zu ±U±1 konjugiert, und „⇐“ gilt trivialer-
weise.

b) S sei hyperbolisch. Dann existiert ein T ∈ SL2 (R), so dass T ST −1 die Fixpunkte 0
und ∞ hat; z. B. leistet für die Fixpunkte ω1 6= ∞ 6= ω2 die Transformation z 7→ Tz =
z−ω1

z−ω2
das Verlangte. T ST −1 ist hyperbolisch und hat den Fixpunkt ∞, hat also die

Form

(
λ µ

0 λ−1

)

mit λ ∈ R\{0,±1}. Außerdem hat T ST −1 den Fixpunkt 0, also ist µ =

0, d. h. T ST −1 = Dλ mit λ ∈ R\{0,±1}. Durch Konjugation mit

(
0 −1
1 0

)

(d. h. durch

Vertauschen der Fixpunkte) kann man λ 7→λ−1 ersetzen und umgekehrt, Dλ lässt sich
also dergestalt normieren, dass |λ| > 1 ist.
Ergebnis: S hyperbolisch ⇒ S ist in SL2 (R) zu einer Matrix ±Dλ mit geeignetem λ> 1
konjugiert, und „⇐“ gilt trivialerweise. λ ist dabei eindeutig bestimmt durch λ+λ−1 =
∣
∣SpurS

∣
∣ und λ> 1, λ2 heißt der Multiplikator von S, denn

(

±Dλ

)

z =λ2z.

6



c) S sei elliptisch, ω ∈H der Fixpunkt von S in H,

T : H→ E, Tz :=
z −ω

z −ω
,

(

T =
1

p
ω−ω

(
1 −ω
1 −ω

)

∈ SL2 (C)

)

.

⇒ T ST −1 hat die Fixpunkte 0 und ∞, also gilt: T ST −1 =
(
λ 0
0 λ−1

)

mit λ ∈ C\{0,±1}.

Hier ist T ST −1 ∈ AutE und lässt 0 fest. ⇒
(

T ST −1
)

z =λz mit λ ∈C\{0,±1}, |λ| = 1. Wir

schreiben λ= e i ϕ

2 mit −π< ϕ
2 < π, ϕ 6= 0. ⇒ T ST −1 vermittelt eine Drehung um 0 mit

dem Winkel ϕ.
Transformation nach H:

V : H→ E, V =
1

2i

(
1 −i
1 i

)

,

also V z = z−i
z+i für z ∈H.

⇒V −1

(

e i ϕ

2 0

0 e−i ϕ

2

)

V =
(

cos
ϕ
2 sin

ϕ
2

−sin
ϕ
2 cos

ϕ
2

)

=: Rϕ ∈ SL2 (R)∩SO2 (R) .

Rϕ hat die Fixpunkte i und −i .

(

V −1T
)

︸ ︷︷ ︸

∈SL2(R)

S
(

V −1T
)−1

︸ ︷︷ ︸

∈SL2(R)

= Rϕ.

Bemerkung: Die Fixgruppe von i in SL2 (R) ist gleich der SO2 (R).
Ergebnis: S elliptisch ⇒ S ist in SL2 (R) zu Rϕ mit 0 6= ϕ ∈ ]−2π,2π[ konjugiert. Dabei
ist ϕ durch ϕ 6= 0 und −π < ϕ

2 < π eindeutig festgelegt. Die Abbildung R ∋ ϕ 7→ Rϕ ist
ein Homomorphismus von (R,+) in SO2 (R). ä

Wir untersuchen das Abbildungsverhalten von ±I 6= S ∈ SL2 (R) an Hand der Fixkreise auf
P von S:

a) S parabolisch ⇒ Genau die Kreise auf P, die R∪ {∞} im Fixpunkt von S berühren,
werden von S in sich überführt. Ein Blick auf die dazu orthogonalen Kreise veran-
schaulicht das Abbildungsverhalten (Abb. 1.1).

b) S hyperbolisch ⇒ Genau die Kreise durch die Fixpunkte von S bleiben fest. Die Schar
der Orthogonalkreise veranschaulicht das Abbildungsverhalten (Abb. 1.2).

c) S elliptisch ⇒ Jeder Kreis durch die Fixpunkte von S wird abgebildet auf einen evtl.
anderen Kreis. Diese Kreise stehen alle senkrecht auf dem „Hauptkreis“ R∪ {∞}. Alle
Kreise in P, die orthogonal sind zu den Kreisen durch die Fixpunkte, sind Fixkreise.
Das Innere und das Äußere dieser Fixkreise wird durch S auf sich abgebildet (Abb.
1.3). Weitere Fixkreise existieren genau dann, wenn S konjugiert ist zu einer hyperbo-

lischen Drehung um ±π, d. h. wenn S konjugiert ist zu ±
(
0 −1
1 0

)

.
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Abbildung 1.1: Parabolische Transformation

Abbildung 1.2: Hyperbolische Transformation

Abbildung 1.3: Elliptische Transformation
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1.2 Das Poincarésche Modell der hyperbolischen Geometrie

Wir behandeln parallel die Modelle E und H.

1.2.1 Definition (H-Punkte, H-Geraden) Im Folgenden seien H-Punkte hyperbolische Punk-
te, E-Punkte euklidische Punkte, und analog die Geraden. Wir definieren

H E

H-Punkte E-Punkte in H E-Punkte in E

H-Geraden Die in H gelegenen Stücke von auf
R orthogonalen Kreisbogen bzw.

Vertikalgeraden auf R

Die in E gelegenen Stücke von
Orthogonalkreisen auf {z | |z| = 1}

bzw. Durchmesser von E.

Die üblichen Axiome sind erfüllt, z. B. geht durch je zwei verschiedene Punkte genau eine
Gerade; das Parallelenaxiom ist verletzt!

1.2.2 Definition (Riemannsche Metrik) G =
(

gµ,ν
)

µ,ν=1,2 heißt Riemannsche Metrik auf H,
falls

a) alle gµ,ν : H→R C∞-Funktionen sind und

b) G (z) (symmetrisch und) positiv definit ist.

Eine Riemannsche Metrik definiert eine Längenmessung:

λ (C ) =
∫b

a

(
2∑

µ,ν=1
gµ,νẋµẋν

) 1
2

d t ,

wobei C : z (t ) = x1 (t )+ i x2 (t ) für a É t É b eine stückweise stetig differenzierbare Kurve in
H ist.
Flächenmessung:

ω (A) =
∫

A

√

detG (z)d x d y (A ⊂H Borelsch) .

Winkelmessung: In jedem Punkt z in bezug auf das durch G (z) gegebene Skalarprodukt.

1.2.3 Definition (Invarianz) Die Riemannsche Metrik G heißt SL2 (R)-invariant, wenn für
alle M ∈ SL2 (R) gilt:

G (z) = J⊤M (z)G (M z) JM (z) (z ∈H) .

Dabei sei JM die Funktional- oder Jacobi-Matrix von M , also

JM =
(
ux uy

vx vy

)

,

falls Re M z = u, Im M z = v , Re z = x, Im z = y .

1.2.4 Satz Jede SL2 (R)-invariante Riemannsche Metrik auf H definiert eine SL2 (R)-invariante
Länge und einen SL2 (R)-invarianten Flächeninhalt.
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B Invarianz des Flächeninhalts Sei A ⊂H Borelsch, M ∈ SL2 (R).

⇒ω (M A) =
∫

M A

√

detG (z)d x d y

=
∫

A

√

detG (M z) |det JM (z)| d x d y

=
∫

A

√

detG (z)d x d y =ω (A)

Invarianz der Bogenlänge C : z (t ) = x (t )+i y (t ) für a É t É b sei eine stetig differenzierbare

Kurve in H, ~z :=
(

x
y

)

, M ∈ SL2 (R), M z = u + i v , 〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt im

R2. Dann gilt:

~̇M z =
(
u̇
v̇

)

=
(
ux ẋ uy ẏ
vx ẋ vy ẏ

)

= JM (z)~̇z.

Damit folgt:

⇒λ (MC ) =
∫b

a
〈G (M z) ~̇M z, ~̇M z〉

1
2 d t

=
∫b

a
〈G (M z) JM (z)~̇z, JM (z)~̇z〉

1
2 d t

=
∫b

a
〈G (z)~̇z,~̇z〉

1
2 d t =λ (C ) ä

1.2.5 Satz G (z) := (Im z)−2 I definiert eine SL2 (R)-invariante Riemannsche Metrik auf H. Das
zugehörige Längenelement ist d s = |d z|

Im z , der zugehörige invariante Flächeninhalt ist gegeben

durch dω= d Re z d Im z
(Im z)2 . Die durch G definierte Winkelmessung ist gleich der euklidischen.

B Sei M =
(

a b
c d

)

∈ SL2 (R), M z = u + i v , z = x + i y .

⇒ v =
y

|cz +d |2
= y

∣
∣M ′ (z)

∣
∣ .

Unter Benutzung der sog. Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (siehe Elstrodt
(2004), Satz 3.1) erhält man:

⇒ J⊤M (z)G (M z) JM (z) = v−2
(

ux vx

uy vy

)(
ux uy

vx vy

)

CRD= v−2
(
u2

x + v2
x 0

0 u2
y + v2

y

)

= v−2

(∣
∣M ′ (z)

∣
∣2

0

0
∣
∣M ′ (z)

∣
∣2

)

= y−2I =G (z) ä
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1.2.6 Satz Ist G eine SL2 (R)-invariante Riemannsche Metrik auf H, so existiert ein α > 0, so
dass G (z) =αy−2I .

B sei zur Übung dem geneigten Leser überlassen.
Hinweis zur Vorgehensweise: Man setzt die Erzeugenden der SL2 (R) (Translation, Dilatation
und z 7→ 1

z ) in die Gleichung aus Definition 1.2.3 ein und wertet die Ergebnisse aus. ä

1.2.7 Definition (H-Abstand) Für z, w ∈ H sei |z, w | := inf
∫

C
|d z|

y , wobei C eine stückweise
stetig differenzierbare Kurve in H sei mit Anfangspunkt z und Endpunkt w , der H-Abstand
von z und w .

1.2.8 Satz a) Für alle S ∈ SL2 (R), z, w ∈H gilt:

|Sz,Sw | = |z, w | .

b) Für z, w ∈H, z 6= w ist

|z, w | =
∫

s

|d z|
y

,

wobei s die eindeutig bestimmte H-Strecke von z nach w bezeichne.

c) |·, ·| definiert eine Metrik auf H.

d) Für z, w ∈H gilt:

|z, w | = log
1+

∣
∣ z−w

z−w

∣
∣

1−
∣
∣ z−w

z−w

∣
∣

z 6=w= logDV(z, w, w∞, z∞) ,

wobei das Doppelverhältnis definiert sei wie in Elstrodt (2004) Definition 37.11. Dann
gilt auch Satz 37.13 ebenda.

e) |·, ·| ist invariant unter Spiegelung an H-Geraden.

B a) Satz 1.2.4

b) nach a) genügt der Beweis für de Fall z = i , w = i y0, y0 > 1. Sei C eine stückweise
stetig differenzierbare Kurve von i nach i y0.

⇒
∫

C

|d z|
y

=
∫b

a

√

ẋ2 + ẏ2

y
d t

Ê
∫b

a

∣
∣ẏ

∣
∣

y
d t Ê

∣
∣
∣
∣

∫b

a

ẏ

y
d t

∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣log

y (b)

y (a)

∣
∣
∣
∣= log y0

=
∫

s

|d z|
y

= logDV
(

i , i y0,∞,0
)

,
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und für C = s gilt hier überall „=“. ⇒ Allgemein gilt für z 6= w :

∫

s

|d z|
y

= logDV(z, w, w∞, z∞) .

c) Noch zu zeigen ist die Positivität für z 6= w : siehe d) oder Elstrodt (2004) Satz 37.13.

d) Für z = w ist die Behauptung klar. Für z 6= w ist

|z −w |2
∣
∣z −w

∣
∣2

=
z −w

z −w
div

z −w

z −w
= DV

(

z, z, w, w
)

Punkt-Paar-invariant, d. h. invariant bei (z, w) 7→ (Sz,Sw) mit S ∈ SL2 (R). Da für z = i ,
w = i y0, y0 > 1 die Behauptung bereits bekannt ist, folgt die Behauptung.

e) Seien z, w ∈ H, z 6= w , g eine H-Gerade, σ die Spiegelung an g , τ die Spiegelung an
der H-Geraden durch σ (z) und σ (w). ⇒ τσ (z) =σz, τσ (w) =σ (w).

⇒|σz,σw | =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

τσ
︸︷︷︸

∈SL2(R)

z, τσ
︸︷︷︸

∈AutH

w

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= |z, w | .
ä

Bemerkung

a) Man kann zeigen: AutH≃ PSL2 (R) ist die Gruppe der orientierungstreuen Isometrien
von H bzgl. der H-Metrik |·, ·|. AutH∪σAutH mit einer Spiegelung an einer H-Geraden
σ ist die volle Gruppe der Isometrien von |·, ·|.

b) Für paarweise verschiedene z1, z2, z3 ∈H steht in der Dreiecksungleichung

|z1, z3| É |z1, z2|+ |z2, z3|

genau dann das „=“-Zeichen, wenn z1, z2, z3 aufeinander folgende Punkte einer H-
Geraden sind.

c) SL2 (R) operiert zweifach transitiv auf H, d. h. für alle z, w, z ′, w ′ ∈H mit |z, w | =
∣
∣z ′, w ′∣∣

gibt es ein S ∈ SL2 (R) mit Sz = z ′ und Sw = w ′.

1.2.9 Definition (H-Kreise) Sei a ∈H, ρ > 0.

Hρ (a) :=
{

z ∈H | |z, a| = ρ
}

ist die H-Kreislinie um a mit dem H-Radius ρ.

Vρ (a) :=
{

z ∈H | |z, a| É ρ
}

ist die H-Kreisscheibe um a mit H-Radius ρ.
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ϑ

z+

z−

a

m

Abbildung 1.4: H-Kreis

1.2.10 Satz Sei a ∈H, ρ > 0.

a) S ∈ SL2 (R) ⇒ SHρ (a) = Hρ (Sa), SVρ (a) =Vρ (Sa).

b) Vρ (a) ist eine offene euklidische Kreisscheibe in H mit Rand Hρ (a). Der E-Mittelpunkt
von Vρ (a) ist gegeben durch m = Re a+ i coshρ Im a, und der E-Radius r von Vρ (a) be-
trägt r = Im a sinhρ. Mit z+ = x++i y+ und z+−= x−+i y− als Punkte mit maximalem
bzw. minimalem Imaginärteil von Hρ (a) gilt:

Im a =
√

y+y−, Imm =
1

2

(

y++ y−)

.

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 1.4 gilt weiter: sinϑ= tanhρ und Im a = Imm cosϑ.

B a) klar

b)

|z, a|≦ ρ⇔
1+

∣
∣ z−a

z−a

∣
∣

1−
∣
∣ z−a

z−a

∣
∣
≦ eρ

⇔
∣
∣
∣

z −a

z −a

∣
∣
∣ ≦

eρ−1

eρ+1
= tanh

ρ

2

Da linear gebrochene Abbildungen Kreisverwandtschaften sind, ist Vρ (a) ein E-Kreis
mit Rand Hρ (a). Bei Abbildung z 7→ w = z−a

z−a wird aus Vρ (a) ein E-Kreis um 0 und aus
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{z |Re z = Re a} ein Durchmesser dieses E-Kreises. Da der E-Kreis bei Spiegelung an
diesem Durchmesser in sich übergeht, geht auch Vρ (a) bei Spiegelung an {z |Re z = Re a}
in sich über. ⇒ Rem = Re a und mit a =α+ iβ und den Bezeichnungen aus dem Satz
gilt:

ρ =
∣
∣a, z+∣

∣= log
y+

β
= log

β

y− = |a, z−| .

⇒y− =βe−ρ , y+ =βeρ

⇒β=
√

y+y−,

also das geometrische Mittel aus y+ und y−. Ferner: Imm = 1
2

(

y++ y−)

=βcoshρ und
r = 1

2

(

y++ y−)

=βsinhρ. Zusammenhang mit ϑ: sinϑ= r
Imm = tanhρ, also

Imm cosϑ=βcoshρ

√

1− tanh2ρ
︸ ︷︷ ︸

=1

=β.

ä

Ohne Beweis Der H-Umfang von Hρ (a) beträgt 2πsinhρ ∼ 2πρ für ρ→+0.
Der H-Flächeninhalt von Vρ (a) beträgt 2π

(

coshρ−1
)

∼πρ2 für ρ→+0.
Zur Vertiefung der Rolle von Carl Friedrich Gauß bei der Entwicklung der nicht-euklidischen

Geometrie sei auf Reichardt (1976) verwiesen.

1.2.11 Satz Ist D ein (eigentliches oder uneigentliches) H-Dreieck, so ist

ω (D) =π−Summe der Innenwinkel von D .

B a) D habe einen Nullwinkel, oBdA in ∞, und oBdA seien die übrigen Ecken von
D auf ∂E gelegen, so dass sich die Situation von Abb. 1.5 ergibt.

⇒ω (D) =
∫

D

d x d y

y2
=

∫b

a

(∫∞
p

1−x2

d y

y2

)

d x

=
∫b

a

d x
p

1−x2
= [−arccos x]b

a =π−
(

α+β+γ
)

.

b) D habe keinen Nullwinkel, D := ∆ (a,b,c), E := ∆ (a,b,d), F := ∆ (b,d ,c) mit den Be-
zeichnungen aus Abb. 1.6.

⇒ω (D) =ω (E )−ω (F )

=π−
(

α+β+δ
)

−
(

π−
(

π−γ+δ
))

=π−
(

α+β+γ
)

. ä

Verpflanzung von G = y−2I nach E vermöge der Abbildung z 7→ w := z−z0

z−z0
(z ∈ H, z0 ∈ H

fest) liefert die Riemannsche Metrik Γ := 4
(

1− r 2
)−1

I auf E (r = |w |). Man rechnet dazu mit

z =
(

x1

x2

)

und w =
(
u1

u2

)

aus:

γi j =
∑

µ,ν
gµ,ν

∂xµ

∂ui

∂xν

∂u j
.
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α

β

β

a b0

D

Abbildung 1.5: H-Dreieck mit Nullwinkel in ∞

α

β

π−γγ

δ

a

b

c

d

Abbildung 1.6: H-Dreieck ohne Nullwinkel
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Formelsammlung Wir fassen das bisher bewiesene zusammen zu:
H E

Bezeichnung z = x + i y w = u + i v = r e iϕ

Riemannsche Metrik y−2I 4
(

1− r 2
)−2

I

Linienelement d s = |d z|
y d s = 2|d w |

(1−r 2)
Flächenelement dω= d x d y

y2 dω= 4du d v
(1−r 2)2

H-Abstand |z1, z2| = log
1+

∣
∣
∣

z1−z2
z1−z2

∣
∣
∣

1−
∣
∣
∣

z1−z2
z1−z2

∣
∣
∣

|w1, w2| = log
1+

∣
∣
∣

w1−w2
1−w1w2

∣
∣
∣

1−
∣
∣
∣

w1−w2
1−w1w2

∣
∣
∣

speziell:
∣
∣i , i y

∣
∣=

∣
∣log y

∣
∣ |0, w | = log 1+r

1−r

1.3 Die Modulgruppe

1Γ := SL2 (Z) :=
{(

a b
c d

)

∈Z2×2 |ad −bc = 1

}

ist diskrete Untergruppe von SL2 (R). Für

(
a b
c d

)

∈

SL2 (R) gilt:

(
a b
c d

)−1

=
(

d −b
−c a

)

. Es gilt U :=
(
1 1
1 0

)

,T :=
(
0 −1
1 0

)

,−I ∈ 1Γ. Für S =
(

a b
c d

)

∈

SL2 (R) sei S := (c,d).

1.3.1 Satz a)

(
a b
c d

)

∈ SL2 (Z) ⇒ ggT(a,b) = ggT(c,d) = ggT(a,c) = ggT(b,d) = 1.

b) Sind c,d ∈Z mit ggT(c,d) = 1, so gibt es a,b ∈Z mit

(
a b
c d

)

∈ 1Γ.

c) Seien A,B ∈ 1Γ. Dann gilt: A = B ⇔∃n ∈Z A =U nB.

B a) klar wegen der Determinanten-Bedingung.

b) ggT(c,d) = 1 ⇒ c und d erzeugen Z als Ideal, und wegen 1 ∈Z gibt es a,b ∈Z, so dass

ad −bc = 1. ⇒
(

a b
c d

)

∈ 1Γ.

c) „⇐“ U nB =U nB = I B = B .

„⇒“ AB−1 = AB−1 = BB−1 = (0,1). Es gibt also ein n ∈ Z, so dass AB−1 = U n , also
A =U nB . ä

1.3.2 Satz Sind K ,L ⊂H kompakt, so gibt es nur endlich viele S ∈ 1Γ mit (SK )∩L 6= ;.

B OBdA sei gleich K = L =Vρ (i ) mit ρ > 0. Ist dann (SK )∩L 6= ;, so ist |Si , i | É 2ρ. Wir
zeigen: (*) Es gibt nur endlich viele S ∈ 1Γ mit |Si , i | É 2ρ und damit die Behauptung.

Sei ∆ :=
{

S ∈ 1Γ | |Si , i | É 2ρ
}

. Wegen ImSi = 1
c2+d 2 für S =

(
a b
c d

)

und

min
{

Im z |z ∈V2ρ (i )
}

= e−2ρ > 0
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ist c2+d 2 É e2ρ , die Menge
{
(c,d) ∈Z2 |∃S ∈∆ mit S = (c,d)

}

also endlich. Sei nun (c,d) = M
(M ∈∆) ein solches Paar. ⇒ Jedes S ∈∆ mit S = (c,d) hat die Form S =U n M mit n ∈Z. Hier
sind bei festem (c,d) für n nur endlich viele Werte möglich, denn

|Si , i | = |Mi +n, i |
︸ ︷︷ ︸

|n|→∞−−−−−→∞

É 2ρ.

ä

Bemerkung Satz 1.3.2 gilt sinngemäß für jede diskrete Untergruppe von SL2 (R).

1.3.3 Korollar 1Γ operiert auf H diskontinuierlich, d. h. für jede Folge (Mn)nÊ1 paarweise
verschiedener Mn ∈ 1Γ und für jedes z ∈ H hat die Folge (Mn z)nÊ1 keinen Häufungspunkt
in H.

B klar nach Satz 1.3.2 ä

1.3.4 Korollar Die Fixpunkte elliptischer Transformationen auf 1Γ häufen sich nicht in H.

B Annahme: a ∈ H sei Häufungspunkt von Fixpunkten elliptischer Elemente ∈ 1Γ

und V eine kompakte Umgebung von a. ⇒ V enthält unendlich viele Fixpunkte ellipti-
scher Transformationen, und zu jedem dieser Fixpunkte existiert ein elliptisches S ∈ 1Γ,
das den Fixpunkt fest lässt. Verschieden Fixpunkte liefern dabei notwendig verschiedene
elliptische Transformationen, da die Fixpunkte elliptischer Transformationen komplex kon-
jugierte Paare sind, und nicht mehr als drei Fixpunkte auftreten können bei Transforma-
tionen S 6= I . Daher existieren unendlich viele verschiedene S ∈ 1Γ mit SV ∩V 6= ; E zu
Satz 1.3.2. ä

1.3.5 Korollar Zu jedem a ∈H gibt es eine Umgebung V , so dass {S ∈ 1Γ |SV ∩V 6= ;} gleich
der Fixgruppe von a in 1Γ ist.

B Sei W eine kompakte Umgebung von a.
Satz 1.3.2

⇒ {S ∈ 1Γ |SW ∩W 6= ;} =: ∆ ist end-
lich. Ist Del t a schon gleich der Fixgruppe von a in 1Γ, so ist die Behauptung klar. Für ∆)

Fixgruppe von a in 1Γ sei ρ := 1
3 min{|Sa, a| |S ∈∆, Sa 6= a}. ⇒ Vρ (a) leistet das Verlangte,

denn für w ∈ SVρ (a) , z ∈Vρ (a) , w = Sτ mit τ ∈Vρ (a) gilt:

|w, z|
∆-Ungl.
Ê |Sa, a|

︸ ︷︷ ︸

Ê3ρ

− |w,Sa|
︸ ︷︷ ︸

=|Sτ,Sa|=|τ,a|Éρ

−|z, a|
︸ ︷︷ ︸

<ρ

> ρ.

ä

Für eine Untergruppe Γ ⊂ SL2 (R) heißen die Fixpunkte der parabolischen / hyperbo-
lischen bzw. elliptischen Elemente von Γ die parabolischen / hyperbolischen bzw. ellipti-
schen Fixpunkte von Γ; die parabolischen Fixpunkte bezeichnet man auch als Spitzen (engl.
cusps) von Γ. Die parabolischen / hyperbolischen bzw. elliptischen Fixpunkte von Γ zerfal-
len in Bahnen mod Γ, denn: Ist p ein Fixpunkt von S ∈Γ und A ∈Γ, so ist Ap ein Fixpunkt
von AS A−1 ∈ Γ vom gleichen Typ, da Spur AS A−1 = SpurS. Fixpunkte der gleichen Γ-Bahn
heißen Γ-äquivalent.
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1.3.6 Satz Die Menge der parabolischen Fixpunkte von 1Γ ist gleich Q∪ {∞}, und jede Spitze

ist zu ∞ äquivalent mod 1Γ. Die Fixpgruppe von ∞ in 1Γ wird erzeugt von

(
1 1
0 1

)

und −I . Ist

ζ=−d
c ∈Q (c,d ∈Z, c 6= 0, ggT(c,d) = 1), und sind a,b ∈Z so gewählt, dass A :=

(
a b
c d

)

∈ 1Γ

liegt, so erzeugen A−1U A und −I die Fixgruppe von ζ in 1Γ.

B ∞ ist Fixpunkt von U ∈ 1Γ, U ist parabolisch und jede parabolische Transformation
∈ SL2 (R) mit Fixpunkt ∞ ist von der Form ±Uα mit α ∈R. ⇒ Die Fixgruppe von ∞ in 1Γ ist
〈U ,−I 〉. Sei ζ := −d

c (c,d ∈ Z, ggT(c,d) = 1, c 6= 0), A wie oben. Dann gilt A ∈ 1Γ, Aζ =∞=
Spitze von 1Γ mit Fixgruppe 〈U ,−I 〉. ⇒ ζ ist Spitze von 1Γ mit Fixgruppe 〈A−1U A,−I 〉.
Noch zu zeigen: Jeder parabolische Fixpunkt von 1Γ liegt in Q∪ {∞}: Das ist klar nach der
Fixpunktformel:

ω1,2 =
a −d

2c
±

1

2c

√

(a +d)2 −4
parabolisch=

a −d

2c
∈Q (c 6= 0) . ä

1.3.7 Satz Es gibt genau zwei Äquivalenzklassen elliptischer Fixpunkte von 1Γ. Diese werden

repräsentiert von i und ρ := e
2πi

3 = 1
2 + 1

2

p
3i oder dem äquivalenten Punkt ξ := e

πi
3 = 1

2 +
1
2

p
3i = ρ+1.

a) Die Fixgruppe von i in 1Γ hat die Ordnung 4 und wird von T :=
(
0 −1
1 0

)

, T 2 = −I

erzeugt. (Die Ordnung der Fixgruppe in PSL2 (Z) ist 2) Die zu i mod 1Γ äquivalenten
Fixpunkte von 1Γ in H sind genau die komplexen Zahlen der Form ω= a+i

c mit a,c ∈Z,
c > 0, c |

(

a2 +1
)

. Eine Matrix S ∈ 1Γ\{±I } hat genau dann einen Fixpunkt dieser Gestalt,
wenn Spur A = 0, und das ist genau dann der Fall, wenn S in 1Γ konjugiert ist zu ±T .

b) Die Fixgruppe von ρ in 1Γ hat die Ordnung 6 und wird von R := TU =
(
0 −1
1 1

)

, R3 =−I

erzeugt. Die zu ρ bezüglich 1Γ äquivalenten Punkte in H sind genau die komplexen

Zahlen der Form ω = a+ρsgnc

c mit a,c ∈ Z, c 6= 0,
(

a2 −a +1
)

≡ 0 mod c. Eine Matrix
S ∈ 1Γ \ {±I } hat genau dann einen Fixpunkt dieser Form, wenn SpurS = ±1, und das
ist genau dann der Fall, wenn S in 1Γ konjugiert ist zu R, R−1 =−R2 (im Fall SpurS = 1)
oder zu −R,R2 (im Fall SpurS =−1).

B Sei S ∈ 1Γ \ {±I }, S elliptisch. ⇒ SpurS ∈ {0,±1}. Wegen SpurS = −Spur(−S) genügt
die Behandlung der Fälle SpurS = 0 und SpurS = 1.

SpurS = 0 Die Fixpunktformel liefert für c 6= 0:

ω1,2 =
a −d

2c
±

1

2c

√

(a +d)2 −4

Da S elliptisch ist, ist automatisch c 6= 0, so dass S in H den Fixpunkt ω= a+i sgnc
c hat

(beachte: a +d = 0!). S hat das charakteristische Polynom

X 2 −
(

SpurS
)

X +detS = X 2 +1.
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Nach Cayley-Hamilton gilt also S2 = −1. ⇒ ordS = 4. Ggf. nach Substitution S 7→ −S
kann c > 0 angenommen werden, so dass S den folgenden Fixpunkt hat:

ω=
a + i

c

(

a,c ∈Z, c > 0 c |
(

a2 +1
))

(1.1)

Umgekehrt: Hat ω ∈H die Form (1.1), so ist b := − a2+1
c ∈ Z,

(
a b
c d

)

∈ 1Γ ist elliptisch

mit Spur 0 und Fixpunkt ω. Insbesondere ist T =
(
0 −1
1 0

)

∈ 1Γ elliptisch von der Ord-

nung 4 mit Fixpunkt i ∈H, T 2 =−I .
Bestimmung der Konjugationsklassen: Sei S elliptisch mit SpurS = 0 (jetzt nicht mehr
notwendig c > 0), S2 = −I . Dann ist Z [S] ≃ Z [i ] und somit ein Hauptidealring. Z2 ist
torsionsfreier Z [S]-Modul, denn: Seien α,β ∈ Z, x ∈ Z2 mit

(

α+βS
)

x = 0. Multiplika-
tion mit α−βS liefert:

(

α2 +β2
)

x = 0 und damit α = β = 0 oder x = 0. ⇒ Z2 ist torsi-
onsfrei. Folglich ist Z2 freier Z [S]-Modul vom Rang 1, es gibt also ein u ∈Z2, so dass
Z2 =Z [S]u. Setze v := Su. ⇒ u, v ist eine Z-Basis von Z, insbesondere det(u, v) =±1.

a) det(u, v) = 1:

⇒ S (u, v) = (v,−u) = (u, v)

(
0 −1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸

=T

.

Mit M := (u, v) ∈ 1Γ gilt: M−1SM = T .

b) det(u, v) =−1: M := (v,u) ∈ 1Γ mit

SM = (−u, v) = M

(
0 1
−1 0

)

︸ ︷︷ ︸

=−T

.

⇒ M−1SM =−T .

Das beweist Aussage a).

SpurS = 1 S ist elliptisch ⇒ c 6= 0, und S hat den Fixpunkt

a −d

2c
+

√

(a +d)2 −4

2c
=

2a −1+ i
p

3

2c
=

a

c
+
−1+ i

p
3

2c
=

a +ρ

c
∈H,

falls c > 0. Im Falle c < 0 ist
a+ρ

c = a+ρ−1

c der Fixpunkt in H. ⇒ S hat in H den Fix-

punkt ω= a+ρsgnc

c . Das charakteristische Polynom von S lautet X 2−X +1, nach Cayley-
Hamilton gilt also S2 −S + I = 0. Multiplikation mit S + I liefert: S3 =−I , S hat also die

Ordnung 6. Speziell gilt: R := TU =
(
0 −1
1 1

)

hat den Fixpunkt ρ in H, SpurR = 1,

R3 =−I , ordR = 6.
Sei S wie oben: ad −bc = 1, a +d = 1.

⇒ a (−a +1)−bc = 1 ⇒ a2 −a +1 ∼= 0 mod c.
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Umgekehrt: Sind a,c ∈ Z, c 6= 0, a2 − a + 1 ∼= 0 mod c, so ist b := − a2−a+1
c ∈ Z, S :=

(
a b
c −a +1

)

∈ 1Γ, SpurS = 1 und S ist elliptisch mit Fixpunkt ω.

Bestimmung der Konjugationsklassen: Sei S wie oben: S ∈ 1Γ, SpurS = 1, S2−S+ I = 0,

S3 = I . Dann ist Z [S] ≃ Z

[

e
πi
3

]

≃ Z
[

ρ
]

ein Hauptidealring, Z [S] operiert auf Z2, Z2

ist torsionsfreier Z [S]-Modul: Sei x ∈ Z2, α,β ∈ Z,
(

α+βS
)

x = 0. Wegen S−1 = I − S
multiplizieren wir mit

(

α+β (I −S)
)

und erhalten:

(

α+β (I −S)
)(

α+βS
)

x =




α

2 +αβ+β2 (

S −S2)

︸ ︷︷ ︸

=I




x

=
(

α2 +αβ+β2)x =
((

α+
β

2

)2

+
3

4
β2

)

x

= 0

⇒α= β= 0 oder x = 0. ⇒Z2 ist freier Z [S]-Modul vom Rang 1, so dass es ein u ∈Z2

gibt mit Z2 =Z [S]u. Setze v := Su. ⇒ u, v ist eine Z-Basis von Z2, also det(u, v)±1:

a) det(u, v) = 1 ⇒ M := (u, v) ∈ 1Γ

SM = (v,−u + v) = (u, v)

(
0 −1
1 1

)

︸ ︷︷ ︸

=R

⇒ M−1SM = R.

b) det(u, v) =−1 ⇒ M := (v,u) ∈ 1Γ,

SM = (−u + v, v) = (v,u)

(
1 1
−1 0

)

︸ ︷︷ ︸

=R−1

⇒ M−1SM = R−1.

Daraus folgt Aussage b).

Wegen i ∉Q
(

ρ
)

ist nun klar: Es gibt genau zwei Bahnen elliptischer Fixpunkte von 1Γ. ä

1.3.8 Satz Ist S =
(

a b
c d

)

∈ 1Γ, s := SpurS, so gibt es V ∈ 〈U ,T 〉 ⊂ 1Γ, so dass für V −1SV =
(
α β

γ δ

)

die Ungleichungen

∣
∣
∣
∣α−

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣δ−

1

2
s

∣
∣
∣
∣É

1

2

∣
∣γ

∣
∣ ,

∣
∣γ

∣
∣É

∣
∣β

∣
∣

erfüllt sind. Dann ist notwendig auch 3γ2 É
∣
∣s2 −4

∣
∣.
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B U−nSU n =
(

a −nc b +n (a −d)−n2c
c cn +d

)

=:

(
a1 b1

c1 d1

)

=: S1.

Hier ist
∣
∣
∣
∣a1 −

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣

a −d

2
−nc

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣d1 −

1
2

s

∣
∣
∣
∣ .

⇒ Wir können n1 ∈Z so wählen, dass
∣
∣
∣
∣a1 −

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣d1 −

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

1

2
|c| =

1

2
|c1| .

Ist hier |c1| É |b1|, so breche man das Verfahren ab, da die Behauptung in diesem Fall bereits
erfüllt ist.
Ist |c1| > |b1|, so konjugieren wir mit T :

S2 := T −1S1T =
(

d1 −c1

−b1 a1

)

=:

(
a2 b2

c2 d2

)

.

Hier ist |c2| = |b1| < |b2| = |c|. Die Wiederholung des ersten Schritts mit S2 liefert:

S3 :=U−n2 S2U n2 =
(

a3 b3

c3 d3

)

,

wobei durch geeignete Wahl von n2 zu erreichen ist, dass
∣
∣
∣
∣a3 −

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣d3 −

1

2
s

∣
∣
∣
∣É

1

2
|c2| =

1

2
|c3| .

Falls |c3| É |b3|, so breche man hier das Verfahren ab, anderenfalls Konjugation mit T . . .
Wegen |cn+2| < |cn | bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab.

Sei V −1SV =
(
α β

γ δ

)

wie im Satz.

⇒
∣
∣s2 −4

∣
∣=

∣
∣(α+δ)2 −4

(

αδ−βγ
)∣
∣

=
∣
∣(α−δ)2 +4βγ

∣
∣Ê 4

∣
∣β

∣
∣

︸︷︷︸

Ê|γ|

∣
∣γ

∣
∣− (α−δ)2

︸ ︷︷ ︸

Éγ2

Ê 3γ2. ä

1.3.9 Korollar Zu jedem s ∈ Z\{±2} gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen von 1Γ

mit der Spur s.

B Jedes s ist Spur von z. B.

(
s −1
1 0

)

∈ 1Γ.

Ferner: Sei S ∈ 1Γ, SpurS = s.
Satz 1.3.8

⇒ S ist konjugiert zu

(
α β

γ δ

)

∈ 1Γ mit

∣
∣
∣
∣α−

1

2
s

∣
∣
∣
∣=

∣
∣
∣
∣δ−

1

2
s

∣
∣
∣
∣É

1

2

∣
∣γ

∣
∣ ,

∣
∣γ

∣
∣É

∣
∣β

∣
∣ , 3γ2 É

∣
∣s2 −4

∣
∣ .
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Wegen s 6= ±2 ist γ 6= 0, und wegen ßγ2 É
∣
∣s2 −4

∣
∣ gibt es nur endlich viele Möglichkeiten für

γ. Für jedes γ gibt es nur endlich viele Möglichkeiten für α und δ (eigentlich genügt hier die
Aussage für α, weil diese bereits δ impliziert), und von diesen α,γ,δ kommen nur diejenigen
in Betracht, für welche αδ−βγ= 1 mit passendem β ∈Z (beachte: γ 6= 0!),

∣
∣β

∣
∣Ê

∣
∣γ

∣
∣, α+δ= s.

Es bleiben also nur endlich viele Möglichkeiten für

(
α β

γ δ

)

∈ 1Γ. ä

Bemerkungen

1) Für s = 0 und s = 1 kann man mit Satz 1.3.8 erneut die Konjugationsklassen elliptischer
Elemente in 1Γ bestimmen.

2) Für s = ±2 ist S konjugiert zu ±U n mit passendem n ∈ Z. Die Matrizen ±U n mit n ∈ Z

sind ein genaues Vertretersystem von Matrizen aus 1Γ mit Spur ±2.

3) Die Fixpunkte hyperbolischer Elemente in 1Γ lassen sich genau angeben: Die Menge der
Fixpunkte ist genau die Menge der Paare verschiedener konjugierter algebraischer Zah-
len eines reell-quadratischen Zahlkörpers (vgl. Schoeneberg (1974), Seite 13, Theorem
9).

1.3.10 Satz 1Γ wird von U =
(
1 1
0 1

)

und T =
(
0 −1
1 0

)

erzeugt. Auch T und R = TU =
(
0 −1
1 1

)

erzeugen 1Γ.

B Sei S =
(

a b
c d

)

∈ 1Γ.

⇒ T S =
(
−c −d
a b

)

, U k S :=
(

a +kc b +kd
c d

)

.

c = 0: ⇒ S =±U m ∈ 〈U ,T 〉 mit passendem m ∈Z, T 2 =−I .

c 6= 0: ⇒ Man kann rekursiv durch Multiplikation mit U -Potenzen und T den Betrag von c
verkleinern:

∃k1 ∈Z 0 É a +k1c < |c| ⇒ TU k1 S =
(

−c ∗
a +k1c ∗

)

.

Nach endlich vielen Schritten k1, . . . ,kn erhält man

TU kn S =
(
∗ ∗
0 ∗

)

∈ 〈U ,T 〉 .
ä

Bezeichnet man für S ∈ SL2 (R) mit S das Bild von S in AutH und dementsprechend auch

Γ :=
{

S |S ∈Γ
}

, so gilt:

1.3.11 Korollar 1Γ wird von U : z 7→ z +1 und T : z 7→ − 1
z erzeugt.
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Die Darstellung eines S ∈ 1Γ als Produkt von Faktoren U ,T ist nicht eindeutig, denn
R2 = TU TU TU = −I = T 2. Wenn man Eindeutigkeit der Darstellung fordert, wählt man
andere Erzeugende:

1.3.12 Satz Die Erzeugenden T =
(
0 −1
1 0

)

und V := −R = −TU =
(

0 1
−1 −1

)

von 1Γ erfüllen

die Relationen

T 4 =V 3 = I , V T 2 = T 2V ,

und diese Relationen definieren 1Γ, d. h. alle anderen Relationen zwischen V und T folgen
aus diesen.

1.3.13 Satz 1Γ ist freies Produkt der von T erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 2 und
der von R erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 3.

1.4 Ein Fundamentalbereich der Modulgruppe

1.4.1 Definition (Fundamentalmenge) Sei Γ⊂ 1Γ eine Untergruppe, D ⊂H. Dann heißt D
eine Fundamentalmenge von Γ in H, wenn D ein genaues Vertretersystem der Bahnen von
Γ in H ist, d. h. ΓD =H, SD ∩D =; für S ∈Γ\ {±I }.
D heißt Fundamentalbereich von Γ in H, wenn gilt:

a) D ist offen,

b) ΓD =H,

c) SD ∩D =; für alle S ∈Γ\ {±I },

d) D \ D ist eine ω-Nullmenge.

Bemerkung Ist D ein Fundamentalbereich von Γ, so ist für alle S ∈Γ\{±I } auch SD∩D =;,
denn: nehmen wir an, dass SD ∩D 6= ; gelte, so gibt es ein z ∈ SD ∩D und damit auch eine
Umgebung U von z mit U ⊂ D , so dass z ∈ SD in U liegt. ⇒ SD ∩U 6= ;, d h. SD ∩D 6= ;.
Das aber wäre ein Widerspruch zu Punkt c) der Definition.

1.4.2 Satz D :=
{

z ∈H | |Re z| < 1
2 , |z| > 1

}

ist ein Fundamentalbereich von 1Γ in H.

B a) D ist nach Definition offen.

b) Zu zeigen ist: ∀z ∈H ∃S ∈ 〈U ,T 〉 Sz ∈ D .
Sei z ∈H fest. ⇒∃n1 ∈Z z1 :=U n1 z erfüllt |Re z1| É 1

2 . Man kann auch −1
2 É Re z < 1

2
erreichen.
Falls |z1| Ê 1, so ist das Ziel erreicht. Anderenfalls führen wir eine induktive Konstruk-
tion durch: Sei k Ê 1 und zk schon konstruiert mit |Re zk | É 1

2 . Falls |zk | Ê 1, so ist das
Ziel erreicht, sonst ist |zk | < 1. ⇒|Tzk | > 1.

⇒∃nk+1 ∈Z zk+1 :=U nk+1 zk |Re zk+1| É
1

2
, Im zk+1 = Im

(

Tzk
)

=
Im zk

|zk |2
> Im zk .
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Nach endlich vielen Schritten bricht das Verfahren ab, da man sonst eine Folge
(

zk
)

kÊ1
verschiedener Punkte aus 1Γz erhielte, die im Kompaktum {τ ∈H | |τ| É 1, ImτÊ Im z}
einen Häufungspunkt hätte. Dies ist ein Widerspruch zur Diskontinuität von 1Γ in H

nach Satz 1.3.2 und Korollar 1.3.3.
Alternativ kann man in folgender Weise vorgehen: Sei z ∈H. Dann ist Z+Zz ein Gitter
in C. Es gibt einen betragsmäßig kleinsten Gitterpunkt 6= 0, d. h. es gibt c,d ∈ Z mit
(c,d) 6= (0,0), so dass für alle m,n ∈Z mit (m,n) 6= (0,0) gilt:

|mz +n| É |cz +d | . (1.2)

Offenbar gilt ggT(c,d) = 1, da man sonst nach Division der rechten Seite durch ggT(c,d)

ein Paar (m,n) erhielte, das (1.2) verletzte. Also existieren a,b ∈Z, so dass S :=
(

a b
c d

)

∈

1Γ. Dann ist für alle k ∈Z U k S =
(
∗ ∗
c d

)

. Wegen (1.2) gilt: Für alle k ∈Z ist
∣
∣U k Sz

∣
∣Ê 1,

bei geeigneter Wahl von k ist dann
∣
∣ReU k Sz

∣
∣É 1

2 .

c) SD ∩D =; für S ∈ 1Γ\ {±I } folgt aus Satz 1.4.3

d) klar ä

1.4.3 Satz Seien z, z ′ ∈ D, S ∈ 1Γ\ {±I }, Sz = z ′. Dann liegt einer der folgenden Fälle vor:

(1) Re z =−1
2 , S =±U , d. h. z ′ = z +1.

(2) Re z = 1
2 , S =±U−1, d. h. z ′ = z −1.

(3) |z| =
∣
∣z ′∣∣= 1, S =±T , d. h. z ′ =− 1

z .

(4) z = z ′ = ρ, S ∈ 〈R〉 = 〈TU 〉.

(5) z = z ′ = ξ, S ∈ 〈U RU−1〉.

(6) z = ρ, z ′ = ξ, S ∈U 〈R〉.

(7) z = ξ, z ′ = ρ, S ∈ 〈R〉U−1.

B Sei S =
(

a b
c d

)

. ⇒ y ′ := Im z ′ = y
|cz+d |2 . Aus Symmetriegründen kann oBdA y ′ Ê y

angenommen werden, ansonsten Ersetzung S 7→ S−1. ⇒|cz +d | É 1.

|c|
1

2

p
3 É

∣
∣c y

∣
∣É |cz +d | É 1.

⇒ c ∈ {0,±1}. Von den Fällen c =±1 braucht nur c = 1 behandelt zu werden, sonst Ersetzung
S 7→ −S.

a) c = 0 ⇒ S =±U k mit k ∈Z\{0}. Wegen z,Sz = z +k ∈ D ist notwendig k = 1, Re z =−1
2

(Fall (1)) oder Re z =−1
2 und k =−1 (Fall (2)).
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b) c = 1 ⇒ |z +d | = 1, |Re z| É 1
2 . ⇒ d ∈ {0,±1}, ferner |z| Ê 1. ⇒ Immer ist |z| =

∣
∣z ′∣∣ = 1,

und es ist entweder (bi) ρ 6= z 6= ξ und d = 0 oder (bii) z = ρ und d ∈ {0,1} oder (biii)
z = ξ und d ∈ {0,−1}. Diese Fälle werden nun diskutiert:

(i) ρ 6= z 6= ξ, d = 0 ⇒ S = T .

⇒∃k ∈Z S =U k T ⇒ Sz =−
1

z
+k ∈ D , z ∈ D .

Wegen ρ 6= z 6= ξ folgt dann k = 0 und damit S = T , also Fall (3).

(ii) 1.) z = ρ, d = 0. ⇒ S = T , es gibt also ein k ∈Z, so dass S =U k T . ⇒ Sρ =U k Tρ =
ξ+k ∈ D . ⇒ k ∈ {0,−1}, folglich

A) k = 0 ⇒ S = T , also Fall (3), oder

B) k =−1 ⇒ S =U−1T =−R−1 = R2 ⇒ S ∈ 〈R〉, also Fall (4).

2.) z = ρ, d = 1. ⇒ S = (1,1) = R, es gibt also ein k ∈Z, so dass S =U k R ⇒ Sρ =
ρ+k ∈ D . ⇒ k ∈ {0,1}, folglich

A) k = 0 ⇒ S = R ∈ 〈R〉, also Fall (4) oder

B) k = 1 ⇒ S =U R ∈U 〈R〉, also Fall (6).

(iii) 1.) z = ξ, d = 0. ⇒ S = T , es gibt also ein k ∈Z, so dass S =U k T ⇒ Sξ= ξ+k ∈ D .
⇒ k ∈ {0,1}, folglich

A) k = 0 ⇒ S = T , also Fall (3) oder

B) k = 1 ⇒ S =U T =U RU−1 ∈ 〈U RU−1〉, also Fall (5).

2.) z = ξ, d = −1. ⇒ S = (1,−1) = TU−1, es gibt also ein k ∈ Z, so dass S =
U k TU−1 ⇒ Sξ=U k TU−1ξ

︸ ︷︷ ︸

=ξ

= ξ+k ∈ D . ⇒ k ∈ {0,−1}, folglich

A) k = 0 ⇒ S = TU−1 =U R2U−1 ∈ 〈U RU−1〉, also Fall (5), oder

B) k =−1 ⇒ S =U−1TU−1 = R2U−1 ∈ 〈R〉U−1, also Fall (7). ä

In den obigen Betrachtungen ist ein zweiter Beweis für Satz 1.3.10 enthalten: Seiz ∈ D ,
A ∈ 1Γ. ⇒ Az ∈H hat einen Vertreter w ∈ D , und zwar lässt sich Az durch V ∈ 〈U ,T 〉 nach w
transformieren, d. h.

∃w ∈ D , V ∈ 〈U ,T 〉 V Az = w.

⇒ z ∈ D, w ∈ D sind 1Γ-äquivalent bzgl. V A. Nach Satz 1.4.3 folgt dann V A = ±I , also
A =±V −1 ∈ 〈U ,T 〉.

Bemerkung D lässt sich als sog. Poincarésches Normalpolygon auffassen via

D =
⋂

S∈1Γ\{±I }

{

z ∈H |
∣
∣z, i y0

∣
∣<

∣
∣Sz, i y0

∣
∣ , y0 > 1 fest

}

.

Idee: R2 mit Gitter Z2 als diskreter Transformationsgruppe. Nehme einen festen Punkt, z. B.
0 und dazu für z ∈R2 =C alle Punkte der Bahnen von z, die am dichtesten bei 0 liegen.
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Allgemein: Ist Γ eine diskrete Untergruppe von SL2 (R), so nehme man einen Punkt z0 ∈H,
der kein elliptischer Fixpunkt von Γ ist, und bilde

D :=
⋂

S∈Γ\{±I }
{z ∈H | |z, z0| < |Sz, z0|} .

Dann ist D ein Fundamentalbereich von Γ in H.

1.4.4 Korollar Die Menge

F :=
{

z ∈H :−
1

2
É Re z <

1

2
, |z| Ê 1; −

1

2
É Re z É 0, falls |z| = 1

}

ist eine Fundamentalmenge von 1Γ in H.

B Satz 1.4.2 und Satz 1.4.3 ä

1.5 Untergruppen der Modulgruppe

1.5.1 Satz Es seien −I ∈ ∆ ⊂ Γ ⊂ 1Γ, und F sei ein Fundamentalbereich von Γ, µ := [Γ :∆] <
∞, R1, . . . ,Rµ ∈Γ. Dann gilt G :=

⋃µ
ν=1 RνF ist Fundamentalbereich von ∆⇐⇒Γ=

⋃µ
ν=1∆Rν,

d. h. R1, . . . ,Rµ bilden ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von ∆ in Γ.

B „⇒“ Annahme ∆R j =∆Rk für 1 É j ,k Éµ. Dann gibt es ein S ∈∆, so dass SR j = Rk ,
also Rk F ⊂G∩S−1G(=;, falls S 6= ±I ). ⇒ S =±I ⇒ R j =±Rk . Ist j 6= k, so ist ∆R j =∆Rk

wegen −I ∈∆, R1, . . . ,Rµ ist kein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von ∆ in Γ.
⇒ ∃V ∈ Γ ∆V ∉

{

∆R1, . . .∆Rµ

}

. Sei z ∈ F . Dann gibt es einen zu V z ∆-äquivalenten
Punkt w ∈ G , also ein S ∈ ∆, so dass SV z = w ∈ G =

⋃µ
ν=1 RνF . Das gilt, weil µ < ∞

ist, aber auch, falls die Überdeckung lokal endlich ist. ⇒ ∃ν ∈
{

1, . . . ,µ
}

SV = ±Rν.
⇒∆V =∆SV =∆Rν, und das ist ein Widerspruch zur Wahl von V . ⇒ R1, . . . ,Rµ bilden
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von ∆ in Γ.

„⇐“ G ist offen und für ±I 6= S ∈∆ ist

SG ∩G =
( µ⋃

ν=1
SRνF

)

∩
(

µ⋃

ρ=1
RρF

)

=
⋃

1Éν,ρÉµ

(

SRνF ∩RρF
)

.

Für ν= ρ ist SRν 6= ±Rν, da S 6= ±I . ⇒ SRνF ∩RνF =;.
Für ν 6= ρ ist auch SRν 6= Rρ , denn SRν ∈ ∆Rν, ±Rρ ∈ ∆Rρ und ∆Rν∩∆Rρ = ; nach
Voraussetzung. ⇒ SG ∩G =;.

∆G =∆
µ⋃

ν=1
RνF =

µ⋃

ν=1
SRνF =

⋃

M∈Γ
MF =H .

rdG ist offensichtlich eine Nullmenge. ä
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Zusatz Ist die Überdeckung von H durch die Bilder MF lokal endlich, so gilt Satz 1.5.1 auch
für µ=∞.

1.5.2 Korollar In der Situation aus Satz 1.5.1 hängt ω (F ) =
∫

Γ
d x d y

y2 nicht ab von der Auswahl

von F , und es gilt: ω (G) =µω (F ).

B Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.5.3. ä

1.5.3 Lemma In der Situation von Satz 1.5.1 sei A ⊂ H eine Borel-Menge mit ΓA = H und
ω (A∩S A) = 0 für S ∈Γ\ {±I }. Dann ist ω (A) =ω (F ).

B Bezeichnet man mit Γ das Bild von Γ in der PSL2 (R), so ist F =
⋃

S∈Γ F ∩S A eine bis
auf Nullmengen disjunkte Vereinigung.

⇒ω (F ) =
∑

S∈Γ
ω

(

F ∩S A
)

=
∑

S∈Γ
ω

((

S
−1

F
)

∩ A
)

=
∑

S∈Γ
ω

(

A∩SF
)

=ω (A)

aus Symmetriegründen. ä

1.5.4 Beispiel Die Thetagruppe Γϑ := 〈U 2,T 〉 hat den Fundamentalbereich

F := {z ∈H | |z| > 1, −1 < Re z < 1} .

Begründung: F ist offen,
⋃

S∈Γϑ
SF =H, denn für z ∈H existiert ein k1 ∈Z mit

∣
∣ReU 2k1 z

∣
∣É 1.

Falls
∣
∣U 2k1 z

∣
∣ > 1, so ende die Konstruktion, anderenfalls Anwendung von T :

∣
∣TU 2k1 z

∣
∣ Ê 1

und es gibt ein k2 ∈ Z mit
∣
∣ReU 2k2 TU 2k1 z

∣
∣ É 1. Dabei ImU 2k2 TU 2k1 z > Im Z 2k1 z = Im z.

Induktiv fährt man fort. Falls das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten abbricht, er-
halten wir eine Folge paarweise verschiedener zu z Γϑ-äquivalenter Punkte im Kompaktum

{w ∈H | |w | < 1, Im w Ê Im z}. Das ist ein Widerspruch zur Diskontinuität von Γϑ in H.
Sei ±I 6= S ∈Γϑ. Wegen T 2 =−I ist S =±U 2k1 TU 2k2 T . . .TU 2kn mit k1, . . . ,kn ∈Z, k2, . . . ,kn−1 6=
0. Für k ∈Z setze Tk :=U 2k TU−2k . ⇒ Tk sind elliptisch, Tk hat die Ordnung 2 und bildet das
Äußere von ‖|z −2k| = 1} auf das Innere ab. ⇒∃p1, . . . , pn ∈Z, q ∈Z mit S =±U 2q Tp1 · · ·Tpn ,
pν 6= pν+1 für 1 É ν É n. Für n = 0 ist hier notwendig q 6= 0. Sei z ∈ F . Für n = 0 ist al-
so q 6= 0 und Sz ∉ F . Sei n Ê 1. Dann liegt Tpn z ∈

{∣
∣τ−2pn

∣
∣< 1

}

, also im Äußeren von
{∣
∣τ−2pn−1

∣
∣= 1

}

. ⇒ Tpn−1 Tpn z ∈
{∣
∣τ−2pn−1

∣
∣< 1

}

, insgesamt
∣
∣Tp1 · · ·Tpn z −2p1

∣
∣ < 1. ⇒ Sz =

(

U 2q Tp1 · · ·Tpn

)

z ∉ F .
Offensichtlich ist rdF eine Nullmenge.

Ein alternativer Fundamentalbereich von Γϑ ist G := D ∪U D ∪U T D (siehe Abb. 1.7.
⇒

[

1Γ :Γϑ

]

= 3, und I , U , U T ist ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen. Die Ran-
dabbildungen des roten Fundamentalbereichs sind U 2, T, U TU−1TU−1. Die Bahn 1Γi =
Γϑi ⊎Γϑ (i +1), denn i ist elliptischer Fixpunkt von Γϑ, i + 1 nicht. ρ und kein zu ρ 1Γ-
äquivalenter Punkt sind Fixpunkte von Γϑ. ⇒Γϑ hat genau eine Bahn elliptischer Fixpunk-
te, diese wird repräsentiert von i .
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D

U 2

U D

T D U T D

i

Abbildung 1.7: Ein Fundamentalbereich von Γϑ

Behauptung

Γϑ = {S ∈ 1Γ |S ∼= F mod 2 oder S ∼= T mod 2} =
{(

a b
c d

)

∈Γ |a +b + c +d ∼= 0 mod 2

}

B Sei ∆ eine der Mengen auf der rechten Seite. ⇒ ∆ ⊂ 1Γ ist Untergruppe, denn die

Summe der Elemente von

(
a b
c d

)(
a′ b′

c ′ d ′

)

ist (a + c)
(

a′+b′)+ (b +d)
(

c ′+d ′), und wegen

U 2 ∈∆, T ∈∆ ist Γϑ ⊂∆⊂ 1Γ. U ∉∆⇒∆ 6= 1Γ,
[

1Γ :Γϑ

]

= 3 ⇒∆=Γϑ. ä

1.5.5 Beispiel (Untergruppe von unendlichem Index in 1Γ) Sei Tk :=U 2k TU−2k für k ∈Z.
Γ := 〈Tk :k ∈Z〉 ⊂ 1Γ hat den Fundamentalbereich G :=

⋂

k∈Z {z ∈H | |z −2k| > 1}.
Begründung: G ist offen und für z ∈H existiert ein V ∈Γϑ mit V z ∈ F , wobei F ein Funda-
mentalbereich von Γϑ sei. Schreibt man V =U 2ℓS mit S ∈Γ, ℓ ∈Z, so ist

Sz =U−2ℓ V z
︸︷︷︸

∈F

∈
⋃

kıZ

U 2k F =G .

Sei ±I 6= S ∈ Γ, z ∈ G . ⇒ S = ±Tk1
· · ·Tkn mit k1, . . . ,kn ∈ Z, n Ê 1. ⇒ Sz ∈ {|τ−2k1| < 1} 6⊂ G .

⇒ Sz ∉G . rdG ist offensichtlich eine Nullmenge.

1.5.6 Satz Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ und ζ sei Spitze von Γ, A ∈ 1Γ mit Aζ=∞. Dann ist

N := min
{

k ∈N, A−1U k A ∈Γ
}
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sinnvoll, und A−1U N A und −I erzeugen die Fixgruppe Γζ von ζ in Γ. N heißt dann die Breite
von ζ in Γ, A−1U N A heißt die Grundmatrix von ζ in Γ und ist eine „normierte Erzeugende“
von Γζ. Dabei gilt: N =

[
(1Γ)ζ :Γζ

]

.
Die Spitzenbreite ist eine Invariante bzgl. Konjugation von Γ in 1Γ. Insbesondere haben im
Falle Γ⊳ 1Γ alle Spitzen von Γ die gleiche Breite. – Ist ζ auch Spitze einer Untergruppe ∆⊂Γ

mit −I ∈∆, so ist die Breite von ζ in ∆ ein ganzzahliges Vielfaches von N , und zwar gilt:

(Breite von ζ in ∆) =
[
(1Γ)ζ :∆ζ

]

=
[
(1Γ)ζ :Γζ

][

Γζ :∆ζ

]

.

B Sei S ∈Γζ. Dann liefert Satz 1.3.6:

(1Γ)ζ = 〈A−1U A,−I 〉 ⇒∃k ∈Z S =±A−1U k A.

⇒ N ist sinnvoll. Division mit Rest zeigt: k = qN +R mit 0 É r É N −1.

⇒ A−1U r A =±
(

A−1U N A
)−q

S ∈Γ.

Wegen der Minimalität von N muss bereits r = 0 gelten.

⇒ S =±
(

A−1U N A
)q ∈ 〈A−1U N A,−I 〉 =⇒Γζ = 〈A−1U N A,−I 〉 .

Offenbar ist N =
[
(1Γ)ζ :Γζ

]

. Der Rest ist klar. ä

1.5.7 Satz Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, µ := [1Γ :Γ] < ∞. Dann ist die Menge der Spitzen von Γ gleich
Q∪ {∞}. Γ hat nur endlich viele Γ-Äquivalenzklassen von Spitzen. Sei ζ1, . . . ,ζp ein Γ-Vertreter-
system dieser Klassen und A j ∈ 1Γ so gewählt, dass ζ j = A−1

j ∞ für j = 1, . . . , p, N j sei die Breite
von ζ j in Γ.

⇒ 1Γ=
p⋃

j=1

N j−1
⋃

ν=0
ΓA−1

j Uν

ist eine (disjunkte) Zerlegung von 1Γ in Rechtsnebenklassen modulo Γ. Speziell gilt: µ =
∑p

j=1 N j . Ist Γ⊳ 1Γ, so ist N1 = . . . = Np =: N , m = N p.

B Behauptung: Jedes ζ ∈Q∪ {∞} ist Spitze von Γ.
Begründung: Sei ζ = A−1∞ mit A ∈ 1Γ, P := A−1U A die Grundmatrix von ζ in 1Γ. Wegen
[1Γ :Γ] < ∞ kommen in der Folge

(

ΓP i
)

i∈N0
nur endlich viele verschiedene Glieder vor.

⇒∃m,n ∈Z, 0 É m < n mit ΓP m =ΓP n ⇒ P n−m ∈Γ ist parabolisch mit Fixpunkt ζ. ⇒ ζ ist
Spitze von Γ.
Behauptung: Es gibt nur endlich viele Γ-Äquivalenzklassen von Spitzen.
Begründung: Sei 1Γ=

⋃µ

j=1ΓR j mit geeigneten R1, . . . ,Rµ ∈ 1Γ.

⇒
(

Menge der Spitzen von Γ
)

=Q∪ {∞} =
(

Menge der Spitzen von 1Γ
)

= 1Γ∞=
µ⋃

j=1

Γ
(

R j∞
)

.

⇒ Es gibt nur endlich viele Bahnen von Spitzen von Γ.
Sei ζ1, . . . ,ζp mit p Ê 1 ein Vertretersystem der Spitzen von Γ, ζ j = A−1

j ∞ mit geeigneten
A j ∈ 1Γ, N j wie in Satz 1.5.7, S ∈ 1Γ. ⇒ S∞ ist Γ-äquivalent zu einer der Spitzen ζ1, . . . ,ζp ,
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d. h. es gibt j ∈
{

1, . . . , p
}

und M ∈Γ, so dass S∞= Mζ j = M A−1
j ∞, es gibt also n ∈Z, so dass

S =±M A−1
j U n . Division mit Rest liefert: Sei n = aN j +b mit a,b ∈Z und 0 É b É N j −1.

⇒ S =±M
(

A−1
j U N j A j

)a

︸ ︷︷ ︸

∈Γ

A−1
j U b ∈ΓA−1

j U b .

Statt 0 É b É N j −1 kann man irgendein Restsystem modulo N j wählen, dito im folgenden.
Ergebnis:

1Γ=
p⋃

j=1

N j−1
⋃

ν=0
ΓA−1

j Uν. (1.3)

In (1.3) für
(

j ,ν
)

6=
(

k,ρ
)

für 1 É j ,k É p, ν mod N j , ρ mod Nk notwendig ΓA−1
j Uν 6=

ΓA−1
k Uρ .

Begründung: Aus ΓA−1
j Uν =ΓA−1

k Uρ folgt ζ j
∼= ζk mod Γ, also j = k und damit A−1

j Uν−ρ A j ∈
Γ⇒ N j |

(

ν−ρ
)

⇒ ν= ρ. Das liefert die Behauptung. ä

1.5.8 Beispiel Γϑ hat als Vertretersystem der Rechtsnebenklassen: I ,U ,U T : 1Γ=Γϑ⊎ΓϑU⊎
ΓϑU T . ⇒ ∞,U T∞ = 1 sind ein Vertretersystem der Spitzen von Γϑ, falls ∞ 6≡ 1 mod Γϑ.
Nun gilt: Die Breite von ∞ in Γϑ ist 2 (U ∉ Γϑ wegen Γϑ 6= 1Γ),

[

1Γ :Γϑ

]

= 3 = Summe der
Spitzenbreiten. ⇒ es gibt eine zu ∞ inäquivalente Spitze, also ist ∞,1 ein Vertretersystem.
Ergebnis: Γϑ hat 2 Klassen parabolischer Fixpunkte repräsentiert durch ∞ und 1. N∞ = 2,
N1 = 1. In der Fixgruppe von 1 liegt z. B. U TU−1TU−1 ∈Γϑ und erzeugt mit −I die Fixgrup-
pe.

1.5.9 Satz Sei −I ∈∆⊏Γ⊂ 1Γ, µ := [Γ :∆] <∞, Γ=
⋃µ

ν=1∆Rν mit R1, . . . ,Rµ ∈Γ, z0 ∈H. Dann
gilt:

a) Ist z0 kein Fixpunkt von Γ, so sind R1z0, . . . ,Rµz0 inäquivalent bzgl. ∆, d. h. die Bahn
Γz0 zerfällt in die µ disjunkten Bahnen ∆ (R1z0) , . . . ,∆

(

Rµz0
)

.

b) Ist z0 ∈H ein Fixpunkt von ∆, so gilt: Γz0 =∆z0 = 1Γz0 .

c) Ist ∆ ⊳ Γ, z0 elliptischer Fixpunkt von ∆, S ∈ Γ, so ist auch Sz0 elliptischer Fixpunkt
von ∆.

d) Ist ∆⊳Γ, z0 elliptischer Fixpunkt von ∆, so zerfällt Γz0 in µ disjunkte Bahnen mod ∆.

Kommentar Bedeutung für die Überlagerung ∆\H→Γ\H.

B Für alle z0 ∈H ist Γz0 =
⋃µ

ν=1∆ (Rνz0).

a) Ist j 6= k und ∆R j z0 =∆Rk z0, so existiert ein S ∈∆ mit SR j z0 = Rk z0. ⇒ R−1
k SR j z0 = z0,

und für j 6= k ist R−1
k SR j 6= ±I , denn sonst wäre SR j =±Rk . ⇒∆Rk =∆

(

±SR j
)

=∆R j ,
und das wäre ein Widerspruch zu j 6= k. ⇒ z0 ist Fixpunkt von Γ, und das ist ein
Widerspruch zur Annahme. ⇒ a)
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b) klar, denn:
(

1Γ
)

z0

hat die Ordnung 2 oder 3, und −I ∈∆.

c) Sei E ∈∆ elliptisch mit Fixpunkt z0, S ∈Γ⇒ SES−1 ∈∆ ist elliptisch mit Fixpunkt Sz0.

d) Sei z0 ∈H elliptischer Fixpunkt und A,B ∈Γ. Dann gilt: Az0 ≡ B z0 mod ∆, d. h. es gibt

ein S ∈∆ mit S Az0 = B z0 ⇔∃S ∈∆ B−1S A ∈Γz0

b)=∆z0 ⊏∆. ⇒∃S ∈∆ S A ∈ B∆=∆B ,
da D ⊳Γ. ⇒∆A =∆B ⇒Γz0 zerfällt in µ paarweise verschiedene Bahnen mod ∆. ä

Beispiel Γϑ ⊏ 1Γ :=Γϑi ⊎Γϑ (i +1). Für z0 = ρ haben wir 1Γ=Γϑ⊎ΓϑU ⊎ΓϑU T .

⇒Uρ = ξ⇒ΓϑUρ =ΓϑTUρ =Γϑρ.

wegen U Tρ =Uξ= ξ+1 = ρ+2 =U 2ρ ∈Γϑρ. Γϑ

(

U Tρ
)

=Γϑρ. ⇒ 1Γρ =Γϑρ: Es findet keine
Zerlegung statt wie in Satz 1.5.9 a) oder d).

1.5.10 Definition (Hauptkongruenzgruppe) Für n ∈N sei

Γ (n) := {S ∈ 1Γ |S ≡ I mod n} =
{(

a b
c d

)

∈ 1Γ |a ≡ d ≡ 1 mod n, b ≡ c ≡ 0 mod n

}

die Hauptkongruenzgruppe mod n.

Γ [n] :=Γ (n)⊎ (−I )Γ (n)

heißt ebenfalls Hauptkongruenzgruppe mod n.

Γ0 (n) :=
{(

a b
c d

)

∈ 1Γ |c ≡ 0 mod n

}

und Γ0 (n) :=
{(

a b
c d

)

∈ 1Γ |b ≡ 0 mod n

}

heißen Hecke-Gruppen.

1.5.11 Folgerung a) Γ (n) ⊳ 1Γ, Γ [n] ⊳ 1Γ, −I ∈Γ (n) ⇔ 1 É n < 2, [1Γ :Γ (n)] <∞.

b) Γ (n) ⊏Γ [n] ⊏Γ0 (n)∩Γ0 (n) ⊏

{
Γ0 (n)

Γ0 (n)

}

⊏ 1Γ.

c) Γ0 (n) = TΓ0 (n)T −1.

d) Für n Ê 2 ist Γ0 (n) 6=Γ0 (n), d. h. für n Ê 2 sind Γ0 (n) ,Γ0 (n) keine Normalteiler in 1Γ.

e) Die Breite jeder Spitze von Γ [n] beträgt n.

f ) Γ [n] hat keine elliptischen Fixpunkte für n Ê 2.

B a) Der natürliche Homomorphismus Z → Z/nZ liefert einen natürlichen Ho-
momorphismus

ϕn : SL2 (Z) → SL2 (Z/nZ)
︸ ︷︷ ︸

endl. Gruppe

.

und Γ (n) = kerϕn . ⇒Γ (n) ist Normalteiler von endlichem Index, ebenso Γ [n].
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b) klar, da Γ0 (n) und Γ0 (n) Gruppen sind, wie man leicht nachrechnet.

c) T

(
a b
c d

)

T −1 =
(

d −c
−b a

)

.

d) U ∈Γ0 (n) \Γ0 (n) für n Ê 2.

e) min
{

k > 0 |U k ∈Γ [n]
}

= n.

f ) Jede elliptische Matrix in 1Γ ist konjugiert zu

±T =±
(
0 −1
1 0

)

, ±R =±
(
0 −1
1 1

)

, ±R−1 =±
(

1 1
−1 0

)

.

Keine dieser Matrizen liegt in Γ [n] für n Ê 2. Nach Satz 1.5.9 c) hat damit Γ [n] keine
elliptischen Elemente für n Ê 2. ä

1.5.12 Satz a) Der natürliche Homomorphismus ϕn : SL2 (Z) → SL2 (Z/nZ) ist surjektiv.

b) [1Γ :Γ (n)] = n3
∏

p |n

(

1−
1

p2

)

.

c) [1Γ :Γ [n]] =
{

6 für n = 2
1
2 n3 ∏

p |n

(

1− 1
p2

)

für n > 2

d) [1Γ :Γ0 (n)] =
[

1Γ :Γ0 (n)
]

= n
∏

p |n

(

1+
1

p

)

,

insbesondere ist für jede Primzahl p:
[

1Γ :Γ0
(

p
)]

= p +1.

B a) Nach Lemma 1.5.13 gibt es zu jeder Matrix

(
a b
c d

)

mit a,b,c,d ∈Z und ad −

bc ≡ 1 mod n Matrizen L, M ∈ 1Γ, so dass L

(
a b
c d

)

M =
(
k 0
0 ℓ

)

mit k,ℓ ∈Z.

⇒
(

ℓ 1
ℓ−1 1

)

︸ ︷︷ ︸

∈1Γ

L

(
a b
c d

)

M

︸ ︷︷ ︸

=




k 0
0 ℓ





(
1 −ℓ
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

∈1Γ

=
(

kℓ − (kℓ−1)ℓ
kℓ−k −kℓ (ℓ−1)+ℓ

)

≡
(

1 0
1−k 1

)

︸ ︷︷ ︸

∈1Γ

mod n,

dabei ist kℓ≡ 1 mod n. ⇒
(

a b
c d

)

ist modulo n zu einer Matrix aus 1Γ kongruiert, ϕn

ist also surjektiv.
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b) Sei µ (n) := [1Γ :Γ (n)] = ordSL2 (Z/nZ). ⇒µ (n) ist multiplikativ, d. h. µ (mn) =µ (m)µ (n)

für ggT(m,n) = 1, denn mit a) gilt: Jede Lösung des Systems

a1d1 −b1c1 ≡ 1 mod m

a2d2 −b2c2 ≡ 1 mod n

definiert eine Lösung der Kongruenz ad −bc ≡ 1 mod mn, nämlich die Lösung

a ≡ a1, b ≡ b1, c ≡ c1, d ≡ d1 mod m

a ≡ a2, b ≡ b2, c ≡ c2, d ≡ d2 mod n
(1.4)

a,b,c,d sind modulo mn eindeutig bestimmt nach dem chinesischen Restsatz.
Umgekehrt definiert jede Lösung von ad−bc ≡ 1 mod mn vermöge obiger Gleichun-
gen eine Lösung des Systems (1.4).
Zusammen folgt: µ (mn) =µ (m)µ (n) für ggT(m,n) = 1.

Auch n 7→ n3 ∏

p |n

(

1− 1
p2

)

ist eine multiplikative Funktion. Es genügt also, die Be-

hauptung im Fall n = pα mit einer Primzahl p und α ∈N zu zeigen:
Für a ∈Z bezeichnen wir ā = a +pαZ, ebenso b̄, c̄, d̄ . Gesucht ist

∣
∣
∣
∣

{(
ā b̄
c̄ d̄

)

: a,b,c,d ∈Z, ād̄ − b̄c̄ = ā

}∣
∣
∣
∣ .

(i) Ist ā ∈
(

Z/ pαZ
)×

, d. h. p 6 |a, und wählt man b̄, c̄ ∈Z/ pαZ ganz beliebig, so gibt
es genau ein d̄ mit ād̄ − b̄c̄ = 1̄, nämlich d̄ = ā−1

(

1̄+ b̄c̄
)

.

⇒
∣
∣
∣
∣

{(
ā b̄
c̄ d̄

)

∈ SL2
(

Z/ pαZ
)

: ā ∈
(

Z/ pαZ
)×

}∣
∣
∣
∣= ϕ

(

pα
)

︸ ︷︷ ︸

# Mögl. für ā,

pα

︸︷︷︸

für b̄,

pα

︸︷︷︸

für c̄

=ϕ
(

pα
)

p2α.

(ii) Ist ā ∈
(

Z/ pαZ
)

\
(

Z/ pαZ
)×

, d. h. p |a, so gilt:
∣
∣
{

ā : p |a
}∣
∣= pα−1.

Wählt man zu ā irgendein d̄ ∈Z/ pαZ ganz beliebig, so gilt für jede Lösung b̄, c̄
von

ād̄ − b̄c̄ = 1̄ (1.5)

notwendig p 6 |bc, d. h. p 6 |b ∧p 6 |c. Wählt man zu ā, d̄ wie oben irgendein b̄ ∈Z/
pαZ, so existiert genau ein c̄ mit (1.5), nämlich c̄ = b̄−1

(

ād̄ − 1̄
)

.

⇒
∥
∥
∥
∥

{(
ā b̄
c̄ d̄

)

∈ SL2
(

Z/ pαZ
)

: p |a
}∣
∣
∣
∣= pα−1

︸ ︷︷ ︸

# Mögl. für ā,

pα

︸︷︷︸

für d̄ ,

ϕ
(

pα
)

︸ ︷︷ ︸

für b̄

=ϕ
(

pα
)

p2α−1.

Zusammen gibt das:

µ
(

pα
)

=ϕ
(

pα
)

p2α
(

1+
1

p

)

= pα

(

1−
1

p

)

p2α
(

1+
1

p

)

= p3α
(

1−
1

p2

)

.
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c) klar nach b).

d) [1Γ :Γ0 (n)] =
[1Γ :Γ (n)]

[Γ0 (n) :Γ (n)]
.

Hier ist

[Γ0 (n) :Γ (n)]

= #imϕn
(

ϕn : Γ0 (n) → SL2 (Z/nZ) der nat. Hom.
)

= Anzahl der Lösungen modulo n der Kongruenz ad −bc, c ≡ 0 mod n

= nϕ (n) (da b beliebig wählbar; für a genau ϕ (n) Mögl. und d = a−1 eind. best.)

= n2
∏

p |n

(

1−
1

p

)

⇒ [1Γ :Γ0 (n)] =
n3 ∏

p |n

(

1− 1
p2

)

n2
∏

p |n

(

1− 1
p

) = n
∏

p |n

(

1+
1

p

)

. ä

1.5.13 Lemma Sei

(
a b
c d

)

=: M ∈ Mat2 (Z). Dann gibt es P,Q ∈ SL2 (Z), so dass P MQ eine

Diagonalmatrix ist.

B Der Fall M = 0 ist klar. Sei also M 6= 0 und

α := min
{∣
∣ai j

∣
∣ : ai j e 6= 0 ist Matrixelement in einem Produkt AMB , A,B ∈ SL2 (Z)

}

.

Wir wählen A,B ∈ SL2 (Z) so, dass in AMB ein Element vom Betrag α vorkommt. Ggf. nach
Wechsel A 7→ −A kann oBdA gleich angenommen werden, dass α> 0 in AMB vorkommt.

(
a b
c d

)(
0 −1
1 0

)

=
(

b −a
d −c

)

,

(
0 1
−1 0

)(
a b
c d

)

=
(

c d
−a −b

)

⇒ OBdA können A und B gleich so gewählt werden, dass AMB =
(
α β

γ δ

)

mit dem minima-

len α> 0.

⇒
(
α β

γ δ

)(
1 k
0 1

)

=
(
α kα+β

γ kγ+δ

)

.

⇒ k ∈ Z kann so gewählt werden, dass 0 É β+αk < α. Wegen der Minimalität von α folgt
daraus schon β+αk = 0. OBdA können also A und B gleich so gewählt werden, dass AMB =
(
α 0
γ δ

)

gilt. Das analoge Argument mit

(
1 0
ℓ 1

)

liefert: ℓ ∈ Z kann so gewählt werden, dass

0 É ℓα+γ<α, so dass mit der Minimalität von α auch hier oBdA A und B so gewählt werden

können, dass AMB =
(
α 0
0 δ

)

gilt. ä
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0 1 2 3 4 5

Abbildung 1.8: Ein Fundamentalbereich von Γ0 (5)

1.5.14 Beispiel Γ0 (

p
)

=
{(

a b
c d

)

∈ 1Γ :b ≡ 0 mod p

}

mit p prim hat in 1Γ den Index p +1.

min

{

b > 0:

(
1 b
0 1

)

∈Γ0 (

p
)
}

= p.

Für S =
(

a b
c d

)

∈Γ0 (n) (n Ê 2) ist notwendig a 6= 0. ⇒ S∞= a
c 6= 0 für alle S ∈Γ0 (n). ⇒ 0,∞

sind inäquivalente Spitzen von Γ0 (n). Wieder n = p: Dann liefert Satz 1.5.7:

1Γ=
(

p−1⋃

ν=0
Γ0 (

p
)

Uν

)

∪Γ0 (

p
)

T.

Da der Index p+1 ist, die Breite der Spitze ∞ = p, muss die Breite der Spitze 0 schon 1 sein.
Ein Fundamentalbereich für Γ0

(

p
)

(hier p = 5) kann also wie in Abb. 1.8 aussehen. Eine
Bestimmung der Randabbildungen findet sich bei Schoeneberg (1974), S. 88. Dort läuft ν

von − p−1
2 bis

p−1
2 .

1.5.15 Beispiel (Kongruenzuntergruppen der Stufe 2) ϕn : SL2 (Z) → SL2 (Z/nZ) ist surjek-
tiv. Für n = 2 besteht SL2 (Z/nZ) aus den ϕ2-Bildern von

I =
(
1 0
0 1

)

, U =
(
1 1
0 1

)

, T =
(
0 −1
1 0

)

,

TU = R =
(
0 −1
1 1

)

, U T =
(
1 −1
1 0

)

, U TU =
(
1 0
1 1

)
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Abbildung 1.9: Ein Fundamentalbereich von Γ0 (2)
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0−1 1T −1U 2T

Abbildung 1.10: Ein Fundamentalbereich von Γ0 (2)
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Γ (2) =Γ [2] = {M ∈ 1Γ : M ≡ I mod 2} = kerϕ2.

[1Γ :Γ (2)] = 6 = ordSL2 (Z/2Z). Da Γ (2) ⊳ 1Γ sind alle Spitzenbreiten gleich der Spitzen-
breite in ∞, also 2. Also beträgt die Anzahl der Spitzenklassen 3 und somit liefert

1Γ= (Γ (2)∪Γ (2)U )∪ (Γ (2)T ∪Γ (2)TU )∪ (Γ (2)U T ∪Γ (2)U TU )

den Fundamentalbereich aus Abb. 1.9 von Γ (2). Γ (2) hat keine elliptischen Fixpunkte. Ähn-
lich wie im Fall 1Γ, Γϑ gilt:

Γ (2) = 〈U 2, TU 2T −1, −I 〉 .

Es gilt |SL2 (Z/2Z)| = 6, es gibt genau 2 Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 6
repräsentiert durch (Z/6Z,+) und S3. SL2 (Z/2Z) ist nicht abelsch, also SL2 (Z/2Z) ≃ S3.
SL2 (Z/2Z) hat also genau 3 Untergruppen der Ordnung 2, nämlich

G1 := 〈T mod 2〉
G2 := 〈U mod 2〉
G3 := 〈U TU mod 2〉

⇒ϕ−1
2

(

G j
)

ist Untergruppe vom Index 3 in 1Γ. Offenbar gilt:

ϕ−1
2 (G1) = {M ∈ 1Γ : M ≡ I , M ≡ T mod 2}

Beispiel 1.5.4= Γϑ

ϕ−1
2 (G2) = {M ∈ 1Γ : M ≡ I , M ≡U mod 2} =

{(
a b
c d

)

∈ 1Γ :c ≡ 0 mod 2

}

=Γ0 (2)

ϕ−1
2 (G3) = {M ∈ 1Γ : M ≡ I , M ≡U TU mod 2} =

{(
a b
c d

)

∈ 1Γ :b ≡ 0 mod 2

}

=Γ0 (2) .

Γ0 (2)∩Γ0 (2) =Γ0 (2)∩Γϑ =Γ0 (2)∩Γϑ =Γ (2) .

Bekannt ist: Γ0 (2) = T −1Γ0 (2)T , U−1ΓϑU ist Untergruppe vom Index 3, die Γ (2) umfasst.
Wegen

U−1TU =U−2U TU =U−2
︸︷︷︸

∈Γ(2)

(
1 0
1 1

)

︸ ︷︷ ︸

∈Γ0(2)\(Γ0(2)∪Γϑ)

∈Γ0 (2) \
(

Γ0 (2)∪Γϑ

)

ist U−1ΓϑU =Γ0 (2). ⇒Γ0 (2) = (U T )−1Γϑ (U T ).
Behauptung: Γ0 (2) = 〈U 2,T −1U T 〉.
Begründung: Zunächst:

Γ (2) = 〈T −1U 2T, U 2 − I 〉 ⊂ 〈T −1U T, U 2, −I 〉 ⊂Γ0 (2) .

Dabei ist T −1U T =
(

1 0
−1 1

)

∈ Γ0 (2) \Γ (2) und U 2 ∈ Γ0 (2), und es gilt: −I ∈ 〈T −1U T U 2〉,

denn (TU )3 = R3 =−I , d. h. TU TU TU =−I = T 2.

⇒ T −1U T =−TU T =−U−1TU−1 (

−U−1TU
)

U−2

⇒−U−1TU ∈ 〈T −1U T, U 2〉. ⇒−I ∈ 〈T −1U T, U 2〉.
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Abbildung 1.11: Ein Fundamentalbereich von 2Γ

Folgerung Γ0 (2) = T −1Γ0 (2)T hat den Fundamentalbereich T F2 (siehe Abb. 1.10), wobei
F2 den Fundamentalbereich aus Abb. 1.9 von Γ0 (2) bezeichne, und als Erzeuger haben wir
Γ0 (2) = 〈T −1U 2T, U 〉.

Es gibt noch eine weitere Untergruppe von SL2 (Z/2Z). Diese entspricht der A3 ⊳ S3

und ist zyklisch von der Ordnung 3 und entspricht G := 〈R mod 2〉 ⊳ SL2 (Z/2Z). Das
Urbild 2Γ := ϕ−1

2 (G) =
{

M ∈ 1Γ : M ≡ I ∨M ≡ R ∨M ≡ R2 mod 2
}

ist Normalteiler vom In-
dex 2 in 1Γ. Offenbar gilt: U ,T ∉ 2Γ, denn: U ,R erzeugen ebenso wie T,R bereits 1Γ.
⇒ 1Γ = 2Γ∪ 2ΓU . Dies liefert den Fundamentalbereich aus Abb. 1.11 von 2Γ, dieser ist
Normalpolygon. ⇒ 2Γ= 〈U 2, TU−1〉.
Die zu i bzgl. 1Γ äquivalenten Punkte haben als Erzeugende der Fixgruppe die zu ±T konju-
gierten Elemente von 1Γ, und keines von diesen liegt in 2Γ. ⇒ 1Γi enthält keine elliptischen
Fixpunkte von 2Γ. Wegen R ∈ 2Γ ist ρ Fixpunkt von 2Γ und auch Uρ = ξ, denn U RU−1 ∈ 2Γ.
⇒ 1Γρ = 2Γρ∪ 2Γξ. Beachte: ρ und ξ sind nicht äquivalent modulo 2Γ nach Satz 1.4.3 (6).
Zusammenfassend ergibt sich folgender

1.5.16 Satz Es gibt genau sechs Untergruppen von 1Γ, die den Normalteiler

Γ (2) = {M ∈ 1Γ : M ≡ T mod 2}
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umfassen, und zwar:
Index Gruppe

1 1Γ

2 2Γ=
{

M ∈ 1Γ : M ≡ I ∨M ≡ R ∨M ≡ R2 mod 2
}

= 〈U 2, TU−1〉
3 Γϑ = {M ∈ 1Γ : M ≡ I ∨M ≡ T mod 2} = 〈U 2,T 〉

Γ0 (2) = {M ∈ 1Γ : c ≡ 0 mod 2} = 〈U , T −1U 2T 〉
Γ0 (2) = {M ∈ 1Γ : b ≡ 0 mod 2} = 〈U 2, T −1U T 〉 = T −1Γ0 (2)T =U−1ΓϑU

6 Γ (2) = 〈U 2, T −1U 2T, −I 〉
Fundamentalbereiche und Randabbildungen sind den obigen Abbildungen zu entnehmen.
Sonstige Daten: p sei die Anzahl der Spitzenklassen, e0 die Anzahl der Klassen elliptischer
Fixpunkte, ℓk die Ordnung des k-ten elliptischen Fixpunkts in PSL2 (Z), g das Geschlecht der
zugehörigen Riemannschen Fläche:

Gruppe p e0 ℓk Bahnen elliptischer Fixpunkte Spitzenbreite g

2Γ 1 2 ℓ1 = ℓ2 = 3 2Γρ, 2Γξ, 1Γρ = 2Γρ∪ 2Γξ 2 0
Γϑ 2 1 ℓ1 = 2 Γϑi , i +1 ist kein Fixpunkt

1Γi =Γϑi ∪Γϑ (i +1)
∞ : 2, 1: 1 0

Γ0 (2) 2 1 ℓ1 = 2 Γ0 (2)(i +1), i ist kein Fixpunkt,

1Γi =Γ0 (2) i ∪Γ0 (2)(i +1)
∞ : 2, 0: 1 0

Γ0 (2) 2 1 ℓ1 = 2 Γ0 (2)
( i+1

2

)

, i ist kein Fixpunkt,

1Γi =Γ0 (2)
( i+1

2

)

∪Γ0 (2) i

∞ : 1, 0: 2 0

Γ (2) 3 0 ∞ : 2, 1: 2, 0: 2 0

Γϑ∩Γ0 (2) =Γϑ∩Γ0 (2) =Γ0 (2)∩Γ0 (2) =Γ (2) .

Zusatz 2Γ ist die einzige Untergruppe vom Index 2 in 1Γ.

B Sei Γ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ]2. ⇒U 2 ∈Γ, denn das Quadrat jedes Elements aus 1Γ liegt in Γ.
W := TU−1, ⇒W ξ= ξ, W 3 =−I = T 2 ∈Γ, aber W 2 ∈Γ. ⇒W ∈Γ, also auch 2Γ= 〈U 2, W 〉 ⊂
Γ. Gleicher Index liefert die Gleichheit Γ= 2Γ. ä
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2 Γ\H∗ als topologischer Raum und als
Riemannsche Fläche

2.1 Der topologische Raum Γ\H∗

Voraussetzungen: Γ⊏ 1Γ (nicht notwendig von endlichem Index),

H∗ :=H∪
{

p ∈R∪ {∞} , p Spitze von Γ
}

.

2.1.1 Definition (Topologie auf H∗) Wir definieren eine H∗-Umgebungsbasis für die Punk-
te z ∈H als H-Umgebungsfilter von z, eine H∗-Umgebungsbasis der parabolischen Fixpunk-
te von Γ als

{{

p
}

∪P : P Horozykel in p
}

. Dadurch wird eine Topologie auf H∗ erklärt. Für
p ∈ R ist ein solcher Horozykel ein Kreis in der oberen Halbebene, der in p die reelle Ach-
se tangiert; für p = ∞ ist es ein hyperbolischer Kreis um ∞, also eine Menge der Form

{z ∈H : Im z > z0} mit einem z0 > 0.

2.1.2 Folgerung H∗ ist ein (dicht) zusammenhängender Hausdorff-Raum, und Γ operiert
als Gruppe von Homöomorphismen auf H∗. H ist ein offener dichter Teilraum von H∗. H
ist lokal kompakt, H∗ nicht, wenn Γ Spitzen hat. Die Horozykel-Umgebungen

{

p
}

∪P sind
offen in H∗.

2.1.3 Lemma a) Jede Spitze p von Γ hat eine Umgebung V ⊂H∗, so dass

Γp = {S ∈Γ : SV ∩V 6= ;} .

b) Zu jeder Spitze p von Γ und jedem Kompaktum K ⊂H gibt es eine H∗-Umgebung V
von p, so dass SV ∩K =; für alle S ∈Γ.

c) Zu allen z, w ∈H, Γz 6=Γw gibt es Umgebungen U von z und V von w mit SU ∩V =;
für alle S ∈Γ.

B a) Nach Konjugation von Γ kann gleich oBdA p =∞ angenommen werden. We-
gen

ImSz =
y

|cz +d |2
c 6=0
É

1

c2 y
É

1

y

(und für c = 0: ImSz = Im z) folgt:

S {z : Im z > 1}∩ {z : Im z > 1} =;

für alle S ∉Γ∞. V := {∞}∪ {z ∈H : Im z > 1}.
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b) OBdA wieder p =∞. Sei

0 <αÉ min{Im z : z ∈ K } É max{Im z : z ∈ K } Éβ<∞

und

V := {∞}cup

{

z ∈H : Im z > max

(

β,
1

α

)}

.

⇒ Für alle S ∈Γ∞ ist SV ∩K =;, und für S ∈Γ\Γ∞ und z ∈V ist

ImSz =
y

|cz +d |2
É

1

y
<α.

⇒ SV ∩K =;.

c) Sei K ⊂H eine kompakte Umgebung von z, L ⊂H eine kompakte Umgebung von w .

⇒ {S ∈Γ : SK ∩L 6= ;} =: E

ist endlich. Wegen Γz 6=Γw ist Sz 6= w für alle S ∈ E . Für alle S ∈ E gibt es also Umge-
bungen US von Sz und VS von w , so dass US ∩VS =;. Jetzt leisten

U := K ∩
⋂

S∈E
S−1US und VS := K ∩

⋂

S∈E
VS

das Verlangte. ä

2.1.4 Satz Γ \ H∗ ist bzgl. der Quotienten-Topologie ein zusammenhängender Hausdorff-
Raum mit dem offenen dichten Unterraum Γ \H.

{

Γp : p Spitze von Γ
}

enthält nur isolierte
Punkte.

B Sei k : H∗ → Γ \H∗ die kanonische Projektion, Γ \H∗ mit der Quotiententopologie
versehen, d. h. M ⊂Γ\H∗ ist offen genau dann, wenn k−1 (M) ⊂H∗ offen ist. Diese Topologie
hat folgende Eigenschaften: Eine Abbildung f : Γ\H∗ → X in einen topologischen Raum X
ist stetig ⇔ f ◦ k : H∗ → X ist stetig. k ist offen, denn: Sei A ⊂ H∗ offen. ⇒ k−1 (k (A)) =
⋃

S∈Γ S A ist offen in H∗, also k (A) offen in Γ\H∗.
Ergebnis: Γ\H ist offener Teilraum von Γ\H∗.
Behauptung: Γ\H liegt dicht in Γ\H∗.
Begründung: Sei p Spitze von Γ, U eine offene Umgebung von Γp in Γ \H∗. ⇒ k−1 (U ) ist
offene Umgebung von p in H∗. ⇒∃z ∈ k−1 (U )∩H. ⇒Γz ∈U . ⇒Γp ∈Γ\H.
H∗ ist zusammenhängend, also auch k

(

H∗)

=Γ\H∗.
Behauptung: Γ\H∗ ist ein Hausdorff-Raum.
Begründung: Seien P,Q ∈Γ\H∗, P 6=Q. Fallunterscheidung:
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a) P =Γz, Q =Γw mit z, w ∈H. Dann liefert Lemma 2.1.3 c): Es gibt offene Umgebungen
U von z und V von w , so dass (ΓU )∩V = ;. k ist offen, also ist k (U ) eine offene
Umgebung von P , k (V ) eine offene Umgebung von Q in Γ\H∗ und k (U )∩k (V ) =;.

b) P =Γp, Q =Γq mit Spitzen p, q von Γ. Seien p = A−1∞, q = B−1∞ mit A,B ∈ 1Γ, ηÊ 1
und

P := A−1 ({

z ∈H : Im z > η
})

, Q := B−1 ({

z ∈H : Im z > η
})

.

⇒U :=
{

p
}

∪P und V :=
{

q
}

∪Q sind Horozykelumgebungen von p bzw. q in H∗, und
es gilt: ΓP∩Q =;.
Begründung indirekt: Annahme: Es gebe ein S ∈Γ mit SP∩Q 6= ;.

⇒ BS A−1
︸ ︷︷ ︸

∈1Γ

({

z ∈H : Im z > η
})

∩
{

z ∈H : Im z > η
}

6= ;.

⇒ BS A−1 =±Uℓ mit passendem ℓ ∈Z. ⇒ B−1∞= S A−1∞. ⇒Γp =Γq . E

⇒ k (U ) und k (V ) sind disjunkte Umgebungen von P =Γp und Q =Γq in Γ\H∗.

c) P =Γp, Q =Γz mit einer Spitze p von Γ und z ∈H. Sei U eine relativ kompakte offene
Umgebung von z ∈H. Dann liefert Lemma 2.1.3 a): Es gibt eine offene Umgebung V
von p in H∗ mit ΓV ∩U = ;. ⇒ k (U ) und k (V ) sind disjunkte Umgebungen von P
bzw. Q in Γ\H∗.

Für ein A ⊂ X (X topologischer Raum) heißt ein Punkt x ∈ A isolierter Punkt von A, wenn x
eine Umgebung U ⊂ X hat mit U ∩A = {x}. D. h. A besteht nur aus isolierten Punkten, wenn
X auf A die diskrete Topologie induziert.
Eine Umgebungs-Basis von Γp erhält man in der Gestalt k

({

p
}

∪P
)

, wobei P ein Horozykel
in p sei. Eine solche Umgebung enthält nur die Spitzenklasse Γp. ⇒ Behauptung. ä

2.1.5 Satz Γ\H∗ ist kompakt ⇔ [1Γ : Γ] <∞
Korollar 1.5.2

⇐⇒ ω (Γ\H) <∞.

B „⇒“ Sei [1Γ : Γ] =∞. Dann existieren unendlich viele verschiedene Rechtsneben-
klassen ΓRν (ν ∈ N), Rν ∈ 1Γ von Γ in 1Γ. Sei gleich {Rν : ν ∈N} ein Vertretersystem
aller Rechtsnebenklassen. Γ hat den Fundamentalbereich

⋃∞
ν=1 RνD , wobei D der

Standard-Fundamentalbereich von 1Γ ist. Betrachte 2i ∈ D mit einer kleinen Um-
gebung V ⊂ D . ⇒ V ∩SV = ; für alle S ∈ 1Γ \ {±I }. ⇒ k (RνV ) sind disjunkte Umge-
bungen der Punkte k (Rν (2i )). ⇒ {k (Rν (2i )) : ν ∈N} ist unendliche diskreter Teilraum
von Γ\H∗ und ist abgeschlossen. ⇒Γ\H∗ ist nicht kompakt.

„⇐“ Γ hat nur endlich viele Spitzenklassen, etwa P j =Γζ j für j = 1, . . . , p, p Ê 1, da [1Γ : Γ] <
∞. Sei U eine offene Überdeckung von Γ \H∗. ⇒ ∃U1, . . . ,Up ∈ U mit P j ∈ U j . Jeder
Punkt von

(

Γ\H∗)

\
⋃p

j=1 U j hat einen Vertreter in einer endlichen Vereinigung von

1Γ-Bildern von D , wobei alle Spitzen dieser Vereinigung längs von Horozyklen abge-
schnitten sind. Es gibt also eine kompakte Menge M ⊂H mit

(

Γ\H∗)

\
⋃p

j=1 U j ⊂ k (M).
k ist stetig, also k (M) kompakt in Γ \H. ⇒ Es gibt eine endliche Teilüberdeckung
E ⊂ U, die k (M) überdeckt. ⇒ E∪

{

U1, . . . ,Up
}

ist endliche Teilüberdeckung von U,
die Γ\H∗ überdeckt. ä
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2.2 Die Riemannsche Fläche Γ\H∗

2.2.1 Definition (Riemannsche Fläche) Eine Riemannsche Fläche ist ein zusammenhän-
gender Hausdorff-Raum X mit einer Menge A von Homöomorphismen ϕ : U → ϕ (U ) ⊂ C

(U ⊂ X offen, ϕ (U ) ⊂C offen), so dass gilt:

a)
⋃

(U ,ϕ)∈A

U = X

b) Sind
(

U ,ϕ
)

,
(

V ,ψ
)

∈A, so ist

ϕ◦ψ−1 : ψ (U ∩V )
︸ ︷︷ ︸

⊂C offen

→ϕ (U ∩V )
︸ ︷︷ ︸

⊂C offen

holomorph. (Holomorphe Verträglichkeit der Karten)

c) A ist maximal unter den Bedingungen a) und b).

A heißt komplexer Atlas, die Elemente von A heißen Karten. Hat A nur die Eigenschaf-
ten a) und b), so kann man durch Hinzunahme aller mit allen Karten von A holomorph
verträglichen Karten A zu einem eindeutig bestimmten maximalen Atlas ergänzen.

2.2.2 Beispiel a) Jedes Gebiet G ⊂ C ist eine Riemannsche Fläche bzgl. des Atlas A :=
{id: G →G}.

b) P :=C∪ {∞} ist Riemannsche Fläche bzgl. des Atlas A :=
{(

U ,ϕ
)

,
(

V ,ψ
)}

, wobei

U :=C, ϕ : C→C,ϕ= idC,

V :=P\{0} , ψ : V →C,ψ (z) :=
{ 1

z für z ∈C\{0}
0 für z =∞∈P

Hier ist

U ∩V =C∗ =ϕ (U ∩V ) =ψ (U ∩V ) ,

und für w ∈C∗ ist ϕ◦ψ (w) = 1
w holomorph auf C∗.

c) Λ=Zω1 +Zω2 sei ein Gitter in C, d. h. ω1,ω2 ∈C linear unabhängig über R, X :=C/Λ
mit der Quotiententopologie. Die kanonische Projektion k : C → C/Λ ist stetig und
offen. Wir konstruieren einen Atlas auf X :

A :=
{(

ϕ,k (U )
)

: U ⊂C offen, U ∩ (U +Λ\ {0}) =;, ϕ=
(

k |U
)−1

}

Behauptung: A ist ein komplexer Atlas.
Begründung: Seien U ,V ⊂C offen,

U ∩ (U +Λ\ {0}) =;=V ∩ (V +Λ\ {0}) ,
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ϕ : k (U ) →U , ψ : k (V ) →V definiert durch ϕ−1 = k |U , ψ−1 = k |V .
Sei z ∈ ψ (k (U )∩k (V )). ϕ ◦ψ−1 ordnet z den eindeutig bestimmten in U gelegenen
Vertreter von z +Λ zu, es gibt also ein eindeutiges λ ∈Λ, so dass ϕ◦ψ−1 (z) = z +λ.

⇒∃r > 0 Kr (z) ⊂ψ (k (U )∩k (V )) und Kr (z)+λ⊂ϕ (k (U )∩k (V )) .

⇒ ϕ ◦ψ−1 (w) = w +λ für alle w ∈ Kr (z). D. h. ϕ ◦ψ−1 ist in einer Umgebung jedes
Punktes z ∈ψ (k (U )∩k (V )) holomorph. ⇒ϕ◦ψ−1 ist holomorph.

2.2.3 Lemma (Konstruktion eines Atlas auf Γ\H∗) Grundlage für die Konstruktion ist fol-
gender Sachverhalt: Zu jedem p ∈H∗ existiert eine Umgebung V von p in H∗, so dass

Γp = {S ∈Γ : SV ∩V 6= ;} .

Begründung:

(i) p ∈H: Korollar 1.3.5

(ii) p Spitze von Γ: Lemma 2.1.3 a)

Dabei kann man V gleich so wählen, dass V invariant ist unter Γp :

(i) p ∈H: V := Hρ

(

p
)

mit hinreichend kleinem ρ > 0.

(ii) p Spitze von Γ, p = A−1∞ mit A ∈ 1Γ:

V :=
{

p
}

∪ A−1 ({

z ∈H : Im z > η
})

mit hinreichend großem ηÊ 1.

Sei P ∈ Γ \H∗. Für jede Wahl eines p ∈ H∗ mit P = Γp und für jede Wahl eines V gemäß
(i) bzw. (ii) wird ein Homöomorphismus einer Umgebung von P auf eine Kreisscheibe in C

erklärt. Zunächst:

u : Γp \V →Γ\H∗, Γp z 7→Γz

u ist

• injektiv nach Wahl von V ,

• stetig, da die vorgeschaltete Quotientenabbildung

V
v−→Γp \V

u−→Γ\H∗

mit u ◦ v = k |V stetig ist,

• offen, denn: Ist A ⊂Γp \ V , so ist u (A) = k
(

v−1 (A)
)

offen in Γ \H∗, da k offen ist und
v−1 (A).
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Wir setzen U := u
(

Γp \V
)

. Dies ist eine offene Umgebung von P in Γ\H∗. Dann ist u−1 : U →
Γp \ V ein Homöomorphismus. Falls p kein Fixpunkt von Γ ist, steht hier bereits ein Ho-
möomorphismus von U auf eine Kreisscheibe in C. Allgemein bilden wir Γp \V wie folgt auf
eine Kreisscheibe ab: 2 Fälle:

(i) p ∈H, V = Hρ

(

p
)

wird auf eine Kreisscheibe um 0 in E abgebildet.

V ∋ z 7→ w := Az =
z −p

z −p
∈ Kr (0) , (1 > r > 0)

Γp :=
{

S ∈Γ : Sp = p
}

∈ AutH ist zyklisch von der Ordnung ℓ= 1, 2 oder 3. ⇒ AΓp A−1

ist die Gruppe der Drehungen um 0 von der Form w 7→ e2πi k
ℓ

w für 0 É k É ℓ−1.
Identifikation der Kanten des Winkelraums wird durch eine geeignete Abbildung rea-
lisiert. Dabei ist der Fall ℓ= 1 trivial. Allgemein gilt:

g : V → E, g (z) =
(

z −p

z −p

)ℓ

wird kanonisch faktorisiert, die zugehörige Äquivalenzrelation ist gerade durch Γp ge-
geben. Man hat also

V
g //

v
��

E

A (P ) ∋U
u−1

// Γp \V h // g (V )
?�

OO

Kr (0)

⇒ h ist bijektiv nach Konstruktion, stetig ebenfalls nach Konstruktion, offen, da g we-
gen der Holomorphie offen ist. ⇒ h ist ein Homöomorphismus. Wir nehmen ϕ :=
h ◦u−1 in unseren Atlas A auf als Karte

(

ϕ,U
)

. ϕ bewirkt folgendes: Sei Z ∈U , dabei U
wie oben eine Umgebung von P in Γ\H∗, z der Vertreter von Z in V :

U ∋ Z 7→Γp z =V ∩Z 7→
(

z −p

z −p

)ℓ

∈ Kr (0)

(ii) p Spitze von Γ: Wir gehen aus von u−1 : U → Γp \ V und konstruieren einen Homöo-
morphismus auf eine Kreisscheibe:

V := A−1 {

z ∈H : Im z > η
}

∪
{

p
}

,
(

p = A−1∞, A ∈ 1Γ
)

λ sei die Breite von p in Γ, d. h. A−1UλA ist die Grundmatrix von Γp.

g : V →C, z 7→
{

e f r m−eπi Az
λ für z 6= p

0 für z = p

⇒ g ist
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• stetig bzgl. der von H∗ auf V induzierten Topologie, denn: F+r die z 6= p ist das
klar, und weiter gilt für die Mengen Vµ :=

{

p
}

∪ A−1
{

z ∈H : Im z >µ
}

mit µ Ê η:
Die Vµ bilden eine Umgebungsbasis von p, und

g
(

Vµ

)

=
{

w ∈C : |w | < e−2π
µ

λ

}

, (2.1)

so dass g in p stetig ist,

• offen: Für z 6= p folgt das aus der Holomorphie der Exponentialfunktion und für
z = p aus (2.1),

• bijektiv: Für z, z ′ ∈V \
{

p
}

gilt:

g (z) = g
(

z ′)⇔∃k ∈Z Az = Az ′+kλ=U kλAz ′

⇔ z ≡ z ′ mod Γp

Die Faktorisierung sieht wie folgt aus:

V
g //

v
��

C

U
u−1

// Γp \V h // g (V )
?�

OO

Kr (0) , r = e−
2πη
λ

h ist bijektiv nach Konstruktion, stetig und offen wegen der Offenheit von g , also ein
Homöomorphismus. ⇒ ϕ := h ◦u−1 : U → Kr (0) ist ein Homöomorphismus. Wir neh-
men

(

ϕ,U
)

in unseren Atlas A auf. ϕ bildet wie folgt ab: Sei U eine Umgebung von P
in Γ\H∗ wie oben, Z ∈U , z ein Vertreter von Z in V :

Z 7→Γp z =V ∩Z 7→
{

e2πi Az
λ für z 6= p

0 für z = p
∈ Kr (0)

2.2.4 Satz A ist ein komplexer Atlas auf Γ\H∗, d. h. Γ\H∗ „ist“ eine Riemannsche Fläche.

B Zu zeigen ist: Je zwei Karten aus A sind holomorph verträglich. Folgende Typen von
Karten kommen in Betracht: Sei

(

ϕ,U
)

∈A eine Karte in P ∈Γ\H∗:

(1) P =Γp mit p ∈H, ℓ := ordΓp , Hρ

(

p
)

sei Γp -invariante Umgebung von p in H (ρ hinrei-
chend klein), U Umgebung von P in Γ\H∗, z ∈ Hρ

(

p
)

ein Vertreter von Z :

U // Γp \ Hρ

(

p
)

// Kr (0)

Z
� // Γp z = Z ∩Hρ

(

p
)

� //
(

z−p
z−p

)ℓ
=ϕ (Z )
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(2) P =Γp mit p = A−1∞ Spitze von Γ, A−1UλA Grundmatrix von p in Γ, eine Umgebung
{

p
}

∪Pp von p in H∗ mit

Pp = A−1 {

z ∈H : Im z > η
} (

ηÊ 1
)

,

z ∈Pp ∪
{

p
}

ein Vertreter von Z :

U // Γp \
{

Pp ∪
{

p
})

// Kr (0)

Z
� // Γp z = Z ∩

(

Pp ∪
{

p
})

� //

{

e2πi Az
λ für z 6= p

0 für z = p

Ebenso haben wir für die zweite Karte
(

ψ,V
)

∈A im Punkt Q ∈Γ\H∗:

(1’) Q = Γq mit q ∈ H, m := ordΓq , Hσ

(

q
)

sei Γq -invariante Umgebung von q in H (σ
hinreichend klein), V Umgebung von Q in Γ\H∗, z ∈ Hσ

(

q
)

ein Vertreter von Z :

V // Γq \ Hσ

(

q
)

// Ks (0)

Z
� //Γq z = Z ∩Hσ

(

q
)

� //
(

z−q
z−q

)m
=ψ (Z )

(2’) Q =Γq mit q = B−1∞ Spitze von Γ, B−1V µB Grundmatrix von q in Γ, eine Umgebung
{

q
}

∪Pq von q in H∗ mit

Pq = B−1 {z ∈H : Im z >ϑ} (ϑÊ 1),

z ∈Pq ∪
{

q
}

ein Vertreter von Z :

V // Γq \
{

Pq ∪
{

q
})

// Ks (0)

Z
� // Γq z = Z ∩

(

Pq ∪
{

q
})

� //

{

e2πi B z
µ für z 6= q

0 für z = q

Wir machen folgende Fallunterscheidung:

a) P = Q ∈ Γ \H: ⇒ ∃S ∈ Γ p = Sq , ℓ = m, aber evtl. σ 6= ρ. ϕ ◦ψ vermittelt folgende

Zuordnung: Die Elemente w ∈ψ (U ∩V ) haben die Form: w =
(

z−q
z−q

)m
mit z ∈ Hσ

(

q
)

,
Γz ∈U ∩V .

ψ−1 : w =
(

z −q

z −q

)m

7→Γq z 7→ Γz
︸︷︷︸

∈U∩V

=Γ (Sz) .
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Nebenbetrachtung: Sz ∈ Hρ

(

p
)

, denn: Sz ∈ Hσ

(

p
)

, denn wegen
∣
∣z, q

∣
∣<σ ist

∣
∣Sz,Sq

∣
∣=

∣
∣Sz, p

∣
∣<σ. Ferner hat Γz ∈U einen Vertreter in Hρ

(

p
)

, etwa z ′. Je 2 Vertreter in Hρ

(

p
)

sind Γp -äquivalent:

(i) Falls σÉ ρ, gilt die Behauptung trivialerweise: Sz ∈ Hσ

(

p
)

.

(ii) Falls σÊ ρ, so ist z ′ Vertreter in Hσ

(

p
)

, also modulo Γ äquivalent zu Sz ∈ Hσ

(

p
)

.
⇒∃V ∈Γp mit Sz =V z ′ ∈ Hρ

(

p
)

, da Hρ

(

p
)

Γp -invariant ist.

ϕ : Γ (Sz) 7→
(

Sz−p
Sz−p

)m
wegen ℓ= m. Mit S =

(
∗ ∗
c d

)

ist

Sz −p

Sz −p
=

Sz −Sq

Sz −Sq
=

z −q

z −q

cq +d

cq +d
.

⇒ϕ◦ψ−1 (w) =
(

Sz −p

Sz −p

)m

=
(

cq +d

cq +d

)m

w,

und das ist holomorph in Abhängigkeit von w .

b) P 6=Q, P,Q ∈Γ\H: Sei w0 ∈ψ (U ∩V ). Wir zeigen: ϕ◦ψ−1 ist in einer geeigneten Um-
gebung ψ (W ) (W ⊂U ∩V offen) von w0 holomorph. Wir wählen dazu z0 ∈ Hσ

(

q
)

mit
ψ (Γz0) = w0. Wegen Γz0 ∈ U hat Γz0 einen Vertreter in Hρ

(

p
)

, wir können also ein
S ∈ Γ wählen mit Sz0 ∈ Hρ

(

p
)

. Wir setzen W := k
(

Hρ

(

p
)

∩SHσ

(

q
))

mit der kanoni-
schen Abbildung k : H∗ → Γ \H∗. W ist eine offene Umgebung von Γz0, W ⊂U ∩V ,
ψ (W ) ist Umgebung von w0, und ϕ ◦ψ−1 vermittelt auf ψ (W ) folgende Zuordnung
mit z ∈ Hσ

(

q
)

∩S−1Hρ

(

p
)

:

ψ (W ) ∋ w =
(

z −q

z −q

)m

7→Γq z 7→ Γz
︸︷︷︸

∈U∩V

=Γ (Sz) 7→
(

Sz −p

Sz −p

)ℓ

∈ϕ (U ∩V ) .

Zu zeigen ist nun die holomorphe Abhängigkeit der rechten Seite von w . Für m = 1
ist das klar. Sei m > 1. Dann liegt Hρ

(

p
)

∩SHσ

(

q
)

in einem H-Winkelraum mit Spitze
in Sq und Öffnungswinkel < 2π

m , denn: Zwei Punkte des Durchschnitts sind genau
dann Γ-äquivalent, wenn sie Γp -äquivalent sind. Deshalb können sie nicht in einem
Winkelraum mit Öffnungswinkel < 2π

m liegen, da sie dann in bezug auf eine elliptische
Matrix mit Fixpunkt Sq äquivalent wären. Eine solche kann aber nicht in Γp liegen,
da sie sonst in C 4 Fixpunkte hätte wegen P 6= Q. Insbesondere liegt Sq nicht im
Durchschnitt. Es kann aber sehr wohl Hρ

(

p
)

⊂ Hσ

(

Sq
)

gelten. ⇒ ψ (W ) liegt in der
längs einer von 0 ausgehenden Halbgeraden aufgeschnittenen Einheitskreisscheibe.
⇒ Es gibt eine eindeutige holomorphe Fixierung von m

p
w =: z ′ in ψ (W ), so dass

z ′ = z−q
z−q der inversen Abbildung z = qz ′−q

z ′−1 ∈ Hρ

(

p
)

∩SHσ

(

q
)

entspricht, und mit dieser

holomorphen m
p

w gilt dann:

ϕ◦ψ−1 (w) =





S
(

q mpw−q
mpw−1

)

−p

S
(

q mpw−q
mpw−1

)

−p





ℓ

ist holomorph in Abhängigkeit von w ∈ψ (W ).
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c) P = Γp mit einer Spitze p von Γ, Q = Γq mit q ∈ H: Dann haben wir in P die Karte
(

ϕ,U
)

vom Typ (2), in Q die Karte
(

ψ,V
)

vom Typ (1). Diskussion wie unter b) mit

Exponentialabbildung am Ende statt
(

Sz−p
Sz−p

)ℓ
. Die Existenz einer holomorphen m

p
w

zeigt man ähnlich wie unter b).

d) P =Γp mit p ∈H, Q =Γq mit einer Spitze q von Γ: folgt aus c) wegen der Biholomor-
phie.

e) P =Γp, Q =Γq mit Spitzen p, q von Γ: Ist P 6=Q, so gilt:

Γ
({

p
}

∪Pp
)

∩
({

q
}

∪Pq
)

=; (vgl. Lemma 2.1.3 a))

Bleibt nur der Fall P =Q, und dabei kann man gleich η=ϑ= 1 annehmen. Rechnung
liefert:

ϕ◦ψ−1 (w) = const ·w ∀w ∈ψ (W ) . ä

Auch Γ \H ist Riemannsche Fläche und offen und dicht in Γ \H∗. Γ \H∗ entsteht aus Γ \H
durch Hinzunahme der diskreten Menge der Spitzenbahnen. Die natürlichen Abbildungen
H→Γ\H→Γ\H∗ sind holomorph.

2.2.5 Beispiel 1Γ\H∗ ist biholomorph äquivalent zu P.
Nach der Uniformisierungstheorie (siehe z. B. Fischer und Lieb (1988)) ist nur zu zeigen,
dass 1Γ\H∗ homöomorph ist zu P (hier liegt eine ganz spezielle Eigenschaft von P vor. Be-
achte: Je zwei Tori C/(ω1Z+ω2Z), C/

(

ω′
1Z+ω′

2Z
)

sind stets homöomorph, aber durchaus
nicht immer konform äquivalent. Sie sind konform äquivalent genau dann, wenn 1Γτ= 1Γτ

′

für die zugehörigen Werte τ = ω1

ω2
, und τ′ = ω′

1

ω′
2

.) Dass 1Γ \H∗ homöomorph zu P ist, macht

man sich am Fundamentalbereich von 1Γ klar.
Ebenso hat man für Γϑ, Γ0 (2), Γ0 (2), Γ (2), dass die zugehörigen Riemannschen Flächen
konform äquivalent sind zu P. Die zugehörigen biholomorphen Abbildungen kann man
explizit angeben (z. B. ist das für 1Γ die Modulfom J ). Für n Ê 6 ist Γ [n] \H∗ nicht mehr
konform äquivalent zu P, da das Geschlecht Ê 1 ist.

2.2.6 Satz Sei −I ∈∆⊏Γ⊏ 1Γ und HΓ :=H∪
{

p : p Spitze von Γ
}

, H∆ :=H∪
{

p : p Spitze von ∆
}

,

f : ∆\H∆ →Γ\HΓ, ∆z 7→Γz (z ∈H∆) .

⇒ f ist holomorph und für alle z ∈H∆ ist ord∆p f =
[

Γp : ∆p

]

= Vielfachheit, mit der f in ∆p

den Wert f
(

∆p
)

=Γp annimmt.
Erläuterung: X ,Y seien Riemannsche Flächen, f : X → Y heißt holomorph genau dann, wenn
f stetig ist und für alle x0 ∈ X und alle Karten

(

ϕ,U
)

in x0 und
(

ψ,V
)

in f (x0), wobei gleich
U so klein gewählt sei, dass f (U ) ⊂V , die Abbildung

ψ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ (U ) →ψ (V )

holomorph ist. Für nicht konstantes f ist ordx0 f die Nullstellenordnung von ψ◦ f ◦ϕ−1 (·)−
ψ

(

f
(

ϕ−1 (x0)
))

im Punkt ϕ (x0). Die Situation entspricht dem folgenden Diagramm:

50



X
f // Y

x0 ∈ U
?�

OO

f //

ϕ

��

V
?�

OO

∋

ψ

��

f (x0)

ϕ (U ) // ψ (V )

B (i) Sei P = ∆p mit p ∈ H, ℓ := ord∆p , m := ordΓp . ⇒ ℓ |m. Wir wählen für Γp
ein geeignetes ρ. Dieses liefert eine Karte

(

ψ,V
)

im Γp und eine Karte
(

ϕ,U
)

in ∆p.
ψ◦ f ◦ϕ−1 liefert folgende Zuordnung:

Kr (0) // ∆p \ Hρ

(

p
)oo_ _ _ _ // U // V // Γp \ Hρ

(

p
)oo_ _ _ // Kr ′ (0)

w =
(

z−p
z−p

)ℓ
� //

ϕ−1

44∆p z � // ∆z
� //

f

;;Γz
� //

ψ

22
Γp z � //

(
z−p
z−p

)m
= w

m
ℓ

Diese ist holomorph in Abhängigkeit von w , und hier ist m
ℓ =

[

Γp : ∆p

]

.

(ii) Fall einer Spitze p von ∆, p = A−1∞ mit A ∈ 1Γ, λ= Breite von p in ∆, µ= Breite von p

in Γ. ⇒ λ= µ
[

Γp : ∆p

]

. Wir wählen in ∆p und Γp Karten mit demselben A und dem

gleichen Vertreter p. ψ◦ f ◦ϕ−1 liefert dann folgende Zuordnung:

Kr (0) // ∆p \
(

Pp ∪
{

p
})oo_ _ _ _ _ // U // V // Γp \

(

Pp ∪
{

p
})

// Kr ′ (0)

w � //

ϕ−1

33∆p z � // ∆z
� //

f

;;Γz
� //

ψ

22Γp z � //
w

[

Γp : ∆p

]

e2πi Az
λ bzw. 0 e2πi Az

µ bzw. 0

⇒ Holomorphie und Aussage über die Ordnung. ä

Ähnlich zeigt man: Konjugierte Untergruppen von SL2 (Z) haben konform äquivalente Rie-
mannsche Flächen.
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2.3 Untergruppen von endlichem Index in der Modulgruppe und
zugehörige verzweigte Überlagerungen Riemannscher
Flächen

2.3.1 Definition (Überlagerung) Sind X und Y topologische Räume, so heißt p : Y → X
eine Überlagerung, falls p stetig, offen und diskret, d. h. p−1 (x) ⊂ Y diskret für alle x ∈ X , ist.

2.3.2 Satz Sind X und Y Riemannsche Flächen, p : Y → X eine nicht-konstante holomorphe
Abbildung, so ist p eine (sog. verzweigte) Überlagerung.

B p ist laut Definition stetig und als nicht-konstante holomorphe Abbildung offen, da
das für solche Abbildungen auf C gilt. Wäre das Urbild eines Punktes a ∈ X unter p nicht
diskret, so wäre p nach dem Identitätssatz konstant. Widerspruch! ä

2.3.3 Definition (Verzweigungspunkt) Sei p : Y → X eine Überlagerung, y ∈ Y . y heißt Ver-
zweigungspunkt von p genau dann, wenn es keine Umgebung V von y gibt, so dass p |V
injektiv ist. Vergleiche die Situation auf R: z 7→ z2 ⇒ 0 ist Verzweigungspunkt.
p heißt unverzweigt, wenn es keinen Verzweigungspunkt von p gibt.

2.3.4 Satz Seien X und Y topologische Räume, p : Y → X . p ist unverzweigte Überlagerung
genau dann, wenn p lokal topologisch ist.

B Siehe Forster (1977), S. 18 ä

Seien X ,Y kompakte Riemannsche Flächen, f : X → Y holomorph. Dann ist f surjektiv
oder konstant, denn: Ist f nicht konstant, so ist f offen, also ; 6= f (X ) ⊂ Y offen; X ist kom-
pakt und wegen der Stetigkeit von f auch f (X ); da Y zusammenhängend ist, folgt dann
f (X ) = Y .
Sei f surjektiv. Dann ist f eine verzweigte Überdeckung. Sei x0 ∈ X , y0 := f (x0), ℓ :=Vielfachheit,
mit der f in x0 den Wert y0 = f (x0) annimmt. x0 ist Verzweigungspunkt ⇔ ℓ> 1. vx0

(

f
)

:=
ℓ−1 heißt die Verzweigungsordnung von f in x0.
Für alle y ∈ Y ist f −1

(

y
)

⊂ X eine endliche Teilmenge (nach dem Identitätssatz, da X kom-
pakt ist). ⇒ n :=

∑

x∈ f −1(y) vfhx f hängt nicht ab von der Auswahl von y , n heißt der Grad
der Überlagerung f (siehe Forster (1977), S. 28, Satz 4.24).
Beispiele dazu:

• X = Y =P, f nicht-konstantes Polynom: Fundamentalsatz der Algebra,

• X =C/ Gitter, Y =P: Jede nicht-konstante elliptische Funktion zum betreffenden Git-
ter nimmt jeden Wert in P gleich oft an im Fundamentalparallelogramm.

2.3.5 Satz Sei −I ∈ ∆ ⊏ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : ∆] <∞, H∗ :=H∪Q∪ {∞}. Dann ist die natürliche Ab-
bildung

f : ∆\H∗ →Γ\H∗, ∆z 7→Γz
(

z ∈H∗)
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eine Überlagerung kompakter Riemannscher Flächen vom Grad n =
[

Γ : ∆
]

. Die Verzwei-

gungsordnung von f in P = ∆p ∈ ∆ \H∗ ist gleich vP
(

f
)

=
[

Γp : ∆p

]

−1. Insbesondere ist f

unverzweigt in allen Punkten P = ∆p, wenn p kein Fixpunkt von ∆ ist. Allgemein: Sei Q =
Γq ∈Γ\H∗, f −1

(

Q
)

= {P1, . . . ,Ph}, (P1, . . . ,Ph paarweise verschieden), und seien p1, . . . , ph ∈H∗

so gewählt, dass Pν =∆pν pν = Sνp (p ∈H∗, Sν ∈Γ, ν= 1, . . . ,h). Dann ist

vfhPν
f =

[

Γpν
: ∆pν

]

=
[

Γp : S−1
ν ∆Sν∩Γp

]

.

Γ=
h⋃

ν=1

[

Γpν : ∆pν

]

⋃

µ=1
∆RµSν




Γpν

=

[

Γpν : ∆pν

]

⋃

µ=1
∆Rµ Zerlegung in Rechtsnebenklassen






ist eine Zerlegung in Rechtsnebenklassen modulo ∆, und es gilt:

Grad der Überlagerung =
[

Γ : ∆
]

=
h∑

ν=1

[

Γpν
: ∆pν

]

=
∑

P∈ f −1(Q)
vfhP f

Ist insbesondere ∆⊳Γ, so ist vfhP1 f = . . . = vfhPh f und
[

Γ : ∆
]

= h vfhP1 f .

B Nach Satz 1.5.9 gilt: Ist z0 ∈H kein Fixpunkt von Γ, so zerfällt Γz0 in
[

Γ : ∆
]

Bahnen

modulo ∆, und in allen Urbildpunkten hat f die Vielfachheit 1 nach Satz 2.2.6. Ebenfalls

mit Satz 2.2.6 folgt: n =
[

Γ : ∆
]

und v∆p f =
[

Γp : ∆p

]

−1.

Sei Q =Γq ∈Γ\H∗, pν,Pν,Sν wie in Satz 2.3.5. pν = Sνp ⇒Γpν
= SνΓp S−1

ν , ∆pν
=Γpν

∩∆.

⇒ vfhPν
f

Satz 2.2.6=
[

Γpν
: ∆pν

]

=
[

Γp : S−1
ν ∆Sν∩Γp

]

.

Sei S ∈Γ, f
(

∆
(

Sp
))

=Γ
(

Sp
)

=Γq =Q. ⇒ S ∈∆SνΓp .

⇒Γ=
h⋃

ν=1
∆SνΓp =

h⋃

ν=1
∆

(

SνΓp S−1
ν

)

︸ ︷︷ ︸

=Γpν

Sν =
h⋃

ν=1

[

Γpν : ∆pν

]

⋃

µ=1
RµSν,

da Γpν
=

⋃

[

Γpν : ∆pν

]

µ=1 ∆pν
Rµ eine Zerlegung in Rechtsnebenklassen ist. Die Zerlegung ist dis-

junkt, denn: Sei ∆RµSν = Rµ′Sν′ .

⇒ Pν =∆ Rµ
︸︷︷︸

∈Γpν

Sνp
︸︷︷︸

=pν

=∆Rµ′Sν′ = Pν′ .

⇒ ν= ν′. ⇒∆Rµ =∆Rµ′ mit Rµ,Rµ′ ∈Γpν
, es gibt also ein A ∈∆, so dass Rµ = ARµ′ , also auch

A ∈∆pν
. Nach Definition der Rµ folgt daraus µ=µ′.

⇒ [Γ : ∆] =
[

Γ : ∆
]

=
h∑

ν=1

[

Γpν
: ∆pν

]

.

Der Rest der Behauptung folgt nach früheren Sätzen. ä
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2.3.6 Beispiel f : Γϑ \H∗ → 1Γ\H∗ (die natürliche Abbildung) ist Überlagerung kompakter
Riemannscher Flächen vom Grad 3. Die Verzweigungspunkte sind bekannt: vfhΓϑ∞ f = 2
(Verzweigungspunkt), vfhΓϑ1 f = 1 (kein Verzweigungspunkt), vfhΓϑi f = 1 (kein Verzwei-
gungspunkt), vfhΓϑ(i+1) f = 2 (Verzweigungspunkt), vfhΓϑρ f = 3, da ρ kein Fixpunkt ist.

Ein Dreieck ∆ auf einer topologischen Fläche M ist ein Kompaktum ∆⊂ M , das zu einer
abgeschlossenen euklidischen Dreiecksfläche D ⊂ R2 homöomorph ist. Die Bilder der Eck-
punkte von D heißen Ecken von ∆, die Bilder der Seiten von D heißen Kanten von ∆.
Eine Triangulierung von M liegt vor, wenn man ein endliches oder abzählbar unendliches
System von Dreiecken auf M hat, so dass gilt:

• M ist die Vereinigung aller Dreiecke.

• Zwei verschiedene Dreiecke der Triangulierung sind entweder disjunkt oder haben
genau eine Ecke oder genau eine Kante gemeinsam.

• Jede Kante gehört zu genau zwei benachbarten Dreiecken.

• Die in einer Ecke zusammenstoßenden Dreiecke bilden einen endlichen Zyklus, in
dem jedes Dreieck mit dem folgenden genau eine Kante gemeinsam hat.

Riemannsche Flächen haben stets abzählbare Topologien (abzählbare Basen der offenen
Mengen) und sind stets orientierbar und triangulierbar. Kompakte Riemannsche Flächen
haben eine endliche Triangulierung.
Verfeinerung von Triangulierungen: Sei e := #{Ecken}, f := #{Flächen}, k := #{Kanten}. Zur
Verfeinerung einer gegebenen Triangulierung gibt es dann folgende Möglichkeiten:

1) Man fügt in die Mitte eines Dreiecks eine neue Ecke ein, die man mit allen alten Ecken
verbindet. Es ergibt sich die Wirkung e 7→ e+1, k 7→ k+3, f 7→ f +2, also für die Wechsel-
summe e −k + f 7→ e −k + f .

2) Man wählt auf der gemeinsamen Kante zweier benachbarter Dreiecke eine neue Ecke,
die man mit den jeweils gegenüberliegenden Ecken verbindet. Es stellt sich folgende
Wirkung ein: e 7→ e+1, k 7→ k+3, f 7→ f +2, also in der Wechselsumme e−k+ f 7→ e−k+ f .

Für jede kompakte Riemannsche Fläche hängt die Zahl e − k + f nicht abe von der Wahl
der Triangulierung. e −k + f =: χ= Euler-Charakteristik = 2−2g Ê 0. g heißt das Geschlecht
der Fläche und ist die einzige topologische Invariante. Beispiele sind für g = 0 die Sphäre,
für g = 1 ein Torus und für beliebiges g die „Brezelfläche“ mit g Löchern. Weitere Literatur
zu diesem Thema findet sich bei Seifert und Threlfall (1934), Massey (1967) sowie Springer
(1957).

2.3.7 Satz (Riemann-Hurwitzsche Formel) Sei f : X → Y eine holomorphe Überlagerung
kompakter Riemannscher Flächen vom Grad n, g das Geschlecht von X , g ′ das Geschlecht
von Y . Dann gilt die Riemann-Hurwitzsche Formel:

2g −2 = n
(

2g ′−2
)

+
∑

x∈X
vx

(

f
)

, (2.2)
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wobei vx
(

f
)

= vfhx f −1 die Verzweigungsordnung von f in x bezeichne.
∑

x∈X vx
(

f
)

nennt
man auch die Gesamtverzweigungsordnung von f .

B Trianguliere Y so, dass alle Bilder der endlich vielen Verzweigungspunkte von f
Ecken der Triangulierung sind, und so, dass jedes Dreieck der Triangulierung ganz im De-
finitionsbereich einer Kartenabbildung von Y liegt. Das Urbild dieser Triangulierung liefert
dann eine Triangulierung auf X . In X gilt: 2−2g = e −k + f , in Y : 2−2g ′ = e ′−k ′+ f ′, wobei
folgende Definition gelte:

e := #{Ecken in X } , k := #{Kanten in X } , f := #{Flächen in X }

e ′ := #{Ecken in Y } , k ′ := #{Kanten in Y } , f ′ := #{Flächen in Y }

f = n f ′, k = nk ′ und e = ne ′−
∑

x∈X vx
(

f
)

, denn:

n =
∑

x∈ f −1(q)
vfhx f =

∑

x∈ f −1(q)
vx

(

f
)

+# f −1 (

q
)

.

⇒ 2−2g = e −k + f = n
(

e ′−k ′+ f ′)−
∑

x∈X
vx

(

f
)

= n
(

2−2g ′) ∑

x∈X
vx

(

f
)

.

Das liefert die Behauptung. ä

2.3.8 Beispiel f : Γϑ \H∗ → 1Γ\H∗, g sei das Geschlecht von Γϑ, g ′ = 0 das Geschlecht von

1Γ, n = 3. Mit Satz 2.3.7 und den Ergebnissen aus Beispiel 2.3.6 folgt dann:

2g −2 = 3(2 ·0−2)+
∑

x∈Γϑ\H∗
vx

(

f
)

−6+1+1+2 =−2 ⇒ g = 0

2.3.9 Satz Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ, µ := [1Γ : Γ] <∞ und für ℓ ∈ {2,3} sei eℓ die Anzahl Γ-inäquiva-

lenter Fixpunkte von Γ mit
∣
∣
∣Γp

∣
∣
∣= ℓ, p die Anzahl Γ-inäquivalenter parabolischer Fixpunkte

von Γ und g das Geschlecht von Γ\H∗. Dann gilt die topologische Grundformel:

µ= 12
(

g −1
)

+6p +4e3 +3e2. (2.3)

B Anwendung von (2.2) auf die Überlagerung f : Γ\H∗ → 1Γ\H∗: f ist in allen Nicht-
Fixpunkten unverzweigt; bleiben die Urbilder von 1Γρ, 1Γi und 1Γ∞ zu untersuchen. Sei
z. B. f −1

(

1Γρ
)

= {P1, . . . ,Ph}, vfhPν
f ∈ {1,3}. Die Punkte Pν mit Vielfachheit 1 sind genau die

Bahnen der elliptischen Fixpunkte von Γ mit
∣
∣
∣Γp

∣
∣
∣= 3. Ihre Anzahl ist e3. Setze e ′3 := h −e3.

⇒µ=
h∑

ν=1
vfhPν

f = e3 +3e ′3. (2.4)

⇒
h∑

ν=1
vPν

(

f
)

=
h∑

ν=1

(

vfhPν
f −1

)

= 2e ′3
(2.4)=

2

3

(

µ−e3
)

.

Ebenso berechnet man

∑

P∈ f −1(1Γi )

vP
(

f
)

=
1

2

(

µ−e2
)

.
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Ferner:
∑

P∈ f −1(1Γ∞)

vP
(

f
)

=µ−p,

denn: µ =Summe der Spitzenbreiten von Γ = Summe der Indizes der Fixgruppe = vfh f .
Insgesamt folgt, da g ′ = 0 gilt:

2g −2 =µ
(

2g ′−2
)

+
2

3

(

µ−e3
)

+
1

2

(

µ−e2
)

+µ−p

=
1

6
µ−p −

2

3
e3 −

1

2
e2

Das liefert die Behauptung. ä

2.3.10 Korollar Ist −I ∈ Γ ⊳ 1Γ, µ := [1Γ : Γ] <∞, µ > 3, n die Breite von ∞ in Γ, so hat Γ
keine elliptischen Fixpunkte, und die Riemannsche Fläche Γ \H∗ hat das Geschlecht g =
1+ µ

2

(
1
6 −

1
N

)

. Insbesondere hat die Hauptkongruenzgruppe Γ [n] = {S ∈ 1Γ : S ≡±I mod 1}
eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht

g (n) =
{

0 für n = 2

1+ 1
24 n2 (n −6)

∏

p |n

(

1− 1
p2

)

für n Ê 3

B Wir schreiben (2.4) in der Form

g =
µ

12
+1−

p

2
−

e2

4
−

e3

3
.

Wegen Γ⊳ 1Γ gilt nach Satz 1.5.9 d):

e2 =
{

0 falls i kein Fixpunkt von Γ ist
µ falls i Fixpunkt von Γ ist

e3 =
{

0 falls ρ kein Fixpunkt von Γ ist
µ falls ρ Fixpunkt von Γ ist

µ= pN

Das gibt die Möglichkeiten aus Tabelle 2.1. Insbesondere für Γ [n] hatten wir in Satz 1.5.12
den angegebenen Index ausgerechnet. ä

2.3.11 Bemerkung g (n) = 0 ⇔ n ∈ {2,3,4,5}. Für einen endlichen Normalteiler Γ⊳ 1Γ ope-
riert 1Γ/Γ auf Γ\H∗ als endliche Gruppe von Automorphismen:

(ΓS) (Γz) =Γ (Sz) (S ∈ 1Γ)

Im Falle Γ=Γ [n] mit n ∈ {2,3,4,5} hat 1Γ/Γ [n] die Vielfachheit
n 2 3 4 5

|1Γ/Γ [n]| 6 12 24 60
,

entspricht also der Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- bzw. Ikosaedergruppe.
Die Zahlen e2,e3, p sind bekannt für Γ0 (n) und Γ0 (n), siehe Shimura (1971), Schoeneberg
(1974), Miyake (1989), Iwaniec (1997).
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Fixpunkte g ∈N0 µ ∈N N Gruppe

i ,ρ,∞ 1−
µ

2

(
1

N
+1

)

= 0
2N

N +1
= 1 1 1Γ

ρ,∞ 1−
µ

2

(
1

N
+

1

2

)

= 0
4N

N +2
=

{
2
3

2
6

2Γ

E zu µÊ N

i ,∞ 1−
µ

2

(
1

N
+

1

3

)

= 0
6N

N +3
=







3
4
5

3
6

15

3Γ

E zu µÊ N
E zu µÊ N

∞ 1+
µ

2

(
1

6
−

1

N

)

µ N nicht eindeutig bestimmt.

Tabelle 2.1: Möglichkeiten der spezifischen Daten Riemannscher Flächen
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3 Meromorphe Funktionen und abelsche
Differentiale auf Γ\H∗ – Modulfunktionen
und Modulformen auf H

3.1 Übertragung meromorpher Funktionen und abelscher
Differentiale von Γ\H∗ nach H

Voraussetzung in Abschnitt 3.1: −I ∈Γ⊏ 1Γ, H∗ :=H∪
{

p : p parabolischer Fixpunkt von Γ
}

,
X :=Γ\H∗.

3.1.1 Satz Jeder meromorphen Funktion (d. h. holomorphen Abbildung) F : X →P entspricht
vermöge f (z) := F (Γz) für alle z ∈H eine Funktion f : H→P mit folgenden Eigenschaften:

a) f ist meromorph in H,

b) f ◦S = f für alle S ∈Γ,

c) Ist p = A−1∞ mit einem A ∈ 1Γ parabolischer Fixpunkt von Γ mit Grundmatrix A−1UλA
in Γ, so hat f eine in einem hinreichend kleinen Horozykel P mit Berührungspunkt p
konvergente Laurent-Entwicklung der Gestalt

f (z) =
∞∑

n=k
an t n

(

t = e2πi Az
λ , z ∈P

)

Man nennt das die „Meromorphie von f in den Spitzen von Γ“.

Umgekehrt entspricht jeder Funktion f : H→P mit den Eigenschaften a)-c) eine meromorphe
Funktion F : X → P vermöge F (Γz) := f (z) für alle z ∈H, und die Zuordnungen F 7→ f und
f 7→ F sind bijektiv und zueinander invers.

B F 7→ f a) Die natürliche Abbildung H → X ist holomorph, folglich ist f mero-
morph in H. Das liefert a).

b) ist klar.

c) ist Ausdruck der Tatsache, dass F in allen Γp (p Spitze von Γ) meromorph ist:
Meromorphie von F in Γp bedeutet: Für alle z in einem hinreichend kleinen
Horozykel P mit Berührungspunkt p gilt:

F (Γz) =
∞∑

n=k
an t n

(

t = e2πi Az
λ , z ∈P, k ∈Z

)
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f 7→ F Sei f mit den Eigenschaften a)-c) gegeben,

F (Γz) := f (z) , F
(

Γp
)

:=







∞ für k > 0, ak 6= 0
a0 für k = 0
0 für k > 0

für eine Spitze p von Γ. Dabei seien die Bezeichnungen wie in c). ⇒ F ist sinnvoll,
und in den Spitzen hat F den Wert F

(

Γp
)

= limZ→Γp
Z∈Γ\H

F (Z ), d. h. F ist stetig, und die

Existenz des Limes folgt aus c). Meromorphie von F in Γp ist klar nach c). Bleibt die
Meromorphie von F in den Punkten aus Γ \H zu zeigen: Sei p ∈H. Dann hat f in p
eine Laurententwicklung der Form:

f (z) =
∞∑

n=m
cn

(
z −p

z −p

)n

, (3.1)

und diese konvergiert für z ∈ Hρ

(

p
)

, z 6= p, ρ > 0 hinreichend klein. Sei ℓ :=
∣
∣
∣Γp

∣
∣
∣. f

ist Γ-invariant, d. h. die rechte Seite von (3.1) ist invariant bei w := z−p
z−p 7→ e

2πi
ℓ w , und

nach dem Identitätssatz folgt: cne
2πn
ℓ = cn für alle n Ê m. ⇒ (ℓ 6 |n ⇒ vn = 0). ⇒ f hat

eine Entwicklung der Gestalt

f (z) =
∞∑

n=m∗
c∗n t n

mit t =
(

z−p
z−p

)ℓ
, und diese konvergiert in Hρ

(

p
)

\
{

p
}

. ⇒ F ist meromorph in X . Der

Rest ist klar. ä

3.1.2 Definition (Modulfunktion) Eine Modulfunktion zur Gruppe Γ ist eine Funktion f : H→
P mit den Eigenschaften a)-c) aus Satz 3.1.1.
Im Fall Γ= 1Γ heißt f eine Modulfunktion.

3.1.3 Folgerung Die Modulfunktionen zur Gruppe Γ bilden einen Körper K (Γ). Für −I ∈
∆⊏Γ ist K (∆) eine Erweiterung von K (Γ).

3.1.4 Bemerkung Falls dabei [Γ : ∆] <∞, handelt es sich um eine algebraische Erweiterung
vom Grad [Γ : ∆]. Diese Erweiterung ist genau dann eine Galois-Erweiterung, wenn ∆⊳Γ.
Dann ist Gal(K (∆)/K (Γ)) ≃Γ/∆.

3.1.5 Definition (Differential) Sei R eine Riemannsche Fläche mit dem Atlas A. Ein mero-
morphes Differential k-ten Grades (k ∈ Z) auf R ist eine Form ω = (ωt )t∈A mit folgenden
Eigenschaften:

a) Für jedes t ∈ A, t : Ut → C (Ut ⊂ R offen) ist ωt : Ut → P meromorph, d. h. ωt ◦ t−1 ist
auf t (Ut ) ⊂C meromorph.
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b) Für alle s, t ∈A gilt in Ut ∩Us :

ωt =ωs ·
(

d s

d t

)k

, genauer

ωt |Us∩Ut =
(

ωs |Us∩Ut

)((

s ◦ t−1)′ ◦ t |Us∩Ut

)k

Mit Diffk (R) bezeichnet man den C-Vektorraum der meromorphen Differentiale k-ten Gra-
des auf R. Als meromorphe oder abelsche Differentiale bezeichnet man die Differentiale
ersten Grades, besonders für kompakte Riemannsche Flächen.

3.1.6 Bemerkungen a) Ein meromorphes Differential 0-ten Grades ist eine „verträgli-
che“ Familie meromorpher Funktionen auf R, d. h. Diff0 (R) = Mer(R).

b) f ∈ R, ω ∈ Diffk (R) ⇒ f ·ω :=
(

f |Ut ·ωt
)

t∈A
∈ Diffk (R).

c) ω ∈ Diffk (R), η ∈ Diffℓ (R). ⇒ωη :=
(

ωtηt
)

t∈A
∈ Diffk+ℓ (R).

d) ω ∈ Diffk (R), η ∈ Diffℓ (R) \ {0}. ⇒ ω
η ∈ Diffk−ℓ (R).

e) Diffk (R) ist ein Vektorraum über Mer(R) mit dimMer(R) Diffk (R) = 1. Dies folgt aus
a) und c) wegen Diffk (R) 6= {0}. Das wiederum folgt aus der Existenz eines nicht-

konstanten f : R → P, da dann
(

d f
)k ∈ Diffk (R) \ {0}. Dies lese man entweder bei

Forster (1977), S. 120, Satz 16.11 und S. 182, Korollar 26.8 nach, oder bemerke in
unserem Fall, dass wir nur Riemannsche Flächen aus der Situation Γ\H∗ betrachten
mit Γ ⊏ 1Γ. Dann leistet die Modulform j auf 1Γ bereits das Gewünschte. Alternativ
zeigt man dies auch mit Hilfe der Poincaréschen Reihen (siehe Kapitel 4).

f) d : Mer(R) → Diff1 (R), f 7→ d f :=
(

d f
d t

)

t∈A
mit

d f
d t :=

(

f ◦ t−1
)′ ◦ t : Ut → P ist eine C-

lineare Abbildung mit d
(

f g
)

=
(

d f
)

g+ f
(

d g
)

, also eine Derivation. Es gilt: d f = 0 ⇔ f
ist konstant. Ist weiter h : f (R) →P meromorph, so gilt: d

(

h ◦ f
)

=
(

h′ ◦ f
)

·d f .

60



d f ∈ Diff1 (R), denn:

d f

d t
=

(

f ◦ t−1)′ ◦ t =
((

f ◦ s−1)◦
(

s ◦ t−1))′ ◦ t

=
((

f ◦ s−1)′ ◦ s ◦ t−1 ◦ t
)

·
((

s ◦ t−1)′ ◦ t
)

=
d f

d s
·

d s

d t

d
(

f g
)

=
(

f g ◦ t−1)′ ◦ t =
((

f ◦ t−1)(g ◦ t−1))◦ t

=
((

f ◦ t−1)′ (g ◦ t−1)+
(

f ◦ t−1)(g ◦ t−1)′
)

◦ t

=
(

d f
)

g + f
(

d g
)

d
(

h ◦ f
)

d t
=

(

h ◦ f ◦ t−1)′ ◦ t =
(

g ◦
(

f ◦ t−1))′ ◦ t

=
(

h′ ◦ f ◦ t−1 ◦ t
)

·
((

f ◦ t−1)′ ◦ t
)

=
(

h′ ◦ f
)

·
(

f ◦ t−1)◦ t =
(

h′ ◦ f
)

·
d f

d t

g) Sei G ⊂ R offen, R eine Riemannsche Fläche. Dann erklären wir für eine meromorphe
Funktion f : G → P eine Ordnung wie folgt: Sei p0 ∈G , U eine offene Umgebung von
p0, t : U →C eine Karte in p0, p ∈U , z := t

(

p
)

, z0 := t
(

p0
)

. Sei U gleich so klein, dass
t (U ) ⊂ C eine Kreisscheibe ist und f ◦ t−1 in t (U ) \ {z0} holomorph. Dann hat f ◦ t−1

in z0 eine Laurent-Entwicklung

f ◦ t−1 (z) =
∞∑

n=n0

an (z − z0)n (z ∈ t (U )) , d. h.

f
(

p
)

=
∞∑

n=n0

an
(

t
(

p
)

− t
(

p0
))n (

p ∈U
)

Ist f 6= 0, so sei gleich an0 6= 0. Dann heißt n0 =: ordp0 f die Ordnung von f in p0.
Diese hängt mit der Vielfachheit aus §2.3 wie folgt zusammen:

ordp0 f =







0 für 0 6= f
(

p0
)

6=∞
vfhp0 f für f

(

p0
)

= 0
−vfhp0 f für f

(

p0
)

=∞

Dieser Ordnungsbegriff ist sinnvoll, da er unabhängig ist von der Wahl der Karte in
p0: oBdA sei u : U →C, u

(

p0
)

=: w0, u
(

p
)

=: w für p ∈U . Dann ist im Falle f 6= 0

f ◦u−1 (w) =
∞∑

n=m0

bn (w −w0)n

mit bm0 6= 0. Hier ist

w = u ◦ t−1 (z)
bihol.=

∞∑

k=0

ck (z − z0)k
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mit c0 = w0 und c1 6= 0 wegen der Biholomorphie der Kartenabbildung.

⇒ f ◦u−1 (w) =
∞∑

n=m0

bn

(
∞∑

k=1

ck (z − z0)k

)n

=
∞∑

n=m0

b∗
n (z − z0)n

mit b∗
m0

= bm0 cm0

1 6= 0. Aus der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung folgt dann
n0 = m0.
ω ∈ Diffk (R), p ∈ R, ω 6= 0. ⇒ ordp ω ∈ Z ist sinnvoll, da unabhängig von der Karten-
auswahl. Insbesondere ist es sinnvoll, von Nullstellen und Polen von ω zu sprechen,
nicht aber von einem Wert von ω im Punkt p.

h) ω ∈ Diff1 (R) ⇒ Resp ω ist sininvoll, denn wegen ωt =ωs · d s
d t ist

Resp ω=
1

2πi

∮

ωt d t

unabhängig von der Wahl der Karte. Alternativ kann man auch mit der Laurent-
Entwicklung berechnen, dass a−1 unabhängig von der Kartenwahl ist (siehe Lamotke
(2005))

3.1.7 Definition (Differentialgattungen) Sei ω ∈ Diff1 (R). Dann heißt ω ein Differential

• 1. Gattung, wenn ω holomorph ist (d. h. ordp ωÊ 0 für alle p ∈ R),

• 2. Gattung, wenn für alle p ∈ R gilt: Resp ω= 0,

• 3. Gattung, wenn für alle p ∈ R gilt: ordp ωÊ−1.

Z. B. ist für meromorphes f : R →P das d f ∈ Diff1 (R) von zweiter Gattung.

3.1.8 Satz Sei p ∈ H kein elliptischer Fixpunkt von Γ ⊏ 1Γ, ρ > 0 so klein, dass {±I } =
{

S ∈Γ : SHρ

(

p
)

∩Hρ

(

p
)

6= ;
}

, U :=
{

Γz : z ∈ Hρ

(

p
)}

,

t : U →C, t (Γz) := z −p
(

z ∈ Hρ

(

p
))

.

Sei ω ∈ Diffk (

Γ\H∗)

. Dann ist das Funktionselement

f : Hρ

(

p
)

→P, f (z) :=ωt (Γz)
(

z ∈ Hρ

(

p
))

zu einer wieder mit f bezeichneten meromorphen Funktion f : H→P fortsetzbar, und es gilt:

a) f (z) = (cz +d)−2k f (Sz)

(

z ∈H, S =
(

a b
c d

)

∈Γ

)
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b) Ist p = A−1∞ mit A =
(
α β

γ δ

)

∈ 1Γ ein parabolischer Fixpunkt von Γ mit Grundmatrix

A−1UλA (λ ∈N) in Γ, dann hat f eine in einem Horozykel P mit Berührungspunkt p
konvergente Laurent-Entwicklung der Gestalt

(

γz +δ
)2k f (z) =

∞∑

n=m
an t n

(

t = e2πi Az
λ , an ∈C

)

Umgekehrt definiert jede meromorphe Funktion f : H→ P mit den Eigenschaften a) und b)
ein ω ∈ Diffk (

Γ\H∗)

mit ωt (Γz) = f (z) für z ∈ Hρ

(

p
)

, und die Zuordnungen ω 7→ f und
f 7→ω sind bijektiv und zueinander invers.

3.1.9 Definition (Modulform) Eine Modulform vom Gewicht 2k zur Gruppe Γ ist eine me-
romorphe Funktion f : H→P mit den Eigenschaften a) und b) aus Satz 3.1.8.
Eine Modulform vom Gewicht 2k ist eine Modulform vom Gewicht 2k zu 1Γ.
A2k (Γ) bezeichne den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht 2k zur Gruppe Γ,
A2k := A2k (1Γ).

B zu Satz 3.1.8. Sei ω ∈ Diffk (

Γ\H∗)

, E die Menge der ellitpischen Fixpunkte von Γ.
Wir definieren zu der fest gewählten Karte t aus Satz 3.1.8 ein Funktionselement

fp : Hρ (P ) →P, fp (z) :=ωt (Γz)
(

z ∈ Hρ

(

p
))

Als Karte in Γp können wir auch

u : U →C, u (Γz) := Sz −Sp
(

z ∈ Hρ

(

p
)

, S ∈Γ fest
)

wählen. Dann gilt:

ωt =ωu ·
(

du

d t

)k

,

(
du

d t

)k

(Γz) =
(

S′ (z)
)k = (cz +d)−2k

(

z ∈ Hρ

(

p
)

, S =
(

a b
c d

))

⇒ fp (z) = (cz +d)−2k fSp (Sz)
(

z ∈ Hρ

(

p
)

, S ∈Γ
)

, (3.2)

denn: Sei q ∈ Hρ

(

p
)

, σ > 0 so klein, dass
{

S ∈Γ : SHσ

(

q
)

∩Hσ

(

q
)

6= ;
}

= {±I }. Zu q,σ ge-

höre die Karte v , v (Γz) := z − q für z ∈ Hσ

(

q
)

. ωt = ωv

(
d v
d t

)k
und

(
d v
d t

)

= 1. ⇒ ωt = ωv im

gemeinsamen Definitionsbereich, d. h.

fp |Hρ(p)∩Hσ(q) = fq |Hρ(p)∩Hσ(q) (3.3)

⇒ fp hängt lokal nicht von p ab. Nach (3.3) folgt: Setzt man fp längs irgendeines Weges
in H\E meromorph fort, so ist das Ergebnis der Fortsetzung im Punkt w ∈H\E gleich fw ,
d. h. fp ist zu einer in H\E meromorphen Funktion f fortsetzbar, und (3.2) gilt in H\E ohne
Indizes.
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Wir zeigen jetzt: f ist in ganz H meromorph: Sei dazu p ∈ E , ρ > 0 so klein, dass {±I } =
{

S ∈Γ : SHρ

(

p
)

∩Hρ

(

p
)

6= ;
}

, U =
{

Γz : z ∈ Hρ

(

p
)}

, ℓ := ordΓp , so dass wir für z ∈ Hρ

(

p
)

die folgende Kartenabbildung haben:

Γ\H ⊃ U // Γp \ Hρ

(

p
)oo_ _ _ // Kr (0)

Γz
� //Γp z � // t (Γz) =

(
z−p
z−p

)ℓ

Sei q ∈ Hρ

(

p
)

\
{

p
}

⇒ q ∉ E , und v (Γz) := z −q ist Karte bei Γq .

f (z) =ωv (Γz) =ωt ·
(

d t

d v

)k

|Γz
(

z ∈ Hσ

(

q
)

⊂ Hρ

(

p
)

, σ hinreichend klein
)

,

wobei

d t

d v
= ℓ

p −p
(

z −p
)ℓ

(
z −p

z −p

)ℓ−1

.

⇒ f ist meromorph in p, und entwickeln wir ω nach t in der Form

ωt =
∞∑

n=m
an t n

(

am 6= 0, t =
(

z −p

z −p

)ℓ
)

,

so erhalten wir

(

z −p
)2k f (z) =

(

ℓ
(

p −p
))k

∞∑

n=m
an t n+k

(

1− 1
l

)

.

⇒ ordp f = ℓordΓp ω+k (ℓ−1) = klassische Ordnung von f im Punkt p. Diese Beziehung
legt die Einführung einer sog. invarianten Ordnung von f in p nahe vermöge

νp
(

f
)

:=
1

ℓ
ordp f = ordΓp ω+k

(

1−
1

ℓ

)
(

p ∈H
)

⇒ f ist in H meromorph.
Verhalten von f in den Spitzen: Sei p parabolischer Fixpunkt von Γ, p = A−1∞, mit A ∈ 1Γ

und der Grundmatrix A−1UλA zu p in Γ. Dann haben wir eine Karte in Γp durch

Γ\H∗ ⊃ U // Pp ∪
{

p
}oo_ _ _ // Kr (0) ,

Γz
� //Γp z � // t (Γz) =

{

e2πi Az
λ für z 6= p

0 für z = p
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Das liefert eine in U konvergente Entwicklung ωt =
∑∞

n=m an t n mit am 6= 0 (beachte: t
(

Γp
)

=
0!). Sei q ∈ Pp ⇒ q ∉ E , also ist v (Γz) := z −p für z ∈ Hσ

(

q
)

⊂ Pp eine Karte bei Γq . In der
Kartenumgebung für v gilt:

f (z) =ωv (Γz) =ωt ·
(

d t

d v

)k

mit A =
(
γ δ

)

und

d t

d v
=

d

d z
e2πi Az

λ =
2πi

λ

(

γz +δ
)−2 t

Mit t = e2πi Az
λ folgt daraus:

(

γz +δ
)2k f (z) =

(
2πi

λ

)k ∞∑

n=m
an t n+k (

z ∈Pp
)

Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich der natürliche Zusammenhang zwischen den Ord-
nungen von f und ω als

νp
(

f
)

:= min{n +k : an 6= 0} = ordΓp ω+k

Umgekehrt sei f : H→ P meromorph gegeben mit den Eigenschaften a) und b). Es genügt,
die definierende Bedingung für ω für einen (nicht notwendig maximalen) Atlas A zu veri-
fizieren. In den Punkten p ∈ H\E nehmen wir einfach die karte v (Γz) := z − p wie oben.
Das Transformationsverhalten der Modulform f liefert dann das „richtige“ Verhalten von
ω bei Kartenwechsel in den Nicht-Fixpunkten von Γ. Bleiben die ωt für Karten t in den
elliptischen bzw. parabolischen Fixpunkten zu erklären: Im parabolischen Fall nehmen wir
die Entwicklung aus b) und schreiben sie in der Form:

(

γz +δ
)2k f (z) =

(
2πi

λ

)k ∞∑

n=m
an t n+k

und definieren ωt :=
∑∞

n=m an t n . Rückblick auf die bereits gezeigte Richtung „ω 7→ f “ lehrt:
Dieses ωt ist mit den bereits vorhandenen ωv in der rechten Weise verträglich. Der Fall
elliptischer Fixpunkte ist in Satz 3.1.10 enthalten. ä

3.1.10 Satz Sei f ∈ A2k (Γ), p ∈H, ℓ := ord
(

Γp

)

. Dann existieren bn ∈C für n ∈Z, so dass für

alle z ∈ Hρ

(

p
)

(ρ > 0 hinreichend klein) gilt:

(

z −p
)2k f (z) =

∞∑

n=m
bn t n+k mit t =

(
z −p

z −p

)2

.

B Wir setzen

A : H→ E, A =
1

√

p −p

(
1 −p
1 −p

)

,
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d. h. Az = z−p
z−p . Sei weiter

R := A−1

(

e
πi
ℓ 0

0 e−
πi
ℓ

)

A ∈Γ

Dann erzeugt R bereits Γp . Sei w := Az = z−p
z−p und

g : E→C, g (w) :=
(

z −p
)2k w k f (z) .

Mit R =
(
c d

)

gilt dann:

g
(

e
2πi
ℓ w

)

=
(

Rz −p
)2k e

2πi k
ℓ w k f (Rz)

f ∈A2k (Γ)
=

(

Rz −Rp
)2k e

2πi k
ℓ w k (cz +d)2k f (z)

=
(

z −p
)2k

(cz +d)2k (

cp +d
)2k

e
2πi k
ℓ (cz +d)2k w k f (z)

!= g (w) ,

denn mit A−1 = 1p
p−p

(
−p p
−1 1

)

ist

cp +d = c A−10+d =
m2

δ
,

wobei
(
γ δ

)

= A−1 = 1p
p−p

(
−1 1

)

und

(
m1 m2

)

= R A−1 = A−1

(

e
πi
ℓ 0

0 e−
πi
ℓ

)

=
1

√

p −p

(

−e
πi
ℓ e−

πi
ℓ

)

⇒ cp +d = e−
πi
ℓ , d. h. cp +d = e

πi
ℓ . ⇒ Die Laurent-Entwicklung von g in 0 hat die Form

g (w) =
∞∑

n=m
bneℓ(n+k).

Nach einer Indexverschiebung liefert das die Behauptung. ä

3.1.11 Definition (Peterssonscher Strich-Operator) Für f : H→P und S =
(

a b
c d

)

∈ SL2 (R),

k ∈Z sei

f |S (z) := f |
2k

S (z) := (cz +d)2k f (Sz) .

3.1.12 Folgerung a) Für S,T ∈ SL2 (R) ist f | (ST ) =
(

f |S
)
|T .

b) Das Transformationsverhalten der Modulform f ∈ A2k (Γ) aus Satz 3.1.8 a) lautet jetzt:

f |S = f (S ∈Γ) (3.4)
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c) Aus a) folgt: Ist (3.4) für die S aus einem Erzeugendensystem von Γ erfüllt, so gilt (3.4)

für alle S ∈Γ. Speziell: Ist (3.4) für U =
(
1 1
0 1

)

und T =
(
0 −1
1 0

)

erfüllt, so gilt (3.4) für

alle S ∈ 1Γ.

d) Die Fourier-Entwicklung der f ∈ A2k (Γ) aus Satz 3.1.8 b) lautet jetzt mit einem Horo-
zykel P in der Spitze p = A−1∞ (A ∈ 1Γ) von der Breite λ:

f (z) =
( ∞∑

n=m
ane

2πi z
λ

)

| A (z ∈P)

Wegen a) ist das äquivalent zu

f | A−1 (z) =
∞∑

n=m
ane

2πi z
λ

(

z ∈H, Im z hinreichend groß
)

Kommentar Sei p = A−1∞ Spitze von Γ mit Breite λ, f : H→P meromorph, und in p gebe
es einen polfreien Horozykel P := A−1

{

z : Im z > η
}

mit η> 0 hinreichend groß. Weiter gelte
f |S = f für alle S ∈Γ. Dann gilt:

f | A−1 (z +λ) = f | A−1 |Uλ (z)
a)= f | A−1UλA | A−1 (z) = f | A−1 (z) .

⇒ f | A−1 ist periodisch modulo λ. Die Funktionentheorie sagt uns dann, dass f | A−1 eine
Fourier-Entwicklung der Form

f | A−1 (z) =
∞∑

n=−∞
ane

2πi nz
λ

(

Im z > η
)

besitzt (siehe Elstrodt (2004)).
Von einer Modulform verlangen wir nun, dass diese Entwicklung in Richtung negativer Ex-
ponenten abbricht. Dies ist äquivalent dazu, dass das f entsprechende ω in Γp höchstens
einen Pol hat; dementsprechend sagt man auch, dass f in p höchstens einen Pol hat. Wir
hatten in der Spitzenklasse Γp definiert: νp

(

f
)

:= ordΓp ω+k. Ist ω in Γp holomorph, k Ê 1,
so hat diese Fourier-Entwicklung die Gestalt

f | A−1 (z) =
∞∑

n=1
ane

2πi nz
λ ,

d. h. f verschwindet in p.

3.1.13 Definition (Spitzenform) f ∈ A2k (Γ) heißt Spitzenform, wenn f in H holomorph ist
und in allen Spitzen von Γ verschwindet, d. h. für eine Spitze p = A−1∞ von Γ (A ∈ 1Γ) mit
Grundmatrix A−1UλA in Γ hat f in p eine Fourier-Entwicklung der Form

f | A−1 (z) =
∞∑

n=1
ane

2πi nz
λ ⇐⇒ νp

(

f
)

Ê 1
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Wir haben also folgende Ordnungsdefinition getroffen: A2k (Γ) ∋ f ↔ω ∈ Diffk (

Γ\H∗)

:

νp
(

f
)

=
{

ordΓp (ω)+k
(

1− 1
ℓ

)

für p ∈H, ℓ := ordΓp

ordΓp (ω)+k für eine Spitze p von Γ

3.1.14 Korollar Bei der Zuordnung ω 7→ f gemäß Satz 3.1.8 entsprechen die abelschen Dif-
ferntiale erster Gattung auf Γ\H∗ den Formen aus S2 (Γ) :=

{

Spitzenformen vom Gewicht 2 auf Γ
}

.

B ω von erster Gattung ⇒ f ∈ S2 (Γ) folgt aus dem oben gezeigten.
Umgekehrt sei f ∈ S2 (Γ). Für p ∈H, ℓ := ordΓp ist

ordΓp (ω) =
1

ℓ

(

ordp
(

f
)

︸ ︷︷ ︸

Ê0

− k
︸︷︷︸

=1

(ℓ−1)
)

Ê−1.

⇒ω ist in Γ\H holomorph. Ist p Spitze von Γ, so gilt:

ordΓp (ω) = νp
(

f
)

−k = νp
(

f
)

−1 Ê 0. ä

3.1.15 Definition (ganze Modulformen) f ∈ A2k (Γ) heißt ganz (engl. entire) genau dann,
wenn f in H holomorph ist und in allen Spitzen p von Γ gilt: νp

(

f
)

Ê 0, d. h.

f | A−1 (z) =
∞∑

n=0
ane

2πi nz
λ .

G2k (Γ) :=
{

f ∈ A2k (Γ) : f ganz
}

⊃ S2k . Für Γ ⊏ 1Γ mit [1Γ : Γ] <∞ werden dimS2k (Γ) und
dimG2k (Γ) in Kapitel 3.2 bestimmt.

3.1.16 Korollar Bei der Zuordnung ω 7→ f gemäß Satz 3.1.8 entsprechen die abelschen Dif-
ferentiale dritter Gattung auf Γ \H∗, die höchstens in den Spitzenklassen von Γ Pole von
höchstens erster Ordnung haben, den Formen aus G2k (Γ).

B siehe Korollar 3.1.14 unter Benutzung von Definition 3.1.15. ä

3.1.17 Satz a) A2k (Γ) ·A2ℓ (Γ) ⊂ A2(k+ℓ) (Γ), f ∈ A2k (Γ), g ∈ A2ℓ (Γ)\{0} ⇒ f
g ∈ A2(k−ℓ) (Γ).

G2k (Γ) ·G2ℓ (Γ) ⊂G2(k+ℓ) (Γ), G2k (Γ) ·S2ℓ (Γ) ⊂ S2(k+ℓ) (Γ).

b) d : A0 (Γ) → A2 (Γ) , d f := f ′ ist eine lineare Abbildung.

c) Für M =
( · ·

c d
)

∈ 1Γ definiert

A2k (Γ) ∋ f 7→ f |M := (cz +d)−2k f (M z) ∈ A2k (Γ) (z ∈H)

eine C-lineare Bijektion von A2k (Γ) auf A2k
(

M−1ΓM
)

, die die zugehörigen Räume
G2k (Γ) und S2k (Γ) in G2k

(

M−1ΓM
)

bzw. S2k
(

M−1ΓM
)

überführt.

B a) und b) sind klar. c) ist eine Übung zur Anwendung des Peterssonschen Strich-
operators. Z. B. sei S ∈Γ:

⇒
(

f |M
)
|
(

M−1SM
)

= f | (SM) =
(

f |S
)
|M = f |M ,

da f ∈ A2k (Γ) ist usw. ä
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3.2 Der Grad von Divisoren meromorpher Differentiale und
Modulformen

3.2.1 Definition (Divisoren) Sei X eine kompakte Riemannsche Fläche. Die Divisorengrup-
pe von X ist per definitionem die von den Punkten von X erzeugte freie abelsche Gruppe,
d. h. Div(X ) enthält genau die Funktionen X →Z, die nur in endlich vielen Punkten von X
einen von 0 verschiedenen Wert haben:

D =
m∑

j=1

n jχ{P j } =:
m∑

j=1

n j P j
(

n j ∈Z, P j ∈ X , j = 1, . . . ,m
)

Jede meromorphe Funktion 0 6= f : X → P hat einen Divisor div
(

f
)

:=
∑

P∈X ordP
(

f
)

P .
Beachte: X ist kompakt, f hat also nur endlich viele Null- bzw. Polstellen auf X ! Jedes 0 6=
ω ∈ Diffk (X ) hat einen Divisor div(ω) :=

∑

P∈X ordP (ω) ·P , dabei ist auch hier die Summe
endlich und somit sinnvoll. Zwei meromorphe Funktionen f , g : X →P, f 6= 0 6= g haben den
gleichen Divisor genau dann, wenn f und g sich höchstens um einen konstanten Faktor 6= 0
unterscheiden, denn:

div

(
f

g

)

= div
(

f
)

−div
(

g
)

, d .h.div
(

f
)

= div
(

g
)

.

⇒ f
g ist holomorph auf X , nach Liouville also konstant. Die Umkehrung ist klar.

Sei D ∈ Div(X ), D =
∑m

j=1 n j P j . Dann ist

deg: Div(X ) →Z, degD :=
m∑

j=1

n j

ein Gruppen-Homomorphismus. Sei 0 6= f ∈ Mer(X ) . ⇒ degdiv
(

f
)

= 0 (siehe z. B. Forster
(1977), S. 28, Korollar 4.25, oder Reyssat (1989), S. 54). D ∈ Div(X ) heißt Hauptdivisor, wenn
es ein f ∈ Mer(X ) gibt, so dass D = div f . Die Hauptdivisoren liegen in kerdeg, d. h. die
Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe von kerdeg, hier herrscht aber nicht notwendig
Gleichheit, was man bspw. im folgenden Fall sieht: Sei Λ ein Gitter in C, X :=C/Λ, P,Q ∈ X ,
P 6=Q. Dann liegt D := P−Q in kerdeg, aber D ist kein Hauptdivisor, da es keine elliptischen
Funktionen erster Ordnung gibt.

3.2.2 Satz Sei X eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g , 0 6= ω ∈ Diff1 (X ).
Dann gilt: deg(div(ω)) = 2

(

g −1
)

.

B Für 0 6= ω,η ∈ Diff1 (X ) gilt: deg(div(ω)) = deg
(

div
(

η
))

, denn f := ω
η ∈ Mer(X ) und

deg
(

div
(

f
))

= 0. Also genügt die Bestimmung des Grads für ein geeignet gewähltes ω. Dazu
wählen wir ein nicht-konstantes f ∈ Mer(X ), so dass f −1 (∞) keinen Verzweigungspunkt
von f enthält, und setzen ω := d f ∈ Diff1 (X ). Sei n der Grad der Überlagerung f : X → P.
⇒ω hat in den n Punkten aus f −1 (∞) Pole zweiter Ordnung und keine weiteren Pole. Null-
stellen hat ω genau in den Punkten, in denen f eine Entwicklung der Form f =

∑

jÊm a j t j

mit m Ê 2 und t = e
2πi Az

λ besitzt. Dabei ist die Karte t im Punkt P so gewählt, dass t (P ) = 0
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ist. D. h. ω hat Nullstellen genau in den Verzweigungspunkten von f , und zwar ist in einem
solchen Verzweigungspunkt

ordP (ω) = vfhP
(

f
)

−1 = vP
(

f
)

= Verzweigungsordnung von f in P .

Satz 2.2 liefert in dieser Situation:

2g −2 = n
(

2 g ′
︸︷︷︸

=0

−2
)

+
∑

P∈X
P∉ f −1(∞)

vp
(

f
)

︸ ︷︷ ︸

=ordP (ω)

=
∑

P∈X
P∉ f −1(∞)

ordP (ω)

︸ ︷︷ ︸

Nullstellenbeitrag

− 2n
︸︷︷︸

Polbeitrag

.

Ein alternativer Beweis benutzt den Satz von Riemann-Roch (Satz 3.3.2), siehe dazu Forster
(1977), S. 127, Satz 17.12. ä

3.2.3 Korollar Sei X kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g , 0 6= ω ∈ Diffk (X ).
Dann gilt: deg(div(ω)) = 2k

(

g −1
)

.

B Man wähle ein 0 6= η ∈ Diff1 (X ) (z. B. η= d f mit f aus Satz 3.2.2). ⇒ ω
ηk ∈ Mer(X ).

⇒deg

(

div

(
ω

ηk

))

= 0

⇒deg(div(ω)) = deg
(

div
(

ηk
))

= k deg
(

div
(

η
)) Satz 3.2.2= 2k

(

g −1
)

ä

Übersetzung in die Sprache der automorphen Formen: Sei −I ⊏ 1Γ mit µ := [1Γ : Γ] <∞,
X :=Γ\H∗ vom Geschlecht g , H∗ =H∪Q∪ {∞}, k ∈Z. Für 0 6= f ∈ A2k (Γ) sei

div f :=
∑

P=Γp∈X
νp

(

f
)

·P

deg
(

div f
)

:=
∑

P=Γp∈X
νp

(

f
)

.

3.2.4 Satz (Gewichtsformel) Für 0 6= f ∈ A2k (Γ) gilt:

deg
(

div
(

f
))

= k

(

2k −2+p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

=
1

6
kµ= k

1

2π
ω (Γ\H)

In dieser Form gilt die Formel für beliebige koendliche Fuchssche Gruppen, wobei p die An-
zahl der Klassen parabolischer Fixpunkte von Γ, eℓ die Anzahl der Klassen elliptischer Fix-
punkte p von Γ mit ordΓp = ℓ sei für ℓ= 2,3. Insbesondere ist für 0 6= f ∈ A2k (1Γ)

deg
(

div
(

f
))

=
2k

12
=

k

6

die Gewichtsformel für die Modulgruppe.
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B Nach der Formel für νp
(

f
)

gilt bei der Zuordnung f ↔ω:

deg
(

div
(

f
))

= deg(div(ω))+k

(

p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

Korollar 3.2.3= k

(

2g −2+p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

Satz 2.3.9= k
1

6
µ

Korollar 1.5.2= k
1

2π
ω (Γ\H)

ä

Bemerkung Satz 3.2.4 lässt sich (wie z. B. im Fall der Modulgruppe) durch Integration von
f ′

f über den Rand eines Fundamentalbereichs beweisen (sogar für beliebige koendliche
Fuchssche Gruppen).

3.2.5 Korollar Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ mit µ := [1Γ : Γ] <∞.

a) k < 0: ⇒G2k (Γ) = {0}.

b) k = 0: ⇒G0 (Γ) ≃C.

B a) Sei 0 6= f ∈ G2k (Γ). ⇒ deg
(

div
(

f
))

= 0, da f ganz ist. Andererseits ist nach
Satz 3.2.4 deg

(

div
(

f
))

= k 1
6µ< 0. E

b) Sei 0 6= f ∈ G0 (Γ). Nach Satz 3.2.4 ist dann deg
(

div
(

f
))

= 0, d. h. f entspricht eine
holomorphe Funktion auf Γ\H∗, und diese ist konstant. ⇒ f ist konstant. ä

3.2.6 Korollar G2 (1Γ) = {0}.

B

0 6= f ∈G2 (1Γ) ⇒ deg
(

div
(

f
))

=
1

6
= νi

(

f
)

+νρ
(

f
)

+N0 = 1 ·
1

2
+1 ·

2

3
+N0 Ê

7

6
E ä

3.2.7 Korollar dimG2k (1Γ) É 1 für k ∈ {2,3,4,5,7}.

B 0 6= f ∈G2k (1Γ)

⇒ deg
(

div
(

f
))

=
1

2
ordi

(

f
)

+
1

3
ordρ

(

f
)

+
∑

P=Γp∈Γ\H∗

p∉{i ,ρ}

νp
(

f
)

︸ ︷︷ ︸

∈N0

=
k

6

Folgende Fälle lassen sich ablesen:

k = 2: einzige Lösung: ordρ

(

f
)

= 1, alles andere 0.

k = 3: einzige Lösung: ordi
(

f
)

= 1, alles andere 0.
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k = 4: einzige Lösung: ordρ

(

f
)

= 2, alles andere 0.

k = 5: einzige Lösung: ordρ

(

f
)

= ordi
(

f
)

= 1, alles andere 0.

k = 7: einzige Lösung: ordi
(

f
)

= 1, ordρ

(

f
)

= 2, alles andere 0.

Jedes f ∈ G2k (1Γ) ist durch seinen Divisor bis auf einen konstanten Faktor 6= 0 eindeutig
bestimmt nach Korollar 3.2.5 b). ä

3.2.8 Korollar Für k ∈ {0,1,2,3,4,5,7} gilt: S2k (1Γ) = {0}.

B folgt direkt aus Korollar 3.2.7. ä

Bemerkung In Korollar 3.2.7 gilt in Wahrheit Gleichheit wie wir später mit Eisenstein-
Reihen zeigen werden.

3.3 Der Riemann-Rochsche Satz für Modulformen

3.3.1 Lemma Sei X kompakte Riemannsche Fläche, D :=
∑m

j=1 n j P j ∈ Div(X ) (n j ∈ Z für
j = 1, . . . ,m). Dann ist

L (D) :=
{

f ∈ Mer(X ) : f = 0∨div f Ê D
}

ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum.

B D habe genau in P1, . . . ,Pk die negativen Werte n1, . . . ,nk . Seien t1, . . . , tk Karten in
hinreichend kleinen Umgebungen von P1, . . . ,Pk , so dass t j

(

P j
)

= 0 für j = 1, . . . ,k. Dann ist
die Abbildung

ϕ : L (D) ∋ f 7→
(

−1∑

n=n1

c1,n t n
1 , . . . ,

−1∑

n=nk

ck,n t n
k

)

linear, und die Menge der Hauptteile ist ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum. Weiter
ist dimkerϕ ∈ {0,1}, also zusammen dimL (D) <∞. ä

3.3.2 Satz (Riemann-Roch) Für jedes 0 6=ω ∈ Diff1 (X ) gilt:

dimL (D) = dimL (−divω−D)−degD −
(

g −1
)

.

B siehe Forster (1977), S. 119 ff., Reyssat (1989), S. 58, Lamotke (2005), S. 26, sowie
Ahlfors und Sario (1960), S. 325. ä

Kommentar Für 0 6= f ∈ Mer(X ) gilt:

div f Ê−divω−D ⇐⇒ div
(

f ω
)

Ê−D,

und wenn f den Körper Mer(X ) durchläuft, so durchläuft f ω den Vektorraum Diff1 (X ). Das
liefert folgende inhaltliche Bedeutung von Satz 3.3.2:

max
∣
∣
{

f ∈ Mer(X ) : f linear unabhängig, f = 0 oder div f Ê D
}∣
∣

−max
∣
∣
{

η ∈ Diff1 (X ) : η linear unabhängig, η= 0 oder divηÊ−D
}∣
∣

=−degD −
(

g −1
)
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3.3.3 Folgerung a) Die Dimension des Vektorraums der abelschen Differentiale erster
Gattung (holomorphe Differentiale) auf X ist gleich g .
Begründung: Setze D = 0 in Satz 3.3.2.

b) Für 0 6=ω ∈ Diff1 (X ) gilt nach Satz 3.2.2:

degdivω= 2
(

g −1
)

.

Jetzt können wir das auch wie folgt zeigen: Ersetze in Satz 3.3.2 D 7→ −divω−D . Dann
folgt:

dimL (−divω−D)−dimL (D) = degdivω+degD −
(

g −1
)

= degD +
(

g −1
)

⇒ degdivω= 2
(

g −1
)

Voraussetzungen und Bezeichnungen für Kapitel 3.3: Γ ⊏ 1Γ, µ := [1Γ : Γ] <∞, X := Γ \
H∗ Riemannsche Fläche vom Geschlecht g , p die Anzahl Γ-inäquivalenter parabolischer
Fixpunkte von Γ mit Vertretern q1, . . . , qp , Qν :=Γqν für ν= 1, . . . , p die Spitzenbahnen (∈ X ),

eℓ sei die Anzahl der Bahnen Γ-inäquivalenter elliptischer Fixpunkte z von Γ mit
∣
∣
∣Γz

∣
∣
∣= ℓ ∈

{2,3} vertreten durch z(ℓ)
ν , Z (ℓ)

ν :=Γz(ℓ)
ν für ν= 1, . . . ,eℓ.

3.3.4 Definition (Formaler Divisor) Sei −I ∈Γ. Ein formaler Divisor zu Γ und k ∈Z ist ein
Divisor der Form S =

∑

P∈X ν (P )P , wobei ν (P ) 6= 0 nur für endlich viele P ∈ X , und es gelte

ν (P )−k
(

1− 1
ℓ

)

∈Z, falls P =Γp, p ∈H, ℓ :=
∣
∣
∣Γp

∣
∣
∣, und ν (P ) ∈Z, falls P =Γp mit einer Spitze

p von Γ. Für ein solches D sei degD :=
∑

P∈X ν (P ).
Wir definieren für k ∈Z und einen formalen Divisor D :

ν (Γ,2k,D) := max
∣
∣
{

f ∈ A2k (Γ) : f linear unabhängig, f = 0∨div f Ê D
}∣
∣ .

Man kann leicht sehen, dass für einen Divisor D zu Γ, k auch −D ein Divisor zu Γ, −k
ist. Sind D und D ′ Divisoren zu Γ, k bzw. Γ, k ′, so ist D +D ′ ein Divisor zu Γ,

(

k +k ′).

3.3.5 Satz (Riemann-Roch für Modulformen) Sei D Divisor zu Γ, k mit k ∈ Z. Dann ist
schon ν (Γ,2k,D) <∞, und mit dem sog. Verzweigungsdivisor (zu Γ, 1)

V :=
p∑

ν=1
Qν+

3∑

ℓ=2

eℓ∑

ν=1

(

1−
1

ℓ

)

Z (ℓ)
ν

gilt:

ν (Γ,2k,D) = ν (Γ,2(1−k) ,VD )−degD +k
µ

6
−

(

g −1
)

= ν (Γ,2(1−k) ,VD )−degD +k degV + (2k −1)
(

g −1
)

.

73



B Wir benutzen die Existenz eines nicht-konstanten h ∈ Mer(X ). Zu einem solchen
h bilden wir (dh)k ∈ Diffk (X ) \ {0}. Zu (dh)k existiert – wie wir auch noch in Korollar 4.1.4
zeigen werden – ein 0 6= f0 ∈ A2k (Γ) wie in der Zuordnung aus Satz 3.1.8. Für 0 6= f ∈ A2k (Γ)

gilt dann:

div f Ê D ⇐⇒ div
f

f0
Ê D −div f0

︸ ︷︷ ︸

ganzzahliger Divisor

.

f
f0
∈ A0 (Γ) entspricht eine Funktion aus Mer(X ). Sei A := D −div f0 (ganzzahliger Divisor),

0 6=ω ∈ Diff1 (X ).

⇒ ν (Γ,2k,D) = dimL (A)
︸ ︷︷ ︸

<∞
Satz 3.3.2= dimL (−divω− A)−deg A−

(

g −1
)

Satz 3.2.4= dimL (−divω− A)−degD + k
µ

6
︸︷︷︸

=degdiv f0

−
(

g −1
)

Schreibe dimL (−divω− A) als Dimension eines Vektorraums von Modulformen:

A2 (Γ) ∋ h ↔ η ∈ Diff1 (

Γ\H∗)

,

dabei gilt:

p ∈H⇒ νp (h) = ordΓp
(

η
)

+1

(

1−
1

ℓ

)

p Spitze ⇒ νp (h) = ordΓp
(

η
)

+1







⇒ divh = divη+V

⇒dimL (−divω− A)

= max
∣
∣
{

η ∈ Diff1 (X ) : η linear unabhängig, η= 0∨divηÊ−A
}∣
∣

= max
∣
∣
{

h ∈ A2 (Γ) : h linear unabhängig, h = 0∨divh ÊVA =V +div f0 −D
}∣
∣

= max

∣
∣
∣
∣

{

g :=
h

f0
∈ A2(1−k) (Γ) : g linear unabhängig, div g ÊVD

}∣
∣
∣
∣

= ν (Γ,2(1−k) ,V −D) .

Die zweite Formel ist nun klar nach Satz 2.3.9. ä

3.3.6 Satz Für k Ê 1 ist

dimG2k (Γ) = (2k −1)
(

g −1
)

+kp +
⌊

k

2

⌋

e2 +
⌊

2k

3

⌋

e3

Für k É 0 ist die Dimension bereits bekannt aus Korollar 3.2.5.
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B Satz 3.3.5 mit

D :=
3∑

ℓ=2

eℓ∑

ν=1

aℓ

ℓ
Z (ℓ)
ν ,

wobei aℓ ∈ {0,1, . . . ,ℓ−1} so gewählt ist, dass ℓ |
(

k +aℓ

)

; insbesondere sind damit die aℓ

eindeutig bestimmt. Sei etwa k +aℓ = ℓm mit einem m ∈Z.

⇒
aℓ

ℓ
= k

(

1−
1

ℓ

)

+m −k
︸ ︷︷ ︸

∈Z

.

⇒ D ist Divisor zu Γ, k.
Behauptung: Für 0 6= f ∈ A2k (Γ) gilt: div f Ê D ⇔ f ∈G2k (Γ).
Begründung:

„⇒“ klar, da f in allen q ∈H∗ eine Ordnung νq
(

f
)

Ê 0 hat.

„⇐“ In den Spitzen und Nicht-Fixpunkten von Γ in H ist alles klar, da dort D keine von
0 verschiedenen Werte annimmt. Sei also q ∈ H elliptischer Fixpunkt von Γ mit ℓ :=
∣
∣
∣Γq

∣
∣
∣; dann gilt mit f ↔ω ∈ Diff1 (X )

0 É νq
(

f
)

=
1

ℓ
ordq f = ordq ω

︸ ︷︷ ︸

=:n

+k

(

1−
1

ℓ

)

=
ℓ (n +k)−k

ℓ
=

ℓ (n +k)−

≡0 mod ℓ
︷ ︸︸ ︷
(

k +aℓ

)

+aℓ

ℓ

Ê min

{
ℓm +aℓ

ℓ
: ℓm +aℓ Ê 0, m ∈Z

}

=
aℓ

ℓ

= Wert von D in Γq

⇒ ν (Γ,2k,D) = dimG2k (Γ).

Behauptung: ν (Γ,2(1−k) ,VD ) = 0 (beachte: k Ê 1!).
Begründung: Sei 0 6= f ∈ A2(1−k) (Γ) mit div f Ê V −D . Dann liefert Satz 3.2.4 degdiv f =
(1−k)

µ
6 É 0, da k Ê 1. Andererseits ist

deg(V −D) = degV −degD =
(

p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

−
( a2

2
e2 +

a3

3
e3

)

Ê p > 0.

Dies ist ein Widerspruch, so dass die Wahl von f nicht zulässig ist. Das liefert die Behaup-
tung.

⇒ dimG2k (Γ) = ν (Γ,2k,D)

Satz 3.3.6= (2k −1)
(

g −1
)

−k degV −degD

= (2k −1)
(

g −1
)

+k

(

p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

−
( a2

2
e2 +

a3

3
e3

)

= (2k −1)
(

g −1
)

+kp +
⌊

k

2

⌋

e2 +
⌊

2k

3

⌋

e3
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nach Wahl der aℓ. ä

3.3.7 Satz Für k > 1 ist

dimS2k (Γ) = (2k −1)
(

g −1
)

+ (k −1) p +
⌊

k

2

⌋

e2 +
⌊

2k

3

⌋

e3 = dimG2k (Γ)−p,

dimS2 (Γ) =G.

B dimS2 (Γ) = g ist klar, da S2 (Γ) isomorph ist zum Vektorraum der abelschen Diffe-
rentiale erster Gattung. Dieser hat nach Satz 3.3.2 die Dimension g .
Sei k > 1, aℓ wie im Beweis von Satz 3.3.6,

D :=
3∑

ℓ=2

eℓ∑

ν=1

aℓ

ℓ
Z (ℓ)
ν +

p∑

ν=1
Qν.

Dann gilt für 0 6= f ∈ A2k (Γ): div f Ê D ⇔ f ∈ S2k (Γ). Man berechnet dies analog zur Vorge-
hensweise im Beweis von Satz 3.3.6.

⇒ dimS2k (Γ) = ν (Γ,2k,D) = (2k −1)
(

g −1
)

+ (k −1) p +
⌊

k

2

⌋

e2 +
⌊

2k

3

⌋

e3,

falls ν (Γ,2(1−k) ,V −D) = 0. Wiederum in Analogie zum Beweis von Satz 3.3.6 zeigt man:
Sei 0 6= f ∈ A2(1−k) (Γ) mit div f ÊV −D . ⇒ degdiv f = (1−k)

µ
6 < 0, da k > 1. Andererseits ist

deg(V −D) = degV −degD =
(

p +
1

2
e2 +

2

3
e3

)

−
( a2

2
e2 +

a3

3
e3 +p

)

Ê 0,

so dass wir auch hier einen Widerspruch konstruiert haben. Folglich ist die Wahl von f
nicht zulässig. Das liefert die Behauptung. ä

3.3.8 Korollar Für k ∈Z gilt:

dimG2k (1Γ) =







⌊
k
6

⌋

+1 für k Ê 0, k 6≡ 1 mod 6
⌊

k
6

⌋

für k > 0, k ≡ 1 mod 6

0 für k < 0

dimS2k (1Γ) =







⌊
k
6

⌋

für k Ê 6, k 6≡ 1 mod 6
⌊

k
6

⌋

−1 für k > 6, k ≡ 1 mod 6

0 für k < 6

3.3.9 Korollar Für k ∈Z gilt:

dimG2k
(

Γϑ

)

=
{⌊

k
2

⌋

+1 für k Ê 0

0 für k < 0

dimS2k
(

Γϑ

)

=
{⌊

k
2

⌋

−1 für k Ê 4

0 für k É 3

Dito für Γ0 (2) und Γ0 (2).
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3.3.10 Korollar Für k ∈Z gilt:

dimG2k (Γ (2)) =
{

k +1 für k Ê 0

0 für k < 0

dimS2k (Γ (2)) =
{

k −2 für k Ê 3

0 für k É 2
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4 Beispiele von Modulformen

4.1 Poincarésche Reihen

Motivation: Wir wollen Modulformen vom Gewicht 2k konstruieren. Das Problem dabei ist
das Transformationsverhalten

(cz +d)−2k f (Sz)
︸ ︷︷ ︸

= f |S(z)

= f (z)

für alle S =
( · ·

c d
)

∈Γ. Idee: Man mittle über die Gruppe Γ und bilde mit einem holomorphen
h : H→C

f :=
∑

S∈Γ
h |S.

Wenn das absolut konvergiert, so hat f das richtige Transformationsverhalten f |S = f für
alle S ∈Γ. Das ist die Idee von Henri Poincaré, die sog. Poincaréschen Reihen. Auf diese Weise
hat Poincaré die Existenz nicht-konstanter meromorpher Funktionen auf Riemannschen
Flächen nachgewiesen.

Modifikation: Wir nehmen an, h erfülle schon das Transformationsverhalten h |M = h für
alle M ∈∆⊏Γ (z. B. h (z) = e2πi nz für n ∈Z, ∆= 〈U 〉 und Γ= 1Γ). Dann wird die Reihe nicht
konvergieren und muss wie folgt modifiziert werden: Man setze f :=

∑

M∈R h |M mit einem
Vertretersystem R von ∆\Γ. Beachte: Für M , M ′ ∈Γ mit ∆M =∆M ′ gilt: M = LM ′ mit einem
L ∈∆: ⇒ h |M = h |LM ′ = (h |L) |M ′ = h |M ′. Dieser Ansatz ist also sinnvoll, da er unabhängig
von der Wahl des Vertretersystems ist. Weiter ist für jedes S ∈Γ auch RS ein Vertretersystem
von ∆\Γ. Wegen der Unabhängigkeit von der Auswahl von R ist damit klar: f |S = f für alle
S ∈Γ, falls die Reihe absolut konvergiert.

Voraussetzungen und Bezeichnungen in 4.1 Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, p = A−1∞ eine Spitze von

Γ, A ∈ 1Γ mit Grundmatrix A−1UλA, h (z) := e
2πi nz

λ für festes n ∈Z hat die Eigenschaft, dass

h | A−1U mλA (z) = e
2πi nz

λ |U mλA =
(

e
2πi nz

λ |U mλ
)

| A = e
2πi nz

λ | A = h (z)

für ein m ∈Z. Der Ansatz klappt folglich mit h und ∆ := 〈A−1UλA〉.

4.1.1 Definition (Poincarésche Reihe) Für n ∈Z, k > 1 sei die Poincarésche Reihe zur Spitze
p = A−1∞ erklärt durch

Pn (z, A,Γ,2k) :=
1

2

∑

M∈R

e
2πi nz

λ |
2k

AM =
1

2

∑

M∈R
AM=

( · ·
c d

)

(cz +d)−2k e2πi n AM z
λ
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mit einem Vertretersystem R von 〈A−1UλA〉\Γ. Wegen −I ∈Γ erhält man alle Terme in der
Summation doppelt; daher normieren wir wieder mit dem Faktor 1

2 . Im Spezialfall n = 0
erhält man die sog. Eisensteinschen Reihen.

Bemerkung 1) Der Ansatz ist nach obiger Rechnung sinnvoll.

2) R ist Vertretersystem von 〈A−1UλA〉 \Γ⇔ AR ist maximales System von Matrizen aus
AΓ mit verschiedenen zweiten Zeilen, denn für M , N ∈Γ gilt:

∃m ∈Z M = A−1U mλAN ⇔∃m ∈Z AM =U mλAN ⇔ AM = AN .

3) Ist auch B ∈ 1Γ und B−1∞ Spitze von Γ, so gilt: Ist B−1∞≡ A−1∞ mod Γ, so gilt im Sinne
termweiser Übereinstimmung der formalen Reihen Pn (z, A,Γ,2k) = Pn (z,B ,Γ,2k)ζ mit
geeignetem ζ ∈C, |ζ| = 1.
Beweis: B−1∞= L−1 A−1∞ mit L ∈Γ. Ggf. Ersetzung L 7→ −L liefert: ∃m ∈Z AL =U mB .

Mit h (z) := e
2πi nz

λ und M ∈Γ gilt dann:

h | AM = h | (AL)
(

L−1M
)

= e
2πi mn

λ
(

h |B
(

L−1ML
))
|L−1.

Durchläuft M ein Vertretersystem von 〈A−1UλA〉\Γ, so durchläuft L−1ML ein Vertreter-
system von 〈B−1UλB〉\ L−1ΓL = 〈B−1UλB〉\Γ, und die nochmalige Anwendung von L−1

von rechts liefert ein anderes Vertretersystem.

Resultat: Man braucht die Pn nur für ein Vertretersystem der Spitzenklassen von Γ zu
betrachten.

4.1.2 Lemma Für B ∈ 1Γ gilt im Sinne termweiser Übereinstimmung der formalen Reihen:

Pn (·, A,Γ,2k) |
2k

B = Pn
(

·, AB ,B−1ΓB ,2k
)

.

B Mit h (z) := e
2πi nz

λ | A gilt für alle M ∈Γ:

(h |M) |B = (h |B) |B−1MB =
(

e
2πi nz

λ | AB
)

|B−1MB.

Hier ist (AB)−1∞= B 1p ein parabolischer Fixpunkt von B−1ΓB mit Breite λ, und durchläuft
M ein Vertretersystem von 〈A−1UλA〉\Γ, so durchläuft auch B−1MB ein Vertretersystem von
〈(AB)−1 Uλ (AB)〉\ B−1ΓB . ä

Lemma 4.1.2 gestattet es, die Spitze p nach ∞ zu transformieren und die Betrachtung
Poincaréscher Reihen auf den Fall p =∞ für eine konjugierte Gruppe zu reduzieren.

4.1.3 Satz Für k Ê 1 und n ∈Z konvergiert

Pn (z, A,Γ,2k) :=
1

2

∑

M∈R
AM=

( · ·
c d

)

(cz +d)−2k e2πi n AM z
λ , (4.1)
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wobei R ein Vertretersystem von 〈A−1UλA〉\Γ sei, normal in H und stellt eine in H holomor-
phe Modulform aus A2k (Γ) dar. Ist B ∈ 1Γ und B−1∞ eine Spitze von Γ, so gilt mit x := Re z,
y := Im z für y →∞ gleichmäßig bzgl. x ∈R:

Pn
(

x + i y, A,Γ,2k
)
|B−1 = δ (A,B)e

2πi nz
λ +O (1)

mit

δ (A,B) :=
{

e
2πi nq

λ für B−1∞≡ A−1∞ mod Γ mit geeignetem q ∈Z

0 sonst

Insbesondere ist Pn (·, A,Γ,2k) ∈G2k (Γ) für n Ê 0 und Pn (·, A,Γ,2k) ∈ S2k (Γ) für n > 0.

B normale Konvergenz Sei K ⊂H kompakt, M ∈R, AM =
( · ·

c d
)

.

⇒
∣
∣
∣e2πi n AM z

λ

∣
∣
∣= e

−2π n
λ

y

|cz+d |2 É e
2π

∣
∣ n
λ

∣
∣ y

|cz+d |2 ,

und hier ist

y

|cz +d |2
É

{

y für c = 0
1

c2 y É 1
y für c 6= 0

⇒ Der Zähler ist gleichmäßig auf K beschränkt. Es genügt also zu zeigen:

∑′

(m1,m2)∈Z2

|m1z +m2|−2k

konvergiert normal in H. Hier gilt für (m1,m2) ∈ Z2 \{(0,0)} und z ∈K: |m1z+m2|
|m1i+m2| =

∣
∣µz +ν

∣
∣ mit µ := m1p

m2
1+m2

2

und ν = m2p
m2

1+m2
2

, und das ist der Wert der stetigen posi-

tiven Funktion S1 ×K → ]0,∞[ ,
((

µ,ν
)

, z
)

7→
∣
∣µz +ν

∣
∣.

⇒∃C > 0 ∀z ∈ K , (m1,m2) ∈Z2 \{(0,0)}
1

C
|m1i +m2| É |m1z +m2| ÉC |m1i +m2|

Es genügt also zu zeigen
∑′

(m1,m2)∈Z2 (m1i +m2) <∞, was aus Elstrodt (2004) bekannt
ist. ⇒ Die Reihe (4.1) konvergiert normal.

Transformationsverhalten unter Γ ist klar nach Ansatz.

Verhalten in den Spitzen von Γ Nach Lemma 4.1.2 genügt der Beweis der Wachstumsaus-
sage für den Fall B = I . Dann sind A−1∞ und ∞ Spitzen von Γ, und das Verhalten
von

Pn (z, A,Γ,2k) =
1

2

∑

M∈R
AM=

( · ·
c d

)

e2πi n AM z
λ (cz +d)−2k
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für y →∞ ist zu untersuchen. Dabei spielen die Terme mit c = 0 – falls vorhanden –
eine Sonderrolle:

∃M ∈R, AM =
(
· ·
0 ·

)

⇐⇒∃M ∈R AM∞=∞=⇒ A−1∞≡∞ mod Γ.

Umgekehrt: Ist A−1∞≡∞ mod Γ, so gibt es ein N ∈Γ mit A−1∞= N∞. N ist bis auf
einen linken Faktor aus Γp = 〈A−1UλA, I 〉 eindeutig bestimmt. Wegen −I ∈ Γ gibt es
dann genau zwei Elemente M ∈R mit A−1∞= M∞.

D. h. A−1∞≡∞ mod Γ⇐⇒ es gibt genau zwei Elemente M ∈R mit AM =
(
· ·
0 ·

)

.

⇒ Pn (z, A,Γ,2k) = δ (A,B)e
2πi nz

λ +
1

2

∑

M∈R
AM=

( · ·
c d

)

c 6=0

(cz +d)−2k e2πi n AM z
λ

mit δ (A, I ) = e
2πi nq

λ für AM =±
(
1 q
0 1

)

.

Bleibt zu zeigen: Die letzte Summe in (4.1) konvergiert für y →∞ gleichmäßig bzgl. x
gegen 0: Nun ist für c 6= 0

∣
∣
∣e2πi n AM z

λ

∣
∣
∣= e

−2πi n
λ

y

|cz+d |2 É e2πi
∣
∣ n
λ

∣
∣ 1

y =O (1) für y →∞

gleichmäßig bzgl. x ∈R.
Bleibt zu zeigen:

∑

M∈R
AM=

( · ·
c d

)

c 6=0

|cz +d |−2k y→∞
−−−−→ 0

gleichmäßig bzgl. x, d. h.

∑

m1,m2∈Z
m1 6=0

|m1z +m2|−2k y→∞
−−−−→ 0

gleichmäßig bzgl. x. Diese Reihe ist periodisch in x modulo 1, so dass wir das nur
für x ∈ [0,1] zeigen müssen. Sei V := {z ∈C : Re z ∈ [0,1] , Im z Ê 1}. Die Funktion z 7→
|m1z+m2|
|m1i+m2| mit m1,m2 ∈Z, m1 6= 0 nimmt in V ihr Minimum auf {x + i : x ∈ [0,1]} an, und
die obige Abschätzung auf dem Kompaktum K ⊂H ergibt:

∃γ> 0 ∀m1,m2 ∈Z, m1 6= 0, z ∈V |m1z +m2| Ê γ |m1i +m2| .

⇒
∑

m1,m2∈Z
m1 6=0

|m1z +m2|−2k y→0
−−−→ 0 gleichmäßig bzgl. x ∈V und verschwindet termwei-

se für y →∞. ⇒
∑

m1,m2∈Z
m1 6=0

|m1z +m2|−2k y→∞
−−−−→ 0 gleichmäßig bzgl. x ∈R. ä
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4.1.4 Korollar Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ, Γ beliebig (nicht notwendig mit Spitzen). Dann gilt für alle
k ∈Z: A2k (Γ) 6= {0} und A0 (Γ) 6=C.

B OBdA habe Γ Spitzen (der Beweis genügt z. B. für 1Γ selbst). Sei A−1∞ Spitze von
Γ, 0 É m,n ∈ Z, ℓ Ê 1 so groß, dass ℓ+k > 1. Dann liefert Satz 4.1.3: Pn (·, A,Γ,2ℓ) 6= 0 und
Pm (·, A,Γ,2(k +ℓ)) 6= 0.

0 6= f :=
Pm (·, A,Γ,2(k +ℓ))

Pn (·, A,Γ,2ℓ)
∈ A2k (Γ) .

Wählt man m 6= n, so ist f nicht konstant. ä

Bemerkung Damit ist für unsere Gruppen und die zugehörigen Riemannschen Flächen
unabhängig von den Existenzsätzen der Theorie der Riemannschen Flächen die Existenz
nicht-trivialer Funktionen gezeigt.

4.1.5 Definition (Eisenstein-Reihe) In den Bezeichnungn von Definition 4.1.1 heißt

E (z, A,Γ,2k) :=
1

2

∑

M∈R
AM=(c,d)

(cz +d)−2k (k > 1)

die Eisenstein-Reihe zur Spitze A−1∞ der Gruppe Γ.

4.1.6 Korollar Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] < ∞, k > 1, f ∈ G2k (Γ). ⇒ Es gibt eine Linear-
kombination E Eisensteinscher Reihen zu Γ,k, so dass f −E ∈ S2k (Γ). Bezeichnet E2k (Γ)

den von den Eisensteinschen Reihen aufgespannten Teilraum von G2k (Γ), so gilt: G2k (Γ) =
E2k (Γ)⊕S2k (Γ). ⇒ dimE2k (Γ) = p = Anzahl der Γ-inäquivalenten Spitzen von Γ.

B klar nach Satz 4.1.3 und Bemerkung 3) zu Definition 4.1.1. ä

4.1.7 Beispiele a) Γ = 1Γ, k > 1: E2k (z) = E (z,U , 1Γ,2k). Dann folgt mit Korollar 3.3.8,
da wegen Satz 4.1.3 E2k 6= 0 ist: G2k (1Γ) =CE2k für k ∈ {2,3,4,5,7}

b) E8 = E 2
4 , E10 = E4 ·E6, E14 = E6 ·E8 = E4 ·E10 nach a), da der 0-te Fourier-Koeffizient

aller Reihen 1 ist.

c) Γ=Γϑ, k > 1: E∞
2k (z) = E

(

z, I ,Γϑ,2k
)

, E 1
2k (z) = E

(

z,TU−1,Γϑ,2k
)

. ⇒G2k
(

Γϑ

)

=CE∞
2k+

CE 1
2k =E2k

(

Γϑ

)

für k ∈ {2,3} nach Korollar 3.3.9 und Korollar 4.1.6.

d) G4 (Γ (2)) = E4 (Γ (2)), denn beide Dimensionen sind 3, und es gibt 3 linear unabhän-
gige Eisenstein-Reihen.
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4.2 Die Eisensteinschen Reihen zur Modulgruppe

Wenn Γ hinreichend gut bekannt ist, kann man die Fourier-Entwicklung der Eisenstein-
Reihen ausrechnen. Das geht z. B. für Γϑ und für die Hauptkongruenzgruppen wir beschrän-
ken uns hier auf den typischen Spezialfall Γ = 1Γ. Dann haben wir eine Eisenstein-Reihe,
nämlich

E2k (z) :=
1

2

∑′

c,d∈Z
ggT(c,d)=1

(cz +d)−2k , (k > 1)

Wir haben sogar gesehen, dass
∑′

m,n∈Z (mz +n)−2k absolut konvergiert in H, und man sieht
sofort:

∑′

m,n∈Z
(mz +n)−2k =

∞∑

ν=1
ν−2k

∑′

c,d∈Z
ggT(c,d)=1

(cz +d)−2k = 2ζ (2k)E2k (z) ,

wobei ζ (s) :=
∑∞

n=1 n−s die Riemannsche ζ-Funktion bezeichne für s > 1. Damit haben wir

E2k (z) =
1

2ζ (2k)

∑′

m,n∈Z
(mz +n)−2k

(hier stehen die aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannten Eisensteinreihen
zum Gitter Z+Zz), und das ist zur Berechnung der Fourier-Entwicklung von E2k gut geeig-
net. Bevor wir die Fourier-Entwicklung von E2k bestimmen, erinnern wir an folgenden

4.2.1 Satz Für k Ê 1 gilt:

ζ (2k) = (−1)k−1 1

2

(2π)2k B2k

(2k)!
,

wobei B2k die (2k)-te Bernoullische Zahl bedeutet, die durch

z

ez −1
=

∞∑

n=0

Bn

n!
zn

definiert ist. Die Bn sind rationale Zahlen und genügen der Rekursionsformel

(

n

0

)

B0 +
(

n

1

)

B1 + . . .+
(

n

n −1

)

Bn−1 = 0.

Es ist B0 = 1, B1 = −1
2 , B2n+1 = 0 für n Ê 1 und man hat die Werte aus Tabelle 4.1. Weitere

Werte finden sich bei Serre (1970), S. 147.
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2k B2k ζ (2k)

2
1

6

π2

6

4 −
1

30

π4

90

6
1

42

π6

945

8 −
1

30

π8

9450

10
5

66

π10

35 ·5 ·7 ·11

12 −
691

2730

691π12

36 ·53 ·72 ·11 ·13

14
7

6

2π14

36 ·52 ·7 ·11 ·13

Tabelle 4.1: Einige Werte der Bernoulli-Zahlen und der Riemannschen ζ-Funktion

B Aus Elstrodt (2004) kennen wir die Partialbruchzerlegung des Cotangens:

πcotπz =
1

z
+

∞∑′

n=−∞

(
1

z +n
−

1

n

)

πcotπz =π
cosπz

sinπz

=πi
eπi z +e−πi z

eπi z −e−πi z

=−πi
1+e2πi z

1−e2πi z

=πi

(

1−
2

e2πi z

)

.

Nun ist für |z| < 1

1

z +n
−

1

n
=

1

n

(

1+ z
n

−1

)

=
∞∑

k=1

(−1)k zk

nk+1

und das konvergiert bei Summation über alle n ∈Z\{0} absolut für |z| < 1, und die Summen
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∑′
n∈Z

1
nk+1 sind für k ≡ 0 mod 2 alle = 0.

⇒
∑′

n∈Z

(
1

z +n
−

1

n

)

=
∞∑

k=1

(−1)k

(

∑′

n∈Z

1

nk+1

)

zk

=−2
∞∑

k=1

ζ (2k) z2k−1

=πcotπz −
1

z

=πi −
1

z
−

2πi

1−e2πi z

=πi −
1

z
+

1

z

2πi z

e2πi z −1

=πi −
1

z
+

1

z

∞∑

k=0

Bk

k !
(2πi z)k

Koeffizientenvergleich liefert jetzt die Behauptung. Die Rekursionsformel für die Bk folgt
aus dem Ansatz. ä

4.2.2 Lemma Für z ∈H, k Ê gilt:

∞∑

n=−∞
(z +n)−k =

(−2πi )k

(k −1)!

∞∑

n=1
nk−1e2πi nz

B Man kann eine Fourier-Entwicklung der periodischen Funktion auf der linken Sei-
te ausführen und die Fourier-Koeffizienten mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Noch
einfacher ist eine sukzessive Differetiation der Partialbruchentwicklung des Cotangens:

1

z
+

∑′

n∈Z

(
1

z +n
−

1

n

)

=πcotπz

=πi −
2πi

1−e2πi z

=πi −2πi
∞∑

n=0
e2πi nz (z ∈H)

ä

4.2.3 Satz Für alle k Ê 2 ist

E2k (z) = 1−
4k

B2k

∞∑

n=1
σ2k−1 (n)e2πi nz
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mit σℓ (n) :=
∑

d |n
d>0

dℓ. Speziell ist

E4 (z) = 1+240
∞∑

n=1
σ3 (n)e2πi nz ,

E6 (z) = 1−504
∞∑

n=1
σ5 (n)e2πi nz ,

E8 (z) = 1+480
∞∑

n=1
σ7 (n)e2πi nz ,

E10 (z) = 1−264
∞∑

n=1
σ9 (n)e2πi nz ,

E12 (z) = 1+
65520

691

∞∑

n=1
σ11 (n)e2πi nz ,

E14 (z) = 1−24
∞∑

n=1
σ13 (n)e2πi nz .

B

2ζ (2k)E2k (z) =
∑′

m,n∈Z
(mz +n)−2k

= 2ζ (2k)+2
∞∑

m=1

(

∑

n∈Z
(mz +n)−2k

)

Lemma 4.2.2= 2ζ (2k)+2
(−2πi )2k

(2k −1)!

∞∑

m=1

∞∑

n=1
n2k−1e2πi mnz

= 2ζ (2k)+2
(−2πi )2k

(2k −1)!

∞∑

n=1
σ2k−1 (n)e2πi nz ,

und mit

ζ (2k) = (−1)k−1 1

2
·

(2π)2k B2k

(2k)!

folgt die Behauptung. ä

4.2.4 Korollar Für alle n Ê 1 ist

σ7 (n) =σ3 (n)+120
n−1∑

ν=1
σ3 (ν)σ3 (n −ν)

11σ9 (n) = 21σ5 (n)−10σ3 (n)+5040
n−1∑

k=1

σ3 (k)σ5 (n −k)

B E8 = E 2
4 nach Beispiele 4.1.7 b), also

1+480
∞∑

n=1
σ7 (n)e2πi nz =

(

1+240
∞∑

n=1
σ3 (n)e2πi nz

)2
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Ein Koeffizientenvergleich liefert hier die erste Identität.
Ferner ist nach Beispiele 4.1.7 b) E10 = E4E6, und Eintragen der Fourier-Entwicklung sowie
Koeffizientenvergleich gibt die Behauptung. ä

Man kann auch in der Gleichung E14 = E6E8 = E6E 2
4 einen Koeffizientenvergleich führen

und hat dann eine Beziehung zwischen σ13, σ5, σ7 bzw. σ13, σ5 und σ3. Die Beziehungen
aus Korollar 4.2.4 sind nur die ersten aus unendlich vielen derartigen Beziehungen, die man
wie folgt auch aus der Theorie der elliptischen Funktionen herleiten kann: Für ein Gitter
Λ=Zω1 +Zω2 setze man für n Ê 3

en :=
∑′

ω∈Λ
ω−n = en (Λ)

Dabei verschwindet der Ausdruck für ungerades n. Dann ist offenbar

2ζ (2k)E2k (z) =
∑′

m,n∈Z
(mz +n)−2k = e2k (Zz +Z) .

Die en treten auf in der Laurent-Entwicklung der Weierstraßschen ℘-Funktion

℘ (u) =
1

u2
+

∑′

ω∈Λ

(
1

(u −ω)2
−

1

ω2

)

,

und zwar entwickelt man zunächst die Weierstraßsche ζ-Funktion

ζW (u) =
1

u
+

∑′

ω∈Λ

(
1

u −ω
+

1

ω
+

u

ω2

)

=
1

u
−

∑′

ω∈Λ

∞∑

n=2

un

ωn+1

=
1

u
−

∞∑

n=2
en+1un

=
1

u
−

∞∑

n=2
e2nu2n−1,

also

℘ (u) =−
d

du
ζw (u) =

1

u2
+

∞∑

n=2
(2n −1)e2nu2n−2.

Nun nimmt man die fundamentale Differentialgleichung der ℘-Funktion

℘′2 = 4℘3 − g2℘− g3,

mit g2 = 60e4 und g3 = 140e6, differenziert noch einmal:

2℘′′ = 12℘2 − g2, d. h.
1

6
℘′′ =℘2 −5e4.
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Hier setzt man die Laurent-Entwicklung ein und führt einen Koeffizienten-Vergleich durch.
Das liefert für n Ê 4:

((

2n −1

3

)

−2(2n −1)

)

e2n =
n−2∑

k=2

(2k −1)(2(n −k)−1)e2k e2(n−k).

Setzt man hier das Gitter Zz+Z für z ∈H ein und drückt alles durch die bekannten Fourier-
Entwicklungen der E2k aus, so bekommt man die genannten unendlich vielen Beziehungen
zwischen den Teilerpotenzsummen. –
Wir fahren fort in der Betrachtung der Eisensteinreihen zur Modulgruppe und beweisen

4.2.5 Satz

E4 (z) = 0 ⇐⇒ z ≡ ρ mod 1Γ

E6 (z) = 0 ⇐⇒ z ≡ i mod 1Γ

Alle Nullstellen von E4 und E6 sind von der Vielfachheit 1.

B Für alle 0 6= f ∈ A2k (1Γ) gilt: degdiv f = k
6 ; also wegen E4 6= 0 6= E6: degdivE4 = 1

3 und
degdivE6 = 1

2 . Damit ist alles klar. ä

Bemerkung Dass E4
(

ρ
)

= 0 ist, kann man ad hoc so sehen: Es gilt ρ2+ρ+1 = 0 und ρ = e
2πi

3 ,
also

∑′

m,n∈Z

(

mρ+n
)−4 =

∑′

m,n∈Z

(

mρ+nρ3)−4

= ρ−4
∑′

m,n∈Z

(

m +nρ2)−4

= ρ−1
∑′

m,n∈Z

(
(m −n)−nρ

)−4

= ρ−1
∑′

m,n∈Z

(

m +nρ
)−4

⇒ E4
(

ρ
)

= 0. Ebenso hat man

∑′

m,n∈Z
(mi +n)−6 =

∑′

m,n∈Z

(

mi +ni 2)−6

= i−6
∑′

m,n∈Z
(m −ni )−6

=−
∑′

m,n∈Z
(m +ni )−6

⇒ E6 (i ) = 0. Siehe dazu auch Maass (1983a).

4.2.6 Satz Für k Ê 2 hat G2k (1Γ) die Basis

E m
4 E n

6 (m,n ∈N0, 2m +3n = k)
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B Für k Ê 2 ist

dimG2k (1Γ) =







⌊
k
6

⌋

+1 für k 6≡ 1 mod 6
⌊

k
6

⌋

für k ≡ 1 mod 6
= #

{
Lösungen der diophant. Gleichung
2m +3n = k, m,n ∈N0

}

denn: Das ist richtig für k = 2,3,4,5,6,7 und bei k 7→ k +6 wächst dimG2k (1Γ) um 1 und die
Lösungsanzahl auch. Ferner sind die angegebenen Funktionen wirklich in G2k (1Γ) und sie
sind linear unabhängig. Das folgt sofort aus Satz 4.2.5. ä

Damit ist auch auf der Basis unseres Vorgehens (d. h. auf der Basis von Satz 3.3.2) die Tat-
sache bewiesen, dass man σ2k−1 (n) als Polynom in σ3 (·) und σ5 (·) schreiben kann. Ein ex-
plizites Verfahren, die lineare Relation zwischen E2k und den E m

4 E n
6 (m,n ∈N0, 2m+3n = k)

wirklich aufzustellen ohne Bezug auf die Theorie der elliptischen Funktionen zu nehmen,
gibt Hurwitz in seiner Dissertation auf S. 35 ff. an. Dabei benutzt Hurwitz eine Methode von
Eisenstein, und er zitiert Eisensteins große Arbeit: „Genaue Untersuchung der unendlichen
Doppelprodukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt
sind, und der mit ihnen zusammenhängenden Doppelreihen“, siehe Hurwitz (1847). André
Weil zitiert Kummers Bemerkung, dass diese Arbeit Eisensteins selten zitiert worden sei,
und bemerkt, dass Kummer und Hurwitz die einzigen Mathematiker des 19. Jahrhunderts
gewesen zu sein scheinen, die diese Arbeit zitiert haben (siehe Frickes Enzyklopädiebericht).
Dabei steckt in dieser Arbeit bereits die Weierstraßsche ℘-Funktion, worauf Hurwitz auf S.
35 seiner Dissertation hinweist, inklusive der Differentialgleichung. Hurwitz dazu an glei-
cher Stelle „allerdings ohne dass Eisenstein die principielle Bedeutung derselben erkannt
hätte“. Weierstraß führte ℘ erst 1862 in seinen Vorlesungen ein.

4.3 Die Modulform ∆

E 3
4−E 2

6 ∈ S12 (1Γ), E4
(

ρ
)

= 0, E6
(

ρ
)

6= 0. ⇒ E 3
4−E 2

6 6= 0, dimS12 (1Γ) = 1. ⇒ S12 (1Γ) =C
(

E 3
4 −E 2

6

)

.

4.3.1 Definition (Modulform ∆) ∆ := 2−6 ·3−3
(

E 3
4 −E 2

6

)

= 12−3
(

E 3
4 −E 2

6

)

= 1728
(

E 3
4 −E 2

6

)

.

Zusammenhang mit g2, g3: g2 = 60e4, g3 = 140e6 mit e2k (z) =
∑′

m,n∈Z (mz +n)−2k .

∆0 = g 3
2 − 27g 2

3 ist die Diskriminante des Polynoms 4X 3 − g2X − g3. ⇒ ∆ = (2π)−12∆0. ⇒
S12 (1Γ) =C∆.

4.3.2 Satz ∆ ist nullstellenfrei in H, ν∞ (∆) = 1.

B Entweder zeigt man die Behauptung mit der Theorie der Elliptischen Funktio-
nen für ∆ = (2π)−12∆0 und Fourierentwicklung, oder man zeigt mit ∆ 6= 0 und Satz 3.2.4:
degdiv∆= k

6 = 1. ∆ ∈ S12 (1Γ) und somit ν∞ (∆) Ê 1 impliziert dann ν∞ (∆) = 1. ä

4.3.3 Satz Schreibt man ∆ (z) =
∑∞

n=1τ (n)e2πi nz für z ∈H, so sind τ (n) ∈Z für n ∈Z, und es
gilt: τ (1) = 1.
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B Mit t = e2πi z , also |t | < 1, gilt: E4 (z) = 1+24 ·3 ·5P (t ), E6 (z) = 1−23 ·32 ·7Q (t ) mit
P (t ) =

∑∞
n=1σ3 (n) t n und Q (t ) =

∑∞
n=1σ5 (n) t n .

⇒∆ (z) = 2−63−3 (

E43 −E 2
6

)

= 2−63−3
((

1+24 ·3 ·5P (t )
)3 −

(

1−23 ·32 ·7Q (t )
)2

)

= 2−6 ·3−3 (

24 ·32 ·5P (t )+24 ·32 ·7Q (t )
)

+R (t )

=
1

12

∞∑

n=1
(5σ3 (n)+7σ5 (n)) t n +R (t ) ,

wobei R (t ) eine für |t | < 1 konvergente Potenzreihe in t mit Taylor-Koeffizienten in Z ist,
die mit Potenzen t 2 beginnt. Im Fall n = 1 liest man ab: τ (1) = 1. Hier ist für alle n Ê 1
5σ3 (n)+7σ5 (n) ≡ 0 mod 12, denn für alle d ∈N ist

5d 3 +7d 5 ≡ 5d 3 −5d 5 = 5d 3 (

1−d 2)=−5(d −1)d 3 (d +1) ≡ 0 mod 12 ä

4.3.4 Satz (Ramanujan, 1916) Für die Koeffizienten τ (n) aus der Fourier-Entwicklung von
∆ (z) =

∑∞
n=1τ (n)e2πi nz gilt:

τ (n) =
65

756
σ11 (n)+

691

756
σ3 (n)−

691

3

n∑

k=1

σ5 (k)σ5 (n −k) ,

τ (n) ≡σ11 (n) mod 691

B

E6 (z) = 1−23 ·32 ·7
∞∑

n=1
σ5 (n)e2πi nz ,

E12 (z) = 1+
24 ·32 ·5 ·7 ·13

691

∞∑

n=1
σ11 (n)e2πi nz

⇒ 691E12 −691E 2
6 ∈ S12 (1Γ) =C∆. ⇒∃α ∈Z 691E12 −691E 2

6 =α∆. Wir bestimmen α:

691E12 −691E 2
6 =

∞∑

n=1
cn t n

mit t = e2πi z und

cn = 24 ·32 ·5 ·7 ·13σ11 (n)−691

(

−24 ·32 ·7σ5 (n)+
(

23 ·32 ·7
)2

n−1∑

k=1

σ5 (k)σ5 (n −k)

)

= 24 ·32 ·7

(

5 ·13σ11 (n)+691σ5 (n)−22 ·32 ·7 ·691
n−1∑

k=1

σ5 (k)σ5 (n −k)

)

τ (1) = 1 ⇒α= c1 = 24 ·32 ·7(65+691) = 24 ·32 ·7 ·756. cn =ατ (n).

⇒ τ (n) =
65

756
σ11 (n)+

691

756
σ5 (n)−

691

3

n∑

k=1

σ5 (k)σ5 (n −k)

⇒ 756(τ (n)−σ11 (n)) ≡ 0 mod 691, also τ (n) ≡σ11 (n) mod 691. ä
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Die Lehmarsche Vermutung besagt: τ (n) 6= 0 für alle n ∈N.

4.3.5 Satz Für k ∈Z ist S2k (1Γ) =∆G2k−12 (1Γ).

B „⊃“ ist klar, und die Dimensionen sind gleich. ä

4.3.6 Beispiel S8 (Γ0 (2)) =C (∆ (z)∆ (2z))1/3.

B dimS8 (Γ0 (2)) = dimS8
(

Γϑ

)

= 1 nach Korollar 3.3.9. ∆ ist nullstellenfrei in H, also ist
auch g (z) :=∆ (z)∆ (2z) nullstellenfrei in H, hat also eine in H holomorphe dritte Wurzel.
Behauptung: ∆ (nz) ∈ S12 (Γ0 (n)).
Begründung: Sei S =

(
a b
c d

)

∈Γ0 (n). ⇒ c ≡ 0 mod n.

⇒∆ (nz) |
12

S = (cz +d)−12∆

(

n
az +b

cz +d

)

=
( c

n
nz +d

)−12
∆

(
anz +bn

c
n nz +d

)

=
(

∆ |
12

a bn
c
n d

)

(nz) =∆ (nz)

⇒ (z 7→∆ (nz)) hat das richtige Transformationsverhalten und verschwindet in allen Spitzen.
⇒∆ (nz) ∈ S12 (Γ0 (n)). ⇒ g ∈ S24 (Γ0 (2)). Sei 0 6= f ∈ S8 (Γ0 (2)). (Wegen dimS8 (Γ0 (2)) = 1 ist

f dann bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.) ⇒ f 3 ∈ S24 (Γ0 (2)). ⇒ f 3

g ∈

A0 (Γ0 (2)) und
f 3

g ist holomorph in H. Wir zeigen:
f 3

g hat in allen Spitzen von Γ0 (2) eine
Ordnung Ê 0.

Spitze ∞: q = e2πi z .

⇒ g (z) =∆ (z)∆ (2z) = q

(

1+
∞∑

n=1
an qn

)

q2
(

1+
∞∑

n=1
a′

n q2n
)

= q3
(

1+
∞∑

n=1
an qn

)

mit gewissen Koeffizienten an , a′
n ,bn . ⇒ ν∞

(

g
)

= 3. f verschwindet in ∞. ⇒ ν∞
(

f 3
)

Ê
3. ⇒ ν∞

(
f 3

g

)

Ê 0.

Spitze 0: 0 = T −1∞ mit T =
(

0 −1
1 0

)

⇒ g |
24

T −1 (z) = z−24∆ (Tz)∆

(

−
2

z

)

= z−12∆

(

−
1

z

)

︸ ︷︷ ︸

=∆ |T (z)=∆(z)

· z−12∆

(

−
2

z

)

︸ ︷︷ ︸

=2−12∆ |12 T
(

z
2

)

=2−12∆
(

z
2

)

= 2−12∆ (z)∆
( z

2

)

= 2−12e3 2πi z
2 (1+ . . .)

⇒ ν0
(

g
)

= 3, ν0
(

f 3
)

Ê 3. ⇒ ν0

(
f 3

g

)

Ê 0.
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⇒ f 3

g ∈G0 (Γ0 (2)), also konstant. Das liefert die Behauptung. ä

Bemerkung Nach gleichem Muster kann man zeigen: Für n ∈ {2,3,5,11} gilt:

S24/(n+1) (Γ0 (n)) =C (∆ (z)∆ (nz))
1

n+1

Für n ∈ {2,3,4,6,12} gilt:

S12/n (Γ (n)) =C ·∆
1
n

4.4 Die Dedekindsche η-Funktion

4.4.1 Definition (Dedekind, 1877)

η (z) := e
πi z
12

∞∏

n=1

(

1−e2πi nz
)

(z ∈H)

Offenbar gilt: η (z +1) = e
πi
12 η (z).

4.4.2 Satz (Dedekind)

η

(

−
1

z

)

=
√

z

i
η (z) (z ∈H) ,

dabei
√

z
i > 0 für z = i y mit y > 0.

B Es genügt zu zeigen:

logη

(
i

y

)

− logη
(

i y
)

=
1

2
log y

(

y > 0
)

Hier ist

logη
(

i y
)

=−
πy

12
+ log

∞∏

n=1

(

1−e−2πny )

=−
πy

12
+

∞∑

n=1
log

(

1−e−2πny )

=−
πy

12
−

∞∑

n=1

∞∑

m=1

e2πmny

m
=−

πy

12
−

∞∑

m=1

1

m

e−2πmy

1−e−2πmy

=−
πy

12
+

∞∑

m=1

1

m

1

1−e2πmy
.

D. h. zu zeigen ist

∞∑

m=1

1

m

1

1−e2πmy
−

∞∑

m=1

1

m

1

1−e2πm
y

−
π

12

(

y −
1

y

)

=−
1

2
log y

(

y > 0
)

(4.2)

Wir beweisen das mit dem Residuen-Kalkül angewandt auf die Funktionen

Fn (z) :=−
1

8z
cot

(

πi

(

n +
1

2

)

z

)

cot

(

π
(

n + 1
2

)

z

y

)
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(y > 0 fest, z komplexe Variable) und den Weg C , der aus den Strecken (y → i →−y →−i →
y) besteht. Fn hat innerhalb von C einfache Pole in i k

n+ 1
2

für k =±1, . . . ,±n und in
k y

n+ 1
2

für k =

±1, . . . ,±n und einen dreifachen Pol in 0 mit Res0 Fn = i
24

(

y − 1
y

)

. Beachte: cot t = 1
t −

1
3 t + . . .

Weiter ist Rest=0 cot(αt ) = 1
α für α 6= 0, also

Res i k

n+ 1
2

Fn =
1

8πk
cot

πi k

y
, Res k y

n+ 1
2

Fn =−
1

8πk
cot

(

πi k y
)

.

⇒
∑

z∈intC
Resz Fn =

i

24

(

y −
1

y

)

+
n∑′

k=−n

1

8πk
cot

πi k

y
−

n∑′

k=−n

1

8πk
cotπi k y

∗
⇒ 2πi

∑

z∈intC
Resz Fn =−

π

12

(

y −
1

y

)

+
n∑

k=1

1

k

1

1−e2πk y
−

n∑

k=1

1

k

1

1−e2π k
y

= n-te Teilsumme auf der linken Seite von (4.2)

=
∫

C
Fn (z) d z

Dabei gilt * wegen cot i t = 1
i

(

1− 2
1−e2t

)

. Noch zu zeigen ist also
∫

C Fn (z) d z
n→∞−−−−→ −1

2 log y .
Es gilt:

z ·Fn (z) =−
1

8
cot

(

πi

(

n +
1

2

)

z

)

cot

(

π

(

n +
1

2

)
z

y

)

=
1

8

(

1−
2

1−e−2π
(

n+ 1
2

)

z

)(

1−
2

1−e2πi
(

n+ 1
2

)
z
y

)

n→∞−−−−→
{

1
8 für z ∈H, Re z > 0

−1
8 für z ∈H, Re z < 0

(4.3)

z ·Fn (z) ist gerade, der Limes ist also auf ganz C bekannt (0 in den Ecken).
Behauptung: z ·Fn (z) ist auf C gleichmäßig beschränkt bzgl. n
Begründung: Abschätzung auf dem Weg von y nach i , z = i + t

(

y − i
)

für 0 É t É 1: Zu
zeigen ist, dass die vorkommenden Nenner in der Darstellung (4.3) betragsmäßig durch
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eine positive Konstante gleichmäßig in n nach unten beschränkt sind.

∣
∣
∣1−e−2π

(

n+ 1
2

)

z
∣
∣
∣

2
=

∣
∣
∣1−e−2π

(

n+ 1
2

)

(t y+(1−t )i)
∣
∣
∣

2

= 1−2cos

(

2π

(

n +
1

2

)

(1− t )

)

e−2π
(

n+ 1
2

)

t y +e−4π
(

n+ 1
2

)

t y

= 1+2cos

(

2π

(

n +
1

2

)

t

)

e−2π
(

n+ 1
2

)

t y +e−4π
(

n+ 1
2

)

t y

Ê







1 für 0 É t É 1
4
(

n+ 1
2

)

1−2e−2π
(

n+ 1
2

)

t y +e−4π
(

n+ 1
2

)
1−t

y für 1
4
(

n+ 1
2

) É t É 1

Ê







1 für 0 É t É 1
4
(

n+ 1
2

)

(

1−e−2π
(

n+ 1
2

)

t y
)2

für 1
4
(

n+ 1
2

) É t É 1

Ê
(

1−e−
π
2 y

)2
(0 É t É 1)

Weiter ist auf der Strecke von y nach i

∣
∣
∣1−e2πi

(

n+ 1
2

)
z
y

∣
∣
∣

2
= 1−2cos

(

2π

(

n +
1

2

)

t

)

e−2π
(

n+ 1
2

)
1−t

y +e−4π
(

n+ 1
2

)
1−t

y

= obiger Ausdruck mit t 7→ 1− t und y 7→
1

y

Ê
(

1−e−
π

2y

)2
> 0 (0 É t É 1)

⇒ |z ·Fn (z)| É α mit geeignetem α > 0 für alle z ∈ [C ] auf der Strecke von y nach i . Es gilt
z ·Fn (z) =−z ·Fn

(

z
)

, also gilt die gleiche Abschätzung auf der Strecke von −i nach y . z ·Fn (z)

ist gerade, also gilt diese Abschätzung auf ganz C . Mit majorisierter Konvergenz dürfen wir
also folgern:

lim
n→∞

∫

C
Fn (z) d z =

∫

C

(

lim
n→∞

(z ·Fn (z))
) d z

z

=
1

8

(∫i

y

d z

z
+

∫−y

i

d z

z
−

∫−i

−y

d z

z
−

∫y

−i

d z

z

)

=
1

4

(
πi

2
− log y −

(

log y +
πi

2

))

=−
1

2
log y

ä

4.4.3 Satz Zu jedem S =
(

a b
c d

)

∈ 1Γ existiert eine 24. Einheitswurzel v (S), so dass gilt:

η (Sz) = v (S) (cz +d)
1
2 η (z) ,

wobei die Quadratwurzel durch −π< arg w Éπ für 0 6= w ∈C fixiert sei.
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B Die Behauptung gilt nach Satz 4.4.2 und der vorstehenden Bemerkung für T und
U , also für ganz 1Γ. ä

Bemerkung η ist Modulform vom Gewicht 1
2 zum Multiplikatorsystem v , v lässt sich expli-

zit angeben, siehe Rademacher (1973), Knopp (1970), Apostol (1976) und Petersson (1982).

4.4.4 Korollar (C.G.J. Jacobi)

∆ (z) = η24 (z) = e2πi z
∞∏

n=1

(

1−e2πi nz
)24

B Satz 4.4.3⇒ η24 ∈ S12 (1Γ), und die Fourier-Entwicklung von η24 beginnt mit Termen
e2πi z + . . .. τ (1) = 1, also wegen dimS12 (1Γ) = 1 sofort ∆= η24. ä

Wir fragen uns nach der Fourier-Entwicklung von η: Leonard Euler tätigte folgende Über-
legungen:

∞∏

n=1

(

1−qn)

= 1−q −q2 +q5 +q7 −q12 −q15 +q22 +q26 −q35 −q40 +q51 + . . .

Wir betrachten Exponenten und deren Differenzen:
Exp. 1 2 5 7 12 15 22 26 35 40 51
Diff. 1 1 3 2 5 3 7 4 9 5 11

Schreibt man diese Folge alternierend nach links und rechts, nimmt sie die Form von Ta-
belle 4.2 an: Die Exponenten bilden offensichtlich eine arithmetische Progression zweiter

40 26 15 7 2 0 1 5 12 22 35 51
-14 -11 -8 -5 -2 1 4 7 10 13 16

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Tabelle 4.2: Exponenten alternierend geschrieben

Ordnung am =αm2+βm+γ für m ∈Z. a0 = 1, a1 = 1, a2 = 5. ⇒ am = 1
2

(

3m2 −m
)

für m ∈Z,
die sog. Pentagonalzahlen.

4.4.5 Satz (Eulerscher Pentagonalzahlensatz) (1742 vermutet, 1750 bewiesen)

∞∏

n=1

(

1−qn)

=
∑

m∈Z
(−1)m q

3m2+m
2

Siehe dazu Rademacher (1973), Neher (1985) und Siegel.

B Aus Elstrodt (2004), Kapitel 28, erhalten wir das Resultat

Θ (z,τ) :=
∑

m∈Z
eπiτ(n+z)2

=
√

τ

i

∑

k∈Z
e−πi k2

τ
+2πi kz (τ ∈H, z ∈C) .

95



Wir setzen

ϑ (z,τ) :=
∑

m∈Z
eπi n2τ+2πi nz (τ ∈H, z ∈C)

und erhalten die Θ-Formel:

ϑ

(

z,−
1

τ

)

=
√

τ

i

∑

n∈Z
eπiτ(n+z)2

(4.4)

Wir haben
∑

m∈Z (−1)m q
3m2+m

2 , setzen dort q = e2πiτ und erhalten

∑

m∈Z
eπi m2·3τ+πi m(τ+1) =ϑ

(
τ+1

2
,3τ

)

.

Damit ist die Behauptung von Satz 4.4.5 äquivalent zur Gleichung

η (τ) = e
πiτ
12 ϑ

(
τ+1

2
,3τ

)

=: f (τ)

Zum Beweis zeigen wir:
f
η ∈G0 (1Γ). Offenbar ist

f
η holomorph in H.

(i) τ 7→ ϑ
(
τ+1

2 ,3τ
)

ist periodisch modulo 1 nach obiger Umformung, also ist
f
η periodisch

modulo 1.

(ii)

f

(

−
1

τ

)

= e−
πi

12τϑ

(

−
1

2
−

1

2τ
,−

3

τ

)

(4.4)= e−
πi

12τ

√
τ

3i

∑

n∈Z
e

πiτ
12

(

2n+1− 1
τ

)2

=
√

τ

3i

∑

u∈Z
u≡1 mod 2

e
πiτ
12 u2− πi u

6

gerade
=

√
τ

3i

∑

u∈Z
u≡1 mod 2

e
πiτ
12 u2

·
1

2

(

e−
πi u

6 +e
πi u

6

)

RK-Zerl.
mod 6=

√
τ

3i

∑

n∈Z
e

πiτ
12 (6n+1)2

(

e
πi (6n+1)

6 +e−
πi (6n+1)

6

)

︸ ︷︷ ︸

=(−1)n
p

3

=
√

τ

i

∑

n∈Z
(−1)n e

πiτ
12 (6n+1)2

=
√

τ

i
e

πiτ
12

∑

n∈Z
eπi n2·3τ+πi n(τ+1)

=
√

τ

i
f (τ)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass für u = 3v mit v ≡ 1 mod 2 gilt: e
πi u

6 +e−
πi u

6 = 0.

⇒ f
η ist invariant unter der Transformation τ 7→ − 1

τ .
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(iii)
f
η

Im z→∞−−−−−−→ 1.

⇒ f
η ∈G0 (1Γ) =C ·1, wegen des Grenzwertes also bereits f = η. ä

4.5 Die Modulfunktion J

4.5.1 Definition (Modulfunktion J ) J := E 3
4

∆ heißt die absolute Invariante (zur Modulgrup-
pe).

Bemerkung In Termen von g2, g3 setzt man in der Theorie elliptischer Funktionen j =
g 3

2

g 3
2−27g 2

3
, J = 123 j .

4.5.2 Satz J ist eine in H holomorphe Modulfunktion mit der Fourier-Entwicklung

J (τ) =
1

q
+744+

∞∑

n=1
cn qn

(

q = e2πiτ, τ ∈H

)

mit cn ∈N. Genauer gilt:
n 1 2 3 4
cn 196.884 21.492.760 864.299.970 20.245.856.256

B ∆ ist nullstellenfrei in H. ⇒ J ∈ A0 (1Γ) ist in H holomorph.

J (τ) =
E 3

4

∆
=

(

1+240
∑∞

n=1σ3 (n) qn
)3

q ·
∏∞

n=1

(

1−qn
)24

=
1

q

(

1+240
∞∑

n=1
σ3 (n) qn

)3 ( ∞∏

n=1

(

1+qn +q2n + . . .
)
)24

hat Koeffizienten in N. ä

Bemerkung Die cn haben bemerkenswerte Teilbarkeitseigenschaften (siehe Serre (1970)
und Apostol (1976)).
1973 vermuteten Bernd Fischer (Bielefeld) und Robert Griess die Existenz einer endlichen
einfachen Gruppe M der Ordnung

|M | = 246 ·320 ·59 ·76 ·112 ·133 ·17 ·19 ·23 ·29 ·31 ·41 ·71

= 808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000

≈ 8 ·1053

Conway und Norton zeigten: Wenn M existiert, so ist der kleinste nicht-triviale Grad einer
irreduziblen Darstellung von M gleich 196.883. Man kann unter der Annahme der Existenz
von M eine vollständige Charaktertafel von M hinschreiben: χ1 = 1, χ2 = die von Conway
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und Norton gefundene Darstellung, . . . ,χ172.
McKay bemerkte 1978, dass χ1 (1)+χ2 (1) = c1 gilt. Darauf aufbauend zeigte Tom Thompson:

χ1 (1)+χ2 (1)+χ3 (1) = c2

2χ1 (1)+2χ2 (1)+χ3 (1)+χ4 (1) = c3

3χ1 (1)+3χ2 (1)+χ3 (1)+2χ4 (1)+χ5 (1) = c4

4χ1 (1)+5χ2 (1)+3χ3 (1)+2χ4 (1)+χ5 (1)+χ6 (1)+χ7 (1) = c5

Diese Resultate finden sich in Conway und Norton (1979). Die Existenz von M zeigte Robert
Griess 1982, die Verbindung zur Theorie der elliptischen Funktionen erfolgte in Borcherds
(1992).

4.5.3 Korollar J (z) = J
(

−z
)

für alle z ∈H.

B J hat reelle Fourier-Koeffizienten. ä

Allgemeine Theorie liefert: J entspricht eine holomorphe Abbildung

J∗ : 1Γ\H∗ →P .

J∗ ist holomorph in 1Γ \H und hat in 1Γ∞ einen Pol 1. Ordnung mit Residuum 1. D. h. J∗

ist eine konforme Abbildung von 1Γ\H∗ →P. Das liefert

4.5.4 Korollar J definiert eine konforme Abbildung J∗ : 1Γ\H∗ →P.

4.5.5 Korollar A0 (1Γ) =C (J ).

B Mer(P) =C (id). ä

4.5.6 Korollar C [J ] =
{

f ∈ A0 (1Γ) : f holomorph in H
}

B Die in C holomorphen Funktionen sind genau die Polynome. ä

Bemerkung Entsprechendes gilt für alle Quotienten Γ\H∗ vom Geschlecht 0.

4.5.7 Korollar Zu jedem z ∈ C existiert eine eindeutige Äquivalenzklasse von Gittern in C

(modulo Homothetie) mit absoluter Invariante J (τ) = z.

B J bildet den Fundamentalbereich D̃ = F \ {∞} aus Korollar 1.4.4 bijektiv auf ganz C

ab. Die Gitter Z+Zτ mit τ ∈ D̃ bilden nach Elstrodt (2004) ein Vertretersystem der Gitter in
C modulo Äquivalenz. ä

Umkehrproblem aus der Theorie der elliptischen Funktionen: Λ=Zω1+Zω2 sei ein Gitter
in C, dazu ℘ (z) mit der Differentialgleichung ℘′2 = 4℘3−g2℘−g3 mit g2 = 60

∑′
ω∈Λω−4 und

g3 = 140
∑′

ω∈Λω−6. Die Diskriminante g 3
2 −27g 2

3 6= 0 verschwindet nicht. In dieser Situation
stellt sich das Umkehrproblem: Seien γ2,γ3 ∈C gegeben mit γ3

2−27γ2
3 6= 0. Gibt es ein Gitter

Λ in C mit g2 = γ2 und g3 = γ3?
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4.5.8 Satz Zu jedem Paar
(

γ2,γ3
)

∈C2 mit γ3
2 −27γ2

3 6= 0 existiert ein Gitter Λ in C mit zuge-
hörigen Invarianten g2, g3, so dass g2 = γ2 und g3 = γ3.

B Fallunterscheidung:

(i) γ2 = 0 ⇒ γ3 6= 0. Wir wissen:

g2
(

1,ρ
)

= 2ζ (4)E4
(

ρ
)

= 0

g3
(

1,ρ
)

= 2ζ (6)E6
(

ρ
)

6= 0.

Es gibt also ein ω1 ∈ C∗ mit ω6
1 = g3(1,ρ)

γ3
. Mit solchem ω1 setze man ω2 := ω1ρ, Λ :=

Zω1 +Zω2. Dann ist Λ ein Gitter in C, und es gilt:

g2 (ω1,ω2) =ω−4
1 g2

(

1,ρ
)

= 0 = γ2,

g3 (ω1,ω2) =ω−6
1 g3

(

1,ρ
)

= γ3.

(ii) γ3 = 0 ⇒ γ2 6= 0. Wir wissen:

g2 (1, i ) = 2ζ (4)E4 (i ) 6= 0

g3 (1, i ) = 2ζ (6)E6 (i ) = 0.

Es gibt also ein ω1 ∈C∗ mit ω4
1 =

g2(1,i )
γ2

. Dazu setze ω2 := iω1, Λ :=Zω1+Zω2. Dann ist
Λ ein Gitter in C, und es gilt:

g2 (ω1,ω2) =ω−4
1 g2 (1, i ) = γ2,

g3 (ω1,ω2) =ω−6
1 g3 (1, i ) = γ3.

(iii) γ2 6= 0 6= γ3. Nach Korollar 4.5.4 wissen wir dann: Es gibt ein τ ∈H (eindeutig in D̃), so

dass j (τ) = γ3
2

γ3
2−27γ2

3
. γ2 6= 0 ⇒ j (τ) 6= 0 ⇒ τ ∉ 1Γρ. γ3 6= 0 ⇒ j (τ) 6= 1 ⇒ τ ∉ 1Γi . Es gibt

also ein ω1 ∈C∗ mit ω2
1 =

γ2

γ3

g3(1,τ)
g2(1,τ) . Wir setzen ω2 :=ω1τ und Λ :=Zω1 +Zω2. Dann ist

Λ ein Gitter in C.

g2 (ω1,ω2)

g3 (ω1,ω2)
=

ω−4
1 g2 (1,τ)

ω−6
1 g3 (1,τ)

=
γ2

γ3
(4.5)

Nach Wahl von τ ist weiter

27γ2
3

γ3
2

=
j (τ)−1

j (τ)
=

27g 2
3 (1,τ)

g 3
2 (1,τ)

=
27ω12

1 g 2
3 (ω1,ω2)

ω12
1 g 3

2 (ω1,ω2)

(4.5)= 27

(
γ3

γ2

)2 1

g2 (ω1,ω2)

⇒ g2 (ω1,ω2) = γ2 und wegen (4.5) auch g3 (ω1,ω2) = γ3. ä
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Auch für Γϑ und Γ (2) kann man das Analogon der Abbildung J konkret angeben, bspw.

4.5.9 Satz f (z) := ∆(z)
∆

(
z+1

2

) ist eine in H holomorphe Modulfunktion zur Gruppe Γϑ mit ν∞
(

f
)

=
1 und ν1

(

f
)

=−1.

B Holomorphie in H klar

Transformationsverhalten

f
(

U 2z
)

= f (z +2) =
∆ (z +2)

∆
( z+1

2 +1
) =

∆ (z)

∆
( z+1

2

)

f (Tz) = f

(

−
1

z

)

=
∆

(

− 1
z

)

∆

(
− 1

z +1

2

) =
∆

(

− 1
z

)

∆

(
z+1

2 −1

2 z+1
2 −1

)

=
∆

(

− 1
z

)

∆
(

A
( z+1

2

)) =
z12∆ (z)

(

2 z+1
2 −1

)12
∆

( z+1
2

) =
∆ (z)

∆
( z+1

2

) = f (z)

mit A =
(

1 −1
2 −1

)

∈ 1Γ. ⇒ f ist invariant unter Γϑ.

Verhalten in ∞ ∆ (z) = e2πi z
(

1+
(

e2πi z
))

, wobei
(

e2πi z
)

eine Potenzreihe in e2πi z bezeichne.

⇒ f (z) =
∆ (z)

∆
( z+1

2

) =
e2πi z

(

1+
(

r 2πi z
))

eπi (z+1)
(

1+
(

eπi z
)) =−eπi z

(

1+
(

eπi z
))

Die Breite der Spitze ∞ in Γϑ beträgt 2, also hat f in ∞ eine Fourier-Entwicklung vom
richtigen Typ mit ν∞

(

f
)

= 1.

Verhalten von f in 1 1 ist Spitze der Breite 1 von Γϑ, 1 = U T∞ = A−1∞ in alter Schreib-
weise mit A−1 =U T .

f |
0

A−1 (z) = f (U Tz) = f

(

−
1

z
+1

)

=
∆

( z−1
2

)

∆

( (

− 1
z +1

)

+1

2

) =
∆

(

− 1
z

)

∆
(

− 1
2z

)

=
z12∆ (z)

(2z)12∆ (2z)
= 2−12e−2πi z

(

1+
(

e2πi z
))

⇒ ν1
(

f
)

=−1. ä

4.5.10 Korollar f (z) = ∆(z)
∆

(
z+1

2

) ∈ A0
(

Γϑ

)

definiert eine konforme Abbildung von Γϑ \H∗ →P,

A0
(

Γϑ

)

=C
(

f
)

und
{

h ∈ A0
(

Γϑ

)

: h holomorph in H
}

=C
[

f
]

.
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Analog kann man für Γ (2) zeigen: ℘′2 = 4
(

℘−e1
)(

℘−e2
)(

℘−e3
)

mit e j = ℘
(
ω j

2

)

, ω3 :=
ω1 +ω2, τ := ω2

ω1
. Dann sind die ei paarweise verschieden, und es gilt:

e1 =ω−2
1

(

1
(

1
2

)2

∑′

m,n∈Z

1
(

m − 1
2 +nτ

)2
−

1

(m +nτ)2

)

e2 =ω−2
1

(

1
(
τ
2

)2

∑′

m,n∈Z

(

m +
(

n −
1

2

)

τ

)−2

− (m +nτ)−2

)

e3 =ω−2
1

(

1
(
τ+1

2

)2

∑′

m,n∈Z

(

m −
1

2
+

(

n −
1

2

)

τ

)−2

− (m +nτ)−2

)

Setze e j (τ) :=ω2
1e j . Dann ist die sog. Legendresche Modulfunktion

λ (τ) :=
e3 (τ)−e2 (τ)

e1 (τ)−e2 (τ)

eine Funktion in A0 (Γ (2)) mit λ (τ) ∉ {0,1} für alle τ ∈ H. λ ist das Analogon zu J für Γ (2).
Insbesondere ist

J (τ) =
4

27

(

1−λ (τ)+λ2 (τ)
)3

λ2 (τ)
(

1−λ2 (τ)
)

Siehe dazu auch Ahlfors (1985), Rudin (2002), Chandrasekharan (1985), Tricomi (1948) und
Hurwitz (1964).

4.5.11 Satz Ist z ∈H Element eines imaginärquadratischen Zahlkörpers, so ist J (a) eine gan-
ze algebraische Zahl.

B Shimura (1971), S. 108, Theorem 4.14 ä

4.5.12 Satz Ist z ∈H algebraisch, und ist z nicht Element eines imaginärquadratischen Zahl-
körpers, so ist J (z) transzendent.

B Siegel (1949). Siehe dazu auch Borel (1966) ä
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5 Metrisierung und Vollständigkeitssatz

5.1 Die Peterssonsche Metrisierung

Ansatz: Wir wollen auf S2k (Γ) ein Skalarprodukt definieren durch Integration bzgl. des in-

varianten Maßes dω= d x d y
y2 über einen Fundamentalbereich F von Γ. Dabei brauchen wir

einen Γ-invarianten Integranden. Seien etwa f , g ∈ S2k (Γ), f |
2k

S = f , g |
2k

S = g für alle S ∈Γ.

Dann ist
(

yk f
)(

yk g
)

Γ-invariant, denn für alle S ∈ S2k (Γ) gilt:

(ImSz)2k f (Sz) g (Sz) =
y2k

|cz +d |4k
(cz +d)2k f (z) (cz +d)2k g (z) = y2k f (z) g (z)

(Dto. für k ∈R und f , g mit dem Transformationsverhalten f |
2k

S = v (S) f , g |
2k

S = v (S) g mit

|v (S)| = 1. . . )

5.1.1 Definition (Petersson-Produkt) Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ und F⊂H sei eine messbare Funda-
mentalmenge von Γ (bzw. F sei eine Menge, die sich von einer solchen Menge nur um eine
Nullmenge unterscheidet). Für k ∈N, f , g ∈G2k (Γ) heißt dann

〈 f , g 〉 :=
∫

F
f g y2k dω

das innere Produkt oder Petersson-Produkt von f und g , falls dieses Integral existiert (das
Integral hängt dann nicht von der Auswahl von F ab). 〈·, ·〉 ist ein inneres Produkt auf der
Menge der quadratisch integrierbaren Funktionen aus G2k (Γ). Dabei heißt f ∈G2k (Γ) qua-

dratisch integrierbar, falls
∫

F

∣
∣yk f

∣
∣
2

dω<∞.

5.1.2 Satz Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] < ∞, k Ê 1, f ∈ G2k (Γ), g ∈ S2k (Γ). Dann existiert das
Integral

∫

F f g y2k dω. Insbesondere definiert 〈·, ·〉 ein inneres Produkt auf S2k (Γ).

B Wir wählen einen Fundamentalbereich von Γ, der aus endlich vielen Translaten des
Fundamentalbereichs D von 1Γ besteht. Dann ist nur zu zeigen, dass y2k f g ω-integrierbar
ist über jedem Spitzensektor von F. Sei etwa p = A−1∞ (A−1 ∈ 1Γ) Spitze der Breite λ von
Γ, S = A−1V, V :=

{

x + i y : αÉ x Éα+λ, y Êβ, α ∈R, β> 0
}

Spitzensektor von F. f und g
haben eine Fourier-Entwicklung:

f |
2k

A−1 (z) =
∞∑

n=0
ane2πi nz

λ ,

g |
2k

A−1 (z) =
∞∑

n=1
bne2πi nz

λ
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Das Produkt dieser Funktionen verschwindet gleichmäßig in x exponentiell für y →∞. ⇒
Das Integral

∫

V

(

f | A−1
)(

g | A−1
)

y2k dω existiert. Hier ist

f | A−1 (z) g | A−1 (z)y2k =
(

Im A−1z
)2k

f
(

A−1z
)

g
(

A−1z
)

.

Die Transformationsformel liefert dann die Existenz des Integrals

∫

S=A−1V
y2k f g dω ä

5.1.3 Lemma Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1.2 gilt mit S ∈ 1Γ:

〈 f |S, g |S〉 = 〈 f , g 〉

Dabei ist die linke Seite in S−1ΓS bzgl. 2k, S−1F zu lesen.

B

〈 f | s, g | s〉 =
∫

S−1F
y−2k f |Sg |S dω=

∫

S−1F
(ImSz)2k f (Sz) g (Sz)dω

=
∫

F
y2k f g dω= 〈 f , g 〉

ä

5.2 Koeffizientenformel und Vollständigkeitssatz für Poincarésche
Reihen

5.2.1 Satz (Erich Hecke) Ist −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] < ∞ und f ∈ S2k (Γ), so ist yk f in H be-
schränkt.

B

∣
∣yk f

∣
∣ ist Γ-invariant. Der Nachweis der Beschränktheit genügt also in einem Fun-

damentalbereich und somit bereits in jedem Spitzensektor. Dazu sei p = A−1∞ (A ∈ 1Γ) Spit-
ze der Breite λ von Γ, S = A−1V mit V :=

{

x + i y : αÉ x Éα+λ, y Êβ, α ∈R, β> 0
}

. Dann ist
für z ∈V

∣
∣
∣yk f

(

A−1z
)
∣
∣
∣=

∣
∣
∣yk

∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣ f |

2k
A−1 (z)

∣
∣
∣
∣= yk

∣
∣
∣
∣

∞∑

n=1
ane2πi nz

λ

∣
∣
∣
∣

y→∞
−−−−→ 0

gleichmäßig bzgl. x. ä

5.2.2 Satz (Peterssonsche Koeffizientenformel) (1940) Sei −I ∈Γ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] <∞, k < 1,
p = A−1∞, Spitze der Breite λ von Γ und

Pn (z, A,Γ,2k) :=
1

2

∑

M∈R
AM=(c d )

e2πi n AM z
λ

(cz +d)2k
(n ∈Z)
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die zugehörigen Poincaréschen Reihen, dabei R ein Vertretersystem von 〈A−1UλA〉 \Γ. Sei
ferner f ∈ S2k (Γ) und f | A−1 (z) =

∑∞
m=1 ame2πi m z

λ die Fourier-Entwicklung von f in der
Spitze p. Dann gilt:

〈 f ,Pn〉 =
{

0 für n = 0
λ2k (2k−2)!
(4πn)2k−1 an für n Ê 1

B Sei n Ê 0. ⇒ Pn ∈G2k (Γ). Nach Lemma 5.1.3 folgt dann:

〈 f ,Pn〉 = 〈 f | A−1,Pn | A−1〉 Lemma 4.1.2= 〈 f | A−1,Pn
(

·, I , AΓA−1,2k
)
〉 .

Der Beweis genügt also für A = I und p =∞. Seien also A = I , p =∞ und ϕn (z) := exp
(

2πi n z
λ

)

für z ∈H. Dann gilt formal folgende Umformung:

〈 f ,Pn〉 =
1

2

∫

F
f (z)

∑

M∈R

ϕn |M (z)y2k dω (z)

=
∑

M∈R

1

2

∫

F
f |M
︸ ︷︷ ︸

= f

ϕn |M y2k

︸ ︷︷ ︸

=(Im M z)2k ( f ◦M)(ϕn◦M)

dω=
∑

M∈R

1

2

∫

MF
f ϕn y2k dω

=
∫

⋃

M∈R MF
f ϕn y2k dω,

wobei wir oBdA R gleich so wählen, dass mit M ∈R auch gleich −M ∈R gilt. Bei dieser Wahl
von R ist

⋃

M∈R MF eine messbare Fundamentalmenge von Γ∞, und der Integrand f ϕn y2k

ist Γ∞-invariant. Falls alles absolut konvergiert, darf der Integrationsbereich
⋃

M∈R MF er-
setzt werden durch den Vertikalhalbstreifen V :=

{

x + i y : 0 É x Éλ, y > 0
}

, der ebenfalls mo-

dulo Nullmengen eine Fundamentalmenge von Γ∞ ist. Nun ist aber
∫

V

(

yk f
)(

ykϕn
)

dω ab-
solut konvergent, denn:

(i) yk f ist beschränkt in H nach Satz 5.2.1.

⇒
Ï

{x+i y : 0ÉxÉλ 0<y<1}

∣
∣
∣yk f

∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

ÉC

∣
∣
∣ykϕn

∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=yk e2πn
y
λ É1

dωÉλC
∫1

0
yk−2 d y <∞.

(ii) f verschwindet gleichmäßig in x exponentiell für y → ∞, und ϕn ist beschränkt. ⇒
Konvergenz im Unendlichen.

⇒
∫

V

∣
∣yk f

∣
∣
∣
∣ykϕn

∣
∣ dω <∞, obige Umformung ist also korrekt wegen majorisierter Konver-

genz. Wir fahren demnach fort:

〈 f ,Pn〉 =
∫

V
f (z)ϕn (z)y2k dω

=
Ï

{0ÉxÉλ, y>0}

( ∞∑

m=1
ame2πi m z

λ

)

e−2πi n x−i y
λ y2k−2 d x d y
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Erst x-Integration, diese ist termweise erlaubt, es bleibt also nur der Beitrag für m = n. Für
n = 0 verschwinden alle x-Integrale und damit 〈 f ,P0〉 = 0. Für n Ê 1 folgt:

=λan

∫∞

0
e−4πn y

λ y2k−2 d y

4πny
λ

7→t
= λan

(
λ

4πn

)2k−1 ∫∞

0
e t t 2k−2 d t

︸ ︷︷ ︸

=Γ(2k−1)=(2k−2)!

ä

Bemerkung Für n = 0 besagt Satz 5.2.2: Die Spitzenformen zu Γ stehen senkrecht auf den
Eisensteinreihen zu Γ im Sinne des Petersson-Produkts, d. h. G2k (Γ) = E2k (Γ)⊕S2k (Γ) ist
eine „orthogonale“ Zerlegung im Sinne des Petersson-Produkts.

5.2.3 Korollar (Vollständigkeitssatz) Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.2 gilt: Für
jedes feste A ∈ 1Γ enthält {Pn (·, A,Γ,2k) : n Ê 1} eine Basis von S2k (Γ). Das System der
Eisenstein-Reihen (für jede Spitzenklasse eine) zu Γ kann durch Hinzunahme geeigneter
endlich vieler Pn (·, A,Γ,2k) (n Ê 1) zu einer Basis von G2k (Γ) ergänzt werden.

B Sei T ⊂ S2k (Γ) der von {Pn (·, A,Γ,2k) : n Ê 1} (A fest) erzeugte lineare Teilraum von
S2k (Γ).
Behauptung: T = S2k (Γ).
Begründung: Sei f ∈ S2k (Γ), f ⊥T . Dann verschwinden nach Satz 5.2.2 alle Fourierkoeffizi-
enten von f zur Spitze A−1∞, also ist f = 0. ä

5.2.4 Korollar Sei Γ= 1Γ, d2k := dimS2k (1Γ), Pn := Pn (·, I , 1Γ,2k), k > 1. ⇒ {Pn : n = 1, . . . ,d2k
)

}
ist Basis von S2k (1Γ). Zusammen mit P0 := E2k hat man eine Basis von G2k (1Γ).

B T := span{P1, . . . ,Pn} ⊂ S2k (1Γ). Sei f ∈ S2k (1Γ), f ⊥T. Mit Satz 5.2.2 folgt dann f
hat eine Fourier-Entwicklung der Form f (z) =

∑∞
n=d2k+1 ane2πi nz . Annahme f 6= 0.

⇒ ν∞ f Ê d2k +1 (5.1)

Weiter gilt: degdiv f = k
6 ,

d2k +1 = dimG2k (1Γ)
Korollar 3.3.8=







⌊
k
6

⌋

+1 für k 6≡ 1 mod 6
⌊

k
6

⌋

für k ≡ 1 mod 6

Für k 6≡ 1 mod 6 ist

ν∞ f Ê d2k +1 =
⌊

k

6

⌋

+1 >
k

6
= degdiv f

und das ist offensichtlich ein Widerspruch. Für k ≡ 1 mod 6 ist

degdiv f =
k

6
=

⌊
k

6

⌋

+
1

6
= d2k +1+

1

6
= ν∞ f +

1

6

(In (5.1) gilt hier notwendig Gleichheit!) und auch dies ist ein Widerspruch zur Definition
von degdiv f , da in der Summe nur nicht-negative Brüche mit 2 oder 3 im Nenner auftau-
chen. ⇒ f = 0. ä
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5.3 Wachstum von Fourier-Koeffizienten von Modulformen

5.3.1 Satz Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] <∞, p = A−1∞ Spitze von Γ der Breite λ (A ∈ 1Γ), f ∈
S2k (Γ), f | A−1 (z) =

∑∞
n=1 ane2πi n z

λ . Dann gilt: an =O
(

nk
)

für n →∞.

B Für jedes y > 0 ist

an =
1

λ

∫λ

0

(

f | A−1 (

x + i y
))

e−2πi n x+i y
λ d x

Hier ist f | A−1 Spitzenform (zu AΓA−1), also gilt nach Satz 5.2.1: yk f | A−1
(

x + i y
)

É C mit

geeignetem C Ê 0 für alle z = x + i y ∈ H. ⇒ |an | É C y−k e2πn y
λ für alle y > 0. Setze y := 1

n ⇒
an =O

(

nk
)

für n →∞. ä

5.3.2 Satz Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] <∞, p = A−1∞ Spitze von Γ der Breite λ (A ∈ 1Γ), f ∈
G2k (Γ), f | A−1 (z) =

∑∞
n=0 ane2πi n z

λ . Dann gilt: an =O
(

n2k−1
)

für n →∞.

B Es genügt der Beweis für die Eisenstein-Reihen, das steht z. B. allgemein bei Maass
(1983b) Wir brauchen den Satz nur für Γ = 1Γ, und dann kann man für E2k wie folgt ab-
schätzen: Der n-te Fourier-Koeffizient ist ein konstantes Vielfaches von σ2k−1 (n), und hier
gilt:

n2k−1 <σ2k−1 (n) =
∑

d |n
d>0

d 2k−1 = n2k−1
∑

d |n
d>0

1
(n

d

)2k−1
< ζ (2k −1)n2k−1 ä

5.3.3 Korollar Sei −I ∈ Γ ⊏ 1Γ, [1Γ : Γ] <∞, p = A−1∞ Spitze von Γ der Breite λ (A ∈ 1Γ),
f ∈G2k (Γ), f | A−1 (z) =

∑∞
n=0 ane2πi n z

λ . Dann konvergiert
∑∞

n=1 ann−s absolut für Re s > r
(

f
)

mit

r
(

f
)

:=
{

k +1 für f ∈ S2k (Γ)

2k für f ∈G2k (Γ)
.

B Satz 5.3.1 und Satz 5.3.2 ä
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6 Die Heckeschen Operatoren

Für Kapitel 6 sei stets G2k :=G2k (1Γ) und S2k := S2k (1Γ).

6.1 Definition der Heckeschen Operatoren und grundlegende
Eigenschaften

6.1.1 Definition On :=
{(

a b
c d

)

: a,b,c,d ∈Z, ad −bc = n
}

.
Für S =

(
a b
c d

)

∈ GL+
2 (R) := {A ∈ GL2 (R) : det A > 0} sei

f |
2k

S (z) := (cz +d)−2k f

(
az +b

cz +d

)

Dann gilt auch für S,S′ ∈ GL+
2 (R): f |SS′ =

(

f |S
)
|S′.

Wir wollen Elemente von On auf Modulformen anwenden: Sei f ∈ G2k , S,S′ ∈ On , und es
gebe M ∈ 1Γ mit S′ = MS.

⇒ f |S′ = f |MS =
(

f |M
)

︸ ︷︷ ︸

= f

|S = f |S (6.1)

Idee: Wir mitteln über ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von 1Γ\ On .

6.1.2 Satz Rn :=
{(

a b
0 d

)

: a,b,d ∈Z, ad = n, d > 0, b mod d
}

ist (endliches) Vertretersystem
der Rechtsnebenklassen 1ΓS (S ∈On) von 1Γ\ On .

B a) Für alle S =
(

a b
c d

)

∈ On existiert ein V =
(
α β
γ δ

)

∈ 1Γ mit V S =
(
0 ∗

)

, denn

V S =
(
γa +δc ∗

)

. Zu vorgegebenem S ∈On kann man die Zeile

(
γ δ

)

:=
(

c
ggT(a,c)

−a
ggT(a,c)

)

zu einem V =
(
α β
γ δ

)

∈ 1Γ ergänzen. Ggf Ersetzung V 7→ −V liefert: V kann so gewählt

werden, dass in V S =
(

a′ b′

0 d ′
)

schon d ′ > 0 gilt.

⇒U mV S =
(

a′ b′+md ′

0 d ′

)

(6.2)

⇒∀S ∈On ∃R ∈Rn 1ΓS = 1ΓR.
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b) Verschiedene Elemente aus Rn sind nicht äquivalent. Gelte z. B. V
(

a1 b1
0 d1

)

=
(

a2 b2
0 d2

)

mit

V ∈ 1Γ,
(

a j b j

0 d j

)

∈Rn für j = 1,2, so hat man

(
α β

γ δ

)(
a1 b1

0 d1

)

=
(
αa1 αb1 +βd1

γa1 γb1 +δd1

)
!=
(

a2 b2

0 d2

)

und damit a1d1 = n, also a1, a2 > 0 wegen d1,d2 > 0. ⇒ γ = 0. ⇒ α = δ = ±1. Ande-

rerseits folgt aus a1, a2 > 0 schon α = δ = 1. ⇒ V =
(

1 β
0 1

)

. ⇒ d1 = d2. (6.2) mit m := β

liefert b1 = b2. ä

6.1.3 Definition Sei Vn ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von 1Γ \ On . Der von
rechts operierende lineare Operator Tn : G2k →G2k sei definiert durch

f |Tn (z) := n2k−1
∑

S∈Vn

f |
2k

S (z)
(

f ∈G2k
)

Bemerkung a) Tn ist sinnvoll definiert, da unabhängig von der Auswahl von Vn nach
(6.1).

b) Tn
(

G2k
)

⊂G2k nach Satz 6.1.4

c) T1 = id.

6.1.4 Satz a) Tn
(

G2k
)

⊂G2k , Tn
(

S2k
)

⊂ S2k .

b) Ist f ∈G2k und f (z) =
∑∞

n=0 an
(

f
)

e2πi nz , so ist f |Tn (z) =
∑∞

m=0 am
(

f |Tn
)

e2πi nz mit

am
(

f |Tn
)

=
∑

d |ggT(m,n)
d>0

d 2k−1a mn
d2

(

f
)

.

Insbesondere ist

a0
(

f |Tn
)

=σ2k−1 (n) a0
(

f
)

,

a1
(

f |Tn
)

= an
(

f
)

,

am
(

f |Tn
)

= an
(

f |Tm
)

(m,n Ê 1) ,

am
(

f |Tn
)

= amn
(

f
) (

ggT(m,n) = 1
)

.

B a) Sei f ∈ G2k . ⇒ f |Tn ist in H holomorph, und da für alle M ∈ 1Γ auch Vn M
ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen ist, folgt

(

f |Tn
)
|M =

(

n2k−1
∑

S∈Vn

f |S
)

|M = n2k−1
∑

S∈Vn

f | (SM) = n2k−1
∑

S∈Vn M
f |S = f |Tn .

Der Rest folgt aus b).
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b) Aus Satz 6.1.2 folgt: Rn ist ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen.

⇒ f |Tn (z) = n2k−1
∑

ad=n
d>0

b mod d

d−2k
∞∑

m=0
ame2πi m az+b

d

= n2k−1
∑

ad=n
d>0

d−2k
∞∑

m=0
am

(

∑

b mod d

e2πi m b
d

)

︸ ︷︷ ︸

=







0 für d 6 |m
d für d |m

e2πi m az
d

=
∞∑

m=0

∑

d |n
d>0

(n

d

)2k−1
amd e2πi m n

d z

=
∞∑

ℓ=0






∑

t |ggT(n,ℓ)
t>0

t 2k−1a ℓn
t2




e2πiℓz

mit t := n
d ⇒ t |n, t > 0, mt =: ℓ⇒ t |ℓ und mn

t = ℓn
t 2 . ä

6.1.5 Korollar a) ∆ |Tn = τ (n)∆ für n Ê 1.

b) τ (mn) = τ (m)τ (n), falls ggT(m,n) = 1, d. h. τ ist multiplikativ. Dieses Resultat vermu-
tete Ramanujan 1916, bewiesen wurde es 1917 von Mordell.

B a) ∆ |Tn ∈ S12 = C∆, und nach Satz 6.1.4 b) gilt a1 (∆ |Tn) = τ (n). Wir wissen:
τ (1) = 1, also ∆ |Tn = τ (n)∆.

b) Nach Satz 6.1.4 ist am
(

f |Tn
)

= amn
(

f
)

, falls ggT(m,n) = 1.

⇒ τ (mn) = amn (∆) = am (∆ |Tn) = τ (n)τ (m) ä

6.1.6 Satz (Hecke) Für m,n Ê 1 gilt: TmTn =
∑

d |ggT(m,n) d 2k−1T mn
d2

.

B a) Gelte ggT(m,n) = 1. Dann gilt für alle f ∈G2k :

f |TmTn =
(

f |Tm
)
|Tn = (mn)2k−1

∑

a′d ′=m
d ′>0

b′ mod d ′

∑

ad=n
d>0

b mod d

f |
(

a′ b′

0 d ′

)(
a b
0 d

)

= (mn)2k−1
∑

a′d ′=m
ad=n

d ,d ′>0
b mod d

b′ mod d ′

f |
(

aa′ a′b +b′d
0 dd ′

)
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Hier wird über ein System vom Typ Rmn summiert. Rmn enthält alle
(

a′′ b′′

0 d ′′
)

mit
a′′d ′′ = mn, b′′ mod d ′′ und d ′′ > 0. Jedes Paar a′′,d ′′ mit a′′d ′′ = mn und d ′′ > 0
definiert wegen ggT(m,n) = 1 genau ein System von Zahlen a′,d ′, a,d mit a′′ = aa′,
d ′′ = dd ′, a′d ′ = m, ad = n. Dabei durchläuft a′b+b′d ein Restsystem mod dd ′, wenn
b mod d und b′ mod d ′ läuft, denn: Es liegen höchstens dd ′ verschiedene Restklas-
sen modulo dd ′ vor, und wenn b mod d , b′ mod d ′ läuft, so werden d ′′ = dd ′ ver-
schiedene Klassen repräsentiert: Gelte nämlich a′b + b′d ≡ a′b1 + b′

1d mod dd ′, so
gilt a′ (b −b1) ≡ 0 mod d und ggT

(

a′,d
)

= 1 wegen ggT(m,n) = 1, also b ≡ b1 mod d
und damit b = b1, da b und b1 einem Restklassensystem modulo d entnommen sind.
Analog folgt auch b′ = b′

1.
⇒ f |TmTn = f |Tmn falls ggT(m,n) = 1. Wir können daher jetzt die Behauptung auf
den Fall von Primpotenzen reduzieren.

b) Wir zeigen zunächst die Behauptung für m = pν (νÊ 1) und n = p mit einer Primzahl
p. Dann ist

Rp =
{(

p 0
0 1

)

,

(
1 b
0 p

)

, b mod p

}

Das liefert

f |Tp = p2k−1

(

f |
(

p 0
0 1

)

+
∑

b mod p

f |
(
1 b
0 p

))

Ferner gilt:

f |Tpν = pν(2k−1)
∑

0ÉµÉν
bµ mod pµ

f |
(

pν−µ bµ

0 pµ

)

Wir fügen diese beiden Resultate zusammen und erhalten

f |TpνTp = p(ν+1)(2k−1)
∑

0ÉµÉν
bµ mod pµ

f |
(

pν+1−µ bµ

0 pµ

)

+p(ν+1)(2k−1)
∑

0ÉµÉν
bµ mod pµ

b mod p

f |
(

pν−µ pν−µb +pbµ

0 pµ+1

)

Hier ergänzen die zu µ= ν gehörigen Summanden der zweiten Summe die erste Sum-
me zu f |Tpν+1 , denn b +pbν (b mod p, bν mod pν) durchläuft ein Restsystem mo-
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dulo pν+1.

⇒ f |TpνTp − f |Tpν+1 = p(ν+1)(2k−1)
∑

0ÉµÉν−1
bµ mod pµ

b mod p

f |
(

pν−µ pν−µb +pbµ

0 pµ+1

)

︸ ︷︷ ︸

∈pOpν−1

= p(ν+1)(2k−1)
∑

0ÉµÉν−1
bµ mod pµ

b mod p

f |
(

pν−µ−1 pν−µ−1b +bµ

0 pµ

)

Wir summieren außen über b und innen über µ und bµ. ⇒ Bei festem b,µ durch-
läuft pν−µ−1b +bµ ein volles Restsystem modulo pµ, und die innere Summe wird zu
(

f |Tpν−1

)

p−(ν−1)(2k−1). Wir können also fortfahren

f |TpνTp − f |Tpν+1 = p2k−2
∑

b mod p

f |Tνp−1 = p2k−1 f |Tpν−1

c) Seien nun m,n beliebig. Mit Induktion folgt aus b): Tpν ist ein Polynom in Tp . ⇒ Alle
Tpν , Tpµ sind miteinander vertauschbar. a) liefert dann die Vertauschbarkeit aller Tm ,
Tn . Es genügt jetzt der Beweis der Formel aus Satz 6.1.6 für m = pµ, n = pν, µÉ ν. Das
geht mit endlicher Induktion nach µ. Zu zeigen ist

TpµTpν =
∑

0ÉρÉµ
pρ(2k−1)Tpµ+ν−2ρ

µ= 0 klar

µ= 1 klar nach b)

µ 7→µ+1 Sei 1 É µ < ν und die Behauptung richtig für alle µ′ mit 0 É µ′ É µ. Dann
gilt:

Tp TpµTpν
b)= Tpµ+1 Tpν +p2k−1Tpµ−1 Tpν

IV
⇒ Tpµ+1 Tpν =

µ∑

ρ=0
pρ(2k−1)Tp Tpµ+ν−2ρ −p2k−1Tpµ−1 Tpν

IV, b)=
µ∑

ρ=0
pρ(2k−1)Tpν+1+µ−2ρ +

µ∑

ρ=0
p(ρ+1)(2k−1) Tpµ−1+ν+2ρ

︸ ︷︷ ︸

=T
pµ+1+ν−2(ρ+1)

−
µ−1∑

ρ=0
p(ρ+1)(2k−1)Tpµ−1+ν−2ρ

=
µ+1∑

ρ=0
pρ(2k−1)Tpµ+1+ν−2ρ

Der Term für ρ =µ ergänzt die erste Summe zu
∑µ+1

ρ=0 pρ(2k−1)Tpµ+1+ν−2ρ . Das liefert
die Behauptung. ä
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6.1.7 Korollar (Ramanujan, 1916 (Verm.), Mordell, 1917 (Bew.)) Für die Fourierkoeffizien-
ten τ (n) von ∆ gilt:

τ (m)τ (n) =
∑

d |ggT(m,n)

d 11τ
(mn

d 2

)

,

insbesondere ist τ multiplikativ, und für jede Primzahl p gilt:

τ
(

pν+1)= τ
(

p
)

τ
(

pν
)

−p11τ
(

pν−1) (νÊ 1) .

B Korollar 6.1.5 und Satz 6.1.6 ä

6.1.8 Korollar (Maurice Newman, 1975) Für n Ê 1 gilt:

τ (2n) ≡ 0 mod 23

τ (3n) ≡ 0 mod 32

τ (5n) ≡ 0 mod 5

τ (7n) ≡ 0 mod 7

τ (2411n) ≡ 0 mod 2411

B Sei p eine Primzahl, und es gelte τ
(

p
)

≡ 0 mod pα mit 1 ÉαÉ 11. Dann liefert die
Rekursionsformel aus Korollar 6.1.7: τ

(

pν
)

≡ 0 mod pα für νÊ 1.
Sei n ∈N, n = pµm mit p 6 |m, µÊ 0.

⇒ τ
(

np
)

τ
(

pµ+1)τ (m) ≡ 0 mod pα.

Nun ist

τ (2) =−24 ≡ 0 mod 23

τ (3) = 252 ≡ 0 mod 32

τ (5) = 4830 ≡ 0 mod 5

τ (7) =−16744 ≡ 0 mod 7

τ (2411) ≡ 0 mod 2411

Das liefert die Behauptung. ä

Newmans Ergebnis steht bei Niebur (1975). Niebur teilt mit, dass es keine weiteren p mit
τ
(

p
)

≡ 0 mod p gibt, für welche gilt: 2 É p É 65063.

6.2 Wirkung der Tn auf die Poincaré-Reihen, Selbstadjungiertheit
der Tn

In Kapitel 6.2 gelte Γ= 1Γ, k > 1 und Pν (z) = 1
2

∑

M∈R
M=(c d )

e2πiνM z

(cz+d)2k mit ν ∈N0, dabei sei R ein

Vertretersystem von 〈U 〉\ 1Γ.
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6.2.1 Satz

Pν |Tn = n2k−1
∑

d |ggT(n,ν)

d 1−2k P νn
d2

B Setze ϕn (z) := e2πiνz . Dann gilt

Pν |Tn = n2k−1
∑

S∈Rn

Pν |S = n2k−1 1

2

∑

M∈R
S∈Rn

ϕν |MS

Hier ist die Vertauschung von M und S zulässig, denn nach Definition ist On = 1ΓRn =
〈U 〉RRn , und die Darstellung eines jeden Elements aus On als Produkt in der angegebenen

Reihenfolge ist eindeutig. Wir zeigen: On = 〈U 〉RnR. Dazu sei
(
α β
γ δ

)

∈On .

⇒
(
α β

γ δ

)

∈ 〈U 〉RnR.

⇔∃M =
(

a b
c d

)

∈R

(
α β

γ δ

)(
d −b
−c a

)

∈ 〈U 〉Rn .

⇔∃M =
(

a b
c d

)

∈R γd −δc = 0 ∧ −γb +δa > 0.

Nun gibt es zu
(
γ δ

)

genau zwei M =
(

a b
c d

)

∈R mit γd−δc = 0, und wegen
(
b −a

)

6=
(
0 0

)

hat genau eine von diesen zusätzlich die Eigenschaft −γb+δa > 0. Da dieses Paar genau ein
M ∈ R festlegt mit M =

(
a b
c d

)

, erhalten wir On = 〈U 〉RRn = 〈U 〉RnR, und hier wird jedes
Element genau einmal dargestellt.

⇒ Pν |Tn (z) =
1

2
n2k−1

∑

M∈R








∑

ad=n
d>0

b mod d

d 2k e2πiν az+b
d







|M

=
1

2
n2k−1

∑

M∈R






∑

d |ggT(n,ν)
d>0

d 1−2k e2πi νn
d2 z




 |M

= n2k−1
∑

d |ggT(n,ν)
d>0

d 1−2k P νn
d2

(z) ,

da

∑

b mod d

e2πiν b
d =

{

0 für d 6 |ν
d für d |ν

. ä

6.2.2 Korollar E2k |Tn =σ2k−1 (n)E2k für k Ê 2.
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B Satz 6.2.1 mit ν= 0. ä

6.2.3 Korollar P1 |Tn = n2k−1Pn .

B Satz 6.2.1 mit ν= 1. ä

6.2.4 Korollar n1−2k Pν |Tn = ν1−2k Pn |Tν für ν,n Ê 1.

B Satz 6.2.1 ä

6.2.5 Satz (Hans Petersson, 1939) Für n Ê 1 ist Tn : S2k → S2k selbstadjungiert bzgl. des Pe-
terssonschen Skalarprodukts 〈·, ·〉.

B OBdA sei k Ê 2, da S2k = {0} für k É 5.
Da die Pν (νÊ 1) den Raum S2k erzeugen, genügt es zu zeigen: für alle f ∈ S2k und n,νÊ 1
gilt:

〈 f |Tn ,Pν〉 = 〈 f ,Pν |Tn〉 .

Nun gilt mit f (z) =
∑∞

m=1 am
(

f
)

e2πi mz nach Satz 6.1.4

am
(

f |Tn
)

=
∑

d |ggT(m,n)
d>0

d 2k−1a mn
d2

(

f
)

und nach Satz 5.2.2

〈 f ,Pν〉 =
(2k −2)!

(4π)2k−1
︸ ︷︷ ︸

=:γk

ν1−2k aν

(

f
)

⇒〈 f |Tn ,Pν〉 = γkν
1−2k aν

(

f |Tn
)

= γkν
1−2k

∑

d |ggT(n,ν)
d>0

d 2k−1a nν
d2

(

f
)

Ferner gilt nach Satz 6.2.1 und Satz 5.2.2:

〈 f ,Pν |Tn〉 = 〈 f ,n2k−1
∑

d |ggT(n,ν)
d>0

d 1−2k P νn
d2
〉 = γk

∑

d |ggT(ν,n)
d>0

d 2k−1a nν
d2

(

f
)

= γkν
1−2k

∑

d |ggT(n,ν)
d>0

n2k−1d 1−2k
(νn

d 2

)1−2k
a nν

d2

(

f
) ä
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6.3 Eigenfunktionen der Hecke-Operatoren und Dirichletsche
Reihen mit Eulerscher Produkt-Entwicklung

6.3.1 Satz (Hans Petersson) Es gibt eine Orthonormalbasis von S2k , die aus simultanen Ei-
genfunktionen aller Hecke-Operatoren Tn (n Ê 1) besteht.

B Die Tn (n Ê 1) sind selbstadjungiert und vertauschbar. Das liefert mit Argumenten
der Linearen Algebra die Behauptung. Nachzulesen sind diese bei Gantmacher (1965). ä

6.3.2 Satz Sei f (z) =
∑∞

n=0 ane2πi nz ∈ G2k (k > 1), und für die Primzahl p gelte f |Tp = λ f
mit geeignetem λ ∈C. Dann lässt sich von der Dirichlet-Reihe

D (s) :=
∞∑

n=1
ann−s

(

Re s >
{

k +1 für f ∈ S2k

k für f ∈G2k \ S2k

)

ein Eulerfaktor abspalten:

D (s) =
(

1−
λ

p s
+

p2k−1

p2s

)−1 ∞∑

n=1
ann−s

(

Re s >
{

k +1 für f ∈ S2k

k für f ∈G2k \ S2k

)

B Die Rekursionsformel aus Satz 6.1.6 b) liefert: Tp Tpn = Tpn+1 + p2k−1Tpn−1 , T1 = id,
Tpn ∈C

[

Tp
]

. ⇒ f ist Eigenfunktion aller Tpν : f |Tpν = λν f (νÊ 0) mit λ0 = 1, λ1 = λ, λn+1 =
λλn −p2k−1λn−1 (n Ê 1). Wir wissen:

λνan
(

f
)

= an

(

f |T ν
p

)

=
∑

d |ggT(n,pν)
d>0

d 2k−1a npν

d2

(

f
)

.

Für p 6 |n gilt: λνan
(

f
)

= anpν

(

f
)

.

⇒ D (s) =
∞∑

m=1
amm−s =

∑

nÊ1
νÊ0

ggT(n,p)=1

anpνn−s p−νs

=
∞∑

n=1
ann−s

∞∑

ν=0
λνp−νs

(

Re s >
{

k +1 für f ∈ S2k

k für f ∈G2k \ S2k

)

Die obige Rekursionsformel für die λν liefert dann

(

1−
λ

p s
+

p2k−1

p2s

)
∞∑

ν=0

λν

pνs
= 1+

λ

p s
+

∞∑

ν=2

λν

pνs
−

λ

p s
−

∞∑

ν=2

λλν−1

pνs
+

∞∑

ν=2

p2k−1λν−2

pνs
= 1 ä

6.3.3 Satz Sei k Ê 2 und f (z) =
∑∞

m=0 ame2πi mz ∈G2k simultane Eigenfunktion aller Tn (n ∈
N); das impliziert insbesondere f 6= 0. ⇒ f |Tn = λn f , λn = λn

(

f
)

(n Ê 1). Dann ist a1 6= 0,
und normiert man zu a1 = 1, so gilt: an =λn ∈R (n Ê 1), und es gilt:
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a) Ist a0 6= 0, so ist f =−B2k
4k E2k und λn =σ2k−1 (n) (n Ê 1). Nota bene: Nach Korollar 6.2.2

ist E2k simultane Eigenfunktion aller Tn mit den Eigenwerten σ2k−1 (n) (n Ê 1).

b) Ist a0 = 0, d. h. f ∈ S2k , so gilt bei Normierung a1 = 1: an = λn (n Ê 1), d. h. f (z) =
∑∞

n=1λne2πi nz . Nota bene: Musterbeispiel hierfür ist f =∆.

c) Die Dirichletreihe D (s) =
∑∞

n=1λnn−s zerfällt vollständig in ein Eulerprodukt

D (s) =
∏

p prim

(

1−
λp

p s
+

p2k−1

p2s

)−1 (

Re s >
{

k +1 für f ∈ S2k

k für f ∈G2k \ S2k

)

Folgerung Die simultanen Eigenräume der Tn sind eindimensional.

B Satz 6.1.4 liefert: a1
(

f |Tn
)

= an
(

f
)

. ⇒ an = λn a1 (n Ê 1). Wäre a1 = 0, so auch
an = 0 für alle n Ê 1. ⇒ f = a0, und das geht wegen k Ê 2 nur für a0 = 0. ⇒ f wäre keine
Eigenfunktion. ⇒ a1 6= 0.
Jetzt Renormierung zu a1 = 1. ⇒ an =λn (n Ê 1), und es folgt b)
zu a): Sei a0 6= 0, a1 = 1. Dann gilt nach Satz 6.1.4: λn a0 = a0

(

f |Tn
)

= σ2k−1 (n). ⇒ λn =
σ2k−1 (n) (n Ê 1). g := f + B2k

4k E2k ∈G2k ist Lösung von g |Tn =σ2k−1 (n) g und hat a1
(

g
)

= 0.

Nach dem schon Bewiesenen folgt daraus g ≡ 0, also f =−B2k
4k E2k .

zu c): Die λn sind multiplikativ:

λmλn =
∑

d |ggT(m,n)
d>0

d 2k−1λmn
d2

.

⇒λmλn =λmn für ggT(m,n) = 1. λpλpν =λpν+1 +p2k−1λpν−1 .

⇒ D (s) =
∞∑

n=1
λnn−s =

∏

p prim

( ∞∑

ν=0

λpν

pνs

)

=
∏

p prim

(

1−
λp

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

nach dem Beweis zu Satz 6.3.2. ä

6.3.4 Beispiele a) k Ê 2:

F2k :=−
B2k

4k
E2k 7→ D (s) =

∞∑

n=1
σ2k−1 (n)n−s = ζ (s)ζ (s −2k +1)

=
∏

p prim

(

1−
1+p2k−1

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

b)

f =∆ 7→ D (s) =
∞∑

n=1
τ (n)n−s =

∏

p prim

(

1−
τ
(

p
)

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

(vermutet von Ramanujan, bewiesen von Mordell).
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6.3.5 Satz (Hauptsatz über die Hecke-Operatoren zur Modulgruppe) Sei k Ê 2 und

d := dimS2k =







⌊
k
6

⌋

für k 6≡ 1 mod 6
⌊

k
6

⌋

+1 für k ≡ 1 mod 6

Dann gibt es eine Basis von G2k bestehend aus d + 1 Modulformen f0, . . . , fd mit erstem
Fourier-Koeffizienten 1, welche simultane Eigenfunktionen aller Tn sind (n Ê 1), so dass gilt:
f0 =−B2k

4k E2k und f1, . . . , fd bilden eine Orthogonalbasis von S2k . Die f0 zugeordnete Dirich-
letreihe ist

D0 (s) = ζ (s)ζ (s −2k +1) =
∏

p prim

(

−
1+p2k−1

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

,

und die den f1, . . . , fd zugeordneten Dirichlereihen D1, . . . ,Dd definieren ganze FUnktionen
von s und besitzen eine Eulersche Produktentwicklung

Dν (s) =
∏

p prim

(

1−
λν

(

p
)

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

(Re s > k +1),

wobei fν |Tn =λν (n) fν (ν= 1, . . . ,d, n Ê 1). fν (z) =
∑∞

n=1λν (n)e2πi nz . Die fν (0 É νÉ d) sind
bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Die Dν genügen der Funktionalgleichung

(2π)−s Γ (s)Dν (s) = (−1)k (2π)s−2k Γ (2k − s)Dν (2k − s) (0 É νÉ d) .

B Die Existenz ist klar nach Satz 6.3.1 und Korollar 6.2.2. Die Aussagen über D0,
die ersten Fourier-Koeffizienten und das Eulerprodukt stehen in Satz 6.3.3, die Funktio-
nalgleichung für D0 ist klar von der ζ-Funktion her. Bleibt zu zeigen: D1, . . . ,Dd sind gan-
ze Funktionen von s und erfüllen die Funktionalgleichung: Sei f (z) =

∑∞
n=1 ane2πi nz ∈ S2k ,

D (s) :=
∑

n=1∞ann−s für Re s > k +1. Aus Γ (s) =
∫∞

0 e−t t s d t
t für Re s > 0 folgt:

(2π)−s Γ (s)n−s =
∫∞

0
e−2πny y s−1 d y.

Für Re s > k +1 gilt:

(2π)−s Γ (s)D (s) =
∫∞

=
f
(

i y
)

y s−1 d y =
∫∞

1
f
(

i y
)

y s−1 d y +
∫1

0
f
(

i y
)

y s−1 d y

=
∫∞

1
f
(

i y
)

y s−1 d y +
∫1

0

(

i y
)−2k f

(
i

y

)

y s−1 d y

=
∫∞

1
f
(

i y
)(

y s + (−1)k y2k−s
) d y

y

Das ist eine ganze Funktion von s und genügt der Funktionalgleichung

(2π)−s Γ (s)D (s) = (−1)k (2π)s−2k Γ (2k − s)D (2k − s)

Die fν (ν= 0, . . . ,d) sind bist auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Da eine Basis von G2k

vorliegt, hat eine der Funktionen – etwa f0 – einen 0-ten Fourier-Koeffizienten 6= 0. Nach
Satz 6.3.3 ist dann f0 = −B2k

4k E2k . Weiter liegen nach Satz 6.3.3 f1, . . . , fd in S2k . Da nach
Satz 6.3.3 b) die simultanen Eigenräume eindimensional sind, folgt der Rest der Behaup-
tung. ä
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Ramanujan-Peterssonsche Vermutung Sei k Ê 2, f (z) =
∑∞

n=1 ane2πi nz ∈ S2k , a1 = 1, f |Tn =
an f (n Ê 1),

D (s) =
∞∑

n=1
ann−s =

∏

p prim

(

1−
ap

p s
+

p2k−1

p2s

)−1

.

Hans Petersson vermutete 1939: Φp (X ) := X 2 − ap X + p2k−1 hat nicht zwei verschiedene
reelle Nullstellen. Für f = ∆ hat Ramanujan das schon 1916 vermutet. Die Nullstellen von
Φp sind

α±
p :=

ap

2
±

√
( ap

2

)2
−p2k−1.

Also sind äquivalent:

(A) die Ramanujan-Peterssonsche Vermutung,

(B)
∣
∣ap

∣
∣É 2pk− 1

2 für alle Primzahlen p,

(C)
∣
∣
∣α±

p

∣
∣
∣= pk− 1

2 .

Pierre Deligne bewies in Deligne (1974) diese Vermutung.
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