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1 Fouriertransformation und Distributionen

Definition 1.1 FEine Funktion u : R™ — C heifit schnell fallend, falls sie unendlich oft
partiell stetig differenzierbar ist und

ul|, = sup {yxaagu(g;)y |z € R, |a| + 6] < k} <00 VkeNy (L1

Den Vektorraum aller solcher Funktionen bezeichnen wir mit S(R™). Mit den (Halb)normen
aus (1.1) ist S(R™) ein Fréchetraum.

Definition 1.2 Fine linerare Abbildung T : S(R™) — C heif§it eine temperierte Distribution,
falls eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

a) T ist stetig.
b) T ist folgenstetig.
¢) Es gibt eine Konstante C > 0 und ein k € Ny, sodass

T(uw)| < Cllulle VY ueSERY).

Wir schreiben oft (T',u) = T'(u). Den Vektorraum aller temperierten Distribution bezeich-
nen wir mit S'(R™). Er ist ein lokalkonvexer Raum mit den Halbnormen

Tl = KT, w)|  we SR

Beispiel 1.3  a) Regulire Distributionen: Sei f : R” — C mefbar mit (1+|z|)~V f(z) €
Li(R™) und

(T, u) == A f(x)u(z) dz VueSRY).
Die sogenannte Dichte f von T ist durch T’ eindeutig bestimmt.? Die Abbildung
[Ty LyR") — S'(R") (1<p<oo)
ist also injektiv; in diesem Sinne gilt L,(R"™) C S’'(R™).
b) J-Distribution(en): Fiir festes y € R™ ist

0y, u) == u(y) VueSIRY).

¢) Der Cauchysche Hauptwert:?

1
<p.v.;,u> = lim u(z) dx VueSR).

e—0+ |z|>e T

LS’(R™) ist also der Dualraum von S(R™) versehen mit der schwach-*-Topologie.
2d.h. Ty = 0 impliziert f = 0 fast iiberall
3englisch: pricipal value



1
Wegen / —dx =0 gilt

<|z|<1 T

1N uz) —u(0) u)
<p'v'1” > /z|§1 P +/|x21 e !

Definition 1.4 Fs seiT € S'(R™). Die a-te partielle Ableitung 0*T € S'(R™) ist definiert
durch

(0°T,u) := (=DlN(T,6%u)  VueSERM.

Ist a € C*°(R™) von temperiertem Wachstum, d.h.

YaeNl 3C>0,NeN: 0%(z)| < C(1+ |z|)N  VzeR",
so ist aT € 8'(R™) definiert durch
(aT,u) := (T, au) VueSIRY).

T — 0*T und T — aT sind stetige Abbildungen S’'(R™) — S'(R™).

1 >0,

Beispiel 1.5 Sei T € S'(R) die regulire Distribution mit Dichte h(x) = {0 0
T <

Dann ist 77 = §, da
(T 0y = —(Tu') = — / W) (z) dz = — / o () dz = u(0) = (5, u).
—00 0
Definition 1.6 (Fouriertransformation) Fiir u € S(R") definiere®

u(§) = (Fu)(&) := / e~ "u(z) da VEeR™

Dabei € = x - & = (,&)pn = 161 + ... + Tp&n.

Satz 1.7 F : S(R") — S(R") ist linear und stetig: Fiir alle k € Ny gibt es ein C > 0,
sodass

[dllx < Cllullksntr  Vue SR™). (1.2)
Weiterhin gilt
(u,v) = (u,v) Vu,veSR). (1.3)

BEWEIS: Zunichst ist fir m € N

A+]z)™ <A+ x|+ .+ |z)" = D camla®]

laf<m

4Die Funktion h nennt man oft die Heavyside-Funktion.
Sdiesselbe Definition macht auch Sinn fiir u € L1 (R™)




fiir geeignete cq,m € N. Daher ist

) < [ fu@lde = [ @+l ) o) de

< s [ 1+ 1a) 0 da = Ol
]Rn
mit einer Konstante C' > 0.5 Wegen parieller Integration und 8ge_ix§ = (—i)Nlzve=¢ jst

g0fa(e) = () PIF[a @ u(@)] () = [€°0fa(O)] < OO @ u@)) .

Nach Produktregel (Leibniz-Formel) ist

o hula)) = 3 (%) @005 u(o),

T<a

b=v iy <
Da 0P = {éﬁ Rl 7= ﬁ, folgt

: sonst

105 (z%w(@))ln+1 < Cagllulljafg11nt1-

Summiert man iiber alle Multiindizes mit |a| 4 |3| < k, so folgt (1.2). Schliefilich

(@, v) = / £)de = / /“£ £)de = / /“”5 df}u(a:)dx

_ / B(w)u(z) dr = (u, D)
nach Satz von Fubini. [ |
Satz 1.8 Fiir T € S'(R™) definiere
(T,u) = (T, @) VYueSR".
Dann ist "= F : S'(R") — S'(R™) stetig und hat folgende Figenschaften:
a) 9oT = ilol¢eT und 9oT = (—i)|a|sc/°‘7’ fir alle o € Njj.

b) Ist Co(R™) = {f € C(R™) | limy_o f(x) = 0} mit der Supremum-Norm versehen,”
so ist F : L1(R") — Co(R™) stetig.®

d) Ist (f xg)(x) = - flx—y)g(y)dy die Faltung von f,g € L1(R"), so ist

F(f+g)=Ff3.

®Mit Polarkoordinaten: [;, (1+|z|)™" dz =7, [[Zt" " (1+t)"" < oo, fallsn—1—-L < —1,d.h. L > n.
"dann ist Co (R™) ein Banachraum
8Lemma von Riemann-Lebesgue



Beispiel 1.9 Fouriertransformation der d-Distribution:

(0, u) = u(y) = /n e y(z) dr = (e, u).

Satz 1.10 Es se: .
a) = [ e de = nde

Dann ist i : S(R™) — S(R™) stetig und es gilt
Fa)=u, (Fuy=u VueSRY).
Also ist F : S(R™) — S(R™) bijektiv mit Inverse F~! =" Durch
(T,u) :=(T,u) VTecSR") YucSR")
erhilt man die Inverse F~1 von F : S'(R") — S'(R™).

Satz 1.11 (Plancherel) F schrinkt sich ein zu einer bijektiven Abbildung F : Lo(R™) —
Lo (R™) mit
(ﬂ, @\)LQ(RW‘) = (27’[‘)”(U,’U)L2(Rn) Vuée LQ(R”)

2 Symbole und Pseudodifferentialoperatoren

Notation: Fiir y € R™ schreiben wir
(y) == V1+ [yl
Dies ist eine glatte? Funktion in y und es gilt
) <O +lyh) <vV2() VyeR™

Definition 2.1 FEs sei p € R. Mit SH(R"™) bezeichnen wir denjenigen Unterraum von
C®(R™ x R0, dessen Elemente folgende Eigenschaft haben: Fiir alle k € Ny ist

Pl = sup (00 p(a. O] (O < o (2.1)
x, ER,
laf+|8<k

Wir nennen solche p ein (Links-)Symbol der Ordnung p. Setze

SRR = 0 SURY).

Beispiel 2.2 Es sei p € Ny und
p(@,8) = > aa(®),  aa € GO(R"). (2.2)

lor|<pe

Dann ist p € S#(R"™) ein Linkssymbol der Ordnung .

9d.h. unendlich oft stetig partiell differenzierbare
104dies ist der Raum aller glatten Funktionen R™ x R™ — C



Beispiel 2.3 Fiir p € R ist (§)* € S#(R™) ein von x unabhingiges Symbol. Denn per
Induktion zeigt man: 9¢'(§)" ist eine endliche Linearkombination von Termen der Form

pr(€)(€)#~2% mit Polynomen p;, vom Grad < k und 21 — k > |a|. Also
08 ()| < Ol 0 < ofglel,
Beispiel 2.4 Es sei g € R und p € C°(R™ x R") erfiille
p(x, t&) = thp(z, ) VeeR" V|>1 Vt>1

(man sagt p ist positiv homogen vom Grad p fiir grofie £) und

sup \6?851)(:6,5” < 0 YV a, B e Ng.
zeR™, [¢]<1

Dann ist p € S#(R™) ein Linkssymbol der Ordnung pu.

Lemma 2.5 (Einfache Eigenschaften) Im folgenden seien p, i € R.
a) SH(R™) ist ein Fréchetraum mit den (Halb-) Normen aus (2.1).
b) pr 8?8519 . SH(R™) — SH=Ie(R™) st linear und stetig.
¢) (p,p) — pp : SH(R™) x SH(R") — SHHE(R™) ist bilinear und stetig.
d) SF(R™) — SHR™),M falls i < p.

Beispiel 2.6 Es sei p(z,£) wie in (2.2) und P : S(R") — S(R") der Differentialoperator
gegeben durch

(Pu)(z) = > aa(z)Dju(z).

lal<p
Wegen Satz 1.8.a) ist

() D" u(w) = aa(0) P (€00 (2) = aale) [ eHEva(6) de
— [ e aa(erenate) de.
Also erhélt man
(Pu(a) = [ cplnaOds  Vue SE), (23)
Definition 2.7 Fiir ein Linkssymbol p € S*(R™) und u € S(R™) definiere

[p(z, Dyl () = [op(p)ul(z) = / e"Ep(z, €)A(E) dE,  x € R™.

n

p(x, D) = op(p) heifst der Pseudodifferentialoperator (kurz: ¥ do) mit Symbol p(x,§).

11X < Y meint hier, dass X C Y und dass z — = : X — Y stetig ist, also dass die Topologie von X
stirker ist als die Spurtopologie von X bzgl. Y.



Beispiel 2.8 Jeder Differentialoperator mit Koeffizienten aus Cp°(R™) ist ein tdo, vgl.
Beispiel 2.6. Insbesondere gilt fiir den Laplace-Operatoren:

A=02 +...402 =-D2 —...—D2 =p(D), p)=-&—...—&=—¢~
Satz 2.9 Es sei p € SH(R") ein Linkssymbol. Dann ist
p(z, D) : S(R") — S(R")
stetig und linear. Genauer: Zu jedem k € Ny gibt es ein C' > 0 derart, dass
Ip(@, Dyulle < ClIpIE ullisznsosyy Y€ SRY) ¥pe SHRY),

wobei [p] die kleinste natiirliche Zahl mit max(p,0) < [u] bezeichnet.

BEWwWEIS:  Der Einfachheit halber sei p € Ny. Zunéchst haben wir fiir beliebiges ¢ €
SH(R™) und v € S(R™), dass

sup [[op(g)v](x)| < sup /n<§>_"_1\(§>_“q(w,§)\ ()t (e)| de

TeR™ TeR™
< Il ey ol [ ()7 e

1.7
< gl B llpsrnsr < C S 0 pr2nto:

Fiir o, 8 € Nj und u € S(R™) gilt nun

2P opyl(@) = 3 %Mf/eM@%M@ﬁm@@
B1+P2=0 R™

Verwendet man nun Satz 1.8.a), dass e = Dé"emS und partielle Integration, so folgt

2 Poppyl(@) = 3 %@mm/éﬂ%@m@@ﬂﬁ%mwﬁ
B1+P2=0 R™

al1toas=a

- 5 -i%: 5 Cﬂl,ﬁz,m,m [Op(8§28?2p) (m?@flu)] (SL‘)
1+82=

al1tas=a

Anwenden obiger Abschitzung liefert

sup [2°02[op(PU)(2)] < Y Oy pyian,a 02082 plIY TV 0505 ull 242

S B1+B2=5
altoas=«

< Ca,5||]7\||(§‘)+|5|||U”u+2n+2+|al+\ﬁ|'

Summation tiber alle |a| + |3| < k ergibt die Behauptung. ]



Definition 2.10 Es sei p € R und p;j € S*(R™) fir j € Ny, wobei

J—00

W= o 2> > pg = ... T —00.

(o ¢]
Wir sagen, dass p € SH(R™) die asymptotische Summe der p; ist und schreiben p ~ . p;,

j=0
falls
N—1
p— Y. pj € S"N(R") VNEeN.
j=0
. oI T e . : I L 13 e
Notation: x € C*°(R"™) heiit eine 0-Ausschneidefunktion, falls x(§) = 1>

Satz 2.11 Es sei pip € R und p; € S*(R™), j € No, mit p; \, —oo. Dann gibt es ein
[o.¢]

p € SF(R™) derart, dass p ~ Y pj. Dieses p ist modulo S™°(R"™) eindeutig bestimmit.
j=0

BEweEIs:  Existenz: Sei x eine 0-Ausschneidefunktion und 0 < ¢ < 1. Dann ist fiir
ol > 1
o Cele! £eR”
98 x(6)| < L
0 D|€] < e oder 27 < (€]
Da e < 2|¢|71 < 4(6)7! fiir e71 < |¢] < 267113 folgt
08 x(e€)| < Cal€)T* VYOo<e<l VEER”

fiir alle o € N7 Es folgt

922 [x(e€)p; (2, €)]| < Cjap (€)1 = (Cjra p(€) 1) ()M H1TIe (2.4)

J*)

Jetzt wihle eine Folge 1 > g9 >¢e1 > ... > ¢; =—— 0 mit
Ciapej <277 Vol +18] < J.

Da (€)' < |¢]7! und x(g;€) = 0 fiir alle & mit |£]71 > ¢;,'5 folgt aus (2.4), dass

NI (@, )| 27T V(@) Vial+18 < (25)

Jetzt definiere

[e.°]

3«“5:2 6j€p]x€)

12Gtatt 1 bzw. 2 kann man auch beliebige Konstanten 0 < ¢; < ¢ verwenden.
BFir 6] > 1ist (€)2 = 1+ €2 < [¢]2, also ¢} < V(€)™

Md.h. {x(e€) | 0 < e < 1} ist eine beschriinkte Teilmenge in S°(R™).

5also auch fiir alle & mit (¢)~* > 5].71



Dies ist eine lokal endliche Summe, insbesondere p € C*°(R"™ x R™). Fiir beliebig gegebenes
N € Nist

N-1 N-1 00
p— > pi= > (€)= Dpy + > x(69)py
J=0 Jj=0 J=N
N———
€5~ (R"), da = 0 fiir [¢| > 23", =:qn (z,€)

Wir miissen zeigen, dass gy € SN (R™) ist. Seien dazu «, 5 € Nf beliebig vorgegeben.
Wihle jp € N mit
jo = max(N, |a] + B]) und iy +1 < g

Dann ist
Jo—1

qn(z,§) = Z x(€5€)p; +qjo (7, §).
=
€SHN (RM)

Nach Wahl von jy und wegen (2.5) gilt

0041w, )] < (3 279) (gl < (gl

J=Jo

Dabher ist
10800 qn (2, )| < Ca ()l

Eindeutigkeit: Seien p™),p?) € SH0(R™) und p*) ~ > pj. Dann ist
1 5 N
V= p® = (p Zp> (r® = X pj) € s R,
j=0
1 _ p2) BN (R1) — G—00(R7
Also p p\* e N(QNS (R™) = S7°(R"). |

Definition 2.12 Das Symbolp € S*(R™), u € R, heifst ein klassisches oder polyhomogenes
Symbol, falls es p; € SF~I(R™), j € No, gibt mit

pj(z,t) =t Ip;(x,6)  Va V[ >1 Vi>1

und p ~ . pj. Den Raum aller solcher Symbole nennen wir SH(R™)

Beispiel 2.13 a) p(z,§) = > an(z){* = i pj(z,§) mit pj(z,&) = >  aq(x)E.

lo|<p Jj=0 lo|=p—j
b) Es sei p(¢) = (£)72 = 1+}E\2' Dann ist p € S72(R") und
1 N=b (=1)7 N 1 1
- o = (-1 VE#£0.10
A s R e e

Sei x eine 0-Ausschneidefunktion. Nach Beispiel 2.4 ist dann

_1)\J .
) = X207y € SR,

16Tnduktion!

10



oo
Dann ist p ~ > p;, da wegen oben und Lemma 2.5.c)
7=0

w29 (Y
PV (L1 [&P)

N—
€~ X py(©) L 1-0@EOpE) € SV ERR,
=0 ~—————

ecggmp (]Rn ) CS—= (Rn)

3 Oszillator-Integrale
Bemerkung 3.1 Seien p; € $#(R") und u,v € S(R"). Dann

optpele) = [ ([ e %o o) de') e

Wir fiithren jetzt eine formale (und tatséchlich falsche) Rechnung zur Komposition zweier
1pdo durch.

[op(pl)(op(pg)u)](:c) = // ei(xxl)élpl(x,gl)(// ei(xlfz)gpg(a:’,f)u(z) dzd‘§) dx'd¢’
= [[[[ et rte i O (e €utz) o' e

Nach Variablensubstitution y = z — 2’ und n = £ — £’ folgt

- / / it / / ey (2,€ + m)pa(e + v, €) dydn) u(z) dzde

=:p(513,§)

= [op(p)u](z)
Problem: Der Integrand in der Definition von p ist im allgemeinen nicht integrierbar.
Losung: Verallgemeinerter Integralbegriff!

Definition 3.2 (und Lemma) A™7(R"™) (m,7 € R) sei der Raum aller glatter Funk-
tionen a : R" x R" — C mat

lalli” = sup {|0505aly,mIw) ()"} < oc.
|o|+|B|<k
y,neER™
Die Elemente von A™7(R™) heiffen Amplitudenfunktionen. Dann ist A™7 (R™) ein Fréchetraum
und S™(R™) — A™O(R"M).

Satz 3.3 Es sei a € A™"(R") und x € S(R” x R") mit x(0) = 1. Dann existiert der
Grenzwert

Os[a] = Os — / / e~ "a(y, n) dydn = lim / / e~ Yx(ey, en)aly, n) dydy. (3.1)

Fiir beliebige I,1" € Ng mit 21 > n+m und 2" > n + 7 ist

Oslal = [ [ i) (0= A" )1 - A, aly.n)] dydn.

11



BEwEIS: 1. Schritt: Setze x:(y,n) = x(gy,en). Dann gilt
i) xe € S(R™) fiir alle € > 0,

ii) sup {|8,‘7"85X8(y,7])| |0<e<1, (y,n) € RQ”} < oo fiir alle o, 5 € Ng,

punktweise auf R?".

—o |1 dlal+ 8] =0
i) 929y x-(y, 1) = { ol + 161
0 : sonst

1. Schritt: Es gilt
<y>f2l(1 . An)lefiyn — efiyn — <77>72l’(1 . Ay)l/efiyn.

Bezeichnet I. die rechte Seite von (3.1), so folgt durch partielle Integration

L= [[ im0 - 8) (et miaty m) dud
= // ey <y>,21/(1 — An)l/ <n>f2l(1 — Ay)l(Xa(yun)a(%n))] dydn.

ge(y,m)

Wegen (-)" € S™(R™), ii) und Produktregel gilt

l9: (s m)| < Crallallyy Ty ()™= ()™ 2 (3.2)

Also hat g. eine gleichméBige Li-Majorante. Wegen iii) ist

/

9:(,m) =5 ()7 (1= A" ()72 (1 - B, aly,m)]

Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz. ]
Folgerung 3.4 (3.1) hdngt nicht von der Wahl von x € S(R?") ab. Die Abbildung
a — Osfa] : A™(R") — C.

ist stetig (beachte (3.2)). Ist a € L*(R?%), so ist
Osla] = / / e~"a(y, ) dydi.

Satz 3.5 (Dominierte Konvergenz) Sei (a;)jen C A™7(R") eine beschrinkte Folge,
die punktweise auf R*™ gegen die Funktion a konvergiere. Dann ist a € A™7(R™) und

lim Osla;] = Osla].

J]—00

12



BEWwEIS:  Ein funktionalanalytisches Argument zeigt, dass a € C°°(R?") und dass 8,07‘85 a;
==, 8;‘]‘85 a gleichmiBig auf beschrinkten Mengen.!'” Insbesondere gilt dann, dass

’ Jj—00 /

)7 (= A" ()70 = A aglym)]| 7 )7 (1= A" ()7 (1 - Ay aly.m)

punktweise auf R?". Da (a;) eine beschrinkte Folge ist, liefert (3.2) eine gleichmiBige L1-
Majorante. Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.
[ |

Lemma 3.6 Es sei a € A™7(R™). Dann gelten:
a) Partielle Integration: Os[y®a] = Os[Dyal, Os[n®a) = Os[Dga].
b) Translationsinvarianz: Osla] = Os[e~ Wm0 +t¥n+¥0m0) g (y + 4o, 1 + no)].
) Ist a(y,n) = a(y), so ist Os[e’®a] = a(x).

BEWEIS:  a) Wegen y®e~ %" = (—D,)* und partieller Integration ist

Os[y“a] = lim / / “YD (x(ey, enaly, m)) dydn = lim Os[D (x(ey, enaly,n))]-

Nun ist aber { DY (x(ey,en)a(y,n)) | 0 < & < 1} eine beschrénkte Teilmenge von A™ ™ (R")
und o

Dy (x(ey,en)aly,n)) — Dya(y,n)
punktweise auf R?". Jetzt verwende Satz 3.5.

c) Wihle x € S(R™) mit x(0) = 1. Dann

Os[e™a) = Os // z=y)n y) dydn = hm/ (ey)a y)(/ei(xy)nx(sn) dn)dy

—g%e-”/x< V)a()(F~x) (552) dy

= lim / X(e(@ — e2))a(w — ) (F1x)(2) dz
— a(x) / (F1)(2) dz = a(z)x(0) = a(x).

Lemma 3.7 Es sei 0 < f € LY(R"), a € A™"(R") und x € S(R™) mit x(0) = 1.

a) Ist |a(y,n)| < Cf(y)(m)™, so gilt Os[a —hm// ~Wiy(en)aly, n) dydn.

'7Zuniichst ist (a;) eine beschrinkte Folge in C*°(R?*™). Da C°°(R>™) montelsch ist, hat jede Teilfolge von
(a;) eine konvergente Teilfolge. Wegen der punktweisen Konvergenz gegen a, muss der Grenzwert immer a
sein. Somit konvergiert (a;) selbst in C*°(R*™) gegen a. Die Abschiitzungen fiir eine Amplitudenfunktion
bleiben unter dem Grenzwert erhalten.

13



e—0

b) Ist la(y,n)| < C(y)™ f(n), so gilt Osla] = lim // e~ Y\ (ey)aly,n) dydn.

¢) Gilt in a) zusdtzlich, dass /eiy"a(y,n) dy € Ll(RZ), s0 ist

Osla] = / (/6_“’"@(:9,77) dy)CM-

d) Gilt in b) zusdtzlich, dass /eiy”a(y,n) dn € Ll(RZ), so ist

Osla] = / (/Wy”a(y,n) d‘n>dy-

BEwEIs:  Siehe Kumano-go, Theorem 6.9 in Chapter 1. ]
Lemma 3.8 (Ungleichung von Peetre) Es sei s € R. Dann gilt
(€+m® <2 P baw. (€)* <2 —m)i)ll Ve e R
BEWEISs:  Zunéchst gilt
(y) <L +ly) <V2(y) VyeRS
Sei nun s > 0. Dann
L [E+n <145+ Inl < A+ ENA+[n)) = (E+m* < (1+[E)°(1+n])* < 2°(6)*(n)*.

Fiir s <0 gilt analog
(€ <27&+m) (=)™ = ()" <279 ()" u

Satz 3.9 (Fubini) Es seia = a(y,y’,n,n') € A™(R"**). Dann ist
b(y,n) = Os — / / eV a(y,y \nn)dy'dy € A™T(R")

und
09057b(y, n) = Os —// e~V 0200 a(y,y n,n') dy'dy.

Weiterhin gilt
Os _/ / ety o' n, ') d(y, y')d(n, 1)

=0Os — / / e_iy”<Os - / / e V" a(y,y',n, n’)dy’dn’) dydn.

18Sieht man leicht durch Quadrieren.

14



BEwEls:  OBdA 7,m > 0. Wegen der Ungleichung von Peetre ist
() ()™ < 2T y) ™y )T ()™ ()™ 10
Daher ist 8385@@, 5 n,-) € A™T(RF) mit
102 9aty, -0 VT < CrnllallT i )7 )™
fiir alle £ € Ny. Aus Folgerung 3.4 (und (3.2)) folgt
08[3?735@(2»/7 50, < CHG’HQ(1+Z/ +|a|+|g|< v (™,
wobei 20 > n+k +m und 2I' > n + k + 7. Wegen der zweiten Darstellung des Oszillator-
Integrals in Satz 3.3 und des Satzes von Lebesgue iiber Differenzierbarkeit von Parame-

terintegralen gilt
0s[02d0aly, -, n,-)] = 9597 Oslaly, -, n,"))-

Weiterhin folgt, dass
Os // ”/"b (y,n) dydn
2 [ et () /) (1 - 2,)(1 - &)
(€)1 = 8)(1 = Aty o)) L)
= Os = [ [ 7 00 () 41) (1 = 8)(1 = Ay aly o' . ) dly 1)
= Os —// e Wy o' n,0') dly, v )d(n,7),

/

wobei die letzten beiden Gleichungen wegen Lemma 3.6.a) gelten. |

Satz 3.10 Es sei p € SH(R™). Dann definiert

(Pul(e) == Os = [ [ "p(a.uta + ) dydn, we CR(R")
eine stetige Abbildung P : Cy°(R™) — Cp°(R™) mit
Pu = op(p)u VueSRY).

Schreibe daher wieder op(p) := P.

BEWEIS:  Fiir festes x und u € Cp°(R") ist

a(y,n) := p(x,nu(z +y) € AO(R").

98chreibe (y,y") = (y,0) + (0,4").
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Also ist P wohldefiniert. Die Abbildungseigenschaft folgt dann mit der Darstellung aus
Satz 3.3 dhnlich wie in Satz 2.9. Fiir u € S(R") ist

lop(p)u](z) = / ( / e (2, n)u(y) dy)dn = / ( / e Wp(z, n)u(z + y) dy>d’n

eS(Rp)

P29 Oslp(e. nyu(z + y)]

|
Folgerung 3.11 Es sei p € S*(R™). Dann gilt
p(z, &) = e “lop(p)e™](x) V&R
Insbesondere hat jeder v do ein eindeutig bestimmtes Linkssymbol.
BEwEIS:  Esist €% € Cp°(R™). Wegen Satz 3.10 gilt also
e ¢ [op(p)eig'](x) = Os —// e*iy”e"yép(ac, n) dydn
2 05 - / / e~ ¥p(x, & +n) dydn
— timy [ ([ e xte) dy) xienpl.g + ) d
= lim [ e7"X(n/e)x(en)p(z, € +n) dn
— limy [ RO)x(n)p(o. € +en)
—p(.&) [ R01) dn = ple, OX(0) = p(a. ).
wobei x € S(R™) mit x(0) = 1. ]

4 Doppelsymbole, Algebraeigenschaft und Elliptizitit

Definition 4.1 Es seien pi, i/ € R. Dann bezeichnet SHH (R™"xR™) den Raum aller glatten
Funktionen p : R™ x R® x R" x R" — C mit

= sup Lalog 0 plx, €,4',¢)| < oo
xvx/7§7ElERn7
o+l [+B]+]8|<k

Ip|

fir alle k € Ny. Dies ist ein Fréchetraum mit vorigen (Halb-)normen. Die Elemente nennen
wir Doppelsymbole.
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Satz 4.2 Es sei p € S** (R™ x R™). Dann definiert

Pu(z) := Os —// e~ W)z, @+ y, 0 )u(z +y +y') d(y, v )d(n, )

einen stetigen Operatoren P : S(R") — S(R™) bzw. P : C;°(R™) — Cp°(R™). Wir schrei-
ben wieder
P = op(p) = p(z, D:Jcal'/,Dx/)'

Es gilt

Pu(z) = /eix,§</e_ix§</eixlfl</e_ix”f/p(x,g,x’,{')u(m") dac”)d‘{')dm’)d‘{.

BEwWEIS:  Fiir festes x ist
aly,y',n,n') = plz,n,z +y, 0 )ulz +y+y) € AR,

Daher ist Pu(xz) wohldefiniert. Fiir die zweite Darstellung von Pu(z) siche Kumano-go,
Lemma 2.3 in Chapter 2. Die Abbildungseigenschaft von P folgt aus (4.2), siehe unten. m

Beispiel 4.3 Es seien aj(z) € Cp°(R") und p;(§) € S#(R™). Dann ist
p(z,&,2',&) = ai1(x)p1(&)as(z)p2(¢') € SHUH2(R™ x R™)

und
Op(p) = M, Opl(D) o M, OPQ(D)’
wobei M, den Operator der Multiplikation mit a; bezeichnet.

Beispiel 4.4 Es seien p; € S#(R™) (j = 0,1) zwei Linkssymbole. Dann ist

p(z,& 2, &) = pi(z, E)pa(a’, &) € SHIH2(R™ x R™).

Der Satz von Fubini 3.9 zeigt, dass die formale Rechnung aus Bemerkung (3.1) korrekt
ist, wenn man Ostzillator-Integrale verwendet, d.h.

p(x, Dy, ', Dy )u = (p1 (x, D) o pa(x, D))u7 u € S(R™).

Satz 4.5 Fiir p € S4# (R" x R™) setze

pr(z,§) = Os —// e~ Wip(x, & +n,x +y, ) dydeta.

Dann st
p s pr s S (R™ x R™) — SHTH(R™) (4.1)
eine stetige Abbildung und
pr(z, D) = p(x, Dy, 2, Dy). (4.2)

Weiterhin g¢ilt die asymptotische Entwicklung

[e.°]

1
P& ~ > — 08 DYp(a,&,a,€) . (4.3)
a0 ! v=rg=e
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BEWEIS:  Zuniéchst ist wegen der Peetreschen Ungleichung und der Kettenregel
0g 070 35/10(% E+mn,z+y, 5)‘ < C||P|M”OZ|”+|5\+\Q/|+\5/|<77>w+|a|<5>”+“ e (4.4)
mit C = C(a, o/, 3,5, 1'). Aus Satz 3.5 folgt,?0 dass pr, € C®°(R™ x R") mit
O¢OpL(w,§) = Osyy |08 Op(a €+ ma+9,6)|

Aus der Stetigkeit von Os[-], vgl. Folgerung 3.4, und (4.4) folgt (4.1).
Per Taylor-Entwicklung gilt

p(z, & +n,x+y,§) = | IZ n,pa(ﬂc & x+y, &)+
al<N

+N‘|z: Oé'/ 1_ pa(xa§+9n7$+y7§>d0a
al=N

wobei po(x,&,y,n) = E)?p(a:,f, y,m). Wegen Lemma 3.6.a) ist also

PL(Jfaf) z O[ OSy”][( ’pa)(mafvx"’_:%g)]—’_

la| <N

+N| lz Oé‘ Osyn[( ’pa)(x7£+0nax+ya£)] da
« N ~\~
:ITO"(.}(I,E)

Nach Lemma 3.6.c) gilt

Osy,n[(Dg’pa)(xang + y?é')] = ( g’pa)(wvaxag)'

GleichméBige Abschéitzungen in 0 < 6 < 1 wie oben in (4.4) zeigen, dass {ro 9 | 0 < 6 < 1}
eine beschriinkte Menge in S#T#~1¢/(R™) ist. Das zeigt (4.3).

Sein nun x € S(R™) mit x(0) = 1. Dann ist
—1 e—0
pre(,§) == x(8) //e YIx(ey)x(enp(z, & +n,2 +y,§) dydn — pr(,§)
und, gleichméfig in 0 < e <1,
[pLe(z, &) < CEMH Ve ceRr™

Wegen dominierter Konvergenz ist also fiir beliebiges u € S(R™)

[pr(z, D)u —hm// pLgac{iZ(ﬁ) ag’
—ti [ e [ee( [ o gt (e de')ao' e

pe(x,&,2",&") = x(e(€ = &))x(e(x — 2))x (€ )p(x, &, 2/, €).

Drei mal dominierte Konvergenz zeigt, dass man lim ganz nach Innen ziehen kann. (4.2)

e—0

folgt dann aus Satz 4.2. [ ]

mit

20als Analogon zu den klassischen iiber Differenzierbarkeit von Parameter-Integralen
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Satz 4.6 Fir p; € SF(R") setze

(p1#p2) (2, &) = Os —// e "py (, & + n)p2(z + y, &) dydn. >
Dann st
(p1,p2) — pr#tpa : SH1(R™) x S*2(R™) — SHMTH2(R™) (4.5)

bilinear und stetig und
op(p1)op(p2) = op(p1#p2)-

Es gilt die asymptotische Entwicklung

> 1
pi#tp2 ~ > —(0¢p1)(Dgp2). (4.6)
|a‘:0 (6%
BEweEls:  Folgt sofort aus Beispiel 4.4 und Satz 4.5. |

Folgerung 4.7  a) Sind p; € S*(R"™), so gilt
p1#p2 — pip2 € SMTETHRY).
b) Ist [A, B] = AB — BA der Kommutator von A und B, so gilt
[op(p1), 0p(p2)] € S FH2THR™).
c) Seien p € SH(R"™) und ¢, € Cp°(R™) mit ¢yp = 0. Dann ist
poop(p) oy € STF(R").

Definition 4.8 Das Symbol p € SH(R™) bzw. der Operator op(p) heifen elliptisch, falls
es C,R >0 gibt derart, dass p(z,§) # 0 fir alle |£] > R und

1
)p(l’,f)

Beispiel 4.9 a) A ist elliptisch der Ordnung 2, da A = op(p) mit p(&) = —[¢|2.

|<ci™ vz VEIzR (4.7)

b) Es sei p € S#(R") elliptisch und p’ € S (R") mit z/ < p. Dann ist p + p' elliptisch
der Ordnung p: Fiir [¢| hinreichend grof ist

p+p =p(l+p/p) und |[p'(z,&)/p(z,£)| <1/2.

Satz 4.10 Es sei p € S*(R™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) p ist elliptisch.

b) Es gibt ein qr, € STH(R™) mit 1 — qr.#p € ST (R"™).

21p1 #p2 heiflit das Leibniz-Produkt von p; mit ps.
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¢) Es gibt ein qr € STH(R™) mit 1 — p#qr € ST°(R").
q1, heifit eine Linksparametriz, qr eine Rechtsparametriz.

BEWEIS: b)) = a): Sei r := 1 — qr.#p € S™°(R"). Nach Folgerung 4.7.a) gibt es dann
ein s € S71(R™) mit

l—r=q#p=qp+s = qp=1—(r+s).

Dat:=r+s¢c S™(R") gibt es ein R > 0 mit

t(z, )| < Vo VI =R

N

Fiir [¢] > R gilt also
1 1

p(z.€) ~ 1+(z,€)

qr(z,§).

Offenbar gilt dann (4.7).
a) = b): Wihle eine Ausscheidefunktion x mit x(¢) = 0, falls |{| < R. Setze dann

1 n
q(z, &) == x(&) D) Vi, & e R™
Dann gilt ,
anb = a 53 —00 (DT

Per Induktion

T 1N 14k
0801 =30 X Cans0r0ke) @0 ()

k=1 ai1+..+ap=a
Bi+..+B=0

Es folgt, dass ¢ € S~™(R"). Nach Folgerung 4.7.a) gibt es ein 7 € S~! mit

@#Hp=qp+r=x+7r=1-(1-x)—7).
N——
=reS—1(R")

Nach Satz 4.6 und Satz 2.11 gibt es ein ¢ € S°(R"™) mit

o) . .
g~ >t P = T
=0 ~——

j-mal
Setze dann ¢y, := g#¢q. Dann gilt
N—1
a#p=q#1—r)= >, r#Id(1 — r)=1-— r*N =1 mod S_N(R”).
j=0
Da man N € N beliebig wéhlen kann, gilt gz #p — 1 € ST°(R").

a) < c¢): Analog. ]

20



Folgerung 4.11 Istp € SH(R™) elliptisch, so ist jede Linksparametriz auch eine Rechtspa-
rametriz und umgekehrt. Wir sprechen daher nur von einer Parametriz.

BEWEIS:  Seien ¢r, und gg die Links- bzw. Rechtsparametrix. Dann, modulo S™*°(R"),

ar = qL#1 = qw#(p#qr) = (aw#p)#4r = 14£4r = qr-
Also folgt p#qr, = p#qr = 1, sowie qr#p = qr.#p = 1. |

Satz 4.12 Es sei p € SH(R™). Dann gibt es genau ein Symbol p* € SH(R™) bzw. p* €
SH(R™) mit

(op(p)u,v) = (u,0p(p")v)  bzw. (op(p)u,v) r2(rny = (u,0p(P*)V) L2(rny %
fir alle u,v € S(R™). Es ist
00 |oe\ 00
- 5 @m0, pwo~ S .

op(p!) bzw. op(p*) heifien der transponierte bzw. formal adjungierte Operator von op(p).

BEwELs:  Sei xy € S(R") mit x(0) = 1 und x(—¢) = x(§). Da x(&)p(x,&) € SH(R™)
gleichgmafig in 0 < e <1 gilt

(op(p)u,0) = lim [ ([ [ Do (cp(o. utw) dudn) o) do

e—0

—timy [ (([[ ¢ ute!) da'de Juty) dy = (w0070

e—0

mit dem (von x, &’ unabhiingigen) Doppelsymbol p(2’, &) = p(a’, —£). Nach Satz 4.5 gilt
dann die Behauptung mit

p(2,€) = Os / / Wz + g, €) dydy.

Die asymptotische Entwicklung ist gerade (4.3). Der formal adjungierte Operator geht
analog. [ |

Folgerung 4.13 Es sei p € SH(R™). Fir T € S'(R™) definiert
(op()T ) := (T,0p(p")p) ¥V €SR")
eine Distribution op(p)T € S'(R™). In diesem Sinne ist
op(p) : S'(R") — S'(R").

Die Einschrinkung auf S(R™) bzw. Cp°(R™) stimmen mit den Abbildungen aus Definition
2.7 bzw. Definition 3.10 tberein.

*Dabei: (f,g9) = [ f(x
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5 Stetigkeit in Sobolevriaumen

Definition 5.1 (und Satz) Es sei s € R und

1/2
H*(R™) := {u e S'(R") | G ist regulir und ||ul|s == (/<g>2sya<g)y2dg) < oo} .
Dann ist H*(R™) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(w0)e = [ (€ a(TE de.
S(R™) ist eine dichte Teilmenge von H*(R™). Ist u € S'(R™) und s € Ny so gilt:
u € H*(R") <= 0% € Ly(R") Val <s. (5.1)
Jedes Funktional T € (H*(R™))" ist von der Form
u = (U, V) 2y, ve H 5(R").2

Definieren wir
A= (D) = op((§)") : S'(R") — S'(R"),

so gilt
A0 =1, AP o AW — ABTH

Insbesondere induziert A¥ Isomorphismen
A* HS(R™) — HMR™)  VsecR2 (5.2)

Man nennt A* eine Ordnungs-Reduktion.

BEWEIS:  Zur Dichtheit: Die Abbildung ®; : u + (-)*u ist ein isometrischer Isomorphis-
mus H*(R") — Lo(R™) mit ®;1(v) = F1({-)75v). Jetzt verwende, dass S(R™) dicht in
Ly(R™) ist und dass ;! : S(R") — S(R").

Fiir (5.1) zeige allgemeiner:
u € H*(R") <= u,Dyu,...,Dyu € HY(R").

Wegen (£)2 = 1+&2 ...+ &2 ist
(&) Ha(e))? = I |Q+Z| =|(¢ !2+Z| VoD u(€

Es folgt
lull24 = llull? + Z 10;ull?.

(5.2) folgt aus Aru(€) = (E)Ha(E). n

2Kurz gesagt: (H*(R™) = H *(R"™).
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Satz 5.2 Es seia: R" x R" — C 2n-mal stetig differenzierbar und

m(a) ;=  sup
x7§eRn7
O‘vﬁg(lv“vl)

67?‘85a(33, 5)‘ < 00,

sowtie

op(@ul(o)i= [ eate ae) de, ue SE.
Dann gibt es ein C > 0, das nicht von a abhdngt, mit

lop(@)ullp2gny < em(a) [lullpy@ny ¥V u e SERT).
Insbesondere induziert op(a) einen stetigen Operatoren

op(a) : L*(R") — L*(R™).

BEwEIS:  Wir verwenden folgende Notationen: Fiir o € Njj und = € R" sei
(i40)" = (i+a) - (i +2)™, (i +D)* = (i+ D)) - (i + Do),

Dann ist ‘ '

(i + D)%™ = (i + y)“e"™v.
Wir setzen § = (1,...,1) und im folgenden sind u,v € S(R"™).
1. Schritt: op(a)u € Ly(R™), da nach partieller Integration

op(a)u(z) = (i +2)~° / e7€(i — De)’la(r, €)(E)] dt
———

€L2(Ry)

beschrinkt

Nach dem Satz von Riesz und wegen der Dichtheit von S(R™) in Lo(R™) gilt

op(@ulye = sup P02
0£vES(R™) o]l 12

2. Schritt: Wir nehmen nun an, dass a kompakten Triger in R?” hat. Dann

(opla)u,0)zz = [ [ [ € a(e. u(w)ote) dydeda

= //// e @V g (1 EYu(y)o(n) dydEdadn.
Partielle Integration liefert

(op(a)u,v) 2 = / / / / e!E=vE—imn _ p )0

. u(y) o(n)
{(z — Defa(a,g) R } ey dudedudn,
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Aus
(i—D)(fg) = > (=)I((i — D)~ f)D*g

folgt dann

(op uL—(S////5 (-1 D2 (i~ De)Pate,6)  x

o u(y) o(n)
x {(z—ng)‘S e }(z'+5 5 dudedud

/ / “{D2(i — De)’a(, ) } fal, €)g(w, €) dud,
a<d

wobei
o6 = o) = [ T
ol €) = fale, &) = (- 1'&/ (g
Die Holder-Ungleichung impliziert
|(op(a)u,v) 2| < C7(a) O;é | fallLz ey 91l L2 (m2n)-

Wegen des Satzes von Plancherel ist

@ 2

lg(, O)IIZ2 gy = (27)" (i+&—n)°

L2(R2)

und

9y = [ Mool sqagy d = 2n" [ |22 e
= G [ g e [ 1) |2d77=CHU||L2
Analog hat man
u(y) |2
”faHL2 RQ" ||fOé X 5 ||L2 Rn)dx - 27T Z_ m dﬁdy

— (27)" /)z— D ‘daz/]u )2 dy = Callul|2

Insgesamt folgt

|(op(a)u, v) 2| < Cm(a) [l g2l|v]] 2
3. Schritt: Sei nun a allgemein. Wihle x € S(R™ x R™) mit x(0,0) = 1 und setze

as(z,€) = x(ez,ef)a(x, ), 0<e<l
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Dann gilt
m(as) < Cym(a) VOo<e<l1

und, nach Schritt 2,
—0
(op(a)u, v) 2 < (op(ac)u,v)r2 < Cym(a) ul L2 v]| 2.

Fiir die Konvergenz setze b. = a. — a. Dann ist

fop(beJu)(z) = / 7€, (i, €)(€) dE <2 0

wegen dominierter Konvergenz und op(b:)u ist beschrinkt, gleichméfig in €. Wieder mit
dominierter Konvergenz folgt

(op(be)u, v) 2 = / (Bew)(z)o(z) de =% 0,
Aus (5.3) folgt die Behauptung. [ |
Satz 5.3 Es seip € S#(R™). Dann ist

op(p) : H*(R") — H*"(R"),  seR,
stetig und ebenso

p—op(p) : S*(R") — L(H*(R"), H**(R")),  s€R.

BEwEls:  Nach Satz 5.2 gelten die Behauptungen fiir 4 = s = 0. Im allgemeinen setzen
wir
ap(w,€) = (€)°H# (p(a, £)(€) ™).

Dann ist
p— a,: SHR™) — S°(R")

stetig und
op(p) = A% oop(ap) o A®.

Anders gesagt, das folgende Diagramm ist kommutativ:

L2 (Rn) Op(ap) L2 (Rn)

5 =

1 (R") 0 (R
Da Ordnungsreduktionen stetig sind folgt die Behauptung. |

Folgerung 5.4 (Elliptische Regularitéit) Es sei p € SH(R"™) elliptisch. Es sei u €
Uter HY(R™) eine Losung von op(p)u = f und f € H*(R™). Dann ist u € H¥TH(R™).
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BEWEIS:  Sei ¢ € ST#(R") eine Parametrix von p. Dann ist 7 := ¢#p — 1 € S™°(R")
und

op(q)f = op(g#p)u = u — op(r)u.
Nach Satz 5.3 sind op(q)f € H*™*(R™) und op(r)u € H>®(R"). u

Folgerung 5.5  a) Ist u € H*(R™) harmonisch,?> so ist u € H®(R™).

a) Ist p € SH(R™) elliptisch und > 0. Ist w € H*(R™) und Pu = Au mit A\ € C, so ist
u € H®(R").

Folgerung 5.6 Ist p € SH(R™) so gilt

(op(p)u, U)L2(Rn) = (u, op(p*)v) Vue H*(R") Vve H3(R").

6 Elliptizitdt und Fredholm-Eigenschaft
Definition 6.1 (Gewichtete Sobolevrdume) FEs seien s,6 € R. Dann setze
HO®RY) = {ueS®) | (Yue HRD,  (w0)os = ()0, ()00)s.
Man kann zeigen, dass
S'(R") = U H*(RM).
s,0€R

Satz 6.2 (Kolmogorov) Es sei 1 < p < oo und A C LP(R"™). Genau dann ist A relativ
kompakt, wenn:

i) A ist beschrinkt.

it) Fir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0 mit
/]u(:c+h)—u(x)\pd:c<a Vbl <5 Yue A
i11) Fir alle e > 0 gibt es ein R > 0 mit
/ lu(z)|Pdx < e Vue A
lz[>R

Satz 6.3 Fiirs> s und § > ¢ ist
Hs,é(Rn) SR Hs/,é’ (Rn)

Die Einbettung ist kompakt, falls s > s und § > §'.

»d.h. Au=0
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BEWwEIS:  Wir beweisen die Aussage fiir s’ = §' = 0.26 Wegen H*(R") — L?*(R") ist

5.3
lullze < Csllulls = Cs 1) () ulls < Cogll()ulls = Cogllullss ¥ ue H(R").

Wir miissen jetzt zeigen, dass
A= {ue B | |lullss < 1}

relativ kompakt in L2(R") ist. Eigenschaft 6.2.i) ist klar, und

/| @R < [0l s (0¥ <020+ B Vuea

zeigt Eigenschaft 6.2.iii). Nach dem Satz von Plancherel gilt
/ lu(z + h) —u(z)|* dz = (27?)2"/ |h€T(€) — T(€)[* de < Cy 5 sup | — 1](e) 72,
£eERn

Zu gegebenem € > 0 gibt es offenbar ein R > 0 mit
e 1262 <46y > < V>R Vh
Nach Taylorformel ist
¢ = 1] < Clh¢| sup |™| < CRIA - VI|<R Vh.

Also gilt Eigenschaft 6.2.ii). [ |
Satz 6.4 Es seien p,m € R. Wir definieren S#™(R"™) als Raum aller C*°-Funktionen mit
Ipllp™ == sup |9ga7p(w, &) )€ < oo

z,6ER™
la|+|BI<k

fiir alle k € Ng. Dann ,verallgemeinern® sich alle bisherigen Resultate entsprechend:
a) Fiir p € SP™(R"™) ist op(p) : S(R™) — S(R™), op(p) : S'(R™) — S'(R™) und
op(p) : H(R") — H*MI"™R™) Vs, €R.
b) Fir p;j € SF™i(R™) ist
op(p1)op(p2) = op(p1#tp2) mit piFpy € STHHTII(RY),

mit der asymptotischen Entwicklung

= 1 o o
Pi#D2 ~ Y o (9¢'p1)(Dgp2) ;
jaj=0 & —_—

esuﬁuz—\alﬂmﬁmr\al(Rn)

d.h. fir alle N € Ny st

N-1

1 _ _
D1FPp2 — ‘ Z a(agpl)(Dgpg) e Gmtuz—Nmi+ms N(Rn).
al=0 ~**

26Der allgemeine Fall bendtigt unten folgende Resultate.
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c) p € SH™(R™) heifSt elliptisch, falls es C; R > 0 gibt mit

‘p(:cl, 5)‘ <Cfz)y"™&™*" Y|, >R

Dann (und nur dann!) hat p eine Parametriz g € S™H*~™(R"™), d.h.
p#q— 1, q#p—1 € STTF(R").
Beispiel 6.5 P =1— A = op((£)?) ist ein elliptischer Operator in S%%(R").
Folgerung 6.6 ) Satz 6.3 gilt fiir beliebige s, ¢'.
b) p € SF=EM=(R™) mit € > 0 induziert kompakte Operatoren

op(p) : H*(R") — H*HI"™(R") V5,6 €R.

BEWwEIs:  a) Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Hs—s’,&—é’ (Rn) id 1.2 (Rn)

op<<£>s’)op(<x>5’ﬁ lop<<m>-<">op<<£>s’>
HO(Rr) 4 g8 (Rny
Die Einbettung in der oberen Zeile ist kompakt. Jetzt verwende Satz 9.1.ii).
b) Nach a) ist H>°(R"?) oplp), Hs—wted—mte(RnY) oy [s—HI=m(R™) kompakt. n
Satz 6.7 Es seip € S (R™) elliptisch und
P, s :=op(p) : H¥(R") — H*MO~™R"),  s56€R.

Dann gelten:
a) Pss sind Fredholm-Operatoren.
b) Kern Py 5 C S(R™) und ind Py 5 sind unabhingig von s, 4.

BEWwEIS:  a) Eine Parametrix ¢ € S7# 7" (R") liefert eine Inverse von P, 5 modulo Ope-
ratoren aus S—°>~°(R"). Diese sind kompakt.

b) Nach Elliptischer Regularitéit gilt

Kern P s ¢ N H“(R™) = S(R™).
t,peR

Da mit p auch p* € S#™(R™) elliptisch ist, ist

V := Kern(op(p*)

Hs,é) C S(Rn)

unabhéngig von s, und endlichdimensional.
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Sei nun Jg 5 : H¥°(R") — H~%~9(R") derjenige Isomorphismus mit
(u,v)s5 = (u, Jv) 2 Yu,ve H*(R").27
Dann gilt fiir alle v € H*%(R") und v € H*~#9~H(R"™)

(op(P)t; V) s—pu,6—p =(0P(P)Us Js—p,5-mV) 12 = (, 0P(P*)(Js—p,6-mV)) L2-

Also ist
v € (Bild Py g)t <= Jo_ps-mv € V.

Insbesondere ist
codim Bild P, 5 = dim (Bild P, 5)* = dim V

unabhéngig von s, d. [ |
Lemma 6.8 (und Definition) FEs sei 0 < 7 < % fest. Fiir y,n € R™ und s > 0 setze
[I(s,y,mu)(x) = sT"2e* (s (x —y),  u € La(R").

Dann ist I(s,y,m) € L(L*(R™)) eine Isometrie mit Inverse

[I(s,y,m) " ) () = &7 Pem B WHTTY (y 47T,
Fiir p € S%O(R") ist

I(s,y,m) " op(p) L(s,y,1) = op(p(s. y,n))

mit

p(@,&s,y,m) = ply + 5 Tz, 5+ 57¢) € SOORN).
Fiir alle o, 8 € Nij gelten die Abschétzungen

00 O s _aar
0202p(x, & 5,y,m)] §2'a'llplha|+|ﬂ\WS Pls=m2nlel,

gleichmdfig fiir s > 1 und x,&,y,n € R™.

BEWEIS:  Die ersten Aussagen sind elementar. Wegen der Kettenregel ist

0,0 T e\ — —T T
0207 p(w, & 5.y, m)| < lIplly g (s + s7€) 1ol sTTIoTol,

Mit der Peetreschen Ungleichung folgt

(57 + ST§>,‘Q|ST‘Q| < 2|a|<sn>,|a‘(<875>87)|a\ < olal (527(1S;r‘;|227"§|2)>|a/2'

SchlieBlich ist, fiir A > 1,
sT(L 4 s7TIEP) = sTT(s77 + [¢7) < s (1 + [€7) = s7T(6)%

Einsetzen liefert die Abschéitzung. [ ]

2"Nach dem Darstellungssatz von Riesz jedes Funktional auf einem Hilbertraum H von der Form z +—
(z,y) mit y € H.
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Satz 6.9 Es seien p € SP™(R™), so,d0 € R und
P = Op(p) . Hso,&)(Rn) _ HSO*#:‘SO*m(Rn)

sei ein Fredholm-Operator. Dann ist p elliptisch (der Ordnung pu, m).

BEwWEIS: 1. Schritt: Wir definieren p € S99 durch

B, €) = ((2) 7€) M) #tp(, ) # ()~ (€)™).

das Diagramm

HSO’50 (Rn) op(p) Hso—u,éo—m (Rn)
op((z) %0 <§>*50>T Jop(<x>“o*m<s>so*ﬂ>
ey 22 PR

kommutativ und die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen. Also ist op(p) : L?(R") —
L?(R™) fredholmsch. Ist p elliptisch, so auch p, da

e, €) = p(x,&)(x) ™€) ™" mod STHTHR™).
In anderen Worten: OBdA ist 4 = m = sy = dp = 0 und wir miissen zeigen, dass
p(z, )| =2C>0  V|(z,8[>R

2. Schritt: Es sei Q € £(L?(R")) derart, dass K := 1 — QP kompakt ist. Wir zeigen,
dass es ein R > 0 gibt mit

1
—— v R" V R. 6.1
&) 2 o Ve R Vel 2 (61)

Angenommen nicht. Dann

k—oo 1

OBdA ist

k—oo &

p(Tr, &) —— p

Wir setzen dann
sk =8|, In:=1 (Skal‘lm %) , pe(z,8) =p ($a£§5ka~"3k7 %) :
Sei nun 0 # u € S(R") fest gewdhlt. Wir werden unten zeigen, dass
I op(p) Iyu = op(pk)u LN in L*(R"). (6.2)

Ist v € S(R™), so gilt

(T w)ia] = | [ 5725 (5E e — ) o)

- 2 - — 2 k—
< 8 ™ /|u(y)||v(xk + 8, y)ldy < s ™/ vl zoe [|ul|pr —=> 0.
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Da I Isometrien sind und S(R™) dicht in L?(R"™), folgt
(Tyu,v) 2| 2220 Ve LA(RY) (6.3)
(d.h. (Iyu)x konvergiert schwach gegen 0 in L?(R™)). Jetzt folgt

lull = (QP + K)Iyul| < |QIk|| |1 op(p) Iull + || K Iyull
k—oo

= [QIHlop(pr)ull + | K Lyull —— |QI [p*] l[ul]

wegen (6.2), (6.3) und Satz 9.1.i). Dies steht im Widerspruch zu |p*| < m Also gilt
(6.1).

3. Schritt: Mit op(p) ist auch
Fop(p) F~': L*(R") — L*(R")
ein Fredholm-Operator. Wir werden unten zeigen, dass
Fop(p) F~' =op(p) mit plz,€) = p(~¢ z) mod S™HTHR). (6.4)

(6.1) gilt fiir p und es folgt, dass

p(z, €) VEER" Viz[= R

1
| >
4)|Q

fiir ein hinreichen grofies R > 0. Also ist p elliptisch. [

BEWEIS (von (6.2)): Nach Lemma 6.8 mit 7 = £ /|{x| gilt insbesondere

|08 (pr(z, &) — p*)| < 21 |Ip

e vk,

Zusammen mit partieller Integration folgt

[ (optpr)ul(e) — ul@))| = | [ €40 = ) {pr(2.) - )2} ] < Co
Dabher ist
[lop(pr)ul(z) — p u(@)|” < CPyfa) ™ € L'(RD),
wenn man [ > n/4 wihlt. Nach dominierter Konvergenz geniigt es also zu zeigen, dass

k—oo

[op(pg)u(z) — p*u(z) —— 0 Vo eR™

lop(pr)ul (&) — pu(z) = / €7 (py (i, €) — p*)a(€) d

gilt dies, falls

% k—o0

pk($;£)_p 0 VZ‘,&ER”.
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Mit Taylor-Formel ist
(@, &) — p(ak, &) = |pe(zk + s, 72, & + 558) — p(@k, &k

1 —T
= ‘ / (V(wep) (@x + 05,72, & + OsEE) (8;25) d9’
0 k

1
< VoI (si7lol + 571¢] [ (6 + 0s56) " o)
=:c 0

< (sl + el [ le+ osiel™ a0)

5§°c<s;T|x|+/l T +0é”_ d@)
e 37'“/ ‘é:\Sm rogl” @)
c(skT|x+/ (|2 Sk 5’2'7 1>_1d9>

e (1)) ==

da s Lt NS (fiir £ = 0 ist man nach der zweiten Zeilen fertig). Also

k—o0

pr(z, &) — p* = (pr(2, &) — p(ak, &) + (p(zk, &) — p*) —— 0. u
BEWEIS (von (6.4)): Es ist
op(pul(€) = [ e p(e, i) d
also

(Femalopyil) () = [ e[ [ e'ple o puta’) dr') de

= Os —// @28 (—¢, 2 )u(a') da' de.

Also ist Fop(p)F ! der 1do mit Doppelsymbol p(—¢, 2'). Die asymptotische Entwicklung
in Satz 4.5%® liefert die Behauptung. [ |

Lemma 6.10 Es sei R: S(R™) — S'(R™). Dann sind dquivalent:

a) R =op(r) fir einr e ST (R").

28in der Version fiir Doppelsymbolklassen ,S'm’“’m/’“/(Rn x R™), die definiert sind durch

1020708 9 plar &, €] < Clay™ VIl @y I gy 1,
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b) Es gibt ein k € S(R?™) mit (Ru)(z) = /k(x,y)u(y) dy fir alle w € S(R™).

BEWEIS:  a)=b): Da S™"%(R") = S(R{})), ist

k(x, z) ::/eizgr(a:,f) d¢ € S(R%ﬁz)).

Wegen der Peetreschen Ungleichung ist also auch

k(x,y) :=k(z,z —y) € S(R%;l,y))‘

Offenbar ist
op(r)ula) = [ ([ 4rw, &) de)uty) dy = [ Kapyuty) dy
b)=-a): Es ist

(Ru)@) = [ b [ a©de) dy= [[e=( [ kiop)dy )ate) de

—ir(a,6)

Es ist 7 € ST 7°(R").
Satz 6.11 (Spektralinvarianz) Es seip € S#™(R™) und

op(p) : H*(R") — H> 1~ (R")

ein Isomorphismus fir ein s = so und § = dy. Dann ist op(p) ein Isomorphismus fir alle

$,0 € R und
op(p) L = op(pY)  fiir ein p=» € STHT™(RM),

BEwWEIS:  Wie im Beweis von Satz 6.9 konnen wir oBdA annehmen, dass y = m = 0

und op(p) : L2(R") = L2(R™).

1. Schritt: Nach Satz 6.9 ist p elliptisch. Also gibt es eine Parametrix ¢ € S“°(R"), also

ro=q#p—1,r=p#qg—1 € STOTF(R").
Auf L?(R") gilt daher
op(p) " = op(q) — op(ro)op(p) ", op(p)~" = op(q) — op(p)~'op(r1).
Setzt man die erste in die zweite Gleichung ein, so folgt

op(p) " = op(q) — op(q)op(r1) + op(ro)op(p) 'op(r1) =: op(q — q#r1) + R.

Offenbar ist ¢ — g#r1 € S%O(R™).
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2. Schritt: Seien k;j(z,y) € S(R*") die Integralkerne von op(r;), vgl. Lemma 6.10.
Betrachte k; als

ko(z,y) € SRy, LA(RY)),  ki(z,y) € SRy, L*(RY)).

Dann hat op(p) ‘op(r1) den Integralkern

ki(z,y) = [op(p) ki (-, y)] (2) € S(RY, L*(RY))

und R hat den Integralkern
ba) = [ hole, () ds € S(EE,).

Also ist R = op(r) mit r € ST,

3. Schritt: Esist p(~1) := g — g#r; +7 € SOO(R™) und op(p)~! = op(p(~) auf L2(R").
Offenbar
op(p), op(p™") € L(H*(R™)) Vs,6€R.

Zu u € H%°(R™) gibt es Folge (ug)r C S(R™) mit wuy, ko win H*°(R™). Dann ist

op(p)op(p' ™ )u = op(p#tp ™ )u <=2 op(p#tp ) )ur = op(p)op(p!~yux = up = u
(Konvergenz in H*?(R™)) und analog

op(p~)op(p)u = u.
Dies zeigt die Behauptung. [

Satz 6.12 Es sei p € SH(R™) elliptisch und p > 0. Es sei s € R. Dann gibt es genau
einen abgeschlossenen Operatoren

P :D(P) C HY(R") —s H*(R")

mit S(R™) C D(P) und P = op(p) auf D(P). Dieser ist gegeben durch
D(P) = H***R"),  Pu=op(p)u.?’
BEwEIS: 1. Schritt: Definiere P,.x durch
Prmax = op(p) auf  D(Pmax) == {u € H*(R") | op(p)u € H*(R")}.
Dann ist Ppax abgeschlossen: Sei dazu (ug)r C D(Ppax) mit
Uy, £z und Praxti Fzoo w in H*(R"™).

Aus Satz 5.3 folgt, dass Ppaxur = op(p)uk koo, op(p)u in H5"H(R™). Wegen der Ein-

deutigkeit des Grenzwertes muss also op(p)u = v € H*(R") sein, d.h. u € D(Ppax) und
Poaxu = v.

2die analoge Aussage gilt fiir p € ™ mit pu,m > 0. Dann ist D(P) = H*T#5+t™(R™) ¢ H*(R").
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2. Schritt: Sei nun P irgendeine abgeschlossener Operator mit P = op(p) auf D(P). Sei
g € ST*(R™) eine Parametrix zu p und r := g#p — 1. Dann ist r € S7°(R") und fiir
u € D(P) gilt

u = op(q#p)u — op(r)u = op(q)(Pu) — op(r)u € H*TH(R").

Also ist D(P) C HSTH(R™).
3. Schritt: Nach dem ersten Schritt ist

op(p) : S(R") ¢ H*(R") — H*(R")
abschlie3bar. Bezeichne mit Py, den Abschlufl. Dieser ist gegeben durch
D(Prin) = {u € H*(R") | 3 (wx)r C S(R™) Fve H(R"):

g k=00, 4 und op(p)ug koo vin H*(R™)},

Poinu = v.

Aus Satz 5.3 folgt, dass Ppin = op(p) auf D(Puin). Wegen der Dichtheit von S(R") in
H*H(R™) ist offenbar H*T(R"™) C D(Puin)-

4. Schritt: Fiir irgendeine abgeschlossenen Operatoren mit P = op(p) auf D(P) gilt also
H*TM(R™) C D(Pin) C D(P) C H*TH(R™).

Dies zeigt offenbar die Behauptung. [ |
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9 Fredholm-Operatoren (in Hilbertriumen)

Satz 9.1 Es seien Ho, H; Hilbertriume. Fin Operator K € L(Hy, Hy) heifit kompakt,
wenn eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

a) K bildet beschrinkte in relativ kompakte Mengen ab.

b) Ist (xn)nen eine beschrankte Folge, so hat (Kxp)nen eine konvergente Teilfolge.

n—oo

¢) Es gibt (Kp)neny mit dimBild K,, < oo und K, —— K in L(Hop, H1).
Die Menge
K(Ho, H1) :={K € L(Hy, Hy) | K kompakt}
bildet einen abgeschlossenen Unterraum von L(Hy, Hy). Es gelten folgende Aussagen:

30

i) Ist (xn)nen schwach konvergent gegen x,”” so ist (Kxzp)nen konvergent gegen Kx.

i1) Sind Py € L(H, Hy), P, € L(H1,H), so sind KPy € K(H, Hy) und PLK € K(Hy, H).

Satz 9.2 Es seien Hy, Hy Hilbertraume. Ein P € L(Hy, H1) heifit ein Fredholm-Operator,
falls eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

a) Es ist
dimKern P < oo und codimBild P := dim H;/Bild P < oo.

b) P ist invertierbar modulo kompakter Operatoren, d.h. es gibt Q € L(Hy, Hy) mit
QP —-1€K(Hy) und PQ—1¢€K(Hy).
In diesem Full ist Bild P abgeschlossen in H1 und wir setzen
ind P := dim Kern P — codim Bild P.
Es gelten folgende Aussagen:
i) Sind P € F(Hy, Hy) und K € K(Hy, Hy), so ist P+ K € F(Hp, H1) und
ind (P + K) = ind P.
it) Sind P; € F(Hj,Hj+1) fir j =0,1, so ist PLPy € F(Ho, H2) und

ind Plpg = ind P() + ind Pl.

i11) F(Ho, Hy) ist eine offene Teilmenge von L(Hp, H1) und ind : F(Hp, Hy) — C ist
lokal konstant.3!

n—o0

30d.h. (y,xn) =2 (y, ) fiir alley € H
3!Tnsbesondere ist ind konstant auf den Zusammenhangskomponenten von F(Hy, H1).
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10 Unbeschrinkte Operatoren (in Hilbertrdumen)

Im folgenden sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - ||.

Definition 10.1 (und Satz) FEine linerare Abbildung A : D(A) C H — H heifst ein
abgeschlossener Operator in H, falls gilt:

i) Ist (xpn)n C D(A) mit x, — x und Az, — y in H, so ist x € D(A) und Az = y.
Dies ist dquivalent zu jeder der folgenden Eigenschaften:

it) Graph(A) := {(z, Az)| z € D(A)} ist ein abgeschlossener Unterraum von H & H.
ii1) D(A) versehen mit dem Skalarprodukt
(z,y) = (r,y) + (Az, Ay),  w,y € D(A),
st ein Hilbertraum.

Satz 10.2 (vom abgeschlossenen Graphen) Es sei A: H — H linear. Dann:
Ae L(H) <= A:D(A)=H — H abgeschlossen.

Definition 10.3 (und Satz) Es sei A : D(A) C H — H abgeschlossen. Die Resolven-
tenmenge von A ist

p(A) ={Ae C|\—A:D(A) — H ist bijektiv}
(wir identifizieren A € C mit der Abbildung x — Az € L(H)). Das Spektrum von A ist
o(A) := C\ p(A).
Fiir jedes \ € o(A) ist automatisch (A — A)~! € L(H).

Satz 10.4 Es sei A: D(A) C X — X abgeschlossen. Dann gelten:

a) p(A) ist offen in C (und damit o(A) abgeschlossen). Ist \g € p(A), so ist
- 1
A=A =D "N = N"No—A4) " v A= N <
b) A (A= A) "1 p(A) — L(X) ist holomorph und

ik A = (=)A= A) "D v eN.

c¢) Ist dist(\,0(A)) :=inf{|\ — 2| | z € 0(A)} der Abstand von X\ zu o(A), so ist

1

FstOn oAy = 1O~ A7 YaepA).
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Definition 10.5 FEin lineare Abbildung A : D(A) C H — H heifit abschliefbar, falls es
einen abgeschlossenen Operatoren B : D(B) C H — H gibt mit D(A) C D(B). Jedes
solche B heifit eine abgeschlossene Erweiterung von A.

Satz 10.6 Es sei A: D(A) C H — H linear. Dann sind dquivalent:

a) A ist abschlieffbar.
b) Es gibt ein lineares B : D(B) C H — H mit Graph(B) = Graph(A).

) Ist (zp)nen eine beliebige Nullfolge in H fir die (Axp)nen in H konvergiert, so ist
auch (Axp)nen eine Nullfolge.
In diesem Fall ist B die kleinste abgeschlossene Erweiterung von A, d.h. D(B) C D(E)
fiir jede beliebige abgeschlossene Erweiterung B von A. Man schreibt A = Anin := B und
spricht vom Abschlufl bzw. der minimalen Erweiterung von A.

Definition 10.7 (und Satz) Es sei A: D(A) C H — H linear und dicht definiert, d.h.
D(A) sei dicht in H. Der adjungierte Operator A* von A ist definiert durch

DA )={zreH|3dyeH VzeDA): (y,2)=(z,A2)}, Az =y.

A* ist immer abgeschlossen. Ist A abschlieffbar, so ist Amin = (A*)*. Gilt A = A*, so heifst
A selbstadjungiert.
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