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Zur Konzeption der Vorlesung

Inhalte der Vorlesung. In dieser Vorlesung werden wir Methoden
kennenlernen, mit denen man nichtlineare Probleme aus der Analysis
studieren kann. Die wichtigsten Werkzeuge sind dabei

e Implizite Funktionen
e Fixpunktsitze
e Reduktionsmethoden

e Der Abbildungsgrad
e Verzweigungstheorie

Man kann diese Methoden auch einteilen in lokale und globale Me-
thoden. Das fundamentale Werkzeug der lokalen Theorie sind die Im-
pliziten Funktionen, sie liefern eine Reduktionsmethode (Ljapunov-
Schmidt), und die lokale Verzweigungstheorie basiert grofitenteils auf
den Impliziten Funktionen. Das fundamentale Werkzeug der globalen
Theorie ist der Abbildungsgrad. Mit ihm konnen Fixpunktsidtze und
globale Verzweigungsresultate abgeleitet werden. Die Trennung ist al-
lerdings nicht scharf, oft werden verschiedene Methoden kombiniert.

Ein anderer Einteilungsversuch wire der nach den getroffenen Aus-
sagen. Die meisten unserer Aussagen betreffen die Existenz. Fiir eine
nichtlineare Gleichung

F(u)=0

mit F': X — Y, XY Banachrdume, zeigen wir die Existenz einer
Losung u € X. Dies ist eine typische Aussage in all den obigen Me-
thoden. Fiir uns liegt dann das Interesse darin, wie wir eine gegebene
Anwendung (z.B. eine Differenzialgleichung) in die obige Form brin-
gen, also: Was wihlen wir als F', was als u? Oft noch wichtiger: Welche
Réume X, Y sind geeignet? Was fiir eine Struktur hat F, damit wir
etwas aussagen konnen?

Die Existenzaussage gewinnt an Wichtigkeit, wenn sie auf einer kon-
struktiven Methode basiert. Dann kann man z.B. numerische Verfah-
ren ableiten. Andere Aussagen betreffen: Struktur der Losungsmenge,
Qualitative Eigenschaften der Losungen, Stabilitit, Regularitit oder
stetige Abhéangigkeit von Daten.

Zum Namen der Vorlesung. Der Titel “Nichtlineare Analysis”
ist nicht standard, es ist auch fiir Experten nicht unbedingt klar, wel-
che Themen in eine solche Vorlesung gehoren. Eher standardisiert ist
der Name “Nichtlineare Funktionalanalysis”. Diese Vorlesung orientiert
sich an einer typischen Stoffauswahl fiir Nichtlineare Funktionalanaly-
sis, ist aber so konzipiert, dass weder die Vorlesung “Lineare Funk-
tionalanalysis” noch “Partielle Differenzialgleichungen” vorausgesetzt
wird. Insbesondere werden als Anwendungen gewohnliche Differenzial-
gleichungen betrachtet und keine partiellen Differenzialgleichungen —
oder zumindest nur selten ;-)



Beispiele zu den Resultaten.

Der Satz iiber Implizite Funktionen im Banachraum erlaubt fol-
gendes Vorgehen. Wir betrachten die parameterabhéngige Differenzi-
algleichung d;u = fy(u) auf einem Zeitintervall [0, 7] mit festen Start-
werten ug. Wir kénnen u als Nullstelle einer Gleichung im Banachraum
auffassen:

X = {ue ' ([0,T],R")|u(0) = uo},
F:X xR (u,\)— F(u,\) := 0u— f(u,\) €Y :=C°[0,T],R").

Angenommen, fiir A = 0 haben wir eine Losung u’ gegeben, also
F(u°,0) = 0. Dann koénnen wir versuchen, mit dem Satz iiber Implizite
Funktionen aufzulésen. Wir finden dann fiir kleine A € R Nullstellen
v € X mit F(u*, \) = 0, also Losungen der Differenzialgleichung zu
A # 0.

Der Abbildungsgrad ordnet einer stetigen Funktion f : R™ D
) — R™ und einem Wert 1y € R" eine ganze Zahl zu,

deg(f7 Q> yO) € Z.

Diese Zahl sieht die topologischen Eigenschaften von f, in dem Sinne,
dass eine kleine (genauer: eine C%-kleine) Sérung von f denselben Ab-
bildungsgrad hat. Weitere Eigenschaften: 1.) der Grad hingt nur von
den Werten am Rand ab, also von f|sq und 2.) der Grad der Identitét
ist 1 fiir yo € . Das Ldsungskriterium besagt: Falls deg(f, 2, y0) # 0,
so gibt es einen Punkt z € Q mit f(z) = yo.

Anwendung: Sei f : R* D By(0) — R" stetig mit flop, ) =
id|sp, (0. Dann hat f eine Nullstelle. Bemerkung: Im Falle n = 1 ist
dies gerade der Zwischenwertsatz.

Beweis: deg(f, B1(0),0) = deg(id, B1(0),0) = 1 wegen der Un-
abhéngigkeit von den Werten im Inneren und wegen der Normalisie-
rung. Das Losungskriterium schliellich liefert, dass f eine Nullstelle
hat.

Die Verzweigungstheorie beschéiftigt sich im einfachsten Fall mit
dem Problem, die Nullstellenmenge von

fPRxR—=R, f(\z)=zA+g(z,N\)

zu bestimmen, wo g quadratisch in x ist.

Antwort in diesem Fall: Fiir ¢ = 0 ist die Nullstellenmenge ein
Kreuz in R?, d.h. fiir A # 0 ist die einzige Nullstelle von f(.,)) die
Null, fiir A = 0 sind alle z € R Nullstellen von f(., ). Der Effekt von g
sollte in der Néhe von (z, A) = (0, 0) klein sein. Wir erwarten also (und
dies wird in Teil 3 der Vorlesung auch bestétigt), dass die Nullstellen
in der Néhe der 0 wieder topologisch die Form eines Kreuzes haben.



Anwendung: Differenzialgleichungen. In dieser Vorlesung be-
trachten wir Differenzialgleichungen als die Anwendung der entwickel-
ten Methoden. Wir messen die Stdrke der Theorie daran, wie schnell
oder wie elegant sie uns einen Zugang zu Aussagen iiber Differenzi-
algleichungen gestattet, und ob sie uns ein tieferes Verstdndnis von
Differenzialgleichungen gewéhrt.



Prolog: Gewdhnliche
Differenzialgleichungen



1. Aufgabenstellung bei Differenzialgleichungen

Gewdohnliche Differenzialgleichungen (DGL) schreiben wir meist als
(1.1) Ou = f(u).

In physikalischer Interpretation ist fiir einen Zeitpunkt ¢ € R der Vektor
u(t) der Zustand des physikalischen Systems zum Zeitpunkt ¢. Mathe-
matisch ist uns ein Banachraum F gegeben (Zustandsraum), f ist dann
eine Abbildung f : E — E (eventuell nur definiert auf einer Teilmenge
von E). Mit Gleichung (1.1) ist dann folgendes gemeint: Gesucht ist
eine Abbildung u : (T1,T2) — E, so dass

0 d |
1.2 t) = —u(t) = —u(t) = t
(1.2 danlt) = ult) = Lu(t) £ f(u(n)
fir alle ¢ € (71,72). Da man den Zeitparameter auch umbenennen
kann (t' := t — 1), reicht es, wenn wir uns ab jetzt immer mit dem

Zeitintervall (0,7) beschéftigen.

Leider ist damit noch immer nicht eindeutig definiert, was eine
Losung sein soll, denn es ist keine Klasse von erlaubten Funktionen
u vorgegeben, kein Funktionenraum. Als klassische Losung bezeichnet
man eine stetig differenzierbare Abbildung u, also v € C*((0,7), E),
fir die die Gleichung (1.2) fir alle ¢ € (0,7) gilt. Alternativ konn-
te man absolutstetige u erlauben und fordern, dass (1.2) fiir fast alle
t € (0,T) gilt. Oder man erlaubt beliebige L'((0,T'), F)-Funktionen u
und fordert, dass (1.1) im Distributionssinn auf (0,7") gilt. Wir werden
uns hier mit klassischen Losungen beschéftigen.

Losungen der Gleichung (1.1) gibt es meist unendlich viele. Meist
ist man an der Losung interessiert, die zum Zeitpunkt t = 0 die rich-
tigen Anfangswerte hat (den richtigen Anfangszustand). Man fordert
fiir gegebenes ug € E

(1.3) u(0) = ug.

Fiir klassische Losungen fordert man zusétzlich zu u € C*'((0,7), E)
noch v € C°[0,7), E), also die Stetigkeit bis zu ¢ = 0. Dann sagt
Gleichung (1.3) wirklich etwas aus (ansonsten konnte man zu einer
beliebigen Losung von (1.1) definieren u(0) = g, und hétte eine Losung
des Anfangswertproblems.
Bei gewohnlichen Differenzialgleichungen ist man normalerweise an
einem endlichdimensionalen Banachraum £ interessiert. Nach Wahl
einer Basis ist man also im Fall £ = R". Eine typische Fragestellung
ist dann:
Gegeben sei E = R", eine Abbildung f : £ — F,
ein Anfangswert vy € E und ein Zeitintervall (0, 7).
Existiert eine klassische Losung von (1.1), (1.3)7

Die Antwort lautet: Im Allgemeinen, nein. Das heifit, es gibt Abbil-

dungen f und Intervalle (0,7"), so dass keine Losung existiert. Beispiel
1: E=R,uy =1, f(y) = y? T = 2. Die eindeutige Losung auf (0, 1)
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lautet u(t) = (1 — ¢)~'. Diese ist klassisch nicht {iber ¢ = 1 hinaus
fortsetzbar.
Man kann etwas bescheidener nach lokaler Existenz von Losungen
fragen:
Gegeben sei E = R", eine Abbildung f : £ — FE und
ein Anfangswert ug € E. Existiert dazu ein Zeitinter-
vall (0,7) # () und eine klassische Losung von (1.1),
(1.3)7
Die Antwort ist wieder: Im Allgemeinen, nein. Beispiel 2: £ = R, ug =
0, fly)=—1firy > 0und f(y) =1 fiir y < 0. Die Losung kann nicht
von der 0 weglaufen, denn f treibt u mit Geschwindigkeit 1 zuriick zur
0, aber die Funktion u = 0 erfiillt d,u =0 # 1 = f(0).
Wir werden noch bescheidener und schrinken die Klasse der zuléssi-
gen Funktionen f ein. Dann gibt es ein positives Resultat, das hier als
bekannt vorausgesetzt wird.

SaTtz 1.1 (Existenzsatz von Picard-Lindelof). Seiuy € D C E =
R", D offen, und f : D — FE eine lokal Lipschitz-stetige Funktion.
Dann ezistiert T' > 0 und eine klassische Losung u : (0,T) — E von

O = f(u), u(0)=wup.
Auf (0,T) ist die Lisung eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. Beweis mit einer Fixpunktiteration und dem Ba-
nach’schen Fixpunktsatz. Siehe z.B. Forster, Analysis 2. U

SATZ 1.2 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein metrischer
Raum und g : X — X kontraktiv, d.h. fir ein © <1 gilt

d(g(z),9(y)) < © d(z,y) Vr,y € X.
Dann hat g einen eindeutig bestimmten Fizpunkt.

BEWEIS. Fiir den Beweis definiert man eine Folge z,, € X rekursiv
durch z,.1 = g(x,) und zeigt, dass dies eine Cauchy-Folge definiert. Im
Banachraum existiert dann ein Grenzwert x, welcher g(z) = z erfiillt.

O

In dieser Vorlesung werden wir auch den Existenzsatz von Peano
beweisen. Er liefert die Existenz einer Losung fiir stetiges f. Allerdings
gilt keine Eindeutigkeit, falls f nicht Lipschitz-stetig ist, sh. Ubung.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass mit den obigen Konzep-
ten auch Gleichungen zweiter Ordnung behandelt werden kénnen. Die
Gleichung

(1.4) Otu + g(u, Opu) = 0

fir u(t) € FE, wird mit Hilfe von X := F x E, v(t) = Qu(t), und
U(t) = (u(t),v(t)) transformiert zu

(1.5) QU(#) = ( _g(uzég?v(t)) ) _ FU®).



10

Es miissen dann als Startwerte gegeben sein:
uw(0) = ug, u(0) = uy.

Allerdings hat man oft auch Randwertprobleme zu 16sen. Dann ist
einem nicht Wert und Ableitung an einem Rand gegeben, sondern es
sind einem zum Beispiel die Werte an den beiden Réndern gegeben,

uw(0) =ug, u(T) = ur.

Beispiel: Die Kettenlinie. Hier ist ¢ = « € (0,2;) die horizontale
Koordinate, u die vertikale Koordinate. Man gibt die Endpunkte der
Kette (im Zweidimensionalen Raum) vor als (0, ug) und (z7,u1) und
die Lénge als L > 0. Die Gleichung lautet dann

O*u = k/1+ |0ul? in (0,2),

u(0) = ug, u(xy) = uy.

Die Konstante & € R muss iiber
1
L= / V14 |0ul?
0

bestimmt werden.

Im Fall des Randwertproblems lafit sich die Gleichung nicht mit
Picard-Lindel6f 16sen. Einen (naiven?) Versuch stellt die shooting-
Methode dar: Man 16st das Anfangswertproblem zu geratenem u; und
priift das Ergebnis u(7"). Durch Anpassen von w; kann man eventu-
ell einen Treffer erzielen, also erreichen, dass die Losung tatséchlich
u(T) = ur erfiillt. Dann hat man das Ausgangsproblem gelost.

2. Phasenraum-Analysis

Vieles 1a8t sich iiber die Gleichung d,u = f(u) in E = R" sagen,
wenn man sich im Phasenraum F die Geschwindigkeitsvektoren f als
Pfeile aufzeichnet (oder vorstellt). Fiir eine Losung w ist dann jedes w(t)
ein Punkt im Phasenraum, der sich in die durch den Pfeil angegebenen
Richtung bewegt. Damit lassen sich Losungskurven bestimmen. Eine
Losungskurve u : (0,7) — E im Phasenraum heifit auch Orbit.

Stationdre Punkte. Ein Punkt im Phasenraum « € FE mit
f(u) = 0 heit stationdrer Punkt. Tatséchlich ist die triviale Funktion
u(t) = uVt eine Losung der Gleichung, denn sie erfiillt dyu = 0 = f(u).
Die Funktion u heifit auch stationdre Losung der Gleichung. Manch-
mal spricht man auch von einem Fixpunkt. Dann denkt man an die
Zeit-t-Abbildung E 3 uy — u(t) € E. Ein stationédrer Punkt ist eine
Punkt im Phasenraum, der Fixpunkt fiir alle Zeit-t-Abbildungen ist.

Lokale Analysis in der Umgebung eines stationiren Punk-
tes. Das Aussehen von f in der Umgebung einer Nullstelle yg = u ist
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deswegen interessant, weil f hier ’sein Vorzeichen dndern kann’. Die
Taylor-Reihe fiir f lautet (wir setzen Differenzierbarkeit voraus)

f) = f(yo) + Df(yo) - (v — yo) + olly — wol)
=A-(y—yo) +olly — vol)

fiir y — yo. Dabei haben wir A := D f(yg) gesetzt. Ohne Einschrankung

sei yg = 0. Nehmen wir zusétzlich zunéchst an, dass f tatséchlich linear

ist, also f(y) = A-y, Df(0) = A. Das Verhalten von Losungen in der

Néhe der Null ist dann durch die Eigenwerte von A bestimmt. Nehmen

wir weiterhin an, dass A diagonal ist, also

At

(2.1)

A=
An

Man kann sich die Situation mit Pfeilchenbildern illustrieren, sieche Ab-
bildung 1.

ABBILDUNG 1. "Pfeilchenbilder’ und typische Orbits in
der Nahe eines stationaren Punktes

Im Falle Ay, Ay > 0 zeigen alle Pfeile von der Null weg, alle Losungen
(auBler der Nullosung) laufen vom Punkt yo = 0 weg. Wir konnen die
Losungen angeben. Fiir ug = (ay, a2) lautet die Losung auf (0, 00)

a;e?t
(2.2) u(t) = ( a;eht ) )
Im Falle 0 > A\, Ay sind die Losungen durch dieselbe Formel gege-
ben, diesmal laufen die Losungen zum Punkt yo = 0 hin (rechtes Bild).

Man sagt, dass yo stabil ist, denn
Ve >030 >0: Yuyg=(a,a2) € Bs(yo) :
Die zugehorige Losung w erfillt |u(t) — yo| < eVt € (0, 00).
Es gilt sogar mehr: Die stationére Losung y, ist asymptotisch stabil,

denn

40 >0: VYug= (al,ag) € B(g(yo) :
Die zugehorige Losung w erfiillt u(t) — yo fir t — oo.
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Im Falle A\; > 0 > Ay (linkes Bild) heifit der Punkt yo = 0 ein
Sattelpunkt. Zum Namen kommen wir spéter. Zunéchst stellen wir
fest, dass Pfeile in der Néhe der e;-Achse von yy wegzeigen, Pfeile in
der Néhe der es-Achse eher zu gy hinzeigen. Wenn man die Losungen
aus (2.2) betrachtet, so stellt man allerdings fest, dass alle Losungen
letztlich von yo weglaufen, aufler denen mit a; = 0, also Losungen auf
der Achse Re,. In diesem Fall ist Rey die stabile Mannigfaltigkeit, denn
es gilt

(2.3)  Reg = {ug € Elu(t) — yo fiir t — oo, u die Losung zu ug} .

Man sollte nicht versuchen, die instabile Mannigfaltigkeit als die
Startpunkte zu definieren, fiir die die Losung weglauft, denn die-
se Punkte bilden keine Mannigfaltigkeit. Vielmehr ist hier Re; die
instabile Mannigfaltigkeit, denn es gilt

(2.4) Rey =A{ug € El|u(t) — yo fur t — —o0, u die Losung zu ug} .

Der Punkt yo heifit instabil, denn
(2.5)
Je > 0V0 > 03Jug € Bs(yo),t € (0,00) : |u(t) — yo| > €, u Losung zu uq.
Es geniigt, ug aulerhalb der stabilen Mannigfaltigkeit zu wéhlen.
Wir wollen nun den Namen ’Sattelpunkt’ erkldren: Man kann sich

eine Berglandschaft iiber R? vorstellen, zu jedem Punkt x = (xy,5)
gehort eine Hohe h(zy, z2) € R. Wenn wir setzen

1
h(l’) = —5()\11'% + )\21’3),

so gilt fiir die Anwendung der Ableitung in = auf eine Richtung y € R?
die Gleichung

Dh(z) (y) = —(Ma1ys + Aowayz) = — K)\l )\2> : ( il )} : < Z; ) )
also Vh(@) = — <>\1 )\2) _ < 2 ) .

Zur Bezeichnung: Dh(x) ist eine Abbildung, die einer Richtung y im
Urbildraum einen Richtungsvektor Dh(x) (y) im Bildraum zuordnet.
Falls (wie hier) h eine skalare Grofle ist (nach R!' abbildet), so kann
man Dh(z) (y) mit einer Zahl identifizieren. Falls man zusétzlich im
Urbildraum ein Skalarprodukt hat und die Abbildung Dh(zx) : y +—
Dh(x) (y) mit einem Vektor darstellen kann, so nennt man diesen Vek-
tor Vh(z), also

Dh(z) (y) = (Vh(z),y) = Vh(z) - y.
Unsere Gleichung lautete also

Oru(t) = f(u(t)) = A-u(t) = =Vh(u(t)).
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Eine Gleichung von dieser Form heifit Gradientenfluss. Die Losung u
bewegt sich im Phasenraum immer in die Richtung, in die h am steilsten
abfillt. Der Name ’Sattelpunkt’ kommt daher, dass im Fall Ay > 0 > )\,
die Hohenfunktion wie ein Sattel aussieht.

Fiir jeden Gradientenfluf} gilt

%h(u(t)) = Dh(u(t)) - dyu(t) = Vh(u(t)) - dru(t) = —|Vh(u(t))|* <0,

wobei die letzte Ungleichung strikt ist, aufler, die Losung durchlauft
nur kritische Punkte von h. Jede Funktion H : E — R, die entlang
Losungen hochstens abnehmen kann (¢ — H(u(t)) ist monoton nicht-
wachsend), heifit Ljapunovfunktion.

Ein nichtdiagonales A wird mit einem Koordinatenwechsel analy-
siert. Falls es zu

fly)=A-y, A= ( “12)

Q21 A22

eine Basis s, so € R? gibt, so dass mit S = (s1 s9) gilt

—1 (M
S AS—( AQ),

so miissen wir nur die Losung u(t) beziiglich der neuen Basis aus-
driicken. Wir schreiben w(t) = uy(t)e; +ua(t)es = Gy (t)s1 +Ua(t)sy und
bemerken, dass wir die neuen Koordinaten mit S~! berechnen kénnen,
(@1, 19) = S™'(uy, ug). Wir rechnen

0t(221, ﬁg) = S_lﬁt(ul, Ug) = S_lA . (ul, Ug) = S_IAS(’le, ﬁg)

Die tilde-Koordinatenfunktionen erfiillen also eine Gleichung mit Dia-
gonalmatrix. Diese Methode funktioniert zum Beispiel, wenn die Ma-
trix A symmetrisch ist. Im allgemeinen Fall kommt man nur auf eine
Jordan-Matrix, nicht auf eine Diagonalmatrix. Aber auch in diesem
Fall kann man explizit 16sen, siche Ubungsaufgabe.

Falls die rechte Seite y — f(y) nichtlinear ist, also nicht von der
Form f(y) = A -y, so betrachtet man zunéchst die Linearisierung von
f. In der Taylor-Entwicklung von f um einen stationdren Punkt yo = 0
mit A := Df(yo) gilt

fly)=A-y+gy).

Wegen g(y) = o(]y|) ist das qualitative Aussehen des Pfeilchenbildes fiir
f dasselbe wie fiir A. Tatséchlich gilt: Falls die Eigenwerte alle einene
von 0 verschiedenen Realteil haben, so sieht das Pfeilchenbild fiir die
Linearisierung qualitativ wie das Pfeilchenbild zu A aus.

Eine Aussage, die dies ausnutzt ist die linearisierte Stabilitit: Falls
alle Eigenwerte von A = DF(yy) negativen Realteil haben (d.h. y,
ist stabil fiir die linearisierte Gleichung), so ist y, auch stabil fiir die
nichtlineare Gleichung.
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Entsprechend gilt auch: Falls ein Eigenwert von A = DF(y,) posi-
tiven Realteil hat (d.h. g, ist instabil fiir die linearisierte Gleichung),
so ist yo auch instabil fiir die nichtlineare Gleichung.

Die genaueste Aussage liefert das Theorem von Grobman-Hartman:
Falls alle Eigenwerte Realteil ungleich 0 haben, so besitzt das nichtli-
neare System stabile und instabile Mannigfaltigkeiten die dieselbe Di-
mension haben wie die des linearisierten Systems. Im stationdren Punkt
sind jeweils die Mannigfaltigkeiten des nichtlinearen Systems tangential
an den Mannigfaltigkeiten des linearen Systems.

Globale Analysis: Um sich ein globales Bild von den Losungskur-
ven zu machen, versucht man, zuséatzlich zu den stationdren Lésungen
noch (weitere) Orbits zu finden, die die globale Struktur determinieren.
Dies sind periodische Orbits, homokline Orbits und heterokline Orbits.
Ein periodische Orbit ist eine Kurve, die durch eine Losung w : [0,7] —
E gegeben ist mit u(7") = u(0). Die Losung kann dann fortgesetzt wer-
den und durchlauft immer wieder den Orbit. Ein heterokliner Orbit ist
eine Losungskurve u : (—oo0,00) — F, die zwei stationére Punkte ver-
bindet: Fiir u_,uy € E mit f(us) = 0 gilt u(t) — u_ fir t — —oo und
u(t) — wuy fiir t — +oo. In anderen Worten: Ein heterokliner Orbit
ist eine Losungskurve im Schnitt der instabilen Mannigfaltigkeit von
u_ mit der stabilen Mannigfaltigkeit von u,. Dabei fordert man beim
heteroklinen Orbit zusétzlich u_ # u,, wihrend man beim homoklinen
Orbit u_ = u, fordert.




Teil 1

Calculus im Banachraum



3. Differenzierbarkeit & Euler-Gleichungen

In diesem Abschnitt sind X und Y immer Banachraume. Wir wollen
uns mit nichtlinearen Abbildungen f von X nach Y beschéftigen. Da f
nicht unbedingt auf ganz X definiert sein muss, betrachten wir f : X D
G — Y, wobei G eine offene Teilmenge von X ist. Wir werden immer
die Stetigkeit von f fordern, in Formeln f € C'(G,Y’). Die Definitionen
sind wie im Endlichdimensionalen. Man sagt, dass f stetig ist in einem
Punkt zq € G, falls

Vo >03e >0: f(B:(zo)) C Bs(f(x0)).

Dabei sind die Kugeln beziiglich der jeweiligen Norm zu sehen; als To-
pologie in G wird die Topologie von X gewihlt. Stetigkeit wird definiert
als Stetigkeit in jedem Punkt. Die stetigen und beschréankten Funktio-
nen bilden mit der Supremumsnorm |||« den Banachraum C,(G,Y).

Die Menge £(X,Y) sei der Raum der beschréinkten linearen Abbil-
dungen X — Y. Mit der Norm

1T = [Tl cxyy = sup{[[ Ty -z € X, [lz][x <1}

ist £(X,Y) wieder ein Banachraum.

3.1. Ableitung und Richtungsableitung. Idee: Die Ableitung
einer nichtlinearen Funktion f : X — Y in einem Punkt z( ist die
lineare Abbildung X — Y, die f bestmdglich approximiert.

Dies ist das Konzept der Fréchet-Ableitung, fiir uns die Ableitung.

DEFINITION 3.1 (Ableitung). f heifit differenzierbar in xo € X,
falls fir ein A € L(X,Y) und den "Fehler’

9(z) = f(@o + 2) — flzo) — Az
gilt:
lg(2)lly
1]l x
fir z — 0 in X. Wir schreiben dann D f(xq) := A.

— 0

Bemerkungen: Ein solches A ist (falls es existiert) eindeutig. Wich-
tig an dem Konzept ist, dass D f(xq) eine Abbildung X — Y ist. Fiir
die Auswertung in eine 'Richtung’ v € X schreiben wir meist

Df(xg) : v— Df(xo) (v).

In der Differenzialgeometrie sind die Konzepte in gewisser Weise klarer.
Zu Mannigfaltigkeiten M, N mit Punkten x € M,y € N und Tangen-
tialrdumen {7, M : x € M} und {T,N : y € N} gilt: Fir f: M — N
ist Df(x) eine Abbildung Df(x) : T,M — Ty N. In unserem Fall
sind M und N offene Teilmengen von Banachrdumen, und damit al-
le Tangentialrdume identisch zum Banachraum. Hohere Ableitungen
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sind durch obige Definition abgedeckt: Die (erste) Ableitung ist eine
Abbildung Df : G — L(X,Y). Wir konnen wieder ableiten und finden

D*f:G— L(X,L(X,Y))=L(X x X,Y),
D*f(z) : (v,w) — D*f(x) (v, w).

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass wir ein zweites mal differenzie-
ren kénnen.

Falls Df(x¢) € L(X,Y) stetig von 25 € X abhéngt, so schreiben
wir f € CY(X,Y). Analog wird mit hoéheren Ableitungen C*(X,Y)
definiert.

Es gilt die Kettenregel (Beweis wie in der Infinitesimalrechnung):
Falls f : X DG — Y und g : Y DV — Z differenzierbar sind und
go f in einer Umgebung von z( definiert ist, so gilt

D(g o f)(wo) = Dg(f(x0)) o Df (o) : v = Dy(f(wo)) (Df(x0) (v)) -

Kompositionen von C*-Abbildungen sind wieder C*.

Ein schwécheres Konzept ist die Richtungsableitung. Hier be-
trachtet man zu gegebenem f : X D G — Y und zp € G Wege
v (—e,e) — X, die durch xy laufen, also

v € CH((—¢,8),X), v:5—=7(s), 7(0) = .

Die 'Geschwindigkeit’ in 0 (also im Bildpunkt x() ist v := 4/(0). Wir
kénnen nun fragen, wie sich die Werte von f verdndern, wenn wir den
Weg ~ entlanglaufen. In der 0 bestimmen wir die Richtungsableitung
von f in Richtung v nach der Kettenregel als

& (F0)(0) = Df o) ()

s

Wir sehen, dass eine differenzierbare Funktion Richtungsableitungen

in jede Richtung hat; diese werden durch die Auswertung von D f(x)

bestimmt. Umgekehrt gibt es allerdings Funktionen, die zwar in jede

Richtung Richtungs-differenzierbar sind, aber nicht differenzierbar.
Aus der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differenzial und In-

tegralrechnung folgt sofort der Mittelwertsatz: Falls f € C'(G) auf

einer offenen, konvexen Menge GG, dann

) = fan) = [ 2 fao+ tar =) i

= /0 D f(zo + t(z1 — m0)) (x1 — mo) dl

_ Uol Df(2o+ tar — 20)) dt| (21 — o) -
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3.2. Euler-Lagrange Gleichungen. An einem Beispiel wollen
wir demonstrieren, wie man Ableitungen im Banachraum fiir die Herlei-
tung von Differenzialgleichungen einsetzen kann. Wir wollen die isope-
rimetrische Ungleichung betrachten: Im zweidimensionalen Raum wol-
len wir mit einer Linie minimaler Lénge ein vorgegebenes Volumen
einschlieflen.

Variablen: Die Hohenfunktion sei w : (0,1) — R. Die Hohe in den
Randpunkten sei 0, also u(0) = 0 = u(1).

Energien: Die Flache unter u sei durch Fy fest gegeben, die Lénge
des Graphen von u soll minimiert werden. Wir nehmen also im Folgen-
den an, dass fiir u gilt

uwe X :={ueC*0,1,R)[u(0) = 0=u(l)},
F(u) := /0 u(z) dx = Fy,
L(u) := /0 V1+|0,u(z))?dr =min {L(v)|v € X, F(v) = Fy}.

Analysis: Wir versuchen, u durch eine Gleichung zu beschreiben.
Zunéchst stellen wir fest, dass F': X — Rund L : X — R differenzier-
bar sind,

DF(u) (v) = /0 v(x) dx,

DL(u) (v) = /0 () dx.

1
1 Opu(x) Opv
V14 |0u(x)|?

Fiir F folgt dies aus der Linearitit von F', die Ableitung (beste lineare
Approximation) ist die Funktion selbst. Die Formel fiir L gewinnt man
durch die Kettenregel, denn L = [ o g o d ist die Verkettung vom
(linearen) Integral I : C' — R mit der Funktion g : C' 5 £(.) —
1+1]£()]? € C' mit der linearen Funktion d 'Differenziation’, d :
C?3u— JueCl.
Nun betrachten wir Wege

veCH(—¢e),X), v:s—7(s), 7(0) = u.

Die physikalische Aussage war, dass fiir jeden Weg v mit F(y(.)) = Fo
gilt, dass L(y(.)) in s = 0 ein Minimum hat. Zunéchst wollen wir
iiberpriifen, dass es zu jeder Richtung v mit

/0 v(x)dxr = DF(u) (v) =0,

tatsichlich einen Weg ~ gibt mit F'(y(.)) = Fy. Im vorliegenden (linea-
ren) Fall geniigt es, den Weg ~y(s) := u+ sv zu betrachten. Entlang des
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Weges ~ ist L im Nullpunkt minimal, also

d

0= L)l = DL() {v)

! 1
= O,u(x) O,v
/0 V14 [Osu(z)? @
2L 1 —dﬁu x)-v(x)dr
2 /a( T‘amup)() (2) d

Fiir jedes v € X mit Mittelwert 0 verschwindet also das letzte Integral.
Dies ist nur moglich, falls der Ausdruck

Oxu B
K(z) =0, (m) (z) = Ko

unabhéngig von z ist. Zum Beweis: Angenommen, K wire an zwei
Stellen x7; und x5 unterschiedlich grofl. Dann wihlen wir v so, dass
v # 0 nur in der Néhe der zwei Punkte, positiv in der Nédhe von x;
und negativ in der Ndhe von x, mit Mittelwert 0. Das Integral iiber
K(z) - v(z) wire dann ungleich 0.

Wir haben erhalten, dass die Krimmung K entlang der Kurve
konstant ist. Die Kurve ist also ein Kreissegment. Die Argumentation
bricht zusammen, sobald die Kurve u genau einen Halbkreis beschreibt.
Danach ist die Losungskurve nicht mehr als Graph zu schreiben, die
Variablen des Problems sind dann ungeeignet gewahlt.

() dx

4. Implizite Funktionen & Stetige Abhingigkeit

4.1. Der Satz iiber Implizite Funktionen. Wir wiederholen
den Satz iiber implizite Funktionen. Er gilt im Banachraum ebenso wie
im Endlichdimensionalen. Ziel ist das Auflésen der Gleichung f(z,y) =
0 nach z.

SATZ 4.1. Sei
f: XxYDU—-Z

stetig fiir eine Umgebung U der Losung (xo,yo) von f(x,y) = 0. Die
Ableitung D, f in U existiere und sei stetig in U. Falls

A:=D,f(xo,y0) : X — Z Isomorphismus,

dann kann man lokal eindeutiq auflosen:

(i) Es gibt v > 0, so dass fir eine eindeutig bestimmte stetige
Funktion v :Y D B,(yo) — X gilt

f(u(y)>y) = O\V/y € Br(y0)> U(yo) = Zp-
(ii) f e C* impliziert u € CY(B,(yo), X) und es gilt dann
Dyu(y) = — [Dof(uly), y)] " Dyf(uly),y).
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(iii) Fir allep > 1 gilt: f € CP impliziert u € CP.
BEWEIS. Ohne Einschréinkung sei xg = 0 und yo = 0. Grundidee
des Beweises ist die Aquivalenz
f(z,y) =0 <= Ax = —f(z,y) + Az =: R(z,v)
< o =A"R(z,y) = g(z,y).

Man zeigt die Existenz eines solchen Fixpunktes z (fiir jedes y) mit
Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes.
Zeige: Fiir geeignetes r und 0 ist

g(.,y) : Bs(0) — Bs(0) C X eine Kontraktion

fiir alle y € B,.(0) C Y. Der eindeutige Fixpunkt ist = =: u(y).
Sei ¢ > 0 mit ¢]|A|| < 1/2. Wir rechnen fiir R:

R(z1,y) — R(x2,y) = Axy — Axy — (f(21,y) — f(22,y))

— Az — ) U Daf(ter + (1 — b)) dt} (21 — 22)

[ /thx1+(1—t)a72) dt} (21 — 3)

{ (D.f(0,0) = Dy f(tey + (1 —t)xs)) dt} (x1 — x3).
Wegen der Stetigkeit von D,f konnen wir r und 0 wihlen mit
|D.f(0,0) — D, f|| < e auf Bs x B, C X x Y. Dann gilt

[R(z1,y) — Rz, )l < elley — x| Vy € B,
und )
lg(z1,y) = g(z2. Y)ll < Sllar — 22l Vy € By

Wir miissen noch nachweisen, dass g(.,y) eine Selbstabbildung von Bs
ist. Nach evtl. Verkleinern von r gilt [|g(0,y)| < 36 fiir alle y € B,.
Wegen [|g(z,y) — 9(0,y)|| < 3llz — 0f| gilt dann auch

1
lgCz, )l < 50+ 190, y)ll < 0.

Dies liefert die eindeutige Losung z =: u(y).
Stetigkeit von u: Seien y1,y, € B,. Wegen der Losungseigenschaft
gilt

[ulys) — w(y2) |l < llg(u(yr), y1) — g(ulys)
< llg(u(yr), 1) = 9(u(ya), yi)|

+ llg(uy2), v1) = g(u(y2), v2)ll

S%IIU(yl) u(y2)ll + llg(uly2), 1) — g(uly2), y2)l

Der zweite Term konvergiert gegen 0 fiir y; — vy, weil g stetig ist.
Damit ist auch u stetig und (i) ist gezeigt.
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(11) Differenzierbarkeit von w: Fiir zwei Punkte y und y + 6, in B,
betrachten wir 6, := u(y + ¢,) — u(y). Fiir

B(y) == — [Dof (u(y), )| Dyf(u(y),y): Y — X

miissen wir zeigen
16w = B(u)dy|l = o(l|a, )-

Die Differenzierbarkeit von f impliziert, dass fiir beliebiges ¢ > 0
eine Schranke dy(¢) > 0 existiert, so dass fiir alle §, mit ||6,| < do gilt
(verwende 6,, — 0 fiir 6, — 0 wegen Stetigkeit von u):

| f(u(y +0y),y +9,) — flu(y),y) — Daf(u(y), y)ou — Dy f(u(y),y)dyl
< e[Syl + 16ul))-

Bemerke, dass die beiden ersten Terme verschwinden, es gilt also

1D f (u(y), y)0u + Dy f (w(y), )yl < e((l0y] + [19ul])-

Wegen D, f(u(y),y) — D, f(0,0) fiir y — 0 (Stetigkeit von D, f und
von u) und da A = D, f(0,0) invertierbar, ist auch D, f(u(y),y) inver-
tierbar mit beschrénkter Inversen (fiir kleines r, y € B,.). Dann gilt

16 = B(y)dyll < Ce(lloy]l + l|dull)
< Ce([[oy [l + 110w = By)dyll + [ B(y)y)-

Fiir € > 0 klein genug kann der zweite Term der rechten Seite absorbiert
werden. Die Operatoren B(y) sind beschréankt und es folgt

10w = B(y)dy|| < 2C¢|[4,]],

also die Differenzierbarkeit von u im Punkt y. Da die Formel fiir die
Ableitung stetig von y abhéngt, ist u differenzierbar. (iii) folgt aus der
Formel fiir die Ableitung. O

SATZ 4.2 (Lokale Inverse). Sei f : X DU — Y eine CP-Funktion,
p>1,29 € U und f(xo) = yo. Falls Dy f(x9) : X — Y ein Isomor-
phismus, so gilt fir ein r > 0:

In B,(yo) gibt es eine eindeutige ’Inverse’, d.h. u : B.(yy) — X
stetig mit u(yo) = xo und f(u(y)) = yYy € B.(yo). Die Inverse u ist
von der Klasse CP.

Bewers. Lose F(z,y) = f(x) —y = 0 € Y nach z € X auf.
D,F(xo,y) = D.f(x¢) und der Satz iiber implizite Funktionen ist
anwendbar. O

4.2. Anwendung auf DGL: Stetige Abhéngigkeit. In diesem
Abschnitt untersuchen wir die Abhéngigkeit von Losungen von gewhn-
lichen DGL von Thren Daten. Dabei sehen wir, wie der Satz iiber im-
plizite Funktionen auf DGLs angewendet werden kann.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

Lu(t) = f(t,u(t), ) *
u(a) =¢. } ( )
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firé e X, 0 e R, A € A, X und A sind Banachraume.
Frage: Wie hingt die Losung u von den Daten (o,&, \) ab?

SATZ 4.3. Sei f : Rx X x A — X stetig, D, f existiere und sei
stetig in einer Umgebung von (oo,&p, No). Dann existiert T > 0 und
eine Umgebung U von (0g, &, No), so dass fir alle (0,&,\) € U eine
Lisung u(.;0,&,N) auf (0 — T,0 +T) existiert. Falls f € C*, so gilt

ueC*(o—T,0+T)xU,X).

BEwEIs. Wir betrachten ein kleines Existenzintervall; fiir kleines
T > 0 seien alle t mit |t — o| < T. Wir normalisieren die Zeit und die
Losung durch die Umparametrisierung

t=0+71T1T, u(t)zﬁ—i—@(t;g).

Dann lautet die Gleichung fiir ®(7)
Lo(r) =Tf(o+T1,E+ (1), N) }(*,)
o0) =0.
Wir definieren die Rdume
A= {® e C'([-1,1], X)|®(0) = 0},
Y =RxRx X xA,
B :=C°([-1,1], X),
und die Abbildung (lokal definiert)
F:AXY —-Z
(P, (T,0,&,N) — 0,P() =T flo+T., &+ P(.),N).
Wir wollen F(®, (T,0,£,A)) = 0 nach ¢ auflésen. Wir berechnen
D F'(0,(0,00,80, M) : A — B, v 0rp,

wobei wir benutzt haben, dass T" = 0 im fraglichen Punkt. Daher ist
DgF(0, (0, 00,&0, Ao)) : A — B ein Isomorphismus. Mit dem Satz iiber
implizite Funktionen kénnen wir nach ® auflésen. Wir benutzen die
Stetigkeit von Dg F', die aus der Stetigkeit von D, f folgt. Die Losung
® erbt die Differenzierbarkeitseigenschaften von F', also die von f. Die
Losung u(t, 0, &, \) hat die Differenzierbarkeitseigenschaften von ®. [

Die differenzierbare Abhéingigkeit von Parametern ist global inter-
essant. Der obige Satz impliziert auch die folgende Aussage:

Sei u : [0,T] — X eine Losung von (x) zu den Daten (o,&, \). Falls
f von der Klasse C* ist, so ist die Abhiingigkeit von u(t) von den Daten
(0,€, ) auch C*.

Zum Beweis iiberdeckt man den Weg w([0,7]) mit endlich vielen
Kugeln, in denen der obige Satz gilt. Dann ist die Abbildung (¢, &, A) —
u(t) eine Verkettung von endlich vielen C*-Abbildungen und also auch
Ck,
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4.3. Lagrange-Multiplikatoren. In der Ableitung der Euler
Gleichungen fiir ein Extremalproblem mussten wir einen Weg defi-
nieren, der mit vorgegebener Geschwindigkeit v durch den kritischen
Punkt u lauft. Falls die Vergleichsmenge ein linearer Raum ist, so kann
man den Weg ¢ — u + cv wihlen. Ist die Vergleichsmenge allerdings
eine Mannigfaltigkeit, so muss man geeignete Wege erst finden. Dies
geschieht mit dem Satz iiber implizite Funktionen.

SATZ 4.4. Seien X,Y Hilbertrdume, M C X offen. Das Energie-
funktional sei durch E : M — R, eine Nebenbedingung durch ® : M —
Y gegeben, beide stetig differenzierbar. Wir betrachten ein Extremum u
der Energie E in der Vergleichsmenge My := {x € M|®(z) = 0}.

Falls D®(u) : X — Y surjektiv ist, so existiert A € Y mit

(4.1) DE(u)v = (A, D®(u)v) Vv e X.

Im Beweis werden wir folgende Aussagen aus der linearen Funktio-
nalanalysis verwenden:

(1) Riesz-Darstellung. Im Hilbertraum H gilt: Jedes Funktional
f € H = L(H,R) lafit sich mit einem A € H darstellen:
f(h) = (A, h) fir alle h € H.

(2) Zerlegung. Sei Hy C H abgeschlossener Unterraum in einem
Hilbertraum H. Dann gibt es einen abgeschlossenen Unter-
raum Hy mit H = Hy @ H; (sogar orthogonale Zerlegung
moglich).

(3) Satz von der Inversen: Fiir Banachriume X, Y gilt: Falls A €
L(X,Y) bijektiv ist, so existiert A~! € L(Y, X).

BEWEIS. Wir betrachten den Tangentialraum an My, X, :=
ker(D®(u)) C X und zerlegen X als X = Xy & X;. Die Abbildung
A:= D®(u)|x, : X; — Y ist bijektiv, es existiert also A~! € L(Y, X;).

Die Abbildung f := DE(u)o A™' : Y — R ist stetig und kann
dargestellt werden mit A € Y als f(y) = (A, y). Wir verwenden dies fiir
y = Az, also gilt

DE(U)ZL’l = <)\,AZL’1> Vr; € Xj.

Damit ist die Aussage fiir alle 'Normalenrichtungen’ gezeigt.

Fiir alle "Tangentialrichtungen’ zoy € X, gilt nach Definition von X
dass (A, D®(u)zg) = 0. Es bleibt zu zeigen, dass DE(u)xy = 0. Dafiir
miissen wir einen Weg 7 : (—eg,&9) — My finden mit v(0) = u und
7' (u) = xo. Sobald dieses 7 gefunden ist, gilt wegen Extremalitidt von

E
d
0= £E(7(5))|0 = DE(u)xo,
und also die Behauptung.
Den Weg finden wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen. Die

Gleichung
\I]([L’(), le'l) = @(U + 20 + 113'1)
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148t sich wegen Invertierbarkeit von D, ¥(0) = D®(u)|x, = A lokal
l6sen durch x; = z1(zg). Wir definieren fiir festes o € Xy den Weg

als v(e) = (u + exg + x1(exp)). Die Formel fiir die Ableitung liefert
Dz1(0) = —A7'D®(u)|x, = 0, also auch v/(0) = . O

Um die Aussage zu illustrieren, betrachten wir das Standardbei-
spiel.

BEISPIEL 4.5. Ser Q C R" offen und glatt und der Banachraum
sei X = {u € C*(Q,R)|u=0 auf 9Q}. Wir betrachten die Energie E :
X — R und die Nebenbedingung ® : X — Y =R,

E(u) ::/Q%|Vu\2, B(u) = —1+/Q|u|2.

Ein Minimum von E unter der Nebenbedingung ® = 0 erfiillt notwen-
digerweise fiir ein A € R

w)v = AD®(u)vVo € X

= / Auv—/Vu Vov=M\ /uv‘v’veX

= —Au= \u.
Fiir eine nichtlineare Euler-Lagrange Gleichung siehe Ubung.

5. Kompakte Operatoren & Schauder’scher Fixpunktsatz

Wir betrachten die folgende Aussage.
Stetige Abbildungen von der abgeschlossenen Ein-
heitskugel in sich haben einen Fixpunkt.

Diese Aussage ist im Endlichdimensionalen richtig und im Banachraum
falsch.

BEWEIS. a) Im Endlichdimensionalen ist die Aussage gerade der
Satz von Brouwer. Man kann den Satz elementar beweisen, siehe z.B.
[9]. Wir werden den Satz von Brouwer spéter mit Hilfe des Abbildungs-
grades beweisen.

b) Betrachte X := 1% := {2z : N — R: ||z]|? := >, |#:]* < oo}. Sei
K :=B; Cc X und f: K — K definiert durch

f(x) = (/1—|z|? xo, 21, ...)-

f ist eine stetige Selbstabbildung der Kugel. Wir werden sehen, dass f
keinen Fixpunkt hat.

Ann.: Sei f(z) = z. Dann ||z|| = || f(z)]| = 1 nach Definition von f.
Andererseits gilt dann o = /1 — ||z]|> = 0. Damit folgt z; = 2o = 0,
To = x1 = 0 usw. Ein Widerspruch. O

Das Beispiel zeigt, dass man im Banachraum eine zusétzliche For-
derung an f stellen muss. Es hat sich gezeigt, dass eine geeignete For-
derung die Kompaktheit ist.
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5.1. Definition, Endlichdimensionale Approximationen.

DEFINITION 5.1. Sei A C X. Fine Abbildung f : A — Y heifst kom-
pakt, falls sie stetig ist und cl(f(B)) kompakt ist fiir alle beschrinkten
Teilmengen B C A.

Bemerkungen: Da Y vollstindig ist, gilt: A kompakt : <= A
priakompakt, d.h. es gibt endliche Uberdeckungen mit e-Kugeln Ve > 0.
In der Definition kénnen wir dann fordern: f(B) prikompakt fiir alle
beschrinkten B C A.

Falls A beschriankt ist, reicht es zu fordern: f(A) priakompakt. Be-
griindung: abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kom-
pakt.

BEISPIEL 5.2. Sei f : X — Y stetigy, A C X abgeschlossen und
beschrinkt.

e X und Y endlichdimensional: f(A) ist abgeschlossen und be-
schrankt.

e X unendlichdimensional: f(A) muss weder abgeschlossen noch
beschrdnkt sein.

BEWEIS. Im endlichdimensionalen Fall gilt: A kompakt, also f(A)
kompakt (offene Uberdeckungen des Bildes liefern offene Uberdeckun-
gen des Urbildes), also f(A) ist abgeschlossen und beschrénkt.

Im unendlichdimensionalen Fall kénnen wir Punkte x,, € 9B;(0) C
X finden mit ||z, — x,,| > 1 fiir alle n # m. Setze

k(1 =2]jr = x) fiir x € Byjo(zy),
pla) = { 0 sonst.

Die Abbildung ¢ ist stetig aber unbeschriinkt auf By(0).
Ersetze in der Definition von ¢ den Faktor k durch 1 —1/k. Dann
ist das Bild ¢(B5(0)) = [0, 1). O

Das nachfolgende Theorem sagt, dass kompakte Abbildungen genau
die sind, die sich gut durch endlichdimensionale Abbildungen approxi-
mieren lassen.

SATZ 5.3. Sei A C X abgeschlossen und beschrdnkt. Dann sind fiir
f: A=Y dquivalent:
(1) f ist kompakt.
(2) I(fou)n : A =Y mit f, — f in C°(A,Y) und span(f,(A))
endlichdimensional und f,(A) beschrinkt.
Die Folge f,, kann so gewdhlt werden, dass sie in die konvexe Hiille von

F(A) abbildet.

BEWEIS. ’(2) = (1)’: Da im Banachraum jeder Punkt eine abzihl-
bare Umgebungsbasis hat, reicht es, zu zeigen, dass cl(f(A)) folgen-
kompakt ist. Es reicht also, fiir eine Folge f(z) in f(A) zu zeigen: Es
gibt eine Teilfolge, so dass f(xy) — y € cl(f(A)).
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Die Folgen (f,(xx))r sind beschrénkte Folgen im Endlichdimensio-
nalen und fiir Teilfolgen von k gilt f,(zx) — y,. Die Werte (y,,), bilden
eine Cauchy-Folge wegen

1y = Ymll < llyn = fulzr) | + 1fnlze) = fonlze) | + 1 fm(zr) = ymll;
durch Wahl von k = k(n, m) wird Kleinheit erreicht. Daher konvergie-
ren die y, gegen ein y € Y. Der Ausdruck

1 () = yll < 1S (@r) = falee)l + 1 fn(2r) = ynll + llyn — yll

wird beliebig klein fiir geeignet gewihltes n und k& = k(n) gross. Insbe-
sondere gilt die Konvergenz und auch y € cl(f(A)).

(1) = (2): Da f kompakt, ist cl(f(A)) kompakt. Fiir e = £ > 0
gibt es daher eine endliche Uberdeckung mit e-Kugeln,

cl(f(A4)) C U Be(f(x)).

Wir wihlen eine zugehorige Teilung der 1, (¢;);-1
Berhalb B.(f(x;)). Setze

» mit ¢; = 0 au-

.....

p
Fal@) =Y (f(2)) f(xy).
j=1
Dann hat f,, endlichdimensionales Bild, ist stetig, und erfiillt

1f () = fu(@)] = 1] ij(f(x))[f(fv) — )]l

Fir j mit ¢,(f(2)) # 0 gilt f(2) € Bo(f(x;)) und daher [f(z) -

f(zj)|l < e, also
If(2) = fu(@)l| <e.
U

LEMMA 5.4. Sei f : X — Y won der Klasse C' und kompakt in
einer Kugel B,(xq). Dann ist D f(zo) € L(X,Y) ebenfalls kompakt.

BEWEIS. Ohne Einschriankung sei 2o = 0 und f(xg) = 0. Wir setzen
A := Df(xo) und betrachten eine Folge x; € B1(0) C X. Wir wollen
zeigen, dass fiir eine Teilfolge gilt Az, — y fiir ein y € Y.

Wegen der Differenzierbarkeit von f gibt es fiir jedes n € N ein
d =4d(n) > 0 mit

I£x) ~ Avl| < 5 Va € Bs(0).

Fiir festes n konnen wir zu einer Teilfolge {ibergehen, so dass
f(6(n)xx) — y, fir & — oo und ein y, (Kompaktheit von f). Dann
gilt fiir k,1 — oo

0 —[[f(d(n)ax) = fFO(n)a)|| = [|6(n)Alzy — )] = %5(71),
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also || A(z —2;)|| < 2 fiir groBe k, I. Wir gehen nun successive fiir jedes
n zu einer Teilfolge iiber und finden insgesamt eine Teilfolge, so dass
Axy eine Cauchy-Folge ist, also einen Limes besitzt. O

BEISPIEL 5.5. Sei X = I*(N,R) und A : X — X die lineare Fort-
setzung von e, +— %ek fiir Basisvektoren ey,. Dann ist A kompakt.

BEWEIS. Mit dem Satz: Die Operatoren

Aek k < n,

A, X — X e, — {
0 sonst,

approximieren A gleichméflig und sind jeweils endlichdimensional. [
BEISPIEL 5.6. Fiir das Intervall I = (a,b) C R ist die Einbettung
j 1 CO(LR) — (I, R),
j(u) = u, kompakt.

BEwEIS. Fiir n € N unterteilen wir I in n Intervalle I}, der Lénge
Az :=n(b—a)/n mit Stiitzstellen x4 := a+£(b—a). Zu einer Funktion
u € C“ kénnen wir die Punktwerte u, € R, k =0, ...,n — 1 bestimmen,
ugp = u(ry). Zu den uy, wiederum betrachten wir die lineare Interpola-

tion u", definiert durch
u™(z) == Mg + (1 — Nugyy fiir 2 = Ay + (1 — Mgy € I

Die Abbildung II, : u — u,, C* — C° ist wohldefiniert, endlichdi-
mensional, und stetig. Wir behaupten, dass II,, — j gleichméfig. Dazu
rechnen wir mit geeigneter Stiitzstelle xy = ()

1) = a(u)lice = sup Ju(z) —u” ()]

< sup (fu(z) — ()] + (@) ~ "))

(Az)”
< o | (AZ)* + (A :
< fulle- (a0 + (205
Auf einer Kugel in C'* konvergiert dieser Ausdruck gleichméflig gegen
0 (die Kleinheit des Ausdruckes ist unabhéngig von u). O

5.2. Der Fixpunktsatz von Schauder.

SATZ 5.7 (Brouwer-Schauder). Sei A C X abgeschlossen, konvex
und beschrdinkt, X ein Banachraum. Dann hat jede kompakte Abbildung
f:A— A einen Fizpunkt.

Wir werden dieses Theorem spéter mit dem Abbildungsgrad zeigen.
Es ist allerdings sehr informativ, sich den unendlichdimensionalen Fall
aus dem endlichdimensionalen Fall abzuleiten.
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BEWEIS. (Schliefle die Banachraumversion aus der endlichdimen-
sionalen Version) Seien f,, endlichdimensionale Approximationen aus
Satz 5.3. f, bildet in den endlichdimensionalen Teilraum FE,, ab, aus-
serdem in die konvexe Hiille von f(A) C A, wegen Konvexitidt von
A also auch nach A. Wir betrachten die Einschréankungen der Abbil-
dungen, f,|lang, : ANE, — AN E,. Dann hat f, einen Fixpunkt
Ty folTn) = ,. Wegen der Kompaktheit von cl(f(A)) gibt es eine
konvergente Teilfolge x,, — = € cl(f(A)). Es gilt

[0 = flan)ll = | falzn) = flan)]| <
Wegen x,, — x und f(x,) — f(z) folgt © = f(x). O
5.3. Beispiel: Inverse Differenzialoperatoren.

SATZ 5.8 (Arzela-Ascoli). Sei Q C R" kompakt und A C C°(Q, R).
Falls A eine gleichgradig stetige Familie von Funktionen ist, d.h. fir
C >0 gilt

[fllco < C Vf €A,
ilelglf(x)—f(y)l — 0 fiir |[v —y| — 0,

so ist der Abschluss A kompakt in C°.

SATZ 5.9 (Sobolev—Einbettungen). Sei Q@ C R™ beschrankt und mit
Lipschitz-stetigem Rand. Dann gilt fir m,k € N, p,q € (1,00) und
a€(0,1)

(5.1) k—">m-" = mgkrcpgme
P q

(5.2) k—">m+a = HWCCOmro
P

Die FEinbettungen sind kompakt, falls ’echt grofier’ gilt.

_ Fiir Beweise siche z.B. Alt [1], 2.25, 8.7 und 8.8. Siehe auch die
Ubungen.

Anwendung auf DGL: Ein Existenzsatz. Wir betrachten wie-
der die gewohnliche Differenzialgleichung

(5.3) u'(t) = f(t,u(t)), u(t = 0) = up.

SATz 5.10 (Existenzsatz von Peano). Sei f : [0, T] x X — X stetig.
Dann hat fir kleine Zeiten (5.3) eine Lisung.

BEWEIS. Bemerke zunéchst: Fiir to,7 > 0 und B,(ug) C X ist die
Funktion f auf [0, to] X B, (ug) beschrankt durch eine Konstante M € R.
Eine Losung erfiillt nach dem Fundamentalsatz

u(t) = ug +/0 f(r,u(r)) dr.
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Wir benutzen
7 = {u € C°[0,t9], X) : u(0) = up}

und fiir r > 0 auf A := B.(ug) N Z C C°([0,t,], X) den Operator S
durch

Su(t) := ug +/0 f(r,u(r)) dr.

Wegen || Su—ug|| < to- M gilt fiir ¢y klein: S : A — A. Wenn wir nach-
weisen, dass S kompakt ist, dann kénnen wir den Satz von Schauder
anwenden. Der Fixpunkt ist die gesuchte Losung.

Beh.: S ist kompakt. Wir benutzen Arzela-Ascoli. Die Menge
S(A) C C"ist prikompakt, weil die Funktionen der Menge S(A) gleich-
gradig stetig sind: Sei z = Su. Dann gilt

[2(t1) = 2(t2)]| < /2 [f(ryu(m))] dr < M [ty — 1],

t1
Dies geht gegen 0, und zwar gleichmissig fiir alle u. Die zweite Be-
dingung der gleichgradigen Stetigkeit ist auch erfiillt: sup, sup, |z(t)| <
HUQH + M to. ]

Fine abstrakte Formulierung:
Der Operator S ist eine Verkettung von drei stetigen Operatoren,

F:C%((0,7),X) — C°((0,7), X), u(.) = f( u()),

[0, T), X) — CY((0,T) | H/f ) ds,

j:C0Y(0,T),X) — C’O((O,T),X), U= U.

Der Operator S war S = j ol o F. Die Operatoren I’ und I sind be-
schrankt auf beschriankten Teilmengen und der Operator j ist kompakt
(nach Arzela-Ascoli). Dann ist auch die Verkettung kompakt (folgt di-
rekt aus der Definition).

6. Fredholmoperatoren & Ljapunov-Schmidt Reduktion

6.1. Definition, Stabilitiat. Fredholmoperatoren sind in gewisser
Weise das Gegenstiick zu kompakten Operatoren. Wihrend die kom-
pakten Operatoren bis auf endlich viele Komponenten nahe der Null
sind, sind die Fredholmoperatoren im Wesentlichen nahe der Identitét.
Wir betrachten Fredholmoperatoren in zweierlei Kontext. Zum einen
konstruieren wir den Abbildungsgrad fiir nichtlineare Operatoren der
Form Identitdt + kompakt — und dies sind im linearen Fall gerade die
Fredholmoperatoren. Zum anderen werden wir in der Verzweigungs-
theorie annehmen, dass die Ableitung einer nichtlinearen Abbildung
ein Fredholmoperator ist. Wenn dies der Fall ist, dann gibt es, grob
gesprochen, endlich viele Dimensionen, in denen etwas interessantes
passieren kann (nicht-injektive und nicht-surjektive Anteile), auf dem
Rest ist der Operator invertierbar.
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Der Begriff ’Fredholm-Operator’ wird im Folgenden nur fiir li-
neare Operatoren verwendet. Wir bezeichnen mit ker(L) den Kern
{z € X|Lz = 0}, und mit R(L) = {Lz|z € X} das Bild eines Opera-
tors L : X — Y. Wieder ist £(X,Y) der Raum der stetigen linearen
Abbildungen.

DEFINITION 6.1. FEin Operator L € L(X,Y) heifst Fredholm-
Operator, falls
(1) R(L) abgeschlossen,
(2) dim ker(L) < oo und codim R(L) < oc.
Die zweite Bedingung heisst, dass es eine Zerlequng Y = Yo@® R(L) gibt
mit endlichdimensionalem Yy. Die ganze Zahl dim ker(L)—codim R(L)
heifit der Index des Fredholmoperators.

Fiir eine einheitliche Notation: In dieser Vorlesung werden wir meist
so zerlegen: X = Xo@® X, wobei Xy = ker(L) endlichdimensional, und
Y =Y, @Y, wobei Y = R(L) und Yj endlichdimensional.

Um die Definition zu verstehen, erinnern wir (sh. z.B. [1]) an den

Satz vom abgeschlossenen Komlement. Sei X ein Banach-
raum, Y C X ein abgeschlossener Unterraum, und Z C X ein
Unterraum mit X =Y @ Z. Dann sind dquivalent:
(a) Es gibt eine stetige Projektion P € £(X) mit R(P) =Y
und ker(P) = Z.
(b) Z ist abgeschlossen.

Bemerkungen zu Definition 6.1:

(i) Sei X Banachraum und Xy ein endlichdimensionaler Teilraum.
Dann gibt es eine stetige Projektion auf Xy. Insbesondere hat X, ein
abgeschlossenes Komplement.

Beweis von (i): Sei X, = span(ey,...,e,) und A\ : Xy — R die
linearen Funktionale mit A(e;) = dg;. Setze mit Hahn-Banach A fort
zu stetigen linearen Funktionalen auf X. Dann ist durch

Px = Z )\k(ﬁ) (M
k=1

eine stetige lineare Projektion von X auf X definiert.
Insbesondere konnen wir in der Zerlegung der Rdume immer X,
abgeschlossen wéhlen.

(ii) Fiir einen Fredholmoperator L sei X = X, @ X; eine Zerlegung
von X mit Xy = ker(L) und X; abgeschlossen. Dann ist der Operator
Ly := L|x, : X1 — R(L) stetig invertierbar. Dies folgt aus dem Satz
iiber die inverse Abbildung und der Abgeschlossenheit der Rédume.

(iii) Mit Hilfe von Bemerkung (i) kann man zeigen: Eigenschaft (1)
des Fredholmoperators folgt aus Eigenschaft (2).

Beweis von (iii): Sei X = Xy @ X; mit Xy = ker L und X abge-
schlossen. Dann ist Ly : X; — R(L) stetig invertierbar nach (ii). Der
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erweiterte Operator L : X; x Yy — Y, (x1,90) — Lz + o ist wieder
bijektiv, linear und stetig zwischen Banachrdumen, insbesondere hat L
eine stetige Inverse B := L', Also ist

R(L) = L(Xy) = L(Xy x {0}) = B! (X, x {0})
abgeschlossen.
Der Zusammenhang zu kompakten Operatoren ist wie folgt.

SATZ 6.2. Falls K € L(X,X) kompakt, so ist L := id+ K Fredhol-
moperator mit Index 0.

BEWwEIS. Siehe Alt [1], Nr. 8.15. O
Es gilt sogar auch die Umkehrung:

LEMMA 6.3. Sei L : X — Y Fredholmoperator mit Index 0. Mit
einem Banachraumisomorphismus I :'Y — X ist dann I o L von der
Form oL :=id+ K mit K € L(X) kompakt.

BEWEIS. Wir verwenden wieder L : Yy x X; — Y, (yo,11) —
L1 +yo mit der stetigen Inversen B := L. Der Operator BoL : X —
Yy x X ist die Identitat auf dem Anteil X, also iiberall bis auf einen
endlichdimensionalen Teilraum. Die endlichdimensionalen Teilrdume
Xp und Yy haben dieselbe Dimension und sind daher isomorph. O

Nach dieser Vorbereitung ist das nachfolgende Lemma keine Uber-
raschung.

LEMMA 6.4 (Fredholm + kompakt ist Fredholm). Sei L : X — Y
ein Fredholm-Operator und

K : X —Y kompakt.
Beide linear und stetig. Dann ist der Operator
L+K:X—-Y
ein Fredholm-Operator mit demselben Index wie L.

BEWEIS. Durch ’triviales’ Hinzufiigen einer endlichdimensionalen
Komponente zu einem der Banachrdume X oder Y erreichen wir, dass
L den Index 0 hat. Wir miissen zeigen, dass L + K wieder den Index 0
hat. Durch einen Isomorphismus I : Y — X erreichen wir nach Lemma
6.3 1oL =1id + K; mit K; : X — X kompakt. Der Operator [ o K
ist als Verkettung stetig mit kompakt wieder kompakt, nach Satz 6.2
gilt also, dass Bo (L + K) = id + K; + I o K wieder Fredholm mit
Index 0 ist. Der Isomorphismus I &ndert diese Eigenschaften nicht, wir
erhalten also das Ergebnis fiir L + K. O

Fiir spiatere Anwendungen notieren wir noch das nachfolgende wich-
tige Corollar zu Satz 6.2.
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COROLLAR 6.5 (Fredholm-Alternative). Sei A # 0 und K €
L(X, X) kompakt. Dann gilt:

Entweder hat (A — K)x = 0 eine nichttriviale Losung oder (A — K)
ist invertierbar.

BEwEIS. Betrachte L = XA — K. Nach Theorem 6.2 ist L ein
Fredholm-Operator. Falls ker(L) = {0}, so gilt R(L) = X nach der
Definition des Index von Fredholm-Operatoren. 0

6.2. Ljapunov-Schmidt Reduktion. Unser Ziel ist die Reduk-
tion eines unendlichdimensionalen Gleichungssystems auf ein endlich-
dimensionales. Wir wollen auf die 'wesentlichen Koordinaten projezie-
ren’.

Wir betrachten die Gleichung

M(z,\)=0 firM: X xA—-Y.

X, A und Y seien Banachrdume. Im Folgenden seien M und D, M
immer stetig. Eine triviale Losung sei gegeben, ohne Einschriankung
gelte M(0,0) = 0.

Wiére D, M invertierbar, so kénnten wir mit dem Satz iiber implizite
Funktionen die Gleichung M (x, A\) = 0 nach z mit x = x(\) auflosen.
Héufig hat man jedoch keine Invertierbarkeit. Dann kann man immer
noch hoffen, dass man bis auf wenige Koordinaten auflésen kann.

Voraussetzung: Der Operator L := D,M(0,0) : X — Y ist ein
Fredholm Operator.

Wie zuvor konnen wir dann die Rdume zerlegen in X = Xy @ X; =
ker L & X, mit Projektion P : X — X auf Xy mit ker P = X;. Ebenso
Y =Yy®Y, = Yy ® R(L) mit Projektion @ : Y — Y auf Yy mit
ker ) =Y.

Die Gleichung M (x, A\) = 0 ist dquivalent zu

QM(%, )‘> =0,
(1— Q)M(z, \) = 0.

Wir schreiben diese Gleichungen mit Hilfe der Zerlegung des Raumes
X als

QM(xo +$1,)\) = 0,
(1 — Q)M(ZL’Q —I—[L’l,)\) = 0.

In dieser Formulierung kénnen wir die zweite Gleichung nach (den un-
endlich vielen Koordinaten) z; auflésen, denn die Ableitung

Dy, [(1 = Q)M (o + 1, M| (0.0) = (1 = @) L]x, : X1 = V)

ist invertierbar. Wir finden eine Losungsfunktion z; = v(xg, A). Damit
haben wir das System reduziert auf die erste (endlichdimensionale) Y;-
Gleichung:

D(z9, \) = QM (xg + v(z9, A), A) = 0.
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Diese Gleichung heifit die reduzierte Gleichung oder die Verzweigungs-
gleichung.
Wir fassen die Ergebnisse zusammen.

SATZ 6.6. Sei M : X x A — Y mit trivialer Losung M(0,0) = 0, die
Ableitung D, M sei stetig in einer Umgebung der 0 und L := D, M (0, 0)
sei Fredholm Operator und die Zerlegungen

X=Xo®dXi=kerL® Xy, P: X — X Proj. auf Xy, ker P = X,
Y=YyoY1=Yy@®R(L), Q:Y =Y Proj. auf Yy, ker@Q =Y].

Dann gilt fir Umgebungen der 0, U C Xo = ker(L), V C X1, W C A:
Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktionv : UxW — V| so dass lokal
die Gleichung (1 — Q)M (xzo + 1, \) = 0 eindeutig durch x; = v(xg, \)
gelost wird, v ist stetig.

Die Gleichung M (zo+x1, A) = 0 ist lokal dquivalent zur reduzierten
Gleichung fiir xo € X,

O (z, A) = QM (x¢ + v(z0,A), A) =0 € Y.
Falls M € C', so sind v und ® in C* und es gilt
D,,v(0,0) =0, D,,®(0)=0.
Fiir die Ableitungsformeln rechnen wir im Nullpunkt
Dyyv = —[Day (1 = Q)M)] ™" 0 Dy (1 — Q)M) =0,
da D,,((1—Q)M) = (1 —Q)L|x, = 0. Ahnlich folgt aus ker Q = R(L)
D, ®(0) =Qo Lo (id+ D,v) =0.






Teil 2

Der Abbildungsgrad



7. Axiome des Abbildungsgrades

Der Abbildungsgrad soll zu einer Funktion f : G — Y und einem
Bildpunkt yo € Y eine Zahl d(f,G,yy) € Z liefern. Diese Zahl soll
etwas iiber die Existenz von Losungen x € G der Gleichung f(x) = yo
aussagen.

In einer Dimension: Der Zwischenwertsatz
Betrachte stetige f : [a,b] — R. Falls sgn(f(a)) # sgn(f(b)) gilt,
dann hat die Gleichung

flz)=0
eine Losung = € (a,b).
Man konnte so formulieren: Bilde die Zahl

di= Ssen(f(6) — ysen(f(a).

Wenn d # 0, dann hat die Gleichung f(z) = 0 eine Losung.
Obiges d ist genau der Abbildungsgrad im Eindimensionalen.
(1) d héngt nur von den Werten von f am Rand 9d(a, b) ab
(2) d ist ganzzahlig
(3) Losungskriterium: Falls d # 0 hat jedes f mit diesen Rand-
werten eine Losung
(4) d zdhlt die Nullstellen mit Vorzeichen

Wichtiger Punkt: f mit d = 0 kann sehr wohl Nullstellen haben.

In zwei Dimensionen: Die Windungszahl
Zu einem geschlossenen Weg ¢ : [0,2n] — R? \ {0} konnen
wir die Windungszahl wie folgt definieren: Wir schreiben g¢(t) =
lg(t)|(cos(O(t)),sin(O(t))). Damit ist ©(t) bis auf Vielfache von 2w
bestimmt. Fordern wir Stetigkeit von O, so ist © auf [0, 27] bis auf
Vielfache von 27 bestimmt. Wir definieren die Windungszahl als
O(27) — 6(0)

w(g,0) = = ——— € Z,

Mit Hilfe der komplexen Schreibweise finden wir eine einfache For-
mel: Wir setzen S := S! = 9B, € R? = C. Wegen dlog(z) = %

gilt
1 dz
A
T g(S) V4

Fiir jede holomorphe Fortsetzung f der Randwerte ¢ gilt wegen Trans-
formationsformel und Residuensatz

w(f]s, 0) = % /Sf7 =Y use).

Dabei geht die Summe iiber alle z mit f(z) = 0 und vs(z) ist die
Vielfachheit der Nullstelle. Insbesondere gilt: Fiir w(f|s,0) # 0 hat
jede Fortsetzung der Randwerte eine Nullstelle.
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Die Windungszahl hat die obigen Eigenschaften (1)-(4). Im Zweidi-
mensionalen haben wir mit der Windungszahl genau den Abbildungs-
grad gefunden:

d(f, B1,0) = w(fls,0).

In Dimension n: Es gibt topologische Kriterien

DEFINITION 7.1.  Seien M, N topologische Rdume und f,qg €
C°(M, N). Dann ist f homotop zu g, falls es ein h € C°(M x [0, 1], N)
gibt mit

h(.,0)=f, h(,1)=g.
Wir schreiben f ~ g, h heisst eine Homotopie. Wir nennen f homotop

zur 0, falls es yo € N gibt mit f ~ yo (9(x) = yoVx).

DEFINITION 7.2. ¢ : 8" ' — R™\ {0} heisst wesentlich wenn gilt:
Jede stetige Fortsetzung f : B" — R™ wvon ¢ hat eine Nullstelle.

SATZ 7.3. ¢ : "1 — R™\ {0}, setze ¢ : S"71 — S™71 yh = o
Dann

p wesentlich <= 1 nicht homotop zu 0.

Der Satz sagt: Die Randwerte konnen topologische Eigenschaften
haben, so dass es unmoglich ist, ohne eine Nullstelle fortzusetzen.

BEWEIS. ' =’ Sei ¢ ~ 0. Zeige: ¢ hat eine Fortsetzung ohne Null-
stelle.
Sei h € C°(S™1x]0, 1], S™ ') eine Homotopie von ¢ nach yq. Setze

f(z) ;:{ (1=l = () - h(Z 1 = Jal) i £0,
Yo fiir x = 0.

ferfiillt f = ¢ auf S*~1, f ist stetig, und f(x) # OVzx. Letzteres wegen:

f(z) =0 — 1—|fvl(1—|90(|%)|)=0,

und es gilt immer

x
|Z|(L = [e(—)]) < |z < 1.
|z
" «<’: Ann: ¢ nicht wesentlich. Sei f eine stetige Fortsetzung ohne
Nullstelle. Definiere

h(z,t) = ()

|f (t)]

Dann ist A ist eine Homotopie von 0 nach . U
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Die Axiome des Abbildungsgrades.

(d1) (Ganzzahligkeit) X sei ein Banachraum, G C X offen, be-
schrankt, f : G — X stetig, y ¢ f(0G). Dann ist der Abbil-
dungsgrad eine ganze Zahl

d(f, G, y(]) c 7.

Im Unendlichdimensionalen: Fordere f = id+g¢ mit g kompakt.
(d2) (Losungskriterium)

d(f,G,y0) #0 = 3FJzxeG: f(z)=yo.
(d3) (Normierung)

. 1 eG
wa.Gw={y WG

(d4) (Homotopieinvarianz) h : G x [0,1] — X stetig, y : [0,1] — X
stetig, y(t) ¢ h(0G,t)Vt. Dann gilt
t—d(h(.,t),G,y(t)) konstant.
Im Fall dim (X) = oo fordern wir, dass h(x,t) = = + g(z,t)
mit g kompakt auf G x [0, 1]. B
(d5) (Ausschneiden) Gy, Gy C G offen, disjunkt, f: G — X stetig,
Yo ¢ f(G\ (0G1 U AGs)). Dann gilt

d(f,G,y0) = d(f,G1,y0) + d(f, G2, o).
SATZ 7.4. (d1), (d3)-(d5) bestimmen den Grad eindeutiq.

Wir werden dieses Theorem im Folgenden nicht verwenden. Zum
Beweis verweisen wir auf Deimling [4], Chapter 1, §1 (und die Ubun-

gen).
Als eine typische Anwendung des Abildungsgrades zeigen wir schon
hier den Satz von Schauder:

SATZ 7.5. Sei X ein Banachraum, g : B — B stetig und kompakt.
Dann hat g einen Fixpunkt.

BEWEIS. Setze f :=id—g, 3o := 0, G := B. Wir suchen Nullstellen
von f. Daher konnen wir o.E. annehmen, dass f keine Nullstelle auf
OB hat. Wegen (d2) reicht es zu zeigen:

d(f,G.0) # 0.

Wir benutzen die Homotopie h(z,t) = x — t - g(x) zwischen f (t = 1)
und id (¢ = 0). Falls f keine Nullstelle hat ist die Homotopie zuléssig,
da

|h(z,t)| > 1 —t|lg(x)] >0 firt <1
und
|h(z,t)] = |f(x)] >0 firt = 1.
Wegen (d4) und (d3) gilt d(f,G,0) =d(id, G,0) = 1. O
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Im Folgenden benétigen wir das Lemma von Sard. Wir geben den
Beweis fiir eine sehr einfache Version, die allerdings fiir unsere Zwecke
ausreicht.

DEFINITION 7.6. Wir betrachten X C R™ und Y = RF und Funk-
tionen F' € C'(X,Y).
(1) Ein Punkt g € X heisst regulirer Punkt von F', wenn DF(xo)
mazximalen Rang hat (d.h. min{n, k}).
(2) Ein Punkt, der nicht requldr ist, heisst kritischer Punkt.
(3) Ein Punkt yy in'Y heisst kritischer Wert, falls F~(yo) einen
kritischen Punkt enthdlt.

SaTz 7.7 (Lemma von Sard, einfache Version). Sei G = [0,1]" C
R™ und F € C*(G,R"™) mit beschrinkter Ableitung. Dann hat die Men-
ge der kritischen Werte von F' das (Lebesgue-) Maf 0 in R™.

BEWEIS. Durch Aufteilen jeder Seite in IV gleich lange Abschnitte
wird der Wiirfel in N Wiirfel der Kantenlinge N~! geteilt. Fiir zwei
Punkte x, o in demselben Teilwiirfel gilt

F(z) = F(x) +/0 DF(xg+t(x — x0)) - (x —x) dt

— Flzo) + DF(xo) - (z — 70) + O(%y
Dabei gilt GleichméBigkeit: No(5;) — 0 fiir N — oo gleichméBig in .

Angenommen, in einem Teilwiirfel W liegt ein kritischer Punkt z,
von F. Wegen det DF(xy) = 0 sind die Werte F,,,(z) = F(zo) +
D,F(zg) - (x — z9) in einer n — 1-dimensionalen Hyperebene des R
enthalten. Fiir eine Konstante C liegen alle Bildpunkte F(z) des
Teilwiirfels in einem Quader mit Volumen C(%)""" - o(+).

Wir berechnen das Bildvolumen aller Wurfel W, die kritische Punk-
te enthalten. Es gibt hochstens N™ Stiick es gilt

U PV < CN”(N)"—l -O(%) _ C’No(%) 0

fir N — oo. Da N beliebig ist, sind die kritischen Werte in einer
Nullmenge enthalten. U

8. Konstruktion im Endlichdimensionalen

8.1. Definition des Grades fiir C%-Abbildungen. In diesem
Abschnitt definieren wir den Abbildungsgrad explizit mit Hilfe eines
Integrals. Im Folgenden ist G C R™ immer offen und beschrankt.

Wir fithren den Raum (). der Glattungsfunktionen mit kleinem
Trager ein:

Q, = {w € CY(R"R) : / w=1, supp(w) C Bg(o>} |
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Fiir die folgende Definition bemerken wir, dass fiir f € C°(G,R")
und yo & f(0G) mit

£:= %dist(f(aG),yo) >0

eine positive Zahl definiert ist.

DEFINITION 8.1. Zu f € C°(G,R") N C*(G,R") und yo & f(OG)
wdhlen wir obiges € und eine Glittungsfunktion w € Q.. Mit der Funk-
tionaldeterminante J; : G — R von f definieren wir

(8.1) d(f.Goo) = /G w(f(z) = yo) Ty(x) da.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Zahl unabhéngig von der Wahl von
w ist. Dies geschieht in Lemma 8.3. Weiterhin sind (d1)-(d5) nachzu-
weisen.

LEMMA 8.2. Sei K := K™ := (—¢,&)" ein Wiirfel in R™. Zu jeder
Funktion q € Cj(K,R) mit [,.q = 0 ezistiert ein w € Cj(K,R"), so
dass ¢ = div (w).

BEWEIS. Induktion iiber die Dimension n: Fiir n = 1 setze w(t) :=
f; q(&) d€. Dieses w hat kompakten Triger in K*.

Das Lemma sei in n Dimensionen bewiesen, wir wollen es in n + 1

Dimensionen beweisen. Die Koordinaten seien (y,t) = (y1, ..., Yn, ).
Setze

m(y) = /Oo q(y,t) dt.

m ist C! und hat kompakten Triger im Wiirfel K™. Wir kénnen es also
darstellen als m(y) = div (g1, ..., gn)(y). Sei nun 7 € CY((—¢,¢),R)
mit [ 7 = 1. Setze

t
aar(w:0)i= [ (aly5) = 7(s)m(w)) ds.
Dann hat g, seinen Tréger in K. Die Funktion

w(?/? t) = (T(t)gl (y)> B T(t)gn(y)> gn—i—l(yv t))

erfullt
div w(y,t) = 7()div n(g1, s 9n)(¥) + Orgns1(y, 1)
= 7(t)m(y) +q(y, t) — T(E)m(y) = q(y,?).
0

LEMMA 8.3. Zu wy,wy € Q. und f € C? gibt es v € C1(G,R"™) mit
Trager enthalten in G und

wi(f(2) = yo) Tp(x) —wa(f(x) = go) Tp(x) = divo(z) Vel
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BEWEIS. 1. Beweis: Berechne die Kofaktor-Matrix A von D f: Der
Eintrag Aj, ist (—1)7™ mal der Determinante der Matrix, die man aus
D f durch streichen der j-ten Spalte und der k-ten Zeile erhélt. Man
rechnet nach:

Z OA(z _ v k
8% ’

Schreibe nun wy (y) — CUQ( ) = div w(y) und setze

) = Zwk(f(ff) = Y0) - Aj-

Man berechnet nun
dive = Z 9; [wi(f(z) — yo)l - Ajx +0
"

=Y dwn(f(x) = yo) - 9 filx) - Ay
kojsi
= div w(f(z) = yo) - Ty ().
2. Beweis: Wieder schreiben wir wy(y) — wQ(y) = div w(y). Dann
gilt mit den Differenzialformen dV = dy; A ... A dy,, und

wdS = Zw] Y dyy A . Ndyj—y ANy NN dyy,

die Rechnung (fur yo = 0)

(wi(f(z)) —wa(f(2))) Tr(x) daey A ... Ndzy,
=div w(f(x)) dfy A ... Ndf,
= f*(divw dV) = f*d(w dS) = d(f*(w dS)).
Also ist die linke Seite eine Divergenz. O

Mit obigem Lemma ist nachgewiesen, dass der Grad fiir C*-
Abbildungen wohldefiniert ist.

PROPOSITION 8.4. Der Abbildungsgrad aus Definition 8.1 erfillt
(d3) und (d5). Bei Homotopien wie in (d4) mit h € C?(G x [0, 1], R™)
qgilt:

t—d(h(.,t),G,y(t)) ist stetig.

BEWEIS. a) Eigenschaft (d3) folgt sofort aus der Definition.

b) Wegen yo ¢ f(0G1UIG,) und Abgeschlossenheit der Rénder gilt
e := dist(yo, f(0G1 U 0G3)) > 0. Wir benutzen dieses ¢, um die Grade
d(f,G1 U Ga,40), d(f,G1,y0) und d(f, G2,0) zu berechnen. Aussage
(d5) folgt aus der Formel (8.1).

¢) Homotopie: Die Mengen R := {(t,h(z,t)) : x € 0G,t € [0,1]}
und @ = {(t,y(t)) : t € [0,1]} sind kompakt und haben daher einen
positiven Abstand e. Fiir w € €. hidngt der Ausdruck

d(h(..1).C.y(t)) = /G w(h(z,£) — y(t)) Tnp() de
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stetig von t ab. 0

8.2. Aquivalente Darstellungen. Notation: Summen iiber die
leere Menge werden gleich 0 gesetzt.

SATzZ 8.5 (Gezdhlte Nullstellen). Falls yo ein reguldrer Wert von f
ist, gilt

(82) d(f,Gye) = Y senJyp(x).
z€f~1(yo)

BEWEIS. Fiir f~!(yo) = 0 sind beide Seiten Null.
fY(yo) ist kompakt. Da vy regulirer Wert ist, gilt f~1(yo) =
U, {xx} mit endlich vielen z;, € G, und lokal gilt:

flBy@n) : Bo(wx) — f(By(xx)) ist ein Diffeomorphismus.

Insbesondere ist sgnJ; konstant in der Kugel. Wir konnen annehmen,
dass die Kugeln B, (z;) disjunkt sind.
e = dist(f(0G), yo) wird eventuell verkleinert, um auch

e < dist(f(G\|JB,(wx)), %0)}
k
zu erfiillen. Wir berechnen fiir w € €),:

a(f,C.y0) = / () - yo) Ty(x) da

G

B Zk: /Bp(xk) w(f(z) = 40) Tylz) da

= senJ+(x w(flx) —vyo) |T¢(x)| dx
> s ’f)/B,,m) (F(2) = o) |T5(2)

=Y osendye) [ty - dy
k f(Bp(zr))

= Z sgnjf(:)sk).
k

O

COROLLAR 8.6. Der Abbildungsgrad aus Definition 8.1 erfillt (d1)-
(d5) fiir f € C? und glatte Homotopien h € C*(G x [0, 1], R™).

BeEWwEIS. (d3) und (d5) wurden in Proposition 8.4 nachgewiesen.

Falls yy reguldrer Wert ist, wenden wir Gleichung (8.2) an. Ganz-
zahligkeit und Losungskriterium folgen.

Sei yo ein kritischer Wert (nicht reguldr). Dann gibt es nach dem
Lemma von Sard 7.7 beliebig nahe an gy, einen regulidren Wert ;. Der
Grad d(f, G, ) ist ganzzahlig. Da der Grad stetig von y abhéngt (Pro-
position 8.4), ist auch d(f, G, yo) ganzzahlig.

Es gilt:

d(f,G,y0) #0=d(f,G,y1) # 0= Fxy : f(x1) = 1.
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Wir finden eine Folge z,, von approximativen Losungen und im Limes
ein z € G mit f(z) = yo (verwende Kompaktheit von G und Stetigkeit
von f).

Fiir Homotopien gilt: Der Abbildungsgrad d(h(.,t), G, yo(t)) ist
ganzzahlig und (nach Proposition 8.4) stetig. Dann ist der Grad kon-
stant. U

SATz 8.7 (Randintegral). Fir f € C?(G,R") N CHG,R") gilt

1 <f_y07yf>
. G do.
(8:3) W Gw0) = 15y fo T =l

Dabei vi(z) := As(z) - v(x), v die Normale an 0G und Ay := (Aji)jk
die Kofaktormatriz Az = (—1)77F det (91f™)1£k.m -

BeEwEIs. Wir verwenden zur Berechnung des Grades eine rotati-
onssymmetrische Funktion w(y) = w(|y|), also

d(f,G.yo) = /G w(l(2) - ol) Ty(x) da

Unser Ziel ist es wie in Lemma 8.3, die rechte Seite als Divergenz
zu schreiben. Als ersten Schritt schreiben wir w als Divergenz: Setze
fiir r > 0

or) = /0 " w(te dt.

Tn

1

Fiir v > ¢ gilt ¢(r) = = - Wir setzen

Bk
o(y) = ¢(yl)-y, ©eC*R"R").

Dann gilt mit r = |y|

div @ =3 0@ =o(y)-n+0e(yl)-r
k

n—1

=o(yl) - n—mn- 1 (E 7’+Tinw(r)r o
= w(r).

Wie in Lemma 8.3 gilt nun

w(f(@) = o) Tp(x) =div | Y Ou(f(z) = y0) - A

k j
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Mit der Anwendung des Gauflschen Satzes finden wir

d(f,G.yo) = / w(l(2) — ol) Ty(x) da
- / div [Z u(F(x) — v0) - A
/ [Z‘Pk ) —Yo) - Ajk
~ T e 2 DMy e e

(x —yo|"

dx

do

und damit die behauptete Formel. O

Mit obiger Formel ldt sich der Abbildungsgrad aus den Werten
von f und D f auf dem Rand berechnen.

Bemerkung: Der Abbildungsgrad hiangt nur von der Werten von f
am Rand ab. Sei g : G — R" mit g = f auf G, dann ist h(z,t) =
tf(z)+(1—t)g(z) eine erlaubte Homotopie und deswegen d(g, G, yo) =
d(f7 G7 yO) :

8.3. Der Grad fiir C°-Abbildungen.

SATZ 8.8 (Satz von Rouché). Seien f,g € C°(G,R") N C*(G,R")
und yo € R™. Falls
[f(2) = g(x)| < |f(x) =9l V2 edG,
dann gilt
d(f7 Gv yO) = d(gv G, yO)

BEWEIS. Die Homotopie

h(z,t) == (1—1) f(z) +t-g(z)
ist C? und zuléssig, da fiir alle € 0G

(2, t) = yol = [f (@) = yol — £+ [f(2) — g()] > 0.

Wende die Homotopieeigenschaft (d4) an, gezeigt fiir glatte A in Pro-
position 8.4. U

Wegen des Satzes von Rouché ist die nachfolgende Definition
moglich (unabhéngig von der Wahl von g).

DEFINITION 8.9 (Grad fiir C°-Funktionen).  Sei G C R" be-
schrinkt, offen, f € C°(G,R") und yo € f(OG). Dann wihlen wir eine
Approzimation g € C°(G,R™) N C*(G,R") von f mit |f(z) — g(z)| <
Y f(x) = yo| fiir alle x € OG und definieren

d(f7 G7 yO) = d(g7 Gv yO)
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Fiir die Wohldefiniertheit des Grades: Seien ¢g; und go wie in der
Definition. Wegen

[f (@) = yol < [f(2) = g1 (@) + [92(x) — w0l

< {17(0) = ol + loa(@) = ol

gilt dann |f(z) — yo| < 5]g1(x) — yol. Es folgt
91(2) = g2(2)| < g1(x) — f(2)| + |f(2) — g2(2)]
< 51 = 0l < lg1(#) — wol.
SaTz 8.10. Mit dieser Definition erfillt d die Axiome (d1)-(d5).

BEWwEIS. (d1), (d3) und (d5) folgen unmittelbar aus der Definition.
Zu (d4): Approximiere eine (nur) stetige Homotopie h durch eine C?
Abbildungen hy. Es gilt d(h(.,t), G, yo(t)) = d(hi(.,t), G, yo(t)), und
damit konstant. Zu (d2): Falls d(f, G, yo) # 0, so haben beliebige Ap-
proximationen f, von f Losungen f,(x,) = yo. Jeder Limes x von
(Teilfolgen von) x,, ist eine Losung zu f(x) = ypo. O

Ein topologisches Resultat: Satz von Hopf

Zu einer Abbildung ¢ : S" — S™ konnen wir Fortsetzungen
@ : By — Bj bilden. Der Abbildungsgrad von ¢ héngt nur von den
Randwerten ab und man kann definieren

deg(p) = d(p, By, 0).

Wir wissen, dass zwei zueinander homotope Abbildungen @1, o : S™ —
S™ denselben Grad (deg) haben. Es gilt auch die Umkehrung. Ohne
Beweis geben wir hier dieses wichtige Resultat von E. Hopf an.

SATz 8.11 (Satz von Hopf). Fiir zwei Abbildungen oy, o : S™ — S™
qgilt:

1~ py = deg(p1) = deg(p2).

9. Anwendungen des Abbildungsgrades
9.1. Wichtiges Hilfsmittel: Fortsetzungssitze.

SaTz 9.1 (Fortsetzungssatz von Tietze). X metrischer Raum, A C
X abgeschlossen, Y Banachraum. g : A — Y stetig. Dann ezistiert
eine stetige Fortsetzung

g:X —conv(g(4)), gla=g

Bemerkungen: (i) Es reicht aus, wenn Y ein topologischer Raum ist.
(ii) Falls g kompakt ist, so kann auch g kompakt konstruiert werden.
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BEWEIS. Zu jedem r € X \ A wihle §(x) := Lldist(z, A) > 0.

: T2 .
Aus der offenen Uberdeckung Bs(,)(x) wéhle eine lokal endliche Uber-
deckung {B;}; aus. Eine zugehorige Zerlegung der 1 ist

~dist(x, X'\ By)

210 = S it X\ By

Zu jedem B; gibt es a; € A mit dist(a;, B;) < 2dist(A, B;). Setze
| g x € A,
10 ={ ) i

g: X — conv(g(A)) folgt sofort, ebenso Stetigkeit von g auf X \ 0A.

Zeige Stetigkeit im Punkt z* € 0A. Fiir x ¢ A gilt
19(x) = g(z")|| < sup{llg(a;) — g(=")| - 5 mit = € B;}.

Man rechnet nach: Fiir dist(z*, x) < ¢ gilt dist(A, B;) < § und damit
dann auch

dist(z", a;) < 0 + dist(a;, v)
Fiir §(x;) gilt nach Definition

§(a,) < st A) < 3 (dist(B;, A) + 0(z,)

N | —

also
Fiir # nahe 2* sind daher alle a; auch nahe * und daher ist g stetig. U

Das néchste Lemma sagt aus, dass im R™, m > n, viel Platz fiir
Fortsetzungen ist.

LEMMA 9.2. Sei W C R"™ ein Wiirfel, K C W kompakt und ) :
K — R™\{0} stetig mit m > n. Dann kann 1 stetig fortgesetzt werden
2u
YW — R™\ {0}

BEWEIS. a) Sei ¢ eine Fortsetzung von 1 nach Tietze. Wir appro-
ximieren mit einer Funktion ¢, € C*, |ty — 1| < £ auf K. Das Bild von
g ist eine Nullmenge im R™, daher finden wir yo € R™ mit |yo| < €,
so dass ¥9 — yo die Null nicht trifft. Ohne Einschrankung kénnen wir
annehmen, dass v, die Null nicht trifft (sonst Ubergang zu v, — ).

b) Modifiziere 15 zu einer Funktion 13, die von der Null weit weg
bleibt: 3 = 1y auf K und

9s(o) > 5 minlus)] -y € K)

fiir alle x € W. Erreiche dies zum Beispiel mit Hilfe von

2t t< <,
77(15):{10 t>§
5
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Setze bo(@)
x
Py(x) 1= —t
n([Ya(x)])
c¢) Auf K gilt 93—1) = 1y—1) < e. Setze 1)3—1) wie in Satz 9.1 auf W
fort, auch die Fortsetzung bildet nach B.(0) ab. Ziehe diese Fortsetzung
von der Funktion 3 ab. Dies liefert die gewiinschte Fortsetzung von

. O

Ungerade Fortsetzungen

G heifit symmetrisch, falls G = —G, eine Funktion f : G — R"
heifit ungerade, falls f(—x) = —f(x) fur alle z € G.

Das nachfolgende Lemma iibertréigt das vorige in die Situation, dass
1 ungerade sein soll.

LEMMA 9.3. Set D C R" beschrinkt, offen und symmetrisch mat
0& D. Seivp: 0D — R™\{0} stetig und ungerade, m > n. Dann kann
W stetig fortgesetzt werden zu einer ungeraden Funktion

Y : D — R™\ {0}

BEWEIS. Induktion iiber n. Fiir n = 1 elementar. Das Lemma sei
nun fiir n — 1 bewiesen.

Betrachte Dy := D N {z : z, = 0} C R""'. Auf 9D, haben wir ein
stetiges ¢ gegeben, das wir nach Induktionsvoraussetzung fortsetzen
zu einer ungeraden Funktion

¢0 : D(] — R™ \ {O}
Seien nun D := DN {x : z, > 0}. Wir setzen nach Lemma 9.2 die
Randwerte ¢ auf 0D, N {x, > 0} und ¢y auf 0D, N {x, = 0} = Dy
zu einer Funktion o

¢ Dy — R™\ {0}
fort. Dieses wird durch Spiegelung ungerade auf ganz D fortgesetzt. [

9.2. Die Sitze von Igel und Borsuk.

SATZ 9.4 (Satz vom Igel). Die Dimension n sei ungerade und das
offene, beschrinkte Gebiet G C R"™ enthalte die 0. Dann gilt:

Zu jedem stetigen f: 0G — R™\ {0} gibt es ein x € 0G und A € R
mat

f(x) = Az.

BEWEIS. Sei f : G — R" eine stetige Fortsetzung der Randwerte.
Da n ungerade ist, gilt d(—id, G,0) = —1. Falls d(f,G,0) # —1 kann
h(z,t) :== (1 —1t)- f(x) —t - = keine zuldssige Homotopie sein. Es gibt
also x € 0G mit

0=nh(z,t):=(1—-1t) f(x)—t-x.

Da dies nicht fiir ¢ = 1 gilt, ist die Behauptung bewiesen.
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Falls d(f,G,0) = —1 betrachten wir die analoge Homotopie zur
Identitdt und kommen auf dasselbe Ergebnis. U

SATZ 9.5 (Satz von Borsuk). Sei G C R" symmetrisch mit 0 € G.
f: G — R" sei stetig, ungerade und 0 ¢ f(0G). Dann ist d(f,G,0)
ungerade.

BEWEIS. Wir wihlen £ > 0 klein, so dass B.(0) C G. Sei f eine
Fortsetzung von: (a) f auf 0G und (b) id auf 0B.(0). Wir benutzen,
dass d nur von den Randwerten abhéngt, weiterhin (d5) und (d3):

d(f,G,0) = d(f.G,0) = d(f, B-(0),0) +d(f,G \ B:(0),0)
=1+d(f,G\ B:(0),0).
Es bleibt zu zeigen, dass letzterer Grad gerade ist. Bemerke: Kénnten
wir annehmen, dass f ungerade ist und C', dann wiren wir sofort
fertig. Dies liefert einen alternativen Beweis, sieche Gromes [5] bzw. [4].

Die Randwerte von f auf G\ B.(0) sind ungerade. Diese Information
reicht uns: Die Abbildung

f:0(G\ B:(0)) N {z, = 0} — R™\ {0}
wird ungerade fortgesetzt zu

¥ (G\ B:(0)) N {z, = 0} — R"\ {0}
nach Lemma 9.3. Damit haben wir ungerade Randwerte ¢ definiert
durch: - B -

(a) g = id auf 9B, (b) g = ¢ auf G N {wx, = 0}, (c) g = [ auf
0G N {x, > 0} fiir das Gebiet G5 := (G \ B.(0)) N {z, > 0}. Da die
Randwerte nirgends verschwinden, konnen wir ausrechnen:

d(f,G\ B.(0),0) = d(g,G5,0) +d(—g o (=id), =G5, 0)
= 2d(g,G%,0).
Die letzte Gleichheit sieht man an den Formeln fiir den Grad. U

Anwendungen von Borsuk. Der nichste Satz ist der Satz vom
Wetter: Es gibt auf der Erde immer zwei einander gegeniiberliegende
Punkte, an denen Temperatur und Luftdruck identisch sind.

COROLLAR 9.6 (Der Satz vom Wetter). Sei G C R™ offen, beschr.
und symmetrisch und 0 € G. Firm < n sei f : 0G — R™ stetig. Dann
existiert ein x € 0G mit f(x) = f(—x).

BEWEIS. Angenommen, g(z) = f(z) — f(—x) habe keine Nullstelle
auf 0G. Wir setzen zunichst die Randwerte fort zu g : G — R™ C R".
Der Satz von Borsuk liefert d(g, G,0) # 0. Wegen der Homotopieeigen-
schaft gilt auch noch d(g, G, de,,) # 0 fiir kleines § # 0. Das Losungskri-
terium impliziert, dass es eine Losung x von g(z) = de,, ¢ R™ existiert.
Ein Widerspruch. U

Um den nachfolgenden Satz zu genieflen, denke man bei A, Ay, A3
an Mengen, die von Brot, Kése und Schinken eingenommen werden.
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COROLLAR 9.7 (Das Sandwich Problem).  Seien Aj, A, A3 drei
mefbare Teilmengen des R® mit endlichem Volumen. Dann gibt es eine
Ebene, die alle drei Mengen in zwei gleiche Volumina tedlt.

BEWEIS. Sei x € S%. Wir betrachten die Schar F(t) von Ebenen
senkrecht zu x, die die Achse Rx im Punkt ¢z schneiden. Beginnend
mit ¢ = —oo finden wir einen ersten Punkt ¢;(x) und einen letzten
Punkt t5(z), an dem E(t) das Volumen von Ajz halbiert. Wir definieren
to(z) := 3(t1(z) + t2(x)). Die Volumina

Vi(z) ==y € Ax sy -z < to(x)}], k=12

hingen stetig von x ab und definieren V : S? — R2 Nach Corollar
9.6 gibt es einen Punkt zq € S? mit V;(zg) = Vi(—xo) und Va(zp) =
Vo(—mg). Dieses zg liefert die gesuchte Ebene. O

SATZ 9.8 (Satz der Gebietsinvarianz). Sei G C R™ offen und f :
G — R" stetig und lokal injektiv. Dann ist f eine offene Abbildung.

BEwEIS. Wir betrachten einen beliebigen Punkt in GG. O.E. sei der
Punkt 0 € G und f(0) = 0. Wir miissen zeigen, dass fiir r > 0 gilt:

de>0: B.(0)C f(B.(0)).

Durch eventuelles Verkleinern von r kénnen wir annehmen, dass f|g, (o)
injektiv ist. Wir betrachten

W, t) = f (%ﬂx) _ (—%ﬂx)

fir t € [0,1] und = € B,(0). h ist eine stetige Homotopie von f nach

dem ungeraden h(z,1) = f(32) — f(—3). Die Homotopie ist zuléissig,

2
denn h(z,t) = 0 impliziert

1 t
f (m) -/ (—m)

und wegen der Injektivitéit von f
1 t
(A
also x = 0. Dies ist kein Randpunkt. Wegen (d4) und dem Satz von
Borsuk gilt
d(f,G,0)=d(h(.,1),G,0) #0.

Also ist f(z) = y fiir eine ganze Umgebung des Nullpunkts (im Bild)
16sbar. O

COROLLAR 9.9 (Ein Atlas mit 3 Karten). G C R" offen, beschr.
und symmetrisch und 0 € G. Sei OG iberdeckt mit n (das n der Di-
mension!) abgeschlossenen Mengen Ay. Dann enthdlt eines der Ay ein
Paar von Antipodenpunkten x und —x.
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BEWEIS. Angenommen, nicht. Dann ist (), Ay = {} (denn ein z
darin hétte auch —x in einem der A und die Antipodenpunkte z, —x
wéren dann beide in Ay). Definiere

di(x) = dist(z, Ay), und  d(z) == di(x) > 0,

Positivitit folgt aus (), Ax = {}. Betrachte jetzt f : 0G — R"! C R",

fz) = (CS(I), d"—l(x)) .
() d(x)

Nach Corollar 9.6 gibt es zu f einen Punkt z mit f(z) = f(—z).
gehort zu einem der Ay.

1. Fall: x € Ay fiir ein £ < n. Dann di(—z) = dg(z) = 0. Beide
Punkte x und —z sind in Ay.

2. Fall: © ¢ A, fir alle k£ < n. Dann gilt di(—x) = di(z) > 0 fiir
alle k < n. Also sind beide Punkte z und —x in A,,. O

9.3. Der Satz von Brouwer.

SATZ 9.10 (Starker Satz von Brouwer). Sei K C R™ nichtleer, kom-
pakt und konvexr oder homdoomorph zu einer solchen Menge. f : K — K
sei stetig. Dann hat f einen Fizpunkt.

BEWEIS. In Satz 7.5 haben wir dieses Resultat gezeigt fiir den Fall,
dass K eine Kugel ist. Fiir konvexes K C Bg(0) kénnen wir mit Satz
9.1 f fortsetzen zu einer Abbildung

fi BR(O) — K C BR(O)

Satz 7.5 liefert einen Fixpunkt o € Bg(0) fiir f. Wegen z = f(z) € K
ist x auch Fixpunkt fiir f.

Wenn K nur homéomorph zu einer kompakten und konvexen Menge
ist und der Homdomorphismus ® ist, dann betrachte ® o f o ®~1. [

Wir betrachten die gewthnliche Differenzialgleichung
(9.1) u'(t) = f(t,u?),  u(t=0)=uo.

Wir nehmen an, dass f Lipschitzstetig ist. Dann ist das Problem fiir
jedes ug eindeutig losbar und die Losung u(t) héngt stetig von den
Anfangswerten uy ab. Dann gibt es den stetigen Loésungsoperator T; :
ug — u(t). T; heifit Poincaré-Abbildung oder Zeit-t-Abbildung.

Oft hat man invariante Mengen fiir den Fluss. Gilt zum Beispiel
(z, f(t,z)) <0 fiir alle z € 9BR(0), so konnen Losungen u wegen

D> = 2wy = 2 u, ) < 0

auf 0Bg(0) die Kugel nicht verlassen.
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SATZ 9.11 (Periodische Losungen gew. DGL). Sei f in der er-
sten Komponente periodisch mit Periode p und die Menge A invariant.
Wenn A homdomorph zu By ist, dann gibt es eine p-periodische Lisung

von u'(t) = f(t,u(t)).

BEWEIS. Sei T, : A — X die Poincaré-Abbildung. Nach dem Satz
von Brouwer hat 7}, einen Fixpunkt. Dieser liefert die gesuchte periodi-
sche Losung. O

SATz 9.12 (Fixpunkte von Fliissen). Sei A homéomorph zu B;.
Weiterhin sei A invariant unter dem Fluss von u' = f(u). Dann hat
der Fluss einen Fizpunkt ug, d.h. f(ug) = 0.

BeEwETs. Wahle eine Folge 0 < 7, — 0 fiir £ — oco. Nach Satz 9.11
gibt es fiir jedes k eine 7;-periodische Losung mit Startwert xy, = 17, x.

Wir schreiben ein festes t als t = .7 + 7, mit 1, € N und rp < 7%.
Ohne Einschrankung kénnen wir z;, — = annehmen. Wir wollen Tix =
r nachweisen. Zunéchst

Tix = lim Tixy, = lim T, xy.
k—oo k—o00
Wir rechnen
| Tor — zf| < Ty — ol + [z — 2.

Wegen

Tk -
/ f(TfIk)deé/ M<M-ry—0
0 0

1T — axll =

gehen beide Terme der rechten Seite gegen 0. O

10. Der Abbildungsgrad im Banachraum

Eine Motivation fiir den Abbildungsgrad ist der Satz von Schauder
aus Theorem 5.7. Wir stellen fest, dass der Beweis fiir Theorem 9.10
sich auf den unendlichdimensionalen Fall {ibertrégt, sobald man den
Abbildungsgrad im Banachraum zur Verfiigung hat.

10.1. Konstruktion des Grades. Wir betrachten ab jetzt im-
mer f von der Form f = id + g. Wir fiithren die Konstruktion nur fiir
beschrankte Mengen G durch.

Eine der wesentlichen Eigenschaften solcher Abbildungen f ist die
folgende: Fiir A C X abgeschlossen ist f(A) auch abgeschlossen. In
unserer Anwendung bei der Definition des Grades ist also f(0G) abge-
schlossen und 7, hat einen positiven Abstand zu 0G.

PROPOSITION 10.1. G C X beschrinkt, f : G — X won der Form
f=1id+g mit g : G — X kompakt. Dann ist f eine abgeschlossene
Abbildung und eigentlich (Urbilder kompakter Mengen sind kompakt).
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BEWEIS. Sei A C G abgeschlossen. Wir betrachten eine Folge f(x,,)
in f(A) mit f(x,) — y fir n — oo. Dann gilt x,, — g(z,) — y. Wegen
Kompaktheit von ¢ finden wir eine Teilfolge mit g(z,) — z. Dann
konvergiert x,, gegen = = y + z und wegen der Stetigkeit gilt f(z) = v.
Also gilt y € f(A).

Sei B C Y kompakt. Dann ist M := f~1(B) = {x : f(z) € B}
abgeschlossen. Wegen M = {z : z + g(z) € B} gilt M C B — cl(g(G)),
also ist M prakompakt und deswegen kompakt. O

Die nédchste Formel besagt, dass, wenn ¢ niederdimensional ist (m),
man den Grad von f auch im m-dimensionalen ausrechnen kann.

PropPOSITION 10.2 (Reduktionsformel). Sei G C R™ offen, be-
schrankt und m < n. Setze E™ := R™ x{0}gn-n C R"™. Es sei f = id+g
mit

g€ %G, E™).
Weiterhin sei yo € E™ mit yo & f(0G). Bezeichne mit m und ©* die
Identifikationen m : E™ — R™ und 7* : R™ — E™. Dann gilt

dgn (f, G, y0) = dm(w o f o ", (G N E™), wyp).

BEWEIS. O.E.: f € C! und y, reguliirer Wert. Nach Formel (8.2)
reicht es, fiir f* := 7o f on* zu zeigen: sgnJs(xr) = sgnJy(mx). Be-
griindung: Die Urbilder von g liegen alle in E™, denn z + g(z) = yo
impliziert x € E™.

Wir schreiben ¢* = 7o g o 7* fiir die ersten m x m KEintrage und
berechnen

Iy = det ( idm *0 Dy id* ) = det(id,, + Dg*) = J;-.
Insbesondere stimmen die Vorzeichen tiberein. O

Fir yo € f(0G) wissen wir, dass € := dist(yo, f(OG)) grofer als 0
ist (f(OG) ist abgeschlossen, also X \ f(0G) offen, also fiir ein € > 0
B:(y0)Nf(0G) = {}). Nach Satz 5.3 kénnen wir die Abbildung f durch
endlichdimensionales f. approximieren mit || f — f;|l < 5. Mit einem
endlichdimensionalen Unterraum E. C X gilt

f€|EsﬁG E.NG — E..
Damit konnen wir den Grad im Banachraum definieren.

DEFINITION 10.3 (Grad im Banachraum). Wihle E. und f. wie
oben, ohne Finschrinkung mit yo € E.. Setze

d(f,G,vo) = d(f:|p.cc, B- N G, y0).

Wir miissen zeigen, dass diese Definition unabhéngig ist von der
Approximation f.. Dazu seien f; und f, zwei solche Approximationen
mit Raumen £, und Fy. Wir berechnen die Grade der rechten Seite in
dem grofieren Unterraum F' := conv(Ey, E»). Es gilt

d(fi|EiﬁG> E;N C_T', yo) = d(fz’|FﬂG> Fn G, yo)



10. DER ABBILDUNGSGRAD IM BANACHRAUM 53

wegen des Reduktionssatzes 10.2. Es bleibt zu zeigen

d(f1|Fﬁévaévy0):d(f2|FﬁéaFﬂéay0)'

Dies folgt aber sofort aus dem Satz von Rouché wegen

1= ll < % = Zaist(yo, F(56)) < dist (o, £1(96))

Es bleibt, die Eigenschaften des Grades nachzuweisen.

SATZ 10.4. Der Abbildungsgrad aus Definition 10.3 erfillt die Ei-
genschaften (d1)-(d5).

BEWEIs. (d1), (d3) und (d5) folgen sofort aus der Definition.

(d2): Seid(f, G, yo) # 0. Dann hat fiir eine Familie von Abbildungen
fi — f, fr =id + gi, gx : G — Ej, E) endlichdimensional, der Punkt
Yo jeweils ein Urbild x,. Es gilt

Yo = Tk + gr(wk) = 1 + g(wk) + [gr(z) — g(0)]-
Nach Auswahl einer Teilfolge gilt also

ry = Yo — 9(wk) — [g(zr) — 9(@k)] — Yo — go = 7o

fiir ein gg wegen der Kompaktheit von g. Wegen der Stetigkeit von f
ist £y dann auch ein Urbild von vy,

f(xo) =lim f(zy) = lim fr(zx) = yo.

(d4): Bemerke, dass wir im Banachraum fordern: h(.,t) = id+g(., ),
g(.,t) kompakt, fiir alle ¢ € [0,1]. Dann ist g auch auf G' x [0, 1] eine
kompakte Abbildung (Ubung) und wir kénnen g endlichdimensional
approximieren. Wir diirfen diese Approximation zur Berechnung des
Grades verwenden und folgern aus dem endlichdimensionalen Resultat,
dass der Grad konstant ist. O

Ohne dies vorzurechnen bemerken wir, dass sich die Sétze von Bor-
suk und von der Gebietsinvarianz auf die unendlichdimensionale Situa-
tion iibertragen.

Als abstrakte Anwendung geben wir hier einen eleganten Beweis
der Fredholm-Alternative, Corollar 6.5.

BEWEIS VON COROLLAR 6.5. Betrachte L = A — K. Wir nehmen
an, dass ker(L) = {0} und wollen folgern, dass R(L) = Y. Wir be-
trachten f = L|g, : B1(0) — Y. Die Abbildung f ist linear, al-
so f(—z) = —f(x), daher ist f ungerade. Wegen ker(L) = {0} gilt
0 & f(0B1(0)). Der Satz von Borsuk liefert

d(f, B:(0),0) # 0.

Dann ist f invertierbar auf einer Umgebung der Null. Wegen Linearitét
ist L dann global invertierbar, R(L) =Y. Dies war zu zeigen. O
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10.2. Der Index einer Losung. Wir betrachten fir G C X,
X ein Banachraum iiber R, Abbildungen f € C'(G,X) und deren
Nullstellen. Sei xy eine solche Nullstelle. Nun definieren wir den Index
der Nullstelle xy als die ganze Zahl

Index(f, xo) := d(f, B:(x0),0),

wobei ¢ hinreichend klein ist. Wir nehmen dabei an, dass A = D f(x0)
invertierbar ist; in diesem Fall ist insbesondere obiger Grad definiert.
Fiir einen endlichdimensionalen Raum X (also, nach der Wahl einer
Basis, X = R"), erhalten wir wegen der Summenformel

Index(f, [L’()) = d(f> BE(£0)) O) = d(A> BE(O)> 0) = sgn det jA
= sgndet A = (—1)°,

wobei  die Anzahl (mit Vielfachheit) der negativen (also insbesonde-
re reellen) Eigenwerte ist. Insbesondere sehen wir, dass die Definition
des Index fiir zwei verschiedene, aber hinreichend kleine Werte von &
dieselbe Zahl liefert.

Erinnerung: Die (algebraische) Vielfachheit n, des Eigenwertes A €
C des Operators T ist definiert als

ny = dim (U ker(Aid — T)p> .
p=1
Dabei dndert sich ab einem py der Kern auf der rechten Seite nicht
mehr, es wird also in Wirklichkeit eine endliche Vereinigung gebildet.
Zur letzten Zeile in obiger Rechnung bemerken wir, dass tatséchlich
Eigenwerte in C \ R nicht beitragen. Fiir reelle Matrizen A ist fir
einen nichtreellen Eigenwerte \ auch die konjugiert komplexe Zahl \
ein Eigenwert, und A hat dieselbe Vielfachheit. In der Determinante
taucht in diesem Fall also der Term A™ - \™ auf, welcher positiv ist.
Fiir einen allgemeinen Banachraum X nehmen wir an, dass
(1) xo regulér ist, also A := D f(zo) € L(X, X) invertierbar
(2) A Fredholmoperator der Form A = id + K mit K € £(X)
kompakt.

SAaTz 10.5 (Index). Sei X reeller Banachraum, G C X, f €
CYG, X), und zy eine Nullstelle von f. Es gelte (1) und (2). Dann
ist der Index von xg

Index(f, zo) := d(f, B-(x0),0) = (=1)”,

wobei
ﬁ = Z n )\(K )
AERA<—1
Bemerkung: Das Theorem verwendet den Spektralsatz fiir kompak-
te Operatoren, siehe z.B. [1], 9.6. Dieser liefert fiir den kompakten Ope-
rator K die Endlichkeit ny(K) < oo und die Endlichkeit der Anzahl der
Eigenwerte in der Menge C \ B;(0). Daher verwendet die Formel den
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Operator K; die Eigenwerte A < —1 von K koénnen aber interpretiert
werden als die negativen Eigenwerte von A =id 4+ K.

BEWEIS. 1. Schritt. Ubergang zur Ableitung. Wir betrachten die
Homotopie h(z,t) = (1 —t)f(x) + tAz. Diese ist zuléssig, falls keine
Nullstellen auf dem Rand der Kugel B.(0) auftreten. Wir setzen g(z) :=
f(z) — Az und rechnen

0=h(z,t)=(1—-1t)f(zr) +tAzr = Az + (1 — t)g(x),

also, wegen Invertierbarkeit von A, z = (1 — t)A™'g(x). Fiir ¢ klein
genug gilt wegen der Differenzierbarkeit von f dass [[A™g(x)|| < /2
fir alle € B.(0). Insbesondere ist dann h zuldssig auf B.(0) und es
gilt
d(f, B(0),0) = d(A, B:(0),0)

2. Schritt. Endlichdimensionale Approximation. Der Spektralsatz
[1] 9.6 liefert eine Zerlegung von X in X = X; & X, mit zugehorigen
Projektionen 7, o, wobei X; durch die verallgemeinerten Eigenrdume
von K mit Betrag grofier als 1/2 aufgespannt wird, und X, invariant
ist. Wir betrachten nun die Homotopie id + K; mit K; := Kom + (1 —
t)K o my zwischen K und dem endlichdimensionalen Operator K o 7.
Wir behaupten, dass die Homotopie zuléssig ist. Tatsdchlich folgt fiir
Nullstellen x mit x = x1 + x9, x; = m;x,

0=({id+ Ki)(z) = o1+ Ky = 0,29+ (1 —t) Kxg = 0.
Wegen Invertierbarkeit von A = id+ K verschwindet dann z,, da keine

Eigenvektoren x, mit Eigenwerten mit Betrag grofler 1 existieren, auch
To. Wir konnen also den Grad mit K o 7 berechnen,

d(f, B.(0),0) = d(id + K o m, B.(0),0) = (—1)".
Dabei haben wir das endlichdimensionale Ergebnis verwendet, also

=Y mid+K)x)= Y, mKlx)= > k)

AER,A<O AER A< —1 AER A< —1
OJ






Teil 3

Verzweigungstheorie



11. Lokale Verzweigung

Wir wollen die Losungsmenge der Gleichung

flz,A) =0

studieren. Dabei betrachten wir A als einen Parameter, der in einem
physikalischen System zum Beispiel die Temperatur, der Druck oder
eine Viskositdt sein konnte. Er ist uns im Prinzip vorgegeben. Wir
kénnen ihn allerdings auch als Variable ansehen und uns fragen: Wenn
wir die Eigenschaften des Systems fiir den Parameterwert A\ = \g — ¢
kennen, was wissen wir dann iiber die Eigenschaften des Systems fiir
den Parameterwert A = \g + €7

Statt abstrakt von ’Eigenschaften’ zu sprechen, wollen wir nun die
Anzahl der Nullstellen untersuchen, fragen also nach der Anzahl der
Losungen der Gleichung f(., ) = 0 fiir verschiedene Werte von A.

Schon mit A = R und X = R sieht man: Alles ist moglich!

(1) f(z,\):=x— X (Nullstelle 1a8t sich verfolgen)

(2) f(x,\) == (22— )\) (zwei Nullstellen tauchen auf)

(3) f(x,\):==x-(x—A) (Variante von 1 mit Verzweigung)

(4) f(z,\) := 2z (2>=)X) (Variante von 2, zusitzliche Nullstellen)
(5) f(z,\):=a- (x> — X)(z* — )  (Pitchfork)

Wir beobachten: Aufer in der ersten Gleichung geschieht eine Verzwei-
gung. Im Verzweigungspunkt (z, \) = (0,0) gilt: Neue Losungen tau-
chen auf oder Losungen verschwinden oder Losungséste treffen sich.

In der ersten Gleichung ist man in der einfachen Situation, dass
man lokal nach x auflésen kann:

dg : A — X stetig:

Fiir jedes A hat f(x, \) = 0 die eindeutige Losung = = g(\).
Die physikalische Interpretation ist, dass eine Anderung des Parame-
ters (z.B. Temperatur) zwar den Zustand des System #@ndert, aber diese

Anderung ist stetig, vorhersehbar und umkehrbar. Die Verzweigungs-
theorie beschéftigt sich mit Situationen, in denen dies nicht gilt.

SaTz 11.1 (Notwendige Bedingung fiir Verzweigung). Seien X, A, Y
Banachriume, f: X x A =Y sei C*, f(xg, N\g) = 0. Falls

D.f(xg, X)) : X =Y ein Isomorphismus,

so kann man lokal die Gleichung f(x,\) = 0 eindeutig durch x = g(\)
losen. (g, \o) ist dann kein Verzweigungspunkt.

BEWEIS. Dies ist wortlich eine der Aussagen des Satzes iiber im-
plizite Funktionen. U

Wir werden im folgenden davon ausgehen, dass wir eine ’triviale
Losung’ kennen, f(xg, Ag) = 0. Dann gilt:
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Bemerkung 1: Die Probleme beim Auflésen durch z = z()\) treten
auf, obwohl f glatt ist. Das Problem ist nicht durch eine Drehung des
(x, A)-Koordinatensystems behebbar.

Bemerkung 2: Uberall bis auf einzelne Punkte kann man lokal
durch z = z(\) auflésen (zumindest nach einer Drehung im (z, A)-
Koordinatensystem). Im Fall A = R und X = R und f € C! mit
f(xg, A\o) = 0 kann man immer lokal auflosen, falls

D, f(xo, Ao) # 0.

Falls dies nicht gilt, so entscheiden zweite (hohere) Ableitungen iiber
das lokale Aussehen der Losungsmenge.

11.1. Ein topologisches Kriterium fiir eine Verzweigung.

Wir betrachten den Fall, dass ein Ast trivialer Losungen gegeben ist,
also den Fall f(0,\) = 0 fiir alle A.

SATZ 11.2. Sei X endlichdimensionaler Banachraum und A = R,
f: X XA — X stetig differenzierbar mit f(0,\) = 0 fir alle \, und
D, f(0,\) invertierbar fiir A # \g. Falls

Index(f(.,A),0) =0 € {£1} VA > Ao,
Index(f(.,A),0) = —0o YA < Ao,
dann ist \g Verzweigungspunkt in dem Sinne, dass fiir ein €9 > 0 gilt
(11.1) Ve € (0,e0)3x(e), A(e) = flz(e),A(e)) =0, ||z(e)|| = e.
Dabei kann A(€) so gewdhlt werden, dass A(e) — Ao fiir e — 0.

BeEwEIs. Wir wahlen eine Folge p; N\, 0 und betrachten die Para-
meterwerte \g + . Fiir jedes k gibt es Radien ¢, > 0, so dass die
Abbildungsgrade d(f(., Ao & ), B:(0),0) unabhéngig von &, mit dem
Index iibereinstimmen. Insbesondere gilt fiir alle € < ¢

d(f(> )\0 + ,uk)a Ba(0)> 0) 7é d(f(> )\0 - ,uk)a B8(0)7 0)
Wir kénnen &5, monoton fallen wihlen. Fiir € € (gg,1,¢x] wihlen wir
A = X — g und Ay = Ao + py. Fiir die Homotopie f(z, A) mit
A € [A_, A4] ist der Abbildungsgrad in den Endpunkten verschieden,
die Homotopie kann also nicht zuléssig sein. Wir folgern
dr € 0B.(0), A € [A_, A\¢] : f(z, ) =0.
Dies liefert die Behauptung. U

11.2. Der Satz von Krasnoselskii. Ziel: Finde eine hinreichen-
de Bedingung fiir eine Verzweigung.
Sei X ein Banachraum und f : X x R — X von der Form

flx,A) =2 — (o + N)Tx + g(x, \).

Wir machen folgende Annahmen:

(1) Ho 7é 07
(2) T': X — X ist linear und kompakt,
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(3) g ist eine nichtlineare, kompakte Abbildung X x R — X
(4) g(0,A) = 0 fiir alle A und g(z,\) = o(]|z]|) gleichméBig in
A€ (—¢,¢).
Bemerkung: (1)-(4) sind z.B. erfiillt, falls f(x, \) = id — (o + \)T'(x),
mit 7" nichtlinear, kompakt und C".
Falls f € C*, so ist nach Satz 11.1 die notwendige Bedingung fiir
eine Verzweigung

D,f(0,0) =id — poT"  nicht invertierbar.

dquivalent dazu: 1/, ist ein Spektralwert von 7. Wegen Kompaktheit
von T dquivalent: 1/ ist ein Eigenwert von 7. Wir haben allerdings
nicht vorausgesetzt, dass g € C'.

DEFINITION 11.3. Falls ein trivialer Ast gegeben ist, d.h. f(0,\) =
OV, dann sagen wir:
(0, A\o) ist Verzweigungspunkt, falls in jeder Umgebung
von (0, \o) nichttriviale Losungen von f = 0 liegen.

Behauptung: In obigem Fall ist ¢d — po1" nicht invertierbar notwen-
dige Voraussetzung fiir eine Verzweigung.

Beweis: Wir nehmen an, dass id — 7" invertierbar ist. Eine nicht-
triviale Losung (x, \) erfiillt

0=f(z,A) =2 — (o + ATz +g(z, ),
also
z = (id — poT)"'ATx — g(z, \)].
In einer Umgebung von (0,0) erreichen wir, dass die rechte Seite be-
schriinkt ist durch 1]|z. Ein Widerspruch.

SATz 11.4 (Krasnoselskii). Es gelte (1)-(4) und 1/uqg sei ein Eigen-
wert von T mit ungerader (algebraischer) Vielfachheit. Dann ist (0,0)
ein Verzweigungspunkt fiir f.

BEWEIS. Annahme: (0,0) ist kein Verzweigungspunkt. Dann sind
in B-(0)x(—¢, €) keine nichttrivialen Lésungen von f = 0. Insbesondere
ist der Index

d(f(.,\),B;,0) e Z
definiert. Wegen der Homotopieeigenschaft ist der Index unabhéngig
von \ € (—¢,¢). Dies wird zu einem Widerspruch fiithren.

Um im Folgenden den Index zu berechnen, betrachten wir die Ho-
motopie

1
z = (o + ATz + 2g(tz, A),
die f nach id — (pp+ A)7T" deformiert, und zuléissig ist, da es sonst nicht-

triviale Losungen in B.(0) gédbe. Nach dem Satz von Leray-Schauder,
Satz 10.5, gilt fiir A € (—¢,¢)

d= (=", 60 =3 ne((mo+NT).

o>1
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Es gilt
(o + NTx =0x, o>1
— Tz = 7 r, o>1
po + A
1
<— Tr=o0x, 7>
po + A
Daher gilt

7> (po+A)~1
Fiir € > 0 klein genug und —¢ < A_ < 0 < Ay < ¢ gilt dann

BA+) = B(A-) =no(T) € 2Z + 1,

also
d = (_1)ﬁ(>\7) — _(_1)5(>\+) = —d,
ein Widerspruch wegen d € {£1}. O

Wir wollen mit einem Beispiel zeigen, dass im Falle gerader Viel-
fachheit tatsédchlich keine Verzweigung stattfinden muss.
Beispiel. Zu x = (z1,13) € X := R? betrachten wir

Fz,N) :z—A(i;)Jr(;?):O.

Dann gelten (1)-(4) mit 7' = id und po = 1. Dann ist pg ein Eigenwert
von T mit Vielfachheit 2.
Angenommen, wir hitten eine Losung (z, A). Dann gilt

0= f(z,\)- ( T ) = 75 + 2.
T
Also © = (z1,22) = (0,0). Es gibt also nur die trivialen Losungen,
o = 1 ist kein Verzweigungspunkt.

11.3. Lokale Verzweigung im einfachen Eigenwert. In die-
sem Abschnitt werden wir eine weitere hinreichende Bedingung fiir ei-
ne Verzweigung kennenlernen, die mit dem Satz iiber implizite Funk-
tionen arbeitet. Da D, f = 0 im Verzweigungspunkt, werden wir et-
was iiber zweite Ableitungen voraussetzen. Als Erinnerung an Bezeich-
nungen: Fir f : X xY — Z gilt D, f(x,y) : X — Z, wir schrei-
ben D,f(z,y)(Z) = D,f(xz,y)Z. Die zweite Ableitung ist eine Ab-
bildung (z.B.) D,D,f(x,y) : ¥ — L(X,Z). Wir identifizieren mit
D,D,f(x,y) : X xY — Z und schreiben D, D, f(x,y) (Z, 7).

SATz 11.5 (Verzweigung im einfachen Eigenwert). Sei A =R, X, Y
Banachriume, f: X x A — Y sei C%. Wir setzen voraus:

(1) trivialer Ast:
f(0,A) =0VA e A.



62

(2) Fredholm Eigenschaft:
LX) :=D,f(0,\): X =Y

st ein Fredholm Operator mit Index 0.
(3) notwendige Bed. und einfacher Eigenwert:

X(] = ker L(O) = RZL’(].
(4) Transversalitit:
DAL(0)zo & R(L(0)).

Dann kann man lokal mit zwei Zweigen auflosen: Fir Umgebungen
(0,0,0) e U xV x % C Xo x X4 >§A, X = Xo® X, ¢ibt es eindeutige
0:U—=V,90)=0,A:U— %, \(0) =0, so dass

r=x0+x1 =0 oder

f@o+a1,0) =0 { o1 = B(z0), A = Alao)

Falls f € C* gilt 5, \ € C*1.

Das Bild ist wie in den ersten beiden mathematischen Beispielen;
die Losungsmenge ist die Vereinigung zweier Aste, des trivialen Astes
mit einem Ast, der iiber zy parametrisiert wird (und nicht {iber \).

Zum Namen ’... im einfachen Eigenwert’: Betrachte f(x,\) =
Ar — Tz fiir einen nichtlinearen kompakten Operator 7' : X — X
mit 7°(0) = 0 (wir setzen Y = X). Sei T' := D,T(0). Wir wollen die
vier Voraussetzungen fiir dieses f iiberpriifen.

(1) ist immer erfiillt.

(2) fordert, dass D,f(0,0) = Xid — T ein Fredholmoperator mit
Index 0 ist. Dies ist erfiillt nach Lemma 5.4 und Satz 6.2.

(3) fordert, dass Xy = ker(Aid — T') = Rxg. Dies ist gerade die
Bedingung, dass A ein Eigenwert ist mit geometrischer Vielfachheit 1.

(4) Wegen D,L(0) = id fordert man hier, dass zy & R(Aid — T).
Dies bedeutet, dass A ein algebraisch einfacher Eigenwert sein soll.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt in 2 Schritten; der erste Schritt redu-
ziert das Problem auf eine Dimension, der Kern des Beweises geschieht
im zweiten Schritt.

1. Schritt. Wir fiithren eine Ljapunov-Schmidt Reduktion beziiglich
L(0) durch. Wir zerlegen Y = Yy@®Y] mit Y; := R(L(0)) und verwenden
die Projektion ) : Y — Y auf Yy mit Kern Y;. Dann gilt lokal fiir eine
Auflosefunktion v : Xg x A — X

fx,\) =0 <= Qf(xo+v(xo, \),\) = 0.
Wir setzen jetzt
O(r, \) := Qf (rzo + v(rxg, N), A),

® : R x R — R mit der offensichtlichen Identifikation von Rzy mit R.
Damit ist das Problem auf ein eindimensionales reduziert. Es bleibt zu
zeigen, dass ® wieder die Voraussetzungen (1)-(4) erfiillt.
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Ad (1). Qf(0 + v(0,A),A) = 0, da v(0,\) = 0 (z; = v ist die
eindeutige Losungsfunktion der @) f-Gleichung und x; = 0 ist sicherlich
eine Losung der @ f-Gleichung, falls 2o = 0).

Ad (2). D,®(\) : R — R ist eine lineare Abbildung zwischen end-
lichdimensionalen Rdumen und daher immer Fredholm mit Index 0.

Ad (3). Dies ist die Bemerkung nach Satz 4.9. D,®(0,0) =
QD f(0,0) (xo + Dyyv - zo) = 0, da D, f(0,0) nach R(L(0)) abbildet.

Ad (4). Wir berechnen

D\D,®(0,0)
= QD, [D,f(rzo +v(rxzg, N), A) (xg + Dzyv(rze, A) - 20)] (0,0)
= QD2£(0,0) (xg + D4,v(0,0) - 29, Dyv(0,0))
+QD)\D,f(0,0) (xg + Dyyv(0,0) - 29, 1)
+ @D, £(0,0) (DrDyyv(0,0) (w9, 1)) -
Der dritte Term verschwindet, weil 1 — @ auf ein Element in R(L(0))
angewendet wird. Der erste Term verschwindet auch: Wegen v(0, \) = 0

(s.0.) gilt Dyv(0,0) = 0. Wir miissen zeigen, dass der zweite Term nicht
verschwindet. In Satz 4.9 haben wir D, v(0,0) = 0 gezeigt. Daher gilt

DADT,(I)(O, 0) = QD)\Dxf(O, 0) <£L’0, 1) s

dies ist nach Voraussetzung (4) ungleich Null.

Wenn man ® = 0 durch A = \(z,) 16sen kann, dann folgt der Satz
mit z; = 9(z0) 1= v(xo, Mxp)).

2. Schritt. Wir zeigen nun den Satz fiir X = Z = R. Wir wollen
die nichttrivialen Losungen von f(z,\) = 0 finden. Idee: Die trivialen

Losungen werden ’herausdividiert’. Wir setzen

Wl A) = { D.f(0,)) fiir x = 0.

Lokal gilt fiir Punkte (z, \) mit = # 0:
f(@2,0) =0 <= 9¥(x,A) =0,

also eine Aquivalenz der beiden Gleichungen. Wir werden die -
Gleichung l6sen.

Es gilt v € C1, da f(0,\) = 0 und f € C?. Weiterhin ¢(0,0) =
D,f(0,0) =0 und

Dyip(0,0) = DrD, f(0,0) # 0.

Deswegen kénnen wir ¢ = 0 lokal mit dem Satz tiber implizite Funk-
tionen auflosen. Wir finden einen Weg A = \(x), so dass lokal gilt

Y@, \) =0 <= A= Az).
) ist die gesuchte Funktion. O



64

Beispiel 1: Eine elementare Funktion. Fiir x € R? wollen wir
die Gleichung

o O
S = O

0
1|2+ fx)=0
1

untersuchen, wobei f € C%(R3,R?), f(0) = 0, Df(0) = 0. Der Satz
liefert die Existenz eines nichttrivialen Astes, der in (x, ) = (0,0) aus
dem trivialen Ast verzweigt. Zu den Voraussetzungen:

(1) erfiillt wegen f(0) =0

(2) erfiillt, da X = R? endlichdimensional

(3) erfiillt, denn

—

A 0O
ker D, f(0,0) =ker [0 1 1| =Re
0 01
(4) erfiillt, denn es gilt
1 00
D)\Dxf(o, O) <€1> = 0 0O el = €1
0 00
A0 O
¢ R 0 11 = Reg + Reg.
0 01

Beispiel 2: Transversalitiat. Wir betrachten den allgemeinen
endlichdimensionalen Fall f : R®™ x R — R” von der Klasse C? mit
trivialem Ast (f(0, ) = 0VA). Wir nehmen an, dass die Linearisierung
L(\) := D, f(0,\) die Eigenwerte

() < ) < o < () < o < pia(N)

besitzt, und dass diese differenzierbar von A abhidngen. Weiterhin gelte
im kritischen Punkt Ag fiir den k-ten Eigenwert pix(Ag) = 0, der Eigen-
wert sei algebraisch einfach, und Transversalitdt gelte im dem Sinne,
dass

Oxpti (o) # 0.

Dann ist in (2, \) = (0, Ag) obiger Satz anwendbar, d.h. es gibt einen
nichttrivialen Ast. Zu den Voraussetzungen:

(1) und (2) sind erfillt

(3) erfiillt, denn nach Voraussetzung ist p(Ao) geometrisch einfach. (4)
Um etwas iiber D, D, f(0, \g) aussagen zu konnen, kénnen wir nur von
der Eigenwertgleichung ausgehen:

pr(A)xo(A) = L(A)zo(A).
Wir differenzieren nach A,

a)\,uk()\o)l’o()\o) + ,uk()\o)aAl’o()\o) = D)\L()\Q)ZL'Q()\()) + L()\o)aAl’o()\o).
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Der erste Term ist von der Form axg mit a # 0, der zweite Term
verschwindet wegen jix(Ag) = 0, der dritte Term wird von uns benotigt,
der vierte ist sicherlich im Bild von L(\g). Wir erhalten (4), ndmlich

DyL(Xo)wo & R(L(0)),

falls aurg nicht im Bild R(L(0)) ist. Aber xq ist nicht in R(L(0)) we-
gen der algebraischen Einfachheit des Eigenwertes. Wir sehen, dass
algebraische Einfachheit zusammen mit der Transversalitit des Eigen-
wertes die Voraussetzungen liefert.

Beispiel 3: Euler-Stab. Ein mit Kraft A belasteter Stab der Lange
L und mit gleichméBiger Dicke wird beschrieben durch die Gleichung

2(s) + Apz(s)y/1—|2'(s)]P=0  Vse (0,L),

2(0) = z(L) = 0.

(sh. Deimling [4]). Dabei ist s die Bogenldnge, = die (Quer-) Aus-
lenkung des Stabes, p > 0 der Elastizitédtskoeffizient, der Einfachheit
nehmen wir hier ein konstantes p an.

Um obige Gleichungen mathematisch zu fassen, setzen wir

X :={z € C*([0,L],R) : 2(0) = z(1) = 0},
Y :=C°[0, L], R),
A =R,

fla,A) == a" + Apx/1 — |2/(s)|%
Die Funktion f ist C? in einer Umgebung von 0 € X, denn dort gilt
|17 < 1/2. Wir priifen die Voraussetzungen des Satzes nach:
(1) f(0,A) =0 ist erfiillt fiir alle A\ € R.
(2) Der Operator L(\) ist

LX) =D, f(0,\) : x— 2" + \pz.

Also ist L(A) ein Fredholm Operator vom Index 0 (X 3z +— 2" € Y
ist Fredholm Operator vom Index 0, L(\) ist eine kompakte Stérung
davon).

(3) Die Eigenwerte des Laplace Operators sind einfach: Zum Ei-
genwert —k*m?/L* gehort die Eigenfunktion ug(s) = sin(kws/L). Die
moglichen Verzweigungspunkte sind

7T2

— 27
M=Kk EN
(4) Es gilt Dy\L(\) = pid, also
DyL(Nu, = pu,, & R(L(\)) = ker(L(\))™*.

Hierbei verwenden wir, dass L()) selbstadjungiert in L? ist.

Wir finden das Verzweigungsbild der Stabgleichung in der Umge-
bung von z = 0: In den Werten )\, findet eine Verzweigung statt, aufler
der trivialen Losungen gibt es lokal um Punkte (2, A) = (0, Ax) nicht-
triviale eindimensionale Mannigfaltigkeiten von Losungen. Die Zweige

(11.2)
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sind symmetrisch: Wegen f(z,\) = f(—x, \) ist mit (z, ) auch (—z, \)
eine Losung. Wegen der lokalen Eindeutigkeit der Zweige gilt

17(—.]70) = —’(7(250), 5\(—250) = 5\((170)

12. Stabilitat der stationdren Zweige

Oft kann die Gleichung f(x) = 0 als stationdre Gleichung zur fol-
genden instationdren Gleichung angesehen werden

d

S = (). (4

Falls uns eine solche Gleichung gegeben ist, dann sind folgende Bezeich-
nungen sinnvoll:

e 1, stationdre Losung : <= f(xy) = 0.

o (stat. Lsg.) zo linear stabil : <= Jc > 0 : alle Spektralwerte
A von D, f(xg) erfiillen Re (A) < —c.

e (stat. Lisg.) zp linear instabil : <= es gibt einen EW \ mit
Re (M) > 0.

Wir haben diese Begriffe im Prolog untersucht und gesehen, dass
linear stabile (instabile) stationdre Losungen auch im anschaulichen
Sinne stabil (instabil) sind:

o g linear stabil = 3¢ > 0 : alle Losungen x(t) von (*) erfiillen
x(t) — xo fiir t — oo.

o xg linear instabil = 30 > 0Ve > 03 Losung x(t) von (*) und ¢
mit z(t) & Bs(xo).

Betrachte jetzt die Situation von Satz 11.5. Gegeben ein Verzwei-
gungsdiagramm und eine Stabilitdtsaussage fiir einen der 4 Teildste
wollen wir die lineare Stabilitdt der anderen 3 Teildste bestimmen.
Nach Voraussetzung hat D, f(0,0) einen einfachen Eigenwert 0. Falls
alle anderen Eigenwerte negativen Realteil haben, so entscheidet iiber
die Stabilitdt eines Astes (z(s), A(s)) das Vorzeichen von fi(s) mit

Dy f(x(s), A(s))u(s) = a(s)u(s), — a(s) # 0.

Wir miissen zeigen, dass wir einfache Eigenwerte bei einer Storung des
Operators wie angedeutet fortsetzen kénnen.

DEFINITION 12.1. Seien Ty, K : X — Y linear und stetig. po heift
K-einfacher Eigenwert von Ty, falls

(1) Ty — uoK Fredholm-Operator mit Index 0.
(2) ker(To — ,U/OK> = Rxo.

Bem: Fir X =Y, K = id und Ty kompakt ist ein id-einfacher
Eigenwert einfach ein einfacher Eigenwert.
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LEMMA 12.2 (Fortsetzung von einfachen Eigenwerten). Sei g ein
K -einfacher Figenwert von Ty mit Figenvektor xo. Dann gibt es fiir ein
0 > 0 eine Fortsetzung des Figenwertes,

w: AT € LIX,Y)| || T —Ty|| <0} = R stetig

mit u(Ty) = po und p(T) ist K-einfacher Eigenwert von T. Diese
Fortsetzung p ist eindeutig. Weiterhin gilt

ker(T'— w(T)K) = Ra(T), x(T)=x0+x1(T) € Rxyg® X; = X.
w und x sind analytisch in T'.

BEWEIS. 0.E. g = 0. Wir wollen (T'—u(7T)K)z(T') = 0 losen. Dazu
definieren wir auf einer Umgebung von (0,0,7p) € R x X; x L(X,Y)
die Funktion

F(ryz,T) = (T —rK)(xg+x1) € Y.

Hier wird T" als ein Parameter von F' aufgefasst.
Wir berechnen die Ableitung und zerlegen dazu Y = Yy @ Y] =
Yo ® R(Tp), dim Yy = 1, mit Projektionen P, und P, :=id — P;.

D(T’,xl)F(OaO>TO) : (777 jl) = _foO + TO"Z'l
= (—fpo(KI()), Pl(—fKSL’O + Toi’l)> .

Da Py(Kxg) # 0 und P, o Ty @ X; — Y) invertierbar, ist auch
D2 F(0,0,Tp) invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktio-
nen finden wir p(7") und z(7) fiir alle 7' nahe Ty.

Es bleibt zu zeigen: a) Eindeutigkeit. b) Eigenschaften (1)-(3) der
Definition.

a) Wir haben mit x = xy 4+ x; einen speziellen Ansatz gewahlt.
Fiir einen anderen Ansatz bzw. fiir 1 grofi konnte es weitere Losungen
geben. Wir nehmen jetzt an, dass x = fx¢ + x1 eine normierte Losung
ist, also

(T — ’I“K)(ﬁl'o + Zlfl) = 0.

Dies schreiben wir als
Toxy —rBKxy = (To — T)(Bxo + x1) + rKzy.
Die Terme links erfiillen Tyz; € R(Tp) und rGKxy ¢ R(Tp). Daher gilt
eine Abschétzung
[zl + |8l < C{ITo = TN(B| + [lzal) + |r[llz} -

Falls ||To — T'|| und r klein sind kénnen wir die z;-Terme in die linke
Seite absorbieren und finden

lzall + IrB] < O To = T|5]-

Da (8 beschrinkt ist (Normierung) liefert dies die Kleinheit von z,
und dies (wieder Normierung) die Kleinheit von 1 — 3. Insbesondere
war unser Ansatz 3 = 1 keine Einschrankung. Fiir kleines x; liefert der
Satz iiber implizite Funktionen die Eindeutigkeit.

b) Die Eindeutigkeit von z; liefert insbesondere Eigenschaft (2).
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Fiir (3) miissen wir zeigen, dass
(12.1) K(zg+21(T)) & R(T — w(T)K).
Die Abbildungen
T:(21,1) = (T — w(T)K)xy + 7K (xg + 2,(T)) € Y

sind invertierbar fiir T' nahe Ty, weil T, invertierbar ist. Dies liefert
(12.1).

Eigenschaft (1) folgt aus der nachfolgenden allgemeinen Feststel-
lung.

Beh.: Sei Ty : X — Y Fredholm Operator. Fiir ||T° — Tp|| hinrei-
chend klein gilt: Auch T ist Fredholmoperator und es gilt

dim ker 7' < dim ker 7, codim R(7T) < codim R(Tjp).

Falls die Dimensionen auf der rechten Seite jeweils 1 sind, so ist T
ebenfalls Fredholm Operator mit Index 0.

Beweis der Beh.: Fiir den Fredholm Operator Tj : X — Y zerle-
gen wir wie in Lemma 6.4 X = Xo® X1, Y =YY, Tlx, : X1 — Y
invertierbar, Ty : X; x Yy — Y, (x1,90) — Tox1 +yo ebenfalls invertier-
bar. Fiir Operatoren T' mit ||T° — Tp|| klein ist auch die kleine Stérung
T : (x1,y0) — Tx1 + yo invertierbar. Also gilt ker TN X; = {0} und
R(T)+Yy =Y, insbesondere die Fredholm Eigenschaft und die Aussage
iiber die Dimensionen.

Fiir den Index miissen wir zeigen R(T) =Y = ker(T) = {0}. Im
Falle T(X;) = Y wiire T nicht invertierbar (Losung nicht eindeutig).
Also T(X;) # Y und daher Txg ¢ T(X;), da sonst T nicht surjektiv
ist. Dies impliziert aber ker(7") = {0}. O

Situation: Wir nehmen an, dass X C Y und setzen K = j, die
Inklusion. Weiterhin sei die Situation von Satz 11.5 gegeben und wir
haben zwei Aste (0,A),\ € (—e1,e1) und (z(s), A(s)),s € (—e3,83),
x(s) = swo + x1(s). Wir wollen die Eigenwerte der Linearisierung auf
den Asten betrachten. Nach Lemma 12.2 gibt es @, fi, @, j mit

Dy (0, Nu(A) = p(N)a(d),
Dy f((s), Ms))u(s) = fi(s)u(s).

Unser Ziel ist es, die Vorzeichen von i und fi zu bestimmen.

SaTz 12.3 (Crandall-Rabinowitz). In obiger Situation gilt @'(0) #
0, sN(s) — 0 und ji(s) — 0 fir s — 0 verschwinden mit entgegenge-
setztem Vorzeichen. Genauer: Fir jede Folge s, — 0 mit fi(s,) # 0 gilt
der Limes

sA'(s)i'(0)

(12.2) s

— =1 fir s—0.
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BEWEIS. a) trivialer Zweig: Wir benutzen die Charakterisierung
der Eigenwertfortsetzung auf dem trivialen Zweig,

D, f(0, N)u(A) = p(A)u(N),
und differenzieren in A = 0 nach A. Dies liefert
DD f(0,0)u(0) + D f(0,0)0,u(0) = 9\pi(0)u(0) + 12(0)0xu(0).

Wegen D, D, f(0,0)u(0) = DyL(0)xzo und D, f(0,0)0\u(0) € R(L(0))
und Voraussetzung 4 in Satz 11.5 ist die linke Seite ungleich 0. Auf der
rechten Seite gilt 1(0) = 0 und wir schlielen daher 0\fi(0) # 0.

Wir werden die obige differenzierte Eigenwertgleichung nochmals
verwenden. Dazu wollen wir sie vereinfachen: Mit einem linearen, ste-
tigen Funktional y* : Y — R mit ker y* = R(L(0)) und y* # 0 gilt

b) nichttrivialer Zweig: Wir haben zwei Gleichungen zur
Verfiigung. Die eine ist die Charakterisierung der Eigenwertfortsetzung

Dy f(x(s), Ms))u(s) = fa(s)u(s).
Die zweite ist die Gleichung selbst, f(z(s), A(s)) = 0, die wir nach s
differenzieren:
D, f(x(s), A(5))0sx(s) + Drf(x(s), A(s))0sA(s) = 0.
Wir subtrahieren die beiden Gleichungen voneinander und erhalten
Dy f(x(s), A(8))(0s(s) — a(s)) + Daf(x(s), A(s))0sA(s)
+i(s)u(s) = 0.

Der Beweis besteht nun im Wesentlichen darin, in Gleichung (12.4)
D.f, D)f und @ in einer Taylor-Reihe zu entwickeln.

D, f(0,0)(0sz(s) — u(s)) + o(1)(0sz(s) — u(s))
(12.5) +DaDyf(0,0) (3s2(0)s) DA(s) + DaDaf(0,0) (D A(0)s) DsA(s)
+0(s)9sA(s) + fu(s)u(0) + fi(s)o(1) = 0.

Wir benutzen nun z(s) = sxg + z1(s) aus Satz 11.5, und a(s) = :Eo +
u1(s) aus Lemma 12.2. Sie liefern dsz(s) — u(s) € Y7 = R(L(0)). D
L(0)|x, : X1 — R(L(0)) invertierbar ist, folgt aus (12.5)

(12.6) 10s2(s) — uls)|| < C([sO:A(s)| + |ia(s)]) -

Wir projezieren nun (12.5) mit Hilfe von y* und finden wegen
(y*, D, £(0,0)...) = 0 und DyDyf(0,0) = 0

s0:A(8) (y", DaDrf(0,0)x0) + ils) (y*, wo) = o(1) (|s0sA(s)] + [a(s)]) -

Mit Gleichung (12.3) kénnen wir im ersten Term die Klammer ersetzen
und erhalten

(12.7) $0sA(s)0ri(0) + fi(s) = o(1) ([s9:A(s)| + |fa(s)]) -
Dies impliziert die Behauptungen. U

(12.4)
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Beispiel 1 (fiir Sdtze 11.5 und 12.3). Sei G C R™ beschrinktes
Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten die Gleichung

flu,p) == (A — p)u—u*=0 in G,
u=20 auf 0G.

Info aus PDE-Theorie: Die Eigenwerte von A sind ... < ps < 1 <
to < 0. Dabei ist uo (algebraisch) einfach und hat eine positive Eigen-
funktion wuyg.

Aus Satz 11.1 folgt: Eine Verzweigung aus dem trivialen Ast u = 0
findet hochstens fiir g = p; statt, denn nur dort ist D, f(0,u) = A —u
nicht invertierbar.

Aus Satz 11.5 folgt: In pg findet eine Verzweigung statt, denn g
ist algebraisch einfach und

DD, f(0, pro)uo = —id(ug) = —uo & R(A — po).
Es gibt also einen nichttrivialen Ast (u(s), A(s)) mit

pu(s) = po + Als), u(s) = suo + ui(s), f(u(s), u(s)) = 0.
Bestimmung des Verzweigungsbildes. Wir differenzieren die Glei-
chung

(A = po)u(s) = A(s)u(s) + u?(s)
nach s und erhalten
(A = po)(uo + Osuyi(s)) = A(s)0su(s) + OsA(s)u(s) + 2u(s)Osu(s).
Wir differenzieren nochmal nach s und werten in s = 0 aus.
(A — 119)0?uy (0) = 20,A(0)0,u(0) + 2|05u(0)]?.

Auf der linken Seite ist 9%u1(0) € X; L Rug und ebenso die ganze linke
Seite. Wir multiplizieren die Gleichung mit ug und integrieren iiber das
Gebiet G. Es folgt

G

Insbesondere X'(0) < 0; damit ist das Verzweigungsbild bestimmt.
Stabilititsuntersuchung. Die Eigenwerte von A — py — A sind alle
negativ fiir A > 0, fiir A < 0 gibt es einen positiven Eigenwert (der
kritische Eigenwert ist genau fi(A) = —\ zur Eigenfunktion wug). Also
ist der triviale Ast stabil fiir A > 0 und instabil fiir A < 0.
Es gilt 0\u(0) = —1 # 0 wie in Satz 12.3 ausgesagt. Wir schlieflen
aus der Formel fiir die Limiten

sgn(sX'(s)) = —sgn(s), sgn(0au(0)) = —1 = sgn(ji(s)) = —sgn(s).

Also ist der nichttriviale Ast stabil fiir s > 0 und instabil fiir s < 0.
Beispiel 2 Mit demselben G betrachten wir jetzt die Gleichung

flu,p) = (A= pu—u®=0 in G,
u=0 auf 0G.
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ABBILDUNG 2. Die Verzweigungsbilder mit Stabilitéts-
resultaten in Beispielen 1 und 2

Die moglichen Verzweigungspunkte (auf der trivialen Achse) sind wie-
der genau die p;, in (0, ug) findet eine Verzweigung statt, der nichttri-
viale Ast sei gegeben durch (u(s), A(s)). Differenzieren der Gleichung
liefert

(A — pio)(ug + Osui(s)) = A(5)0su(s) 4+ O\ (s)u(s) + 3u(s)?Osu(s).
Wir differenzieren nochmal nach s.
(A — p10)0%uy(s) = A(s)0u(s) + 20,A(5)O5u(s)
+02X(s)u(s) + 3u(s)?0%u(s) + 6u(s)(su(s))?.

Wir multiplizieren die Gleichung mit wug im L2-Skalarprodukt. iibrig
bleiben die Terme

0 = 20,\(s) |luol|* + 2 A(s)s||ug||* + O(s%) + 6/ s|uo|?0su(s) .
¢

Daraus schliefen wir in einem ersten Schritt, dass d;A(s) gegen 0 geht
fiir s — 0, also d;A(0) = 0. Die Taylor-Entwicklung des ersten Termes
liefert dann

207M0)sluoll” + A (s)s|luol|* + 6/ sluol*|Dsu(s)]* = o(s).
G

Wir teilen durch s und bilden dann den Limes s — 0 und finden

2
A0 z——/ |,
s () ||u0||2 G| 0|

Insbesondere ist 9?X(0) negativ und die Verzweigung geht nach links’,
man sagt, die Verzweigung ist subkritisch.

Wir wissen schon, dass der triviale Ast instabil ist fir A < 0 und
stabil fiir A > 0. Mit der Formel von Crandall und Rabinowitz bestétigt
man, dass der nichttriviale Ast stabil ist (wie man es sich mit dem
"Pfeilchenbild’ auch iiberlegt).
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13. Globale Verzweigung

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die nichttri-
vialen Aste verhalten kénnen, wenn sie die bisher betrachtete kleine
Umgebung des Verzweigungspunktes verlassen.

Die Situation ist wie in Abschnitt 5.4: X ist ein Banachraum, O C
X X R eine offene Umgebung von (0, Ag), T : X — X linear, stetig und

~

kompakt, g : cl(2) — X stetig und kompakt mit g(z, A) = o(||z||) fiir
|z]| — 0, gleichméfig in A\. Wir betrachten

fx, ) =2 — ATz + g(z,\).

1/Xo sei ein Eigenwert von 7' mit ungerader (algebraischer) Vielfach-
heit.
Wir betrachten nun die Menge der nichttrivialen Losungen,

M = {(m) e Q| f(x,\) :0,$7é0}.

Uns interessiert im speziellen der Ast, der in (0, \g) entstanden ist. Wir
setzen

C := Zusammenhangskomponente von M, die (0, \o)
enthélt.

Dabei verwenden wir folgende Definitionen: eine Menge heifit zusam-
menhéngend, falls es keine Zerlegung in nichttriviale offene Teilmen-
gen gibt. Eine Zusammenhangskomponente ist eine maximale zusam-
menhéngende Teilmenge.

Unser Ziel ist es, zu zeigen:

SaTz 13.1 (Rabinowitz). C lduft entweder gegen Q) oder zuriick
zum trivialen Ast {0} x R\ (0, Ag).

Oftmals ist & = X x R der gesamte Raum. Dann bedeutet die erste
Moglichkeit, dass C' unbeschrénkt ist. Wir haben die Aussage bewiesen,
falls in folgender Annahme einen Widerspruch finden:

Es gibt eine beschrinkte Teilmenge 2 C Q, so dass
CNoQ={}und CN{0} xR = {(0,)\)}.
f ist von der Form id + kpt, also nach Proposition 3.6 eigentlich, d.h.
Urbilder (in beschrénkten Mengen) von kompakten Mengen sind kom-
pakt. Also ist (f]q)~'(0) kompakt. Es gilt M = (f]g)~*(0) \ ({0} x R)
und daher ist auch die abgeschlossene Teilmenge M N kompakt. Dann
ist auch die Zusammenhangskomponente C' kompakt.
Annahme: Wir finden eine offene Umgebung 2y von C, die C' von
O trennt, C' C Qy C Qy C Q, mit M NIQY = {}.
Unter Verwendung dieser Annahme finden wir den gesuchten Wi-
derspruch. Zunéchst modifizieren wir €2y so, dass gilt

QO N ({0} X R) = [)\0 — 5, )\0 +6],
Bs(0) x (Ao — 0, Ao +9) C Qo,
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ABBILDUNG 3. Die offene Umgebung €2y von C

fiir ein kleines 0 > 0. Dies ist moglich, da jeder Punkt (0, \) # (0, Ag)

einen positiven Abstand zu C' hat (C' ist kompakt und kehrt nicht zur

Achse zuriick); wir kénnen also ein B.(0, \g) aus €y ausschneiden.
Mit der Notation

Qo(A) :=={(z, \) € Q[N = A}
kénnen wir Abbildungsgrade berechnen. Die Zahl

d(f(a )‘)a QO()‘)> 0)

ist unabhéngig von A € (A\g — 6, \g + 0). Wohlgemerkt, dies ist nicht
nur die Homotopieeigenschaft (d4). Man verwendet zusétzlich, dass die
Nullstellenmenge einen positiven Abstand zum Rand hat, um lokal das
Gebiet konstant zu wéhlen. Formal wird dabei das Ausschneideaxiom
(d5) verwendet.

Wir wahlen nun zwei Zahlen A\, Ao, beide nahe genug an Ay und
mit A\ < Ag < \o. Wir wollen den obigen Grad an den zwei Stellen \;
berechnen. Wegen (d5) gilt

= d(f(, Ai), Q0 (Ni) \ B,(0),0) +d(f (., M), B,(0),0)

Der erste Term der rechten Seite verschwindet, denn wir kénnen A\ =
A1 soweit nach links verschieben (und Ay = Ay soweit nach rechts), dass
die Mengen Qo(\;) \B,(0) leer sind. Damit ist der Abbildungsgrad dann
0.

Der zweite Term der rechten Seite ist gerade der Index von f(., ;)
in der 0. Nach Voraussetzung iiber die ungerade Vielfachheit von 1/\g
springt dieser Index. Dies liefert den gesuchten Widerspruch, denn die
linke Seite ist gleich fiir ¢ = 1, 2.

Rechtfertigung der Annahme: Die natiirliche Wahl fiir 0y wére
natiirlich eine 0-Umgebung Bs(C') von C. Die Frage ist allerdings, ob
wir durch Wahl eines kleinen § erreichen, dass Bs(C) N M = C. Dann
konnten wir Qy = Bs(C) setzen, denn dann wiren keine Nullstellen
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von f auf 0Bs(C). Solch ein kleines 6 > 0 konnten wir leicht finden,
wenn (M NQ)\ C kompakt wire (es reichte: abgeschlossen), denn dann
hitte diese Menge von C' einen positiven Abstand. Diese Abgeschlos-
senheit ist allerdings nicht gegeben, und wir miissen ein wenig Arbeit
investieren. Vorstellung: Kann sich M \ C' an unendlich vielen Stellen
beliebig nah an C' anndhern?

Wir verwenden das folgende Lemma mit A := C, M := (MNQ)NQ,
B := M\ Bs(C). Das Lemma liefert uns dann M;, My mit positivem
Abstand, und wir wihlen als unser €2y eine offene Umgebung von M,
deren Abschluss M, nicht trifft.

LEMMA 13.2. Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum, A C M
eine Zusammenhangskomponente und B C M abgeschlossen mit A N
B = {}. Dann gibt es kompakte M; D A, My D B, so dass M =
Ml UM2 und M1 ﬂMg = {}

BEWEIS. Man verwendet den Begriff der e-Ketten: a,b € M sind
durch eine e-Kette verbindbar, falls es endlich viele Punkte zy, ..., z,
gibt mit x; = a, x, = b, und d(x, r441) < eVk=1,...,n— 1.

Mit diesem Begriff setzen wir

A. :={x € M| Je-Kette von a € A nach z}.

Bild: Vielleicht nithert sich M \ C' an unendlich vielen Stellen C'. Dann
werden die Teile von M \ C, die niher als € heranreichen, in die Menge
A; mitgenommen (obwohl es vielleicht keine Wegverbindung gibt).

Es gilt A C A. und A, ist offen (eine e-Umgebung ist auch noch
enthalten) und abgeschlossen (da es keine Kette nach z € M \ A,
gibt, kann es auch keine zu einem Punkt in B.(z) geben, also B.(z) C
M\ A.). Daher sind M; = A, und My = M \ A, Kandidaten fiir die
gesuchten Mengen. Es bleibt zu zeigen: B C M \ A, fiir € > 0 klein
genug.

Wir nehmen das Gegenteil an; zu € = % gibt es dann e-Ketten X,,,
die einen Punkt b,, aus B mit einem Punkt a, aus A verbinden. Wegen
Kompaktheit von A und B kénnen wir a,, — ag € A und b, — by € B
annehmen. Wir betrachten

My = {z € M|32" € X,, : xist Haufungspunkt von (2"),en} .

Dann ist M, abgeschlossen nach Definition, und daher kompakt. An-
genommen, M, wére nicht zusammenhingend und konnte also in
zwei abgeschlossene Teilmengen C) und Cy zerlegt werden. Dann gilt
p = dist(C1, Cy) > 0. Fiir beliebige Punkte ¢;, ¢ und € > 0 gilt, dass
die Punkte durch eine e-Kette in M verbunden werden kénnen (gehe
von einem Punkt nahe ¢; zu a¢ und von einem Punkt nahe ¢y, zu a
und mache daraus eine Gesamtkette). Wir wihlen ¢ = p/3 und fin-
den in den Ketten Punkte 2™, die mindestens Abstand p/3 zu beiden
Mengen C; haben. Diese Punkte haben einen Haufungspunkt, der in
keiner der C; liegt — ein Widerspruch zu Cy U Cy = M. Also ist M
zusammenhéngend.
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Wir schliefen My C A, da A eine Zusammenhangskomponente ist
und ag € M,. Es ist aber auch by € M, nach Konstruktion und daher
by € AN B, ein Widerspruch. O

Ein Beispiel fiir globale Verzweigung. Wir betrachten auf dem
Intervall (0, ) fiir u € X := {v € C*((0,7),R)|v(0) = v(7) = 0} die
Gleichung

(13.1) O*u + M — ®(.,u(.),du(.)) = 0.

Dabei sei @ : (0,7) x R x R — R eine Nichtlinearitit mit |®(z, s, p)| <
C(|s|* + |p|?)Vz, s, p. Der Laplace Operator A : X — C°((0,7),R) ist
invertierbar, durch Anwendung von 7" := A~! formen wir die Gleichung
um in
flu,A\) :==u+ ATy — N(u) =0.

Diese Gleichung erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 11.5 und es gibt
Verzweigungen in allen Eigenwerten, also in A\, = —k%k = 1,2,...
(alle Eigenwerte sind einfach). Seien C} die zugehérigen Zusammen-
hangskomponenten der Losungsmenge. In diesem Beispiel konnen wir
das Verhalten der Losungséste global bestimmen, weil man im eindi-
mensionalen Nullstellen zédhlen kann.

SATZ 13.3. Fiir jedes k € N ist die Nullstellenmenge Cj, der Glei-
chung (18.1) unbeschrinkt in X x R. Sie besteht aus Funktionen u mit
genau k — 1 einfachen Nullstellen in (0, ).

BEWEIS. Sei S* die Menge von Funktionen v € X mit genau k — 1
einfachen Nullstellen in (0, 7) und 9,u(0) # 0, O,u(w) # 0. Dann ist S*
offen in X und S* N S™ = {} fiir k # m. Fiir den Losungszweig wissen
wir lokal u(s) = suy + o(s), wobei uy(z) = sin(kz) die Eigenfunktion
zu A, = —k? ist. Daher erfiillen u(s) aus dem k-ten Zweig u(s) € S*.

Angenommen, in C), gibe es Losungen (u,\) ¢ S*. Dann miifite
es auch ein u € C} geben, das eine doppelte Nullstelle hat. Da u aber
eine gewohnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung erfiillt, wire
dann v = 0. Damit wére C}, wieder zum trivialen Ast zuriickgekehrt,
was weder in den \,,, m # k (Anzahl der Nullstellen), noch in anderen
Punkten moglich ist (sind keine Verzweigungspunkte).

Bemerke, dass die Aste mnach oben’ und 'nach unten’ im Verzwei-
gungsbild durch das Vorzeichen von 0,u(0) global unterschieden werden
koénnen. O

14. Hopf-Verzweigung

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewohnliche Differenzial-
gleichung

(14.1) O (t) = f(x(t), N),

und nehmen immer an, dass zy = 0 eine stationdre Losung ist, d.h.
f(0,A) = O¥\. Wie zuvor interessieren uns Punkte (0, \g), in denen die
Stabilitat von zq sich dndert.
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Wenn man z.B. Gleichungen vom Typus dyu = Au + f(u) unter-
suchen mochte, dann ist es sinnvoll, anstelle der DGL das zugehorige
dynamische System zu betrachten, welches einen Startwert z auf den
Wert x(t) wirft, wobei z(.) Losung der Gleichung zum Parameter A ist.

(14.2) Xoz—T(z,t,\) € X.

Wir wollen nun die Grundidee der Hopf-Verzweigung skizzieren.
Lineare Gleichung. Wir betrachten die Gleichung fiir x =

($17 $2)a

(14.3) Opx = ( i ;1 )x

Fiir A = 0 hat diese Gleichung sehr spezielle Losungen, ndmlich x(t) =
a - (sin(t), cos(t)), wobei a € R beliebig ist. Wir finden also eine Schar
von (nichttrivialen) periodischen Losungen der Gleichung. Wir wollen
im Folgenden die Losungen a - (sin(t + ¢), cos(t + ¢)) nicht als neue
Losungen ansehen, denn es sind die alten, nur phasenverschoben.

Fiir A < 0 spiralen alle Losungen in die 0 hinein, fiir A > 0 spiralen
alle von der 0 weg. Dies ist typisch: Die stationére Losung zy = 0 hat
fiir A = 0 ihre Stabilitéat verloren. Wéahrend dieses Prozesses sind keine
weiteren stationdren Losungen entstanden, sondern periodische.

Das Ergebnis dieses Abschnittes ist im Wesentlichen: Dieses Bild
gilt auch in der nichtlinearen Situation. Die Abbildung zeigt die Menge
der (s, ), so dass (0, s) Startwert ist von einer periodischen Lisung zu

FlA).

N

V.
T

ABBILDUNG 4. Die Menge von Startwerten fiir periodi-
sche Losungen im linearen und im nichtlinearen Fall

Die Beweisidee ist: Fiir A = 0 wandert ein Punkt (s,0) der Ebene
in der Zeit 27 wieder genau auf den Startpunkt. Eine Nichtlinearitét
wird die Bahn verschieben, so dass sie nicht genau wieder (s, 0) trifft.
Aber: Vergroflern von t schiebt den Zielpunkt nach oben, vergréfiern
von A nach rechts. Durch Anpassen dieser zwei Parameter treffen wir
genau wieder (s,0).



14. HOPF-VERZWEIGUNG 7

Nichtlineare Gleichung. Wir wollen auch Gleichungen in Ba-
nachrdumen zulassen und betrachten daher zunéchst die allgemeine Si-
tuation: X Banachraum, T'(z,t, \) ein dynamisches System auf X (wir
verzichten hier auf die Definition von ’dynamischem System’, wesent-
lich ist, dass T'(z,t, A) fiir alle t € R, definiert ist, und T'(.,t + s, \) =
T(.,t,A\)oT(.,s,A)). Die Abbildung T'(.,t) heifit Poincaré-Abbildung,
falls eine zugrundeliegende Evolutionsgleichung gegeben ist.

LEMMA 14.1. Wir betrachten eine Abbildung T : X x R, x R — R
der Klasse C? seine Linearisierung
L(t,\): X — X,z D,T(0,t,\) ().
Wir setzen folgendes voraus.

a) id— L(tg, \o) ist Fredholm Operator vom Index 0 und hat einen
2-dimensionalen Kern X, = span(u,v).
Insbesondere finden wir eine Projektion P auf ein Co-Bild Y
von Y1 = R(id — L(tg, \g)) mit ker P = Y].

b) Folgende Abbildung ist invertierbar:

Dy PL(to, M) (u) : R x R — Y,

Dann gibt es eine Schar von Fizpunkten (das dynamische System hat
eine Schar periodischer Losungen): Fir kleines s finden wir Startwerte
x(s) = su + x1(s), Perioden t(s) = to + o(1) und Parameter \(s) =
Ao+ o(1), so dass

T(x(s),t(s), A(s)) = x(s).

BEWwWEIS. Wir machen zunéchst eine Ljapunov-Schmidt Reduktion
mit Parameterraum A = R? 3 (¢, \). Die Gleichung x — T'(z,t,\) = 0
wird lokal genau dann von x gelost, wenn

T =X+ l’l(l'o,t, )\),
q)(.flf(],t, )\) = PSL’O - PT(SL’O + l’l(l'o, t, )\), t, )\) = 0.
Hierbei gilt 21(0,¢,A) = 0 und D,,21(0,tp, A\g) = 0. Wir machen den

speziellen Ansatz ro = su und schreiben nun die Verzweigungsglei-
chung &dquivalent als

_ L1d(su,t, \) fir s#0,
(14.4)  Wls,t, )= { D.B(0,4,0) (w)  fiir s = 0.
Die nichttrivialen Nullstellen von ® sind genau die nichttrivialen Null-

stellen von W¥; die Abbildung W ist von der Klasse C'. Wir haben eine
spezielle Nullstelle von W,

\I/(O,t(), )\0) = Pu— PL(t(), )\0) <u> =0.

Wir wollen nun auch fiir kleine s # 0 16sen, wir wollen also nach (¢, \)
auflosen. Dies geht mit dem Satz {iber implizite Funktionen, falls

D(t)\)\ll((]v to, )‘0) = D(t)\)(Pu_PL(tv )‘) <U>)|(t0,)\0) = D(M)PL(t(b )‘0) <u>

invertierbar. Dies war vorausgesetzt. U
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SATZ 14.2 (Hopf-Verzweigung). Sei f € C?*(R"™ x R,R") mit
f(0,X) =0VA € (=4,6). Wir nehmen an:

(1) Imagidre Figenwerte: Die Linearisierung A(X) = D.f(0,\)

hat fiir A = A\ die konjugiert komplexen einfachen Eigenwerte

+ifo, o € Ry

(2) Resonanz: Alle Vielfachen kif3y sind keine Eigenwerte von
A(Xo).

(3) Transversalitit: Die C'-Fortsetzung a(\) + i3(\) des Eigen-
wertes i3y erfillt Oxa(Ag) # 0.

Dann hat die Gleichung Oz = f(x,\) eine Schar von nichttrivialen
periodischen Losungen der Form xz(t, s) zu Parametern \(s) = Ag+o(1)
mit Periode t(s) = 2w /By + o(1) und Startwerten x(0,s) = su + o(s)
fiir kleine s.

BEWEIS. Die Aussage ist genau die aus Lemma 14.1 fiir ty := 27/,
und 7" das dynamische System zu f. Wir miissen die Voraussetzungen
a) und b) aus dem Lemma nachpriifen. Ausgangspunkt ist folgende
Behauptung:

Falls T'(., ¢, ) die Poincaré Abbildung zu z +— f(z, \)

ist, dann ist L(¢, \) (.) die Poincaré Abbildung zu z —

A-x.
Der Beweis ist elementar: man betrachtet 0,7 (xo,t) = f(T'(zo,t)) und
differenziert nach x in eine Richtung z:

B,L(t,\) () = D,O,T(0,t,)\) (z)
= D, f(T(0,4))D,T(0,t,\) (z) = AL(t, \) (7).

Wir betrachten nun die Komplexifizierung C™ des Raumes R™ und
zerlegen C" in die verallgemeinerten Eigenrdume von A. Zu einem Ei-
genvektor v mit Eigenwert p gehort die Evolution

v(t) :=vet 16st Qu(t) = Av(t).

Also wird der Kern von id — L(tg, \g) aufgespannt von den Eigenvek-
toren von A, fiir die e'* = 1, also fiir ¢ty = 27/, von den Eigenvek-
toren mit Eigenwerten ik(3,. Unter Annahmen 1. und 2. ist der Kern
2-dimensional.

Wir wéhlen nun zwei Eigenvektoren u, v, so dass Au = ifyu, Av =
—ifov. Als entsprechende reelle Basisvektoren konnen w; := Re u
und wy := Im u gewéhlt werden, fiir diese gilt Aw; = Re (Au) =
Re (ifou) = —FoIm u = wy und ebenso Awy = Byw;. Als Projektion P
wéhlen wir die Projektion auf span(wy,wy) C X.

Wir setzen u und v fort zu Eigenvektoren u(A),v(A) mit Pu()\) =
u, Pu(\) = v zu Eigenwerten «a(\) £+ i5(\). Fiir diese wollen wir
D PL(tg, \o) : R x R — X, aus dem Lemma berechnen. Es gilt

L(t,\) : u(X) > e@OFBO, (\)
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also ebenso auch fiir die Projektion PL. Wir differenzieren nach ¢ und
A und erhalten

&gPL(to, >\0) <U> = iﬂou,
8)\PL(t0, >\0) <U> = (O/()\(])to + ’Lﬂ/()\(]))u

In der Schreibweise mit reellen Basisvektoren w; und wy lautet dieses
Ergebnis

9:PL(to, Ao) (w1) = —Fows,
8)\PL(t0, )\0) <w1> = O/()\())towl — ﬁ/()\o)’LUQ.
Wegen der Transversalitiat (3) o/(A\g) # 0 ist die Abbildung

D2 PL(to, \o) (w1) : R? — X, = span(wy, wy) invertierbar. Dies war
Zu zeigen. 0

Anmerkung zum Beweis: Unser Beweis rechtfertigt die Vorstellung,
dass wir im R? im Punkt (s, 0) starten, und nach Zeit ¢ wieder in (s, 0)
sein wollen. Durch Wahl der beiden Parameter £ und A\ kénnen wir dies
erreichen.

Ein Beispiel. Betrachte den Oszillator

v+ ) =N +y=0.
Wir schreiben dies als System, u = (y,y/),

/ 0 1 0
(L) ()
Die Eigenwerte sind p € C mit
—p(=p+A)+1=0,
also
P12 = %()\i m)

Fiir A = A\g = 0 finden wir konjugiert komplexe Eigenwerte mit

1
8ARe P12 = 5 7’é 0.

Es geschieht also eine Hopf-Verzweigung in A = 0; es gibt nichttriviale
periodische Losungen kleiner Amplitude in der Ndhe von Aq.

Ein alternativer Beweis der Hopf-Verzweigung. Eher im
Geiste dieser Vorlesung wire ein anderer Beweis fiir die Existenz nicht-
trivialer periodischer Losungen. Wir kénnten einen Raum von Funk-
tionen w : t — u(t) definieren und in diesem Raum die Gleichung

F(u,\) == 0wu(.) — f(u(.),\) =0

betrachten. Gesucht sind periodische Losungen, wir sollten also einen
Funktionenraum periodischer Funktionen wéihlen. Ein Problem ist,
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dass die Periodenlénge T auch unbekannt ist. Daher skalieren wir die
Gleichung um:

U(r) :=u(T-7), 0.U(T)=T-f(U(T),\).

Wir suchen T-periodische Losungen u, also 1-periodische Losungen U.
Also:

Aufgabe: Finde X nahe A\g und T nahe T und nichttriviale
UeX:=C,([0,1,R")

= {u € ([0, 1, R")[u(1) = u(0), du(1) = Opu(0) } ,
welche fiir
F:XxRxR—Y:=C°([0,1],R"),

per

FUNT) = 8,U —T- f(U,N)
die Gleichung F(U, A\, T') = 0 16sen.

Wir kénnen nun die Hopf-Verzweigung wie die vorherigen Verzwei-
gungen (also als stationire Verzweigung) auffassen kann. Wieder be-
stimmen wir den Kern der Linearisierung. Diesmal ist dieser Kern zwei-
dimensional:

Uyt — wy - sin(2nt) + wy - cos(27t),
Uy : t +— wy - cos(2mt) + wy - sin(27t),
ker DUF(O, )\0, TO) = {Ul, Ug} 5
wobei w; und wy Vektoren in X sind, beziiglich denen die Matrix A =
D, f(0, ) die Darstellung
0 —/fo
Bo O
hat.

Der Kern der Linearisierung von F' ist also 2-dimensional, dafiir
miissen wir auch nach 2 Parametern 7" und A auflésen. Dies kénnen wir
nicht mit unseren fritheren Sétzen tun, da dort ungerade Dimensionen
betrachtet wurden. Der Zweidimensionalitét liegt eine besondere Sym-
metrie von F' zugrunde: F' bildet Zeit-s-translatierte Funktionen wieder
auf ebenso Zeit-s-translatierte rechte Seiten ab. Daher besteht auch der
Kern aus einer Funktion und ihren Zeit-Translationen, auch die nicht-
trivialen Losungen sind ein Symmetrieorbit einer einzigen Funktion.

Man kann diese Ideen zu einem Beweis machen, indem man die
Symmetrie 'herausdividiert’. Daher kann man Hopf-Verzweigung auch
verstehen als eine statiodre Verzweigung mit einer Symmetrie. Der Vor-
teil des von uns durchgefiihrten Beweises ist, dass er problemlos auch
auf z.B. die Warmeleitungsgleichung anwendbar ist, denn das zugehori-
ge dynamische System hat sehr schone Eigenschaften (z.B. Kompakt-
heit).
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