Dr. Jens Wirth
Institut fiir Angewandte Analysis
TU Bergakademie Freiberg

Analysis V
(Funktionalanalysis)

1. Auflage
Freiberg, 15. August 2006






Inhaltsverzeichnis

1 Grundkonzepte: Raume und Algebren
1.1 Normierte Rdume und Banach-Rdume . . . . . . .. .. .. ... .. ... ..
1.2 Beschriankte Operatoren und Banach-Algebren . . . . . . . . .. ... .. ...
1.3  Unterrdume und Approximationaufgaben . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.4 Der Bairesche Kategoriensatz und seine Folgerungen . . . . . . . . .. .. . ..
1.5 Hilbertrdume . . . . . . . ..
1.6 Ausblick: Topologische Vektorraume . . . . . . . .. ... ... ... .....
1.7 Die Topologie der starken Operatorkonvergenz . . . . . . . . . ... ... ...

2 Dualitdtstheorie
2.1 Dualrdume . . . . . . . oL
2.2 Die Satze von Fréchet-Riesz . . . . .. .. . ..o
2.3 Reflexivitdt . . . . . . . . .
2.4 Schwache Konvergenz . . . . . . . . . . .. .
2.5 Schwach-*-Konvergenz . . . . . . . . . ... ...
2.6 Schwache Kompaktheit . . . . . . . .. ...
2.7 Konvexitdt und schwache Konvergenz . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...

3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren
3.1 Kompakte Operatoren . . . . . . . . . . . . ...
3.2 Endlichdimensionale Operatoren und die Approximationseigenschaft . . . . . .
3.3 Riesz-Theorie . . . . . . . . .
3.4 Fredholm-Theorie . . . . . . . . . . . ...

4 Spektraltheorie
4.1 Der Spektralsatz von Riesz-Schauder . . . . . . ... ... ... ... ... ..
4.2 Das analytisches Spektralkalkdl . . . .. . .. ... ... .. 0.



Inhaltsverzeichnis

Vorrede

Die Funktionalanalysis liefert ein méchtiges Hilfsmittel sowohl zum abstrakten Beschreiben,
als auch zum Losen einer Vielzahl von Problemstellungen der angewandten Mathematik. Ziel
der Vorlesung soll neben einer Einfilhrung in die grundlegenden Konzepte wie Banach- und
Hilbertrdume, Algebren beschrénkter Operatoren und dualer Rdume die Behandlung abstrak-
ter Operatorgleichungen und die Anwendung der Resultate auf Integralgleichungen zweiter

Art sein.

Abschlufl der Vorlesung bildet eine Einfithrung in die Spektraltheorie beschrénkter Operatoren
auf Banach- und Hilbertraumen, die Grundlage fiir weitere Betrachtungen sein kann und sollte.

Weitere Anwendungen und Beziige zur Behandlung partieller Differentialgleichungen oder sin-
guldrer Integralgleichungen kénnen nur am Rande erwahnt werden, fiir Aspekte nichtlinearer

Funktionalanalysis sei auf weiterfithrende Vorlesungen verwiesen.
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1 Grundkonzepte: Raume und Algebren

Alles ist Raum.

1.1 Normierte Raume und Banach-Raume

Normen

Ein erster Schritt in die Funktionalanalysis besteht darin, Strukturen der Linearen Algebra
mit denen der Topologie, also mit Konvergenzbegriffen und Vorstellungen von Néhe und Um-
gebung, zu verbinden.

Wir beginnen damit, Vektorrdume mit einer Norm zu versehen, die anschaulich gesprochen,
den Abstand zum Nullvektor mifit. Sei im folgenden K einer der Kérper R oder C.

1.1.1 Definition. Ein normierter Raum iiber K ist ein Paar (V.|| - ||) bestehend aus einem
K-Vektorraum V' und einer Normfunktion ||-|| : V' — R, welche die folgenden Bedingungen
erfiillt:

V0) Es gilt ||z|| > 0 fiir alle z € V.

(VO0)

(V1) Es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0 gilt.

(V2) Fir alle A € K und alle x € V' gilt || \z|| = |A] [|z]].
(V3)

V3) Fiir x,y € V gilt die Dreiecksungleichung ||x + y|| < ||z|| + ||y]]-

Es gibt viele Moglichkeiten einen gegebenen Vektorraum mit einer Norm zu versehen.

1.1.2 Beispiel. Auf dem Vektorraum R" betrachten wir die p-Normen, die fiir Vektoren
r=(x1,...,2,) € R" durch

n 1/p
|l = <Z!xi\p> ,  pE€l,00) (1.1.1)

und
l|z]|0o == max | ;] (1.1.2)

definiert sind. Es gilt fiir alle p € [1,00] und alle z € R"

|2lloe < [lflp < ][y < 0l (1.1.3)
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1.1.3 Proposition. Jeder normierte Raum (V.|| - ||) ist durch Einfihren der zugeordneten
Metrik
d(z,y) = [|lz — y|| = d(z — y,0) (1.1.4)

ein metrischer Raum.

Insbesondere iibetragen sich damit alle fiir metrische Rdume gezeigten Sétze unmittelbar auf
normierte Raume.

1.1.4 Definition. Zwei verschiedene Normen || - ||4 und || - ||p auf V heiflen dquivalent, falls
es eine Konstante C' > 0 gibt, so daB fiir alle z € V'
CHzlla < lzlls < Cllzlla. (1.1.5)

1.1.5 Satz. Sei V' endlichdimensional. Dann sind auf V' alle Normen dquivalent.

n

Beweis. Sei dimV = n und {ey,...,e,} eine Basis von V. Wir zeigen, daf jede Norm || - || zur
1-Norm oder Summennorm

Zakek = Z‘Ozk’ (116)
k=1 1 k=1

aquivalent ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt zunéchst

n
E 07718
k=1

mit Cy = max ||ex||. Betrachtet man umgekehrt die Abbildung

]l =

< Jalllexl| < Cofl]|s (1.1.7)
k=1

N:Vazw|z| €R, (1.1.8)
so ist diese wegen [N (2) = N(y)| = |[lal] = llll | < llz = yl| < Collz =yl stetig auf (V, |- ).
Die Einheitssphére

S={xeV ||zl =1} (1.1.9)

ist als Urbild von {1} unter = — ||z||; abgeschlossen und (wegen der kanonischen Identifikation
von (V|| -|1) mit (R™, || - ||;)) kompakt. Nach dem Satz von Weierstraf} ist also N auf S nach
(oben und) unten beschrinkt, es existiert also ein C; > 0 mit

2l = fl[lx

x
——I > |lz]l: C. (1.1.10)
[E4 1R H
Damit ist die Aquivalenz gezeigt. O]

Im folgenden sollen im wesentlichen nur unendlichdimensionale Vektorrdume betrachtet wer-
den, die endlichdimensionalen sind durch den vorhergehenden Satz auf die Euklidischen Rdume
(R™,|] - |]2) zuriickgefiihrt.

1.1.6 Beispiele. Es sei ¢y die Menge der komplexen Nullfolgen (z,). Bezeichnet man nun
zur Nullfolge (z,) mit ||(z,)|| := sup, |z, so wird damit ¢y zu einem normierten Raum. Mit
derselben Definition kann man auch die Menge ¢ der konvergenten Folgen und die Menge >
der beschrinkten Folgen zu einem normierten Raum machen.

1.1.7 Beispiel. Sei X ein kompakter metrischer Raum und C'(X') der Vektorraum der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf X. Dann wird C(X) durch die Supremumsnorm ||f|| =
sup,cx |f(z)| zu einem normierten Raum.



1.1 Normierte Raume und Banach-Raume

Konvergenz

Da jeder normierte Raum ein metrischer Raum ist, iibertragen sich Begriffe wie Konvergenz
und Stetigkeit. Sei also im Raum (V|| - ||) eine Folge z, € V gegeben. Die Folge konver-
giert gegen x € V, falls die Folge der Normen ||z, — z|| eine Nullfolge bildet. Wir schreiben
dafiir kurz x,, — z fiir n — oco. Elementare Eigenschaften konvergenter Folgen iibertragen
sich unmittelbar von reellen Zahlenfolgen auf Folgen in normierten Rdumen, indem man die
Normeigenschaften ausnutzt.

1.1.8 Proposition. 1. z,, — x impliziert ||x,| — ||z
2. x, — v und y, — y impliziert x, +y, — x +y.

3. x, — x und a,, — « fir a,,a € K impliziert a,x, — ax.

Vollstandigkeit

Unmittelbar aus der Dreiecksungleichung fiir Normen ergibt sich, dafl jede konvergente Folge
in V eine Cauchy-Folge! ist, d.h.

Ve>0:3dN eN:Vm,n>N: ||z, — x| <e (1.1.11)

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nur in vollstidndigen metrischen Rdumen. Angewandt auf
normierte Rdume legt das folgende Definition nahe.

1.1.9 Definition. Ein normierter Raum heifit Banachraum?, falls er (als metrischer Raum)
vollsténdig ist.

1.1.10 Satz. Jeder normierte Raum lafit sich auf eindeutige Weise zu einem Banachraum
vervollstindigen.

Beweis. Der Beweis ergibt sich d&hnlich dem fiir metrische Rdume. Bezeichne V' den normierten
Raum und C(V) die Menge der Cauchy-Folgen aus Elementen von V. Zwei Cauchy-Folgen
() und (y,) wollen wir als dquivalent bezeichnen, (z,) ~ (y,), falls die Differenz (z,, — y,)
eine Nullfolge bildet. Ist die Folge (z,) in V' konvergent, so damit auch (y,) und wir kénnen
die Elemente von V' mit den konvergenten Folgen aus C(V')/. identifizieren. Dies liefert eine
Einbettung

V—-CV)/~. (1.1.12)

Als néchsten Schritt wollen wir auf C(V')/. eine Norm definieren, welche die aus V' fortsetzt.
Dazu setzen wir fiir (z,,) € C(V)

()] := T [l,]]. (1.1.13)

Diese Norm ist auf Aquivalenzklassen konstant und stimmt fiir konvergente Folgen mit der
Norm in V' iiberein (insbesondere ist V' in C'(V)/. eingebettet). Als letzten Schritt zeigen

Inach AugusTIN Louts CAaucHY, 1789-1857
2bezeichnet nach dem polnischen Mathematiker STEFAN BANACH, 1892-1945
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wir, dal C(V')/~ versehen mit dieser Norm ein Banachraum ist. Sei dazu (), = () eine
Cauchy-Folge aus C(V')/~. Wir konstruieren eine mogliche Grenzfolge. Fiir jedes n sei m,, so
grof} gewihlt, dafl

| <n m > m,. (1.1.14)

||$m,n - xmn7n|

Betrachtet man jetzt die Folge (x,,,, ) so gilt

||(xm)n - (xmn,n)H = nll_rgo me,n - xmn,nH < n' — 0. (1~1'15>

Bleibt zu zeigen, da8 (z,, ,) selbst Cauchyfolge ist. Dazu identifizieren wir V' mit seinem Bild
in C(V') und schreiben

[Zmm = Tmpkll < N2mm = @m)nll + 1 (@m)n = (@m)kll + | (@m)k = Ty
<n U (@n)n — (@a)i] + 57T (1.1.16)
wobei der zweite Summand wegen der Cauchyfolgenbedingung in C'(V')/ .. beliebig klein wird.
Damit haben wir eine Grenzfolge konstruiert und der Existenz-Beweis ist beendet. Fiir die
Eindeutigkeit betrachten wir die Einbettung eines normierten Raumes V' in eine seiner Ver-
vollstdndigungen . Insbesondere ist V' dicht in W. Wendet man nun auf V' den obigen Prozef}

an und konstruiert C(V')/., so kann man C(V)/. in W einbetten. Da C(V')/. vollsténdig ist,
ist er in W abgeschlossen. Dichtheit liefert Gleichheit beider Raume. ]

1.1.11 Beispiele. Beispiele zu Banach-Radumen zu formulieren bedeutet in der Regel schwer-
wiegende mathematische Sétze zu zitieren. Einfachste Beispiele sind alle endlichdimensionalen
Réaume. Daneben haben wir bereits die Folgenrdume

1. ¢g versehen mit der Maximumnorm,
2. ¢ versehen mit der Spremumsnorm,

3. (> versehen mit der Supremumsnorm,

kennengelernt, deren Vollstindigkeit als Ubungsaufgabe gezeigt werden kann. Weitere Fol-
genrdume ergeben sich als Beispiele der Lebesgueschen Integrationstheorie

4. 07 :={ (2,) | >, |#n|? < 00 } versehen mit der p-Norm, welcher als LP(N, #), N versehen
mit dem Zahlmafl #, verstanden werden kann.

1.1.12 Beispiel. Der oben erwdhnte Raum der stetigen Funktionen C'(X) auf einem kom-
pakten metrischen Raum X ist vollstdndig. Konvergenz in der Supremumsnorm entspricht
gleichméfiger Konvergenz.

1.1.13 Beispiel. Eine wichtige Klasse von Banachriumen sind die Lebesgue-Rdiume® LP(R™)
versehen mit der LP-Norm

1/p
Ity =  [1s@pa) "ol = s 7o) (1.1.17)

Sie sind ein Spezialfall der allgemeinen Lebesgue-Riaume LP(X, ), u), € eine o-Algebra auf X
und g : 2 — R ein Ma8.

3nach HENRI LEBESGUE, 1875-1941




1.2 Beschrankte Operatoren und Banach-Algebren

1.1.14 Beispiel. Ein letztes Beispiel soll die Konstruktion eines neuen Raumes aus zwei
normierten Rédumen sein, der Produktraum. Seien dazu (V4, || - ||1) und (Va, || - ||2) normierte
R&aume. Dann definiert

(2, )12 = (|l + lyll2 (1.1.18)

auf dem Vektorraum der geordneten Paare, V) x V5, eine Norm. Der Produktraum ist ein
Banachraum, wenn beide Faktoren welche sind. Neben der oben angegebenen Norm kann man
auf dem Produktraum auch die (dazu dquivalenten) Normen

1
(el + Iyl oder  max([lzs, [lyll2) (1.1.19)

verwenden. Das Beispiel iibertrédgt sich unmittelbar auf alle endlichen Produkte.

In Banachrdumen gelten alle Sétze, die man als Folgerung des Cauchy-Kriteriums fiir Folgen
erhélt. Insbesondere ergeben sich wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen.

1.1.15 Satz (Majorantenkriterium). Sei (x,) eine Folge in einem Banachraum V mit
|zs|| < a. Gilt dann ), a, < 00, so konvergiert die Rethe

ixn (1.1.20)
n=1

absolut (und unbedingt) in V.

Der Beweis erfolgt analog zu den entsprechenden Sétzen fiir Zahlenreihen.

1.2 Beschriankte Operatoren und Banach-Algebren

Lineare Abbildungen und Stetigkeit

Seien (V4,||-||1) und (Va, ||-]]2) normierte Raume. Wir wollen zuerst der Frage nachgehen, wann
eine lineare Abbildung A : V; — V5 beziiglich der durch die Normen induzierten Topologie
stetig ist.

1.2.1 Satz. Fir eine lineare Abbildung A : Vi — Vs sind dquivalent:

1. A ist stetig.
2. A ist an der Stelle 0 € V; stetig.
3. Fiir A ist der Quotient ||Az||o/||x|]1 auf Vi \ {0} beschrankt.

4. A st beschrinkt, das heifst A bildet beschrinkte Teilmengen auf beschrinkte Teilmengen
ab.

Beweis. [1 — 2] klar.
[2 — 3] Angenommen 3 gilt nicht. Dann existiert eine Folge z,,, so daB || Az, |2 > n?||z,| gilt.
Betrachtet man nun die Nullfolge y,, = x,,/n||x,1, so folgt ||Aynll2 > n, A ist also in 0 nicht
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stetig.

[3 — 4] Sei C' = sup, ||Az|]2/||z|ly und M C V; eine beschréinkte Menge. Dann gibt es ein
R > 0,s0odal M C Bg :={z € Vi | ||z|ly < R}. Weiter folgt, daB A(Br) C Bcr gilt, also
A(M) C Begr beschriankt ist.

[4 — 3] Anwendung auf die Einheitskugel in V5.

[3 — 1] Sei z,, — x eine konvergente Folge in V;. Dann gilt mit C' = sup, || Az||2/||z |

[Azy — Azlly = [[A(zn — 2)]l2 < Cllan — 2|y (1.2.1)
[l

1.2.2 Definition. Sei A : V] — V5 beschriankt. Dann bezeichnet

[ Az[5
I|A|l = si%) Tl = ||S\1|Hi1 || Az||2 (1.2.2)

die Operatornorm von A. Die Menge der beschrinkten linearen Abbildungen £(V;, V,) wird
damit zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrdinkten Operatoren.

1.2.3 Proposition. 1. ||aA| = |o| [|A]l
2. [[A+ Bl < Al +B]
1.2.4 Satz. Sei V; ein Banachraum. Dann ist auch L(V1,V3) ein Banachraum.
Beweis. Sei Ay eine Cauchyfolge aus £(V7, ;). Dann ist wegen
[Aez — Az]] < || Ak — Al [|]] (1.2.3)

(Agx) fiir jedes x € V; eine Cauchyfolge aus V5. Sei ihr Grenzwert mit Ax bezeichnet. Dann
ist A offenbar linear und wegen

[Azf] = Tim [[Apz] = |lzf| lim [[A]] < oo (1.2.4)
beschrinkt. Insbesondere gilt ||Ax — Al — 0 und damit ||A|| = limy_ || Ax||- O

Beispiele

1.2.5 Beispiel. Sind V; und V5 beide endlichdimensional, so kann man den Raum der be-
schrankten Operatoren mit dem Vektorraum der Matrizen identifizieren, insbesondere gilt
LK™ K™) = K™,

1.2.6 Beispiel. Beschrinkte Operatoren zwischen Folgenrdumen lassen sich als unendliche
Matrizen verstehen. Wir betrachten einen einfachen Fall. Sei dazu A : ¢! — ¢! beschrinkt.
Sei weiter e, die Folge (0,0,...,1,0,...), die nur an der m-ten Stelle den Eintrag 1 besitzt.
Bezeichnet man Ae,, = (ay)m = (@n,m). Dann kann man die Anwendung des Operators A als
Matrix-Vektor-Multiplikation verstehen

10



1.2 Beschrankte Operatoren und Banach-Algebren

Es stellt sich die Frage nach Bedingungen an die Koeffizienten oy, ,, so da der entstehende
Operator beschrankt ist. Notwendige Bedingungen sind einfach zu formulieren, da sie nur auf
die Anwendung der Dreiecksungleichung hinauslaufen. So ist wegen

Il =Dyl =D D tnmm| < (Z mqu|an,m|> > Jaml = Cll(@m)li (1.2.6)

der Operator A beschrinkt, falls

C'=> max|omn| < oo (1.2.7)

gilt. An dieser Stelle miissen wir offenlassen, ob die Umkehrung dieser Aussage richtig ist.

1.2.7 Beispiel. Seien X, Y C R"™ der Abschlufl beschriankter Gebiete und k£ € C'(X x Y') eine
auf dem Produkt definierte stetige Funktion. Dann kann man vermittels k£ durch das Integral

Kf) = [ ke f)ds (123
b
einen Operator K : C'(X) — C(Y) definieren. Dieser ist beschriankt, da
e
X

gilt. Insbesondere ist auch die Zuordnung C(X xY') 3 k — K € L(C(X),C(Y)) ein beschrénk-
ter Operator. Man bezeichnet K als Integraloperator mit stetiger Kernfunktion k(z,y).

1K fI| = sup
yey

< (XTI (1.2.9)

1.2.8 Beispiel. Der im letzten Abschnitt definierte Produktraum V x V fiir einen normierten
Raum V kann auch verstanden werden als £(K?, V). Damit kann man insbesondere nun auch
unendliche Produkte eines normierten Raumes mit sich konstruieren, indem man Abbildungen
aus Folgenrdumen in den Vektorraum V' betrachtet, also L(¢7, V).

Ist A € L(V1,V,) und B € L(V5,V3), so kann man die Verkettung BA betrachten. Fiir die
Operatornorm von BA erhilt man wegen

|BAz|| < [|BI[ || Az[| < [IBI[|All |]]]
die Abschatzung der Submultiplikativitdt der Operatornorm
|BAJ| < || B|[|A]l. (1.2.10)

1.2.9 Definition. Eine lineare Abbildung A € L(V;,V5) heiBt ein Isomorphismus der nor-
mierten Raume V) und V5, falls A (stetig) invertierbar ist, das heifit falls ein B € L(V5, V1)
mit AB = I und BA = I existiert. Ein Isomorphismus* heit isometrisch, falls er die Norm
erhélt,

|| Az||2 = ||x]|1, Ve € V. (1.2.11)

Von spezieller Bedeutung sind die beschriankten Operatoren eines normierten Raumes in sich,
das heifit die Menge L£(V') := L(V, V). Neben der Vektorraumstruktur ist auf dieser Menge
auch die Verkettung von Operatoren definiert, die man als Multiplikation in einer Algebra
auffassen kann. Die invertierbaren Elemente in dieser Algebra werden als Automorphismen
bezeichnet.

4Tatsichlich ist jede isometrische Abbildung ein Isomorphismus, die Forderung also iiberfliissig.

11
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Banach-Algebren

1.2.10 Definition. Eine normierte Algebra ist ein Paar (A, || - ||) bestehend aus einer K-
Algebra (A, +,-) und einer Norm || - ||, die neben den Eigenschaften (V0) — (V3) noch die
Eigenschaft

(V4) Fiir 2,y € A gilt [[zy|| < ][] |[yl]

erfiillt. Ist eine normierte Algebra vollstindig, so heifit sie Banach-Algebra.

1.2.11 Beispiel. Standardbeispiel einer Banach-Algebra ist die Algebra £(V') der beschrénk-
ten Endomorphismen eines Banachraumes. Vollstandigkeit folgt aus Satz 1.2.4.

1.2.12 Beispiel. Sei X kompakter metrischer Raum. Dann ist C'(X') versehen mit der (punkt-
weisen) Multiplikation von Funktionen wegen

[f(@)g()] < |f (@) 1g(x)] < [[f]l ]9l

eine normierte Algebra, wegen der Vollstédndigkeit also eine Banach-Algebra. Invertierbare
Elemente sind alle Funktionen, die keine Nullstellen besitzen.

1.2.13 Beispiel. Auf dem Raum L'(R") kann vermittels der Faltung

frg(x):= /f(x —y)g(y)dy (1.2.12)

die Struktur einer Banach-Algebra definiert werden. Man beweise dazu die Youngsche Unglei-
chung®

1F o gl < (111 gl (1.2.13)

Wihrend die Algebren C'(X) und L'(R™) kommutativ sind, ist die Algebra £(V) (falls dim V' >
1) nicht kommutativ. Die Algebra L'(R") enthélt kein Einselement.

Zum Schlu$ eine erste Anwendung. Ein Operator A € £(V') heiit kontrahierend , falls [|A|| < 1
gilt. Betrachtet man nun Operatorgleichungen der Form

xr—Ar =y (1.2.14)

zu gegebenem y € V, V ein Banachraum, so kann man deren Loésung explizit hinschreiben. Es
gilt

r = (I + ZAk> y=(I—-A)""y. (1.2.15)

k=1
Um das zu zeigen, mufl die Konvergenz der Reihe nachgewiesen werden. Da V' Banachraum
ist, ist £(V') eine Banachalgebra. Da ||A¥|| < ||A||¥ ist die geometrische Reihe >, ||A||* eine
konvergente Majorante, die Ausgangsreihe also in £(V') absolut und unbedingt konvergent.
Einsetzen liefert

(I —A) <I+2Ak):I+ZAk—A—ZAk+1:J. (1.2.16)
k=1 k=1 k=1

Insbesondere ist fiir kontrahierendes A der Operator I — A invertierbar. Die Aussage ist ein
Spezialfall des Banachschen Fixpunktsatzes, die Reihendarstellung heit Neumannreihe®.

Snach WILLIAM HENRY YOUNG, 1862-1942.
Es gilt die entsprechende Verallgemeinerung fiir L « LY — L" mit 1/r+1=1/p+ 1/q.
S5CARL NEUMANN, 1832-1925

12



1.3 Unterrdaume und Approximationaufgaben

1.3 Unterraume und Approximationaufgaben

Definition und Beispiele

Sei (V)] - ||) ein normierter-Raum. Dann ist auch jeder (algebraische) Teilraum U C V ein
normierter Raum. Ist (V|| -||) Banachraum, so sind alle abgeschlossenen Unterrdume selbst
wieder Banach-Raume.

1.3.1 Beispiele. Um Beispiele zu konstruieren, betrachten wir wieder einen linearen Operator
A € L(V4, V,) zwischen zwei normierten Rdumen (V, || - [|1) und (Va, || - ||2). Dann ist das Bild
(engl. range) des Operators

R(A) ={ Az |z e V1} CV; (1.3.1)
ein Teilraum von V5. Ebenso ist der Nullraum oder Kern des Operators
NA) ={zeV|Az =0} (1.3.2)
ein Teilraum. Wie man leicht sieht, ist der Nullraum stets abgeschlossen. Man beweise dies!
1.3.2 Beispiel. Sei A € L(V;,V5). Dann ist der Graph
graph A :={ (z,Az) |z €V} } (1.3.3)

ein abgeschlossener Teilraum von V; x V5.

Seien nun U; und U; zwei Unterrdume von V. Dann bezeichnen wir mit
U1+U2 :spanU1UU2 (134)

die Summe der Unterrdume U; und Us. Sind beide Unterrdume abgeschlossen, so auch ihre
Summe. Oft ist es hilfreich, einen (Unter-) Raum in eine Summe kleinerer Teilraume zu zer-
legen. Optimal ist es dabei, wenn deren Durchschnitt trivial ist, also U3 N Uy = {0} gilt. In
diesem Falle spricht man von einer direkten Summe der Unterrdume und bezeichnet sie als

Uy @ Us. (1.3.5)

1.3.3 Beispiel. Um ein Beispiel anzugeben, betrachten wir den Raum L'(R) und darin die
Unterrdume

LyR)={f€L(R) ]| f(z) = f(-z) } (1.3.6)
L,R)={feL(R)]| f(z) = —f(-2) } (1.3.7)
der geraden bzw. ungeraden Funktionen. Beide sind offenbar abgeschlossen und man kann jede
Funktion f € L'(R) vermittels f,(z) = (f(z) + f(—))/2 und f.(z) = (f(z) — f(—2))/2 in

ihren geraden und ungeraden Anteil zerlegen. Weiterhin muf} jede Funktion, die zugleich gerade
und ungerade ist, die (fast-iiberall-) Nullfunktion sein. Es gilt also L'(R) = L}(R) @ L (R).
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

Approximation

Oft stellt sich die Frage, inwieweit es moglich ist, Elemente von V' durch Elemente von U zu
approximieren. Zum einen kann dazu U ein dichter Teilraum sein, dafl heifit zu jedem x € V
und jedem € > 0 existiert ein y € U, so daB ||z — y|| < € gilt.

1.3.4 Beispiel. Der Vektorraum der Stufenfunktionen, das heifit die Menge der mefbaren
Funktionen im R", die nur auf einer beschréankten Menge von Null verschiedene Werte anneh-
men und auch nur einen endlichen Wertebereich haben, ist dicht in LP(R") fiir alle p € [1, 00).

1.3.5 Beispiel. Im Raum C|[a, b] der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall ist
die Menge aller Polynome ein dichter Teilraum. (Approximationssatz von WEIERSTRASS)

Von anderer Natur ist die Frage nach Bestapprorimationen aus abgeschlossenen Unterrdum-
en. Sei dazu V' ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Teilraum. Unter einer/der
Bestapproximation eines Elementes x € V' aus U verstehen wir ein y € U, so dafl der Appro-
ximationsfehler ||z — y|| minimal wird. Im Unendlichdimensionalen muf eine solche Bestap-
proximation nicht immer existieren, aber wir kénnen uns an eine solche annéhern. Umgekehrt
miissen Bestapproximationen nicht eindeutig sein.

1.3.6 Beispiel. Der Raum der Nullfolgen ¢, ist ein abgeschlossener Teilraum des Raumes der
konvergenten Folgen ¢. Versucht man nun die konstante Folge (1) € ¢ durch eine Nullfolge zu
approximieren, so haben z.b. siémtliche positiven Nullfolgen den Minimalabstand 1, Abstdnde
kleiner 1 kommen gar nicht vor. Die Bestapproximierende ist also nicht eindeutig bestimmt.

1.3.7 Beispiel. Wir bleiben im Raum ¢y. Betrachtet man den Unterraum
M ={(z) | > 27"y =0}, (1.3.8)
k=1

so ist dieser abgeschlossen (Ubung!) und fiir keine Folge (y,) € ¢o \ M existiert eine Bestap-
proximation aus M.

Beweis. Sei A = | Y, 27 %y, |. Dann ist

()i = —%(A,)\,...,)\,O...) + (y) (1.3.9)

k mal

fiir jedes k ein Element von M. Weiterhin gilt ||(2,)x — (yn)|| — A. Also ist der Abstand von
(yn) zu M mindestens A. Wir zeigen, dafl trotzdem kein (z,) € M mit |[(x,) — (y,)| < A
existiert. Angenommen es existiert eins. Dann gilt

A= 2 ] = 1) 2 e — w)| <27 ek — wil
k k

k
1
—k —k
<A 2 +§)\§ 27F < A (1.3.10)

k<n k>n

wobei n so grof gewdhlt wird, daB fiir k& > n stets |z, — yx| < $X gilt (Nullfolgen!). Das ist
aber ein Widerspruch zur Definition von . O
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1.4 Der Bairesche Kategoriensatz und seine Folgerungen

Das Rieszsche Lemma

Verbunden mit der Frage nach Approximationen ist das umgekehrte Problem Punkte zu fin-
den, die von einem Unterraum besonders weit wegliegen. Ein Beispiel dazu ist das Rieszsche”
Lemma von der Fastsenkrechten.

1.3.8 Lemma (RI1ESz). Sei U ein abgeschlossener echter Teilraum von (V|| - ||). Dann gibt
es zu jedem € > 0 ein x € V\ U mit ||z|| =1 und

dist (z,U) = inf{||z —y| |lye U} > 1 —. (1.3.11)

Beweis. Sei y € V' \ U. Da U abgeschlossen ist, ist d := dist (y,U) > 0 (Ubung!). Dann gibt
es also ein z € U mit

0<|ly—z|| <d/(1-e¢). (1.3.12)

Setzt man nun x = (y — 2)/||y — z|| so ist ||z|| = 1 und fiir alle u € U
fu=al = [Ju=(y=2)/ly—=Ill| = [y ==l +2) =yl /ly— =1 = &/ ly—=]| > 1—e. (1.3.13)
O]

Damit konnen wir nun folgenden Satz beweisen.

1.3.9 Satz. Sei V' normierter Raum. Dann sind dquivalent:

1. 'V ist endlichdimensional.

2. Jede abgeschlossene und beschrdnkte Teilmenge von V' ist kompakt.

Beweis. [1 — 2] Ist eine Formulierung des Satzes von HEINE-BOREL im R"™. Es bleibt die
Riickrichtung [2 — 1]. Sei dazu V' unendlichdimensional. Wir zeigen, dafl dann die abgeschlos-

sene Einheitskugel
B:={zxecV ||| <1} (1.3.14)

nicht kompakt ist. Dazu wihlen wir 21 mit ||z1]| = 1 beliebig und setzen F; = span{z;} und
konstruieren rekursiv eine Folge F; und x;. Weil F; # V ist existiert nach dem Rieszschen
Lemma ein z; mit [|z;41] = 1 und dist (z;41, F;) > 3. Setzen Fiyy = span{zi,...,Tip1}.
Insbesondere erhalten wir damit eine Folge () C B mit ||z; — x| > 3 fiir j # k. Diese Folge
kann also keine konvergente Teilfolge enthalten, also ist die abgeschlossene und beschréankte
Menge B nicht kompakt. [

1.4 Der Bairesche Kategoriensatz und seine Folgerungen

Verbunden mit dichten Teilmengen ist der nachfolgende tiefliegende Satz. Seine Grundidee ist
verwandt mit der Konstruktion der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen. Wiahrend sich die
rationalen Zahlen als abzéhlbare Vereinigung der Stammbriiche mit festem Nenner schreiben
lassen und keine dieser Teilmengen dicht in Q ist, enthalten die reellen Zahlen , wesentlich
mehr Elemente®.

"FriTZ RIESZ, 1880-1956
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

1.4.1 Definition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifit von erster Kategorie,
wenn sie sich als abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen schreiben 148t. Existiert
keine solche Darstellung, so heifit sie von zweiter Kategorie.

1.4.2 Lemma. FEine Menge M ist genau dann von zweiter Kategorie, wenn aus M = |Jr— | A
stets folgt, dafl die Abschlieffung wenigstens einer Menge Ay innere Punkte enthdlt.

1.4.3 Satz (BairE®scher Kategoriensatz). Jeder vollstindige metrische Raum (insbeson-
dere also jeder Banachraum) M ist von zweiter Kategorie.

Beweis. Gegenannahme: Es existieren nirgends dichte Teilmengen A; von M mit M =
Ure; Ax. Da A; nirgends dicht ist gibt es ein z; € M \ A. Weil A; abgeschlossen und M offen
ist, existiert zu x; eine offene Kugel B, = B(x1,r;) mit Radius r; < 1, so dal BN A; = 0 gilt.
Weil A, nirgends dicht ist, gibt es nun x5 € By \ZQ. Weil By offen und A, abgeschlossen ist,
gibt es nun eine Kugel By = B(xq,r2) mit Radius ry < %, so daBl By C By und By N Ay = ().
Induktiv konstruiert man nun eine Folge ineinandergeschachtelter Kugeln B; mit Mittelpunkt
x, und Radien r, < %, so daf3

B, C By_1, Ek ﬂZk = 0. (141)

Weil alle Mittelpunkte zy, Tx41, ... in By liegen, folgt fir m > k somit d(zy, z,,) < 2/k und
die Folge (xy) ist Cauchyfolge, konvergiert also gegen ein « € M. Dieses x liegt aber fiir alle
k in B und deshalb fiir kein k in Aj. Widerspruch. O

Als Folgerungen des Baireschen Kategoriensatzes ergeben sich einige der wichtigsten Sétze
der Funktionalanalysis, die im folgenden zusammengestellt werden sollen. Hauptproblem ist,
Bedingungen anzugeben, unter denen die Inverse eines injektiven Operators stetig ist. Beant-
wortet wird es im wesentlichen durch folgenden Satz.

1.4.4 Satz (Satz von der offenen Abbildung). Seien Vi und Vo Banachrdume und sei
A € L(V1,Va) surjektiv. Dann ist die Bildmenge A(U) jeder offenen Menge U C Vi offen in
Vs.

Beweis. Sei By := {x € Vi | ||z||s < k}. Dann ist wegen der Surjektivitit von A offenbar
Vo = U, A(By), es gibt nach dem Satz von Baire also ein k, so dafl A(Bj) innere Punkte
enthélt. Es gibt also insbesondere ein § > 0, so dal By := {x € V5 | ||z|]2 < §} C A(By).

In einem zweiten Schritt zeigen wir A(B;) C A(Bz). Sei dazu y € A(B;). Dann existiert
x| € Bl mit

Y — Al’l € Bg/g C A(Bl/2>

Rekursiv konstruieren wir nun xj € Byi-x mit
y— Axy — Azg — -+ — Az, € Byyr C A(By—r).

Die Reihe > z; konvergiert wegen ||z < 2'7* nach dem Majorantenkriterium absolut gegen
ein Element x € B, und wegen der Stetigkeit von A folgt Az = y. Somit ist y € A(Bs), also

A(By) C A(B,).

8Louls BAIRE, 1874-1932
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1.5 Hilbertraume

Sei nun U C V; offen. Wir zeigen, dafl A(U) offen ist. Sei dazu y € A(U) und Az = y. Dann
existiert ein € > 0 so dafl  + B, C U und somit A(z + B.) = y+ A(B.) = y+ $A(Bs) C A(U)
und nach Schritt 2 enthélt A(Bs) eine Nullumgebung, A(U) mufl damit offen sein. O

1.4.5 Korollar (Satz iiber den inversen Operator). Sind Vi und V, Banachrdume und
A € L(V1, V) bijektiv. Dann ist A (stetig) invertierbar.

1.4.6 Korollar. Seien || - ||1 und || - |2 zwei Normen auf dem linearen Raum V. Sind beide
Raume (V|| - ||1) und (V.|| - ||2) vollstandig und gibt es ein C' so daf ||z|1 < C||x||2 fir alle
x €V gilt, so sind beide Normen dquivalent.

Eine weitere Anwendung ist der nachfolgende Satz, er beschreibt die Umkehrung einer vorher
schon gemachten Aussage.

1.4.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien Vi und Vy Banachrdiume und ist
der Graph graph A der linearen Abbildung A : Vi — V5 abgeschlossene Teilmenge von Vi x V;.
Dann ist A beschrdnkt.

1.5 Hilbertraume

Innenprodukte

Jetzt wollen wir den Begriff des Vektorraums mit Geometrie ergéinzen. Dazu messen wir nicht
nur Absténde zwischen Punkten, sondern auch Winkel zwischen Vektoren.

1.5.1 Definition. Ein Innenprodukt- oder Prdhilbertraum ist ein Vektorraum H zusammen
mit einem Skalarprodukt (-,-) : H x H — K, welches die folgenden Bedingungen erfiillt:

(H1) Symmetrie?: Fiir alle z,y € V gilt (z,y) = (y, x).
(H2) Positiv-Definitheit: Fiir alle z € V ist (z,2) > 0 und (x,z) = 0 gilt genau dann, wenn
x = 0.
(H3) Homogenitét: Fiir z,y € V und A € K gilt (Az,y) = Az, ).
(H4) Linearitit: Fir z,y,z € V gilt (v 4+ y,2) = (x, 2) + (y, 2).
Mit der Vereinbarung
[|z]] = v/ (2, ) (1.5.1)

kann man in jedem Innenproduktraum eine Norm definieren und damit die Struktur eines
normierten Raumes erzeugen. (Ubungsaufgabe: Man zeige die Normeigenschaften mit Hilfe
der Aussagen (H1)—(H4)!) Eine wichtige Eigenschaft des Skalarproduktes ist, daf es beziiglich
der Norm (separat) stetig ist. Dies folgt aus

1.5.2 Satz (ScuwaRrz'%sche Ungleichung). FEs gilt fiir v,y € H
(@, )] < = [lyll- (1.5.2)

9dabei bezeichne @ die komplexe Konjugierte von a, falls K = C
Onach HERMANN AMANDUS SCHWARZ, 1843-1921
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

Beweis. Fiir y = 0 folgt (x,y) = 0 und die Ungleichung ist korrekt. Weiter gilt

0< (ztay,a+ay) = (v,2)+aly,z)+alz,y)+ol*(y,y) = (z,2) = (2,9)(y, 2)/(y.y) (1.5.3)
mit a = —(z,y)/(y,y) und die Behauptung folgt. O

1.5.3 Korollar. Seien (x,) und (y,) in H konvergent Folgen mit Grenzwerten x und y. So
gilt (xn,yn) = (2,y).

1.5.4 Satz (Satz des Pythagoras). Gilt (z,y) =0, so folgt ||z + y||* = ||z||* + ||y||*.

Es stellt sich umgekehrt die Frage, welche Eigenschaften eine Norm in einem normierten Raum
haben muf}; um aus einem Skalarprodukt hervorzugehen. Die Antwort liefert folgender Satz;
der Beweis dazu verbleibt als Ubungsaufgabe.

1.5.5 Satz. In jedem Innenproduktraum erfillt die Norm (1.5.1) die Parallelogrammgleichung

|z +yl* + [lz =yl = 2(||=]1* + [|y*) (1.5.4)

fir alle x,y € V. Erfillt umgekehrt eine Norm die Parallelogrammgleichung, so ldfit sich durch
xX 2 xr—

=2 = = falls K = R,

(x,y) == (1.5.5)

S [ e[ e =
H2 3 +1||55 1|55 , falls K = C,

2
)

ein Skalarprodukt definieren, welches diese Norm induziert.

1.5.6 Definition. Ein Innenproduktraum wird als Hilbertraum'' bezeichnet, falls er (als nor-
mierter Raum) vollstandig ist.

1.5.7 Beispiel. Standardbeispiel ist der Raum L?*(R™) versehen mit dem Innenprodukt

(f.9) = / f(2)g@)dz. (1.5.6)

Die zugeordnete Norm ist die 2-Norm.

1.5.8 Beispiel. Ein weiteres Beispiel erhédlt man, wenn man den Folgenraum

Z |z, |? < 00 } : (1.5.7)

n=0

? = { (z,) € CY

versehen mit dem Skalarprodukt

(), () = Y @aln (1.5.8)

betrachtet.

"UDaviD HILBERT, 1862-1943

18



1.5 Hilbertraume

Der Projektionssatz und Bestapproximationen

Nun soll die geometrische Struktur, die durch ein Innenprodukt induziert wird in den Mittel-
punkt gestellt werden. Sei dazu H ein Hilbertraum und U C H ein Teilraum. Dann definiert
man durch

Ut={xcH|VyecU: (z,y) =0} (1.5.9)
das orthogonale Komplement von U in H

1.5.9 Proposition. Sei U Teilraum von H.

1. U™t ist abgeschlossener Unterraum von H.

2. (UL)* ist der Abschlufy von U in H.

3. U ist dicht in H genau dann, wenn U+ = {0} ist.

Nun koénnen wir die Frage nach der Bestapproximation eines Elementes in einem abgeschlosse-
nen Unterraum erneut aufgreifen und (zumindest innerhalb der Struktur eines Hilbertraumes)
beantworten.

1.5.10 Satz (Projektionssatz). Sei U abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes H.
Dann gilt
H=UgU". (1.5.10)

Sei weiter x € H zerlegt in seine Komponenten x =y + (v —y) mity € U und (z —y) € U~L.
Dann ist y die Bestapproximation an x aus U, das heift

VeeU: ||lz—z|| < ||z —yl| (1.5.11)
und Gleichheit tritt genau fir y = z ein.
Beweis. Sei x € H und y,, € U eine Minimalfolge, so dafl

lim ||z — y,| = d = inf |jo — 1.5.12
Jim |z =y, inf f|lz — ]| (1.5.12)

gilt. Seinuin u =2 —y, und v =2 — Y, 4 — v = Y, — Yo und v+ v = 2(z — (Y + Ym)/2).
Dann gilt mit der Parallelogrammgleichung

Ym = vnll> = llu = olI> = 2(|z — yall* + |z — yulI*) — 4|2 — (yn + ym) /2|7
<2(|lz = yul? + ||z = Yml||*) — 4d* — 0

fiir m,n — oo. Die Folge y, ist also Cauchyfolge in U, wegen der Abgeschlossenheit von U
existiert der Grenzwert y. Dieses y 16st die Bestapproximationsaufgabe und erfiillt damit fiir
alle z e U, a € K

lz = yl* < llo = (y + a2)|* = o = ylI* —ale — y,2) — alz,x —y) + |aP[2]?,  (1.5.13)

speziell mit a = (v —y, 2)/||2]|? also |(z —y,2)]? <0,z —y L 2.
Damit folgt H = U + U+, wegen U N U+ also die Behauptung. O
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

Zau einem Unterraum U eines Hilbertraums H kann man also den Projektionsoperator
Py:H—U (1.5.14)

definieren, der jedem x € H seine Bestapproximation Pyx € U zuordnet. Dabei ist Py linear
und beschriinkt und erfiillt P2 = Py. Weiter gilt Py =1 — Py.

1.5.11 Beispiel. Es gilt
L*(R") = LZ(R") & L2 (R"), (1.5.15)

wobei die Unterrdume der geraden Funktionen L?(R™) und der ungeraden Funktionen L (R")
paarweise orthogonal sind,

LA(R™) = (L2(R™))™. (1.5.16)

Die Bestapproximation einer Funktion f € L?(R") durch eine gerade Funktion aus L2(R") ist
durch den geraden Anteil

fy(w) = LS +2f(_x) (1.5.17)

gegeben.

1.5.12 Beispiel. Sei A : H; — Hs ein beschrinkter Operator mit abgeschlossenem Bild.
Dann kann man zu A die Pseudo-Inverse A" durch das Bestapproximationsproblem

APy =1u = |Az — y|| — min und dabei ||z|| — min (1.5.18)

definieren. Die Untersuchung der Abbildung A” erfolgt in mehreren Schritten. Zuerst betrach-
ten wir die (rein algebraisch) definierte induzierte Abbildung

A Hy/nay — R(A). (1.5.19)

Diese ist bijektiv. Da A ein abgeschlossenes Bild besitzt ist R(A) ein Hilbertraum. Der Quo-
tientenraum H;/y(4) kann durch

&+ Ny, = nf{llylh |y € &+ N(A)} = [ Pyayels (1.5.20)

zu einem (mittels Py(4)r zu N(A)* isomorphen) Hilbertraum gemacht machten. Auf diesem
ist A stetig, also nach dem Satz iiber den inversen Operator auch stetig invertierbar.
Nun gilt
AP = Pyaye A7 Ppay. (1.5.21)
Insbesondere ist A? selbst ein beschrinkter Operator mit abgeschlossenem Bild. Fiir diesen
gilt
AP A = Pyayr A7 A = Pyay (1.5.22)

und
AAP = A(I — PN(A))A_IPR(A) = PR(A) - APN(A)A_IPR(A) = PR(A)- (1.5.23)
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1.5 Hilbertraume

Separabilitat und Orthogonalbasen

Wir wollen einen Hilbertraum als separabel bezeichnen, falls er eine abzédhlbare dichte Teil-
menge besitzt.

1.5.13 Beispiel. Der Hilbertraum L?*(G), G C R"™ ein Gebiet, ist separabel. Dies folgt dar-
aus, daf} die dichte Teilmenge der Stufenfunktionen mit rationalen Funktionswerten und iiber
Quadern mit rationalen Koordinaten dicht in L?(G) ist.

Separable Hilbertrdume sind durch eine einfache Eigenschaft gekennzeichnet, sie sind isomorph
zum Folgenraum ¢2. Um dies zu zeigen, konstruieren wir eine sogenannte Orthonormalbasis
des separablen Hilbertraums H.

1.5.14 Definition. Eine Folge (e,) von Elementen des Hilbertraums H heifit Orthonor-
malsystem von H, falls (e;,e;) = 0 fiir ¢ # j und ||e;|| = 1 fiir alle 4 gilt. Ist zusétzlich
span{ e, | n € N } dicht in H, so spricht man von einer Orthonormalbasis.

Wir konstruieren eine Orthonormalbasis von H, indem wir auf die abzéhlbare dichte Teilmenge
das Verfahren der GRAM-SCHMIDT!2-Orthogonalisierung anwenden. Bezeichne dazu (z,,) eine
Abzéhlung der dichten Teilmenge. Dann definieren wir (e,,) rekursiv durch e; = x1/||x1]| und

n

jn—i—l = Tpt1 — § (xn—i—la ei)ei = Tpt1 — Pspan{el,...,en}$n+1a (1524)
=1

falls Z,41 = 0 streichen wir das entsprechende Element x,, aus der Liste, andernfalls setzen

Wir €n41 = Tng1/||Tna|]-

Weiter folgt aus dem Projektionssatz die Besselsche Ungleichung!®

N

Dl e) < [laff? (1.5.25)

=1

fir jedes x € H und jedes Orthonormalsystem (e,). Angewandt auf eine Orthonormalbasis
ergibt sich daraus die Parsevalsche Gleichung

1.5.15 Satz. Sei H ein separabler Hilbertraum und (e,,) eine Orthonormalbasis. Dann gilt fir
allex € H

> @ en)? = [l (1.5.26)
n=1

Insbesondere ist die Abbildung
H>zw— ((z,e,)) €2 (1.5.27)

ein isometrischer Isomorphismus der Hilbertrdume H und (2.

12ERHARD SCHMIDT, 1876-1959
BFRIEDRICH WILHELM BESSEL, 1784-1846
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

1.5.16 Beispiel. Standardbeispiel einer Orthonormalbasis ist die Basis der trigonometrischen
Polynome im L?(0,1), in komplexer Form gegeben durch die Funktionen e*™** zu k € Z. Die
Darstellungen beziiglich dieser Basis sind gerade die Fourierreihen.

Sei f € L*(0,1). Dann gilt
1
f(l’) — che%rikx’ o (f($>’ 627rik:c) — / f(x)e—Zﬂikxdx (1528)
keZ 0
als in L?(0,1) konvergente Reihe.

1.5.17 Beispiel. Wendet man in L?*[—1,1] auf die Folge der Polynome z", n = 0,1,...
das Gram-Schmidt-Verfahren an, so ergibt sich eine Folge spezieller Orthogonalpolynome, die
sogenannten Legendrepolynome'®. Man berechne die ersten Legendrepolynome und begriinde
daf} die Folge dieser Polynome eine Orthonormalbasis bildet.

1.5.18 Beispiel. Dasselbe kann man auch in gewichteten L?-Riéumen machen, dabei ergeben
sich spezielle Systeme von Orthogonalpolynomen. Genannt seien hier nur die Tschebyscheff-
Polynome'® T,,(t), die durch die Eigenschaften

To(t) =1, T, (cos ¢) = cos(ng) (1.5.29)

charakterisiert sind. Fiir sie gilt

/_1 Tm(t)Tn(t)\/% —0, m#n, (1.5.30)

normiert man sie entsprechend entsteht eine Orthonormalbasis.

1.6 Ausblick: Topologische Vektorraume

Bis jetzt haben wir eine Norm genutzt, um in einem Vektorraum Begriffe wie Nahe oder
Konvergenz zu definieren. Verzichtet man auf eine Quantifizierung des Begriffs Nédhe, so kann
man auch anders vorgehen und einen Vektorraum nur mit einer Topologie versehen.

Ein erster Schritt dazu wéren Vektorrdumen, in denen die Konvergenz durch ein System von
Seminormen beschrieben wird.

1.6.1 Definition. Ein Paar bestehend aus einem Vektorraum V und einem System von Se-
minormen p, 1 V — R, a € I, welches die Eigenschaften

(S1) Jede Seminorm p,, a € I, erfiillt die Eigenschaften (V0), (V2) und (V3).

(S2) Gilt po(z) = 0 fiir alle a € I, so folgt = = 0.

erfiillt, wird als lokalkonvexer Raum bezeichnet.

14 ADRIEN MARIE LEGENDRE, 1752-1833
YBPAFNUTI L. TSCHEBYSCHEFF, 1821-1894
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1.7 Die Topologie der starken Operatorkonvergenz

Konvergenz einer Folge (z,) gegen = in einem lokalkonvexen Raum bedeutet, daf fiir alle
a € I die Folge p,(x — x,,) eine Nullfolge ist.

Man kann noch wesentlich schwichere Strukturen definieren. Das Allgemeinste, was wir hier
betrachten wollen, ist der sogenannte topologische Vektorraum.

1.6.2 Definition. Ein Vektorraum V zusammen mit einer Topologie O wird als topologischer
Vektorraum bezeichnet, wenn die Operationen + : V x V — V und - : K x V — V beide
beziiglich dieser Topologie (separat) stetig sind.

1.7 Die Topologie der starken Operatorkonvergenz

Das erste Kapitel soll damit abgeschlossen werden, dafl wir den Raum £(V;,V3), den wir als
normierten Raum kennengelernt haben mit einer schwécheren lokalkonvexen Struktur verse-
hen.

1.7.1 Definition. Sei A,, : V; — V5 eine Folge von Operatoren. Dann konvergiert A, stark,
falls fiir alle x € V; die Folge A, x in V, konvergiert. Insbesondere bestimmt dann der Grenzwert
Az :=lim,_., A,x eine lineare Abbildung A : V; — V5, in Zeichen

A=slimA,. (1.7.1)

n—oo

Starke Konvergenz enstpricht der Konvergenz in einem lokalkonvexen Raum, der durch das
(nicht abzéhlbare) System der Seminormen

pe(A) = ||Azllo, x€eWN (1.7.2)
beschrieben wird. Ein erstes, iiberaschendes Resultat ist

1.7.2 Satz (Satz iiber die gleichmé&flige Beschrinktheit). Sei Vi ein Banachraum und
Vo normierter Raum. Ist dann die Folge A, € L(V1,Va2) punktweise beschrinkt, p,(A,) < o,
so ist die Folge der Operatornormen ||A,|| beschrinkt.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Baireschen Kategoriensatz, angewandt in V;. Dazu be-
trachten wir die Mengen
By ={z € Vi | sup ||A,z| < K}

Dann ist nach Vorrausetzung |J, By = Vi. Weiter ist jedes der By, als Durchschnitt

By =(\Bp ={zeVi||Awu| <k}

darstellbar. Die Stetigkeit aller A,, impliziert, dafl alle B}} und damit auch Bj abgeschlossene
Mengen sind. Also enthélt eine der Mengen By einen inneren Punkt x,. Folglich gibt es ein
€ > 0 so daB fiir ||z]| < € und alle n

[Anz|| = [[An(z + 20) = Anzol| < [[An(2 + o) || + [[Anzol| < 2k

gilt, insbesondere folgt ||A, | < 2k/e. O
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1 Grundkonzepte: Radume und Algebren

Es stellt sich die Frage, ob der Raum L(Vj, V,) auch beziiglich der starken Konvergenz ab-
geschlossen ist. Dafl dies wirklich der Fall ist, ergibt ich aus dem Satz iiber die gleichméfige
Beschranktheit. Wesentlich ist die Linearitdt der Abbildungen und, da§ Vi ein Banachraum
ist.

1.7.3 Korollar. Sei Vi Banachraum und V5 normierter Raum. Konvergiert dann eine Folge
A, € L(V1,Vs) stark gegen die Abbildung A : Vi — V. Dann ist A stetig und erfillt

[A]l < sup [[Ax]- (1.7.3)

1.7.4 Satz (BANACH-STEINHAUS). Sei A, € L(V1,V3) eine Folge von Operatoren zwischen
zwet Banachrdumen Vi und Vo Dann sind dquivalent:

1. A, konvergiert stark gegen A € L(V1,V3),

2. die Folge der Operatornormen ||A,|| ist beschrinkt und auf einer dichten Teilmenge M
von Vi konvergiert A,x gegen Ax.

Beweis. [1 — 2] folgt unmittelbar aus dem Satz iiber die gleichméflige Beschrénktheit. [2 — 1]
Sei dazu y € Vi gegeben. Wir wihlen € > 0 und v := sup,, ||A,||. Sei weiter x € M mit
lr — y|| < €/(37). Dann konvergiert (A,x), es gibt also ein ng, so dafl fiir m,n > ny stets
|Amx — Anz|| < €/3. Fiir diese Indizes gilt dann

1Any — Anyll < [[Any — Apz|| + [|Anz — Apz|| + [[ Az — Ayl < ve/(37) +€/3+7¢/(37) < e,

(1.7.4)
A,y ist Cauchyfolge und somit konvergent. Die Behauptung folgt aus dem vorigen Satz. [
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2 Dualitatstheorie

Alles kann man von zwei Seiten betrachten.

2.1 Dualrdaume

Definition
In diesem Abschnitt soll ein spezieller Raum beschréinkter Operatoren, der Dualraum
V' = L(V,K) (2.1.1)

im Zentrum stehen. Elemente des Dualraumes werden kurz als beschrinkte Linearformen oder
beschrdinktes lineares Funktional bezeichnet, wir verwenden dafiir griechische Buchstaben. Fiir
¢ € V' schreiben wir statt ¢(z) (oder, was als Operator ja auch Sinnvoll wére ¢x) kurz (¢, ).
Die formale Analogie in der Schreibweise zu einem Skalarprodukt wird spéter noch durch
entsprechende Resultate untermauert.

2.1.1 Beispiele. Beispiele linearer Funktionale auf Rdumen stetiger Funktionen sind

e die durch (§,z) = z(0) fiir x € C[0,1] definierte Diracsche’ Deltafunktion bzw. das
Diracsche Punktmafs,

e das Riemann-Integral

b
R(f) = / F(t)dt (2.1.2)

fir f € Cla,b]. Es ist ebenso ein beschrénktes lineares Funktional auf dem Raum der
Riemann-integrierbaren Funktionen R|a, b].

e Zur numerischen Berechnung des Riemann-Integrals werden Quadraturformeln verwen-
det. Diese sind oft von der Form

a k=1

mit Knoten t;, € [a,b] und vorgegebenen Gewichten ay. Eine Quadraturformel Q(f) ist
also auch ein beschrinktes lineares Funktional auf Cfa,b]. Es stellt sich die Frage, ob
eine Folge von Quadraturformeln @, (f) gegen das Riemann-Integral R(f) konvergiert.

IPAUL DIRAC, 1902-1984
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2 Dualitatstheorie

Es sei noch an die Norm in V'’ erinnert

6] = sup K28 — i 10, 21, (2.1.4)
o207l =1

V' ist also ein normierter Raum. Es gilt als Folgerung aus Satz 1.2.4:
2.1.2 Satz. Der Dualraum V' eines normierten Raumes V' ist ein Banachraum.

2.1.3 Beispiel. Wir wollen ein erstes Beispiel betrachten, den Folgenraum ¢!. Sei dazu (z,,) €
¢t und (y,,) € £°. Dann kann durch

(9, (2a)) = ((Yn), (@) = D Tan (2.1.5)

eine Linearform ¢ € (¢')' mit

(@, (@ )| < (@) [l [ (wn)lloo, Nl < [1(yn)lle (2.1.6)

definiert werden. Sei umgekehrt ¢ € (¢!)’ und bezeichne e, die Folge (0,0,...,1,0,...) die
genau an der k-ten Stelle eine 1 besitzt. Dann kann man die Folge (y,,) mit

yn=(dren),  ual <Ml (yn) €67 (2.1.7)

betrachten. Wegen der Linearitéit und Stetigkeit von ¢ folgt (¢, (z,)) = ((yn), (z,)) und wir
haben eine Isometrie zwischen ¢ und (¢!)" konstruiert, wir identifizieren beide Riume und
schreiben kurz

(e =, (2.1.8)

2.1.4 Beispiele. In vollkommener Analogie kann man mit Ausnutzung der Holderschen?
Ungleichung

1/p 1/v
D fanynl < (Z Ixnl”) (Z !yn|p/> (2.1.9)

n n

fiir pp’ = p+p' zeigen, daB (¢P)" = (¥ fiir alle p € [1, 00) gilt. (vgl. Werner, Funktionalanalysis,
Satz 11.2.3)

2.1.5 Beispiele. Es gilt sowohl ¢) = ¢! als auch ¢ = ¢! (im Sinne einer isometrisch-isomorphen
Identifikation).

Der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

Ist ¢ € V', so bestimmt ¢ durch die Gleichung (¢, z) = 0 den abgeschlossenen Unterraum
N(¢). Da ¢ : V. — K abbildet, hat dieser (rein algebraisch) die Codimension 1, ist also eine
Hyperebene. Daf sich jeder abgeschlossene Unterraum als Durchschnitt von (abgeschlossenen)
Hyperebenen schreiben 148t, daf es also hinreichend viele Linearformen gibt, ist eine Folgerung
des Fortsetzungssatzes von Hahn®-Banach.

20TTO HOLDER, 1859-1937
3SHANS HAHN, 1879-1934

26



2.1 Dualraume

2.1.6 Satz (HAHN-BANACH). Sei U abgeschlossener Teilraum von V und ¢o € U’ beschrinkte
Linearform auf U. Dann existiert eine Fortsetzung ¢ € V' von ¢o mit (¢, y) = (¢, y) firy € U

und [|¢]| = [[ol|-

Beweisskizze. Die Fortsetzung auf eine Dimension mehr ist einfach, fir x € V \ U, ||z| = 1,
setzt man

(9. y + cx) = (o, y) + cl[do]|- (2.1.10)
In einem zweiten Schritt wendet man in der Menge aller moglichen Fortsetzungen dieser Struk-
tur das Zornsche Lemma an um eine maximale Fortsetzung zu erhalten. O]

Insbesondere besagt diese Aussage, dafl die Einschrinkung der Funktionale aus V' auf Abbil-
dungen der Form U — K surjektiv auf U’ abbildet. Eine weitere Folgerung ist, daf§ beschréankte
lineare Funktionale Punkte trennen.

2.1.7 Korollar. Sei V' normierter Raum und x,y € V, x # y seien verschiedene Punkte.
Dann gibt es ein ¢ € V' mit (¢, z) # (¢,y).

Aquivalent zeigen wir, dafl es zu z # 0 ein ¢ € V' mit (¢, x) # 0 gibt.
2.1.8 Korollar. Sei V' normierter Raum und 0 # = € V. Dann existiert ein ¢ € V' mit

(0,2) = |[z]| und [lo] = 1.

Beweis. Sei U = span{z}. Dann definieren wir (¢, ax) = af|z|| auf U. Es gilt ||¢|| = 1. Das
gesuchte Funktional ergibt sich durch Fortsetzung nach dem Satz von Hahn-Banach. O]

2.1.9 Korollar. Gilt (¢,x) =0 fiir ein x € V und alle ¢ € V', so folgt x = 0.

Transponierte Operatoren

Eine wichtige Anwendung der letzten Folgerung ist die Definition des transponierten Opera-
tors.

2.1.10 Satz. Sei A € L(V1,V,). Dann exzistiert genau ein AT € L(V,,V}), fiir welches
(Az,8) = (x, AT¢) @.111)

fiir alle x € Vy und ¢ € Vy gilt. Dieser Operator ist beschrinkt, | AT| = ||Al|, und wird als zu
A transponierter Operator bezeichnet.

Beweis. Angenommen es gibe zwei solcher Operatoren, B; und By. Dann wiirde fiir deren
Differenz und jedes ¢ € Vj sowie alle z € V; die Beziehung 0 = (z, (B; — Bs)¢) gelten, also
(B1 — B2)¢ = 0 sein. Dies bedeutet aber By = Bs.

Die Existenz ist offensichtlich, es gilt
ATz (Ax, @), (2.1.12)

Die Linearitét kann man unmittelbar nachrechnen. Wegen [(Az,¢)| < ||A] ||z||||¢] folgt
IAT] < [[A].

Fiir die Gleichheit nutzen wir den Satz von Hahn-Banach in der Form von Folgerung 2.1.8. [
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2 Dualitatstheorie

2.1.11 Proposition. Es gelten die Rechenregeln
(A+ B = A" + BT, (aA)T) = aAT, (AB)" = BT AT (2.1.13)
und, falls A invertierbar war, gilt dies auch fiir AT
(AT = (A HT, (2.1.14)

2.1.12 Beispiel. Sei V' ein normierter Raum und U ein Unterraum. Dann ist die Einbettung
in U — V ein beschrénkter Operator (mit Norm 1). Sein Transponierter ist die Einschrankung
V' — U’ eines lineare Funktionals auf V' zu einem auf U. Nach dem Satz von Hahn-Banach
ist diese surjektiv.

2.1.13 Beispiel. Auf dem Folgenraum ¢! betrachten wir zu gegebenem (u,,) € £> den Mul-
tiplikationsoperator

M (wn) = (2apn), MO =0, [IM] = (1)l (2.1.15)
Wir fragen, wie M7 : (> — (> agiert. Dazu sei (y,) € £ und (2,) = M7 (y,). Wegen

gilt M7 : (Yn) — (Ynpin)-

2.1.14 Beispiel. Auf dem /! kann man weiterhin den Shift-Operator
Sl > (2, 29,...) > (T9,...) €L (2.1.17)
betrachten. Sein Transponierter ist durch
ST 05 (y1,y2,...) — (0,41, 10,...) € L (2.1.18)
gegeben. (Ubung!)

Fiir weitere Beispiele fehlen uns noch konkrete Darstellungen der Dualrdume.

2.2 Die Satze von Fréchet-Riesz

Sei nun H ein Innenproduktraum. Dann kann man das Innenprodukt nutzen, um lineare
Funktionale darzustellen. Zu festem y € H ist die Abbildung

H>xw— (z,y) €K (2.2.1)

linear und nach der Schwarzschen Ungleichung beschrankt.

Wenn man weif3, dafl H vollstandig ist, dann ist jedes lineare Funktional von dieser Form. Dies
manifestiert sich in den Sitzen von Fréchet?-Riesz’.

4RENE MAURICE FRECHET, 1878-1973
SFriTz RIESZ, 1880-1956
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2.2 Die Satze von Fréchet-Riesz

2.2.1 Satz (FRECHET-RIESZ). Sei H Hilbertraum und ¢ € H' ein beschrinktes lineares
Funktional. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element y € H, so daf$ fir alle x € H

(6,7) = (2,1) (2:22)
qgilt.
Beweis. Sei U = N(¢). Dann existiert eine eindeutige Zerlegung x = x1 + xo mit 21 € U und
19 € Ut. Da ¢ auf Ut injektiv sein muB, folgt dim U+ < dimK = 1, ¢ : U+ — K ist also

bijektiv. Es existiert also genau ein y € U+ mit (¢, y,) = ||¢||*. Fiir dieses gilt aber ||y,| = ||¢||
und

(,Y0) = (22,45) = allys||* = @, yo) = (b, 22) = (¢, ) (2.2.3)
mit r9 = aye. [

2.2.2 Korollar (FECHET-RIESZ). Die Zuordnung ¢ — y, ist ein antilinearer isometrischer
Operator H' — H. Antilinear heisst dabei

g — Yy, (0 +v) = Yo+ yy. (2.2.4)

Beweis. Es geniigt die Isometrie zu zeigen. Einerseits folgt

1Yol = (@ ys)| < Nl [lyoll, (2.2.5)
also ||ys|| < ||#]|. Weiter gilt mit der Schwarzschen Ungleichung

(¢, 2)| = (2, 5s)| < [l]l 1ol (2.2.6)
und damit [|¢] < {ly,]- O

Fiir Hilbertraume nutzt man diese Isometrie um sie mit ihrem Dual zu identifizieren. In diesem
Sinne ergeben sich also folgende Beispiele.

2.2.3 Beispiel. Es gilt (¢2) = (2.
2.2.4 Beispiel. Es gilt (L?(G)) = L*(G) fiir jedes Gebiet G C R™. Das heifit, zu jedem
linearen Funktional ¢ € (L?(G))’ existiert eine Funktion g € L?(G), so daf

6.F) = (f.9) = /G f(@)g@)dz (2.2.7)
fiir alle f € L*(G) gilt.

Insbesondere haben wir damit lineare Funktionale auf dem Raum L?(G) analytisch dargestellt.
Vergleichbare Darstellungen gibt es in allen LP-Riumen, p € [1,00). Wir geben das Resultat
nur an, ohne es zu beweisen.

2.2.5 Satz. Sei G C R™ ein Gebiet, p € [1,00) und q so, daf pqg = p+ q. Dann gilt
(I7(G)Y = 19(G), (2.2.8)
speziell existiert zu jedem ¢ € (LP(QG))" ein g € LY(G), so daf fir alle f € LP(G).

(9, f) / flz (2.2.9)

qgilt.
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2 Dualitatstheorie

Fiir p = oo ist die Aussage falsch. Es existieren also Linearformen auf L>°(G), die nicht durch
eine Funktion aus L'(G) dargestellt werden kénnen.

2.2.6 Beispiel. Nun konnen wir ein weiteres Beispiel zum transponierten Operator nachlie-
fern. Sei k(z,y) € L*(G X Gy) fiir zwei Gebiete G; und Go. Dann ist der Integraloperator
K:L*G) > f+~ f(@)k(x,y)dz € L*(Gy) (2.2.10)
Gt

beschrénkt, unter Nutzung der Holderschen Ungleichung gilt

IWﬂ@=L

Weiterhin ist sein Transponierter durch

2

dy < [|f[l2 ; %Gy l3dy = ([ fll2l1E]l2- (2.2.11)

f(@)k(x, y)dz

G1

KT L*Gs) 39+ g g(y)k(z,y)dy € L*(G,) (2.2.12)

gegeben.

2.2.7 Beispiel. Ahnliche Resultate gelten auch fiir LP-Réume. Wir wollen zeigen, wie
man dies ausnutzen kann um die Beschrianktheit eines Operators zu zeigen. Setzt man

ke LP(Gy, L7 (Gy)), d.h.
J.

mit p,q € (1,00) und p/, ¢’ dazugehorenden dualen Indizes voraus, so ist

p/q

k(z,y)|"dy|  do < oo, (2.2.13)

G2

K:LV(G) 3 f i f(@)k(z,y)dz € LY (Gs) (2.2.14)

beschrénkt, da der transponierte Operator

K':LY(Gy) 3 g+ ; g(y)k(x,y)dy € LP(G) (2.2.15)

beschrénkt ist. Letzteres folgt direkt mit der Holderschen Ungleichung

p p
1K1 = /’ aws [ ( m@mwwm@<m
G1 G Go

gww@/w:\uwm=mmawm&mwy

g(y)k(z,y)dy

Speziell fiir p = ¢ erhdlt man daraus fiir einen Integraloperator K : LP(G) — LP(G), daB
dieser beschrinkt ist, falls

p'/p

dy < o0 (2.2.16)

p/p’

k(z,y) P dy
G

dx < oo oder /
G

|k (x, y)[Pda
G

gilt.
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2.3 Reflexivitét

Fiir den nachfolgenden Satz benétigen wir noch einige Bezeichnungen. In einem metrischen
Raum (X, d) bezeichnen wir mit Cy(X) = C(X) N L*(X) die beschrinkten stetigen Funktio-
nen. Weiter bezeichnen wir mit M, (X) die Menge der beschrinkten (K-wertigen) Radon®-MafBe
versehen mit der Norm

lull = [ <l (29.17)

2.2.8 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei (X,d) metrischer Raum. Dann gilt
(Co(X)) = My (X).

2.3 Reflexivitat

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl jeder Hilbertraum H isometrisch anti-isomorph
zu seinem Dual H' ist, insbesondere also H und H” kanonisch isomorph sind,

(0, 7) = (,90) = (1, 0). (2.3.1)

Andererseits kann man fiir beliebige normierte Radume vermittels (¢, z) = (x, ¢) eine Einbet-
tung von V' in sein doppeltes Dual V" definieren. Dabei ist offenbar ||z||y» < ||z| und mit
dem Satz von Hahn-Banach ||z||y» = ||z]|.

2.3.1 Definition. Ein Banachraum V' heifit refleziv, falls die Einbettung V < V" ein (iso-
metrischer) Isomorphismus ist.

Die Voraussetzung der Vollstandigkeit folgt aus der Darstellung als Dualraum. Die Bedingung
die wirklich notwendig ist, ist die Surjektivitiat der Einbettung.

2.3.2 Beispiel. Jeder endlichdimensionale Raum ist reflexiv, da die Dimension von V' und V'
iibereinstimmt, die Einbettung V' < V" also surjektiv sein mu#f.

2.3.3 Beispiel. Jeder Hilbertraum H ist reflexiv.
2.3.4 Beispiel. Die Rédume LP(G) sind fiir p € (1, 00) reflexiv.
2.3.5 Satz. 1. Jeder abgeschlossene Teilraum eines reflexiven Raumes ist reflexiv.
2. Entweder ist der Banachraum V reflexiv, oder jeder der Rdume
v, v, v@Wo (2.3.2)
ist ein echter Teilraum des nachfolgenden.

3. Ein Banachraum V ist reflexiv genau dann, wen sein Dual V' reflexiv ist.

Beweis. [1.] Sei V reflexiv und U C V' abgeschlossener Teilraum. Sei v” € U”. Dann ist die
Abbildung V' 35 ¢ — (u”, ¢|y) wegen

(", o) < Mlu" I lglull < w1l l¢]

6Johann Radon, 1887-1956
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2 Dualitatstheorie

ein Element von V”. Es existiert also ein £ € V mit

(p,2) = (W', Blv), VeV

Wire x € U, so gébe es nach dem Satz von Hahn-Banach ein Funktional ¢ € V' mit (¢, x) = 1
und ¢ |y = 0. Widerspruch!

Sei nun v’ € U' und ¢ € V' eine Fortsetzung von «’ auf V. Dann gilt

(W' ') = (", ¢lv) = (¢, x) = (v, x)

und damit ist «” das Bild von = unter der Einbettung U — U".
[2.] folgt direkt aus Aussage 1.
[3.] folgt aus Aussage 2. O

2.3.6 Beispiel. Der Raum /! kann nicht reflexiv sein, da er sowohl Dual von ¢ als auch von
seinem abgeschlossenen Teilraum ¢q ist, beide aber nicht isometrisch isomorph sind.

2.4 Schwache Konvergenz

Wir haben gesehen, dafl die Elemente aus V'’ punktetrennend in V' sind. Damit kann man
durch die Seminormen

pola) = (6,2)], sV (2.41)

auf V' eine lokalkonvexe Topologie definieren. Diese wird als Topologie der schwachen Konver-
genz bezeichnet.

2.4.1 Definition. Sei x,, € V eine Folge aus V. Dann heifit (z,) schwach konvergent gegen
x eV, 17 x, — x, falls fiir alle ¢p € V'

(¢, 2n) — (¢, 7) (2.4.2)
konvergiert.
2.4.2 Proposition. 1. z, — x und y, — y impliziert v, + y, — x + y.
2. x, — x und a,, — o impliziert o, x, — ax.
3. x, — x impliziert x,, — x.

2.4.3 Beispiel. Sei V = (2. Dann gilt fiir e, = (0,0,...,1,0...) und ¢ € (£?)", dargestellt
durch (y,)
(d,en) =yn — 0 (2.4.3)

fiir n — oo0. Also gilt e,, — 0, obwohl ||e,| = 1.

2.4.4 Satz. Sei H Hilbertraum und konvergiere x, — x schwach. Gilt dann ||x,| — ||z||, so
folgt x,, — .
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2.5 Schwach-*-Konvergenz

Beweis. Es gilt
1z —2l* = (@0 — 2, 20 —2) = |2* +[|2a]l* — 2Re (2, ) — 2]|* +[|2[* = 2]* = 0. (2.4.4)
O

2.4.5 Satz. Sei V normierter Raum. Dann ist jede schwach konvergente Folge in der Norm
beschrdnkt.

Beweis. Wir betrachten die Operatorfolge A,¢ = (¢, x,). Diese ist nach Voraussetzung in
L(V' K) stark konvergent, nach dem Prinzip von der gleichméBigen Beschrénktheit also norm-
beschrankt. Es gilt aber ||A,|| = ||| O

(Starke) Stetigkeit von linearen Operatoren impliziert schwache Stetigkeit.

2.4.6 Proposition. Sei A € L(V,W) und x,, — x in V. Dann gilt Az, — Az in W.

Beweis. Es gilt fir ¢ € W’

¢, Az — Ax,)| = (AT ¢, 2 — x,)| — 0. (2.4.5)

2.5 Schwach-*-Konvergenz

Fortsetzen wollen wir unsere Untersuchungen mit der Betrachtung in V'. Ist V' ein normierter
Raum, so ist V/ Banachraum und in V' durch die Elemente von V' eine schwéchere lokalkonvexe
Topologie definiert, die sogenannte schwach-*-Topologie.

2.5.1 Definition. Sei ¢,, € V' eine Folge von Funktionalen. Man sagt ¢,, konvergiere schwach-
* gegen ¢ € V', 1.7. ¢, = ¢, falls fiir alle z € V

(¢n — ¢,2) =0 (2.5.1)

gilt.

Die schwach-* Topologie entspricht der starken Konvergenz im Operatorraum £(V,K). Insbe-
sondere gilt also (als Folgerung des Prinzips der gleichméBigen Beschranktheit)

2.5.2 Satz. Der Raum V' ist schwach-* vollstindig, d.h. zu jeder Folge (¢,), die die schwache
Cauchy-Bedingung
(P = m, ) — 0, m,n — o0 (2.5.2)

fiir jedes x € V' erfiillt, existiert genau ein ¢ € V' mit ¢, — ¢.
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2.5.3 Beispiel. Sei (X, d) metrischer Raum. Dann hat Cy(X) den Dualraum M, (X) der
beschrénkten K-wertigen Radon-Mafle auf X. Sei nun f,, eine Folge beschrankter stetiger
Funktionen. Diese konvergiert schwach gegen ein f € C,(X), falls fiir jedes beschréinkte Maf3
f € My(X)

/fn x)dp — 0, n — 0o (2.5.3)

gilt. Aus der Cauchyfolgeneigenschaft

/fn — fm(z)dp — 0, m,n — 0o (2.5.4)

folgt nicht zwingend die Existenz eines f € Cy(X) mit f,, — f. Setzt man fiir p allerdings die
PunktmaBe ¢, zu x € X, so folgt die Existenz eines f : X — K mit f,(x) — f(z) punktweise
fiir jedes x € X.

2.5.4 Beispiel. Sei diesmal p, eine Folge aus M, (X), so daB fiir alle f € Cy(X)
[ F@n =) 0, oo 255
gilt, so folgt die Existenz eines MaBes p € My (X) mit p,, — p, d.h.

/ﬂ@@%ﬁ/j@mm n— o (2.5.6)

fir alle f € Cp(X). In der Mafitheorie / Stochastik sagt man p, ist gegen p verteilungskon-
vergent.

2.5.5 Beispiel. Sei z, € X eine Folge von Punkten aus X und gelte z,, — x in X. Dann
konvergieren die Punktmafle d,, schwach-* gegen ¢,

Oz, — Oy (2.5.7)
Diese Folge konvergiert aber nicht schwach, da sonst fiir jede beschréinkte Borel-Menge A
0z, (A) = 0,(A) (2.5.8)
gelten miifite (warum?), was aber fiir A = {x} offenbar falsch ist.

2.5.6 Beispiel. Fiir ein weiteres Beispiel betrachten wir die Riume ¢, ¢! und ¢*°. Fiir Folgen
zy € (' mit Gliedern xy, = (2j;);=1... kann man nun neben der Normkonvergenz in ¢! sowohl
schwache als auch Schwach-*-Konvergenz untersuchen.

o Es gilt 2 — Too, Too = (Tooy), falls

|2k = Tooll = D [Ths — Toot] = 0,k — 0. (2.5.9)

=1

o Es gilt 7 = 24 falls fiir jede Nullfolge (&) € ¢

<1‘k Lo, fl Z xkl — -Tool fl — 0, k — o0. (2510)
=1

34
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e Andererseits gilt x; — x, falls fiir jede beschrinkte Folge (p;) € €>°

(), xp — Too) = Z(mkl — Too )it — 0, k — oo. (2.5.11)
=1
2.5.7 Beispiel. Die Folge der Basisfolgen ¢;, € ¢!, wie vorher e; = (0,...,0,1,0,...) mit der
1 an der kten Stelle, erfiillt ||ex|| = 1. Also kann e, nicht in der Norm gegen Null konvergieren.
Allerdings gilt fiir jede Nullfolge (&) € ¢q
<€k, (§l>> = gk — 0, k — oo, (2512)

also e, — 0. Die Folge ist nicht schwach konvergent, da

(er, (1)) =1 (2.5.13)
nicht gegen Null strebt, obwohl (1) € £>° gilt.
Auf reflexiven Rdumen stimmen schwache Topologie und schwach-*-Topologie iiberein. Insbe-
sondere folgt damit
2.5.8 Korollar. Jeder reflexive Raum V' ist schwach vollstindig.

2.5.9 Beispiel. Sei z,, eine Folge aus einem Hilbertraum H. Gilt fiir jedes y € H die schwache
Cauchy-Bedingung
(T — T, y) — 0, m,n — oo, (2.5.14)

so existiert existiert damit ein x € H mit z,, — .

Die Cauchy-Bedingung ist essentiell um Konvergenzkriterien fiir Reihen zu beweisen. Damit
gilt in jedem Hilbertraum H folgendes schwache Konvergenzkriterium

Die Reihe Y, xy ist schwach konvergent genau dann, wenn fir jedes y € H die Zahlenreihe
Y rey(x, y) konvergiert.

2.6 Schwache Kompaktheit

Kompaktheitssatze

Fiir das nachfolgende sei an die Definition der Kompaktheit einer Menge erinnert. Ebenso
daran, dafl es zwei verschiedene Kompaktheitsbegriffe gibt.

2.6.1 Definition. Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes (X, 7) heifit

1. dberdeckungskompakt, falls jede offen Uberdeckung M C |J
endliche Teiliiberdeckung M C (J,_, , Ui, besitzt,

U;, U; offen in X, eine

iel

2. folgenkompakt, falls jede Folge (x,) aus M eine in M konvergente Teilfolge (z,, ) besitzt.

In metrischen Réumen sind beide Begriffe dquivalent. Wenn wir iiber lokalkonvexe Topologien
sprechen, miissen wir sie unterscheiden. Besitzt der Raum eine abzéhlbare Umgebungsbasis,
so folgt aus der Uberdeckungskompaktheit die Folgenkompaktheit. Dies gilt zum Beispiel in
separablen Raumen.

2.6.2 Satz (ALAOGLU"). Die Einheitskugel in V' ist schwach-* kompakt.

"LEONIDAS ALAOGLU
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Wir beweisen nur die folgende Aussage, fithren sie also nicht auf den Satz von Alaoglu zuriick.

2.6.3 Satz. Ist V separabel, so besitzt jede Folge ¢, € V' mit ||, < 1 eine schwach-*
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei dazu {xy,zs,...} dicht in V. Die Folge der Zahlen (¢,,z1) ist beschrénkt. Nach
dem Satz von Heine-Borel existiert eine konvergent Teilfolge (¢y, ,,71). Aus demselben Grund
besitzt (¢y, ,,22) wiederum eine konvergente Teilfolge (¢, ,, 2). So fihrt man fort. Die Dia-
gonalfolge ¢, , liefert nach Konstruktion konvergente Folgen (¢y, ,,z;) fiir jedes ;.

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist aber nun ¢,,, schwach-* konvergent, es existiert
also ein ¢ mit ¢y, , RNy O

Fiir reflexive Rdume ergibt sich die schwache Kompaktheit der Einheitskugel. Es gilt sogar
noch mehr:

2.6.4 Satz (MACKEY). FEin normierter Raum V ist reflexiv genau dann, wenn die Einheits-
kugel schwach kompakt ist.

Es sei an dieser Stelle an ein Resultat aus dem ersten Kapitel erinnert: Ein Banachraum ist
genau dann endlichdimensional, wenn seine Einheitskugel normkompakt ist. Der Satz von
Mackey hilft, in reflexiven Rdumen endlichdimensionale Methoden anzuwenden. Insbesondere
ersetzt er den im Endlichdimensionalen unverzichtbaren Satz von Heine-Borel.

Bestapproximationsaufgaben

Eine Anwendung ist der folgende Existenzsatz fiir Bestapproximationen. Um die Eindeutigkeit
zu garantieren, benttigt man stédrkere Voraussetzungen.

2.6.5 Satz. Sei V reflexiv und U C V' ein abgeschlossener, separabler Teilraum von V. Sei
weiter x € V. Dann gibt es ein yo € U, fiir welches

| — yol| = dist (x,U) = inf ||z — y||. (2.6.1)
yeU

Beweis. Ist x € U so folgt yg = = und Existenz und Eindeutigkeit sind klar. Sei also im
folgenden x € V'\ U. Sei weiter y,, eine Minimalfolge. Diese ist wegen

[ynll < |z = ynll + [[2]] < dist (2,U) +e+[lzll, 1 =nole) (2.6.2)

beschréankt und damit nach Satz 2.6.3 relativ folgenkompakt. Es existiert also eine schwach
konvergente Teilfolge y,,, , die wegen der schwachen Vollstédndigkeit von U gegen ein y, € U
konvergiert. Dieses gy, 16st die Bestapproximationsaufgabe. O]

Einfacher werden Bestapproximationsaufgaben, wenn der Unterraum U aus dem approxi-
miert wird, endlichdimensional ist. Dann ist die Einheitskugel in U kompakt und wir kénnen
(ganz ohne Nutzung des Satzes von Alaoglu) aus jeder Minimalfolge eine konvergente Teilfolge
auswéhlen.
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2.6.6 Satz. Sei V normierter Raum und U endlichdimensionaler Teilraum von V. Dann
existiert zu jedem x € V' eine Bestapproximation an x aus U.

Derartige Approximationsprobleme bezeichnet man als Tschebyscheff-Approximation. Das
Standardbeispiel dazu ist Funktionen aus Cg[a, b] durch Polynome vom Grad n zu approximie-
ren. In diesem Falle kann man sogar zeigen, dafl die Bestapproximation eindeutig bestimmt
ist (der Haarsche Eindeutigkeitssatz, ein Beweis findet sich im Buch von Heuser).

2.7 Konvexitat und schwache Konvergenz

Bis jetzt haben wir den Satz von Hahn-Banach genutzt um Punkte in einem Banachraum V
zu trennen. Ahnliche Resultate gelten fiir allgemeine konvexe Mengen.

2.7.1 Satz (Trennungssatz von HAHN-BANACH). Seien K, L C V nichtleere, abgeschlos-
sene® und konvexe Teilmengen des Banachraumes V. Gilt KN L =0, so existiert ein lineares
Funktional ¢ € V' und eine Zahl v € R mit

sup Re (¢, x) < v < inf Re (¢, y). (2.7.1)
zeK yel

Da wir dieses Resultat nur einmal verwenden wollen, verzichten wir auf den Beweis und ver-
weisen auf die Literatur. Konsequenz des Trennungssatzes ist, daf fiir konvexe Teilmengen
eines Banachraumes der Abschlufl in der Normtopologie mit dem schwachen Folgenabschlufl
tibereinstimmt. (Fiir schwach-* Konvergenz im Dualraum ist das Resultat im Allgemeinen

falsch.)

2.7.2 Satz. Set K C V eine abgeschlossene und konvere Teilmenge des Banachraumes V.
Sei weiter x,, € K eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € V, x, — x. Dann gilt

reK.

Beweis. Angenommen, x ist kein Element von K. Da K konvex ist existiert nach dem Hahn-
Banachschen Trennungssatz ein Funktional ¢ € V' mit Re(¢,z) < v < inf,cx Re (¢, ).
Setzt man speziell als y die Folgenglieder x,,, so ergibt sich ein Widerspruch zur schwachen
Konvergenz. O

2.7.3 Korollar (Satz von MAZUR). Sei V' Banachraum und konvergiere x, — x schwach.
Dann existiert eine Folge y,, bestehend aus (endlichen) Konverkombinationen der Glieder x,,
so daf y, — x in der Norm konvergiert.

Beweis. Man setzt K den Abschlufl der konvexen Hiille der Menge {z,} und wendet obigen
Satz an. O

8abgeschlossen beziiglich der Normtopologie
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3 Operatorgleichungen mit kompakten
Operatoren

Lineare Gleichungssysteme, abstrahiert.

3.1 Kompakte Operatoren

Definition

3.1.1 Definition. Seien V; und V, zwei normierte Rdume. Ein Operator A € £(V;, V3) wird
als kompakt bezeichnet, falls er die Einheitskugel By = {z € V; | [|z|| < 1} € V; auf eine
relativ kompakte! Teilmenge des V5 abbildet. Die Menge aller kompakten Operatoren aus
L(V1,Va) wird mit K(V1, Va) bezeichnet.

3.1.2 Proposition. 1. Kompakte Operatoren bilden beschrdnkte Teilmengen von Vi auf
relativ kompakte Teilmengen aus Vs ab.

2. Sind A, B € K(V1,V3) und a € K, so folgt
A+ B e KW, Va), aA e K(Vp, Vs). (3.1.1)

3. Ist A € K(V,Vs), B € L(V2,V3) und C € K(V5,Vy). Dann folgt BA € K(Vi,V3) und

3.1.3 Satz. Sei Vo Banachraum. Dann ist K(Vi,Vs) ein abgeschlossener Teilraum des Ba-
nachraumes L(V1, V3).

Beweis. Sei Ay, eine Folge kompakter Operatoren, die in £(Vi, V,) gegen A konvergiert. Sei
weiter (z,) eine beschrankte Folge aus Vi. Nun ist (Ajzy) relativ kompakt, besitzt also eine
konvergente Teilfolge (Aizy, ;). Die Folge (Aswy, ;) besitzt eine konvergente Teilfolge (Aay, ;).
Dies kann man fortfiihren bis man unendlich viele Teilfolgen (Apwy, ;) konstruiert hat. Die
Diagonalfolge (¢, ;) besitzt nun auf Grund des Auswahlverfahrens die Eigenschaft, dafl alle
Folgen (A, ;) konvergent sind.

Bezeichne C' = sup, ||z¢||;. Dann gibt zu € > 0 ein n, so daf 4C||A,, — A|| < €. Zu diesem n
bestimmen wir Ny, so daB fiir j, k > Ny stets [|A,(z¢,; — 74, ,)||l2 < €/2 gilt. Dann folgt

€ €
||A(xéj,j - xgk,k)HQ = ||An(xzj,j - xfk,k)H? + H(A - An)('rej,j - Ifk,k)H? < 5 + E2C =€

die Folge (Awy, ;) ist in V5 konvergent. O

!d.h. der Abschluss der Menge ist kompakt
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

Einige Bemerkungen zu Operatoren in einem Raum. Sei V' Banachraum. Dann bezeichnet
man IC(V, V) kurz als (V') und man sieht aus Propostion 3.1.2, da8 es sich bei (V') um ein
abgeschlossenes Ideal der Banachalgebra £(V') handelt.

3.1.4 Satz. Sei A € K(V1,Vs) kompakt. Konvergiert dann x, — x schwach in Vi, so konver-
giert die Folge der Bilder Ax,, — Ax in der Norm von V5.

Beweis. Die Folge (x,,) ist nach Satz 2.4.5 beschrinkt, die Bildfolge (Ax,,) also relativ kompakt.
Sei y ein Haufungspunkt? von (Az,,). Dann existiert eine Teilfolge Az, ; die in der Norm gegen
y konvergiert, also auch schwach Az, ; — y.

Wegen Proposition 2.4.6 folgt aber auch Ax,, — Ax. Da Grenzwerte eindeutig bestimmt sind,
folgt somit y = Az und (Ax,) besitzt nur einen Haufungspunkt. Also gilt Az, — Ax. O

Kompaktheitskriterien in C' und L?

Fiir Beispiele benotigen wir Kompaktheitskriterien in verschiedenen Rdumen. Bekannt sein
sollte aus der Grundvorlesung der Satz von Arzela3-Ascoli*. Wir wollen ihn in einer etwas
allgemeineren Fassung angeben.

3.1.5 Satz (ARZELA-ASCOLI). Sei X kompakter metrischer Raum und Y Banachraum. Sei
weiter C(X;Y) der Raum der stetigen Funktionen auf X mit Werten in Y versehen mit der
Supremumsnorm,

IFIl = sup [[ £ (@)l (3.1.2)
zeX

Dann ist eine Teilmenge F C C(X,Y") relativ kompakt genau dann, wenn sie

1. gleichmdf$ig beschrinkt ist, d.h.
sup || f]| < oo, (3.1.3)
fer

2. gleichgradig stetig ist, d.h.

Vee X,e>030>0VfeF: dx(x,2)<d=|f(x)— f(a)|y <e (3.1.4)

3. und fir jedes v € X die Menge {f(z)| f € F} relativ kompakt in'Y ist.

Beweisskizze. Wir beweisen nur das Kompaktheitskriterium (den Satz von Arzela), die Riick-
richtung (nach Ascoli) verbleibt als Ubungsaufgabe.

Sei {f.} C F eine beliebige Folge aus F'. Zu zeigen ist, daf diese eine in C'(X,Y’) konvergente
Teilfolge enthélt.

Dazu wéhlen wir eine aufsteigende Folge von endlichen Teilmengen Ay C Any1 C X, welche
eine in der kompakten Menge X dichte Teilmenge A, = (J3_; An ausschopft. Die Funktio-
nenfolge, eingeschrinkt auf eine solche Teilmenge { f,,| 4, }. enthélt nach Voraussetzung eine auf

2in der Normtopologie
3CESARE ARZELA,1847-1912
4G1uL1o AscoLl, 1843-1896
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Ay konvergente Teilfolge, denn ein endliches kartesisches Produkt relativ kompakter Mengen
ist wieder relativ kompakt.

Sei fro = fr- Dann kann man rekursiv, beginnend mit [ = 1,2,..., in (fx;—1) eine Teilfolge
(fr1) auswihlen, die auf A; konvergiert. Dann konvergiert nach dem Cantorschen Diagonal-
verfahren die Diagonalfolge (fr ) auf der dichten Teilmenge A, C X gegen eine Funktion
fiAx —Y.

Aus der gleichgradigen Stetigkeit folgt nun, dal die so erhaltene Grenzfunktion auf A,
gleichmifig stetig ist und somit auf ganz X stetig und beschrénkt fortgesetzt werden kann
zu f: X — Y. Weiter folgt, dafl die Diagonalfolge auch in der Supremumsnorm gegen die so

konstruierte Funktion konvergiert, limy_.o. frx = f in C(X,Y). O

3.1.6 Beispiel. Seien X, Y Abschlufl beschrénkter Gebiete und k& € C'(X x Y). Dann ist der
assoziierte Integraloperator

K:C(X)> f(x)— Kf(y) = / k(z,y)f(x)de € C(Y) (3.1.5)

X

kompalkt.

Beweis. Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli. O

3.1.7 Beispiel. Sei X Abschlufl eines beschrinkten Gebietes im R". Sei weiter k € C'(X x
X)\Ax mit Ay = {(z,2)|z € X} und gelte

|k, )| < Clo —y[™ (3.1.6)

fiir ein & < n. Dann heiit die Kernfunktion k(z,y) schwach singuldr und der Operator

K:C(X) 3 f(z) = Kf(y) = / k(2. y)f(2)dz € C(X) (3.1.7)

X

(definiert im Sinne eines uneigentlichen Riemann-Integrals) ist kompakt.
Beweis. Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli. m

Als weitere wichtige Klasse von Réumen sind uns die LP-Raume begegnet. Ein Kompaktheits-
kriterium in diesen Raumen laf3t sich mit dem Satz von Arzela-Ascoli beweisen.

3.1.8 Satz (FRECHET-KOLMOGOROV®). FEine Teilmenge F' C LP(R™), p € [1,00), ist relativ
kompakt genau dann, wenn sie

1. gleichmdf$ig beschrinkt ist, d.h.
sup|| £, < oo, (3.18)
feF

5ANDREY KOLMOGOROV, 1903-1987
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2. gleichgradig integrierbar ist, d.h.

limsup [ |f(x+h)— f(z)[Pdz =0 (3.1.9)
h=0 feF Jrn
und
lim Sup/ |f(z)Pdz =0 (3.1.10)
R—00 fep Jig|>R
qilt.
Beweis. vgl. z.B. Yosida, Kap. X.1 O

Banachraume mit Basis

Als dritte Klasse wollen wir Banachraume mit Basis betrachten.

3.1.9 Definition. Sei V' ein unendlichdimensionaler Banachraum und (z;) eine Folge von
Elementen aus V. Die Folge () heiBt Schauderbasis® von V, falls zu jedem z € V eine
eindeutig bestimmte Folge von Skalaren oy € K existiert, so dafl

v =3 (3.1.11)
k=1

gilt. Die Schauderbasis heifit normalisiert, falls ||| = 1 fiir alle k gilt.

3.1.10 Beispiel. Fiir die Rdume ¢y und * mit p € [1,00) ist durch die Basisfolgen e, =
(0,...,0,1,0,...) (mit der 1 an k-ter Stelle) eine normalisierte Schauderbasis gegeben. Diese
ist keine Schauderbasis fiir £>°. (Warum?)

Sei im folgenden also V' ein Banachraum mit normalisierter Schauderbasis (z;). Dann kann
man jedem x € V bijektiv eine Koeffizientenfolge (ay) zuordnen. Die Menge der Koeffizien-
tenfolgen bildet offensichtlich einen Vektorraum, nennen wir ihn W. Auf diesem definieren wir

durch
S o,

|[[(cx)]|| = sup
™ k=1

= sup || Px|| (3.1.12)

eine Norm. (Ubung: Man weise die Normeigenschaften nach!) Wie man sofort an der Definition
sieht, gilt ||z]| < |||(ax)|||. Versehen mit dieser Norm ist W vollstandig (Ubung) und nach dem
Satz iiber den inversen Operator sind die Rdume V und W isomorph.

Als Nebeneffekt haben wir gezeigt, dafl sémtliche der Projektionen P, beschrinkte Operatoren
sind und sup,), || P || < oo gilt.

Fiir Banachrdume mit Basis gilt das folgende Kompaktheitskriterium. Man fordert, daf3 die
Koordinaten «y 'gleichméfig’ gegen Null streben.

Snach JULIUS SCHAUDER, 1899-1943
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3.2 Endlichdimensionale Operatoren und die Approximationseigenschaft

3.1.11 Satz. Sei V' Banachraum mit normalisierter Schauderbasis (v). Fine Teilmenge F C
V' ist relativ kompakt genau dann, wenn F beschrdnkt ist und

sup ||z — P,z| — 0, n — 0o (3.1.13)
zeF

gilt.

3.1.12 Beispiel. Der Raum Ca, b] besitzt eine Schauderbasis. Das klassische Beispiel einer
solchen Basis fiir den C0, 1] geht auf Schauder zuriick und besteht aus linearen Splines.

3.1.13 Beispiele. Die Raume L”[a, b], p € [1,00) besitzen eine Schauderbasis. Beispiele dazu
sind die sogenannten Waveletbasen, etwa die Haar-Basis.

3.1.14 Beispiel. Jeder separable Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis, also damit auch
eine Schauderbasis.

3.2 Endlichdimensionale Operatoren und die
Approximationseigenschaft

Wir wollen einen Operator A € L£(V1,V3) als endlichdimensional bezeichnen, wenn sein Bild
A(V}) ein endlichdimensionaler Teilraum von V3 ist. Offenbar ist jeder endlichdimensionale
Operator kompakt (da in endlichdimensionalen Raumen der Satz von Heine-Borel gilt).

3.2.1 Satz. Sei V' Banachraum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Fiir jeden Banachraum W ist die Menge der endlichdimensionalen Operatoren ist dicht
in (W, V)

2. Fiir jede kompakte Teilmenge K C 'V und jede Zahl € > 0 existiert ein endlichdimensio-
naler Operator T . € KK(V') mit

sup | Txex — x| <e. (3.2.1)
TeK

Gelten diese Aussagen, so sagt man, V besitzt die Approximationseigenschaft.

Beweisskizze. Wir zeigen nur die Richtung [2 — 1], fir den Schritt [1 — 2] verweisen wir auf
die Literatur.

Sei T € K(V4, V,) ein kompakter Operator. Dann ist das Bild der Einheitskugel K = T'(B)
aus V; kompakt in V5. Fiir € > 0 sei P, := Tk, € L£(V2) der nach Voraussetzung existierende
endlichdimensionale Operator. Dann erfiillt 7, = P.T nach Konstruktion ||7"—T|| < € und ist
offensichtlich auch endlichdimensional. ]

3.2.2 Beispiel. Alle Hilbertraume besitzen die Approximationseigenschaft.
Beweis. Wir zeigen die zweite der Eigenschaften und konstruieren den Operator Tk .. Sei
dazu N, ein endliches e-Netz von K und U, = span N.. Zu jedem x € K kann man nun

eine Bestapproximation aus U, an x wdhlen. Nach dem Projektionssatz ist diese durch Py x
gegeben. Nach Konstruktion gilt |Py.x — z|| <. O
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

3.2.3 Beispiel. Sei VV Banachraum mit Schauderbasis. Dann besitzt V' die Approximations-
eigenschaft.

Beweis. Folgt direkt aus dem Kompaktheitskriterium fiir Banachraume mit Basis, der gesuchte
Operator ist durch P, fiir hinreichend grofles n gegeben. O]

3.2.4 Beispiele. Die Rédume ¢y und 7, p € [1,00), besitzen die Approximationseigenschaft.

Die Approximationseigenschaft von Banachrdumen ist niitzlich, da sie Kompaktheitskriterien
ersetzt. Eine Anwendung skizziert folgendes Beispiel.

3.2.5 Beispiel. Auf dem (7, p € [1,00) (bzw. auf ¢y oder ¢) sei zu (m,) € ¢*° der Multiplika-
tionsoperator 7T’
T : (z,) — (muzy) (3.2.2)

gegeben. Dann ist T' kompakt genau dann, wenn die Folge (m,,) eine Nullfolge darstellt.
Beweis. Angenommen, T ist kompakt. Sei nun e, die Folge (0,...,0,1,0...) mit einer 1 an

der k-ten Stelle. Dann ist ||ex|| = 1 und Te, kann nur konvergent sein, wenn ||Te;, — Te||P =
|mg|P + |me|P Nullfolge in k, ¢ ist. Also folgt (m,,) € co.

Die Operatornorm des Operators 7' stimmt mit der Supremumsnorm der Folge (m,,) iiberein.
Da die Folgen endlicher Lénge endlichdimensionalen Operatoren entsprechen und dicht in ¢
sind, definiert nach Satz 3.2.1 jede Folge aus ¢ einen kompakten Operator. O

3.3 Riesz-Theorie

Sei K € K(V) kompakter Operator. Gegenstand dieses Abschnittes soll es sein, eine Losungs-
theorie fiir Gleichungen der Form

Lr=(I-K)x=vy, yevV, (3.3.1)

in einem Banachraum zu entwickeln. Behandelt werden sollen dabei die Fragen nach der
Existenz von Losungen, deren Anzahl/Dimension, und deren Eindeutigkeit.

Als Beispiel kann man Integralgleichungen zweiter Art,

fly) - /X k(. 9)f(5)dy = 9(y) (3.3.2)

zu vorgegebenem Kern k € C(X x X) und rechter Seite g € C(X), im Hinterkopf behalten.

Ein erster Schritt besteht in der Losung des homogenen Problems. Die Kompaktheit von K
impliziert sofort

3.3.1 Satz (Riesz). Der Nullraum N (L) ist endlichdimensional.

Beweis. Eingeschrankt auf den (abgeschlossenen!) Nullraum stimmt K mit der Identitét iibe-
rein. Die identische Abbildung ist aber nur in endlichdimensionalen Rdumen kompakt. O]
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3.3 Riesz-Theorie

3.3.2 Satz (RiEsz). R(L) ist abgeschlossen in V.

Beweis. Seiy € R(L) ein Element des Abschlusses von R(L). Dann existiert eine Folge x,, € V
mit Lz, — y. Da N(L) endlichdimensional ist, existiert zu jedem x,, eine Bestapproximation

Xn € N(L), ||In - Xn” - inf)(EN(L) ”xn - XH
Schritt 1: Die Folge x,, — Xy, ist beschréankt. Wére sie es nicht, gébe es eine Teilfolge x,, — X,
mit ||, — Xn,|| > k. Normiert man

Fp = P T X (3.3.3)

Hxnk — Xny, || ’
so existiert wegen der Kompaktheit von K eine Teilfolge 7y, mit Kz, — ¢ fiir j — oo. Weiter
ist
LT\ = (L ]|/ [12n, = Xnell < | Lan, [|/F — 0, (3.34)
da Lx, konvergent ist. Insbesondere ist also
fkj = L.kaj + kaj — 7, (3.3.5)
also Ly =0, g € N(L). Das impliziert aber
1 1

EN(L)
(3.3.6)

im Widerspruch zur Konvergenz. Also ist z,, — x, beschrinkt.

Schritt 2: Wegen der Kompaktheit von K besitzt K (x, — x,) eine konvergente Teilfolge. Dies
impliziert aber die Existenz einer konvergenten Teilfolge von x,, — x,, da

K(l‘nk - Xnk) = (:Bnk - Xnk) - L(xnk - Xnk) - Ty (3.3.7)
—_———
—y
Also existiert € V mit x,, — x,, — « und Lz = y. O

Da Potenzen von L die Form

["=(—-K)y"=1- i (—1)F <Z> K* (3.3.8)

haben, gelten die ersten beiden Rieszschen Sétze auch fiir diese Operatoren. Insbesondere sind
die Nullriume N (L*) alle endlichdimensional und die Bildriume R(LF) alle abgeschlossen.
Beide hidngen eng zusammen.

3.3.3 Satz (RIESZ). Es existiert ein ¢ € N, so daf
{0} Cc N(L)C N(L*) C...C N(L") = N(L'"") = ...
VORL)DR(L*)D...DORLY)=R(L"™)=... (3.3.9)

Weiter gilt mit dieser Zahl ¢
V = N(L") @ R(L"). (3.3.10)

Man sagt, der Operator L ist kettenendlich mit Kettenlinge” ¢.

"Fiir £ ist ebenso die Bezeichnung Riesz-Index oder Riesz-Zahl gebriuchlich.
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

3.3.4 Beispiel. Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, ein Beispiel. Sei K € C"*"
eine komplexe n x n-Matrix und sei 1 Eigenwert von K. Dann entspricht die Kettenldnge des
Operators L = I — K der Dimension des grofiten Jordanblocks zum Eigenwert 1. Zum Beweis
betrachte man die Darstellung von L in Jordan-Normalform.

Beweis zu Satz 8.5.3. Schritt 1: Aus L™z = 0 folgt L'z = LL"z = 0 und damit gilt N (L") C
N(L"™). Angenommen alle diese Inklusionen sind echte Inklusionen. Dann existiert nach dem
Rieszschen Lemma von der Fastsenkrechten zu jedem n ein z, € N(L™*!) mit ||z,| = 1 und
dist (z,,, N(L™)) > 5. Wir untersuchen die Folge (x,,). Wegen

L™(xy, + Lx, — Lx,y,) = (L™ — L™ L™y + L, = 0 (3.3.11)

fiir n > m ist |Kz, — Kz = |0 — (@m + Lz, — Lxy,)|| > 3. Damit kann (Kz,,) keine kon-
vergente Teilfolge enthalten, im Widerspruch zur Kompaktheit von K und der Beschrianktheit
von (x,,).

Schritt 2: Wir zeigen, dafi aus N(L*) = N(L*) schon N(LFt?) C N(L*!) folgt. Sei x €
N(L**2). Dann gilt L*" Lz = 0, also Lz € N(LFt1) = N(L*). Das heifit L*'z = LFLz =0
und damit z € N(LF). Mit ¢ dem ersten Index, fiir den N(Lf) = N(L*!) gilt, folgt somit
die erste Inklusionskette per vollstandiger Induktion.

Schritt 3: Die Inklusionskette R(L™) D R(L™"') ist trivial. Angenommen, alle Inklusionen sind
echt. Dann kann man wieder mit dem Rieszschen Lemma eine Folge v, € R(L"), ||yn|| = 1
mit dist(y,, R(L"*')) > 1 konstruieren. Setzt man nun y, = L",, so folgt ganz analog fiir
m >n dal Ky, — Kym = Yn — Ym + Lyn — Ly,,) mit

Ym + Ly — Ly = L"TH(L™ " 2y + 2 — L™ "2y,) € R(L™T) (3.3.12)

und damit | Ky, — Kyn|| > 3. Aber das widerspricht der Kompaktheit von K. Also ist auch
diese Inklusionskette endlich und es gibt ein k mit R(L*) = R(L*™). Wir folgern daraus
wieder R(LF) C R(L**?). Sei dazu y € R(L*) = R(L*!). Dann gibt es ein # € V mit
y = LF'e = L(L*z) und wiederum ein # mit Lz = LF . Also folgt y = L*2Z und damit
y € R(L**?). Damit ist mit einem neuen ¢ die zweite Inklusionskette gezeigt.

Schritt 4: Wir zeigen ¢ = . Angenommen, ¢ > (. Dann gilt fir z € N(L") \ N(L‘!) wegen
R(L*Y) = R(LY), fiir ein 7 die Beziehung 0 # L1z = L‘Z. Andererseits ist L1z = Ltz = 0.
Da N(L**1) = N(LY), folgt damit aber L‘Z = 0. Widerspruch!

Sei andererseits ¢ > (und y € R(Lgil). Dann gibt es ein x mit Ly = Lix = Lg+1@, also
0= L(y— L'z) = L*(Lz — &). Da N(L*) = N(L* "), folgt L**(Lz — %) = 0 also y = L'Z und
damit R(L*"') = R(L*) im Widerspruch zur Definition von .

Schritt 5: Bleibt die direkte Summe nachzuweisen. Sei y € N(L‘) N R(L*). Dann existiert
x € V mit y = Lz und damit L*z = 0. Da aber N(L*) = N (L") gilt, mul damit = € N (L")
sein, also y = 0 gelten.

Sei nun = € V beliebig. Dann folgt mit y = L’z € R(L') die Existenz eines & mit L‘r = L*7
und damit Lf(z — L*F) = 0. Also folgt » — L4 € N(L') und » = L‘Z + (v — L'Z) ist die
gesuchte Zerlegung von x. O

Nun kénnen wir die soeben konstruierte Losungstheorie in einem Satz zusammenfassen. Wir
unterscheiden die Félle £ = 0 und ¢ > 0.
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3.3 Riesz-Theorie

3.3.5 Satz. Sei V' Banachraum® und K € K(V).

1. Ist I — K injektiv, so ist I — K invertierbar.

2. Ist L = I — K nicht injektiv, so ist der Projektionsoperator P : V. — N(I — K)*, der
durch die Zerlegung V = N(L*)® R(L") bestimmt wird, kompakt und L—P =1 — K — P
ivertierbar.

Beweis. [1.] Ist I — K injektiv, so folgt £ = 0 und damit R(/ — K) = V. Nach dem Satz iiber
den inversen Operator existiert (I — K)~' € L(V).
[2.] Auf N(L*) definiert

llle = nfLZ)||$+y|| (3.3.13)

1
yeR(
eine Norm. Da N(L*) endlichdimensional ist, ist diese auf N(L) zu || - || 4quivalent. Es gibt
also ein C' mit ||z|| < C|z||, und damit fir z € V

|Pz| <C inf |Pz+y|| <C|z||, z-PzeR(L"). (3.3.14)
yER(LY)
Damit ist P beschréinkt und endlichdimensional, also kompakt.

Damit kann man nun auf L— P = [ — K — P die Riesz-Theorie anwenden. Da aus z € N(L—P),
Lz — Px =0, (3.3.15)

und damit Lz = 0 folgt, gilt x € N(L) = N(L*!) und damit Pr = x, also Lz = .
Damit folgt aber per Induktion L'z = x, also = 0. Durch Anwenden von Teil 1 ist der Satz
bewiesen. O]

3.3.6 Beispiel. Wendet man die Aussagen konkret auf Integralgleichungen zweiter Art

fly) - /X k(. 9)f(5)dy = g(y) (3.3.16)

im Raum C'(X) an, so hat man also zuerst die homogene Gleichung (¢g(y) = 0) zu untersuchen.
Besitzt diese nur die triviale Losung in C(X), so existiert zu jedem g € C(X) genau eine
Losung f € C(X) und der Operator g — f ist beschrinkt.

Hat das homogene Problem nichttriviale Losungen, so mufl die rechte Seite g Bedingungen
erfiillen, so dafl das Problem losbar ist. Diese sind durch den Projektor P darstellbar. Es mufl
PL*'g = 0 gelten. Nimmt man nun eine Losung f, so kann man diese in einen Anteil f;
aus N(L*) und einen Anteil f, aus R(L*) zerlegen. Wegen (L — P)~'g = (L — P)"'Lf =
[+ (L—P)'Pf efiillt f; = Pf das lineare Gleichungssystem (endlicher Dimension)

(I+P(L—-P)"fi=P(L-P)g (3.3.17)

in N(L*). Die Bedingung PL‘'g = 0 garantiert seine Losbarkeit, sei f; eine der Losungen.
Dann folgt
f=(L~-P) g~ f). (3.3.18)

8Man kann den Satz auf allgemeine normierte Réume verallgemeinern, mufl dann aber im Beweis auf den
Satz iiber den inversen Operator verzichten und die Kompaktheit von K direkt ausnutzen.
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

3.4 Fredholm-Theorie

Bis jetzt haben wir nur den Operator K und die Gleichung x — Kx = y in V betrachtet. Jetzt
wollen wir das Ganze mit Dualitéitstheorie verbinden. Ist der transponierte Operator K7 :
V' — V' ebenfalls kompakt, so kénnen wir vollkommen analog die Gleichung ¢ — K7¢ = 1) in
V'’ behandeln und die Satze der Rieszschen Theorie gelten. Wir wollen nun beide Gleichungen
gleichzeitig betrachten.

Vorerst ein erster Satz zum Falle eines Hilbertraumes H. In diesem Falle (und bei korrekter
Identifikation der beiden Réume) sprechen wir von adjungierten Operatoren A und A*, falls

(Az,y) = (z, A"y) (3.4.1)

gilt. Existenz, Eindeutigkeit und Eigenschaften folgen direkt aus den entsprechenen Aussagen
iiber transponierte Operatoren.

3.4.1 Satz. Seien Hy, Hy Hilbertriume und sei K € K(Hy, Hy) kompakt. Dann ist auch der
adjungierte Operator K* kompakt.

Beweis. Da K kompakt ist, ist auch K K* kompakt. Insbesondere existiert zu jeder Folge (z,,)
aus H, ||z, || < C, eine Teilfolge (x,,) fur die K K*z,, konvergiert. Aber dann folgt

Damit haben wir eine konvergente Teilfolge konstruiert und K* ist kompakt. O

Es gilt die folgende Verallgemeinerung:

3.4.2 Satz (SCHAUDER). Seien Vi und Vo Banachriume. Es gilt K € KC(V1, V) genau dann,
wenn KT € K(V),V/).

Beweisskizze. Wir beweisen nur eine Richtung® und zeigen, dafl K7 kompakt ist. Sei M der
Abschlufl von K(B;) in V,. Dann ist M kompakt. Sei weiter B C V; beschrankt. Dann ist
wegen
(¢, 1 — y2)| < llyr — well2 sup |4 (3.4.3)
YeEB

fiir y1,y2 € M und ¢ € B die Menge B in C'(M,K) beschrankt und gleichgradig stetig. Nach
dem Satz von Arzela-Ascoli also relativ kompakt.

Sei (¢y,) eine Folge aus B. Dann existiert also eine Teilfolge (¢,,.1), die in C'(M, K) Cauchyfolge
ist. Damit ist aber (¢, ; o K) Cauchyfolge in C'(By, K), also konvergent. Da K” ¢, 1 = ¢, 10 K
gilt, ist damit KT kompakt. O

Fiir den folgenden Satz benotigen wir einen Zusammenhang zwischen Unterrdumen aus V' und
Unterrdumen aus V'. Dazu fithren wir den Annihilator

Ut={pecV'|VzeU: (¢ z) =0} (3.4.4)

9Fiir die Riickrichtung nutzt man, dal (K7)” kompakt ist und verbinded dies mit der kanonischen Einbettung
V=V’

48



3.4 Fredholm-Theorie

eines Unterraumes U von V ein. Durch Dualisieren erhalt man
W={zecV|VopcW: (¢,x) =0}, (3.4.5)

in nichtreflexiven Rdumen ist zwischen YW und W+ zu unterscheiden. Allerdings gilt (als
Folgerung des Satzes von Hahn-Banach)

3.4.3 Proposition. Sei W abgeschlossener Unterraum von V'. Dann gilt

TWhH =w = (tw)h (3.4.6)

Der Begriff des Annihilators verallgemeinert das orthogonale Komplement.

3.4.4 Satz (FREDHOLM'). Sei K € K(V) kompakt. Dann gilt
NI—-K)="R(I—-K") und N(I-K")=R(I-K)" (3.4.7)
Beweis. Sei x € N(I — K). Dann gilt fiir alle ¢ € V'

(¢, 2) = (¢, Kz) = (K" ¢, z),

also x € tR(I — K7). Damit folgt die Inklusion N(I — K) C +R(I — K7), analog folgt die
dazu duale Aussage N(I — KT) C R(I — K)*.

Sei x € TR(I — KT). Dann gilt fiir alle ¢ € V' die Beziehung 0 = (¢p — K4, x). Also auch
(Y, x — Kz) = 0. Damit folgt aber x € N(I — K). Die duale Aussage ist wiederum analog. [J

Aus dem Fredholmschen Satz ergibt sich ein wichtiges Losbarkeitskriterium fiir Fredholmsche
Integralgleichungen, die Fredholmsche Alternative. Entweder ist die adjungierte Gleichung

db—K'¢p=0 (3.4.8)
eindeutig (und damit nur trivial) losbar. Dann ist fiir jede rechte Seite g die Gleichung

f-Kf=g (3.4.9)

eindeutig 16sbar. Oder die adjungierte Gleichung (3.4.8) besitzt nichttriviale Losungen. Dann
ist (3.4.9) genau dann lésbar, wenn fiir jede Losung ¢ von (3.4.8)

(¢,9) =0 (3.4.10)

gilt. Die Losung von (3.4.9) ist nicht eindeutig.

Den ersten Fredholmschen Satz kann man ebenso auf die Potenzen von L = [ — K anwenden.
Es gilt
N(L¥) = R((L")"),  R(L*) ="*N((L")") (3.4.11)

fiir alle k. Insbesondere ergibt sich als Folgerung:

3.4.5 Korollar. Die Kettenlinge der Operatoren L und LT stimmt diberein.

10TvAR FREDHOLM, 1866-1927
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

Zwischen N (L) und N(LT) besteht ein tieferer Zusammenhang. Sie sind zueinander dual.

3.4.6 Satz (FREDHOLM). Sei K € K(V') kompakt und ¢ die Kettenlinge von L = I — K.
Dann gilt
N(L)le, = (N(L). (3.4.12)

Beweis. Mit dem ersten Rieszschen Satz folgt die Endlichdimensionalitéat beider Unterrdume.

Wir zeigen zuerst, daf8 die Einschrinkung injektiv ist. Seien dazu ¢, € N((LT)%), ¢ # .
Dann existiert ein = € V mit (¢, x) # (¢, ). Dieses x kann man nach dem dritten Rieszschen
Satz in seine Komponenten z; € N(L*) und zo € R(L*) zerlegen. Da x5 € R(LY) = *N((LT)")
gilt, folgt (¢, z2) = (¥, x9) = 0 und damit (¢, x;) # (¢, z1). Damit ist die Einschrinkung
Iy - N((LF)F) — (N(LY))' injektiv.

Die zweite Beweisrichtung folgt durch Dualisieren. Sei x,y € N(L*),  # y. Dann gibt es ein
¢ € V' mit (¢, ) # (¢p,y). Wendet man in V’ den dritten Rieszschen Satz an und zerlegt ¢ =
$1 + ¢ in seine Komponenten aus N((LT)%) und R((LT)¥, so folgt wieder (¢y, z) = (¢, y) =0
und damit {¢1,z) # (¢1,7). Also ist N((LT)*) punktetrennend auf N (L) und damit

dim N((LT)*) > dim N(L") (3.4.13)
und obige Einschrinkung ist auch surjektiv. O]
Eine Folgerung heben wir dabei hervor. Es gilt dim N (L) = dim N((LT)?). Dasselbe gilt auch
fiir die niedrigeren Potenzen von L, hier ist es allerdings reine lineare Algebra.
3.4.7 Satz (FREDHOLM). Sei K € K(V') kompakt. Dann gilt
dmN(I — K) =dim N(I — K7T). (3.4.14)

Beweis. Wir nutzen die Dualitédtsaussage des letzten Satzes zum Beweis. Sei also wieder ¢
die Kettenldnge des Operators L. = I — K. Dann folgt mit dem dritten Rieszschen Satz
L : R(LY) - R(L*) und L : N(L*) — N(LY), ebenso LT : N((LT)") — N((LT)"). Wir
schriinken unsere Betrachtung auf den (endlichdimensionalen) Raum U = N(L*) und sein
kanonisches Dual U’ = N((LT)*) ein. Dann gilt L : U — U und die Bestimmung von N (L)
entspricht der Losung eines linearen Gleichungssystems, die zu beweisende Aussage folgt direkt
aus einem Satz der linearen Algebra:

dim N(L) = rank L = rank L” = dim N(L"). (3.4.15)
O

Bemerkung. Statt mit dem vollen Dualraum kann man die Fredholmtheorie auch mit soge-
nannten Dualsystemen aufbauen. Ein Paar (V, W) von Banachrdumen V' und W heifit dabei
ein Dualsystem, falls eine separat stetige bilineare Abbildung

() V X W =K, (e, 9)] < Cllelly lyllw (3.4.16)
gegeben ist, und diese die Trennungseigenschaften

VeeV:(r,y) =0 = y=0 (3.4.17a)
Vye W:(z,y) =0 = zx=0 (3.4.17b)
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3.4 Fredholm-Theorie

besitzt. Fiir zwei Dualsysteme (V;, W) und (Va, W5) und einen Operator A € L(V;, V3) kann
man dann analog den transponierten Operator AT € L(W,, W;) definieren und die obigen
Sétze iibertragen sich im wesentlichen. Einzige Ausnahme ist, dafl der transponierte Operator
eines kompakten Operators nicht mehr automatisch kompakt sein mufl; man dies also als
Voraussetzung zu den Satzen hinzuzufiigen hat. Mitunter werden transponierte Operatoren in
einem Dualsystem als zueindander konjugiert bezeichnet.

Beispiele gibt es viele, als zu V' dualen Raum W kann man jeden dicht in V’ eingebetteten
Banachraum verwenden. Standardbeispiel ist das Dualsystem (C'(X), C(X)) fiir den Abschlufl
X eines beschriankten Gebietes mit der bilinearen Abbildung

(f.9) = /X f(x)g(z)da. (3.4.18)

In diesem Dualsystem besitzen beide zu untersuchenden Gleichungen dieselbe Struktur.

3.4.8 Beispiel. Wir betrachten die Integralgleichung

b
o)~ [ e oty = f(a). (3.419)
Offensichtlich muB jede ihrer Losungen die Form
o(z) = f(x) + ce” (3.4.20)
mit einer Konstanten ¢ haben. Eingesetzt in die Gleichung ergibt dies
b
c(l—=(b—a))= / e Y f(y)dy. (3.4.21)

Entweder ist b —a # 1 oder b — a = 1. Im ersten Fall ist ¢ durch diese Gleichung eindeutig
bestimmt, die Integralgleichung besitzt die eindeutige Losung

Pevfydy ,

= 3.4.22
6a) = fla) + e (3422)
Im zweiten Fall ist ¢ beliebig, vorausgesetzt
b
/ eV f(y)dy = 0. (3.4.23)

Dies entspricht aber gerade dem Losbarkeitskriterium der Fredholmschen Alternative, da fiir
b — a = 1 die homogene adjungierte Gleichung

b
b(z) - / &(y)dy = 0 (3.4.24)

die Losung ¢ (x) = e~* besitzt.
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3.4.9 Beispiel. Als zweites Beispiel betrachten wir unendliche lineare Gleichungssysteme in
. p € [1,00). Zu lésen sei

Ty — Z Ao = Yk (3.4.25)
¢

zu vorgegebenem (y;) € ¥ und Koeffizienten ay . Diese sind von der Form (I — A)z = y mit

dem Operator A
(A.’B) = (Z ak7gl‘g) . (3426)
¢

Analog zu Beispiel 1.2.6 wissen wir, dal dabei

N 1/p

p/p
EEDY (Z !%,z!”') (3.4.27)

k L

gilt. Aus dem Kompaktheitskriterium fiir Banachrdume mit Basis folgt, dal A kompakt ist,
falls

1/p

p/p’
s () ) o wes 3425

k>N \{>N

gilt. Auf das Gleichungssystem 1dt sich unter dieser Voraussetzung also die oben entwickelte
Theorie anwenden.

Eine mogliche Konsequenz ist folgende Aussage. Setzt man zusétzlich Dreiecksform voraus,
age =0, >F, (oder k > ¢) (3.4.29)

so ist I — A genau dann in (P stetig invertierbar, wenn ay # 1 fiir alle k gilt.

Zum Beweis nutzen wir, da8 entweder A oder A” untere Dreiecksform besitzt. Das homogene
Problem (I — A)x = 0 bzw. (I — AT)x = 0 ist dann unter obiger Voraussetzung aber nur trivial
16sbar. In beiden Féllen besitzt I — A also Kettenlénge 0, ist also stetig invertierbar.

3.4.10 Beispiel. Eine klassische Anwendung der Fredholmschen Alternative sind Randwert-
probleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Wir wollen nur ein (allerdings recht allge-
meines) Beispiel betrachten. Zu losen sei'!

(a1(z)u') 4 az(x)u = v(x), uw(0) = ug, u(l) = (3.4.30)

zu vorgegebenen Randwerten ug, u; € C, Koeffizienten a; € C[0,1], as € C0, 1] und rechter
Seite v € C[0,1]. Dabei sei vorausgesetzt, daB a;(z) # 0 fiir z € [0,1] gilt. Zum Losen
transformiert man das Problem in eine Integralgleichung.

Sei also u € C?[0,1]. Dann gilt fiir $ = —u” (wie man sofort mittels partieller Integration
sieht)

u() = u(0) + ' (0)z — / (& — y)ly)dy

— (1) — W (1)(1 - ) + / (z — y)b(y)dy.

U Man sagt, die Gleichung sei in selbstadjungierter Form gegeben. Wie man nachfolgend sieht, stimmt sie so
mit der konjugierten Gleichung iiberein.
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3.4 Fredholm-Theorie

Weiterhin gilt
1
0= [ ooy +u(1) - w(0).
0
Multiplikation mit (1 — ), x bzw. z(1 — x) liefert nach Addition eine Darstellung fiir u(x)

u(z) = u(0) (1 — 2) + u(L)x + / (1 - 2)yoly)dy + [ at-votan  Gasy

also auch
() = u() = u(0) = [ g0y + [ (- o (3432

Ist nun u(z) Losung des Randwertproblems, so folgt mit (a;u’) +aou = v die Integralgleichung

@) =)~ [ o)y~ @eot)+ [ @)1 - )60 @)1 - 2o

Fauoft =)+ )+ [ )t~ oy + [ aal oy = o
fiir ¢. Zusammenfassen aller Ausdriicke liefert
a(@)ole) = [ ar WK @ as)o)dy = £ (343
mit
) —ai(@)y + as(x)(1 - 2)y, y <,
R = {a;m(l ) e —y), w<y (3434
und
f(x) = —v(z) + a)(z)(ug — ug) + az(z)(ug(l — x) + uix). (3.4.35)

Ist umgekehrt a;¢ € C[0, 1] eine Losung der Integralgleichung, so definiert (3.4.31) eine Losung
des Randwertproblems. Beide Aufgaben sind also dquivalent.

Fiir die Integralgleichung (3.4.33) 148t sich die Fredholmsche Alternative formulieren. Sei dazu
1 eine Losung des homogenen konjugierten Problems

o)~ [ @Ry =0 (3.4.36)
Dann impliziert K (y,0) = K (y,1) = 0 daB 1(0) = 1(1) = 0 gilt. Weiter folgt ¢ € C[0, 1]
ale)(e) = | () + aw)(1 - ) (w)dy + | (i) = eatwmrsiwiay
= [at) - v+ [ i

und damit

(a1(2)¥") + ax(z)p =0,  ¥(0) =4(1) =0. (3.4.37)
Es existiert hochstens ein eindimensionaler Losungsraum dieses (konjugierten) Problems. Ist
1 = 0 einzige Losung, so existiert fiir jedes v und alle Randdaten ug, u; eine eindeutige Losung
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3 Operatorgleichungen mit kompakten Operatoren

des Ausgangsproblems. Existiert eine nichttriviale Losung v, so miissen die Daten v und ug, uq
Bedingungen erfiillen. Diese sind durch

0= (v, f) / e / B(@)o(x)dz + (w1 — uo) /Ola’l(x)w(x)d:n
+u0/ (1= 2)as(x)v(z )dx+u1/ van(2)(z)da

0 0

gegeben. Die Gleichung fiir ¢(z) liefert daraus mittels partieller Integration

/ Y(z)o(z)de = (ur — uO)/O (a1 (x)p(x) = z(ay(2)y'(x))")dx + uolar (0)¢'(0) — ar (1) (1)]
= upa1(0)Y'(0) — uyar (1)9'(1). (3.4.38)

Erfiillen die rechte Seite v(z) und die Randdaten wug,u; € C diese Bedingung, so existiert fiir
unser Ausgangsproblem eine Losung. Diese ist nicht eindeutig bestimmt.
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4 Spektraltheorie

Operatoren sind auch nur Zahlen.

4.1 Der Spektralsatz von Riesz-Schauder

Wir wollen die Resultate des letzten Kapitels noch einmal, allerdings aus einer anderen Blick-
richtung, zusammenfassen. Sei dazu V ein komplexer Banachraum und K € K(V) ein kom-
pakter Operator. Dann ist die Gleichung

A — Kz =0 (4.1.1)

fiir ein komplexes A € C\ {0} entweder eindeutig (und damit trivial) lésbar, der Operator
M — K in L(V) (stetig) invertierbar, oder es existiert ein nichttrivialer endlichdimensionaler
Losungsraum N (A — K). Im zweiten Falle wollen wir A als Eigenwert des Operators K und
den Losungsraum

Eyx= N\ — K) (4.1.2)

als zugehorigen Eigenunterraum bezeichnen. Die Menge der Eigenwerte sei mit op(K) be-
zeichnet.

Quintessenz des letzten Kapitels konnen wir nun im folgenden Satz zusammenfassen.

4.1.1 Satz (Spektralsatz von RIESZ-SCHAUDER). Sei V' Banachraum und K € K(V)
kompakt. Dann gelten die folgenden Aussagen

1. Ist \ ein Hiufungspunkt von op(K), so gilt X = 0. Insbesondere ist op(K) abzihlbar-.
2. Fir jedes A € op(K) \ {0} ist E\ endlichdimensionall.

3. Sei A € op(K) \ {0}. Dann besitzt der Operator L = X\ — K die endliche Kettenlinge
(X) >0 und es gilt
V =N\ - K)"™ @ R\ — K)*™,

Bezeichnet man mit Py die Projektion auf die erste Komponente, so gilt Py € K(V).
4. Es gilt op(K) \ {0} = op(KT) \ {0}.7 Weiterhin folgt fiir A € op(K)\ {0}

Ex=NW\ — K) =R\ — K", N — KTy = RO\ — K)* .

!Transponiert, nicht adjungiert!
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4 Spektraltheorie

Beweis. [1.] Angenommen \ wiire Héufungspunkt von op(K) \ {0} und A # 0. Dann giibe es
eine Folge von Eigenwerten A, mit )\, — A und eine Folge von normalisierten Eigenvektoren
T, ||zn]| = 1 und Kx,, = \,x,. Dann folgt

M — K)zp, = Md — Ky + (A= X)an = (A= Az, — 0.
Nun gibt es nach der Riesz-Theorie zwei Moglichkeiten. Entweder ist MN—K stetig invertierbar.
Dann folgt aber x,, = (A — K)™"(A — A,)x, — 0 im Widerspruch zu [|z,,|| = 1. Andererseits
muf A € op(K)\{0} gelten. Sei £(\) die Kettenlinge von A/ — K. Dann folgt (A — K )" Mz, =
(A = AWMz, — 0. Damit muB aber nach dem dritten Rieszschen Satz z, € R(A — K)*™

gelten. Da aber (;\] - K )Z(;\) auf diesem Unterraum stetig invertierbar ist, folgt wiederum
x, — 0. Widerspruch!

[3.] Die Kettenendlichkeit folgt mit dem dritten Rieszschen Satz. Fiir Py geben wir noch eine
Darstellung an. Sei dazu {z,...,7,} Basis von N(AI — K)‘™ und {¢1,...,¢,} Basis von
N — KT, Daman N(AM — KT)* nach dem zweiten Fredholmschen Satz mit dem Dual
von N(A — K)*™ identifizieren kann, kénnen die ¢; biorthogonal zu x; gewihlt werden, d.h.

(i, Tk) = Opi- (4.1.3)

Weiter ist V(A — KT)*™ Annihilator von R(AI — K)™ | der Projektionsoperator also durch

Py =Y (¢p, z)my (4.1.4)

k=1
gegeben. Also gilt || Pa[| < 35y [l [l O
Wendet man sich speziell Hilbertraumen zu, so kann man die Aussage des Spektralsatzes fiir

besondere Operatoren noch wesentlich verschérfen. Sei also H Hilbertraum und K € K(H)
kompakt. Der Operator wird als selbstadjungiert bezeichnet, falls K* = K gilt.

4.1.2 Satz (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Sei K € K(H) selbstad-
Jungiert. Dann qult

1. op(K) CR.

2. Ist K #0, so existiert ein Eigenwert A\ € op(K) mit |\ = || K]|.

3. Sei A € op(K) \ {0}. Dann gilt ¢(X) = 1.

4. Gilt X # p fir A\, € op(K), so sind die Eigenunterraume Ey und E,, orthogonal.

5

. Sei zu A € op(K) \ {0} durch {exs,...,exnn} eine Orthogonalbasis von Ey gegeben.
Dann besitzt der Operator K die (in der Operatornorm konvergente) Darstellung

n(A)
K= Z )\P/\ == Z )\Ze)“k X EXk- (415)

Aeop(K)\{0} Aeop(K)\{0} k=1
Insbesondere gilt fiir alle x € H

n(A)

Kx = Z /\Z(x’e’\’k>e)"k' (4.1.6)

Aeop(K)\{0} k=1
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4.1 Der Spektralsatz von Riesz-Schauder

6. Es qilt
H=NEKyo P E» (4.1.7)
Xeop(K)\{0}

als orthogonale direkte Summe.

Beweis. [1.] Sei A € op(K) und x # 0 ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

ANz, z) = (A, x) = (Ko, ) = (z, Kz) = (2, \x) = Az, x)

und damit A = \.

[2.] Da
K|l = sup [|Kz
[lzf|=1
existiert eine Folge z, € V mit ||z,| = 1 und ||Kz,| — ||K||. Da die Einheitskugel im

Hilbertraum schwach kompakt ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge z,,, ©,, — .
Da K kompakt ist, konvergiert K, — Kz, also muf} ||Kz| = || K|| gelten. Damit folgt aber
||z|| = 1. Weiter gilt (da einer der Faktoren in der Norm konvergiert!)

(Kzp,x,) — (Kz,x) =0 A
Weiter gilt
0 < ||Kzy — Axy||? = [|Kzn||* — 2A(K 20, 2,) + A2 < 202 — 2XN(K 2y, 7,,) — 0,

also auch Kz = Az und damit wegen ||Kz| = || K| und ||z|| = 1 auch |\ = || K]].

[3.] Sei A € op(K) \ {0}. Dann ist der endlichdimensionale Unterraum N (A — K)“™ unter
K invariant. Die Einschrankung von K auf diesen Unterraum wird in jeder Orthogonalbasis
dieses Unterraums als selbstadjungierte Matrix dargestellt, diese sind aber bekanntlich diago-
nalisierbar und haben damit Kettenlénge 1.

[4.] Sei x € Ey und y € E,,. Dann gilt (A und g sind reell)

A =p)(z,y) = Az, y) — (2, py) = (Kz,y) — (2, Ky) = 0.
Aus X # p folgt die Orthogonalitiat Ey L E,,.

[5.] Es ist nur etwas zu zeigen, wenn es abziahlbar unendlich viele Eigenwerte gibt (der Operator
also nicht endlichdimensional ist). Seien die Eigenwerte op(K) \ {0} betragsmiflig geordnet,
|Al1 > |A2] > .. .. Zu jedem Eigenwert \; ist durch

n(A;)
Pj s L E <x76)\j7k)6)\jyk
k=1

die Orthogonalprojektion auf den Unterraum E) gegeben. Weiter hat nach Konstruktion und
Schritt 2. der Operator (I — P)K : Ef — Ei die Norm ||(I — P,)K|| = |\| und es gilt P, K =
K P, = A\ Py.. Per Induktion folgt nun fiir alle k da8 ||({ — P\)({ — Py)--- (I — Py)K|| = | Akt1]

und damit i
HK = NP = el
j=1
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4 Spektraltheorie

Das aber ist die Behauptung. (Die Reihe konvergiert auch in jeder Umordnung. Warum?)

[6.] Sei x € H orthogonal zu allen Eigenunterrdumen, « 1 E) fiir A € op(K) \ {0}. Sei weiter
|z|| = 1. Da dann @ L Hy = @;=1,.4E; folgt ||[Kz| < [[K|gL]l = [Apsal Fir & — oo folgt
Kz =0 und damit x € N(K). O

4.2 Das analytisches Spektralkalkiil

Banachalgebren

Wir wollen die Aussagen etwas abstrakter fassen und uns nicht auf die Banachalgebra £(V')
der beschrénkten Operatoren eines Banachraumes V' beschrianken. Sei dazu fiir das folgende A
eine komplexe Banachalgebra mit Eins. Das Einselement wollen wir mit 1 bezeichnent. Durch

CoAAled, AL =) (4.2.1)

wird der Koérper C kanonisch in die Algebra A eingebettet.

4.2.1 Definition. Sei xz € A. Dann bezeichnet man die Menge
plr)={AeC|(A—2)"te A} (4.2.2)

als Resolventenmenge von x und ihr Komplement o(z) = C\ p(z) als Spektrum von z. Auf
der Resolventenmenge definiert man die Funktion

Ry:p(x) 3 A= (A—1)"t €A, (4.2.3)
die Resolvente von x.

4.2.2 Beispiel. Speziell fiir die Banachalgebra A = L£(V') ergibt sich als Resolventenmenge
p(A) fiir ein A € L(V) die Menge aller A € C, fir die A\I — A stetig invertierbar ist. Das
Spektrum o(A) kann man in diesem Falle in Teile untergliedern. Entweder ist A\I — A nicht
injektiv, dann ist A Figenwert. Die Menge op(A) der Eigenwerte wird als Punktspektrum
bezeichnet. Oder, A\l — A ist injektiv. Dann kann AI — A nicht surjektiv sein (da es ja sonst
nach dem Satz von Banach iiber den inversen Operator stetig invertierbar wére). Also ist
entweder R(AI — A) dichter Teilraum von V' oder der Abschlufl von R(A — A) ist ein echter
Teilraum. Im ersten Falle gehort A\ zum kontinuierlichen Spektrum o.(A), im zweiten Falle
zum residualen Spektrum o, (A).

4.2.3 Beispiel. Wihlt man als Banachalgebra die Calkin-Algebra A = L(V')/K(V'), so erhilt
man fiir einen Operator A (bzw. seine Aquivalenzklasse [A]x) als Resolventenmenge den so-
genannten Fredholmbereich von A und als Spektrum das essentielle Spektrum

0e(A) ={\ € C|[M — Ak invertierbar in L(V)/IC(V) }. (4.2.4)

Es gilt 0.(A) C o(A). Betrachtet man speziell nur kompakte Operatoren K € K(V), V
unendlichdimensional, so ist o.(K) = 0.(0) = {0}.
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4.2.4 Beispiel. Setzt man fiir A die Banachalgebra C'(X) der stetigen Funktionen auf dem
Kompaktum X, so ergibt sich fiir das Spektrum des Elementes f € C'(X) genau der Werte-
bereich der Funktion, o(f) = f[X].

4.2.5 Lemma. FEs gilt o(x) C {\ € C| |\ < ||z||}. Weiterhin gilt fir |A| > ||z||

R.(\) =211 —)"to) Z)\ =ik, (4.2.5)

(Dabei sei 2° = 1 gesetzt.)
Beweis. Neumannreihe. O

Eine Funktion f : C — A die sich lokal durch eine in A konvergente Potenzreihe
=3 m(A =), A=A <7 (4.2.6)

mit Koeffizienten z, € A schreiben 148t, wollen wir als analytisch bezeichnen. Das Majoran-
tenkriterium (Satz 1.1.15) liefert fiir den Konvergenzradius r die Darstellung

1
= = limsup ||z ||*/*. (4.2.7)
r

k—00
4.2.6 Satz. Sei x € A. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Die Resolventenmenge p(x) ist offen und die Resolvente R, ist analytisch.
2. Das Spektrum o(z) ist nichtleer und kompakt.
3. Es qilt

sup [N =71, = hmmf 2"/ (4.2.8)
Ao (x)

Die Zahl r, wird als Spektralradius von x bezeichnet.

Beweis. [1.] Sei Ao € p(x) und A so, da |A — Xo| || Rz(Ao)|| < 1. Dann gilt
R.( 20) D (Ao = M) Ra(X0)), (4.2.9)

da wegen (A —x) = (Ao — ) + (A — o)

(Ao — )Rz (Xo) Z(()\o — AN Ru(A0))" + (A= Xo)R Z Ao — (M)
i Ao — A i MR (M) =1
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4 Spektraltheorie

gilt. Also ist R, in A¢ analytisch. Weiter sieht man, daf p(z) offen ist.

[2.] Damit ist o(z) als Komplement der offenen Menge abgeschlossen. Wegen Lemma 4.2.5
ist das Spektrum beschréankt, also kompakt. Um zu zeigen, dafl das Spektrum nichtleer ist,
wenden wir den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie an. Sei dazu ¢ € A’. Dann ist
die Funktion

p(x) 3 X — (¢, R.(N) € C (4.2.10)

analytisch und wegen AR,(\) = A(A —z)™' — 1 fir A\ — oo in A = oo reguldr. Wire
p(x) = C, so miiite (¢, R,(\)) fiir jedes ¢ konstant sein. Dann wére aber auch R, konstant
(Trennungseigenschaften, Hahn-Banach). Widerspruch!

[3.] Durch (4.2.5) ist eine Laurentreihe der Resolvente gegeben. Analog zur Funktionentheorie
zeigt man, daBl auf dem (inneren) Rand des Konvergenzgebietes ein A existieren muf}; in das
R, nicht analytisch fortgesetzt werden kann. Dieses mufl also zu o(x) gehoren. O

4.2.7 Proposition. Die Resolvente R, erfillt die Resolventengleichung
Ro(A) = Ro(p) = —(A — p) Ra (1) Ra () (4.2.11)
fir A, i € p(x). Insbesondere gilt
OHR,(\) = =R, (M) (4.2.12)

Integrale mit Werten in einer Banachalgebra, Integraldarstellungen

Sei nun I eine glatte Kurve endlicher Lange innerhalb von C und f : I' — A stetig. Dann
kann man das komplexe A-wertige Kurvenintegral

/fMMAeA (4.2.13)

in vollkommener Analogie zum C-wertigen Riemann-Integral definieren, die entsprechenden
Riemannschen Summen konvergieren in A. Wir skizzieren kurz eine mogliche Konstruktion:?

Sei ¢ € A’'. Dann ist A — (¢, f()\)) stetig und es existiert damit das komplexe Kurvenintegral
entlang der Kurve I'. Wie man sofort sieht ist die Zuordnung

Up /(gb,f()\)}dA (4.2.14)
r
linear in ¢ und wegen
[ 50| <11 oL max 7O (12.15)

IT| die Lange der Kurve T', ist ¥ € A”. Wir zeigen, dafl sogar ¥ € A gilt. Das komplexe
Kurvenintegral ist Grenzwert seiner Riemannschen Summen,

S (60 FO) Ay — Ap) — / (6, F())dA (4.2.16)

3

2Wir wihlen nicht die klassische Definition des Riemann-Integrals sondern wihlen den Umweg iiber Dua-
litdtstheorie und das sogenannte Dunford-Pettis-Integral als ’schwachen’ Integralbegriff.
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fiir immer feiner werdende Zerlegungen 3 der Kurve I'. Also auch

<¢, D NN - Aj)> —(V,¢) VoeA (4.2.17)
3

und damit
DN =) 2w (4.2.18)
3
in A”. Sei ¢ = A|r = Ay — Ao. Dann ist jede der Riemannschen Summen in der konvexen Hiille
conv ¢f[I'] enthalten. Nutzt man die Hilfsaussage

4.2.8 Lemma (Kompaktheitssatz von MAZUR). Sei X Banachraum und M C X kompakt.
Dann ist die konvexe Hiille conv M relativ kompakt.

so existiert eine in A normkonvergente Teilfolge von Riemannschen Summen.? Die Eindeutig-
keit des schwach-* Grenzwertes impliziert, dafy diese gegen ¥ konvergiert, insbesondere also
U € conv cf[I'] C A gilt.

4.2.9 Satz (DUNFORD). Sei I' glatte Kurve endlicher Linge in C und f : I' — A stetig.
Dann ezistiert genau ein Element [ f(A\)dX € A, fir welches

<¢, /F f()\)d>\> _ /F (6, FO\)dA (4.2.19)
fiir jedes ¢ € A’ gilt.

Da damit alle Integrale auf rein komplexe Kurvenintegrale zuriickgefiihrt worden sind, kann
man somit fiir analytische Funktionen f : C O Q — A Integralsidtze der Funktionentheo-
rie anwenden. Der Schritt zuriick erfolgt mit den Trennungssdtzen nach Hahn-Banach. Als
Anwendung der Cauchyschen Integralformeln auf die Laurent-Reihe (4.2.5) ergeben sich fiir
deren Koeffizienten

4.2.10 Proposition. Sei ' eine glatte Kurve die o(x) einmal positiv umlduft. Dann gilt

1
" = — § AR, (\)dA (4.2.20)
2w Jp
fur alle k =0,1,2,...
Beweis. Sei ¢ € A’. Dann gilt
(6, Re(N) = D> AF g, 2b). (4.2.21)
k=0

Das ist eine Laurent-Reihe auf || > r,. Damit gilt fiir den Koeffizienten (¢, 2*) vor A=*~1 die
Darstellung durch das Cauchy-Integral

1 1
My = —— ¢ Mo, R;(\))dX = — j{)\’“x)\d/\. 4.2.22
(6:5) = 5 § X0 RO = 5o f AR ()N (12.22)
Da lineare Funktionale punktetrennend sind, folgt die Aussage. O

3 Alternativ kann man die gleichmiiflige Stetigkeit von f auf I nutzen und die Konvergenz der Riemannschen
Summen direkt zeigen. Dies wuerde auf den ’starken’ Integralbegriff, das Bochner-Integral fithren.
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4 Spektraltheorie

Damit haben wir eine Darstellung fiir Polynome in z. Wir wollen diese auf in einer Umgebung
des Spektrums analytische Funktionen ausweiten.

4.2.11 Definition. Sei f in einer Umgebung von o(z) analytisch I' endliche Vereinigung
geschlossener positiv orientierter glatter Kurven um o(x) (innerhalb dieser Umgebung). Dann

sel 1
- jé FO)Ra(A)dA. (4.2.23)

4.2.12 Satz (DUNFORD). Sei x € A. Seien f,g in einer Umgebung von o(x) analytisch,
a, 3 € C. Dann gilt

1. (af + Bg)(z) = af(z) + Bg(z)
2. (fg)(x) = f(x)g(z)

Sei f,, Folge analytischer Funktionen in einer (gemeinsamen) Umgebung von o(x). Konvergiert
fn in dieser Umgebung gleichmdfig gegen f, so konvergiert f,(z) gegen f(x) in A.

Beweis. Es ist nur 2. zu zeigen, der Rest ist klar. Dazu nehmen wir an, dafl I'; vollstéindig im
Innern von I'y liegt. Dann gilt

f@lale) == § FOOR <>dA7§ (1) B, ()

- 4274 F90) (1~ N7 (Re(X) — Rul))dAcl
T Jry JTy
1 1 u)
——=dp ¢ dX
~ 5 f s <>{2W o
1 fN)
— — - ———dA\
5 FQQ( 1R (“){27” A } 1
1
A d\ = .
= 557 . TSR = ()0
Dabei nutzt man aus, daf3
fN)
———dA=0
P H— A
gilt, da p auBerhalb von I'; liegt und der Integrand somit im Innern der Kurve I'y analytisch
ist. [l

4.2.13 Korollar (Spektraler Abbildungssatz). Sei f analytisch in einer Umgebung von
o(x). Dann ist

Beweis. Sei f analytisch in einer Umgebung von o(z).

Sei A € o(z). Betrachtet man nun
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4.2 Das analytisches Spektralkalkiil

so ist damit g analytisch in einer Umgebung von o(z) (fiir A = p gilt f(A) = f(p)) und es gilt
fA) = f(x) = (A—2z)g(x). Wére f(\) — f(z) invertierbar, so auch (A —x), Widerspruch. Also
ist () € o(f(2).

Sei A € o(f(z)) und A & flo(x)]. Sei nun

9(p) = m7

dann ist g analytisch in einer Umgebung von o (z) und somit folgt g(z)(f(x) — ) = 1, Wider-
spruch. O]

4.2.14 Beispiel. Ein Grund, warum wir Analytizitéit nur in der Umgebung von o (z) gefordert
haben, ist, dafl wir nun Elemente z € A nach Zusammenhangskomponenten des Spektrums
o(x) zerlegen kénnen. Gilt o(z) = 01(2) Uos(z) mit disjunkten kompakten Mengen o4 (x) und
oa(x) , o1(x) Nog(z) =0, so ist die Funktion

1, A€ o;(x),
fi(A) = {0, A€ o)\ o) (4.2.24)

in eine Umgebung des Spektrums analytisch fortsetzbar. Setzt man nun p; = f;(z), so gilt
p? = p; und o(pix) = o(xp;) = oi(x). Weiter gilt p; + p» = 1 und z = pyx + pow stellt die
gesuchte Zerlegung dar.

4.2.15 Beispiel. Sei K € (V) kompakt. Dann besagt der Spektralsatz von Riesz-Schauder,
dal op(K) \ {0} aus abzéhlbar vielen Eigenwerten \; besteht. Zu jedem dieser Eigenwerte \;
gehorte ein Projektionsoperator P; auf N((\I — K)Y), ¢ Kettenlinge von ;I — K. Dieser ist

durch )
P = — ¢ Rg(\)dA (4.2.25)
27 r
gegeben. Dabei umlduft I' (nur) den Eigenwert A; einmal in positivem Sinn. Das kann man
auch anders schreiben,

P, = Res(Ra, \). (4.2.26)

4.2.16 Beispiel. Eine Anwendung dieses Spektralkalkiils kann es sein, Losungen von Evo-
lutionsgleichungen zu berechnen. Wir wollen nur ein Beispiel betrachten. Sei V' Banachraum
und A € L(V) beschréinkter Operator. Gesucht ist eine (Fréchet-) differenzierbare? Funktion
f R — V. fiir welche

J'—Af=g.  JO0)=foeV (4.2.27)

zu einem vorgegebenen stetigen g : R — V' gilt. Die Losung dieser abstrakten Differentialglei-
chung ist dann durch

F(t) =efo+ / t e 4g(r)dr (4.2.28)
0

gegeben.

4Da es nur ein Beispiel ist, wollen wir keine eigenstindige Definition dazu angeben. Was wir fordern ist, dafl
f&+7)— f(t) = f/()T + O(|7]) fiir ein von ¢ abhingiges f'(¢t) € L(V) gilt. Man bezeichnet f'(t) als
Fréchet-Ableitung von f an der Stelle ¢.
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