Version 23 (26.10.2004)



Vorwort

Diese Einfithrung in die Theorie der Distributionen ist aus der gleichnamigen Vorlesung
vom Wintersemester 2002/2003 an der TU Darmstadt entstanden und ist hauptséchlich
bestimmt fiir Studierende der Mathematik und der Physik ab dem vierten Semester.

Die Distributionen bilden ein Teilgebiet der Funktionalanalysis und liefern eine Verallge-
meinerung des klassischen Funktionsbegriffs. Fiir die Theorie der Differentialgleichungen
sind Distributionen ein unentbehrliches Hilfsmittel. Beispielsweise erhélt die Diracsche
Delta-Funktion der Quantentheorie erst im Rahmen der Distributionen einen exakten
mathematischen Sinn.

Die zum Aufbau der Theorie der Distributionen notwendigen funktionalanalytischen
Grundlagen werden an den entsprechenden Stellen entwickelt, insb. werden die topolo-
gischen Vektorrdume in einem eigenen Kapitel ausfiihrlich behandelt.

Viele Beispiele und Ubungsaufgaben, zum Teil mit ausfiihrlichen Losungen, sollen dem
Leser die Bewiltigung des Stoffes erleichtern.

Ich danke allen, die an der Erstellung dieser Ausarbeitung mitgearbeitet haben, insb.
Thomas Forell, Matthias Hef}; Claus Kirchner und Céline Schwarz, die Teile des Manu-
skripts getippt und Korrektur gelesen haben und Boris Walter, der die Losungen zu fast
allen Ubungsaufgaben beigesteuert hat.

Schliefllich méchte ich noch Eva Dintelmann danken, die das gesamte Manuskript noch-
mals Korrektur gelesen hat.

Darmstadt, im Marz 2003 André Noll
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

The resulting mathematical structure [of distributions], based on the duality of certain topological vector spaces, is as
striking in its power and sweep as it is in its simplicity and beauty.

M.A. AL-GWAIZ

1.1 Historisches

Die in[Abschnitt 1.3] (vereinfacht) dargestellten Beobachtungen fiithrten um die Jahrhun-
dertwende zum sog. Heavyside ,,Operationskalkiil“, der von angewandten Mathematikern,
Physikern und Ingenieuren benutzt wurde, weil er plausible Ergebnisse lieferte, obwohl
niemand diese rigoros rechtfertigen konnte. Speziell die ,Delta-Funktion® war ein un-
entbehrliches Hilfsmittel. Diese ,,Funktion® wurde abgeleitet und (Fourier-)transformiert
nach den iiblichen Rechenregeln. Was zu dieser Zeit fehlte, war der mathematische Rah-
men, um diese formalen Rechnungen zu rechtfertigen. Erst spéter, etwa 1930 begann S.L.
Sobolev in seinen Arbeiten zum Cauchy-Problem den langen Weg, eine mathematische
Theorie fiir diese ,,verallgemeinerten Funktionen“ zu konstruieren. Er erkannte, dass man
die verallgemeinerten Funktionen als lineare Funktionale auf einem gewissen Raum von
Testfunktionen auffassen kann. Dieser funktionalanalytische Zugang wurde um 1950 von
L. Schwartz weiter entwickelt und fiihrte zu den grundlegenden Arbeiten Théorie des
Distributions Tome 1/2 [Sch50], [Sch51], in der die gerade entstandene Funktionalanaly-
sis weitere konkrete Anwendungen fand. Die mathematische Theorie der Distributionen
basiert auf der Dualitéit gewisser topologischer Vektorrdume und besticht durch ihre
Einfachheit und Schonheit.

1.2 Die Delta-Funktion

Die von P.A.M. Dirac 1927 zur Beschreibung gewisser Effekte in der Quantentheorie
eingefiihrte Delta-Funktion gab einen wesentlichen Anstofl zur Entstehung der Distribu-
tionen. Dirac forderte von der Delta-Funktion 6 : R — R die zwei Eigenschaften

(a) Esist 6(x) =0 fiir x # 0.
(b) Es gilt [ ddz = 1.

Leider sieht man sofort ein (vgl. [Ubungsaufgabe 1.1)), dass keine solche Funktion exis-
tiert. Obwohl das natiirlich auch Dirac wusste, untersuchte er die Delta-Funktion weiter
und fand dabei heraus, dass man mit § weitgehend so rechnen kann, als ob § eine Funk-
tion im klassischen Sinn wére, und dass man auf diese Weise zu sinnvollen Resultaten
kommt. Daher ist es wiinschenswert, den klassischen Funktionsbegriff so zu modifizie-
ren, dass J eine prézise mathematische Deutung erhélt. Die Idee, wie dies bewerkstelligt
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werden konnte, kommt aus der Physik: Ist auf R eine elektrische Ladung mit der Dich-
te p verteilt, so ist prdx die Gesamtladung. Die Delta-Funktion modelliert den Fall
einer sog. Punktladung, von der man spricht, wenn z.B. in x = 0 eine Einheitsladung
konzentriert ist, wihrend alle anderen Punkte ladungsfrei sind. Stellt man sich nun eine
Storung dieser idealen Situation vor, so wird die Ladung auf eine kleine e-Umgebung der
Null ,,verschmiert” sein. Es ist daher naheliegend, sich diese gestorte Ladungsverteilung
als eine Glockenkurve p. vorzustellen, die um so steiler wird, je kleiner die Storung ist.
In jedem Fall sollte aber fR p-dx = 1 gelten. Es ist nun naheliegend, einen Konvergenz-
begriff fiir Funktionen so zu definieren, dass die Folge p. fiir ¢ — 0 konvergiert und das
Grenzobjekt 0 zu nennen.

1.3 Heuristische Betrachtungen

Die Theorie der Distributionen befreit die Differentialrechnung von gewissen Komplika-
tionen, die nicht-differenzierbare Funktionen hervorrufen. Dies wird bewerkstelligt durch
die Erweiterung der Klasse der Funktionen zur grofleren Klasse von Objekten, genannt
Distributionen, oder verallgemeinerte Funktionen. Damit eine solche Erweiterung ver-
niinftig ist, sollte die Klasse der Distributionen (auf einer offenen Teilmenge von R™)
folgende Eigenschaften besitzen:

e Jede stetige Funktion sollte eine Distribution sein.

e Jede Distribution sollte partielle Ableitungen besitzen, die wieder Distributionen
sind. Fiir differenzierbare Funktionen sollte ,Distributionenableitung” und ., ge-
wohnliche Ableitung® {ibereinstimmen.

e Die ,iiblichen“ Rechenregeln fiir das Differenzieren sollten auch fiir Distributionen
gelten.

e Es sollten ,,Grenzwertsétze gelten, die es erlauben, Limiten von Distributionen zu

handhaben.

Um die Definitionen in den folgenden Kapiteln zu motivieren, betrachten wir den Fall
n = 1. Alle auftretenden Integrale sind im Lebesgueschen Sinne zu verstehen. Eine mess-
bare Funktion f : R — C heif3t lokal integrierbar, falls f iiber jedem Kompaktum K C R
integrierbar ist, d.h. wenn || « |fldz < oo, siche [Ubungsaufgabe 1.2| fiir die Rechtferti-
gung dieser Begriffsbildung. Den Vektorraum aller lokal integrierbaren Funktionen auf
R bezeichnen wir mit L{ (R).

loc

Die Idee besteht nun darin, f € LL_(R) aufzufassen als eine Abbildung T}, die jeder
sgeeigneten Testfunktion® ¢ : R — C die Zahl fR fodx zuordnet. Als Testfunktionen
bietet sich der Vektorraum D = D(R) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf
R mit kompaktem Trager an, denn fR fodz existiert fiir jedes ¢ € D und jedes lokal

integrierbare f. Also ist das zu f assoziierte lineare Funktional
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Ty : D — C, qbl—>/Rf¢dx

wohldefiniert. Die Distributionen werden definiert als die Menge aller linearen Funktio-
nale auf D, die bzgl. einer gewissen Topologie auf D stetig sind (natiirlich wird man
diese Topologie so withlen, dass zumindest T} stetig ist fiir jedes f € L{ .(R)). Falls f
nicht nur lokal integrierbar, sondern sogar stetig differenzierbar ist, so erhélt man durch

partielle Integration

/R fods = — /R féde, (6 €D).

Fir f € C*(R), gilt sogar

/f<k>¢dx = (—1)k / fo®dz, (¢ €D,k eN). (1)
R R

Beachte, dass die rechte Seite von Gleichung () selbst dann definiert ist, wenn f nicht
differenzierbar ist. Wir kénnen daher die k-te Ableitung einer lokal integrierbaren Funk-
tion f definieren als das lineare Funktional auf D, das ¢ auf (—1)* fR fo®dz abbildet.
Allgemein definiert man die k-te Ableitung T®) einer beliebigen Distribution 7 : D — K
durch

T®(¢) == (=1)*T (™), (¢ € D),

und es wird sich zeigen, dass diese Definition all die wiinschenswerten Eigenschaften
besitzt, die eingangs erwiahnt wurden.

1.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 1.1 Zeige, dass es keine Funktion 6 : R — R gibt, die die Eigenschaf-
ten (a) und (b) aus [Abschnitt 1.2 erfiillt.

[Ubungsaufgabe 1.2| Sei f : R — C messbar. Zeige, dass f genau dann lokal inte-
grierbar ist, wenn es fiir jedes * € R eine Umgebung U von z gibt, so dass f auf U
integrierbar ist (dies rechtfertigt den Namen ,lokal integrierbar®).

[Ubungsaufgabe 1.3 Aus dem Identitéitssatz fiir holomorphe Funktionen folgt sofort,
dass es keine von Null verschiedene holomorphe Funktion in D(R) gibt. Zeige, dass

D(R) # {0}.
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2 Grundlagen

The beginner. . . should not be discouraged if . .. he finds that he does not have the prerequisites for reading the prerequisites.

P. HALMOS

Dieses Kapitel enthélt grundlegende Begriffsbildungen aus der linearen Algebra und
der Topologie, die fiir den Aufbau der Distributionentheorie benéttigt werden. Dabei
setzen wir elementare Grundlagen der Linearen Algebra, wie man sie z.B. in [Fis00]
findet, voraus. Natiirlich konnen auch die topologischen Grundlagen an dieser Stelle nur
angestreift werden. Fiir eine detaillierte Behandlung sei auf die Lehrbiicher [Gro69] und
[Sch75] verwiesen.

2.1 Lineare Raume
Sei X ein Vektorraum iiber K = R oder K = C, und sei £ C X.

Definition 2.1 (a) E heifit konvez, falls fir alle z,y € E und alle A € [0, 1] gilt, dass
A+ (1—=Ny € E.

(b) E heifit kreisformig = x € E,X € K/ |A\| <1 = Az € E. Offenbar gilt 0 € E fiir
jede kreisformige Menge E.

(¢) E heifit absorbierend :< Vx € X existiert ¢ > 0 mit A\x € F fiir alle |\| <e.

(d) E heifit absolut konvez, falls fiir alle z1, x5 € E und alle A\, Ao € K mit |A;|+]Ae| <
1 gllt AT+ Aoxy € B

[Ubungsaufgabe 2.2 Sei X ein Vektorraum iiber K = R oder K = C, A, B C X und
A € K. Man definiert

A+B:={z+y:xe€Aye B}, MM:={\r:zeA}
Zeige:

(a) 2A C A+ A. La. gilt 2A # A+ A.
(b) A ist genau dann konvex, wenn (s 4 t)A = sA + tA fiir alle s,¢ > 0.

(c) Die Vereinigung und der Schnitt beliebig vieler kreisformiger Mengen ist kreisfor-
mig.

(d) Der Schnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

(e) Sind A und B konvex, so auch A + B.
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(f) Sind A und B kreisformig, so auch A + B.

[Ubungsaufgabe 2.3 Sei X ein Vektorraum iiber K = R oder K = C, und sei £ C X.
Zeige, dass E genau dann absolut konvex ist, wenn F konvex und kreisformig ist.

[Ubungsaufgabe 2.4/ Sei X = R” und | - | die euklidische Norm auf X. Dann ist fiir
r > 0 die Kugel

{z eR": |z| <1}

konvex, absorbierend und kreisformig.

[Ubungsaufgabe 2.5 Die konveze Hiille conv(A) einer Teilmenge A eines Vektorraums
X ist per Definition die Menge aller Konvexkombinationen von Elementen aus A, d.h.
die Menge aller Summen

tix1 + ...+ thon,
fiir die 7; € A, t; > 0und Y77 t; = 1. Zeige:

(a) Fir jedes A C X ist conv(A) eine konvexe Menge.

(b) Es gilt

conv(A) = ﬂ B.

BH>A und B konvex

2.2 Topologische Raume

Im Folgenden sei X eine beliebige nichtleere Menge und Pot(X) die Potenzmenge von
X, d.h. Pot(X) ist das System aller Teilmengen von X.

Definition 2.6 Ein System von Mengen 7 C Pot(X) heiit Topologie auf X, falls

(a) Per, X e,
(b) Ey,...,EeTm= N Ej €T,

(c) BEaeTya€ A;= ,cq Ea €T

a€cA
Die Elemente von 7 heiflen offene Mengen.

Auf jeder nichtleeren Menge X gibt es zwei triviale Topologien:
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Beispiel 2.7 (a) 7 = {0, X} ist eine Topologie, die indiskrete Topologie.

(b)

7 = Pot(X) ist eine Topologie, die diskrete Topologie.

In der folgenden Definition werden die grundlegenden topologischen Begriffe erklart, die
fiir die systematische Behandlung von Distributionen notwendig sind.

Definition 2.8 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

()

(b)

(c)

E C X heiit Ungebung von x € X, falls es ein U € 7 mit x € U C E gibt. Die
Gesamtheit aller Umgebungen von = bezeichnen wir mit $(x).

(X, 7) heiit Hausdorffraum (oder hausdorffsch), falls zu x1,zo € X mit x; # x9
Umgebungen U; von z; und U, von x5 existieren mit U; N Uy = ().

Sind 7 und ¢ Topologien auf X, so heiit 7 feiner als o (bzw. o gréber als 1),
falls 7 D 0. Wir werden spéter sehen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die
identische Abbildung id : (X, 7) — (X, o) stetig ist.

Sei 7 Topologie auf X und o C 7 beliebig. Man sagt, ¢ ist eine Basis der Topologie
7, wenn sich jede offene Menge als (beliebige) Vereinigung von Mengen aus o
darstellen 1&8t, d.h. wenn fiir jedes U € 7 eine Indexmenge A und Mengen U,,
a € A, existieren mit U = |J,.4 Ua. Nicht jedes Mengensystem ist Basis einer

Topologie, vgl. [Ubungsaufgabe 2.9|

Seien (X1, 71), (X2, ) topologische Rédume o := {U; x Uy : Uy € 7,Us € T}
Dann ist o Basis einer Topologie auf X; x X,. Diese heifit Produkttopologie und
wird mit 7 X 7 bezeichnet.

Sei (X, 7) topologischer Raum, x € X. Ein System ¢ von Umgebungen von x heift
Umgebungsbasis von z, falls fiir jede Umgebung U von z ein V' € o existiert mit
reV cuU.

Sei (X, 7) topologischer Raum, (z,),>1 eine Folge in X, und sei x € X. Man sagt,
xn konvergiert gegen x, falls in jeder Umgebung von x alle bis auf endlich viele
Folgenglieder liegen. Schreibweise: x = lim,, .o x,. Trivialerweise besitzt in einem
Hausdorffraum jede Folge hochstens einen Grenzwert.

Man nennt = € X einen Haufungspunkt von (x,,),>1, falls in jeder Umgebung von
x mindestens ein von x verschiedenes Folgenglied liegt.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum, £ C X. Die Menge

E° = U U

Uer,UCE

heiflt Inneres von E.
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(i) A C X heiit abgeschlossen, falls X\ A € 7. Fir E C X heifit
E = ﬂ A
Aabg.,ECA
Abschluss von E.
(j) E C X heifit dichtin X, falls E = X.
(k) Fiir £ C X heifit OF := E\E° Rand von E.
(1) E C X heiit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von E eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt. Mit anderen Worten: E ist kompakt, wenn folgendes gilt:
U, €T, €A, mit U U, D FE=da,...,a, € A mit UUaJ O F.
acA 7=1
(m) Sei (X, 7) topologischer Raum und E C X. Definiere
r:={ENU:U €T}

Dann ist 7 eine Topologie auf E, die Spurtopologie auf E.

[Ubungsaufgabe 2.9| Sei X # ), 0 C Pot(X) mit Upe, B = X. Zeige die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

(a) o ist Basis einer Topologie.

(b) Fiir alle By, By € 0 und jedes x € By N By existiert By € 0 mit x € By C By N By.

[Ubungsaufgabe 2.10| Sei 7 eine Topologie auf X. Zeige:

(a) Ist X ein Hausdorffraum, so sind alle endlichen Mengen abgeschlossen.

(b) X ist genau dann ein Hausdorffraum, wenn jeder Punkt gleich dem Durchschnitt
seiner abgeschlossenen Umgebungen ist.

2.3 Abbildungen
2.3.1 Abbildungen zwischen beliebigen Mengen
Seien X,Y # () und T : X — Y eine Abbildung.

Definition 2.11 Fiir € X heiBt T'(z) das Bild von x unter T. Fiir A C X heifit
T(A) :={T(z) : z € A} das Bild von A unter T. Fiir B C Y heifit T"Y(B) .= {zr € X :
T(xz) € B} das Urbild von B unter T. T heiit injektiv, falls T'(z1) = T'(z2) impliziert,
dass x1 = 9. T heifit surjektiv, falls T'(X) = Y und bijektiv, falls T injektiv und surjektiv
ist. In diesem Fall ist 77! : Y — X wohldefiniert.
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2.3.2 Abbildungen zwischen Vektorraumen

Seien X, Y Vektorrdume iiber K = R oder K = C. Eine Abbildung T : X — Y heifit
linear, falls
T(azy + frz) = oT'(21) + BT (22)

fiir alle x1, 29 € X und alle o, 8 € K. Falls Y =K, d.h. T : X — K, so heifit T' lineares
Funktional auf X. Fiir lineares T': X — Y gilt:

(a) T(0) = 0.

(b) Ist A ein Untervektorraum von X, so ist T'(A) ein Untervektorraum von Y. Insbe-
sondere ist das Bild 7'(X) von X unter 7" ein Untervektorraum von Y.

(c) Ist B ein Untervektorraum von Y, so ist T7'(B) ein Untervektorraum von X.
Insbesondere ist kern(T) := T71({0}) ein Untervektorraum von X, der sog. Kern
oder Nullraum von T

2.3.3 Abbildungen zwischen topologischen Raumen

Seien X, Y topologische Rdume und 7' : X — Y eine Abbildung. T" heif}t stetig in z € X,
falls fiir alle Umgebungen V' von T'(z) das Urbild T7'(V') eine Umgebung von z ist. T'
heifit stetig, falls T" in jedem x € X stetig ist. Die folgenden Charakterisierungen der
Stetigkeit sind offensichtlich:

(a) T ist genau dann stetig, falls V' C Y offen impliziert, dass T-(V) offen in X ist.

(b) T ist genau dann stetig, wenn fiir jedes abgeschlossene B C Y das Urbild T7'(B)
abgeschlossen in X ist.

Beispiel 2.12 (a) Sei X =Y =Rund f: R — R, f(z) = 42. Dann ist f zwar stetig,
aber f bildet nicht offene Mengen auf offene Mengen ab. Die Eigenschaft , f bildet
offene Mengen auf offene Mengen ab“ ist also nicht dquivalent zur Stetigkeit.

(b) Sei X ein topologischer Raum und F C X. Dann ist id : (£, 75) — X stetig.

Definition 2.13 Eine bijektive Abbildung 7" : X — Y heiit Homdomorphismus, falls
T und T~! stetig sind. Zwei topologische Rdume heiflen homdomorph, falls es einen
Homdoomorphismus von X nach Y gibt.

Beispiel 2.14 Die Abbildung

id: (0,1}, {0,{0}, {1}, {0, 1}}) — ({0, 1}, {0, {0, 1}})

ist bijektiv und stetig, aber kein Hom&omorphismus.
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2.4 Metrische Raume

Definition 2.15 Sei X eine nichtleere Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man
eine Abbildung

d: X x X —[0,00), (2,9)—d(z,y)
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) d(z,y) =0& 2=y,
(b) d(z,y) = d(y,z) Vr,yeX,
(c) d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) VYx,y,z € X.

Das Paar (X, d) bezeichnet man als metrischen Raum.

In jedem metrischen Raum ist der Begriff der Kugel wohldefiniert, und mit Hilfe von
Kugeln ist es leicht, eine Topologie zu erkléaren:

Definition 2.16 Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Sei a € X ein Punkt und r > 0. Dann heifit
B(a,r):={x € X :d(a,x) <r}
die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r beziiglich der Metrik d.

(b) Sei £ C X. E heifit offen, falls es zu jedem = € E ein r > 0 gibt mit B(z,r) C E.

Bemerkung 2.17 Fiir B(a,r) schreiben wir auch B, (a).

Man {iberlegt sich sofort, dass das so definierte System von offenen Mengen eine Topo-
logie ist, die man die von der Metrik d induzierte Topologie nennt. Offenbar ist jeder
metrische Raum ein Hausdorff-Raum. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist

{B(x, %) :n € N}

eine Umgebungsbasis von x, die offensichtlich aus abzdhlbar vielen Mengen besteht. Dies
hat zur Folge, dass in metrischen Rdumen die Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von
Folgen charakterisiert werden kann:
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2.4 Metrische Rdume

[Ubungsaufgabe 2.18| Sei (X, 7) ein topologischer Raum derart, dass jedes x € X
eine abzdhlbare Umgebungsbasis besitzt. Sei (Y, o) ein beliebiger topologischer Raum
und f : X — Y eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) f ist stetig,

(b) f ist folgenstetig, d.h. aus z,, — x folgt f(z,) — f(x).

Im Allgemeinen folgt zwar aus der Stetigkeit die Folgenstetigkeit, aber die Umkehrung
gilt nicht.

Ist (X, 7) ein topologischer Raum, so stellt sich die natiirliche Frage, unter welchen Vor-
aussetzungen an 7 es eine Metrik auf X gibt, die die gegebene Topologie induziert. Sol-
che Rdume nennt man metrisierbar, und die Frage nach notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Metrisierbarkeit bezeichnet man als das Metrisierbarkeitsproblem.
Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass ein metrisierbarer topologischer Raum X stets
hausdorffsch ist, und dass jedes x € X eine abzédhlbare Umgebungsbasis besitzt. Es zeigt
sich aber, dass diese Eigenschaften nicht ausreichen, um die Metrisierbarkeit zu gewéhr-
leisten. In der Tat ist das Metrisierbarkeitsproblem &duflerst schwierig und wurde erst
1951 von Bing, Smirnow, Nagata gelost. Umso iiberraschender erscheint es in diesem
Zusammenhang, dass die Frage nach der Metrisierbarkeit eines (lokalkonvexen) topolo-
gischen Vektorraums (siehe [Definition 3.1/ und [Definition 3.11]) beinahe trivial ist und in

einfacher Weise durch Halbnormen charakterisiert werden kann.

Zum Abschluss dieses Kapitels fithren wir noch einige grundlegende Begriffsbildungen
ein.

Definition 2.19 Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (x,)nen eine Folge in X.

(a) (zp)nen heiit Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass fiir
alle n,m > N gilt:

d(zp, ) < €.

(b) X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Bemerkung 2.20 Vollstiandigkeit ist keine topologische Eigenschaft: Betrachte (R, |-|)
und (R, d), wobei d(z,y) := |arctan z — arctan y|. Dann erzeugen | - | und d die gleiche
Topologie auf R. (R, | -|) ist vollstdndig, aber (R, d) nicht, denn x,, = n ist eine Cauchy-
Folge in (R, d), die nicht konvergiert.

Definition 2.21 Seien (X, d;) und (Xs,d2) metrische Rédume, und sei f : X; — Xo
eine beliebige Abbildung.
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(a) f heifit isometrisch (oder Isometrie), falls f abstandserhaltend ist, d.h. falls fiir
alle z,y € X gilt:
do(f (@), f(y)) = di(=,y).

Offenbar ist jede Isometrie injektiv.

(b) Sei speziell X; = X,. Man sagt, die Metriken dy, dy sind dquivalent, wenn die
identische Abbildung id : (X3,d;) — (X3, d2) ein Homéomorphismus ist.

[Ubungsaufgabe 2.22| Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und f : X — X
eine Isometrie. Zeige, dass f bijektiv ist.

[Ubungsaufgabe 2.23| Zeige, dass ein metrischer Raum (X, d) genau endlich ist (d.h.
endlich viele Elemente enthélt), falls er kompakt ist, und die von d induzierte Topologie
die diskrete Topologie ist.
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3 TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

3 Topologische Vektorraume

Mathematicians are like Frenchmen: Whatever you say to them they translate into their own language and forwith it is

something completely different.

J. W. GOETHE

In diesem Kapitel untersuchen wir Vektorrdume, in denen eine Topologie erklért ist, bzgl.
der die Operationen des Vektorraums stetige Abbildungen sind. Diese Klasse von Vek-
torrdiumen umfasst insbesondere die klassischen Banach- und Fréchet-Raume. Fiir die
systematische Behandlung von Distributionen sind diese klassischen Raume allerdings
zu speziell, so dass ein gutes Verstédndnis der Theorie der topologischen Vektorrdume,
insbesondere der lokalkonvexen Rdume, unumgénglich ist. Dem interessierten Leser emp-
fehlen wir [RR80, [RS80] als weiterfiihrende Literatur, sowie die zweibéndige Monogra-
phie [K&t66], die weit iiber die hier behandelten und fiir die Theorie der Distributionen
notwendigen Grundlagen hinausgeht.

3.1 Definitionen, einfache Eigenschaften

Definition 3.1 Ein topologischer Vektorraum ist ein Vektorraum X, ausgestattet mit
einer Topologie 7, so dass die Abbildungen

A X x X —- X (x,y) — x4y,
M : K x X - X (Nz) — Az

stetig sind. In diesem Fall nennt man 7 eine Vektorraumtopologie.

[Ubungsaufgabe 3.2| Ist (X, 7) ein topologischer Vektorraum, zo € X, A € K, so
sind auch die Abbildungen

Az, X —- X r — T+ x,
M, X — X r = A-x,
MIEO K - X no= e Zo,

stetig.
Die Klasse der topologischen Vektorrdaume enthélt insbesondere alle normierten Raume:
Beispiel 3.3 Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann wird X via

d(z,y) = |z =yl

zu einem metrischen, und damit auch zu einem topologischen Raum. Wir zeigen, dass
die auf diese Weise aus der Norm erzeugte Topologie stets eine Vektorraumtopologie ist,
d.h. dass die Vektoraddition und Skalarmultiplikation stetige Abbildungen sind.
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GemiB [Ubungsaufgabe 2.18]ist die Stetigkeit von A und M #quivalent zur Folgenstetig-
keit von A und M. Sei also eine Folge (z,,y,) € X x X gegeben, die gegen einen Punkt
(x,y) € X x X konvergiere. Dann folgt, dass x, gegen x und y, gegen y konvergiert.
Somit erhélt man

[A(Zn, yn) — Az, )| = (20 +yn) — (+y)l
= [zn =2+ Yy, —
< lzn — 2l + llyn — yll,

und damit A(z,,y,) — A(z,y) fur (z,,y,) — (z,y).

Sei nun (\,, z,) eine Folge in K x X, die gegen einen Punkt (A, z) € K x X konvergiert.
Dann folgt A\, — A und z,, — x. Somit erhélt man

[M(Anyw) = M(AN2)|| = [[An 20 — A1
< A xn = A x|+ || A=Az
= [Aalllzn — 2| + [An = Alll2].

Da nun (\,),>1 als konvergente Folge beschrankt ist, gilt fiir (\,,z,) — (A, x) auch

M(\,, z,) — M(A z), und damit ist alles gezeigt.

Beispiel 3.4 (a) Der euklidische Raum R", ausgestattet mit irgendeiner Norm, ist
ein topologischer Vektorraum.

(b) Sei © C R™ messbar. Dann ist LP(€2) ein topologischer Vektorraum.

(c) Sei K ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist (C(K), || - ||o) ein topologischer
Vektorraum.

Der Begriff der beschrankten Menge eines normierten Raums 148t sich ohne weiteres auf
topologische Vektorrdume iibertragen.

Definition 3.5 Sei (X, 7) topologischer Vektorraum. E C X heifit beschrankt, falls fiir
jede Nullumgebung U C X ein A > 0 existiert mit £ C \U.

[Ubungsaufgabe 3.6 Sei X ein topologischer Vektorraum. Zeige:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) E ist beschriankt,
(i) =, € E, A, € Kmit \, — 0 impliziert \,z,, — 0.
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(b) Jede kompakte Menge ist beschrénkt.

Die néchte Proposition zeigt insbesondere, dass die Topologie eines topologischen Vek-
torraums schon durch das System aller Nullumgebungen eindeutig bestimmt ist. Da
die Gesamtheit aller Nullumgebungen schon durch die Angabe einer Nullumgebungsba-
sis festgelegt ist, geniigt es also, eine beliebige Nullumgebungsbasis anzugeben um die
Topologie zu definieren.

Proposition 3.7 Sei (X, 1) ein topologischer Vektorraum

(a) Fiir xg € X ist

Ay X2z —24+20€ X
ein Homdoomorphismus.

(b) V C X ist genau dann offen, wenn fir jedes xqg € V' eine Nullumgebung U exis-
tiert mit xo + U C V. Insbesondere ist T durch Angabe einer Nullumgebungsbasis
eindeutig festgelegt.

(c) Sei A € K\{0}. Dann ist
My: X3x—XreX

ein Homdoomorphismus.
(d) Jede Nullumgebung ist absorbierend.

(e) Fiir jede Nullumgebung U C X existiert eine kreisformige Nullumgebung V' mit
VcU.

(f) Zu jeder Nullumgebung U C X existiert eine Nullumgebung V mitV +V C U.
(g) Der Abschluss einer kreisformigen Menge ist kreisformig.

(h) Fliir jede Nullumgebung U C X existiert eine abgeschlossene Nullumgebung V' mit
V. CU. Auflerdem kann V' als kreisformig angenommen werden.

Beweis.

(a) Die Bijektivitét ist klar, und die Stetigkeit von A,, und A = A_,, folgen aus
[Ubungsaufgabe 3.2|

(b) =:Sei V C X offen, 29 € V, U := —xo+ V = A} (V). Dann hat U alle behaup-
teten Eigenschaften.
<: Fiir jedes zg € V existiere eine (0.B.d.A. offene) Nullumgebung U,, mit W, :=
x9+U,, C V. Dann gilt V = W, Also ist V" als Vereinigung offener Mengen
offen.

xro€V
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(c)

()

Die Bijektivitit ist klar, die Stetigkeit folgt wieder aus [Ubungsaufgabe 3.2 Da
Mt = M%, folgt auch, dass M, ' stetig ist.

Sei U eine Nullumgebung. Aus [Ubungsaufgabe 3.2 folgt, dass

Ko A= M, (A =X e X

stetig ist. Da U Umgebung von 0 = M, (0) ist, gibt es € > 0 mit M, (B.(0)) C U,
d.h. Azg € U fiir alle A € K mit [\ < e.

Sei U Nullumgebung. Da M : K x X 5 (A, z) — Az € X stetig in (0,0) ist, und
U Umgebung von M (0,0) ist, gibt es € > 0 und eine Nullumgebung W C X mit
M(B.(0) x W) Cc U, d.h. Az € U fiir alle A € K mit |A] < € und alle x € W. Setze

V.= U/\W

[A|<e

Dann gilt V' C U, und offenbar ist V' kreistformig.

Sei U Nullumgebung. Wegen der Stetigkeit der Addition existieren Nullumgebung
Vi,Vomit Vi +V, C U. V :=V; NV, ist eine Nullumgebung mit V +V C U.

Sei also V kreisformig und v € V. Weiter sei A € K mit [A] < 1. Ist A = 0, so ist
eV V.

Seialso A # 0 und U € $(Av). Dann ist M%(U) € (v) und damit ist M1 (U)NV #
(). Sei also w € M 1 (U) Nn'V. Dann ist trivialerweise Aw € U und auf Grund der
Kreisformigkeit von V' gilt auch Aw € V. Insbesondere ist also U NV # (). Damit
ist bewiesen, dass \v € V gilt.

Aus den oberen Aussagen folgt, dass zu U eine kreisformige Nullumgebung W' mit
W + W C U existiert. Wir zeigen, dass W C U gilt.

Sei also w € W. Dann ist insbesondere w+ W NW # (), es existieren also z,y € W
mit y = w+x. Aus der Kreisformigkeit von W folgt —x € W, wasw = y+(—x) € U
zur Folge hat.

Also ist V := W eine abgeschlossene Nullumgebung mit V' C U, die auBerdem
kreisférmig ist (sieche oben). ]

Corollar 3.8 Jeder topologische Vektorraum besitzt eine Nullumgebungsbasis aus kreis-
formagen, absorbierenden, abgeschlossenen Mengen.

Als weitere Beispiele dafiir, dass die Eigenschaften von Vektorraumtopologien vollig
durch die Eigenschaften der Nullumgebungen bestimmt sind, dienen die folgenden Aus-
sagen:
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Satz 3.9 Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann sind dquivalent:

(a) X ist hausdorffsch.
(b) {0} ist abgeschlossen.
(¢) {0} =N{U C X : U ist abgeschlossene Nullumgebung}.

Beweis. (a) = (b) und (c) = (a) sind wegen [Ubungsaufgabe 2.10| und der Struktur der
offenen Mengen klar. Es bleibt noch (b) = (c¢) zu zeigen.

Sei also z € ({U C X : U ist abgeschlossene Nullumgebung} mit = # 0. Sei weiter U €
iU(x). Dann existiert wegen [Corollar 3.8 eine abgeschlossene, kreisformige Nullumgebung
V mit x4V C U. Da nach Voraussetzung x € V ist, ist auch —x € V und damit 0 € U.

Insgesamt folgt also = € m, Widerspruch! [

Ubungsaufgabe 3.10| Sei X ein topologischer Vektorraum und seien 71,7, Vektor-
raumtopologien auf X mit den Nullumgebungssystemen i, ls. Dann gilt:

MCr&s VYU eIV e, mit V C U.

Es ist naheliegend, die sehr allgemeine Klasse der topologischen Vektorrdume durch
zusitzliche Eigenschaften der Nullumgebungsbasen zu klassifizieren.

Definition 3.11 Ein topologischer Vektorraum (X, 7) heifit

(a) lokal konver, falls es eine Nullumgebungsbasis aus absolut konvexen Mengen gibt,
(b) lokal beschrankt, falls es eine Nullumgebungsbasis aus beschrinkten Mengen gibt,
(c) Fréchet-Raum (auch vollstindig metrisierbar), falls es eine Metrik d auf X gibt
mit
(i) 7 ist die von d erzeugte Topologie,
(i) (X,d) ist vollstandig,
(d) normierbar, falls es eine Norm auf X gibt, die 7 erzeugt,

(e) Banachraum, falls er normierbar und vollstandig ist.

Wir untersuchen im Folgenden genauer das Zusammenspiel von topologischen und alge-
braischen Strukturen in topologischen Vektorrdumen anhand von Quotientenrdumen.
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Satz 3.12 Sei X ein topologischer Vektorraum und A ein Unterraum von X. Dann ist
X/A, ausgestattet mit der Topologie

{U c X/A:p ' (U) offen in X},

wobei p die kanonische Projektion p : X — X/A sei, ein topologischer Vektorraum. X /A
ist genau dann ein Hausdorff-Raum, wenn A abgeschlossen ist.

Beweis.
Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Addition auf X/A:

Sei (z,7) € X/A x X/A. Sei weiter U € U(Z + §). Aus der Surjektivitdt von p folgt die
Existenz von x,y € X mit p(x) = &, p(y) = §. Da p stetig und linear ist, ist p~1(U) €
U(x + y). Aus der Stetigkeit von Ax folgt die Existenz von U, € H(z), U, € U(y) mit
U, + U, C p~'(U). Aus der Definition der Topologie auf X/A folgt, dass p(U,) € (Z)
und p(U,) € YU(g) ist. Dann ist p(U,) x p(U,) € $(Z,y) und aus der Linearitét von p
folgt

p(U:) +p(Uy) = p(U, + U,) C U.

Also ist A}} A

Die Stetigkeit der Skalarmultiplikation sieht man so ein:

Sei (A7) € Kx X/A, U € (\%) und = € X mit p(x) = Z. Aus der Stetigkeit und
Linearitét von p folgt, dass p~'(U) € {(Ax) ist. Dann gibt es wegen der Stetigkeit der
Skalarmultiplikation in X ein Uy € () und ein U, € Y(z) mit Uy - U, C p~*(U). Dann
ist Uy x p(Uy) € (X, 2) und Uy - p(U,) = p(Uy - U,) C U. Damit ist die Stetigkeit der
Skalarmultiplikation in (\, ) gezeigt.

Ist X/A ein Hausdorfl-Raum, so ist A = p~'({0}) wegen abgeschlossen. Ist A

abgeschlossen, so ist X \ A und damit auch p(X \ A) = X/A\ {0} offen. Da damit {0}
abgeschlossen in X/A ist, folgt wieder mit [Satz 3.9 dass X /A hausdorffsch ist. ]

Wir geben noch das folgende Resultat iiber endlichdimensionale topologische Vektorréu-
me an:

(U) € Uz, g). Damit ist Ax/a stetig in (Z,7).

[Ubungsaufgabe 3.13| Sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Dann exis-
tiert genau eine Topologie, beziiglich der X ein topologischer Vektorraum und in der X
hausdorffsch ist. X ist - ausgestattet mit dieser Topologie - normierbar.

Die Begriffe ,,Cauchy-Folge* und ,beschréankte lineare Abbildung“ lassen sich ohne Wei-
teres auf den Kontext der topologischen Vektorrdume verallgemeinern.

Definition 3.14 Sei X topologischer Vektorraum.

(a) Eine Folge (z,,)n>1 heiit Cauchy-Folge, falls fir jede Nullumgebung U ein ny € N
existiert, so dass x,, — x,, € U fiir alle n,m > ny.
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(b) Seien (X, 1), (Y, 2) topologische Vektorraume. Eine lineare Abbildung 7': X — Y
heiflt beschrdankt, falls T beschriankte Mengen auf beschriankte Mengen abbildet.

[Ubungsaufgabe 3.15| Zeige:

(a) In jedem topologischen Vektorraum ist jede Cauchy-Folge beschriankt (d.h. die
Menge der Folgenglieder ist eine beschrinkte Menge). Insbesondere ist jede kon-
vergente Folge beschrankt.

(b) Seien (X, || - |l1), (Y, | - ||2) normierte Rdume, 7' : X — Y linear. Dann sind dqui-
valent:

(i) T ist beschrinkt,
(ii) Es existiert eine Nullumgebung U so, dass T'(U) beschrénkt ist.

Der néchste Satz zeigt, dass eine lineare Abbildung entweder in jedem Punkt stetig oder
in jedem Punkt unstetig ist.

Satz 3.16 Seien X,Y topologische Vektorriume, T : X — Y linear. Aquivalent sind:

(a) T ist stetig,

(b) T ist in O stetig.

Beweis.

Es ist nur die Implikation (b)=-(a) zu beweisen. Sei x € X und V Umgebung von

Tx. Dann ist W := —Tx + V eine Nullumgebung in Y. Da T stetig in 0 ist, muss
U :=T~Y(W) eine Nullumgebung in X sein. Daher ist z + U eine Umgebung von z, und
firalleycx+U,y=x+zmit ze U git Ty=Tae+Tze€Tx+W =V. ]

Die Stetigkeit einer linearen Abbildung hingt eng zusammen mit ihrer Beschranktheit.
Der folgende Satz stellt einige Beziehungen zwischen diesen Begriffen her.

Satz 3.17 Seien X,Y topologische Vektorraume und T : X — Y linear. Wir betrachten
die folgenden Aussagen:

(a) T ist stetig.
(b) T ist beschrankt.
(¢) Fiir jede Nullfolge (x,)nen in X ist die Bildfolge (Txy,)nen beschrinkt in'Y .

(d) ©, — 0= Tz, — 0.

Version 23 (26.10.2004) 22/96



3 TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME
3.1 Definitionen, einfache Eigenschaften

Dann gilt (a) = (b) = (c).

Falls X metrisierbar mit translationsinvarianter Metrik (d.h. d(z,y) = d(z + z,y + 2)
Va,y,z € X), so sind alle Aussagen dquivalent.

Beweis.

(a) = (b): Sei £ C X beschrankt und W eine Nullumgebung in Y. Dann existiert eine
Nullumgebung V' in X mit 7'(V) C W. Da FE beschrénkt ist, gibt es \g > 0 mit £ C AV
Also gilt T(E) C T(AV) = NT(V) C NW.

(b) = (c): Das ist klar, weil konvergente Folgen beschrinkt sind.

Sei jetzt X metrisierbar mit translationsinvarianter Metrik. Aus der Translationsinvari-
anz folgt

d(nz,0) < nd(x,0), (xe€ X,neNy),

wie man problemlos durch Induktion bestétigt.

(¢) = (d): Sei z,, — 0. Wihle zu jedem k € N ein ny, € N mit d(z,,,0) < 75 fiir n > ny.
O.B.d.A. kann (nj)ken streng monoton wachsend angenommen werden. Definiere ~,, > 0
durch v, := k fir np < n < ngyq. Dann gilt v, — oo und

1
d(nn, 0) = d(kay, 0) < kd(w,,0) < ki =0,

d.h. wir haben ~,z,, — 0. Also folgt aus (c), dass {T'(y,x,) : n € N} beschrénkt ist. Aus
[Ubungsaufgabe 3.6| folgt, dass Tz, = 7, 'T(Yn2yn) — 0, denn T'z,, ist das Produkt einer
beschrénkten Folge und einer Nullfolge.

(d) = (a): Da nach [Ubungsaufgabe 2.18| fiir metrisierbare Réume Stetigkeit und Fol-
genstetigkeit dquivalente Begriffe sind, folgt die Behauptung sofort aus [Satz 3.16l ]

Im Folgenden untersuchen wir die Stetigkeit einer linearen Abbildung mit Werten im
eindimensionalen Vektorraum K. Doch zuné&chst eine grundlegende Definition:

Definition 3.18 (a) Sei X topologischer Vektorraum. Die Rdume
X*:={T: X — K linear}

und
X' :={T : X — K linear und stetig}

heiflen der Dualraum von X bzw. der stetige Dualraum von X.

(b) Ein Untervektorraum H C X heifit Hyperebene, falls es ein xy € X \ H gibt mit
folgender Eigenschaft:

Ve € X3dh, € H,3\, € Kmit x = h, + A\,x0.

Hyperebenen sind also Untervektorrdaume mit Codimension eins.
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Fiir endlichdimensionale Vektorrdume stimmen Dualraum und stetiger Dualraum {iber-
ein:

Ubungsaufgabe 3.19| Sei X ein endlichdimensionaler und Y ein beliebiger topologi-
scher Vektorraum, jeweils ausgestattet mit Hausdorff-Topologien. Dann ist jede lineare
Abbildung von X nach Y stetig.

Lineare Funktionale stehen in engem Zusammenhang mit Hyperebenen, denn der Kern
eines linearen Funktionals ist stets eine Hyperebene. Wir zeigen, dass die Stetigkeit des
Funktionals durch die Abgeschlossenheit seines Kerns charakterisiert werden kann.

Satz 3.20 Sei X ein topologischer Vektorraum, T € X* \ {0}. Dann gilt:

(a) kern(T) ist Hyperebene.
(b) Zu jeder Hyperebene H C X existiert T € X*\ {0} mit kern(T') = H.
(c) T ist genau dann stetig, wenn kern(T') abgeschlossen ist.

(d) Jede Hyperebene, die nicht abgeschlossen ist, ist dicht.

Beweis.

(a) Wahle zp € X mit Txg = 1. Setze fir € X

hy :==x — (Tx)xe, Ny:=Tx.

Dann folgt * = h, + A;7o, hy € kern(T'). Ist x = h, + \oZo weitere Darstellung von z,
so folgt (A, — A\p)xo = hy — hy € kern(T'), also A\, = Ay = hy = hy.

(b) Es existiere zp € X, so dass sich jedes z € X eindeutig darstellen ldsst als z =
hy+Apxo mit by, € H, N\, € K. Setze Tz := .. Dann ist T linear und es gilt kern(7") = H.

(c) =: Das ist klar, weil das Urbild abgeschlossener Mengen unter stetigen Abbildungen
stets abgeschlossen ist und {0} ein abgeschlossener Teilraum von K ist.

<: Aus folgt, dass X /kern(T") ein Hausdorffraum ist. Weiterhin ist X /kern(7")
endlichdimensional. Aus [Ubungsaufgabe 3.19| folgt somit, dass 7 : X Jkern(T) — K :
x+kern(T') — T(z) als Homomorphismus zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen
stetig ist. Da auch die kanonische Projektion p : X — X /kern(T') wegen stetig
ist, ist somit 7' = To p stetig.

(d) Sei H Hyperebene mit H # H. Dann gilt

1 <dimH/H <dimX/H =1,

also dim H/H = 1. Daraus folgt H = H @ span({xo}). Andererseits gilt nach Vor-
aussetzung X = H @ span({z1}). Wéren zg,2; linear unabhingig, so wire X D
H @ span({zo}) ® span({z1}) & H @ span({z1}) = X. ]
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Corollar 3.21 Sei T € X*. Wir betrachten die Aussagen

(a) T € X'

(b) T ist in O stetig.

(c) kern(T') ist abgeschlossen.
(d) T ist beschrinkt.

Dann gilt: (a) < (b) < (c) = (d)
Ist X metrisierbar mit translationsinvarianter Metrik, so sind alle Aussagen dquivalent.

Beweis.

Aus Satz 3.76 und Batz 3.20 folgt die Aquivalenz von (a), (b) und (c). enthiilt
die Implikation (a) = (d) im allgemeinen Fall und (d) = (a), falls X metrisierbar mit
translationsionvarianter Metrik. ]

3.2 Halbnormen und lokalkonvexe Raume

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, Vektorraumtopologien zu konstruieren. Wir werden
sehen, dass man aus jeder Familie von Halbnormen stets eine Vektorraumtopologie er-
klaren kann, bzgl. der der gegebene Vektorraum zu einem lokalkonvexen topologischen
Vektorraum wird, und dass umgekehrt jede lokalkonvexe Vektorraumtopologie auf diese
Weise entsteht.

Definition 3.22 Sei X Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heif3t Halbnorm, falls

(a) p(Ax) = |A|p(z) fir alle A € K und alle z € X,

(b) p(z +y) < p(z)+ p(y) fir alle z,y € X.

[Ubungsaufgabe 3.23| Sei p eine Halbnorm auf X. Zeige, dass fiir alle z,y € X gilt:

Beispiel 3.24 (a) Sei X beliebiger Vektorraum und 7' € X*. Dann ist p(z) := |Tx|
eine Halbnorm.

(b) Sei X = C(Q), wobei € ein topologischer Raum ist. Fiir jedes x € Q ist p,(f) :=
|f(x)| eine Halbnorm.
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(c) Sei G C C ein Gebiet, X = Hol(G) bzw. X = C(G). Fiir kompaktes K C G
definiert pg (f) := sup|f(z)| eine Halbnorm.
z€K

Satz 3.25 Sei X ein Vektorraum und p eine Halbnorm auf X. Dann ist fir r > 0 die
LKugel“ B.(0) :={x € X : p(x) < r} konvex, kreisformig und absorbierend.

Beweis.

(a) B,(0) ist konvex: Sei A € [0,1] und z,y € B,.(0). Dann gilt

pAz+(1—=N)y) < pAz)+p((1—N)y)
Ap(z) + (1 = A)p(y)
< A+ (1=XNr

r.

(b) B,(0) ist kreisformig: Sei x € B,(0), A € K mit |[A| < 1. Dann gilt
p(Az) = [Alp(z) < p(z) <r
Also ist Az € B,(0).

(c) B,(0) ist absorbierend: Sei z € X. OBdA p(z) # 0. Setze € := r/p(z). Dann gilt
e > 0, und aus |\| < e folgt, dass p(Ax) = |A|p(x) < 7. ]

Definition 3.26 Sei X Vektorraum, £ C X absorbierend. Dann ist
pe: X >z —inf{\>0:2 € \E} €[0,00)

wohldefiniert und heiit Minkowski- Funktional von E.

Satz 3.27 Sei £ C X konvez, absorbierend und kreisformig. Dann ist ug eine Halbnorm
auf X .

Beweis. Aus der Definition von pug und der Kreisférmigkeit von F folgt, dass fiir z € X
und A > pp(z) stets z € AE gilt. Fir z,y € X und A\, € K mit A > pg(z) und
w> pup(y) gilt also x € AF und y € uFE. Es folgt

1

X:ﬁ@+yﬁz

Al o1
~T+ -y €k,
A pA A+uuy

da E konvex. Aber das bedeutet gerade, dass pug(x +y) < A+ p. Also haben wir

pe(z +y) < inf At p=pp(r)+ pely),
A>pp(T), p>pE(y)
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d.h. pp erfiillt die Dreiecksungleichung. Zum Nachweis der Homogenitit sei zunéchst
¢ > 0. Dann gilt:

DY

1 = 1
pg(cr) =inf{A > 0: 3E € E} =°inf{ca>0: STE E} = cug(x).

Sei jetzt ¢ € K mit |c¢| = 1. Da E kreisformig ist, gilt £ = %E Es folgt

1 1 1
pp(cr) = inf{\>0: 1€ E} =inf{\>0: 3E € -E}
c

= inf{)\>0:§x€E}
= pp(T)
= |c|ug(v).

Da sich jedes Element aus K schreiben lésst als Produkt einer positiven Zahl und einer
Zahl mit Betrag eins, folgt die Behauptung. ]

[Ubungsaufgabe 3.28 Sei X ecin Vektorraum und E C X absorbierend, konvex und
kreisformig. Zeige:

(a) {re X 1 pp(x) <1} CEC{r e X :pg(x) <1}

(b) pg ist genau dann eine Norm, wenn E keinen nichttrivialen Unterraum von X
enthilt.

Ubungsaufgabe 3.29| Sei X ein topologischer Vektorraum. Zeige:

(a) up ist genau dann stetig, wenn pp in 0 stetig ist,

(b) pg ist genau dann stetig, wenn E eine Nullumgebung ist.

Der néchste Satz zeigt, dass man mittels einer beliebigen Familie von Halbnormen eine
lokalkonvexe Vektorraumtopologie definieren kann.

Satz 3.30 Sei X ein Vektorraum und (p;)ier eine Familie von Halbnormen auf X . Dann
existiert genau eine grobste Vektorraumtopologie T, bzgl. der alle p; stetig sind. Der
topologische Vektorraum (X, 1) ist lokalkonvex.

Beweis.

Firi € I und r > 0 sei B;(r) := {z € X : p;(x) < r}. Aus [Ratz 3.29] folgt, dass B;(r)
konvex, absorbierend und kreisférmig ist. Fiir endliches I’ C I setze
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B[/ = ﬂ Bi(l)

iel’

Aus [Ubungsaufgabe 2.2| wissen wir, dass By konvex und kreisférmig ist. Da I’ endlich
ist, ist By absorbierend. Sei

B:={rBp:r >0, I' CIendlich}.

Es ist klar, dass B Nullumgebungsbasis einer lokalkonvexen Topologie 7 auf X ist und
dass 7 die grobste Topologie ist, bzgl. der alle p; stetig sind. Wir zeigen, dass 7 eine
Vektorraumtopologie ist.

Stetigkeit der Vektoraddition A : X x X 3 (z,y) — x+y € X: Seien x,y € X beliebig
und B € B. Setze U := (z + 1B) x (y + 3B). Dann ist U Umgebung von (z, y), und fiir
(@, y') = (x4 by, y + 3b,) € U gilt b, + b, € B, also

1 1
Al ) =2+ :$+y+§bx+§by cex+y+B.
Stetigkeit der Skalarmultiplikation M : K x X 3 (A, z) — Az € X: Seien A € K, z € X,

B € B. Da %B absorbierend ist, gibt es ein ¢ > 0 mit puxr € %B fiir alle p € K mit
|| < e. Setze

V= BE()\)X(Z‘—FQ ! B).

(IA[+¢)

Dann ist V' eine Umgebung von (A, z) € K x V, und fir (N, 2") = (N, x + m& eV
gilt

M((N,2")) = N’ =X e+ N —z)+ (N =Nz

)\/
= A — ) N =\
1’+2(’)\|+8> +( )
1 1
€ M+ -B+-B=Xx+ B.
2 2 [ |

In lokalkonvexen Raumen kénnen Folgenkonvergenz, beschrinkte Teilmengen und Stetig-
keit linearer Abbildungen in einfacher Weise durch Halbnormen charakterisiert werden.

Satz 3.31 Sei (p;)ier eine Familie von Halbnormen auf dem Vektorraum X, und X
trage die zugehorige lokalkonvexe Topologie. Dann gilt:
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(a) Eine Folge (x,)nen in X konvergiert genau dann gegen x € X, wenn fir jedes
i €1 gilt: lim,,_ pi(z, — ) = 0.

(b) E C X ist genau dann beschrankt, wenn fir jedesi € I die Menge p;(E) beschrinkt

i R st
Beweis. Es werden im Folgenden die Bezeichnungen aus benutzt.

(a) =: Das folgt sofort aus [Satz 3.301

<: Sei U € U(z). Dann existiert per Konstruktion eine endliche Menge I’ C I und
ein r > 0 mit  + rBp C U. Da nach Voraussetzung p;(x,, — x) fir jedes i € I’
gegen 0 konvergiert, existiert ein N € N mit p;(x, — x) < r fir alle n > N und
alle ¢ € I'. Damit ist dann

T, €Ex+rBp CU

fiir alle n > N. Also konvergiert (x,),en gegen .
(b) =: Sei i € I und I’ := {i}. Da E beschrinkt und By eine Nullumgebung ist,
existiert ein r > 0 mit E C rBp = B;(r), was dquivalent zu p;(E) C [0,7) ist.

<: Sei U € 4(0). Dann existiert per Konstruktion eine endliche Menge I" C I
und ein r > 0 mit rBp C U. Da p;(E) fur alle i € I’ beschriankt ist, existiert
ein s > 0 mit p;(£) C [0, s] fiir alle 7 € I". Dann ist £ C sBp C 2U, womit die
Beschréanktheit von E gezeigt ist. [

Satz 3.32 Seien X und Y lokalkonvere Rdume und T : X — Y eine lineare Abbil-
dung. Die Topologie auf Y werde von der Halbnormfamilie (q;);e; erzeugt. Dann sind
dquivalent:

(a) T ist stetig.

(b) Fiir jedes j € J ist gj o T eine stetige Halbnorm auf X.

Beweis. =: Das ist trivial.

<: Da eine lineare Abbildung wegen schon dann stetig ist, wenn sie stetig in
0 ist, und wegen [Satz 3.30) eine Nullumgebungsbasis eines lokalkonvexen Raumes durch
Schnitte und skalare Vielfache von Mengen der Form B, := {y € Y : ¢;(y) < 1} gegeben
ist, reicht es aus zu zeigen, dass T~ !(B;) eine Nullumgebung in X ist. Es ist aber

T7H(B;) =T (q;'([0,1)) = (g 0 T)7'([0, 1))

und dies ist nach Voraussetzung eine Nullumgebung in X. [
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Bemerkung 3.33 Ist X ein lokalkonvexer Vektorraum mit den erzeugenden Halbnor-
men (p;)ier, so iiberlegt man sich leicht, dass eine Halbnorm ¢ auf X genau dann stetig
ist, wenn eine endliche Teilmenge I’ C I und ein C' > 0 existieren, so dass fiir alle z € X
die Ungleichung

q(x) < C'maxp;(z)

iel’
erfiillt ist (benutze dazu Satz 3.30).

Es folgt mit dem oberen Satz und den dort angegebenen Bezeichnungen, dassT : X — Y
genau dann stetig ist, wenn fiir jedes j € J ein C; > 0 und endliches I; C I mit

(gj 0 T)(z) < Cjmaxpi(x)

fiir jedes x € X existieren.

Insbesondere ist T € X* genau dann stetig, wenn ein C' > 0 und endliches I’ C [
existieren, so dass
|T(x)] < C'maxp;(z)

iel’
fiir jedes x € X ist. [

Satz 3.30l macht keine Aussage dariiber, ob die aus der Familie der Halbnormen konstru-
ierte Topologie hausdorffsch ist. Fiir die Kldrung dieser Frage benttigen wir eine weitere
Definition.

Definition 3.34 Eine Familie (p;);e; von Halbnormen auf X heifit separierend, falls es
zu jedem x € X\{0} ein i € I gibt mit p;(x) # 0.

[Ubungsaufgabe 3.35| Sei (p;)ic; eine Familie von Halbnormen auf X und 7 die ge-
méf [Satz 3.30] definierte lokalkonvexe Topologie auf X. Zeige, dass (p;)ic;r genau dann
separierend ist, wenn 7 hausdorffsch ist.

Corollar 3.36 (a) Ist (p;)icr eine separierende Familie von Halbnormen, so gibt es
genau eine grobste lokalkonvexe hausdorffsche Vektorraum-Topologie, bzgl. der alle
pi stetig sind.

(b) Ist T eine lokalkonvexe hausdorffsche Vektorraum-Topologie, so gibt es eine sepa-
rierende Familie von stetigen Halbnormen, die T erzeugt.

Beweis.

(a) Das folgt sofort aus [Satz 3.30] und [Ubungsaufgabe 3.35|

(b) Wihle eine Nullumgebungsbasis aus absolut konvexen, absorbierenden Mengen
und betrachte die zugehorige Familie der Minkowski-Funktionale. Aus
folgt, dass diese stetig sind. Da 7 hausdorffsch ist, gibt es zu jedem z # 0
eine absolut konvexe, absorbierende Nullumgebung U mit ¢ U. Daraus folgt so-
fort py(z) # 0. Es ist klar, dass die von diesem Minkowski-Funktional erzeugte
Topologie mit 7 iibereinstimmt. ]
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Damit sind wir in der Lage, das Metrisierbarkeitsproblem fiir lokalkonvexe topologische
Vektorraume zu losen.

Satz 3.37 Fiir einen lokalkonvexen topologischen Verktorraum (X, T) sind dquivalent:

(a) T ist metrisierbar.
(b) X ist hausdorffsch und besitzt eine abzdhlbare Nullumgebungsbasis.

(¢) T kann durch abzihlbare separierende Familie stetiger Halbnormen erzeugt werden.

In diesem Fall kann die Metrik translationsinvariant gewdhlit werden.

Beweis.

(a) = (b): Das ist klar, denn jeder metrische Raum ist hausdorffsch und besitzt eine
abzéhlbare Nullumgebungsbasis.

(b) = (c): Sei (B,)nen eine Nullumgebungsbasis aus absolut konvexen, absorbierenden
Mengen. Dann sind die zugehorigen Minkowski-Funktionale pp, Halbnormen, die 7 er-
zeugen. Da X hausdorffsch ist, gibt es fiir jedes x # 0 ein n € N mit z ¢ B,,. Daraus
folgt up,(x) # 0. Also ist (up, )nen separierend. Da jedes B, eine Nullumgebung ist,
folgt aus [Ubungsaufgabe 3.29| dass jedes jup, stetig ist.

(c¢) = (a): Sei 7 durch (py)nen erzeugt. Definiere

=Y Py )

neN +pn :r—y)

Da (pn)nen separierend ist, folgt aus d(z,y) = 0 sofort, dass x = y. Die Symmetrie
d(xz,y) = d(y, x) ist offensichtlich. Beachte, dass fiir 0 < a < b gilt:

a
1+a

b
< —.
—1+0
Daraus folgt:

Pn(T —y) Pn(® — 2) + pa(z — y) pn(z — 2) pn(z —y)
L+ pu(z —y) = L+ pu(x — 2) + pu(z — y) = L+ pn(z — 2) " L4 pu(z —y)

Also ist d eine translationsinvariante Metrik, und es bleibt zu zeigen, dass d die Topologie
T erzeugt. Da jedes p, stetig ist, ist auch die Abbildung

X x X 3 (z,y) — pu(z —y) € ]0,00)
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stetig bzgl. der Produkttopologie 7 ® 7. Die gleichméBige Konvergenz der Reihe (2)
impliziert, dass d stetig auf (X x X, 7®7) ist. Insbesondere ist X > z — d(z,0) € [0, 00)
stetig auf (X, 7). Also ist

—n

Up:={r € X :d(z,0) < }

n—+1

offen bzgl. 7. Daher ist jede Nullumgebung bzgl. d auch Nullumgebung bzgl. 7. Fiir die
Umkehrung reicht es zu zeigen, dass

1
Unax(nm) C {r € X 1 pp(x) < E} =: B,

denn die Mengen (B, )n.men sind eine Nullumgebungsbasis von 7. Sei @ ¢ B, ,,, d.h.
es gilt pp, () > +. Dann folgt

d(0,z) > 2—mpm—(x)

v
~
E
3

92— max(n,m)

v

d.h. z ¢ Umax(mm). |

Im néchsten Satz geben wir eine topologische Charakterisierung der normierbaren Réu-
me.

Satz 3.38 Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum. Dann sind dquivalent:

(a) X ist normierbar.

(b) X ist lokal beschrankt, lokalkonver und hausdorffsch.

Beweis.

(a) = (b) ist klar, da die Mengen

B,(0)={zeX: |z <r}

eine Nullumgebungsbasis bilden und beschrinkt und absolut konvex sind.
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(b) = (a) Sei U beschrénkte Nullumgebung. Da X lokalkonvex ist, gibt es eine absolut
konvexe, absorbierende Nullumgebung V' C U.

Wir zeigen, dass das zu V' gehorige Minkowski-Funktional eine Norm auf X ist. Aus
[Satz 3.27 wissen wir bereits, dass py eine Halbnorm ist. Also bleibt zu zeigen, dass aus
py(x) = 0 folgt, dass x = 0 ist. Sei also z € X mit 0 = py(z) = inf{A > 0: 2 €
AV}, Dann gilt sicher z € AV fir alle A > 0. Da V' beschriankt ist, gibt es zu jeder
Nullumgebung W ein A, so dass AV C W ist, also insbesondere x € W. Da nun X ein
Hausdorff-Raum ist, muss schon x = 0 gelten, da 0 ebenfalls in jeder Nullumgebung W
liegt. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Es bleibt zu zeigen, dass die Topologie 7 mit der von der Norm gy erzeugten Topologie
7, auf X {ibereinstimmt.

Das ist aber klar, denn in beiden Topologien bildet das System {AV : A > 0} eine
Nullumgebungsbasis, in 7 wegen der Beschrénktheit von V', in 7, per Konstruktion (siehe
auch [Ubungsaufgabe 3.29). Dann folgt mit [Ubungsaufgabe 3.10, dass die Topologien
ibereinstimmen. [ ]

3.3 Beispiele lokalkonvexer Raume

In diesem Abschnitt werden metrisierbare lokalkonvexe Topologien auf Rdumen steti-
ger und differenzierbarer Funktionen definiert. Wir werden im néchsten Kapitel weitere
Réume kennenlernen, die nicht metrisierbar sind. Insbesondere der fiir die Distributionen
grundlegende Raum der Testfunktionen wird sich als nicht-metrisierbar erweisen.

Allgemeine Voraussetzungen: 2 C R”™ sei offen, K; C Ky C ... sei eine aufsteigende
Folge von Kompakta in R" mit K; C K7 ; und

0 )x

=1
Beachte, dass es zu jedem Kompaktum K C €2 ein ¢ € N gibt mit K C K.
3.3.1 Der Raum C(f2) der stetigen Funktionen

Sei
C(Q2)={f:Q— C: fist stetig}.

Wir definieren eine abzéhlbare Familie von Halbnormen auf C'(§2) durch
pi(f) =sup{|f(z)]: z € K;}, i€eN.
Offenbar ist diese Familie separierend, erzeugt also eine metrisierbare, lokalkonvexe Vek-

torraumtopologie auf C(2). Eine Folge konvergiert genau dann in diesem Raum, wenn
sie lokal gleichméfig konvergiert. Sei
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Bi(r) :={f € C(Q) : pi(f) <r}. (3)
Dann ist {B;(1/7) : i,7 € N} eine abzéhlbare Nullumgebungsbasis dieser Topologie.

Behauptung 3.39 Der metrische Raum C() ist ein Fréchet-Raum (vgl.

Beweis. Ist (f,)nen eine Cauchy-Folge in C(£2), so ist (fn(2))ney fiir jedes x € Q) eine
Cauchy-Folge in K, also ist der punktweise Limes f(z) = lim,,_o.(f.(x)) wohldefiniert,
und wir haben oben bereits gesehen, dass Konvergenz in C(2) bedeutet, dass (f,)nen
sogar lokal gleichméfig konvergiert. Da der lokal gleichméflige Limes stetiger Funktionen
wieder stetig ist, gilt f € C'(Q2) und f, — f in C(Q). ]

Allerdings ist C'(2) nicht normierbar, denn kein B;(r) ist beschrénkt. Andernfalls gébe
es ein A > 0 mit p;1(B;(r)) C [0, A], d.h. wenn f € C(Q2) auf K; durch r beschrénkt ist,
so ist f auf ;11 durch A beschréinkt. Das ist absurd, denn man kann stets ein f € C(Q)
finden mit f = 0 auf K; und |f(zo)| > A fiir ein zg € K;4; \ K;. Fiir ein solches f gilt

pi(f) =0, aber pis1(f) > A.
3.3.2 Der Raum C™(€2) der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Sei
C™(Q) ={f:Q— C: fist m-mal stetig differenzierbar}.
Wir definieren eine abzdhlbare, separierende Familie von Halbnormen durch
Pim(f) = sup{|0°f(z)| : x € K;, |o| < m}.
Somit wird C™(2) zu einem metrisierbaren, lokalkonvexen Raum. Setzt man

Bim(r) :={f € C™(Q) : pim(f) <7}, (4)

so ist eine abzdhlbare Nullumgebungsbasis von C™(f2) gegeben durch
Lo
{Bzm(;) :4,j € N}

Ferner konvergiert eine Folge (f;);en aus C™(2) genau dann gegen ein f in C™(€2), falls
fir jeden Multiindex a mit |o| < m die Folge (0%f;);en lokal gleichméBig gegen 0 f
konvergiert.

Die so definierte Topologie auf C™ () ist feiner als die Spurtopologie bzgl. C'(Q2), denn
f; — fin C(Q) impliziert im Allgemeinen nicht f; — f in C™(2).
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Behauptung 3.40 Fiir jeden Multiindex o mit |a| < m ist die lineare Abbildung
0. C™Q) —-C(Q), f—0f
stetig.

Beweis.
Fir f € C™() gilt

pi(0°f) = sup{|0°f(2)| : & € Ki} < pim(f)-

Da i beliebig war, folgt aus [Bemerkung 3.33| sofort die Stetigkeit von 0°. [

[Ubungsaufgabe 3.41| Zeige, dass C'™(Q) bzgl. der in [Abschnitt 3.3.2 definierten To-
pologie ein Fréchet-Raum ist.

3.3.3 Der Raum C*(() der beliebig oft differenzierbaren Funktionen

Sei
C=(Q) = () C™(9).

Wir definieren eine Familie von Halbnormen durch

p7(f) = sup{|0°f(z)| - & € Ky, |af < i}, i €N,

Wie in [Abschnitt 3.3.2 sieht man, dass C°°(2) ein nicht normierbarer Fréchet-Raum ist,
und dass 0% : C®°(Q) — C>°(Q) fiir jedes o € N stetig ist.

Satz 3.42 Fir E C C*(Q) sind dquivalent:
(a) E ist beschrinkt.
(b) Fir jedes i € N ist {p°(f) : f € E} eine beschrinkte Teilmenge von R.
(¢c) Vm e N, K C Q kompakt 3IM > 0 V|a| <m Vzr € K Vf € E:
0% ()] < M.

Beweis. Wegen [Satz 3.31 sind (a) und (b) dquivalent.

(b)=>(c): Zu m € N und kompaktem K C Q wihle i € N so groB, dass ¢ > m und
K; D K. Sei M :=sup{p°(f) : f € E}. Dann gilt fiir |o| <m,z € K, f € E:

0% f ()] < pi*(f) < M.

(c)=(b): Sei i € N. Da K; kompakt ist, gibt es nach Voraussetzung ein M > 0 mit
|0%f(z)] < M fiir alle x € K, |a| <14, f € E. Das ist dquivalent zu p°(E) C [0, M] fiir
alle 7 € N. [ |
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3.3.4 Die Raume CP(Q2) und C¥(£2) der differenzierbaren Funktionen mit Trager
in einem festen Kompaktum

Sei m € NU {oo} und K C Q kompakt. Dann setzen wir

Cg' () = {f € C™(Q) : supp(f) C K}
Fiir j € Ny und f € C%(Q) sei
pix(f) = sup{|0"f(2)] : # € K, |af < j}. (5)

Wir topologisieren C2(2) durch die Halbnormen (p; k) j<m im Fall m # oo und (p; k) jen,
andernfalls.

Ubungsaufgabe 3.43| Zeige:

a) CR(2) C C™() ist abgeschlossen.

b) Fiir m € N ist jedes p; i, i < m, eine Norm auf C(2).

(c

d) Die Topologie auf C32(€2) ist nicht normierbar.

(a) C
(b)
) Ist m < oo, so ist C2(Q2) ein Banachraum.
(d)
)

(e) Fiir £ > m > 0 ist die identische Abbildung von C*(Q2) nach C™() stetig.
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4 Testfunktionen und Distributionen

Mathematical proofs, like diamonds, are hard as well as clear, and will be touched with nothing but strict reasoning.

JOHN LOCKE IN Second reply to the Bishop of Worcester

Eine Distribution ist per Definition ein stetiges lineares Funktional auf dem Raum
C2°(92) der Testfunktionen, wobei die Stetigkeit sich auf die sog. strikte induktive Limes-
Topologie bezieht, die im eingefithrt wird. Wir werden in
sehen, dass Stetigkeit und Beschréanktheit bzgl. dieser Topologie durch entsprechende Ei-
genschaften der bereits in [Abschnitt 3.3l betrachteten Topologien charakterisiert werden
konnen. Die Formel iiber partielle Integration liefert die Motivation fiir die Definition
der Ableitung einer Distribution (Abschnitt 4.3), und es zeigt sich, dass sich die iiblichen
Rechenregeln fiir Ableitungen von Funktionen auf Distributionen iibertragen. Den Raum
der Distributionen, d.h. den Dualraum von C2°(f2), topologisieren wir in
durch die sog. schwach-*-Topologie. Damit kann Konvergenz von Distributionen auf ein-
fache Weise durch Funktionen aus C°() ,, getestet” werden. In [Abschnitf 4.5 erkliren
wir das Produkt aus einer glatten Funktion und einer Distribution, das es uns spéter (sie-
he [Definition 5.18) erlaubt, Differentialoperatoren mit glatten Koeffizientenfunktionen
als Abbildungen im Raum der Distributionen aufzufassen. Schliellich verallgemeinern
wir in [Abschnitt 4.6l den Begriff des Trégers einer Funktion auf Distributionen, um in
den Raum der Distributionen mit kompaktem Tréger zu untersuchen.

Im gesamten Kapitel bezeichnet 2 eine offene Teilmenge von R™. Wir schreiben im
Folgenden K e (2, falls K C QQ und K kompakt ist.

4.1 Der Raum D(()) der Testfunktionen

In [Abschnitt 3.3 wurden bereits einige Rdume stetiger und differenzierbarer Funktionen
durch abzahlbare Familien von Halbnormen topologisiert. Der wichtigste Raum

ce@Q) = | cx©)

KeQ

aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger kann allerdings
nicht auf verniinftige Weise mittels einer abzdhlbaren Familie von Halbnormen topolo-
gisiert werden, vgl. [Ubungsaufgabe 4.2 Es ist daher eine zusétzliche topologische Kon-
struktion, die der strikten induktiven Limes-Topologie, notwendig, um auf C2°(€2) eine
geeignete Topologie zu erkldren. Der Nachteil dieser Topologie liegt darin, dass sie nicht
metrisierbar ist, was in [Ubungsaufgabe 4.6| gezeigt werden soll. Dieses Manko ist aller-
dings verschmerzbar, denn wir werden sehen, dass die Stetigkeit und die Beschrinktheit
in C2°(Q) in einfacher Weise durch die entsprechenden Eigenschaften in C'%(£2) charak-
terisiert werden konnen.
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Obwohl induktive Limes-Topologien in groflerer Allgemeinheit erklart werden konnten,
beschranken wir uns hier auf den fiir die Distributionen ausreichenden Spezialfall.

In [Abschnitt 3.3. 4 haben wir die Topologie 75 auf C2 () erkldrt durch die Halbnormen

Pk (9) = sup{[0°¢(z)| : & € K,|a| <m}, m €Ny

Damit definieren wir ein Mengensystem B C Pot(C:°(Q2)) wie folgt: U € B, falls U
absolut konvex ist, und U N C(N) fiir jedes K € 2 eine Nullumgebung in C(€2) ist.
Es folgt:

B ist Nullumgebungsbasis einer lokalkonvexen Topologie 7 auf C'2°(€2).

7 ist die feinste lokal konvexe Topologie auf C2°(2), so dass fiir jedes K € Q die
identische Abbildung id : C%2(Q) — C°(Q) stetig ist.

Die Spurtopologie auf C%(£2) beziiglich C2°(Q) ist 7x.

Fir K € Qund r > 0ist U := {¢ € CX(Q) : pmi(¢) < r} Nullumgebung in
C>(Q), denn fiir K" € Q gilt {¢p € CF(Q) : Pk (¢) <1} CUNCHE(Q).

Definition 4.1 (a) 7 heifit strikte induktive Limes-Topologie der (T )k eq-

(b) D(R2) := C(Q), ausgestattet mit der Topologie 7 heifit der Raum der Testfunk-
tionen auf €.

(c) Statt C(Q2) schreiben wir im Folgenden Dk (2) oder Dk.

[Ubungsaufgabe 4.2| Definiere fiir ¢ € D(Q)

|| m = max{|0%(z)| : x € Q,|a| <m}, m e Ny.

Dann ist (|- |;m)men, €ine abzéhlbare separierende Familie von Normen und erzeugt somit
eine lokalkonvexe, metrisierbare Topologie auf D(€2). Zeige, dass der so erklérte metrische
Raum nicht vollsténdig ist.

Satz 4.3 Sei Y ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung T :
D(Q) — Y ist genau dann stetig, wenn Typ, (o) fiir jedes K € §) stetig auf Dy (2) ist.

Beweis.
Fir K € Q sei Tk := Tip,(q). Offenbar gilt fir VC Y
T'(V)={¢ Dk :T(¢) eV} =T""(V)NDx. (6)

=: Es geniigt zu zeigen, dass Tk in 0 stetig ist. Sei V' eine absolut konvexe Nullumgebung
in Y. Da T stetig in 0 ist, ist 77*(V) eine Nullumgebung von D({). Also ist (per
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Definition) T-1(V) N D () eine Nullumgebung in Dx(£2). Wegen (@) ist T (V) eine
Nullumgebung in D (2) und Tk somit stetig.

<: Es sei jedes Tk stetig auf D (), und V' C Y sei eine absolut konvexe Nullumgebung
in Y. Dann ist T (V) fiir jedes K € € eine Nullumgebung in Dx(£2). Aber wegen (@)
bedeutet das gerade, dass T~!(V') eine Nullumgebung in D(2) ist. [

Auch die Beschrinktheit einer Teilmenge von D(2) ldsst sich in einfacher Weise auf
Beschranktheit in D zuriickspielen.

Satz 4.4 E C D(Q) ist genau dann beschrinkt, wenn folgende beiden Bedingungen
erfillt sind:

(a) Es gibt ein K € ) mit E C Dg.
(b) E ist in D beschrinkt.

Beweis. =: Sei £ C D(Q2) beschrankt. Angenommen, es gilt £ ¢ Dy fiir alle K € (.
Wir wihlen eine aufsteigende Folge K; @ Q mit K; C K7 ; und U;’il K; = Q. Dann
gibt es fiir jedes j € N ein ¢; € E mit supp(¢;) ¢ K;. Also gibt es z; € Q\ K; mit
a; := ¢;(z;) # 0, und nach Konstruktion besitzt die Folge (z;),en keinen Haufungspunkt
in €. Setze

ol
U= {6 € D) : lolay)| < Llvj ey
Ist nun K € €, so gibt es ein ng € N mit z; ¢ K fir alle j > ng. Mit ex =

ming <<, |a;|/nk folgt trivialerweise
UNDg D{¢ € Dk : su}g lp(z)| <ex} ={¢ € Dk :pox(p) <ex}.
TE

Also ist U N Dk fiir jedes K &€ €2 eine Nullumgebung in Dy, d.h. U ist Nullumgebung
in D(Q2). Wegen |¢,(x;)|/7 = |oy|/7 gilt ¢;/5 ¢ U, d.h. wir haben E ¢ jU. Daher kann
E nicht beschrankt sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt doch £ C Dy fiir
ein K € Q, und (a) ist gezeigt.

Zum Nachweis von (b) sei V' eine Nullumgebung in Dg. Dann gibt es m € Ny und
r>0mit V2O {¢ € Di : pni(¢) <r}. DalU = {¢ € DQ) : ppnxr(p) < r} eine
Nullumgebung in D(2) ist, und E beschréinkt in D(2) ist, gibt es A > 0 mit £ C A\U.
Wegen U N Dg C V folgt

E=ENDg CAUNDx =AU NDx) CAV.

Also ist E' auch in Dk () beschriankt.

<: Sei U Nullumgebung in D(2) und wihle K € Q so, dass E in Dk enthalten und
dort beschréankt ist. Da U N Dk eine Nullumgebung in Dk ist, gibt es A > 0 mit £ C
AMUNDg) C AU. [ |
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Satz 4.5 Eine Folge (¢;)jen in D(Y) ist genau dann Nullfolge, wenn die folgenden bei-
den Bedingungen erfillt sind:

(a) Es gibt K € Q mit supp(¢;) C K fir alle j € N (d.h. es gilt {¢; : j € N} C Dg).

(b) Fir jedes a € Ny konvergiert (0%¢;)jen lokal gleichmdfig gegen Null (d.h. es gilt
¢j — 0 in DK)

Beweis.

=: Sei (¢;);en eine Nullfolge in D(€2). Dann ist {¢; : j € N} beschrinkt nach
aufgabe 3.15] und aus [Satz 4.4l folgt (a). Da die Spurtopologie auf Dk beziiglich D(2)
mit 75 iibereinstimmt, folgt ¢; — 0 in Dk, d.h. (b) ist gezeigt.

<: (a) und (b) besagen, dass ¢; € Dk fiir alle j € N und ¢; — 0 in Dg. Da id : Dy —
D(Q) stetig ist, folgt die Behauptung. "]

[Ubungsaufgabe 4.6| Zeige, dass die Topologie auf D(Q2) nicht metrisierbar ist.

Bemerkung 4.7 Véllig analog zur Konstruktion der strikten induktiven Limes-
Topologie auf D(S2) kann man vorgehen, um fiir m € Ny den Raum

D)= Q) = | CR(9)

KeQ

zu topologisieren. Dies fithrt zur strikten induktiven Limes-Topologie auf D™ () als die
feinste lokalkonvexe Topologie, beziiglich der fiir jedes K & (2 die Abbildung id : D} —
D™ (Q) stetig ist. Batz 4.3 Batz 4.4l und Satz 4.5l ibertragen sich sinngemé&f. Auch diese
Topologie erweist sich als nicht metrisierbar.

Beispiel 4.8 Wir definieren ¢ € D(R™) durch

¢($) — { efﬁ, |(L’| < 1,

0, sonst.

Offenbar gilt supp(¢) = B1(0).

(a) Sei ¢;(z) := ¢(z)/j. Dann gilt ¢; — 0 in D(R™), denn die Bedingungen (a) und
(b) aus [Satz 4.5 sind offensichtlich erfiillt.

(b) Sei ¢;(x) := ¢(x/7)/j. Dann gilt supp(¢;) = B;(0). Also gibt es kein K € R" mit
supp(¢;) C K fiir alle j € N. Die Folge (¢,) ey konvergiert daher nicht in D(R").

(c) Sei ¢j(x) = % (jz) konvergiert nicht gegen 0, da die partiellen Ableitungen nicht
punktweise gegen 0 konvergieren, also erst recht nicht lokal gleichméBig.
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4.2 Distributionen
Definition 4.9 Ein stetiges lineares Funktional auf D(2) heifit Distribution.

Die Distributionen sind also genau der Vektorraum D’(€2). Der folgende Satz charakte-
risiert die Stetigkeit eines Funktionals 7' € D*(Q2) u.a. durch die Normen

|0lm = sup{|0“p(x)] : # € Q, [a] <m}, m €Ny,

auf D(Q) und wird spéter dazu verwendet werden, um konkrete Funktionale als Distri-
butionen zu erkennen.

Satz 4.10 Fir T € D*(Q) sind dquivalent

(a) T ist eine Distribution.

(b) Fiir jedes K € ) ezistiert ein my € N und ein Cx > 0, so dass fiir alle ¢ € Dk ()
qilt

T(9)] < Ck|@lmsc- (7)
(¢) Fir jede Folge (¢;);en in D(Q) mit ¢; — 0 in D(Q) gilt T(¢p;) — 0 in K.

Beweis.

Wegen [Satz 4.3] und [Bemerkung 3.33] sind (a) und (b) dquivalent. Da (a) trivialerweise
(c) impliziert, ist noch zu zeigen:

(¢)=(a): Wegen [Satz 4.3 ist T' genau dann stetig, wenn fiir jedes K € 2 die Einschréin-
kung T\p, stetig ist. Da Dk (2) ein Fréchet-Raum und 7T linear ist, reicht es aus zu

zeigen, dass Tjp, Nullfolgen in Nullfolgen iiberfiihrt. Sei also (¢,);ey eine Nullfolge in
Dk (2). Dann ist Typ, (¢;) = T'(¢;) — 0. Damit ist die Stetigkeit von 7" gezeigt. [ ]

[Ubungsaufgabe 4.11| Zeige, dass fiir jedes a € N2 die Abbildung 9% : D(Q2) — D(Q)
stetig ist.

Definition 4.12 Falls es ein m € Ny gibt, so dass fiir jedes K & () ein Cx > 0 existiert
mit |7(¢)| < Ck|¢|m fiir alle ¢ € D (), so sagt man, dass T von endlicher Ordnung
ist. Das kleinste solche m heifit die Ordnung der Distribution. Andernfalls heifit T" von
unendlicher Ordnung.

Beispiel 4.13 Fiir f € L\ (Q) sei

loc

TfﬁD(Q)9¢H/¢deEK.
0
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Dann gilt sicher ' € D*(Q). Fiir K € Q sei Cx = [ |f|dz. Damit erhalten wir fiir
¢ € Dk(Q) die Abschétzung

T30 < [ 16flde < supflo(e)] -z € 2} [ 1f]de = Cilolo

Daher ist T eine Distribution der Ordnung 0. Somit umfasst die Menge der Distributio-
nen alle lokal integrierbaren Funktionen. Wir werden in sehen, dass verschie-

dene L] . Funktionen verschiedene Distributionen erzeugen.

Definition 4.14 (a) T € D'(Q) heifit regulir, falls es ein f € L} _(Q) gibt mit T' = T}.

loc

(b) Statt T'(¢) schreiben wir im Folgenden (T, ¢) und falls T = Ty mit f € LL_(Q)
auch (f, o) statt Tr(¢).

Beispiel 4.15 Fiir £ € 2 sei
Te : D(Q) 3 ¢ — ¢(§) € K.

Dann ist T¢ offenbar linear. Weil ¢; — 0 in D(£2) insbesondere die punktweise Konvergenz
impliziert, gilt Ty € D'(12). Trivialerweise gilt |T¢(¢)| < |¢p|o. Also ist T eine Distribution
der Ordnung 0. Man nennt sie die Diracsche Delta-Distribution bei { und schreibt ¢ statt
T¢ und ¢ statt dy. Aus [Ubungsaufgabe 1.1| folgt, dass ¢ nicht regulér ist.

Die Diracsche Delta-Distribution ist ein Spezialfall der Klasse der Distributionen, die
von reguldren Radonmaflen erzeugt werden:

Beispiel 4.16 Sei p ein reguldres Radonmafl auf 2, d.h. p ist ein Borelmafl mit den
beiden Eigenschaften

(a) Fir jedes K € 2 gilt u(K) < oo.
(b) Fiir jede Borelmenge E C € gilt
w(E) = sup{u(K): K C E, K kompakt}
= inf{u(U): U D E, U offen}.

Dann definiert
TM:D(Q)9¢+—>/¢d/LEK
Q

eine Distribution der Ordnung 0, die positivititserhaltend in dem Sinn ist, dass aus
¢ > 0 stets T'(¢) > 0 folgt. Man kann allgemein zeigen, dass jedes positivitatserhaltende
Funktional auf C.(Q2) von einem reguldren Radonmaf erzeugt wird. Dies ist Aussage des
Rieszschen Darstellungssatzes. Einen Beweis findet man z.B. in [Rud66] oder in [RS80].
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Beispiel 4.17 Setzt man fiir £ € 2 und E C €) Borel-messbar

1, falls £ € E,
0, sonst,

()= {

so ist pe ein regulires Radonmaf, und es gilt 7, = d¢. Deshalb heifit y¢ das Diracmafs
bei £.

Als néchstes sehen wir eine Distribution, die weder positivitatserhaltend noch regulér
ist.

Beispiel 4.18 Sei 7': D(R) 5 ¢ — ¢/(0) € K. Dann gilt

T(¢)| = 1¢'(0)| < [,

und man sieht leicht ein, dass eine analoge Ungleichung mit | - | statt | - [; nicht gelten
kann. Also ist T eine Distribution der Ordnung eins. Offenbar ist T nicht positivitédtser-
haltend. Daher kann es kein reguléres Radonmaf p geben mit 7' = T),.

Etwas allgemeiner definiert fiir o € N} die Abbildung
T:DR") 3 ¢+— (0°9)(0) e K

eine singulére Distribution der Ordnung |«/.

Beim Umgang mit Distributionen muss man immer die zu Grunde liegende Menge (2
beachten:

Beispiel 4.19 Sei

Dann definiert f keine Distribution, weil f auf keiner Umgebung von 0 integrierbar ist.
Wir werden in [Beispiel 4.24] sehen, wie man trotzdem f als Element von D’'(R) auffassen

kann.

Andererseits gilt fiir g 1= fj(0,00) s0gar g € C*(0,00) C L .(0,00), d.h. g definiert eine
reguldre Distribution der Ordnung 0 auf (0, c0).
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4.3 Ableitungen von Distributionen

Motivation: Sei f € C*(R), ¢ € D(R). Dann gilt:

(fl,o)= [ flode=— [ fo'de = —(f, ).
[roe=]

Dies gibt Anlass zur folgenden Definition:

Definition 4.20 Fiir 7' € D'(2) und 1 < k < n definiert man 9,7 € D'(2) durch

(O T, ¢) := —(T,0rp), ¢ € D(),

sowie fiir o € Ng:

(0°T, ¢) == (-1)l*UT,0°¢), ¢ € D).

Im Gegensatz zu klassischen Ableitungen ist bei Distributionenableitungen die Differen-
tiationsreihenfolge immer gleichgiiltig, denn fiir o, 3 € Ny, T € D'(Q2) und ¢ € D(R)
gilt

(0°(0°T), 6) =

)

~DA(=1)NT, 8%(09))
) (07¢))
)

I
o~ Y~/
I
—_
B
—~
I
—_
~—
- =
—~
~
Q
Q

Also ist 0%(0°T) = 9°(0°T).

Auflerdem zeigt es sich, dass fiir |«|-mal stetig differenzierbare Funktionen klassische
Ableitung 0“ f und Distributionenableitung 0“1 iibereinstimmt:

[Ubungsaufgabe 4.21| Sei f € C™(Q). Dann gilt fiir alle o € N? mit |a| < m

8an = Taaf.
Beispiel 4.22 Sei

x, x>0,
f.RBwH{O’ 2 <0
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Da f € C(R) C Li.,.(R) C D'(R), kann T} im Distributionensinn beliebig oft differenziert

loc

werden. Es gilt fiir ¢ € D(Q)

Tho) = ~(13.6) == [ e = = [ao/(wpas
:—ﬁmmm+7}@Mx:/me@Mx

wobel

1, >0,
}ﬂ@:{o 2 <0

die sog. Heavyside-Funktion bezeichnet. Es gilt also T = Ty. Die zweite Ableitung von
f kann analog bestimmt werden:

(T, 9) =-%ﬂwv:—wmwz—/mew:am:wwx

d.h. es gilt T} = 4.

Bemerkung 4.23 Die Schreibweise f” = § ist irrefiihrend, denn die Funktion f ist fast
iiberall zweimal differenzierbar mit f” = 0 fast iiberall, d.h. f” ist das Nullelement in
Li..(R). Also haben wir

loc

Tf// =0 7é 0= (Tf)”.

Das ist kein Widerspruch zu [Ubungsaufgabe 4.21| denn f ist nicht iiberall zweimal stetig
differenzierbar.

Im néchsten Beispiel sehen wir eine weitere prominente singulére Distribution.

Beispiel 4.24 (Cauchy-Hauptwert) Sei

, log|z|, = #0,
JC.]RBJEI—>{427 =0

loc
gelten, weil die Funktion R 3 z +— 1/x € K nicht lokal integrierbar ist, also keine

Distribution definiert. Es gilt:

Dann gilt f € L, (R) C D'(R). Also ist T} wohldefiniert, aber es kann nicht T} (z) = Ty,
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(Th0) = ~(T5.6) =~ [loglalof(a)da
R
= —11%1 / log |z|¢/ (x)dx (dominierte Konvergenz)

|z|>e

- —13%1 d(—e)log| —e| — ¢(e) log|e| — / o(z)—

|z|>e

o ¢(e) — ¢(=¢) ¢(x)

lx|>e
= lim / —¢(x)d
€l0 xr

|z[>e

denn der erste Summand verschwindet im Limes € | 0, was unmittelbar aus dem Mit-
telwertsatz folgt. Man nennt die Distribution

D(R) 9¢»—>hg)1/¢ dr € K
|z|>e

den Cauchy-Hauptwert von L, kurz pv(2) (von engl. ,principal value). Damit schreibt
sich obige Rechnung kurz als
1
Tiog 2| = PV (5> :

Als néchstes wollen wir die Distributionenableitung von Funktionen mehrerer Verénder-
licher berechnen. Die Rechnungen verlaufen dhnlich, allerdings treten statt den Rand-
termen nun Oberflichenintegrale auf. Um diese geeignet umzuformen, benétigen wir die
Greenschen Formeln, die in einfacher Weise aus dem Gaufischen Divergenzsatz hervor-
gehen.
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0Q Proposition 4.25 (Greensche Formeln)
"WR Sei Q c R™ offen und beschrinkt mit glattem Rand 0. Wei-
ter seien u,v € C*(Q). Dann gilt

(a) (1. Greensche Formel)

/(UAU + Vu-Vv)der = /u&,vdaag,

Q onN
Abbildung 1: Das duBere

Normalenfeld der glattbe- (b) (2. Greensche Formel)
randeten Menge ()

/(uAv—vAu)dm = /(uﬁyv—vﬁyu)daag,
Q a0

wobei v : I — R™ das dufere Normalenfeld, 0, die Richtungsableitung in Richtung v
und osq das Oberflichenmafs von 0S) bezeichnet (vgl. [Abbildung 1]).

Beweis.

(a): Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : 2 — R™ gilt nach dem Gaufschen
Satz

Q/ div fdz 1{ v(@) - f(2)doan(z),

wobei divf = Z?Zl 0; f; die Divergenzvon f und v(x)- f(x) das Standard-Skalarprodukt
der Vektoren v(z) und f(x) in R™ bezeichnet. Speziell fir f = uVuv erhalten wir wegen

(Ov)(x) = v(z) - Vo(z)

/uayvdaag = /u(i/-Vv)dJaQ

o9 B

= v - fdogg
G)

= /divfdx
Q

= /Zﬁj (ud;v)dx
o J=1

= /(Z d;udjv + udiv)de
o =1

= /(Vu - Vv 4 uAv)dz.
)
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(b) folgt direkt aus (a).

Beispiel 4.26 Sei f(z) := log(|z|) fiir z € R*\{0} und f(0) := 42.
Dann ist f lokal integrierbar, denn Transformation auf Poloarko-
ordinaten fiihrt auf das endliche Integral fol rlog(r)dr. Also kann
T} beliebig oft differenziert werden. Wir zeigen, dass ATy = 2m0.
Sei dazu ¢ € D(R?). Wihle R > 0 so, dass supp(¢) C B und set-
ze Q. = Bp\B., ¢ € (0, R), siehe Dann gilt wegen
[Proposition 4.25 (b)

/ log |z|Ad(z)dr = /log|x|A¢(x)dx
|z|>e Q

- / 6(2) A(log [])dz

D

Abbildung 2: Zum
Beweis der Identitat
Alog|-| = 27§ in R?

+ / (log |10, () — 6(2)d, log ) doag..
00

Das erste Integral verschwindet, weil log | - | harmonisch in R? \ {0} ist, wie man durch

einfaches Nachrechnen bestétigt. Wegen supp(¢) C Bg erhalten wir

/|> log [z|Ad(x)dz = /(10g1$|3u¢(1?)—¢($)7/($)'V10g|I|)d0'aBg-

|z|=e

Auf {z € R? : |z| = €} gilt

v(r) = —z/|r| = —x/c und Vlog|z| = z/|z|* = v/

Damit ergibt sich

Es folgt

!/IOg(€)(9u¢(fU)dUaBJ < |log(e)[2mel[ Vo — 0

|z|=¢e

fiir ¢ — 0, und fiir den zweiten Summanden erhalten wir
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[ Zoton = [ 26— o0)omn + 2 [ o0)don.

|z|=¢ |z|=¢ lol=e
— / é(gb(x) — ¢(0))dogp,. + 2m4(0).
|x|=¢

Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass der erste Summand fiir ¢ — 0 verschwindet. Also
haben wir

(ATy, ¢) = <Tf,A¢)—/log]x\AMyc)dx—lEi%l / log |z|A¢(z)dz
R2 |z|>e

= 2m¢(0) = (20, ¢).
[Ubungsaufgabe 4.27| Zeige, dass

1

T 0

. R3 o L # 0,

fiR Se = { 42, z=0
lokal integrierbar ist und dass ATy = —4m0.

4.4 Konvergenz von Distributionen

Ziel dieses Abschnitts ist es, auf dem Raum D’(Q2) eine Topologie einzufiihren, so dass
z.B. die Konvergenz einer Folge von Distributionen erklért ist. Wir betrachten dazu
die sog. schwach-*-Topologie, die allgemein auf jedem Dualraum X’ eines lokalkonvexen
Hausdorffraums X eingefiihrt werden kann. Einzelheiten dazu findet man in [RS80],
[Heu92|] und natiirlich in [K&t66].

Definition 4.28 Fiir ¢ € D(2) sei

P : D'(Q2) = [0,00),  py(T) := [T’ $)].

Offenbar ist ps eine Halbnorm auf D'(€2). Die schwach-*-Topologie auf D'(Q2) ist die von
den Halbnormen (pg)sen() erzeugte lokalkonvexe Topologie auf D’(€2).

Nach Konstruktion ist dies die schwéchste Topologie, bzgl. der alle Auswertungsfunktio-

nale
D'(Q)—C, Tw—(T,¢), ¢eDQ),

stetig sind. Die Konvergenz in D’'(2) kann mittels Funktionen aus D((2) ,, getestet” wer-
den:
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Bemerkung 4.29 Sei (T})en eine Folge in D'(€2). Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(a) T}, — 0 in D'(Q),
(b) (T, ¢) — 0 fiir alle ¢ € D(Q).

Das ist lediglich ein Spezialfall von [Satz 3.311

In [Definition 3.14] wurde der Begriff einer Cauchy-Folge in einem metrischen Raum auf
beliebige topologische Vektorrdume iibertragen. Man nennt einen (nicht notwendigerwei-
se metrisierbaren) topologischen Vektorraum folgenvollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
konvergiert.

Satz 4.30 D'(Q) ist folgenvollstindig.

Beweis.

Sei (T )ken eine Cauchy-Folge in D'(Q2). Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes ¢ € D(Q)
die Zahlenfolge ((Tk, ®))ren eine Cauchy-Folge in K ist. Sei dazu ¢ > 0. Da fiir jedes
¢ € D(Q2) die Menge

Upe :={T € D'(Q) : ps(T) < &}

eine Nullumgebung in D'(Q) ist, gibt es ein ky € N mit T, — T} € Uy, fur alle k, ¢ > ko,
d.h.

|<Tk7¢> - <T€7¢>| < €.

Somit ist ((Tk, ¢))ken eine Cauchy-Folge in K. Daher ist

T:D@Q)—K, ¢ lim (T} ¢)

wohldefiniert. Offenbar ist 7" ein lineares Funktional, d.h. es gilt T € D*(Q2). Sei nun
K € Q. Da fur jedes ¢ € Dk(Q2) die Folge ((Tk, ®))ren beschrinkt ist (denn sie kon-
vergiert), und Dg(2) ein Fréchet-Raum ist, folgt aus dem Prinzip der gleichméfBigen
Beschrénktheit, dass {Txp. () : k¥ € N} gleichgradig stetig ist, d.h. fiir alle ¢ > 0 exis-
tiert eine Nullumgebung U C Dk (2) mit T;(U) C B.(0) fur alle £ € N. Damit gilt aber
T(U) € B(0), also ist T stetig auf Dy (Q) fiir alle K € Q. Damit ist nach Satz 4.10 T
stetig auf D(2), also T' € D'(2). Es bleibt noch zu zeigen, dass T, — T in D'(2), aber

das folgt aus |[Bemerkung 4.29| ]

[Ubungsaufgabe 4.31]

(a) Fiir jedes a € Ny ist 0% : D'(Q) — D'(Q) stetig.
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(b) Seien f, f € L (Q) mit limy_.« fr(z) = f(z) fiir fast alle z € . Ferner existiere

loc

ein g € L (Q) mit | fx(z)] < g(x) fiir fast alle z € Q. Dann gilt Ty, — Ty in D'(Q2).

Beispiel 4.32 (a) Seien fi, f € LL (). Aus f. — f fast {iberall folgt im Allgemeinen

loc

nicht Ty, — Ty in D'(2): Denn wihlt man

K, el <

filw) = { 0, sonst,
so gilt fi — 0 fast tiberall. Fiir ¢ € D(Q) mit ¢(x) = 1 fiir |x| < 1 folgt
1/k
<Tfk7¢>:/fk¢dx:/ k*dx = 2k.
R ~1/k

Damit ist (T, )ken nicht konvergent.

(b) Aus Ty, — Ty in D'(Q) folgt im Allgemeinen nicht f, — f fast iiberall. Denn wihlt
man speziell fy(x) =sinkz, x € R, so gilt fiir ¢ € D(R)

1
< C=||d ] o
< CLl

1
= ‘——/Cosk:xgb'(x) dz
kJr

M&@»=4mmwmm

Damit gilt Ty, — 0 in D'(R), aber die Funktionenfolge (fi)ren konvergiert sicher-
lich nicht fast iiberall.

(c) Aus fy — f fast iiberall, f € L. () und Ty, — T in D'(Q) folgt im Allgemeinen

loc

nicht T' = Ty: Denn wéhlt man

k? 'r S i?
filw) = { 0 |so|nst *7, (z€R),

so gilt fr — 0 fast iiberall. Ferner gilt

/Rfk(:c) iz =1

fir alle &k € N. Es ist nun aber fir ¢ € D(R)

1/2k 1/2k

¢umx:wm+k/ (é() — 3(0)) da.

—1/2k

(Mo = [

—1/2k

Da ¢ stetig in 0 ist, konvergiert (T%,, ¢) gegen ¢(0). Also haben wir

khm Ty =06 # 0= "Tim, ... -
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Das letzte Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, der es erlaubt, auf einfache
Weise aus einer geeigneten Funktion f : R™ — R durch Skalierung eine Funktionenfolge
(fr)aso0 zu konstruieren, fir die limy_o 7y, — ¢ in D'(Q) gilt. Man nennt (fy)r>o eine
Delta-Approximation oder Delta-Folge.

Satz 4.33 Sei f € L'(R") mit f > 0 fast iberall und [, f(x)de = 1. Fir A > 0 sei
) =A"f(x/N). Dann gilt

Tfk—>5

in D'(Q) fir A — 0.

Beweis.

Sei ¢ € D(R™). Es ist zu zeigen, dass (fy, ¢) — ¢(0) fir A — 0. Wegen

(fr @) = 0(0) + . In(@)(d(x) — ¢(0))dx

geniigt es zu zeigen, dass das Integral fiir A — 0 verschwindet. Fiir r > 0 gilt

[ B@)6) = 0(0) da

< I(@)|p(x) — o(0)] dx

|z|<r

+ I (@)|o(x) — o(0)] da.

|z[>r

Mit M, := supj,ic, [6() — 6(0)] und € = sup, g [6(2) — (0)] gilt nun

- @) (o(x) — 6(0)) da

< M, +C H(z)dz

|x|>r

= M, —l—C/ A" f(z/N) de
2] >

- mrc [ fwa
ly[>r /X

wobei die Substitution y = { verwendet wurde. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wéhle zunéchst
r = r(e) > 0so klein, dass M, < 5. Dann wihle A > 0 so klein, dass f‘y|>r//\ fly)dy < 5.
|

Im Folgenden geben wir zwei prominente Beispiele fiir Funktionen, die die Vorausset-
zungen von erfiillen.
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Beispiel 4.34 (a) (Cauchy-Kern) Sei f : R — R definiert durch

1

f(m):m-

Dann gilt

1 A

M) = T @~ w@ ey

und aus folgt

A () .
> | et =90, 0 D)

(b) (GauB-Kern). Sei f : R™ — R definiert durch
f() = e,
Dann gilt
fa(a) = m I = (g2l

mit o = A%, und aus folgt

lim(mo) "/ (z)e "/7dz = $(0), ¢ € D(R")
al0 Rn

4.5 Multiplikation mit C"*°- Funktionen

Wihrend es im Allgemeinen unmdéglich ist, das Produkt zweier Distributionen zu erklé-
ren, kann man auf einfache Weise das Produkt aus einer C'*°-Funktion und einer Distri-
bution definieren. Es zeigt sich, dass sich die iiblichen* Rechenregeln fiir Produkte von
Funktionen auf Distributionen iibertragen.

Definition 4.35 Sei f € C*°(2) und T € D'(2). Definiere fiir ¢ € D(2)

(fT,0) = (T, ).

Diese Definition ist sinnvoll, denn es gilt f¢ € D(Q2). AuBerdem ist klar, dass fT €
D*(Q2). Beachte, dass im Spezialfall f € D(Q2) sowohl fT, als auch T'(f) definiert ist,
und f7T eine Distribution, aber T'(f) eine Zahl bezeichnet.
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Satz 4.36 Fir f € C(Q) und T € D'(Q) gilt

(a) [T € D'(Q),

(b) Aus T =T, mit g € Li.. folgt fT, =Ty,

(c¢) Firl<k<n gt Op(fT) = (Of)T + f(OLT).
Beweis.

(a) Sei (¢r)ren eine Nullfolge in D(2) Dann gibt es nach [Safz 4.5 ein K € Q mit
supp(¢x) C K fir alle & € N und 0%¢, — 0 gleichméfig fiir jedes o € Nj. Da
f e C>(Q), folgt supp(for) C K und 0%(fpr) — 0 gleichméfig, d.h. wir haben
for — 0in D(Q). Also gilt

(JT,0n) = (T for) — 0,

d.h. fT ist stetig.

(b) Das ist trivial.

(c) Fir ¢ € D(Q) gilt

Oc(fT),0) = —(fT,0k0) = —(T, (fOr9))
= —(T,0k(f¢)) + (T, ¢(9kf))
= (T, fo) + ((Of)T, 9)
= (foT + (O S)T, 9). n

Bemerkung 4.37 Analog beweist man die Leibniz-Formel fir Distributionen: Fir f €
C*(Q) und T' € D'(N2) gilt

(1) =3 (5) @ nerm.

BLa ﬁ
Beispiel 4.38 Sei 2 = R und f(z) = sinz.

(a) T'= 0. Dann gilt

(fT,0) = (6, f9) = f(0)p(0) = 0.

Das erscheint zunéchst offensichtlich, denn f verschwindet im Ursprung, und 7' = ¢
,verschwindet® iiberall, aufler im Ursprung. Das folgende Beispiel zeigt, dass man
so nicht argumentieren darf.

(b) T'=¢'. Hier gilt

(fT,¢) = (&', fo) = = (0, (f9)) = = (0, f'¢ + [¢) = —9(0) = (=0, 0),
d.h. wir haben fT'= —9 # 0.
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4.6 Lokale Eigenschaften von Distributionen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Tréger einer Distribution zu definieren. Von besonde-
rem Interesse sind die Distributionen mit kompaktem Tréger, denn es zeigt sich, dass
der Dualraum von C>°(2) gerade alle Distributionen mit kompaktem Tréger sind, wenn
C>*(92) geeignet topologisiert wird. Wir erinnern zunéchst an die Faltung zweier Funk-
tionen und zitieren ohne Beweis einige Eigenschaften des Faltungsprodukts.

Definition 4.39 Fiir f € L. _(R") und g € C.(R") definiert man die Faltung f * g :

loc

R" — K von f und ¢ durch

(f*m@0P=RMﬂwﬂ$—yMu

Satz 4.40 Fiir A > 0 sei 3y € D(R") mit supp(8x) C Bx(0) und [, fadx =1 fir jedes
A > 0. Dann gilt:

(a) Aus f € L _(R™) folgt f = By € C(R").

loc

(b) Ist f € LY(R™) und K := suppf kompakt, so gilt 3\ € D(R™) mit supp(f*3y) C

K + B,(0).

(c) Sei k € Ny, f € C*R") und o € NJ mit |a] < k. Dann konvergiert (0“f) * (3,
lokal gleichmdfig gegen O*f fir A | 0.

(d) Fir f e LP(R™) mit 1 < p < oo gilt

(1) Aus g € L*(R") folgt f * g € LP(R"), und es gilt die Young’sche Ungleichung

17 glly < NIl I,

(ii) f* B — fin LP(R™) fir X | 0.
Die Aussage (d) kann man auch so formulieren: Die beschrénkten linearen Operatoren
Jy: LP(R") > f— Byx f e LP(R")

konvergieren fiir A | 0 im Sinne der starken Operatortopologie gegen die Identitét.

Ubungsaufgabe 4.41| Zeige:

(a) Zu K € Q gibt es ¢ € D(Q2) mit ¢ =1 auf K.
(b) D(Q) ist dicht in LP(Q) fur 1 < p < 0.
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Als néchstes definieren wir den Tréger einer Distribution 7" € D'(§2) als das Komplement
der Vereinigung aller offenen Teilmengen von 2 auf denen T verschwindet.

Definition 4.42 Sei T' € D'(Q2).

(a) Man sagt, T' verschwindet auf der offenen Menge G C € (Schreibweise: T' = 0 auf
G), falls (T, ¢) = 0 fiir jedes ¢ € D(G).

(b) supp(T') := Q\ (U G), wobei die Vereinigung iiber alle offenen Teilmengen G von 2
zu erstrecken ist, auf denen T' verschwindet. Beachte, dass supp(7") abgeschlossen
ist.

Beispielsweise gilt supp(d) = {0}. AuBerdem folgt aus [Ubungsaufgabe 4.41| (a) leicht,
dass fiir f € C() stets supp(7y) = supp(f) gilt. Nichttrivial ist dagegen die Tatsache,
dass jede Distribution auf dem (offenen) Komplement ihres Trigers verschwindet.

Satz 4.43 FEs gilt: T =0 auf Q \ supp(T).

Beweis. Sei G = (G4)aca das System aller offenen Mengen von €, auf denen T' ver-
schwindet. Es ist zu zeigen, dass T = 0 auf G := (J,c4 Ga- Sei dazu ¢ € D(G). Da
(Ga)aca eine offene Uberdeckung von K := supp(¢) ist, gibt es ay,...,am € A mit
K c UL, G, Wilhle Ky, ..., K, C Qmit K; € Go, und K C U, K;. Nach|[Ubungs-|
(a) gibt es ¢; € D(G,,) mit ¢; = 1 auf K. Setze

j—1
vri=¢1, W= [J( -0, G=2
=1
Dann gilt 1; € D(G,), und durch Induktion sieht man problemlos ein, dass
J

Zw—l—ﬂ L—¢), j=1,...,m.
(=1

Daraus folgt, dass ¢ := > )" 1y = 1 auf der Umgebung (J;~, K7 von K. Also gilt
(T, ¢) = (T, 1¢) =Y (T, ) = 0. -
=1

Offensichtlich gibt es Distributionen beliebiger Ordnung, die keinen kompakten Tréger
besitzen. Es gilt aber:

Satz 4.44 Jede Distribution mit kompaktem Trdger ist von endlicher Ordnunyg.

Beweis.
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T € D'(2) habe kompakten Tréger. Dann gibt es ein ¢ €
D(2) mit ¢» = 1 auf einer Umgebung von supp(7’), vgl.
Nach Satz 410 gibt es zu K := supp(v)

ein m € Ny und ein C' > 0 mit

supp(¢)

(T, )| < Clo|m

fur alle ¢ € Dg(Q). Fiir beliebiges ¢ € D(Q2) gilt offen-
bar ¢¢ € Dk(2). Es folgt daher mit Abbildung 3: Zur Konstruktion
der Testfunktion v

(T, ) = (T, ¢v))| < Clooolm < C'[P]m. n

Als letztes Resultat in diesem Abschnitt zeigen wir, dass verschiedene lokal integrierbare
Funktionen verschiedene regulére Distributionen erzeugen.

Satz 4.45 Die Abbildung

die jeder lokal integrierbaren Funktion thre requldre Distribution zuordnet, ist injektiv,
d.h. aus Ty = 0 folgt f =0 fast iberall.

Beweis. Sei Jf = 0, d.h. es gilt (f,¢) = 0 fiir jedes ¢ € D(Q). Sei g : R" — K die
triviale Fortsetzung von f auf ganz R", d.h.

g(x) = { é(x), i ;8’

Es geniigt zu zeigen, dass g = 0 fast iiberall auf jedem K € Q. Wéhle ¢ € D(R") mit
¢ =1 auf K und supp(¢)) C Q. Dann gilt 1»g € L'(R"™), und nach Voraussetzung haben
wir

(o= B)x) = [ vk — )

= <Tgawﬁ)\(w - )>
= (T3, ¢¥Br(z —))
= 0.

Aus [Salz 240 folgt g = limy|o(tg * Bx) = 0 in L*(R™), d.h. ¢»g = 0 fast iiberall auf K.
Da ¢ =1 auf K folgt f = g = 0 fast iiberall auf K. ]
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5 Distributionen mit kompaktem Trager und Faltung

A mathematician is a blind man in a dark room looking for a black cat which isn’t there.

CHARLES R. DARWIN

Auch in diesem Kapitel bezeichnet €2 stets eine offene Teilmenge von R"™. Sind X und
Y topologische Vektorrdume mit X C Y derart, dass die Identitéit von X nach Y stetig
ist, so schreiben wir X < Y. In diesem Fall definiert T}y fiir 7" € Y’ ein Element aus
X'. Ist dariiber hinaus X ein dichter Teilraum von Y, so ist die Restriktion r : Y — X’
T — T)x injektiv, man kann also Y’ mit dem Teilraum r(Y”) von X’ identifizieren. Man
macht sich sofort klar, dass sogar Y/’ < X' gilt, wobei wir stillschweigend voraussetzen,
dass X’ und Y” die schwach-*-Topologie tragen.

5.1 Der Dualraum von C*()

Sei £(Q2) := C*°(Q2) der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Wir
topologisieren £(€2) durch das System (pp, i )men,xen von Halbnormen, wobei

Pm.k(9) = sup{|0°¢(z)[ - w € K, |a| <m}, ¢ e Q)

vgl. [Abschnitt 3.3.3 Folgende Eigenschaften sind leicht nachzupriifen:

Ubungsaufgabe 5.1|

(a) D(R) ist ein dichter Teilraum von £(£2),
(b) Dk () ist ein abgeschlossener Teilraum von £(€2),

(c) Die Topologie auf Dg(£?) ist die Spurtopologie beziiglich £(€2).

Also ist die identische Abbildung von Dy (§2) nach £(Q2) stetig, d.h. wir haben Dx () —
£(Q). Da K & Q beliebig ist, folgt mit Satz 4.3] dass D(Q2) — £(Q). Ubergang zu den
stetigen Dualrdumen liefert £'(Q2) — D'(Q).

Es stellt sich daher die Frage, welche zusétzlichen Eigenschaften eine Distribution 7' €
D'(Q) erfiillen muss, um zu £'(2) zu gehoren. Diese Frage wird durch den folgenden Satz
beantwortet.

Satz 5.2 &'(Q) sind genau die Distributionen mit kompaktem Triger. Genauer: Ist T €
E'(QQ), so ist Typy eine Distribution mit kompaktem Triger. Umgekehrt besitzt jedes
T € D'(Q) mit kompaktem Trager eine eindeutige Fortsetzung auf £()), und diese ist
stetig bzgl. der Topologie von E(Y), definiert also ein Element von £'().
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Beweis.

Sei T' € £'(€2). Dann gibt es wegen [Bemerkung 3.33m € Ny und K € €, so dass fiir jedes
¢ € () die Ungleichung |T'(¢)| < pm.x(¢) gilt. Fiir ¢ € D(Q\K) gilt trivialerweise
Pm.xc(¢) =0, also ist (T, ¢) = 0. Da ¢ € D(Q\K) beliebig war, folgt supp(7) C K.

Der Nachweis der restlichen Eigenschaften ist einfach und sei dem Leser zur Ubung
empfohlen. [

5.2 Faltung von Distributionen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Faltungsprodukt, das in [Definition 4.39
fiir geeignete Funktionen eingefiihrt wurde, auf Distributionen. Dazu benétigen wir ein
vorbereitendes Lemma und eine Aussage iiber die Summe einer abgeschlossenen mit
einer kompakten Menge.

Ubungsaufgabe 5.3 Sei A C R” abgeschlossen und K C R” kompakt. Dann ist K +A
abgeschlossen.

Lemma 5.4 Sei ¢ € D(R") und T € D'(R"). Dann ist die Abbildung
@D:Rn_)Ka $H<T,¢(I+)>

in E(R™) mit
supp(vy) C supp(¢) — supp(T).

Beweis. Die Wohldefiniertheit von v ist klar. Es ist

LWl +he) — 9(@)) = (T, 2 (0 +he; +-) — 6z + )

Man sieht leicht ein, dass fiir beschrénktes h die Tréger der Abbildungen {¢(x+he;+-)}
in einem Kompaktum liegen. Es folgt zusammen mit dem Mittelwertsatz, dass

O+ he; +) — (s + )
in D(R"™) fiir h — 0 gegen 0;¢(x + -) konvergiert. Also ist
Oj(x) = (T, 9;0(x + -)) = (=1)(O; T, d(x +-)),
woraus induktiv ¢ € £(R"™) folgt.
Beziiglich supp(¢) gilt:
() #0 & (T,¢(x+)) #0
= supp(T) Nsupp(¢(z +-)) # 0

< supp(T) Nsupp(¢) — {z} # 0
< Jy €supp(T) : y + z € supp(e)

= € supp(¢) — supp(7),
also mit [Ubungsaufgabe 5.3 supp(v) C supp(¢) — supp(T). "]
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[Ubungsaufgabe 5.5/ Sei T € D'(R") (bzw. T € &'(R")). Dann induziert 7" gemif
Lemma 5.4 eine lineare Abbildung Jr : D(R") — E(R™) (bzw. Jr : D(R™) — D(R"))

via

(Jro)(x) == (T, p(z + ).
Zeige, dass Jp stetig ist.

Definition 5.6 Seien 77,7y € D'(R"), eine davon in £'(R"™). Die Faltung Ty * Ty €
D'(R™) ist definiert durch (T} * Ty, ¢) := (11, ), wobei

v R"3 2 — (Ty,d(x+-)) e K.

Aus Cemma 5.4 und [Ubungsaufgabe 5.5 folgt die Wohldefiniertheit des Faltungspro-
dukts.

Beispiel 5.7 (a) Sei T} = T}, Ty = T, mit lokal integrierbaren Funktionen f;, fo auf
R™, von denen eine kompakten Triger besitze. Mit der Bezeichnung aus [Definiti]
gilt

Y(x) = (fo, p(z ++)) = . f2(y)o(x + y)dy.

Es folgt

<Tf1*Tf2>¢> = (T1,¢) :/R" fi(x) - fo(y)o(z + y)dydzx

= filz—y) | fa(y)o(z)dydz
R® R"
= <f1 * f27 ¢>7

d.h. es ist Tf1 * Tf2 = Tf1*f2'

(b) Sei Ty € D'(R™) beliebig und 75 = 0% mit o € Nj. Dann gilt fiir ¢ € D(R")
Y(z) = (0°6,¢(x + -)) = (=1)"*(8¢) ().
Es folgt

(Ty  0%6,¢) = (T1,0) = (=1)*NTy,0%¢) = (0°T1, ¢).

Also haben wir T} * (0%0) = 0*T}. Speziell fiir o = 0 ergibt sich T} x 6 = T7.
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Weitere Eigenschaften der Faltung sind in der néchsten Proposition zusammengestellt.

Proposition 5.8 Seien Ty, T; € D'(R™), eine davon in E'(R™). Dann gilt:

(a) supp(Ty * Tp) C supp(71) + supp(Tz). Insbesondere gilt Ty « Ty, € &£'(QY), falls
T, T, € £(Q).

(b) (ThxT2)xTs = Ty (TyxT3), falls zwei der drei Distributionen Ty, Ty, Ty kompakten
Trager besitzen.

(C) Tl * TQ * (8“5) = aa(Tl * TQ) = (8QT1) * T2 = Tl * (aaTg).
Beweis.

(a) Sei x € supp(T; * Ty). Dann ist fiir jedes offene U € $(x)
U Nsupp(Ty x Tz) # 0,

denn der Trager einer Distribution ist stets abgeschlossen. Nach Definition des
Trigers existiert ein ¢ € D(U) mit (T} x Ty, ¢) # 0. Daraus folgt mit [Lemma 5.4
und der Definition der Faltung, dass

supp(T1) Nsupp(¢) — supp(7T3) # 0

was wegen U D supp(¢)

U Nsupp(Th) + supp(Ts) # 0

impliziert. Da supp(7}) + supp(7:) wegen [Ubungsaufgabe 5.3| abgeschlossen ist,
folgt

x € supp(Th) + supp(13)
und damit die Behauptung.

(b) Ausrechnen!
(c) Fir ¢ € D(R") ist

(0%(Ty * Ty), @) DTy s Ty, 0%¢)

DT, @ = (T, 0% (x + )

DT, (=1) (@ = (9T, (a +-)))

* (0°T3), ¢).

Also ist 0%(Ty % Ty) = T1 % (0*T3). Die Identitét 0*(T *T) = (0*T}) *T» kann man
ebenfalls mit der in [Definition 5.6l gegebenen Darstellung der Faltung beweisen

(Ubung!), sie folgt aber viel einfacher aus dem schon hier gezeigten und der spiter
in [Corollar 5.17 nachgewiesenen Kommutativitat der Faltung. ]

(—
(—
(—
(Th
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Beispiel 5.9 Sei 1 die konstante 1-Funktion auf R und H die Heavyside-Funktion, vgl.

Beispiel 4.22| Dann gilt
(Hxd0")«1=(H *0)«1=(0%x0)x1=§x1=1,
aber

Hx(0+«1)=Hx*(0x1)=Hx*(d%x0)=Hx*0=0.

Das ist kein Widerspruch zu [Proposition 5.§8| (¢), denn weder 1, noch H besitzen kom-
pakten Trager.

5.3 Regularisierung von Distributionen

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass sich jede Distribution durch glatte Funktionen
approximieren lasst. Insbesondere gibt es eine Folge glatter Funktionen, die in der To-
pologie von D'(R™) gegen § konvergiert. Dazu benétigen wir das folgende Lemma, das
es erlaubt, die Faltung f x g fiir f,g € D(R"™) durch die Testfunktionen

vt Yy fle—ex)glez) =" Y flo—ez)glez) (8)
ZEL™ z€Z™,9(e2)#0

zu approximieren. Da g kompakten Tréger besitzt, ist die Summe in () endlich und
definiert somit eine Testfunktion auf R"™.

Lemma 5.10 (a) Seien f € C.(R™) und ¢ > 0. Dann ist ") .. [(cz) definiert.
Fiir e — 0 konvergiert diese Summe gegen fRn fdax.

(b) Sind f,g € D(R™), so konvergiert x +— €™y _,. f(x —ez)g(ez) in D(R™) gegen
fxg

Beweis.

(a) €™ ,cqn f(e2) ist eine zur Zerlegung ([ez,e(z + 1)[).ez» gehérende Riemann-
Summe. Da f Riemann-integrierbar ist, folgt sofort die Aussage.

(b) Das als Ubung. [ |

Fiir f : R" — R und y € R” sei f(z) :

= f(—=) und (7, f)(z) := f(x —y). Wir erweitern
diese Definition auf Distributionen 7' € D’

(R™) via

(T,0) = (T,0), (7,T,0):=(T,7_y0).
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Satz 5.11 Sei T € D'(R"), ¢ € D(R™). Dann gilt:
(a) T = Ty ist eine requlire Distribution. Sie wird von x +— (T, T,1)) erzeugt.
(b) T+ T, € ER™).

Insbesondere erhilt man fir v = 0 die Identitit (T, ) = (T *)(0). Falls auferdem 1
gerade ist, so gilt (T,v) = (T = )(0).

Beweis.

(a) Sei ¢ € D(R™). Wir setzen fir ¢ > 0 und z € Z"
he.(2) = (x —2)p(e2), Z.(¢) := {2 € Z" : ¢(2) # 0}.
Dann gilt

(TxTy,¢) = (Tyx— (Ty,0(x+)))
= (Tyx— [ Y(y)é(r+y)dy)

= (T | by —2)o(y)dy)

= (T,¢*¢)

= <T,lir%5” Z ha’z> 9)

- z€Z:(p)

= lime" 3 (T2 §lo —e2)d(e2)) (10)
2EZ:(P)

= ll_r)%é‘n Z ¢(€Z)<T,xH1L(x_gz)> (11)
2€2¢(¢)

- /H<T=Ty1@>¢(y)dy7 (12)

was zu beweisen war. Dabei folgt Gleichung (9) aus [Lemma 5.10[(b), Gleichung (10)
benutzt [Lemma 5.10(b), die Linearitéit von 7 und die obige Definition von h. ,; Glei-
chung (11) folgt ebenfalls aus der Linearitdt von 7'; und Gleichung (12) folgt einfach aus

Lemma 5.10(a).

(b) Folgt aus [Lemma 5.4 [ ]
Satz 5.12 Sei (8)) >0 wie in[Satz 4.40 eine Delta-Folge in D(R™), und sei T € D'(R").
Dann gilt lAiﬁr)lT x Oy =T in D'(R"). Ist T € E'(R™), so konvergiert T x By sogar in &'
gegen T'.
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Beweis. Aus [Satz 5.11] folgt fiir ¢ € D(R")

(T + B, 0) = (T % B2) ) (0) = (T * (Br* d)) (0) = (T, (B * §)).

Satz 440 impliziert (8 * ¢) — ¢ fiir A | 0 in D(R™). Daraus folgt

(T By, 6) = Wim(T’, (B % 6)) = (T, ).

A0

Ist zusitzlich T € £'(R™), so ist wegen [Proposition 5.8 T * 3y € £'(R™), und die obigen
Rechnungen gelten dann auch fiir ¢ € £(R"). [}

Wir werden nun die Kommutativitdat des Faltungsprodukts fiir Distributionen nachwei-
sen. Dazu betrachten wir zunéchst den Spezialfall der Faltung zwischen einer Testfunk-
tion und einer Distribution.

Lemma 5.13 Seien ¢ € D(R"), T € D'(R"™). Dann ist T x1p =+ T.

Beweis. Sei ¢ € D(R"). Analog zum Beweis von [Satz 5.11a) setzen wir fiir ¢ > 0 und
zelZ”
he.(z) = ¢(x + e2)(e2).

Dann ist:
(Tx,¢) = (T | d(y)o(z+y)dy)
Rn
= (Tlime > hey)
2€Z: ()
= lime" Y ()T a = o(x+¢2)))
2€Z:(Y)
= | vWUT =z — o(x +y))
Rn
= (UxT,¢)
und also T * 1) = ¢ x T'. Die Begriindungen fiir die einzelnen Umformungen sind genau
wie in [Satz 5.11] ]

Man erhélt so auch einen neuen Beweis fiir einen Spezialfall von [Satz 4.33k

Corollar 5.14 In der Situation von[Satz 5.12 gilt 3y — 6 in D'(R").

Beweis.
i . . .
(5—){{8(5*5,\—1;%15)\*5—1/%%1@\ [ |

Der Beweis der Kommutativitéit des Faltungsprodukts wird mittels Approximation durch
Testfunktionen und [Cemma 5.13) gefiihrt. Als weiteres Hilfsmittel bendtigen wir das
folgende Lemma iiber Stetigkeitseigenschaften der Faltung.
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Lemma 5.15 Seien Si,S,T € D'(R™). Es gelte entweder S, S € E'(R™) und Sy — S
in E&'(R"™) oder T € E&'(R") und Sy — S in D'(R™). Dann konvergiert (Sk * T)ren in
D'(R™), und es gilt

lim S, xT =S5x%T.

k—o0

Beweis. Sei ¢ € D(R"). Es ist

lim (S xT,¢) = ICILIEO(Sk,l‘ = (T, o(x +)))

- — (S, (T, 6+ )
= <S*T7 ¢>7

also S * T — S« T. m

[Ubungsaufgabe 5.16]

Seien Sk, S € &'(R™). Zeige, dass aus Sy — S in D'(R™) im Allgemeinen nicht S, — S
in &'(R") folgt.

Aus [Lemma 5.15] folgt leicht die Kommutativitéit des Faltungsprodukts.
Corollar 5.17 Seien S € &'(R™), T € D'(R"). Es ist

SxT =T=x%8S

Beweis. Sei im folgenden ()0 wie in [Satz 5.12] Dann ist

ST = (limS*ﬁA)*T (13)
= lim((S %) *T) (14)
- hm( « (S % ) (15)
- 1;?01( « (B % 9) (16)
— (T = ) +5)) (17)
- %T*m) S) (18)
= Tx8 (19)

Dabei folgen (13) und (14) aus und aus (die Konvergenz S *
By — S findet in &'(R™) statt, was Voraussetzung fiir ist), (15) und (16)
aus (beachte dabei, dass wegen [Lemma 5.4 S * 8\, € D ist), (17) aus
[Proposition 5.8] (18) wieder aus [Lemma 5.15] und schlieBlich (19) aus Satz 5.12 ]
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5.4 Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden lineare Differentialoperatoren eingefiihrt als Abbildungen
in D’(Q2). Als Beispiele betrachten wir insbesondere Operatoren, die in der theoretischen
Physik eine wichtige Rolle spielen. Aulerdem werden starke und schwache Losungen defi-
niert, und es wird gezeigt, wie man mittels einer Fundamentallsung eine Darstellung fiir
die Losung zu allgemeiner rechter Seite gewinnt. Allerdings kann das komplexe Thema
der partiellen Differentialgleichungen hier nur gestreift werden. Fiir weitere Informatio-
nen dariiber verweisen wir auf die Lehrbiicher [Joh71], [Miz73] und [WeiO0], sowie die
beiden Reihen [Tay96a], [Tay96c], [Tay96b] und [RS80], [RS75)], [RS79], [RSTS|.

Definition 5.18 Sei m € Ny, ¢, € C*(Q2) und |a| < m. Ferner existiere ein oy € Nj
mit |ag| = m, so dass ¢, nicht iiberall verschwindet. Dann heifit

L:D(Q)>3T— Y cdTeD(Q)
la|<m
linearer partieller Differentialoperator der Ordnung m. Fiir f € D'(Q2) heifit
Lu=f

die zugehorige Differentialgleichung. Falls alle ¢, konstante Funktionen sind, so sagt
man, L habe konstante Koeffizienten.

Beispiel 5.19 (a) Sei L = A = Y77, 9%. Die zugehorige partielle Differentialglei-
chung

Au=f

heifit Laplace-, Potential- oder auch Poisson-Gleichung.

(b) Sei Q CR"™ und L =09, — A, = 9; — > i 7. Die zugehdrige partielle Differen-
tialgleichung

Oyu — Z Gfu =f
j=1
heiflt Warmeleitungsgleichung oder Diffusionsgleichung.

(c) Sei @ CR"'und L = 97 — A, = 07 — > "_, 9;. Die zugehérige partielle Differen-
tialgleichung

Ofu—> Fu=f
j=1

heit Wellengleichung.
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(d) Sei @ C R und L =0, — A, = i0; — Y7, 97. Die zugehérige partielle Diffe-
rentialgleichung

10y — Z@fu =0

Jj=1

heiit Schridingergleichung und ist von fundamentaler Bedeutung in der Quanten-
mechanik.

Mittels Distributionen kann man den Begriff der Losung einer Differentialgleichung auf
verschiedene Weisen verallgemeinern. Wir betrachten neben den klassischen Losungen
lediglich schwache Losungen:

Definition 5.20 (a) Eine starke Losung (auch klassische Lisung) von Lu = f ist eine
Funktion v € C™(Q2) mit Lu = f.

(b) Eine schwache Lésung oder auch Distributionenlosung von Lu = f ist eine Distri-
bution u € D'(Q2), fir die Lu = f im Sinne von Distributionen gilt, das heifit

D (1) u, 0%a0) = (f,9), ¢ € D).

laj<m

Offenbar ist jede starke Losung auch eine schwache Losung. Es gibt allerdings schwache
Losungen, die keine starken Losungen sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.21 Sei Q@ = R, m = 1, ¢g = 0, ¢;(z) = x. Dann ist L gegeben durch
(Lu)(z) = zu/(z). Die gewohnliche lineare Differentialgleichung zu’ = 0 hat die star-
ken Losungen u = const, und da die Gesamtheit aller (starken) Losungen einen eindi-
mensionalen Vektorraum bilden, gibt es keine weiteren starken Lésungen von Lu = 0.
Andererseits gilt fiir ¢ € D(Q2)

(LH,¢) = (zH', ¢) = (H',x¢) = (5, 2¢) = 09(0) = 0 = (0, ).

Also erfiillt die Heavyside-Funktion die Differentialgleichung im schwachen Sinn, aber
nicht im starken.

Von besonderem Interesse sind die Losungen der Gleichung Lu = ¢:

Definition 5.22 Eine Distribution £ € D'(Q2) heifit Fundamentallosung von L auf €,
falls LE = 6.

Die Bedeutung der Fundamentallésungen wird klar durch den néchsten Satz. Er besagt,
dass man eine Losung der allgemeinen Gleichung Lu = f erhélt, indem man f mit einer
Fundamentallosung faltet. Da a priori eine Fundamentallosung lediglich in D'(£2) liegt,
miissen wir fordern, dass f kompakten Trager besitzt.
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Satz 5.23 Sei L ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und E eine Fun-
damentallésung von L auf R™. Weiter sei f € E'(R™). Dann ist u := f*E eine schwache
Losung von Lu = f.

Beweis.

Lu=L(f+*FE)=f*x(LE)= fx0=f. [ ]

Beispiel 5.24 (a) In R? ist E(z) = 5-log(|z|) eine Fundamentallésung von L = A,

wie in gezeigt wurde. Ist nun f € L'(R?) mit kompaktem Triger, so
ist eine Losung von Au = f gegeben durch

) = ( + B)@) = 5= [ Tog(la =) f0)dy

(b) In R? ist E(r) = —1— eine Fundamentallésung von L = A, vgl. [Ubungsaufga-|

4r|z|

|
[be 427 Tst nun f € L'(R?) mit kompaktem Triger, so ist eine Lésung von du = f
gegeben durch

1 ) 4

dr R [ — ]

u(z) = (f * E)(x) =

Stellt man sich f als Massenverteilung in R? vor, so beschreibt u das von f erzeugte
Newtonsche Gravitationspotential.
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6 Fouriertransformation, temperierte Distributionen

God not only plays dice. He also sometimes throws the dice where they cannot be seen.

STEPHEN WILLIAMS HAWKING

In wurde das Faltungsprodukt von Funktionen durch Dualitit auf Dis-
tributionen verallgemeinert. Wir gehen in diesem Abschnitt dhnlich vor, um die Fou-
riertransformierte einer Distribution zu erklédren. Dazu erinnern wir in [Abschnitt 6.1]
zunéchst an einige elementare Eigenschaften der klassischen Fouriertransformation in
L*(R™) und untersuchen dann die Fouriertransformation im Raum S(R™) der schnell-
fallenden Funktionen, der zuvor auf natiirliche Weise topologisiert wird. Es zeigt sich,
dass die Fouriertransformation in diesem Raum ein topologischer Isomorphismus ist.
Durch Dualitét iibertragen sich diese Eigenschaften auf den Dualraum S’(R™) der sog.
temperierten Distributionen, siche Da insbesondere die Diracsche Delta-
Distribution in S’(R") liegt, ist ihre Fouriertransformierte wohldefiniert. Dies gestattet
es, Fundamentallosungen fiir viele lineare Differentialoperatoren mit konstanten Koeffi-
zienten zu konstruieren. Als einfaches Beispiel dafiir betrachten wir in die
Waérmeleitungsgleichung.

Alle in diesem Abschnitt betrachteten Vektorraume sind als komplexe Vektorrdume auf-
zufassen.

6.1 Die klassische Fouriertransformation in L!(R")

Die klassische Fouriertransformierte f : R™ — C einer Funktion f: R"™ — C ist gegeben

durch

A

f(€) = (2m)2 / (s, £ R

Zunichst scheint L' (R™) ein geeigneter Raum fiir die Fouriertransformation zu sein, denn
offenbar konvergiert fiir f € L'(R") dieses Integral absolut, und es gilt f € L®(R"™) mit

1flloe < 2m) 721 |1

Das Lemma von Riemann-Lebesgue sagt aus, dass in diesem Fall sogar f € Co(R™), d.h.

f ist stetig, und es gilt lim¢ o f(§) — 0. Mit anderen Worten: Die Fouriertransformation
F:LYR") > f— f € Cy(R") ist ein beschriinkter linearer Operator.

Allerdings sieht man z.B. durch Berechnung der Fouriertransformierten der charakteris-
tischen Funktion von [—1,1] in einer Dimension, dass im Allgemeinen f ¢ L*(R™). Nicht
so einfach zu sehen ist dagegen die Tatsache, dass nicht jedes g € Cy(R™) Fouriertrans-
formierte einer Funktion aus L'(R™) ist, d.h. dass F : L'(R™) — Co(R™) nicht surjektiv
ist. Daher fithren wir im néchsten Abschnitt den Raum der schnellfallenden Funktionen
ein.
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6.2 Schnellfallende Funktionen und temperierte Distributionen

Der nach L. Schwartz benannte Raum S(R™) der schnellfallenden Funktionen besteht
aus allen beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die samt ihren Ableitungen schneller
als jedes Polynom fallen. Genauer:

Definition 6.1 Eine Funktion ¢ € £(R") heifit schnellfallend, falls fir alle o, 5 € Nj
gilt:

Pap(P) == sup |xaf)ﬁ¢(m)‘ < 00. (20)

TER™

Offenbar bilden die schnellfallenden Funktionen einen Vektorraum, den wir mit S(R")
bezeichnen.

Da jedes p, s eine Halbnorm auf S(R") ist, ist S(R™), ausgestattet mit der durch die
Halbnormen (paﬁ)(aﬁ)eNgn erzeugten Topologie, ein metrisierbarer lokalkonvexer Raum.

Aus folgt sofort, dass (¢;)jen genau dann eine Nullfolge in S(R") ist, wenn
r°0%¢;(z) — 0 gleichmiBig auf R™ fiir jedes (o, 3) € N2". Die nachstehenden Eigen-
schaften folgen unmittelbar aus der Definition von S(R™).

Proposition 6.2 (a) Ist ¢ € S(R"), so folgt ¢ € S(R") und 0°¢ € S(R") fiir
a, 3 € Nj.

(b) D(R™) C S(R™) C E(R™).
(¢) S(R™) C LP(R™) fiir 1 < p < 0.

Ubungsaufgabe 6.3 Zeige:

(a) S(R™) ist ein Fréchet-Raum.
(b) Es gilt D(R") — S(R") — E(R™).
(¢) S(R™) ist dicht in LP(R™), S(R™) ist dicht in £(R™) und D(R") ist dicht in S(R™).

Definition 6.4 Der stetige Dualraum S’(R™) von S(R™) heifit Raum der temperierten
Distributionen. Wir topologisieren S’'(R™) durch die schwach-*-Topologie, also durch die
vom System

ps(T) =T, ¢)|, ¢ € SR,

erzeugte lokalkonvexe Topologie.

Version 23 (26.10.2004) 70/96



6 FOURIERTRANSFORMATION, TEMPERIERTE DISTRIBUTIONEN
6.3 Fouriertransformation in S(R™)

Aus D(R") — S(R") — E(R") folgt &'(R™) — S'(R™) — D'(R™), d.h. jede Distribution
mit kompaktem Tréger ist temperiert, und die temperierten Distributionen sind ein
Teilraum aller Distributionen.

Analog folgt aus S(R") — LP(R"), dass LP(R™) — S'(R"), d.h. jede p-integrierbare
Funktion erzeugt eine regulire und temperierte Distribution.

Beispiel 6.5 (a) Jede durch ein Polynom erzeugte reguldre Distribution ist tempe-
riert.

(b) Sei f € C*°(R™) mit polynomialem Wachstum, d.h. es existiert ein m € N, so dass

:;115 (1+]z)) ™0 f(z)) < o0

fir alle € Njj. Ist T' € S'(R™), so definiert ¢ — (T, f¢) ein Element in S’(R"),
welches man mit f7" bezeichnet. Insbesondere gilt pT" € S'(R™) fiir jedes Polynom

p.

Ubungsaufgabe 6.6| Zeige, dass jede temperierte Distribution von endlicher Ordnung
ist.

6.3 Fouriertransformation in S(R")

Da S(R") C L'(R"), existiert fiir jedes ¢ € S(R") die Fouriertransformierte

H(E) = (Fo)(€) := (2m) ™2 / e~ (7).

n

Die folgenden Rechenregeln sind leicht nachzuweisen:

Proposition 6.7 Seien ¢, € S(R"), £ = (&1,...,&,) € R, 1 <k <n.

(a) Es gilt (0p0)(€) = i&,0(€).

(Do) (&) = &8(E),  sowie (230)(§) = —Dyo(€).

Etwas allgemeiner: Setzt man D := (—i)lM9*, so gilt

(D¢) (&) = £°6(&) sowie (2°¢)(€) = (—1)*'D*(€).

(¢) Die GauB-Glocke ¢(x) = e /2 x € R", ist ihre eigene Fouriertransformierte.
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6.3 Fouriertransformation in S(R™)

(d) Es gilt die Fourier-Inversionsformel

o) = (2m) " [ ei)de
Rn
(e) Es gilt
ovdr = | opda.
Rn Rn

(f) Die Fouriertransformation ist isometrisch bzgl. der Norm in L*(R™), d.h. es gilt

18112 = ll¢ll2-
(9) Es gilt der Faltungssatz: (¢ + ) = (27)"/2gn).

Wir wissen bereits, dass ¢ € Cy(R™), falls ¢ € S(R™). Der folgende Satz verschiirft diese
Aussage.

Satz 6.8 Aus ¢ € S(R™) folgt ¢ € S(R™), und die Fouriertransformation F : S(R") —
S(R™) st stetig.

Beweis.

Sei ¢ € S(R™), o, f € Nj. Dann gilt

£°DPG(€) = £:(=1) (2P ) (€) = (D*(~2)"8)(€).

Daraus folgt fiir m > n/2

D) = (2m)?

/n e DY (—x)Pp(x)dx
< @0 [ (P o) D% ()
Wihle 7 € N2 mit
sup (1+ |2 )"| D26 ()] < py.al9).
Da ¢ € S(R"), ist py.a(¢) < co. Andererseits gilt wegen m > n/2

Crm = (2%)_”/2/ (1+ |z])*)"™dz < oo.

Es folgt
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6.4 Fouriertransformation in S'(R™)

~

pa,ﬁ(¢) < Cmpv,a(¢)-

Also gilt ¢ € S(R™), und aus ¢; — 0 in S(R") folgt ¢; — 0 in S(R™), d.h. F ist stetig.
|

Mittels der Fourier-Inversionsformel erhalt man daraus

Corollar 6.9 Die Fouriertransformation F : S(R") — S(R™) ist ein topologischer Iso-
morphismus. Ihre Inverse F~1 ist gegeben durch

(F19)(x) = (2n) /2 / YO, 6 e SERY.

n

Weiter gilt
(F29)(x) = ¢(~x), F'=id.

6.4 Fouriertransformation in S'(R")

In diesem Abschnitt erweitern wir die Fouriertransformation auf den Raum der tem-
perierten Distributionen durch Dualitét: Fiir T € S'(R") ist die Fouriertransformierte
T =FT € S'(R") von T definiert durch

(T,¢) =(T.9), ¢SSR,

d.h. die Fouriertransformation auf S'(R") ist die Adjungierte der Fouriertransformation
auf S(R™). Diese Definition ist konsistent, denn fiir 7' = T}, mit ¢ € S(R") gilt

~ ~

(Ty, 0) = (b, 0) = (U, 0) = (Tj,9), &€ SR).

Also haben wir T}, = Td?‘

Da F : S(R") — S(R") ein topologischer Isomorphismus ist, und die Dualrdume
schwach-* topologisiert sind, iibertragt sich dies auf die Adjungierten, und wir erhal-
ten den folgenden wichtigen Satz.

Satz 6.10 Die Fouriertransformation F : S'(R") — S'(R") ist ein topologischer Iso-
morphismus.
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6.5 Fouriertransformation in L?(R"™)

Beispiel 6.11 (a) Da ¢ kompakten Triger besitzt, gilt § € S’(R™). Man erhélt

(6,6) = (5,8) = 3(0) = (2m) "2 / e g(x)de = (2m) (1, ),

n

d.h. esist & = (27) /21,

(b) Da 1 ein Polynom ist, gilt 1 € S’'(R"), und als Fouriertransformierte ergibt sich

(1,6) = (1,d) = [ d(€)de = (2m)"2(0) = (2m)"26(0),

Rn

d.h. es gilt 1 = (2m)"/26.

[Ubungsaufgabe 6.12] Zeige, dass F~'(H) = C16 + C2pv(%).

6.5 Fouriertransformation in L?(R")

Da L*(R") C S'(R"), ist F auf L*(R™) wohldefiniert. Da S(R") dicht in L*(R™) liegt,
iibertragen sich die Eigenschaften von F in S(R") auf L*(R™). Damit erhalten wir

Satz 6.13 Aus f € L*(R") folgt fe L*(R™). Die Fouriertransformation ist ein unitirer
Operator in L2(R"), d.h. F ist isometrisch und bijektiv.

Als erste Anwendung zeigen wir, wie man mittels Fouriertransformation Regularitiat der
Losungen einer partiellen Differentialgleichung beweisen kann.

Beispiel 6.14 Sei ¢ > 0, g € L*(R"), u € §'(R") schwache Losung von
(c— A)yu=g.

Dann gilt u € L*(R").

Beweis. Es gilt:

Daraus folgt

also u € L*(R™). [ ]
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6.6 Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen

6.6 Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen

Wir werden nun die Resultate aus den vorigen Abschnitten auf partielle Differentialglei-
chungen anwenden, um zu zeigen, dass Fundamentallosungen unter geeigneten Voraus-
setzungen bis auf ein additives Polynom eindeutig bestimmt sind. Auflerdem zeigen wir
am Beispiel der Warmeleitungsgleichung, wie man mittels Fouriertransformation eine
Fundamentallésung bestimmen kann.

Beispiel 6.15 Sei L = Y ¢,0% ¢, € C, ein Differentialoperator mit konstanten Ko-

laf<m

effizienten. Es gelte

PL(&) = ) cak™ #0

lal<m

fiir alle £ # 0 (das ist z.B. fir L = A erfiillt). Dann folgt fiir jede schwache Losung u
von Lu =0

0=0=(Lu) = () cal™)i.

laj<m

Also gilt supp(@) C {0}, insbesondere besitzt 4 kompakten Triger und ist daher nach
Satz 4.44] von endlicher Ordnung k. Daraus folgt mit der Taylor-Formel, dass @ notwen-
digerweise eine endliche Linearkombination aus Ableitungen der Delta-Distribution sein
muss:

i = Z 1,0%0

lo| <k

mit geeigneten a, € C. Daraus folgt

mit b, € C, d.h. u ist ein Polynom. Insbesondere ist jede Fundamentallosung von L
eindeutig bestimmt bis auf Addition eines Polynoms.

Beispiel 6.16 (Wirmeleitungsgleichung) Sei o € C. Dann gilt fiir
E.(x) = e “*H(x)

die Identitat
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6.6 Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen

E! +aF, =9, (21)
wie man unmittelbar verifiziert. Also ist F, eine Fundamentallosung von % -+ o in einer

Dimension. Wir betrachten jetzt die Fundamentallosung der Wiarmeleitungsgleichung in
R

Fouriertransformation bzgl. der x-Koordinate fiihrt zu
(0 +€)E = (2m) 124,

wobei J; die eindimensionale Delta-Distribution bzgl. der t-Koordinate bezeichnet. Dies
ist bis auf eine Konstante die Gleichung (2I)) mit o = £2. Eine Losung ist daher gegeben
durch

E(t,z) = (2m) Y2 €t H(1).

Es ist nun elementar, die inverse Fouriertransformierte zu berechnen. Man erhélt

2

E(t,z) = F'E(t,z) = (4nt) 2e .

Version 23 (26.10.2004) 76/96



A LOSUNGEN ZU AUSGEWAHLTEN UBUNGSAUFGABEN

A Losungen zu ausgewihlten Ubungsaufgaben

The search for truth is more precious than its possession.

ALBERT EINSTEIN (1879-1955)

Lésung zu [Ubungsaufgabe 1.1}

Da {0} eine A-Nullmenge ist, folgt aus 0\ (0} = 0:

/R(scu —/ROdA(x)—O#l.

Also kann keine Funktion § mit den gewiinschten Eigenschaften existieren. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 1.2}

=: Sei f lokal integrierbar und z € R. Da R lokalkompakt ist (< jeder Punkt besitzt
eine Umgebungsbasis, die aus kompakten Mengen besteht), existiert eine kompakte Um-

gebung U von z. Es folgt aus der Voraussetzung sofort die Integrierbarkeit von f auf
U.

«: Existiere umgekehrt zu jedem x € R ein U € {U(z), so dass f auf U integrierbar sei.
Wegen der Monotonie des Integrals diirfen wir 0.B.d.A. U als offen annehmen, denn U
enthélt eine offene Menge O € U(x), und es ist

[ iriax < [ i1 <o,

f ist also auch auf O integrierbar.

Sei dann K ein Kompaktum. Wir finden dann fiir jedes & € K eine offene Menge
Uk € k), auf der f integrierbar ist. Wegen der Kompaktheit von K existieren dann
ki, ..., k, € K mit K C |J;", Uy,. Dann ist

[ 1s1ax s/w

=1

flar< Y [ i<,
Uk, i=1 /Ui

also ist f lokal integrierbar. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 1.3}

Wir betrachten die folgendermaflen definierten Funktionen f, (a € R):

exp(—ﬁ), falls x > a,
0, sonst.

falz) = {
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Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass diese Funktionen beliebig oft stetig diffe-
renzierbar sind mit der n-ten Ableitung

1

myy _ [ palaE)exp(—34), fallsz > aq,
fo () = {0, sonst,

mit einem geeigneten Polynom p,. Wir diirfen dazu 0.B.d.A. ¢ = 0 annehmen und
schreiben im Folgenden kurz f fiir fy.

Induktionsanfang (n = 0): Wir setzen py = 1. Dann ist f = f© und lim,_, f(z) = 0. f
ist also iiberall stetig.

Induktionsschritt (n — n + 1): Es ist fiir x > 0

FO @) = £ pa(>) exp(= 1)) = (~2h(2) + pul ) =g exp(—)).

Setze pnr1(t) = (pa(t) — p(t))t*. Dann ist fiir 2 > 0 fOFD(2) = posi(3) exp(—7), und
es folgt durch Grenziibergang x — 0, dass f("*1) existiert und stetig ist. Ganz analog
kann man zeigen, dass die Funktion g mit

[ exp(zL), fallsz <a,
ga(x) = { 0, sonst,

beliebig oft stetig differenzierbar ist.

Wir setzen dann h(x) = gy(z)fa(x) mit a < b. Es folgt sofort, dass h beliebig oft
differenzierbar ist und den Tréger [a,b] # () hat. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.2t

(a) Wir setzen in X = R" A = {e1,ey}. Dann ist

2A = {261,262}, A—l—AZ {261,262,61+€2}.

(b) =: Da (s +1t)A C sA+ tA trivialerweise stets richtig ist, ist noch die Umkehrung
zu zeigen. Sei also A konvex und a € sA + tA. Dann existieren a;,as € A mit
a = say + tas. Es folgt:

tay = (5 4+ B)(——a + ——a)
a = saj + tag = (s a az).
L s+t s+t
Da -3 + -5 = 1ist, ist 3501 + ;702 € A und somit a € (s +1)A.

<: Seien a,b € Aund A € (0,1). Dann ist

X+ (1—ANbeEM+(1-MNA=(\+(1-\)A= A
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(c) Sei (K;)ier eine Familie kreisformiger Mengen.
Sei & € |J;¢; K. Dann Jig € I : x € K;;. Dann ist Az € K, fiir alle A mit |A| < 1,
also ist dann auch Az € |J,; Ki.
Sei x € ();c; K. Dann ist Vi € [, A € Kmit [A| <1 Az € K;.

(d) Sei (K;)ier eine Familie konvexer Mengen. Ist K := (., K; = 0, stimmt die
Aussage. Sei dies also nicht der Fall. Seien z,y € K. Dann ist fiir alle A € [0, 1],
iel, AXx+ (1 — Ny € K; und damit ist Az + (1 — \)y € K.

(e) Seien x,y € A+ B und A € [0,1]. Dann existieren, x,,y, € A, xp,yp € B mit
T =Ty + Tp, Yy = Yo + yp. Es ist dann:

M A (1=Ny = Mag+2) + (1= X)(Ya + vs)
= Ao+ (1= Nya+ Az + (1 = Ny,
e A4+ B.

(f) Sei z € A+ B. Dann ist x = x, + x, mit x, € A,x, € B. Sei A € K mit || < 1.
Daraus folgt:

A= Az, + A, € A+ B. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.3:

Dass aus der absoluten Konvexitat von E die Konvexitédt und die Kreisformigkeit von E
folgt, ist trivial. Sei also E kreisformig und konvex. Seien weiter z,y € E' und A1, A2 € K
mit [A;| 4+ || < 1. Wir kénnen dann schreiben:

A1 = |A1] exp(iarg(Aq)), Ao = |Ao| exp(iarg(Az)).
Dann ist
Mz + Aoy = | M| exp(iarg(Ar))z + A = |Ao] exp(iarg(Aq))y.

Aus der Kreisformigkeit folgt exp(iarg(\1))x, exp(iarg(A2))y € E und 0 € E. Aus der
Konvexitat folgt dann Az + Aoy € F. m

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.4:
Wir setzen K := B(0,r) :={x € X : ||z|| <r}.

e K ist konvex: Seien z,y € K und A € [0, 1]. Dann ist

Az + (1= Nyl < Allefl + (1 = Ayl <.
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e K ist kreisformig: Sei € K und A € [—1, 1]. Dann gilt

Azl = [zl < 7.

e K ist absorbierend: Sei x € R™\ {0}. Setze ¢ := oz Dann gilt fir A € R mit
A <e

Az = [Alll]] < ]| <7 m

.
2|\l

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.5t

Falls A = () ist, sind die Aussagen trivial. Sei dies im Folgenden also nicht der Fall.

(a) Seien x, y € conv(A). Dann ist © = Y 1" swy, y = Yooy by mit ty, ..., by,
S1yevenSp >0, 3 0 =" s =1und @1,..., %0, Y1,...,Um € A. Wir diirfen
0.B.d.A. n =m und x; = y; fiir i = 1,...,n annehmen. Sei dann A € [0,1]. Dann
ist

n

Az A+ (1= Ny = /\zn: sit 4+ (1= N) zn:m = (Asi+ (1= Nty

i=1 =1
Da Y " As; + (1 — \)t; = 1 ist, ist Az + (1 — A\)x € conv(A).
(b) ({B € Pot(X)|B C A, B konvex} C conv(A) ist wegen (a) trivial. Sei also um-
gekehrt B eine konvexe, A enthaltende Menge. Wir zeigen durch vollstéandige In-

duktion, dass B jede Konvexkombination von Elementen aus A als Element hat,
also:

LCl,...,.TnEA, Zn:tlzl, tl,,thO:>Zn:tlﬂfleB

i=1 i=1

Induktionsanfang (n = 1): Das ist trivialerweise richtig.
Induktionsschritt (n — n + 1):

n+1

n
Z tix; = Z Lix; + thi1%Tn1
i—1

=1

Ist t,.1 = 1, so sind wir fertig. Ansonsten ist s, := Z?Zl tj=1—1,41 >0, und
nach Voraussetzung gilt
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Daraus folgt

n+1 n
t;
;tixi =(1—tp41) Zl ;% + lnt1Tns1 € B. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.9t

(a) = (b): Sei o eine Basis der Topologie 7 und seien weiter B, By € o. Dann ist
By N By € 7 und damit muss gelten:

BN By =| {B €0|BC B NBy}.

Dann ist auch jedes x € B1N B in einem geeigneten B, € o mit B, C BN By enthalten.

(b) <= (a): Wir betrachten das System 7 aller Vereinigungen von Mengen aus o, oder
formaler:

7:={M € Pot(X)|M = | J 5, € Pot()}.

seS

Wir weisen nach, dass 7 eine Topologie ist, und per Konstruktion ist dann o eine Basis
dieser Topologie.
e X € 7 folgt aus der Aufgabenstellung, und es ist § = (J,y A:.

e Seien A, B € 7. Dann existieren Indexmengen 7, J und Familien (A;);er, (B;)) es
in o mit A=\J,.; 4, B=,.;Bj. Es ist dann:

i€l jeg D

AmB:UAmUBj: U A;N B;.

iel jeJ (i,5)eIxJ

Wir zeigen, dass jede Menge der Form A; N B; in ¢ ist, woraus dann AN B € 7
folgt. Es gilt ndmlich

A;nB;=|J{B€olBCANB;}.

»D" ist trivial, und da nach Voraussetzung zu jedem z € A, N B; ein B € ¢ mit
x € B C A; N B; existiert, gilt auch ,,C“.

e Dass die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 in 7 liegt, ist trivial. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.10:
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(a) Es reicht zu zeigen, dass einelementige Mengen abgeschlossen sind. Sei also z € X.
Sei weiter y € X \ {z}. Nach Voraussetzung existiert ein U, € (y) mit = ¢ U,,.
Wir diirfen 0.B.d.A. U, als offen annehmen und erhalten so:

X\{=z}= |J v,

yeX\{z}

X \ {z} ist also offen und somit ist {z} abgeschlossen.

(b) =:Seiz € X undy € X\{z}. Nach Voraussetzung existieren U, € H(x), U, € H(y)
mit U,NU, = 0. Wir diirfen 0.B.d.A. U, als offen annehmen. Dann ist X\U, € (z)
und abgeschlossen (denn U, C X \ U,). Also ist

M (X\U,)c {z}.

yeX\{z}

Damit ist aber schon alles gezeigt, denn z ist Element all seiner Umgebungen.

«<:Sei x € X und y € X \ {x}. Nach Voraussetzung existiert dann eine abge-
schlossene Umgebung U, von z, fiir die y ¢ U, ist, denn ansonsten wére y Element
des Schnittes der abgeschlossenen Umgebungen von z. Dann ist X \ U, offen und
damit Umgebung von y. Damit haben wir aber schon disjunkte Umgebungen von
x und y gefunden, X ist also hausdorffsch. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.18:

Wir benutzen folgende Darstellung von A:
A={ze X :VUeuU(x)UNA#DD}.

=: Sei f: X — Y stetig und sei (x,),en eine in X gegen x konvergente Folge. Weiter
sei U € Y(f(x)). Dann ist nach Voraussetzung f~1(U) € U(z), und damit existiert ein
N € N, so dass z,, € f~1(U) fir n > N. Aus f(f~'(U)) C U folgt dann sofort, dass
f(z,) € U fiir n > N. Die Folge (f(z,))nen konvergiert also gegen f(z).

Bemerkung: Dieser Beweis gilt fiir beliebige topologische Rdiume, eine stetige Funktion
st also tmmer auch folgenstetig.

<= Zuerst eine Definition:

A C X heifit folgenabgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x,)ney in A die
Menge der Grenzwerte in A enthalten ist.

Wir zeigen, dass in einem topologischen Raum, in dem jeder Punkt eine abzihlbare
Umgebungsbasis besitzt, die Begriffe abgeschlossen und folgenabgeschlossen zusammen-
fallen:
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Sei A abgeschlossen und (z,)nen eine Folge in A, die gegen x € X konvergiere. Sei
U € (z). Dann ist UN A # (). Also ist z € A = A.

Auch dieser Beweis gilt in jedem beliebigen topologischen Raum.

Sei umgekehrt A folgenabgeschlossen. Sei x € A. Nach Voraussetzung hat « eine abzihl-
bare Umgebungsbasis (U, )nen. Da ((;<,, Ur)nen dann ebenfalls eine Umgebungsbasis
ist, diirfen wir 0.B.d.A. (U, )nen als absteigend voraussetzen (d.h. Uy D Uy D ... ). Wir
definieren eine Folge (z,)nen durch die Eigenschaft z,, € (U, N A) fiir jedes n € N. Dann
ist (2, )nen eine Folge in A und konvergiert gegen z. Also ist 2 € A. Daraus folgt A C A.
Also ist A abgeschlossen.

Sei nun f: X — Y folgenstetig und habe jeder Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis.
Dann ist f schon stetig. Wir zeigen dazu, dass Urbilder abgeschlossener Mengen unter
f abgeschlossen sind.

Sei also A C Y abgeschlossen. Ist f~!(A) = (), sind wir fertig. Sei dies also im Folgenden
nicht der Fall. Sei dann (x,,),ey eine Folge in f~!(A), die gegen ein x € X konvergiere.
Nach Voraussetzung konvergiert dann (f(z,)).en gegen f(z). Da A abgeschlossen ist,
folgt f(z) € A. Dann ist aber z € f~!(A). Also ist f~'(A) abgeschlossen. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.22:

Wir zeigen, dass f(X) dicht in X ist. Da f(K) kompakt und damit abgeschlossen ist,
folgt daraus die Surjektivitdt von f, und damit, da f trivialerweise injektiv ist, die
Bijektivitiit.

Sei also z € X. Wir betrachten die Folge (f™(z))nen,- Da X kompakt ist, hat diese eine
Teilfolge (™ (x))ken,, die eine Cauchyfolge ist. Fiir ¢ > 0 existiert also ein N. € N mit
d(f™(z), f™2(z)) < ¢, falls ky, ke > N.. Wir wihlen ky > k1 > N.. Wegen der Isometrie
von f ist dann d(f™2""(x),x) = d(f™2(x), [ (z)) < &, und da 27" (z) € f(X)

liegt und e beliebig war, ist x € f(X), also ist f(X) dicht. "]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 2.23:

Ist X endlich, so ist Pot(X) endlich, also existieren nur endlich viele offene Mengen, also
muss X kompakt sein. Da X als metrischer Raum hausdorffsch ist, existiert zu z,y € X
ein offenes U, , € U(x) mit y ¢ U, ,. Also ist {x} = N, U,,, offen und damit X diskret.

Ist X diskret, so ist {z},ex eine offene Uberdeckung von X. Ist X kompakt, so hat
diese eine endliche Teiliiberdeckung. Da aber jede Teilfamilie von {r},ex offenbar keine
Uberdeckung ist, muss die Familie selbst endlich sein. Also ist X endlich. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.2¢

Seien X, Y, Z topologische Rdume und f : X x Y — Z stetig. Wir zeigen, dass dann die
Abbildungen

fy: X —=Z:xw— f(xy), fo:Y —=Z:y— f(z,y)

fir alle x € X,y € Y stetig sind. Seien dazu g € X,yp € Y und U € U(f,,(y0)). Aus der
Stetigkeit von f folgt f~1(U) € Y(xo,yo). Es folgt die Existenz von U,, € (x), Uy, €
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U(yo) mit Uy, x Uy, C f~H(U). Dann ist erst recht {zo} x U,y C f~1(U), und damit ist
dann

fro(Uyo) = {f(z0,y) 1y € Uy} C{f(2,y) 10 € Upy,y €Uy} C U,

woraus f, 1(U) € U(yp) folgt.
Alternativbeweis: Wir benutzen das folgende allgemeine Resultat:

Seien X, Y topologische Rdume. Dann sind die Abbildungen
By X = X x {y} iz (0,y), et Y = {2} x Y iy (5,9)

fiir jedes y € Y und jedes z € X stetig, wobei wir X x {y} beziehungsweise {z} x Y mit
der Spurtopologie der Produkttopologie von X x Y ausstatten. Den Beweis fiithren wir
hier nicht, sondern beschréinken uns auf einige Andeutungen:

e Um Stetigkeit nachzuweisen, kann man sich auf basisoffene Mengen zuriickziehen,
das heifit, eine Abbildung ist schon dann stetig, wenn Urbilder basisoffener Mengen
offen sind.

e [st B eine Basis einer Topologie auf X und A C X, so ist eine Basis der Spurtopo-
logie auf A gegeben durch das System { BNA|B € B}. Insbesondere ist {U x {y}|U
offen in X'} eine Basis der Topologie des oben angegebenen Raums X x {y}.

e Die angegebene Abbildung ist sogar ein Homéomorphismus. Das spielt unter an-
derem bei Hausdorff- oder Zusammenhangseigenschaften von Produkttopologien
eine Rolle.

Die Aufgabe 148t sich damit elegant l6sen, denn fiir die Abbildung A,, : X — X 1z —
x + xo gilt:

Axo = A O?;xo o hIo?

wobei i,, die kanonische Inklusion von {zo} x X nach X x X sei. Da alle Funktionen
auf der rechten Seite stetig sind, ist damit auch A, stetig.

Die Stetigkeit der anderen Funktionen kann analog gezeigt werden. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.6;

(a) (i) = (ii): Sei (Ay)nen eine Nullfolge in K und U € $4(0). Wegen [Corollar 3.8 diirfen
wir U als kreisformig annehmen. Es existiert ein A > 0 mit £ C AU. Dann gilt
wegen der Kreisformigkeit von U fiir jedes g € K mit |u| < % die Inklusion
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1
pE = (A,u)XE C (AU C U.
Daher gibt es fiir jede Folge (x,)neny in F ein N € N mit A\,z,, € U fiir n > N,
womit die Konvergenz von (\,x,)nen bewiesen ist.
(i) <= (ii): Sei E nicht beschriankt. Dann existiert ein U € £4(0), so dass es fiir jedes
n € Nein z,, € E'\ nU gibt. Die Folge (%azn)neN konvergiert daher nicht gegen 0,
denn 2z, ¢ U per Konstruktion.

(b) Sei K kompakt und U € 4(0) kreisférmig. Es existiert dann ein kreisférmiges
V € 4(0) mit V +V C U. Da (k + V°)rex eine offene Uberdeckung von K ist,
existieren ki, ..., k, € K mit K C |J_, k;+V. DaV absorbierend und kreisformig
ist, existiert ein A > 1 mit ky, ..., k, € A\V. Daraus folgt:

KCUI@+VC>\V+VC>\V+>\VC>\U.

=1

Also ist K beschrankt. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.10:

Um die Aufgabe elegant 16sen zu konnen, verwenden wir[Satz 3.16L die dortigen Resultate
sind vollig unabhéngig von der hier bewiesenen Aussage.

Nach [Definition 2.8 ist 7, C 75 genau dann, wenn id : (X, 75) — (X, 71) stetig ist. Wegen
[Satz 3.16] ist das genau dann der Fall, wenn id stetig in 0 ist, also jede Nullumgebung
beziiglich 7, eine Nullumgebung beziiglich 7 umfasst (Abschnitt 2.3.3)). Das war aber

zu beweisen. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.13:

Sei X ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der hausdorffschen Vektorraumtopologie
7. Wir diirfen dann 0.B.d.A. X = K" annehmen, denn wir kénnen die Topologie auf X
durch eine Bijektion auf K" {ibertragen (formaler sind X und K™ hom&o- und isomorph,
wenn wir K™ mit der Topologie {f(U) : U € 14}, f : X — K" ein Isomorphismus,
ausstatten). Wir betrachten auf X die gegebene Topologie 74 und die von der Maxi-
mumsnorm erzeugte euklidische Topologie T mit den Nullumgebungssystemen Uy und
Up. Es ist 7y = 75 zu zeigen, was wegen [Ubungsaufgabe 3.10| gleichbedeutend mit
U, H = U, E ist.

o Uy C Up:

Sei U € Uy. Es folgt mit |Proposition 3.7|induktiv die Existenz einer kreisférmigen

Menge V' € Uy mit
dvcu
j=1
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Da V absorbierend ist (Proposition 3.7)), gibt es ein £ > 0, so dass fiir die kanoni-
schen Basisvektoren eq,...,e, € %V gilt. Dann ist

k Zajej eU,
j=1
falls |o;| <1 fiir j =1,...,n ist. Also ist

Up 3 B(0,k) C U,

also U € Ug.

o Up C Uy

Um diese Inklusion zu zeigen, geniigt es, ein (norm-)beschrinktes U € Uy zu
finden, denn dann ist die Einheitskugel (und damit jede Kugel) in $y. Wir kon-
struieren eine solche Menge induktiv:

Basis: Da 7y hausdorffsch ist, existiert ein U; € Uy \ {X}. Insbesondere enthilt
Uy hochstens (n — 1)-dimensionale Unterrdume.

Schritt(k — k+1): Seien also fiir k < n Uy, ..., Uy, € Uy derart konstruiert, dass U;
hochstens (n — j)-dimensionale Unterrdume enthalte. Wegen [Proposition 3.7] exis-
tiert ein V € Uy mit V +V C Uy. V kann hochstens einen (n — k)-dimensionalen
Unterraum H,,_j enthalten, da ansonsten Uy einen (n—k+1)-dimensionalen Unter-
raum enthielte. Ist das der Fall, so wéhlen wir ein W € iy, dass einv € H,_\ {0}
nicht enthélt, was stets moglich ist, da 75 hausdorffsch ist; ansonsten setzen wir
W =X.

Setze dann Uy, := WNV. Diese Menge enthélt hochstens (n—k —1)-dimensionale
Unterrdume.

Wir finden so nach n Schritten ein U,, € Uy, dass keine nichttrivialen Unterrdume
enthiilt. Wegen [Corollar 5.8 existiert ein kreisférmiges, 7r-abgeschlossenes U € iUy
mit U C U, das natiirlich ebenfalls keine nichttrivialen Unterrdume enthélt; man
beachte ausserdem, dass wegen 74 C 7 U auch bzgl. 75 abgeschlossen ist.

Wiére U nicht normbeschrinkt, so existierte zu jedem k € N ein x; € %U mit
|z| > 1, und da U und damit auch $U kreisformig ist, darf man ||zx| = 1
annehmen.

Die Folge (zx)ren ist normbeschréankt und hat somit einen Haufungspunkt = € X
bzgl. der Topologie 7. Da jede Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder
enthélt, die Folge (3U)ren wegen der Kreisférmigkeit von U absteigend ist und die
Mengen U bzw. B~ :={y € X : ||y|| = 1} bzgl. 7r abgeschlossen sind, folgt

1
WS (m EUﬂ B:),
keN
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also die Existenz eines Elementes x # 0 mit kx € U fiir jedes k € N. Wegen der
Kreisformigkeit von U wére also span{z} C U im Widerspruch zur Konstruktion
von U. [ ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.15¢

(a)

Sei (Z,)nen eine Cauchy-Folge, U eine Nullumgebung und V' € {(0) kreisformig
mit V +V C U. Dann existiert ein N € N mit z,, — z,,, € V fiir alle n,m > N,
insbesondere ist also fiir jedes n > N z, —xny € V, was dquivalent zu z,, € xxy+V
ist.

Weiter existiert ein A > 1 mit z1,...,2y € A\V C AU. Da z, € sy +V C
AV + AV C MU fir n > N ist, ist somit die Beschrianktheit von {z, : n € N}
gezeigt.

(i) = (ii) ist trivial, denn in einem normierten Raum ist jede Kugel beschréinkt.

(ii) = (i): Sei U eine Nullumgebung so, dass T'(U) beschriankt ist. Dann ist auch
AT(U) beschriankt fiir jedes A € K. Sei M C X eine beschréinkte Menge. Dann
existiert ein A > 0 mit M C AU, und es folgt

T(M) C T(\U) = AT(U).

T ist also beschrinkt. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.19:

Sei T': X — Y linear. Um nachzuweisen, dass T stetig ist, diirfen wir 0.B.d.A. anneh-

men,

dass T surjektiv ist. Wegen [Ubungsaufgabe 3.13| darf dann ebenfalls angenommen

werden, dass X = K" und Y = K" gilt und die Topologien jeweils von der 1-Norm
induziert werden.

Wegen [Ubungsaufgabe 3.15| und Satz 3.17 muss nur die Existenz einer Nullumgebung
gezeigt werden, deren Bild beschriankt ist. Sei also U C X die Kugel mit Radius 1 um
0 und seien ey, ...,e, die kanonischen Basisvektoren von X. Nach Wahl der Norm gilt
dann

U={)_Nej: Y [y <1}
j=1 j=1

Folglich ist fiir v € U mit K := maxj_, || T(e;)]|

Also

IT (@)l = 17O Nes)ll = 1 D AT (el < DTl < K Il < K.
j=1 j=1 j=1 j=1

ist T'(U) beschrinkt und somit 7" stetig. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.23;
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(a) p(x) =plr —y+y) < p(r —y) + p(y) impliziert, da x und y beliebig waren,

Ip(z) — p(y)| < plz —y).

(b) p(z) = p(x —0) > [p(x) — p(0)| > 0.
(c) p(0) =p(0-0)=0-p(0) =0. -

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.28:

(a)

pp(r) <l=3A<l:x € AECE
re€E=x€lFE= ugx)<l1
(b) =: Enthalte E einen nichttrivialen Unterraum U. Sei z € U \ {0}. Dann ist Az €

U C E fir jedes A > 0 und damit ist pg(x) = 0, pg ist also keine Norm.

<: Sei pup keine Norm. Dann existiert x € X \ {0} mit pug(z) = 0. Dann ist
ue(Az) = [Apg(z) =0 fur jedes A € K. Aus (a) folgt, dass span({z}) C E gilt, E
enthélt also den nichttrivialen Unterraum span({z}). [ |

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.29:

(a) Sei pug stetig in 0. Sei € X und ¢ > 0. Dann existiert ein U € 4(0) mit up(U) C
B(0,¢). Aus folgt, dass pup(r +u) < pp(r) + pp(u) < pp(r) + € und
pp(x+u) > pep(r) — pp(u) > pep(z) — e fir jedes u € U, woraus insgesamt

(e +u) = pe(r)] <&

folgt. Da x + U € () ist, ist somit die Stetigkeit von pp in = gezeigt.
(b) =: Sei pup stetig. Da pg(0) = 0 und | — oo, 1[€ 14(0), ist puy'(] — oo, 1[) € LU(0).
Nach (a) gilt aber E D uy'(] — oo, 1[). Also ist auch E eine Nullumgebung.

«: Sei £ € 4(0) und € > 0. Setze U := ¢F. Dann ist U € 4(0) und pug(U) < ¢,
woraus die Stetigkeit von pg in 0 folgt. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.35¢

=: Sei (p;)ies separierend und z € X \ {0}. Dann existiert ein ¢ € I mit € := p;(x)/2 > 0.
Fiir die Nullumgebung

U:={yeX:ply) <e}
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git UN(x+U) =0, denn fir y =z +u € x4+ U gilt

pi(y) = pi(x + u) > pi(z) — pi(u) > e.

Also besitzen 0 und x disjunkte Umgebungen.

<: Sei 7 hausdorffsch und z € X \ {0}. Dann gibt es ein endliches I’ C ] und ein ¢ > 0
mit

v ({yeX ply) <eh

icl’

Also gilt p;(z) > e >0 fiir ein i € I, d.h. (p;)ies ist separierend. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.41;

Sei (fx)ken eine Cauchy-Folge in C™(2). Dann ist insbesondere (0°fi)ren fiir jedes
a € Nj mit |a] < m eine Cauchy-Folge bzgl. der durch die Halbnormen p; gegebe-
nen lokalkonvexen Vektorraumtopologie aus|Abschnitt 3.3.1jund konvergiert damit lokal
gleichméBig gegen ein f, € C(Q). Das impliziert bekanntlich, dass f, € C™(Q2) mit

8af0:fou |O{| Sma

siche [HeuOl1], Satz 104.3. Also ist C™((2) ein Fréchet-Raum. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 3.43:

(a) Da fiir x €  die Diracsche Delta-Distribution

9, :C"() > fr= f(z) eK

offensichtlich stetig ist, ist kern(d,) abgeschlossen in C™(£2). Daher folgt die Be-
hauptung aus der Identitét

Cp(Q) = [ kern(d,).

(b) Es ist nur die Eigenschaft p; x(f) = 0 = f = 0 nachzuweisen. Das ist aber trivial.

(c) Dafiir i < j <m pir(f) < pjx(f) fiir alle f € CZ(Q) ist, wird die Topologie
auf CP(£2) schon von p,, x erzeugt und ist damit eine Normtopologie. Die Voll-
standigkeit dieser Vektorraumtopologie folgt daraus, dass die Spurtopologie von
C™(2) auf CP(Q) mit der urspriinglichen Topologie auf CP(Q2) iibereinstimmt,
was man durch einen Vergleich der erzeugenden Halbnormen leicht nachpriift. Da
C(€2) in C™(£2) abgeschlossen und C™(£2) ein Fréchet-Raum ist, folgt damit die
Vollsténdigkeit der Normtopologie auf C7(€2).
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(d) Wir nehmen an, dass die Topologie von C%(€2) von einer Norm p erzeugt wiirde.
Wegen Bemerkung 3.33] existierten iy, ..., i, C' > 0, so dass fiir alle f € C(Q)
gilte:

Damit wire p dquivalent zu py x mit ¢ := max;_; _ji;; die Topologie auf C72(2)
wiirde also von py k erzeugt. Das wiirde aber bedeuten, dass alle Ableitungen einer

Funktion schon dann gleichméfig konvergieren, wenn es nur die ersten ¢ tun, was
ein Widerspruch ist (Gegenbeispiel?).

(e) Fiir i < m und f € C*(Q) gilt die Ungleichung p;(id(f)) < pi(f). Wegen Bemer
ist id : C4(Q) — C™(Q) stetig. [ ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.2

Wihle K; € Q mit K; C K3, und J;2, K; = Q. Dann existiert fiir jedes j € N eine
offene Kugel B; := B(w;,r;) C K5, \ K;. O.B.d.A. gelte r; < 1. Sei ¢ € D(R") mit
#(0) = 1 und supp(¢) C B(0, 1). Dann definiert

05(x) =10 (x - "“"J)

T'j

eine Funktion aus D(2) mit supp(¢;) C B;. Wir zeigen, dass die durch

definierte Funktionenfolge aus D(2) eine Cauchy-Folge bzgl. (| - |m)men, ist, die nicht
konvergiert. Ist U eine Nullumgebung der durch (] - |,,)men, erzeugten Topologie, so gibt
es T >0 und m € N mit

{0 €D :|¢lm <r}CU.

Also gilt fur k' > k > ko := max{|¢|,,/r,m}:

k;/

3 %a%j(x)

j=h+1

i = o]

:xGQ,|a|§m}

k/
1 - T — T;
< Sup{er- led (00‘¢)( ])‘:xEQ,\&\gm}
]i]"—l ikt J Tj
r
[oxn
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Daher ist (¢x ) ren eine Cauchy-Folge. Gébe es 1) € D(£2) mit ¢, — 1, so wire (da Konver-
genz bzgl. (|« |m)men, insb. die punktweise Konvergenz impliziert) 1 (z) = limy_, % ()
fir jedes x € Q. Nun gilt aber ¢ (x;) = 1/k # 0. Nach Konstruktion der z; kann ¢
keinen kompakten Trager in €2 besitzen. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.6;

Wir nehmen an, dass D(2) metrisierbar mit der Metrik d wére. Sei K1 C Ky C ... eine
aufsteigende Folge von Kompakta in R” mit K; C K7, und Q = J;2, K.

Es existiert dann eine Folge (fx)ren in D(2) mit supp(fx) ¢ Ky fiir jedes k € N. Weiter
existierte wegen der Stetigkeit der Skalarmultiplikation zu jedem k& € N ein Ay > 0 mit
d(M.fr, 0) < £. Daraus wiirde aber folgen, dass (A fx)ren eine Nullfolge in D(Q) wiire,
was ein Widerspruch zu ist. Also ist D(2) nicht metrisierbar. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.11:

Wegen [Satz 4.3| reicht es aus, die Stetigkeit von 8?DK(Q) fiir jedes K & 2 zu zeigen. Dazu
reicht es aus, Folgenstetigkeit im Ursprung nachzuweisen. Sei also (fx)ren eine Nullfolge
in Dy (). Dann konvergiert (9° fy )ren fiir alle 3 € Ny gleichmiiflig gegen 0. Insbesondere

konvergiert dann auch (9°0% fy)ren fiir alle 3 € N2 gleichmiBig gegen 0, woraus wegen
0° fr € Dk () die Stetigkeit von Oy, o folgt. ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.21:
Fir ¢ € D(Q) gilt

(0°Ty,¢) = (1)U Ty,0%¢)

— 1|a/fa°“¢

= (=1)% /Q (0° f)pda

= <T3af, ¢> .
Also ist aan = Taaf- |
Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.27:
NYI. [

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.31:

(a) Sei ¢ € D(Q). Es ist fiir alle T € D'(12):

ps(0°T) = [(0°T, ¢)| = (T, 07¢)| = poes(T).

Mit [Bemerkung 3.33| folgt so die Stetigkeit von 0 auf D’.
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(b) Fiir ¢ € D(Q) gilt
k—o0 k—oo Jq

= lim frodx

k=00 Jsupp ¢

= / lim (fyp)dx (dominierte Konvergenz)
supp ¢

k—oo

- /quédcc
)

= (Ty,9).

Also gilt Ty, — T%. [ ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 4.41:

Sei in der gesamten Aufgabe K; C K, C ... eine aufsteigende Folge von Kompakta
in R” mit K; C K7, und Q = J;2, K;.

(a) Beachte zunéchst, dass ein j € N existiert mit 0K; N K = (), denn da (K7);en

.. g
eine offene Uberdeckung von K ist, existiert ein K D K, und Ky, hat wegen

K C Kj, diese Eigenschaft.

Wihle A > 0 dann so, dass d(K,0Kj), d(K;,00) > X sind. Aus [Satz 4.40 folgt
dann, dass supp(xx, * 5y) C K; + B(0,\) C € ist, wobei 3y die Eigenschaften
aus [Satz 4.40l habe. Fiir z € K ist wegen B(0,\) C —(K; — {z}) und supp(8,) C
B(0,\)

v+ B = [ v ()t =y
= /K Oz —y)dy

J

- / Br(y)dy
{z}-K;

_ / Br(y)dy
B(0,\)
= 1.

Also hat ¢ := xg, * Bx die gewiinschte Eigenschaft.

(b) Aus dem Satz iiber die dominierte Konvergenz folgt

Hf - fXKi

» — 0.
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fiir i — oo. Also existiert zu e > 0 ein ¢ € N mit [|f — fxx,|[, < 5. Weiter findet
man mit batz 4.40/ein A > 0 mit

5
| fxr *Br— fxxillp, < B

und supp(fxg, * Br) C Q. Mit der Dreiecksungleichung folgt schliellich

Hf - fXKz *ﬁ/\”? <ég,

und da fxk, * Oy € D(Q) ist, ist somit alles gezeigt. [}

Lésung zu [Ubungsaufgabe 5.3¢

Sei x € A+ K. Dann existieren Folgen (a,)men C A, (km)meny C K mit (@ + ki) men —
x. Da K kompakt ist, hat (k;,)men eine gegen k € K konvergierende Teilfolge (K, )rex-
Dann konvergiert auch (am,)een = ((@m, + km,) — Km,)een gegen ein a € R™. Da A
abgeschlossen ist, ist a € A und damit

r = lim (am, + kp,) =a+kec A+ K

{—00

Lésung zu [Ubungsaufgabe 5.5¢

NYI.
Lésung zu [Ubungsaufgabe 5.16:

Es gentigt, den Fall n = 1 zu betrachten. Sei S := 0 und Sy := &, d.h. (Sk, ¢) = o(k).
Dann gilt S — S in D'(R), aber (Sk)ren konvergiert sicherlich nicht in &'(R). [ ]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 6.3;

(a) Sei (fr)ren eine Cauchy-Folge in S(R™). Dann ist fiir alle (a,3) € N2" (z +—
1°0P fi.(z))ren eine Cauchyfolge bzgl. der Supremumsnorm und hat damit einen
gleichméBigen Grenzwert f, g.

Aus dem Beweis von [Ubungsaufgabe 3.41| folgt, dass f := fo0 € E(R™) mit 9°f =
fo5 ist. Daraus folgt sofort f, s(z) = x*0° f(z) fiir jedes x € R", d.h. wir haben
f e SR und fr — f in S(R™) fiir £ — oo. Also konvergiert (fx)ren in S(R")
gegen f, d.h. S(R™) ist ein Fréchet-Raum.

(b) Wegen [Satz 4.3] geniigt es zu zeigen, dass id : D (R") — S(R™) fiir jedes K € R”
stetig ist. Sei also K &€ R". Mit den Bezeichnungen aus (20) und (&) gilt fiir
a,B €Ny, f € Dg(R") und Ck := max{|z®| : x € K}

Pas(f) = sup |2°0°f (2)| < Cippo i (f)
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woraus mit [Bemerkung 3.33] die Stetigkeit von id : Dg(R™) — S(R") folgt.
Sei nun K € R” und m € N. Dann ist fir f € S(R")

Poic(f) = sup{|0°f(@)] : w € K, |8] < m}
< sup{|0°f(@)] 1w € R, |8] < m}

= po,ﬁ(f)-

A

Wieder wegen [Bemerkung 3.33]ist id : S(R™) — £(R") stetig.

(c) Die Dichtheit von S(R™) in LP(R™) folgt sofort aus|[Proposition 6.2] (c) und
(b).

Um D(R") = S(R") und S(R"”) = £(R™) zu zeigen, ist es hinreichend, D(R") =
E(R™) zu beweisen. Nach [Abschnitt 3.3.3 wird die Topologie auf £(R") durch
die Halbnormen (p{°);ey erzeugt. Um D(R”) = E(R™) zu beweisen, ist fir jedes
f e &R, jedem e > 0 und i € N ein g € D(R") mit p*(f — ¢g) < € zu finden.

Nach [Ubungsaufgabe 4.41| existiert ein ¢ € D(R") mit ¢ = 1 auf K;. Setze dann
g = ¢f. Dann ist p;°(f — g) = 0. "]

Lésung zu [Ubungsaufgabe 6.6;

Sei T € §'(R™). Dann existieren wegen [Bemerkung 3.33| (ay, 1), - - ., (o, B¢) € N2, C' >
0 mit, so dass fir alle ¢ € S(R™)

|T(¢)] < C max paj,gj(gb) = (C max sup |x°‘f86jgb(:p)|
j=1,...,¢ j=1... peRrn

-----

tion 4.12l Fir K €@ R" sei
Cr :=max{|z|: 2 e K,j=1,...,(}.

Dann gilt fiir ¢ € D (R"):

IT(¢)] < C max sup |z*0%¢(x)]
J=1..t ek
< CCg max sup |0%¢(z)|
J=1..f ek
< CCk prm(9). m
Lésung zu [Ubungsaufgabe 6.12;
NYI. "]
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